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Summary

A feasibility study is described in this report concerning the use of the method
of weighted residuals for the computation of two- or three-dimensional flow in
estuaries and coastal waters, especially for the vertical flow profiles. The objec-
tive is to find out whether such a method can be more economical than a straight-
forward finite-difference method. Several variants of the method of weighted re-
siduals are applied to a schematized differential equation, the analytical solu-
tion of which is known. It is found that no accurate solutions are obtained unless
attention is given explicitly to the logarithmic behaviour of the velocity near
the bottom. This can be done either by transforming the differential equations or
by treating the bottom layer in a special way. If this is done, a reasonable solu-
tion can be obtained, using 5 to 8 terms in the series of interpolation functionms.
A simple and accurate method is a standard (Galerkin) finite—element method with
linear interpolation, except for a logarithmic element near the bottom. Finite-
difference methods are not investigated in this report, but the conclusions are

likely to apply also to them, due to the equivalence with finite-element methods.
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NOTATIE

A (2)
A (2)

snelheidsprofiel in vertikaal

benadering van snelheidsprofiel

koefficiént in benadering

koofficient in vergelijkingenstelsel
koefficiént in vergelijkingenstelsel

constante

longitudinale variatie van waterdiepte
versnelling van de zwaartekracht

waterdiepte

waterdiepte in onverstoorde toestand
randvoorwaarde voor waterdiepte
getij—amplitude

lengte estuarium

hoogte waarboven viscositeit constant is (dimensieloos)
constante

hoogte waarop snelheid nul wordt, relatief t.o.v. h
tijd

getijperiode

snelheid

gewichtsfunctie

horizontale koordinaat

longitudinale variatie van snelheid

vertikale koordinaat

getransformeerde vertikale koordinaat
intervalgrens of collocatiepunt

constante

gemiddelde kwadratische afwijking tussen benaderde en analytische oplos-
sing

turbulente viscositeit

maximale waarde van €

interpolatiefunctie

constante, verband houdend met de drukgradient

dimensieloze hoekfrekwentie



1 Inleiding en probleemstelling

Bij de wiskundige bestudering van stroming in estuaria en kustwateren moet een
drie-dimensionaal tijdsafhankelijk probleem worden behandeld. De differentiaal-
vergelijkingen voor de horizontale snelheidscomponenten hebben een parabolisch
karakter. Het is mogelijk, deze vergelijkingen numeriek op te lossen met behulp
van een differentiemethode. Voor het speciale geval dat de stroming slechts in
één richting plaats vindt (twee-dimensionale stroming in een vertikaal vlak)
wordt een overzicht van de mogelijkheden gegeven in een voorafgaand verslag [10].
Het is te verwachten dat een vrij fijne verdeling van de roosterpunten over de ver-
tikaal nodig zal zijn om de stromingsverdeling weer te geven. Om de gedachten te
bepalen kan een aantal van 20 rekenpunten per vertikaal genoemd worden. Daar voor
een weergave van de stroombeelden in het horizontale vlak vaak enkele duizenden
roosterpunten nodig zijn, leidt deze methode tot een zeer aanzienlijke rekenin-

spanning.

In de literatuur wordt een alternatief aangetroffen in de vorm van de gewogen-re-
siduen methode (method of weighted residuals []], ook andere namen worden ge-
bruikt). De variatie van een grootheid wordt hierbij niet weergegeven door middel
van een aantal diskrete punten, zoals bij een differentiemethode, maar door mid-
del van een aantal continue functies, die tezamen een benadering van de oplossing
kunnen geven. Deze "interpolatiefuncties'" voldoen in het algemeen niet aan de
differentiaalvergelijking, wel vaak aan (sommige) randvoorwaarden. De benaderde
oplossing, opgebouwd uit een aantal interpolatiefuncties, wordt nu zodanig ge-
construeerd dat hij in een bepaalde zin aan de differentiaalvergelijkingen vol-
doet, bijv. in een aantal punten, gemiddeld over enkele deelintervallen of zo-
danig dat de gekwadrateerde afwijkingen minimaal zijn. Het blijkt mogelijk te
zijn, al deze varianten in een algemene vorm te gieten. De residuen, die ontstaan
door de benaderde oplossing in de differentiaalvergelijkingen in te vullen, wor-
den vermenigvuldigd met een gewichtsfunctie en het resultaat wordt nul gesteld
ter bepaling van de koefficiénten in de reeks van interpolatiefuncties. Door de
interpolatiefuncties bepaalde eigenschappen te geven is het in sommige toepassin-
gen mogelijk gebleken, een zeer redelijk resultaat te bereiken met een klein aan-

tal (n = 3 &4 5) interpolatiefuncties.

Men zou nu kunnen overwegen, het drie-dimensionale stromingsprobleeﬁ voor wat de
vertikale richting betreft te behandelen met de gewogen residuen methode. Hier-
door wordt een differentiaalvergelijking iQ X, V¥, z en t vervangen door n diffe-
rentiaalvergelijkingen in X, y en t, hetgeen aantrekkelijk kan zijn als n klein

is. Het is de bedoeling van dit verslag, een indruk te krijgen van de mogelijk-



heden van deze aanpak.

Daartoe wordt een geschematiseerd probleem bekeken dat ook analytisch oplosbaar
is, aangezien dit de enige afdoende mogelijkheid is om de nauwkeurigheid van de
benaderde oplossingen te beoordelen. Dit betekent dat de resultaten, verkregen

in dit verslag, niet rechtstreeks in de praktijk bruikbaar zijn. Als geconclu-
deerd wordt dat een gewogen-residuen methode perspectieven biedt zal hij op de
volledige vergelijkingen moeten worden toegepast, waarbij ongetwijfeld een aantal
complicaties zal optreden, met name in verband met niet-lineaire effekten en meer

ingewikkelde randvoorwaarden.

Eenvoudigheidshalve wordt hier slechts het vertikaal twee—-dimensionale, homogene,
gelineariseerde geval onderzocht. De keuze van interpolatiefunkties biedt een
grote vrijheid. Het is mogelijk, op heuristische basis funkties te kiezen die
ruwweg het gewenste verloop hebben. Dit is bijv. gedaan in [5]. Dergelijke funk-
ties kunnen eventueel afgeleid worden uit een vereenvoudigde vorm van de diffe-
rentiaalvergelijkingen [8]. De heuristische methode heeft echter het nadeel dat
er geen systematische verbetering kan worden aangebracht als de nauwkeurigheid
onvoldoende blijkt te zijn. In andere toepassingen worden eigenfunkties van de
differentiaalvergelijking als interpolatiefuncties gebruikt [2, 4, 6]. Dit is
echter moeilijk uit te breiden tot wat meer algemene situaties. In dit verslag

worden enkele andere mogelijkheden onderzocht.

In sommige publicaties [3, 7] wordt een "lagen-methode' toegepast. De 3-dimensio-
nale vergelijkingen worden dan geintegreerd over n lagen, waardoor n 2-dimensio-
nale vergelijkingen ontstaan die in een horizontaal vlak moeten worden opgelost.
De methodiek daarvan is reeds uitvoerig bestudeerd voor stormvloed- en getijpro-
blemen. Het is duidelijk dat deze methodiek past in het kader van gewogen resi-
duen. Als een van de varianten wordt daarom in dit verslag de lagen-methode be-

studeerd.

Dit onderzoek werd uitgevoerd door dr.ir. C.B. Vreugdenhil.



2 Wiskundige formulering

Er wordt homogene stroming beschouwd

rechthoekige dwarsdoorsnede, dat aan

in een estuarium met horizontale bodem en

1

8én zijde is afgesloten (fig.

- h
| | -
Sl S e X
J - i
i
Fig. 1 Definities geschematiseerd estuarium.

De convectlieve termen worden verwaarl

Qu oh 3, ou

T e TR (63 T O
h

sh 3

— + — [fudz = o

ot X i

met de randvoorwaarden

x =L u = o0
X =0 h = hl(t)
z = rh % u =0
= E:
z = h ~ 0

De kinematische randvoorwaarde aan he

tatie is als volgt:

u snelheidscomponent in x-richting
t tijd

g versnelling van de zwaartkracht
h  waterdiepte

x  horizontale koordinaat

z vertikale koordinaat

turbulente viscositeit

oosd in de vergelijkingen, die dan luiden:

(D

(2)

(3)
(4)
(5)
(6)

t oppervlak is reeds in (2) verwerkt. De no-



T hoogte waarop de snelheid nul is, relatief tot de waterdiepte
fi° lengte van het estuarium
h randvoorwaarde (vertikaal geti])

3 Schematisering

Teneinde het probleem analystisch oplosbaar te maken, worden de volgende trans-

formaties ingevoerd

z' = z/h(x,t)
x! = x/L
g E/EO 7
" & & ¥l ®
o' o
h' = (h—ho)/H
o = hogu/(HLeo)

waarin Eo maximale waarde van €

hO onverstoorde waterdiepte

H getijamplitude op X = o
De vergelijkingen (1)...(6) gaan dan over in de volgende
u' H , H _,.-13h" 3u' oh' B . o=l D B ool Buvy
¢ B 2 W B cmprgprte Jro (b} e W Y et e =0
) o o 0
(8)
" 1
e+ {1+ 21" Sutdz'} = 0 (9)
) r
®#' =1 3% ul = i) (10)
x'"=0: h'" = (hl(t)_ho)/H (1)
z' = r u' =0 (12)
Ju'
'= ¥ —— =
z i 3 0 (13)

. - 5 o) =1
waarin c gho (EO L)

De veronderstelling wordt nu gemaakt dat H/ha zo klein is dat alle termen in de
vergelijkingen (8) en (9), waarin deze factor voorkomt, verwaarloosd mogen worden.

Met weglating van de accenten wordt het geschematiseerde modelprobleem dan:



au 5h _ 3 Juy _

0 e Y (159

5h ¥ s _

3t + s S udz = 0 (15)

x =11 u=20 (16)

x=0: b= (hl(t)-—ho)/H (17)

zZ =T ¢ u=20 (18)
4 i:

7 = ] 5 0 (19)

Hierbij wordt een analytische oplossing gezocht van de vorm

=y
It

F(x} i0C (20)
X(x)A(z) oo (21)

=
i

. =7 . . w » A ;
waarin g = 2 T ho2 (EOT) de dimensieloze hoekfrekwentie is en T de getijperiode.

Door invullen in de vergelijkingen blijkt dit alleen te kunnen als

I
o

£' (x) /X(x) = b, (22)
X' (x) /£(x) (23)

n
o

met constante b1 en b2. Aangezien X(x) op een constante factor na bepaald is kan

£én van de beide constanten willekeurig gekozen worden. Stel b2 = - ig, dan volgt
; d dA

ioA - 37 (e EE) = A (24)

1

J Adz =1 (25)
T

m=FlE AED (26)
z=1:dA/dz =0 (27)
waarin A = - Cbl'

De vergelijkingen (24)...(27) bepalen A(z) alsmede de constante A. Desgewenst
kunnen f(x) en X(x) daarna worden opgelost uit (22) en (23) met de randvoorwaar-

den i

x=1:Xx)=0 (28)



x=02: f(x) =1 (29)

De vergelijkingen (24...(27) worden hierna als het modelprobleem beschouwd.

4  Analytische oplossing

Een essentieel kenmerk van het hier beschouwde type van snelheidsprofielen is de
logarithmische singulariteit in de buurt van de bodem. Deze treedt niet op als de
turbulente viscositeit € over de gehele diepte constant wordt genomen, hetgeen
dus niet realistisch is. Als &&n van de eenvoudigste vormen, die wel leiden tot

de singulariteit, is gebruikt (in dimensieloze vorm):

I p <z <1
i 3{ = (30)

Z
Fig. 2 Geschematiseerde turbulente viscositeit

In het gebied p <z <1 heeft de differentiaal vergelijking (24) de volgende op-

lossing die voldoet aan (27):

A(z)=-1 %+al[exp{ %U(]+i)(z—1)}+exp - ./ %o’(l*-i)(z—])}] poRE L1 (31)

In het onderste deel van de vertikaal luidt de differentiaalvergelijking voor

A' = A+iA/o
z d2A" 1 dA’ ;
TP dzZ  p 4z +ioa' =0

1l

Door de transformatie £

\/ 20pz (i-1) gaat dit over in

+ A" =0

d’a' 1 da'



met de oplossing
1 -
A a, Jo (E) + ay Yo (€)
waarin Jo en YO Besselfunkties van de eerste en tweede soort voorstellen. Dus
. A ; e
= -1 = - - < <
A(z) iS+a, JO( 20pz (i l))+a3 YO( v/ 20pz (i-1) r <z <p (32)

Door substitutie van (31) en (32) in (25) en (26) en continuiteitsvoorwaarden
voor A en zijn eerste afgeleide op z = p ontstaan vier lineaire vergelijkingen

a, en a,. De oplossing wordt hier niet

voor de vier onbekende constanten A, a 5 3

],
expliciet gegeven.

In fig. 3 zijn enkele analytische oplossingen aangegeven voor verschillende waar-—

den van 0 en r. In dit verslag is verder het geval bekeken met

3

r=20.3x 10
p=E 02
= 0.32
overeenkomend met ho = 10 m, 80 = (0.0435 m2/s, T =12.5 h en een bodemruwheid van

0.1 m (= 33rh0). De oplossing voor grotere waarden van 0 tot ¢ = 1.6 blijkt nauwe-
lijks van die in fig. 3 af te wijken, hetgeen erop wijst dat de traagheidsterm
i0A relatief onbelangrijk is voor dit soort stromingen. Verandering van de bodem-
ruwheid leidt tot duidelijk verschillende snelheidsprofielen als aangegeven in

Eips 3

5 Transformatie

Voor kleine waarden van z gedraagt Y0 in (32) zich als 1In z. Deze singulariteit

kan worden weggenomen door de koordinaten—-transformatie

N
Il

1 - 1In z/ln r
(33)
1-2
Z = F

De differentiaalvergelijking wordt dan:



d ; = =
- ———-(E*-géﬂ) +igr % A= ?\pr1 % intr (34)
*® x
dz dz
+*
met £ = 1 0 <2 <49
3t
E:*=prz 2 q_fz‘*_fl
o = Op 1n®r
gq=1-1lnp/lnr

De randvoorwaarden worden

P 3
X-0 A=0 (35)
J_ 1 daa/dz =0 (36)

en de continuiteitsvoorwaarde (25):
1 1 *

- 1lnr [ x A dzo =1 (37)
0

De oplossing van dit stelsel is eveneens weergegeven in £igs 3.

6 Gewogen-residuen methode

De gewogen-residuen methode wordt toegepast op de vergelijkingen (24):.+(27) TeEp.
(34).::(37). Het is eenvoudig aan te tonen dat hetzelfde resultaat wordt bereikt
als de methode wordt toegepast op de partiéle differentiaalvergelijking (14) met
voorwaarden (15)...(19), voor wat betreft de vertikale koordinaat z. De constante
A zal echter verschillen van die bij de analytische oplossing; hij speelt de rol

van een onbekende.

De onbekende snelheidsverdeling in de vertikaal A(z) wordt benaderd door middel
van een aantal interpolatiefunkties ¢k(z), die voldoen aan de randvoorwaarden (26)

en (27). De benaderde oplossing is

n
A(z) = L A ¢, (2) (38)
k=1

De vergelijking (24) wordt achtereenvolgens vermenigvuldigd met een stelsel ge-
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wichtsfunkties Wj(z) en geintegreerd over het gebied r <z < 1. Er ontstaat dan

een stelsel algebraische vergelijkingen voor de koefficienten Ak:

n
kzl (i o bjk - Cjk) Ak = Cj,n+] A (1 = 1 ssey 1) (39)
. 1 . z;
waarin bjk = f Wj(z) ¢k (z) dz j=1, vy n (40)
r k=1, g Tl
4 d déy } .
Cjk = rf Wj(z) a;—{g(z) = dz g o= 1y, admeg I (41)
k= ly wewy
1 -
Cj,n+1 = rf Wj(z) dz g = 1y, wang B (42)

Uit de continuiteitsvoorwaarde volgt

1
g

YT (43)

k=1

1
met c¢ - [ ¢k(z) dz k=1, ..., n (44)
%

n+l,k -

Er ontstaat dus een stelsel van n+l lineairevergelijkingen in de n+l onbekenden
Ak (k =1, ..., n) en A. Zijn deze berekend dan volgt uit (38) een benadering van
de oplossing, die vergeleken kan worden met de analytische oplossing. Verwacht

mag worden, dat de benadering beter wordt naarmate n toeneemt.

7 Keuze van gewichts— en interpolatiefunkties

Voor de keuze van de interpolatiefunkties bestaan vele mogelijkheden
a polynomen
b termen van een Fourierreeks

heuristische funkties van de gewenste vorm

A~ 0

eigenfunkties van de differentiaaloperator

e driehoeksfunkties, leidend tot een eindige—elementen methode

Hh

constanten per laag, leidend tot een lagen-methode
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In dit verslag worden de mogelijkheden a, e en f onderzocht. Mogelijkheid b is
waarschijnlijk vergelijkbaar met a. Zoals reeds in de inleiding uiteengezet, is
het bij c niet mogelijk, een systematische verbetering van de oplossing te berei-
ken. Mogelijkheid d is voor dit vereenvoudigde geval al vrij moeilijk te hanteren.
Het is te verwachten dat de bepaling van eigenfunkties in het algemene geval op
grote moeilijkheden zal stuiten. Er moet nog opgemerkt worden dat de interpola-
tiefunkties een volledig stelsel moeten vormen teneinde de approximatie van iede-
re gewenste oplossing theoretisch mogelijk te maken. Dit is het geval voor de mo-

gelijkheden a en e, waarschijnlijk niet voor f£.

Onafhankelijk worden de gewichtsfunkties gekozen. Dit leidt tot een aantal ver-

schillende methodes.

i Subdomain methode: gewichtsfunkties per laag constant en daarbuiten nul.
Hierbij wordt per interval gemiddeld aan de differentiaalvergelijking vol-
daan

ii Collocatiemethode: gewichtsfunkties zijn (Dirac) deltafunkties in een aantal
(collocatie-) punten. Aan de differentiaalvergelijkingen wordt in de collo-
catiepunten (maar ook alleen daar) exact voldaan

iii Galerkin methode: hierbij zijn de gewichtsfunkties identiek met de interpo-
latiefunkties

iv  Kleinste-@wadraten methode: hierbij worden de residuen geminimaliseerd op
basis van een kleinste—dwadraten criterium. Voor de algemene vergelijkingen
die de stroming in een estuarium beschrijven zou dit tot uitermate gecompli-
ceerde differentiaalvergelijkingen aanleiding geven. Deze methode is hier
dus niet verder beschouwd

v Lagen-methode: hoewel meestal niet als zodanig voorgesteld, kan de lagen-
methode door een speciale keus van de gewichtsfunkties als een gewogen-resi-

duen methode beschreven worden

In alle gevallen wordt gemakshalve aangenomen dat intervalgrenzen of collocatie-
punten gelijkmatig over het interval zijn verdeeld. De methode biedt echter de
vrijheid om hiervan af te wijken, bijvoorbeeld om in de buurt van de bodem een
nauwkeuriger weergave mogelijk te maken. Om het effekt van een niet-uniforme ver-
deling na te gaan wordt ook het getransformeerde probleem onderzocht. Een alter-—
natief is, de logarithmische singulariteit in de interpolatiefunkties te verwer-—
ken. Dit is bij de elementen methode vrij eenvoudig te realiseren. Een uitwerking
van alle formules wordt gegeven in appendi; A. De volgende tabel geeft een over-

zicht van de onderzochtemogelijkheden.
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vergelijkingen interpola-
no. naam getransformeerd tiefunkties gewichtsfunkties
i W.(z
niet|wel ¢k(z) J( )
1 subdomain methode,| x ¢k
polynomen } | }
! Il | I 1 |
r z Z
2 lagen-methode X ¢k
|
]j ! T PO | | 1 = |
z z
3 {collocatie methode, X als 1
polynomen
L | ! J
zZ
4 Galerkin- X als 1 gelijk aan ¢j(z)
methode, polyncmen
¢k
5 elementen— x gelijk aan ¢j(z)
methode (Galerkin) //ﬁ\\\ L
z
als 5, maar
by )
6 elementen-methode X als 5 (ook j=1)
met singulariteit . T
zZ
7 subdomain methode, x als 1 als 1
polynomen
8 |collocatie-methode, X als 1 als 2
polyncmen
9 | Galerkin-methode, x als 1 gelijk aan ¢j(z)
polynomen
Tabel 1 Overzicht onderzochte methodes
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8 Resultaten

De in tabel 1 aangegeven methodes zijn uitgewerkt volgens appendix A en toegepast
op het modelprobleem (24)...(27) voor een aantal waarden van orde van benadering
n, weergegeven door het aantal interpolatiefunkties. De afwijking tussen de bena-
derde oplossing A(z) volgens (38) en de analytische oplossing volgens (31) en
(32) is gekarakteriseerd door de grootheid

50

5 =[k'§0 {A(z) - A (zk)}z]

r2l—

(45)

It

waarin z, r

]

z k/50, k=1, ..., 50

k

In fig. 4 is & voor de onderzochte gevallen weergegeven als funktie van n. De be-
naderde oplossingen A(z) zijn voor enkele waarden van n vergeleken met de analyti-

sche oplossing in de figuren 5...13.

a Subdomain-methode, polynomen. Deze methode blijkt niet te convergeren. Uit

figuur 5 wordt duidelijk dat de singulariteit bij de bodem steeds beter wordt be-
naderd bij toenemende n, maar dit gaat ten koste van de benadering in de rest van
het interval. De getransformeerde vergelijking leidt tot veel betere resultaten
(fig. 11), zelfsvoor een bescheiden waarde van n, maar ook hier lijkt voor grotere
n geen convergentie op te treden. Het wisselende gedrag van § als funktie van n
voor deze methode kan worden veroorzaakt door een in toenemende mate slechte con-—
ditie van het lineaire stelsel vergelijkingen (39). Bij kleine waarden van n

speelt dit nog geen rol.

b Collocatie-methode, polynomen. De indruk wordt verkregen dat deze methode wel

convergeert, maar zeer langzaam. De knikken in de lijn voor 8§ als funktie van n
worden verklaard om het feit dat voor n < 5 geen enkel collocatiepunt en VOOT

5 <n < 10 slechts &8n collocatiepunt in het gebied van variabele viscositeit
1igt (fig. 2). De benadering, ook bij grotere waarden van n is niet erg nauwkeu-
rig (fig. 7). De getransformeerde versie (fig. 12) convergeert aanvankelijk snel,
maar lijkt te divergeren VoOOr grotere waarden van 1. Dit heeft waarschijnlijk de-
zelfde oorzaak als bij de subdomain methode. Bij de overige onderzochte methodes

blijkt het stelsel vergelijkingen beter geconditioneerd te zijn.
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¢ Galerkin-methode, polynomen. In het niet-getransformeerde geval convergeert

deze methode wel, maar erg langzaam. De benaderingen voor lage waarden van n heb-
ben een grillig verloop (fig. 8). In de getransformeerde vorm convergeert deze
methode echter uiterst snel en worden voor kleine waarden van n al zeer behoor-
lijke snelheidsprofielen gevonden (fig. 13). Vanaf n = 8 lijkt volgens fig. 4
geen verdere verbetering op te treden. Dit is waarschijnlijk echter een gevolg

van de beperkte nauwkeurigheid waarmee de analytische oplossing is berekend.

d Elementen-methode. Uit andere bron (bijv. [9]) is reeds bekend dat de elemen-

ten-methode met lineaire interpolatiefunkties overeenkomt met een differentie-
methode. Er mag dan ook niet worden verwacht dat de weergave voor lage n nauw-
keurig zal zijn. Dit blijkt uit fig. 9 inderdaad het geval te zijn, vooral in de
buurt van de bodem. Afgezien van de flexibiliteit in de keuze van de rekenpunten
biedt deze methode dan ook geen voordelen boven een differentie-methode. Het
wordt anders, wanneer het logarithmisch karakter in de buurt van de bodem expli-
ciet wordt meegenomen, hetgeen bij deze methode erg eenvoudig te realiseren is
(fig. 10). Deze methode is, vooral voor kleine n, beter dan alle andere die hier

onderzocht zijn (fig. 4).

e Lagen-methode. De afwijking § vertoont volgens fig. 4 een vrij ongunstig ver-

loop voor de lagen-methode. Dit is te wijten aan de vorm van de interpolatiefunk-
ties. Uit fig. 6 is echter te zien dat de benaderde funktiewaarden in de middel-
punten van de intervallen goed bij de analytische oplossing aansluiten, zelfs
voor betrekkelijk lage waarden van n. Dit blijkt echter alleen mogelijk te zijn
als het logarithmisch gedrag bij de bodem op de juiste wijze in de vergelijkin-
gen wordt verwerkt. Als daarentegen de snelheidsgradient bij de bodem bijvoor-
beeld door een eenvoudige differentie wordt weergegeven, ontstaan snelheidspro-
fielen die voor alle waarden van n zo goed als uniform zijn. Deze zijn hier niet

geillustreerd.

Als algemene conclusie kan uit het voorgaande worden afgeleid, dat een goede weer—
gave van de snelheidsverdeling voor beperkte waarden van n slechts mogelijk is
door expliciet rekening te houden met het logarithmisch karakter in de buurt van
de bodem. Het maakl dan weinig verschil of dit wordt gedaan door transformatie van
de vergelijkingen of door een speciale behandeling van het onderste interval. Het
is te verwachten dat ook een differentiemethode met een beperkt aantal rekenpun-
ten goede resultaten kan geven als aan deze voorwaarde is voldaan, aangezien en-

kele van de onderzochte methodes gelijkwaardig zijn aan een differentiemethode.
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Tenslotte wordt opgemerkt dat aan de theoretische ecigenschappen van de methodes

betreffende convergentie, nauwkeurigheid en stabiliteit in dit verslag geen aan-—

dacht wordt besteed. Uit de literatuur blijkt dat hierover nog slechts weinig be-

kend is.

9

Conclusies

Fnkele conclusies uit het voorafgaande kunnen als volgt samengevat worden.

a

In dit verslag is alleen homogene stroming beschouwd. In het geval van dicht-
heidsstromen wordt de methode belangrijk ingewikkelder, hoewel de eigenschap-

pen waarschijnlijk vergelijkbaar blijven.

Het gebruik van de gewogen-residuen methode met een lage orde van benadering
n biedt beperkte mogelijkheden. De vorm van de vergelijkingen is in het alge-
meen ingewikkelder dan bij differentiemethodes waardoor de flexibiliteit be-

perkt wordt.

Nauwkeurige resultaten worden behaald met de Galerkin-methode, toegepast Op de
getransformeerde vergelijkingen en met de elementen-methode mits daarin expli-

ciet met de logarithmische singulariteit rekening wordt gehouden.

Het minimale aantal interpolatiefunkties zal in de orde van 5 3 10 liggen, ze-
ker als rekening gehouden moet worden met wind-schuifspanning aan het waterop-—

pervlak en met dichtheidsstromen.

Met welke methode dan ook kunnen slechts goede resultaten worden bereikt als
rekening wordt gehouden met de logarithmische singulariteit, hetzij door de
vergelijkingen te transformeren, hetzij door de onderste laag op een speciale

manier te behandelen.

Hoewel differentiemethodes hierin niet onderzocht zijn mag worden verwacht dat
conclusies d en e ook hierop van toepassing zijn, daar zowel de elementenmetho—
de als de lagen-methode min of meer gelijkwaardig zijn met een differentieme-
thode. Aangezien met differentiemethodes meer ervaring is opgedaan is dus het

gebruik daarvan aan te bevelen.
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APPENDIX A Uitwerking van de verschillende methodes

Al Subdomain-methode, polynomen

De eenvoudigste vorm van polynomen die aan de randvoorwaarden voldoen is
¢k(z) = (1-z1k+1 = (l—r)_k+1 k=1, ..., n (A1)

Het polynoom van de eerste orde komt niet voor daar dit niet aan de randvoorwaar-

den op z = 1 voldoet. De gewichtsfunkties zijn
1 Zis L8 £ 2
s S A2
W.(z) = { . J (A2)
J 0 elders

waarbij z, =T
zj = j/n i=1 )
Er volgt dan
] k+2 k+2
) (1-z,_,) wil 1=z}
- - k""l_ » k+1 _ J_I i ) ) K+ i
by T Z.f {(l=2) " =1~} } dz= = (1-r) (225 )
i (A4)
k Z .
ik =[‘ e (2)(k+1) (1-2)"] dJ @
Z2=2Z .
11
= {p (B _,1-8; )" = E (Z-)(l—z.)k} (k+1) a5
-1 i1 i :
“jon1 T %5 T e (A6)
. _ k+2
- o= -0 Y 4 - 0 (A7)
r

A2 Lagen-methode

De gebruikelijke procedure bij een lagen-methode bestaat uit integratie over een

laag. Voor vgl. (24) geeft dit
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_.Az_

J
igAj Az - [g éé] =X Az (A8)

waarin A. het gemiddelde van A over de laag tussen T en z, is. Voor de schuif-

spanningen in het inwendige wordt gewoonlijk gesteld

A. -
éé _ j+1 3
€ 4z zj =& (Zj) Az (49)

Aan het oppervlak geldt wegens de randvoorwaarde (27)

dA
dz 'z
n

Aan de bodem is de snelheid nul (26). Dit zou aanleiding kunnen zijn om te

stellen
e I | =s(z)1_(_A)
dz z, Az

Dit geeft echter niet weer dat er lokaal een veel sterkere snelheidsgradient op-—
treedt. Toepassing leidt dan ook tot snelheidsprofielen die zo goed als uniform
zijn over de diepte. Deze zijn in dit verslag niet weergegeven. Het logarithmi-
sche gedrag van de snelheid in de buurt van de bodem kan als volgt in rekening

worden gebracht. Veronderstel dat de schuifspanning in de onderste laag lineair

verloopt:
T
da _ T _ 1 ~
&g ™ 5 = 7;v+ d (z z) voor z < z,

waarin T, de schuifspanning op z = z voorstelt. De constante d is vooralsnog on-—

bekend. Hieruit kan worden opgelost

T
= p (?1 +dz)) 1n £ - dp (z-1)

met behulp van (26) en (30). Dan is gemiddelde snelheid A] in die laag
= T z

! __p ! i A -
1 = rf A dz = e ( 5 +dz])(zlln_ = z]+r) 5 dp(zl r)

De schuifspanning op de bodem is nu
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1
= +d (z,-1)
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Uit de beide laatste vergelijkingen kan d geelimineerd worden, waaruit ontstaat

A T

5 - __P L= o
d P z,~Tr {Al z]‘r (Zl in T Zl+r) p}'

pz z -1

daiir 5 i - i _
{z]—r (zl 1n z zl+r) 1 p (zl )}

Substitutie hiervan in (A8) en gebruik van (A9) voor T] levert dan

z] A2 = A]
1UA1 + {(zl—r) Al - (z] 1n-?7 - zl+r) £ (z]) ——~KE——}

pz1 z] =
ot L - w § s =
. {z]—r (z; In — z,4T) = 3 P (z, ) } AAz

(A10)

In termen van de gewogen-residuen methode kunnen hier direkt b]], cjp en ¢y uit

afgelezen worden. De vergelijkingen voor de andere lagen kunnen worden gevonden

door te stellen

& g L
1 Z, 1 z 2z
¢, (2) =
0 elders
[ Z=2. 1 (z—z._])2
AJ + 9 J Z. < z_f Z . + 1 Az
2 Ag? =1 = Tl
zJ—z (zj-z)2
S * 9 z + 5 bz <z <z, b !
W (2) =9 z Az? = ]
(z.-z)?2
13 et . 25y ¥ b dm €2 Czis j=n
Az
0 elders

waarin Az = 25725 q Hieruit volgt nl.

(Al1)

(A12)
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s HH=
r
bjk = wj(z) dz = Az k = j, anders O (A13)
“r-1
dg, 1 1 dwj deby
Cjk =[_wj(z) e (z) e ] & g elz) < an dz =

r

1 dw.
- rf e(z) 2 {8 (z-z, ) = 6 (z-2,)} dz

1l

dwj dwj
— & (Zk) dz lzk - F (Zk_]) dz Izk_1 -
[ € (zj_])/Az k = j-1
- {e (zj) + € (zj_l)}/Az k=]
=< - E (zn_l)/Az k=3j=n (A14)
£ (zj)/Az k = j+l
0 elders

Dit blijkt overeen te komen met (A8) en (A9). Deze vergelijkingen worden voor

j = 1 vervangen door (Al0).

Verder geldt nog = cn+l,k =z k=1
R R S o

A3 Collocatiemethode, polynomen

In dit geval worden de interpolatiefunkties volgens vgl. (Al) gebruikt met ge-

wichtsfunkties
Wj(z) = (z-zj) (3 =1, «eos 0) (A15)

waarbij zj weer gedefinieerd wordt volgensv(AB). Merk op dat z = r geen colloca-

tiepunt is, aangezien daar de randvoorwaarde A = 0 is opgelegd. Het punt z = 1 is
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echter wel een collocatiepunt aangezien de funktiewaarde daar nog vrij 1s. Er

volgt dan
_ _ _ k+1 e
bjk = ¢k(zj) = (1 zj) (1=2) (A16)
d¢

i =3z 18 (@ dz}IZ=zj - e (20+DO-27
Voor z. > p geeft dit c.., = + Ifc(kﬂ)(l—z.)k_1

] jk ]

(A17)
1 k k1] = (1-2.)%7!

Voor z. < c., = — = (k+tl1)(1-=z. + k(k+ — -Z.

i oF jk y iy ( p
Als 2g'= p is o niet eenduidig gedefinieerd.
Cj,n+l =1 (A18)
Cn+l,k zie (A7)

A4 Galerkin-methode, polynomen

Zowel interpolatie— als gewichtsfunkties worden nu gegeven door vgl. (Al). Dit

geeft
3 . .
b = 7 {02 - A - - (1-r)3*1} 4z =
B
k+]+3 . :
_ {1-x) . __ak+j+3 1 1 k+3+3
T k+j+3 (- (EIE * 3:59 + (1-1)
B EE 11 1
= (1-r) (1 o T2 + k+j+3) (A19)
P F o k+] 1 k+]j
co == [ 2 G+ (1) (1-2) dz - f (kH1)(j#1)(1-2) dz =
] . P >
: k+j+2 k+j+2 . s
_ (k+1)(3+1) ;(1-p) =(1-1) k+j+1
+ G 7 +T) { ey, - r (1-1) 1 (A20)
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By i rfl ta-2)3* - a-n)3*y 4z - ﬁi—l;—% L (a21)
an,k zie (A7)
A5 Elementen-methode
Als interpolatie- en gewichtsfunkties worden driehoeksfunkties gebruikt:
" n (z - Eil) Zk-l-f z < Zy
¢k(z) = Wk(z) =T n (Eil - z) z, 22 224 (A22)
L O elders

Deze funkties voldoen wel aan (26) maar niet aan (27), zodat een aparte vergelij-

king moet worden gebruikt voor die randvoorwaarde. Dit houdt tevens in dat

slechts n-1 gewichtsfunkties worden gebruikt (j =1, ..., n—-1). Dan volgt

bjk = 1/(6 n) k= 3j-1, j+l

by = 2/(3 ) ko= j (5= 15 vorp o) tazs
bjk = 0 voor overige waarden van k, met uitzondering van b]1 = é%—— %-n?ra

In verband met de randvoorwaarde geldt

bnk =0 alle k
o) = - cC = 1
nn n,n-1
G = 0 overige waarden van k
"1
= ] <k <n
n
- =k b o.q -
Verder Conk =1 w4 nr? =l (A24)
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-.-A_/'-.-
_1_ 1 (j < n
n
Cj _— (A25)
-
4 e _
-y 3 nr J 1
23 do 2341 o,
Cjk ==-n [ e (2) ng-dz +n S € (z) Tﬂ;-dz =
z. z.
i i}
_ z,
J .
n® [ € (2) dz k=j-1
Z e«
3=l
2341
= <-1n2 [ € (2) dz =] j <n (A26)
Zia
-1
Zj—]
n® f e (z) dz k=j+1
%3

A6 Elementenmethode met singulariteit

Teneinde de logarithmische singulariteit bij de bodem mogelijk te maken wordt

uitsluitend ¢1(z) vervangen t.o.v. (A22)

- 1n %/1n ™
¢l(z)=
n (g~— z)
juk

H
| A

N
| A

(A27)

8|—

[ A

N

I A

Sl H|—

Wl(z) blijft als in par. A5. Alle matrix—elementen blijven dan gelijk met uitzon-

dering van

I/n z 1 1/n-r2n

bl] = = rf nz ln ?/]Jlrfldz =H+m (A28)
1= zz .

. B e s R o (g) dz (A29)

1
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3 1 1
= = o ot v A30
Cn+l,l 2n * ln rn (n =) ( :

A7 Subdomain-methode, polynomen, getransformeerde vergelijking

Interpolatie- en gewichtsfunkties zijn nu

[ 1-~ad g (A31)

6, (2)

WI(Z) (A32)

]
A
N
A
S e

De methode wordt nu toegepast op vgl. (34) (met weglating van de sterretjes)

by = %-éﬁrl—z W.(2) b (2) dz = (A33)
3 “ifa _ _~G-D/n
-2 7, R A T e ) (A34)
-
4
foa-2t 2 s (A35)

waarin Bj,k+l =

fa—

J

recursief berekend kan worden.

5
=
o [

1

e = [e o) 5o - (e dha-Eh* - e dha- DY e (A36)

nu met £ volgens (34). In dit geval wordt

- —Z 4 —
Cj,n+1 =pr [ «t ln“r Wj(z) dz = (A37)

(A38)

1}
d
r
-
3
ai
—~
a1
|
a1
i
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_ b -z ¢ _

en = ey = 1nr of r k(z) dz = (A39)
1 s
=-rlnr [ r = {(]-z)k+1 -1} dz =
o
y -1
L L I
- £ In.r (Yk'i'] s 1') (A40)
1 _
waarin Vo] = fr (l—z)k+] dz (A4T)
o

A8 Collocatiemethode, polynomen, getransformeerde vergelijking

De interpolatiefunkties zijn gegeven door (A31). De gewichtsfunkties zijn

Wj(z) =g (z- %) (A42)

n-j

Dan wordt bjk = %'r = '{(Eil)k+] -1} (A43)

d
z=j/n
3 n—j., k-1 i
=+ k (k+1)(—a—) =<9
. . i . .
= - pr /™ e ) EDHF k() pr T EDH 14 (AL4)
1 . -4
_ 2 . i _ 2 n
Cj,n+] pr In°r OI T § (= n) dz pr ln°r r (A45)
zie (A40)

Chtl,k
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A9 Galerkin-methode, polynomen, getransformeerde vergelijking

Zowel interpolatie— als gewichtsfunkties worden nu gegeven door (A31)

bjk - %f- fl r” {(l_z)k+]‘1} {(I—Z)j+1—1} dz =
0
-1
o OE L ) (069

T ergug = Vad = Yia Inr

waarbij vy gegeven is door vgl. (A41).

- T £ = & (@) 4z =

Ca. =
jk o
q i 1 _ 0
W G F G dp - 0y L s fie)E gy =
o q
- LD 1T 1y - B e G g (447)
waarin Ho, fl r? (1-2)™ dz (A4L8)
q

1 N
pr In?r [ r ° {(l—z)J+1 -1} dz

1]
1]

cj,n+]

=4
pr 1n®r (Yj+1 = l:E——) (A49)

1INy

Cn+1,k zie (A40)
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