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Dit interne memorandum omvat de stof van het College Functiew
theorie, zoals dat in de cursus 1961 - 1962 werd gegeven door
Prof.Dr S.C. van Veen en door mij werd opgetekend.

Het bevat in het algemeen de ter plaatse gemaakte aantekenin-
gen, naar aanleiding van de voordrachten van Prof. van Veen,
Slechts hier en daar is een nadere verklaring of uitwerking
van mijn hand tussengevoegd. Persoonlijk heb ik de overtui-
ging dat het een bijzonder plezierige en zeer goede behande-
ling van de functietheorie geeft, maar vanzelfsprekend kunnen
noch Prof. van Veen noch ik enige verantwoording voor de in-

houd dragen.

J.H. Vugts.



College Functietheorie.

Prof. Dr 8.C. Van Veen.

1261-1262r

Eigenlijk: complexe - functietheorie = theorie der complexe functies.

Uitbreiding van het getallenbegrip:

x2-+1 =0 —> x2 =-1,

Nieuw getal inge?oerd: i. Dit moet veldoen aan de volgende eigen-

schap:

12a-1,

i = imaginaire eenheid.

x2 = =1= 12—>x=1 i.

a+b.i. a en b zijn beide reele getallen.

bi= zuiver imaginair getal.

a+bi= complex getal, d.i. een samenstelling van een reeel en een
zuiver imaginair getal.

c=a+bi

c=a-bi

¢c+T = 2a (reeel). _

¢c-T =2bi (zuiver imaginair).

a = het reele gedeelte van ¢ = Re (c).

}utoegevoegd complexe getallen; schrijfwijze dus ¢ en C.

n

b = het imaginaire gedeelte van ¢ = Im(c).
Rekenkunde.

Optellen k1 =a, + b1 -

k2=ﬂ.2+ bzdi

gtk =(a; +a)+(b, +Dby)4d

Vermenigvuldigen

k

2
_k1 . kz = (.1 +b1.i)(aa +b2.i) =a,a, +a1b21 + a2b1i+b1b21

= (a,la.'z - b1b2) + (a,‘ba +ayb, -
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Bij optelling, aftrekking, vermenigvuldiging ontstaan i.h.a.
weer complexe getallen. Deze kunnen bij toeval wel eens reeel wor-

den of zuiver imaginair, maar in feite is ieder getal complex.

reéle getallen = complex getal met Im(e) = O
imaginaire getallem = complex getal met Re(e) = O.
Deling

ﬁ . a, +b1.1

k2 a2+b2.i

Dit zodanig vermenigvuldigen met het getal 1, dat de noemer c.C

wordt: )
ﬁ i a, +b1.1 ; aZ-b2'i )
kz 52+b201 ae-bzui
_ a1a2+b1b2- (a1b2-a2b1 )i :
2 2
a2+b2
i a,]aa«rb,lba X (za.zb1 -a,]bz).i
e 2

2 .
\_—_qw \-——~—{'__—_)
reeel deel imaginair deel

\___d_’——J
complex getal.

Machtsverheffing van i:

11 =1
i* w =1
i2 = -4
ri“ = 12.12 = +1
15234 =1
1 4® o
17 o -1

Deze volgorde herhaalt zich steeds: +1,+i,-1,-1.

e
n

+1
= +1i
= =1
= =1

L4n + 1
bn + 2
bn + 3

B B P

]




Goniometrische preducten.

(cosec, +i sin o¢y)(cos e, +isin &,) =

1

(cos o, 808 &, - sin e, sinxa) +i(sin &% ,CO8 &, + cos &, sin&z)

= co-(o:.,‘ + 0(2) +isin(°¢1 + 0(-2) i

In het algemeen is:

(eoalx.‘ +isina1)(cos«2 +1i sinota)(cosoc3 +isino¢3) i & ¥

e ®» o 3 i i = e 0 i i &
(cosocn+1s:.no‘n) coa(a(.,‘ FOC, e +xn)+1s:s_n(tx1+ 2+o§1)

Bi jzonder geval dasarvan:

(cosoc+isinee)” = cosna+isin ne
n voorlopig geheel. (De Moivre).
n = 3:
cos & + 1 sine )3 = coB 3&+ i sin 36,
volgens de normale machtsverheffing:
(cos&+ i sin “)3 = cos e + 3 cosX. i sink+ 3 cosea. 1%sin’ + 1781k

cosB«.- 3 cos& sinax ) +i(3 cos%c sinX = sinjoc)

Dus:
p) 2
cos’X = 3cos X.sin &
3

cos 36

1}

sin 3& 3 cosac( «B8in ¢ = 8in" X o

1}

Hiermee dus direct allerlei goniometrische formules af te leiden.

De stelling van De Moivre is zeer belangrijk!

Afbeelding van de complexe getallen.

Een veranderlijk complex getal: x+ iy wordt voortaan aange-
duid door z:
z = x+1iy is veranderlijk.

Per definitie is het punt P met de coordinaten x en y het beeldpunt,
de afbeelding van z=x+1iy in het X0OY-vlak, het z-vlak of het com-
plexe vlak.

Afbeelding in het complexe vlak ontwikkeld door Gauss (voor-

naamste), Argaud en Wessel (Deen). Onafhankelijk van elkaar.

-l o




P .
———&— Ix=x+oy-
1| &
L2 |
y |
R +X

r = \/ x2 +y2 is de modulus of de absolute waarde van z genoemd =|z|.
Steeds > 0. '

Plaats van P op de cirkel met straal |z| wordt vastgelegd doof
de richtingshoek ¢ tussen de positieve x-as en r; altijd gemeten in
de analytische positieve richting, d.i. tegen de klok in,

¢ = argument van z. tgy = i.

In zijn afbeelding heeft elk complex getal dus een modulus en een

argument. 2z kan dan ook als volgt worden voorgesteld:

r cos(p} 2 =x+iy=r(cosgp+ isin y).

y=r s8ing¢
Vermenigvuldiging.
+ .
' X:z +¢
/ T b£i
/]
»l \'L.\ %= %, 4 (Y,
HiZ
£
+X
Produet:

2,2, =(x1 +iy1)(x2+ iy2)=
= r,(eos p, +ising,). r,(eos y,+isinp,)

- r,'ra[cos(tp,‘-r ¢2)+ilin(q’1‘+ qa)}




Modulus product:

' Z1Z

2l == ey ] 2,
argument product:

arg z,z, = "p'l + &pz = arg z, + arg z,.

Eigenschappen.

I: Mod .-z,'z2 = r1r2 mod z1 . mod :a2

|Zqz2' = |z1| . '7‘2'

Modulus van het product van n factoren = product van de moduli

der afzonderlijke factoren.
II: arg 2,2, = (@, + \Pz = arg z, + arg z,

Argument van het product van een aantal factoren = som van de ar4

gumenten der afzonderlijke factoren.

Deling.
Wat is . ?
P
1
& 1 "
Z, r1(cos p, +1 sin 4415
) 1 . cos Q,‘-i sin ¥, B cos cp1-sin @
r,(cos ¢, +1sin $p,) = cos @, -1 sin g, ro.
Dus:
e P -1-(cos -1 sin ) = ode cos(-¢) +1isin (-¢p,)
2, T T, 0% @, T, 1 11
Dus

SERERS

1
2e. arg 2, = - (p1 = -arg z,.
42 A
Elke deling - is nu dus het product van z, en 7.
. 1 1

Dus:
I: De modulus van een quotient van 2 factoren is het quotient van
de moduli der factoren:
|Z2) . P2l T2
z, Iz,  r,

o
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II: Het argument van een quotient van 2 factoren is het verschil

van de argumenten der factoren:
Z

2 - -
arg 7 = arg z, - arg z, = ¢p2 - Lp1.
Scherper geformuleerd: argument teller - argument noemer,

Optellen en aftrekken.

Z,+2, =(x,1 +x2) +i(y,I +y2).

Dus het beeldpunt van een som van twee complexe getallen is het Le
hoekpunt van een parallellogram. op de twee vectoren als zi jden ge-

construeerd.
If |2y +2, 1S |25+ | 2, |-

De modulus van de som is kleiner dan of gelijk aan de som van de

moduli. Gelijk als arg z, = arg Ze Dit is de driehoekseigenschap

| Zeer belangrijk !
Meetkundig bewijs is zeer simpel, stelling voor zijden van een

driehoek. Analytisch bewijs:

o/ 2 é\,2 2 \/[.2 2"
te bew.: (x1+xa) +(y1+y2) < \[x +75+ Vx4,

of:
2 2 2 2
x1+x2+2x1x2+y1+y2 + 2y1y2 <
2. .2, 2 \/
< x
=x,+7, +x2+y2+2 (x +y1)(x +y2),
of: .
2 2 2 2
X4 X2+ 7473 —<-\/(:1 +¥7) (x5 +35)5
of:
2 2 2 2
X7 X5+, ¥, +2x, x2y1y2<(x +y1)(x +y2),
of:
2 2 2 2
2x1x2y1y2§_ XY+ X579
of:
2 2 2 2
= -
O..x,‘y2 2x1y2x2y1+x2y1,
of:
< (%3, - %,34)°
N

kwadraat van een reeel getal, dus altijd =O.




Geli jkteken als:

X4¥p = %V TP Tk, TP, T Eya

dus als ‘P‘I = (pz.

Meer in het algemeen geldt:

|z1-+z to oot B |< |241 + |22|+ i ow W |zn |

2
of:
> oo | L
z | < z, |o
k=1 ¥ ket E

Aftrekking is terug te voeren tot een optelling. Het is een

spiegeling van een vector:

a). |522| = lzz‘

b). argument -z, = arg z, + 180°.
Dus: z=2, -2z

= 2z, +(- za) = (x,| -xz) +i(y1 —ya)o

1 2

II., Driehoeksongelijkheid bij aftrekking.

als |2z,(m |24}

|2.2| = Izz-z,‘ +-z‘1|é\]32—z1‘ + \z1(o
= ey

dus: |z, -3z,| = |2,| - |=%4]-
b). Als (2] < |z,| geldt analoog:
|z1[ = ,z1--z2 + z2|£‘z1 -z, + 2,1,
of: |2y -2, = |2, - 24f > |5,] - |5y}
We hebben:
Vap-aql 2 5p0 = Vaq b | 2al Z(2q)
|25 =20 ] =124 = 12200 | 21) 2 |%2)
Samengevat: Steeds geldt:

Iza'”ﬂ?-“zzl - |"1l| .




In woorden:
De absolute waarde van,(of de modulus van) het verschil van
complexe getallen is groter dan of gelijk aan de absolute waarde

van het verschil der moduli van deze 2 complexe getallen.

Product van 2 vectorenm.

1). Modulus van een product = product der moduli.

2). Arg product = som van de argumenten.

D A zijn gelijkvormig:

|23| 3 |21| = |z2| : )1 ]-ﬁ;lzs\ = tz1| °lz2‘ .

arg sy = arg z, + arg z,.

Meetkundijge voorstelling.
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Theorie van de functies van complexe getallen.

W = f(‘)’
bijv.:
= z3 - 52
= s8in =z
= log Z.

w is ook complex: w = u + iv,

De afbeelding vindt plaats in 2 vlakken:

~het z-vlak: afbeclding van de onafhankeli jk veranderli jke;
-het w-vlak: afbeelding van de afhankelijk veranderlijke of

functieo

Dus afbeelding van w = f£(z).

J

z=-vlak » w=-vlak

22-/”“___—“‘\lhk\\\;\

x -«

7

Algemeen functionaal verband.

Aan een willekeurig punt z van het z-vlak wordt één bepaald
punt w van het w-vlak toegevoegd, volgens een bepaald voorschrift.
Men zegt dan: w = f£(z); w, is de afbeelding van z, op het w-vlak.
Er is een (1,1) duidige correspondentie tussen de punten van het z-

en van het w-=vlak.

19; Eigenschap.

Het functionaalverband moet continu zijn.

/%
\'Lr"“\ %= % 1 4 WWQ

%, 2

_710 -
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De bedoeling is dus:

\wz - w1| moet klein zijn als |z

> = z1| klein is.

Definitie van de continuiteit in een punt: Men noemt w = f(z) conti-

nu in het punt z = z, als bij willekeurig gekozen € > O een getal

S > 0 is te bepalen met de eigenschap:
voor ioderle z met |z-z1|<8is ) £(z) - f(z,‘)'(&.

Meetkundige toelichting:

/

z=vlak ' w=vlak

(%)

V74
[z - 2,1l < S — {w, - w,| =|f(z)-f(z1)|(6—’
z binnen cirkel met cirkelbegrenzing met straal

¢

straal 8 om z1.

Er zijn nog andere eisen: Complement bij de definitie: Wanneer f(z)

continu is in ieder punt z, van het gebied G, dan heet f(z) continu

in G. Continufteit in een gebied.

Bijzondere functies.

Voor reele x geldt:
2 b

X, X

6
1 - + - 3 + o ® ® e @ o
21 TRT 8T T c v

I}

= CO08 X

(voor ~cos¢ x o0, of m.a.w. convergent voor alle x).

5. I .

x

x-B—!-+3T--'7-!-+.°.-.-.°

(eveneens eonvergent voor alle x).

X X 12 x3
-e=1+"i—!+ﬁ+ﬁ'+u0-...jaoo

-8in x

(convergent voor iedere x).

- 11 =
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( Voor complexe
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waarden van z geldt per definitie:

22 z# 6
1)0 1-2—!+H-?ﬁ‘+'.licg
een even functie: f(-z) = f(z).
3 5 7
& , % _ % -
2)0 -3!+5! 7!+o.-on=
een oneven functie: f(-z) = -f(z).
2 3
3)0 1+Tr+;_+-;-i'+o.ooh
(d.i. exponentiele functie van z).
2 3
Stelling: 1 + f% + %— %— a ®
Eigenschap: exp. (z + 3, ) = exp. z

Verband tussen deze 3 functies. Neem in reeks (3) z

CcCoSs 2

Convergent voor alle z.

sin z

Convergent voor alle z.

= exXp. Zo

4 X exp. z,

iy (dus zuiver

imaginair).
22 .33 .44 .55
iy _ iy iy iy iy iy
e -1+1!+2!+3!+“+5’+.....
i =i
P 14n -
.3 bn+1
X = =i i =
4 Of: ‘+n+2 i n=0, 1,2’ ° o °
i = +1 | = =1
dus : i xi L
ot - s vk -
-
iy _i P> .
+1’ 3! +5! o o L ° o
1y A 1 o.r
e =(L1-2!+ﬁ"£!-+o o o )+i(1!-3!+5! - o e t)
D C _
W ~
reele deel = u imaginaire deel = v
= cosy = sin ¥y
iy "
=] e = cosy+ isiny |

12
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Gevolgen :

a)e o = ex+1y 4

= e*.(cosy+ isiny).

a4
e

= \/(ex cos y)2 + (e* sin ¥)2

= \/eax(coszy-c-sinzy) = V eax = e

b)o

L

c)o " cos? + isinw = -1.
b 0

ein=-1o

/4
a. o ,/2 =cos /2 +isinm/2 =i
'_’—~/ h——’-—l

0 1

- /2

=i

ian
e

e). =cos27Z+ isin 2= +1
—

—_—
1 0

ei 2T _ 1l

Algemeen geldt:

[, 2xmi s
2+ V)mi
* e(2k+%)7z1 . Voor k geheel. (Euler).
L,E(Zk-g)ni s
mer

RN A VEIS I F: . o(2E+1/2)Td

; daa
2°, algemeen @

3 2 { e(21“ 1/2)7:1}1 - e-(2k+1/2)ﬂo.

- 3 -
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k is een willekeurig natuurlijk getal. Dit zijn meerwaardige func-
ties,

complex: eiz = cosz+ isinz
e1% - cosz- isinz +
T S
iz _o-1% _ 24 sins.
iz -iz iz -iz
e +e e -e
—>cosz= "5 en sin z = 31 °

Enkele functies van complexe veranderlijken waren:

Definitie: 2 4 6

csz==1--?-—+z -3 KD
o 2! r! H e o o o o

dit is een even functie:

f{-z} = f{z}o

Definitie: N :3 25 727
ainz=1!-§?+-5—{.—ﬁ+ o o = &

dit is een oneven functie:

f {"z} = = f {z} °
Dit is dus analoog aan de cos- en sin-functie in de goniometrie.
Beide reeksen zijn convergent. Zal later nog wel eens bewezen wor-

den.

Definitie van exponentiele functie van z:
def. . z2 3 2
exp.z=1+-,‘—!+ﬁ+§7f.....=e.
Eigenschap: def.

exp. (51 +za)=exp. Z, . €Xp. Z, —> €xp. 2 = eZ

cos y + isin y

= co8 §y - isin .y.

. . - 14 =
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Algemeen:
iz i
e = ¢co8 2+ isinz
=iz .
e =coaz-1sins+
iz -iz
+ e =2 cos g
iz e % = 24isin =
Cee g iz+’-iz
ped
iz -iz
Sinz= 2 e °
2i

Deze grondvergelijkingen moeten zeker gekend worden; er wordt
dageli jks gebruik van gemaakt. Al het bovenstaande geldt voor alle

complexe waarden van z.

Gevolgen:
.l & z‘ e s
cosiz=1+§T+ TYgT e - - = 3 = coshz,

3 5 7
iz iz iz iz
sginiz = -!+-—-3! +-5-—! +--! + 0o o o
3 5 -z z z -2
sini =z Z .z 2z~ e -e e -e _
i 31!"'3! + !+ e e e 8 o = -2 = 2 —sinhSQ

z -2
coshz = casizj e te
1 2

siniz | e®-e 2

Bj_.nhz = 1 J 3 o
Er is ook een tgh z te definieéren:

sin h z

tgh s = ceshz °

Hoofdeigenschap van de '"hyperbolische gnniometrie':

' coshaz *'ainhzz =11,

- 15 -
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W-ylak
0.
| «
g i
___________ I Q[a,tj
WUy
%/ﬂ{z/

Elk punt van het z-vlak correspondeert met éémn punt van het w-

vlak. Er moet een (1.1) duidige correspondentie bestaan tussen punten

van het z- en w-vlak.

De continuiteit is al behandeld. Nu moeten we ook nog het diffe-
rentiaalquetient van complexe functies bespreken, Het begrip functie,

waarmee we door al deze eisen kunnen werken, moeten we voor het dif-

ferentiaalquotient nog verder imperken.

Differentiaalquotient van complexe fumncties.

4

Er is dus een functie w van z.

&
0

f(zo)

=
n

f(z1) = f(zo + h).

¢

- 16 -
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Definitie:

lim f(zo+h) -f(zo)
h e 0O h ¥

v am
f (zo) =
dus formeel is dit dezelfde definitie als in de gewone analyse:

lim  f(x+h) - £(x)
h——s 0 h

£'(x) =

Het verschil is echter, dat h bij de gewone analyse zich over de
x-as beweegt, terwijl hij hier in een cirkel kan ronddraaien. De
enige eis is dat je van z1.__4>z° moet gaan, waarbij de weg niet
bepaald is. De vraag doet zich dus voor of de limiet onafhankeli jk
is van de weg.

Gewenst is dat de ohstane limiet steeds dezelfde uitkomst le-
vert, voor ieder punt zZ, in de omgeving van Z,y en bij elke weg van

Z, naar z .
1 0

We onderzoeken dit aan de hand van een eenvoudig voerbeeld.

Z-vlak Wrvlak

N

™

AN
\\ﬁ U, - 2%.,.%}9

w = f(z) = z.
Dit is zo'n eenvoudig geval (wo =% - i.yo) dat we dit wel in het-
zelfde wlak kunnen weergeven. Dus functie is: w = f(z) = ;( Dit

houdt in: spiegeling t.o.v. reéle as. Kies een punt z,, en daarbij

behoort ;: =Wyo Kies de rechte weg van By—>8 arg.= &, arg.
beeldpunt = - &,

- 17 =
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Differentie quotient. Volgens de voorlopige definitie is

tie quotient:

f(s,|) - f(zo) i f_{ zo+h}- f(zo)

- 2 h

]
==

9

h =|h) (cosa¢+ isine) ' = |hlcose+ ilhlsin o,

toégOVOdi:

h =lh|{cos(-00+ isin(-bt)} .

differentie quotient:
b _ |n| (cosec- i-inoc; .
h ~ lhl cospc+ isined)

_ cos &- isine& cose- isine
cosoec+ isins& cos& - isin&

(coscc-is:lnor-)'2 = cos2& - isin2&.

Differentiaalquotient wordt dan:

li.m I(zo+h)-f(zo)

h o h = cos 2&¢ - i sin 26¢C.

(bij constante oc!). Als weg is immers de rechte verbinding tussen

Z, en 2z gekozen, dus O = constant.

Neemt men een andere Z, en dus een andere hoek:p, dan levert
dit een andere uitkomst. Het differentiaalquotient is afhankeli jk
van & , dus van de weg. We zullen dus het functie verband moeten in-
krimpen, willen we deze moeili jkheid omzeilen. Als het d:i.fferentia-ald

quotient hiervan niet onafhankelijk is, is er niet mee te werken.

( Om nu uit te zoeken welke functies wel en welke niet bruikbaar
zijn voor onze theorie zal het doel van dit college zijn. De func-

ties die wel aan de gestelde wens voldoen, worden analytische of

differen-

|| nader bekeken worden.

holomorfe functies genoemd. Deze functies gullen in het college nog

- 18 -
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Uitveeriger definitie van de afgeleide: Wanneer bij een gege-

ven functie w = f(z):

f(lo +h) - f(zg)

lim
Y = A

h—po

bestaat, voor alle waarden van za-fh in de omgeving wvan z, en voor

alle wegen van z_ + h naar z , dan noemt men deze limiet A: f'(zo)

en dan is f(z) differentieerbaar in z o Wanneer f'(zo) bestaat in

alle punten van G (dus in ieder punt z  van G bestaat één bepaalde
eindige limiet A(zo) = f'(zo)) dan heet de functie f(z) analytisch
in het gebied G, of holomorf im G.

Meetkundige ver-
duideli jking.

We zullen ons voorlopig uitsluitend bezighouden met analytische
functies, met uitbreiding van enkele singuliere punten, waar de

functies niet analytisch zijn.

w = z" is een analytische functie in alle puntemn van het z-vlak

(mits eindig !) en voor n geheel positief of negatief.

1im f(l!+h)*— f(lo) _ lim f(s.') - f(no) i

h—so h z1_,s° 2, - ’o

st "
_ lim 1
Z,—>%, %y -Z

a). Neem n geheel positief. Dit is een merkwaardig guotient:

n n
Z, =2
lim —9-’1 —a- 11-2 (z:-1+z:'2z +z2-352 e v o sn-1)
212%, 1T % ™% ° ° . °

n=-1 _n=1 n=1 n-1 n-1

=2 +Z + 2 + o q o +3 =1n. .
o o o o o

T —

n termen. - 19 -
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b). Veorm negatief geheel: n = -m. Met m geheel positief. w = z 0,

a4
z 8 _p W s AR T
lim 71 o _lim 71 "o _ lim o~ ™M N
By, B -5, B T 5, % z:zn(i,‘—z)
2 - 2
~ lim 1 (1 oy _
T Tz mom° =
1 o2 2 Z, = 2
o 1 1 o
lim ; m-1 m-1 m-2 2 mn="1
“z—>2 m -(21 ¥y BTy g T » -+ 5 3
1 02 .32
o 1
- 1 mzxn--'l____nl z—m-‘l_ . z-n-‘l
2m’ o B ‘ B
%o
n- 1
= No 2

o

Dus cnafhankeli jk van keusze en van de weg. Q.e.d.
% 8

Wanneer een eindig aantal functies alle amalytisch zijn:

£,(=); £,(2); f3(i); « » uowl fk(z),
dan is de som der functies ook een analytische functie:

£,(2) + £,(2) + fs(z) + o . ot £ (s),

met afgeleide f;(s) + fé(i) + .. ¥ f;‘(z').
[Bewijs volgt eenvoudig uit de eigenschappen van de limieten. Dus:

iedere algebra{sche veelterm is een analytische functie.

f(z) 3-5z+31z2+12z’+

£'(2) = 0-5+ 622 +482.

Vervolgens zal onderzocht worden aan welke eisen een functie
moet voldoen, wil deze analytisch zijn. Daarvoor zal eerst de split-
sing van w = f(2) = u+iv in een reeel en een imaginair deel (resp.

u en v) bekeken worden.
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Bijve:
-w=53=(x+ :i_y)3=x3+3x2:i.y+3x:i.2y2-r:l.}y3

=x3+31x2y-3xy2-iy3
=(x3-3xy2)+i(3x2y-y3)
—_— ~
ulx,y) v(x,y)

reele deel imaginaire deel.

ix-y _ e-ix+y

~sin(x+iy) =2 >3 sy X en y zijn reeel.
Volgens:
: iz ~ig
sinz= £— 5
dus: < -
sdnle +iy)= 2 (coax+ismx)5; (cos x - i sin x)
_cosx(eV-eY)+isinx(e ¥ +e¥)
- 21i B
_icosx(e?-eV)+sinx(e?+ V)
= 3 =
= sinx. 3 o8 X . g
Vo —_— b ] [ —_— —~
u(x,y) vix,y)
reéel deel imaginair deel

sinx. coshy + icosx.sinhy

\__w—_d L
=cosiy _ siniy
R |

= sinx. cosiy + cosx . sin iy.

Het blijkt dus dat het gewone optellingstheorema uit de gonio-
metrie ook hier opgaat.
De splitsing in een reeel en een imaginair deel is dus altijd

mogeli jk. Daar zullen we nu gebruik van maken.
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w = f(z) = u(x,y) + i v (x,y). Wanneer is f(z) analytisch in z?

a). MNoodzakelijke voorwaarden.
Z-vlak

X Lk =X C(Y A =
"<x:f;,,k)° (7 é_ﬂ;ﬁf_fs

X : xz,i-/- e h)e Yo
Z:‘o:yo} (xo,.l,}(lj / / A /s REFEL

Er moet dezelfde limietwaarde f'(z&) bestaan, als:

ot z°+h — s langs een lijn // X-as;

> 2 +k-——>z° " . *  // Y-as:

(Hier zijn dus 2 wegen gekozen, dit is in het algemeen dus zeker
nog niet voldoende !) . In elk geval noodzakeli jk.

Afleiding van de ncodzﬁhkelijké voorwaarden voor differentieer-
baarheid.

w = f(2) = u(x,y) + ivix,y)

—
gesplitst in Re en Im.

Z-vlak

Y
</. x:xr ff:::)r o+ (Yo +4)

G Yom %y +¢ Y 7%:&,4.4/4-55'0

(% s o) (% + 4, Y,)
\// /

<h en k zijn reele getallen.

-Kies nu 2 wegen voor de afleiding van de afgeleide, n.l.

// X~as d.move h —3 0 en // Y-a8 deMeVe k —> 0.
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In elk geval zal de uitkomst voor deze 2 wegen dus deszelfde
moeten zijn (moodzakelijke voorwaarden!) maar nog niet de garantie

geven dat het langs alle wegen in orde is (niet voldoende!)

Afgeleide langs de lijn // X-as.

f(zo+h)- f(zo) f{(x°+h)+iy°}-f{x°+iyo}
h - h '

=

u(xo + h,yo) +1i v(xo + h,yo) - u(xo,yo)- i v(xo,yo)

= =

h

u(xo + h,yo) - u(xo,yo)

= E + i

v(xo + h,yo) - v(xo,yo)
h

In beide breiken zijn zowel teller als noemer resel, inmerslh{f(z)}

en Im{f(l)} zijn reeel, evenals h. Limietovergang:

f(z°+h) -f(zo) lim u(x°+h,yo) -u(xc,yo)

lim +
h—so h h—o h

lim v(xo +h,yo),- v(xo,yo)
+1i °

h—so h

Deze limieten zijn niets anders dan de in de reele analyse gedefini-

eerde partiele di fferentiaalquotienten:

ou ' . v
(3;) en: (%x-) 5
X070 xo’,ro
Dus:
' , f(z_+h)-17(z )
lim o o u v
b0 n = (g;)x +i(9x) (1)
o’o X07o

Afgeleide langs de lijn // Y-as.

Dit leidt volkomen analoog tot:

f(z°+ik)-f(z°2

lim _ 1 ovy  _
k-—>o ik i(ay)x y ¥ (ay)x y
: o’o oo
= - 1(2%) + (2 (2)
: oy X ,¥ 97.,: v )
oo o’o

v 23 =




e 3 =

Gelijkstelling van (1) en (2) levert:

(22 = (&)
x xo,yo oy xo’yo
Noodzakeli jke voorwaarden.
(L) = (&)
XX WY (2 AR RPN

Noodzakelijke voorwaarden voor het analytisch zijn inAqon bepaald

“punt z=x+1iy:

qu _ v
Tl (1)
Differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann.

Dus als aan deze voorwaarden niet voldaan wordt, is de functie zeker
niet analytisch: bijv.:

w=1f(2) =2 =x=-1y
Ongelijk, dus niet analytischj verg.blz.14

¥ _ Y

= +1 2y 1
Als aan deze voorwaarden wel wordt voldaan, is de functie dan ook
analitiseh? M.a.w. zijn deze voorwaarden ook voldoende? Dat zal nader
onderzocht worden. Eerst nog een bijzonderheid van de differentiaal-

vergeli jkingen van Céuchy-Rio-ann.

2 2
1e. naar x gedifferentieerd: 2—% = 2 v
?x2 9IXy
: 2v 2u
2e. naar y gedifferentieerd: i -
- I %Xy 2
\ 9y
2 2
1;%+2—;-=0 /
x 9y

D.i. de differentiaalvergelijking van Laplace, die in tal van gebie-
den een uiterst belangrijke rol speelt.
Dus het reele gedeelte moet aan de differentiaalvergelijking

van Laplace voldoen.
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' Idem:
" 21.1 2v
1e. naar y gedifferentieerd: g%;— = 2—5 > >
T ey . .3y
' 2
2 2 o9x Ay
2e. naar x gedifferentieerd: 9-—‘2' = - 5?—'—‘-
2% x9y

Dus ook hot imaginaire deel moet aan de differentiaalvergeli jking

van Laplace veoldoen.

Andere vorm van de noodzakelijke voorwaarden: het reele en het imagi
naire deel van de functie moeten aan de differentiaalvergeli jking

van Laplace voldoen.

Opm. 2

Iedere funectie die aan de differentiaalvergelijking van Laplace vol-

doet wordt in de literatuur een harmonische functie genoemd.

Veorbeeld om te onderzoeken of de voorwaarden voldeende zijn:

2x+i ) 2z
f(z)=u+iv=-xj—é—+ = JZ‘
X +y X +y

voor x en y niet tegelijk nul, dan is f(z) onbepaald. Hoe moet f(az)
bepaald worden voor z =0? In de omgeving van O poolcoordinaat

X =rcosy , y =rsiny .

rjoos -:l.nz -r(cos ¢+ i sin
£(z) = (3 » =
‘ r-jycos y+r sin Y

- rzoosyainay (cosy +isin ¢)

2 2 4
cos @ +r sin @

lf(z)‘: r2 cOoS ,o Binay ¢ 1
2
cos ¢ +r sin (f

Voor ¢ # m/2:

lf(ﬂ)‘ - ra cCos8 ) o Bina < ;: 2
2. 2 Ly 2
cos <f+2‘ sin Y cos S"

-2% .
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ﬂ‘ Voor 2—> 0, d.w.z2. » —> 0 bij willekeurige ¢ (uitgezonderd
¢ = %) gaat | £(z)}—> 0. Nodig voor continuiteit in 0 is:

[£(2)) = 0 of £(z) = 0 in O.

Er is één uitzondering gemaakt: de Y-as, deze moet apart bekeken

worden.

=% — |t)| =°

Dus voor continuiteit in de oorsprong is nodig f(z) = 0 in O.

Op deze continue functie gaan we nu onderzoeken of het differen=
tiaalquotient onafhankelijk van de weg is. Kies een rechte weg, on-

der een hoek o met de horizontaal.

Y

2
x=Y
T
“r3 |
xz
De afgeleide van f£(z) in O langs 1 is:
lim f(z) - £(e) _
2—>0 z -0
Xy°2
, - @
lim x2+x -
. z—>0 z
. lim rjcos sinaoc lim cosa ggzoc =0

s ra{cosaq, + resinltx} Fe30 conacx_ +rzsinl+o¢
(Voor o« # + 7 /2; dan wordt noemer van 2e factor ook nul). Dus voor.
B3 ;4.:_ g is de afgeleide onafhankelijke vano . Voor & = + E,

lim 0.1 = 0.

ro =
i 0+r°
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Dus conclusie: Langs alle rechte wegen door O blijkt f'(z) = O te
zijn in het punt O.

Maar kies nu een kromme weg: de parabool x = y2
lim X 12 lim xa - xz lim 14 q
z—>»0 _2 = y—»0 - y—0 =2
X +y y +y 2y

Aan de vergelijkingen van Cauchy-Riemann is dus niet alleen langs
een 1lijn // ¥-as en // Y-as voldaan, maar zelfs langs elke rechte
lijn. Toch blijkt de functie in het geheel niet analytisch te zijn.
In het a2lgemeen kan dus geconcludeerd worden dat de differentiaal-

vergelijkingen van Cauchy-Riemann niet voldoende zijn.

Voldoende voorwaarden voor het analytisch zijn van een functie in

het punt z = x+1iy.

Qu v
I. 5;: .Q—y .
differentiaalvergeli jking van Cauchy-Riemann.
v = _9u
CE

oo . u v u v .
II. De partiele afgeleiden g;, g;, g; en g; moeten continue func-

ties zijn in het betrokken punt z.

Bewi js:

X e——> X+ AX

£(z)

y v &Y u(x,y) +1iv (x,y)

u(x,y) =

Au = u{x+Ax,y+Ay}
us.x+Ax,y+ Ay} - u { x,y+ﬂy}+U(x,y+ Ay) -ulx,y).
Toepassing van de middelwaarde-stelling voor één veranderli jke:

f(x+h)=£(x) = h£'(E) voor x¢ Ecx+n
3=x+9h

0<e<1.

In de eerste 2 termen is de y een constante, in de tweede reeks

van 2 termen is de x een constante.
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9u£x+91A;c,y+Ay} Qu[x,y+02 °A.V}

Au=AQAx. = +Ay . 37 é
Evenzo: ,
/av{x+03Ax,y+Ay} 9vix,y+94Ay}
AV = Ax,u +Ay o ’ o
9x CR

De continuiteit van de partiéle afgeleiden eist nu: (de 2e voor-

waarde !!)

9u(x+Q1Ax,y+Ay) _2u, "
?x T 9x 1

Met 61 —> O voor Ax en Ay —> 0. Dat geldt ook voor:

Gu[xvy+92 oAY}

_ 9u
av(x+0, Ax,y +4y)
3 S —_—
7% "= & - lgy—s0)
ovix,y + Oy o Ay) 2y
5y =9—y+ 84 (64———)0)

Au = Ax(% + £1) +Ay(2—;+ 62)
5 a Eh—>o voor A Xy AY =—» O
v v
Av = Ax(9_x + 23) +Ay(gy+ 84)

Af(z) =Au + i A v,

Bekijk nu de afgeleide van f(z) langs een willekeurige weg van z.
Z-veaK.

Y
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lim f(z+4z) - £(z)
4z =0 4z

f(z +4z) - £(z) u(x +AX,y+ay)+ivix+4x,y +Ay)-ulx,y) -i vix,y)
Az - oz B

_ QL(x,y)-o»iAv(x,Y) - M(X)Y)‘FiAV(xsy) -

Az . ax® + 1Ay
] 8x(22 + &) spy (2 4 €,) +iAx(FE + €)+ 14y 4 £,)

Ax +ily ’

Volgens de vergelijking van Cauchy-Riemann is:

g& - g% en g% = - %§ (De 1e voorwaarde !).

Dit geeft:

£(z +Az) - £(z)_ g—;(Ax + iAy)ig-—;i(Ax +idy) +E1Ax+£2Ay+ i€3Ax +ig Ay

Az Ax + iAy

! [
lQ_u u' A x A!
Kl b ;* S 5% viay v % bx+iny *

d.i.de afge-

) , A x g By
a Axs1ls

leide langs b lly ity * 154Ax+iAy

de x-as,

lim [ f(z, +Az) - £(z) ~(2u +i_’éx)} -
ax

Adz—>0 z 9x
)
lim Ax
Ax_->0161 T }
Ay
y *Lb\)\f
\D$ ay
4 x
y
x
4
A x
Ax.+iAy, S 1
Ay
,Ax+iAy l é L
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Van beide leden der gelijkheid (1) de modulus nemen en het

rechterlid majoreren, geeft:

lim f(z +é£)—f(z) u . AV 1lim )
Az—>0 Az —(Ox *19x) Sax o El+|&f+ - - -y =0
, Ay-a
Dus :
u .2V _
‘f'(z)-(Ox +19x) = 0.

[ Dus voor iedere weg bestaat de afgeleide en is gelijk aan:

i _du .9V
£fi(z) = 5% +j‘9x g

dus aan de afgeleide langs de x-as-.

Y

Enkele grondkenmerken van de convergentie van reeksen.

+ Uy, + U, ¥ ¢ o o o o o o o complexe getallen.

Een convergentie-criterium voor absolute convergentie is dat
van d'Alembert: Een reeks is absoluut convergent als:
lim “niﬂl<1
u 9
n

Il ==—s> 00

en-hij is absoluut divergent als:

Het geval dat lim = 1 komt dus niet voor. In dat geval is het onbe-

" paald en moeten andere criteria worden toegepast.

w~ F0 =



L
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Toepassing op machtreeks:

R, + a,z + z2 + 23 + zh+
2' ao 1 a2 3.3 =] o o ° [ ak o o o
a, complex (dit sluit dus ook de reele getallen in !).
Stel:
. a_ 1
lim ] n +1 l -1
‘n—>eo a S =y
d'Alembert;
u_ & ot Tai
lin (a1 | lim | fnid ‘_ lim an+1'l ’zl'l lz’
n—»oco | u " n—»o00 . S n—ool a [° I

n

Dus Ré convergeert absoluut als 1 olzl <1

divergeert als 1. Izl >1,
of: convergeert als |z |¢ % = R
di&ergeé;g als | = ') % = R

(R is geen aanduiding van een reeks, maar een meetkundige voorstel-

ling).

Dus de reeks convergeert in een gebied binnen een straal R.

12 +a2z2 + a323-+° o o s o o is convergent
(absoluut, dus ook gewoon !) als z.ligt binnen de cirkel met straal

De machtreeks R.= a +a
2 o

. a
lim n | .
\ v

" n— a_
" qh #1

en hij is divergent als z waarden heeft buiten de cirkel.

= 3 =
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Het gedrag op de cirkel is onbekend. De cirkel heet de conver-
gentieeirkel; de straal heet de convergentiestraal.
Voorbeeld:

2 3 n+1

L (1)“'=1Z +(=1)2 .2, L.,

Z 2
3 ° n+1

E

log(1 +2) ——=-

L. g_1)n-1

=1

l (-1’ n-+1 _ lim  n+1

(In dit bijzondere geval is voor één punt op de cirkel: z =1 (dus

1 1

reeel getal) de reeks convergent: 1-% + -5+ % o o o o 3 maar

3
niet absoluut; de reeks 1 + % 4 3 + % + o o o o is de harmonische reeks,
die divergent is. Voor z =-11is deze reeks divergent).(Op de hele con-

vergentiecirkel, uitgezonderd in z =-1 is deze reeks convergent).

De bovenstaande eigenschap van de machtreeks is een gevolg van de

driehoekseigenschap.

De convergentiestraal van de e-reeks wordt:

Z z 22
e =1+1_!-+2_!+o-co
a
1 1 n
a = — a = , ' I =n+1,
n n! n+1 n+1)! a1

Dus de e-reeks convergeert voor elke zj voor de sin z en de cos z

geldt dit eveneens,

We hebben gezien dat: z" voor n geheel, analytische functies zijn
en "een som van een eindig aantal analytische termen is ook analytisch.

Elke analytische functie is nu weer te>geven in een machtreeks:

2 n
(1) f(z)-aao-+a1z-+a2z e o o = 350 a z

of eigenlijk meer algemeen:

M8

(2) f£(z) =a.°-fa1(z--zo)+a2(z-z8)2+o & % an(z-zo)n°

=]
1]
o
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(Voor theorie over de reeksen is vooral het standaardwerk

vaannopp aan te bevelen: '"Unendliche
Criterium van d'Alembert:

n

U = a 2z a
n n . l n+1l
lim | ———
U = a zn+1 an
n+1 n+1
Convergent als:
a Zn+1
lim n+1 |< 1
n—>Q0 n
a z
n
a
—> |z]. 2um [ 22| <1
n

'z,o 1< 1; dus ,zl <’% 9

Reihen') .

=1

of:
' z‘ < lim l n | Absoluut convergent.
&n+1
a
'z, > lim ' Divergent.
Zn+1
®n
2] = lim 'a , Onbeslist.
n+1
Meetkundig.
Stel % = Ry dan is de reeks:
absoluut convergent als | z | ¢ R
divergent als |z | DR
onbeslist als | z|l= R,
o - AN
x Xy /v,
Q.
Convergentiegebied.

~33=
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Opm.: Een machtreeks die in het gehele complexe vlak convergeert,

heet een gehele functie, (Fonction entiére).
co

Bovenstaande is afgeleid voor reeks (1), d.i.X anzn9 voor
Q0 o
S ap(z - zo)n geldt dit juist zo, met het convergentie-gebied om
o

een punt zZ, heen.

conV. G£8.

Hoofdstelling van de functie theorie.

Wanneer een functie f(z) kan worden voorgesteld door een macht-
reeks, dan is deze functie binnen zijn convergentie-gebied een

analyfische functie.

Gegeven: Stel we hebben een reeks:
' 3

f(z) = a + a,% +as%z +85a” + oo oo . . o

1 3
Een reeks van het type (2) kan door een eenvoudige substitutie tot

type (1) worden teruggebracht. Deze reeks is convergent voor |z] < R.

Te bewijzen: f(z) is een analytische functie van z voor|z| ¢ R.

Opm.: later zal ook het omgekeerde worden bewezen, zodat analytische

functie en machtreeks in het convergentie-gebied synoniemen zijn.

Bewijs.
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Te bewijzen: f'(z) is éénduidig bepaald in ieder punt z binnen e,

en wel:

2
' = > o BT e s s
£ (z) 1 a, + 2 a,z + 3 agz +

Dus de machtreeks zal blijken termsgewi jze te mogen worden gedifferen-
tieerd.

lim f(z +h) - £(z)

7 =
£2) * o h

Neem een cirkel in het convergentie-gebied met straal/o<: R en zodanig
dat:

| z | <:f> en |z + h"(lﬂ
Jo b = [agl<lay).p < lay e &

De reeks laol + Ia1|,o + |a2|f°2 + « « o is convergent omdat z met

| zl =F<R binnen de convergentiecirkel ligt. /ais gewoon een reeell
getal (punt op de x-as), dus bovenstaande reeks is een gewone 'reele
reeks". Nu is volgens de meest primaire (noodzakelijke) voorwaarde
voor convergentie:

lim o _ 1lim n _
n-—)oo’un' T n—»o00 an'[“ = B

n 3 °
Dus 'anj()(s is begrensd voor elke n(geheel) of:

’an| /M n(M voor alle gehele; positieve n of:

M
veer n = 0,1,2,, « . . is: ‘anl< /-o—n
Gegeven is f(z) = X anzn convergent voor | z|< R en noem:
5
2 e n-1
- 2 =
g(z) = Tea, + 2.a,2 + 3.a3z . N .._§; naz .
Beki jk dan:
' _ fo%) n_.n _
f(z+h)h f(Z)-g(z) -5 {an (z+hl?l Z_ o, anzn 150
o

De feeks g(z) is hier dus a.h.w. uit de lucht komen vallen. Hij heeft
tot nu toe nog geen enkele betekenis. Het is de reeks die opgebouwd is
uit de afgeleiden van de termen van f(z). g(z) is ook convergent voor
|z| <R, immers:

(+ay 42 |- |2 Lim |atl]. Lim ‘Ml_
n—> o0 na_ ,n=1 n—=>»00l n ! n—s500 a B

lim l‘fg_g_’ _ lim
n—00 u

=1.1,|z1< 1.R = 1.,
- 3% .
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m}
-n 2

2!

[(ln+-1-nTsn-1 h+
a
n

%
oM8$

oM™M8

n-1}
- NnZ °

ﬂ.n t (n(zn-1) +2_(%:!.l.)_zn-2 h+n£n-1 )sn-az zn_} hz .

n(n'-"") Zn-z hz + o ° ° e + hn)-zn }
ne1
h - ne

31 . o e +hn'1)

2!

- n(n-1)zn—2}1+n(n—1)(n-2)zn-3h2+ e
- Zo an B eadin: 3’ ° ° L] ® L4

Dus: moduli linke®lid = moduli rechterlid £ som moduli afzonderlijke

termen rechtorlid;

) 00
[ECEISER IO P = sl {n_<%:_12_l,z|“:2 [l + . .+|hl“'1}
n=

X 1 [a-1) = -
% b v 2 L Jicl Y RS I
i ),

4

deze som is te bepalen.

M8

o A"

n=o /"

(%) | n n
1 lzl+|nl - (lzl)
r —{ Y

Dit volgt n.l. direct uit toepassing van het binomium

1 1 -2
0" {%lmn Iuf +

1.2.3

- nlzln-1}.

5S5:12$&:£l|z|n73lh|2-+. . .-dhln'1} -

van Newton op

n
de vorm lz(+|h|} , dus hetzelfde als boven gedaan, maar nu met toe-

passing op de moduli, of:

n -1
o) 1% (jz+mD” 1 2zl 2 nm”
T = X - b -z
= Ih) ~ Pn Ihl pn & P
L J [§ 4\ J
Y v Y
M.,R. met reden M.R.met herleiding
reden zie verder

|z¢r;lh! ¢

o
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De derde reeks is:

oM8
=]
_OF
=3 =
]
-—
I
-

want voor:?

ne1
n x

x = L&l 55 n 2" £1s

P

1 1 l’ 1
Ty 18l " P (g Laly?
AN J

afleiding hiervan
zie verder.

= -7;5 (1-x)~2

Want volgens het Binomium van Newton is:

(’l-x)“2 = ‘l+;12-(-x)4’3'%%2(--::)2+"—‘2"—7-}--'-—'i (-x)3 * o & s

= 1+2x+3x2+4x

1.2.3

3

+5xl++. “

Op andere "H.B.S.'"-manier: reeks is:

co

> nx® T 1e2x e alnd . . oy

)

dus @
S=1+2x+3x2+‘+x3+. s &
x8 = 1x+2#2+3x3+. o e
S(1=x) = 1+x+x2+x3+x1++. . =-:]1—- ofi B w s 5 -
* (1-x)

Dit laatste volgens bekende reeksontwikkeling, geldig voor | x| =-L%L <1,

Daaraan is veldaan.

Teruggaande tot de oorspronkelijke vorm, vinden we:

'w-g(z>l<»«{1 L it gl

- ml L [n] o _r
| &lhl [p-TeT=IRT p=TeTY ™ (5 1oy )2

I

Ihl ° p=lz| -1kl

T p-Tzl

i ((°-|z|)2

ML 1 1
(p=lzl) | p=lzl-Th] = p-]z]

R P R = Y P Y DT e Y D

lod jhl _ -

- 37 o
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, . |
) {/«v-lsn}fgfa-lsl-l:l}

Voor |h| —> 0O nadert de teller —> 0 en de noemer -——9{ /o-lzl}} # 0.

Dus:
hl_i;o\ﬂu.‘).;ﬁn-,(.)l = 0.

VERSCHIL,
Als de modulus —> O nadert de complexe 'waarde ook naar nul, dus:
als de modulus van het verschil — O gaan de 2 complexe getallen

naar hetzelfde punt. Dus:

e feen o) ),

Dit is volkomen onafhankelijk van de weg, gevelgd van 2 +h — > 2 en
van de keuze van h, Dus: £'(z) bestaat em:

=g(eg) =1.a, +2a.2 4+ . . .

1 2
s n-1
= % n a3
= % (lnl.)"o

Dus er zijn twee dingen tegelijk beweszen:

1. de afgeleide bestaat, dus de functie is analytisch,
2. binnen haar convergentiecirkel mag een machtreeks termsgewijs ge-

differentieerd worden.

Toepassing op de al ter sprake gebrachte reeks:

2 3
(=) -%-%‘54-%-4—. v . o8l LTy

2 3 4 R
E'(.)-“-."'. - & +'l "\- o e e o o 1'+.
Y . s
termsgewi jze bekende
differentiatie reeksontwikkeling
dus: |
£(z) = log(1+2)
en: 1
£ -3

- .
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We zullen later zien dat als een analytische functie dus een
eerste afgeleide heeft, dan heeft hij ook een 2e, 3e, 4e enz, afge-
leide. Of: als een functie f(z) een eenduidig bepaslde eerste afge~

leide bezit (dus amalytisch is), bezit hij automatisch alle hogere

afgeleiden. Dit zal langs andere weg worden aangetoond dan de voor-

gaande .

Als de eerste afgeleide bestaat, behoudens in enkele uitzonde-
ringspunten (de singuliere punten) geldt dit ook nog. Maar het zal

bewezen worden d.m.v. de integraalrekening.

Int lrekening van ¢ exe functies.

)’ COMPLE XE VIAN,

f(l)‘il slechts continu verondersteld in een gebied G. A en B zijn wil-
lekeurige punten in G; A en B worden verbonden door een willekeurige
kromme k in G, een aaneengesloten punten verzameling. Er is één beper-

king: de lengte van de kromme is begremsd (L L K).

y=f%)

o3
1

%
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In de reéle analyse is de integraal gedefinieerd als:

Riemannse bovensom

> N.k A " l dalend ' b

limiet = / £(x) dx .

Riemannse ondersom .

> lk A Xk f stijgend

Verder ligt X f(gk)A k tussen de beide sommen in.
Zo gaan we ook in het complexe vlak te werk. Verdeel k in n
geli jke delen: Zyr Bqr Boy o o0 o0 o e s, = B, Neem in ieder inter-

val ergens een willekeurig punt: % . Beschouw nu:

m=n
.E:ﬂ (l--l._.‘) f(S_)
L—w—/ '\_v_/

=4, -r(Sk)

Dus dezelfde som als in de reéle analyse.

Kromme k wordt vastgelegd, maar is willekeurig. Het beste gebeurt

dit door een parameter voorstelling:

{x = 4, ()

Dan is: z=x+1iy= (L) +1.0p,(t).
y = ,¢) A T

Verondersteld wordt dat Yy en @, differentieerbaar zijn, dus
g%(t) en ?é(t) bestaan. Het bewijs kan nog algemener, maar wordt
dan helemaal vreselijk moeilijk. Op k is:

f(g) = U (%, y) +iv(x, y) =

- oy ), g, rivfgo), g,0] = uw eive,
In het punt A is t = te
In het punt B is t = '!(-tn).

De parameter-waarden binnen een interval 2y~ B worden tn ge-
noemd j Th behoort dus bij 5.‘. Dan is:

m="1 m=1

Y:' (2, -8, )» 2(5 )= -Z-n {(%(t')- 501<t_;45) +

+ iy, (2 )= qz(t!_1))} x { U(T,) +iv (Tm%.
- 40 -
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Hierop wordt de stelling van het gemiddelde uit de reele
analyse toegepast: (functies ¢ zijn reéle fumcties !)

g)(t‘)‘-sp(tb) =(ta-tb) ' (T), met £, <TLK b .

Dus:

= ', = (]
T = (t_-tm_1)S<p1(2‘_)+1y2(z-)}[u(z.)+1v(r_)}

m="1
Hierin is dus:
tn-‘] < zn <t-
tm-1 <zm< tm
tn-‘] < in< tn'

Maar het behoeven niet dezelfde Z'!'s te zijn. Dat kan niemand we-

ten,

= 0", = ', 3
- Eun-tn_,)u%(z_). u(T,) -y (E,). v(;:_)} '
{ J

OIY
reele deel

+ 1{ 9’; (‘:[_.‘)v (T )+ tf;(ém) U (z-)}]

\ /
Y

imaginaire deel.
of:

Z=+.Z’m tp' (T ).0(z.) (t -t )+]
e 1 m m m m=1
n ¢ =
- ¢, (T). viz,) Lt -t ) + Dit zijn 4 gewone,
o= reele Riemann-
} sommen ,

; 8 30 o
iinzd B @yl v(@) (b =t )+

n -
v (5
$1 T Yy (T w(T) (b -t )
m=1
P
Uit de reele analyse is dan bekend dat al deze Riemann-sommen na-

deren tot gewone integralen uit de reéle analyse. Dus:

=n .
.g f(S_) (2 -2 )=+ t/ u(t) . y; (t) o dt +
o

- b1 a
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T

ALY M ORTE

t
e

+ i

v(t) . sa.;(t) At +
1

u(t) . @, (8).at.

O— 2 o — 2

ot

Dit is samen te vatten tot:

? U ¢
/{u(t) o g);(t) -v(t).y;_(t)u v(t). ¢, (t) +1.u(t).y2(t)} dt =
t
o

T T T PPN
N t/:{u(thiv(t)}u{%(tﬂi?2(1:)} dt =

| SN | S

znsB 7 /
= f( )- d

t:./-A 2 %

&)

(k)

Hiermee is het integraal begrip voor complexe functies gedefinieerd:
gz =B
n
£(z) . dz.
IQIA
(k)

Hier zit de kromme k nog in. We kunnen voor een andere kromme dezelfde
redenering opzetten, maar deze zal steeds een andere integraal opleveren.
Maar het zal blijken dat iedere kromme k tussen A en B dezelfde uitkomst
geeft. Er zal dus worden aangetoond dat:

} £f(z) dz= onafhankelijk is van k.
A
(k) '

Er zullen daarveor eerst een aantal voorbeelden en voorbereidende maat-

regelen worden gegeven,

- b2 -
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Bijzondere gevallen.
1. y

B

£f(z) = € (constante) die is overal analytisch en ook continu: £'(z) = 0O
Dus geldig voor gehele complexe vlak. Het uitgangspunt was:

m=n : n
P £S5 . (3 -2 ) = L Culan, -z, ) -

n
Co JE1 (2, -2 _,) = C[(s1-zo)+(:2-z1)». : » +(zn=zn_1)] =

= Co(tn - zo).

FDuu bij iedere verdeling, fijn of grof, is:
z
n

f Cdz =C (ln-zo)

z
o
(k)

onafhankeli jk van de weg k, want z in z, zijn eind- en boginpﬁnto

-

De weg k is doerlopen van A —> B, Gaan we nu omgekeerd van B — A,
langs dezelfde of een andere weg, dan krijgen we:

(o]

l C dz = c(zo-zn)
n
()

Opgeteld:

ﬁdz= fca::o‘
)

(contour- 6f kringintegraal).

- 43 o
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£(s) = =z,

Deze is ook analytisch, en de afgeleide is overal 1.

n n ;
s ). (a -3 ) = 5 Sy By, o)

m="

S- is willekeurig, maar z._,‘ (gm gzm. Kies gn in de beginpunten

van elk interval:

m=1

n Zn
8, = > '--1'('-'51\—1) vorfijning { 2 42 Riemannse ondersom.
o ' .
(k)
Kies 3- in de eindpunten van elk interval:

8 n
8, = E l-(l. - s'_.‘) verfi jning _’/ z2dz . Riemannse bovensom.
- o
(k)
Opgeteld:
m=n an
54 $82=E (zn+ln_1)(l.-zn_1)——— 2_‘/ z dz
o
(k)
n 2 ) Y
3 .
S1+32=2:_ (l.-ln_1)———’2/ z dz
m=" %
)
(k)
of:

2
n .
2 2
S1+52= :n-zo—2[ z de.

o
(k)
Ook hier blijkt de integraal alleen van de eindpunten af te hangen
en niet van de weg k. Dus:
& .
/n z dz = %(li - zf), onafhankelijk van k, en:

2
o

}_ﬁ'ldlt 0.

- b4 -



3. We zullen nu willen onderzoeken /zmdz, maar we doen het iets

algemener: /(z -2,)®dz. Bovendien kijken we direct naar de con-

- bl o

tour-integraal en wel langs een heel bijzondere contour: een cirkel.

ﬁ(l-lo)m dz P(z}y}

M is geheel. (pos. neg. of nul).

X =

y:

X -

y-

‘ A Cirkel om 2
B o

x°+Rcoay
y°+Rain;0
o pLar

x
0

yosRsinP

Rcou}ﬂ

(z-zo)= (x-xo)+i(y-y°) = R(cos pgt+isinp ) =

g =

2 =

dz =

= R'iP

2z +R.i’0°

°

x +iy= (x +iy )+ R(cos p+isinp)
O+ R(-sinpg +1cosp) dp

Ri(cos}0+i sin;ﬂ)df: Riei’pd;ﬂo

f(z-: ).dz f R‘oi’onoR iei}odpa

L}

]

R"”f (ms 134y dp=

1 g /{co-(n+1)}0+i sin(m+1)}ﬂ} d}ﬂé

27T

2r
R"”/ co-(mm)y) ap- R"”/ ‘sin(m+1)pap -
o

Parametervergeli jking van de cirkel:
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27T 2T

'”“1{’ Py ] *R-+1[°°%+f12£]
L v ol v v O'

=0 voor m £ -1 =0 voor m £ -1

[ Dus : %Z-lo)mdl=0 voor m # -1,

Voor m = -1 moeten we teruggaan tot de laatste integraal

(onrund): 2 o | |
m
%(ﬂ-lo) dz:i.’l[ 1.(1;0-1.\{il Ood}ﬂzak’i.
Samenvattend:
ﬁ'(z-lo). dz = 0 voor m # -1

% (s-:o). dz =2Ci voor m = =-1.

Steeds voor m is geheel. De oorzaak is, dat niet analytisch is
b < Qe

in het punt zo; er is daar een discontinuiteit.

Stellingen.

Riemann som I

)

zm-1

n
5 £(g )Nz -

terug langs dezelfde weg:
Riemann som II:

n
Z f(gn)(gn-—’l - zn)"

1

Dus elke 2e Riemann som is het tegengestelde van de eerste.
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Het gevolg is:
z

Q ’n
-/ / f(z) dz = -/ £f(z) dz.
2
°

14 Z
n
) ct@maa-c/ ) e
: Z

2
o o

2 2 2
n n n
o/ [ {f(”:r(-)} s =/ tasr,) &) ds.
“ 2
o ° ° »

Er is nog een stelling die belangrijker is en waar wat langer bij

zal worden stilgestaan.

< -
""Vm-l

LeneTE L van
& HRormE k

Aangenomen wordt: langs de kromme !f(z)l £ M. De modulus van de som
is ¢ de som van de moduli (drieh. ongeli jkheid !).

l ; f(gl) (l--z.-,‘){s ;

< %‘: - l‘n'zm-‘l' N M%‘”n'%n-‘!‘ {m. 1

Dus: '

l{:" £(2) dz

M = majorante,

< M.L.

L # lengtekromme k.

Beroemde ongeli jkheid van Schwartz. (H.A. Schwartz).

- 47 o
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Dus samenvattend:

ojé’dz =0
ooﬂ;zsds= 0
c §
[g(.) az i‘[fz(z) o = é/{f‘l(')ifZ(Z)} o

Dit mag een open kromme zijn, bijv. een stuk-boog.

1

o

I

WJ
)
°

b a
be, ff('fz.) dz=-[ £(z) da.
e e
Sew 1ijkheid van Schwartz:
, e
uéjb/” Lengte boog c, = L op de boog (a,b) is lf(z)l<l4
a
Stelling:

b
( { -f(z) dt.' < M.L.

Bewijs van de ongelijkheid van Schwartz: (Cauchy kende deze stel-

ling al eerder, maar heeft hem nooit gepubliceerd).

Riemann som:

m=n-1
s = Z;; 'f(gn). (zn+1-zm)
n=1 n-1 ,
| Snl =| Zo: f(gm)° ("n+1 -'n)[s g lf(gm)l lzl+1 -zml
M

n=1
<M Zo.. ' 84 " zn' = Mx lengte ingesloten veelhoek <M.,L.

l x,m_,,,,' gm.,

- 48 -
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Dit geldt voor iedere fijnheid van de verdeling en ook voor de

limiet bij n—+00. De Riemann-som gast dan over in een integraal:

) ,
'/.: £(z) az| { M.L.

We gaan nu de stelling formuleren die we uiteindelijk willen bewi jzen.

4

Gegeven:

f(z) is analytisch in G (amalytisch = holemorf = monogeen). d.w.z., in

ieder punt %, van G(schrijfwijze: z € G; € duidt aan: 2, is een punt
van G), geldt bij willekeurig gegeven £ > O is een § (> 0) te bepa-

len, zodat:

&3

| f(z) - f(lo)

Z2=-2
(&)

- f’(zo)

voor alle z uit G die voldoen aan ‘z-z°|< § . or:

'< £!z-—zol ’

If(z) - £(s ) - (a-5) £'(z,)

of:

f(z) - f(:o)-(z—zo)o r'(zo) =7 (z-z.o), met l?zl(f:

Q’ia complex; deze laatste regel drukt precies hetzelfde uit als de

eerste.

- 49 -
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£(z) = £(z ) + (z-3)) £'(2 ) + % (z-2)) (6)

met [ CE .

Dit is het gevolg van het analytisch zijm.

Kies in G een willekeurige gesloten kromme cj c¢ ligt dus binnen
G, de randpunten worden ook buiten beschouwing gelaten.

Stelling:

;6 £(2) dz = 0. Stelling van Cauchy (1814).

e

Het essentiéle is hierbij dat f(z) amalytisch is in alle punten
van @, dus zeker in alle punten op en binmnen c. Het bewijs van Goursat

wordt gegeven in 3 stappen:

1e. ¢ is een rechtlijnige A
2e. ¢ is een willekeurige, rechtlijnige veelhoek;
3e. ¢ is een willekeurige gesloten kromme.

We gebruiken daarbij de eigenschappen 1 t/m 6; 1 t/m 5 Zie sa-
menvatting; 6 zie vorige blz.: uitdrukking van het gegeven .nilytiach
zijn. Oorspronkelijk werd van de functie meer verondersteld, Maar
Goursat heeft met een meer algemeen bewijs aangetoond dat de gemaak-

te veronderstellingen veldoende zijn,

Bewijs.

1e eel.

De omtrek van de gegeven /\ = 8+ Verdeel de A in 4 andere driehoeken,
door halvering van de zijden, dan is volgens eigenschap 4:
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A A A” Alll A

Verder is:

A1 AL AL 1) +1F ] o

Eén van de integralen is de 3rootnte:l ﬁﬁ" (aangeduid met een in-
AI

dex 1 onderaan). Dus:

| ’)?:,I aEN

71 < 4|7,

Stel dat dit A" is. Dan kunnen we de zijden daarvan ook weer halve-

ren, waarbij weer 4 kleineredriehoeken ontstasan. Dan is evenzo:!

Z 1< AT | oo m{z)st/[p’%[
RERrA

7%
Dus:
151 is binnen

A

AZ is binnen A1

133 is binnen 132
ZSn_1o

[}h is binnen

g ’ﬂ £(z) u’
A

/2

Dan is:
]f:(.)u
A

n is willekeurig geheel en positief (natuurlijk getal).

*). Het teken voor de kringintegraal is niet absoluut noodzakeli jk,
omdat de aangegeven kromme een driehoek is, dus een gesloten con-
tour. Duideli jkheidshalve kan het er beter gezet worden. Het 2ijn

allemaal kringintegralen langs driehoeks contouren.,
- 51 -
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De AA zijn ruimte-intervallen, die binnen elkaar liggen, dit

wordt in het Nederlands een intervallen-nest genoemd (denk aan nest

schalen).

Als n groot genoeg wordt, naderen alle driehoeken tot één punt.

s
*’o Dy MAT OMTREU = 39'_"

Uitgangsdriehoek met omtrek So’ omtrek S1 is dan-}S° door de halve-

ring van de zijden emnz.. Alle driehoeken krimpen samen tot &én punt==z°;
2 ligt binnen z&n, dus binnen Z}h_1
binnen alle driehoeken ligt. Althans binnen alle diriehoeken met een in-

enz.; z is het enige punt dat

dex onderaan.

f(z) dz = (volgens 6)

e,

=p’ f(zo)d“}fzf' <zo>az-);{ 5, t' (s,)dz+

An An n

4,
= f(zo,f“ + f'(zo)f z dz - 2 £ (zo))f dz +)¢‘7 (z-zo)dz
n Op 4, Ay
=0 (1) =0 (eig. 2) =0 (eig. 1)
Dus
/ f(z)dz:/q (z-'zo)dz : (7)
Ay a,

Mits inderdaad |z - z°]< & .
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De maximale lengte van 'z -2, l = lengte langste zijde = drie-

hoekszi jde . Dan is ’z - zo’ < h

VNG
ﬂ%_—.cn < an + bn

c = C

n n
+ )
2c {a +b +o =8 —> cné -gl
Verder is:
So So
5 ===, dus ¢ £ .
n 2n n N 2n+‘l
Dus: -
So
lz-zol < cné n+1

is voor n groot genoeg altijd { § te maken. Dus toepassing van 6 was
geoorloofd. Ongelijkheid van Schwartz (5):

2 2
S S S
|ff(z)dz 4 5.2.sn-£.2 €. 52—
A, , 2%
want
Sn ”
M= £x-2— )3 L = omtrek An=sn,
of: s2
f(z)dz | £ é.—i.
2 4n
Ay
Ook is:

f f(z)az| £ 4" ,f f(z)dz’ (zie blz. 50.)
Ay a

n
Dus o > .
n £ 0 2
{f(z)sz 4 'Z.F_E'SO'
Dus: ,
% f(z)dz | = 0, m.a.w. ‘ﬁ/’f(z)dz = 0,
A A ,

hetgeen te bewijzen was.

*) .Immers: gmie vorige blz. verg.(7): f£(z) = % (z - zo)
s [e] - fu] - %] s
2] <€ My E. 3

lz-ZOlS 2+ (zie vorige blz.) -
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Want, als de modulus van de integraal niet precies = O zou zijnm,

maar bijv.:

Iff(z)dz = £x< -gsz, maar f_x # 0,
a
- é:*
dan kiezen we £ = 5 i.p.v. €, dan vinden we:
Ls
o

lg f(z) dz

Dus schiet er alleen de mogelijkheid = O over.

£ e" , K
< 8823 x Sszz T < 6
(o}

2e deel.

-
RESVULTAAT
o \
Sa

G

Je kunt nu elke willekeurige veelhoek op zeer veel verschillende
manieren in een aantal driehoeken verdelen, bijv. zoals in de figuur ge-
daan is. In het voorgaande is bewezen dat de integraal langs elke A nul
is. Sommeren van alle integralen langs de AA levert de integraal langs de

veelhoek, daar de verbindingsstukken wegvallen op grond van eig. 4, Uit-

eindeli jk dus: f 0
veelhoek

Je deel. ¢
n

(4
G
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Aangenomen wordt dat de lengte van de kromme ¢ eindig is = L.

. L . i
Verdeel omtrek van ¢ in een aantal van n geli jke bogen . (n is wille-

keurig groot). Verbindt de deelpunten door rechte lijnen, dan ontstaat

een veelhoek. Bij voldoende grote n kan er altijd voor gezorgd worden

dat de veelhoek binnem ¢ ligt, dus ook binnen G. Er ontstaat een veel-

hoek (polygoon) met n hoekpunten. Volgens det 2e geval is dan }g’f(z)dzzo.

Over de kromme zegt dit echter verder niets. Bekijk één element van

de kromme : S M

De integraal langs de p-boog wordt Ip genoemd:

Mp+1
I =j£ f(z)dz.

M 1
J =ﬁ f(!) dz .
P
M
P
koorde k
A +1 zp+1 zp+1
I sj £(2)dz = /' £(z)dz + / {f(s) - f(zp)}dso
2 Z 2 .
p P P
T (heag) (boog)
o ' /oW P
I' I"
P p
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Hetzelfde met Jp:

z ‘ : & ‘
p+1 Zp+1 ‘ +1
Jp =/ f(z)dz xfp f(zp)dz +/j { f(z) - r(zp)} dz

Z Z
P P “p
(koorde) (koorde) D ikoordo) g

~T Y oo
J J
P Y

f(ip ) is een constante, dus:

' 25+1
f(sp) f dz =,f(’p) o ('p+1 - P) en

I =
P Z
p
(boog)
en ook:
3 = t(a) ( )
= Z o~7x ° z -z
p P p+1  p
Dus:
] ]
I =J

p P

f(z) is analytisch in G en uit de definitie volgt dan dat hij continu
is in G. We kunnen n zo groot maken dat we steeds kunnen zorgen dat
£(z) - f(sp)‘< £ . Dus kunnen we zorgen dat J;£ £.;1I-‘ volgens Schwartz.

Toelichting:
Cp = % is willekeurig klein te maken.
|s-z £ boog (2,2 )(L
p) " ¥ n
W 1 - ~x ® » L
‘s hp‘ = koorde (3 ,ip)( boog ('p"p+‘l)< .

(2 op de boog, z* op de koorde).

Dus wegens de continuiteit van f(z) is bij willekeurig kleine &

voor n groot genoeg:

|t - 2 )[<E  (boos)

evenzo !

If(é‘)-r(zp)l<£ (koorde).

- p+1
*). Het is vroeger n.l. bewezen dat d/' dz onafhankelijk is van de gevolg-
]
de weg, dus I' = Jpo Zp

P
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Dus: %
It p+1 I
ENE {m)-f(zp)}dz(ﬁn-
“p
(boog)
en:
" zp+1 &
EN =/’ {f(z)—f(zp)} as ¢ &
zP
(koorde)
Nu is dus:
N " " " " 2£L
Ip'Jpl"Ip'Jplé le +Jpl< n

Dit geldt voor alle segmenten, waaruit velgt:

(o]
[}
kel
1}
-
-

lfl(zar, bij willekeurig kleine € , want ﬁ’: 0.
c : P

Hieruit kan alleen volgen:

IJ?"=0, of:)ff(z)dzzo.

c

Hiermee is het bewijs van de stelling van Cauchy volledig geleverd.

Er is nog een uitbreiding aan deze stelling te geven voor de singu-
liere punten. Voorwaarde was f(z) holomorf in het gehele gebied G. Nu is
f(z) in het met een kruisje aangetekende punt niet meer holomorf:

singuliere punten.
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0 y 4

Hierop is de stelling van Cauchy dus niet meer zonder meer toepas-
baar. Neem om elk singulier punt een gebiedje dat dit punt uitsluit.
Het omsloten binnen-gebied heeft dan geen singulariteiten meer. De nieu-

we omtrek is c1. Dus:

Maar langs de 'slootjes' wordt heen en terug geintegreerd. Ze hebben een
breedte nul en deze stukken van de integraal over c¢' vallen 2 aan 2 tegen

.elkaar weg. Nu blijft over:

Dan is dus:

U
c c C1

' Y
in pos. zin{ in neg. zin doorlopen, daaro§;f°met een (-)teken.
‘ (Feitelijk dusgg ).

of:
j(+.fp+){i+ff+}{.= 0
s ey cg c; CZ
Dus :
}an(z)dz =ﬁf(z)dz +ﬁ..+fo.+f“
+ + + + +
(¢] ) C,' 02 c3 °l+
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Voorbeeld.
oo
Bew ek / S aX 4.
2 .2
o x +D

a en b worden reeel ondersteld, dit is echter niet essentieel. Verder
wordt om de gedachten te bepalen a> 0O en b)>O gesteld. Dit is geen
wezenli jke beperking daar voor a en b negatief er niets veranderd:

cos ax en b2 zijn even functies. Dit is een oneigenlijke integraal:

oo R
cos ax lim coS ax
/ 55 dx def. . oo/ s dx .
& X + b — A x + b :

Dit is één van de integralen van Laplace. Opgelost op de wijze van de

functietheorie:

iax -iax

e +
cos8 ax =

2
4 1 4 iax -iax
/ cosa}zcd '“/e S -
o) x +b 2 (6) X + b
1/ eiax 1 Re—iax‘ (. . : ﬁ
o o S - B peingy! = & ¥5 ¥ 3 = &t
=3 3 adx+2/‘ 53 dx = (substitutie x=1x
X +b o x +b

R .
+iax 1ax!
/. dx-l/-—o—-—dx'—
R 2 2 2 2 -

1
. X +Db o (x')a +b \
+iax 1 iax'
= ';:/ .2 3 dx+ 5 —.—2—2 dx'= (met accent weglaten)
x“+b -R (x')"+0b
- iax y

2’-. R.b“P
veorR ol i




- 58 -

Gevraagd wordt dus de integraal langs de(— — —)lijn (I). We willen
nu de stelling van Cauchy toepassen en de weg moet dus gesloten worden
door een willekeurige weg, verreweg de handigste is de cirkelboog., Inte-

greren langs de gesloten kromme c:

iaz
= g
A Z +b
.ill
Fied = ~=—g's
2 +b

teller is steeds analytisch (e-macht); noemer is een veelterm en is ook
analytisch in elk punt. Het quotiént is niet analytisch voor de nulpunten
van de noemer:

52+b2=0 :Zu-bz s1=+bi

52 = -bi

In deze twee punten is f(z) singulier.

1e. Daar /s /+ ./ krijgen we:
e I II

+R 1ane 1Y "
. ﬁ . é_!____z P
'{ / X +b = / ¢! i,p+b k. dP
I II

(3 J)

in deze integraal

zijn we geinteres-

seerd.

2e, Verder is /- / (Cauchy)
(] c

z +b +(-b +21broiP+r

iaz iu(b1+ro V) iy
/ 53 '/ S21P, ap
31 .

2 -nb+iaroip % iaroji’a
_/[1_ M..-“/ _2__..1?.,.;0,
A 2b - 1re’¥ 6 2b-ire
III
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We gaan nu de integraal II schatten, bepaling is niet zo eenvoudig.
./ﬂ ianRo ?

'Ri 2 2:1? ? e d,DI

Majoreren, waarbij we moeten bedenken dat:

°x+iy( - 'Qx

7T
{11 S

o] -

o
Integrand:
.aiRcolP-aRain}a.iP !-a.RlinP 1 .-aRainP
Roe2 3P 4 b2 [72””2' [R [
want majoreren betekent noemer minoreren, em: .
nﬂ“!"wﬂ} %] - o3 =‘R2-b2‘ = R -b° daar R—> 00
- -a Rsin p
integrand| § = 53 S ?1 5
R =D R =D

daar uin/p positief (en ¢ 1) is, dus:

. 'inf< e? =

sinf} O daar O()D(R;’ , dus geen gelijktekens! Overigens niet belangri jk.

1475 | Lol

Nu integraal III:

Dus

o

2 _.5.,,1.1-,170 alr
4 = / £ T ap = i 12%2- voor r 0 (riswillekeurig)
0 72b-1.rc f’ o .
et 21ce %P IL‘ -ab

—‘T.ZTC =y = -, e .
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Dus voor R—» 00 :

- iax
lim g = Z -ab.

R —so0 2
=R X +b

Hier moeten we nog de helft van nemen, dus:

/-%L-%dxsl.-'ge-ab -—’5. o
X +b _——

Nog een voorbeeld:

o0
/ HE

(o]

dx:y

Deze integraal speelt een hoofdrol in de Fourier-analyse.

/oolt}-x- = lil / _{5__ s,
o

Ock voor x=0 is er nog gevaar, maar:

lim sin x =1

x —0 X

Vervang de sin x door e-machten

R
lim 1 )

R_.oa/"_?_—d"’k 00 21 o — .=

ix ix
_ lim 1 /’, 1 f.

Maar hier is een grote fout gemaakt, want:

!-u;—!-—- 1 voor x —» 0,

maar S
+ix
[t . 1
x 0

dus hier is de integraal in de oorsprong niet in orde. In orde maken door:

lim 1 RL.. 1 R‘.-ix
R —>ca Hs dx-ﬁf!-—x dx =

6 —0 )

1 lim » olx by ix'

355 R-—>=o0 - dx + ~ dx!
8-—»0 8 R

=61 =



- 61 »

We willen de integralen graag weer samen nemen maar i.v.m. de grenzen

kan dat niet. Van -§ tot + § wordt niet geintegreerd.

Y

w| X-82°7
T _ﬂr},; 73 P20 .
=R XZ=x "5 +8 XKe 2 +R
INTAND I NG
‘ NRRR BINNEN.
Beschouw
iz
L W dz
2

de contour moet de 2(-—-—--—)stukken bevatten; het singuliere punt in O is
uitgesloten. Het omsloten gebied omvat nu geen enkele singulariteit meer,
dus:

.iz
. =5~ dz = 0 (Cauchy !).

Dit zijn de integralen waar het om gaat.

(uitrekenen hiervan is niet zo eenvoudig).

. ip 7
/3/ " i8e ¥ ap =-1/.18'irdy.

Iv YT F Rt o

(het berekenen hiervan kost weinig moeite).

/+ /+ / + / = 0 (Cauchy).
) 4

II III v
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Integraal II. Schatten !!
7 1p x
‘4I= l/ JdlRe ‘PI,}/.iRccmf’-R-in)ﬂdf{é

/7.1Roo-y-nuny>’d}o '/:r-nun;a ap.

;0 in het 1e en 2e¢ kwadrant, dus sin)o >0, De exponent -R linfé 0, dus:

.-R sinp £ 1.

Voorlopig is dus niet nader bekend dan Q-R 'in”é 1.

Dit gelijkteken is juist vervelend, want dan kan de integraal niet
verder geschat worden, dan in elk geval < C - We willen graag bewijzen
dat deze integraal —» 0 voor R—+20, De gewone methode met grove schat-
ting, zoals boven en in vorig voorbeeld gebruikt, is niet voldoende.

In verschillende handboeken wordt hiervoor een hulpstilling afgeleid:
het lemma van Jordan. )

Wij gaan echter een verfijnde schatting toepassen. Verdeel boog II
in 3 stukken: bijv. van:

OSPS ?(:30"). Deze keuze van 30° is eigenlijk willekeurig.

Fepg Pz
/24

TP
¢ A ¢ { - Rsin %,C-Rsin
£ f/ ;jé ST ”df‘*l/%c T Papls

+I,§é o '“i“}”a;ol.

Het kleiner —teken staat hier in principe ook, maar het gelijk-teken geldt

hier. De modulus-strepen in het rechterlid kunnen weggelaten worden omdat
elke term positief is. De middelste term kan nu grof geschat worden omdat

de vervelende stukken waarvoor  akad o =e%= 1 er afgehaald zijn.

fjc-R'inrd)ﬂ </g?o-%n d’o =

1
,Z,‘,.'ZIR_, 0 voor R—* O

Wi
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! - —-_-_}Hnm is -Rsivp( —‘{R
7 Z N

1 3° 150° N
A T T - R
‘/l=/z +./;§'+{.-Rli“)od}o< %7['0 e, 2'§.-Rsin}0d;a (1)
Z ‘e rc )
g .

-
&
VAN

In dit interval is: coa}o £1, dus:

1 2

£ gobee = .
eel)o\_;_v—s v—}

/A
& -Rsinp g
pdp 2 -Rei
/; e co—f% £ v__}/; e nPcos}ﬂd;ﬂ=
o wihe /;g Q-R’in;od(Rlin ) = =i [.-Rlin;ﬂ ] =
R‘V; 0 P RV_B N
R =
=_-__2__(.'3_1)=2(1-e‘§) 2
R\ RV RV3
(1) geeft dan:
= g
'o/'oRainPdPS%E02+R;_3 —3 0 voor R —seo®@ ,

Nu de integraal IV nog:

| - .
/=-1/018'Wd,o=-1/{1+18oi’”+ﬁ§2-2‘—f-i£+. . .}a;o
Iv o o ,

= -i{ll' +[8 ciPJri[% 02 i}o]z + . .}—.—7[1 voor § —» O,
a 2 .
S,

e ="
f+/+f+/=0 /+ /=+Iz:i
I II III Iv I III

:—5 —» =71 voor R —s®0

voor R-=60 voor o § —-o0 64



e -8 ix
-Zli-fé’m« -'-;—dx-o-/ -'—;-dx}zﬂlil{/-t ;:
R+ 0o [ -R  § III
8—»0
1 VA
=§-1-x+1r1=3.
Dus: oo
mdxg-{[‘
A X 2

We weten nu ook direct:

ed
f(a)=/-'-g;‘§ dx voor a > 0.
(s]
co co ao
in T
e S LIPA RISy -

fte)

|y

. 3
2
Voor a < 0:
/—;&de /md(ax)= / wdy-

=W, Grenzen:

<
o
]
.
<
]

<
3
-
3

<
o
[]
b
o
]

©co
/2 . foax -0

Deze functie heeft een discontinuiteit in de ooraﬁrong. De functie speelt

een hoofdrol in de Fourier-analyse.
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Pos
Opgave : /&_Lx_-x_ogl_bg dx is nu ook te berekenen.

P————————ef)
Voorbeeld:
i (-~} (-]
F,I =[col(x2)dx en FZ =_{lin(xz)dx.

De integralen van Fresnel spelen een rolain de lichttheorie. Deze kunnen
we berekenen door uit te gaan van /e-z dz.voor een geschikte contour.

Daarbij wordt bekend verondersteld?
oo
2

/.-x dxs-;-V-T_K.

Bekende integraal uit de gewone analyse.

co co 2
2 2 tix
FiziF,= (col(! )risin(x")t dx = e dx
) ()
Y LR
ot
ﬂ%/ﬂ
ww _ﬂ x=ﬁ£6p
. oL ¥(
Vr <
Q’=x
e S
2 b 2 21y . 2 B x
/o-’ dz:/oxdx-o-/ ¢ iRoiPd’o+/ et o‘ldu
c 0 (6] R
I II III

Geen singulariteiten:

[ fo o

I1I

/——v%VE voor R—e 00O,
I

i ﬂfi 2
e ¥ ] o u? du = -e ¥ o-lv du.
III +R o

75'
|II '51‘[ -R coa2fd;o -Rco-2;0‘ 1.

Deze schatting is weer niet fijn genoeg, dus een betere schatting door te
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splitsen in tweeén:

T ? 7T
,/|<2/§ .-Rzoolz)ﬂd}o - R/ .-3200l2;9d}p+ Rf .-choBZ)D d;o
II 0 o f

. J

grof:

%<oon 2p £ 1.

.—Raeo- 2 P( " —% R?

d.i.:

1,2

z
-3R I, e-n cos 2§ sin 29
Ro’ ° "‘R/ .in ZP d}a
[/

/AN

1

3V3=a1n -’5"4-111 2 ¢ sin §=1, !

sin 2)0 1v— V_j
T
i -chcmz;’ 2
0 R/ wdk{R.—%o-%ﬁ .-R co.z}ﬂdcolZ}o

3 x
e

I\

Ny

i3 /i
2
_.R__4 oRocos2p, p2 [-R 9052}0]
V3 RT%Z cos 2/ —-ER e 6

2
Ll {L_,-.-%-k_l_
R)3 RY3

2

If{lééclio-%-l-;l-; —» 0 voor R—» 0,
Als l —'—0 dan ook /)"O

Opm. $ 2
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0o oo
%{/col(uz)du-i/sin (ua) du} =0
) ()

0’_V_7_t ) T {/"9'(\1 Jdu - i/lin(u )du} .
/“'(“ )d“'i/'in(“%“"g {co- goilin{?}

[+]

=2
- 3

/e
-3

[22=]

r.Ro'o'ol gedeelte: / cos(u?)du = -V-I; GOIK EV—;U

o

a0
Imaginair gedeelte: sin(u?)du = 1V_ lin-;; EVZIU

[+}

>



- 68 =

Verschillende stellingen uit de integraalrekening voor complexe functies.

f(z) is analytisch in G. 2 punten: a vast en z  veranderli jk.

Z ;
/° £(z)dz = / =f ().
a ca
€1

De weg kan geen imnvloed uitoefenen, maar het veranderlijke eindpunt z  na-
tuurli jk wel.

1e. Stellingi_}r(zo) is een analytische functie in G. De afgeleide van‘ﬁ?zo)
moet dus éénduidig bepaald zijn en wel: @kz) = f(z).
Bewijs¢ Beschouw:

ﬁ(m° +h) - Q‘(zﬁ)

h
z +h N z°+h z +h
#(z_+n) =/’° f(z)dz =f f(z)dz +/ f(z)az = #(= )+/° f(z)az.
- : ‘: 2 ° z,
1 03
Dus: zo+h
flz_+n)-Fz ) z'/ f=)a . y Ny
2 5 2. .2 B = %/ f(zo)dz +%/ { £f(z) - f(zo)}dz =
%o %o
z°+h z°+h
=3 f(z.o)/; dz + % {f(r.) - f(zo)}dz =
o o

z +h

o
f(z°)+%£ { f(z)-f(zo)} dz.
o

f(z) is analytisch in G, dus f(z) is ook continu .

n
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Dus bij willekeurig kleine &€ > O is een getal § te vinden, zodat
lf(z) - f(zo)'< § voor iedere z in G met Iz-zol< § . Als we er voor
zorgen dat lhl( 8§ dan geldt dit dus zeker. Dus:

If°+h{ f(Z)-f(zo)} az | €| < €.8

z
o

langs rechte. D.i. de ongelijkheid van Schwartz.

zZ +h
./Z-O {f(z)-f(zz)}dzlg—%)-zg.
o

(Gelijkteken uit S kan zelfs weg, daar Schwartz geeft ( ).

Dus :

) #(z_+n) - F(z )
h

Of:

5l

" f(z°)|< f voor \hl( 5 .
Of:

1im Hz +1) -z )
hee O < 1 = £(z )

d.i. onafhankelijk van de h, dus éémnduidig.

'Of:!'(zo) bestaat en is gelijk aan f(zo) in ieder punt z_  van G. De functie
f(ze) is dus analytisch in G.

[ Zo'n functie F(z) heet gen primitieve functie van f(z) als f(z)=j’(z).
Ben gegeven functie f(z) heeft eigenlijk oneindig veel primitieve functies.
Als f(=z) een primitieve functie is, is ook g(z) + ¢ een primitieve functie
van f(z) Immers {f(z) +e}’ =f'(z‘) = f(2)., Maar andere zijn er niet.

Dat zal bewezen worden door het omgekeerde te bewijzen.

N

Opm.: Deze constante is i.h.a. een complexe constante a+bij in bijzondere

gevallen kan het natuurlijk een reele comstante ¢ zijn.

Het omgekeerde luidt: wanneer f“(z) en _{2(2) beide primitieve functies
van f(z) zijn, dan is:

ﬁ,'(z) - fz(z) ® o.
Bewijs. Stel:

§,(2)-F,(z) = F(a)

F'(z) = §3(a) - $1(z) = £(z) = £(z) = 0. Dus F (z) = O,

(51 en 25.2 zijn automatisch analytisch, dus ook F is analytisch. Differentiatie
dus mogelijk !).
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Bij reéle functies zou hier inderdaad uwit volgen F(z) = conmstant.
Voor complexe functies kan je dit niet zonder meer stellen, maar moet

je het bewijzen.

%(F’(z)}: 0 a%{u + iv}: 0,

onafhankeli jk van de richting. Neem speciaal langs de x-as:

0 : Ov du ov
‘)—-x-{u+1v}=0 bx+ z:O—"a'-;c':OOh'b_x:O.

Evenzo speciaal langs de y-as:

9 -0 Qu A_ __.L‘e ov _
by{u+iv} 0 Y +1 =0 >y Ocmby 0.

n

Hierbij is dus u =u(x,y) en v=v(x,y). Dit zijn reele functies, daarvoor
geldt dus:

Jdu du
5—;:0-—-u=u(y) —yl-)—y-=u'(y)=0-——u(y)= 1

dus u(x,y) = constamte €,.

oy

Lo vavy) == v =0 vly) = 0,

oy

dus v(x,y) = comstante G,.
~Dan is dus:

F(z) = j}(z) - i ﬁ(z) =€, +1C, =D constante.

We kunnen nu het resultaat uiteindelijk als volgt opschrijven: (in meest

algemene vorm)

| f
/ f(z)dz = F1(l1) + Co,
a

/! 1
waarbij dus Fq(z) een primitieve functie is van f(z): F1(z) = f(z). Wat is

nu ,‘de constante C ? Laat z,‘——- a.

Jt@an = F @) 4 c =0 —wc - F ().

Dus:

Zq
/' £(2)dz = F,(z,) - F, (a).

a

Dit is formeel dezelfde uitdrukking als in de reéle analyse voor een bepaal-
de integraal.

- P -



Voorbeeld.

b
1). b oy zl+1 3 bm+1 . an+1
// T m+ B+ m+1
a a

(z™ is overal analytisch, behalve in z = 0).

2). Beginsel van de partiéle integratie.

? ] ]
(fg) =fg+gt
b b

1] ] b [} ]
/bfg dz =Z(fg) dz-{f(g)dzz [fg}a-d/’fgdz

a

In de gewone integraalrekening wordt dit gewoonlijk als volgt ge-
schreven:
b

/b F(x)dx = [xF(x)]b % [ xF' (x) dx.
a a

Hier is dus g(x)=x en g'(x) = 1 genomen.

Integralen van Cauchy.

y

f(z) analytisch binnen G en op de rand C.
a is willekeurig punt binnen G.

C is willekeurige kromme in G, die a omsluit.

Te bewijzen:

1 f(=z .
b [;{—} o = Fal ). (1)
c

d.i. de eerste integraal van Cauchy.

*) c* wil zeggen dat C in positieve richting, d.i. linksom, doorlopen

moet worden.
g -
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f(z)

Bewijs: === is i.h.a. niet analytisch in z = a. (Het kan wel, als f(z)

2 =2a

deelbaar is door z-a). 2 = a is dus een singulier punt van de integrand.

z-n /—(—-dz '/ﬂ—dz-o-/f(z:::(a)

—

~
volgens stelling van

Cauchy.
d £(z) - £f(a) i
= f(a)/-z—:g: +/—Sz—z_:;a__ dz = f(a)/ rr e;-f

=2xi.f(a) +/f—(%f—f£2-)- dz.,

f(z) is analytisch in G, dus ook continu:

,f(z)-f(a)(f: voor lz-al(s.

Kies r ¢ §

freti ¢ fugegpil g ¢ 6.0

want L = 2Xr.

l/

C

dz - 2)Ci f(a)

<2zt£

v

onafhankelijk van £ .

dus:

l _____ ‘=Oof: (;[ ;J_%dz=27:i £(a)

*/ f(z)z-.f;a) d
/’

Deze stelling Wil dus zeggen: door de grens worden alle functie-waarden

in het omsloten gebied &énduidig bepaald !!

Te bewijzen:

i f e - rw
C (z-a
Bewi js:
£'(a) = hl_j;:o f(a+hh)-f(a)

(11)
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flosh) - fea) _ _ 1 { (%) £22) }
A T 2rmdd 4‘2-4- ﬂ—.c/; 4 e }'

(Volgens stelling I) =

o / /'/z) . e

(x-a)(z-a-K)

/Z) /_ ’)a,/x=
Y- a-A 2 -4

Bewijs van de integraal van Cauchy.

27zL A‘—&Mz =/{a.j

4

Gegeven:

f(z) is analytisch in G.
a is willekeurig punt binnen G.

C 4is willekeurige kromme binnen G die a omsluit,

Y

(

Bewi js:

/’is cirkel met straal r om a.

Op a is:

H
—~
N

~

De integrand g is singulier voor z =a. Nergens anders in G: teller over-

al analytisch, noemer ook, breuk met uitzondering van z = a.

Opm.: In bijzondere gevallen kan het quotient toch nog analytisch zijn als
f(z) deelbaar is door (z -a). Dit maakt geen essentieel verschil. We vinden
dan f(a) = O, hetgeen in orde is, want in dat geval moet z = a een nulpunt
van £(z) zijn.

Volgens de stelling van Cauchy, met 1 ingesloten singulariteit, is

(A i [t

dan:
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%—;%{—éz %lfw,‘fw £ee) 4y _ /LM+/M)M«

2x . ’ n
7:%%/2 =/%ue‘”xy=//¢/. z[ dy = 272¢ fla)

12 wordt geschat. De functie f(z) is analytisch, dus ook continu, dus ook

begrensd. En wel:

’f(z)-f(a)l<8 voeor ,z - al <6 } dus voor r { 8

[ 5 &] =
M.a.w. als r{ § gekozen wordt is ,f(z) -f(a)l( € . Dan is
VERVA S 2 Ry AR

=< £ H | ffl—é/!o/ff=£*’-”‘°‘= 2t

2] { 2r€, zodat:

Dus :

y‘? _%ézég_aéz = 2: # .22 = X Zfé/ézaj + 4;
c

,0/:_&4&—2754 /a./] ‘ (2755 (veor cws £ )

Dit kan alleen waar zijn als:

/ - 27::'&/?«4[: 0.

et
En dit kan alleen waar zijn als:

[ = 2 f
A =

2re A

De streng wetenschappeli jke manier om II aan te tomen is nu:

/(u;(%-/?a/ / / £ g -

2 Yor (%-a)*

T //?/[7—4)§2—¢-/) _(x{a/"j ot =
/ L) Lo .
2 b A

(%-2)*%a. f -7 -
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Kleinste afstand van z -a tot C is 8. Dus op C is tz-—a‘> §

f(z) is analytisch in G, dus begremsd. Op C is er dus een bovengrens voor

£r(z):
|| < 1

]z-a-/l), IZ-QI—WP 5 - | 4] voon [£[< 8
l//aw—/) .-,//a/ - /
V4 ZIZ(,

bl MU
(x - a}z \)zrc 8§46 - Kl)

dit is een eindig bedrag.

Dus :
lim l-------l = Q0
h — 0

of:

Ly flard) fro) _ 1 [ )
7 [l

Ao Qe Yot (x a,)l

/(/4}=z;c. '/"_& or

et (%z-4)f

De functiewaardenlangs de omtrek C bepalen dus alle functiewaarden binnen
C en zelfs alle afgeleiden binnen C {!

/[ fe a;z:/’%}

2re et (Z—a)"

Bewijs:

(I11)

Als deze lim bestaat.
florb)-Ffla) . 7 [z/{ / / _
fﬁf Arce -4' (c-a- A2 " (% a./f} e

-/ ) le-2)_fe-a-A)? / Alt) (22 24 -
2 e 4" L f-a)* (z- :.ZT 4 = 2x ¢ / [zzja./(l/i szjflj

Op dezelfde strenge manier wordt er nu 2,251 C+ f(z)} dz van beide leden
afgetrokken. Het rechterlid wordt dan: (z -a)
/ / {(2 z-za,-l)_(zz_zz_zl)}//;zjoéz, yi /’ 2 Ay
2t (R-a) (%-a-A) (x-af(x-a-£)
voor £ o
( Zo gaat dit verder. Algemene formule:
/&) tr)
= /
2,,» /(z a.)”*’ () //V'I-.)

Voor n geheel en positief.

=3
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Dit toont ook aan dat een analytische functie onbeperkt differentieer-
baar is. Het blijkt n.l. dat iedere afgeleide op zijn beurt weer gediffe-
rentieerd kan worden. (Het linkerlid van de vergelijking bestaat n.l. voor

elke n, dus ook het rechterlid).

Algemeen bewijs van:

/[a')'xzc/({[:)/qu (W +17)

d.m.v. volledige inductie. Voor de eerste en twee afgeleide (en voor de

functie zelf), dus voor n = 0, 1, 2 is bovenstaande bewezen. Veronderstel
geldig voor n =n, dan moet bewezen worden dat deze stelling ook voor

n=n + 1 geldig is.

/) e f ) - b L) - £

1}

-.;o zku{[//[/{(kﬁf”’—&a,/—“”}é]
/ fre) )™ (ra-d)™ 4

27cc (x-a_/"“’, (X-a-L)™*
Nu is'*/
~”e
- 2 - ’"'+ /b'"--’ n-2 2 ~mn-/ -,
- + R + 4=
toepassen op de integrand met: Myl TERIIEN.
P=2z - a

P -q=sh.
g% - a - h

Dus

m/b %"‘ //0/2/ (Z—Q/t/Z-&/Mj/[z_a_lj_,_._____ + /2’-2-(}’”— ﬂ/z
> 0%+

2 (X—Q}""'f /2__4_1 Py

Rl (% - Q'24z+l

(o //./ A=) N4 2
2;2(; + (x-a) *+2 oz ( ? /

Deze formules gelden dus voor iedere gehele n.

-7 -
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Reeks van Taylor.

y

z

f(z) analytisch op en binnen C; a willekeurig binnen C; kortste afstand
van a tot C = R (R»0). Cirkel C* met a als middelpunt en R als straal
ligt geheel op of binnen C. Dus f(z) is analytisch op en binnen C*.

Neem a + h binnen C*, dus binnen C, dus lhl <: R. Integraal van Cauchy

voor C*:
p 4
/[a,+ l/ 2,C6 ~/: 27:2/ o (2)
z a/ T /% 4)2/ Z4 o
w7 FaA )

z doorloopt C*, dus 'z - al = R, lh’ < R, dus 'z—t_la[ < Te

Verder is:
ne/
l-« = /. uL e RN w™
oy = + + + +
(gewoon een merkwaardig quotient, voor elke u geldig).
dus:

/ 2 Mf‘/
———— (B (/:f- Uy L 4 -0 o /A /+- __.
/- -

toegepast met u = e

(1) wordt:

_ y Z 1: - //’t E Zaﬂ--}-l !
z_:,,_,( = Z-a {/+¢z-a +(x-a)l + (x @)™ [z a}"‘*'/ l )'}

VAN R il

2-a *@(.a)z +(9t—a.}3 ¥ ’ +(x-a,)*+’ ,@t 4/"‘*’(;( & ,()l

e emen . meme cemc e e e e eseed

Dus zie (2) en uitsplitsing van het herleide rechterlid in afzonderli jke

integralen:
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///a*'{/=z;¢/ 2‘%”&"'1 4-/:121/ "

(x-a)?
21’64 /({[Z//J&-‘-“." +—Z)€£_LO{ Cx(Zj»u-/&“'

net! J I
+-E.j;;7¢, V/” (xjizﬁ?:2Qz a.i{? ﬂ&& é )

/(“fl/ //4/+£//&/+ ///4/ 4 ”Z/ +
C +__,_/g¢/ " :/M// f/x/ o —;L./ﬁf;;ﬁ’iy
7 - e

|2IZ'L (x a’jnﬂlz 4. l/ | fé‘ﬂl‘ffﬂ/,'

—-  RESCHATIEN.
Deze formule komt precies overeen met de reeks van Taylor, afgezien van

de restterm.

Schatting van: fﬂ
Y el %)
I Axl "c/(% o-/"‘*’(z-a £) ‘éz!
|2-2- 4|2 6§ =R - |4 >0 |x-2|= R

f(z) is analytisch op (em binnen) C*, dus continu en dus moduiue

lf(z), { M. M eindig en constant.

(2): ’I( J{l:*,,/; A7 g l”él‘
14" e am - e || L™

begrensd:

41"

YooR s o0 cons¥anve </

Du ‘//(restlntegraal)'——db- O voor h—»o0o . Dus de reeks (A) convergent

| voor alle a + h binnen C*, dus voor lhl < R.
f(a+h)=/?4/+;é/[ﬂ/+2‘—€_//¢/+ /,?4/+.

Deze oneindig voortlopende reeks is convergent voor lhl.( R. Dit is de

reeks van Taylor voer complexe functies

De reeks van MaceLaurin volgt hier onmiddellijk uit door a = 0 te
stellen. Dit kan alleen als O binnen C ligt. Noem h = z. 'z‘1< R.
Dan is:

/Z“/ =//°/+ %/[Iﬂ/+f; /0/+——/‘7°/ # oo +f—:-7:n/?0)+--°

convergent voor , zl < R.

-7 ~
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WA=
oj x

d.i. de ontwikkeling van Mac-Laurin.. Links staat een analytische functie

(voorwaarde waarnaar Taylor-reeks is afgeleid !); rechts een machtreeks:
2 R 4 s
//.('ij ao.,.d,,x,. a/zx.,c.@dZ—l--....’.@mK.‘....

Dus elke analytische functie kan in een machtreeks worden uitgedrukt.
Met:
/(u)
= (o 2
n/

Convergent voor lz|‘< R.

Het voorgaande (Cauchy, Taylor, Mac-Laurin ) gold allemaal voor ana-
lytische functies. De meeste functies hebben echter &én of meer singuliere
punten. Neem aan dat de oorsprong een gewoon punt is, dus waar f(z) analy-

tisch is.

X

Dan is f(z) analytisch binnen cirkel C*, die door het dichtst bij de oor-

sprong gelegen singuliere punt gaat.
Dus: Stelling.

Iedere functie die analytisch is in de omgeving van O, kan worden ont-
wikkeld in een machtreeks naar machten van z, die convergent binnen de cir-
kel C*, met middelpunt O, die zich uitstrekt tot het singuliere punt, dat
zo dicht mogelijk bij O is gelegen.

Cirkel C* heet de convergentie-cirkel, R heet de convergentie-straal.
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Opm.: Deze uitspraak geldt alleen binnen de convergentie.cirkel; omirent

convergentie e.d. kan gp de cirkel niets gezegd worden.,

Vroeger is bewezen:

Een machtreeks stelt binnen haar convergentie-cirkel een analytische
functie voor.
Nu:

Een analytische functie stelt binnen haar convergentie-cirkel een
machtreeks voor, ’

Dus de begrippen analytische functie en machtreeks dekken elkaar vol~-
komen. Als de oorsprong een singulier punt is, kan je een nieuwe oorsprong
nemen: a en een reeks-ontwikkeling naar machten van (z -a) i.p.v. z opstel-
len.

Een analytische functie is equivalent met, komt overeen met een macht-

reeks. Weierstrasz heeft de hele functietheorie opgezet met machtreeksen.

Cauchy heeft dat gedaan met integralen (Van Veen: degelijk, droog en roman-
tisch; vergelijking met volksaard !!).

In het eindige complexe vlak hebben geen singuliere punten: ez, s8in z,
cos z. (niet tg.z).

In het oneidige hebben zij nog één singulariteit.
Er zijn zelfs functies die nergens (noch in het eindige, noch in het on-
eindige) een singulariteit hebbem. Dit zijn echter alleem maar constanten.

Dit is een zeer belangrijke stelling, die later nog bewezen zal worden.

Omrekening van de stelling van Cauchy.

Gegeven: f(z) analytisch op en binnen C. e

Cauchy :/f(z)dz = 0.
C

- Omkering.
Gegeven: f(z) is comtinu in G

/f(z)d: = 0,
C

voor iedere kromme C binnen G.

Stellings
f(z) is analytisch binnen G (stelling van Morera, + 1900).
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Deze integralen Zijn onafhankeli jk van de weg omdat gegeven is dat de

contourintegraal nul is (alles binnen G !). Ze hangen uitsluitend af van

%, X
//é/209/44z = /rch/

* z+ & e A
erZf-Ay.zi/f ;%‘%/ﬂéé = //plé?q/ Aéé o+ J/ﬂzlfﬁﬁg/A(é
a & ) P4

r V4 Ftz) Z:+A(
FZ + &)= Fiz) =//{z/& Ook : /-'(Zw{}(—F(Z/ =z/'/’[¢/a{z‘

+h
Langs een rechte lijn, veor h —» O nadert %Z f(z)dz—w f(2). Dit is al

meer malen aangetoond. N.l.: Stel:
z+ A

///“—/0/2 =)0[Z/+constant. Dan:zl- [//Z/ﬂ& s K[Z+f)—}0(2}

lim voor h —s O geeft ' (z) maar }0' (2) = £(z).

Dus:

Lo £z +h)- F(Z)
—2 0 46
bestaat, dus F(Z) bezit een afgeleide, dus F(Z) is analytisch in alle

punten van G. Maar dan is ook F'(Z) analytisch, en dus f(z) ook.

Noodzakeli jke en voldoende voorwaarde voor ontwikkeling van een func='
tie f(z) in een machtreeks is: f(z) is analytisch.

£z fle) + (2-a)} = fra) v S la) o 0SS Ta)s... ayion)

Bij a = O:

/Zz} = /{(0)+(i’—0)} =/(°) f%//:’) +§—5/?0/ +-+-  (Mac Laurig),

o2 -



- 82 -

Als f(z) analytisch is in de omgeving van a en de straal van een
singulariteitenvrije-cirkel om a is R, dan is f(z) analytisch binnen
de cirkel. De reeks ontwikkeling geldt dan voor \z - a\ { R = conver-

r gentiestraal. Voor z = O is een gewoon punt, geldt dus:

2 . : e
/chy = &, + X 4 d?:z 2 AR X, X+
2¢
Met : 2 = /( )(0)
m D e
m/
| Machtreeks-ontwikkeling van analytische functie in de omgeving wvan O,
x
c
.
x=v¢¥ o
cl
LY
0 Y

DICHTST
8Y 0 c¢ceceee,

SINCULIERE pyy

f(z) is analytisch op en binnen C, met straal r ¢ R. Qp C, is lf(z)\éM(r)
want f(z) is analytisch, dus begrensd; i.h.a is M afhankelijk van r.

Gevraagd: ongeli jkheden voor a_.

&) / (%)
/ /tb) B 2:):(: '/a.: £~Q)""+’~ ﬂ

4

neem a = Q¢

4 - L&) . [ flx)

2re c0+ zM{-/

Kies voor C°+ de cirkel G1:

’a",= z;-[{ ’:(:{/ N 7’;!_0/2Z//W“’7z£e“?’ 4 ‘

gyt gl mrl)ip
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e 2T, £%
“o I/’/rzac’c?a?’ //’< erz’”'.o/'l/ ee leﬂfyé—Z;Z’“’ M/Zé/‘//ﬂé
N ¢ 2
,.4 ,4 L1(2)
7 Z”

Ongeli jkheid van Cauchy.

IN
N
S
R

Gegeven: 1e. f(z) is amalytisch in alle punten van het z-vlak.
2e. f(z) is begrensd in het hele z-vlak, d.w.z. lf(z)|<:M (eindige

waarde) .

Te bewijzen: f(z) = C (constantq.Stelling van Liomville.

R-|% |

St [l

/ //5/ = Z:CCZ:/;* {/z i

z, en z, zijn willekeurige punten, dus als we kunnen bewi jzen f(z1) =

f(zz) dan moet f(z) constant zijn in het hele z-vlak.

/?Z’) '/(ZZ) = zr/cc' c[//z/{x{z, - x/-zz } o

waarbij als integraalkromme een cirkel om O gekozen is met straal R, die

zowel 2z, als z. omvat.

//@)_///71): Z-Zz/ £ez)

27 d (2-%)(2-%)

Op C is ‘z = z,“;R - Iz,“
,z = 22|;;R - Iz
2] ¢ ™

- z R |%,- %M. R

(%) - (ﬁ))é 2, -% |, 1.2 = 1S - 2]

fes-f 2 A-GNR%]) - (R-Tr]).(R-[%])
Over R is niets anders verondersteld dan dat de cirkel z, en z2 omsluit;
kies R)E{z,], en R>2|za!, dus:

2l

|z1| < 1/2R dus R - |z.| > 1/2R
1221 < 1/2R R - |52|> 1/2R . "
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<Z%T

i R
(R-1%1)(R- %) 7

Dus

<

Stelling van het maximum van Lf(z), .

Grafisch aangeduid ontstaat het "analytische landschap":

as (z-as) wordt f(z)‘uitgezet).
X
rlfo“)‘
I‘/Zzﬂ
17) T

|f5) - fra)| & 4L11%-x

Voor R-—00 gaat'lf(z1) - f(zz)' —» 0, dus f(z1) =

f(zz)o

(Langs de derde

ez

dige van G.

Bewijs uit het ongerijmde. Stel dat

inwendig punt P(z ). Dan is op C If(z)l(blr

/(z°}-zrcc~{: féi’/ é&
/(zo/kz_zl/ _L%z/_-_

//z,,}=z/u./; &L oz

%-Z,

<A [ £aL | -

OpCisz=6€P

[e-a]< 6

l/(z,)

met 0\(505 2x

|| - |52 dp) -

GRONDVLAK = COMPLEXE VLAX,

FEen analytische functie kan de maximumwarde van ‘f(z)( alleen aannemen op

de rand. Of F(z),kan geen maximum bereiken voor een punt van het inwen-

L(NoB° Voor niet analytische functies is dit anders !!).

[f(z)l21jn maximum M bereikt in een

lf(zo)\ = M. z op de cirkel C:

,/‘72/2'/*1
x
:f;i ” z;r'4£-4é%:¥ [

CL

6 Ly ¢

I/’Mf §dlp¢ L /N/4/= H 2x .

D.i. in tegenspraak met veronderstelllng¢ dus ,f(z)l kan nooit een maximum

bereiken in een inwendig punt P(zg
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Maar de functie is analytisech, dus continu, dus moet er een maximum

zijn. Dan moet dit maximum dus bereikt worden op de rand.

Bijzondere analytische functies.

f(z) is analytisch in G. Het is mogelijk dat in een punt a van G
f(a) = 0; a heet een nulpunt van f(z). Voorbeeld f(z) = sin z.
Goniometrie sin k& = 0 (voor k geheel).
Nulpinten van sin gz zijn (0.a.?) 0, + 7T, + 2%, + 3JC enz. Dit zijn emnkel-
voudige nulpunten. Het moet nog bewezen worden dat er geeﬁ andere zijn.

Voorbeeld f(z) = az + b. Nulpunt: z = - g (één nulpunt).

Een algebraische veelterm van de n graad heeft precies n nulpunten, i.h.a.
complex. (Voor het eerst streng bewezen door Gauss, 1799). Niet alle func-
ties bezitten nulpunten. Triviaal is f(z) = C voor C # 0. Ook e” bezit geen
nulpunt in het eindige.

Stel z = x + iy

e b " e*(cosy+ i sin y) £
|e*]- o
A
x-iifuﬂ’ex = Ny o x

maar e* is voor geen enkele eindige waarde van x nuly dus lezl # 0, dus
ook e” # 0.
In de omgeving van a:
/ v,

Hr) = fea) s (2-4) ,{flz,a/ + (%-2)* £2/,a/ .
a nulpunt —e f(a) =0, dus f(z) is deelbaar door (z -a). Het kan gebeu-
ren dat bovendien f'(a) = 0. Bijv.:

Flz) = vint% Z=0 : fez)s 0.

/(2@/==.Z #in X o9 X = 0 veor X-:o0.
Het kan ook gebeuren dat f'"(a) = O enz. Stel:

£f'(a) = 0 t/m f(“‘” (a) = 0, maar f(") (a) # 0.

Dus:
£(a) = £'°Ca) = . . . =221 (@) =0; £® (a) £ 0.
(n)
£(z) = (z - a)® £ (a) + o o o

n!

Na is f(z) deelbaar door (z - a)®. In dit geval spreken we over een

n-voudig nulpunt, (functiewaarde in a en (n-1) afgeleiden in a zijn nul).
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Beki jk eens f(z) = sin l. Nulpunten voor: WANNY'S sl . L
Z x g4

* X i
LAl LAY

3w |qT - Z nulpunten voor gcm X

N®
»N
N
st
>
N

K=/
= i :-"‘ xz nulpunten voor gem L
YT 3™ aw A %

In elke omgeving van O, hoe klein ook, komen nulpunten voor. Een
dergeli jk geval doet zich nu niet voor bij een analytische functie.

Stelling: De nulpunten van een analytische functie liggen geisoleerd.

(Een punt a, heet ge{soleerd als er een straal & is te bepalen, zodat

1

er binnen de cirkel om a, met straal @§ > O alleen het punt 8, van de
verzameling (bijv. verzameling nulpunten) is gelegen).

~Bolangrijke stelling ! (Een punt O als bij de nulpunten yan sin % heet
een verdichtingspunt).

Bewijs.

Neem (zonder beperking) aan da$ a = O een k-voudig nulpunt is (k = O,

Yyyy » + BRAT believen):

//Z} 41_0}+ =

= 0,‘ l.{- ﬂ‘+/ Zl*/.'_ -

De functie is analytisch, dus de machtreeks convergent binnen de cirkel

l j<< R. Neem ¢ R. De termen zijn alle begrensd (convergent!),dus

a Z l ’ I/) begrensd voor alle n, Stel l l/ <K voor alle n.
" u

-_— . e

Veorl> | gy 2] 2y, %] - [ g, 2]

el el 4 S 1 4 - 4 | %I“*’—; .

dit is een M.R. met reden 1ZX1
A
oLl A 1 - gy Kl o1+ ) |

- Jodll =4 {1 -4 -LLLL} ’

/ - 1=l

—

Ve

[l %/1{/ o1 nz(/m } e

1]
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Te zorgen dat:

/K% ¢/

g ph(r_1%) '
K| x| </.{+/_ﬂ4{lzl {/(,u/l} |Z|</1+/‘

1;:14%‘/*_'[ is /)] > o . v

dus ligt er geen ander nulpunt in de cirkel. \\\\\-ji////

Het laatst behandelde onderwerp was nulpunten van analytische func-
ties.

A2 Q-//a/ . le-a) 18], o)t Llad ..

Als f(a) = O (a is nulpunt van f(z) ) dan is £(z) deelbaar door zZ-a.

Als bevendien:{ £'(a) =0
f"(&) =0
i
=Dy 2o
|t @) 4o,

dan is:

/?“/'-‘/2*4}17—“[?“ + --- = /X'“/l[é{/j/(—”’/+~~}

Dan heet a een k-voudig nulpunt van f(z). Voorbeeld:

£(z) = 72(z-1)>: 1 is een drievoudig nulpunt

£f(z) = s:i.u5 g2 :2=0, +J[, + 2T elk vijfvoudig nulpunt.

In de nulpunten blijft f£(z) analytisch (niet singulier).
Nulpunten van sin z zijn zeker O, +/r'y +21G . . , i.h.a. k.IC (k geheel).

Zijn dit de enige nulpunten? Vere: /[z) - Lz_ /
din % o L5_ 2% 2% 1 . g RA7e
2 ¢ X - 2 4 x| woironr

5
Stel dat een nulpunt is z = xo+iyo; sin z = sin(xo+iy°) = 0,

.&“(xo f'(:}’a)— l—(;(xo 'I-l-'}/.,)

] 0
2L i
- ; - Yo+ L X -Lx
£ Yo +cz,_ gl =% =0, dus: £ se " lya ¢ 9
2¢

of:
/= ‘él}’q—'z&za= —&zyo(mzzo _ é\ﬂmzza)
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23, 2y,
Ije canx°=1 IIje sin2x0=Oo

Uit deze twee volgt via kwadraten:

h.y
e 0 = 1 — y = 0.
-0

De enige nulpunten zijn die van sin x = 0 met X, reeel. sin z heeft al-

leen de nulpunten k.7T .

Waar liggen de nulpunten?
| 4re
1 2re
2 - |0 x 2k :
| & A
e X L _ c
# AN, b

Zou er een lijn van nulpunten bestaan? (Dus ook bij elke andere functie ?)

xR R
et
.'—
ijn van x

X
nulpunten .

K"\verdicht:i.ngspunt: in O.

Definitie verdichtingspunt.

a heet verdichtingspunt van de oneindige rij Zay B9 53 e » o als bin-
nen iedere cirkel om a, hoe klein ook, steeds nog van a verschillende pun-
ten van de rij liggen.

Tegenover dit begrip staat "‘oflolccrd punt" (zie bijv. sin z). Een
punt a heet geisoleerd van een puntemverzameling als het mogelijk is een
getal € > 0 te bepalen, zodat binnen de cirkel om a met straal £ geen an-

der punt van de verzameling ligt dan a.

Stelling.

Wanneer f(z) analytisch is in een gebied G en wanneer de nulpunten van
f(z) in G een verdichtingspunt bezitten, dan is f(z) = O in G. M.a.w. wan-

neer f£(z) # O in G liggen de nulpunten van f(z) geisoleerd.

Bewijs.

Zonder beperking nemen we aan dat f(z) = O voor z = O, bijv. een k-

voudig nulpunt.
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&
Ne—
In de omgeving van z = 0O: :
2 L./ £ N,
f = ﬂ & z Q z ° 0 ° a s~
(z) o + X, % + A, %7 4 & X+ X +4 x4
41%0 ﬂozal-.-_._._:ﬂ[_/:o

/22/ 21{414. dl /Z + %f + ...)2 vooR [Zl( R.

0L < R, Voor l 2| { R. Voor |z| =/’ is de reeks convergent. Stel dat
lf(z#(hﬁop cirkel met straal/o Ongeli jkheden van Cauchy:

|2
| 44*/ %*222+...‘g14‘{ﬂl}2f e 2] + -

4 z|? )
£ {l_‘l{_ +_/L_}*_z+~-}

tussen accoladen een meetkundige reecg, convergent voor: ( (<;ﬁ7, redenﬁol

som /- 2z d

M |z| . M|
/77/_?7 PE(p -12])

Dit nadert tot nul veer |z|—= 0. We kunnen |z|z  klein kiezen, dat:
M|Z _/_ ’ &ll
, PHP-TED
22 - I“l fﬂA P |
> [l 4fladl -1 abs® v agp e}
T il {l%l -1 4 41[}
}/ZZ)} IZJ -_L”i{_>o YooRr ‘x\,ko

«a.W, er is geen ander nulpunt van f(z) dan z = O in dit gebied.

- 90 -



- 90 -

Maar:
w L - /
#in ¥ = 7] — x 51-7? ;
met O als verdichtingspunt. Is dan sin ;EO? Dat is niet zo, maar de func-
tie is niet analytisch in een gebied G, n.l. niet voor z =0 (zelfs niet
bepaald voor z = 0).

Gegeven:f(z) en g(z) beide amalytisch in G
f(z) = g(z) in de punten van het boogje‘la

Dan geldt: f(z) = g(z) in het hele gebied G.

Bewi js:
langs 1 is F(z) = f(2) - g(z) = 0, dus F(z)=20 in G (nulpunten niet

geisoleerd!). Dan is dus f(z) = g(z) in G.

Singuliere punten.

Dit zijn punten waar f(z) niet amalytisch is. Bijv. f(z)==;%; (niet
analytisch in z =1). Reeksontwikkeling mogeli jk zoals bij analytische func-

ties?

concentrische cirkels
met middelpunt a: 4 en c,

a is een bijzonder punt: singulier of niet singulier. f(z) is analytisch
binnen de ring tussen de beide concentrische cirkels (ook de randen zijn
analytisch!). f(z) is éénwaardig: bij één gegeven waarde van z behoort dus

slechts 1 waarde van f(z). We nemen dus niet bijv.:

f(z) = z1/2 (tweewaardig)
f(z) = 21/} (driewaardig)

(Worteltrekken uit complexe getallen is niet eenduidig te definiéren). We

nemen in het gebied een willekeurig gewoon punt Z e
Qxe o 2.%,

f(z) analytisch op en binnen de gesloten kromme C die z  omvat.
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"Sloet je graven':

) e | 5y 4

2xi 9
£%) /’
X-Zo q{f ﬂcc/j Z-Z, 3 z/n T

‘3

11 ih,*ogens s senvaavaigheid
//Z"/— 27&_‘/’:_{&%: 2 c/; flz “
/ /zzz ‘i
-[x a)-(%,-a) {4-4{(]}:-4{: R,

als z C, doerleopt. Dus {—'{4'_"'{< /

IL'L +

Beschouw

2ﬂ:o

/ 7, -a z,_a (%,- 2
1""’ “(%-a) (%) - 4}(/ )* {/ Z-a / [ }
Dus: e
% (% Z,-2: Y
zru'e/: fzj % = m.{' 72 “ + Az /&Lz”ffm

N.B. a # f(a) enz. veolgens Cauchy ®omdat aan het analytisch zijn niet

is voldaan° Definitie:

zkbﬁ—ﬂ &= 4 //”= 0)/:17‘)’:"')

et (k-a)™r! i
dus: ,
z_/_/ fz'daé= a°+e,/zo_4)+ e+, z,,_a_/"';...
Z/CL/ ) A Z 2 (7 ~ ) geldt voor: Ik ‘( /.

Als =z dé 01rkel C doofioopt

2
Xy =(%-a) (2, - ) met: ]Z-d’.—. R2< ’IO"AI dus:

=l

Dit veroorzaakt een fundamenteel verschil met de eerste integraal.

/ / A = /L 2-a (za)+__
£-%, (x-a)-(%Z,-a) Zp-a /—Q%_ 2,-a (:ec,.oz)z (z a,}3

Icc‘/= 'zm(z ey ./'/[)/4'/042g +'ZT(:( o.)‘ / /2 4.)/‘(5:/04‘

ci-
: “ 4 ______ 3 N . . .-__--- -

N TR

Dus : [

-1 / = f %‘ (2'0 - Q)—lalleen geldig voor{ﬂ[( /

e C;' VEY

waarbij dus: /A: ﬂ-m’ / (%- d,/ //Z/%

“ %t - 92 -
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We hebben dus gevonden:

_ 0o
/{ao}": g___, d_m(?,_d,} m’+ E:o an/'?o'a’)w

J ~ J
v

volgens negatieve machten volgens positieve machten.

Nu zijn a eana_ geli jkwaardig:

"n = zfuwc/: f2) < -] ok (7= 00,2, ..,20)

ton-/
a_ = 21” 4/’/2/,[2-4/ olr (= 1,2,3,--.,09)
2

De enige moeilijkheid is dat geintegreerd moet worden over C1 resp,C20
In deze integralen komt z, niet meer voor. Neem nu een willekeurige ge-

sloten kromme in het ringgebied; bijv. een cirkel C met a als middelpunt.

o [ fOUr- ) s L [ L

(2 am-{-l‘

Dan is:

daar het ringgebied geem singulariteiten bevat.
(N.B. In de oorspronkelijke integralen stond 2z, in de noemer, en dus was

in z_ een singulariteit!). En ook:
e)(2-2)*" " ati =L/ 2 z-a) " pte
‘c,/://// / RPN Gl

deze functie weer zonder sin-
gulariteit in ringgebied.

Dus :

#n = 27::-

[l e oo
’ﬁet eindresultaat wordt dus:

/4?25/ = 3?? a%w (25 “%/40

positieve en negatieve machtsontwikkeling van laurent. .
zo‘ia een punt uit de ring. Bij een analytische functie had je al-
leen positieve machten in de machtreeks, bij een functie met singularitei-
ten binnen de binnenste en buiten de buitenste cirkel krijg je een reeks-
ontwikkeling met positieve en negatieve machten. zZ, is een willekeurig
punt uit het randgebied en kan dus geschreven werden als z. De coefficient

a heet nog het residuj; dit speelt een zeer belangrijke rol.

" = RXc // /p(%/Aéz

L Het residu van f(z).

=1
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Afleiding van de Laurent.ontwikkeling.

, 2 R
i & /
57 A /

2. ) X
singuliere
punten.

Gegeven:

f(z) is éénwaardig,

f(z) is niet overal amalytisch, maar heeft singulariteiten in de (x)
punten,

f(z) is wel overal analytisch binnen ring gevormd door C1 en %2, in-
clusief de begrenzing,

a is een gekozen willekeurig punt, zowel bimnen C1 als CZ; het is niet

van belang of f(z) voor 2z = a analytisch is of singulier.

Afleiding:

Kies willekeurig punt z, in ringgebied.
f(zo) is analytisch,
contour C die z omsluit en waar binnen f(z) geheel analytisch is:

I + II + III + IV,

Cauchy:

o) s 4 g [ et A Ly e

in limiet toestand van een oneindig
smal slootje 2ijn deze gelijk en
tegengesteld op grond van éénwaardigheid.

—— N — cl
Dus : £=6 Z= Cy
t(z ) o L P sy - 1 £L%) oty (1)
o 2re fpr X%, Are 2 2%,
Beschouw : / (*/ é
e"' z-zb
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Integrand in een reeksontwikkelen

/. / _ /
X-%,  (2-a)-(%,-a) (x-){; - Ze-ﬂ
) _ %, -a
EA a'(’ffpc’-a!- R, — L2 gy
zodat
2
{1 [y, Zo-a 2o -2 /z,,-a, Ce
Z-Z, z-a,{ T Xa ;-a,) )+ }
= / + xn'a- LXO“"-)z (za'a')'s e e .
%-a (2-a)*  (%-a)° (X-a)%
zodat: s m e = = | — - — -
/ (%) A %/ ! a)_’ _Z(z_/
2 et ¥-%, ’é( - E_lec‘ et %-a %Z ' 44.(20- Ekc/ (%-2) ’oé
— TSt —-e4L, = ot B — — —=a
.’./Z _0./2' / 43 :4_ © & w® ’

2
= ‘Qb +* 42(425 - AJ + 42‘/¥5v— %/2 + &%3642}"‘L)\3+ %% s
waarin per definitie is:
A%

Lre e/* (%- ¢)M—+l

n =

Opm. :Op grond van de Cauchy-integralen kan niet gezegd worden:
_/: L" ) sy = fra)

omdat f(z) niet overal analytisch is binnen C1 11. Dus a, £ f£(a).

27t¢

Uiteindeli jk:

/:_&44 > a, (f,-a)™ (2)

Zlcb 2! S &

~coefficient a boven gedefinieerd,

geldig voor |%(</ (in orde veoor z op C1)o

7
6’1"‘ z-—za
Integrand weer in een reeks ontwikkelen. Nu doorloopt z de cirkel 02 en

Beschouw nu evenzo:

is dus:
R =

é{cz - 41'<:, 2;,- éLI dus:

Dit levert dus een geheel andere ontwikkeling op en een fundamenteel ver-

schil met de eerste integraal.

/7 / - / - / -

(2 (m@“ (Zo-2)(-a) (77 - )
7- a. +(§'_‘;)z+ . - }:

o X-a -a)®

-.—— = o 4

Zo-a — (-a)? ~ (%-2)° ' - 95 -
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.__—._.__..—_—— —.-J

4

- Z_l—a, sz +Z—t/3 LA
waaruit per deflnltle : —
T&/ _!__ /Z a/“ /’/z//k PRV S S

2r

Uiteindeli jk dus:

- L zL/:L,Au f’.’o/ £ (%,.a)"" (3)

Alc
Gt

coefficient bn boven gedefinieerd,

geldig voor I%:—‘-‘-’(/ (in orde voor z op Ca)o
-2

Substitutie van (2) en (3) in (1) geeft:

//Z°)= E, 4,/70"4/'“ + :Zj-_-a 4"’/1&_4/”"

7 [,
v s 3
negatieve machten positieve machten
van (zo- a) van (zo-a)
substitueer n=-=k substitueér n=k.

= Z , /; (%, a/ 3:_0 zl(z_a,jl )

+ oo
Dit zou samengenomen kunnen worden tot &én reeks Z indien b x o0 2 iden-
-oo =

tiek waren.

Nu is de definitie van b geli jkwaardig aan die van a voor n = -m.

vl = 254,4( (C( %/”‘ ljé?g/déé

% =zxo/; [{[:)/-ﬂw “ = z;u/ X- Q/M ,//*/%z‘

Het enlge versechil is de integratie-contour. Nu is verder:

o =',7(;4& M:z_éz‘e/ll Flu) dx .

(2-a)™
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Singulariteiten van F(z) zijn de singulariteiten van f(z) én z = a.

en C, in. Dan heeft F(2)

Neem kromme, cirkel C met middelpunt a, tussen C1 2

singulariteiten binnen C. Dus is:

/FZZ/A&.-. Z (integraaltjes om alle singulariteiten heen).
(4
'

(Stelling van Cauchy).

i//p/?ﬁjié , (omdat zich tussen C1 en C2 geen singulariteiten bevinden).
Evenzo is:

b g g () )

_,/ G/Z/A’_ {2 (integralen om s:mgularlteltenheen)
Rle 2l

1}

en C weer geen singulariteiten

%.
/ [Z/A’ (omdat zich tussen C
(4

bevinden).

_/
Az 2

Verder is:

_ / -t
a-n'xﬁ;—‘ +Z2;%‘*’ —ZIco/ (%-2) //Z/Aé

- G (%) sk = /cr(x/afx

b /A A ch

Zodat a_ ® b (en b_ = an). Hiermee is het gestelde doel bereikt.

(4) wordt dan:

t(z) = 1‘?/ 01/%—4/1,» ;Z; 247, -4)1= ;ZE.M%‘ /z,-a/

of:

/[Za)z E—w%/fo _a}m/ Laurent..

De definities van a en bn kunnen nu samengevat worden in de algemene de-
finitie:

a“-mca ////z//'k a_/ Wz

Met .n = « o =2, =1, Oy 1, 2, « « &

of ~00 & n £+ o0

.C is een contour tussen C1 en C2 in,
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Voorbeeld:

- /
/22/ S (i )(%-2)

Rationele functie, enige singulariteiten z = 1 en z = 2,
X-velqun

KO
Er zijn verschillende ontwikkelingen van Laurent mogeli jk:

1e. Ontwikkeling om O (d.w.z. a = 0).,

N
~
&><
L[]

N

a, cirkel met straal iets groter dan lz1b en

" " " " kleiner dan |52(.

1< [z'( 2 is ring vrij van singulariteiten.

f(z) = / = 4L  _ _/
(%-1)(%-2) %-2 x-/
IZ(<2 :;:—-’-:-— / =—%-Q —.z-.z-—_z_d—.~~zm’
x-2 1-% 207-%) 2T T 97 T 24 Y
/ g / = / = —, _/ L ._/ - - L - ~
[=[> ravalll 7y x ter e vt &

z
—/—.=~~._/+L+/+_/.—L—£—lz—._zj—--
(e-1)(z-2/ x4 T 23 T2 Tx 7 22 T 73 7
voor +4'<lz‘< 2y d.i. de Laurent-ontwikkeling. Residu = a_, = 16

b, Andere gebied:
2.<|z| ({o0), dus eerste cirkel buiten 2, buitenste cirkel willekeu-

rig groot. —
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f(z) = _—z/z .._/ = /& - / > =
: Z-7 (- %) %1 %]
7 2 2% 27 L g%’
— L s L = _/_ - _/ —_ . e v e _/ -_ . .
X 272 5 P4 ) S
A LTI 7 N s/ SN
& 29 X4 zm_

d.i. een geheel andere reeksontwikeling, geldig voor (z|> 2; residu

is nul.

¢, derde gebied:
& <)|z, £ 1, dan is f(z) analytisch en geldt de reeks van Taylor
zelfs. We krijgen nu:

/ / / /o
f = - — - =
(2) = 73 7-7 = 7-% 7.2
VAN SN 2PN A 2 S
-4 o x oz _ 2% _ . _x™ _ .
2 Z2 23 24 P

CO-F) el Bl L) e

alleen positieve machten geen residu.
Nu is voor elke z (uitgezonderd de singulariteiten) de functie in

een machtreeks ontwikkeld.

Ontwikkeling om 1 (a=1).

o O(lz-‘ll <1,

Ontwikkelen naar machten van z - 1.

(%-1) -7 Z-/ e, /-(%-7)

Pl () - () ) )T

f(z) = / - / = / / =

geldig voor O("z-1| { 1.
Alle mogeli jke positieve machten van z - 1, maar slechts één negatieve

macht van z -1, n.l. (z-1)-1. De negatieve machten in de ontwikkeling

van Laurent zijn hier dus beperkt. Residu voor z = 1 is -1,
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4 |z=1| > 1,
/ /.

£(2) /__ = / -
z (%-7)-7 X-/ {2’-/}(/_%,) -/

/ / /

= / + S - — =

/
x_7/ +(z_//2 gt Yt -/

/ / /
A e N N A
(%X-7)% le-1)3 (21"

Uitsluitend negatieve machten.

3e. Ontwikkeling om 2 (a=2).

Volkomen analoog.

rIn sommige ontwikkelingen komen in het geheel geen positieve, of in het
geheel geen negatieve machten voor; in sommige komt slechts een eindig
aantal positieve of negatieve machten voor; in sommige loopt de reeks (zo-

als in het algemene gaval) naar - o0 en + o@ door.

=

Ander voorbeeld.

/’/z/=zfl

Bij:
L4 ¥4 3 ~
%/ = = /4 £ P4 £
/{/ VA tt g v o + 2

Analytisch (reeks convergent) voor alle punten z in het eindige.
1

£(z) = e~ heeft één singulier punt: z = 0

//2/=/+@+/+/

11 ¥ 27 %2 J.'x-’+

één nulde macht en verder uitsluitend negatieve machten. Deze ontwikkeling

geldt voor [z|>o.
(D=a_, =1 residu f\
J

We zullen alleen beschouwen de geisoleerde singulariteiten. Twee

Soorten van singulariteiten.

soorten:

I: het aantal negatieve machten van (z-a1) is beperkt;

II: het aantal negatieve machten van (z-a1) is onbeperkt.
Voorbeelden daarvan hebben we al gehad. Vooral I is voor de praktijk van

= 100 =



- 100 =

belang,

I: polaire singulariteit;

II: echte of essentiele singulariteit.

Het gedeelte met de negatieve machten heet het hoofddeel van de reeksontwik-
keling, het gedeelte met de positieve machten het analytische of holomorfe
deel.

£f(z) is éénwaardig in G; a is een geisoleerd singulier punt. Ontwikkeling

van Laurent:

£((z) = ... & 4?..2/1—4/-2+ 4_//2-4/./,4-[4, 2, (%-af+ 4,/2-4/3.~~

- 4 L —a
hoofddeel analytisch gedeelte
a = ,/élf/ Y/ /, g, £/, +2, ...
Ze Jpt (,,a_/lu

Van bijzonder belang is de coefficient van de eerste negatieve macht.

[ a_, 2 //'f%Q/AéE is het residu van f(z) voor de singulariteit iz=a..
= y A4

Twee soorten singulariteiten:

I). het hoofddeel bevat een eindig aantal termen, is een veelterm. Hoofd-

deel: _/ .2 —Af
= 2,(%2-4) +2,(%.2] v .. + 24 (%a)
MeAWo ¢
ﬁ_..,ad;,‘_z>"‘=° 5 4_17"0

Polaire singulariteit. In dit geval een pool van de k°. orde.

(Opm. in zekere analogie zou men bij een analytische functie, dus zone
der singulariteit, kunnen spreken van een pool van de nulde orde, omdat
het gehele hoofddeel daar ontbreekt).

Dit geval is voor de praktijk van groot belang. 1

II). Het hoofddeel bevat een oneindig aantal termen, bijv. f(z) = e”,
Essentiele singulariteit. Voor de theorie van groot belang, maar niet

voor de prakti jk.

Pool van de orde k.

£(s) = . . . 4/2 a./+ d/k-d/,/- 0 + 2 [2'_4/ b ov s o ?4/2'4/-1

dus:
-1+ K

-4/“/}«/=;.+ gt/z-a)"*“ a,/%- 4}1 a/z-a/'ﬂ R,(%-4) "y ... 4 2 4

dit is een analytische functie
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Je kunt dus bij een polaire singulariteit de functie analytisch maken
door te vermenigvuldigen met een voldoende hoge macht van (z-a). Dus:

lim k . lim
5 —a (z-a) f(z) = a_k;‘ Oy dus: N

-

f(') = oo

Bewijs uit het ongerijmde. Neem aan datgffL f(z) bestaat en gelijk is
aan 1 (eindig). Dan is:

L‘;, a'/JZ//z_a/‘: L. l;".:a (z_a/l . Zo- o

D.i. strijdig, dus de limiet kan niet bestaan (m.a.w. is co).
F Dus in de buurt van een polaire singulariteit stijgt de functie boven

alle grenzen.

Stelling.

Voor een essentiele singulariteit geldt echter de stelling van Weier-

strass-Casorati. In iedere willekeurig kleine omgeving van een essentieel

singulier punt zal een functie iedere willekeurig veorgeschreven waarde wil-

lekeurig dicht kunnen benaderen.
= Deze stelling zal niet bewezen worden en wordt ook niet gebruikt. De
functies gedragen zich dus in de omgeving van de 2 soorten singulariteiten

totaal verschillend.

Neem nu aan dat er een pool van de eerste orde is.

f(z) = . « & +a1(z-a)-+a°-fa_1(z-a)-1

vermenigvuldig met z-a:
(z=a) f(2)= . . .+a1(z-a)2-+ao(z-a)-+a_1,

6f:

lim
a_i =, .. (z -a) f(z) = residu.

D.i. de handigste manier om het residu te bepalen.

Voorbeeld:
£(z) = wfu o0 X
v X

Teller en noemer zijn beide op zichzelfd analytisch, maar cotgz is singu-
lier in de nulpunten van sin z, dus in de punten z = kT. (k geheel). De
nulpunten van de noemer zijn enkelvoudig, zie voorgaande theorie. Dat zien
we nog eens duidelijk in het volgende. Bepaal:

Lom ¢{Zf-413q//499/ . Lo % L) o2 %

x—)"}‘[ Lo Rz den X
Stel: ;
z-ki =83 2= kKC+§ - - 102 -
z — kigy 6 — O.
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- Lon § coo(hrt8) - Lo 8 (=/ £iss &
§—o 2in (A +§ §—~o (/)5 e 8
Dit volgens de optellingstheorema's en gos kiZ=(-1)" , sin k=0

= 4/.)”— L&M& = // = I.
§>0 vin§
Het residu in de buurt van de pool a = kZis dus 1. We hebben hieruit gezien:

a = ki is een pool van de le orde van f(z) = cotg z.

het residu van cotg z in z = k7 bedraagt 1.
Het residu laat zich dus zeer eenvoudig bepalen bij een pool van de 1e orde.
Bij een hogere orde gaat dit echter niet meer op.Bij een pool van de k® orde

kunnen we wel even gemakkelijk a bepalen,maar deze is meestal niet erg

k
interessant.

Bepaling van de a_y bij een pool van de K orde.

Er zijn 2 principieel verschillende manieren. De eerste wordt niet in extenso
behandeld maar wel vrij vaak toegepast.Hij bestaat in het trachten de ontwikkeling
van Laurent op te stellen en de term a 1(z - a)-1 er uit te lichten.Dan is

de coefficient a 1 bekend.Of anders:

A Aer
bepaal:(¥-2) //z/= cee @y (2o a) "‘2+ a,/x-af"", a,a(z_a,/“+
v oa, (2-8) . Ly 2y, (%2 + 2y
Differentieer deze uitkomst nu k-1 maal naar z; dan blijft als enige negatieve

term over die met het residu.

Sl (ol < - AL, fra) i A 2,
%, £ (e ] ~ -] 2,

Dus: Zea
Bij een essentiéle singulariteit zijn de methodes van vermenigvuldiging (en

eventueel differentieren) niet toe te passen. De enige mogelijkheid om de

a te bepalen is daar de Laurent-ontwikkeling op te stellen, de term met

-1
a er uit te lichten en a_ af te lezen.

-1 1

We vragen m;l naar het oude probleem: ‘/C‘+ /[Z/oéz

x

Als f(z) geisoleerde singulariteiten bezit, o.a. binnen C. Als f(z)

analytisch is binnen C is volgens Cauchy:

/: //«/h: 0.

[
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De singulariteiten mogen polair (meestal) of essentieel zijn; f(z)

moet éénwaardig zijn.

'4/[1/@:4{'4*‘-/;*1-4'

Zie voorgaande theorie met”slootjes graven’’enz. We kunnen nu om de singu-

lariteit b1 volgens Laurent een ring maken. Het residu:

(%..], - 2 '4:/52/%4.
4 /(z/a&= ?re (2_,),

- Evenzoe is voor b.:

2
'c/"“ //«/%x - 2xcfa,), e
2

4 /(z/,,k =4 +4 +é+ +4= z;:éf{a_,/,f(a_,);.uj

/
Dit resultaat'is ook van Cauchy, een uitbreiding van zijn eerste stelling.

Dus:

rStelling:

De uitkonst:///zz}ﬂ& = Zzéz(residum' in de ingesloten polen).
et

Residu-stelling van Cauchy.

-
Voorbeeld:

Y a-s
Gevraagd: / z A% voor odad.
[

/+x

We zullen dit proberen op te lossen met contour-integratie en de residu-

stelling. We gaan eerst kijken naar de singuliere punten.

Y
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Singuliere punten:

1e. x = =1 is pool van de eerste orde.

2e. x = O essentiele singulariteit.

Veel ernstiger is dat de functie in O niet eens éénduidig is. ’
De functie voldoet niet aan de meest essentiele voorwaarde:f(z) is een-

waardig. De kunst is nu zo'n gebied te nemen waar de functie wel eenwaardig

is. x = =1 is ook x = ei;r. Binnen de gevormde contour C ligt nu alleen de

peel van de le orde z = eln: van:
xd—l

[ = S

De functie is nu eenwaardig geworden. Elk punt heeft een arg}ﬂ dat voldoet

aan O(P(ZIE. Het residu van:
kréb-/
/+ %
in de pool van de eerste orde z = eln:isz
A Vo a-/ ﬁ‘ a-/ é_—/) ‘r
k -L z = y 2’ = ﬁ
% . cIZ' ( / /¢ ¥ r__)l‘z

)a-1

(dus niet -1 i.p.v. e schrijven want (-1 zegt niets).

@-/ _ . ‘ )
et Z h = 27X ¢ X(residu voor z= e %)= Z)z(,xj/a--’jéz

Irx
+-
VARVATAYRTA
1) .arg z = 0, dus z = x (gewoon reeel getal).
! 6 x< R
R
J/ﬁ ==d/f z:a_/ aéc
I 8 /+
is juist wat we zoeken voor § 20 en R— co
2x . . e .
2). /= / R4, ‘}0.@'/} Rceloly = c%"‘/ L ulp
/e Re P o /+k£‘.¢

(deze wordt straks geschat).

3).
/ .argz:ZIL‘,dusz:xeawi
III
22 t7ile-1)  ami PRI
/ £ L%t = / =
L2 I+ % [2F% S an
= - @ 27&6“/'” x‘-_, h.
$ /+

'~ 105 -



- 105 -

b). [ =§e PEvenbeeld van II, maar beginnend met 2X eindigend met O.
v ca.

/ ? 5{50 (schatten!)
=z e /+8¢°P o
l/ 2%, cap < ga / a/;ﬂ -
zZ 7] /'f' k‘AP -/ >} ﬂa @./

; e REAK - _ 2 R*

daar: '/+I.e Pl; - . g /2

a-1{ 0, dug Ra-1.+ O voor R—»a© , noemer —» 1 voor R— 0o , dus
[._.. O voor R—>0©0,

|/'<6 /- s/”/ e NP aladke VDOR(E;)O

Dus:[+ [ =/voor R o0 en 8-—» 0.
IT

C
. R a.s
=(/—L!zca')/ x // .Zzz‘a')/ =
e {9 2 e
. a.t)crc . -
. Rxe. l( J - zzcz“”fz ”"; - 2rce?® xc
%0 Sy . :
dus:/ la-/ h = ~2rce - © = Zza'.‘atc =
4 /+x /- g¥xeca LEER_
= .&_ i = _Xre = L (Euler).
AR =R Réocn T L T A

f(z) is analytisch op en binnen C, met uitzondering van polen in Byv 8y o oy

a,i ven de orde k;, k; . . ., k . Nulpuntem in by, b, . . . , b (niet singu-

1’

lier dus) van de orde 1,51 » 1 o Hiermee is m.b.v. de residuenstel-

2” = °
ling een fraaie stelling af te leiden. We beschouwen:

/&a

£ex)
4
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Deze integraal blijkt op zeer eenvoudige wijze samen te hangen met
de orde van de polen en nulpunten. In de naaste omgeving van pool a is
geen andere pool en geen ander nulpunt gelegen (omgeving zo klein geko-

zen). Laurent:

) (ZT:&:;}lr {szl; * 614;+/ (}L'a*) i }

gewone analytisgﬁé functie in dit gebied
te vervangeh door }0,;(2).

= /zzozé(j{{l . f%;(?zzj) = /fa&' 7( 0. (1)

Evenzo nadere omgeving van b : nulpunt van orde 1 , dus de analytische

functle is te ontwikkelen in een machtreeks die deelbaar is door (z-b )

1(s) = B/s[z'/‘) s 34”(2_/5) ’“"‘ T =

- (Z- 4) % {Bls* &1 (2-4)+ - o . } =[ft-/_,,)zs Ws (%) (2
Hierbij is weer Bls # O en ook ys(ba) = Bla # 0. Uit (2) volgt:
Ll = 4 (x5 y ) v (- 4)% w0 3)
(3) delen door (2):

£in) . s, wilz] | (%)
£z - &, ?”s cz)

Evenzo volgt uit (1) (in de omgeving van as enz):

Fur)e - Ay (x- 2] X 1)k (x a) e 0l (2] (5)

(5) delen deoor (1):

ve) o Ay, pllx) ()

Contour-integraal, "sloot jes graven™ /= Z/ + Z/
[ (Y

/ﬁﬂa&z-- +/Ctﬁ'[i)%z

k3 X-a )
/(“) Ly L e fl®)
_ ijcé teller 1§ analjtisch, noemer is

analytisch en £0 ;dus breuk is
analytisch op en binnen Cr' - 107 -
/f= 0 volgens Cauchy.
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(Volgens integraal van Cauchy: M,_ 22&6‘/%}met Flx)=1.).

e X-a
Of:
/ &ﬁ: —Z/F(:l,z=
e, ftx)
Evenzo:
L2 4 - 4, [
4 /(7-/ ’ & %-4 f
of: = 2xl

It

L G

+ 48554.14

- 2756 X orde pool in a .

%) o = 27:54.
W (%)

=0

+ A7C¢ xorde nulpunt in bs'

Dit geldt voor elke pool en elk nulpunt. De totale contour-integraal

wordt dus:

Zu//‘(z/a& {(é,+ , J+...*/) (1 1+__.+4)}

£z

D
voor de nulpunten Hier voor de polen Evenzo de
staat niets anders dan som van het aantal polen
het totale aantal nulpun- naar hun veelvuldigheid

ten:een viervoudig nulpunt gerekend. Dit is P.

telt ook voor 4.
Dit aantal is N.

De uitkomst van deze contour-integraal is N-P, is een gewoon getal, en

wel een geheel positief of negatief getal. Bij een analytische functie

f(z) zijn geen polen. Daar is eenvoudig:

f¢z)
ZILL//(z/ ‘é"

Stelling:

N

/ 4 _
E.[ Y sy = N_P.

£z

waarbij f(z) analytisch is met uitzondering van een eindig aantal polen.

N = totaal aantal nulpunten binnen C, elk nulpunt naar zijn veelvuldigheid

gerekend.

P = evenzo totaal aantal polen.

Gevolgtrekking:

Als f(z) geheel analytisch is, is:
/
///2'/ ax
z}ZL- /flij
Een uitbreiding: beki jk:

/& Flz) oe

= N

, waarbij F(z) geheel analytisch is op en binnen C.
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In de omgeving wvan a_:

Flt)= G +6,(% a,) + Grx-a)% ...

Fla,) = &,
//2} (%)=~ 174 - 54 o 124(2’_%) - E % &/21 Flz) .
Fl%) X-a, / /zj
allee; dit geheel analytisch hele functie
moet gein- ' is analytisch
tegreerd d/ﬂz (s,
worden cz’ Jé; = 0
Dus:

fte)

/&/-‘/z/&z _Z/;c'lzfa - _z/zo'/z/-—/@j.
Cy

Evengo:
/ LU Fle)de = + 2204, FLA).
s fl¥

De totale contourintegraal:

/M Foae (4 Fh) 4Flh)s ...+ 4 FIL. ) +
zin/ { _IF/a,)-/zF/az/.. - /'%t:,}}

_ZF//,,) - Z Fla)

nulpunten polen

[ Uitbreiding.

Wanneer F(z) analytisch is op-embinnen C, dan is:

A éf/_ﬂ’ Fle)oe = T F(4) - = Fla,)
ire /‘/z/ nulpunten polen
Mits iedere pool (nulpunt) naar zijn veelvuldigheid in rekening wordt ge-

10-voudige pool komt de term F(ar) tien maal voor.

bracht. Dus voor een
Deze stellingen zijn van Cauchy.

De vorige stelling is hierin begrepen.

L

Een andere stelling, die hieruit volgt is van opwolger van Cauchy,

Rouché (+ 1850).

Y
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f(z) en g(z) beide analytisch op en binnen C. (geen polen, hoogstens
nulpunten). Op de contour C moet gelden 'g(z)l{‘f(z)i°

Stelling:
Binnen C bezitten f(z) en f(z) + g(z) eveneel nulpuntenm.

Bewijs: opmerkingen vooraf:

1). £f(z) heeft geen enkel nulpunt op contour C, want op C is [f(z)l)lg(z)h>0
Dus |f(z)]>o —= £(z) # 0 op C.

2). Evenzo heeft f(z) + g(z) geen enkel nulpunt op C, want op C is:

14+ 902> (P - fpeell|= 12| - |prel]>o.
usi/’(z/ +//z}|>0 op C, dus: /'(2/ */[Q/ #F 0 op C.

Het aantal nulpunten van f(z) + g(z) binnen C is:

v L L1z + 1%
S 7, / 14+ (2] e

Voer een hulpfunctie ’p(z) = %{;7 in. 99(2) hoeft niet analytisch te zijnm,

maar we bekijken deze functie alleen op C. Daar is hij wel analytisch !

pr) = flx)- pLy) JUE] = f1e]- P + [ ple).
Op C is:

ﬂ' l}ﬂ[Z}l( /. volgens het gegeven.

Fee
——/ f e/ t 2 e /[/z/+ L) Ple) . f72) 9lx) A -
27 fe/ +//2/ ,ch(, c Az + /‘/2/?/2/

. Sl v S el
z'n‘/ fee) {1+ Pl &

Splitsen in 2 integralen en delen door(’l + ;ﬂ (z)}, geoorloofd want:

[/+ PRz 1-|peel| >o

£z / Yz
z;u / ) zzzz/—,%”&

N vanaf f(z)
Of in totaal:

"o ”“.'z—'ﬂ//f;éz)%

Nu rest te bewijzen dat deze laatste integraal nul is.

/ Fff/ A Op C is ,(p[t/kl dus ontwikkeling in een reeks is geoorloofd.
ez / /z/{/ V/z/+{,p(7./} {;o(z/} + }4&
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Termsgewijze integratie is toegestaan, gelijkmatig convergente reeks.

pre) - PRt (el L
2 3
{pexe) - plec)) - (m)}‘2 {reel, Lo

1]

We zullen deze stellingen nu gaan toepassen om een hoofdstelling uit
de algebra te bewijzen, n.l. een algebraische veelterm van de ne graad heeft
n nulpunten.

Hoofdstelling van de algebra.

Een algebrafsche vergeli jking van de n® graad bezit precies n wortels.
Of: een veelterm van de n® graad bezit altijd n nulpunten.
(Opm. het feit dat een functie nulpunten heeft is op zichzelf geen vanzelf-
sprekendheid, en niet essentieel voor functies. Enkele eeuwen geleden dacht
men van wel, Niet elke functie heeft nulpuntemn, bijv. e” niet, is vroeger al
eens uitgebreid aangetoond; zelfs of(Z) # 0 als f(z) een analytische functie

is; n.l. f(z) kan dan nooit - ¢ worden, en alleen voor z —» -©° gaat
z

e —» 0).
Bewi js:
, 2 n
a 48,5 + a2z + . . . +azo.
I.v.m. stelling van Rouché nemen we f(z) = anzn, en g(z) = a +a,z + . .
. +a .2z, Dus:
n=1

2 n ‘
a, + a8,z +a2 +. .. +az = £(z) + g(z).

Nu moeten we laten zien dat er een contour C is waarvoor de essenti®le voor-
waarde ’g(z)‘<’ lf(z), geldt. Neem een cirkelcontour om de oorsprong met
straal R. R > 1. Op C is:

|79 < o] + Rlle] + Laallefe . . . o] 2n]) €]
De coefficienten ajy e ey 8, zijn willekeurig gegeven complexe getallen,

waarvoor maar één voorwaarde geldt: a, £ O.

PRI VX B PR ) P S A

<o) ™5 [ |R™ 4 g 7 ke, |2

lg(z)

gl <A™ (il o ool o]
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Als we nu zorgen dat R zo groot wordt gekozen dat:
/?”I{[“ol*ra'[*' . +’aﬂ_,[} <@, R™ dan 1o I/zﬂ/l( [f[z}l
Dit is het geval als:

R > lao] +la [+ .- 4 [a_,,.,-,j

'42

~n

We kiezen nu dus een straal, die groter is dan dit van tevoren te
bepalen getal en dan geldt de stelling van Rouché. Dan hebben f(z) en
f(z) + g(z) evenveel nulpunten binnen de cirkel. f(z) heeft er N in de
oorsprdng, dan heeft ook de veelterm er dus n. Voor R » (bepaalde waar-
de) liggen er in cirkel C evenveel nulpunten van f(z) als van f(z) +
+ g(z), maar f(z) = anzn heeft precies n nulpunten binnen deze cirkel,
n.l. het n-voudige nulpunt z = O.

Conclusie: f(z) + g(z) = aj +az .. .+ anzn bezit precies n nul-
punten, die i.h.a. complex zijn. Er kunnen ook geen nulpunten van f(z)+
g(z) buiten de cirkel meer zijn omdat bij uitbreiding van R de functie

f(z) niet meer nulpunten krijgt.

De polen bepalemn im hoge mate het gedrag van een functie. Er is een
gedeelte van de theorie dat hierop voortbouwt en dat door ons niet of

nauweli jks behandeld zal worden: de analytischevoortzetting.

Voorbeeld. Gegeven f(z) met singuliere punten. Functiewaarden van f(z)

bepalen. Dat kan op verschillende manieren:
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Reeksontwikkeling volgens Taylor of Mac Laurinn (machtreeks binnen
01). Dit kan een prachtige methode zijn, maar in de regel geeft het slechts
waarden binnen een bepaald, beperkt gebied.
Bijv.:
J

//2/:7/{: /+2+Z'z+z+... voorlxl</~

® frx) !

Dit is maar een flauw voorbeeldje, want niemand zal deze reeksontwikeling
toepassen om deze functie numeriek te bepalen. Buiten de cirkel kunnen we

hier niets mee doen. Iets anders is het al met:

) A/o//_zj= -_ﬁf_-L’-Z_’-... lz| < 7

2 3
Ook dit is slechts voor een beperkt gebied, maar de functie is op een ande-

re manier niet zo eenvoudig te bepalen. Als je tenminste geen log-tafel hebt.

Voor de eerste functie is te schrijven:

Zz___/__ =.._,._l_)=—L/+L l‘+.._
/2/ -%(/-1) x\7°2 X z T2
dit geldt juist voor |z{ » 1. Maar noch de eerste noch de tweede reeks is

bruikbaar op de cirkelomtrek. Daar is:

2) = _/ x /
/(/ /-% /- 4P

niet ontwikkelen, convergeert niet, maar de functie zelf gebruiken. De uit-

drukking voor de functie zelf: beheerst het gehele complexe vlak, de

T1=2
reeksontwikkelingen elk slechts een deel en samen nog niet eens het geheel.

Voor numerieke bepaling dus niet erg geschikt.

Weierstrasz, heeft in principe een veelvbetere oplossing gegeven, het is ech-

ter zeer ompractisch. Neem z, binnen C1, willekeurig. Daarvoor geldt reeks-

1

ontwikkeling. Neem z, nu als middelpunt voor een nieuwe cirkel tot de dichtst

1
bij-zijnde singulariteit. Dan is:

ol - )y e 1) )

—_—

) was 5
//0)+ %/(’0/1'- %;/?0/+"'

door differentieren kan ook f'(z1) en f"(z1) bepaald worden.

terwijl f(z.1
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Zo kunnen we voortgaan en we gaan een steeds groter gebied bestrij-
ken. In principe kunnen we zo kruipend naar elk punt komen, waar we f(z)

willen weten. Dit heet amalytische voortzetting.

Het is een theoretisch principe, practisch velkomen onbruikbaar. Dit prin-
cipe gaat in &én geval mis: als er een gesloten ring van singuliere punten
is. Dit vormt dan een natuurli jke grens waar je niet buiten kan komen.
Zulke functies bestaan inderdaad, Een kleim gaatje in de ring is voldoende
om toch het! hele vlak te bestri jken.

Y

+ +
aaneengeslotenreeks van
singulariteiten
2
o
+\J

4+

We zullen nu trachten een andere, doelmatige manier te vinden om het doel
te bereiken. Machtreeksen kunnen zeer nuttig zijn; in de verder reikende

functietheorie spelen integraalvoorstellingen een grotere rol.

He gaan nu spreken over functies die singulariteiten vertonen maar

alleen polaire singulariteiten. In een eindig begrensd gebied liggen slechts

een eindig aantal polen. We zullen nu een reeksontwikkeling daarvoor opstel-
len, maar geen machtreeks,
Functies die geen andere singularitéitemn vertonen dan polaire singulari-

teiten heten meromorfe functies.Helemaal geen singulariteiten in het eindige

zijn holomorfe fumcties.
Bijvo:

coret X 3 zéc X 50/{ 3 Z-zf— meromorf.

L% SIn X coo X holomorf.

) >
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Triviale gevallen van meromorfe functies:

/ : - Yx +24
/-2 /’[«/ (Jx-s'//;«—&)(ﬂ:_//)

deze heeft slechts 3 singuli’ére punten, 3 polen van de eerste orde —»

meromorf. Algemeen:

//?GZ s ,%/gy
Rz

P(z) en Q(z) veeltermen (een rationale functie).

Ontwikkeliqs meromorfe functieso

(de enige singulariteiten in het eindige zijn polen).

Beperkingen (voorlopig althans).

— 1)

2).

3).

Aangenomen wordt f(z) is meromorf met alleem polen van de eerste orde

in de punten.
a1 859 a3, - * o met residuen

b,', bz, bs, L e L] Ll , b ] e ° e

Deze polen zijn gerangschikt naar de absolute waarden:
0 || |ag] € 25| € « - - € |2m|€ - - -

Dus de oorsprong is geen singulariteit !!

(N.B. het aantal singulariteiten mag best oneindig zijn, als er in het

eindige maar een eindig aantal is).

Er bestaan een aantal gesloten krommen C1, Cz, e« o o s 3C 4 ¢« o« + zoda-

nig dat Cn precies n polen omvat. :

(N.B. Hoeven geen cirkels te zijn !{!). De kleinste afstand van Cn tot O
is R . R —>00 als n-—>o9 (d.i. voorwaarde!). De omtrek van C, heet L ,
net—£n<fK. R (K is constant, eindig, onafhankelijk van n). We zullen
veel te maken hebben met cirkels (elke K)» 2 goed) en met vierkanten

(elke K% 8 goed).
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4), £(z) is op C, uniform begrensd, d.w.z. 'f(z)!‘< M op Cn.
(Uniform wil dus zeggen: constante M onafhankelijk van n; M is con-

stant en eindig en onafhankelijk van n).

D.i. a.h.w. een grondwet. De met pijltjés aangegeven regels zijn de essen-

tiele voorwaarden. Later zal daar wel é&én en ander van verlicht worden.

f‘[w{
2l e W[%"— %) /W

wrveranderlijk, z constant, z # ay (k=1,2, « « y 0 . .) dus een gewoon

Beschouw nu:

punt.

Singuliere punten van de integrand:

I): w = 0 pool van de eerste orde.

II): w = z pool van de eerste orde.

ITI): W = &, 98,980, « o g @&y + o (de polen van f(w), volgens de "wet" al- "
1772773 n

lemaal van de 1e orde met de residuem b,,b,y . «y b, . .« |

Dan is volgens de residuen-stelling:

Z_/_' / 1/’/”/ dow - L residu van de polen binnen C -
Te

W/ _%)

Neem Rn van Cn zo groot dat z binnen Cn ligt, Rn).lz\ . (We zullen nemen

Rn > 2] zl )e

Residu in: W - 0 is = ém (ﬂ)‘ ﬂ/ﬁ_l —_:ng (I,/

w5 o 0 (- 2/

Residu in w - X is

1)

w(w- %)

b (0.3) ®) . 747 (Z’)

Residu in #= &y is = o (- 41)/[0/”/% /l /ﬂty

- al

%) Yy
residu van ‘{(& )
f(w) is b . A- /,23..

. L [ frw) N7 4
zicc'/w(w_x)h z l-/ %% - 4 (ay-%)

Anderzijds is een schatting van I s

Dus

()

a4

|/{<L/|/’/w~} M[w{ . Ml 4< L P1LKR o L MK .

' Zn (- ) \2" R R -1z) 27 B lr, _lal) "2 FA,
T b, tar 3 £y 5 opc, g [-x[2 [ - [£]> R, - ||
(we nemen: &) ZIZ' of: Ikl(f(m dus: K, -|x| > ._'{'&)
- 116 -

R,



- 116 -

Dus op
Cn is: l -
Voor n —» o0 gaat‘Inl —p 0, Voor n— oo gaat de modulus van het linker-
lid van (1) naar O, dus ook het hele linkerlid — O,
n—w oo :
oo el v L, L M

n—>00 f-/ éﬁzg‘-gj.

| € L1.K
w

of :
= AYo) + LT 4
fle) v+ fre) + * 7 ks
of:

¥
1 -1 - % F

Hier staat de ontwikkeling; niet in een machtreeks maar in eenvoudige breu-

ken. Of: /'/ﬂ/ //‘[0/+ Z/ 46 24 M/

Deze reeksontwikkeling geldt in het hele complexe vlak en is bijzonder effi-

cient voor berekening. Dit heet wel een ontwikkeling in partiéle breuken.

D.i. in hoofdzaak het werk van één van de berocemdste leerlingen van Weier-

strasz (tussen ~ 1870-1880): een Zweed: Gosta Mittag-Leffler.

Afleiding van de ontwikkeling van Hittggﬁchflgg.

Beschouw :
//‘ f%@@/ ﬂﬁk* De gegevens zijn dus de voorwaarden
27 w(w- @} waaraan f(w) moet voldoen voor deze
ontwikkeling.

met -z een willekeurig gekozen vast punt # O.
z natuurlijk # a, omdat f(z) in de singuliere punten niet bepaald is,
k=12, ¢ o y By o o
de onafhankelijk veranderlijke is w genoemd.

8inguliere punten van de integrand zijn:

A: w = 0 (pool van de 1e orde)
=z # ay (pool van de 1e orde)
C:w=a met k =1,2,3, . . ,n, .. (polen van de 1e orde, n.l. gege-

ven) de polen van f(w).

Neem Rn van Cn nu zo groot dat z binnen Cn ligt. Van de serie polen C liggen

enz. liggen buiten

a, t/m a er binnen). Dus 14 k {n; alle polen 8,10 2

1 n+2
Cn' Volgens de gegevens is dit immers de eis waaraan de contour Cn voldoet.
We kiezen Rn>-2|zl. Dit is niet essentieel, het kan ook een andere waarde

zijn, als Rn>'lzl blijft. Binnen Cn liggen nu in totaal n+2 singuliere (po-
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len), n.l. A: w=0; B: w=2 en n van C: ags 85y o o A

Residuen-stelling.

‘2;, = / /wf/_z:f 4/{(}— 2 (residu van alle polen binnen C, ).

De residuen:

van A: % W_ 0) iz ) (f(o) bestaat, want volgens de gegevensis O
w0 40[#-2'/ 'Z geen pool).

" van B: ém /ﬂ‘-k f/l/»‘ _ éﬁ/ (daar z # a) bestaat f(z). Ook is z # O ge-

4 ’0/{(}:2/ &4  kozen).
van C:
& T %al(w‘ dl}ft—(}%)?) f:”al/”_q)///ﬂj;ﬁq' m;way -
—residu van f(w) is analytisch
voeor w=ak; dl'xs: /
- 4. A t2 . om | T v 4l

”i/% 4% %)

(N,B. Hierbij is gebruik gemaakt van het feit dat alle polen van de 1e orde
zijn en dat O geen pool is).

Ingevuld in residuen-stelling:

_ . ) 4 '
/4»—[("")" /;/0/_'_%2.4_:/?;’77:/ (1)

laat zich ook schatten:

fal. | [ Lt do| ¢ Ao [ AL (ol
teller majoreren: ,f?,d{( M mf volgens gegeven

noemer minoreren: op C, is ,w{; l;’ook dus IIJ’- kl) [ll/i _IZI} /{»- ,2’,

zodat :
e | < L A = M Y.
GRS e VA R v
(gegeven is Ln KRy)
, =< M.KR (L . MKk - M. U
ek f1tl) T IR TR,

gekozen R 2z, dus z 1 Rn' R -z %Rn 5

Z. ‘In' —» O voor n — o0 daar volgens gegeven dan ook Rn_.-,. eo .

G S A (1)

”n a0
- - 118 -
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Limietovergang in (I):

b Bono s LY L Lo T 4

A 00 4 n w00 [f-/ q—ﬂl-Z)
,_ﬁ/o/+/’//+;°" ,
x * ST )

/’/«/ £ - 4

l=/ 4 ft4-7)

of:

Meromorfe functies.

1 - //o/+ P x/a +zz/,,,,)

voor: ()(la1|$la2|< e o« o« O geen pool.

polen 81y 859 o« o« 5 @ e « o« alleen van de 1e orde

n'
residuen b1, b2, . b 9 bn' o o

Ondanks de beperkingen kunnen we er al veel mee doen; bijv. periodie-

ke functies (goniometrische functies).

sin z

tg = = SRS (polen in nulpunt van cos z)
" " " "
cotg z = :Z: : ( sin z)
4 - " " " "
sec z = == ( cos z)
1 " 1] " "
cosec z = ——— ( sin z)
We bekijken cosec z = si; Sl ¢ - 22&1;’ polen voor eiz-e—lz = 0.
e -e
2i 2k i
e =1 =¢ (x geheel)

2iz = 2k/ki, dus polen z =k (k=0, +1, +2,. . )
e — - -~
Dus cosec z heeft een pool in O, en dat is bij de voorwaarden uitgesloten.
Met een klein trucje kan de functie echter geschikt gemaakt worden.

I). Wegwerken van de pool in z =
Neem als f(z) = cosec z - % -S=sas

= X-—- 77 .’+$" R r.’ -
¥ _ 3  x°s _ . x¥T _ 2% _x¢é -
Orms r i 7 7T te T

44 — 0%/, — dus tot nul.
AN - 119 -
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Deze nieuwe functie heeft dus geen pool meer in O, maar nog wel po-

len van de eerste orde in z = k& met k = +1, +2,. .
,V_ Z
%
z’ -z
,PV
"é"*’/ﬂ; rx i X 4 ix af| ()T o
2o +2 ""‘ 6 %y % ,)(_,/xé tn-y Ans
e cortred| QLY e
Zn 4 4 2 47&-/
,ﬂ-l
I@l”_,’ = lalm = l4l®'mldla-/,_.oo voor 27t —» &0

Het residu in kI is:

z...,[;; (z’llzj{amz }= §—0 8{45,‘,,(1%8) —1/£/+8}
Lo & _ Lo _&

= _/ = (-//’l.
8= ()% uns 6>0 &w§ ()4

Neem als contour een vierkant met een halve zijde (n + 3).J,

dat is het

meest efficient. Een cirkel is ook mogelijk. Deze contour omvat de polen

t/m as dus kromme Czn; 82 ligt erbuiten.
R2n = kortste afstand tot de oorsprong = (n+%)r;; Ran—»oc VoOor n—e ©9
omtrek L, = 8xR2 {k R, voor elke k39, of liever elke k) 8.

Belangrijke eis: is ‘f(z) begrensd op C,_ ?

2n
/{Z}op[ Z.—./m/+'{}75+ L’.

//z/ =_Re _ 1 . 2¢ /
ltk_z-dz ¥ jéw(.-l)z(,../ l-{m&ﬂkbf—/ (/)(,,,_{/E;_(,}/

2 /
DRI T aufjer
= l.’z'£= ‘/
- 2 ¢

- — 7/
(41,+,()15+ c‘/

‘///z/lé j/,,i-/ +(ov/+if)75 <z’€z’/

[ow- }/zc{l-y +,‘/]

+ £
=

P

20 =
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Nu is:
¢/ e’ WZ/ 3/
ook te zien met reeksontwikkeling van ey. Dus : \\\\\\~—F—’////4”ﬂAcy
2 /
{/‘/z/,é /+—75 ot I

Op I' geldt hetzelfde resultaat; onderweg zijn een paar -tekens anders,

verder geldt een volkomen analoge beschouwing.

Op II is: P t.;.(m,,.’—f}n‘é

%/ = £e _ - /
/’// R e I A e Ve Zilmaif)wi

’jm ~lnil) T _ l_zz,,[ow,f/z,z )7 z-(ow,—:}m

‘/}, 2 P A S
T gHE gme]E T (naf) verh (nif)T ~ (maf) 2

of
|l ¢ e v 4
sk % - —4"11”_%/4.%34. sff;,-\.?z.
ol s £+ £ <742 <
venk

We kunnen dezelfde grens aanhouden. Analoog voor & & Op de hele omtrek

van C, is de modulus van f(z) uniferm begrensd door:

| < 7+ &

WNe vinden dus:

//2/: conaZ-;’=o+Z: (-/)m' L

X - z;m: % 4

Alle waarden van n zijn goed, met uitzondering van n=0. In de gehele ana-

lyse wordt uitzondering van n=0 weergegeven door z:' iepove Z:.

oree b o v £ 0 (el ]+ 5 60 (ke + o)

=/ £-mnx
00
~m PN
= Z +Z/(./) [-4975 w—lb'+m7t 4;75} X+Z[// ,Lz
Covee X = /L b 4 -/
e P4 ¥ 2:[// 2,,,,!,,_.2
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[ Geldig in het gehele complexe vlak, behalve in de polen, die hier

duideli jk naar voren komen: z=0 en z2=nJ).

Op dezelfde wijze vindt men:

wvee X= 2 Z(/(a{'j;’z:} y

¢z= f /

~a (mif)Tm® - 22

coth 8 = L L 2% /
/ z * »é/ X2 _ 252

Er kan hiervoor ook een machtreeksentwikkeling voor opgesteld worden, maar
slechts voor een beperkt gebied. Bovendien zijn de coefficienten niet zo

eenvoudig. Een andere die nog behandeld zal worden, is:

©0
AANANN ¥ /
riw Z 7 4§/ X2, 4ontnc?
Nog een formule is:
+ 0
d&?&&z-z = 2 /
me—oo (X_ )t

D.i. wel een zeer fraaie ontwikkeling. N.B. niet de geaccentueerde som; n=0

niet uitgesloten!

éz,l polen voor e~ =1 x:lltb‘ ook in O.
2) - [ _ 1 _ X~ e+/
//// 2%/ Z 70
22 3
///D/z é)w /[2/ = 4»'«' x+/-(/+2+ +§z/' +“') -
20 >0 Z(x'_;'l’_}z_;.;*..\ ) =
2 ] £
= —é)n,. {/4.‘.’:'4.:’4..-_ = i
20 x*
~ /+ AR
. L
xAqnme
U XL Com
‘ -
z @, % 2 z

dz % -2 )Cb'( Izm=(,2"b f'/)z

ﬂzu P 4 QZ“EG. I,

@y, . 2% bn+2) e
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Alles analoog aan het voorgaande geval. Meeilijkheid is weer de be-
grenzing op de rand. Residu van 2kX i is:

z»zlzu/z o /xc){_ -_}

Y 4 ‘
8-»0 {l‘az&*x 12td+6} §~0 g8_y $ o 24§

I ./

§ .
§~o0 jx

»
o

(standaardlimiet, anders direct af te leiden met reeksontwikkeling)
[reaiduen zijn 1.

De begrensdheid., Op I is z = /ZM-rI/’Z—'Z + Z.

/2z/= /_ -t s L i}
,Z("'H)’n’"f/ {14”./)[1«4-1 LB rx y /14“_//[5-#%

o Alle

./ 7 _ -/ 7
—£%~/ Rurl)ei e 2%,/ (Amil)ITi+ %
z)| ¢ 1 I / 4L
I/? /I 2%,/ /Iﬂz+l)7&’ s ¢ x

Op I' idem.

Op II is =z =(2n+l)l 1 t}/

- /
/Qz/'l[znu)rc,ui/., - mf
I///Z/I < _L(l‘{**’)’: /

ﬁk—: /+_+

/ / /
tamge 2% * %

< e . zgker >Z

Op II' iets anders:
//z/ = -(m,«///zmz,y_/ B .(zoi+/)zz+£/
l/ZQ}l 7 l-a»w/}n—’ L aa:,./);r < /—{6"‘ * ’CL
EL < L7+ L

. _2”
WA |

d.i. ook begrensd; met een andere grens. Maar deze grenzen hebben niet

Fa

veel betekenis, de schattingen zijn zeer grof en dat is ook voldoende.
Zodat: / /

o0

/L 2y [t / _

2% ) X z * _‘E /z-z CTANY ¥ -7 m‘)‘
o ,

L _ /. / / / _ )_
4 * j‘,:, (2-117:(: P 2dxl Y roadne T Tdmi)C
wa
Z

A
2
2 LZ: 2%+ 4 A%

-
-

[{]
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Er is in een gebied ook een machtreeks mogeli jk.

/ - /=_L+°° 2 % x 2rxc
£:./ x 2 3:/ 22+ 4 A2 ~

polen voor z=2krijk=+1,+2,. . )

£f(z) apalytisch,

o0
ﬁz YR 4 Z zz 22 machtrigeksontwik-
a 22
£7-1 z l /) X+ 4 ’z keling).

analytisch voor: |z[{2 7.

L-27c
Machtreeksontwikkeling in omgeving van O, alleen niet in de gebruike-
1i jke vorm.

222 . _ X% - ffzz. / (1)
2,2 22 2 2 F]
A T D LRy
ontwikkelen veolgens:
/_/14— = /4 U+ “z-l- SRR voor l“l(l-
“l = = zz = xz
4 &% |« l'{/l‘;zz,\lyzc“,<
(1) is:
{/ s L SN
W{z,gz ﬂ_/zz Y dint T 1 AR
- 2 x* _ x% A a4 ‘. o
224%r T jh gt gifinéT 150558

Voor ,z’<2 T is:

X . /X . 2 {%‘ Vo € ...
2%/ z ° ; 22 42t z"l")c"+251‘zz‘

AR il fi_zﬂf ’+/?""'{f/

2 22t 4, 4 297 4o, BV T 2608 §, 46
f / l+ ! /
De coefficienten zijn van de vorm: = {4+ + . & m
l=/ sz z!M Jz’”""-
Deze functies heten in de wiskunde zeta-functies. Wij zullen ze noemen:
s(&amf = Jz/m ,
Dan is:
X o /- X L 25(2) 42 2S0) 44, 25 46 ..
AN 2 22T 2%r? 26 €

o o o /-/)m /zfnS(zéM) x‘z“"
£ e - 124 -
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De coefficienten zijn zelf oneindig voortlopende reeksen. We laten
dit voorlopig even rustem, het is &én uitkomst. Een andere benadering
is: we weten dat binnen cirkel ,z.'$ 2 de functie analytisch is, dus

een machtreeksontwikkeling naar machten van z moet bestaan,

4 J
///z)=ﬂ_fc/ =g+6;, ,,%:; P %’,2 P | < 2z

B, zijn coefficienten (getallen coefficienten), die bepaald moeten worden.

e [

B, = 1 3,:-2-’ ; A = 25(2{ 2/ By~ 0
2t x
Evenzo Bs:=B7 = . » .= 0. Algemeen BZn-1 = O.|De oneven coefficienten zijn

alle nul, behalve B,. De even coefficient is i.h.a.:

(em ) 1) S fam)

z:h-/ l.z.yu,

Uit £(2) volgt:
Z= (e,  GK, Ez2 , 5,77, coa )=

1/ 2/ 77
=/ % . z2 . /3 8, % , Br%% , Go%3,
- /l,’ +F +J_/ + ) e+ /II * z/ T 33/ .‘)

D.i. een identiteit binnen de convergentiecirkel. Uitvermenigvuldigen en
machten gelijk stellen levert: (de methode der onbepaalde coefficient),
B B

. 1 1
122 =B —= B =1 ; 0 =<2 By = -3

T % o =2 Y 1

Dit worden recurrente betrekkingen; met alle voorgaande is de volgende te

bepalen.
0= T2ty * gl ™ 055-’_/12,2.'+%""
zodat: ‘.?/"-i/ ] 82. =Z/'
A 515”(12// s,ﬁzz/r{/*z—/z*fzfi/iJ"'}:
Dus :
’+2—’z+3—’z-+ﬁ+--'=—g"f

0 = Bo+€: +3¢+83+_8i_’84=..
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Anderzi jds is:

B - 4l L1)°Sly) _ _z24 54 /
SC4) ' s i 7e
&g = = —
Dus: e
4
/sy L L r ce . =
Uz +,94‘+ 9o
Enz., enz.
We vinden:
By, = / By = _?/o_
8 - -4 B, = 0
be - £ KA -
By = 0 B, = 0
- _ _ 897
By -—5% B = 2—7-%
Bs- = 0 8/3 = 0
Bg = -—4—% 8/4 = %
57 = 0

Daarmee is S(2m) te bepalen.

= /+ / + , + + e e o —1 - !
S(Zm) 2‘ ‘3z’l' 4[1’"' fz )‘/

We kunnen ze recursief bepalen.

Bij de differentie vergeli jkingen en in de numerieke wiskunde spe-
len deze coefficienten B een zeer belangrijke rol. Er is geen eenheid in de
notatie, wat de indices betreft; de meeste wiskundigen (bijna allen) duiden

ze wel met een B aan; het zijn de getallen van Bernoulli.

Algemeen zal de coefficient van de m°® macht te vinden zijn uit:

. B B B B -2 B
0 = £ Z 3 P ;e / .
m? * 1 im-s)! ’ 2/ (m-2)! * 3 m-3)! * (m 22/ +[.¢c 4/7’ V2

d.i. de algemene recurrente betrekking tussen de eerste (m) getallen. Of

anders geschreven:

/ /
= 2. A - A
0 o/m! ° ’/ -/)/8/ T e 2// z}/ g + /a‘ Z//ll 34»—2 4
/ /
m. m, - P, .
(fh ! 1! Bt * m! o! 8 mlal Eome
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De coéfficiénten zijn nu de binomiaalcoefficienten:
0e (3) Gv (1) 8k () G s o (2) Enin(n) ()8

Symbolisch:

e o -/ e
(5 8 ()8 (B8 ()8 =)s"}- fx)a”
N =7
4o schrijft men deze ingewikkelde betrekking algemeen symbolisch op.

D.w.z. goed lezen: uitwerken als een binomium van Newton; na uitwerken ex-
ponenten vervangen door indices. Dat is het grote voordeel van de nummering
van de B's op bovenstaande manier; daarom dit aanhouden. Ingevoerd door
Italiaan Césaro (ca. 1900).

Deze getallen en betrekkingen bieden ons de mogelijkheid de reeksen

Z 77_ te sommeren, maar alleen voor even exponenten.

A=/

Hiermee wordt afgestapt van de meromorfe functies. We gaan nu ki jken

naar functies die in het eindige geen singulariteiten hebben.

Functies zonder singuliere punten in het eindige.

:Dus analytisch in het gehele complexe vink, althans in het eindige.
Ze heten gehele functies: bijv. sin z, cos z, .‘; Primitieve gehele func-
ties zijn algebraische veeltermen: f(z) = A +Aqz + A2z2-+. . + A.zno
(Gehele algebraische fumctie, in tegenstelling tot een gebroken algebra-

ische functie ).

£f(z) = Ao + A, % +6’2x2+. .o
304-3,24-822‘,. « 0

is een speciaal geval van een meromorfe fumctie. Meromorf wil eigenli jk
zo iets zeggen als: niet geheel, gebroken. De gehele functies hebben alleen
nulpunten. Een veelterm kan ontbonden worden door gebruik te maken van de

nulpunten:

£(z) =A.(z-a1)-(z-a.2).(.. D R (z-a‘).

Gaat dit ook op bij een oneindig aantal nulpunten? Bij de meromorfe functies
streven we in de ontwikkeling naar een aantal breuken, bij gehele functies
zoeken we een ontwikkeling naar een product van factoren.

f(z) is een gehele functie, met o.a. een nulpunt a,e. Enkelvoudige nul-

punten. De convergentiecirkel is oneindig groot. Ontwikkeling in machtreeks:

- 7 =
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A - /ga,/+ (-2) Ll , (¢-a)" &Z
/za){Lz (za///ﬂz) +(za)&i }

= (%-a,) p(t)

met }0 (a,l) # 0, anders zouer een dubbel nulpunt zijn. P(z) is een analy-
tische functie. (Machtreeks van (z-a1)).

Fo - (%-2) ¢t + ple

VL) L (rea)prepn) _ pl) L 1 L
£z (2-a,) plr) I A7 )
7&ﬁz # O in z=a,

dus: _IZZ;_ is analytisch in de omgeving van z=a

(%) !

/
X-a,

is singulier met een pool van de 1° orde in z=a, met residu 1.

Dus F(z) is meromorf, met polem van de 1e orde in 8.9 Bpy o o (dus in de nul-

30 - - zijn allemaal 1. Ontwikke-

ling van de meromorfe functie in partiele breuken volgens Mittag Leffler is

punten van f(z) ). Alle residuen b, b2, b

dus mogelijk als aan alle voorwaarden is voldaan. Veronderstel dat aan deze

voorwaarden is voldaan. Dan is:

Fre) - U2 . A /(= /
4 ?/ 2] (o] + Z / %)
1Y . L), 5 1L+ L) mre: LU
e Ple) i Fe)
aan alle vroeger gestelde voorwaarden veldoet. (Voorwaarde voor de Mittag-

Leffler ontwikkeling!).
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Ga beide zijden integrerem langs k van O naar z:

Z a, ? %
/_/%/L[& %a/z z:/{o ;&&n /%}

—»\_@/[z/- ///}0/ fﬁiz+§,{é¢ ””}/7¢)+_}

u{tkomst 1ntegraal 01Ik81f?’/

12%7-4///2/- y f0 = //a/mz{éa//-_),,_}
//2/= /[o/. l%z f/j 4»»(/,%}

D.i., de ontwikkeling van de gehele fumnctie f(z) in een product naar de

nulpunten.

We hadden z willekeurig in complexe vlak (# ak)o; k is een willekeu-

rige kromme van O naar z

[ G- {5 ,L, - e )}
/é/’/ﬂ/ iz z

/a’//’zz/ /—/ma_ [L% v EL )=

Y1 by frr Gk E [ Gle-a)-bypo-a) L L

J /
afhankelijk van k onafhankeli jk afhankelljk van k ggafhankelijk
van k (reeds van k
bewezen)
/JL‘-'/ = 2zZc N
£l

N = aantal nulpunten.
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]
=k - k

+-

Stel C =k +
+

'1/—',4/=1m.¢ __.-’1/‘-.-_"/["_,_.?)[(;

1 nulpunt in- el ,

gesloten nl. a,-
afhankeli jk van de kromme

Bovendien:
.ﬂ‘ff - txe c* met a, ingesloten.
o
/aéz ,/ﬁ:f}zd—,/é=zzé+/ﬁ.
1 Z-‘a/ 1/ Z—a/ l Z—-e, l, Z"Ql

afhankeli jk van de kromme
Dus het moet zijn:

by L02) - dop foo) + 2hici < L)y, 8 [ Moy %% 4 g7e S
/ 4 fre) oy 2,, /

a

(a4

verhef e tot de uitkomst boven:

4/7/'&/_ /‘7’//”/*‘2175‘; ZZ (ij ' Zg’{%/ e.,,e;é'tz;“‘} Y/ L.

v / 2,

%

Msar eal(ai = 1

4

4.1 - ViE o) F{tat] ok
o) ¥ R x) oE

v
Productontwikkeling van Weierstrasz. Dit geldt, mits %%éf% aan de bij

of:

Mittag-Leffler gestelde eisen voldoet.

Voorbeeld.
7 s
/(x/ = Hsepe Z = x —_ .—JZ! + —Lé‘./ —_ e o o
’ 2 4 é
/‘ZZ/ = éoﬂ % = / -— _11!_ + % — .% 4 o o o

/,
ct - 3:7;;? (pool van de 1e orde voor z=0).

fct)
Liever: ” ' 2 P
- Y - _ % F 4
/422 = 4;; = / > + - e
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£l - Xeosrk — ok _ /
7;?39 s 'zir““m ’ ¢3£2: - \fdjé £ -

pool in O verdwenen !.

//a/: é»«, _L =/

X > o0

_,%= fi:a w;’az_?/}zo

(Uit te rekenen door gebruik te maken van de reeksontwikkelingen voor sin z

t £
en cos z en boven &én noemer brengen).

Nulpunten van 812 2 - + 2, -, +2r, -2€, . . 4 +kx, -kk; 3,9 859 as.

)9 e o ¢ A 9 & °
b 2k-1" %2k o {ah
f(z) is een gehele functie, de nulpunten 2zijn enkelvoudig, voor FrN

is voldaan aan de voorwaarde voor ontwikkeling van Mittag-Leffler (d.i.

hier verder niet aangetoond). Dus:
den X

. /.z"o{(/_%)ﬁ(/,«g)z - g)eto s, ) itk
%—Z--//——///-—m)// Fas) -

den X - /_m)

Ontwikkeling naar nulpunten. Sinus-product. Analoog:

Coo X = ;703 {/_(li’;—zz‘?}

Speciaal z = ZZE,

o0
din K= de T o [ = IT Jr//-
2 2
Dus:

z . = ; 4 I Y
T A/ GEJE) T 75 as sy 4
T

(]
XN
\4k§
up\
N
EN
N

f. . wallis + 1650.

2.4
79
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— 2T

o 7 2 3 %
n! = n(n-1)!. Substitueer n=1. 1! =1.0! —» 0! =1. n! geeft aanleiding tot
een aantal gelsoleerd liggende punten. Kan men nu een grafiek tekenen, zodat

x! betekenis krijgt? (x willekeurig).

Yo o0 o) a9
/[“a"a& - -/x“afe"ﬂ _[zc"[“] + z/&'“x”"aéc.
Q (4 e o

-u

I). x%0  «-0 geeft geen moeili jkheden °x = (1)} integrand.
u - —- 0
u»oo;ux —> 00 7 = anb
toch is u'e —» O
et = 0 v
/2 x x
want : 4*z = “u = ““ — =
£ /+;7+;2-,+---+Z—,+--~
Zorg ervoor dat k) x.
x x x A 1
P— “ = “ ° / 0.
oV < z/i,,___‘ < «h — o
L7 47 P S

o0 .
LA

dus @’ l = O voor x » 0.
o

6o _ % *°-/
Zodat : / £ ‘L/é”ﬁ = X / A x/d 64(/
o (/]

x

II). x{0 :u —» 0 als f(x) voor groter wordende x.

Uwoo:e -9 O en ux_p O als £(u) dus de gehele integrand .—e~ O.

u —» 0 e_u._' 1

dus geen x { O,
x
U — a0 als f(U)

(dus de integrand naar 1.00 =€ voor u —s 0; d.w.z. dat in dit geval
o0

de integraal niet bestaat. De oneigenli jke integraal et de is

o

divergent!).
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We nemen x 2> 0.

Fpx) - [ e e Ga)s [~ o Fla)- % Fz-)

(4 (7]
Als: x-12 0 is: P(x=1) = (x-1) F (x-2), zodat:

F(x) =x(x-1). « « (x-k)F (x=k=1) voor x=k » O,

Neem nu x geheel = n.

e «@
F(n) =/-¢- “4&
4

Kies k = n-1. Dan is x-k = n-(n-1) = 1) 0; dus geed.

Flm) = mim_i)fm-2) ... /. Ffo)
00 - -

7o) ) 2%l = - 2% - 1.
[ L

Aﬁ/ku-ak@n_zy e ./Qm-‘é’/?(4u_;4£¢}.

1}

Voor n geheel positief is F(m) = /e u du = n{. Hiermee zou je dus ook
n! kunnen definieren. -

Je zou kunnen definieren:
w -
z! "Q// 2 “u* toe x>0.
o

een analytische voortzetting van de faculteit. Beschouw nu:

F/k/ /l~lc x- /&éb z complex. Voor welke z betekenis?

Fr)= (%-1) F(%-2)
F/z} =/ _g’“zz'%‘ Opm.: Dus afwijkend niet u”, maar w1

‘o
De oorsprong is een gevaarlijk punt. In de buurt van u = 0
j-x z / z /{/ i iz = L‘g +. '] e o }:
ed 2/ 3/
= w*’ L‘y 3 _ﬂ - &
7! 2/

/z‘“w"‘ 7 / 2 e -~ /zo“/a, Foe s

l“xl= w* x =&(Z})0 «* =0 voor 4 - o0-
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Euler. Uitbreiding van de faculteit n!. Voorlopig was m geheel (geheel,
positief).

/a%-"z'mpéc = m;/’”é—"xm"%z ...... —/m/m_ s Z/‘ x,,.¢1,1=

4 0
(voor m geheel -Anbi/fé'*iﬁ& 4n/ nu m willekeurig = z (2 complex)).

‘——v——'
Fz) - / 2% k.
9 _x Xl . " ‘
Heeft £ 7% betekenis? Niet in de buurt van x=0: De integrand is:
o

a0
N_/ _>/_/h= .._/.Ioaf- oo .
2 A x

o
F(z) heeft betekenis als Re z » -1.
X = zfa'/ zy-/

e it| o| 2@ X=b| 1=, L=
'[,L_wuz“'/décléé‘z'“wxa& z/" w it = %]o

Betekenis aan de ondergrens voor x > -1,

Liever beschouwen we: /g-“ *’A Deze heeft betekenis voor Re(z)) 0; het

rechter halfvlak. y
%///// geldigheids-
ree)s [ e e 7 semes
[ /
\ v > X

Gamma-functie.

AN

Legendre.
Een analytische functie van z voor Re(z))0, er is een bepaalde afgeleide

voor Re(z) >0. (Integralen van Euler van de tweede soort).

Analytische voortzetting.

F,(z) =1+ 2+ z2°+. . . Betekenis voor 2] ¢1.

1
1=-2

[}

Fy(z) Heet de analytische voortzetting van F1(z)

over het hele complexe vlak.

Voorlopig Re(z)> O.
/ 2% ol < /["x" /aéz /l 2=/ ol
V<7 I Yy =13 =
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Beki jk eerst P(z).

Reeks van Mac Laurin : restterm

Aoes

e / / -6
R AN SN (.//M% +(,/)'m+z'"°'z *

N

N L H m! (m+1)!
/ oL O<L/
- _/
P(z) /Z 2% e =
(74
/
2./ ¥ X/ 2 2 N Xy -/ mt! Koo Oz
= z - L x e @ o —/ _L. - z
/{ 72NN 57t + ¢ J +&) é»w/)’}

/ ) 4
V. 2 AN e e
=[ V4 _ :ZJ-/ %+2 Zed . .[../j Z¢ / ' éx ”*”g -
)

+
X //[£+4)+- 2ine2)  3/(%e3) m!(Zsm

(daar Re(z)>0)

= _/- - L 4 L +
iz e * iy i)t s

RV AV R Y) ik /’-%«M%c

J

on

o¢ocr o<4"”</

e X

/! @y
xz e =_1 5o — o0, @
l m| P / (m+i)//a+m+l) voor om deo 0( 62K/

(a komt uit de lucht vallen; volgens deze uitwerking zal azReGQmoeten zijn,

[ dus z=a+bi). Dus voor Re(z) > O:

/
P/zj =/“&-z”¢.& :L 4 + / (/
-

ol )l(zet) " 2fe2) J/(z 72e3) t ’[z,u)n)

een meromorfe functie met polen van de 1e orde in z =0, =1, =2, =3, ¢ «

(-1)m lim
- (Bepaal residu maar met m(z+m)P(z)!)o

Het residu voor z =-m is
Deze is geldig in het gehele complexe vlak met uitzondering van de polen.
Dus:voor Re(z)>» 0 is P(z) = opgestelde reeks; voor Re(z){ O definieren we
L nu: zelfde reeks = P(z),

Beki jk nu Q(z).

eo
Qz) = / 2725
y

is analytisch in het hele complexe vlak.

Te bewijzen: Q(z) heeft één bepaalde afgeleide naar z in het gehele com-

plexe vlak.

Qeek) - 022) 0% T Y [ / e
[ e [

(h is een complexe toename van z).
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A A ’ ’{ =
2
A/z"— é/éfzt (” l\}éﬁt * l:%x e }

|2 - by ol< 1 g 10 Vo= G

|Z‘ éfzzzi' z,ll-—-’o voor Z—’o

‘,4(/.':0 QLE s {é_ Q/x) ___//02”‘;;"'%/ z du

dus Q(z) amalytisch in hele complexe vlak,
P(Z) " " " " " "

met uitzondering vam 0, -1, -2, . « .

rVoor het gehele complexe vlak geldt de meromorfe functie:

o9
(% _ ! [ _ Y c. . ¢ %2
C% - o/z /! (2e1) * 20(ee2) 3/(%4+3) ¥ * /

polen van de eerste orde in 2=0;, =1, =2, ¢ ¢ ¢ 5 =My, « - « . met residuen

" . K L.
~ 019 11’ 21 * m! *° °°
" Dus:
o9
/-Zk/a/e'zzz‘/%t geldt alleen in rechter halfvlak!
o

~ In het-hele complexe vlak geldt:

ree) - €)™ /‘”4-”«,*-@4_

MmO m.’[i,«-/}n)
L deze is analytisch, met uitzondering van de polen van de eerste orde.

Voor Re(z)> 0 is:
(%) = / 2 te.
Flxs1) = / 2% xa‘t = —-/ 2% de*
=_[zL”J z/;”z“‘% x /¢
Voor de ondergrens: S /ﬂ@d
’Zzl'z’: Zaﬂ..a-‘—vﬂ

Voor de bovengrens:

zaf@zL PP Auan ook —» O omdat e~* yeel sterker —» O dan x® —> @
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Als de modulus van een complex getal —®0, gaat dus ook het com-

plexe getal zelf _—» O, Dus:

» 0o
[z l-x] =0
o
(N.Ba = 0 en niet —» O omdat de integraal oneigenlijk is en feiteligk de

o0
lim ) dus 1lim [x e t]N
N oo /g N —»00 8

§—»0 §» 0

genomen moet worden).

Zodat voor Re(z))O0 is ,/"/ZH/:- 4 /.'/2) Recursie-betrekking.

Nu bewijzen dat dit im het gehele complexe vliak geldt, behalve in de polen.
Bewi js:

Flec) « & (/)‘ / /‘N[“a”a&'
+ = i

go Fped) * ,
) E
I met partiele integratie: L‘Z_Z [] 4 /’C/ 4""‘5*"4{5 -

= +27, z/ 27 L },‘ —/ . x/ a2l 44

v

0 7
L), 5 _ z £ U sn)-2 . £ (DE_ 2 Z )%
(k+1) (/) /1+/}//;+¢+/) f (lf»/// y (/H}//l.)-ﬁfl-/}
Sa-engcnonen
‘° 4/ —Esk-
(-/g & (_/Z ¥ [e-Cr e
[lee) - ;: ( HJ' lo (l;/}’/l,«k’d} +}: W / 4

1e terg Vedo
reeksZ( 1) ydus voor k=0.
[~]

Stel nu k+ 1 = k* in de eerste 2 reeksen en schriJf voor +1: Z

o!1(0+z)°

09 , A*
z+1)= ‘f, u/ * z};:—/ 7/7?71"7*) * ‘77%‘)
}: (_/2 + ,Q’-//ofz"‘&(k’%é =

_ (-/)‘ Yl s
B PZ Ea Al (K], * Z«g/‘ g L:o & AL

hierin 2e en 3e term samengenomen door J_ i.p.v. ZI.

Dan is:

)
Waarmee hét gestelde /'(z+1) =2z /(z) bewezen is voor het gehele complexe

vliak, uitgezonderd in de polen.
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Bi jzonder geval: z = m = geheel positief = 1, 2, 3, . .

[ (m+ 1) = m! met recursie-formule doorgaan tot /(1) = 1,

Opm.: In de literatuur wordt vaak voor /(z+1) = I (z) geschreven. Dat
oo -
is een andere notatie. X (z) is dus /Z(z) =u/‘ ot t* ae,
o

Nu bezien we:
00

o0 7 2
(") - / 27yt =/z-“. wu e
174 o
= 45/,m12'“€a££ = ‘ZZ{ T = Vii
(2} 00- 2
e

X ax = %l/ii)

(immers uit reele analyse is bekend
o

us: [Y%)-VE  en: I3 - $74) = ffr  ons
[ =4 1] — 14)- -271) - - 2Vr

Algemeen :

i F(msf) = /.3.6'.2;”’../24-/)%

VA0 B =-"°+/m¢./ t/as1)
[-tnet)} - EUZ el Vz

Voor n = 1, 2, 3, . . (natuurlijk getal) in het eerste geval en

n=0, 12, 3, « ¢ ¢ « « o« « s« s« 3 1in het tweede geval.

Wanneer we /'(z) weten voor 0 Re(z) {1, dan kunnen we het voor alle z be-
rekenen met recursie-formules volgens: /*(z+1) =z /"(z).
Het reéle gedeelte van z wordt immers telkens 1 verlaagd, zodat we automa-

tisch tenslotte in het gebied O {Re(z){! terecht komen.

() = e-1)Mf%-1) — [(%-1) = /;_/k/L

Integralen van de l1e soort van Euler zijn:

’
2./ -/ .
B(z,n) =//.t /?-ty At : de Béta-functie.
o
De Béta-functie is uit te drukken in de ['-functie en wel volgens:

B(zmn) = ree) ris)
' (% +m)

waarin z en n zonodig willekeurig complex.
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FStel: C‘: /0.)01?——'(/—{}:; W’P. -0 — P:a . t- / — %:.—-
=
Bl mn) = Z/z /a’»za"y c‘ﬂz"‘"z;ﬂ. v P oo @ ﬂ/;ﬂ =
o &
I z/h 2%-/ 140" .
/ p e Ty sy

Dus integralen van deze vorm zijn gemakkelijk te berekenen met [ -functies.

Integralen van Euler van de 1e soort,

W) o
B(p,q) =/ ‘f,' /’—’—{/? ﬂ/f (p en q i.h.a. complex).
0

Mogeli jke discontinuiteiten voor t=0 en t=1, In de omgeving van t =0 is
de integrand ongeveer:
-7 -/
éﬁ S / o » Mf = ﬁ]
bl
Aan de ondergrens is dit dus alleen dan = O als Re(p)20.

In de omgeving van t =1 is de integrand ongeveer:
- / [
(/_52’ : /(/-rf/f"a!t= -_&;}_2]

D.i. aan de bovengrens alleen dan = O als ReSg!?O.

Dus: / -/ -/
/zf" -t) 2 ol ¢
o
heeft alleen betekenis voor: Re(p)»0

Re(q)>0.

N
~N

I
w
~
=
ke
~

B(P’Q) =

want @

B(q,p) = (stel t = 1-u)

/
= —/?/-w)f"w"’% =//¢"’[/_ u)? W = Bl4.4).
B(p,q+1) = /ﬁﬁ // /[ ¢ = partiéle integraal =

-2 -t Ly A],,+ L[ 09U e L bliary)

[}
\\
o~

N
N
N
QL]
»
X
N

Dus: B(/',?-f-/):% 3(/(,«./,?) (1)
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N B(/,,_Z+/)=/ M Y-t) Lutt /z""// )2 ot /t"// 2)? 2t

=B, .?) = -8
twmers: EAYetft o U 8271 (442)

NI Ly A T Ly LA /) St

Dus :

BUA, pe1)= B(r.9) - B(A+/, 2) (2)

Nu:

() x /3 Blf, #+7) = AL ELA+52)
@ « £ i LBlpgrr) = -LB(psrt 3]+ £ BLAY)

+
(7*’)3//‘»2*’) = 2 B+, 2)
Bhge) = Lo £ B(h3) - L BI1g).
Blp. gs1) = 7% B4, ¢) (3)

(1), (2) en (3) hoeven niet onthouden te worden.

Toepassing.

Stel in B (p,q) is £ = Heniy leo — pP=o
/zf——dn;ﬂ é~/_,;a
Lt = 2 vin p oo p M;ﬂ

2/ /‘ h- ;ﬁmzfz;ﬂm;ﬂwv/w Ay -
z/' /é»“';ﬁ w*f’;ﬂ /ﬂ

Zeer belangrijke stelling:

B(P9q)

B(p,q)

Blpg)- Lt //:)/[{efj T e

Uit het hoofd weten !!
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KZ

oo
5 3 =u_p=1 lim -u p=1
Bewijs: Voor Re(p)»0 is [(p) =/e uP"ldu = R /e P du 1)
7] pi g
. _ lim -v_q=1
Evenzo is veor Re(g))0 is ['(q) = Ry 00 : v dv 2).

Stelu=x2 dan x van 0 — R

v:y2 dan y van O —e R.

1) wordt: /.'//,/= 2 ém— / - zﬁ-/ﬂ{t 3)
2) wordt: /—'[!/ = 2 —é«‘ / 2 / zf-/% k)

R

3) x 4)i= /"///f'ﬁ/- 4 én {/z ”z"‘aéz/z‘/ “f- a;:}_
[ g

f-—»w

We integreren over een vierkant S We willen op poolcoordinaten overgaan.

R'
X =T Cos

y=r Siny}voor de cirkel PR "

R) ‘
o

—17 7
We moeten proberen het integratie gebied van het vierkant op de "//, cirkel

te doen overgaan. We bezien:

l// feen -// frp 44| 1/4 NG

> A G 72 /‘/ G 7| ox 2y
dus 6) is: </7‘l/2x//1a/x //[/?"'//l‘/’”;’ o
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Nu R — <o
p=a+ib ad>0
gq=c+id ¢>»0.
l//?%,/y/ & l-[tz-l-;/z/zZQ-/ ll—/[z l—&-l-,l// 2a -

, sy zee
Volgens 5;:; // _(z;,yzm.//yzg-% ,,//,= % lta) « /e).

G L, P 4~ ] fort ] 4 100 ) o0
T g e e iy

M.a.w.

limdéy. is overgegaan in: liﬁz7” !

$g 0 £, O

Nu kunnen we dus schrijven:

. (%%, ’9 ir-/ -/
Ttr) ()= 4 %:“//f[ /.x 7l £ 2

zodat:

en nu kunnen we poolcoordinaten invoerem.

X =7 cos;ﬂ 0
y=r sinf9 0

7) wordt:

z zz,t 21/ 2p-/ 227
ﬁ_’w/‘ Z". L0690 ;p/ /Zaf‘ca/;ﬂ

stel r2 =W heeft niets met de lim. te maken
= ¥ B(q, p) = ¥+ B(p, q).

#? /
28/hg) bm_ [ 2wt 0 e

R —>09 dp

8/,{,3/./ 2w - B(f.g)l(h+9)

(KT Le) Blkg) (heg) o BL1g)~ LLILY

- b2 -

IN N
s

< dxdy:rdrd;ﬂ.
<

NI&,:U

‘N

U

Dus:

[}
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Nu was:
) 4
Blag)- 1 Fan*pp.coo™ . oy
Toepassing van bovenstaande stelling levert:

5[/,,;/= /"/';_/'[//;/ﬂ— Z/ vin® }a ¢o0® )/p f

Belangrijke eigenschap !

Onthouden !

Voorbeeld.
00
4
[ G
. / +x
is hiervoor behandeld met contourintegratie

» Stel nu ?5— = t dus
+X
x=t+tx — x(1=-¢t) = t.
- f / z = /-‘L = /
= CZ ‘ /-C /-Z
ax = _HE #=0 — Z:=0
[/'-é/z ® = o0 — tz/
Dus:

/
P L £ 2’ 22 -
/%”& [ =g 55
/fﬂ Yy ) s /z‘“// ¢ B, 1-a)- r/%:)//-a)

Mits:

Hesa)>o
Ke(r-a)>0 —
/- Relo)>0 — Rela)L .

Dus voor O< Re(a){1 is

o0

a-/ _ /7/,//1Z7 ‘%} T
p/’%;a- “/w rya) rfr-a). (1)

Nu dezelfde integraal uitwerken met contourintegratie (verg. blz. 104)

voor O { Re(a) { 1.

Stel a =b+ic,

daar echter voor reele al!
dus 0¢{b 1. Bezie:

J=
c /+%

over een geschikte contour.
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pool van de le orde

"

Singuliere punten z -1, singulier

]

Z 0, singulier essentieel singulier. Deze mag niet

binnen C liggen.

Xs Re‘P
Az = /?cl‘ﬁuz3ﬁ
£ R
- i
I arg z = = x
IT.arg z van O —» 22 § 2 = Rei}a
IIl.arg z = 2X, duw.2., 2 = X e27&’i
IV.arg z van 2 & —> 03 z = & eiP .
A /
/ = / la- h
I 6‘ /+ } 4
iz : ; z .
/ 445/ _zla-/)‘l’f‘}” /;ﬂ ) ﬂd'a/ 24y a’;ﬂ.
0 /+ Re¥ 0 4.¢‘P+ /
§ 177:4(4-/) 2 e 2zca pk -/
:/ 1 .2 W _Z / t ) h'
PN/ ac
/ = -¢6 / j ? J/ﬂ (integraal volgorde van 2 7T—0,
bra 84‘}’ vandaar min-teken).

Totaal:

(- /’”7/ Sl - 8 T -

= Z)Z(:{residu van .Z:ﬁ‘.’r = 2rc éﬂ . (I-/”y Y it - 1756‘,5‘”:(4—,‘)
X L% /+%

- by -



- bk -
l‘/?‘//ﬂ 1??;*9 a/ /‘< A J/p 42 k’d( //A?Qtﬁi Jg..6/0+ Jﬁbf’
e kel R 1
< Ly - ”’/’/ 2 %/,ﬂ > 0 voor Rr o0

R-1 4, ens A<
) 2z 4CP1 / —cPelnHis ,
1150/ 220y | ¢ / 24P £ / 2" Wfﬂ

eindig
dus —» 0 voor § —» 0 wegens b> 0. Zodat:

(/_ z"“"‘)/‘”z“—’ Lo - 222"l o piR

/+ X
2rria v 2/ - ecra ‘
( /)/ h s Lrel delen door .Z‘”:d
lf-t
é/nz ‘Z-JCGQ/‘ za_/ ﬂk o
Zc¢ , I+ % S
dus voor a is complex en O {Re(fa){1 is:
2]
/ 22! Ay - T (11)
A /+ X 7 den TR

(I) en (IT) samen levert dan dus:

(voor a complex).

/12)(1-2) - A 7::0,

In andere, algemenere notatie:

met O Re(z){ 1. (althans voorlopig).

%) [r- %) -

Belangrijke stelling ! Onthouden !

y -
L4

Voorwaarde O{ Re(a){ 1.

i Kl . Bla l-4) =_XE__
/o’ /+ Z ax . ( - ) m;ca,
/’(a.}/"[/ a) = "m

Slechts in het gearceerde gebied is deze uitkomst juist, althans dat is

*

tot nu toe slechts bewezen. Maar de uitkomst is algemeen geldig, in het
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gehele complexe a-vlak. Dat moeten we nu bewijzen.

Ym(a)| complexe a-vlak
A n geheel
e 7://(' -~ A
A~ — X% mia.
,;J‘,’/‘"_-';j ,
- ) 'I;" : e é
o .~ .| «a)
i _5"’“‘
S - 1/

1le. stap van bewijs.

Neem z buiten gebied. Dan is z =n+aj; n geheel en positief, a in gebied,
dus O Re(a){1. (Veor z aan de andere zijde van de Im-as is z+n = a,
z=a-n, n geheel, positief. Daarvoor is dezelfde redenering, met het-
zelfde resultaat op te stellen).

rie) (s -x) ?

°

(k)= T(esn) < faen-)farm-t) = ..... =

= emtffarm-2)form-3) .. . (ac1). a STa)
(Yt-0-n) [[2-2-2) _ [/3-a-2)

/- -~ -4l a-n)
= F{(mﬁ/j—ﬂ—%_}

(m-t-w)fm_-I-a-n)] H-2-@ - %) -2/ oz )

ST Ir-2)- ) Ira) « BLest)@i2) - . ./ em. 2l tsn -
W) 1104 11a) 1(1-a) LA)(fa—/)(fa-z)...ﬁ.a[/-)a[z_:f)i)

= (—/}o‘/’/a/ F//‘a)~ n fact;ren

Dit geldt voor alle mogelijke z, dus alle mogelijke n en a. Voor a is
0{ Re(@){1. Daar 0 Re(a){1 is dus:

r2) Ir-%)= LY rva) rfr-e) = (g7 _Z_

den T A

[l

L] - L ] -

/"//- )

= / 41__55__ = __ZEL__ : : 45 = i V4
& / T TE-%) " G iE want: oln X K-m)z(1) qon XX,

Dus bewezen:

rie) rr-z) . &

gency

veer alle z, mits Rc(z)# geheel getal (dan immers Re(aj = O of = 1; gren-
zen uitgesloten!). Of: /-,/z/ /_,// k’) Jin X 7
~ wn =
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2e stap van bewijs:

Reeds bekend is dat /"(z) overal analytisch is, behalve in z =0, =1,

-2, « . (polen van de 1e orde), dus ook continu.

[ (z) continu, behalve in polem z =0, -1, =2, . . .
['(1-2) continu, behalve in polen z = +1, +2, +3 . . .

sin&z continu, (voor elke z).

Uit deze continufteiten volgt dat /(z). /(1-z)sinz

dus ook voor Re(z)is geheel, behalve in de polen.

T overal geldt,

3e stap van bewijs:

Kijk naar de pool z=n (n positief geheel).
M) = (n=1)!
[(1-n) pool van de 1e orde.

z' = n+ &

r'(n+8)./—‘(1-n-8) sinl(n +§) =

Vroeger is gevonden:

ao.—f - -8
r(r-m-8) - I (- /1,%/_% R _/‘z St

dus:

(ns8). 8.5(1-m-8) M’(T/S"‘»‘a) =T (1)

* _ty-m-8
Mmm s) * 6,/1 &

Zm 8 r(r-n- 8) = ped

N7 door de § voor de
(/)L /) integraal.

§.5(1-m-8)- Z[/)l

voor 8-;-0 wordt (1) naderend tot:

(o). )5 L) = el % L)

In het limiet geval geldt de gevonden uitdrukking dus ook in de polen.

/_'/Z/ /_’//- Zj pen X = 7T is universeel.

Met de recursie betrekkingen is dit de meest gebruikte formule in de theorie
van de /V functies.
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Stelling °

[ (2) bezit geen nulpunten (wel polem). Stel mn.l. dat z = z_ een
nulpunt van /(z) is.

f’(zo) =0
/7, /- %)=_1n _ZT
¥<;)4 k/vo a9 e # 0

want sin /Zz heeft geen polen. Dan moet dus /-'(zo) /—'(1-20);60 zijn, dat kan
alleen in een limiet geval, als /1(1-zo)=a9wordt. D.w.z. 1-z_ pool van de
[-functie. Polen van de /q-functie 0, =1, =2, 4 - « =m dus 1-zo==-m (m
geheel positief). z =m+1, maar dat is geen nulpunt want / (m+1) =m!
Dit is een tegenstrijdigheid, dus /kz) heeft geen nulpunten.

We willen komen tot een productregel voor de nulpunten. Voor [ (z)
heeft dit geen zin (geen nulpunten, wel polem). Echter voor ——%;7 heeft

dit dan wel zin (geen polen, wel nulpunten, mn.l. in de polen van ['(z)).
Voor 1//(z) nu een product ontwikkeling te zoeken.

Opm. 1:
69 1
/ et - Y
4
kan hieruit afgeleid worden. Stel a =
T
) rit) = F - b
dus: /.'/i// = _‘tV_}Z’
/"/{/:/’Ml'é 5/t > 0
4

dus + token kiosem. Stel t = x°, dt = 2x dx

r/f/:/”z-”;/ fxde - 2/02"‘% _Vz
0 Vi
/'”z"‘za{z - fV=

[\¥] Y

dus :

Opm, 2.
Verdubbelingsformule voor [*-tuncties, dus / (2z) = ?

Béta-functie:

i - 2wy

/’tz-///‘ 5/7"/4/&

(4 - 148 -

Dus:



- 148 -

Substitutie (zeer bekend): Stel:
£ = oen®p

/-€ = cooty

¢ - l/m/wmyafyo

grenzen worden O en —.
/&‘x_/ zf}z"a,’t— /0‘5&,‘2“'% mz’z—/zo./a}o/ﬂ.am;ﬂ. /ﬂ
. ,Z/ sin* /o s’ dp.
Aen ,Z)W e X son P Lovp

dus integrand is:

2-/2%
927
of: /2 pu 7
2 % i z/o//ﬁ 2in*9 o 6
PTiT

z
z

el ;=zz,,{/ [P} Tt

\. TG vervang 6 doors-0*
Nu omgekeerd: Stel: sin © = t

%8 - 1 -¢
R2in @ 6026 /e =

r
2

/=22/2_//0’ /o;;z‘;ze £ pn 80008 =zz§_/,.[/z‘k"//_{/’f 43
. 22%/2""//-5/5"15 - 8L, 4). s - f/{?/zr/jf} z;_/
-
/"/a;{./}%z/ = b P%zzf/'
dus
rid).rfey) = 2 ryz) riec)

Heel belangrijke formule voor bijzondere functies; behoort niet tot de ver-

geet-mij-nietjes. _
rit) - Ve !
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De preductontwikkeling van-7;%;7 volgens de nulpunten (analoog aan de sin-

en cos-ontwikkeling).

n+/-/ heel o
Uitgangspunt: 4‘ , - / f} ‘(f 5/%, ”’""/‘ ﬁ/fv)/[/:-"://)) nReg(:) e;o pos
n! %) _ !

(e ke m ()X TCE) ~ (em)(Zim 7). (Z+])

n+1 factoren

/ / = / e
Batt Kot T Zett-2, Xl " Z X (+E2)(r+ k). (1 %)
/ %y mal=1,, n!
,["1 (-4, a5 = Zlret)(t2) oo (Kam-1)(%s¢ 1)
= /L. /
< TR E) (7 E)
Stel t = = t =0 —» u =0
n
t=1—> u =n.

Integraal wordt:

_//“a""/-_@/”‘ﬂé&=
A n

n%

/!
XZtI)(t2) o oo (R4 2)
of:

) n x-/ _ /! %
,0///'%) wtak = x(zftf)fzb,Lz)...[z,m)

Lon ///-z)”%% bon el p®

M cO N > 00 'Z[%{-l)[k/-l) [1{-4").
2 3
% n bplr- % 4 _ gy L&
b [T-m)"s b 2" E 4 RS J
sadadad o e g > 00
o geEE B

N » O

Dan zal waarschijnlijk wel de lim.van de integraal in het linkerlid worden:
o
-t y-/
/ 2"« e - (%),
4

Dit is een vermoeden, maar geen bewijs; er is een dubbele limietovergang.

Vermoeden:

o, [Or- ) 2 [T

/Mm/ P ’(Z‘“-(/-__ “}4&«_

dus:
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We zullen bewijzen:

o0& 2% } % - )

Als we dit bewezen hebben zal het vermoeden juist zijn. Uitgangspunt:
1+y£ &1 -y)—1 voor 0{y{ 1. Bewijs:

/1—/4 /+-/r'g-+.§ +_3Z;+... £ /+/+/2+/"+...
Stel:

y = %. u van O —=» n, dus ﬁ tussen O en 1.
« -/
w© £ a,)
/- - ... /+_é[4~$(/-7

omkeren :

_/
«€
’*/7»

in de n® macht:

{(/+ M)} (/+ ’) £ a> (/_%}4-/»
—e—-—//—”if)lﬂza (a)

Z'“[/_z“(/_ﬁj”‘};a.
Uit (1) volgt: 7
a; {/+%)n

Za//- ) >(/+.__) (/—_M/: (/'_”%2)4/

e 1o2(1-4)" L& /- /—%i)”"

iy’
a0

> Z > /- £

dus:

du
24 ”n
/{/ z“//-lé/} YA //m/} ()
ﬁ=/+¢+a s, .o a” gm voor 04 aé /.
n termen (m;;;waardig quotient).
dus :
/_am.$ /)L// —d) voor oL af/

£8n van de ongelijkheden van Bernoulli. Zeer belangri jk.
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< 1P =

2
- - &
a= /-4

voldoet aan de eis O£ a 1. Dus:

«? )% | _ W
/_//-zg)ga{/-u;n_l}_ -,
Zodat (b) wordt:
e'“{ /-2 - (e)

Dan is met (a) en (¢) (A) aangetoond. Dus:

| [ - o < [ e
<[ L o L [T e
<z//w,é'“¢’“/ﬂh = A (% +2)

7
zedat :
W " n
/ &62 /{J@ - (/-ﬁ 644‘( F(ZJ-Z) voor elke gehele n.
0 » ”n
1% e
Dus.n_l:x ana-’ = 0, dus o-- ..:O,

zodat we het vermoeden nu inderdaad bewezen hebben.

Gevonden:

S e - ) e sl

oo X(ZeI)(E+Z] . o (Zym)

Voorlopig nog slechts geldig voor Re(z))O afkomstig van Gauss. Het zal ech-
ter voor elke complexe z blijken te gelden, behalve voor z= 0, =1, =2, . .
e 9 =N,

Neem nu aan Re(q)é_o. Voeg er een positief geheel getal k aan toe, zo-
dat Re(z +k)> 0.

; / :Z+A(
/-’/x*//= %—’:W (%4-‘}(244-4?)(964-[#2)..,(zf-1+/h~) -

= Lom ! a4
o 0o (Xsh)(kekerr) . (Kpm][xemel) oL (R Kem)

Steeds geldt:

I{z+4) = Qc,tl_/}/‘zf/_z) vo o X2

invullen in linkerlid en delen door factor

tussen accolade.
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/"/'z/= y - w!n® . ‘af 3

mr00 YET). . (%1h-1) . (Z+ R kekit). . Jein) s

[x*‘% +/l-;l/£+£+ml

o= — = = = = =

/"/x/= y . a! 1% p im m«l

7> OO Z/Z#/)(Z#Z)-..(Zl-/ﬂ} ‘ A > 60 t(%,{-4!1-‘-/) o .(Z{.l -I-/)b)l

in teller en noemer k-

factoren.
= A’O @ e A;’V a7 / x l
7 o0 s> o0 !’*T//’* 9_;:_) ; .//+ %’; )
—V 7
1
sodat: k is eindig, lim=geg——7 = 1.

/"/k/: - w ! n*

mseo R(%i1)(ke2). . .(Zf-Mf

voor elke z, behalve als ereo optreedt. (Dat gebeurt links en rechts ge-
lijk in 2=0, -1, =2, . . , =n).

Omkeren @
e = é{hb 229?+4Aﬁ(+2j. ...[ﬁ:+«@/
rex) e a! n®

analytische functie; geen singuliere punten meer; voor elke z geldig. Van

Gauss.

Enkele schoonheidsfoutjes nog corrigeren: o.a.:

/ / ém— (Xt )[%+2) . o o (% 42) .

2 7(%) T Tlzer) T Bam n! n?%

nu in teller en neemer n factoren, zodat:

e A (X V% T .//,«%)}




