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University of Technology, The Netherlands 5 

 6 

Abstract:  The  stability  of  most  earth  embankments  is  strongly  influenced  by  the 7 

water content of the soil. The water content directly  influences the suction or pore 8 

pressure in the soil, as well as the mass of material, thereby affecting the stress state 9 

and strength, and  leading  to changes  in  the stability. These aspects are coupled by 10 

the  so‐called  soil water  retention  behaviour, which  is  observed  to  be  a  hysteretic 11 

phenomenon. Moreover, soils are known to be spatially variable or heterogeneous in 12 

nature, which can  lead  to preferential  flow paths and stronger or weaker zones.  In 13 

this paper the behaviour of a heterogeneous earth embankment subjected to cyclic 14 

water  level  fluctuation,  including  the  impact of hysteresis,  is  investigated.  The  soil 15 

property values governing  the unsaturated hydraulic  response of  the embankment 16 

are  considered  as  spatially  random  variables, with  the mechanical property  values 17 

considered deterministic  in order  to  isolate  the  impact of  the hydraulic behaviour. 18 

The Monte Carlo Method  (MCM)  is used  to  conduct probabilistic  analyses  and  an 19 

assessment  of  the  relative  influence  of  material  properties  illustrates  that  the 20 

saturated hydraulic  conductivity,  ݇௦௔௧, plays  a dominant  role  in  the  slope  stability. 21 

Moreover, in the initially drying condition, the average factor of safety (FOS) and the 22 
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95th  percentile  FOS  of  the  slope  considering  hysteresis  are  smaller  than  those 23 

without  considering  hysteresis,  at  all  times,  while  the  variability  of  the  FOS 24 

considering hysteresis is larger than that when not considering hysteresis. In practice, 25 

this means that slopes under seepage conditions, which are assessed to have a  low 26 

FOS, should be assessed including the hysteretic behaviour to ensure stability. 27 

Keywords:  Embankment,  hysteresis,  reliability,  slope  stability,  spatial  variability, 28 

transient seepage 29 

1. Introduction 30 

Slopes under  seepage  conditions, with both  saturated  and unsaturated  zones,  are 31 

common and of great concern  in geotechnical engineering  (Chen and Zhang, 2006; 32 

Rahardjo  et  al.,  2010).  The  saturated‒unsaturated  seepage  in  the  slope  has  a 33 

significant impact on the slope stability, via changes in shear strength and volumetric 34 

weights, and is strongly related to the water retention behaviour of the unsaturated 35 

soil (Gui et al., 2000; Le et al., 2012; Zhu et al., 2013; Zhang et al., 2015; Zhang et al., 36 

2016).   37 

The soil water  retention curve  (SWRC) describes  the  relationship between  the 38 

suction head,  ݄௦, and a measure of the water content,  in this paper the volumetric 39 

water  content  (VWC),   ,ߠ and  in  addition  impacts  the  hydraulic  conductivity,  ݇, 40 

which further affects the distribution of pore water pressure (PWP)  in the soil (Lam 41 

et  al.,  1987;  Yang  et  al.,  2012).  Hysteresis  in  the  water  retention  behaviour  of 42 

unsaturated soils describes a non‐unique relationship between  ݄௦  and   and thus 43 ,ߠ
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also  between  ݄௦   and  ݇   (Jaynes,  1984;  Pham  et  al.,  2005;  Wu  et  al.,  2012). 44 

Moreover, due to the existence of hysteresis, the VWC in the soil under cyclic drying 45 

and wetting processes may exhibit a significantly different response as compared to 46 

the non‐hysteretic  case  (Ma et  al., 2011).  Indeed,  the differences  in  the PWP  and 47 

VWC induced by the hysteresis in the SWRC contribute to a hysteretic shear strength 48 

response which affects the stability and reliability of the slope (Bishop, 1959). 49 

However,  to  simplify  seepage  analyses  the  effect  of  hysteresis  is  commonly 50 

ignored  (e.g.  Tsaparas  et  al.,  2002;  Le  et  al.,  2012),  even  though  it may  generate 51 

inaccurate  predictions  of  the  distributions  of  PWP  and  VWC.  Tami  et  al.  (2004) 52 

investigated  the  variation  in  the  suction  profile  in  a  soil  column with  a  hysteretic 53 

SWRC.  It was  found  that, due  to  the hysteresis,  the  suction  at  the newly  reached 54 

steady  state  after  a  certain  period  of  infiltration  was  significantly  affected  by  the 55 

initial water content prior  to  the  infiltration process. Yang et al.  (2012) studied  the 56 

variation of matric suction and VWC  in a soil column under cyclic precipitation and 57 

evaporation. It was found that the computed results were closer to the experimental 58 

results when considering hysteresis.   59 

Recently,  several  researchers have  investigated  the effect of hysteresis on  the 60 

stability  of  soil  slopes.  Ebel  et  al.  (2010)  pointed  out  that  simulations  ignoring 61 

hysteresis  could  underestimate  the  potential  for  landslides.  Ma  et  al.  (2011) 62 

conducted an experimental and numerical study of a soil slope to assess the effect of 63 

hysteresis, both on the hydraulic response and the slope stability.  It was found that 64 

the distribution of water content was influenced by hysteresis and that the calculated 65 
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FOS of the slope considering hysteresis recovered quickly after rainfall and was larger 66 

than that without considering hysteresis for any given time. 67 

Most  research  that  includes  the effect of hysteresis  focuses on homogeneous 68 

soils. Conversely,  if  the heterogeneity of  soil property values  is  taken  into account, 69 

the impact of hysteresis is typically not accounted for (Arnold and Hicks, 2010; 2011; 70 

Zhu  et  al.,  2013). However, Nakagawa  et  al.  (2012)  highlighted  the  importance  of 71 

considering both hysteresis and heterogeneity in the simulation of unsaturated flow 72 

by  comparing  numerical  results  with  experimental  data.  Very  few  studies  have 73 

incorporated hysteresis and heterogeneity  in the assessment of slope stability. Yang 74 

et  al.  (2013)  accounted  for  the  effect  of  hysteresis  and  spatial  variability  of  soil 75 

property values,  i.e. of  the saturated hydraulic conductivity and some SWRC  fitting 76 

parameters,  in  a  one‐dimensional  infiltration  problem.  It  was  shown  that  the 77 

combined effect of hysteresis and heterogeneity of soil property values increased the 78 

uncertainty  in  the  estimation  of  the  ability  to  prevent  penetration  in  soil  covers, 79 

compared to the non‐hysteretic but heterogeneous case. Zhang (2007) incorporated 80 

both hysteresis and heterogeneity into the stability analysis of a 2D slope under cyclic 81 

precipitation and evaporation, with  the analysis starting on  the wetting SWRC. The 82 

results suggested  that simulations without considering  the effect of hysteresis may 83 

underestimate the slope reliability. 84 

This paper  investigates  the  slope  stability of  an  embankment under  transient 85 

seepage,  i.e. due to a cyclic external water  level. The effects of both hysteresis and 86 

heterogeneity of  the soil property values on  the seepage  response are considered. 87 
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First,  the  mechanical  and  stochastic  model  framework  for  slope  stability  under 88 

saturated‒unsaturated  seepage  is  briefly  introduced.  Next,  the  numerical 89 

implementation of the framework  is explained, and a specific example then utilised 90 

to investigate the impact of considering hysteresis for a homogeneous embankment. 91 

Finally,  the effect of  spatial variability of  the  soil property values  is  considered, by 92 

conducting a probabilistic analysis of the slope stability and comparing the results of 93 

the hysteretic and non‐hysteretic cases. 94 

2. Formulation 95 

2.1 Governing flow equation 96 

The governing equation of 2D transient unsaturated‒saturated flow is based on mass 97 

conservation.  In the  flow analysis, the soil skeleton  is considered to be rigid, which 98 

means  that  any  volume  change  during  the  seepage  process  is  not  accounted  for. 99 

Therefore,  the  governing  flow  equation,  in  incremental  form,  is  (e.g.  Celia  et  al., 100 

1990) 101 

డ

డ௫
ቀ݇௫

డ௛

డ௫
ቁ ൅ డ

డ௭
ቀ݇௭

డ௛

డ௭
൅ ݇௭ቁ ൌ ሺ݄ሻܥ డ௛

డ௧
                              (1) 102 

where  ݇௫   and  ݇௭   are  the  hydraulic  conductivities  in  the  ݔ   and  ݖ   directions, 103 

respectively,  ݄   is  the  PWP  head,  ݐ   is  time  and  ሺ݄ሻܥ ൌ ݄߲/ߠ߲   is  the  specific 104 

moisture  capacity  function with   ߠ being  the VWC.  The  same  description  of mass 105 

conservation can be used for heterogeneous porous media (e.g. Gui et al., 2000) with 106 

an appropriate selection of hydraulic conductivities at each location.     107 

2.2 Water retention behaviour 108 

The SWRC  is a  function  relating  the  suction head,  ݄௦, with   The .ߠ suction head  is 109 
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defined as the negative component of  ݄  and is represented by 110 

݄௦ ൌ െ݄ ൌ ݏ ⁄௪ߛ ൌ ሺݑ௔ െ ௪ሻݑ ⁄௪ߛ                                       (2) 111 

where   ݏ is the matric suction,   ௔ݑ is the pore air pressure, which is assumed to be 112 

atmospheric in this paper,   ௪ݑ is the PWP and   ௪ߛ is the unit weight of water. 113 

The van Genuchten (1980) model is frequently used to describe the SWRC (e.g. 114 

Gui et al., 2000; Sivakumar Babu and Murthy, 2005; Phoon et al., 2010) as it can give 115 

a good approximation of the experimental results of many soil types (e.g. Han et al., 116 

2010). It is given by 117 

1
0

1 ( )

1 0
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S h
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                                    (3) 118 

where  ܵ  is effective degree of saturation,   ߙ is a parameter which is approximately 119 

the  inverse of  the air‐entry  suction head,  ݄௦,௔௘, and   ௦ߠ and   ௥ߠ are  the  saturated 120 

and  residual VWC,  respectively  (see  Figure 1  (a)). Due  to  the hysteretic behaviour 121 

described by  the water  retention  curve,  the main wetting  and drying  curves have 122 

different  values  of  ߙ ,  i.e.  ௪ߙ ൎ ଵ

௛ೞ,ೌ೐,ೢ
൐ ௗߙ ൎ

ଵ

௛ೞ,ೌ೐,೏
.  The  model  parameter  ݊ 123 

defines the slope of the water retention curve, which is here assumed to be identical 124 

for the main wetting and drying responses, and  ݉  is a curve fitting parameter which 125 

is here approximated (Mualem, 1976) by 126 

݉ ൌ 1 െ 1 ݊⁄                                                     (4) 127 

The hydraulic conductivity of the unsaturated soil  is typically a  function of the 128 

effective  degree  of  saturation  (Figure  1  (b)).  It  can  be  derived  from  the  SWRC  by 129 

using the van Genuchten (1980) model, for which one common expression is 130 
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݇ ൌ ݇௦௔௧√ܵൣ1 െ ൫1 െ ܵሺ௡ ௡ିଵሻ⁄ ൯
௠
൧
ଶ
                          (5) 131 

where  ݇௦௔௧  is  the saturated hydraulic conductivity of  the soil.  It can be seen  from 132 

Figure 1 that, due to the hysteresis  in the SWRC, there will be also hysteresis  in the 133 

hydraulic conductivity function with respect to the suction head. 134 

Jaynes  (1984)  compared  four  methods  of  modelling  hysteresis  in  the  water 135 

retention behaviour, i.e. in approximating the curves between the main wetting and 136 

drying curves, referred to as scanning curves, (see Figure 1 (a)), and found that the 137 

performance of the four methods were equally good  in the numerical simulation of 138 

hysteretic  flow. Furthermore,  the author pointed out  that, due  to  simplicity,  linear 139 

scanning curves were often used  in numerical analyses. Therefore, as  this paper  is 140 

not considering a specific soil, this approach has been adopted here to describe the 141 

transition from wetting to drying and vice versa (Figure 1 (a)), utilising parameter   142 ߢ

to define the gradient of the curves.   143 

2.3 Slope stability assessment 144 

Slope  stability equilibrium  is  solved using a  linear elastic, perfectly plastic material 145 

model. Bishop’s effective stress combined with the extended Mohr−Coulomb failure 146 

criterion has been used to model the shear strength (Bishop, 1959): 147 

߬ ൌ ܿᇱ ൅ tan߮ᇱ	௧ߪ ൅  tan߮ᇱ	ݏ߯                                       (6) 148 

where  ߬  is  the  shear  strength,  ܿᇱ  and  ߮ᇱ  are  the  effective  cohesion  and  friction 149 

angle,  ߯  is a scalar parameter defining the suction‐induced effective stress,   ݏ is the 150 

matric suction and   ௧ߪ is  the  total stress normal  to  the sliding plane  (Cai and Ugai, 151 

2004). In this paper, the suction stress,   is defined as 152 ,ݏ߯
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                                  (7) 153 

where  the  suction  stress  is  assumed  to  equal  the  effective  degree  of  saturation 154 

(Vanapalli et al., 1996). When the suction is negative, i.e. there is a positive PWP, the 155 

conventional effective stress is used. 156 

The unit weight,   of ,ߛ the unsaturated soil  is a  function of   ߠ (Tsai and Chen, 157 

2010) and can be expressed as 158 

ߛ ൌ ሾሺ1 െ ௦ܩ௪ߩ௦ሻߠ ൅  ሿ݃ߠ௪ߩ                                       (8) 159 

where   ௪ߩ is the density of water,   ௦ܩ is the specific gravity of the soil particles and 160 

݃  is the gravitational acceleration. 161 

2.4 Spatial variability of soil properties 162 

The  heterogeneity  of  the  soil  is  considered  by  some  soil  property  values  being 163 

spatially  random  variables  following  normal  or  lognormal  distributions.  The  point 164 

statistics of the variables are described by the distribution type, mean, variance and 165 

cross‐correlation between different variables. The coefficient of variation (ܸܱܥ)  is a 166 

normalised measure of the variability, defined as 167 

ܸܱܥ ൌ ఙ

ఓ
                                                          (9) 168 

where   ߤ and   ߪ are the mean and standard deviation, respectively. 169 

The  soil  property  values  are  also  spatially  correlated  due  to  the  deposition 170 

process. The scale of fluctuation,  ݈, is the distance over which parameter values are 171 

significantly  correlated  (Fenton  and Vanmarcke,  1990).  In  addition,  the  deposition 172 

process causes different scales of fluctuation in the horizontal and vertical directions. 173 

Hence,  the  ratio  of  the  horizontal  scale  of  fluctuation  to  the  vertical  scale  of 174 
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fluctuation is referred to as the degree of anisotropy of the heterogeneity,   ߦ (Hicks 175 

and Samy, 2002; 2004), i.e. 176 

ߦ ൌ ௟೓
௟ೡ
                                                        (10) 177 

where  ݈௛  and  ݈௩  are the horizontal and vertical scales of fluctuation, respectively. 178 

For more information about the statistics of soil property values, the reader may 179 

refer to Phoon and Kulhawy (1999). 180 

3 Numerical implementation   181 

3.1 Slope stability under transient seepage 182 

The flow and slope stability analyses both use finite element (FE) programs that have 183 

been  developed  based  on  Smith  et  al.  (2013);  that  is,  using  4‐node  quadrilateral 184 

elements  for  the  flow  analysis  and  8‐node  quadrilateral  elements  for  the  slope 185 

stability analysis. First, a flow analysis is performed and the variation of suction stress 186 

and VWC with time, i.e.   ሻݐሺݏ߯ and   ሻ, are computed. Next, the suction stress and 187ݐሺߠ

VWC  from  the  flow  analysis  are  imported  into  the  slope  stability  FE  program  and 188 

mapped  onto  the  Gauss  points  for  computing  the  effective  stresses  due  to 189 

gravitational (self‐weight) loading.   190 

The  governing  flow  equation  has  been  solved  by  using  the  modified  Picard 191 

iteration method (Celia et al., 1990; Lehmann and Ackerer, 1998). In the flow analysis 192 

program, the VWC for the main drying and wetting curves is computed via Equation 3. 193 

The water  retention behaviour along  the  linear  scanning  curve  is  computed via an 194 

algorithm  proposed  by  Yang  et  al.  (2011),  in which  the VWC  at  the  current  time, 195 

ݐ ൅ 1,  is determined  as  a  function of  the  current  change  in  suction head  and  the 196 
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previous VWC, i.e.  ௧ାଵߠ ൌ ݂ሺΔ݄௦௧ାଵ,  .௧ሻߠ  197 

If  the PWP  at  the Gauss point  is negative,  the  soil unit weight  is updated by 198 

Equation 8 in the FE slope stability analysis; otherwise the unit weight is equal to the 199 

saturated unit weight. The strength reduction method (Griffiths and Lane, 1999) has 200 

then  been  applied  to  compute  the  FOS  of  the  slope.  In  this  method,  the  FOS  is 201 

defined  as  the  factor  by  which  the  original  shear  strength  is  reduced  in  order  to 202 

cause the slope to fail. Hence, 203 

/ FOS

tan
arctan

FOS

f

f

c c



 

    
 

                                                  (11) 204 

where  ௙ܿ
ᇱ   and  ߮௙

ᇱ   are the factored shear strength parameters at slope failure. 205 

3.2 Probabilistic simulation 206 

For modelling soil heterogeneity, the Local Average Subdivision (LAS) method (Fenton 207 

and  Vanmarcke,  1990)  has  been  used  to  generate  stationary,  spatially  correlated, 208 

random  fields  of  soil  parameter  values.  In  this  paper,  the  exponential  Markov 209 

correlation function has been used to model the correlation between the parameter 210 

values at different locations: 211 

ሺ߬ሻߩ ൌ exp	ቀെ ଶ

௟
߬ቁ                                              (12) 212 

where  ߬  is the lag distance between two points at different locations in space within 213 

the random field, and  ݈  is the scale of fluctuation. 214 

The  Monte  Carlo  Method  (MCM)  has  been  used  to  investigate  the 215 

characteristics of the slope stability under stochastic transient seepage. Each Monte 216 

Carlo simulation involves multiple realisations of the problem, in which each random 217 
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field is based on the same set of statistics, but yields a unique representation of the 218 

spatial  variation  in  a material property.  Individual  random  fields  are  generated  for 219 

each  soil parameter  in  standard normal  space, and  then  transformed  into physical 220 

space. The random field cell values of the parameters, generated by LAS, are mapped 221 

onto the finite element mesh at the Gauss point level. 222 

In this investigation, for the purpose of comparing non‐hysteretic and hysteretic 223 

responses, 1000 realisations was  found  to be sufficient, as well as being consistent 224 

with other  studies, e.g. Griffiths and Fenton  (2004), Hicks and Spencer  (2010) and 225 

Santoso et al. (2011).   226 

4. Slope stability example 227 

A  heterogeneous  embankment  subjected  to  cyclic  external water  level  fluctuation 228 

has been taken as an example to demonstrate the  influence of the combined effect 229 

of  hysteresis  and  heterogeneity  on  slope  stability.  For  comparative  purposes,  the 230 

investigation has also included non‐hysteretic and homogeneous analyses. 231 

The geometry of the embankment  is shown  in Figure 2. Its height  is 12 m, and 232 

the width of  its  crest  and base  are 4 m  and 52 m,  respectively. The embankment 233 

experiences a water level fluctuation on its upstream side. WL1  and WL2  are the 234 

highest  and  lowest water  levels, whereas  line A−A  (at  ݔ ൌ 34	m)  and  point  B  (at 235 

ݔ ൌ 28	m )  denote  the  observation  cross‐section  and  point  where  results  are 236 

recorded. The downstream water  level  remains at  foundation  level  ݖ) ൌ 0	m), and 237 

the bottom boundary of the embankment is impermeable and fixed.   238 

The water  level fluctuation with time has been simulated by the summation of 239 
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two sinusoidal curves, with two different frequencies (denoted by functions   ଵܥ and 240 

 ଶܥ in  Figure  3).  For  both  curves,  the  mean  and  amplitude  are  3.5  m  and  3  m 241 

respectively, whereas  the  time period of   ,ଵܥ termed  ଵܶ (and equal  to 10 days),  is 242 

three times that of   ଶ. The resulting water level fluctuation, shown by the green line 243ܥ

in Figure 3, has a maximum water level of 10 m (WL1) and a minimum water level of 244 

4 m (WL2). 245 

The  parameter  values  of  the  deterministic  homogenous  case,  in  which  the 246 

spatial variability of parameters is not included, are listed in Table 1, with the SWRC 247 

properties following Yang et al. (2011) and the mechanical properties following Hicks 248 

and Spencer (2010). The specific gravity is typical of an organic soil, i.e. ~2, as is the 249 

hydraulic  conductivity,  at  1x10‐6  m/s.  The  SWRC  is  given  in  Figure  4.  In  the 250 

non‐hysteretic case, the drying property values are used (as explained in Section 5.1). 251 

For  the  heterogeneous  case,  in  which  several  hydraulic  parameters  are  spatially 252 

random,  the  distributions  of  these  parameters  are  listed  in  Table  2. Nielsen  et  al. 253 

(1973), Freeze (1975) and ASCE (2008) have shown that  ݇௦௔௧   can be assumed to be 254 

log‐normally distributed, and a  ܱܥ ௞ܸೞೌ೟   of 0.9 to 1.0 was reported  in Nielsen et al. 255 

(1973).   ௗߙ has also been described as  log‐normally distributed  (Carsel and Parris, 256 

1988; Russo and Bouton, 1992; de Rooij et al., 2004) and, in Carsel and Parris (1988), 257 

ܱܥ ఈܸ೏   is  from  0.203  to  1.603.  Russo  and  Bouton  (1992)  suggested  a  normal 258 

distribution for  ݊, while Carsel and Parris (1988) indicated that  ܱܥ ௡ܸ  is from 0.033 259 

to  0.203. De  Rooij  et  al.  (2004)  showed  that  the  distribution  of   ௦ߠ is  log‐normal, 260 

while Carsel and Parris (1988) reported that  ܱܥ ఏܸೞ  is from 0.15 to 0.355. In de Rooij 261 
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et  al.  (2004),  ܱܥ ఏܸೝ   is  equal  to  0.031  and  the  distribution  is  assumed  to  be 262 

log‐normal.   263 

5 Results 264 

In the following numerical investigation, the effects of hysteresis, parameter variation 265 

and  heterogeneity  are  systematically  investigated.  In  Section  5.1,  hysteresis  in 266 

isolation,  i.e.  a  homogenous  embankment,  has  been  studied,  in  Section  5.2  the 267 

influence of the variable parameters is investigated and in Section 5.3 the impact of 268 

hysteresis  on  a  spatially  variable  embankment  has  been  presented.  Table  3, 269 

summarises the items investigated in each sub‐section. 270 

5.1  Influence  of  hysteresis  on  the  seepage  and  stability  of  a  homogeneous 271 

embankment   272 

Several analyses were initially undertaken to find an optimal mesh size and time step 273 

which would ensure both accuracy and efficiency. A standard  finite element size of 274 

0.5 m (vertical) by 1.0 m (horizontal) was selected and the time step was chosen to 275 

be 0.05 d.   276 

In Liu et al. (2015), the current authors illustrated that hysteretic water retention 277 

behaviour significantly influenced the water flow and soil suction distributions in the 278 

embankment, and thereby the slope stability. Figure 5 shows the variation of the FOS 279 

with  time.  It  increases  from  the  initial  conditions,  illustrating  the  benefit  of 280 

undertaking transient analysis. For both the hysteretic and non‐hysteretic cases, the 281 

FOS is seen to react to the change in water level, where, if the water level is high, the 282 

FOS is low and vice versa. Figure 5 shows that, at any instant in time, the FOS of the 283 
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hysteretic  case  is  always  smaller  than  that  of  the  non‐hysteretic  case,  due  to  the 284 

selection  of  the  main  drying  curve  as  the  starting  point  of  the  transient  seepage 285 

analysis  for both cases. The  reason  for choosing  the main drying curve  is  that Ebel 286 

(2010) reported it to be the most easily measured in the laboratory and therefore the 287 

most  frequently used.  In addition,  in the numerical example, the embankment  first 288 

experiences water level drawdown, i.e. a drying process. If the non‐hysteretic SWRC 289 

is  instead  taken  to  be  the  wetting  curve,  a  difference  in  the  FOS  between  the 290 

non‐hysteretic  and  hysteretic  cases  would  still  exist,  although  the  FOS  of  the 291 

hysteretic case would then be bigger than that of the non‐hysteretic case. 292 

In Figure 5, the hysteretic case reacts quicker to changes  in water  level due to 293 

the  variation  of  VWC  with  suction  moving  along  the  scanning  curve,  and  this,  in 294 

general,  leads to a more significant and faster reduction  in the FOS when the water 295 

level rises. The  largest difference coincides with  the highest water  level and  lowest 296 

FOS  (ignoring  the  first  part  which  is  affected  by  the  initial  conditions).  It  is 297 

emphasised that in this analysis, all properties are constant throughout the domain, 298 

and  no  heterogeneity  is  considered.  Section  5.3  provides  a  demonstration  of  the 299 

impact of considering heterogeneity alongside hysteresis.   300 

Figure  6  compares  the  PWP  head  and VWC  variation with  time  between  the 301 

non‐hysteretic  and  hysteretic  cases,  at  three  depths  along  cross‐section  A−A  (see 302 

Figure 2). It can be seen that the VWC of the hysteretic case is usually larger or equal 303 

to  that of  the non‐hysteretic case, and  that  the PWP head of  the hysteretic case  is 304 

also usually larger or equal to the non‐hysteretic case. The larger the VWC, the larger 305 
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the  overturning  moment  due  to  the  greater  soil  weight;  in  addition,  the  smaller 306 

suction head results in a smaller shear resistance to sliding. Therefore, the combined 307 

effects lead to the FOS in the hysteretic case being smaller than in the non‐hysteretic 308 

case (Figure 5) .   309 

In Figure 6, it is seen that the PWP head in the hysteretic case can change more 310 

rapidly  than  that  in  the non‐hysteretic case, due  to  the suction head moving along 311 

the  scanning  curves.  In  addition,  it  can be  seen  that  the pore pressures  are more 312 

sensitive  to boundary condition  (i.e. external water  level) changes  in  the hysteretic 313 

case, with a similar change for different depths as seen from the blue curves  in the 314 

left plots of Figure 6. In the non‐hysteretic case, the red curve describing the highest 315 

point  (Figure  6  (a))  does  not  change  significantly  with  a  change  of  boundary 316 

condition, whereas  that describing  the  lowest point  is almost as sensitive as  in  the 317 

hysteretic  case.  The  response  delay  of  the  non‐hysteretic  case  during  transient 318 

seepage  can be  explained by  referring  to  the wetting  and drying process  in  a  soil 319 

column (Yang et al., 2011; 2012).   320 

The state at any point in the slope domain may be categorised into three types: 321 

always  unsaturated,  saturated‒unsaturated  and  always  saturated.  The  suction 322 

variations at typical points representing these three cases are illustrated in Figure 7, 323 

which shows the variation of the VWC with suction for points 1–3 shown in Figure 2. 324 

Figures  7(a)  and  (b)  denote  point  1 which  is  always  in  the  unsaturated  condition; 325 

Figures  7(c)  and  (d)  denote  point  2  which  changes  between  saturated  and 326 

unsaturated conditions; and Figures 7(e) and (f) denote point 3 which is always in the 327 
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saturated  condition.  In  Figure 7,  it  can be noted  that  the  suction  in  the hysteretic 328 

case shows  larger variation than that  in the non‐hysteretic case, due to the suction 329 

head varying in the area enclosed by the main drying and wetting curves.   330 

5.2 Relative importance of hydraulic parameters 331 

To  investigate  the  hydraulic  parameters  that  are  here  represented  by  statistical 332 

distributions, i.e.  ࢄ ൌ ሾ݇௦௔௧, ,ௗߙ ݊, ,௦ߠ  ௥ሿ, a sensitivity analysis has been undertaken 333ߠ

to  assess  their  relative  importance  on  the  embankment  response  under  both 334 

non‐hysteretic and hysteretic conditions. Gardner et al. (1981) suggested the use of 335 

the  correlation  coefficient  derived  from  Monte  Carlo  simulation  to  evaluate  the 336 

relative  importance  of  the  input  parameters  on  the  output. Hence,  one  thousand 337 

values  from  the  distribution  of  each  parameter  (Table  2)  have  been  randomly 338 

sampled, and assembled into a 1000 × 5 input matrix: 339 

൥
ଵࢄ
⋮

ଵ଴଴଴ࢄ
൩ ൌ ቎

݇௦௔௧,ଵ ௗ,ଵߙ 							݊ଵ		 ௦,ଵߠ			 ௥,ଵߠ
⋮ ⋱ ⋮

݇௦௔௧,ଵ଴଴଴ ௗ,ଵ଴଴଴ߙ ݊ଵ଴଴଴ ௦,ଵ଴଴଴ߠ ௥,ଵ଴଴଴ߠ
቏                      (12) 340 

No correlation is assumed between the parameters, although physically likely due to 341 

the  dependence  on  grain  size,  minerology  and  density,  as  the  purpose  of  this 342 

investigation  is  to  assess  which  of  the  parameters  is  important  in  controlling  the 343 

system response. 344 

Each combination of the random values of the five parameters (one row  in the 345 

matrix) were utilised in a transient seepage analysis (with the domain being taken as 346 

homogeneous).  The  Pearson  correlation  coefficient  was  then  utilised  to  give  a 347 

measure of the correlation between two variables, and is defined as 348 
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௫೔,୊୓ୗߩ ൌ
஼ை௏ሺ௫೔,୊୓ୗሻ

ఙೣ೔ఙూో౏
ൌ

ாሾሺ௫೔ିఓೣ೔ሻሺ୊୓ୗିఓూో౏ሻሿ

ఙೣ೔ఙూో౏
                                (13) 349 

where  ௜ݔ   is  the  ݅ th  random  variable  in   ,ࢄ ௫೔,୊୓ୗߩ   is  the  Pearson  correlation 350 

coefficient,  ,௜ݔሺܸܱܥ FOSሻ  is the covariance of the two variables, and  ௫೔ߪ   and   ୊୓ୗ 351ߪ

are the standard deviation of   ௜ݔ and FOS, respectively.   352 

Figure  8  shows  the  Pearson  correlation  coefficients  between  the  FOS  and 353 

different hydraulic parameters for the non‐hysteretic case at time  ݐ ൌ 2 ଶܶ. The black 354 

values are for the entire data set and the red values are for FOS below 1.25. It can be 355 

seen that the FOS  increases with an  increase  in  ݇௦௔௧, but decreases with  increasing 356 

 ,ௗߙ ݊  and   .௦ߠ The  positive  relationship  between  ݇௦௔௧  and  FOS  is  because, when 357 

݇௦௔௧  is  large,  the outflow of water  is  faster,  leading  to a higher FOS. The negative 358 

correlations  between  FOS  and   ,ௗߙ ݊  and   ௦ߠ may  be  explained  with  the  aid  of 359 

Figure  9,  which  illustrates  the  sensitivity  of  the  SWRC  equation  to  the  different 360 

parameters, and by recalling that a  lower FOS  is generally obtained for higher VWC 361 

and  lower  suction.  With  reference  to  Figure  9,  for  curves ①  and ②,  the  only 362 

difference  is  in  the  value  of  parameter   ,௦ߠ where  ௦ଵߠ ൐  .௦ଶߠ An  increase  in   ௦ 363ߠ

means that the detained water in the embankment increases, which induces a lower 364 

FOS. For curves ② and ④, the only difference is parameter   ௗ, whereߙ ௗଶߙ ൏  ௗସ. 365ߙ

For  the same VWC,  the suction  is  larger  for   ௗଶߙ and  this causes a higher FOS. For 366 

curves ②  and ③,  the  only  difference  is  parameter  ݊,  where  ݊ଶ ൏ ݊ଷ.  For  the 367 

same VWC, the suction is larger for  ݊ଶ  and this causes a higher FOS. Figure 8 shows 368 

that   ௥ߠ has almost no  influence on the FOS, because the suction cannot reach the 369 

range  of  values  where  the  value  of   ௥ߠ has  a  large  influence.  The  values  of  the 370 
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Pearson correlation coefficients for FOS<1.25 were calculated to investigate whether 371 

FOS closer to failure had similar correlations to those of the whole dataset. All trends 372 

are similar, in that positive correlations remain positive and vice versa, although the 373 

correlations are lower due to the removal of higher calculated FOS. However, there is 374 

still a strong positive correlation between FOS and  ݇௦௔௧. 375 

Figure  10  shows  the  correlation  coefficients  as  a  function  of  time.  The  left 376 

vertical axis applies to the solid lines and the right axis applies to the dashed lines. In 377 

Figure  10,  the  correlation  coefficients  significantly  decrease  for  three  hydraulic 378 

parameters,  i.e.  for  ݇௦௔௧,   ௗߙ and  ݊,  whereas  the  correlation  coefficients  for   ௦ 379ߠ

and   ௥ߠ remain fairly stable. This is due to the impact of the propagation of water in 380 

the  embankment,  induced  by  the  upstream  water  level  fluctuation,  towards  the 381 

downstream.  At  the  end  of  the  first  main  cycle  ( ଵܶ ൌ  10  d)  the  water  level  has 382 

returned to its highest position, so that the unsaturated zone in the sliding area has 383 

become  smaller.  In  addition,  the  water  flowing  into  the  embankment  due  to  the 384 

increasing external water  level has not had time to drain out from the downstream 385 

side. These factors result in the FOS reducing, even when  ݇௦௔௧  is relatively high and 386 

 ௗߙ and  ݊  are relatively small. Hence, when the data of the three parameters versus 387 

FOS,  for  ݐ ൌ ଵܶ ൌ 3 ଶܶ,  are  plotted  in  the  same  way  as  in  the  first  three  plots  in 388 

Figure  8  (though  not  shown  here),  the  dots  become  more  scattered  and  the 389 

correlation coefficients decrease. 390 

As  was  seen  in  Figure  8,  Figure  10  shows  that  the  saturated  hydraulic 391 

conductivity has the largest influence on the FOS, while the residual VWC has almost 392 
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no influence. Indeed, the correlation coefficient between the FOS and  ݇௦௔௧  remains 393 

high  in  comparison  with  the  other  parameters,  even  at  its  lowest  point,  which 394 

indicates  that  ݇௦௔௧  plays  a  dominant  role  in  the  final  computation  of  the  FOS. 395 

Therefore, only the heterogeneity of  ݇௦௔௧  has been  incorporated  into the transient 396 

seepage analysis in the following section. This conclusion is also supported by other 397 

studies reported  in  literature. Rahardjo et al.  (2007) pointed out that the saturated 398 

hydraulic  conductivity  played  a  dominant  role  in  rainfall  infiltration  compared  to 399 

other hydraulic parameters. Avanidou and Paleologos (2002) and Chen et al. (1994a, 400 

1994b)  also  suggested  that  the  saturated  hydraulic  conductivity  was  the  most 401 

important parameter in unsaturated heterogeneous soils. Zhang et al. (2005) studied 402 

rainfall‐induced  slope  failure  in  a  heterogeneous  slope.  In  the  study,  only  the 403 

saturated hydraulic conductivity, saturated volumetric water content, the parameter 404 

related  to  the  air  entry  value  and  the  slope  of  the  water  retention  curve  were 405 

considered  to  be  variable,  because  these  four  parameters  were  considered  to  be 406 

important and  influence the computation of slope stability. The residual volumetric 407 

water content was considered to be not important. 408 

5.3  Influence  of  hysteresis  on  the  seepage  and  stability  of  a  heterogeneous 409 

embankment 410 

In this section, a spatially variable saturated hydraulic conductivity  is used and both 411 

hysteretic  and  non‐hysteretic  SWRCs  are  considered;  all  other  parameters  are 412 

constant. As an  indicative example, the scale of  fluctuation,  ݈୪୬௞ೞೌ೟, has been taken 413 

to  be  1.0  m  in  both  the  vertical  and  horizontal  directions,  i.e.  giving  isotropic 414 
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variability,  and  1000  realisations  have  been  performed.  Note  that,  for  more 415 

comprehensive conclusions on the influence of spatial variability, further studies are 416 

needed.     417 

5.3.1 Influence of hysteresis on stochastic seepage 418 

In Figure 11, the VWCs at Point B from Figure 2 at  ݐ ൌ Tଵ ൌ 10	d  are compared (one 419 

dot  from each realisation), with  the blue dots representing  the non‐hysteretic case 420 

and the red dots representing the hysteretic case. It can be seen from Figure 11 that 421 

the  results  of  the  hysteretic  case  show  larger  variation.  The  variation  is  also  not 422 

limited along a single line in   ௦݄‒ߠ space, as in the non‐hysteretic case, but varies in 423 

a wider area. Note that, because  ݇௦௔௧  was the only randomized parameter, the main 424 

drying curve in the SWRC is the same for both the non‐hysteretic and hysteretic cases. 425 

This means that, in the non‐hysteretic case, the spatial variability can only cause the 426 

scattering of blue dots located along the main drying curve in the SWRC. However, in 427 

the  hysteretic  case,  the  hysteretic  behaviour  allows  the  suction  to  vary  along  the 428 

scanning curve. When  the spatial variability  is added  into  the hysteretic effect,  this 429 

causes  the  suction  to  vary  in  the  area  enclosed  by  the  main  drying  and  wetting 430 

curves. 431 

5.3.2 Influence of hysteresis on the stability of the heterogeneous slope 432 

The  factor  of  safety  has  been  calculated  for  each  realisation  and  a  log‐normal 433 

distribution  fitted  to  the  resulting  ensemble distribution of  FOS.  Table  4  gives  the 434 

mean   ୊୓ୗߤ and  standard  deviation   ୊୓ୗߪ of  the  FOS  for  both  the  non‐hysteretic 435 

and hysteretic cases. The mean of the FOS at all times was smaller for the hysteretic 436 
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case than for the non‐hysteretic case. In addition, the standard deviation of the FOS 437 

was usually higher for the hysteretic case. The reason  is that,  in the hysteretic case, 438 

the hysteresis  in the water retention behaviour  induced much more variation  in the 439 

PWP and VWC, because  the PWP and VWC could vary  in  the area enclosed by  the 440 

main drying and wetting curves. Therefore,  the uncertainty  in  the FOS  is  larger  for 441 

the hysteretic case.   442 

Figure 12 shows the cumulative distribution functions (CDF) of FOS for both the 443 

non‐hysteretic  (dashed  line) and hysteretic cases  (solid  line) at different  times. The 444 

limit  value  of  the  FOS  (dash‐dotted  line)  represents  the  FOS  calculated  in  a 445 

homogeneous non‐hysteretic  analysis based on  the mean  value of  ݇௦௔௧.  From  the 446 

results  in Figure 12,  it  is seen that  if a deterministic method  is used to analyse the 447 

safety of  the embankment  slope,  there  is  a high probability of overestimating  the 448 

FOS (in this case, by up to 20% compared to a 95% reliability). Moreover, based on 449 

the comparison between the solid and dashed lines, it can be concluded that, if only 450 

the heterogeneity  is considered while  the hysteretic effect  in  the SWRC  is  ignored, 451 

the computed probability of slope failure would be lower. This proves that, although 452 

the contribution  to  the variation  in  results due  to  the uncertainties  in  the material 453 

properties and  the hysteresis can be different  (the  former  factor could be  larger  if 454 

there are strong uncertainties in the parameters), both factors play an important role 455 

and should be considered in the analysis. 456 

6 Conclusion 457 

The  combined  effect  of  hysteresis  in  the  water  retention  behaviour  and 458 
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heterogeneity  of  an  unsaturated  soil  on  the  stability  of  an  embankment  under 459 

transient  seepage  has  been  investigated.  The  stability  and  reliability  of  the 460 

embankment shows significant differences with analyses which ignore either or both 461 

of these factors.   462 

Under the influence of both hysteresis and heterogeneity, the PWP and VWC in 463 

the  transient seepage process have a  larger variation  than would otherwise be  the 464 

case. Considering slope stability, in the initially drying condition, the mean of the FOS 465 

for the hysteretic case is smaller than that of the non‐hysteretic case. Moreover, the 466 

standard  deviation  of  the  FOS  is  usually  larger.  It  has  been  found  that,  due  to 467 

hysteresis in the water retention behaviour, the influence of the heterogeneity of soil 468 

property values on slope stability could be amplified. Furthermore, in the sensitivity 469 

analysis of hydraulic parameters,  it was  found  the saturated hydraulic conductivity, 470 

݇௦௔௧, plays a dominant role in slope stability compared to other hydraulic parameters. 471 

Further studies on the impact of spatial variability on these processes are needed to 472 

provide comprehensive conclusions. 473 
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Notation 480 

ܿᇱ  effective cohesion 

௙ܿ
ᇱ   factored effective cohesion at slope failure 

 ܸܱܥ coefficient of variation 

FOS  factor of safety 

݃  gravitational acceleration 

 ௦ܩ specific gravity of the soil particles 

݄  pore water pressure head 

݄௦  suction head 

݄௦,௔௘  air‐entry suction head 

݄௦,௔௘,ௗ  air‐entry suction head for the main drying curve 

݄௦,௔௘,௪  air‐entry suction head for the main wetting curve 

݇  hydraulic conductivity 

݇௦௔௧  saturated hydraulic conductivity 

݇௫  hydraulic conductivity in the   ݔ direction 

݇௭  hydraulic conductivity in the   ݖ direction 

݈  scale of fluctuation 

݈௛  scale of fluctuation in the horizontal direction 

݈௩  scale of fluctuation in the vertical direction 

݉  fitting parameter for the soil water retention curve 

MCM  Monte Carlo method 

݊  fitting parameter for the soil water retention curve 
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ܰ  total number of realisations   

௙ܰ  number of realisations in which the slope fails 

PWP  pore water pressure 

 ݏ matric suction 

ܵ  effective degree of saturation 

SWRC  soil water retention curve 

 ݐ time 

ଵܶ  period of the first sinusoid 

ଶܶ  period of the second sinusoid 

 ௔ݑ pore air pressure 

 ௪ݑ pore water pressure 

VGM  van Genuchten‒Mualem model 

VWC  volumetric water content 

WL  water level 

 ݔ coordinate  in  the  horizontal  direction  relative  to  upstream  toe  of 

embankment 

 ݖ coordinate in the vertical direction relative to upstream toe of embankment 

 ௗߙ approximately  the  inverse  of  the  air‐entry  suction  head  for  main  drying 

curve   

 ௪ߙ approximately  the  inverse  of  the  air‐entry  suction  head  for main wetting 

curve   

 ߛ unit weight of soil 
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 ௪ߛ unit weight of water 

 ߠ volumetric water content 

 ௦ߠ saturated volumetric water content 

௥ߠ   residual volumetric water content 

 ߢ slope of the scanning curve 

 ߤ mean 

 ߦ degree of anisotropy of the heterogeneity 

 ߩ correlation coefficient between two points 

 ௪ߩ density of water 

 ߪ standard deviation

 ௧ߪ total stress normal to the sliding plane   

߬  shear stress 

߮ᇱ  effective friction angle 

߮௙
ᇱ   factored effective friction angle at slope failure 

߯  scalar defining the suction‐induced effective stress 
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Table 1 Parameter values for the homogenous case. 

Parameter  Symbol  Units  Value 

Saturated hydraulic conductivity  ݇௦௔௧  m/d  0.0864 

VGM parameter for the main drying (and non‐hysteretic) curve  ௗߙ m‐1  0.1 

VGM parameter for the main wetting curve   ௪ߙ m‐1  0.2 

Fitting parameter for VGM model  ݊  ‐  1.226 

Saturated VWC   ௦ߠ ‐  0.38 

Residual VWC  ௥ߠ   ‐  0.0038 

Slope of the scanning curve   ߢ m‐1  0.00006 

Stiffness   ܧ kPa  1.0×105 

Poisson's ratio  ߭  ‐  0.3 

Effective cohesion  ܿᇱ  kPa  15 

Effective friction angle  ߮ᇱ  o  20 

Specific gravity   ௦ܩ ‐  2.02 

Note: VGM represents the van Genuchten−Mualem model described in Section 2.2. 



Table 2 Statistical distributions of the hydraulic parameters 

Parameter  ݇௦௔௧  [m/d] ௗ|[mߙ|
‐1]  ݊  [‐]   ௦ߠ [‐]  ௥ߠ   [‐] 

Distribution  Lognormal  Lognormal Normal  Lognormal Lognormal 

 ߤ 0.0864  0.1  1.226  0.38  0.0038 

 ߪ 0.0864  0.05  0.08  0.06  0.0002 

 ܸܱܥ 1.0  0.5  0.065  0.16  0.053 

 



Table 3 Outline of numerical investigation 

Sub‐section  Hysteresis Parameter sensitivity Spatial variability 

5.1      

5.2       

5.3       

 



Table 4 Statistical information of the FOS based on 1000 realisations 

Case  Time	ݐ   ୊୓ୗߤ  ୊୓ୗߪ Case  Time  ݐ  ୊୓ୗߤ  ୊୓ୗߪ

Hysteretic 

1Tଶ  1.199 0.0374

Non‐hysteretic 

1Tଶ  1.221 0.0364 

2Tଶ  1.233 0.046 2Tଶ  1.278 0.045 

Tଵ ൌ 3Tଶ  1.182 0.0467 Tଵ ൌ 3Tଶ  1.245  0.0488 

4Tଶ  1.232 0.049 4Tଶ  1.274  0.0475 

5Tଶ  1.253 0.0535 5Tଶ  1.311  0.0529 
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Figure 4. SWRC used in the analyses
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