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1 Inleiding

Het dynamische gedrag van een ecosysteem kan wat betreft biotische en abioti-
sche kenmerken op verschillende wijzen beschreven worden. Fen wiskundig model
is een van de manieren waarop de grootte van de populaties en de concentra-

tie van de in het ecosysteem aanwezige stoffen als functie van de tijd beschre-
ven kan worden. In dit onderzoek wordt aandacht besteed aan €én aspect van

een bepaalde klasse van deterministische wiskundige modellen, en wel de klasse
van de stelsels gekoppelde gewone niet-lineaire differentiaalvergelijkingen
van de eerste orde. Met deze modellen kan de continue groei beschreven worden
van populaties die op een bepaalde wijze invlced op elkaar uitoefenen, zoals

dat bijvoorbeeld het geval is bij jager—prooi relaties.

Het te onderzoeken aspect is het bepalen van in de bovengencemde stelsels dif-
ferentiaalvergelijkingen voorkomende onbekende en niet direct voor metingen
toegankelijke constante parameters met behulp van metingen die verricht zijn
aan de afhankelijke variabelen op willekeurige tijdstippen. Door het invoeren
van nieuwe differentiaalvergelijkingen voor de parameters wordt het probleem
van het schatten van parameters gereduceerd tot het oplossen van een stelsel
differentiaalvergelijkingen met meetgegevens als tussenvoorwaarden. Een bij-
komende moeilijkheid is het feit dat er in de practijk zelden of nooit sprake
zal zijn van de voor een routinematige numerieke aanpak vereiste beschikbaar-—
heid van beginvoorwaarden voor alle onafhankelijke variabelen op een zelfde

tijdstip t = -

In hoofdstuk 2 wordt de methode van de quasi-linearisering ingevoerd. De me-
thode berust op de gegeneraliseerde reeks van Taylor waarmee het gegeven niet-
lineaire stelsel omgezet kan worden in een stelsel gewone lineaire differen-
tiaalvergelijkingen. Via successieve oplossingen van dit lineaire stelsel wordt
de oplossing van het niet-lineaire stelsel differentiaalvergelijkingen bepaald.
Verder wordt onderzocht hoe de onafhankelijke variabelen als functie van de
tijd geinterpoleerd moeten worden. Op summiere wijze worden enkele aspecten

betreffende de convergentie van het proces behandeld.

In hoofdstuk 3 wordt besproken hoe de waarnemingen die gedaan zijn aan een of
meer van de onafhankelijke variabelen worden gebruikt om de onbekende parame-
ters en beginvoorwaarden te berekenen. Omdat het stelsel differentiaalverge-

lijkingen gelineariseerd is kan het beginsel van superpositie van oplossingen



toegepast worden. In het huidige stadium van het onderzoek wordt veronder-—
steld dat het aantal waarnemingen juist gelijk is aan de som van het aantal

te schatten parameters en het aantal ontbrekende beginvoorwaarden.

Tenslotte wordt in hoofdstuk 4 een numerieke uitwerking van een parameter-
schatting gegeven. Als voorbeeld is een stelsel Lotka-Volterra vergelijkingen
met twee ontbrekende parameters en twee ontbrekende beginvoorwaarden gekozen.
Aan deze vergelijkingen wordt ook het schalen van de tijd en van de onafhan-
kelijke variabelen gedemonstreerd. Er wordt geprobeerd een op bisectie geba-
seerd proces te ontwikkelingen waarbij het niet meer nodig is om van te voren

beginschattingen voor het verloop van de onbekende functies te geven.
De conclusies en aanbevelingen voor verder onderzoek staan in hoofdstuk 5.

Het initiatief voor het onderzoek naar het bepalen van parameters in stelsels

differentiaalvergelijkingen is afkomstig van ir. J.H.G. Verhagen.

Het onderzoek werd verricht door ir. K.D. Maiwald in het kader van de opdracht
ecologisch modelonderzoek R 870 van de Rijkswaterstaat, Deltadienst, afdeling

milieu~onderzoek.



2 Quasi-linearisering

2.1 Afleiding van het iteratieproces

Voorlopig wordt het stelsel gewone niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

van de eerste-orde

dx.
i

Fra fi(xl’XZ""’xn’t)’ t & [b,tf], i=1,2,...,n (1)

met de beginvoorwaarden

xi(to) =X st € [@,tfl, i=1,2,...,0, (2)
beschouwd. Het is veelal eenvoudiger om het bovenstaande stelsel in vector-
notatie te schrijven. Hiervoor wordt de volgende notatie in de reéle n—di-

. . n ‘e .
mensionale vectorruimte R met nog nader te specificeren norm Hﬁ‘ ingevoerd:

x = x(6) = (x(6), %y(E),..n, x_(0))
EG,0) = (£, (6,8), £,00,8),00n, £ (6,000,

zodat het stelsel differentiaalvergelijkingen geschreven kan worden als

& fx,t), t e o] (3)
x(to.) = X to € E),tf]. (4)

Uit de literatuur [5] wordt zonder bewijs een stelling over de existentie en
eenduidigheid van de oplossing van (3) met gegeven beginvoorwaarden (4) aan-

gehaald:

S:={(x,t) x€R", 0 =t = tc)s

met t. eindig, gedefinieerd en continu.
Stel bovendien dat er een comstante L bestaat, met

“f(xl,t) - f(xz,t)” = HXI_XZH



voor alle t € [b,té] en alle X%, e r™ (Lipschitzvoorwaarde).

Dan bestaat er voor iedere £y & [05t§] en iedere X e R" precies &&n vector-
functie x(t) waarvoor geldt:

1. x(t) is continu en differentieerbaar voor iedere ty € [@,té].

dx
dt

3. x(to) =X Ej

2. = f(x,t) voor t € [b,tf].

Aan de Lipschitzvoorwaarde is zeker voldaan als de partiele afgeleiden

i .o
_3-}—(-.—.’ t € [O,tf], i,3=1,2,...,n (5)

bestaan, continu zijn en eindig zijn. In het vervolg worden alleen functies

f beschouwd die voldoen aan deze laatste voorwaarde.

Met de methode van de quasi-linearisering (QL-methode) wordt nu een reeks be-
naderingen x(o)(t), x(l)(t),..,,x<k)(t),... gegenereerd zodanig dat x(k)(t)
voor toenemende k (k geheel) steeds beter gaat lijken op de oplossing x(t),

met andere woorden zodanig dat

lim x(k)(t) = x(t), t € [b,té]. (6)

koo

Een eerste vraag is dan natuurlijk: Hoe moet een dergelijke reeks successieve
benaderingen geconstrueerd worden? Een direct daarop aansluitende vraag is
dan: Convergeert de reeks vectorfuncties {x(k)(t)}, k=0,1,... naar de oplos—
sing x(t), dat wil zeggen is er voldaan aan (6)?

Een derde minder belangrijke vraag is dan: Als het proces convergeert, hoe
snel convergeert het dan? Op de twee laatste vragen wordt in §2.3 verder inge-
gaan. Wat de eerste vraag betreft: De (QL-methode 1lijkt veel op de uit de nu-
merieke analyse bekende methode van Newtoﬁ voor het iteratief bepalen van
nulpunten van reele functies en is evenals deze methode gebaseerd op de gege—

neraliseerde reeks van Taylor. Stel
k n
x{ )(t) € R, k=0,1,..., t € [o,tf]

is een gegeven vectorfunctie die in de omgeving van de gezochte oplossing



{
x(t) € R" ligt. De functie x‘k)(t) voldoet in het algemeen niet aan de dif-
ferentiaalvergelijking (3), maar wordt zo gekozen dat voldaan is aan de be-

ginvoorwaarde (4), zodat
<5 (0) = x ) k=0,1,...

Zonder afbreuk te doen aan de algemeenheid is hier en in het vervolg gekozen
t0 = 0. De essentie van de QL-methode is nu dat de vectorfunctie f(x,t) in
de omgeving van "het punt” x<k)(t) g Rﬁ, k=0,1,..., ontwikkeld wordt in een

reeks van Taylor naar x voor alle t € [@,té], zodat geldt

fi(x,t) = fi(x(k),t) + hi(x(k),t)(x—x(k)) +

—;—(x—x(k))THi B 0y =y 5 L 7

£

i=1,2,...n, k=0,1,...

waarbij hi(x(k),t) de i~de rijvector uit de functionaalmatrix van Jacobi,
10, s,
4 N
afl Bfi Bfl
Xy sz an
k . . .
16y = (8)
of 3f of
n n . n
9x 0% X
1 k
N 2 & J (X( >at)
(~ N
azf. SZf 82f
i i
ax% Bxlaxz Bxlaxn
N . . .
Hi(x(k’,t) - . . : 9)
Bzf. 82f. Bzf.
i i i
anaxl Exnaxz an ‘ o
~ J(x ,t)

Nodig voor de ontwikkeling (7) is dat de partiéle afgeleiden in (8) en (9)



bestaan en eindig zijn voor alle t € [b,tf]. Omdat x(t) zelf aan de differen-

tiaalvergelijking (3) voldoet, dat wil zeggen
f(x,t) = e lo,t.]
s dt’ H f 3

is de reeks van Taylor (7) in vectornotatie ook te schrijven als

dx _ f(X(k)

(k)
It (x

,t) + J ,t)(x*x(k)) + hogere orde termen (10)

voor k=0,1,..., t € [b,tf]. De tweede—orde term uit (7) is hierbij niet meer

expliciet uitgeschreven.

. . + . .
Er wordt nu een nieuwe functie X(k }>(t) e R” gedefinieerd als oplossing van

het volgende stelsel gewone lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste

orde:
i}ia(};i = 10 ¢ 5™ ED LW, (11)
met beginvoorwaarden
(k+1)(o) - x (12)
o
met k=0,1,..., t € [b,tf]. Dit lineaire stelsel (11) is ontstaan door in ver-

gelijking (10) x(t) te vervangen door x{k+1}(t) en de tweede- en hogere—orde
termen in de reeks van Taylor weg te laten. De lineariteit van (11) is gemak—
kelijk in te zien. Er wordt hierbij nog op gewezen dat de vectorfunctie x(k)(t)
in het rechterlid van (11) bekend verondersteld moet worden.

Hiermee is de eerste vraag, namelijk het hoe van het genereren van een rij
vectorfuncties {x(k)(t)}, k=0,1,... beantwoord. Het proces voor het bepalen

van de successieve approximaties verloopt dan als volgt:

1€ stap: k = 0. Kies een beginschatting X(O)(t), t 8 [b,tf].
2¢ stap: Bepaal x(l)(t) via het oplossen van het lineaire stelsel differenti-—
aalvergelijkingen (11) met beginvoorwaarden (12). Dit zal in het al-

gemeen numeriek moeten gebeuren omdat de coefficienten in (11) tijds-



afhankelijk zijn. Op de numerieke aspecten van de integratie wordt
in een latere paragraaf nader ingegaan.

e

37 en volgende stappen:

(

Verhoog k met 1. Iedere nicuwe x k+1)(t) wordt via integratie van
(i1) voor t € [b,tf] bepaald, waarbij de vorige x(k)(t) in het rech~-
terlid is gesubstitueerd. Het proces wordt afgebroken als x(k+l)(t)
en x(k)(t) op Eo,té] voldoende dicht bij elkaar liggen. Dit laatste
wordt, samen met andere met convergentie verband houdende problemen,

nader in paragraaf 2.3 besproken.

Wat is er nu eigenlijk verdiend?

In plaats van het eenmalig oplossen van een stelsel niet-lineaire differenti-—
aalvergelijkingen (4) moet een vooralsnog onbekend aantal keren een lineair
stelsel differentiaalvergelijkingen (11) opgelost worden. Indien we alleen
met een beginwaardeprobleem te maken hadden was dit in numeriek opzicht be-
paald geen vooruitgang omdat in principe met numerieke standaard-subroutines
een niet-lineair beginwaardeprobleem niet moeilijker op te lossen is dan een
lineair beginwaardeprobleem. Zoals in hoofdstuk 3 zal blijken zit de winst
hierin dat bij een lineair stelsel het superpositieprincipe toegepast kan
worden, waarmee ook niet-beginwaardeproblemen (randwaarde- of tussenwaarde-

problemen) aan te pakken zijn.

2.2 Representatie van functies

De initiele beginschatting X(O}(t) en de verdere benaderingen x(k)(t), k=1,2,...

moeten op een of andere wijze op het interval [b,tf] gerepresenteerd worden.
. , > . .. \

Hiervoor worden op het beschouwde interval m (m = 2) equidistante basispun-

ten {tr} gekozen, zodanig dat

t

th

tr = (r-1)At, At = s r=1,2,..,,m. (13)

-1

g

In de basispunten zijn de functiewaarden X(k)(tr) bekend.

k=0,1,..., r=1,2,...,m. Zie figuur 1.
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Figuur 1| Schets van de i~de component van de vectorfunctie x(k)(t)

Voor het numeriek oplossen van het lineaire stelsel differentiaalvergelij~
kingen (11) wordt gebruik gemaakt van de integratieroutine RKGS met voorge-
schreven nauwkeurigheid en zelfkiezende stapgrootte. De integratieroutine

is gebaseerd op een vierde-orde methode van Runge-Kutta, zie [Z},

Vanwege de zelfkiezende stapgrootte van de integratieroutine moet het rech-
terlid van (11), en daarvoor dus ook X(k)<t), in ieder punt van het interval
[b,tél via interpolatie berekend kunnen worden. In de literatuur [}], [?]~en
[}J wordt geen enkele aandacht besteed aan deze interpolatie, grotendeels
terecht zoals achteraf zal blijken.

Voor het lopende onderzoek is slechts een greep gedaan uit de uitgebreide
klasse interpolerende functies; de volgende functies zijn voor de interpola-

tie onderzocht:

~ spline functies

~ lineaire functies.

De achtergrond voor het gebruik van spline-interpolatie is het idee dat de
functies X(k)(t), k=0,1,...,£ & [b,té] "glad" verlopen, en juist bij spline
functies zijn hogere afgeleiden, ook in de toevallig gekozen basispunten,
continu. In het hierna gegeven voorbeeld zijn derde-graads splines gebruikt
zodat ook de eerste en tweede afgeleiden van de interpolerende functies in de
basispunten continu zijn. Ook een hogere graads polynoominterpolatie door de
basispunten heeft dit voordeel, maar daarbij treden juist weer grote verschil-

len op tussen de basispunten. Op grond van de uitgebreide literatuur op het



gebied van interpolatie wordt de voorkeur gegeven aan derdegraads spline-
interpolatie. Een nadeel van het gebruik van splines is de grotere hoeveelheid
rekenwerk die met het bepalen van de coefficienten van de spline functies ge-
moeid is.

Lineaire functies daarentegen zijn als interpolerende functie tussen twee ba-
sispunten zeer gemakkelijk te berekenen, maar benaderen een glad verlopende
functie in het algemeen minder goed, onder andere heeft de interpolerende func-—
tie een knik in ieder basispunt. Om een keus te maken tussen de twee beschouwde
interpolerende functies wordt in plaats van een theoretische afleiding te ge~
ven een eenvoudig voorbeeld nagerekend. Dit voorbeeld is echter wel zo rele-
vant voor de verwachte klasse van problemen dat de conclusie, mits voldoende

evident, ook voor andere soortgelijke problemen bruikbaar is.

Voorbeeld: Zij gegeven het stelsel niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

dx1
& - x Uy
t € [0,10] (14)
2l )
dt 2 72 1
met beginvoorwaarden
XI(O) = ]
| (15)
x,(0) =3

De oplossing van dit stelsel is niet analytisch te geven, maar kan numeriek
willekeurig dicht benaderd worden. Volgens [ﬁ] is de oplossing periodiek met
periode Zﬂ//(; = 3.886.

Met de in §2.1 besproken QL-methode is het beginwaardeprobleem (14, 15) zowel
met spline-interpolatie als met lineaire interpolatie voor verschillende waar-
den van m, het aantal basispunten, opgelost. Voor de spline-interpolatie is de
tweede afgeleide aan de randen (t = 0, t = tf) nul gesteld. In alle gevallen
is als integratieroutine RKGS met voldoende grote nauwkeurigheid toegepast.

Als beginschatting X(O)(t) is telkens een constante functie genomen, en wel

x§o)(tr) 1, ot = (z-DAt, r=1,2,...,m, bt = 10/(m=1)

1
"2"’

xéo)(tr) idem.
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De resultaten zijn in de onderstaande tabel samengevat:

max. abs. fout in

type aantal ba— | aantal inter- benodigde
interpolatie | sispunten m | aties k x§k>(tr) xék)(tr) rekentijd
lineair 6 15 0.027 492 |1 0.012 189 t.1

11 16 0.004 046 |1 0.001 503 1.7

21 14 0.000 259 | 0.000 102 2.7

51 17 0.000 007 | 0.000 003 5.8
spline 6 12 0.021 493 | 0.014 407 3.3
(3e graads) Tl 12 0.000 347 | 0.000 154 10.0

21 13 0.000 003 0.000 002 20.7

51 17 0.000 001 | 0.000 001 100, 1

Tabel | Fouten en

rekentijden bij lineaire—~ en bij spline-interpolatie

Toelichting:

1) Het benodigde aantal
functies x(k>(tr) en
komma overeenstemmen

2) De vermelde maximale

max §x£k>{tr

r=1,2,..,m

waarbi] x(t) een met

iteraties k is zodanig dat na k iteraties de vector-
k+1 . . ..

x< A>(tr} voor alle kentallen in zes cijfers na de

in de basispunten {Eritr = {r~1)At}.

absolute fout is gedefinieerd door

y - xi(tr)i i=1,2, t_-= (r-1)At

voldoende nauwkeurigheid bepaalde numerieke oplossing

van het beginwaardeprobleem (14, 15) 1is.

3) De benodigde rekentijd is CPU~tijd, uitgedrukt in willekeurige eenheden,

voor de vereiste k iteraties bij m gegeven basispunten.

Conclusie : @ voor kleine m zijn spline-interpolatie en lineaire inter-

polatie even nauwkeurig

e voor grote m is spline-interpolatie veel nauwkeuriger

@ de nauwkeurigheid neemt in beide gevallen sterk toe met

toenemende m

e lineaire interpolatie is veel smeller en vraagt minder ge-

heugenruimte (het laatste blijkt overigens niet uit tabel I
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maar is verklaarbaar uit de noodzaak de spline-coéfficién-

ten over het gehele interval ir het geheugen op te slaan).

X Advies : e gelet op nauwkeurigheid en rekentijd is (voor dit en soort-

gelijke gevallen) lineaire interpolatie sterk te prefereren

boven spline~interpolatie. Voor de keuze van het aantal

roosterpunten m wordt verwezen naar §4.1.

Post scriptum : e indien door omstandigheden, bijvoorbeeld op discrete tijd-
stippen gemeten grootheden in het rechterlid van de diffe-
rentiaalvergelijkingen, m niet voldoende groot gekozen kan
worden, wordt spline-interpolatie weer aantrekkelijk omdat

dan de hoogste nauwkeurigheid bereikt kan worden.

Tenslotte wordt voor de lineaire interpolatie voor een eenvoudig geval (n = 1)
. . k+1)
een afschatting van de fout gegeven die in x( ’(t) ontstaat door de voor-
. . k . N .
gaande iteratie x< )(t) op het interval €?r’tV+£] door een interpolerende func-

tie P(k)(t) te benaderen. Zie figuur 2.

X(k+ﬁ{ﬁ

x (k+1)¢)
p(k}(t)

x(Klg)

tr 4t tret

Figuur 2 Invloed van de interpolatie

Zij x(k+1)(t) de oplossing van de lineaire differentiaalvergelijking (11) met

(

. k+1 . .
beginvoorwaarde x )(tr) die ontstaat door gebruik van de correcte waarde

(k+l)(t) op [}r’tr+l] de

oplossing van (11), met dezelfde beginvoorwaarde, die ontstaat door in het

(k) ) .. .
van X (t) op het interval [}r’tr+IJ' Zij verder %

rechterlid van (11) X(k)(t) te vervangen door een interpolatiepolynoom P(k)(t).

Het maximale absolute wverschil

ﬂ ;{(k+1) B X(k+1) “ def max ]3’<(k+l>(t)—x(k+l>

(t)]
eele e ]
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is dan een maat voor de fout die ontstaat ten gevolge van het interpoleren.

Zoals uit het bovenstaande volgt geldt dus

dX(k+1)
dt

- £ 0+ 0a® DLWy el e T (16)

~(k+1) .

~{k+1)
met beginvoorwaarden x(k+1)(tr) =y

(e)
Aftrekken van (16) en (17) geeft de differentiaalvergelijking

d(i(k+l)—x(k+l))

i - :@%,0) - £, + 3@ ®) 0 GED M,

55y E Dy (g

i
met beginvoorwaarde x(k+')(tr)—x(k+l)(tr) = 0.

(k)

De functies f(P ,t) en J(P<k),t) worden om “het punt' x(k)(t) in een reeks

van Taylor ontwikkeld:
ot

Al o (KD e (19)

f(P(k),t) = f(x(k),t> + (P(k)”x(k)) ax | (x t)

Omdat een een-dimensionale vectorfunctie gekozen is geldt

3% by

5f
5§W(x(k>,t)

zodat

il

2
PO ONE

(k)
J(P ,t)
ax2 (X(k),t)

of
5§|(x<k>,t) + o (20)

Substitutie van de ontwikkelingen (19) en (20) in de differentiaalvergelij-

king (18) geeft na weglaten van hogere-orde termen
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d(;(k+1)_x(k+l)>=

~(k+1)_ (k+1) of
dt (= “ ) ox (X(k>,t) *
s D _p )y 3’ 21)
sz (x(k),t)

waarbij geldt § = P(k)—x(k) en Q(k+})(tr)~x(k+l)(tr) = 0,

Zonder deze differentiaalvergelijking analytisch op te lossen is het mogelijk

l }Ef(k‘f'})_

om de foutl x(k+l)” af te schatten. Hiervoor wordt de differentiaalver—

gelijking geschreven als
_— = clg + ¢,6
(22)

g(tr) =0, t € [.tr’tr+1]

%(k+})—x(k+})

met & = g(t) =
5f
¢p = ep(e) =5 ) 4
(k+1) (k). 8°f
e, = e (e) = GIFDpl)y 2L

2
dx (x(k),t)
Vergelijking (22) is ook te schrijven als integraalvergelijking

t

E(t) = g(t ) + ) f (e &+cy8)dr et e, ]
I
o

r

De vergelijking is in deze vorm geschikt om £(t) af te schatten, immers



M
B
§

t t
. ¢
< <
lg(t)[ = §c1£+326 dt = [ (Ic?g, + ic?é!)df
t j = £ 4 i L
T T
t r
< ( frla { !
= L | max igjdr + C max §ldr
el el e 2ol el e 5
r r? Tp e T s o 3 B
met
T
: ] ma ! o :.:E‘..!
CI . @ f * 7[01Qt)1 f‘@xﬁ
(RS S S
R AR el S
P {ntl) (ﬁ}{§§%2£?
C, = max le, ()] =] = S Y
2 r - 2 L ZEI
v ale ! i g A
T e i
dus
P N N YT 151y
|e(e)| = ac(C ig] + C, sl

Als de absolute waarde van £(t) overal kleiner is dan het rechterlid geld:

@

dat ook de maximale absolute waarde kleiner is, dus

max lee)] =le] = aece ] + e lsh

t e[{t ] I

r’tr+§

st C, 8]
I-C, At

A

| £]

De restterm bij lincaire interpolatie is gemakkelijk met een reeks wvan Tay

af te schatten:

202 (k)
ol = 2 )
at

Substitutie hievvan in (23) gesft tensictre

£l
1]
o
[
ux
¢]
o
jo
t
i3
B
=]
o



(24)

bt

Het is overigens wel mogelijk de afschatting (23) voor || £ iets te verfijnen.
o

Hiervoor wordt (22} in gesloten vorm analytisch opgelost via de substitutie

in

&y aF
of
4 . d&.,
P | L
E (o=m = c E.) + € -c.5=0 .
52 \ae 1517 7 5 dk 2

ot s

is £, {t) zo te kiezen dat de uitdrukking tussen haak

=Nol
Agi
= - et =0 =
at 171
t

S e (t)dr

tr 1( )
r = e ¢ M :
3§(§) constante, .e , t & LEot ol

Dan geldt dus ook dat
dg
& 2. ¢, 6 =0 -
=1 dt 2
T
i - “E{Q\4C
g (r) = - e, (1)8(m)e dr +
77 constant 2
[
v
De = g (£)g, (x) £{e_y = 0 is dus




c {n)dr ¢ =/ e, ()dp
3 § b "
EENOLIOE ’ dt, t € [t

e(e) =

| I - P .
De wasrde van gg; is hiermee gemakkeliik af te schatten, immers

t
tj 21(7}ér {t
' ;< r H | “ r
E(E) = e bole (o). ]e \ BN
,5«( 7 i € i j is,,z(’f;g E)\,T) tdr [ LE“rf’ 1
r
C. AL
< 1 AU B
e 8 £ i vzgékigg
s p.o< .
dus ock ﬁag = ngoh (23a2)
CoAtr
< 1t 3 N
= g s At ngéu (Z4a)
<

Yoor O = C At < 1 geldt dat

1 - 3
i < H . . |
e = weee— (reeksontwikkeling!)
1-C, At ( &/

De waarde van Hgﬂ kan voor grote m, (kleine tijdstap At) willekeurig &

gemaakt worden, waarmee voor het eenvoudige geval n = | een lineaire in

polatie de convergentie in de zin

e /’.; k. ; *: (i7-.4 ) =
B - LR - [§-Sa | 7 fan - . " -
lim % (g) = x (£} k=0,1,..., © & [;?,tv+]j, r=l,2, ... ,m 1
oo E ¢

bewezen is. Voor de practiik betekent




taten laat zien dat de fouten bij lineaire interpolatie zich cok bij het ge-

geven twee-dimensionale voorbeeld als O(Atj) gedragen.

2.3 Convergentie en convergentiegebied

Voor het enderzoek van de convergenitie van de (L-methode worden twee achter—

eenveolgende iteratiestappen beschouwd:

(k+1) ] ,
(dxdﬁ”“”‘x £ ey + 3,0y DLWy e [o,t. ], k=0,1,... (25)
ax (k=1 . (k=1) (k) __(k-1) - -

Tap T £ 3T e T ), e e fo,r ] k=1,2,..(26)

Aftrekken van (25) en (26) geeft veoor de i-de component

Mg%”m': fi(X(k>,t) - fi(x(k_l},t) + ig(x(k>,t)v(k) -

hi(x(kw}},t)v<kml),

(k)

De verschilvector v is hierbij gedefinieerd als

1
i

vy - E Dy Ly k01,

D
e
Q

w
rt

R
[

Het lineaire stelsel differentiaalvergelijkingen (27) heeft de beginvoorwsar-—

den

)
v(k’ ()= 0 omdat

Lo

/

k+1 k
x( ) (0 )(O) =X, k=0,1,...

In vergelijking (27) wordt de tweede afgeleide gelntroduceerd wia de reeks

van Taylor

() (k-1 (k1) (k=1) 1, (k=1)," (k~1)
f; <}( 9t) = j:i(\y\ }i“} + nl{X: jgt}v o “ ‘i’”{ j} 31 ée;t}\f ® ‘



waarbii velgens de middeliwaardestelling ©(t) ergens tussen x

5‘1; +
L i)(‘t:) en

3 3
x{k)(t) ligt, nauwkeuriger gezegd dat @i(t) tussen xék+1}(t) en xék)(t) ligt

A

voor alle £ € Eé,tFja k=0,1,..., i=1,2,...,0.
Subgtitutie van reeksontwikkeling (28) in de differentiaalvergelijking (27)

geeft

(k)
dv. (k)

T
L = h,{x t"v(k) + %(v(k I)) Hi(G,t}v

i ) {(k=-1)
dt i i

(29)

Deze differentigalvergelijking is niet expliciet analviisch oplosbaar. Door

omzettlng in een integraalvergelijking

t

vik}(t) = Oj {hi(x<k},1)v(k) + %{vikmi>)zﬁi(®,r)v(kmi)}dT,t G[b,téj (30)

(k)

is het echter wel mogelijk om een indruk te krijgen van de grootte van v .

Immers uit (30) volgt direct

(k);

p T o
iv£k>(t)1 = E {|h.(x + %ﬁ(v<k 2>) Hi(@,r)v\k i)i}dt (31)

De termen in het rechterlid van (31!) worden afzonderlijk gemaioreerd.

t t E
k i k
J {hiv( )Idr = CJ ggf-vg ) 4

) .
¢
oo * ‘é‘;{;‘ Vn Ed'{ t € [O,ﬁf_i (32)

o

of of,
xl”"fk)l e I e ar
n

A
o
e
-
@]
B

£
of . , of.
k k <
j gt o1 e b a8
1

fin

8]



.-19_..

max

t G[b t ]

Bf
= J {  max l

e efp,t ]fax

v k>i ...

of.

max lv(k)[}dt
n

max e
t €[o,tf] n't GEO,tfj

(k)
Znegr v
met L, = §f£~ = max max i i (k) i,j=1,2,...,0
' #0j=1,2,...,n t efo, tf]
Hv(k)“ - max max Vi) k0,1,
i=1,2,...,n t G[p,tf]
Evenzo geldt
t t 2
1 (k-1) (k=1)y, <1 T )
5 | (v ) H.(o,t)v ldr = 5 { {l—; {[v; | o+ ...+
o’ o’ ax
2
G 2
|2 VD
2 [ n
9%
n
2
2 | W ED D
Bxlaxz
2
s f.
(k=1) (k=1)
axla; {‘VI llvn |+ .ddr

(33

(34)



¢ 3L,
| i
met M, = max max S —— R 1i=1,2,...,.1.
i < |2z.%x | (B,t) »Te ?

R N L 1| 9%, 0% _|
Jer=1,2,...,11 € €Lo,tf_1 3z

Substitutie van de afgeschatte integralen (33) en (34) in (Bl) geeft

] 2
)< e ool Lo k-n] e - o
jv, ")) = n:fib v % + z«ﬁifv‘ I§ }s L gLQathS k=1,.2,...,
i=1,... .0,
Dan geldt ook dat
H i N
4 . < {k { i | (k=137 .
max if( ()] nt (L, gf >! + ::Migfv( 0 D R £ AN
t Elo.t | - i . “ i i
o, “ij%
3
: [N I MCD R S PR TS
Sne vl e g el (35)
| *
met ﬂjﬂ = max Ly lHH = max M, .
i=1,...,n i=l,...,n 1

Het linkerlid van de ongelijkheid (35) is kleiner dan het rechterlid voor

- linkerlid maximaal is,

oy

A"Q

I=%1
2

iedere i, dus ook voor de waarde van i waarbii |

dat wil zeggen

max may ivgk>(t}% def gv(k)n =
i=l,...,n t e[@,tg] t
of ‘ .2
) I RCb)
met C = .

Uit (26) volgt dat het proces, indien het convergeert, guadratisch comver-

-

geert. Op grond van dezelfde formule ziin twee qualitatieve ultspraken

aanzien van een {goede) convergentie te doen,
men voor de esrste en tweede afceleiden g

E en f



©® de lengte van het interval t,. en

ES

© het aantal vergelijkingen n

gekozen moeten worden. Voor quantitatieve uitspraken is d

e
(36) niet bruikbsar omdat de in het voorgaande gemaakte af-—

Tenslotte wordt in deze paragraaf een schatting gemaakt van de fout die ont=-
staat als het proces na k iteratiestappen wordt afgebroken. Formeel is de

vraagstelling als volgt:

3 ]
1 /1 780 TR 11 50 &
N LR+ {k R (k=1 F . o s
Gegeven: % / -x }h = éﬁx‘ S >§ {quadratischs conv rergentie)
it = oeictund ] &
(st < o L . .
Hx = g {afbreekcriterium) (375

dat wil zeggen het verschil tussen de k~de en de k+l-ste benaderipz

ner geworden dan een van te voren opgegeven nauwkeurigheid e.

o fewty i
. . . B+ i .
Gevraagd: Een schatting te geven van de afstand kxi ‘exi tot ds werkeliike

oplossing x{(t), waarbij

x = x(£) = lim Xik} .

Eacasd

X o(1i+1 (
Oplossing: Beschouw ﬁx‘i )‘X(k)u

> B
s L =k, k=0,1,... en laat zien dat

een (auchy-rij is. Zie figuur 3.

"

"
~

oy

Figuur 2




Volgens de driehceksongelijkheid geldt

(D )

qA

A

[0 _ O L 1D A0

Volgens het afbreekcriterium (37) geldt vanaf zekere k

AN

I G 1)y G

™
-

dus geldt met (36) ook

Y

o Ge+2) (kw1
Hx s i

A
N
3]

TN A ) .
ﬂxﬁﬁ*E}mx(k+éﬂi = C(Ce™) = C'e

£

}; (i+1)
X

4

eE

Optellen van deze termen en substitutie in (38) geeft

I~k

{141 Y - 3 7 )
| (D G < egz+hl+h?+h]+...+h% )

met h} = Ceg,

Voor deze reeks is geen somformule bekend, de som kan echter gemajoreerd

den door 1) omeindig veel termen te nemen

23 de som vervolgens te majoreren door de som van een onsindiz voo

lopende meetkundige reeks.

QE(I%E),X<kﬂ N

o S f

4
< ; 3 L 2=1
= ﬁ(i%hg+hI+h +...+h) 3

56 o

A

L2 .3 k
a{1+h3+n?+n%+s.c+h§+g,,)
3 i i A

iEA
™

P S . .

Verder geldt

P RPN COTINETS

TN
NS




it
.
©
i

.. . . k.. PURPS SAPPUN
¥kl (et o« ol o)l 4370
[l 4 Chae =€
zodat (40) geschreven kan worden als
k
L2
i1y e o« o) o {2)
fhx® /“X\fﬁf = a{ - ” (h = ce'?y (41
5!
i~h
o
de eis
<L ) ;
0=h = Ce = | (523
o

is het rechterlid van (41) voor toenemende k willekeurig klein te maken.

> . .y ..
Dus voor wvoldoende grote k = K{(g) is het rechterlid kleiner dan esn van

k . ;
voren veorgeschreven getal € ~ {x( >} is een Cauch
= =]

y=rii, dere woorden de
limiet x{t) bestaat. Uit (41) veolgt dan ook nog de schatting van de afstand
k) .
tussen X en = s, lomers

hZ“*I
(741 i ; |
vim JeFD O o e @ £ (0 o — =
1"‘)00 4 1 2‘
i-h 1 -5

Voor grote waarden van k geldt dus bij benadering dat de werkeliijke fout

Hiermee wordt het convergentie-onderzoek voocr de QL-methode afgesloten.
Samenvattend an gezegd worden:

- kleine waarden van n en t. verhetsren

£
— het proces is niet globaal convergent,

e
bii iedere willekeuvige



“

= het is niet mogelijk het convergentiegebied aan te geven. Het convengentie-
a4 J

. . ) n . o
gebied is dat deel van R waarin x

moet liggen om tot een convergent pro-~
ces te komen

als het proces convergeert dan convergeert het quadratisch

als de limiet bestaat dan is voor voldoende grote k de afstand tussen de
twee lzatste iteraties ongeveer gelijk aan de resterende afstand tot die

limiet.



3 Het verwerken van de meetgegevens

3.1 Het invoeren van nieuwe differentiaalvergelijkingen voor de parameters

Stel in het stelsel gewone niet—lineaire differentiaalvergeliikingen van de

< jal
.3_;5 = £(x,t), x(t) 6R °, t € [0,t_] (44)

kwomen in het rechterlid de s onbekende en constante parameters (p,sPoseeep )

o

i

roor, dat wil zeggen dat het stelsel te schriiven is als
H ¥ N

dx,

i ) \ -

e f [ - . - . :
Erate £i\ai,x2,,..,xn‘,p!,pz,u,ﬁggsgt)§ 1~§,2,66&9nos t & E?,tfj (&5

o]

Voor de onbekende parameters worden dan s niesuwe onafhankelijke variabelen

geintroduceerd:

I

s 3=1,2,....8.

= /- .
el fiaxigngg.w,xnst) i=1,2,...,0

waarin dus geen cnbekende parameters meer voorkomen, hetgeen dan wel gaat ten
koste van een groter aantal differentisalvergelijkingen. Ter illustratie van

L= S AP

het voorgaande wordt voor n_ = 2, s = 3 ean senvoudig voorbeeld gegeven.
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Stel

i

<P§t+p?)xi +a X x,

1

£t 8 Eé,t

= bx2 + p3XIX2

N T

waarin (a, b) bekende en {P"pZ’P3> onbekende parameters zijn.
i

Substitueer

waardoor een nieuw stelsel differentiaalvergelijkingen ontstaat waarin geen

onbekende parameters meer voorkomen,

P .,
Fr = (Xgtrxx) o+ oax;x,
dx
2 = bx +%_%X X
de 2 757172
dx
3 =
=0 ’ t & [o,t ] .
e
dt
dt

ierbi] moet opgemerkt worden dat een van oorsprong lineair stelsel differen—

o

tiaalvergelijkingen door het invoeren van nieuwe afhankelijke variabelen voor
de parameters in het algemeen in een niet-lineair stelsel zal overgaan. Als

voorbeeld wordt verwe

D
]
&

a
o
o]
s}
I
)

de bovenstaande substitutie waarbii de lineaire

o4 yg
urtdarukking

2
oy

D Edp, )%, is
17 Fo/%y

s
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3.2 Differentiasalvergeliikingen met tussenvoorwaarden

Na het invoeren van nieuwe differentiaalv iijkingen van de onbekende para-
t t

g%-ﬁ £(x,t), x(t) 6 R", t 8 §5st;}

beschouwd. Zoals reeds in §2.1 is aangehaald bestaat er een stelling die onder

zekere vocrwaarden een eenduidige oplossing bij gegeven beginvoorwaarden (4)
gavandeert. Er kan bij de parameterbepaling echter miet wan een beginwaard

.8

probleem worden uitgegaan. Tmmers tenminste voor de uit <e onbekende parame-—
£

ziin beginvoorwaarden
Echter ock wvan de funct {x (), -q( )9.»,,}@q (£)} kunnen beginvecorwaarden

o
ontbreken. Zonder afbreuk te doen 2an de algemeenheid kan gesteld worden dat
van de functies {Xi(t>’xz(t>"“"xq<t}} beginvoorwaarden {xI(O),XZ(O),...,Xq(Q)}
¥ e & % < ) 3 - 3 .
gegeven zijn, waarbij | = q=mn_. De waarde van q is minstens 1 omdat het

tijdstip van de eerste waarneming aan een der functies per definitie samenvalt

met t = 0. Bij gebrek aan voldoende beginvoorwaarden is
tiaalvergelijkingen (3) echter niet eenduidig oplosbaar! Om een eenduidige

oplossing te verkrijgen wordt nu een voldoende groot aantal tussenvoorwaarden

bekend verondersteld. Tussenvoorwaarden ziin gegeven (g

ot

e
op willekeurige tijdstippen op het interval [é t J, waarbii de volgende nota-

£
tie wordt gebruikt:

X'(tij) = j—de waarneming aan de i-de functie, j=O§E9,egimi, i=1,2, 0., .8,
i

,_3
P.l @
W
s
&
b
B
Faa
it
L
w
3%y
E“”"‘”
Ll
i
i
o
Pt
W
o
[

m, = aantal waarnemingen dat gedaar
i £

geen enkele waarneming aan de i~de fumctie gedaan.

M = het aantal ontbrekende beginvoorwaarden; M = fi-q.
Er zijn nu drie gevallen te onderscheiden:

(1) Z m, » M : Een overbepaald systeem; meer waarnemingen dan onbekenden
:;‘ ke

(I1y = m, < M : Een onderbepaald systeem; minder waarnemingen dan onbekenden
i

(111} Z m. = M : 1 onbekenden.

[EN



Met onbekenden zijn hier bedoeld de ontbrekende begiwoorwaarden inclusief

de onbekende parvameters. Hoe de waarnemingen over de verschillende functies

X, {t},,ﬂx (t) zijn verdeeld 1s hierbij niet van belang. Het ene uiterste is
éat alle waa*neanocn aan E&n functie zijn gedaan en geen enkele aan de reste-

”

ste is het geval dat aan alle functies

M{

rende nomi functies, het andere uite

evenveel of vrijwel evenveel waarnemingen zijn verricht. Ook hoe de beschik-

bare waarnemingen azan een bepaalde functie over het interval io fj ziin ver=-
deeld is voor de amalytische kant van het probleem niet van belang. Zoals

later zal biijken is dat wel het geval voor de numerieke aspecten.

Voor een overbepaald systeem {

een zekerheid dat er een eenduidige oplos~

en die voor rand— of tussen—

‘)
p—
p—
=N
=}

Er zijn namelijk

waardeproblemen v

geen voldoende bruikbare ste
o

ldoende voorwaarden voor

van de oplossing peven. Nodige wvoorwaarde is

voorwaarde nlet voldoende is voor existenti

demonstreerd aan een eenvoudig voorbeeld:

Het stelsel

dxg(t) 5
1 = 1t (£)
it AN
dxzit}
s v R S
dt e
P I .
met t 10,1 heeft de algem ¢ sing
tt € 0,1 eft de algemene oplossing
%, = ¢, coswt + ¢, sinmt
i i e
1 1
x, (t) = — ¢ - e o sinwi
PN = . . BA [
2 T 2 T



waarbii ¢. en c

¢y

5 willekeurige reele getallen zijn die uit de tussenvoorwaar-

den moeten worden bepagald. Als nu de tussenvoorwaarden

%z {0) = O, X§(§> = { (456)

die hier dus samenvallen met randvoorwaarden voor Xl(t)’ worden gekozen, dan

wordt de oplossing

o
Tt
"
i
[
S
w0
:.._.
=}
&}

willekeurig,

ey zijin oneindig vecl

gekozen, dan bestaat er voor geen enkele combinatie van ¢, en ¢, een oplossin

2
-~ 1
8

dat in het gl=-

I

Uit dit eenvoudige voorbeeld moge blijken

die hieraan voldoet.
gemeen van te voren noch over de existentie noch over de eenduidigheid van de
oplossing een uitspraak te doen is.

-+

om met dit voorbeeld op tussenvoorwaardeprc

Het is niet de bedoeling

fd

baseerde Ql-methoden als onbruikbaar terzijde te schuiven. Het voorbeeld heeft
wel nut in die zin dat de later verkregen numerieke oplossingen met de nodige
aandacht op aspecten van existentie en eenduldigheid moeten worden bekeker

Als methode hiervoor lijkt een gevoeligheidsanalyse een geschikt middel. Asun

de ene kant kleine variaties van de waarnemingen en inspectie van

parameters en beginvoorwaarden, aan de andere kant kleine variaties

e
gevonden paramete beginvonrwaarden

leerde wasruemingen. Grote verstoringen
ting wvan een slecht gesteld, of zelfs niet
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tegratieroutines beschikbaar, zoals het vierde-orde Tunge-~Kutta integratie~-
programma RKGS ﬂﬂ.

Voor rand- of tussenvoorwaarden zijn deze routines echter niet direct bruik-
baar. Voor randwaardeproblemen zijn er wel methoden als "multiple shooting",
differentiemethoden of methoden uit de variatierekening, voor geen van alle
zijn echter standaard subroutines zoals die voor beginvoorwaarden beschik-

baar. Door nu gebruik te maken van

~ guasi-linearisatie

~ superpositie van oplossingen

is het mogelijk om met beschikbare standaard integratieroutines veoor begin~-

waardeproblemen het tussenwaardeprobleenm

dx - - L T s
o flz,e), () R, t €& [bsi
AR Las
x.(tij; gegeven, (483
n
a n 7 <z S 1 i P,
iia S 10,1, i=1,2,...,n, J~Osi;.359mi, b2 m, =0

numeriek op te lossen. De hier ingevoerde normering t & gﬁﬁlj is

zie §4.1.

Met de in hoofdstuk 2 afgeleide QL-methode wordt het niet-lineaire stelssi

differentiaalvergelijkingen (3) omgezet in het iteratief op te lossen SR

re stelsel gekoppelde gewone differentiaalvergelijkingen van de eerste-orde

dx<K+})

= 10 4 0 cE D0 W0 6w,

Dit omzetten in

[0

dat het hierns mogelijk is het

namelijk aangetoond dat via superpositi
gen van het homogene deel van het

een particuliere oplossing van (49




(1
AN

gegenereerd kan worden zodanig dat x' ~ (t) voor k=1,2,... voldoet aan het

stelsel differentiaalvergelijkingen (49) én aan de eerder gegeven tussen-—

voorwaarden
& _ .
Xi (tij) = xi{tij) (50)

I - e ;o
voor tii € ip,ljg i=1,2,...,1, J—bsig.,.,mi.

Indien de limiet

71,5
i E{; r
lim %" ey = x(e), t

k30

o
]

o
£

bestaat, is x(t) de oplossing van het gestelde tussenwaardeprobleem (48),

Voor iedere k (k=0,1,...) verloopt de superpositie als volgt:

oo R . S . L A
Zij u(f) € R de oplossing van de bij (49) behorende homogene vergelijking

du . L

*5'{:: Ju, J = J{X{ j§t>; [ EO,I}

- « 4 At T
met beginvoorwaarde u(0) = (1,0,...,0) .

n . .
Stel evenzo dat v(t) € R de oplossing is van

dv . (k .
Te= v, J = I Y0y, te [0,1]
. . T RGPS » )
met beginvoorwaarde v(0) = (0,1,0,...,0) en stel tenslotte z(t) € R is de

oplossing van de homogene vergelijking

dz , (k)
E:Jz,JzJ{x=“'§t)§ t € [0,1]
. p . T
met beginvoorwaarde z{0) = (0,0,...,0,1)".

P . T . . . B ,
Zij verder ¢(t) € R een particuliere oplossing van de volledige di

aalvergelijking (49)



|
[¥8}
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s

), g = £ - 16® 0x® ) ce o,1]

LT
{1,0....,137.

o

eginvoorwaarden ¢{0)

De n + 1 vectorfuncties u(t), v(t),..., z(t) en ¢(t) worden als beginwaarde-
problemen op het interval Eb,ij numeriek bepaald in de equidistante rooster-—
punten {fyg = (r-1)At, r=1,2,...,m, At = 1/m} met behulp van een beschik-
bare integra edure zoals RKGS. Hierbij doen zich in principe geen moei-

oc
lijkheden voor, het gaat immers om n + | gewcne beginwaardeproblemen met tijds—
i

Uit de theorie van de gewone differentizalvergeliijkingen is bekend dat mu ook
lineair compositum van u(t), v(ty,..., z(£) en ¢(t) voldecet aan het
stelsel differentiaalvergelijkingen (49), dus
{1“»"3“ ; ) - , 7 [ - Pr—
pie )ét; = o oul{t) + c,v{t) + ... o oz{t) + ¢(t) £ & Gsij (513
i A

waarbij Cysfpsner,C N0 nader te bepalen constanten zijn, voldoet eveneens
i I
aan (49). Deze constanten worden nu zo bepaald dat voldaan is aan de gegeven

tussenwaarden op de tijdstippen {t , i=1,2,...,1,

1j - i’
Dit laatste levert namelijk juist een stelsel van n lineaire vergelijkinger
met n onbekenden
1 1
<K+z . N ;
cou {t..) + e v.{t..) + ... +¢c z.(t..) = %, {(t..) = ¢.(t..} {
717717 217 1] n i 1] i 1] i 1]

waaruit in het algemeen de coefficiénten CysChseesl kunnen worden be»
k+1 o1 X .
zodat met behulp van (51) x ( )(t) in aile roosterpunten 1tr; barekend

worden. Het oplossen van het lineaire stelsel vergelijkingen (52) kas

=l

<
b
e
¢

STM . . gz
ren met een standaardprocedure zoals SIMQ, zie ;}j. Het stelsel vergelijkingen

wordt numeriek slecht oplosbaar als tijdstippen tij en t .
Sq
liggen. Bij glad verlopende oplossingen {(u,....2) worden dan immers in de

coefficientenmatrix behorend bij het stelsel (52) de rijen

(L {t ;)g,éészé en
i3 ;

u. (£, . S P &

( 1( 153+})’ ? ;{ 1?3%1)

5

vrijwel aan elkaar geliik waardoor de matrix bijna sinsulier wordt.
U 4 d =



.._.33..

FEen detailprobleem bij het voorgaande is dat de numerieke functiewaarden voor
u(ty, v(t),..., z(t) en ¢(t) slechts in de m roosterpunten {tr} berekend wor-
den zodat de functiewaarden in de gegeven tussenpunten {tij}, die in het alge~-
meen nietr samenvallen met de roosterpunten, veelal door (lineaire) interpola-
tie verkregen moeten worden. Een verfijning, die nog niet in het huidige reken-
machineprogramma QUALIP is aangebracht, zou natuurlijk kunnen zijn waar nodig
niet—equidistante stap=—grootten in de integratieprocedure te nemen zodat be-

halve in de rocsterpunten ook in de meetpunten functiewaarden voor de vector=—
(et 1)

functies u,v,...,z en ¢ en dus voor x beschikbaar worden.

het in het voorgaande beschreven proces voor het bepalen van de onbekenden

Xi(§>"”xn<0} kan tenslotte puntsgewijs als volgt samengevat worden:

1) Lineariseer het gegeven niet-lineaire stelsel met de (QL-methode.

E-3
N (o
23 Kies een startvector x , k:=0.

3) Bepaal numeriek n lineair onafhankelijke oplossingen van de homogene

vergeliiking.
4) Bepaal numeriek een particuliere oplossing.

5) Bereken de constanten CpeenCy met behulp van de tussenvoorwaarden.

. k+ i

6) Stel de vectorfunctie x( ) samer.
.. (k+1 k

73 Vergeliik x° ) met x( )4

8) Indien daarbij niet voldaan is aan een convergentiecriterium wordt k met
! verhoogd en het proces wordt vervolgd bij punt 3, anders wordt het proces

beeindigd.

()

= C .
Op de keuze van de startfunctie x wordt in §4.2 nader ingegaan.




4 Een toepassing van de methode
D g

4.1 De vergelijkingen van Lotka-Volterra; schalen

De QL-methode van het bepalen van parameters via tussenveoorwaarden wordt in
dit hoofdstuk gedemonstreerd aan een klassiek deterministisch model voor de
beschrijving van de continue groel van &&n jager met &&n prooi. Dit in 1926
door Lotka en Volterra ontwikkelde model is niet zo zeer gekozen omdat het

op gedetailleerde realistische wijze de groei van jager en prooi beschrijft,
maar omdat het de eenvoudigste representant is van het essentieel niet-1line-
aire gedrag van een jager-prooi relatie. De vergelijkingen van Lotka-Volterra

zijn volgens Ei

o
o

—- = U{a_ =-aV) |}
drt i

; >

% T =0 (533
av i
— = V(-b,+8U) |
dt Co )

waarin
o . . o -3
U(t) = concentratie van de procl in kgm
. . . -3

V(t) = concentratie van de jager in kem
a, = groeisnelheid van de prooi in sec
b = sterftesnelheid van de jager in sec

. . . -1 3 -1
a, B = interactie tussen de socorten in kg m sec

T = ti1jd in sec

al, bl’ V{(0) en U{0) worden onbekend verondersteld, a en B8 zijn

parameters.

beschouwingen omdat de voorkomende grootheden niet

maken en normeren van

meerd zijin. Het dimen

voorkomende grootheden wordt hier schalen gencemd.

grootheden, de concentraties van de jager en de prooi, is dit

1

Er wordt een schatting {UO VO) gemaakt van de evenwichtsconcentratie:

s

V . Deze evenwichtsconcentraties worden gevonden door de rechterleden
o £

nul te stellen (de stationaire oplossing)

£
=
m
ot
s
<

-~

o
o
o
Q
o
5
[
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De grootheden U

o

en 6@ worden karakteristieke .schalen voor de concentraties
genoemd. Voor de onafhankelijke variabele, de tijd, is het niet zo gemakke-
liik een karaktevistieke schaal te bepalen. Het is bovendien heel goed moge-
lijk dat werschillende verschijnselen zich op verschillende tijdschalen af-
spelen, bijvoorbeeld algen: twee dagen, zooplankton: een week, nutrienten:
een maand. In dat geval wordt de karakteristieke tijd van het snelst fluctu-
erende verschijnsel op [@,{] getransformeerd. Van het gegeven stelsel is ech-
ter bekend dat U(t) en V(1) zich in de tijd op overeenkomstige wijze gedragen,
dat wil zeggen eenzelfde tijdschaal hebben. Als karakteristieke tijd wordt
hier gedefinieerd een tijd Ty zodanig, dat de norm van de eerste afgeleide

van de getransformeerde functie gelijk is aan 1. Dit word:t berveikt door de

waarde
. -1
5 | /vy
. = FmE
T = {max e 555
o A
=20

echts een schatting

r
et
e

Lok &
~

voor de tijdschaal te kiezen. Voor T ig natuu s

1
. > 5
in T = 0 wordt allesen he

beschikbaar. Van het ocorspronkelijke tijdsdome
M I r 1 £z 3 ™ i 11 b e e [~ HE g i
interval 7 € lo,1 | vansformeerd op ¢t € zﬁgij met € = 1/7 . Mot
Ty g - o

formaties

x, = U/U

x, = V/¥§ (563

Z o

t =1/7
/O

gaat het gegeven stelsel (53) over in het volgende stelsel differentiazalwer-—

gelijkingen met dimensielcos gemaakte en genormeerde grootheden

dx
L. ax. (1-x
dt 1 2 }
r -
g t e [0,1]
=2 = -bx (1=x) |

met a = a,v en b =

io
van deze paragraaf e

thode gegeven.



Voorbeeld: Zij gegeven het stelsel gewone niet-linecire differentiaalverge-

lijkingen (57) met de tussenvcorwaarden

H

x,(0.0) 1.200 000

x,(0.3) = 1.237 582
(58)
x,(0.7) = 0.696 611

xi(i.GE = 1.062 229

en gevraagd de bij (57) en (58) behorende waarde voor de begin-

. 2
-

- voorwaarde x?(O) en de waarden voor de pavameters & en b Le bapa=~

{x,(0) = 1.2, x,(0) = 0.5 , a =3, b= 12} (

als normaal beginvoorwaardeprobleem op te lossen. De tussenvoorwaarden zijin
=~

1ierbi] netjes verdeeld over het karakteristieke interval [0,1}. Er zijn al~

oyt
[

12én tussenvoorwaarden voor xz(t} genomen, van x,(t} ziin dus geen tussen-

2
voorwaarden beschikbaar!

Zoals eerder is vermeld worden voor de parameters a en b nieuwe differcos

vergelijkingen ingevoerd. Met de substituties

X4<t/ = b




dx
) Ty Y
ac %y (1=x,)

o]

)

— - sza(imx

4

~
(3%
<
S

S x(z) ER', t € [0,1]

Het proces voor het hepalen van de onbekenden {x.{(0). x
o 2 AV

1
aann de hand van het in §3.3 gegeven schema stap voor stap nage

1) _Lineariseer het gegeven niet-lineaire stelsel met de QL-methode

De bij het stelsel differentiaalvergelijkingen (60) behorende rechterleden
n

e Vom oy o (1
£ (x.t} xiABQI xz}

i
E e % s e I
;2\X§g) xy%, (1 XI)
f3{X9i} = {

f4(x,t} = 0

7 e

NN T 5 I

2

Door het bepalen van de partiele afgeleiden P;z‘:'],_/'c)x:i i=1

ad

volgt hieruit met definitie (8) de bijbehorende matrix van Jacobi

s
7

x3{1mx2) T X, X](lwxz} G

{x., £} = 2% ”X4§}~x1} 0 WXZ(IMXE)
g 0 0 G
L 0 0 0 G

Het vooraf met de hand differentieren voor het bepalen van de Jacobiasn kan
voor een groot en gecompliceerd stelsel een ernstig bezwaar voor het toepas~—

sen van de Ql-methode vormen.

entiaalvergelijkingen

Het iteratief op te lossen stelsel gewone

[



is, zoals in §2.1 is afgeleid, dan

ic+1) }
(,
A T IR TSRS YL IO
met
\\
() (), _ (k).
® (1~
p X3 Uy )
)
FETRN "X,Sk}X(k){l“ng/}
f(X\K},t} - Z Z-Ir i ,
0
. J
(&) ,,_ (k) (k) (k) (k). k),
%4 {1 %, )] x X3 X, {1 Xy ) 0
k 1 k).,
(1) x§k>xék) '§{>(i~x({)) 0 ”—E )i!"X
J{X\“!;?‘;} - Z : } 1 Z
0 0 0 0
Y 0 0 0 e
L . (k) (k) . .
waarbi] de functies X = x; (£) voor i=1,2,3,4 in de roosterpunten
t = trftr = (r-1)At, r=1,2,...,m, At = |/m} gegeven zijn
k=0,1,... .

Het aantal roosterpunten m moet groot genoceg zijn om op het beschouwde inter-

val EO,{} alle functies Xi(t) i=1,...4 voldoende te kunnen representeren.

Len veel gebruikte vuistregel in de numerieke wiskunde is dat de rooster
stand At zo gekozen moet worden dat de kortste golf in het varschijnse: met
circa 10 punten gerepresenteerd wordt. In dit voorbeeld is gekozen m = 11,

De invloed van m op de nauwkeurigheid is reeds in §2.2 besproken.

Bij het bepalen van een nulpunt van een functie met de methode van Newron is

het verstandig om de eerste schatting voor het nulpunt zo dicht mogelijk bij
het nulpunt te kiezen. Hetzelfde geldt voor de QL-methode, dat wil zeggen avr

alle beschikbare kennis

{o

moet geprobeerd worden
sing x(t) reeds in de startvector =
vier tussenvoorwaarden (58) gegeven;

roosterpunten {t }

v=1,...,m lineair
T




(o)

®
2
voor een constante waarde. Deze comnstante wordt, evenals de constanten voor

e e (o}, {oy, | .
de initiele keus van x, }(E} en Xi “(t), op grond van eventueel aanwezige er-
s

figuur 5. Over het verloop wvan (t) is verder niz:ts bekend, er is gekozen

varing zo goed mogelijk gekozen. In het voorbeeld is genomen

Xfoj(tr‘ via lineaire interpolatie tussenvoorwaarden
(o) - \
N (tr) = 1.0
(o) - : 3 ;
% (£t ) = 2.0 in alle basispunten {t }
3 T i r
X§O>{tr) = 10.00

3)_Bepaal numeriek n lineair onafhankelijke oplossingen van de homogene ver—

Achtereenvolgens worden numeriek met de standaard integratieroutine RKGS [Zj

met zelfkiezende stapgrootte de volgende beginwaardeproblemen opgelost:

du/dt = J(xik),t}u met  u(d) = (I,O,O,O}T
dv/de = J(“kk),t}v met  v(0) = (O,I,O,O)i
dw/dt = J(xkk},t}w met w{0) = {Q,O,},O)T

dz/dt = J(X(k>,t}z met z{0) = (Qgﬁ,Byi)T

. . 4 . .
De vectorfuncties {u(t),v(t),w(t),z(t)} € R worden in de roosterpun:en {tf}
in 6 cijfers nauwkeurig berekend en bewaard in de (nxXnxm)-matrix XO.
Door Lee [}j wordt een methode gencemd om zo nodig het hiervoor benodigd: ge-

heugengebruik te beperken.

4) Bepaal numeriek een particuliere oplossing

Op dezelfde manier als hierboven wordt met RKGS numeriek het beginwaardeprc-

bleem

et
s

dao/ae = £(x ey + 0,0 Sy fer soy=(1,1,1,1)

opgelost. De berekende functiewaarden



.,.[4_0_&

(e ) = = , t_ = (x=1)At r=1,...,nm

worden in de (nxm)-matrix X, opgeborgen.

1

5) Bereken de constanten C;"‘Cq met behulp van de tussenvoorwaarden

Uit het lineaire stelsel van & vergelijkingen met 4 onbekenden

(k) 3

cyup () wepvi (e w eqw ey )+ epz (6 ) = x 77 ) = (e D)
eu (e ) +eyv () + egu (£ ) + e,z () = x99 (e ) - ¢ (¢,.)
12 AN e /i 31712 41712 £ Y2 1712

cou {t. ) +c,v (£, ) +cw {t ) +c,z (e.)= x(k)(t - ¢ {(t,.}
1717137 12713 371137 47113 1 1Y713
cou (t,,) +c.v {(t.,,)+cw (t.,)+c,z (t£,,) x<k)(t Yy -4, (. ,)
17114 2V 1M 14 14 4“1\ 14 1 14 1' 14

met {tl =0.0 , t12=8s3 s CIS:O.? s tlazi.O} worden de coefficienten c,, €y
¢, en ¢, berekend. Het stelsel lineaire vergelijkingen is opgelost met de

"3
standaara subroutine SIHG, zie €2]. In het geval dat de meetpunten {t,.,} nist

menvallen met de rcosterpunten {t.} worden de bencdigde functiewaar:

4 via lineaire interpolatie uit de in do matrioss X

Nt
N
&
S
ot
N
L)
i
-
w

%

13
en X, bewaarue roosterwaarden u(tr)i..@(tr} berekend.

(k+1)

‘! wx.}

Met formule (51) kan nu in de roosterpunten {tr} de nieuwe benadering =

worden samengesteld

£1
\K+I>/ ’ 3 \ oo e e
X. (t = ¢ u,{t + ¢ v, (& + c.w. (¢ + ez (8 3+ 4, (Y di=t 2 3 4
i r> [t r) 21 r> 371 r) & 1( v’ iy =T
‘1 3y
(et 1) (k)
7) Vergelijk =~ met X7
{k+1 (k)
Voor het bepalen wan de afstand tussen de vectorfuncties x* ) an % / Wor-

den de volgende grootheden ingevoerd:



. (o (k+1) (k)
d = 1max }xn (tr> X (tr); .
r=l,...,m

(k+1)_, ()]

!
Als afstand is gedefinieerd kx = max d,.

8)_Indien daarbij niet voldaan is_aan een convergentiecriterium wordt k met

6 . . .
(i=1,...,n). Als voldaan is aan dit con-—

met van te voren opgegeven e, = 10
(k+1)

en de bijbehorende waarde van
k afgedrukt en het proces wordt beeindigd. Het proces wordt evenzens beéin~
digd als k > 20 zonder dat aan het convergentiecriterium is voldazn.

Er is gebleken dat het nuttig is om in deze stap eveneens te testen op "fy—

. .. . . . . k+1)
sische restricties™, dat wil zeggen dat berekende functiewaarden x< )(tr>

i

die buiten een van te voren opgegeven gebied vallen worden

Zie figuur 4.

X N
I max

X},rn/n

Figuur 4 Afsnijden van niet-acceptab: tiewazrden




in het gegeven voorbeeld zijn de waarden

% = X = 7
1 ,max 2 ,max

X, = 4
S ,Max

X .= X . =X . =X . o= 0,01
4o min 2,min 3,min 4 ,min

. . . . . . . <
toegepast. Indien niet voldaan is aan het convergentiecriterium en k = 20

wordt k met ! verhoogd en teruggesprongen naar punt 3.

Voor het in het voorgaande beschreven (L-proces is een FORTRAN-programma ge-

naamd QUALIP ontwikkeld waarmee het bovenstaande voorbeeld is uitgewerkt.

De resultaten zijn weergegeven in tabel 2 respectievelijk figuur 5. De bere-

)

keningen zijn vitgevoerd op de DEC-I0 computersysteem van de Landbouwhoge~-

school Wageningen.

O I OB IO
O 1,000 2,000 10,000
i 0,387 0,010 16,563
2 3,010 1,033 20,000
3 0,103 1,678 20,000
4 0,303 2,025 18,606
5 0,458 2,608 12,789
6 0,481 2,853 12,633
7 0,500 2,999 11,973
8 0,498 2,987 12,051
g 0,498 2,989 12,042
Tabel 2 Resultaten X(k>(93 van het (QL-iteratieproces

De paragraaf wordt afgesloten met een korte discussie van deze resultaten.

1

Voor het gegeven voorbeeld geldt dat voor k > 9§ de uitkomsten niet meer ver-—

fmd &

anderen. Dat de voor k = 9 gegeven waarden van de onbekenden niet gelijk zijn

&

aan de oorspronkelijke zegevens {xziQ} =0.5, 2, =3 . wy = 12} ligt niet
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aan de rekenmachinenauwkeurigheid maar hangt samen met de gekozen kleine

waarde voor het aantal roosterpunten (m = 11).

Algemeen kan overigens gesteld worden dat in de literatuur bij gecompliceer-
de numerieke processen zoals eigenwaardebepaling, zoeken van maxima, quasi-
linearisering en dergelijke altijd wel een of meer goed werkende voorbeelden
worden gegeven. Dit zegt op zichzelf nog niet zoveel over de algemene toepas-—
baarheid van zo'n proces. Een bewijs van de algemene geldigheid is zelden te

leveren. Dit geldt ook hier.

Op basis wvan het gegeven voorbeeld zou geconcludeerd kunnen worden dat de
QL-methode nog niet zo slecht werkt. Dat is ook inderdaad het geval als men
in de buurt van de oplossing komt. {(Zie de 5e en volgende iteraties in tabel
2.) In de loop van het onderzoek is echter gebleken dat bij minder gelukkig
ekozen startfuncties veelal divergentie optreedt. Hiervan worden geen voor—
beelden gegeven. Ook de keus van de restricties kan invloed hebben op het al
dan niet convergeren van het proces. (Zie de le tot en met 3e iteratie van
het gegeven voorbeeld.) Zonder de toegepaste restricties divergeert het ite-

ratieproces in het gegeven voorbeeld.

Concluderend kan gezegd worden dat de basis voor het toepassen van de QL-me~
thode nog niet breed is. Het bruikbaarheidsgebied van de methode zal moeten
groeien door practische toepassingen ook op andere differentiaalvergelijkingen

en andere configuraties van meetgegevens.

4.2 Vergroting van het convergentiegebied met bisectie

Bij het gebruik van het in §4.! genoemde programma QUALIP kan zich gemakke-
lijk een ernstige complicatie voordoen, namelijk dat het proces bij de geko-
zen startvector niet convergeert. Het manipuleren met andere startvectoren
of gewijzigde fysische restricties kan nog wel een uitkomst brengen, er is
echter geen "zekere' manier aan te geven waarmee een startvector binnen het
convergentiegebied bepaald kan worden. In de literatuur wordt aan dit aspect

vrijwel geen aandacht besteed.

Er is veel tijd besteed aan het zoeken naar een zelfstartend glcbaal conver-
gent proces. Het hiervoor ontwikkelde FORTRAN-programma heet ZQL, de toege-

paste methode is gebaseerd op bisectie en wordt hisronder beschreven.
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()
I
Met deze waarden als beginvoorwaarde kan het stelsel niet~lineaire differen-—

‘s
Stel {x (O),..,,X;O)(O)} is een redelijke schatting wvoor de onbekenden.

tiaalvergelijkingen (57) direct numeriek geintegreerd worden. Het resultaat

.

o3 . .
“(t) zal in het algemeen niet voldoen aan de gegeven tussenvoorwaarden. Was
dit namelijk wel het geval dan was het probleem immers opgelost.

(

Y
o}
Stel nu dat met de zo gegenereerde startvector x' °(t) en de gegeven tussen-—
voorwaarden het YL~proces niet convergeert. Er worden dan "pseudo-meetwaarden"

gegenereerd halverwege x(o)(t) en de gegeven meetwaarden (bisectie), zie fi-

guur 6.
{0} .
x4 (t)
O~ - l
xpit) /// . \*’i ® TUSSENVOORWAARDE
// ? XK é X PSEUDO -MEFTWAARDE
/ i \\
@ X X \\\
i § \\O
t-0 f=1

Figuur 6 Het genereren van pseudo-meetwaarden

Deze pseudo-meetwaarden worden als nieuwe tussenvoorwaarden beschouwd en er

[

wordt weer geprobeerd of het QL-proces met de bovengenocemde startvector X<G}{t}
en de nieuwe tussenvoorwaarden convergeert. Als het proces divergeert worden
met bisectie weer nieuwe pseudo—meetwaarden tussen X(O)(t) en de vorige pseu-~
do-meetwaarden gegenereerd.

De afstand tussen X<O>(t} en de pseudo-mestwaarden gaat op deze manier naar nul

zodat er vanaf zekere bisectie convergentie te verwachten is. De dan verkrecen

3

G

. 3 . o .
nadering X(k)(t) wordt opnieuw als startvector x( )(t) gebruikt, Deze start-
vector is iets 'beter' dan de voorgaande in die zin dat hij dichter bij de

oorspronkelijke tussenvoorwaarden ligt.

In een aantal proefberekeningen is echter gebleken dat deze bisectie ook zeker
niet in alle gevallen tot een globaal convergent proces leidt. In de diver-
gente gevallen bleek dat de '"gebonden''functies, dat wil zeggen die functies

waarvoor tussenvoorwaarden beschikbaar waren wel via bisecties dichter bij de

tussenvoorwaarden te brengen waren, de ‘vrije' fuucties, dat wil zeggen de

oy
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functies zonder tussenvoorwaarden, liepen echter snel weg uit het acceptabel
geachte gebied. Voor de oorzaak van dit divergente gedrag is nog geen plau-

sibele verklaring gevonden.

In een later stadium van het onderzoek zou eerst moeten worden nagegaan of
de moeilijkheden bij het bepalen van een goede startvector met bisectie spe-
cifiek zijn voor het gegeven stelsel differentiaalvergelijkingen van Lotka-

Volterra dan wel voor de gekozen methode.




5 Samenvatting en conclusies

Met behulp van de reeks van Taylor is een iteratief proces ontwikkeld om een
stelsel gekoppelde gewone niet-lineaire differentiaalvergelijkingen van de

eerste orde om te zetten in een recursief op te lossen stelsel gekoppelde ge-
wone lineaire differentiaalvergelijkingen. Voor dit quasi~lineariseringspro-
ces zijn enige convergentie-eigenschappen bewezen. Een inherent nadeel blijkt

te zijn dat de methode niet globaal convergent 1is.

Voor het bepalen van onbekende parameters en onbekende beginvoorwaarden uit
meetgegevens wordt gebruik gemaakt van superpositie. Hierbij is het aantal
meetgegevens even groot als het aantal onbekenden. De methode wordt gedemon—
streerd aan een stelsel Lotka-Volterra vergelijkingen. De QL-methode blijkt
uitstekend te voldoen mits de beginschattingen voldoende dicht bij de oplos-

sing liggen.

Er zijn twee FORTRAN-programma's ontwikkeld voor het toepassen van de (QL-me-
thode, het ene gebaseerd op beginschattingen door de meetpunten, het andere
gebaseerd op een in het programma zelf gegenereerde startvector en een bisec—
tie methode om het convergentiegebied te vergroten. Bij toepassing van beide
programma’s wordt een beroep gedaan op het inzicht in het te beschrijven ver-—
schijnsel en de ervaring van de gebruiker om tot een convergente rij benade-

g

ringen te komen.

Aanbevolen wordt om het onderzoek af te ronden met her ontwikkelen wvan de twee

volgende programma's voor parameterschatting met quasilinearisering:

I. Een programma toepasbaar voor waarnemingen met meetpunten.

2. Een programma waarin een goede startvector wordt bepaald.

De ontwikkeling van het eerste programma is rechtstreeks realiseesrbasr. Als

uitgangspunt dient het programma QUALIP, Vocrgesteld wordt om een kleinst
kwadraten-criterium toe te passen waarbij de gewogen som van de kwadraten wvan

de afwijkingen tussen meetwaarden en oplossing minimaal moet ziin.
i J a”

Voor het ontwikkelen van het tweede programma moet eerst enig vooronderzoek

worden gedaan. Eerst moet worden nagegaan of de gerezen moeilijkheden met

bisectie specifiek zijn voor het gekozen stelsel differentiaalvergelijkingen
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van Lotka-Volterra. Zo ja, dan moet een andere stelsel differentiaalverge-
lijkingen, bijvoorbeeld een stelsel met een stabiele limieteyclus, worden
beschouwd. Zo neen, moet de methode voor het bepalen van een goede start-
vector gebaseerd op bisectie worden verworpen. Aanbevolen wordt om daarna
een drietal methoden voor het genereren van een voldoend goede startvector
voor globale convergentie te onderzoeken en met elkaar te vergelijken. Voor=~
gesteld worden systematische variatie wvan de parameters, gradiéntenmethode
en invariant imbedding. Uit de drie of vier dan beschikbare methoden voor
het berekenen van een goede startvector moet tenslotte een keuze voor het

definitieve programma voor parameterschatting worden gemaakt.
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