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Voorwoord

Waterbouw is één van de visitekaartjes van Nederland. Eigenlijk heet het wa-
terbouwkunde, maar dat is zo'n mond vol dat ‘kunde’ door vrijwel iedereen ge-
makshalve wordt weggelaten. Dat is begrijpelijk, maar ook jammer in de zin dat
daardoor dreigt te worden vergeten dat het inderdaad om een kunde gaat. En ook
om kunst. En zeker ook om wetenschap. Waterbouwkunde is een levend vak dat
steeds wordt verrijkt met nieuwe inzichten en groeit met nieuwe technieken.

Dit boek is bedoeld als een eerste kennismaking met het vakgebied waterbouw-
kunde, zonder de pretentie volledig te zijn. Het is gemotiveerd vanuit de ervaring
van de auteur dat het heerlijk is om in het vakgebied te grasduinen. Dat is een be-
zigheid die in het Groot Woordenboek der Nederlandse Taal (Geerts and Heester-
mans, 1992) wordt omschreven als 'naar hartenlust toetasten’ of 'voor liethebberij
studeren’. En zo is het ook tot stand gekomen. Er is gegrasduind in enkele funda-
mentele aspecten van het vakgebied met verwijzingen naar de huidige praktijk en
hier en daar de historie. De nadruk ligt op fysische processen en de mathematische
beschrijving daarvan. Daarnaast is er aandacht voor het schetsmatig ontwerpen
van enkele waterbouwkundige constructies.

Een eerste aanzet tot dit boek kwam enkele jaren geleden voort uit de behoefte om
de positie van het vak waterbouwkunde in de bachelor opleiding Civiele Techniek
die door de TU Delft wordt aangeboden, te versterken en studenten in de context
van die opleiding beter in dit onderwerp te introduceren. Voor een deel is de keuze
van onderwerpen die in dit boek aan de orde komen, gebaseerd op de inhoud van
dat vak zoals het er in de jaren nul van deze eeuw uitzag. In die zin zijn de
docenten van toen een bron van inspiratie geweest. Minstens zo inspirerend waren
de reacties van studenten die dit vak destijds hebben gevolgd. Hun getoonde
behoefte aan technisch-wetenschappelijke achtergrond bij het vakgebied heeft in
de samenstelling van dit boek een rol van betekenis gespeeld.

Inherent aan grasduinen is dat je soms afdwaalt. En ook dat zit in dit boek, in
diverse voetnoten en in een toegift waarin enkele thema’s worden belicht die slechts
zijdelings zijn gerelateerd aan waterbouwkunde en daar wat verder vanaf staan dan
wat in de appendices aan bod komt. Die toegift is voor de liefhebbers.
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Inleiding

1.1 Over waterbouwkunde

Waterbouwkunde wordt vrij algemeen gezien als een onderdeel van de Civiele
Techniek. Het is een toegepaste wetenschap die zich richt op de realisatie en
instandhouding van allerlei vormen van infrastructuur die met water te maken
hebben. En anders dan vaak wordt verondersteld, is infrastructuur in dit vakgebied
niet beperkt tot harde objecten zoals dijken, sluizen en dammen. In de afgelopen
decennia heeft zachte infrastructuur significant terrein gewonnen.

Een voorbeeld van zachte infrastructuur is de Zandmotor. Een van de redenen
om die aan te leggen was versterking va het kustvak tussen Hoek van Holland en
Scheveningen ten behoeve van de veiligheid tegen overstromen van het achterlig-
gende deel van de Randstad. Deze Zandmotor is infrastructuur omdat het gaat
om een gebouwd object dat een algemeen maatschappelijk doel dient. En het is
zacht omdat het kan meebewegen met natuurlijke processen zonder acuut verlies
aan functionaliteit.

Het project “Ruimte voor de rivier’dat in de tweede helft van de jaren 90 van de
vorige eeuw is geinitieerd als reactie op twee bijna—overstromingen in het Neder-
landse rivierengebied, staat bol van zachte waterbouwkundige infrastructuur. In
weerwil van kosten is daar indertijd bewust voor gekozen. Verbetering van de vei-
ligheid tegen overstromen met klassieke verzwaring van rivierdijken was in primair
functionele zin een effectieve optie, met in de bijsluiter een onaanvaardbaar geachte
interventie in het natuurlijke systeem waar de rivier deel vanuit maakt.

Een goed ontworpen dijk biedt gewenste veiligheid tegen overstromen maar is
tegelijkertijd een majeure obstructie in dat natuurlijke systeem. Met zachte infra-
structuur is het mogelijk om dezelfde veiligheid tegen overstromen te waarborgen
met een substantieel geringere nadelige invloed op de natuur. In bredere zin gaat
dit om duurzaamheid.

Waterbouwkundige infrastructuur, los van de vraag of die hard is of zacht, is
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vrijwel zonder uitzondering onderdeel van een grootschalig infrastructureel com-
plex en ook een interventie in een natuurlijk en/of sociaal-economisch systeem.
Daarom heeft waterbouwkunde sterke relaties met uiteenlopende vakgebieden, zo-
als ecologie, fysische geografie, geotechniek, hydrologie, maritieme techniek, mili-
eukunde, oceanografie en zo meer. In die zin is waterbouwkunde inherent multi—
disciplinair.

Wie zich beroepsmatig met waterbouwkunde bezighoudt, is met recht een ingeni-
eur. Volgens het Groot Woordenboek der Nederlandse Taal (Geerts and Heester-
mans, 1992) is die beroepsnaam afgeleid van het Latijnse ingenium, wat verwijst
naar 'uitvinding’ of ’talent’ (in genum). Bovendien verwijst het naar vernuft en
dat is volgens hetzelfde woordenboek het 'vermogen om iets ingewikkelds uit te
denken, te ontwerpen of te doorgronden’.

Dat is juist het oogmerk van dit boek, met een focus op het doorgronden van
natuurlijke processen en mechanismen ten behoeve van verantwoord ontwerp van
waterbouwkundige infrastructuur. Lang niet alle natuurlijke processen en mecha-
nismen die voor waterbouwkunde relevant zijn, komen aan bod. Ook het ontwer-
pen van infrastructuur betreft een selectie van objecten en ingrepen en het blijft bij
een eerste aanzet. Zoals de titel aangeeft, is dit boek het resultaat van grasduinen
in het vakgebied. Daarbij bedienen we ons doorlopend van met name wiskundige
modellen.

1.2 Denken en werken met modellen

Een introductie in de waterbouwkunde beginnen met een verhandeling over den-
ken en werken met modellen is minder vreemd dan het wellicht op het eerste
gezicht lijkt. Bij waterbouwkunde staat, net als bij alle andere deelgebieden van
de civiele techniek en ook andere vakgebieden, het bouwen aan een toekomstbe-
stendige leefomgeving centraal. Daarbij gaat het steevast om het interveniéren
in bestaande systemen om daarmee een verbetering te realiseren. Kennis van en
inzicht in het desbetreffende systeem is van cruciaal belang voor het ontwerp en
de implementatie van zowel effectieve als verantwoorde interventies.

Een klassiek voorbeeld is de stormvloedkering in de Oosterschelde. De Delta-
commissie!, die na de watersnoodramp van 1953 in het leven is geroepen en de
opdracht had met een plan te komen om herhaling van zo’n ramp te voorkomen,
had aanvankelijk voorgesteld om de Oosterschelde met een volledig dichte dam
van de Noordzee te scheiden. Voor het verbeteren van de veiligheid tegen over-
stromen is dat zeker effectief. Zo’n dam is echter ook een majeure interventie in
een uitgestrekt natuurlijk systeem en heeft invloed op alle biotische en abiotische
processen die zich daarin afspelen.

1Deze commissie is in 1953 ingesteld, kort na de ramp. Inmiddels wordt deze commissie vaak
de Eerste Deltacommissie genoemd omdat in 2007 een Tweede Deltacommissie aan het werk
is gegaan met een soort vervolgopdracht, gericht op het ontwikkelen van maatregelen waarmee
de veiligheid tegen overstromen gewaarborgd kan blijven in relatie tot de maatschappelijke en
infrastructurele veranderingen die zich sinds 1953 hebben voorgedaan.
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Door de afsluiting zou de Oosterschelde veranderen van een estuarium, gekenmerkt
door een wezenlijke invloed van het getij, in een meer zonder getij. Vanwege
dat vooruitzicht was er veel maatschappelijke weerstand tegen de voorgenomen
afsluiting, met name vanuit visserij en milieubeweging. Uiteindelijk heeft dat
geleid tot een nieuw concept in de realisatie van veiligheid tegen overstromen,
namelijk een afsluiting die er alleen is als je die nodig hebt.

Voor het ontwerp van de Oosterscheldekering was inzicht in dat uitgestrekte na-
tuurlijke systeem dat het estuarium en aangrenzend zeegebied omvat, essentieel.
De vraag is echter of inzicht in alle details van dat systeem noodzakelijk is en,
minstens zo belangrijk, of het eigenlijk wel mogelijk is om inzicht in alle details
te verwerven. In het algemeen past op beide vragen een ontkennend antwoord.
Inzicht in alle details is doorgaans niet haalbaar en ook niet altijd nodig om tot
een effectief en verantwoord ontwerp van een interventie te komen.

En dit is waar modellen om de hoek komen kijken. Een model is niet de werkelijk-
heid, maar bevat aspecten daarvan die relevant worden verondersteld voor een spe-
cifiek doel, inclusief hun onderlinge verbanden. Battjes et al. (1999) omschrijven
een model als een geschematiseerde representatie van een deel van de werkelijk-
heid voor een bepaald doel. Bij het ontwerp van de Oosterscheldekering is volop
gebruik gemaakt van modellen, met name schaalmodellen waarin bijvoorbeeld het
effect van de kering op de waterbeweging in de Oosterschelde is nagebootst. Dit
modelonderzoek heeft in belangrijke mate bijgedragen aan een ontwerp waarin de
veiligheid tegen overstromen, de nadelige effecten op milieu en de technische en
economische haalbaarheid met elkaar in balans zijn gebracht.

Toentertijd waren de modelstudies ten behoeve van het ontwerp van de Ooster-
scheldekering het neusje van zalm waar het gaat om wat technisch—wetenschappelijk
mogelijk was. Uit die studies is onder meer naar voren gekomen dat realisatie van
de kering gepaard zou gaan met een reductie van de getijbeweging in het Oos-
terschelde estuarium. De lange—termijn consequenties daarvan zijn in die tijd
misschien wel gesignaleerd, maar hebben pas na verloop van tijd aan aandacht
gewonnen.

Een van die consequenties betreft de relatie tussen de getijbeweging enerzijds en
de morfologie van platen en geulen in het estuarium anderzijds. De afname van de
getijbeweging heeft geleid tot erosie van zandplaten, verondieping van geulen en
een netto transport van sediment vanuit zee naar het estuarium. Dit laatste staat
tegenwoordig bekend als de zandhonger van de Oosterschelde. Vergaand inzicht
in het achterliggende fysisch proces is pas na de aanleg van de kering verworven.
Uit de modelstudies is die morfologische respons niet naar voren gekomen om de
simpele reden dat de betreffende fysica niet in de modellen was begrepen.

De moraal van dit verhaal is dat modellen in de waterbouwkundige praktijk een
onmisbaar instrument zijn voor het verwerven van inzicht in fysische processen
en voor ontwerp en implementatie van verantwoorde interventies in bestaande
systemen. Daarbij moeten we ons echter altijd realiseren dat modellen slechts een
afspiegeling zijn van een deel van de werkelijkheid. Modeluitkomsten moeten in
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NO SMOKING

massa (m)

veer (k)

[ —

ot

k . dx .
=x=0 ; =2 =u; x(0)=0
gtz m |(=o ©

Figuur 1.1: Drie modellen van een schip dat aanmeert bij een meerpaal (foto links): een schets van
schip en meerpaal (midden), een schematisatie tot een massa-veersysteem (rechts) en de bijbehorende
wiskundige uitbeelding daarvan (rechtsonder).

die context worden geinterpreteerd en ingezet. En precies dat is de kunst.

Met deze moraal in het achterhoofd, maken we in dit boek volop gebruik van (met
name wiskundige) modellen. Dat wordt lang niet overal expliciet vermeld en in
veel gevallen gaat het om kleinschalige modelvorming waarin een betrekkelijk klein
onderdeel van de complexe realiteit wordt uitgelicht. In het volgende hoofdstuk 2
over stationaire stroming, bijvoorbeeld, creéren we onderdelen waarmee wiskun-
dige modellen kunnen worden samengesteld om stroming te beschrijven. Afhanke-
lijk van de beoogde toepassing, kunnen we die samenstelling variéren. Dat komt
in het hoofdstuk daarna aan bod (hoofdstuk 3 over toepassingen).

Een voorbeeld van een model dat misschien wat eenvoudiger is dan de modellen
die in dit boek worden gepresenteerd, gaat over een schip dat aanmeert bij een
meerpaal. Een foto van zo'n paal (in de Delftsche Vliet, tegenover de Kolenhaven)
is gegeven in figuur 1.1. Een schip staat daar niet bij, maar een schets van de
combinatie van schip en meerpaal staat ook in figuur 1.1 (in het midden). Die
schets kun je een model noemen.

Helemaal rechts in figuur 1.1 is die combinatie geschematiseerd tot een massa-
veersysteem, waarbij de massa het schip voorstelt en de meerpaal is geschemati-
seerd tot een veer. Ook dat is een model, maar dient een ander doel dan de schets
in het midden van de figuur. Die schets geeft een kwalitatief beeld van de twee ob-
jecten waar het om gaat (schip en meerpaal). Het massa-veersysteem daarentegen,
is een schematisatie van het mechanisme dat zich bij aanmeren voordoet.

Kwantitatief inzicht in dat mechanisme kan worden verkregen met het wiskundige
model (ook vermeld in figuur 1.1). Dat model is in dit geval een tweede orde
differentiaalvergelijking waarin = de positie van de massa (het schip) aangeeft, ¢ is
de tijd, m de massa van het schip en u is de snelheid in de richting van de meerpaal
waarmee het schip op ¢ = 0 tegen de meerpaal aankomt. De meerpaal hebben we
in dit model geschematiseerd tot een lineaire veer met veerconstante k.

Dit wiskundig model is een tamelijk vergaande schematisatie van de werkelijkheid,
onder meer omdat er geen demping in het systeem zit, de meerpaal loodrecht op
de as van het schip wordt aangevaren et cetera. Bovendien gaat het wiskundige
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model niet meer op als ¢t > my/m/k. Het schip is dan door de veer teruggeduwd
en heeft het contact met de meerpaal verloren.
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2.1 Inleiding

Als we in de waterbouwkunde over stroming spreken, gaat dat steevast over wa-
ter, tenzij nadrukkelijk anders vermeld. Kwantitatief inzicht in stromingen ligt
aan de basis van het ontwerp van veel waterbouwkundige constructies en water-
bouwkundige ingrepen in (natuurlijke) systemen. Daarbij gaat het om belastingen
op constructies die worden veroorzaakt door stilstaand of stromend water, maar
ook om de invloed van een waterbouwkundige ingreep op stroming. Sommige
constructies zijn erop gericht om stroming te beinvloeden (zoals een stuw in een
rivier). Maar er zijn ook constructies die, ook al heeft het niet met hun primaire
functionaliteit van doen, wel blootstaan aan belastingen die gerelateerd zijn aan
stroming (zoals de pijlers van een brug over een rivier). Bovendien maakt stroming
deel uit van diverse fysische processen die in de waterbouwkundige praktijk een
rol spelen, zoals transport van sediment en morfologie.

Voor de kwantitatieve beschrijving van stroming, maken we gebruik van behouds-
wetten voor massa, energie (de eerste wet van de thermodynamica) en impuls (de
tweede wet van Newton). Omdat impuls een vector is, geldt de wet van behoud
van impuls in een specifieke richting. Bij de beschrijving van stroming passen we
deze wet toe in de drie richtingen die de 3D ruimte opspannen.

Afhankelijk van de toepassing volstaat de wet van behoud van massa in combinatie
met één van de beide andere wetten om tot een adequate beschrijving van stroming
te komen. Dat is bijvoorbeeld het geval als we geinteresseerd zijn in stroomsnelheid
en waterstand, beide afhankelijk van plaats en tijd.

In dit hoofdstuk werken we deze drie behoudswetten uit voor toepassing in de
waterbouwkunde (toepassingen zelf komen in het volgende hoofdstuk aan bod).
Daarbij gaan we primair uit van stationaire stroming. Bovendien veronderstellen
we dat altijd sprake is van een hydrostatische druk in het water en dat de dichtheid
van water constant is. Op beide veronderstelling gaan we kort in.
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Hydrostatische druk

De veronderstelling van een hydrostatische druk houdt in dat we aannemen dat
het verticale verloop van de druk in een waterkolom bij stromend water gelijk is
aan dat bij stilstaand water. In combinatie met de aanname dat de dichtheid van
water constant is, komt dit erop neer dat de druk in de waterkolom lineair toe-
neemt met de afstand tot het vrije oppervlak. Voor langzaam variérende stroming,
zowel in de tijd als in ruimtelijke zin, is dat een redelijke aanname. In de beschrij-
ving van onder andere stroming in rivieren en het getij wordt deze benadering
veelvuldig toegepast. Karakteristiek voor zulke stroming is dat stroomlijnen niet
sterk gekromd zijn. Als dat wel het geval is, zoals bij stroming over een scherpe
overlaat, gaat de veronderstelling niet op.

Bij stroming in gesloten leidingen, waar geen sprake is van een vrij oppervlak,
is het ook redelijk om uit te gaan van een hydrostatische drukverdeling. Bij een
constante dichtheid neemt de druk in verticale richting toe met de afstand tot
het piézometrisch niveau (ofte wel de stijghoogte: het niveau tot waar het water
zou stijgen als het niet door de bovenkant van de leiding zou worden tegengehou-
den).

Constante dichtheid

In waterbouwkundige toepassingen wordt de dichtheid van water voornamelijk
bepaald door het gehalte aan opgeloste, gesuspendeerde en meegevoerde stoffen.
Zo is de dichtheid van zeewater, vanwege de daarin opgeloste zouten, circa 2,5%
hoger dan die van zoet water in rivieren. Een van de effecten daarvan is dat rond
de monding van een rivier in zee een pluim van zoet water aanwezig is die drijft
op en afstroomt over het zoute zeewater. Kennis van en inzicht in de stromingen
die dat met zich meebrengt, zijn bijvoorbeeld van belang bij het bestuderen van
kustmorfologische processen.

In estuaria en het benedenstroomse deel van rivieren waarin het getij vanuit zee
doordringt, spelen zulke dichtheidsverschillen een wezenlijke rol in de stroming
en het daaraan gerelateerde transport van sediment en andere meegevoerde stof-
fen.

Naast opgeloste stof zijn ook de temperatuur en het gehalte aan gesuspendeerd
materiaal (ook wel zwevend stof genoemd) van invloed op de dichtheid. Een
voorbeeld van zwevend stof is fijn slib dat al bij matige turbulentie makkelijk
vanaf de bodem in de waterkolom wordt opgenomen en daar lang blijft omdat het
relatief langzaam bezinkt.

Door een constante dichtheid te veronderstellen, laten we de invloed van variaties
(in ruimte en tijd) van temperatuur en gehalte aan opgeloste en gesuspendeerde
stoffen op de stroming, buiten beschouwing. Daarmee is niet gezegd dat die invloe-
den in de waterbouwkunde een ondergeschikte rol spelen. Voor een introductie in
dit vakgebied, waar dit boek voor is bedoeld, volstaan we met de vermelding van
het bestaan van zulke effecten.

Tot slot merken we op dat in vrijwel alle waterbouwkundige toepassingen, water
onsamendrukbaar wordt verondersteld. Dat wil zeggen dat de druk in het wa-
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ter geen invloed heeft op de dichtheid. Helemaal juist is dat niet. Bij toename
van de druk neemt de massadichtheid van water toe omdat water in enige, zij
het geringe mate samendrukbaar is. Het gevolg daarvan is dat een volume V
aan het oppervlak van een oceaan een kleinere masse heeft dat datzelfde volume
op bijvoorbeeld een kilometer diepte. Als we alleen kijken naar het effect van
samendrukbaarheid (en dus alle effecten van variaties in temperatuur, saliniteit,
gehalte gesuspendeerd materiaal et cetera buiten beschouwing laten), verloopt de
dichtheid p volgens )

plz) = po (1+ 222) (2.1)
waarin pg de dichtheid aan het wateroppervlak en z een verticale cooérdinaat met
z = 0 aan het oppervlak en negatief daaronder. Voorts is g de versnelling van de
zwaartekracht en K de compressie-modulus (2,18 x 10° N/m? voor water)?.

Om een indruk te krijgen van de fout die wordt gemaakt door water onsamendruk-
baar te veronderstellen, kijken we naar de massa van een waterkolom met hoogte
h ten opzichte van wat die massa zou zijn als water onsamendrukbaar is. Deze
verhouding wordt gegeven door

1 0
— p(z)dz 2.2
e (22)
Voor een waterkolom met een hoogte van 100 meter is deze verhouding gelijk
aan 1,0002. Dat wil zeggen dat de massa van de waterkolom met 0,02% wordt
onderschat door water onsamendrukbaar te veronderstellen. En als we uitgaan
van de werkelijke massa van de waterkolom en dan de hoogte berekenen op basis
van de benadering dat water onsamendrukbaar is, komen we 2 centimeter te hoog
uit. Bij een waterkolom van een kilometer hoog is dat 23 centimeter. Helemaal bij

2Met toenemende afstand onder het wateroppervlak neemt de druk p toe volgens dp/dz =
—pg. Tegelijkertijd neemt de dichtheid p toe omdat water samendrukbaar is. Het volume V'
dat een massa water m inneemt, wordt kleiner naarmate de druk toeneemt. Het verband tussen
veranderingen in druk en volume wordt gegeven door

1dv. 1
Vdp K
Met m = pV is dit te schrijven als
ldp 1
p dp K
Combinatie hiervan met de verticale drukgradiént dp/dz = —pg geeft het verticale verloop van
de dichtheid p:
d dp d
L *192 - p2dp= _9 4,
dz dpdz K K

Integratie met de randvoorwaarde dat p(z = 0) = pg resulteert in (2.1). Die uitdrukking is
overigens beperkt geldig. Op een diepte van z = —K/(pog) (wat overeenkomt met ongeveer
220 kilometer) zou volgens deze uitdrukking het volume tot nul zijn gereduceerd en de dichtheid
oneindig groot zijn. Belangrijke vraag is of bij vergaande compactering van een massa de uit-
gangspunten van de gegeven redenering nog opgaan. Het antwoord op die vraag is ontkennend.
De diepste delen van de aardse oceanen komen echter niet in de buurt van dit theoretisch extreem
van 220 kilometer.
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de bodem van de Marianentrog®, op een diepte van bijna 11km, is de fout circa
282 meter.

In waterbouwkundige toepassingen is de waterdiepte doorgaans niet groter dan
100 meter en dan is onsamendrukbaarheid veronderstellen een goede benadering
van de werkelijkheid.

2.2 Behoud van massa

Onder de omstandigheden waar we in de waterbouwkunde in geinteresseerd zijn,
is massa een behouden grootheid. Water kan niet uit het niets ontstaan en kan
daar ook niet in verdwijnen. Dit wordt continuiteit genoemd en de vergelijking
waarmee het wordt beschreven is de continuiteitsvergelijking. Toegepast op een
prismatische* waterloop kunnen we behoud van volume schrijven als

4Q , Ld¢ _

= 2.
dx de 0 (2:3)

waarin ) het debiet is, ¢ de waterstand (ten opzichte van een willekeurige refe-
rentie), B de breedte van de waterspiegel, z een codrdinaat in langsrichting en ¢
de tijd. We kunnen ons dit voorstellen door te kijken naar een moot in dwars-
richting uit de waterloop. Als aan de bovenstroomse kant minder water de moot
binnenkomt dan er aan de benedenstroomse kant uitstroomt, is d@Q/dz > 0 (onaf-
hankelijk van de vraag of het water in positieve of negatieve z-richting stroomt).
De hoeveelheid water in de moot neemt dan gestaag af en de waterstand daalt
(d¢/dt < 0). Het verschil tussen de in- en uitgaande debieten is het volume dat
per eenheid van tijd aan de moot wordt onttrokken. Bij een zeer smalle moot is
de waterspiegel daarbinnen bij benadering vlak. In dat geval is het onttrokken
volume gelijk aan de daling van de waterstand in diezelfde eenheid van tijd en
vermenigvuldigd met het horizontale oppervlak van de moot ter hoogte van de
waterspiegel. Deze gelijkheid wordt, na delen door de lengte van de moot, weer-
gegeven door (2.3). Bij stationaire stroming is er geen verandering met de tijd en
dus is d{/dt = 0. In dat geval geldt dat ook het debiet in langsrichting constant
is (dQ/dz = 0).

Door te kijken naar een moot uit de waterloop, hebben we de zogeheten Eulerse
methode toegepast. Deze methode gaat uit van een denkbeeldig volume met een
vaste plaats ten opzichte van één of andere referentie. We noemen dit het con-
trolevolume. Anders dan bij een rigide object hoeft zich in dit volume niet steeds
dezelfde materie te bevinden. Via de wanden van het denkbeeldige volume is uit-
wisseling met de omgeving mogelijk. Voor een behouden grootheid (zoals massa)
geldt dat de netto uitwisseling met de omgeving in balans is met de verandering

3Deze trog ligt ten zuiden van Japan. Het is het diepst bekende deel van de oceaan (Wikipedia,
2020)

4Als de natte doorsnede van een waterloop niet verandert in stroomrichting, spreken we van
een prismatische waterloop. De term ’prismatisch’ wordt veel gebruikt in de constructiemecha-
nica, waar het ook verwijst naar een constante dwarsdoorsnede.
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\ Figuur 2.1: In stroomrichting kunnen
— waterdiepte h en stroomsnelheid u ver-
anderen, maar als de stroming stationair
—~ N " s, is het product hu constant.

van de berging in het controlevolume. We passen deze methode niet allen toe op
behoud van massa, maar later in dit hoofdstuk ook op behoud van impuls.

Anders dan bij een waterloop is het bij meren of zeeén niet zo voor de hand
liggend om een moot te beschouwen die de gehele dwarsdoorsnede beslaat. In
plaats daarvan kiezen we een rechthoekige kolom als controlevolume. In figuur 2.1
is het aanzicht geschetst van zo'n kolom. Deze is zo gekozen dat twee tegenover
elkaar gelegen wanden loodrecht op de stroomrichting staan en de afmeting dwars
op het vlak van tekening is juist één eenheid van lengte. Aan de bovenstroomse
kant stroomt water met een dieptegemiddelde snelheid u;, de moot binnen en
aan benedenstroomse kant stroomt het er met een snelheid w,;; weer uit. De
waterdieptes aan deze twee zijden van de moot zijn achtereenvolgens h;, en hy;;.

Als de stroming stationair is en de waterstand dus niet varieert met de tijd, wordt
behoud van volume voor deze moot gegeven door

wat betekent dat het inkomende debiet per eenheid van breedte (loodrecht op het
vlak van tekening in figuur 2.1) even groot is als het uitgaande.

Ten behoeve van waterloopkundige berekeningen wordt (2.4) geschreven in de
vorm van een differentiaalvergelijking. Daarbij wordt gebruik gemaakt van een
eerste orde Taylor benadering. Toegepast op de dieptegemiddelde stroomsnelheid
u werkt dat als volgt. Deze snelheid varieert met de horizontale coérdinaat in
stroomrichting z, zodat u = u(x). De moot die we beschouwen heeft een lengte Ax
en aan de bovenstroomse zijde is = ¢ (zie figuur 2.1). Als we de stroomsnelheid
u ontwikkelen in een Taylorreeks geldt voor de snelheid aan benedenstroomse zijde
dat

Az du
u(:co + AZZ?) e U(l‘o) + T @

Azx? d%u

d“u Az? dBu
2! da?

3 da? (2:5)

xo xo o

Bij een eerste orde benadering worden alle termen met Ax tot een macht hoger

dan 1 verwaarloosd. De idee hierachter is dat als Az < 1, de hogere orde termen
veel kleiner zijn dan de eerste orde term. Zodoende krijgen we

u(zo + Az) = u(zg) + Az du

= (2.6)

Zo
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\ Figuur 2.2: Eerste orde Taylor bena-
7:::\ dering van het verloop van waterdiepte
h u umxg_l; hmx‘% en stroomsnelheid in de richting van de
~ ~ stroming.

mm——

Ax

Voor de in— en uitstroomsnelheden die in (2.4) zijn genoemd, vinden we hiermee

dat
d
win = (o) 5 e = ulzo + Ax) & u(wo) + Az T (2.7)

Zo

en op overeenkomstige manier vinden we voor de waterstanden aan weerszijden
van de moot dat

hin = h(x0) 5 huie = h(xo + Az) = h(zg) + Ax dh

= (2.8)

zo
Het equivalent van figuur 2.1 met de benaderingen (2.7) en (2.8) is gegeven in
figuur 2.2.

Als we aan de hand hiervan de volumebalans voor stationaire stroming opstellen,
vinden we dat

dh du
h{(zo)u(xo) = <h(:170) + Az e wo) (u(zo) + Az . mo) (2.9)
ofwel
dh d
h(xo)u(wo) =h(zo)u(zo) + Az (“(330) T h(xo) £ >
& 7 (2.10)
dh du
2 PR PR
+ Az dx 2 dx .

Als we (2.10) uitwerken en daarbij, net zoals we eerder hebben gedaan, termen met
Ax tot een macht hoger dan 1 verwaarlozen, krijgen we, na delen door Az,

u(ao)

dx

du
+ h(wo) I

d(uh)
dz

=0 (2.11)

o o
In deze uitwerking zijn we uitgegaan van een moot waarvan de bovenstroomse zijde
samenvalt met x = xp, maar omdat xy zelf niet relevant is, geldt de uitwerking
voor elke willekeurige locatie van de moot. Met andere woorden, voor stationaire
stroming wordt behoud van volume in stroomrichting beschreven met

d(uh)
dz

=0 (2.12)
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M Figuur 2.3: Eerste orde Taylor benade-
ring van het verloop van twee horizon-
tale componenten u en v van de diepte-

A gemiddelde stroomsnelheid.

In bovenstaande afleiding van deze zogeheten 1-dimensionale continuiteitsverge-
lijking (2.12) hebben we de x-richting gekozen in stroomrichting. Dat is niet altijd
mogelijk. Horizontale stroming in zeeén en meren heeft in het algemeen een 2-
dimensionaal karakter en heeft de snelheid naast een u-component in z-richting
ook een v-component in y-richting. Dit levert een beeld zoals geschetst in figuur
2.3.

Voor deze 2—dimensionale situatie houdt continuiteit voor stationaire stroming
in dat de hoeveelheid water in een kolom niet met de tijd varieert. De totale
hoeveelheid water die de kolom binnenstroomt moet op elk moment identiek zijn
aan de hoeveelheid water die eruit stroomt. Anders dan in de afleiding van (2.12)
hebben we nu te maken met stroming in twee richtingen en in beide richting kan
in- en uitstroming plaatsvinden. Die in— of uitstroming wordt niet bepaald door
hu alleen, maar door de som hu+ hv. De continuiteitsvergelijking voor stationaire
stroming in twee horizontale dimensies is zodoende

d(uh) d(vh)

dm+dy

=0 (2.13)

In vergelijkingen (2.12) en (2.13) zijn u en v dieptegemiddelde stroomsnelheden en
de producten hu en hv zijn debieten per eenheid van breedte. De twee vergelijkin-
gen beschrijven continuiteit in termen van de over de diepte-geintegreerde stro-
ming. Men spreekt daarom van de diepte-geintegreerde continuiteitsvergelijking.
In paragraaf 2.4 over impulsbehoud maken we gebruik van deze vergelijking.

2.3 Behoud van energie

Net zoals massa is ook energie een behouden grootheid. Het beschrijven van
waterbeweging vanuit behoud van massa en energie ligt echter niet altijd voor de
hand. Een belangrijke reden daarvoor is dat waterbeweging wel een richting heeft,
maar energie niet. De energie van een waterdeeltje bestaat uit een combinatie
van potentiéle, kinetische en thermische energie. Het aandeel kinetische energie is
gerelateerd aan de grootte van de snelheid van het deeltje, maar zegt niets over de
richting waarin het deeltje zich beweegt. Dit maakt dat behoud van energie niet
toepasbaar is voor een willekeurige richting, maar wel langs een stroomlijn. In
meren en zeeén zijn stroomlijnen niet makkelijk te identificeren, maar in gesloten
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leidingen en tot op zekere hoogte ook in open waterlopen liggen de stroomlijnen
gemiddeld evenwijdig aan de as van de waterloop. Behoud van energie kan daar
wel worden gebruikt om waterbeweging te beschrijven.

Een bijzonder geval doet zich voor als een waterdeeltje tijdens z'n beweging langs
een stroomlijn geen energie uitwisselt met de omgeving als gevolg van wrijving.
Dat is bij goede benadering het geval als zich over korte afstand geen vertraging
manifesteert. Dat is als volgt in te zien. Door wrijving wordt energie aan het
beschouwde waterdeeltje onttrokken. De totale hoeveelheid onttrokken energie
is gelijk aan de arbeid die door de wrijvingskracht wordt geleverd. Deze arbeid
is het product van de wrijvingskracht en de afstand waarover deze werkt. Over
korte afstand is die arbeid navenant beperkt. Tegelijkertijd mag geen vertraging
optreden, want daarbij wordt turbulentie gegenereerd wat weer leidt tot dissipatie
van energie.

In afwezigheid van uitwisseling van energie met de omgeving is de som van poten-
tiéle en kinetische energie constant. De kinetische energie E}, is gerelateerd aan de
snelheid volgens
1
Ej, = —mu?
"2

waarin m de massa van het waterdeeltje is en u de snelheid. De potenti€le energie
E, is gerelateerd aan de plaats van het deeltje in het gravitatieveld van de aarde
en de afstand waarover het betreffende waterdeeltje in dat veld kan stijgen als
gevolg van de druk op de plaats waar het zich bevindt:

(2.14)

E, =mgz+ @p (2.15)
p

waarin z de plaats van het deeltje is ten opzichte van één of andere referentie, g is
de versnelling van de zwaartekracht, p de druk ter plaatse van het deeltje en m/p
is het volume ervan (m is massa en p is massadichtheid)®.

Als de som van Ej, en E, constant is, geldt, na delen door mg,

2
242+ L = constant (2.16)
pg

29
Dit staat bekend als de wet van Bernouilli, genoemd naar de Groningse wis- en
natuurkundige Daniel Bernouilli (1700-1782).

Alle termen in uitdrukking (2.16) hebben de dimensie van lengte. De drie ter-
men in het linker lid van (2.16) worden achtereenvolgens de snelheidshoogte, de
plaatshoogte en de drukhoogte genoemd. De som is de energichoogte H. Deze
hoogten laten zich makkelijk grafisch weergeven. In figuur 2.4 is dit geschetst
voor stroming in een gesloten leiding waarvan de diameter in stroomrichting over
enige lengte afneemt. Omdat het debiet in de leiding overal hetzelfde is, neemt de

5Ep/(mg) is het zogeheten piézometrisch niveau of de stijghoogte. Het geeft aan tot welke
hoogte het water kan stijgen als gevolg van de druk op hoogte z (beide ten opzichte van de
referentie).
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energiehoogte H Figuur 2.4: lllustratie van de
wet van Bernoulli voor versnellende
stroming in een gesloten, zich ver-
nauwende leiding (blauw) waarbij
de energiehoogte H constant is.

u?

; 29
. L2 | drukhoogte i

—

i
i
i
i u
i
i
i

\—/z plaatshoogte

referentie (z=0)

stroomsnelheid (en daarmee de snelheidshoogte) als gevolg van de vernauwing in
stroomrichting toe. Bij deze versnelling blijft H constant en neemt de drukhoogte
dus af.

In hoofdstuk 3 over toepassingen gebruiken we deze energiehoogte voor de beschrij-
ving van de waterbeweging bij een overlaat, rond een varend schip en in gesloten
leidingen. In zulke leidingen zijn energieverliezen door wrijving doorgaans niet te
verwaarlozen en kunnen we de wet van Bernouilli (2.16) dus niet toepassen. In
plaats daarvan vergelijken we de energiehoogte op twee plaatsen (bijvoorbeeld A
en B) in de leiding en kijken we naar

\Hx — Hp| = AH (2.17)

waarin AH het totaal aan verliezen tussen de plaatsen A en B is. Bij gesloten
leidingen zijn die verliezen goed in kaart te brengen. Bovendien kan in AH de
toevoer van energie door bijvoorbeeld een pomp worden begrepen, net zoals ont-
trekking door een turbine.

2.4 Behoud van impuls

Inleiding

De derde behoudswet die we in dit hoofdstuk behandelen betreft impuls, gedefini-
eerd als het product van massa en snelheid. Het wordt ook wel de hoeveelheid van
beweging genoemd. De basis van de behoudswet zoals we die in de vloeistofme-
chanica gebruiken, is de tweede wet van Newton waarin de verandering van impuls
van een object wordt gerelateerd aan de kracht die erop wordt uitgeoefend:

d(ma)
dt

F = (2.18)

waarin m de massa van het betreffende object is, ¢ de snelheid, F de kracht en ¢

staat voor tijd. Snelheid en kracht zijn beide vectoriéle grootheden. Impuls m is
dat ook. Behoud van impuls geldt zodoende voor elke richting.
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Figuur 2.5: Controlevolume (grijs) in een
1-dimensionale stroming met de daarop
werkende hydrostatische druk en bodem-
schuifspanning en de in— en uitgaande
stroming.

In het navolgende leiden we de impulsbans af voor een stationaire stroming in één
horizontale richting die wordt aangedreven door een verhang. Dit is een veel voor-
komende situatie in bijvoorbeeld rivieren en kanalen waarvan de dwarsdoorsnede
in langsrichting niet varieert. We veronderstellen een hydrostatische drukverde-
ling en ook dat de vloeistof onsamendrukbaar is. In de afleiding hanteren we de
Eulerse aanpak met een controlevolume en we beperken ons tot stroming in één
horizontale richting. Het resultaat is de impulsbalans die hoort bij de zogeheten
ondiep water vergelijkingen voor stationaire stroming.

In eerste instantie gebruiken we voor de afleiding van de impulsbalans de volledige
waterkolom als controlevolume. Dat levert de diepte—geintegreerde balans. Die
zegt wel iets over de diepte—gemiddelde stroming, maar niets over het verloop
van de stroomsnelheid tussen bodem en oppervlakte. Om dat verloop in beeld
te brengen, gaan we in tweede instantie (in appendix C) uit van een deel van de
waterkolom als controlevolume. Beide resultaten worden gebruikt in de volgende
paragraaf over toepassingen.

Dieptegemiddelde stroming

Voor de afleiding van de 1-dimensionale, diepte-geintegreerde, horizontale impuls-
balans kijken we naar een verticale langsdoorsnede van een open waterloop met
een vlakke, hellende bodem. Een deel van deze langsdoorsnede met daarin het
controlevolume is geschetst in figuur 2.5.

Net als bij continuiteit maken we gebruik van een eerste orde Taylor benadering
van het verloop van de horizontale stroomsnelheid u en waterdiepte h. In figuur
2.5 is dat reeds toegepast.

Bij stationaire stroming verandert de totale impuls die in het controlevolume is
geborgen niet met de tijd. Er is evenwicht tussen de overdracht van impuls naar
en van het controlevolume door de stroming en de uitwendige krachten die op
het volume werken. Die uitwendige krachten zijn het gewicht van het water in
het controlevolume en de hydrostatische drukken aan weerszijden van het volume.
Daarnaast is er een normaalspanning die door de bodem op de onderzijde van het
volume wordt uitgeoefend. Deze is een voortzetting van de hydrostatische druk aan
weerszijden van dat volume. Bij een hellende bodem is deze normaalspanning niet
verticaal gericht maar loodrecht op de bodem en dat geldt ook voor de bijbehorende
resultante. De verticale component van die resultante maakt evenwicht met het
gewicht van het water in het controlevolume. Er is echter ook een horizontale
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component en die speelt een rol in de horizontale impulsbalans. Tot slot is er nog de
bodemschuifspanning 73 als gevolg van de wrijving tussen bodem en water.

Er zijn, kortom, vier bijdragen aan de horizontale overdracht van impuls bij stati-
onaire stroming. Deze bijdragen zijn gerelateerd aan

e hydrostatische drukken aan weerszijden van het controlevolume;
e bodemschuifspanning;

e normaalspanning tegen de onderzijde van het controlevolume;

e stroming in horizontale richting.

Deze vier bijdragen gaan we één voor één in kaart brengen en daarna stellen we de
volledige 1-dimensionale, horizontale impulsbalans voor stationaire stroming op.
Voor dat type stroming is de som van de vier bijdragen gelijk aan nul.

Als we uitgaan van een eenheid van breedte loodrecht op het vlak van tekening in
figuur 2.5, is de resultante F}, van de hydrostatische druk aan weerszijden van het
controlevolume, na verwaarlozing van termen met Ax tot een macht groter dan 1,
gelijk aan

1

1 dh\> dh
— 2 _ - —
Fy, = 2pgh 59 (h + Az dac) = Aa:pghdx (2.19)

en voor de horizontale component F,, van de bodemwrijving vinden we
F,=-Axm (2.20)

Hierin is 7, de grootte van de bodemschuifspanning en het product Az 7, in het
rechter lid van bovenstaande uitdrukking is de grootte van de bijbehorende hori-
zontale component, geintegreerd over de onderzijde van het controlevolume.

Voor een eenheid van breedte wordt de grootte van de resultante Fj van de nor-
maalspanning op de onderzijde van het controlevolume gegeven door

F, = 1 (pgh + pg (h + Axdh)> Ax (2.21)

2 dx cos

waarin 6 de hoek die de bodem maakt met de horizontaal. De horizontale com-
ponent van deze resultante is —Fpsinf. Het minteken is toegevoegd omdat de
richting van deze component tegengesteld is aan die waarin de bodem oploopt
(positieve ). Na verwaarlozing van termen met Az tot een macht groter dan 1
vinden we

db
— Fpsinf = —A h— 2.22
b sin @ pgh= (2.22)
waarin b het bodemniveau is (zie figuur 2.5) en db/dz = tané.

Door de stroming worden waterdeeltjes het controlevolume in en uit getranspor-
teerd. Deze deeltjes hebben zowel massa als snelheid en dus ook impuls. Stroming
leidt zodoende tot een overdracht van impuls het controlevolume in en uit. Dit
verschijnsel wordt advectie genoemd. Per eenheid van tijd komt een hoeveelheid
water gelijk aan hu het volume binnen. De massa van deze hoeveelheid bedraagt
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phu en de bijbehorende impuls is phu?. Bedenk dat het hier gaat om een veran-
dering van impuls per eenheid van tijd en die heeft, conform de tweede wet van
Newton (zie (2.18)), de dimensie van kracht.

De netto advectieve overdracht van impuls F,, komt hiermee op

dh du\” dh du
F, = phu® — p <h + Amdx) (u + Amdx) = —Azpu (udx + 2hdm) (2.23)
Naast behoud van impuls geldt ook altijd continuiteit. Daarvan maken we ge-
bruik om bovenstaande uitdrukking voor F,, enigszins te vereenvoudigen. Volgens
de diepte—geintegreerde continuiteitsvergelijking voor stationaire stroming (2.12)
is
d(uh) dh

du

Als we dat combineren met (2.23) resteert

du
F, = —A v 2.2
x phudx (2.25)

Hiermee hebben we de vier bijdragen gekwantificeerd. In het geval van stationaire
stroming zijn ze met elkaar in evenwicht en geldt

Fy+ Fy— Fysinf+ F, =0 (2.26)

Substitutie van (2.19), (2.20), (2.22) en (2.25) in bovenstaande balans levert, na

delen door Axph,
du dh 7 db
e e 2.2
U =9 I3, (2.27)

dz  ph
Als ¢ de waterstand is ten opzichte van de referentie die we ook bij het bodemniveau
b hebben gebruikt, wordt de waterdiepte gegeven door h = (—b. Als we de afgeleide
hiervan

h=C-b —» ————=-= (2.28)

du d¢ n
— =—g—= - — 2.29
Yz T ph ( )
Hieruit blijkt dat de bodemhelling geen invloed heeft op de aandrijving van de
stroming.

De bodemschuifspanning 7, in (2.29) kan worden gerelateerd aan de dieptege-
middelde stroomsnelheid u. Uit analyse van waarnemingen is gebleken dat bij
turbulente, verhang-gedreven stroming de bodemschuifspanning evenredig is met
het kwadraat van de dieptegemiddelde stroomsnelheid u volgens

Ty = —cypulul (2.30)
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waarin ¢y een dimensieloze wrijvingscoéfficiént is die athangt van de ruwheid van
de bodem. In de volgende paragraaf 2.4 gaan we hier nader op in.

In de literatuur wordt vaak 7, = c¢pu?® gebruikt in plaats van (2.30). Zolang het
gaat om de relatie tussen de grootte van de bodemschuifspanning en die van de
snelheid, is daar niets op tegen. Het gaat er echter aan voorbij dat de richtingen
van schuifspanning en snelheid tegengesteld zijn. In de afleiding van (2.29) hebben
we daar rekening mee gehouden. Als de stroming van richting verandert, blijft deze

tegenstelling behouden met de notatie 7, oc u|u|, maar niet met 7, oc u?.

Combinatie van (2.30) met (2.29) geeft

du d ulu
U = —gd—i — cf% (2.31)
en dat is de diepte—geintegreerde impulsbalans voor 1-dimensionale stationaire
stroming. Samen met de continuiteitsvergelijking (2.24) vormt bovenstaande im-
pulsbalans een set van twee differentiaalvergelijkingen waaruit, met passende rand-
voorwaarden, het verloop van de dieptegemiddelde horizontale stroming en de
waterstand kunnen worden bepaald.

De grootte van de wrijvingscoéfficiént ¢y hangt af van de ruwheid van de bodem.
In de volgende paragraaf over wandwrijving gaan we daar nader op in.

Wandwrijving

In de vorige paragraaf is aangegeven dat de bodemschuifspanning 7, bij turbulente
stroming evenredig is met het kwadraat van de diepte-gemiddelde stroomsnelheid
u (zie uitdrukking (2.30)). Om de grootte van de wrijvingscoéfficiént ¢, te kunnen
bepalen, is inzicht nodig in de verticale structuur van de stroming. De diepte-
gemiddelde snelheid w is immers een integrale karakteristiek van die structuur,
terwijl de bodemschuifspanning wordt bepaald door wat zich vlakbij de bodem
afspeelt.

In appendix C over impulsbehoud in een verticaal vlak is die structuur beschreven
voor een turbulente, stationaire, 1-dimensionale, uniforme stroming die door een
drukgradiént wordt aangedreven. Zoals in die appendix uiteengezet, neemt voor
deze condities de lokale horizontale stroomsnelheid logaritmisch toe met de hoogte
boven de bodem. Men spreekt daarom van een logaritmisch snelheidsprofiel.

De redenering die tot dit logaritmisch profiel leidt, gaat vlakbij de bodem niet op.
De reden daarvoor is dat in een laag net boven de bodem turbulentie niet volledig
tot ontwikkeling kan komen omdat er in verticale zin onvoldoende ruimte is voor
turbulente fluctuaties in de waterbeweging. Die ruimte is er pas op enige afstand
boven de bodem en vanaf daar neemt het snelheidsprofiel de logaritmische vorm
aan. Die afstand is mede afhankelijk van de ruwheid van de bodem.

Tenzij er specifieke interesse is in wat zich vlakbij de bodem afspeelt, wordt in stro-
mingsberekeningen alleen een maat voor de dikte van die laag net boven de bodem
betrokken. Deze maat wordt genoteerd als zg. Het is de hoogte boven de bodem
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van de fictieve nuldoorgang van de stroomsnelheid als het logaritmische profiel
vanuit de bovenlaag met volledig ontwikkelde turbulentie wordt geéxtrapoleerd in
de richting van de bodem (zie appendix C).

Omdat zy toeneemt met de ruwheid van de bodem, mag een relatie worden ver-
wacht met de wrijvingscoéfficiént c¢. Voor stationaire, 1-dimensionale, uniforme,
verhang-gedreven stroming kan die relatie in beeld worden gebracht door uit het lo-
garitmisch snelheidprofiel (C.29) de diepte-gemiddelde stroming te bepalen en het
resultaat te vergelijken met wat volgt uit de diepte-gemiddelde impulsbalans

¢ ufu|

- (2.32)

Oz—ga cr

voor dezelfde omstandigheden (zie (2.31) met, vanwege de uniformiteit van de
stroming, du/da = 0). Volgens deze balans kunnen we voor de diepte-gemiddelde
snelheid u schrijven dat

ulu| = —%hz’ (2.33)

waarin 7 het verhang is (i = d¢/dx). Als we vervolgens gemakshalve de stroom-
richting associéren met positief®, volgt dat

w= | Lnli| (2.34)
cf

Met het logaritmisch snelheidsprofiel (C.29) volgt voor de diepte-gemiddelde snel-
heid u dat

1 b+h g b
u= / —+/ghli|In SR P (2.35)
h — Z0 20+b K 20

Uitwerken van deze integraal levert

= g (m h 1) Al (2.36)

20
waarbij is verondersteld dat zg < h.
Vergelijking van (2.34) en (2.36) laat zien dat
1 1 20

\/707 = (— hlﬁ — 1) (2.37)

Hiermee is de relatie tussen cy en zg onderling aangegeven, maar voor praktische
toepassing is het ook nodig om een verband te leggen met de werkelijke ruwheid van
de wand van de waterloop. In het verleden is daar veel onderzoek naar gedaan. In
deze paragraaf noemen we daarvan enkele veel gebruikte resultaten, te beginnen
met een elementaire beschouwing van stationaire stroming in een prismatische

Sbij een stationaire, uniforme, verhang-gedreven stroming kan dat straffeloos omdat daarbij
de stroming altijd dezelfde richting heeft, tegengesteld aan die van het verhang.
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Figuur 2.6: 3D principe-schets van een prismatische waterloop met een constant verhang tané
(links). De natte doorsnede heeft een oppervlak A en omtrek P. In de langsdoorsnede (rechts)
zijn de componenten van de resultante hydrostatische druk (F}), de bodemwrijving (Fy) en het
eigen gewicht van het water (G’) in de richting van het verhang aangegeven. Deze componenten
hebben betrekking op een moot ter lengte Ax.

waterloop met een constant verhang. In dat geval is het stromingspatroon in elke
dwarsdoorsnede hetzelfde.

Voor deze gesimplificeerde condities reduceert de impulsbalans voor de richting
langs de hellende as van de waterloop tot evenwicht tussen de component in die
richting van het gewicht van het water en de bodemwrijving. Dit is geschetst
in figuur 2.6. In het linker deel van deze figuur is een 3-dimensionale impressie
gegeven van een moot uit zo’n prismatische waterloop en in het rechter deel is een
langsdoorsnede geschetst. Het grijze parallellogram daarin verwijst naar de moot
van de waterloop.

Geintegreerd over de dwarsdoosnede van de waterloop en in de richting van het
verhang, kunnen we vier forceringen onderscheiden. Twee daarvan zijn betreffende
componenten van de resultanten van de hydrostatische drukken aan boven- en be-
nedenstroomse zijden van de moot. In figuur 2.6 zijn die aangegeven met Fj. Deze
twee resultanten heffen elkaar op omdat ze even groot zijn en omdat werklijnen
van beide samenvallen. Daarnaast zijn er de component G’ in de richting van het
verhang van het gewicht van de moot en de resultante F,, van de bodemwrijving.
In een stationaire situatie moeten deze vier forceringen in evenwicht zijn en dus
moet G’ = F,, (althans in termen van grootte; we gaan er op voorhand vanuit dat
de richtingen van beide krachten tegengesteld zijn).

Voor geringe verhangen geldt bij goede benadering dat G' = pgAli|Ax, waarbij
i het verhang is (i = tan#) en A het oppervlak van de natte doorsnede van de
waterloop. Met dezelfde benadering is F,, = 7, PAx, waarbij P de zogeheten peri-
meter is. Dat is de lengte van het natte deel van de omtrek van de dwarsdoorsnede
van de waterloop. Voorts is 7, de over de bodem gemiddelde schuifspanning. Er
is sprake van evenwicht indien (na delen door Ax)

A
G =F, — pgdlil=nP = 17,= pgﬁ|z’| (2.38)
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type wand ruwheidslengte kg
(afgestreken) beton 5x107%...5 x 10~°m
grind, bedding met sedimenttransport 1 x 1072...3 x 10~2m
stenen, waterloop met vegetatie 5x1072...1x 107 'm
blokken 0,1...1m

Tabel 2.1: Enkele indicatieve waarden van de Nikuradse ruwheidslengte.

Met de overweging dat voor turbulente stroming geldt dat 7,/p o u?, volgt
dat A

ux /Rl ; R:F (2.39)

waarin R de zogeheten hydraulische straal is. Als de breedte van een waterloop

groot is ten opzichte van de waterdiepte h, is R ~ h en dan heeft (2.39) dezelfde
vorm als (2.34).

De aard van deze relatie tussen u en ¢ is al in de 18° eeuw gevonden door de Franse
waterbouwkundige Antoine de Chézy (1718-1798). Hij vond dat

u = Cuw/Ri| (2.40)

Deze uitdrukking staat bekend als de formule van Chézy. De coéfficiént C}, is de
zogeheten Chézy ruwheid, een maat voor de ruwheid van de bodem”. Er wordt
wel gezegd dat het eigenlijk een maat is voor de gladheid omdat de waarde van
Ch afneemt bij toenemende ruwheid. Bedenk voorts dat C) de dimensie van /g
heeft. Bij gebruik van Sl-eenheden is dat v/m/s.

Vergelijking van (2.34) met (2.40) en (2.37) laat zien dat

g
"

3%-\/167:“ & ) (2.41)

De grootte van C}, en ook die van ¢y en zg, hangt af van de afmetingen van onef-
fenheden in de bodem. Bij een vlakke bodem die bestaat uit loskorrelig materiaal
zoals zand of grind, is de korrelgrootte daarvoor bepalend. Daarnaast kunnen
beddingvormen zoals ribbels van invloed zijn op de ruwheid, net zoals vegetatie.
Een veel gebruikte indicator voor de afmetingen van oneffenheden in wanden van
waterlopen is de zogeheten Nikuradse ruwheidslengte, genoemd naar de bedenker
ervan Johann Nikuradse (1894-1979). Ter indicatie zijn enkele waarden van deze
ruwheidslengte gegeven in tabel 2.1.

De relatie tussen de wrijvingscoéfficiént ¢y en de Nikuradse ruwheid k, wordt
gegegeven door de formule van Colebrook:

1 1 12R

- qp -t
VG R ks+0/3,5

"In de literatuur wordt doorgaans het symbool C' gebruikt, zonder subscript. Om verwarring
met andere C’s te voorkomen, wordt in dit boek C}, aangehouden.

(2.42)
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waarin 6 de dikte van de laminaire sublaag dichtbij de wand is. In de meeste
waterbouwkundige toepassingen hebben we te maken met turbulente condities en
dan is § < ks zodat ks + /3,5 = ks. De formule van Chézy is ook van toepassing
op turbulente situaties en daarmee kunnen we uit (2.41) en (2.42) een relatie tussen
de Chézy ruwheid en de ruwheidslengte volgens Nikuradse afleiden:

0y = Y91, 128 (2.43)

~~1In

K ks

In de praktijk wordt gewoonlijk een iets andere notatie aangehouden voor deze rela-
tie. Daarin is de natuurlijke logaritme vervangen door een logaritme met grondtal
10 en is ¢ =9,81 N/kg ingevuld. Na enig afronden volgt

12

wat bekend staat als de formule van White-Colebrook. De factor 18 in deze relatie
wordt uitgedrukt in \/m/s, net als de Chézy ruwheid.

De formule van Chézy kan worden gezien als een uitwerking van de impulsbalans
voor 1-dimensionale, stationaire, eenparige stroming die wordt aangedreven door
een verhang. Daarbij is sprake van een balans tussen dat verhang en bodemwrij-
ving. Men spreekt hierbij wel van wrijving-gedomineerde stroming. Een andere,
wereldwijd veel meer gebruikte formule daarvoor is die van Manning (genoemd
naar de Ierse ingenieur Robert Manning (1816-1897) die de formule uit waarne-
mingen heeft afgeleid). Voor prismatische waterlopen luidt deze formule

u=SR3/2 (2.45)
n

waarin n de Manning-waarde voor de ruwheid van de wand. Net zoals de Chézy
ruwheid, is n niet dimensieloos. De dimensie van n is tijd/lengte'/3. Daarmee is
de (dimensieloze) conversiefactor ¢ athankelijk van de gebruikte eenheden. Bij SI-
eenheden is ¢ = 1, maar bij gebruik van Engelse maten (feet in plaats van meter),
is ¢ =1,49.

In plaats van de Manning waarde n wordt vaak gebruik gemaakt van de reciproke,
1/n, die bekend staat als de coéfficiént van Strickler. Het verband tussen de
Manning waarde en de Chézy ruwheid wordt gegeven door

1
Ch = ERVG (2.46)

zoals direct valt af te leiden uit (2.40) en (2.45).

Hoewel de aangegeven verbanden tussen c¢, C'j, en n enerzijds en de Nikuradse ruw-
heid ks anderzijds zijn afgeleid uit empirisch onderzoek aan stationaire, uniforme
stroming, worden ze in de praktijk breed toegepast voor zogeheten ondiep water
condities. Daarbij gaat het om condities waarin de drukverdeling over de water-
kolom bij goede benadering hydrostatisch is. In dit hoofdstuk over behoudswetten
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zijn we daar op voorhand vanuit gegaan. Voor stromingen waarbij de verticale
component van de snelheid klein is ten opzichte van de horizontale componenten,
is dit een goede benadering®.

Iets over instationaire stroming

In het voorgaande hebben we gezien dat de impulsbalans voor stationaire stroming
neerkomt op evenwicht van krachten die op een controlevolume werken. De totale
impuls die in het controlevolume is geborgen, verandert niet met de tijd. Bij
instationaire stroming is dat wel het geval. Conform de tweede wet van Newton
(zie (2.18)) wordt de verandering van in het volume geborgen impuls per eenheid
van tijd gegeven door de resultante van alle erop werkende krachten.

Voor het 1-dimensionale stationaire geval hebben we afgeleid dat
F,+F,— Fysin0+F,=0 (2.47)

(zie (2.26)). Bij instationaire stroming maken de vier krachten die in deze uitdruk-
king worden genoemd, geen evenwicht met elkaar maar met de verandering per
eenheid van tijd van de impuls die in het controle volume is geborgen. Die impuls
wordt gegeven door pVu, waarin V' de inhoud van het controlevolume en u de ge-
middelde snelheid van het water in dat volume. Zodoende volgt voor instationaire
stroming dat

Fy, + F, — Fysinf + F, = % (2.48)
De krachten F in deze balans zijn per eenheid van breedte van de waterloop
uitgewerkt in paragraaf 2.4 (uitdrukkingen (2.19) tot en met (2.23) en (2.28)
en (2.30)). Invullen daarvan geeft

o¢ Oh ou A(phu)
- A —= —A - A — +2h— | = Ae—= 2.4
mpghax xpcyulul Tpu (uax + hax) — (2.49)
waarin is verwerkt dat de inhoud V van het controle volume per eenheid van
breedte van de waterloop gelijk is aan hAzx.

Met de veronderstelling dat de dichtheid p constant is, kunnen we deze balans
delen door p. Bovendien kunnen we delen door Az die in alle termen van de
balans voorkomt. Het resultaat daarvan is

¢ oh ou\ _ 0(hu)
- gh% —crulu| —u (uaz + 2h8:c> =5 (2.50)

Deze uitdrukking is te vereenvoudigen door combinatie met de diepte-geintegreerde
continuiteitsvergelijking. In het stationaire geval varieert de inhoud van het controle-
volume niet met de tijd en zegt deze vergelijking dat wat het controle-volume op

8In hoofdstuk 4 over golven wordt ook gesproken over ondiep water condities. Die worden
geassocieerd met relatief lange golven waarbij de golflengte groter is dan circa 20 keer de wa-
terdiepte. In stroomrichting varieert de stroming dan betrekkelijk langzaam en is de verticale
drukverdeling bij goede benadering hydrostatisch.
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elk moment instroomt gelijk moet zijn aan wat er op hetzelfde moment uitstroomt.
Bij instationaire stroming kan de inhoud van het controle-volume wel met de tijd
veranderen en geeft continuiteit weer dat het verschil tussen in— en uitstroming
(0(uh)/0x) in balans moet zijn met de verandering van de inhoud van het controle-
volume met de tijd:
d(hu)  Oh
+ —_— =
Ox ot

0 (2.51)

Combinatie van beide vergelijkingen geeft, na enig herschikken van termen en
delen door de waterdiepte h,

ou ou  d¢ o

De Ju/0t in deze uitdrukking wordt de traagheidsterm genoemd. In de para-
graaf over getij (hoofdstuk 5 "Planetaire effecten’) gebruiken we deze balans om
de voortplantingssnelheid van de getijgolf te schatten. In appendix E over de golf-
vergelijking komt deze uitdrukking ook aan de orde, zij het geintegreerd over de
breedte van de waterloop.
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3.1 Inleiding

Stroming in rivieren, kanalen en gesloten leidingen kenmerkt zich door een do-
minante richting. De stroming is voornamelijk in de richting van de as van de
waterloop. Als het gaat om de grootte van de stroomsnelheid is alles wat zich
dwars op die as afspeelt doorgaans secundair. Dat wil niet zeggen dat die se-
cundaire fenomenen altijd van onderschikt belang zijn. Een tegenvoorbeeld is te
vinden in paragraaf 3.6.3 over verticale circulaties dwars op de as van een rivier die
verantwoordelijk zijn voor de vorming van meanders. De stroomsnelheden die in
zulke dwarscirculaties optreden zijn klein ten opzichte van die in de hoofdstroom,
maar vanwege hun persistente karakter kunnen ze op lange termijn significante
effecten sorteren.

De theoretische beschouwingen die in het voorgaande hoofdstuk met betrekking
tot waterbeweging zijn gegeven over behoud van massa (continuiteit), impuls en
energie, passen we in dit hoofdstuk toe op enkele, voor de waterbouwkunde rele-
vante situaties. Dat begint met 1-dimensionale stroming in waterlopen met een
vrije waterspiegel (open waterlopen), gevolgd door gesloten leidingen. Ook net-
werken van zulke open waterlopen en gesloten leidingen komen aan bod. Tot slot
van dit hoofdstuk kijken we naar verticale circulaties die zich voordoen bij een
windgedreven stroming en bij stroming in een rivierbocht.
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Figuur 3.1: Schets van een verhanglijn
bovenstrooms van een stuw in een wa-
terloop. L is de lengte van het tra-
ject waarin de waterdiepte ten minste
hmin is. De evenwichtsdiepte is he. In
deze figuur heeft de stuw de vorm van
een onderspuier, maar het kan ook een
(on)volkomen overlaat zijn, bijvoorbeeld.

3.2 Stroming in open waterlopen

3.2.1 Verhanglijnen
Inleiding

Zolang er geen sprake is van zijdelingse toe— of afvoer, wordt stationaire stroming
in een open waterloop, zoals een rivier, gekenmerkt door een constant debiet.
Daarmee is echter niet gezegd dat ook de waterdiepte en de diepte-gemiddelde
stroomsnelheid overal in die waterloop even groot zijn. Als de bodemhelling of de
vorm van de dwarsdoorsnede van de waterloop in stroomrichting varieert, zullen
de waterdiepte en stroomsnelheid dat ook doen.

Het omgekeerde geldt ook. Als de waterdiepte in stroomrichting verandert, zal de
natte dwarsdoorsnede van de waterloop mee veranderen. Een simpel voorbeeld
hiervan is een kunstmatige waterloop met een rechthoekige dwarsdoorsnede en
een constante breedte. Het oppervlak van de natte dwarsdoorsnede is dan gelijk
aan het product van breedte en diepte. Een verandering in de waterdiepte gaat
direct samen met een navenante verandering van de natte doorsnede. En omdat
het debiet constant is, verandert de stroomsnelheid dan ook.

Voor de waterbouwkunde is inzicht in deze samenhang bijvoorbeeld van belang
voor het reguleren van waterstanden op een rivier. Zo zijn in Nederland op di-
verse plaatsen stuwen in rivieren geplaatst om de afvoer over riviertakken te kun-
nen verdelen en om bij lage afvoer voldoende waterdiepte voor de scheepvaart te
realiseren. Zo’n stuw is een obstructie in de waterloop die lokaal als het ware voor
een grote weerstand zorgt. Om die weerstand te overwinnen, is een verval over de
obstructie nodig. In een stationaire situatie is de omvang van het verval zodanig
dat het debiet door de stuw gelijk is aan dat elders in de rivier.

Benedenstrooms van de stuw is het stromingspatroon gelijk aan dat zonder dat er
een stuw zou zijn, maar direct bovenstrooms is sprake van een hogere waterstand
en dus grotere waterdiepte. In stroomopwaartse richting tendeert de waterdiepte
naar de evenwichtsdiepte. Als bijvoorbeeld ten behoeve van de scheepvaart over
enig traject bovenstrooms van de stuw een minimale waterdiepte moet worden
gegarandeerd, is het van belang te weten hoe de waterstand vanaf de stuw in
stroomopwaartse richting verloopt in relatie tot de waterstand bij de stuw. Dit is
schetsmatig weergegeven in figuur 3.1.
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Bij een verhang—gedreven stroming, zoals in dit voorbeeld van een stuw in een ri-
vier, wordt dat verloop van de waterstand de verhanglijn genoemd. In de volgende
twee paragrafen gaan we eerst in op een methode om een verhanglijn te bepalen
en daarna kijken we naar een toepassing voor het ontwerp van een serie stuwen
om over grote lengte van een rivier een minimale waterdiepte te realiseren.

Principe van een verhanglijn

Voor de berekening van een verhanglijn in een waterloop (met constante breedte)
gaan we uit van de diepte—geintegreerde impulsbalans voor 1-dimensionale stati-
onaire stroming (2.31) waarin we voor de waterstand ¢ = h + b hebben ingevuld
(zie ook figuur 3.1):
du dh ulu db
U@:—ga_cf%—ga (3.1)
waarin db/dz de helling van de bodem (gezien langs de as van de waterloop).

Omdat we uitgaan van een stationaire stroming, is het debiet ) constant. Ter wille
van de eenvoud veronderstellen we voorts dat de breedte B van de waterloop niet
afhankelijk is van de waterstand die zich daarin voordoet. In dat geval geldt dat
het debiet ¢ = hu per eenheid van breedte in langsrichting van de waterloop niet
varieert. Dit is niets anders dan continuiteit. Samen met de impulsbalans (3.1)
vormt dit een set van twee vergelijkingen met twee onbekenden u en h. Hieruit
kunnen we de stroomsnelheid u elimineren door ¢ = hu in te vullen in (3.1). We
houden dan

gd gy__ dh qlg db
E@(ﬁ)_ Y9z~ I " Yaz (3.2)

over waarin alleen h een onbekende is.

Een randvoorwaarde bij deze differentiaalvergelijking heeft de vorm van een voor-
geschreven waterdiepte hg op een of andere locatie xg in de waterloop: h(zg) = ho.
Bij toepassing op een stuw is dat bijvoorbeeld de waterdiepte juist bovenstrooms
van die stuw.

Om de waterdiepte h(x) uit (3.2) te kunnen oplossen, schrijven we deze vergelijking
eerst in een wat meer handzame vorm. Daartoe werken we eerst het linker lid uit.
Omdat g constant is, geldt dat

d gy d 1\  qdh
dz (E) 4z (h) T T2 (3:3)
zodat we (3.2) kunnen schrijven als
2
q° dh dh qlq| db
T (34)

Door herschikken van termen waarbij alles met dh/dz in het linker lid terecht
komt en delen door g, krijgen we

dh (@) _ db alal (db™
- L) =2 (14,20 (22 .
dx ( gh3> dz ( s gh3 \ dz (3:5)
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De termen tussen de buitenste haken zowel links als rechts van het = teken kunnen
we relateren aan karakteristieke waterdieptes. Voor de term in het linker lid is dat
de waterdiepte h. die hoort bij kritische stroming. In dat geval is het getal van
Froude, genoteerd als Fr, precies gelijk aan 1:

2 2 2
ghe  gh g

Fr? =

Voor de term tussen haken in het linker lid van (3.5) kunnen we hiermee schrijven

dat ) 5
h

1- L g Te

gh3 h3

(3.7)
Op overeenkomstige manier kunnen we de term tussen haken in het rechter lid
van (3.5) relateren aan de evenwichtsdiepte h.. Dat is de diepte die zich bij het
gegeven debiet voor zou doen als sprake zou zijn van een stationaire, horizon-
taal uniforme stroming. De impulsbalans voor die situatie ziet er iets anders uit
dan (3.2) omdat de waterdiepte h en het debiet ¢ in langsrichting niet variéren.
In plaats van (3.2) geldt voor dit type stroming dat

db
dlal g— (3.8)

0="¢r73 93,

(wat met dh/dx = 0 direct uit (3.2) volgt), zodat

~1
alg| (db

B = —cp—— | — 3.9

Rt (39)

Hiermee kunnen we voor de term tussen haken in het rechter lid van (3.5) schrijven
dat )

qlgl (db he
1 — | — =1-—= 3.10
T (dx B (3.10)

Met (3.7) en (3.10) wordt (3.5)
dh h? db h3
aly (R R 11
dz ( h3) dz < h3> (3:.11)

Dit is bijna de handzame vorm waar we naar op zoek zijn. Om die te bereiken delen

we door de term tussen haken in het rechter lid van bovenstaande uitdrukking

en daarna delen we ook nog eens door de evenwichtsdiepte h.. Het resultaat

luidt 513 dh )

—h2d d
c 0 _ 7 (3.12)
h3 — h2 dx dx
Dit resultaat staat bekend als de vergelijking van Bélanger, genoemd naar Jean-
Baptiste Charles Joseph Bélanger (1790-1874) die de vergelijking heeft afgeleid.
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Door introductie van y = h/h, kunnen we dit schrijven als

3 3
y° —ady 1.db he

Integratie met behulp van scheiding van variabelen geeft

Y x
H =—+1 3.14
W+t = 1+ (314)
waarin
e H(y) wordt gegeven door
1 2 1 1 2y —1
H(y) In? Ty + — arctan =2 (3.15)

6 -1 3 V3

wat bekend staat als de functie van Bresse (op een constante na).

e « afhankelijk is van de verhouding tussen de kritieke diepte en de even-
wichtsdiepte. Voor eenparige stroming is o met (3.6) en (3.9) te schrijven
als

hy 1
hg_Cf

db

o (3.16)

Kritische stroming (Fr* = 1) komt overeen met a = 1. Bij sub-kritische
stroming is @ < 1 (dus h. > h.) en bij super—kritische stroming is o > 1
(he < he).

In de waterbouwkundige praktijk hebben we veelal te maken met sub—kritische
stroming (o < 1), bijvoorbeeld als het gaat om optsuwing in rivieren boven-
strooms van een obstructie. Super—kritische stroming doet zich onder meer
voor bij het overstromen van een dijk en dan speelt een beschrijving van
de verhanglijn een wezenlijke rol in beschouwingen over het onstaan en de
ontwikkeling van een bres (Visser, 1998).

e De lengte L, is gedefinieerd als

(a = 1)he db\ ' hE—h3 A /g
La T e—— — pr— —_— he - .].
db/dx dz h? dz h? (3.17)

€

De grootte (of absolute waarde) van L, een maat is voor het tempo, in
termen van afstand, waarin de waterdiepte neigt naar de evenwichtsdiepte.
Het is daarmee een lengteschaal en die wordt de aanpassingslengte genoemd
(verwar deze niet met de lengte L in figuur 3.1).

Als vergelijking (3.14) wordt gebruikt om een verhanglijn te berekenen, is
niet alleen de grootte van L, van belang, maar ook het teken. En dat
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hangt mede af van de richting langs de as van de waterloop waarin we de
x-coordinaat (arbitrair) positief hebben gekozen. Bij sub—kritische stroming
(a < 1) is Ly > 0 als het bodemniveau b stijgt in de richting waarin deze
codrdinaat toeneemt. Dan is immers db/dz > 0. Op dezelfde manier geldt
dat als het bodemniveau b daalt in de richting waarin = toeneemt, zowel
db/dzx als L, negatief zijn. Bij super—kritische stroming (« > 1) is dat juist
omgekeerd.

e en I is een integratieconstante die bepaald moet worden uit een randvoor-
waarde waarin bijvoorbeeld de waterdiepte h op een lokatie xy wordt voor-
geschreven (h(zg) = hg) In termen van de relatieve waterdiepte y is dat
y(z0) = yo, zodat

Y—Y% _ T o

H(y) = H(yo) + —7 =~ (3.18)

Als bij de voorgeschreven afvoer ¢ en de voorgeschreven bodembhelling (db/dx)
sprake zou zijn van eenparige stroming (h = h., ofwel y = 1 voor alle z), dan zou
a = Fr?. Voor a < 1 is de kritieke waterdiepte h. kleiner dan de evenwichtsdiepte
he. Dat is het geval bij subkritische stroming (—1 < Fr < 1). Bij superkritische
stroming is « > 1. Het resultaat (3.14)- (3.15) geldt voor beide situaties.

Tot slot merken we op dat het resultaat (3.14)- (3.15) in zoverre onhandig is dat we
hiermee alleen direct kunnen aangeven op welke plaats = zich één of andere water-
diepte h voor zal doen. Het is niet mogelijk om de verhanglijn {(x) = h(z) + b(x)
expliciet als functie van de plaats x te schrijven. De verhanglijn ((z) kan wel
langs numerieke weg worden benaderd. Daarnaast kan een polynoom—benadering
binnen zekere grenzen een redelijke schatting opleveren van ((z) voor een voorge-
schreven x. In appendix G zijn hiervoor enkele handreikingen te vinden.

Voor situaties waarin h ~ h. kan de vergelijking van Bélanger worden gelineari-
seerd en de oplossing daarvan heeft de vorm van een exponentiéle functie die heel
wat handzamer is dan (3.14), maar beperkt in toepasbaarheid. Daar gaan we in
de volgende paragraaf op in en daarna passen we het principe van een verhanglijn
toe op een situatie waarin de waterdiepte in een rivier over grote afstand moet
worden gegarandeerd ten behoeve van bijvoorbeeld scheepvaart.

Benadering van de verhanglijn

In het geval dat de waterdiepte h niet veel afwijkt van de evenwichtsdiepte h., dus
als h = h,+e met £ < he, is een benadering mogelijk door linearisering van (3.13).
Met h = h, + € kunnen we schrijven dat
h* — k3 = (he +¢)® — h?
= h3 4+ 3h%c 4 3hee® + &% — h? (3.19)
~ 3h%e = 3h2(h — h.)
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waarbij termen met €2 en €2 ten opzichte van die met ¢ zijn verwaarloosd®. Op
overeenkomstige manier benaderen we
R —h3 = (he +¢)* — b3
= h3 4 3h%e 4 3hee® + &% — b3 (3.20)
13 3
~ h, —h;

En hier hebben we termen met € en €2 verwaarloosd ten opzichte van die met

ev.

Invullen van deze benaderingen in de vergelijking (3.12) van Bélanger geeft

h3 — I3

3 _ 13 _
dh db (h he)w_?)h he (3.21)

dr _ dz L

Integratie van bovenstaande differentiaalvergelijking met de randvoorwaarde h(zo) =
ho komt uit op

h(z) = he + (ho — he) exp (?f - "”'“'°> (3.22)

waarin L, de aanpassingslengte, gedefinieerd in (3.17). In termen van y = h/h, is
dit te schrijven als

y() =1+ (yo — 1) exp (—396 . xo) Ly = Mao) (3.23)

Deze benadering is een stuk handzamer dan de volledige oplossing (3.14), al was
het alleen maar omdat de benadering inverteerbaar is. Daar staat tegenover dat die
alleen van toepassing is als de waterdiepte weinig afwijkt van de evenwichtsdiepte.
Vaak is dat niet vooraf duidelijk en daarom moet bij toepassing van de benadering
worden gecontroleerd of die afwijking inderdaad gering is (dus dat h/h. =~ 1). Een
indruk van de kwaliteit van de benadering is gegeven in figuur 3.2. Daarin zijn
verhanglijnen getekend langs een traject met lengte L, bovenstrooms van een
lokatie waar de waterdiepte is voorgeschreven.

Op die locatie is z = 0 gekozen en x neemt toe in stroomopwaartse richting (de
stroming is dus als het ware naar links). In de figuur zijn de verhanglijnen voor vier
verschillende randvoorwaarden (op « = 0) samen genomen, namelijk y = 0,8, y =
0,9, y=1,1en y =1,2. In alle vier gevallen is sprake van sub—kritische stroming.
De exacte oplossing (conform (3.14)) is in de figuur voor deze vier randvoorwaarden
in het traject 0 < z < L, aangegeven met een blauwe curve en rode curve is de
benadering volgens (3.23). Voor alle vier de randvoorwaarden levert de benadering
een onderschatting van de waterdiepte volgens de exacte oplossing. De omvang
van die onderschatting neemt af naarmate de randvoorwaarde voor y op z = 0
dichter bij 1 ligt. En dat is conform het uitgangspunt van de benadering.

9Dat is vergelijkbaar met de eerste orde Taylor benadering waarbij we termen met Az™ met
n > 1 hebben verwaarloosd ten opzichte van termen met Ax (zie bijvoorbeeld) (2.6))
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1.2 Figuur 3.2: Verloop van verhanglijnen
voor sub—kritische stroming volgens de
y exacte oplossing ( (3.14), blauwe curve)
1,1 en de benadering ( (3.23), rode curve)
\ h>he voor h & he. In de grafiek neemt z toe
in st t ichti ij i
\\\\¥ in stroomopwaartse richting en zijn vier
1,0 randvoorwaarden onderscheiden voor y
///—" op z = 0, namelijk y = 0,8, y = 0,9,
y=11leny=1,2.
0.8 h<he
0,8
0,0 0,5 1,0

Minimale waterdiepte

Met het principe van verhanglijnen voor 1-dimensionale stroming kan bijvoorbeeld
het verloop van de waterstand in een rivier worden berekend bovenstrooms van
een obstructie. Daarbij valt te denken aan een nauwelijks erodeerbare kleilaag of
rotsachtige formatie op de voorts zandige bodem van een rivier. Maar naast zulke
natuurlijk obstructies kan de verhanglijn ook worden gebruikt bij het ontwerp van
stuwen om de waterstand in een rivier te reguleren, al of niet in combinatie met
beinvloeding van de verdeling van de afvoer over riviertakken.

Zo wordt in Nederland de verdeling van de afvoer over de takken van de Rijn
geregeld met stuwen bij Amerongen, Driel en Hagestestein. Deze zijn in de pe-
riode 1958-1970 gebouwd volgens hetzelfde ontwerp. Bij geringe afvoer kunnen
deze stuwen worden ingezet om op belangrijke scheepvaartroutes een minimale
waterdiepte te garanderen. Bij hoge afvoer, daarentegen, kan door aanpassing
van de afvoerverdeling de waterdiepte juist worden beperkt en daarmee het risico
op overstromen.

Maar hoe de stuwen ook worden ingesteld, de totale afvoer moet op een of andere
manier een weg vinden door het complex van riviertakken. Beinvloeding van de
afvoerverdeling is daarom nooit beperkt tot een enkele tak, maar raakt het hele
complex. Het instellen van een gewenste situatie in de ene tak kan zodoende een
ongewenste situatie in een andere tak tot gevolg hebben.

Dat geldt voor zowel waterstanden als afvoeren. Zo wordt met het oog op water-
kwaliteit en behoud van natuurwaarden, bijvoorbeeld, vaak een ondergrens aan de
afvoer in elke tak aangehouden, tenzij dat niet haalbaar is omdat de totale afvoer
te gering is.

Ter illustratie kijken we naar de inzet van stuwen om in een rivier die uit slechts
één tak bestaat, ten behoeve van de scheepvaart over een afstand L een minimale
waterdiepte hmi, te realiseren. Tenzij wordt toegelaten dat de rivier ergens buiten
de oevers treedt, heeft een stuw in dit voorbeeld met één tak alleen invloed op de
waterstand en niet op de afvoer. Het principe van een verhanglijn zoals omschreven
in de voorgaande paragraaf, is daarmee toepasbaar.

39



Toepassingen van stationaire stroming

Bij voorgeschreven L en A, kunnen we met behulp van uitdrukkingen (3.14)
en (3.15) voor de verhanglijn, de waterdiepte bepalen die net bovenstrooms van
de stuw ten minste aanwezig moet zijn. Die waterdiepte is een randvoorwaarde
voor het ontwerp van de stuw.

Om juist aan de gestelde eisen te voldoen, moet de waterdiepte op een afstand L
bovenstrooms van de stuw gelijk zijn aan hp;,. Op basis hiervan bepalen we de
integratieconstante I in (3.14). Vervolgens gebruiken we dezelfde uitdrukking om
de benodigde waterstand bij de stuw te berekenen. Met deze aanpak hebben we
impliciet verondersteld dat de breedte en de bodemhelling (db/dx) van de rivier
over het traject L niet veranderen. Bij de afleiding van (3.14) en (3.15) was dat
immers een uitgangspunt.

Voor toepassing van (3.14) en (3.15) kiezen we een horizontale coérdinaat x langs
de as van de rivier en met = 0 ter hoogte van de stuw. Hiermee volgt voor de
integratieconstante I dat

1 db
I= (Ol - 1)H(ym1n) + Ymin — F@L (324)

Waarin Ymin = Amin/he de relatieve waterdiepte op x = —L is.

De waterdiepte die juist bovenstrooms van de stuw nodig is om ervoor te zorgen
dat h(z) < hpin over het traject —L < a < 0, noteren we met hg en, in samenhang
daarmee, definiéren we ys = hg/he.

Die waterdiepte volgt uit (3.14) met I volgens (3.24), dus

1 db

(a - 1) (H(ys) - H(ymin)) + (ys - ymin) = —hfeglz (325)

Hieruit kan y, numeriek worden berekend (zie ook appendix G). Om een indruk te
krijgen van de relatie tussen Ay, en L enerzijds en hy (of ys) anderzijds, werken
we de bovenstaande uitdrukking voor ys iets verder uit voor een soort doorsnee
rivier met een zandige bodem (bodemruwheid Cj, = 30...40y/m/s, ofwel ¢; =
0,011...0,006) en een verhang db/dz = —10=%... — 107°. In dat geval is a =
0,001...0,016. Dat is zoveel kleiner dan 1 dat « — 1 =~ —1. Met deze benadering
kunnen we voor de bovenstaande uitdrukking schrijven dat

Ly,

- 2
he dx (3.26)

H(ys) - H(ymin) + (ys - ymin) ~

In deze benadering is er voor een voorgeschreven i, een directe relatie tussen y;
en —(db/dz)L/h.. In figuur 3.3 is die relatie geschetst voor diverse waarden van

Ymin-

Om een indruk te krijgen van ordes van grootte bij het verband tussen ¥y, en
L, bouwen we voort op onze doorsnee rivier en gaan we uit van een aanwezige
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evenwichtsdiepte van h, = 4m terwijl een diepte van 5,6m gewenst is'®. Bovendien
beperken we ons tot db/dx = —107%.

Met (3.26) vinden we bijvoorbeeld dat de minimaal benodigde waterdiepte over een
afstand van L =27,5km kan worden gegarandeerd als we de stuw zo ontwerpen
dat de waterdiepte daar 2h. is (ys = 2). Die 27,5km komt misschien niet erg
indrukwekkend over. Als het ontwerp van de stuw wordt aangepast naar y; =
3, kan de vereiste minimum waterdiepte tot 68,2km bovenstrooms van de stuw
worden gegarandeerd. Wie dat aantrekkelijker vindt, moet zich wel realiseren
dat de bijbehorende waterdiepte net bovenstrooms van de stuw gelijk is aan drie
keer de evenwichtsdiepte. In dit voorbeeld is dat 12m, ofwel 8m meer dan de
evenwichtsdiepte.

De moraal van dit voorbeeld is dat het garanderen van een minimale waterdiepte
over een traject met lengte L, betekent dat de waterdiepte over dat gehele traject
ten minste gelijk is aan dat minimum en stroomafwaarts in de richting van de
stuw toeneemt, terwijl die toename niet vanzelfsprekend over dat gehele traject
toelaatbaar is.

Als die toename niet toelaatbaar is, zou die toelaatbaar gemaakt kunnen worden
door bijvoorbeeld rivierdijken aan te leggen of aan te passen. Een andere optie is
om stuwen in serie te plaatsen, zoals geschetst in figuur 3.4. Het garanderen van
een waterdiepte van ten minste 1,4h, over een afstand van 68,2km is ook mogelijk
met twee stuwen met een onderlinge afstand van 34,1km. Juist bovenstrooms
van beide stuwen is de waterdiepte daarbij gelijk aan 2,16h.. Dat is ongetwijfeld
dichter bij wat wel toelaatbaar is, maar daar zijn wel twee stuwen voor nodig

10De gewenste diepte is afhankelijk van het type schip dat de rivier als vaarweg gebruikt. In
Europa wordt daarvoor de zogeheten CEMT classificering gehanteerd. CEMT is een afkorting
die verwijst naar de Conférance Européenne des Ministres du Transport waarin de classificering
is vastgesteld. In de Richtlijnen Vaarwegen (Rijkswaterstaat, 2020) zijn per CEMT—klasse eisen
genoemd waaraan het dwarsprofiel van een vaarweg moet voldoen, waaronder de diepte. De
gewenste minimale diepte van 5,6m is ontleend aan CEMT—klasse VIa. Daarmee is het voorbeeld
van een rivier waarin een minimale waterdiepte moet worden gehandhaafd, gerelateerd aan een
realistische maat. Afgezien daarvan is de keuze voor dat minimum volstrekt arbitrair.
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Figuur 3.4: Schetsmatig voorbeeld van twee in serie geschakelde stuwen om over een afstand van 2L
een waterdiepte van ten minste hmin te garanderen.
Figuur 3.5: Schematische
- 2 voorstelling van een netwerk
i L T \}' van sloten en kanaaltjes in een
polder op het eiland Texel (ge-
baseerd op metingen die in
2013 door ir. M. Kroon zijn
uitgevoerd).

AL

O berging

2 stuw
—Jp gemaal

in plaats van één. In het algemeen zal een keuze uit deze en andere denkbare
alternatieven worden gemaakt op basis van een afweging van maatschappelijke,
economische en milieu-gerelateerde belangen. We gaan hier niet verder op in. Dit
voorbeeld is slechts bedoeld om de positie van het ontwerp van een systeem van
stuwen in die afweging van belangen te illustreren.

3.2.2 Netwerken van open waterlopen

Het principe van stromingsberekeningen voor netwerken

Stroming in rivieren, kanalen, vaarten en zo meer kenmerkt zich door één do-
minante stroomrichting. Gemiddeld over de dwarsdoorsnede van zo'n waterloop
is de stroming steeds langs de as daarvan. Als we alleen geinteresseerd zijn in
die component van de stroming, kunnen we in berekeningen volstaan met een
1-dimensionale benadering.

In deze paragraaf maken we van die benadering gebruik om de stroming in een
netwerk van open waterlopen te beschrijven. Zo’n netwerk zien we als een complex
van takken en knopen. Hierin zijn knopen de plaats waar twee of meer takken
samenkomen en, complementair, vormen takken de verbinding tussen knopen. Een
voorbeeld van een netwerk is gegeven in figuur 3.5.

Voorts beperken we ons tot stationaire stroming en we veronderstellen dat alle
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knoop 2 Figuur 3.6: Schets van
knoop 1 een eenvoudig netwerk
met drie knopen en drie
/012 knoop 3 takken.
S
Q23
== Q
%7 13
in

takken in het netwerk prismatische waterlopen zijn. Voor veel situaties die zich in
de praktijk voordoen is dat een tamelijke simplificatie, maar het is geen belemme-
ring om het principe aan te geven van de berekening van de verdeling van debieten
over een netwerk. Het voorbeeld waar we naar kijken betreft een netwerk van drie
takken die samen een driehoek vormen. De hoekpunten van deze driehoek zijn de
knopen in het netwerk. Via twee van de drie knopen is het netwerk verbonden
met de buitenwereld. Bij de ene is er een inkomend debiet (Qi,) en bij de andere
een uitgaand debiet (Quit). Een schets van dit netwerk is gegeven in figuur 3.6.

Voor de beschrijving van de stroming in dit netwerk maken we gebruik van de
al eerder genoemde behoudswetten met betrekking tot volume (continuiteit) en
impuls. Continuiteit kunnen we toepassen op de knopen in het netwerk. In de
schematisatie is een knoop een punt waar takken samenkomen. Als we de schema-
tisatie van het netwerk zo definiéren dat een knoop geen bergende capaciteit heeft
(maar takken wel), dan moet voor elke knoop gelden dat op elk moment de som
van de debieten vanuit aangesloten takken gelijk is aan nul. Toegepast op de drie
knopen van het netwerk dat is geschetst in figuur 3.6 leidt dit tot

Qin —Qi1z2 —Qi3 =0
+Q12 —Q23 =0 (3.27)
+Q13 +Q23 —Quir =0

voor achtereenvolgens de knopen 1, 2 en 3. Voor een voorgeschreven in— of uit-
stroomdebiet (Q;, of Quir)'! is dit een stelsel van drie vergelijkingen met vier
onbekende debieten. Het lijkt wellicht aantrekkelijk om daaraan tegemoet te ko-
men door @Q;, — Quit = 0 aan toe te voegen. Dat moet immers gelden als in
het gehele netwerk sprake is van stationaire stroming. Dat is echter geen nieuwe
informatie. Als we de drie vergelijkingen in (3.27) bij elkaar optellen, vinden we
precies hetzelfde. Om de debieten te kunnen bepalen, is dus nog een vergelijking
nodig.

Die ontbrekende vergelijking is te vinden in de overweging dat met betrekking

1Bedenk dat de continuiteitsvergelijking een differentiaalvergelijking is waar een randvoor-
waarde bij hoort, anders is die slechts oplosbaar op een constante na. Het voorschrijven van een
in— of uitstroomdebiet is zo’n randvoorwaarde.
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tot waterstanden in de knopen een soortgelijke consistentie moet bestaan als voor
debieten. Een knoop is niet alleen het punt waar de som van alle debieten van
en naar aangesloten takken gelijk moet zijn aan nul, maar ook het punt waar de
waterstanden in die takken aan elkaar gelijk zijn. De waterstand in het uiteinde
van een tak waar die aansluit op een knoop, is altijd identiek aan de waterstand in
die knoop. Een belangrijke consequentie hiervan is dat vervallen over takken met
elkaar in balans moeten zijn. In termen van het netwerk in figuur 3.6 betekent
dit dat het verval over de tak tussen knopen 1 en 3 gelijk moet zijn het verval
over de tak tussen knopen 1 en 2, plus het verval over de tak tussen knopen 2 en
3. Een beetje plastisch uitgedrukt komt dit erop neer dat het niet uitmaakt of je
rechtstreeks van knoop 1 naar knoop 3 gaat of met een omweg via knoop 2. In
beide gevallen met je in knoop 3 op dezelfde waterstand uitkomen.

Als A(y; het verval is over de tak tussen knopen k en j (Alkj, = ¢; — (&), dan
moet op basis van de voorgaande redenering gelden dat

Al = A2 + Aes (3.28)

Hoewel geen van deze drie A( bekend is, is dit in essentie de ontbrekende ver-
gelijking omdat elke A direct gerelateerd is aan het debiet in de betreffende
tak.

In het geval van stationaire stroming en als elke tak, zoals vooraf aangenomen,
een prismatische waterloop is, dan moet per tak gelden dat
¢ ulu|
0=—-g9g——cr— 3.29
9 (3.29)
waarin u de over de dwarsdoorsnede van de tak gemiddelde stroomsnelheid en x een
coordinaat langs de as van de tak. Voor stationaire stroming in een prismatische
waterloop reduceert continuiteit tot du/dz = 0. Invullen in de impulsbalans voor
stationaire stroming levert bovenstaande vergelijking. Dit is te schrijven als

ulu| = f%hz‘ (3.30)

waarin ¢ = d¢/dz (met ¢ het niveau van het wateroppervlak). Dit is ook te
schrijven als u|u| = C?hi (zie paragraaf 2.4). En in termen van het debiet @ in een
tak wordt dit Q|Q| = C?A%hi (met A het oppervlak van de natte dwarsdoorsnede
van de tak).

We passen dit toe op de tak tussen knopen k en j. Het debiet in die tak noteren we
als Q; en de volgorde van de indices geeft de richting van de stroming aan. Q;
is het debiet van knoop k naar knoop j. Met deze definitie is steeds Qr; = — Q-
Op overeenkomstige manier noteren we het verhang in de tak tussen knopen k en
J als ir; = A(k;/L, waarin L de lengte van de tak is en Ay = (5 — (i is het
verval over de tak ({; is de waterstand in knoop j en (j die in knoop k). Ingevuld
in de gereduceerde impulsbalans en uitgedrukt in termen van het debiet @, levert
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dit
C?A%h
Quj|Qrj| = wii (GG — ) s wk]<hL) (3.31)
kj

Combinatie met (3.28) geeft

1 1 1
—Q12|Q12] + — Q23] Q23| — —Q13]|Q13| =0 (3.32)
w12 w23 w13

Samen met (3.27) vormt (3.32) een stelsel van vier vergelijkingen waaruit voor een
voorgeschreven @Q;, of Qui: de andere debieten kunnen worden berekend!2.

Omdat (3.32) niet-lineair is in de debieten @ en er bovendien absolute waarden van
die debieten in voorkomen, kunnen er meerdere oplossingen zijn waarvan er hooguit
één fysisch relevant kan zijn. Ter illustratie werken we de vier vergelijkingen voor
het netwerk van figuur 3.6 uit.

Uit (3.27) volgt dat

Q23 = Q12
Q13 = Qin — Q12
waarmee we Q13 en Qo3 hebben uitgedrukt in de voorgeschreven @);, en de voor-

alsnog onbekende Q5. Invullen in (3.32) leidt tot

(1 ) 0121012 - (Qm  Q12)|Qin — Qua] = 0 (3.34)

w12

(3.33)

Hierin is Q12 de enige onbekende. We schrijven deze vergelijking als
aQy — b(Qin — Q12)* =0 (3.35)

waarin de coéfficiénten a en b mede athangen van het teken van Q12 en Q;p, —

Q12:

1 1
—— —— als Q12<0
a= “’112 “’123 (3.36)
— +— als Q122>0
wi2 W23
en )
_wi als Qin - Q12 <0
b=4 " (3.37)
— als Qin— Q1220
w13
De oplossing van (3.35) is
—b+ f
QlQ - a— an (338)

12In plaats van Q;n of Qus¢ kan natuurlijk ook een van de andere debieten voorgeschreven
zijn, maar dat ligt minder voor de hand.
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Als a en b een verschillend teken hebben, is de uitkomst complex. Als oplossing
voor de verdeling van debieten in het netwerk heeft die uitkomst geen betekenis.
Op grond hiervan zijn twee van de vier mogelijke combinaties van a en b niet
relevant. De andere twee zijn a en b beide positief en a en b beide negatief.

Het eerste geval (a en b positief) doet zich voor als Q12 < 0 en Q;, — Q12 < 0
(bedenk hierbij dat alle w per definitie negatief zijn). In dit geval is er een stroming
van knoop 2 naar knoop 1 en ook van 3 naar 2 en van 3 naar 1. Dat kan alleen
als Q;n < 0, dus als er in knoop 1 geen stroming het netwerk in is, maar juist
eruit.

In het tweede geval (a en b beide negatief) zijn de stroomrichtingen tegengesteld
aan die in het eerste geval en is Q;, een stroming het netwerk in, zoals de naam
suggereert.

Ter afsluiting van deze beschouwing van netwerken van open waterlopen nog twee
opmerkingen!3:

e Ook bij complexe netwerken geldt continuiteit in alle knopen. Ook de con-
sistentie met betrekking tot waterstanden in knopen en vervallen over tak-
ken (wat in het voorbeeld van het netwerk in figuur 3.6 is weergegeven
met (3.28)), geldt bij complexe netwerken. Daarmee is echter niet gezegd dat
de verdeling van debieten over een netwerk in het algemeen door algebraische
manipulatie kan worden gereduceerd tot één vergelijking. Voor het netwerk
in deze paragraaf is dat toevallig zo omdat het bestaat uit drie takken die
samen één gesloten polygoon vormen.

e Consistentie met betrekking tot waterstanden in knopen en vervallen over
takken is ook aan de orde als de takken van het netwerk geen prismatische
waterlopen zijn en/of sprake is van instationaire stroming. De berekening
van waterstanden en debieten is echter aanzienlijk bewerkelijker omdat voor
elke tak het debiet en de waterstand als functie van de plaats langs de as
van de waterloop moeten worden bepaald (en bij instationaire stroming ook
als functie van de tijd) door de volledige 1-dimensionale impulsbalans en
continuiteitsvergelijking op te lossen.

Overlaten, onderspuiers en andere obstakels

Het netwerk van sloten en kanaaltjes dat in figuur 3.5 is geschetst, bevat naast wa-
terlopen ook enkele overlaten, een gemaal en bergingsgebieden die voor het beheer
van de waterkwantiteit van belang zijn. De principe aanpak voor de berekening

I3En een derde opmerking is dat extrapolatie van de geschetste methode naar meer com-
plexe netwerken dan het voorbeeld dat is gegeven in figuur 3.6 niet triviaal is. Tegenwoordig
is allerhande software beschikbaar voor berekening van de verdeling van de afvoer in complexe
netwerken. Veel van die software is gebaseerd op de iteratieve methode die begin vorige eeuw is
ontwikkeld door Hardy Cross. In het vakgebied van de constructiemechanica heeft hij voor sta-
tisch onbepaalde raamwerken een methode ontwikkeld om de verdeling van momenten over zo’n
raamwerk te berekenen (Cross, 1930). Later (Cross, 1936) heeft hij die methode doorontwikkeld
voor toepassing op netwerken van waterlopen.
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Figuur 3.7: Schematische voorstel-
ling van een onderspuier.

van debieten en waterstanden in het netwerk die in de voorgaande paragraaf is
geschetst, voorziet niet in zulke objecten. In deze paragraaf geven we aan hoe
overlaten, onderspuiers en overeenkomstige obstakels in die aanpak kunnen wor-
den begrepen. We beperken ons daarbij tot subkritische!?, stationaire stroming in
een netwerk waarvan alle takken prismatische waterlopen zijn. Bergingsgebieden
laten we buiten beschouwing omdat die alleen een rol spelen bij instationaire stro-
ming. Immers, in een stationaire situatie varieert de hoeveelheid water die in zo’n
gebied is geborgen niet met de tijd. Er is dus geen uitwisseling tussen de berging
en de rest van het netwerk. Ook het gemaal laten we in deze paragraaf buiten
beschouwing. Dat komt in hoofdstuk 10 over energie aan bod.

Het type obstakel waar we in deze paragraaf naar kijken (overlaten, onderspuiers
maar ook bijvoorbeeld duikers en bruggen waarvan de pijlers een obstakel voor de
stroming vormen), is te zien als een lokale vernauwing van de natte dwarsdoor-
snede van de waterloop en daarmee als een lokale toename van de weerstand die
de stroming ondervindt. In de berekening van de stroming in het netwerk sche-
matiseren we dat tot een plaatselijk verval. In figuur 3.7 is dat geillustreerd voor
een onderspuier.

De aanwezigheid van een obstakel in een tak heeft geen consequenties voor de
volumebalans zoals die in (3.27) is gegeven voor het netwerk in figuur 3.6, maar wel
op de impulsbalans 3.31 voor de tak waarin het obstakel voorkomt. Het verval (; —
. over die tak is immers inclusief het plaatselijke verval over het obstakel.

In termen van energie is het verval over de tak te zien als een reductie van potentiéle
energie die balans maakt met de dissipatie van energie als gevolg van weerstand. In
aanwezigheid van een obstakel in de tak, bestaat die weerstand uit een combinatie
van bodemwrijving en energieverlies rond het obstakel.

Als het obstakel zich in de tak tussen de knopen k en j bevindt, dan is de impuls-
balans voor die tak

C2A%h
QrjlQrjl = wij (G — G — Alobstakel) 3 Wrj = — ( hL ) (3.39)
ki

waarbij Alobstakel gelijk is aan +Ah in figuur 3.7, afthankelijk van het teken van
Qrj. Als de stroming van knoop k naar knoop j is, is (j — ¢ < 0 en dus is

MHiermee blijven bijvoorbeeld volkomen overlaten buiten beschouwing. Voor het principe van
de berekening maakt dat niet uit. De uitwerking is wel anders.
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Alobstakel = —Ah. Bij stroming in omgekeerde richting is ¢; — ¢ > 0 en daarbij
hoort Alobstakel = +AR. Dit onderscheid heeft geen fysische betekenis; het gaat
puur om consistentie in de mathematische beschrijving van de stroming.

In veel praktisch relevante situaties kan, althans ingeval van subkritische stroming,
het verval Aopstaxel OVer een obstakel worden geschreven als

QQ|
2gA2%

ACobstakel =—H (340)

waarin () het debiet door of langs het obstakel, A; een maat voor het door-
stroomoppervlak en p een dimensieloze wrijvingscoéfficiént. Formules voor de
stroming bij een onvolkomen overlaat, onderspuier of duiker hebben deze vorm en
de grootte van p is athankelijk van de vormgeving van het obstakel. Doorgaans is
w1 van de orde 1. Als het alleen gaat om het effect van wrijving weer te geven, is
© < 1, maar soms wordt p ook gebruikt om benaderingen in de beschrijving van
de stroming door het obstakel te verdisconteren en dan kan p iets groter zijn dan
1.

Bij stationaire stroming in het netwerk is het debiet @) door het obstakel altijd
gelijk aan het debiet in de tak waarin dat obstakel zich bevindt. Als dat de tak
tussen de knopen k en j is, dan is de @ in (3.40) gelijk aan Qy;. Na combinatie
met (3.39) leidt dit tot

Qrj|Qrjl = wij({ — Cu — Alobstakel)
= Wr; (GG — Cr) — Wrj Alobstakel

Qi Qrjl

= wk; (G — Ck) + wijp 29 A2 (3.41)

d

-1
W4
wii (GG — k) ( ”2gAd>
Bedenk hierbij dat
-1
WEj

1- 1 42
0< < u2gAd> < (3 )

omdat per definitie wy; < 0 (zie (3.39)). Dit betekent dat, conform verwachting,
|Qk;| met een obstakel in de tak tussen knopen k en j kleiner is dan zonder obstakel
(althans bij gelijk verval ; — ().

Met (3.41) hebben we het debiet in een tak met een obstakel op dezelfde manier
geschreven als we dat eerder in (3.39) hebben gedaan voor een tak zonder obstakel.
Het enige verschil is dat de weerstandsfactor w is aangepast om het effect van het
obstakel weer te geven. Zonder obstakel is

C2A%h
kj

48



Toepassingen van stationaire stroming

(zie (3.39)) en met obstakel (ter onderscheid aangegeven met een *) is dat

-1
* Wk

(zie (3.41)).

3.3 Stroming in gesloten leidingen

3.3.1 Berekening van de stroming

Het wezenlijke verschil tussen stroming in open en gesloten leidingen is dat er bij
open leidingen een vrij oppervlak is en bij gesloten leidingen niet. Dat betekent
dat een buis die niet tot de spreekwoordelijke nok toe gevuld is met vloeistof, in de
context van het beschrijven van de stroming geen gesloten leiding is. Bij normaal
functioneren is een drinkwaterleiding in deze zin wel een gesloten leiding, maar
een rioolbuis doorgaans niet!®.

Net als bij open leidingen kan de stroming in een gesloten leiding worden be-
schreven met continuiteit in combinatie met behoud van impuls of energie. In het
navolgende doen we beide, te beginnen met behoud van impuls om de analogie
met een open waterloop te schetsen waar het gaat om de invloed van wandwrij-
ving.

In paragraaf 2.4 is de impulsbalans afgeleid voor stationaire (turbulente) stroming
in een prismatische open waterloop:

du d¢ u|ul

— =—g—= —cCcf——

Yar T dar Y
(zie (2.31)). Hierin is ¢ het niveau van het vrije oppervlak.

Deze uitdrukking geldt niet voor een gesloten leiding. Daar is immers geen vrij
oppervlak en de grootheid ¢ heeft dan geen betekenis. In plaats daarvan kijken we
naar het niveau van een fictief vrij oppervlak, de hoogte die het water zou bereiken
als het niet opgesloten zou zitten in een leiding. Die hoogte wordt de stijghoogte
¢ genoemd.

Ter illustratie zijn in figuur 3.8 langsdoorsneden geschetst van een deel van een
open en een deel van een gesloten leiding. Aan het oppervlak van de open lei-
ding (figuur 3.8a) is de druk gelijk aan nul. Daar geldt dat ( = ¢. Vanaf het
oppervlak naar beneden neemt de druk p(z) lineair toe met de afstand tot dat
oppervlak.

15 Transport van afvalwater gaat meestal onder vrij verval, zoals bij stroming in een open
waterloop. De buis is deels gevuld en er is een vrij oppervlak. Dat een buis wordt gebruikt,
heeft te maken met hygiéne en de mogelijkheid om het afvalwater ondergronds te transporteren.
Soms wordt wel een (vrijwel) volledig gevulde buis toegepast, bijvoorbeeld als die omgeven is
door grondwater. Daarmee wordt voorkomen dat grondwater naar binnen lekt.
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Figuur 3.8: Vergelijking van een open (a)
en een gesloten (b) leiding.

referentie (z=0)

In de gesloten leiding (figuur 3.8b) verloopt de druk p(z) ook lineair, maar aan
de bovenkant van de leiding is de druk groter dan nul (met uitzondering van het
kritische geval waarbij de druk daar juist gelijk is aan nul). De stijghoogte ¢ wordt
gevonden door extrapolatie van dat drukverloop naar boven tot nul. Als op enige
hoogte z ten opzichte van een willekeurige referentie, de druk in de gesloten leiding
gelijk is aan p(z), dan is de stijghoogte ¢ = z+p(z)/(pg) ten opzichte van dezelfde
referentie.

Waar d¢/dz in de impulsbalans voor open waterlopen een maat is voor de druk-
gradiént, is d¢/dx dat bij gesloten leidingen. Als het bovendien een prismatische
leiding betreft, geldt met continuiteit dat du/dz = 0 en reduceert de impulsbalans
tot

(3.45)

waarin D de diameter van de leiding is. Bij een leiding met een cirkelvormige
doorsnede, is D de diameter van de cirkel. Bij andere vormen van de doorsnede
kan het om een equivalente diameter gaan (dat is de diameter van een cirkel
waarvan de oppervlakte gelijk is aan die van de werkelijke doorsnede). Voorts is
cs in dit geval een wrijvingsfactor die gerelateerd is aan de wandruwheid van de
leiding en ook aan de vorm van de doorsnede.

Deze impulsbalans geeft het verband tussen de lokale drukgradiént en de lokale
wrijving in een gesloten leiding. Bij de beschrijving van stroming in zulke leidingen
is het echter gebruikelijk om integraal te kijken naar secties die over de volle lengte
prismatisch zijn. In zo’n sectie zijn alle grootheden in (3.45) constant. Integratie
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Figuur 3.9: Verval over een prismatische
leiding met lengte L in termen van de
stijghoogte ¢ en de energiehoogte H.

PR T A TR G N G

referentie (z=0)

van deze balans over de lengte L van de sectie geeft

L ulu|
Ap=—L 2 = -2c/——— : A¢p=1L
¢ ; ulul Doy ¢

d¢

= (3.46)

Hierin is A¢ het verval over de sectie van de gesloten leiding.

Met de schrijfwijze helemaal rechts in (3.46) hebben we, afgezien van de abso-
lute waarde die erin voorkomt, het verval A¢ gerelateerd aan de snelheidshoogte
u?/(2g) in de sectie van de leiding. In paragraaf 2.3 is dit begrip geintroduceerd
als een maat (met de dimensie van lengte) voor kinetische energie. Samen met
de drukhoogte p/(pg) en de plaatshoogte z vormt het de energichoogte H vol-
gens

u?

p
H=_—+42+4+ = 3.47
2g pg (3.47)

(zie ook (2.16)).

Omdat de sectie van de leiding waar we naar kijken prismatisch is, is de stroom-
snelheid over de hele lengte van die sectie gelijk en dat geldt dus ook voor de snel-
heidshoogte. Het verschil tussen H en ¢ is zodoende constant en dus is A¢ = AH,
met AH het verval in termen van energichoogte (zie figuur 3.9). Als we dit com-
bineren met (3.46), kunnen we schrijven dat

L u?

waarin AH moet worden gezien als de grootte van de verandering van de ener-
giehoogte over een prismatische leiding met lengte L als gevolg van wandwrij-
ving.

Voor de berekening van de stroming in gesloten leidingen is het karakter van bo-
venstaande uitdrukking van belang. Volgens die uitdrukking is het energieverlies
(AH) als gevolg van wrijving evenredig met de snelheidshoogte. Dit type even-
redigheid blijkt op te gaan voor tal van verliezen die zich in gesloten leidingen
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Figuur 3.10: Definitie van de bochtstraal r in uit-
drukking (3.50).

voor kunnen doen. Dit laat toe dat het totale verval AH (in termen van energie-
hoogte) over een leiding waarin zich een reeks van verliezen voordoet, te schrijven

als
2

AH = Zgi% (3.49)

?

waarin de index i verwijst naar een specifieke bijdrage aan het totale verlies en
de &; zijn zogeheten verliescoéfficiénten. Als we bijvoorbeeld kijken naar het ener-
gieverlies als gevolg van wandwrijving in een prismatische gesloten leiding met
lengte L en diameter D, dan is de bijbehorende verliescoéfficiént volgens (3.48)
gelijk aan £ = 2¢yL/D. Kwantificering van de de factor 2¢¢ voor wandwrijving in
buisleidingen komt in de volgende paragraaf aan bod.

Naast wandwrijving noemen we nog verliezen ten gevolge van verwijding of ver-
nauwing van de stroming (paragraaf 3.3.3) en bij bochten in een leiding. Voor
leidingen met een cirkelvormige doorsnede wordt het bochtverlies benaderd door
de empirische relatie

7\ =35
Enoens = 0,13+ 0,16 (55 (3.50)

waarin r de bochtstraal is (zie figuur 3.10). De toepasbaarheid van deze benadering
is onder meer beperkt door het ontbreken van de invloed van de bochthoek. Voor
een beschrijving van deze en diverse andere bocht- en knikverliezen wordt verwezen
naar STOWA (2012).

3.3.2 Invloed van wandwrijving

De verliescoéfficiént £yang voor wandwrijving in gesloten leidingen met een cirkel-
vormige doorsnede wordt gegeven door

L
gwand = )\5 (351)

waarin A een weerstandscoéfficiént is. In (3.48) zijn we uitgekomen op een factor
2cy vanuit een analogie met stroming in een open waterloop, maar bij gesloten
leidingen wordt daarvoor A\ gehanteerd.

Naar de grootte van deze weerstandscoéfficiént is veel, voornamelijk empirisch
onderzoek gedaan. Op basis daarvan geeft Colebrook (1939)

1 (ks/D+ 2751>
\/X glO 377 Re\/X

(3.52)
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waarin ks de Nikurandse ruwheid van de leidingwand is (zie tabel 2.1 in para-
graaf 2.4) en Re is het getal van Reynolds, gegeven door Re = uD/v (met v de
moleculaire viscositeit van de vloeistof; voor water is dat 10~5m?/s).

Dit getal van Reynolds is een dimensieloze maat voor de turbulentie. Als sprake
is van volledig ontwikkelde turbulentie (grote Re), is

kD 2,51 1 (kS/D)
> o~ —2l0g [ B2 3.53
3,7 Rev NGy 10|\ 37 (3.53)

Deze benadering laat zien dat bij volledig ontwikkelde turbulentie, de weerstands-
coéfficiént A uitsluitend wordt bepaald door karakteristieken van de leiding (ruw-
heid en diameter) en niet door de stroming zelf. Dat wil zeggen dat het verlies als
gevolg van wandwrijving evenredig is met u? en dat is consistent met wat in para-
graaf 2.4 is gesteld met betrekking tot bodemschuifspanning in open waterlopen.
Onder turbulente condities is de grootte van die schuifspanning ook evenredig met

u?.

Naarmate de turbulentie afneemt (afnemende Re), blijkt A in toenemende mate
afhankelijk te zijn van de stroomsnelheid u. In het uiterste geval van vrijwel
volledig laminaire stroming (Re < 2000), is het wrijvingsverlies evenredig met de
stroomsnelheid in plaats van het kwadraat daarvan en is A o« 1/u (het product
van A en de snelheidshoogte is dan evenredig met u). Langs empirische weg is
afgeleid dat voor laminaire stroming A = 64/Re en dat is inderdaad evenredig met
1/u.

In het traject tussen volledig laminair en volledig turbulent worden met betrekking
tot kwantificatie van wrijvingsverliezen twee gebieden onderscheiden. Een daarvan
wordt de kritische zone genoemd en daar is ongeveer 2000 < Re < 4000. Deze
zone kenmerkt zich door instabiele stroming. Uitdrukking (3.52) is hier niet van
toepassing.

Het andere gebied wordt de overgangszone genoemd. Daarin is sprake van een
merkbare invloed van de stroomsnelheid op A en die wordt weergegeven door de
rechter term in het argument van de logaritme in uitdrukking (3.52).

Voor praktische toepassingen is het impliciete karakter van uitdrukking (3.52) een
nadeel. Met de beschikbaarheid van grafische rekenmachines en meer geavanceerde
apparatuur, is dat nadeel tegenwoordig beperkt. In vroeger dagen lag dat echter
anders. Om daaraan tegemoet te komen, werden waar mogelijk diagrammen ge-
maakt met behulp waarvan een oplossing geschat kan worden. Voor (3.52) is dat
gedaan door Moody (1944) en diens diagram geldt nog steeds als een standaard. In
STOWA (2012), bijvoorbeeld, is een reconstructie van het oorspronkelijke diagram
opgenomen en een variant voor Re > 4000 is gegeven in figuur 3.11.

Deze variant toont het verband tussen de wrijvingscoéfficiént A\ enerzijds en de
mate van turbulentie (Re) in combinatie met de relatieve wandruwheid (ks/D)
van de gesloten leiding, anderzijds, volgens (3.52). De rode curve in deze figuur
betreft de theoretische ondergrens van een wrijvingsloze wand (ks = 0). Het gebied
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0,100

Figuur 3.11: Variant van het
diagram van Moody voor de
wrijvingsfactor A in relatie
tot de relatieve wandruw-
heid ks/D en het getal van
Reynolds Re. De blauwe
krommen horen bij speci-
fieke waarden van kg/D
die langs de rechter ver-
tikale as zijn weergegeven.
Dit zijn tevens contouren in
het kleurverloop van groen
(kleine ks/D) naar geel
(grote ks/D). De rode
kromme (onderaan) staat
voor de theoretische on-
dergrens van een oneindig
gladde wand (ks = 0).
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onder deze curve heeft geen fysische betekenis. De gestreepte curve verbeeldt een
min of meer redelijke grens tussen de overgangszone (waar de stroomsnelheid een
merkbare invloed heeft op A) en volledige turbulentie (waar die invloed er niet is).
Langs deze curve geldt dat

2,51  k,/D
Re\/x 377

; €=0,05 (3.54)

Naarmate ¢ kleiner wordt gekozen, komt de gestreepte curve steeds verder naar
rechts te liggen in de figuur en ook de vorm wordt enigszins anders. De curve is
slechts indicatief en heeft voor de berekening van A weinig betekenis. De curve
wordt wel gebruikt om de geldigheid van benadering (3.53) te controleren. De
benadering wordt geaccepteerd als de resulterende schatting van A hoort bij een
punt rechts van de curve.

3.3.3 Verliezen bij verwijding en vernauwing

Naast wandwrijving en bochten zijn ook vertakkingen en verandering van leiding-
diameter bronnen van verliezen in systemen van gesloten leidingen. Ook voor
zulke verliezen zijn, veelal op basis van empirisch onderzoek, verliescoéfficiénten &
bepaald, net zoals dat voor bochten is gedaan. In deze paragraaf gaan we in op
verliezen die zijn gerelateerd aan verandering van leidingdiameter. Voor effecten
van vertakkingen wordt verwezen naar STOWA (2012).

In algemene zin leidt verandering van leidingdiameter tot een conforme verandering
van de stroomsnelheid. Als de diameter van een leiding in stroomrichting afneemt,
zal de stroomsnelheid toenemen. Uit continuiteit volgt immers dat het debiet in
stroomrichting constant is. Voor een vernauwing betekent dit dat in de relatief
ruim bemeten leiding bovenstrooms van de vernauwing per eenheid van tijd net
zoveel water moet passeren als in de relatief krappe leiding benedenstrooms van

54



Toepassingen van stationaire stroming

® @ ® Figuur 3.12: Impressie van het stromingspa-
S5 _— 7 troon rond een verwijding in een gesloten lei-
ding. De rode krommen in de figuur staan
voor stroomlijnen. Bij de verwijding kan los-
lating van de stromin optreden en ontstaan
neren (aangegeven met de ronde pijlen in de

figuur).

2

verwijding

de vernauwing. Bij een verwijding geldt het tegenovergestelde. Daar neemt de
stroomsnelheid in stroomrichting juist af.

Een vernauwing gaat samen met een versnelling van de stroming en als zich dat
afspeelt over een betrekkelijk korte afstand, gaat dat volgens Bernouilli (zie para-
graaf 2.3) niet gepaard met noemenswaardige verliezen. Voor een abrupte vertra-
ging ligt dat anders. De turbulentie die daarbij wordt gegenereerd, gaat gepaard
met verliezen die doorgaans niet verwaarloosd kunnen worden ten opzichte van de
lokaal aanwezige snelheidshoogte. De bijbehorende verliescoéfficiént £ is in zulke
gevallen niet ongeveer gelijk aan nul.

In deze paragraaf gaan we in op vertragingsverliezen die een direct gevolg zijn
van een verruiming, in stroomrichting, van de dwarsdoorsnede van een gesloten
leiding, maar ook als indirect gevolg van een verkleining van die doorsnede.

Verwijding

In een buis doet vertraging zich voor als de buisdiameter in stroomrichting toe-
neemt. Een langsdoorsnede van zo'n verwijding is geschetst in figuur 3.12. De rode
krommen in deze figuur zijn stroomlijnen en de stroming is van links naar rechts.
In het smalle deel, links van doorsnede ®, zijn de stroomlijnen recht en evenwijdig.
De verwijding begint direct rechts van deze doorsnede. Daar treedt loslating van
de stroming op en ontstaan neren (aangegeven met de ronde pijlen in de figuur).
Dat gaat gepaard met verhoogde turbulentie en dissipatie van energie. Op enige
afstand van de verwijding treedt herstel op in de zin dat de stroomlijnen daar weer
evenwijdig zijn aan de rechte buiswand (rechts van doorsnede @ in figuur 3.12).

De omvang van het energieverlies AH,. bij vertraging over korte afstand is af-
hankelijk van de afname van de snelheid en wordt gegeven door de regel van

Carnot: ,
(u1 —ug)

29
waarin u; en us de stroomsnelheden zijn aan weerszijden van de verwijding waarbij
de vertraging optreedt. Voor de situatie in figuur 3.12 is één van beide de snelheid
links van doorsnede ® en de andere de snelheid rechts van doorsnede @.

AH, = (3.55)
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S Figuur 3.13: Bij uitstroming vanuit een geslo-
ten leiding (schematisch weergegeven in het
linker deel van de grafiek), neigen stroomlij-

nen (de rode krommen in de figuur) uit elkaar.
Rondom de uitstromende vloeistof ontstaan
neren (aangegeven met de ronde pijlen).

(!

Dit energieverlies is te schrijven als het product van een verliescoéfficiént £ en de
snelheidshoogte voor of na de vertraging. Als we wup als referentie kiezen, dan
is

2 2
AH, =€k &= (1 - W) (3.56)
29 (751
en met us als referentie vinden we
ul U 2
AHy,=Eop=2 | Eon= (1 — 1) (3.57)
29 (5

Een veel voorkomend voorbeeld van vertragingsverlies doet zich voor bij de uitstro-
ming van water vanuit een gesloten leiding in een bassin waarvan de afmetingen
heel groot zijn in vergelijking tot die van de doorsnede van de leiding (zie figuur
3.13 voor een impressie). In zo’n situatie is de stroomsnelheid in het bassin ver-
waarloosbaar ten opzicht van die in de leiding en het vertragingsverlies is nagenoeg
gelijk aan de snelheidshoogte in de leiding. De snelheidsafname (u; — uz) in de
regel van Carnot is dan gelijk aan snelheid in de leiding en ten opzichte van die
snelheid is &, = 1.

Bij het ontwerp van onder meer gemalen en waterkrachtcentrales (waarover meer
in hoofdstuk 10) is beperking van dit zogeheten uitstroomverlies een serieus punt
van aandacht. Hoe kleiner dit verlies, hoe kleiner ook de energiebehoefte van een
gemaal en hoe groter het rendement van een waterkrachtcentrale. Reductie van
het verlies kan worden bereikt door de uitstroming niet zo abrupt te laten verlopen
als in figuur 3.13, maar geleidelijk.

Ter illustratie kijken we naar de getrapte uitstroming die is geschetst in figuur
3.14. Dat is een benadering in twee stappen van een geleidelijke verbreding die
in de praktijk niet snel zal worden toegepast, maar wel de effectiviteit van het
principe laat zien.

In deze getrapte verwijding (en dus ook getrapte vertraging) neemt de stroomsnel-
heid af van u; in het relatief krappe deel van de leiding helemaal links in figuur
3.14 tot us in het ruimere deel van de leiding (in het midden van figuur 3.14) tot
uiteindelijk nul voorbij de uitstroming uit dat ruimere deel. We hebben zodoende
twee keer te maken met een vertragingsverlies. Gezien in stroomrichting is dat
eerst de vertraging door de overgang van de krappe naar de ruime leiding. Deze
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| O Figuur 3.14: Voorbeeld van een dif-
fusor. Die is erop gericht om uit-
U/—/ stroming uit een gesloten leiding ge-
_/ﬁ// trapt (zoals geschetst in de figuur)
— o of continu geleidelijk te laten verlo-
A = — g pen. Met toepassing van een dif-
E— [ fusor zijn uitstroomverliezen kleiner
— T an zonder.
) \
L
| &

noteren we als AH;. De tweede is de uitstroming uit dat ruime deel en die note-
ren we als AH,. Het totale verlies komt daarmee op AHs = AH; + AHs. We
gaan dit totaal berekenen en vervolgens vergelijken met het verlies dat zich zou
voordoen zonder de tussenstap van de relatief ruime leiding.

Volgens Carnot is het verlies AH; in de overgang van de krappe naar de verruimde
leiding gelijk aan

2 2
u ui
AH =|1—-—] — .
1 ( u1) % (3.58)

(zie (3.56)).

En voor de uitstroom uit het verruimde deel van de leiding geldt, ook volgens
Carnot, dat
uj

AHy =
2 29

(3.59)

Als het oppervlak van de dwarsdoorsnede van het verruimde deel van de leiding
een factor 3 keer zo groot is als dat van het krappe deel (zoals aangegeven in figuur
3.14), dan is vanwege continuiteit us = u; /8. We gebruiken dit verband om het
totale verlies AHyq; te relateren aan de snelheidshoogte in het krappe deel van de

leiding: ) ) ,
ug \ " ui U3 2 2\ uf
AHipn=(1-=) 24+ 2=(1-=24+=]2 )
! < u1> 29 " 2 ( 5+52) 29 (3.60)

Met 8 > 1 (anders is er geen sprake van een verwijding) is de term tussen haken in
het rechter lid van bovenstaande uitdrukking altijd kleiner dan 1. Dat wil zeggen
dat de verliescoéfficiént voor het vertragingsverlies in deze getrapte uitstroming
kleiner is dan 1 (althans in relatie tot de stroomsnelheid in het krappe deel van de
leiding).

In afwezigheid van het verruimde deel van de leiding zou het vertragingsverlies
gelijk zijn aan u?/(2g). Met andere woorden, de verliescoéfficiént voor het totale
verlies ten opzichte van de stroomsnelheid u; zou dan gelijk zijn aan 1. Kortom,
de reductie van het uitstroomverlies door toepassing van een getrapte verwijding
toont zich in de ongelijkheid

2 2

l-g+m <1l B>1 (3.61)
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De twee-traps reductie is maximaal als § = 2. Toepassing van meerdere trappen
geeft een beter resultaat, maar nog beter is het om de verwijding van de leiding in
stroomrichting zo geleidelijk te laten verlopen dat geen loslating van de stroming
optreedt. Er ontstaan dan geen neren en daarmee wordt dissipatie van energie
door het genereren van turbulentie in belangrijke mate onderdrukt. Een soort
vuistregel voor een ronde leiding is dat dit kan worden bereikt als de toename
van de straal van de cirkelvormige doorsnede over een lengte L van de leiding niet
meer dan L/7 toeneemt'®. Knikken in de wand van de leiding helpen ook niet.
De conische overgang zoals geschetst in figuren 3.12 en 3.14 voldoet daar niet aan.
Een vorm die lijkt op de langsdoorsnede van een trompet is beter in dit opzicht.
Een dergelijke constructie wordt een diffusor genoemd.

Een kanttekening hierbij is dat een streven naar reductie van vertragingsverliezen
door toepassing van een diffusor, impliciet een eis stelt aan de minimaal benodigde
lengte. Naarmate die lengte toeneemt, neemt ook de invloed van wandwrijving in
de diffusor toe en waar het gaat om het beperken van het totaal aan verliezen is
dat contra-productief. In dat opzicht is het ontwerp van een diffusor te zien als
een optimalisatievraagstuk.

Vernauwing

Als het oppervlak van de dwarsdoorsnede van een gesloten leiding in stroom-
richting afneemt, neemt de stroomsnelheid toe. Als dit over betrekkelijk korte
afstand gebeurt, zijn wrijvingsverliezen volgen Bernouilli van ondergeschikt be-
lang en treedt geen noemenswaardig verlies van energie op. Daarmee is echter niet
gezegd dat geen enkele vernauwing verliezen met zich meebrengt. Eerder in deze
paragraaf hebben we gewezen op verliezen, gerelateerd aan de vorming van neren
in het geval van het loslaten van stroomlijnen. Bij de overgang van een betrekke-
lijk ruime leiding naar een krappe, kan zich dat ook voordoen, ook al is er netto
sprake van een vernauwing.

Dit verschijnsel is geillustreerd in figuur 2.1 waarin de langsdoorsnede is geschetst
van een leiding waarvan de diameter in stroomrichting afneemt. De rode krommen
in deze figuur zijn stroomlijnen.

Links van doorsnede @ in deze figuur zijn de stroomlijnen evenwijdig aan de wand
van de leiding. Tussen doorsneden @ en @ neemt de diameter van de leiding in
stroomrichting af. Daarbij treedt contractie van de stroming op. Stroomlijnen
komen dichter bij elkaar te liggen en, vanwege continuiteit, neemt de stroomsnel-
heid toe. Net rechts van doorsnede @ in de figuur treedt loslating van de stroming
op waarbij contractie in stroomrichting doorgaat. Ter hoogte van doorsnede @
bereikt de contractie een maximum. Stroomafwaarts daarvan treedt herstel op
en vanaf doorsnede @ lopen de stroomlijnen weer evenwijdig aan de wand van de
leiding.

16Voor de factor 3 in figuur 3.14 komt dit neer op 8 < A/ L/(7T\/A/7)+ 1 als L de lengte is

van dat deel van de leiding waarover de diameter toeneemt.
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Figuur 3.15: Bij een vernauwing versnelt de
H ~— stroming en mits over voldoende korte af-
stand, zijn de bijbehorende verliezen betrekke-
©) ® O ® lijk klein. Net stroomafwaarts van de vernau-
— wing kan echter wel loslating van de stroming
— optreden, zoals aangegeven in de figuur (de
—s B rode krommen zijn stroomlijnen). In stroom-
\§/7 richting herstelt zich dat, maar dat gaat ge-
u . |,a|a Ppaard met vertraging en bijbehorende verlie-
/7<7 zen. Ter illustratie is boven de doorsnede van
//) E—— de vernauwing het verloop van de energie-
/ hoogte H geschetst. De afname van H tussen
® en @ hoort bij de vertraging die in traject

vernauwing verwijding optreedt.

Het traject tussen doorsneden @ en ® kenmerkt zich door contractie van stroomlij-
nen en dus versnelling van de stroming. Als zich dat over voldoende korte afstand
voordoet, is dit het traject waarover volgens Bernouilli geen noemenswaardige ver-
liezen optreden en de energiehoogte constant is. Vanwege de versnelling neemt de
snelheidshoogte in dit traject wel toe en dat gaat ten koste van de som van plaats-
en drukhoogte.

Tussen doorsneden @ en @ vertraagt de stroming en dat gaat gepaard met energie-
verlies dat we kunnen kwantificeren met de regel van Carnot. Daarvoor kijken we
naar de stroomsnelheden in de doorsneden ® en @. In doorsnede @ is de contractie
maximaal en dat geldt dus ook voor de stoomsnelheid. Als vanwege die contractie
het oppervlak van de dwarsdoorsnede van de leiding in doorsnede ® effectief een
factor p kleiner is dan het werkelijke oppervlak, dan geldt dat ug = u4/u, waarbij
ug de stroomsnelheid in doorsnede ® en w4 die in doorsnede @. Het vertragings-
verlies AH,. komt daarmee op

2 2
U3 — Ug Uy 1

AH. = —=¢(— ;&= ( - 1) 3.62

29 29 % (3.62)

De factor p wordt de contractiecoéfficiént genoemd. De grootte van deze factor
hangt af van de vormgeving van de overgang van de ene naar de andere dwarsdoor-
snede van de leiding. In beginsel gelden hierbij dezelfde overwegingen als bij het
ontwerp van een diffusor: hoe geleidelijker of glooiender de overgang, hoe kleiner
het vertragingsverlies, zij het met de kanttekening dat bij toenemende lengte van
de overgang wandwrijving een steeds grotere rol gaat spelen.

3.4 Waterbeweging rond een varend schip

3.4.1 Theoretische beschouwing

Bij de beschrijving van de waterbeweging rond een varend schip maken we onder-
scheid tussen primaire en secundaire golven. De boeg- en hekgolven vormen de
secundaire golven. De lengte van deze golven is klein ten opzichte van de lengte van
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het schip. De lengte van de primaire scheepsgolf daarentegen, is van dezelfde orde
van grootte als die van het schip. Het is een enkelvoudige golf die onder normale
omstandigheden met het schip meeloopt. In deze paragraaf gaan we kwantitatief
in op de primaire golf.

Als een schip vaart, zit het water vlak voor de boeg dat schip in de weg. Het wordt
zijdelings door het schip verdrongen. Tegelijkertijd komt achter het schip, juist
omdat het zich voortbeweegt, ruimte vrij die door zijdelingse instroom van water
wordt opgevuld. Het volume van die vrijkomende ruimte is precies even groot als
het volume dat voor de boeg in de weg zit. Samen leidt dit tot een stroming langs
het schip, van boeg naar achtersteven. Deze zogeheten retourstroom is bepalend
voor de primaire golf die door een varend schip wordt opgewekt.

Voor een schip dat met constante snelheid in een prismatische waterweg vaart,
kan de primaire golf bij goede benadering worden beschreven op basis van conti-
nuiteit en behoud van energie. Deze benadering staat bekend als de methode van
Schijf (1949). Hierbij wordt de retourstroom rond het varend schip beschreven
ten opzichte van dat schip (en dus niet ten opzichte van de oever) en worden twee
dwarsdoorsneden van het kanaal met elkaar vergeleken.

Een van die doorsneden wordt gekozen op enige afstand voor de boeg van het schip.
We nemen aan dat de waterbeweging in deze doorsnede niet wordt beinvloed door
het schip. In deze doorsnede is de (over de doorsnede gemiddelde) snelheid van
het water gelijk aan u. Dit is de snelheid waarmee een waarnemer op het schip
het water op zich af ziet komen.

In het bijzondere geval dat het water in waterweg niet beweegt ten opzichte van
de oever, is u tevens de snelheid waarmee het schip zich ten opzichte van die oever
beweegt, zij het in tegengestelde richting. Omdat in de methode van Schijf het
schip als referentie wordt gekozen, is het de oever die ten opzichte van het schip
beweegt en dat geldt dan ook voor het water. Een voordeel van deze aanpak is
dat de methode onverkort kan worden toegepast op een schip dat vaart in een
waterweg met stromend water, dus ook als het water beweegt ten opzichte van
de oever. Het verschil is dat bij stromend water, de snelheid van het water ten
opzichte van het schip niet gelijk is aan die van de oever ten opzichte het schip.
Als het schip tegen de stroming in vaart, is ten opzichte van het schip de snelheid
van het water groter dan die van de oever. ls het schip stroomafwaarts vaart, is
dat juist omgekeerd.

Voor toepassing van de methode van Schijf maakt het niet uit of het schip met de
stroom mee vaart of er tegenin. Alleen de beweging van het water ten opzichte van
het schip is van belang voor de kwantitatieve beschrijving van de waterbeweging
rond het schip.

En, zoals gesteld, komt dat water in een doorsnede op enige afstand voor de boeg
van het schip met een snelheid u op dat schip af. Als op die plaats A, het oppervlak
van de natte doorsnede van de waterweg is, is sprake van een debiet () = uA, naar
het schip toe.
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Figuur 3.16: Indicatie van de natte
dwarsdoorsnede A. van de water-
loop, het deel A5 daarvan dat door
een varend schip in beslag wordt ge-
nomen, de stroomsnelheden u voor
het schip en u + u, naast het schip
(beide ten opzichte van het schip)
en de spiegeldaling z.

We maken nu de stap naar de andere dwarsdoorsnede van de waterweg waar in de
methode van Schijf naar wordt gekeken. Deze wordt gekozen ter hoogte van het
grootspant'” van het schip.

In deze doorsnede is de snelheid van het water ten opzichte van het schip groter dan
u. Hier doet zich immers de eerder genoemde retourstroom voor. De bijbehorende
stroomsnelheid noteren we met u,. Daarmee komt de totale stroomsnelheid in
deze doorsnede en ten opzichte van het schip op u + u,..

Ook voor deze doorsnede kunnen we het debiet bepalen. Daarbij moeten we
er rekening mee houden dat het oppervlak van de natte dwarsdoorsnede van de
waterweg afwijkt van die voér het schip omdat een deel van die dwarsdoorsnede
in beslag wordt genomen door het schip. Dat deel noteren we met A, (zie figuur
3.16). Bovendien kan de waterstand in deze doorsnede afwijken van die in de
doorsnede voor het schip. Met de afstand z (ook aangegeven in figuur 3.16) geven
we aan hoeveel de waterstand in de dwarsdoorsnede ter hoogte van het grootspant
lager is dan die in de dwarsdoorsnede voor de boeg van het schip. Dit wordt de
spiegeldaling genoemd. Op de reden om deze te introduceren, komen we verderop
in deze paragraaf terug.

Zo redenerend is de natte oppervlakte van de dwarsdoorsnede ter hoogte van het
groot-spant van het schip gelijk aan A. — A; — Bz. Hierin is B de zogeheten
spiegelbreedte van de waterweg. Dat is de breedte van de waterweg, gemeten
langs de waterspiegel. Impliciet veronderstellen we hierbij dat de oevers van de
waterweg rond de waterspiegel verticaal zijn. Als die oevers voorzien zijn van een
verticale beschoeiing, is dat juist. Bij taluds is de bijbehorende fout doorgaans
klein ten opzichte van A, — Aj.

Met een oppervlak van A. — A; — Bz en een stroomsnelheid u + u, is het debiet
dat het schip passeert gelijk aan (A, — A; — Bz)(u + u,).

Vanwege continuiteit moet het debiet @) dat op het schip afkomt, ook de doorsnede
bij het grootspant passeren. Er moet zodoende gelden dat

Q=uA, = (u+u,)(A. — As — Bz) (3.63)

17De primaire constructie van traditionele schepen bestaat uit een reeks spanten dwars op de
kiel van het schip. Van boeg naar steven neemt de afmeting van deze spanten eerst toe, tot circa
midscheeps, en daarna weer af. Het grootspant is het spant waarbij de natte dwarsdoorsnede
van het schip het grootst is. Ter hoogte van dit grootspant neemt het schip maximaal ruimte in
beslag in de dwarsdoorsnede van het kanaal.
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Een waterdeeltje dat zich aan het wateroppervlak bevindt (aangegeven met de
rode stip in figuur 3.16), ondervindt op de route van de doorsnede voor de boeg
van het schip naar de doorsnede ter hoogte van het grootspant, een versnelling
van u naar u + u,.. Dat wil zeggen dat de kinetische energie van dat waterdeeltje
toeneemt. In de redenering van Schijf gaat die toename ten koste van de potentiéle
energie en dat gaat gepaard met een verplaatsing over enige afstand in de richting
van de zwaartekracht. Die afstand is de spiegeldaling z.

Om die afstand z te kunnen berekenen, wordt in de methode van Schijf de wet
van Bernouilli toegepast. Volgens die wet zijn wrijvingsverliezen verwaarloosbaar
als zich in een stroming over betrekkelijk korte afstand en langs een stroombaan
een versnelling voordoet. Dat is van toepassing op het waterdeeltje in het water-
oppervlak dat we hebben gevolgd van de dwarsdoorsnede voor de boeg van het
schip naar die ter hoogte van het grootspant.

Als ¢ de waterstand in de doorsnede voor de boeg van het schip is (ten opzichte van
een willekeurige referentie), dan is de potentiéle energie van het waterdeeltje op die
locatie gelijk aan mg(, waarbij m de massa van dat deeltje en g de versnelling van
de zwaartekracht. Op diezelfde locatie is mu?/2 de kinetische energie. De totale
energie 1 van het deeltje voor de boeg van het schip komt daarmee op

1
E1 = mgC + §mu2 (3.64)

Op dezelfde manier kunnen we de totale energie F5 van het deeltje in kaart brengen
als het zich bevindt in de dwarsdoorsnede van de waterweg bij het grootspant van
het schip:

1
Ey =mg(( = 2) + 5m(u+ u)? (3.65)
en vanwege Bernouilli met gelden dat F; = FEs, zodat
L, 1 2
mg( + gmu” = mg(( —2) + §m(u + up) (3.66)

Als de geometrie van het kanaal (samengevat in A. en B), die van het schip
(As) en de snelheid u van het water ten opzichte van het schip bekend zijn, zijn
alleen de retourstroomsnelheid u, en de spiegeldaling z onbekend. Om die beide
onbekenden op te lossen zijn twee vergelijkingen nodig en in de methode van
Schijf zijn dat de continuiteitsvergelijking (3.63) en behoud van energie volgens
Bernouilli (3.66).

Omdat beide vergelijkingen niet-lineair in zowel u, als z zijn, ligt de oplossing
minder voor de hand dan het wellicht lijkt. Dat valt in te zien door de vergelij-
kingen te herschrijven in een vorm waarbij de spiegeldaling z afhankelijk is van de

62



Toepassingen van stationaire stroming

1 z Figuur 3.17: Spiegeldaling z als
/ functie van de totale stroomsnel-

_.% / heid v + u, rondom een varend

5 Za schip op basis van continuiteit
\ g (rood) en energiebehoud (blauw).
3

7 u+u,

snelheid wu, van de retourstroom. Dit geeft

1 uA,
Z = E (Ac — As — . ur) (367)
 (utu)? WP
i=y % (3.68)

Voor verdere uitwerking is het makkelijk om z niet te zien als een functie van u,
maar van u + u,. Aangezien u bekend wordt verondersteld, komt dat op hetzelfde
neer.

In grafische zin heeft de functie z = z(u + u,) op basis van continuiteit (3.67) de
vorm van een hyperbool en voor energiebehoud (3.68) is dat een parabool. Dit is
weergegeven in figuur 3.17. De horizontale streepjeslijn met de aanduiding 2., in
deze figuur is de horizontale asymptoot die hoort bij (3.67): zoc = (A, — As)/B.

Kennelijk zijn er drie snijpunten waarvan er slechts één fysisch relevant kan zijn
voor een varend schip (aangenomen dat de redenering van Schijf de werkelijkheid
adequaat weergeeft). Bij snijpunt 1 is v + u, < 0. Omdat we snelheid van het
water naar het schip toe positief hebben gekozen, kan u 4 u, < 0 alleen optreden
als u, < 0 en dat zou betekenen dat de richting van de retourstroom gelijk is
aan de vaarrichting van het schip in plaats van daar tegenin. Snijpunt 1 komt
zodoende wel overeen met een oplossing van (3.67) en (3.68), maar heeft voor het
verschijnsel waar we naar kijken geen betekenis.

Interpretatie van de andere twee snijpunten ligt minder voor de hand. Het is in
theorie zelfs mogelijk dat de snijpunten 2 en 3 zich niet voordoen. Dat treedt op als
de hyperbool lager zou liggen dan die in figuur 3.17, dus voor voldoende kleine z..
Kleiner dan nul kan z., overigens niet worden. Immers, z,, = 0 = A, = Ac
en dat betekent dat het schip naadloos in de dwarsdoorsnede van de waterweg
past.

Voor een interpretatie van de snijpunten 2 en 3 berekenen we u+u, door eliminatie
van de spiegeldaling z uit (3.67) en (3.68). Dat levert

uA, ) (u+u.)?  u?

= - — 3.69
U+ Uy 2g 2g ( )

1
— (A, — A, —
dl

Vermenigvuldigen met (u+u,)//ghgem (Waarin hgem = A./B) geeft, na herschik-
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Ay Figuur 3.18: Schets van het poly-
noom y(z) = x> + pxr — q

-q+2 /(-p/3)°

-q-2/(-p/3)’ /

ken van termen,

3 2
u+ U, A, 1 u u+ U, U
—_— | 21— =+ = +2 =0 (3.70)
<\/m> Ae 2 <\/ghgem> \/ghgem ghgem

Met

U ~+ Uy
xr =
ghgem
A, 1 ’
s U
p=—2|1-24 2 | —— (3.71)
Ac 2 < ghgem)
U
q=—2
ghgem

kunnen we dit schrijven als
2} 4 pr—q=0 (3.72)

waarin alleen x een onbekende is.

Het oplossen van deze vergelijking komt neer op het vinden van de wortels van het
polynoom y(x) = 23 + pz — q. Dat polynoom is geschetst in figuur 3.18. De grijze
strook in deze figuur geeft het gebied aan waarbinnen y = 0 tot oplossingen voor
x leidt die fysisch relevant kunnen zijn voor het vraagstuk dat we willen oplossen.
Aan de bovenkant is dit gebied begrensd door —g. Omdat we de snelheid u van
het water naar het schip toe positief hebben gekozen, geldt dat —g > 0. FEen
horizontale lijn voor y = 0 kan niet hoger liggen, want dat zou betekenen dat
—q < 0. Lager dan —¢q — 2+/(—p/3)? kan ook niet, want dan blijft alleen z; (in
figuur 3.18) als reéle oplossing over en daarvoor hadden we al gesteld dat deze
niet relevant is omdat daarbij hoort dat u + u, < 0 (wat zou betekenen dat de
retourstroom met het schip mee gaat in plaats van ertegen in).
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We mogen hieruit afleiden dat fysisch relevante oplossingen mogelijk zijn voor
waarden van de parameters p en ¢ waarvoor geldt dat

—q>0>—q—2/(—p/3)? ofwel —+/(—p/3)3<¢q/2<0 (3.73)

In bijlage I is een analytische oplossing gegeven voor derdegraads vergelijkingen.

Daarin zijn drie gevallen onderscheiden, afhankelijk van de waarden van p en

g. Een van die gevallen betreft het interval —y/(—p/3)3 < ¢/2 < +/(—p/3)3

(zie (I.15)). De fysisch relevante oplossing waar (3.73) naar verwijst, valt daarbin-
en'®. De bijbehorende oplossingen luiden

2
xp = 2y/—p/3 cos (Mgkﬂ-> (3.74)
met

cosf=¢ ; sinf=+/1-&2 ; 52&2/3)3 (3.75)

Aangezien ¢ < 0 en ook p < 0, geldt dat —1 < & = cosf < 0, zodat 7/2 < 6 <
3m/2. Echter, omdat ook sinf > 0, moet 7/2 < 0 < .

Omdat de oplossing voor een of andere k identiek is aan die voor k + 3, zijn er
drie verschillende oplossingen. Voor k = 1,2, 3 zijn die in figuur 3.18 aangegeven.
Het gaat om:

1 = 24/—p/3 cos 0+ 2r ; 5—W<9+2W§7r
6 3
0+ 4 0+4
Ty =2 p/3008< i W) ; SLR J;WS%W (3.76)

2
0 ™ 0 m
T3 =2 p/3cos<3> ; 6<3§3
Van deze drie oplossingen moeten we bepalen welke hoort bij de waterbeweging
rond een varend schip. Al eerder is gesteld dat x; dat niet is omdat de retourstroom
in dat geval met het schip mee is in plaats tegen de vaarrichting in. Om de
oplossingen x5 en x3 van elkaar te onderscheiden, kijken we naar de uitersten van
de grijze strook in figuur 3.18. Als y = 0 samenvalt met de bovenkant van deze
strook, is ¢ = 0 en dus ook u = 0. In dat geval ligt het schip stil ten opzichte van
het water. Het andere uiterste doet zich voor als —¢ — 24/(—p/3)2 = 0 (en dan
geldt tevens dat x5 = x3). De bijbehorende snelheid u van het water ten opzichte
van het schip vinden we door —¢q —2+/(—p/3)? = 0 uit te werken. Dit geeft

2/3
A U
3 s
[ 3u+2(1)_o Cop= | ——— (3.77)
AC V ghgem

18Dat is niet helemaal juist, want —+/(—p/3)3 = q/2 valt net buiten het interval dat in (I.15)
is genoemd. De oplossing die voor dat interval in appendix I wordt afgeleid, geldt echter ook

voor —4/(—p/3)3 = q/2, zij het met £ = —1 en 6 = 7.
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Deze derdegraads vergelijking kunnen we op dezelfde manier oplossen als we hier-
voor hebben gedaan met (3.72). Het resultaat is

2
u:2005<¢_;47r> ; cos¢:—(1—ji> ; sing = 1—(1—?2)
(3.78)

In het theoretische geval dat het schip zo groot is dat het grootspant juist in de
dwarsdoorsnede van de waterweg past (dus als Ay = A.), is p = 0 en dus ook
u = 0. Dat is conform verwachting. Een ander, al even theoretisch maar wel
interessant geval doet zich voor als A; = 0, dus als het schip geen afmetingen
heeft. Daarbij hoort u = 1, ofwel u = \/ghgem-

De term y/ghgem is de voortplantingssnelheid van een golf in de waterloop waar-
van de lengte groot is ten opzichte van de waterdiepte en de amplitude klein ten
opzichte van diezelfde diepte (zie appendix E waar de 1-dimensionale golfvergelij-
king wordt besproken). Daarmee is het quotiént u/\/ghgem te zien als het getal
van Froude (Fr) en komt u = y/ghgem overeen met Fr = 1, wat duidt op kritische
stroming.

Zonder nadere uitleg stellen we dat ook voor andere waarden van A, (tussen 0 en
A.), 1 = 1 wordt geassocieerd met kritische condities en de bijbehorende snelheid
u wordt de grenssnelheid genoemd (genoteerd als ugrens). Overschrijding van deze
snelheid gaat gepaard met het genereren van intense secundaire golven of zelfs
planeren. Voor de binnenvaart is dat niet interessant omdat het in verhouding
tot de tijdwinst die het oplevert, te veel energie kost. Motoren van zulke schepen
zijn er ook niet geschikt voor. De fysisch relevante oplossing ligt zodoende bij
een snelheid u waarvoor p < 1 (ofwel 4 < Ugrens) €n dat is zo. Een economisch
rendabele snelheid ligt doorgaans in de buurt van 85% van de grenssnelheid.

3.4.2 Diagram van Schijf

In de voorgaande paragraaf is de waterbeweging rond een varend (niet planerend)
schip beschreven aan de hand van continuiteit en behoud van energie volgens de
methode van Schijf (1949). Voor een voorgeschreven snelheid u van het schip ten
opzichte van het water, volgt de snelheid van de retourstroom u, uit

9+47T>

U =9 —p/300$< 3

ghgem

(3.79)

met 6 volgens (3.75) en p volgens (3.71). De bijbehorende spiegeldaling z volgt
vervolgens uit (3.68).

Met moderne rekenmachines zijn de retourstroomsnelheid u, en de spiegeldaling
z eenvoudig te bepalen voor voorgeschreven condities (vaarsnelheid van het schip
ten opzichte van het water, afmetingen van het grootspant van het schip en de
geometrie van de vaarweg). En één en ander laat zich ook makkelijk program-
meren. In de tijd dat Schijf zijn methode introduceerde, halverwege de 20° eeuw,
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0.45 T T T T T T 1 [
0.18

0.4 - 0.60 0.50 =
0.16
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Figuur 3.19: Diagram van Schijf (1949) voor de waterbeweging rond een varend schip. De blauwe
krommen hebben betrekking op u/ugrens €n de witte op As/A.. Met de verlopende kleur (groen
naar geel) is de relatieve spiegeldaling z/hgem aangegeven. De zwarte contouren horen daarbij (bij
de onderste is z/hgem = 0,02 en bij volgende contouren is dat steeds 0,02 groter).

lag dat anders. De rekenliniaal was in die tijd zo'n beetje het meest geavanceerde
hulpmiddel voor het uitvoeren van complexe berekeningen en de basis voor dat
instrument is circa drie eeuwen eerder gelegd. In die tijd was het gemeengoed
om oplossingen van complexe rekenkundige systemen toegankelijk te maken met
diagrammen waaruit oplossingen voor tal van praktisch relevante condities relatief
eenvoudig kunnen worden afgelezen. Naar huidige maatstaven is dat wellicht niet
heel nauwkeurig, maar het is zeker indicatief.

In deze context heeft ook Schijf een diagram ontworpen en gepubliceerd dat de
relatie tussen de vaarsnelheid u, de retourstroomsnelheid u,., de relatieve afme-
tingen van het schip As/A., de karakteristieke diepte van de vaarweg hgem en de
spiegeldaling z samen in beeld brengt. Dit staat bekend als het diagram van Schijf
(zie figuur 3.19).

Uit dit diagram kan bijvoorbeeld worden afgelezen dat als
A

s z
— =0,4en
Ac hghem

= 0,06

dan zijn
upr ~ 0,20 ghgem ;o u~0,22 ghgem i u = 0,B8Ugrens

Meer algemeen geldt dat als twee elementen in de set

{As/Am u/ vV ghgem 5 Ur/ \V; ghgem ; u/ vV ghgem 5 Z/hgem}
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bekend zijn, de andere twee uit het diagram kunnen worden afgelezen (of met de
theorie uit de vorige paragraaf kunnen worden berekend).

3.5 Grondwaterstroming

3.5.1 Wet van Darcy

Naast stroming in open en gesloten waterlopen speelt ook stroming in een poreus
medium, zoals grond, een belangrijke rol in de waterbouwkunde. Denk daarbij
aan stroming onder een waterkerende constructie door of juist er doorheen. Bij
een waterkerende constructie die zelf ondoorlatend is, bijvoorbeeld, kan in de
ondergrond stroming onder de constructie door optreden. En als de constructie
wel doorlatend is, zoals bij een zandige dijk of dam, is ook sprake van stroming
door de constructie heen. Inzicht in zulke stroming is van belang voor het ontwerp
van de constructie vanwege de invloed op functionaliteit en stabiliteit.

De Franse ingenieur Henry Darcy (1803-1858) heeft langs empirische weg gevonden
dat bij stationaire stroming door een poreus medium, het debiet evenredig is met
de drukgradiént die de stroming aandrijft. Dit verband, bekend als de wet van
Darcy, is voor stroming in één richting (de x richting, bijvoorbeeld) te schrijven

als o
p
k— = — 3.80
I p=z+ p” (3.80)
waarin z de plaatshoogte, p de druk, ¢ de stijghoogte en k is een coéfficiént die
de doorlatendheid van het medium aangeeft. De dimensie van k is lengte per
tijd.

Qe = —

Voorts is ¢, het zogeheten specifieke debiet. Dat is het volume aan vloeistof
dat per eenheid van tijd stroomt door een vlak loodrecht op de stroomrichting,
gedeeld door de afmeting van dat vlak. In SI eenheden is dat m®/s/m?. Hoewel
dit overeenkomt met de dimensie van snelheid (m/s), is ¢, niet de stroomsnelheid
van de vloeistof door het medium. Die snelheid ligt hoger omdat de stroming
beperkt is tot de porién van het medium. Als u, de gemiddelde stroomsnelheid
in z-richting is door de porién, dan geldt dat u, = g,/n, met n het poriéngehalte,
ook wel porositeit genoemd (0 < n < 1).

De doorlatendheid £ hangt af van eigenschappen van het medium, zoals het gehalte
aan porién en de afmetingen van individuele porién (k neemt met beide toe), maar
ook van de moleculaire viscositeit van de vloeistof. Hoe stroperiger de vloeistof,
hoe kleiner de doorlatendheid.

Ter illustratie zijn in tabel 3.1 voor enkele grondsoorten ordes van grootte genoemd
voor de doorlatendheid met betrekking tot water. De spreiding is groot. Er is dus
niet zoiets als een typische k-waarde voor bijvoorbeeld klei of zand waarmee een
redelijke schatting van grondwaterstroming kan worden gemaakt. Dat kan pas
nadat voor de betreffende lokatie de doorlatendheid is vastgesteld aan de hand
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grondsoort doorlatendheid (meters per dag)
klei (zwaar tot matig zwaar) 101 2 1072

zand (fijn tot grof) 14100

grind 103 a 10*

Tabel 3.1: Indicaties van waarden van de doorlatendheid k£ voor water in enkele grondsoorten.

van in situ metingen of laboratoriumonderzoek op basis van een grondmonster.
Zo’n onderzoek is tamelijk eenvoudig uit te voeren.

Hoewel dat wellicht niet direct opvalt, komt de wet van Darcy overeen met de
impulsbalans die we eerder hebben gebruikt om stroming in waterlopen te be-
schrijven:

= 9% T o (3.81)

(zie (2.29)). Bij 1-dimensionale, stationaire stroming in zo’n waterloop is de druk-
gradiént (—gd¢/dz) in balans met advectie (udu/dx) en wrijving (74/(ph)). Bij
grondwaterstroming is dat niet wezenlijk anders. Wrijving speelt echter een an-
dere rol. Bij een open waterloop is die geconcentreerd aan de bodem terwijl die
bij stroming door een poreus medium overal in het medium optreedt, dus in alle
porién waar de vloeistof stroomt.

Ook anders dan bij stroming in een open waterloop speelt wrijving bij grond-
waterstroming een zoveel grotere rol dan advectie dat deze laatste kan worden
verwaarloosd. Bij zeer goede benadering is zodoende sprake van een evenwicht
tussen de drukgradiént en wrijving:

¢ m ) d¢
- — =-—g— 3.82
gdx ph ph gdx ( )
Bovendien blijven bij grondwaterstroming de stroomsnelheden vanwege die relatief
grote wrijving doorgaans zo laag dat turbulentie niet tot ontwikkeling komt. De
beperkte omvang van de porién speelt daarbij ook een rol. Het gevolg is dat
grondwaterstroming vrijwel zonder uitzondering laminair is. En in dat geval is
wrijving evenredig met de stroomsnelheid (terwijl die evenredigheid bij turbulente
stroming het kwadraat van de stroomsnelheid betreft). Voor bovenstaande balans
kan zodoende worden geschreven dat
d¢

Ug O~ (3.83)

In deze relatie is d{/dz de drukgradiént zoals we die kennen van stroming in open
waterlopen, dus met een vrij oppervlak ¢. In de beschrijving van stroming in geslo-
ten leidingen hebben we de drukgradiént gerelateerd aan een ruimtelijke variatie
van de stijghoogte ¢. Dat laatste is welbeschouwd meer algemeen toepasbaar in de
zin dat het geen onderscheid maakt tussen open en gesloten leidingen. Bij gesloten
leidingen is er geen vrij oppervlak en is de druk gerelateerd aan de stijghoogte ¢,
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terwijl bij een open leiding het niveau ( van de waterspiegel samenvalt met de
stijghoogte. In die zin geldt dus ook dat

do
¢ ——2 3.84
Ug X = ( )
En omdat u, = ¢, /n geldt tevens dat
do
r OC ——— 3.85
Go ¢ — (3.85)

Zo redenerend heeft de impulsbalans voor stationaire, 1-dimensionale grondwa-
terstroming de vorm van een evenwicht tussen enerzijds een drukgradiént (d¢/dx)
en anderzijds wrijving die evenredig is met het specifieke debiet ¢.). Precies dat
is in (3.80) weergegeven.

Samen met continuiteit vormt de wet van Darcy een set van twee vergelijkingen
waarmee voor vele praktisch relevante gevallen het verloop van het specifieke debiet
en de stijghoogte kan worden bepaald.

In het algemeen wordt bij grondwaterstroming onderscheid gemaakt tussen drie
elementaire situaties:

Volkomen spanningswater betreft een watervoerend pakket dat aan boven- en
onderzijde is begrensd door een ondoorlatende laag. Het is in die zin verge-
lijkbaar met stroming in een gesloten waterloop dat er geen vrij oppervlak is.
De stijghoogte ligt hoger dan de onderzijde van de bovenste ondoorlatende
laag. Als een zandlaag in de ondergrond opgesloten ligt tussen twee dichte
kleilagen, kan zich volkomen spanningswater in die zandlaag voordoen.

Onvolkomen spanningswater doet zich voor als tenminste één van de lagen
die het watervoerende pakket omgeven, een beetje doorlatend is, maar wel
significant minder dan het medium in pakket zelf. Een voorbeeld hiervan
is een zandlaag die is afgedekt met een niet al te dikke en ten opzichte van
het zand beperkt doorlatende laag (zandhoudende) klei. Afhankelijk van
het stijghoogteverschil over die laag is er zijdelingse toestroming naar of
afstroming uit de stroomvoerende laag.

Freatisch water wordt gekenmerkt door een vrije grondwaterspiegel (een vrij
oppervlak, net zoals bij stroming in een open waterloop).

In de volgende twee paragrafen gaan we eerst in op de berekening van grondwa-
terstroming ingeval van volkomen spanningswater en freatisch water. Voor beide
situaties beperken we ons tot stationaire stroming in één horizontale dimensie.
Onvolkomen spanningswater komt daarna aan bod. Tot slot komt kunstmatige
beinvloeding van grondwaterstroming bij bouwkuipen kort aan bod.

3.5.2 Volkomen spanningswater

Kenmerkend voor volkomen spanningswater is dat de stroming in verticale zin
volledig is ingesloten en dat de drukhoogte (p/(pg)) overal groter is dan nul, ofwel

70



Toepassingen van stationaire stroming

de stijghoogte ¢ overal groter dan de plaatshoogte z. Er is dan geen vrij oppervlak
en ook geen verticale toe- of afstroming. In die zin lijkt het op stroming in een
gesloten leiding, met dat verschil dat die gesloten leiding is gevuld met een poreus
medium.

Bij grondwaterstroming doet zich volkomen spanningswater voor in een watervoe-
rend pakket dat aan de boven- en onderkant is afgesloten door een ondoorlatende
laag en waarbij de stijghoogte overal groter is dan de plaatshoogte van de onder-
kant van de bovenste ondoorlatende laag.

Voor de berekening van stroming ingeval van volkomen spanningswater beperken
we ons tot een 1-dimensionale situatie. Dwars op de stroomrichting is sprake
van uniformiteit en dat betreft zowel het specifieke debiet ¢ als de dikte h van de
stroomvoerende laag. Als x de stroomrichting is, wordt continuiteit in die richting

gegeven door
d(hga)

dz

=0 (3.86)

Gecombineerd met de wet van Darcy (3.80) levert dit

d do\
i (—khdx> =0 (3.87)

Voor praktische toepassingen waarbij het verloop h(x) van de dikte van de water-
voerende laag vooraf bekend is, is dit te herleiden tot

p(z) = h;f /% (3.88)

mits de doorlatendheid k van het pakket constant is'®.

Vanuit wiskundig perspectief moet worden bedacht dat uitdrukking (3.88) voor
¢(x) twee onbekenden bevat, namelijk het specifieke debiet ¢, en een integra-
tieconstante die hoort bij de onbepaalde integraal in het rechter lid. Deze twee
onbekenden volgen uit de randvoorwaarden aan de stijghoogte ¢ die ook van toe-
passing zijn op de tweede orde differentiaalvergelijking (3.87).

In het navolgende passen we (3.88) toe op twee voorbeelden. In beide gevallen
gaat het om een watervoerend pakket van constante dikte dat in de verticaal
omsloten is door ondoorlatende lagen en in horizontale richting een verbinding
vormt tussen twee open waterlopen waarin de waterstand constant is. Bovendien
ligt de waterstand in die waterlopen hoger dan de onderkant van de bovenste
ondoorlatende laag die het pakket afsluit. Als dat niet zo zou zijn, zou geen
sprake zijn van volkomen spanningswater.

Het verschil tussen beide voorbeelden is dat in het ene geval vrije stroming optreedt
door het watervoerende pakket van de ene waterloop naar de andere (zie de schets

9Bedenk dat in dit geval hg, constant is. Vermenigvuldiging van de wet van Darcy (3.80)
met h resulteert dan in d¢/dz o« 1/h.
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Figuur 3.20: Langsdoorsnede van een doorlatende laag in de ondergrond die aan boven- en onderzijde
is afgesloten en aan weerszijden is begrensd door open waterlopen met een vaste waterstand. In de
linker situatie (a) wordt de stroming aangedreven door het verschil in de waterstanden o en ;1. In de
rechter situatie (b) komt daar het effect van de bron (met afvoer g, per strekkende meter loodrecht
op het vlak van tekening) bij.

in figuur 3.20a), terwijl in het andere voorbeeld ergens tussen de beide waterlopen
kunstmatig water wordt onttrokken aan de watervoerende laag (zie figuur 3.20b).

In het eerste voorbeeld van stroming door een watervoerend pakket dat aan boven-
en onderzijde is afgesloten door ondoorlatende lagen (figuur 3.20a), is de stroming
in a-richting uniform. Dat volgt direct uit continuiteit (3.86) en het gegeven dat
de dikte h van het watervoerende pakket constant is. Met datzelfde gegeven en
aangenomen dat ook de doorlatendheid & constant is, reduceert (3.87) tot

_ &%
dz?

waaruit volgt dat de stijghoogte ¢ in stroomrichting lineair variéert:

=0 (3.89)

o(z) = a1z + ag (3.90)

De integratieconstanten ag en a; volgen uit randvoorwaarden aan ¢. In het geval
dat is geschetst in figuur 3.20a, gaat het om de voorgeschreven waterstanden in
de open waterlopen aan beide uiteinden van de watervoerende laag (¢ = (p op
x=uxpen ¢ = op x =) Hiermee is

Xr — X

¢(x) = Co+ (G — Co)rxo e (3.91)

en voor het specificke debiet ¢, vinden we

o = —k% (3.92)

Gebruik van uitdrukking (3.87) levert (natuurlijk) het zelfde resultaat op. Voor
een constante dikte h van het watervoerende pakket. Na integratie volgt uit deze

uitdrukking

o(x) = —qfﬂc +1e (3.93)
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Figuur 3.21: Verloop van de stijg-
hoogte ¢ voor de situatie die in fi-
guur 3.20b is geschetst.

waarin I. een integratieconstante is. Met de eerder genoemde randvoorwaarden

(¢(xo) = Co en ¢(x1) = (1) geeft

I=Co+ %xo (3.94)

en ¢, volgens (3.92).

Tot zover het eerste voorbeeld van volkomen spanningswater. In het tweede voor-
beeld bouwen we hierop voort door er een lokale, kunstmatige onttrekking aan toe
te voegen. Zo’n onttrekking wordt een bron genoemd en als daar een pomp voor
wordt ingezet, spreekt men van bronbemaling?°.

In de praktijk is zo’'n bron te zien als een punt waar de stijghoogte kunstmatig
wordt verlaagd zodat water uit alle richtingen ernaar toe stroomt en wordt af-
gevoerd. Om dat te passen op de 1-dimensionale situatie waartoe we ons in dit
hoofdstuk beperken, gaan we uit van een reeks van in één lijn geplaatste, iden-
tieke bronnen. We schematiseren dat als een lijnvormige bron en kijken naar de
stroming daar loodrecht op Een schets van deze situatie is gegeven in figuur 3.21.
Gebaseerd op wat we hebben gevonden in het eerste voorbeeld, kunnen we ervan
uitgaan dat de stijghoogte ¢ in de doorlatende laag lineair verloopt met de plaats
x. Dat is in de figuur aangegeven.

Stel dat de lijnvormige bron zich bevindt op © = x,, en een debiet @, (per
eenheid van breedte) levert. De stijghoogte ter plaatse van de bron gelijk is ¢,,.
Het specifieke debiet ¢, 0 aan de linker kant van de bron (in figuur 3.21), dus
voor xg < x < x,, kunnen we op dezelfde manier berekenen als we in het eerste
voorbeeld hebben gedaan, zij het met de randvoorwaarden ¢(zo) = (o en ¢(z,,) =
Cw-. Het resultaat luidt

¢)w B CO

Gz 0 = —k——= ; w9 <x <2y (3.95)
Ty — L0

Langs overeenkomstige weg vinden we voor het specifieke debiet g, ; aan de rech-

20In de waterbouwkunde wordt malen veelvuldig gebruikt als het om pompen gaat. Zo verwijst
gemaal bijvoorbeeld naar een pomp die wordt gebruikt om een (grond)waterstand te beheersen.
Het werkwoord malen heeft diverse betekenissen en pompen is daar één van.
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~> 9,0

doorlatend doorlatend

Xo X4 Xo Xy Xq

Figuur 3.22: Schematische weergave van stroming door een doorlatend pakket dat alleen aan de
onderkant is afgesloten door een ondoorlatende laag. De stijghoogte valt samen met het vrije opper-
vlak (freatisch vlak). In beide figuren (a) en (b) is het doorlatende pakket aan weerszijden begrensd
door een open waterloop. In de rechter figuur (b) is het effect van een bron op het freatisch vlak
aangegeven.

terkant van de bron dat

qz,1 = _km ; LTw <z <1 (396)
T1 — Ty

Voorts volgt uit toepassing van continuiteit op de lokatie van de bron dat

Qw =dqz,0 —4z,1 (397)

(bedenk dat g, naar rechts positief wordt gerekend). Eliminatie van ¢, 0 en g1
uit de laatste drie vergelijkingen resulteert in een verband tussen het debiet @,
van de bron en de stijghoogte ¢(x,) = ¢, aldaar. Bij het ontwerp van een
bronbemaling is zodoende één van beide te kiezen en de andere ligt dan vast. In de
waterbouwkunde wordt vaak door variatie van het debiet gestuurd op handhaving
van een gewenste stijghoogte. Dat speelt bijvoorbeeld bij het drooghouden van
bouwkuipen.

3.5.3 Freatisch water

Als zich in de grond een vrij wateroppervlak kan instellen, spreekt men van frea-
tisch water. Het wateroppervlak wordt het freatisch vlak genoemd.

Net als in de vorige paragraaf over volkomen spanningswater, bekijken we dit nader
voor een 1-dimensionale stroming door een doorlatend pakket dat aan twee zijden
wordt begrensd door open waterlopen met een vaste waterstand. Het verschil is dat
dit doorlatende pakket alleen aan de onderzijde wordt afgesloten door een dichte
laag (zie figuur 3.22a). De bovenkant van die dichte laag is vlak en horizontaal en
ligt op z = (.

De stroming in geval van freatisch water kan ook worden beschreven aan de hand
van continuiteit en de wet van Darcy. Voor de 1-dimensionale stroming waartoe
we ons in deze paragraaf beperken, wordt continuiteit gegeven door

L (6= G =0 (3.95)
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waarin ¢ — ( de afstand is tussen het vrije wateroppervlak en de onderkant van
de doorlatende laag.

En volgens Darcy geldt dat

_ 40
G ==k (3.99)

(zie (3.80)). Omdat de onderkant van het doorlatende pakket vlak en horizontaal
is (d¢p/dz = 0), kunnen we dit schrijven als

kd(¢ —(p)

1
— (3.100)

Qe = —

Combinatie met continuiteit leidt tot
- k— ((qﬁ ) (¢ be)) =0 (3.101)

aangenomen dat de doorlatendheid k constant is. De algemene oplossing hiervan
is

(¢(x) = G)* = biz + bo (3.102)
waarin by en by integratieconstanten zijn die volgen uit de randvoorwaarden ¢ () =
Co en ¢(x1) = (1. Deze voorwaarden verbeelden de aansluiting op de waterlopen

met vaste waterstand, zoals aangegeven in figuur 3.22. Met deze voorwaarden
vinden we

T — X9

(#(x) = Gb)* = (Co — o) + ((Cl O (e Cb)Q) pra—— (3.103)
ok (G -G = (GG 1
_ 1 —Gp)” — (Co — Qo
4z = —k 20y — 20) -G (3.104)

In veel praktisch relevante situaties wordt de grondwaterstroming en de ligging
van het freatisch vlak niet alleen bepaald door waterstanden in nabijgelegen open
waterlopen, maar ook door infiltratie, bijvoorbeeld als gevolg van neerslag. In
de berekening van grondwaterstroming wordt dit weergegeven met een zogeheten
bronterm in de continuiteitsvergelijking:

(6= G)) - N =0 (3105

waarin de bronterm N de (stationaire) infiltratie per eenheid van horizontaal op-
pervlak is (zie figuur 3.23). Deze N heeft de dimensie van specifiek debiet.

Als de infiltratie stationair is en ook uniform verdeeld over het oppervlak van het
doorlatende pakket, dan volgt voor het verloop ¢ van het freatisch vlak dat

(p(x) = G)* = le + c1z + ¢o (3.106)
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N Figuur 3.23: Schets van het verloop
van de stijghoogte ¢ in een doorla-
tend pakket waarbij ook sprake is
van infiltratie (V).

(vergelijk met (3.102)), waarin ¢y en ¢; integratieconstanten zijn die (in het voor-
beeld van figuur 3.23) volgen uit de randvoorwaarden ¢(zo) = (o en ¢(z1) = (3.
Bedenk dat het geinfiltreerde water uiteindelijk afstroomt naar de twee waterlo-
pen aan weerszijden van het doorlatende pakket. Vandaar de bolle vorm van het
freatisch vlak met een hoogste punt dat hoger ligt dan de waterstanden in die
waterlopen.

Net als in de vorige paragraaf, kunnen we ons ook voor freatisch water afvragen
wat het effect is van een lijnvormige bron waarmee water aan de doorlatende laag
wordt onttrokken. Een schets hiervan is te vinden in figuur 3.22b. Als ¢,, de
stijghoogte ter plaatse van de bron is en g o en g5 de specifieke debieten aan
weerszijden daarvan, dan volgt in afwezigheid van infiltratie (N = 0) dat

(6(z) = G)? = (G0 — G2 + (B — Go)? = (G — G)?) ——2
Ty Zo s <z<uz
PGP 1 Cmsesa
z,0 Q(xw — IEo) QS(;E) — G
(3.107)
((ZS(ZL') - Cb)z = (¢w _ Cb)Q 4 ((Cl - Cb)Q . ((bw _ Cb)Z) %

Ty < < T

(G -G (=G 1 ;
2(x1 — xw) é(x) — G

qz,1 = —k
(3.108)

Dit resultaat wordt verkregen door de redenering die we in het eerste deel van
deze paragraaf hebben toegepast op de situatie zonder bron en met voorgeschreven
stijghoogten aan de beide uiteinden van het doorlatende pakket, toe te passen op
elk van de delen van dat pakket aan weerszijden van de bron en aan te nemen dat
de stijghoogte ¢,, bekend is. Die stijghoogte hangt direct samen met het debiet
Q@ van de bron (net zoals bij volkomen spanningswater):

Qw =dz,0 —4z,1 (3109)

Dus ook hier geldt dat met een keuze voor het debiet @Q,, de stijghoogte ¢,, vast
ligt en omgekeerd.
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neerslag Figuur 3.24: Voorbeeld van het verloop
VYV YTV Y Y YV Y Y YV YV Y VY VY YV YV Y YV VY Y YYY van de stijghoogte ¢ in twee watervoe-
rende lagen die van elkaar zijn geschei-
den door een relatief slecht doorlatende
laag. In dit voorbeeld is de stijghoogte
¢2 in de onderste laag groter dan die in
de bovenste laag (¢1). Als gevolg daar-
van treedt door de scheidende, slecht
doorlatende laag een opwaartse stroming
op.

3.5.4 Onvolkomen spanningswater

Stroming in een watervoerend pakket dat wordt omsloten door relatief slecht door-
latende (maar niet ondoorlatende) lagen en waarbij geen sprake is van een vrij
oppervlak (zoals bij freatisch water), wordt aangeduid met de term onvolkomen
spanningswater. Deze vorm van grondwaterstroming zit tussen freatisch water en
volkomen spanningswater in. Het is niet freatisch omdat er geen vrij oppervlak is.
Tegelijkertijd gaat het niet om volkomen spanningswater omdat de omsluitende
lagen niet volledig ondoorlatend zijn. Anders dan bij volkomen spanningswater is
wel sprake van enige uitwisseling met omliggende watervoerende pakketten via de
relatief slecht doorlatende lagen die deze pakketten van elkaar scheiden.

De berekening van de stroming in het geval van onvolkomen spanningswater is
niet principieel anders dan bij volkomen spanningswater. Het verschil is dat in de
volumebalans (de continuiteitsvergelijking) rekening moet worden gehouden met
een zogenaamde bronterm die de uitwisseling van water met omliggende water-
voerende pakketten verbeeldt. Bij de beschrijving van freatisch water hebben we
zo’'n bronterm al geintroduceerd in relatie tot verticale instroming als gevolg van
neerslag (de N in vergelijking (3.105)).

Hoe zijdelingse instroming in de volumebalans moet worden gerepresenteerd, leg-
gen we uit aan de hand van een voorbeeld dat is geschetst in figuur 3.24. Bij
dit voorbeeld kan gedacht worden aan een polder waarbij de onderste watervoe-
rende laag in directe verbinding staat met de boezem rondom de polder, terwijl
de bovenste laag daarvan gescheiden is door een ondoorlatende ringdijk.

In dit voorbeeld is de waterstand (y in de boezem constant en hoger dan de stijg-
hoogte ¢1 in de polder. Omdat de onderste watervoerende laag in verbinding
staat met de boezem, is de stijghoogte ¢- in die laag ter hoogte van de ringdijk
aan weerszijden van de polder gelijk aan (5. Hoe ¢o daar tussenin verloopt, hangt
af van de uitwisseling via de slecht doorlatende laag die de twee doorlatende lagen
van elkaar scheidt. In figuur 3.24 is deze uitwisseling aangegeven met ¢,. Dat
is het specifieke debiet dat zich in verticale richting voordoet als gevolg van het
verschil in stijghoogte tussen de beide doorlatende lagen en voorts afhankelijk is
van de (relatief geringe) doorlatendheid van die scheidende laag.

De uitwisseling ¢, is van invloed op het verloop van de stijghoogte ¢ in de boven-
ste laag, net als de neerslag in de polder die we in dit voorbeeld veronderstellen
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2 Figuur 3.25: Keuze van
-------------------------------------------------- neerslag NAX twee controlevolumes |
en Il voor de beschrij-
ving van de grondwater-
stroming in de twee wa-
tervoerende lagen die zijn
geschetst in figuur 3.24.
Rechts in de figuur zijn
voor de beide volumes de
in— en uitgaande debieten
— aangegeven,

YV YV VYV VYTV YV VY YV VY VYV VYV VYV YYYYYYYYVYYYVVYYYYYYY

doorlatend

~> 4, ; s
doorlatend G2ha~> > QohatAX g (dhy)
I ... i

{1k Vol

(zie figuur 3.24). Als gevolg van die neerslag stijgt ¢; en dat reduceert het stijg-
hoogteverschil ¢o — ¢1 en dus ook de uitwisseling ¢,. In de berekening van de
stroming in de beide watervoerende lagen moet met deze koppeling rekening ge-
houden worden.

Voor die berekening passen we de wet van Darcy (3.80) in combinatie met con-
tinuiteit (3.86) toe. Daarbij kijken we naar de doorsnede van de polder zoals die
is geschetst in figuur 3.24 en we veronderstellen gemakshalve dat die doorsnede
dwars op het vlak van tekening niet (wezenlijk) varieert. Voor een beschrijving van
het principe van de stromingsberekening volstaat dat. In veel praktisch relevante
situaties zal dat principe moeten worden uitgebreid naar meer gecompliceerde ge-
ometrieén van polders.

Overigens beperken we ons in de stromingsberekening tot de stationaire situatie
die zich voordoet als het boezempeil en de neerslag lange tijd constant zijn en
met behulp van gemalen een constant debiet vanuit de bovenste watervoerende
laag op de boezem wordt geloosd. Dat debiet is gelijk aan de som van de neerslag
en de uitwisseling via de slecht doorlatende laag tussen de twee watervoerende
lagen. We gaan uit van twee gemalen, één aan elke kant van de doorsnede van de
polder (in figuur 3.24 aangegeven met een spuidebiet @, per eenheid van breedte
dwars op het vlak van tekening). Die gemalen worden verondersteld te zorgen
voor een constante, voorgeschreven stijghoogte ¢, ter plaatse van de ringdijk. Op
die locaties (z = zo en = z7 in figuur 3.24)) geldt dus dat ¢1 = ¢,.

Voor de berekening van de stroming kijken we achtereenvolgens naar de twee con-
trolevolumes I en II die zijn geschetst in figuur 3.25. Het linker deel van deze
figuur is een fragment uit figuur 3.24. De twee controlevolumes zijn precies boven
elkaar gekozen zodat de uitwisseling via de slecht doorlatende laag voor beide vo-
lumes gelijk is, zij het dat bij het ene volume sprake is van uitstroming en bij het
andere van instroming. De hoeveelheid water die in de slecht doorlatende laag is
geborgen, verandert niet met de tijd.

Bovenste watervoerende laag

Voor controlevolume I wordt continuiteit gegeven door

d(gih
qaihi + ¢z Az + NAz — <Q1h1 + Ax((‘gxl)) =0 (3.110)
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wat te herleiden is tot

d(q1h1)
_ A = A11
i +q¢.+N=0 (3 )

Hierin is N het specifieke debiet (neerwaarts positief) dat hoort bij de neerslag in
de polder?!.

Voor het specifieke debiet g, door de slecht doorlatende laag geldt volgens Darcy

dat

do:
dz
waarin k de doorlatendheid van de laag en ¢,(z) is het verticale verloop van de
stijghoogte daarin. Aan de onderkant van de laag is ¢, = ¢ en aan de bovenkant
is ¢, = ¢1. Met de veronderstelling dat de laag homogeen van samenstelling is,
varieert ¢, lineair met z, zodat in dit geval

dé,  ¢1— ¢ 92— P
&= a4 T T

q,z:*k

(3.112)

(3.113)

met d de dikte van de slecht doorlatende laag. Invullen in de continuiteitsverge-
lijking (3.111) geeft
~ dlgh) n P2 — $1
dx d/k

- N (3.114)

Voor het freatisch water in de bovenste watervoerende laag geldt bovendien dat

d(qihy) d d¢y
&~ dr <—(¢1 = Cl)kldx) (3.115)

met k; de doorlatendheid van de laag en (; de hoogte van de onderkant van de
laag. Samengevoegd leidt dit tot

d¢1) L0y (3.116)

d
P (((bl_Cl)kldx a7k

Onderste watervoerende laag

De continuiteitsvergelijking voor het onvolkomen spanningswater in de onderste
watervoerende laag (controlevolume IT) wordt gegeven door

d(g2h
g2h2 — gz Az — ((thz + Ax(quxQ)> =0 (3.117)

ofwel
_ dlg2h2)  d2—¢n
az a/k

=0 (3.118)

21Deze N is het specifieke debiet van de neerwaartse grondwaterstroming die zich in geval van
neerslag voordoet. Dat is niet hetzelfde als het aantal milimeters neerslag dat zich per eenheid
van tijd aan op maaiveld optreedt. IV is ook afhankelijk van hoeveel van die neerslag in de bodem
doordringt en van de porositeit.
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met g, volgens (3.113).

Met, volgens Darcy, go = —kadgs/dx (ke is de doorlatendeheid van de onderste
watervoerende laag), wordt dit

d( hd¢2)_¢2—¢1

“haha g a7k

=0 (3.119)

Beide lagen samen

Voor de berekening van de grondwaterstroming in het beschouwde systeem van
twee watervoerende lagen zoals geschetst in figuren 3.24 en 3.25, hebben we twee
vergelijkingen (3.116) en (3.119) gevonden:

d d¢n P2 — 1
P ((¢1 Cl)kldm> + kT
(3.120)
de \" 27 da d/k
Bijbehorende randvoorwaarden voor ¢ en ¢s zijn (althans in dit geval)
d1(z0) = p1(z1) =Co 5 da(z0) = d2(z1) = (3.121)

Voor bekende (cq. voorgeschreven) (o, p, ¢1, he, d en doorlatendheden k, k; en
ks kan hieruit het verloop van de stijghoogten ¢; en ¢o worden bepaald. Met dat
resultaat en de wet van Darcy kunnen vervolgens de specifieke debieten ¢i, g2 en
q, worden bepaald.

Het netto debiet @) (de som van de beide @, in figuur 3.24) dat door de gemalen
aan weerszijden van de polder gezamenlijk moet worden geleverd in de stationaire
situatie die we hebben aangenomen, tenslotte, volgt uit

Q = —q1(x0)h1(x0) + q1(z1)h1(21)
= (¢1(w0) — C1)k1 % — (¢1(z1) — C ks % (3.122)

r=x( r=x1
(waarbij we impliciet hebben aangenomen dat k; en {; niet variéren met x).

Bedenk dat @ inderdaad een netto debiet is. In het gehanteerde voorbeeld (figuur
3.24) ligt het voor de hand om te veronderstellen dat het nodig is om doorlopend
water uit de polder naar de boezem te pompen om een stationaire situatie te
handhaven. Uitdrukking (3.122) laat echter ook toe dat aan één of beide kanten
daarvoor juist water moet worden ingelaten. Of dat zo is, hangt in voorkomende
gevallen af van het teken van ¢; (en dus ook dat van d¢;/dz) op de randen.
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3.5.5 Bronbemaling bij bouwkuipen

Inzicht in grondwaterstroming en stijghoogten is vaak van belang voor het ontwerp
van waterbouwkundige constructies en de realisatie daarvan. Maar ook bij de
bouw van een woonhuis met een kelder of souterrain waarvan de vloer zich onder de
lokale grondwaterstand bevindt, is zulk inzicht nodig. Een kelder wordt doorgaans
aangelegd in een bouwkuip en het is voor de bouw heel prettig als daar geen
water in staat. Lokale verlaging van de grondwaterstand is één manier om dat
te bereiken. Na realisatie zal de bouwkuip rond de kelder worden aangevuld met
grond en kan de oorspronkelijke grondwaterstand worden hersteld. De kelder is
dan te zien als een ingegraven, holle bak die zich deels in het grondwater bevindt
en dus bloot staat aan hydraulische belastingen op wanden (horizontaal) en vloer
(opwaarts). Bij de dimensionering van wanden en vloer moet daarmee rekeningen
worden gehouden. Bovendien moet worden voorkomen dat de resultante opwaartse
druk leidt tot opdrijven van de constructie. Bij meer complexe constructies speelt
het zelfde mechanisme.

De bouwkuip zelf is overigens ook een waterbouwkundige constructie. Bij de func-
tionaliteit en stabiliteit daarvan speelt grondwater vaak een wezenlijke rol. In deze
paragraaf belichten we enkele aspecten daarvan aan de hand van een voorbeeld
van een bouwkuip met een vlakke, horizontale bodem en rondom taluds voor de
overgang naar maaiveld. We bekijken een doorsnede van deze bouwkuip en veron-
derstellen gemakshalve dat de bouwkuip zich loodrecht op deze doorsnede oneindig
ver uitstrekt. In werkelijkheid is dat natuurlijk nooit zo, maar voor deze elemen-
taire beschouwing laat het toe dat de grondwaterstroming als 1-dimensionaal kan
worden gezien. In de voorgaande twee paragrafen over volkomen spanningswater
en freatisch water hebben we hetzelfde gedaan. Ook in navolging van die twee
voorgaande paragrafen wordt het terrein waar de bouwkuip zich bevindt aan twee
kanten begrensd door open waterlopen waarin de waterstand bekend en constant
is.

In eerste instantie kijken we naar een bouwkuip die is aangelegd in een doorlatend
pakket bovenop een ondoorlatende laag. Fen schets van deze situatie is te vinden in
figuur 3.26. Volgens deze schets wordt net buiten de bouwkuip en aan weerszijden
daarvan bronbemaling toegepast. Bij beide bronnen wordt zodanig water aan het
doorlatende pakket onttrokken dat het freatisch vlak ter plaatse van de bouwkuip
op een gewenst niveau blijft.

Wat dat gewenste niveau is, hangt mede af van de beoogde bouwactiviteiten in de
bouwkuip. In het algemeen moet voorkomen worden dat de stijghoogte hoger is
dan de onderkant van de bouwkuip. Bij de taluds zou dat leiden tot uittredend
water (grondwater dat uit het talud stroomt) en zo bodemmateriaal meevoert
waardoor het talud aan stabiliteit verliest. Daarnaast zal ernaar worden gestreefd
om het freatisch vlak over de gehele bodem van de bouwkuip onder het niveau
van die bodem te houden. Een bouwkuip met een drassige bodem is immers geen
prettig werkterrein.

De keerzijde hiervan is dat verlaging van het freatisch vlak kosten met zich mee-
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Figuur 3.26: Schets
van de doorsnede van
een bouwkuip in een
doorlatend pakket op
een ondoorlatende laag.
De bouwkuip is omge-
ven door (lijnvormige)
. bronnen waarmee het
fd) freatisch vlak bij de

; bouwkuip wordt gecon-
troleerd. Het geschetste
verloop van dat vlak (¢)
is indicatief.

bouwkuip

~>Ayo

doorlatend

Figuur 3.27: Schets van
de doorsnede van een
bouwkuip in een on-
doorlatende toplaag op
een doorlatend pakket
met volkomen spannings-
water. De bouwkuip
is omgeven door (lijn-
vormige) bronnen waar-
mee de stijghoogte ¢ vlak
bij de bouwkuip wordt
gecontroleerd. Het ge-
schetste verloop daarvan
is indicatief.

bouwkuip

brengt. Hoe groter de verlaging, hoe groter de kosten. Meestal speelt dit op de
totale kosten van een project echter geen doorslaggevende rol. Dat kan anders zijn
voor het effect van bronbemaling op de grondwaterstand in de omgeving van de
bouwkuip. Ook die zal (tijdelijk) worden verlaagd en dat kan gevolgen hebben
voor bijvoorbeeld vegetatie, bebouwing en constructies. Dat kan worden gemiti-
geerd door het water dat bij de bouwkuip aan de ondergrond wordt onttrokken,
op enige afstand weer in de bodem te injecteren. Dat heeft iets weg van dweilen
met de kraan open, maar is wel een realistische optie omdat grondwater langzaam
stroomt.

Ook als de bouwkuip wordt aangelegd in een ondoorlatende toplaag, kan het zinvol
zijn om de stijghoogte van het volkomen spanningswater in een dieper gelegen
doorlatende laag te reduceren. Een voorbeeld van zo’n situatie is geschetst in
figuur 3.27. Daarin bevindt zich onder de bouwkuip een doorlatende laag met
volkomen spanningswater. Door de aanleg van de bouwkuip is de dikte van de
ondoorlatende toplaag plaatselijk teruggebracht tot ( — ¢, — h. Als dat niet
toereikend is om de druk van het water vanuit de doorlatende laag te weerstaan,
zal de bodem van de bouwkuip opbarsten.

Een schatting van de minimaal benodigde dikte kan worden verkregen uit verticaal
evenwicht. Aan de onderkant van de ondoorlatende toplaag is de opwaartse druk
gelijk aan pg(¢ — ¢, — h) en voor evenwicht moet dat gelijk zijn aan het eigen
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gewicht van de ondoorlatende laag per eenheid van horizontaal oppervlak:

pg(¢ — G —h) = pgg(C — G — h) (3.123)

waarin p, de dichtheid van het ondoorlatende materiaal.

Bij het ontwerp van een bouwkuip is het niveau (; van de bodem doorgaans
een randvoorwaarde. Daarmee moet worden bepaald of de resterende dikte ( —
(y» — h van de ondoorlatende toplaag voldoende is om opbarsten te voorkomen.
Als dat niet zo blijkt te zijn, kan ervoor worden gekozen om de stijghoogte ¢
kunstmatig te verlagen. Bovenstaande uitdrukking levert een schatting van de
minimaal benodigde verlaging. In de praktijk wordt ter wille van veiligheid een
grotere verlaging toegepast.

De berekening van de onttrekkingen Qq, 0 en Q1 (in figuren 3.26 en 3.27)) om een
gewenst verloop ¢ van de stijghoogte te bewerkstelligen, gaat op dezelfde manier
als omschreven in de voorgaande paragrafen.

3.6 Circulaties in een verticaal vlak

3.6.1 Inleiding

Bij de beschrijving van stroming in open en gesloten waterlopen hebben we in de
voorgaande paragrafen gekeken naar wat zich gemiddeld of geintegreerd over een
waterkolom voordoet. In veel gevallen volstaat dat, maar soms is het nodig om
(ook) inzicht te hebben in wat zich in de waterkolom afspeelt, hoe de stroomsnel-
heid varieert met de hoogte boven de bodem. In dit hoofdstuk over toepassingen
van stationaire stroming noemen we daarvan twee voorbeelden: windopzet en
bochtstroming.

Windopzet is de verhoging van de waterstand onder invloed van wind. Langs de
Nederlandse kust kan zich dat voordoen bij een krachtige, aanhoudende wind uit
het noordwesten. Omdat de wind een schuifspanning uitoefent op het wateropper-
vlak, wordt water naar de zuidelijke Noordzee gedreven, waar het moeilijk weg kan
vanwege de beperkte breedte van het Kanaal. Dat leidt in die zuidelijke Noord-
zee tot een verhoging van de waterstand. Inzicht in die verhoging is onder meer
van wezenlijk belang voor het onderhouden van de waterveiligheid in omliggende
kustgebieden.

Het andere voorbeeld waar we naar kijken, gaat over stroming in de bocht van
een waterloop. Het pad dat een waterdeeltje door zo'n bocht volgt, is niet parallel
aan de as van die bocht, maar heeft de vorm van een spiraal rond die as. Dat
heeft te maken met het centrifugaal-effect. Deze zogeheten spiraalstroom speelt
een cruciale rol in de natuurlijke neiging van rivieren om te meanderen. Inzicht in
dit verschijnsel is zodoende van belang voor bijvoorbeeld riviermorfologie.

Voor de beschrijving van de verticale circulaties die aan de basis van beide voor-
beelden liggen, gaan we uit van continuiteit en behoud van impuls. Echter, omdat
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het om verticale circulaties gaat, willen we zichtbaar kunnen maken hoe de stroom-
snelheid varieert over de waterkolom. Met een diepte gemiddelde of geintegreerde
balans komen we dan niet ver. De impulsbalans waarin die verticale variabiliteit
expliciet aan bod komt, is afgeleid in appendix C.

Die afleiding gaat uit van horizontaal uniforme stroming. Dat volstaat om het
principe van de verticale circulaties te duiden, maar vooral in de buurt van geslo-
ten randen (zoals de kust in het geval van windopzet of oevers van de rivier bij
spiraalstroming) schiet dat tekort. De impulsbalans voor dit type stroming wordt
gegeven door
d¢ 1dr T du

g —— = u— 3.124

gd:r + pdz P Ydz ( )
met twee bijpassende randvoorwaarden. In de voorbeelden in dit hoofdstuk is één
daarvan dat de stroomsnelheid nabij de bodem gelijk is aan nul:

0=

u(zo+b) =0 (3.125)

waarin b het bodemniveau is en zq is een hoogte boven de bodem (een verticaal
gemeten afstand, geen codrdinaat) die afhangt van de ruwheid van de bodem en,
daarmee samenhangend, de mate van turbulentie. Er is een relatie tussen deze
zp en de eerder geintroduceerde wrijvingscoéfficiént ¢y (zie (2.37) en appendix
C). De andere randvoorwaarde betreft de schuifspanning aan het wateroppervlak.
Voorts is 7 in deze balans de horizontale schuifspanning in de waterkolom en v
is de zogeheten turbulentie-viscositeit. In stroming gaat het water zich stroperi-
ger gedragen naarmate de turbulentie toeneemt en daarbij nemen ook de interne
schuifspanningen toe. Dit effect van turbulentie is in waterbouwkundige toepassin-
gen doorgaans veel sterker dan moleculaire viscositeit en daarom wordt die laatste
verwaarloosd.

Voor een zuiver verhang—gedreven stroming volgt uit deze impulsbalans dat de
horizontale stroomsnelheid u logaritmisch varieert met de hoogte boven de bodem.
Dit staat bekend als het logaritmisch snelheidsprofiel en is karakteristiek voor 1—
dimensionale stroming met weinig variatie in stroomrichting (zoals bijvoorbeeld bij
getij en in rechte rivieren). In de voorbeelden over windopzet en bochtstroming
komt dit type profiel aan bod.

Overigens zijn windopzet en bochtstroming niet de enige situaties waarbij inzicht
in de verticale structuur van de stroming van belang is. Het speelt ook bij de
morfologische ontwikkeling van getijgeulen in estuaria, het gedrag van zoetwa-
terpluimen rond de monding van rivieren, effecten van verschillen in temperatuur,
invloed van rotatie van de aarde op stroming?? en nog veel meer. Voor zulke
specialistische thema’s wordt verwezen naar de literatuur.

22Dit verwijst naar het zogeheten Coriolis—effect (waarover meer in hoofdstuk 5) dat mede
verantwoordelijk is voor een variatie in stroomrichting over de waterkolom.
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3.6.2 Windopzet
Inleiding

Wanneer wind over een wateroppervlak strijkt, wordt op dat water een schuif-
spanning uitgeoefend. Het gevolg is dat het water in de richting van de wind gaat
bewegen. Een belemmering van deze beweging kan leiden tot een verandering
van de waterstand. We illustreren dat aan de hand van het voorbeeld van een
lange, rechte kust met een loodrecht invallende, aanlandige wind. De kust vormt
in dit verband een obstakel voor de stroming die door de wind wordt aangedreven.
Aangezien de wind water naar de kust blijft stuwen, zal het water zich daar op-
hopen. Het resultaat is dat de waterstand vlakbij de kust hoger wordt dan verder
zeewaarts. Door dit verschil in waterstand (verhang) ontstaat een kustafwaarts
gerichte stroming.

We hebben zodoende te maken met twee tegengestelde stromingen: een wind-
gedreven stroming naar de kust toe en een verhang-gedreven stroming van de kust
af. Als de wind lang genoeg aanhoudt, ontstaat uiteindelijk een stationaire situatie
waarbij beide stromingen, geintegreerd over de diepte, elkaar juist compenseren.
De opwaaiing neemt dan niet meer toe. We gaan na hoe deze uiterste toestand
afhangt van de windsnelheid. Voor bijvoorbeeld beschouwingen over veiligheid
tegen overstromen is die uiterste toestand van groot belang.

De stroomsnelheden die bij deze wind- en verhang-gedreven stromingen horen,
zijn verschillend verdeeld over de waterkolom. Bovenin is de wind-gedreven kust-
waartse stroming sterker dan de verhang-gedreven stroming van de kust af, en
onderin is dat juist andersom. In de buurt van het wateroppervlak is er dus een
netto stroming met de wind mee (kustwaarts) terwijl bij de bodem de stroming
tegen de wind in gericht is (zeewaarts). Het water dat bovenin de waterkolom naar
de kust wordt gestuwd, wordt onderlangs weer afgevoerd naar zee. Er is sprake
van een verticale circulatie.

Om het verloop van de waterstand in windrichting in beeld te brengen, kijken
we eerst naar de verticale circulatie waarbij er netto geen stroming meer is in
horizontale richting. Dat doen we voor een willekeurige lokatie in het horizontale
vlak. Dat geeft inzicht in het verhang dat op die locatie nodig is om het effect
van de wind te compenseren. Vervolgens passen we dat inzicht toe op het traject
waarover de wind een schuifspanning op het water uitoefent. Daarmee kunnen we
het verloop van de waterstand langs dat traject construeren.

Verticale circulatie

Een goed beeld van deze circulatie krijgen we door de situatie waarin deze zich
voordoet enigszins te schematiseren zonder de essentie geweld aan te doen. Daar-
toe kijken we naar een verticaal vlak dat in horizontale richting samenvalt met de
richting van de wind. De kust staat loodrecht op dit vlak. Voorts veronderstellen
we dat het verhang en de bodembhelling zo klein zijn dat de stroming over korte
afstand bij benadering horizontaal uniform is. De horizontale coérdinaat = kiezen
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we in de richting van de wind (naar de kust toe).

Zoals omschreven in appendix C, wordt de verticale verdeling van de horizontale
stroomsnelheid bij stationaire, horizontaal uniforme, verhang-gedreven stroming
beschreven door

d¢ d du
(zie uitdrukking (C.23) in appendix C) met randvoorwaarden
d
u(zo+b0)=0 ; <t =0 (3.127)
dz|,_,

voor achtereenvolgens de snelheid nabij de bodem en de schuifspanning aan het
oppervlak.

Ook voor een stationaire stroming die wordt aangedreven door een combinatie
van een windschuifspanning aan het oppervlak en een verhang geldt de impuls-
balans (3.126), zij het dat de verticale verdeling van de turbulentie viscositeit vy
enigszins afwijkt van het parabolische profiel (C.31). Bovendien is de bodem-
schuifspanning bij een deels wind—gedreven stroming niet de enige generator van
turbulentie. Ook de windschuifspanning speelt daarbij en rol, met als gevolg dat
de omvang van de turbulentie viscositeit niet uitsluitend van de schuifspannings-
snelheid u, afhangt, maar voor een deel ook van de windschuifspanning. In ons
geschematiseerde beeld van de verticale circulatie gaan we daaraan echter voorbij.
We nemen aan dat bij windopzet de turbulentie viscositeit parabolisch verloopt
over de waterkolom op dezelfde manier als bij een uitsluitend verhang—gedreven
stroming. Echter, omdat ook de windschuifspanning een rol speelt bij het genere-
ren van turbulentie, relateren we de diepte—gemiddelde viscositeit niet louter aan
u,. In plaats daarvan gaan we uit van een diepte-gemiddelde 14 ger, Waarvan we
de waarde niet kennen en we laten zien dat deze waarde voor het karakter van
de verticale circulatie niet relevant is. Kortom, we gaan uit van een turbulentie
viscositeit volgens
(€—2)(z—b)

e (3.128)

vi(2) = Vigem

Vanwege het lineaire karakter van de impulsbalans (3.126) kunnen we het totale
snelheidsprofiel u(z) schrijven als de superpositie van een verhang-gedreven com-
ponent u,(z) en een wind-gedreven component u,,(z). De verhang—gedreven com-
ponent staat geheel los van de windschuifspanning aan het oppervlak. Deze wordt
beschreven door de impulsbalans (3.126) met randvoorwaarden (3.127). In com-
binatie met het verloop (3.128) van de turbulentie viscositeit over de waterkolom
vinden we voor het snelheidsprofiel u,(z) dat

2 _
up(z):—g% h In ~ b (3.129)

dz Vt,gem 20

wat, zoals te verwachten, op een schaalfactor na identiek is aan het logaritmisch
snelheidsprofiel.
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Op overeenkomstige manier staat de wind—gedreven component los van het ver-
hang. Anders dan bij de verhang—gedreven component geldt aan het wateropper-
vlak de voorwaarde dat de schuifspanning gelijk moet zijn aan die van de wind.
De impulsbalans voor deze component luidt zodoende

d dty,

en de bijbehorende randvoorwaarden zijn

duy,

dz

Ts

== (3.131)
z=( p

Uy(20+0)=0 ; 1y

waarin 7, de windschuifspanning is. Deze is gerelateerd aan de windsnelheid. Een
redelijke benadering van het onderlinge verband is

75 = (0,0505W)2p, (3.132)

waarin W de windsnelheid is op 10m boven het wateroppervlak en p, is de mas-
sadichtheid van lucht (op zeeniveau circa 1,2kg/m?). Deze benadering is ontleend
aan Garratt (1977).

Integratie van (3.130) met randvoorwaarden (3.131) levert

w(z) = = 1n(z_b-c_(zo+b)) (3.133)

P l/t,gem 20 C -z

voor het snelheidsprofiel voor wind—gedreven stroming. Bij een voorgeschreven
windsnelheid ligt dit profiel volledig vast. Voor de verhang—gedreven component
geldt dat niet omdat de omvang van het verhang niet op voorhand bekend is.
Echter, in de uiteindelijke stationaire situatie compenseren de verhang- en wind—
gedreven componenten elkaar in diepte—geintegreerde zin. De wind-gedreven stro-
ming naar de kust toe wordt dan precies gecompenseerd door een even grote maar
tegengestelde stroming die wordt aangedreven door het verhang dat is ontstaan
door de opstuwing. Naar de kust toe neemt de waterstand toe en dus is de bij-
behorende verhang—gedreven stroming van de kust af. Zodra beide stromingen
elkaar in diepte—gemiddelde zin compenseren, is de stroming stationair en is het
verhang dwars op de kust maximaal. In dat geval geldt

9 <
/ updz + / Uydz =0 (3.134)

0+b 0+b

De omvang van het maximale verhang kan uit deze voorwaarde worden bepaald
en dan ligt het volledige snelheidsprofiel u(z) = uy(2)+uy(2) vast. Een schets van
dit snelheidsprofiel en de beide componenten waaruit het is opgebouwd, is gegeven
in figuur 3.28.
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z Figuur 3.28: Opbouw van het
snelheidsprofiel van een stationaire
stroming die wordt aangedreven
Up(2) + () door een superpositie van een wind-
samengesteld schuifspanning (naar rechts) en

{ een verhang en waarbij de diepte-
gemiddelde stroming gelijk is aan
nul.

b up(2) verhang- uw(@)  wind-
gedreven / gedreven

Door substitutie van (3.129) en (3.133) in de voorwaarde (3.134) vinden we, met
gebruik van (3.132), dat

¢ z—b {—(z0+b)
dc 2 Pa z0+b1n( 20 (—z )

h— = (0,0505 —

gho =0, W)

3.135)
¢ z—b (
zo0+b ln 20

Mogelijk lijkt dit een tamelijk ingewikkelde uitdrukking, maar dat valt wel mee.
Beide integralen schalen met de waterdiepte ¢ — b en in het quotiént vallen die
schalen tegen elkaar weg. Dat quotiént is daardoor alleen afhankelijk van de
bodemruwheid gerepresenteerd door zy. In plaats van (3.135) kunnen we daardoor

schrijven dat
d¢ d¢ w?
h—==W?3y & —==cy—r 3.136
9 dz W dz W gh ( )
waarbij de dimensieloze coéfficiént cy afhangt van zg. Voor praktisch relevante
waarden van deze parameter geldt dat ey & 3,5x1075. Met deze waarde is (3.136)
een vuistregel voor het uiteindelijke (maximale) verhang dat zich instelt bij een
wind—gedreven stroming loodrecht op een gesloten rand (kust), aangenomen dat
de stroming bij benadering horizontaal uniform is.

Het volledige snelheidsprofiel wordt met (3.133) en (3.129)

u(z) = w2l (Tsln(z_bc_(zﬁb))—ghdglnz_b> (3.137)

Vt.gem \ P 20 ¢—=z dz 20

ofwel, met (3.132) en (3.136)

h 0,05052p, z—b(—(20+D) z2—b
In —cw In
P 20 (—=z

u(z) = W? ) (3.138)

Vi, gem 20
De term tussen de buitenste haken in het rechter lid van bovenstaande uitdruk-
king beschrijft de vorm van het snelheidsprofiel dat zich uiteindelijk instelt als de
wind— en verhang—gedreven componenten die in diepte-gemiddelde zin met elkaar
in evenwicht zijn. De windsnelheid W heeft blijkbaar geen invloed op die vorm.
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Dat komt omdat we de turbulentie viscositeit hebben voorgeschreven, onafhanke-
lijk van de wind. Los daarvan heeft de windsnelheid wel invloed op de schaal van
het snelheidsprofiel. Dat geldt kennelijk ook voor de diepte—gemiddelde turbulen-
tie viscositeit. Deze is, net zoals de vorm, mede afhankelijk van de ruwheid van
de bodem die in (3.138) wordt gerepresenteerd door zg.

Verloop van de waterstand

Als de aanlandige wind uit de vorige paragraaf lang genoeg aanhoudt, zal zich
een evenwicht instellen waarbij de windgedreven stroming naar de kust toe precies
wordt gecompenseerd door een tegengesteld gerichte stroming die het gevolg is
van een verhang dat is ontstaan door opstuwing. Voor die evenwichtstoestand
hebben we in de vorige paragraaf een verband afgeleid tussen de windsnelheid en
het verhang. Het resultaat is gegeven in (3.136). Met deze uitdrukking kunnen
we het verloop van de waterstand in windrichting bepalen. Immers, over de volle
lengte waarover de wind een schuifspanning op het water uitoefent, zal zich een
verhang instellen. Die lengte wordt de strijklengte genoemd, meestal aangeduid
met het symbool F' (het Engelse woord voor strijklengte is fetch, vandaar).

Een veel voorkomende waterbouwkundige toepassing is het schatten van de ver-
hoging van de waterstand bij een kust. Dat is bijvoorbeeld van belang voor het
ontwerp van maatregelen ter bescherming tegen hoogwater.

Voor het bepalen van het verloop van de waterstand uit (3.136) moeten we ons
bedenken dat de waterdiepte h in windrichting mede als gevolg van het verhang
verandert. Daarnaast hebben eventuele variaties in bodemniveau invloed op de
waterdiepte. Om (3.136) op te kunnen lossen hebben we dus ook een verband
nodig tussen de waterstand ¢ en de waterdiepte h en dat is h = ¢ — b, met b
het bodemniveau. Door de afgeleide van deze relatie in de richting van de wind
te bepalen (dus door te differentiéren naar ), kunnen we het verhang schrijven
als een verandering van de waterdiepte, aangenomen dat het bodemprofiel b(x)

bekend is:
dh d¢ db

dr " dr dr (8.139)
en daarmee wordt (3.136)
dh W21 db
dh _ 1_db 14
dz ow g h dx (3.140)

Om deze differentiaalvergelijking te kunnen integreren, hebben we een randvoor-
waarde nodig. Een voor de hand liggende is de waterdiepte op één of andere
locatie, bijvoorbeeld h(xg) = hg, met z¢ en hy voorgeschreven.

Voor een willekeurig bodemprofiel b(z) is er geen analytische oplossing voor (3.140),
maar kan deze wel langs numerieke weg worden benaderd. Voor een vlakke, hori-
zontale bodem (db/dz = 0) is wel een analytische oplossing mogelijk. Met schei-
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ding van variabelen vinden we dat
2 1 2
h~dh:cwm~dm = §h2 :CWKZE-I-I (3.141)
g g

waarin I een integratieconstante is. Deze bepalen we uit de randvoorwaarde
h(zg) = ho met als resultaat

h(z) = \/2CWW;2(11 —z0) + h3 (3.142)

In de meeste praktische toepassingen is de verandering in de waterstand klein ten
opzichte van de waterdiepte. In dat geval is het verhang in windrichting vrijwel
constant en kan worden volstaan met de benadering

2

ghrcp
waarin e, een representatieve waterdiepte is in de zin dat het daarbij behorende
verhang representatief is voor het hele traject waarover de wind een schuifspanning
uitoefent op het wateroppervlak. Vaak wordt h.ep, = ho gekozen of de waterdiepte
zoals die was voordat het is gaan waaien. Als het gaat om opwaaiing in een bassin,
kan voor h;ep, 0ok de over dat bassin gemiddelde waterdiepte worden gekozen die
optreedt nadat zich een stationaire toestand heeft ingesteld. Wat een verstandige
keuze is, is casus specifiek.

Deze benadering (3.143) komt erop neer dat in de uiteindelijke, stationaire situatie
sprake is van een vlakke, maar hellende waterspiegel. De richting van de helling is
gelijk aan die van de wind. Loodrecht op de windrichting varieert de waterstand
niet.

Een passende randvoorwaarde h(xg) = hg ligt niet altijd voor het oprapen. We
bekijken twee voorbeelden. Het eerste voorbeeld betreft een bassin met een vlakke,
horizontale bodem. Het staat in open verbinding met een groot meer. Een bo-
venaanzicht van dit bassin is geschetst in figuur 3.29. Als het niet waait, is de
waterstand in het bassin gelijk aan die op het meer. We gaan er in dit voor-
beeld vanuit dat de waterstand op het meer constant is en niet wordt beinvloed
door wind rond het bassin. Die wind is er echter wel en zorgt in het bassin voor
opstuwing aan de benedenwindse oever.

Omdat de bodem van het meer vlak en horizontaal is in combinatie met de ver-
wachting dat de opstuwing klein is ten opzichte van de waterdiepte, kunnen we
gebruik maken van de benadering (3.143). Volgens deze benadering zal zich in
het bassin uiteindelijk een vlakke, hellende waterspiegel instellen. Vanwege de
open verbinding met het meer moet de waterstand in het bassin ter hoogte van
de aansluiting op het meer gelijk zijn aan de waterstand op het meer. Dat is de
randvoorwaarde die we nodig hebben om het verloop van de waterstand op het
meer te kunnen bepalen. Omdat de waterstand loodrecht op de windrichting niet
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Figuur 3.29: Bovenaanzicht van
een fictief bassin dat in open ver-
binding staat met een groot meer.
Rond het bassin heerst een con-
stante wind. De windrichting is in

[E—— bassin
de schets aan gegeven met een pijl.

wind

A

_f

meer

varieert, kunnen we stellen dat langs een lijn die dwars op de wind staat en door de
aansluiting met het meer gaat (punt A in figuur 3.29), de waterstand overal gelijk
is aan die op het meer. Bovenwinds van die lijn is de waterstand in het bassin
lager dan die op het meer en benedenwinds daarvan is het juist andersom.

Het bassin dat we in dit voorbeeld gebruiken, kunnen we opgesplitst denken in
twee delen. De scheiding tussen de beide delen is de lijn door punt A die loodrecht
staat op de windrichting. Op deze manier krijgen we een bovenwinds deel van
het bassin (links van de lijn door A in figuur 3.29) en een benedenwinds deel
(rechts van de lijn door A in figuur 3.29). Door de wind stijgt de waterstand in
het benedenwindse deel en daardoor neemt het volume water in dat deel van het
bassin toe. In het bovenwindse deel gebeurt juist het omgekeerde. Daar daalt de
waterstand en neemt het volume af. Het netto effect van deze twee veranderingen
wordt gecompenseerd door uitwisseling van water met het meer.

Het tweede voorbeeld gaat ook over een bassin met een vlakke, horizontale bodem.
Echter, in dit geval is het bassin rondom gesloten. Er is geen verbinding met een
meer of ander bekken waaruit we de waterstand op één of ander punt in het bassin
kunnen afleiden. Het is zodoende niet mogelijk om een randvoorwaarde van de
vorm h(zg) = hg op te stellen. Er is echter wel een andere voorwaarde waaraan
moet worden voldaan. Omdat het bassin rondom gesloten is, kan het totale volume
water in het bassin door de wind niet veranderen, afgezien van eventuele spetters
die over de rand worden geblazen. Ook dit gesloten bassin kan in een bovenwinds
en een benedenwinds deel worden opgesplitst en de scheiding tussen deze beide
delen ligt zodanig dat de afname van het volume in het bovenwindse deel de
toename in het benedenwindse deel precies compenseert. Dit werken we uit op
basis van de benadering (3.143) waarbij we voor hye, de waterdiepte kiezen zoals
die was voordat het is gaan waaien. Daarmee ligt het uiteindelijke verhang in het
bassin vast.

Het bassin waar het in dit voorbeeld over gaat, is geschetst in figuur 3.30. In de
doorsnede bovenin figuur 3.30 is de oorspronkelijke waterdiepte aangegeven met
ho. Zoals gesteld gebruiken we die waterdiepte om het uiteindelijke verhang te
schatten.

Nadat zich dat verhang heeft ingesteld, varieert de waterdiepte over het bassin.
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z Figuur 3.30: Bovenaanzicht van
2(xy) een rondom gesloten bassin. Rond
3/ het bassin heerst een constante
wind. De windrichting is in de
__________ — schets aan gegeven met een pijl.
ai """""""" h(x.y) fo Als gevolg van die wind stelt
R . zich uiteindelijk een bij benadering
Doorsnede PP vlakke, hellende waterspiegel in.

ol /
wind ==

Yz zwaartepunt

Xz X
Bovenaanzicht

We geven dit aan met h(x,y), waarbij 2 en y horizontale coérdinaten zijn. De wind
waait in positieve x-richting. Daardoor zal de waterdiepte h wel met = variéren,
maar niet met y.

Het totale volume V in het bassin volgt door integratie van de waterdiepte h over
het horizontale oppervlak B van het bassin:

V= / /B hdady (3.144)

Omdat we een vlakke waterspiegel veronderstellen die helt in de richting van de
wind (de z-richting), wordt de waterdiepte h gegeven door

2
hay) =at+ Sp ;Lo X
x ghrep

(3.145)

waarin d¢/dz het verhang is (zie (3.136)) en a is een fictieve waterdiepte. Het is
de waterdiepte die gevonden wordt bij de y—as als we de waterspiegel in het bassin
tot die as zouden doortrekken. In feite is uitdrukking (3.145) voor h niets anders
dan de benadering (3.143) waar we vanuit zijn gegaan.

Substitutie van (3.145) in (3.144) geeft

V= // a+ %xdzdy = a// dady + %// xdady (3.146)

De linker dubbele integraal in het rechter lid van deze uitdrukking is niets anders
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dan de horizontale oppervlakte van het bassin. Deze oppervlakte noteren we als

A.

Het totale volume dat uit (3.146) volgt, moet gelijk zijn aan het volume dat in het
bassin aanwezig was voordat het is gaan waaien. Dat oorspronkelijke volume is
hoA. We vullen dit in (3.146) in en delen vervolgens door A. Dit leidt tot

d¢ 1
ho=a+ ] // xdxdy (3.147)

De dubbele integraal in het rechter lid van dit resultaat is het zogeheten eerste
orde moment van het oppervlak van het bassin. Gedeeld door het oppervlak A
levert dit de x—codrdinaat x, van het zwaartepunt van het oppervlak van het

bassin: )
Ty, = — // xdady (3.148)
AJJB

Door combinatie met (3.147) vinden we

d
a=hy— zzé (3.149)

Hiermee hebben we de fictieve waterdiepte uitgedrukt in de oorspronkelijke wa-
terdiepte hg in het bassin, de geometrie van het bassin en een schatting van het
verhang dat zich uiteindelijk zal instellen. Het verloop van de waterdiepte in het
bassin vinden we door deze uitdrukking voor a in te vullen in (3.145):

h(z,y) = ho + %(w — ) (3.150)

Dit resultaat laat zien dat langs de lijn x = x, de waterdiepte in het bassin
gelijk is aan de oorspronkelijke waterdiepte hg. Deze lijn staat loodrecht op de
windrichting. Benedenwinds van de lijn is de uiteindelijke waterdiepte groter dan
de oorspronkelijke en bovenwinds is de waterdiepte kleiner. Kortom, als we, net
als in het eerste voorbeeld, ook het gesloten bassin in gedachten verdelen in een
bovenwinds en een benedenwinds deel, dan ligt de scheiding tussen beide delen op
een lijn die loodrecht staat op de windrichting en door het zwaartepunt van het
horizontale oppervlak van het bassin gaat.

Bij half open systemen zoals een kust langs een uitgestrekte zee, is het moeilijk om
een passende randvoorwaarde te vinden voor het schatten van windopzet op de
manier die in deze paragraaf aan de orde is. Doorgaans neemt de waterdiepte toe
met de afstand uit de kust en daarmee neemt ook het verhang in die richting af.
Dat wekt de indruk dat aangenomen kan worden dat op enige afstand uit de wind
een nog slechts verwaarloosbare invloed heeft op de waterstand en dat daaruit een
randvoorwaarde kan worden afgeleid. Dat is echter tamelijk dubieus. Tenzij de
betreffende kust vlakbij de rand van een continentaal plat ligt waar voorbij de
waterdiepte snel toeneemt tot orde een kilometer of meer, kan het verhang tot
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op grote afstand uit de kust significant blijven. Het is lang niet altijd realistisch
om te veronderstellen dat de wind over zulke afstanden constant is. Bovendien
gaat ook de duur van de wind een rol spelen. Naarmate de afstand waarover
opzet wordt gegenereerd toeneemt, duurt het steeds langer voordat een stationaire
toestand wordt bereikt. De methode die in deze paragraaf is gepresenteerd is
daarom beperkt bruikbaar. Het geeft een schatting van de opwaaiing (of afwaaiing)
die maximaal verwacht mag worden in bassins waarvan de horizontale afmetingen
niet groot zijn ten opzichte van die van het windveld.

3.6.3 Bochtstroming

Ook in een open waterloop heeft stroming een 3—dimensionaal karakter. De domi-
nante component van de stroming is gericht langs de as van de waterloop en alles
wat zich dwars daarop afspeelt, is doorgaans secundair. Daarmee is niet gezegd dat
die secundaire componenten altijd van ondergeschikt belang zijn. Indien persistent
kunnen zulke relatief kleine componenten na verloop van tijd een wezenlijk effect
sorteren. Dat doet zich bijvoorbeeld voor bij een gekromde waterloop.

Door het centrifugaaleffect lijkt het alsof de stroming in een gekromde waterloop
naar de buitenbocht wordt gedrukt. Men spreekt dan van een centrifugaalkracht,
maar eigenlijk is dat niet juist. Er is een naar de binnenbocht gerichte kracht
nodig om de stroming de as van de waterloop te laten volgen. Het ontbreken van
die kracht uit zich als de neiging om uit de bocht te vliegen. Die centrifugaalkracht
is zodoende een schijnkracht. Daarom is het beter om van het centrifugaaleffect
te spreken dan van een centrifugaalkracht.

Dat centrifugaaleffect is persistent. Het is altijd naar de buitenbocht gericht,
onafhankelijk van de richting van de primaire stroming in de waterloop. Precies
die eigenschap zorgt ervoor dat dit effect op termijn een wezenlijke invloed kan
hebben op de morfologie van de waterloop.

In deze paragraaf gaan we in op de secundaire stroming die door dit effect wordt
gegenereerd. Vervolgens kijken we naar de invloed die deze stroming heeft op de
morfologische ontwikkeling van de rivier.

Voor het beschrijven van de stroming maken we gebruik van continuiteit en de
impulsbalans voor horizontaal uniforme stroming, net zoals we dat in de voor-
gaande paragraaf voor windgedreven stroming hebben gedaan. Die impulsbalans
passen twee keer toe: eerst voor de component van de stroming langs de as van
de waterloop en daarna voor de component daar loodrecht op.

Ter wille van de eenvoud gaan we ervan uit dat de as van de waterloop in de bocht
cirkelvormig is. Het ligt dan voor de hand om de stroming te beschrijven ten
opzicht van cilinder codrdinaten (r, @), met r de radiale codrdinaat en 6 de tangen-
tiéle. De snelheidscomponenten in deze twee richtigen noteren we achtereenvolgens
met u, en up (zie figuur 3.31)

Een volgende vereenvoudiging is dat we aannemen dat de tangentiéle (primaire)
component van de stroming wel invloed heeft op de radiale (secundaire), maar niet
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Figuur 3.31: Schematisch bo-

venaanzicht van een stukje

buitenbocht gekromde waterloop en de
ug (r,0) coodrdinaten ten op-

T zichte waarvan bochtstroming

in deze paragraaf wordt be-

‘ schreven.
binnenbocht

omgekeerd. Voor een beschrijving van het karakter van de secundaire stroming is
dat een acceptabele benadering. Bovendien laat het toe dat we eerst de primaire
component van de stroming beschrijven en daarna de secundaire.

Met deze benadering is de tangentiéle component van de stroming gelijk aan wat
je in een rechte waterloop zou vinden. Deze stroming wordt aangedreven door
een drukgradiént die gericht is langs de as van de waterloop. Als we uitgaan van
stationaire condities, is de bijbehorende impulsbalans

gd¢ ( dug

dug

rdf dz dz

waarin b het niveau van de bodem is.

De factor 1/r in de eerste term van het rechter lid van deze balans komt voort uit
het gebruik van cylinder codrdinaten. Deze term staat voor de drukgradiént langs
de as van de waterloop, ofte wel het verhang dat de primaire stroming aandrijft.
De grootte hiervan veronderstellen we bekend.

Als we uitgaan van een parabolisch verloop van de turbulentie viscositeit v4, volgt
dat (zie appendix C)

_gd¢ h? | z—0b

ug(2) = 7 df vt gom " 20

(3.152)

De secundaire stroming, dus de stroming in de dwarsdoorsnede van de waterloop,
wordt bepaald door de balans tussen het centrifugaal—effect en een verhang dat
zich in de dwarsdoorsnede instelt. Door dat centrifugaaleffect ondervindt het
water een (schijnbare) versnelling naar de buitenbocht. Als die buitenbocht een
gesloten rand is, zal het water daartegen worden opgestuwd. Het resultaat is dat
de waterstand langs de buitenbocht hoger is dan die langs de binnenbocht. Dwars
op de as van de waterloop ontstaat op deze manier een verhang. De versnelling
die daarbij hoort is gericht naar de binnenbocht.

In een stationaire toestand heffen de stromingen die door beide versnellingen wor-
den gegenereerd elkaar in diepte-geintegreerde zin op. Dat wil echter niet zeggen
dat de secundaire stromingscomponent overal gelijk is aan nul. Bovenin de water-
kolom is het centrifugaaleffect sterker dan de drukgradiént (het verhang), met als
gevolg dat daar een stroming in de richting van de buitenbocht optreedt. Onderin
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de waterkolom is dat juist andersom. Daar is sprake van een stroming naar de
binnenbocht. De combinatie van beide is een verticale circulatie in de dwarsdoor-
snede van de waterloop. Dat is vergelijkbaar met de windgedreven circulatie die
in de voorgaande paragraaf is beschreven.

Voor de beschrijving van deze circulatie zien we de radiale snelheidscomponent wu,.
als de superpositie van een deel dat kan worden toegeschreven aan het centrifugaal—
effect (u,.) en een deel dat hoort bij de drukgradiént (u,,):

Ur(2) = Upe(2) + Up p(2) (3.153)

En in een stationaire situatie waarbij de waterloop netjes binnen de oevers blijft,
geldt dat

¢
/ Ur,e(2) + Upp(2)dz = 0 (3.154)
zo+b

Het deel u,, hoort bij het verhang d{/dr dat zich in dwarsrichting instelt en kan
worden berekend uit

d¢ d du du
0= o9, 4, dwpy py= Sirel 3.155
TR (”t dz ) P 0+ 0) = = = (3:459)

De grootte van het verhang in dwarsrichting is niet op voorhand bekend, maar
kan worden bepaald uit de voorwaarde (3.154) als we ook het andere deel u,. . van
de radiale snelheidscomponent hebben bepaald.

Ook daarvoor gaan we uit van de impulsbalans voor horizontaal uniforme stroming.
Met inbegrip van de versnelling ug /7 die hoort bij het centrifugaaleffect kan deze
worden geschreven als

d duy. . 1, duy .
-9 ) - S Upe h) = —2< =0 3.156
dz (Vt dz >+ pe o U (20 +9) dz |, ( )
De oplossing hiervan is
z 1 ¢ .2
Ur (%) :/ ——/ Y0421y (3.157)
20+b Vg o T

met ug volgens (3.152).

Bovenstaande uitdrukking voor u, . werken we niet verder uit, maar volstaan met
een grafische voorstelling van de primaire en secundaire snelheidscomponenten
(figuur 3.32).

De combinatie van de verticale circulatie in de dwarsdoorsnede en de primaire
component van de stroming in langsrichting, staat bekend als spiraalstroming. Een
waterdeeltje doorloopt de circulatie terwijl het deel uitmaakt van de langsstroming
en dat leidt tot een spiraalvormige baan.
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Figuur 3.32: 3D-impressie van
de profielen van de primaire
en secundaire snelsheidscom-
ponenten.

buitenbocht

binnenbocht

Onderdeel van de verticale circulatie is een stroming langs de bodem van de wa-
terloop van de buitenbocht naar de binnenbocht. Bij een erodeerbare bodem gaat
dat gepaard met transport van sediment in dezelfde richting. Als het bodemma-
teriaal te zwaar is om met de opwaartse stroming bij de binnenbocht te worden
meegevoerd, blijft het materiaal daar achter. Op deze manier sedimenteert de bin-
nenbocht. Tegelijkertijd erodeert de buitenbocht om dat steeds bodemmateriaal
door de stroming naar de binnenbocht wordt opgepakt.

Het lange—termijn gevolg hiervan is dat de bocht in de waterloop zich naar buiten
toe uitbouwt en steeds ruimer wordt. Dit proces ligt aan de basis van de vorming
van meanders. In het hoofdstuk over riviermorfologie gaan we daar nader op in
(paragraaf 6.3).
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4.1 Inleiding

De term ’golf’ heeft, ook in de waterbouwkunde, meerdere betekenissen. Vaak gaat
het om een verstoring van het vrije oppervlak van een watermassa. Maar de term
kan ook verwijzen naar bodemvormen die zich in een rivier of zee voordoen. Op de
bodem van de Noordzee voor de Hollandse kust, bijvoorbeeld, komen zandgolven
voor met een lengte in de orde van kilometers en een hoogte in de orde van meters.
Daarnaast kan ’golf’ betrekking hebben op ondulaties van het grensvlak tussen
lagen in een watermassa met verschillende dichtheid. Daarbij kan worden gedacht
aan zout water dat vanuit zee een riviermond binnendringt. Vanwege het verschil
in dichtheid ontstaat een systeem van twee lagen met het zoute zeewater onderin
en het zoete rivierwater bovenin. Afhankelijk van lokale omstandigheden kan zich
langs het grensvlak van beide lagen een golfbeweging ontwikkelen. Voorts merken
we op dat ’golf’ ook de betekenis kan hebben van baai.

In dit hoofdstuk over golven beperken we ons tot periodieke verstoringen van
het vrije oppervlak van een watermassa. We hebben het over golven die je kunt
zien vanaf het strand of vanaf een schip op zee, golven die veelal ergens door
wind zijn gegenereerd. Hoe ze zich vanaf die plaats voortplanten en hoe hun
eigenschappen zich daarbij ontwikkelen, komt in dit hoofdstuk aan bod. Dat is
onder meer van belang voor kustmorfologie (paragraaf 6.4) en het ontwerp van
beschermingsconstructies (zie hoofdstuk 7).

Bij de beschrijving van golven en hun eigenschappen, hanteren we de benaming
van afmetingen en kenmerken die is aangegeven in figuur 4.1.

Het getij, alhoewel dat ook een periodieke verstoring van het wateroppervlak is,
laten we in dit hoofdstuk buiten beschouwing. Dat is het onderwerp van paragraaf
5.3. Niet—periodieke verstoringen, zoals translatiegolven en tsunami’s komen in
dit hoofdstuk ook niet aan de orde. Voor translatiegolven wordt verwezen naar
appendix F.
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golfop Figuur 4.1:  Overzicht
stiwaterniveau 4% g — T ampituce a van enkele begrippen die
X S worden gebruikt bij de
golfhoogte H a oppervlakte- -
uitwijking beschrijving van golven.
goltdal / n=n(x

golflengte L
waterdiepte h

4.2 Lineaire golftheorie

Het vrije oppervlak van een watermassa zal onder invloed van alleen zwaarte-
kracht de vorm aannemen van een ruimtelijk gekromd oppervlak waar de zoge-
heten zwaartekracht—potentiaal dezelfde waarde heeft. Dat wil zeggen dat op
elk punt in dat oppervlak evenveel energie nodig is om een waterdeeltje met een
voorgeschreven massa vanuit dat oppervlak over een voorgeschreven afstand in
een voorgeschreven richting te verplaatsen. Dit is niets anders dan het horizontale
oppervlak dat we zien bij stilstaand water in een glas, een badkuip, een vijver, een
meer en ga zo maar door.

Zo’n horizontaal vrij oppervlak is een evenwichtssituatie die door de zwaartekracht
in stand wordt gehouden?®®. Een verstoring van dat evenwicht manifesteert zich
als een lopende golf. In de Engelstalige literatuur wordt dat een surface gravity
wave genoemd.

Er zijn diverse theorieén die het gedrag van zulke golven beschrijven. Een be-
kende, veel gebruikte en breed toepasbare is de Lineaire Golftheorie, met name
in de Engelstalige literatuur ook wel de Airy Golftheorie genoemd, naar George
Biddell Airy die deze theorie halverwege de 19° eeuw heeft afgeleid en gepubli-
ceerd. Airy ging uit van een homogene, onsamendrukbare, niet—viskeuze vloeistof
die niet onderhevig is aan windschuifspanning en luchtdrukvariaties aan het op-
pervlak, ook niet aan het Coriolis—effect (zie paragraaf 5.2) en waarin de stroming
rotatie-vrij?* is. Bovendien veronderstelde Airy een vlakke, horizontale bodem en
verstoringen van het wateroppervlak die klein zijn ten opzichte van de waterdiepte
in ongestoorde toestand.

Met deze uitgangspunten heeft Airy de continuiteitsvergelijking en de impulsbalans
uitgewerkt tot een lineaire vergelijking?® waarmee vrije oppervlaktegolven kunnen
worden beschreven, vandaar de naam lineaire golftheorie. Voor deze uitwerking
wordt verwezen naar de literatuur (bijvoorbeeld Holthuijsen (2007)). Wij gebrui-
ken de oplossing van deze vergelijking die een harmonische, lopende golf voorstelt

23Naast zwaartekracht speelt bijvoorbeeld ook de oppervlaktespanning van de vloeistof een
rol bij het in stand houden van het evenwicht. Voor de waterbouwkundige praktijk is veelal de
zwaartekracht dominant en daarom beperken we ons in dit boek daartoe.

24In wiskundige zin betekent rotatie-vrij dat Vi = 6, waarbij de V operator is gedefinieerd
als V = (8/0z,0/0y,0/02)T.

25Het gaat hierbij om de Laplace vergelijking met randvoorwaarden die zijn gerelateerd aan
vermelde uitgangspunten.
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die zich voortplant in positieve z-richting:
n(z,t) = asin(wt — kx) (4.1)

waarin 7 de verticale uitwijking van het oppervlak is (afhankelijk van plaats x
en tijd t), a de amplitude van de golf, w de hoekfrequentie en k het golfgetal.
De hoeksnelheid w is gerelateerd aan de golfperiode T en het golfgetal k£ aan de
golflengte L volgens

o o

W= L

(4.2)

De snelheid waarmee deze golf zich in x-richting voortplant, kunnen we afleiden
door in gedachten met die golf mee te reizen, bijvoorbeeld op de golftop. Onze
snelheid is dan per definite gelijk aan die van de golf. Bovendien is voor onze
plaats op de golf de fase wt — kx constant. Daar geldt zodoende dat

o(wt — kx)
= 0 (4.3)
vodat o(wt)  d(kz)d d
w z) dx x

Hierin staat x voor onze positie op de golf en dan is da/dt onze snelheid in z—
richting en dus ook de snelheid waarmee een punt waar de fase van de golf constant
is, zich verplaatst. Dit wordt de fasesnelheid genoemd, doorgaans aangegeven met

het symbool c:
dr w L

‘Ca Tk T (45)
Andere eigenschappen van golven die uit de lineaire golftheorie naar voren komen,
zoals met betrekking tot de relatie tussen golflengte en —periode, de waterbeweging
onder golven alsmede de energie en impuls die daarin aanwezig zijn en hoe die
worden doorgegeven als golven zich voortplanten, komen aan bod in de volgende
paragrafen.

4.3 Golflengte en -periode

Volgens de lineaire golftheorie bestaat er voor de harmonische golf (4.1) een directe
relatie tussen de hoeksnelheid w, het golfgetal k en de golf-gemiddelde waterdiepte
h (dat is de waterdiepte in ongestoorde toestand, dus de waterdiepte die er zou
zijn in afwezigheid van golven). Deze relatie wordt gegeven door

w? = gk tanh(kh) (4.6)

en staat bekend als de dispersie relatie. Voor het bewijs hiervan wordt wederom
verwezen naar de literatuur.
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! Figuur 4.2: Verloop van
! / tanh(2mh/L) met de verhou-
i / ding h/L van waterdiepte
H en golflengte.  Ingeval van
/
’
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0.6

tanh(2rh/L)

0.4

~— om,
\; /L

o
w

0.2

0.4 0.6 0.7
0.5 h/L

0.0 0.1 0.2 0.3

0.05

ondiep overgangsgebied diep

In termen van de golfperiode T" en de golflengte L kan deze relatie worden geschre-

ven als 2 ok
g T
L==— h({— 4.

o tan ( T ) (4.7)

In figuur 4.2 is de term tanh(27wh/L) uit de dispersie relatie getekend als functie

van h/L. Deze tekening laat zien dat voor h/L in de buurt van 0, tanh(27h/L) ~
27h/L, terwijl tanh(2wh/L) voor toenemende h/L asymptotisch nadert tot 1.

Dat wil zeggen dat voor h/L < 1 de dispersierelatie kan worden benaderd met

gT? 27h gT? 27h gT2h
L="—tanh| — | " Z— — = 4.
o < L or L L (48)
waaruit valt af te leiden dat
L2
= =9h — c=+/gh (4.9)

T

Hieruit blijkt dat als de golflengte veel groter is dan de waterdiepte, zowel de
lengte als de fasesnelheid van de golven alleen afthankelijk zijn van de waterdiepte
en niet van de golfperiode. Golven waarvoor dit geldt, worden ondiep water golven
genoemd. Dat heeft dus niets te maken met de waterdiepte in absolute zin, maar
alles met de verhouding van de waterdiepte en de golflengte. In de praktijk wordt

deze benadering toegepast voor h/L < 1/20.

Een voorbeeld van een golf in ondiep water is het getij. In bijvoorbeeld het zuide-
lijke deel van de Noordzee, met een waterdiepte in de orde van 40m, is de lengte van
de getijgolf zo'n 900km. Met deze afmetingen is h/L ~ 0,45 x 1075 < 1/20.
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Voor betrekkelijk grote h/L, daarentegen, is tanh(2wh/L) ~ 1. Daarmee reduceert

de dispersie relatie tot

T2
L= ‘927 (4.10)

en met ¢ = L/T vinden we voor de bijbehorende fasesnelheid

gl
e=o (4.11)
In tegenstelling tot ondiep water zijn de lengte en de fasesnelheid van golven
voor grote h/L blijkbaar alleen afhankelijk van de golfperiode en niet van de
waterdiepte. In dit geval spreekt men van diep water. De golflengte en fasesnelheid
die zich hierbij voordoen, worden doorgaans genoteerd als, achtereenvolgens, L
en ¢p, waarin het subscript 0 verwijst naar diep water. Per definitie geldt zodoende

voor diep water dat
_ gT? _gT

Lo = G0 = o

o (4.12)

In het algemeen wordt h/L = 1/2 gehanteerd als ondergrens voor diep water?®.

Het interval 1/20 < h/L < 1/2 tussen ondiep en diep water in, wordt het over-
gangsgebied genoemd. De golflengte is in dat interval niet bij goede benadering
athankelijk van alleen de waterdiepte (zoals bij ondiep water) of alleen de golfpe-
riode (zoals bij diep water), maar athankelijk van zowel h als T'.

Voor veel waterbouwkundige toepassingen biedt de dispersie relatie een verband
tussen de golflengte en —periode bij een voorgeschreven waterdiepte. Dat verband
is expliciet in de periode T maar impliciet in de lengte L. Dat wil zeggen dat de
golfperiode wel direct kan worden bepaald als de golflengte bekend is, maar omge-
keerd kan dat niet. Als de golfperiode en de waterdiepte voorgeschreven zijn, kan
de golflengte L wel langs numerieke weg worden bepaald. In appendix H worden
daarvoor twee methoden gegeven. De eerste is makkelijker te programmeren dan
de tweede, maar vergt voor gelijke nauwkeurigheid van de uitkomst meestal iets
meer rekentijd.

Dat de dispersie relatie impliciet is in de golflengte L suggereert dat bij voorge-
schreven waterdiepte en golfperiode pas kan worden vastgesteld of sprake is van
ondiep water, diep water of overgangsgebied nadat L uit de dispersie relatie is
opgelost. Dat is echter niet het geval. De grenzen tussen de drie gebieden kunnen
ook worden geformuleerd in termen van h/Lg en die verhouding is bij bekende h
en T wel direct te bepalen. Dat gaat als volgt.

26Het is goed om te bedenken dat de aanduiding ondiep water ook wordt gebruikt voor de
beschrijving van stroming. De ondiep—water vergelijkingen waar het in paragraaf 2.4 over gaat,
hebben betrekking op situaties waarbij het drukverloop over de waterkolom bij goede benadering
hydrostatisch is. Onder golven is dat niet het geval, maar naarmate de golflengte toeneemt
ten opzichte van de waterdiepte nadert de drukverdeling steeds meer naar de hydrostatische
verdeling. Echter, wat bij de beschrijving van stroming ’ondiep’ wordt genoemd gaat over veel
grotere verhoudingen tussen golflengte en waterdiepte dan bij de beschrijving van golven.
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Stel dat in een of andere situatie de waterdiepte h en de golfperiode T' bekend
zijn, maar de golflengte L niet. Die golflengte staat voor die situatie echter wel
vast, alleen kennen we die nog niet. Daarom is h/L een onbekende en die noemen
we (bijvoorbeeld) &, dus £ = h/L. Combinatie met de dispersie relatie (4.7)
geeft

h h Lo h 1 h 1
5 L L() L LO tanh(27rh/L) L() tanh(27r§) ( 3)
ofte wel b b h
o= &tanh(27¢) = 7 tanh <2ﬂ'L) (4.14)

Hieruit volgt dat h/L < 1/20 overeenkomt met h/Ly < 0,015. Op dezelfde manier
komt h/L > 1/2 overeen met h/Ly > 0,498 ~ 1/2. Dat de ondergrens van diep
water (h/Lg = 0,498) dicht in de buurt ligt van 1/2, is niet verrassend. In geval
van diep water geldt immers dat L = Lo en dan is ook h/L = h/Lg. Op dezelfde
manier spreekt het voor zich dat bij de bovengrens van ondiep water h/L en h/Lg
sterk van elkaar verschillen.

4.4 Orbitaalbeweging

De golven waar het in dit hoofdstuk over gaat, gaan gepaard met een tijdsaf-
hankelijke afwijking van de hydrostatische drukverdeling die er (ten opzichte van
stilwaterniveau) zou zijn in afwezigheid van die golven. Onder een golftop is de
waterdruk groter dan die hydrostatische druk en onder een golfdal kleiner. Volgens
de lineaire golftheorie wordt deze afwijking peoir als functie van de lokatie z in de
waterkolom en de fase wt — kx van de golf, gegeven door

cosh(k(h + 2))

cosh (k1) sin(wt — kx) (4.15)

Pgolf = pga

(zie bijvoorbeeld Holthuijsen (2007) voor een gedetailleerde uitleg).

Het verband met de fase van de golf laat zien dat sprake is van een drukgolf die
zich meebeweegt met de verstoring van het wateroppervlak. Op elke lokatie in
de waterkolom is zodoende sprake van een met de tijd variérende drukgradiént.
Als gevolg hiervan ondervinden waterdeeltjes onder een lopende golf een continu
variérende kracht en dus ook een versnelling.

Volgens uitdrukking (4.15) is die versnelling net zo periodiek als de drukvaria-
tie. De horizontale component van die versnelling is immers gerelateerd aan de
horizontale drukgradiént Opgoir/0x en de vertikale component aan verticale gra-
diént Opgoir/0z. Beide gradiénten variéren op dezelfde manier met de tijd als de
verstoring van het wateroppervlak, namelijk volgens sin(wt — kz).

Een waterdeeltje ondervindt dus tegelijk en in fase een periodieke verticale ver-
snelling en een horizontale versnelling. Door deze combinatie doorloopt dat water-
deeltje een ellipsvormige baan. Dat wordt de orbitaalbeweging genoemd.
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richting van golfvoortplanting Figuur 4.3: Impressie

fiehing van go'voortplanng ,, 3
W van de orbitaalbeweging
/YW aan het wateropperviak

ter. Waterdeeltjes door-
@) lopen een cirkelvormige
baan. De golf beweegt
zich van links naar rechts.

/YWN/W\ Figuur (b) gaat over de-
maar dan 0,27 later.

(b)

Bij diep water (dus als de waterdiepte groot is ten opzichte van de golflengte)
is de ellips die door een waterdeeltje wordt doorlopen vrijwel identiek aan een
cirkel. Naarmate de verhouding tussen waterdiepte en golflengte afneemt (ofte wel
naarmate de golflengte toeneemt ten opzichte van de waterdiepte), wordt die ellips
steeds platter, in de zin dat de horizontale as steeds groter wordt in verhouding
tot de verticale.

Voor diep water is de orbitaalbeweging van waterdeeltjes aan het wateroppervlak
geillustreerd in figuur 4.3, waarin de positie van een waterdeeltje aan het opperlak
wordt gevolgd in de tijd. Dat deeltje bevindt zich ter hoogte van de pijlpunt in
de reeks van 10 cirkels die naast elkaar zijn weergegeven, elk met het middelpunt
op het niveau van de golf-gemiddelde (ongestoorde) waterstand (stilwaterniveau).

In deze figuur beweegt de golf zich van links naar rechts. Als we aan de hand van
deze figuur de positie van een individueel waterdeeltje aan het wateroppervlak
willen volgen tijdens de passage van de golf, dan moeten we de cirkels in deze
figuur in omgekeerde richting, dus van rechts naar links interpreteren. Op die
manier zien we dat als de golf zich van links naar recht voortplant, roteert een
waterdeeltje aan het oppervlak met de klok mee (rechtsom). Dat is ook te zien
door figuren 4.3(a) en 4.3(b) met elkaar te vergelijken. Beide figuren gaan over
dezelfde golf, maar gezien op twee verschillende momenten. Het tijdverschil tussen
beide is 0,2 T (T is de golfperiode). De cirkels die in figuur 4.3(b) zijn weergegeven,
zijn (gezien van links naar rechts) 0,2 x 27 rechtsom gedraaid ten opzichte van die
in figuur 4.3(a).

Met deze figuur 4.3 is niet aangetoond dat de baan van het gevolgde deeltje daad-
werkelijk cirkelvormig is. Bij het tekenen van de figuur is dat op voorhand aange-
nomen. Volgens de lineaire golftheorie wordt voor de orbitaalbeweging de snelheid
van een waterdeeltje gegeven door

~cosh(k(h+z2)) .

Uy = QWW Sln(wt - kl’) (416)
_ sinh(k(h 4+ 2))

Uy = G/WW COS(w’t — kl‘) (417)

waarin u, de horizontale component van de snelheid en u, de verticale component
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(zie bijvoorbeeld Holthuijsen (2007)). Voor de orbitaalbeweging rond een vaste
positie x, variéren beide snelheidscomponenten sinusvormig met de tijd, zij het
T/4 = 7/(2w) uit fase. Bovendien hebben ze, afhankelijk van de locatie z in
de waterkolom, verschillende amplituden. Waterdeeltjes doorlopen daarmee een
ellipsvormige baan.

Ingeval van diep water, waar h/L > 1/2 en dus ook kh > 1, is sinh(kh) =~
(1/2)e*", zodat voor de factor cosh(k(h + z))/sinh(kh) in de amplitude van de
snelheidscomponent u, kan worden benaderd met

cosh(k(h + z)) ~ R I _ ok g o 2kh —hz o kz
sinh(kh) ekh

~ e

kh>1

(4.18)

Bedenk hierbij dat z = 0 bij het stil water niveau en z = —h bij de bodem. Voor
deze en tussenliggende waarden van z is steeds e =2 e=F* « k2,

Op dezelfde manier geldt voor de factor sinh(k(h + z))/sinh(kh) in de amplitude
van de snelheidscomponent u, dat

smh(k(h + Z)) 6k:h ekz _ efkh efkrz A —okh —k &
kh > 1 ~ =e" - Fre
> - sinh(kh) ekh ‘ ‘ ‘ ‘
(4.19)
zodat
Uy ~ awe® sin(wt — kx)
kh>1 — . (4.20)
u, & awe"* cos(wt — kx)

Dit laat zien dat bij diep water, de orbitaalbeweging cirkelvormig is. Beide snel-
heidscomponenten hebben immers dezelfde amplitude en zijn een kwart periode
uit fase. Bovendien neemt de snelheidsamplitude exponentieel af met de afstand
onder het stil water niveau. Op een afstand van 1 keer de golflengte onder dat
niveau, bijvoorbeeld, is die amplitude ongeveer 0,2% van die aan het oppervlak.
Een illustratie van de orbitaalbeweging bij diep water is gegeven in figuur 4.4.

Bij ondiep water, daarentegen, is kh < 1 en nadert sinh(kh) tot kh, sinh(k(h+2))
tot k(h + z) en geldt voor alle z € [—h,0] dat cosh(k(h + 2z)) ~ 1. Met deze
benaderingen vinden we

aw .
Us N sin(wt — kx)

kh<1 — i (4.21)
U, A aw (1 + E) cos(wt — kx)

waaruit blijkt dat de amplitude van de horizontale snelheidscomponent onafhan-
kelijk is van de positie z in de waterkolom?” en dat de amplitude van de verticale
component afneemt van aw bij het stil water niveau tot 0 bij de bodem. Als sprake

2"Die volledige onafhankelijkheid gaat alleen op in de limiet kh — 0. Bij toenemende kh neemt
de amplitude van de horizontale snelheidscomponent steeds meer af in de richting van de bodem.
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-

Figuur 4.4:  lllustratie
van de orbitaalbeweging
bij golven op diep wa-
ter. Waterdeeltje door-
lopen een cirkelvormige
baan. Ter hoogte van
het stilwater niveau is de
straal van de cirkel ge-
lijk aan de amplitude van
de golf. Naar de bodem
toe neemt die straal ex-
ponentieel af met de af-
stand tot het stilwaterni-
veau.

bodem
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Figuur 4.5:  lllustratie

van de orbitaalbeweging
/\ m bij golven op ondiep wa-
ter. Waterdeeltje door-
lopen een ellipsvormige
baan. Ter hoogte van
het stilwater niveau is
de lengte van de korte
as (vertikaal) gelijk aan
de golfhoogte. Naar de
bodem toe neemt deze
lengte af tot nul. De
lengte van de lange as
(horizontaal) neemt nau-
welijks af.

bodem

is van ondiep water, heeft de orbitaalbeweging zodoende de vorm van een ellips die
naar de bodem toe steeds platter wordt. Dit is geillustreerd in figuur 4.5.

Voor de volledigheid merken we op dat de horizontale en verticale verplaatsingen
van deeltjes in de orbitaalbeweging, worden gevonden door integratie van de snel-
heden (4.16) en (4.17) naar de tijd. Voor de horizontale verplaatsing D, geeft
dit

B cosh(k(h + z))
D, = / T inh(kh)

cosh(k(h + z))

sin(wt — kx)dt = —a Snh(kh)

cos(wt — kx) + I,

(4.22)
waarin I, een integratieconstante is die afhangt van het tijdstip ten opzichte waar-
van D, wordt gemeten. In dit verband is de verplaatsing immers het effect van de
snelheid over een bepaald tijdsinterval. De tijd ¢ in het meest rechter lid van (4.22)
markeert het einde van dat interval. Het begin zit in de integratieconstante.

In het interval voor kh dat we in paragraaf 4.3 hebben getypeerd als ondiep water (kh < 1/20),
is het relatieve verschil tussen die amplituden bij het stil water niveau en de bodem niet groter
dan ongeveer 1/800. Voor wat we ondiep water noemen, is het in de praktijk daarom redelijk
om van een constante amplitude uit te gaan.
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Op overeenkomstige manier vinden we voor de verticale verplaatsing D, dat

sinh(k(h + 2)) .

L =a——— Y t—ka)+ 1, 4.23

(e St ko) + (4.23)

De verplaatsingen D, en D, zijn vermoedelijk minder interessant dan de amplitu-
des van die verplaatsingen, D, en D,, gegeven door

A cosh(k(h + 2)) A sinh(k(h + 2))
— - D, =q—~ "V 4.24
=" smh(kh) 0 TF T Y7 sinh(kh) (424)
Achtereenvolgens geven deze amplitudes de maximale horizontale en verticale ver-
plaatsing van een deeltje in de orbitaalbeweging.

Met de uitgangspunten van de lineaire golftheorie zijn niet-lineaire effecten in de
impulsbalans, zoals advectie, steeds klein ten opzichte van de lineaire effecten.
Door die niet-lineaire effecten te verwaarlozen, is de harmonische golf gevonden
waarvoor we in deze paragraaf de bijbehorende orbitaalbeweging hebben beke-
ken. Voor diep water hebben we gezien dat waterdeeltjes een cirkelvormige baan
doorlopen waarvan de straal exponentieel afneemt met de afstand onder het stil
water niveau. Bij ondiep water is dat een elliptische baan die naar de bodem
toe steeds platter wordt, terwijl de lengte van de horizontale as vrijwel gelijk
blijft (namelijk a/(kh), zie (4.22) in combinatie met dezelfde benaderingen die
in (4.21) zijn gebruikt voor de snelheidscomponenten). In het overgangsgebied,
waar 1/20 < kh = 2wh/L < 1/2, nadert de baan van een waterdeeltje met toe-
nemende kh o< h/L steeds meer tot een cirkel en neemt de amplitude van de
horizontale snelheidscomponent in steeds sterkere mate af met de afstand onder
het stil water niveau. In dat overgangsgebied doet zich, afhankelijk van kh een
geleidelijke overgang voor tussen ondiep en diep, niet alleen voor wat betreft de
golflengte en de fasesnelheid (zie paragraaf 4.3), maar ook met betrekking tot de
orbitaalbeweging.

Een consequentie van de linearisering die ten grondslag ligt aan de lineaire golfthe-
orie, is dat waterdeeltjes volgens deze theorie bij de passage van golven geen netto
verplaatsing ondergaan. In werkelijkheid is dat echter wel zo. De orbitaalbewe-
ging is geen perfect gesloten cirkel of ellips. Bij elke keer dat een waterdeeltje een
volledige cyclus in de orbitaalbeweging heeft doorlopen, is dat deeltje een beetje
opgeschoven in de richting waarin de golf zich voortplant. Dit verschijnsel wordt
Stokes’ drift genoemd, naar de lerse wis— en natuurkundige George Gabriel Stokes
(1819-1903) die daarover halverwege de 19° eeuw heeft gepubliceerd.

4.5 Golfvoortplanting

4.5.1 Golfenergie

Stel dat ergens in een uitgestrekte watermassa met een vrij oppervlak een kort-
durende, plaatselijke verstoring optreedt waardoor een op zichzelf staande reeks
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van enkele golven wordt opgewekt. Die reeks plant zich vanaf de plaats van de
verstoring voort door de watermassa. We nemen aan dat buiten deze golfbeweging
de watermassa in rust is en volgen een waterdeeltje dat zich op het moment van
de verstoring op enige afstand van de locatie daarvan bevindt.

Dat deeltje is dus in rust als de verstoring zich voordoet. Enige tijd later passeert
de reeks golven de plaats van dat deeltje. Daardoor wordt dat deeltje in beweging
gezet en wordt het ook verplaatst. Dat is de orbitaalbeweging die in de vorige
paragraaf is omschreven. Nog enige tijd later is de reeks golven voorbij en is het
deeltje weer in rust en terug op de oorspronkelijke positie (althans volgens de
lineaire golftheorie, dus exclusief Stoke’s drift).

Omdat het waterdeeltje tijdens de passage van de reeks golven onderdeel is van de
orbitaalbeweging, zijn zowel de kinetische als de potenti€le energie ervan veranderd
ten opzichte van wat die waren voordat de reeks golven zich aandiende. En zodra
de golven gepasseerd zijn en het deeltje weer in rust is, zijn beide vormen van
energie terug op hun oorspronkelijke niveau.

Die verandering van kinetische en potenti€le energie, gesommeerd over alle deeltjes
die in de golfbeweging zijn berokken, is de energie die in de golven besloten ligt.
Die energie wordt doorgegeven in de richting waarin de golven zich voortplanten.
Voor een berekening van deze hoeveelheid energie en het transport daarvan, gaan
we uit van de lineaire golftheorie en met name de daaruit volgende beschrijving
van de orbitaalbeweging (zie uitdrukkingen (4.16) en (4.17)).

Hoeveelheid energie

Omdat de golfbeweging tijdsafthankelijk is, zijn de bijbehorende potentiéle en ki-
netische energie dat ook. Dat verloop met de tijd is voor de meeste praktische
toepassingen minder interessant dan de energie gemiddeld over de golfperiode.
Voor de potentiéle energie wordt dat gemiddelde (genoteerd als Epq¢) gegeven

door y /
Epot = / / pgzdzdt — — / pgzdzdt (4.25)
27T 7 /w

—7/w

Het product pgz in deze uitdrukking verwijst naar de potenti€le energie op ni-
veau z ten opzichte van die op z = 0. Voorts is (27/w) fff/rﬂ -dt de middeling
over de golfperiode. Hiermee geeft de linker term in het rechter lid van boven-
staande uitdrukking de over de golfperiode gemiddelde, en over de waterkolom
geintegreerde potentiéle energie in aanwezigheid van golven. De rechter term in
dat rechter lid verbeeldt de potentiéle energie, op dezelfde manier gemiddeld en
geintegreerd, van de watermassa in rust (dus in afwezigheid van golven). Het ver-
schil van die beide termen is de potentiéle energie die kan worden toegeschreven

aan de golfbeweging.

Met inbegrip van de golfbeweging heeft integratie van de potentiéle energie pgz
over de waterkom 7(¢) als bovengrens (de linker term in het rechter lid van (4.25)).
Deze n(t) is de variatie van het wateroppervlak met de tijd voor een vaste lokatie
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. Omdat we uitgaan van een harmonische golf, een vlakke, horizontale bodem en
middelen over de golfperiode, geldt (4.25) voor elke lokatie x.

Uitwerken van (425) geefl
E = —pga® = —pgH (4 26)
pot | Pryg 1 Spg .

Voor de kinetische energie Fy;, kijken we naar het kwadraat van de snelheid van
waterdeeltjes in de orbitaalbeweging (Fiy is evenredig met dat kwadraat), integre-
ren dat over de waterkolom en middelen het resultaat over de golfperiode:

T/ w n(t) 1
Ekln - / / *p U +u )dZdt (427)

T/ w

Net als bij de potenti€le energie moeten we ook voor de kinetische energie alleen
het aandeel van de golfbeweging in rekening brengen en dus de kinetische energie
in rust in mindering brengen. Die laatste is echter gelijk aan nul en daarmee
is (4.27) de kinetische energie die hoort bij de golfbeweging.

Uitwerken hiervan geeft (ook)

1 1
Eyin = —pga* = —pgH* 4.2
kin = 790" = 7509 (4.28)

waarmee de totale golfenergie uitkomt op

1
3 pgH? (4.29)

1
Egolf = Epot + Byin = ipgaz =
De dimensie van deze Ey¢ is die van pgH?. In SI eenheden is dat [kg/m?]x [N/kg] x [m?],
wat overeenkomt met [Nm/m?)=[J/m?] (waarin J staat voor Joule). Het gaat zo-
doende om de energie per eenheid van horizontaal oppervlak.

Transport van energie

Als golven zich voortplanten, wordt de golfenergie E,o¢ getransporteerd in de
richting waarin de golven zich bewegen. De snelheid waarmee dat gebeurt, is
afhankelijk van de fasesnelheid van de golven, maar is daar niet altijd aan gelijk.
Een natuurlijk golfveld bestaat uit golven met verschillende golflengte en —periode
en die dragen allemaal bij aan het totale transport van energie. De interactie van
die golven is bepalend voor de snelheid van het transport van golfenergie. We
lichten dat toe aan de hand van een geschematiseerd golfveld waarin twee golven
voorkomen met dezelfde amplitude en net verschillende periode. Beide golven
planten zich in dezelfde richting voort (de z-richting).

Voor dit geschematiseerde golfveld kunnen we de uitwijking n van het wateropper-
vlak schrijven als

n(x,t) = asin(wit — k12) + asin(wst — ko) (4.30)
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AW AN PR AW AW PR AW AW Figuur 4.6: Voorbeeld

/\/J \V ¥ N \/J \/J ¥ N/ \/J \/ V¥ van golfgroepen die ont-
staan bij de interferen-
tie van twee harmonische
golven met enigszins ver-

(b) schillende golflengte of —

onderste figuur (b) toont
dezelfde groepen inclu-
sief de omhullende (rode
streeplijn).

golfgroep

Vanwege het verschil in periode en lengte, zullen er plaatsen in het golfveld zijn
waar de beide golven elkaar versterken of dempen. Dat is afthankelijk van het
faseverschil (w1t — kjx) — (wat — kax). Versterking doet zich voor op plaatsen waar
het faseverschil klein is. Waar de golven in tegenfase zijn (daar is het faseverschil
maximaal), is de demping het sterkst.

Dit patroon van versterken en dempen vertoont regelmaat. Het herhaalt zich in
plaats en tijd. Voor het geschematiseerde golfveld is dit geschetst in figuur 4.6(a).

Dat patroon dat zich herhaalt, wordt een golfgroep genoemd en is te zien als
een amplitude—modulatie. In het voorbeeld van de twee interacterende golven
(uitdrukking (4.30)) kan de uitwijking van het wateroppervlak ook geschreven
worden als

ki+k
0w, t) = n(@,t) = @ Moa sin (“’1 tory kit ) (4.31)
Hierin is 7y0q de amplitude-modulatie, gegeven door
— k1 —k
Nmod (T, 1) = 2 cos (w1 5 Y2 5 2:1:) (4.32)

Dit is een lopende golf met frequentie wpeq = (w1 — we)/2 en golfgetal kyoq =
(k1 —k2)/2. De combinatie van nmeq en —Mmoed (de verticaal gespiegelde van nmed)
omhult de golfgroepen, zoals geillustreerd in figuur 4.6(b) met de rode streeplij-
nen.

Golfgroepen bewegen in dezelfde richting als de golven, maar met een eigen snel-
heid die afwijkt van die van de individuele golven in de groep. Als we een golfgroep
in de tijd volgen, dan zien we dat de golven daarbinnen zich ieder met een eigen
fasesnelheid voortplanten. Het is dus niet zo dat het wateroppervlak binnen een
golfgroep vormvast is. Echter, de totale golfenergie binnen een groep is constant
(wrijvingsverliezen buiten beschouwing gelaten). Dat wil zeggen dat de golfener-
gie Fgo1r wordt getransporteerd met de snelheid van de golfgroepen. Die wordt de
groepsnelheid genoemd, genoteerd als cg.

Voortbouwend op het voorbeeld van twee interacterende golven, is die snelheid ¢,
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gelijk aan de voortplantingssnelheid van de modulatie 7y0q:

Wmod o w1 — W2
kmod k'l - k'2

(4.33)

Cg:

Met andere woorden, de groepsnelheid is gelijk aan het quotiént van het verschil
van de hoekfrequenties en het verschil van de golfgetallen. Als die verschillen klein
zijn, nadert het quotiént daarvan tot de afgeleide

_dw

= (4.34)

Cqg

In de context van de lineaire golftheorie geldt dit verband in algemene zin. Bij een
golfveld dat is opgebouwd uit veel meer dan twee harmonische golven, wordt de
groepsnelheid berekend door bovenstaande uitdrukking te evalueren voor karak-
teristieke waarden van de hoekfrequentie en het golfgetal. In paragraaf 4.6 komen
die karakteristieke waarden aan bod.

Met de dispersie relatie (4.6) kunnen we (4.34) schrijven als
d
= v gk tanh(kh) (4.35)

Uitwerking van de afgeleide in het rechter lid van deze uitdrukking wordt aan
de lezer overgelaten (dat is bewerkelijk, maar niet ingewikkeld). Het resultaat

fuidt 1 2kh 1 2%kh
w
S ( QI L . R L 4.
o 2( +sinh(2kh)) k 2( +sinh(2kh)>c (4.36)

In de literatuur wordt dit doorgaans afgekort tot ¢, = nc, met

1 2%kh
"7 (1 + sinh(Qkh)) (437)

Met dit resultaat vinden we voor het transport Fgor van golfenergie, ook wel de
energieflux genoemd (vandaar het symbool F),

Fgolf = CgEgolf = nCEgolf (438)

Deze flux heeft de dimensie van vermogen per eenheid van lengte. In de voorgaande
paragraaf hebben we gevonden dat, in SI eenheden, de golfenergie de dimensie
heeft van [J/m?]. Vermenigvuldigd met de dimensie van snelheid [m/s] is dat
[J/s/m]=[W/m] (waarin de W staat voor Watt). Dat betekent dat Fyoir staat
voor een vermogen (energie per eenheid van tijd) dat per eenheid van lengte wordt
doorgegeven.

Die eenheid van lengte wordt gemeten in het horizontale vlak en dwars op de
richting van voortplanting. In de beschouwingen over de orbitaalbeweging, de
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golfenergie en de flux, hebben we steeds gekeken naar een verticale doorsnede van
de watermassa waarin golven zich voortplanten (zie de figuren 4.4, 4.5 en 4.6,
bijvoorbeeld). De richting waarin de golven zich voortplanten, ligt daarbij steeds
in die doorsnede. Impliciet hebben we gesteld dat parallelle doorsneden hetzelfde
beeld opleveren, ofte wel dat het golfbeeld loodrecht op het vlak van tekening in
die figuren niet verandert. Dat geldt dan ook voor het transport van energie (dat
ligt steeds in het vlak van tekening). De eenheid van lengte waar Fyoir betrekking
op heeft, staat dus loodrecht op de richting van golfvoortplanting.

Dat er loodrecht op het vlak van tekening in de figuren 4.4, 4.5 en 4.6 niets
verandert, is consistent met het uitgangspunt van de lineaire golftheorie dat de
bodem vlak en horizontaal is. In natuurlijke omstandigheden komt dat niet vaak
VOoor.

Echter, in veel praktisch relevante omstandigheden is de lengteschaal van ruim-
telijke variaties in bodemniveau klein ten opzichte van de golflengte. De lineaire
golftheorie is ook in zulke omstandigheden toepasbaar. In de volgende paragraaf
gebruiken we dit om na te gaan hoe voortplanting van golven wordt beinvloed
door veranderingen in waterdiepte, zoals bij golven die invallen op een kust. In
de volgende paragraaf gaan we in op de implicaties hiervan voor de voortplanting
van golven.

4.5.2 Shoaling en refractie

Als de golflengte groter is dan circa twee maal de waterdiepte (dus ingeval van
overgangsgebied of ondiep water, zie paragraaf 4.3), is de fasesnelheid afhankelijk
van de waterdiepte en dat geldt dan ook voor de groepsnelheid. Deze afhankelijk
maakt dat als golven zich voortplanten in een gebied waarin de bodem niet vlak en
horizontaal is, die snelheden zullen veranderen. De invloed daarvan op de voort-
planting van golven brengen we in beeld vanuit de veronderstelling dat verlies van
energie door wrijving van ondergeschikt belang is. Zodoende kunnen we uitgaan
van een constante energieflux Fyo1r. Bovendien nemen we aan dat de lengteschaal
van ruimtelijke variaties in bodemniveau zo groot zijn ten opzichte van de golf-

lengte dat we de lineaire golftheorie in alle redelijkheid kunnen toepassen?®.

Met (4.29), (4.36) en (4.38) leidt de aanname van een constante energieflux tot

2kh wl
_— —pgH? = tant 4.
sinh(Qkh)) pg constant  (4.39)

1
Fyorr = ¢y Egolt = ncEgols = - <1 + -

2

28In veel waterbouwkundig relevante omstandigheden wordt die redelijkheid beantwoord. Als
voorbeeld noemen we de zuidelijke Noordzee. Net zoals elders in de wereld, planten de golven
die in deze zee door wind worden gegenereerd, zich primair voort in de richting waarin de wind
waait. Voor veel voorkomende windrichtingen stevenen de golven af op een kust. Dat kan de
Engelse of Schotse zijn, maar bijvoorbeeld ook de Belgische, Nederlandse of Deense kust. In al die
gevallen ondervinden de golven bij hun nadering van een kust een steeds geringere waterdiepte.
Echter, vlak bij de kust waar de bodemhelling toeneemt en de waterdiepte afneemt, levert de
lineaire golftheorie een steeds minder goede benadering van de werkelijke golfbeweging. Voor
een gedetailleerde beschrijving van die beweging kan dan beter gebruik worden gemaakt van
bijvoorbeeld de Cnoidale golftheorie, gebaseerd op de Korteweg—de Vries vergelijking. Voor meer
informatie hieromtrent wordt verwezen naar de literatuur.
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Zonder daar bewijs voor aan te voeren, stellen we dat ruimtelijke variabiliteit in
bodemniveau geen invloed heeft op de golfperiode, mits golven niet breken. Dat wil
zeggen dat de golfperiode T' (of de hoekfrequentie w) gelijk blijft als de waterdiepte
verandert in de richting waarin golven zich voortplanten.

Dit betekent dat voor een voorgeschreven golfperiode, met uitdrukking (4.39) een
verband is gelegd tussen de waterdiepte h, de golflengte L = 27 /k en de golfhoogte
H.

We passen dit verband toe om te kijken hoe de golfhoogte en ook de golflengte
veranderen als golven zich voortplanten in een richting waarin de waterdiepte
varieert. Daarbij gaan we uit van golven die invallen op een vlakke, hellende
bodem (dus met rechte, evenwijdige dieptelijnen). In eerste instantie kijken we
naar golven die loodrecht op die dieptelijnen invallen. In zo’n situatie heeft variatie
van de diepte alleen invloed op de golfhoogte en —lengte. Dat effect wordt shoaling
genoemd. Daarna breiden we uit naar golven die niet loodrecht op de dieptelijnen
invallen. Dan is er ook een effect op de richting waarin golven zich voortplanten
en dat heet refractie.

Shoaling

We kunnen (4.39) verder uitwerken door gebruik te maken van de dispersie re-
latie (4.6). Voor een voorgeschreven golfperiode is deze relatie te zien als een
verband tussen de waterdiepte h en de golflengte (die in (4.6) zit in het golfgetal
k=2n/L).

Bij elkaar genomen hebben we te maken met twee vergelijkingen

c1 H? = constant ; ¢ —1 1+ﬂ d
oglIe = © 972\ T Sinn(2kn) ) E (4.40)

w? = gk tanh(kh)

met, althans voor een voorgeschreven golfperiode (T' = 27 /w), drie variabelen, te
weten de golfhoogte H, het golfgetal k = 2w/L en de waterdiepte h.

Dit laat zien dat als de waterdiepte in de richting waarin golven zich voortplanten
varieert, de golfhoogte en —lengte zich conform aanpassen (althans bij gelijkblij-
vende periode). Immers, als de waterdiepte op een bekende manier varieert in de
voortplantingsrichting van de golven, is (4.40) een set van drie vergelijkingen met
drie onbekenden ¢y, k =2n/L en H.

Dit kennelijke effect van een variérende waterdiepte op golfparameters wordt sho-
aling genoemd (Engels voor verondieping).

Als de variatie in waterdiepte bekend is, valt het effect op golthoogte en —richting
met bovenstaande set (4.40) te berekenen??. Voor wat betreft het effect op de

29Bedenk dat uit die set het golfgetal k£ (en daarmee de golflengte L = 27 /k) in principe
geélimineerd kan worden. In dit verband is de toevoeging “in principe” best van belang. De set
van vergelijkingen in (4.40) is tamelijk niet-lineair in k. Die grootheid kan niet langs analytische
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Figuur 4.7: Relatie tussen de shoaling
coéfficient Ks en de relatieve water-
diepte h/L.

0,9

005 010 015 020 025 030 035 040 045 0,50
h/L

golthoogte, is het gebruikelijk om de constante in (4.40) te relateren aan diep
water waar de golthoogte Hy is en de groepsnelheid ¢4 ¢ (waarbij het subscript 0
verwijst naar diep water). Met (4.39) en de veronderstelling dat pg niet afhankelijk
is van de waterdiepte, levert dat

H - Cg’()

cgH? = cyoH = o=\ e (4.41)
g

De verhouding H/Hy wordt de shoaling coéfficiént genoemd, vaak genoteerd als
K:

K, = CCLO (4.42)
g

Het verloop van K, met de verhouding h/L tussen waterdiepte en golflengte is
geschetst in figuur 4.7. Als golven vanuit diep water (helemaal rechts in de figuur)
in steeds ondieper water terechtkomen (van rechts naar links in de figuur), neemt
de golfhoogte eerst af en daarna toe. Dit proces gaat door totdat de golven breken.
In paragraaf 4.7 over breking komen we daarop terug.

Refractie

Als golven zich over een variabele bodem voortplanten, verandert niet alleen de
golfhoogte maar ook de golflengte en de fasesnelheid. Deze laatste is gelijk aan ¢ =
L/T en met de aanname dat de periode T gelijk blijft, verandert de fasesnelheid in
gelijke mate als de golflengte. Die verandering van de fasesnelheid is van invloed op
de golfrichting. We laten dat zien aan de hand van een vrij theoretisch voorbeeld
waarin golven scheef invallen op een sprong in de bodem.

weg worden geélimineerd. Bij de berekening van het effect van variérende diepte op de golfhoogte
zal dus ook altijd het effect op de golflengte moeten worden bepaald.
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Daarvoor is het nodig dat we onze voorstelling van golven, die in het voorgaande
beperkt was tot een verticale doorsnede (2-dimensionaal) van de watermassa
waarin golven zich voordoen, uitbreiden naar drie dimensies. Voor een vlakke,
horizontale bodem, kunnen we zo’n ruimtelijk beeld in gedachten creéren door de
verticale doorsnede die in figuur 4.1 is geschetst, loodrecht op het vlak van tekening
identiek te herhalen. De golftop, die in een enkele verticale doorsnede een punt is,
wordt in de expansie naar drie dimensies een lijn, de zogeheten golfkam.

In een bovenaanzicht van een golfveld dat zich voortplant over een vlakke, horizon-
tale bodem, leveren die golfkammen een patroon van rechte, evenwijdige lijnen op,
waarbij de onderlinge afstand gelijk is aan de golflengte. Dat patroon verplaatst
zich met de fasesnelheid in de golfrichting. Omdat die fasesnelheid afhankelijk
is van de waterdiepte (althans in ondiep water en overgangsgebied), wordt dat
patroon van rechte, evenwijdige lijnen verstoord ingeval van een variabele bodem.
Het theoretische voorbeeld van golven die scheef invallen op een sprong in de bo-
dem gebruiken we om het effect van die verstoring op de voortplantingsrichting en
de golfhoogte in beeld te brengen.

In figuur 4.8 is het patroon van golfkammen geschetst dat past bij golven die scheef
invallen op een sprong in de bodem. Het is een momentopname. De bovenste
afbeelding in deze figuur is een bovenaanzicht van dat patroon. De locatie van
de sprong is aangegeven met de (gestippelde) dieptelijn. Links van de sprong is
de waterdiepte groter dan rechts daarvan. In het relatief diepe deel (links) is de
golflengte (L = ¢T') groter dan in het relatief ondiepe deel (rechts). In de figuur
is dat terug te vinden in de onderlinge afstand van de golfkammen. Die is links
groter dan rechts.

De golven planten zich loodrecht op de golfkammen voort. Bij de passage van de
sprong in de bodem blijft een golfkam een golfkam. Die wordt niet onderbroken.
Maar de onderlinge afstand van de golfkammen (de golflengte) wordt wel anders.
Dat is alleen mogelijk als ook de golfrichting verandert. Dit verschijnsel wordt
refractie genoemd. De mate waarin de golfrichting verandert is direct gerelateerd
aan de verandering van de waterdiepte. We laten dat zien aan de hand van figuur
4.8.

We meten de golfrichting ten opzichte van de normaal®® op de dieptelijn en noteren
die met 6. Als index 1 naar het relatief diepe deel verwijst en index 2 naar het
relatief ondiepe deel, dan is 6; de golfrichting links van de sprong en 6, de richting
rechts daarvan. De hoek #; is dan ook de hoek tussen de golfkammen in het
relatief diepe deel en de dieptelijn. Overeenkomstig is 2 ook de hoek tussen de
golfkammen in het relatief ondiepe deel en de dieptelijn.

We maken hiervan gebruik om de afstand tussen de punten A en B in figuur 4.8
(dat is de afstand tussen opeenvolgende golfkammen, gemeten langs de dieptelijn)
uit te drukken in golflengte en —richting aan weerszijden van de sprong.

Aan de diepe zijde van de sprong is de golflengte Ly = ¢;T. Dat is de loodrechte

30De ’normaal’ staat ergens loodrecht op.
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dieptelijn Figuur 4.8:  Schematische
weergave van het patroon van
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afstand tussen twee opeenvolgende golfkammen. Met dap de afstand tussen de
punten A en B geldt dat Ly = ¢;T = dapsinf,. Op dezelfde manier, maar dan
gezien vanaf de ondiepe zijde van de sprong, is Ly = coT = d op sin 65. Eliminatie
van dap en T geeft

sin 0 sin 6y
= 4.43
- o (4.43)

of, in meer algemene vorm,
sin 0

= constant (4.44)
c

Dit staat bekend als de wet van Snellius, genoemd naar de wis— en sterrenkun-
dige Willebrord Snel van Royen (1580-1626) die deze wet heeft afgeleid bij zijn
onderzoek naar de breking van licht.

Refractie gaat ook gepaard met een verandering van de golthoogte. Voor een deel
heeft dat te maken met shoaling, maar ook de verandering van richting speelt een
rol. Om dat in te zien, kijken we nogmaals naar de energieflux Fgq ;. Dat is de
energie die per eenheid van tijd en per eenheid van lengte wordt doorgegeven in
de richting waarin golven zich voortplanten. Die eenheid van lengte wordt dwars
op die richting gemeten, dus langs de golfkam (zie paragraaf 4.5.1).

Als we, net als bij shoaling, aannemen dat energieverliezen verwaarloosbaar zijn,
betekent dit dat het totale vermogen dat wordt doorgegeven tussen twee golfstralen
(dat zijn lijnen in het horizontale vlak waarlangs golven zich voortplanten) niet
verandert in de golfrichting. Dat geldt ook als golven refracteren. Echter, als
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dieptefijn Figuur 4.9: Schematische
weergave van het patroon van
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de golven van richting veranderen, wijzigt de afstand tussen golfstralen. Dat is
van invloed op de hoeveelheid energie die per eenheid van lengte van de golfkam
wordt doorgegeven. Met andere woorden, de energieflux verandert en daarmee de
golfhoogte.

Om te illustreren wat er met de afstand tussen golfstralen (en daarmee de energie-
flux) gebeurt bij een verandering van de waterdiepte, kijken we nogmaals naar het
theoretische voorbeeld van een sprong in de bodem. In figuur 4.9 is dat voorbeeld
herhaald en zijn in het bovenaanzicht twee golfstralen getekend. In de figuur is
gekozen voor golfstralen die aansluiten bij de gegeven illustratie van de wet van
Snellius, maar het principe geldt voor een willekeurige set van golfstralen.

Ter hoogte van de sprong in de bodem vertonen die golfstralen een knik omdat
daar de golven van richting veranderen. In het relatief diepe deel is W7 de afstand
tussen de twee golfstalen en in het relatief ondiepe deel is dat Ws. Omdat de
totale energie die tussen de beide golfstralen wordt doorgegeven constant is, moet
gelden dat Wi Fgoir,1 = WaFgorr,2. Tegelijkertijd geldt voor de afstand dap tussen
de punten A en B dat dap = W1/ costy = Wa/cosfy. Eliminatie van dap, Wi
en Wy uit deze drie gelijkheden levert

cos 01
Footo = ——F,0 4.45
golf,2 COS(92 golf,1 ( )

Met Fgoif = cgEgorr = cgng2 /8 kunnen we dit schrijven als (na delen door
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r9/8) ;
COS U1
HI =

€922 cos 0o

H 0

22 [Ced [COSTL (4.47)

H, g2 V cos by
De eerste term in het rechter lid van bovenstaande uitdrukking geeft het effect van
een veranderende waterdiepte op de golfhoogte. Daarbij gaat het uitsluitend om
shoaling. Dat de verandering van golfrichting ook invloed op de golfhoogte heeft,

is daar niet in begrepen. Dat effect wordt met de tweede term tot uitdrukking
gebracht.

cor Hi (4.46)

wat te herleiden is tot

Als we dit resultaat toepassen op een vergelijking van diep water (index 0) en een
willekeurige andere waterdiepte, dan is

H cg0 [costy
- = 0 = KSK,,. 4.48
H, \/ < cos 0 ( )

waarin K de shoaling coéfficiént is (zie (4.42)) en K, de refractie coéfficiént:

cos by

K, = (4.49)

cos

De combinatie van shoaling en refractie laat zich bijvoorbeeld zien bij golven die
invallen op een lange, rechte kust met een vlakke, hellende bodem (rechte, evenwij-
dige dieptelijnen). Dwars op die kust verandert de waterdiepte geleidelijk. Er zijn
geen abrupte variaties in het bodemniveau zoals is het theoretische voorbeeld dat
we in deze paragraaf hebben gebruikt om refractie te illustreren. Dat geeft een pa-
troon van golven waarvan de richting, hoogte en lengte geleidelijk mee veranderen
met de waterdiepte (figuur 4.10).

Naarmate de golven dichter bij de waterlijn komen, neemt hun hoogte zover toe
en hun lengte zover af dat breking optreedt. In paragraaf 4.7 komen we daarop
terug.

Tot slot van deze paragraaf merken we op dat de gegeven beschrijving van refractie
gebaseerd is op een vlakke, hellende bodem met rechte, evenwijdige dieptelijnen.
Dat geeft een goed beeld van het fysisch mechanisme, maar in de natuur zijn
dieptelijnen lang niet altijd recht en evenwijdig. Ook voor andere bodemvormen
zijn de genoemde principes toepasbaar, maar is de uitwerking meer complex. Ter
illustratie noemen we twee voorbeelden. Een daarvan betreft een zogeheten bolle
kust. Dat is een kust waarbij de dieptelijnen gekromd zijn, maar nog wel min of
meer evenwijdig. Denk daarbij aan de kop van een eiland of een uitstulping zoals
de Zandmotor of de Maasvlakte.

Bij zo'n bolle kust leidt refractie ertoe dat golfstralen convergeren. Dit is geschetst
in figuur 4.11. Door de bolle, concentrische dieptelijnen werkt het betreffende stuk
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Figuur 4.10: Schematische weergave van golven die zich in een kustgebied met een vlakke, hellende
bodem voortplanten richting strand (van links naar rechts in de afbeelding). Door shoaling en refractie
veranderen de golfhoogte, —lengte en —richting naarmate golven in steeds minder diep water komen.
Deze afbeelding is het resultaat van een simulatie gebaseerd op (4.48), toegepast op golven die scheef
invallen op een vlakke, hellende bodem. De waterdiepte (ten opzichte van stilwaterniveau) verloopt
van 40 tot 5 meter. Aan de rand van het weergegeven gebied waar de waterdiepte 40m bedraagt
(links in de figuur) vallen golven in onder een hoek van 30° met de normaal op de dieptelijnen. De
golfperiode is 10 seconden. Het afgebeelde gebied heeft een lengte (gemeten langs de dieptelijnen)
van 1000m en een breedte van 1200m.

land Figuur 4.11: Schematische weergave van de con-
: vergentie van golfstralen als golven invallen op een
kust met gekromde dieptelijnen (waarvan de bolle
kant zeewaarts is gericht).

zee

—_ golf-
stralen

kust als een lens op de invallende golven. Dat resulteert in convergentie van de
golfstralen en daardoor neemt de golthoogte van de invallende golven bij nadering
van de waterlijn meer toe dan op grond van alleen shoaling verwacht mag worden.
Het gevolg daarvan is dat op grotere afstand van de waterlijn al breken optreedt
dan bij een strikt rechte kust (zie ook paragraaf 4.7 over golfbreking).

Bij een holle kust, daarentegen, treedt juist divergentie van golfstralen op. In dat
geval leidt refractie tot een afname van de hoogte van golven die de waterlijn na-
deren. Shoaling leidt ook dan tot een toename, maar anders dan bij een bolle kust
sorteert refractie bij een holle kust een tegengesteld effect op de golthoogte.

4.5.3 Diffractie

Golven die invallen op een golfbreker (zie paragraaf 7.3), een landtong of een
overeenkomstig obstakel, zullen zich daar in enige mate omheen voortplanten. Dit
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golfrichting golfrichting

(a) schaduwgebied (b) schaduwgebied

Figuur 4.12: Patroon van golfkammen bij diffractie rond de tip van een golfbreker voor loodrecht
(a) en scheef (b) invallende golven. Het geschetste patroon betreft regelmatige golven die zich
voortplanten over een vlakke, horizontale bodem.

kan worden verklaard vanuit het principe van Huygens?! dat zegt dat een punt dat
in trilling wordt gebracht, zelf trillingen gaat uitzenden in alle richtingen. Golven
die de tip van de golfbreker of de landtong passeren, zullen voorbij die tip punten
in trilling brengen. Die punten zenden vervolgens zelf in alle richting trillingen
uit waarvan een deel de lijzijde van de golfbreker kan bereiken. Invallende golven
kunnen zich zodoende tot achter de golfbreker voortplanten. Dit verschijnsel wordt
diffractie genoemd. Het principe daarvan brengen we in beeld voor regelmatige
golven die zich voortplanten over een vlakke, horizontale bodem met ergens een
obstakel in de vorm van een golfbreker.

In figuur 4.12 is het patroon van golfkammen geschetst voor diffractie rond een
golfbreker bij loodrecht (figuur 4.12(a)) en scheef (figuur 4.12(b)) invallende gol-
ven. Alles wat zich, gezien in de golfrichting, achter de golfbreker bevindt, is het
schaduwgebied genoemd. De golven die zich daar voordoen, zijn primair het re-
sultaat van trillingen die door punten buiten dat gebied worden uitgezonden (en
secundair door trillingen die vervolgens door punten in het gebied zelf worden uit-
gezonden). De golfkammen zijn daar cirkelvormig met de tip van de golfbreker als
middelpunt.

Omdat de golfbreker het transport van energie in de golfrichting blokkeert, is de
golfenergie in het schaduwgebied kleiner dan die zou zijn zonder de golfbreker.
Als gevolg daarvan is de golfhoogte in het schaduwgebied lager dan die van de
invallende golf.

De invloed van de golfbreker is niet beperkt tot het schaduwgebied. Zonder de
golfbreker zou de invallende golf zich ongehinderd kunnen voortplanten en zou
het patroon van rechte, evenwijdige golfkammen (zoals geschetst in figuur 4.12)
zich hebben voortgezet. En ook dat patroon wordt verklaard door het principe
van Huygens. Alle punten op een lijn evenwijdig aan de golfkammen worden
gelijktijdig in trilling gebracht en zenden daardoor in fase trillingen uit in alle
richtingen. Interferentie van al die uitgezonden trillingen resulteert in evenwijdige
voortplanting van golven (althans bij een vlakke, horizontale bodem).

31Dit principe is genoemd naar de 17° eeuwse wis— natuur— en sterrenkundige Christiaan
Huygens (1629-1695) die daarover in 1690 publiceerde.
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golfkammen Figuur 4.13: Definitie van de assenstelsels zy

v en &n die worden gebruikt voor de beschrijving

golfrichting

gf van diffractie rond het uiteinden van een lijn-
v/ vormig, half-oneindig obstakel (bijvoorbeeld
/ de tip van een golfbreker). De oorsprong van
= beide stelsels valt samen met die tip. De ori-

golfbreker ¥imm: -~ éntatie van het xy—stelsel is zo gekozen dat

% het lijnvormig obstakel langs de positieve z—as
ligt. Het &n—stelsel is gekoppeld aan de rich-
ting van golfvoortplanting, met de positieve

schaduwgebied n-as in die richting.

=3

Dat wordt verstoord door de golfbreker. Ter plaatse van de golfbreker worden
geen trillingen uitgezonden. Dat is van invloed op het golfpatroon in het gebied
dat, gezien in golfrichting, voorbij de golfbreker ligt en is niet beperkt tot het
schaduwgebied.

Voor de berekening van diffractie van golven rond een obstakel, kan gebruik wor-
den gemaakt van de lineaire golftheorie. In veel praktisch interessante gevallen
is er geen analytische oplossing voor de onderliggende vergelijkingen en bijbeho-
rende randvoorwaarden. Numerieke methoden bieden dan uitkomst. Voor enkele
specifieke, gesimplificeerde omstandigheden zijn wel analytische oplossingen be-
schikbaar. Een daarvan is de zogeheten Sommerfeld—oplossing voor regelmatige
golven die zich voortplanten over een vlakke, horizontale bodem en invallen op een
rechte, lijnvormige, half-oneindige golfbreker3?.

Deze oplossing geeft de verhouding H/H,,, waarin H de lokale golfhoogte is in
een gebied rond de tip van een golfbreker en H, de golthoogte in de ongestoorde
situatie (u van undisturbed). Deze verhouding wordt vaak de diffractie—coéfficiént
Kp = H/H, genoemd. Bij deze coéfficiént is de ongestoorde golfhoogte H, de
referentie, terwijl dat bij de coéfficiénten K en K, voor shoaling en refractie in
de literatuur doorgaans de golfhoogte op diep water is (Hp).

Die verhouding H/H,, is plaatsafhankelijk. We beschrijven die ten opzichte van
een zy-assenstelsel waarvan de oorsprong samenvalt met de tip van de golfbreker.
De positieve z—as ligt langs de as van de golfbreker (zie figuur 4.13).

De Sommerfeld oplossing voor het geval dat de energie van de golven die op de
golfbreker invallen volledig wordt gedissipeerd (dus als golven niet op de golfbreker
reflecteren), luidt

H . €™t (1
o, T(z,y)| ;5 Ilzy)=e 2 \2 + Cr(w) —i 5 Sp(w) (4.50)
waarin i = —1 (i is de imaginaire eenheid), k het golfgetal en Cr(w) en Sg(w)

32Dat is een theoretisch object. Waar het om gaat is dat bij de afleiding van de analytische
oplossing is aangenomen dat de golfbreker alleen een lengte heeft en geen breedte. Bovendien is
die oplossing bedoeld om het diffractiepatroon rond de één uiteinde van de golfbreker in beeld
te brengen en is aangenomen dat het andere uiteinde zo ver weg ligt dat de invloed daarvan
verwaarloosd kan worden.
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zijn Fresnel-integralen®?, gegeven door

Cr(w) = /Ow cos(ms?/2)ds ;  Sp(w) = /Ow sin(ms?/2)ds (4.51)

en
—24/k51 5 &y <0 (schaduwgebied)
2 /k5E s Ly L0

waarbij £ en 77 verwijzen naar een tweede assenstelsel £ dat is gerelateerd aan de
voortplanting van de invallende golven. Net als het xy-stelsel valt de oorsprong
van het £n-stelsel samen met de tip van de golfbreker. De positieve n-as wijst in

de richting waarin de invallende golven zich voortplanten en de &-as staat daar
loodrecht op (zie figuur 4.12).

w=w(x,y) = (4.52)

Voorts is 7 = /22 + y2 = /€2 + 12 de afstand tussen de tip van de golfbreker en
het punt (x,y) (of (§,n)) waarvoor de verhouding H/H, wordt berekend. Als dat
punt in het schaduwgebied ligt (£, y < 0) is w negatief en anders positief.

Voor de afleiding van deze analytische oplossing wordt verwezen naar de litera-
tuur.

Toepassing op de situatie die is geschetst in figuur 4.12(b) (regelmatige golven
die scheef invallen op een golfbreker) levert het beeld van de ruimtelijke variatie
van de verhouding H/H, dat met een kleurschakering is verbeeld in figuur 4.14.
Deze toepassing laat zien dat de invloed van de golfbreker op de golfhoogte niet
beperkt is tot het schaduwgebied. Buiten het schaduwgebied neemt die invloed af
met toenemende afstand tot de tip van de golfbreker. Op de rand van het scha-
duwgebied, langs de positieve n-as, is H/H, = 1/2. In het voorgaande hebben we

33Het wetenschappelijk onderzoek van de Franse natuurkundige Augustin Fresnel (1788-1827)
heeft raakvlakken met dat van Huygens, ook al zit er ruim een eeuw tussen. Het principe van
Huygens wordt ook wel het principe van Huygens-Fresnel genoemd. De door Fresnel genoemde
integralen C'r(w) en Sp(w) hebben te maken met zijn onderzoek op het gebied van optica, maar
zijn breder toepasbaar. Dat ze opduiken in de beschrijving van diffractie van golven rond een
golfbreker, is tegen die achtergrond misschien niet heel verrassend. Maar er is meer. Als Cg
en Sp in een grafiek tegen elkaar worden uitgezet, levert dat een spiraal die in de wiskunde
bekend staat als een clothoide. In het pre—computer tijdperk werd zo’n grafiek gebruikt om
met de hand H/H, te kunnen berekenen zonder de integralen zelf te hoeven uitwerken. Die
uitwerking lag besloten in de grafiek, in die context bekend als de spiraal van Cornu (naar de
Franse wetenschapper Alfred Cornu (1841-1902) die het gebruik van de spiraal voor het berekenen
van diffractie introduceerde). Een bijzondere eigenschap van de spiraal is dat als deze met een
constante snelheid wordt doorlopen, de kromtestraal lineair varieert met de tijd. In de civiele
techniek wordt daarvan onder meer gebruik gemaakt bij het ontwerp van het alignement van
wegen en spoorwegen voor de overgang van een recht deel naar een bocht en omgekeerd. Als
die overgang de vorm heeft van de spiraal, ervaren voertuigen een geleidelijke toename van de
centripetale versnelling die nodig is om het alignement te volgen. Bij een directe aansluiting van
een cirkelboog op een recht deel, zou dat een abrupte overgang zijn. Tegen dezelfde achtergrond
hebben loopings bij achtbanen ook de vorm van een clothoide. Vanuit wiskundig perspectief is
zo’n abrupte overgang op de plaats waar het rechte deel en de cirkel op elkaar aansluiten wel
continu maar niet differentieerbaar. Als voor de overgang van het rechte deel naar de cirkel een
deel van een clothoide wordt toegepast zodat bij het achtereenvolgens doorlopen van deze drie
delen zich geen discontinuiteiten voordoen in het verloop van de kromtestraal, is het totaal overal
differentieerbaar.
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Figuur 4.14: De kleurschakering in het bovenaanzicht van het uiteinde van een (in theorie half-
oneindige, lijnvormige) golfbreker toont de ruimtelijke variatie van de verhouding H/H, = Kp
volgens de oplossing van Sommerfeld. Aan de bovenkant van het bovenaanzicht vallen regelmatige
golven in, net zoals bij de figuren 4.12(b) en 4.13. Bij de berekening van K is aangenomen dat de
energie van de golven die op de golfbreker invallen, volledig wordt gedissipeerd. Het verloop van Kp
langs de n—as en de lijn A—A is ter illustratie achtereenvolgens gegeven in de grafieken links en onder
het bovenaanzicht.

aangenomen dat de energie van de golven die op de golfbreker invallen, volledig
wordt gedissipeerd. In veel praktisch relevante situaties treedt wel enige reflec-
tie van golven op en is die aanname een benadering van de werkelijkheid. Voor
een evaluatie van het golfbeeld in het schaduwgebied is die benadering meestal
toereikend.

De oorspronkelijke Sommerfeld oplossing houdt wel rekening met de invloed van
golven die door de golfbreker worden gereflecteerd. Die oplossing is de superposi-
tie van twee diffractie patronen. Een daarvan hoort bij de invallende golf (zoals
weergegeven in figuur 4.14 en de andere heeft betrekking op de gereflecteerde golf,
uitgaande van volledige reflectie (dus dat de gereflecteerde golf dezelfde hoogte
heeft als de invallende). Een impressie van het patroon van golfkammen dat bij
de gereflecteerde golven hoort, is gegeven in figuur 4.15.

Ook rond obstakels die niet helemaal boven water uitsteken, zoals zandbanken
en zogeheten onderwater—golfbrekers (waarvan de kruin onder het stilwaterniveau
ligt), treedt diffractie op. Voor de beschrijving daarvan kan ook gebruik wor-
den gemaakt van de lineaire golftheorie, maar de uitkomst is complexer dan de
Sommerfeld oplossing vanwege de combinatie met shoaling, refractie en eventueel
breking van golven die over de zandbank heen gaan en in het schaduwgebied te-
recht komen. Zoiets speelt ook bij poreuze obstakels, zoals stortstenen golfbrekers,
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die in enige mate golven doorlaten naar het schaduwgebied ook al ligt de kruin
boven stilwaterniveau.

Een andere complicerende factor die in de waterbouwkundige praktijk veel voor-
komt, is de interactie van diffractie—patronen rond uiteinden van obstakels die bij
elkaar in de buurt liggen. Dat doet zich bijvoorbeeld voor bij haveningangen die
door twee golfbrekers worden afgeschermd voor invallende golven. Zo’n combinatie
van twee golfbrekers is bedoeld om rond de ingang van een haven een betrekkelijk
luw gebied te creéren waarin schepen veilig kunnen in— en uitvaren. Echter, door
interferentie van diffractie—patronen rond de uiteinden van de beide golfbrekers in
combinatie met reflectie tegen kademuren van golven die de haven binnendringen,
kunnen lokaal in de haven golfcondities ontstaan die voor varende of afgemeerde
schepen ongunstig zijn. In de historie zijn diverse voorbeelden te vinden van jacht-
havens waar pleziervaartuigen schade hebben opgelopen doordat aan— of afmeren
ernstig is bemoeilijkt door lokale golfcondities. Overeenkomstig zijn er voorbeel-
den van zeehavens waar golf-geinduceerde bewegingen voor afgemeerde schepen
belemmerend waren voor laden of lossen. Bij een verantwoord ontwerp van een
haven hoort een studie naar golfindringing.

4.5.4 Overdracht van impuls

Naast energie wordt ook impuls overgedragen in de richting waarin golven zich
voortplanten. In de voorgaande paragrafen over golfenergie 4.5.1 en shoaling en
refractie 4.5.2 hebben we behoud van energie toegepast om een uitspraak te kunnen
doen over de verandering van eigenschappen van golven als deze zich voortplanten
over een ruimtelijk variérende bodem. Zo heeft shoaling een effect op de golfthoogte
en de fasesnelheid als de waterdiepte varieert in de richting waarin golven zich
voortplanten. En bij refractie komt daar een invloed op de voortplantingsrichting
ten opzichte van de dieptelijnen bij.

In deze paragraaf gaan we na hoe behoud van impuls zich daartoe verhoudt. Als
golven zich voortplanten wordt in de golfrichting ook impuls overgedragen. Die
overdracht is afhankelijk van eigenschappen van de golven (7', H en ¢,). Als
die eigenschappen veranderen door shoaling, refractie of breking, verandert ook
de overdracht van impuls die is gekoppeld aan de golfbeweging. Omdat impuls
een behouden grootheid is, betekent die verandering dat golven gaandeweg impuls
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uitwisselen met hun omgeving.

Als golven zich bijvoorbeeld voortplanten in allengs ondieper water, leidt shoaling
tot een toename van de golfhoogte en dat gaat gepaard met een toename van
de overdracht van impuls die is gebonden aan de golfbeweging. Ter compensatie
wordt impuls onttrokken aan het water en dat leidt tot een stroming tegen de
golfrichting in. Bedenk hierbij dat impuls een vectoriéle grootheid is. De toename
van de impuls in golfrichting maakt balans met een toename van de impuls (de
stroming) in tegengestelde richting. Er is zodoende een uitwisseling van impuls
tussen golven en stroming.

Om die uitwisseling in beeld te brengen, gaan we eerst in op de golf-gerelateerde
overdracht van impuls in voortplantingsrichting en hoe die afthankelijk is van eigen-
schappen van de golf. In paragraaf 6.4 gebruiken we die relatie om aan te geven hoe
brekende golven van invloed zijn op de lange—termijn morfologische ontwikkeling
van een zandige kust.

Net zoals bij stroming (zie paragraaf 2.4) bestaat de overdracht van impuls ook bij
golven uit een druk—gerelateerd deel en een advectief deel. Het druk—gerelateerde
deel wordt bepaald door het verschil tussen de totale druk in het water en de
hydrostatische druk. Die laatste zou er immers ook zijn in afwezigheid van golven.
Bij de beschrijving van de orbitaalbeweging in paragraaf 4.4 is dat verschil de
afwijking pgoir van de hydrostatische druk genoemd. Het verloop van die afwijking
volgens de lineaire golftheorie is gegeven in uitdrukking (4.15).

Het advectieve aandeel in de overdracht van impuls in de voortplantingsrichting
van de golven is afhankelijk van de horizontale component van de orbitaalsnelheid
Uy, (zie uitdrukking (4.16) en bedenk dat we daarbij de x—richting hebben gekozen
als de richting waarin de golven zich voortplanten). Het advectieve deel komt
hiermee op pugu,.

Omdat zowel de druk pgoir als de component u, van de orbitaalsnelheid varieéren
met tijd en plaats, doet de golf-gerelateerde overdracht van impuls in de richting
waarin de golven zich voortplanten dat ook.

Geintegreerd over de waterdiepte wordt deze overdracht van impuls gegeven door
n(t)
/ (puzty + pgoif)dz (4.53)
—h

Omdat de positie van het wateroppervlak 7 varieert met de tijd, geldt dat ook voor
de overdracht van impuls. Gemiddeld over de golfperiode is die overdracht

w T/ w

T on

n(t)
S / (puz Uy + pgorf)dzdt (4.54)
—h

—7/w

Dit wordt de golfspanning genoemd (of radiation stress in het Engels). Deze S,
hebben we gevonden door de lokale, momentane overdracht van impuls (puzu, +
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Peolt) te integreren over de waterdiepte en te middelen over een golfperiode (T' =
27 /w). Zodoende is de golfspanning te zien als de golf-gemiddelde overdracht van
impuls in de richting waarin golven zich voortplanten en per eenheid van lengte
gemeten langs de golfkam (dus dwars op de voortplantingsrichting). De dimensie
van Sy, is kracht per lengte (N/m in SI eenheden).

Voor de uitwerking van uitdrukking (4.54) voor de golfspanning wordt verwezen
naar de literatuur. In bijvoorbeeld Holthuijsen (2007) is te vinden dat bij toepas-
sing van de lineaire golftheorie geldt dat

1 1\ 1
SJ)J,‘ = <2n - 2) Egolf = (27’l — 2) gngQ (455)

met H de golthoogte, n volgens (4.37) en Egoir volgens (4.29).

Effect van shoaling op golfspanning

Aan de hand van uitdrukking (4.55) kunnen we zien dat bijvoorbeeld shoaling
ertoe leidt dat de golfgemiddelde overdracht van impuls verandert in de richting
waarin de golven zich voortplanten. In paragraaf 4.5.2 hebben we gezien dat als
golven zich voortplanten naar steeds ondieper water, zowel de golflengte als de
golfhoogte veranderen. In uitdrukking (4.55) voor S, zien we dat terug in een
verandering in de golfenergie Fyq¢ (want die is afthankelijk van de golthoogte H)
en in de factor n omdat die afhangt van de golflengte en de waterdiepte.

De mate waarin E,qi¢ en n variéren met de waterdiepte is niet zodanig dat er geen
netto effect is op S;,. Dat kan als volgt worden ingezien. In het begin van deze
paragraaf hebben we geredeneerd dat de overdracht van energie in de golfrichting
(de energieflux Fyoif, gegeven in uitdrukking (4.39)) bij goede benadering constant
is. Deze flux is direct gerelateerd aan de golfenergie Eyqir volgens Fyoir = ncEgols.
Combinatie van deze relatie met (4.55) geeft

1\ F,

En met een constante Fyoir geldt dat

o —1/2

— (4.57)

Spx X
waarin de factor n en de fasesnelheid ¢ alleen afthangen van de golfperiode T en
de waterdiepte h. Voor een voorgeschreven golfperiode T en een constante ener-
gieflux F,of, is de golfspanning Sy, dus alleen afhankelijk van de waterdiepte h3?.
In figuur 4.16 is die afhankelijkheid geillustreerd voor enkele, praktisch relevante
golfperioden. In die figuur is de factor in het rechter lid van (4.57) uitgezet tegen
de relatieve waterdiepte h/L.

34Bedenk dat deze conclusie uitsluitend betrekking heeft op het effect van shoaling op de
golfspanning. Fenomenen als refractie en diffractie zijn ook van invloed op de overdracht van
impuls in de golfrichting, maar die zijn hier allemaal buiten beschouwing gelaten.
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In het geval van (uitsluitend) shoaling is de energieflux Fgq¢ in de golfrichting
bij goede benadering constant, mits geen breking optreedt. Voor dat geval blijkt
uit figuur 4.16 dat als golven zich voortplanten naar steeds ondieper water (van
links naar rechts in de grafiek), de golfspanning S, toeneemt. Met de golven mee
is zodoende sprake van een toenemende golf-gemiddelde overdracht van impuls.
Om na te gaan hoe zich dat verhoudt tot behoud van impuls, kijken we naar het
controlevolume dat is geschetst in figuur 4.17. Dit volume ligt in een verticaal vlak
dat samenvalt met de golfrichting.

Voor dit controlevolume kijken we naar de horizontale overdracht van horizontale
impuls. Als alleen golven zich door dit volume voortplanten en er voorts geen
sprake is van stroming, bestaat die overdracht uit een combinatie van een golf-
gerelateerd deel en de hydrostatische druk. Het golfgerelateerde deel is, althans
geintegreerd over de waterdiepte en gemiddeld over de golfperiode, gelijk aan de
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golfspanning .

In die golfspanning is de golfgerelateerde afwijking pgoir van de hydrostatische druk
begrepen, maar de hydrostatische druk zelf niet. Voor de totale overdracht van
impuls moet die laatste dus worden opgeteld bij de golfspanning.

In figuur 4.17 is dat in algemene zin weergegeven. Naast golven die zich door
het controlevolume voortplanten over een hellende bodem is een verhang van het
stilwaterniveau ( geschetst. Zo'n verhang gaat gepaard met een netto toename
van de impuls in het controlevolume, gegeven door3®

d¢

P9 Az (4.58)

Als we te maken hebben met een stationaire toestand, dat wil zeggen een toe-
stand waarin het stilwaterniveau en de golfcondities niet variéren met de tijd, is
deze toename constant. Die geldt dus zowel momentaan als gemiddeld over de
golfperiode. Dat maakt het mogelijk om een direct verband te leggen met het
netto effect van de golfspanning op de impuls binnen het controlevolume, gelijk
aan het verschil tussen de overdracht van impuls het volume in (links in figuur
4.17) en de overdracht het volume uit (rechts in die figuur). Dit netto effect is
gelijk aan

(4.59)

dx dz

Vanwege behoud van impuls moet de som van beide gelijk zijn aan nul. Na delen

door Az en vermenigvuldigen met —1 levert dat
dS;x d¢

dx + pgdm N

0 (4.60)

Merk op dat we in deze balans de bodemschuifspanning buiten beschouwing heb-
ben gelaten. Voor een situatie waarin er geen netto stroming is, is dat consistent
met onze eerdere beschouwing over shoaling. Daarbij hebben we de invloed van
een variérende waterdiepte op de golthoogte in kaart gebracht met de veronder-
stelling dat de energieflux Fgor in ieder geval bij goede benadering constant is.
Met substantiéle bodemwrijving zou dat niet het geval zijn.

Voor het geval dat golven zich voortplanten naar steeds ondieper water (shoaling),
hebben we gezien dat de golfspanning allengs toeneemt (zie (4.57) en figuur 4.18).
Combinatie met de impulsbalans (4.60) laat zien dat dit gepaard gaat met een da-
ling van het stilwaterniveau ({) in de golfrichting (x). In de Engelstalige literatuur
wordt dit verschijnsel wave set-down genoemd.

35Voor een uitleg wordt verwezen naar paragraaf 2.4 waar de impulsbalans voor diepte—
gemiddelde stroming is afgeleid. De bijdrage van de hydrostatische druk aan die balans is gelijk
aan —pgd¢/dz (met = in dat geval de stroomrichting). Voor golven die zich voortplanten in z—
richting is die bijdrage identiek. Kijk daarvoor bijvoorbeeld naar de overeenkomst in het verloop
van de hydrostatische druk langs de wanden van het controlevolume in figuren 2.5 en 4.17.
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Effect van breking op golfspanning

Het effect van shoaling op de golfspanning en de daaraan gerelateerde set-down,
doet zich bijvoorbeeld voor als golven loodrecht invallen op een kust met rechte,
evenwijdige dieptelijnen. Hoewel de golfhoogte, gezien vanaf diep water eerst
afneemt om vervolgens weer toe te nemen (zie figuur 4.7), neemt de golfspanning
gestaag toe (zie figuur 4.16).

Die toename houdt aan totdat golven breken. Daarbij wordt golfenergie gedissi-
peerd en neemt de energieflux Fyo¢ af in de richting van golfvoortplanting. En
dat geldt ook voor de golfspanning. Vanwege behoud van impuls gaat dit samen
met een oplopend stilwaterniveau. Dit valt direct af te leiden uit de impulsba-
lans (4.60). Als dS;;/dz < 0, dan moet d¢/dz > 0. In de Engelstalige literatuur
wordt dit wave set-up genoemd.

Net zoals in de vorige paragraaf over de invloed van shoaling op de golfspanning,
gaat deze beschouwing over het effect van breken over golven die zich voortplanten
over een vlakke, hellende bodem. Bij zo'n bodem zijn de dieptelijnen recht en
evenwijdig aan elkaar en we hebben ons beperkt tot golven die loodrecht op die
dieptelijnen invallen.

In kustgebieden zijn dieptelijnen doorgaans niet recht en zijn ze ook niet evenwij-
dig. Net zo min vallen golven daar altijd loodrecht op die dieptelijnen in. Dat
betekent dat naast shoaling ook refractie een rol speelt. Voor een beschrijving van
het gecombineerde effect van shoaling en refractie kan niet worden volstaan met
de 1-dimensionale impulsbalans (4.60), maar is een 2-dimensionale benadering
nodig. In paragraaf 6.4 komen we daar in relatie tot golf-geinduceerd transport
van sediment in kwalitatieve zin op terug.

4.6 Natuurlijk golfveld

Een natuurlijk golfveld, zoals dat bijvoorbeeld op zee voorkomt, bestaat niet uit
een enkele regelmatige golf, maar uit een mengelmoes van golven met uiteenlo-
pende periode en amplitude. In de context van de lineaire golftheorie wordt die
mengelmoes weergegeven door een superpositie van enkelvoudige golven (zie (4.1)):

n(z,t) = Z a; sin(w;t — k;x) (4.61)
i=1

In zo’n golfveld zijn de golfperiode en de golthoogte niet eenduidig bepaald. Het
is echter wel mogelijk om daar karakteristieke waarden voor aan te geven die
met relevante eigenschappen van het golfveld kunnen worden geassocieerd. In
de literatuur zijn diverse karakteristicke waarden te vinden, zoals de significante
periode (Ts) en significante hoogte (H). Deze twee karakteristicken zijn op een
overeenkomstige manier gedefinieerd. De significante golfhoogte wordt gevonden
door van alle golven in een golfveld de hoogte te bepalen, die hoogtes naar grootte
te ordenen en dan het 1/3 deel te nemen met de hoogste waarden. Het gemiddelde
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Figuur 4.18: Voorbeeld van
een registratie van de uitwij-
king n(t) van het wateropper-
vlak waarin definities zijn aan-
gegeven van de golfhoogte H
en drie varianten van de golf-
periode T'.

E)
tid s

van deze selectie is de significante golfhoogte. De significante periode wordt op
dezelfde manier gevonden: ordenen op basis van de periode en dan het gemiddelde
nemen van het hoogste 1/3 deel.

Van oudsher worden die significante waarden ontleend aan registraties van n(z,t)
op een of andere locatie . Een voorbeeld van een stukje van zo’n registratie is
gegeven in figuur 4.18. Om de periode van een enkelvoudige golf te bepalen uit
een registratie van de bijbehorende oppervlakte—uitwijking 7, kunnen we kijken
naar de tijd die verstrijkt tussen passage van opeenvolgende nuldoorgangen (waar
n = 0) of pieken (golftoppen of dalen).

In figuur 4.18 zijn drie manieren aangegeven om uit een registratie van n(t) de
golfperiode te bepalen. Een daarvan gaat uit van de duur tussen registraties van
opeenvolgende golftoppen (75,)3¢. De andere twee zijn gerelateerd aan nuldoor-
gangen en daarbij wordt onderscheid gemaakt tussen zogeheten zero upcrossing en
zero downcrossing, achtereenvolgens aangegeven met 7, en Ty in figuur 4.18.

Naast de significante golfhoogte en —periode wordt in wetenschap en praktijk in
toenemende mate gebruik gemaakt van karakteristieken die zijn gerelateerd aan
het energiedichtheid spectrum van golven. Dat spectrum geeft aan hoe de golf-
energie is verdeeld over de frequenties (of perioden) die in een golfveld voorkomen.
Tot op zekere hoogte is dat spectrum te zien als een histogram waarin per inter-
val van golffrequentie het aandeel van de totale golfenergie is aangegeven. Zon
histogram kan als volgt opgebouwd worden gedacht.

In paragraaf 4.5.1 hebben we voor enkelvoudige golven gevonden dat de golfener-
gie evenredig is met het kwadraat van de golfhoogte. Zoals aangegeven in (4.61)
kunnen we een natuurlijk golfveld zien als een superpositie van enkelvoudige gol-
ven en op dezelfde manier kunnen we de golfenergie van een natuurlijk golfveld
zien als de som van bijdragen van de enkelvoudige golven waaruit dat veld is
samengesteld.

Vanuit dit beeld kunnen we alle golven in een golfveld op basis van hun frequentie
verdelen in categorieén die elk betrekking hebben op een specifiek interval van
frequenties en we zorgen ervoor dat alle intervallen op elkaar aansluiten zodat alle
frequenties vertegenwoordigd zijn. Vervolgens sommeren we per interval de energie

36Het subscript m in T}, verwijst in dit geval naar maxima van 7, maar in de literatuur kan
het ook verwijzen naar 'mean’.
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van alle golven die daarin vallen. Op die manier vinden we de verdeling van de
totale energie van het golfveld over de diverse frequentie-intervallen. Grafisch kan
dat worden weergegeven in de vorm van een histogram.

In de limiet, waarbij de breedte van de intervallen naar nul nadert, leidt deze
aanpak tot een verdeling van de totale energie van een golfveld over de daarin
aanwezige frequenties. Dit wordt het energiedichtheid spectrum genoemd. Het
is een spectrum omdat het gaat over een verdeling over frequenties en het is een
dichtheid omdat het gaat over de energie per frequentie®”.

Het verloop van de energiedichtheid over de frequenties wordt genoteerd als E(w).
De totale energie Fgo1r van het golfveld is gelijk aan de integraal van de dichtheid
over de frequenties: [ F(w)dw.

Karakteristieke waarden van de golfhoogte en —periode kunnen worden ontleend
aan zogeheten momenten van het energiedichtheid spectrum. Veel gebruikte ka-
rakteristieken zijn de golfhoogte H,,o en de golfperioden T,,_1,0. Deze zijn gede-
finieerd als

Hpo = Ayimg 5 Too1 = 2m (4.62)
mo
waarin m,, het n—de orde moment van het spectrum E(w), gedefinieerd als
My = / w"E(w)dw (4.63)
0

Een typische vorm van het energiedichtheid spectrum voor zeegang (dat is een
golfveld dat door lokale wind is opgewekt) is gegeven in figuur 4.19. Door de
schuifspanning die de wind uitoefent op het wateroppervlak, wordt energie van de
wind overgedragen op het water. Voor een deel vertaalt zich dat in een stroming
(zie paragraaf 3.6.2) en voor een ander deel in het genereren golven, met name
in betrekkelijk hoge frequenties. Door interacties tussen golven met verschillende
frequenties, wordt de energietoevoer vanuit de wind doorgegeven naar andere fre-
quenties. Tegelijkertijd wordt in het golfveld energie gedissipeerd waarbij ook
breking een belangrijke rol speelt. Het gaat daarbij om een vorm van breking die
in de Engelse literatuur white-capping wordt genoemd. In het Nederlands wordt
over schuimkoppen gesproken. Dat is iets anders dan de vorm van breking in de
brekerzone langs een kust waarbij golven langs een deel van de golfkam geleide-
lijk inzakken of tamelijk abrupt omslaan of iets daartussenin (zie paragraaf 4.7).

Uiteindelijk ontstaat een evenwicht tussen energietoevoer vanuit de wind en dissi-
patie. Men spreekt dan van volgroeide zeegang. Het bijbehorende energiedichtheid
spectrum is het zogeheten Pierson-Moskowitz spectrum (Pierson and Moskowitz,

37In paragraaf A.2 van appendix A over de analyse van tijdreeksen wordt kort aangegeven
hoe een energiedichtheid spectrum kan worden ontleend aan registraties van de oppervlakte—
uitwijking zoals die in figuur 4.18.
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Figuur 4.19: Impressie van
het energiedichtehid spectrum
E(w) voor zeegang. De fre-
geuntie waarvoor de dichtheid
E(w) een maximum bereikt, is de
piekfrequentie wy.

Wp ®

1966), gegeven door
—4
1 5 5[ w
E — 2,75 — | — 4.64
(w) 5,09 W exp( 1 <wp> ) (4.64)

Qua vorm is dat vergelijkbaar met wat is geschetst in figuur 4.19, maar bij nog
groeiende zeegang is de piek van het spectrum meer geprononceerd dan in de
volgroeide toestand, is die hoger en ligt die bij een wat hogere frequentie. Een
nog steeds toonaangevend onderzoek naar de ontwikkeling van het spectrum bij
groeiende zeegang is het Joint North-Sea Wave Project (Hasselmann et al., 1973).
Dit project heeft onder meer een mathematische beschrijving van het spectrum
E(w) opgeleverd athankelijk van de duur van de wind en de afstand waarover
deze invloed heeft op de groei van de golven. Dat staat bekend als het JONSWAP
spectrum (de afkorting van Joint North-Sea Wave Project).

waarin o = 0.081.

De verdeling van golfenergie over frequenties speelt een belangrijke rol in geavan-
ceerde mathematische modellen waarmee de ontwikkeling van een golfveld onder
invloed van wind wordt beschreven. De overdracht van energie vanuit de wind naar
de golven, maar ook de herverdeling van die energie over frequenties ten gevolge
van interacties tussen golven met verschillende frequenties worden daarin meege-
nomen op basis van inzicht in onderliggende fysische processen. In dit boek gaan
we daar niet op in. We noemen echter wel de voor de praktijk zeker relevante
parametrische beschrijving van Young and Verhagen (1996) van de significante
golfhoogte en de piekperiode®® die verwacht mogen worden afhankelijk van de
windsnelheid W, de afstand F' waarover de wind een schuifspanning op het water-
oppervlak uitoefent (F staat voor het Engelse woord fetch dat ’ophalen’ betekent;
de Nederlandse term voor fetch is strijklengte) en de waterdiepte h.

Om tot hun beschrijving te komen, hebben Young and Verhagen (1996) een uitge-
breide meetcampagne uitgevoerd en mede uit de resultaten daarvan gedestilleerd

38Bij volgroeide zeegang komen H,,o en T'm—1,0 goed overeen met achtereenvolgens de signi-
ficante golfhoogte H; en de significante golfperiode Ts. Een andere karakteristieke golfperiode
is de piekperiode Tp. Deze is gerelateerd aan de piekfrequentie w, waarbij de energiedichtheid
E(w) een maximum bereikt (de piek van het spectrum): T, = 27w /wp. Bij volgroeide zeegang
geldt bij goede benadering dat Ty, —1,0 = Ts = 0,97).

132



Golven

dat
0,572
2 4,41 x 1074 (gF/w2)"\ )
H, = 0,247 L &, tanh (gF/W?) (4.65)
g Oy
met
1,14
gh
Oy — tanh (0, 343 <W2) ) (4.66)
en 0,187
W 2,77 x 10~ (gF/Ww2)" P\
T, = 7,60 {@T tanh ( (9F/W?) (4.67)
g Or
met

B\ 200
®; — tanh (o, 10 (é’ﬂ) ) (4.68)

In vergelijking tot andere parametrische relaties die in de literatuur kunnen worden
gevonden, bieden bovenstaande uitdrukkingen van Young and Verhagen (1996) vol-
gens Holthuijsen (2007) vermoedelijk de beste schattingen van de karakteristieke
golfhoogte en —periode voor een bekende windsnelheid, strijklengte en waterdiepte.
Voor toepassing in schetsontwerpen van waterbouwkundige constructies die aan
golven worden blootgesteld, zijn deze uitdrukkingen zeker geschikt. Echter, een
gedetailleerd (definitief) ontwerp behoeft als regel onderbouwing vanuit onderzoek
op basis van bijvoorbeeld fysische of mathematische modellen.

Voor het ontwerp van zulke constructies en bijvoorbeeld ook bij het plannen van
operaties op zee, is naast informatie over de besproken karakteristieke waarden
van golfhoogte en —periode, ook vaak inzicht gewenst in statistische eigenschap-
pen van het golfveld. Daarvoor gaan we terug naar de oppervlakte uitwijking
n(t). Als we deze uitwijking vergelijken voor twee locaties i en j binnen hetzelfde
golfveld, dan zal blijken dat 7;(t) # n;(t), althans met aan zekerheid grenzende
waarschijnlijkheid niet voor alle t. Echter, als sprake is van horizontale uniformi-
teit in het golfveld, zijn de statistische eigenschappen van 7(¢) voor alle locaties
wel aan elkaar gelijk.

In appendix A over tijdreeksanalyse wordt 7n(t) gezien als een Gaussisch proces,
wat zoveel wil zeggen dat n(tx) voor elk tijdstip ¢ is op te vatten als een trek-
king is uit een normale verdeling. Dat vormt de basis voor de berekening van
het energiedichtheid spectrum (zie ook voetnoot 37) en ook voor de statistische
beschrijving van extremen die zich voordoen in 7(¢).

Extremen in de hoogte H van individuele golven zijn daaraan gerelateerd. In dit
boek gaan we op die relatie niet in, maar beperken ons tot vermelding van de
kansverdeling van de hoogte H van individuele golven in een horizontaal uniform
golfveld met significante golfhoogte H:

P(H < H) =1 — exp <_; (15)2) (4.69)
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waarin de onderstreping aangeeft dat het om een stochastische variabele gaat.

Deze kansverdeling staat bekend als de Rayleigh verdeling®®. De toepasbaar-
heid van deze verdeling is bepekt tot volgroeide zeegang en diep water (h/L >
0,5).

Naast al of niet volgroeide zeegang, hebben we in de waterbouwkundige praktijk
ook vaak te maken met deining. Waar het bij zeegang gaat over golven die door
een lokaal windveld worden opgewekt, heeft deining betrekking op golven die door
een windveld elders zijn gegenereerd en zich over enige afstand hebben voortbewo-
gen. Eerder hebben we opgemerkt dat groeiende zeegang wordt gekenmerkt door
een continue overdracht van energie vanuit de wind naar de golven en dat door
interactie tussen golven met verschillende frequenties energie over die frequenties
wordt herverdeeld. Zodra de wind wegvalt of de golven zich hebben voortbewo-
gen tot buiten de invloed van het windveld waarin zij zijn ontstaan, verdwijnt de
toevoer van energie vanuit de wind maar gaat de herverdeling van energie over de
frequenties door.

Dit proces toont zich in een geleidelijke afname van de piekfrequentie w;, en een
concentratie van de golfenergie rond die frequentie. Het spectrum wordt allengs
smaller. Een vuistregel voor de zuidelijke Noordzee is dat als T},_1,0 > 10s (ofwel
w < 0,6s571) sprake is van deining. Die vuistregel is ingegeven door de combinatie
van het lokale windklimaat en de afmetingen van het zeegebied. De vuistregel is
dus niet algemeen toepasbaar.

In de Atlantische oceaan, bijvoorbeeld, kunnen golven een veel grotere afstand af-
leggen vanaf de locatie waar ze door lokale wind zijn gegenereerd dan in de Noord-
zee. Zo heeft de westkust van Afrika te maken met deining die z’'n oorsprong vindt
in zeegang die is gegenereerd in het zeegebied ten oosten van het noordelijke deel
van Zuid—Amerika. Voordat die golven de Afrikaanse kust bereiken, hebben ze de
Atlantische Oceaan overgestoken en daarbij is de piekfrequentie sterk afgenomen.
Bij de Afrikaanse kust komen frequenties voor van 0,05s! of minder ofte wel pe-
rioden van 20s of meer. In de buurt van de kust (waterdiepte orde 10 meter) gaat
het dan om golven met een lengte van soms 150 tot 300 meter.

4.7 Breking

Als golven zich voortplanten naar steeds ondieper water, zoals dat bijvoorbeeld in
kustgebieden of rond zandbanken kan voorkomen, wijkt hun vorm in toenemende
mate af van die van een sinus en uiteindelijk breken de golven. Voor een individuele
golf die invalt op een matig hellende, vlakke bodem treedt breking doorgaans op
als de golfhoogte ongeveer 0,7 & 0,8 keer de waterdiepte is. Het gaat hierbij om de
lokale waterdiepte en de lokale golfhoogte, dus inclusief de verandering die daarin
is opgetreden door shoaling en eventueel ook refractie.

39Deze verdeling is enoemd naar de Britse wiskundige en Nobelprijswinnaar John William
Strutt, 3¢ Baron van Rayleigh (1842-1919).
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Bij een sterk hellende bodem of een onregelmatig gevormde bodem (zoals bij rots-
kusten) kan breking optreden bij een heel andere verhouding van golfhoogte en
diepte dan 0,7 4 0,8. Dat is ook het geval als in het gebied waar breken optreedt
sprake is van sterke wind. Bij het ontwerp van waterbouwkundige constructies
die blootstaan aan belasting door invallende golven, kan daarom niet op voorhand
worden verondersteld dat de golthoogte aan de rand van die constructie beperkt
is tot 0,7 & 0,8 keer de daar aanwezige waterdiepte. Die verhouding is een goede
indicator en moet als zodanig worden gebruikt.

Daarnaast speelt voor het ontwerp van waterbouwkundige constructies de manier
waarop golven breken een rol. Voor een vlakke, hellende bodem wordt de ma-
nier van breken gekarakteriseerd door de zogeheten brekerparameter %0 gegeven

door
tan «

Vs
waarin « de hellingshoek van de bodem en s is de golfsteilheid, gedefinieerd
als

&= (4.70)

s="_ (4.71)

Bij een flauwe bodembhelling in combinatie met geringe golfsteilheid (£ groter dan
circa 2, met H de golfhoogte bij breking) lopen golven wel tegen de hellende bodem
op, maar is nauwelijks sprake van breking. In de Engelstalige literatuur wordt dit
aangeduid met de term surging breaker. Het gaat gepaard met een hoge mate
van reflectie. Bij toenemende & wordt een steeds kleiner deel van de energie van
invallende golven gedissipeerd door breken.

Anderzijds, als de golfsteilheid ten opzichte van de bodemhelling toeneemt (dus bij
afnemende &), wordt relatief meer energie door breken gedissipeerd en verandert
ook de manier van breken. Hoewel de overgang niet scherp is, treedt breken bij
circa 0,4 < & < 2,0 veel abrupter op dan bij £ > 2. Golven die zich over de
hellende bodem naar steeds ondieper water voortplanten, laten sterke deformatie
zien waarbij het golffront steeds steiler wordt en vervolgens een holle vorm krijgt.
Uiteindelijk valt de golf als het ware voorover. De gevolgen zijn sterke turbulentie
en dissipatie van golfenergie. In de Engelstalige literatuur worden dit plunging
breakers genoemd. Het is het soort brekende golf waar surfers een warm gevoel bij
krijgen. De overgang tussen plunging breaker en surging breaker wordt aangeduid
met collapsing breaker (€ ongeveer 2).

Een impressie van de verschillen in deformatie van van een golf die invalt op een
hellende bodem, is geschetst in figuur 4.20. In deze figuur wordt heel globaal
de deformatie van de golf weergegeven die typerend is voor het brekertype. In

40Deze parameter wordt ook de Iribarren parameter genoemd, naar de Spaanse ingenieur
Ramén Iribarren Cavanilles (1900-1967) die de parameter introduceerde voor het karakteriseren
van golfbreking op stranden (zie Iribarren and Nogales (1949)). In het Engels wordt dit de surf
stmilarity parameter genoemd. Een relatie tussen waarden van deze parameter en vormen van
breking (brekertypen genoemd), is later gelegd door Battjes (1974). In hoofdstuk 7 wordt naar
deze parameter verwezen in relatie tot het ontwerp van dijken en golfbrekers.
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Figuur 4.20: Impressie van de
vier brekertypen:

surging (§ > 2, figuur a),
collapsing (¢ = 2, figuur b),
plunging (0,4 < § < 2, figuur
o),
spilling (¢ < 0,4, figuur d).

de literatuur en op Internet zijn meer illustratieve foto’s en artist impressions te
vinden.

Naast breking op diepte, zoals in het voorafgaande besproken, kunnen golven
ook breken op steilheid. Dit gaat over het verschijnsel white capping dat in de
voorgaande paragraaf 4.6 is genoemd in relatie tot dissipatie van golfenergie in
een natuurlijk golfveld dat groeit onder invloed van overdracht van energie vanuit
wind. Deze vorm van breking doet zich voor op diep water, waar de waterdiepte
geen beperkende factor is. Door Miche (1944) is langs theoretische weg aangetoond
dat deze vorm van breking optreedt als de hoogte H van een individuele golf groter
is dan circa 0,14L.
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Planetaire effecten op
waterbeweging

5.1 Inleiding

Dat de aarde een roterende bol is die bovendien deel uitmaakt van het trio aarde,
maan en zon die om elkaar heen bewegen, heeft op verschillende manieren invloed
op de waterbeweging op aarde.

Een daarvan is het Coriolis effect. Gewoonlijk beschrijven we beweging op en rond
het aardoppervlak ten opzichte van een assenstelsel dat aan de aarde vast zit. Als
de aarde om haar eigen as draait, gaat dat assenstelsel mee. Het gevolg daarvan
is dat de richting van de assen continu verandert. Wat op enig moment voor een
waarnemer op, bijvoorbeeld, de markt van Delft 'oost’ is, staat loodrecht op wat
‘oost’ voor die waarnemer een kwart omloop van de aarde later is (aangenomen
dat die waarnemer zich dan nog steeds op de markt bevindt). Op overeenkomstige
manier veranderen ook 'noord’ en ’omhoog’, maar niet in dezelfde mate.

Als we de beweging van een object beschrijven ten opzichte van zo’n roterend
assenstelsel, lijkt dat object een versnelling te ondergaan ook al worden er in wer-
kelijkheid geen krachten op uitgeoefend. In paragraaf 5.2 is uitgelegd dat die
versnelling is opgebouwd uit verschillende componenten. Een daarvan is gerela-
teerd aan het centrifugaaleffect, dat de indruk geeft dat een object op aarde een
kracht ondervindt die het loodrecht van de rotatie—as van de aarde weg wil laten
bewegen. Een andere component wordt de Corioliskracht of —versnelling genoemd.
Omdat de richting daarvan afwijkt van die waarin het object zich beweegt, wordt
ook gesproken van Coriolis afbuiging.

Een geheel ander planetair effect is het getij op aarde. Dat wordt dat gegenereerd
door de beweging van aarde, maan en zon ten opzichte van elkaar in combinatie
met de rotatie van de aarde rond haar eigen as. Aarde en maan roteren om een
gezamenlijk massazwaartepunt. En dat zwaartepunt roteert weer om een ander
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zwaartepunt, namelijk dat van aarde, maan en zon samen. Door het centrifugaalef-
fect bij deze rotaties heeft het water op aarde de neiging om van die zwaartepunten
af te bewegen. Tegelijkertijd is dat water onderhevig aan gravitatie van zon en
maan waardoor het water een kracht ondervindt in de richting van de massa-
zwaartepunten van deze objecten. Het water in de aardse oceanen wordt hierdoor
doorlopend in diverse richtingen versneld. Dat zien we terug in een deformatie
van het oppervlak van het water dat het grootste deel van de planeet bedekt. En
onder die deformaties door roteert de aarde om haar eigen as. Een waarnemer op
een vaste plaats op aarde ziet dat als lange golven die over het oppervlak lopen.
Zulke golven worden de astronomische getijden genoemd omdat ze terug te voeren
zijn op zuiver planetaire bewegingen. In paragraaf 5.3 gaan we daar nader op
in.

5.2 Coriolis

5.2.1 Principe van het Coriolis effect

In de waterbouwkunde wordt de beweging van vloeistoffen doorgaans beschreven
ten opzichte van een assenstelsel waarvan de z-as naar het oosten wijst, de y-as
altijd naar het noorden en de z-as steeds loodrecht op het oppervlak van de aardbol
staat en naar buiten wijst. Omdat de aarde om haar eigen as draait, roteert ook
dit assenstelsel (of elk ander assenstelsel met een vaste plaats en oriéntatie ten
opzichte van het aardoppervlak). Deze rotatie leidt ertoe dat een object dat langs
het oppervlak van de bol beweegt op het noordelijk halfrond naar rechts lijkt af te
buigen en op het zuidelijk halfrond naar links. Dit verschijnsel wordt het Coriolis-
effect genoemd, naar de fransman Gustave Gaspard Coriolis (1792-1843) die het
in de eerste helft van de 19° eeuw voor het eerst beschreef. Een impressie van dit
effect kunnen we krijgen door na te gaan hoe een assenstelsel moet roteren zodanig
dat de assen ten opzichte van de aarde dezelfde kant uit blijven wijzen.

Daartoe kijken we een beetje schuin naar de aarde zodat we de directe omgeving
van de Noordpool nog net kunnen zien. Dat is schematisch weergegeven in figuur
5.1a. Het transparant grijze vlak in deze figuur verbeeldt het vlak waarin de aarde
om haar as draait. De rotatie—as staat loodrecht op dit vlak en gaat door de
Noordpool, in de figuur aangegeven met N. De draairichting is tegen de klok in.
Het middelpunt van de aarde (het snijpunt van de rotatie-as en het rotatie—vlak)
is aangegeven met O.

Stel dat we ons op enig moment bevinden in punt A, ergens op het noordelijk
halfrond (zie figuur 5.1a). Om de beweging van objecten te beschrijven, kiezen we
een Cartesisch assenstelsel xyz, met het xy-vlak rakend aan de bol. De z-as wijst
naar het oosten en de y-as naar het noorden. De z-as staat loodrecht op de bol
en valt samen met de lijn OA, van het middelpunt van de aarde naar onze locatie
A op het oppervlak van de bol.

Omdat de aarde om haar as draait, bevinden we ons enige tijd later in punt B
(aangegeven in figuur 5.1b). Hoewel onze route van A naar B de vorm heeft
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van een cirkelboog, gaat het per saldo om een translatie (lineaire verplaatsing).
Het assenstelsel dat we in punt A als referentie hebben gekozen, heeft dezelfde
translatie ondergaan. De oorsprong van dat stelsel is verschoven van A naar B,
maar de richtingen van de assen zijn daarbij niet veranderd. Dit verschoven stelsel
is in figuur 5.1b aangegeven met x/y/z!.

Het gevolg van de verschuiving is dat bijvoorbeeld de z/-as in punt B evenwijdig is
met de lijn OA. Dat is echter niet wat we willen. In punt B willen we een z-as die
loodrecht op de bol staat en dus samenvalt met de lijn OB. Om dat te bereiken,
moeten we het stelsel x/y/z/ een stukje roteren in het vlak dat wordt opgespannen
door de lijnen OA en OB. V66r die rotatie is z/ evenwijdig aan OA en erna valt
zt samen met OB (figuur 5.1¢). Omdat het z/y/-vlak per definitie loodrecht staat
op de z/-as en de z/-as na deze rotatie loodrecht op de bol staat, raakt het mee
geroteerde x/y/-vlak uiteindelijk aan de bol in punt B. Echter, de x/-as wijst dan
niet precies naar het oosten, maar naar het zuidoosten. Dat kunnen we corrigeren
door de z/-as en de y/-as samen om de z/-as tegen de klok in, dus linksom te
roteren (figuur 5.1d). Precies deze laatste rotatie maakt dat een object dat op
het noordelijk halfrond langs de bol beweegt, naar rechts lijkt af te buigen. Met
andere woorden: doordat we onze referentie (de x- en y-assen) in het raakvlak
aan de bol voortdurend linksom laten draaien, lijkt elk object dat zich langs het
oppervlak van de bol beweegt naar rechts af te buigen. Dit is de essentie van het
Coriolis-effect.

Tot slot van deze kwalitatieve beschrijving van het Coriolis-effect nog vier opmer-
kingen:

o In de mathematische beschrijving (volgende paragraaf) van de beweging van
objecten (bijvoorbeeld vloeistofdeeltjes) vinden we de afbuiging in het raak-
vlak aan de aardbol terug als een kracht of een versnelling (=kracht per
eenheid van massa). Zoals uit bovenstaand betoog volgt, is die kracht er
in werkelijkheid niet. Die kracht lijkt er te zijn omdat de referentie (het
assenstelsel) feitelijk doorlopend wordt geroteerd. Men spreekt daarom van
een schijnkracht.

e De gegeven redenering spitst zich toe op de rotatie van de x- en y-assen in
het raakvlak aan de bol. Daaraan vooraf is echter een rotatie in het AOB-
vlak uitgevoerd om te zorgen dat de z-as loodrecht op de bol blijft staan.
Bij de beschrijving van de beweging van een object dat zich loodrecht op de
bol verplaatst, leidt deze rotatie tot een soortgelijke afbuiging. Het Coriolis-
effect is dus niet beperkt tot 2 dimensies, maar speelt zich af in 3 dimensies.
Bij waterbeweging over het oppervlak van de aarde speelt dit verticale effect
echter een ondergeschikte rol.

e Als we de locaties A en B op het zuidelijk halfrond hadden gekozen, zou een
soortgelijke redenering kunnen worden gegeven als de bovenstaande. Echter,
in dat geval zou een afbuiging naar links zijn gevonden in plaats van naar
rechts. Precies op de evenaar, de scheiding tussen het noordelijk en het
zuidelijk halfrond, is dit effect nul. De grootte van de genoemde schijnkracht
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(c) (d)

Figuur 5.1: Translatie en rotatie van een assenstelsel dat is gefixeerd ten opzichte van het aardop-
pervliak en daardoor met de Aarde mee roteert.

is maximaal aan de polen en neemt in de richting van de evenaar af tot nul.

e Ook in de atmosfeer speelt het Coriolis-effect een wezenlijke rol. Het ver-
klaart waarom lagedruk gebieden (ook extreme, zoals tornado’s) op het noor-
delijk halfrond een circulatie linksom vertonen en op het zuidelijk halfrond
een circulatie rechtsom. Op het noordelijk halfrond buigt de stroming ge-
richt naar het centrum van het lagedruk gebied naar rechts af, resulterend
in een circulatie linksom rond dat centrum. Op het zuidelijk halfrond is dat
precies andersom.

5.2.2 Fictieve krachten

Als referentie voor bijvoorbeeld waterloopkundige berekeningen gebruiken we ge-
woonlijk een assenstelsel dat aan de aarde vast zit. Bij de beschrijving, in deze
paragraaf, van fictieve krachten houden we het eerder genoemde stelsel aan waar-
bij de z—as naar het oosten wijst, de y—as naar het noorden en de z—as omhoog.
Voor de essentie van die beschrijving maakt dat niet uit. Voor schematiseren we
de aarde tot een bol en ook dat maakt voor die essentie niet uit.

Zoals we in de vorige paragraaf hebben gezien, roteert dit assenstelsel omdat de
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Figuur 5.2: Definitie van twee as-
senstelsels. De oorsprong van het
&n(-stelsel valt samen met het mid-
delpunt van de aarde. De aarde (ge-
schematiseerd als een bol) roteert
om de £-as. Het zyz-stelsel be-
weegt met de aarde mee. De z-as
van dit stelsel staat loodrecht op de
bol en de y-as wijst naar het noor-
_— den.

aarde om z'n as draait. Om de y-as van dat stelsel steeds naar het noorden te laten
wijzen en de z-as naar boven, moeten we dat hele stelsel doorlopend bijdraaien.
Onze referentie beweegt dus. Daarom lijkt het alsof er op objecten waarvan we de
positie (of veranderingen daarin) willen beschrijven, krachten worden uitgeoefend
die er in werkelijkheid niet zijn. Het Coriolis effect is een voorbeeld daarvan. Een
ander voorbeeld is het centrifugaal effect. Het gaat om fictieve krachten. Door
de beweging van de referentie in beeld te brengen, gaan we de omvang van deze
beide fictieve krachten kwantificeren. Voor berekeningen aan processen waarin
deze krachten (vermoedelijk) een rol van betekenis spelen, is deze kwantificatie
essentieel. Een illustratie daarvan is de slinger van Foucault (deze is beschreven
in appendix K).

We beperken onze kwantificatie tot rotatie van de aarde om de eigen as. Andere
planetaire effecten laten we buiten beschouwing. Deze rotatie beschrijven we ten
opzichte van een assenstelsel met assen &, n en (. De oorsprong van dit stelsel valt
samen met het middelpunt van de aarde. De noordpool ligt op het positieve deel
van de (-as en het &n-vlak valt samen met het equatoriale vlak van de aarde. Dit
assenstelsel is geschetst in figuur 5.2. Ook het xyz-stelsel dat aan de aarde vast
zit, is aangegeven.

In deze figuur roteert de bol die de aarde voorstelt om de (-as. Het xyz-stelsel volgt
deze rotatie. De bijbehorende hoeksnelheid w is constant. We kunnen zodoende
schrijven dat voor de hoek « in figuur 5.2 geldt dat o = wt (¢t is tijd). De hoek g
verandert niet met de tijd. Deze hoek is de breedtegraad van de oorsprong van het
xyz-stelsel. De positie van die oorsprong ten opzichte van het {n(-stelsel geven we
aan met de vector 7, gedefinieerd als

cos acos f3
7= R | sinacosf (5.1)
sin 3

Hierin is R de straal van de bol (straal van de aarde).

Om de fictieve krachten die horen bij de rotatie van het xyz-stelsel te kwantificeren,
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volgen we een bewegend object ten opzichte van beide assenstelsels. Versnellingen
(=kracht per eenheid van massa) van dat object in het ene stelsel moeten gelijk zijn
aan die in het andere. Uit deze gelijkheid leiden we de fictieve krachten af.

Ten opzichte van het meebewegende zyz-stelsel wordt de positie van het object
gegeven door de vector p(t). Ten opzichte van het vaste stelsel £én¢ wordt die
positie aangeduid met de vector fi(t). De relatie tussen beide vectoren laat zich
beschrijven met de lineaire transformatie

—sina  —cosasinfS  cosacos 3
i=74+Up ; U= cosaa —sinasinf sinacosf (5.2)
0 cos 3 sin 8

De matrix U verbeeldt de afbeelding van het xyz—stelsel op het én—stelsel. Omdat
« varieert met de tijd, doet U dat ook.

De relatie tussen versnellingen ten opzichte van beide assenstelsels krijgen we door
de bovenstaande betrekking tussen [i en p' twee maal naar de tijd de differentiéren.
Dit leidt tot L2i @7 2U qU di 27
i 7 . p P

— ==+ ——=p+2—— +U— 5.3

a2 a2 T At T a T ae (5:3)
De versnelling d?5/dt? ten opzichte van het roterende assenstelsel volgt door her-
schrijven van 5.3 en vermenigvuldigen met U~1:

&5 i 27 d2u dU df
SV _gCE (g1Slyutf ) oyt P 4
a2 ar? ( - e’ ) dat dt (54)

In het rechter lid van bovenstaande uitdrukking staan drie termen. De eerste
term is de versnelling ten opzichte van het {n(-stelsel afgebeeld op het roterende
xyz-stelsel. De tweede term (die tussen haken) is de centrifugaalversnelling. Deze
komt voor een deel voort uit de rotatie van het zyz-stelsel (de linker term tussen
de haken) en voor een ander deel uit de beweging van het beschouwde object ten
opzichte van dat stelsel (de rechter term tussen de haken). Voor de linker term
kunnen we schrijven

Laer 0
-U oY RcosB | sing (5.5)
—cos f3

Hierin is R cos 3 de straal van de cirkel die de oorsprong van het xyz-stelsel tijdens
de rotatie doorloopt, gelijk aan de afstand tussen die oorsprong en de as van de
rotatie (de (-as). Dit deel van de centrifugaalversnelling staat loodrecht op die as
en heeft daarom in het zyz-stelsel alleen componenten in de y-richting en in de
z-richting (die in de z-richting is gelijk aan nul).

Een maat voor de grootte van dit deel van de centrifugaalversnelling is w?R. Met
R = 6378km en w = 0,7292x10s! volgt w?R = 0,0339m/s%. De component in 2-
richting is altijd omhoog gericht en werkt tegengesteld aan de gravitatieversnelling
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(9,81m/s?). In vrijwel alle waterbouwkundige toepassingen is deze z-component
verwaarloosbaar ten opzichte van de altijd aanwezige gravitatieversnelling.

De y-component van dit deel van de centrifugaalversnelling is van dezelfde orde
en gericht naar de evenaar. Bijvoorbeeld in oceanen leidt deze component tot een
stroming naar de evenaar als gevolg waarvan de waterstand daar hoger wordt dan
bij de polen. Dat leidt op tot een drukgradiént in tegengestelde richting en die
geeft aanleiding geeft tot een stroming van de evenaar naar de polen. In diepte-
gemiddelde zin heffen beide stromingen elkaar op.

Als het beschouwde object zich bevindt ter plaatse van de oorsprong van het
meebewegende assenstelsel, geeft (5.5) de totale centrifugaalversnelling voor dat
object. Echter, als het object zich elders bevindt, geldt niet langer dat R cos 5 de
afstand is van het object tot de (-as en is een aanvulling nodig op (5.5). Dat is
het andere deel van de centrifugaalversnelling. Het is te herleiden tot

1 0 0
0 sin? B —sinfcosf | p (5.6)
0 —sinfcosf cos? 8

L, d°U
=

De orde van grootte van deze versnelling is w?|p]. In praktisch relevante vraag-
stukken is de lengte van de vector p meestal niet groter dan enkele honderden
kilometers. Immers, naarmate p langer wordt en we dus op steeds grotere afstand
komen van de oorsprong van het zyz-stelsel, wijkt het xy-vlak steeds verder af van
het aardoppervlak.

Met |p] beperkt tot enkele honderden kilometers is w?|p] een factor circa 10* kleiner
dan w?R. Dat wil zeggen dat het p-afhankelijke deel van de centrifugaalversnelling
(gegeven door (5.6)) verwaarloosbaar is ten opzichte van het p’-onafhankelijke deel,
gegeven in (5.5).

De derde term in het rechter lid van (5.4), tenslotte, is de Coriolis versnelling.
Uitwerken van deze term geeft

0 sinf —cospf
—2U " —— =2w | —sinfg 0 0
cos 3 0 0

dp

5 (5.7)

De grootte van de Coriolis versnelling is afhankelijk van de snelheid dp/dt van het
beschouwde object. Een snelheid in het xy-vlak gaat gepaard met een versnelling
in z-richting en een snelheid in z-richting leidt tot versnellingen in zowel de y- als de
z-richting. Het Coriolis effect heeft dus een 3—dimensionaal karakter. In de meeste
waterbouwkundige toepassingen volstaat het om te kijken naar de component van
het effect in het xy-vlak. Verticale snelheden zijn vaak klein ten opzichte van de
horizontale, waardoor de versnelling in z-richting ten gevolge van een snelheid in
z-richting doorgaans verwaarloosbaar is ten opzichte van die veroorzaakt door een
snelheid in y-richting. Daarnaast is de versnelling in z-richting, veroorzaakt door

143



Planetaire effecten op waterbeweging

een snelheid in z-richting, klein in vergelijking tot de zwaartekrachtversnelling. In
de waterbouwkunde gaan we daarom gewoonlijk uit van de benadering

0 sing 0
—2U " — — =2w | —sinp 0 0
0 0 0

dp
— 5.8
i (5.8)
wat erop neerkomt dat we het Coriolis effect alleen in het horizontale vlak in
rekening brengen.

In de waterbouwkunde speelt bij stromingsberekeningen het Coriolis effect in het
horizontale vlak vaak een rol van betekenis. Het centrifugaal effect blijft meestal
buiten beschouwing. Dit effect wordt gedomineerd door het meedraaien van het
xyz-assenstelsel met de aarde (uitdrukking (5.5)) en manifesteert zich als een kleine
reductie op de versnelling van de zwaartekracht in combinatie met een stroming
naar de evenaar die permanent wordt gecompenseerd door een drukgradiént in
tegengestelde richting. Met deze simplificaties wordt uitdrukking (5.4) voor de
versnellingen in het xyz-stelsel

. 0 sinf 0 . "
d?p dp A2
EPou|—sing 0o o] EL-_yrtH
2 2
dt 0 0 0 dt dt

(5.9)
Het rechter lid van bovenstaande uitdrukking staat voor de aandrijving (force-
ring) van de stroming, uitgedrukt als een versnelling. Effecten van rotatie van
de aarde zijn hier niet in begrepen. Die zitten in de tweede term van het linker
lid: de zogeheten Coriolis-term. Het product 2w sin § wordt de Coriolis parameter
genoemd, meestal aangeduid met het symbool f. Aan de evenaar is f = 0 (want
daar is B = 0) en bij de polen is dat f = 1,458 x 10~ 4s~! (positief op het noor-
delijk halfrond en negatief op het zuidelijk halfrond, want /3 is positief naar het
noorden).

5.2.3 Coriolis effect in stromingsberekeningen

In kwantitatieve beschouwingen over stromingen gaan we als regel uit van het
meebewegende xyz assenstelsel. Ten opzichte van dat stelsel manifesteert het Co-
riolis effect zich als een externe forcering en zo wordt die dan ook opgenomen in
de impulsbalans. In paragraaf 2.4 over de impulsbalans voor instationaire stro-
ming, hebben we voor het 1-dimensionale geval, zonder rekening te houden met
het Coriolis effect, gevonden dat

du, du, d¢ Uy ||

a a9
waarin u, de stroomsnelheid in z-richting is (zie (2.52)). In geaggregeerde vorm,
conform de tweede wet van Newton die aan de basis van de impulsbalans ligt (zie
paragraaf 2.4), kunnen we dit schrijven als
dug 1

=—F, A1
dt pV (5.11)

(5.10)
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waarin het rechter lid staat voor het totaal aan forceringen per eenheid van massa
van de vloeistof (V' staat voor volume). Dat rechter lid is te zien als de versnelling
van een waterdeeltje die zich voordoet als gevolg van alle forceringen bij elkaar
opgeteld. In termen van de 1-dimensionale impulsbalans (5.10) gaat het om de
combinatie van advectie, een drukgradiént en wrijving.

Voor de y-richting kunnen we een soortgelijke impulsbalans opstellen. Deze luidt*!
duy _ 1

Tl (5.12)

En vanwege de veronderstelling van hydrostatische druk is du,/dt ~ 0 (met u, de
verticale component van de stroomsnelheid).

Gecombineerd en geschreven in matrix-vorm levert dit

F.
d Uy 1 x
— =— | F 5.13

Met F, en F, beperkt tot advectie, drukgradiént en wrijving, is het Coriolis effect
niet begrepen in deze balans. We kunnen dat toevoegen door de bovenstaande
balans te vergelijken met (5.9). Daarin zijn

dp ("= 2p a4 ("
- = ;T = — 5.14
a | RTEI T (5-14)
Uz z
en voor de forceringen
F,
g 1 x
U'l—=_—_|F 5.15

Zodoende leidt inclusie van het Coriolis effect in de impulsbalans tot

4 [ 0 1 0\ [us L (F
u, 0 0 0/ \u. P 0

41Hjerbij moet worden opgemerkt dat als de stroming zowel in x als y-richting varieert, ad-
vectieve overdracht van impuls ook afhankelijk is van een wisselwerking tussen de stromingen in
beide richtingen. Zonder bewijs vermelden we dat in dat geval

1 dug duy d¢ Uz |Ug |
—Fy = —ug — Uy —g— —cy
pV dz dy dz h
1 duy du, d¢ Uy Uy
= — —_— —g— — Ccp ————

VYT T e Ty 3y T YT
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ofwel, voor de twee horizontale richtingen z en y:

d 1

Uy + fuy _ 7Fw

dt pV
du 1 (5.17)
—4 fuy, = —F,

dt pV

In de literatuur is het gebruikelijk om de Coriolis termen fu, en fu, op te nemen
in het linker lid van de impulsbalans, net als de advectieve termen. Voor een
fysische interpretatie is het echter makkelijker om die termen te verhuizen naar
het rechter lid, als in

du, 1
. = 7fuy + 7Fz
dt pV
du 1 (5.18)
—Y = fu, + —F,
dt Jue + pV Y

In deze vorm staat de versnelling in het linker lid staat en de som van alle krachten
in het rechter lid. Als we kijken naar een object (waterdeeltje) dat zich op het
noordelijk halfrond (waar f > 0) beweegt in een richting waarvan de oost-west-
component in oostelijke richting is (dus u, > 0, want x is positief in oostelijke
richting), dan ondervindt dat object als gevolg van het Coriolis effect een negatieve
versnelling in y-richting, ofwel een versnelling in zuidelijke richting. (want y is
positief in noordelijke richting). Die oostelijke component van de snelheid leidt
dus tot een afbuiging naar het zuiden. Dat is een afbuiging naar rechts.

Als we vervolgens kijken naar de noord-zuid component van de beweging van
dat object, komen we tot een overeenkomstige conclusie. Als die component in
noordelijke richting is (u, > 0), resulteert het Coriolis effect in een versnelling in
positieve z-richting en dus naar het oosten. Ook hierbij is sprake van een afbuiging
naar rechts. Kortom, op het noordelijk halfrond leidt het Coriolis effect tot een
afbuiging naar rechts (ten opzichte van de bewegingsrichting van het beschouwde
object). Op het zuidelijk halfrond is dat precies omgekeerd. Daar is de afbuiging
naar links omdat daar f < 0.

De laatste twee van de vier opmerkingen die aan het einde van paragraaf 5.2.1
over implicaties van het Coriolis effect zijn gemaakt, zijn direct te herleiden uit
bovenstaande fysische interpretatie.

5.3 Astronomische getijden

5.3.1 Inleiding

Het getij is de periodieke variatie van de waterstand in de oceanen op aarde onder
invloed van de gravitatie van zon en maan en de beweging van de aarde ten opzichte
van deze twee objecten. In dat deel van de waterbouwkunde dat zich bezighoudt

146



Planetaire effecten op waterbeweging

met kust en zee speelt het getij een rol van betekenis. Het is vaak een dominante
factor in de natuurlijke ontwikkeling van zandige kusten, estuaria en zeegaten.
Het getij is ook een factor van betekenis in de veiligheid tegen overstromen. Een
ander voorbeeld is de toegankelijkheid van zeehavens. Daar wordt de minimaal
beschikbare waterdiepte bepaald door de laagste waterstand. In havens waar de
bodem niet kunstmatig wordt verlaagd, kan dat ernstige beperkingen met zich
mee brengen. In vrijwel alle grote havens wordt met regelmaat gebaggerd om een
minimale vaardiepte te garanderen, maar er zijn tal van kleine havens te vinden
die bij laagwater droogvallen, zoals die bij Ellewoutsdijk (figuur 5.3).

Het astronomische getij komt in essentie voort uit een onbalans van de versnel-
lingen die horen bij gravitatie en het centrifugaaleffect. Als we kijken naar twee
hemellichamen die met constante hoeksnelheid om een gezamenlijk massazwaarte-
punt roteren, is sprake van een globaal evenwicht van die versnellingen. Voor elk
van de twee objecten geldt dat de versnelling die zich in het massazwaartepunt van
het object voordoet als gevolg van gravitatie precies even groot is als de centri-
fugaalversnelling, maar tegengesteld gericht. In dat zwaartepunt is er geen netto
versnelling. Buiten het zwaartepunt van een object zijn die twee versnellingen
echter niet met elkaar in balans. Daar is sprake van een netto versnelling ongelijk
aan nul. Als gevolg van die netto versnelling, vervormt het object. Langs de lijn
die de zwaartepunten van de objecten met elkaar verbindt, worden de objecten
uitgerekt en dwars daarop treedt contractie op.

Figuur 5.3: Voorbeeld van een getijhaven: twee opnames van de haven van Ellewoutsdijk, gelegen
aan de noordelijke oever van de Westerschelde. De foto's zijn ongeveer 8 uur na elkaar gemaakt in
zuidelijke richting, de bovenste 's morgens en de onderste 's avonds.
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Deze vervorming gaat gepaard met interne spanningen die het effect van de netto
versnelling uiteindelijk compenseren??, waarbij de objecten een vorm aannemen
die veel lijkt op een ellipsoide. Op aarde is die vervorming vooral zichtbaar in de
watermassa die een groot deel van deze planeet bedekt. Een waarnemer op een
vaste plaats op aarde ziet steeds een ander deel van de ellipsoide omdat de aarde
daarbinnen om een eigen as roteert. Voor die waarnemer varieert de waterstand
zodoende met de tijd en daarom ervaart deze het getij als een golf.

In de volgende zes paragrafen gaan we stapsgewijs nader in op het ontstaan van
het getij zoals we dat op aarde kennen,

e te beginnen met een analyse van de rotatie van twee bolvormige objecten die
elk in een cirkelvormige baan om een gezamenlijk massazwaartepunt roteren
(paragraaf 5.3.2),

o wat we vervolgens toepassen op het aarde-maan systeem (paragraaf 5.3.3) en
voortzetten naar het aarde-zon systeem, waarbij we ook de interactie tussen
beide systemen belichten (de doodtij-springtij cyclus).

e Daarna kijken we naar variaties in het getij die athankelijk zijn van de plaats
op aarde (paragraaf 5.3.5) en afwijkingen ten opzichte van de aanvankelijk
cirkelvorming veronderstelde banen van aarde en maan rond een gezamenlijk
massazwaartepunt (paragraaf 5.3.6).

e Dit hoofdstuk over astronomische getijden wordt afgesloten met een indruk
van het effect van continenten op de voortplanting van de getijgolf over het
aardoppervlak (paragraaf 5.3.7) en een introductie in methoden waarmee
waarnemingen aan het getij kunnen worden geanalyseerd om tot voorspelling
van daaraan gerelateerde waterstanden te komen (paragraaf 5.3.8).

5.3.2 Principe van het getij

Om een beeld te krijgen van de krachten die het getij genereren, kijken we naar
twee objecten (hemellichamen) @ en @ die in een plat vlak om een gezamenlijk
massazwaartepunt roteren. In figuur 5.4 is dat schematisch weergegeven. Het gaat
in deze figuur om een aanzicht loodrecht op het vlak waarin de beide objecten om
elkaar roteren. Beide objecten zijn bolvormig en hun massa is homogeen verdeeld
over hun volume. Middelpunt en massazwaartepunt vallen samen.

In dat vlak kiezen we een xyz-assenstelsel waarvan de oorsprong samenvalt met het
gezamenlijke massazwaartepunt Z. We veronderstellen dat de beide objecten in het
zy-vlak een cirkelvormige baan rond Z doorlopen met een constante hoeksnelheid
w.

42Die compensatie is niet vanzelfsprekend. Het is mogelijk dat de netto versnelling zo groot
wordt dat het object niet meer door de eigen zwaartekracht bij elkaar gehouden kan worden.
Zodra zich dat voordoet, valt het object uit elkaar. Afhankelijk van de massa’s van de beide
objecten is er een kritieke onderlinge afstand waarbinnen het lichtste van de twee objecten uiteen
valt en waarbuiten dat niet gebeurt. In de astrofysica staat dit bekend als de Rochelimiet.
Mogelijk bevat de ring rond de planeet Saturnus de resten van een maan die ooit te dichtbij
kwam, om maar wat te noemen.
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Figuur 5.4: Schematische
voorstelling van het systeem
van twee bolvormige objec-
ten @ en @ die roteren om
een gezamenlijk massazwaar-
tepunt Z. De hoeksnelheid w
waarmee de beide objecten
rond Z roteren, is zodanig dat
beide objecten een eigen af-
stand tot Z behouden. Voor
object @ is dat R en voor ob-
ject @ is die afstand Ra.

Acent

De objecten @ en @ in de schematisatie staan model voor bijvoorbeeld het systeem
maan en aarde of dat van zon en aarde. Deze schematisatie geeft inzicht in het
principe van het getij. We gaan daar in deze paragraaf nader op in. In de volgende
paragraaf passen we dit principe toe op het systeem van aarde en maan waarbij we
in eerste instantie eenvoudigheidshalve uitgaan van een volledig met water bedekte
aarde.

In het systeem van de twee roterende objecten @ en @ is sprake van een globaal
evenwicht indien de versnellingen als gevolg van gravitatie en het centrifugaal-
effect met elkaar in balans zijn. Daarbij is de centrifugaalversnelling die een object
ondervindt, even groot als de versnelling van de onderlinge zwaartekracht, maar
tegengesteld gericht. Als acent de grootte van de centrifugaalversnelling is en agray
die van de versnelling van de zwaartekracht, dan geldt bij een evenwicht dat

Ggray = COcent (519)
Toepassing op object @ leidt tot
mq 2
——— =w"R 5.20
Y (Rl ¥ R2)2 2 ( )

waarin 7 de gravitatie constante is (v = 6,674 x 107! Nm?/kg?), m; de massa
van object @ en R; en Ry zijn de afstanden tussen de zwaartepunten A en B van
achtereenvolgens objecten @ en @ tot Z (zie figuur 5.4).

Op dezelfde manier geldt voor object @ dat

mo 2
——— =w‘R 5.21
K (R + R2)? ! ( )
(met mo de massa van object @). Combinatie van beide uitdrukkingen laat zien
dat in geval van evenwicht m; Ry = mo Ry, wat betekent dat de verhouding van de

afstanden R; en Ry van de individuele zwaartepunten A en B tot het gezamenlijke
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zwaartepunt Z, omgekeerd evenredig is met de verhouding van de beide massa’s
my en mo.

Vanuit dit globale evenwicht kijken we naar de versnelling die zich in een wil-
lekeurig punt P in of op object @ voordoet als gevolg van rotatie en gravitatie
(zie figuur 5.4). De belangstelling gaat uit naar versnellingen die bijdragen aan
de getijdewerking op object @. Gravitatie van de als gevolg van de massa van @
zelf speelt daarin geen rol. Deze is steeds gericht naar het zwaartepunt B van dat
object en we veronderstellen dat deze wordt gecompenseerd door een tegengesteld
gerichte drukgradiént. Dit komt erop neer dat we veronderstellen dat object @
niet implodeert door het eigen gewicht. Die naar B gerichte versnelling laten we
daarom vooralsnog buiten beschouwen en we concentreren ons op gravitatie van
object @ en rotatie van het systeem van beide objecten samen.

Voor het bepalen de centrifugaalversnelling in punt P, is het verleidelijk om te
veronderstellen dat dit punt roteert om Z. Dat is echter niet juist. Als punt P om
Z zou roteren, dan zou object @ tijdens één omwenteling om Z ook precies één keer
moeten roteren om een lijn door het zwaartepunt B en loodrecht op het xy-vlak.
Vooruit denkend aan een analogie met het aarde-maan systeem of het aarde-zon
systeem is een rotatie van object @ rond een eigen as voor de hand liggend. De
aarde draait immers ook om een eigen as. Die draaiing draagt echter niet bij aan
de centrifugaalversnelling die in punt P optreedt als gevolg van de rotatie van het
systeem O-Q.

Kortom, voor de bepaling van de baan die punt P doorloopt tijdens een omwen-
teling van object @ rond Z, laten we een eventuele draaiing van object @ rond
een eigen as buiten beschouwing. Dat wil zeggen dat de richting van de lijn die
de punten B en P verbindt op elk moment van de omwenteling van object @ om
Z dezelfde is. Dit is weergegeven in figuur 5.5 waarin de positie van object @ op
acht momenten van een omwenteling rond Z is geschetst.

Deze figuur illustreert dat punt P, net als het zwaartepunt B van object @ een
cirkelvormige baan doorloopt met straal Rs. Punt K is het middelpunt van de
baan van P. Dit punt K ligt precies zo verschoven ten opzicht van Z als P ten
opzichte van B. In de figuur is die verschuiving aangegeven met de vector k.

Deze redenering geldt onafhankelijk van waar precies punt (P) op object @ ligt.
Kennelijk is de centrifugaalversnelling in elk punt van dat object identiek. Op
elk moment van de omwenteling van object @ rond Z is de richting van deze
versnelling overal gelijk aan de richting van de lijn door B en Z (dezelfde richting
als die van de lijn door K en P). Bovendien is de grootte constant en gelijk aan
Qcent = W2R2~

De gravitationele versnelling, daarentegen, varieert tijdens de omwenteling van
object @ rond Z. Deze versnelling is gericht van P naar het zwaartepunt A van
object @ en de grootte is athankelijk van de afstand tussen deze beide punten.
Vanwege de rotatie van het systeem varieert die met de tijd.

Voor enig moment in de omwenteling van object @ rond Z zijn in figuur 5.6 de
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t=tg+At Figuur 5.5: Acht momenten
(t=to+nAtmetn=0...7)
van een omwenteling van ob-
ject @ rond het gezamenlijke
zwaartepunt Z. Op elk van
deze momenten is de positie
van punt P ten opzichte van
B gelijk. De baan van het
zwaartepunt B van object @
is weergegeven met de blauwe
cirkel. Die van punt P is in
rood aangegeven. Beide cir-
kels hebben dezelfde straal Ro,
maar hun middelpunten Z en
K zijn ten opzichte van elkaar
1=t 470t verschoven. Die verschui\iing
is aangegeven met vector k.

t=to+3At

t=tg+4At

t=t+5At
t=to+6t

Figuur 5.6: Als de objec-
ten ® en @ roteren om hun
y gezamenlijke zwaartepunt Z,
A bestaat de netto versnelling
in punt P op object @ uit
x een centrifugale component
Qcent langs de lijn door P en
K (evenwijdig aan BZ), en
een gravitationele component
Qgrav,p gericht naar het zwaar-
tepunt A van object @®. Voor
punt S zijn die componen-
ten achtereenvolgens acent €n
agrav,s. De centrifugale com-
ponenten zijn identiek, maar
de gravitationele componen-

ten niet.

t=tg+4At

beide versnellingen geschetst die zich in P voordoen. In diezelfde figuur zijn ook de
versnellingen aangegeven die optreden in een ander punt S dat een cirkelvormige
baan doorloopt rond punt N. De centrifugaalversnellingen in P en S zijn identiek
qua grootte en richting. Dat is niet zo voor de gravitationele versnellingen. Die
zijn voor beide punten gericht naar het massazwaartepunt A van object ®. Omdat
op het moment t = ty + 4At waar figuur 5.6 betrekking op heeft, punt P dichter
bij A ligt dan punt S, is de gravitationele versnelling in P groter dan die in S. In
de figuur is dat aangegeven met verschillen in lengte van de pijlen die versnellingen
representeren.

Dit illustreert dat het globale evenwicht, gekenmerkt door agray = @Gcent (zie uit-
drukking (5.19)) dat opgaat voor het zwaartepunt B van object @, niet vanzelf-
sprekend ook geldt voor elk punt binnen dat object of aan het oppervlak daarvan.
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Als we ons op basis van figuur 5.6 een voorstelling maken van de netto versnellin-
gen in de punten P en S, dan lijkt het erop dat object @ door ruimtelijke variatie
van die netto versnelling, in zowel grootte als richting, langs de lijn door A en B
wordt uitgerekt en dwars daarop wordt samengetrokken.

Hoewel dat niet direct blijkt uit figuur 5.6, is die samentrekking niet beperkt tot
het zy—vlak. Bedenk hierbij dat object @ in deze figuur het aanzicht is van een
bol. Als punt P niet in het xy—vlak ligt, is de versnelling acent wel evenwijdig aan
dit vlak maar agrav,p niet, want die is gericht naar het massazwaartepunt A van
object @ dat wel in het xy—vlak ligt. De uitrekking en samentrekking spelen zich
dus af in drie dimensies.

De netto versnelling @yetto,p in punt P wordt gegeven door

Onetto,p = Qcent + Qgrav,p

—

o b my P+ k . R+ Ry (5.22)
=wR—=-—-"V—m—"——"—7 ; T=—7—
|b] b + k|2 |#b + k| Ry

waarin b de plaatsvector van punt B is (van Z naar B), zodat —(7b + k) vanuit
punt P wijst naar het massazwaartepunt A van object ®. Dat is de richting van
de versnelling van de zwaartekracht in P als gevolg van de massa m; van object
®. Voorts is |b + k| de afstand tussen beide punten

Omdat het systeem van de twee objecten roteert, varieert de vector b met de tijd.
Als B zich op tijdstip ¢ = 0 op de z-as zou bevinden (in het punt (R3,0,0)), dan
is
. cos(wt)
b= Ry | sin(wt) (5.23)
0

Vanwege deze athankelijkheid van b van de tijd, varieert ook @grav,p met de tijd en
dat geldt dan ook voor de netto versnelling @nesto,p-

Voor de vector k (van B naar P), die niet verandert met de tijd, kunnen we
schrijven dat
cos f cos ¢
k= ar | cosfsin¢ (5.24)

sin 6

waarin r de straal is van het bolvormig object @. Daarnaast is 6 de hoek tussen
een lijn door B en P en het zy-vlak en ¢ is de hoek die de projectie van deze lijn
op het xy-vlak maakt met de z-as. Voor a = 0 valt P samen met B en voor a = 1
ligt P op het oppervlak van object @.

Met het stelsel (5.22)- (5.24) kunnen voor elk punt P in (0 < o < 1), op (@ = 1)
of buiten (o > 1) object @ de netto versnelling bepalen. Als we dat doen voor
punten P die we kiezen langs de omtrek van object @ in het zy-vlak (dus voor
a=1,0=0en ¢ € [0;27]), dan vinden we het beeld dat is geschetst in figuur
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Figuur 5.7: Netto versnellin-

gen (weergegeven met de rode
y pijlen) die zich langs de om-
trek van object @ voordoen als
de objecten @ en @ roteren
rond hun gemeenschappelijke
zwaartepunt Z.

’ =
j =
;o5 7
Z /
2 | >

= )

5.7. De rode pijlen langs de omtrek van @ in deze figuur geven de lokale richting
van de netto versnelling aan. De lengte van de pijlen is een maat voor de grootte
van die versnelling.

Het verloop van de versnelling langs de omtrek van object @ is consistent met het
eerder genoemde vermoeden dat dit object door de combinatie van gravitationele
en centrifugale versnellingen langs de verbindingslijn van A en B wordt uitgerekt
en dwars daarop wordt samengetrokken.

Dit effect van uitrekken en samentrekken leidt ertoe dat object @ vervormt van
de bol (die we aanvankelijk hebben aangenomen) tot een soort ellipsoide®®. En
dit effect is wederzijds. Object @ ondergaat als gevolg van de combinatie van
rotatie rond Z en de zwaartekracht van object @ een soortgelijke vervorming. Het
resultaat van dit wederzijdse genoegen is geschetst in figuur 5.844.

5.3.3 Evenwichtsgetij

Om een beeld te krijgen van de omvang van de krachten die het getij op aarde
genereren, kijken we eerst naar het aarde-maan systeem. Ter wille van de eenvoud
laten we de zon in eerste instantie buiten beschouwing. Bovendien stellen we ons

43De wiskunde kent een specifieke definitie van een ellipsoide. De vorm die object @ onder
invloed van de beschreven versnellingen aanneemt, lijkt daar sterk op, maar is geen ellipsoide
in de strikte wiskundige definitie. Dat heeft te maken met asymmetrie van de versnellingen ten
opzichte van een vlak door B en loodrecht op de verbindingslijn van A en B. Ook de samenstelling
van object @ speelt een rol, bijvoorbeeld waar het gaat om de ruimtelijke variabiliteit van de
elasticiteitsmodulus (de verhouding tussen spanning en deformatie). Voor de beschrijving van
het concept van het evenwichtsgetij zijn zulke effecten relatief onbelangrijk en blijven daarom in
dit boek buiten beschouwing

44In het model dat we hebben gebruikt om het principe van de getijdenwerking in beeld te
brengen, zijn we uitgegaan van objecten @ en @ die niet ook om een eigen as roteren. Bij
het aarde-maan systeem is dat wel zo en bij vele andere duo’s van hemellichamen ook. Als de
periode van zo’n rotatie rond een eigen as afwijkt van de periode van de omwenteling rond een
gezamenlijk massazwaartepunt, ervaren de betrokken objecten de uitrekking en samentrekking
steeds in een andere richting (laat in gedachten object @ in figuur 5.7 roteren rond B om hier een
beeld van te vormen). Objecten worden hierdoor continu gekneed. Door interne wrijving gaat dit
gepaard met dissipatie van energie. Tegelijkertijd blijft het impulsmoment van het totale systeem
behouden. Het gezamenlijke effect is dat de hoeksnelheid van de rotatie om de eigen as afneemt
en dat de onderlinge afstand van de objecten toeneemt. Op aarde zien we dat bijvoorbeeld terug
in een relatief trage maar persistente toename van de duur van een dag.
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Figuur 5.8: Deformatie van de
objecten @ en @ als gevolg van

y de versnellingen die zich voor-
e A doen als beide objecten rote-
ren rond hun gemeenschappe-

@ lijke zwaartepunt Z.

@

de aarde voor als een bol die geheel bedekt is met een laag water, ook al is dat
in werkelijkheid voor slechts circa 2/3 deel het geval. Het middelpunt van de bol
valt samen met het massazwaartepunt. Het theoretische beeld dat we met deze
schematisatie van het getij krijgen, wordt het evenwichtsgetij genoemd. Ook de
rotatie van de aarde rond haar eigen as blijft nog even buiten beschouwing (in
paragraaf 5.3.4 nemen we die rotatie wel mee).

Voor deze geschematiseerde voorstelling beschrijven we de rotatie van het aarde—
maan systeem en de versnellingen die zich in een willekeurig punt P op aarde
voordoen als gevolg van gravitatie van aarde en maan en door de rotatie van beide
objecten rond hun gezamenlijke zwaartepunt. Als referentie gebruiken we een
assenstelsel waarvan de oorsprong samenvalt met dat gezamenlijke zwaartepunt.
Het massazwaartepunt van de aarde ligt op het negatieve deel van de x—as en dat
van de maan op het positieve deel. Beide objecten roteren in het zy—vlak rond
een lijn die samenvalt met de z—as. Dit is geschetst in figuur 5.9. Deze figuur
heeft betrekking op een moment waarop de zwaartepunten van aarde en maan
(achtereenvolgens B en A) zich ergens op de x-as bevinden. Voor de berekening
van de netto versnelling in punt P maakt dat niet uit omdat de positie van dat
punt in de berekening open wordt gelaten. Dat wil zeggen dat de hoeken ¢ en 6
(zie figuur 5.9 en uitdrukking (5.24)) niet worden gespecificeerd.

Onze belangstelling gaat uit naar versnellingen die bijdragen aan de getijdewerking
op aarde. Gravitatie van de aarde zelf speelt daarin geen rol. Deze is steeds
gericht naar het zwaartepunt van de aarde en wordt gecompenseerd door een
verticale drukgradiént. De bijbehorende versnelling laten we daarom voorts buiten
beschouwing en we concentreren ons op gravitatie van de maan en rotatie van het
aarde—maan systeem.

De situatieschets in figuur 5.9 is in die zin representatief voor het aarde-maan sys-
teem dat de aarde veel groter is dan de maan en dat hun gezamenlijke zwaartepunt
Z binnen de aarde ligt.

De netto versnelling die zich voordoet in een punt P ergens op het oppervlak van
de aarde, wordt gegeven door

g maan Ag E
a:netto,p = W2RQT - 'Ynzi_.r_.i—’__. (525)
|| |7b + E|? |7b + k|
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Figuur 5.9: Schematische voorstelling van het aarde-maan systeem. Het bijbehorende bovenaanzicht
is vergelijkbaar met de schets in figuur 5.6 (zonder punt S).

(zie nitdrukking (5.22)), met b volgens (5.23), k volgens (5.24) met ar = r, de
straal van de aarde en wt = (2n+ 1)7 ; n € Z omdat B op de negatieve z-as ligt,
op £ = —R»).

Deze netto versnelling @petto,p is te ontbinden in een radiale component (lood-
recht op het aardoppervlak, in het verlengde van E) en een tangentiéle component
(die raakt aan het aardoppervlak). Die radiale component heeft dezelfde werk-
lijn als de versnelling van de zwaartekracht van de aarde zelf. Zolang de som
van de versnelling van de zwaartekracht en die radiale component gericht is naar
het zwaartepunt van de aarde, wordt die som gecompenseerd door een verticale
drukgradiént®®.

De tangentiéle componenten van de versnellingen die zich verspreid over het aard-
oppervlak voordoen, genereren stromingen in de richting van de punten waar de
x-as (in figuur 5.9) de aardbol snijdt (zie figuren 5.7 en 5.8). Dat leidt tot opstu-
wing rond die twee snijpunten en op die manier krijgt het wateroppervlak op aarde
de ellipsoide-achtige vorm die in de voorgaande paragraaf is genoemd (bedenk dat
we hebben verondersteld dat de aarde geheel bedekt is met water).

Door die opstuwing onstaat langs het aardoppervlak een verhang dat tegen de
richting van de tangentiéle versnellingen in werkt. Uiteindelijk ontstaat een even-
wicht waarbij de ellipsoide niet verder uitrekt langs de x-as (in figuur 5.9) en dwars
daarop niet verder samentrekt.

Om een indruk te krijgen van de grootte van de tangentiéle versnellingen, ont-
binden we @netto,p i een radiale component en een tangentiéle component. Uit

45 Als die som van versnellingen van het zwaartepunt van de aarde af zou zijn gericht, zou het
water op aarde de ruimte in verdwijnen. Dit lijkt op overschrijding van de Rochelimiet, genoemd
in voetnoot 42. Omdat de aarde zwaarder is dan de maan, zal dat zich bij de aarde echter niet
voordoen
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Figuur 5.10: Ontbinding
van de vector b in een
component Ak loodrecht
op het oppervlak van ob-
ject @ en een component
©) ¥ die evenwijdig is aan
x het raakvlak aan dat op-
pervlak in punt P.

die laatste component leiden we een orde van grootte af van het verhang. Bij de
ontbinding schematiseren we de aarde tot een bol. Met de wetenschap dat de ge-
tijdenwerking de aarde deformeert tot een soort ellipsoide, is die schematisatie niet
in overeenstemming met de werkelijkheid. We nemen echter aan dat de deformatie
beperkt is zodat we in eerste benadering kunnen uitgaan van een bol. Achteraf
moet dit worden gecontroleerd.

De radiale component heeft dezelfde richting als +k. Als we de richting van de
tangentiéle component aanduiden met ¥, dan komt de ontbinding erop neer dat
We Gnetto,p Willen schrijven als een gewogen som van k en #. En omdat k en @
loodrecht op elkaar staan, moet gelden dat

k-v=0 (5.26)

Door herschikking van termen in de uitdrukking (5.22) voor @petto,p, volgt dat

Wz]%2 Mmaan 7 Mmaan ' Y 7
C_':ne o,p — S>— — V== 7o+ V= =_ k= Bb+l€k 5.27
or ( M EYE 175 + k|3 (5.27)

waarin 8 en k slechts zijn bedoeld als verkorte schrijfwijze van de termen tussen
haken in het middelste deel van bovenstaande uitdrukking.

De beoogde ontbinding van de versnelling @petto,p in een radiale en tangentiéle
component, komt erop neer dat we deze vector willen schrijven als een lineaire
combinatie van k en #. Dat doen we door eerst b als zo'n combinatie te schrijven
om vervolgens het resultaat daarvan in te vullen in (5.27).

Vooralsnog hebben we over o alleen gesteld dat deze loodrecht moet staan op k.
De grootte van v is nog niet bepaald. Van k daarentegen, ligt zowel de grootte als
de richting vast. We kunnen b dus schrijven als de som van ¥ en een veelvoud van

k (zie figuur 5.10):
b+Xe+7=0 (5.28)
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12 Figuur 5.11: Verloop van de

tangentiéle en radiale versnel-
lingen in een punt P aan het
oppervlak van de aarde en in
het baanvak van de maan (dat
komt overeen met § = ¢ =0
in figuur 5.9) tijdens een vol-
x ledige omloop van het aarde—
radiale component
0,4 maan systeem. Van de tan-
06 gentiéle component is alleen
0 n/2 n 3n/2 2n

ot het verloop van de grootte
aangegeven. Bij de radiale
component is positief van het
middelpunt van de aarde af en

negatief ernaar toe.

10
08

tangentiéle component

06
0,4
0,2
0,0

versnelling [1 o N/kg]

-0,2

Combinatie van deze ontbinding van b met (5.26) geeft

D o o e oo kb
kb+Ak-k+k-U=k-b+ bk — A= f@ = 7@005(0)cos(wt7¢)) (5.29)
Ta
en dus is
b=\ —0
= —Mk +(b+ \E) (5.30)
N S —

radiaal tangentieel

Combinatie van dit resultaat met (5.27) geeft

Tnottop = (£ — AB)k + B(b+ \k) (5.31)
diaal t tieel
radlaa angen lee

In figuur 5.11 is het verloop aangegeven van de beide componenten van Gnetto,p
voor een P aan het oppervlak van de aarde en in het baanvak van de maan (dat
komt overeen met § = ¢ = 0 in figuur 5.9). Bedenk bij de interpretatie van deze
figuur dat we de rotatie van de aarde om een eigen as nog niet in de beschouwing
van het evenwichtsgetij hebben betrokken. We volgen dus een punt P tijdens een
omwenteling van het aarde-maan systeem zoals geschetst in figuur 5.5.

De maximale radiale versnelling doet zich voor als P zich samenvalt met het snij-
punt van de positieve x-as en het oppervlak van de aarde (in figuur 5.9). In dat
geval is

-1 1
wt=m ; b=Ry| 0 c k=740 (5.32)
0 0

Gecombineerd met v = 6,674 x 107! Nm?/kg?, R; = 380060 km, Ry = 4676 km,
re = 6378 km en m = 7,35 x 10%?kg volgt dat de maximale radiale versnelling
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Figuur 5.12: Tangentiéle com-
ponenten van de versnelling
ten gevolge van gravitatie van
de maan en rotatie van het
aarde—-maan systeem.
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Figuur 5.13: Een waarnemer
op een vaste plaats op aarde
Maan  doorloopt de volledige ellipso-
. ide van het evenwichtsgetij.

1,127 x 1075 m/s? bedraagt. Dat is ongeveer 1,15 x 10~7 maal zo groot als de
versnelling van de zwaartekracht van de aarde zelf (aan het oppervlak). Hieruit
volgt dat overal op aarde de verticale component van de versnelling als gevolg van
gravitatie van de maan en rotatie van het aarde-maan systeem verwaarloosbaar is
ten opzichte van de zwaartekrachtversnelling van de aarde zelf. Deze component
speelt zodoende geen rol van betekenis bij het genereren van getij.

De tangentiéle component van de versnelling @pctto,p doet dat daarentegen wel.
Deze genereert een stroming die convergeert naar de twee punten waar de x—as
(in figuur 5.9)) het oppervlak van de bolvormig veronderstelde aarde snijdt. Een
kant daarvan is weergegeven in figuur 5.12 waarin de verdeling van richtingen van
de tangentiéle component is geschetst voor de kant van de aarde die uitzicht heeft
op de maan.

Door de resulterende opstuwing ontstaat een compenserend verhang. Als we ver-
onderstellen dat dit verhang op elk moment en op elke plaats evenwicht maakt met
de tangentiéle versnelling, neemt de schil van water waarmee we de aarde in onze
schematische voorstelling bedekt denken, de vorm van een ellipsoide aan. De lange
as van deze ellipsoide valt samen met de lijn door de zwaartepunten van aarde en
maan. Binnen deze ellipsoide draait de aarde om haar eigen as. De hoekfrequentie
van deze rotatie is groter dan die van de rotatie van het aarde-maan systeem. Het
gevolg is dat een waarnemer op een vaste plaats op aarde een periodiek variérende
waterstand ervaart (zie figuur 5.13. Dit is het zogeheten evenwichtsgetij.

Het werkelijke getij is gecompliceerder dan het evenwichtsgetij. De aarde is niet
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rondom bedekt met water en de banen van aarde en maan rond hun gezamenlijke
massazwaartepunt is niet zuiver cirkelvorming. En zo zijn er meer complicerende
factoren. In de volgende paragrafen gaan we op enkele daarvan in. De basis is ech-
ter een periodieke beweging. Het getij, inclusief die complicerende factoren, wordt
beschreven in termen van een lineaire combinatie van harmonische (sinusvormige)
componenten. De variatie van de waterstand { met de tijd schrijven we als

Ct)y=¢+ Z ay, cos (wit + dr) (5.33)

k

waarin (y de getij—gemiddelde waterstand is. De amplitudes ay en fases ¢ kunnen
van plaats tot plaats verschillen, maar de hoekfrequenties wy doen zich overal op
aarde voor.

5.3.4 Primaire harmonische componenten

Bij de bepaling van het evenwichtsgetij hebben we verondersteld dat de aarde vol-
ledig omgeven is door een schil van water en dat dit water instantaan reageert op
variaties met de tijd van de krachten die de getijbeweging veroorzaken. Bovendien
hebben we ons beperkt tot de krachten die gerelateerd zijn aan het aarde—maan
systeem en aangenomen dat de beide objecten in dit systeem met constante snel-
heid een cirkelvormige baan rond hun gezamenlijke massazwaartepunt doorlopen.
Met deze simplificaties kunnen we het principe van het getij doorgronden. We
kunnen ermee uitleggen waarom het vrijwel overal op aarde bijna tweemaal per
dag hoogwater is en ook bijna tweemaal laagwater. Ook kunnen we er het principe
van de doodtij—springtij cyclus mee uitleggen. Deze beide verschijnselen komen in
het navolgende aan bod.

Binnen de ellipsoide van het evenwichtsgetij draait de aarde rond haar eigen as.
Gedurende één volledige omwenteling passeert een waarnemer op een vaste locatie
op aarde twee maal hoogwater: één keer aan de zijde van de aarde die naar de
maan is toegekeerd en eenmaal aan de andere zijde (zie figuur 5.13). Tussendoor
komt de waarnemer dus ook tweemaal laagwater tegen. Het door de maan gegene-
reerde getij heeft daarmee een zogeheten dubbeldaags karakter. Dit wordt de My
component van het getij genoemd (de M verwijst naar de maan en de index 2 naar
dubbeldaags). De periode van deze My component is niet precies gelijk aan 12
uur. Immers, in de tijd die de aarde nodig heeft om één volledige omwenteling te
maken, is het aarde-maan systeem ook een stukje geroteerd rond hun gezamenlijke
zwaartepunt. Dit is in figuur 5.14 aangegeven met de hoek .

In de tijd dat het aarde—maan systeem over deze hoek « is gedraaid, is de aarde
over een hoek 27w + o om haar eigen as geroteerd. Deze tijd is gelijk aan twee
maal de periode van de My component van het getij. Als wgp de hoekfrequentie
is van de rotatie van de aarde om haar eigen as en wgys de hoekfrequentie van
de draaiing van het aarde-maan systeem, dan geldt voor de periode T" van de My
component van het getij dat

2Twsp = a + 2w = 2T wgp + 27 (5.34)
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Figuur 5.14: Schematische voorstelling van het
aarde-maan systeem (zicht op het noordelijk half-
rond van de aarde). In de twee getoonde standen
van de maan staat deze satelliet twee achtereen-
volgende keren boven dezelfde aardse meridiaan.

Maan

zodat
o

T =2 (wSD - wSM) (535)

(.c)j\/[2
Op dezelfde manier zoals we dat in de voorgaande paragraaf hebben gedaan, kun-
nen we ook een evenwichtsgetij afleiden voor het roterende systeem van zon en
aarde. Ook hierbij hoort een dubbeldaagse component en deze wordt aangeduid
met So. De bijbehorende hoekfrequentie wg, wordt gegeven door

ws, = 2 (wSD - wSQ) (536)

waarin wg, de hoekfrequentie is van de rotatie van de aarde rond de zon.

M; en S, zijn de primaire dubbeldaagse getijcomponenten. In de vorige paragraaf
hebben we gekeken naar het aan de maan gerelateerde evenwichtsgetij en becijferd
dat de orde van grootte van de totale versnelling die een waterdeeltje aan het
oppervlak van de aarde ondervindt gelijk is aan 1,127 x 1075 m/s2. Als we die
exercitie herhalen voor het aan de zon gerelateerde evenwichtsgetij moeten we voor
m de massa van de zon kiezen (1,989 x 103° kg) en voor z,, — 2z, de afstand tussen
de zwaartepunten van zon en aarde (gemiddeld 149,6 x 10° km). Daaruit volgt
een maximale versnelling van 5,07 x 107 m/s?. Dat is ongeveer half zo groot als
het effect van de maan. Hoewel de maan aanzienlijk kleiner en minder zwaar is
dan de zon sorteert deze toch een groter effect omdat de afstand tot de aarde veel
kleiner is.

Om de hoekfrequenties was, en wg, van de primaire dubbeldaagse componenten te
berekenen, hebben we de hoekfrequenties nodig van de rotatie van het aarde—maan
systeem (wgyps), die van het aarde—zon systeem (wg ) en die van de rotatie van de
aarde om haar eigen as (wsp). De periodes van deze rotaties zijn gegeven in tabel
5.1.

Met de gegevens in tabel 5.1 vinden we dat wg; = 0,0411° /uur, wgp = 15,0411° /uur
en wgpy = 0,5490° /uur. De hoekfrequenties van de primaire componenten My en
S komen hiermee op achtereenvolgens 14,4921° /uur en 15,0000° /uur. De bijbe-
horende periodes zijn 12 uur, 25 minuten en 14 seconden voor My en precies 12
uur voor Ss.
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dagen uren minuten seconden

jaar 365 6 9 9,8
maand 27 7 43 11,6
dag 0 23 56 4,1

Tabel 5.1: periodes van het siderische jaar, de siderische maand en dag.

De periodes in tabel 5.1 zijn zogeheten siderische maten (vandaar de toevoeging
‘S’ in het subscript van de hoekfrequentie). Dat wil zeggen: ten opzichte van de
sterren. Deze periodes zijn nagenoeg identiek aan de tijd die nodig is om een
volledige omwenteling van 360° te maken. Naast siderische periodes kennen we
ook synodische. Daarbij gaat het om de tijd die nodig is om dezelfde positie ten
opzichte van de zon in te nemen. Een waarnemer op een vaste positie op aarde die
op enig moment de zon recht boven zich heeft, zal dat niet opnieuw hebben nadat
de aarde precies één omwenteling om haar eigen as heeft voltooid. In die siderische
dag zal deze planeet namelijk ook een stukje zijn opgeschoten in haar baan rond de
zon. Omdat de aarde in dezelfde richting om haar as roteert als om de zon, zal de
aarde nog iets door moeten draaien om de waarnemer weer precies onder de zon te
brengen. Daar is 3 minuten en 55,9 seconden voor nodig. Zodoende verstrijkt 24
uur tussen twee opeenvolgende keren dat de waarnemer de zon precies boven zich
heeft en dat noemen we een synodische dag (met een duur van exact 24 uur). Op
overeenkomstige manier is een synodische maand gelijk aan de duur tussen twee
opeenvolgende volle of nieuwe manen (29,5306 dagen van 24 uur).

Interactie tussen de componenten My en Sy is verantwoordelijk voor de doodtij—
springtij cyclus. De hoekfrequentie van deze cyclus bedraagt 2(wsy — wgy). De
bijbehorende periode is gelijk aan een halve synodische maand (14,7653 dagen
van 24 uur). Wanneer zon, maan en aarde in één lijn staan, versterken de getij—
opwekkende invloeden van de maan en de zon elkaar. Per omwenteling van het
aarde-maan systeem komt dat twee maal voor: tijdens nieuwe maan en tijdens
volle maan. We spreken dan van springtij (zie figuur 5.15). Echter, wanneer de
maan 90° uit fase is, verzwakken de effecten van zon en maan elkaar. Ook dat
komt twee keer voor per omwenteling van het aarde-maan systeem: tijdens eerste
en laatste kwartier.

5.3.5 Dagelijkse ongelijkheid

Omdat het baanvlak van de maan (dat is het vlak waarin aarde en maan om elkaar
draaien) niet samenvalt met het equatoriale vlak van de aarde, kunnen opeenvol-
gende hoogwaters (behorend bij de aan de maan gerelateerde Ms component)
verschillend van omvang zijn. Dit verschijnsel wordt de dagelijkse ongelijkheid
genoemd. Tijdens de rotatie van de aarde om haar eigen as volgt een waarnemer
op een vaste positie een pad waarbij de afstand tot het baanvlak van de maan
varieert. Waar deze afstand een minimum of een maximum bereikt, is het voor
de waarnemer hoogwater. Bij het minimum (hoogwater I in figuur 5.16) is het
hoogwater groter dan bij het maximum (hoogwater II in figuur 5.16).
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Figuur 5.15: Vier fasen
in de springtij—doodtij cy-
clus. De gele cirkel
(links) stelt de zon voor,
de blauwe cirkel staat
voor de aarde en de half
witte, half grijze cirkel
voor de maan (de witte
helft wordt verlicht door
de zon). De baan van
de maan rond de aarde
is aangegeven met de
streeplijn. De zwarte
ellipsen tonen de vorm
van het wateroppervlak
op aarde onder invloed
van zon en maan voor
vier fasen in de peri-
ode tussen twee opeen-
volgende nieuwe manen.
Bij nieuwe maan en volle
maan verstreken zon en
maan elkaar (springtij;
lang gerekte ellipsoide),
terwijl ze elkaar tijdens
eerste en laatste kwartier
tegenwerken (doodtij; el-
lipsoide bijna gelijk aan
een cirkel).

nieuwe maan
springtij

eerste kwartier
doodtij

volle maan
springtij

laatste kwartier
doodtij

Figuur 5.16: De dagelijkse on-
gelijkheid is het verschijnsel
dat twee opeenvolgende hoog-
waters verschillend van om-
vang zijn. Dat wordt veroor-
zaakt door de scheefstand van
het baanvlak van de maan ten
opzichte van het equatoriale
vlak van de aarde.

Maan '
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baanvlak van de Maan Figuur 5.17: Om-
) dat het baanvlak
maximale
declinatie van de maan een
hoek maakt met het
equatoriale vlak van
de aarde, Vvarieert
de declinatie van de
maan met de tijd.

Maan recht boven
de evenaar
(declinatie = 0)
equatoriaal viak
van de Aarde

Maan recht boven
de evenaar

(declinatie = 0)

maximale
declinatie

De hoek tussen het equatoriale vlak van de aarde en de lijn die aarde en maan
(of willekeurig welk ander object aan de hemel) verbindt, wordt de declinatie
genoemd. Het verschil tussen hoogwaters I en II is afhankelijk van deze declinatie.
Naarmate de declinatie toeneemt, wordt ook het verschil tussen beide hoogwaters
groter.

De declinatie van de maan is niet constant, maar varieert met de tijd. Dat heeft
te maken met de baan die de maan ten opzichte van de aarde doorloopt. Een
schematische voorstelling van die baan is geschetst in figuur 5.17. Daarin is die
baan ter wille van de eenvoud cirkelvormig genomen en het middelpunt van die
cirkel valt samen met het zwaartepunt van de aarde. Dat is niet helemaal correct,
maar het biedt een adequate illustratie van de variatie in de dagelijkse ongelijkheid.

Tijdens een volledige omloop rond de aarde is de declinatie van de maan tweemaal
gelijk aan nul en bereikt deze tweemaal z'n maximale waarde. Als de maan recht
boven de evenaar staat, is de declinatie gelijk aan nul. In die situaties is de dage-
lijkse ongelijkheid ook gelijk aan nul. Halverwege deze momenten is de declinatie
maximaal en dat geldt dan ook voor de dagelijkse ongelijkheid.

In de situatie zoals geschetst in figuur 5.16 bevindt de maan zich boven het equato-
riale vlak van de aarde en is hoogwater I groter dan hoogwater II. Als de bovenkant
van de aarde in deze figuur de noordpool voorstelt, kunnen we zeggen dat de maan
zich ten noorden van het equatoriale vlak bevindt. Naarmate de maan vordert in
haar baan neemt de declinatie geleidelijk af tot nul. In termen van figuur 5.16
bevindt de maan zich dan rechts van de aarde en in het equatoriale vlak. Daarna
neemt de declinatie weer toe, maar bevindt de maan zich ten zuiden van het equa-
toriale vlak van de aarde en dan is hoogwater I juist kleiner dan hoogwater II. Dat
wil zeggen dat voor een vaste positie op aarde, bijvoorbeeld die waar hoogwater I
wordt gemeten, de amplitude van het My getij periodiek varieert afhankelijk van
de positie van de maan ten opzichte van het equatoriale vlak van de aarde. De
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Figuur 5.18: De dage-
lijkse ongelijkheid wordt
beschreven door bij het
My getij (blauwe streep-
lijn) een component met
een tweemaal zo grote
periode (zwarte streep-
lijn) bij op te tellen. De
rode lijn is de som. In
de bovenste grafiek con-
centreert de ongelijkheid
zich rond hoogwater ter-
wijl dat in de onderste
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periode van deze schommeling is gelijk aan de duur tussen twee opeenvolgende
keren dat de maan in haar baan om de aarde het equatoriale vlak van de aarde
in noordwaartse richting snijdt¢. Dit is de zogeheten tropische maand (27,32158
dagen van 24 uur) en die is niet gelijk aan de siderische maand die is genoemd
in tabel 5.1 (27,32166 dagen van 24 uur). De oorzaak van het verschil is dat de
baan van de maan elliptisch is in plaats van cirkelvormig en de assen van deze
ellips roteren langzaam in het baanvlak van de maan. Bovendien is de baan van
de maan onderhevig aan precessie. In de volgende paragrafen gaan we hier nader
op in.

Om de dagelijkse ongelijkheid van het My getij te beschrijven, tellen we er een
harmonische component bij op met een tweemaal zo grote periode. Dat is immers
de periode waarmee de ongelijkheid zich manifesteert. De grootte van deze com-
ponent kan positief of negatief zijn en dat past bij het eerder geschetste beeld dat,
afhankelijk van de positie van de maan ten opzichte van het equatoriale vlak van
de aarde, een hoogwater groter of kleiner is dan het gemiddelde.

De fase ¢ van de toegevoegde component wordt bepaald door de verhouding tussen
de effecten van de ongelijkheid bij hoogwater en bij laagwater. Als de ongelijkheid
zich concentreert rond hoogwater is deze fase gelijk aan nul. Komt de ongelijkheid
daarentegen juist rond laagwater voor, dan is de fase gelijk aan /2. In figuur 5.18
zijn hiervan twee voorbeelden gegeven. In de onderste grafiek in deze figuur is de
fase gelijk aan 7/4. Daarbij doet de dagelijkse ongelijkheid zich in gelijke mate
voor bij hoog- en laagwater.

De amplitude van de component die bij My wordt opgeteld, is athankelijk van
de declinatie van de maan en varieert zodoende met een periode gelijk aan de

46De opgaande of noordwaartse doorsnijding van het equatoriale vlak van de aarde is een
referentie die in de astronomie gebruikelijk is. Het komt overeen met het punt rechts in figuur
5.17 waar de declinatie gelijk is aan nul.
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duur van een tropische maand (27,32158 dagen van 24 uur). Deze amplitude—
gemoduleerde golf schrijven we als de som van twee sinusvormige signalen. Met
wrm de hoeksnelheid van de modulatie vinden we

1 1 1
cos(wrpt + @) cos (sz,Zt) =3 cos ((2wM2 + wTM> t+ gb) +

%cos ((;WM2 — wTM> t— ¢>

De component met de somfrequentie wordt aangeduid met K; en die met de ver-
schilfrequentie met O;. Het door de maan geinduceerde getij inclusief de dagelijkse
ongelijkheid is hiermee geschreven als de som van de drie harmonische compo-
nenten My, K; en O;. Dat sluit aan bij de vorm (5.33) waarin het getij wordt
weergegeven als een lineaire combinatie van sinusvormige componenten.

(5.37)

In het getij dat is gerelateerd aan de beweging van aarde en zon doet zich een
soortgelijk verschijnsel voor omdat de rotatie-as van de aarde niet loodrecht staat
op de ecliptica. Dat is het vlak waarin de aarde haar baan rond de zon doorloopt.
Deze scheefstand is ook verantwoordelijk voor het bestaan van seizoenen.

In dit geval heeft de dagelijkse ongelijkheid een periode die tweemaal zo groot is
als die van de Sy component en de amplitude-modulatie die hierin optreedt, heeft
een periode gelijk aan de duur van een tropische jaar. Dat jaar is gedefinieerd als
de duur tussen twee opeenvolgende keren dat de zon aan het begin van de lente op
het noordelijk halfrond precies boven de evenaar staat (het zogeheten lentepunt).
Het duurt 365,24219 dagen van 24 uur. Als we de hoeksnelheid van deze modulatie
noteren als wp; vinden we, overeenkomstig (5.37),

1 1 1
cos(wr gt + ¢) cos inQt zicos iwsz—i—wTJ t+o¢ )+
1 1
§COS 5(&)327&)’]"] t— o

De twee componenten in het rechter lid van deze uitdrukking noemen we achter-
eenvolgens K; (somfrequentie) en Py (verschilfrequentie). De aanduiding K; is
ook al gebruikt bij de maan. De reden om de aanduiding te herhalen is dat de
hoekfrequenties wg, /2 + wry en war, /2 + wrar niet van elkaar te onderscheiden
zijn.

(5.38)

Omdat de dagelijkse ongelijkheid voortkomt uit de declinatie van zon en maan,
worden de harmonische componenten Ky, O; en P; enkeldaagse declinatie—getijden
genoemd. De term ’enkeldaags’ geeft, net als de index 1 aan dat het gaat om
componenten met een periode van (ongeveer) één dag. Er zijn ook dubbeldaagse
declinatiegetijden, maar die laten we buiten beschouwing. In de volgende paragraaf
gaan we in op de ellipticiteit van de baan van de maan.
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5.3.6 Elliptische en andere getijden

Tot nog toe hebben we de baan van de maan rond de aarde steeds geschemati-
seerd tot een cirkel. Volgens de eerste van de bekende drie wetten van de Duitse
astronoom Johannes Keppler (1571-1630) is de werkelijke baan van de maan ech-
ter elliptisch en excentrisch ten opzichte van de aarde. Het gezamenlijke massa-
zwaartepunt van aarde en maan valt samen met één van de brandpunten van de
ellips.

Bij zo’n elliptische baan varieert de afstand tussen aarde en maan met de tijd. Ook
de omloopsnelheid varieert met de tijd. Naarmate de maan zich steeds dichter bij
de aarde bevindt, neemt die snelheid toe en omgekeerd. Het gevolg van deze
variérende afstand en snelheid is dat het gravitatie—effect ook varieert en dat zien
we terug in de amplitude van de My component van het getij. Net als bij het effect
van de declinatie van de maan gaat het ook hier om een amplitude-modulatie. De
periode van deze modulatie is gelijk aan een anomalistische maand. Dat is de
duur tussen twee opeenvolgende malen dat de maan zich in haar elliptische baan
het dichtst bij de aarde bevindt (27,55455 dagen van 24 uur). We schrijven deze
amplitude-modulatie als

(14 cos (wamt + ¢)) cos (war,t) =
1 1 (5.39)
cos (war,t) + 5 cos ((wWary +wan)t+ &) + 5 cos ((wpry —wanm)t — @)

waarbij waps de hoekfrequentie is bij een periode van een anomalistische maand.
De component met de somfrequentie in het rechter lid van (5.39) wordt aangeduid
met Lo en die met de verschilfrequentie met No. Het gaat in beide gevallen om
dubbeldaagse harmonische componenten.

In de beschrijving van het getij dat aan de beweging van het aarde-maan systeem
is gerelateerd, hebben we inmiddels vier verschillende maanden genoemd, alle met
een andere duur. Dat de synodische maand afwijkt van de andere drie, ligt voor
de hand. Hierbij gaat het immers om het herhaald innemen van een positie ten
opzichte van de zon en dat is mede afhankelijk van de rotatie van het aarde-
maan systeem rond deze ster. Het verschil tussen de andere drie maanden is
subtieler. Daarbij is steeds sprake van een volledige omwenteling, maar die is
vanwege de complexiteit van de beweging van de maan rond de aarde niet eenduidig
te definiéren. De lange as van de elliptische baan van de maan roteert in het
baanvlak en de normaal op dit vlak maakt een tollende beweging.

Gezien op het noordelijk halfrond van de aarde doorloopt de maan linksom een
elliptische baan rond de aarde. Het gezamenlijke zwaartepunt van aarde en maan
valt samen met één van de brandpunten van deze ellips. Die elliptische baan is
echter niet constant. De lange as van de ellips roteert met een periode van 8,85 jaar
om het gezamenlijke zwaartepunt. Gezien vanaf ergens boven de Noordpool is die
rotatie linksom. Een illustratie van dit verschijnsel is in figuur 5.19 gegeven voor
een kwart van de periode. De lange as begint horizontaal en een kwart periode
later is deze verticaal.
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Figuur 5.19: Impressie van
2 T " T T T T een elliptische baan waarbij de
lange as van de ellips lang-
zaam roteert om één van de
brandpunten (het punt (0,0)
in de grafiek). De baan be-
gint helemaal rechts op de ho-
rizontale stippellijn en eindigt
helemaal bovenaan de verti-
cale stippellijn. De ellips wordt
linksom doorlopen en de lange
- 1 as draait ook linksom.

0.5

1 . . I

Daarnaast verandert de vorm van de ellips doorlopend onder invloed van de zwaar-
tekracht van de zon. Bij nieuwe maan en volle maan is de ellips iets uitgerekter
dan bij eerste en laatste kwartier. Dit verschijnsel wordt evectie genoemd en de
getijcomponenten waarmee het effect ervan op het getij wordt beschreven, zijn de
zogeheten evectiegetijden.

Voorts is de omloop van de maan onderhevig aan precessie. Het baanvlak wiebelt
waarbij de normaal op dit vlak langs een kegel beweegt. Dit is vergelijkbaar met
de beweging van een draaitol waarvan de as niet samenvalt met de werklijn van de
zwaartekracht. De periode van dit gewiebel is 18,6 jaar. Op sommige plaatsen op
aarde leidt dit tot een significante variatie in de amplitude van het My getij.

Ook in de beweging van de aarde rond de zon spelen effecten van ellipticiteit
en precessie een rol. Zo varieert de scheefstand van de rotatie—as van de aarde
ten opzichte van de ecliptica met een periode van ongeveer 26000 jaar. Deze
variatie is mede verantwoordelijk voor klimatologische veranderingen, maar speelt
in de waterbouwkundige praktijk geen rol van betekenis. Dat geldt ook voor de
wrijving die de getijgolf ondervindt wanneer deze zich over het oppervlak van de
aarde voortplant. Als gevolg van deze wrijving wordt energie onttrokken aan de
beweging van het aarde—maan systeem. Dat heeft een lange—termijn effect op
onder meer de duur van een dag en de korte-termijn gemiddelde afstand tussen
aarde en maan.

Hiermee sluiten we deze impressie van planetaire effecten op de waterbeweging op
aarde af. De harmonische componenten die we in dit hoofdstuk hebben gekwan-
tificeerd, zijn samengevat in tabel 5.3. Daarbij hebben we gebruik gemaakt van
periodes van enkele karakteristieken in de onderlinge beweging van aarde, maan
en zon. Deze zijn te vinden in tabel 5.2.

Bedenk echter dat hiermee geen compleet overzicht is gegeven. Er zijn nog diverse
andere invloeden die we zelfs niet in kwalitatieve zin hebben vermeld. Voor nadere
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periode hoekfrequentie
[dagen van 24 uur] [°/uur] symbool

siderische dag 0,99727 15,0411 wsD
siderische maand 27,32166 0,5490 wsM
tropische maand 27,32158 0,5490 WTM
anomalistische maand 27,55455 0,5444 WAM
siderisch jaar 365,25636 0,0411 wsJg
tropisch jaar 265,24219 0,0411 wr g

Tabel 5.2: Periodes en hoekfrequenties van enkele karakteristieken in de beweging van aarde, zon en
maan ten opzichte van elkaar.

periode [uur] hoekfrequentie [°/uur] betrekking
Mg 12,4206 28,9841 W, = 2(&)5[) — wSM)
So 12,0000 30,0000 ws, = 2(wsp — wsy)
Ky 23,9345 15,0411 WK, = wM2/2 + wrpr of
WK, = Ws,/2+wry
0, 258194 13,9430 wo, = w, /2 — wrar)
P, 24,0659 14,9589 wp, = ws, /2 — wr
Lo 12,1916 29,5285 WLy, = WMy, — WAM
N» 12,6584 28,4397 Wy = Wi, + WAn

Tabel 5.3: Periodes en hoekfrequenties van enkele harmonische componenten.

studie wordt verwezen naar de literatuur. In de volgende twee paragrafen gaan
we eerst in op het effect van de aanwezigheid van continenten. Deze verhinderen
dat het evenwichtsgetij zich daadwerkelijk overal op aarde kan manifesteren. Ook
kijken we naar de manier waarop het getij van karakter verandert als het zich
tussen de continenten door voortplant en in betrekkelijk ondiepe kustgebieden
terecht komt. Tot slot komt analyse en voorspelling van het getij aan bod.

5.3.7 Getijvoortplanting

Het evenwichtsgetij dat we in voorgaande paragrafen hebben geschetst, is een
simplificatie van de werkelijkheid. Het uitgangspunten dat de aarde volledig bedekt
is met een dikke laag water, is niet juist. Als we bijvoorbeeld de snijlijn van het
baanvlak van de maan met het oppervlak van de aarde volgen, dan komen we naast
water ook bij herhaling land tegen. Hoewel het oppervlak van de aarde voor circa
70% uit zeeén en oceanen bestaat, vormen de continenten serieuze obstructies in
het evenwichtsgetij. Alleen bij Antarctica is rondom de aardbol water aanwezig
en daar wordt het getij in belangrijke mate gegenereerd. Vanuit de oceaan rond
Antarctica plant de getijgolf zich tussen de continenten door naar het noorden
voort.

De snelheid waarmee de getijgolf zich voortplant, is begrensd door de waterdiepte.
Voor een betrekkelijk diepe oceaan kunnen we dat als volgt afleiden uit de 1—
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dimensionale, diepte—gemiddelde impulsbalans en continuiteit. Bij zo’n diepe oce-
aan is advectie relatief onbelangrijk en we veronderstellen dat dit ook geldt voor
horizontale diffusie en bodemwrijving. Ook het Coriolis—effect laten we buiten be-
schouwing. We kijken naar een sinus-vormige golf die zich in z—richting voortplant.
Voor deze gesimplificeerde voorstelling wordt de impulsbalans gegeven door

ou a¢
— =g A
ot e (5.40)
en de continuiteitsvergelijking is
o¢ 0
- = A1
S (u(h+ () =0 (5.41)

In deze uitdrukkingen is v de diepte—gemiddelde stroomsnelheid, h de over het getij
gemiddelde waterdiepte, ( de waterstand ten opzichte van gemiddeld zeeniveau, g
de versnelling van de zwaartekracht, ¢ de tijd en = is de horizontale codrdinaat.
In een diepe oceaan is de verticale uitwijking ¢ van het wateroppervlak klein ten
opzichte van de waterdiepte, zodat h+( = h. Als bovendien de zeebodem ongeveer
vlak en horizontaal is, verandert A niet in z—richting. De continuiteitsvergelijking
reduceert daarmee tot ac 5
u
e + haz =0 (5.42)
Voor een sinusvormige golf kunnen we de verticale uitwijking van de waterstand ¢
schrijven als
((,1) = (eI 4 Goeit—ho) (5.43)

waarin (o een complexe amplitude is, i de imaginaire eenheid is (i = —1) en de
~ geeft aan dat het om de complexe geconjugeerde gaat 7.

In (5.43) is w de hoekfrequentie van de getijgolf. We kijken gemakshalve naar één
enkele harmonische component. Omdat de vergelijkingen lineair zijn, kunnen we
voor een combinatie van harmonische componenten superpositie toepassen. Wat
we vinden voor één component geldt in principe voor elke component.

De k in (5.43) is het zogeheten golfgetal. Net zoals w het faseverschil per eenheid
van tijd weergeeft, is k het faseverschil per eenheid van lengte in voortplantings-
richting van de golf: w = 27 /T en k = 27/L, waarbij T' de golfperiode is en L de
golflengte.

Omdat het stelsel vergelijkingen (5.40) en (5.42) lineair is, mogen we verwach-
ten dat ook de snelheid u sinusvormig verloopt, met identieke hoekfrequentie en
golfgetal, maar met een eigen amplitude en een eigen fase. We kunnen zodoende
uitgaan van

u(z,t) = upe! Wk 4 goeiWi—ka) (5.44)

waarin ug een complexe amplitude is.

4"Het rechter lid van (5.43) is niets anders dan een sinus met amplitude |{o| en fase arg({p).
Voor de uitwerking is de complexe notatie handiger.
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Als we (5.43) en (5.44) invullen in het stelsel (5.40) en (5.42) krijgen we

iw (Coei(wt—k;v) _ goe—i(wt—kx)) — ikh (uoei(wt—kac) o ﬂoe—i(wt—km)) =0
, . , . (5.45)
7ng <<061(wt7k:x) . Coefz(wtfkm)> +iw (uoez(wtfkm) . ﬂoefz(wtfkrz)) =0

De structuur van dit stelsel van twee homogene vergelijkingen wordt duidelijker
als we het in matrix—vorm schrijven:

( w —kh eilwt—ka) _ F o—i(wt—kaz) .
l( ) <CO CO —i(wt—kw)) =0 (546)

—gk  w uge' @tk _ e

De triviale oplossing van deze vergelijking is (y = ug = 0, maar dan is er geen
getijgolf. Een niet—triviale oplossing vinden we als de determinant van de matrix
gelijk is aan nul, ofwel als

w?—gk’h=0 = % =++/gh (5.47)

Het linker lid van de rechter vergelijking in (5.47) is met de definities van hoek-
frequentie en golfgetal te herleiden tot L/T en dat is de voortplantingssnelheid ¢
van de golf. Dat we hier twee uitkomsten vinden die slechts qua teken van elkaar
verschillen, geeft aan dat de golf zich in beginsel in twee richtingen kan voortplan-
ten. In beide gevallen is de grootte van de voortplantingssnelheid ¢ = \/gh. Deze
relatie geldt voor alle golven waarbij de golflengte groot is ten opzichte van de
waterdiepte en de amplitude klein is ten opzichte van die diepte (zie ook appendix

Als de oceaan ongeveer een kilometer diep is, plant de getijgolf zich met een
snelheid van zo’n 100m/s voort. Met die snelheid doet een golf er circa 2,25 dagen
over om vanaf de zee rond Antarctica de Nederlandse kust te bereiken (een afstand
van ongeveer 20.000 km). Het getij langs deze kust loopt daardoor achter op het
evenwichtsgetij.

Hetzelfde geldt voor de springtij—doodtij cyclus. In figuur 5.15 is aangegeven
hoe deze cyclus voortkomt uit een interactie tussen de getijden die aan zon en
maan kunnen worden toegeschreven. Als beide hemellichamen op één lijn staan,
versterken hun effecten elkaar en is sprake van springtij (bij volle maan en nieuwe
maan). Als ze daarentegen ten opzichte van de aarde 90° uit elkaar staan, hebben
we te maken met doodtij. De combinatie van My en So vormt een zweving. Ook
deze zweving plant zich voort met een snelheid van orde 100m/s en het duurt
zodoende 2,25 dagen voordat deze vanaf het Antarctische gebied het zuidelijke
deel van de Noordzee bereikt. Daarom treedt springtij langs de Nederlandse kust
zo'n 2,25 dagen na nieuwe maan en volle maan op en is het ook ongeveer 2,25
dagen na eerste en laatste kwartier doodtij.
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Figuur 5.20: Gesimuleerde getijregistratie voor een periode van iets meer dan twee maal de springtij—
doodtij cyclus. De simulatie is gebaseerd op de harmonische componenten My, Sy, K; en Oj.

Dit is in figuur 5.20 geillustreerd met een fictieve getijregistratie. Deze registratie
beslaat een periode van 35 dagen en dat is bijna een week meer dan een synodi-
sche maand (de periode tussen twee opeenvolgende volle of nieuwe manen). De
springtij—doodtij cyclus past daar ruim twee keer in.

Naast de beperkte voortplantingssnelheid spelen in ondiepe zeeén ook zogeheten
niet—lineaire effecten een rol. Dat is een wezenlijk verschil met betrekkelijk diepe
oceanen waar we ons steeds toe hebben beperkt. Deze effecten ontlenen de aandui-
ding 'niet-lineair’ aan het karakter van de bijbehorende termen in de impulsbalans.
Het gaat hoofdzakelijk om advectie en bodemwrijving. We laten dat zien aan de
hand van de 1-dimensionale, diepte—gemiddelde balans. Inclusief advectie en bo-
demwrijving luidt deze balans (zie hoofdstuk 2)

ou ou  OC ¢y
5 + Uge = Ipa T ﬁu|u| (5.48)

waarin cy een dimensieloze weerstandscoéfficiént is.

Ten opzichte van (5.42) is in het linker lid van (5.48) de term udu/dx voor advec-
tie toegevoegd en in het rechter lid (¢y/h)ulu| voor bodemwrijving. Beide termen
zijn niet-lineair in de snelheid w en in (5.42) hebben we deze termen verwaar-
loosd.

In hoofdstuk 2 hebben we voor een eenparige stroming gezien dat bodemwrijving
evenredig is met het kwadraat van de diepte-gemiddelde stroomsnelheid. Bij een
golf hebben we echter niet te maken met een eenparige stroming. Met regelmaat
wisselt de richting van de stroming en de bodemwrijving doet dat dan ook. Om
deze wisseling van teken in rekening te brengen, gebruiken we u|u|. Bij een een-
parige stroming in positieve z-richting is dat gelijk aan u?.

Uit (5.48) valt direct af te leiden dat als de uitwijking van de oppervlakte ¢ sinus-
vormig verloopt, de snelheid u dat niet doet. Immers, als u wel sinusvormig zou
verlopen, zouden alle termen in (5.48) dat zelfde karakter moeten vertonen. Met
uitzondering van de (lineaire) traagheidsterm du/dt is dat echter niet het geval.
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Als u een sinusvormige component bevat, bijvoorbeeld sin(wt) of cos(wt), en we
schrijven u|u| voor deze component als een Fourierreeks, dan vinden we

sin(wt)|sin(wt)] = >0 apsin ((2n — Dwt) ; ap = _87r(2n—3)(271—1)(2n+1)
cos(wt)| cos(wt)| = Y07 by sin ((2n — Dwt) 5 by, = 87r(2n73)((;71)71)(2n+1)
(5.49)

waaruit blijkt dat bodemwrijving hogere harmonische componenten genereert met
hoekfrequenties die een oneven veelvoud zijn van de basisfrequentie w. Bovendien
blijkt dat de amplitude a,, van die hogere harmonische componenten afneemt met
toenemende n. In een My gedomineerde situatie leidt bodemwrijving zodoende
vooral tot het ontstaan van een component met een drie maal zo hoge hoekfre-
quentie. Deze wordt de Mg component genoemd.

Op overeenkomstige manier leidt advectie ook tot het ontstaan van hogere orde
harmonische componenten én van lagere orde componenten. Het relatieve belang
daarvan is echter mede afhankelijk van variaties in waterdiepte in de richting van
golfvoortplanting. Ter illustratie kijken we naar een getijgolf die zich voortplant
over een vlakke, hellende bodem en waarbij de voortplantingsrichting samenvalt
met de richting waarin de bodem helt. Hoewel de totale waterdiepte h 4+ ( varieert
in x-richting, nemen we voor de eenvoud aan dat deze overal veel groter is dan
de verticale uitwijking van het wateroppervlak (. Daarmee kan de benadering
h + ¢ ~ h ook in dit geval worden toegepast. De continuiteitsvergelijking (5.41)
kunnen we met deze benadering schrijven als

¢ N O(hu)

5t e =0 (5.50)

waarin
O(hu) ou oh

Samenvoegen van deze beide uitdrukkingen en vermenigvuldigen met de snelheid

u levert
Oh _ 1 ( 9C  ,0h
Yor T h\"at TV oz

voor de advectieve term in (5.48).

(5.52)

Aan de hand van deze uitdrukking kunnen we nagaan dat extra harmonische
componenten ontstaan als gevolg van advectie. Daartoe kijken we weer naar een
enkele sinusvormige component van de snelheid u, bijvoorbeeld sin(wt). Als we de
u? in (5.52) voor deze component uitwerken, vinden we

1 cos(2wt)

sin?(wt) = 3 5 (5.53)

Kennelijk ontstaan er twee nieuwe componenten. Een daarvan heeft de dubbele
hoekfrequentie 2w. Dit betekent bijvoorbeeld dat in aanwezigheid van een Ms
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component als gevolg van advectie een M4 component ontstaat. De andere nieuwe
component heeft geen periodiek karakter maar is constant. Dat wil zeggen dat
als gevolg van advectie een over het getij gemiddelde stroming wordt gegenereerd.
Voor beide componenten geldt dat de mate waarin zij worden opgewekt afhankelijk
is van de helling 0h/0x van de bodem in voortplantingsrichting van de golf.

Ook het product u% in het rechter lid van (5.52) leidt tot het ontstaan van een
component met dubbele hoekfrequentie in combinatie met een getij—residu. Voor
een component met hoekfrequentie w die zowel in u als in ¢/t voorkomt, maar
met faseverschil ¢, vinden we

1 1
sin(wt) sin(wt + ¢) = 3 cos(¢) — 3 cos(2wt + ¢) (5.54)
waaruit blijkt dat de bijdrage van deze interactie aan het getij-residu afhankelijk
is van het faseverschil.

In onder meer de morfologische ontwikkeling van zandige kusten, estuaria en getij-
bekkens speelt de aanwezigheid van hogere harmonische componenten een belang-
rijke rol. De reden daarvoor is hun bijdrage aan een netto transport van sediment.
Met de getijstroom wordt sediment getransporteerd en net als de stroming heeft
ook dit transport een alternerend karakter. De omvang van het transport in de
ene richting kan echter afwijken van dat in de andere en dan is sprake van een
netto effect. Het door advectie gegenereerde getij—residu is daarvan een voor de
hand liggende oorzaak. Maar ook als er gerekend over een getijperiode geen residu
in de stroming is, kan er wel een netto transport van sediment optreden. Een
belangrijke oorzaak daarvan is asymmetrie van het getij. Daarvan is sprake als
het verloop met de tijd van de waterstand of stroomsnelheid in één helft van de
getijperiode niet het spiegelbeeld is van dat verloop in de andere helft. Het is in-
herent aan de combinatie van een getijcomponent en z'n hogere harmonische met
dubbele hoekfrequentie die ten opzicht van elkaar in fase zijn verschoven.

In veel kustgebieden is de combinatie van My en My een belangrijke bron van asym-
metrie. Deze combinatie is in figuur 5.21 geschetst voor vier verschillen in fase.
Het gaat in deze voorbeelden om stroomsnelheden. De asymmetrie komt onder
meer tot uiting in de variatie van de duur tussen opeenvolgende nuldoorgangen.
Alle voorbeelden in figuur 5.21 zijn de som van twee sinusvormige componenten.
Geintegreerd over de periode van Ms leveren zij precies nul op. Transport van
sediment is echter niet evenredig met de stroomsnelheid zelf, maar met een macht
van die snelheid. Vanwege de asymmetrie hoeft dat na integratie over de getij-
periode niet nul op te leveren. In zulke gevallen is sprake van een getij-residueel
transport en dat heeft altijd dezelfde richting. Onder meer bij estuaria en getij—
inlaten kan een residueel transport door cumulatie over de tijd een aanzienlijke
invloed hebben op de morfologische ontwikkeling van zo’n systeem. Daarbij kan
een negatieve terugkoppeling optreden in de zin dat de morfologische verandering
een reductie van de getij—asymmetrie teweeg brengt. Het systeem tendeert in dat
geval naar een evenwicht.

Tot op zekere hoogte gedraagt een zeehaven zich ook als een getij—inlaat. Als de

173



Planetaire effecten op waterbeweging

Figuur 5.21:  Vier voor-
beelden van de combinatie
van My (sin(wt)) en My
(asin(2wt + ¢)) voor ver-
schillende faseverschillen ¢
en amplitude a van de My
van 0,2 (stippellijn) en 0,4
(streeplijn). De getrokken
lijn is alleen M.
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haven aan landzijde gesloten is, gaat er per getijcyclus net zoveel water de haven
in als er weer uitkomt. Er is dus geen netto transport van water de haven in
of uit. Door asymmetrie in het verloop van de stroomsnelheid met de tijd kan er
echter wel sprake zijn van een getij—residueel transport van sediment. Morfologisch
gezien verkeert het havenbekken niet in evenwicht en het residuele transport is een
natuurlijke correctie daarop. Relatief ondiepe havens verzanden als gevolg hiervan.
Dat noodzaakt tot onderhoud in de vorm van periodiek baggeren.

Voor de volledigheid merken we nog op dat als de stroomsnelheid gemiddeld over
het getij gelijk is aan nul, zoals in de voorbeelden in figuur 5.21, er toch een getij—
residuele stroming kan zijn. Dat komt voort uit het faseverschil tussen stroom-
snelheid en uitwijking van het wateroppervlak. Daardoor kan de stroming in de
ene richting samenvallen met een andere waterdiepte dan de stroming in de andere
richting. Het gevolg is dat de totale debieten in beide richtingen niet aan elkaar
gelijk zijn en in dat geval is sprake van een residu. Zoals aangegeven in (5.41) is
het debiet in voortplantingsrichting van de golf gelijk aan u(h+ (). Integratie over
de getijperiode T' geeft

T T T
/0 w(h+)dt = h /O udt + /O ucdt (5.55)

waarbij we hebben aangenomen dat het bodemniveau binnen een getijcyclus niet
noemenswaardig varieert. Als de snelheid u en de oppervlakte—uitwijking ¢ beide
zuiver periodiek gedrag vertonen, levert de integraal van u in het rechter lid
van (5.55) precies nul op. Dat geldt echter niet noodzakelijk voor de integraal
van u(, want dat betreft een product van sinusvormige componenten.

5.3.8 Getij-analyse

In nagenoeg alle waterbouwkundige projecten die zich afspelen op zee, in kust-
gebieden, estuaria en rond benedenrivieren, is inzicht in het getij van cruciaal
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belang. Het is mede bepalend voor de vaststelling van ontwerpcondities voor wa-
terbouwkundige constructies, maar ook van belang voor beschouwingen over de
veiligheid tegen overstromen, morfologische processen, ontwikkeling van ecosyste-
men et cetera. Een belangrijk hulpmiddel om dat inzicht te verwerven is getij-
analyse waarbij het getij wordt ontleed in termen van harmonische componenten.
Het uitgangspunt voor zo’n analyse is doorgaans een registratie van waterstanden.
Stroomsnelheden kunnen in beginsel ook worden gebruikt, maar die zijn meer ge-
voelig voor verstoringen door bijvoorbeeld wind, golven en objecten in de buurt
van het meetpunt.

Het doel van een getij—analyse is om na te gaan hoe het gemeten signaal is opge-
bouwd uit harmonische componenten. Uit de bewegingen van aarde, maan en zon
en de mechanismen die leiden tot het ontstaan van hogere harmonische compo-
nenten, weten we welke hoekfrequenties we in zo’n signaal mogen verwachten. De
bijbehorende amplitudes en fasen zijn echter locatie—specifiek en we gebruiken de
registratie om die te achterhalen. In de praktijk worden daartoe twee methoden
toegepast. In één daarvan wordt de methode der kleinste kwadraten toegepast en
de andere is gebaseerd op ontwikkeling van het gemeten signaal in een Fourier-
reeks.

Bij de methode der kleinste kwadraten wordt vooraf voorgeschreven welke hoek-
frequenties in de analyse worden betrokken. De bijbehorende amplitudes worden
vervolgens zo gekozen dat het signaal dat met die hoekfrequenties en amplitu-
des kan worden geconstrueerd, zo goed mogelijk bij het gemeten signaal past. In
dit verband is 'zo goed mogelijk’ gedefinieerd als de kleinst mogelijke som van
kwadraten van verschillen tussen meting en geconstrueerd signaal.

Bij een Fourieranalyse is de registratie bepalend voor de hoekfrequenties die in be-
schouwing worden genomen. Meestal heeft zo’n registratie de vorm van een discrete
tijdreeks. Daarbij wordt de waterstand om de paar minuten gemeten en geregi-
streerd. Voor een registratie die een duur 1" beslaat, geeft een daarop toegepaste
Fourieranalyse amplitudes voor componenten met hoekfrequenties w, = 2mn/T
met n tussen 1 en de helft van het aantal waarnemingen in de registratie. Hoe-
wel deze hoekfrequenties niet noodzakelijk overeen komen met die van bekende
harmonische componenten van het getij, kan bij een kwalitatief goede registratie
een zodanige resolutie in het frequentiedomein worden bereikt dat die bekende
componenten goed herkenbaar zijn.

Voor beide methoden geldt overigens dat de duur die de registratie beslaat, be-
palend is voor de laagste hoekfrequentie die erin kan worden herkend. Het is
bijvoorbeeld niet mogelijk om op basis van een registratie van één maand am-
plitudes te schatten bij maancycli met een periode van 8,85 of 18,6 jaar. Voor
gedetailleerd inzicht in het getij zijn daarom langjarige registraties nodig. Die zijn
lang niet voor alle plaatsen op de wereld beschikbaar, wat de waterbouwkundige
niet zelden noopt tot improvisatie.

In appendix A over Tijdreeksanalyse zijn de Fourieranalyse en de methode der
kleinste kwadraten toegelicht en is hun wiskundige achtergrond geschetst. In dit
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hoofdstuk kijken we ter illustratie alleen naar een toepassing. Daarvoor gebruiken
we een registratie van de waterstand bij Vlissingen in de periode januari 2013 tot
medio oktober van dat jaar?®. Deze registratie bevat voor elke tien minuten één
waterstand. Voor de hele periode zijn dat er circa 40.000.

Zowel de Fourieranalyse als de methode der kleinste kwadraten zijn gebruikt om
harmonische componenten uit deze registratie te destilleren. In figuur 5.22 is het
resultaat van de Fourieranalyse gegeven. Het zijn twee delen van een zogeheten
amplitude—spectrum. Voor alle beschouwde hoekfrequenties (de horizontale as)
zijn de amplitudes verticaal uitgezet. In het tussenliggende deel, met hoekfre-
quenties tussen 35 en 55 °/uur komen geen significante pieken voor.

De verticale gestreepte lijnen in figuur 5.22 horen bij hoekfrequenties van specifieke
getijcomponenten. Deze lijnen zijn aan de figuur toegevoegd om het amplitude-
spectrum te kunnen interpreteren. Kennelijk is sprake van een My gedomineerd
getij. Ook andere dubbeldaagse componenten (L2, So en Nj) zijn relatief sterk
aanwezig, terwijl de dagelijkse ongelijkheid (Oq, Py en K;) betrekkelijk zwak is.
Bij de hogere frequenties (de onderste grafiek in figuur 5.22) zien we twee hogere
harmonische componenten behorend bij My, namelijk My en Mg.

De registratie is ook geanalyseerd met de methode der kleinste kwadraten voor de

48Deze registratie is met medewerking van drs. A. Stolk beschikbaar gesteld door het Hydro
Meteo Centrum van Rijkswaterstaat, waarvoor dank.
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Figuur 5.23: Vergelijking
van reconstructie en me-
ting. In de bovenste
grafiek is voor een peri-
ode van drie dagen het
gemeten signaal (blauw)
samen met de recon-
structie (rood) uitgezet.
De onderste grafiek geeft
het verschil tussen beide
(reconstructie minus me-

ting).
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componenten Mo, S, Ky, Oy, Py, Lo, No, My en Mg. Qua amplitudes levert dat
natuurlijk hetzelfde beeld op als de Fourieranalyse.

In figuur 5.23 is een deel van de registratie vergeleken met een reconstructie daar-
van op basis van het resultaat van de analyse met de methode der kleinste kwadra-
ten. De reconstructie is de lineaire combinatie van de genoemde negen componen-
ten met de amplituden en fasen die uit de analyse naar voren zijn gekomen. In de
bovenste grafiek in figuur 5.23 is de registratie met de blauwe curve weergegeven
en de reconstructie met de rode.

Blijkbaar zijn de negen harmonische componenten die in de analyse zijn betrokken
ontoereikend om voor de drie dagen waar figuur 5.23 over gaat, de registratie tot
op enkele centimeters nauwkeurig te reconstrueren. Voor deze drie dagen lopen
de verschillen op tot enkele tientallen centimeters en bij een amplitude van orde
twee meter is dat niet op voorhand verwaarloosbaar. Voor het verschil zijn twee
redenen aan te geven.

In de eerste plaats geldt in het algemeen dat negen harmonische componenten
niet volstaan om het astronomisch getij adequaat weer te geven. Daar zijn veel
meer componenten voor nodig. Een andere verklaring voor het verschil is dat
de reconstructie uitsluitend het astronomisch getij betreft voor zover dat met de
beschouwde componenten uit de registratie kan worden geschat. De registratie
zelf bevat echter ook effecten van bijvoorbeeld wind en variaties in atmosferische
druk. Bovendien kan bij Vlissingen ook de afvoer van de rivier De Schelde een rol
spelen.

Voor een deel zijn zulke effecten terug te vinden als fouten in de schattingen van
amplituden en fasen van getijcomponenten. De omvang van zulke fouten neemt
echter af met toenemende duur van de registratie. Maar ook als die duur heel
groot is, kunnen momentaan significante verschillen tussen registratie en recon-
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structie optreden op grond van precies dezelfde effecten. Dat lijkt in de drie dagen
van figuur 5.23 het geval. Het getij—gemiddelde verschil tussen registratie en re-
constructie verloopt over die drie dagen van positief in de eerste helft van dag 70
naar negatief rond middernacht van dag 72. Dit zou veroorzaakt kunnen zijn door
een passerende storm. De 70° dag van het jaar valt in de eerste helft van maart.
Volgens de astronomische kalender was het toen nog net winter.
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6.1 Inleiding

Naar de relatie tussen waterbeweging en transport van sediment is en wordt veel
onderzoek gedaan. Inzicht in die relatie is cruciaal voor het begrijpen en voorspel-
len van het gedrag van natuurlijke systemen die mede door de interactie tussen
water en sediment worden gevormd, zoals rivieren, delta’s, estuaria en kusten.
Ook voor het ontwerp van waterbouwkundige ingrepen in zulke systemen is het
essentieel om te doorgronden hoe die ingreep de waterbeweging en het transport
van sediment beinvloedt en wat de consequenties daarvan zijn.

De interactie tussen waterbeweging en sedimenttransport manifesteert zich op uit-
eenlopende tijd— en ruimteschalen. Langs de Hollandse kust, bijvoorbeeld, zijn bij
laagwater op het strand soms kleinschalige ribbelpatronen te zien met afmetingen
in de orde van 10cm, maar ook zogeheten brekerbanken die, dwars op de kust ge-
meten, enkele tientallen meters lang kunnen zijn. Nog grootschaliger golfpatronen
komen op de bodem van Noordzee voor op enige afstand van de kust, maar er
zijn ook hele gebieden waar de bodem vrijwel vlak of licht glooiend is. Al deze
bodemvormen worden gevormd onder invloed van stroming en golven en daar-
aan gekoppeld transport van sediment. Tegelijkertijd hebben die bodemvormen
invloed op de stroming en de voortplanting van golven.

Zowel omvang als richting van sedimenttransport zijn afhankelijk van waterbewe-
ging. Ruimtelijke variaties in die waterbeweging kunnen zodoende gepaard gaan
met gradiénten in transport. Dat betekent dat in een of andere richting de omvang
van het transport kan variéren. Als het transport over enige afstand afneemt, dan
zal een deel van het getransporteerde sediment onderweg worden afgezet. Het
gevolg daarvan is dat het niveau van de bodem stijgt. In zulke gevallen wordt ge-
sproken van sedimentatie. Op dezelfde manier leidt een toename van het transport
tot erosie en een daling van het bodemniveau. Gradiénten in het transport resul-
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teren op deze manier in veranderingen van bodemvormen. Op sommige plaatsen
kan verdieping ontstaan terwijl op andere plaatsen juist sprake is van verondie-

ping.

Op hun beurt leiden zulke veranderingen van diepte tot een aanpassing van de
waterbeweging en dus ook tot een aanpassing van de ruimtelijke verdeling van
sedimenttransport en de bijbehorende gradénten. Dit is een tijdsafhankelijk pro-
ces waarbij bodemvormen en waterbeweging elkaar doorlopend beinvloeden. De
tijdschaal waarop dit proces zich afspeelt, is niet athankelijk van de grootte van
het sedimenttransport, maar van de gradiénten die zich daarin voordoen. Tegelij-
kertijd geldt echter dat naarmate het tijdsgemiddelde transport groter is, over een
bepaalde afstand ook steeds grotere gradiénten kunnen voorkomen.

In sommige gevallen tendeert de wisselwerking tussen waterbeweging en sediment-
transport naar een evenwicht waarbij wel ruimtelijke variaties in bodemniveau
kunnen optreden, maar het transport geen gradiénten vertoont. Zo kan een in-
greep in een rivier of kust een bestaand evenwicht verstoren, waarna zich na verloop
van tijd een nieuw evenwicht instelt dat kan afwijken van het oorspronkelijke. Het
is echter ook mogelijk dat een ingreep leidt tot een situatie die geen nieuw even-
wicht toelaat. In de paragrafen 6.3 en 6.4 komen voorbeelden daarvan aan bod
voor achtereenvolgens rivieren en kusten. Voorafgaand daaraan gaan we in op het
verband tussen stroming en transport van sediment (paragraaf 6.2).

6.2 Transport bij stroming

Om een beeld te krijgen van hoe sediment wordt getransporteerd onder invloed
van stroming, kijken we naar een waterloop met een vlakke, horizontale bodem
die geheel bestaat uit zand of een overeenkomstig materiaal dat is opgebouwd uit
losse korrels. Als er geen stroming in de waterloop is, zijn alle korrels in rust en
gebeurt er helemaal niets.

Als gedachte—experiment brengen we in de waterloop een langzaam in sterkte
toenemende stroming op gang. In eerste instantie zal dat nauwelijks tot geen
effect hebben op het korrelmateriaal in de bodem, maar op enig moment zullen de
relatief lichte korrels in beweging komen. Met toenemende stroomsnelheid zullen
steeds zwaardere korrels gaan bewegen. Er is dan nog geen sprake van transport
omdat de korrels, hoewel ze bewegen, niet van hun plaats komen.

Afhankelijk van hun omvang, is er echter een stroomsnelheid waarbij de korrels
niet zomaar bewegen zonder van hun plaats te komen, maar daadwerkelijk door
de stroming worden meegevoerd. Op dat moment is sprake van transport.

Dit gedachte—experiment illustreert dat er, afhankelijk van de omvang van een
korrel, een kritieke stroomsnelheid is waarbij de korrel in beweging komt en een
andere, grotere kritieke stroomsnelheid waarbij deze wordt getransporteerd. Om in
te zien waarom dat zo is, voeren we een tweede gedachte—experiment uit waarbij
we ons concentreren op één korrel helemaal aan de bovenkant van de bodem.
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Deze korrel is maximaal blootgesteld aan de stroming nabij de bodem van de
waterloop.

Als gevolg van de stroming worden op de korrel krachten uitgeoefend waardoor die
in beweging kan komen. In de literatuur (zie bijvoorbeeld Schiereck (2004)) wordt
onderscheid gemaakt tussen een frontale belasting op de korrel, een schuifspanning
langs het oppervlak van de korrel en een kracht waardoor de korrel wordt opgetild
(door drukverschillen in de stroming over de korrel heen en eronder door, net als
de luchtstroom rond de vleugel van een vogel of vliegtuig). Al deze effecten zijn
evenredig met de oppervlakte van de korrel en een maat daarvoor is het kwadraat
van de korreldiameter D. Die effecten zijn tevens afhankelijk van de stroming nabij
de bodem. Gelet op de wisselwerking tussen die stroming en de eigenschappen van
de bodem, is het redelijk om de bodemschuifspanning 7, als maat te nemen voor
de invloed van de stroming. Zo redenerend kunnen we 7,D? zien als een maat
voor de kracht die het water uitoefent op de korrel, ofte wel de kracht die de korrel
aanzet tot bewegen of laat meevoeren met de stroming.

Het eigen gewicht van de korrel, daarentegen, zorgt ervoor dat die op de bodem
van de waterloop wil blijven. Voor de bepaling van dat eigen gewicht moeten
we niet alleen rekening houden met de massa van de korrel, maar ook met de
opwaartse kracht die het omringende water daarop uitoefent. Beide zijn evenredig
met het volume van de korrel en een maat daarvoor is D3. Zodoende kunnen we
(ps — pw)gD? (met p, de dichtheid van het korrelmateriaal en p,, die van water)
zien als een maat voor het eigen gewicht onder water.

Zo redenerend moeten we voor de vraag of de korrel in beweging komt of wordt
getransporteerd, kijken naar de verhouding tussen de kracht die de korrel in bewe-
ging zet (1,D?) en de kracht die dat verhindert ((ps — pw)gD? ). Deze verhouding
wordt gewoonlijk geschreven als
TbD 2 Th Ps — Pw

v (ps - Pw)9D3 prgD ’ A Pw (61)
waarin ¥ de zogeheten Shields parameters is, genoemd naar de Amerikaanse inge-
nieur Albert Shields (1908-1974) die uit empirisch onderzoek heeft afgeleid welke
waarde van ¥ overeen komt met de grens tussen wel en geen transport van kor-
relmateriaal met een karakteristieke diameter D en afhankelijk van de bodem-
schuifspanning 7, (Shields, 1936)%°. Die grens blijkt afhankelijk van de mate van
turbulentie die zich in de stroming voordoet. Gelet op het verband tussen bodem-
schuifspanning en turbulentie (zie appendix C) is dat niet vreemd. De kritieke
waarde van de Shields parameter ¥ is daarom afhankelijk van de turbulentie nabij
de bodem. Een maat hiervoor is het getal van Reynolds (Re,), gebaseerd op de
schuifspanningssnelheid w.:

«D
Re, = uV P Us = T/ puw (6.2)

49De factor A in deze uitdrukking is de zogeheten relatieve dichtheid onder water van het
korrelmateriaal. In de literatuur wordt voor het product Ag vaak het symbool g’ gebruikt en dat
wordt de gereduceerde gravitatie genoemd. Het is het netto effect van gravitatie en opdrijvend
vermogen.
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waarin v de moleculaire viscositeit van de vloeistof is (v = 1075m?/s voor wa-
ter).

De relatie tussen ¥ en Re, voor de grens tussen wel of geen transport, is weerge-
geven in figuur 6.1. Deze figuur staat bekend als het diagram van Shields.

Als (bij goede benadering) sprake is van een stationaire, verhang—gedreven stro-
ming, kan de bodemschuifspanning 7, in uitdrukking (6.1) voor ¥ worden vervan-
gen door de diepte-gemiddelde stroomsnelheid u volgens

u? D g

(zie paragraaf 2.4 voor de relatie tussen u en 7).

Zonder dat expliciet te stellen, hebben we in de overwegingen die leiden tot het
diagram van Shields uitsluitend gekeken naar transport van loskorrelig sediment
ter hoogte van een vlakke, horizontale bodem van een waterloop. Op cohesief
sediment, zoals klei en slib, zijn deze overwegingen niet zonder meer van toepassing.
Vanwege de cohesie is een grotere schuifspanning nodig om deeltjes los te maken
van de bodem dan bij loskorrelig materiaal met vergelijkbare afmetingen.

Voor toepassing van het diagram van Shields in de waterbouwkundige praktijk is
een nadere duiding nodig van wat wordt verstaan onder de grens van wel en geen
transport, niet in de laatste plaats omdat er in de praktijk bij loskorrelig materiaal
niet zoiets is als de korreldiameter. En ook de invloed van een eventuele bodem-
helling verdient nadere beschouwing. Deze aspecten komen in de volgende drie
paragrafen aan bod. Eerst kijken we naar de verscheidenheid in korreldiameters
in sediment en stortsteen (de gradering genoemd). Vervolgens gaan we na hoe de
grens tussen wel en geen transport moet worden gezien tegen de achtergrond van
die gradering en de laatste van de drie paragrafen gaat over het effect van een
bodembhelling.

Gradering

De Shields parameter speelt een rol van betekenis in bijvoorbeeld het ontwerp van
bodem-— en oeverbescherming (zie hoofdstuk 7) en in de beschrijving van transport
van sediment in bijvoorbeeld rivieren (zie paragraaf 6.3). Bij zandige kusten is dat

182



Sedimenttransport en morfologie
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minder het geval, omdat het transport van sediment daar veelal wordt gedomineerd
door golven (zie paragraaf 6.4).

Voor zulke toepassingen is het nodig om een relatie te leggen tussen de korreldi-
ameter D die in de uitdrukking (6.1) voor de Shields parameter voorkomt en de
afmetingen van korrels in het desbetreffende sediment. Die relatie is niet zon-
der meer eenduidig omdat natuurlijk sediment een verscheidenheid kent aan kor-
relgrootten en —vormen. Deze verscheidenheid wordt gradering genoemd (ofwel
onderscheid in gradaties).

In de waterbouwkunde wordt die gradering vaak in beeld gebracht met een diagram
zoals geschetst in figuur 6.2. De kromme in dit diagram geeft aan welk deel van het
sediment een diameter heeft kleiner dan een specifieke waarde. In het voorbeeld
van figuur 6.2 heeft circa 60% van het sediment een diameter kleiner dan 0,08mm.

Een gangbare manier om zo’n diagram samen te stellen is door een monster van
het sediment te scheiden in fracties met behulp van zeven®® met verschillende
maaswijdte. Op die manier kan de kromme in figuur 6.2 worden benaderd met
net zoveel punten als er zeven zijn gebruikt. Het resultaat wordt, heel toepasselijk,
de zeefkromme genoemd.

Of een korrel door de zeef valt, hangt niet alleen af van de grootte van die korrel,
maar ook van de vorm. Zo kan een korrel in de vorm van een rugby bal juist wel
of juist niet door de zeef vallen afhankelijk van de oriéntatie van de lange as ten
opzichte van de zeef. Het kan zijn dat die korrel alleen door een maas van de zeef
past als die lange as (bijna) verticaal staat. Een zeefkromme is dus niet zo scherp
als getekend in figuur 6.2. Door de zeef te schudden, neemt de kans toe dat korrels
worden onderscheiden op basis van relatief kleine afmetingen.

Los daarvan blijft de vraag welke afmeting van een korrel representatief is voor
de D in de uitdrukking voor W. In de praktijk wordt daarvoor vaak op basis
van volume een vergelijking gemaakt met een geometrische vorm met een voor de
hand liggende karakteristieke afmeting. Voorbeelden hiervan zijn een bol (met de

50Het gaat hier niet om 7, maar om het meervoud van zeef.
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Figuur 6.3:  Schemati-
sche weergave van de
omvang S van het trans-
port van sediment in
relatie tot u'™, waarin
u de stroomsnelheid en

begin van de macht n afhankelijk
beweging is van de karakteristieke
4 korreldiameter van het
‘." sediment.
H >N
rust begin van
transport

straal als karakteristieke afmeting) en een kubus (gekarakteriseerd door de lengte
van de ribbe). Als de werkelijke korrel een volume V heeft, dan is de D = V1/3
de representatieve diameter als je uitgaat van een kubus en bij een bol is dat
D ~0,62V1/3,

In de waterbouwkunde is het gebruik van de zogeheten nominale diameter (geno-
teerd als D,,) de standaard. Deze gaat uit van een vergelijking op basis van een
kubus, dus D3 = V. Daarmee is er voor individuele korrels een definitie van een
representatieve diameter. Om voor natuurlijk sediment ook de gradering te incor-
poreren, wordt uitgegaan van de nominale diameter die door 50% van de korrels
wordt over— of onderschreden. Deze wordt genoteerd als D,, 59. Als langs de hori-
zontale as van de grafiek in figuur 6.2 de D,, 59 zou zijn uitgezet, dan geldt voor
het sediment waar deze grafiek betrekking op heeft, dat D,, 50 ~ 0, 06mm.

Grens tussen wel en geen transport

Vanwege de gradering van het bodemmateriaal is er geen specifieke bodemschuif-
spanning waarbij al dat materiaal opeens wordt getransporteerd. Korrels in de
bodemmateriaal komen pas in beweging als een kritische schuifspanning wordt
overschreden en die is athankelijk van het korrelgewicht. Bij gegradeerd bodem-
materiaal zullen bij toenemende bodemschuifspanning eerst de relatief lichte kor-
rels in beweging komen en worden getransporteerd, en pas later de relatief zware
korrels.

Dit is schematisch weergegeven in figuur 6.3, waarin de omvang S van het sedi-
menttransport (uitgedrukt als een volume per eenheid van tijd) is uitgezet tegen
de stroomsnelheid u tot een macht n. Deze n is afhankelijk van de karakteristieke
korreldiameter van het sediment (in paragraaf 6.3 komen we hierop terug). Bo-
vendien is in de weergegeven relatie tussen S en u verondersteld dat bij redelijke
benadering sprake is van een eenparige, stationaire, verhang-gedreven stroming
(zie ook (6.3)).

In deze figuur worden drie gebieden onderscheiden. Voor relatief kleine u™ komen
korrels niet (noemenswaardig) in beweging. Dit gebied is in de figuur aangegeven
met rust. Voor relatief grote u" neemt het transport S evenredig toe met u”.
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Extrapolatie van deze evenredigheid naar de horizontale as in de grafiek, levert de
u™ die wordt aangeduid als begin van transport. Dat is de grens tussen wel en
geen transport. Deze grens is in die zin kunstmatig dat ook bij een kleinere u™
sprake is van transport, maar dat is van een betrekkelijk kleine omvang.

Het gebied tussen rust en begin van transport is een overgangsgebied waarin de
lichtste korrels getransporteerd kunnen worden, de wat minder lichte in wel in
beweging komen maar gemiddeld op hun plaats blijven en de zwaardere korrels in
rust blijven.

Voor berekeningen aan sedimenttransport in bijvoorbeeld rivieren (zie paragraaf
6.3 over riviermorfologie) is met name overschrijding van begin van transport van
belang. Bij turbulente stroming in een waterloop met een vlakke horizontale bo-
dem ligt dat bij ¥ = 0, 06.

Anderzijds is het ontwerp van een bodembescherming die is opgebouwd uit los-
korrelig materiaal, er doorgaans op gericht om aan de veilige kant van begin van
beweging (¥ =~ 0,055) te blijven. Voor turbulente stroming en een vlakke, hori-
zontale bodem wordt voor zulke beschermingsconstructies ¥ < 0,03 aangehouden
(zie paragraaf 7.5 over bodembescherming).

Effect van een bodembhelling

Korrels die op een hellende bodem liggen, zoals een onderwater talud langs de
oevers van een waterloop, komen makkelijker in beweging dan korrels op een ho-
rizontale bodem. De reden daarvoor is dat bij een helling de zwaartekracht niet
loodrecht op de bodem staat. De loodrechte component die mede verhindert dat
de korrel in beweging komt, is kleiner dan bij een vlakke bodem. Bovendien is
er ook een component van de zwaartekracht langs de bodem die juist bijdraagt
aan het in beweging brengen van de korrel. Bij een hellende bodem is de kri-
tieke waarde van de Shields parameter (die de grens aangeeft tussen wel en geen
transport) daarom kleiner dan bij een vlakke bodem.

De mate waarin deze kritieke waarde van ¥ afneemt met toenemende bodemhel-
ling, hangt ook af van de hoek van inwendige wrijving ¢ van het bodemmateriaal.
Als de hellingshoek « van de bodem gelijk is aan ¢, staat het bodemmateriaal
al op het punt om in beweging te komen en is zelfs een zeer geringe stroming al
voldoende om transport te veroorzaken. In dat geval ligt de grens tussen wel en
geen transport bij ¥ = 0.

Voor een vlakke, horizontale bodem wordt de kritieke waarde van ¥ doorgaans
aangegeven met ¥, en die komt overeen met de kromme in figuur 6.1. Bij een
hellende bodem wordt op deze ¥, een reductiefactor k, toegepast, zodat de grens
tussen wel en geen transport wordt aangegeven door k,W.. Voor een vlakke,
hellende bodem waarbij de stroming evenwijdig is aan de dieptelijnen, geldt voor
deze factor k. dat

(6.4)
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Voor een afleiding wordt verwezen naar Schiereck (2004).

Voor stroming de helling op of af (dus loodrecht op de dieptelijnen) heeft de
bodemschuifspanning dezelfde werklijn als de component van de zwaartekracht
dwars op de dieptelijnen (langs de helling). Dat leidt tot een andere relatie tussen
ke, a en ¢, namelijk

ko = Slniﬁl;a) (6.5)

en voor de afleiding daarvan wordt ook verwezen naar Schiereck (2004).

6.3 Riviermorfologie

6.3.1 Inleiding

Niet alleen in de waterbouwkunde maar bijvoorbeeld ook in de hydrologie verwijst
de term riviermorfologie naar fysische processen die een rivier vormen. Bij die
processen speelt de wisselwerking tussen transport van water en sediment een
sleutelrol. De stroming in een rivier is van invloed op het transport van sediment.
Tegelijkertijd heeft dat transport (en met name gradiénten daarin) invloed op de
vorm van de rivier, zoals de ontwikkeling van banken en geulen, het ontstaan van
vlechtpatronen en meanders® en zo meer. De wisselwerking zit daarin dat als
de vorm van de rivier verandert, dan verandert het stromingspatroon ook en dat
heeft weer invloed op het transport van sediment en daarmee op de vorm van de
rivier, et cetera.

Vlechten treedt op bij relatief hoge stroomsnelheden en ondiep water, meestal
in de bovenloop van een rivier, nadat het fijne materiaal is uitgespoeld en het
rivierbed wordt gevormd door de interactie tussen stroming en grof materiaal
zoals grind. In de benedenloop, waar de stroomsnelheden doorgaans lager zijn,
bestaat het rivierbed uit relatief fijn materiaal. Meanderen wordt aangetroffen bij
die combinatie.

Dat meanderen is te zien als een instabiliteit waarin een kleine verstoring van
stroming in een rechte lijn zich uitbouwt tot een steeds wijdere bocht. Het aan-
drijvend mechanisme is een circulatie in een verticale doorsnede van de rivier die
zich voordoet bij gekromde stroming (zie paragraaf 3.6.3 over bochtstroming). Bij
die circulatie doet zich bovenin de waterkolom een stroming voor naar de buiten-
bocht en in de onderste helft is er een stroming naar de binnenbocht. Met die
laatste wordt sediment van de buitenbocht naar de binnenbocht getransporteerd.
Daardoor erodeert de buitenbocht terwijl de binnenbocht aanzandt (zie paragraaf
6.3.4 over sedimenttransport in rivierbochten).

51Voor voorbeelden van vlechtende en meanderende rivieren wordt verwezen naar Internet.
Daar zijn vele fraaie foto’s en beschrijvingen van beide te vinden. Een voorbeeld van een me-
anderende rivier is de Mississippi (VS) en de Waimakariri (Nieuw Zeeland) is een voorbeeld van
een vlechtende rivier.
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Figuur 6.4: Schematische weergave
van het proces van vorming van
meanders.  Een initiéle afwijking
van een rechte loop van een rivier
(figuur (a)) heeft bijvoorbeeld de
vorm van een slalom met de krom-
ming afwisselend de ene en de an-
dere kant op. Er zijn drie buiten-
bochten die uitbouwen. Drie ach-
tereenvolgende stadia daarvan zijn
geschetst in figuur (b).

Dit proces is schematisch weergegeven in figuur 6.4. Het begint in dit voorbeeld
met een kleine afwijking van een rechte lijn (figuur 6.4(a)). Als de stroming in
deze figuur van links naar rechts is, dan passeert de stroming deze verstoring door
eerst een bochtje naar links te maken, dan een naar rechts en vervolgens nog een
naar links. Door de verticale circulaties in deze drie bochten bouwen deze gestaag
uit. Daarbij ontstaan bij de uiteinden van de verstoring nieuwe bochten die zich
op hun beurt ook gaan uitbouwen. Als de stroming van rechts naar links zou zijn,
gebeurt precies hetzelfde.

In figuur 6.4(b) zijn drie achtereenvolgende momenten van dit proces geschetst.
Na verloop van tijd kunnen uitbouwende bochten elkaar ontmoeten waardoor een
bocht wordt afgesneden. In paragraaf 6.3.3 gaan we op de morfologische gevolgen
van zo'n gebeurtenis in. Bovendien komen in die paragraaf de morfologische effec-
ten van enkele menselijke ingrepen in een rivier aan de orde. Voorafgaand daaraan
kijken we naar de wisselwerking tussen transport van water sediment.

6.3.2 Bulk sedimenttransport

Als de bodem van een rivier uit erodeerbaar materiaal bestaat, wordt dat door de
stroming meegevoerd. De omvang van dit transport varieert met de stroming. In
paragraaf 6.2 hebben we gezien dat de grens tussen wel en geen transport athan-
kelijk is van de bodemschuifspanning en karakteristieken van het bodemmateriaal.
Die relatie kunnen we gebruiken om een uitspraak te doen over de vraag of trans-
port verwacht mag worden, maar we kunnen daarmee niet de omvang van het
transport bepalen. Zoals geillustreerd in figuur 6.3 is de omvang S van het trans-
port, als dat goed tot ontwikkeling is gekomen, evenredig met een macht van de
stroomsnelheid u. Voor het bulk sedimenttransport S (dat is het transport gein-
tegreerd over de dwarsdoorsnede van de rivier), geldt bij benadering dat

S o« Bu" (6.6)

waarin B de breedte van de rivier en waarbij (net als in (6.3)) is verondersteld dat
bij redelijke benadering sprake is van een stationaire, eenparige, verhang-gedreven
stroming.

De macht n in bovenstaande evenredigheid is primair afhankelijk van karakteris-
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4 Figuur 6.5: Verloop van het se-
dimenttransport S in stroomrich-
ting van een waterloop als zich in
die richting een verbreding voordoet
(de rode lijn in de grafiek die bo-
ven de as van de rivier is gete-
kend). De afname van het trans-
port leidt stroomafwaarts van door-
snede A tot sedimentatie (niet in de
figuur weergegeven).

tieken van het bodemmateriaal en in hoeverre dat materiaal in suspensie komt.
Bij loskorrelig materiaal neemt n toe naarmate de korreldiameter afneemt. Voor
grof zand is n & 3 terwijl voor fijn zand en niet—cohesief slib n neigt naar 5. Wat
daarbij een rol speelt, is dat naarmate het materiaal fijner is, er steeds meer in
suspensie komt waardoor het aandeel zwevend transport in S toeneemt.

Als het transport S in stroomrichting verandert, heeft dat morfologische conse-
quenties. Ter illustratie kijken we naar een deel van een geschematiseerde rivier
waarvan de breedte in stroomrichting toeneemt. In figuur 6.5 is dit geschetst.

Bovenstrooms van de doorsnede A is de rivier minder breed dan benedenstrooms
van doorsnede B. Tussen A en B neemt de breedte geleidelijk toe, laten we zeggen
met een factor a. De stroomsnelheid neemt dan over dat zelfde traject met een
factor « af, aangenomen dat de waterspiegel en de bodem (met uitzondering van
nabij de oevers) parallel zijn en de afvoer constant. In dat geval neemt volgens (6.6)
het transport S tussen A en B met een factor o” ! af. In figuur 6.5 is dat
aangegeven met de rode lijn in de grafiek boven de as van de rivier.

Voor het riviervak tussen A en B betekent dit dat er bij A meer sediment bin-
nenkomt dan er bij B uitgaat. In dit riviervak blijft dus sediment achter en dat
vertaalt zich naar een verandering van de bodemligging. Er treedt sedimentatie op
waardoor het oppervlak van de dwarsdoorsnede afneemt. De mate waarin dit ge-
beurt, hangt af van de reductie van het transport tussen A en B zoals weergegeven

met de balans 4S  dA
P e 0 (6.7)

waarin x een coordinaat langs de as van de rivier, ¢ de tijd en A, het opper-
vlak van de natte doorsnede van de rivier. Deze balans is vergelijkbaar met de
continuiteitsvergelijking (2.3).

De verandering in A, koppelt terug op het transport S omdat die verandering
gevolgen heeft voor de stroomsnelheid. Voor morfologische processen in rivieren is
deze terugkoppeling fundamenteel. In sommige gevallen leidt die tot een evenwicht
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(dS/dx = 0), maar dat is niet altijd het geval (zoals bij de eerder genoemde
meanderende rivier).

In dit boek gaan we niet verder op rivier-morfologische processen in dan we in deze
korte principe schets hebben gedaan. Wel kijken we voor enkele typen verstoringen
van een bestaand evenwicht, naar het nieuwe evenwicht dat door de beschreven
terugkoppeling ontstaat. Daarbij gaan we uit van gesimplificeerde omstandigheden
(paragraaf 6.3.3).

Overigens moet worden opgemerkt dat in de natuur een evenwicht in de strikte zin
van het woord niet voorkomt. Er zijn altijd fluctuaties in stroming en transport.
Echter, als er, geintegreerd over de tijdschaal van die fluctuaties, geen netto mor-
fologisch effect is, spreekt met toch van een evenwicht of, liever, een dynamisch
evenwicht.

6.3.3 Lange-termijn respons op ingrepen

Een rivier verkeert in morfologisch (dynamisch) evenwicht als nergens netto sedi-
mentatie of erosie optreedt. Een verstoring van zo’n evenwicht zet een morfologisch
proces in gang dat soms divergeert (zoals bij een meanderende rivier) of conver-
geert naar een nieuw evenwicht of herstel van het oude. Een aanwijzing dat zulke
convergentie zich zou kunnen voordoen, zit in het voorbeeld van een verbreding van
een rivier dat in de vorige paragraaf is genoemd (zie figuur 6.5). Daar hebben we
gezien dat bij een constant debiet, een verbreding van de rivier leidt tot aanzanding
ter hoogte van de verbreding omdat de stroomsnelheid en daarmee het sediment-
transport afneemt. Door die aanzanding neemt de waterdiepte af, waardoor de
stroomsnelheid juist weer toeneemt. Dit suggereert een negatieve terugkoppeling.
Voor convergentie naar een (nieuw) evenwicht is dat een noodzakelijke maar geen
voldoende voorwaarde.

In deze paragraaf gaan we in op de vraag of een permanente verstoring van een
bestaand evenwicht (zoals de verbreding die is geschetst in figuur 6.5) kan leiden
tot een nieuw evenwicht en zo ja, hoe dat nieuwe evenwicht eruit ziet. Daartoe
kijken we naar het verband tussen de afvoer (Q), het sedimenttransport (S), de
waterdiepte (h), breedte (B) en het verhang (¢) van de rivier. En we schematiseren
een morfologisch dynamisch evenwicht tot een stationaire situatie. Dat wil zeggen
dat nergens langs de as van de rivier erosie of sedimentatie optreedt.

We bouwen voort op de verbreding die is geschetst in figuur 6.5 en nemen aan
dat die het resultaat is van menselijk ingrijpen in een rivier die voor die ingreep
in morfologisch evenwicht verkeerde. Bovendien nemen we aan dat deze ingreep
door de aanleg van beschoeiing of anderszins wordt gehandhaafd. Die verbreding
is dus een permanent.

Het oorspronkelijke evenwicht wordt gekarakteriseerd door een specifieke verhou-
ding tussen @, S, h, B en i. Door de ingreep is de breedte B veranderd en de
vraag is of die ingreep een nieuw morfologisch evenwicht toelaat. In dat eventuele
nieuwe evenwicht moeten de afvoer @) en het sedimenttransport S gelijk zijn aan
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die in de oorspronkelijke situatie. Als we uitgaan van sub-kritische stroming, is
dat alleen mogelijk als zich stroomafwaarts van de verbreding een combinatie van
waterdiepte h en verhang ¢ kan instellen waarbij zich geen gradiénten voordoen in
stroomsnelheid en transport van sediment.

In zo’n nieuw (evenwicht moeten @ en S aan weerszijden van de verbreding gelijk
zijn. Met

S = mBu"

Q = Bhu (6.8)
(waarin m een evenredigheidsfactor, zie (6.6)) kan S bij een verandering van B
constant blijven mits de stroomsnelheid u conform verandert (aangenomen dat de
evenredigheidsfactor m onafhankelijk is van de geometrie van de dwarsdoorsnede
van de rivier, wat bij betrekkelijk geringe wijzigingen in die geometrie een redelijke
eerste benadering is).

Om dit nader te duiden, vergelijken we de riviervakken boven— en benedenstrooms
van de verbreding. In het bovenstroomse vak is de breedte By en in het beneden-
stroomse vak is dat By. Op dezelfde manier onderscheiden we stroomsnelheden
up en ug. Als S aan weerszijden van de verbreding gelijk is, dan moet gelden
dat

S = mBiu} = mBau} (6.9)

Dat wil zeggen dat als B in stroomrichting verandert met een factor « (dus

By = aBj), dan zou de stroomsnelheid u als gevolg van de daarmee gepaard

gaande verondieping uiteindelijk met een factor o~!/" moeten veranderen (ug =
—-1/n

e Up).

Tegelijkertijd moet de afvoer @ gelijk blijven:
Q = Blhlul = B2h2u2 (610)
ofte wel, met de condities voor een constant transport S,

Q = BQhQUg = (OéBl) h2 (a_l/”ul) = Blhlul - h2 = (Jé(l_n)/"hl (6.11)

Voor een morfologisch evenwicht is het bovendien nodig dat boven— en beneden-
strooms van de verbreding sprake is van eenparige stroming. Immers, als dat niet
zo zou zijn, verandert de stroming in de loop van het riviervak en is het transport
S daar dus niet constant.

Volgens Chézy geldt voor eenparige stroming dat de stroomsnelheid u = Ch\/m
(zie uitdrukking (2.40), met Cj, de Chézy ruwheid, h de waterdiepte als bena-
dering van de hydraulische straal R en i het verhang). Als we, net als voor de
evenredigheidsfactor m, aannemen dat C} niet noemenswaardig wordt beinvloed
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door betrekkelijk geringe veranderingen in de geometrie van de dwarsdoorsnede
van de rivier, dan geldt met ) = Bhu dat

Q = CpB1h1v/hilin]| = CpBahay/ halis

(6.12)
= Ch a31 a(l—n)/nhl v h2|i2|

waaruit volgt dat
jia] = a7/ iy | (6.13)

Kortom, het morfologisch evenwicht dat zich na verloop van tijd in het verbrede
benedenstroomse riviervak instelt en waarbij de afvoer @ en het transport S gelijk
zijn aan die bovenstrooms van de verbreding, wordt gekenmerkt door een aange-
paste waterdiepte en een aangepast verhang volgens

h2 = Oé(l_n)/nhl

6.14
"i2| _ a(n73)/n|il‘ ( )

In dit voorbeeld hebben we gekeken naar het lange-termijn effect van een lokale
verstoring van een bestaand evenwicht. Daarbij hebben we de rivier in twee vak-
ken verdeeld. Een daarvan betreft het traject waar de verstoring is aangebracht.
Impliciet hebben we aangenomen dat elk van de twee vakken op zich een prisma-
tische waterloop is. We hebben gesteld dat als de stroming in een vak stationair
is en zich geen gradiénten voordoen in stroomsnelheid en sedimenttransport, dus
als @, S, h, B en i over de volle lengte van het vak constant zijn, sprake is van
een morfologisch evenwicht. Daarbij geldt dat

S = mBu"
Q- : (6.15)
U= g = Cr/hli|
Door eliminatie van de stroomsnelheid u reduceert dit tot
S = mQB'"h™" = mC} BhY2i|"/? (6.16)

Er zijn oneindig veel combinaties van @, S, h, B en i denkbaar die aan deze twee
betrekkingen voldoen. In dit boek beperken we ons tot situaties waarin drie van
deze vijf grootheden zijn voorgeschreven en dan kunnen de overige twee uit (6.16)
worden bepaald (althans bij bekende voorgeschreven m en Cy).

In het voorbeeld van de verbreding is een breedte B voorgeschreven die afwijkt van
het oorspronkelijke evenwicht. Als de morfologische respons op die ingreep leidt
tot een nieuw evenwicht, moeten de afvoer () en het transport S daarin identiek
zijn aan die voor de verbreding. Dus @ en S zijn ook voorgeschreven. En daarmee
liggen met (6.16) de waterdiepte h en het verhang i voor het nieuwe evenwicht
vast (volgens (6.14)).
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Op overeenkomstige manier kijken we in het navolgende naar nieuwe evenwich-
ten die ontstaan na andersoortige ingrepen dan alleen in de breedte. Het gaat
om

o geforceerde aanpassing van de dwarsdoorsnede van een rivier
o geforceerde aanpassing van de lengte van een rivier
« lokale, permanente onttrekking van water en/of sediment

en voor deze ingrepen gaan we na wat de consequenties zijn voor waterdiepte
en verhang beneden— en bovenstrooms daarvan (waarbij wordt verondersteld dat
steeds sprake is van subkritische stroming).

Aanpassing van de dwarsdoorsnede

Om een beeld te krijgen van de lange-termijn morfologische consequenties van een
ingreep in de dwarsdoorsnede van een rivier, veronderstellen we dat de rivier in
morfologisch evenwicht verkeert op het moment dat de ingreep plaatsvindt. Die
ingreep kan betrekking hebben op de breedte van de rivier of op de waterdiepte.
We gaan ervan uit dat die ingreep in stand blijft en niet wordt beinvloed door de
morfologische respons op de ingreep.

Het evenwicht dat er was voor de ingreep, vergelijken we met het evenwicht dat
zich na de ingreep uiteindelijk instelt. Het morfologisch proces dat door de in-
greep wordt geinitieerd en naar dat nieuwe evenwicht convergeert, laten we buiten
beschouwing.

Dat aanvankelijke evenwicht is schematisch weergegeven in figuur 6.6(a). Het gaat
om een riviervak met lengte L en verhang ¢; juist bovenstrooms van de monding
in zee. De dwarsdoorsnede is geschematiseerd tot een rechthoek met breedte By
en waterdiepte hy. Ter plaatse van de monding is de waterstand in de rivier gelijk
aan die op zee.

Bijvoorbeeld door het getij varieert de waterstand op zee met de tijd en die variatie
dringt door in de rivier. Dit is een periodieke fluctuatie waarbij ook dichtheids-
gradiénten in de overgang van zoet naar zout water een rol spelen. Dat blijft
buiten beschouwing. We gaan uit van een representatieve, constante waterstand
op zee (gemiddeld zeeniveau). Voor de stroming in de rivier, die we sub—kritisch
veronderstellen, is die waterstand een randvoorwaarde.

Met deze uitgangspunten gaan we na welk nieuw morfologisch evenwicht zich in-
stelt nadat in het benedenstroomse deel van de rivier over een lengte Ly een andere
breedte dan By wordt opgelegd of een andere waterdiepte dan hy. Vanuit de ver-
onderstelling dat de combinatie van breedte By, waterdiepte h; en verhang i, past
bij een morfologisch evenwicht, vragen we ons af welke andere combinaties Bs,
ha, i ook een evenwicht opleveren bij identieke afvoer ) en transport S. We
doen dat in algemene zin, aan de hand van de evenwichtsrelaties (6.16) en we
veronderstellen dat de evenredigheidsfactor m, de ruwheid C} en de macht n zijn
voorgeschreven en voor alle combinaties gelijk.
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Figuur 6.6: Schematische
weergave van de benedenloop
van een rivier die uitmondt
in zee, védr (figuur (a)) en
na (figuur(b)) aanpassing van
de dwarsdoorsnede in een deel
van die benedenloop. In
beide gevallen is sprake van
een morfo—dynamisch even-
wicht. De waterspiegel is
aangegeven met transparant
blauw en de rode streeplijnen
in de figuren zijn horizontaal.
Voorts is L = L1 + Lo.

Volgens die relaties leveren beide combinaties (By, h1,i1) en (Ba, ha,is) dezelfde
Q@ en S op indien

B%_nhl_n — B;_nh;"

(6.17)
Blh?/2|i1|n/2 _ B2hg/2‘i2|n/2
Uit de bovenste van deze twee betrekkingen volgt dat
1—n n
h2 Bg " BQ hg T=n
02 _ (22 == 6.18
hy (Bl) < B \n (6.18)

zodat, na invullen in de onderste betrekking

2 n—3 n—3
RGONGEGEGCN
lia] _ (B2 by _ (B " _(h 6.19
[41] By hi By hi (6.19)

Dit komt overeen met (6.14) als je je bedenkt dat o = By/By;

De factor n ligt in de meeste praktisch relevante situaties tussen 3 (voor betrek-
kelijk grof sediment) en 5 (voor betrekkelijk fijn materiaal). Voor waarden binnen
dat interval leidt een verbreding (Bs > Bj) tot een verondieping (hy < hi) en
een toename van het verhang (|iz] > |é1]). Naarmate het bodemmateriaal gro-
ver wordt (n — 3) neemt de invloed van een verandering van de breedte op het
verhang af.
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Figuur 6.7: Schematische
langsdoorsnede van het rivier-
vak van figuur 6.6 in de oor-
spronkelijke situatie (het mor-
fologisch evenwicht voor de
ingreep; figuur (a)) en na-
dat zich een nieuw morfolo-
gisch evenwicht heeft inge-
steld na versmalling van het
benedenstroomse deel (figuur
(b)). In de nieuwe situatie lig-
gen bodem en waterstand bo-
venstrooms van de versmalling
Lo(|i1] — |é2|) lager dan voor
de ingreep. De rode streeplij-
nen in de figuren zijn horizon-
taal.

Een versmalling, daarentegen, leidt tot een nieuw morfologisch evenwicht met een
grotere diepte en een geringer verhang. Dit is geschetst in figuur 6.6(b). Het be-
nedenstroomse riviervak van figuur 6.6(a) is over een lengte Lo versmald van B
naar Bs. Als gevolg daarvan zijn de diepte en het verhang over die lengte veran-
derd. In figuur 6.6(b) is dat schematisch weergegeven als een abrupte overgang.
In werkelijkheid verloopt die overgang geleidelijk.

Bovenstrooms van de aanpassing heeft de rivier de oorspronkelijk dwarsdoorsnede.
Daar is immers niets aan de breedte en de diepte veranderd. Toch heeft zich daar
een morfologische aanpassing voorgedaan en die heeft te maken met de randvoor-
waarde dat de waterstand op zee constant is, onafhankelijk wat zich in de rivier
afspeelt. Waar het versmalde deel uitmondt in zee, is de waterstand in de rivier
identiek aan die op zee. Overeenkomstig is de waterstand aan het bovenstroomse
uiteinde van het versmalde deel (op een afstand Lo van de monding) identiek aan
die bij het benedenstroomse uiteinde van het deel van de rivier waar de breedte
niet is aangepast.

In de oorspronkelijke situatie (figuur 6.6(a)) lag de waterstand op een afstand
Ly bovenstrooms van de monding Ls|i1| boven zeeniveau. Bij het morfologisch
evenwicht dat zich instelt nadat het benedenstroomse deel van de rivier over een
lengte Lo is versmald, is het verhang op dat traject afgenomen van [|i1| tot |ia].
Dat wil zeggen dat de waterstand ter plaatse van het bovenstroomse uiteinde van
de versmalling is gedaald met Ly (]i1| — |i2|). In het nieuwe morfologisch evenwicht
liggen bovenstrooms van de versmalling zowel de waterstand als de bodem dit
bedrag lager dan voor de ingreep. In de langsdoorsnede, geschetst in figuur 6.7, is
die daling aangegeven.

Aanpassing van de lengte

Een voorbeeld van een aanpassing van de lengte van een rivier is het afsnijden van
een meander. Als het afgesneden deel niet meer bijdraagt aan het afvoeren water
en sediment, komt deze ingreep erop neer dat in de rivier twee sneden worden
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gemaakt, het tussenliggende deel wordt verwijderd om vervolgens de zo ontstane
uiteinden aan elkaar te knopen. Die twee uiteinden sluiten niet direct op elkaar
aan. In zowel de waterstand als het bodemniveau is sprake van een hoogteverschil
van L|i|, waarin L de lengte van het afgesneden deel en i het verhang.

De directe respons hierop is dat zich bovenstrooms van de aansluiting een ver-
hanglijn zal instellen waarbij de waterstand ter plaatse van de aansluiting identiek
is die direct benedenstrooms van de aansluiting. Net als de waterstand op zee in
de vorige paragraaf, is de waterstand in het benedenstroomse deel ter plaatse van
de aansluiting een randvoorwaarde voor het bovenstroomse deel.

Bij die verhanglijn hoort een waterdiepte die in stroomrichting geleidelijk afneemt.
Omdat de afvoer constant is, gaat dit gepaard met een versnelling van de stroming
en dus met een toename van het transport van sediment. Het deel van de rivier
bovenstrooms van de aansluiting erodeert hierdoor. Dat proces gaat net zolang
door totdat een nieuw evenwicht is bereikt en daarin is dit volledige deel L|i|
gedaald (aangenomen dat de breedte niet verandert).

Deze vergaande erosie kan worden voorkomen door de rivier rondom de aansluiting
over enige lengte te verbreden. Als dat verbrede deel in morfologisch evenwicht
verkeert, is het verhang daar groter dan 7 en dat maakt het mogelijk om met
die verbreding een overgangstraject te creéren dat het abrupte hoogteverschil L|i|
ter plaatse van de aansluiting vervangt en bovenstrooms ervan geen morfologische
gevolgen heeft.

We werken dit nader uit en schrijven het hoogteverschil als A¢ = L|i|. Als het
overgangstraject een lengte L, krijgt, dan moet het hoogteverschil over dit traject
gelijk zijn aan A( + |i|L,. Dat is de som van het hoogteverschil als gevolg van
de afsnijding en het hoogteverschil dat zich over die lengte voordoet vanwege het
verhang ¢ in de rivier. Dat betekent dat het verhang 7, in het overgangstraject
gelijk moet zijn aan |i,| = |i| + A(/ L.

Als we de breedte van dit overgangsgebied een factor o groter kiezen dan de
breedte van de rivier, dan moet de lengte L, van het overgangstraject zodanig

worden gekozen dat
A n— -1
o (a o 1)
i

(zie (6.19) met |i,|/]¢| voor de verhouding |iz|/|i1])-

Een mogelijk nadeel van dit overgangstraject is dat de waterdiepte daar een factor
a(»=D/" Kleiner is dan elders in de rivier®. Dat kan belemmerend zijn voor

scheepvaart, bijvoorbeeld.

Het omgekeerde werkt ook. Als de loop van een rivier zodanig wordt verlegd dat de
lengte ervan toeneemt, treedt bovenstrooms van die verlegging aanzanding op en
ontstaat na verloop van tijd een nieuw evenwicht waarbij dat bovenstroomse deel

52De verhouding tussen de waterdiepte h, in het overgangstraject en de waterdiepte h elders,
is gelijk aan a(1=™)/"_ Dat is kleiner dan 1 en dus is hy < h. Dus als we zeggen dat h, een
factor kleiner is dan h, dan is die factor gelijk aan de reciproke van a/(1—m)/7
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Figuur 6.8: Schematische
langsdoorsnede van het be-
nedenstroomse deel van een
rivier in het oorspronkelijke
morfologisch evenwicht (fi-
guur(a)) en nadat zich een
nieuw morfologisch evenwicht
heeft ingesteld bij permanente
onttrekking van sediment (fi-
guur (b)) of water (figuur (c)).
De rode streeplijnen in de figu-
ren zijn horizontaal.

hoger ligt dan oorspronkelijk. Dat kan worden voorkomen met een overgangstra-
ject dat smaller is dan de rivier en daarbij is de waterdiepte groter.

Lokale, permanente onttrekking

Lokale onttrekking van water of sediment aan de rivier, bijvoorbeeld voor zandwin-
ning of irrigatie, heeft ook morfologische consequenties. Als zulke onttrekkingen
een permanent karakter hebben, kan dat invloed hebben op het morfologisch even-
wicht. Meestal gaat het daarbij om een relatief klein deel van de totale afvoer of
transport en zijn de gevolgen gering. Vaak is het zelfs de bedoeling om die gevol-
gen beperkt te houden en dan is het nodig om de onttrekking aan een maximum
te koppelen.

Om een indruk te krijgen van de morfologische gevolgen van een lokale, perma-
nente onttrekking, kijken we naar een rivier die bij aanvang van de onttrekking in
morfologisch evenwicht verkeert. Als de onttrekking lang genoeg aanhoudt, kan
zich een nieuw evenwicht ontwikkelen. Hoe zich dat verhoudt tot het oorspronke-
lijke evenwicht, hangt af van de omvang van de onttrekking.

De schets in figuur 6.8 van de langsdoorsnede van de rivier betreft het morfologisch
evenwicht voorafgaand aan de onttrekking. Dat evenwicht wordt gekarakteriseerd
door een breedte By, een waterdiepte hi en een verhang i;. Als gevolg van een lo-
kale, permanente onttrekking van water of sediment (of een combinatie van beide),
stelt zich na verloop van tijd een nieuw morfologisch evenwicht waarin By, hy en
19 achtereenvolgens de karakteristieke breedte, diepte en verhang zijn.

Om de invloed van de onttrekking op het morfologisch evenwicht te bepalen, kun-
nen we geen gebruik maken van de evenwichtsrelaties (6.16). Die gaan immers uit
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van een constante afvoer en transport. Bij een onttrekking is @ en/of S beneden-
strooms van de locatie van de onttrekking anders dan bovenstrooms daarvan. Dat
wil zeggen dat het morfologisch evenwicht, als dat bestaat, aan weerszijden van de
onttrekking past bij verschillende @ en S.

Om dit nader te duiden, kijken we eerst naar een lokale onttrekking van alleen
sediment. De afvoer blijft constant en overal gelijk. Als een deel 1 — A\ (met 0 <
A < 1) van het totale transport S wordt onttrokken, dan is bovenstrooms van de
lokatie van de onttrekking het transport nog steeds S en benedenstrooms daarvan
is dat AS. Ingeval van een morfologisch evenwicht, passen de bovenstroomse Bj,
h1 en 47 bij Q en S, terwijl de benedenstroomse Bs, ho en is passen bij @) en
AS.

In plaats van (6.16) geldt voor deze situatie zodoende dat
S =mQBL"hy™ = mCP Bk} iy |*?

] (6.20)
AS = mQBL"hy™ = mCp Byhl?i|"/?

Volgens dezelfde redenering volgt voor een onttrekking van alleen een deel (1—pu)@Q
(met 0 < p < 1) van de afvoer dat

S =mQB{"hy" = mCp Bihy iy |2

1-nyp—n n n/2. n/2 (621)
S = muQB; "hy ™ = mC} Bahg' i

Hieruit valt af te leiden dat voor een combinatie van een onttrekking van water
en sediment (en aangenomen dat m en Cj, in het oorspronkelijke en het nieuwe
evenwicht gelijk zijn) geldt dat

1—n 1 n

ho M By\ 7 Bo AT (hy\T7
_ D2 _ (A ) 22
hy  Al/n <Bl) B (M”) (hl) (622)

n—3 n=3
|i2| )\3/n B2 T 1 % h2 T-n
2l _= =(& = 6.23

Voor A = p = 1 zijn deze relaties identiek aan (6.19) en (6.18). Dat was te verwach-
ten omdat die laatste twee zijn afgeleid voor gelijke afvoer en transport.

en

Hoewel het nieuwe morfologisch evenwicht bovenstrooms van de onttrekking ge-
karakteriseerd wordt door de oorspronkelijke By, hi en i1, doen zich daar wel
veranderingen voor. Bij een onttrekking van alleen sediment, treedt bovenstrooms
van de locatie van de onttrekking een daling op van waterspiegel en bodem (zie
figuur 6.8). Bij een onttrekking van alleen water is dat een stijging.

Dit tegengestelde effect van en onttrekking van water en sediment suggereert dat
een combinatie denkbaar is waarbij die effecten elkaar compenseren in die zin
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dat bovenstrooms van de onttrekking geen morfologische veranderingen optreden.
Daarvoor is het nodig dat iy, = is, ofte wel dat

)\S/n B2n;3_(u>12” @%_1
1% Bl a A hl -

Zonder aanpassing van de breedte en de waterdiepte benedenstrooms van de ont-
trekking kan daaraan alleen worden voldaan als A = p = 1, maar dan is er geen
onttrekking.

6.3.4 Dwarstransport in een bocht

Bij de bespreking (in de voorgaande paragraaf) van de lange-termijn morfologische
respons op ingrepen in een rivier hebben we impliciet aangenomen dat de loop van
de rivier ongewijzigd blijft. De breedte van de rivier kan veranderen en ook de
waterdiepte en het verhang, maar de as van de rivier blijft waar die was. Dat is
echter niet altijd het geval. Een voorbeeld daarvan is een meanderende rivier. In
de inleiding (paragraaf 6.3.1) is deze vorm van rivierdynamiek kort genoemd. Als
oevers en bodem van de rivier bestaan uit erodeerbaar materiaal, zullen bochten
in de rivier zich naar buiten toe uitbouwen. In figuur 6.4(b) is dat schematisch
weergegeven voor drie achtereenvolgende stadia en in de laatste daarvan (in de
figuur aangegeven met de rode kromme) treedt bijna afsnijding op van de middelste
bocht.

Het meanderen is een betrekkelijk traag maar persistent proces. Het convergeert
niet in de zin dat het niet leidt tot een stationair evenwicht zoals we dat in de
voorgaande paragraaf hebben gezien bij de lage-termijn respons op sommige lokale
ingrepen.

Om het proces van uitbouwen van een bocht te begrijpen, is het nodig om in enig
detail te kijken naar de stroming in een bocht en het daaraan gerelateerde transport
van sediment. Aangenomen dat die stroming binnen de oevers blijft, volgt de over
de dwarsdoorsnede gemiddelde stroming de as van de rivier. Daarnaast doet zich
in elke dwarsdoorsnede van de bocht een circulatie voor waarbij de stroming in het
bovenste deel van de waterkolom gericht is van de binnenbocht naar de buitenbocht
en onderin de waterkolom is dat omgekeerd (zie paragraaf 3.6.3).

Deze circulatie zorgt ervoor dat sediment vanaf de oever van de buitenbocht langs
de rivierbodem wordt getransporteerd naar de oever van de binnenbocht. Hierdoor
erodeert de buitenbocht en sedimenteert de binnenbocht. Langs de buitenbocht
wordt dus materiaal weggevoerd waardoor die bocht zich naar buiten uitbouwt.
Dat materiaal wordt door de dwarscirculatie naar de binnenbocht getransporteerd
en verzamelt zich daar. Daardoor bouwt die binnenbocht zich ook naar buiten uit.
Het gezamenlijke effect is dat de rivierbocht zich als geheel naar buiten uitbouwt.
Als dit verschijnsel zich langs de as van een rivier afwisselend naar links en naar
rechts voordoet (zoals geschetst in figuur 6.4), spreekt men van meanderen.
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L buiten Figuur 6.9: Schematische
weergave van een bocht in
-0 een rivier. Het blauwe vlak
stelt het wateroppervlak voor
en het gele de bodem. De
richting van de langsstroom

is aangegeven met de rechte

(a) 4 blauwe pijl en die van de
m dwarscirculatie met de ge-

kromde pijl. In de bovenste fi-

guur (a) is de bodem dwars op

“AC  de as van de rivier horizontaal.
In figuur (b) is het langs de
buitenbocht dieper dan langs
de binnenbocht. De rode en
grijze streeplijnen liggen in een
horizontaal vlak.

De erosie van de buitenbocht is niet beperkt tot de oever, maar betreft ook de
bodem van de rivier. Door de dwarscirculatie erodeert ook de rivierbodem langs
de buitenbocht waardoor deze steeds lager komt te liggen. Op dezelfde manier
is sedimentatie van de binnenbocht niet beperkt tot de oever, maar leidt ook tot
lokale verondieping. Dat betekent dat een rivierbodem niet alleen in langsrichting
een helling vertoont, maar ook in dwarsrichting. Langs de buitenbocht is het
dieper dan langs de binnenbocht. Dit is geschetst in figuur 6.9(b).

De variatie van de waterdiepte in een dwarsdoorsnede van een rivier heeft invloed
op de verdeling van de diepte-gemiddelde langsstroom over de dwarsdoorsnede.
Soms wordt verondersteld dat de stroomsnelheid langs de buitenbocht groter is
dan die langs de binnenbocht vanwege het verschil in booglente van de buiten— en
de binnenbocht. Maar dat is een misvatting. Impliciet wordt daarbij verondersteld
dat waterdeeltjes als het ware hand in hand door de bocht gaan, dus als twee
waterdeeltjes, de ene aan de buitenbocht en de andere aan de binnenbocht, op
hetzelfde moment de bocht in gaan, zij er ook op hetzelfde moment weer uit
moeten komen. Er is echter geen enkel fysisch mechanisme dat altijd tot zulk
gedrag leidt.

Bij een bocht waarin de bodem in dwarsrichting horizontaal ligt (zoals geschetst
in figuur 6.9(a)), neemt de snelheid van de binnenbocht naar de buitenbocht juist
af omdat in die richting ook het langsverhang afneemt. Het verval A( over het
stukje rivierbocht dat in figuur 6.9 is geschetst, is over de hele dwarsdoorsnede
gelijk. In dat geval is het verhang langs de buitenbocht gelijk aan A{/Lpuiten
en langs de binnenbocht is het verhang A({/Lpinnen. Omdat Liuiten > Lbinnen,
geldt dat A/ Lvuiten < AL/ Lbinnen. Ergo, de kracht die de langsstroom aandrijft
aan de buitenbocht is kleiner dan die aan de binnenbocht en daarom neemt de
stroomsnelheid naar buiten toe af.

Hoewel de spiraalstroming (de combinatie van de langsstroom en de circulatie in de
dwarsdoorsnede, zie paragraaf 3.6.3) in een rivierbocht typisch een 3-dimensionaal
karakter heeft, kunnen we de lokale, diepte—gemiddelde langsstroming bij redelijke
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benadering beschrijven met de 1-dimensionale impulsbalans

d -2
ulu| = _cgfhdi i cp =K (—ln %O - 1) (6.24)
voor stationaire, horizontaal uniforme stroming (zie uitdrukking (2.33)). Hier-
uit valt direct af te leiden dat als het verhang d{/dz in radiale richting af-
neemt, de diepte—gemiddelde stroomsnelheid u dat bij constante waterdiepte h
ook doet.

Voor een bodem die in dwarsrichting horizontaal is, klopt dit. In een bocht is
er echter ook een circulatie in de dwarsdoorsnede. Zoals aangegeven in paragraaf
3.6.3 over bochtstroming, is die circulatie het resultaat van een balans tussen het
centrifugaaleffect en een verhang waarbij de waterstand in radiale richting toe-
neemt. In die circulatie is de stroming in het bovenste deel van de waterkolom
gericht naar de buitenbocht terwijl de stroming bij de bodem juist van de buiten-
bocht naar de binnenbocht is. Met die laatste wordt sediment van de buitenbocht
naar de binnenbocht getransporteerd. Dat verklaart niet alleen het uitbouwen
van een rivierbocht (meanderen) maar leidt er ook toe dat de rivierbodem langs
de buitenbocht erodeert en langs de binnenbocht sedimenteert.

Als we rekening houden met dit morfologische effect van de circulatie in de dwars-
doorsnede, neemt de waterdiepte in radiale richting toe. Dat kan een significant
effect hebben op de weerstand die de stroming in langsrichting ondervindt en daar-
mee ook op de verdeling van de diepte—gemiddelde langsstroomsnelheid over de
dwarsdoorsnede van de bocht.

Om dat effect in beeld te brengen, herschrijven we (6.24) in termen van de pool-
coordinaten (r,6) die zijn aangegeven in figuur 3.31:

UQ|UQ| = _7h,7 (6.25)

Voor het gemak kiezen we de positieve 0-richting zodanig dat ug positief is en daar
hoort bij dat d¢/df < 0. Met deze keuze kunnen we de bovenstaande uitdrukking
herschrijven zonder absolute waarde:

"', h
<_gd€> up = (6.26)

res

Vanwege de keuze met betrekking tot de #-richting, heeft —gd(/df een positive
waarde. Bovendien is die waarde constant is over de dwarsdoorsnede van de ri-
vierbocht.

De verandering van de diepte—gemiddelde stroomsnelheid ug over de dwarsdoor-
snede kunnen we vinden door van (6.26) de afgeleide naar r te nemen. Dit

geeft
dug d h
— x — [ — 2
dr X dr (rcf> (6.27)
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Als het rechter lid in deze uitdrukking positief is, neemt de stroomsnelheid van
de binnenbocht naar de buitenbocht toe en bij een negatief rechter lid neemt de
snelheid af. Uitwerken van het rechter lid geeft

dug 1 h d [ h
— x4+ = — 2
dr x T < rcy + dr (cf>) (6.28)

en daaruit valt af te leiden dat

d [ h h

a (cf> > E ug neemt toe met toenemende r
d [ h h

3 a = E ug verandert niet met r

d [ h h

T a < E ug neemt af met toenemende r

Kennelijk hangt het van de dwarshelling van de bodem af hoe de stroomsnelheid ug
verloopt van de binnenbocht naar de buitenbocht. Als die dwarshelling gelijk is aan
nul, veranderen h en ¢y niet met r en is du?/dr oc —h/(r?cys). Dat is kleiner dan
nul. Dat betekent dat als de bodem dwars op de as van de rivierbocht horizontaal
is (zoals in figuur 6.9(a)), dan neemt uy naar buiten toe af. Die conclusie is eerder
in deze paragraaf ook al getrokken op kwalitatieve gronden.

Hoe groot de dwarshelling kan worden, is vooral athankelijk van de snelheid van
de langsstroom, de kromtestraal van de bocht en het bodemmateriaal. De stroom-
snelheid ug en de kromtestraal r zijn bepalend voor de centrifugaalversnelling
u2/r en daarmee voor de intensiteit van de circulatie in de dwarsdoorsnede van
de bocht. Door die circulatie wordt bodemmateriaal van de buitenbocht naar de
binnenbocht getransporteerd en ontstaat de dwarshelling.

Bij toenemende steilheid van die helling, neemt ook de component langs de helling
van het gewicht van de korrels waaruit de bodem is opgebouwd, toe. Die compo-
nent is gericht naar de buitenbocht, tegengesteld aan het effect van de dwarscir-
culatie. Zolang de rivierbocht zich naar buiten toe blijft uitbouwen, kan zich in
theorie geen evenwichtshelling vormen, maar hooguit een semi—evenwicht dat zich
ontwikkelt op dezelfde tijdschaal als het uitbouwen van de bocht.

Los daarvan is er een bovengrens aan de dwarshelling die zich in een rivierbocht
kan instellen. Als de bodem niet horizontaal is, ondervindt het sediment waaruit
de bodem is opgebouwd als gevolg van gravitatie een kracht langs de bodem die
gericht is naar de buitenbocht. De grootte van die kracht neemt toe met de
dwarshelling van de bodem. De bovengrens van die helling wordt bereikt als
die component van de zwaartekracht langs de bodem evenwicht maakt met de
kracht die bodemdeeltjes ondervinden door de stroming die langs de bodem naar
de binnenbocht is gericht.

Tot slot van deze paragraaf merken we op dat ook het Corioliseffect (zie para-
graaf 5.2)) leidt tot een circulatie in de dwarsdoorsnede. Door dit effect heeft de
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stroming de neiging om af te buigen naar een van de oevers waardoor de water-
stand daar stijgt en op de tegenovergelegen oever daalt. Hierdoor ontstaat een
drukgradiént die tegengesteld gericht is aan de Coriolis schijnkracht. Net als bij
het centrifugaaleffect op de stroming is in het bovenste deel van de waterkolom
de schijnkracht groter dan de drukgradiént en in het onderste deel van de wa-
terkolom is dat juist omgekeerd. Bij stationaire stroming ontwikkelt dit zich in
diepte—geintegreerde zin tot een balans tussen de schijnkracht, de drukgradiént en
de bodemschuifspanning. Dit Coriolis effect doet zich overal in een rivier voor,
niet alleen in bochten.

Op het noordelijk halfrond buigt de stroming als gevolg van het Corioliseffect af
naar rechts (ten opzichte van de stroomrichting). Als de rivierbocht ook naar
rechts is, versterken het Corioliseffect en het centrifugaaleffect elkaar. Echter, als
de rivierbocht naar links is, werken beide effecten elkaar tegen en wordt de draai-
richting van de dwarscirculatie bepaald door welke van de twee dominant is. Een
schatting daarvan kan worden ontleend aan een vergelijking tussen de centrifugaal
versnelling u2/r en de Coriolis versnelling fug (f is de Coriolis parameter, zie
paragraaf 5.2.2). Als ug/r > f is het centrifugaaleffect dominant en als ug/r < f
is dat het Corioliseffect. Voor de grote rivieren in Nederland, bijvoorbeeld, is ug
in de orde van 1 m/s. Voorts is f ~ 10~* s™!. Grosso modo kan voor deze ri-
vieren zodoende worden gesteld dat als de bochtstraal kleiner is dan 10 km het
centrifugaaleffect dominant is.

Meer dan een grove schatting is dit echter niet, onder meer omdat

e bij bochten waarin de versnellingen tegengesteld gericht zijn, is er een bocht-
straal waarbij ze elkaar in diepte—gemiddelde zin compenseren. Dat betekent
echter niet dat op elke hoogte in de waterkolom de netto versnelling gelijk is
aan nul;

e in benedenrivieren waar het getij vanuit zee kan binnendringen, is de stro-
ming afwisselend landwaarts en zeewaarts. Voor de richting van de cen-
trifugaalversnelling in bochten maakt dat niet uit. Die is altijd naar de
buitenbocht gericht. De richting van de Coriolisversnelling, daarentegen, is
afhankelijk van de stroomrichting en wisselt met het getij van richting. In
beginsel is dat van invloed op de ontwikkeling van de dwarshelling van de
bodem in een bocht, maar die invloed is doorgaans gering.

In benedenrivieren waar het getij vanuit zee kan binnendringen, is de stroming
afwisselend landwaarts en zeewaarts. Voor de richting van de centrifugaalversnel-
ling in bochten maakt dat niet uit. Die is altijd naar de buitenbocht gericht. De
richting van de Coriolisversnelling, daarentegen, is afthankelijk van de stroomrich-
ting en wisselt met het getij van richting. In beginsel is dat van invloed op de
ontwikkeling van de dwarshelling van de bodem in een bocht, maar die invloed is
doorgaans gering.
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6.4 Kustmorfologie

6.4.1 Inleiding

Ongeveer 70% van het aardoppervlak is bedekt met water en de overige circa 30%
wordt in beslag genomen door landmassa’s die van elkaar gescheiden zijn en sterk
variéren in vorm en maat. De overgang tussen land en zee wordt kust genoemd.
Tot hoever zeewaarts vanaf het land en landwaarts vanaf de zee wordt gesproken
over kust, is context—afhankelijk. Desgevraagd zullen bijvoorbeeld ecologen, geo-
logen, civiel ingenieurs of juristen enigszins verschillende omschrijvingen geven. In
alle gevallen, echter, is de afmetingen van de kust langs de scheiding tussen land
en water groter dan de afmeting dwars daarop. In engere zin wordt daarom ook
gesproken van een kustlijn.

Door de versnippering van landmassa’s en hun vaak grillige vorm, is er wereldwijd
een enorme lengte aan kustlijn. Het is niet duidelijk hoeveel precies. Op Internet
zijn schattingen te vinden die uiteenlopen van enkele honderdduizenden kilometers
tot meer dan een miljoen. Veel van die verscheidenheid kan worden verklaard uit de
mate van detail die bij het opmeten van de lengte van een kustlijn in beschouwing
wordt genomen. Kustlijnen hebben van nature een grillige vorm. Naarmate je
die grilligheid in toenemend detail meeneemt in de bepaling van de lengte, zal die

lengte ook toenemen®3.

In de literatuur zijn meerdere invalshoeken te vinden waarmee een kust kan worden
getypeerd. Zo kan onderscheid worden gemaakt op basis van materiaal (zoals
slib, leem, zand, kiezel, rots of combinaties daarvan), vorm (boog, klif et cetera),
ontstaansgeschiedenis en zo meer. En vaak hangen zulke kenmerken met elkaar
samen. Zo bestond zo’n 5 eeuwen voor het begin van onze jaartelling de kust
tussen de huidige Belgisch—Nederlandse grens en Den Haag uit zand met duinen,
onderbroken door de mondingen van de Maas en de Schelde. En de getij—inlaat
die we nu kennen als het Zwin, was er toen ook al (zie bijvoorbeeld de geologische
kaarten op de website van de Rijksdient voor het Cultureel Erfgoed et al. (2022)).
Stormvloeden hebben de duinenrij in de loop der eeuwen diverse malen doorbroken,
waardoor het getij tot in het achterland kon doordringen. Die doorbraken hebben
niet noodzakelijk een permanent karakter. Onder invloed van getij en golven kan
bij gematigde condities zoveel sediment in de bres worden afgezet dat deze zich
sluit en de duinenrij zich kan herstellen.

In de historie van dit gebied is echter ook relatieve stijging van de zeespiegel een

53Kustlijnen worden om deze reden vaak vergeleken met fractals. Dat zijn patronen die zichzelf
in enige vorm herhalen als er op steeds kleinere schaal naar wordt gekeken (zie bijvoorbeeld
Peitgen and Richter (1986) voor een kunstzinnige introductie in de wereld van fractals). Als die
analogie met fractals volledig zou opgaan, zou de som van de lengtes van alle kustlijnen in de
wereld oneindig groot zijn. In werkelijkheid is dat niet zo omdat de details van kustlijnen niet
oneindig klein kunnen worden. Die kustlijnen zijn immers opgebouwd uit deeltjes met eindige
afmetingen. Desalniettemin is die analogie wel stof tot nadenken (zie bijvoorbeeld Wikipedia
(2024)).
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factor van betekenis®®. Door deze stijging worden de duinen ten opzichte van het
zeeniveau allengs lager en daardoor gevoeliger voor stormvloeden. Tegelijkertijd
kunnen duinen onder invloed van getij, golven en wind aangroeien, waarbij ook
vegetatie een rol speelt. In het beschouwde kustvak kon die aangroei de stijging
van de zeespiegel niet bijhouden, met als gevolg dat doorbraken langzaam maar
zeker de overhand kregen. Zo is uiteindelijk de estuarine structuur ontstaan die

vandaag de dag nog herkenbaar is°®°.

In de fysische processen die verantwoordelijk zijn voor het morfo—dynamisch ge-
drag van een zandige kust, spelen vooral getij, golven, dichtheidsgradiénten (rond
riviermondingen), wind en hun interacties een belangrijke rol. De invloed van gol-
ven op de grootschalige, lange—termijn ontwikkeling van de kustlijn wordt in de
volgende paragrafen toegelicht. Andere effecten, zoals die van getij, dichtheidsgra-
diénten en wind blijven in dit boek buiten beschouwing.

In de beschouwing over de invloed van golven op het morfo-dynamisch gedrag van
zandige kusten kijken we eerst naar golf-geinduceerd transport van sediment. De
stap naar de morfologische ontwikkeling van een kust maken we door te kijken
naar ruimtelijke variaties in dat transport. Het zijn immers die variaties die lokaal
tot sedimentatie of erosie leiden. In beginsel is dat niet anders dan wat in de
voorgaande paragraaf 6.3 over riviermorfologie is genoemd. Het verschil is echter
dat bij een globale beschouwing over riviermorfologie kan worden volstaan met een
1-dimensionale benadering, terwijl bij een kustgebied een 2—dimensionale aanpak
nodig is. De reden daarvoor is dat de richting van golf-geinduceerd transport van
sediment niet samenvalt met die van de kustlijn. Er is wel een component van dat
transport langs de kustlijn, maar ook een daar loodrecht op. Daarom maken we
onderscheid tussen zogeheten langstransport en dwarstransport.

6.4.2 Golf-geinduceerd transport
Inleiding

Het klassieke beeld van golf-geinduceerd transport van sediment in de kustzone is
dat sediment wordt opgewoeld als gevolg van breking of door de orbitaalbeweging
langs de bodem en vervolgens door een netto stroming wordt getransporteerd. Dit
klassieke beeld is in die zin een beetje simplistisch dat golf-gerelateerd transport
niet zomaar de optelsom is van onderling onafhankelijke opwoeling door golven

54Met relatieve zeespiegelstijging wordt verwezen naar de stijging van het zeeniveau ten op-
zichte van het land. Veranderingen in het bodemniveau zijn daarin begrepen. In Nederland
is sprake van bodemdaling, deels als gevolg van geologische processen en deels door menselijk
handelen (zoals gaswinning en ontwatering van veengebieden). De relatieve zeespiegelstijging is
daardoor groter dan de absolute. In bijvoorbeeld IJsland is dat juist omgekeerd. Door geologi-
sche processen stijgt de bodem daar sneller dan het zeeniveau, waardoor sprake is van relatieve
zeespiegeldaling.

55In de loop der eeuwen is die structuur sterk door de mens beinvloed. Ter wille van veiligheid
tegen overstromen zijn grote delen van de kustlijn vastgelegd met dijken. En met de uitvoering
van de Deltawerken zijn in de vorige eeuw enkele estuaria geheel of gedeeltelijk gescheiden van
de Noordzee.
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en meevoering door stroming. Maar voor een globale beschrijving van dit trans-
port kunnen we wel van dat beeld uitgaan. Daarbij kijken we naar een lange,
rechte kust met rechte, evenwijdige dieptelijnen en zonder obstakels. En we ma-
ken onderscheid tussen dwarstransport (transport loodrecht op de kustlijn) en
langstransport (evenwijdig aan de kustlijn).

Dwarstransport

Stel dat golven loodrecht invallen op de lange-rechte kust die in de inleiding als uit-
gangspunt voor de beschouwing van golf-geinduceerd transport is genoemd. Naar-
mate deze golven steeds dichter bij de kust komen en zich dus voortplanten naar
steeds ondieper water, veranderen golflengte, voortplantingssnelheid en golfhoogte
als gevolg van shoaling (zie paragraaf 4.5.2). Zolang golven niet breken, gaat dit
gepaard met een geleidelijke toename van de golfspanning (de golf-gemiddelde
overdracht van impuls, zie paragraaf 4.5.4).

Afhankelijk van waterdiepte, golfhoogte en —lengte zullen golven in de nadering
van de waterlijn op enige afstand zeewaarts daarvan breken. Voor de relatief hoge
golven gebeurt dat op grotere afstand van de waterlijn dan voor de relatief lage
golven (zie paragraaf 4.7), maar grosso modo treedt golfbreking op in een redelijk
af te bakenen zone parallel aan en zeewaarts van de waterlijn. Dit wordt de bre-
kerzone genoemd. Omdat golfbreking gepaard gaat met dissipatie van golfenergie
en dus met een afname van de energieflux Fyoir in de golfrichting, neemt ook de
golfspanning in die richting af. Het gevolg daarvan is dat in de brekerzone de
golfspanning geleidelijk afneemt naar nul.

Kortom, dwars op de kust neemt de golfspanning in de richting van de waterlijn
door shoaling buiten de brekerzone eerst toe en vervolgens door breking af naar nul.
Deze verandering van golfspanning resulteert, vanwege behoud van impuls, buiten
de brekerzone tot een stroming tegen de golfrichting in. Binnen de brekerzone is
die stroming met de golven mee.

Omdat de kust een gesloten rand is, vertaalt deze stroming zich in een verhang
(een drukgradiént) dwars op de kust. In een stationaire situatie is dat verhang
zodanig dat er netto geen stroming dwars op de kust is. Bij windopzet (paragraaf
3.6.2) hebben we iets soortgelijks gezien. Uiteindelijk zijn de veranderingen van de
golfspanning en het verhang met elkaar in balans (zie uitdrukking (4.60)).

Dat er in een stationaire situatie geen netto stroming is, wil niet zeggen dat golven
geen invloed hebben op het dwarsprofiel van de kust. In de zone waarin golven
shoalen of breken is er een relatie tussen het brekertype, de korreldiameter van het
bodemmateriaal en de gemiddelde helling in het kustdwarsprofiel. In figuur 4.20
in de paragraaf over het breken van golven (4.7) is dat aangegeven. Ruwweg kan
een relatief grote waarde van de brekerparameter (§,-1,0) worden geassocieerd
met een steiler dwarsprofiel in de brekerzone dan een relatief kleine waarde.

Als we meer in detail kijken naar de brekerzone, dan zien we dat door het breken
van golven in het bovenste deel van de waterkolom een stroming naar de kust
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toe optreedt. Die wordt gecompenseerd door een kustafwaartse stroming langs de
bodem. Met die laatste wordt bodemmateriaal van de kust af getransporteerd.
Omdat dit proces zich afspeelt binnen de brekerzone, wordt bodemmateriaal hier-
door niet verder zeewaarts getransporteerd dan tot aan het zeewaartse uiteinde
van de brekerzone.

Zeewaarts van die brekerzone doet zich een ander verschijnsel voor waarbij langs
de bodem juist materiaal naar de kust toe wordt getransporteerd. Dat heeft
te maken met niet-lineair gedrag van golven in ondiep water (Longuet-Higgins,
1953).

Bij elkaar genomen wordt, dwars op de kust, zowel vanuit zee als vanaf de wa-
terlijn sediment getransporteerd naar de brekerlijn (de zeewaartse rand van de
brekerzone). Dat sediment hoopt zich daar op waardoor een lokale verondieping
ontstaat. Dat wordt een brekerbank genoemd.

Zo’n brekerbank bouwt zich ruwweg evenwijdig aan de waterlijn op en wordt hier
en daar onderbroken door geulen dwars op de kust waarlangs water dat door
brekende golven over die bank spoelt, terug kan stromen naar zee. Zulke geulen

worden muien genoemd en de stroming daarin is de muistroom®S.

Omdat golfcondities op betrekkelijke korte termijn wisselen met weersomstandig-
heden en op iets langere termijn met seizoenen, heeft het dwarsprofiel van de kust
geen constante vorm. Echter, als de golfcondities op grotere tijdschaal geen trend-
matige verandering te zien geven, zal dat dwarsprofiel fluctueren rond een langja-
rig gemiddelde (althans voor wat betreft de invlioed van golven). Het dwarsprofiel
vertoont dan wel dynamische gedrag op korte termijn (tijdschaal van seizoenen of
meer algemeen de jaarlijks terugkerende, klimaat—gebonden fluctuaties in golfcon-
dities), maar niet op lange termijn (tijdschaal van jaren). Dit staat bekend als een
dynamisch evenwicht®”

Langstransport

Over het algemeen vallen golven niet loodrecht in op een kust. In de nadering van
de kust zijn scheef invallende golven onderhevig aan zowel shoaling als refractie. In
de voorgaande paragraaf over dwarstransport hebben we refractie buiten beschou-

56De zeewaartse stroming in een mui kan zo sterk zijn dat zelfs een geoefend zwemmer daar
niet of nauwelijks tegenin kan. Daarom staan muien slecht bekend. Aan een muistroom valt te
ontsnappen door eerst een stukje evenwijdig aan de kust te zwemmen. Daardoor kom je buiten
het bereik van die sterke zeewaartse stroming en terecht in betrekkelijk rustig water waarin het
makkelijker is om terug naar het strand te zwemmen.

57Zoals wel meer voetnoten in dit boek is ook deze een beetje off-topic. Bij een dynamisch
evenwicht gaat het om fluctuaties die een soort van periodiek gedrag vertonen rond een waarde
die op een veelvoud van de betreffende periode niet of nauwelijks met de tijd varieert. Het venijn
zit vaak in dat nauwelijks. Denk bijvoorbeeld aan een signaal dat de superpositie is van twee
sinusvormige componenten en een beetje ruis. Stel dat die twee sinusvormige componenten sterk
verschillende perioden hebben en dat de amplitude van de component met de kleinste periode
veel groter is dan die van de andere component. In een waarneming aan dat signaal over een
tijdsinterval van enkele malen de de korte periode maar veel minder dan de lange, is die lang—
periodieke component nauwelijks herkenbaar of wekt de indruk van een trend.
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wing gelaten omdat we daar loodrecht invallende golven hebben verondersteld. De
daar gegeven redenering over effecten van gradiénten in golfspanning breiden we
in deze paragraaf uit naar scheef invallende golven.

Zoals uiteengezet in paragraaf 4.5.2 over refractie vertoont de golfstraal, als de
waterdiepte in golfrichting afneemt, een kromming waarbij de hoek tussen de nor-
maal op de dieptelijnen en de raaklijn aan de golfstraal afneemt (zie figuren 4.10
en 4.11). Bij het naderen van de kustlijn planten golven zich dus allengs steeds
meer loodrecht op die kustlijn voort. Dat is het geval voor het gehele traject waar-
over shoaling en breking optreden. Golven vallen immers (althans in theorie) pas
loodrecht op dieptelijnen in als de waterdiepte is afgenomen tot nul.

Dit wil zeggen dat nergens langs het traject waarlangs scheef invallende golven
onderhevig zijn aan shoaling, de golfrichting loodrecht staat op de dieptelijn, zij
het met uitzondering van de waterlijn waar de waterdiepte gelijk is aan nul. Dus
overal langs dat traject heeft de gradiént van de golfspanning een component dwars
op de kustlijn en een component evenwijdig daaraan. Beide componenten leiden
tot een overdracht van impuls van golven naar stroming (zoals uitgelegd in de
voorgaande paragraaf).

Omdat de kust een gesloten rand vormt, vertaalt de component van de gradiént in
de golfspanning dwars op die kust zich in een wave set—down buiten de brekerzone
en een wave set—up daarbinnen. In de voorgaande paragraaf 6.4.2 is dat verklaard
vanuit de perceptie dat zich dwars op de kustlijn geen netto stroming kan voordoen
omdat die kustlijn een gesloten rand vormt.

Voor de component evenwijdig aan de kustlijn ligt dat anders. Voor die component
is er geen fysieke obstructie die een netto stroming verhindert. De kust—parallelle
component van de gradiént in de golfspanning leidt zodoende tot een stroming in
dezelfde richting.

Met die stroming wordt sediment langs de kustlijn getransporteerd. Bij veel zan-
dige kusten heeft dit golf-geinduceerde transport een substantiéle invloed op de
morfologie. Mede daarom is naar de omvang van dit langstransport veel onderzoek
gedaan. In de literatuur zijn diverse uitdrukkingen te vinden waarin het transport
langs een lange, rechte kust wordt gerelateerd aan golfcondities en eigenschappen
van het dwarsprofiel van de kust. Eén daarvan is de formule van Kamphuis (1991)
voor het totale golf-geinduceerde langstransport Sgoir,1, in de brekerzone:

Seott,p = 6,4 x 10* H2, T25 D3 7* tan®™ (a) sin®6 (263, ) (6.29)

waarin H, p de significante golthoogte ter hoogte van de brekerlijn (de zeewaartse
rand van de brekerzone), T, de piekperiode van de golven, 6, de hoek tussen
de golfrichting en de normaal op de kustlijn ter hoogte van de brekerlijn, Dsq
de mediane diameter van het zand in de kustzone en tan(a) een representatieve
helling van het dwarsprofiel van de kust.

De factor 6,4 x 10* in de formule van Kamphuis is niet dimensieloos. Met deze
factor is Sgouf,, het transport in m3 /jaar indien Hp, T}, en Dsg worden uitgedrukt
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normaal Bb Figuur 6.10: Relatie tus-
op de kust

150 sen het totale langstransport

30° Sgolf,b in de brekerzone en de

S@)  hoek van golfinval 6, volgens

&, 45 Kamphuis (1991) voor gelijk-
%, 60° blijvende golfhoogte, golfperi-

\ ode, helling van het dwarspro-
fiel van de kust en korreldia-

meter.

70
8, s

brekerlijn S(Bp)

in SI-eenheden. Als andere eenheden worden gebruikt, moet deze factor conform
worden aangepast®®.

Een impressie van de relatie tussen het totale langstransport Sgoie,p in de breker-
zone en de hoek van golfinval 6, is gegeven in figuur 6.10. In het rechter deel van
deze figuur is het transport horizontaal uitgezet en de hoek van golfinval verticaal.
De schaalverdeling langs de verticale as is gekozen in relatie tot het linker deel
van de figuur. Als in dat linker deel een lijn wordt getekend die overeenkomt met
de golfrichting en vervolgens het snijpunt van die lijn met de kwart cirkel (streep-
lijn) wordt geprojecteerd op de verticale as van de rechter grafiek, kan daar het
bijbehorende totale langtransport worden afgelezen.

Loodrecht invallende golven genereren geen langstransport. Als golven ter hoogte
van de brekerlijn onder een hoek van 45° ten opzichte van de normaal op de kust
invallen, bereikt het transport voor gelijke Hy 3, T}, o en D5 een maximum.

6.4.3 Morfologische ontwikkeling

Dwarsprofiel

In het algemeen past het dwarsprofiel van een kust zich betrekkelijk snel aan als
golfcondities in de loop van de tijd veranderen. Als het bijvoorbeeld langs de
Hollandse kust (tussen Hoek van Holland en Den Helder) vanuit het noordwesten
stormt, kan door windopzet de waterlijn landwaarts verschuiven tot aan de duinen.
Rondom die verschoven waterlijn is de helling van het kustprofiel relatief groot.
Duinen zijn immers steiler dan het strand. Omdat die helling niet in balans is met
de golfcondities, vindt een aanpassing plaats waarbij zand van de zeewaartse kant
van de duinen wordt verplaatst naar het strand of verder zeewaarts. Dit wordt
duinafslag genoemd.

58In de literatuur zijn heel wat verwijzingen naar de formule van Kamphuis te vinden waarin
een andere factor wordt genoemd dan 6,4 x 10% en dat heeft niet alleen te maken met het gebruik
van andere dan Sl-eenheden. Wat ook uitmaakt is of het transport Sgor1, wordt uitgedrukt in
massa per tijd, gewicht per tijd (waarbij onderscheid moet worden gemaakt in het gewicht onder
of boven water) en volume per tijd (waarbij het gehalte aan porién een rol speelt). Daarnaast is
de gehanteerde tijdseenheid van belang (seconde, jaar of iets anders). De massadichtheid van het
getransporteerde sediment is doorgaans minder aanleiding tot variatie van de factor. Daarvoor
wordt doorgaans 2650kg/m? aangehouden.
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zee Figuur 6.11:  Schematische
voorstelling van een bassin
achter de duinenrij dat via een

strand .
geul verbonden is met zee.

strand

duinen duinen

doorbraak

bassin

Waar duinen een natuurlijke bescherming tegen overstromen bieden, is duinafslag
ongewenst maar vaak ook onvermijdelijk. Langs de Hollandse kust is dat het
geval. Daarom wordt ernaar gestreefd dat overal langs deze kust zoveel zand in
het dwarsprofiel van de kust (inclusief duinen) aanwezig is dat, zelfs bij een zware
storm, duinafslag niet tot een doorbraak leidt. En dat is in principe mogelijk
omdat die storm van eindige duur is.

Zo’n storm laat een dwarsprofiel van de kust achter dat niet in balans is met de
gematigde condities die zich tussen stormen voordoen. Dat leidt doorgaans tot
herstel van het gemiddelde profiel. Door een gecombineerde invloed van golven en
wind groeien duinen weer aan.

Op de tijdschaal waarop stormen en gematigde condities elkaar afwisselen is zo-
doende sprake van een dynamisch evenwicht van het dwarsprofiel van de kust.

In tropische gebieden variéren golfcondities aan de kust vaak met de moesson,
waarbij de wind het ene halfjaar overwegend uit een significant andere richting
komt dan het andere halfjaar. En dat geldt dan ook voor golven die door de wind
worden gegenereerd, niet alleen qua richting maar vaak ook qua golfhoogte en —
periode. Zo’n periodieke verandering van golfcondities is terug te vinden in een al
even periodieke verandering in het dwarsprofiel van de kust.

Zulk dynamisch gedrag van het dwarsprofiel van de kust speelt zich af op tijdscha-
len in de orde van een jaar. En het blijft zich herhalen tenzij zich een incident
voordoet dat geen ruimte laat voor herstel of als een proces gaande is dat zich
afspeelt op een grotere tijdschaal en dat invloed heeft op de ligging van het dyna-
misch evenwicht of uiteindelijk de aanzet is tot een incident.

Een voorbeeld van een incident is een doorbraak van de duinenrij. Afhankelijk
van de omvang van de doorbraak kan het getij doordringen tot in het gebied
achter de duinen waardoor daar een bassin ontstaat dat via een geul is verbonden
met de zee (zie figuur 6.11). Met de getijstroom wordt sediment uitgewisseld
tussen bassin en zee. Atfhankelijk van de omvang van het bassin, de afmetingen
van de dwarsdoorsnede van de geul en het volume aan water dat met het getij
vanuit zee naar het bassin en weer terug stroomt (het zogeheten getijprisma), kan
zo'n systeem zich uitbouwen tot een evenwicht waarbij er netto geen erosie of
sedimentatie optreedt, of het kan verzanden (Escoffier, 1940).

Dit type incident ligt aan de basis van het ontstaan van bijvoorbeeld de Wad-
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Figuur 6.12: Schematische voorstelling
van de Regel van Bruun. De bovenste
figuur (a) toont een stukje kust waar-
van de vorm van het dwarsprofiel rond
de waterlijn past bij de heersende golf-
@ condities. Als de zeespiegel stijgt, treedt
sedimentatie op bij de vooroever en ero-
sie bij de duinen (figuur (b)). De to-
< erosie Zeesgi?ggiﬁlg- tale hoeveelheid zand in het dwarsprofiel
i : 1 blijft daarbij constant. De waterlijn ver-
schuift landwaarts (transgressie).

sedimentatie

— .
transgressie

denzee. De inlaten tussen de eilanden zijn ooit ontstaan uit doorbraken van de
oorspronkelijk gesloten duinenrij. Het gebied achter die duinen bestond voorname-
lijk uit betrekkelijk makkelijk erodeerbaar veen waardoor de bijbehorende bassins
konden groeien en met elkaar in verbinding komen. De stabiliteit van zulke gekop-
pelde systemen is aanzienlijk complexer dan van een enkelvoudig systeem met één
geul en één bassin. In een systeem met twee geulen, bijvoorbeeld, kan de ene zich
handhaven ten koste van de andere (Van de Kreeke and Brouwer, 2017).

Een ander voorbeeld van een inlaat is het Zwin op de grens van Belgié en Ne-
derland. Eeuwen terug had de Belgische stad Brugge via deze inlaat een open
verbinding met de Noordzee en kon zich mede daardoor ontwikkelen tot een be-
langrijke handelsstad. Door inpoldering is de balans tussen het getijprisma en de
afmetingen van de inlaat zodanig verstoord dat het systeem is gaan verzanden.
Tegenwoordig wordt de inlaat kunstmatig in stand gehouden ter wille van het
behoud van het achterliggende natuurgebied.

Naast een incident kan het morfo-dynamisch evenwicht van het dwarsprofiel van
de kust ook worden verstoord door een proces dat zich afspeelt op een grotere
tijdschaal dan die van de dynamiek van dat profiel. Een actueel voorbeeld daarvan
is (relatieve) stijging van de zeespiegel.

Omdat het dwarsprofiel van de kust zich relatief snel aanpast aan golfcondities,
heeft dat dwarsprofiel op de tijdschaal van zeespiegelstijging een vrijwel constante
vorm. En die vorm stijgt mee met de zeespiegel. Dat gaat gepaard met sedimen-
tatie van de vooroever (het gebied juist zeewaarts van de waterlijn) ten koste van
het hoog gelegen deel van het strand en de duinen. Daar treedt erosie op omdat
de totale hoeveelheid zand in het kustprofiel niet verandert (zie figuur 6.12). Dit
mechanisme is voor het eerst beschreven door Bruun (1962) en staat bekend als
de Regel van Bruun.

Als de zeespiegel stijgt, verschuiven zowel de waterlijn als het dwarsprofiel van de
kust zich zodoende omhoog en landwaarts. De landwaartse verplaatsing van de
waterlijn wordt transgressie genoemd. Omdat daarbij zand van de duinen naar zee
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wordt verplaatst, neemt de mate waarin de duinenrij bijdraagt aan de veiligheid
tegen overstromen van het achterland af.

Langs grote delen van de Nederlandse kust wordt die afname (deels) gemitigeerd
door zand vanaf de zeebodem (doorgaans rond de 20m dieptelijn) naar de vooroe-
ver of het strand te brengen. Zo’n ingreep wordt een vooroever— of strandsupple-
tie genoemd®® genoemd, afhankelijk van waar het zand wordt aangebracht. Om
transgressie blijvend te mitigeren, moeten zulke suppleties bij tijd en wijle worden
herhaald, zolang de zeespiegel stijgt.

Langsprofiel

Golf-geinduceerd langstransport is op tal van manieren van invloed op de morfolo-
gische ontwikkeling van zandige kusten. In deze paragraaf beperken we ons tot één
daarvan, en wel het effect van gradiénten in dat langstransport op de ligging van de
kustlijn. We veronderstellen dat overal langs de kust op diep—water de golthoogte
en —periode gelijk zijn en dat ook de golfrichting daar niet varieert. Voorts nemen
we aan dat er geen ruimtelijke variaties zijn in de sedimentaire samenstelling van
vooroever, strand en duinen (dus dat de representatieve korreldiameter van het
sediment langs de kustlijn niet varieert).

Onder zulke omstandigheden varieert het golf-geinduceerde langstransport alleen
met de hoek waaronder de golven invallen op de kust. Dat volgt direct uit de
formule van Kamphuis (6.29) voor de omvang van dat transport. Langs een rechte
kust is het transport overal gelijk, maar bij een gekromde kustlijn is dat niet zo
omdat de hoek van inval daar langs de kustlijn varieert (zie figuur 6.13).

Voor zo'n situatie kijken we naar de morfologische ontwikkeling van de kust op
een tijdschaal waarop de ligging van de kustlijn zich manifesteert. Die is groot ten
opzichte van de tijdschaal waarop het dwarsprofiel van de kust zich aanpast aan
veranderende omstandigheden, zodat dat dwarsprofiel bij goede benadering als
een constante kan worden gezien®. Dit is vergelijkbaar met wat in de voorgaande
paragraaf is gemeld over de respons van het dwarsprofiel van de kust op een stijging
van de zeespiegel.

Met deze overweging over verschillen in tijdschalen kunnen we de beschrijving
van de lange-termijn morfologische ontwikkeling van de kust, de waterlijn (of een
andere dieptelijn daar in de buurt) representatief veronderstellen voor de positie
van de kustlijn in het horizontale vlak. Eventuele gradiénten in langstransport

59In de Engelstalige literatuur heet dit een nourishment. Deze term is in die zin toepasselijk
dat wordt weergegeven dat het dwarsprofiel van de kust wordt gevoed met sediment, waardoor
de weerbaarheid toeneemt.

60Onder meer voor morfologische processen blijkt er een verband te zijn tussen tijdschalen en
lengteschalen waarop veranderingen zich afspelen. In het algemeen geldt dat des te groter de
lengteschaal, hoe groter de tijdschaal. In de morfologische ontwikkeling van bijvoorbeeld het
kustvak tussen Scheveningen en IJmuiden, is de afmeting van het dwarsprofiel van de kust in de
orde van een kilometer, terwijl de kustlijn in dit traject een lengte heeft van ongeveer 50 km.
Vanwege de genoemde relatie tussen tijd— en lengteschalen past het dwarsprofiel van de kust zich
veel sneller aan veranderingen in golfcondities aan dan de kustlijn.

211



Sedimenttransport en morfologie

Figuur 6.13: Foto van de gekromde
oever van een meer waarop golven
zich overal in ongeveer dezelfde richting
voortplanten, maar door de kromming
van de oever niet overal onder dezelfde
hoek invallen op de waterlijn (de foto is
gemaakt aan de noordoostelijke kant van
het Tolbo meer, gelegen in het westen
van Mongolig).

manifesteren zich in die schematisatie als een verplaatsing cq. vervorming van de
waterlijn in dat vlak. In de modellering van de morfologische ontwikkeling van een
gesloten kust wordt dit concept de één—lijn benadering genoemd®!.

In deze paragraaf gaan we nader in op de één-lijn benadering voor de lange-
termijn morfologische ontwikkeling van een lange, ononderbroken, zandige kust
onder invloed van ruimtelijke variaties in het golf-geinduceerde langstransport.
Een toepassing daarvan komt aan bod in paragraaf 7.4 over bescherming tegen
kusterosie.

Als golfcondities langs een kustlijn variéren, verandert ook de omvang van het golf—
geinduceerde langstransport. Dat wil zeggen dat op de ene plaats meer of minder
sediment wordt getransporteerd dan een stukje verderop. Als in de richting van
het transport de omvang daarvan toeneemt, zal de kust eroderen en verschuift
het dwarsprofiel van de kust landwaarts. Het omgekeerde geldt ook. Bij een
afname van het langstransport treedt sedimentatie op, wat leidt tot een zeewaartse
verplaatsing van het kustdwarsprofiel.

De mate waarin die kustlijn zee— of landwaarts verschuift, is afhankelijk van de
omvang van de gradiént in het langstransport volgens behoud van volume van
sediment. Dit is schematisch weergegeven in figuur 6.14. In die figuur is een
stukje kust geschetst met een lengte Ax. Het langstransport is van links naar
rechts en er is sprake van een gradiént d.S/dz.

In een tijdsinterval met duur At neemt het volume aan sediment in het stukje kust
toe met AtAxzdS/dx. Daardoor verschuift de kustlijn zeewaarts. Als y de positie
van de kustlijn is, dan is die verschuiving in duur At gelijk aan Atdy/d¢t. Omdat

S1Er zijn ook meer geavanceerde benaderingen waarin de deformatie in het horizontale vlak van
meerdere dieptelijnen simultaan in beschouwing wordt genomen. In de veronderstelling dat het
dwarsprofiel van de kust een constante vorm heeft, heeft zo’'n meer—lijn aanpak geen toegevoegde
waarde. Als de morfologische modellering echter gericht is op een tijdschaal die niet groot is
ten opzichte van die van aanpassingen van het dwarsprofiel, biedt de meer-lijn aanpak de mo-
gelijkheid om ook aanpassingen van het dwarsprofiel in beeld te brengen. Voorwaarde daarvoor
is dat een adequate mathematische beschrijving van de (tijdsathankelijke) fysische processen die
verantwoordelijk zijn voor het transport van sediment in het dwarsprofiel, in het model wordt
geincorporeerd.
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AX : Figuur 6.14: Bovenaanzicht van een deel van een
kust waar de waterlijn gekromd is. Als gevolg
van een gradiént dS/dz van het golf—-geinduceerde
langstransport, verschuift de kustlijn zeewaarts of

‘ S+Axc§ landwaarts. In deze figuur is de transportgradiént

negatief. Aan de linkerkant komt meer sediment
I:': :‘l: het kustvak met lengte Ax binnen dan er aan de
rechterkant uitgaat. Hierdoor neemt het volume
/ aan sediment dat in het kustvak geborgen is toe,
met als gevolg dat de kustlijn in het kustvak zee-
dy waarts verplaatst. Na een periode At is de kust-
y+At liin in h .
dt ijn in het kustvak opgeschoven naar de horizontale

strand rode lijn. De toename van het volume is aangege-
ven met de rode arcering.

we kijken op een tijdschaal waarop we redelijkerwijs kunnen veronderstellen dat de
vorm van het dwarsprofiel van de kust constant is, verschuift dat gehele profiel over
een afstand Atdy/dt. Er is zodoende sprake van een toename van de hoeveelheid
sediment die is geborgen in de dwarsdoorsnede van de kust van hAtAxzdy/dt,
waarin h de hoogte is van het dwarsprofiel van de kust.

Vanwewge behoud van volume geldt dat

dy ds
AtA AtAz— .
hAtAT— + AtAz—— =0 (6.30)
Na delen door AtAx wordt dit
dy ds
7 - _ = 31
dt dz (6.31)

Er zijn tal van redenen waarom de golfcondities en daarmee het golf-geinduceerde
langstransport langs een kustlijn kunnen variéren. Voor de lange-termijn morfolo-
gische ontwikkeling van een kust is primair het golfklimaat van belang. Hoewel de
golfcondities van dag tot dag kunnen variéren, zijn de daaruit voortvloeiende, da-
gelijkse morfologische veranderingen van een kustlijn doorgaans zo klein dat alleen
het cumulatieve effect over langere tijd significant is. Uitzonderingen daarop zijn
bijvoorbeeld de eerder genoemde incidenten die leiden tot een langdurig of zelfs
permanent effect op de kust. Zulke incidenten laten we in deze beschouwing van
het langsprofiel buiten beschouwing. We beperken ons tot een lange, ononderbro-
ken kust en een ruimtelijk uniform golfklimaat op diep water. We nemen dus aan
dat op geruime afstand uit de kustlijn het golfklimaat geen ruimtelijke variaties
vertoont.

Bovendien schematiseren we de golfcondities op diep water tot een over het kli-
maat gemiddelde periode, hoogte en richting. Dat maakt de beschrijving van de
lange—termijn morfologische ontwikkeling van een kust in de één-lijn benadering
toegankelijker zonder af te doen aan onderliggende principes. We komen daar later
op terug.
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//// Figuur 6.15: Het golf—
geinduceerde  langstransport
Qolfrichting/ggrlr::’é;etll * normaalopdekust/ S is afhankelijk van de hoek
) 0y Wa.a.ron_der golven op de
brekerlijn invallen. Door de
kromming van de kustlijn
varieert die hoek en dus ook
y()f?] ------------------------------------ 1¢(X) """ B S (onderste figuur). Bij punt
""" X A vallen de golven loodrecht
strand inenis@, =0en S =0. In
het algemeen is de hoek 6,
afhankelijk van de golfrichting
op diep water en de richting
van de raaklijn aan de kust.
In punt B maakt die raaklijn
een hoek ¢ met de z—as.

transport S(x)

langs-

De veronderstelling dat zich op diep water geen ruimtelijke variaties voordoen in
de klimaat—gemiddelde golfcondities, wil niet zeggen dat de golfcondities langs een
kustlijn niet kunnen variéren. In de nabijheid van een kust kan de golfvoortplan-
ting lokaal worden beinvloed door bijvoorbeeld een eiland of een lokale ondiepte,
al of niet erodeerbare landtongen, beschermingsconstructies zoals strandhoofden
en kust—parallelle golfbrekers (waarover meer in paragraaf 7.4) en meer van zulke
obstakels. In deze paragraaf laten we zulke obstakels buiten beschouwing.

In plaats daarvan kijken we naar het effect van een kromming van de kustlijn
op gradiénten in het langstransport. Als gevolg van die kromming vallen golven,
alhoewel ze op diep water overal uit dezelfde richting komen, niet langs de gehele
kust ter hoogte van de brekerlijn in onder dezelfde hoek met de lokale normaal op
de kustlijn. In paragraaf 6.4.2 is die hoek 6, genoemd en is gesteld dat de omvang
van het lokale golf-geinduceerde langstransport daarvan afhankelijk is.

Dit is geillustreerd in figuur 6.15. Bij punt A valt de normaal op de kust samen
met de golfrichting en is er geen langstransport. Aan weerszijden van A is het
transport naar dat punt toe gericht, althans in deze schets van een holle kustlijn.
We werken dat nader uit.

In figuur 6.15 is de ligging van de kustlijn aangeduid met y(z). Daarin is (z,y(x))
de positie van de kustlijn op de lokatie x ten opzichte van een willekeurig gekozen
xz—as. Met andere woorden, (z,y(x)) zijn de coordinaten van een punt van de kust-
lijn ten opzichte van een willekeurig gekozen assenstelsel. Bij een licht gekromde
kustlijn kunnen we dat assenstelsel zo kiezen dat de raaklijn aan de kustlijn overal
weinig afwijkt van evenwijdig aan de z—as. De hoek ¢ in figuur 6.15 is dan overal
klein en dan geldt bij goede benadering dat dy/dz = tan(¢) =~ ¢. In de uitwerking
van de relatie tussen de transportgradiént en de kromming van de kust maken we
van deze benadering gebruik.

Voorts gaan we uit van een kleine hoek 6, van golfinval ten opzichte van de normaal
op de kust ter hoogte van de brekerlijn. Voor lange, licht gekromde kusten is dat
een redelijk uitgangspunt. In de nadering van de waterlijn neigen golven immers
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als gevolg van refractie (zie paragraaf 4.5.2) steeds meer naar voortplanting in
een richting die loodrecht staat op de dieptelijnen. In die nadering zijn golven
tegelijkertijd onderhevig aan shoaling (zie paragraaf 4.5.2) waarbij de golfhoogte
uiteindelijk allengs toeneemt. In de nabijheid van de waterlijn breken golven (zie
paragraaf 4.7) en dan is het proces van refractie over het algemeen al zo ver
gevorderd dat 60, inderdaad Kklein is.

Voor kleine ), geldt bij redelijke benadering dat S o 6, en dan is5?

as _ ds oy o,

ds _ ds 32
Az df, dz  dz (6.32)

De df,/dz in deze uitdrukking kunnen we relateren aan de kromming van de kust.
Zoals te zien in figuur 6.15 is er een direct verband tussen 6, en de hoek ¢ die de
raaklijn aan de kust maakt met de z—as. Als ¢ toeneemt in xz-richting, neemt 6,
met hetzelfde bedrag af en omgekeerd. Ergo, voor kleine ¢ geldt dat

Ao, __do _dy

de ~  dz  da? (6.33)
Zodoende kunnen we schrijven dat
ds d2y

Combinatie met de sedimentbalans 6.31 leidt tot een diffusievergelijking voor de
tijdsafhankelijke ontwikkeling van een kustlijn (Pelnard-Considére, 1956):

Oy 0%y
—=K— 6.35
ot Ox? (6.35)
Hierin is K een diffusiecoéfficiént die afthangt van de golfcondities, de hoogte h
van het kustdwarsprofiel en andere eigenschappen van de kust die van invloed
zijn op het golf-geinduceerde langstransport. In de literatuur wordt K wel de
kustconstante genoemd. Een paar opmerkingen over deze constante:

62Volgens de formule van Kamphuis (zie (6.29)) en ook andere formules voor het golf-
geinduceerde langstransport die in de literatuur te vinden zijn, is het langstransport S evenredig
met sin™(260), waarin m een of andere macht is (in de formule van Kamphuis is m = 0,6).

Daarmee is s 40
—= x sin™1(260,) cos(260;) =
dx dx

Voor kleine 0, is sin(260;) ~ 26}, en cos(260,) ~ 1, zodat bij benadering
ﬁ o gL LH”
dz b dzx

Voor m < 1, zoals in de formule van Kamphuis, leidt dit voor een lokatie langs een gekromde kust
(d6p/dx # 0) waar golven loodrecht invallen (6, = 0) tot een oneindig grote transportgradiént.
Fysisch is dat niet juist. Daarmee is niet gezegd dat de formule van Kamphuis onzin is. Het is een
geparameteriseerde beschrijving van de omvang van het langstransport en geen mathematisch
model van het onderliggende fysisch proces.
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o Zolang de hoeken 6, en ¢ daadwerkelijk klein zijn, biedt (6.35) met constante
K binnen de context van het één—lijn model een goede beschrijving van de
ontwikkeling van de kustlijn. Bij sterke kromming van de kustlijn en/of
betrekkelijk scheef invallende golven, dus als 6, en ¢ niet allebei klein zijn,
wordt K afhankelijk van die twee hoeken.

e De grootte van de kustconstante K is een indicator voor de tijdschaal waarop
een kustlijn zich ontwikkelt. Bij gelijke kromming d?y/dz? is de snelheid
dy/dt waarmee de kustlijn zich zeewaarts of landwaarts verplaatst evenredig
met K.

o In de afleiding van de diffusievergelijking (6.35) hebben we gebruik gemaakt
van een volumebalans (6.31) waarin de verplaatsing van de kustlijn is gerela-
teerd aan de gradiént in het langstransport. Die gradiént is mede afhankelijk
van de golfcondities. Volgens alle formules voor golf-geinduceerd langstrans-
port is de omvang van dat transport afhankelijk van de golfhoogte ter plaatse
van de brekerlijn. En dat geldt dan ook voor de gradiént van dat transport.
Dat wil zeggen dat de golfhoogte van invloed is op dy/d¢t. Daarom is K
afhankelijk van de golthoogte. Hoe hoger de golven, hoe sneller de kust zich
ontwikkelt.

o Uit die volumebalans (6.31) blijkt tevens dat K afhankelijk is van de hoogte
h van het kustdwarsprofiel waarvan we hebben verondersteld dat het zich
(gemiddeld over langere termijn) onvervormd zeewaarts of landwaarts ver-
schuift onder invloed van gradiénten in het golf-geinduceerd langstransport.
Impliciet hebben we die hoogte constant verondersteld, alsof het kustdwars-
profiel de overgang is tussen een eindeloze horizontale landvlakte en een al
even eindeloze horizontale zeebodem. Doorgaans is dat alleen voor beperkte

horizontale verplaatsingen van de kustlijn een redelijke aanname?®.

In de literatuur zijn voor diverse gevallen analytische oplossingen te vinden voor
de diffusievergelijking (6.35). Een daarvan gaat over een oneindig lange kustlijn
met een uitstulping in de vorm van een Gauss—kromme, gegeven door

y(a,t = 0) = aexp <—; (:0>Q> (6.36)

Deze uitdrukking betreft de initiéle vorm (op ¢ = 0). Het meest zeewaartse punt
van de uitstulping ligt op y(z = 0,¢ = 0) = « en oy is een maat voor hoe gepro-
nonceerd die is.

63Deze beperking geldt ook en eigenlijk nog meer voor de regel van Bruun (zie figuur 6.12) voor
de respons van het dwarsprofiel van een kust op een stijging van de zeespiegel. Ook Bruun gaat
uit van een tijds—gemiddeld vormvast dwarsprofiel. Dat stijgt mee met de zeespiegel en vanwege
behoud van volume gaat dat gepaard met een landwaartse verschuiving. De vraag die hierbij rijst,
is tot hoever zeewaarts dat vormvaste dwarsprofiel reikt. In de literatuur wordt het zeewaartse
uiteinde geassocieerd met een dieptelijn waarvan wordt verondersteld dat daaroverheen nauwe-
lijks transport van sediment van en naar dieper water plaatsvindt. Dit wordt de sluitingsdiepte
(closure depth in het Engels) genoemd. Over hoe groot die precies is, is heel wat discussie. Op
conceptueel niveau doet dat niets af aan de redenering van Bruun dat zeespiegelstijging gepaard
gaat met transgressie.

216



Sedimenttransport en morfologie

In de afleiding van (6.35) hebben we verondersteld dat de raaklijn aan de kust
overal een kleine hoek ¢ met de z—as maakt. Bij een kustlijn in de vorm van een
Gauss—kromme bereikt die hoek een maximum bij x = +o0¢ (dat is ter plaatse van
de buigpunten van de Gauss—kromme, waar d?y/dz? = 0). Ter plaatse van die
maxima geldt dat tan ¢ = +aexp(—1/2) (als x = —oyp) of tan¢p = —aexp(—1/2)
(als = +0¢). Een en ander wil zeggen dat we de ontwikkeling van de uitstulping
in de vorm van de Gauss—kromme (6.36) bij goede benadering met de diffusiever-
gelijking (6.35) kunnen beschrijven als ten minste a beperkt is. Daarnaast is het
ook nodig dat overal 6 klein is.

Naast de initiéle situatie (6.36) zijn ook twee randvoorwaarden nodig om de diffu-
sievergelijking (6.35) te kunnen oplossen. Voor een lokale uitstulping ergens langs
een oneindig lange kust, is het aannemelijk dat de ligging van de kustlijn op grote
afstand van die uitstulping weinig zal merken van de ontwikkeling daarvan met de
tijd. Tegen deze achtergrond is het redelijk om ervan uit te gaan dat

ylx = —o0,t) = y(x = o00,t) =0 (6.37)

De initiéle situatie (6.36) voldoet daaraan.

Met deze randvoorwaarden en de initiéle kustlijn (6.36) volgt uit (6.35) voor de
tijdsathankelijke ontwikkeling van die kustlijn vanaf ¢ = 0 dat

1 2
y(:v,t):a@exp (—2 (E) ) i o=4/2Kt+02 ; t>0 (6.38)
o o

Ter illustratie van deze oplossing zijn in figuur 6.16 drie stadia van de ontwikkeling
van de uitstulping geschetst. Dit lijkt een beetje op de Zandmotor aan de Zuid-
hollandse kust tussen Monster en Kijkduin. Dat is een kunstmatige uitstulping
in het kustvak tussen de strekdam bij Hoek van Holland en het zuidelijke haven-
hoofd bij Scheveningen. Door golf-geinduceerd langstransport moet het zand in
deze uitstulping zich in de loop van jaren verspreiden tussen de beide harde be-
grenzingen van het kustvak. Daarmee wordt in dit gebied het dwarsprofiel van de
kust versterkt ten gunste van de veiligheid tegen overstromen. En omdat natuur-
lijke processen zorgen voor de verspreiding van het zand, spreekt men van ’bouwen
met de natuur’.

Wat opvalt aan de tijdsafhankelijke ontwikkeling (6.38) van de uitstulping op de
kust, is dat het meest zeewaartse punt daarvan niet langs de kust verschuift en
dat ook de symmetrie behouden blijft, onafhankelijk van de golfrichting op diep
water. Wellicht is dat contra—intuitief. Het is echter het directe gevolg van de
vereenvoudigende veronderstellingen die hebben geleid tot een diffusiecoéfficiént K
die niet varieert met de locatie langs de kust, in combinatie met randvoorwaarden
op grote afstand van de uitstulping. Hiermee is o de enige factor die varieert met
de tijd en deze heeft alleen invloed op de schaal van de uitstulping en niet op de
vorm en de ligging%.

64Bedenk dat de y(z, t) in uitdrukking (6.38) ook kan worden geschreven als o (t) y((z/o(t)), t),
waaruit blijkt dat zowel z als y schalen met de tijdsafhankelijke o.
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Figuur 6.16: Drie stadia in de ontwik-
keling van een uitstulping in de vorm
van een Gauss-kromme op een oneindig
lange kustlijn. De bovenste figuur toont
de initiéle ligging van de kustlijn rond
het meest zeewaarts gelegen punt van
de uitstulping. In de middelste figuur is
de ligging van de kustlijn getoond nadat
strand deze zich vanaf de initiéle situatie onder

invloed van golf-geinduceerd langstrans-

- golfrichting

port over enige tijd heeft ontwikkeld. In
de onderste figuur is die ligging in een
volgend stadium van ontwikkeling weer-
gegeven. Ter vergelijk is in alle drie de
figuren de initiéle situatie met een rode
streepjeslijn aangegeven.

strand

_— golfrichting

strand

Bij de afleiding van de tijdsafhankelijke ontwikkeling (6.38) is gesteld dat op grote
afstand aan weerszijden van de uitstulping de kustlijn op de initiéle positie blijft.
Dat is weerspiegeld in de randvoorwaarden y(x = —o0,t) = y(z = co,t) = 0. Dat
wil zeggen dat op zowel x = —o0 als op x = 400 de kustlijn evenwijdig is aan
de z—as. Op die twee locaties is het golf—geinduceerde langstransport dus even
groot. Omdat de golfcondities langs de gehele kust gelijk zijn, komt per eenheid
van tijd aan het ene uiteinde precies evenveel sediment het kustvak binnen als er
aan het andere uiteinde uitgaat. In afwezigheid van een netto aan— of afvoer van
sediment dwars op de kust, geldt voor het kustvak zodoende behoud van volume.
De tijdsafhankelijke ontwikkeling (6.38) voldoet daaraan. Met de aanname dat het
dwarsprofiel overal langs de kust een gelijke, vaste vorm heeft, is het horizontale
oppervlak van de uitstulping een maat voor het volume daarvan. Dat oppervlak
wordt gegeven door

/OO 0% exp (-1 (Z)z) dz = aoov/2r (6.39)

oo 2
en dat verandert niet met de tijd%°.

In het voorbeeld van de Zandmotor zijn naast gradiénten in golf-geinduceerd

65Voor de berekening van de integraal wordt verwezen naar de literatuur. Met de zoekterm
’Gaussian integral’ zijn op Internet diverse berekeningen te vinden. Een hele charmante gaat uit
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langstransport ook andere factoren van invloed op de tijdsafhankelijke, morfo-
logische ontwikkeling. Zo gaat het getij gepaard met een periodiek variérende
stroming langs de kust die ook bijdraagt aan langstransport en gradiénten daarin.
Daarnaast is sprake van transport van sediment dwars op de kustlijn onder in-
vloed van golven en wind, et cetera. Zulke effecten zijn niet begrepen in (6.38).
Die uitdrukking voor de tijdsafhankelijke uitdrukking moet daarom worden gezien
als een eerste orde benadering die op hoofdlijnen inzicht geeft in een te verwachten
morfologische ontwikkeling. In paragraaf 7.4 over constructies die erosie van een
kustlijn moeten tegengaan, komt die eerste orde benadering terug.

van het kwadraat van de integraal:

*° 2 2 o0 2 °° 2 e *° 2 2
(/ e ”® dx) :/ e * dx/ e Y dy:/ / e~ @ty )d:rzdy
oo o _ _ _

2

Overgang naar poolcodrdinaten (r, ¢) volgens r2 = x2 + y2 en tan ¢ = y/x geeft

o -2 < < 2
/ / e~ (@ +y? )dzdy = / / " rdrdg = 27r/ e " rdr = 7r/ e d(rH) =7
—oo J — 0 0

Daarmee is de integraal van exp(—z?) gelijk aan /7.
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7.1 Inleiding

Veel waterbouwkundige constructies zijn (0ok) bedoeld om bescherming te bieden
tegen ongewenste invloeden van golven, stroming of hoge waterstanden. In dit
hoofdstuk besteden we aandacht aan vier typen van zulke constructies. We gaan
in op enkele aspecten van het ontwerp van dijken, golfbrekers en bodembescher-
ming. Daarnaast kijken we naar hoe strandhoofden en golfbrekers kunnen worden
toegepast om kusterosie tegen te gaan.

Dijken zijn waterkeringen langs de kust of de oever van een meer, rivier of kanaal.
Ze zijn bedoeld om het achterland te beschermen tegen overstromen. Aan de kust
en soms ook langs de oever van een meer kunnen dijken naast een hoge waterstand
ook belast worden door invallende golven, terwijl dat langs rivieren en kanalen veel
minder het geval is. Dat verschil is bijvoorbeeld terug te vinden in de vorm van
de dwarsdoorsnede. Bij dijken die door golven worden belast is een betrekkelijk
flauw talud gunstig omdat de golfoploop daardoor wordt beperkt en daarmee de
benodigde kruinhoogte.

Net als dijken kunnen golfbrekers onderdeel zijn van een kust— of oeververdediging,
maar het zijn geen waterkeringen. Hun functie is het tegengaan van golfindringing
in het achterliggende gebied. Rond de ingang van een haven worden vaak golfbre-
kers aangelegd om te voorkomen dat in— en uitgaande schepen hinder ondervinden
golven en ook om het havenbekken golfluw te houden.

Hoewel strandhoofden in die zin op golfbrekers lijken dat ze door golven worden
belast, hebben zij een geheel andere functie. Strandhoofden steken vanaf het strand
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zeewaarts en vormen een obstakel voor de golf—geinduceerde en getij—gerelateerde
stroming langs de kust. Daarmee wordt erosie van die kust tegengegaan.

Strandhoofden ontlenen hun effect aan beinvloeding van het fysisch mechanisme
dat tot erosie leidt. Ze verstoren de stroming waarmee bodemmateriaal wordt
getransporteerd. Een andere manier om erosie tegen te gaan is het aanbrengen
van een beschermlaag op een bodem of oever die het onderliggende materiaal
vasthoudt.

7.2 Dijken

7.2.1 Inleiding

Bij het ontwerp van veel waterbouwkundige constructies die in het water worden
geplaatst, speelt de interactie tussen constructie en golven een wezenlijke rol. De
constructie moet bestand zijn tegen belastingen die worden veroorzaakt door in-
vallende golven. Tegelijkertijd worden aard en omvang van die belasting beinvloed
door de geometrie van die constructie. In deze paragraaf kijken we naar één aspect
van die geometrie: het buitentalud.

Golven die op een talud invallen, lopen daartegen op. Dit verschijnsel wordt golf-
oploop genoemd en daarbij kan een niveau worden bereikt dat aanmerkelijk hoger
ligt dan de toppen van de golven vlak voor het talud. Als het talud onvoldoende
ver naar boven doorloopt, kan golfoploop leiden tot golfoverslag. Afhankelijk van
de beoogde functionaliteit van de constructie waar het talud deel van uitmaakt,
kan dat nadelig zijn. Zo wordt bij een dijk doorgaans veel minder overslag geac-
cepteerd dan bij een havenhoofd.

Bij dijken, dammen en golfbrekers kunnen golfoploop en -overslag door adequaat
ontwerp wel worden beperkt, maar niet volledig uitgesloten. Eigenschappen van
het talud zoals helling, ruwheid, permeabiliteit en het al dan niet aanwezig zijn
van een berm zijn van invloed op oploop en overslag. Daarnaast speelt dat in
een natuurlijk golfveld niet alle golven even hoog zijn, ze niet allemaal dezelfde
lengte hebben en niet allemaal uit dezelfde richting komen. Daarom gaan sommige
golven wel en andere juist niet gepaard met een oploop tot boven de kruin van de
constructie. Als dat wel het geval is, spoelt water over constructie heen en dat kan,
als het om grote hoeveelheden gaat, leiden tot schade aan het binnentalud. Voor
de stabiliteit van de constructie is dat niet wenselijk. Daarom wordt het niveau
van de kruin doorgaans zo gekozen dat de oploop van slechts een beperkt deel van
de inkomende golven boven de kruin uitkomt. Voor dijken is dat beperkte deel
vastgesteld op 2%. Ervaring heeft geleerd dat een met gras bekleed binnentalud
van een dijk voor de duur van een zware storm goed bestand is tegen de bijbeho-
rende overslag. Bij grotere overslag moet de bekleding van het binnentalud daarop
worden aangepast.

Uit theoretisch en experimenteel onderzoek is gebleken dat de golfoploop, naast de
al genoemde eigenschappen van het talud, athankelijk is van de taludhelling ten
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opzichte van de golfsteilheid. Deze verhouding staat bekend als de brekerparameter
of Iribarren parameter (zie (4.70) in paragraaf 4.7 over golfbreking), genoteerd als

& en gegeven door

tan o 2rH
_ . =2 7.1
=00 =T (71)
waarin « de hellingshoek van het talud, s de golfsteilheid, H de golthoogte en T
de golfperiode.

De relatie tussen golfoploop en -overslag enerzijds en de brekerparameter £ an-
derzijds is onderwerp van doorlopend, wereldwijd onderzoek. Het belang van dat
onderzoek is erg groot omdat het inzicht oplevert dat cruciaal is voor verantwoord
ontwerp van waterkeringen en dus voor bijvoorbeeld veiligheid tegen overstromen.
In 2007 zijn onder de titel EurOtop (Van der Meer et al., 2018) resultaten ge-
publiceerd van grootschalig onderzoek dat in Europees verband is uitgevoerd en
waarbij uitgebreid gebruik is gemaakt van metingen aan schaalmodellen en pro-
totypen. Deze publicatie staat bekend als de Overtopping Manual (Van der Meer
et al., 2018) en wordt doorlopend aangevuld met nieuwe inzichten die zijn verkre-
gen uit vervolgonderzoek. Tevens kan online worden gerekend aan golfoploop en
-overslag voor waterkeringen met uiteenlopende dwarsdoorsneden.

In navolging van dit onderzoek gebruiken we H,,o als karakteristieke golfhoogte
en T,,_1,0 als karaketristicke golfperiode (zie paragraaf 4.6 voor de definitie van
Ho en Tp,—1,0). Daarmee is de brekerparameter

tan a
Em—1,0 = 7@ (7.2)

en de golfsteilheid
27THm0

— 7.3
gT7%L—1,O ( )

Sm—1,0 =

Bij dijken ligt &;,,—1,0 doorgaans tussen 0,5 en 4,0, zodat bij het bepalen van
golfoploop met alle drie genoemde brekertypen rekening gehouden moet worden.
Kleinere waarden dan 0,5 (spilling breaker) komen in de natuur wel voor, zoals bij
sommige stranden, maar vrijwel nooit bij waterbouwkundige constructies. Grotere
waarden kunnen bij constructies wel voorkomen. In het extreme geval van een
verticale wand geldt dat &,,—1,0 — oo, onathankelijk van de golfcondities. Dan is
echter geen sprake meer van een talud.

In de volgende paragrafen gaan we in op de berekening van golfoploop en -overslag
voor het ontwerp van dijken. De methoden die worden besproken, zijn uitkomsten
van Van der Meer et al. (2018) en zijn voor Nederland vigerende ontwerprichtlij-
nen.

7.2.2 Golfoploop

Bij de bespreking van golfoploop beperken we ons tot vlakke taluds, eventueel
voorzien van een berm. Dat is een horizontale of bijna horizontale onderbreking
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kruin
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van het talud. Het deel van het talud boven een berm wordt bovenbeloop genoemd
en het deel eronder benedenbeloop. In navolging van EurOtop (Van der Meer et al.,
2018) spreken we van een berm als de helling niet groter is dan 1:15 en van een
talud bij een helling van minimaal 1:8 en maximaal 1:1.

Golfoploop wordt gemeten ten opzichte van het zogeheten stilwaterniveau. Dat is
de over de golven gemiddelde waterstand. De verticale afstand tussen dit niveau
en het hoogste punt op het talud dat een daartegen oplopende golf bereikt, is de
golfoploop. Deze definitie is geillustreerd in figuur 7.1.

In de onderzoeken die in Van der Meer et al. (2018) zijn gebruikt, is onder meer de
relatie tussen de oploop die door 2% van de invallende golven wordt overschreden
(genoteerd als R, 0%, waarin de R verwijst naar de Engelse term run-up), de
golthoogte H,,o en de brekerparameter &,,_1, in beeld gebracht. De uitkomsten
van deze onderzoeken zijn weergegeven in figuur 7.2, waarin de relatieve oploop
R, 2% /Hmo is uitgezet tegen de brekerparamter.

In figuur 7.2 is te zien dat de relatieve oploop toeneemt met de brekerparameter,
maar in het onderzochte domein niet overal in gelijke mate. Bij plunging brea-
kers neemt de relatieve oploop veel sneller toe met de brekerparameter dan bij
collapsing breakers en surging breakers. Dit onderscheid is terug te vinden in de
manier waarop in EurOtop (Van der Meer et al., 2018) de onderzoeksresultaten
zijn samengevat in een algebraische relatie die zich leent voor ontwerpdoeleinden.
Deze relatie heeft de vorm

Ru 2% . 1 C 7
Tu,s/0 —1.0 5 N .
» — min lem 1, 4 €2 ’ fm 1,0 ( )
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Volgens deze relatie varieert de relatieve oploop bij plunging breakers lineair met
de brekerparameter terwijl deze bij collapsing breakers en surging breakers asymp-
totisch toeneemt met &,,—1,0. Als de golfsteilheid zeer klein wordt (dus bij grote
&€m—1,0), neemt de relatieve oploop niet meer toe met de brekerparameter. De
relatieve oploop is in dat geval vrijwel onafhankelijk van de taludhelling en de
golfsteilheid.

Met de coéfficiénten ¢; = 1,65, ¢ = 1,00 wordt een goede weergave van het
gemiddelde van de onderzoeksresultaten verkregen. De getrokken lijn in figuur
7.2 hoort bij deze waarden van de coéfficiénten. De kennelijke spreiding in die
resultaten wordt in (7.4) tot uitdrukking gebracht door de twee coéfficiénten te
zien als normaal verdeelde stochastische variabelen. De genoemde waarden zijn
gemiddelden. De bijbehorende standaardafwijking bedraagt 0,10 voor ¢; en voor
co is dat 0,07. Invulling van de gemiddelden in (7.4) levert de verwachtingswaarde
van de relatieve oploop bij een voorgeschreven &,,_1 g.

Voor probabilistisch ontwerp (waarover iets in paragraaf 9.2) kan gebruik worden
gemaakt van de normaal verdeelde c; en co. Voor een deterministische aanpak
beveelt EurOtop aan om uit te gaan van de gemiddelden plus één maal de stan-
daardafwijking. Dit resulteert in

Ry 2% ) 1,5
— = 1 _ N 1 4 e — .
Hmo min { ’ 75€m 1,0 > 707 ( ) 0 £m1’0> } (7 5)

De overgang tussen de beide delen van relatie tussen relatieve oploop en breker-
parameter ligt bij &,—10 ~ 1,8 (Van der Meer et al. (2018), TAW (2002b) en
diverse andere publicaties). Dat is een benadering van het snijpunt van de beide
delen. Voor rekenkundige toepassingen is het doorgaans beter om uit te gaan
van een meer nauwkeurige benadering, zoals §,,—1,0 = 1,75. Het onderscheid is
niet fundamenteel. In dit boek hanteren we voorts &,,-1,0 = 1,75 voor het snij-
punt%.

De relatieve oploop volgens (7.5) betreft rechte, gladde taluds waarop golven lood-
recht invallen. De invloed op deze oploop van de ruwheid van het talud, de
aanwezigheid van een berm en de hoek van golfinval wordt in uitdrukking ver-
werkt met behulp van zogeheten invloedsfactoren. Met inbegrip van deze factoren
wordt (7.5)

1,75 m— ;0,50 < m_1.0 <1,75
Ryoy s T5YY876Em 1,0 1.0

Hpo ) 10TV surging Vs (4,0 - \/%25—10) ; Yo€m—-1,0 > 1,75

(7.6)
waarin v, de invloedsfactor voor een berm is, g die voor de hoek van golfinval en
vf is de invloedsfactor voor de ruwheid van het talud. Deze invloedsfactoren zijn

661n publicaties over golfoploop wordt 1,07(4,0 — 1,5/ /&m—1,0) soms uitgewerkt tot 4,3 —

1,6/+/&m—1,0. Daar zit een afronding in op 1 decimaal en als die wordt aangehouden, ligt het
snijpunt bij &m—1,0 = 1,77, afgerond 1,8.
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Figuur 7.3: Schematische

empirisch bepaald. Omdat in het onderzoek naar deze factoren hun onderlinge
samenhang nog niet volledig is belicht, moet volgens de Van der Meer et al. (2018)
voor ontwerpdoeleinden de conservatieve restrictie vrysy, > 0,4 worden aange-
houden. De bepaling van de invloedsfactoren komt in de volgende drie paragrafen
aan de orde.

Het effect van een berm wordt bij de berekening van de relatieve oploop in re-
kening gebracht met een reductie van de brekerparameter. Als het talud wordt
onderbroken door een berm, wordt gerekend met v;&,—1,0 in plaats van alleen
&m—1,0. Tot op zekere hoogte zou je kunnen zeggen dat door de aanwezigheid van
een berm de helling van het buitentalud over het geheel genomen flauwer is dan
dat van het boven- en benedenbeloop. Omdat de brekerparameter evenredig is
met die helling geeft een berm aanleiding om die parameter te reduceren. Met
een overeenkomstige redenering zou ook de hoek van golfinval tot een reductie van
de brekerparameter moeten leiden. Bij scheef invallende golven is de helling van
het talud, gemeten in de golfrichting immers flauwer dan bij loodrecht invallende
golven.

7.2.3 Effect van een berm

Een berm is een (vrijwel) horizontale onderbreking van het talud. Volgens EurOtop
(Van der Meer et al., 2018) is sprake van een berm bij een helling van maximaal
1:15. In figuur 7.3 is een talud met berm schematisch weergegeven. In die figuur
zijn ook de maten aangegeven waarmee een berm wordt beschreven en die worden
gebruikt bij de berekening van het effect van een berm op de relatieve oploop.

De grootte van de invloedsfactor -, hangt af van de geometrie van de berm en
de vertikale positie ten opzichte van het stilwaterniveau (Van der Meer et al.,
2018):

B

berm

v = max {1 - (1—ra) ; O, 6} (7.7)

De definities van de breedtematen B en Lpemy, zijn te vinden in figuur 7.3. De
verhouding B/ Lyeym in (7.7) geeft de invloed op 7, weer van de inbedding van de
berm in het dwarsprofiel. De reducerende invloed van een berm op de brekerpara-
meter neemt af naarmate de helling van de berm toeneemt. Dit wordt verrekend
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door uit te gaan van de breedte van een fictieve horizontale berm die wordt verkre-
gen door het bovenbeloop naar beneden door te zetten en het benedenbeloop naar
boven. Daarnaast neemt de effectiviteit van een berm af naarmate de hellingen
van boven- en bedenbeloop afnemen. Dit is weergegeven met Lpe,. Deze maat
neemt toe met afnemende helling van de taluds aan weerszijden van de berm (zie
figuur 7.3). Steeds flauwere taluds leiden zodoende tot een steeds grotere Liperm
en daarbij nadert ~, steeds dichter tot 1.

Met de term 1 — 74, in (7.7) wordt de invloed van de verticale positie van de berm
op de brekerparameter beschreven. Hierbij wordt r4, gegeven door

0,5—0,5cos (ﬂ' Rd” ) ; berm boven stilwaterniveau
Tap = 2’2% (78)
0,5—0,5cos (75 yin ; berm onder stilwaterniveau

waarin d;, de verticale afstand is tussen het stilwaterniveau en de gemiddelde hoog-
teligging van de berm (zie figuur 7.3). Bedenk dat het argument van de cosinus
in (7.8) wordt uitgedrukt in radialen.

Bij een berm boven het stilwaterniveau is de invloedsfactor -, voor de oploop
afhankelijk van die oploop zelf. Voor die situatie leidt combinatie van (7.7), (7.8)
en de bovenste uitdrukking in (7.6) tot een impliciete vergelijking voor de oploop
R,29 die langs iteratieve weg kan worden opgelost. Met de beginschatting v, = 1
kan een oploop worden berekend, waarmee vervolgens een nieuwe schatting voor
7 kan worden bepaald, et cetera. Een alternatieve beginschatting is R, o9 =
2H 0.

Het effect van een berm neemt af met de afstand d;, tussen berm en het stilwa-
terniveau. Een berm die boven het stilwaterniveau ligt, heeft geen enkel effect als
de oploop tegen het benedenbeloop niet tot aan de berm reikt. Voor die situatie
geldt daarom de restrictie dat v, = 1 als d; groter is dan of gelijk aan de R, 29
voor een talud zonder berm en met dezelfde helling als het benedenbeloop.

Anderzijds, als de berm onder het stilwaterniveau ligt, kan de beperkte waterdiepte
op de berm aanleiding geven tot breking. Dat reduceert de golfhoogte bij het
bovenbeloop en daarmee de golfoploop. Dat effect neemt af met toenemende
waterdiepte op de berm en om daar uitdrukking aan te geven, geldt tevens de
restrictie dat 4, = 1 als d;, groter is dan of gelijk aan 2H .

Een berm is het meest effectief als deze op het stilwaterniveau ligt. In dat geval
is dy = 0 zodat ook rgy = 0 en 9, = 1 — B/Lperm- Combinatie met de restrictie
dat v, > 0,6 levert de optimale bermbreedte B = 0,4 Lyerm. Voor een helling van
beneden- en bovenbeloop gelijk aan 1:m, vinden we dat Lyerm = B + 2mH 0 en
in dat geval is de optimale bermbreedte B = H,,g 4m/3.

Als geen berm aanwezig is, is B = 0 en dus 7, = 1. Voor B > 0 neemt de effecti-
viteit van de berm toe met de breedte B. Uit empirisch onderzoek is naar voren
gekomen dat die toename verwaarloosbaar is als B > 0,25¢T7_ (/(27). Daarom
mag bij de berekening van de invloedsfactor v, ten hoogste 0,25¢72,_; ,/(2) voor
B in rekening worden gebracht (Van der Meer et al., 2018).
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type bekleding invloedsfactor
glad (beton of asfalt) 1

dichte, vlakke steenzetting 1

gras (3cm) 0,95
betonblokken met afgeschuinde hoeken of gaten erin 0,9
basalton 0,9
breuksteen, gepenetreerd met cementbeton 0,8
enkele laag stortsteen (1,5 < Hy0/Djp 50 < 6,0) 0,55 .. 0,60
dubbele laag stortsteen (1,5 < H,,0/D.50 < 6,0) 0,50 .. 0,55

Tabel 7.1: Voorbeelden van taludbekledingen en bijbehorende invloedsfactoren voor golfoploop (TAW
(2002a), auteursrechtelijk beschermd).

7.2.4 Ruwheid van het talud

De golfoploop op een talud kan ook worden beperkt door dat talud van een ruwe
bekleding te voorzien. Naarmate het oplopende water meer weerstand ondervindt,
kan het minder hoog op het talud komen. Dat is echter niet de enige manier waarop
met bekleding van het talud oploop kan worden beperkt. Met een hoge porosi-
teit kan worden bereikt dat een deel van het oplopende water in de bekleding
zijgt en vervolgens afstroomt. Anderzijds kan met obstakels op het talud een deel
van het oplopende water worden geblokkeerd. Inmiddels zijn vele typen bekle-
ding ontwikkeld die op een of andere manier gebruik maken van deze principes
of een combinatie daarvan. In berekeningen aan golfoploop wordt het effect van
bekleding weergegeven met de invloedsfactor v (zie (7.6)). Bij een glad talud is
vf gelijk aan 1 en naarmate de ruwheid van het talud de oploop beter beperkt,
neemt y¢ af. Per type bekleding wordt de bijbehorende waarde van ¢ empirisch
bepaald. Enkele voorbeelden zijn te vinden in tabel 7.1. Voor een uitgebreid over-
zicht wordt verwezen naar de Technische Adviescommissie voor de Waterkeringen
(TAW, 2002a).

Ruwe bekleding is vooral effectief als deze wordt toegepast rond het stilwaterni-
veau. In de praktijk blijkt dat ruwe bekleding alleen zinvol is tussen 0, 25,29 glad
onder het stilwaterniveau en 0, 50R 29 ¢1aq daarboven. Hierbij is R,29 glaq de golf-
oploop die onder voorts gelijke omstandigheden zou optreden bij een glad talud.
In berekening van de oploop met (7.6) mag alleen rekening worden gehouden met
ruwe bekleding die tussen deze grenzen is toegepast.

Binnen deze grenzen kunnen verschillende typen bekleding worden gecombineerd
door ze in stroken aan te brengen. Een bijpassende integrale invloedsfactor voor
de ruwheid wordt in zulke gevallen verkregen uit het gewogen gemiddelde van
de factoren van de betreffende bekledingen. De weegfactoren zijn de afstanden
waarover de bekledingen zijn toegepast. Die afstanden worden verticaal gemeten,
dus niet langs het talud, maar net zoals de golfoploop in figuur 7.1. Dit gewogen
gemiddelde wordt gegeven door

_ Zl 'Yf,iLi

V= 21 L; (79)
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waarin de index i verwijst naar een strook van de bekleding en L is de verticale
afmeting de strook.

In de Van der Meer et al. (2018) is aangegeven dat ruwe bekleding op de berm
niet wezenlijk bijdraagt aan reductie van de oploop. Voor het ontwerp van het
buitentalud van een dijk houdt dit in dat een gladde berm als net zo effectief
moet worden gezien als een ruwe. Aangezien een gladde bekleding doorgaans
goedkoper is dan een ruwe, verdient een gladde berm zodoende om financiéle reden
de voorkeur boven een ruwe.

Combinatie van deze kanttekening bij de ruwheid van de bekleding van de berm
met (7.9) laat zien dat een hellende berm altijd invloed heeft op de reductiefactor
vf. Immers, in verticale zin heeft een hellende berm enige afmeting L in verticale
zin en daaraan moet een vy = 1 worden gekoppeld. Dat wil zeggen dat een
hellende berm, mits die valt binnen het traject tussen 0,25R,29% g1aa onder het
stilwaterniveau en 0, 502,29 51.q daarboven, het effect van een ruwe taludbekleding
vermindert. Daarmee is natuurlijk niet gezegd dat een berm geen zin heeft, want
op zich heeft die een reducerend effect op de oploop dat in een degelijk ontwerp
altijd opweegt tegen het lokale verlies aan effect van een ruwe bekleding.

Voor samengestelde bekledingen vermelden Van der Meer et al. (2018) dat uit
onderzoek naar voren is gekomen dat een combinatie van een gladde bekleding
boven het stilwaterniveau en een ruwe daaronder, geen wezenlijke reductie van de
golfoploop teweeg brengt. Voor zulke situaties moet worden gerekend met vy = 1,
ook al kan volgens (7.9) met een lagere waarde worden gerekend.

Daarnaast heeft de mate waarin golven op het talud breken een wezenlijke invloed
op het effect van de ruwheid van de taludbekleding op de golfoploop. De waarden
voor de invloedsfactor die in tabel 7.1 zijn genoemd en het gewogen gemiddelde
volgens (7.9) voor samengestelde bekledingen, zijn van toepassing voor plunging
breakers (vp€m—1,0 < 1,75). Bij collapsing breakers en surging breakers (dus voor
Vo€m—1,0 > 1,75) neemt het effect van een ruwe bekleding af met toenemende
Vo€m—1,0- Voor Y&m—1,0 > 10 heeft de ruwheid van het talud geen merkbare
invloed meer op de golfoploop en voor tussenliggende waarden van 74§, —1,0 kan
in ontwerpberekeningen lineair worden geinterpoleerd volgens

v+ (€m—-1,0 — 1, 75)% i L7 < ém—1,0 <10

surging — 7.10
Tsuraing { 1 o100

waarin vy de invloedsfactor is die voor 74&,,—1,0 < 1,75 in rekening gebracht zou
wordenb”.

67In de Van der Meer et al. (2018) is aangegeven dat moet worden geinterpoleerd tussen
1,8 < &m—1,0 <10 in plaats van 1,75 < vp&€m—1,0 < 10 zoals vermeld in uitdrukking (7.10). Het
verschil zit in de benadering van de &, 1,0 die de overgang van plunging naar surging breakers
markeert.
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7.2.5 Hoek van golfinval

Golven die scheef op een talud invallen leiden tot geringere oploop dan loodrecht
invallende golven. Het effect van scheve inval kan volgens Van der Meer et al.
(2018) worden beschreven met een invloedsfactor vz volgens

1-0,0022|8 ; 0°<|B|<80°
V8 —{ d 7] (7.11)

0,824 . 80° < |4

waarin 8 (in graden) de hoek is tussen de richting van golfvoortplanting en de
normaal op het talud.

7.2.6 Kruinhoogte van een dijk

Met een maatgevende waterstand (stilwaterniveau) en golfcondities ligt het ont-
werp van het profiel van het buitentalud van een dijk helemaal niet vast. Er zijn tal
van combinaties van taludhelling, wel of geen berm, type bekleding en kruinhoogte
denkbaar die voldoen aan de eis dat de overslag onder maatgevende omstandig-
heden beperkt blijft tot 2%. Dat biedt mogelijkheden om het dwarsprofiel ook te
laten voldoen aan andere eisen of wensen. Ter illustratie kijken we aan de hand
van een eenvoudig voorbeeld naar het effect van het variéren van de helling van
het buitentalud en de keuze om wel of geen berm aan te leggen.

In dit voorbeeld gaan we uit van een waterdiepte van 10m ter plaatse van de
teen van de dijk in combinatie met loodrecht invallende golven (H,,0 = 7m en
Timn—1,0 = 10s). Voorts kiezen we op voorhand voor een kruin met een breedte
van 20m en een binnentalud met helling 1:3. Voor de benodigde kruinhoogte
van de dijk maakt deze keuze niet uit. Voor het buitentalud kijken we naar 3
varianten:

1. vlak talud met een helling 1:3,
2. vlak talud met een helling 1:4 en
3. vlak talud (helling 1:4) in combinatie met een berm op stilwaterniveau.

met, ter wille van de eenvoud, in alle gevallen een gladde bekleding (v; = 1). In de
praktijk kan natuurlijk ook worden gevarieerd met de bekleding, maar dat laten
we in dit voorbeeld buiten beschouwing.

Omdat bij alle varianten &,,—1,0 < 1, 75, wordt de golfoploop gegeven door R, o9, =
1, 75v&m—1,0Hmo. Voor de varianten 1 en 2 is 7, = 1 omdat daar geen berm aan-
wezig is. Bij variant 3 is dat wel zo. Daar hebben we gekozen voor een berm op
stilwaterniveau en om maximale reductie op de oploop te realiseren, kiezen we bo-
vendien voor een zodanige bermbreedte B dat v, = 0,6. Daarvoor is het nodig dat
B = 0,4Lperm- Met de voorgeschreven golfcondities (H,,o = 7m) en de gekozen
taludhelling (1:4) volgt dat de berm minimaal 37,3m breed moet zijn.

Bij de bepaling van de invloedfactor 7, geldt dat voor de bermbreedte B ten hoog-
ste Lo/4 in rekening mag worden gebracht. Als de gevonden B=37,3m daar niet
aan voldoet, kunnen we niet uitgaan van v, = 0,6, maar is 7, = 1 —0,25L¢/Lyerm
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kruin
14
. 1:3

berm 1A
stilwaterniveau / %

teen

Figuur 7.4: Drie varianten van het dwarsprofiel van een dijk: een vlak buitentalud met een helling
van 1:3 (rood) of 1:4 (groen) of een tauldhelling van 1:4 in combinatie met een berm (paars). De
kruinbreedte en de helling van het binnentalud zijn voor alle drie varianten gelijk.

en dat is groter dan 0,6. In dit voorbeeld is dat echter niet aan de orde omdat
Lo/4 = 39,0m.

Met deze overwegingen is de golfoploop R, 29 voor de drie varianten achtereen-
volgens 19,3m, 14,5m en 8,7m. De bijbehorende dwarsprofielen zijn getekend in
figuur 7.4, waarbij voor ieder profiel de teen op dezelfde plaats is gekozen. De
tekening is vrij netjes op schaal en geeft daardoor een goed beeld van de profielen
en hun onderlinge verschillen.

Vanuit economisch perspectief lijkt de variant met een berm op het eerste gezicht
het meest aantrekkelijk vanwege het relatief kleine volume. Daar staat echter
tegenover dat de lengte van het buitentalud, gerekend vanaf de teen tot aan de
rand van de kruin aan zeezijde en inclusief de berm, groter is dan bij de beide
andere varianten (lengte respectievelijk 92,7m, 101,0m en 114,5m). De kosten
van het bekleden van het buitentalud zijn bij de variant met berm het grootst en
het verschil in volume weegt daar niet per definitie tegen op. En naast kosten
kunnen ook landschappelijke en andere functionele overwegingen een rol spelen.
Zo kan een betrekkelijk hoge dijk worden gezien als horizonvervuiling en kan een
berm worden gebruikt voor recreatie of worden ingericht voor wegverkeer en zo
meer.

In de drie varianten hebben we de kruin van de dijk steeds op een hoogte R, 2%
boven stilwaterniveau gekozen, waarmee juist is voldaan aan de eis dat onder maat-
gevende omstandigheden de overslag niet meer dan 2%. bedraagt. In de praktijk
wordt echter altijd een overhoogte toegepast van minimaal 0,5m. Voor een deel
heeft dat te maken met veiligheid, maar het is ook bedoeld om bijvoorbeeld buis-
toten op te kunnen vangen. Dat zijn plotselinge veranderingen in de waterstand
als gevolg van kleinschalige variaties in luchtdruk die zich bij de passage van een
front voor kunnen doen.

De breedte van de kruin hebben we in het voorbeeld in deze paragraaf geheel
arbitrair op 20m gesteld. De minimaal benodigde kruinbreedte wordt in de praktijk
bepaald door wat nodig is voor aanleg en onderhoud. De kruin moet ruimte bieden
aan machines en voertuigen die nodig zijn voor grondwerk, aanvoer en plaatsing
van bekleding, inspectie et cetera. Bovendien is het niet ongebruikelijk om de
kruin te combineren met een verkeersweg.

Maar naast zulke functionele nevendoelen speelt ook veiligheid een wezenlijke rol.
Dat heeft te maken met de 2% golfoverslag die wordt toegelaten in de ontwerp-
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richtlijn. Die overslag kan erosie van de kruin veroorzaken, te beginnen aan de
randen aan zowel de zee- als de landzijde. Uiteindelijk leidt die erosie tot een
verlaging van de feitelijk aanwezige kruinhoogte. Het gevolg daarvan is dat de
golfoverslag toeneemt, waardoor de kruin verder erodeert en uiteindelijk ook het
binnentalud. Dit is een vorm van progressief bezwijken®®. Op hoofdlijnen kan dat
op twee manieren worden voorkomen.

Een daarvan is versterking van de randen van de kruin zodat deze minder gevoelig
zijn voor erosie. Dat is in die zin lastig omdat de overgang van de versterking naar
de reguliere bekleding niet zelden ook gevoelig is voor erosie. De andere manier is
om de kruin zo breed te maken dat de tijd die nodig is om de kruin over de volle
breedte te laten eroderen, groter is dan de tijd waarover de erosieve (ontwerp-
Jomstandigheden zich voordoen. Daarmee blijft de feitelijke kruinhoogte in stand,
maar moet achteraf, zodra de belasting op de dijk dat toelaat, herstelwerk worden
verricht.

Tot slot van deze paragraaf nog de opmerking dat er een onderscheid is tussen
de aanleghoogte en de ontwerphoogte van de kruin van de dijk. De hoogte van
de kruin die nodig is om aan de eisen met betrekking tot overslag en veiligheid
te voldoen, is de ontwerphoogte. Bij de constructie van de dijk moet een grotere
hoogte worden aangehouden. Die constructie bestaat vooral uit het aanbrengen
zand of grond (soms voor een deel klei) om het gewenste profiel te bereiken. Door
klink in het opgebrachte materiaal en zettingen in de ondergrond (als gevolg van
een toename van de bovenbelasting) kan de aangelegde kruinhoogte na verloop
van tijd afnemen waardoor het werkelijke profiel van de dijk niet meer past bij
het ontwerp. Om dat te voorkomen, wordt bij de aanleg een overhoogte toegepast
(bovenop het eerder genoemde minimum van 0,5m voor buistoten en dergelijke)
van circa 10% van de dikte van de aangebrachte laag. Die 10% moet worden
gezien als een vuistregel die volstaat voor een schetsontwerp van een dijk. Het
definitieve ontwerp behoeft precisering op basis van geotechnisch onderzoek en
modellering.

7.2.7 Golfoverslag

Een zeker niet onbelangrijk bezwijkmechanisme van dijken begint met erosie van
het binnentalud als gevolg van golfoverslag. Zodra de bekleding van het binnenta-
lud niet bestand is tegen afstroom die wordt veroorzaakt door overslag, komt het
onderliggende, doorgaans meer erosieve grondlichaam bloot te liggen. Het gevolg is
progressieve erosie waardoor de dijk vanaf de landzijde als het ware wordt opgege-
ten en uiteindelijk volledig bezwijkt. Precies om deze reden wordt veel onderzoek
verricht naar de weerstand van diverse typen taludbekleding tegen afstomend wa-
ter. Dat onderzoek richt zich met name op natuurvriendelijke bekleding zoals gras.
Dat sluit aan bij huidige maatschappelijke inzichten en past, althans in Nederland,
bij de traditie om het binnentalud van een dijk te laten begrazen. Dat is minder

68 Progressief bezwijken is een proces waarbij de effecten van verlies aan constructieve veiligheid
doorlopend leiden tot meer verlies van die veiligheid.
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restrictief dan het wellicht lijkt omdat kan worden gevarieerd in grassoort en ook
in taludhelling. Resistentie neemt toe met afnemende taludhelling, maar dat gaat
weer gepaard met toenemend ruimtebeslag (de totale breedte van het dijkprofiel
neemt toe met afnemende taludhelling) en toenemende kosten (het volume van de
dijk neemt ook toe). Bij het ontwerp van een dijkprofiel moeten deze voors en
tegens in maatschappelijke context tegen elkaar worden afgewogen.

Van der Meer et al. (2018) gaat niet in op zulke overwegingen, maar geeft wel een
empirische formule voor het overslagdebiet ¢ (uitgedrukt in volume per tijd per
eenheid van lengte gerekend langs de kruin van de dijk, in SI-eenheden m3s*m™)
dat mag worden verwacht bij voorgeschreven golfcondities en dijkprofiel:

0,067 R,
d == Yo€m—1,0 €XP {4,3} (7.12)
gH?3 tan o Em—1,0767F V8w

waarin R, de hoogte van de kruin is ten opzichte van het stilwaterniveau. Deze
relatie is het resultaat van empirisch onderzoek voor debieten tot ¢ = ¢uax met
Qqmax volgens

max R
_dmax 5 9exp [—2,30} (7.13)
VH2, Em—1,07f78

De invloedsfactor 7, in de uitdrukking voor ¢ heeft betrekking op een zogeheten
hanekam. Dat is een richel die bovenop de kruin van dijk kan worden geplaatst om
golfoverslag te beperken, bijvoorbeeld in de vorm van een damwand of een beton-
nen muur. Voor de bepaling van de grootte van deze invloedsfactor wordt verwezen
naar Van der Meer, Allsop, Bruce, De Rouck, Kortenhaus, Pullen, Schuiittrumpf,
Troch, and Zanuttigh (2018).

7.3 Golfbrekers

7.3.1 Inleiding

Golfbrekers zijn primair bedoeld om een gebied te beschermen tegen nadelige ef-
fecten van golven. Volgens het Groot Woordenboek der Nederlandse Taal, beter
bekend als de Dikke Van Dale®® (zie Geerts and Heestermans (1992)) is een golf-
breker een "stenen hoofd, strekdam enz., dienende om de kracht van de golven te
breken".

Het mooie (in ieder geval in civiel-technische zin) van deze omschrijving is dat
hoofden en strekdammen zijn inbegrepen, want qua type constructie liggen die
dicht bij elkaar. De overwegingen en richtlijnen die in dit boek worden genoemd

69Het is best off-topic om te vermelden, maar ’Van Dale’ verwijst naar Johan Hendrik van Dale
(1828-1872), een veelzijdig persoon die in het dorp Sluis op de grens van Zeeuws Vlaanderen en
Belgié onder meer naam heeft gemaakt als hoofdonderwijzer. Hij was zeer begaan met taal en
initiator van het woordenboek dat zijn naam (bij het schrijven van dit boek al bijna twee ecuwen)
in zich draagt.
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met betrekking tot golfbrekers, kunnen ook worden gebruikt voor hoofden en strek-
dammen.

Van oudsher zijn golfbrekers aangelegd om rond de ingang van zeehavens een golf—
en stromingsluwe omgeving te creéren zodat schepen daar betrekkelijk veilig de
haven in of uit kunnen navigeren. Het gaat daarbij om constructies die vanuit de
kust over een afstand van orde 100 meter tot soms enkele kilometers zeewaarts
steken. Meestal worden dat havenhoofden genoemd.

Bijvoorbeeld rond de ingang van de haven van Scheveningen zijn havenhoofden
aangelegd. Die haven is begin 20° eeuw gerealiseerd en sindsdien is er veel aan
veranderd, waaronder twee keer een uitbreiding en een verlenging van de haven-

hoofden.

Die verlenging was onder meer nodig om aanzanding in, en dus verondieping van
de haven te beperken. De ingang van deze haven met de beide havenhoofden,
vormen een obstructie in een dynamische, zandige kust. Langs deze kust wordt
doorlopend sediment getransporteerd onder invloed van golven en getij. Door de
havenhoofden wordt dit transport lokaal voor een deel onderbroken. Omdat het
netto transport bij Scheveningen in noordelijke richting is, treedt sedimentatie op
ten zuiden van het zuidelijke havenhoofd en erosie ten noorden van het noordelijke
hoofd (zie paragraaf 6.4.3). Naarmate dit proces vordert, passeert een steeds groter
deel van het langstransport de ingang van de haven.

Een gevolg hiervan is dat bij vloed steeds meer sediment de haven in wordt ge-
transporteerd. Bij eb gaat niet al dat sediment de haven weer uit. Dat heeft
te maken met asymmetrie van het getij”™ Bij elke getijcyclus blijft zodoende wat
sediment achter in de haven.

Hoe verder de havendammen vanaf de kustlijn zeewaarts steken, hoe kleiner dit
effect is (zie paragraaf 6.4.3). Als het gaat om reductie van aanzanding in een haven
zoals die van Scheveningen, heeft verlengen van havenhoofden dus zin.

In andere toepassingen van golfbrekers is het beinvloeden van golfgeinduceerd
transport van sediment geen bijwerking maar juist een bedoeld effect. Strandhoof-
den zijn daar een voorbeeld van. Strikt genomen zijn dat geen golfbrekers omdat
die niet tot doel hebben om de kracht van golven te breken (zoals het in Van Dale
(Geerts and Heestermans, 1992) staat). Het primaire doel van strandhoofden is
het blokkeren van langstransport van sediment. In die functie staan ze bloot aan
golfbelasting en daar moeten ze dus tegen bestand zijn, net als golfbrekers.

Om golfgeinduceerd langstransport plaatselijk te blokkeren of in ieder geval te
reduceren, worden ook zogeheten kust-parallelle golfbrekers toegepast (zie ook
paragraaf 6.4.3). Ook al wordt er hetzelfde effect mee beoogd, zijn dit in de
strikte zin van het woord wel golfbrekers, anders dan strandhoofden.

"0Hoewel het volume water dat bij vloed de haven ingaat gelijk is aan het volume dat bij
eb uitstroomt, zijn de bijbehorende stroomsnelheden niet gelijk. Bij vloed is de stroomsnelheid
groter dan die bij eb omdat de waterdiepte bij vloed gemiddeld kleiner is dan die bij eb.
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Waar het gaat om het weren van golven, zijn golfbrekers en zeedijken (zie paragraaf
7.2) tot op zekere hoogte aan elkaar verwant. Beide typen constructies worden
blootgesteld aan golfbelastingen en in beide gevallen spelen die condities, naast
waterstand, een primaire rol in de ontwerpcriteria. Een wezenlijk verschil is de
toelaatbaarheid van een eventueel verlies aan functionaliteit.

Bij een dijk heeft verlies aan functionaliteit veel ernstiger consequenties dan bij
een golfbreker. Een dijk is bedoeld om kwetsbaar gebied te beschermen tegen
overstroming. Die kwetsbaarheid heeft te maken met aanwezigheid van mensen,
natuur, infrastructuur en ga zo maar door. Het achterland van een doorsnee
golfbreker is niet overeenkomstig kwetsbaar.

Als een havenhoofd bij zwaar weer schade oploopt, heeft dat tot gevolg dat de
golfcondities rond de ingang van de haven tijdelijk (voor de duur van het zware
weer) ongunstig zijn voor schepen die de haven willen aandoen of verlaten. Dat
staat in geen verhouding tot de schade die zich voordoet bij een overstroming als
gevolg van verlies aan functionaliteit van een dijk. Dit verschil in schadetolerantie
tussen een golfbreker en een dijk toont zich onder meer in de ontwerprichtlijnen die
voor beide constructies worden gehanteerd. In paragraaf 7.3.2 komen we hierop
terug.

Golfbrekers zijn er in diverse uitvoeringen (zie bijvoorbeeld Verhagen et al. (2009)).
Zonder volledigheid te pretenderen noemen we er drie:

stortstenen golfbrekers , opgebouwd uit stortsteen met aan de buitenkant een
laag betrekkelijk grote elementen (natuursteen of beton) die hun stabiliteit
ontlenen aan gewicht en onderling verband (haakweerstand);

caisson golfbrekers zijn op betrekkelijk grote waterdiepte economisch vaak aan-
trekkelijker dan stortstenen golfbrekers vanwege een beperkter volume;

drijvende golfbrekers hebben primair een dempend effect, zijn bij grote water-
diepten economisch aantrekkelijker dan stortstenen of caisson golfbrekers en

lenen zich goed voor multifunctionele toepassingen’".

In de volgende paragraaf kijken we naar de opbouw van stortstenen golfbrekers en
het ontwerp van de primaire (buitenste) laag. Andere uitvoeringen blijven in dit
boek buiten beschouwing.

7.3.2 Stortstenen golfbreker

Een typische dwarsdoorsnede van een traditionele stortstenen golfbreker is ge-
schetst in figuur 7.5. In deze figuur komen de golven van links en is de golfbreker
bedoeld om doordringing van golven in het gebied rechts te voorkomen.

De kern van dit type golfbreker wordt gewoonlijk opgebouwd uit zogeheten quarry
run. Dat is materiaal uit een steengroeve dat achter blijft bij de productie van be-

"1Een voorbeeld daarvan is de drijvende golfbreker bij de haven van Monaco die ook plaats
biedt aan een wandelpromenade en een parkeergarage. Voorts zijn drijvende constructies in
ontwikkeling die het dempen van golven combineren met het winnen van golfenergie.
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Figuur 7.5: Principe van de dwarsdoorsnede van een traditionele stortstenen golfbreker.

trekkelijk grote stenen en fracties met specifieke graderingen. Normaal gesproken
is dit materiaal niet bestand tegen de (golf)condities waarop de golfbreker wordt
ontworpen omdat het om betrekkelijk kleine, lichte stenen gaat. Het is daarom
niet geschikt voor de buitenste lagen van die constructie, maar wel voor de opbouw
van de kern.

Twee kanttekeningen die hierbij kunnen worden gemaakt, zijn

o dat niet alle quarry run geschikt is voor de kern van een golfbreker of soort-
gelijke constructie. Tijdens de aanleg, operationele fase en uiteindelijke ver-
wijdering cq. vervanging van de constructie kan een deel van het materiaal
van de kern vrijkomen en schade aan het milieu berokkenen. Daarbij gaat
het voornamelijk om relatief fijn materiaal dat makkelijk wordt uitgespoeld.
Om dat te voorkomen of op z’'n minst te beperken, kan het materiaal vooraf
worden gefilterd. Daarnaast zijn technieken ontwikkeld (en nog steeds in ont-
wikkeling) om ongewenste verspreiding van met name fijn materiaal tijdens
aanleg en verwijdering tegen te gaan om schadelijke invloed op het milieu te
voorkomen.

o dat volgens moderne inzichten de dwarsdoorsnede van een golfbreker niet
vormvast hoeft te zijn (wat wel zo is bij een traditionele golfbreker waar we
in deze paragraaf vanuit gaan). De gedachte hierachter is dat de natuur (in
casu de golven) die dwarsdoorsnede best een beetje mag boetseren zolang
de functionaliteit onder ontwerpcondities op orde blijft. Een belangrijke
overweging hierbij is dat dit boetseren doorlopend kan worden gevolgd zodat
waar en wanneer nodig reparatief kan worden ingegrepen.

De primaire, buitenste laag van een golfbreker moet bestand zijn tegen de golf-
condities waarop de constructie is ontworpen. Deze laag strekt zich uit over het
grootste deel van het buitentalud (aan de kant waar de golven vandaan komen)
tot over de kruin naar een deel van het binnentalud. De reden om de primaire laag
door te zetten naar het binnentalud heeft onder meer te maken met golfoverslag
en dat golfaanval vanaf de lijzijde niet kan worden uitgesloten.

Onderaan het buitentalud moet een filterconstructie voorkomen dat door een com-
binatie van stroming langs de golfbreker en golf-geinduceerde stroming de bodem
onder de teen van de golfbreker erodeert. Die teen vormt het fundament van de
primaire laag en als die bezwijkt door erosie van de bodem is de stabiliteit van de
primaire laag niet langer gewaarborgd.
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Het steengewicht dat nodig is voor de teen is doorgaans kleiner dan dat in de
primaire laag omdat de golfbelasting op de constructie afneemt met de afstand tot
het stilwaterniveau.

Afhankelijk van het steengewicht dat nodig voor de primaire laag en wat aanwezig
is in de kern, kunnen tussen beide een of meerdere onderlagen worden toegepast.
Die onderlagen moeten voorkomen dat relatief fijn materiaal van de kern via de po-
rién in de primaire laag wordt uitgespoeld. Qua functionaliteit zijn die onderlagen
vergelijkbaar met een geometrisch dicht granulair filter (zie paragraaf 7.5).

Voor een schetsontwerp van de primaire laag kan gebruik worden gemaakt van de
formule van Hudson (1953):

H3

=7 .14
kpA3cot o (7.14)

waarin W het steengewicht, H de golthoogte, o de hellingshoek van het buitenta-
lud” en kp is een schadefactor. Deze factor is een maat voor de schade aan de
golfbreker die toelaatbaar is bij blootstelling aan ontwerpcondities.

Anders dan bijvoorbeeld bij een dijk, is enige schade aan de constructie bij een
golfbreker best toelaatbaar. De reden daarvoor is dat het effect van vermindering
van functionaliteit bij een golfbreker als regel veel geringer is dan bij een dijk.
Als bijvoorbeeld een golfbreker die dienst doet als havenhoofd bij zulke condities
verlies aan functionaliteit oploopt, betekent dit dat de betreffende haven voor
zolang als de ontwerpcondities aanhouden minder bereikbaar is voor schepen en
dat minder schepen kunnen uitvaren. Dat is doorgaans van een heel andere orde
dan schade die gepaard gaat met verlies aan functionaliteit van een dijk omdat
een het achterland (deels) overstroomt. Er wordt wel gezegd dat een golfbreker
die bij blootstelling aan ontwerpcondities geen schade oploopt, eigenlijk te duur
is.

Voorwaarde bij deze redenering is dat de schade aan de golfbreker wordt her-
steld zodra de golf- en stromingscondities dat toelaten. Om te bepalen welke
omvang van schade dan toelaatbaar is, moet een economische afweging worden
gemaakt tussen kosten van aanleg en die van herstel. Naarmate de golfbreker
op steeds zwaardere condities wordt ontworpen, nemen de kosten van aanleg toe.
Tegelijkertijd zal herstel van schade minder vaak nodig zijn en de daaraan gere-
lateerde kosten nemen dus af”®. Als vuistregel voor stortstenen golfbrekers geldt
/CD ~ 3.

Met de overweging dat het steengewicht W evenredig is met de derde macht van
een of andere karakteristieke diameter D, als in
W

e D? (7.15)

72Bedenk dat cota = 1/ tana.
73Dit lijkt op de economische afweging bij de optimalisatie van het ontwerp van maatregelen
ter voorkoming van overstroming zoals uiteen gezet in paragraaf 9.3.
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kan de formule van Hudson worden geschreven als

H
E X (kD cot 01)1/3

(7.16)
Het linker lid van deze uitdrukking staat voor de verhouding van de golfbelas-
ting H en sterkte AD en is daarmee van dezelfde vorm als uitdrukking (6.1)
voor de Shields parameter. Deze verhouding wordt de stabiliteitsparameter ge-
noemd.

De formule van Hudson is gebaseerd op schaalproeven waarbij alleen is gekeken
naar regelmatige, betrekkelijk steile golven. Bovendien gaat de formule voorbij
aan de invloed van de golfperiode op de belasting. Dat beperkt de toepasbaarheid
van de formule. Voor een eerste schatting van de stenen die nodig zijn voor de
primaire laag van een stortstenen golfbreker kan de formule wel worden gebruikt
met D, 50 voor de steendiameter D en 1,27H, (dat is de hoogte die door circa
10% van de golven wordt overschreden) voor de golfhoogte H (zie CIRIA, CUR,
CETMEF (2007)). Daarmee wordt (7.16)

H,  (kp cotoz)l/3 (7.17)
N T 1,27 '

Voor een gedetailleerd ontwerp van stortstenen golfbrekers wordt tegenwoordig
meestal gebruik gemaakt van de formule van Van der Meer (1988). Deze formule
is gebaseerd op resultaten van een omvangrijke serie schaalproeven met onregel-
matige golven. Voor golfcondities waarbij ter hoogte van de teen van de golfbreker
sprake is van diep water (zie hoofdstuk 4), is uit deze resultaten afgeleid dat

0,2
H, PO (5) 6 5 b <be
= ! ) (7.18)

AD,L750 CSP_O’l?’ (%) ’ gim ; §m chr

2

waarin ¢, = 6,2, ¢s = 1,0 en

c PTos
er = <pP0’31\/tan a) (7.19)

S

In deze formule is &, = tana/\/27H,s/(gT?2) de brekerparameter’®. De kritische
waarde . markeert het onderscheid tussen plunging breakers (&, < &) en surging
breakers (§m > &er; zle 00k paragraaf 4.7 over breking van golven).

Voorts is P een coéfficiént voor de doorlatendheid van de golfbreker (tussen 0,1
voor nauwelijks doorlatende constructies en 0,6 voor goed doorlatende), N is het

7Zie ook (7.2); bedenk dat &, en &,,—1,0 wel vergelijkbaar zijn, maar niet identiek. Ze zijn
gebaseerd op verschillende karakteristieke waarden van de golfperiode. T, is de gemiddelde
periode.
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aantal golven dat op de golfbreker invalt en S is een parameter voor de omvang
van schade die zich bij golfaanval voordoet. Deze parameter is gedefinieerd als
S=A4A/ D%ﬁo waarin A het oppervlak van de schade is (gemeten in de dwarsdoor-
snede van de golfbreker). Hierbij gaat het om de afname van de totale oppervlakte
van de dwarsdoorsnede van de golfbreker doordat stenen daaruit zijn losgeraakt
bij golfaanval. Dat die losgeraakte stenen wellicht elders toevoegen aan de dwars-
doorsnede, doet in dit verband niet ter zake.

Toepassing van de formules van Hudson en Van der Meer is niet beperkt tot
stortstenen golfbrekers van het traditionele type zoals afgebeeld in figuur 7.5. Ook
voor het ontwerp van dammen en oeverbekleding die bloot staan aan golfaanval
kunnen deze formules worden gebruikt.

7.4 Bescherming tegen kusterosie

7.4.1 Inleiding

Kusterosie is het verminderen van het areaal aan strand of duin als gevolg van
natuurlijke processen waarin bijvoorbeeld golven, getij of wind een rol spelen, of
door menselijke ingrepen die natuurlijke processen zodanig beinvloeden dat erosie
ontstaat of wordt versterkt. In veel gevallen is kusterosie ongewenst, bijvoorbeeld
als het gepaard gaat met een reductie van veiligheid tegen overstromen, aantasting
van infrastructuur of verlies van natuurwaarden.

In paragraaf 6.4.2 is geschetst hoe gradiénten in golf-geinduceerd langstransport
van invloed zijn op de morfologische ontwikkeling van een kust. Op basis van
het diffusiemodel van Pelnard-Considére (1956) (zie uitdrukking (6.35)) is gesteld
dat, in het algemeen, een holle kust de neiging heeft om aan te zanden terwijl een
bolle kust erodeert. Dat diffusiemodel verbeeldt de interactie tussen transportgra-
diénten enerzijds en de ontwikkeling van de kustlijn anderzijds. De morfologische
ontwikkeling die zich voordoet onder invloed van golven leidt tot een verandering
van het effect van die golven. Immers, als de kustlijn als gevolg van transport-
gradiénten van vorm verandert, doet de hoek waaronder golven op de kustlijn
invallen dat ook en dat heeft weer consequenties voor de ruimtelijke variaties in
golf-geinduceerd langstransport. In afwezigheid van andere invloeden dan golven,
leidt deze interactie uiteindelijk tot een evenwicht in de vorm van een rechte kust-
lijn waarlangs het golf-geinduceerde transport geen gradiénten vertoont.

In de praktijk is die natuurlijke neiging naar een evenwicht lang niet altijd een ar-
gument om te berusten in optredende erosie. Een voorbeeld daarvan is het kustvak
tussen Hoek van Holland en Scheveningen. Voor aanleg van de Zandmotor had de
kustlijn daar een overwegend bolle vorm™ en was onderhevig aan erosie.

"5Het zuidelijke deel van dit kustvak heeft sinds de jaren ’70 van de vorige eeuw een holle
vorm. Zand dat indertijd vrijkwam bij de aanleg van Europoort is bij Hoek van Holland op
de kust gebracht in een circa 150 hectare grote driehoek. Dit gebied staat bekend als de Van
Dixhoorndriehoek, genoemd naar de bedenker van deze ingreep die tot doel had de kust ter
plaatse te versterken. In de afgelopen decennia heeft deze driehoek zich grotendeels van nature
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Als die erosie ongehinderd voort zou gaan, zou, althans in theorie, onder invloed
van golven op termijn een rechte, stabiele kustlijn in dit kustvak ontstaan (aange-
nomen dat golven hierin dominant zijn). De vraag is echter waar die uiteindelijke
kustlijn ligt ten opzichte van woongebieden en infrastructuur achter de duinen.
Bovendien is het de vraag of een stabiele kustlijn in dit geval kan bestaan. De
ontwikkeling van de kustlijn wordt immers niet uitsluitend door golf-geinduceerde
transport bepaald, maar ook door transport dwars op de kust en over de randen
(de strekdam bij de Nieuwe Waterweg in het zuiden en het zuidelijke havenhoofd
van Scheveningen in het noorden), beide door getij en golven. En op de tijdschaal
van de morfologische ontwikkeling van de kust kan transgressie als gevolg van zee-
spiegelstijging (zie paragraaf 6.4.2) niet op voorhand worden verwaarloosd.

Kwalitatief en kwantitatief inzicht in het complex van deze processen ligt aan
de basis van een beslissing om wel of niet in te grijpen en zo ja, hoe. In het
voorbeeld van het kustvak tussen Hoek van Holland en Scheveningen heeft men
in het verleden gekozen voor ingrijpen in de vorm van het aanleggen van een serie
strandhoofden (de zogeheten Delflandse hoofden). Dat zijn dammen dwars op de
kustlijn die vanaf het strand enkele tientallen meters zeewaarts reiken en het golf—
geinduceerd langstransport onderbreken of tenminste afremmen. Hoe dat effectief
kan zijn in preventie van kusterosie, is het onderwerp van paragraaf 7.4.2.

Strandhoofden worden niet alleen in Nederland maar op tal van plaatsen in de
wereld toegepast. Een willekeurig voorbeeld is Jumeirah Beach in Dubai waar
in de afgelopen decennia intensief is gewerkt aan stabilisering van de kustlijn en
landaanwinning. Langs die kust worden ook zogeheten kust—parallelle golfbrekers
toegepast om erosie tegen te gaan. Zulke constructies zijn erop gericht om lokaal
het golf-geinduceerd langstransport te onderdrukken door golven reeds zeewaarts
te laten breken van de brekerlijn die er zou zijn zonder die golfbrekers. Dit komt
erop neer dat energie van invallende golven deels wordt gedissipeerd en daardoor
niet beschikbaar is voor het genereren van een langsstroom waarmee sediment
wordt getransporteerd. In paragraaf 7.4.3 gaan we kwalitatief in op de werking
van dit type bescherming tegen kusterosie.

Een ander voorbeeld van kust—parallelle golfbrekers is te vinden in Spanje, bij
Puerto Benus (Marbella). Ook in Italié, bij Isola Sacre (Rome), zijn golfbrekers
toegepast om kusterosie te pareren. Daar liggen de golfbrekers niet evenwijdig
aan maar onder een geringe hoek met de kustlijn. Bovendien liggen ze zo dicht bij
elkaar dat de kust er zo ongeveer mee is dichtgetimmerd. En dat nadert tot een
andersoortig alternatief: de kustlijn volledig vastleggen met een harde verdediging
(zie paragrafen 7.3) en 7.5.

7.4.2 Strandhoofden

Een strandhoofd verstoort het golf-geinduceerde langstransport en heeft daar-
mee invloed op de morfologische ontwikkeling van een zandige kust. Om daar

ontwikkeld tot een rijk duinlandschap.
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een indruk van te krijgen, maken we gebruik van het diffusiemodel van Pelnard-
Consideére (1956) (zie paragraaf 6.4.3 over langstransport). We gaan uit van een
aanvankelijk rechte kustlijn waarbij op een enkele locatie het golf-geinduceerde
langstransport wordt onderbroken door een strandhoofd. Dit is geschetst in fi-
guur 7.6(a). Voor aanleg van het strandhoofd was de kustlijn recht en was het
langstransport overal even groot en van links naar rechts. Er waren dus geen gra-
diénten in langstransport en de kustlijn was stabiel in de zin dat er geen zee— of
landwaartse verschuivingen optraden.

De tijd die nodig is om het strandhoofd te realiseren, is klein ten opzichte van
de tijdschaal van morfologische veranderingen van de kustlijn die erdoor teweeg
worden gebracht. In de modellering van die veranderingen kunnen we de aanleg
van het strandhoofd daarom zien als een plotselinge ingreep. Op t = 0 was dat
ding er opeens. Gemakshalve veronderstellen we dat het langstransport door het
strandhoofd volledig wordt geblokkeerd. Dat wil zeggen dat het langstransport
ter plaatse van het strandhoofd vanaf ¢ = 0 plotseling en blijvend gelijk is aan
nul. In figuur 7.6(a) is dat aangegeven in de grafiek waarin het verloop van het
langstransport langs de (initiéle) kustlijn is geschetst.

- golfrW /
—

Figuur 7.6: De aanleg van
een strandhoofd leidt tot
een onderbreking van het
golf-geinduceerde langstrans-
port (figuur (a)), wat leidt
tot aanzanding aan de kant
// van het strandhoofd waar het
—  langstransport vandaan komt.
strandhoofd \_Schaduwgebied In het schaduwgebied aan
strand (a) lijzijde van het strandhoofd
wordt het golfpatroon en
dus ook het golf-geinduceerde
langstransport bepaald door
diffractie rond het zeewaartse
uiteinde van het strandhoofd.
Initieel neemt het langstrans-
port in dat schaduwgebied met
de afstand tot het strandhoofd
geleidelijk toe tot het oor-
spronkelijke niveau. Dat leidt
tot erosie.
Figuur (b) geeft een impres-
sie van de ligging van de kust-

langs-
transport

e

_— golfrichting

aanzanding

5 lijn als dat proces van aanzan-
strandhoofd erosie ding en erosie over enige tijd
strand y (b) .
is gevorderd. De vorm van de
x kustlijn links van het strand-

hoofd wordt beschreven door
Pelnard-Considére (1956) (uit-
drukking (7.21)).

We kijken eerst naar het gebied links van het strandhoofd, dus aan de kant waar
het transport vandaan komt (links in figuur 7.6). Voor specifiek de situatie van een
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aanvankelijk rechte kustlijn waarbij het langstransport plotseling op een of andere
locatie volledig wordt onderbroken, heeft Pelnard-Considére (1956) een analytische
oplossing van de diffusievergelijking (7.21) afgeleid. Die oplossing is gebaseerd op
de randvoorwaarden dat

e op zeer grote afstand links van het strandhoofd de kust op de oorspronkelijke
positie blijft,

o het langstransport ter plaatse van het strandhoofd gelijk is aan nul (dus dat
de kustlijn daar loodrecht staat op de golfrichting) vanaf het moment (¢ = 0)
dat het strandhoofd het langstransport onderbreekt en

e de kustlijn tot dat moment ¢ = 0 recht is.

Voor de mathematische beschrijving van de ontwikkeling van de kustlijn vanaf het
moment ¢ = 0 waarop het strandhoofd het langstransport onderbreekt, kiezen we
een r—as waarvan de richting samenvalt met die van de oorspronkelijke, rechte
kustlijn en x = 0 overeenkomt met de positie van het strandhoofd. Bovendien
neemt x toe in de richting van het langstransport zoals dat overal langs de kustlijn
optrad voor aanleg van het strandhoofd. De ligging y van de kustlijn is athankelijk
van plaats x en tijd ¢, dus y = y(x,t). Voor aanleg van het strandhoofd wordt de
kustlijn gegeven door y(z,t < 0) =0.

Met deze keuzen luiden deze randvoorwaarden achtereenvolgens
9y

lim y(xz,t)=0 ;
Ox £=0,t>0

L golfrichting ; y(x,t<0)=0 (7.20)

T—r—00
waarbij x een coordinaat langs de kust is, positief in de richting van het oorspron-
kelijke sedimenttransport en met & = 0 ter plaatse van het strandhoofd (zie figuur
7.6) en y de ligging van de kustlijn is als functie van locatie  langs de kust en tijd
t.

De oplossing voor < 0 en ¢t > 0, luidt

y(z,t) = t?;;‘ <\/47t exp (—49;;) I (1 +erf (Jz%))) (7.21)

waarin a de hoek is tussen de richting van golfvoortplanting en de z—as (zie figuur
7.6(a)). Voorts is erf(u) de error—functie, gedefinieerd als

erf(u) = % /0 e ay (7.22)

Deze analytische oplossing is afgeleid voor de kant van het strandhoofd waar het
golf-geinduceerde langstransport vandaan komt (links in figuur 7.6). De kustlijn
neemt de vorm aan van een boog waarbij het golf-geinduceerde langstransport naar
het strandhoofd toe geleidelijk afneemt naar nul ter plaats van dat hoofd. Dat is
het gevolg van een al even geleidelijke afname van de golfgedreven langsstroom in
de brekerzone (zie paragraaf 4.5.4). Die laatste gaat, vanwege continuiteit, gepaard
met een zeewaartse stroming over de volle lengte van de zich ontwikkelende holle
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kustboog. Omdat de bijbehorende stroomsnelheden gering zijn en in zeewaartse
richting afnemen omdat de waterdiepte in die richting toeneemt, wordt doorgaans
nauwelijks sediment meegevoerd. Dat blijft achter waardoor de kustlijn zeewaarts
kan uitbouwen.

Aan lijzijde van het strandhoofd (rechts in figuur 7.6) treedt erosie op. Op het
moment dat het strandhoofd is aangelegd (¢ = 0) is er ter plaatse van dat strand-
hoofd geen langstransport maar onder invloed van invallende golven direct rechts
daarvan wel. Deze discontinuiteit in het langstransport leidt rechts van het strand-
hoofd tot erosie. Als het strandhoofd het golfpatroon niet zou beinvloeden, zou
de kustlijn aan lijzijde zich ontwikkelen volgens het spiegelbeeld van de oplossing
van Pelnard-Considéere (1956) voor de aanzanding.

Door het strandhoofd wordt het golfpatroon echter wel verstoord. Zo kunnen gol-
ven op het strandhoofd breken en er deels overheen slaan. Als het strandhoofd een
beetje open structuur heeft, kan ook transmissie optreden. Doorgaans belangrijker
voor de morfologische ontwikkeling is dat in een gebied aan lijzijde van het strand-
hoofd het golfpatroon in hoge mate wordt bepaald door diffractie (zie paragraaf
4.5.3) rond het zeewaartse uiteinde van het strandhoofd. In figuur 7.6(a) is dat
het schaduwgebied genoemd.

In dat schaduwgebied neemt het langstransport onder invloed van de invallende
golven met de afstand tot het strandhoofd (langs de kust gemeten) toe tot het oor-
spronkelijke niveau. Direct rechts van het strandhoofd vallen de golven loodrecht
op de oorspronkelijke ligging van de kustlijn in. Op die plaats is er geen langstrans-
port maar wel een gradiént in dat transport waardoor erosie optreedt. Verder naar
rechts neemt de hoek waaronder de golven invallen op de oorspronkelijke kustlijn
toe en dat geldt grosso modo ook voor de golfhoogte op de brekerlijn. Beide fac-
toren leiden ertoe dat direct na aanleg van het strandhoofd het langstransport
geleidelijk toeneemt van nul direct naast het strandhoofd tot wat het in de onge-
stoorde situatie was aan de rand van het schaduwgebied (zie het verloop van het
initiéle langstransport in figuur 7.6(a)).

Na verloop van tijd ontwikkelt dit zich tot een vorm van de kustlijn aan lijzijde van
het strandhoofd zoals geschetst in figuur 7.6(b). De stippellijn in deze figuur mar-
keert de grens van het schaduwgebied waarin het golfpatroon wordt bepaald door
diffractie rond het zeewaartse uiteinde van het strandhoofd. Langs die stippellijn
is de golfrichting gelijk aan die in de ongestoorde situatie. Waar die stippellijn de
waterlijn snijdt, vallen de golven loodrecht in en staat de raaklijn aan die waterlijn
loodrecht op de golfrichting. Verder aan lijzijde van het strandhoofd ontwikkelt
de kust zich ongeveer conform het spiegelbeeld van de oplossing (7.21) voor de
aanzanding.

Bovenstaande beschouwing laat zien dat, letterlijk, enerzijds van een strandhoofd
aanzanding optreedt en anderzijds erosie. Toepassing van een enkel strandhoofd
om kusterosie tegen te gaan is dus slechts aan één kant daarvan effectief en heeft
als bijsluiter dat de erosie aan de andere kant toeneemt. Als dat niet acceptabel
is, kan een serie van strandhoofden worden toegepast. Om de werking daarvan
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te illustreren, kijken we naar een serie van twee strandhoofden langs een initieel
rechte kust. Dit is geschetst in figuur 7.7. In die figuur zijn de strandhoofden in
de richting van het golf-geinduceerd langstransport genummerd @ en @.

Gemakshalve veronderstellen we dat de strandhoofden geen sediment doorlaten.
Dat betekent dat direct na aanleg van de beide hoofden het sediment in het tus-
sengelegen kustvak daar is opgesloten (althans in de veronderstelling dat er dwars
op de kustlijn geen transport is). Gradiénten in het golf-geinduceerde langstrans-
port leiden in dit kustvak tot een herverdeling van sediment die uitmondt in de
kustlijn waarlangs de golven overal loodrecht invallen. Dit is geschetst in figuur
7.7(a). Tegelijkertijd treedt links van strandhoofd @ aanzanding op en rechts van
strandhoofd @ erosie.

Omdat het volume sediment in het kustvak tussen @ en @ constant is, stabiliseert
de kustlijn zich daar na verloop van tijd. Dat geldt echter niet voor de aanzanding
links van @ en de erosie rechts van @. Die beide processen gaan door.

Na verloop van tijd zal de aanzanding links van strandhoofd @ het zeewaartse
uiteinde daarvan bereiken en kan sediment langs dat uiteinde worden getranspor-
teerd naar het kustvak tussen @ en @ (zie figuur 7.7(b)). Doorgaans gaat een deel
van het transport rond de kop van @ verloren naar dieper water en het andere deel
komt terecht in het kustvak tussen @ en @. Daardoor zal de kustlijn in dat vak
zich zeewaarts verplaatsen zonder van vorm te veranderen. De tijdschaal waarop
de herverdeling van sediment zich binnen dat kustvak afspeelt is klein ten opzichte
van die van de zeewaartse verplaatsing van de kustlijn.

Deze zeewaartse verplaatsing van de kustlijn in het kustvak tussen de beide strand-
hoofden zal er uiteindelijk toe leiden dat die kustlijn net links van strandhoofd @
het zeewaartse uiteinde daarvan bereikt. Zodra zich dat voordoet zal ook rond de
kop van dat strandhoofd sediment worden getransporteerd dat deels terecht komt
op de kust rechts van @.

Gedurende dit gehele proces is de kust rechts van strandhoofd @ vanaf het mo-
ment van aanleg van de strandhoofden onderhevig aan erosie. Pas als zich een
bypass rond strandhoofd @ voordoet, wordt die erosie afgeremd. De mate waarin
dat gebeurt is afhankelijk van het verlies van sediment naar dieper water langs
het gehele veld van strandhoofden. Zolang sprake is van verlies, zal de erosie
voortduren. In de literatuur wordt dit het probleem van de end-groyne genoemd
(groyne is het Engelse woord voor strandhoofd). Dit kan worden gemitigeerd door
kunstmatig sediment op de kust aan te brengen in het gebied waar de erosie zich
voordoet.

Tot slot van deze paragraaf merken we op dat

e 00k voor een serie van strandhoofden analytische oplossingen bestaan voor
de tijdsafthankelijke ontwikkeling van de kustlijn. Bijvoorbeeld Valsamidis
and Reeve (2020) geven zulke oplossingen waarin ook rekening is gehouden
met bypasses en permeabiliteit van strandhoofden, maar niet met diffractie
in het schaduwgebied naast een strandhoofd.
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Figuur 7.7: Drie opeen-
volgende  stadia in de
ontwikkeling van een initieel
rechte kustlijn  (aanggeven
met de streeplijn) in een veld
met twee strandhoofden @
en @. In het kustvak tussen
de beide hoofden neemt de
kustlijn een stabiele vorm
aan waarbij de golven overal
loodrecht invallen,  terwijl
links van @ aanhoudend
aanzanding optreedt en rechts
van @ erosie (figuur (a)).

Na verloop van tijd heeft
de aanzanding links van
strandhoofd @ het zeewaartse
uiteinde daarvan bereikt en
treedt een bypass op waarbij
een deel van het langstransprt
links van @ terecht komt

in het kustvak tussen de
beide strandhoofden (figuur
(b)). Daardoor verplaatst

de kustlijn in dat vak zich
zeewaarts totdat ook rond
het zeewaartse uiteinde van
strandhoofd @ een bypass
optreedt (figuur (c)). On-
dertussen erodeert de kust
rechts van strandhoofd @

doorlopend.
Alleen als beide bypasses
het volledige langstransport

omvatten, stopt die erosie na
het ontstaan van de bypass
rond het uiteinde van strand-
hoofd @. De omvang van de
resterende erosie is in dat
geval gelijk aan de omvang
van de totale aanzanding links
van strandhood @ en die in
het kustvak tussen de beide
hoofden.
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o golf—geinduceerd langstransport vaak een dominante rol speelt in de ontwik-
keling van de kustlijn in een veld van strandhoofden, maar niet noodzakelijk
de enige. Zo wordt de getijstroom langs de kust door zo’n veld enigszins zee-
waarts geforceerd waardoor geulen langs de kust kunnen ontstaan of reeds
bestaande geulen kunnen groeien. Dat hoeft geen probleem te zijn maar is
wel een punt van aandacht. Daarnaast genereert die getijstroom neren in
kustvakken tussen opeenvolgende strandhoofden waarmee sediment vanuit
zo'n kustvak zeewaarts kan worden getransporteerd”®. Dat is van invloed op
de tijdschaal waarop de kustlijn zich ontwikkelt. Die wordt groter naarmate
meer sediment zeewaarts wordt getransporteerd.

7.4.3 Kust—parallelle golfbrekers

In plaats van het toepassen van strandhoofden om kusterosie tegen te gaan, kan de
kust worden afgeschermd van de kust tegen invallende golven door parallel daaraan
een reeks van golfbrekers plaatsen. Een deel van de energie van de invallende
golven wordt op deze constructies gedissipeerd. Bovendien wordt de golfrichting
beinvloed in het gebied waar golven langstransport genereren.

Een schets van een deel van zo'n reeks golfbrekers is gegeven in figuur 7.8(a). In
het schaduwgebied aan landzijde van de golfbrekers worden de golfcondities vrijwel
volledig bepaald door overslag en diffractie rond de uiteinden (zie paragraaf 4.5.3
over diffractie rond de kop van een golfbreker). Een indruk van het golfpatroon
dat zich voordoet tussen strand en golfbrekers als gevolg van golfinval tussen de
golfbrekers door en diffractie rondom hun uiteinden is ook geschetst in figuur
7.8(a). Het werkelijke golfpatroon is complexer omdat het effect van diffractie zich
niet beperkt tot de schaduwgebieden achter de golfbrekers (zie paragraaf 4.5.3).
En afhankelijk van de lengte van de golfbrekers en de openingen daar tussenin, kan
interferentie van golven die diffracteren rond de uiteinden en resulteren uit overslag
over de golfbrekers, een wezenlijke invloed hebben op het golfpatroon.

Een generiek kenmerk van dat complexe golfpatroon is dat het gepaard gaat met
een ophoping van sediment in het schaduwgebied. Daardoor bouwt de kust lokaal
uit. In elk schaduwgebied ontstaat een uitstulping die groeit ten koste van de
ruimte tussen naast elkaar gelegen schaduwgebieden en uiteindelijk de golfbreker
kan bereiken. Zo’n uitstulping wordt een tombolo genoemd.

Als we alleen kijken naar de invloed van golf-geinduceerd langstransport op de ont-
wikkeling van de kust, forceert de aanleg van een reeks kust—parallelle golfbrekers
de vorming van een serie baaien (zie figuur 7.8(b)). De morfologische stabiliteit
daarvan hangt mede af van de uitwisseling van sediment tussen die baaien en die-
per water, zeewaarts van de golfbrekers. Daarop zijn golven van invloed, maar
bijvoorbeeld ook een getijstroom langs de kust, net zoals dat bij een reeks van

76In rivieren waarin kribben zijn aangelegd om stroming en sedimenttransport te geleiden,
kan in principe hetzelfde gebeuren. Door de stroming in de rivier, al of niet versterkt door
de retourstroom van passerende schepen kunnen neren in kribvakken worden gegenereerd die
gepaard gaan met oevererosie.
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Figuur 7.8:  Om kusterosie
tegen te gaan, kunnen even-
wijdig aan de kust golfbrekers
worden aangelegd om het
golfpatroon nabij de kust,
waar die golven langstransport
genereren, te beinvloeden. In
{ 1 het gebied tussen golfbrekers
schaduwgebied en strand ontstaat een golfpa-
troon dat wordt bepaald door
directe inval van golven vanuit
dieper water (zeewaarst van
de golfbrekers), overslag over
de golfbrekers en diffractie
rond de uiteinden daarvan.
Een impressie van het dif-
9:°"b"5ke’ 9:°"b’5ke’ fractiepatroon is geschetst in
figuur (a). De donkerblauwe
lijnen daarin verbeelden
golfkammen. Effecten van
refractie zijn in deze figuur
niet meegenomen.
De verstoring van het oor-
spronkelijke (van voor aanleg
van de golfbrekers) golf—
geinduceerde  langstransport
leidt tot een uitbouw van de
kust in de schaduwgebieden
achter de golfbrekers. Als
die uitbouw zich uitstrekt tot
aan de golfbrekers ontstaat
uiteindelijk een serie baaien
zoals geschetst in figuur (b).

strand (a)

strand (b)

strandhoofden het geval is.

Een andere overeenkomst met strandhoofden ter preventie van kusterosie is dat
een reeks van kust—parallelle golfbrekers het probleem van erosie verplaatst naar
de lijzijde van die reeks. In paragraaf 7.4.2 is dat in de context van strandhoofden
het end—groyne probleem genoemd.

7.5 Bodem en oeverbescherming

In veel gevallen bestaat de bodem van meren en zeeén en die van natuurlijke en
kunstmatige waterlopen uit los—korrelig materiaal zoals zand en grind. Onder
meer door stroming kan dit materiaal in beweging komen en worden getranspor-
teerd. Ruimtelijke gradiénten in dat transport leiden tot erosie of sedimentatie
(zie hoofdstuk 6 over transport van sediment). In deze paragraaf komen enkele
maatregelen aan bod die genomen kunnen worden als zich sedimentatie of erosie
voordoet op plaatsen waar dat niet gewenst is. De nadruk ligt daarbij op het
bekleden van een zandige bodem of oever om erosie te voorkomen.
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Sedimentatie

Sedimentatie is bijvoorbeeld ongewenst als die de functionaliteit van een (water-
bouwkundige) constructie nadelig beinvloedt of onderdeel is van een ongunstige
ontwikkeling van een (natuurlijk) systeem. Zo kan sedimentatie leiden tot veron-
dieping van een scheepvaartgeul. Dat is bijvoorbeeld het geval in de Westerschelde
waar het natuurlijke evenwicht tussen geulen en platen, zoals dat daar wordt ge-
domineerd door de combinatie van het getij en de afvoer van de rivier De Schelde,
gepaard gaat met een andere geuldiepte dan wenselijk voor de toegankelijkheid
van de haven van Antwerpen. Door te baggeren wordt de vaargeul op de ge-
wenste diepte gehouden. De bijsluiter van deze operatie is dat het estuarium als
morfologisch systeem continu een afwijking van het natuurlijk evenwicht krijgt
opgedrongen. De natuurlijke respons daarop is sedimentatie van de vaargeul en
het materiaal dat daarvoor nodig is, wordt door de natuur onttrokken aan de
zeebodem rond de monding van het estuarium en van de platen daarin.

Erosie van die platen is echter ook niet wenselijk, met name vanwege hun ecolo-
gische waarde en hun betekenis voor de veiligheid tegen overstromen. De hoogte
van de platen langs de oevers is van invloed op de golfbelasting op de waterke-
ring langs die oevers. Hoge platen leiden tot meer golfbreking v6ér de kering dan
lage en zijn dus gunstiger. Om dit soort redenen wordt het op diepte houden
van de vaargeul gecombineerd met een strategie voor het terugstorten van het
gebaggerde materiaal waarmee zulke nadelige bijwerkingen redelijkerwijs worden
voorkomen.

Dit voorbeeld laat zien dat baggeren een probaat middel kan zijn om ongewenste
sedimentatie te pareren, maar het is een beschermende ingreep en niet een be-
schermingsconstructie. Kribben in rivieren zijn dat bijvoorbeeld wel. Kribben
zorgen ervoor dat, althans onder gematigde condities, de afvoer zich concentreert
in een beperkt deel van de dwarsdoorsnede van de rivier en de stroming zodoende
weghoudt van de oevers. Dit gaat zowel erosie van de buitenbocht in een rivier
tegen als sedimentatie van de binnenbocht, waardoor de neiging tot meanderen
wordt geremd (zie ook 6.3). Daarmee leveren kribben een bijdrage aan de fixatie
van de loop van een rivier’” en afhankelijk van wat zich in de omgeving van die
rivier bevindt of afspeelt, kan dat prettig, wenselijk of zelfs noodzakelijk worden
gevonden.

Erosie

Ongewenste erosie kan worden gepareerd met het aanbrengen van sediment, net
zoals baggeren een antwoord kan zijn op ongewenste sedimentatie. Voor het on-
derhoud van de Nederlandse kust in het kader van veiligheid tegen overstromen,
bijvoorbeeld, wordt dat op grote schaal gedaan. Jaarlijks wordt door Rijkswater-

"THiermee is niet gezegd dat kribben erosie en sedimentatie blokkeren. Door de afvoer van
de rivier en de waterbeweging rond passerende schepen, treden in kribvakken (het gebied tussen
twee naast elkaar gelegen kribben aan dezelfde oever) allerhande circulaties op die gepaard gaan
met transport van sediment. Die circulaties kunnen leiden tot erosie of sedimentatie.
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staat circa 10 miljoen m® zand op de kust gebracht ter compensatie van opgetreden
erosie (zie Rijkswaterstaat (2023)).

In de waterbouwkundige praktijk is het, naast compenseren, ook gebruikelijk om
erosie op plaatsen waar dat niet gewenst is, te voorkomen. Dat kan op diverse
manieren. Een daarvan is het interveniéren in het proces dat tot erosie leidt. De
eerder genoemde kribben langs de oever van een rivier zijn hiervan een voorbeeld.
Een ander voorbeeld zijn strandhoofden langs een kust die zijn bedoeld om gra-
diénten in golf-geinduceerd transport van sediment langs die kust (zie paragraaf
6.4) te belemmeren en zo kusterosie te voorkomen.

Een ander type interventie is fixatie van het erodeerbare materiaal door het te
bedekken met een laag die niet, of in ieder geval aanmerkelijk minder gevoelig is
voor aanwezige eroderende invloeden. Hierbij kan onderscheid worden gemaakt
tussen beschermlagen die wel of niet waterdoorlatend zijn.

Voor ondoorlatende beschermlagen worden in de waterbouwkunde vaak bitumi-
neuze materialen gebruikt. Die zijn goed bestand tegen (zout) water, ze kunnen
onder water worden aangebracht en zijn ook enigszins plastisch vervormbaar. Door
dat laatste is het materiaal beter dan bijvoorbeeld beton, geschikt voor toepassing
op plaatsen waar zich zettingen kunnen voordoen in de te beschermen onderlaag.
De vervormbaarheid laat toe dat zulke zettingen enigszins kunnen worden gevolgd
zonder dat in de beschermlaag scheuren of breuken optreden waardoor die aan
functionaliteit verliest.

Een nadeel van een ondoorlatende beschermlaag is dat zich over die laag een druk-
verschil kan opbouwen. Om te voorkomen dat zo'n drukverschil tot opdrijven
of opbarsten leidt, kan de laag dikker worden uitgevoerd dan strikt noodzake-
lijk voor de beschermende functie. Een alternatief is het plaatsen van ballast op
de beschermlaag. Het spreekt voor zich dat het materiaal dat als ballast dient,
bestand moet zijn tegen de eroderende invloeden die de aanleiding zijn voor het
aanbrengen van een beschermlaag. Bij gebruik van stortsteen leidt dat tot een eis
aan het steengewicht.

Bij een doorlatende beschermlaag is het gevaar voor opdrijven of opbarsten min-
der groot dan bij een ondoorlatende laag. Dat gevaar neemt af met toenemende
doorlatendheid van de beschermlaag. Tegelijkertijd legt de beschermende functie
beperkingen op aan de doorlatendheid. Het is immers de bedoeling dat de laag
voorkomt dat onderliggend materiaal erodeert. De porién in de beschermlaag mo-
gen dus niet zo groot zijn dat onderliggend materiaal kan worden uitgespoeld.
Zo’n doorlatende beschermlaag wordt een filter genoemd.

Een type doorlatende beschermlaag dat in de waterbouwkunde veel wordt toe-
gepast, is het granulaire filter. Zoals de naam al zegt, is zo'n filter opgebouwd
uit loskorrelig materiaal, zoals zand, grind en stortsteen. Het principe van een
granulair filter is geschetst in figuur 7.9. De basislaag in deze figuur is de laag die
beschermd moet worden.

Een beetje in tegenspraak met het voorgaande, wordt bij granulaire filters onder-
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Figuur 7.9:  Principe—
schets van een granulair
filter. De filterlaag voor-
komt erosie van de basis-
laag.

filterlaag

basislaag

scheid gemaakt tussen geometrisch open en dicht. Een geometrisch open filter
laat wel sediment door, maar in beperkte mate. Dit type filter wordt bijvoorbeeld
gebruikt voor drainage, waar het primair gaat om het doorlaten van water en het
toelaatbaar is als daarbij in beperkte mate sediment wordt meegevoerd. Voor het
ontwerp van geometrisch open filters wordt verwezen naar de literatuur. In deze
paragraaf beperken we ons tot ontwerpregels voor dichte filters.

Bij een geometrisch dicht granulair filter staat preventie van erosie van materiaal
uit de basislaag voorop. Dat stelt een eis aan de verhouding tussen de afmetingen
van porién in de filterlaag en de korreldiameter in de basislaag. Aangezien beide
lagen bestaan uit loskorrelig materiaal, zijn de poriegrootte en de korreldiameter
afhankelijk van de desbetreffende graderingen. In de het ontwerp van de filter-
laag moet daarmee rekening worden gehouden. Volgens de ontwerpregels voor
granulaire filters is zo’n filter dicht als

Das,p
G 7.23
D g5 (7.23)

(zie bijvoorbeeld Schiereck (2004)) waarin D, ) de korreldiameter in laag n is
(f voor filter en b voor basis) die door x gewichtsprocenten wordt onderschre-
den.

Bij deze ontwerpregel is verondersteld dat graderingen in de basislaag en de fil-
terlaag vergelijkbaar zijn. Als de basislaag sterker gegradeerd is dan de filterlaag
(dus als sprake is van een grotere spreiding in korreldiameters in de basis dan
in het filter), is de Dgs ) met betrekking tot geometrische dichtheid niet repre-
sentatief voor de basis. Het is dan beter om een kleinere korreldiameter aan te
houden.

Een tweede eis aan een geometrisch dicht granulair filter betreft de doorlatendheid.
Om te voorkomen dat zich een drukverschil over het filter kan opbouwen, moet de
doorlatendheid van het filter ten minste zo groot zijn als die van de basis. In het
algemeen kan worden gesteld dat daarin wordt voldaan als de korreldiameter in
het filter groter is dan die in de basis, maar ook hierbij speelt gradering een rol.
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Met betrekking tot doorlatendheid is de ontwerpregel

D5, 5)
—S) 55 7.24
D5 p) (724

Een derde eis is dat de filterlaag intern stabiel is. Als de filterlaag sterk gegradeerd
is, kunnen relatief kleine korrels uit die laag worden weggespoeld. Daardoor kan
de poriegrootte in het filter toenemen en dat gaat ten koste van de geometrische
dichtheid. Dit kan worden voorkomen door de gradering van het filtermateriaal te
beperken. De ontwerpregel die hierbij hoort is

D60,n
Z60m) g (7.25)

(10,n)
waarin de beide D’s betrekking hebben op dezelfde laag n.

Bovendien moet de filterlaag bestand zijn tegen de eroderende invloed waartegen
de basis beschermd moet worden. Dat stelt een eis aan de korreldiameter van die
laag. Zoals aangegeven in paragraaf 6.2 wordt hiervoor ¥ < 0,03k, als ontwerp-
regel aangehouden. De D, 5o van de filterlaag moet zodanig worden gekozen dat
hieraan wordt voldaan.

Een sterke stroming vanuit de basislaag en loodrecht op het filter, heeft een de-
stabiliserend effect. De erosiebestendigheid van de filterlaag wordt in belangrijke
mate bepaald door het gewicht van de korrels en zo’n loodrechte stroming levert
een belasting op de korrels in tegenovergestelde richting. De netto neerwaartse
belasting op de korrels neemt daardoor af en dat gaat ten koste van de stabiliteit.
Als sprake is van zo'n stroming moet daarom worden uitgegaan van een kleinere
waarde van ¥ dan 0,03 (en dus van een grotere D,, 50).

Het is niet altijd mogelijk om een gradering voor het filtermateriaal te vinden
die tegelijk voldoet aan de vier genoemde eisen met betrekking tot dichtheid,
doorlatendheid, interne stabiliteit en erosiebestendigheid. In zulke gevallen kan een
filter worden opgebouwd uit meerdere lagen, waarbij de eerste drie ontwerpregels
van toepassing zijn op opeenvolgende lagen vanaf de basis. De erosiebestendigheid
betreft alleen de toplaag.

In plaats van granulaire filters wordt in de waterbouwkundige praktijk in toene-
mende mate geotextiel toegepast. Dat zijn matten van synthetisch materiaal (al
of niet versterkt met bijvoorbeeld staaldraad) met betrekkelijk kleine openingen
zodat wel water kan worden doorgelaten en alleen sediment dat door die openingen
past. Door een juiste keuze van de openingen is zo'n mat net zo functioneel als
een geometrisch open of dicht granulair filter. Een filter op basis van geotextiel is
vaak goedkoper dan een granulair filter en ook eenvoudiger in aanleg.

Om de mat te fixeren, kan deze van ballast worden voorzien. Deze ballast moet
erosiebestendig worden uitgevoerd op dezelfde manier als de toplaag van een gra-
nulair filter. Bij gebruik van stortsteen als ballast leidt het eigen gewicht van de
stenen als gevolg van hun hoekige vorm, tot een belasting op de geotextiele mat
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in de vorm van een soort omgekeerd spijkerbed. Met toenemende behoefte aan
erosiebestendigheid, neemt ook het vereiste steengewicht (en dus de diameter) toe
en dat gaat gepaard met een afname van het aantal spijkers in het bed en de
belasting per spijker dus toeneemt.

Dit kan leiden tot perforatie van de geotextiele mat en daarmee tot verlies van
functionaliteit. Om dat te voorkomen, kan de benodigde ballast in lagen worden
opgebouwd, met relatief lichte (kleine) stenen direct op de mat en zwaardere stenen
daar bovenop.
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8

Stabiliteit van constructies met
een waterkerende functie

8.1 Inleiding

Veel waterbouwkundige constructies zijn (ook) bedoeld om incidenteel of gedu-
rende een langere aaneengesloten periode een verschil in waterstand in stand te
houden. Afhankelijk van lokale behoeften kan het nodig zijn om de waterkerende
functie te combineren met één of meerdere andere functies. Tegenwoordig spreekt
men in dit verband graag van een multifunctionele waterkering.

Het concept van zo'n combinatie is niet nieuw, zoals bijvoorbeeld te zien in oude
steden die aan een rivier liggen. De hoogte van de kade in zulke steden is ooit zo
gekozen dat gedurende het grootste deel van het jaar aan- en afvoer van goederen
over de rivier mogelijk is. Bij zeer hoge waterstand op de rivier biedt zo’n kade
nauwelijks veiligheid tegen overstromen. Om daaraan tegemoet te komen, diende
in vroeger dagen de voorste huizenrij aan de kade tevens als waterkering. Onder
extreme omstandigheden konden luiken worden geplaatst voor ramen en deuren
van die huizen om zo de voorgevel om te bouwen tot tijdelijke waterkering. Er zijn
ook voorbeelden van deuren in gevels of binnenwanden waarvan de onderdorpel
zo ver boven het niveau van de kade ligt dat je er alleen via een trap doorheen
kunt.

In de waterbouwkunde kennen we een breed assortiment aan constructies waarbij
het keren van water wordt gecombineerd met een andere functie. Denk bijvoor-
beeld aan keersluizen, schutsluizen, stormvloedkeringen, coupures, stuwen, over-
laten en gemalen. Een voorbeeld van een gemaal is te vinden in figuur 8.1. Wat
de genoemde constructies gemeen hebben, is dat ze doorgaans worden uitgevoerd
als een hard element in een grotere, zachte constructie. De benaming 'hard’ wil
zeggen dat het element is geconstrueerd met harde materialen als steen, beton en
staal, terwijl 'zacht’ verwijst naar bouwmaterialen als zand en grond. Die zachte
constructie is in dit verband niet beperkt tot dijken en dammen. Bijvoorbeeld de
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Figuur 8.1: Gemaal aan de Balthasar van der Polweg in Delft. De foto is genomen vanaf een oever
langs het hoge pand. Op de achtergrond is het lage pand te zien.

grond rond een schutsluis die in een vaarweg de schakel vormt tussen twee gebie-
den met verschillend waterpeil, maakt deel uit van de scheiding tussen die twee
gebieden.

Voor de beoordeling van de uitwendige stabiliteit van zulke harde elementen pre-
senteren we in dit hoofdstuk een methode waarmee relatief snel en eenvoudig een
eerste indruk kan worden verkregen. Het gaat om een globale beoordeling die
kan worden gebruik in bijvoorbeeld een schetsontwerp en niet om een richtlijn ten
behoeve van een detailontwerp.

De aansluiting van het harde element op de grond ernaast en eronder heeft we-
zenlijke invloed op de waterkerende functie van de gehele constructie en ook op
de stabiliteit van het element. Dat geldt ook voor de doorlatendheid van die
grond. De aansluiting met de ondergrond komt expliciet aan de orde, maar die
met de grond ernaast blijft grotendeels buiten beschouwing. Voorts richten we
ons op betrekkelijk eenvoudige uitvoeringen van een hard element in een waterke-
rende constructie. We veronderstellen symmetrie met betrekking tot belastingen
met een horizontale component loodrecht op het verval. In die richting is er dus
geen netto belasting. Verder veronderstellen we dat het in stand te houden verval
een stationair karakter heeft. Waterstanden aan weerszijden van de constructie
veranderen niet met de tijd.

Met betrekking tot de geometrie van de constructie ligt het accent in dit hoofdstuk
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op wat nodig is om de essentie van de beoordeling op stabiliteit aan te geven. De
constructies die in dit hoofdstuk aan bod komen, hebben een vlak, horizontaal,
rechthoekig grondvlak en zijn gefundeerd op staal.

In eerste instantie kijken we naar volledig gesloten constructies. Daarna komen
constructies aan bod die water via een open of gesloten leiding kunnen doorlaten.
Keringen die zijn opgebouwd uit grond of een ander poreus materiaal, laten we bui-
ten beschouwing. De ondergrond van de constructie kan overigens wel doorlatend
zijn.

Binnen deze kaders analyseren we de stabiliteit van een waterkerende constructie
door langs deterministische weg te toetsen op vijf faalmechanismen:

1. kantelen,

2. overschrijding van maximaal opneembare korrelspanningen in de ondergrond
(bezwijken van het korrelskelet onder de constructie),

3. horizontaal afschuiven,

4. opdrijven,

5. onderloopsheid (piping) en achterloopsheid

Voor een kwantitatieve controle op piping wordt verwezen naar paragraaf 8.2.6.
Om na te gaan of één van de andere vier mechanismen zich zou kunnen voordoen,
vragen we ons af of evenwicht van krachten en momenten kan worden gerealiseerd,
gelet op de geometrie van de constructie, de hydraulische belastingen daarop en
de interactie met de ondergrond.

Deze set van vijf faalmechanismen is nadrukkelijk niet compleet. Zo kan ook
ontgronding rond de constructie optreden en kan afschuiving in de ondergrond
voorkomen. Onderzoek naar de stabiliteit van een constructie ten behoeve van
een detailontwerp gaat veel verder dan de globale verkenning die we hier schetsen.
Echter, die verkenning bevat wel enkele essentiéle aspecten van zo’n onderzoek en
geeft de strekking ervan goed weer.

In deze verkenning maken we veelvuldig gebruik van een xy—assenstelsel met x po-
sitief naar rechts en y positief naar boven. Voor krachten houden we hetzelfde aan.
Een horizontale kracht is positief naar rechts en bij een verticale kracht is omhoog
positief. Voorts zijn momenten linksom positief. Deze (arbitraire) conventie wordt
in dit boek consequent aangehouden in wiskundige vergelijkingen, maar niet altijd
in de figuren. Ongeacht de richting waarin bijvoorbeeld een horizontale kracht in
een figuur is getekend, als de bijbehorende waarde positief is, is de kracht naar
rechts gericht.

8.2 Faalmechanismen

8.2.1 Inleiding

Met uitzondering van piping hebben de faalmechanismen die in onze beoordeling
van de stabiliteit van de constructie aan bod komen, betrekking op het ontbreken,
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op één of andere manier, van evenwicht van krachten en/of momenten. Of dat
evenwicht kan worden bereikt, hangt af van de interactie tussen constructie en
ondergrond. Bij een op staal gefundeerde constructie moet die ondergrond de
oplegreactie kunnen leveren die nodig is voor evenwicht. De faalmechanismen
betreffen manieren waarop dat niet kan. Dat zijn de eerste vier die in de inleiding
zijn genoemd:

Kantelen is een term, die wordt gebruikt voor situaties waarin in de fundering
van een constructie (ook) verticale trekspanningen nodig zijn voor evenwicht
van momenten. Bij een op staal gefundeerde constructie kunnen zulke trek-
spanningen niet worden geleverd en dat is van invloed op de interactie tussen
constructie en ondergrond. In deze paragraaf gaan we alleen in op de vraag
of zulke trekspanningen nodig zijn. De invloed op de interactie komt aan
bod in paragraaf 8.5.2.

Bezwijken van het korrelskelet is enigszins verwant aan kantelen. Het gaat
over situaties waar ergens in het grensvlak tussen een op staal gefundeerde
constructie en de ondergrond een verticale drukspanning nodig is die tot
bezwijken leidt van het korrelskelet van die ondergrond.

Opdrijven doet zich voor als de resultante van alle verticale belastingen op de
constructie, inclusief wat de fundering kan leveren, opwaarts is gericht. Die
bijdrage vanuit de fundering is alleen relevant in het geval van een paalfunde-
ring die op trek kan worden belast. Bij een op staal gefundeerde constructie
kan dat niet.

Horizontaal afschuiven is het gevolg van het ontbreken van evenwicht van ho-
rizontale belastingen op de constructie. Ook hier gaat het om de vraag of
de fundering van de constructie weerstand kan bieden aan het totaal van
horizontale belastingen. Bij een fundering op palen komt dat neer op een
functionele eis aan die fundering. Die moet zodanig worden ontworpen dat
de maximaal mogelijke netto horizontale belasting kan worden opgevangen.
Bij een op staal gefundeerde belasting is het afhankelijk van de wrijving die
in het grensvlak van constructie en ondergrond kan worden opgebracht of
horizontaal evenwicht kan worden bereikt.

Voor elk van deze vier faalmechanismen bepalen we in de volgende paragrafen
onder welke omstandigheden die zich kunnen voordoen. Voor de controle op sta-
biliteit van een constructie is dat van wezenlijk belang”®. Om na te gaan of één
van deze faalmechanismen zich voordoet, inventariseren we eerst de belastingen op
de constructie. Daarna bepalen we welke oplegreactie vanuit de ondergrond nodig
is om evenwicht te bereiken om vervolgens na te gaan of die reactie daadwerkelijk
kan worden geleverd.

Tot slot gaan we in op het vijfde genoemde faalmechanisme: onderloopsheid en

78In paragraaf 9.2 over probabilistisch ontwerpen komen we hierop terug. In die paragraaf gaat
het om de vraag hoe groot de kans is dat een waterkerende constructie faalt in het geval dat zich
meerdere faalmechanismen kunnen voordoen terwijl niet op voorhand kan worden aangegeven
welke dat zal zijn.
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achterloopsheid. Dat is in die zin een apart verhaal dat het niet direct te relateren
is aan het ontbreken van een evenwicht van krachten en/of momenten, maar er
wel toe leidt. Behoudens uitzonderlijke situaties is een waterkerende constructie
bedoeld om een verval in stand te houden. Dat wil zeggen dat de waterstand aan de
ene kant van de constructie anders is dan die aan de andere kant. Bij een poreuze
ondergrond leidt dat tot een stroming onder de constructie door van de kant met
de hoogste waterstand naar de andere kant. Met die stroming kan de grond onder
en naast de constructie eroderen en zeker bij een op staal gefundeerde constructie
kan dat tot gevolg hebben dat de fundering letterlijk wordt weggespoeld. Of de
constructie vervolgens faalt op afschuiven, kantelen of iets anders en is in dit kader
eigenlijk niet zo interessant. Waar het om gaat is dat met onder— of achterloopsheid
een mechanisme in gang is gezet dat (vrijwel) onherroepelijk leidt tot ernstig verlies
aan functionaliteit. Als zodanig is het een relevant faalmechanisme.

8.2.2 Evenwicht

Voor de beschouwing van het krachten- en momentenevenwicht van de constructie
maken we gebruik van een analogie met een eenzijdig ingeklemde, prismatische,
homogene ligger waarop enkele puntlasten werken. Deze situatie is geschetst in
figuur 8.2(a).

Door deze lasten deformeert de ligger waarbij, volgens de hypothese van Ber-
nouilli, vlakke doorsneden vlak blijven. Voor een dwarsdoorsnede ergens tussen
de inklemming en de last Fr kunnen we de spanningen in het materiaal bepalen
aan de hand van verticaal en horizontaal evenwicht van krachten en evenwicht van
momenten. Daartoe leiden we uit deze drie evenwichten de normaalkracht N, de
dwarskracht D en het moment M af die zich in de doorsnede voordoen (zie figuur
8.2(b)):

MZFLCLL—FRCLR—FNG,N (81)
N =—-Fy .
D= Fr—Fy (8.3)

Het moment in bovenstaande uitdrukking is bepaald rond het snijpunt van de
zwaartelijn van de ligger en de beschouwde dwarsdoorsnede. In figuur 8.2 is dit
punt z genoemd. In principe had een willekeurig ander punt gekozen kunnen wor-
den, maar z is handig omdat we daarmee op een simpele manier extremen kunnen
bepalen in drukspanningen die in de doorsnede optreden. Als M het moment van
de uitwendige belastingen om z is, geldt voor deze extreme drukspanningen ooy,

dal N
Ooxtr = — £ — 8.4

waarin A het oppervlak van de dwarsdoorsnede is en W het bijbehorende weer-
standsmoment. De aan N en M gerelateerde drukspanningen zijn weergegeven in
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Figuur 8.2: Verloop van normaalspanningen in een doorsnede van een eenzijdig ingeklemde ligger,
geschetst in (a). Voor evenwicht zijn in de doorsnede een dwars- en een normaalkracht en een
moment nodig (b). De normaalspanningen bij het moment en de normaalkracht zijn aangegeven in
(c). Afbeelding (d), die volgt door (c) een kwart slag te draaien, toont de essentie van de methode
waarmee de korrelspanning onder een op staal gefundeerde waterkerende constructie wordt benaderd.

figuur 8.2(c). De benodigde dwarskracht wordt geleverd door een uniform over de
doorsnede verdeelde schuifspanning. Deze is niet in de figuur getekend.

Een indicatieve beoordeling van de stabiliteit van een op staal gefundeerde con-
structie ontlenen we aan een analogie met deze bepaling van normaal- en schuif-
spanningen in een denkbeeldige doorsnede van een prismatische ligger. Daartoe
draaien we de afbeelding in figuur 8.2(c) een kwart slag naar rechts. Het resul-
taat is te vinden in figuur 8.2(d). De constructie waarvan we de stabiliteit willen
beoordelen, zien we als het afgesneden deel van de ligger. Het grondvlak van de
constructie, ofwel het grensvlak tussen de constructie en de ondergrond waarop
deze is gefundeerd, komt in deze analogie overeen met de denkbeeldige snede in
de ligger. Overeenkomstig de genoemde hypothese van Bernouilli veronderstellen
we dat grondvlak oneindig stijf is en dus dat het vlak blijft. Tegelijkertijd nemen
we aan dat de ondergrond lineair elastische gedrag vertoont.

Bij de ligger zijn op dit snijvlak normaal- en schuifspanningen nodig ter wille van
evenwicht van het afgesneden deel. Op dezelfde manier zijn voor evenwicht van
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de constructie normaal- en schuifspanningen nodig op het grensvlak van construc-
tie en ondergrond. Alleen als die spanningen kunnen worden geleverd door de
ondergrond kan er sprake zijn van evenwicht.

8.2.3 Kantelen en bezwijken van het korrelskelet

Om na te gaan of de ondergrond die spanningen daadwerkelijk kan leveren, bou-
wen we voort op de analogie met de ligger. Daarbij zijn we uitgegaan van lineair
elastische gedrag. We hebben een lineair verband verondersteld tussen normaal-
spanning en deformatie. Bij de ondergrond van de constructie doen we dat ook.
Met die veronderstelling is sprake van verticaal evenwicht en evenwicht van mo-
menten indien de ondergrond op het grensvlak met de constructie een spanning
kan leveren die verloopt zoals geschetst in figuur 8.2(d) voor de combinatie van
M en N. Controle van de stabiliteit begint met het kwantificeren van de (line-
air verlopende) spanning die nodig is voor evenwicht van momenten en verticale
krachten. Vervolgens gaan we na of de ondergrond die kan leveren.

Daarbij moeten we ons bedenken dat de ondergrond, zeker bij een waterkerende
constructie, doorgaans bestaat uit een korrelskelet waarbij de porién volledig zijn
gevuld met water. Als de ondergrond deformeert onder invloed van de belastingen
die de constructie met zich mee brengt, zal het water in de porién zijdelings kunnen
afstromen. Bij relatief geringe deformatie en dus geringe verticale verplaatsing van
de constructie, zal de waterdruk op het grensvlak tussen constructie en ondergrond
nauwelijks veranderen. De spanning die nodig is voor het evenwicht zal zodoende
door het korrelskelet moeten worden geleverd. En dat kan zolang die benodigde
spanning druk betreft en niet leidt tot bezwijken van het korrelskelet.

Trek kan door het korrelskelet niet worden opgenomen omdat het uit los gepakt
korrelmateriaal bestaat. Zodra trek nodig is, ook al is het maar in een deel van het
grensvlak tussen constructie en ondergrond, is sprake van kantelen. Dat is één van
de vijf faalmechanismen die in de inleiding zijn genoemd. Hoewel de benaming dat
suggereert, is het niet zo dat de constructie daadwerkelijk omvalt als dit faalme-
chanisme zich voordoet. In dit verband betekent kantelen dat evenwicht niet kan
worden bereikt met een lineair verlopende drukspanning langs het grondvlak van
de constructie. In paragraaf 8.5 gaan we in op de controle op kantelen en op vraag
wat voor spanningsverdeling wel tot evenwicht kan leiden als dit faalmechanisme
zich voordoet.

Anderzijds, als ergens op het grensvlak tussen constructie en ondergrond een zeer
grote drukspanning nodig is ten behoeve van evenwicht, kan lokaal de korrelspan-
ning worden overschreden die het korrelskelet kan opnemen. In dat geval doet zich
een tweede faalmechanisme voor: bezwijken van het korrelskelet.

8.2.4 Afschuiven

Naast evenwicht van verticale krachten en momenten moet bij de controle op
stabiliteit ook worden gekeken naar de dwarskracht. Bij de ligger manifesteert
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samenstelling van de ondergrond wrijvingscoéfficiént
rots 0,70

grind, grind met zand, grof zand 0,55 - 0,60

fijn tot normaal zand, silthoudend (grof) zand, 0,45 - 0,55
silt- of kleihoudend grind

fijn zand, silt- of kleihoudend (fijn) zand 0,35 - 0,45

silt 0,30 - 0,35
geconsolideerde klei 0,40 - 0,50
silthoudende klei 0,30 - 0,35

Tabel 8.1: Coéfficiénten voor wrijving tussen beton en ondergrond voor diverse samenstellingen van
de ondergrond (USACE (1992), auteursrechtelijk beschermd).

deze kracht zich als een schuifspanning in de doorsnede. Geintegreerd over de
dwarsdoosnede van de ligger is dat de dwarskracht.

Bij de waterkerende constructie is dat niet anders. Daar wordt de dwarskracht
gebalanceerd door een schuifspanning op het grensvlak tussen constructie en on-
dergrond. Op dit punt komt de controle op stabiliteit er op neer dat we nagaan
of de netto horizontale belasting op de constructie wel of niet groter is dan de
maximale wrijvingskracht die op het grensvlak van constructie en ondergrond kan
worden gemobiliseerd.

Die maximaal mogelijke schuifspanning op het grensvlak tussen constructie en
ondergrond hangt af van de ruwheid van de onderzijde van de constructie en de
ruwheid van de bovenkant van het korrelskelet. Daarnaast hangt de maximaal
mogelijke schuifspanning af van de drukspanning in het contactvlak, gerelateerd
aan de kracht waarmee de constructie op het korrelskelet wordt gedrukt. Bij
benadering geldt voor de combinatie van deze twee aspecten een lineair verband
tussen de drukspanning o4 in het grensvlak en de schuifspanning o, die daar
maximaal in kan optreden:

0s = fwod (8.5)

In deze relatie is f,, de zogeheten wrijvingscoéfficiént. De waarde van deze coéf-
ficiént is afhankelijk van het materiaal waaruit het grondvlak van de constructie
is vervaardigd en de samenstelling van de ondergrond. Voor een betonnen con-
structie op een ondergrond van zand is f,, ongeveer gelijk aan 0,5. Waarden van
fw voor betonnen constructies op andersoortige ondergrond zijn gegeven in tabel
8.1.

De wrijvingskracht F, . die maximaal kan worden opgebracht is gelijk aan het
product van de schuifspanning o en het oppervlak A van het grensvlak tussen
constructie en ondergrond. Om die kracht te bepalen, vermenigvuldigen we (8.5)
met A. Met in het achterhoofd dat bij verticaal evenwicht de normaalkracht N
(de netto kracht waarmee de constructie op het korrelskelet wordt gedrukt) gelijk
is aan Aoy, vinden we dat

Fw,maw = wa (86)
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Zodra er een grotere horizontale kracht dan Fy, ,q, nodig is voor horizontaal even-
wicht van de constructie, treedt afschuiving op. Dat is het vierde faalmechanisme
dat in de inleiding is genoemd.

Voor de stabiliteit van een constructie is het voordelig om te streven naar een zo
groot mogelijke wrijvingscoéfficiént f,,. Er is echter een grens aan f,, waar voorbij
verhoging geen zin meer heeft. Die grens doet zich voor als de frictie tussen de
onderzijde van de constructie en de bovenste laag korrels groter is dan de frictie
tussen de bovenste korrels en die daaronder. Bij wijze van spreken zou je de on-
derzijde van de constructie vast kunnen lijmen aan de bovenste laag korrels van de
ondergrond. De maximale wrijvingskracht die in dat geval kan worden opgebracht,
wordt niet langer bepaald door het grensvlak tussen constructie en ondergrond,
maar door het grensvlak tussen de bovenste twee lagen korrels direct onder de
constructie. De interne wrijving van het korrelmateriaal onder de constructie stelt
dus een bovengrens aan de maximale horizontale schuifspanning die kan worden
gemobiliseerd. Voor dat maximum geldt een wrijvingscoéfficiént van tan ¢, waarbij
¢ de hoek van inwendige wrijving van het korrelmateriaal is. Incorporatie van deze
bovengrens in uitdrukking (8.6) voor de maximale wrijvingskracht geeft

Fumaz = N min {f,, tan ¢} (8.7)

De hoek ¢ van inwendige wrijving van de ondergrond is in de praktijk niet altijd
goed bekend. Dat heeft onder meer te maken met onzekerheden in de samenstelling
van die ondergrond. Om daaraan tegemoet te komen wordt doorgaans gewerkt
met een hoek ¢ die iets kleiner is dan ¢ (2¢/3 < § < ¢). Daarmee wordt de
maximale wrijving

Fy maz = Nmin{f,,tand} (8.8)

In bovenstaande beschouwing van de stabiliteit van een waterkerende constructie
hebben we onderscheid gemaakt tussen enerzijds evenwicht van verticale krachten
en momenten en anderzijds horizontaal evenwicht. Bij verticale krachten en mo-
menten hebben we het korrelskelet onder de constructie geschematiseerd tot een
lineair elastisch materiaal. Daarbij zijn mogelijke faalmechanismen gekoppeld aan
abrupte grenzen aan lineair elastisch gedrag, te weten het wegvallen van drukspan-
ning (kantelen) en het overschrijden van een maximaal opneembare drukspanning
(bezwijken van het korrelskelet). Met betrekking tot het horizontaal evenwicht
hebben we direct gekeken naar bezwijken (afschuiven). Eigenlijk is dat niet hele-
maal consistent. Echter, om de stabiliteit van een waterkerende constructie globaal
te verkennen, is dit een redelijke aanpak.

8.2.5 Opdrijven

Een poreuze ondergrond, zoals zand, vormt een verbinding tussen de watermassa’s
aan beide zijden van de kering. Vanwege het verval over de constructie treedt onder
de constructie een stroming op van de hoogwaterzijde naar de laagwaterzijde.
Bij een constructie met een horizontaal grondvlak neemt de waterdruk tegen dat
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Figuur 8.3: Een voorbeeld van een gesloten waterkerende constructie is een coupure: een lokale
verlaging van de kruinhoogte van een waterkering (a) die bij dreigende extreme condities kan worden

gesloten door het plaatsen van schotbalken (b). Een schets van integratie van een gesloten coupure
in een dijk is gegeven in (c).

grondvlak af in de richting van de stroming. De resultante van deze druk, de
opwaartse kracht Fypy, is te schrijven als

Fopw = / /A pdA (8.9)

waarin p de druk en A verwijst naar het grondvlak van de constructie. Als er geen
verval is over de constructie, reduceert bovenstaande uitdrukking tot de Wet van
Archimedes.

Zodra de opwaartse kracht groter wordt dan de som van alle neerwaartse belastin-
gen, inclusief het eigen gewicht, zal de constructie opdrijven. Net als bij kantelen
gaat het er bij opdrijven om dat het korrelskelet geen trekspanning kan opnemen.
Het verschil tussen beide faalmechanismen is dat kantelen kan optreden zonder
dat sprake is van opdrijven. Zodra een constructie opdrijft, is de vraag of er ge-
vaar bestaat voor kantelen overbodig. De constructie is dan immers al bezweken,
in ieder geval in functionele zin. Dat geldt ook voor afschuiven. De vraag welke
wrijvingskracht in het contactvlak tussen constructie en ondergrond kan worden
gemobiliseerd, is volstrekt zinloos als dat contactvlak er niet is.

8.2.6 Onderloopsheid

De coupure™ die in figuur 8.3 is geschetst, is een voorbeeld van een hard element
in een overigens zachte waterkerende constructie.

" Een coupure is een plaatselijke verlaging van de kruin van een waterkering, meestal om een
kruising met een weg mogelijk te maken. Bij dreigende extreme condities wordt de coupure
gesloten door het plaatsen van zogeheten schotbalken in de sleuven in beide wanden. In veel
gevallen biedt de coupure ruimte aan twee rijen schotbalken en wordt de tussenruimte gevuld
met zand of zandzakken. Vroeger werd ook mest als vulmiddel gebruikt.
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Figuur 8.4: Langsdoorsnede van de coupure
= van figuur 8.3. De rode pijl in figuur (a)
an geeft de richting van de stroming onder de
constructie door. Als het uittredende water
|~ aan laagwaterzijde sediment meevoert, kan
een zogeheten pipe ontstaan (figuur (b)).

Ah

:—/

o B
' minder dan L i vorming van

een pipe

Zo'n coupure heeft zowel een grondkerende als een waterkerende functie. Gezien
langs de kruin van de waterkering moeten de zijwanden van de coupure de grond
keren waaruit de waterkering is opgebouwd. En dwars op de kruin moet de coupure
ingeval van hoogwater aan een zijde, ook water keren. De coupure zelf, vaak
uitgevoerd als een bak met een U-vormige doorsnede (gezien langs de kruin van
de waterkering) van beton of ander steenachtig materiaal. Die bak is aan drie
zijden (langs de twee wanden en de vloer) omgeven door zand of daaraan verwant
materiaal waaruit de rest van de waterkering is opgebouwd. Vanwege het verschil
in vervormbaarheid wordt de betonnen bak een hard element in een overigens
zachte constructie genoemd.

Het zand of de grond rondom het harde element is bovendien in enige mate water-
doorlatend. Bij een verval over de waterkering doet zich daarin een stroming voor
die vlak langs het harde element sterker is dan op enige afstand daar vandaan.
Die stroming moet om het harde, ondoorlatende element heen en dat leidt tot
plaatselijke convergentie van stroomlijnen, net als bijvoorbeeld bij een vernauwing
in een gesloten leiding (zie paragraaf 3.3.3).

De stroming lans of onder de constructie door wordt kwel genoemd. Aan laagwa-
terzijde kan deze stroming langs de wanden of vloer van de constructie sediment
meevoeren waardoor naast of onder de constructie kanaaltjes ontstaan waarin de
stroming zich concentreert. Zon kanaaltje wordt een pipe genoemd. In figuur 8.4
is het ontstaan van een pipe geillustreerd. De rode pijl in figuur 8.4(a) verwijst
naar de stroming direct onder het grondvlak van de coupure. Waar de stroming
aan laagwaterzijde (rechts in de figuur) onder dat grondvlak uitkomt, kan sedi-
ment worden uitgespoeld waardoor onder het grondvlak een textitpipe gaat groeien
(figuur 8.4(b)).

Dat uitspoelen doet zich voor als de stroming sterk genoeg is. Dat hangt af
van de weerstand die de stroming ondervindt. Als de ondergrond bestaat uit
fijnkorrelig materiaal met betrekkelijk nauwe porieén, is die weerstand groter dan
bij grofkorrelig materiaal. Maar ook het verval Ah over de constructie en afstand
die de stroming vanaf de hoogwaterzijde naar de laagwaterzijde van de constructie
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moet afleggen, speelt een rol. Deze afstand wordt de kwellengte genoemd.

Zodra een pipe ontstaat, neem de kwellengte af (zie figuur 8.4) en daarmee ook
de weerstand die de stroming ondervindt. Bij gelijkblijvend verval over de con-
structie leidt die afname van de weerstand tot een toename van de stroomsnelheid,
waardoor het uitspoelen van materiaal wordt versterkt. Dit progressieve proces
kan tot falen van de constructie leiden. Het wordt piping of onderloopsheid ge-
noemd.

Of dit faalmechanisme zich voordoet, hangt af van de aandrijvende kracht van de
stroming (het verval Ah) enerzijds en de weerstand die de stroming ondervindt
(athankelijk van de kwellengte en de samenstelling van de ondergrond) anderzijds.
Dit is op te vatten als een verhouding tussen belasting en sterkte. We werken dat
nader uit.

De verhouding van het veval Ah en de kwellengte L, is een maat voor de gradiént
van de stijghoogte langs een stroomlijn en daarmee ook een maat voor de stroom-
snelheid. Analoog aan de wet van Darcy (paragraaf 3.5.1) kunnen we grosso modo

stellen dat
Ah

P Lk
waarin u de stroomsnelheid en k, is een evenredigheidsfactor die athangt van de
doorlatendheid en de porositeit van de ondergrond. Deze k, is niet hetzelfde als de
doorlatendheid k in de wet van Darcy (3.80). Die wet geeft een verband tussen de
lokale gradiént van de stijghoogte d¢/dz en het lokale specifieke debiet g, terwijl
in bovenstaande uitdrukking een soort gemiddelde gradiént wordt gebruikt om tot
een maat voor de stroomsnelheid te komen.

In het begin van de 20° eeuw hebben onder meer Bligh (1910) en Lane (1935) em-
pirisch onderzoek gedaan naar de verhouding A, /Lj waarbij nog net geen piping
optreedt. Met (8.10) kunnen we deze kritische verhouding schrijven als

Ah |Ucrit|
—_— = — 8.11
(Lk )crit kp ( )

waarin uit de stroomsnelheid is waarbij materiaal nog net niet onder de construc-
tie uit wordt gespoeld. Bij een voorgeschreven verval Ah, moet de kwellengte Ly,
zodanig worden gekozen dat

u=—k (8.10)

kp

Ly >
|ucrit‘

Ah (8.12)

om piping te voorkomen.

Zowel Bligh (1910) als Lane (1935) hebben het quotiént kj,/|ucis| langs empirische
weg onderzocht voor uiteenlopende samenstellingen van de ondergrond. In beide
onderzoeken wordt de kwelweg gemeten in de richting van het verval en langs het
contactvlak tussen constructie en ondergrond. Bij de constructie in figuur 8.5(a)
is dat de onderkant van het grondvlak van de constructie (in de figuur aangegeven
met de rode lijn) en dan is de kwellengte Ly gelijk aan L. Als de constructie deels
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Figuur 8.5: Langsdoorsnede van de coupure
= van figuur 8.3. De rode lijnen geven de kwel-
an weg volgens Bligh (1910) en Lane (1935) aan.
In figuur (a) staat de constructie op de onder-
grond en valt de kwelweg samen met de on-
| derkant van het grondvlak. Bij de constructie
L i in figuur (b) ligt de vloerplaat in de onder-
grond. Dan maken de kopse kanten van die
plaat ook deel uit van de kwelweg.

Ah

bt

(b)

in de ondergrond ligt, dragen ook de verticale raakvlakken tussen constructie en
ondergrond bij aan de kwelweg.

Een belangrijk verschil tussen onderzoeken van Bligh (1910) en Lane (1935) is
hoe de horizontale en verticale raakvlakken tussen constructie en ondergrond in
rekening worden gebracht bij de bepaling van de minimaal benodigde kwellengte
Lj. Bligh (1910) maakt daar geen onderscheid tussen en zou in het geval van
figuur 8.5(b) uitkomen op Ly = L + 2b (met b in dit voorbeeld de dikte van de
vloerplaat van de constructie). Volgens Lane (1935), daarentegen, dragen ver-
ticale raakvlakken in 3 keer zo sterke mate bij aan het voorkomen van piping
als horizontale. Voor dezelfde situatie (figuur 8.5(b)) gaat Lane (1935) uit van
Ly = L/3 4+ 2b. Beide onderzoekers komen mede daarom uit op verschillende
waarden van ky/|ucrit|. Overigens benoemen zij dat quotiént niet expliciet, maar
spreken van een evenredigheidscoéfficiént.

De bevindingen van Bligh (1910) voor een minimaal vereiste kwellengte Lj, kunnen
worden genoteerd als

Ly > Lk,hor + Lk,ver > 1, 5CgAh (813)

en die van Lane (1935) als
1
Ly > ng,hor + Lk,vcr > 1,5CLAh (814)

waarin Cp en Cf, evenredigheidscoéfficiénten zijn (afthankelijk van de samenstelling
van de ondergrond) en 1,5 is een veiligheidsfactor. Voorts is L, nor de som van de
lengtes van de horizontale delen van de kwelweg en Ly, ver die van de verticale delen.
Bij schuine raakvlakken tussen constructie en ondergrond worden hellingen tot en
met 45° bij de horizontale delen gerekend en grotere hellingen bij de verticale.
Voor enkele grondsoorten zijn de waarden van de evenredigheidscoéfficiénten Cp
en C, vermeld in tabel 8.2.

Als bij het ontwerp van een constructie blijkt dat de functioneel primair vereiste
lengte L ontoereikend is om piping (of onderloopsheid) te voorkomen, zijn diverse
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grondsoort Cg C(Cp
zeer fijn zand, silt 18 8,5
fijn zand 15 75
grof zand 12 5,0

Tabel 8.2: Waarden van de evenredigheidscoéfficiénten Cg en C, voor enkele grondsoorten.

Figuur 8.6: Langsdoorsnede van de coupure
= van figuur 8.3. De rode lijn geeft de route van
an de kwelstroom onder de constructie door. Het

onderloopsheidscherm, mits waterdicht ver-
./ bonden met het grondvlak van de constructie,
verlengt de kwelweg met twee maal de hoogte
(d) van dat scherm.

onderloopsheidscherm | d

mitigerende ingrepen mogelijk. Het verlengen van de constructie is een voor de
hand liggende, maar dat draagt niet bij aan de primaire functionele eisen en is vaak
kostbaar. Een andere mogelijkheid is om aan laagwaterzijde bodembescherming
toe te passen die uitspoeling van sediment en dus de vorming van pipes moet
voorkomen (zie paragraaf 7.5).

Een relatief goedkope en eenvoudige ingreep is het verlengen van het raakvlak tus-
sen constructie en de ondergrond door middel van een zogeheten onderloopsheids-
cherm. Dat is een ondoorlatende wand die onder het grondvlak van de constructie
in de ondergrond wordt geplaatst. Deze wand is waterdicht met het grondvlak van
de constructie verbonden maar maakt als regel geen deel uit van de fundering van
die constructie. In de waterbouwkundige praktijk gaat het veelal om een stalen
damwand.

Het principe van zo’n verlenging van de kwelweg is geschetst in figuur 8.6. On-
der de constructie in deze figuur is een damwand geplaatst met lengte d. Met
deze damwand is de kwellengte volgens Bligh gelijk aan L + 2d en volgens Lane
L/3 + 2d. De positie van de damwand maakt daarbij niet uit. In de figuur is
die in het midden van het grondvlak van de constructie getekend, maar voor het
effect op onderloopsheid maakt het volgens Bligh en Lane niet uit of die damwand
op enige afstand links of rechts van dat midden wordt gekozen. Voor de netto
opwaartse belasting op de constructie en de bijdrage daarvan aan het evenwicht
van momenten, maakt dat echter wel uit (zie paragraaf 8.4.4).

Naast onderloopsheid, wat verwijst naar een stroming onder het harde element in
een overigens zachte constructie door, is er ook achterloopsheid. Dat is in principe
hetzelfde verschijnsel maar met betrekking tot stroming langs de zijwanden van het
harde element. Door zulke stroming kan korrelmateriaal aan weerszijden van het
harde element worden uitgespoeld met als mogelijk gevolg dat het harde element
los komt van het omliggende zachte deel van de constructie. De waterkerende
functie van de constructie als geheel gaat daarbij verloren en dat betekent dat de
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| Figuur 8.7: Schematische weergave
‘ HHW“ van een onder— en achterloopsheid-
I scherm voor de coupure van figuur

\ 8.3. In de linker figuur (a) vormen

beide schermen één geheel. In de
onderste figuur (b) is dat niet zo en

in dat geval is er geen effectieve be-
quH HJ T~ lemmering van de stroming langs en
‘d onder de coupure en dus ook geen

@ o effectieve preventie van piping.

(b)

constructie faalt.

Tegen deze achtergrond geldt dat als onder het harde element een onderloops-
heidscherm moet worden toegepast om onderloopsheid te voorkomen, dit scherm
aan weerszijden van dat harde element moet worden voortgezet om ook achter-
loopsheid te voorkomen. Voor de coupure die we in deze paragraaf als voorbeeld
gebruiken, is dat weergegeven in figuur 8.7(a). Een vuistregel is dat het scherm
tot net zover naast het harde element moet reiken als eronder (zoals aangegeven
in de figuur).

Overigens is het essentieel dat de onder— en achterloopsheidschermen een doorlo-
pend geheel vormen om effectief te kunnen zijn. Als, gezien in de richting van het
verval, beide schermen ten opzichte van elkaar zijn verschoven (zoals geschetst in
figuur 8.7(b)), wordt de stroming rondom het harde element een sluiproute gebo-
den (aangegeven met de rode pijl in figuur 8.7(b)) waardoor het beoogde effect
van het scherm verloren gaat.

Daarnaast is het van belang dat de bovenkant van het achterloopsheidscherm
hoger ligt dan de ontwerpwaterstand aan hoogwaterzijde van de constructie om
de stroming langs weerszijden van het harde element zo goed mogelijk tegen te
gaan.
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t Figuur 8.8: Schematische voorstelling
van een op staal gefundeerde construc-
Fh Fy tie met belastingen Fj, en F,, een line-
—h ' !
air verlopende korrelspanning o langs het
grondvlak en wrijvingskracht F,.

al (-l

8.3 Korrelspanning onder de constructie

8.3.1 Berekening van de korrelspanning

Voor de beschrijving van evenwicht van momenten en verticale krachten van een
op staal gefundeerde constructie hebben we in paragraaf 8.2.2 een vergelijking
gemaakt met een prismatische ligger. Vanuit die vergelijking kijken we naar con-
structies met een vlak en horizontaal, rechthoekig grondvlak dat we oneindig stijf
veronderstellen. De constructie rust op een ondergrond van loskorrelig materiaal
en het korrelskelet vertoont lineair elastische gedrag.

Met deze gesimplificeerde voorstelling verloopt de korrelspanning onder de con-
structie lineair. Immers, bij een oneindig stijf grondvlak verloopt de deformatie
van het korrelskelet daaronder lineair. Bij lineair elastisch gedrag van het kor-
relskelet leidt zo’'n deformatie tot een lineair verlopende korrelspanning.

Om dat lineaire verloop van de korrelspanning te kwantificeren, zijn per definitie
twee condities nodig; in dit geval evenwicht van verticale krachten en evenwicht
van momenten. We werken dit uit aan de hand van het voorbeeld in figuur 8.8.

Dit voorbeeld betreft een blokvormige constructie waarop een resultante horizon-
tale belasting F} werkt. Deze belasting is gerelateerd aan het in stand te houden
verval over de constructie en is exclusief de wrijvingskracht F, in het contactvlak
tussen constructie en ondergrond (zie paragraaf 8.2.4). Bij horizontaal evenwicht
geldt dat

Frn+F,=0 (8.15)

(krachten worden positief gerekend als ze naar rechts of naar boven zijn gericht en
momenten linksom zijn positief).

Op de constructie werkt in dit voorbeeld ook een resultante verticale belasting
F,. Deze is inclusief het eigen gewicht van de constructie, maar exclusief de
opwaartse korrelspanning aan de onderzijde. Er is sprake van verticaal evenwicht
indien

o1+ 09
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(waarin B de breedte van de constructie is, loodrecht op het vlak van tekening in
figuur 8.8). Dit is één van de twee vergelijkingen die nodig zijn om het benodigde
verloop van de korrelspanning onder de constructie vast te stellen. De andere
vergelijking betreft evenwicht van momenten. Voor zulk evenwicht geldt dat de
som van de momenten van alle relevante krachten om elk willekeurig punt gelijk is
aan nul. Dat wil zeggen dat we kunnen volstaan met het eisen van evenwicht van
momenten om één willekeurig punt. Er zijn diverse manieren denkbaar om tot een
handige keuze van dat punt te komen. Wij kiezen voor een punt ergens langs het
grondvlak van de constructie (punt A in figuur 8.8). Dat past bij de analogie met
de ligger, waarbij het grondvlak van de constructie is vergeleken met een doorsnede
van die ligger waarvoor de spanningen moeten worden bepaald.

Evenwicht van momenten rond punt A wordt gegeven door
Mk+Mv(a)+Mh =0 (8.17)

waarin M, het moment van F,, om A. De omvang van dit moment is afhankelijk
van de horizontale positie van A, dus M, = M,(«). Voor M}, geldt dat niet. De
reden daarvoor is dat M}, staat voor het koppel dat wordt geleverd door F}, en F,
(aangenomen dat sprake is van horizontaal evenwicht). Dat koppel is onafthankelijk
van de positie van A.

Voorts is M} het moment om A ten gevolge van de korrelspanning, gegeven

door
(1 =3a)o; + (2 — 3a)os

M, = BL7/6 (8.18)
Invullen in (8.17) geeft voor het evenwicht van momenten
M, (o) + M,

(1—3&)0’14-(2—304)0’2"-(322/6}1 =0 (819)

Samen met (8.16) kunnen we hieruit de uiterste korrelspanningen o7 en oo oplos-
sen:

F, M, + M,
n (@) h

o1 = (604—4)
BL W . w=lpr (8.20)
*(276 )Fvin(Ot)#*Mh 6
72 = YBL W

waarin W is het weerstandsmoment van het grondvlak.

Als we punt A in het midden van het grondvlak van de constructie kiezen, geldt
dat o = 1/2 en reduceert (8.20) tot

Fv M1)(1/2) +Mh

g1 =

" BL W

21

_ ko M)+ M, (8.21)
92~ " BL W

Dit is overeenkomstig uitdrukking (8.4) voor de doorsnede van een ligger.
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L ; Figuur 8.9: De schets betreft een
caisson die dienst doet als volledig
gesloten waterkerende constructie.
Aan weerszijden werken hydrostati-
sche waterdrukken met resultanten
F1 en FQ.

8.4 Hydraulische belastingen

8.4.1 Inleiding

Bij een waterkerende constructie leidt het in stand te houden verval altijd tot een
horizontale belasting. Dat is echter niet de enige relevante hydraulische belas-
ting. Onder de constructie bevindt zich in het algemeen ook water en dat kan
tot een opwaartse belasting leiden. In extreme gevallen kan de constructie door
deze belasting opdrijven (zie paragraaf 8.2.5). Daarnaast gaat water in of boven
de constructie gepaard met een neerwaartse belasting. Voor een beoordeling van
de stabiliteit van een waterkerende constructie is het noodzakelijk dat al deze hy-
draulische belastingen worden geidentificeerd en gekwantificeerd. Voor horizontale
en neerwaartse belastingen maken we onderscheid tussen gesloten en doorlatende
constructies en bij opwaartse belastingen tussen constructies met en zonder een
onderloopsheidscherm (zie paragraaf 8.2.6).

8.4.2 Horizontale en neerwaartse belastingen bij een geslo-
ten constructie

Zo’n beetje het meest elementaire geval van een volledig gesloten waterkerende
constructie is een caisson. Dat is een eenvoudige, rechthoekige betonnen doos,
doorgaans gevuld met zand of steen om opdrijven te voorkomen. In de richting van
het in stand te houden verval werken aan weerszijden hydrostatische waterdrukken.
Deze situatie is geschetst in figuur 8.9. De krachten F; en Fh in deze figuur
zijn de resultanten van de hydrostatische waterdrukken tegen de zijkanten van de
constructie. Per eenheid van breedte (loodrecht op het vlak van tekening in de

figuur) geldt dat

1 1
Fy=cpght 5 Fo=—;pgh3 (8.22)

De coupure, geschetst in figuur 8.3, is in die zin een iets complexere constructie
dat er niet alleen water aan de buitenkant tegenaan staat, maar dat zich ook water
in de constructie bevindt. De reden daarvoor is dat het een U-vormige betonnen
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L ‘ Figuur 8.10: verloop van water-
drukken (en bijbehorende resultan-
ten) in de langsdoorsnede van de
coupure (figuur 8.3).

bak betreft met open einden. Daardoor kan water de constructie binnendringen
tot weerszijden van de schotbalken. De hydrostatische belasting wordt uitgeoefend
op deze balken en afgedragen op de zijwanden van de U-vormige betonnen bak en
van daar uit op de ondergrond. Daarnaast staan ook de zijwanden en vloer van
de U-vormige bak bloot aan waterdrukken.

Bij een geometrisch symmetrische constructie zoals de coupure, is ook sprake van
symmetrie met betrekking tot de waterdrukken tegen de zijwanden (drukken dwars
op de richting van het verval). Hoewel deze drukken van primair belang zijn voor
de dimensionering van wanden en vloer van de constructie, spelen ze geen rol bij
de uitwendige stabiliteit. Gezien over de gehele symmetrische constructie heffen
die elkaar immers op. Dat geldt echter niet voor de drukken die zich afspelen in
een verticaal vlak waarin ook het verval over de constructie zich manifesteert (de
langsdoorsnede). Het netto effect van deze drukken is van invloed op de stabiliteit
van de constructie.

Voor de bepaling van dit netto effect gaan we voor de langsdoorsnede na hoe de
waterdruk verloopt langs het grensvlak tussen water en constructie. In figuur 8.10
is dat verloop geschetst voor de coupure uit figuur 8.3. Aan de hoogwaterzijde
(links in figuur 8.10) vinden we horizontale waterdruk tegen de kopse kant van
de vloer (met resultante F;) en tegen de schotbalken (met resultante Fi,). Deze
beide drukken worden ook uitgeoefend op de kopse kanten van de zijwanden van
de U-vormige betonnen bak. Daarnaast is sprake van waterdruk op het deel van
de vloer van de constructie links van de schotbalken (met resultante G1). Voor
de waterdrukken aan laagwaterzijde, dus rechts van de schotbalken in figuur 8.10,
vinden we een analoog verloop.

Hoewel de hydrostatische belastingen die in figuur 8.10 zijn geschetst op het eerste
gezicht mogelijk veel ingewikkelder lijken dan die bij het caisson in figuur 8.9, is
het verschil in feite gering. Aan hoogwaterzijde kunnen we de belasting tegen de
schotbalken (met resultante Fy,) langs de bijbehorend horizontale werklijn naar
links verschuiven totdat deze past bovenop verdeelde belasting tegen de vloer van
de constructie (met resultante Fy,). We krijgen dan het driehoekig drukverloop
dat links in figuur 8.10 is geschetst en dat analoog is aan het drukverloop aan
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i L ; Figuur 8.11: overzicht van belastin-

._controle gen op een rechthoekig controle vo-
lume dat om de constructie van fi-
guur 8.10 is gedacht. G1 en G zijn
de gewichten van het water binnen
het controle volume.

de linkerzijde van het caisson in figuur 8.9. Het resultaat van de verschuiving van
drukken tegen de schotbalken is aangegeven in figuur 8.11. De verschuiving is daar
toegepast voor beide zijden van de schotbalken. Voor de resultante horizontale
belastingen geldt dat Fy = Fi, + Fip en Fyp = Fo, + Fop.

De essentie van deze operatie is dat we een (in dit geval rechthoekig) controle
volume hebben gedefinieerd waar de constructie juist in past (aangegeven in fi-
guur 8.11). Dat controle volume is vergelijkbaar met het rechthoekig caisson van
figuur 8.9. De resultante van alle horizontale belastingen op de grensvlakken van
constructie en water is identiek aan de resultante van de horizontale belastingen
op het controle volume. Bedenk dat dit onafhankelijk is van de geometrie van die
grensvlakken binnen het controle volume.

Voor de verticale belastingen volgen we een overeenkomstige aanpak. De resultante
van alle verticale belastingen op de constructie, inclusief het eigen gewicht, is gelijk
aan de resultante van alle verticale belastingen op het controle volume, inclusief
het eigen gewicht van alles wat zich binnen dat volume bevindt. In het voorbeeld
van de coupure in figuur 8.10 betreft dat de wanden, vloer en schotbalken, maar
ook het water aan weerszijden van de schotbalken. Het gewicht van het water aan
hoogwaterzijde van de schotbalken is gelijk aan G en aan laagwaterzijde van die
balken is dat Gs.

Tot slot van deze beschouwing over horizontale hydraulische belastingen op een
gesloten waterkerende constructie, een drietal opmerkingen:

e Naast hydrostatische drukken kan een waterkerende constructie ook bloot-
gesteld zijn aan golfbelasting. Met een lopende golf wordt impuls overgedra-
gen in de richting van golfvoortplanting. Als een golf invalt op een (starre)
constructie, wordt impuls overgedragen naar de constructie. De invallende
golf oefent daarmee een kracht uit op de constructie. Voor nadere uitleg
en methoden om deze belasting te kwantificeren, wordt verwezen naar de
literatuur.

e Constructies als overlaten en gemalen hebben naast een kerende ook een
doorlatende functie. Daarbij is sprake van een stroming door de constructie
ofwel door het controle volume dat we om de constructie heen denken. Met
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die stroming wordt impuls overgedragen en dat draagt bij aan het totaal aan
belastingen op de constructie. In de volgende paragraaf gaan we hier nader
op in.

o Naast de horizontale hydraulische belastingen die we hiervoor hebben beke-
ken, kan ook een opwaartse waterdruk tegen de onderzijde van het grondvlak
van de constructie optreden. Dit is bijvoorbeeld het geval bij een doorla-
tende ondergrond. Als deze opwaartse belasting groter is dan de som van
alle neerwaartse belastingen, drijft de constructie op. Dat is een van de faal-
mechanismen waar we op moeten toetsen bij controle van de stabiliteit van
de constructie. Grootte en verloop van deze opwaartse waterdruk komt aan
de orde in paragraaf 8.4.4 "Opwaartse belastingen”.

8.4.3 Horizontale belastingen bij een doorlatende construc-
tie

Bij constructie die naast een kerende ook een waterdoorlatende functie hebben,
treden behalve de hydrostatische belastingen die we in de voorgaande paragraaf
hebben gezien, ook belastingen op als gevolg van de stroming door de construc-
tie. Om hier een beeld van te krijgen, beginnen we met een betrekkelijk simpel
voorbeeld. Dat betreft een rechthoekig caisson met daarin een horizontale, pris-
matische buis. Vervolgens bouwen op dit voorbeeld voort naar meer complexe
constructies. In alle gevallen gaan we uit van stationaire stroming. Instationaire
stroming laten we buiten beschouwing.

Een langsdoorsnede van het caisson met de horizontale buis is geschetst in figuur
8.12. Aan weerszijden is het caisson onderhevig aan hydrostatische belasting die
lineair oploopt van 0 aan het wateroppervlak tot pgh aan de bodem (p is de
dichtheid van water en h de waterdiepte). Vanwege de stroming de buis in en uit,
wijkt de waterdruk rond de uiteinden van de buis enigszins af van de hydrostatische
druk. Dat heeft te maken met lokale kromming van stroomlijnen en die hangt mede
af van de vormgeving van de aansluiting van de buis op de buitenwand van het
caisson. In veel gevallen is de afwijking zo gering dat deze in eerste benadering
verwaarloosd kan worden. Wij beperken ons tot zulke gevallen en gaan ervan uit
dat de werkelijke waterdruk tegen de constructie bij goede benadering gelijk is aan
de hydrostatische.

De buis vormt een gat in de constructie en de waterdruk ter hoogte van dat gat
draagt per saldo niet bij aan de hydrostatische belasting op de constructie. Het
gaat om een netto waterdruk gelijk aan pg(hy — ha). Deze is uniform over het
oppervlak A van de dwarsdoorsnede van de buis. Geintegreerd over dat oppervlak
levert deze druk een netto kracht F, = pg(h1 — h2)A (naar rechts in figuur 8.12).
Als gevolg van de aanwezigheid van het gat in de constructie, moet deze kracht
Fp in mindering worden gebracht op de netto hydrostatische belasting die zou
optreden indien de constructie volledig gesloten zou zijn.

Daar staat tegenover dat er als gevolg van het verval over de constructie een
stroming door de buis zal optreden. Als gevolg van wrijving oefent deze stroming
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L ‘ Figuur 8.12: Langsdoorsnede van
een kerende constructie die ook wa-
ter doorlaat via een horizontale buis
(met oppervlakte A van de dwars-

Ah doorsnede). De stroomsnelheid in
de buis is u en 7 is de schuifspan-
ning die de wand ondervindt.

een schuifspanning uit op de wand van de buis (in figuur 8.12 aangegeven met 7)
en die draagt bij aan de totale belasting op de constructie.

De stroming door de buis wordt aangedreven door het verval Ah = (hy—hsg) over de
constructie. Bij een constant verval is die stroming stationair. De stroomsnelheid
u die zich daarbij in de buis instelt, is zodanig dat de bijbehorende wandwrij-
ving die de stroming ondervindt evenwicht maakt met de kracht die de stroming
aandrijft. In dit geval is de aandrijvende kracht gelijk aan F},. De wandwrijving,
geintegreerd over de buis, is dus ook gelijk aan Fj, maar tegengesteld gericht (naar
links in figuur 8.12). Bedenk dat dit de wrijvingskracht is die de stroming onder-
vindt. De wrijvingskracht die de buis ondervindt, is net zo groot maar werkt in
tegenovergestelde richting (naar rechts in figuur 8.12). Kortom, als gevolg van de
wandwrijving die optreedt bij de stroming door de buis, wordt op de constructie
een kracht Fj, uitgeoefend (naar rechts in figuur 8.12). Deze komt bovenop de
eerder bepaalde horizontale hydrostatische belasting.

De totale horizontale belasting op de constructie komt hiermee op

e de netto hydrostatische belasting die zou optreden in het geval dat de con-
structie volledig gesloten zou zijn,

e minus het gedeelte van de belasting die zich ter hoogte van het gat in de
constructie manifesteert (in dit geval gelijk aan Fy),

o plus de wrijvingskracht die de stroming op de wand van de buis uitoefent (in
dit geval gelijk aan Fp).

Het totaal is in dit specifieke voorbeeld juist gelijk aan de belasting die bij een
volledig gesloten constructie zou optreden. In het algemeen geldt dat echter niet.
Het voorbeeld is slechts bedoeld om aan te geven dat bij stroming door een con-
structie naast hydrostatische belastingen ook wandwrijving een rol van betekenis
speelt.

Bij een meer complexe constructie dan een rechthoekig caisson met daarin een
horizontale prismatische buis, is het vaak lastig en bewerkelijk om alle wrijvings-
krachten en waterdrukken volledig in kaart te brengen. Een manier om daaraan
tegemoet te komen is het definiéren van een controle volume rond de constructie
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L ; Figuur 8.13: Horizontale belastin-
colntrole gen op een controle volume dat om
volume de caisson met de buis sluit.

Fu,uit
A —~—u
h,

en voor dat volume een impulsbalans op te stellen, net zoals we dat bij gesloten
constructies hebben gedaan. De enige, maar wezenlijke uitbreiding die we daarbij
moeten plegen, is het in rekening brengen van overdracht van impuls als gevolg
van stroming het controle volume in en uit.

In figuur 8.13 is de caisson met de buis geschetst inclusief een controle volume dat
om beide elementen sluit. Voor de resultante horizontale belasting Fi..s op het
controle volume geldt

1 1
Fres = §pgh%B + Fu,in - ipgth + Fu,uit (823)

waarbij alle krachten naar rechts positief zijn gerekend en B de breedte van de
constructie is loodrecht op het vlak van tekening. De krachten F, zijn het effect
van de overdracht van impuls als gevolg van de stroming de buis in (F, ;,) en
de buis uit (Fy 4it). Bij instroming ondervindt het controle volume een kracht in
de richting van de stroming. Bij uitstroming is de richting van de bijbehorende
kracht tegengesteld aan die van de stroming. In dit voorbeeld is Fy,,in zodoende
naar rechts gericht en F, uit naar links. Beide krachten zijn gerelateerd aan de
stroomsnelheid aan de uiteinden van de buis. Die zijn in dit geval van een pris-
matische buis aan elkaar gelijk. Zodoende zijn

Fuin = pulA Fy it = —pu’A (8.24)

Als we dit invullen in (8.23) vinden we dat Fy.s = pg(h? — h3)B/2. Dat is gelijk
aan de resultante hydrostatische belasting die zou optreden als de caisson volledig
gesloten zou zijn en het is in overeenstemming met het resultaat dat we eerder
hebben gevonden na een gedetailleerde beschrijving van de stroming in de buis en
de daarmee gepaard gaande wandwrijving.

Voor de horizontale prismatische buis geldt blijkbaar dat F, ;»,+Fy wi¢ = 0. Sterker
nog, het geldt altijd bij stationaire stroming en even grote in- en uitstroomope-
ningen. Echter, als die openingen niet in elkaars verlengde liggen, hebben F, ;;,
en Fy 4+ niet dezelfde werklijn. De som van deze twee krachten is dan nog steeds
gelijk aan nul, maar er is wel een koppel dat bijdraagt aan M), (zie de paragrafen
8.3.1 "Berekening van de korrelspanning” en 8.5.1 “Controle op kantelen™).
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L Figuur 8.14: Horizontale belastin-
controle

gen op een controle volume rond
een caisson die water doorlaat via
een willekeurig gevormde gesloten
leiding.

Voor de volledigheid merken we nog op dat het water in de buis deel uitmaakt van
de massa in het controle volume en dus meetelt voor het eigen gewicht van alles
wat zich in dat volume bevindt.

De redenering die we hebben gevolgd voor een caisson die water doorlaat via een
horizontale prismatische buis, kunnen we ook toepassen op een caisson met een
willekeurig gevormde buis. Een voorbeeld daarvan is geschetst in figuur 8.14.

We gaan uit van een stationair debiet @ door de buis. De omvang van dit debiet
kunnen we bepalen aan de hand van het verval Ah over de constructie in relatie
tot de geometrie en wandruwheid van de buis (zie hoofdstuk 3.3 "Stroming in ge-
sloten leidingen™). Aan hoogwaterzijde stroomt water het controle volume binnen
met een gemiddelde snelheid /A1 en aan laagwaterzijde gaat het eruit met snel-
heid /A5. De resultante horizontale belasting Fi..s op het controle volume komt
hiermee op

2 1 Q2

Zogh’B — p=—
Pgiva PA2

1
Fres = §pgh%B + pAil - 2 (825)

Bij constructies waarin een open waterloop is opgenomen, zijn de afmetingen van
de oppervlakken waarover impuls wordt overgedragen door stroming mede afhan-
kelijk van de waterstanden aan weerszijden van de constructie. Een voorbeeld
daarvan is een overlaat die is geplaatst in een bak met een u-vormige dwars-

doorsnede. In figuur 8.15 zijn de langsdoorsnede en het bovenaanzicht van zo’n
constructie schematisch weergegeven.

Het equivalent van uitdrukking (8.25) voor de resultante horizontale belasting op
deze overlaat luidt

2 2

1
. thui w
dq Binw g P2 Bt deBinw

1
F’r‘es = §pgh%Buitw + 14 (826)

waarin Bjny en Byt achtereenvolgens de inwendige en uitwendige breedte van de
u-vormige bak zijn en d; en dy de waterdiepte aan in— en uitstroomzijde (zie figuur
8.15).
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controle Figuur 8.15: Schets van de langs-

volume doorsnede en het bovenaanzicht
van een overlaat in een u-vormige
bak. In de langsdoorsnede zijn

h, de horizontale hydraulische belas-
tingen aangegeven.

u,uit

langsdoorsnede

controle
volume

> u Binw| Buitw

bovenaanzicht

In uitdrukkingen (8.25) en (8.26) hebben we impliciet aangenomen dat de stroom-
snelheid uniform is over het oppervlak waardoor die stroming plaatsvindt. Die
aanname blijkt uit de termen met @/A in (8.25) en Q/(dB) in (8.26). Dat is niet
helemaal correct. Nabij de wanden en vloer van de constructie is de stroomsnel-
heid lager dan op enige afstand daarvandaan. In praktisch relevante situaties is de
afwijking echter gering, zodat de beide uitdrukkingen toch een goede benadering
vormen.

8.4.4 Opwaartse belastingen

Bij waterkerende constructies die zijn gefundeerd op een doorlatende ondergrond
bevindt zich onder het grondvlak water dat voor een opwaartse belasting kan zor-
gen. In veel gevallen is sprake van een stroming onder de constructie door die wordt
aangedreven door het verval over de constructie. Daarbij is de opwaartse water-
druk tegen het grondvlak niet uniform verdeeld, maar neemt af van de hoogwater-
naar de laagwaterzijde. Een analytische berekening van het stromingspatroon in
de ondergrond en de bijbehorende waterdrukken is in de praktijk vaak niet moge-
lijk. Bijvoorbeeld als zich ruimtelijke variaties voordoen in de samenstelling van
de ondergrond, kan de inzet van numerieke modellen noodzakelijk zijn om een
nauwkeurig beeld te krijgen van dat stromingspatroon.

Voor een globale beoordeling van de stabiliteit van een waterkerende constructie
gaat dat te ver. In plaats daarvan maken we gebruik van een benadering die is
gebaseerd op de overweging dat vooral de stroming op de grens tussen constructie
en ondergrond bepalend is voor de druk tegen het grondvlak. Deze grens wordt
de kwelweg genoemd. We nemen aan dat de stijghoogte langs de kwelweg, tussen
de uiteinden van het grondvlak van de constructie, lineair afneemt van de stijg-
hoogte aan hoogwaterzijde tot die aan laagwaterzijde. Hiermee ligt de opwaartse
waterdruk (pghs, met hs de stijghoogte) over het volledige grondvlak vast en kun-
nen we de bijbehorende bijdrage aan de verticale belasting en het moment op de
constructie bepalen, en dus ook de invloed van die waterdruk op de uitwendige

276



Stabiliteit van constructies met
een waterkerende functie

L , Figuur 8.16: Benadering van het
controle
volume

verloop van de opwaartse waterdruk
tegen het grondvlak van een water-
kerende constructie. De resultante
is Fop en punt A verwijst naar het
geometrisch zwaartepunt van het
grondvlak.

op

stabiliteit van de constructie.

Om gevoel te krijgen hoe we met deze benadering van het drukverloop de resultante
opwaartse kracht tegen het grondvlak van een waterkerende constructie kunnen
berekenen, sluiten we aan bij het controle volume dat we in voorgaande paragrafen
nauwsluitend om de constructie heen hebben gedacht. De onderzijde van dat
blokvormige volume valt samen met het grondvlak van de constructie. Dit controle
volume is geschetst in figuur 8.16, samen met de waterdrukken die erop werken.

Aan hoogwaterzijde neemt de waterdruk langs de verticale wand van het controle
volume toe van 0 ter hoogte van de waterspiegel tot pgh, op de bodem van de wa-
terloop. Die druk vinden we ook tegen het grondvlak van de constructie, helemaal
aan hoogwaterzijde. Omdat druk alzijdig is, ondervindt het grondvlak een druk
in opwaartse richting. Op dezelfde manier vinden we helemaal aan laagwaterzijde
van het grondvlak een druk pghs. Volgens onze aanname verloopt de druk tussen
deze beide uitersten lineair. Dat is geschetst in figuur 8.16. Als we een horizontale
coordinaat x definiéren langs het grondvlak van de constructie en met x = 0 in
het midden van dat grondvlak (punt A in figuur 8.16), dan kunnen we het verloop
van de opwaartse druk schrijven als

ho + hy

5 (8.27)

X
Pop() = pg(ha — hl)z + pg

Voor de resultante opwaartse kracht F,, en het bijbehorende moment M,, om A
vinden we achtereenvolgens

e hy —h
Fop = B/ Pop(x)da = pg%L (8.28)
_ L/2
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waarin B de breedte van het grondvlak (loodrecht op het vlak van tekening in
figuur 8.16) en
"t/ ha —h
M,, =B Zpop(x)der = pg%L2 (8.29)
- L/2

Afhankelijk van de grootte van het verhang |Ah|/L = |he — h1|/L kan de stroming
onder de constructie zo sterk zijn dat gevaar voor piping optreedt. Reductie van
het verhang is één mogelijkheid om dat gevaar te verminderen. Dat zou kunnen
door het verval over de constructie kleiner te maken, maar dat is in de praktijk
doorgaans geen optie. Een andere manier is het verlengen van de kwelweg door
de constructie te verlengen of door het plaatsen van een zogeheten onderloops-
heidscherm. Aanbrengen van bodembescherming rond de constructie is een ander
alternatief. Dat komt in paragraaf 8.2.6 aan bod.

In het navolgende gaan we in op het onderloopsheidscherm. Naast het reduce-
ren van het gevaar van piping, heeft het invloed op het verloop van de opwaartse
waterdruk tegen het grondvlak van de constructie en dus op de uitwendige stabi-
liteit daarvan. Ook zonder gevaar voor piping kan de ontwerper besluiten tot het
plaatsen van zo'n scherm, simpelweg omdat het effect op de opwaartse druk een
verbetering van de stabiliteit met zich mee kan brengen.

Een onderloopsheidscherm wordt doorgaans uitgevoerd als een damwand die onder
de constructie wordt geplaatst. Deze wand sluit waterdicht aan op het grondvlak
van de constructie. Hoewel dat niet altijd het geval hoeft te zijn, gaan wij ervan
uit dat in die aansluiting geen krachten worden overgebracht. We nemen aan dat
ter plaatse van de aansluiting het onderloopsheidscherm geen kracht uitoefent op
de constructie. Dat scherm dient slechts als verlenging van de kwelweg en heeft
dus uitsluitend invloed op het verloop van de opwaartse waterdruk.

Om een beeld te krijgen van die invloed, bouwen we voort op onze eerdere aan-
name dat de stijghoogte langs de kwelweg lineair verloopt tussen die aan beide
uiteinden van het grondvlak van de constructie. Door de aanwezigheid van een
onderloopsheidscherm is die kwelweg, gedefinieerd als de grens tussen constructie
en ondergrond, niet langer beperkt tot het grondvlak van de constructie. Ook het
grensvlak tussen onderloopsheidscherm en ondergrond maakt deel uit van de kwel-
weg omdat dit scherm waterdicht op de constructie is aangesloten. In figuur 8.17
is de kwelweg langs het grondvlak van de constructie en het onderloopsheidscherm
schematisch aangegeven.

Ten opzichte van de situatie zonder onderloopsheidscherm is de kwelweg verlengd
met twee maal de lengte van dat scherm. Beide zijden van het scherm maken
immers contact met de ondergrond. Daarmee is het verhang langs die kwelweg
gereduceerd tot |hy — hy|/(L 4 2d), waarin d de verticale afmeting van het onder-
loopsheidscherm is.

Dat de twee zijden van het onderloopsheidscherm deel uitmaken van de kwel-
weg waarlangs de stijghoogte gestaag toe- of afneemt, betekent dat er een netto
horizontale kracht op dat scherm wordt uitgeoefend. Met ons uitgangspunt dat
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L Figuur 8.17: Indicatie van de kwelweg

(de grens tussen constructie en onder-

grond) bij een constructie die is voorzien

van een onderloopsheid-scherm. Langs

h, de kwelweg treedt stroming op in de rich-
ting van de pijl.

BL -
hy
N >
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damwand ’ l d

de verbinding tussen scherm en constructie geen krachten overbrengt, moet deze
kracht volledig worden gecompenseerd door een verschil in korrelspanning aan
weerszijden van het scherm. Bovendien hebben krachten die op het scherm wor-
den uitgeoefend, geen invloed op de stabiliteit van de constructie.

Het verloop van de opwaartse druk tegen het grondvlak van de constructie is
geschetst in figuur 8.18. De druk aan hoogwaterzijde van dat grondvlak is gelijk
aan pghi. In figuur 8.18 is deze druk aangegeven als p;. Langs de kwelweg neemt
de druk af met pglha — h1|/(L + 2d) per eenheid van lengte. Deze drukgradiént
is onafhankelijk van de positie van het scherm onder de constructie. Die positie
heeft echter wel invloed op het drukverloop.

Stel dat het scherm is geplaatst op een afstand SL (met 0 < 5 < 1) vanaf het
linker uiteinde van het grondvlak van de constructie. In dat geval komt de druk
direct aan hoogwaterzijde van het onderloopsheidscherm op ps = pg(hy + SL|he —
hi|/(L+2d)). Deze druk is hoger dan die direct aan laagwaterzijde van het onder-
loopsheidscherm (p3). Het verschil is evenredig met de afname van de stijghoogte
over het deel van de kwelweg dat samenvalt met de beide zijden van het scherm.
De grootte van dit drukverschil is pg2d|he — h1|/(L + 2d). Verder naar de laagwa-
terzijde neemt de druk lineair af tot py = pghs.

De drukken p; tot en met py4 in figuur 8.18 worden gegeven door

p1 = pghi

B hy — hy
png(h1+6LL+2d>

(8.30)

hy —h
psng(h1+(6L+2d)L2+2;)

pa = pgho

Met de eerder gedefinieerde horizontale codrdinaat x langs het grondvlak (met
2 =0 in punt A in het midden van het grondvlak), kunnen we het verondersteld
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L ; Figuur 8.18: Verloop van de op-

._controle waartse druk langs het grondvlak

volume .

van de constructie als er een
onderloops-heidscherm is geplaatst
Ah (de damwand in de figuur). Het
geometrisch zwaartepunt van het
grondvlak is aangegeven met A (te-
vens oorsprong van een horizontale
codrdinaat ).

d
pL
sprong = pg Ah 2d
L+2d

lineaire verloop van de druk langs het grondvlak schrijven als

p(x) =

pg (m+ (x+30) B5lt) ¢ —fL<e<(B-)L
pg (i + (x+2d+30) Bcl) + (B-dL<a<}
Net als voor het geval zonder onderloopsheidscherm vinden we voor de resultante

opwaartse belasting F,, en het bijbehorende moment M,, om punt A (zie uitdruk-
kingen (8.28) en (8.29)) achtereenvolgens

e hi+h ha —h

F,,=B dz = pgBL [ 12 4 4(1-28)=2—1

p /_L/zp(ﬂc) T = pg ( 5 +dl ﬂ)L+2d
(8.32)

My =B [ epyde = poBr? (11 50— pya) 2

K AP 12 L+2d

In het bovenstaande hebben we uitdrukkingen afgeleid voor het verloop van de op-
waartse waterdruk tegen het grondvlak van een op staal gefundeerde waterkerende
constructie met en zonder een onderloopsheidscherm. De gevolgde redenering is
eenvoudig uit te breiden naar toepassing van meerdere onderloopsheidschermen.
Het is daarbij echter van belang om steeds kritisch te kijken naar de geldigheid
van de veronderstellingen die aan de redenering ten grondslag liggen. We hebben
onder meer aangenomen dat de stroming onder de constructie zich concentreert
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langs het grensvlak tussen constructie (inclusief onderloopsheidschermen) en on-
dergrond. Bij toepassing van twee schermen met een onderlinge horizontale af-
stand die gering is ten opzichte van hun verticale afmeting, is het maar de vraag
of die veronderstelling gehandhaafd kan worden. In zulke gevallen kan de inzet
van numerieke modellen voor grondwaterstroming tot een meer betrouwbaar beeld
leiden.

Naast de geschetste analytische methode om het verloop van de opwaartse wa-
terdruk tegen het grondvlak van een constructie te bepalen, zijn er ook grafische
methoden. In vroeger dagen, voordat computers hun intrede hadden gedaan, wa-
ren grafische methoden heel gangbaar. Dat we tegenwoordig ruimschoots kunnen
beschikken over krachtige computers, is echter geen argument om afscheid te ne-
men van die oude grafische methoden. De belangrijkste redenen daarvoor zijn
de elegantie van die methoden en, daarmee samenhangend, de inzichtelijkheid die
ze bieden. Daarom gaan we in het navolgende in op de grafische alternatieven
voor uitdrukkingen (8.31) en (8.32) voor het drukverloop onder de constructie, de
resultante opwaartse kracht en het bijbehorende moment rond A.

In figuur 8.19 is in vier stappen aangegeven hoe het drukverloop kan worden
geconstrueerd als onder de constructie een onderloopsheidscherm aanwezig is. Het
begint met het tekenen van de drukken p; en ps aan de beide uiteinden van dat
grondvlak. In figuur 8.19a is dat gedaan met twee omhoog wijzende pijlen. De
lengte van zo’n pijl is een maat voor de grootte van de druk die ermee wordt
weergegeven. Daarvoor moet een schaal worden gekozen en die moet consequent
worden gehandhaafd.

Langs het grondvlak verloopt de opwaartse druk lineair. In dit voorbeeld, met
ps < p1, neemt de druk van links naar rechts in de figuur af. Dat geven we weer
met een hellende lijn. De helling staat voor het verhang langs de kwelweg. In
termen van druk is het verhang gelijk aan |p; — pa|/(L + 2d). Hierin is |p1 — p4]
gelijk aan pgAh, met Ah het verval over de constructie. De schuine lijn vanuit
p1 in figuur 8.19b heeft een helling die hiermee overeenkomt. Deze lijn geeft het
verloop van de opwaartse druk vanaf het linker uiteinde van het grondvlak tot aan
het onderloopsheidscherm.

Vanuit het rechter uiteinde van het grondvlak kunnen we op dezelfde manier het
verloop van de opwaartse druk construeren voor het gedeelte van het grondvlak
rechts van het onderloopsheidscherm. Dat is gedaan in figuur 8.19c. Ter hoogte
van het onderloopsheidscherm ontstaat een discontinuiteit. Deze geeft het verval
weer over het deel van de kwelweg dat samenvalt met de beide verticale zijden van
het onderloopsheidscherm. Het complete drukverloop langs het grondvlak van de
constructie is getekend in figuur 8.19d en komt overeen met wat in figuur 8.18 is
geschetst.

Voor de berekening van de resultante opwaartse kracht en het bijbehorende mo-
ment om het midden van het grondvlak van de constructie, bouwen we voort op
het geconstrueerde drukverloop van figuur 8.19d en de drukken p; tot en met py
zoals berekend uit uitdrukking (8.30). Als het drukverloop nauwkeurig op schaal
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plaats van de damwand
s e e

BL (-pL
® IF";
" grondvlak
constructie
P,
(b) o . L
2N T —— e
L
helling = pgﬂ

L+2d

: Ah
helling = pg———
eing = pg L+2d

Y YYYVYYVVVY

Ah
L+2d

helling = pg

sprong = nge—gd2d

Figuur 8.19: Vier stappen in een grafische methode om het verloop van de opwaartse druk tegen het
grondvlak van de constructie te construeren, rekening houdend met het effect van een onderloops-
heidscherm (damwand met lengte d) op dat verloop.

is geconstrueerd, kunnen die drukken daar uit worden opgemeten. Het grafisch
construeren van het drukverloop is daar van oorsprong mede voor bedoeld. Dat
is echter niet meer van deze tijd. Tegenwoordig berekenen we die drukken. Het
geconstrueerde drukverloop helpt echter wel bij het bepalen van de resultante op-
waartse kracht. Het oppervlak onder dat verloop zoals geschetst in figuur 8.19d, is
gelijk aan de opwaartse kracht per eenheid van breedte van het grondvlak van de
constructie (loodrecht op het vlak van tekening). Om de grootte van dat oppervlak
te bepalen, delen we het op in makkelijk hanteerbare brokken, zoals rechthoeken
en driehoeken. Er zijn talloze manieren waarop dat kan. Daarvan zijn er in figuur
8.20 twee min of meer voor de hand liggende gegeven.

Een van deze twee manieren (figuur 8.20a) gaat uit van een scheiding van het druk-
verloop langs het grondvlak van de constructie ter plaatse van de aansluiting met
het onderloopsheidscherm. Aan beide zijden van dat scherm heeft de drukgrafiek
de vorm van een trapezium en dat is op te delen in een rechthoek en een driehoek.
Voor de grootte van de krachten F; tot en met Fj en bijbehorende armen al tot
en met a4 ten opzichte van punt A valt af te leiden dat

Fop71 :p2ﬂBL ;o a1 = (1 - B)L/Q
Fop72 = % |p1 _p2| 5BL ;o G2 = (3 - QIB)L/6 (8 33)
Fop,?) :p4(1_B)BL ;o as :BL/Q '

Fopa=31p3s—pal BBL 5 as= (48 —1)Lfs

waarin B de breedte van het grondvlak is, loodrecht op het vlak van tekening.
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De andere manier (figuur 8.20b) is iets eenvoudiger en is gebaseerd op een opdeling
van de het geconstrueerde drukverloop in drie delen. Voor de krachten bij deze
drie delen geldt dat

Fop,5 = p4BL

1
Fope = 3 (Ip1 — pa| = |p2 — p3|) BL (8.34)
F7 op = Blp2 — p3|BL

a, a; Figuur 8.20: Twee voorbeelden van
a a praktische manieren om uit het
1 4 drukverloop onder de constructie de
A= ® resultante opwaartse kracht te be-
@ /\ _ﬁ palen en het bijbehorende moment
0) om het geometrisch zwaartepunt A
van het grondvlak.
E”P1 Fop,3
NPy Ufons
® P (a)
Py
Fop,2
BL (1-B)L
L
A
A ® P,
Fop,S
N2 (b)
Py

I%Jp]
L/6

——

(1-B)L/2

De bijbehorende armen zijn aangegeven in figuur 8.20b. Bedenk hierbij dat |p; —p4|
gelijk is aan pgAh. Dat is het verval over de constructie in termen van druk. Op
dezelfde manier is |ps — p3| het verval over het onderloopsheidscherm in termen
van druk: |[ps — ps| = pg(Ah — 2dAh/(L + 2d)). Hiermee kunnen we (8.34) in
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algemene zin herschrijven als

Fops = pgmin {hy, ho} BL
1 Ah 5

Fopo = 5P 754 P (8.35)
Fop,? = ﬁng i 2d2dBL

Het voordeel van de tweede methode is dat het gevolg van verplaatsen naar links of
naar rechts van het onderloopsheidscherm direct duidelijk is. Zo’n verschuiving uit
zich in een verandering van 8. Dat heeft alleen invloed op Fy,, 7 en het bijbehorende
moment, niet op Fy,, 5 en F,, s. Bij de eerste methode veranderen alle krachten.
Ook het gevolg van het vertikaal verlengen van het onderloopsheidscherm is bij de
tweede methode snel in te zien. In dat geval neemt d toe, zodat Fi, ¢ afneemt en
Iy, 7 toe.

Beide methoden zijn overigens ook toepasbaar als meerdere onderloopsheidscher-
men onder de constructie zijn geplaatst.

8.5 Kantelen

8.5.1 Controle op kantelen

Kantelen treedt op zodra het voor evenwicht nodig is dat ergens in het grensvlak
tussen constructie en ondergrond een trekspanning moet voorkomen. Die kan
door een loskorrelig materiaal niet worden geleverd. In onze schematisatie die
altijd leidt tot een lineair verlopende korrelspanning, betekent dit dat één van
de uiterste spanningen o1 of g2 negatief wordt (bij druk in het korrelskelet is de
spanning bij het grondvlak van de constructie opwaarts en die richting hebben we
als positief gedefinicerd). De grens tussen wel of niet kantelen wordt zodoende
gekarakteriseerd door o1 = 0 of 0o = 0. Uit deze twee uitersten leiden we een
betrekkelijk eenvoudige manier af om te controleren of kantelen optreedt.

Veiligheid tegen kantelen is aan de orde zolang oy en oy groter zijn dan nul (overal
drukspanning). Marginale veiligheid treedt op zodra een van beide spanningen
gelijk is aan nul. Met (8.20) volgt voor die situatie dat

P <§Q>LZW
Y (8.36)

1 M, (o) + M
o2=0 = (3—a>L§U(;‘Uh

Bedenk hierbij dat als de constructie niet opdrijft, F,, negatief is. Combinatie van
beide condities (8.36) geeft

O e LI
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Figuur 8.21: Verplaatsing van de
belastingen Fj en F, langs de
werklijn van hun resultante R naar
het grondvlak van de constructie.

Kortom, als aan bovenstaande voorwaarde is voldaan, is er geen gevaar voor kan-
telen.

Om de charme van conditie (8.37) te doorzien, moeten we iets verder kijken dan
onze spreekwoordelijke neus lang is. Alle drie de termen in deze conditie hebben
de dimensie van lengte. Er lijkt een lengtemaat te zijn die aangeeft of ergens in
het contactvlak tussen constructie en ondergrond trekspanning nodig is om even-
wicht van verticale krachten en momenten te realiseren (evenwicht van horizontale
krachten hebben we met (8.15) op voorhand aangenomen).

Die lengtemaat houdt verband met het totaal aan uitwendige belastingen, exclusief
de normaal- en schuifspanningen vanuit het korrelskelet onder de constructie. Dat
totaal is de combinatie van F}, en F,. De resultante R van deze twee krachten
kunnen we grafisch construeren door beide langs hun werklijn te verplaatsen naar
het snijpunt van de werklijnen (zie figuur 8.21). Zo’n verplaatsing heeft geen
invloed op de som van alle krachten en ook niet op het netto moment rond punt
A of enig ander willekeurig punt.

Vervolgens verplaatsen we de resultante (figuur 8.21b) langs de bijbehorende werk-
lijn naar het snijpunt van die werklijn met het contactvlak van constructie en on-
dergrond (figuur 8.21¢). En daar ontbinden we die resultante in de oorspronkelijke
samenstellende delen F}, en F, (figuur 8.21d).

Het snijpunt van de werklijn van R en het grondvlak van de constructie ligt op
een afstand SL van de linkerzijde van dat grondvlak. De grootte van 8 hangt af
van de groottes en liggingen van Fj, en F,.

Met deze verplaatsing van krachten langs de werklijn van hun vectoriéle som, valt
de werklijn van F} samen met die van de wrijving langs het grondvlak. In geval van
horizontaal evenwicht, zijn beide krachten even groot. Na de verplaatsing heffen
ze elkaar zodoende op en dragen ze niet langer bij aan het moment om A, ook als
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A ergens anders dan in het grondvlak van de constructie is gekozen. Daar staat
tegenover dat het moment van de verplaatste F, is gewijzigd van M, («) (voor de
verplaatsing) in (8—a)LF, (na de verplaatsing). De som van de momenten om A is
door verschuiving van krachten langs hun werklijnen niet veranderd, zodat

Myfo) + 0y = (B-)nF, o EM g oy (s

Combinatie van (8.37) en (8.38) leidt tot

L<BL<ZL (8.39)

Wl =
[SUR )

Deze uitdrukking laat zich makkelijker interpreteren dan (8.37). In bovenstaande
uitdrukking staat feitelijk dat indien het snijpunt van de werklijn van de resultante
van de uitwendige belastingen (exclusief de normaal- en schuifspanningen vanuit
het korrelskelet onder de constructie) en het grondvlak van de constructie binnen
het middelste 1/3 deel van dat grondvlak valt, er geen gevaar is voor kantelen. Met
andere woorden: als dit snijpunt minder dan L/6 verwijderd is van het midden
van het grondvlak van de constructie, is kantelen niet aan de orde (althans bij
een rechthoekig grondvlak). Dat middelste 1/3 deel van het grondvlak van de
constructie noemen we de kern van het grondvlak.

Die kern strekt zich uit van L/6 links van het midden van het grondvlak tot L/6
rechts daarvan. Het is gebruikelijk om voorwaarde (8.37) uit te drukken in deze
twee grenzen. Dat geeft

Mv(a) + My, 1 1
el L<-L 4
7 <2 a) <3 (8.40)

De term in het midden van deze uitdrukking is de zogeheten excentriciteit, aan-
gegeven met het symbool e:

A (LY

~lpe<
6= =

De excentriciteit geeft aan hoe ver links of rechts van het midden van het grondvlak
van de constructie, de werklijn van de resultante van de belastingen (exclusief
korrelspanning) dat grondvlak snijdt5°.

80Het spreekt voor zich dat de grootte van de excentriciteit e onafhankelijk is van het arbitrair
gekozen punt ten opzicht waarvan momenten van belastingen zijn bepaald. De factor a in
de uitdrukking voor e verwijst naar dat punt. Het maakt voor e dus niet uit of de momenten
worden bepaald met a = a1 of met & = ap (met a1 # a2). Kortom, (My (1) +Mp)/Fy —(1/2—
a1)FyL = (My(a2)+Myp)/Fy—(1/2—a2) Fy L, waaruit valt af te leiden dat M, (a2) = My (1) —
(a2 — a1)Fy L. Deze relatie kan onder meer worden gebruikt om in (ontwerp-)berekeningen
momenten die bepaald zijn ten opzichte van verschillende punten, onderling vergelijkbaar te
maken.

286



Stabiliteit van constructies met
een waterkerende functie

Zolang |e] < L/6 is (net) geen sprake van kantelen en in dat geval geldt voor de
extreme korrelspanningen dat o1, 02 > 0. Dit suggereert een direct verband tussen
die extreme korrelspanningen en de excentriciteit mits kantelen niet aan de orde
is. En dat verband is er ook (zie appendix D).

Eerder in dit hoofdstuk hebben we kantelen, ofwel de noodzaak dat voor evenwicht
van momenten en verticale krachten ergens in het grensvlak tussen constructie
en ondergrond trek optreedt, aangemerkt als een faalmechanisme. De gedachte
daarachter is dat trek niet kan worden geleverd door het korrelskelet onder de
constructie. Hoewel dat inderdaad juist is, leidt die noodzaak dat trek optreedt
in het grensvlak terwijl die niet kan worden geleverd, er niet direct toe dat de
constructie daadwerkelijk omvalt, zoals de term ’kantelen’ suggereert. Ook bij
kantelen in de zin dat niet voldaan is aan conditie (8.40) is evenwicht mogelijk. In
de paragraaf 8.5.2 "Kantelen en bezwijken bij een op staal gefundeerde constructie”
gaan we daar nader op in.

8.5.2 Kantelen en bezwijken bij een op staal gefundeerde
constructie

Als het voor evenwicht van momenten en/of verticale krachten nodig is dat het
korrelskelet ergens langs het grondvlak tussen constructie en ondergrond trek moet
leveren, is sprake van kantelen. Zo hebben we dat gedefinieerd en we hebben het
een faalmechanisme genoemd omdat niet-cohesief korrelmateriaal evident geen trek
kan opnemen. De trekspanning die kan worden opgenomen als de ondergrond
bestaat uit cohesief materiaal is voor het soort waterbouwkundige toepassingen
waar wij naar kijken doorgaans verwaarloosbaar.

De benaming ’kantelen’ suggereert dat de constructie dreigt om te vallen zodra
dit faalmechanisme zich manifesteert. Dat is echter onjuist. Bij de controle op
kantelen veronderstellen we impliciet dat het volledige grondvlak van de construc-
tie contact heeft met het korrelskelet. Controle op kantelen moet uitwijzen of die
veronderstelling consistent is met evenwicht van verticale krachten en momenten.
Dat is niet het geval zodra ergens langs het grondvlak trek nodig is voor even-
wicht. Daarmee is niet gezegd dat de constructie omvalt. Ook als slechts over een
beperkt deel van dat grensvlak een drukspanning optreedt, is evenwicht in begin-
sel mogelijk. We gaan dit na aan de hand van een gedachte-experiment waarbij
we wederom veronderstellen dat de constructie een oneindig stijf grondvlak heeft
en dat het korrelskelet eronder lineair elastisch gedrag vertoont. Voorts beperken
we ons tot een situatie waarbij het voor evenwicht van momenten nodig is dat de
korrelspanning een positief (linksom) moment genereert.

Op voorhand veronderstellen we dat op het grensvlak van constructie en onder-
grond voldoende wrijving kan worden gemobiliseerd om horizontaal evenwicht te
garanderen. Afschuiven is dus niet aan de orde.

In ons gedachte—experiment gaan we uit van de situatie die is geschetst in figuur
8.21d. Alle belastingen op de constructie, inclusief het eigen gewicht maar exclusief
de korrelspanning, zijn herleid tot een resultante horizontale en een resultante
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Figuur 8.22: Verloop van de korrelspanning o onder de constructie als geen sprake is van kantelen
(a), op de grens van kantelen (b) en als kantelen optreedt (c). In de drie bovenste schetsen zijn
translatie en rotatie van de constructie (overdreven) aangeven, aangenomen dat het korrelskelet
onder de constructie lineair elastisch gedrag vertoont.

verticale kracht. Die twee krachten zijn langs hun gezamenlijke werklijn verplaatst
naar het snijpunt van die werklijn en het grondvlak van de constructie. Er is geen
sprake van kantelen als dit snijpunt binnen de kern van het grondvlak ligt. Bij
een rechthoekig grondvlak is die kern het middelste 1/3 deel daarvan. In het
korrelskelet direct onder de constructie treedt overal druk op. Dit is geschetst in
figuur 8.22a.

Bij een oneindig stijf grondvlak van de constructie en lineair elastisch gedrag van
het korrelskelet verloopt deze druk lineair. De bijbehorende vervorming van het
korrelskelet verloopt in dat geval ook lineair. De constructie volgt deze deformatie
en laat een neerwaartse translatie zien en een rotatie. In figuur 8.22 is dat geschetst
en zijn de verticale verplaatsingen voor de duidelijkheid overdreven weergegeven.
Daardoor lijkt het alsof de constructie in z’'n geheel vervormt, maar dat is in
werkelijkheid niet het geval.

Vervolgens wijzigen we de belasting op de constructie zodanig dat de resultante
verticale kracht F, naar rechts (in de figuur) verplaatst tot aan de rand van de
kern van het grondvlak. De grootte van F, houden we gelijk. Als gevolg van
de verplaatsing neemt de korrelspanning o2 toe en o7 neemt af tot nul (figuur
8.22b). Dit komt overeen met de grens van kantelen. De rotatie van de construc-
tie neemt hierbij toe, maar de translatie niet (omdat F, even groot blijft). De
hoek van de constructie linksonder heeft in deze situatie nog net contact met het
korrelskelet.

Verdere verplaatsing van F; naar rechts leidt tot een nog grotere rotatie van de
constructie (figuur 8.22c). Ten opzichte van de grens van kantelen (figuur 8.22b)
neemt de translatie ook toe. Het netto effect is dat het grondvlak over een lengte
L los komt van de ondergrond. De grootte van u leiden we af uit evenwicht van
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verticale krachten en bijbehorende momenten:

%(1 —w)LBoy + F, =0
. 0 (8.42)
5(1 — n)LBoy (3(1 — )+ p— a) L+F,(8—a)L=0

waarin momenten zijn bepaald ten opzichte van punt A (zie figuur 8.22). Hieruit
volgt dat
w=30—-2 (8.43)

Op de grens van kantelen ligt F;, aan de rand van de kern van het grondvlak van
de constructie. Daar is § = 2/3 en daarbij past u = 0. Bij toenemende § neemt
ook p toe. Voor 8 < 2/3 is geen sprake van kantelen en is er geen traject langs
het grondvlak van de constructie waar de korrelspanning gelijk is aan nul. In dat
geval gaat (8.42) niet op en heeft (8.43) geen betekenis.

De bijbehorende maximale korrelspanning oo wordt gegeven door

F, 2 F, 2
2= BL(0-u) BL31-p) (8.44)

In deze afleiding van p en o hebben we geen rekening gehouden met een veran-
dering in de opwaartse waterdruk. Deze wordt veroorzaakt door het verlies aan
contact tussen het grondvlak van de constructie en de ondergrond. Langs het
losgekomen deel is de waterdruk overal gelijk aan die bij het linker uiteinde (al-
thans in het geval van figuur 8.22). De kwelweg is gereduceerd tot het deel van
het grondvlak dat nog wel contact heeft met de ondergrond. De lengte daarvan is
(1 — ) L. De totale opwaartse kracht neemt hierdoor toe.

In figuur 8.23 is dit effect op de opwaartse waterdruk geschetst voor een construc-
tie zonder een onderloopsheidscherm. Bij volledig contact tussen grondvlak en
ondergrond verloopt de waterdruk onder de constructie lineair. Als sprake is van
kantelen is de waterdruk constant langs dat deel van het grondvlak waar geen
contact is met de ondergrond. In het andere deel van het grondvlak verloopt de
waterdruk lineair in overeenstemming met de waterstanden aan weerszijden van
de constructie. Het verschil in waterdruk bij wel of niet kantelen is in de figuur
aangegeven met het grijze vlak in het spanningsdiagram.

Dit verschil heeft een driehoekig verloop. Het is nul aan de uiteinden van de
constructie en maximaal op de plaats waar het grondvlak net spanningsvrij contact
heeft met de ondergrond (op een afstand pL vanaf de linkerzijde in figuur 8.23).
Dit maximum heeft een grootte ppgAh. De grootte van de resultante van deze
toename van de opwaartse waterdruk is upgAhBL/2.

In de situatie die in figuur 8.23 is geschetst, is de korrelspanning nul langs een deel
van het grondvlak van de constructie aan de kant waar de waterstand het hoogst
is. Daarom is de opwaartse waterdruk groter dan wat die zou zijn als langs het
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PR Figuur 8.23: Verloop van de opwaartse
L3, L3, L3 waterdruk langs het grondvlak van een
B— constructie als sprake is van kantelen.

Het verschil met de druk die wordt ge-
vonden als kantelen niet optreedt, is met
het grijze vlak in het spanningsdiagram
aangegeven.

gehele grondvlak een drukspanning aanwezig zou zijn. Echter, als dat deel van het
grondvlak van de constructie waar de korrelspanning nul is zich aan laagwaterzijde
zou bevinden, zou de opwaartse druk juist afnemen en is de resultante van de
verandering van de opwaartse waterdruk gelijk aan —upgAh.

Het effect van de verandering van de opwaartse waterdruk kunnen we in reke-
ning brengen met een correctie op uitdrukkingen (8.42) voor het evenwicht van
verticale krachten en momenten. Met inbegrip van die correctie volgt voor deze
evenwichtsrelaties

1 1
5(1 —p)LBoy + F, + iupgAhBL =0 (8.45)

en

1 2
sA—p)LBoy | z(1—p)+p—oa)L
st (o) o

+F,(8—a)L+ %,upgAhBL <’“L§1 - a) L=0

Bedenk dat F), hierin de resultante is van alle verticale belasting, exclusief de kor-
relspanning, maar inclusief het eigen gewicht en de opwaartse waterdruk zoals die
zich zou voordoen als er langs het volledige grondvlak van de constructie contact
met de ondergrond zou zijn. F), is dus niet anders dan in (8.42).

Uit de evenwichtsrelaties (8.45) en (8.46) volgt dat

F,

— (362
n= B8 g ARBL)2

(8.47)

Het effect van de veranderde opwaartse waterdruk wordt verbeeld door het quo-
tiént in het rechter lid van bovenstaande uitdrukking. Als er geen verval over
de constructie is, heeft het loskomen van het grondvlak van de ondergrond geen
invloed op de opwaartse waterdruk. Deze is immers overal gelijk. In dat geval is
Ah = 0 en reduceert (8.47) tot (8.43).
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Voor de volledigheid merken we op dat uit (8.45) en (8.46) tevens volgt dat

1 F,

Uit bovenstaande redenering kunnen we concluderen dat als sprake is van kantelen
en langs het grondvlak van de constructie aan hoogwaterzijde de korrelspanning
wegvalt, de stabiliteit van die constructie afneemt. In dat geval neemt de resultante
van de opwaartse waterdruk immers toe. Daardoor neemt de veiligheid tegen
afschuiven af. Dat geldt ook voor de veiligheid tegen opdrijven. Anderzijds, als
de korrelspanning aan laagwaterzijde wegvalt, neemt de stabiliteit juist toe omdat
de resultante van de opwaartse waterdruk in dat geval afneemt. In beide situaties
neemt de korrelspanning toe en dat kan destabiliserend werken.

Daarnaast hebben we gevonden dat bij toenemende omvang van de excentriciteit,
de maximale korrelspanning langs het grondvlak van de constructie ook toeneemt
en zodra sprake is van kantelen, de oplegreactie vanuit de ondergrond zich op een
steeds kleiner deel van dat grondvlak concentreert. Dat gaat gepaard met een
toenemend gevaar voor afschuiven in de ondergrond. In deze paragraaf hebben
we daar niet naar gekeken. In de praktijk moet daar echter altijd op worden
gecontroleerd.

8.6 Bijzondere omstandigheden

8.6.1 Gelaagde ondergrond

De samenstelling van de ondergrond speelt onder meer een belangrijke rol bij het
ontwerp van de fundering van de waterkerende constructie en van maatregelen om
onderloopsheid binnen acceptabele grenzen te houden, bijvoorbeeld om piping te
voorkomen. Met betrekking tot preventie van onderloopsheid kan de aanwezigheid
van een horizontaal uitgestrekte ondoorlatende laag voordelig zijn. Afhankelijk van
de diepte onder de constructie waarop zo’'n laag wordt aangetroffen, kan worden
overwogen om het onderloopsheidscherm daarop aan te sluiten. Een waterdichte
aansluiting leidt tot een vergaande belemmering van de stroming onder de con-
structie door.

Helemaal vanzelfsprekend is die belemmering echter niet. Zonder volledigheid te
pretenderen, plaatsen we enkele kanttekeningen. Bij een kleilaag van voldoende
dikte kan het scherm zo diep in die laag worden doorgezet dat een bijkans wa-
terdichte aansluiting ontstaat. Dat lukt echter niet als de ondoorlatende laag uit
rots bestaat. Injecteren met bijvoorbeeld grout kan in zo’n geval een oplossing
zijn. Overigens is de waterdichtheid van de aansluiting op een ondoorlatende laag
altijd betrekkelijk omdat het onderloopsheidscherm in horizontale richting eindig
is. Achterloopsheid wordt met zo’n aansluiting niet voorkomen.

Een ander punt van aandacht is mogelijke perforatie van de ondoorlatende laag.
Dat kan voorkomen bij onzorgvuldig aanbrengen van het onderloopsheidscherm,
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al of niet in combinatie met horizontale variaties in de dikte van de ondoorlatende
laag. Indien die laag een dieper gelegen watervoerend pakket afsluit waarin de
stijghoogte groter is dan die boven de ondoorlatende laag (men spreekt dan van
overspannen water), kan perforatie leiden tot ongewenste grondwaterstromen en
ertoe leiden dat de beoogde waterdichte aansluiting niet wordt gerealiseerd.

8.6.2 Constructies deels in de grond

Tot zover hebben we in dit hoofdstuk steeds gekeken naar een constructie die
op de ondergrond is geplaatst. Doorgaans bevindt een deel van de constructie
zich echter in de grond. Dat heeft invloed op de hydraulische belasting op de
constructie en op de interactie met de ondergrond. De principes met betrekking
tot evenwicht en faalmechanismen zoals we die hebben besproken, blijven echter
onverkort geldig.

Ten opzichte van een op de grond geplaatste constructie zijn er twee belangrijke
verschillen. Eén daarvan betreft het verloop van de uitwendige hydraulische be-
lasting en de andere is dat bij een deels in de grond geplaatste constructie ook
horizontale gronddrukken een rol spelen. Op deze twee verschillen gaan we in
deze paragraaf globaal in. Omdat de essentie van de verschillen niet afhangt van
de vraag of de constructie op staal of op palen is gefundeerd en ook niet van de
aanwezigheid van een onderloopsheidscherm, volstaan we met een beschrijving van
deze verschillen voor een betrekkelijk eenvoudige, op staal gefundeerde constructie
zonder onderloopsheidscherm.

Waterdruk

Voor een schatting van het verloop van de waterdruk rond een deels in de grond
geplaatste constructie hanteren we dezelfde principes als bij een constructie op
de grond. Daarvoor hebben we in paragraaf 8.4.4 over "Opwaartse belasting-
aangenomen dat de stijghoogte lineair varieert langs de kwelweg. Voor een con-
structie op de grond, waarbij de kwelweg volledig horizontaal is, komt dit neer
op een constante drukgradiént langs de kwelweg. Bij een deels in de grond ge-
plaatste constructie kent de kwelweg echter ook verticale of hellende delen. Langs
die delen hebben we niet alleen te maken met de drukgradiént die wordt bepaald
door het verval over de constructie, maar ook met drukvariaties als gevolg van
veranderingen in plaatshoogte.

Een schematische weergave van een deels in de grond geplaatste constructie is
te vinden in figuur 8.24. Bij deze constructie bestaat de kwelweg uit drie delen.
Gezien vanaf de hoogwaterzijde naar de laagwaterzijde is er eerst een verticaal deel
(BC in figuur 8.24), vervolgens een horizontaal deel (CD) en dan weer een verticaal
deel (DE). De totale lengte van deze kwelweg bedraagt L 4 2b. Bij de beschrijving
van het drukverloop langs de kwelweg maken we gebruik van een £n-assenstelsel
met de oorsprong in punt B. De positieve £-as is in figuur 8.24 naar rechts gericht
en de positieve n-as naar boven.

In punt B is de druk gelijk aan pgh; en in de richting van punt C neemt die druk
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Figuur 8.24: Constructie van het verloop van de waterdruk langs de kwelweg BCDE van een deels in
de grond geplaatste, op staal gefundeerde waterkerende constructie.

Ah
pg(ho+b-r75pb)

toe vanwege de groter wordende afstand tot de waterspiegel. Als we alleen hiernaar
kijken, verloopt de druk van B naar C volgens

peo.y = pg(hy —1n) (8.49)

Tegelijkertijd maakt het ondergrondse deel van de linker zijwand, BC, deel uit van

de kwelweg. Daarlangs heeft het verval over de constructie invloed op het druk-

verloop. Het aandeel hiervan in het totale drukverloop wordt gegeven door
Ah

L+2b"

(bedenk dat het teken van het verval Ah = he — h; laat zien of hy < hg of

omgekeerd en dat 7 langs BC negatief is).

PBc,An = —pPg (8-50)

Het totale drukverloop langs BC is de som van deze twee bijdragen:

Ah
=h — (1 8.51
pmctn =m - (14 755 ) 1 (8:51)
Langs de onderkant van de constructie (van C naar D) is n = —b en neemt ¢ toe
van nul naar L. Het verloop van de druk langs dit deel wordt gegeven door
&=n +b+ﬂ(b+§) (8.52)
pepis) =1 L+2b '

Het drukverloop langs het ondergrondse deel van de rechter zijwand, DE, bestaat
ook uit twee bijdragen, net als bij de linker zijwand. De som van deze twee is

poe(n) = ha — (1 - Lih%) n (8.53)
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Net als bij een constructie met een onderloopsheidscherm (zie paragraaf 8.4.4) is
ook voor een constructie die zich deels in de grond bevindt, het drukverloop langs
de kwelweg grafisch te construeren. In figuur 8.24 is het drukverloop langs de
kwelweg BCDE naar beneden uitgezet langs de lijn B’C’D’E’ (waarbij B’ verwijst
naar punt B, et cetera). Het getekende drukverloop langs C’D’ wordt gegeven
door (8.52). Als we dat extrapoleren naar B’ (waar £ = —b)en E’ (waar £ = L+0),
dan vinden we achtereenvolgens dat

pep(=b) = hy +b

8.54
pCD(L+b):h2+b ( )

en dat zijn precies de aandelen in de drukken in B en E die worden bepaald door
de verticale afstand tot de waterspiegel. De rode streeplijn in het drukverloop in
figuur 8.24 verbindt deze twee aandelen. Langs het traject B’C’ (en dus ook langs
BC) wijkt het werkelijke drukverloop van de rode streeplijn af. Bij B’ is de druk
gelijk aan pghy en tussen B’ en C’ verloopt de druk lineair. Op dezelfde manier
verloopt de druk langs D’E’ (of DE) van wat die volgens de rode streeplijn bij D’
is tot pghs bij E’

Gronddruk

Anders dan bij een constructie op de ondergrond, spelen bij een deels in de grond
geplaatste constructie ook horizontale gronddrukken een rol bij de boordeling op
uitwendige stabiliteit. Dit is het tweede verschil tussen op of deels in de grond
geplaatste constructies waar we in deze paragraaf naar kijken. Om te controle-
ren of sprake is van horizontaal evenwicht, onderzoeken we bij een op de grond
geplaatste, op staal gefundeerde constructie of langs het grensvlak van construc-
tie en ondergrond voldoende wrijving kan worden gemobiliseerd om afschuiven te
voorkomen. Dat is het geval indien de resultante horizontale belasting niet groter
is dan de maximaal mogelijke wrijvingskracht. Bij een deels in de grond geplaatste
constructie moeten ook actieve en passieve horizontale gronddrukken in het on-
derzoek naar evenwicht worden betrokken. Om het principe daarvan aan te geven,
kijken we naar een eenvoudige, op staal gefundeerde constructie.

De resultante horizontale belasting op deze constructie is in figuur 8.25 aangegeven
met Fj. Hierin zijn horizontale gronddrukken en wrijving langs het grondvlak van
de constructie niet begrepen. Als gevolg van F}, heeft de constructie de neiging om
in de richting van die kracht te verplaatsen. Aan de linkerzijde van de constructie in
figuur 8.25 wordt daardoor actieve gronddruk gemobiliseerd en passieve gronddruk
aan de rechterzijde. De richting van het netto effect van deze gronddrukken is
tegengesteld aan die van Fj, en draagt dus bij aan de veiligheid tegen afschuiven,
net als de wrijving langs het grondvlak.

Als de actieve en passieve gronddrukken maximaal tot ontwikkeling komen, is hun
netto effect F'g, max gelijk aan

1
Fymax = (Ko — Kp)(7s — %})51)213 (8.55)
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Figuur 8.25: Verloop van actieve
(links) en passieve (rechts) grond-
. drukken bij een deels in de grond
h R

v geplaatste, op staal gefundeerde
b
Fw,max

waterkerende constructie.
Ka(ys-vw)b \Kp (rs-1w)b

waarin K, en K, de coéfficiénten voor achtereenvolgens actieve en passieve grond-
druk zijn, s en 7, staan voor het volumiek gewicht van verzadigde grond en water,
en B is de breedte van de constructie loodrecht op het vlak van tekening.

Voor de wrijving Fy, max die maximaal gemobiliseerd kan worden langs het grond-
vlak geldt
Eu,max = min {fa tan ¢} Fv (856)

waarin F, de resultante neerwaartse belasting op de constructie is, exclusief de
resultante korrelspanning langs het grondvlak, f is de wrijvingscoéfficiént voor
het grensvlak tussen grondvlak en ondergrond (doorgaans beton en zand) en ¢
is de hoek van inwendige wrijving van het korrelmateriaal in de ondergrond (zie
uitdrukking (8.7)).

Merk op dat de tekens van Fy mayx in (8.55) en Fyy, max in (8.56) in overeenstemming
zijn met de conventie om 'naar rechts’ en 'naar boven’ positief te rekenen. Bij een
positieve Fj, zijn zowel Fj max als Fy max negatief. Immers, K, — K, < 0 en als
de constructie niet opdrijft, is ook F, < 0.

Met bovenstaande uitdrukkingen voor Fj, Fg max €n Fy max zijn alle horizontale
belastingen op de constructie in kaart gebracht. Er is geen gevaar voor afschuiven
indien

|Fh| < IFw,max + F, 7ma»x| (8'57)

De bijbehorende veiligheid ~ tegen afschuiven (niet te verwarren met de s en
~Yw voor de volumieke gewichten van achtereenvolgens sediment en water) wordt
gegeven door

| Puomax + Fymax| _ [min {f, tan ¢} F, + (Ka — Kp)(vs — 7u) 56° B] (
[Pl | Pl

v 8.58)

Als v > 1 is er geen gevaar voor afschuiven. In de praktijk wordt 7 normaal
gesproken getoetst aan een waarde groter dan 1, bijvoorbeeld 1,5. Daarmee wordt
een veiligheidsfactor in rekening gebracht.

Of de maximaal mogelijke wrijving langs het grondvlak van de constructie en ac-
tieve en passieve gronddrukken daadwerkelijk optreden, hangt af van de resultante
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horizontale belasting F},. Zolang de constructie geen horizontale verplaatsing on-
dergaat, zijn de horizontale gronddrukken neutraal. Het bijbehorende netto effect
is gelijk aan nul. Dat doet zich voor als de grootte van F} kleiner is dan die
van de maximaal mogelijke wrijving Fy, max. De werkelijke wrijving F,, langs het
grondvlak is in dat geval even groot als, maar tegengesteld aan Fj,:

‘Fh| < |Fw,max| — Fw = *Fh (859)

Zodra de resultante horizontale belasting Fj de maximaal mogelijke wrijvings-
kracht Fy max overschrijdt, dus als |Fp| > |Fy max|, kunnen door horizontale ver-
plaatsing van de constructie actieve en passieve gronddrukken tot ontwikkeling
komen. Voor een constructie die volgens (8.58) veilig is tegen afschuiven, dus
v > 1, geldt voor het netto effect Fy; van de werkelijk optredende gronddrukken
dat

Fy+ Fymax = —Fh (8.60)

Zodra deze Fy; > Fy max, is volgens (8.58) v < 1 en schuift de constructie af.

Inzicht in de mate waarin de wrijving langs het grondvlak van de constructie en de
actieve en passieve gronddrukken tot ontwikkeling komen, is van belang voor de
beoordeling van de uitwendige stabiliteit van de constructie. Daarbij gaat het niet
alleen om de vraag of horizontaal evenwicht bereikt kan worden. De combinatie
van de resultante horizontale belasting Fj,, de werkelijk optredende wrijvingskracht
F,, en de resultante I, van de werkelijk optredende gronddrukken draagt met een
koppel

2 1

— (a + b> Fy — =bF, (8.61)

3 3
bij aan het totale moment op de constructie en is daarmee van invloed op de korrel-
spanning langs het grondvlak. Dat laatste volgt uit evenwicht van momenten (zie
paragraaf 8.3.1 "Berekening van de korrelspanning"). In bovenstaande uitdruk-
king is a de afstand tussen de werklijn van F}, en de bodem van de waterloop (zie
figuur 8.25) en het koppel is negatief omdat een positieve F}, een koppel rechtsom
oplevert.

In veel praktisch relevante situaties is het niet wenselijk dat de volledige con-
structie een zodanige horizontale verplaatsing ondergaat dat actieve en passieve
gronddrukken tot ontwikkeling kunnen komen. In zulke gevallen wordt de veilig-
heid tegen afschuiven gebaseerd op uitsluitend de maximale wrijving die langs het
grondvlak van de constructie kan worden gemobiliseerd. De mate van veiligheid
wordt daarbij uitgedrukt met

|Fw,max‘ _ min{f7 tan (rb} |FU|
| | Enl

v = (8.62)
in plaats van (8.58). Ook de op deze manier bepaalde veiligheid v wordt getoetst
aan een waarde ten minste gelijk aan 1. Als v > 1 verplaatst de constructie niet
horizontaal en treden aan weerszijden van de constructie neutrale in plaats van
actieve of passieve gronddrukken op.
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8.6.3 Oever- en bodembescherming rond de constructie

Om onderloopsheid tegen te gaan, wordt doorgaans een onderloopsheidscherm
onder de constructie geplaatst. Hiermee wordt piping (zie paragraaf 8.2.6) voor-
komen. Dat is het verschijnsel waarbij als gevolg van het verval over de construc-
tie een zodanig intensieve stroming onderlangs het grensvlak optreedt dat het
water dat aan laagwaterzijde uittreedt en daarbij korrelmateriaal uit de onder-
grond wordt uitspoelt. Hierdoor ontstaat onder de constructie een zogeheten pipe
(stroombuis) waardoor de kwelweg verkort. Dat leidt tot toename van het verhang
langs de kwelweg en dus tot een nog intensievere stroming. Dit is een progressief
proces. Zodra het uitspoelen van korrelmateriaal is ingezet, wordt het alleen maar
erger. Het leidt uiteindelijk tot ondermijning van de constructie.

Het plaatsen van een onderloopsheidscherm heeft tot doel de kwelweg te verlengen.
Het verhang langs de kwelweg neemt daardoor af. Het verval over de constructie
blijft immers gelijk. Op die manier kan de stroming onder de constructie door
zodanig worden beperkt dat piping wordt voorkomen.

Nauw verwant aan onderloopsheid is achterloopsheid. Daarbij gaat het om stro-
ming die zich aan weerszijden langs de constructie voordoet en die net zo goed als
onderloopsheid kan leiden tot uitspoeling van korrelmateriaal. Om dat tegen te
gaan, kan een achterloopsheidscherm worden geplaatst (zie paragraaf 8.2.6). In
het algemeen geldt dat achter- en onderloopsheidschermen in combinatie moeten
worden toegepast. Er is immers geen enkele reden waarom de stroming uitsluitend
onder de constructie door zou gaan en niet eromheen, of omgekeerd.

Dergelijke schermen vormen echter niet het enige middel waarmee uitspoelen van
korrelmateriaal aan laagwaterzijde kan worden voorkomen. Een alternatief is het
aanbrengen van bodem- en oeverbescherming. In veel gevallen is zulke bescherming
bedoeld om erosie te voorkomen ten gevolge van stroming die boven de bodem of
langs de oever optreedt, maar het kan ook uitspoeling tegengaan als gevolg van
water dat vanuit de bodem uittreedt.

In beide toepassingen dient de bovenste laag van de bodembescherming stabiel te
zijn onder de aanwezige stroming. Er zijn diverse manieren om dat te realiseren.
Eén daarvan is het aanbrengen van een laag loskorrelig materiaal waarvan de
korrelgrootte op zich voldoende is om stabiliteit te waarborgen. Afhankelijk van
de verhouding van de karakteristieke diameters van deze korrels en die van het
aanwezige bodemmateriaal, kan het nodig zijn om een filter aan te brengen (zie
paragraaf 7.5) of om een geotextiel toe te passen. In beide gevallen blijft de bodem
doorlatend. Het voorkomt uitspoeling van korrelmateriaal en daarmee de vorming
van een pipe.

Een andere mogelijkheid is het injecteren van de bovenste laag van bodem en oever
zodat de daar aanwezige korrels aan stabiliteit winnen doordat ze aan elkaar hech-
ten. Afhankelijk van het materiaal waarmee wordt geinjecteerd, kan de toplaag
ondoorlatend worden. Daardoor kan een drukverschil over die laag ontstaan. Het
gewicht (onder water) van die laag moet voldoende zijn om opbarsten te voorko-
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men. Dat is (mede) bepalend voor de diepte waarover moet worden geinjecteerd.
En net als bij achter- en onderloopsheidschermen geldt dat over- en bodembescher-
ming één geheel moeten vormen. Bovendien kan zo’n injectie invloed hebben op
de lengte van de kwelweg en daarmee op de opwaartse druk tegen het grondvlak
van de constructie.

Op de vraag tot op welke afstand van de constructie een achterloopsheidscherm of
een oever- en bodembescherming moet worden doorgezet, gaan we in deze para-
graaf niet kwantitatief in. Voor een adequaat ontwerp van dergelijke maatregelen
is doorgaans een berekening van stromingen in de ondergrond rond de constructie
gewenst. Afhankelijk van de complexiteit van de onderhavige situatie kan daarbij
worden volstaan met handberekeningen of is inzet van geavanceerde numerieke
modellen op z'n plaats.
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Veiligheid tegen overstromen

9.1 Inleiding

Veiligheid tegen overstromen is in de waterbouwkunde een veel voorkomend thema.
Veel waterkerende constructies zijn (ook) bedoeld om overstroming van een gebied
te voorkomen. Stormvloedkeringen, dijken langs kust en rivieren zijn tamelijk ste-
reotype voorbeelden daarvan, maar ook bij het ontwerp van schutsluizen en stuwen
kan bescherming tegen overstromen een functionele eis zijn. Denk bijvoorbeeld aan
de zeesluizen bij IJmuiden. Die sluizen zijn niet alleen bedoeld om schepen het
verval tussen de waterstanden op de Noordzee en het Noordzeekanaal te laten
overwinnen. Ze maken ook deel uit van de primaire waterkering langs de Hol-
landse kust en moeten daarom in staat zijn om extreme waterstanden op zee te

keren®!.

Bij het ontwerp van zo’'n kering komt onvermijdelijk de vraag naar voren tegen
welke waterstand deze bestand moet zijn. In een grijs verleden gold daarvoor de
vuistregel dat het ontwerp gebaseerd moest zijn op één meter boven de hoogst
bekende waterstand ter plaatse. Hoewel die vuistregel enige mate van veiligheid
suggereert, gaat deze voorbij aan de betrekkelijke betekenis van de hoogst bekende
waterstand. Het is heel verleidelijk om te denken dat als je maar lang genoeg
meet, de hoogste waarneming steeds dichter bij een fysisch maximum komt. Als er

81Tn het algemeen speelt bij de primaire waterkering langs de kust niet alleen de waterstand
een rol. Ook golfcondities zijn van belang. Dat hebben we bijvoorbeeld gezien bij het ontwerp
van het buitentalud van dijken (paragraaf 7.2), maar het geldt ook voor een natuurlijke zee-
wering als een duinenrij. Langs de kust zijn waterstanden en golven doorgaans deel onderling
gecorreleerd vanwege de rol van de wind. Bij de zeesluizen van IJmuiden is dat ook zo, maar
golven zijn daar primair een belasting op de constructie en is vooral de waterstand bepalend
voor de kerende hoogte. Die sluizen liggen immers in de luwte van de golfbrekers bij de ingang
van het Noordzeekanaal. Bovendien is, anders dan bij een dijk, een beetje golfoverslag vaak
niet problematisch. Het overslaande water komt terecht in het Noordzeekanaal en dat kan geen
kwaad zolang het daar niet tot een onacceptabele verhoging van de waterstand leidt. Het zelfde
geldt voor de Hartelkering in de Brielse Maas. En in gesloten toestand is de Maeslantkering lek
omdat de beide deuren elkaar net niet raken, maar ook dat geeft om dezelfde reden niet.
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daadwerkelijk een fysisch maximum bestaat, is die veronderstelling waarschijnlijk
correct. Maar ook dan is de aanname dat zo’n fysisch maximum niet meer dan één
meter hoger ligt dan de hoogst bekende waarneming, volstrekt arbitrair.

Dit voorbeeld illustreert de onzekerheid die zich altijd voordoet bij de vaststelling
van ontwerpcondities en waar de ontwerper van een constructie op een of andere
manier mee om moet gaan. De kans dat de belasting waarop een constructie is
ontworpen, wordt overschreden, is altijd groter dan nul. Op grond van principieel
identieke overwegingen kan nooit met zekerheid worden gesteld dat een constructie
ten minste de sterkte heeft waarvoor die is ontworpen.

In het algemeen geldt voor constructies dat zowel belasting als sterkte niet met
zekerheid kunnen worden geduid. Er is dus altijd een kans dat zich een situatie
voordoet waarin de sterkte ontoereikend is om de belasting te weerstaan, met als
gevolg dat de constructie niet aan (alle) functionele eisen voldoet.

Dit inzicht nodigt uit tot een probabilistische benadering van het ontwerp. Daarin
zijn onzekerheden in zowel belasting als sterkte leidend voor het ontwerp. Dat
wordt gebaseerd op een bovengrens aan de kans dat de belasting groter is dan
de sterkte. Hoe groot die bovengrens is, hangt af van wat (maatschappelijk)
aanvaardbaar wordt geacht.

Tegen deze achtergrond gaan we in dit hoofdstuk eerst in op enkele principes van
probabilistisch ontwerpen. Vervolgens passen we die toe op het ontwerpen van een
constructie die veiligheid tegen overstromen moet bieden. De aanvaardbaarheid
van de kans op falen wordt daarbij gemotiveerd vanuit een economische optimali-
satie. Dat is conform de praktijk.

9.2 Iets over probabilistisch ontwerpen

Het uitgangspunt in probabilistisch ontwerpen is dat zowel de sterkte van een con-
structie als de belasting waar die aan wordt blootgesteld, een stochastisch karakter
hebben. Dit is geillustreerd in figuur 9.1 waarin kansdichtheden zijn geschetst van
belasting en sterkte. Hoewel de verwachtingswaarde van de sterkte groter is dan
die van de belasting, kan niet worden gegarandeerd dat in alle mogelijke gevallen
die zich tijdens de operationele levensduur van de constructie voordoen, de sterkte
groter is dan de belasting.

Voor de berekening van de kans dat een constructie niet is opgewassen tegen de
belasting waar die op enig moment aan bloot staat, kijken we naar een eenvoudige
situatie met slechts één belasting en één sterkte. Dat is bijvoorbeeld de eerder
genoemde waterkering met de hoogte van de kering als sterkte en de waterstand
als belasting. Bij de aanleg van die kering is uitgegaan van een ontwerpwaterstand
met een geringe kans van overschrijden. Daar is de ontwerphoogte van de kering
op gekozen, maar de werkelijke hoogte kan daarvan afwijken in zowel positieve als
negatieve zijn. Bij een dijk, bijvoorbeeld, is de kruinhoogte niet alleen afhankelijk
van waar die op is aangelegd, maar ook van zettingen in de ondergrond die zich na
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Figuur 9.1: Voorbeeld van kansdichtheden van de

sterkte (blauw) van een constructie en de belasting
sterkte (rood) die daarop werkt. Dit voorbeeld illustreert
dat ook al ligt het gemiddelde of de modus van
de belasting lager dan die van de sterkte, er is een
kans dat de daadwerkelijke belasting op enig mo-
ment de sterkte overschrijdt. Absolute zekerheid
dat de sterkte van een constructie toereikend is
om de belasting kan weerstaan waarop die is ont-
worpen, kan net worden gegeven.

belasting

kansdichtheid

grootte

aanleg kunnen voordoen. Daarom wordt bij aanleg altijd een overhoogte toegepast.
Omdat die zettingen niet exact voorspelbaar zijn, kan de uiteindelijk aanwezige
kruinhoogte afwijken van de ontwerpwaarde.

In dit voorbeeld zijn sterkte en belasting stochastische variabelen en is de kans
op falen gelijk aan de kans dat zich een waterstand voordoet die uitstijgt boven
de hoogte van de kering. In werkelijkheid is een waterstand die de hoogte van de
kering overschrijdt, slechts één van de faalmechanismen die zich kunnen voordoen
(zoals onderloopsheid, aanvaring et cetera). Bij probabilistisch ontwerpen gaat het
daarom steeds om identificatie van faalmechanismen en bepaling van de kans dat
die zich voordoen. Zeker als zulke mechanismen met elkaar kunnen samenhangen,
is berekening van een integrale faalkans (veel) complexer dan in dit voorbeeld. Ter
illustratie van het principe volstaat het echter.

Voortbouwend op het voorbeeld van de kering zijn zowel de hoogte (y )daarvan als
de waterstand (z) stochastische variabelen. Beide hebben hun eigen kansdichtheid
en als figuur 9.1 daar en afbeelding van zou zijn, hoort de rode kromme bij = en
de blauwe bij y. De kering faalt als y < x. Om de kans daarop te berekenen,
introduceren we z = y —z. De kans dat de constructie faalt (dus dat de bovenkant
van de kering onder de waterstand ligt) is daarmee gelijk aan de kans dat z <
0.

Afhankelijk van de uitgangspunten die bij het ontwerp van de kering zijn gehan-
teerd en de onzekerheden die daarbij aan de orde zijn, is de werkelijke hoogte y
een stochastische variabele en de bijbehorende kansdichtheid noteren we als f, (y).
Op dezelfde manier kent de waterstand een kansdichtheid en die schrijven we als
fz(x). In ons voorbeeld van de waterkering is het nietr waarschijulijk dat de wa-
terstand zich iets aantrekt van de hoogte van de kering. Die waterstand wordt
bepaald door een heleboel factoren, maar de hoogte van de kering zit daar niet
bij. Andersom heeft de ontwerper van de kering zich als het goed is rekenschap
gegeven van de waterstanden die zich kunnen voordoen en daar het ontwerp op ge-
baseerd, maar gegeven dat ontwerp laat de hoogte van de kering zich niets gelegen
liggen aan voorkomende waterstanden. De waterstand en de hoogte van de kering
zijn zodoende ongecorreleerd. De kansdichtheid f, voor de waterstand is dus een
functie van x, maar niet ook van van de hoogte y van de kering en omgekeerd. Van-
wege deze onderlinge onafhankelijkheid wordt de gezamenlijke kansdichtheid van
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A A Figuur 9.2: Individuele en gezamenlijke
Eiﬁiﬁfﬂﬂﬁz kansdichtheden van belasting en sterkte.
De gezamenlijke dichtheid is weergege-
ven als een contourenplot waarbij de
kleur van de contouren verloopt van
bruin (lage dichtheid) naar geel (hoge
dichtheid). De grijze driehoek verwijst
naar combinaties waarbij de belasting
groter is dan de sterkte. Langs de streep-

sterkte

sterkte > belasting . . e
lijn aan de schuine rand van de de grijze
driehoek zijn belasting en sterkte juist
aan elkaar gelijk.

belasting > sterkte
< >
< >
kansdichtheid belasting

Y

\/

waterstand en hoogte van de kering gegeven door het product fo(z)fy(y).

kansdichtheid

De kans dat de kering faalt, wordt gevonden door de gezamenlijke kansdichtheid
te integreren over al alle mogelijke combinaties van = en y waarbij de bovenkant
van de kering niet boven de waterstand uitkomt, dus voor x > y. Dit is geillu-
streerd in figuur 9.2, waarin de gezamenlijke kansdichtheid (in dit voorbeeld een
functie van twee variabelen) is weergegeven in een contourenplot. Om de relatie
met de individuele kansdichtheden aan te geven, zijn die langs de assen van de
contourenplot geschetst. Combinaties waarbij de kering faalt, liggen allemaal in
de grijze driehoek.

De kans Py dat de kering faalt wordt gegeven door

p= [ [ s (9.1)
of, equivalent,

= Z /y " o) fy (w)ddy (9.2)

In deze beide uitdrukkingen wordt geintegreerd van —oo tot +oo en in dat domein
zitten waarden van zowel x als y die fysisch niet mogelijk zijn. De kering kan niet
oneindig hoog zijn, om maar wat te noemen. Impliciet hebben we verondersteld
dat de kansdichtheden f, en f, zijn gedefiniéerd in de volledige domein en daarbij
hoort dat f = 0 voor waarden van x of y die niet voor kunnen komen. Maar net
zo goed hadden we kunnen integreren over alleen de fysisch relevante waarden van
T en y.

Deze aanpak, waarin zowel de sterkte als de belasting als stochastische variabelen
worden gezien, staat in probabilistisch ontwerpen bekend als een niveau III bere-
kening. Voor complexe constructies met een variéteit aan mogelijke belastingen, is
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Figuur 9.3: Schets van de langsdoorsnede van een vaarweg met daarin een schip dat onder een brug
door moet die de vaarweg kruist. Van de brug is alleen de dwarsdoorsnede geschetst die relevant is
voor de vraag of de beschikbare doorvaarthoogte voldoende is om het schip te laten passeren.

een berekening op dit niveau doorgaans niet eenvoudig. Afhankelijk van de situatie
kan worden volstaan met een benadering die nog wel recht doet aan het stochas-
tisch karakter van sterkte en belasting, maar waarin de wiskundige beschrijving
daarvan wordt vereenvoudigd ten behoeve van een meer handzame berekening.
Dit wordt een niveau II berekening genoemd. Gebruik van veiligheidsfactoren
wordt gezien als een tamelijk basale aanpak (niveau I). Daarbij wordt geéist dat
de belasting met een kleine kans van overschrijden, ten minste een veiligheidsfactor
kleiner is dan de sterkte die met grote kans wordt overschreden.

9.2.1 Een voorbeeld

Ter illustratie vragen we ons af of de doorvaarthoogte onder een brug over een
vaarweg, toereikend is voor een schip dat eronder door moet. Hierin is de beschik-
bare doorvaarthoogte, bepaald door de hoogteligging van de onderkant van de
brug en de waterstand in de vaarweg, te zien als een soort sterkte. Tegelijkertijd
is het totale vrijboord van het schip (dus hoeveel het schip boven water uitsteekt,
afthankelijk van de afmetingen van het schip en de diepgang) een soort belasting.
Als de belasting kleiner is dan de sterkte, kan het schip onder de brug door.

Dit voorbeeld is geillustreerd in figuur 9.3). Ten opzichte van een of andere re-
ferentie is b het niveau van de onderkant van de brug en { de waterstand in de
vaarweg. De beschikbare doorvaarthoogte komt daarmee op b — (. De benodigde
doorvaarthoogte is h — k, waarin h de totale hoogte van het schip (van kiel tot
het hoogste punt) en k is de diepgang (hoever de kiel zich onder de waterspiegel
bevindt). Het verschil tussen de beschikbare en de benodigde doorvaarthoogte is
in figuur 9.3 aangeduid met x. Hiervoor geldt dat

z=0b=¢ = (h—Fk) (9-3)

en de beschikbare doorvaarthoogte is toereikend als = > 0.

In dit voorbeeld gaan we ervan uit dat het om een bekend schip gaat en om een
bekende brug. Daarmee liggen de hoogte h van het schip en het niveau van de
onderkant b van de brug vast. Op het moment dat het schip richting brug vaart,
is van de waterstand ¢ in de waterweg echter alleen een schatting bekend. De
werkelijke waterstand kan daarvan afwijken. Bovendien is er in dit voorbeeld
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enige onduidelijkheid over de lading van het schip en daarmee over de diepgang
k. Net zoals bij de waterstand is er alleen een schatting van de diepgang. Gelet
op de kennelijke onzekerheden in waterstand en diepgang is er dus een kans dat
de beschikbare doorvaarthoogte niet voldoende is om het schip zonder schade te
laten passeren.

Om de omvang van die kans te kunnen bepalen, is het nodig dat we van zowel
¢ als k niet alleen de schattingen hebben, maar ook een uitspraak kunnen doen
over de afwijkingen die ten opzichte van die schattingen kunnen voorkomen. Als
een historische reeks beschikbaar is van waargenomen waterstanden in de vaarweg
en de schattingen die zijn afgegeven voor de momenten waarop die waarnemingen
zijn gedaan, kan een beeld worden gevormd van de betrouwbaarheid van de schat-
tingen. Een veel gebruikte techniek daarvoor is regressie-analyse (zie bijvoorbeeld
Draper and Smith (1966)). Daarmee is het mogelijk om op basis van resultaten uit
het verleden een uitspraak te doen over de waterstand die verwacht mag worden
bij een afgegeven schatting. Die te verwachten waterstand wordt normaal verdeeld
verondersteld en de bijbehorende parameters (gemiddelde en standaardafwijking)
mede mede afhankelijk zijn van de geschatte waterstand.

Inherent aan de veronderstelling dat de te verwachten waterstand normaal verdeeld
is, is dat een eindige kans wordt toegekend aan het optreden van onrealistische
waarden, zoals een waterstand die lager ligt dan de bodem van de vaarweg. Dit
betekent dat de te verwachten waterstand hooguit bij goede benadering normaal
verdeeld is. In de praktijk volstaat die benadering in veel gevallen. Bovendien geldt
dat naarmate de historische reeks van schattingen van de waterstand beter is, de
waterstanden die verwacht mogen worden bij nieuwe schattingen steeds minder
spreiding vertonen. Doorgaans gaat dat gepaard met een steeds kleinere theore-
tische kans dat zich een onrealistische waterstand voordoet en dus dat de fout
die wordt gemaakt door zulke onrealistische waarden op voorhand uit te sluiten,
steeds kleiner wordt. Daarmee is niet gezegd dat die fout altijd verwaarloosbaar is.
Dat moet per geval worden onderzocht door de resultaten van de regressie—analyse
kritisch te evalueren®2.

In ons voorbeeld van een schip dat onder een brug door moet, nemen we aan dat
de waterstand ¢ op het moment van onderdoor varen bij voldoende benadering
normaal verdeeld is en dat de parameters van die verdeling (het gemiddelde p¢ en
de standaardafwijking o.) bekend zijn. Daarmee is een van de twee onzekerheden
afdoende in kaart gebracht.

De andere is de diepgang k van het schip. Die hangt af van het gewicht van de
lading en in dit voorbeeld is daar om een of andere reden is zoveel onduidelijkheid
over, dat significante onzekerheid met betrekking tot de diepgang bestaat. En dat
heeft invloed op de kans dat het schip niet onder de brug past.

82Dit geldt overigens in het algemeen. Niet alleen voor regressie, maar voor toepassing van
elk model moeten de uitkomsten altijd kritisch tegen het licht worden gehouden en bezien in de
context van de uitgangspunten waarop dat model is gebaseerd. Voor de (fysische) interpretatie
van modeluitkomsten is dat van wezenlijk belang.
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Misschien kan die onzekerheid deels worden weggenomen door de schipper te vra-
gen met een duimstok over de railing van het schip te gaan hangen en het aanwezige
vrijboord te meten. Omdat in dit voorbeeld de afmetingen van het schip bekend
zijn, kan k uit zo’n meting worden afgeleid, maar heel betrouwbaar is dat vast niet.
Bijkomend probleem in dit geval is dat mate van onbetrouwbaarheid zelfs niet bij
benadering kan worden gekwantificeerd omdat het ontbreekt aan informatie die
daarvoor nodig is. In de praktijk wordt dat opgevangen door een ruime marge aan
te houden. Maar hoe ruim moet die marge zijn?

Een relatief veilige optie is om voor k uit te gaan van de diepgang van het schip in
ongeladen toestand. Het schip ligt immers nooit hoger op het water dan wanneer
het leeg is. Punt van aandacht daarbij is dat een ongeladen schip meestal niet
horizontaal in het water ligt omdat de massa niet altijd uniform is verdeeld over
de lengte. Bij de meeste binnenvaartschepen ligt de motor achterin, met als gevolg
dat als het schip ongeladen is, de achtersteven dieper ligt dan de boeg. Maar als
de afmetingen van het schip bekend zijn, is de waarde van k die het minst gunstig
is voor passage van de brug objectief vast te stellen. Daaraan vasthouden en
vervolgens op basis van onzekerheden in de waterstanden de kans berekenen dat
het schip niet onder de brug past, leidt tot een overschatting van hoe groot die
kans werkelijk is (behoudens de fout die wordt gemaakt met de veronderstelling
dat de optredende waterstand normaal verdeeld is).

Dit relatief simpele voorbeeld laat zien dat kwantificatie van onzekerheden en een
daaraan gekoppelde faalkans niet triviaal is. In ons voorbeeld laten we het bij
deze observatie en gaan we er voorts vanuit dat de diepgang k van het schip bij
goede benadering normaal verdeeld is met bekend gemiddelde (uy) en bekende
standaardafwijking (o).

Omdat waterstand en diepgang onderling ongecorreleerd zijn, is de gezamenlijke
kansdichtheid van beide gegeven door het product van de afzonderlijke kansdicht-
heden (genoteerd als f. en fi, respectievelijk). De kans P(xz < 0) dat het schip
niet onder de brug past, wordt hiermee gegeven door

oo pk—h+b
Pez0)= [ [ aws©dar (94)
en omdat k en ( ongecorreleerd zijn, is dit te schrijven als
oo k—h+b
Pez0)= [ A® [ Ko (95)

Omdat we hebben aangenomen dat zowel de waterstand ¢ als de diepgang k nor-
maal verdeeld zijn, kunnen we de berekening van de kans P(z < 0) nog wat
vereenvoudigen. Als we kijken naar (9.3), dan zien we dat = < 0 identiek is aan
k — (¢ < h — k. Hierin zijn h en k deterministische grootheden met een bekende
waarde en ¢ en k zijn (verondersteld) normaal verdeelde stochastische variabelen
waarvan zowel gemiddelde als standaardafwijking bekend zijn. Voor de vereen-
voudiging introduceren we de stochastische variabele y = k — ¢. Ook deze vari-
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abele is normaal verdeeld met gemiddelde p, = pr — p¢ en standaardafwijking
oy = /o +0Z. In termen van y is

h—b
Pz <0) = / £, )y (9.6)

—00
waarin f, de kansdichtheid is van de normaal verdeelde y. Met de introductie van
y hebben we de berekening van P(z < 0) teruggebracht van een dubbele naar een
enkele integraal. Rekentechnisch is dat een stuk makkelijker. Dat is echter alleen
mogelijk omdat zowel k als ( normaal verdeeld en ongecorreleerd zijn én y lineair
afhangt van k£ en (. Zo’n vereenvoudiging is dus niet altijd mogelijk, maar wel
prettig als het kan.

9.2.2 Complexe constructies

Het voorbeeld in de voorgaande paragraaf is simpel in de zin dat sprake is van
een eenduidig bepaalde sterkte. Bij waterbouwkundige (en meer in het alge-
meen civiel-technische) constructies kunnen zich doorgaans meerdere mechanis-
men voordoen die tot falen van de constructie leiden. In hoofdstuk 8 over water-
kerende constructies, bijvoorbeeld, zijn diverse faalmechanismen benoemd (zoals
onderloopsheid, afschuiven, kantelen) en die hebben allemaal te maken met wat
zich rondom de constructie afspeelt (waterstanden en ondergrond). Onderdelen
van de constructie zelf zijn daarbij niet aan de orde geweest, maar ook daarin kan
zich verlies aan functionaliteit voordoen.

Een voorbeeld van een situatie waarin zich meerdere faalmechanismen kunnen
voordoen en waarbij het van externe omstandigheden afhangt welke zich als eerste
manifesteert, is een waterkerende constructie. Als voorbeeld kijken we naar een
geschematiseerde waterkerende constructie (zie figuur 9.4). Loodrecht op het vlak
van tekening in deze figuur varieert de doorsnede van de constructie niet. De wa-
terdiepten h; en ho aan weerszijden zijn variabel en niet volledig voorspelbaar. De
daaraan gerelateerde belastingen op de constructie (resultante F; van de hydrosta-
tische druk links, resultante F, van de hydrostatische druk rechts, resultante F,,
en bijbehorend moment M,, van de opwaartse waterdruk) zijn dus stochastische
variabelen.

In dit voorbeeld beperken we ons tot de faalmechanismen afschuiven en kantelen
(zie paragraaf 8.2) en vragen ons af hoe groot de kans is dat geen van deze me-
chanismen zich voordoet. Naast de aan water gerelateerde belastingen, moeten
we rekening houden met het eigen gewicht van de constructie en eventuele externe
belastingen. Deze vatten we samen in een verticale belasting F} en een moment
M;. Beide zijn deterministisch.

In de navolgende uitwerking kijken we naar een moot van de constructie met een
breedte B loodrecht op het vlak van tekening in figuur 9.4. Voorts nemen we
krachten naar boven en naar rechts positief. Momenten rekenen we ten opzichte
van het midden van het grondvlak van de constructie (punt A in figuur 9.4) en
linksom is positief.
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Figuur 9.4: Schets van de dwarsdoorsnede van een geschematiseerde waterkerende constructie. Lood-
recht op het vlak van tekening variéert deze dwarsdoorsnede niet. De waterstanden aan weerszijden
van de constructie zijn stochastische variabelen. Het verloop van de bijbehorende kansdichtheden is
geschetst in de grafieken helemaal links en rechts in de figuur.

ipg(hr hy)2

Afschuiven doet zich voor als ter wille van horizontaal evenwicht op het grensvlak
van constructie en ondergrond een grotere schuifspanning nodig is dan wat door
frictie kan worden gemobiliseerd. De maximale frictie is afthankelijk van de nor-
maalspanning in dat grensvlak. Als de maximaal mogelijke frictie kleiner is dan de
benodigde schuifspanning (dus als de grootte van de verhouding van beide kleiner
is dan 1), schuift de constructie af:

- min{ f, tan § }(F; + F,p)
Fy + Fy

<1 (9.7)

In deze uitdrukking zijn +1 en -1 de kritische grenzen voor afschuiven. Welke van
deze twee in een gegeven belastingsituatie relevant is, hangt af van de richting van
mogelijk afschuiven. Als bijvoorbeeld hy > hs, is F1 + F5 > 0 en zal de constructie
geneigd zijn naar rechts af te schuiven. De kritische grens is in dat geval +1.

Van kantelen is sprake als

My + M, + My + M. M, + M, + My + M. 1
1t Mop ¥ My 1 Mt Mop # M0+ 2<_6 (9.8)

1
L(F; + F,p) 6 L(F, + F.p)

waarin M7 en My de momenten ten opzichte van punt A zijn van achtereenvolgens
de resultante hydrostatische belastingen Fj en F.

Omdat de krachten Fy, F; en F,, en de momenten M7, My en M,), alleen afhangen
van de waterdiepten hy en hs, kunnen we bij voorgeschreven (deterministische) Fy
en M; voor elke combinatie van h; en ho bepalen welke van de beide beschouwde
faalmechanismen zich voordoet. Dat kan een van beide zijn, maar ze kunnen zich
ook gelijktijdig voordoen. Integratie van de gezamenlijke kansdichtheid van h; en
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afschuiven kantelen combinatie
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Figuur 9.5: Combinaties van de waterdiepten h; en hg in het interval 0 < hj,ha < L die tot
afschuiven leiden (de blauw gekleurde gebieden in de linker grafiek) en tot kantelen (de rood gekleurde
gebieden in de middelste grafiek). De combinatie van beide is gegeven in de rechter grafiek. Het witte
gebied daarin betreft combinaties van waterdiepten waarbij noch afschuiven noch kantelen optreedt.

ho over deze combinaties, levert de kans dat de constructie faalt door afschuiven
en/of kantelen.

De relatie tussen deze krachten en momenten enerzijds en de waterdiepten hq en
ho anderzijds, wordt gegeven door

Fy =pgBhi/2 ; Fy=—pgBh3/2 ; F,,=pgBL(hi+ hs)/2 (9.9)
en

My = —pgBh}/6 ; My =pgBh3/6 ; My, =—pgBL*(hy —hy)/12 (9.10)

Verder hangt het van de voorgeschreven F; en M, af welke combinaties van h; en
ho tot falen leiden. In dit voorbeeld gaan we dat na voor het specifieke scenario
waarin 0 < hy, hg < L, F; = —\pgBL? (met A > 1 zodat opdrijven is uitgesloten)
en M; = BpgBL3.

In figuur 9.5 is dit uitgewerkt voor A = 1,05 en = 0,05. De grafieken in deze
figuur geven voor alle mogelijke combinaties van h; en hy aan of sprake is van
afschuiven (linker grafiek), kantelen (middelste grafiek) dan wel één of beide of
allebei tegelijk (rechter grafiek). Integratie van de gezamenlijke kansdichtheid van
hi en hs over het gekleurde (niet witte) deel van deze rechter grafiek, geeft de kans
dat de constructie faalt als gevolg van afschuiven en/of kantelen®?.

In dit voorbeeld hebben we ons op voorhand beperkt tot twee faalmechanismen.
We hebben niet gekeken naar onderloopsheid en opdrijven hebben we uitgesloten
door te stellen dat altijd F; + Fy,, < 0 (netto verticale belasting steeds neerwaarts).
Wat we echter hebben genegeerd is dat hy en/of hg groter kunnen worden dan de
hoogte L van de constructie. Als dat gebeurt, verdwijnt de hele constructie onder
water.

83De symmetrie in de linker grafiek (rond hy = hs) in figuur 9.5 over afschuiven en het
ontbreken daarvan in de middelste grafiek over kantelen heeft alles te maken met de invloed van
het externe moment M;. Dat moment speelt geen rol bij afschuiven maar wel bij kantelen. Als
My = 0 zou zijn, zou ook de grafiek over kantelen symmetrie vertonen.
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De constructie is daarmee niet meer volledig waterkerend, maar misschien is dat
niet erg (zie voetnoot 81). Los daarvan is het voor de inventarisatie van faal-
mechanismen wel van belang dat zodra de constructie overstroomt, de aan water
gerelateerde belastingen anders kunnen zijn dan wat we in het voorbeeld hebben
aangenomen. Daarbij zijn we immers uitgegaan van hydrostatische belastingen
die passen bij 0 < hq1,hs < L en hebben we niet gekeken naar de mogelijkheid dat
hl, ho > L.

Al met al illustreert dit voorbeeld een wezenlijk aspect van probabilistisch ont-
werpen: identificatie en kwantificatie van alle mogelijke faalmechanismen die zijn
ingebakken in het ontwerp van een constructie en onzekerheden in belastingen
daarop. Wat niet in het voorbeeld aan bod is gekomen maar wel van belang is, is
de onderlinge samenhang van faalmechanismen. Inventarisatie van die samenhang
is cruciaal omdat het optreden van één faalmechanisme invloed kan hebben op de
kans dat een ander faalmechanisme zich voordoet. Tegelijkertijd kan die invloed
afhankelijk zijn van de condities waaraan de constructie is blootgesteld.

In het algemeen is er dus niet zoiets als de sterkte van een constructie. Afhankelijk
van de aard van een constructie en de belastingen die daarop worden uitgeoefend,
kan de sterkte variéren. Bij een gedegen probabilistisch ontwerp hoort dat, waar
het gaat om falen, alle mogelijke scenario’s in beeld worden gebracht en in sa-
menhang met mogelijke belastingen integraal worden gekwantificeerd om tot een
faalkans van de constructie als geheel te komen. Voor een risico-inventarisatie
en een economische optimalisatie (onderwerp van de volgende paragraaf) is dat
fundamenteel.

9.3 Economische optimalisatie

9.3.1 Overwegingen

Veiligheid tegen overstromen is een groot goed. Dat geldt met name in kustge-
bieden en langs rivieren met een hoge concentratie aan bevolking en economische
activiteit. Dat zijn typisch gebieden waar overstromingen kunnen voorkomen en
waar, als zich een overstroming voordoet, de schade aanzienlijk is. In de brede
zin van het woord kunnen we die schade zien als verlies aan functionaliteit van
de infrastructuur in het gebied dat overstroomt kan raken. Dat verlies is niet
beperkt tot de waterkering die het gebied moet beschermen, maar betreft het to-
taal aan infrastructuur. Het beperken van schade is immers niet voorbehouden
aan de waterkering. Wat zich achter die waterkering bevindt, kan ook bestand
worden gemaakt tegen enige mate van overstromen. Het is maar net waar je voor
kiest.

In de economische optimalisatie waar het in deze paragraaf over gaat, speelt die
keuze mede een rol. Het gaat om de balans tussen investeren in veiligheid tegen
overstromen enerzijds en het accepteren van schade anderzijds. Cruciaal in dit
verband is dat veiligheid tegen overstromen niet gegarandeerd kan worden. De
kans dat zich omstandigheden voordoen waarbij de functionaliteit van aanwezige
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infrastructuur geheel of gedeeltelijk verloren gaat en mogelijk mensenlevens te
betreuren zijn, is altijd groter dan nul.

Door aanpassing van het ontwerp van de infrastructuur kan de kans op schade
worden verminderd. Zo’n aanpassing van het ontwerp heeft echter wel een prijs.
Niet altijd verhoudt het beperken van die kans zich positief ten opzichte van het
effect dat ermee wordt bereikt. Daarnaast kunnen wensen en verlangens van an-
dere aard een rol spelen. Zo kan een studentenvereniging bij de inrichting van
haar sociéteit worden geconfronteerd met de noodzaak om brasvast (onverwacht
destructieve belasting) te wegen tegen behoud van esthetiek (kwetsbare, niet zo
sterke, architectonische ornamenten).

In materiéle zin gaat het om de vraag in hoeverre de investering die nodig is om de
kans op verlies van functionaliteit te reduceren, opweegt tegen het effect van die
reductie. Dat effect wordt uitgedrukt in termen van risico, meestal gedefiniéerd als
het product van kans en gevolg®*. Vaak is het mogelijk om risico uit te drukken in
geld en dat laat een economische afweging toe tussen investeren in veiligheid (in de
zin van het verkleinen van de kans op verlies van functionaliteit) en de opbrengst
daarvan in termen van reductie van risico.

Hoewel zo’'n financiéle afweging objectief overkomt, spelen in de praktijk altijd
subjectieve elementen een rol. Zodra mensenlevens in het spel zijn, zouden die in
zo'n afweging financiéel gewaardeerd moeten worden en dat ligt maatschappelijk
gevoelig. Enkele decennia geleden werd dit gevoelige thema vaak niet expliciet be-
noemd, maar in tegenwoordige risicomodellen worden mensenlevens steeds meer
economisch gewaardeerd, bijvoorbeeld op basis van een (redelijkerwijs te verwach-
ten) bijdrage aan het nationaal product. In formulering van beleid is dat steeds
meer geaccepteerd, ook al stuit het nog wel op weerstand omdat het voorbij gaat
aan gerelateerde emotionele schade die zich niet in financiéle termen laat uitdruk-
ken. Daarnaast wordt in het politieke debat eigenlijk geen onderscheid gemaakt
tussen kans en risico. Daar is vaak een opgetreden gevolg aanleiding tot de vraag

84In risico-management worden naast het product van kans en gevolg ook andere definities
gehanteerd. Een daarvan is het product van kans, blootstellingsfrequentie en waarschijnlijkheid.
Beide definities hebben verschillende dimensies en zijn daarom moeilijk met elkaar te vergelijken.
Daarnaast wordt onderscheid gemaakt tussen individueel risico en groepsrisico. De implicatie
van verlies aan functionaliteit van een constructie voor een individu wordt anders gewaardeerd
dan die voor een groep. Een historisch voorbeeld hiervan gaat over een treinstation waar zo
nu en dan een aantal wagons met gevaarlijke stoffen op een zijspoor werden geparkeerd. Door
bijvoorbeeld een wisselstoring was het mogelijk dat een trein op deze wagons zou botsen en
dat de gevaarlijke stoffen zouden vrijkomen. Voor omwonenden van het station is dat nadelig,
maar het bijbehorende groepsrisico, gebaseerd op het aantal omwonenden en werkenden in de
nabijheid van het station, paste binnen geldende normen. Dat veranderde toen een winkel aan
het stationsplein plaats maakte voor een omvangrijk kantoorpand. Daarmee nam het aantal
mensen in de omgeving van de geparkeerde wagons toe. De groep die was blootgesteld aan
de kans dat gevaarlijke stoffen vrijkomen, nam daardoor in omvang toe en daarmee ook het
groepsrisico. De norm voor het groepsrisico zou hierdoor worden overschreden, met als gevolg dat
6f het kantoorpand niet in gebruik kon worden genomen 6f de wagons niet langer bij het station
geparkeerd mochten worden. Vanuit het perspectief van risico-management is dat een logische
consequentie, maar leg dat maar eens uit aan de mensen die al jaren naast het station wonen.
‘Waarom zou hun veiligheid met betrekking tot die geparkeerde gevaarlijke stoffen afnemen omdat
ze meer buren krijgen?
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of dat voorkomen had kunnen worden. Dat gevolg is dan al een feit (in zowel
materiéle als immateriéle zin) en concentreert het debat zich daarop en de vraag
waar preventie mogelijk ontoereikend is geweest.

De moraal van dit verhaal is dat de perceptie van risico complexe materie is en
de waardering of acceptatie afhankelijk is van het maatschappelijk, bestuurlijk,
politiek of technisch cq. wetenschappelijk perspectief van waaruit het wordt be-
zien. Op de finesses van deze materie gaan we in dit hoofdstuk niet in. Voor
de beantwoording van de vraag welke investering in preventie van reductie van
functionaliteit zich het best verhoudt tot het effect van die investering, gaan we
uit van het model dat risico gelijk is aan het product van kans en effect. Daarbij
drukken we zowel de omvang van de investering (kosten) als het effect (besparing)
uit in geld en zoeken we de balans tussen beide. In de volgende paragraaf werken
we dit principe uit.

9.3.2 Principe van optimalisatie

In de voorgaande paragraaf hebben we onderscheid gemaakt tussen, enerzijds, ver-
lies aan functionaliteit van infrastructuur als gevolg van een calamiteit en, ander-
zijds, investeren in preventie van zulk verlies. In het algemeen gaat een calamiteit
gepaard met schade aan infrastructuur. Herstel van die schade en compensatie
van afgeleide schade kost geld. Het begrip schade is in dit verband tamelijk breed.
Denk bijvoorbeeld aan een polder met daarin een elektriciteitscentrale. In het on-
verhoopte geval dat de polder inundeert, leidt die centrale niet alleen waterschade,
maar is die ook deels of geheel buiten gebruik totdat die schade is hersteld. Door
het tijdelijk wegvallen van de leverantie van elektriciteit kan additionele schade
ontstaan bij afnemers van energie die de centrale levert. Ook die schade moet
worden meegerekend in het gevolg van de inundatie. Het gaat dus zowel om her-
stel van directe schade als compensatie van afgeleide schade.

Voortbordurend op de elektriciteitscentrale in de polder, kunnen we ervoor kiezen
om de waterkering rond de polder te versterken ten behoeve van de bedrijfszeker-
heid van de centrale. Daarmee sluiten we inundatie niet uit, maar maken we die
wel minder waarschijnlijk. Met zo’n versterking veranderen we niets aan het sto-
chastisch karakter van de belasting op de kering, maar wel op de sterkte daarvan.
In termen van figuur 9.2 schuiven we het contourenplaatje van de gezamenlijke
dichtheid van belasting en sterkte evenwijdig aan de verticale as naar een grotere
sterkte (naar boven in figuur 9.2). Daarmee verkleinen we de kans dat de belasting
op de waterkering groter is dan de sterkte en daarmee de kans op inundatie van
de polder.

De vraag is wat we bereiken met reductie van de kans op inundatie. Immers,
als inundatie zich voordoet, is de schade aan de centrale er door die reductie
niet minder om en zo bezien heeft versterking van de waterkering geen zin. In
tegendeel zelfs, want versterking van de waterkering kost geld en de schade bij
inundatie wordt niet kleiner.

Die redenering klopt echter niet en om dat in te zien, moeten we kijken naar wat
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vermindering van de kans op inundatie betekent voor de behoefte aan reserves
voor herstel en compensatie van schade. Die behoefte neemt af naarmate de kans
op inundatie afneemt en dat heeft direct te maken met het stochastisch karakter
van de belasting op de waterkering rond de polder.

Die belasting is continu aanwezig, maar fluctueert in intensiteit. Meestal is de
belasting vrij gematigd, maar soms doet zich een uitschieter voor. Dat is zoals het
weer. Meestal zit dat in de buurt van het langjarig gemiddelde en zo nu en dan
doet zich een storm voor. Maar ook die stormen variéren in intensiteit. Relatief
lichte stormen komen vaker voor dan betrekkelijk zware. In precies die eigenschap
zit de sleutel naar een economische optimalisatie van de waterkering (om bij het
voorbeeld van de polder en de centrale te blijven).

De relatie tussen de intensiteit van stormen en de frequentie waarmee zij voor-
komen is geillustreerd in figuur 9.6. Daarin is een fragment geschetst van het
(hypothetisch) verloop van de waterstand (de belasting op de waterkering) met de
tijd. In de bovenste figuur (9.6a) zijn extreme waterstanden gemarkeerd die een
of andere drempel overschrijden. In de figuur zijn dat er 21. Als we de drempel
echter iets hoger kiezen en weer kijken naar de extremen die daar bovenuit komen
(figuur 9.6b), blijken dat er nog maar 6 te zijn. Als het fragment van de tijdreeks
die in figuur 9.6 is geschetst een duur van bijvoorbeeld 5 jaar beslaat, is de gemid-
delde frequentie waarmee stormen zich voordoen waarbij de relatief lage drempel
(van figuur (a)) wordt overschreden, gelijk aan 21/5 jaar! = 4,2 jaar!. De ge-
middelde frequentie van stormen die de relatief hoge drempel overschrijden is 6/5
jaar! = 1,2 jaar! (waarbij we in beide gevallen impliciet hebben verondersteld
dat het fragment van de tijdreeks dat in figuur 9.6 is getoond, qua frequenties
representatief is voor de gehele tijdreeks).

Een en ander houdt in dat naarmate de waterkering op een steeds zwaardere storm
wordt ontworpen, inundate en dus schade aan infrastructuur steeds minder vaak
zal voorkomen. Dat wil zeggen dat per eenheid van tijd steeds minder geld hoeft te
worden gereserveerd voor herstel en compensatie van schade die zich bij inundatie
voordoet. In die zin loont het dus om de kans op inundatie te reduceren.

Daar staat tegenover dat reductie van de kans op inundatie, versterking van de
waterkering vereist. Hoe kleiner de kans op inundatie, hoe sterker de waterkering
moet zijn. De prijskaart die daaraan hangt kunnen we vertalen naar een bedrag
per eenheid van tijd en het ligt voor de hand dat dit bedrag toeneemt met de
vereiste sterkte van de waterkering.

We hebben zodoende te maken met twee effecten die in economische zin tegen-
gesteld zijn. Naarmate we het veiligheidsniveau verhogen (reductie van de kans
op inundatie) neemt de behoefte aan reserveren voor herstel van schade af ter-
wijl de kosten van het handhaven van het veiligheidsniveau juist toenemen. Het
economisch optimum ligt bij het minimum van de som van beide.

Dit principe is geillustreerd in figuur 9.7. In deze figuur is langs de horizontale
as de zogeheten herhalingstijd uitgezet. Dat is de reciproke van de gemiddelde
frequentie waarmee, in dit geval, inundatie zich voordoet. Hoe lager de frequen-
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A Figuur 9.6: Hypothetische tijdreeks
van waterstanden. De tijd is uitge-
zet langs de horizontale as en de
ﬂ waterstand langs de verticale. In
toht et gl eetl g It I ? de bovenste figuur (a) zijn extreme
/\ m waterstanden die boven een of an-
0 VA MWV -t X . - dere drempel uitkomen, gemarkeerd
V v met een dikke stip. In figuur (b) is
dat voor dezelfde tijdreeks gedaan,
@ _ maar dan met een iets hogere drem-
tid pel. Dit illustreert dat de frequentie
waarmee extremen zich voordoen,
afhangt van de omvang van die ex-
tremen. Hoe omvangrijker het ex-
treem, hoe lager de frequentie van
voorkomen.

drempel

——

drempel

tijd

tie, hoe groter de herhalingstijd. Steeds verder naar rechts in deze grafiek komt
zodoende overeen met steeds minder frequente inundaties, ofte wel steeds grotere
pauzes tussen opeenvolgende inundaties.

Langs de verticale as zijn kosten per eenheid van tijd uitgezet. De kosten die nodig
zijn voor aanleg en onderhoud van de waterkering, zijn aangegeven met de groene
lijn (in de figuur aangeduid met preventie). Die nemen logischerwijs toe met de
herhalingstijd. Immers, hoe zeldzamer en dus heftiger de condities waarop de
waterkering wordt ontworpen, des te sterker die waterkering moet zijn en dus hoe
kostbaarder aanleg en onderhoud. In de figuur is gemakshalve een lineair verband
tussen beide verondersteld. Dat is vaak een redelijke eerste benadering, maar is
zeker geen regel.

Figuur 9.7: Principe van de rela-

tie tussen veiligheidsniveau (in deze

totaal grafiek langs de horizontale as uit-

gezet als de gemiddelde herhalings-

tijd van een calamiteit) en de kos-

. ten (per eenheid van tijd) van het

w handhaven van dat niveau. Bij toe-

- nemend veiligheidsniveau nemen de

kosten van het handhaven daarvan

X preventie toe (steeds meer investeren in pre-

ventie van een calamiteit), terwijl

kosten van herstel van schade als

gevolg van een calamiteit juist af-

nemen. Het economisch optimum

ligt bij de herhalingstijd waarvoor
de som van beide minimaal is.

kosten

schade/ d

herhalingstijd
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De rode curve in figuur 9.7 heeft betrekking op de kosten van herstel van schade
die het gevolg is van inundatie, of liever de periodieke reservering die moet wor-
den gemaakt voor dat herstel. Die neemt af met toenemende herhalingstijd. Die
afname heeft een asymptotisch karakter omdat inundatie nooit kan worden uitge-
sloten. Er is immers altijd een eindige kans, groter dan nul, dat de belasting op
de waterkering groter wordt dan die waartegen deze bestand is8®.

De som van de kosten (per eenheid van tijd) van schade en preventie is in figuur 9.7
weergegeven met de gele curve (aangeduid met totaal). Vanwege het tegengestelde
effect van schade en preventie op dit totaal, vertoont deze laatste een minimum
en dat is het economisch optimum voor het ontwerp van de waterkering. Bij dat
minimum hoort een gemiddelde herhalingstijd van de belasting op de waterkering
en op die belasting moet de kering worden ontworpen om het economisch optimum
te bereiken.

Om die belasting te kunnen bepalen, gaan we terug naar de tijdreeks waaruit
we het verband hebben geschat tussen intensiteit van stormen en de gemiddelde
frequentie of herhalingstijd waarmee zij voorkomen. Met de gemiddelde herha-
lingstijd die bij het economisch optimum hoort, kunnen we berekenen hoeveel
extremen we mogen verwachten in de duur waar de tijdreeks betrekking op heeft.
Vervolgens zoeken we een niveau (drempel, in termen van figuur 9.6) waarvoor
geldt dat het door precies dat aantal pieken wordt overschreden. Dat niveau staat
voor de ontwerpbelasting.

Hoewel de geschetst aanpak voor het bepalen van een ontwerpbelasting in principe
juist is, is deze in de waterbouwkundige praktijk doorgaans niet op deze manier
toepasbaar. Dat zit in de laatste stap waarin de economisch optimale herhalings-
tijd moet worden herleid naar een ontwerpbelasting. Zodra die herhalingstijd van
de zelfde orde is als of groter dan de omvang van de periode waar de beschikbare
tijdreeks betrekking op heeft, levert het opzoeken van een ontwerpbelasting in
die tijdreeks geen zinvol, betrouwbaar resultaat op. Als de tijdreeks bijvoorbeeld
100 jaar omvat en de economisch optimale herhalingstijd 500 jaar is, dan zou je
in de tijdreeks op zoek moeten naar een niveau dat door slechts 1/5 piek wordt
overschreden en dat is natuurlijk onzinnig.

Om daaraan tegemoet te komen, wordt verondersteld dat de variatie van de belas-
ting met de tijd bij goede benadering een zogeheten Gaussisch proces is waarvan
de eigenschappen op basis van de beschikbare tijdreeks in kaart kunnen worden
gebracht. Daarmee is het mogelijk om overschrijdingskansen en bijbehorende fre-
quenties te schatten van belastingen die uitstijgen boven de beschikbare waar-
nemingen. De basis van deze statistische techniek is in het kort uiteen gezet in
appendix A over tijdreeksanalyse. Na een beschrijving van eigenschappen van een
Gaussisch proces en extremen die zich daarin voordoen, wordt een relatie gelegd
tussen, enerzijds, de kans dat een willekeurig extreem een voorgeschreven niveau

85De formulering “waartegen deze bestand is”, is met zorg gekozen. Zowel de sterkte van de
waterkering als de belasting waarop deze is ontworpen zijn immers stochastische variabelen. Er
is een kans dat de ontwerpcondities worden overschreden en er is ook een kans dat de werkelijke
sterkte van de kering minder is dan conform het ontwerp. In paragraaf 9.2 is dat belicht.
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overschrijdt en, anderzijds, de kans dat dit niveau in een periode met voorge-
schreven duur wordt overschreden. Tevens is uitgelegd hoe de hiervoor relevante
statistische parameters uit waarnemingen kunnen worden afgeleid.

9.3.3 Effecten van trends

De Deltacommissie die zich na de grootschalige overstromingen van 1953 in zuid-
oost Nederland heeft gebogen over de vraag welk veiligheidsniveau maatschappelijk
verantwoord is en zou moeten dienen als beleidsuitgangspunt, kwam tot de conclu-
sie dat de primaire Nederlandse zeewering bestand zou moeten zijn tegen condities
die gemiddeld niet meer dan één keer per 10.000 jaar worden overschreden. Die
conclusie kwam voort uit een economische optimalisatie volgens de principes die
in de voorgaande paragraaf zijn beschreven.

Begin 21° eeuw heeft het werk van deze Deltacommissie een vervolg gekregen, uit-
gevoerd door de Deltacommissie 2008 (waarbij 2008 verwijst naar het jaar waarin
die tweede commissie verslag heeft gedaan). Deze tweede commissie heeft op
hoofdlijnen het werk van hun voorgangers herhaald, maar dan op basis van de
toenmalige stand van de kennis en de inrichting van Nederland. In het advies dat
deze tweede commissie heeft uitgebracht, is onder meer te vinden dat de primaire
zeewering op een aantal plaatsen zou moeten worden versterkt om bestand te zijn
tegen condities die gemiddeld niet eens per 10.000 jaar worden overschreden, maar
eens per 100.000 jaar.

De vraag waarom de Deltacommissie 2008 tot een ander advies is gekomen dan
hun voorgangers, terwijl de werkwijze van beide commissies op hoofdlijnen overeen
komt, zit voor een belangrijk deel in de waardering van kosten voor preventie
van inundatie en herstel van schade die optreedt in geval van inundatie. In de
periode die is verstreken tussen publicatie van de adviezen van de twee commissies
(circa een halve eeuw), is die waardering veranderd. Het effect daarvan op de
ligging van de economisch optimale ontwerpconditie, is het onderwerp van deze
paragraaf.

Om de essentie van dat effect in kaart te brengen, gaan we uit van geschemati-
seerde omstandigheden waarin de kosten (per eenheid van tijd) voor herstel en
compensatie van schade omgekeerd evenredig zijn met de gemiddelde herhalings-
tijd van de calamiteit (bijvoorbeeld overstroming) waar de schade een gevolg van
is (zie ook figuur 9.7). Dat is te schrijven als

S(T) = )T (9.11)

waarin S de kosten per eenheid van tijd voor herstel en compensatie van schade,
T de gemiddelde herhalingstijd van de calamiteit en « is een constante waarvan
de waarde bekend is.

De kosten P (ook per eenheid van tijd) voor preventie van de calamiteit nemen toe
met de omvang en dus ook de gemiddelde herhalingstijd daarvan. Gemakshalve
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veronderstellen we een evenredige toename:
P(T)=pT (9.12)
waarin 3, net als «, een bekende constante.

De totale kosten K per eenheid van tijd komen hiermee op

K(T) = S(T) + P(T) = % + BT (9.13)

Voor deze geschematiseerde voorstelling van zaken, wordt de economisch optimale
herhalingstijd T5,p¢ gevonden voor

dK 1 «
= _—a— = = Tot=4/—= 14
3 am +8=0 pt 3 (9.14)

Voor bekende parameters a en j ligt de economisch optimale herhalingstijd Typ¢
hiermee vast. Althans, zo lijkt het, want de impliciete veronderstelling hierbij is
dat beide parameters niet afhankelijk zijn van de tijd. Maar dat zijn ze wel en
precies dat is een belangrijke reden waarom de tweede Deltacommissie een ander
veiligheidsniveau heeft geadviseerd dan de eerste.

De kosten (per eenheid van tijd) voor herstel en compensatie van schade die zich
voordoet bij een calamiteit, neemt toe met de economische waarde van het totaal
dat schade kan oplopen als die calamiteit zich voordoet. Als die economische
waarde in de loop van de tijd groeit, neemt « met de tijd toe en dat geldt dan ook
voor Topt. Dat wil zeggen dat economische voortgang in het te beschermen gebied
aanleiding is om het veiligheidsniveau naar boven bij te stellen.

Los van de economische groei in het te beschermen gebied, spelen ook effecten van
klimaatverandering®®. Voor de Nederlandse situatie leidt die verandering ertoe
dat bij het ontwerp van bijvoorbeeld primaire waterkeringen met steeds heftiger
condities rekening gehouden moet worden. Dit komt erop neer dat § toeneemt
met de tijd.

Het gezamenlijk effect van beide ontwikkelingen hangt af van de mate waarin « en
B met de tijd toenemen. Waar het gaat om de veiligheid tegen overstromen in Ne-
derland, is het effect van klimaatverandering (althans op het moment van schrijven
van dit boek) klein ten opzichte van het effect van de ontwikkeling van economische
infrastructuur (5 < a)). Voor een deel verklaart dat waarom de Tweede Deltacom-
missie heeft geadviseerd voor verhoging van de herhalingstijd van calamiteiten van
ééns per 10.000 jaar naar ééns per 100.000 jaar. Voor achtergronden en overige
overwegingen van de Deltacommissie 2008 wordt verwezen naar Deltacommissie
(2008).

86In het advies van de Deltacommissie 2008 wordt ook verwezen naar voortschrijdend inzicht in
de relatie tussen extremen en herhalingstijd. Door onder meer wetenschappelijke ontwikkelingen
is dat inzicht verbeterd en het is gebleken dat de stand van de kennis ten tijde van de eerste
Deltacommissie heeft geleid tot een enigszins optimistisch beeld van extreme omstandigheden
waardoor de kosten voor preventie van calamiteiten in enige mate zijn onderschat. Prijsontwik-
kelingen spelen daarbij overigens ook een rol.
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Water en energie

10.1 Inleiding

Uit bewegend water kan energie worden gewonnen en het kost energie om water
in beweging te zetten. Een waterkrachtcentrale is een voorbeeld van het eerste en
een gemaal van het tweede. Beide voorbeelden hebben een relatie met waterbouw-
kunde en de principes ervan worden in dit hoofdstuk besproken.

De essentie van beide voorbeelden is geschetst in figuur 10.1. In beide gevallen
gaat het om een betrekkelijk klein bekken (rechts in de figuren) dat door een dam
is gescheiden van een veel groter bekken (links in de figuren). In die dam zit een
opening waardoor water tussen beide bekkens kan worden uitgewisseld. In figuur
10.1(a) stroomt water onder invloed van gravitatie van het kleine bekken naar het
grote, net zolang tot er geen verval meer over de dam is. Met een turbine in de
opening in de dam kan deze uitstroom worden benut voor het winnen van energie.

Hoeveel energie kan worden gewonnen, hangt af van het totale volume dat wordt
uitgewisseld, het verval waarbij dat gebeurt en de verliezen die daarbij optreden.
Een al even grofstoffelijke als eenvoudige bovengrensbenadering kunnen we vin-
den door verliezen te negeren en te veronderstellen dat de waterstand in het grote
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groot bekken klein bekken
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Figuur 10.1: lllustratie van het horizontaal én verticaal verplaatsen van water bij het ledigen (a) en
vullen (b) van een bekken.
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bekken constant is en onafhankelijk van de uitwisseling via de dam. Als het grote
bekken bijvoorbeeld een uitgestrekt meer is waarin de waterstand nauwelijks va-
riéert in de tijd die nodig is om het kleine bekken te ledigen en bovendien de
horizontale oppervlakte van het kleine bekken klein is ten opzichte van dat van
het meer, is de aanname van een constante waterstand in het meer redelijk.

Bij het ledigen van het kleine bekken verplaatst water zich niet alleen horizontaal,
maar ook verticaal. Het volume aan water dat via de dam afstroomt, verliest
potentiéle energie en die kan worden gewonnen. Dat verlies aan potentiéle energie
is gelijk aan de potentiéle energie die is geboren in dat deel van het water in het
bekken dat zich boven het peil in het grote bekken bevindt op het moment dat
het ledigen begint.

Als figuur 10.1(a) de situatie bij aanvang van ledigen van het kleine bekken weer-
geeft, dan is dat volume gelijk aan V' = Ay Ah, met A, de horizontale oppervlakte
van het bekken en Ah het aanvankelijke verval over de dam (en aangenomen dat
het kleine bekken rondom verticale oevers heeft zodat A, niet afhankelijk is van
de waterstand). De uitstroom stopt zodra het verval over de dam gelijk is aan nul
en met de aanname dat het peil in het grote bekken constant is, is dat volume V'
dan gemiddeld over een afstand Ah/2 omlaag gegaan. De potentiéle energie van
dat volume is in dat proces afgenomen met AEpq, = pgAp,Ah?/2.

Deze AE,q is de energie die vrijkomt bij het ledigen en daarmee een bovengrens-
benadering van wat gewonnen kan worden. In werkelijkheid ligt de winbare energie
lager omdat altijd sprake is van verliezen

De omgekeerde situatie is gegeven in figuur 10.1(b), waarin water vanuit het grote
bekken tegen de zwaartekracht in naar het kleine bekken wordt verplaatst met
behulp van een pomp in de opening in de dam. In dit geval is de AEL =
pgApAh?/2 een ondergrensbenadering van de energie die de pomp moet leveren
om het kleine bekken te vullen tot het verval over de dam Ah bedraagt.

In Nederland, dat voor een groot deel onder gemiddeld zeeniveau ligt, wordt letter-
lijk veel energie gestopt in het omhoog brengen van water. Voor peilbeheer in de
relatief laaggelegen gebieden zijn enkele duizenden gemalen, van klein tot groot,
in bedrijf en samen zijn die goed voor circa 0,2%ovan het totale binnenlandse
energieverbruik®”.

Het winnen van energie uit stroming en hoogteverschillen gebeurt in Nederland op
bescheiden schaal. Voor zogeheten groene energie wordt vooral gemikt op wind en
zon (zie bijvoorbeeld Milieu Centraal (2022)). Elders in de wereld ligt dat anders.
Op diverse plaatsen zijn stuwmeren aangelegd, wordt energie gewonnen uit getij
(zowel hoogteverschil als stroming) en zijn andere opties, zoals energie uit golven
(zie paragraaf 4.5.1) en het mengen van zoet en zout water (zogeheten blue energy,
zie voetnoot 89) in ontwikkeling.

87Dit is een ruwe schatting, gebaseerd op cijfers van het CBS (Centraal Bureau voor de Sta-
tistiek, 2022).
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10.2 Pompen en gemalen

10.2.1 Inleiding

Gemalen zijn installaties waarmee water tegen een verval in kan worden verplaatst
en worden veelvuldig ingezet voor waterbeheer. Ten behoeve van bijvoorbeeld
landbouw of natuurontwikkeling kan het wenselijk zijn om de hoeveelheid water
die in een gebied aanwezig is, te reguleren. Een overmaat moet dan worden af-
gevoerd en een tekort aangevuld. Als aanvoer nodig is vanuit een gebied met
een lager peil of afvoer naar een gebied met een hoger peil, zal water omhoog
moeten worden gebracht en daar dient een gemaal voor. Een voorbeeld van een
betrekkelijk klein gemaal, waar er in Nederland talloze van zijn, is dat aan de
Balthasar van der Polweg in Delft (zie figuur 8.1 in hoofdstuk 8 over waterkerende
constructies®®).

Centraal in een gemaal is het zogeheten opvoerwerktuig. Daarmee wordt het
water omhoog gebracht. Eromheen zitten een aanvoerleiding, een afvoerleiding en
de aandrijving van het opvoerwerktuig. Die aandrijving levert de energie die nodig
is om het water omhoog te brengen.

Tot eind 18° eeuw werden in Nederland voor waterbeheer vrijwel uitsluitend wind-
molens gebruikt. De energie die nodig is om water omhoog te brengen, wordt
onttrokken aan wind en er is een directe, mechanische overbrenging van de molen-
wieken naar het opvoerwerktuig. Vanaf circa 1800 zijn in toenemende mate stoom-
gemalen ingezet. Enkele daarvan zijn vandaag de dag nog operationeel. Sinds het
begin van de 20° eeuw zijn de stoommachines in gemalen vervangen door dieselmo-
toren en later door elektromotoren (met, als het om een belangrijk gemaal gaat,
daarnaast een dieselaggregaat voor het geval de stroom uitvalt).

Opvoerwerktuigen zijn er in diverse soorten. Een bekende is de vijzel, gebaseerd
op de schroef van Archimedes. Tegenwoordig worden vooral pompen gebruikt.
Kenmerkend voor pompen is dat de druk in of de snelheid van het water wordt
verhoogd, waarbij uitstroming in één specifieke richting wordt geforceerd. Dat
kan op uiteenlopende manieren en er zijn veel typen pompen verkrijgbaar voor
diverse toepassingen. Voor nadere informatie wordt verwezen naar Internet en de
literatuur.

In deze paragraaf over pompen en gemalen gaan we in op de energiehuishouding
van het systeem van aanvoerleiding, opvoerwerktuig en afvoerleiding zoals dat in
gemalen voorkomt. Daarbij maken we gebruik van de theorie die is gegeven in
paragraaf 3.3 over stroming in gesloten leidingen. We beginnen met de energie-
huishouding rond een pomp (paragraaf 10.2.2) en daarna passen we dat toe op een
gesimplificeerd gemaal (10.2.3).

88Bedenk dat een gemaal mede een verval in stand houdt en dus ook een waterkerende functie
heeft.
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10.2.2 Pompen

Een pomp is bedoeld om water omhoog te brengen en/of de snelheid ervan te
verhogen. In beide gevallen voegt de pomp energie toe aan het water. Bij het
omhoog brengen gaat dat over een toename van potentiéle energie en verhoging
van de snelheid is een toename van kinetische energie. Voor de manier waarop
dat in een pomp gebeurt, wordt verwezen naar de literatuur. In deze paragraaf
beperken we ons tot de energiehuishouding en kijken we naar het vermogen dat
nodig is water omhoog te brengen en te versnellen.

Daartoe schematiseren we een pomp tot een instrument dat in een duur 7' een
volume water V' vanuit rust over een afstand Ah omhoog moet brengen en een
snelheid u moet geven. Door het omhoog brengen neemt de potenti€le energie
van het water toe met AE,q = pgV Ah. De toename van de kinetische energie
wordt gegeven door AEyi, = pVu?/2. De totale toename van de energie AFE komt
daarmee op

AE = AFEyot + AEkin
= pgV AL+ pVu?/2

(10.1)
u2
= pgV <Ah + )

29

Deze AFE is de energie die de pomp moet leveren in een duur 7. Het gemiddeld
vermogen P dat de pomp moet leveren is zodoende

AFE \% u? u?
P=""—pg—(Ah+—) = Ah+ — 10.2
T pgT< h+2g> ng( h+2g> (10.2)

waarin @) het debiet is dat door de pomp wordt geleverd.

De term tussen haken in het rechter lid van bovenstaande uitdrukking is de ver-
andering van energichoogte AH (zie paragraaf 3.3). We kunnen dus schrijven
dat

P = pgQAH (10.3)

Het is belangrijk om te bedenken dat dit het vermogen is dat aan het water
wordt toegevoegd. Dat wordt geleverd door het aandrijving van de pomp en om
dat te kunnen doen, moet die aandrijving worden gevoed. Het vermogen dat de
aandrijving nodig heeft, is groter dan P omdat zich in die aandrijving en in de
pomp verliezen voordoen, bijvoorbeeld door wrijving in mechanische componenten
en wandwrijving die de stroming in de pomp ondervindt. Dat wordt gebruikelijk in
beeld gebracht door onderscheid te maken tussen een bruto en een netto vermogen.
Het bruto vermogen gaat over de voeding van de aandrijving en het netto vermogen
is wat uiteindelijk aan het water wordt toegevoegd in de vorm van druk en snelheid.
De verhouding tussen beide wordt het rendement genoemd, vaak aangegeven met
het symbool 7:

Boruto = 77-Pnetto (104)
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u Figuur 10.2: Schematische voorstelling van
~"> een systeem waarbij met behulp van een pomp
) water uit een bassin via een flexibele leiding
in hoogte .

verstelbaar op een hoohgte Ah boven het nieau van het
bassin wordt uitgelaten.

bassin

waarbij n > 1.

Ander punt van aandacht is de besteding van het vermogen dat een pomp aan
het water kan toevoegen. Dat vermogen komt ten goede aan een verhoging van
druk en snelheid. De vraag is echter in welke verhouding dat gebeurt. Met andere
woorden: welk deel van het vermogen leidt tot een verhoging van de druk (de
opvoerhoogte) en welk deel aan een toename van de snelheid? Uitdrukking (10.3)
geeft daarover geen uitsluitsel, want die gaat alleen over de som van beide.

In het algemeen kan worden gesteld dat de distributie van het vermogen afhangt
van omstandigheden. Om dat in te zien, kijken we naar een gesimplificeerde si-
tuatie waarin een pomp wordt ingezet om water uit een bassin op een of andere
hoogte Ah boven de vrije waterspiegel in dat bassin met een snelheid  uit te laten
stromen. Deze situatie is geschetst in figuur 10.2.

De gebogen leiding aan uitstroomzijde van de pomp in deze figuur, moet worden
gezien als een flexibele slang. Het uiteinde daarvan, helemaal rechts in de figuur,
kan vanwege die flexibiliteit in hoogte worden versteld en dat betekent dat de
opvoerhoogte Ah naar wens kan worden aangepast. We gaan ervan uit dat die
aanpassing zodanig is dat de vorm van de slang (met name de bochten daarin)
niet veranderen, net zo min als de totale lengte van de slang. Met deze aanname is
de positie van het uitstroomeinde van de slang niet van invloed op de verliezen die
zich daarin voordoen. Omdat de totale lengte gelijk blijft, geldt dat ook voor het
verlies door wandwrijving. En omdat het totaal aan bochten ook gelijk blijft (een
halve cirkel onderin en een kwart bovenin), worden ook de daaraan gerelateerde
verliezen niet beinvloed door de positie van de uitstroomopening.

In deze configuratie kunnen we dus binnen zekere grenzen spelen met de verticale
positie van de uitstroomopening om te kijken wat daarvan de invloed is op het
debiet dat de pomp kan verwerken, afhankelijk van het vermogen dat die pomp kan
leveren terwijl verliezen door wandwrijving en bochten vrijwel gelijk blijven.

Als we uitgaan van een of ander vast vermogen P, dan moet volgens (10.3) gelden
dat QAH constant is, ofte wel dat @ o« 1/AH. Om een uitspraak te kunnen
doen over de relatie tussen het debiet (Q en de opvoerhoogte Ah, moet ook het
uitstroomoppervlak (de oppervlakte van de dwarsdoorsnede van de uitstroomope-
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Hig Figuur 10.3: Schematische doorsnede
Y van het gemaal (paragraaf 10.2.3).

AH e

uit

ning) in de beschouwing worden betrokken. Als A dit oppervlak is, dan geldt
dat u = Q/Aut, zodat (volgens (10.3)),

An s
=1 h+ — 10.5
PG Auit ( 29) (10:5)

Deze uitdrukking toont de relatie tussen u en Ah (rechter lid) bij een voorgeschre-
ven P en Ay (linker lid), of omgekeerd. De porté hiervan is dat opvoerhoogte
(Ah), uitstroomsnelheid (u) cq, debiet (@) en beschikbaar vermogen (P) niet on-
afhankelijk van elkaar kunnen worden gekozen in een ontwerp van een systeem
waarin een pomp wordt ingezet. FEen keuze voor één van deze parameters be-
invloedt de keuzeruimte die beschikbaar is voor de andere. In het navolgende
rekenvoorbeeld speelt dat een rol.

10.2.3 Toepassing

Ter illustratie gaan we voor een simpel gemaal op hoofdlijnen na welk vermogen
de pomp netto moet leveren om water tegen een verval in te transporteren. Een
schematische doorsnede van dat gemaal is geschetst in figuur 10.3.

Het netto vermogen P dat de pomp moet leveren, wordt gegeven door
P = pgQAHpomp (10.6)

(zie (10.3)), waarin @) het gewenste debiet is en AHpomp de energichoogte die aan
het water moet worden toegevoegd. Naast het verval AH = AH;y — AHj, moet
deze AHpomp 00k compenseren voor alle verliezen die in het gemaal optreden.
Zodoende moet

AIq'pomp = A-H-uit - AI_Iin + AIq'vcrlics (107)

Verliezen treden op bij instroming (contractie), wandwrijving, bochten, doorvoer
door de pomp en uitstroming (vertraging) en afhankelijk van de configuratie nog
meer. Bij benadering kunnen we het totale verlies relateren aan een karakteristieke

stroomsnelheid u,, volgens
2

AI{vcrlics ~ fp& (108)
29
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waarin §, de coéfficiént die het totaal aan verliezen relateert aan w,. Dit is een
benadering omdat het verlies in de pomp zelf niet evenredig is met het kwadraat
van de stroomsnelheid, maar met u, tot een andere macht (doorgaans iets kleiner
dan 2, maar dat hangt van de pomp af).

Met deze bendering kunnen we voor het benodigde vermogen P schrijven dat

u2. u.2 u2
P= - uit g in v 10.
ng( ¢+ 2% 2g+£p29 (10.9)

Hoewel niet daartoe beperkt, worden gemalen in de praktijk vaak gebruikt om het
peil aan laagwaterzijde een voorgeschreven maximum niet te laten overschrijden,
zoals bijvoorbeeld in polders. Afhankelijk van doorlopende waarnemingen aan
peilvariaties worden in het gemaal één of meerdere pompen in— of afgeschakeld.
Variéren met het aantal pompen dat in werking is, komt neer op trapsgewijs regelen
van het vermogen dat wordt ingezet om water te verplaatsen.

Van belang in dit verband is dat een vergroting van het debiet een meer dan even-
redige vergroting van het ingezette vermogen vereist. Omgekeerd leidt een reductie
van het ingezette vermogen (door één of meerdere pompen af te schakelen) tot een
minder dan evenredige reductie van het debiet. Dat volgt direct uit (10.9).

In de praktijk is de stroomsnelheid in de aan— en afvoerkanalen aan weerszijden
van gemaal betrekkelijk klein, zodat bij redelijke benadering wyit, uin ~ 0. In zulke
gevallen reduceert (10.9) tot

u2
P~ pgQ (huit — hin + §p2z> (10.10)

Omdat de karakteristieke stroomsnelheid u, afhankelijk is van het debiet @, is
het vermogen P juist niet evenredig met dat debiet. In deze uitspraak hebben we
geen rekening mee gehouden dat het verval Ah = Ay — hin over het gemaal ook
kan worden beinvloed door variaties in het debiet. Dat doet echter niets toe of af
aan de constatering dat de relatie tussen P en @) een niet-lineair karakter heeft.
Dat verklaart waarom een verandering van het debiet geen evenredige verandering
van het vermogen vereist en, omgekeerd, een verandering van het vermogen geen
evenredige verandering van het debiet teweeg brengt.

Tot slot van deze paragraaf over gemalen merken we op dat het bij— of afschakelen
van pompen in een gemaal gepaard gaat met een vrij abrupte verandering van het
debiet. Daardoor ontstaan in de aan— en afvoerkanalen aan weerszijden van het
gemaal zogeheten translatiegolven. Bij schutsluizen doet zich dat ook voor bij het
vullen en ledigen van de schutkolk. Inzicht in zulke golven kan van belang zijn voor
scheepvaart, oeverbescherming en zo meer. Het principe van zulke translatiegolven
komt aan bod in appendix F.
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10.3 Waterkracht

10.3.1 Inleiding

Stromend en vallend water wordt al eeuwen als bron van energie benut. Naar
verluidt maakten in de oudheid Egyptenaren, Romeinen, Mesopotamiérs, Indiérs,
Chinezen en vele anderen daar al gebruik van. In vroeger dagen ging dat uitslui-
tend om directe aandrijving van machines, zoals bij watermolens waarbij stromend
of vallend water wordt gebruikt om een schoepenrad in beweging te houden. Het
voordeel schuilt in de koppeling van de roterende as van zo’n rad met een apparaat
dat in één of andere toepassing menselijke arbeid vervangt. FEen voorbeeld daarvan
is een watergedreven zaagmolen. Tegelijkertijd zijn er ook zaagmolens die werken
op windenergie.

Tegenwoordig wordt waterkracht vooral (maar niet uitsluitend) gebruikt om elek-
trische energie te genereren. De eerste toepassing daarvan stamt uit de 19° eeuw.
Het grote voordeel van elektrische energie als tussenvorm, is dat het afstand toelaat
tussen de plaats waarop de energie wordt gegenereerd (of gewonnen) en waar die
wordt geconsumeerd. Een nadeel is dat het eigenlijk moet worden geconsumeerd
zodra het wordt geproduceerd. Zeker bij de tegenwoordige, toenemende behoefte
aan hernieuwbare energie uit zon, wind en water, leidt dat tot een majeure queeste
als het gaat om het afstemmen van vraag en aanbod.

Het is een beetje vergelijkbaar met de ervaring van de beheerder van een rioolwater-
zuiveringsinstallatie (RWZI). Afhankelijk van het aanbod aan rioolwater, worden
pompen van zo’n installatie in— of uitgeschakeld. Dat proces is volledig geautoma-
tiseerd. Het verhaal van de beheerder is dat je aan het bijschakelen van pompen
kunt aflezen wanneer de scheidsrechter heeft gefloten voor rust in een voetbalwed-
strijd die op televisie of Internet live te volgen is. Dat is het moment waarop
opeens heel veel plasjes worden gedaan.

Met de vraag naar energie is dat net zo. Die fluctueert om allerlei redenen waar
zon, wind en water geen rekening mee houden. Daarom wordt tegenwoordig veel
onderzoek gedaan naar grootschalige, duurzame opslag van energie en naar groot-
schalige koppeling van producenten en consumenten om te bevorderen dat ruim-
telijke spreiding in overschotten en tekorten tot uitvlakking leidt.

Maar hoe boeiend die queeste ook is, het fundamentele aspect is het winnen (of
oogsten, zoals het vooral in de Engelstalige vakliteratuur wordt genoemd) van
energie ten behoeve van een proces of activiteit. In dit hoofdstuk belichten we één
kant daarvan, namelijk waterkracht. Dat is een misleidende term omdat het kracht
verwart met energie. Bovendien, wie een woordenboek of Internet raadpleegt voor
de betekenis van waterkracht, vindt zeer waarschijnlijk dat het gaat om het win-
nen van energie uit stroming 6f een hoogteverschil (verval). Dat suggereert een
onderscheid dat er eigenlijk niet is. In waterbouwkundige context gaat het bij
waterkracht altijd om water dat stroomt als gevolg van een verval of drukgradi-
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ént®. En die stroming wordt gebruikt om een turbine of soortgelijk apparaat aan
te drijven waarmee energie kan worden omgezet naar een gewenste vorm, door-
gaans elektrische energie. Enkele principes van methoden om dat te doen komen
in de volgende paragraaf over energie uit stroming aan bod, te beginnen met een
stationair systeem (stuwmeer, paragraaf 10.3.2), gevolgd door een dynamisch sys-
teem (getijdencentrale, paragraaf 10.3.3). De blue energy die in voetnoot 89 is
genoemd, laten we verder buiten beschouwing, maar we gaan wel kwalitatief in op
het winnen van energie uit windgolven (paragraaf 10.3.4).

10.3.2 Stuwmeer

Een stuwmeer is bedoeld om de energiehuishouding van een natuurlijke, open wa-
terloop zodanig te manipuleren dat er energie uit kan worden gewonnen. In een
stationaire situatie en in termen van impuls wordt de stroming in zo'n waterloop
in stand gehouden door een balans tussen een drukgradiént (verhang) en bodem-
wrijving. In termen van energie, daarentegen, gaat het om een balans tussen een
verandering in potentiéle energie en arbeid verricht door wrijving.

Voor het principe van die energiebalans kijken we naar eenparige, uniforme stro-
ming in een open waterloop. Een langsdoorsnede is geschetst in figuur 10.4(a).
We volgen daarin een volume water (aangegeven met het grijze blok) dat zich
met de stroom mee verplaatst. Op enig moment bevindt dit volume zich op een
bovenstroomse locatie (@, links in de figuur) en even later op een andere, stroom-
afwaartse locatie (@, rechts in de figuur). Onderweg van de bovenstroomse naar
de benedenstroomse locatie is de potentéle energie van het volume afgenomen. Per
eenheid van breedte dwars op het vlak van tekening, kan de omvang AFE,q van
deze verandering van potentiéle energie worden geschreven als

AE,o = pghAzAz (10.11)

waarin Az de afmeting van het volume water in stroomrichting en Az de verticale
afstand die door het volume is afgelegd. Als i = —d(/dx het verhang is, dan geldt
dat Az = iL, waarbij L de horizontale afstand waarover het volume is verplaatst.

89Er zijn ook andere manieren om energie uit water te winnen, maar die vallen buiten het
bestek van dit boek. Een voorbeeld daarvan is blue energy. Deze techniek maakt gebruik van de
energiebalans die gekoppeld is aan de watercyclus. In die cyclus verdampt water uit zee onder
invloed van de zon. De waterdamp die op deze manier in de atmosfeer terecht komt. condenseert
op enig moment en dat resulteert in neerslag die uiteindelijk, veelal na afstroming en via rivieren,
weer in zee belandt. In deze cyclus is energie nodig voor de verdamping en komt energie vrij bij
de condensatie. Die twee zijn echter niet met elkaar in balans en dat heeft te maken met het
verschil in zoutgehalte tussen zeewater en neerslag. Hoe zouter het zeewater, hoe meer energie
het kost om water daaruit te laten verdampen. De waterdamp die in de atmosfeer terecht komt,
bevat geen zout en bij condensatie daarvan komt zodoende minder energie vrij dan wat nodig
was voor de verdamping. Het verschil tussen beide komt pas vrij als de zoutloze neerslag zich na
afstroming uiteindelijk mengt met zeewater. Bij de verdamping werd de zee een beetje zouter en
dat wordt hersteld bij die menging. Blue energy is erop gericht om de energie te winnen die bij
deze laatste stap vrijkomt. Dat herstel van het zoutgehalte is overigens niet helemaal volledig,
want onderweg naar zee worden in het afstromende water zouten opgelost waardoor op termijn
het zoutgehalte van de zee stijgt.
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Figuur 10.4: ldee van een stuwmeer. In fi-
guur (a) is de langsdoorsnede van een ri-
vier geschetst en in figuur (b) is in die rivier
een stuwdam geplaatst. Bovenstrooms van
die dam stelt zich een verhanglijn in waarbij
de waterstand hoger ligt dan die in de oor-
spronkelijke situatie zonder dam. Ver boven-
strooms van de dam (locatie @) is de veran-
dering van de waterstand zo klein dat dat van
een ongestoorde situatie kan worden gespro-
ken. Als het debiet door de dam gelijk is aan
de bovenstroomse afvoer van de rivier, is ook
benedenstrooms van de dam sprake van een
ongestoorde situatie (lokate @).

De arbeid Ay, die bij de verplaatsing van het volume wordt verricht door de bo-
demschuifspanning 7,, wordt gegeven door

Ay = Az L(1 + %) = Azl (10.12)

waarin 7,Az+v/1 + 72 de wrijvingskracht is die het volume ondervindt en deze kracht
werkt over een afstand Lv/1 +42. Omdat i < 1, is 1 +142 ~ 1.

Voor de energiebalans vinden we zodoende, na delen door AxL,

d
AE‘pot + Aw =0 — —pghd—g + 71 = 0 (1013)
XL

Door vervolgens de bodemschuifspanning te relateren aan de diepte-gemiddelde
stroomsnelheid u volgens

Ty = —cypulul
(zie(2.30)) volgt
d
AFBpo + Ay = *pghé —cppulul =0 (10.14)

Merk op dat dit, althans na delen door ph, identiek is aan de impulsbalans (2.32)
voor 1-dimensionale, stationaire, uniforme stroming.

Omdat het beschouwde volume water beweegt en dus een snelheid heeft, is ook
sprake van kinetische energie. Op de locaties @ en @ is die echter identiek. Het
gaat immers om het zelfde volume (en dus ook om de zelfde massa omdat we water
onsamendrukbaar veronderstellen) en om de zelfde snelheid. Er is zodoende geen
verandering van kinetische energie.
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Bij toepassing van een stuwdam tussen de locaties @ en @ zoals geschetst in figuur
10.4(b), verandert de energiebalans (10.13). De stuwdam vormt een obstructie in
de stroming. Die leidt tot een lokale toename van de weerstand en gaat gepaard
met verlies van energie (genoteerd als AFq,m). Tegelijkertijd kan het verval Ah
over de dam worden benut om energie te winnen (Eyi,). Met deze twee extra
bijdragen wordt de energiebalans

AEyot + Ay 4+ ABgam + Ewin =0 (10.15)

De verandering van de potentiéle energie AFE,o is in deze balans identiek aan
die in balans (10.13) voor de situatie zonder de stuwdam. Dat geldt niet voor de
arbeid Ay, die wordt verricht door de bodemwrijving (daarom is deze grootheid
in (10.15) voorzien van een *). Tussen de locaties @ en @ neemt de stroomsnelheid
in de richting van de stroming geleidelijk af tot bijna nul net bovenstrooms van
de dam. Omdat het energieverlies door wrijving evenredig is met het kwadraat
van de stroomsnelheid, is dit verlies in aanwezigheid van de stuwdam kleiner dan
zonder die dam (A}, < Ay,). Het verschil is beschikbaar voor het extra verlies
AFqam en de oogst Fyin:

AEqam + Eyin = Ay — A:V (1016)

Uitwerking van het verschil Ay, — A% is tamelijk bewerkelijk. Het energieverlies
A% is afhankelijk van het verloop van de stroomsnelheid w(z) tussen @ en de
stuwdam en om dat te kunnen bepalen, is evaluatie van de verhanglijn nodig die
zich bovenstrooms van de stuwdam instelt. Omdat die uitwerking niet nodig is
om een beeld te kunnen geven van het ontwerp van een stuwdam met betrekking
tot optimalisatie van de energie—opbrengst, laten we die achterwege. Dat kan veel
makkelijker met een lokale beschouwing van de waterbeweging rond en door de
stuwdam. Daar gaat het vervolg van deze paragraaf over.

Die lokale beschouwing gaat over het stukje rivier tussen net bovenstrooms en
net benedenstrooms van de dam. Het verval Ah over de dam wordt gebruikt om
een stroming door een buis in de dam op gang te houden. Onderweg drijft die
stroming een turbine aan die is gekoppeld aan bijvoorbeeld een generator waarmee
elektriciteit kan worden opgewekt. Het principe hiervan is geschetst in figuur 10.5.
Het verval Ah over de dam waar we in de lokale beschouwing vanuit gaan, wordt
bepaald door de waterstand aan de benedenstroomse kant van de dam (figuur a)
of door de hoogteligging van de uitstroomopening (figuur b), net welke de hoogste
is.

Ter wille van de eenvoud gaan we niet in op de geometrie van het systeem van
leidingen in de dam waarmee water langs de turbine wordt geleid. Dat is ook niet
nodig om in algemene zin een energiebalans op te stellen voor de lokale beschou-
wing die we voor ogen hebben. In termen van energiechoogte (zie paragraaf 3.3)
luidt die balans

Ah = Ahy, + Ahy (10.17)
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waarin Ah, verwijst naar alle verliezen die optreden in dat systeem van leidin-
gen (instroomverlies, wandwrijving, uitstroomverlies et cetera) en Ah; gaat over
de energie die door de turbine aan de stroming wordt onttrokken. Bovendien is
verondersteld dat de stroomsnelheid net bovenstrooms van de dam zeer gering
is. Indien Ah > h, is dat redelijk. Zo niet, dan moet aan het linker lid van
bovenstaande balans de energiehoogte u2,/(2g), met u,, de stroomsnelheid net
bovenstrooms van de dam, worden toegevoegd.

De beide termen in het rechter lid van de balans zijn afhankelijk van het debiet
door het systeem van leidingen in de dam. In het geval van een stationaire situatie
is dat debiet gelijk aan de afvoer @ van de rivier. Het verband kunnen we schrijven

als
_Q
Ay

waarin u; een karakteristieke snelheid voor de stroming in de leidingen en langs
de turbine en zijn &, en & verliescoéfficiénten in de relatie tussen Ah, en Ahg
enerzijds en de karakteristicke snelheidshoogte u?/(2g) anderzijds. Voorts is A;
een karakteristieke maat voor het oppervlak van de doorsnede van de leidingen in
de dam?°.

2

Ahy = £, 2 Ahy =€ uwo, (10.18)
v =GCuvgs_ = = b .
2g £ Sy

De coéfficiént &, zoals die in (10.18) wordt gebruikt om de energie Ahy die de tur-
bine aan de stroming onttrekt te relateren aan de stroomsnelheid u;, kan variéren
met die stroomsnelheid. Dat is afhankelijk van de toegepaste turbine. Dit laten
we echter buiten beschouwing en gaan uit van een constante &;.

Het vermogen P; dat de turbine aan de stroming onttrekt, wordt gegeven door
up
Py = pgQAhy = pgQ (Ah =& 29) (10.19)

Voor het debiet ) door de dam zijn we athankelijk van wat de rivier biedt. Dat
debiet ligt dus vast. Het verval Ah, daarentegen, is tot op zekere hoogte een ont-
werpparameter die we kunnen variéren. Uit bovenstaande uitdrukking blijkt dat
het vermogen P; toeneemt met dit verval en dat nodigt uit om ter wille van een zo
groot mogelijk vermogen, te mikken op een zo hoog mogelijke dam. Daar staat te-
genover dat de kosten van een dam ook toenemen met de hoogte. Daarnaast brengt
de natuurlijke vorm van het rivierdal dat plaats moet bieden aan het stuwmeer,
een beperking met zich mee. In principe kan die kunstmatig worden aangepast,
maar daardoor nemen de kosten van extra hoogte van de dam nog sterker toe.
Uiteindelijk komt dit neer op een economische afweging van kosten voor realisatie
en onderhoud enerzijds en opbrengst uit verkoop van energie anderzijds.

Daarnaast spelen overwegingen ten aanzien van het milieu een rol van betekenis.
De energie die met een stuwdam wordt geproduceerd, is schoon in de zin dat

90De introductie van deze karakteristieke grootheden up, &y, & en A komt eigenlijk neer op
schematisatie van het systeem van leidingen in de dam tot een prismatische buis waarvan de
dwarsdoorsnede een oppervlak A: heeft.
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Figuur 10.5: Principe van een stuw-

h N dam. Het verval Ah drijft een stro-
Ah ming door een buis in de dam aan.
Ah In die buis bevindt zich een turbine

~">u

T waarmee energie aan de stroming
= N wordt onttrokken.

(a) (b)

het geen uitstoot van broeikasgassen met zich meebrengt en er uiteindelijk meer
energie mee wordt geleverd dan nodig is voor aanleg, onderhoud en buiten dienst
stelling aan het einde van de levensduur. Daar staat tegenover dat de ecologische
en sociaal-economische systemen in en rond het rivierdal waar zich een stuwmeer
vormt, ingrijpend worden aangetast. Ondanks het groene karakter is waterkracht
dus niet zonder effecten op milieu en maatschappij.

Bij het ontwerp van de stuwdam speelt tevens het beheer van de kwaliteit van het
water in het stuwmeer een rol van betekenis. Vanwege de geringe stroomsnelheid in
het stuwmeer wordt sediment dat van bovenstrooms wordt aangevoerd grotendeels
in dit meer afgezet. Op lange termijn kan dat leiden tot verondieping. Op veel
kortere termijn speelt het beheer van de waterkwaliteit in het meer. Met name
in het relatief diepe deel kan de waterkwaliteit door gebrek aan verversing en
doordringing van zonlicht sterk achteruit gaan. Uiteindelijk heeft dat een weerslag
op de waterkwaliteit in het gehele meer. Gebruikelijk wordt dat gemitigeerd door
afwisselend op verschillende hoogtes water vanuit het meer naar de turbines te
voeren. Het systeem van inlaatpunten en leidingen dat daarvoor nodig is, draagt
niet vanzelfsprekend bij aan minimalisatie van energieverliezen. Zo bezien is het
ontwerp van het complex van stuwmeer en stuwdam ook een afweging tussen
belangen van soms wezenlijk onvergelijkbare aard. In de waterbouwkunde is dat
een terugkerende uitdaging.

10.3.3 Getijdencentrale

Een andere vorm van waterkracht gaat uit van het getij. Door de stroming die
daarbij hoort te gebruiken om een molen of turbine aan te drijven, kan elektrische
energie worden gegenereerd. Bij voorkeur op plaatsen waar de stroming relatief
sterk is, wordt dit principe wel toegepast met in het water geplaatste molens. Deze
toepassing is vergelijkbaar met windmolens op land.

Een andere manier om energie uit getij te winnen is gebaseerd op eb en vloed in
een bekken dat in open verbinding met de zee staat. Bij vloed wordt het bekken
gevuld en bij eb loopt het weer leeg. Door de monding van het bekken kunstmatig
te vernauwen met een dam met daarin een kleine opening, wordt de stroming bij
het vullen en ledigen sterk geconcentreerd. Door die stroming langs een turbine te
leiden die aan een generator is gekoppeld, kan elektriciteit worden geleverd. In deze
vorm spreekt men van een getijdencentrale. Het is vergelijkbaar met een stuwdam,
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0 Ab : Figuur 10.6: Schematische langs-
_E ©;  doorsnede van een getijdencentrale
= 5 met links in de figuur de zee, rechts
Ah() L— het bekken en daar tussenin de dam
o) . met turbines. .

i
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zij het dat de stroming daarbij altijd dezelfde kant op is, terwijl de stroomrichting
bij een getijdencentrale steeds wisselt, afhankelijk van het getij.

Een ander belangrijk verschil met een stuwdam, is dat het lange-termijn gemid-
delde debiet door zo’n dam vast ligt, terwijl het bij een getijdencentrale tot op
zekere hoogte instelbaar is. Bij vloed, bijvoorbeeld, wordt het bekken vanuit zee
gevuld. De waterstand op zee is dan hoger dan die in het bekken. Er is dan een
verval over de dam dat een stroming door de opening in de dam aandrijft. De
omvang van die stroming bepaalt hoe snel de waterstand in het bekken variéert.
Hoe groter het debiet door de dam, hoe sneller de waterstand in het bekken veran-
dert. Tegelijkertijd geldt echter dat naarmate de waterstand in het bekken sneller
verandert, het verval over de dam kleiner wordt en het is juist dat verval dat de
stroming door de dam aandrijft. Bij eb doet zich hetzelfde voor, zij het met een
stroming van bekken naar zee.

Kennelijk is er een verband tussen het debiet door de dam en het verval erover
waarbij de een toeneemt als de ander afneemt en omgekeerd. Het vermogen dat
door een getijdencentrale kan worden geleverd, is echter evenredig met het product
van debiet en verval. Dat suggereert dat er, voor wat betreft dat vermogen, een
optimale combinatie van debiet en verval is.

Een indruk van die optimale combinatie ontlenen we aan een schematische voor-
stelling van een getijdencentrale. In figuur 10.6 is een doorsnede gegeven van de
geschematiseerde dam en bekken. In de doorsnede van de dam is één leiding met
turbine geschetst. Voor het oppervlak van de dwarsdoorsnede van deze leiding
gaan we uit van een karakteristieke waarde A;. Het debiet door de leiding en dus
ook langs de turbine, noteren we met Q;.

Ter wille van de eenvoud nemen we aan dat de keuze van de turbine vast ligt
en daarmee ook de afmeting A; van de leiding waar die in geplaatst is. Voor
optimalisatie van het vermogen dat door de centrale wordt geleverd, kan met het
aantal turbines worden gevariéerd. Als de centrale bestaat uit n parallel geplaatste
turbines, dan is het totale debiet door de dam gelijk aan @ = nQ;.

Het verband tussen het vermogen dat de centrale levert en het aantal turbines
brengen we in twee stappen in kaart. De eerste stap gaat over de relatie tussen het
aantal turbines en het verval over de dam. Die relatie gebruiken we in de tweede
stap om het vermogen te schrijven als een functie van het aantal turbines om
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vervolgens na te gaan welk aantal tot de grootste energie—opbrengst leidt.

Voor de eerste stap gaan we uit van een bekken waarin de waterspiegel steeds vlak
en horizontaal is en waarbij de oevers de vorm hebben van verticale wanden zodat
het horizontaal oppervlak niet afhankelijk is van de waterstand. Dit oppervlak
wordt genoteerd met Ap.

De waterstand (, op zee vari€ert met het getij. Gemakshalve simplificeren we dat
tot een enkelvoudige harmonische component en schrijven

C.(t) = Csin(wt) (10.20)

waarin ¢ de tijd is, w de hoekfrequentie van het getij en f is de amplitude van de
getijgolf.
De waterstand ( in het bekken verandert afhankelijk van het debiet n@; door de
dam volgens

¢y _ nQ:

= 2 10.21
dt Ay (10-21)

Bij vloed, als de stroming door de dam van zee naar het bekken is, stijgt de
waterstand (. Daarbij is de waterstand op zee hoger is dan die in het bekken.
Het debiet @ en het verval over de dam Ah = (, — (} in deze situatie noemen we
positief. Tijdens eb zijn nQ; en Ah negatief.

Door combinatie van Ah = (, — ¢, met (10.21) kunnen we de verandering van het
verval over de dam relateren aan het totale debiet. Dat leidt tot

d(Ah)  nQ: _ d¢
dt Ay, dt

(10.22)

Deze uitdrukking is te lezen als een omschrijving van de invloed van het debiet
nQy op het verval Ah afhankelijk van de geometrie A; van het bekken. Daarnaast
heeft het verval als aandrijvende kracht invloed op het debiet. Voor een individuele
leiding met turbine geldt dat

Q:|Q:|
29 A?

Ah = (& + &) (10.23)

waarin &, en & coéfliciénten voor achtereenvolgens energieverliezen en de ont-
trekking van energie aan de stroming door de turbine”'. Beide coéfficiénten zijn
gekoppeld aan de karakteristieke snelheid u; = Q¢/A: in de leiding.

91 Impliciet veronderstellen we dat de energie die aan de stroming kan worden onttrokken
evenredig is met (Q:/A¢)?, ofte wel het kwadraat van de stroomsnelheid bij de turbine. In
wekelijkheid is de energie evenredig met de stroomsnelheid tot een macht in de buurt van 3/2.
Uitgaan van een kwadraat is een benadering van de werkelijkheid. Daarvoor is in dit boek
gekozen omdat het de berekening van de energie eenvoudiger maakt en het de bedoeling is om
de essentie van die berekening helder te maken.
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Hieruit valt af te leiden dat

1/2
Qt:At< 2 ) Ah (10.24)

§o +& VAR

Invullen in (10.22) geeft

d(AR) A [ 2 )1/2 AhdC
- 10.25
a A, (sq,w (10.25)

VAR di

Van deze differentiaalvergelijking zijn we alleen geinteresseerd in de particuliere
oplossing. Die geeft de respons op de forcering d¢, /dt door het getij. De oplossing
van de homogene vergelijking is in dit geval de respons op een beginvoorwaarde
die zich ooit heeft voorgedaan en na verloop van tijd uitdempt.

Vanwege het niet-lineaire karakter ligt een analytische oplossing van (10.25) niet
voor de hand. Er is echter wel een analytische benadering mogelijk, gebaseerd
op de veronderstelling dat het verval ook sinusvormig met de tijd verloopt, net
als de waterstand op zee maar met een faseverschuiving 6 en een eigen amplitude
a:

Ah = asin(wt — 0) (10.26)

Bovendien benaderen we
Ah

N

Met deze twee benaderingen is

~ yasin(wt — 6) (10.27)

wa cos(wt — 0) + né ( 29 )1/2 Vasin(wt — 0) = w( cos(wt) (10.28)
Ap \ & +& .

Hierin zijn de amplitude a en de faseverschuiving 6 de onbekenden en die kunnen
worden opgelost uit de eis dat (10.28) moet gelden voor alle ¢. Hieruit volgt
dat9?

cosf = & ; sinf = —m[]\A/a (10.29)
¢ w(
en”?
1 n2y? ntht N
0= <_ = +4<2> (10.30)

92Waarbij gebruik is gemaakt van

cos(wt) = cos(wt — 6 + 0) = cos(wt — ) cos(f) — sin(wt — ) sin(f)

93Zoals volgt uit (10.28) met (10.29) evalueren voor ¢ = 0.
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en waarin

A 2 1/2
Y= (éu T a) (1031)

De faseverschuiving § wordt vervolgens gevonden door a uit (10.30) in te vullen
n (10.29):
ni
tan(f) = — 10.32
(o) = - (10.32)

Omdat sin(f) < 0 en cos(f) > 0, ligt 6 tussen 37/2 en 2.

Met (10.28), (10.29), (10.30), (10.31) en (10.32) hebben we een benadering ge-
vonden van de relatie tussen het verval Ah over de dam en het aantal parallelle
leidingen met turbines (n). Daarmee is de eerste stap in de beschrijving van het
verband tussen vermogen en aantal turbines afgerond. In de tweede stap koppelen
we het gevonden verval Ah aan het vermogen P; dat door een individuele turbine
wordt geleverd. Het vermogen van de gehele centrale komt daarmee op nF;.

Het netto vermogen dat een turbine levert, wordt gegeven door
Py = pg|QiAhy| (10.33)

waarin het gebruik van absolute waarde in de uitdrukking nodig is omdat zowel
het debiet als het verval, afhankelijk van de fase van het getij, een positieve of
negatieve waarde kunnen hebben, terwijl vermogen nul of positief. Voorts is Ah;
dat deel van het verval over de turbine dat ten goede komt aan het genereren van
elektrische energie. Met de coéfficiénten &, en &; die in (10.23) zijn geintroduceerd,
kunnen we schrijven dat

QilQ:| &

Ah, =
S8 AT TE G

Ah (10.34)

Samen met (10.24) geeft dit

Pt—pngt

- 5 Bk |ARJ?/2 (10.35)

Dit is het resultaat van de tweede stap van de optimalisatie. Omdat het verval in
dit resultaat een functie is van de tijd, is het vermogen P; dat ook. Integratie van
dit vermogen over een getijcyclus is een maat voor de energie—opbrengst FE van de
getijdencentrale wat we willen optimaliseren door variatie van het aantal turbines.
Die opbrengst per getijcyclus wordt gegeven door

T/ w )
E = pg\/2 At )3/2 // |AR(t)[>2dt (10.36)
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A Figuur 10.7: Aard van het verband tussen de energie—
E opbrengst E per getijcyclus en het aantal n turbines in
de dam die het bekken van de zee scheidt. De bovenste
kromme in deze grafiek hoort bij een grotere getijslag
dan de onderste.

en door bundeling van alle factoren in het rechter lid van deze uitdrukking die
afhankelijk zijn van het aantal turbines n, komen we uit op

5 19 ™ 3/2
E xna®? «n (— anf + anf + 4&) (10.37)
Bedenk hierbij dat we nog steeds veronderstellen dat de keuze van de turbines en
de leidingen waarin die zijn geplaatst, vast liggen en dat we alleen kunnen variéren
met het aantal turbines. Met andere woorden: we zijn op zoek naar de n waarvoor
FE een maximum bereikt. Het verband tussen E en n is kwalitatief weergegeven
in figuur 10.7. Daaruit blijkt dat er inderdaad een optimum is, althans in de
schematisatie en benadering die we hebben toegepast.

Eerder in deze paragraaf hebben we geredeneerd dat optimalisatie van de energie—
opbrengst neerkomt op het afstemmen van debiet door en verval over de dam.
Toename van de een gaat samen met afname van de ander, terwijl het product
van beide een maat is voor de opbrengst. Dat is niet direct herkenbaar in uitdruk-
king (10.37) vanwege de toegepaste integratie over het getij. Inzicht in wat zich
in een getijcyclus afspeelt, kunnen we krijgen door te kijken naar hoe het totale
vermogen P(t) = nP;(t) athangt van het aantal turbines n.

Voor drie waarden van n is dat geschetst in figuur 10.8. De bovenste grafiek in
deze figuur geeft het verloop van de waterstand in het bekken en de onderste
het verloop van het geleverde vermogen, beide als functie van de tijd. De drie
beschouwde waarden van het aantal turbines zijn aangegeven met ni, ns en ns.
De waarde ns komt overeen met het optimum waarnaar in figuur 10.7 is verwezen.
Beide andere waarden van n horen bij een sub—optimale configuratie en er geldt
dat nq1 < no < ns.

Een paar kanttekeningen bij een getijdencentrale:

e In de beschreven optimalisatie van de energie—opbrengst is alleen het aantal
turbines n als onafhankelijke variabele of vrije ontwerpparameter genomen.
We hebben aangenomen dat de keuze voor turbines en leidingen waarin die
zijn geplaatst, zijn voorgeschreven. In werkelijkheid kan in het ontwerp van
een getijdencentrale ook daarmee worden gevariéerd. Dat wil zeggen dat ook
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Figuur 10.8: Vergelijking van het verloop
van de waterstand in het bekken (boven-
ste grafiek; de gestippelde kromme gaat
over (~(t)) en het geleverde vermogen P

. van een getijdencentrale (onderste gra-
tiid 2w fiek), beide als functie van het aantal tur-

bines (n). Voor de waarden van n waar-

Ng naar in de figuur wordt verwezen, geldt
n dat n1 < ng < n3. Binnen de context
van de in de tekst genoemde aannames,
wordt de maximale, getij—geintegreerde

tijd o €nergie—opbrengst gerealiseerd met ng
turbines.

als het ontwerp van een getijdencentrale alleen zou gaan om optimalisatie van
de energie—opbrengst, het complexer is dan in deze paragraaf omschreven.
Het principe van de optimalisatie is echter wel juist en daarmee illustratief
voor het ontwerp.

De essentie van die illustratie schuilt in het effect van het aantal turbines n
(en daarmee eigenlijk de omvang van de opening in de dam die het getijden-
bekken van de zee scheidt) op zowel het debiet door de dam als het verval
daarover. De energie—opbrengst is afthankelijk van het product van debiet en
verval, maar die twee zijn niet onafthankelijk van elkaar. De stroomsnelheid
in de opening in de dam neemt toe met het verval en het debiet neemt toe
met zowel die stroomsnelheid als de omvang van de opening. Echter, naar-
mate die opening steeds groter wordt gekozen (en het debiet dus toeneemt),
neemt het verval juist af omdat per eenheid van tijd steeds meer water wordt
uitgewisseld tussen bekken en zee.

Intuitief zou de optimale energie—opbrengst moeten toenemen met de op-
pervlakte A, van het getijdenbekken. Hoewel dat in deze paragraaf niet is
uitgewerkt, volgt dat uit onze benadering van dat optimum. De geldigheid
van die benadering is echter beperkt. Zonder volledigheid te pretenderen
noemen we twee beperkingen.

Een daarvan betreft de veronderstelling dat de waterspiegel in het getij-
denbekken altijd vlak en horizontaal is. Zolang de horizontale afmetingen
van het bekken klein zijn ten opzichte van de lengte van de getijgolf (gelijk
aan 2m+/ghy/w, met h, de waterdiepte in het bekken), is dat een redelijke
veronderstelling. In werkelijkheid is in het bekken echter ook sprake van
een getijgolf. Bij een betrekkelijk groot bekken gaat de veronderstelling van
een vlakke, horizontale waterspiegel zelfs niet bij benadering op. Daar toch
vanuit gaan, leidt tot een overschatting van de energie—opbrengst.

Een andere beperking gaat over de afmetingen van de monding van het ge-
tijdenbekken ten opzichte van het horizontaal oppervlak A,. De optimale
grootte van de opening in de dam neemt toe met Ay en dat moet wel passen
in de ruimte die voor een dam beschikbaar is. Zo kan bij een bekken met
een relatief kleine monding, het optimum buiten bereik liggen tenzij die mon-
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ding kunstmatig wordt vergroot. Het is niet triviaal dat zoiets economisch
interessant is.

Het omgekeerde speelt ook. Een bekken met een relatief grote monding
vereist een navenant grote dam om dat bekken af te sluiten. De kosten
van aanleg van die dam moet uiteindelijk opwegen tegen de opbrengst van
verkoop van gewonnen energie. Zo'n afweging geldt overigens bij elke getij-
dencentrale.

In onze optimalisatie van de energie-opbrengst zijn we impliciet uitgegaan
van continu genereren. Als we echter onderbrekingen in de leverantie van
energie toelaten, kan de getij-geintegreerde opbrengst verder worden ver-
groot. Zo kan de dam tijdelijk worden afgesloten op het moment van kente-
ring van de waterstand in het bekken.

Als voorbeeld kijken we naar het moment dat de waterstand in het bekken
een maximum bereikt (en het verval over de dam dus een minimum). Op dat
moment wordt de dam gesloten. Het gevolg daarvan is dat er geen stroming
meer is door de dam en er dus ook geen elektrische energie wordt gepro-
duceerd. Dat lijkt contraproductief, maar ondertussen daalt de waterstand
op zee en neemt het verval over de dam toe. Na enige tijd kan de dam
worden geopend en dan is het verval groter dan bij continu genereren en is
ook het debiet groter omdat er minder tijd beschikbaar is om het bekken te
ledigen. Op overeenkomstige manier kan vanaf het moment van laagwater
in het bekken het vullen worden uitgesteld.

Dit type ingreep leidt tot een toename van zowel het debiet als het verval en
dus ook tot een toename van het netto vermogen. Dat toegenomen vermogen
manifesteert zich echter niet over de gehele getijcyclus, maar over een beperkt
deel daarvan als gevolg van de tijdelijke sluiting van de dam. Aangezien de
energie-opbrengst FE de integraal van het vermogen over de gehele cyclus is,
is de meerwaarde (in termen van energie-opbrengst) afhankelijk van de duur
van sluiting van de dam.

Ook hierbij gaat het om optimalisatie. Reductie van het deel van de ge-
tijcyclus waarin de dam open is, leidt tot reductie van de uitwisseling van
water tussen zee en bekken en dus tot een afname van het verschil tussen
hoog- en laagwater in het bekken. Dat heeft een ongewenste weerslag op de
productie van energie, maar die kan worden opgevangen door meer turbines
in te zetten (cq. vergroting van de opening in de dam).

Als onderbreking van de leverantie van energie toelaatbaar is, kan sluiting
rond kentering van de waterstand in het bekken ook worden gebruikt om de
turbines in te zetten als pompen. Zo kan rond hoogwater in het bekken extra
water vanuit zee het bekken in gepompt worden om daarmee het verval over
de dam te vergroten. De energie die nodig is om bij hoogwater op zee water
het bekken in te pompen, is minder dan de energie die kan worden gewonnen
door dat zelfde water bij een lagere waterstand op zee uit het bekken te laten
stromen.
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Bij laagwater in het bekken kan een overeenkomstige ingreep worden ge-
pleegd. Zeker bij een grote getijslag is dat echter niet per definitie aan-
trekkelijk omdat het horizontaal oppervlak van het bekken bij laagwater
doorgaans kleiner is dan dat bij hoogwater.

e Een punt van aandacht bij energie uit getij en zeker bij ingrepen waarbij
leverantie tijdelijk wordt onderbroken om de opbrengst per getijcyclus te
vergroten, is dat het vermogen dat een getijdencentrale levert, fluctueert
met de tijd op een manier die niet noodzakelijk in overeenstemming is met
fluctuaties in vraag naar energie. Dat houdt rechtstreeks verband met de
dominante frequentie van het getij. Zeker op regionale schaal kan energie
uit getij daarom nooit als enige bron volstaan, maar zijn altijd alternatieve
bronnen en/of opslag van energie nodig om continu in de vraag te kunnen
voorzien?. Anderzijds is het voordeel dat de tijdsafhankelijke variatie in
productie heel goed is te voorspellen. Dat geldt immers ook voor het as-
tronomisch getij. Leveranciers van energie kunnen daarop anticiperen en
het bij— of afschakelen van alternatieve bronnen reguleren al naar gelang de
(verwachte) behoefte.

e Een veel genoemd argument ten gunste van het winnen van energie uit getij,
is dat het niet gepaard gaat met de uitstoot van broeikasgassen. Daarmee
is echter niet gezegd dat deze energiebron vrij is van effecten op het milieu.
Het winnen van energie uit getij gaat altijd samen met beinvloeding van de
getijbeweging. Als voor dit doel een bekken deels wordt afgesloten, neemt de
getijbeweging in dat bekken af en dat heeft consequenties voor de morfologie
in dat bekken en daarmee ook voor het daar aanwezige ecosysteem.

10.3.4 Energie uit windgolven

In potentie zijn windgolven op zee ook een bron van energie met een veel gerin-
gere nadelige invloed op het milieu dan bijvoorbeeld fossiele brandstoffen. Dat is
een belangrijke drijfveer achter de ontwikkeling van technieken om die energie te
winnen. Deze technieken zijn gebaseerd op het onttrekken van een deel van de
energie die wordt doorgegeven als golven zich voortplanten (de zogeheten energie-
flux, zie paragraaf 4.5.1). Net zoals windmolens energie onttrekken aan passerende
lucht, zijn deze technieken erop gericht energie te onttrekken aan passerende gol-
ven.

Maar anders dan bij windmolens of turbines in een stuwdam of getijdencentrale, is
er bij golven geen stroom van massa met een constante of slechts betrekkelijk lang-
zaam variérende richting. De waterbeweging bij windgolven fluctueert in grootte
en richting op een tijdschaal die overeenkomt met de golfperiode. Afhankelijk van
de plaats op zee en de weersomstandigheden, is die periode van de orde 1 tot 10
seconden en dat is veel kleiner dan bijvoorbeeld een halve getijcyclus waar het

94Tn theorie is ook regulering van de vraag cq. beschikbaarheid een optie om vraag en aanbod
op elkaar af te stemmen, maar dat is een politiek vraagstuk dat buiten het bestek van dit boek
valt.
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bij een getijdencentrale om gaat. Een turbine is daarom niet zo geschikt om op
grote schaal energie uit windgolven te winnen en is er behoefte aan meer specifieke
technieken.

Een belangrijke motivator voor de ontwikkeling van die technieken is de potentie
van windgolven als bron van hernieuwbare energie. Om daar een beeld van te
krijgen, kijken we naar golven met een hoogte H en een periode T'. De bijbehorende
energieflux F wordt gegeven door

1
F=_—pg*H?T (10.38)
327

aangenomen dat het om diep water gaat.

Bij de winning van energie uit windgolven wordt een deel van deze flux onttrokken
aan de zich voortplantende golven. Bedenk in dit verband dat de flux F' de di-
mensie heeft van vermogen (energie per eenheid van tijd). Volgens bovenstaande
uitdrukking is dat vermogen evenredig met het kwadraat van de golthoogte en
ook evenredig met de periode. Het loont zodoende om energie uit windgolven te
winnen op locaties met een grote golfhoogte en periode en in de afweging tussen
hoogte en periode is de hoogte vaak doorslaggevend omdat F' evenredig is met het
kwadraat daarvan.

In de technieken om energie te onttrekken aan zich voortplantende golven kan
op hoofdlijnen onderscheid gemaakt worden tussen twee varianten. In één daar-
van wordt primair gebruik gemaakt van drukvariaties die zich voordoen onder
passerende golven en bij de andere van de op- en neergaande beweging van het
wateroppervlak. Een vernuftig voorbeeld van die laatste is de Pelamis wave energy
converter (Henderson, 2006). Voor meer voorbeelden en innovaties wordt verwezen
naar de literatuur en Internet.
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A.1 Inleiding

In de waterbouwkunde hebben we vaak te maken met tijdsathankelijke (natuur-
lijke) processen. Denk bijvoorbeeld aan de hydraulische belasting op een water-
kerende constructie waarbij de grootte van die belasting afhankelijk is van een
waterstand die met de tijd varieert (zo’n situatie is geschetst in paragraaf 9.2.2).
Om te kunnen vaststellen welke waterstand tot een maatgevende belasting leidt,
is inzicht nodig in de structuur van de tijdsafthankelijke variaties in de waterstand.
Daarbij kan het onder meer gaan om mogelijke extremen in die belasting in kaart
te brengen, maar bijvoorbeeld ook om herhaling in verband met vermoeiing, of
de mate waarin specifieke frequenties in de belasting zijn vertegenwoordigd en
aanleiding kunnen zijn voor resonantie.

Er zijn diverse wiskundige methoden om de structuur van een tijdsafhankelijk
proces in beeld te brengen en afhankelijk van welk kenmerk we boven water wil-
len krijgen, zijn sommige methoden meer geschikt dan andere. Daarnaast speelt
ook het karakter van het betreffende proces een rol. Op hoofdlijnen kunnen we
onderscheid maken tussen deterministische en stochastische processen. Het as-
tronomisch getij is een voorbeeld van een deterministisch proces omdat periode,
amplitude en fase van de samenstellende harmonische componenten bekend zijn®°.
Wind-geinduceerde variaties in waterstand, daarentegen, zijn juist stochastisch
van aard. Je zou kunnen zeggen dat deterministische processen exact voorspel-
baar zijn. Bij stochastische processen is dat niet het geval omdat toeval (of liever:
onvoorspelbaarheid) daarin een factor van betekenis is. Dat laat echter onverlet
dat het karakter van zo’n proces in generieke termen gevat kan worden.

95Dit gaat uitsluitend over de getijcomponenten die direct gekoppeld zijn aan planetaire bewe-
gingen en dus niet over hogere harmonischen zoals M4 en Mg die het gevolg zijn van niet—lineaire
interacties in de waterbeweging. Op zeer lange termijn zijn die planetaire bewegingen overigens
ook niet met zekerheid te voorspellen. Dat valt echter buiten het bestek van waterbouwkundige
toepassingen.
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In dit hoofdstuk richten we ons op twee methoden voor de analyse van tijdreeksen
die voortkomen uit stochastische processen. Een daarvan is de Fourier analyse.
Dit is een veelgebruikt instrument om periodieke componenten in de reeks te iden-
tificeren en wordt toegepast om integrale kenmerken van het proces te beschrijven.
In de waterbouwkunde wordt deze methode onder meer toegepast bij de beschrij-
ving van windgolven net getij. Daarnaast kijken we naar een methode om het
gedrag van extremen te beschrijven die zich in zo’'n stochastisch proces voordoen
en deze te extrapoleren naar zeldzame gebeurtenissen. Dit laatste is onder meer
relevant voor het vaststellen van ontwerpcondities voor waterbouwkundige con-
structies.

Bij beide methoden gaan we ervan uit dat de tijdreeks die we willen analyseren,
gerelateerd is aan een zogeheten stationair Gaussisch proces (ook al is toepassing
van Fourieranalyse zeker niet beperkt tot zulke processen). In de volgende para-
graaf geven we een beeld van dit type proces en daarna gaan we in op de twee
methoden om tijdreeksen te analyseren die uit zo’n proces voortkomen.

Tot slot van deze appendix gaan we in op een methode om tijdreeksen te analyseren
die voortkomen uit een deterministisch proces waarvan de structuur op voorhand
bekend is of bekend wordt verondersteld. Daarbij gaat het vaak om het schatten
van de parameters die voorkomen in een mathematisch model van dat proces.
Getijanalyse is daar een voorbeeld van.

A.2 lets over Gaussische processen

Er zijn talloze voorbeelden van Gaussische processen of processen die bij goede
benadering als zodanig kunnen worden opgevat. De meeste van die voorbeelden
zijn te vinden in vakgebieden als economie, psychologie, biologie, natuurkunde,
computertechniek en een enkele keer in de waterbouwkunde. Kenmerk van deze
processen is dat de uitkomst op een willekeurig tijdstip een normaal verdeelde
stochastische variabele is?®. Sterker nog, de verzameling van uitkomsten op een
aantal willekeurige tijdstippen volgt een multivariate normale verdeling. Zo’n ver-
deling wordt ook meerdimensionale normale verdeling genoemd en wordt volledig
bepaald door gemiddelden en covarianties. De gezamenlijke kansdichtheid fy bij
deze verdeling wordt gegeven door

- 1 1 o T 1o -
[ 7=exp<—7—u C v—u) Al
") = g P (3 e G (A1)
waarin n het aantal uitkomsten in de verzameling is (ook wel het aantal dimensies
genoemd) en superscript T' staat voor getransponeerd. Voorts is 4 een vector
met de n uitkomsten. Element ~; van deze vector is de uitkomst van het proces
op tijdstip ¢ = ¢; (¢ staat voor tijd en i=1..n). Vector i bevat de bijbehorende

96De normale verdeling staat ook bekend als de Gauss verdeling, genoemd naar de Duitse wis-
en natuurkundige Carl Friedrich Gauss (1777-1855). In navolging daarvan worden stochastische
processen waarvan de uitkomsten normaal verdeeld zijn, aangeduid als Gaussische processen.
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gemiddelden en C is de covariantiematrix (|C| is de determinant van deze n x n
matrix). Het element ¢; ; op rij ¢ en kolom j van deze matrix is de covariantie van
de uitkomsten van het proces op tijdstippen ¢; en t; (i, = 1...n) Bedenk dat het
argument van de exponent in bovenstaande uitdrukking een scalar is.

In de analyse van tijdreeksen die we in dit hoofdstuk voor ogen hebben, gaat de
belangstelling uitsluitend uit naar fluctuaties rond het gemiddelde. Het gemiddelde
zelf is daarin niet van belang. Ter wille van de eenvoud concentreren we ons daarom
liever op de lineair getransformeerde variabelen y = v — u waarvan het gemiddelde
per definitie gelijk is aan nul. Met deze transformatie, die ook mogelijk is als p op
een vooraf bekende manier met de tijd varieert, kunnen we voor (A.1) schrijven
dat

7= Lo (~Lgrey
fulyr) = T O p( 59" C y') (A-2)

en wordt het proces blijkbaar volledig gekarakteriseerd door de covarianties. Dat
zijn immers de enige parameters die in de dichtheidsfunctie voorkomen.

Een uitgebreid bestudeerd voorbeeld van een Gaussisch proces is de onregelmatige
verplaatsing van een passief deeltje in een vloeistof onder invloed van de zogeheten
Brownse beweging. Dat is de willekeurige beweging van moleculen in een vloeistof
of gas die onder meer ten grondslag ligt aan diffusie. Dit verschijnsel is begin 19°
eeuw ontdekt door de Schotse botanicus Robert Brown (1773-1858) en naar hem
vernoemd.

Als een deeltje in een ogenschijnlijk stilstaande vloeistof wordt losgelaten, zal deze
door de Brownse beweging van moleculen doorlopend worden verplaatst. Het pad
dat zo’'n deeltje doorloopt, vertoont sterke gelijkenis met de zogeheten random
walk, waarbij achtereenvolgende stappen steeds in een willekeurige richting worden
gezet. Voorbeelden van zulke wandelingen in het platte vlak zijn te vinden in
figuur A.1. Elk van de zeven wandelingen in deze figuur bestaat uit 200 stappen
met lengte 1. De richting waarin een stap wordt gezet is steeds een trekking uit
een uniforme verdeling op het interval [0, 27]. Achtereenvolgende trekkingen zijn
onderling onafhankelijk.

De kleuren in figuur A.1 zijn een maat voor het verloop van de tijd. Blauw geeft
het begin van de wandeling aan en rood het einde. Uit de kleuren valt af te leiden
dat wandelaars gemiddeld genomen met het toenemen van de tijd steeds verder
verwijderd raken van hun gezamenlijke vertrekpunt (0,0). Daarnaast zien we dat
naarmate de tijd vordert er tussen de wandelaars ook steeds grotere verschillen
ontstaan in de netto afgelegde weg (dat is de afstand tot het vertrekpunt, gemeten
langs een rechte lijn). De rode uiteinden van de paden liggen immers meer gespreid
rond het vertrekpunt dan de lichtblauwe middens. Dit is karakteristiek voor de
random walk.

In het navolgende kijken we naar de horizontale component van de netto afgelegde
weg. In figuur A.1 kunnen we deze component aflezen langs de horizontale as.
De keuze voor deze component is willekeurig; het had ook de verticale mogen
zijn of nog een andere. De reden om naar een specifieke component te kijken is
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Figuur A.1:  Voorbeeld van 7
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dat daaraan een teken kan worden toegekend. Met de keuze voor de horizontale
component is naar links negatief en naar rechts positief. De in horizontale richting
netto afgelegde weg na m stappen noteren we als y(t,, ), waarbij ¢, de tijd aangeeft
die nodig is geweest om die m stappen te zetten. We gaan ervan uit dat elke stap
evenveel tijd kost.

Als elke stap een lengte 1 heeft, geldt voor deze horizontale component dat
m
Y(tm) =D _ cos by (A.3)
k=1

waarin, zoals eerder vermeld, de 6 de richtingen zijn waarin stappen worden
gezet. Deze zijn onderling onafhankelijke trekkingen uit een uniforme verdeling
op het interval [0, 27]. Alle cos 6y in bovenstaande sommatie zijn zodoende op te
vatten als onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische variabelen. Volgens de
Centrale Limietstelling nadert de som van een groot aantal van zulke variabelen
tot een normaal verdeelde variabele. Dat wil in dit geval zeggen dat y(t,,) bij
benadering normaal verdeeld is. De reeks y(t,,) met m = 1,2,... is hiermee op te
vatten als een Gaussisch proces””. Projecties van de paden die in figuur A.1 zijn
getekend op de horizontale as, zijn realisaties van dit proces.

Omdat er geen voorkeur is voor de richting waarin een stap wordt gezet, is het
gemiddelde van y(t,,) voor elke m gelijk aan nul. Het proces wordt zodoende
volledig bepaald door de covarianties ¢y ; van de uitkomsten y(tx) en y(t;).

De verzameling van uitkomsten y(t,,) van dit proces voor m = 1...n (met n =
200 in het voorbeeld van figuur A.1) volgt een n—dimensionale normale verdeling
waarvan de dichtheidsfunctie is gegeven in (A.2). De vector y in deze uitdrukking

9"We gaan er gemakshalve aan voorbij dat y(tm) voor kleine m zelfs niet bij benadering
normaal verdeeld is. Voor het beknopte beeld van Gaussische processen dat we in dit hoofdstuk
willen geven, maakt dat niet uit.
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is de bundeling van de uitkomsten y(t,,), gedefinieerd als
7= (y(t), y(t2), ..., y(tn))" (A4)

De covariantiematrix C in (A.2) bevat de covarianties cg ; = cov(y(tx), y(¢;)). Op
de hoofddiagonaal van deze matrix staan de varianties van y(tx). Op de eerste
nevendiagonalen (dat zijn de diagonalen juist links en rechts van de hoofddiago-
naal) staan de covarianties van de uitkomsten die precies één stap in de wandeling
uit elkaar liggen. Bij de tweede nevendiagonalen gaat het om uitkomsten die twee
stappen uit elkaar liggen, et cetera. In het algemeen geldt dat als elke stap in
de wandeling een duur At in beslag neemt, we voor de covariantie cj ; kunnen
schrijven dat

cr,j = cov (y(tr),y(t;)) = cov (y(tr), y(ts + PAL)) ; p=j—k (A.5)

waarin p het aantal stappen is dat y(tx) en y(tx+pae) uit elkaar liggen. Met deze
schrijfwijze geven we aan dat covarianties van twee uitkomsten van het proces
functies zijn van de tijd (weergegeven met de index i) en van het tijdsinterval tus-
sen de twee uitkomsten (aangegeven met p). In termen van de covariantiematrix
C is p een index die verwijst naar een diagonaal van die matrix. Voor de hoofddia-
gonaal is p = 0. Indices van nevendiagonalen rechts daarvan zijn achtereenvolgens
1,2,...,n — 1 en voor nevendiagonalen links zijn de indices —1,—2,...,—(n —1).
De diagonalen met p = +(n — 1) zijn de hoekpunten rechts boven en links onder
van C en bestaan elk uit één element.

In het voorbeeld van de random walk worden de covarianties met & = 0 met
toenemende tijd (dus met toenemende j) steeds groter. De reden daarvoor is dat
de wandelaars zowel naar links als naar rechts (in figuur A.1) gemiddeld steeds
verder van hun vertrekpunt verwijderd raken. Processen waarbij covarianties van
de tijd afhangen, worden instationair genoemd.

In een stationair proces zijn de covarianties uitsluitend afhankelijk van het tijds-
interval pAt en niet van de tijd t;. Op elke diagonaal van C zijn de elementen in
dat geval onderling gelijk. Als bovendien de covariantie afneemt met toenemende
p, neemt de onderlinge afhankelijkheid van twee uitkomsten van het proces af met
de tijd die ertussen ligt. Dit houdt onder meer in dat separate fragmenten van
een grote realisatie van het betreffende proces kunnen worden gezien als onderling
onafhankelijke, kleinere realisaties. Die realisaties zijn op een eindig tijdsinterval
gedefinieerd en bevatten desondanks nagenoeg alle eigenschappen van het onderlig-
gende proces. Die eigenschappen liggen immers volledig besloten in de covarianties
en vanwege de afname daarvan met p zijn bij voldoende duur van de realisatie alle
dominante covarianties daarin te vinden. Met andere woorden: een eindige rea-
lisatie, mits van voldoende duur, is representatief voor het volledige stationaire
proces indien

lim cov (y(tx), y(tx + pAt)) =0 (A.6)

pAt—o0

Een voorbeeld uit de waterbouwkunde van een proces met deze eigenschap is de
lokale, tijdsafhankelijke uitwijking van het wateroppervlak bij windgolven. Enigs-
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zins gesimplificeerd kunnen we een natuurlijk, wind—geinduceerd golfveld zien als
een lineaire combinatie van sinusvormige componenten, elk met een eigen frequen-
tie, amplitude en fase. Daarmee kunnen we de tijdsathankelijk uitwijking n(t) van
de waterstand ten opzichte van de tijdsgemiddelde waterstand op één of andere
locatie schrijven als

n(t) = Z o, cos(wit + ¢i) (A.7)
k=1

waarin « de amplitude is, w de frequentie en ¢ de fase.

Bij een langdurig aanhoudende, constante wind zal uiteindelijk een stationair en
uniform golfbeeld ontstaan, waarbij toevoer van energie vanuit de wind in balans
is met dissipatie. In dat geval zijn amplitudes en frequenties van de golven on-
afhankelijk van plaats en tijd. Als we uit een registratie van golven op één of
andere locatie in het golfveld een histogram van amplitudes zouden afleiden, zou
dat hetzelfde beeld opleveren als bij een registratie afkomstig van een andere lo-
catie. Dat geldt ook voor frequenties en voor de combinatie van amplitudes en
frequenties. Voor de fases is dat echter niet het geval. Er is geen relatie tussen
amplitude en frequentie enerzijds en fase anderzijds. Tegen deze achtergrond zien
we de fases als onderling onafhankelijke stochastische variabelen en we veronder-
stellen dat ze uniform verdeeld zijn over het interval [0, 27]. Deze aanpak staat
in de literatuur bekend als het random phase model. We laten zien dat dit model
een voorbeeld is van een stationair Gaussisch proces waarbij de covarianties van
uitkomsten op twee verschillende tijdstippen afnemen met de duur tussen die tijd-
stippen. In de volgende paragraaf bewandelen we de omgekeerde weg en schetsen
een methode om een (vermeend) stationair Gaussisch proces te beschrijven in een
vorm als (A.7).

Omdat elke ¢y, een stochastische variabele is, is elke term in de sommatie in (A.7)
dat ook. In het voorbeeld van de random walk hadden we ook te maken met
een som van stochastische variabelen (zie (A.3)). Daarop hebben we de Centrale
Limietstelling toegepast en gesteld dat de som bij benadering normaal verdeeld is.
Strikt genomen is dat hier niet mogelijk omdat de termen in de sommatie in (A.7)
niet identiek verdeeld zijn. Amplitude en frequentie verschillen immers per term.
Echter, omdat de sommatie niet door één of enkele termen wordt overheerst, kan
de stelling wel in ruimere zin worden toegepast. In het algemeen geldt dat de
som van onafhankelijke en vrijwel identiek verdeelde stochastische variabelen ook
nadert tot een normaal verdeelde variabele, zij het met zwakkere convergentie.
Dat wil zeggen dat voor een zelfde mate van benadering steeds meer termen in de
sommatie moeten worden betrokken naarmate de verschillen in de verdeling van
individuele termen toenemen. Op grond hiervan kunnen we toch stellen dat de
uitwijking n op een willekeurig tijdstip bij redelijke benadering normaal verdeeld
is en dat we te maken hebben met een Gaussisch proces.

Dit proces is bovendien stationair omdat de covariantie van uitkomsten op twee
verschillende tijdstippen slechts afhangt van de duur At die tussen deze uitkomsten
is verstreken en niet van de tijd zelf. Omdat de tijdsgemiddelde uitwijking gelijk
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is aan nul, volgt voor deze covariantie dat

cov (n(t),n(t+ At)) = E{n(t)nt + At)} = % Z a? cos(wyAt) (A.8)
k=1

waarin E staat voor statistische verwachting®®. Voor At = 0 zijn alle cos-termen in
de sommatie in (A.8) in fase en vinden we met deze uitdrukking de variantie van de
uitwijking n op een willekeurig tijdstip. Voor toenemende At raken de cos-termen
in de sommatie uit fase. De argumenten wiAt (althans hun rest na deling door
27) raken steeds gelijkmatiger verdeeld over het interval [0, 27] en de bijbehorende
cos(wgAt) over het interval [—1;1]. De sommatie in (A.8) neigt in dat geval naar
nul. Het random phase model voldoet daarmee aan (A.6). Een fragment van de
tijdreeks die uit dit model voortkomt, bevat zodoende, mits van voldoende lange
duur, vrijwel alle eigenschappen van het volledige proces. Dit gebruiken we bij de
analyse van tijdreeksen met behulp van Fourierreeksen die in de volgende paragraaf
uiteen wordt gezet. Daarbij wordt als het ware de omgekeerde weg bewandeld en
de tijdsafthankelijke uitkomst van een Gaussisch proces geschreven als een lineaire
combinatie van sinusvormige componenten.

A.3 Fourieranalyse

A.3.1 Inleiding

De Fourieranalyse is een veel gebruikte techniek om integrale karakteristieken
in beeld te brengen van een stationair Gaussisch proces dat ofwel periodiek is,
ofwel gedefinieerd op een eindig tijdsinterval. De essentie van deze aanpak is dat
het proces wordt geschreven als een Fourierreeks. Dat is een lineaire combinatie
van sinusvormige componenten. De frequenties van deze componenten hangen
uitsluitend af van de periode van het proces of de omvang van het tijdsinterval
waarop het is gedefinieerd. De bijbehorende amplitudes zijn karakteristiek voor
het betreffende proces. en vormen zodoende de basis voor wat we in beeld willen
brengen.

In de navolgende drie paragrafen gaan we eerst in op de Fourierreeks. We gaan
in op de relatie tussen de amplitudes van de (sinusvormige) Fouriercomponenten
en het proces dat we met de reeks willen beschrijven. Daarna passen we dit toe
om amplitudes te schatten uit een waargenomen tijdreeks. Interpretatie van de zo
gevonden amplitudes komt tot slot aan de orde.

A.3.2 De Fourierreeks

In onze analyse van tijdreeksen concentreren we ons op stationaire Gaussische
processen of processen die bij goede benadering als zodanig kunnen worden be-
schouwd. Zoals we in een voorgaande paragraaf hebben gezien, geldt voor zulke

98Het is een leuke oefening om te bewijzen dat (A.8) inderdaad klopt. Houd er in dat bewijs
rekening mee dat de ¢; onderling onafhankelijke, uniform verdeelde stochastische variabelen zijn.

346



Tijdreeksanalyse

processen dat een eindige realisatie daarvan, mits van voldoende lange duur, vrij-
wel alle eigenschappen van dat proces in zich draagt. Die eigenschappen liggen
besloten in de covarianties en die kunnen we achterhalen uit de verdeling van
amplitudes over de frequenties die in het proces voorkomen (zie (A.8)). Om die
amplitudes te vinden, schrijven we de realisatie y(¢) met duur 7" als een Fourier-
reeks. Dat gaat als volgt.

Elke functie y(t) die is gedefinieerd op het eindige interval 0 < ¢ < T (of periodiek
is met periode T'), kan worden geschreven in de vorm van een Fourierreeks

D Agetrt (A.9)

k=—o00

waarin i de imaginaire eenheid is (i> = —1) en de Ay, zijn complexe amplitudes.
De frequenties wy, zijn veelvouden van de basisfrequentie wy = 27/T"

2k
wy = kwy = Tﬂ- (A.10)

Als de functie periodiek is met periode 1" komen grotere periodes dan 1" dus niet
voor. De frequentie w; is daarmee de laagst mogelijke frequentie. Daarom spreken
we van de basisfrequentie.

De exp(iwgt) in (A.9) worden Fouriercomponenten genoemd. Ze vormen een com-
plete set van onderling orthogonale functies, zoals dat in de wiskunde wordt ge-
noemd. Dankzij deze eigenschap is de reeks in (A.9) identiek aan y(¢). De orthogo-
naliteit houdt voor deze reeks in dat het product van twee e-machten, geintegreerd
over de duur 7', alleen ongelijk is aan nul indien ze elkaars complexe geconjugeerde
zijn?. We kunnen dit schrijven als

T P _
/0 iRt giwnt gy {;8 ' Zi _]]z (A.11)

(bedenk hoe dit overeenkomt met de orthogonaliteit van vectoren, bekend uit de
lineaire algebra. Twee vectoren zijn orthogonaal (staan loodrecht op elkaar) als
hun inproduct gelijk is aan nul. Dat inproduct is het equivalent van de integraal
in bovenstaande uitdrukking).

Van deze eigenschap maken we gebruik om de amplitudes Ay te bepalen. Daartoe
vermenigvuldigen we beide zijden van (A.9) met exp(iw,t) en integreren we over
de duur 7. Dit levert

T
/y( “""tdt Z Ak/ giwrtglvnt gy (A.12)
0

k=—o0

99In het algemeen is orthogonaliteit gedefinieerd met lnbegrip van een weegfunctie w(t) in de
integraal. Het linker lid van (A.11) heeft dan de vorm f (t)e'wrteiwntdt. Bij een Fourierreeks
isw(t) = 1.
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Vanwege (A.11) is in de sommatie in het rechter lid van (A.12) alleen de term met
k = —n ongelijk aan nul. Met de definitie (A.10) van w, geldt voor de integraal
in die term dat

T T ‘ T
Wip = —Wp  — / elntel@-ntdt = / entemiontdqt = / dt=T (A.13)
0 0 0

waarmee (A.12) reduceert tot

I ot
A, == y(t)e**dt (A.14)
T Jo

en dat geldt voor alle n.

Omdat de amplitudes A complex zijn, bevatten ze tevens de fases behorend bij de
termen in de reeks (A.9). Dit is in te zien met behulp van de gelijkheid

) Im {Ax}
A = A, - ¢ =_—vr) A.15
k= |Axle ;  tan ¢y Ro {Ax} ( )
waarmee , )
Akezwkt _ |Ak| el(wkt‘i‘d’k) (A16)

Hierin is ¢ de fase behorend bij de k-de term in de sommatie in (A.9).

In bovenstaande beschouwing hebben we verondersteld dat y in (A.9) een complexe
functie is van t. In veel waterbouwkundige toepassingen hebben we echter te
maken met een reéle functie y. Voor zulke functies geldt dat de amplitudes A en
A_j, elkaars complexe geconjugeerde zijn. Immers, voor reéle y volgt met (A.14)
dat

17 17
AL = 7/ y(t) cos wytdt — z‘—/ y(t) sin wytdt (A17)
T Jo T Jo

I I
A= —/ y(t) coswytdt + i—/ y(t) sin wytdt (A.18)
T Jo T Jo

Hiermee kunnen we de sommatie in het rechter lid van (A.9) herschrijven in termen
van reéle grootheden. Dat begint met

D At = Ag+ ) (Age T 4+ At (A.19)
k=1

k=—o00

Volgens (A.16) kunnen we voor de som van de termen k en “k schrijven dat

A,ke_lwkt + Akezwkt — |Ak| (e—quke—zwkt + ezd)kelwkt)

A.
= 2| Ag| cos (wit + ¢) (4.20)
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Bedenk hierbij dat |Ax| = |A_k| omdat beide amplitudes elkaars complexe gecon-
jugeerde zijn. Als we vervolgens (A.19) en (A.20) combineren met (A.9), vinden
we

y(t) = Ag+ 2 |Ap|cos (wit + ¢x) (A.21)
k=1

Voor het schatten van amplitudes |A| en fasen ¢y, is (A.21) doorgaans geen handig
uitgangspunt. De reden daarvoor is dat de periodieke componenten in deze reeks,
anders dan bij (A.9), niet per definitie orthogonaal zijn. Daaraan valt tegemoet
te komen door de cosinus in bovenstaande uitdrukking te herschrijven. Dit leidt
tot

_ N : . JCk =2|Ay| cos(—¢x)
y(t) = Ag + 2; (Ck coswyit + S sinwgt) {Sk — 2| Ay sin(— ) (A.22)

De cos en sin in deze sommatie zijn onderling wel orthogonaal. Op dezelfde manier
als de complexe amplitudes A volgen uit (A.12)- (A.14) vinden we voor hun reéle
tegenhangers C' en S dat

T T
/ y(t) coswytdt = AO/ cos wyt
0 0

00 T
+ Z / (C}, cos wyt cos wyt + Sk sinwyt sinw,t)dt  (A.23)
k=170

T
= ECn

en

T T
/ y(t) sinwytdt = Ag / sin wpt
0 0

oo LT
+ Z / (C cos wit sin wy,t 4+ Sy sin wyt cos wy,t) dt (A.24)
k=170

T
= §Sn
zodat
2 (T 2 [T
C, = —/ y(t) coswptdt ; S, = —/ y(t) sinwy,tdt (A.25)
T Jo T Jo

en Ag is het gemiddelde van y over de duur 7. In de literatuur wordt in plaats
van A vaak een nulde term aan de Fourierreeks toegevoegd (n =0). Aangezien
de bijbehorende frequentie gelijk is aan nul, is Cy het gemiddelde van y en Sy is
altijd gelijk aan nul.

Hiermee sluiten we deze kennismaking met de Fourierreeks af. In de volgende
paragraaf gaan we in op het schatten van de amplitudes A in het geval dat we de
functie y(¢) niet volledig kennen, maar slechts beschikken over een tijdreeks van

Y.
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A.3.3 Schatting van amplitudes

In het begin van dit hoofdstuk hebben we ons ten doel gesteld om de dominante
kenmerken van een stationair Gaussisch proces te kwantificeren aan de hand van
een tijdreeks die uit dat proces is voortgekomen. We hebben gezien dat die kenmer-
ken besloten liggen in covarianties van uitkomsten van het proces op verschillende
tijdstippen. Omdat de covariantie afneemt naarmate die tijdstippen verder uit
elkaar liggen, bevat een eindige realisatie (mits van voldoende lange duur) vrijwel
alle dominante kenmerken van het onderliggende proces. We kunnen zodoende
volstaan met een analyse van een eindige realisatie.

Bij die analyse zien we de realisatie als een functie van de tijd die is gedefinieerd
op een eindig interval, gelijk aan de duur 7" van die realisatie. Vervolgens schrijven
we de realisatie in de vorm van een Fourierreeks. Volgens (A.8) zijn de covarianties
van het onderliggende proces direct te herleiden uit de amplitudes behorend bij
de termen uit deze reeks.

In veel praktisch relevante situaties hebben we te maken met een discrete tijdreeks
in plaats van een continu. Dat wil zeggen dat de realisatie van het proces dat
we willen bestuderen, bestaat uit een eindig aantal uitkomsten van dat proces op
evenveel verschillende tijdstippen. Als gevolg daarvan kunnen we voor slechts een
beperkt aantal termen in de Fourierreeks de amplitude en fase bepalen. Bij reéle
tijdreeksen zijn immers voor elke combinatie van amplitude en fase tenminste twee
uitkomsten nodig en bij complexe reeksen is dat één uitkomst. We komen hier op
terug nadat we hebben bekeken hoe we de amplitudes A (of Ap, C en S) uit een
discrete tijdreeks kunnen schatten.

Stel dat we een proces y(t) gedurende een periode met duur 7' bemonsteren met
frequentie (2M+1)/T. Dat wil zeggen dat we om de At = T'/(2M+1) een uitkomst
y registreren. Op die manier krijgen we een reeks opeenvolgende uitkomsten y,,
(met m =1...2M + 1) van het proces voor de tijdstippen t,, = to + (m — 1)At.
De reeks 4., is een discrete tijdreeks.

Bij zo’n discrete tijdreeks benaderen we de integraal in uitdrukking (A.14) voor
de amplitudes van de Fouriercomponenten met

2M+1
1

1 T twnt twnt
A, = T/o YOt 3 et Al (A.26)

m=1
of, in het geval van een reéle y,

o 2M+1 o 2M+1
C, ~ T Z Ym €08 (Wptm) At 5 Sy = T Z Ym SI (wptm ) At (A.27)

m=1 m=1
en Ag het gemiddelde van de y,,.

Met deze uitdrukkingen is het mogelijk om amplitudes voor een willekeurige n
te berekenen. Dat lijkt aan te geven dat ook een discrete tijdreeks kan worden
geschreven als een oneindige som van Fouriercomponenten, maar dat is niet het
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geval. Dat heeft te maken met een verschijnsel dat aliasing wordt genoemd. We
laten dat zien aan de hand van een voorbeeld op basis van de reéle functie

4
z(t) = cos %t ; 0<t<T (A.28)

Deze functie heeft de vorm van een enkele Fouriercomponent en we weten dus op
voorhand welke amplitudes we zouden moeten vinden als we z schrijven als een
Fourierreeks. Door toepassing van uitdrukking (A.25) op deze continue functie
vinden we voor de amplitudes C' en S van de componenten in de Fourierreeks
dat

1 ; n=2
C"{o o (A.29)

en S, = 0 voor alle n. In de duur T passen precies twee periodes van z en daarom
vinden we alleen voor n = 2 een amplitude C' ongelijk aan nul.

Met (A.27) kunnen we de amplitudes berekenen voor het geval dat we z alleen
kennen in de vorm van een discrete tijdreeks z,,, gegeven door

T

Zm = 2(tm) tm:(m—l)m ;

m=1...2M+1 (A.30)

Voor de tijdstippen t,, is deze reeks identiek aan de continue functie z uit (A.28).
Toepassing van (A.27) laat zien dat S,, = 0 voor alle n. Voor de amplitudes
C), vinden we echter dat niet alleen Cy = 1, maar ook de C,, met n = j(2M +
H+2enn = j(2M + 1) — 2 (waarbij j = 1,2.... De reden daarvoor is dat
de Fouriercomponenten voor al deze m op de tijdstippen t,, niet van elkaar te
onderscheiden zijn. Er geldt dat

cos (Witm) = cos (wptm) ; n=72M+1)xk (A.31)

Dit is geillustreerd in figuur A.2 voor k=2, M =2en j = 1.

Dit verschijnsel doet zich voor bij alle componenten en dus ook bij alle lineaire com-
binaties van componenten. Voor elke Fouriercomponent zijn er zodoende hogere
orde componenten die zich bij de analyse van een discrete tijdreeks manifesteren
met precies dezelfde amplitude en fase. Deze componenten zijn als het ware el-
kaars alias, vandaar de benaming aliasing. Het gevolg hiervan is dat uit de discrete
tijdreeks slechts M componenten kunnen worden gedestilleerd. De component met
k = M + 1, bijvoorbeeld, is niet te onderscheiden van die met & = M. Dat blijkt
direct uit (A.31). Met j = 1 volgt voor k = M + 1 dat n = M. Zo is elke k > M
een alias voor een n in de range n = 1... M. Dit past bij de eerdere opmerking dat
we uit een discrete tijdreeks slechts een eindig aantal Fouriercomponenten kunnen
herleiden. Als zo’n reeks uit 2M + 1 reéle waarden bestaat, kunnen we daar één
reéel gemiddelde (Ap) uit bepalen en M reéle amplitudes C' en S. Meer informatie
zit niet in de reeks. Op dezelfde manier kunnen we bij een complexe reeks 2M + 1
complexe amplitudes 4,, (n = —M ... M) vinden.

351



Tijdreeksanalyse

A k=2 Figuur A.2: Voorbeeld van aliasing.
& \ N / De stippen geven de discrete tijd-
t  reeks aan die hoort bij de func-

\\/ \\// tie z(t). De componenten die in
de onderste twee grafieken met een

At - streeplijn zijn aangegeven, passen
net zo goed bij de discrete tijdreeks.

\ 4

n=2M+1+k

\4

De frequentie van de component van de hoogste orde die kan worden onderscheiden
in de tijdreeks (wps) wordt de Nyquist frequentie genoemd. Deze frequentie wordt
volledig bepaald door het interval At waarmee het proces wordt bemonsterd. Als
het proces hogere orde componenten bevat, vinden we die in de tijdreeks terug als
een versterking van een lagere orde component. Het is echter niet vast te stellen
of ergens sprake is van versterking omdat de informatie die daarvoor nodig is niet
uit de tijdreeks kan worden gedestilleerd.

Een alternatieve methode om amplitudes van Fouriercomponenten uit een discrete
tijdreeks te schatten, is de methode der kleinste kwadraten. Deze komt aan bod
in de paragraaf over deterministische processen aan het einde van dit hoofdstuk.
Eerst gaan we in op de interpretatie van amplitudes die we uit een tijdreeks hebben
geschat.

A.3.4 Variantiedichtheidsspectum

In de voorgaande twee paragrafen hebben we gezien hoe we een Gaussisch proces
dat periodiek is met periode T of is gedefinieerd op een tijdsinterval per duur 7',
kunnen schrijven als een Fourierreeks. Vervolgens is voor continue processen de
relatie afgeleid tussen de uitkomsten van het proces en amplitudes van Fouriercom-
ponenten. Voor zulke processen bevat de Fourierreeks een oneindig aantal termen.
Ook processen waarvan we alleen een waarneming ter beschikking hebben in de
vorm van een discrete tijdreeks, kunnen we schrijven als een Fourierreeks. Het
aantal termen in de reeks is dan echter eindig, maar met dat eindige aantal ter-
men is de waarneming exact reproduceerbaar. Er is een één—op—één relatie tussen
de waargenomen tijdreeks en de amplitudes van de Fouriercomponenten.

Vanwege deze één—op—één relatie biedt de verzameling amplitudes een goed beeld
van de integrale karakteristieken van het onderliggende proces. Bij fysische pro-
cessen is het bovendien vaak mogelijk aan die verzameling een nuttige interpretatie
te koppelen die inzicht verschaft in dat proces. Om dat te illustreren bouwen we
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voort op het eerder geintroduceerde voorbeeld van de tijdsafhankelijke variatie van
de waterstand bij wind-geinduceerde golven. Bij aanhoudende stationaire wind
is die variatie na verloop van tijd bij goede benadering een stationair Gaussisch
proces.

Voor dit voorbeeld laten we in het navolgende zien dat we met de covariantie van
de uitkomst op een willekeurig tijdstip van het proces een beeld kunnen geven
over de verdeling van de totale golfenergie over de frequenties die in het golfveld
voorkomen. Die verdeling wordt in de literatuur doorgaans het energiedichtheids-
spectrum of, afgekort, energiespectrum genoemd. Eigenlijk zijn geen van beide
namen helemaal correct omdat ze vooruit lopen op de interpretatie die van proces
tot proces kan variéren. Waar het in essentie om gaat is het varantiedichtheids-
spectrum van het betreffende proces. Bij variaties in de waterstand hebben de
uitkomsten van het proces de dimensie van lengte en dat geldt ook voor de ampli-
tudes van de Fouriercomponenten waarmee dat proces wordt beschreven. Bijbe-
horende varianties hebben in dat geval de dimensie lengte in het kwadraat en dat
is in dit voorbeeld een maat voor energie. Vermenigvuldigd met pg heeft variantie
de dimensie van energie per eenheid van oppervlakte. Bij windgolven is dat een
zinvolle interpretatie.

Om tot zo’'n spectrum te komen, beschrijven we eerst de variantie van de uitkomst
van een stationair Gaussisch proces op een willekeurig tijdstip. Daarbij gaan we
uit van de Fourierreeks die dat proces weergeeft. Net als in (A.9) noteren we deze
reeks als

y(t) = > A 0<t<T (A.32)
k=—oc0

en we gaan er vanuit dat het gemiddelde van y over de periode T gelijk is aan nul
(dus Ag = 0). De covariantie van twee uitkomsten van het proces die At uit elkaar
liggen, wordt in dat geval gegeven door

cov (y(t),y(t + At)) = E{y(t)y(t + At)} (A.33)

waarin E staat voor verwachting. Invullen van (A.32) in (A.33) geeft

cov (y(t),y(t+ A1) =E{ 3 Apert 3 Agen(tran
k=—o0 j:—OO
1 (T & 0 ea
= wwgt Liwj (t+AL
T/ D Ape _Z Aje dt (A.34)

k=—o00 Jj=—0o0

1 0o o) AL /T ot it
= — et AL A e"rEreitdt
T Z Z J 0

k=—o0 k=—0o0

Omdat de Fouriercomponenten onderling orthogonaal zijn, is de integraal in de
onderste regel van (A.34) alleen ongelijk aan nul als j = —k (zie (A.11)). Daarmee
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reduceert (A.34) tot

oo

cov (y(t),y(t + At)) = Y e“AALA, (A.35)

k=—o0

Vervolgens krijgen we de variantie van de uitkomst van het proces op een wille-
keurig tijdstip door At = 0 te kiezen:

cov (y(t), y(t) = > ApA_y (A.36)

k=—o0

In ons voorbeeld van een tijdsathankelijke variatie van de waterstand hebben we te
maken met reéle y(¢). In dat geval zijn de amplitudes Ay en A_j elkaars complexe
geconjugeerde zodat Ay A_g = |Ax|. Omdat we bovendien de tijdreeks zo hebben
verschoven dat Ay = 0, is

cov (y(t),y(t) = D [Awl* =2 |Axf? (A.37)
k=1

k=—oc0

Met bovenstaande uitdrukking hebben we de totale variantie geschreven als een
som van bijdragen die elk geassocieerd kunnen worden met een specifieke Fourier-
component. Echter, omdat de frequenties wj die bij de Ay horen geen continue
reeks vormen, kunnen we (A.37) niet interpreteren als een verdeling van de totale
variantie over alle frequenties. Meer dan de bijdrage 2|Ay| koppelen aan de fre-
quentieband wy, < w < w41 laat (A.37) niet toe. De breedte Aw van deze band is
volgens (A.10) gelijk aan wiy1 wi = 27/T. De gemiddelde variantiedichtheid in
deze frequentieband komt hiermee op 2|Ay|/Aw = |Ax|T /7.

Omdat de frequentiebanden onderling aansluiten, dekken ze gezamenlijk het fre-
quentiedomein w > 27/T. Samen vormen de gemiddelde variantiedichtheden
|Ag|T /7 per band zodoende een discrete variant van het gezochte variantie-dicht-
heids-spectrum. Het is een benadering van het continue spectrum dat wordt ver-
kregen uit Fouriertransformatie van de verwachting E{y(¢),y(t + At)} uit (32).
Deze transformatie blijft hier buiten beschouwing. We volstaan met de discrete
benadering van het spectrum.

Als we beschikken over een waarneming aan een stationair Gaussisch proces in
de vorm van een discrete tijdreeks met omvang 2M + 1, kunnen we M termen
in de sommatie in het rechter lid van (A.37) schatten en vervolgens de discrete
benadering van het spectrum daaruit construeren. In de praktijk worden de ampli-
tudes Ay normaal gesproken berekend met het zeer efficiénte algoritme FFT (Fast
Fourier Transform), ontwikkeld door Cooley and Tukey (1965). In de meeste pro-
grammeertalen is de FFT standaard beschikbaar.
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A.4 Extreme waarden

A.4.1 Inleiding

Kenmerkend voor Gaussische processen is dat de uitkomst op een willekeurig tijd-
stip kan worden gezien als een trekking uit een normale verdeling. Als de co-
variantie van twee van zulke trekkingen slechts afhangt van de duur die tussen
die trekkingen is verstreken, spreken we van een stationair Gaussisch proces. In
statistische zin is het proces met die covarianties volledig beschreven!®’. In veel
praktische toepassingen zijn we echter niet primair geinteresseerd in de statistiek
van alle uitkomsten, maar alleen in uitkomsten met specifieke kenmerken. Zo
zijn voor het ontwerp van een waterkering de veel voorkomende fluctuaties in de
waterstand minder van belang dan de extremen die zich daarin voordoen. Het uit-
gangspunt voor het ontwerp van zo’n kering is doorgaans dat deze bestand moet
zijn tegen (zeldzame) condities die gemiddeld niet meer dan eens in een periode
van voorgeschreven duur worden overschreden. In deze paragraaf gaan we in op
kwantificatie van de condities die bij zo’'n voorschrift passen. We doen dat in twee
stappen. De eerste stap gaat over de statistische beschrijving van extremen die in
een Gaussisch proces verwacht kunnen worden. Daarbij geven we een kansverde-
ling voor pieken in het proces en we werken een methode uit om de parameters
van die verdeling te schatten uit waarnemingen aan het proces. Hiermee kunnen
we voor het desbetreffende Gaussisch proces bepalen hoe groot de kans is dat een
willekeurige individuele piek in het proces één of ander niveau overschrijdt, ook al
ligt dat niveau buiten het bereik van de waarnemingen. In de tweede stap voegen
we daar een statistische beschrijving aan toe van de tijd die verstrijkt tussen twee
opeenvolgende overschrijdingen van dat niveau. Samen vormen deze beide stap-
pen het gereedschap waarmee het niveau kan worden berekend dat gemiddeld niet
meer eens in een periode van voorgeschreven duur wordt overschreden.

A.4.2 Statistiek van extremen

Voortbouwend op het waterbouwkundige voorbeeld van de waterkering lijkt het
voor de hand liggend om bij extremen van een Gaussisch proces te denken aan
zeer hoge uitkomsten. Er zijn echter tal van situaties waarin juist lage waarden
maatgevend kunnen zijn. Denk bijvoorbeeld aan een damwand waarmee de oever
van een waterloop is vastgelegd. De maatgevende belasting op deze wand kan
zeker zo goed worden bepaald door een extreem lage waterstand in de waterloop
als door een extreem hoge.

Voor de statistische analyse van extremen maakt het niet uit of we geinteresseerd
zijn in lage of hoge uitkomsten. De methode die we daarvoor in deze paragraaf
presenteren, kan op beide soorten extremen worden toegepast. Ter wille van de
eenvoud beperken we ons echter tot pieken en gaan we niet in op dalen.

We zouden een piek in een Gaussisch proces y(t) kunnen definiéren als de uitkomst

100We gaan nog steeds uit van zodanig lineair getransformeerde variabelen dat de bijbehorende
gemiddelden gelijk zijn aan nul, zoals omschreven in paragraaf A.2 over Gaussische processen.
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op een moment waarbij geldt dat dy/dt = 0 en d?y/dt> < 0. Als de tweede
afgeleide groter zou zij dan nul, hebben we te maken met een dal in plaats van een
piek. Deze definitie sluit echter niet goed aan bij onze belangstelling voor pieken
met een relatief hoge waarde. Pieken kunnen zich immers overal in het proces
voordoen en zijn niet noodzakelijk beperkt tot relatief hoge uitkomsten. Door
bijvoorbeeld toevallige fluctuaties kunnen ook pieken met een relatief lage waarde
voorkomen.

Voor de analyse van extremen worden in de statistiek meer restrictieve definities
van pieken gehanteerd. Bij één van die definities is sprake van een piek als niet
alleen dy/dt = 0 en d?y/dt?> < 0, maar bovendien de uitkomst zelf boven een
voorgeschreven drempel ligt. Deze definitie staat bekend als Peak Over Threshold,
gebruikelijk afgekort als POT. In een andere definitie wordt het proces verdeeld
in periodes van gelijke duur en wordt per periode de hoogste uitkomst waarvoor
geldt dat dy/dt = 0 en d?y/dt?> < 0 aangemerkt als een piek. Deze aanpak wordt
wel Periodic Extreme Value genoemd (PEV)19L.

Voor beide definities geldt dat pieken in een Gaussisch proces stochastische vari-
abelen zijn. Net zo goed als elke uitkomst van een Gaussisch proces een trekking
is uit een multi-normaal verdeelde populatie, zijn de pieken in dat proces ook
trekkingen uit een populatie. Die populatie is echter niet normaal verdeeld. Welk
type verdeling daar wel bij hoort, hangt af van de manier waarop pieken worden
geselecteerd. Zo hoort bij POT een ander type verdeling dan bij PEV.

Zonder in te gaan op de onderliggende theorie, noemen we in deze paragraaf een
voorbeeld van beide. Voor de POT methode is dat de Weibull verdeling en voor
de PEV methode kijken we naar de Gumbel verdeling. In de literatuur zijn meer
verdelingen te vinden, maar we beperken ons tot Weibull en Gumbel omdat die
veel worden toegepast in de waterbouwkunde.

Peak over Threshold en Weibull

In deze paragraaf gaan we in op de toepassing van de Weibull verdeling voor
extrapolatie van pieken die zijn geselecteerd op basis van de POT methode. Ter
illustratie is in figuur A.3 een fragment geschetst van een Gaussisch proces. Het
gemiddelde van de uitkomsten van het proces is gelijk aan nul en in de grafiek
aangegeven met de onderste horizontale gestreepte lijn. De uitkomsten van het
Gaussisch proces zijn normaal verdeeld. De bijbehorende kansdichtheidsfunctie is
in het rechter deel van de figuur aangegeven, zij het een kwart slag gedraaid ten
opzichte van de gebruikelijke weergave. Dat is gedaan om de verticale assen van
beide grafieken overeen te laten stemmen.

In de linker grafiek zijn ook de pieken aangegeven die in het geschetste fragment
van het Gaussisch proces voorkomen. De drempel die is gehanteerd bij de definitie

1011n veel waterbouwkundige toepassingen spelen seizoensgebonden fluctuaties een rol bij het
vaststellen van ontwerpcondities. Denk bijvoorbeeld aan wind-geinduceerde verhogingen van
de waterstand. Vanuit dat perspectief wordt vaak een jaar gekozen als periode om pieken te
selecteren en spreekt men van Annual Extreme Value, afgekort als AEV.
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drempel Weibull

Normaal

tijd

Figuur A.3: Fragment van een Gaussisch proces (links) en de kansdichtheid (rechts) voor alle uit-
komsten van het proces (Normaal) en die voor de pieken boven een drempel (Weibull).

van de pieken is aangegeven met de bovenste horizontale gestreepte lijn. Deze
pieken zijn Weibull verdeeld en ook de kansdichtheidsfunctie die daarbij hoort, is
in het rechter deel van de figuur getekend.

De Weibull kansverdeling F'(z) wordt gegeven door

Flz)=1—exp (— (x _Ux[’)a) (A.38)

Merk op dat F(z) een onderschrijdingskans is. De bijbehorende kansdichtheid

(@) luidt B
f(z) = % (”3 _axo)a exp <— (m ;”30)&) (A.39)

Hierin is o een schaalparameter, a een vormparameter en xg is de toegepaste
drempel.

Met betrekking tot de keuze van de drempel x blijken de meningen uiteen te lopen.
In praktische toepassingen wordt de drempel wel gebruikt als een filter om pieken
naar oorzaak te kunnen onderscheiden. Zo kan in de benedenloop van een rivier
die in een meer uitmondt, de waterstand fluctueren als gevolg van windopzet op
het meer, maar ook door hoge rivierafvoer. Als die hoge afvoer doorgaans gepaard
gaat met hogere waterstanden dan die ten gevolge van de wind, kan zy zo worden
gekozen dat pieken in de waterstand vrijwel uitsluitend aan hoge afvoeren kunnen
worden toegeschreven.

In een andere aanpak wordt de drempel xy samen met de parameters a en o
geschat door de kansverdeling (A.38) te passen aan waargenomen pieken. Dat kan
op diverse manieren. Een daarvan is de Kleinste Kwadraten methode. Daarbij
worden eerst de waargenomen pieken naar grootte gerangschikt, zodanig dat x,, <
Zn+1 (n=1...N) en wordt voor elke piek een onderschrijdingskans aangenomen
volgens

5 n—p

Plan) = 5 5 (A.40)
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waarin N het aantal waargenomen pieken is, P aangeeft dat het om een aanname
(of model) van P gaat en voor de coéfficiénten § geldt dat 0 < B1,02 < 1. Bij
toepassing van de Kleinste Kwadraten methode wordt de onderschrijdingskans P
volgens (A.38) gezien als een model dat door variatie van de parameters wordt
aangepast aan waarnemingen volgens (A.40). Het verschil €, tussen model en
waarneming wordt gegeven door

en = (0,0, ) = P(ay) — P(an) (A.41)

en is afhankelijk van de modelparameters o, a en xg. De optimale waarden van
deze parameters worden volgens de Kleinste Kwadraten methode gevonden bij het

minimum van Zn L €2. Voor dat minimum geldt dat

0 5~p_ 0 ez =0 A.42
%;€n_a z:l awoz nn_ ( )

en dat zijn drie (niet-lineaire) vergelijkingen waaruit de parameters kunnen worden
bepaald.

Aan deze optimalisatie van de parameters van een extreme waarden verdeling kle-
ven twee belangrijke bezwaren. Een daarvan is dat de keuze van de coéfficiénten
[B1 en P niet alleen arbitrair is, maar ook van grote invloed op onderschrijdings-
kansen die met de aangepaste verdeling worden bepaald. Met 31 = B2 = 0 wordt
bijvoorbeeld impliciet verondersteld dat de hoogste waarneming niet kan worden
overschreden en dat is meestal onzin. In het verleden is overigens wel onderzoek
gedaan naar geschikte waarden van deze coéfficiénten. Een veel geciteerd artikel
over dit onderwerp en toegespitst op de Weibull verdeling is dat van Petruskas
and Aagaard (1971).

Een ander bezwaar is dat de definitie van pieken athankelijk is af de uitkomst van
de optimalisatie. Dat is inherent aan optimalisatie van de drempel. Daardoor
kan achteraf blijken dat meer waarnemingen in de optimalisatie betrokken hadden
moeten worden dan feitelijk is gedaan. Dit bezwaar is niet beperkt tot toepassing
van de Kleinste Kwadraten methode, maar geldt voor elke optimalisatie waarin de
drempel is begrepen.

Een alternatieve methode die het eerstgenoemde bezwaar van de 3’s niet kent, is
de Maximum Likelihood methode. De essentie van deze methode is dat de waar-
genomen pieken identiek verdeeld en bovendien onderling statistisch onafhankelijk
worden verondersteld. Als f(z) de kansdichtheid van de betreffende verdeling is,
dan is de gezamenlijke kansdichtheid van alle N waarnemingen samen gelijk aan
f(x)N. De set van N waarnemingen wordt vervolgens gezien als één trekking uit
een N-dimensionaal verdeelde populatie met kansdichtheid f(x)". Van die en-
kele trekking die we hebben, kennen we de bijbehorende kansdichtheid niet, maar
het meest waarschijnlijk is dat deze hoort bij de hoogste kansdichtheid. Op basis
hiervan worden de parameters van de verdeling geschat (zie appendix B).

Tot slot van deze paragraaf is in de figuren A.4 en A.5 het resultaat getoond
van een analyse van een fictief Gaussisch proces. Voor dit proces is een tijdreeks
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Figuur A.4: Histogram van 400.000
discrete uitkomsten van een fictief
. Gaussisch proces dat is gebaseerd
50f g op het random phase model.
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Figuur A.5: Histogram van de pie-
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met 400.000 uitkomsten gegenereerd. Een fragment daarvan is getoond in figuur
A.3. De lengte van de complete reeks komt overeen met de periode van de laagste
component en met 10.000 keer de periode van de hoogste component. In figuur
A .4 is een histogram te vinden van alle 400.000 uitkomsten. Dit histogram zou
moeten passen bij de kansdichtheid van de normale verdeling. Dat lijkt inderdaad
het geval.

Voor een analyse van de extremen die zich in dit proces voordoen, is de Wei-
bull verdeling met behulp van de Maximum Likelihood methode gepast aan alle
maxima boven 0,01. Alle uitkomsten y,, in de tijdreeks waarvoor geldt dat
Ym—1 < Ym < Ym+1 €0 Yy > 0,01 zijn in deze analyse betrokken. Een histo-
gram van deze pieken is gegeven in figuur A.5. Daarin is ook de kansdichtheid
getekend van de Weibull verdeling waarvan de parameters met de Maximum Li-
kelihood methode uit de pieken zijn geschat.

In veel praktische toepassingen zullen de resultaten van een analyse van extremen
minder fraai zijn dan in dit voorbeeld waarin een omvangrijke tijdreeks is gebruikt
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Gumbel

Figuur A.6: Fragment van een Gaussisch proces (links) en de kansdichtheid (rechts) voor alle uit-
komsten van het proces (Normaal) en die voor de pieken per periode (Gumbel).

A\

tijd

van een proces dat bij zeer goede benadering Gaussisch is.

Ook als het proces waarvan we de extremen willen analyseren daadwerkelijk Gaus-
sisch is, speelt de omvang van de tijdreeks een rol bij de betrouwbaarheid van de
schattingen van de Weibull parameters. Die betrouwbaarheid neemt toe met het
aantal pieken dat we ter beschikking hebben en werkt rechtstreeks door in de
betrouwbaarheid van overschrijdingskansen die we bepalen met de aan de pieken
gepaste Weibull verdeling. Er bestaat een methode om deze betrouwbaarheid te
kwantificeren aan de hand van de kromming van de log-likelihoodfunctie In(L) ter
plaatse van z'n maximum. Anders dan met de opmerking dat een zeer gepronon-
ceerd maximum (sterke kromming) op een hogere betrouwbaarheid wijst dan een
afgevlakt maximum, gaan we op deze materie niet in.

Periodic Extreme Value en Gumbel

Pieken kunnen ook worden geselecteerd door het proces op te knippen in moten
van gelijke duur en vervolgens in elke moot het extreem op te zoeken.

Pieken die op deze manier zijn geselecteerd, kunnen worden beschreven met de
Gumbel verdeling (zie Gumbel (1958)). Dit is geschetst in figuur A.6 voor hetzelfde
fragment van een Gaussisch proces als in figuur A.3.

De onderschrijdingskans F'(z) en kansdichtheid f(z) voor de Gumbel verdeling
worden achtereenvolgens gegeven door

F(z) = exp (- exp (-x - a )) (A.43)

en

f(z) = %exp (2“ —exp <2“)> (A.44)

De parameters p en o van deze verdeling kunnen uit waarnemingen worden ge-
schat, bijvoorbeeld met behulp van de Maximum Liklelihood methode (zie appen-
dix B).
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A.4.3 Herhalingstijd

In de inleiding van deze paragraaf hebben we aangegeven op zoek te zijn naar
het niveau dat door pieken in een Gaussisch proces gemiddeld niet meer dan één
keer in een periode van voorgeschreven duur wordt overschreden. We bepalen dat
niveau in twee stappen. In de eerste stap, die we in de vorige paragraaf hebben
gezet, gaat het om de statistische beschrijving van pieken in het proces. We
hebben gezien dat pieken, gedefinieerd als maxima die uitstijgen boven een vooraf
vastgestelde drempel, Weibull verdeeld zijn. De parameters van die verdeling
kunnen bijvoorbeeld met de Maximum Likelihood methode worden geschat. Met
die schattingen is het mogelijk om de kans te bepalen dat een willekeurige piek
in het betreffende proces boven één of ander niveau ligt. Essentieel hierbij is dat
we naar één willekeurige piek kijken. Die zegt helemaal niets over de frequentie
waarmee pieken zich in het proces voordoen en dus ook niets over de te verwachten
duur tussen twee opeenvolgende overschrijdingen van welk niveau dan ook. Er is
dus meer nodig om een uitspraak te kunnen doen over het niveau dat gemiddeld
hooguit eens in de zoveel tijd door een piek wordt overschreden. We moeten een
relatie leggen tussen kans en frequentie. De tweede stap, die we in deze paragraaf
behandelen, gaat over die relatie.

In de waterbouwkundige praktijk worden de begrippen kans en frequentie helaas
te vaak met elkaar verward. Het verschil is echter fundamenteel, al was het alleen
al omdat kans een dimensieloze grootheid is terwijl frequentie de dimensie 1/tijd
draagt. Daarnaast is een kans altijd groter dan of gelijk aan nul en kleiner dan of
gelijk aan 1. Voor een frequentie bestaat die bovengrens niet. Zo kan de frequen-
tie waarmee één of andere waterstand wordt overschreden groter zijn dan eens per
jaar, terwijl de kans dat diezelfde waterstand in een willekeurig jaar wordt over-
schreden nooit groter kan zijn dan 1. In dit voorbeeld is het duidelijk dat kans en
frequentie niet door elkaar gebruikt kunnen worden, maar dat is niet altijd evi-
dent. Van een (andere) waterstand met een gemiddelde overschrijdingsfrequentie
van eens in de 10.000 jaar, wordt al gauw maar net zo onterecht gezegd dat de
kans dat deze in een willekeurig jaar wordt overschreden gelijk is aan 1/10.000 of,
gruwelijker nog, dat die overschrijdingskans 1/10.000 per jaar is. Kans is immers
dimensieloos en dus nooit 'per jaar’.

Aan het einde van deze paragraaf komen we terug op deze verwarring. Ze komt
voort uit een benadering van de theoretisch juiste relatie tussen kans en frequentie
en daar kijken we eerst naar. We gaan de kans bepalen dat een piek in een statio-
nair Gaussisch proces y(¢) in een periode met duur 7 het niveau yeiy overschrijdt.
Dit niveau is niet de drempelwaarde die in de voorgaande paragraaf is geintrodu-
ceerd bij de definitie van extremen volgens de POT methode. De y.i; ligt boven
die drempel. Ook daar komen we later op terug.

Om de kans te bepalen dat een piek in een duur 7 het niveau y. overschrijdt,
denken we de tijd opgebouwd uit een serie aaneengeschakelde intervallen met lengte
At. Deze lengte kiezen we zo klein, dat zich in zo’n interval ten hoogste één piek
groter y.rit kan voordoen. Dat wil zeggen dat zich in een willekeurig interval At
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geen enkele piek groter y..it voordoet, of precies één zo’n piek. Meer dan één van
die pieken in een willekeurige At is uitgesloten.

Vervolgens vragen we ons af hoe groot de kans is dat zich in een willekeurig interval
een piek voordoet die uitsteekt boven ... Deze kans wordt bepaald door de
frequentie waarmee pieken in het betreffende Gaussisch proces y.,i; overschrijden.
We kunnen deze frequentie schatten aan de hand van waarnemingen aan het proces
door het aantal waargenomen pieken boven y.t te delen door de duur van de
waarneming. Omdat pieken niet met de regelmaat van de klok voorkomen, spreken
we van een gemiddelde frequentie.

Bij een gemiddelde frequentie f is het te verwachten aantal pieken groter dan e,
in een duur 7 gelijk is aan fr. Er zijn, met andere woorden, fr7 intervallen in
duur 7 waarin zich een piek voordoet die groter is dan y.,i;. Aangezien die duur is
opgebouwd uit n = 7/At intervallen is de kans dat zich in een willekeurig interval
een piek voordoet die groter is dan y.t gelijk aan f7/n. Omdat zich vanwege de
keuze van de duur At van een interval nooit meer pieken in een duur 7 kunnen
optreden dan er intervallen in die duur passen, is per definitie f7 < n en dus is
fr/m <1.

Met de gevonden kans van f7/n dat zich in een willekeurig interval At een piek
boven ..y voordoet, kunnen we kans op precies k van die pieken in een duur
7 = nAt bepalen. Dat is de kans dat in k van de n intervallen wel een piek groter
dan Y.yt voorkomt en in n — k intervallen juist niet. De volgorde van intervallen
met en zonder piek maakt hierbij niet uit. Het gaat alleen om het aantal.

Deze kans op een piek boven yq.it in k van de n intervallen wordt gegeven door de
Binomiaalverdeling;:

R R L (A.15)

Hierin geeft het binomiaalquotiént

n n!
k) = W=kl A.
(> Hn — F) (4.46)

het aantal mogelijke ordeningen van k intervallen met een piek groter dan y. izen
n — k zonder. Voorts is p¥(1 — p)"~* de kans op de combinatie van k intervallen
met zo'n piek én n — k intervallen zonder.

In waterbouwkundige toepassingen is k doorgaans beperkt terwijl n juist heel groot
kan worden. De extremen waar we in de praktijk mee te maken hebben houden in
vergelijking met bijvoorbeeld de levensduur van een constructie niet lang aan. Zo
duurt een stormvloed waar en waterkering tegen bestand moet zijn één tot enkele
dagen. Vergeleken met een jaar levert dat een n van de orde 100 en in verhouding
tot de beoogde levensduur van de kering komt n nog veel hoger uit. Tegelijkertijd
kan één overschrijding van de waterstand die nog juist gekeerd kan worden, dus
k =1, al tot falen leiden.
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Voor de combinatie van een beperkte k en een zeer grote n gaat de Binomiaalverde-
ling over in de Poisson verdeling. Voor de afleiding van deze overgang herschrijven
we eerst de Binomiaalverdeling (A.45) in termen van het te verwachten aantal
pieken groter dan y.,i; in een duur 7. Dit aantal noteren we met p en het is, zoals
eerder vermeld, gelijk aan f7. Dit geeft

P(kln) = k'(nnlk)' (%)k (1 - %)nik opu=f1 (A.47)

Vervolgens bepalen we hiervan de limiet voor n — oc:

A P(kin) = T =0 (H) (1 - ﬁ) (A.48)
Met
. n! pNE L nn—1)(n—2)...(n—k+1)pF  pP
= () = B wow A
en i .
- SNy BN (BT
o () = (0-0) (0) e )
vinden we .
- i
nhﬁrréo P(kln) = € (A.51)

Het rechter lid van (A.51) staat bekend als de Poisson verdeling. We noteren deze
als
k

Pk|p) = %6_” (A.52)
Deze verdeling geeft de kans dat zich in een duur 7 precies k pieken boven e,
voordoen, terwijl er, gelet op de gemiddelde frequentie waarmee zulke pieken voor-
komen, p in die periode verwacht mogen worden. Hiermee kunnen we bijvoorbeeld
voor een waterbouwkundige constructie uitrekenen hoe groot de kans is dat tijdens
de levensduur van die constructie de ontwerpconditie ¥t één of meerdere malen
wordt overschreden. Die kans is gelijk aan het complement van de kans dat die
ontwerpconditie helemaal nooit wordt overschreden tijdens die levensduur. Dat
complement is

1-Pk=0p)=1-er=1-¢" (A.53)

waarbij 7 in dit geval staat voor de levensduur van de constructie en k het aantal
pieken is dat de ontwerpconditie yeri¢ overschrijdt!92.

102De kans dat de ontwerpconditie één of meerdere malen wordt overschreden in duur 7 is
gelijk aan chil(,uk/k!) exp(—p) (met p = fr). Het gaat om de kans op één overschrijding,
of twee, of drie et cetera. En die is gelijk aan de kans op één overschrijding plus die op twee
overschrijdingen plus die op drie overschrijdingen en zo eindeloos verder. Die sommatie omvat
alle mogelijkheden behoudens de kans op geen enkele overschrijding (k = 0). Als we die erbij
optellen, moeten we dus uitkomen op 1, ofte wel ZZOIO(uk/k!) exp(—p) = 1. En dat klopt, want

S5 (1P /KY) = exp(p).
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Overigens wordt bij het ontwerp van een waterbouwkundige constructie de ont-
werpconditie gebruikelijk bepaald op basis van een nog juist acceptabel geachte
kans op falen. Uit de combinatie van deze kans P, en de beoogde levensduur 7
van de constructie vinden we met (A.53) de gemiddelde frequentie f waarmee de
ontwerpconditie ten hoogste mag worden overschreden:

1
Po=1-¢" = f==-In(1-P) (A.54)
T

Om bij deze frequentie een overschrijdingsniveau y.; te vinden, kijken we naar
het onderliggende stationaire Gaussisch proces en in het bijzonder de extremen die
daarin optreden. In de voorgaande paragraaf hebben we die extremen in algemene
zin gedefinieerd als pieken die boven een voorgeschreven drempel zy uitkomen.
Deze manier van definiéren is de zogeheten POT—methode. De kans dat een wil-
lekeurige piek één of ander niveau x overschrijdt, hebben we beschreven met de
Weibull verdeling (zie (A.38); de F'(z) in deze uitdrukking is de onderschrijdings-
kans; het complement 1 — F(z) is de overschrijdingskans).

De parameters van de Weibull verdeling hebben we geschat uit alle pieken (boven
de drempel) in een waarneming aan het Gaussisch proces. Als we het aantal van
deze pieken delen door de duur van de waarneming, krijgen we een schatting van
de gemiddelde frequentie f, waarmee pieken in het proces voorkomen. Het gaat
hierbij om alle pieken, onafhankelijk van hun niveau.

Voor het ontwerp van de constructie zijn we echter niet geinteresseerd in alle
pieken, maar slechts in die pieken die zich met een gemiddelde frequentie f vol-
gens (A.54) voordoen. Onze belangstelling gaat dus uit naar de fractie f/f, hoog-
ste pieken. Dat zijn immers de pieken die y..i; overschrijden. Die fractie is gelijk
aan de kans dat een willekeurige piek uitkomt boven y.,i; en wordt gegeven door de
Weibull verdeling waarvan we de parameters o en « uit alle waargenomen pieken
hebben geschat. Kortom,

exp < <M>a) _f_ fi In(1 - P;) (A.55)

o Ip T

Inverteren van bovenstaande uitdrukking levert het gezochte overschrijdingsniveau
Yerit -

Bij de afleiding van (A.55) zijn we uitgegaan van de Weibull verdeling voor de
beschrijving van overschrijdingskansen van pieken. Dat sluit aan bij de voorgaande
paragraaf waarin we ons tot die verdeling hebben beperkt. De hier beschreven
relatie tussen kans en frequentie geldt echter algemeen. In plaats van de Weibull
verdeling hadden we elke andere extreme waarden verdeling kunnen gebruiken en
moet het linker lid van (A.55) conform worden aangepast. Herschreven in algemene
termen luidt (A.55)

L= Flyene) = - In(1 - Pr) (A.56)

waarin F' de gekozen kansverdeling is (onderschrijdingskans).

364



Tijdreeksanalyse

Toepassing van deze theorie in het kader van bijvoorbeeld veiligheid tegen over-
stromen wordt soms lastig gevonden omdat aan die veiligheid niet zomaar een duur
te koppelen is zoals levensduur bij een constructie. Die veiligheid dient immers
een permanentie te zijn. Om daaraan tegemoet te komen, wordt een soort een-
heidsduur gehanteerd. In de praktijk is dat meestal een jaar en wordt veiligheid
uitgedrukt als de kans dat zich in een willekeurig jaar een overstroming voordoet.
Bij een hoge mate van veiligheid hoort een kleine gemiddelde frequentie waarmee
overstromingen optreden. Het verwachte aantal f7 overstromingen in één jaar
(t=1 jaar) is in dat geval ook klein, als regel veel kleiner dan 1. Aangezien voor
zeer kleine f7 het rechter lid van (A.53) bij benadering gelijk is aan f7, is de kans
dat zich in een willekeurig jaar een overstroming voordoet ongeveer gelijk aan fr.
Deze benadering is de bron van de verwarring die in het begin van deze paragraaf
is genoemd met betrekking tot de relatie tussen kans en frequentie. Combinatie
van deze benadering met de gebruikelijke keuze 7=1 jaar wekt de fundamenteel
onjuiste indruk dat de kans op een overstroming in een willekeurig jaar gelijk is
aan f. De fout zit in het gemakzuchtig of nalef weglaten van de dimensie van
T.

A.4.4 Toepassing

De theorie die in de voorgaande twee paragrafen is gepresenteerd over statistiek
van extreme waarden en herhalingstijden van extreme gebeurtenissen, vindt in
de praktijk toepassing in onder meer de vaststelling van ontwerpcondities voor
waterbouwkundige constructies. Voor drie van zulke toepassingen geven we een
aanpak die direct volgt uit de gepresenteerde theorie. Het gaat om de bepaling
van

1. de extreme conditie ¥y, die gemiddeld niet meer dan één keer wordt over-
schreden in een willekeurige periode met duur 77

2. de kans dat zich in een willekeurige periode met duur 7 een extreme conditie
voordoet waarbij de waarde ¥,y wordt overschreden;

3. de extreme conditie y.iy waarvoor geldt dat de kans dat deze in een wille-
keurige periode met duur 7 wordt overschreden, niet groter is dan P;.

In alle drie gevallen gaan we uit van een discrete tijdreeks van waarnemingen y
aan het tijdsafhankelijke proces waarvan we geinteresseerd zijn in de extremen
die zich daarin kunnen voordoen. In de waterbouwkunde kan dat bijvoorbeeld
gaan om waterstanden, afvoeren van een rivier, golfhoogtes en zo meer. Voor de
beschrijving van die extremen veronderstellen we dat we te maken hebben met
een bij goede benadering Gaussisch proces. Pieken in dat proces die een drempel
yo overschrijden, beschouwen we als extremen en we nemen aan dat die extremen
kunnen worden beschreven met de Weibul verdeling. Dat is consistent met de
aanname van een Gaussisch proces.

De parameters van die Weibul verdeling schatten we in twee stappen:

a) We kiezen een drempel yo om een onderscheid te maken tussen, zeg maar,
alledaagse pieken in het proces en pieken die horen bij uitzonderlijke ge-
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beurtenissen. Dit is niet triviaal. In de praktijk beslaat de beschikbare
tijdreeks altijd een eindige periode en dus een eindig aantal pieken. Naar-
mate de drempel hoger wordt gekozen, blijven steeds minder pieken over
voor de schatting van de parameters en daarmee wordt die schatting steeds
minder betrouwbaar. Anderzijds geldt dat bij het aanleggen van een betrek-
kelijk lage drempel, gematigde pieken een steeds grotere invloed hebben op
de schatting van de parameters waardoor het (statistische) gedrag van uit-
zonderingen minder goed wordt beschreven. Wie bij wijze van experiment
speelt met de keuze van g, zal zien dat de schattingen van de parameters
navenant variéren.

b) We selecteren alle pieken in de tijdreeks die groter zijn dan de gekozen yy.
Vervolgens bepalen we de parameters o en a van de Weibul verdeling zodanig
dat deze verdeling zo goed mogelijk past bij de geselecteerde pieken. In
dit verband is zo goed mogelijk gekoppeld aan een of ander optimalisatie
criterium zoals bijvoorbeeld uitgewerkt in de Kleinste Kwadraten methode
of de Maximum Likelihood Method (zie appendix B).

Een andere belangrijke factor in de drie toepassingen is de gemiddelde frequentie
fp waarmee pieken die uitstijgen boven yg zich voordoen. Ook die is te schatten
uit de beschikbare tijdreeks. Als zich in die reeks m pieken voordoen die groter
zijn dan yo en die reeks een periode met duur 7;. beslaat, dan is

m

fo = i (A.57)

Volgende stappen verschillen per toepassing, niet in de laatste plaats met de be-
trekking tot de volgorde waarin ze worden toegepast. Daar gaan we voor elke
toepassing apart op in.

1. In de eerste toepassing zijn we op zoek naar de extreme conditie y..it die
gemiddeld niet meer dan één keer wordt overschreden in een willekeurige
periode met duur 7T'. Dat is hetzelfde als vragen welke y wordt overschreden
met een gemiddelde frequentie f = 1/T. De relatie tussen deze f en de
frequentie fy van voorkomen van extremen in het algemeen (althans volgens
onze keuze dat sprake is van een extreem ingeval van een piek waarbij yo
wordt overschreden), zit in de Weibul verdeling waarvan we vooraf de para-
meters hebben geschat. Als we kijken naar een hele lange periode met duur
D, dan mogen we verwachten dat zich daarin fyoD extremen voordoen. Op
dezelfde manier is het aantal extremen waarbij y..iy wordt overschreden naar
verwachting gelijk aan fD. Met D — oo is de verhouding tussen het aantal
extremen boven yei¢ (dus fD) en het totaal aantal extremen (f,D) gelijk
aan de kans P dat als zich een extreem voordoet, de waarde yc; daarbij
wordt overschreden. Kortom

Py > ger) = lim Z— =+ (A.58)
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Met de veronderstelling dat de kans P wordt beschreven door de Weibul
verdeling met de eerder geschatte parameters ¢ en «, volgt dat

1/«
Yerit = Yo + 0 (— In > (A.59)
fp

. In de tweede toepassing bepalen we de kans P.(y > yeit) dat zich in een
willekeurige periode met duur 7 een extreme conditie voordoet waarbij de
waarde y.rit wordt overschreden. Op het eerste gezicht lijkt dit wellicht op de
eerste toepassing, maar er is een wezenlijk verschil. In de eerste toepassing
keken we naar gemiddeld één overschrijding in de beschouwde duur, ter-
wijl het in deze tweede toepassing gaat om ten minste één overschrijding.
Daarmee nemen we expliciet de optie mee dat zich in de duur 7 meerdere
extremen voordoen waarbij yerit wordt overschreden.

Voor de berekening van de kans P-(y > ycrit) verdelen we de periode met
duur 7 in n intervallen die elk zo klein zijn dat zich daarin ten hoogste één
extreem kan voordoen waarbij y..it wordt overschreden. Voor elk interval
geldt zodoende dat daarin 0 of 1 zo’'n extreem optreedt en nooit meer dan 1.

Voor grote n wordt de kans dat zich in een duur 7 ten minste één keer een
een extreem boven y.it voordoet, gegeven door

Pr(y > ycrit> =1- efT <A60)

(zie (A.53)) waarin f de gemiddelde frequentie is waarmee pieken optreden
die groter zijn dan yeit. Deze volgt direct uit (A.58):

= 1Py > yerit) (A.61)

Als bijvoorbeeld 7 de beoogde operationele levensduur van een constructie is
en yqit de belasting waar die constructie op is ontworpen, dan geeft (A.60)
de kans dat die ontwerpbelasting tijdens de levensduur ten minste één keer
wordt overschreden.

. De derde toepassing gaat over de extreme conditie y..i waarvoor geldt dat
de kans dat deze in een willekeurige periode met duur 7 wordt overschreden,
niet groter is dan P.. Dit is niets anders dan het omgekeerde van de tweede
toepassing. De gezochte ye it kan direct worden afgeleid uit (A.55):

1 1/
Yerit = Yo +o (_ In (f hl(l — PT)>) <A62)

pT

(nog steeds met de veronderstelling dat extremen bij goede benadering Wei-
bul verdeeld zijn).
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A.4.5 Iets over instationaire processen

Belastingen op waterbouwkundige constructies zijn veelal gerelateerd aan natuur-
lijke, tijdsafhankelijke processen. In voorgaande paragrafen van deze appendix
hebben we gezien dat als die natuurlijke processen zich bij goede benadering ge-
dragen als een stationair Gaussisch proces en als bovendien (A.6) opgaat, dan
volstaat een waarneming van beperkte duur aan dat natuurlijke proces om tot
een redelijk betrouwbare schatting te komen van de kans dat zich in een voorge-
schreven tijdsinterval realisaties van dat proces voordoen die een specifieke grens
overschrijden. Dat ligt aan de basis van het vaststellen van ontwerpcriteria voor
die constructies.

Bij natuurlijke (en ook niet—natuurlijke) processen is stationariteit echter niet van-
zelfsprekend. Als voorbeeld noemen we tijdsathankelijke fluctuaties in de water-
stand op een rivier. Een plotselinge ingreep in het dwarsprofiel van die rivier kan
leiden tot een abrupte wijziging in het gedrag van zulke fluctuaties in de omgeving
van die ingreep. Daarnaast is het mogelijk dat het karakter van die tijdsafhan-
kelijke fluctuaties geleidelijk wijzigt onder invloed van bijvoorbeeld morfologische
ontwikkelingen van het rivierbed of verandering van het klimaat.

Ook al geldt in zulke omstandigheden nog steeds dat de correlatie tussen realisaties
van het betreffende proces afneemt met de tijd die tussen die realisaties is verstre-
ken (dus dat (A.6) nog steeds opgaat), is toch geen sprake van een stationair proces
en volstaat een waarneming van beperkte duur niet om tot een betrouwbare schat-
ting te komen van ontwerpcondities (bijvoorbeeld extreme waterstanden), dat wil
zeggen een uitspraak te doen over condities die gemiddeld niet meer dan eens per
zoveel jaar worden overschreden. De reden daarvoor is dat de parameters van het
Gaussisch proces (gemiddelden en covarianties) dat wordt gebruikt als model voor
het natuurlijke proces door de abrupte of geleidelijke wijziging in dat natuurlijke
proces niet zomaar constant kunnen worden verondersteld.

Om in zulke gevallen toch tot een betrouwbare schatting van ontwerpcondities te
kunnen komen, is het nodig om het effect van de wijzigingen in het natuurlijke
proces op de modelparameters (in casu de gemiddelden en covarianties van het
representatief veronderstelde Gaussisch proces) in kaart te brengen. Dat is geen
sinecure.

Voortbouwend op het voorbeeld van waterstanden op een rivier kan het effect van
een abrupte ingreep vaak adequaat worden onderzocht aan de hand van simulaties
met rekenkundige of schaal-modellen. Dat is efficiénter dan opnieuw waterstanden
registreren in de zin dat het direct inzicht geeft in effecten van de ingreep. Voor een
adequate statistische extrapolatie van waterstanden is, aangenomen dat het na de
ingreep opnieuw om een stationair proces gaat waarbij (A.6) opgaat, een registratie
nodig die ten minste enkele decennia omvat en pas na de ingreep begint. Het is
doorgaans niet verantwoord om zo lang te moeten wachten op een antwoord op de
vraag wat het effect van een ingreep zal zijn. Een en ander laat overigens onverlet
dat het zinvol is om wel zo'n nieuwe registratie op te bouwen voor toekomstig
nut.
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Bij een geleidelijke wijziging ligt dat doorgaans gecompliceerder. Zo kan het tijds-
afhankelijke gedrag van waterstanden op een rivier op een tijdschaal van decennia
of langer wijzigen door verandering van het klimaat. Ook in dat geval kan een
Gaussisch proces dienen als model voor fluctuaties in die waterstanden, maar de
parameters van dat model variéren op een tijdschaal die overeenkomt met die van,
in dit voorbeeld, lange-termijn veranderingen in het gedrag van de waterstanden.
Het begrijpen en voorspellen van zulke lange—termijn veranderingen vereist inzicht
in de onderliggende fysica. Ten tijde van het schrijven van dit boek wordt daar
(ook) voor waterbouwkundige toepassingen veel wetenschappelijk onderzoek naar
gedaan. Voor vorderingen met en uitkomsten van dat onderzoek wordt verwezen
naar de literatuur.

A.5 Deterministische processen

De deterministische processen waar we ons in deze paragraaf toe beperken, zijn
opgebouwd uit periodieke componenten waarvan de frequenties op voorhand vanuit
de fysica bekend zijn. Veruit het meest bekende waterbouwkundige voorbeeld van
zo'n proces is de tijdsafthankelijke variatie van de waterstand die hoort bij het
getij. We gaan in op een betrekkelijk eenvoudige methode om de amplitudes van
de bekende componenten te schatten uit een discrete tijdreeks.

Natuurlijk kan (de uitkomst van) een deterministisch proces ook worden onderwor-
pen aan een Fourieranalyse, net zoals we dat bij een stationair Gaussisch proces
hebben gedaan. Het wezenlijke verschil zit in de frequenties van de periodieke
componenten die het proces beschrijven. Bij een Fourieranalyse schrijven we het
betreffende proces als een oneindige lineaire combinatie van sinusvormige functies
(de Fourier-componenten) die onderling orthogonaal zijn en samen een complete
set vormen. Deze wiskundige eigenschappen maken het mogelijk om het proces
exact weer te geven zonder voorafgaande kennis over de samenstelling en structuur
daarvan. Daar staat tegenover dat die wiskundige eigenschappen zich uitsluitend
voordoen bij een specifieke verhouding tussen de frequenties van de sinusvormige
componenten waarmee we het proces beschrijven. Als het proces is gedefinieerd
op een tijdsinterval met duur T of periodiek is met die duur, zijn de frequenties
van de componenten gehele veelvouden van 27 /T.

Als we een deterministisch proces willen analyseren dat is opgebouwd uit perio-
dieke componenten met vooraf bekende frequenties, ligt een Fourieranalyse niet
per definitie voor de hand. De frequenties van de Fouriercomponenten hoeven im-
mers niet overeen te komen met de frequenties die in het deterministische proces
voorkomen. Ontbinding in Fouriercomponenten kan overigens wel een indicatie
opleveren van de dominante frequenties door na te gaan welke proces—gebonden
frequenties in de buurt liggen van frequenties van Fouriercomponenten met een
relatief grote amplitude.

Om de amplitudes van bekende componenten te schatten uit een discrete tijdreeks
maken we in deze paragraaf gebruik van de eerder genoemde Kleinste Kwadraten
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methode (zie uitdrukkingen (A.41) en (A.42) ). Bovendien laten we zien dat
deze methode hetzelfde resultaat oplevert als Fourieranalyse indien toegepast op
Fourier-componenten.

We gaan uit van een discrete tijdreeks y,,, = y(t,,) (m = 1..M) afkomstig van een
proces dat wordt beschreven door

K
y(t) = (Cy cos wit + Sk sin wyt) (A.63)
k=1

Deze y(t) noemen we het model dat we door variatie van de amplitudes Cy en
Sk (k= 1...K) aan de tijdreeks y,, gaan aanpassen. Daartoe kijken we naar
de verschillen ¢, tussen tijdreecks en model op tijdstippen tm en we bepalen die
amplitudes Cj en Sy, (k = 1...K) waarvoor Y. €2, minimaal is. Dat minimum
wordt gevonden voor

0 U 0 &
da=sa Y =0 ; n=1...K (A.64)
acn m=1 Sn m=1
met
K
€m = Ym — Z (C cos Wit + Sk sinwty,) (A.65)
k=1

Uitdrukking (A.64) is een set van 2K lineaire vergelijkingen waaruit de amplitudes
Cp en S, (n = 1..K) kunnen worden bepaald. Invullen van (A.65) in (A.64)
levert

) i ) _, f: Dem
acn m=1 o m=1 o 60”
M K (A.66)
= -2 Z (ym — Z (Ck coswgty, + Sk sin wktm)> COS Wntm
m=1 k=1
=0
en
0 < 9 M dem
=2
95, 2 7 24,
M K (A.67)
= -2 Z (ym — (Ck coswity, + Sk sin wktm)> sin wy to,
m=1 k=1
=0

voor n=1..K.
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We kunnen dit herschrijven als

K K
D0k Gt DSk = a”
k=1 k=1

Con=1...K (A.68)
K K
¢+ 35Sk = g
k=1 k=1
waarin
M M
') =" coswpti coswnt g = > sinwity cos wtm
" m=t (A.69)
M M
qv(lci) = Z COS Witm Sinwyly, qﬁf? = Z sin wt,, sin wy oy,
m=1 m=1
en
M M
qv) = Z Y COSWntm 5 g = Z Yo SID Wity (A.70)
m=1 m=1

Voor numerieke bepaling van de amplitudes Cy en Sy (k = 1..K) is het handig
om (A.68) in matrix—vorm te schrijven, bijvoorbeeld

s | a (Ge) - (o (A7)
as [ aor )\ S g’
(waarbij de eerste index van ¢, C' en S verwijst naar een rij en de tweede naar een
kolom).

Alle coéfficiénten q in bovenstaande uitdrukkingen zijn bekend uit de componenten
waaruit het betreffende proces opgebouwd wordt verondersteld en de tijdreeks y,,.
De onbekenden zijn de amplitudes Cj en Sy (kK = 1..K) en deze kunnen worden
berekend door (A.71) te inverteren. De resulterende amplitudes worden Kleinste
Kwadraten schatters genoemd.

Als de tijdreeks y,, equidistant is in de zin dat t,,11 — t,,, = At voor alle m =
1...M — 1, zijn de coéfficiénten ¢ te zien als benaderingen van integralen over de
tijd. Zo is

M 1 [tatAe/2
q'EzC(]i)) = E COS Wity COS Wty R —— / COS Wyt cos wy,tdt (A.72)
' At tlfAt/2

m=1

en zo'n benadering kan ook voor de andere g worden gegeven. Als bovendien de
frequenties w gehele veelvouden zijn van 27/(tpr — t1 + At) en daarmee overeen-
komen met Fouriercomponenten, geldt dat

. s 0 ;o nFEk
D=0 =0 ¢ AR =d R ={ g TN AT
2At ) -
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en wordt de matrix in (A.71) een diagonaalmatrix. Voor de bijbehorende ampli-
tudes vinden we

2 tM+At/2
Cr = 7/ Ym COS Wi tdt
ta =t + A Sy, _aey2 ATd
) ta+At/2 ( ’ )
Sk = 7/ Y Sin wytdt
ta —t1+ A Sy, _ary2

Dat is identiek aan wat we met Fourieranalyse gevonden zouden hebben (zie uit-
drukking (A.25)).

Net als bij de Fourieranalyse geldt ook hier dat de omvang M van de tijdreeks
een bovengrens stelt aan het aantal componenten waarvoor we amplitudes kunnen
bepalen. Indien niet M > 2K is de matrix in (A.71) singulier.

Tot slot merken we nog op dat de Kleinste Kwadraten methode ook kan wor-
den toegepast als de tijdreeks y,, niet equidistant is en ook als het model y(t)
er volstrekt anders uitziet dan een lineaire combinatie van periodieke componen-
ten. Afhankelijk van y(¢) kunnen de vergelijkingen 0 €2, /0x), = 0 waaruit de
modelparameters z; worden bepaald, zodanig ingewikkelde niet—lineaire vormen
aannemen dat inzet van iteratieve methoden onvermijdelijk is. Een tamelijk ro-
buuste is de simplex—methode van Nelder and Mead (1965) die in diverse numericke
bibliotheken beschikbaar is.
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De Maximum Likelihood methode (in het Nederlands de methode van de meest
aannemelijke schatter genoemd), is een methode die in de statistiek wordt gebruikt
om de parameters van een kansverdeling te schatten aan de hand van waarnemin-
gen aan die verdeling. Als die waarnemingen afkomstig zijn van dezelfde populatie,
zijn ze identiek verdeeld. Dat is één van de twee basale uitgangspunten van de
methode. De andere is dat de waarnemingen in statistische zin onderling onafhan-
kelijk zijn.

Als f(x) de kansdichtheid van de betreffende verdeling is en er N waarnemingen,
dan is de gezamenlijke kansdichtheid van deze set waarnemingen gelijk aan f(z).
Deze set wordt gezien als één trekking uit een N—dimensionaal verdeelde populatie
met kansdichtheid f(x)". Van die enkele trekking die we hebben (de set), kennen
we de bijbehorende kansdichtheid niet, maar het meest waarschijnlijk is dat deze
hoort bij de hoogste kansdichtheid. De parameters van de kansdichtheidsfunc-
tie f(xz) worden zo gekozen dat de waargenomen set past bij het maximum van

Fl@)™.

Ter illustratie passen we de Maximum Likelihood methode toe om de parameters
van de Weibull verdeling te schatten uit N waargenomen pieken z,, (n=1...N)
van een Gaussisch proces (zie appendix A). Ter wille van de eenvoud gaan we uit
van een voorgeschreven drempel xzy. Daarmee ligt de definitie van een piek vast
en hoeven we nog slechts de parameters o en « te schatten.

Als deze pieken inderdaad allemaal Weibull verdeeld zijn (met identieke para-
meters) ‘n onderling onafhankelijk zijn, wordt hun gezamenlijke kansdichtheid L
gegeven door

L(a,0) = H fzn) (B.1)

n=1

Het product in het rechter lid van deze uitdrukking is niets anders dan f(z)" uit-
gewerkt voor de set van N pieken. Voorts wordt L de likelihood functie genoemd.
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Deze functie is alleen afhankelijk van de parameters van, in dit geval, de Weibull
verdeling. Als de set pieken daadwerkelijk hoort bij de hoogste gezamenlijke kans-
dichtheid, dan moeten de waarden van de parameters o en « zodanig zijn dat L
daarvoor een maximum bereikt. Met andere woorden, volgens de Maximum Li-
kelihood methode vinden we de meest waarschijnlijke waarden van de parameters
ter plaatse van het maximum van L. Dat maximum vinden we bij

oL 0L

2 B.2
Jda  Oo (B.2)
Omdat L een product is, kan uitwerking van (B.2) behoorlijk arbeidsintensief zijn,
zeker bij grote N. Daarom wordt doorgaans gewerkt met de logaritme van L in

plaats van met L zelf. Dat maakt voor de schattingen van de parameters niets uit.

Omdat 5L SInL
n
— =L—— B.3
5 5 (B.3)
en L > 0 voor alle > x, bereikt In(L) voor dezelfde o en o een maximum als
L.

Voor de log-likelihood functie In(L) vinden we

N N N
a Zo x Lo
1 = = = _
nlL Zln(f(x)) Nlno (a—1) Z <aln )
n=1 n=1 n=1
(B.4)
en we gaan op zoek naar die ¢ en o waarvoor geldt dat
OlnL OlnL
= =0 B.5
do Ja (B.5)

Dit zijn twee niet-lineaire vergelijkingen waar geen analytische oplossing voor
is. Om de beide parameters toch te kunnen schatten, maken we gebruik van
de Newton—Raphson iteratie. Voor toepassing van die methode is het handig om
de log—likelihood functie te formuleren in termen van de parameter £, gedefinieerd
als

E=—alno (B.6)
waarmee
N N
n(L(a,&)) = Nlna+NE+(a—1) Z Ty —x0)—e€s Zexp (aln(x, —xp)) =0
n=1 n=1
(B.7)
en in plaats van (B.5) bepalen we
0L 0L
D B.
€ Oa 0 (B.8)
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Combinatie van (B.7) en (B.8) geeft

oL al
% N — ¢t Z exp (aln(x, —x9)) =0 (B.9)
n=1
en
L N & al
3 —
%= o + nz::lln(xn —xg) — € nz::lln(xn — xp)exp (aln(x, —x9)) =0 (B.10)

1 1Y "
ST N | —xg) = 2L — B.11
5 + an::l n(z, — xo) i 0 ( )
waarin
N
tm (0) = Z In"™(z, = x9) exp (aIn(x, — x9)) (B.12)
n=1

In het linker lid van (B.11) komt alleen « als onbekende voor. We noemen dit
linker lid h(«) en we gebruiken de Newton—Raphson methode om die « te vinden
waarvoor h(a) = 0. Deze methode gaat uit van een eerste orde Taylor benadering
van h voor o = a¥) | gegeven door

(B.13)

a=a()

Hierin is a¥) een schatting van de gezochte a. Als bovenstaande benadering
correct zou zijn, kunnen we die a vinden uit h(a’) 4 Aa) = 0. Dit levert een

correctie L
, dh B
- _ () =
Aa g <a ) ( da a—a(j)) (B14)

op voor de schatting a?). Op deze manier worden achtereenvolgende schattingen
gevonden uit

0+ = o) 1 Aa = o) = (o) (dh

do

-1
) (B.15)
a=a(d)

waarin, zoals volgt uit (B.11),

dh 1 2
= <“2+”§) (B.16)
Ho  Ho

Deze iteratie kan worden gestopt zodra het verschil tussen twee opeenvolgende
schatting zeer klein is ten opzichte van die schattingen zelf.
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Om vervolgens de parameter o te bepalen, bereken we eerst £ door de gevonden
« te substitueren in (B.9). Dit geeft

| XN
E=—In N Z exp (aln(x, — xp)) (B.17)
n=1

waarin, met (B.6),

o — oxp (_i) (B.18)
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In de waterbouwkunde kunnen we voor veel vraagstukken met betrekking tot stro-
ming in een open waterloop volstaan met de diepte—geintegreerde ondiep water
vergelijkingen, maar het kan ook nodig zijn om inzicht te hebben in de verdeling
van de horizontale snelheid over de waterkolom. Voorbeelden daarvan zijn wind-
opzet (zie paragraaf 3.6.2) en stroming in een rivierbocht (zie paragraaf 3.6.3).
Om die verticale verdeling te beschrijven, leiden we de impulsbalans nogmaals af,
maar deze keer gebruiken we een blokje uit de waterkolom als controlevolume in
plaats van de hele waterkolom ineens.

Het controlevolume waar we ons op richten, is geschetst in figuur C.1. Het symbool
u staat hierbij voor de stroomsnelheid op een specifieke hoogte: u = u(z). Als
we kijken naar de overdracht van impuls naar en van dit volume, zijn er overeen-
komsten met de eerdere beschouwing van de volledige waterkolom en ook enkele
toevoegingen. Net als bij de waterkolom hebben we de hydrostatische druk aan
weerszijden van het volume. Daarnaast zijn er schuifspanningen langs de boven-
en onderzijde van het volume als de horizontale stroomsnelheid net boven of onder
dat volume niet gelijk is aan die net erin. Tot slot is er de advectieve overdracht
van impuls (overdracht als gevolg van de stroming zelf).

Vergeleken met de eerdere beschouwing over de volledige waterkolom (paragraaf
2.4) is advectie voor een blokje uit die kolom iets uitgebreider. Voor de horizontale
impulsbalans kijken we naar waterdeeltjes met een horizontale snelheidscomponent
die het controlevolume in— of uitgaan. Dat kan via de zijwanden van het volume,
maar ook via de boven— en onderkant als die waterdeeltjes naast een horizontale
ook een verticale snelheidscomponent hebben. Zodoende bestaat advectie in dit
geval uit twee componenten: horizontale overdracht van horizontale impuls (via
de zijwanden) en verticale overdracht van horizontale impuls (via de boven— en
onderzijde).

Bij de volledige waterkolom hebben we ook rekening gehouden met een normaal-
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C Figuur C.1: Controlevolume

(grijs) in een primair horizon-

T+Azg;r _ dW tale stroming met de daarop

-z dz §W+AZE d l+Axd—Zl-z werkende hydrostatische druk,
.............. TR < LH'AX(T)L: dx schuifspanningen en de in- en

uitgaande stroming, zowel ho-
rizontaal als vertikaal.

spanning tegen de onderzijde. Dat was daar relevant omdat die normaalspanning
vanwege de bodemhelling een horizontale component heeft. Het controlevolume
waar we echter nu naar kijken, heeft horizontale boven- en onderzijden. De nor-
maalspanning daarop draagt niet bij aan de horizontale impulsbalans.

Samenvattend komen we tot de volgende bijdragen aan de impulsbalans:

e hydrostatische drukken aan weerszijden van het controlevolume;
e schuifspanningen aan boven- en onderzijde
o advectie samengesteld uit twee componenten.

De gemiddelde hydrostatische druk tegen de zijwanden van het volume is gelijk
aan de druk halverwege de hoogte van dat volume. Voor de linker zijwand van het
volume is die druk gelijk aan pg(¢ — z) (zie figuur C.1). De resultante Fj, van de
drukken aan weerszijden komt hiermee op

d d
Fn=pg(¢ —2)Az—pg (C + Am£ — z) Az = —pgd—iAwAz (C.1)

Voor de resultante F,, van de schuifspanning aan boven— en onderzijde van het
controlevolume vinden we
dr

F, = A
<T+ Zdz

) Az — TAzx = gA:EAZ (C.2)
dz

De resultante Fj 5 voor horizontale overdracht van impuls lijkt sterk op die bij

de afleiding van de impulsbalans voor de volledige waterkolom. Het wezenlijke

verschil is dat de afmeting van het controlevolume in z-richting niet verandert. De

resultante luidt

du

o ez (C.3)

2
Fa,h = pu2Az —pP <U,+ AJ?gZ) Az = —Zpu

Deze F, j, is één van de twee componenten van advectie. De andere is de overdracht
van horizontale impuls in verticale richting. De resultante hiervan noteren we met
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Iy, en deze is

Fop=puwlAz —p (u + Aw?) (w + Axgw> Ax
v v (C.4)

= —pw@AxAz — pwa—wAmAz
0z 0z

Hiermee zijn alle bijdragen aan de overdracht van horizontale impuls van en naar
het controlevolume gekwantificeerd. Deze zijn met elkaar in balans indien

Fh + Fw + Fa,h + Fa,v =0 (05)

Met (C.1)-(C.4) en na delen door pAxAz kunnen we dit schrijven als

Yor T T8, T a pdz

(C.6)
Net als bij de beschouwing van de volledige waterkolom kunnen we bovenstaande
balans enigszins vereenvoudigen door ook naar continuiteit te kijken. Met de
veronderstelling van onsamendrukbaarheid vinden we de continuiteitsvergelijking
voor het controlevolume door de totale uitwisseling van water tussen dat volume
en z'n omgeving gelijk te stellen aan nul. Dit geeft

ulz — (u+Azau> Az + wAx <w+Azaw> Ax =0 (C.7)
Ox 0z

ofwel, na uitwerken en delen door —AzAz,

ou o
or 0Oz

Gecombineerd met (C.6) levert dit

ou ou d¢ 1dr
U7 +w =—9—+ -

Oz 0z~ Yz pdz (C.9)

voor de horizontale impulsbalans voor stationaire stroming in één horizontale rich-
ting.

In het bijzondere geval dat de waterdiepte in stroomrichting niet verandert, is het
linker lid van (2.29) gelijk aan nul. Dat doet zich bijvoorbeeld voor bij stationaire
stroming in een rivier waarvan de dwarsdoorsnede in stroomrichting niet verandert
en de waterspiegel in langsrichting dezelfde helling heeft als de bodem. De natte
dwarsdoorsnede van de waterloop verandert dan niet in langsrichting. De richting
van de stroming is in dat geval parallel aan de bodem zodat

w db
— = 1
- (€.10)

T dx
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Voor het linker lid van (2.29) kunnen we hiermee schrijven dat

ou ou ou dbou

De term tussen haken in bovenstaande uitdrukking is de verandering in stroom-
richting van de component van de snelheid evenwijdig aan de bodem. Als de natte
dwarsdoorsnede van de waterloop in langsrichting niet verandert, doet deze com-
ponent van de snelheid dat ook niet en is de term tussen haken in (C.11) gelijk aan
nul. Het linker lid van (2.29) is daarmee ook gelijk aan nul. Wat overblijft is de ho-
rizontale impulsbalans voor zogeheten horizontaal uniforme, stationaire stroming
(geen verandering in langsrichting en geen verandering met de tijd):

¢, 1dr

Oz_gdx+pdz

(C.12)

Waar in dit boek de verticale verdeling van de horizontale stroomsnelheid aan
de orde komt, gaan we er steeds vanuit dat de stroming bij redelijke benadering
horizontaal uniform is. Uitdrukking (C.12) vormt de basis voor de beschrijving
van die verdeling. Meer complexe situaties komen in dit boek niet aan bod.

Om uit (C.12) de snelheidsverdeling te kunnen bepalen, moet een relatie worden
gelegd tussen deze snelheid en de schuifspanning. Bij de diepte geintegreerde
impulsbalans hebben we dat gedaan voor de gemiddelde stroomsnelheid en de
bodemschuifspanning. Voor de lokale impulsbalans (C.12) richten we ons op de
lokale snelheid en schuifspanning.

Een voorstelling van de relatie tussen snelheid en schuifspanning kunnen we krijgen
door de waterkolom opgebouwd te denken uit horizontale lagen. Als de snelheid in
één laag afwijkt van die in een aangrenzende laag treedt als gevolg van moleculaire
viscositeit wrijving tussen beide lagen op. In laminaire stroming, waarbij er geen
uitwisseling is tussen lagen, is dit effect bepalend voor de schuifspanning. Bij
turbulente stroming daarentegen, gaat de voorstelling van stroming in lagen niet
op. We kunnen de waterkolom dan nog steeds in gedachten opdelen in lagen, maar
er is wel sprake van uitwisseling van waterdeeltjes tussen aangrenzende lagen. Die
uitwisseling komt voort uit fluctuaties in de beweging van waterdeeltjes rond een
gemiddelde dat we zien als de stroming en de fluctuaties staan daar loodrecht

op.

De fluctuaties uiten zich als een schuifspanning tussen de lagen waarin we de
waterkolom opgebouwd denken. Als deeltjes uit één laag terecht komen in een
aangrenzende, minder snel stromende laag en omgekeerd, werkt dat reducerend
op het snelheidsverschil tussen die lagen. Dit verschijnsel heeft het karakter van
viscositeit en wordt turbulentie viscositeit genoemd!?3. Het is een eigenschap van
de stroming. Daarin onderscheidt het zich wezenlijk van moleculaire viscositeit
dat een eigenschap is van de vloeistof.

103Tn de literatuur komt ook de term ’turbulente viscositeit’ voor. Dat suggereert ten onrecht
dat viscositeit turbulent kan zijn. De Engelse term is ’eddy viscosity’.
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Om dit effect te kwantificeren, kijken we nogmaals naar de overdracht van hori-
zontale impuls in verticale richting door de onderkant van het controlevolume dat
is geschetst in figuur C.1. Per eenheid van oppervlak van die onderkant wordt
de overdracht van impuls gegeven door puw. Bij de beschrijving van het effect
van turbulentie op de gemiddelde stroming, zien we de snelheid op een willekeurig
moment als de som van een gemiddelde @ en een turbulente fluctuatie u':

u="1u-+u (C.13)

Dit wordt Reynolds decompositie genoemd, naar de bedenker Osbourne Reynolds
(1842-1912). Met dit onderscheid tussen een gemiddeld en een fluctuerend deel van
de snelheid is de advectieve overdracht van impuls op het niveau van turbulente
fluctuaties gelijk aan

p(@+u') (W +w') = puw + pu'w + puw’ + pu'w’ (C.14)

Middeling hiervan over die turbulente fluctuaties levert

p(@+ o) (W + w') = puw + pu'w’ (C.15)
(bedenk dat de gemiddelden van u’ en w’ per definitie gelijk zijn aan nul).

Als we (C.9) interpreteren als de impulsbalans gemiddeld over turbulente fluctua-
ties, is puw onderdeel van de advectieve termen in het linker lid van deze balans.
Het gedeelte pu/w’ is het aandeel van turbulente fluctuaties in de overdracht van
impuls en dat beschrijven we als een schuifspanning:

T = pu'w’ (C.16)

Dit is de zogeheten Reynoldse schuifspanning of schijnbare schuifspanning. In
turbulente stroming is deze schuifspanning veel groter dan die ten gevolge van
moleculaire viscositeit. In de beschrijving van dit type stroming kan het effect van
moleculaire viscositeit doorgaans worden verwaarloosd.

Om de balans (C.9) sluitend te maken, is het nodig om u/w’ te relateren aan de
snelheidscomponenten u en w (gemiddeld over turbulente fluctuaties). Dat is voor
het eerst gedaan door de Franse wetenschapper Joseph Boussinesq (1842-1929).
Hij legde een verband tussen gradiénten in die snelheidscomponenten en vw/w’. Qua
vorm lijkt dat verband op de relatie tussen schuifsppanning en snelheidsgradiént
bij laminaire stroming:

Tlam v dl
P dz

waarin v de moleculaire viscositeit is. Voor turbulente condities introduceerde
Boussinesq het concept turbulentie viscositeit.

(C.17)

In de literatuur zijn diverse modellen te vinden waarin turbulentie viscositeit is
gerelateerd aan snelheidsgradiénten. Zo heeft de Duitse ingenieur Ludwig Prandtl
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(1875-1953) in het begin van de 20° eeuw de relatie tussen de Reynoldse schuif-
spanning en de gemiddelde stroomsnelheid in de buurt van een wand onderzocht.
Zijn beschrijving staat bekend als het mengweglengte concept. Vertaald naar het
denkbeeld van een gelaagde waterkolom komt het er ruwweg op neer dat de omvang
van turbulente fluctuaties evenredig is met het verschil in de gemiddelde snelheid
tussen lagen, ofwel

u' o du (C.18)

dz '

De evenredigheidsconstante in deze relatie hangt af van de afstand z — b tot de
wand. Die afstand beperkt de lengte waarover zulke fluctuaties zich kunnen ont-
wikkelen. Volgens Prandtl is

u =17 I =rk(z—b) (C.19)

& )
Hierin is | de mengweglengte en x de constante van Von Karman (k ~ 0,41),
genoemd naar de wis— en natuurkundige Theodore von Karman (1881-1963) die
in zijn onderzoek naar turbulentie in stromingen nabij een vaste wand onder meer

de evenredigheid (C.19) aan de orde heeft gesteld.

Voorts veronderstelde Prandtl dat de omvang van turbulente fluctuaties in alle
richtingen van dezelfde orde van grootte zijn, dus dat |u'| = |w’|. Gecombineerd

met (C.16)—(C.19) levert dat

w |du
— .2
dz‘ (€-20)

De absolute waarde is in bovenstaande uitdrukking toegevoegd om ervoor te zorgen
dat het teken van 7 in overeenstemming is met de gradiént van de stroomsnelheid
ter hoogte van de wand van het controlevolume. In relatie (2.30) tussen de diepte-
gemiddelde snelheid en de bodemschuifspanning hebben we dat ook gedaan.

Als we uitdrukking (C.20) voor de Reynoldse schuifspanning herschrijven in de
vorm (C.17), krijgen we

du

dz

T du _p

; = Vt& 3 vy = (CQl)

waarin v; de turbulentie viscositeit is'®. De u in (C.21) staat voor de snelheid
na middeling over turbulente fluctuaties. Omdat we het in het navolgende steeds
over de gemiddelde stroomsnelheid hebben, laten we de overstreping gemakshalve
weg.

Uitdrukking (C.21) met de mengweglengte [ volgens (C.19) is van toepassing op
stroming op betrekkelijk korte afstand van een vaste wand. Op enige afstand van

104\ [oleculaire viscositeit wordt doorgaans aangeduid met het symbool v. De toevoeging van
het subscript t geeft aan dat het om turbulentie viscositeit gaat. In de literatuur wordt daarvoor
ook A, of A, gebruikt, met name in de oceanografie.
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de wand is er vanwege het turbulente karakter van de stroming wel een schijnbare
schuifspanning, maar de mengweglengte neemt niet meer lineair toe met de afstand
tot de wand. In het bovenste deel van een waterkolom in een open waterloop heeft
ook de afstand tot het vrije oppervlak invloed op de mengweglengte. Hiermee
wordt rekening gehouden in een uitbreiding van het mengweglengte concept van de
nabijheid van een vaste wand naar de hele waterkolom. In deze uitbreiding wordt
de mengweglengte voor een stationaire, verhang—gedreven, horizontaal uniforme
stroming gegeven door

(—=z

l=k(z—D) "

(C.22)

Zeer dicht bij de wand, dus voor { — z & h, nadert (C.22) tot | = k(z — D).

Met (C.21) en (C.22) hebben we een relatie verkregen tussen schuifspanning en
stroomsnelheid voor stationaire, verhang-gedreven stromingen. Hiermee kunnen
we de impulsbalans (C.12) voor dit type stroming verder uitwerken. Invullen
van (C.21) in deze balans geeft

a d ( du

We integreren deze uitdrukking naar z met de randvoorwaarde dat er aan het
wateroppervlak (z = {) geen schuifspanning heerst. Een schuifspanning aan het
oppervlak doet zich bijvoorbeeld voor als de stroming (deels) door wind wordt
aangedreven. We beperken ons in deze paragraaf echter tot verhang-gedreven
stroming. Na integratie vinden we

vy = (/{(z—b) C;Z>

Combinatie met uitdrukking (C.21) voor de turbulentie viscositeit leidt tot

du
dz

(C.24)

dl
dz

2 du _ %

dz _gdx

(C—2) (C.25)

Invullen van (C.22) voor de mengweglengte en worteltrekken levert

du 1
D W
dz K g

1
z—0b

d¢
dx

(C.26)

De =+ in deze uitdrukking komt voort uit het gebruik van de absolute waarde van
de drukgradiént in (C.26) (in (C.25) komt die absolute waarde niet voor). Dat was
nodig om wortel te kunnen trekken, maar daarmee is informatie over de richting
van de stroming buiten beeld geraakt.
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Nogmaals integreren geeft

1 d¢
u= :I:K gh‘dx In(z—0b)+ I, (C.27)

waarin I, een integratieconstante is.

Dit resultaat staat bekend als het logaritmisch snelheidsprofiel voor stationaire,
horizontaal uniforme, verhang—gedreven, turbulente stroming. Het treedt op over
dat deel van de waterkolom waar turbulentie tot ontwikkeling kan komen. Dicht bij
de wand is dat niet het geval. In een dunne laag tegen de wand aan is de stroming
laminair. Dit is de zogeheten laminaire sublaag. De dikte ervan is gerelateerd aan
de ruwheid van de wand. Het snelheidsprofiel wijkt daar substantieel af van het
log-profiel (C.27).

In de meeste waterbouwkundige toepassingen hebben we te maken met turbulente
stroming en zijn we niet geinteresseerd in de details van de laminaire sublaag. Over
de hele waterkolom wordt gerekend met het log-profiel en de integratieconstante I,
in (C.27) wordt bepaald door extrapolatie van het log-profiel vanuit het turbulente
deel van de waterkolom tot in de laminaire sublaag, ook al geeft het in die laag
geen juist beeld van het werkelijke snelheidsverloop. Bij die extrapolatie vinden
we dat de snelheid volgens (C.27) gelijk wordt aan nul op afstand zp vanaf de
wand. De grootte van zy is athankelijk van de dikte van de sublaag en daarmee
van de ruwheid van de bodem. Aan dit resultaat wordt de randvoorwaarde

u(z=>b+2) =0 (C.28)

ontleend waarmee de integratieconstante I. kan worden bepaald. Het resultaat
luidt
d¢ z—1b

1
u=+— gh“ln i z2>b+ 2 (C.29)
K dx 20

De bijbehorende bodemschuifspanning vinden we door de snelheidsgradiént vol-
gens (C.26) samen met de mengweglengte (C.22) in te vullen in (C.20) en het
resultaat te evalueren voor het nuldoorgangsniveau b 4+ zy van de snelheid. Dit

geeft
n ac o d¢

L= —g(h— )= ~
P g(h = 20) > ~ —gh

(C.30)

Precies hetzelfde resultaat wordt verkregen door de impulsbalans (C.12) te inte-
greren van bodem (z = b+ z) tot oppervlak (z = ¢) met als randvoorwaarde
dat de schuifspanning aan het oppervlak gelijk is aan nul. Bij een stroming die
bijvoorbeeld (deels) door wind wordt gedreven, is de schuifspanning aan het op-
pervlak niet gelijk aan nul, maar bij een uitsluitend verhang—gedreven stroming
wel.

Het verloop van de turbulentie viscositeit over de waterkolom krijgen we door (C.26)
en (C.22) in te vullen in het rechter deel van (C.21). Samen met relatie (C.30)
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tussen verhang en bodemschuifspanning leidt dit tot

_ =0 —2) _ Il
ve(z) = Rt Us = r (C.31)

Hierin is u, de schuifspanningssnelheid. Deze grootheid is direct gerelateerd aan de
bodemschuifspanning en draagt de dimensie van snelheid. Dat verklaart de naam.
Deze u, wordt veelvuldig gebruikt in de beschrijving van turbulentie die wordt
gegenereerd vanuit wandwrijving. Met de definitie van u, en de relatie (C.31)
kunnen we (C.29) schrijven als

z—b

u(z) = % In = ;o z2>20+0b (C.32)

Dit is de vorm waarmee het log-profiel gebruikelijk wordt weergegeven. Het toont
het verband tussen het verticale verloop van de horizontale snelheid en de bodem-
schuifspanning.

Verder blijkt uit (C.31) dat de turbulentie viscositeit parabolisch verloopt over de
waterkolom. Dat is typerend voor een verhang—gedreven stroming zoals we die in
rivieren en kanalen tegenkomen en bij het getij. Ook voor stromingen die mede
door andere krachten worden aangedreven, zoals wind of een dichtheidsgradiént, is
het parabolische verloop vaak een goede benadering van de werkelijkheid. Echter,
in zulke gevallen kan de diepte—gemiddelde turbulentie viscositeit afwijken van
ku.h/6 wat het volgens (C.31) is.
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In hoofdstuk 8 over constructie met een waterkerende functies is kantelen genoemd
als één van de mogelijke faalmechanismen (paragraaf 8.5). Dit mechanisme doet
zich voor zodra de korrelspanning onder het grondvlak van de constructie bij één
van de uiteinden van dat grondvlak gelijk wordt aan nul (zie paragraaf 8.5.1). Voor
de controle op kantelen is in die paragraaf het begrip excentriciteit geintroduceerd,
genoteerd als e. Dat is de afstand tussen het midden van het grondvlak van de
constructie en het snijpunt met dat grondvlak van de werklijn van de resultante
van de belastingen op de constructie (exclusief de korrelspanning).

Het verband tussen de excentriciteit e en de belastingen op de constructie (exclusief
de korrelspanning) is in paragraaf 8.5.1 gegeven in uitdrukking (8.41):

e S CROL

F, 2

waarin L de lente van het grondvlak van de constructie, F, de resultante van
de verticale belasting op de constructie (exclusief de korrelspanning), M, («) het
bijbehorende moment ten opzichte van een punt dat in horizontale richting op een
afstand oL uit de rand van het grondvlak ligt en M}, is het moment ten opzichte
van dat zelfde punt van alle horizontale belastingen op de constructie.

Voor verticaal evenwicht is het nodig dat de resultante van de korrelspanning even
groot is als de verticale component van de resultante van alle andere belastingen
op de constructie, maar tegengesteld gericht. Daarnaast is het voor evenwicht
van momenten noodzakelijk dat de bijbehorende werklijnen samenvallen. Dat wil
zeggen dat de werklijn van de resultante van de korrelspanning het grondvlak van
de constructie ook op een afstand e uit het midden snijdt en ook aan dezelfde
kant van dat midden (dit is te zien in figuur 8.22, ook al is de resultante van de
korrelspanning in die figuur niet getekend).
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Een en ander betekent dat de excentriciteit e ook kan worden uitgedrukt in termen
van de extreme korrelspanningen (dat zijn de korrelspanningen aan de uiteinden
van het grondvlak van de constructie). Met de aanname dat dit grondvlak oneindig
stijf is en dat het korrelskelet onder de constructie lineair elastisch gedrag vertoont,
verloopt de korrelspanning onder het grondvlak lineair en wordt dat verloop dus
volledig!®® beschreven met de beide uitersten (of een willekeurig ander paar van
waarden).

Die extreme korrelspanningen worden gegeven door (8.20):

F, M,(a)+ My

— (6a — 4
o1 = (6a—4) 57 BL2/6
F,  M,(a)+ M,
= 2 — - 7
o2 = (2 =6a) 5T BL%/6

(met o1 en oy de extreme korrelspanningen en B de breedte van het grondvlak
van de constructie) en daaruit volgt dat

o1 — 09 Fy  My(a)+ M,
— (60— Mola) + My D.1
2 (60 =3) 5L+ —Br7/6 (D-1)
en n F
01 02 v
— D.2
2 BL (D-2)

Combinatie van beide geeft, na vermenigvuldiging met L/6,

(‘71—"2) 1L_Mv(0‘)+Mh_<1_a) (D.3)

o1 +05) 6 F,

Kortom,
— 1
e = <M> °L (D.4)
o1+09/) 6
Al eerder hebben we aangegeven dat de grens tussen wel of niet kantelen zich
voordoet bij e = —L/6 of e = L/6, maar ook bij o1 = 0 of o2 = 0. Die twee zijn
identiek. Immers, uit (D.4) blijkt dat
c1=0 — e=-L/6

D.5
o2=0 — e=1LJ6 (D-5)

waaruit tevens volgt dat o1 < 0 samen gaat met e < —L/6 en o2 < 0 met
e > L/6'%. Dit houdt in dat als blijkt dat het voor evenwicht van momenten

105 et heeft helemaal niets met excentriciteit van doen (hoewel?), maar is wel een leuk weetje:
het woord wvolledig is eigenlijk met zichzelf in conflict. Vol en ledig gaan niet samen. In taal-
kundige zin is zo’n betekenisvolle combinatie van tegenstellingen een stijlfiguur met de naam
oxymoron. En om het helemaal leuk te maken: ook oxymoron is een oxymoron (kijk maar naar
de herkomst van de term uit het oud Grieks).

106 Dit geldt zolang o1 + o2 > 0, ofte wel dat de netto korrelspanning opwaarts is. Zodra dat
niet het geval is, drijft de constructie op.
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en verticale belastingen nodig is dat één van de extreme korrelspanningen een
trekspanning is, sprake is van kantelen.

Het verband tussen de extreme korrelspanningen en de excentriciteit is niet be-
perkt tot identificatie van de grens tussen wel of niet kantelen. Zoals in deze bijlage
aangegeven, zijn zowel de extreme korrelspanningen als de excentriciteit afhanke-
lijk van de resultante verticale belasting F, en de som van momenten M, (a)+ M},
(en de afmetingen B en L van het grondvlak van de constructie). Dat is achtereen-
volgens weergegeven in (8.20) en (8.41). Combinatie van deze beide uitdrukkingen

leidt, na enig herleiden, tot
F, 1
1= " BI*/6 <6L - e)

B (L
2= "B \e” TC

Ook hieruit valt af te leiden dat als sprake is van kantelen (dus als |e|] > L/6)
de extreme korrelspanningen o; en oo een verschillend teken hebben. Het laat
ook zien dat als kantelen niet aan de orde is, de extreme korrelspanningen niet
alleen een gelijk teken hebben, maar dat dit teken ook tegengesteld is aan dat
van F,,. Dat is logisch omdat de resultante van de korrelspanning evenwicht moet
maken met F,. De berekening van de extreme korrelspanningen is mede daarop
gebaseerd. Het is echter te kort door de bocht om hieruit te concluderen dat als
o1 en oy hetzelfde teken hebben, geen sprake is van kantelen. Die gelijkheid van
teken sluit immers niet uit dat F, > 0, in welk geval de constructie opdrijft.

(D.6)
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In de waterbouwkunde denken we bij golven meestal aan (min of meer) periodieke
beweging van een wateroppervlak of een heen en weer gaande stroming, zoals het
getij, door wind opgewekte golven of scheepsgolven. Maar golven zijn niet beperkt
tot water. Denk bijvoorbeeld aan licht en geluid, of trillingen in constructies. De
beschrijving van het verloop van al dit soort golven in ruimte en tijd is gebaseerd op
de zogeheten golfvergelijking. Dit is een tweede orde partiéle differentiaalvergelij-
king die toepasbaar is voor tal van golfbewegingen, zij het soms voor geidealiseerde
omstandigheden.

Een van die toepassingen is een golf in een lange, rechte, open waterloop. Voor dit

1-dimensionale, instationaire geval hebben we in paragraaf 2.4 over instationaire

stroming, gekeken naar continuiteit en impulsbehoud. Voor continuiteit hebben
we gevonden dat

O(hu) = Oh

oz ot

0 (E.1)

(zie (2.51)).

Voor wat betreft de impulsbalans is in paragraaf 2.4 gesteld dat, conform de tweede

wet van Newton, het totaal aan krachten dat werkt op een controlevolume even-

wicht moet maken met de verandering van impuls in dat volume. Dat evenwicht

is geschreven als

A(pVu)
ot

(zie (2.48)). Hierin is Fj, de resultante van de hydrostatische drukken, F,, de bo-
demwrijving, F, het effect van advectie en Fjsinf is de horizontale component
van de resultante van de druk die door de bodem op het controlevolume wordt
uitgeoefend (met 6 de hellingshoek van de bodem). Het rechter lid van boven-
staande uitdrukking staat voor de verandering van impuls in het controlevolume
(met inhoud V).

F,+ F, — Fysinf + F, = (E.2)

Voor de beschrijving van de golf die zich door de waterloop voortplant, gaan we uit
van enigszins geidealiseerde omstandigheden. Zo veronderstellen we dat de lengte
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van de golf groot is ten opzichte van de waterdiepte en bovendien de amplitude van
de golf klein ten opzichte van die diepte. In dat geval speelt advectie een relatief
kleine rol in de impulsbalans. Daarnaast veronderstellen we dat ook wrijving van
ondergeschikt belang is. Daarmee zijn F, en F,, te verwaarlozen ten opzichte van
de andere termen in de balans en reduceert deze tot

I(pVu)

Fy, — Fpsinf =
h b SIn ot

(E.3)

Uitwerken van deze vergelijking, waarbij we uitgaan van een horizontale bodem
(0 = 0), zodat Oh/0x = O(/0x, geeft

¢ )

~9hge T o

(E.4)

en dat is gelijk aan (2.50) als daaruit de termen voor wrijving en advectie worden
verwaarloosd.

Uitdrukkingen (E.4) en (E.1) beschrijven de 1-dimensionale waterbeweging voor
geidealiseerde omstandigheden (advectie en wrijving ondergeschikt en een hori-
zontale bodem). Ze vormen een set van twee vergelijkingen met onbekenden hu
(het debiet per eenheid van breedte van de waterloop) en ¢. Na invullen van
Oh/Ot = 9( /0t (vaste bodem) in de continuiteitsvergelijking, luidt deze set
o(hu)  I¢
e B
ox + ot
O(hu) ¢
hi =
a Mo

(E.5)

0

De drukgradiént ghd¢/Ox in de impulsbalans (de tweede vergelijking in (E.5))
is athankelijk van de waterdiepte h. Deze varieert in ruimte en tijd. Echter,
omdat we hebben aangenomen dat de amplitude van de golf klein is ten opzichte
van de waterdiepte, zijn die variaties in h betrekkelijk klein in vergelijking tot de
golf-gemiddelde waterdiepte. Tegen deze achtergrond is het redelijk om het effect
van die variaties op de drukgradiént buiten beschouwing te laten en voor h de
golf-gemiddelde waterdiepte aan te houden. Die is niet athankelijk van plaats en
tijd.

Met deze vereenvoudiging kan hu uit de set (E.5) worden geélimineerd door de im-
pulsbalans in (E.5) te differentiéren naar de plaats = en de continuiteitsvergelijking

naar de tijd ¢:
¢ ,0%¢

waarin ¢ = y/gh.
Op overeenkomstige manier kan ook ¢ worden geélimineerd, met

0?(hu) 0?%(hu)
50 —c? 5.z~ 0 (E.7)
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als resultaat.

Een uitdrukking van de vorm (E.6) (of (E.7)) wordt golfvergelijking genoemd
omdat deze de voortplanting in ruimte en tijd van een elementaire golf weergeeft.
Het elementaire zit in de geidealiseerde omstandigheden waarvoor de vergelijking
is afgeleid.

Elke willekeurige functie van de vorm ¢ = {(z + ct) (dus elke functie van x + ct)
voldoet aan (E.6)'°7. Dat wil onder meer zeggen dat ¢ constant is als ook = = ct
constant is. Differentiatie hiervan naar de tijd geeft

d d dx
—(r£ct) = — == =F— E.
: (x £ ct) tconstant c n (E.8)

De dz/dt hierin geeft de verandering van de locatie z met de tijd ¢ van een punt
waar ( constant is, ofte wel de snelheid waarmee een punt waar ¢ constant is, zich
verplaatst. En die snelheid is gelijk aan ¢ = /gh.

We nemen deze theoretische beschouwing mee terug naar de golf waar we mee zijn
begonnen en die zich door een waterloop voortplant. Uit de golfvergelijking blijkt
dat elk punt van die golf zich door de waterloop verplaatst met een snelheid ¢ in
positieve of negatieve z-richting (vanwege de £). We kunnen zodoende stellen dat
de ruimtelijke vorm van het wateroppervlak niet verandert met de tijd, maar zich
met een snelheid +c verplaatst.

Een voorbeeld van een sinusvormige golf is genoemd in paragraaf 5.3.7 over de
voortplanting van het getij in een betrekkelijk diepe oceaan. In die paragraaf is
de beweging van de getijgolf beschreven als

Cg(%t) — Coei(wtfkm) + éoefi(wtfkm) (Eg)

(zie (5.43), met w de hoekfrequentie van de golf, k het bijbehorende golfgetal, (o
een complexe amplitude en het subscript g verwijst naar getij). Dit is te schrijven
als

G — ct) = Goe Flmel) 4 foethle=et) o o = T (E.10)
en voldoet daarmee aan de golfvergelijking (E.6). Dit is consistent met de bevin-
ding in paragraaf 5.3.7 dat de getijgolf zich voortplant met een snelheid ¢ = +w/k
en die is gelijk aan ++/gh.

In de afleiding van de golfvergelijking hebben we ons beperkt tot één dimensie.
Voor gevallen waarin de golf zich (bij goede benadering) parallel voortplant, is dat
een redelijke benadering. In kanalen of rivieren is dat bijvoorbeeld het geval. In
de dwarsdoorsnede van zulke waterlopen is de waterdiepte echter niet overal gelijk
en dan rijst de vraag hoe groot de voortplantingssnelheid is. Het antwoord op
die vraag kunnen we vinden door de golfvergelijking over de dwarsdoorsnede te

107Dit valt te bewijzen door substitutie van 9¢(y)/8- = (8¢(y)/dy)(dy/d-), met y = x =+ ct.
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integreren, aangenomen dat daadwerkelijk sprake is van parallelle voortplanting
van de golf, dus dat ¢ niet variéert over de dwarsdoorsnede. Dit geeft

9*¢ 9*¢

dsn

Hierin verwijst ’dsn’ naar de dwarsdoorsnede en y is een horizontale codrinaat in
die doorsnede. In deze uitdrukking is alleen de waterdiepte h afhankelijk van y.
Integratie van h over de dwarsdoorsnede levert het natte oppervlak A. van die
doorsnede op. Daarmee volgt dat

9%¢ 9%¢

9*¢ 4 9*¢ ¢ 9¢
o2~ 97,2

o ) W95 [ My=B

dsn

=0 (E.12)
dsn
waarin B de breedte van de waterspiegel is. Na delen door deze B vinden we
dat o2 A, 5%
e R Sl . E.13
o2~ B 022 (E.13)
waarmee de voortplantingssnelheid uitkomt op ¢ = £4/gA./B.

Het quotiént A./B is te zien als een over de breedte van de waterloop gemiddelde
waterdiepte. In paragraaf 3.4.1 over de waterbeweging rond een varend schip is
die genoteerd als hgerm.
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In open waterlopen kunnen translatiegolven optreden als gevolg van plotselinge
veranderingen in debiet. Dat doet zich bijvoorbeeld voor als een gemaal wordt
ingeschakeld of de kolk van een schutsluis wordt gevuld of geledigd. In beide
gevallen wordt op een specifieke locatie in de waterloop plotsklaps een (verandering
in) debiet geforceerd en het duurt even totdat de stroming zich over de volle lengte
van deze waterloop heeft aangepast. Dat proces van aanpassing manifesteert zich
als een enkelvoudige golf die zich door de waterloop voortplant. Zo'n golf wordt
een translatiegolf genoemd.

In deze appendix illustreren we dat aan de hand van het inschakelen van een ge-
maal, ergens in een open waterloop. We beperken ons hierbij tot het principe
en dat is ook van toepassing op andere gevallen waarin zich een abrupte ver-
andering van debiet voordoet, zoals bij het genoemde vullen of ledigen van een
schutkolk.

Als een pomp wordt ingeschakeld, levert deze vrijwel direct een debiet door het ge-
maal. Het duurt echter even voordat in de aan— en afvoerkanalen aan weerszijden
van het gemaal de bijbehorende stroming volledig op gang komt. In het aanvoer-
kanaal, bijvoorbeeld, wordt die stroming eerst vlakbij het gemaal opgewekt door
de aanzuiging door de pomp. Als gevolg daarvan daalt de waterstand vlakbij het
gemaal. Dat gebeurt echter niet in één keer over de volle lengte van het kanaal.
Vlak na het aanzetten van de pomp is op enige afstand van het gemaal nog de
ongestoorde waterstand aanwezig. Die is op dat moment hoger dan de waterstand
vlak naast het gemaal. Dit verschil in waterstand brengt een stroming in de rich-
ting van het gemaal op gang en daarbij verplaatst dit verschil in waterstand zich
in stroomopwaartse richting, dus weg van het gemaal. Dat is de translatiegolf in
het aanvoerkanaal.

Aan de andere kant van het gemaal, in het afvoerkanaal, leidt het plotseling optre-
dende debiet tot een verhoging van de waterstand vlakbij het gemaal terwijl een
stukje verderop nog de ongestoorde waterstand aanwezig is. Ook hier is sprake van
een verschil in waterstand dat zich van het gemaal af verplaatst. Een impressie
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Cuit
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Figuur F.1: Translatiegolven die aan weerszijden van een gemaal optreden bij een geforceerde, abrupte
verandering van het debiet door dat gemaal (het inschakelen van de pomp P, bijvoorbeeld).

gontrolevolume Figuur F.2: Voor toepassing van
::°> impulsbehoud en continuiteit is een
y controlevolume gekozen waarin het

\ \“‘ . . .
» . front van de translatiegolf zich in

een tijdsinterval At verplaatst over
u=0 |h een afstand cAt. In datzelfde
tijdsinterval neemt het gebied bin-
' - i nen het controlevolume waarin de
ol 0BTSNS LA P 2N stroomsnelheid gelijk is aan u;, toe.
Die toename is in de figuur met grijs
aangegeven.

h+Ah cAt __chAt
U=Uj~>

van dit verschijnsel is geschetst in figuur F.1.

De snelheid waarmee een translatiegolf zich door een open waterloop voortplant, is
af te leiden uit continuiteit en behoud van impuls in de richting waarin de transla-
tiegolf zich voortplant (langs de as van de waterloop waarin die golf zich voordoet).
Omdat die golf zich verplaatst met de tijd, hebben we te maken met een instatio-
naire situatie. Als gevolg daarvan reduceert de impulsbalans niet tot evenwicht van
krachten en advectieve overdracht van impuls zoals dat bij stationaire stroming
het geval is (zie hoofdstukken 2 en 3).

Voor wat betreft behoud van impuls gaan we, net als in paragraaf 2.4, uit van de

tweede wet van Newton:
d(m)

dt

waarin de kracht F en de snelheid @ vectoriéle grootheden zijn, m staat voor massa
en t voor tijd. Deze wet passen we toe op een controlevolume waarbinnen het front
van de translatiegolf in een tijdsinterval At verplaatst over een afstand cAt (met
¢ de voortplantingssnelheid van de translatiegolf). Dit is geschetst in figuur F.2.

F= (F.1)

In een tijdsinterval At neemt de horizontale component van de impuls die in het
controlevolume is geborgen, toe met pui,(h + Ah)cAt per eenheid van breedte
loodrecht op het vlak van tekening in figuur F.2. Die toename moet balans maken
met de netto overdracht van impuls door de wanden van het controlevolume. Aan
de linker kant bestaat die overdracht uit een combinatie van een hydrostatische
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druk (met resultante pg(h+ Ah)?/2) en een advectieve component (pu? (h+ Ah)).
Aan de rechterkant, waar de stroomsnelheid gelijk is aan nul, is er alleen een
hydrostatische druk (met resultante pgh?/2).

Vanwege de keuze van het controlevolume, variéren de componenten van de over-
dracht van impuls door de verticale wanden van dat volume in het tijdsinterval At
niet met de tijd. In dat interval verplaatst het front van de translatiegolf zich im-
mers alleen binnen het controlevolume, terwijl waterdiepten en stroomsnelheden
aan de randen van het controlevolume ongewijzigd blijven.

Zo redenerend wordt de impulsbalans (per eenheid van breedte loodrecht op het
vlak van tekening in figuur F.2) gegeven door

puin(h + Ah)cAt
At

1 1
ipg(h + Ah)? + pul (h + Ah) — ipgh2 = (F.2)

Voorts hebben we te maken met continuiteit. In het tijdsinterval At stroomt
aan de linkerkant een hoeveelheid w;, (h + Ah)At het controlevolume binnen (ook
per eenheid van breedte loodrecht op het vlak van tekening in figuur F.2). En
in datzelfde tijdsinterval gaat er aan de rechterkant niets uit, want daar is de
stroomsnelheid gelijk aan nul. Dat betekent dat de hoeveelheid water in het con-
trolevolume met zijn toegenomen. En dat is ook zo omdat in de periode At het
front van de translatiegolf over een afstand cAt naar rechts is verplaatst. Dat
gaat gepaard met een toename van het geborgen volume van cAtAh (nogmaals
per eenheid van breedte). Kortom

Uin (b + Ah)At = cAtAh (F.3)
waaruit volgt dat
Ah
Ui = AR (F4)

Door dit kennelijke verband tussen u;, en ¢ in te vullen in de impulsbalans (F.2),
komen we uit op
Ah? 1

AL ipgh2 = pc’Ah (F.5)

1
§pg(h + Ah)? + pc?

Na enig herleiden volgt hieruit dat

2 _ Lt AR ;hh)(h + Ah) F6)

of, met (F.3),

U

o [ Ah \® ((h+Ah)+h)(h+ Ah)
in(h+Ah) 2h

waaruit Ah valt te berekenen voor bekende ongestoorde waterdiepte h en w;,. In
veel praktische gevallen zal niet de stroomsnelheid u;, bekend zijn, maar wel het

(F.7)
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debiet per eenheid van breedte g, = (h+ Ah)uy,. Met (F.7) geldt voor dit debiet

dat ((h+ AR) + h)(h + Ah)
2h

Gin = gAN? (F.8)
In veel gevallen zal de hoogte Ah van de translatiegolf klein zijn ten opzichte
van de ongestoorde waterdiepte h. Dat laat een benadering toe van het quotiént
(((h+ Ah)+h)(h+ Ah))/(2h) dat voorkomt in bovenstaande uitdrukkingen voor

e, u? en ¢2,. Dit quotiént is te schrijven als

((h+ AR) -;hh)(mAh) _ %h (2+ Ahh> (1 . Ahh)

(@)

Voor de voortplantingssnelheid ¢ van de translatiegolf (zie (F.6)) kunnen we dus
schrijven dat

c 3AL  (AR®
1= _ F.1
g e ( h ) (F.10)
Als Ah < h, dan is (Ah/h)? < (3/2)Ah/h en geldt de benadering
? 3 Ah
—~ 14+ -— F.11
gh + 2 h ( )
En als bovendien (3/2)Ah/h <« 1 is
2
e 1 = c==+/gh (F.12)
g

wat overeenkomt met de voortplantingssnelheid van golven in zogeheten ondiep
water (zie uitdrukking (4.9) in paragraaf 4.3).

In de praktijk worden zowel de volledige uitdrukking (F.10) als de eerste bena-
dering (F.11) gebruikt. Met die eerste benadering kan de hoogte Ah van de
translatiegolf voor een bekend debiet per eenheid van breedte ¢;, en ongestoorde
waterdiepte h worden geschat uit

3 An3 + Ah? — G _ 0 (F.13)
2h g ’

Dit is een derde-graads vergelijking in Ah, voor de oplossing waarvan wordt ver-
wezen naar appendix I.
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Berekening van verhanglijnen

In paragraaf 3.2.1 over verhanglijnen is op basis van continu iteit en behoud van
impuls een vergelijking afgeleid die het verloop van de waterdiepte beschrijft langs
de as van waterloop, afhankelijk van het debiet in die waterloop en de helling van
de bodem. Daarbij is verondersteld dat

e sprake is van een stationaire situatie,

e het gaat om een prismatische waterloop (dat wil zeggen dat de dwarsdoor-
snede overal gelijk is) en

e de helling van de bodem constant is.

Voor die veronderstellingen is gevonden dat (zie (3.14) en (3.15))

1 db
~1)H P 1
(a=DHY) +y=—7-q o+ (G.1)
waarin Ul
en )
H(y):llny +y+1+iarctan2y_1 (G.3)

6 w-1% V3 V3

In deze uitdrukkingen is  een codrdinaat langs de as van de waterloop, b(x) het
niveau van de bodem (zodat db/dz de bodemhelling, waarvan is aangenomen dat
die niet variéert met z), y de relatieve waterdiepte, gedefiniéerd als y = h/h,
(met h de waterdiepte en h. de evenwichtsdiepte, athankelijk van een voorgeschre-
ven debiet en een voorgeschreven dwarsdoorsnede van de waterloop) en ¢y een
wrijvingscoéfficiént gerelateerd aan de ruwheid van de bodem.

Voorts is I een integratieconstante, bepaald door een randvoorwaarde van de vorm
h(zp) = hy, ofte wel een voorgeschreven waterdiepte (hy) op een voorgeschreven
locatie (zp).
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Berekening van verhanglijnen

Nadat deze integratieconstante is bepaald, kan met (G.1) direct worden berekend
op welke locatie = zich een of andere relatieve waterdiepte y voordoet. In veel
praktisch relevante toepassingen is ook het omgekeerde interessant, dus hoe groot
de relatieve waterdiepte y is op een of andere locatie x.

Vanuit fysisch perspectief is de relatie tussen = en y eenduidig. Gelet op de uit-
gangspunten die zijn gehanteerd bij de afleiding van (G.1) hoort bij elke locatie
x precies één relatieve waterdiepte y en omgekeerd. De gevonden relatie tussen
beide is echter van de vorm = = z(y) en de inverse daarvan (y = y(x)) kan niet
als een expliciete vergelijking worden geschreven.

Het is echter wel mogelijk om y voor een voorgeschreven x langs numerieke weg
te benaderen. Een van de methoden om dat te doen, is gebaseerd op het steeds
verder verkleinen van een interval voor x waarbinnen de gezochte locatie ligt. Als
we voor locatie & op zoek zijn naar de relatieve waterdiepte § = y(2), gaat dat als
volgt:

1. Kies een relatieve waterdiepte yiiein Wwaarvoor geldt dat de bijbehorende lo-
catie Tyjein < &. Deze Xyjein volgt door substitutie van yylein in (G.1).

2. Kies ook een relatieve waterdiepte yYgro0r Waarvoor geldt dat de bijbehorende
locatie Tgro0t > 2.

3. Kies een Ymidden in het interval [Yuiein; Ysroot] €n bepaal de bijbehorende
Tmidden-

4. Verklein het interval voor y afhankelijk van hoe ziqqen zich verhoudt tot Z:

e als Tmidden > £, vervang dan Ygroot dOOr Ymidden, anders
o als Tmidden < -’%a vervang dan Yklein door Ymidden-
5. Ga verder met stap 3 totdat Yeroot €D Yxlein vrijwel aan elkaar gelijk zijn. De
gezochte ¢ ligt binnen dit interval voor y. Hoe dichter de grenzen van het
interval bij elkaar liggen, hoe nauwkeuriger het resultaat is.

Daarnaast is het mogelijk om voor specifieke intervallen van y een redelijke bena-
dering te geven voor z(y). Een voorbeeld hiervan voor o <« 1 (zodat a — 1 = —1)
is

y = —1,8885w’ + 7,9708w° — 13, 6434w*

; ) (G.4)
+ 11, 4843w> — 5,2365w? + 1, 1433w + 0, 9067 + €
voor het interval 0,300 <y < 0,999 en
y = —0,0254w° + 0, 2303w® — 0, 791 7w* @5)
+1,2007w? — 0,5839w? + 0, 1610w + 0, 9840 + ¢ ’
voor het interval 1,001 <y < 1, 700.
In deze benaderingen is
o Ldb o1 (G.6)
w=exp|—7—— .
P\ az
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Berekening van verhanglijnen

en e staat voor de afwijking tussen de benadering en de werkelijke y. Voor (G.4)
geldt dat max(Je]) = 0,0035 en voor (G.5) is dat max(|e|) = 0,002808.

Deze benadering is gevonden door voor een reeks van waarden voor y in de ge-
noemde intervallen de bijbehorende w te bepalen en vervolgens met de methode
der Kleinste Kwadraten (zie ook appendix A.5) de coéfficiénten van het polynoom
te optimaliseren. Dat daarbij onderscheid is gemaakt tussen y < 1 en y > 1 heeft
te maken met het asymptotisch gedrag van de verhanglijn. In de uitdrukking voor
de verhanglijn uit zich dat in H(1) = oco. Dat laat zich niet zomaar vatten in een
simpele polynoom benadering en daarom is een klein gebied rond y = 1 buiten
beschouwing gelaten.

Een andere iteratieve manier om de § te benaderen die hoort bij een voorgeschreven
%, gaat uit van de Newton-Raphson methode!'®?. Daarmee kan het nulpunt van
een functie worden benaderd. Om de methode te kunnen toepassen, moeten we
een functie f(y) definiéren waarvoor geldt dat f(3) = 0 bij een voorgeschreven &.
Met z(g) = 2 is f(y) = 2(y) — & zo'n functie.

Met de Newton—-Raphson methode volgen achtereenvolgende schattingen y,, van
de gezochte ¢ uit

df
Yn+1 = Yn — f(yn> d7y . (G?)
waarin, in dit geval,
! 1 db
f(y)Z—B((a—l)H(y)er—I)—x P B=
Yo w0 ) (G5
dy B dy
met »
dH 1/ 2y+1 2 2 9y — 1\
dy 6 - rA L Gavoa G.9
dy 6<y2+y+1 y1)+3 +( \/§> (G.9)

10811 het algemeen is het bij polynomen verstandig om kritisch te letten op het verschil tussen
de orde van grootte van individuele termen en die van de uitkomst. Als veel significante cijfers
moeten worden meegenomen om een relatief klein verschil tussen individuele termen nauwkeurig
weer te geven, kunnen kleine afrondingen tot grote fouten leiden. Dat kan bijvoorbeeld worden
voorkomen door het polynoom te schrijven als een product in plaats van als een som. Zo kunnen
we het polynoom in (G.4) ook schrijven als

y = w(w(w(w(w(—1,8885w + 7,9708) — 13,6434) + 11,4843) — 5,2365) + 1, 1433) 40,9067 + €

109Deze methode is gebaseerd op het herhaald toepassen van een eerste orde Taylor benadering
(zie (2.6)) van de functie f(£) waarvan het nulpunt wordt gezocht. Voor een schatting &;, van dat
nulpunt wordt de functie benaderd door de raaklijn daaraan in het punt (&, f(§x)). Het nulpunt
van die raaklijn is een volgende schatting £;41 van het nulpunt van de functie. In termen van de
eerste orde benadering veronderstellen we dat f(£x + AE) = f(&x) + AL df/d€|¢, = 0. Hieruit
volgt A en dan is €41 = & + AS.
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Berekening van verhanglijnen

y=1 Figuur G.1: Schets van de functie
. Igens (G.8) en de raaklijn

fi raaklijn f(y) volg
v) / aan deze functie in het punt waar
Yn+1 Yy = yi. Deze raaklijn snijdt de y-

as bij y = yr41-

Bij een gestuwde afvoer (sub—kritische stroming) neigt de waterdiepte in stroom-
opwaartse richting asymptotisch naar de evenwichtsdiepte (y = 1)1°. Als op een
of andere lokatie = de waterdiepte kleiner is dan de evenwichtsdiepte (y < 1), dan
is dat overal stroomopwaarts van die z ook zo. Op dezelfde manier is de water-
diepte stroomopwaarts van x overal groter dan de evenwichtsdiepte (y > 1) als die
dat op locatie x is.

Uitdrukking (G.1) geldt voor beide situaties. Er zijn waarden voor z zijn waarbij
aan (G.1) wordt voldaan voor twee verschillende waarden van y, waarvan er een
groter dan 1 en de ander kleiner dan 1. Slechts één van beide is fysisch relevant.
Welke dat is, valt direct af te leiden uit de randvoorwaarde h(zp) = hy, die wordt
gebruikt om de integratieconstante I te bepalen. Als hy < he, dan is y < 1 overal
bovenstrooms van x; en analoog voor hy > he.

Bij toepassing van de Newton—Raphson methode om y te bepalen voor een voor-
geschreven x, moet ervoor worden gezorgd dat de fysisch juiste oplossing wordt
benaderd. De keuze van een beginschatting yo speelt daarin een belangrijke rol.
Dit is geillustreerd in figuur G.1.

Als we bijvoorbeeld te maken hebben met een randvoorwaarde waarbij hy < he,
is y(xp) < 1. In overeenstemming daarmee kiezen we een yo die ook kleiner is dan
1 en beginnen daarmee het iteratieve proces (G.7). Stel dat zich ergens in dat
proces de schatting y,, voordoet die is aangegeven in figuur G.1. Die is kleiner dan
1 en past dus bij de randvoorwaarde.

Voor de volgende schatting y,,+1 geldt dat niet. Zoals geschetst in figuur G.1 is
Yn+1 > 1. Van daar uit convergeert het iteratieve proces (G.7) naar een oplossing
waarbij y > 1 en dat past niet bij de randvoorwaarde. In de stap van y, naar
Un+1 zijn we over de asymptoot y = 1 gesprongen en daardoor uitgekomen bij de
oplossing die, gezien de randvoorwaarde, niet fysisch relevant is.

Dit kan worden voorkomen met een beginschatting yo die dicht bij 1 ligt en, afhan-
kelijk van de randvoorwaarde, net daarboven of daaronder. Als in het iteratieve
proces een schatting y; aan de verkeerde kant van y = 1 wordt gevonden, kan
dit proces opnieuw worden gestart met een gy die nog dichter bij 1 ligt. Bedenk
overigens dat yo = 1 geen goede beginschatting is, want dan is H = cc.

10Bjj super—kritische stroming is die neiging er in stroomafwaartse richting.
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Iteratieve oplossing van de
dispersierelatie

Golven op open water, zoals die aan het strand, worden veelel beschreven aan
de hand van de lineaire golftheorie (zie bijvoorbeeld Holthuijsen (2007)). Volgens
deze theorie wordt het verband tussen de golflengte L, de waterdiepte h en de
golfperiode T' gegeven door de zogeheten dispersierelatie

_ gT? 21h
L= o tanh( T (H.1)

waarin g de versnelling van de zwaartekracht.

Deze uitdrukking is impliciet in de golflengte L. Voor voorgeschreven T" en h kan
L iteratief worden benaderd. Dat kan op meerdere manieren. We noemen er twee
en voor beide herschrijven we bovenstaande uitdrukking voor L als

_ 2wh 5= gT?
L ~(27)2h

i:)\tanh(ac) ;T (H.2)

Omdat T en h zijn voorgeschreven, is A dat ook. Door x te benaderen uit de
linker gelijkheid in (H.2), volgt de gezochte benadering voor de golflengte uit L =
2rh/x.

methode 1

Een methode om x iteratief te benaderen is de zogeheten substitutie-methode.
Als z; de schatting van z is met volgnummer i, dan volgt de volgende schatting
uit
B 1
YT N tanh(zy)

conform de linker gelijkheid in (H.2)

(H.3)
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Iteratieve oplossing van de dispersierelatie

A A

1/x 1/x

~ &~

A A \
Atanh(x)
— Atanh(x) ——
> X > X

Xy Xz X4 Xp ) Xo

Figuur H.1: Verloop van het iteratieve proces dat leidt tot een steeds nauwkeuriger schatting van de
oplossing van de linker gelijkheid in (H.2). De linker grafiek heeft betrekking op (H.3) en de rechter
op (H.6).

Een gebruikelijke beginschatting x¢ voor dit iteratieve proces is g = 1/A. Deze
beginschatting past bij de situatie waarin tanh(x) = 1 (ofte wel x = 00). Fysisch
gezien kan dat niet omdat h altijd eindig is en L altijd groter dan nul (anders
zouden er geen golven zijn). Daarom is deze beginschatting steeds een overschat-
ting.

Het verloop van het iteratieve proces (H.3) dat met deze beginschatting leidt tot
een steeds nauwkeuriger benadering van de = die voldoet aan de linker gelijkheid
in (H.2), is geschetst in de linker grafiek in figuur H.1.

In deze grafiek is z uitgezet langs de horizontale as. De twee krommen in de grafiek
komen overeen met 1/2 (het linker lid in de linker gelijkheid in (H.2)) en A tanh(z)
(het rechter lid in die gelijkheid). De gezochte x ligt op het snijpunt van de beide
krommen. Het iteratieve proces (H.3) spiraalt als het ware naar dat snijpunt. Dat
proces verloopt langs de rode lijn en de grafiek. Elke knik in de rode lijn komt
overeen met een schatting van z en elke volgende schatting benadert het snijpunt
beter dan het voorgaande.

Dit iteratieve proces leidt na oneindig veel stappen tot de exacte oplossing van (H.2).
In de praktijk is het echter niet mogelijk om oneindig veel stappen uit te voeren.

Hoeveel stappen echt nodig zijn, hangt af van de gewenste nauwkeurigheid van de

uitkomst en die hangt weer af van de toepassing.

Voor de planning van offshore operaties op de Noordzee, bijvoorbeeld voor de
aanleg van een windmolenpark, is inzicht gewenst in de golfcondities die zich en-
kele tientallen kilometers uit de kust voordoen. De waterdiepte h is daar van de
orde 10m en een veel voorkomende golfperiode T is tussen 6 en 10 seconden. De
bijbehorende golflengte is circa 70m.

Voor de genoemde planning maakt het niet echt uit of de golflengte 69m is of
71m. Kortom, een fout van zo'n 1% in de schatting van de golflengte heeft geen
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significante invloed op de planning van de operatie. Vanwege het alternerende
karakter van het iteratieve proces (van twee opeenvolgende schattingen is de ene
altijd te hoog en de andere altijd te laag; zie de linker grafiek in figuur H.1), kan
dat proces worden gestaakt zodra twee opeenvolgende schattingen minder dan 1%
van elkaar verschillen.

methode 2

De tweede iteratieve methode die we in deze notitie noemen, is een verfijning
van de eerste. Ook in deze tweede methode gaan we uit van een beginschatting
xo = 1/A. Met (H.3) leidt die eerste methode tot opeenvolgende schattingen van
x die afwisselend te groot en te klein zijn. Dat inzicht kunnen we gebruiken om
het iteratieproces te versnellen.

Als van twee opeenvolgende schattingen volgens (H.3) de ene een overschatting is
en de andere een onderschatting, dan ligt het gemiddelde van die twee schattingen
dichter bij het exacte antwoord dan die beide schattingen afzonderlijk. Met andere
woorden, als x het exacte antwoord is, dan geldt dat

Tiy1 + x4 . !
9 7 <min{|zz41 — 2|, v — 2} 5 win :m (H.4)
Voor de volgende schatting z; o geldt een overeenkomstige betrekking:
feiv2 —al < min {Jzp — al, o — 2]} 1 (115)
Tito — x| < min{|zy41 — 2|, |z, —x ; T = ——————— .
+2 +1 +2 =3 tanh (2,11

Gegeven z; en x;41 kunnen we ervoor kiezen om z;,o als volgende schatting te
nemen of (z; + x;41)/2. Met een keuze voor die laatste, wordt een stap in het
iteratieproces gegeven door

g + 2’ , 1
N
2 ’ Atanh(zy)

Tht1 = (H.6)

Deze aanpak is geschetst in de rechter grafiek in figuur H.1. De blauwe stippen
daarin verwijzen naar schattingen xj volgens (H.6).

Het voordeel is dat het berekenen van (z; + x;41)/2 (of (x +2')/2 volgens (H.6))
minder tijd kost dan het berekenen van 1/(Atanh(z;y1). Of daarmee het hele
proces significant wordt versneld, hangt af van het aantal stappen dat nodig is
om dezelfde nauwkeurigheid te bereiken. Dat aantal neemt toe met het verschil
tussen de beginschatting 2o = 1/ en de x = 27h/L die voldoet aan de disper-
sierelatie. Kortom, hoe ondieper het water (althans in termen van de verhouding
tussen waterdiepte en golflengte), hoe rekentechnisch voordeliger de tweede me-
thode is.
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Wortels van een derde graads
vergelijking

Voor vergelijkingen van de vorm
2™+ an12" V. a1z +ag =0 (I.1)

(met n € N en reéle coéfficiénten a) zijn analytische oplossingen voor z bekend
voor n < 4. In de engelstalige literatuur worden daaromtrent veel voorkomede
vormen cubics (n = 3), quartics (n = 4) en quintics (n = 5) genoemd. De meest
bekende is de zogeheten abe-formule voor n = 2. Voor n > 4 zijn alleen analytische
oplossingen bekend voor bijzondere combinaties van de coéficiénten a,,, met name
voor n = 5. Voor grotere waarden van n dan 5 zijn analytische oplossingen ook
voor bijzondere gevallen steeds zeldzamer naarmate n toeneemt. Termen als siz-
tics, septics en zo verder komen in de literatuur niet voor, althans niet voorzover
de auteur van dit werk bekend!''. Daarnaast is het soms mogelijk om vergelij-
king (I.1) middels factorisatie te schrijven als een product van polynomen die elk
een graad van ten hoogste n = 4 hebben. Een voorbeeld daarvan is

PB4l —2-1=0 (I.2)

wat te schrijven is als
(B +1)(2-2-1)=0 (1.3)
en dat heeft als oplossingen z = —1, z = (1 4 i/3)/2 (waarin i2 = —1) voor

224+ 1=0enz=(14++/5)/2voor 22—z —1=0.

In deze appendix kijken we naar een analytische oplossing van derde graads verge-
lijkingen, dus met ag # 0 en a,, = 0 voor n > 3 in (I.1). Na delen door a3 kunnen
we zo’'n polynoom schrijven als

24 b2+ b1z +bo=0 (L.4)

111Behalve septic tank, maar dat heeft met de behandeling van afvalwater te maken en helemaal
niets met het oplossen van een zevende graads vergelijking.
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met by, = ap/as (m=0,1,2).

Volgens Abramowitz and Stegun (1970) wordt de oplossing hiervan gegeven door

zZ1 = 81 +52 7b2/3
Z9 = 7(81 +82)/2 — b2/3+l\/§(81 752)/2 (I5)
zZ3 = 7(81 +82)/27b2/372‘\/§(51 752)/2

waarin
si=\v+vVD ; s;=\lv-vD (1.6)

met

D=w?+v* ; u=0b1/3-03/9 ; wv=(biby —3by)/6 — b3/27 (I.7)

Voor D < 0 zijn er drie reéle oplossingen. Ook als D = 0 zijn er drie reéle
oplossingen, maar daarvan zijn er ten minste 2 aan elkaar gelijk. In alle andere
gevallen, dus als D > 0, zijn er 1 reéle en 2 complexe oplossingen. Die complexe
oplossingen zijn elkaars complexe geconjugeerde.

Een alternatieve, meer inzichtelijke methode is de zogeheten Vieta substitutie,
genoemd naar de Franse wiskundige Frangois Viete (1540-1603) die onder meer
het verband heeft onderzocht tussen coéfficiénten van een polynoom en producten
van wortels. Deze substitutie methode kan worden toegepast op derde graads
polynomen waarbij by = 0. In het algemeen is dat niet zo, maar met een lineaire
transformatie van z kan dat eenvoudig worden bereikt. Als we in (I.4) z = y+b2/3
invullen, dan volgt

v +py—q=0 (L.8)
waarin
1
3

2

1
—Ebg + =byby — by (1.9)

b, ;o q= 3

p=0b—

De Vieta substitutie bestaat uit de introductie van een nieuwe variabele w die y
vervangt:
p/3

=w——— 1.10
y=w-" (1.10)
Invullen in (I.8) geeft, na vermenigvuldigen met w?,
(w?)? = q(w’) = (p/3)° =0 (L11)
en dit heeft als oplossingen

w® = (a/2) = V/(a/2)* + (p/3)° (L.12)

Voor w levert dit zes oplossingen en dat geldt dan ook voor y. Dat is twee keer zo
veel als de drie oplossingen die je bij een derdegraads vergelijking zou verwachten.
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Er kan echter worden aangetoond dat de zes oplossingen voor y altijd minstens
twee aan twee aan elkaar gelijk zijn.

Voor de uitwerking van de oplossingen (I.12) gaan we uit van reéle coéfficiénten p
en ¢ en onderscheiden we drie gevallen:

* (¢/2)* +(p/3)° >0

In dit geval zijn er twee reéle oplossingen voor w3. We kunnen deze schrijven

als
wh = exp (0 +2km) 3w = |(a/2) £ V@22 + (/37 (113)
waarbij £ = --- —2,—-1,0,1,2... en voor de hoek 6§ geldt dat § = 0 als

w? >0enf =mals w? < 0. Omdat de uitkomsten wy voor k en k + 3 aan
elkaar gelijk zijn, volstaat het om naar drie waarden van k te kijken die niet
een veelvoud van 3 van elkaar verschillen, bijvoorbeeld k£ = 0, 1,2. Daarmee
is

2
wy = V/|w3|exp <19—|;) ﬁ) (I.14)

en omdat § = 0 of § = 7 zijn altijd twee van deze uitkomsten complex (tevens
elkaars complexe geconjugeerde) en is er één reéel.

e (q/2%+(p/3)* =0

Er zijn twee identieke, reéle oplossingen voor w?®, namelijk w® = ¢/2 (maar
nog steeds drie oplossingen voor w). Verdere uitwerking is analoog aan het
vorige geval.

e (q/2)*+(p/3)° <0
Dit kan zich alleen voordoen als p < 0 en

-V =/3)° <q/2</=(p/3)? (L15)

We maken hiervan gebruik door in (1.12) de term /—(p/3)? buiten haakjes
te brengen. Dat levert

3

3 _ q/2 q/2 2_
w® = /=(p/3)3 7(p/3)3ﬂ: < (p/3)3> 1 (1.16)

en dat schrijven we als

u}’*:JW(giiﬂ) ; 5—_(1(;2/3)3 (1.17)
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waarin, vanwege (1.15), —1 < ¢ < 1.

Vervolgens definiéren we een hoek 6 zodanig dat cosf = £ ensinf = /1 — £2.
Daarmee kunnen we voor (I.17) schrijven dat

w? = \/—(p/3)3eT 02T = 92 -10,1,2,... (1.18)

zodat

0 + 2k
wy, = ﬁ_p/gexp(ﬂ + 77) D ok=-—2-1,0,1,2,... (L.19)

3

Ook hier geldt dat de uitkomsten wy voor k en k 4 3 aan elkaar gelijk zijn
zodat het volstaat om naar drie waarden van k te kijken die niet een veelvoud
van 3 van elkaar verschillen, bijvoorbeeld £ =0, 1, 2.

Uit (1.19) blijkt dat |w| = y/—p/3, onafhankelijk van k. Als we dat invullen

in (I.10) vinden we

y:w—]ﬁ:w—]ﬁizw—ﬁ@:w—i—ﬁ):ﬂ:{e{w} (1.20)
w

waarbij de ~ aangeeft dat het om de complexe geconjugeerde gaat. Kennelijk
is in dit geval sprake van drie reéle wortels, gegeven door

2
yk:2\/—p/3cos(9+3kﬂ> . k=012 (L.21)

Bovenstaande drie gevallen hebben we onderscheiden op basis van de term (q/2)
(p/3)3. Deze term is vergelijkbaar met de D = u® + v? gedefiniéerd in (I

Immers, als we by = 0, by = p en by = —¢q invullen in de algemene vorm (I1.4),
dan krijgen we (I.8) en met deze waarden van de coéfficiénten b is D = (¢/2)? +

(p/3)%.

2+
7).
4)
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J.1 Inleiding

In de civiele techniek en dus ook in de waterbouwkunde neemt het ontwerpen
en omschrijven van ruimtelijke objecten een belangrijke plaats in. Bij communi-
catie over zulke ontwerpen wordt van oudsher gebruik gemaakt van tekeningen.
Dat kunnen eenvoudige schetsjes zijn over principes van bijvoorbeeld constructies
maar ook technische tekeningen die dienen als instructie voor de realisatie van een
ontwerp. In al die gevallen wordt het ruimtelijke object op één of andere manier
afgebeeld op een plat vlak. We spreken dan van een projectie.

In de literatuur zijn vele methoden te vinden om een ruimtelijk object op een
plat vlak af te beelden. Op de principes van twee methoden gaan we in deze
appendix kort in. Het gaat om parallel en perspectief. Voor technisch tekenen is
eigenlijk alleen de parallelle projectie relevant. Perspectief is een variant daarop
die de illusie van diepte toelaat. Als je een tekening maakt van een lange, rechte
spoorweg, dan blijven de sporen in een parallelle projectie steeds evenwijdig, maar
in perspectief naderen ze elkaar in de verte. In bijvoorbeeld artist impressions
wordt hiervan gebruik gemaakt om een natuurlijke indruk te geven: hoe verder
weg, hoe kleiner het lijkt.

Met uitzondering van principeschetsjes, tekenen moderne ingenieurs nooit meer
met een potlood in de hand, maar met de hand aan een muis om vrijelijk be-
schikbare software als Sketchup of CAD-pakketten zover te krijgen dat deze de
gewenste tekeningen produceren. Hoewel daar helemaal niets mis mee is, is enig
besef van de principes waar deze software op is gebaseerd een aanbeveling. Ook
dat komt in deze appendix aan bod. We gaan niet alleen in op de vraag hoe een
projectie werkt, maar ook op de manier waarop je die geautomatiseerd kunt ge-
nereren, zoals dat met de genoemde software gebeurt. Bij dat laatste draait het
allemaal om toepassing van lineaire algebra.

In deze appendix beperken we ons tot principes. Het is zeker geen handleiding
voor de ontwikkeling van CAD systemen of aanverwante software. De bedoeling
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Figuur J.1: Impressie
van het fictieve vakantie-
huis dat in deze appen-
dix wordt gebruikt om het
principe van diverse pro-
jecties te illustreren.

is een beeld te geven van hoe projecties tot stand komen en de manier waarop
die kunnen worden geconstrueerd, ook in mathematische zin. Met dat beeld zou
software voor technisch tekenen geen volslagen black box meer moeten zijn, maar
een instrument dat appelleert aan basiskennis over wiskunde.

J.2 Parallelle projectie

Iets over het construeren van een projectie

In technische tekeningen, zoals bouwtekeningen voor een civiel-technisch object,
wordt veelal gebruik gemaakt van aanzichten en doorsneden die samen een com-
pleet beeld geven van de ruimtelijke vormgeving van dat object. Voor de realisatie
daarvan is dat essentiéel. En om ervoor te zorgen dat tekeningen precies zo worden
gelezen als de tekenaar ze heeft bedoeld, zijn allerhande spelregels over notaties
vastgelegd in normen. In deze appendix laten we die normen voor wat ze zijn.
We beperken ons tot enkele methoden om aanzichten te construeren die op een of
andere manier het 3—dimensionale karakter van een object terug laten komen in
de projectie op een plat vlak. Het knusse vakantichuisje, geschetst in figuur J.1
gebruiken we daarbij als voorbeeld.

Bouwtekeningen van dit vakantiehuis zouden onder meer een bovenaanzicht (of
een plattegrond) en aanzichten van alle gevels bevatten (zie figuur J.2). Al die
aanzichten zijn parallelle projecties en bij voorkeur ook orthogonale projecties
waarbij het projectievlak evenwijdig aan een gevel wordt gekozen. In technische
tekeningen heeft dat als voordeel dat maten van delen van de constructie op schaal
in de tekening kunnen worden opgenomen. In alle vijf aanzichten in figuur J.2 is
dat principe toegepast.

In de spreekwoordelijke middeleeuwen toen technisch tekenen nog handwerk was,
werden 3—dimensionale impressies bijvoorbeeld geconstrueerd door de plattegrond
van een object enigszins te roteren om van daaruit met behulp van de zijaanzichten
een birds eye view op te bouwen. Het principe daarvan is weergegeven in figuur J.3.
Daarin is het bovenaanzicht uit figuur J.2 over een hoek van 30° linksom geroteerd.

410



Tekenen en projecteren

yorzueeliz Figuur J.2: Boven- en zijaanzich-
ten van het vakantiehuis waarvan
in figuur J.1 een impressie is gege-
ven. Ramen, de toegangspoort en
v het hekwerk langs de brug en het
plein zijn gemakshalve weggelaten.
In het bovenaanzicht en het zijaan-
zicht aan de rechterkant in deze

[

%‘: ) il i g figuur. is een-aa.mbc.)uw te zien.die
o ° N in de impressie in figuur J.1 buiten
g 8 beeld blijft door de hoek waaronder
= O ‘ ] N naar het huis wordt gekeken.
Bovenaanzicht
Zijaanzicht

Figuur J.3: Opzet van de construc-
tiue van een 3—dimensionale im-
pressie van het vakantiehuis. Het
bovenaanzicht is enigszins gero-
teerd en de zijaanzichten zijn zoda-
nig geroteerd en scheef getrokken
dat zij op het geroteerde bovenaan-
zicht passen en daarbij de indruk
wekken loodrecht op dat bovenaan-
zicht te staan.

Dat is ook gedaan met de zijaanzichten en die zijn bovendien scheef getrokken
zodanig dat (in werkelijkheid) verticale lijnen ook in de tekening verticaal zijn en
(in werkelijkheid) horizontale lijnen evenwijdig zijn aan hun tegenhangers in het
geroteerde bovenaanzicht in de tekening.

De volgende stap is dat de zijaanzichten worden gedecomponeerd in elementen die
elk een andere positie hebben op de geroteerde plattegrond. Bij het zijaanzicht
linksboven in figuur J.3 bijvoorbeeld, leidt die decompositie tot een onderscheid
tussen de lange gevel aan de achterzijde, een deel van de brug, het deel van de
toren dat boven het dak van de achtergevel uitsteekt en de aanbouw. Al die delen
kunnen evenwijdig aan de stippellijnen in figuur J.3 worden verschoven tot de
plaats waar ze op de geroteerde plattegrond thuis horen.

Het resultaat van deze operatie is een afbeelding van soort 3—dimensionaal draad-
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Figuur J.4: Deze 3—-dimensionale
birds eye view van het vakantiehuis
is een uitwerking van de opzet die
in figuur J.3 is geschetst.

model van het vakantiehuis. Alle lijnen in figuur J.3 zijn immers (aanzichten van)
randen van vlakken, zoals een gevel of een dak. Die vlakken zijn ondoorzichtig en
daar moet ook rekening mee gehouden worden. Als we het verkregen draadmodel
daarvoor corrigeren, krijgen we een plaatje zoals in figuur J.4.

Die lijnen, of delen van lijnen, die vanuit het gezichtspunt van de tekenaar achter
een ondoorzichtig element van het getekende object liggen, worden hidden lines
genoemd. Voor de technieken die in CAD en aanverwante systemen worden toe-
gepast om met hidden lines om te gaan, wordt verwezen naar de literatuur.

De schets in figuur J.4 is een voorbeeld van een parallelle projectie. Om tot
deze projectie te komen, hebben we het vakantiehuis opgebouwd gedacht uit een
serie platte of gebogen delen van vlakken die op elkaar aansluiten. Vervolgens
hebben we die aansluitingen weergegeven met rechte of gekromde lijnstukken en die
vormen samen het draadmodel dat we hebben geprojecteerd (en achteraf hebben
gecorrigeerd voor hidden lines). Bij zo'n parallelle projectie worden alle punten
van het object in dezelfde richting op het projectievlak afgebeeld. De projectie
van een punt van het object wordt verkregen door een lijn door dat punt en in
de richting van de projectie te snijden met het projectievlak. Het snijpunt is de
projectie.

Dit principe kan ook worden toegepast om lijnen en vlakken te projecteren. Omdat
bij parallelle projectie de afbeelding van een rechte lijn ook een rechte lijn is, kan
de afbeelding worden geconstrueerd door twee punten van de lijn te projecteren.
Bij lijnstukken, zoals de onderdelen van een draadmodel, is het handig om daarbij
uit te gaan van de uiteinden van het lijnstuk. De projecties daarvan zijn tevens
de uiteinden van de projectie van het af te beelden lijnstuk.

Het principe van de parallelle projectie die we hebben gebruikt om tot figuur J.4
te komen, is geschetst in figuur J.5. Deze figuur gaat over de projectie van een
kubus (in groen aangegeven) die is gedefiniéerd in een xyz-assenstelsel waarbij
het xy-vlak horizontaal is en de z-as daar loodrecht op staat. Het projectievlak
(het vlak waarin we de projectie tekenen, aangegeven in rood) is in dit geval ook
horizontaal en zweeft als het ware boven de kubus. Alle hoekpunten van de kubus
worden in dezelfde richting op het projectievlak geprojecteerd en door in dat vlak
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Figuur J.5: Principe van een pa-
rallelle projectie van een kubus
(in groen aangegeven in een xyz-
assenstelsel) op een horizontaal
vlak (waarvan de contouren in rood
zijn getekend). De richting van
de projectie is aangegeven met ge-
streepte pijlen en het blauwe model
in het projectievlak is de afbeelding
van de groene kubus. Dat projec-
tievlak wordt in deze figuur schuin
van bovenaf bekeken.

de projecties van de hoekpunten met elkaar te verbinden met rechte lijnen, krijgen
we de projectie van de kubus. De richting waarin wordt geprojecteerd, wordt
gegeven door de hoeken « en .

De birds eye view in figuur J.4 hebben we opgebouwd vanuit een geroteerde plat-
tegrond. Op die manier komen rechte hoeken in een horizontale doorsnede van het
object ook als rechte hoeken in de projectie terug. Dat is alleen mogelijk als het
projectievlak evenwijdig aan de plattegrond wordt gekozen, net zoals dat in figuur
J.5 is gedaan. De richting waarin wordt geprojecteerd, heeft daar geen invloed op,
althans niet bij een parallelle projectie.

Door de manier waarop we de birds eye view van het vakantiehuis hebben opge-
bouwd, zijn verticale afmetingen van de projectie gelijk aan die van het geprojec-
teerde object. Om de zijaanzichten te passen op de geroteerde plattegrond (figuur
J.3), hebben we die zijaanzichten in horizontale richting geschaald en in verticale
richting wel scheef getrokken, maar niet geschaald. Dit is terug te voeren op een
keuze voor de hoek 3 in de definitie van de richting waarin wordt geprojecteerd.
De hoek « is gelijk aan de hoek waarover we de plattegrond in het horizontale
vlak hebben geroteerd.

De impressie van de manier waarop projecties van drie dimensionale objecten op
de tekentafel kunnen worden geconstrueerd, sluiten we hierbij af en we gaan na
hoe zulke projecties kunnen worden berekend. Dat ligt immers aan de basis van
alle software waarmee 3D tekeningen gemaakt kunnen worden. Daarbij beperken
we ons in eerste instantie tot parallelle projecties op een plat vlak. Daarna kijken
we naar een specifiek voorbeeld van een niet-parallelle projectie op een plat vliak
(perspectief, in paragraaf J.3).

De berekening

Voor de rekenkundige constructie van een projectie gaan we uit van een willekeurig
projectievlak in een zyz-assenstelsel, gegeven door het inprodukt

Ten=r (J.1)

waarin ¥ de plaatsvector van een willekeurig punt in het vlak en 7 de normaalvector
op het vlak. We gaan uit van ||77]| = 1 en vy > 0. In dat geval is v de afstand tussen
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de oorsprong van het assenstelsel en het vlak. Bovendien geldt daarbij dat als we
vanuit de oorsprong in de richting 7 kijken, dan kijken we naar het projectievlak.
Dat is niet per se nodig, maar wel handig, zoals we later zullen zien.

Stel dat we één of ander punt P (met plaatsvector p) willen projecteren in de
richting 7, gegeven door
cos acos 3
7= | sinacosf (J.2)
sin 3
waarin « en [ de hoeken zijn die de richting van projecteren definiéren, zoals
aangegeven in figuur J.5.

De projectie van punt P noemen we Q en de bijbehorende plaatsvector is ¢. Deze
Q, en dus ook ¢, krijgen we door een lijn door P met richting 7 te snijden met het
projectievlak. Als Q in het projectievlak ligt, dan moet gelden dat

g=p+oF en q-n=r (J.3)
Als we, net als bij de normaalvector op het projectievlak, ||7]| = 1 kiezen (in (J.2)

is dat al gedaan), is |o| gelijk aan de afstand tussen P en Q. Met bovenstaande
uitdrukking geldt

g=1_P" (J.4)
7
en ook oL
o o —p-n_
g=p+ L5 (J.5)
ren

Voor het gemak noteren we dit als
7= Ap(p5 7,7, y) (J.6)
waarin A verwijst naar ’afbeelding’ en het subscript p naar 'parallel’

Hiermee is punt Q bepaald in het zyz-assenstelsel. Voor het tekenen van de
afbeelding in het projectievlak hebben we daar niet direct iets aan. Voor zo’n
tekening zijn de coordinaten van Q nodig ten opzichte van een twee dimensionaal
assenstelsel in het projectievlak. We noemen de twee assen van dat stelsel & en 7,
met bijbehorende eenheidsvectoren 5 en 77. Omdat deze twee vectoren evenwijdig
moeten zijn aan het projectievlak, moet gelden dat 5 n=1+n=0.

Om ervoor te zorgen dat boven en onder in de afbeelding op het projectievlak
overeenkomen met boven en onder van het drie dimensionale object dat we willen
projecteren, kiezen we de 7 as langs de projectie van de z-as. Die projectie kunnen
we krijgen door een lijn te trekken door de projecties van twee willekeurige punten
op de z. We kiezen daarvoor de uiteinden van de eenheidsvector €, in z-richting.
Dat zijn de oorsprong van het xyz stelsel, (0,0,0) en het punt (0,0, 1).

Met deze keuze ligt de vector 77 op een eventuele normering na, vast:
N I S AR N
UOCAP(ez;T’n”Y)_AP(O;TanH’Y):ez_ S5 T (J7)
7en
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Figuur J.6: Principe van een paral-
lelle projectie in de richting 7 en de
keuze van een codrdinaten stelsel £n
in het projectievlak. De n-as in het
projectievlak heeft dezelfde richting
als de projectie van de z-as in de
3—dimensionale ruimte en de &-as is
evenwijdig aan het xzy-vlak.

waarin 0 de nulvector. Inclusief normering zodat ||77]| = 1 wordt dit

. I AR
n=\€e— =T
TN

De projectie van €, om 7] in de gewenste richting te krijgen, is geschetst in figuur
J.6. In het projectievlek is deze 77 de eenheidsvector in verticale richting. De
bijbehorende horizontale eenheidsvector is E Deze is vanzelf ook evenwijdig aan
het projectievlak en staat dus loodrecht op 7.

-
€, 1

183

—

€, — 7

(1.8)

7o

We kiezen 5 bovendien loodrecht op 77, zodanig dat als we in de richting van de
oorsprong van het zyz-stelsel naar het projectievlak kijken, 7j naar boven wijst en
& naar rechts. In dat geval kunnen we &, inclusief normering, bepalen uit

77X 1

€= (1.9)

|77 > i
(waarin x het uitprodukt is) mits v > 0 (als v < 0, levert 7 x 77 een 5 die naar
links is).

Met deze twee vectoren kunnen we de projectie in het projectievlak tekenen ten
opzichte van een £n-assenstelsel met eenheidsvectoren £ en 77. Deze beide vectoren
kunnen we ook gebruiken in een vectorvoorstelling van het projectievlak:

7= L7+ AE+ pif (3.10)
Ten

De eerste term in het rechter lid van deze uitdrukking is de projectie van de
oorsprong van het xyz-assenstelsel. Dat volgt direct uit evaluatie van Ap(ﬁ; 7, 1,7)
(of uit (J.5) met 7 = 0). Daarmee is de oorsprong van het &n-stelsel de projectie
van de oorsprong van het xyz-stelsel. Noodzakelijk is dat natuurlijk niet, maar
het lijkt een voor de hand liggende keuze.

De vectorvoorstelling (J.10) van het projectievlak kan worden gebruikt om de
coordinaten (A, u) van de projectie van een willekeurig punt P (met plaatsvector
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p) te bepalen. Eerder hebben we die projectie berekend uit (p'+ o7) - i = v
(zie (J.3) en (J.4)). Dat levert echter de codrdinaten in het xyz-stelsel op, terwijl
we voor het tekenen van de projectie in het projectievlak de codrdinaten in het
&n-stelsel nodig hebben. Die krijgen we door de lijn £ = p'+ o7 te snijden met het
projectievlak, net als eerst, maar nu met gebruik van de vectorvoorstelling (J.10).
Dat levert

Pt or= gﬁﬂ AE+ i (J.11)

Dit is een stelsel van drie lineaire vergelijkingen waaruit de onbekenden A, u en
o kunnen worden opgelost. Dat kan op diverse manieren. In deze appendix ma-
ken we daarbij gebruik van wat al eerder is genoemd, namelijk dat beide leden
van (J.11) verwijzen naar een punt dat in het projectievlak ligt en dus moeten
voldoen aan (J.1). Ergo

(F+ oF) - 71 = (fﬁwm@ruﬁ)-ﬁ

Feii+ o i) =y + ME - i) + p(i - )

<

- (7.12)
=7

Dit is consistent met (J.4) omdat per definitie Eii=1i-i=0.

Invullen van (J.4) in (J.11) geeft

& () =5~

In bovenstaande uitdrukking is de term tussen rechte haken in het linker lid een
3 X 2 matrix met kolomvectoren 5 en 7j. Zo'n stelsel is of athankelijk of strijdig. In
dit specifieke geval is het stelsel afhankelijk omdat we één van de oplossingen (J.4)
in dat volledige stelsel hebben ingevuld. De oplossing voor A en p is vervolgens te
vinden door de bovenstaande vergelijking te vermenigvuldigen met de getranspo-

-7

Sy

7 (J.13)

=
3

—

neerde van [E, n} Aangezien 5 en 7] een orthonormale basis (voor de tekening in

het projectievlak) vormen, volgt dat

A - 7 pei
= 5 1 p — re— r J14
(u) [5 n} (p r_ﬂ?") (J.14)
waarin het superscript T aangeeft dat het om de getransponeerde gaat. Kortom,

de coordinaten (A, ) in de projectie van een punt P met plaatsvector p worden
gegeven door

)\:(g.m_F.ﬁ(g.m (J.15)
w= )~ L7 (1.16)
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Figuur J.7: Principe van een ortho-
grafische projectie van een kubus
(in groen aangegeven) met hoek-
punten A t/m G. De projecties van
deze hoekpunten worden verkregen
door de snijpunten te bepalen van
lijnen die loodrecht staan op het
projectievlak en gaan door de hoek-
punten van de originele kubus. De
afbeelding van de kubus is in blauw
getekend.

Een bijzonder geval van de parallelle projectie is de orthografische (of orthogonale)
projectie. Daarbij wordt loodrecht op het projectievlak geprojecteerd en is dus
7 = 1, zodat

(
(

,(ﬁ
_(]5‘

(J.17)

[y Iy
=3

A
I

ISTRERST]
==
—~
ST

S
N

3

Een toepassing op een kubus is gegeven in figuur J.7. De richting van projecteren
is aangegeven met de rode streepjeslijn (die de oorsprong van het xyz-assenstelsel
verbindt met die van de £n-stelsel in het projectievlak). Deze figuur is enigszins
misleidend omdat er een projectie van een projectie in zit. Het gaat om een ortho-
grafische projectie van twee objecten: de (groene) kubus en het (rode) vlak met
daarin een orthografische projectie (blauw) van de groene kubus. Beide objecten,
inclusief de blauwe, 2—-dimensionale afbeelding van de groene kubus, zijn gepro-
jecteerd op een tweede projectievlak. Dat tweede vlak is niet afgebeeld in figuur
J.7, maar deze figuur is dat vlak. Als we consequent waren geweest met het rood
omranden van projectievlakken, had figuur J.7 zelf ook een rode rand gehad. Wie
loodrecht kijkt naar het rood omrande projectievlak dat is getekend in figuur J.7,
zou de blauwe kubus ongeveer net zo zien als de groene kubus die in deze figuur
is afgebeeld.

Een orthografische projectie van het vakantiechuis dat we in deze paragraaf als
referentie hebben geintroduceerd, is gegeven in figuur J.1. In het algemeen wordt
een orthografische projectie als meer realistisch ervaren dan een projectie in een
andere richting als het projectievlak niet horizontaal is. Het lijkt meer op een foto,
maar mist het effect van diepte. De afbeelding van een object is altijd even groot,
onafhankelijk van de afstand tot het projectievlak. Dat is inherent aan parallelle
projectie en is in de uitdrukkingen voor de codrdinaten A en u terug te vinden
door het ontbreken van v (zie (J.15), (J.16) en (J.17)). Bij projectie in perspectief
worden objecten wel kleiner afgebeeld naarmate zij verder van het projectievlak
verwijderd zijn. Daarover meer in de volgende paragraaf J.3.

Tot slot van deze paragraaf een bijzonder geval van een orthografische projectie
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€, Figuur J.8: Bij een isometrische
projectie (in deze figuur van een
kubus, aangegeven in groen) wordt
de vertikaal in de 3—dimensionale
ruimte ook verticaal afgebeeld en
de beide horizontale richtingen (die
van de z- en y-assen) onder een
hoek nam 30° met de horizontaal
in het projectievlak.

is de zogeheten isometrische projectie. Daarbij is de richting van projecteren en
dus ook de oriéntatie van het projectievlak zodanig gekozen dat de projecties
van de eenheidsvectoren €, €, en €, in de afbeelding gelijke hoeken met elkaar
maken. Die hoeken zijn in dat geval allemaal 27/3 (ofwel 120°). Omdat het om
een orthografische projectie gaat, past hierbij dat in de 3—dimensionale ruimte de
vector 7 (of 71, want die hebben bij een orthogonale projectie dezelfde richting) ook
gelijke hoeken maakt met de drie eenheidsvectoren. Bij een isometrische projectie
geldt zodoende dat

— —

Cp T=Cy e F=0, -7 (J.18)
Gecombineerd met(J.2) volgt dat
cosacos 3 = sinacos B = sin 8 (J.19)

en als we ons beperken tot richtingen van projectie in het eerste octant (dat deel
van de 3—dimensionale ruimte waarin zowel x, y als z positief zijn), volgt hieruit dat
a = m/4 en B = arctan(v/2/2) (ofwel 3 ~ 35,26°). In een isometrische projectie
wordt verticaal in de 3—dimensionale ruimte afgebeeld als verticaal in de projectie,
wijst de a-as onder een hoek van 7/6 met de horizontaal naar linksonder en de y-as
met een overeenkomstige hoek naar rechtsonder. Ter illustratie is een isometrische
projectie van een kubus gegeven in figuur J.8.

Andere bijzondere vormen van de orthografische projectie zijn de planimetrische
projectie, de cabinet projectie en de cavalier projectie. Bij de laatstgenoemde twee
valt de projectie van de z-as samen met de £-as. Voor meer eigenschappen van
deze projecties en ook andere methoden van projecteren, wordt verwezen naar de
literatuur.

J.3 Perspectief

Perspectief projectie onderscheidt zich van orthografische projectie in het weer-
geven van het effect van diepte. Bij orthografische projectie maakt het voor de
afbeelding niet uit op welke afstand een object zich bevindt tot het projectievlak.
Bij perspectief projectie is dat wel zo. Naarmate een object zich op grotere afstand
tot het projectievlak bevindt (gezien in de richting waarin wordt gekeken, dus te-
gengesteld aan 77), wordt het kleiner afgebeeld. Dit geeft een illusie van diepte
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in de afbeelding die dichter bij de menselijke waarneming wordt ervaren dan een
orthografische projectie.

Perspectief projectie lijkt in die zin op orthografische projectie dat ergens in de
3-dimensionale ruimte waarin zich het te projecteren object bevindt, een projec-
tievlak wordt gedefinieerd. Dit vlak is gepositioneerd tussen object en waarnemer.
Dat wil zeggen dat de waarnemer door het projectievlak heen kijkt naar het object.
Bij perspectief projectie is die waarnemer gereduceerd tot één punt, zeg maar het
oog van de waarnemer. Vanuit dat oog kijkt de waarnemer langs rechte lijnen naar
alle punten van het object. De afbeelding is opgebouwd uit de snijpunten van al
die rechte lijnen met het projectievlak.

Omdat alle lijnen waarlangs het object op het projectievlak wordt geprojecteerd,
samenkomen in het oog van de waarnemer, wordt deze vorm van projecteren ook
convergente projectie genoemd (in tegenstelling tot parallelle projectie). Het pro-
jectievlak bevindt zich tussen dit oog en het af te beelden object. De projectie
van een willekeurig punt van het object wordt verkregen door de lijn die dit punt
met het oog van de waarnemer verbindt, te snijden met het projectievlak. Het
snijpunt is de projectie.

Dit principe is geillustreerd in figuur J.9. Aan de linker kant in deze figuur (figuur
J.9(a)) is een drie dimensionale impressie gegeven van de projectie van een kolom
met een rechthoekige horizontale doorsnede. De waarnemer kijkt van linksboven
naar deze kolom. De bovenkant van de kolom verschijnt iets groter in de afbeel-
ding dan de onderkant vanwege het verschil in afstand tot het projectievlak. Een
aanzicht van dat projectievlak is gegeven in figuur J.9(b), waarin dit effect iets
duidelijker tot uitdrukking komt.

Voor de berekening van de projectie''? gaan we weer uit van een projectievlak
Z-n =y met ||[fi]| =1 en vy > 0. De waarnemer kijkt in de richting van de
oorsprong van het xyz-stelsel en diens oog bevindt zich in punt W. De plaatsvector

van bij dit punt is @ = ¢71, met ¢ > .

Op deze manier vinden we de projectie van de oorsprong van het xyz-stelsel op
~7, net als bij de orthografische projectie. Die projectie kiezen we als oorsprong
van een £n assenstelsel in het projectievlak en ten opzichte waarvan de afbeelding
van een object wordt gedefiniéerd. Ook dit gaat net als bij de orthografische
projectie:

—sina —cosasin 3
E=| cosa ; = | —sinasing (J.20)
0 cos 3

Om de projectie Q (met plaatsvector ¢) van een willekeurig punt P (met plaatsvec-
tor p) te bepalen, snijden we een lijn door P en het oog (met plaatsvector @ = ¢)
met het projectievlak. Een vectorvoorstelling van die lijn is & = '+ o(¢7ii — p).

112Met dank aan mr. M.C. van Imhoff voor het meedenken.
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oog
.,

(a) projectievlak (b)

Figuur J.9: Voorbeeld van een perspectief projectie van een kolom. Het principe van deze vorm
van projecteren is weergegeven in figuur (a) waarbij afbeeldingen van punten van een object worden
verkregen door die punten te verbinden met het oog van de waarnemers. De snijpunten van de
verbindingslijnen met het projectievlak, zijn de afbeeldingen van die punten. In figuur (b) is het
aanzicht van het projectievlak gegeven. Het perspectief effect is daarin herkenbaar. De afgebeelde
kolom wordt van bovenaf bekeken en de onderkant wordt kleiner weergegeven dan de bovenkant
omdat deze zich verder van de waarnemer bevindt.

Voor het snijpunt met het projectievlak geldt dat

. 4 —p-n
F+o(gi—p) A=y = af;_;ﬁ (J.21)
zodat L
Lo —p-n,
qg=p+ %(aﬁn—@ (J.22)

Om de coordinaten (A, ) van het snijpunt Q ten opzichte van het &n-stelsel te
bepalen, berekenen we het snijpunt nogmaals, maar dan door het projectievlak te
beschrijven met de vectorvoorstelling & = it + A 4 pij. Dit leidt tot

>

Eig—oi] (n| =5 (3.23)

Q=

waaruit A, i en o kunnen worden opgelost. Daarbij kan gebruik worden gemaakt
van de reeds bekende oplossing voor o (zie de rechter uitdrukking in (J.21)). Daar-
mee reduceert bovenstaande vergelijking tot

(2) - & ﬁr <ﬁ+ 7:71?:2(@7 —p) - vﬁ> (J.24)
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Figuur J.10: Perspectief projectie
van een draadmodel van het fictieve
vakantiehuis.

—

ofwel, omdat £ -7 =17-7 =0,

. _7 P
u=(n-ﬁ7< 5 ﬁ.ﬁ>

Ter illustratie is een perspectief projectie van een draadmodel van het eerder ge-
noemde vakantiehuis gegeven in figuur J.10.

Bij tekeningen uit de vrije hand wordt doorgaans gebruik gemaakt van zogeheten
verdwijnpunten om perspectief aan te brengen. Dat refereert aan het verschijnsel
dat als je midden op een biels van een lange, rechte spoorweg staat, de spoorstaven
in de verte naar elkaar toe lijken te neigen, terwijl ze in werkelijkheid heel prettig
op gelijke afstand blijven. Langs de gehele spoorweg hebben de bielzen allemaal
dezelfde afmeting, maar hoe verder af van de waarnemer, hoe kleiner ze lijken en
dus ook hoe dichter de spoorstaven bij elkaar lijken te liggen.

Deze schijnbare convergentie is karakteristiek voor perspectief tekeningen en geldt
voor alle mogelijke sets van evenwijdige lijnen, onafhankelijk van hun richting.
Dat valt af te leiden door p ergens langs een lijn p'= @ + v te kiezen, met @ en
¥ willekeurige plaats—, respectievelijk richtingsvectoren. Met toenemende [¢)] ligt
punt P, gegeven door plaatsvector p, steeds verder weg van de waarnemer.

Door ¢ constant te houden en @ te variéren, ontstaan sets van evenwijdige lijnen
en naarmate |1| toeneemt, komen projecties van P voor diverse « steeds dichter
bij elkaar te liggen. Dat volgt direct door p' = 4 + v in te vullen in de uitdruk-
kingen (J.25):

N A T 2 R

A= (€ ad+ v)(l ¢_ﬁ.ﬁ—¢ﬁ-ﬁ> (J.26)
o Lo 7—U-ﬁ—¢5'ﬁ .
M_(n-u+1/)77'v)(1_¢_g.ﬁ—z/}17~ﬁ>
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Naarmate [¢| toeneemt, dus hoe verder P van de waarnemer af ligt, verliezen ,
v en ¢ invloed op de codrdinaten A en p ten opzichte van de richtingsvector v.
Daaruit blijkt dat evenwijdige lijnen in de verte naar elkaar toe neigen, althans in
de perspectief projectie.

In de limiet voor ¥ — oo convergeren de codrdinaten A en u naar achtereenvol-

gens”3
Ao = lim (Eeittopf-d) (1o 1280 Z000Y ¢>)§qi
Y—r00 ¢—U-n—YU-71 ven (J.27)
o N— T — T i-v ’
= 1 . . 1—
oo = Lim (17 1+ 97 ”)< b—a- ﬁ—w-ﬁ) =055

Dit resultaat geldt voor ¥» — +400. De tegenhanger voor ¢y — —oo kunnen we
vinden door in bovenstaande uitdrukkingen v - 7 te vervangen door —v - 71, als het
ware door tegen de richting ¢ in te kijken.

Het punt met codrdinaten (Aso, fico) in de projectie wordt het verdwijnpunt ge-
noemd. Voor elke richting ¥ (in het zyz—stelsel) kan zo’n punt worden aangewezen.
Met onze keuze voor het ¢n-assenstelsel in het projectievlak geldt bijvoorbeeld dat
alle lijnen van een te projecteren object die loodrecht staan op het projectievlak,
in de projectie convergeren naar (0,0). Voor zulke lijnen geldt immers dat ' o< 7
en dan is 5 v =1+ ¥ = 0. Echter, voor lijnen van het object die evenwijdig zijn

aan het projectievlak, geldt dat v'- 7 = 0 en ligt het verdwijnpunt oneindig ver van
(0,0).

113Dit kan worden berekend met de regel van "Hépital.
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Op de slinger van Foucault kun je letterlijk de klok gelijk zetten en die slinger is te
zien als een museale verwijzing naar het Coriolis effect, of Coriolis afbuiging zoals
het vaak in de literatuur wordt genoemd: bescheiden maar persistent en daardoor
al gauw van belang. Net als zo veel slingers bestaat ook die van Foucault uit
een massa die met een staaf of draad is opgehangen aan een scharnier. De Franse
natuurkundige Leon Foucault (1819-1868) gebruikte de slinger om aan te tonen dat
de aarde draait. De beweging van een slinger kan niet beperkt zijn tot een verticaal
vlak omdat de heen en weer bewegende massa onderhevig is aan het Coriolis
effect. Tijdens die beweging moet de massa continu naar rechts afbuigen (althans
op het noordelijk halfrond). Dat zie je echter in vrijwel geen enkele praktische
toepassing van een slinger. Vaak komt dat omdat het scharnier waar de slinger
aan hangt rotatie om slechts één (horizontale) as toelaat. Bij slingeruurwerken
is dat bijvoorbeeld het geval. Bij een scharnier dat deze beperking niet heeft,
is de Coriolis afbuiging wel zichtbaar te maken. Eenvoudig is dat echter niet.
De afbuiging wordt immers veroorzaakt door een relatief zwakke (schijn-)kracht
die zich alleen kan manifesteren bij een voldoende lage wrijving in het scharnier.
Daarnaast zijn er heel wat slingerbewegingen nodig voordat de afbuiging met het
ongewapend oog kan worden waargenomen. Ook dat vraagt een geringe wrijving
in het scharnier, zodat wordt voorkomen dat de slinger vroegtijdig stilvalt.

Voor een mathematische beschrijving kijken we naar een slinger in de vorm van
een massa m die met een massaloze, oneindig stijve (dus vormvaste) draad met
lengte [ is opgehangen aan een scharnier (zie figuur K.1) De beweging van deze
slinger beschrijven we ten opzichte van een assenstelsel met horizontale assen x
en y en verticale as z. Voorts kiezen we dit assenstelsel zo dat het scharnier op
de z-as ligt (bij z = z5). We beginnen met een inventarisatie van de krachten die
op de slinger werken. De schijnkrachten die verband houden met een eventuele
rotatie van het assenstelsel laten we in eerste instantie buiten beschouwing. We
doen dus alsof het xyz-stelsel een vast assenstelsel is.

Op enig moment tijdens z'n beweging bevindt de slinger zich in een verticaal vlak.
Omdat het scharnier op de z-as ligt, ligt deze as in dat verticale vlak. In figuur
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zZA Figuur K.1: Schematische weer-
gave van een slinger en het assen-
2=Z5 afp scharnier stelsel ten opzichte waarvan de be-

weging van de massa onderaan die
slinger wordt beschreven.

z A z A Figuur K.2: Op de
massa onderaan de slin-
Z=Z5 ap scharnier Z=Z5 ap scharnier ger werken de zwaarte-
kracht (mg) en de kracht
F in de draad. De
zwaartekracht wordt ont-
bonden in componenten
massa in het verlengde van de
draad en daar loodrecht
op (a). De loodrechte
component wordt vervol-

massa

- xy-vlak i xyviak ~ Bens ontbonden in een
@ oy (b) X=Xm horizontale en een verti-
Y=Ym Y=Ym

cale component (b).

K.1 is een deel van dat vlak met grijs aangegeven. Het maakt een hoek ¢ met de
z-as en in het vlak maakt de slinger een hoek 6 met de z-as.

Er werken op dat moment twee krachten op de massa (wrijving verwaarlozen
we gemakshalve). Eén daarvan is de zwaartekracht. Deze werkt in negatieve z-
richting en heeft een grootte mg (met g de versnelling van de zwaartekracht). De
andere kracht is de trekkracht in de draad, in figuur K.1 aangegeven met F'.

In het vlak van de slinger (het grijze vlak in figuur K.1)) kunnen we de zwaarte-
kracht ontbinden in een component in de richting van de draad en een component
daar loodrecht op. Dit is geschetst in figuur K.2a. Omdat we de draad oneindig
stijf hebben verondersteld, kan de massa alleen loodrecht op die draad bewegen.
Dat wil echter niet zeggen dat de resultante kracht langs de draad gelijk is aan
nul. Deze resultante, gelijk aan F' —mgcos 6, is de centripetaalkracht die nodig is
om de massa een gekromde baan te laten doorlopen.

De component mgsinf in de bewegingsrichting van de massa ontbinden we in
een horizontale component Fj, = —mgsin 6 cosf en een verticale component F, =
—mgsin? 6 (zie figuur K.2b). Vervolgens ontbinden we F}, in componenten langs de
beide horizontale assen: F}, , = Fj, cos ¢ en Fy, ,, = F}, sin ¢. Met deze ontbindingen
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kunnen we de kracht die voor de beweging van de massa zorgt, schrijven als een
vector F', gegeven door

sin 6 cos 0 cos ¢ #m cos 6
F=—mg | sinfcosfsing | = —mg | ¥ cost (K.1)
i 2 22 +y2
sin“ ¢ e

Zonder daarvoor argumenten aan te dragen, beperken we ons tot een slinger waar-
bij de horizontale uitwijking klein is in vergelijking tot de lengte [. In dat geval
is cos f ongeveer gelijk aan 1. Met deze benadering en na delen door de massa m
wordt uitdrukking (K.1)

Tm

Fr— (K.2)

~I

1
% ym
(z7, +yi)/1

Bovenstaande uitdrukking relateert de versnellingen F'/m van de massa onderaan
de slinger aan z'n positie. Voor (K.2) kunnen we dus schrijven

d2 Tm g Tm
wE v =7 Ym (K.3)
Zm x2 +y2)/1
m T Jy

Voor bijpassende randvoorwaarden (beginwaarden) kunnen we deze 2° orde diffe-
rentiaalvergelijking integreren en dat levert ons de positie van de massa onderaan
de slinger als functie van de tijd. Deze randvoorwaarden zouden betrekking kun-
nen hebben op het in beweging zetten van de slinger. Denk daarbij aan het loslaten
vanuit een opgelegde uitwijking. Op het moment van loslaten is de positie van de
slinger voorgeschreven en de snelheid is dan nog juist gelijk aan nul. Een andere
mogelijkheid is dat de slinger in beweging wordt gebracht door het ding een zetje
te geven. In dat geval is de initiéle snelheid niet gelijk aan nul.

In uitdrukking (K.3) is het Coriolis effect niet begrepen. Dat hadden we even ge-
parkeerd en moet alsnog gebeuren. Daarvoor maken we gebruik van de generieke,
kwantitatieve beschrijving die we in paragraaf 5.2.2 van dat effect in het horizon-
tale vlak hebben opgesteld. Uitdrukking (5.9) is daarvan het resultaat. Als we
deze uitdrukking vergelijken met (K.3) , dan zien we dat het linker lid van (K.3)
overeenkomt met d?p/dt? en het rechter lid met U~d?u/d¢?. De term die in (K.3)
niet voorkomt maar wel in (5.9), is de Coriolis term. Toevoegen van deze term
geeft voor (K.3)

q2 [%m 0 sing 0 q [*m T
32 | vm +2Q [ —-sing 0 O)—=|ym|=—-%= Ym (K.4)

Zm 0 0 0 dt Zm (‘T?n + y2)/l
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(met Q de hoeksnelheid van de rotatie van de aarde) wat zonder gebruik te maken
van vectoren kan worden geschreven als

d%z,, _ dym 9,
de? "
d2y dz g
m m_ 9 K.5
a T w 7 m (K.5)
Pz gTm Y,
dez2 l

(waarin f de Coriolis parameter).

Kennelijk zijn x,, en vy, onderling gekoppeld en is z,, afhankelijk van x,, en
Ym. Dat maakt het mogelijk om eerst x,, en y,, te bepalen en pas daarna z,, te
berekenen, alle als functie van de tijd.

De vorm van de bovenste twee vergelijkingen van (K.5) komt nauw overeen met die
van de impulsvergelijkingen (voor horizontale componenten van de stroomsnelheid)
zoals die vaak worden gebruikt in waterloopkundige berekeningen. Traagheid en
het Coriolis effect (in het linker lid) balanceren samen met aandrijving (rechter

lid).

Voor de volledigheid gaan we uit de bovenste twee vergelijkingen van (K.5) x,,
en Y, oplossen met randvoorwaarden die overeenkomen met het loslaten van de
slinger op tijdstip ¢ = 0 precies boven het punt (zg,yo,0). Op het moment van
loslaten is de snelheid van de massa onderaan de slinger gelijk aan nul. Deze
randvoorwaarden (beginwaarden) schrijven we als

dx,,
m(0) = ;o — =0
T (0) = x0 at |,_, o
Ay, '
Ym(0) =xz¢ e =0
t=0

Een methode om x,,, en y,, op te lossen begint met de introductie van de complexe
variabele u,,, gedefinieerd als

Um = T + 1Y ;M 2 =—1 (K.7)

waarmee de eerste twee vergelijkingen van (K.5) en de bijbehorende randvoor-
waarden (K.6) achtereenvolgens kunnen worden geschreven als

d%u,, du,, ¢
.y LU =0 K.8
az U (K8)
en 1
Um (0) = ug = o + iyo L =0 (K.9)
dt |,_,
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Hierbij zoeken we een oplossing van de vorm u,, o exp(iAt). Substitutie in (K.8)
geeft, na vereenvoudigen,
A2~ fA+g/l=0 (K.10)

en dat heeft als oplossingen A\; en Ay volgens

M =3 (=1 - Vgl

1 (K.11)
Yo =5 (= + VP +1971)
Hiermee vinden we voor u,,, dat
Uy, = C1e™M" 4 Cre'™! (K.12)

waarin C; en Cy integratieconstanten zijn die athangen van de randvoorwaar-
den (K.9). Met deze randvoorwaarden vinden we
Uo

U (t) = f(—)\ge“‘lt + Arer2h) (K.13)
A — A2

Het reéle deel van deze oplossing is de z-component van de beweging van de massa
onderaan de slinger en het imaginaire deel de y-component. Met bovenstaande
uitdrukking kunnen we de projectie van de beweging van de massa onderaan de
slinger op het zy-vlak berekenen. Een visualisatie daarvan is te vinden in figuur
K.3. In die figuur gaat het om een zuiver theoretisch geval. De lengte van de
slinger is 4671,4km (in welk geval de eerdere aanname cosf ~ 1 inderdaad opgaat).
Er is voor zo’n grote lengte gekozen om te voorkomen dat f verwaarloosbaar
is ten opzichte van 2\/97l en het Coriolis effect dus een wezenlijke (zichtbare)
invloed heeft op de beweging van de slinger. Bovendien is gezocht naar een lengte
waarbij de slinger periodiciteit vertoont bij een beperkt (in dit geval 29) aantal
bewegingen. Zo’n lange slinger is volstrekt irreéel, maar het draagt wel bij aan de
aantrekkelijkheid van de visualisatie.

Uit (K.13) blijkt dat zowel het reéle als het imaginaire deel van w,, de som is
van twee oscillaties met frequenties A\; en A\o. Het resultaat is een zweving: een
trilling waarbij de amplitude periodiek toe- en afneemt. Dat geldt voor beide
delen. Omdat de amplitudes van beide oscillaties niet gelijk zijn, is de zweving
niet zuiver. Dat wil zeggen dat de amplitude van de som van de oscillaties nooit
helemaal gelijk aan nul wordt. Dat zien we terug in figuur K.3. De baan van de
massa onderaan de slinger blijft steeds op enige afstand van de het centrum van de
figuur. Dat centrum is de projectie van het scharnier op het zy-vlak. Rondom dit
centrum is er een kleine cirkel waar de massa kennelijk nooit overheen beweegt.
De straal van deze cirkel is de minimale amplitude die in de zweving optreedt.
De maximale amplitude is gelijk aan de straal van de cirkel door alle uitersten
van het pad van de massa onderaan de slinger. Merk voor de volledigheid nog
even op dat de grootte van die massa in dit hele verhaal (impliciet) irrelevant is
gebleken.
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Figuur K.3: Projectie van het pad
van de massa onderaan de slin-
ger van Foucault op het horizontale
vlak. De slinger, met een lengte
van 4671,4km, is losgelaten boven
de stip midden-rechts in de grafiek.
Na 29 slingerbewegingen komt de
massa daar weer terug.
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