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Voorwoord

Het college Fysische Transportverschijnselen II werd in 1960 opgezet door prof. ir. H.
Kramers en prof. dr. J. A. Prins. Het eerste dictaat werd geschreven door prof. Kramers en
prof.dr.ir. J. Schenk. In de cursus 1969/70 werd het college voor het eerst gegeven als een
blokcollege met veel tijd voor oefeningen. Hierbij werd de opzet vam het college veranderd
zonder dat de feitelijke inhoud zich wijzigde. Dit maakte het uitreiken van collegestencils
naast het oude dictaat FT II noodzakelijk. Deze door prof. dr. ir. W. J. Beek begonnen vorm
van het college werd in de cursusjaren na 1970 voortgezet. In 1973 verscheen een beknopt
aangepast dictaat, dat later in meer volledige vorm als een sterk herziene uitgave verscheen.

Dit nieuwe boek is een synthese van het dictaat Kramers/Schenk en de uitgereikte
collegestencils uit de jaren '60 en *70. Het verschil tussen de oorspronkelijke opzet en deze
is de volgorde van behandeling van de stof. Terwijl het oorspronkelijke dictaat opgezet was
vanuit de fysische problemen waarbij de wiskundige hulpmidddelen door de hoofdstukken
heen verweven waren, is dit bij de blokcollege-opzet veranderd. Eerst worden nu de
wiskundige hulpmdddelen behandeld, wel steeds aan de hand van een fysisch voorbeeld,
daama worden de fysische problemen systematisch behandeld.

Voor veel studenten behoort de bespreking van de wiskundige methoden een recapitulatie te
zijn. Voor een aantal is dit echter wel nodig. Gezien de toenemende mogelijkheden voor
computerberekeningen is tevens aandacht aan de numerieke methoden gegeven. In deze
derde druk is het hoofdstuk over numerieke methoden nog verder uitgebreid en aangepast
aan nieuwe ontwikkelingen, met name in de numerieke stromingsleer. Dit weerspiegelt het
sterk groeiende belang van numerieke simulatie in dit vakgebied. Uiteraard worden alleen die
methoden behandeld die voor FT-problemen van belang zijn. Bovendien worden ze steeds
geillustreerd met voorbeelden van warmte- en stoftransport.

Een belangrijk punt bij de studie van dit vak is het zelf aanpakken vam problemen.
Daaraan wordt bij het blokcollege een aantal oefenmiddagen besteed. De gebruikte
voorbeeldproblemen zijn hier voor een deel opgenomen, de overige zijn verkrijgbaar bij
ondergetekenden.

Delft, december 1990

C.J. Hoogendoorn
T.H. van der Meer
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a warmtevereffeningscoéfficiént

c concentratie (volume, massa, mol)
p soortelijke warmte

d diameter

D stof-diffusiecoéfficiént

g versnelling van de zwaartekracht
Jk(x) Besselfunctie

k reactiesnelheidsconstante

L lengte
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Q warmte (stof) hoeveelheid, bronsterkte
r straal

t tijd

T temperatuur

T(x,p) Laplace-getransformeerde van T(x,t)
u

v

Vi snelheid

Yy

VZ

a warmte-overdrachtscoéfficiént

o grenslaagdikte

€ storingsparameter

A warmtegeleidingscoéfficiént

n dynamische viscositeit

p dichtheid

T schuifspanning (of dim. tijd)

<I>“:’, ‘I’,: warmte- of stofstroomdichtheid

v kinematische viscositeit

Voor dimensieloze groepen, zie tabel 2.7.1.
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1. Inleiding

1.1. Doelstellingen van het college

De titel van dit dictaat Fysische Transportverschijnselen II wijst erop
dat er ook een FT I is. Voor dat laatste college zij hier verwezen naar het
boek van prof. J.M. Smith, dr.ir. E. Stammers en dr.ir. L.P.B.M. Janssen®.
Een direct vervolg op FT I is FT II echter niet. Het is in wezen de behande-
ling van dezelfde stof, maar nu gericht op het gebruik maken van en inzicht
krijgen in de wiskundige oplossingsmethoden.

De doelstellingen van het college zijn als volgt te formuleren:

— op een fysisch-fenomenologische wijze inzicht verwerven in het formuleren
van de problemen en het opstellen van de mathematische vergelijkingen
die transport van materie, warmte en impuls op macroschaal beschrijven;

— de algemene (niet zozeer op strak wiskundige wijze) merites en samenhang
leren onderkennen van de verschillende oplossingsmethoden voor de betref-
fende partiéle differentiaalvergelijkingen met hun randvoorwaarden;

— paraat bruikbare kennis opdoen voor het oplossen van veel voorkomende
problemen.

In dit boek komen na dit eerste deel dat de fysische basisvergelijkingen
bespreekt, in een tweede en derde deel respectievelijk de wiskundige methoden
en de fysische problemen afzonderlijk aan de orde. Hierdoor krijgen de wis-
kundige oplossingsmethoden veel (noodzakelijke) aandacht. Hopelijk wekt
deze opzet niet de onjuiste indruk dat FT II een vorm van toegepaste wis-
kunde is. Men moet de nadruk gelegd zien op de fysische problemen, met ge-
bruikmaking van de wiskunde.

Voor wat betreft de plaats van het vak Fysische Transportverschijnselen
zij hier verwezen naar de inleiding van het dictaat FT . Als toepassingsgebie-
den zijn daar genoemd: chemische techniek, kern- en energietechniek, meteo-
rologie, ruimtevaart, tysiologie en hydraulica. Daarnaast vallen hier nog te
noemen de bouwfysica, de warmte- en koudetechniek, de landbouwtechniek
en de metallurgie.

Er zijn veel boeken betreffende de transportverschijnselen en nog steeds
verschijnen er nieuwe. De als appendix I toegevoegde bibliografie geeft slechts
een greep uit de belangrijkste literatuur.

Het boek van Bird, Steward en Lightfoot, “Transport phenomena” [B1] is

het eerste boek dat destijds (1960) de behandeling van impuls, warmte en
stoftransport onder één noemer bracht. Het idee om dit te doen is mede voort-
gekomen uit de tijd die Bird bij Kramers doorbracht. Kramers zette in Delft
reeds in 1956 de colleges fysische transportverschijnselen op.

Verder zij hier speciaal verwezen naar het boek van Carslaw en Jaeger
[A1], dat klassiek is voor de behandeling van transport in starre media. Voor
de stromingsleer zij hier verwezen naar de boeken van Schlichting [B3] en
Tennekes en Lumley [B14]. In dit laatste boek wordt de turbulentie
uitvoerig behandeld, hetgeen in dit college FT II buiten de stof blijft.

-t T T T T S8 A 8 > i
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1.2. De transportvergelijkingen

Transportverschijnselen veroorzaken in een systeem dat niet in thermo-
dynamisch evenwicht is zodanige energie- en massastromen dat het evenwicht
hersteld kan worden. In een systeem in evenwicht zijn de intensieve toestands-
grootheden overal constant en niet veranderlijk in de tijd. In een niet-even-
wichtssituatie zullen er in het systeem wel verschillen in de toestandsgroot-
heden zijn. Dit kunnen bijvoorbeeld verschillen in temperatuur, concentratie
of druk zijn, die aanleiding geven tot gradiénten. Deze gradi€nten werken nu
via de transportverschijnselen als een drijvende kracht voor een netto trans-
port dat het evenwicht probeert te herstellen.

Dit netto transport (flux) J blijkt in veel fysische situaties, die niet sterk van
thermodynamisch evenwicht verschillen, lineair afhankelijk te zijn van de gra-
diénten grad x, dit geeft de transportvergelijking:

J =-L grad x, (1.2.1)

waarbu L de transportcoéfficiént is. Buvoorbeeld indien x de temperatuur is,
zijn Tenl respectievelijk de warmtestroom tb en de warmtegeleidingsco-
efficiént A:

@ =-Ngrad T. (1.2.2)

Op microscopische schaal kan men vanuit statistische beschouwingen
de transportvergelijkingen afleiden en voorspellingen doen over de grootte van
de transportcoéfficiénten op grond van het statistische gedrag van moleculaire
systemen. Deze weg zal hier niet gevolgd worden, hiervoor wordt verwezen
naar de literatuur [B6, B7]. Het belang van deze beschouwingen voor tech-
nische toepassingen ligt vooral in de mogelijkheid kwantitatieve voorspellingen
te doen over de grootte van de transportcoéfficiénten, die soms niet eenvou-
dig experimenteel te bepalen zijn. In het boek van Bird [B1] wordt dit voor
de viscositeit, warmtegeleidingscoéfficiént en de diffusiecoéfficiént gedaan.
Het boek van Bretsznajder [B8] geeft zeer uitvoerig voorspellingen van de
transportcoéfficiénten.

Hier zullen we steeds de macroscopische beschouwingen gebruiken. Daar-
toe zullen we voor het opstellen van de transportvergelijkingen het medium
steeds als een continuiim beschouwen en uitgaan van fenomenologisch gede-
finieerde transportcoéfficiénten. Bij de continuiimbeschouwing beschouwt men
de stof als één ondeelbaar geheel, dat voor alle delen, hoe klein ook, dezelfde
eigenschappen heeft. Dit betekent in feite dat de kleinste delen die we be-
schouwen nog steeds zo groot moeten zijn dat ze veel moleculen omvatten.
Dit is toe te lichten aan de hand van de dichtheid van een stof, bv. water.
Een watermolecuul heeft afmetingen van ongeveer 5 & (5.107'° m). Zolang
we volumina beschouwen van 1072' m® (kubus van 0.1 um), dan zal dit in de
vloeistoffase voor water nog ca. 10 moleculen bevatten. We kunnen dan nog
steeds stellen dat de dichtheid van water gegeven wordt door:

= Am _ 21 _ 3
P alGTav AV §V =107 m”. (1.2.3)
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Zolang dichtheidsveranderingen over de afstanden van 1077 m te verwaarloze
zijn geeft dit geen problemen.

In wezen moet de lengteschaal van de veranderingen van de grootheden, die
we beschouwen, bij vloeistoffen en vaste stoffen, enige orden van grootte
groter zijn dan de moleculaire afmetingen en bij gassen groter dan de vrije
weglengte. Bij lage gasdrukken kan de vrije weglengte groot worden (Knudser
gas) en zijn onze beschouwingen niet geldig.

Daarnaast wordt uitgegaan van fenomenologisch bepaalde wetten voor
de transportverschijnselen. De hierin gegeven transportcoéfficiénten zijn dan
empirisch bepaald.

We gebruiken hier de wetten van Fourier, Fick en Newton, die respectieve-
lijk geven:

1. Wet van Fourier:

&' = -Agrad T. (1.2.4)

w

2. Wet van Fick:

®" = -Dgrad c. (1.2.5)

m

3. Wet van Newton:

Ty =N %"_ (snelheidsgradiént alleen in y-richting). (1.2.6)
Een verschil tussen de bovenstaande drie vergelijkingen is dat de eerste twee
betrekking hebben op een scalaire grootheid (T en c) en de derde op een vec
toriéle (v). Dit betekent dat 5‘: en 5;; vectoren zijn, maar dat de schuif-
spanning 7 in een volledige vorm een tensor met negen componenten is. Hier-
voor wordt verder verwezen naar FT I, p. 29 en stromingsleerboeken.

Als andere, hier verder niet behandelde, transportverschijnselen zijn te
noemen de elektrische (wet van Ohm) en elektromagnetische (stralingswetten
voor fotonentransport). Belangrijk kunnen ook transportverschijnselen zijn die
door kruisverbanden tussen flux en niet-direct bijbehorende drijvende kracht
blijken te ontstaan. l.h.a.

Ji = _Lik grad X, - (1.2.7)

Een voorbeeld is de thermo-diffusie. Een stoftransport kan ontstaan in een
meer-componentensysteem met een temperatuurgradiént:

" = -D,grad T. (1.2.8)

c

Hierin is fic” de stofflux voor een component C als gevolg van de tempera-

tuurgradiént.

Kruisverbanden spelen met name een belangrijke rol bij de interactie tussen
thermische en elektrische verschijnselen, de thermo-elektrische effecten, met
name het Peltier- en Seebeck-effect. Voor de hier te behandelen stof zullen

deze kruisverbanden worden verwaarloosd.

1
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1.3. De behoudswetten

Ook in een systeem dat niet in thermodynamisch evenwicht is en waar-
in energie- en massafluxen voorkomen, gelden de behoudswetten voor energie
en massa. Bovendien geldt de wet van behoud van impuls uit de mechanica.
Door de wetten van Fourier, Fick en Newton toe te passen op de behoudswet-
ten voor een klein volume-element in het systeem zijn de differentiaalverge-
lijkingen van de fysische transportverschijnselen eenvoudig af te leiden (zie
FTI, p. 29, 84). De algemene vorm van deze vergelijkingen is:

INSTATIONAIRE _ CONVECTIEVE + DIFFUSIE- + BRON (PUT)
TERM TERM TERM TERM

Dit geeft:

Voor thermische verschijnselen de energievergelijking:
¢ T = pc (FWMT  +(VAVD) +a.  (1.3.01)
Pyt P

Voor stoftransport van een component met concentratie ¢ de diffusieverge-
lijking:

% = -(V.V)c +(V.DVe) +r.  (1.3.2)

Voor stromingen de bewegingsvergelijkingen of Navier-Stokesvergelijkingen
voor het geval van constante stofgrootheden.

pfalf = p(FV)V +nVPV - Vp +k.  (1.3.3)

Hierin stelt g een warmtebron voor, eventueel inclusief visceuze dissipatie, r
verdwijnen (ontstaan) van een stof, bv. door een chemische reactie en k een
uitwendig krachtenveld, bv. de zwaartekracht.

Naast een stofbalans, zoals vgl. 1.3.2 geeft voor een component met concen-
tratie c, is er nog de continuiteitsvergelijking voor de totale massa:

% - _v.(p7) = -div (o7). (1.3.4)

Voor een vloeistof met constante dichtheid wordt dit:
divv =0. (1.3.5)

Bovenstaande vergelijkingen zijn in vectorvorm gegeven, hetgeen voor (1.3.3)
betekent dat er drie vergelijkingen zijn, respectievelijk één voor Vs één voor
vy, en één voor v,

1.4. Coordinatentransformaties

De basisvergelijkingen zijn in vectorvorm gegeven. Voor praktische ge-
vallen dienen ze voor het oplossen in componenten te worden uitgeschreven.
Afhankelijk van de geometrie van het probleem kiest men hiervoor de carte-
siaanse, cylinder- of bolcodrdinaten. Deze codrdinaten zijn gedefinieerd zo-
ala geillustreerd in tabel 1.4.1.




1. Inleiding 15

In deze tabel zijn de transformaties gegeven voor de hier van belang zijnde
termen.

Voor de continuiteitsvergelijking is de divergentie van een vector uitgeschreven.
Voor de basistransportvergelijkingen geeft tabel (1.4.1) de gradiént (V T) terwijl
de diffusieterm V,(A V T) eveneens wordt uitgeschreven. Uiteraard gelden

voor Vcen V.(D V c) gelijke relaties. Voor A\ constant geeft dezelfde tabel
tevens V2T.

De convectieve term V.V is voor de energie- en diffusievergelijking in compo-
nenten uitgeschreven in tabel (1.4.1).

De Navier-Stokes-vergelijkingen zijn in wezen drie vergelijkingen voor de drie
componenten van de snelheidsvector V. In tabel (1.4.2) zijn deze voor de drie
coordinatenstelsels volledig uitgeschreven.

Vaak combineert men in de behoudsvergelijkingen de instationaire term met
de convectieve term en noemt deze combinatie de materiéle of substantiéle

afgeleide % , en wel is:

D_3d.<

Dt_6t+ v.V (1.4.1)
Bijvoorbeeld:

Dc_dc , —

Dt~ 3¢ + v.Ve (1.4.2)
en

Dv_09v , -\ —

D= ot +(v.V).v (1.4.3)

Terwijl (% de locale veranderingen met de tijd geeft, doet DBt dat voor de ver-

anderingen van een materie-element door de materiéle beweging mee te re-
kenen.

1.5. Classificatie van vergelijkingen

In een belangrijk aantal gevallen vereenvoudigen de algemene transport-
vergelijkingen aanzienlijk. We kunnen deze veel voorkomende gevallen als volgt
in een aantal typen indelen:

a) Stationair transport zonder stroming:
VT =0
of Laplace (potentiaal)vergelijking (1.5.1)
7ic=0.

b) Niet-stationair transport zonder stroming:

T _ 4 2
PC, 5t AVET
of Diffusievergelijking (1.5.2)
dc _ 2
T DV c
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¢) Stationair transport met stroming
pe (VI)T = AVET
of (1.5.3)
(v¥)ec = DV%c.

d) Niet-stationair transport met stroming:

oT | - —yo?
"Cp[at + (v V}T]—hv T
of (1.5.4)

dc

ac , v - py?
at+(v.rV)c DV-<e

Een fysisch probleem is dikwijls tot één van deze differentiaalvergelijkingen
terug te voeren.

Wiskundig classificeert men partiéle differentiaalvergelijkingen zoals hierbo-
ven gegeven in drie typen van vergelijkingen. Uitgaande van de algemene vorm:

Au  + Buxy + Cuw + Dux + Euy +Fu=0 (1.5.5)
spreekt men van:
1) Elliptisch type als:
B? — 4AC < 0.
Hieraan voldoet de Laplace-vergelijking:

L Uy =0. (1.5.6)

2) Parabolisch type als:
B> —4AC=0.
Hieraan voldoet de diffusievergelijking:

Au - u, =0(A>0eny-=t). (1.5.7)

3) Hyperbolisch type als:
B* — 4AC > 0.
Dit leidt tot de vergelijking:

Au__ — e = 0 (A>0) (1.5.8)

XX

Hieraan voldoet de zogenaamde golfvergelijking die hier niet behandeld
wordt. Deze vergelijking kan met name ontstaan uit de Navier-Stokes-ver-
gelijking met verwaarlozing van visceuze effecten toegepast op kleine ver-
storingen pI in bijvoorbeeld de druk. Voor een compressibel medium geeft
dit na linearisering voor voortplanting in x-richting:
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a'z 1 ai 1
Frall ~ A Q58

Deze vergelijking geeft de voortplanting van een akoestisch vlak golffront
in x-richting.

1.6. Rand- en beginvoorwaarden

Voor het oplossen van de differentiaalvergelijkingen dienen we voor de
stationaire problemen over randvoorwaarden te beschikken. Voor de niet-sta-
tionaire problemen komen daar beginvoorwaarden bij. Hoeveel rand- en begir
voorwaarden precies nodig zijn, is niet eenvoudig exact aan te geven. Als vuis
regel kan men gebruiken dat men evenveel rand- en beginvoorwaarden nodig
heeft als de som van de hoogste orden van de differentiaalquotiénten in de
onafhankelijk variabelen.

Voor de diffusievergelijking in het x,y-vlak zijn dat 2e orde in x, 2e orde in
en le orde in t, dus totaal vijf rand- en beginvoorwaarden (gezien de eerste.
orde in t, is dat één beginvoorwaarde). Bij de door ons te behandelen proble-
men moeten de randvoorwaarden over een gesloten (eventueel over ©°) rand
gegeven zijn.

De beginvoorwaarde is voor één t-waarde over het gehele gesloten gebied te
geven. Het opstellen van de juiste voorwaarden is zeer belangrijk. Algemene r
gels zijn moeilijk te geven, men kan zich het beste in het fysische probleem z
vragen wat er nodig is wil het fysisch bepaald zijn. We kunnen bij onze pro-
blemen een aantal veel voorkomende rand- en beginvoorwaarden onderscheid:

1. Randvoorwaarde T (resp. c¢) gegeven: TR = T(x,y.z)
2. Randvoorwaarde flux gegeven:

A a'__T -
a0 =A(g]) =ty

"o_ aT\ _
of 5.8 =-A[5]) = FeyaTy).

Hierbij is dn differentiatie langs de normaal van de rand R.

Uiteraard gelden voor de massastroom gbl_: en de concentratiegradiént gelij}
relaties. De relatie 2b is voor het thermische geval nog te onderscheiden in
twee belangrijke varianten en wel:

o

1 F(K,Y,Z,TR) = ﬂ(X,y,ZJ(TR - TGJ‘I

hetgeen convectieve warmte-overdracht aan de rand naar een ander mediun
weergeeft en voor stoftransport een direct analogon heeft met de stofover-
drachtscoéfficiénten, en in:

2° F(x,y,z,TR] = G(x,y,z}o(T[: = TU4 ),

hetgeen stralingsoverdracht naar buiten het systeem weergeeft (o is con-
stante van Boltzmann).
3. Randvoorwaarde bij impulsvergelijking: v

slip =0

17
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4, Beginvoorwaarde: t = 0, T = T(x,y,z).

Men zal er rekening mee moeten houden dat een probleem voor de verschil-
lende randvoorwaarden 1, 2a en 2b ook verschillende oplossingen zal hebben.

Er is nog een belangrijk verschil vanuit het oogpunt van rand- en begin-
voorwaarden tussen de vergelijkingen van het elliptisch type aan de ene kant
en de parabolische en hyperbolische typen aan de andere kant. Het elliptische
type kent alleen randvoorwaarden langs een gesloten domein van de onafhan-
kelijk variabelen. In feite betekent dit dat met name voor de Laplace-vergelij-
king:

U U, = 0 (1.6.1)
randvoorwaarden langs een rand,die een gebied in het xy-vlak volledig om-
sluit, moeten zijn gegeven (zie fig. 1.6.1). Wil men een oplossing vinden die bij
een punt binnen dit gebied hoort, dan hangt deze oplossing af van alle andere
waarden in dit gebied. Men moet voor alle punten binnen het gebied een op-
lossing hebben, men spreekt van een ‘jury-problem’.

De hyperbolische en parabolische vergelijkingen vereisen beginvoorwaarden
naast randvoorwaarden. De diffusievergelijking met name:

Au,_ —u =0 (1.6.2)

XX t

vereist beginvoorwaarden voor u bij t=t, en randvoorwaarden voor u of
du/0x bij 2 waarden van x voor t > t, (zie fig. 1.6.2). Hier heeft men een
open gebied in het xt-vlak, Een oplossing voor t =t , + 7 hangt niet af van
waarden van u voor t > to + 7. Men kan steeds vanuit t = ty rekenen en
men spreekt van ‘marching solutions’.

Y
1
[ o rv. rY.
e x=0 x=L
du t=t5+7T
/ u of = ) =1
1 _ gegeven
Y langs de rand
Ui t=0
% x=0 x=L
Fig. 1.6.1. u,, + Uyy = 0, Fig. 1.6.2. Au,, —u; =0,
Jury-probleem. lopende oplossingen (marching solu-

tions).

LRI —
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2. Analytische methoden

2.1. Gewone differentiaalvergelijkingen

Indien we een probleem met slechts één onafhankelijk veranderlijke
hebben, krijgen we een gewone differentiaalvergelijking. Dit geval doet zich
alleen voor bij stationaire problemen in één dimensie. Oplossing hiervan kan
dikwijls analytisch, zo nodig ook numeriek. Voorbeelden hiervan zijn behan-
deld in FT I, één geval wordt hier besproken.

Dit aan de hand van de effectiviteit van een poreuze vaste katalysator voor
gasreacties (zie fig. 2.1.1).

0

Fig. 2.1.1. Concentratieverloop van reactant B in katalysator-porie.

Op z =1L wordt de concentratie van de op het katalysatoroppervlak Teage-
rende component B gelijk aan gL gesteld. Deze component B diffundeert
naar binnen en reageert aan de wand van de porie volgens een eerste-orde re-
actie: aantal kmol B omgezet per eenheid van tijd en wandoppervlak is k 1%s
Radiale concentratiegradiénten verwaarlozende (geoorloofd als k RXD <§ 1)
vindt men voor de stofbalans over een schijfje dz:

d*cp dz — k c_ .2rRdz = 0 2.1.1
B 4,2 z - k,c .2nRdz = (2.1.1)
dc
= — — _B =~
met de randvoorwaarden z = L, Cg =Cgy ©n 2 0, = 0.

De concentratieverdeling wordt:

cosh z }-?—kJ-
D_R
gy _ B
e 7k ' (2.1.2)
BL coshL,/—1L
DBR

De effectiviteit van de katalysator (werkelijke reactie-opbrengst gedeeld door
maximaal denkbare reactie-opbrengst) is:

2R_klf d thL\{Zkl
:rr iOCBZ g [T"F

= ' (2.1.3)

L 2k,
217Rk1 pL L DB R

e SRR e
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viteit ongeveer 1; in het omgekeerde geval vindt de reactie voornamelijk
plaats aan de mond van de porie.

Hoe wordt de oplossing als we op de bodem van de porie niet ch}’dz =0
aannemen, maar ook daar eerste-orde reactie?

2.2. Scheiden van variabelen

De partiéle differentiaalvergelijking die we in FT II behandelen zal men
langs verschillende wegen trachten te herleiden tot gewone differentiaalverge-
lijkingen. Een belangrijke methode is:

Scheiding van variabelen, d.w.z. de gezochte temperatuur (of v of c)-verdeling
die van 2 of meerdere variabelen afhangt, wordt geacht voorgesteld te kunnen
worden door het product van 2 of meer afzonderlijke verdelingen, die ieder
slechts van één der variabelen afhangt. Op deze wijze verkrijgt men 2 of meer
gewone differentiaalvergelijkingen in de gescheiden variabelen. Oplossingen
hiervan zijn meestal in de vorm van een reeks van zgn. eigenfuncties f(i,x),
waarin de parameter u slechts een beperkt aantal mogelijke ‘eigenwaarden’
kan aannemen, afhankelijk van randvoorwaarden.

Het meest eenvoudige voorbeeld van eigenfuncties zijn de harmonische func-
ties sin (kmx) en cos (kmx). Dit zal met een voorbeeld worden geillustreerd.

De niet-stationaire afkoeling van een vlakke muur, die aanvankelijk een
temperatuur T0 heeft, maar waarvoor vanaf t =0 de wanden op een tempe-
ratuur 0 worden gehouden.

We veronderstellen de vlakke muur als oneindig uitgestrekt. Vanaf t > 0 is
de wandtemperatuur (op x = £L) T = 0, terwijl op t =0 de temperatuur in
de muur uniform T, graden was (zie fig. 2.2.1).

7 t=0 //

Tol7 | ’

T
/ | ——1t; >0
L/
| — >y

7 |

x=—L x=0 x=L

Fig. 2.2.1. Afkoeling van een muur.

De differentiaalvergelijking voor de temperatuur T en de randcondities luiden:

T 9*T

TR @21
t=0 -L<x<L T=T,

t>0 x=z2L T=0

Door invoeren van de dimensieloze variabelen 6 = TfTo, E=x/L ent= at/I*
wordt dit:

20 _ 2%

= @. (2.2.2)
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T=0 -1<t<1 0=1,

r>0  f=tl 0=0, el

Het scheiden van variabelen houdt nu in dat we een oplossing voor de parti-
ele differentiaalvergelijking proberen van het type:

0 = X(§).F(r), (2.2.4)

d.w.z. het product van een functie van { alleen en een functie van 7 alleen.

Indien we hiermede een oplossing vinden, die ook aan de randvoorwaarden

kan voldoen, is te bewijzen dat deze oplossing de enige is (zie Luikov, p. 656).
Vullen we (2.2.4) in de vergelijking (2.2.2) in, dan krijgen we:

X—=F_—F (2.2.5)

of

Aangezien links van het is-gelijk-teken in (2.2.5) een functie van 7 staat en
rechts een van £, kan (2.2.4) alleen juist zijn als beide termen onafhankelijk
van 7 en £ zijn (dus constante, stel deze —u?) of:

F, o 2_
E +u 0 (2.2.6)
"
X< +u?=0. (2.2.7)
Dit heeft als oplossingen: X = p.sin u§ + q.cos pt (2.2.8)
en F=eH7T (2.2.9)

Wegens symmetrie voor oplossingen (£ en -£) is p = 0.
Lv.m. de randvoorwaarde bij £ = *1 heeft u als eigenwaarden:

B, =% . 5m .. \(2n+1).1.

De algemene oplossing voor X is de som van de eigenfuncties:

o T 2n + 1 ) :
X = qncos( 5 .k (2.2.10
en dus:
pme =(2041)%n2 1
9=z e 2 g cos(—-—2~—~ﬂ'£J (2.2.11
n=0

De coéfficiénten q, worden nu bepaald uit de beginvoorwaarden met behulp
van de Fourier-analyse. Hierbij wordt gebruik gemaakt van de zgn. orthogo-
naliteitseigenschap van eigenfuncties, die voor de cosinusfunctie luidt:

f ‘n E) at 1 voor m=n 2.2.12)
cos |*5 &|.cos dE= 2
-1 ! 2 ( 0 voor m#Fn.

23
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Dit is voor deze functie makkelijk in te zien, is echter af te leiden voor alle
eigenfuncties.
Onze oplossing voor § met 7 = 0 en de beginvoorwaarde geeft:

n
q,cos (%n’z) =1, (2.2.13)

n=0
In de Fourier-analyse vermenigvuldigen we beide termen met
+1

_f, cos [2m2+ le)dE,

dit geeft samen met de orthogonaliteitseigenschap:

1 X +1
a, J cosz{rzm—;-lﬂg}'d’g = [ cos 2m2+ lwé}dg (2.2.14)
1 \ 21 /

_ (™4
9m = 2m+ D

Uiteindelijk is dus:

_(:l.rl+1)2 e T

e 4 .Cos (2n T l.ﬂ’g’). (2.2.15)

6 = .

"5 D4
n=0 (2n + )7
Voor lange tijden, reeds voor T > 0,5, is alleen de term met n = 0 belangrijk
en vinden we:

8= %.e_—‘r.cos ok (2.2.16)

T = %‘Tue 412 oop g_i (2.2.17)
waarin de dimensieloze groep at/L* = F het Fouriergetal is.

Voor grote waarden van dit Fouriergetal is de oplossing dus te schrijven met de
laagste eigenwaarde. Dit geldt algemeen en het vinden van deze waarde is van
groot belang. Een nauwkeurige methode om voor onbekende eigenfuncties de-
ze waarde te benaderen, is gegeven door Ritz-Galerkin, zie de literatuur [D.10].

Kwantitatief voorbeeld

We berekenen enige waarden in het bovenstaande probleem voor het
geval van een 0,05 m dikke wand, waarbij we onderscheid maken tussen
een wand van beton en één van gipsplaat. Fysische gegevens zijn:

Beton: A = 0,40 W/mK Gipsplaat: A = 0,05 W/mK
pc=1,0-10° J/m*K pc = 0,125-10° J/m*K
a =4-10"" m?/s a =4+10"7 m?%/s.

Deze materialen blijken nagenoeg dezelfde a-waarden te hebben, het-
geen betekent dat voor de snelheid van vereffenen van het temperatuur-




2. Analytische methoden 25

verschil er geen verschillen tussen deze materialen zijn voor dit probleem.
Voor het geval dat de temperatuur in het midden van de wand (x =0)
5% van de eindtemperatuur afligt t.0.v. de gehele temperatuursprong, is:

m.4.107¢

e | =112 o 1073¢]:
(0,05)* ] ,27exp [-1,58.107%t];

T=005=21exp [
T
dit geeft t = 2047 s = 34 min.
Dat voor dit geval de volgende eigenwaarde al geheel verwaarloosd kan
worden is te zien uit deze eigenwaarde die als term in (2.2.15) geeft:
4 9t at
ﬁexp [—4—].‘2— 5

T.o.v. de eerste term geeft dit een factor f
9 2 2\at
(= el |-9F + 2]

Voor t = 300 s (5 min) is f reeds 0,008 en te verwaarlozen,
Weliswaar is de snelheid van vereffening in beide gevallen gelijk, de af-
gestane hoeveelheid warmte is sterk verschillend. Immers:

" dT
¢w s dx x=L
geeft dat de warmtestromen direct evenredig zijn met A en dit geeft
voor de betonwand een 8 x zo grote warmte-opname in dezelfde tijd.
Indien de warmtetoevoer naar de wand door uitwendige convectie limi-
terend is zal dit niet zo zijn, maar moet ook een oplossing met een an-
dere randvoorwaarde worden gebruikt. Probeer dit zelf, gebruik makend
van het hieronder besproken voorbeeldprobleem.

Als ander voorbeeld beschouwen we: de niet-stationaire afkoeling van een
wand met voor t > 0 een convectieve warmte-overdracht aan één buitenzijde
en de andere zijde volledig geisoleerd. De differentiaalvergelijking en rand- en
beginvoorwaarden voor dit probleem zijn:

oT _  °T
3t = 33,2 (2.2.18)
met t=0 T=T
® ar
t>0 x=d: -7\&;=G'(T— 0) (2.2.19)
x =0: ]\d—T =0.
dx

De voorwaarde bij x = 0 betekent symmetrie van het temperatuurveld om

x =0 en het probleem is dus identiek met het probleem voor x = +d en —-d
met eerste randvoorwaarde. We voeren in:

- T ic X
B—To en ¢ d’dan
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9%0
g—f=c—f—2§i (2.2.20)
t=0 0 =1

= 'Q.Q—_.E =—Ri
t>0 g=+1: = (h)ﬁ Bi.0. (2.2.21)

De dimensieloze groep (%c_l}‘ waarbij & op het externe en A op het interne me-

dium betrekking heeft noemt men wel het Biot-getal.
We passen scheiden van variabelen toe:

6 = F(t) G(%), (2.2.22)
. d2F _G'_ 2
dit geeft: SE- G- -\ (2.2.23)
2
F(t) = exp[-%t] (2.2.24)
G(t) = Asin (A{) + Bceos (AD). (2.2.25)

Aangezien @ symmetrisch in { =0 is (df/d¢ =0, { = 0) moet A = 0. De ge-
hele oplossing is de som van de eigenfuncties voor nader te bepalen eigenwaar-
den ?\k:

k= b
0= Z B,cos o\knexp[-de.t]. (2.2.26)

Uit de randvoorwaarde voor { =+1 volgt:

dd k== i 3 Akza i
e =-% B, A sin (A )exp [——t] =-Bi.0|,_
&Koy ko1 K k k FE l;— 1
Sl A
= —Blk%] B, cos (A, Jexp ['dkTat}' (2.2.27)

Deze sommen kunnen alleen voor elke t gelijk zijn als:
A, sin Otk) = Bicos (?\k)

of

tan (Rk) =;\31 :
K

(2.2.28)

Uit deze transcedente vergelijking voor )\k zijn voor een gegeven waarde
van Bi de eigenwaarden voor )\k te bepalen.

De waarde van Bk kan weer uit de beginvoorwaarde en de orthogonaliteitsei-
genschap worden bepaald:

t=0:0=1= X B,.cos (}\ki'}
k=1
(2.2.29)

+_|'t cos (?\kf)df =t_fi Bk,(:cns2 (xkg)dg.




2. Analytische methoden

De rechter integraal lost men op met 2cos® a = 1 + cos 2a; dit geeft uiteinde-
lijk:

_ _ A4sin (Ay) _ 2sin (A,)
B, 2N, +sin (2A)) Ay +sin (A )cos A’ (2.2.30)
Volledige oplossing is:
_ k= 4sin (A,) % 2 a
S WY ¢ W e (Dexp[-7] (2.2.31)
of
o K 2sin(dy) A X \2a
T= 1 ?1 A + SIII (h )COS (X-) [ d )CXp [-?t—l.
(2.2.32)

De eigenwaarden J\ kan men grafisch bepalen uit een grafiek van tg Ay en van

-Xk- De snijpunten van de curven geven de I\ -waarden, zie fig. 2.2.2. Tabel

2.2.1. geeft een aantal van deze waarden voor verschillende Biot-waarden.

1gh Ay | ll |
| |
|

)

| BifA

|
|

Fig. 2.2.2. Grafische oplossing van vergelijking (2.2.28): gy = Bi/n,.

|

|
|
|
[
|
I

1
|
L | 2n
|
[
|
|

Bi A A, X3 \g As

0 W] m 2m In an
0.001 0.0316 | 3.1419 | 6.2833| 9.4249 | 12.5665
0.002 0.0447 | 3.1422 | 6.2835| 9.4250 12.5665
0.006 0.0774 | 3.1435 | 6.2841 9.4254 12.5668

0.01 0.0998 | 3.1448 | 6.2848 | 9.4258 | 12.5672
0.02 0.1410 | 3.1479 | 6.2864 | 9.4269 | 12.5680
0.04 0.1987 | 3.1543 | 6.2895| 9.4290 | 12.5696
0.1 0.3111 | 3.1731 | 6.2991| 9.4354 | 12.5743
0.2 0.4328 | 3.2039 | 6.3148| 9.4459 | 12.5823
0.5 0.6533 | 3.2923 | 6.3616| 9.4775 | 12.6060
1.0 0.8603 | 3.4256 | 6.4373| 9.5293 | 12.6453
2.0 1.0769 | 3.6436 | 6.5783| 9.6296 | 12.7223
5.0 1.3138 | 4.0336 | 6.9096| 9.8928 | 12.9352
10.0 1.4289 | 4.3058 | 7.2281 | 10.2003 | 13.2142
20.0 1.4961 | 4.4915 | 7.4954 [ 10.5117 | 13.5420
50.0 1.5400 | 4.6202 | 7.7012 [ 10.7832 | 13.8666
100.0 1.5552 | 4.6658 | 7.7764 | 10.8871 | 13.998]
o w2 3nf2 5m/2 Tn/2 97/2

Tabel 2.2.1. Wortels van A tgA = Bi.

27



28 Fysische Transportverschijnselen Il

Kwantitatief voorbeeld

We beschouwen een stalen plaat van 900°C die wordt afgekoeld door aan
één zijde water van 40° C op de plaat te sproeien. Hiermede wordt een
warmte-overdracht van het staaloppervlak naar het water verkregen die
met een constante warmte-overdrachtscoéfficiént van 5000 W/m?K te
beschrijven is. De andere zijde van de plaat kan als volledig thermisch ge-
isoleerd worden opgevat.

Voor een plaat van 0,004 m dikte worden de temperaturen aan beide
oppervlakken van de plaat gevraagd 5 s nadat het sproeien begonnen is.
Voor staal kunnen we hier een constante A = 20 W/mK en

a=6.10"% m?/s veronderstellen.

We vinden in dit geval:

. _ 5.10%.0,004 _ _

Bi= e 1, A, =0,860.

We nemen alleen de eerste eigenwaarde, dit geeft:
voor x = d:

T (x=d) = 40 + 860-0,73+exp[—0,28t]
voor t = 5s:
T =195°C
en
T (x=0) = 40 + 860-1,12-exp[—0,28t] = 277 °C.

Het is makkelijk na te gaan dat de tweede eigenwaarde reeds verwaar-
loosd kan worden.

2.3. Eigenfuncties en eigenwaarden

De differentiaalvergelijking van het hierboven behandelde voorbeeld
werd opgelost door een reeks van eigenfuncties, die in dit geval een Fourier-
reeks werd. Deze methode is een bijzonder geval van een algemener procédé,
dat wordt gekarakteriseerd door het type differentiaalvergelijking en door een
bepaald type randcondities. Daar we in het volgende nog enkele malen met
vergelijkingen van deze aard te maken zullen krijgen, is het gewenst hier een
en ander wat algemener te resumeren. Voor een volledige behandeling wordt
verwezen naar de wiskundecolleges.

Men doet er goed aan steeds de algemene beweringen uit deze paragraaf te
toetsen aan het concrete voorbeeld van de vorige paragraaf.
De zgn. vergelijking van Sturm-Liouville ziet er in de algemene vorm als volgt
uit:

)+ @a+ny =0, (2.3.1)
waarin p, q en 1 functies van x kunnen zijn (in het beschouwde interval con-
tinu) en 32 een onbepaalde constante. De randcondities luiden:
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- dy _
X=X * ax - &Y
(2.3.2)
- dy _
X=Rg Tgn Ba¥

Hierin kunnen a, ena, iedere willekeurige reéle waarde hebben, nul en on-
eindig niet uitgesloten.

Deze gewone differentiaalvergelijking met randconditie kan in principe opge-
lost worden; desnoods door numeriek te itereren. Daarbij blijkt dat het niet
mogelijk is voor elke waarde van 8% een oplossing te vinden die aan de rand-
condities voldoet. Dit blijkt alleen te kunnen voor een (oneindig groot) aantal
zeer bepaalde waarden van 2, die we de eigenwaarden van het probleem noe-
men. Deze discrete eigenwaarden vormen in de meest voorkomende gevallen
een oneindig voortlopende aftelbare reeks; bij iedere eigenwaarde behoort van-
zelfsprekend een eigenfunctie die aan (2.3.1) voldoet.

Hebben we nu twee willekeurige eigenfuncties y,eny. uit deze verzameling,
dan kunnen we bewijzen:

X

xf qymynd)c:() voor m ¥ n,
1

(2.3.3)
#0 voor m=n

Een stelsel van bij elkaar behorende eigenfuncties, die aan deze relatie vol-
doen, noemt men orthogonaal.

Deze eigenschap stelt ons in staat een willekeurige gegeven functie die continu
is in het interval X, — X,, voor te stellen door een reeks van dergelijke onder-
ling orthogonale eigenfuncties:

43

f(x) =

n

Ay . (2.3.4)

n*n

0

Dit kan doordat (2.3.4) na vermenigvuldigen met qy,, dx en integreren over

het interval X, — X, overgaat in

)(2 Xz
ay, foodx = A_ [ qy 2dx. (2.3.5)
X

X 1

De overige termen van de reeks leveren immers volgens (2.3.3) bij deze be-
werking nul op. Uit (2.3.5) kan de coéfficiént A voor elke term van de reeks
worden berekend.

Van deze eigenschap van een orthogonaal functiesysteem kunnen we gebruik
maken om uit de reeks van eigenfuncties (oplossingen van de differentiaal-
vergelijking) door samenstelling een oplossing te construeren die aan een be-
paalde ‘begin’-functie f(x) voldoet. Nodig is daarvoor nog het berekenen van
de twee integralen in (2.3.5). Men kan dit in enkele gevallen ‘elementair’
doen. In de meeste andere gevallen is numerieke berekening (b.v.door grafische
integratie of met de regel van Simpson) de aangewezen weg.

In dit college krijgen we achtereenvolgens te maken met de volgende differen-
tiaalvergelijkingen van het type Sturm-Liouville:
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"y » d (dy 2, —

y +8% 0 of dxdx) +8%y =0,

myloryp2y = d(.dy)\ m,, =

y o gy tfy=0 of dx(xdx)+ﬁ xy =0, (2.3.6)

2o, m d{ 2dy\ 2.2, _
b0 ot S{e8)asiy-a

Met als eigenfuncties resp. cos fx, de Besselfunctie van de orde nul: Jo(ﬁ X)
en sin (Bx)/Bx.

Als voorbeeld van de eigenfuncties sin (fx)/(fx) beschouwen we een
geval met bolsymmetrie.
De niet-stationaire afkoeling van een bol met een beginverdeling van de tem-
peratuur in de bol.
Een bol met straal R heeft op t =0 een temperatuurverdeling

(2
T=TI[1 - (-;{] ] en voor t > 0 wordt het oppervlak op T = 0 gehouden.

Differentiaalvergelijking en randvoorwaarden zijn:

oT _ 1 9, dT
at _°p 5T 5 (2:3.7)
met 5
T
t=0 T=TR(1—R—]
t>0 r=R T=0 (2.3.8)

r=0 T = eindig.

Voer in de dimensieloze variabelen

2. w =k padd
8 = TR, Y R, T _Rz (239)
De differentiaalvergelijking wordt dan
0 _ 1 9/ 2090
or yzay(y By) (310)

7=0 0= —y?
1 en7>08=0 (2.3.11)

b
]

y=0 en 7> 0 0 = eindig

Oplossen m.b.v. scheiden van variabelen:

6 = F(71).G(y) (2.3.12)
1dF _ 1d°G _ 12dG _ 2

Far G 0y Gydy — -A*, voor F volgt

F = exp[-A%7], voor G volgt (2.3.13)
d*G  2dG . vae

ay? +ydy + MG =0. (2.3.14)

De algemene oplossing van deze laatste vergelijking is
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G=Bsinay + %cos Ay. (2.3.15)

\.Q

G moet eindig zijn voor y =0 > C = 0. Dus

8= %sin Ay.exp (A7), (2.3.16)

Als y =1 dan @ = 0 voor alle 7

sinA=0+A=nm met n=123,...

dus
B

n

0= 7sin (nmy)exp [-nnw?1]. (2.3.17)

=
I 48

De B ’s volgen uit de beginvoorwaarde en de orthogonaliteitseigenschap:

=0, 0 =0 -y?

[N o F]

B, sin (nmy). (2.3.18)

l—y2=% |

Vermenigvuldigen met ysin (mmy) en integreren naar y(0,1) levert voor B,

n " (m )3( H™, (2.3.19)
zodat
b= ? (_T‘( Hry ySin (nmy)exp [-nn’r] (2.3.20)
of
TIR nE. ((m):;’l Foin (T exp [%E] (2.3.21)

2.4. Besselfuncties

Een belangrijke groep eigenfuncties zijn de zogenaamde Besselfuncties, die
optreden bij problemen met cilindersymmetrie.
Beschouwen we weer de diffusievergelijking met nu als voorbeeld het uitdro-
gen van een oneindig lange poreuze, niet-hygroscopische cilinder, die aan de
buitenkant met lucht omstroomd wordt, zo dat daar steeds c = 0.
De diffusievergelijking in cilindercodrdinaten luidt:

dc

_ 2%c 1 0¢
a__[)[_ Loc (2.4.1)

or ' ror

met als rand- en beginvoorwaarden

%y

0 (2.4.2)

t=0 0<r<R ¢
t>0 r=R
t>0 r=0 ==
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Ook hier maken we de vergelijking en randvoorwaarden weer dimensieloos en
passen scheiden van variabelen toe.

£ = X().F(r) (2.4.3)
Co
met £ = IL{ en T= g—: (2.4.4)
!
We krijgen % +R =0 (2.4.5)
en X" + éx’ +BX=0 (2.4.6)
met £=1,X=0 en
£=0,X =0 (2.4.7)
en 717=0, c,’co =1.
Dit geeft F = exp (-f2Dt/R?) (2.4.8)

terwijl (2.4.6) als oplossing voor X de zgn. Besselfuncties van de nulde orde
heeft.
De algemene vorm van de differentiaalvergelijking van Bessel is:

" k?
S+ %y. § {] B F}y =0. (2.4.9)

Substitutie van de variabele

X
== (2.4.10)
£
in deze vergelijking geeft:
d’y 1dy (e _ K
d,g.z gd‘§+(ﬁ ]y (2.4.11)

hetgeen voor k = 0 gelijk is aan vgl. (2.4.6).
Voor k niet geheel heeft (2.4.9) als algemene oplossing:

y = A.Jk(x} + B.J_k(x) (2.4.12)
en voor k geheel of 0 heeft men
y= A.Jk(x) + B.Y, (x). (2.4.13)

Hierin zijn Jk(x) en J_k(x) de Besselfunctie van de eerste soort en orde k (-Kk);
terwijl Yk(x) de Neumannfunctie is (deze functie wordt ook wel met Nk{x)
aangegeven). Deze functies kunnen door reeksontwikkeling uit de differen-
tiaalvergelijking worden afgeleid. Zo vindt men voor Jk(x):

p== (-1)P(§ )%

§0 p!(k +p}!

J (x) = (2.4.14)

Zij zijn getabelleerd te vinden in handboeken, o.a. Handbook of Chemistry
and Physics [F3], Jahnke en Emde [F2] en Abramowitz [F1]. Figuur 2.4.1
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geeft het gedrag van Jn{x) en Jl(x), het zijn oscillerende functies, echter in
afwijking van de harmonische functies met afnemende amplitude en niet he-
lemaal constante afstand tussen de nulpunten (hoewel deze afstand zeer snel
tot m nadert!). Enige eigenschappen van Besselfuncties zijn in tabel 2.4.1 ge-
geven. De eerste vier nulpunten voor Jo(x) zijn daar tevens te vinden. De Neu-
manfunctie Yk(x) wordt hier niet verder besproken. Voor x = 0 wordt deze
functie —oo en daarom van geen praktische waarde voor fysische problemen

in een gebied met x = 0. Verder zij verwezen naar de bibliografie [D6 en D7].

1.0
09
08} Jo
0.7F
06
05k
0.4f
0.3F
o2t /4
01}

o L
-0,1F
=02}
~0,3F
-04}

Fig. 2.4.1. Besselfuncties Jo(x} en Jl{x].

In ons voorbeeld is k = 0, dit geeft J (%) en Y (B%) als oplossingen. Echter
is YO voor Bf =0 oneindig, dus moet B = 0.

We krijgen

X = 1,(68)

als oplossing. Nu moet volgens de randvoorwaarden X =0 voor f3& = f3. Dit
betekent dat alleen als eigenwaarden, de waarden ﬁ“ die de nulpunten van de
functie J (B ) geven, in aanmerking komen.
De oplossing van het probleem wordt:

o

c =n§‘; A exp|-f; Rz]Jo('ﬂn I%]

2 Dt

n

(2.4.15)

(2.4.16)

Tenslotte dienen de coéfficiénten A“ gevonden te worden. Dit kan weer door
gebruikmaking van de orthogonaliteitseigenschap. Voor de Besselfuncties is
deze te vinden in tabel 2.4.1; toegepast op de beginvoorwaarde t =0 geeft

dit

A

1 1
_gS%wggfzﬂiﬂa)

2

" if.s.rg-(ﬁng)dz 11 %8,)

“BJ,B,)

(2.4.17)
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Recurrentiebetrekking: Ty (x) = — k(") =T _(x)

Gedrag voor x > 0: 1,(0) = 1
1, (0) =0 (k >0)
1 (0) = 1=
Yi(0) = -=

Differentiatie:
x—x]k(i\x) = k.lk(?\x) - J\x]kﬂ(?\x)
= AxJyp j(Ax) — KI(Ax)

1,(Ax) = -AJ; (Ax)
i] =1
dx k(x) = Z(Ik—l(x) == Jk+|(x))
xa%‘(k(hx) = kY (Ax) — AXYp . (Ax)

= AxYp_; (A%) — kYj(Ax)

Integratie:
I ks (wdx = xK1, 000

I axky, axdx = xKy ()

o

J 1 ()T (Bx)x dx =Pi—ﬁ, [ (BxX)T g (M%) — BY(AX)] gy (BX) ]

xJ2(Ax)dx = 1x2[1.2(Ax) — Jp_;(Ax) 4 (Ax)] (orthogonaliteit)
K %"y k—1 k+1

St—x o

AxJp 1 (Ax) = 2kI(Ax) — Axdy 1 (Ax)
I (Ax) = (DX (Ax) K geheel!

Y_ (%) = (-1DKY (Ax) K geheel!

Enkele nulpunten van J,(f):

B, = 2,405
B, = 5.52
B, = 8,65
By = 11,79

Tabel 2.4.1. Eigenschappen van Besselfuncties.

Kwantitatief Voorbeeld
We bekijken het thermische probleem van een cilindrische kolom met
een diameter van 0,05 m, die oorspronkelijk op een temperatuur Ta is
en plotseling aan de wand op een temperatuur T =0 wordt gebracht.
Dit maakt het probleem vergelijkbaar met het eerder behandelde vlakke-
wandprobleem. En we bepalen weer de tijd waarop de temperatuur in
het centrum tot 0,05 is vereffend. Voor lange tijden hanteren we weer
alleen de eerste eigenwaarde, met n = 0, dit geeft:

- 2 1
T"Togu_Jl(ﬁ }exP[ﬁn R’A’-} f ﬁJ

waarbij §, het eerste nulpunt van Jo(ﬁ) is, deze heeft de waarde
ﬁo = 2,405. Voor deze ’30 is J](ﬁo) = 0,519, dit geeft voor r=0:
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2 . -
0,05 = 3.405.0519°%P [-3,70.1073t] = 1,60exp [-3,70.1073t].

Dit geeft t = 937s, hetgeen circa tweemaal sneller is dan voor een vlak-
ke wand van 0.05 m dikte. De warmtestroomdichtheid wordt gevonden

uit —7\';—'::, dit vereist differentiatie van Besselfuncties, zoals gegeven in
tabel 2.4.1.

2.5. Laplace-transformaties

Een ander middel (naast de methode van scheiden van variabelen) om
lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen in gewone differentiaalvergelijkingen
om te zetten, is de techniek van de Laplace-transformaties (LT). Dit is een
veel gebruikte, enigszins formele techniek om differentiaaloperaties te trans-
formeren tot algebraische operaties. Het is niet de bedoeling in dit boek
diep op deze transformatietechniek in te gaan, hiervoor wordt verwezen naar
de wiskundecolleges. Toegelicht zal hier worden het hanteren van de techniek,
hetgeen betrekkelijk eenvoudig is en tot oplossingen leidt van veel voorkomen-
de problemen.

De idee van de Laplace-transformatie is dat aan een functie T(x,t) door inte-
graal-transformatie een functie f{x,p) wordt toegevoegd op de volgende wijze:

T(x,p) = | e P'T(x,t)dt. (2.5.1)
0

Als aanschouwelijke voorbeelden om de Laplace-transformatietechniek duide-
lijk te maken nemen we enkele eenvoudige voorbeelden:

1. T(t) = ¢, dan:
o o =ptje
= -pt_ dt = c.e = E
T(p) _(I; e e o, 7P
2. ) =
_ = —(p—a)t = 1
T(p) = [ ePleMqdt = & =
() { ¢ «p-a)l, p-a
3. T(t) = sin (wt)
= T pte Tl -1, -pt w
T(p) = [ e P t)dt = [ sin (wt).—-de Pt = .
(p) {;L sin (wt) JJSI (wt).5 Tt

Voor de diffusievergelijking heeft de Laplace-transformatie de volgende be-
langrijke eigenschap:

? e Pt ?j_{dt = Te P! T4 ? pe P'Tdt = (2.5.2)
0 0 0

= -T(x,0) + pT(x,p).

Hiermee is duidelijk dat differentiatie tot een algebraische operatie (verme-
nigvuldigen met p) wordt teruggebracht. Voor de diffusievergelijking betekent
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dit, zoals hieronder in voorbeelden besproken, dat de parti€le differentiaalver-
gelijking overgaat in een gewone differentiaalvergelijking. Deze is meestal een-
voudiger op te lossen. Wel moet men er rekening mee houden dat ook de rand-
en beginvoorwaarden getransformeerd worden voor het oplossen van de ge-
wone differentiaalvergelijking.

Van de functie f(x,p) is niet een voor de hand liggende fysische inter-
pretatie te geven. De algebraische operaties met f(x,p) zijn eenvoudiger uit
te voeren dan de differentiaaloperaties met T(x,t), maar de moeilijkheid wordt
verschoven zodra T(x,p) moet worden teruggetransformeerd naar het x,t-vlak.
We zullen hier volstaan met het geven van een lijst van veel voorkomende pa-
ren T(x,p) en T(x,t) (zie tabel 2.5.2 aan het eind van dit hoofdstuk); zie ook
tabel in Handbook of Chemistry and Physics, Mathematical Tables. Over de
techniek van het terugtransformeren zullen we hier niet spreken (zie hiervoor
wiskundecolleges).
Enige belangrijke algemene eigenschappen van de Laplace-transformatie zijn
in tabel 2.5.1 gegeven. De meeste zijn direct uit de definitieformule (2.5.1)
door invullen af te leiden.

Als f(t) gegeven is door:
L Fy(t) + Fy(1) dan: f(p) = F,(p) + F,(p)
2. c.F, (1) dan: %;(_1-)} = c.EI(p}
3. F() dan: $F = LF(p.x)
4. e"alE(y) dan: F(P] = E(p + a)
5. F(t — b) dan: f(p) = ePPF(p) (b >0)
6.  F(at) dan: f(p) = ;F(Ep)
t = =
7. [ F(r)dr dan: f(p) = éF(p]
0
t = = =
8. J F(r)G(t — 7)dr dan: f(p) = F(p).G(p)
0

Tabel 2.5.1. Eigenschappen Laplace-transformatie.

Aan de hand van de hierna te bespreken voorbeelden zal worden aangetoond
dat Laplace-transformatie voor de diffusievergelijking als voordelen heeft:

le Er zijn eenvoudige benaderingen voor korte tijden mee te vinden, door
reeksontwikkeling naar grote p-waarden. Scheiden van variabelen geeft
juist praktische oplossingen voor grote t-waarden.

2e  Fr zijn vaak eenvoudige partiéle gegevens, bijvoorbeeld over de warmte-
stroom aan een wand, mee te verkrijgen.

Het nadeel van de LT-methode is dat deze weinig tot het fysisch inzicht bij-
draagt.

Een boek dat de oplossingen van de diffusievergelijking volledig met behulp
van Laplace-transformaties afleidt is het werk van Tautz, zie bibliografie [A.4],
Appendix L.
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Als voorbeeld beschouwen we: de niet-stationaire warmte-indringing in een
half-oneindig medium dat aanvankelijk op temperatuur nul is en waarvan de
wand op t 2 0 op temperatuur Tl wordt gehouden.

In plaats van de differentiaalvergelijking voor dit probleem:

aT  9°T
Frile aé'x-?, (2.5:3)
verkrijgen we door Laplace-transformatie:
- a*T
-T(x,0) + pT(x,p) =a~—5 (2.5.4)

dx*’
waarvan de oplossing is
T - T(x,0) (_ /P [ [P
T(x,p) = p—+Acxp]l—\/z;x)+Bexp[\+\/;x]. (2.5.5)
De waarden voor A en B volgen uit de getransformeerde randvoorwaarden:

, Top=1

X =00 t=0, T(ot)=0 f(co,p) =0

x=0, t>0, TOO) =T

T
Dus: A = Fl en B =0, verderis T(x,0) =0.
Verder geeft de beginvoorwaarde T(x,0) = 0 dat ook 1%9}= 0.
Dit geeft:
— T
T(x,p) = Elexp (-\[pr). (2.5.6)

Het terugtransformeren is te vinden uit onze tabel en levert op:

T(x,) = T, erfcz—\;f—a—t =T \/2 fx e dz. (2.5.7)
Voor het beantwoorden van een aantal vragen hoeft men echter niet over de-
ze tabel te beschikken, bijvoorbeeld niet indien men slechts vraagt naar de
warmtestroomdichtheid, lI’\:(t), die in het vlak x = 0 passeert:

" oz l:i;r
II)W (t) = _hdx (2.5.8)

X=0
De getransformeerde warmtestroomdichtheid ‘l_)“i'(p) is namelijk direct op te
schrijven:

& " = — = l
d>w(p)—~?\dxm:0 L%y (2.5.9)

Deze functie is eenvoudig terug te transformeren omdat men zelf kan nagaan
dat
= e—Pl 1

{;ﬁdtz\fa (2.5.10)
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en dus — hiermee — dat
Apc .

" -
@w t)=T -

(2.5.11)
Als tweede voorbeeld beschouwen we de niet-stationaire opwarming van

een plaat (-L/2 < x < L/2), die oorspronkelijk op temperatuur nul is en van

t =0 af aan de wanden een temperatuur T1 krijgt opgedrukt.

Wederom vinden we met LT vgl. (2.5.5), nu met de randvoorwaarden

s L
x=0 dx_o
=k 75
p

Hieruit volgen de waarden van A en B uit vgl. (2.5.5):

A=B=Ipl exp( )+exp[\/ﬁl‘) (2.5.12)
Dus*:
exp( \/_ ) +exp( 3 )
T(x.p) = =
s [V HolVEY

= Dfexe {-VE [+ x]} +exo {-vE(5 - x))]
11— exp (-/PL) +exp(-\Pa1) .. 1. @5.3)

Terugtransformatie (net als in het eerste voorbeeld) levert dan:

I = erfc L2z erfc ks * x + erfc ik S
¥ v/ a 24/ at 24/ at Y

L/2 — x erc3L"‘2_x+erfc SL/2 —x

+ erf — erf
o T at 2/at 2/ at

(2.5.14)

De reeksontwikkeling voor dit probleem is net zo nuttig als de reeksontwik-
keling die we voor hetzelfde probleem in § 2.2 over eigenwaardeproblemen
vonden. De aldaar gevonden oplossing is goed bruikbaar indien at/1? groot is;
de hier door vgl. (2.5.14) voorgestelde reeksontwikkeling voldoet juist goed
indien :slt,(.'L:2 klein is. Beide vullen elkaar uitstekend aan. Tenslotte is uit (2.5.14)
door differentiatie naar x bij x = L/2 ook de warmtestroomdichtheid door

de wand te berekenen. Dit geeft:

q’\,:.'= [Apc, {1 . - l)“exp( a]f”"]"l_ (2.5.15)

n=1

*) Er wordt gebruik gemaakt van de volgende regel: T_+I"¥ =] i — X 1
met |x| < 1.

Lo ——ppen - - — e - ———— e ————
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Kwantitatief voorbeeld

We beschouwen hetzelfde geval als het voorbeeld op blz. 24; een 0,05 m
dikke wand van beton resp. gipsplaat. Nu echter voor korte tijden

(< 10 min).

Voor de temperatuur in het midden geldt met medenemen van de eer-
ste term alleen (twee maal!) dat

L

4/at’
Met T =1K,L=0,05m en a=4.10" m?/s geeft dit:

lQ,?ﬁj
Vit

Voor t=240s: T = 2erfc 1,28 = 0,142 (zie tabel 2.6).

T= Tl .2erfc

T= 2.erfc(

3L . 2
De tweede term bevat erfc 4_\/:t en is < 107%. Voor de warmtestroom
a

op dat moment wordt gevonden voor een betonwand:

7 = 0,40.10“!’ iy ]
Py "/ mt L) —2“""(4.4.1&??) ;

Voor t=10s en L= 0,05 m:

6
o~ /221 g3 wyme,
w m.t

Dit is een aanzienlijke warmtestroom bij een temperatuurstap van 1 K
aan de buitenwand, dit kan bijvoorbeeld met luchtkoeling niet worden
opgebracht en voor korte tijden zal dan zeker met een andere randvoor-
waarde moeten worden gerekend. Met waterkoeling is een dergelijke
stapfunctie beter te realiseren.

Als laatste voorbeeld beschouwen we hier: de niet-stationaire opwarming van
een half-oneindig medium indien vanaf t > 0 een constante warmtestroom
@, aan de wand wordt toegevoerd.

De differentiaalvergelijking en rand- en beginvoorwaarden zijn:

aT 9T
aT _ 0" 1 *
ot aax2 )
AL =9, x=0, t>0
x w
T=0,alle x, t <0 envoor x=09,t=0.
T = [ ePTdt. (®)
1]

Met (®) wordt (*):

39



40 Fysische Transportverschijnselen Ii

-7\(Lr=cp—“’,x=0 en
X p

T:O, X = o0
= e
T=Ae 2

= " a
_)\(d_T) =+)A B:‘b_w_".A__\_/__._._
x=0 L

ApVp

?\p\/— p

Met behulp van de tabel van Laplace-transformaties (tabel 2.5.2) volgt dan:

2
e X

T= %(2 ﬂe xcrfcz\/-;t
¢)FIJ_

Dus: T(x=0) =—F= ¥—.

\/1_: A

Voor de warmtestroom geldt:

dT dT

n_ 54l .. y _n=‘_
¢ = Rdx,hlermt volgt P hdx'

\/ﬁ
Invullen van de uitdrukking voor T levert @' ="w

(1 e " X
Dus & -—Q’w erfcw;‘

Kwantitatief voorbeeld

We beschouwen een zogenaamde draaiende cilindrische anode van een

rontgenbuis met een vermogen van 20 kW. Door focusseren valt hierop
een elektronenbundel, de focus is lijnvormig, lengte 10 mm en breedte

1 mm (zie figuur 2.5.1). De dikte van de anode is 2 mm. De energie die
op de focus invalt wordt voor praktisch 100% aan het anode-oppervlak
in warmte omgezet (het rendement gerekend naar energie in Roéntgenstra-
ling is zeer laag). Men kan gebruik maken van een koperen, wolfraam of

een molybdeen anode. De vraag is hoe groot de piektemperatuur van

het oppervlak wordt, indien we aannemen dat de basistemperatuur van
de anode 25° C is en dit bij een volgende passage van de focus door koe-
ling van de anode weer op 25° C is teruggebracht. De diameter van de

anode is 0,3 m en het toerental (n) 1500 rpm.

|:|———focus 10 =1 mm (niet op schaal)

02m
bovenaanzicht zijaanzicht

Fig. 2.5.1. Draaiende rontgenanode met focus.
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T(x.p) = J e Plr(x,t)dt
0

1
2. o BN >-1)
1

3. pta
4. £
p? + w2
s _,_L_
P2 +
n!
6 pn+l
7. —-a
p(p + a)
2
8 \/;p
-3
9.  Ay/mp?
10. e ax
X
n, £
q
X
2. &2
P
X
13 &4
Pq
e~ax
14. q+h
-qx
15. .
q(q +h)
16. éln P

q= -;1; aen x zijn steeds reéel en positief; aan « en h zijn geen restricties verbonden.
T(x,p) T(X,t)
1
1‘ g
B 1

sin wt
cos wt

t", (n geheel = 0)

1 — emat

X
erfc
2v/at
T
2 X
2 (a_tJ e~X4at _ oy erfe
w 2;;&
ik
2

a -x2%/4at hx+ath? {_ X
= .e — h.a.e .erfc +— + hy/at }
("‘) 2v/at Vat

hx+ath? { X }
a.e .erfc + hy/at
2\/; \/_

=In (Ct), met InC =+ = 0,5772

Tabel 2.5.2. Enige veel voorkomende paren T(x,p) en T(x,t) in Laplace-transformaties.
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Stofconstanten zijn:

A a
KOPER 335 W/mK 7.1075 m¥s
MOLYBDEEN 103 WmK  2,9.1075 m%s
WOLFRAAM 112 WmK  3,8.1075 m%/s

We gebruiken de oplossing voor een half-oneindig medium, zoals hierbo-
ven besproken. De maximum temperatuur zal aan het oppervlak (x = 0)
optreden, hier:

-

q) "
= o o (at
TO.0) = Ty + -2 2 (a8
De warmteflux is op een lijn (// rotatie-as) in het focus aanwezig gedu-
rende t = 71 sec met:

T = _A,_
n.aD’

met A breedte van de focus en D diameter van de anode.
Voor GJ(;' hebben we:

i 30167 5 3
CDD = 10.—3'10_2—2.10 me .

Invullen geeft dan voor

_ o

KOPER Tmax = 392° C
= (]

MOLYBDEEN T, .. = 794°C

= o
WOLFRAAM T, =834°C.

2.6. Error- en gammafuncties

2.6.1. Error-functie

De error-functie (fouten-integraal of foutenfunctie) wordt gegeven door:

erf (x) = %Z exp (-q%)dq. (2.6.1)

Fig. 2.6.1 geeft deze functie, die de integraal is van de Gauss-verdeling die in

fig. 2.6.2 is gegeven.

Verder is de complementaire functie gegeven door:

erfc (x) = 721—7-} exp (-q*)dg. (2.6.2)
X

Eigenschappen zijn:
erf (0)=0
erf (0) =1
erf (x) = -erf (-x)

B
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erf (x) =1 — erfe (x)

derf x _ 2 2
q% —Wexp (=x%)

Reeksontwikkeling van erf (x) voor kleine x geeft:

wn

3
erf(x)=\%r{x—55+f—0—...], (2.6.3)
terwijl voor grote x:
1 1 1.3
erfe (x) = Wﬁ:xp {—-xz}.(% - 53 + e ) (2.6.4)

De errorfunctie is getabelleerd in de meeste handboeken te vinden, zie ook
tabel 2.6.1.

| 1o}
Y

08}
06t
0af

0.2

PV R Y (RN A WA S (M1 DRNL (N TR

R U I —
0 02 04 08 08 1.0 12 14 16 18 20

70 16 12 08 04 0 04 08 12 16 20

Fig. 2.6.2. Gauss-verdeling y = o exp(—x?/a?).
a\/;
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X erf (x) X erf (x) X erf (x)

0 0 1,00 0,84270 2,00 0,99532
0,10 0,11246 1,10 0,88021 2,10 0,99702
0,20 0,22270 1,20 0,91031 2,20 099814

0,30 0,32863 1,30 0,93401 2,40 0,99931
0,40 0,42839 1,40 0,95229 2,60 0,999764
0,50 0,52050 1,50 0,96611 2,80 0,999925
0,60 0,60386 1,60 0,97635 3,00 0,9999779
0,70 0,67780 1,70 0,98379 3,50 0,9999993
0,80 0,74210 1,80 0,98909
0,90 0,79691 1,90 0,99279

Tabel 2.6.1. Errorfunctie.

Behalve de errorfunctie komt ook de n-maal geintegreerde foutenfunctie
Yoor:

i"erfc x =} i"lerfc qdq, (2.6.5)

X

waarin i%erfc x = erfc x de “nul maal geintegreerde foutenfunctie” voor-
stelt.
Door eenmaal partieel integreren kunnen we bewijzen dat

—x2

1
51 o o
it erfc x ﬁe xerfc x. (2.6.6)

2.6.2. Gammafunctie
Een andere veel voorkomende functie is de Gammafunctie. Deze luidt:

Nx) = f e tt*71dt, (x> 0). (2.6.7)
0
Door partieel integreren leiden we hieruit af:
x[(x) = e7'* 5 £ e tt¥dt = N(x + 1). (2.6.8)
0

Herhaling van deze bewerking leert, dat I'(x) = (x — 1)(x — 2) ... is. De
Gammafunctie is dus op te vatten als een uitbreiding van de bekende facul-
teit. Als x geheel is, komen we uit op I(1) =1 en T(n+1)=n!
Substitutie van t =q> levert:

® 3
I(x) =3/ e q¥* 'dq. (2.6.9)
0
Voeren we hierin nog x = %, dan krijgen we met behulp van (2.6.8):

Z ¢9%dq = IN(4) = I'($). (2.6.10)
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Numerieke waarden voor de gammafuncties zijn te vinden in tabellenboeken.
Enige belangrijke waarden zijn:

ny)=12,679
ri})=vnr=1772
') =1354.

Ook kent men de zogenaamde incomplete gammafunctie:
2 =t x—1
I (x,p) = [ e 't* " dt. (2.6.11)
il 0

Meestal gebruikt men als symbool voor de in (2.6.11) gebruikte definitie van de
incomplete gammafunctie:

v(x,p) = I (x,p),

Tevens ziet men gebruikt:

Z 7 tyx—1
Fim:(x,p}-{' e X Thdt,

hetgeen geeft:

Y(x,p) = I'(x) — I}, (x,p).

2.7. Dimensie-analyse en samennemen van variabelen

Een beschrijving van een fysisch probleem moet onafhankelijk zijn van
onze toevallige keuze van eenheden. Dit leidt tot gebruik van dimensieloze
groepen, zie FT I, 1.5. De fysische grootheden die in een gegeven probleem
van belang zijn, vindt men uit de fysische formulering van het probleem of
door inspectie van de differentiaalvergelijkingen met randvoorwaarden. In het
laatste geval vindt men de groepen terug als coéfficiénten in de dimensieloos
gemaakte vergelijkingen. Ze geven een verhouding van twee fysische groothe-
den en kunnen helpen om van te voren te schatten welke grootheden de be-
langrijkste bijdrage leveren. Een tabel met de belangrijkste dimensieloze groe-
pen is toegevoegd (tabel 2.7.1). Voor geinteresseerden wordt verder verwezen
naar de literatuurlijst.

We kunnen hier als voorbeeld nemen het geval van stationair stoftransport
met stroming.

(v.V)c =DVZ%e. (2.7.1)

In het eenvoudige geval van stroming in de x-richting alleen en diffusie uit-
sluitend in de y-richting hebben we:
dc _ o
Vax = Dayz: (2.7.2)
Maken we deze vergelijking nu dimensieloos in de variabelen door in te voe-
ren:
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Getal van Symbool Groep Verhouding
of L.g.Ap opdrijvende kracht
v2.p traagheidskracht
Archimedes N Ar 3
Jf L g.Ap Rexopdrijvende kracht
ve.p visceuze kracht
Biot NB[-Bi “uLi u‘itwendfg convef:tief transport
ki inwendig geleidingstransport
; .t verstreken tijd
Fourier N, Fo & VEIStIoXen o
EO L? indringtijd
2 *
ve traagheidskracht
Froude NpR-Fr gL zwaartekracht
P g zwaartekracht
Galilei N oa,Ga Ko ————
GA ;i& Re visceuze kracht
al i idi
G a radiaal geleidingstransport
Kaoie Ngz:G2 ? axiaal convectief transport
Grashoff NgpGr | = gRat s ppAytieacht
v visceuze kracht
: diffusie
Lewis N; @, Le a warmtedilfusie
LE D stofdiffusie
v snelheid
M -— e ——
ach Npa-Ma c geluidsnelheid
al totale warmtetransport
It -
Nuse NnyNu A geleidingstransport
vL . vL convectief transport
Peclet N = of =< T TS T
oLk pEFe a ° diffusietransport
i Isdiffusie
1 p v impu
- NpR-Pr a warmtediffusie
. L3gpAT
Rayleigh NRA,Ra Gr.Pr
a.r
L traagheidskracht
Reynold R = e
SyRos NRE & v visceuze kracht
3 . gAp L gravitatiekracht
Richard R
ichardson NppRi p(Av)? traagheidskracht
. impulsdiffusie
hmidt Nges £ —_——
Schmi seSe D stofdiffusie
k.L totaal stoftransport
Sherwood Sh < _—
Nshr D diffusietransport
2 traagheidskracht
Web: W ev'L
mat NWE & o oppervlaktespanningkracht

Tabel 2.7.1. Overzicht van de belangrijkste dimensieloze groepen.
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! v
V B o
Yo
¢ = ?C' met Vg» Co N L als gekozen waarden voor een
G, karakteristieke snelheid, concentratie en lengte.
=X
£=1
= i
T=E
dan vinden we
v.L\ ,0c _9%¢
‘o) v =55 273
. v.L .
waarbij —]%— = Pécletgetal. (2.7.4)

De dimensieloze ¢’ zal nu bij gegeven (dimensieloze) randvoorwaarden en ge-
geven v’ alleen maar van de combinatie (vo L/D) afhangen voor elke £ en 1.
Als de mathematische beschrijving moeilijkheden oplevert, kan dimensie-ana-

lyse samen met experimentele resultaten tot goede empirische correlaties leiden.

Echter kan dimensie-analyse ook vruchten afwerpen voor het geval dat de dif-
ferentiaalvergelijkingen wel opstelbaar zijn. Dit kan er namelijk weer toe lei-
den dat parti€le differentiaalvergelijkingen tot gewone getransformeerd kunnen
worden, zoals we ook al in vorige hoofdstukken nastreefden. We kunnen na-
melijk door dimensie-analyse variabelen in groepen samennemen, waardoor
het totaal aantal variabelen afneemt. Een voorbeeld is hieronder te vinden.
Het samennemen van variabelen voor het oplossen van partiéle differentiaal-
vergelijkingen is ook los van dimensie-analyse een veel gebruikte methode bij
grenslaagproblemen. Men spreekt daarbij over gereduceerde variabelen, die tot
zogenaamde affiene oplossingen leiden. Bij het Lévéque-probleem zullen we
deze methode gebruiken (zie § 6.2.).

Een voorbeeld van samennemen van variabelen met behulp van dimensie-
analyse is het volgende.

We gaan hierbij de diffusievergelijking omzetten in een gewone differentiaal-
vergelijking. We nemen als voorbeeld de concentratieverdeling door diffusie
van een stof B in een homogeen, isotroop, niet-bewegend medium als op

t =0 in een punt (r = 0) een hoeveelheid stof QB wordt losgelaten. Aanne-
mende dat het medium oneindig uitgestrekt en de diffusiecoéfficiént D con-
stant is, wordt de uitbreiding van B beschreven door:

3¢y  dcy| 8
D( 8 %'aCTB) - %5 (2.7.5)

De beginvoorwaarde is

t=0 r#0 cg = 0. (2.7.6)

terwijl gedurende het hele diffusieproces moet gelden:

QB__-

o—4

chmrzdr‘ (2.7.7)
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Men kan nu bedenken, dat Cy van een beperkt aantal variabelen afhangt:
cg = f(r,t,QB,D). (2.7.8)

Omdat er vijf variabelen in het spel zijn, en het aantal gronddimensies hier
drie is, moet met twee dimensieloze grootheden de oplossing kunnen worden
beschreven. In principe kan daarom (2.7.5) in een gewone differentiaalverge-
lijking worden omgezet. We kiezen hier als de twee nieuwe dimensieloze vari-
abelen:

3
K 2
y=Eﬁéﬁ en x=£D'i:' (2.7.9)
B

d’y , ,dy ., ,dy _ _ dy
4—-+2dx+4 ——xd—x—zy,
of
d 49y dy =
xdx(4dx+y)+%{4dx+y) 0. (2.7.10)

Een oplossing voor (2.7.10) die tevens aan voorwaarde (2.7.6) voldoet (nl.
y =0 voor x = °°) is:

43_}!‘ +y=0, of y= ced, (2.7.11)

Voorwaarde (2.7.7) levert op:
= ——-gy 4mridr = ZTrQBCf e—é\/-x-dx
0 3 0
(Dt)
X
= 16mQ,C] e R/%d(%) = 81Q,C/T; (2.7.12)
0
zodat
-3
C=(4m) *.
De uiteindelijke oplossing voor de puntbron wordt dus:

1.4 W b
y=(4m *e* of ¢ = e “OF, (2.7.13)

2.8. Benaderende analytische methoden

2.8.1. Integraalmethoden
Tot nu toe zijn slechts lineaire gevallen van de diffusievergelijking bespro-
ken. De vergelijking kan echter niet lineair zijn als bijvoorbeeld de diffusieco-
efficiént een functie van de concentratie c is, terwijl ook gevallen met een
niet-lineaire randvoorwaarde (bijvoorbeeld straling q&‘: = ¢.T*) zich kunnen
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voordoen. Men kan de vergelijkingen dan uiteraard numeriek oplossen, maar
daarnaast zijn er ook analytische benaderingsmethoden, de zgn. integraalme-
thoden.
In principe benadert men de gezochte oplossing met bijvoorbeeld een poly-
noom, waarvan de coéfficiénten uit de randvoorwaarden en door integratie
van de differentiaalvergelijking bepaald kunnen worden. Deze methode is bij-
voorbeeld in de grenslaagbenadering van Von Karman reeds gebruikt.
Literatuur over deze methode is te vinden in ‘““Advances in Heat Transfer”,
1(1964), p. 51-122;T. R. Goodman: “Application of integral methods to
transient non-linear heat transfer”. Zie ook het boek van Eckert en Drake
(laatste uitgave!, zie bibliografie op p. I [C.4]).
Een eenvoudig voorbeeld vinden we bijvoorbeeld bij indringing in een half-
oneindig medium:

pc%§=%()\gg) (2.8.1)

met t=0 T=T =0
o7 (2.8.2)
t>0 ¢, = A | = F®) of G(T).

w

We nemen nu aan dat er slechts een eindige penetratiediepte 6(t) is. Voor

x>8is T= T, =0 en alleen voor x < § is er een afwijking van de begin-

toestand. Dit betekent gevens dat voor x=86: T=0 en %—E = 0. Vaak zal

men ook nog stellen gx—;r =0 voor x =4.

Alle warmte die in het medium in de tijd t is binnengedrongen, bevindt zich
tussen 0 < x < §. Dit betekent dat de integraal van T over x in dit interval
de ingedrongen warmte op tijdstip t geeft.

We vervangen nu de differentiaalvergelijking door een vergelijking in deze in-
tegraal.

aT

& _ o°T, [T aT
_,(';—.tdx—af a){,dx—a[ X

5 0X

0} (2.8.3)

oT
Met 5-;{—= 0 voor x = 8§ en toepassing van het theorema van Leibniz voor het

differenti€éren van een integraal:

d b b(® df(x,t) da db

d = [ 50 ax —f(at) S+ f(bt) = (2.8.3

at e f(x,t) dx a{t) 3t x — f(a )dt ( )dt ( a)
geeft dit:

d s 9T |®

a;j’chdx-—?\a "

hetgeen fysisch de warmtebalans over een klein tijdsinterval At geeft voor het
gebied 0 < x < 4.
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De laatste twee termen uit de formule van Leibniz zijn hier verdwenen omdat
in het hier besproken voorbeeld a(t) = 0 (en dus da/dt = 0) en door de
geschikte keuze van het temperatuurnulpunt (T = 0) ook f(b,t) = 0. In
sectie 4.3.6 wordt een toepassing van de integraalmethode gegeven waar wel
met deze termen rekening moet worden gehouden.

Als randvoorwaarde hebben we overigens nog:

voor x =0: g_r__,_ F(t) of _RG{T) (2.8.4)

We beschouwen hier alleen het geval dat F(t) gegeven is. Voor T voeren we
nu een polynoom in x in, bijvoorbeeld:

T=a,+ax+a, x2. (2.8.5)

Volgens randvoorwaarden:

8= ——)l{F(t).
2
a, + 318 + azﬁ =0
a, + 2326 =p0
P —— o ) o2
Uiteindelijk: T 2)\5(5 X)“. (2.8.6)
Hieruit volgt:
B 5%F
Tdx = 25, 2.8.7
! ) WA
En dit geeft voor (2.8.3): d(gt F). =2F, (2.8.9)

Dit is een gewone differentxaalvergelijking, waarbij F een gegeven tijdsfunctie
is en & de gezochte tijdsfunctie, met &(0) =0
Indien F = constant =q_, dan:

8% = 6at of
=4/ bat.
Dit geeft in (2.8.6) voor x =0

T(x=0) = %\/Gat = 1,22%«5, (2.8.11)

terwijl de exacte theorie geeft:

(2.8.10)

T(x=0)=2Tq == 113 \/_ (2.8.12)

Dit is op 8% juist t.o.v. de exacte oplossing.

In het bovenstaande is een tweedegraads polynoom gekozen. Men kan ook
een derdegraads polynoom nemen, dit zal echter een extra randvoorwaarde
voor het bepalen van een vierde coéfficiént vereisen. Meestal neemt men hier-
voor dat voor x =& ook de hogere afgeleiden van T(x) O zijn, zodat het
verloop naar x > 8§ zo geleidelijk mogelijk is. Doe het zelf voor bovenstaand
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voorbeeld, gevonden wordt dan een oplossing die slechts 2% afwijkt van de
exacte oplossing.

Ook gevallen met G(T) gegeven zijn hiermede op te lossen. Tenslotte is ook
de randvoorwaarde T(x = 0) = f(t) uit te voeren. Het voorbeeld f(t) = c.t
laat zich eenvoudig doorrekenen (doe zelf met derdegraads polynoom). Qok
is de methode goed bruikbaar voor gevallen met een variabele diffusiecoéffi-
ciént en voor gevallen met brontermen of fase-overgangen.

Een bezwaar van de methode is dat het moeilijk na te gaan is hoe goed de op-
lossing is. Het blijkt bijvoorbeeld dat soms een hogeregraads polynoom een
minder goede benadering geeft. Grotere nauwkeurigheid is met de zogenaam-
de momentmethode te bereiken. Hierbij voert men niet alleen de integraal 8
in, met

&
6 =/ Tdx,
0

maar ook de hogere ‘momenten’ van deze functie: Mn =§” x".T.dx.
n =0 geeft §, n =1 geeft eerste moment, n = 2 geeft tweede moment. Zie
hiervoor verder het artikel van Goodman.
Een belangrijke toepassing van de integraalmethode is voor het geval van de
diffusievergelijking met een niet-constante transportcoéfficiént. We beschouwen
hier het geval van:

Niet-stationair stoftransport in een halfoneindig medium met een diffu-
siecoéfficiént D afhankelijk van de concentratie ¢ van een stof. Oorspronkelijk
is er een stofconcentratie 0 en voor t > 0 is er aan de rand plotseling een

concentratie Co-

De differentiaalvergelijking luidt:

dc _ d (~0¢c

5% Ox Bx]’ (2.8.13)
en rand- en beginvoorwaarden

t=0 x>0 ¢=0

t>0 x=0 ¢=c, (2.8.14)

en verder: D = f(c).
Gebruik van de integraalmethode geeft:

= sy dc _
t>0 x=86 c¢c=0 en Bx_o

en stel ¢ = a, tax+a, x%; dit geeft met randvoorwaarden:

c=cn[l—§)2 voor 0 <x<§
c=0 voor x > 6.

Invullen in de differentiaalvergelijking en integreren naar x geeft:
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28 % & d(.dc
aid coll =5 ax =1 (DG ax G-813)
dé _ dc a
odt Bx‘s Bx\o 2:8.18)

8.d8 = 6f(c,).dt > 52 = 12f(cy)-t.
Dit geeft:

& =+/12f(cy)-t (2.8.17)

1 f(c,)
=_p.9¢| _ : 1 _ 0
b ﬂX‘ Heglddey 12f(c)t oV 3t
Indien f(cn) = Do + A.co dan:

D + Ac
'=°o"i 0 : 0. (2.8.19)

en

"

¢ m

(2.8.18)

"

¢mLc:()
= oW
. u " s D0 _ DO
enals A=0:¢' Y Co\/s‘t‘ o,saco\/_t_, (2.8.20)

terwijl penetratietheorie voor geval van constante D geeft:

Dy
oy = co\/ = 0,565¢,,/ =2 (2.8.21)
De oplossing die met een tweedegraads polynoom hierboven is gevonden
bevat alleen D(c ), de waarde van de diffusiecoéfficiént aan de wand. Men zou
graag een germddelde diffusiecoéfficiént’ in de oplossing hebben De methode

van de momenten kan hier helpen door ook het eerste moment f x.c.dx te
nemen. 0
Dit geeft voor de differentiaalvergelijking:

a—a{(z x.c.dx) :l; ai( dc ]dx—ngi

& _dc
{D&dx (2.8.22)
dus

5 0
%{f x.c.dx] =0 — [ Dde. (2.8.23)
0 cy
Voor het geval van een lineair verband van D met c geeft dit:
ai(f? x.cdx)= Dyc, + $Acy. (2.8.24)
to

We hebben één voorwaarde meer en moeten nu een derdegraads polynoom
gebruiken.
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ST R

C£0=1 als x=0>a+b=1>2=afl - 5" +(1 -2 -3

0
(2.8.25)
5 5
{x.c.dx =£ X.C,. a{ Ja—() dx +f x.cy(1 - a)( g]adx
= . 8 82
=cjayy + co(l - 3)20,
zodat: ¢, {l% +(1 - a)ZOJ 2’ =Dye, + J_;Ac
en dus:
1
52 = (3; f_ﬁo)t; (2.8.26)
30 ¥ 20
verder is:
" - a_g = c (3 —a)
¢m x=0 B _D'axl - (DO * ACD)H-_’
zodat
c + =
6 0. (g * Aoy ~a) (2.8.27)

x=0 /1 \/D +JAc,
+ —.—
30

De constante a kan gevonden worden door ook het nulde moment te nemen:

a8 _% d.0c dc
at c.dx—_ga[D{ﬁ)dx D&l (2.8.28)
5 6 =
gc.dx-coag(l— ())dx+c(l—a)f (1—35*'382 Badx
=005(1—2a+$).
g-;—;( —(D + Ac ) 0(3 — a)

ﬁastfﬁué):(po + Ac,)(3 — a)
Gra+ % Bt = (D, + Ac)(3 — a).

D, +3Ac,
a . 1
30t

Met (1) geeft dit (4a +}) = (D, + Acy)(3 — a)
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1 @3- a)[ a + 1—)
D, + 3Ac, _ 30 ¥ 20/_ 4(3 — a)(2a + 3)
of ‘=—— Sy = T 10(@a + 3) ' (2.8.29)
DO + Acn 543 + 3
D+ 3A
Stel -0——%—0‘3 = p, dan wordt a gevonden uit de volgende vierkantsverge-
D_+ Ac
(] (]
lijking:
8a? + (10p — 12)a + (30p — 36) = 0. (2.8.30)
zodat
= 122100 4 & /(lop — 12)7 — 3230p — 36).  (2:831)

Voor waarden van p tussen 1 en 0,5 respectievelijk behorend bij A =0 en
A = vinden we voor de massastroomdichtheid langs de wand als functie
van de tijd in de tabel 2.8.1 aangegeven waarden.

1 1 e 3_ 1 %
p o a ?ﬁ Pm(x=0) _\7—i_al '$$VD0 + Acy

30 " 20
a, 1
30 20

—=con [P0
a0 t
D, + Ac
0,555¢,\ 2 —2
t

1 1 1 iz

0,9 | 1,054 1,265 3,294

/Dy + Acy
0,8 | 1,118 | 1,500 | 3,162 0‘530‘:0\/,!7
o + ACO

0,7 | 1,195 | 1,717 | 3,054 0,502¢, -
Dy + Acy
0,6 | 1,291 | 1,921 | 2,961 0,470¢5y/ =——

0,5 1,414 2,116 2,880

Tabel 2.8.1. a- en ¢‘I;1-waarden.

2.8.2. Storingsrekening

Indien analytische oplossingen voor een vereenvoudigd probleem aanwe-
zig zijn, kan men benaderende oplossingen voor een meer gecompliceerd pro-
bleem dikwijls vinden met storingsrekening (perturbation method).

De eenvoudige oplossing noemt men dan de nulde-orde benadering en de vol-
gende benaderingen vindt men door het toepassen van een (kleine) storings-
parameter € (perturbation parameter). De afhankelijk variabele wordt ontwik-
keld in een reeks van toenemende machten van de storingsparameter €, die
voor een kleine € reeds snel voor lage machten tot de oplossing zal converge-
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ren. De reeks wordt in de differentiaalvergelijking ingevuld en termen met ge-
lijke machten van € worden aan elkaar gelijkgesteld. Op deze wijze wordt een
systeem van meestal eenvoudige differentiaalvergelijkingen verkregen. Deze me-
thode wordt uitvoerig besproken in de literatuur (zie D8 en D9, Appendix I).
We zullen het geval behandelen van de potentiaalvergelijking in twee dimensies.
We beschouwen daartoe de warmtegeleiding in een vierkante strip, met een
lineair temperatuurafthankelijke warmtegeleidingscoéfficiént *.

Als differentiaalvergelijking hebben we:

d (y8T), d [ydT) _

ax (\ox )+ 3}[7‘3—,,) = (2.8.32)
met

A= A,(1 +8T) (2.8.33)

en als randvoorwaarden nemen we (zie ook fig. 2.8.1):

voor x =0 en x =L (elke y)
T=0
voor y =0 (elke x) (2.8.34)
T= T, sin (Wfs voor y = L.
T
v=L
T-Tlsinli'?-‘-
¥
T=0 T=0
y=0 T=0
x=0 x=L

—_—

Fig. 2.8.1. Randvoorwaarden van potentiaalprobleem met temperatuurafhankelijke A.

We voeren in 6 = Tl’ X= "% en Y= % en nemen aan dat de afwijking

1
in A over het gebied 0 tot T1 klein is en wordt gegeven door

AT, ) — A 0)
— =
€ -—1—?\(0) BTI, (2.8.35)
waarbij € nu onze storingsparameter is. We krijgen dan:
3’0 2’0 20\% , (90’7 -
( +€B}(ax2+ 2] +e[(3) +(38) ] =0 830

*) Zie A. Aziz and J.Y. Benzies in Int. J. Heat Mass Transfer 19 (1976) 271 - 276.

———— T e  —
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met

0(0,Y) =0 en 6(m,Y) =0

(2.8.37)
68(X,00=0 en 8(X,m) =sin X
In storingsrekening benaderen we nu 6 met:
0=0,+eb + o(e?) +. .. (2.8.38)

De nulde-orde oplossing vinden we door (2.8.38) in de differentiaalvergelijking
in te voeren en alle termen met €’ bij elkaar te nemen. Dit geeft:

2 2
]

en dit heeft als oplossing voor de gegeven randvoorwaarden:

_ sinh Ysin X

60 sinh 7

(2.8.40)

De eerste-orde term vinden we door alle termen met €' samen te nemen, dit
geeft:

v?e, =-| %‘?}%)’ ¥ (%2-'3]’] (2.8.41)

Ook deze vergelijking is op te lossen, gegeven nu de randvoorwaarden:

X=0en X=7m
6, =0 voor (2.8.42)
Y=0en Y=m.

gy = oy
1 .2, n(n® — 4)msinh? 7
sinh nY .
J(1 = cosh 2m S tr — (1 — cos 2Y)] sin nX  (2.8.43)

enf=0,+ €.

Aziz laat zien dat deze oplossing zeer goed aansluit bij de exacte oplossingen
tot waarden van |e| < 0,6.

2.8.3. Methode van de gewogen residuen

Een derde benaderende methode is de methode van gewogen residuen
(Engels: Method of Weighted Residuals, afgekort tot MWR).
Bij de MWR wordt de onbekende oplossing ontwikkeld naar een verzameling
basisfuncties, de zogenaamde trialfuncties. Deze trialfuncties worden z6 geko-
zen dat zij:
of aan de randvoorwaarden voldoen (zij voldoen dan in het algemeen niet aan
de differentiaalvergelijking),
of aan de differentiaalvergelijking voldoen (zij voldoen dan in het algemeen
niet aan de randvoorwaarden).

— T TET—T
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Voorts moeten de trialfuncties lineair onafhankelijk zijn en moet de verzame-
ling trialfuncties volledig zijn (een verzameling functies {wi} is volledig als elke
functie ontwikkeld kan worden naar de elementen van deze verzameling:
f=Z aiwi). Door deze eisen zijn we ervan verzekerd dat de oplossing (mits
de verzameling trialfuncties oneindig groot is) ook de exacte oplossing is.
Een benadering voor de exacte oplossing wordt verkregen door niet de hele
ontwikkeling te beschouwen, maar een beperkt aantal termen ervan. In de
eerste-orde benadering wordt slechts één term bekeken, in de tweede-orde be-
nadering twee termen, enzovoorts.
Heeft men de trialfuncties eenmaal gekozen, dan rest nog het bepalen van
de coéfficiénten in de ontwikkeling. Daartoe wordt de oplossing (ook wel trial-
oplossing geheten) in de differentiaalvergelijking ingevuld. Indien de trialfunc-
ties aan de randvoorwaarden voldoen, zal de trial-oplossing in het algemeen
niet aan de differentiaalvergelijking voldoen. We houden een rest (residu) over.
Dit residu wordt nu volgens een bepaalde strategie nul gemaakt, waardoor de
coéfficiénten in de ontwikkeling bepaald kunnen worden. Eén en ander wordt
hieronder toegelicht.

Beschouw de potentiaalvergelijking:

V2T =0 in het gebied V(x,y) (2.8.44)

met randvoorwaarde T = To op S, de rand van V.

T, kan nog van x en y afhangen. Kies nu de verzameling trialfuncties {Ti} 20,
dat op de rand geldt Ti =0. Ti kan een functie van x, van y of van x en y
zijn. Kies nu als trial-oplossing:

T=T,+ 2 ¢, T. (2.8.45)

Deze voldoet nu voor elke ¢; aan de randvoorwaarden. Indien we dit in
(2.8.44) invullen, levert dit het residu:

N
R(c,,x,y) = VzTO + 2 v? ¢, T. (2.8.46)
i=1
In het algemeen is dit residu niet gelijk aan nul. Voer nu de weegfuncties
{wj} in en eis:
(wj,R} =0 j=1,...,N (2.8.47)
waarin: (wj,R) =\_|: ijdV. (2.8.48)

(2.8.47) en (2.8.48) leveren dan:

N
i§l Bjici = clj, (2.8.49)

waarin: B, = (wj,vai)
d, = ~(w;,97T))
Met behulp van (2.8.49) kunnen de coéfficiénten ¢, bepaald worden. De resi-
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duen worden dus gewogen en gemiddeld over V nul gemaakt, vandaar de naam:

methode van gewogen residuen.

De weegfuncties, met behulp waarvan we de residuen gemiddeld nul ma-
ken, kunnen op vele manieren gekozen worden. Zonder daar uitgebreid op in
te gaan geven we hier twee voorbeelden.

B Ordeningsmethode
Kies voor W

W, = 8 (x — x;). (2.8.50)
Dan geldt:

\J; ijdV = R(xj). (2.8.51)

Daar R(x.) nul moet zijn, volgen de coéfficiénten met behulp van (2.8.51). In
een aantal (N) punten van het gebied V is de oplossing van de differentiaalverge-
lijking exact (omdat daar de residuen nul zijn). Voor toenemende N zijn dit
steeds meer punten. Voor N+ wordt de exacte oplossing bereikt.

B Galerkin-methode
Kies voor Wyt

w, = T. (2.8.52)

Voor de weegfuncties worden dus de trialfuncties zelf gekozen. Deze vor-
men een volledige verzameling functies. Nu is een continue functie nul in-
dien hij orthogonaal is met elke functie van een volledige verzameling func-
ties. Dus het residu is nul als geldt:

{wj,R) = 0. (2.8.53)

Met (2.8.53) volgen weer de coéfficiénten in de ontwikkeling.
De Galerkin-methode is in het bijzonder geschikt voor eigenwaardeproble-
men.

Bij het gebruik van de MWR is de keuze van een goede probeerfunctie
van groot belang. Algemene strategieén zijn hiervoor niet te geven. De keu-
ze van een probeerfunctie berust op fysisch inzicht. Symmetrie-overwegingen
en de randvoorwaarden spelen een grote rol.

De MWR is hier slechts zeer summier beschreven. Door de keuzemogelijk-
heden van weeg- en trialfunctie is de methode zeer uitgebreid. Ook het toe-
passingengebied is daardoor zeer groot.

Differentiaalvergelijkingen welke gekoppeld zijn, of met de differentiemetho-
de zeer complex worden, kunnen met de MWR vereenvoudigd worden. Ver-
der zij hier verwezen naar het boek van Finlayson, bibliografie [D10].

Als voorbeeld bespreken we de stationaire temperatuurverdeling in een
lange rechthoekige strook met als randvoorwaarde dat drie randen op tempe-
ratuur T, gehouden worden en de benedenrand op een gegeven temperatuur-
profiel T0 + To{x — 1)x heeft. De strook is %-oneindig in de y-richting.

We vinden als differentiaalvergelijking:
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2T | 92T
3% Taye T 0. (2.8.54)
met: 9=TT_]:Q x=§, y:dX.
0
zodat
926 3%
a? + a—'yz =0 (2.8.55)

met randvoorwaarden:

0(0,y) = 8(1,y) = B(x,%0) = 0
(2.8.56)

0(x,0) = x(1 — x) 0<x<1
Het probleem is symmetrisch rond x = 4. Neem als trialfunctie:

a0 + alx + azxz.

x =0 8:0-)&0—_:0

x=1: 0=0‘>‘a1 * -2,
Een trial-functie die aan randvoorwaarden voldoet, is:

x(1 — x). (2.8.57)
De trial-oplossing luidt dus:

N i i
8N =Xz c(y)x'(1 = x). (2.8.58)
i=1

Voor de eerste orde benadering is N = 1, dus:

01 =x(1 — x) c](y). (2.8.59)
1. Galerkin-methode
(2.8.59) in (2.8.46) levert het residu:

R(0) = ~2¢c, +x(1 — x)c". (2.8.60)
Wegen met de trialfunctie en orthogonaliseren:

1

J x(1 = x)R(@)dx = 0. (2.8.61)

0
Dit levert na uitwerken:

1
-2, 3 +c =0 (2.8.62)

Oplossen:
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c,(y) = Aexp (v 10y) + Bexp (-~/10y).

¢, (0)=1>A+B=1
¢, ()=0+4 =0
¢, = exp (- 10y)

B=1

en
6 = x(1 — x)exp (~/10y).
2. Ordeningsmethode

a. x.j= %.
De weegfunctie is nu 8(x — 4). Daarmee

1
S8(x—=1)Rdx =0
0

Dit en (2.8.60) leveren:

- Lo =
2¢, *+z¢, =0.

Deze oplossen zoals onder | (Galerkin-methode). Resultaat:

0,(x,y) = x(1 — x)exp (-v/8Y).

b. x;=
Op dezelfde wijze als onder a. vinden we nu:

Gl(x,y) = x(1 — x)exp (—\/é?y).

Jhl—'

%6
Galerkin: oy 10x(1 — x).

L’=D
1 —
Nu =+/ 10{ x(1 = x)dx = 14/10 = 0,527.

ae

Ordening x; —£ 8x(1 — x).

Yly=0

1
=+/8J x(1 — x)dx = 0,471
(1]
Ordening x; = 3 %3 - = - /3% x(1 — x).

1
Nu = /32 x(1 — x)dx = 0,544,
0

De exacte oplossing geeft in dit geval voor Nu:

o

_16 & 1

M= nzo (2n+1)°

=0,543.

w

(2.8.63)

(2.8.64)

(2.8.65)

(2.8.66)

(2.8.67)

(2.8.68)

(2.8.69)

(2.8.70)
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3. Numerieke methoden

3.1. Inleiding

Voor vele praktische stromingsproblemen met warmteoverdracht is het niet
eenvoudig een oplossing te vinden voor de impulsbalans, de massabalans en de
energiebalans. Vaak is het niet mogelijk de vergelijkingen zodanig te
vereenvoudigen dat een analytische of benaderende oplossing gevonden kan
worden door middel van bijvoorbeeld scheiden van variabelen, Laplace
transformaties of een integraalmethode. Indien echter alle termen in de drie-
dimensionale transportvergelijkingen van belang zijn en bovendien de
vergelijkingen gekoppeld zijn door bijvoorbeeld temperatuurafhankelijke
stofeigenschappen als viscositeit en dichtheid, moet er naar andere manieren
gezocht worden om tot de oplossing van een probleem te komen.

Sinds de zeventiger jaren zijn numerieke simulaties van stromings- problemen met
warmte- en/of stofoverdracht mogelijk. Hierbij worden met behulp van computers
de vergelijkingen die het probleem beschrijven numeriek opgelost.

3.1.1. Numerieke methodiek

Nadat de vergelijkingen, die een probleem beschrijven, zijn geformuleerd worden
de randvoorwaarden opgesteld. Vervolgens wordt het domein opgedeeld in een
aantal aaneensluitende deelgebiedjes met in elk gebied een roosterpunt. De
differentiaalvergelijkingen worden gediscretiseerd. Hierdoor ontstaan uit de
oorspronkelijke partiéle differentiaal vergelijkingen lineaire algebraische
vergelijkingen, die eenvoudiger opgelost kunnen worden. Voor elk roosterpunt
worden deze opgelost, zodat in een eindig aantal punten de waarden van de
onbekende grootheden als snelheidscomponenten u, v en w, druk p, temperatuur T
en concentraties ca, cg gevonden worden.

Een duidelijk verschil met een analytische oplossingsmethode komt hier naar voren.
Waar een analytische methode de onbekenden op elke willekeurige plaats in ruimte
en tijd oplost, geeft een numerieke methode een oplossing van de onbekende
grootheden in een discreet aantal punten (de roosterpunten) op een discreet aantal
tijdstippen.

Er zijn een aantal numerieke methoden bekend, met name de eindige
elementenmethode, de eindige differentiemethoden en de eindige volumemethode.
Deze methoden verschillen in de keuze van het verloop van de variabelen tussen de
roosterpunten en op de wijze waarop men tot de gediscretiseerde vergelijkingen
komt. Hierna zal in het kort het principe van de eindige differentie- en de eindige
volumemethode besproken worden. Vervolgens wordt er dieper ingegaan op de
eindige volumemethode. Voor de eindige elementenmethode zij verwezen naar

[D10] en [D17].
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3.1.2. Het principe van de eindige differentiemethode

Bij het afleiden van de gediscretiseerde vergelijkingen via de eindige differentie
methode wordt gebruik gemaakt van Taylor-reeksontwikkelingen. Beschouw een
scalaire variabele ¢ als functie van x. Dan geeft een reeksontwikkeling:

0 92 8
9(x = Ax) = ¢(x) - AX (a—f)x +3 (8% (ﬁ)x -5 (AP <5§)x 3.1.1)

of ook

d 92 &
d(x — Ax) = §(x) + Ax (a—i x +2l (Ax)? (a—j)x +3‘~ (Ax)® (ﬁ)x (3.1.2)

Aftrekken van (3.1.1) van (3.1.2) en delen door Ax leidt tot een benadering van de
gradiént van ¢(x) met centrale differenties:

a Ax) — —Ax
(é.g i =%¢(_x_ _)+ O(AXZ) (3‘1_3)

Hierin geeft O de orde van de afrondingsfout aan. Optellen van de beide reeksen en
delen door Ax geeft een benadering voor de tweede afgeleide van ¢ met centrale
differenties:
820 ¢(x —Ax) —2®(x) + (x + Ax)
oax¥ Ax?

+ O(Ax?) (3.1.4)

Invullen van deze benaderingen in de differentiaalvergelijking levert vervolgens een
differentievergelijking op. We zien dat de afrondingsfout welke gemaakt wordt in
de benaderingen voor de eerste en tweede afgeleiden met centrale differenties van
de tweede orde (Ax ) is. Uit de reeksontwikkeling (3.1.1) alleen is een eerste orde
benadering te vinden vinden voor de gradiént:

o o(x) —p(x — Ax)
ﬁ x = T+ O(AX) (315)
We noemen dit de benadering van de gradient met achterwaartse differenties
Evenzo vinden we een eerste orde benadering van de gradiént met voorwaartse
differenties met behulp van (3.1.2):
ad  (x +Ax)—9(x)

Gx =g+ OA%) (3.1.6)
Als voorbeeld van de eindige differentiemethoden doen we hier alleen de Laplace
vergelijking (1.5.1) voor een twee-dimensionaal geval

92 62_¢

w2ty (3.1.7)

- A4 - 000 L 1 - AR L. - —
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Met Ax = Ay = A geeft toepassing van (3.1.4):

O(=A,X) —2¢0(x,y) + d(x+A,y)  d(x,y-A) — 2p(x,y) + d(x,y+A)
A2 o A?

(3.1.8)

en dus:
4¢p = dw + O + ON + s (3.1.9

met ¢p = ¢(xp,yp) voor het punt Xp,yp €n ¢w, ¢, Px en ¢s waarden van ¢ voor de
vier in het x,y-vlak omliggende punten ten ‘westen’, ‘oosten’, ‘noorden’ en ‘zuiden’
van dit punt. De p.d.v. wordt een set van eenvoudige lineaire betrekkingen tussen
waarden in discrete punten met direct omliggende punten.

Bij het gebruik van numerieke methoden dienen we ons er rekenschap van te geven
dat we met benaderingen werken en dus fouten introduceren. Deze fouten kunnen
we beperken door kleinere stappen Dx te nemen. We zeggen dat een numericke
oplossing de juiste is indien de oplossing van de differentievergelijkingen voor

Ax — 0 gelijk wordt aan de werkelijke oplossing van de differentiaalvergelijking. In
de wiskunde van de numerieke analyse wordt veel aandacht gegeven aan de
volgende voorwaarden voor het benaderen van de juiste oplossing met eindige
differenties: nauwkeurigheid, consistentie stabiliteit en convergentie. Enkele
aspecten hiervan komen hier aan de orde. Verder zij verwezen naar de literatuur;
Ames [D2], Richtmeijer [D4], Mitchel [D5] en Fox [D3].

3.1.3. Het principe van de eindige volume methode

Bij deze methode wordt voor de differentiaalvergelijkingen, zoals gegeven in

paragraaf 3.1.3, uitgegaan van de als balansvergelijkingen (voor massa, impuls,

energie en stof) geformuleerde uitdrukkingen. Voor het oplossen gaat men als volgt

te werk:

1. Verdeel het domein in deelgebieden (roostercellen) en definieer in elke roostercel
een roosterpunt.

2. Integreer de vergelijkingen (pdv’s) over elke roostercel.

3. Gebruik profielen voor de variabelen tussen de roosterpunten om de integralen te
kunnen oplossen.

Allereerst dient vastgestelt te worden wat de aard van het rooster moet zijn dat
gebruikt zal gaan worden. Er zijn nogal wat mogelijkheden: cartesisch, cylindrisch,
sferisch, orthogonaal of niet orthogonaal (boundary fitted) in twee of drie
dimensies. Enkele twee-dimensionale roosters zijn gegeven in figuur 3.1.1.

De roosterlijnen of roostervlakken hoeven niet altijd op gelijke afstanden van elkaar
te liggen. In gebieden waar grote gradiénten in de variabelen voorkomen is een
grotere dichtheid van roosterlijnen of -vlakken aan te bevelen dan in gebieden waar
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Fig. 3.1.1. Een niet uniform cartesisch en een orthogonaal rooster.

de variabelen weinig variéren. In elke roostercel ligt een roosterpunt, zodanig dat
midden tussen twee roosterpunten een roosterlijn of -vlak ligt. Bij niet lineaire
roosters liggen de roosterpunten hierdoor niet in het midden van de roostercellen. In
de roosterpunten worden de scalaire variabelen, zoals temperatuur en concentratie,
bepaald. Ook de stofeigenschappen (A, v, D), vaak temperatuurafhankelijk, worden
in de roosterpunten bepaald. Zoals we in 3 3.6 kunnen zien worden er voor de
snelheidscomponenten roosterpunten gedefinieerd die midden tussen de
roosterpunten voor scalaire variabelen, dus op de roosterlijnen, liggen. We zullen
ons hier beperken tot twee-dimensionale gevallen en definiéren het roosterpunt P
met de codrdinaten x;, yj. Dit punt P is omgeven door vier naburige punten W.E,S
en N (west, east, south en north) met de codrdinaten W(xi_1,¥;j)» E(Xi+1,¥j)> S(Xi,¥j-1)
en N(x;,yj+1). De snelheidsvector heeft component u in de x-richting en component
v in de y-richting.

Ook indien we te maken hebben met een twee-dimensionaal geval praten we over
het volume van een roostercel en over oppervlakken tussen de roostercellen.
Immers de derde dimensie is wel aanwezig. De gradiénten van alle scalaire
variabelen in deze richting zijn echter nul, tevens is de snelheidscomponent in de
derde dimensie gelijk aan nul. We veronderstellen dat in de derde richting het
rekendomein een eenheidslengte van 1 meter heeft. De oppervlakken welke de
roostercel om punt P omgeven zijn Ay,Ae,A; en A,. De roostercel om punt P heeft
het volume V (zie fig. 3.1.2).

Aan de hand van drie gevallen worden de volgende twee stappen, nadat het rooster
gedefinieerd is, verduidelijkt.

Het oplossen van de continuiteitsvergelijking (massabalans):
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Fig. 3.1.2 roostercel met deelvolume V.

op _—
a—?+ V(pv)=0 (3.1.10)

Integreren over een roostercel met volume Vp, als getekend in fig. 3.1.2, geeft voor
de eerste term:
dp oM

d
—dV=_—JpdV="7" 3.1.11
[ PV ="y (3.1.11)

waarin M de totale massa van het volume is.

De tweede term geeft met het divergentie theorema van Gauss:

VeV = [(pV)TdA, (3.1.12)
v A

waarin A het oppervlak is dat het volume Vp omsluit en n de normaalvector is op dit
oppervlak. Is u de snelheidscomponent in de richting west-oost en v de
snelheidscomponent in de richting zuid-noord dan is deze opppervlakte-integraal
gelijk aan:

JewedAc+ [(pvndAn+ [(pwudAw+ [ (PV)idAs. (3.1.13)
Ae Ap Aw Ag

De aldus gediscretiseerde continuiteitsvergelijking luidt dan (met m voor de
massastroom):

O+ ety — iy — g =0, (3.1.14)

Rest nu nog geschikte uitdrukkingen te vinden voor de massastromen door de
oppervlakken. Bovenstaande uitdrukking laat zien dat toepassen van de eindige
volume methode op de continuiteitsvergelijking resulteert in het opstellen van
massabalansen over alle roostercellen.

Het toepassen van de eindige volume methode op een convectie-diffusie vergelij-
king resulteert evenzo in een balansvergelijking. Beschouwen we de convectie-
diffusie vergelijking voor de scalaire grootheid ¢ met een diffusiviteit I":

's | e T TYE
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5 (09 + V(o) = V(I V). (3.1.15)

Deze vergelijking wijkt af van de convectie-diffusie vergelijkingen voor
temperatuur (1.3.1) en concentratie (1.3.2). Met behulp van de
continuiteitsvergelijking zijn ze in elkaar om te schrijven. Ga dit na. Integreren over
een roostercel als in figuur 3.1.2 geeft voor de achtereenvolgende termen:

term 1: f%(pq)) dv =§_l qun dv = gl(Mq)). (3.1.16)
Vp Vp
term 2: fﬁ(pﬁd}) dv = f(piq:)-ﬁ dA = (3.1.17)
Vp Vp
f(pu¢) dA.+ f(PV¢) dAn—f(th) dAw—f(pr) dAg = (3.1.18)
rhed’e"’ 1:nﬂq’n _'hwd’w _[hsq’s- (3.1.]9)
term 3: J‘V(p%) dv = f(qu;)-ﬁdA: (3.1.20)
Vp Vp
99 99 a 99
e, |e ndn n_FwAw_w—r s~ |s .1.21
TA (-)xl +I‘Aay| axl sAayl (3.1.21)

Opsomming van de termen 1, 2 en 3 resulteert tenslotte in de volgende
balansvergelijking:

%(M@ + rhe¢e+ l'hana 'lilw‘?‘w - Ii%‘I’s —

ap a¢ ad
reAe"le"' FnAn_ln_rwAw_lw_rsAs"—
ox ay

3.1.22
ox Byis ( )

Rest nu tevens nog het vinden van benaderingen voor de waarden van I" en de
gradiénten van ¢ ter plaatse van de oppervlakken. Bovenstaande uitdrukking laat
zien, dat integreren van de convectie-diffusie vergelijking over een roostercel leidt
tot een balansvergelijking over dit volume.

Een laatste geval als voorbeeld is de stationaire geleiding in een metalen staaf.
Veronderstel dat er geen temperatuurverschillen zijn in de doorsnede van de staaf,
zodat er slechts temperatuurverschillen in de lengterichting bestaan, en we te maken
hebben met een één-dimensionaal geleidingsprobleem. De warmteoverdracht van of
naar de staaf wordt dan in de vorm van een bronterm in de energievergelijking
opgenomen, welke dan als volgt luidt:

— T T T T T TR T —T = TERT T T ITTTITE R 2y N mE i R iii BRIBE i




3. Numerieke methoden 67

& A+ =0. (3.1.23)

Nu worden de drie stappen uitgevoerd:
1. De staaf wordt opgedeeld in roostercellen.

[ 2
BEBEBEEEEE

Fig. 3.1.3. Een staaf opgedeeld in drie roostercellen.

We voeren de volgende nomenclatuur in voor drie naast elkaar liggende
roostercellen:

Fig. 3.1.4. Drie aangrenzende roostercellen.

Het roosterpunt P is omgeven door de roosterpunten W (west) en E (east). De
scheidingsvlakken tussen de volumina zijn de vlakken w en e. De afstanden tussen
de roosterpunten zijn tevens aangegeven in de figuur.

2. Integratie van de differentiaalvergelijking over het volume rond punt P geeft:

d dt e L,
fdx(;“dx)dv"' \J:S dv =0. (3.1.29)
v

Indien de doorsnede van de staaf een oppervlak ter grootte A heeft wordt dit:

wd . dT
[ ax hg) Adx+8,=0. (3.1.25)
Uitgedrukt in grootheden ter plaatse van de oppervlakken w en e:
leAege - ?\.wAwgw +8p,=0. (3.1.26)

Ook dit is weer een balansvergelijking en wel voor energie (warmte).

3. Indien tussen de roosterpunten een lineair temperatuurprofiel verondersteld
wordt, resulteert dit in de volgende uitdrukking:
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Tg-T Tp-T
heAeE=F - Ay ALY
8Xe Xy

+Sp=0. (3.1.27)

Samen met soortgelijke uitdrukkingen voor de andere roosterpunten en de
randvoorwaarden voor de uiteinden van de staaf geeft dit een oplosbaar stelsel
vergelijkingen. De temperatuur in het punt P kan uitgedrukt worden in de
temperaturen van de naburige punten:

AeAc  AwAy AeA

{4 KWAW
+—)Tp=(—")Tg+ Tw+ Sp=0. 3.1.28
oxe bxw)P (6xe)E (wa)W+P ( )

(

Of meer algemeen, waarbij de coéfficiénten afhankelijk zijn van de profiel-
benadering tussen de roosterpunten:

apTp = agTE + awTw +Sp. (3.1.29)

In het algemeen zal voor een stationair twee-dimensionaal geleidingsprobleem een
soortgelijke vergelijking voor de temperatuur in punt P gevonden worden:

aplp =aglg + awTwaNTn +asTs + b. (3.1.30)

Het stelsel vergelijkingen van het type (3.1.30) voor alle roostercellen rond elk punt
P(xi,y;) in het domein kan op verschillende manieren worden opgelost, hierover
later meer.

3.1.4. Vier basisregels

Zoals it het voorgaande is gebleken sluit de eindige volumemethode goed aan bij
de fysische realiteit. Er worden namelijk steeds fysische balanswetten opgesteld.
Om nog beter bij deze fysische realiteit aan te sluiten zijn er vier basisregels
opgesteld, waaraan de opgestelde gediscretiseerde vergelijkingen moeten voldoen.
Deze basisregels zijn:

Regel 1.
De fluxen aan beide zijden van een opperviak tussen twee aangrenzende volumina
dienen gelijk aan elkaar te zijn, of:

gl =gy (3.1.31)

Deze regel lijkt triviaal. Echter in het geval van kwadratische profielen tussen de
roosterpunten is niet zonder meer aan deze regel voldaan. Ook met lineaire
profielen voor de variabele ¢ kan tegen deze regel gezondigd worden, indien de
diffusiviteit konstant verondersteld wordt over een volume en er dus een
stapsgewijze verandering van de diffusiviteit ter plaatse van het oppervlak tussen de
volumina is. De diffusiefluxen zouden dan gedefinieerd kunnen worden als:

T (Tiyg — T )/0x en Ty (Tiyg - TH/OX, (3.1.32)

R E—

o g — TP “TTTATE S u T T TeET
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hetgeen niet dezelfde expressie is. Het niet voldoen aan deze regel zou betekenen
dat niet voldaan kan worden aan de behoudswet over het gehele rekendomein.

Regel 2.

Alle coéfficiénten in de gediscretiseerde vergelijkingen dienen positief te zijn.

De invloed van de nabuurpunten is een gevolg van convectie en diffusieprocessen.
Dus kan een toename van de waarde in een aangrenzend roosterpunt alleen maar
een toename van de waarde in het beschouwde punt opleveren en geen afname. Dit
betekent dat alle coéfficiénten in vergelijking (3.1.30) hetzelfde teken moeten
hebben. We hebben de vrijheid om dit teken zelf te kiezen, en kiezen voor positieve
coéfficiénten. Indien de coéfficiénten niet allen positief zijn, betekent dit dat er
fysisch onrealistische oplossingen gevonden zullen worden. Mathematisch betekent
het dat er instabiliteiten zullen optreden indien gedurende het iteratieproces,
waarmee het stelsel vergelijkingen opgelost wordt, negatieve coéfficiénten
optreden.

Regel 3.

De gelineariseerde bronterm dient een negatieve richtingscoéfficiént te hebben.
Teneinde een lineair stelsel vergelijkingen te krijgen zal in de regel de bronterm
gelineariseerd worden tot:

S =8¢ + Sp ¢p. (3.1.33)

In dit geval dient de waarde van Sp negatief te zijn anders zou de coéfficiént van ¢
negatief kunnen worden en dat zou in strijd zijn met regel 2. Ook nu moet er weer
voor gezorgd worden dat bij het lineariseren aan deze regel voldaan wordt om
instabiliteiten tijdens de oplossingsprocedure te voorkomen.

Regel 4.

De coéfficiént ap moet de som zijn van de coéfficiénten van de buurpunten indien de
brontermen nul zijn. Indien de dv slechts afgeleiden van de afhankelijke variabele
bevat en de functie T is een oplossing van de dv, dan is de functie T + ¢ (met c een
constante) ook een oplossing van de dv. Dit moet ook tot uiting komen in de
gediscretiseerde vergelijking, waaruit regel 4 volgt. Deze regel geldt in alle gevallen
voor stromingen met warmte- of stofoverdracht, indien de brontermen gelijk zijn
aan 0.

3.2. Stationair warmtetransport door diffusie

De differentiaalvergelijking voor het twee-dimensionale stationaire warmtetransport
door diffusie luidt:

B O, BT o wri
M0 + @(lWHS =0, (3.2.1)
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waarbij S'" een gegeven warmtebron of put is. De balansvergelijking, na intergreren
over een roostercel met roosterpunt P grenzend aan de cellen met roosterpunten E,
S, W en N, leidt analoog aan (3.1.30) tot:

apTp=agTE + awTw + aNTn +asTs + S¢ (3.2.2)
met
AwA
ay = v w, ag =...enz. (3.2.3)
OXw
ap=ay +asg + ag + aw + Sp 3.24)
[8"dV. =Sc+SpTp (3.2.5)

Voor een uniform rooster en constante A wordt (3.2.2):

4Tp=Tw+ T+ T+ T+ 2—; (3.2.6)

zonder bronterm is dit dezelfde vergelijking als (3.1.9) die met eindige differenties
was gevonden.

3.2.1. Niet homogene materialen

De warmtegeleidingscoéfficiént kan een functie van de plaats zijn. Bijvoorbeeld
voor een geleidingsprobleem door materialen met verschillende A. Indien een vlak
tussen twee roostercellen samenvalt met de overgang van twee materialen is niet op
voorhand duidelijk hoe groot A op dit vlak is. In eerste instantie bestaat de neiging
voor de A op een tussenvlak het gemiddelde te nemen van de A's op de nabijgelegen
roosterpunten. Hierbij kan rekening worden gehouden met de eventuele niet-
uniformiteit van het rooster. We zullen laten zien dat deze eenvoudige benadering
van de warmtegeleidingscoéfficiént op een tussenvlak niet juist is.Het gaat er om
een juiste voorspelling van de warmtestroom door het tussenvlak te vinden.
Rekening houdend met materialen met verschillende A rond het tussenvlak e tussen
de punten P en E kan de warmtestroom tussen E en P benaderd worden met:

T it
Qo= p=Te ; 32.7)
(Xe — Xp)/Ap + (XE — Xe)/AE

Deze warmtestroom dient gelijk te zijn aan de warmtestroom gebaseerd op de
warmtegeleidingscoéfficiént op het tussenvlak:
= }\'e(TP o TE)

Qe =

(3.2.8)

XE — Xp

waaruit volgt dat, indien het vlak e precies midden tussen de punten P en E ligt dat,
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A benaderd dient te worden met het harmonisch gemiddelde van Ag en Ap :
2AphE
R ?"F. + ;\.p

(3.2.9

Ga zelf na dat dit ook goede benaderingen oplevert, indien een van de materialen
een perfecte isolator is, of indien er een groot verschil in
warmtegeleidingscoéfficiént tussen beide materialen is.

3.2.2. Randvoorwaarden

Bij het oplossen van partigle differentiaalvergelijkingen met behulp van de eindige
volume methode moeten ook de randvoorwaarden in eindige volume vorm worden
gegoten. Implementatie van de randvoorwaarden hangt af van de ligging van de
volumes en roosterpunten ten opzichte van de rand. Er zullen twee verschillende
opties behandeld worden. In beide gevallen wordt er een warmtebalans over het
eerste volume langs de rand opgesteld.

1. Extra roosterpunt op de rand.
Aangezien de eerste roostercel aan dient te sluiten aan de rand krijgen we daar een
afwijkende ligging van de roosterpunten, zoals in figuur 3.2.1 is aangegeven.

| rand

v
o 3 | a4 |

A l |

Fig. 3.2.1. Eerste roosterpunt op de rand.

a) Randvoorwaarde van de eerste soort, T = Tp.
Een warmtebalans over de eerste roostercel aan de rand (volume (2)) levert op:
AA MA
(2) T N(2) (2) —
-Ta) - -To) + 8¢ =0. 3.2.10
(éx)cfrs 2) (6xf2)“'(T2 0) ( )
Verondersteld is hierbij dat het temperatuurprofiel tussen de punten (1) en (2)
lineair is. Voeren we de nieuwe variabele D = AA/8x in, dan geeft herschikking van
bovenstaande balansvergelijking de differentievergelijking voor de temperatuur in
het roosterpunt (2):

w e e w

We zien dat deze differentievergelijking afwijkt van de algemene vergelijking
(3.1.28) voor de interne roostercellen.

b) Randvoorwaarde van de tweede soort: q = qp.
Een warmtebalans over de eerste roostercel geeft:
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qo + 5@ + DA(T3 —Ty) = 0. (3.2.12)
Dit resulteert voor de vergelijking voor roosterpunt (2) in:

DPT, = DD'T3 + qo + 5@ (3.2.13)

¢) Randvoorwaarde van de derde soort: q = a(T; -To).
Een warmtebalans over de eerste roostercel resulteert voor de vergelijking voor het
roosterpunt (2) in:

D®T, = DDPT; + aTy — oo+ S@. (3:2.14)

Nu hebben we een extra vergelijking voor de temperatuur in het roosterpunt (1)
nodig. Deze vinden we uit:

A

(T -To) = )T, -Ty). (32.15)

ox/2

De vergelijking voor het roosterpunt (1) wordt dus:

2h ordx

Ti=(—)%+ (m)?rg (3.2.16)

o-OX + 2N
In het algemeen is er een extra vergelijking nodig voor punt (1) terwijl de
vergelijking voor punt (2) afwijkt van de algemene vergelijking voor de interne
roostercellen.

2. Eerste roostercel niet op de wand (virtuele roostercel).

Een elegantere manier om de randvoorwaarden te implementeren gaat via het
invoeren van een virtuel roostercel. Het rekenrooster loopt nu in feite wwn punt
over de rand heen, waarbij het volume om dit roosterpunt in zijn geheel buiten het
rekendomein valt, zoals in onderstaande figuur is verduidelijki, Hierbij wordt
aangenomen dat het medium buiten het rekenrooster hetzelfde is als dat van het
rekendomein.

‘ rand

A ’ 2 ‘ 3

Fig. 3.2.2. Virtuele roostercel (1) buiten het rekendomein.

Voor het roosterpunt (2) wordt nu de algemene vergelijking (3.2.2) voor een intern
roosterpunt gebruikt. Vervolgens wordt voor het virtuele roosterpunt een
vergelijking gevonden, zoanig dat deze vergelijking samen met die voor roosterpunt
(2) voldoet aan de randvoorwaarde.
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a) Randvoorwaarde van de eerste soort, T = Ty.
Een vergelijking voor de temperatuur in het virtuele punt wordt gevonden met
behulp van twee uitdrukkingen van de warmtestroom door de wand:

AA (2) M )
q= (g)e (T,-Ty) - (ﬁ)w (T2 - Tp). (3.2.17)

Dit leidt tot:

Ti=-T2 42T, (3.2.18)
De vergelijking voor het punt (2) is:

P +DP) T, = D@13 + 2D2T, + 5@, (3.2.19)

Invullen van (3.2.18) in (3.2.19) leidt tot hetzelfde resultaat als (3.2.11).

b) Randvoorwaarde van de tweede soort, g = qg.
De temperatuur in het virtuele roosterpunt moet nu voldoen aan:

M (1) (1)
Go =), (T2=Ty)=-D_(T2-Ty). (3.2.20)
6x e €
Hiermee wordt de vergelijking voor het virtuele punt:
D{"T; = D1, + qo. (3.2:21)
Ocok nu levert invulling van (3.2.21) in (3.2.19) hetzelfde resultaat als (3.2.13)

¢) Randvoorwaarde van de derde soort, q = a(Ty, - Tg).
De temperatuur in het virtuele roosterpunt moet nu voldoen aan:

A ) 2h )
(506 T2 =T1) = alTy - TO (T2 =Ty (32.22)

Na eliminatie van T, wordt de volgende uitdrukking voor de temperatuur in het
virtuele roosterpunt verkregen:

2 21
(o + (§)f=2})T' =(-a + (a)?)T2+ 20T (3.2.23)

3.2.3. Algemene implementatie van de randvoorwaarden

Het gebruik van een virtuele roostercel staat een algemene implementatie van de
randvoorwaarden toe. De algemene vergelijking voor een 2D diffusie probleem is
voor het roosterpunt (i,j):
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AE‘PiJ = Aih3j¢1+1,j + Ai‘g‘bi_u # Aﬁ‘#ign +Ai§j¢ig_| + S'{;} (3.2.29)

Indien het volume (i,j) grenst aan een oostrand, en het punt (i+1,j) het virtule
volume buiten het rekendomein is, dan luidt de algemene vergelijking voor dit
virtuele roosterpunt (i+1,]):

i+1,j i+1,] i+1,j
A'; Yinrj= A\:, Iy + S'P ’, (3.2.25)
Invullen van ¢;, ; uit (3.2.25) in de vergelijking voor ¢; ; (3.2.24) levert een

identieke vergelijking als (3.2.24) op met andere coéfficiénten. De nieuwe
coéfficiénten uitgedrukt in de oude worden dan:

AEEJ =0 (3.2.26)
.. AW AN
AY=AY- B (3.2.27)
A‘P*"J
. Alptl
by = bl - -l (3.2.28)
A;jl**

Door dit opnemen van de randvoorwaarde in de algemene vergelijking voor de
roostercel grenzend aan de rand hebben alle punten dezelfde vergelijking gekregen.
Slechts de waarden van de coéfficiénten varigren van punt tot punt.

3.2.4. Niet-lineaire randvoorwaarde of bronterm

De eindige volume methode levert ons steeds een stelsel gekoppelde lineaire
vergelijkingen op, welke met een geschikte numerieke methode opgelost kunnen
worden. Niet-lineariteiten zouden roet in het eten kunnen gooien. Brontermen of
randvoorwaarden kunnen niet lineair van vorm zijn. De coéfficiénten van de
gediscretiseerde vergelijkingen zijn dan een functie van de temperatuur. Na
linearisatie van de bronterm of randvoorwaarde kan er toch een stelsel lineaire
vergelijkingen verkregen worden, dat via een iteratieproces opgelost kan worden.
Een voorbeeld van een niet lineariteit geeft de randvoorwaarde welke de
warmteoverdracht door straling naar de omgeving beschrijft: Gwana = T*. In het
stelsel lineaire vergelijkingen kan dit benaderd worden met:

Qwand = T’ Ty, (3.2.29)

waarin Tq de temperatuur aan de wand van de laatste iteratie is en T, de
temperatuur van de nieuwe iteratie. Een betere vorm van lineariseren geeft de
Newton-Raphson linearisatie met voor dit geval als resultaat:
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Qwand = 4To> Ty - 3T¢°. (3.2.30)

Bij het lineariseren van brontermen moeten we wel op onze hoede zijn om
negatieve coéfficiénten te voorkomen.

3.3. Instationaire diffusie
Beschouwen we nu de 1D instationaire warmtevergelijking:

31 (pT) = gt <r§;{> met I" = \cy,. (3.3.1)
Integreren van deze differentiaalvergelijking over een tijdsinterval van t tot t + At en

over een volume dat zich uitstrekt van vlak w tot vlak e geeft:

AL

[OATI*S— (ATY) dx = [ (TATD). - (TAT Dy . (332)
W t

Bovenstaande vergelijking is een balans tussen de energie geaccumuleerd in het
eindige volume gedurende de tijd At en de netto warmtestroom door geleiding
welke gedurende de tijd At door de oppervlakken van het volume is gegaan. Indien
de warmtestroom door geleiding Q constant wordt verondersteld gedurende het
tijdsinterval At, en pAT constant wordt verondersteld over het volume tussen de
oppervlakken e en w (pAT = MpT'p) leidt bovenstaande integratie tot:

(MpTp)™! — (MpTp)? = QuAt - QeAL, (3.3.3)

waarin n het tijdstip t = nAt en n+1 het tijdstip t = (n+1)At voorstelt. De
warmtestromen Qy, en Qe kunnen genomen worden op het nieuwe tijdstip n+1:

TA
QM = Dy(Th" - T&"), met Dy = —— (3.3.4)
w

op het oude tijdstip n:

Qy, =-Duw(Tp =Ty, (33.5)
of op een willekeurig ander tijdstip t = (n+f)At hier tussen in:

Quw=(1-HQL +fQ™" metO=fsl. (3.3.6)

Substitueren we deze laatste vitdrukking voor de warmtestromen in vergelijking
(3.3.3) dan vinden we de volgende gediscretiseerde vergelijking voor het volume
met roosterpunt P:

caih i | aEe @ T T e ——— e r—— T T

B i
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Merprt - MPIL= (1 - {-Du(Tp~ T} + DLTE - T} +
D T2 DO =Ta 0} (33.7)

De temperatuur in het punt P op het nieuwe tijdstip kan nu uitgedrukt worden in
temperaturen in P en omliggende roosterpunten op het nieuwe en op het oude
tijdstip:

{% +f(Dy + DpTE! = DT + DT + (1 - DTS, +
n M n
(1 =ODTE + £ 7= (1 = DOy + DO} T (338)

De verschillende keuzen voor f leiden tot de volgende methoden:

f = 0: Expliciet schema.
We zien dat voor dit geval de waarde van de temperatuur in het punt P op het
nieuwe tijdstip expliciet uitgedrukt wordt in waarden van de bekende
temperaturen op het oude tijdstip in de punten P, E en W. Dit is het meest
eenvoudige schema, dat zonder iteratieproces eenvoudig is op te lossen. Dit
schema hoeft echter niet altijd stabiel te zijn. De coéfficiént van T; kan namelijk
negatief worden hetgeen zal leiden tot instabiliteiten. Door het beperken van de
grootte van de tijdstap kan stabiliteit gewaarborgd worden.

f = 2: Het schema van Crank-Nicolson.
Dit is een impliciet schema waarin de temperatuur in het punt P op het nieuwe
tijdstip uitgedrukt wordt in temperaturen van de omliggende punten op het oude
tijdtip en op het nieuwe tijdstip. Dit schema is weliswaar ingewikkelder dan het
expliciete schema, echter kan bewezen worden dat dit schema onvoorwaardelijk
stabiel is. Oscillaties tijdens het oplossingsproces zijn echter niet uitgesloten en
kunnen vermeden worden door weer een juiste keuze van de tijdstap te maken.

f = 1: Het volledig impliciete schema.
Voor dit schema zijn de coéfficiénten altijd positief en is stabilitiet gegarandeerd.
De tijdstap is niet aan een maximum gebonden. Het oplossen van een impliciet
stelsel vergt per tijdstap meer rekenwerk dan voor een expliciet stelsel. Men
moet de N vergelijkingen door matrix-inversie dan wel via een iteratieve
procedure oplossen. Een voordeel is dat men minder tijdstappen kan nemen
wegens het ontbreken van een stabiliteitseis aan At. Het totale rekenwerk kan
daarom toch binnen redelijke grenzen blijven.
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3.3.1. Stabiliteit van de expliciete methode

De voorwaarde dat alle coéfficiénten in de differentievergelijking positief moeten
zijn leidt zoals uit vergelijking (3.3.8) kan worden ingezien voor het volledig
expliciete schema tot de volgende eis:

2
Mp 1.% .1 _Mp_Ax
At = D, + Dy, of AL = N, + Aty met At = D= a- (3.3.9)
indien D, = Dy, luidt deze stabiliteitseis:
Ax? 1
Ats - of aAt/Ax? = Fo(A) i3 (3.1.10)

Er kan dus kennelijk een maximale tijdstap gedefinieerd worden bij een bepaalde
roosterafstand Ax. Dit heeft een fysische betekenis. Beschouw de warmtepenetratie
van punt W naar punt P (op een afstand Ax van dit punt W) na de tijd At. Indien de

temperatuur in punt W een verandering ondergaat van T:, naar T:’:l geeft dit
volgens de penetratietheorie:
T - Tn+] _
o = erfc fxz "W (B3.11)
Tow—Tw vat

In het punt P zal op het tijdstip t = Ax%/2a de temperatuur gelijk zijn aan:

Te-Ty' I
m =erfc (572) = (,32. (33] 2)
<~
w W

In deze tijd zou de temperatuur in het punt P dus al aanzienlijk zijn toegenomen
door de verandering van temperatuur in punt W. Echter bij de berekening van de
nieuwe temperatuur in dit punt P wordt geen rekening gehouden met de nieuwe
temperatuur in dit buurpunt. Duidelijk is dat, indien de tijdstap te groot is, dit tot
onrealistische resultaten aanleiding geeft.

Voor de randpunten zal men in het algemeen een afwijkende eis voor stabiliteit
vinden. Om tot de meest stringente eis voor stabiliteit te komen dient men de
randpunten mede in de beschouwing te betrekken.

3.3.2. Nauwkeurigheid

De nauwkeurigheid van de expliciete en impliciete methoden kan beschouwd
worden voor het geval van constante stofeigenschappen en een equidistant rooster
met afstanden tussen de roosterpunten ter grootte Ax. Dan reduceert de algemene
differentievergelijking (3.3.7) tot:
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aAt
T -Tp= Lz a — (T - 2T8 + Th) + (TR - 2T + TRH}  (33.13)

Deze differentievergelijking krijgen we ook met de eindige differentiemethode.

De volledig expliciete methode (f = 0) verkrijgen we via voorwaartse differentie in
de tijd en centrale differentie in de plaats. De nauwkeurigheid van de expliciete
methode is dus O(At+Ax ). (zie § 3.1.2) Met behulp van Taylor-reeksen kan voor dit
specifieke geval afgeleid worden dat voor aAt/Ax? = Fo(A) = 1/6 de afbreekfout
O(AR +Ax?) is. Zowel de fout door At als door Ax wordt hiermee kleiner. Voor
korte tijden zijn de gradiénten meestal groot. Het heeft daarom zin om bij kleine t
en grote gradiénten in tijd en plaats met Fo(D) = 1/6 te werken en voor grotere
over te gaan op Fo(A) = 1/2, hetgeen nog net voldoet aan de stabiliteitseis.

De volledig impliciete methode (f = 1) verkrijgen we via achterwaartse differentie
in de tijd en centrale differentie in de plaats. Hiervan is de nauwkeurigeheid
eveneens O(At + Ax2).

De impliciete methode van Crank-Nicolson (f = 1/2) kan verkregen worden via
centrale differenties zowel in tijd als plaats voor het tijdstip halverwege tussen n en
n+1. Dit schema is dus nauwkeuriger dan het volledig expliciete en volledig
impliciete schema en heeft een afrondingsfout van de orde O(A2 + Ax2). Evenals bij
de expliciete methode is er een nauwkeuriger methode, waarbij fouten in Ax?
wegvallen, te verkrijgen via manipulaties met Taylor-reeksen. Indien

Fo(A) = 5 (27 (3.3.14)

is de afbreekfout O(At2 + Ax%). Hierbij wordt tevens aan de stabiliteitseis bij f < 0.5
voldaan. Bovenstaand geval wordt nog gunstiger indien ook nog geldt dat:

1
Fo(A) =—— (3.3.15
o(A) 720 )
met een afbreekfout O(At2 + Ax®). Aangezien deze methoden in de fout in At geen
verbetering geven ten opzichte van Crank-Nicolson worden ze toch weinig
gebruikt. Zij het dat met een groter aantal tijdstappen en een zelfde aantal x-stappen
een grotere nauwkeurigheid wordt gehaald.

3.3.3. Andere discretisatieschema's voor de instationaire diffusie-
vergelijking

a) Methode van Baker en Oliphant.
Door de eerste afgeleide in de tijd te schatten uit de drie waarden voor T op de
tijdstippen n+1, n en n—1 krijgt men samen met centrale differenties voor de plaats
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op het tijdstip n+1 een altijd stabiele impliciete methode. Het schema van Baker en
Oliphant geeft als differentievergelijking:
n+l n n-1 n+l1 n+1 -n+1
3T —-4Tp+Tp Tg =215 + Ty

S =4 ~— (3.3.16)

Ten opzichte van Crank-Nicolson is er het voordeel dat deze methode minder
oscillaties geeft. Echter moet men nu tevens de waarden op twee tijdstippen eerder
opzoeken voor de berekening.

Expliciete methoden van Du Fort-Franklin en Saul’ev.

Er zijn twee expliciete schema’s die niet de stabiliteitseis Fo(A) < 0,5 hebben. Zij
kunnen dus met grotere tijdstappen werken, echter is er nu een consistentie eis.
Beide methoden vereisen dat At/Ax — 0 als Ax en At — 0 voor consistentie. Indien
hiervoor gezorgd kan worden zijn het beide zeer efficiénte schema’s. Het schema
van Du Fort-Franklin neemt twee stappen voorwaarts in de tijd en is centraal in de
plaats en heeft als differentievergelijking:

.I;H - T;_l (TE Tn ]) (l 0+l TE)

=a 3.3.1
2At Ax? ( L

In wezen worden de warmtestromen door de oost en west wand van een controle
volume geévalueerd met behulp van temperaturen op verschillende tijdstippen. Een
differentieschema heet consistent als bij substitutie van de oplossing van de
differentievergelijkingen in de differentiaalvergelijking een fout overblijft die bij
netverfijning naar nul gaat. Dat consistentie van bijvoorbeeld het schema van
Crank-Nicolson gewaarborgd is blijkt, indien we de uitdrukking voor de
afbreekfout, gevonden met behulp van Taylor-reeksontwikkeling, aan een nadere
beschouwing ondcrwerpen. Deze afbreekfout is:

2341" 1 a3T 3, a*T

2
e e Lo (3.3.18)

12

Dit geeft e — 0 als Ax en At — 0. Maar voor Du Fort-Frankel vinden we:
e=garll_ Laa@dT, %0 0T, | (3.3.19)

Indien nu voor At — 0 en Ax — 0, AUAx bijvoorbeeld naar de constante waarde |
gaat, dan lossen we in feite niet meer de oorspronkelijke vergelijking T, —aTyxx =0
op, maar Ty — aTxx = aTy, hetgeen niet consistent is. De laatste term in (3.3.19) is
om te werken met:
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T _ ,0°T

o (3.3.20)

Voor de tweede en derde term samen krijgen we dan:

12, TAC T

8 (A + ) 5 3.3.21)

We hebben aan de eis voor consistentie voldaan indien

a?A? AX?
F =n 12 (3.3.22)
waarbij n een geheel getal is. We mogen n niet te groot nemen, maar voor n = 3,5
(overeenkomend met Fo(A) = 1) kan toch nog redelijk gerekend worden.

Het schema van Saul’ev bestaat uit twee stappen:

T ~Tp= ( ) (2 -1 - TR (3.3.23)
TE+2 TBH 2) (Tjé+2 Tn+2 _ T;ﬂ + an+]) (3.3.24)
At

QOok deze methode kent een beperking voor de verhouding van e,

In tabel 3.3.1 zijn al de hiervoor besproken rekenschema's nog eens op een rijtje
gezet.

3.4. Oplossingsmethoden voor de stationaire diffusievergelijking

De stationaire 1D diffusievergelijking
a .0T
ax (?&ax) =0 (3.4.1)

heeft in het algemeen de volgende gediscretiseerde vorm:
aplp=agTlg +awlw. (3.4.2)

Voor de een-dimensionale situatie zijn de n vergelijkingen voor de n roosterpunten
eenvoudig direkt op te lossen. In een 3 dimensionale situatie met meerdere
gekoppelde differentiaalvergelijkingen is het verkrijgen van een direkte oplossing
echter een zeer moeizame weg en ligt een iteratieve oplossingsmethode meer voor
de hand. Aan de hand van het 1 dimensionale geval zal een aantal iteratieve
oplossingsmethoden besproken worden. Vervolgens wordt een lijn voor lijn
iteratieve methode behandeld.




3. Numerieke methoden 81

3.4.1. Puntsgewijze iteratieve oplosmethoden

A. Jacobi

De oplossingsmethode van Jacobi is een expliciete methode. De temperaturen op
het nieuwe iteratieniveau n+1 voor alle roosterpunten worden uitgedrukt in
temperaturen op het oude iteratieniveau n:

apTp" = agTp + awTh,. (3.4.3)

Op deze manier kunnen voor alle roosterpunten eerst de coéfficiénten bepaald
worden, waarna voor alle roosterpunten een nieuwe temperatuur berekend kan
worden. Deze methode wordt vaak toegepast in combinatie met onderrelaxatie.
Indien T; de temperatuur is berekend met vergelijking (3.4.3) wordt voor de nieuwe
temperatuur in punt P de volgende lineaire kombinatie genomen:

Tp" = (1 - 0)Th+ uﬁ‘;”, met o < 1. (3.44)

Op deze manier wordt de verandering in een iteratie ingeperkt om divergentie te
voorkomen. Het gebruik van onderrelaxatie komt er op neer dat niet vergelijking
(3.4.3) wordt opgelost, maar

a 1
ST = (o — DarTp +agT"+ awTy,. (3.4.5)

B. Gauss Seidel

Indien tijdens het iteratieproces niet eerst alle coéfficiénten bepaald worden, maar
gebeurt dit ook punt voor punt, dan wordt voor een van de punten W of E
(afhankelijk van de volgorde waarop de punten bezocht worden) de waarde van de
temperatuur op het nicuwe iteratie niveau meegenomen. Indien de punten van west
naar oost bezocht worden betekent dit:

n+l

apTp" = agTp + awTy - (3.4.6)

Dit is de oplosmethode van Gauss Seidel.

C. Successive Over Relaxation (SOR)

De methode van Gauss Seidel kan versneld tot convergentie geleid worden, indien
gebruik gemaakt wordt van overrelaxatie. Daar vergelijking (3.4.6) niet meer
volledig expliciet is, blijft stabiliteit gegarandeerd ook voor waarden van o groter
dan 1. Het gebruik van overrelaxatie in kombinatie met Gauss Seidel staat bekend
als de methode van Successive Over-Relaxation (SOR):

+ l n
i (., — DapTp+agTg +awTyy . (3.4.7)

De waarde van @ moet nu voldoen aan 0 < ® < 2 om stabiliteit te garanderen.
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Impliciet nauwkeurig
A 2z
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Wt =l -'—(ﬂi-) {82 + 82 +
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e
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-1
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Tabel 3.3.1. Rekenschema’s diffusievergelijking.
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Nr. Expl./Impl. | Stabiel indien: Afbreekiout en consistentie
1.0 Impliciet alt O(At + Ax?), consistent
asg#o |0<O<3 s ga<y =7
1<0<1 altid
1.1.a. | Expliciet -m <! O(At + Ax?), consistent
ﬂx
1.1.b | Expliciet | altijd stabiel O(At + Ax?), consistent
1.l.e | Expliciet altijd stabiel 0(At? + Ax®, consistent
1.2 Impliciet | altijd stabiel O(At + Ax?), consistent
1.3 Impliciet altijd stabiel 0(At? + Ax?), consistent
1.4 Impliciet | altijd stabiel oAt + AxY), consistent
1.5 Impliciet | altijd stabiel 0O(At? + Ax®), consistent
2.0 Impliciet | altijd stabiel oA + Ax?), consistent
2.1 Impliciet altijd stabiel O(At* + Ax*), consistent
3.0 Expliciet | altijd stabie} O(AL + Ax? + r.u ] S
tént als -%—x" 0 At=0,Ax—+0
50 O(A? + Ax? + o ,} consis-
Expliciet altijd stabiel
tent ols ax'*l} At=+0, Ax—+0.

Tabel 3.3.1. Rekenschema’s diffusievergelijking (vervolg).

83
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Details over puntsgewijze oplosmethoden

Aan de hand van zeer eenvoudige voorbeelden zal nu wat meer inzicht gegeven
worden in de puntsgewijze oplosmethoden van Jacobi en Gauss-Seidel. Een
stationair een-dimensionaal geleidingsprobleem leidt tot de volgende
differentievergelijking:

(D¢ + Dy)Tp = DJ g + Dy Tw. (3.4.8)

Met constante stofeigenschappen en een equidistant rooster is De = Dy, en vinden
we dat de temperatuur in het punt P gelijk is aan:

Tps %TE + %Tw. (3.4.9)
Definiéren we een rooster van 5 punten met de randvoorwaarden gegeven op de
punten 1 en 5: Ty = 100 en Ts = 0, dan kunnen we met een iteratieve methode de

temperaturen op de tussenliggende punten berekenen. De oplosmethoden van Jacobi
en Gauss-Seidel leiden dan tot de volgende resultaten:

A. Jacobi
De oplosmethode volgens Jacobi leidt voor het m® iteratieniveau tot:

l-m-1 , 1m-1
Tp=5Tg +;Ty - (3.4.10)

Voor een drietal iteraties geeft dit het resultaat zoals weergegeven in onderstaande
tabel.

| beginveld | leiteratie | 2eiteratie | 3eiteratie | o iteratie
100 100

1 100 100 100
2 0 50 50 62,5 75 |
3 0 0 25 25 50 |
4 0 0 0 12,5 25
5 0 0 0 0 0

Tabel 3.4.1. Drie iteraties met Jacobi

B. Gauss Seidel
Gauss-Seidel levert voor het m® iteratieniveau beginnend bij het punt 1:

m_ loem-
Tp =515 + 3Ty, (3.4.11)

Voor de drie eerste stappen in het iteratieproces staan de resultaten in onderstaande
tabel.

Vergelijken we de resultaten uit beide tabellen dan wordt duidelijk dat de methode
van Gauss-Seidel sneller tot een oplossing zal leiden dan de methode van Jacobi.
Indien Gauss-Seidel toegepast wordt met punt 5 als startpunt blijkt de convergentie
trager te zijn. Ook het startveld waarvan men uitgaat is hierbij van belang. Het blijkt
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dat de snelste convergentie bereikt wordt indien men begint daar waar de

afwijkingen van de uiteindelijke oplossing het grootst zijn.

100
75
50
25

begin veld | leiteratie | 2eiteratic | 3e iteratie oo jleratie
1 100 100 100 100
2 0 50 62,5 68,75
3 0 25 37,5 42,75
4 0 12,5 18,75 21,88
5 0 0 0 0

0

Tabel 3.4.2. Drie iteraties met Gauss-Seidel

3.4.2. Convergentie en divergentie

De methode van Gauss-Seidel geeft niet in alle omstandigheden een oplossing van
het probleem. Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld kunnen we laten zien, dat
ook divergentie op kan treden. Beschouw het volgende stelsel van twee lineaire

vergelijkingen met twee onbekenden:

T;=04T5 + 0,2 3.4.12)
Tp=T; + 1. (3.4.13)
We zien dat na vijf iteraties de oplossing al heel goed benaderd is:
iteratie no. ‘ 0 ’ 1 ‘ 2 ‘ 3 ] 4 | 5 ' f 0
T, 0 02 068 0872 0949 0,980 1,0
. Tp 0 1,2 1,68 1,872 1949 1,980 2,0
Tabel 3.4.3. convergentiegedrag stelsel 3.4.12 en 3.4.13
We kunnen de vergelijkingen (3.4.12) en (3.4.13) ook anders schrijven:
Ti=Ty-1 (3.4.14)
T, =2,5T,-0,5. (3.4.15)

met als oplossing via Gauss-Seidel:

iteratie no. ‘ 0| 1 | 2 | 3 ] 4
T, 0 -1 -4 -11,5 -30.25
T, 0 -3 -105 2925 -76,13

Tabel 3.4.4. Convergentiegedrag stelsel 3.4.14 en 3.4.15

Dit ziet er niet goed uit. Het iteratieproces divergeert. Scarborough vond al in 1958
een kriterium waaraan de vergelijkingen zouden moeten voldoen om gegarandeerd
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convergentie te verkrijgen met de Gauss-Seidel methode. Voldoende voor
convergentie blijkt te zijn indien voldaan is aan (het subscript bp staat voor
buurpunten):

3 lapyl = 1 voor alle vergelijkingen
lapl {

< 1 voor tenminste 1 vergelijking

De eisen dat alle coéfficiénten positief moeten zijn, en dat de gelineariseerde
bronterm een negatieve richtingscoéfficiént moet hebben kunnen in het licht van dit
Scarborough kriterium bezien worden. Is er namelijk niet aan deze eisen voldaan,
dan is eenvoudig in te zien dat ook het Scarborough kriterium in gevaar komt.

3.4.3. De lijn-voor-lijn oplosmethode

De puntsgewijze oplosmethode heeft als nadeel, dat de convergentie erg traag is. Er
zijn andere iteratieve oplosmethoden, welke sneller tot een oplossing leiden. Zo kan
men bijvoorbeeld alle vergelijkingen voor punten op een lijn tegelijkertijd oplossen
en zo lijn-voor-lijn door het oplosdomein bewegen. Men kan ook voor alle punten
in een vlak een oplossing vinden en dan vlak voor vlak door de ruimte bewegen.
Men kan tenslotte alle vergelijkingen in alle punten in een 3D ruimte tegelijkertijd
oplossen met een direkte matrix oplosmethode. Het hangt in feite van het probleem
af welke oplosmethode de minste rekentijd zal vergen. Voor een 3D
stromingsprobleem, waar tenminste 4 gekoppelde differentiaal vergelijkingen
opgelost moeten worden, is een direkte oplosmethode ongeschikt alleen al door de
geweldig grote hoeveelheid geheugen die voor een dergelijke matrix benodigd is. In
de meeste gevallen blijkt een lijn-voor-lijn algorithme de beste resultaten te geven.
We beperken ons hier dan ook tot het bespreken van deze lijn-voor-lijn methode.

Toepassen van de eindige volumemethode op een 2D convectie-diffusie
vergelijking voor bijvoorbeeld de temperatuur levert een stelsel lineaire
vergelijkingen op voor de waarden van de temperaturen in elk roosterpunt als
functie van temperaturen in de buurpunten. Beschouwen we een rij punten in het
rekendomein en veronderstellen we dat de waarden van de temperaturen op de
naburige lijnen bekend zijn, dan kunnen we een oplossing vinden voor de
temperaturen op de betreffende lijn. Dit kan met behulp van het Thomas algorithme,
of het tdma algorithme (tri-diagonal matrix algorithm), dat er als volgt uit ziet. De
vergelijkingen op een lijn hebben de volgende gedaante:

apTp=awlw+agTg+ (b+aTs+anTn). (3.4.16)

Indien de temperaturen op de naburige lijnen ten zuiden en noorden van de
beschouwde lijn bekend verondersteld kunnen worden, dan is de term tussen de
haken in bovenstaande vergelijking bekend. Voor elk punt P van de lijn is de
temperatuur uitgedrukt in de temperaturen van de buurpunten. Beschouwen we nu




3. Numerieke methoden 87

de lijn j met n roostercellen, waarvan de cellen (1,j) en (nj) virtuele roostercellen
zijn die buiten het rekendomein vallen (zie figuur 3.4.1).

| | | T T |

L |
Figuur 3.4.1. Rooster met n punten op lijn j

De randvoorwaarde geeft voor het vituele roosterpunt:

Tij=1(T2). (3.4.17)
Voor het punt (2,j) op de beschouwde lijn geldt:

T =1(T1;,T3). (3.4.18)
Kombineren van 3.4.17 en 3.4.18 resulteert in:

Met Ts; = (T2, T4;) geeft dit dan weer T3 =f'(T4;). Bewegend van west naar oost
wordt op deze manier de temperatuur in elk punt (i,j) van lijn j uitgedrukt in de
temperatuur van het naburige punt (i+1.j). Zo ook voor het op een na laatste, meest
oostelijke punt van het domein: Ty, j = f'(Tyj). De randvoorwaarde geeft voor het
virtuele roosterpunt op de lijn: T, J= 8(Ty1 ), zodat uit deze laatste twee
vergelijkingen Ty j en Ty, j bepaald kunnen worden. Vervolgens wordt Ty_» J
berekend uit Ty j. Nu bewegend van oost naar west, wordt de temperatuur in elk
punt (i,j) bepaald uit de temperatuur in het naburige punt (i+1,j). Nu alle
temperaturen op de lijn zijn bepaald kan hetzelfde herhaald worden voor de
naburige lijn, bijvoorbeeld lijn j+1, en zo kan elke lijn in het rekendomein bezocht
worden. Dit wordt herhaald totdat convergentie is bereikt.

Deze lijn-voor-lijn oplosmethode kan gebruikt worden in kombinatie met Jacobi,
Gauss-Seidel of Successive Over Relaxation op dezelfde manier als de puntsge-
wijze oplosmethoden. Van belang hierbij kan zijn de richting waarin het veld
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doorlopen wordt. De voordeligste richting hangt af van de coéfficiénten. Voor een
stroming die hoofdzakelijk plaats vindt van oost naar west is de gunstigste richting
waarmee het veld doorlopen wordt ook van oost naar west. Vaak bestaat een iteratie
uit twee stappen, de eerste stap oost-west wordt bijvoorbeeld gevolgd door een stap
west-oost. In het meest algemene geval zal een komplete iteratie bestaan uit vier
afzonderlijke stappen. Het veld wordt hierbij in alle vier mogelijke richtingen
doorlopen (oost-west, west-oost, zuid-noord en noord-zuid).

3.5. De convectie-diffusie vergelijking

De 1D convectie-diffusie vergelijking zal nu geintegreerd worden over eindige
volumina en over een eindige tijdstap. Hierna zullen benaderingen gegeven worden
van grootheden ter plaatse van de vlakken tussen de eindige volumina. De
vergelijking luidt:

0./ A%, 0 d d "
ax(p'l )+ a—x(puT) =% (r 8_)() + 8™, (3.5.1)

Integratie van de eerste term over de tijd At en het volume AV geeft:

t+At
[ [oem dtav=mrT Ty, (352
Vot

Voor een volledig expliciet schema levert de convectieterm het volgende op:
9 "9
[ [axeuDdVdi= [ [FpuAT)dxdi= (m, T, — m{,T,,) At. (3.5.3)
Vit t v

Indien het snelheidsveld gegeven is moeten we uitdrukkingen hebben voor de
temperaturen op de vlakken e en w tussen roosterpunten in. De waarden van deze
temperaturen op de tussenvlakken kunnen benaderd worden door bijvoorbeeld:

Te=13 (Tg+Tp) en Ty = 2 (Tw +Tp), (3.5.4)
waarmee de convectieterm benaderd wordt door:

Ane(TE + Tp) - 2 (T, + Tp). (35.5)
De diffusie term geeft:

)
s (Tp+Ty)AL  (35.6)

a T Acle
f Jéx (rg) dvdt= (—6;('1‘; + T?,) -
t

Na wat rangschikken van de termen ziet de gediscretiseerde differentiaal-
vergelijking er dan als volgt uit:

. e e TETTTT W e ——— T
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n+l

A—Pl Ip'= (Dy + 1 STy, + (D rhe)Tl';_+
Ml‘l
(5, ~ De+ Du) + iy —y10) T, (3.5.7)

Het is duidelijk dat twee van de coéfficiénten negatief kunnen worden, hetgeen
evenveel voorwaarden oplevert voor stabiliteit. De eerste voorwaarde luidt:

De zzrneof ( By 2(pAU)e (3.5.8)

Cp AX
Dit is equivalent met de voorwaarde: Pe(A). < 2 met Pe(A) = pcpuAx/A. Het cel-
Péclet getal geeft de verhouding tussen het transport door convectie en diffusie
weer, zodat de voorwaarde voor stabiliteit betekent dat het transport door convectie
niet groter mag zijn dan twee maal het transport door diffusie.

De tweede voorwaarde voor stabiliteit volgt uit de cogfficiént van Tp:
Mp

o A(iiy = e) = D + Dy, (3.5.9)

Veronderstellen we dat my, = m, en D, = Dy, dan levert deze eis uitei ndelijk op:

aAt

Al =2 <lof Fo(A) s = (3.5.10)
Deze eis komt er in feite op neer, dat de tijdstap kleiner moet zijn dan de tijd nodig
voor diffusie naar het nabijgelegen roosterpunt. De twee stabiliteitseisen
gecombineert levert op: Pe(A).Fo(A) = Co(A) = 1 (het kental van Courant = uAt/Ax).
De fysische betekenis hiervan is dat de afstand afgelegd door het fluidum in de tijd
At (uAx) kleiner dient te zijn dan Ax. Dit kriterium alleen is niet voldoende. Er moet
tevens aan een van de twee andere kriteria voldaan zijn.

Dat met name het kriterium Pe(A) = 2 kan leiden tot problemen wordt nu
aangetoond aan de hand van een voorbeeld. Beschouw een gegeven propstroming
door een buis en bepaal de temperatuursverdeling in het thermisch inloopgebied
indien vanaf x = 0 de wandtemperatuur hoger is dan de de temperatuur van het
fluidum dat door de buis stroomt. Dit is een twee-dimensionaal probleem. Kies tien
roosterpunten in de y-richting loodrecht op de wand. Aan de hand van het kriterium
Pe(A) = 2 kan het minimum aantal roosterpunten in de x-richting langs de wand
bepaald worden.

De lengte van het thermisch inloopgebied is gelijk aan: L = 0,1D Pe. Hierin is D de
diameter van de buis en Pe het Péclet getal betrokken op deze diameter. Het mini-
mum aantal roosterpunten wordt gegeven door : Ax = 2a/u. Het aantal roosterpunten
dat met deze Ax nodig is om het gehele thermisch inloopgebied te bestrijken is:



—— &

90 Fysische Transportverschijnelen Il

yA —> o
— o
— —>
—> B

> — >
— —»
X;U —> X

Fig. 3.5.1. Propstroming met konstante wandtemperatuur.

Ny == 0,05 Pe?. 3.5.11)

Is het Re getal betrokken op de hydraulische diameter van de buis bijvoorbeeld
gelijk aan Re = 1000 en is Pr = 1, dan betekent dit voor het aantal roosterpunten in
de x-richting: Ny = 50.000 en is het totaal aantal roosterpunten gelijk aan 500.000.
Met

Pr = 1000 loopt het totale aantal roosterpunten zelfs op tot 5,0-10'1. Dit is een
buitengewoon groot aantal punten voor een betrekkelijk eenvoudig probleem.

3.5.1. Upwind differenties

In het voorafgaande is duidelijk geworden dat het benaderen van de temperaturen
op de tussenvlakken als het gemiddelde van de temperaturen op de twee
omliggende roosterpunten tot een buitengewoon groot aantal roosterpunten
aanleiding geeft. Vooral voor gevallen waarin het transport gedomineerd wordt
door convectie en de diffusie praktisch te verwaarlozen is lijkt een andere
benadering van de temperaturen op de tussenvlakken gewenst. Een benadering
welke altijd tot positieve coéfficiénten leidt is die van de upwind differenties.
Hierbij wordt voor de temperatuur van het vlak tussen de punten P en E genomen:

T.=Tp indien me >0 (3.5.12)

T, =T indien me <0

Voor de temperatuur op een tussenvlak wordt dus de stroomopwaartse waarde
genomen. Dat dit een logische benadering is, indien de convectieve overdracht veel
groter is dan de difusieve overdracht, is te illustreren met het volgende voorbeeld.
Beschouw de eindige volumina als aan elkaar grenzende goed geroerde vaten met
tussen deze vaten dunne buisjes waardoor vloeistof van het ene naar het andere vat
stroomt. De wanden van de vaten zijn vervaardigd van een perfecte isolator.

De temperatuur in de verbindende buisjes zal die van het stroomopwaartse vat zijn
indien de geleiding verwaarloosd kan worden.
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Fig. 3.5.2. Aaneengeschakelde geroerde vaten

Er is ook inzicht te verkrijgen in het waarom van upwind differenties door de 1D

convectie-diffusie vergelijking analytisch op te lossen. De 1D vergelijking luidt:
d d . dT

met de dichtheid p, de snelheid u en de diffusiviteit I" constant en de
randvoorwaarden

X=0:T=Tp en x=Ax:T=Tg (3.5.19)
is de oplossing van deze vergelijking:

X
Pe —) -1
T-Tp e Ax) uAx

Te-Tp_ exp(Pe)—1

met Pe = (3.5.15)

Deze oplossing is als functie van het Pe-getal uitgezet in figuur 3.5.3.

| Pe>0
Te

Te

' Pe<0

X X+AX

Fig. 3.5.3. Exacte oplossing 1D convectie-diffusie vergelijking.

Voor grote waarden van het Péclet getal blijkt de temperatuur midden tussen de
punten x en Ax nagenoeg gelijk te zijn aan de temperatuur in het stroomopwaartse
punt. Voor Pe = 0 bestaat er een lineair temperatuurprofiel wat te verwachten is bij
pure geleiding. Indien zowel convectie als diffusie van belang zijn kunnen de
temperatuur en de temperatuurgradient op het tussenvlak tussen twee roosterpunten
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P en E benaderd worden met:
Te=( +adTp+ (- aoTE. (35.16)

dT, _,Te—-Tp
Ge=Be (3.5.17)

De waarden van o, en B, zijn afhankelijk van het Péclet getal.

Voor Pe — 0: a.=0enP=1 (centraal schema)
Voor Pe — co: lotel =% en P =1 (upwind schema)
Voor 2 = Pe < o e = 21 — %’%__l—l (exponentieel schema)
Be=Pe %IE(PFT% )T
Voor2=Peso: lagl= % 5—5%3—2 (benadering exponentieel schema)
1+ 0,005P¢?

Be= 1 + 0,05Pe?

Het exponentiéle schema is afgeleid uit de exacte oplossing van de 1D convectie-
diffusie vergelijking. Een nadeel van dit exponenti€le schema is dat het een erg
rekenintensief schema is. Voor het uitrekenen van de exponenten is veel rekentijd
nodig. Vandaar het laatste schema, dat een goed benadering is van het exponentiéle
schema.

3.5.2. 2D convectie-diffusie vergelijking

Een uitbreiding naar de 2D convectie-diffusie vergelijking is zeer eenvoudig. In
deze paragraaf zullen nog eens alle stappen volgens welke de eindige
volumemethode werkt doorlopen worden voor de 2D convectie-diffusie
vergelijking in cartesische codrdinaten. Hierbij zal gebruik gemaakt worden van het
algemene schema met de definities van de temperaturen en temperatuurgradiénten
zoals gedefinieerd in de vorige paragraaf met vergelijkingen (3.5.16) en (3.5.17).
De 2D convectie-diffusie vergelijking is:

d d d a T,  a 0T '
a3t (pT) + % (puT) + @ (pvT) = ] (l“a—x) + @ (I‘@ +8".  (3.5.18)

Het rekendomein wordt opgedeeld in volumes, waarvan er een in de onderstaande
figuur is weergegeven.
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N
n
R A
]SQ
5

Fig.3.5.4. 2D deelvolume.

Integreren van de dv over het volume rond punt P geeft als resultaat (zie ook vgl.
3.1.22):

0
M M ) ., . -
(_P‘]‘p_EPT;)+ (me Te + mg T —my, Ty — m, Tp) =

aT
(TAG e+ (TAG )5 AT, - CAlD, +5. (3.5.19)

De waarden met het superscript o zijn genomen op het oude tijdsniveau, de
overigen op het nieuwe tijdsniveau. Om de uiteindelijke differentievergelijking
handzamer te maken wordt de gediscretiseerde continuiteitsvergelijking gebruikt.
Uit de continuiteitsvergelijking volgt:

Mo Mpo o0 .0 o .
E"‘rp = b+ (i + g — e — )T, (3.5.20)

Dit ingevuld in vergelijking (3.5.19) leidt tot:

MD {s] ) . ) )
( AtETp— —"Tg + Me(Te — Tp) + m(Ts = Tp) + My (Tyy — Tp) + Mg(Ts — Tp) =

(TAax)e+(1“A LI (rAax)“‘ (I“A )n (3.5.21)

Vervolgens worden de profielen tussen de roosterpunten benaderd om waarden te
vinden voor de temperaturen en de temperatuurgradienten op de tussenvlakken e, w,
nen s. Passen we de benadering toe als in vergelijkingen (3.5.16) en (3.5.17)
resulteert dit in:

aplp=agTg + awTw +asTs +anTny+ b (3.5.22)
met

ag= D — m,= + loel Imel; (3.5.23)

aw= ByDy + % My + Il IMyl; (3.5.24)
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an = BaDn — My + oy Igl; (3.5.25)

as = BoDs + h + lotgl Iyl (3.5.26)
M

ap= Ty +ag +awy +as + aN— Sp; (3.5.27)
Mp o

b=—PIp+Sc. (3.5.28)

De bronterm S in vergelijking (3.5.21) is gelineariseerd tot SpTp+ Sc.

3.5.3. Numerieke diffusie

Het gebruik van upwind differenties heeft een groot nadeel dat wij kennen als
numerieke diffusie of ook wel als ‘false diffusion’. Deze numerieke diffusie kan de
nauwkeurigheid van de oplossing in hoge mate nadelig beinvloeden. Dat zal uit het
volgende duidelijk worden.

De convectieve flux van de scalaire grootheid ¢ door bijvoorbeeld het viak e is
gegeven door:

Ce = (pu)e $pe = rheq)e- (3.5.29)

Het centrale (CDS) en het upwind differentie schema (UDS) hebben verschillende
benaderingen voor de waarde van ¢ ter plaatse van het vlak e:

CDS: ¢ = (¢p + $p)/2. (3.5.30)

UDS: ¢ = ¢p vOOr u—> 0, (3.5.31)
Vergelijken we deze benaderingen met een benadering van ¢ welke uit Taylor
reeksen volgt. Ontwikkeling rond het punt P geeft:

Ax 3¢, 1 Ax2d%

op= -7 axle 5 4—?[‘:+... (3.5.32)

Ontwikkeling rond het punt E geeft:
Axap | Ax 3%
¢E=¢e+7§1 2 b 32| +... (3.5.33)

Invullen van deze reeksen in de benaderingen van ¢, geeft achtereenvolgens voor
het centrale schema:
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1 Ax% 0%¢
¢e=¢e+57@le+-—— (3.5.34)

en voor het upwind schema:

Ax
Pe=e—5 gy |et .. (3.5.35)

Hieruit blijkt dat het centrale schema 2¢ orde in x is, terwijl het upwind schema 1°¢
orde in X is. De fout welke gemaakt wordt met het upwind schema voor het
benaderen van de convectieve flux is gelijk aan

. Axd¢
e 3 e (3.5.36)

Dit heeft de gedaante van een diffusieterm, namelijk I'(d¢/dx), vandaar de
uitdrukking numerieke diffusie. De grootte van deze "diffusie" neemt af met Ax,
een fijn rooster is dus gunstiger. Verder heeft deze term weinig te betekenen voor
gebieden waar d¢/dx klein is.

Met behulp van de oplossing van het 1D convectie-diffusie probleem is aangetoont
dat upwind differenties voor hoge Pe getallen succesvol zijn. Voor een 2D of een
3D stroming is dit echter niet altijd het geval. Dit kan gegllustreerd worden aan de
hand van het volgende voorbeeld. Beschouw een stroming welke een hoek van 45°
maakt met de randen van een rechthoekig rekendomein. De stroming is uniform.
Een scalaire grootheid ¢ heeft de waarde 1 op de vertikale wand welke
aangestroomd wordt en de waarde 0 op de horizontale wand welke aangestroomd
wordt (zie figuur 3.5.5). De convectie is zeer groot t.o.v. de diffusie, zodat de
diffusie verwaarloost kan worden. De verspreiding van de scalar f wordt beschreven
door de volgende vergelijking:

2 (puf) + %{pvrb) =0. (3.537)

Het centrale differentie schema kan niet gebruikt worden bij het oplossen van deze
vergelijking daar het Pe-getal gebaseerd op de roosterafstand nooit kleiner dan 2
kan worden. Toepassing van het upwind differentie schema leidt tot het volgende:

rheq’c + rhann = mw¢w F f.nsq’s (3.5.38)

De massastromen door alle vlakken zijn aan elkaar gelijk indien de roostercellen
vierkant zijn. In dat geval herleidt vergelijking (3.5.44) zich met de benaderingen
volgens het upwind differentie schema (¢e = ¢p , Pn = Pp , Py = Pw , ¢s = §s) tot:

20p = gw +0s. (3.5.39)

De oplossing kan nu eenvoudig gevonden worden en is gegeven in figuur 3.5.5.
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31732 57/64 | 99128 | 163/256 2
1 116 | 1306 | 2132 | 2 | 83256
7 16 | 1 1 29128
¢ -1 o= 1 B n ” n2 9
/ 0 4 1] 516 | 3N 84
/ " 4 i) e | @2

P g -

Figuur 3.5.5. Illustratie numerieke diffusie.

De exacte oplossing van dit probleem is triviaal. Boven de diagonaal van de
linkeronderhoek naar de rechterbovenhoek moet ¢ = 1. Onder deze diagonaal is de
oplossing ¢ = 0. Immers er is geen diffusie loodrecht op de stromingsrichting. De
numerieke oplossing verkregen met behulp van het upwind differentie schema
vertoont uitsmering loodrecht op deze diagonaal. Deze uitsmering als gevolg van de
numerieke techniek heeft het karakter van diffusie loodrecht op de
stromingsrichting. De numerieke oplossing kan vergeleken worden met de
analytische oplossing voor werkelijke diffusie loodrecht op de stromingsrichting. In
vergelijking (4.2.12) van paragraaf 4.2.4 is de oplossing gegeven voor het geval dat
men twee media met dezelfde thermische eigenschappen maar verschillende
temperaturen op t = 0 met elkaar in warmtecontact brengt. Met behulp van de
transformatie t = s/u, waarin s de afgelegde weg in de richting van de
snelheidsvector is en u de grootte van de snelheid in deze richting, is deze oplossing
te gebruiken om een idee te krijgen van de grootte van de schijnbare diffusie. Met z
de coordinaat loodrecht op de snelheidsrichting resulteert de diffusie loodrecht op
de stromingsrichting in:

Z ) (3.5.40)

1
T = erf ;
2© C(Z?asfu

Op de plaats z = 2%2 A en z =3V2 Ais volgens het numerieke schema T = 614 Dit
ingevuld in (3.5.40) geeft:

7 1 3
. e.rfc (iﬁpem))”2 (3.5.41)

Waaruit volgt dat Pe(A) = 2,85. En dus vinden we voor de schijnbare
diffusiecoéfficiént I'yym:

uA

Fhum = 285 (3.5.42)
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Voor een waterstroming bij kamertemperatuur is de warmtevereffeningscoéfficiént
a=1,4107. Bij een stroomsnelheid van 1 m/s en een stromingsrichting welke een
hoek van 45° maakt met het rooster en een roosterafstand van 4.10~7 m. is de
schijnbare diffusie door het gebruik van het upwind differentieschema gelijk aan de
echte warmtediffusie. Met behulp van de hierboven gevonden uitdrukking voor de
schijnbare diffusiviteit is de warmtevereffening berekend uit (3.5.40) vergeleken
met de numerieke diffusie in figuur 3.5.6. Hieruit blijkt dat de numerieke diffusie
inderdaad hetzelfde karakter heeft als de werkelijke diffusie.

NN

— werkelijke diffusie
berekend met (3.5.40)

ena=Tpm

o _"\‘

© numerieke diffusie

Fig. 3.5.6. Numerieke diffusie vergeleken met werkelijke diffusie.

De numerieke diffusie wordt veroorzaakt door het feit dat niet gebruik gemaakt
wordt van de echte stroomopwaartse waarden van ¢. De goede waarde van ¢ op een
tussenvlak zou gevonden moeten worden in de negatieve stromingsrichting en niet
voor een horizontaal vlak in de negatieve x-richting en voor een vertikaal vlak in de
negatieve y-richting. De grootheid ¢ stroomt met de verkeerde waarde binnen,
waarna er menging plaats vindt in het volume. Men moet zo veel mogelijk proberen
de hoofdstromingsrichting en de roosterrichting te laten samenvallen. Uit dit
voorbeeld is duidelijk geworden dat er bij een probleem dat gedomineerd wordt
door convectie (hoge Pe getallen) op een betere wijze rekening gehouden dient te
worden met de hoek welke de stroming maakt met het rekenrooster. Oplossingen
van dit probleem zijn:
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1. In gebieden waar de stromingsrichting dit vereist werken met zeer fijne roosters,
zodat de Pe-getallen gebaseerd op de roosterafstanden niet te groot worden.
2. Het gebruik van nauwkeuriger interpolatieschema's, zoals hieronder besproken.

3.5.4. Voorbeelden van nanwkeuriger differentie schema's.

Hier worden een drietal nauwkeuriger differentieschema's in het kort getoond.

1. Tweede orde upwind.

Bij dit schema wordt de waarde van ¢ op een tussenvlak w bepaald uit de waarden
van ¢ op de twee stroomopwaartse roosterpunten, bijvoorbeeld de punten W en
WW als in de figuur (zie figuur 3.5.7).

Fig. 3.5.7. Tweede orde upwind schema.

Het voordeel van dit schema is dat de extrapolatie tot een hogere nauwkeurigheid
leidt dan het upwind schema. Aan de andere kant is het schema niet
onvoorwaardelijk stabiel. Er kunnen negatieve coéfficiénten voorkomen. Bovendien
ontstaan er problemen bij de randen met instroom randvoorwaarden.

2. Quadratic Upwind schema.
Hier vindt kwadratische interpolatie plaats tussen de punten P en de twee
stroomopwaartse punten, bijvoorbeeld W en WW.

S £

- -
—~ i
_— -

HT_,
w

Zowel de convectieve als de diffusieve term wordt met behulp van dit profiel
benaderd. Dit schema wordt meestal het Quick-schema genoemd. Aan dit schema
kleven ongeveer dezelfde probloemen als aan het tweede orde upwind schema:
mogelijk negatieve coéfficiénten en problemen met instroom randvoorwaarden. Het
schema is wel weer nauwkeuriger dan het eerste orde upwind schema.

WW w P

Fig. 3.5.8. Quadratic Upwind schema.
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3. Skew Upwind Differencing Scheme.
Bij dit schema wordt gebruik gemaakt van de volgende transformatie:

o d¢ a9
pua—x + p\f’ay = pUés“, (3.5.43)

waarin U de lokale snelheid is en s de afstand in de stromingsrichting. Voor hoge
Péclet getallen luidt dan de convectie-diffusievergelijking:

0
pUs =S (3.5.44)

Een benadering van f op een roostervlak wordt nu gevonden met:
Ow =Py + Ay (3.545)

Hierin is ¢y, de echte stroomopwaartse waarde, welke gevonden wordt uit een
interpollatie tussen waarden van ¢ op enkele stroomopwaartse punten (zie fi guur
3.5.9). Ady is een correctie voor de variatie van ¢ tussen de posities u en w. Er Zijn
verschillende manieren om ¢y, en Ay, te evalueren. Hiertoe zij verwezen naar de
literatuur [D17].

NW N NE
——n—
' L‘
SW S ‘SE

Fig. 3.5.9. Skew Upwind Differencing Scheme.

3.6. De impulsvergelijkingen

Tot nu toe zijn we steeds uitgegaan van een gegeven stromingsveld. Echter in de
praktijk zal dit niet het geval zijn en zullen de impulsvergelijkingen ook opgelost
dienen te worden. Voor de snelheidscomponent u luidt de impulsvergelijking
(gebruik makend van de Einstein conventie):

2 (ou) +aixj (puyu; =Ei,- (ug—;'; ‘g:%’f s (3.6.1)
Duidelijk is dat de drie vergelijkingen voor de drie snelheidscomponenten via de
convectieve term en via de druk aan elkaar gekoppeld zijn. Bovendien is duidelijk,
dat de convectieve term niet-lineair is. Deze problemen kunnen eenvoudig
overkomen worden indien gekozen wordt voor een iteratieve oplosmethode. Het
grootste probleem bij het oplossen van het snelheidsveld is het feit, dat er geen
vergelijking is voor de druk. Indirect kan de druk verkregen worden via de
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continuiteitsvergelijking. Indien het correcte drukveld in de impulsvergelijkingen
wordt ingevuld voldoet het verkregen snelheidsveld aan de
continuiteitsvergelijking. In feite zou dus het stelsel gekoppelde vergelijkingen voor
behoud van impuls en massa via een directe methode opgelost moeten worden.
Door de niet-lineariteiten is dit echter geen aantrekkelijke weg en we zullen zien,
dat een iteratieve methode een betere mogelijkheid is.

3.6.1. Verschoven roosters

Uitgangspunt van de eindige volumemethode is de integratie van de parti€le
differentiaal vergelijking over een roostercel en het benaderen van onbekenden via
profielen tussen waarden in de roosterpunten. Voeren we dit uit voor de
drukgradiént uit de impulsvergc] ijking voor een 1D stroming:

2 (pu) + 2 (puw) = - (WGH — 50+ (3.62)
dan krijgen we:
t+At t+At g
d
- “Pdvdt = f J‘ —PAdxdt=—(pe— Pw)AAL (3.6.3)
t Vv

De waarden van de druk op de tussenvlakken e en w van de roostercellen kunnen
benaderd worden met behulp van lineaire profielen, waarmee de geintegreerde
drukgradiént gelijk wordt aan:

(B2 PE_PRZPW) A= PESEW) At (3.64)

Uit dit resultaat blijkt, dat voor de benadering van de drukgradiént een grover
rooster gebruikt wordt, dan het aktugle rooster. Bovendien blijkt dat een golvend
(zig zag) drukveld als in figuur 3.6.1 door het numerieke schema gezien wordt als
een constant drukveld, aangezien voor elk roosterpunt de gediscretiseerde
drukgradiént gelijk aan nul wordt.

p=1_ Pp=2 p=1 p=2 p=1 p=2 p=1

Fig. 3.6.1 Een golvend drukveld

Voor een 2D geval zijn er zelfs vier onafhankelijke oplossingen mogelijk voor het
drukveld, zoals uit figuur 3.6.2 blijkt. Voor alle punten is de drukgradiént, zoals
berekend volgens (3.6.4) en een soortgelijke uitdrukking voor de gradiént in de y-
richting, gelijk aan nul.

Een numeriek model, dat een dergelijk niet uniform drukveld aanziet voor een veld
met constante druk, is ontoelaatbaar. Beter zou zijn de druk uit te rekenen op een
twee maal zo grof rooster. Bij het formuleren van de differentievergelijking van de
continuiteitsvergelijking treedt een vergelijkbaar probleem op. Voor het
discretiseren van du/ox krijgen we analoog aan de discretisatie van dp/ox:
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Fig. 3.6.2. Golvend 2D drukveld

H+AL

du _UE—Uw
J‘ f}a‘x dvdt= "= ) AAt (3.6.5)
T Vv

Ook hier zijn dus op dezelfde manier als voor de druk in de figuren 3.6.1 en 3.6.2
weergegeven, golvende snelheidsvelden mogelijk, welke volgens het numericke
schema aan de continuiteitsvergelijking voldoen.

Een oplossing van de hierboven beschreven problematiek kan gevonden worden
door roosterpunten voor snelheden en druk niet samen te laten vallen. Indien de
roostercellen voor de snelheden verschoven worden ten opzichte van de
roostercellen voor de druk, temperatuur en andere scalaire variabelen, zodanig dat
de roosterpunten voor de snelheden op de celwanden van de roostercellen voor de
druk vallen (zie figuur 3.6.3) zijn beide problemen opgelost.

—> ] —

e i
B el I
T

— 3 &

]
|
e

X

Aoy

—
—
6—

1 p-cel, 2:u-cel, 3:v-cel
o: roosterpunt voor de druk

—: roosterpunt vor de u-snelheid
1 : roosterpunt voor de v-snelheid

Fig. 3.6.3. Verschoven roosters voor de snelheidscomponenten

De roostercellen voor de snelheidscomponent in de x-richting worden verschoven in
de x-richting en de roostercellen voor de snelheidscomponent in de y-richting
worden verschoven in de y-richting. De u-impuls- vergelijking wordt nu
geintegreerd over een u-cel, de v-impuls- vergelijking over een v-cel en alle andere
vergelijkingen (temperatuur, continugteit) over een p-cel. De over een u-cel
geintegreerde drukgradiént resulteert in:
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t+AL

[ J‘-gﬁ avat = P> P¥) A (3.6.6)
t Vv

Hierin zijn pe en pw op de celwanden bekend en hoeft er niet verder geinterpoleerd
te worden, zodat de drukgradiént uitgedrukt wordt in drukken op twee naburige
roosterpunten. Evenzo wordt du/dx uit de continuiteitsvergelijking voor een p-cel
benaderd met:

AL

du _b—u
f Jﬁ dvdt=—5-") AAt (3.6.7)
t

Ook nu hoeft er niet meer gegnterpolleerd te worden om de snelheden op de
celwanden te krijgen, daar de roosterpunten voor de snelheden op de celwanden zijn
gedefinieerd.

3.6.2. De 2D impulsvergelijking

Met de invoering van de verschoven roosters voor de snelheidscomponenten
moeten we nadere afspraken maken over de nomenclatuur. We spreken af, dat de
roosterpunten voor de snelheden op het oostvlak en het noordvlak van een p-cel
behoren bij het punt P. Op deze manier ontstaat de nomenclatuur als gegeven in
figuur 3.6.4.

il

e — Uy
Vp VE
Vi o~
Tvw | il
Ue
oW Uy oP Up oE =5
Vs
| T
u
g ¥ =%

Fig. 3.6.4. p-cel, u-cel and v-cel met nomenclature.

Discretiseren we nu de 2D u-impulsvergelijking welke als volgt luidt:
d d d d , du d , ou 0 e
51 (PW + 5 (Puw) + 50 (pVE) = 50 (g ) + 5 () - 51;-’ +8" (3.6.8)

dan gaat dit geheel analoog met de discretisatie van de 2D convectie- diffusie
vergelijking als in paragraaf 3.5.2, resulterend in:

)

e e
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ap Up = ag UE + Ay, Uy + ag Ug + ay UN — Ae(PE — Pp) + b (3.6.9)

met identieke uitdrukkingen als (3.5.22) t/m (3.5.28) voor de coéfficiénten. Het
bovenschrift u van de coéfficiénten duidt aan dat we te maken hebben met de
coéfficiénten voor de u-impulsvergelijking. Voor de v-impuls krijgen we :

ap Vp = ap VE + ay, Vw + ag Vs + ay VN — Ae(pn — pp) + b (3.6.10)

3.6.3. Het oplossen van het drukveld

De impulsvergelijkingen (3.6.9) en 3.6.10) kunnen slechts opgelost worden, indien
het drukveld gegeven is. Indien slechts een schatting van het drukveld wordt
gebruikt, zal het resulterende snelheidsveld na oplossen van de
impulsvergelijkingen niet voldoen aan de continuiteitsvergelijking. Vervolgens kan
deze continuiteitsvergelijking gebruikt worden om bij het gevonden snelheidsveld
het bijpassende drukveld te vinden. Dit is dan weer een nieuwe schatting van het
drukveld, waarmee de impulsvergelijkingen weer kunnen worden opgelost. Op deze
manier kan iteratief een snelheidsveld gevonden worden dat zowel aan de
impulsvergelijkingen als aan de continuiteitsvergelijking voldoet. Zaak is dus met
behulp van de continuiteitsvergelijking een vergelijking voor de druk af te leiden.
Stel het geschatte drukveld is p”*. Dit geeft dan met behulp van de
impulsvergelijkingen het snelheidsveld u” en v*:

a]L;'.u;=agu;+a;,u:v+a5"u;+a;u;—Ae(pE—p;)+b“ (3.6.11)
v * v * v * v * v ® * * v
ap Vp = ag Vi + 8y, Vi +ag Vg +ay Yy — Ae(Ppy —Pp) + b (3.6.12)

Veronderstel vervolgens dat het juiste druk- en snelheidsveld gegeven wordt door:

pmp i g (3.6.13)
. (3.6.14)
S (3.6.15)

Uitdrukkingen voor de snelheidscorrecties u' in elk roosterpunt worden gevonden
door (3.6.11) af te trekken van (3.6.9), resulterend in:

apu,=apu +ay u +alu tayu —~Adp —p)+b'  (36.16)

Verwaarlozen we de invloed van de naburige punten, dan krijgen we een zeer
handzame vergelijking welke de snelheidscorrecties u’ vitdrukt in drukcorrecties:

] AE _ ' ' _ ' '
= 5 = PP = - (3.6.17)
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Voor de snelheidscorrecties v’ krijgen we op dezelfde wijze:

Vo= g = (pP 1:'N =dy (P, - P (3.6.18)
Het verwaarlozen van ag, u;i +ay lka +ag u'S +ay lﬁq in (3.6.16) is toegestaan
omdat uiteindelijk in de geconvergeerde situatie alle snelheidscorrecties gelijk
zullen zijn aan nul. Er zijn echter andere methoden om tot handzame uitdrukkingen
te komen voor de snelheidscorrecties. De methode hier beschreven draagt de naam
SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations). Andere
vergelijkbare methoden zijn SIMPLER, SIMPLEC, SIMPLEST, etc. Hiervoor

wordt verwezen naar de literatuur ([D10] en [D17]).

Uitdrukkingen (3.6.17) en (3.6.18) worden nu gebruikt om met behulp van de
continuiteitsvergelijking een vergelijking af te leiden voor de drukcorrectie p’. De
2D continuiteitsvergelijking luidt:

dp d(pu) d(pv)

gyt 3y =0 (3.6.19)

Integratie over een niet verschoven roostercel (de p-cel van de figuren 3.6.3 en
3.6.4) geeft:

PP—Pp
")Av + PeAclip + PrAnVp — PyAwly — PsAsvs =0 (3.6.20)

(

Verondersteld is dat de dichtheid pp constant is over de gehele roostercel, en dat de
snelheden constant zijn over de wanden van de roostercel. Substitutie van de
relaties (3.6.14), (3.6.15), (3.6.17) en (3.6.18) in (3.6.20) leidt tot

PP - Pp b o
(5 IV #PeAcde(py - Py) + Prfnda(p, - DY) -
PwAwdu(py, - Py) — PsAsds(R, - p) + AM" =0 (3.6.21)
met
AM" = peA ey, + PrAnVp — PaAnly — PsAsVs (3.6.22)

Rangschikking geeft de differentievergelijking voor de drukcorrecties:
pu,=afu +afu, +alu +afu +bP (3.6.23)

met de coéfficiénten
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af = peAcde (3.6.24)

aly = puAndy (3.6.25)

ah  =ppAndy (3.6.26)

af = pAgds (3.627)

ap =ap +ay, +af +af (3.6.28)
PP—Pp "

bP = (—m- JAV — AM (3.6.29)

Met de drukcorrectievergelijking hebben we nu alle ingrediénten om de
impulsvergelijkingen met de continuiteitsvergelijking gekoppeld op te lossen. Het
oplossingsalgoritme is:

1.

Bereken de coéfficiénten voor de impulsvergelijkingen (3.6.9) en (3.6.10) met
beschikbare schattingen van de snelheden u en v.

. Gebruik de best beschikbare schatting van het drukveld (p*) om (3.6.9) en

(3.6.10) op te lossen. Dit levert nieuwe schatting op voor het snelheidsveld (u*
en v"). Dit snelheidsveld voldoet aan de impulsbalans.

Gebruik de waarden van u” en v* om bP te bepalen uit (3.6.29) en los de
drukcorrectievergelijking (3.6.23) op.

Bereken de snelheidscorrecties uit (3.6.17) en (3.6.18)

. Gebruik de druk- en snelheidscorrectic om nieuwe waarden van u,v en p te

vinden met (3.6.13), (3.6.14) en (3.6.15). Het snelheidsveld voldoet nu aan de
continuiteitsvergelijking.

. Gebruik het gevonden drukveld als nieuwe schatting en herhaal de stappen 1 t/m

6, totdat convergentie is bereikt.
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4. Transportproblemen in
rustende media

4.1. Stationaire problemen

Hierbij hebben we te maken met de Laplace-vergelijking
VT =0 (4.1.1)

met bijbehorende randvoorwaarden.

De Laplace-vergelijking is belangrijk voor alle potentiaalveldproblemen in de
natuurkunde, zoals elektrische velden, potentiaalstroming en warmtegeleiding.
Oplossingen uit het ene gebied zijn bruikbaar voor een ander gebied, indien
de randvoorwaarden overeenstemmen.

Deze Laplace-vergelijking is voor willekeurige gevallen numeriek (relaxatieme-
thode) of analoog (elektrisch geleidend papier) zeer goed op te lossen. Analy-
tische oplossingen zijn in een aantal gevallen door scheiden van variabelen te
vinden. Een enkel voorbeeld van dit laatste wordt hier behandeld en wel de
stationaire geleiding in een strook.

We bekijken de temperatuurverdeling in een lange strook geleidend materiaal,
waarvan in fig. 4.1.1 de dwarsdoorsnede is getekend (‘koelvin’).

isolatie

z=L -—
ar

z=l,—=0
L'az

x= 1%, _.\%-x +aT

z=0,T=T,

Fig. 4.1.1. Doorsnede van een strook met koelvin met randvoorwaarden.

In de stationaire toestand is de ‘overtemperatuur’ ten opzichte van de omge-
ving T = T(x,z); T = 0 voor omgeving. De temperatuurverdeling moet voldoen
aan de differentiaalvergelijking 4.1.1 die hier wordt:

?T  9°T

ax? +?= f (4.1.2)

met de randvoorwaarden

= w OF o
z=0, T To’ z=1, T 0
en . (4.1.3)
- +d dT
x =15 —?\ax = *aT.

109
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Voert men de dimensieloze grootheden £ = %x, = %d-z, 0= Tl en Bi= % 9
in, dan worden de vergelijkingen: 2

I

g% a¢?
met

=0, 0=1, ¢=7, §=0 (4.1.4)
en

£ =11, —%g = *Bif

We passen toe de separatie van variabelen, d.w.z. we veronderstellen dat @ kan
worden geschreven als het product van twee functies X(¥) en Z({):

0 = X(&).2(3). (4.15)

Invullen in (4.1.4) geeft:

"

X Z
2 4= =
X 4 0
of
"}SX—' = —17‘2— is onafhankelijk van £ en .

De constante waarde van deze quotiénten kiezen we -u?. Op deze wijze wordt

bereikt dat u reéle waarden krijgt.
Aan X" +p*X =0 voldoen X =cospuf en X =sin uf en aan 72" = utz=0
voldoen Z =eM¢ en Z = e™5, zodat de algemene oplossing van (4.1.4) kan

worden geschreven als:

= (Acos pE + Bsin u§)(Ce#¢ + De™™). (4.1.6)
De grootte van A, B, C, en D volgt uit de randvoorwaarden; de voorwaarde
¢ =2L/d, 86/0¢ = 0 levert op:

0 = (Acos p§ + Bsin piu(Ce? i — De 2Kl

of (4.1.7)
D = ceHLid,

De oplossing kan dus ook worden geschreven als
0 = (Acos uf + Bsin u£)C'cosh u(%l‘ = _(,'], (4.1.8)

waarin C' = 2Ce2HL/M,

Omdat het hier gestelde probleem symmetrisch in £ is, moet ook T(§) = T(-£)
zijn; hieruit volgt B = 0. D.w.z. de verdeling in de &-richting kan alleen be-
schreven worden met de symmetrische eigenfunctie cos pu§, zodat

*) Deze dimensieloze combinatie noemt men het Biot-getal (Bi). De « slaat op condities
buiten, en A op condities in het materiaal.
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0 = A'cos pf.cosh u 2L ¢l, met A'=AC. (4.1.9)
d

De mogelijke eigenwaarden |1 worden nu bepaald uit de voorwaarde voor
£ = %1, die oplevert:
Bi

t =ii— 4.1.10

gu= ( )
Aan deze transcendente vergelijking voldoet een serie waarden u, , zoals eerder
gegeven in paragraaf 2.2, tabel 2.2.1. De volledige oplossing van (4.1.4) kan
nu worden geschreven als een reeks:

g L 3
0 = z Al cos p, £.cosh ,uk(? -¢). (4.1.11)

[[]

De coéfficiénten A’k worden zo gekozen dat @ voldoet aan de randvoorwaarde
=1 bij £{=0:

k=e
1= 3 A'kcos My £-cosh (2, L/d).
k=1

Met Fourier-analyse:

} cos y, Edf = A’kcosh(zpkud)]f cos’ u, £dE, (4.1.12)
1] 0

of : 2sin py

Ay = cosh{2pk L/d)(sin My cos py + ;.ak)'

(4.1.13)

Ga na dat voor Bi = 0 (volledige isolatie van de strook) 6 =1 is, en dat
voor Bi €1 (relatief goede geleiding in de x-richting vergeleken bij de warm-
te-overdracht naar buiten):

M= V/Bi, M, W, My = 2T enz., zodat:
g P £/ o 5]
cosh(z:j—L\/E) cosh(L \/%]

(4.1.14)

4.2. Diffusievergelijking

4.2.1. Typen randvoorwaarden

Bij de opwarming (afkoeling) door geleiding in een lichaam hebben we
te doen met de diffusievergelijking voor niet-stationair transport zonder stro-
ming:

0T _ 2
pe, 3 = AV T. (4.2.1)
Bij deze vergelijking horen begin- en randvoorwaarden. Voor de randvoorwaar-

den zijn verschillende typen te onderscheiden, die men wel noemt:

ore—— TEW T T —— T TR R e e g ———————— . ——
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1. Randvoorwaarden van de le soort, T  is gegeven langs de rand.

2. Randvoorwaarden van de 2e soort, -?\(anan)w = <IJ\;' (warmtestroom) is
gegeven langs de rand, On is differentiatie langs de normaal.

3. Randvoorwaarden van de 3e soort, —P\(aT;’an)w =a(T, — ToJ’ met T, en
o gegeven (T en (anan)w variabel met de tijd).

4. Randvoorwaarden van de 4e soort, N(9T/dn) , = ?\O(BTG,*Bn}w en T =T .
Een vijfde type randvoorwaarde treedt op indien aan de wand: -A(dT/dn) , =
= c.(T:, = T(;'). Deze niet-lineaire randvoorwaarde treedt op indien stralings-
warmtewisseling aan de wand bepalend is voor het instationaire geval. Voor
dit geval zijn analytische oplossingen meestal niet te vinden. Indien het tem-
peratuurverschil Tw - To klein is t.o.v. Tu kan men lineariseren, en vindt men
weer de randvoorwaarde van de derde soort. Indien T0 veel groter is dan Tw,
kan men T verwaarlozen en heeft men bij constante T, de randvoorwaarde
van de tweede soort. In andere gevallen zal men meestal de integraalmethode
of numerieke methoden moeten gebruiken.

Een klassiek boek waar men analytische oplossingen voor zeer veel geval-
len afgeleid zal vinden, is het boek van Carslaw en Jaeger [A1]. Uitvoerig wor-
den analytische oplossingen verder behandeld in Luikov [A2] en Tautz [A4].

Voor stoftransport kan verwezen worden naar het boek van Crank [A3]. Menig
voorkomend probleem kan voor allerhande geometrische condities in deze boe-
ken gevonden worden.

Bij de oplossingen kan men twee gevallen onderscheiden:

1. Korte tijden, d.w.z. lage waarden van het Fouriergetal at/L? < 1, warmte
nog niet volledig tot aan hartlijn of andere zijde lichaam doorgedrongen —
indringingsprobleem.

2. Lange tijden, F = at/1? > 1, warmte wel in het hele lichaam doorge-
drongen, temperatuur gaat asymptotisch naar eindtoestand — uitsterfpro-
bleem.

Voor het eerste geval beschikken we over de zogenaamde bronoplossingen, voor

het tweede over de Fourier-oplossing met eigenfuncties.

4.2.2. Grafische oplossingen diffusievergelijking

Een groot aantal problemen van de diffusievergelijking met constante
coéfficiénten is voor verschillende randvoorwaarden uitgewerkt in grafische
oplossingen. Deze zijn in de onder 4.2.1 genoemde boeken te vinden, zie ook
uit de bibliografie (appendix I) de VDI-Wirmeatlas [C10] en het artikel van
Heisler [C11]. Dit voor de geometrische condities van een %—w medium een
vlakke plaat, een cilinder en een bol.
Voor de instationaire opwarming zijn in de figuren 4.2.1 tot 4.2.4 voor
een vlakke plaat, cilinder en bol de resultaten gegeven voor de randvoorwaar-
den van de eerste en derde soort. De resultaten zijn dimensieloos in de grafieken
uitgezet. Dat wil zeggen dat 6 de relatieve temperatuur geeft en wel:

3_T_TE,
Tl"'To
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waarbij TD de oorspronkelijke uniforme temperatuur in het medium is en T:
de sprongtemperatuur aan de wand bij de randvoorwaarde van de eerste soort
en de uitwendige temperatuur bij de randvoorwaarde van de derde soort. De
tijdsafhankelijkheid is in het Fouriergetal gegeven (Fo = at/L? of at/R?), ter-
wijl bij de randvoorwaarde van de derde soort de uitwendige a gegeven is met
het Biot-getal (Bi =aL/A of aR/A).

In het algemeen is in dat geval:

@ = f(Fo, Bi, Lz’LO}.

Tevens is bij de figuren gegeven <0>, de gemiddelde temperatuur van het ma-
teriaal. Dit is ook direct een maat voor de functie van de maximale warmte
Q die in het materiaal ingedrongen zal zijn voor het tijdstip t_.
Korte tijd-oplossingen zijn uit deze grafiek minder duidelijk af te lezen.
Voor een plaat (wand) met dikte 2L is daarom in fig. 4.2.5a de oplossing
voor de randvoorwaarde van de eerste soort in een aparte figuur voor Fo < 0,15
gegeven. Voor zeer lage Fourier-waarden (<0,1) zal de warmte nog slechts be-
perkt ingedrongen zijn en is de oplossing voor een %w medium te gebruiken,
deze is in fig. 4.2.5b gegeven voor randvoorwaarden van de derde en eerste
soort.

Voor stofoverdrachtsproblemen zijn in het boek van Crank [A3] voor
de meest uiteenlopende randvoorwaarden oplossingen gegeven. We geven hier
één geval als voorbeeld, fig. 4.2.6. Hier wordt het geval van een bol besproken,
die in een vloeistofoplossing wordt gebracht met een eindig volume. Vanuit
de oplossing kan een stof met concentratie C in de bol absorberen. Door dif-
fusie neemt de bol, die oorspronkelijk een concentratie 0 heeft, deze stof op,
tot de concentratie in bol en volume gelijk zijn. Indien de totaal in de bol op
te nemen massa van de oplosbare stof M_ is en dit een fractie f van de oor-
spronkelijk in de oplossing aanwezige massa is, dan geeft de grafiek de opge-
nomen massa M als functie van de tijd en f. Dezelfde curve is ook geldig indien de
concentraties in bol en oplossing bij t = ° niet gelijk zijn, maar bij even-
wicht door een verdelingsfactor K gegeven met:

CB = K'C(}'

CB is concentratie in bol en Co in oplossing voor t = oo,




114

Fysische Transportverschijnselen Il

10

[ g—
[ 19

08

06

04

02

i

10

08

06
04

02

Fig. 4.2

0.2

[ LA U3

S o < Up—

10

fek)

03

[4)]

Y E—

.1. Temperatuurverdelingen.
a. In een wand met dikte 2L.
b. In een cylinder met straal R.
c. In een bol met straal R met randvoorwaarden van de eerste soort.

De bij de curven gegeven parameter is Fo = at/L? of at/R?,
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Fig. 4.2.2. Temperatuurverloop in een plaat met een dikte 2L.
4. Aan de wand.
b. In het midden.
c. Gemiddeld.
De randvoorwaarde is van het type van de derde soort. De bij de curven gege-

ven parameter is Bi = aL/A. Voor Bi = « heeft men de randvoorwaarde van de
eerste soort.
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Fig. 4.2.3. Temperatuurverloop in een oneindig lange cilinder met straal R.
a. Aan de wand.
b. In het midden.
c. Gemiddeld.
De randvoorwaarde is van het type van de derde soort. De bij de curven gege-
ven parameter is Bi = «R/A. Voor Bi = = heeft men de randvoorwaarde van de
eerste soort.
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Fig. 4.2.4. Temperatuurverloop in een bol met straal R.
a. Aan de wand.
b. In het midden.
c. Gemiddeld.

De randvoorwaarde is van het type van de derde soort. De bij de curven gege-

ven parameter is Bi = aR/A. Voor Bi = = heeft men de randvoorwaarde van de
eerste soort.
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Fig. 4.2.5a. Temperatuurverdeling in een plaat met dikte 2L bij kleine waarden van Fo
en van het type randvoorwaarde van de eerste soort.
De bij de curven gegeven parameter is x/L.

Fig. 4.2.5b. Het verloop van de wandtemperatuur van een half-oneindig medium bij een
randvoorwaarde van de derde soort met als parameter aL/A. Voor & = = heeft
men weer de randvoorwaarde van de eerste soort.

Fysische Transportverschijnselen |l

09

08

Wl

ot/L?

2/ 2/t

—_———— e e e e



4, Transportproblemen in rustende media 119

cLE

L 1 1 1 1 1 L

0 0,2 04 0,6 0.8
Dt
R2

Fig. 4.2.6. De door een bol uit een oplossing met eindige volume over de tijd 0 tot t
opgenomen hoeveelheid stof My ten opzichte van de totaal op te nemen hoe-
veelheid M_ als functie van +/Fp en met parameter de fractie (percentage)
die uit de oplossing uiteindelijk wordt opgenomen.

4.2.3. De bronoplossing

Deze is uit de diffusievergelijking te vinden met de methode van samen-
nemen van variabelen. Voor een puntbron zie § 2.7. Doe het zelf voor een lijn-
of vlaktebron. Overigens zijn deze laatste ook uit die van een puntbron te
vinden door integratie van een oneindig aantal puntbronnen langs een lijn resp.
vlak. De bronoplossingen zijn:

1. Vlaktebron in 1 dimensie:

_ QH' " xj )
T=—2 _exp [ g (4.2.2)
,ﬂvcp{4'rrat)2
2. Lijnbron in twee dimensies:
- Q _5"_+_£)
& pcp{41'rat)exp L 4at I” (4:2:3)
3. Puntbron in drie dimensies:
2 2 2
T=—9Q _exp (-" +4§{ =t ] (4.2.4)

pe, (4mat)?

waarbij Q", Q' en Q de warmte is, gegenereerd resp. per eenheid van opper-
vlakte, per eenheid van lengte, en totaal. Nemen we bijvoorbeeld de vlaktebron
in slechts een richting (+x), dan is Q" = 2Q,,, waar Qw de werkelijke warmte-
impuls is, bijvoorbeeld door straling.
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De bronoplossing is bijzonder geschikt om temperatuurverdelingen (of concen-
tratieverdelingen) en warmtestromen (of stofstromen) na korte tijd te bereke-
nen. Toepassing op niet-oneindig uitgestrekte media is mogelijk door met zo-
genaamde virtuele bronnen te werken. Een groot aantal problemen kan wor-
den opgelost door superpositie van bronoplossingen in de plaats en in de tijd.

Enkele voorbeelden met enkelvoudige bronnen.

a. Bron Q" , losgelaten op x =b en t =t'. De temperatuur als functie
van X en t wordt gegeven door:

_ Q" exp {-(x — b)’/4a(t — ')}

pc,  ~/4ma(t —t) '

(4.2.5)

Zie ook fig. 4.2.7.

T

I

|
|
!
|
|
|
I
I 0

Fig. 4.2.7. Vlakke bron op x =ben t=t"

b. Bron Q"”, losgelaten op X = b in een half-oneindig medium (x > 0),
dat op x = 0 zeer goed is geisoleerd. Voldaan moet dus worden aan
de voorwaarde: x = 0, 9T/9x = 0 (fig. 4.2.8).

\

s
7 :
A
ra .
/=0 I
, ,
s | !
7 ", [+Q”
x=—b x=0 x=b —_—

t=0 t=0

Fig.4.2.8. Vlakke bron op afstand b van isolerend vlak.

Aan de laatste voorwaarde kan worden voldaan door op X = -b eveneens

een virtuele bron te plaatsen. De temperatuur T volgt uit de som van de
bijdragen van beide bronnen:

T= Q" _ 1 [e~(x—b)*/4at o e—(x+b)3;4m]_ (4.2.6)

PCp +/ 4mat

Controleer de randvoorwaarde voor x = 0.
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c. Bron Q", losgelaten op x = b in half-oneindig medium (x > 0), waar-
vanop x =0 T =0 wordt gehouden. Aan deze voorwaarde kan worden
voldaan door op x =-b een negatieve (virtuele) bron te plaatsen met
grootte Q”. De temperatuur wordt verkregen door de bijdragen van
beide bronnen te superponeren (zie ook fig. 4.2.9):

"
L -(x—b)?/a ~(x+b)2/4
']‘-_—._Q_ le (x b)*/4at _ . —(x )"atl. (4.2.7)
pe, 4mat
T=0 |
|
T |
x=—b !
t=0 +|:|"‘l
g a™i x=h 5
S I - t=0 x
\\. 1 //
\\ I t/
-
i x=0

Fig. 4.2.9. Vlakke bron op afstand b van vlak waar T = 0.

d. Bron Q", losgelaten op x = b in een medium begrensd door x =0 en
x = L (b is beduidend kleiner dan L). Op de eindvlakken geldt bijvoor-
beeld de voorwaarde 0T/dx = 0 (zeer goede isolatie). De oplossing van
dit probleem wordt door (4.2.6) gegeven zolang de warmtegolf nog ver
van x = L verwijderd is. De voorwaarde hiervoor is dat \/ﬁ <L-b.
Wordt niet meer aan deze voorwaarde voldaan, dan moet, om het pro-
bleem ook symmetrisch t.o.v. x = L te maken, een bron op x=2L—-b
worden aangebracht. Hierdoor dreigt op iets langere termijn de symme-
trie t.o.v. x =0 weer verstoord te raken, zodat voor nog iets langere
tijden een virtuele bron bij x =-2L + b moet worden geplaatst, enz.
De temperatuur wordt zo voorgesteld door een reeks:

T= Q' 1 [e-(x—b)/dat 4 o-(xtb)?/dat o ~(x—2L+b)*/aat

Pcp\f 4mat

" e-(x+2L—b)2}4at+ e-(x—zL—b)214a: & e-(nzub)zmat " |

(4.2.8)

Hoe groter t wordt, des te meer termen moet men in (4.2.8) meenemen.
Bij dergelijke lange tijden is de bronoplossing minder geschikt dan de
Fourier-oplossing, die juist minder termen nodig heeft naarmate t groter
wordt,

4.2.4. Sommatie van bronnen en Greense functies

De oplossing voor een vlaktebron (vgl. 4.2.2) is de respons op een warm-
te-impuls van de differentiaalvergelijking (4.2.1) met randvoorwaarden. In de
wiskunde noemt men dit de Greense functie G(x,t); dat is in het algemeen de
respons van het systeem op een puls(d)functie, waarbij:

Lﬂ'mlmm“ B EEEE I e T e 2 ([ BE B B BABE 000 ®IiR o o @iiiiilme
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§5(x)=0 voor x#0
en (4.2.9)

T 8(x)dx = 1

(zie fig. 4.2.10).

o —=—=

Fig. 4.2.10. §-functie.

Voor het één-dimensionale geval is dan voor de diffusievergelijking

Glx,t) = ——exp | 4at) (4.2.10)
(4mat)®

Met een dergelijke G(x,t) zijn nu allerlei problemen op te lossen.

a. Sommatie in de plaats
Als

T = f(b), t=0, dan

T(x,t) = } G{(x — b),t}f(b)db = '__r f f(b)exp{ (x — ) }db (4.2.11)
= (4mat)? =

Als men twee media met dezelfde thermische eigenschappen maar verschil-
lende temperaturen (To en 0) op t =0 met elkaar in warmtecontact brengt,
krijgt men een eenvoudige oplossing van (4.2.11). Als het contactvlak ligt op
x = 0, dan geldt bijvoorbeeld f(b) =T, voor x <0 en f(b)=0 voor
X > 0. De temperatuurverdeling wordt dan:
=___.T0_ ? —(x-b)’;‘tatdb f &
dmat o \/} \/“
xf2

= 4T (1 - erf fﬁ} - %Toerfctz%/;]. (4.2.12)

Dezelfde temperatuurverdeling krijgt men, als een half-oneindig medium met
T =0, vanaf t =0 aan de wand een constante temperatuur TOIZ opgedrukt
krijgt.

b. Sommatie in de tijd

Voor het geval dat in een bepaald vlak (bijvoorbeeld x = 0) een voort-
durende warmteproduktie tl’ "(t) plaatsvmdt kan men deze als een achtereen-
volgens loslaten van mstantane bronnen dQ’ beschouwen. Met t' als lopende
tijdcodrdinaat heeft men dan:

dQ" =@ "(t)at’.

TR T 1 — Ty TETE TTEEEYTT T
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Verder zij bij t =0 voor alle x-waarden T = 0, en <Il‘:(t} =0 voor
t<0.
Aangezien de Greense functie een respons op een temperatuur-functie T(x) is,
moeten we de <I>‘:(t’}dt’ delen door (pcp} en dan

t @ (X} t!’

T(x,t) = [ G(x,t —t').L(—}dt'

0 pC,

of: (4.2.13)
. t q)‘;’(t?} c:xp_—xz,('fial(tJl-i_}dt
o P, Vama(t — t)

In het betrekkelijk eenvoudige geval dat voor t =0 (D\:(t) = constant = @‘:
is, vindt men voor de temperatuur:

1" T —x2 X ]
T=3& [\/ L gx“Mat _ X g0 -—-—J, (4.2.14)
w rr?\cpp 2A 24/ at

) t
T = /mpp. (4.2.15)

Men moet hierbij bedenken dat de warmtestroom d)\: gelijk over de positieve

en negatieve x-richting is verdeeld. Heeft men nu een half-oneindig medium waar
op bijvoorbeeld door straling, een constante netto warmtestroom CI)S” terecht-
komt, dan is

€n

T (oo =20, Vi/mAc p. (4.2.16)

X

Een zeer elegante afleiding van dit resultaat is te vinden in Carslaw en Jaeger,
paragraaf 2.9.

c. Sommatie in tijd en plaats

Een voorbeeld waarbij zowel sommatie in de plaats als in de tijd een rol
spelen is het volgende probleem:
De instationaire opwarming van een half-oneindig medium waar gedurende een
discrete tijd vanaf t=0 tot t =7 een constante en uniforme warmteproduktie
plaatsvindt in het gebied 0 < x <h.
Fysisch doet zich dit bijvoorbeeld voor bij het reeds eerder besproken (§ 2.5)
voorbeeld van de piektemperatuur van een draaiende rontgen-anode. Eerder
werd de warmtedissipatie volledig aan het oppervlak van de focus verondersteld,
in werkelijkheid dringt de elektronenbundel tot een zekere afstand h in. We ne-
men de dissipatie nu constant per volume en tijdseenheid in het gebied 0<<x=<h.
De differentiaalvergelijkingen voor 0 <x<h en x=h zijn resp.

3°T, 10T, . Q
) QR ckea) AT <
o 3Bt+7\ 0 0<x<h
en (4.2.17)
2
aTZ__la'E:g x>h

ax? a gt
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met rand- en beginvoorwaarden:

t<0, T1=T0, T2=T0 en Q=0
t>0:x=0, a—Tl =0, (4.2.18)
ox | _
x=0
R L T
x=h, T, Tz enﬁxzh 7
x=T,=T,

De bronterm % in de eerste vergelijking (4.2.17) laten we nu in de diffe-

rentiaalvergelijking vervallen en vervangen dit door bronnen als beginvoorwaar-
den over de tijd O tot 7 en over de plaatsen O tot h. Voor de sommatie in de

plaats moeten we er rekening mee houden dat % =0, hetgeen spiegeling

van de bron op plaats x' vereist naar zijn gesplegelde op —x'.
Sommatie over de tijd t' van O tot t (t <7) en over de plaats x" van 0 tot h (in-
clusief spiegeling!) geeft:

—-x )2
et — d +
=Tyt pc \/41ra(t—t]) If e 4a(t x
h ~(x +x)? '
J.Sexp mdx ldt (4.2.19)
h X  xNaaeet)
feMtax'= A=/aat-t) [ e dg, (4.2.20)
0 (x—h)/v/da(t—t)
B (h-0ae-t) o xpmag-t)
A =+/4a(t - t')‘ e 9 dg + [ e @ dq]
b 0
(x+x)? (x+h),’\/cla{t t")
h - A 2
[e Mt = =y/4at - t) [ e dq
0 x/v/ da(t—t')
_____ (hex)yVaa—t) xVaae-t)
B=+/4a(t — t )l [ e 9 dq — f e 9 dql
0 0
_((=Eae-t) ()3 aa—t)
A+ B=+/4a(t - t')‘ f e 1 dq + f e dq]
0 0
zodat
Q [t t-xaa-t) ¢ e0Vaae-t)
[ =T,% ——-[f f e 9 dq|dt' + J f e 9 dq dt’]
PENVT Lo s 0 0
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~ , Q t (h — x) (th+x) ,
i 2pcp{f€rf\/—mdt +ferf\/4(t t}dt

[ 2h - x)Perf [ 2+ x)Perf
| J W etrg, ] ﬂTm_sedp’

0o 2pc
P (h—x)/+/4at p (h+x)/+/4at ¢
(4.2.21)
=erf p erfcp 1
Nu is d - dp=-5+ fc pd 5
fp p= I(Es ) %fercp[;zj
Tweemaal partieel integreren geeft,
=erf p 1 erfc r 1 e‘fz
s s + = ) 2
{ ?—‘ dp = 22 % = \X?f = erfc r (4.2.22)
Vergelijking (4.2.21) kan men ook schrijven als:
_ Qt p%erfp ,=2erfp . (h—x)
T=T, + = {r" [ —5—dp +s —5~dp}, waarin r =
0 ﬂcp{ ‘r( p* P { P p} ! \/ 4at
(h+x)
ST Vaat
dus
Qty; 2 3 2 -
T= T+pp‘2 [(I+2r)erfur—\/-£re ]1—
2
+1 - 411 + 25?Jerfe s — V,—se 1} (4.2.23)
Nu is:
(1 + 2u?)erfc u — *“g—ue_le = 4i*erfc u (4.2.24)
\/; M e
zodat

= Qt .2 (h—x) (h +x)
= 4+ =t _ L 0 e e
=T pcp{l 2i“erfc 7—431 2i erfc I } (4.2.25)

De piektemperatuur wordt bereikt voor t =7 en x = 0, dus

_ QT :
T 6 {1 — 4i2erfc 2\/—}. (4.2.26)

max
p
Bijzondere gevallen zijn de limieten voor

h

—F= % 00 ‘gn L"OA
\ar v ar

h
In het eerste geval [\-/;—; > m) is iZerfc \[— >0 en dus

T =T +27T (4.2.27)
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\/'z;; is de thermische indringdiepte, h de warmtebronindringdiepte. Als deze
laatste veel groter is dan de eerste, is het totale effect een ‘adiabatische ho-
mogene opwarming’ van het gebied 0 <x <h tot een temperatuurverhoging
T, (= Qa7/A). h

In het tweede geval (\/;+ 0:] gebruiken we (4.2.24): reeksontwikkeling van

de linker twee termen geeft voor kleine x:

4
4ilerfc x = 1 — -\7—1;-

en
_ Qar h .

Nu is Q.h het vermogen dat in het gebied 0 < x <h wordt gedissipeerd per
eenheid van oppervlakte voor een oppervliak loodrecht op x. Dit kunnen we
als een warmtestroom q)“'(' zien, dit geeft:

20"\ at
W

hetgeen de oplossing is voor het reeds eerder behandelde geval van energiedis-
sipatie alleen in het oppervlak (§ 2.5). Nu is de brondiepte klein t.o.v. de
thermische energie.

Het blijkt dat de oplossing volgens vergelijking (4.2.27) tot op 10% goed is

h . o h
voor 2\/5_ > 0,8 en die van vergelijking (4.2.28) voor 2\/;;_ < 0,15.

T=T,+ (4.2.29)

Kwantitatief voorbeeld

We beschouwen een holle cilindrische koperen rontgenanode. De diame-
ter is 0,318 m (7D = 1 m), het toerental 150 omw/s en de energie

500 W. De focus is nu klein, 200 g hoog en 20 u breed, zie voor prin-
cipe fig. 2.5.1. We mogen aannemen dat de intensiteit van de indringen-
de elektronenbundel lineair afneemt over een afstand x =0 tot x=h
en bij x =h de waarde O heeft. De energiedissipatie naar warmte ne-
men we 100%. Afkoeling van het buitenopperviak x = 0 naar de om-
geving voor de periode van belichting mag verwaarloosd worden. De
achtergrondtemperatuur van de anode is 200° C en is na elke omwente-
ling weer bereikt. We beschouwen elektronenindringdiepten h van 1,3
en 10 um respectievelijk. Voor koper veronderstellen we als constant:

A =335 W/mK en a=7.10"° m?s.

7 is de tijd gedurende welke een bepaalde lijn van de anode door de
focus draait, -

_20.10°°

o e ——— - — -T
T 150.1 1307 5

Dit geeft a7 = 9.107'> m? en de thermische indringdiepte is
v/ at = 3 um. De warmteproduktie per volume en tijdseenheid is:

= _HSOO - 1l 3
Q= S st0ag Ty, LTy Wi

_—_
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Dit geeft met:
- Qé‘_f o4:2 h
T = 200 + S¥T{1 — 4ierfc 2\/3—1_}
h
en met behulp van tabellen van iZerfc :
R 24/ aT
h=10um, T . =547°C
h= 3 um, Toax = 1025°C
= - )
h= 1 um, Tmax 1276 C.
4.2.5. Lijn- en puntbronnen
a. Cilindersymmetrische warmtegeleiding, lijnbron
Men laat in een homogeen medium op t = 0 over de gehele, oneindige
lengte van de liin x =0 en y = 0 per eenheid van lengte in de z-richting,
een hoeveelheid warmte Q' (J/m) los. Het temperatuurveld T(x,y,t) wordt in
dit geval gegeven door:
] 2 2 ! gl
T= Q exp —(x” +y“)/4at _ Q exp(-r }’4al)‘ (4.2.30)
pc, 4mat pe, 4mat
waarin 1 = \/'xz_-k_yii de afstand tot deze ‘lijnbron’ voorstelt.
Sommatie over tijd en plaats is weer mogelijk, maar leidt veelal tot moeilijke
integralen. Vrij eenvoudig is nog de afleiding van (4.2.2) door de vlakke bron
Q"' te beschouwen als een som van lijnbronnen in het vlak x = 0, ter groot-
te Q"dy:
2
" o o =X"/dat
1 ‘—(xz + yz)ﬁlat _Q'e *
Tt dy = = ———, 4.2.31
pcp4:rrat 2 % y pe, \/4mat (42.31)
Het temperatuurgebied rondom een dunne draad in een oneindig uitgebreid
medium met aanvangstemperatuur T = 0, die vanaf t = 0 een constante
warmteproduktie <I)":r (W/m) levert, volgt uit een sommatie over de tijd van
lijnbronnen met sterkte '~‘I)":r dt:
&' texp-r*ldait —t) . _ P, T e
T=_w /(> 1 >t =_W j =—dg =
4ma(t — t' 4 q
pcp 0 ¢ ) o r2/4at
(r’“: ' ] (X’)z (XJ)B
= X (=0. I — i, L
e WXL X =3B sl .
waarin X = r’/4at (4.2.32)

r
~ %\(—0,577 ...+In ‘%1), als 4dat/r* » |.

Hierin is 0,577 . . . de zogenaamde constante van Fuler, een transcendent
getal. Op deze betrekking berust een niet-stationaire meetmethode voor de
bepaling van de warmtegeleidingscoéfficiént. Gemeten wordt de temperatuur
op voldoende kleine afstand van de draad. Uit de helling, die de T,Int-grafiek
na korte tijd krijgt, volgt ¢>‘;j’4'.-'r?\, dus A, zie bibliografie [C12]. Een voordeel
van de methode is de mogelijkheid met korte meettijden te werken, waardoor
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ook in vloeistoffen en gassen kan worden gemeten, doordat convectie dan
nog te verwaarlozen is.

Een probleem waarbij integratie over de plaats te pas komt, is dat van
de gloeiende klinknagel (temperatuur 'I‘o) die in een koude plaat (temperatuur
0) gebracht wordt. Na enigszins lange tijd en niet te korte afstand van de
klinknagel kan men de temperatuur in de plaat beschrijven met een lijnbron
(4.2.30) waarin Q' = wR%pc TE| de warmte-inhoud van de klinknagel per een-
heid van hoogte voorstelt. Zelfs kan men nog iets verder gaan en de zijdeling-
se warmte-afgifte van het plaatoppervlak in rekening brengen. De differentiaal-
vergelijking wordt dan namelijk:

2
T _ (BT 1&T) 2a_ 1 (4.2.33)

ot 2\ 3 Tror |~ hoc_
waarin h de dikte van de plaat voorstelt. De oplossing van deze vergelijking
luidt:

_ Q exp(=r*/4al) [
T oo —Wexp{ 2at,-’hpcp}, (4.2.34)

Ga na, dat deze oplossing voldoet aan de differentiaalvergelijking en dat men
haar kan vinden door oplossing (4.2.30) voorzien van een onbekende factor
F(t) in de vergelijking in te voeren en F(t) daaruit op te lossen.

b. Bolsymmetrische warmtegeleiding, puntbron

In een homogeen medium laat menop x =y =z =0 en t=0 een
hoeveelheid warmte Q los; voor t < 0 is overal de temperatuur T = 0. De
bronoplossing voor dit bolsymmetrische geval luidt:

_Q exp «(x* +y? +2%)/4at _ Q exp (-r*/4at)
& E o 3 - pc‘ 3
P P (4mat)?

T , (4.2.35)

(4mat)?

waarin r de afstand tot de puntbron voorstelt. Ga na, dat men door integratie
over z de lijnbron (4.2.30) terugvindt.

Ook hier kunnen we met behulp van sommatie in plaats en tijd veel niet-sta-
tionaire geleidingsproblemen berekenen. Leid zelf af, dat voor het temperatuur-
veld rond een punt, waarin vanaf t = 0 een constante warmtestroom (bw
wordt geproduceerd, geldt:

D, r

=W _erfc —=—.

. PP Vo vV 4dat

De met (4.2.35) overeenkomende uitdrukking voor het concentratieveld ten

gevolge van diffusie om een punt, waarin vanaf t = 0 een hoeveelheid QB

van een stof B is geinjecteerd, luidt:
4

o, =, ZXp L ADD
B B 2
(4nDt)

Injecteert men deze hoeveelheid in de punt van een kegel met tophoek Q,
en is alleen diffusie in de kegel mogelijk, dan moet bovenstaande cp met 47/82
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worden vermenigvuldigd. Waarom mag dat? Bij alle diffusie- (en uiteraard ook
warmtegeleidings-)problemen in gassen en vloeistoffen, dient men erop bedacht
te zijn, dat stroming ten gevolge van dichtheidsverschillen kan optreden; be-
rekeningen als hierboven zijn dan niet meer toepasbaar.

4.2.6. Penetratietheorie en theorema van Duhamel

a. Randvoorwaarden 1° (penetratietheorie) en 3¢ soort

Een veel voorkomend geval van warmte-indringing is dat voor t> 0
voor het vlak x = 0 plotseling de temperatuur op T = T, wordt gebracht
(randvoorwaarde van de le soort). Dit is als voorbeeld al behandeld bij
Laplace-transformaties. Elegant gaat het ook op met bronoplossingen, zie
paragraaf 4.2.4. We vonden:

"I:I“_ 1 — erf(z\/——] erfc (2 ) (4.2.36)

Dit is ook direct met de methode van samennemen van variabelen uit de dif-
ferentiaalvergelijking eenvoudig af te leiden. We vinden:

CLT.) el VI
dx x=0 \/Wa t
en dus:
\ AT 1
¢ =—>\(d—T S (4.2.37)
w dx)x=0 3/ ma \/_

Dit is het resultaat van de zogenaamde penetratietheorie (in FT I uitvoerig be-
sproken).

Een andere veel voorkomende randvoorwaarde is die van de 3¢ soort,
met ‘b = a(Ty — T,,), voor constante a. Oplossingen hiervoor zijn door toe-
passmg van Laplace-transfonnane op de differentiaalvergelijkingen en rand-
voorwaarden te vinden. Wij geven hier alleen het resultaat en wel voor het
geval dat T =0 voor t=0:

T

T erfc (2-\/—t) - exp[ X + hzat] .erfc (2\/— )\ﬁ] (4.2.38)

In fig. 4.2.5b is een grafische oplossing van dit probleem gegeven, met 6 = Tl

Voor de oppervlaktetemperatuur (x = 0) geeft dit: 0
T
w= exp[ at] erfc[ \/at], (4.2.39)
T A

hetgeen voor kleine (%\/;t) -waarden geeft:
Ty V& (Kleine t) (4.2.40)
=X Vi 4 2

De warmtestroom wordt gegeven door O:{To — Tw) en dus:

— - T - - - TTE - -
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3" =aToexp[%:at]erfc[§\/?t) (4.2.41a)

w

en voor zeer kleine t-waarden:

) = aTD[l - %g\fé_ﬁ‘} (4.2.41b)

b. Theorema van Duhamel

Tot slot beschouwen we het geval dat als randvoorwaarde, in plaats van
de gegeven constante concentratie ¢, aan het oppervlak van een half-oneindig,
eendimensionaal medium, de concentratie cu(t) een gegeven functie is van de
tijd. Voor de oplossing van dit probleem gaan we uit van (4.2.36). Ten tijde
t=t' neemt in een tijdspanne dt’ de oppervlakteconcentratie toe met
{dcofdt')dt'. Wat is het gevolg van deze ‘deelverandering’ in de oppervlakte-
concentratie voor de concentratie in het gehele medium?
Volgens (4.2.36) is dat:

de (t") . )
de(x,t) = % erfc = dt; (t>t). (4.2.42)

dt’ JaD(t—t')

Sommatie van de bijdragen van elk tijdstip t' levert:

t'=t [
de () ,
c(x,t) = f gt(’ erf = dt .

¢ , (4.2.43)
e JV4D(t—t")

Door partieel integreren krijgen we (voor t' =0 ook de oppervlakteconcentra-
tie nul!):
t'=t

c(x,t) = — f co(t'}-q—,(erfc——’f—-—'h)dt’. (4.2.44)
=0 ot 4D(t—t")
Of, desgewenst
t'=t

)dt'. (4.2.45)

] a X
c(x,t)=+f ¢ (t")=(erfc ————
t'=0 . ot V4D(t—t')

Dit superpositie-principe staat bekend als het theorema van Duhamel (1883);
zie bijvoorbeeld Carslaw-Jaeger 1.14 [Al]. We vestigen er ten overvioede nog
de aandacht op dat dit algemene resultaat voor willekeurige cy(t) ook ver-
kregen kan worden door Laplace-transformatie toe te passen en het resultaat
terug te transformeren met het zogenaamde Faltung-theorema (zie Carslaw-
Jaeger 12.4 en 12.2).

Ook is voor dit geval nog af te leiden de relatie voor de massaflux d>n;’ voor
x = 0 bij gegeven co(t). Immers:

deg(t") 1
" _ 0 ' D ik
dq)m (t)xz[) - at’ dt. \fﬁ- .

T T R s & VERECR: w e EE i CNET B BIGAIE & b EEE (EEERUETE T A R
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Dit geeft:
" _ t c.(t ) 1
@1, _, = \/;jo . dt'. (4.2.46)
Als c,(t") = k.t dan:

l:I:’m {t)x=0

1]

D t 1 " D
VR I = 2 VRt (4.2.47)

In het bovenstaande is ervan uitgegaan dat co(t) een continue, differentieer-
bare functie van de tijd is. Dit zal fysisch ook wel meestal zo zijn. Het is
denkbaar dat in benadering er ook discontinue sprongen in o zijn op N tijd-
stippen t met discrete stappen van Ac {t ).

Ieder van deze sprongen geeft voor c(x t) een bijdrage volgens de penetratie-
theorie die we op (4.2.45) mogen superponeren. We vinden dan in het alge-
meen:

t'=t i=N
c(x,t) = f c (t) 7 erfoo=————dt'+ 2 Ac (A3 (e S—
t'= \f4D(t t") =t O /4Dt -t)
(4.2.45b)

4.2.7. Contacttemperatuur bij twee verschillende materialen

Indien twee materialen met verschillende thermische eigenschappen en
verschil in begintemperatuur met elkaar in contact worden gebracht zal er op
het contactvlak een contacttemperatuur zich instellen. Dit althans bij ideaal
contact, geen luchtspleet, volledig vlakke oppervlakken.

In dit geval hebben we twee differentiaalvergelijkingen:

oT, _, 0°T,
= _ﬁ
Polay ~ i DR (4.2.48)
T, T,
ON b—baz,0>x;-m

en als rand- en beginvoorwaarden:

t=0 x<0 T=Tb0 x=0 T=T
a0
b0 gprmses T x=+§TT=TaﬂaT (4.2.49)
—— = - - b
x=0 T.n Ta en ha—xa--b..a_i.

Voor elk medium apart heeft de differentiaalvergelijking een oplossing die via
Laplace-transformatie te vinden is, van het type van een errorfunctie.

[ x
Ta = A + Berfc kzm)
[

T = C + Derfc [—72=) R
=C+
4 erfc b abt)

Dit geeft met de randvoorwaarden:

- e —— T T ——————
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xmfesn K an g ==t T,

x=0: A+B=C+D

en
_AB L AD
Vrat o Vmagt
of
B AoV 2, 5
VN
Dit geeft:
B —( T ) A \/_-
%X f +2,Va,
en
D = (Ta V/Eb.._._

o\ Vi, Ve,

en voor X =0 de contacttemperatuur:

AV,
T, = Too * (Tyo — bo)\\/—_”\\/—

of: (4.2.51)
T T Oha\/_ * Tb(}?\b\f_
T AV AV,

De contacttemperatuur blijkt niet van de tijd af te hangen en stelt zich
direct na het contact in.
Het geval van de contacttemperatuur bij twee stukken van hetzelfde materiaal
leidt tot een contacttemperatuur die precies midden tussen de twee begintem-
peraturen in ligt. Dit probleem is reeds bij § 4.2.4 met behulp van sommatie
van bronnen opgelost,(vel. 4.2.12).
Het temperatuurverloop in de materialen als functie van de tijd is in figuur
4.2.11 gegeven. De warmtestroom die door het contactoppervlak gaat wordt
gevonden uit:

A,B A
" To ~ Too /T, (4.2.52)

mat ?\\/;+?k\/~ f t

Initieel dus een zeer hoge warmtestroom die omgekeerd evenredig is met \/?
De totaal overgedragen hoeveelheid warmte Q van het ene materiaal aan het
andere wordt gegeven door:

t AA AT, — T..)
= "dt' = ab — a0 bo_ \/t. (4.2.53
Y e :
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—_— X

Fig. 4.2,11. Temperatuurverloop bij contact van twee lichamen.

In het geval van een niet-ideaal contact tussen de materialen zal er een
extra warmteweerstand zijn. Dit kan bijvoorbeeld doordat er een dun oxide-
huidje of een luchtlaag tussen de materialen is. De warmtecapaciteit van deze
laag met dikte § kan meestal worden verwaarloosd en men heeft alleen met
de (lage) warmtegeleidingscoéfficiént A, te rekenen. Indien de stofeigenschap-
pen van beide materialen gelijk zijn, kan men volgens Pawelski [C13] benade-
rend aannemen dat in het midden van de laag (x = 0) de contacttemperatuur
T, zoals boven gevonden ontstaat. Door geleiding in het laagje krijgt men dan
als randvoorwaarde voor materiaal a op de rand bij x = §/2:

A T, =)_LQ{_T_C;TB{X—:%H,
a gx g 5

2

(4.2.54)

Het probleem reduceert zich tot het probleem van een half-oneindig medium
met randvoorwaarde van de derde soort voor materiaal a en b ieder afzonder-
lijk.
Kwantitatief voorbeeld
Een bekend voorbeeld van het contacttemperatuurprobleem is het geval
van de jongen die met zijn tong in een vorstperiode aan een brugleuning
‘likt’. Hij loopt het gevaar dat zijn tong ‘vastvriest’. We beschouwen
numeriek de situatie:
tong: temperatuur 35° C, A = 0,55 W/mK, a=0,17.10"% m?/s
brugleuning: temperatuur Tis <o0°cC.

Twee typen leuning beschouwen we,
1. stalen leuning, A = 40 W/mK, a =10.10" m?/s
2. houten leuning, A = 0,20 W/mK, a =0,12.10"% m?/s.
We berekenen die temperatuur Tbn’ waarbij de contacttemperatuur juist
0°C is
N 17 106
- 0,55v/a, .35 + Tbn.kh\/ﬂ.,_lz..l_o_ ‘
0,55v'a, +A,V/0,17.107°
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Dit geeft in het eerste geval (stalen leuning) Tbo =-3,7°C

en in het tweede geval (houten leuning) T,/ = —81 °C.

We zien dat een stalen leuning zeer ongunstig is, maar dat met hout
geen probleem behoeft te worden verwacht.

4.2.8. Uitsterfprobleem

Voor langere tijden beschikken we over de oplossing in de vorm van
een reeks van eigenfuncties zoals afgeleidin § 2.2 bij het scheiden van varia-
belen. Voor zeer lange tijden, d.w.z. hoge waarden van het Fourier-getal
(F = ath:"} kunnen we met de eerste term van de reeks volstaan. Vaak is het
reeds voldoende dat Fo = at/L® > 0,25.
Voor het geval van een vlakke plaat met voor t =0, T=0 en voor t >0,
T= Tl voor X =*L vinden we:

cos (4.2.55)

4T nat
— = =1 =,
’I‘l T = exp ( 217 2L

De warmtestroom per eenheid van oppervlakte aan de rand is:

_ACLT = _4RT| exp (_
dx =+
x=TL

wraty 7 T L _
P 4]})'2—1. ya=
A\T ntat

A | e
2L exp[ YRR

(4.2.56)

We kunnen nu een inwendige warmte-overdrachtscoéfficiént «, definiéren op
basis van het gemiddelde temperatuurverschil tussen wand en plaat:

_ 4T m2at
o, (T, = <T>) = Ttexp - 577} (4.2.57)

Hierbij is rekening gehouden met het teken; de warmtestroom is de plaat in
en daarom negatief, aan a; wordt echter geen teken toegekend.

2
m at
<T>—2LJ' [T, - exp[ cos 2X]ax = e
=T 8T, w at) (e2se)
=T, - e gl

Dit geeft

S
Nu, =‘f=_?\l' =T =493

1
Analoog kan men voor de cilinder afleiden:
Nu, = 5,8 (met 2L = D)

en voor de bol:

Nu.

6,6 (met 2L = D).

TN TITT
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4.2.9. Instationaire diffusieproblemen in meer dimensies

Tot nu toe zijn uitsluitend gevallen beschouwd waarbij de diffusieverge-
lijking alleen diffusie in één richting beschouwde. In het geval van diffusie in
twee dimensies krijgen we bij constante stofgrootheden:

aT _ [BZT a’_T]

ot a a? ayz (4.2.59)

met een beginvoorwaarde in het x,y-vlak en vier randvoorwaarden.

De differentiaalvergelijking (4.2.59) is door samennemen van variabelen te
vereenvoudigen, waarbij we invoeren:

¢= X en =
V at " v at’
dit geeft

aT aT _ 3°T , 9°T
= = L
B -drgm=57 o (4.2.60)

Oplossing is nu mogelijk indien de randvoorwaarden eveneens in de codrdina-

ten ¢ en 1 eenvoudig te transformeren zijn. Bijvoorbeeld in het geval van een
half-oneindig medium in het x,y-vlak:

t=0, x=0, y=20. T

t>0, x=0, y>0: T

y=0, x>0: T

T

T

0
0
1
1

(4.2.61)

x=9o0, y>0:
y=9¢, x>0:

In dit geval is voor { en 7 oneindig, zowel door t = 0 als door x en y oneindig
de temperatuur T =1. De vergelijking (4.2.60) is nu door scheiden van varia-
belen (1 en {) tot twee gewone differentiaalvergelijkingen terug te brengen,
die afzonderlijk opgelost kunnen worden.

Voor het geval dat het medium in het x,y-vlak begrensd is bij zowel
Xx=0 als x=L en y=0 en y =M zijn andere oplossingsmethoden no-
dig. Het blijkt dat afhankelijk van de randvoorwaarden oplossingen dan gevon-
den kunnen worden door of sommatie of produktneming van de oplossingen
die ééndimensionaal zijn verkregen.

We beschouwen allereerst het geval van de randvoorwaarden van de eerste en
derde soort met bij t =0 een uniforme temperatuur (T = 0) over het beschouw-
de gebied. In dat geval zal de algemene oplossing de vorm hebben van:

T(x,y,t) = Ty[1 = F(x,).G(y,t) ] (4.2.62)

We zien direct dat voor t =0, T= 0 als F(x,0) = 1 en G(y,0) = 1. Indien
F(x,t) nu de randvoorwaarden bij x =0 en x=L enG((y,t) bij y =0 en
y = M vervult, zal ook de produktfunctie dat doen bij randvoorwaarden van
de eerste en derde soort, indien de externe temperatuur To die hierin voor-
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komt bij alle vier randen althans hetzelfde is. Bijvoorbeeld bij de randvoor-
waarde van de derde soort

x=L 0<y<M; —7\%%=a(To -1
geeft
dF . _
?\H.G =a.F.G (4.2.63)
€n
dF _
RH— aF

Invullen in de differentiaalvergelijking (4.2.59) geeft:

2 2
3 B P |

& ax? 0

(4.2.64)

hetgeen de som is van de met G resp. F vermenigvuldigde 1-dimensionale dif-
fusievergelijking. Hieraan voldoen is dus ook aan (4.2.59) voldoen.
Als voorbeeld beschouwen we:

De instationaire opwarming van een rechthoek met randvoorwaarden van de
cerste soort. De differentiaalvergelijking is (4.2.59) met als randvoorwaarden:

t=0, 0<x<L en OS<ys<M: T=0
t>0:x=0¢en x=L 0<ysM: T=T,
y=0en y=M O0<x<L: T=T,

We hebben voor F en G de functies nodig zoals gevonden in § 2.2 bij de af-
koeling van een plaat. Dit geeft nu:

- 16 3 3 (™~ (2n + 1)?
T=To~Tom 2 2 Gn+ Dk +D)° ['{ 25 ik
: 2
+ (—2-5-&#} ﬂzat].cos ((2n + 1)«1{-] cos ((2k + 1)1r§{) (4.2.65)

en voor grote t heeft men slechts de eerste eigenwaarde nodig.
_ B 16 1 _l 2 X my
T= To‘_l - ?exp [-—(ﬁ + Mz)fr at ] cos ( L)cos t M)](4.2.66)

Ook het geval met L =M = laat zich op deze manier behandelen, gebruik.
makend van de in § 4.2.6 gegeven penetratietheorie-oplossingen.

In het geval dat men de randvoorwaarde van de tweede soort bij x =0 en

y = 0 heeft, kan aangetoond worden dat sommatie de oplossing geeft. We
beschouwen het geval van de opwarming van een half-oneindig hoekstuk. De
differentiaalvergelijking is weer (4.2.59). Begin- en randvoorwaarden zijn:
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t=0, 0<x<L en O0SSysM: T=0

2. aT _
t>0, x=0, 0Sy< o ~7\ax q

aT (4.2.67)
y=0, 0<x< o —?\E=q
=00,y =00, T=0.
De oplossing heeft de vorm
T = ¢(x,t) + Y(y,t) (4.2.68)

mett=0: ¢=0en Y =0,
ent>0: 3_qb____ - S-(-:r|| @ = —Svoor respectievelijk x =0 en y = 0.

ax A dy A
¢=0en Yy=0voor x=coeny=oco.
Qok hier is de differentiaalvergelijking (4.2.59) weer de som van de diffusie-
vergelijkingen voor ¢ en Y afzonderlijk.

¢ en Y zijn de oplossingen van paragraaf 4.2.4 en wel vgl. (4.2.14).
2 2
= Jim_ % X Y X X
T= [ ﬂ)\pcp .[exp(—i-] H exp(—g)] e (2\/“]
y y
—_ 2-?\!al‘ft.‘. (m) ] (4269)

Fig. 4.2.12 geeft als voorbeeld het temperatuurveld in een dergelijke hoek.

Fig. 4.2.12. Temperatuurveld in een half-oneindig hoekstuk bij de randvoorwaarde van
de tweede soort op het tijdstip t = 0,25L%/a. De waarde L is vrij te kiezen.

Bij het hoekpunt is Ty, =-4—:-\/31-T_1 . De isothermen zijn gegeven als %
h

e e e e e
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Kwantitatief voorbeeld

We beschouwen de opwarming van een lange betonnen kolom van
0,3 x0,3 m. Door brand wordt de kolom uitwendig verhit door een
constante (stralings)warmtestroom gegeven door

q= oI,

waarbij €= 0,5, 0=5,68.10"" W/m*K* en T, = 1050 K.

Dit geeft q = 34,5 kW/m?.

Uit brandveﬂmheldsoogpunt willen we weten wanneer de opper\rlakte-
temperatuur 520 °C is geworden, indien deze oorspronkelijk 20 °C was.
Deze wordt het eerst bereikt voor x =0 en y =0, dus

T=2q Vv ht .

mApcC
pp

Als gemiddelde stofgrootheden voor beton nemen we A = 1,76 W/mK,
p= 2,4.10% kg/m® en e, = 1200 J/kgK, dan vinden we

t =(——5°L5) ? 7.1,76.2,4.10°.1200 = 835 s
2.34,5.10 : T ’

Dit wordt dus na ca. 14 minuten al bereikt. Tevens vragen we ons af

wanneer de wapening, die op een diepte van 5 cm van het oppervlak

zit een temperatuur van 420° C heeft bereikt. We nemen hiertoe nu aan

dat dit gebeurt als de buitenwand al lang een temperatuur die dichtbij de

brandtemperatuur ligt, heeft bereikt. Dan kunnen we (4.2.66) als benade-

ring gebruiken.

T=777—-"137. lfexp[ 0.0 a L.t]coszlg—ﬂ),

pe,

immers deze temperatuur wordt het eerst bereikt voor x =y = 0,05.
Dit geeft t = 7066 s (bijna 2 uur). De aanname dat het oppervlak een
temperatuur van 1050 K heeft is in het licht van deze lange tijd (ca. 2
uur) redelijk.

4.3. Bewegend-frontproblemen

4.3.1. Algemene probleemstelling

Er doen zich gevallen van niet-stationair warmte- en stoftransport voor
waarbij randvoorwaarden gegeven zijn voor een niet in de tijd gefixeerde rand.
Het bekendste voorbeeld is het smelten en stollen van ijs en water. Men krijgt
bij bevriezen van water een in het water indringend grensvlak water-ijs dat
‘beweegt’. Daarom spreekt men van ‘bewegend front’ (moving boundary)-
problemen. Immers op het grensvlak water-ijs zijn door de evenwichtscondities
en door de stolwarmte de randvoorwaarden langs deze bewegende rand gege-
ven. Men noemt deze en dergelijke problemen ook wel het Stefanprobleem.
Dit naar aanleiding van het klassiecke werk van Stefan [AS5] uit 1891, Stefan
maakte een studie van de vorming van de ijslagen in de poolzee€n.
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Hetzelfde probleem speelt een rol bij de indringing van de perma-frost-lagen
in poolgebieden, het bevriezen en ontdooien van toendra’s. In de techniek

is het van belang bij vele stol- en smeltprocessen in de staal- en metallurgische
industrie. Bij zonnewarmte-installaties kan men een warmte-opslag realiseren
met zogenaamde phase-change materials, door smelten en stollen wordt warm-
te hier regeneratief gebruikt en opgeslagen. Bij de ruimtevaart berust de wer-
king van het hitteschild bij re-entry van een ruimteschip (‘ablation’) op dit
mechanisme. Ook in de astrofysica bij de opbouw van sterren speelt dit een
rol.

Daarnaast zijn er stoftransportproblemen in de chemie en biologie die tot be-
wegend-front-problemen leiden. In de volgende paragrafen zal dit kort uiteen-
gezet worden. Voor een volledig overzicht wordt verwezen naar de boeken
van Ockerdon [A6] en Crank [A3] en de artikelen van Mori [A7] en
Bankof [A8].

4.3.2. Niet-stationaire warmtegeleiding met fase-overgang

Bij het bevriezen of smelten van een stof treedt aan het grensvlak tussen
de twee fasen een warmte-effect op, dat medebepalend is voor de snelheid
waarmee de vorst- of smeltgrens zich voortbeweegt. Als voorbeeld nemen we
hier het indringen van een stolfront in een half-oneindige stilstaande vloei-
stof (x > 0) die op t =0 overal een temperatuur To heeft (boven het smelt-
punt Ts) enop x =0 op een constante temperatuur Tl wordt gehouden (be-
neden het smeltpunt).

Onderscheid moet worden gemaakt tussen het gestolde medium a en het vloei-
bare medium b. (Er is geen stroming in de vloeistof!).

KIGE0!

Fig. 4.3.1. Het indringen van een stolfront.
De differentiaalvergelijking voor a en b,

2
aT, _ 7T, aT, _ T,

=g 2 =g e 3.1

ot a, W en at a, P (4.3.1)
moeten worden opgelost voor de voorwaarden (zie fig. 4.3.1)

x=01t>0 Ta=Tt’ (4.3.2)

x=§( t>0 T, =T,=T, (4.3.3)

139
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= 9T, dg _, 0T
x=F t>0 N 52-1p 5 =N, 5.0 (4.3.4)
x= t>0 T, =T, (4.3.5)
x20 t=0 T, =T, (4.3.6)

Hierin stelt r (>0) de stolwarmte voor en £ de positie van het stolfront.

De tweede term van het linkerlid van (4.3.4) is de typisch bij bewegend front-
problemen voorkomende randvoorwaarde. De verplaatsing van het front met
de tijd (g—f is verbonden aan de faseovergang (of chemische reactie!) die aan
het front plaatsvindt. Er zij op gewezen dat hier voor de warmte die bij het
front vrijkomt of opgenomen wordt respectievelijk een positief of negatief
teken is gekozen. Soms wordt dit andersom gedaan. In ons voorbeeld en

ook verder is steeds gelijke dichtheid aan weerszijden van het front (p, = pb)
genomen. Indien dit niet zo is, zal er nog een lineaire snelheid ontstaan door
de uitzetting (inkrimping) van het medium bij het front. Men heeft dan voor
het geval a een starre vaste stof is en b een vloeistof die naar het front kan
toestromen met snelheid v dat de continuiteitsvergelijking geeft:

= e dg
pbv - paa'i' = pbdt

v - (%ab = 1)%%. (4.3.7)

Dit geeft in de diffusievergelijking voor medium b nog een extra convectie-
term. Deze term verwaarlozen we in het navolgende.

Bij de aanpak van dit probleem wordt van de overweging uitgegaan dat
in soortgelijke problemen zonder faseovergang de oplossing kan worden voor-
gesteld met behulp van een foutenintegraal. Aannemende dat dit ook hier zo
is, stellen we:

T =C # D, erf (x/2v/a 1),

(4.3.8)
L, =C + Dberf (x/2/ abt).

Deze oplossingen voldoen aan de respectievelijke differentiaalvergelijkingen.

Verder levert voorwaarde (4.3.2) op: Ca = Tl, en voorwaarden (4.3.5) en

(4.3.6): C, t+ Db = To'

Voor de bepaling van Da en Dh zijn nog twee voorwaarden beschikbaar; (4.3.3)

geeft:

T, + Daerflz\;%?}= T, - D, ]:1 - erf[z'—\/i—bt” =T, (4.3.9)

Aan deze vergelijking kan alleen worden voldaan als de indringdiepte van het
grensvlak tussen a en b, £, evenredig is met \/E Dus:

£ =kt (4.3.10)
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Door substitutie van (4.3.10) in (4.3.9) kunnen Da en I)b in de nog onbekende
constante k worden uitgedrukt, zodat voor T, en T, volgt:

erf (x/2/a,1)
erf (k/2v/a,) (4.3.11)

N erfc(x/2+4/ apt)
To =T, =T - T, erfc(kf2\/_b

Voor de bepaling van k moet men nog van de voorwaarde (4.3.4) gebruik
maken, waaruit een transcendente vergelijking in k resulteert. Zie bijvoorbeeld
vergelijking (4.3.19) in paragraaf 4.3.3, bedenk dat in deze transcendente ver-
gelijking noch x, noch t mag voorkomen. Dit is dan tevens een rechtvaardiging
—achteraf — van onze aanpak met foutenintegralen.

Een benaderde oplossing van hetzelfde probleem is eenvoudig te vinden als
men aanneemt dat TO = Ts en het temperatuurverloop in a steeds lineair is.
(Waarop komt deze benadering in wezen neer?). Ga na dat voor de indringing
van de stolgrens geldt:

T =T ={T—T1)

a 1 s

£= \/—A(T - T )t (r >0). (4.3.12)
Merk op dat de afhankelijkheid van t dezelfde is als in (4.3.10).

4.3.3. Bewegend-frontproblemen bij stoftransport

Voor stoftransport is de navolgende situatie in directe analogie met het
warmtetransport probleem behandeld in 4.3.2. Dit is het geval van een
diffusie-gecontroleerde reactie die in een vaste stof of niet-bewegende vloeistof,
plaatsvindt. We nemen aan dat op de buitenrand van het medium de concen-
tratie van de reagerende component constant c,g is. Door diffusie dringt de
stof A in en reageert met een andere component B in het medium totdat deze
component B verbruikt is. De reactiesnelheid wordt oneindig verondersteld,
zodat het transport voor het reactiefront waar c, = 0 bepalend is. Indien we
aannemen dat component B een diffusieconstante 0 heeft, treedt er bij het
reactiefront een sprong in cy op van de initi€le constante cy, naar 0. Indien
één molecuul A met één van B reageert, is de molaire hoeveelheid die aan het
front per m? en per tijdseenheid reageert gegeven door cpo* dé/dt.
In dit geval hebben we als differentiaalvergelijkingen en rand- en beginvoor-
waarden:

dc 2%¢c
—A = A 4.3.13
ot B ax? ( )
met als rand- en beginvoorwaarden
— 0<x<o0 c, =0 en Cs = Cgo
£E=0
t>0: x=0 ¢, =c, (4.3.14)
x=£§ ¢, =0
d§
=D =
T)A =k ®Bodt
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De oplossing zal weer van de vorm zijn:

X
Cp = Cpo T meerf (ﬁ) ; (4.3.15)
£
Met voor x =§: 0=c, + merf ( ) Dit vereist: £ =ka/t. (4.3.16)
A0 v/
Dus: 2¢/Dt
m = _ﬁ:—ﬁ . (4.3.17)
erf (2—\7—3)
Verder frontvoorwaarde geeft:
2 £ ] _ . d&
-D.m.ﬁ_zm.exp [_TD_t = Cpodt (4.3.18)
. D 1 2
(R K27 _
;fAtDT \/ﬁ) exp [—4—D] = cao.ék. (4.3.19)
24D
. s k
Dit geeft een transcendente vergelijking in 5 \/T) =2z
2y = CAO —1
z.erf (z).exp (z°) &E.ﬁ. (4.3.20)

Deze vergelijking (4.3.20) heeft oplossingen, zoals gegeven in tabel 4.3.1.

A0/°Bo z

10 1,257
4 0,996
2 0,801
1 0,620
0,5 0,465
0.2 0,306
0,1 0,220

Tabel 4.3.1. Oplossingen van de transcendente
vergelijking (4.3.20).

Een voorbeeld van een dergelijke reactie is het hydrogeneren van vetten in de
vloeistoffase. In een dun vloeistoffilmpje om een waterstofbel dringt de water-
stof in. De moleculaire beweeglijkheid van de waterstofmoleculen is veel groter
dan die van de componenten in de vloeistof. Een ander door Crank besproken
voorbeeld is ‘tarnishing’, verkleuring van een metaaloppervlak door oxidatie.

Is echter de beweeglijkheid van molecuul B ook groot, dan zal de diffusie

van B voor x > £ ook een rol spelen en krijgt men een stelsel volledig ana-
loog aan het thermische geval met D, =X  en Dp = ?\b en pc, =1. Een
typisch concentratieverloop in zo'n geval is gegeven in figuur 4.3.2.
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Fig. 4.3.2. Reactiefront bij x = £, als A + B — produkt.

De randvoorwaarde voor het front is dan:

— & acs _ acp
x =& _Dﬁg_ DB e (4.3.21)

De oplossing wordt dan:
erf[—

)

A =1 _ V Dyt (4.3.22)

A0 erf (+/k/D,) -

X
Bl'fC e
B =1 - (; "DBtJ (4.3.23)
CRo erfc (V'k/Dg)
met ¢ =+/kt (4.3.24)

en k weer op te lossen uit de transcendente vergelijking:

E - erf(%} = zfi\ﬁgferf( \/‘%ﬁ)axp {k(%; - dﬁ)}. (4.3.25)

4.3.4. Landau-transformatie en storingsrekening voor bewegend-frontproblemen

In veel gevallen zijn er bij het bewegend front meer ingewikkelde voor-
waarden dan hiervoor besproken. Met name kan men in een vloeistofsmelt
convectiestromen hebben die een convectie-overdracht geven. Oplossingen van
het probleem zijn dan meestal niet meer analytisch te vinden. Men dient dan
benaderende of numerieke methoden te gebruiken.

Als voorbeelden van het gebruik van storingsrekening zullen we twee gevallen
uit een artikel van Huang en Shih [A9] bespreken. Het eerste geval is ter ver-
gelijking identiek met het reeds analytisch opgeloste geval van § 4.3.3. De
vergelijkingen zijn:

ac_ 32c
T Dg-xT 0 < x < £(1). (4.3.26)
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c(0,t) = a0
c(ét) =0
& (4.3.27)
Ddc g dé
dx x=t BOdt
£E=0, t=0
We maken deze dimensieloos met
Dt X
U= _.9__, = —, ==,
Cxn T 2 I (4.3.28)
en
Eﬁgen € = A0 (4.3.29)
L Cho e

met L een nader te specificeren karakteristieke lengte. Dan vinden we

o’U

N o5 0<X<E®M. (4.3.30)
u(o,7) =1
U, 1) =0

(&) (4.3.31)
a& _ _du

ar = “d X=t,
£(0)=0

Het is nu hier en ook voor andere gevallen nuttig de zogenaamde Landau-trans-
formatie toe te passen. Hierbij wordt de plaatscodrdinaat & gerekend relatief
t.o.v. front (8 = X/£;) en de tijd door &; vervangen.

We krijgen dan als vergelijkingen met & en Ef als onafhankelijk veranderlijken

[ & Efaéf (aU\ ) = g%j (4.3.32)

U0£) = 1

U(LE) =0

(f—;=_ U‘Ef (4.3.33)
€08 |5 -y

7(¢) = 0 voor & =0.

Bij storingsrekening ontwikkelen we nu U naar een reeks in € als storingspa-
rameter:

= 2
U—U0+eU]+e U2+... (4.3.34)

Door samennemen van gelijke machten in € na invullen in (4.3.32) leidt dit
tot
2
22U,

=L A0 (4.3.35)
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T8 ¢ 3Uq| 30,
252 N
U, (aa—Uﬂ EaUO} U,
362 f ot $d
aU d
( Efaz )
etc.
met als randvoorwaarden:
Uy(0.8) =1
U0£)=0, i=12,...
Ul(lE) =0, i=0,1,2,...
en dus
U,=1-35
U, =40° —9)
- 85 _ 8% .19
U,= %0 :% + 360
- 87 .65 178% _ 3535
Us =335 *80* 2160 — 15120
Dit resulteert in
3
[ X X X
= i) ved(p -F)+
19 x x3 x>
+§Eﬁg—ﬁg $§)+

Dit ingevuld in de randvoorwaarde bij het bewegend front geeft:

d& _ dc

oot T Dgx

™ Diaf g aie - 3 +
caldpl-at- a))

Le¥_c 10 + 0156¢.

of: DE

Nu stellen we weer

k .
E—k\/? en 2—2\/—D,d1tgeeft

z=+/1(e—}€* +0,156€%).

(4.3.36)

(4.3.37)

(4.3.38)

(4.3.39)
(4.3.40)

(4.3.41)

(4.3.42)

(4.3.43)

(4.3.44)

(4.3.45)

(4.3.46)

Dit geeft voor €=0,1: z= 0,220 (exact 0,220); €= 0,2: z= 0,306 (exact 0,306);

€=0,5:2=0,467 (exact 0,465) en e=1: z=0,641 (exact 0,620).
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4.3.5. Stolling met convectieve warmte-overdracht

Een belangrijk voorbeeld is: het stollen van een vloeistof met een con-
vectieve overdrachtscoéfficiént aan het stolfront, terwijl het koelen gebeurt
door contact met een koude wand (zie fig. 4.3.3) met een convectieve over-
drachtscoéfficiént .

koelwand stolisag smelt

"
- th a, (T, - T'I

a';o = oy (T —=Tp) —

T

x=0 x=f X=X

Fig. 4.3.3. Temperatuurverloop bij stollen aan wand met convectie-overdracht.

De vergelijkingen voor dit geval zijn:

2
M_2T o<x<iw. (4.3.47)

-0. dT =
x = 0: —7\& ) —c:zo[Tc| — T(0,t)]

x=§([T=T,

(4.3.48)
—?\aa—I = rsp%% +a1(Ts - ) &, <0)

£=0 voor t=0

We maken weer dimensieloze vergelijkingen met

U= TS—T, ;= At - E=C{T0—T)
T - T, ,ocp}'{s T
: (4.3.49)
=_x_ g
X X’Ef X
5 5

Hier nemen we nu voor de karakteristieke lengte Xs de eindwaarde voor de
laagdikte £ als t + oo, deze is te vinden uit de warmtebalans:

MT, — T,) A
- ._.5_—0_.. —_——
XS al(Tl = Ts) ao. (4.3.50)

Nu voeren we tevens in:

B= 8 (4.3.51)
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Dit geeft

au _0*U

o = aa 0SX<g

ou -

X . = Bi[U(0,7) — 1]

% __ [a_u Bi J
ngf

£&0) =0

Weer passen we de Landau-transformatie toe, dit geeft

[s2Y Eragf][au :

1 + Bi

10/
31, = BiE[UOE) — 1]

U(LE) = 0
i . Ll
dEf Ef 96 d=1

+

Bi J"
1 + Bi

(&) = 0 voor £ =0.

Ontwikkeling in de storingsparameter € geeft voor

= 2 3
U—U0+EU!+E U2+e U3+...

a%U,
252
U, _(.9U, [
2682 _( 'Ef oF, ) -
etc.
met
aﬁe‘ = Bi, [U(0,5,) — 1]
au :
3—61 o = Bi.{ U (0§, etc.
U(1,E) =0, i=0,1,2,3 etc.
Dit geeft
0 I+ Bi.ff(l =9
U = Bi® Ef (= Ef

' 6.1 +Bi)(1 + Bif)*

etc.

LUAR

U

08*

Bi.g;

+ Bi

(4.3.52)

(4.3.53)

(4.3.54)

(4.3.55)

0<8 < 1(4.3.56)

(4.3.57)

(4.3.58)

(4.3.59)

(4.3.60)

(4.3.61)

(4.3.62)

(1 + Big)(3 + Bi£5)82

~ 3+ BiE)( + BigS)]  (4.3.63)

147
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De plaats x = £ van het front leiden we af uit:

dr Ef

e 00 e
1+Bi ;2o 05 |s=
en dus:
Ef
er=-f Ef(_isf . (4.3.65)
o By 5 20
1 + Bl i:o i 35 =1
We ontwikkelen eT als volgt:
= 2
eT=a, taetae +... (4.3.66)
Oplossen met de gegeven Uu etc. voor elke macht in € geeft:
a, = 1;;1 B‘[gf + l—g—Blln (1 - &) } (4.3.67)
1+ Bi[ &
= - + +
% =738 L5t {1+ BT + Bigy
3 + 3Bi + Bi® In (1 + Bi.&)}
— -In (1 — —_— 4.3.68
(1 + Bi)? (I—&)* Bi(1 + Bi)2 ¢ )
Verder is:
ET=E€ A t=a, ta et (4.3.69)
"'G"?Xs?. 0 1 PR te

Dit geeft een direct verband tussen &= X ’g‘f en t, . Waarden van aj en a,
zijn voor enkele Biot- en Ef-waarden in tabel (4.3. 2) gegeven. Tot £ =1 bli-
ken voor Bi <1 de waarden van a, en a,; voldoende te zijn.

Verder zij verwezen naar Huang [A9].

) |

Ef Bi = 0,1 Bi = 0,5 Bi=1 Bi = 0,1 Bi = 0,5 Bi=1
0,05 | 5,6565 0,312 0,105 0,0142 0,004 0,003
0,10 | 11,65 0,6482 0,221 0,059 0,016 0,010
0,20 | 24,8 1,408 0,493 0,251 0,065 0,041
0,50 | 78,4 4,738 1:773 2,05 0,498 0,297
0,80 | 186 12,09 4,838 8,41 1,918 1,093
0,95 | 352 24,1 10,08 20,9 4,6 2,59

Tabel 4.3.2. Waarden voor aj €n a; in (4.3.69).

4.3.6. Integraalmethode bij stollingsproblemen met convectieve overdracht

We beschouwen een half-oneindige vloeistoflaag die oorspronkelijk
op een temperatuur Tl is (Tl o> Ts, smelttemperatuur) en vanaf t = 0 aan het
grensvlak x = 0 in contact komt met een vaste wand (half-oneindig te ne-
men) die een uniforme temperatuur T, heeft en een warmtegeleidingscoéffi-
ciént A en een pe, heeft, die gelijk is aan de A en pc, van het gestolde materi-
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aal. Aan de vloeistofzijde van het stolfront veronderstellen we uitsluitend con-
vectieve overdracht, gegeven door e:tf(Tl - TS)A

Voor de wand en de stollaag gelden:

9 92T
§= Yy voor —co < x < §, (4.3.70)
t=0 x=0 T=T5
x>0 T——-'I'I
x <0 T=T0 4.3.71)
£=0
en
t>0 x=-°¢':T=T0
x=£ T=T,
aT

AT+ pM = a(r, - T) (r, <0)

Het temperatuurverloop is zoals gegeven in figuur 4.3.4.

——Q, =a(T,-T)

vaste stof smeft

d=f—x,
Fig. 4.3.4, Temperatuurverloop bij stolling met convectie in smelt.
We passen de integraalmethode toe en beschouwen de warmte-indringing voor

een eindige dikte 6§, § = ¢ — x 4o in het vaste materiaal, gerekend van x = §
(zie fig. 4.3.4).

) I'="Ty: x-8 (x - §)?
- 0
Stel nu: @ = 'I; To =1+ a, 5 +a, 52 - (4.3.72)

-y = PRy 00 _,_3a a
Als x=x, =&~ 9, dan 153—0—1—:311+a2 en 31—0—31—232.
Dit levert dan:

2
g=14+20=8, “‘_(s;ﬁl_ (4.3.73)

Toepassing van het theorema van Leibniz (zie sectie 2.8.1) over het gebied
x = £ tot x = x4 geeft hier:

d dt a0

— [fdx+==

Pk o (4.3.74)

£E-8
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Invullen van 0 en integreren geeft:

1d6 2a df
I L ) 4.3.7
3at 6 dt (4.3.75)
Combinatie met de randvoorwaarde aan het stolfront:
2oM-T) & o7 4 43.76)
) 4 dt pry prg
met q = «(T; — T¢) vinden we als differentiaalvergelijking voor &:
88 2 L, A% —Tol (4.3.77)

a3 & prg ]

Met invoering van de dimensieloze grootheden 7 = q? cptfhprsz, Y= cqu [Arg
en Ste = —cp(Ts — To)/1s (Ste > 0) gaat deze differentiaalvergelijking over in:

Y _6(1 +Ste)

3 Y (4.3.78)

met beginvoorwaarde Y = 0 voor 7 = 0.
Na integratie vinden we als oplossing:

37 = —Y + 2(1 + Ste) In (2(1 + Ste)/(2(1 + Ste) — Y)) (4.3.79)

Voor T = = nadert Y tot de constante waarde Y = 2(1 + Ste). Voor de

dimensieloze dikte van de afgesmolten laag X = cpqk/Arg (rg < 0) vinden we nu

uit (4.3.76):

9X 1 2 stefy (4.3.80)
dr

Na integratie en combinatie met (4.3.78) vinden we:

—Ste Y T =¥ 2
A + + = 4.3.
X= 3(1 + Sto) + Thse 3 + 3 In[2(1 + Ste)/(2(1 + Ste) — Y)] (4.3.81)

Voor 7 = % hangen X en 7 lineair samen; X = —28te/3 + 7/(1 + Ste). Voor
lange tijden is dus enerzijds Y constant, d.w.z. § gerekend vanaf het bewegen-
de stolfront blijft hetzelfde en anderzijds beweegt het stolfront met een
constante snelheid d£/dt. Een warmtebalans geeft dan direct voor de warmte-
toevoer door convectie en afvoer door smelten en verplaatsing van het tempe-
ratuurprofiel in de vaste stof:

dg

d
a(T, — Tg) = prg é — pcp(Tg — Tﬂ)a?

en dus:

d_ _ Ste T, — Ty
dt (1+ Ste) pr ’
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Het extreem in X treedt op voor dX/dr = 0, dus voor Y = 2Ste. De bijbe-
horende dimensieloze tijd volgt dan uit (4.3.79);

37 = —28te + 2(1 + Ste) In(1 + Ste).

Voor Ste = 2 zijn de resultaten voor X en Y als functie van 7 in fig. 4.3.5
weergegeven.

10.0¢
9.0f
B.OF
7.0%
6.0F
s 5.0F
; 4.0f
3.0f
2.0%
1.0%
0.0+
_‘I‘O L 4 RPN BT L i alaaal il J 1

0° 107 10", 10 10' 10°

Fig. 4.3.5. De dimensieloze dikte van de afgesmolten laag X en de dimensieloze dikte
van het temperatuurprofiel Y als functie van de dimensieloze tijd 7 zoals
verkregen met de integraalmethode voor het geval Ste = 2.

We zien dat X eerst daalt, d.w.z. dat £ met v/t toeneemt (rg < 0!), de zich
op de onderkoelde wand vormende stollaag. Maar vanaf 7 = 1 neemt £
minder toe en zal tenslotte afnemen, het smelten in de vloeistof die een
temperatuur heeft boven de smelttemperatuur. In feite =zal er eerst stolling
plaats vinden, waarna echter de convectieve overdracht vanuit de vloeistof
groter wordt dan de geleiding in het gestolde en koude materiaal en er smel-
ten optreedt.

Dit gebeurt bij het smelten van schrot in vloeibaar staal. We zullen
hiervan een voorbeeld behandelen.

Kwantitatief voorbeeld
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Een bad met vloeibaar staal heeft een constante temperatuur van 1550° C.

Hierin laat men schroot smelten dat er met een temperatuur van 50° C
wordt ingebracht. De smelttemperatuur van staal en schroot is 1450° C.
Warmte-overdracht vanuit de vloeistof voor schrot heeft plaats door con-
vectie, met een warmte-overdrachtscoéfficiént a = 5.10° W/m?K.

We vragen ons af wanneer resp. 0,1 m en 0,2 m van het schrot (aan

één zijde) is weggesmolten.

Stofconstanten, onafhankelijk van temperatuur, zijn:

vloeibaar staal, a = 5,7.107% m? /s, A =20 W/mK

vaste stof, a=10.10"% m?/s, A =30 WmK,
p=17,5.10% kg/m?

stolwarmte |ry| is 2,8+ 10% J/kg.

Met de gegeven constanten volgt direct:
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t[s] = 176,4 7, 8[m] = 0,042 Y en £[m] = 0,042 X.

De maximum stoldikte

Xmax = —2Ste/3 + % In(1 + Ste)

is hier gelijk aan Xmax = —0,6009, overeenkomend met 25,2 mm.

Deze wordt gevonden voor 7 = 0,8639, overeenkomend met 152 s.
Hierna smelt het schrot weg. Uit de lange tijden-benadering volgt dat

0,1 m schrot is weggesmolten na 2316 s en dat na 3226 s 0,2 m is
weggesmolten.

Indien voor korte tijden (t < 10 s) in de vloeistof niet convectieve over-
dracht, maar geleiding en afkoeling in een dunne laag wordt aangenomen,
kan de oplossing van het probleem gebruikt worden van § 4.3.2, waar-
bij we op x =0 steeds T, veronderstellen. Dan wordt gevonden:

£=0,63.10"%/1.

In werkelijkheid loopt de temperatuur bij x = 0 op tot boven Tp. Dit
betekent dat voor het begin bovenstaande relatie voor £ een overschat-
ting van de stolsnelheid geeft.

4.4, Diffusievergelijking met brontermen

4.4.1. Niet-stationaire warmtegeleiding met warmteproduktie in het medium
De instationaire warmtegeleiding met warmteproductie in het medium
wordt beschreven door de diffusievergelijking met een bron(put)term:

aT _ .2 q
5 = av T+p_cp' (4.4.1)

Voor deze vergelijking kan men, als de warmteproduktie q [W/m®] niet afhangt
van T, een volledige oplossing verkrijgen door bij de oplossing T’(x,y,z,t) van

de homogene vergelijking nog een particuliere oplossing, bijvoorbeeld

F(x,y,z) +G(t) op te tellen:

T = T'(x,y,zt) + F(x,y,2) + G(t).

Na substitutie hiervan in (4.4.1) ziet- men dat voldaan moet worden aan:

!
%% = aV?T, (4.4.2)
en
dG _ 2 q
95 _ 4y2p+ L. (4.4.3)

Hierbij moet F+ G aan de randvoorwaarden van het gestelde probleem wor-
den aangepast.

In het geval van warmtegeleiding en constante warmteproduktie in een
lange cilinder levert (4.4.3) (omdat het linker- en rechterlid beide constant
moeten zijn):

L A
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ccliit}= Y
€n
%a%(’ %) =C, - p_?;p
en dus:
F(x,y,z) + G(t) = g(% _ %}rz €, +E (4.4.4)

met constante CI en Cz'
We onderzoeken de particuliere oplossingen voor de volgende gevallen:

a. Heeft men bijvoorbeeld als randvoorwaarden van het oorspronkelijke pro-
bleem: T = T{J voor r= R (een cilinder die aan de wanden constant op
To wordt gehouden, dan vindt men:
_aqR?

C1 =0, CZ—K‘I‘TU,

zodat dan de particuliere oplossing wordt:
F+G=T, + %{Rz - (4.4.5)

Dit is de stationaire temperatuurverdeling die zich na voldoende lange tijd in
de cilinder instelt.

b. Een ander voorbeeld is het geval dat de cilinder volmaakt is geisoleerd:

%{=0 voor r=0 en r= R. Dan vinden we:

-9 -
Cl—ﬁc—p, C2_0.

De waarde voor C2 volgt uit de eis dat ten tijde t = 0 nog geen warmte in
de cilinder is ontwikkeld. De particuliere (‘asymptotische”) oplossing wordt
dus:

F+G= J}:- t. (4.4.6)
p P

Volgens de particuliere oplossing is de temperatuur van de cilinder onafhan-
kelijk van r en neemt hij lineair met de tijd toe. Ook deze oplossing geldt na
voldoende lange tijd, als de begintemperatuurverdeling is vereffend.

c. Het geval dat aan het oppervlak een warmte-overdrachtscoéfficiént a aanwe-
zig is. De particuliere oplossing volgt nu uit het feit dat voor t > T ein-
dig moet blijven (Cl = 0) en verder uit de randvoorwaarde bij r = R:

dF _
-ha pd QF(R),
waarbij T =0 voor r> R. Dit geeft:

G, = qTR[tll % Zjﬂ
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en de particuliere oplossing is:

=(_1.._R'.. q 2—2
F+G=3] Z;-\[R 21 (4.4.7)

De temperatuur aan de wand na lange tijd is dan:

R
T (t + e° =9_.
b =

Aangezien de particuliere oplossing in al deze gevallen die is, waartoe de
volledige oplossing bij een grote waarde van t nadert, komt het oplossen van
de homogene vergelijking (4.4.2) weer op een ‘uitsterf’-probleem neer. Met
behulp van de theorie van § 4.2.8 is dit gemakkelijk te doen. Zo vindt men
voor geval a met beginvoorwaarde T =T, in de gehele cilinder (als & =1/R
is):

-ﬁ% B”Rz

2 oo
T-T,= ‘1_‘&_ [(1 _ g +Z AL Jo(ﬁn‘{‘iﬂ’ (4.4.8)

I; (1 - £, (8, )

; (4.4.9)
15156,

A =-

Hoe wordt de oplossing als er ten tijde t =0 in de cilinder een gegeven be-
gintemperatuurverdeling T, + (qR?/4M)f (£) aanwezig is? In bepaalde gevallen
kan een vraagstuk over warmtegeleiding met uniforme warmteproduktie ook
handig opgelost worden door een superpositie van bronoplossingen in de plaats
en in de tijd. Dit geldt vooral als men de temperatuurverdeling na een korte
tijd wil weten (zie paragraaf 4.2.4).

4.4.2. Niet-stationaire diffusie met homogene chemische reactie

Bij stoftransport in een medium kan door chemische reactie een produk-
tieterm ontstaan. Bij een eerste-orde-reactie geeft dat een lineair van de con-
centratie afhankelijke bron(put)term. In het geval dat er in een stilstaand me-
dium een component B wordt omgezet met een reactiesnelheid Iy = —kcB
(eerste-orde-reactiesnelheidsvergelijking), dan wordt de diffusievergelijking met
constante DB:

dc
B —4 3 il
Deze vergelijking kan vereenvoudigd worden door invoering van een nieuwe
variabele u = cBek‘, er wordt verkregen:
ou _ 2
3 Dy Vo, (4.4.11)

waarmee de differentiaalvergelijking tot een bekend type is teruggebracht. Fy-
sisch zou men kunnen zeggen dat deze u uitsluitend de reactie verdisconteert:

— —r T TR T T T I TR T T T
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immers bij een uniforme aanvangsconcentratie Cgo 20U zonder diffusie de concen-
tratie als functie van de tijd verlopen als cBoexp(—kt). In dat geval zou u dus
een constante zijn. We moeten nu derhalve de invloed van de diffusie op deze u
in rekening brengen. De oplossing van (4.4.11) wordt echter bemoeilijkt door-
dat ten gevolge van de transformatie de rand- of beginvoorwaarden gecompli-
ceerder worden.

We zullen hier een geval behandelen van hiet-stationaire absorptie en dif-
fusie van een gas B in een half-oneindig uitgestrekt star medium (x > 0), waar-
in B volgens een eerste-orde-reactie ontleedt. De volgende condities worden
aangenomen:

x=0t>0 c, =c,,>u=c, e
B B,0 B0~

x=9o t>0 CB'—'O"U'-'-O (4.4.12)

x=0t=0 cB=0+u=0.
Op (4.4.11) met deze randcondities in u passen we Laplace-transformatie toe:
L{u(x,t)} = u(p,x) = [ e Plu(x,t)dt.
0

Dit geeft voor vergelijking en randvoorwaarden:

d’>u _ p_.
m = DBU, (4.4.!3)
x=0, U=fePlc Ktar= _°BO . (4.4.14
5 B0 ®-K )

x=90, u=0

De oplossing hiervan luidt:

U=, B0 exp(- /2 .x. 4.4.15
Gpew - Vw0 (4.4.15)

Terugtransformeren via de tabel van Carslaw-Jaeger geeft dan:

_ 1kt ¥Vk/Dg __X &
u=cpoge ’e erfc 2\/D—t ++v kt

x eux\/kaBerfc (2\/_t \/_t)} (4.4.16)

Voor de concentratie als functie van plaats en tijd vinden we dus

_ xV k/Dg X =
Cy ‘ica,o{ erfc (2\/DB_t+\/_kt) +
-xv/ k/Dg X \
fe | —m—— — 4.17
e erfc t2\/DBt \fkt)}. (4.4.17)

Het is eenvoudig na te gaan dat de gegeven oplossing voldoet aan de gestelde
rand- en beginvoorwaarden en dat voor de absoptiesnelheid aan het oppervlak
x =0 geldt:



"o_ BcB
T Do

_ -kt D
. cBlo{e \QB ++/kDerf \/kt}, (4.4.18)

met als bijzondere oplossingen

|

|

|
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D . . |

kt<€1 @ " ~c¢ _B (diffusie zonder reactie; (4.4.19) |

m B0 Tt . -
eenvoudige ‘penetratietheorie’)

kt>4 &' ~cy kD, (want erf 2~ 1) (4.4.20)

In het laatste geval is de concentratieverdeling stationair geworden omdat
voor kt > 1

erfc (EZ—X\/D—Iat+\/§) ~0

erfc {2\/[) 2 \/'_t) B.0

Deze oplossing volgt ook uit (4.4.10), als a;—tB =0 wordt gesteld. Uiteraard

geldt deze lange-tijd-oplossing alleen als er geen uitputting optreedt. De reac-
tie moet ook na een grote omzetting nog steeds eerste-orde blijven met de-
zelfde k.

Een differentiaalvergelijking van het type (4.4.10) kan ook worden op-
gesteld voor de neutronen-huishouding in een hoeveelheid materiaal, waarin
neutronen door kernsplijting worden gereproduceerd. De term l(cB komt dan
voor met het positieve teken. Het is onder andere mogelijk hiermee onder be-
paalde voorwaarden voor het weglekken van neutronen aan het oppervlak, de
grootte van de kritieke massa te berekenen.

We zullen als voorbeeld bespreken de chemische reactie in een natte-wand-
kolom. Hierbij stroomt een vloeistoffilm langs een vaste wand en is in con-
tact met een gas. Een component A uit het gas lost op in de vloeistof en rea-
geert daar volgens een eerste-orde-reactie. In de stromende vloeistoffilm zal
in het algemeen een snelheidsprofiel zijn met de maximale snelheid bij het
vloeistof-gas-grensvlak en snelheid nul aan de wand. We nemen nu aan dat de
chemische reactie alleen in een buitenste laag met dikte & plaatsvindt, waar-
bij 6§ zo klein is dat hier overal de vloeistofsnelheid gelijk is aan de maximale,
Vo We veronderstellen tevens dat Vi niet van x afhangt (zie figuur 4.4.1)
en dat de situatie stationair is.

De transportvergelijking met één convectieterm en met een eerste-orde-reactie
geeft dan

9%
v aCA =D © A

mae =D~ key (4.4.22)

met als randvoorwaarden

x=0 CA=0 y=0
x>0 C =S y=0 (4.4.23)

x>0 ¢ =0 y==
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vioeistof

g I

y
Fig. 4.4.1. Reactie in natte-wand-kolom.

waarbij o de evenwichtsconcentratie aan het grensvlak is, er wordt geen stof-
transport-limitatie in het gas verondersteld.

De vergelijking (4.4.22) reduceert tot die voor instationaire diffusie in een
stilstaand medium indien we invoeren 7= x{vm. We kunnen daarom recht-
streeks de reeds gevonden oplossing (4.4.17) overnemen, door voor t in te
vullen (vam}. Met name wordt de stofoverdrachtsstroom:

o = oot [VE) ¢ o (4] ez

Indien D bekend is valt k te bepalen uit een meting van (bn: voor één of en-
kele x en Vi -waarden.

4.4.3. Methode van Danckwerts voor eerste-orde reacties

Zoals gesteld is de diffusievergelijking met een eerste-orde reactie door
invoeren van u' = c.e®! te vereenvoudigen. Echter worden de randvoorwaar-
den van een meer ingewikkelde vorm. Een voor bepaalde rand- en beginvoor-
waarden vergelijkbare, maar het probleem van de getransformeerde randvoor-
waarden omzeilende methode is door Danckwerts gegeven. Hij toonde aan
dat de oplossing van de diffusievergelijking

%—"t: = DV?c - ke (4.4.10)
gegeven wordt door
t ’
e=kJ Cetdt’+C ™ (4.4.25)
0

met C] als oplossing voor de vergelijking

aC
~1 = py?C 26
3t Ve, (4.4.26)
met dezelfde rand- en beginvoorwaarden voor Cj als voor c. Echter is dit al-
leen mogelijk indien
1°. De beginvoorwaarde is: t = 0, C, =0 voor alle x,y en z in het medium.
In feite is vereist dat voor t = 0, ¢ = constant.
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De randvoorwaarden zijn van de eerste soort met langs de rand altijd
een constante concentratie C,, of van de derde soort met constante
overdrachtscoéfficiént en constante concentratie C,, buiten het medium.

Het bewijs voor deze oplossingsmethode is door invullen snel te vinden. We
doen het hier voor één dimensie; voor dc/dt vinden we:

K 35 = 0C, -
%—‘t’= k.C e —kCe Kt 4 %Ct-le kt - a—fle it (4.4.27)
2C
en voor W:
3%c . t3*C, 2C,
=kf —te*tat’ + —Fe 4.4.
32 g Z e dt e e (4.4.28)
8’ 1dC
Indien we voor ale invullen volgens de differentiaalvergelijking: ]‘)ﬁl’ dan:
9%c Kk t19C, ¢ 1 3C, -
e | kt ' OL1 7kt
5’;-5 Dg at'e dt + D o e (4.4.29)
; aC, .
en met invullen van B_tl uit (4.4.27) geeft:
DL = o4 e (4.4.30)
ax? Ty o

Voor t=0 istevens ¢ =C,, beginvoorwaarde gelijk. Voor randvoorwaarde
C, = C, (constant) geldt:

t 1
c=kC [fe¥tat' +C eXt=C (4.4.31)
WD w w

en ook hier dus dezelfde voorwaarde.
Bij de randvoorwaarde van de derde soort:

aC

_371 = h(C,, — Cl) (4.4.32)
vinden we

¢ _ 40C) ki v, OC) ke _

5 kg 3 © dt + wE h(C, — c). (4.4.33)

Ook in dit geval vinden we dus weer de oorspronkelijke randvoorwaarde.

De oplossingen voor Cl van (4.4.26) zijn met standaardmethoden zo-
als in § 4.2 gegeven, te vinden. Dikwijls nemen ze de vorm aan van oneindige
reeksen, waarin plaats en tijdafhankelijkheid gescheiden zijn.

Peitz)

=1-Z f(x,y,z,)\n)exp [*Rnt]. (4.4.34)

Indien we (4.4.25) hierop toepassen, vinden we voor c:

14
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£=1_§[k

& ) foxyzA,) - (—Y) f(x,y,2, ).

.exp [—(1“ + k)it]. (4.4.35)

Hierin is [1 — Z ﬁ .f{x,y,z,)\n)] de stationaire oplossing die voor grote t
n n
geldt. Deze oneindige reeksen zijn meestal niet eenvoudig te hanteren. Het is
voor t * o beter om de Poissonvergelijking op te lossen die ontstaat als in
(4.4.10) de dc/dt nul gesteld wordt.
We passen dit toe op het geval van diffusie en chemische reactie in een
bol. We moeten dus allereerst oplossen:

aC, [a’c1 28C, }
at =D o T3 (4.4.36)
met
t=0, C, =0 O0<r<R
t>0, C =C r=R (4.4.37)
BC
ar =0 r=0
Door scheiden van variabelen vinden we (zie § 2.3)
C,= T(t).G(r)
! 2
endus =2 en G +26'+XG=0. (4.4.38)

De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking voor G kent (sin(ar))/r
en (cos(ar))/r-termen, gezien de symmetrie in r = 0 kan cos(r) niet, dus we

vinden: G = %.sin (VAT)I] ,

Bij r=R is C, constant (Cw) en uiteindelijk:

& Cw[l ~ "% Ansin (nnk ) exp [-‘%;’ft)] (4.4.39)

Met de beginvoorwaarde en orthogonaliteitseigenschap zijn de waarden voor
A_ te vinden, zie § 2.3. Dit geeft:

n+1 g
, =C [1 z:( ” Rsm (7 R)exp (-D“—R’L—‘)] (4.4.40)

en dus met (4.4.25):

t ' oo n+l
- -kt ] -kt (—l} R 5 Ir
c ka_g e “hat # Cwe - 2Cw? T (mruRJ‘
t Dn7?\ 1. Dn?n?
[kg exp [-[k+ Rz Jz]dt + exp -(k+ R )t] (4.4.41)

Dit geeft (zie ook 4.4.35):
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ner k D)™ R . nmr
— 3 - e A +
c=C [1 2nZI k + Dn T na sm( R )

RZ

n== D n’a?/R* (-1)™R_. [n7r
- 2n§1 k + Dn?7?/RY n7r o ( ?)EXP[ (

+k t]] (4.4.42)

of

n D+n'm
(KR, ek + %‘gf )] (4.4.43)

Voor t > vinden we de stationaire verdeling, met cg:

, =, [1- B3 (1)“_*

n kR? + n’wzn

sm mrrﬂ (4.4.44)

Deze reeks in sin (n7r/R) is weinig doorzichtig. De stationaire oplossing vin-
den we ook uit:

0=DV?C — kC (4.4.45)

met bijbehorende randvoorwaarden (4.4.37) voor t > 0. In bolcodrdinaten
met alleen r-afhankelijkheid:

d’C . 2dC  k
e +%a; - pc=o. (4.4.46)

De algemene oplossing van deze vergelijking is reeds in § 2.3 gegeven en luidt:

_A. ./ k [k
= %sm \/—]—:)r + {_—Bcos -pr (4.4.47)

of met k en D beide > 0:

cC= ?sinh[\/_%r) + —]r;cosh (\/}% r) . (4.4.48)

Nu is ‘:l—?— 0 voor r =0, hetgeen B =0 maakt en verder met voor r =R,

C= Cw vinden we:

R sinh (/k/Dr)

C=C i~ e—— (4.4.49)
W'T sinh (vk/DR)
met als stofstroom aan de wand:
DC K,
o) = g 1= \/%R.coth [\fﬁkn (4.4.50)

Nu moeten (4.4.44) en (4.4.49) identiek zijn, hetgeen betekent:

sinh (/K/D1) _ 1

r i L kR2
sinh &Wk/DR) R

T 4 o2 ﬂgD.sin (nmr/R).  (4.4.51)

g
_1_7?
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Met behulp van (4.4.43) is voor grote waarden van t het uitsterven naar de sta-
tionaire waarde eenvoudig te vinden, aangezien dan met de eerste eigenwaarde
kan worden volstaan, voor de term met de tijdsfunctie, terwijl de reeks in
sin (n7mr/R) met behulp van (4.4.49) kan worden vereenvoudigd.
Deze vergelijking is karakteristiek voor de reactie met diffusie in een kataly-
satordeeltje. De instationaire oplossing is belangrijk indien er nog geen lange
tijden sinds het begin van de reactie en diffusie verlopen is, d.w.z. als

R? 1

<R + D* "k + DI?R?

(4.4.52)

Alleen indien zowel k als D klein zijn, kunnen dit lange tijden worden. Voor
kleine R en grote k zal de stationaire toestand ook reeds snel bereikt zijn,
echter wordt de diffusie dan minder benut en vindt de reactie vooral in de
buitenschil plaats.

We krijgen dan:

2
_ R |sinh (Vk/Dr) 2Dm" -Dn* — kR?
g= Cw [Flsmh ( r_‘_k,-'DR) - kRg + Dﬂ'gsln ( R] exp Rz t

J

(4.4.53)

Door differentiatie bij r = R is ook de stofstroom te vinden die door de co-
sinusterm voor w een waarde geeft groter dan die voor de stationaire toestand
(4.4.50). De dimensieloze grootheid v/ k/D R, die karakteristiek is voor de
diffusie met eerste-orde chemische reactie, wordt wel de Thiele-modulus p
genoemd. De effectiviteit van een bolletje (bijv. katalysatordeeltje) voor che-
mische reactie kan erin worden uitgedrukt. Indien de reactie in de gehele bol
zou plaatsvinden bij de concentratie Cw, dan is de stofstroom die hiervoor
nodig is:

® ' = (§7R*)—kC,). (4.4.54)

De verhouding van (4.4.54) en (4.4.50) geeft voor de stationaire toestand de
effectiviteit:

s 3cothy 3
0 ¢
met (4.4.55)
¢=vk/DR.

Men noemt 7 de effectiviteitsfactor, die de benutting van het katalysatordeel-
tjie geeft. Kleine ¢ geeft een hoge benuttingsgraad en omgekeerd. Figuur 4.4.2.
geeft n als functie van ¢ weer, voor grote ¢ is 7 omgekeerd evenredig met .
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Fig. 4.4.2. Effectiviteit n van een katalysatorbolletje als functie van Thiele-modulus ¢.




5. Impulstransport

5.1. Inleiding

Overdrachtsproblemen met convectie zijn in het algemeen gecompliceer-
der dan die met diffusietransport alleen. Ze vereisen namelijk oplossing van
zowel de warmte- (resp. stof-) transportvergelijkingen als van de impulstrans-
port- (Navier-Stokes-) vergelijkingen. Bij gedwongen convectie zijn deze ver-
gelijkingen in het algemeen onafhankelijk en separaat oplosbaar. Hoewel hier
door temperatuur- of concentratie-afhankelijke stofconstanten (1,A,D) er toch
koppeling kan optreden. Bij natuurlijke convectie, waarbij de stroming juist
ontstaat door dichtheidsverschillen samenhangend met temperatuur of con-
centratieverschillen zijn de vergelijkingen steeds gekoppeld.

De oplossingen van de Navier-Stokes-vergelijkingen worden in stromings-
leerboeken behandeld (zie bibliografie), hier zullen slechts enkele gevallen be-
sproken worden. Aangezien stof- en warmte-overdracht meestal plaatsvinden
langs vaste oppervlakken zijn de grenslaagstromingen van groot belang. Op de
laminaire grenslaag wordt hier nader ingegaan. Turbulente stromingen vallen
buiten het bestek van dit boek, verwezen zij naar de literatuur.

Een aantal bijzondere gevallen van de Navier-Stokes-vergelijkingen wor-
den verkregen door verwaarlozing van termen in de volledige vergelijkingen.
Door het dimensieloos maken van deze vergelijkingen met behulp van:

_z
> ’c'—L' (5.1.1)

(qals

*# =V - X =
v Va,x L $

worden de Navier-Stokes-vergelijkingen voor stationaire stroming:

_ _ Vp n 27—
(V. V)v* = —(—1) + == Vv (5.1.2)
pVD pVOL
of:
e e I o
* T)uk = 2 *
(v*.V) VEu + Re'v v*,

waarin het Euler- en Reynoldsgetal respectievelijk zijn:

p pV,L
Eu=-—> en Re="0", (5.1.3)
PV, n

Bij deze schrijfwijze kunnen we twee extreme gevallen van impulstransport
onderscheiden:

a. Re > oo, de visceuze term V2V* is te verwaarlozen. Men krijgt dan de zo-
genaamde wrijvingsloze potentiaalstroming. Komt in wel:kelijkheid slechts
voor bij grote Reynolds-waarden op enige afstand van vaste wanden (L groot).

Men heeft alleen convectief transport van impuls.

b. Re » 0, de visceuze term overheerst en de traagheidsterm (¥*.V)v* kan wor-
den verwaarloosd. Dit geeft de zogenaamde kruipstroming, hierbij is er al-
leen een diffusie(viscositeits)transport van impuls.

Daarnaast zijn er de zogenaamde grenslaagstromingen. Dicht bij een
wand overheersen de wrijvingseffecten in een dunne grenslaag, terwijl, ver van
de wand, men een potentiaalstroming heeft. Doordat de grenslaagstroming in
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een zeer dunne laag plaatsvindt, is het mogelijk een aantal deeltermen uit
traagheids- en viscositeitskrachten te verwaarlozen.

Ock bij de Navier-Stokes-vergelijkingen behoren bepaalde randvoorwaarden.
Fysisch zal voor een continuiim steeds gelden dat door wrijving langs de wand
?wan a4 0 (no-slip-conditie). Alleen bij zeer verdunde gassen kan er sprake zijn
van een zekere slipsnelheid van het gas langs de wand. Potentiaalstromingen
voldoen aan een differentiaalvergelijking van lagere orde dan de volledige
Navier-Stokes-vergelijkingen en hierbij kunnen minder randvoorwaarden gesteld
worden. Omdat wrijving verwaarloosd wordt, kan nu niet Vw = (0 gesteld
worden, maar alleen de normale component v = 0 aan de wand. De tangen-
tiéle component v, is nu niet 0. Dit betekent dat potentiaalstroming fysisch
niet gerealiseerd wordt dichtbij een wand. Op enige afstand van de wand, bij-
voorbeeld bij het instroomgebied van een breed kanaal of in het gebied rond
het voorste stuwpunt van een lichaam, waar de wand-invloed nog beperkt is,
geeft potentiaalstroming een goede benadering van het stromingsveld. Ook de
stroming in de atmosfeer op enige afstand van de grond is hier goed mee te
beschrijven.

5.2. Stromingen van incompressibele media

5.2.1. Potentiaalstroming
Voor grote Re-waarden verwaarlozen we de viscositeitsterm. We krij-
gen:
p%{ + p(V.V)v =-Vp + pg, (5.2.1)

de zogenaamde vergelijking van Euler.
Het is aan te tonen (bijvoorbeeld door uitschrijven) dat:

(V.V)V = b grad v2 — ¥xrot V. ' (5.2.2)

Nu zal de vector Vxrot v steeds loodrecht op V staan en dus ook loodrecht
op de aan V rakende stroomlijnen. Voor de component van (5.2.1) langs een
stroomlijn I is deze term 0. Dit geeft voor een stationaire stroming voor de
componenten langs /:

%pgrad! v o= -grad, (p + pgh), (5.2.3)

waarbij we voor pg hebben gesteld, met h als codrdinaat in verticale richting
naar boven:

pg = -grad (pgh). (5.2.4)

Indien nu de dichtheid p constant is (incompressibel medium) vinden we dat
voor een stationaire, wrijvingsloze stroming met constante dichtheid langs
een stroomlijn geldt:

grad (4pv? + p + pgh) = 0
of (5.2.5)

$pv? +p+pgh=C (langs 1),
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de wet van Bernoulli.
Bij een rotatievrije stroming is rot v = 0 en dan geldt voor een stationaire

incompressibele stroming de wet van Bernoulli in het gehele veld:
grad (}pv?) = -grad (p + pgh) (5.2.6)
of
4pvi+p + pgh = Ct. (5.2.7)
In het geval van rot v = 0 kan men een potentiaalfunctie invoeren:
V=-grad ® = -yd,? (5.2.8)
immers voor een gradiéntveld geldt:
rot grad ¢ = 0.
De continuiteitsvergelijking wordt dan
—VV = V(D) = vid =0. (5.2.9)

De stroming is dus met de potentiaalvergelijking te beschrijven en men noemt
dit potentiaalstroming. Lijnen van constante ® zijn potentiaallijnen, v staat
hier steeds loodrecht op. In de ruimte heeft men vlakken van constante &.
Daarnaast zijn er stroomlijnen, dat zijn lijnen die steeds raken aan de snel-
heid en dus orthogonaal (1) met de potentiaallijnen zijn. Langs een dergelijke
lijn is de stroomfunctie ¥ constant. In de ruimte krijgen we een verzameling
van stroomlijnen die vlakken van constante { vormen. De door een Y-vlak om-
geven ruimte noemt men een stroombuis.

In figuur 5.2.1 is de definitie van de stroomfunctie nader toegelicht voor het
twee-dimensionale geval.

w?
R R?
¥, Vo=, = '{I?dl" = é (v, dy - v, dx)
1
o _ Y
dy v, dy — vvdx Edv + I dx.

¥o

Fig. 5.2.1. Definitie stroomlijnen.

De relatie tussen stroomfunctie en snelheid is / voor een tweedimensionale ro-
tatievrije stroming is (fig. 5.2.1):
oy oy

ve=tge en v =—2¥. (5.2.10)

en voor een cilinder-symmetrische stroming in een plat vlak:
*) In veel stromingsleer-boeken gebruikt men het +-teken. Om consistent met (1.2.1)

te zijn (iets stroomt in de richting van afnemende functiewaarden) is hier het —-
teken gehanteerd.
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%g en v, = _1,b__‘ (5.2.11)

Door deze stroomfunctie wordt steeds automatisch aan de continuiteitsverge-
lijking voldaan, bijvoorbeeld

2 2
dvv=0=xy My OV TV

o9x 0y  0xdy dxdy
hetzelfde voor de cilindercodrdinaten.
Aangezien een potentiaalstroming rotatievrij is, zal voor een tweedimensionale
stroming:

% — a_vx = 0,
dy 0x
dus 4 "
) 0
-%—é?=—v’xp=u. (5.2.12)

Dit volgt trouwens ook uit het feit dat de Y- en $-functies orthogonaal zijn
en V:®=0.

Als voorbeelden bespreken we hier twee gevallen:

a. Puntbron op r =0 met sterkte Q m3/s.

1929 _
rﬁartr B‘l’ 0
20D _ _te
T a? c
en dus
@.._¢=c-
T ;i‘
dit geeft
ob_ ¢

Uit de continuiteitsvergelijking volgt vr4ﬂr7' =Q dus

g, 9
$=+;"+B. (5.2.13)
Stel =0 voor r=9%,dan B=0.

In fig. 5.2.2 is het stroom- en potentiaallliinenveld voor een combinatie van een
bron en put getekend.
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Fig. 5.2.2. Stroomlijn (¥) en potentiaallijnen ¢ van een dipool- (bronput-) stromingsveld.
Richting (niet grootte) van v is gegeven in een aantal punten.

b. Stroming om cilinder. We beschouwen de tweedimensionale stroming om
een cirkelcilinder met op grote afstand van de cilinder een constante snelheid
V. in de x-richting. Langs de cilinderwand zal V. = 0 zijn, tevens is er sym-
metrie om de x-as.

Het gaat hier om een potentiaalstroming. Voer in de stroomfunctie i, zodat:

0 _ oy
a—'g en v, = -3~ (5.2.14)

"=

v =
T
Met de continuiteitsvergelijking geeft dit:

V2 = 0. (5.2.15)

In cilindercodrdinaten:

%y 19y, 1% _

a2 + 3 + 2392 = 0. (5.2.16)
Randvoorwaarden:
voor r=a,v = 0 dus

a_tk = U

a0 r=a '
wegens symmetrie:
0=0,v, =0, dus:

awyl  _

o om0 = 0. (5.2.17)
Als 1 > o0,

vl=V..

Probeer oplossing potentiaalvergelijking (5.2.16) met scheiding van variabelen:

¥ = F(r).G(0). (5.2.18)
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Dit geeft:

I "
rzl%_ﬂ'%:_%:ﬂz, (5.2.19)

dus G' +NG=0;
G(0) = Asin A6 + Bcos M, (5.2.20)

en
2F +1F —AF=0, (5.2.21)

dit is de differentiaalvergelijking van Euler en:
F(r) = cr* + Dt

Nu volgens randvoorwaarde:

5

]

(Ca™ + Da™™)(AAcos N0 — Blsin A@) = 0,

=0’

r=a
dus

D = -Ca?. (5.2.22)

Voor 6§ =0 3y/dr=0,nuis cos \@ #0 voor 6 =0 dus: B =0, geeft
met D= —Ca?:

A
¥ = A sin (hﬂ).(r‘\ = a—:x) (5.2.23)

Verder voor r = oo

a2M 2 a2M\2
vty = AN [cos2 M(r"_l - r—m) + sin® A0 (rh'l + O (5.2.24)
Wil nu voor r+ oo, V_ eindig blijven, dan moet
A=1 en A=V
Dus: "
U(r,0) = V_r.sin 8.(1 . %) (5.2.25)

Het stroomlijnenveld zoals door (5.2.25) gevonden is gegeven in fig. 5.2.3.
Langs de cilinderwand vinden we voor v:
2
\rr=%%g=vwcos BLL —%5) voor r=a, v =0
en

I
=

<
[}
I
e

= -V _sin 0 (1 + 2—2) voor r =
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Vieg =V, =-2V,_sin 0. (5.2.26)

r=
Dit geeft in specifieke punten aan de wand:
f=0=m, VFa =0 (stuwpunten),

0=1, v

=g = —2V, (richting tegen toename 6),

of Vx‘r:a = 2V, (d.. richting: +x),

Fig. 5.2.3. Stroomlijnen bij stroming om cirkelcilinder.
Voor de druk geldt Bernoulli en dus langs de wand:

P_ + %pvria =p, +}pV2

P_ =p. +31pV2[1 - 4sin? 6], (5.2.27)

r=a

dus: 0 =0 en m P_ =p_+}pV2 (stuwdruk)

0=% d By =9, (statische druk)
6=7% P_. =p, — +pV2(onderdruk)
6 =%en 3}’ R %pVi(maximale onderdruk).

10k
P=Pg \‘
;—,p\ff o
/ \
-0 Y S, =
i - - 5
\ - Re = 1.86-10 \. ;
20} \ [ —Re =6,7-10° \ ’
\ ! potentisal oplossing \ ./
A4 ‘\ 4
-30 3 1 17 L
0 90° 180° 270° 360°

Fig. 5.2.4. Drukverdeling aan cilinderwand.
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Met de drukverdeling is ook de kracht op de cilinder te berekenen:

2w
F =-/ [p.+4pV2(1 — 4sin? 0)]cos 0.a.df

2(1)1 (5.2.28)
F, =~/ [p.+}pV2(1 — 4sin” 0)]sin 0.a.d6.

0

Wegens symmetrie zijn zowel Fx als Fy =),

We zien dat voor potentiaalstroming er geen resulterende kracht op de cilin-
der is. Dit noemt men wel de paradox van d’Alembert. In werkelijkheid is er
door wrijving een kracht. In fig. 5.2.4 is ook voor hoge Reynolds-waarden

de werkelijke drukverdeling gegeven, deze resulteert wel in een kracht in de
x-richting. Overigens blijkt dichtbij het eerste stuwpunt [0] < 45° de poten-
tiaaloplossing te voldoen. Op enige afstand van de cilinder is dit in het gehele
veld het geval.

5.2.2. Kruipstroming
Indien de visceuze effecten overheersen (Re + 0, hoge viscositeit) krijgen
we:

0=-grad p+ V% V + p&. (5.2.29)

Dit beschrijft de zogenaamde kruipstroming (creeping flow) en indien er geen
zwaartekrachtseffecten zijn:

2

v =1lyp. (5.2.30)

=]
Si—

Voor een gegeven drukveld (Vp) leidt dit tot de Poissonvergelijking.
Voor een twee-dimensionale stroming tussen twee vlakke evenwijdige
platen met afstand h tussen de platen vinden we:

d*u _19p
02"~ Mox (5.2.31)
*v _19p.
dz? Moy

Randvoorwaarden zijn:

u=0 voor z=0 en z=h

v=0 voor z=0 en z=h.

Oplossing geeft een parabolische snelheidsverdeling: langs elke lijn loodrecht
op de platen

= 6—1—3(;‘ =2 s
(5.2.32)
v= tsz(}]:f_z)Kv)

met <u> en <v>> de lokale over z gemiddelde snelheidscomponenten.
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Invullen van (5.2.32) in de oorspronkelijke vergelijkingen (5.2.31) geeft:

dp _ 127

T = - T <u>

3 12 (5.2.33)
—-B . n

dy - "nz V7

We zien dat <u> en <v>> (functies van x en y, maar niet van z) gegeven
worden door de componenten van grad p. We kunnen ze als componenten
van een twee-dimensionale potentiaalstroming zien, met als potentiaal:

Dit leidt tot de paradoxale situatie dat een puur visceuze stroming als model
van een wrijvingsloze potentiaalstroming kan dienen. Hele Shaw gebruikte dit
voor een modeltechniek, waarbij een visceuze vloeistof tussen twee dicht op
elkaar liggende platen werd geleid. Door het aanbrengen van twee-dimensio-
nale lichamen tussen de platen kan de potentiaalstroming om een lichaam
zichtbaar worden gemaakt.

Ook de stroming door een gepakt bed en door poreus gesteente en grond
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(grondwaterstroming en petroleumwinning) wordt door de vergelijkingen (5.2.29)

bepaald. In het Hele Shaw-experiment is door het aanbrengen van korreltjes
tussen de platen te bewerkstelligen dat traagheidseffecten bij zelfs redelijke
afstanden tussen de platen verwaarloosd mogen worden.

Oplossing van (5.2.29) voor de stroming om een bol (zie Lamb, B9)
leidt tot de wet van Stokes voor de weerstand van een bol, die slechts voor
waarden Re <€ 1 de juiste oplossing geeft. Voor Re =~ | dienen reeds
traagheidstermen meegenomen te worden.

We zullen twee eenvoudige gevallen van zuiver visceuze stroming be-
schouwen.

a. Instationaire stroming veroorzaakt door een bewegende plaat. Een half-on-

eindige vloeistofmassa bevindt zich langs een plaat die met de x-as samen-
valt. Vanaf t = 0 gaat deze plaat met snelheid Vo in de x-richting bewegen.
Voor het stromingsveld hebben we alleen met de snelheid u in de x-richting
te doen. De Navier-Stokes-vergelijking wordt:

ou _ %u
5 va_yi (5.2.34)

met als randvoorwaarde

t>0 y=0 u=V,

=2 sl (5.2.35)

en beginvoorwaarde
t=0 u=0.

Voor deze vergelijking, die volledig gelijk is aan de diffusievergelijking, hebben
we bij deze randvoorwaarden reeds in § 4.2.6 de penetratietheorie-oplossing
zevonden:
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o v0[1 - erf(\/{?t)] (5.2.36)

waarbij v =» op de plaats van a (D) is gekomen. We zien dat de stroming zich
geleidelijk in de tijd uitbreidt over het gehele y-bereik. De penetratiediepte &
van het snelheidsveld is evenredig met \/_vt.

b. De stationaire stroming in een rechthoekig kanaal. We beschouwen de lami-

naire (visceuze) axiale stroming in een rechthoekig kanaal met afmetingen
2b en 2c onder invloed van een constante drukgradiént (dp/dx) in de axiale
(x-)richting. De Navier-Stokes-vergelijking wordt:

9%u 3% _ y(dp
ay? T2 T_?(dx) (5.2.37)
met u de snelheid in de x-richting.
De randvoorwaarden zijn:
y = b,
] (5.2.38)
Z =3

u=0
fc, u=0
Vergelijking (5.2.37) is de Poissonvergelijking, met een constant rechterlid.
De oplossing van deze inhomogene vergelijking is te vinden uit een particuliere
oplossing en de oplossing van de homogene differentiaalvergelijking. Voor de
particuliere oplossing proberen we een afhankelijkheid alleen van y, dus:

u=K(1 - %;) (5.2.39)

Dit is een particuliere oplossing als:
_ _b?dp
K=og (ﬁ] (5.2.40)
We zoeken de oplossing van de homogene vergelijking door scheiden van vari-

abelen.
u = Y(y)-Z(2).

Dit geeft ingevuld in de differentiaalvergelijking

n
7" (5.2.41)

s Lo a8
=-% A

“+

of

< =<

Hieruit volgt voor Y en Z:
Y = Aexp (-iAy) + Bexp (ily)

en (5.2.42)
Z =Cexp (Az) + Dexp (-Az).

Vanwege de symmetrie s A =B en C = D. De algemene oplossing kan dus
geschreven worden als
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u =A'lexp (A\z) + exp (-Az)][exp (i\y) + exp (=i\y)]
of (5.2.43)
u =A'cosh (Az)cos (Ay)

De eigenwaarden A moeten voldoen aan de randvoorwaarde dat voor y = *b,
u =0 voor iedere z, zodat cos (Ab) =0,

=+ 5T met n=012,... (5.2.44)

De volledige oplossing wordt dus
b? dp }’2) &
) 1 -] + Z A _cosh (A_z)cos (A y). (5.2.45
2??CL‘J( ( ba n=0 n n n )

Voor z=*c¢ is u=0 en met de orthogonaliteitseigenschappen vinden we
dan:
dp © Y2 - 2
d_ f ( gg)cos (Rny)dy = A_cosh (hnc)f cos {?\ny)dy (5.2.46)
-b =b

Dit geeft met partieel integreren en 2cos? x = 1 + cos2x

b2 dp 4(-1)"

2ndx” )\T_‘z = A cosh (hnc)b

o 1Py f a4 i”(—)"cosh(?\z)
! —27?(‘1") [b ¥ bn§0 A° “cosh A,

cos (A y}] (5.2.47)

3
n

5.2.3. Wervelsterkte en diffusievergelijking

Bij twee-dimensionale stromingen kan het zin hebben het begrip wervel-
sterkte (vorticity) in te voeren en wel;

W = rot v, (5.2.48)

met voor twee-dimensionale stroming slechts één component:

Jv  du
0x By]'

(5.2.49)

Door de twee vergelijkingen voor de componenten u en v van de Navier-Stokes-
vergelijkingen naar resp. 0/dy en 0/dx te differentiéren vinden we na aftrek-
king van de eerste van de tweede en toepassing van de continuiteitsvergelijking
voor een vloeistof met constante dichtheid:

ow

ot V.Vw=10.V%w (5.2.50)

Op deze wijze krijgt de Navier-Stokes-vergelijking het karakter van de diffusie-
vergelijking voor warmte- en stoftransport. Vergelijking (5.2.50) noemt men
wel de wervel-transportvergelijking.

We zullen als voorbeeld beschouwen een twee-dimensionaal geval: een wervel
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in het x,y-vlak met de wervelvector dus langs de z-as. Op t =0 is de wervel
met sterkte T’ aangebracht op r = 0. In cilindercodrdinaten krijgen we:

dw . vow _ _[0°w , 10w
—+f“-”(gf+?ar (5:2.51)

en wegens f-symmetrie zal %—9 0, dus:

dw _ [Pw 1 aw)
=yp (ar t (5.2.52)

Dit is de diffusievergelijking voor een lijnbron waarvan de oplossing is:

2
w= %ﬁexp [—ﬁ} . (5.2.53)

We zien dat een dergelijke wervel door wrijving zich in de tijd over het hele
vlak uitspreidt, waarbij w > 0 voor t * <o

Het voordeel van de werveltransportvergelijking is ook dat de druktermen
(grad p) geélimineerd zijn. Indien we tevens een stroomfunctie Y invoeren, zo
dat voor het twee-dimensionale geval:

u=+aa]—£ en v=—%%, (5.2.54)

dan wordt w:
=72y, (5.2.55)

De stroomfunctie ¥ zorgt bij de twee-dimensionale stroming dat aan de con-
tinuiteitsvergelijking automatisch voldaan wordt. De werveltransportvergelijking
wordt dan

2 2

a}( a ay2
Het stelsel (5.2.55) en (5.2.56) moet nu met passende rand- en beginvoorwaar-
den worden opgelost.

5.3. Grenslaagstromingen

5.3.1. Grenslaagvergelijkingen

Zoals in 5.1 besproken is de potentiaalstroming fysisch geen goede op-
lossing voor stromingen dichtbij wanden. Daar spelen zowel traagheids- als
wrijvingskrachten een rol. De volledige Navier-Stokesvergelijkingen oplossen
is echter niet eenvoudig. Daarom heeft Prandtl in 1904 het idee van de grens-
laag ingevoerd. Hij neemt aan dat de wrijvingskrachten alleen een rol spelen
in een zeer dunne laag langs de wand. Daarbuiten neemt hij potentiaalstro-
ming aan. Door de grenslaag dun ten opzichte van de andere dimensies van
een stromingsprobleem te beschouwen zijn de Navier-Stokes-vergelijkingen
door Prandt] vereenvoudigd. We zullen hier het geval van de tweedimensionale
grenslaag langs een vlakke plaat bespreken. We beschouwen de ontwikkeling
van de laag langs een met een constante snelheid V aangestroomde wand die

e e R
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op x = 0 begint (zie fig. 5.3.1). We voeren een grenslaagdikte § in, zodanig
dat voor y =8 de snelheid in de x-richting (v, ) praktisch gelijk aan de onge-
stoorde snelheid V is. Uiteraard zal Y. asymptotisch tot V naderen, men kan
definiéren 699, die dikte waarbij v /V = 0,99, ook 895 en 593 worden ge-
bruikt en leiden tot iets verschillende numerieke waarden voor de grenslaag-
dikte.

e
= &(x)

- v,
= x

=glL-"
V=D S TII T IT T T

x=0 —_——

Fig. 5.3.1. Laminaire grenslaag.

Prandtl veronderstelde nu & als zeer klein, d.w.z. §/x < 1. In dat geval
kan voor de grenslaag door orde van grootte-schatting een aantal termen uit
de Navier-Stokes-vergelijking worden verwaarloosd. We beschouwen alleen
het tweedimensionale geval met p is constant.

Continuiteitsvergelijking:

pitics = [}, 3.1
- _Yay (5.3.1)
Bewegingsvergelijkingen
v, av, _ dp [62 2 azvx"‘
PN ¥ By~ y  0x e Y dy? . (53.2)
av ov dp [32 :|
¥ =
ov L +ov, o =+ G + G Ge8)

Bij de orde van grootteschatting gaan we nu als volgt tewerk. De snelheid in
de grenslaag zal in hoofdzaak in de x-richting zijn en van de orde van grootte
van de ongestoorde snelheid V dus:

v, = 0(V), (5.3.4)
s OV
terwijl T: in de grenslaag als orde heeft:
av, _ (V)
3= o(¥). (5.3.5)

% = 0(%] (5.3.6)
en dus
v, =0(%). (5.3.7)

175
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8
X
wegingsvergelijking (5.3.2) krijgen we nu als orde van grootte van de termen:

Aangezien = <€ 1 zal de orde van Vi veel kleiner zijn dan van v_. In de be-

ov, ov, .. V2
Ve en vy-a—yl‘ zijn van O[—x-) (5.3.8)
?%v \% v, _ (V
S =oln) e 57 =0(gm). (5.3.9)
Aangezien x_12 < 51,7 is de eerste term te verwaarlozen. Dit geeft voor (5.3.2):
ov, ov, 0 3%v
pvxa_;+pvy_a..; LFi*”E% (5.3.10)

Hierin zijn de termen uit het linkerlid O(p\’z}x) en de tweede term rechts
O(anﬁz). Aangezien de wrijvingskracht de traagheidskracht in de x-richting
in de grenslaag zal beinvloeden moeten deze onderling van dezelfde orde van
grootte zijn, dus

o(flx‘f)= o[g] (5.3.11)

of

Dit betekent:

b=

1
§ . [PVx|%_ 5.
% =1 (-_n_) = Rex . {53i2)

De grenslaag is dus alleen klein t.o.v. x als

Re > 1. (5.3.13)

De dikte is dan omgekeerd evenredig met \/R_cx en recht evenredig met x.

Voor de bewegingsvergelijking in de y-richting (5.3.3) vinden we dat alle ter-

men die een snelheid bevatten alle een of twee orden van grootte kleiner zijn
dan de termen uit (5.3.2). Hieruit kan worden geconcludeerd dat deze termen
0 gesteld kunnen worden voor &8/x <1 en ook dp/dy = 0. Als tweedimen-

sionale grenslaagvergelijkingen krijgen we tenslotte:

ntE =0 (5.3.14a)
X dy
v, . v _ _19p, 0V,

xox T Wy " pax TV ayd (5.3.14b)

Aangezien 3 0 zal g—g constant over de grenslaag zijn en dus gelijk aan

die van de stroming aan de rand van de grenslaag. Voor een stroming met uni-
forme snelheid langs een plaat is 9p/dx = 0 in het buitengebied en dus ook
in de grenslaag. Voor een stroming langs een gekromd oppervlak is er wel

een Op/dx in het buitengebied die door de wet van Bernoulli voor potentiaal-
stroming bepaald is:




5. Impulstransport 177

p + $pV? = constant (5.3.15)
en dus

1dp dv

sax Vs (5.3.16)

De eis dat Re, > 1 (vgl. (5.3.13) betekent dat:
x> % (5.3.17)

hetgeen voor water betekent dat met » = 107% m?/s en V =1 m/s:
x> 107° m,

hetgeen reeds bij een zeer korte afstand x het geval is. Voor lucht met
»y=10"° m?/s en V=1 m/s:

x> 107° m.
Het blijkt dat voor zeer hoge Reynolds-getallen
Re >5.10° (5.3.18)

de grenslaag turbulent wordt.
In het turbulente geval is de grenslaag aanzienlijk dikker; dit is in fig. 5.3.2
geschetst.

turbulente
| overgangs: grenslaag

gebied

laminaire |
grensiaag

Fig. 5.3.2. Grenslaag langs vlakke plaat,

Zeer dichtbij de wand is de turbulente grenslaag een laminaire sub-laag aan-
wezig. Deze laag is van belang bij warmte-overdracht bij Pr > 1. Voor grens-
laagtheorie en turbulentie zij verder verwezen naar boeken van H. Schlichting
en J.O. Hinze (zie bibliografie).

5.3.2. Oplossing laminaire grenslaagvergelijkingen

Er zijn twee manieren om de grenslaagvergelijkingen voor het laminaire
geval op te lossen —nl. met een exacte methode met affiene transformaties
en met de benaderende integraalmethode. Bij de affiene transformatie maakt
men gebruik van het samennemen van de variabelen x en y in een bepaalde

combinatie tot één gereduceerde variabele 7. Gezien de gevonden relatie (5.3.12)
s §
voor 6/x (evenredig met Rex 2) ligt het voor de hand in te voeren:

n= oxIV (5.3.19)

hetgeen evenredig is met y/§.
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Door invoering van deze variabele en door over te gaan op de stroomfunctie
¥ blijken de partiéle differentiaalvergelijkingen over te gaan in een gewone
differentiaalvergelijking. Deze kan overigens niet analytisch, maar alleen bena-
derend of numeriek worden opgelost.

Overgaan tot de stroomfunctie geeft voor (5.3.14b) met dp/ox =0

W 3y sy d’y _ 3%y
3y axdy _ ox'dy? '3y (5.3.20)

en met
¥ = Ax)f(n)
y (5.3.21)
n= NCT A
geeft dit:
{% + fg% = 0. (5.3.22)

Deze vergelijking is door Blasius numeriek opgelost (zie bibliografie stromings-
leer). Als oplossing wordt dan gevonden met:

A(x) = 4rxV

de functiewaarden voor f en f'' zoals voor diverse n-waarden in tabel 5.3.1
gegeven. Bij het gebruik moet men bedenken dat voor de snelheid v geldt:

v, = Vi'(n).
n f #
(1] 0 (1]
0,4 0,02666 0,133
0,8 0,1061 0,265
1,0 0,1656 0,330
3,0 1,397 0,846
5,0 3,28 0,992

Tabel 5.3.1. Numeriek berekende functie-
waarden { en f'.

We zien dat voor n =5 de snelheid v reeds 99,2% van de ongestoorde snel-
heid V is.

We zullen hier tevens de integraalmethode van Von Karman volgen. Bij
deze integraalmethode worden de grenslaagvergelijkingen in de y-richting ge-
integreerd. Voor de continuiteitsvergelijking krijgen we:

h h
j‘%dy=ﬁf a_vxdy
0 OX o oy

of
dh _
ax) vdy =, (). (5.3.23)
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De integraal in het linkerlid geeft de verandering van het horizontale debiet
in de grenslaag, dat gecompenseerd wordt door een zijdelingse stroming bij
y=h.

De bewegingsvergelijking (5.3.14b) kan gebruik makend van de continuiteits-
vergelijking (5.3.14a) ook naar y geintegreerd worden, hier stellen we de im-
pulsbalans op. Tussen x en x + dx over een hoogte h verandert de impuls
met:

&l ovar

doordat er een vy(h} is (zie 5.3.23)komter een deel van de massa met snel-
heid V in de laag; dit geeft een impulsverandering

d h
—V& gpvxdy.

De totale impulsverandering moet gelijk zijn aan de schuifkracht langs de
wand, dus:

dil , dh _ ov,
&g Ve dy - Va;{, v dy = -v| 3% (5.3.24)
¥y=0

De integraalmethode geeft een duidelijk fysisch beeld van wat er in de
grenslaag gebeurt. De grenslaag zoals getekend in fig. 5.3.3 neemt in dikte toe.

v 1
e — —
s st i dndl S grenslaagdikte &
B ey

Fig. 5.3.3. Massa en impulsbalans grenslaag.

De toename van de hoeveelheid vloeistof stromend in deze laag is volgens
(5.3.23) gelijk aan de in de grenslaag aan de rand opgenomen hoeveelheid
vloeistof (met snelheid —v_ ). Deze instromende hoeveelheid vloeistof heeft
tevens een snelheid V in de x-richting en een bijbehorende impuls, die samen
met de wandwrijving de impulsverandering in de grenslaag verantwoordelijk
is, vergelijking (5.3.24).

Ook bij de integraalmethode gaan we er nu vanuit dat het stromingsveld
alleen een functie van { =y/§ is. We benaderen nu de snelheden door aan
de volgende machtreeksen:

Y 2 a 4
¥ ta,f+aft +aft +af

en (5.3.25)

Yy = 2 3
F=bp t D 0,87 + 0,87 + 1,80
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Indien we v_ bij de vierde macht afbreken, dan volgt hieruit met de continu-
iteitsvergelijking dat
a_vx = —?.fl +a. = 0.
ox ay 4
Als randvoorwaarden hebben we
y=0, {=0 vx=0+a0=0
v
y=5,§'=1€=1+al+a2+33=1. (5.3.26)
We laten \\_r;i continu in de afgeleide verlopen aan de rand y =8, zodat:
=1, Px=0ra, +2a, +32,=0 5.3.27)
§'—,a—§_— a, a, +3a; =0. (5.3.
Tevens volgt uit de bewegingsvergelijking (5.3.14b) voor { = 0 dat aangezien
de andere termen daar O zijn:
i, B B vy, =B (5.3.28
;"* N a—g_z— - a,z - . i )
Met deze vergelijkingen zijn a, ena, op te lossen; dit geeft
V.
F=3GE ). (5.3.29)

Deze vergelijking (5.3.29) in de geintegreerde impulsbalans (5.3.24) geeft nu
voor h =6:

i 2 s 1 avx
a1 ] (07 = vy ag] = v .
of .
V’f——x(—%’— .5] =wl-§§v. (5.3.30)
Dus:
52 = 280 vx
13V
ot | (5.3.31)
8 = 464.Re 2.
X

Met de integrale continuiteitsvergelijking is nu ook vy te vinden, dit geeft:

Vo deSvo i 4
% = -d—x(ag Vnd;) =(0,75¢ 0,375:“)&
en dus met (5.3.31):
‘%: 38l -, (5.3.32)

De schuifspanning langs de wand wordt:

3;—\11 = 0,646.Re, °. (5.3.33)
2

=

4+ EEREZ L

A3
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6. Diffusie en geleiding in
stromende media

6.1. Stationair transport in stromingen met uniforme snelheid

Het diffusietransport in een stromingsveld met één uniforme snelheid
(constant in grootte en richting) over het hele veld wordt met een sterk vereen-
voudigde transportvergelijking beschreven. Een dergelijke stroming noemt men
wel propstroming. In het geval dat er geen tijdsafhankelijkheid is, reduceren de
vergelijkingen (1.3.1) en (1.3.2) met slechts één convectieve term in de x-rich-
ting tot:

T
pcpvg—x=(v7\ VT) + q (6.1.1)

en voor de stofdiffusie:
V3< = (VDVe) + 1. (6.1.2)
Voor het geval dat geleiding (diffusie) slechts belangrijk is in de richtingen

loodrecht op de stroming en voor A\ constant krijgen we met invoeren van de
nieuwe variabele 7:

2
rad (6.1.3)
aT _ a1 ,9°T], 4

I- a[ﬁ *5 ) b (6.1.4)

We zien dat de vergelijking (6.1.4) nu geheel gelijk is aan de vergelijking voor
instationaire diffusie in een rustend medium, met als tijd de variabele 7. Alle
in hoofdstuk 4 gevonden oplossingen zijn bij de passende rand- en begin-voor-
waarden zonder meer te gebruiken. Een enkel geval, diffusic met chemische
reactie in een propstroom,is als voorbeeld trouwens reeds in §4.4.2 besproken.
Het verwaarlozen van diffusie in de stromingsrichting is meestal gerecht-
vaardigd. De convectie in die richting overheerst, men kan dit in het kental van
Péclet uitdrukken dat de verhouding van convectie en geleiding’s termen in die
richting geeft:

Pe = (6.1.5)

V.L

a
met L een karakteristieke lengte in de stromingsrichting. Indien Pé > 1 is de
gemaakte verwaarlozing correct.

Men kan zich afvragen of de situatie van een stroming met constante
snelheid voor overdrachtsproblemen langs een wand een zinvolle benadering is.
Immers langs de wand bevindt zich een stromingsgrenslaag, waarin de snelheid
naar 0 gaat.

Er zijn situaties waarbij echter de stromingsgrenslaag veel dunner is dan de
diffusie indringdiepte voor thermische- of stoftransportverschijnselen. Dit
wordt gekarakteriseerd door de kentallen Pr =vfa en Sc = »/D. Indien deze
klein zijn (< 1) kunnen de hierna gegeven oplossingen met vrucht gebruikt
worden. Een belangrijk voorbeeld is warmtetransport in een vloeibaar metaal.
Hier heeft men een zeer grote warmtegeleidingscoéfficiént (Pr ~ 0,01) en
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daardoor dringt een thermisch front diep in de stroming door. Daarnaast

zijn er stromingen van sommige niet-Newtonse vloeistoffen, die een viscosi-
teitsgedrag hebben dat de snelheidsafname bij de wand tot een uiterst minie-
me laag beperkt, bijv. Bingham-gedrag. Voor stroming van sommige dikke
suspensies (kolenstof in water, tomatenpuree) is dit het geval.

Tenslotte kan zich nog de situatie voordoen dat er diffusie is vanuit een
‘punt’ in een vrije stroming ver van een wand. Injectie van kleurstof, ther-
mische puls, en dergelijke. De bronoplossingen van paragraaf 4.2.3 mogen dan
gebruikt worden.

6.1.1. Transport in propstroming langs een vlakke plaat

In het geval van een stroming in een half-oneindig medium langs een
vlakke plaat met uniforme snelheid evenwijdig aan de plaat wordt voor de
stationaire situatie de diffusievergelijking voor warmtetransport

aT _ 3T

— =a_3 6.1.6

ar oy ( )
met 7 = x/V en bij uitsluiting van temperatuurverschillen in de z-richting.
Hierbij horen twee randvoorwaarden, nl. voor y = 0 en y = +°°en een begin-
voorwaarde voor T = x = 0. We nemen de situatie van de penetratie theorie

als eerste voorbeeld:
x=0 :T=
x>0 :y=0T=T, (6.1.7)

De plaat heeft dus een constante wandtemperatuur voor x > 0. We kunnen
rechtstreeks de gevonden oplossing (4.2.36) gebruiken met t = 7:

T = y
= =1- erf( .._)- (6.1.8)
T, 2/ax/V
Voor de warmteoverdracht aan de wand vinden we:
AT
¢! =1 1 (6.1.9)

Y VIV

Dit betekent dat er lokaal als functie van x langs de plaat een warmteoverdrachts-
coefficient & is gegeven door:

r
o= Tw __ A 1
x (T, =0) /ma x/V
en uitgedrukt in het kental van Nusselt:
Q‘xx 1 1

“Jmav

Nu, = Pe/s = 0,56 Rel* . Pr* (6.1.10)

x TN

Met 6.1.10 hebben we ons resultaat in bekende dimensieloze kentallen uitgedrukt.




6. Diffusie en geleiding in stromende media 183

Naast de locale warmteoverdracht kunnen we geinteresseerd zijn in de totale
overdracht voor x van O tot L, dit is:

L " R.1-‘1

®, = [ ®, dx =2 —L Vv¥L% (6.1.11)
0 Ta

dit geeft met
.
LTIT,

a L T

Nu; = %= 1,13 Re Pr, (6.1.12)

Naast het voorbeeld van een constante wandtemperatuur langs de plaat,
kunnen we het geval van constante warmtestroom aan de plaatwand beschouwen.
Aangezien dit een andere randvoorwaarde is mag de penetratietheorie oplossing
(6.1.8) niet gebruikt worden. Nu zijn de rand en beginvoorwaarden:

=04 T=0

S0:v= dT _

X O'V‘U_?‘E{;‘ (6.1.13)
y = o0 T=

De oplossing wordt nu overeenkomstig (4.2.14)

2\/3){{?

en langs de plaat:

T(y=0)=2iq\l%- (6.1.15)

Dit geeft een lokale @ :

. %=%J§ (6.1.16)

o =
en dus

Nu, = 0,89 Re’*Pr” (6.1.17)
en Ny, = (B Re;’i‘ pr’” (6.1.18)

We zien dat de constante in (6.1.17) en (6.1.18) een factor 1,57 groter is dan
die in respectievelijk (6.1.10) en (6.1.12).

6.1.2. Transport in propstroming in een ronde buis

We beschouwen de opwarming van een vloeistof die met uniforme snel-
heid door een buis stroomt. Dit betekent dat in cylindercoordinaten V onafhan-
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kelijk van r en de axiale richting z is. We hebben bij constante buiswandtempe-
ratuur als differentiaalvergelijking en randvoorwaarden:

vaT ['a_r'*’ +1 gﬂ (6.1.19)
met z=0: T=0
2>0: 1= g—;r=0 (6.1.20)
r=R T=T,.

Het probleem is nu geheel identiek aan het reeds in § 2.4 besproken geval van
instationaire diffusie in een cylinder. Indien we voor de daar gebruikte t nu
nemen z/V dan wordt de oplossing:

" ,B:az
n]:{) exp |— = (6.1.21)

n=e

T=T _T nE('.i.f3 (ﬁ)

Voor grote z-waarden, lange buis kunnen we alleen de eerste eigenwaarde
meenemen, we vinden:

{

\
= T az |
T =T, - 1,6ToJo(2405%) exp (- 5785 - (6.1.22)

Voor de warmtestroom van de wand Krijgen we

i 2,405 2z
[®] = 1.6AT, 2203 1, (2,405) exp - 5,78 sz)

A (6.1.23)
R2V

De gemiddelde vioeistoftemperatuur <T> van de stromende vloeistof op plaats
z wordt gegeven door:

?TV.Zﬂr dr
<T>= DR—_ (6.1.24)
[ V.27r dr
0
32T, az | B r
geeft <T>=T, — —R2—-. exp (— 5,78 Rz—V) _g 1J,(2,405 }i} dr

en met [xJ,(x) dx = xJ,(x) geeft dit:
<T>=T, — 0,69T, exp( 5,78 =3 v) (6.1.25)

De locale warmteoverdrachtscoefficient & wordt gegeven door:

‘1‘!!
=l 2A (6.1.26)
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en het Nusselt getal voor:

Nu = ﬁiﬁ = 5,78, (6.1.27)

We zien dat voor grote z het locale Nusselt-getal onafhankelijk van z wordt.
Deze ‘thermisch volledig ingestelde’ stroming krijgt men indien az/R?V vol-
doende groot is. Men drukt dit wel uit in het Graetz-getal, de voorwaarde luidt
dan met D = 2R:

Gz=——2>0,1. (6.1.28)
D°V

Uiteraard zal ook hier bij een andere randvoorwaarde dan die van constante
wandtemperatuur een andere oplossing gevonden worden,

6.1.3. Diffusie vanuit een puntbron in een propstroom

Indien vanuit een injectienaald geplaatst in een stroming met uniforme
snelheid V in de x-richting, een stof continu in de stroom wordt geinjecteerd,
zal deze zich door diffusie en convectie verspreiden. In dit geval schrijven we
in cylindercoordinaten en met verwaarlozing van diffusie in x-richting:

ac _
ox

2%

Vv
ar?

D

1d¢
+;5?) (6.1.29)

met:
i BCA
x = 0: AtQA—ZﬂrAx (_DHBT)

x < 0: c=0 (6.1.30)

I =oo: c=0.

Hierin is AtQ ” de hoeveelheid stof die in een plak loodrecht op de stromings-
richting met dikte Ax = VAt terecht komt, door injectie bij x = y=z=0. We
hebben hier na invoering van r = x/V weer het analoge geval van de instatio-
naire diffusievergelijking. De randvoorwaarde is nu dat voor een zeer korte tijds-
duur ‘A7’ er een puls met sterkte Q, -A7 is geinjecteerd in de plak. Aangezien
er geen stofdiffusie vanuit de bewegende plak in x-richting is aangenomen, blijft
alle materie die geinjecteerd is in de tijd A7 in deze plak. We kunnen dus de 2-
dimensionale bronoplossing (vergelijking 4.2.3) met bronsterkte per strekkende
meter Q, A7/Ax gebruiken, dit geeft voor het concentratieveld:

- Qa 1 &
CTV &Dx/Ve*P | IDx/V
Qu ( y? + z’)

= b P |- Spure (6.1.31)
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Kwantitatief voorbeeld.
We beschouwen de injectie van een kleine stroom water verontreinigd met
zoutzuur in een waterstroom in een zeer breed kanaal. Stel dat de water-
snelheid in het kanaal 0,5 m/s is, de injectiebuis een diameter van 0,05 m
heeft en het kanaal 3 m breed en 3 m diep is en dat er 1 g/s HCI wordt
geinjecteerd. De moleculaire diffusiecoefficient van HCI in water is
2,6 X 10°° mz,’s. Door turbulentie zal de diffusie veel groter zijn en daar-
om veronderstellen we nu een uniforme ‘turbulente’ diffusiecoéfficiént
D = 107* m?/s. We controleren eerst de verwaarlozing van diffusie
in de stromingsrichting:

pe = 22L& = 50001
10
voor
L>0,2 mm

is dus reeds aan de voorwaarde voldaan. Stroomopwaarts zal reeds geen
HCI] gevonden worden bij waarden van L van 1 mm en ook stroomafwaarts
is 0,2 mm zeer klein t.o.v. de andere afmetingen in het probleem.

We vinden voor c langs de axiale as door het injectiepunt (r=0)

-3
c= 10 —a—
4m.10 " x
Bij een afstand x van 1 meter is de maximale concentratie in het water:
¢(1) = 0,8 kg/m>.

Bij moleculaire diffusie alleen zou deze concentratie veel hoger zijn. De
zijdelingse uitbreiding op x = 1 m kunnen we bepalen door daarvoor te

stellen dat de concentratie tot 0,01 van de concentratie op de as is af-

genomen. Dit geeft:

l'z . 0,5 )

0,01 = expl— ———
p( 4+107%-1
r= 0,061 m.

Dit is dus een ten opzichte van de kanaalbreedte zeer beperkte uitbrei-
ding.

6.2. Lévéque-probleem

Een ander eenvoudig geval is het diffusietransport in een stroming langs
een plaat met een snelheidsverdeling loodrecht op de plaat, maar altijd in de
richting van de plaat. We hebben dus:

V= Cy“xﬁ. (6.2.1)

Dit geeft bijvoorbeeld:
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; stroming met uniforme snelheid

; stroming met constante snelheidsgradiént, het oorspronkelijke
Lévéque probleem

3. a =1, f=-); stroming die bij benadering in de zich ontwikkelende grenslaag
voorkomt.

0.
1

1. a
2.«

B=0
B=0

De differentiaalvergelijking voor het geval van stoftransport wordt:

Cy®*xP g%’e a;; (6.2.2)
met

y=0 x =0 CA = Ca,

y =00 x>0 c, =0 (6.2.3)

y>0 x=0 cy =0.

We passen nu de methode van samennemen van variabelen toe in de algemene
vorm:

n=ymx" (6.2.4)

Hierbij moeten m en n nog nader bepaald worden. In feite betekent het invoe-
ren van 7 dat in het x-y vlak langs lijnen van constante 1, ook wel de geredu-
ceerde variabele genoemd, c, constant zal zijn. Voor de randvoorwaarden zal
dit ook zo moeten zijn, hetgeen in dit geval met ¢y = 0 voor y = «en voor

x = 0 betekent dat m en n in teken moeten verschillen, Indien de randvoorwaar-
de voor y = 0, niet een constante, maar een met x variabele C, Zou Zijn, is in-
voeren van 1 op deze wijze niet mogelijk. In figuur 6.2.1 is een hypothetisch
concentratieveld getekend dat hier aan voldoet. Het moet overigens nog bewezen
worden dat er een combinatie voor m en n mogelijk is die voldoet aan de ver-
gelijkingen.

—— v =Cyxf
|

nency, constant

€y = (n=0
A = Cag (n=0)

Fig. 6.2.1. Lijnen van constantc concentratie in het Lévéque-probleem.

B A S — e S L L B s Be s
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We vinden bij transformatie naar 7:

d_c,_m=n mxn‘-ld_cl_‘\=mdi\.
dx s dn x dn
(6.2.5)
2
El?.cg _ ng?‘d CA+ m(m — l}ngﬂ
dy y2 d-rf y2 dn
Substitutie van (6.2.5) in (6.2.2) geeft:
d%c _ 1yde dc
CoA,m-1)""A 1C yed2p-1 L A_gq (6.2.6)

dn? mn d7  m’D ndn

n is inderdaad de enige onafhankelijke variabele in deze differentiaalvergelijking
als:
+

=]

[N
=8

=t

We kiezen m = 1, zodat n = (f — 1)/(a + 2).
Invullen van m en n in betrekking (6.2.6) geeft:
dcy

— lg a+1__-_ =
ot 2 b7 n 0. (6.2.7)

2
d cA_
dn?

T

De getransformeerde randvoorwaarden zijn:

n=0 ¢, =c
AR ’ (6.2.8)

De laatste voorwaarde betekent dat i.v.m. ¢, = 0 voor x = 0 en met m positief,
n negatief moet zijn, dus § < 1. Eenmaal integreren van (6.2.7) geeft:

de _
-—‘p-‘=clexp{l 8 gﬂaﬂ’

dn _(Cl + 2}2 D
zodat
n 1 - B C _a+2
cy =¢, Jexpi— ——=pn dn + c,. (6.2.9)
ATy l (a+2)? D .

Met de voorwaarde bij n = 0 volgt: ¢, = CAq’

Tevens vinden we uit de randvoorwaarde bij = °

~ca,
L Tl . 6.2.10
! T expl— 1= B Cpat2|gp ¢ )
0 (a +2)2D
i 5 o~ 1 — ﬁ C a+t+? i
Door substitutie van { = =1 is de noemer van (6.2.10) te schrijven
(a+2)*D

als
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_r
a2 = a+tl

J’e—*i';- a+2 dg- —

D
(1 - B)a +2)°C

1
D a+t2 1
“\dTpa+2rc a2 2.
((l—ﬁ)(a+2)“c) (a+ 2) (6.2.11)
met F(x):?e—ttx—l dt.
0

de gammafunctie voor: I'(n + 1) = n!

Hierin stelt F( e
Enkele belangrijke waarden zijn: I'(}) = VT =1,772

rd) = 2,679
I'3) = 1,354.
We krijgen dus als oplossing:
A,

CA Ty~ T
D )a—u [..(_l
(1 — B)e + 2)2C a+2
}exp'__ltg_gna-"z’dn
1] o]

waarbij de integraal na invoeren van { geschreven kan worden als:

1

D PR i
({1—B)(a+2)“c fers TFag=

IR
({1 —B)(oc+2)°‘C) nla+2

waarbij I, de incomplete I'-functie voorstelt.
Op deze wijze krijgen we:

on=eny ! - Tl ) R

(1 ﬁ)Cya+2 B-1.

met§'=(m+2)2 )

De uitdrukking voor de locale stofoverdrachtscoéfficiént k. volgt uit:

1 B-—1
B ode De, =—
= C—-—x"‘“rz d—i =_C—!x‘:“+2 (6.2.13)
AO n n=0 AO

U
4

Ca
ke = o, B |,

Na substitutie van (6.2.10) en (6.2.11) in (6.2.13) vindt men:
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k, = -171{(1 — B)(a+ 2}“CD°‘“xﬁ_1}“_"1'_2. (6.2.14)
rz+3

Toepassing op de gevallen 1, 2 en 3:
1. propstroming: v, =v,=C;a=0§=0

1 VHD Y 1 v D!/l
k — | =—= 4‘;) (penetratietheorie). (6.2.15)

<Fp \x ) “Um
dv,
2. constante snelheidsgradiént : «=1,8=0,C= Ay
2,3 2 %
_ 1 3CD%Yy” _ CD* fooes
kc—r-—(]j){—x } 0,539( = ) (Lévéque-probleem). (6.2.16)

[

3
3. zich ontwikkelende grenslaag: a =1, f§ = ~%, C=0,332 (%)

1 1

2 ]

K =0,426(”—~D) (D) . (6.2.17)
[+ X v

6.3. Laminaire buisstroming

In de vorige paragraaf bekeken we gevallen voor een stroming langs een
plaat. Analoge gevallen betreffen laminaire stroming in een buis. Analytische
oplossingen zijn ook hiervoor bekend. De cilindersymmetrie leidt dan tot Bes-
selfuncties. Deze gevallen zijn het eerst door Graetz bestudeerd en oplossingen
zijn te vinden in de literatuur gegeven onder B en C van de toegevoegde lite-
ratuurlijst. Hierbij dient steeds weer onderscheid te worden gemaakt naar type
randvoorwaarde, bijvoorbeeld constante wandtemperatuur of gegeven warmte-
stroom aan de wand.

Wij zullen de volledige oplossing voor Poiseuille-stroming in buizen niet
afleiden. Voor propstroming is het minder complex en deze is reeds in 6.1.2
behandeld.

Voor de Poiseuille-stroming kunnen we voor korte buizen echter een goede
benadering afleiden met de Lévéque-oplossing voor de vlakke plaat, terwijl
voor zeer lange buizen eveneens een Nu-waarde eenvoudig af te leiden valt.

6.3.1. Lévéque-oplossing voor thermisch inloopgebied

Indien de warmte-indringing in de buis zich nog tot het gebied dichtbij de
buiswand beperkt, kan de Lévéque-oplossing gebruikt worden. Wij doen dat
voor het geval van constante wandtemperatuur TW en inlaattemperatuur To‘
We stellen dat de snelheidsverdeling langs de wand benaderd kan worden door

v=Cy, (6.3.1)

waarbij y de afstand tot de buiswand is. De werkelijke snelheidsverdeling in
de buis is volgens Poiseuille:
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v = 2.<v>[1 = (rﬁ)z] (6.3.2)
waarbij r=(R — y) en <v> de gemiddelde snelheid. Dit geeft

C. (6.3.3)

(@ = ARV
oy v=0 R

Dit ingevuld in Lévéque-oplossing (6.2.16) geeft:

1
<v> }3

=% E (6.3.4)

o
a = 0,539.\ (ﬁ) = 0,855.7\(

Dit betekent dat Nu betrokken op de pijpdiameter d = 2R:

of ook (6.3.5)

Indien we middelen over een lengte L vinden we:
1 11
<Nu>=1,62.(3)° Re*pr. (6.3.6)

Voor het geval van constante warmtestroom aan de wand vinden we:
a1 1
<Nu> = 1’93'[E) Re’Pr. (6.3.7)
Deze oplossingen die afgeleid zijn voor korte buizen, blijken een goede bena-

dering te zijn tot waarden van het zogenaamde Graetz-getal van

La L 1

Ta?<y> dPrRe < 0,01. (6.3.8)

Gz

6.3.2. Thermisch volledig ingestelde stroming

Voor een lange buis krijgen we de situatie dat de temperatuurprofielen
in de diverse doorsneden gelijkvormig worden als functie van r/R. Men spreekt
dan van thermisch volledig ingestelde stroming. Voor het geval van de prop-
stroom, paragraaf 6.1.2, zien we direct uit de vergelijking (6.1.22) dat het pro-
fiel ten opzichte van T =T, op een numerieke factor na op elke x gegeven
wordt door de eerste eigenwaardefunctie Jo(B,r/R). In feite zal voor al dit
soort gevallen bij een niet x-afhankelijke randvoorwaarde voor grote x alleen
de eerste eigenwaarde en alleen een term met r/R en de factor exp(—ﬁoax{RzV}
een rol spelen.
Dit betekent in het algemeen dat voor:

Gz > 0,1

het temperatuurprofiel gegeven zal zijn door:

h— B o 00000 oo EEENEIEEE IR OB R
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%&% sfE) (6.3.9)

en dus _(%{ ( —T‘"T‘i% ) o (6.3.10)
- a(T, — <T>) = A3 i O <3 .
en dus i _)\%i_ (6.3.12)

. 5 . o
en aangezien f geen functie van x is, volgt ook ™ 0.

Dit wil zeggen dat o en dus Nu bij grote lengten constant zijn en alleen
afhangen van randvoorwaarden en snelheidsverdeling, maar niet van L/d, Re
of Pr. De waarden voor Nu zijn door integratie van de energievergelijking over
een doorsnede van de buis direct te vinden. Voor het geval van propstroom in
een ronde buis met een constante wandtemperatuur is reeds in § 6.1 in ver-
gelijking (6.1.27) gevonden dat daar Nu = 5,78.

Voor het geval van Poiseuille-stroming in een buis met als randconditie een
constante warmtestroom gebruiken we de hierboven gegeven methode.
Voor grote buislengte wordt het temperatuurprofiel als volledig ontwikkeld
beschouwd en dus bij constante warmtestroom per oppervlakte-eenheid:

oT _3T, _a<T>_ ®'2my 29" (g4
dx  9x ox pcp<v>?rr02 p.cp<\.'>.r0 L
De energievergelijking is
8T _ 410 (T
PC Ve 3% = A £ 5 [r 55 |- (6.3.14)
Randvoorwaarden zijn:
9T\ _ 4 - _
)‘(ar)w =9 =a(T, <T>) (6.3.15)
en verder
%’_f;_o voor r=0 en r=r, T=Tw.
Voor Y. geldt:
2
= r
v, =2<v> |1 ‘(%) ] (6.3.16)

Aangezien g—;{ een constante is, kan (6.3.14) direct naar r geintegreerd worden.

Eerste integratie geeft met randvoorwaarde voor r=0:

r%“Tf'_‘ 2.p.;g<v>‘g_’i‘f r[l B [}0]21dr
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en dus:
AT _ 2p¢,<V> 3T[; 2 _ ,I"
— _ .
%’_TI‘ =0 als r=0.
Uiteindelijk:
_ Pep<v> (3T & _ 429, A
Tw_ThE{Tr.g“[SI)[3ro a2 + 1t (6.3.18)
(=, T=T_)
o
f v,.T2mrdr
2
<T> = oy (6.3.19)
2
T, —<T>= }}.°° <?\">r° xz (6.3.20)

Samen met (6.3.13) en (6.3.15) geeft dit:

[_"‘R_ZIQ] = Nu =% =436
In tabel 6.3.1 is een overzicht gegeven van Nu-waarden voor thermisch volle-

dig ingestelde stroming bij verschillende condities. Er moet op gewezen wor-
den dat de a- en Nu-waarden volgens (6.3.11) betrekking hebben op Tw —<T>,
terwijl dit in de Lévéque-oplossing TW - T0 is. Voor kleine L is dit echter

een te verwaarlozen verschil. De <Nu>>-waarden gebaseerd op TW — <T> zo-
als uit volledige oplossingen bekend zijn gegeven in figuur 6.3.1 over het gehele
gebied van x/D tussen O en °°. Hierin is <v> de gemiddelde snelheid van de
stroming in de buis.

Geometrie Snelheidsverdeling Randvoorwaarden Nu

Ronde buis Parabolisch T=C 3,66
» " o' =c 4,36
" Propstroom T=C 5,78
» » ?" = 8,00

Platte doos Parabolisch T=C 7,60
» " o' =C 8,23

Tabel 6.3.1. Nu-waarden voor lange buizen en laminaire stroming.
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T T rTT

1. Poisseuille-stroming T, constant
% . 2. " @, constant -
R 3. Propstroming T,, constant |
4 “ &, constant

- T

/

T TT=T T TTY

1072 1072 107" 1

Gz= 2

cved?

Fig. 6.3.1. De lokale Nusselt voor buisstroming als functie van het Graetz-getal.

6.4. Transport in laminaire grenslagen

De grenslaagtheorie die in paragraaf 5.3.1 ontwikkeld is voor impuls-
transport valt uit te breiden voor warmte- en stoftransport in de grenslaag.
We zullen hier alleen het warmtetransport bespreken, voor stoftransport ver-
loopt alles volledig analoog. Ook hier kunnen twee wegen ingeslagen worden:
die met affiene transformaties zoals in paragraaf 5.3.2 besproken voor de
stromingsgrenslaag én de integraalmethode.

Hier zal alleen de tweede methode worden besproken. De affiene methode,
in het Engels wel “Similarity Analysis” genoemd, is eveneens zeer bruikbaar.
We verwijzen hiervoor naar de literatuur, zie bibliografie: Kays [C7].

6.4.1. Integraalmethode-oplossingen

In de situatie van een grenslaagstroming langs een vlakke plaat veronder-
stellen we dat ook het warmtetransport in een dunne laag langs de wand
plaatsvindt. De dikte van deze laag hoeft niet gelijk te zijn aan de dikte 6
van de stromingsgrenslaag, daarom voeren we de thermische grenslaagdikte
‘ST in, die weer bepaald wordt doordat de temperatuur aan de buitenwand
van de laag daar tot op 99 % (resp. 95%) van de temperatuur van de onge-
stoorde stroming is genaderd. Deze dikte kan zowel groter als kleiner dan de
stromingsgrenslaagdikte zijn.
De energievergelijking voor een twee-dimensionale grenslaagstroming met
hoofdstroomrichting x wordt

2
vxg—zwyg—;qg—yf. (6.4.1)
5 2

Hierin is nu de term Py verwaarloosd, aangezien deze t.o.v. EEE een orde

e e T TR T - —_— - == - T TTTETE T
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! [%)2 kleiner is en SIT < 1 wordt verondersteld. Als randvoorwaarden ver-
onderstellen we een wandtemperatuur TW en een temperatuur To buiten de
grenslaag.

Oplossing is mogelijk via samennemen van variabelen (affiene oplossing),
hier zal echter de integraalmethode (§ 5.3.2) weer gevolgd worden. Integratie
van de energievergelijking geeft:

h 27
A dy f ¥ gTdy af g—gdy (6.4.2)
0

De eerste term geeft:
h B h 3 h a‘,x
i3 xax y =L 5Dy = [ Tardy. (6.4.3)

ov. ov, s m
In de tweede term van het rechterlid is —X% = -_¥ wegens de continuiteits-

ox dy
vergelijking en (6.4.2) wordt

h _ T
f (v T)dy + j —(Tv )dy = -ags (6.4.4)

Indien nu de thermische grenslaagdikte BT <& danvoorh =61
] h
f i {Tv )dy = T vy (h) = a—{]’ To.vxdy; (6.4.5)

dit laatste wegens de geintegreerde continuiteitsvergelijking (5.3.23). We vinden
als geintegreerde energievergelijking:

dh _ . OT|
dx{ v, (T, — T)dy a5y

(6.4.6)
Door het opstellen van een warmtebalans over een stuk dx van de grenslaag
vinden we ook direkt (6.4.6). De verandering van de warmte-inhoud van de
laag is gelijk aan de overdracht aan de wand en de warmte die bij de rand
h= 6T de laag uitstroomt met temperatuur Ty.

Voor het temperatuurprofiel in de thermische grenslaag veronderstellen
we analoog met (5.3.25) een derdegraads polynoom in n met

= 51 (6.4.7)

We nemen de temperatuur relatief t.o.v. T, en (To - Tw), dus

T-T,
6 i ,I.O_i,fv - co ¥+ C]n + Cznz + Caﬂs, (648)
w

met als randvoorwaarden:

n=0, T=Tw,dus co=0
n=1, T=T0, dus I=cI tec, e,

n=1, g;—o dus 0 =c, +2c, +3c,

s 000 0 Al BEEEEEEll BT T EMEAREEIEIR BEEEE 0 BEd o SR R
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3T _ _
n=0, 5;5 =0,dus 0= 2c,

De laatste conditie wordt gevonden omdat in (6.4.1) v, en vy nul zijn bij
n=0.

Oplossen van €, C,ency geeft:

2
0 =130 -n°). (6.4.9)
Deze uitdrukking voor T samen met die voor v (5.3.29) kan nu ingevuld
worden in de geintegreerde energievergelijking (6.4.6). We voeren tevens in
5
€= T‘JI en beschouwen afzonderliik € <1 en € > 1. Immers (6.4.5) en
(6.4.6) gelden voor € < 1.

Voor € <1 vinden we na substitutie en integratie tot h= 8T of n=1:

d 1 3a
oz ] (1 = dn+in")Gen — 40’ )dn] = 77 5~ (64.10)

Uitvoering van de integratie geeft:

d 3
81 € — zhoeN)= ng;

of
dé 10a 1
el — L)L =" (6.4.11)
114 dx A\ bT
Nu is 6.1. = e en voor § kunnen we de oplossing voor de stromingsgrenslaag
(5.3.31) gebruiken, dus:

br - § = 4,64 /2%, (6.4.12)
€ Vo
dit geeft dan:
(1 — {z€*) = 0,9292=0,929Pr " (6.4.13)
met
Pr=2%. (6.4.14)

Zolang € <1 is lﬁez < 1, dus dan

-1
%I =¢e=0976.Pr ° (Pr>1). (6.4.15)

De thermische grenslaag BT is dus kleiner dan de stromingsgrenslaag als
Pr = 1. Deze thermische grenslaag wordt zelfs zeer dun voor hoge Prandtl-
waarden (water Pr = 10, olie Pr = 103, gesmolten polymeer Pr = 10%).

Voor het geval dat € > 1 moet de geintegreerde energiebalans gesplitst
worden in een deel voor y tussen 0 en § en een deel voor § <y <é.,. In
dat laatste deel is v, constant en gelijk aan Vo. Voor het deel tussen 0 en &
vinden we nu dat (6.4.5) wordt:

TTTI

e s - T —— T I
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9
oy

S

&
(Tv,)dy = T(5), (8) = -%{J (5 )v, dy. (6.4.16)

Dit is de warmte die de stromingsgrenslaag aan de rand uitstroomt. Echter

is dit wel gelijk en tegengesteld aan de warmte die daar het deel van de ther-
mische grenslaag van & tot 5.1. instroomt, dit heft elkaar uiteraard op. Wel
blijft er een instroming aan de buitenwand ST, immers voor y > 4§ is er in
het ongestoorde stromingsveld een van x afhankelijke, maar voor y constante
vy(ﬁ). De geintegreerde energievergelijking gesplitst over de twee delen:

aT
1.»'Td:,'+d _['VTcly+v(5)T -—aay

X

4

I (6.4.17)

o'

y=0

Nu is

-

d d h
26)mge ) VAT Smae [ v dy —difvody,

c,!-._,an

Q

waarbij h > 6 kan zijn, immers voor h > § is v, constant. Dit geeft nu:
&
d g d ! = _,9T
a‘g VK(T = To)dy + E{ VO(T - To)dy — —aay _— (6.4.18)

We kunnen nu in (6.4.18) de polynomen voor v, en T invullen (5.3.29) en

(6.4.9); dit geeft met € = %1':

oM

1600 (1= 3n+ kn*)Gen — hnPyan +
- _ 3a

YA —%n%n"‘)dn}m. (6.4.19)
€

Na uitwerking zoals bij € < 1 wordt gevonden:

-
€ +§ 356 }}Pr (e > 1) (6.4.20)
Voor € 2 1:
51- -%'
FoE= 0,61Pr (Pr<1). (6.4.21)

Voor vloeistoffen met kleine Prandtl-waarden (vloeibare metalen) is de ther-
mische grenslaag veel dikker dan de stromingsgrenslaag.

6.4.2. Warmte-overdrachtsrelaties voor laminaire grenslagen

Bij de warmte-overdrachtsrelaties dient nu ook een onderscheid tussen
hoge en lage Prandil-waarden te worden gemaakt. De in 6.4.1 gevonden grens-
laagoplossingen zullen tot verschillende relaties leiden.

a. Pr > 1. De in 6.4.1 gevonden temperatuurverdeling wordt na substitutie
van (6.4.15) en (6.4.12) in (6.4.9)

T 0 . S m'! BEEEETRill VBT D EmEIE W BT HTT i

T T T
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_w =1 y Z2p.3_ ¥ 2
=1 % [0,663(){)11.3x Pri—0,011(¥) Re2Pr] (Pr>1). (6.4.22)

\
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De warmte-overdracht aan de wand wordt gevonden met:

1 1
"no_ dT — A 2p.3
‘I’w = —?ta - = 0’33I'i Rex Pr ('I'W - TO)
en met de warmte-overdrachtscoéfficiént a betrokken op (Tw — TO) vinden
we
ox 1 1
Nu, = =3~ =0,331Re/Pr’ (Pr>1) (6.4.23)

en de over de lengte van @ van 0 tot L een gemiddelde NuL:

1
Nu, = 0,663ReL2Pr% (Pr > 1). (6.4.24)

b. Pr € 1, de temperatuurverdeling in dit geval wordt:

T-Tym [106(yR%Pr% 0044[3’}31{ p3] (Br < 1), (6.4.25)
-T;__.-TW—T ! E) e, -0, = e Pre] (Pr<1). (6.4.

De warmte-overdracht aan de wand wordt gevonden met

3" = _)\dT

1 1
_ Ap.2p 2
ot ¥y -0 = 0,53.2Re "Pr*(T, — T;)

0
en dit geeft
1

1 1
0,53Re *Pr* = 0,53Péf
en Pr< 1. (6.4.26)

11
= 1,06ReL2Pr2 = 1,06Pé

-
=
]

z
=
|
™ ol

Zoals in § 6.1.1 is opgemerkt is voor vlioeistoffen met lage Prandtl-waarden
de overdracht ook met penetratietheorie voor een propstroom te berekenen.
Dit geeft dezelfde relatie als hierboven gevonden, met een klein verschil in

1
constante. Voor Nux wordt dan als constante ﬁ =0,56 (6.1.10) gevonden.

Duidelijk treedt er verschil in de relaties voor hoge en lage Prandtl-waar-
den naar voren in de exponent bij het Prandtl-getal. De Reynolds-afhankelijk-
heid is dezelfde. Voor Prandtl-waarden dichtbij 1 (lucht Prandtl = 0,74) geeft
(6.4.23) de redelijkste benadering. Beter is voor gegeven Pr met (6.4.20) € op
te lossen en met (6.4.12) te substitueren in (6.4.9).

6.4.3. Vrije convectie langs een verticale plaat

Een temperatuurveld in een vloeistof of gas zal door de dichtheidsver-
schillen die daarmede samenhangen een stroming — de natuurlijke convectie —
doen ontstaan. In dit geval zijn energie en bewegingsvergelijkingen door de
dichtheidsterm gekoppeld. In het volgende wordt het eenvoudigste geval van
de vrije convectiegrenslaag langs een verticale warme wand in een overigens
in rust zijnd medium besproken.

T e T e - ——
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Ook hier kan de grenslaagbenadering gebruikt worden en kunnen termen in
de Navier-Stokes- en energievergelijking door orde van grootte-beschouwingen
worden verwaarloosd. Figuur 6.4.1 geeft de situatie weer in het x,y-vlak. TW
is een constante wandtemperatuur en T0 de temperatuur in de ongestoorde
toestand buiten de grenslaag. De snelheid in de ongestoorde toestand is 0,
een snelheids- en een temperatuurprofiel zoals geschetst zullen ontstaan.

xtg §=5,
INT

7

f Ty v=0

7
TW/

f

vy

7

Vs

7

Z

Z

7

s

)

7

7

My
x=0,vy=0

Fig. 6.4.1. Vrije convectie-grenslaag langs een verticale wand.

In de Navier-Stokes-vergelijkingen komt nu een term -9p/ox + pe,
voor, die door de dichtheidsverschillen de stroming in de x-richting induceert.
In het ongestoorde deel van het veld is dp/dx = =P o8 met g de numerieke
waarde van de g -component, waarbij g, zelf negatief is doordat deze in de
negatieve x-richting werkt. Aangezien in de grenslaagbenadering weer
dp/dy = 0, is in de grenslaag dp/dx constant en gelijk aan -p,&- Dit geeft
voor de ‘bron’-term in de bewegingsvergelijking:

—g% ~ pg=(p, — P)e. (6.4.27)

Voor het medium geldt een thermische uitzetting die bij kleine temperatuur-
verschillen gegeven is door:

5
p=py+ %L(T - T,). (6.4.28)

Na invoeren van de kubieke uitzettingscoéfficiént (3,

= _L1[%
B P (ﬁ (6.4.29)
geeft dit:
by — p)g = pyef(T — Ty). (6.4.30)
De grenslaagvergelijkingen worden nu:
dv,  ov
. + _x = . -
o= T a3y 0 (6.4.31)
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v, av, _ % B 450
VXE-'-V)'-E)_( vﬁ+ﬁg('[' TU) (6- . )
aT , 9T _ T
an—x + Vya—y = aag 5 (6.4.33)

waarbij p = Py gesteld is in alle termen behalve in de pg,-term, met als
randvoorwaarden

x=0 vx=vy=0 en T=T0
y=0 "x=vy=0 en T=TW (6.4.34)
y =00 vx=0 en T=T0.

Voor oplossing van deze vergelijkingen kan de integraalmethode toegepast
worden, dit geeft

15 2 e, dﬁ & s 4

ax) Wiy = vl T Be(T — Tdy (6.4.35)
en 5y

d - ,dT

&.{] (T, — Tv, dy = 2 gy y=o’ (6.4.36)

terwijl de geintegreerde continuiteitsvergelijking identiek is aan die bij de ge-
dwongen grenslaagstroming.
We benaderen snelheids- en temperatuurprofiel weer met polynomen:

v, =a,+ a’{%) + azl%)z + as%)3
en (6.4.37)
_ 2
H=b0+b1(3%] +b2(33i—r)

met randvoorwaarden

y=0, ¥, = 0
y=b,; v, =0 (6.4.38)
yos, Beno
geeft:
walf) - (), @439

waarbij gesteld is: a, = v, (dimensie snelheid) en met

y=0, T= Tw

y=8g, T=T, (6.4.40)
_ oT

y_BT’ é’;:o

geeft:

T T T T TR T T PrEET T TR L WmiGBRIE B i REE | EREE Lito@ . B



6. Diffusie en geleiding in stromende media 201

il _..CL =i - (5_” (6.4.41)

We nemen nu aan dat 5 = ST, immers de thermische verschillen induceren
nu de stroming, dus voor niet te extreme Prandtl-getallen (0,1 < Pr < 10)
zullen de grenslagen nagenoeg samenvallen. We kunnen nu deze polynomen
in de geintegreerde vergelijkingen invoeren en deze naar § en v, oplossen.
De impulsvergelijking geeft

vy

b5 4z (v28) = §ef(T,, — T g (6.4.42)
en de energievergelijking
d 2
B30 =5 (6.4.43)

Hierin zijn 6§ en 2 functies van x. Indien verondersteld wordt:
V= px4

en (6.4.44)
8 = mx"

kunnen q en n bepaald worden door invulling in (6.4.42) en (6.4.43) en door
gelijkstellen van exponenten wordt gevonden:

g=1% en n=%.

Nu kunnen ook de coéfficiénten met (6.4.42) en (6.4.43) bepaald worden:

p=5,17v(Pr +3%9) z[gﬁ(T =% )}

-
)
=3,93(2 ) (Pr + zQ)“lg__ﬁ(T : To)]

en dus
5 -1 L -1
% =3,93Pr (0,952 + P)*Gr ¢ (6.4.45)
met
e =k
er = §'ﬁ(ﬁp = )i (64.46)

Voor de warmte-overdracht vinden we:

o X 2 1
Nu, =X = —Q308PC ¢ 3 (6.4.47)

* A (0,952 +Pr)?

Het snelheidsprofiel is nu bekend en gegeven door (6.4.39) en (6.4.44) met
de nu bepaalde waarden van p en q. Het is een kubisch profiel, waarin de
gemiddelde snelheid en de maximale snelheid gegeven zijn door:

T BB uStlil IBE I It BEE il B IREm T
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<yv>= 115 v, en v = 1§<v>. (6.4.48)

Het temperatuurprofiel is kwadratisch in y. De snelheids- en temperatuurpro-
fielen zijn in figuur 6.4.2 gegeven.

v | 03 v* =287, - ToIL
v q= ‘& %(;r !
L
0.2
0,1+
0 + 1 n 1
D 1 2 3 4 5
—_—
14 temperatuurverdeling
0 T- ‘I‘o
08
06
0.4
0,2
0
0

Fig. 6.4.2. Snelheids- en temperatuurprofielen bij laminaire vrije convectie langs een
wand voor lucht.

Hoewel de oplossing benaderend is en aanneemt § = ST blijkt de gel-
digheid van (6.4.47) binnen 10% te zijn voor het Prandtl-gebied van 0,01 tot
1000. Dit blijkt uit vergelijking met exacte oplossingen die in de literatuur
gegeven zijn. Voor gassen met Pr rond 1 (bijvoorbeeld lucht, Pr = 0,71) vinden
we als goede benadering voor de warmte-overdracht:

o
Nuy = Tx = 0,39 JGr, Pr (6.4.49)

Naast de locale Nu, wordt ook de gemiddelde Nuyp, over de lengte van x = 0
tot x = L gebruikt. Dit geeft voor gassen:

a L
Nu, = —%—=0,52Gr Pr. (6.4.50)

Een benadering voor een breed gebied van Pr-waarden is:

. 1%
Nuj = [ PGy, ] (6.4.51)
2,435 + 4,884Pr” + 4,953Pr
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Fig. 6.4.3. Interferometrische opname van de temperatuur van velden bij vrije convectie
in lucht.
a. Langs verticale plaat, AT = 22 °C.

b. Aan bovenkant horizontale plaat, AT = 22 °C.
c. In een horizontale spleet (spouw), AT =40 °C, spleetbreedte 30 mm.
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Het temperatuurveld dat langs een warme plaat in lucht ontstaat kan zicht-
baar gemaakt worden in een interferometer. In fig. 6.4.3 zijn enige interfero-
meteropnamen van enige natuurlijke convectievelden gegeven.

Voor ideale gassen is § = 1/T en wordt het getal van Grashof Gr, ge-
geven door:
3
c =T, - Tp)
X 2
To v
Ook deze grenslaag zal bij hogere x-waarden turbulent worden. De grenslaag
is laminair tot Gr, < 10° en volledig turbulent voor Gr, > 5.10°. Het
tussengelegen gebied is een overgangsgebied, waar met beperkte nauwkeurig-
heid tot Gr = 10° de laminaire oplossing gebruikt kan worden.
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Appendix Il. Enkele
stofeigenschappen

1. Warmtegeleiding en viscositeiten

209

Stof temp.°C | p, kg/m?® A, W/mK a, m?/s v, m? /s
water 0 1000 0,552 0,131 x 107¢ 1,792 x 107¢
20 998 0,598 0,143 x 107% 1,004 x 10~¢
50 988 0,641 0,155 x 107¢ 0,554 x 107%
100 958 0,682 0,169 x 10~% 0,295 x 107%
stoom (verz.) 149 1,70 0,0292 80 xl107° 146 x107°
lucht (1 atm.) 0 1,25 0,0243 18,7 x107% 13,3 x10°¢
20 1,16 0,0257 21,4 x10°¢ 15,1 x107¢
60 1,06 0,0285 26,7 x107% 189 x10°%
100 0,91 0,0314 328 x10°°¢ 23,1 x 1078
200 0,72 0,0386 50,5 x10°°¢ 346 x10°%
500 0,44 0,0570 1142 x107¢ 785 x107%
1000 0,26 0,0770 235 x 107% 173 x 1078
benzeen 20 879 0,153 0,10 x10~° 0,740 x 107¢
glycerine 20 1261 0,27 0,092 x 107 | 1189 x 1078
aluminium 20 2700 229 946 x10°¢ =
staal 20 7800 40 10 x 1078 =
staal (roestvrij) 20 8000 25 7,1 x1078 -
koper 20 8300 372 107 % 1078 <
beton . 20 2200 1,28 0,66 x10°° -
ijs 0 917 23 12 x10°° -
glas 20 2500 1,16 06 x10°¢ -
steen 20 2200 2,0 1,2 x107¢ =
glaswol 25 120 0,046 0.58 x107¢ ~
asbest 20 2000 0,7 0,443 x 10™¢ S
zand 20 1500 0,3 0,25 x10~% —

2. Diffusiecoéfficiénten (20 °C)

Stof Sc. in lucht* Sc. in water®|
NH, 0,61 570
benzeen 1,71

co, 0,96 559
H, 0,22

He 0,22

0, 0,74 558
H,0 0,60

naftaleen 2,57

glycerine 1630
HCl 381

*)mety, poenv, . isD te vinden: D =i.

———— — ———
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Dit boek is een synthese van het dictaat Kramers/Schenk en de uitgereikte
collegestencils uit de jaren '60 en ‘70. Het verschil tussen de oorspronkelijke
opzet en deze is de volgorde van behandeling van de stof. Terwijl het
oorspronkelijke dictaat opgezet was vanuit de fysische problemen waarbij

de wiskundige hulpmidddelen door de hoofdstukken heen verweven waren,

is dit bij de blokcollege-opzet veranderd. Eerst worden nu de wiskundige
hulpmdddelen behandeld, wel steeds aan de hand van een fysisch voorbeeld,
daama worden de fysische problemen systematisch behandeld.

Voor veel studenten behoort de bespreking van de wiskundige methoden

een recapitulatie te zijn. Voor een aantal is dit echter wel nodig. Gezien de
toenemende mogelijkheden voor computerberekeningen is tevens aandacht
aan de numerieke methoden gegeven. In deze derde druk is het hoofdstuk
over numerieke methoden nog verder uitgebreid en aangepast aan nieuwe
ontwikkelingen, met name in de numerieke stromingsleer. Dit weerspiegelt het
sterk groeiende belang van numerieke simulatie in dit vakgebied. Uiteraard
worden alleen die methoden behandeld die voor FT-problemen van belang zijn.
Bovendien worden ze steeds geillustreerd met voorbeelden van warmte- en
stoftransport.
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