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Mei vorig jaar zorgde de Nederlandse wiskundige Dion Gijswijt van de TU Delft samen met
Jordan Ellenberg (University of Wisconsin) voor een doorbraak in het Cap Set-probleem. In
dit artikel bespreken Aart Blokhuis en Dion Gijswijt het probleem en de gevonden oplossing

aan de hand van het kaartspel SET.

Vijftien jaar geleden verscheen er in dit
tijdschrift een artikel van N.G. de Bruijn
[4] over het nog immer populaire kaartspel
SET. Elke kaart in dit spel heeft vier eigen-
schappen (vorm, kleur, aantal en invulling)
en elke eigenschap komt voor in drie vari-
anten. Drie kaarten vormen een SET als ze
voor elke eigenschap ofwel alle drie gelijk
zijn, ofwel alle drie verschillend. Het doel
van het spel is om binnen de kaarten die
op tafel liggen zo snel mogelijk een SET te
vinden. Wanneer er geen SET is, worden
extra kaarten neergelegd.

Zoals in het artikel van De Bruijn wordt
uitgelegd, kunnen de 81 kaarten worden
geidentificeerd met de punten van AG(4,3),
de vierdimensionale (affiene) ruimte over
het lichaam I3 = {0,1,2} met drie elemen-
ten en met optelling en vermenigvuldiging
modulo 3. Hierbij vormen drie kaarten een
SET precies dan wanneer de bijbehorende
punten op één lijn liggen (en dus een lijn
vormen). Het grootste aantal kaarten zon-
der SET is dus precies de maximale kardi-
naliteit van een cap set of cap in AG(4,3),
een verzameling punten met hooguit twee

op een lijn. Op affiene transformaties na is
er precies één grootste cap: de ‘Pellegrino
cap’ afgebeeld in Figuur 1.

Voor een toegankelijke introductie tot
het Cap Set-probleem en de relatie met SET
verwijzen we de lezer graag naar het arti-
kel van Davis en Maclagan [7].

Het Cap Set-probleem

Een van de centrale problemen in de ein-
dige meetkunde, de studie van affiene en
projectieve ruimten over een eindige li-
chaam met ¢ elementen, is het bepalen van

bleem

onder- en bovengrenzen op de kardinaliteit
van zulke ‘caps’ of ‘cap sets’: een collectie
punten met de eigenschap dat er geen drie
op één lijn liggen. Voor een projectief vlak
van de orde ¢ is hier de bovengrens ¢+ 2
als ¢ even is, en ¢+ 1 voor g oneven.

Een van de hoogtepunten in de geschie-
denis van de eindige meetkunde is het re-
sultaat uit 1954 van Beniamino Segre [14]
dat voor oneven ¢ een cap van de maxi-
male grootte ¢+ 1 in PG(2,q) (of AG(2,q)),
het projectieve (affiene) vlak van orde ¢,
altijd een kegelsnede is (en dus voldoet
aan een homogene tweedegraadsvergelij-
king). Voor even ¢ is de classificatie van
caps met het maximale aantal van ¢+2
punten, zogenaamde hyperovalen nog een
open probleem. Om een idee te krijgen

<> ||V || @ ||| DO < || R || e e o |e
(. VAN J

. .
O D

(@] R o |o .
\©)\<>) ] [ ) [ ]

Figuur 1 De twintig kaarten links zonder SET representeren een cap in AG(4,3) van maximale grootte. Puzzeltje: vind een
correspondentie tussen de kaarten links en de vierkantjes met een punt rechts.
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van de ontwikkelingen op dit gebied kan
men bijvoorbeeld de hyperovaalpagina op
de homepage van Bill Cherowitzo [5] raad-
plegen.

In dimensie 3 is de zaak ook nog rede-
lijk duidelijk. Hier is de grens ¢*+1 voor
de projectieve ruimte PG(3,q) en ¢* voor
de affiene ruimte AG(3,q) (voor ¢ > 2). Een
cap van deze afmeting heet een ovoide.
Voor oneven ¢ is dit noodzakelijk een
elliptische kwadriek (in het affiene ge-
val met een raakvlak op oneindig), voor
even ¢ is er één andere familie bekend.
Het vermoeden is, dat dat alles is. Vanaf
dimensie 4 is alles onduidelijk. Het laatste
grote overzicht over deze en soortgelijke
problemen is te vinden op de homepage
van Leo Storme [12] en dateert van 2001.
Een meer recent (2012), beperkter, maar
voor ons verhaal belangrijker overzicht
is te vinden in [2] en op de pagina van
Yves Edel [9].

Voor ¢=2 is het bovenstaande pro-
bleem niet interessant, hier geldt de trivi-
ale bovengrens 2" in PG(n,2) en AG(n,2),
in het laatste geval door simpelweg alle
punten te nemen. Ons Cap Set-probleem is
het geval ¢ =3 en meer speciaal AG(n,3)
of F§'. We kunnen in dit geval het pro-
bleem als volgt herformuleren. Laat Z/37
de groep zijn met drie elementen, dus
{0,1,2} met optellen modulo 3 (ofwel de
optelgroep van het lichaam [3). Onze cap
is nu een deelverzameling C c (Z/37)"
met de eigenschap dat a+b+c=0 geen
oplossingen heeft met a,b,c € C, of beter
gezegd, de enige oplossingen zijn die met
a="b=c. Nog een manier om dit te for-
muleren is dat C geen rekenkundige rij ter
lengte 3 bevat. In termen van de n-dimen-
sionaal variant van SET bestuderen we ver-
zamelingen kaarten zonder SET.

Asymptotisch gedrag

Laat ¢, het maximale aantal punten van
een cap in AG(n,3) zijn. De enige waarden
die exact bekend zijn, zijn ¢, =2, ¢y =4,
c3 = 9, Cq4= 20, C5 = 45 en Ce = 112 (I’I]
A090245 van de OEIS). Naast specifieke
waarden zijn we vooral geinteresseerd in
het asymptotisch gedrag van de rij (c,).
Wanneer C; een cap is in AG(n,3) en Cy
een cap is in AG(m,3), dan is het product
Cy X Cy= {(Cl7 CQ) leoeCl,enE 02} een cap
in AG(n+m,3). Uit onze observatie volgt
(via Fekete’s lemma) dat

c= lim ”«/a

n— oo

bestaat en dat c¢>"/c, voor elke n.
De cap uit Figuur 1 levert dus op dat
¢>%/20>2,11. De beste ondergrens die
bekend is komt van een constructie van
een cap in AG(480,3) door Edel [8] en
geeft ¢ > 2,21739.

Een overduidelijke bovengrens is ¢ < 3,
want AG (n,3) heeft immers maar 3" pun-
ten. Brown en Buhler [3] gaven in 1982 de
eerste niet-triviale bovengrens c, = o0(3").
Door gebruik te maken van ideeén uit de
Fourieranalyse verbeterde Meshulam dit in
1995 tot ¢, = O(3"/n). De beste boven-
grens, tot vorig jaar, was een resultaat van
Bateman en Katz [1]. Het bewijs is weder-
om gebaseerd op Fourieranalyse en geeft
¢, =0(3"/(n'¢)) voor een zekere posi-
tieve (maar heel kleine) €. Voor de con-
stante ¢ geven deze bovengrenzen echter
geen verbetering. Het volgende probleem
(geformuleerd door Brown en Buhler) bleef
dan ook open.

Probleem 1 (Cap Set-probleem). Geldt er
dat ¢ < 3?

De doorbraak

Een doorbraak kwam in mei 2016 toen Er-
nie Croot, Seva Lev en Péter Pach [6] een
verwant probleem oplosten. Zij bewezen
dat elke deelverzameling van (Z/4Z)" zon-
der rekenkundige rij van lengte 3 niet meer
dan y" elementen kan bevatten voor een
zeker constante y = 3,60 kleiner dan 4.
Binnen een paar weken wisten Jordan El-
lenberg en de tweede auteur van dit stuk,
onafhankelijk van elkaar, het bewijs van
Croot, Lev en Pach aan te passen voor I,
met ¢ een oneven priemmacht. Het geval
g = 3 correspondeert precies met het Cap
Set-probleem, waarvoor ze de volgende
expliciete grens vonden:

Stelling 2. Laat AC T3 een cap set zijn.
Dan geldt|A| < 3-2,756™ (en dus ¢ < 2,756).

Het resulterende artikel [10] en het ar-
tikel van Croot, Lev en Pach zijn, zij aan
zij, verschenen in hetzelfde nummer van
Annals of Mathematics.

Hypermatrices en slice-rank

Kort na deze oplossing van het Cap Set-
probleem gaf Terence Tao in een blogpost
[15] een elegante herformulering van het
bewijs in termen van de ‘slice-rank’ van
hypermatrices. Hieronder geven we een
schets van de ideeén in het bewijs.

Een hypermatrix van orde k= 2 is een
functie

H:RXJyX X J,—F

voor zekere eindige verzamelingen J;,...,J;
en een lichaam F. In het geval k=2 is H
een |Jj |X|J; F-matrix en in het algemeen
kunnen we H zien als een k-dimensionale
tabel waarbij de ‘plakken’ in de ¢-de rich-
ting gelabeld zijn met de elementen uit J;.
We zeggen dat H simpel is als in een
van de richtingen ¢t € {1,...,k} geldt dat de
|| plakken waaruit H bestaat lineaire
veelvouden van elkaar zijn. In formules:

H('rlv ...7.'5]9) :f(xt) 'G(.’L‘], s T —1Tt+ 15 ...7.T]§)

voor zekere functies f: J, -~ FenG:J; X ---
X Ty X Jpp1 X oo X Jp— F. In dit verhaal
is de rang (maar eigenlijk ‘slice-rank’) van
een hypermatrix H het kleinste getal r
waarvoor H te schrijven is als de som van r
simpele hypermatrices. Voor k£ = 2 komt dit
overeen met de gebruikelijke matrixrang.
Veel eigenschappen van matrixrang gelden
ook in het algemene geval. Analoog aan
het geval van diagonaal matrices geldt het
volgende belangrijke lemma (waarvan het
bewijs een leuke oefening is).

Lemma 3. Laat H:JX --- XJ— T een hy-
permatrix van orde k zijn met H(xy,..., x;)
# 0 dan en slechts dan als x; =x9= -+ = x,.
Dan geldt rang H=|J]|.

Verboden deelstructuren

Zoals veel andere problemen uit de extre-
male combinatoriek kan het Cap Set-pro-
bleem worden geformuleerd als het be-
palen van de maximale grootte van een
verzameling waarin een gegeven struc-
tuur ontbreekt. Preciezer gezegd: laat V
een eindige verzameling zijn en ECV*
een verzameling ‘verboden’ k-tallen. We
zijn geinteresseerd in de maximale kardi-
naliteit @ (V, E) van een deelverzameling
S €V zonder verboden k-tal (dat wil zeg-
gen waarvoor geldt: S*nE=0). In het
Cap Set-probleem is V=FZ, bestaat F
uit alle drietallen collineaire punten en is
cp=a(V,E).

We zeggen dat een hypermatrix
H :V* —. F past bij (V,E) als alle diagonaal-
elementen H(a,...,a) ongelijk aan nul zijn
en de elementen H(ay,...,a;) buiten de
diagonaal alleen ongelijk nul kunnen zijn
voor (ay,...,a;) € E. De volgende stelling
geeft een bovengrens voor «(V,E) die
analoog is aan de Haemers-grens [11].
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Stelling 4. Laat H een hypermatrix zijn die
past bij (V,E). Dan geldt «(V, E) < rang H.

Het bewijs volgt direct uit Lemma 3 en
het feit dat de rang van H niet kleiner is
dan die van zijn beperking tot S* wanneer
S CV een deelverzameling is zonder ver-
boden k-tal.

Het bewijs
We schetsen nu het bewijs van Stelling 2.
Laat H de volgende hypermatrix zijn:

H:FIXFIXFS - F,
lalsa+b+c=0, (1

H(a,bc):= {0 anders.

Wegens Stelling 4 is het nu voldoende om
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