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Opmerking:

Zoals de titel reeds aangeeft bestaat het TOW-rapport uit twee delen. Dit
deel, deel I, betreft analytische beschouwingen met betrekking tot het snel-
heidsveld in de grenslaag bij golven en stroom en is een aangevulde en verbe-
terde versie van het afstudeerrapport. Het tweede deel betreft numerieke
berekeningen van het snelheidsveld welke uitgevoerd zijn op de TH-Delft. Van
dit deel is geen afstudeerrapport beschikbaar, maar het zal t.z.t. als TOW-
rapport verschijnen. Zolang dit deel nog niet beschikbaar is wordt voor wat
betreft de numerieke berekeningen verwezen naar het rapport:

Experimenteel onderzoek naar het snelheidsveld in de turbulente

bodemgrenslaag in een oscillerende stroming in een golftunnel; deel

la en b; Th. van Doorn; M 1562, 1982 (D47).
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Amplitude orbitaal beweging nabij de bodem (model Bakker)
idem (model Stokes)

idem (model Jonsson)

idem (model Lundgren)

idem (model Madsen en Grant)

constante in gemiddeld snelheidsprofiel (model Bakker,model Lundgren)

c concentratie

C wrijvingsfactor volgens Kajiura

6 idem, amplitude.

CI constante in analytische oplossing bij vernieuwde turbulent viscositeits-
verloop

CII idem.

Cl constante in k- model

C2 idem

CD idem

d waterdiepte

D moleculaire diffusie-coefficient

D Nikuradse ruwheid in model Kajiura.

DL Dikte laminaire binnenlaag, model Kajiura

DR Dikte bij ruwe bodem van de binnenlaag, model Kajiura.

d bovengrens tussenlaag , model Kajiura.

e Totale energie per massa-eenheid.

eintIdem, voor interne energie.

emecgdem, voor mechanische energie.

E Energiedissipatie per eenheid van grondoppervlak en tijdseenheid.

£, wrijvingscoefficient volgens Jonsson

fe overeenkomstige coéfficiént voor de energiedissipatie, volgens Jonsson.

fcw wrijvingscoefficient bij combinatie van golven en stroom in model Madsen
en Grant.

g zwaartekrachtversnelling.

H golfhoogte

k constante van Boltzman

k golfgetal

k  Nikuradse ruwheid in model Jonsson. Lundgren.



kb Nikuradse ruwheid, in model Madsen en Grant

kbc idem, voor de invloed van de golven op het gemiddelde snelheidsprofiel
turbulente kinetische energie

Eddy-viscosity (turbulente viscositeit) in model Kajiura

tijdsonafhankelijke turbulente viscositeit voor de tijdsafhankelijke

’ beweging bij een eerste linearisatie.

Kd Kz op z= d in model Kajiura.

1 maat grenslaag-dikte, model Madsen en Grant

1 lengte-schaal turbulente beweging.

lm mengweglengte

1 gemiddelde vrije weglengte gas-moleculen
L golflengte
Ll lengteschaal in X, richting
L2 lengteschaal in x richting
m massa gas-moleculen
n turbulente viscositeit bij alleen golven in model Lundgren
n, idem, bij alleen de stroom

™ idem, bij de combinatie van golven en stroom.

constante in de dikte van de binnenlaag, in model Kajiura.
Pl,PerLaminaire energie-dissipatie per volume-eenheid en per tijdseenheid,
gemiddeld over de periode.

Pt’perldem, voor de turbulente energie-dissipatie.
P druk in de vloeistof
p+ dynamische druk
P druk in het buitengebied.
P schuifspanningssnelheid.
P amplitude van de schuifspanningssnelheid.
P tijdsgemiddelde schuifspanningssnelheid.
P tijdsafhankelijke schuifspanningssnelheid.
P, n®  harmonische van de schuifspanningssnelheid.
Pin idem, aan de bodem.
Py nulde harmonische van de schuifspanningssnelheid.
Pro idem, aan de bodem.
51 amplitude eerste harmonische van de schuifspanningssnelheid.

Py idem, aan de bodem.
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turbulente schuifspanning gedeeld door de dichtheid , alle indices genoemd
bij p, zijn ook op q van toepassing.

Reynoldsgetal, betrokken op de orbitaal-amplitude nabij de bodem.
Reynoldsgetal, betrokken op de grenslaagdikte volgens Jonsson.
Reynoldsgetal, idem, in model Kajiura.

extra term in diffusie-vergelijking.

secundaire invloeden in de transportvergelijking voor de grootheid z,
in de twee vergelijkingen modellen.

tijd

periode

temperatuur

horizontale snelheid, alle indices genoemd bij p, zijn ook op u van
toepassing.

Defectsnelheid, alle indices idem dito

Horizontale snelheid buiten de grenslaag in model Stokes

idem, amplitude

idem, model Jonsson

idem, model Bakker en Kajiura

maximale horizontale snelheid buiten de grenslaag in model Jonsson.
idem, model Kajiura“

over de waterdiepte gemiddelde snelheid in model Bakker.

idem, over alleen grenslaag- model in dit rapport.

iecomponent van de snelheidsvector.

schuifspanningssnelheid in model Kajiura

idem amplitude

idem aan de bodem.

amplitude schuifspanningssnelheid aan de bodem in model Lundgren.
bodemschuifspanningssnelheid in model Jonsson.

verticale snelheid in model Madsen en Grant

verticale snelheid in dit rapport.

valsnelheid korrelmateriaal en vloeistof

snelheidsvector in model Madsen en Grant.

idem, voor golfbewegingen .

idem, voor gemiddelde snelheid

amplitude van de norm van de horizontale tijdsafhankelijke snelheid nabij
de bodem in het model van Madsen en Grant.

idem, voor de tijdsgemiddelde snelheid.



IE*J norm schuifspanningssnelheid, nabij de bodem behorende bij de gemiddelde
schuifspanning aan de bodem in het model van Madsen en Grant.

b*cw|idem, behorende bij de maximale schuifspanning aan de bodem.

Vl snelheidsschaal x]richting.

V2 idem, xzrichting.

z, nul-niveau voor de horizontale snelheid bij een ruwe turbulente grenslaag.
- grenslaagdikte model Bfkker.

z, hoogte waarop knik in Py verloop door Bakker wordt aangenomen.

zZ, idem, in dit rapport.

z snijpunten schematisch poverloop met ﬁlverloop volgens model Bakker.

z grootheid in twee-vergelijkingen modellen.

z* dimensielozeahoogte boven de bodem;dimensieloos gemaakt met K‘ﬁb]-T.

z' idem; z'= L

_]6Z .



GRIEKSE LETTER-SYMBOLEN.

factor voor verschoven gemiddelde snelheidsprofiel voor invloed van de golven.
reciproce waarde Stokes-lengte
fase n°® harmonische van de horizontale snelheid

idem, schuifspanningssnelheid.

8 B B

idem, voor q.

hoek golfrichting en stroomrichting in model Madsen en Grant.

0
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hoek golfrichting en gemiddelde schuifspanning aan de bodem in model van

(]

Madsen en Grant.

maat grenslaagdikte in model Bakker.

o

warmtegel eidingsvermogen
golffrequentie
grenslaagdikte volgens Jonsson

idem, volgens Madsen en Grant

HE

golfverdringingsdikte volgens Kajiura

schaal van de defectlaag volgens Kajiura

D D> o o o E > >

.e . . . . . -
1 component van de uitwendige versnellingsterm in de algemene bewegings

e

vergelijking.

kinematische viscositeit.

dichtheid

constante van Euler.

constante van Von Karman

13 spanningstensor.
golffrequentie in model Kajiura.

A  Q 5 < O <

turbulente schuifspanning.

alle indices genoemd bij p zijn ook op T van toepassing.
T turbulente schuifspanning aan de bodem in model Kajiura.
T idem, amplitude.

T maximale bodem-schuifspanning volgens Jonsson.

T

gemiddelde schuifspanning bij de combinatie van golven en stroom.

schuifspanningsvector volgens model Madsen en Grant.
idem, aan de bodem

maxmaximale schuifspanningsvector. in model Madsen en Grant.
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tijdschaal
schaal turbulente snelheidsfluctuaties.

schaal drukgradient in x richting

1
idem, in xzrichting

schaal, energiedissipatie.



1. Inleiding.

Reeds tientallen jaren houden vele onderzoekers zich bezig met
het snelheidsveld in de grenslaag bij de bodem, tengevolge van
zwaartekrachtsgolven gecombineerd met een resulterende stroom, die
al dan niet een hoek maakt met de golfvoortplantingsrichting.
Hierbij is het voornaamste doel uit te vinden wat het verband is
tussen de stroomparameters in de grenslaag en de optredende bodem-
schuifspanning. Deze verbanden zijn essentiéel voor de beschrijving

en berekening van morfologische problemen in kustgebieden.

In verband met deze morfologische problemen heeft het belang van
onderzoek naar het snelheidsveld in de grenslaag betrekking op de

volgende onderwerpen:

1. Het verloop van de concentratieverdeling over de hoogte, bij het
aanwezige snelheidsveld in de grenslaag; hiervan is met name het
bijbehorend verloop van de turbulente uitwisselingscoefficient

('eddy-viscosity') van belang.

2. De bodemrandvoorwaarde voor de concentratieverdeling; deze hangt
samen met het bodemtransport en de snelheden in de grenslaag,en wordt

voornamelijk bepaald door de schuifspanningen op de bodem.

3. Het totale zandtransport; dit wordt bepaald door de som van bodem
en suspensietransport, waarvan de laatste zowel van de concentra-
tieverdeling als van de snelheidsverdeling over de hoogte afhanke-
1ijk is.

Omdat de snelheden m.b.t. de oscillerende beweging in de grenslaag

t.o.v. het gebied daarbuiten van dezelfde orde van grootte zijn, maar

de concentratieverdeling veel groter is, is het grenslaagonderzoek zo

belangrijk bij de bestudering van morfologische processen aan een zand-
kust. Dit kan goed worden geillustreerd a.h.v. de resultaten van Stone

en Summer =24= | die uit veldmetingen tot de conclusie komen dat 95%

van het totale transport in een kustgebied plaatsvindt in een laag van

circa 15 cm boven de bodem.
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Naast morfologische belangen kan nog worden genoemd het belang
van het grenslaagonderzoek voor demping van golven door de bodem-
wrijving. Met name in golfvoorspellingsmodellen is men geinteres-
seerd in de dissipatie van golfenergie door bodemwrijving. In hoofd-

stuk 7 zal daarop, zij het vrij summier, nader worden ingegaan.

In deze studie zal voornamelijk de aandacht worden gericht op de
snelheidsverdeling in de grenslaag t.g.v. golven en stroom, waarbi j
deze gelijk van richting zijn. Deze speciale combinatie maakt het
mogelijk theoretische verbanden tussen snelheden, schuifspanningen
en concentraties verder uit te diepen dan in het drie-dimensionale
geval. Vertaling naar het drie-dimensionale geval -niet gelijke richting
golven en stroom - is dan een uitbreiding die vanuit het verkregen

inzicht verantwoord kan worden gemaakt.



2.Grenslaag bij golven en stroom.

Wat is de grenslaag bij golven en stroom?

Golven die vanuit diep water een kust naderen, zullen bij voldoende
kleine waterdiepte de bodem gaan voelen. Zo zullen golven met een

periode van 5 sec. de bodem enigermate gewaarworden bij een water-

diepte van circa 20 m. of minder en golven van 15 sec. bij een water-
diepte van circa 180 m of minder. Het 'voelen' van de bodem wordt
veroorzaakt door de randvoorwaarde, welke wordt opgelegd door een

vaste bodem en inhoudt, dat de snelheidsvector bij de bodem een lengte
nul heeft.

De daarmee samenhangende schuifspanningen geven de waterbeweging per
definitie een wervelsterktej;aan de bodem wordt er een wervelsterkte
opgewekt, welke zich door convectie en diffusie naar het inwendige
verspreidt (zie Bakker =2=). Het gebied waar de schuifspanningen een

rol spelen strekt zich uit tot vlak boven de bodem, zodat er sprake

is van een grenslaag.

Buiten de grenslaag kan de vloeistofbeweging, voor het oscillerende deel,
wervelvrij worden beschouwd. De beweging buiten de grenslaag wordt dan
aangenomen als potentiaalstroming. Naarmate de golven in ondiep water
geraken, wordt de invloed van de bodem sterker. Er ontwikkelt zich, af-
hankelijk van de bodemruwheid, een turbulente grenslaag. Recent onder-
zoek van volledig ontwikkelde turbulente grenslagen in stationaire stromen,
heeft aangetoond, dat er in de turbulente grenslaag bepaalde coherente
structuren aanwezig zijn (zie Kline =11=). Het onderzoek hieromtrent voor
uniforme stroom is nog in een beginstadium, en zeker praktisch nog niet
bruikbaar. Voor oscillerende stromen, zoals bij golven, is helaas een
dergelijk onderzoek nog nooit uitgevoerd, zodat voorlopig zal moeten worden
volstaan met de klassieke turbulentie-theorieén.

De overgang van laminair naar turbulente grenslaag bij oscillerende stromen
is moeilijk aan te geven. Een poging is gedaan door Riedel en Kamphuis =22=
en Jonsson =7=. In bijlage | is het resultaat van Riedel en Kamphuis =22=
weergegeven.

Voor de turbulente wervelsterkte opgewekt aan de bodem geldt, zoals in
het laminaire geval voor zoverdat het oscillerende deel van de beweging
betreft, dat deze zich naar het inwendige van de vloeistof door convectie

en diffusie verspreidt (Bakker =2=).
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Bij aanwezigheid van een resulterende stroom is er in het buitenge-
Sied dan sprake van een volledig ontwikkeld turbulent gebied, waarin
de turbulente schuifspanning niet door de golven wordt beinvloed.
Dat het buitengebied wervelvrij is, voor zover het de oscillerende
beweging betreft, wordt door vrijwel alle onderzoekers, die zich met
het onderwerp hebben bezig gehouden, aangenomen. Metingen van de ver-
deling van de gemiddelde snelheid over de hoogte bij golven in combi-
natie met stroom lijken deze aanname te rechtvaardigen (b.v. Bakker
=4=). Wel kan in het buitengebied sprake zijn van turbulentie-inten-
siteiten die samenhangen met de oscillerende beweging. (Metingen van
Ramaprian et al. =21=.) De genoemde aanname houdt namelijk in dat de
turbulentie in het buitengebied, voor zover het de oscillerende be-
weging betreft,isotroop zou zijn. In een homogeen turbulentieveld
sterft de turbulentie dan uit door viskeuze dissipatie (zie Tennekes
and Lumley =25=). Doordat de oscillerende beweging periodiek is, volgt
er in het buitengebied een periodieke opleving van turbulentie-intensi-
teit, gevoed vanuit de grenslaag, gevolgd door periodiek uitsterven.
Het aanwezig zijn van turbulentie-—intensiteiten in het buitengebied is
dus niet in tegenspraak met de aanname dat in het buitengebied m.b.t.
de oscillerende beweging geen resulterende rotatie bestaat. In navolging
van vele onderzoekers zal in dit rapport deze aanname ook worden

gedaan.

In deze studie zal zowel de laminaire grenslaag als de turbulente
grenslaag worden beschouwd en deze zullen met elkaar worden vergeleken.
De laminaire grenslaag heeft het voordeel dat deze toegankelijk is
voor een eenvoudige analytische aanpak (zie hoofdstuk 3). Ingeval van
een turbulente grenslaag zal vaak de toevlucht moeten worden gezocht
in een numerieke berekening.In dit deel zullen met name de ana-
lytische beschouwingen m.b.t. de turbulente grenslaag aan de orde komen,
toegespitst op het te gebruiken turbulentiemodel. In het tweede deel komen
numerieke berekeningen en resultaten aan de orde . De numerieke proce-
dure is voor deze studie ontwikkeld in navolging van Bakker =3= en

wordt uitvoeriger beschreven in het tweede deel
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Samenvatting van bestaande berekeningsmethoden.

In deze samenvatting zullen een aantal theoretische beschouwingen
en analytische oplossingen gegeven worden voor zowel laminaire

als turbulente grenslaag bij oscillerende stroom, al dan niet met
een resulterende stroom.

In totaal worden 6 theorién behandeld. Bij iedere beschrijving
daarvan wordt zonodig een definitieschets gegeven, en worden zoveel

mogelijk dezelfde symbolen gebruikt als in de originele publicaties.

Behandeld zullen worden achtereenvolgens:

1. Laminaire grenslaag oplossing voor een enkelvoudig
harmonische beweging, volgens Stokes.

2. Turbulente grenslaag oplossing volgens Jonsson,
toegespitst op het bepalen van de wrijvings-—
coefficient, bij enkelvoudige harmonische water-
beweging.

3. Turbulente grenslaag beschouwingen van Kajiura voor
zowel een hydraulisch ruwe als gladde bodem, bij
eveneens enkelvoudig harmonische waterbeweging.

4. Turbulente grenslaag model van Bakker voor een ruwe
bodem en bij enkelvoudig harmonische waterbeweging
en resulterende stroom, die dezelfde richting hebben;
Dit model zal uitvoerig ter sprake komen in hoofdstuk 6.

5. Turbulente grenslaag model van Lundgren voor de com—
binatie van golven en stroom (evenwijdig en loodrecht gericht)

6. Turbulente grenslaag model van Madsen en Grant voor
de combinatie van golven en stroom (onder willekeurige
hoek).

In paragraaf 3.7 vindt een korte evaluatie plaats van deze theorieén.
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3.2

Laminaire grenslaag oplossing, volgens Stokes.

Door Stokes is de laminaire grenslaag oplossing bepaald.Bij ver-
waarlozen van de verticale snelheden in de grenslaag en aanname
van uniformiteit van de grenslaag, resulteert de bewegingsver-

gelijking : (zie o.a Lamb =14=)

ou _ 1 9 . 1 30xz
3% " p dx  p 3z (3.1

du
met Oxz =pV E (3-2)
waarin:
u = horizontale snelheid (m/s)
= druk in de vloeistof (N/m2)
Og,= schuifspanning in de vloeistof (N/m2)
p = dichtheid van de vloeistof (kg/m3)
V = kinematische viscositeit van de vloeistof (m2/s)
De randvoorwaarden zijn:
z= 0 u=0
z> ® U=l Oyp=0 {3.3)

Toepassen van de grenslaagbenadering (zie hoofdstuk 4) levert , dat
de drukgradient in (3.1) constant is over de grenslaag, zodat voor

Z->® geldt:

dup . _ 1 dp
dt p dx (3.4)

Invullen van (3.4) in (3.1)en0,, volgens (3.2) geeft de differentiaal-

vergelijking:
Bu d1100 8211
—_— == + — (3..5)
t dt
2 322
met als randvoorwaarden:
z= 0 u=0 (3.6)
zZ%0 i u= U cos (wt) (3.7)
waarin: w= 2 /T T= Golfperiode

U = amplitude eerste harmonische van ug
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van (3.5) die voldoet aan de randvoorwaarde is:

~

u= un { cos wt- e B2 cos (wt- Bz)} (3.8)
= @yt o1y

met B = (ZV) ( VT ) (3.9)
G% is de zgn. Stokes-lengte)

Substitutie van (3.8) in (3.2) levert voor de schuifspanning:

Op= PV V2B Um e P cos (ut- gz + in) (3.10)
Dus de schuifspanning loopt 45° in fase voor t.o.v. de snelheid.
Om een maat van de grenslaagdikte aan te geven, kan de definitie
van Jonsson (=8=) (zie figuur 3.1. en 3.2) aangehouden worden.

Uit (3.8) volgt dan voor deze maat, aangegeven met § :

m

8= —
28

o BT it Bk @5 3

m( 55 )%= (v T) (3.11)
Uit (3.10) volgt dan, dat voor z= 38 de schuifspanning is gere-
duceerd tot minder dan 1| % van de topwaarde bij de bodem.
Ter aanvulling zal hier nog aangegeven worden, hoe § afhangt van het
Reynoldsgetal naar de grenslaag. (zie ook Jonsson =8= . Dit Reynolds-

getal kan worden gedefinieerd als (zie Riedel =22 =):

Rea 9&% Gwvaw (3.12)
met 2 9€° G /0 (3.13)
of zoals ook in veel literatuur voorkomt: s
Re, J&f e (3.14)
J v

De indices a en 8 zijn in resp. (3.12) en (3.14) toegevoegd ter
onderscheiding van de twee definities. Met 8o = uw /W en § volgens

(3.11) volgt er uit (3.12) en (3.14):

A _Reg - _ T
8/a0 = Res = T ReD} (3.15)
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Verder kan m.b.v. de definitie van Jonsson (zie 3.3):

~

Tp = pif, Uc? (3.16)
(met fy; een wrijvingscoefficient en ;b de maximale schuifspanning
aan de bodem.)
aangegeven worden, hoe bij een laminaire grenslaag een dergelijke
fW van Re, of Reg afhangt.
Uit (3.8) en (3.10) volgt voor f:

2v2 VB
fy® =
Ueo

ofwel met (3.9) en (3.12):

£,= 2° Rea—i (3.17)
snelheidsver- z
deling op tijd- I
stip dat G maxi- !
maal is oo

figuur 3.1. u



3.5

3+3% Turbulente grenslaagbeschouwingen van Jonsson.

Jonsson beperkt zich in al zijn beschouwingen tot zuiver oscillerende
€éndimensionale beweging nabij de bodem t.g.v. golven. In de theorie

(zie =8= ) gaat hij uit van de gelinealiseerde bewegingsvergelijking:

U _ duj 1 9t
- & : (3.18)
waarin

U= horizontale snelheid
Uj= horizontale snelheid buiten de grenslaag

T = Turbulente schuifspanning

Jonsson neemt in de theorie voor de snelheid U,de horizontale snel-
heid nabij de bodem, welke zou volgen uit de lineaire golftheorie.
Voor de berekening wordt aangenomen, dat het snelheidsverloop in de
grenslaag op ieder tijdstip logaritmisch verdeeld is, overeenkomstig
de snelheidsverdeling bij uniforme stroom:

30
U= Ug 5.75 log == (3.19)

waarin

Ug= bodemschuifspanningsnelheid gedefinieerd met
Ug = & |Tw| /p )i
met Ty = bodemschuifspanning
k = Nikuradse ruwheid.
(n.b. de factor 5.75 is de numerieke waarde van ;riég—g k=0.4 )
Het logaritmisch snelheidsprofiel wordt aangenomen over een hoogte §
(zie figuur 3.2.). Voor z>§ wordt de snelheid gelijk aan Uj genomen.
In =8 wordt beschreven hoe, na integratie van (3.18) naar z, met
U volgens (3.19) tussen de grenzen zg= k/30 en z=8 , en integratie naar

de tijd van het aldus verkregen resultaat, resulteert in:



3%‘5 log 3%3 1.64 % (3.20)
+ log = -0.21 + log 218 (3.21)
Wiy Wy, k
waarin:
ajm = amplitude horizontale waterbeweging buiten de grenslaag.

= wrijvingsfactor gedefinieerd volgens:

h
£
I

£, 9&° T (3.22)

Im
met
Tym = Maximale bodemschuifspanning
Ulp = maximale snelheid buiten de grenslaag.

(opmerking: in het geval van zuiver oscillerende
beweging, bestaande uit &&n harmonische, komt het

maximum overeen met de amplitude).

De § in (3.20) is daarbij aangenomen onafhankelijk te zijn van de tijd.
In =7= bepaalt Jonsson uit metingen een aan vergelijking (3.20) en
(3.21) overeenkomstig resultaat. Uit de snelheidsmetingen wordt aller-
eerst bepaald een § , door § te definieren als die hoogte boven de
bodem waar de maximale snelheid, gezien vanaf de bodem voor het eerst

gelijk is aan de maximale snelheid buiten de grenslaag. (zie figuur 3.2)

Vervolgens wordt de momentane bodemschuifspanning berekend door (3.18)

P k
te integreren naar z over 2z= —— tot z = 3 §.

30
Daartoe worden de numerieke waarden van U en U; uit de metingen ge-
bruikt.
z
werkelijk verloop
log.verdeling
=

figuur 3.2. u



3.7

Er resulteert wederom bij aanname van een momentaan logaritmische
snelheidsprofiel, maar nu behorend bij de 'gemeten' bodemschuif-

spanning:

308 308 _ aim
T log —k-— = 1.20 k (3-23)

471f_w + log 47;; = - 0.008 + log 3lm (3.24)
Bij zowel de vergelijking (3.20) en (3.21) als ( 3.23) en (3.24) is er
geen rekening gehouden met de faseverschillen tussen Ty en Uj. (Deze
bedraagt bij de metingen van Jonsson ca. 25 & 30°).
Jonsson gaat in =8 dieper in op de resultaten van zijn metingen
en die van anderen.

Daarbij komt hij tot de volgende conclusies:

- Bij een gladde bodem is de grenslaag volledig turbulent
als Reynoldsgetal betrokken op ajp (Re, genoemd in 3.2)
groter is dan ca. 10° ; voor een ruwe wand is de grens

ca 104,

= In de buurt van de wand is er zuiver oscillerende ruw tur-

bulente grenslaag een gebied te onderscheiden, waar ) enkel

Uf
5 @ a ; .
een functie is van z/k; voor grote ém verhoudingen, is dat

verband logaritmisch; verderweg van de wand, geldt in de grens-—
laag, dat %%Hl enkel een functie van z/8 is. (het laatste
gebied wordt 'defect-layer' genoemd, het eerste gebied de

'overlap-layer').

= De fase van de snelheid t.o.v. die in het buitengebied is con-

stant in de 'overlap-layer'.

- Bij kleine waarden van E%m is de aanwezigheid van een'overlap-
layer' niet duidelijk; Bij toenemende E%m neemt echter de
'overlap-layer' toe en heeft een groter aandeel in de totale

grenslaag.



3.4.

3.8

Turbulente grenslaagbeschouwingen van Kajiura.

Uitgangspunt is weer de vereenvoudigde ééndimensionale bewegings-—

vergelijking voor de grenslaagbenadering bij aanname van uniformiteit

van het snelheidsveld in de horizontale dimensie.(zie =12= en =13= ):
du __ JU oT
P3c P33 * 52 (3.25)
waarin:

U de snelheid buiten de grenslaag, volgend uit de potentiaal-
stroming.
u horizontale snelheid.

T turbulente schuifspanning.

De dikte van de grenslaag wordt aangegeven met$ . Daar & klein is
t.o.v. de golflengte, wordt verondersteld, dat %g gelijk is aan nul
over de grenslaag.

Kajiura beschouwt verder evenals Jonsson een zuiver oscillerende water-

beweging. De randvoorwaarden zijn:

z=0 : u=0 (3.26)

z= § ¢+ =20

Voor het oplossen van de bewegingsvergelijking gebruikt Kajiura voor

de turbulente schuifspanning het eddy- viscosity-model van Boussinesq:

T

waarin:
K, de eddy-viscosity

Verder gaat Kajiura over op complexe grootheden volgens:

(3.28)



3:9

waarin:

o= Z% ; T= golfperiode.
Tg= schuifspanning aan de bodem.

De amplituden, aangegeven met "“~", in de rechterleden zijn reéel.

Kajiura definieert in =12= eveneens een wrijvingscoefficient C volgens:
B
C=—2— 3.2
pOU (3:28)

Hierin is C geen functie van de tijd. Uit (3.28) en (3.29) volgt dat

C geschreven kan worden als:

C= Cele met
C= Ez_ (3.30)
PO

Indien C wordt vergeleken met de f; volgens Jonsson, (zie paragraaf 3.2)

dan blijkt, dat geldt:
C = f,/2 (3.31)

Voor de schaal van de grenslaagdikte worden twee integrale grootheden

gedefinieerd:
- de golfverdringingsdikte §":
§*= {{°(U-v)dz} /0 (3.32)
- de schaal van de defectlaagA :
A= {F(m} /Gp (3.33)
waarin:

ﬁﬁ de amplitude voor de schuifspanningssnelheid

aan de bodem. (zie 3.35).



Met (3.27) ingevuld in de bewegingsvergelijking (3.25) vindt Kaijura

de basis-vergelijking in complexe vorm :

2w

2 5 - ;—0 : u'= 0 (3.34)
z Z )

waarin:

u"= de aangepaste schuifspanningssnelheid gedefinieerd volgens:
WL N (3.35)
g o :

De basis-vergelijking wordt voor twee gevallen opgelost, te weten

een gladde bodem en een ruwe bodem.

Gladde bodem:

De grenslaag wordt opgedeeld in :

= binnenlaag (inner layer): 0<zDy, ,

waarin:
NV
Dy, = BF (N= 12) (3.36)

In deze laag wordt aangenomen;

K,=vV met V de kinematische viscositeit.

- tussenlaag (overlap layer): Df z<d,
waarin:
d de bovengrens van de laag
K, wordt aangenomen volgens:
K, =k zip (3.37)

met K de constante van von Karman.

- buitenlaag (outer layer): d<z<§ ,
met:
K,=K4=dipd (3.38)

Verondersteld wordt, dat Kg = KO Gk, zodat d=AK/k ,

met K=0.02 (arbitraire keuze).



De tussenlaag vormt samen met de binnenlaag de zgn. wandlaag,
(wall layer) en met de buitenlaag de zgn defectlaag (defect
layer).

7 du % ..
Door te eisen, dat u“en —=— continue zijn op de grenzen, volgt
™ P g 24

er met de randvoorwaarden:

z= 0 :u=0
zro : u= 0 (3.39)

een oplossing voor (3.34). Hiervoor wordt verwezen naar (=14=)

Uit die oplossing volgt m.b.v. de definitie van de wrijvings-—

coefficiént C (3.29) voor C :

KN

K 1
=1 * In =5y e 0.06m/2 =y + § 1n k/N + In R (3.40)
2C C 2

waarin:

Y de constante van Euler: y= 0.5722

R Reynoldsgetal gedefinieerd volgens:

g0 (v/0)} (3.41)
V
met C = f, /2 gaat (3.40) over in :
I 1
E.l_f;i + log E{ = 0.137 + 1log R (3.42)

(zie ook van Overeem =18= ),

Ruwe bodem:

Er worden eveneens drie lagen onderscheiden. Daarbij is K, in de defect-
laag (tussenlaag + buitenlaag) gelijk aan de K, in die laag bij een gladde
bodem. In de binnenlaag wordt K, gerelateerd aan de ruwheidslengte zq-

De relatie met de Nikuradse equivalente zandruwheid D is:

D= 30 zg (3.43)
De laagdikte Dp wordt gelijk gesteld aan D/2.



Om ook de ruwheden, waarbij geldt:
*
(8"/m)2<1

in de beschouwing te betrekken, neemt Kaijura de K, in de binnenlaag

(0<z<DR) constant volgens:

K =ox G2 DR (3.44)
In de tussenlaag (DR<z<d) blijft gelden:

K =k )z (3.45)

Voor het geval (67D)2>> | wordt de tussenlaag reeds aangenomen vanaf
z =z,
Het daarbij gevonden snelheidsprofiel boven z= DR moet overeenstemmen
met de oplossing bij de keuze van Kz, volgens (3.44) en (3.45).

Daaruit volgt dat moet gelden: A

1/o = 1n DR/zo (3.46)

Daar DR gelijk wordt gekozen aan D/2 ofwel met (3.43) gelijk aan 15z,
volgt:

1/a = 1n 15 (3.46%)

De oplossing van (3.34) is nu overeenkomstig met de oplossing bij de
gladde bodem, zij het, dat overal de kinematische viscositeit Vv ver-

vangen moet worden door oK uB DR

Dit toegepast op het verband tussen fw en R voor de gladde bodem

(zie vergelijking (3.40)) levert:

0.98 ] ﬁ

4T£_ + log 4—f‘;{ ==-1.733 + log (3.47)
w

(zie ook =18= ),

~ %
~ u
1= —B,

QK

%) n.l. met K volgens (3.43) volgt bij benadering voor G op z= DR
&

voor (6/D)2>> I volgt voor 4 , voor z= D bij benadering: = %B 1n DR/zO;
gelijkstellen levert (3.45).



Daar U/5 gelijk is aan amplitude van de orbitaalbeweging ,a, nabij de

bodem, en z9= D/30 is volgens (3.47) fw een functie van a/D.

In bijlage 2a en 2b zijn zowel voor resp. een gladde bodem als een
ruwe bodem het verband van fw als functie van ﬁ/ozo uitgezet, en

het verband van de fase-hoek tussen de schuifspanning aan de bodem

en de snelheid aan de bovenrand van de grenslaag, volgend uit invullen

van de oplossingen van Kaijura in (3.29).



359 Turbulente grenslaagmodel van Lundgren.

Lundgren gaat in =15= uit van hetzelfde model als Jonsson; op
ieder tijdstip een logaritmisch verloop. De theorie van Lundgren
heeft in tegenstelling tot de andere modellen alleen betrekking

op het resulterende snelheidsprofiel bij een ruwe bodem.

Het momentane snelheidsprofiel wordt niet berekend.

Verder wordt de invloed van golven beschouwd op een uniforme stroom
gericht volgens een variabele hoek met de voortplantingsrichting
van de golven.

Voor de turbulente schuifspanning wordt de hypothese van Boussinesq
gebruikt, waarin de 'eddy-viscosity' vectorieél wordt samengesteld
uit die t.g.v. de stroom en golven:

dU

TCW= pn,cw d—z (3.48)

waarin

Tew= gemiddelde schuifspanning t.g.v.stroom bij aanwezigheid
van golven.
n.,~ turbulente viscositeit bij de combinatie van golven en stroom.

U = gemiddelde stroomsnelheid.

De turbulente viscositeit ngy is opgebouwd uit nc, alleen t.g.v. stroom

en ny alleen t.g.v. golven:

n.,= Dc+ny bij gelijke richting van golven en stroom.

ncw2= nc2 + nw2 bij stroom ,die loodrecht op de golfrichting staat.

Lundgren bepaalt n, uit:

2 2 du
nc= K z -d—z (3'49)

(k = constante van Von Karman)

en ny uit: ny = %%%%%%T (3.50)



waarin

Tw= schuifspanning t.g.v. golfbeweging

horizontale snelheid.

u

De overstreping in (3.50) geeft aan dat de termen zijn gemiddeld
over de periode. Aan de hand van de aldus bepaalde n, uit metingen

in een golftunnel, construeert Lundgren de empirische formule voor

~

N TSR E 2 2TSens (o TS) e 30}
waarin

Gf = amplitude schuifspanningsnelheid aan de bodem.

fw = wrijvingscoefficient volgens Jonsson.

§ = grenslaagdikte volgens Jonsson.

Zowel fy als § zijn nog een functie van ay/k(zie ook §3.2).

In bijlage 3 zijn meetresultaten volgens (3.50) gegeven voor twee
meetseries. Bovendien is het verloop volgens (3.50a) weergegeven.
Het gemiddeld snelheidsprofiel volgt nu door (3.49) en (3.50) vec-
torieél samen te stellen en in te vullen in (3.48).

Lundgren gaat ervan uit, dat het verhang zonder en met golven gelijk

blijft, zodat Tow= Te- Integratie van (3.48) met als randvoorwaarde
z= zg :U=o0

levert de gemiddelde snelheid op iedere hoogte z.

Buiten de grenslaag nadert het snelheidsprofiel weer de logaritmische

verdeling:

U=Uf(-|'21nz—Z—A) (3.51)



waarin

Us de schuifspanningsnelheid gedefinieerd volgens:
Us = (Tew/p )i = (1c/p )5 (3.52)

De parameter A geeft de verschuiving van het logaritmisch profiel
bij golven en stroom t.o.v. het logaritmisch profiel bij alleen
stroom weer (zie ook hoofdstuk 6)

De parameter A kan ook gezien worden als verhoging van de ruw-

heidshoogte z(:

1 z
U= Uf ” 1n s (3:53)
waarin
o = eKA (3.54)

De parameter A hangt af van de hoek, die de golven en stroom—
richting met elkaar maken, en van de parameters ayk en Tew/pup?.

Hierin is:

ay= amplitude orbitaalbeweging bij de bodem.
k = Nikuradse ruwheid
up = Amplitude orbitaalsnelheid bij de bodem,

volgens potentiaaltheorie.

Dit verband tussen A enab/k, Tew/pub? is voor een hoek van 0° en

90° tussen de golf en stroomrichting gegeven in bijlage 4.



34 6. Turbulente grenslaagmodel van Madsen en Grant.

Madsen en Grant beschrijven in =17= een theoretisch model voor de
snelheidsverdeling en schuifspanningsverdeling in de grenslaag bij
golven en stroom, waarbij deze een willekeurige richting mogen hebben
(zie definitieschets in figuur 3.3). Uitgegaan wordt van de bewegings-
vergelijking voor de grenslaagbenadering, waarin de convectieve termen

verwaarloosd worden:

=_vap+i =i, (3.55)

: de snelheidsvector in het x,y vlak (zie figuur 3.4)

de vector ('85 ,'gs)

|~ I e

: de schuifspanning als vector in het x,y vlak.

Volgens Madsen en Grant betekent verwaarlozen van de convectieve termen

t.o.v.-g% in de meebewegende afgeleide %E- , dat de stroomsnelheden

worden aangenomen van gelijke orde te zijn als de orbitaalsnelheden.

Voor de turbulente schuifspanning wordt weer gebruik gemaakt van de

hypothese van Boussinesq, maar nu in vector vorm:
=n O
I =pey, (3.56)
waarin:
€ de turbulente viscositeit.

De turbulente viscositeit wordt gekozen overeenkomstig het logaritmisch

snelheidsprofiel voor een ruwe bodem.

€ =K Lg*c ]-z voor z > Ow (3.57)

€= K @* owl*z voor 0< z< Sy (3.58)



Hierin is 6w de grenslaagdikte voor de golven.
K de constante van von Karman
[E*xcl de norm van de vector van de schuifspannings-

snelheid gedefinieerd volgens:
E. = _c e
lu gel= (z cl/pp? (3.59)
lg *cwl idem, maar nu gedefinieerd volgens:

|8 gewl= (| Tbpax /0 )? (3.60)

Hierin zijn T, en Ebmax de schuifspanningsvector aan de bodem

voor resp. de gemiddelde schuifspanning en de maximale schuifspanning.

Overeenkomstig Jonsson, maar nu uitgebreid voor golven en stroom niet
in gelijke richting, wordt voor de momentane schuifspanningsvector

bij de bodem gedefinieerd:

2. .2

met:

f.,¢ de wrijvingscoefficiént voor de combinatie van golven
en stroom.

u : x-component van u in de golfrichting op een bepaalde
hoogte boven de bodem.

v : idem, maar nu y-component van u.

(zie figuur 3.4)

Door middelen van (3.61) over de golfperiode met enkelvoudige harmo-

nische beweging van de bodem t.g.v. de golven, volgt de relatie:

|T ol= Phfey V2 |up|? (3.62)



Met:

|up| is de amplitude van de norm van de snelheid nabij de
bodem t.g.v. de golven, volgend uit de lineaire golf-
theorie.

V, 1is een parameter, welke een functie is van ¢o» de hoek
tussen de stroom en de golfvaartplantingsrichting (zie
figuur 3.4.), en van de verhouding |u.|/|uy|, waarin
uc de gemiddelde stroomsnelheid, buiten de grenslaag is.

(v, is in bijlage 5, figuur 1, weergegeven)

Voor kleine waarden van |uc|/|up|volgt bij benadering:

v2=% ﬁ (4-3 sin2 q,c)* (3.63)

Naast (3.62) wordt ook een relatie afgeleid voor de hoek ¢. tussen de
gemiddelde schuifspanning aan de bodem en de golfvoortplantingsrichting.
Deze relatie is weergegeven in figuur 2 van bijlage 5. Voor kleine waarden
van }%ﬁ* volgt bij benadering:

tan $c=£ tan ¢c (3.64)

Door de niet-lineariteit hebben dus de gemiddelde schuifspanning aan de
bodem en die buiten de grenslaag niet dezelfde richting.

Uit (3.61) wordt eveneens |Tby,.| bepaald:

2

e |

met ¢ = 1+ ( e )2+ 2(

) cos¢ .
|up| Ebl

Uit resp (3.62) en (3.65) volgen resp.:

lﬂxcl en qucwl .



3.20

De differentiaalvergelijking (3.55) wordt opgelost door u en p te

substitueren in:

le
1

Uy + uc

jae)
1

Pw * Pc

met de index'w' voor golven en 'c¢' voor de stroom.

Door het middelen van (3.55) over de golfperiode rest:

_— P ou
0= 5 V Pe + SE{K |gxc | z 3%} voor z> Gy (3.66)
- = 9 Buc
en 0 = V pc + BZ{K lgxcwlz az} voor z< &w (3.67)

Dit aftrekken van (3.55) geeft voor alleen de golfbeweging:

otw _ 1 ] ou

= - - B-V P +§;{K | vae| 2 —53} voor z>§; (3.68)

ouw _ _ 1 9 Ouw

a5 " 5 V Py + 3;{K | Etcwl z —3;} voor z<§_, (3.69)

Buiten de grenslaag, z> &, wordt de tweede term in (3.68) verwaarloosd,
zodat de Euler-vergelijking overblijft, welke met de gelineariseerde rand-
voorwaarde aan het wateroppervlak de oplossing van de lineaire golf-
theorie geeft.

Door de grenslaagbenadering geldt dat de by constant is over de grens-
laag en gelijk is aan de waarde op de rand. -

Deze volgt direct uit (3.68) voor z=3§,.

Binnen de grenslaag wordt (3.69) opgelost met de randvoorwaarden:

z= 20! u= 0 met zp= 3%
kp de equivalente Nikuradse bodemruwheid

Zr0 3 Ew=uwoo

De rand z=§, is daarbij naar oneindig verplaatst.
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Voor de oplossing van (3.69) is de vectornotatie eigenlijk overbodig,
omdat u, alleen uit x-component van de snelheid bestaat.

Verder wordt overgegaan op complexe notatie.Als oplossing wordt gevonden
in complexe vorm met: i

= iwt
Uyo = Uwe €

[ 1 ker 2 (_zr)i + i kei 2(-‘})%

opl.: uy = } Upoo (3.70)
ker 2 (%0)5 + i kei 2 (%0)%
2m i
met 1=k |ug.,| /@ en W=%% ,T de golfperiode (3.71)

en kei en ker Kelvinfuncties van de nulde orde.

Voor kleine waarden van z geldt bij benadering:

u, = {1+ G:3 7} (o 24 1,154 + ?—)uw«, (3.72)
)

ker 2 (%)i + i kei 2 &

Uit de oplossing (3.70) blijkt, dat de grenslaagdikte 8, geschat kan

worden op ca 2-1.

De oplossing voor de gemiddelde snelheidsverdeling volgt uit (3.66)

en (3.67). Volgens de grenslaagbenadering is de drukgradient constant
over de hoogte van de grenslaag. Madsen en Grant nemen ook in de buurt
van de grenslaag voor z>§ y, en in de grenslaag aan dat de gemiddelde
drukgradiént constant is en wel gelijk aan nul.

Dit moet wel aangenomen worden wil er uit (3.66) een logaritmisch snel-
heidsprofiel volgen buiten de grenslaag.

De gemiddelde schuifspanningen zijn qua grootte dan eveneens constant over
de hoogte en gelijk aan die op de bodem.

Er volgt voor de norm van gemiddelde snelheidsvector:

3 2
K|uye |2 —L%i‘l =y el ” o2& (13.73)

k| Ugew| 2 e 1;2|= |usx c|2 z<&w (3.74)
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met als randvoorwaarde:

z= z = kp/30: |u.| =

De oplossingen van (3.73)en (3.74) zijn:

2<8 ot | ue | 'Ig’fl -l"—"“-lly_* ‘f) igz (3.75)
256 i | uc| -|¥.'t<£l1 igz (3.76)

waarin kbceen toegevoegde ruwheidswaarde is voor de invloed

van golven op het gemiddeld snelheidsprofiel.
Madsen en Grant kiezen nu, vrij arbitrair, g&:
Sw = 2:1= 2 k| ugy |/ ( 3.77)

Gelijkstellen van (3.76) voor z= §, levert dan:

kp lugel Jﬂ_bl
€. —XCW J_l (1-
B T CEE= e
met:
lAp] = |ub] /0
Hierin is gebruik gemaakt van |—9*—9y—l en -Jk"-l , omdat deze m.b.v.

| =b| | ub
de vergelijkingen resp. (3.60), (3.65) en (3.59),(3.62) (3.63) alleen
afhangen van ¢, fy en 1&—;' . In figuur 3 van bijlage 5 is het verband (3.78)

weergegeven voor ¢ =0°.
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Voor zowel voor het periodieke als voor de gemiddelde snelheid rest
nog een onbekende te bepalen: de wrijvingscoéfficiént fy,.

Deze kan bepaald worden m.b.v. (3.65) en:

II-b’max|= IIQ o wmax| (3.79)
waarin:
Iwmax de schuifspanningsvector t.g.v. golven aan de bodem
met maximale norm. Deze volgt uit:
11m
T = Klu
Tpax = oom (k| el 225 ) (3.80)
Invullen van de oplossing van uy (3.70) in (3.80) en daarna Iwmax in

(3.79) geeft samen met Teo volgens (3.62) en met een hoek tussen

TecenT % gelijk aan 5C:
max

{0097 (lel;i' —} +2 {0.097- (-l—bi) .

£.,3/4 foy3/b
2—5}—' cos c 4 4 O.T .
waarin:

1 1

= . (3.82)
2(?—0)I {kerzz(ﬂll)* + kei’2 (5(11)5}i
met:
zQ = kb/30
en 1 = I_zcwl

met |éb| = Iﬂbl /W en %ﬁ:nTl bepaald uit (3.60) en (3.65) volgt voor
20/1:

20/1= 55— (4 £o0)7H - (l—ﬁb—l)" (3.83)

b
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Door (3.81) (3.82) en (3.83) is dus fcw impliciet gegeven als functie van

lucl | abl

jub| * kp M Per

In figuur 4 van bijlage 5 is dit verband weergegeven voor $o= 0°

(getrokken 1ijn) en ¢C= 90° (gestippelde 1lijn). De lijnen voor ¢.= 0°
bepalen fy goed zolang ¢, <60°.

Voor ¢c >6OO moet geiterpoleerd worden. Voor het geval zonder resulterende
stroom ( IEc‘ = 0) is fy uit figuur 4 van bijlage 5 als functie van Iébl/kb

weergegeven in bijlage 8.

Voor de berekening van de snelheidsprofielen moet een iteratieve procedure

gevolgd worden: De berekening kan pas gestart worden algrasL 4 en

Up kp
b bekend zijn. |

De eerste hiervan is onbekend, daar nog niet bekend is op welke hoogte
|uc| genomen moet worden.

Door nu deze te schatten, kunnen fCW en Eﬁﬁ bepaald worden. Nu is het lo-
garitmische snelheidsprofiel boven de grenslaag bekend volgens (3.76).

De hieruit volgende snelheid op de hoogte, waar de gemiddelde snelheid
bekend is, moet overeenstemmen met die bekende snelheid; dus iteratie

nodig.

figuur 3.3.
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Evaluatie van de berekeningsmethoden.

In deze paragraaf zullen de turbulente grenslaagmodellen van
Jonsson, Kajiura, Lundgren en Madsen en Grant, zowel onderling
als met het in hoofdstuk 6 beschreven model, vergeleken worden.
In hoofdstuk 6 wordt het model van Bakker en de in dit rapport
gepresenteerde verbeterde versie daarvan beschreven.
De modellen zullen worden vergeleken qua aannamen en kwalitatief
qua snelheidsveld.
Een gedetailleerd vergelijken van het snelheidsveld is in verband
met het navolgende niet in dit rapport opgenomen.
Een vergelijking van het snelheidsveld in dimensieloze vorm is
nauwelijks zinvol ' , daar de parameters waarmee de grootheden
dimensiloos gemaakt worden, niet eenduidig vastliggen. Een belang-
rijk voorbeeld is de karakteristieke schuifspanningssnelheid aan
de bodem.
Voor een eerlijke vergelijking zou het snelheidsveld van verschillende
voorbeelden, waar ook metingen van beschikbaar zijn, doorgerekend
moeten worden. Daarbij zou in voldoende mate de ruwheid en de golf-
stroomparameter gevarieerd moeten worden. Hiermee hangt een omvang-
rijk rekenwerk samen.
Daarom wordt in deze paragraaf volstaan met een kwalitatieve verge-
lijking van het snelheidsveld aan de hand van de turbulente viscositeit ,
de gemiddelde snelheid en de wrijvingscoéfficient fy.
Wanneer de aannamen van de verschillende modellen beschouwd worden, zijn
er de volgende overeenkamsten en verschillen te constateren:
Overeenkomsten: - Dezelfde bewegingsvergelijking wordt gebruikt. Dit
houdt in, dat in alle modellen de volgende aannamen
worden gedaan (zie ook hoofdstuk 4):
+ Grenslaagbenadering is van toepassing.
+ Zwaartekracht is enige uitwendige kracht.
+ Stromingsveld is momentaan uniform in de hoofd-
stroomrichting.
+ Verwaarlozen van viskeuze schuifspanning in het

turbulente stromingsveld.
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- In geval van een turbulente ruwe bodem wordt
van het nulpunt van het snelheidsveld gebruik
gemaakt van de Nikuradse ruwheid.

- Er wordt een apart gebied (grenslaag) aan de
bodem onderscheiden waar de golven invloed hebben
op de schuifspanningen. Daarbuiten wordt, voorwat
betreft de golfbeweging een potentiaalstroming
aangenomen.

- Als sluitingsrelatie (de relatie die de turbulente
schuifspanning aan het snelheidsveld koppelt) wordt
de hypothese van Boussinesq gebruikt. De daarin
voorkomende turbulente viscositeit wordt on-
afhankelijk van de tijd verondersteld.

Verschil: - De invulling van de turbulente viscositeit in

de hypothese van Boussinesq.

Bij de invulling van de turbulente viscositeit wordt in alle modellen
gebruik gemaakt van de basis van de mengweglengtemodel van Prandtl.
Deze veronderstelt, een aan de kinetische gastheorie analoge uitdrukking

voor de turbulente viscositeit (zie ook hoofdstuk 5):

\)t=1m‘vt (3.84)

waarin
V¢ = turbulente viscositeit
1,= mengweglengte

Vi= karakteristieke snelheid van de turbulente beweging

De modellen verschillen in de keuze van 1 en V¢. In figuur 3.4 zijn
schematisch (kwalitatief) de verschillende keuzes aangegeven.

Uit de figuur blijkt, dat er voor wat betreft de aanname voor de

invloed van de golven nogal een variatie in vy is. Door het logaritmisch
karakter van het snelheidsveld heeft met name de y; voor kleine waarden
van z invloed op het snelheidsveld. De variatie op grotere hoogte

komt dan ook slechts in geringe mate tot uiting in het snelheidsveld.
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/
< Bakker //|
(golven) /; l

/)
/:-/veri)eterd model (golven+stroom)

| # Kajiura (golven)

| Jonsson (golven) -~

+| - —— p e— e —

— . — 0 — W — @ S— 0 —

/r
Madsen/Grant (golven)
Lundgren' (stroom)

+verbeterdlmode1
(golven)l

figuur 3.4.

De verschillen in yt op grotere hoogte zijn echter wel belangrijk bij
het berekenen van een concentratieverdeling, die met name bepaald wordt
door de turbulente diffusie. Bij het berekenen van een resulterend
suspensietransport van b.v. zand t.g.v.golven, is het nodig een goede
keuze van v, te hebben. De keuze voor v¢, die in dit rapport wordt
gepresenteerd, benadert het dichtst de mengweglengte hypothese van
Prandtl.

Bij het vergelijken van een snelheidsveld zal, zoals reeds is toegelicht,
alleen kwalitatief gekeken worden naar de turbulente viscositeit, het
gemiddelde snelheidsprofiel en de wrijvingscoefficiént f. De turbu-
lente viscositeit is bij het vergelijken van de aannamen reeds be-
sproken. Het gemiddelde snelheidsprofiel, wordt alleen beschouwd in

de modellen van Lundgren, Madsen en Grant, Bakker en het in dit rapport

gepresenteerde model.
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Al die modellen geven aan dat de invloed van de golven op het
gemiddelde snelheidsprofiel gezien kan worden als een fictieve
vergroting van dé bodemruwheid. Als aangenomen wordt, dat het
verhang zonder en met golven gelijk blijft, dan bestaat de

invloed van de golven uit een verticale verschuiving van het
logaritmisch snelheidsprofiel. Dit resulteert in een afname van de
gemiddelde afvoer. Omgekeerd bestaat,onder de aanname dat de
gemiddelde afvoer constant blijft, de invloed van de golven

uit een verhoging van het verhang. Het model van Lundgren gaat er

in tegenstelling tot de andere modellen vanuit, dat het verhang
zonder en met golven gelijk blijft. In het model van Lundgren

komt dan ook niet een parameter voor, die gerelateerd is aan de
verhouding tussen de orbitaal-snelheid nabij de bodem( buiten

de grenslaag) en het gemiddelde over de hoogte van de tijdsgemid-
delde snelheid (vergelijk bijlage 4 met figuur 3 in bijlage 5 en
figuur 2 in bijlage 7 ).

Bij het vergelijken van de wrijvingscoefficient fy kan geconstateerd
worden, dat de eenduidigheid van de definitie fy te wensen overlaat.
Het vergelijken van de verschillende fy's is desondanks toch zinvol
omdat fy gezien kan worden als een integrale parameter van het
snelheidsveld. De wrijvingscoéefficient fy geeft namelijk de relatie
weer tussen een karakteristieke maat voor de schuifspanning aan de
bodem een een karakteristieke maat voor de horizontale snelheid
buiten de grenslaag. In verband met de eenduidigheid wordt het alleen
zinvol geacht de fy's volgens de verschillende modellen onderling te
vergelijken in geval van alleen golven. Het blijkt, dat bij alle
modellen fy als functie van a/r (a=amplitude orbitaalbeweging bij

de bodem; r= Nikuradse ruwheid) bepaald kan worden.

Deze relaties, voor een groot deel ontleend aan =18=, zijn weer-
gegeven in bijlage 8. Daaruit blijkt, dat met name bij grote a/r
waarden de verschillende modellen niet veel verschillen. Hieraan

kan eveneens de conclusie worden verbonden, dat de gedissipeerde
energie per tijdseenheid, gemiddeld over de golfperiode, en per een-
heid van grondoppervlak in de grenslaag (zie hoofdstuk 7 en bijlage 15)

bepaald volgens de verschillende modellen, nagenoeg gelijk zal zijn.



4.1

Afleiden van de differentiaalvergelijkingen, welke de stroming en

transporten in de grenslaag beheersen

Algemeen

De beweging van een vloeistof binnen bepaalde grenzen t.g.v. uitwendi-

ge krachten wordt volledig beschreven met:

oo e QP 3 _
continuiteit: T + 5;; {pui} =0

bewegingsvergelijking:

Du j 9 .

= — 0..+ ? =1,2,3
pﬁ_} aXi 01] p QJ (J 34 )
waarin %E de operator gedefinieerd door:
D _ 0 9

—_— — ¢ —
Dt ot = idxg

Hierbij wordt de somconventie aangehouden, d.w.z. wanneer de index i

twee maal binnen dezelfde term voorkomt moet worden gesommeerd over

i=1, 2, 3.

De gebruikte symbolen zijn als volgt gedefinieerd:

e

snelheidscomponent in de xi—richting

de druk in de vloeistof

massadichtheid van de vloeistof

oo

: spanningstensor

Oij is de spanning in xj—richting op een oppervlakte-ele-

mentje met de normaal in xi—richting
t : de tijd

X. : plaatscoordinaat in het x]—xz—x3-assenstelse1.

Voor een Newtonse vloeistof, die onsamendrukbaar is, geldt:

du. Bui
015 =N Grr * 30~ Pl
waarin: J

n dynamische viscositeit
6jjde zgn. Kronecker delta gedefinieerd door:
Gij =0 als 19‘J

=1 als i=j

Dan gaan (4.1.) en (4.2.) over in:

ou.
i
ox. 0
i
du ou.
i} da..138 4 8 %;“'& :
T 9X. p 9X. * Bxiv Xi ij)y-QJ

1 J

P
P
% : component van de versnelling t.g.v. uitwendige krachten
(0]

(4.1.)

(4.2)

(4.29)

(4.3.)

(4.3%

(4.4.)

(4.5.)
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met V: kinematische viscositeit van de vloeistof j; y= n/p

De samenstelling van een vloeistofelement wordt beschreven met de

diffusievergelijking:

ac 3 _ 9 ac
It + —a;(—]:: {Uic} = g}q {p 3‘){—1—} + s (4.6.)

waarin: c : grootheid die de samenstelling betreft, per volume eenheid

D : moleculaire diffusie-coéfficient

S : restterm, die aangeeft de verandering van een hoeveelheid stof
per tijdseenheid en volumeeenheid door b.v. een chemische reactie.

Voor beschouwingen betreffende energiedissipatie is het nodig de

%)

energiebalans te kennen. Deze luidt algemeen”’:

‘De _ 3pe ) _ 9 oT d ,
PhE T3 T Y Pt t g mgt v al wjousd (4.7)
i
waarin: e : totale energie per massaeenheid (J/kg)
T ' temperatuur(oc)
A : warmtegeleidingsvermogen (m2/s ’ J/m3/°C)
oij : volgens (4.3.).
De totale energie e kan worden opgesplitst in interne energie e. en

int

mechanische energie e . De balansvergelijking voor e ech volgt uit

ech
de bewegingsvergelijkingen, door de vergelijking in gj-richting te ver-—
menigvuldigen met uj en daarna te sommeren over j = 1, 2, 3.

Toegepast op (4.2) geeft:

Duj?_  .894f , .o _
ODE T Yigxg * PUIR (4 593

De mechanische energie kan opgesplitst worden in kinetische energie en

potentiele eneggie. Deze worden in (4.8%)vertegenwoordigd door resp. de
Du ; .

term § p 3;4 en -pujRj -

Voor de mechanische energie kan dus geschreven worden:

2

De u s
mech D 3 90 ; + b
LR L WO & ae2l]
P~5¢ PSE {2} puJQJ‘ uj axi (4.87)

e

nergiebronnen als stralingsenergie ,inductiewarmte etc. worden buiten

beschouwing gelaten.



Aftrekken van (4.8b),Van (4.7) geeft voor ejj¢:

€int’
De.
int _ 9 oT ou c
Q'_D_t—"'-a—;(:{k 3x1}+0'—’a—l (4.8)

Voor een onsamendrukbare Newtonse vloeistof wordt 0 gegeven door (4.3).

Invullen van (4.3) in (4. 8¢ ) levert:

Bu duy-
i xj} (4.89)

De;n,. _ 3 I )\BT }

P Dt T Ox: - T9x P {

De tweede term in het rechterlid in (4.8d) vormt de koppeling tussen
de mechanische energiebalans en de interne energiebalans.

Deze term geeft de viskeuze vervormingsarbeid neer, die in warmte wordt
omgezet en 'verloren" is voor de mechanische energie.

In de mechanische energiebalans vormt de term de dissipatieterm.

Indien er sprake is van een turbulent stromingsveld, dan kunnen uit de
vergelijkingen (4.4.), (4.5.), (4.6.) en (4.8.) volgens de midde-
lingsprocedure van Reynolds, de vergelijkingen voor de gemiddelde
grootheden worden afgeleid. Er resulteert voor een onsamendrukbare
Newtonse vloeistof:

ou.

Continuiteit: szi =0 (4.9.)
i

Bewegingsvergelijking:

El_lj__’_ -a_‘ili_ _l ap {\) (3u1 e 3111)} ) H' }* Q
3t " Uik, T 7D ij o] K -‘“ i
(4.10)
Diffusievergelijking:
ac oc _ 9 ac 3
3t T Ui 0X . OX. {p } T 0%, {u& c'}+s (4.11.)
i i i
Mechanische energievergelijking:
) )
) szz{ug + ;}2} + 55;7{ ui(u§ )} ———{u jujuj i
‘19 .0 dus du;
-EBI{U1P+UP}+uJa {v(3+x3)}+
NI 3—})} + uj (4.123)
J 9xj oxj ox J

x)

Er is gebruik gemaakt van (4.3 ).
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Hierin zijn u;, p en ¢ de Reynolds gemiddelde grootheden, d.w.z.
gemiddeld over een tijdschaal die groot is t.o.v. die van de tur-

bulente fluctuaties, maar klein t.o.v. die van het totale stroom-
beeld.
Verder zijn u}, p' en c¢' de turbulente fluctuaties voor resp.

u;, p en c. De overstreping geeft de middeling aan.

Vergelijking(4.12a) kan gesplitst worden in een mechanische energie-
vergelijking voor gemiddelde grootheden en een mechanische energie-
vergelijking voor de turbulente fluctuatie, ook wel turbulente ener-
gievergelijking genoemd.

De mechanische energievergelijking voor gemiddelde grootheden volgt
eenvoudig uit de bewegingsvergelijking voor gemiddelde grootheden
(4.10), door de vergelijking in xj-richting te vermenigvuldigen met
de gemiddelde snelheid uj in xj-richting en daarna te sommeren over
j= 1,2,3.

Er resulteert:

du;? d 1 3 du: Ju:
oty = S e s j u;
: ot 53 { uilj } p JBXj * uJB {v ( 3x1 * BXj )}
: 3 b
+ ujQJ = u55§z{ uiuj} (4:127)
Het verschil van (4.12a) en (4.12b) levert turbulente energiever-
gelijking:
du. 2 3 — ) 1 4 —r—1 duj
1 1 1 - | = .- a— _J_
LT 28xi{ e Tl } 3xi{ o 1p * 4 Y3 b -y Y1 ox;

+ yto {v (Bﬁil Bu})} (4.12¢)
uJBxiL ox; 9%

De derde term in het rechterlid van (4.12c) kan als volgt worden

opgesplitst:

Bu Bu Su'

1 Q¢ Quy,Buiyy 2_(yu duj duiyy _ 4
ujaxi v(axi BXj)} %3 J(a Xi 0Xj )} 3x1 BXJ) (4.129)
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De eerste term in het rechterlid van (4.12c) geeft weer de secun-
daire arbeid verricht door de totale turbulente druk. De laatste
term geeft weer, de vormveranderingsarbeid door turbulente schuif-
spanningen en is de produktieterm in de turbulente energiebalans.
De tweede term geeft volgens de splitsing in ( 4.12d) weer resp.

de secundaire arbeid verricht door viskeuze schuifspanning in

de turbulente beweging en de secundaire viskeuze vormveranderings-
arbeid door de turbulentie.

Deze laatste term is de turbulente dissipatie-term in de turbulente
engergiebalans en geeft evenals de tweede term in het rechterlid
van (4.8d) weer de energie, die verloren is in de mechanische ener-
giebalans en omgezet wordt in warmte.

Wordt (4.12c) na substitutie van (4.12d) geintegreerd over een con-
trolevolume V' met vaste grenzen, dan resulteert de integrale tur-

bulente energievergelijking:

) "l Al a. ¥
j—fff B 4y = —fff 3—1 av - fffv ——}(—5—0—1—) v (4.128)
t v ) X o9x x5 ox

Vooruitlopend op de toepassing op stroombeelden bij golven kan uit
(4.12e ) worden afgeleid, dat onder de aanname van een zuiver periodieke
beweging de over de periode gemiddelde gedissipeerde turbulente ener-
gie gelijk is aan de gemiddelde waarde van de eerste term in het recht-
erlid van (4.12e). Het linkerlid is n.l. na middeling gelijk aan nul.

De momentane dissipatie is echter niet gelijk aan de eerste term.

Om de dissipatie van turbulente energie weer te geven, wordt ingevoerd,

de grootheid Pt pery gedefinieerd voor een periodieke beweging volgens:
b

p s

——r Ju:
J JI uluz 5 dv dt (4.12%)
T V' 4

t,per TV'

met T de periode
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Overeenkomstig kan in het laminaire geval de integrale dissipatie
voor een periodieke beweging beschouwd worden. Deze zal worden
aangeduidnthl’per. Dus:

V' I EPA dug é&i + gg-ir)dxldxzdx:;dt: (4.128)

TV 0xX: (Bxi BXj

Pl,per T
Voor het tweedimensionale geval kan uit (4.128) de uitdrukking
voor de dissipatie volgens Rayleigh worden afgeleid (zie =5= ) I

Er geldt:

duj ,du 2 3u2 h
73?11 (a—x.l +—L) 2(—1) * 2= 3——2) (4.120)

De laatste term in (4.12h) kan geschreven worden als:

dug dup,2_,0uj_ duy,2 du; duy .
Gxp " o) " Gxy B, * 9w Ox, (4. 121)

+

De continuiteit (vergelijking (4.9)) levert:

(Sul p Bu?)Z (aul)z & za_uLa_uz 2 (3u )2= 0

ax, 9%y Bx] 8x2 X9
: __1 2 , (Bu2y2 _ _,0u; duy j
ofwel: ( ) + (sz) 2axl 3x2 (4.129)

Invullen van (4.12i) en (4.12j) in (4.12h) levert:

1 3u7 - aul 3\17 _ aU] all? k

By, Bis
= e T

i

Onder de aanname van een over de periode gemiddelde uniformiteit in

xj-richting gaat (4.128) over in:

Bu du, _ du, Ou 1
Pl,per TL2 { é;V{C§;¥ .3;2) aiz 3x; Bx;)} dxzdt (4.12%)

met L, het integratie-interval in x9-richtin
2 2 g

De uitdrukking van Rayleigh voor de gedissipeerde energie per tijds-
eenheid en per eenheid van grondoppervlak,aangegeven met E, komt dan

overeen met:

= m
E=P) ol (4.12™)

(zie ook hoofdstuk 7).
Daar de interesse uitgaat naar de dissipatie in de grenslaag bij

golven zal in het navolgende i.p.v. de mechanische energie vergelijking

de dissipatievergelijkingen (4.12f) en (4.128) beschouwd worden.



4.7

Grenslaag benadering

Een grenslaag wordt gekarakteriseerd door tenminste &&n dimensie die
qua lengte-schaal klein is t.o.v. van de andere dimensie(s). In deze
studie wordt de grenslaag in slechts twee dimensies bestudeerd. T.a.v.

de derde dimensie wordt uniformiteit in alle van belangrijke groothe-

den verondersteld.
De beschouwde situatie is schematisch weergegeven in fig. 4.1. Hier-

in is ook de oriéntatie van het gebruikte assenstelsel aangegeven.

buitengebied

T

grenslaag

Fig. 4.1.

Indien de verhouding tussen de kleinste en grootste snelheidsschaal T
wordt genoemd, dan kunnen de vergelijkingen (4.9.) t/, 4.12.) ver-
eenvoudigd worden, door iedere term dimensieloos te maken, waarna
termen t.o.v. elkaar worden verwaarloosd als de ene term een factor

z. of hogere macht van ¢, kleiner is dan de andere term.



4.8

Deze procedure is voor het twee-dimensionale geval uitgewerkt in
appendix A, en levert bij aanname van x|-richting als hoofdstroom-

richting (zie fig. 4.1.) het stelsel vergelijkingen:
continuiteit: el 0 i = 1;2 (4.13.)

bewegingsvergelijking:

X

-richting :
1 Egl . Egl . Bul __ 1 3p . 3 e Bu]
CT 2 3x p3x, ~ 3x, "~ Bx,
- u u } + (4.14.)
x2—richting : .
_1 9 _ 9 T2
0 = 5 sz 5;; (u2 ) + Q, (4.15.)
diffusievergelijking:
_8_9 Bc oc =a ) aC s e
3c " e, V2 Bx, T Ex, i x, "2 € ¥ s et
energiedissipatie:
- dup,2 a
1,per- TV 7 f{\>(ax2) dx dx,dt (4.17%)
TV
=P ST dup b
t,per TV' é Q{ 1%2 5x X dx jdxpdt (4.17%)

Uit de bewegingsvergelijking in xz-richting ( (4.15) ) kan nog een
belangrijke eigenschap van een grenslaag worden afgeleid. Namelijk

integratie van (4.15) naar X, geeft:

p/p = - uéz + Qoxy + k(x) (4.18)
waarin:

k(x;) de integratie constante .
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4.9

Differentiéren van (4.18.) naar X, geeft:

138 __ 3 (2, dk
p 9x ox (u2 )+ dx

1 1 1

Bij invullen in de bewegingsvergelijking in xl—richting (4.14.) kan
de eerste term in het rechter 1lid van (4.19.) volgens de procedure
in appendix A t.o.v. de derde term in het rechter 1id van (4.14.)

worden verwaarloosd. Dus komt é%i overeen met de drukgradient in
(4.14.) ofwel (4.19.) wordt: :

Daar k geen functie meer is van X, volgt dat de drukgradieént naar X,

constant is over de hoogte van de grenslaag en gelijk is aan die in

het buiten gebied:

P
dxI

Resulterende vergelijkingen

Het stelsel vergelijkingen, genoemd in par. 4.2. kan verder worden

gereduceerd m.b.v. de volgende aannamen:

1. Als uitwendige kracht wordt alleen de zwaartekracht beschouwd
(dus geen coriolis-krachten en getij-krachten);
2. Het stromingsveld is momentaan uniform in de hoofdstroomricga

ting, de X ~richting (zie fig. 4.1.); d.w.z. de gradiénten T
en ggi zijn gelijk aan nul; l

3. Verwaarlozen van viskeuze schuifspanningen en moleculaire dif-

fusie.

ad 1. De uitwendige versnellingsvector wordt ! = (0, -g, 0) met de

keuze van het assenstelsel als in fig. 4.1.

ad 2. Volgens de continuiteitsvergelijking (4.13.) komt de aanname:

du du
1 2

= =0 overeen met: —=— = 0.

ox ox

1 2

Voor u, volgt dan na integratie met als randvoorwaarde op de

wand: u, (xl, 0) =0

(4.19.)

(4.20.)



dat overal u, gelijk aan nul is. au]

Omgekeerd geldt hetzelfde, zodat de aannamen T = 0 en u, = 0
identiek zijn. I
In de vergelijkingen (4.14.) t/m (4.17.) vallen dan alle convec-

tieve termen weg.
Van de vergelijkingen (4.13.) t/m (4.17.) blijft dan over:

Bewegingsvergelijking:

x,-richting : == = % =2 - 33_ @D (4.21.)
1 2
. : 1 3 3 2
x2—r1cht1ng : 0 = - 5-5£L =5 (') - g (4.22.)
2 2 2
Diffusievergelijking:
9c _ _ 9 o~y
3t = axz (uz c ) + s (4.23.)
Energiedissipatie:
du
= e Tar 221 «24.
Pt,per A 4 é' uju2 %7 dxpdt (4.24.)

In deze studie staat centraal het snelheidsveld, en niet het tur-
bulente drukveld, zodat vergelijking (4.22.) in het navolgende

buiten beschouwing gelaten zal worden.

De turbulente grootheden ui “é en ué c¢' kunnen worden gedefinieerd

als resp.:

- turbulente schuifspanning s T =-pu u (%:285.)

- turbulente materiestroomdichtheid: d =+ ué c' (4.26.)

(voor de oriéntatie van T en & wordt verwezen naar fig. 4.1.).

De grootheden T en & worden bepaald door het snelheidsveld. De hier-
voor benodigde extra relaties - sluitingsrelaties genoemd - zullen
in hoofdstuk 5 beschreven worden.

Zoals uit de inleiding blijkt gaat de interesse alleen uit naar de
concentratie van zand als de aan een vloeistofelementje toegevoegde
eigenschap, zodat de diffusievergelijking betrekking heeft op vaste
deeltjes van dusdanige afmetingen, dat moleculaire krachten te ver—
waarlozen zijn t.o.v. de zwaartekracht. Dan kan voor de bezinkterm

geschreven worden:



)
s = — {we}
sz

met w de valsnelheid van het korrelmateriaal, positief gedefinieerd
in negatieve xz—richting (zie fig. 4.1.)
In het algemeen is w een functie van de korreldiameter, dichtheid

en concentratie.

De vergelijkingen waarmee in de volgende hoofdstukken gewerkt zal

worden zijn dan:

Bewegingsvergelijking:

dp
du _ 1 o 1 9t
—a-E' =5 B X] R E 72- (4.27.)
Diffusievergelijking:
dc _ 9.
—at - ————{axz - (I) + wc} (4.28.)
Energiedissipatie:
x)
1 du
oot f ==
By o™ 4 N T g dpdt (4.29.)

Voor nadere informatie omtrent de in dit hoofdstuk gepresenteerde

afleidingen en vergelijkingen wordt verwezen naar Hinze =6= .

o Vergelijking (4.29) is ook geldig voor het laminaire geval, zijhet

dat voor T ingevuld moet worden 012 met 012 volgens (4.3)
_ ., ou]
(0] =V
]2 BXZ

Er resulteert dan (4.172).
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Sluitingsrelatie bij turbulent oscillerende stromen

Algemeen

Om de turbulente schuifspanningen te koppelen aan de gemiddelde groot-
heden betreffende het snelheidsveld zijn de afgelopen tientallen jaren
diverse modellen ontwikkeld. Deze modellen geven extra vergelijkingen
naast de continuiteits- en bewegingsvergelijking zodat het totaal aan-
tal van onbekende grootheden theoretisch op de rand- en beginvoorwaar-
den na kunnen worden bepaald.

Het meest eenvoudige model is dat van Prandtl (1925) (zie = 1%), dat
overeenkomstig de kinematische viscositeit, een turbulente viscositeit
- een scalaire grootheid - introduceert. Daardoor wordt slechts &én al-
gebraische vergelijking aan het stelsel toegevoegd. Het andere uiter-
ste is het model van Kolavandin (1969) (zie =16=), dat minimaal 20 ex-
tra differentiaal vergelijkingen aan het stelsel toevoegt. De fysische
betekenis is daarbij sterk vervaagd.

Vrijwel alle modellen worden toegepast met de aanname van een statio-
nair (of quasistationaire) stromingsveld met volledig ontwikkelde tur-—
bulentie.

Bij oscillerende waterbeweging zal in het algemeen de turbulentie zich
niet volledig kunnen ontwikkelen, doordat de tijdsafhankelijke turbu-
lente schuifspanningen eveneens tijdsafhankelijke macro-bewegingen
(grotere wervels in orde van grootte van de grenslaagdikte) veroor-
zaken, waarvan de kinetische energie niet gelijktijdig gedissipeerd
kan worden door kleinere wervels. Namelijk de dissipatie van de kine-
tische energie van de grotere wervels vindt plaats door het uiteenval-
len van de grotere wervels in kleinere wervels, waarvan de kinetische
energie tenslotte door visceuze spanningen wordt omgezet in warmte.
Het opsplitsen in kleinere wervels is een gevolg van een niet-lineair
mechanisme en maakt dat turbulentie een sterk dempend niet-lineair
systeem is (zie Tennekes en Lumley =25=)*). Doordat aldus de produk-
tie van turbulentie (de macro bewegingen) en de dissipatie van turbu-
lentie momentaan niet in evenwicht zijn, kan de turbulentie zich niet

volledig ontwikkelen.

b 9 s e . .
)Hlermee hangt samen een bijzondere eigenschap van turbulentie, name-

lijk dat bijna alle energie geassocieerd is met de macro-turbulente
‘bewegingen (grotere wervels), terwijl de meeste vorticiteit geasso-

cieerd is met de micro-turbulente bewegingen (kleinste wervels).
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Naarmate de periode van de oscillerende beweging groter wordt kan de
turbulentie zich meer en meer ontwikkelen.

De turbulente grenslaag bij golven en stroom is niet meer als statio-
nair of quasi stationair te beschouwen, en ook niet als volledig tur-
bulent ontwikkeld.

Om toch een dergelijke grenslaag te beschrijven, zal nagegaan moeten
worden in hoeverre bestaande turbulentie-modellen zouden kunnen wor-
den toegepast. Daartoe zullen in de volgende paragrafen een tweetal
modellen beschouwd worden, te weten het bekende mengweglengte model
van Prandtl en het zgn. k-e-model. Bij beide wordt uitgegaan van de
tweedimensionale grenslaag met hoofdstroomrichting de x]—richting,

zoals in fig. 4.1. schematisch is aangegeven.

Bestaande turbulentiemodellen

De tot nu toe meest gebruikte relatie tussen de schuifspanning T en
het snelheidsveld is analoog aan de relatie tussen de viskeuze

o u
schuifspanning en de snelheidsgradiént %;l s
z

Bul
T=P Vt ox
z

waarin ¥, - turbulente viscositeit.

Het turbulent viscositeits concept, afkomstig van Boussinesq, kan in

algemene vorm geschreven worden als:

o oy
= Vil o
(9, 3 bty Rughs =R, (= 3%, )

Dit concept kan worden uitgebreid door voor V. geen scalaire grootheid
te nemen, maar b.v. een 2 of 4% orde tensor. In praktische gevallen
reduceren deze weer tot een scalaire grootheid (zie Hinze =7=).

In (S.Ib) schuilt nog een probleem. Als namelijk i = j moet i.v.m. de
continuiteit voor een onsamendrukbaar medium v oneindig groot worden.

t

Om dit te ondervangen kan apart een turbulente druk p ingevoerd

turb

worden. Er volgt dan voor - p uiug:

& Bui Efi %)
+P vt (§§; * Bxi)

- AT T -
a4 Beash * 913

x) Vergelijk 05 volgens (4.3)

(5.1%)

(5.1b)

(5.1
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waarin 61j een tweede orde tensor (Kronecker delta) met de eigen-

1 als 1 = j
0 als 1 # j

schappen: GiJ

6. s
1]

1 2

€ Prurp - 3 P |

Verder is dan V* gelijk aan V_ alleen heeft deze nu geen betekenis als

t t

i=j.
De analogie tussen turbulente viscositeit en de kinematische viscosi-
teit gaat nog verder. Volgens de kinetische gastheorie geldt voor de

kinematische viscositeit:

1
Vo3 lVw . Vmol (5.2.)
Hierin is 1,, de gemiddelde vrije weglengte van de moleculen
en Vmol de gemiddelde snelheid van de moleculen (voor
ideaal gas geldt Vm01 = V"3 k T/m, waarin k de constan-
te van Boltzman, T temperatuur is (graden Kelvin, en m
de massa van &é&n gasmolecuul).
In de praktijk wordt de vrije weglengte berekend uit de gemeten vis-
cositeit.
Prandtl veronderstelt in =20= een analoog verband voor de turbulente
viscositeit Vt.x)
e =1 W (5:3:)
waarin 1m = mengweglengte

Vt karakteristieke snelheid van de turbulente bewegingen.
Vrijwel alle mathematische turbulentie modellen, die gebruik maken van
een scalaire turbulente viscositeit bevatten deze analogie, zij het
dat de mengweglengte 1m’ vervangen wordt door een meer algemene leng-
teschaal 1 van de turbulente bewegingen.

De modellen verschillen van elkaar door verschil in definitie en bere-

kening van 1 en Vt' In de paragrafen 5.3. en 5.4. zullen resp. het meng-

x)Opm.: Een groot verschil tussen de kinematische en de turbulente vis-—

cositeit is, dat de eerste een eigenschap is van de vloeistof of

gas, terwijl de tweede een eigenschap is van het stromingsveld.
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weglengtemodel van Prandtl en het zgn. k-e-model behandeld worden.
Naast het turbulent viscositeitsconcept voor de turbulente schuif-
spanning kunnen nog twee andere modellen onderscheiden worden (voor

twee-dimensionale stroming met &&n hoofdstroomrichting):

T Vv pk (5 b )
en

%% = produktie + diffusie + herverdeling + dissipatie €5..5:)
Het eerste model (5.4.) is gebruikt door Bradshaw (zie =17=) en geeft
aan dat de turbulente schuifspanning evenredig is met de gemiddelde

turbulente kinetische energie k gedefinieerd als

k -;— (ui2 + u52+ u 2

1
3 ) (5:64)
waarin ui de snelheidsfluctuatie in xi—richting.

(De overstreping duidt de middeling aan).

In dit model wordt a.h.w. dezelfde generalisatie toegepast als in
(S.Ib) bij het turbulent viscositeitsconcept. Daarin wordt de gehe-
le turbulente spanningstensor gerelateerd aan het stromingsveld via
de turbulente viscositeit. Doch het blijkt nodig een deel te schrij-
ven als een turbulente druk welke vergeleken kan worden met (5.6.).

Er geldt:

2
Peurb = 3 Pk

Het model (5.4.) kan dan beschouwd worden als het andere uiterste
van (5.1°), waarbij niet een deel van de turbulente spanningstensor
aan de turbulente druk wordt gekoppeld, maar de gehele tensor.

Voor gemiddelde turbulente kinetische energie k kan een transport-
vergelijking worden afgeleid uit de algemene Navier Stokes verge-
lijkingen (vergelijking (4.2.)), door de bewegingsvergelijking in
xi—richting te vermenigvuldigen met ui en daarna Reynolds te mid-
delen.

De transport vergelijking van k volgt dan uit sommatie over de

1
]’
vergelijking extra toe, waarin nog de onbekende 1, een lengtemaat

X xé en xé—richting. Het model voegt slechts één differentiaal-

voor de turbulente bewegingen, algebraisch bepaald moet worden.
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5+5

Het model is helaas niet bruikbaar in de buurt van een wand.
Bovendien mogen geen maxima in de snelheidsverdeling optreden (zie
=16=).

Het tweede model geeft een transportvergelijking voor de schuifspannning.

Voor een twee-dimensionale grenslaag volgt deze uit de Navier-Stokes

vergelijkingen op dezelfde wijze als hierboven beschreven voor k, al-

leen nu moet de bewegingsvergelijking in xl—richting met u, en de x,

richting met u, vermenigvuldigd worden. De meebewegende afgeleide van

T is dan gelijk aan de som van een produktie-, diffusie-, herverde-

ling- en een dissipatieterm.

Voor hoge Reynoldsgetallen in de grenslaag kan de laatste term wor-

den verwaarloosd. Dit model is o.a. toegepast door Rotta, Hanjalic,

Chou (zie =16=). Het minimaal aantal extra differentiaalvergelijkingen

is daarbij 3, zodat dit model voor oscillerende stromen voorlopig

niet kan worden aanbevolen. Bovendien is het erg moeilijk de termen in

de transportvergelijking fysisch verklaarbaar te beschrijven.

Mengweglengte model van Prandtl

Het eerste deel van de hypothese van Prandtl is reeds in paragraaf
5.2. gegeven met de vergelijkingen (5.1.) en (5.3.), ofwel samen ge-
voegd:

t/p -
=V =1
Bu]/sz t m t

Het tweede deel van de hypothese betreft Ve Uitgaande van de veron-—
derstelling, dat de snelheidsfluctuaties in X, en x,-richting van de
orde van grootte zijn van een karakteristieke lengtemaat van de tur-
bulente beweging vermenigvuldigd met de gemiddelde snelheidsgradiént

3u1/3x2 definieert Prandtl:

Ve S L. |8u1/3x

¢ 2|

Vergelijking (5.7.) en (5.8.) geven samen het Prandtl mengweglengte

model:

= 2 e 51
t/p = by lax

{(5.7.)

L5.8.)

(5.9.)
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De keuze voor 1 blijft in principe open.

Prandtl veronderstelt dat lm evenredig is met de locale afmetingen

van het turbulentie gebied. Zo kiest hij 1m bij wandturbulentie,
evenredig met de afstand tot de wand.

Een theoretische afleiding van lm wordt gegeven door von Karman (=10=)
op basis van gelijkvormigheid in het stromingsbeeld. Deze gelijkvormig-
heidshypothese levert dezelfde turbulente viscositeit op als Prandtl

definieert:

2
Ve = 1= |du,/9x,|

maar levert bovendien:

du, /9x
1 A l 1 2

m azu]/ax§

met als evenredigheidsconstante de constante van von Karman: K.

Uit (5.11.) blijkt onmiddelijk dat de gelijkvormigheidshypothese
alleen toegepast kan worden als er geen buigpunten in het snelheids-
profiel zijn. Deze buigpunten zijn b.v. aanwezig in een zogstroming,
maar ook in een oscillerende grenslaagstroming.

Bovendien blijkt de methode van Von Karman alleen dicht bij een wand
redelijke resultaten te geven vergeleken met metingen (zie =16=).
Toepassen van een logarithmisch snelheidsprofiel in de grenslaag op

(5.11.) levert:

Deze keuze voor 1m wordt bij wand-grenslaagberekeningen veelvuldig ge-

daan. De keuze (5.12.) toegepast op het Prandtl-model (5.9.) betekent

bij een logarithmisch snelheids-profiel in de grenslaag bij een wand,

dat de schuifspanning constant is in xz—richting.

Dit is meestal niet het geval (b.v. uniforme stroom in een kanaal),

zodat volgens het Prandtl-model een andere keuze van 1m nodig is.

Het Prandtl-model (5.9.) is in principe bedoeld voor stationair, vol-

ledig ontwikkelde turbulente grenslagen, en zou daarvoor dus ook ge-

bruikt kunnen worden, doch er zijn twee essentiéle nadelen:

1%: Volgens de 2° hypothese van Prandtl (5.8.) wordt de karakteristie-
ke turbulente snelheid V. gelijk aan nul als 8u1/8x2 gelijk aan

nul wordt, (1m wordt eindig verondersteld)

(5.10:)

(5l 1)

(5.12.)



2%: De definitie van Vt volgens de 2% hypothese van Prandtl geeft al-
leen een relatie met het locale snelheidsveld en de locale afme-

tingen van het turbulentiegebied.

ad 1. De invloed hiervan op een aldus berekend snelheidsprofiel is niet
zo groot, omdat de schuifspanningen, waarvan de gradiénten naar
X, in de bewegingsvergelijking (b.v. (4.27.)) tenslotte de ver-
snellingen kunnen veroorzaken, door de eerste hypothese (5.7.)
al gelijk aan nul zijn als aullax2 gelijk aan nul is. Dit is ge-
tracht in fig. 5.1. duidelijk te maken.
De invloed op de turbulente transporten van warmte en materie
in xz—richting is wel erg groot. Deze worden namelijk eveneens be-
paald door Vt en worden dus gelijk aan nul als Bul/Bx2 gelijk aan
nul wordt. Dit stemt niet overeen met gemeten transporten, zodat
eigenlijk sprake zou moeten zijn van een soort brug (fig. 5.1.).
Het genoemde nadeel zal bij oscillerende grenslaagstromingen met

name van belang zijn voor de concentratieverdeling van b.v. zand.

T volgens
Prandtl-model

mogelijk wer- ———————//>
kelijk ver-
loop T -
Ul’ Vt en T
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ad 2. Het nadeel van het uitsluiten van niet-locale invloeden op het
verband tussen de turbulente schuifspanning en het snelheids-
veld kan duidelijk gemaakt worden aan de hand van een statio-
naire stroom over een drempel (zie fig. 5.2.)s
Daar waar de hoofdstroom de wand weer gaat volgen zijn de snel-
heidsgradiéenten 3u1/8x2 klein. Dit volgt eenvoudig door de hori-
zontale snelheden langs een lijn A-B (zie fig. 5.2.) te be-
schouwen. In A zijn de horizontale snelheden bij de wand nega-
tief, en in B positief, zodat in het omcirkelde gebied de ho-
rizontale snelheden in de buurt van de wand klein zijn.
Omdat op de wand de snelheden gelijk zijn aan nul zal in de
buurt van de wand de snelheidsgradiént over het traject A-B
ook van teken wisselen. Het omcirkelde gebied is dan ook een
gebied met kleine snelheidsgradiénten.
Metingen van turbulente transporten van warmte etc. wijzen op
aanwezigheid van een eindige afmeting van de turbulente bewe-
gingen (wervels) en turbulente kinetische energie.
Deze kunnen alleen afkomstig zijn van de hoek van de drempel
bij punt C. Er is dus sprake van transport van turbulente groot-
heden, zoals de afmetingen van de turbulente bewegingen en tur-
bulente kinetische energie, langs een stroomlijn. Bij de be-
schrijving van de relatie tussen turbulente schuifspanningen
en het snelheidsveld zal in stroomgebieden zoals in fig. 5.2.
rekening gehouden moeten worden met de genoemde transporten.
Dit is het geval bij het in de volgende paragraaf behandelde
k-e-model.
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5.4.
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Fig. 5.2

Voor toepassing van het Prandtl-model (5.9.) op oscillerende grens-
laagstromingen is met name het tweede nadeel van invloed. Dit hangt

samen met de in paragraaf 5.1. genoemde faseverschuiving tussen pro-
duktie en dissipatie van turbulentie. Desondanks zal in hoofdstuk 6,
gezien de eenvoud, het Prandtl-model worden toegepast op een oscille-
rende grenslaag. Naast analytische beschouwingen zullen de resultaten
worden vergeleken met een numerieke berekening en met metingen in deel II
Om de afwijkingen t.o.v. de metingen in een vervolg-studie nader te
onderzoeken, wordt in de volgende paragraaf een turbulent model be-

handeld dat de nadelen van het Prandtl-model kan ondervangen.

Het Kk-e-model

Om de nadelen van het mengweglengte-model te ondervangen veronder-
stelden Prandtl en Kolmogorov (zie Lawmnder en Spalding =16=) voor

de karakteristieke turbulente snelheid:

Vt N k1/2 (5:133)

met k de gemiddelde turbulente kinetische energie gedefinieerd vol-

gens:



=1 , 42 12
k = > (u]

) (5.14.)
Voor de zgn. twee vergelijkingen modellen waartoe het k-e-model

behoort, wordt uitgegaan van (5.13.) samen met de 1€ hypothese van

Prandtl (5.7.):

1.C (5.15.)

met CD een nader te bepalen constante.

Vergelijking (5.15.) wordt wel de Prandt1-Kolmogorov vergelijking
voor V. genoemd. In de relatie tussen de turbulente schuifspanning
en het snelheidsveld zijn k en 1 nog twee onbekenden. Om de onvol-
komenheden van het mengweglengte-model te ondervangen moeten twee
extra transportvergelijkingen gevonden worden, welke k en 1 bepalen.
De naam 'twee vergelijkingen-model' duidt dit reeds aan. In het al-
gemeen wordt een transportvergelijking voor k (zoals reeds in para-

graaf 5.2. genoemd) en voor een nader te definiéren variabele z bepaald:

z = k" 1" (5.16.)
De machten m en n hangen af van het te kiezen twee vergelijkingen-—
model.
De variabelen k en z volgen beide uit de Navier-Stoker vergelijkingen
(4.5.) door hiermee zodanig te manipuleren dat in het linkerlid resp.
%% en‘%% verschijnt na Reynoldse middeling.
Het rechterlid zal een diffusie, produktie en dissipatieterm bevat-
ten. Gebruik makend van het turbulente viscositeitsconcept en dissi-
patie die bij grote Reynoldsgetallen bepaald worden door het niet-
lineaire mechanisme,dat grote wervels doet vervallen tot kleinere (zo~
als in paragraaf 5.1. reeds genoemd) volgt er voor %% en %% , (zie
=16=):
.11(.=_3_{.\)_ﬂ}+k(vt(3ﬁ)2 c k) (5.17.)
Dt 8x2 ok X, k axz D Ve
Vv Vv, du
Dz _ 3 t 0z t =2 k
Dt sz {6; sz} il (Cl & (BXZI C2 5:) * Sz (5.18.)

waarin: Ok effectieve Prandtl nummer voor de diffusie van turbu-

lente energie

Q
]

idem voor z

@]
]

constante voor de mate van dissipatie
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C2 idem voor z

C] constante voor de produktie m.b.t. z

secundaire invloeden die z langs een stroomlijn kunnen

doen veranderen.

Voor stationaire grenslaag stromen bij hoge Reynoldsgetallen vinden
Launder en Spalding (=16=) na een optimalisatie van de constanten voor
diverse grenslaagstromen dat het zgn. k-€-model, het minst aantal ter-
men bevattend, het beste kan worden toegepast. Hierin is € gedefini-

eerd als de dissipatiegraad van turbulente mechanische energie:

s & 2 4~ (5.19.)
Deze definitie is consistent met de dissipatie welke volgt uit dimen-
sie analyse bij homogene isotrope turbulentie.
De keuze van m en n in (5.16.) zijn dus resp. % en —-1.
Voor de constanten ck, Ocs CD’ Cl,Czen Sewordt gevonden:
O = 1.0
o = 1.3
Gy = 0409 ! (5.20.)
C, = 1.45
Sc =0 )
M.b.v. de vergelijkingen (5.15.) en (5.,19.) kunnen de vergelijkingen
(5.17.) en (5.18.) geschreven worden als:
PE__E_{\)': L4 (_afi)Z_e ' (5.21.)
Dt sz Oy 8x2 t sz
V du -
De d t O€ € 1,2 €
Dt~ 3%, o G Vew G T C/C) % (tiend
2 g T2 2
De schuifspanning wordt berekend met:
du 2 Qu
. 1 k 1
T/p = Ve e CD " S (5.23.)
2 2



Een toepassing van een dergelijk model bij lange getijgolven in een
estuarium is door Smith en Takhar =23= uitgevoerd. Zij komen tot

de conclusie dat vergelijking (5.17.) alleen met 1 volgens een beken-
de functie van X,, — een zgn. &&n vergelijking-model -, reeds goede
resultaten oplevert.

Verder wordt geconcludeerd dat de invloed van de constanten 0, en CD
slechts marginaal zijn, doch een uitspraak hoe de constanten het bes-
te kunnen worden gekozen wordt niet gedaan. Voor de constante Cl‘ C,y
en Oe worden de waarden aangenomen, zoals in (5.20.), doch over mo-
gelijke invloeden op de oplossing wordt niet gesproken. Voor invoeren
van de randvoorwaarden bij de bodem is gebruik gemaakt van wandwet-
ten, zoals bij een stationaire stroming.

De toepassing van het k-e-model volgens vergelijking (5.21.) en (5.22.)
voor de grenslaag onder golven is echter geheel onbekend. Een nadere
studie zou moeten uitwijzen hoe het k-e-model en met welke randvoor-
waarden zonder gebruik van wandwetten zinvol kan worden toegepast.
Daarbij is het dan de vraag of de constanten voor de oscillerende
grenslaag onder golven eenduidig kunnen worden vastgelegd, zodat er

een sprake zal zijn van 'curve fitting'.
g P J g



Toepassen van het Mengweglengte-model

Beschrijving van het model van Bakker

Inleiding

Overeenkomstig de modellen genoemd in hoofdstuk 3 maakt Bakker in =2=
en =3= gebruik van het turbulente viscositeitsconcept. Doch in plaats
van de turbulente viscositeit te kiezen als een arbitraire tijdonaf-
hankelijke functie van de afstand tot aan de bodem, voert Bakker een
meer algemeen turbulentiemodel in, namelijk het mengweglengte-model
van Prandtl. Alhoewel aan het gebruik van dit model enige nadelen zijn
verbonden - zie vorige hoofdstuk - maakt het model 'eenvoudig' een
meer algemene berekening van de grenslaag onder golyen en stroom mo-
gelijk. Met het laatste wordt bedoeld dat niet a-priori van bepaalde
wandwetten wordt uitgegaan (verbanden tussen bodemschuifspanning en
snelheid op grote hoogte boven de bodem, waarin nog nader te bepalen
wrijvingscoeéfficiénten voorkomen),maar dat juist door uit te gaan
van een locale relatie tussen schuifspanning en het snelheidsveld*),
eventuele wandwetten kunnen worden vastgelegd.

Voor een analytische aanpak blijkt het nodig vereenvoudigingen aan
te brengen, maar nu door linealiseren van het verkregen stelsel ver-
gelijkingen bij toepassen van het mengweglengte-model.

De oplossingsmethode van Bakker beperkt zich tot de situatie, waarin
stroomrichting en golfvoortplantingsrichting gelijk zijn, en waarin
een horizontale bodem en een volledig turbulente grenslaag aanwezig

zijn. De bewegingsvergelijking in de grenslaag wordt m.b.v. de grens-

laagbenadering:
du _ _1ldpg, 131
ot p dx p 9z

(zie vergelijking (4.27.).

Hierin zijn de plaatscoordinaten X, en X, in (4.27.) vervangen door

resp. Xx en z en uj door u .

*)Bij toepassen van het mengweglengte-model.



6.2

Deze notatie wordt door Bakker gebruikt. Bakker komt in =2= tot de
vergelijking (6.1.) door uit te gaan van een balans-vergelijking voor
wervelsterkte, welke uit de algemene Navier-Stokes vergelijkingen kan

worden afgeleid (zie (4.5.)).

De randvoorwaarden zijn:

—

(6.2.)

z =2z tu=0 ; T= Ty (b)

Hierin is: U = de horizontale snelheid op z = Z ox
(b.v. volgend uit potentiaaltheorie)

T, = bodemschuifspanning

z = hoogte, waarover sprake is van grenslaag ont-
wikkeling

z = hoogte, waarop bij een ruwe bodem en turbulente
grenslaag de snelheid gelijk aan nul wordt geno-

men
Bakker neemt voor z :
z, = /33
met r de Nikuradse ruwheid.

Uit (6.2.) volgt, dat aangenomen wordt, dat buiten de grenslaag de
waterbeweging t.g.v. golven wervelvrij is, maar dat er wel een over
de periode gemiddelde wervelsterkte kan bestaan, namelijk die wer-

velsterkte die samenhangt met een resulterende stroom.

De extra relatie m.b.v. mengweglengtehypothese (zie (5.9.)) met de

mengweglengte nabij een wand volgens Prandtl:
1= Kz (6.3.)

wordt:

* 2% |38 Bu (6.4.)



6.3

Voor de eenvoud voert Bakker de schuifspanningssnelheid p in, gede-
finieerd volgens:

_ du
P = Kz -gz (6.5-)

Vergelijking (6.4.) kan dus geschreven worden als:

T=pp |p] (6.6.)
In het buitengebied is %% = 0, ofwel de schuifspanning T is gelijk
aan de over de golfperiode gemiddelde schuifspanning T. Volgens (6.4.)
volgt er dan voor de snelheidsgradieént g%, dat deze gelijk is aan de
over de golfperiode gemiddelde snelheidsgradiént %%. Vergelijking (6.4.)
levert dan enkel een logarithmisch snelheidsprofiel in het buitengebied

op als aangenomen wordt dat:

L =0 (6.7.)
Uit (6.1.) volgt, dat de over de golfperiode gemiddelde drukgradiént
in de grenslaag en daarbuiten, %%? » gelijk is aan %% v« Uit (6:7:)
volgt dan, dat beide gradiénten gelijk zijn aan nul, ofwel er is geen
aandrijvende drukgradiént voor de resulterende stroom. In principe
wordt het onderste deel van het werkelijke gemiddelde schuifspannings-
verloop over de hoogte (zie fig. 6.1.) benaderd met een constante waar-
de. Verder bepaalt volgens (6.1.) de gemiddelde drukgradient in het

buitengebied het gemiddeld schuifspanningsverloop.

Invoeren van de randvoorwaarde (6.2.) in (6.1.) en de aanname (6.7.).

levert de differentiaalvergelijking:

9(u-U) _ 1 3T
S (6.8.)

Door invoeren van de zogenaamde defect-snelheid uy gedefinieerd vol-

gens:
Ud =u-10 (6.9-)

volgt voor het stelsel vergelijkingen dat moet worden opgelost:
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du
d 1 9T
5 R (a)
T =pp |p| (b) (6.10.)
ou
d
P =K z =— (c)

met de randvoorwaarden:

(6.11)

Bij gegeven U als functie van de tijd volgt er uit (6.10.) en (6.11.)

eenduidig een oplossing.

‘Z

I’/ :

aanname bij
gekozen 1,

Fig. 6.1.

Het stelsel (6.10.) is niet lineair. Voor een analytische berekening
zal (6.10.) gelineariseerd moeten worden.

Bakker beschouwt in (=2=) alleen de eerste harmonische component van
de golfbeweging, zodat voor de randvoorwaarde op z = z ingevoerd

max
kan worden:

U=T+0, cos (wt - y)) (6.12.)
. 2m ;
waarin: w = 4, T = periode
wl = fase U t.o.v. willekeurig gekozen nul-tijdstip

| = amplitude eerste harmonische

cl o

gemiddelde snelheid (nulde harmonische)
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Voor het berekenen van de tijdsafhankelijke snelheden wordt uitge-

gaan van de gelineariseerde oplossing van (6.10.) voor het geval

dat U = 0, ofwel bij golven zonder resulterende stroom.

De gemiddelde snelheden volgen uit (6.10b) en (6.10C).

Daarbij wordt wel rekening gehouden met de invloed van de golfbe-

weging op de gemiddelde snelheden, en omgekeerd.

Oplossing bij golven zonder resulterende stroom

):

Het stelsel (6.10.) wordt als volgt gelineariseerdx

ou )
d 19
= = 55—2 (6.13%)
T/p = 51 . p (6.13b) :
/8 %u g c
p = E;EK z 5~ (6.137)
)

met ﬁl = de amplitude van de eerste harmonische van p.

Voor het oplossen van (6.13.) voert Bakker de variabele q in,

gedefinieerd volgens:

met ﬁb de waarde van ﬁ] op z = 0.
1

Verder wordt aangenomen dat voor 51 geschreven kan worden:

-27rz/>\p
P|=f)b e

met Ap een nog nader te bepalen lengtemaat.

%)

afhankelijk is van de tijd (zie paragraaf 6.2.).

De linearisatie houdt in, dat de turbulente viscositeit V, weer on-

(6.13)

(6.14.)

(6.15,)
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Differentiéren van (6.133) naar z en (6.13c) naar t geeft na invullen

van (6.14.) en (6.15.) de diffusie-achtige differentiaalvergelijking

in q:
9q azg
3t K, 2 (6.16.)
0z
=2mz/\
/8 &
met Kz =Var Kz Py e P (6.17.)

1

Voor het oplossen van (6.16.) neemt Bakker voor K een gemiddelde

waarde over de hoogte welke volgt uit:

= 1
Kz = >\_P_ FKZ dz (6.18.)
0
Uitwerken van (6.18.) met K, volgens (6.17.) levert:
KA_ D
- / P b]
Kz = é% 2 (6.19.)
4 m
In paragraaf 6.3. wordt een oplossing van (6.16.) beschreven, waar-
bij voor Kz een functie van z wordt gekozen welke (6.17.) z6 nauw-
keurig mogelijk benaderd.
De randvoorwaarden (6.11.) worden voor oplossen van (6.16.) nog ge-
wijzigd in:
z > © s q=0 (a)
z=0 s . =gy = ab cos wt ) (b ) (6.20.)

z 1
(index b refereert weer naar bodemrandvoorwaarde).

De randvoorwaarde (6.20%) houdt in dat z = z .x Diet als een strakke
grens gezien kan worden voor de tijdsafhankelijke snelheden. Er is
duidelijk sprake van een demping bij toenemende z van de invloed van
de golfbeweging op zowel de tijdsafhankelijke schuifspanningen als ge-
middelde schuifspanningen. Dit wordt weergegeven door de randvoorwaar-—

de (6.11a) te vertalen als (6.203).

*)Deze randvoorwaarde legt dus het nultijdstip vast.
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De oplossing van (6.16.) wordt dan:

R =2Tz /A
q=q, e cos (wt - 27rz/>\q) (6.21.)
8m Rz
met Aq = m (6.22.)
Substitutie van (6.14.) en (6.15.) in (6.21.) levert:
1
== A «23.
Aq 7 A (6.23.)
De oplossing van p is dan met (6.14.):
-2Tz/A
P = ﬁb e P cos (wt - 4mz/A ) (6.24.)
1 P
g2 Rz
met Ap =2 e (6425,
Met w = 2T/T en Rz volgens (6.19.) kan voor Xp geschreven worden:
_ 4 /8 2
Ap T Y3 K pb] B (6.26.)
De oplossing voor uy volgt uit integratie van (6.13%) naar z met
p volgens (6.24.). Daarbij kan gebruik gemaakt worden van de rand-
voorwaarden:
Z > ® uy = 0 (a)
a3 " ¥ (6.27.)
z=2z  uy=-U (b)
met z, = /33
en U = ﬁl cos (wt - w]) (zie vgl. (6.12.)).

Er volgt voor uy (z):

uy (z) ﬁd (z) cos (wt - ¢] (z))

1

ﬁb _ 2WE o
_r /%n. E’gle X eos Gt —pré) dE (6.28.)
z




6.8

Overgaan op complexe notatie levert:

~

Pp
Gy @ =/t e (52 (s 20y (a)
1 P (6.29.)
¢, (r) = -arg [E{ Zsz (1 + 2i)}] + (b)
P

waarin E (x) de exponentiéle integraal voorstelt gedefinieerd vol-
gens:

E, (x) = rée-g dE (6.30.)

X

De onbekende ﬁb] in (6.29.) volgt uit de randvoorwaarde (6.27b):

-~

Py 2 Tz
- A = 3 1 o s
U, = ud] (z) = /—8— -t ]E]{ Ap (1 + 2i)}| (6.31.)

Verder is het nultijdstip vastgelegd door de keuze van de randvoor—
waarde voor q volgens (6.20b).
De fase-verschuiving tussen qq, volgens (6.20b) en U, aangegeven met wl’

volgt dan uit:

2T z
Wy =4 (28) r T=arg [B [ == 1 + 28))] (6.32.)
P
2m z,
Voor kleine waarden van o d.w.z.
P
2 ﬂzo
Y << ]
P

kunnen (6.31.) en (6.32.) benaderd worden met (zie appendix B):

P
b 2T z
. w2 g (7T T . 2 (6.33.)
1 8 «k Ap
4 z,
arctg 2 - 3
¥, = arctg { ZTIT’z } (6.34.)
-1n (V5 e’ X o)
P

met Y de constante van Euler: y = 0.57721 566 .....
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De oplossing van ﬁb uit (6.31.) wordt nog bemoeilijkt door de af-

1 A
hankelijkheid van Ap van py volgens (6.26.).
1

Door ﬁl’ dimensieloos gemaakt met ﬁb » en z_, dimensieloos gemaakt met
K-ﬁbo T, tegen elkaar uit te zetten, is een eenvoudige grafische bepa-
ling]van ﬁb mogelijk.

1

g e . 5 = g
Laat U] en zz de dimensieloos gemaakte variabelen U en z, zijn, dan

wordt (6.31.) m.b.v. (6.26.):

ok /3wl 2 /31 =% :
Uy =/ lE {n° V35 20 (1 + 2i)}] (6.35.)
ofwel voor ﬂz L zx << )z
32 o
~x __ /3T 1 = Y2 /3m % a
U]— ?.—K-ln( 5. e ™ 3—220) (6.35)
Voor z: kan geschreven worden:
z z
X = o _ -o UT_ r/33 UT
° xp, T kU, T K 2T a
b] 1
ofwel:
ox . a x
U1 = 66T K(;) z, (6.36.)

Hierin is a de amplitude van de orbitaalbeweging nabij de grenslaag.
Bij gegeven ﬁ], a/r en z, volgt dan uit het snijpunt van (6.35.) en

(6.36.) U] en z_ en dus pbl.

In bijlage 62 is UT en w] uitgezet tegen z: volgend uit resp. (6.31.)
en (6.32.). Uit de definitie van u,y volgt dat deze lijnen overeen ko-
men met de oplossing voor G: en ¢] + T als functie van z> volgens
resp. (6.29%) en 6.20°), !

Door eliminatie van z: uit (6.35.) en (6.36.) resulteert er een eendui-
dig verband tussen ﬁT en a/r én ¥, en a/r.

Dit verband is weergegeven in bijlage 7. Dit verband kan vergeleken
worden met het verband tussen £, en a/r zoals o.a. Jonsson vindt uit
metingen (zie hoofdstuk 3, vergelijking (3.21.)). Daarbij is £ gede-

finieerd als:



Tbmax
£ F e B (6-37-)

bp u’
max

In het geval dat enkel de eerste harmonischen worden beschouwd is

v ~ ; . b
- gelijk aan Ul’ Voor Tymax 20U Da lineariseren met (6.137) vol

gen:

L s 2
= = ppb1 (6.38.)

Tbmax 1

Doch zoals uit figuur 6.2. blijkt is dit niet de werkelijke - —

maar een factor lager. De factor bedraagt volgens (6.13%): 8/3m.

Indien de definitie van Jonsson (6.37.) aangehouden wordt, dan volgt

dus voor f :
w

1

il (6.39.)
1

£ = 3Im
W—T'ﬁ
Voor ﬂ2 /-%g.z: << 1 volgt dan uit (6.352), (6.36.) en (6.39.) voor

het verband tussen fw en a/r:

K4 v2

fi= - = a _ Y3TT2
H}ETTZV?; + log Z_VT; = log - log (/3 e 3

1
.3 T 4 V2) (6.40.)
Het verband tussen fw en a/r volgend uit (6.35.), (6.36.) en (6.39.) is

weergegeven in bijlage 8.

=18 2,29u4 dud
Tb/p iig{ K~z az laz l}

Fig. 6.2.



6.1.3. Oplossing bij golven gecombineerd met een resulterende stroom

In =3= beschouwt Bakker alleen de oplossing voor de gemiddelde snel-
heden analytisch. Daarbij wordt gebruik gemaakt van het verband tus-

~%

% A% * .
sen u en z - wat overeenkomt met het verband tussen U’ en zg (zie

d 1
(6.35.;) - zoals deze analytisch is bepaald voorhet geval van alleen
golven.,

In =3 = is echter de definitie van p aangehouden volgens (6.10°):

3ud
P = Kz—az" ' (6.41.)

en niet volgens de gelinealiseerde vorm van (6.13°):

Ju
P . R —3 (6.41%)

d

Daardoor is de ﬁb] in (=3=) een factor //%g\groter dan in (=2=).

Dus in de in paragraaf 6.12. beschreven oplossing bij golven zonder
resulterende stroom moet de ﬁbl vervangen worden door é% ﬁb » waar-
bij de laatste ﬁb] de amplitude van de eerste harmonische van p volgens
(6.41.) is.

Voor de berekening van de gemiddelde snelheid wordt gebruik gemaakt

van de volgende vergelijking (zie stelsel (6.10.)).

T=pp |p| (6.422)

- (6.42.)
- . Bud b
P =Kz 35—~ (6.427)

De overstreping duidt middeling over de golfperiode aan.

De randvoorwaarden zijn (zie (6.11.)):

- : uy = 0
(6.43.)
z =2z $ uy = -U
De schuifspanningssnelheid p kan in harmonischen uitgeschreven wor-
den. Er volgt bij beschouwen van alleen de nulde en eerste harmo-
nischen:
p=p. + ﬁl cos (wt - 61) (6.44,)

o



Bakker benadert de relatie (6.42a) in =3= als volgt:

i i--: ﬁ—A
51 e o] . PP, (6.45.)
LIS T (6.46.)
Pl ™

Zoals reeds in paragraaf 6.1.1. is vermeld neemt Bakker T constant

aan over de grenslaag, zodat ook geldt:

T=p23 5 P /B, <2

mPb Pb, a1s Po/Pp g (6.47.)
o w = 4
T =P Py als pb/pb] >’ﬁ (6.48.)

Met Eb en ﬁb resp. de gemiddelde en de amplitude van de eerste har-

monische van de schuifspanningssnelheid aan de bodem.

Voor 51 wordt de oplossing aangehouden volgend uit paragraaf 6.1.2.,

zij het dat ﬁ] een factor V—%r groter is, zoals reeds genoemd:

. = =2M

T By (6.49.)
met A = 32 ¢ B, T (6.50.)

P 1

((6.50.) volgt dus uit (6.26.) door ﬁb te vervangen door v %% ﬁb s

1 1
Het geval dat Eb/ﬁb >-% levert met (6.42b) het logarithmisch snel-
heidsprofiel, daar met (6.49.) E/bl altijd groter zal zijn dan-%, zo-
dat (6.46.) gebruikt kan worden.

Voor het geval Eb/ﬁb < #-moet bepaald worden voor welke z (6.45.)
overgaat in (6.46.). Noem deze waarde van z, z, dan volgt voor

z < z uit (6.45.) en (6.47.):

~

~.
©

]
E IS
=
;U)

]
SIS

Met (6.49.) volgt hieruit:

_ 2mz/A
P=p, e P (6.51.)



Voor z > z, volgt uit (6.46.) en (6.47.):

= 435 5 i
p-(;pbpb])

Uit het snijpunt van (6.51.) en (6.52.) volgt z,:

De gemiddelde defect-snelheid Gd volgt nu uit integratie van (6.42b)

naar z:
“max p 4 = 11 max

voor z > z, ud(z) = - J ) dz = -Cﬁ pb pb]) -E 1n -

z
z ji
voor z < z, : ud(z) = ud(zl) = [ == dz
z

p 2Tz

_ = 4 1 “max B B s 1

=~ Py Pb]) % In 2, K {Ei ¢ X

met Ei de exponentiéle integraal gedefinieerd volgens:

X
Ei(x) = { T dg

Invoeren van de randvoorwaarde (6.43b) geeft:

2T z 27 2

= _ b= . 41 “max . Pb 5 1 ; o
U—(,"Pbpb) Kan +K {El(x )‘—El(A )}
1 1 P P
Voor de gemiddelde snelheid u volgt met
u = ;d + T
p 2T z
- _ S 2Tz, _
z < Zl u= - {E (—Tp—_) Ei ( )\p )}

P 2T z,

)-Ei

(6.52.)

(6.53.)

(6.54.)

EE 2]

(6.55.)

(6.56.)

(6..57.)

(6.58.)

b ros ;T By 1 4= . 4} z
z>z :us= ;T-{El (—_X;——) - Ei (——X;——)} # e 6% P, - By )* 1n o (6.59.)

1

Voor z = z; volgt er met (6.53.):

= P
a P b 2T z
u(z)) = 2 (B (g 1o (2 =D) - B (9))
Py, P

1
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5 2T z 2w . 2T z
Voor zeer kleine waarde van T —X—E << 1, nadert Ei ( X ) tot

m . P p Py I
1n GZx-E). Vergelijking (6.58.) nadert dus tot het logarithmisch

snelhegdsprofielz
_ P
U= B ln z/z
K o

Op dezelfde wijze als in paragraaf 6.1.2. kan z dimensieloos gemaakt

worden met K ﬁb T. Er volgt dan met Xp volgens (6.50.):
1

2™ _ 3 3 »
A 6™ “
P

In bijlage 6b is de functie f(zx) uitgezet, waarbij f(z*) is gedefi-

nieerd als:

£(®) = Bl (1—36 m 2% - Ei (]—36 3. 1073

De gemiddelde snelheid voor z < z, volgt uit deze figuur met:

P
i {f(zx) - f(zz)}

u =

en voor z > z, volgt:

P *
=2 {z® - M1+ L &5 5 ) 1 Z
o= K {f(zl) f(zo)} * K (,n, pb pb]) 1n Z*

1
In bijlage 60 is verticaal z* logarithmisch uitgezet zodat de twee-

de term in (6.64.) beschreven wordt door —en rechte. De rechte raakt
b3

in bijlage 6° in 2* = ZT aan de kromme f(z*). De helling van de rech-

te volgt uit delen van de tweede term in (6.64.) door 5b/K: de hel-

ling is dan
P
& 21y
T =
Py

De waarde van zT is volgens (6.53.) en (6.50.):

o)

b

—

z, = —§§ In
3m

ERFS
o
=

(6.60.)

(6.61.)

(6.62.)

(6.63.)

(6.64.)

(6.65.)



Indien aangenomen wordt dat zowel met als zonder golven de gemid-
delde schuifspanning aan de bodem gelijk blijft, of vertaald naar
een werkelijke situatie dat het tijdgemiddelde verhang gelijk blijft,
dan is er volgens (6.58.) en (6.59.) blijkbaar een verschuiving van
de logarithmische snelheidsverdeling opgetreden, zoals schematisch

is aangegeven in fig. 6.3.

Inz

snelheidsprofiel met golven.

Fig. 6.3.

Deze verschuiving kan beschouwd worden als een schijnbare verhoging

van de ruwheid en kan weergegeven worden met de factor o. Deze volgt

uit:
p 2T z 2T z
1 4. =4 21 Py o, ] : o
€ G By ) In o= {EL () - Ei (5}
1 o P P
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ofwel met Ap volgens (6.50.) en z, volgens (6.53.)

-~ Y 4 ~
{ 1n (pb /pb"ﬁ) = B . Py
fn & = 1nd : -G =D? B G &Y -ri AT
3 3 % 4 p 2 T = 16
2 z b P
16 o 1 b

Daar z: bepaald kan worden met (6.36.) is o enkel nog een func-

en a/r.

tie van ﬁb /Bb’ GT
1

Maar ook ﬁf is volgens (6.35.) en (6.36.) enkel een functie van a/r
(zie bijlage 7), zodat a nog afhangt van pb /pb en a/r. Dit verband
is weergegeven in bijlage 7. Voor z > z, kan het gemiddeld snelheids-

profiel dus worden weergegeven met:

Z

oz
1 o

1
K
Om tenslotte het gemiddelde snelheidsprofiel vast te leggen moet pb
nog bepaald worden. Dit kan op twee manieren, afhankelijk van de
randvoorwaarde voor de gemiddelde snelheid:

1€ Op een bepaalde hoogte boven de bodem wordt U gegeven
b.v. op z =z

max’
2% : De over de waterdiepte gemiddelde snelheid Ugem is gegeven.

ad 1. Aangenomen wordt dat Z ax > 2] zodat voor U geldt:

z
max
oz
(o}

ok s = o4
Tk (n pb] pb) in

ad 2. De over de hoogte gemiddelde snelheid kan worden benaderd
door (6.67.) te integreren over de waterdiepte. Er volgt
dan voor U :
gem

-1 4. 3
Ugem Tk (n pb pb) In eaz

met h de gemiddelde waterdiepte

en e grondtal van de natuurlijke logaritme

Zowel uit (6.68.) als uit (6.69.) moet pb op iteratieve wijze wor-
den bepaald. Bij gegeven U], a/r en z, ligt pb vast. De factor o
hangt dan nog alleen af van pb /pb, zodat ook pb via (6.68.) of
(6.69.) vast ligt.

z:j))}

(6.66.)

(6.67.)

(6.68.)

(6.69.)



6w 2 Aanvullende analytische beschouwingen m.b.t. het model van Bakker

6.2.1. Differentiaal vergelijking voor de tijdsafhankelijke snelheden

Bakker gaat in =2= en =3= uit van het stelsel vergelijkingen (6.10.):

du 2
d 13t
Bt "D 3z (a)
T=p p|p| (b) } (6.70.)
P = lm'iﬁr s 1, = Kz (c)

met de randvoorwaarden:

2 = Znax Yg = 0
(6.71:)
z =z uy = -U
waarin U een gegeven periodieke functie in de tijd is.
De grootheden uy - T en p kunnen gesplitst worden in een over de
golfperiode gemiddeld deel, en een tijdsafhankelijk deel. Er kan
dan worden gedefinieerd:
= 2 il
uy = uy +uy (a)
T =T +7 (b) (6.72.)
=p + P (c)
Hierin duidt de overstreping de middeling aan, en de slinger het
tijdsafhankelijk deel. Uit de definitie volgt:
T T T
fﬁddt=J%dt=f§dt£0 (6.73.)
0 0 0
Invullen van (6.72.) in (6.70a) geeft:
ou &
d 1ot
ot  p oz (6.74.)
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Maar bij de afleiding van (6.70a) wordt aangenomen dat dT/dz = O.
Beschouwen van de oorspronkelijke vereenvoudigde bewegingsverge-
lijking voor de grenslaag (vergelijking (6.1.)) levert m.b.v.
(6.72.) ook (6.74.) op zonder de aanname L. 0.

dz
Vergelijking (6.1.) geeft:

su__1 %P

1 oT
ot p  dx

1
.
P o0z

a
Invoeren van de randvoorwaarde (6.2)

z >z :u=1U, 31/9t = 0*)
max

in (6.75.) geeft:

Aftrekken van (6.762) van (6.75.) geeft met de definitie van de de-
fectsnelheid uy volgens (6.9.) de volgende differentiaalvergelijking:

My  yar 157
€

d

o 9z p 9z

Invullen van (6.72.) geeft dan (6.74).

De aanname dT/dz = 0 heeft dus enkel betrekking op de keuze van de
mengweglengte in het model van Prandtl: %n = kz; dit i.v.m. het lo-
garitmisch snelheidsprofiel wat buiten de grenslaag wordt verwacht

bij een resulterende stroom.

Berekenen snelheidsveld via de differentiaalvergelijking voor de

schuifspanningen

In navolging van Bakker kan een nieuwe grootheid q worden gedefinieerd

met:

q =T/p

%) T is dus geen functie meer van de tijd, zodat volgens (6.72b) T =

(6.75.)

(6.76.)

(6.76%)

(6.77.)

(6.78.)



Deze q wijkt dus enigszins af van de definitie van Bakker in =2=
(zie (6.14.)). Gebruikmakend van (6.72.) kan het stelsel (6.70.)

dan geschreven worden als:

du -
d 9
Bl ()
&= o |5l (b) (6.79.)
B gud
P= a9 slpy=¥e (c)

Overeenkomstig (6.72.) is ook q opgesplitst in q en q.
Differentiéren van (6.792) naar z en (6.79%) naar t geeft na substi-

tutie het stelsel:

~ P
3p _ 99
Nt K z 322 (a)
(6.80.)
q=r7p |p] (b)
Door (6.79b) naar t te differentiéren kan (6.80.) ook nog geschreven
worden als:
éﬁ a2~
5t = 2 e —Jz (6.81.)
9z
met vtf K z /Iql (6.813)

Hierin is V. de turbulente viscositeit volgens het mengweglengte model

du 3 2 Ju
5z * Ve~lm 35 )-

van Prandtl ( q= v
Vergelijking (6.81%) volgt uit (6.4.) en de definitie van 4
Deze vergelijking is sterk niet-lineair en is veel moeilijker te 1li-
nealiseren dan het stelsel (6.80.). Bovendien is de invloed van hoge-
re harmonischen m.b.v. (6.80.) na te gaan (zie paragraaf 6.5.).
Vergelijking (6.81.) is alleen numeriek goed op te lossen doch dan
kan evengoed rechtstreeks de differentiaal vergelijking voor de de-
fectsnelheid worden opgelost (zie deel II). Bakker geeft in =3= een
beschrijving van een programma dat (6.80.) numeriek oplost. Nadeel
is daarbij dat de randvoorwaarden voor de snelheidsverdeling niet
direct kunnen worden ingevoerd, maar moeten worden getoetst aan de
snelheidsverdeling op de rand welke volgt uit het numeriek berekende
p-veld bij geschatte randvoorwaarden van p. Er is dan een iteratieve
procedure nodig om de gewenste randvoorwaarde voor de snelheidsver-
deling gelijk te krijgen aan de berekende. Voor een verdere beschrij-

ving van de problematiek hieromtrent wordt verwezen naar deel II.
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6.2.3. Wijze van linearisatie van de differentiaalvergelijking voor schuif-

spanningen

Indien we een oplossing van het stelsel (6.80.) beschouwen t/m de eer-
ste harmonischen, dan is een linearisatie nodig.

Hiertoe moet de niet-lineaire betrekking (6.80b) beschouwd worden.
Daar q en p periodieke functies van de tijd zijn kunnen deze ont-

wikkeld worden in een Fourier-reeks:

q = &o + ) g, cos (nwt - 6 ) (6.82.)
n=1
P=p,+ HZ] B cos (mwt - ) (6.83.)

hierin is ao’ 50 de nulde harmonische component

e

an’ ﬁn de amplitude van n® harmonische component

e o
0, ¢, de fase van de n harmonische component

Met (6.72.) volgt dat:

4=9,, 3= ) § cos (awt -6 ) (6.84.)
n=1

P="P,, b= Zl B, cos (@wt - ¢y) (6.85.)
n=

Uit Fourier-analyse van vergelijking (6.80b) kunnen relaties worden
verkregen tussen ao’ an’ Gn en Eo’ 5n’ ¢n (n=1..... »). Indien al-
leen de nulde en eerste harmonischen van p worden beschouwd, ofwel via
(6.70%) alleenvan u , dan zijn de genoemde relaties t/m de eerste har-
monische eenvoudig analytisch te bepalen. De berekening staat beschre-
ven in appendix C. Voor de relaties bij meenemen van hogere harmonischen
is het nodig gebruik te maken van een numerieke methode. De relaties
tussen de harmonischen van p en q zijn namelijk niet expliciet te schrij-
ven. Voor het geval dat de waterbeweging uit zuiver oneven harmonischen
bestaat, zijn de relaties tussen ao’ qn, en en 50, ﬁn’ ¢n bepaald t/m

de derde harmonische. Een voorbeeld van een dergelijke periodieke functie

is gegeven in figuur 6.4. Voor een dergelijke functie geldt:
f(t) = -f(t + iT)

met T de periode.

De relaties zijn weergegeven in bijlage 10.
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N

3T T t

Fig. 6.4.

Voor het geval dat zowel oneven als even harmonischen een rol spelen
zijn de relaties tussen ao’ an’ en en Eo’ ﬁn’ ¢n bepaald t/m de twee-
de harmonische.

De gevonden relaties zijn weergegeven in de bijlagen 92 t/m g9e-X)
Daar de relaties t/m de eerste harmonische (zie bijlage 92) het
belangrijkst zijn voor een analytische oplossing zullen die rela-
ties in het navolgende beschouwd worden.

De andere relaties zijn met name van belang voor het afschatten van
de invloed van de hogere harmonischen. Dit komt in paragraaf 6.5. aan
de orde.

Uit appendix C volgen de volgende relaties tussen 50,61,6] en 50,§],¢1

N2 2 = 0 2 ] i = umx 23D .
1,/87 = 5 ((p,/8))" + %) aresin (p_/p,) += ;—chos{arcsm (ﬁ])}
P P P P
~ 22 _4 "0 . . O 4 .. 7042 . o
ql/P] = ; ﬁ] arcsin (ﬁl) + 3T ((ﬁl) + 2) cos {arcsin (pl)}
01 =9

= <&,
voor Po Pl

P
= sad oy 2 1
qO/P] = (px ) + 7

x) Zowel in bijlage 9a t/m 9¢ als in bijlage 10 zijn de fasen ¢ en 6,
gegeven t.o.v. p,,d.w.z. de fase ¢, is op nul gesteld.

(6.86.)

(6.87.)

(6.88.)
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- .2 -
q;/P; = 2 p /P, (6.89.)
0, = ¢,

Vergelijking (6.86.) en (6.87.) kunnen worden benaderd met derde-

graads polynomen (zie appendix C):

P P P
= .2 4 o 1 8 0,2 4 03
=L = & =iy (=2 2 - — .90.
W TGP 2o G G @D (6.90.)
5 a2 . B 8, Po.2 16 o3
q]/Pl = 37 + (4 'E) CET) + (3} = 2 (FT) (6.91.)
De eerste termen in (6.90.) en (6.91.) komen overeen met de aanna-
men van Bakker in =2= en =3= (zie resp. vergelijking (6.45.) en de
combinatie van (6.]3b) en (6.13C)).
Linearisatie voor de oplossing van de eerste harmonische van de
snelheid
Bij de linearisatie in een beschouwing t/m de eerste harmonischen
kan voor 9p/dt geschreven worden:
3 < ;
5% = ~p; Wsin (wt - ¢]) (6.92.)
Evenzo voor 9q/9dt:
31 = -3, wsin (t - 6)) (6.93.)
Daar volgens (6.87%) en (6.89%) ¢; = 8, volgt uit (6.92.) en (6.93.):
~ ~ a
Bq/Bt‘:ql/p1 op/at (6.93%)
In een benadering t/m de eerste harmonische kan dus in vergelijking
(6.80.) 9p/dt door 3q/dt vervangen worden door gebruik te maken van
(6.93%).
De gelineariseerde differentiaalvergelijking voor de tijdsafhankelijke
schuifspanning wordt dan:
59 5%
= Kz > (6.94.)
oz
met a P
K, = k243, (6.942)
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Voor de tijdsafhankelijke beweging komt de linearisatie neer op een tijds-
onafhankelijke turbulente viscositeit, die volgens (6.81) tweemaal de
werkelijke turbulente viscositeit (die ook voor de gemiddelde snelheid geldt)
blijkt te vervangen. Het viscositeitsconcept van Boussinesq luidt dan ook
alleen voor de tijdsafhankelijke schuifspanning:
~ du b
q= I(z 554 (6.94°)
Voor de tijdsgemiddelde schuifspanning geldt deze relatie niet.
De gemiddelde defect-snelheid moet dan ook berekend worden via de

gedefinieerde schuifspanningssnelheid, dus uit:

P =l o, 1= ke (6.94¢)

M.b.v. de oplossing van Bakker voor P kan een eerste schatting van

Kz gemaakt worden:

=2T z/\
Py = ﬁb] e P (6.95.)
A = i Kﬁ P
P 3,nZ b] (6.96.)

(zie resp. de vergelijkingen (6.49.) en (6.50.)).

Hiermee is voor verschillende waarden van Eb /ﬁb de dimensieloze dif-
1
fusie-constante](: bepaald m.b.v. (6.86.) t/g (6.89.).

Hierbij is K: gedefinieerd als:

K
Ky = —— (6.96)
K pb] p/2
Dimensieloos maken van q met ﬁg , t met T en z met K ﬁb T, geeft

voor de dv (6.94): l

* 2 x
ax= 1631(‘::'8;1:2
ot 3T oz

met qx, zx, t* en Kz* de dimensieloze grootheden en variabelen.

Bij de berekening vanI(Z* is gebruik gemaakt van de aanname %% = 0,
dq _ _
ofwel —— = 0. Voor het geval dat p, /P, < 1, volgt q wuit (6.86.):
dz b0 b]_ > o _
P P P
q /52 .t ((p, /P )2 + l) arcsin (:Eg) + §-=E9 cos {arcsin (:Eg)} (6.97.)
b, "™ " Pp 'Ph, 2 3 3

o m™ P
I b, b, By
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Daar aolﬁf met P, volgens (6.95.) gelijk is aan:

b mz/A
2 = / p
b

= a2 _ = .
q,/8] = qo/p1

kan uit (6.86.) en (6.97.) bij iedere waarde van Bb /ﬁb de grootte
van Bo/ﬁl als functie van 2 TTz/)\p bepaald worden. ]
Substitutie van de aldus bepaalde polﬁl in (6.87.) geeft samen met
(6.95.) al/ﬁi als functie van 2 ﬂz/lp.

Daar 2 ﬂz/kp met Ap volgens (6.96.) geschreven kan worden als:

3
z 3m %
M —_— = —— . .
2 5 T (6.98.)
p
kan bij iedere w%arde van Eb /ﬁb de grootte vanK.: als functie van
2 ﬂz/lp ofwel é%; 2% bepaaldoworéen. Het resultaat is weergegeven in
bijlage I1.
PR i g . x
Hierin 1s verticaal uitgezet z¥  en horizontaal K, . Voor
Bb /ﬁb = 0 wordt de kromme verkregen zoals Bakker deze in =2= aan-
o 1

neemt. Namelijk (zie (6.17.)):

8 =2 1Tz/>\p g
K, = 37 K2 ﬁb] e (6.99%)
(n.b. incl. de correctie voor ﬁb Y
1
Dimensieloos maken met i ﬁb Xp/2w geeft voor K::
1
=2m z/\
x_ 8 2t z P b
K, =g 5 — - ¢ (6.997)
P
Voor de analytische oplossing benadert Bakker (6.99%) met een constan-
te waarde (zie (6.19.)):
KA_ P
S | (6.99)
z 3m 41T2
ofwel in dimensieloze vorm:
E* __4
z = 372 (6.999)

In paragraaf 6.3 zal een oplossing worden gegeven, waarbij (6.992)
nauwkeuriger benaderd wordt.

Voor grote waarden van Bbo/ﬁbl (> .2 & .3) worden de krommen in bijlage 11
redelijk benaderd door rechte lijnen door de oorsprong. De helling van de
rechte kan worden bepaald door de limiet te beschbuwen van &1/51 als z-®

Uit (6.88) en (6.89) volgt voor deze limiet:
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lim §,/p, = lim25_=1lim2/§ -+62=2 /7 (6.100.)
1 4] o) o 2 ¥l o
Z->0 Z>®© Z>o
Voor Kz volgens (6.943) volgt dan de benadering:
Kz =2k z Vv ﬁo (6.101.)
ofwel de dimensieloze vorm:
k=g 3™ Ly ex (6.101%)
T "% '
- _%_40 - . )
Hierin wordt 3=— enkel bepaald door P, /pb via (6.97.).
o 1

B8

In paragraaf 6.4. zal een oplossing voor het snelheidsveld worden ge-

geven indien K, gekozen wordt volgens (6.101.).

De diffusie-achtige constante K , welke voor de tijdsafhankelijke
schuifspanningen de turbulente viscositeit in een eerste benadering
bepaalt heeftvoor kleine z, d.w.z. z> 0 , een grote invloed op de op-
lossing. Met name de evenredigheid van K, met z is dan van belang. Deze
evenredigheid wordt bepaald door de limiet van de afgeleide van Kz naar z
voor z 0. Deze volgt eenvoudig uit differentiatie van (6.942). Gebruik

makend van het feit dat
1im 4 (41
P]

z>0 dz
volgens (6.87) en (6.89) bestaat, volgt er voor g%i |O -
dK q
gha = ¢ 9bl b
o |0 K B (6.101b)

6.2.5. Linearisatie voor de oplossing van de gemiddelde snelheid

De gemiddelde snelheid kan uit het stelsel (6.79.) enkel bepaald wor-
den uit de vergelijkingen (6.79b) en (6.79%) door deze te middelen:

a=7 |p| (a)
& (6.102.)
P = Kz Fz (b)

Zoals in paragraaf 6.2.1. is beschreven moet worden aangenomen dat

voor T en dus voor a geldt:

&8
]
o

Ontwikkelen in een Fourier-reeks van q en p (zie (6.82.) en (6.83.))
maakt het mogelijk in een benadering t/m de eerste harmonische, p (of-
wel met de notatie in par. 6.2.3.: 50) als functie van z te bepalen

indien ao’ 4, en p, als functie van z bekend zijn.



6.26

Nu is in paragraaf (6.2.4.) geen p; beschouwd, maar wordt de diffe-
rentiaalvergelijking voor q, gelineariseerd. Oplossen daarvan geeft
met de bewegingsvergelijking (6.79%) onmiddelijk de oplossing voor
de eerste harmonische van de snelheid.

Dus zowel 50 als ﬁ] moeten nog worden bepaald.

Dat kan m.b.v. de relaties (6.86.) t/m (6.89.). Voor het benaderen
van 50 is het echter handig om voor ﬁ] een functie te kiezen. De
meest eenvoudige vorm is de oplossing van Bakker voor ﬁl (zie par.
6.1.) en ook (6.95.) en (6.96.):

-2mz/A
Py =B, e ¥ (6.103.)
1
32
A ==2% gp T (6.104.)
P o3y by

De functie Eo (z) kan dan worden bepaald uit (6.86.) en (6.88.).
Vergelijking (6.86.) kan nog worden benaderd met (6.90.). Door-

dat ao constant is aangenomen over de hoogte geldt (6.90.) of

(6.88.) ook aan de bodem.

Aangezien Bo daar gelijk is aan Bb kan m.b.v. (6.90.) en (6.88.)

Eo als functie van Eb , ﬁb en z worden bepaald.

Dus de functie 50 volgt sl gelijkstellen van (6.105%), resp. (6-105b)

met (6.106%) als 5 /P < 1 of resp. met (6.106b) als 5 /D > 1
bo bl bo b1

= % ~ _ r4 l_)o 1 8 I—)o 2 4 I_)o 35 a2 a
P, = Py & g, = {? (5‘]') + (2 7" ?) (E) + (? 1) (-ﬁ—]) } P (6.105%)
P, 2 Py ¢ L ™ Py +'7 ) (6.1057)
P P P
b b b
- - - 4 o 1 8 0,2 4 0.3, .2 a
Ppb<Ppiaq, = GG+ Q235-2 GO +E-1) D} p (6.1067)
bo b] o m pb] 2 ﬂ) pbl m pb1 b1
= - 22 1 2 b
o 1 o 1

met 51 volgens (6.103.).

Hieruit volgt Eo/ﬁb als functie van ?rgg-ﬁf en Bb /ﬁb .
1 b o 1
1

Voor Bb /ﬁb gelijk aan 0.01, 0.1, 0.5 en | is in bijlage 12 die func-

s o Bloe e i : i - X
tie gegeven. Hierin is met stippellijnen aangegeven wat Bakker in z1ijn

%)

berekening heeft aangehouden™ . Deze wijkt bij grote waarden van Eb /ﬁb

sterk af van wat Eo/ﬁb als functie van z/(Kﬁb T) zou moeten zijn bgj de
1 1

; P -
*)Bakker benadert (6.105%) en (6.106%) door-i (=2) resp. é-(D. /5. ).
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gekozen functie voor ﬁl, welke Bakker tenslotte ook gebruikt. Verder
blijkt dat voor grote waarden van-jzgi—i, Eo/ﬁb nadert tot v qo/ﬁb
Dit volgt eenvoudig uit (6.103.) en 6.:05b).

Bij de berekening van de gemiddelde snelheid in paragraaf 6.4. zal op
grond van hetgeen gevonden is in bijlage 12 een eenvoudiger functie

voor Bo gekozen worden dan Bakker doet, namelijk

sez s o %, s
L " ™ KBy T
21 1 1
P, Y4,
z a Zk ?)—-——-=A—-
By By
met: pb pb 2 pbo " )
vq, = ﬁb] {7r (T) + (2—-—) (.b )+ -0 (51—)—) } als pb:ﬁb
B, ! : 1 1
- 0.2 . 1i% = "
v, = Py, {(fTb—) +3b  als Po_ g P,

z, = de hoogste waarop de knik in Bo aanwezig is en volgt uit:

z
= i k

UolPp =By [Py AT
1 o 1 b]

A = nader te bepalen constante.

De constante A kan eenvoudig worden bepaald door de lijn gegeven door

(6.107.) de werkelijke kromme voor p /pb (zie bijlage 12) te laten

snijden in het punt waar geldtx)
Lo _ 1
I

1 1

Deze punten zijn eveneens aangegeven in bijlage 12. Uit (6.111.) en
(6.103.) volgt dat ze allen op de lijn bepaald door (6.103.) moeten

liggen. Stel in een snijpunt is z = Zgs dan volgt zg uit (6.105b) en

(6.103.): 3 2
3T s,

16 KB} T

onN
—_ N
[}
N W
o)
—_— N
[}
N w
s

e

O-CI I
1]
=l
N —
)

x)

Deze bepalingswijze van A is arbitrair, maar blijkt tot redelijke

oplossingen te leiden.

(6.107.)

(6.108.)

(6.109.)

(6.110.)

(6.111.)
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~

8 2 = )
z = - —— K P T ]_n {._. q /p }
s 3TT3 bl 3 %o bl

Bovendien geldt in het snijpunt met (6.107.):

Z
. - . '
Po/Pp =P, /Py, * A o
1 o 1 b1

Daar 50 = 5] en ﬁ? = %-qo (zie (6.112.)) volgt uit (6.113.) na sub-

stitutie van (6.112.):

3wl Py /Py

P o 1
b1

A = g

8 2 %o

- — . 1ln {£ —}
3 <2
37 5

Daar ao/ﬁé volgens (6.]063) of (6.106b) enkel een functie is van

P, /By
o 1

islA enkel een functie van Eb /ﬁb
1 o

Analytische oplossing bij golven zonder stroom

Voor het berekenen van de snelheid t/m de eerste harmonische in de

grenslaag bij golven zonder stroom wordt uitgegaan van de linearisa-

tie gegeven in paragraaf 6.2.4. De snelheid kan dan berekend worden

uit het volgende stelsel vergelijkingen:

3q _ ., 9%q
= K
t 2 3 2
z
3ud 3
e i O,
ot 9z

(zie resp. vergelijking (6.94.) en (6.792)).
met K, =Kz ql/pl

De randvoorwaarden zijn (zie (6.71.)):

(a)

(b)

(a)

(b)

(6.L12.)

(6.113.)

(6.114.)

(6.115.)

(6.116.)

(6.117.)



6.29

Daar er sprake is van uitdemping van uy voor z > _ - (zie b.v. Bak-

ker =2=) kan de randvoorwaarde (6.1172) geschreven worden als:
z > u3 =0

Voor k, kan m.b.v. (6.91.) en de oplossing van p; volgens Bakker,

(6.95.) en (6.96.), geschreven worden:

K =iz -5 o e—21T Z/Xp
L 3m bl
32 &
met \ = — kp, T
P 3TT2 b1

Alvorens over te gaan op het oplossen van het stelsel (6.115.) worden

Uj» 9 t en z dimensieloos gemaakt, en wel als volgt:

v - @
P
bl
3
2z 3m 2
D R T N, (b)
P b,
. |
d U
u' = — s OV = 0= (c)
Tk, b,
t' = t/T , T = periode golfbeweging (d) J

Het stelsel (6.115.) wordt dan na substitutie van (6.118.):

Qﬂ; - IE z" e-z' EESL (a)
- a
ot 2 az.2
1

Ma’_3m3 1 ag

ot' 16 ° k 0z (b)
met de randvoorwaarden:

z' > u<'i >0 (a)

z' = zé ué = =-U' (b)

(6.117%)

(6.118.)

(6.119.)

(6.120.)

(6.121.)

(6.122.)
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ofwel daar hier alleen golven wordt beschouwd:
z' > o q' > 0 (a)
2=z, q' =g (b)

Daar q' begrensd is als z' + 0 kan (6.123%) geschreven worden als:

L {

a,

Voor het oplossen van (6.121.) wordt overgegaan op complexe notatie:

Nal
]

"= Re {q/} = Re {q] &%) (a)
c

. .
u' = Re {ud } = Re {ﬁé elwt} (b)
c 1

c

Daarbij is de schrijfwijze van q' en ué in harmonischen aangehouden,

zoals deze is gegeven in (6.82.) en (6.83,):

0
|

= a; cos (wt - 9]) (a)
ué = G& cos (wt - Wn) (b)

1

met W = 2m/T

Uit (6.124.) volgt dan dat:

)

a; = 14} | (a)

; e _

6] = - arg Q; (b)
' . c [

Gdl= lﬁdl | (c)

c
- = q'
c

Het stelsel (6.121.) kan m.b.v. (6.124.) in complexe vorm geschreven

worden als:

a%g W
4 P -z 1c
=y igq, = z' e 5 (a)
c dz'
dg [
Ly . b
=] az (b) )

(6.123.)
(6.123%)
(6.124.)
(6.125.)
(6.126.)
(6:127:)
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Voor het oplossen van (6.1272) kan de functie:

benaderd worden met een kwadratische functie en een negatieve expo-

nentiele functie. Een exacte oplossing van (6.127%) is echter vol-

gens Kamke = 9= niet mogelijk. Daarom wordt (6.128.) benaderd met:
o '
£; =8 @ bz voor ngz'g<w
£2 = cz' + dz'2 voor 0zxz"<sn

In bijlage 13 is (6.128.) weergegeven.

Het verloop van de turbulente viscositeit heeft de grootste invloed

op het snelheidsprofiel dicht bij de bodem. Daarom moet df/dz' voor

z' > 0 goed benaderd worden.

Uit een visuele minimalisatie volgen dan de volgende waarden voor

R

0.761
0.562
0.610
-0.314
1.3

a, by, e; d en n:

R

R

1

R

a
b
c
d
n

De oplossing van (6.127.) kan nu worden bepaald op ieder van de
gebieden voor z' met op z' = n twee aansluitvoorwaarden. Er zijn
immers per gebied twee oplossingen. Noem gebied I het gebied voor

n < z' <»en gebied II 0 < z' < n, dan zijn de aansluitvoorwaar-

den:

4} (1 =3q) (g
1 A~ 1

Gg (Mg =845 Mg

Oplossing gebied I

De op te lossen differentiaalvergelijking luidt:

2,

. A‘ _bz' d ql
i1 q] = a e c
c dz'2

ERES

N

(6.128.)

(6.129.)
(6.130.)

(6.131.)

(6.132%)

(6.132b)

(6.133.)
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met als randvoorwaarden:

z2' > o a; >0 (a) ]
c
(6.134.)
d&i
c 32 . .
z' = q —7 = ;72 i udic (n)I (b)

Oplossing van (6.133.) die voldoet aan de randvoorwaarde (6.1342) is:

1 1 1 \i
i {ker_ (% /ia e?PZ'y 4 4 kei_ & /A J2bz'yy (6.135.)
m

b qa

1LY

- -
q] - C
c

I

(zie Abramowitz =1=)

met CI een constantedie volgt uit de randvoorwaarde (6.134b).

Oplossing gebied II

De op te lossen differentiaalvergelijking luidt:

dza;
B i Qi = (cz' - dz'2) ; (6.136.)
m c dz'
met als randvoorwaarden:
5
¥ bl | =
z 0 q; q; (a)
(o b
¢
¥ c 32 ., - tn) (b)
z' =n T = K—= 1 u n
dz 3™ di Il )

Vergelijking (6.136.) is de zgn. hypergeometrische differentiaalverge-

lijking en heeft als algemene oplossing

CHE d 2 i
q1c - CII 1 (c z') F(A+1, B+ 1; 2; = z')
vy, G @ar,Br1;2:820 1w dan
- (A+1) (B+1)
d I n n
+ nzl (E- z ) (n T I)T =, {w(A + 1 + n)_w(A + ])

+Y(B +1+n) - P@B+1) - P2 +n) + P(2) - P(1 + n) + Y1)}

1
A.B

(% 2"y 1 (6.138.)
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(6.140.)

Hierin is: CII 1 CII o @ constanten welke volgen uit de randvoor-
waarden (6.137.)
F : hypergeometrische functie (zie Abramowitz =1.:=)
/] : digamma functie (zie Abramowitz =1 =)
(A + 1)n =(A+1) (A+2) (A+3) ..... (A+1+n-1) (6.139.)
A, B, twee constanten welke volgen uit:
_ 41, )
A.B——,n,gl (a)
A+ B = -1 (b)
De randvoorwaarde (6.1372) is eenvoudig in te voeren, daar alle ter-
men in (6.138.) tot nul naderen als z' tot nul nadert, op de laatste
term na. Er volgt dan:
Cre o ™ G B oE=tlg g (6.141.)
1T.2 " Mg, - & T d = H) daiil
bc bc

De constante C | volgt dan uit (6.137b).

II.

Bij het schrijven van dit rapport was de oplossing voor CII.] en CI
nog niet voltooid, en de hier gegeven informatie moet dan ook gezien
worden als een basis om in een vervolgstudie het resultaat te kwanti-
ficeren. Alhoewel vergelijking (6.138.) er hopeloos uitziet, moet
bedacht worden dat met een gunstige keuze van d en c,% z' klein kan
blijven.In de reeksen, waarin F kan worden ontwikkeld,behoeven dan
slechts enkele termen te worden meegenomen. Hierop wordt hier verder

niet ingegaan.

Analytische oplossing bij golven en stroom

Voor het berekenen van de snelheidsverdeling in de grenslaag wordt
voor het tijdsafhankelijke deel uitgegaan van de linearisatie gege-
ven in paragraaf 6.2.4. en voor de gemiddelde snelheid van de linea-
risatie gegeven in paragraaf 6.2.5.

Om het tijdsafhankelijk en gemiddelde deel te splitsen wordt de no-

tatie van (6.72.) gebruikt:
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e =q+g (a)
(6.142.)
ug = ug *ouy (b)
De overstreping duidt op het gemiddelde deel, de slinger op het
tijdsafhankelijk deel. Zoals in paragraaf 6.2.2. en 6.2.4. is be-
schreven kan ﬁd opgelost worden uit het stelsel:
53 5%
oM. g 24 (a)
at z 4.2
z
(6.143.)
ou 9
d_ 3
ot  dz (b)
met de randvoorwaarden:
il . uy = 0 (a)
(6.144,)
z =2z uy = -U (b)
Ook nu is er weer sprake van demping van ﬁd als z ~» Z ax (zie (6.3.)
zodat (6.1442) vervangen kan worden door:
z > © ﬁd = 0
Zoals in paragraaf 6.2.4, is aangegeven en zoals ook uit bijlage 11
blijkt, kan voor waarden van Eb /ﬁb > 0,2 a8 0,3 K, benaderd worden
met: - l
Kz = 0Oz (6.145.)

met O een constante die in 6.2.4. bepaald is als (zie vergelijking (6.101)):
(6.146.)

Oplossingen van (6.143.) zullen worden beschouwd voor alle waarden

van ﬁb /ﬁb > 0,
o 1
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In paragraaf 6.2.5. is aangegeven hoe de gemiddelde snelheid kan

worden berekend.

Het stelsel vergelijkingen is:

1 s 2 "phf
po/pb2 v ﬁolpb]
J3 - 2 .
3 qo/pbl = Py /pb]
waarin A = 8 o {2 a /52}
3“3 3 %o bl
o .
pb] T A Py
(o] (o]
z, = n {=— - =—}
Py, Py,

Hoewel de differentiaalvergelijking in (6.147.) van de eerste

orde is zijn er twee randvoorwaarden nodig, omdat Bb nog onbe-

kend is.

Zoals in 6.3. worden q, uUj» P> Z en t, dimensieloos gemaakt:

2
" =a/p,
1
* = ~
Yg T “d/Pb]
p* = p/py
1
z %)
z¥ = —x
K
pp T
1
t* = t/T

*) n.b. wijkt af van (6.120.).

als z < z

als z > =z

(zie (6.114.))

(zie (6.110.))

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

o

N\

(6.147.)

(7.148.)

(6.149.)

(6.150.)

(6.151.)
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voor de tijdsafhankelijke snelheid:

53" %3
5tr = 2 /4 2
oz*

s .

3Ud _ _]_ aqﬁ

ot* ~ « dz*
z¥ > o ﬁz >0

| - * U* = _~4t
z z_ ul U

»

en van de gemiddelde snelheid:

= do
e RO | x
Pp = k2 dz*
=% oK *
P, ™ Py + A z als
o
=% . *
P, = /ao als
2_:4 %
¢§ qo - Pp
metA=~§
s W = A
) ln{3 qo}
37
1 -
%=z Vag - oy )
PR —x o _11 %
o %5 U4 Uo
o
# oy o e X
z zmax 4 0
o
Oplossing stelsel (6.152,)

du *

Op dezelfde wijze als in paragraaf 6.3. worden de randvoorwaarden

6.152%) en (6.152d) vervangen door:

(a)

(b)

(ec)

(d)

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(£)

(g)

(a)

(b)

(6.152.)
(6.153.)
(6.154.)
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Eveneens wordt op dezelfde wijze overgegaan op complexe notatie:

~ - - i >
q* = Re {35} = Re {3} o' 2™} (a)
- (6.155.)
i 2me*
e }

1
e

uy = Re {ugi Re {GS (b)
Invullen van (6.155%) in 6.1522) geeft de complexe differentiaal-

vergelijking:

(6.156.)

z¥ > o a‘é -+ 0 (a)
(6.157.)
S=n JRF|-jEE] =& )

b

De oplossing die voldoet aan de randvoorwaarden is:

af =3 (@ (kei; () - i ker; (¢) ) (6.158.)
c b

(zie Abramowitz = l=)

met £ = 2 /-él- z* (6.159.)

a5
De complexe snelheid volgt uit de complexe vorm van vergelijking
(6.152P):
g
c

=¥ (6.160.)

Ale

Fwi . G;]
Cc

Invullen van (6.158.) geeft voor ﬁ;
1
c

- = 1 1 ¢35 % . .
by = q;‘b /2“7—@; {(ker, (@) + keiy (£)) + i (keij (2) - ker, Ez)?(}” |
c . .
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Voor het bepalen van de reéele oplossingen is het handig de Kelvin-

functies ker en kei te schrijven als (zie Abramowitz =1 =):
kern = Nn cos @n (a)
(6.162.)
kein = Nn sin @n (b)
Er volgt dan voor de reeele oplossing van Gd en q :
PRI U | _ 1
uy = U, V& e No (€) cos (2TE + 0 (T) - 47 ) (6.163.)
" =df TN (©) cos (2Tt + &, (£) - 4T) (6.164.)
b
Voor kleine waarden van ¢ gelden de volgende benaderingen:
1
> 0: N, () > |1n 5 ] (a)
¢ N (@) > (b)
¢O ) + 0 (c) (6.165.)
3
o, (@) > - 2 (4)
Uit (6.165%) en (6.165d) volgt dat als z*+ 0,4 *en G; blijkbaar
T rad in fase verschillen ofwel g* en —ﬁg'zijn in fase. Doch de
oplossing voor ﬁé’is slechts van belang voor z* > zéﬁ
In de oplossing voor ﬁg (6.163.) komen nog de onbekenden ﬁg en ag
voor. Deze zijn volgens (6.86.) t/m (6.89.) enkel afhankelijk van
ﬁb /ﬁb . In bijlage 142 is oplossing (6.163.) dan ook voor ver-
o 1
schillende waarden van Bb /ﬁb uitgezet, te weten 0,01, 0,05, 0,1
o 1
en 0,2.
Er staat uitgezet Gg en Y, tegen z*, waarbij geldt:
1
8 = LN (@ (a)
dl 1b qg K O
: (6.166.)
v, =0 @ (b) I

met Yy het faseverschil tussen -Uj en §"zoals volgt uit (6.163) t/m (6.165)
Uit de figuur blijkt duidelijk dat voor kleine waarden van Eb /ﬁb
o 1

sterke afwijking optreedt t.o.v. oplossingen van b.v. Bakker (zie

bijlage 62).Dit hangt samen met het meer afwijken van K, en %gglz—o als
%hﬂ kleiner wordt (zie bijlage 11). Daarentegen wordt de tendens in de
bl
‘metingen voor grotere waarden van %tﬂ beter weergegeven. -
1 :
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Vergelijking (6.163.) kan ook in niet-dimensieloze vorm geschreven
worden. Er volgt:
q
Sg = 7L N (@) on (ut 40, @ -dm
ud = 73;-K 5 C) cos w o C Z m

= 2 (f )
. VI, kT

Indien q, bekend is uit b.v. een bekend verhang in de gemiddelde

stand van het wateroppervlak en z, is gegeven, dan volgt ql direct

uit de randvoorwaarde (6.144b) m.b.t. de amplitude van Gd:
q
i, =218 @)
1 - q,k © CO
i %0 .4
by = % (VE; "E—T)

Uit de relaties (6.86.) en (6.87.) volgen dan onmiddelijk ﬁb en Bb
1

De opgelegde fase van U in (6.144b) is in (6.164.) teruggebracht tot

5

(6.167.)
(6.168.)
(6.169.)
(6.170.)

.~ o i .3 x
de opgelegde fase in qy, namelijk gelijk aan % m.Doch het gaat om het fa-

severschil’ tussen U en ﬁb,welke volgens (6.166b) gelijk is aan o, (zy) .

De faseverschuiving tussen -ugq en U bedraagt dan QO(Q) = QO(CO) 5

Oplossing stelsel (6.153.)

De oplossing voor Gg volgt eenvoudig uit integratie van (6.153%)
o
naar z*. In (6.153.) heeft het eigenlijk weinig zin de defectsnel-

heid te berekenen, daar geldt:

-
dug  gg*
N
dz* dz~#
Er volgt nu voor Gg
<z @ =l 5 mE A ") @]
K o 25
1 o
* * o o T . * *
z% >z ul - {pb In 5 + A (zk zo)} r
o o
1 z*
+‘.Ev/agln-z‘§ (b)J

%) Zie vergelijking (6.164) en (6.165).

(6.171.)
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/_2_ iy SN
3 % P,
met A = (6.172)
--—8— *1n L— q’t
3n
x _ 1 % _ =x
ez =g WY, Pbo} (6.173.)
Daar q weer enkel een functie is van pb , en dus A en zk ook,
is uo enkel als functie van z*, pb en zg te beschrijven.
In bijlage 14 is dat gedaan voor pb gelijk aan resp. 0.01, 0.05,
0,1 en 0,2,
Hierbij 1s op dezelfde wijze als in de figuur van Gg van Bakker in
bijlage 6 de extra variabele z geeélimineerd door de figuur te
normaliseren op 10 3. Dat wil zeggen, dat niet uo wordt uitgezet,
maar een functie f gedefinieerd als:
o () - ax (107
£(z*) = K = (6.174.)
Pp
o
Invullen van (6.171.) in (6.174.) levert met z; > 10_3:
£(z*) = {In z* . 10> + A (2* - 107)/5} 3 ats 2" < zf (a)
£(z*) = {1n 2z 103 +  (2* - 10'3)/5" }als 2" > 2% () ¢+ (6.175.)
k k b, k (b) -
/Qg 2*

o
De functie f(z") is tenslotte in bijlage l4b uitgezet.
Vergeleken met de oplossing van Bakker (zie bijlage 6b) worden de
numerieke berekeningen beter benaderd.
Indien het verhang is gegeven, blijkt uit de randvoorwaarde voor de
tijdsafhankelijke snelheid direct een waarde voor ﬁb] en Eb te vol-
gen. Het gemiddeld snelheidsverloop ligt dan met (6.171.) vgst, en
kan de gemiddelde snelheid over de hoogte worden berekend.
Indien het verhang niet bekend is, maar op hoogte z = z .y €en rand-

voorwaarde voor de gemiddelde snelheid gegeven is dan moet via itera-

tie de waarde van pﬁ* = EB /§£] bepaald worden. De procedure is:
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gegeven z_, Ul’ U T

0’
schat 1_31;"
bepaal in bijlage 142 het snijpunt van ﬁ; (z") en
z 1
*_ ___ O 5#x
S TR

Dit geeft een waarde voor z en UF en dus voor pb

1
bepaal uit bijlage 14 de bijbehorende waarde voor pb
bepaal pb /pb]

terug naar 1.

Beschouwing van hogere harmonischen

Te beschouwen gevallen

q

In paragraaf 6.2.3. is reeds de Fourier analyse van de relatie

=p |p]

beschreven voor de nulde en eerste harmonischen.

Daarbij werden q en p uitgeschreven als:

8

=g ‘+n21 q, cos (nwt - Gn)

8

= p, + nZ] p, cos (nwt - ¢n)

Voor de analytische oplossingen wordt (6.176.) gelineariseerd. De
aldus berekende al of ﬁl zal dus in het algemeen afwijken van die
in (6.177.) resp.
in ook de hogere harmonischen voorkomen is dan na te gaan of deze

veel of weinig bijdragen aan de genoemde afwijking. Die invloed zal
nader bekeken worden voor twee gevallen bij alleen golven, dus zon-
der resulterend waterspiegelverhang.

De gevallen zijn:

(6.178.). Met behulp van een Fourier-analyse waar-

(6.176.)

(6.177.)

(6.178.)
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1€. Waterbeweging bevat zowel oneven als even har-
monischen; de invloed wordt nagegaan van de
tweede harmonische van p.

2°, Waterbeweging bevat enkel oneven harmonischen
(zie fig. 6.4., pag. 110); de invloed wordt

nagegaan van de derde harmonische van p.

In beide gevallen is geen resulterend waterspiegelverhang, zodat
T = 0 ofwel ao = 0. Buiten de grenslaag kunnen dan nog wel door
golven opgewekte driftsnelheden voorkomen, zolang de gradiént van

die snelheden over de hoogte maar gelijk aan nul blijft.

Invloed tweede harmonische van p

/5
In bijlage 9b t/m ¢ zijn voor resp. 7;9-, al/ﬁ? en 6], 62/53 en 62,
63/§% en 63 de relatie met 50/§], ﬁz/ﬁ] en ¢, weergegeven, zoals
deze volgen uit Fourier-analyse.

Voor het geval de schuifspanningssnelheid gedurende de gehele pe-
riode gelijk is van teken,zijn wel expliciete uitdrukkingen te vin-
den (zie appendix C).

Hierbij zijn 61, 62, 63 en ¢2 de fasen t.o.v. ;-

Dat wil zeggen de fase van de eerste harmonische van p is op nul
gesteld. Om het verloop duidelijk te maken is gekozen voor maar

€één waarde van 52/51 namelijk 0,2. Het gaat immers enkel om een af-
schatting van de invloed. Mocht deze groot blijken, dan kunnen al-

tijd nog meerdere waarden van p,/p, beschouwd worden.
2' ¥

Doordat ao = 0 is verondersteld, treedt er een bijzondere omstandig-
heid op. Voor eindige waarden van ﬁl blijkt uit bijlage 9b dat de
waarden voor po/ﬁ] slechts in een nauwe band kan variéren met ¢2.
Namelijk doordat geldt 1, ™ 0, en ﬁ] is eindig, moeten we combina-
ties van /ﬁolﬁl en 50/51 zoeken op de horizontale as in bijlage 9b.
Uit bijlage 9€ blijkt dan, dat als p,/, binnen die band blijft
ﬁ]/ﬁ% vrijwel gelijk blijft aan de waarde bij Eo/ﬁl = 0 (spreiding

van ca. 0,025 op de 0,87, dus een afwijking kleiner dan ca. 37).
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Bovendien is de waarde van al/ﬁ% in Eo/ﬁl =0 t.o.v. ﬁl/ﬁf bij

ﬁz/ﬁl = 0 slechts 0,02 op de 0,85 verhoogd.

Een totale maximale afwijking dus van ca. 5%. Dit terwijl inmid-

dels 52 al 207 bedraagt van ﬁl.

Uit de onderste figuur in bijlage 9% blijkt de fase van q, nog in
veel geringere mate te worden beinvloed.

Geconcludeerd kan dus worden dat de invloed van de tweede harmonische
van p (ﬁz en ¢2) op de eerste harmonische van q (ﬁ] en 8]) bijzonder
gering is, zodat de linearisatie, die in paragraaf 6.2.4. is toege-
past, gehandhaafd kan blijven voor wat betreft de invloed van 52 en

6y

Invloed derde harmonische van p

In dit geval is er sprake van enkel oneven harmonischen van zowel p
als van q. Het heeft dus geen zin om variatie van Eo/ﬁl te bekijken.
In bijlage 10 is dan ook op de horizontale as ﬁB/ﬁl te vinden i.p.v.
Bo/ﬁl‘ Uitgezet zijn de relaties tussen ﬁl/ﬁ%, 6,5 63/§1 en 6, met
P3/P, en ¢3. Indien we weer P5/p, = 0,2 beschouwen dan blijkt dat
a]/ﬁ% varieert met 0,13 op de 0,85 ofwel binnen een marge van ca. 15%.
De fase van q, varieert slechts met maximaal 6%. De invloed t.o.v. de
tweede harmonische is dus veel sterker, doch als de tweede overheerst,
zoals bijvoorbeeld bij cnoidale golven, dan zal §3/ﬁl veel kleiner
zijn dan 0,2 zodat de totale invloed op 31/5% gering blijft ( zeker

op de fase van q;: 81) en de linearisatie gegeven in 6.2.4. niet on-

dermijnd wordt.



7. Energiedissipatie in de grenslaag.

7.1. Afleiding

In hoofdstuk 4 is afgeleid dat de dissipatie van energie per eenheid

van tijd en volume in de grenslaag gegeven wordt door:

%

o] du 3
Pper_ TV évf' T 5, dzdt (J/sm>) (7.1)
In de laminaire grenslaag volgt met
__.ou
T =* Oxz -p\)a—z
voor P
per
=P du,2
Pl.per_ T i"vj; v (Bz) dz dt (7.2)

In de turbulente grenslaag wordt met de hypothese van Boussinesq

(zie hoofdstuk 5) analoog aan (7.2) gevonden:

du, 2

B dz dt (7-3)

= T v
De totale energiedissipatie per tijdseenheid, gemiddeld over de
golfperiode, en per eenheid van grondoppervlak, aangeduid met E ,

kan worden bepaald met:

1 i 8 du 2
E = Pper d = T é' iOT 'g dzdt (J/sm”) (7.4)

met d= gemiddelde waterdiepte; het integratie-interval L, is zg< z< d

zp= 0 voor laminaire grenslaag

20

r/30 voor volledig turbulente grenslaag, met r de equivalente

Nikuradse ruwheid.
Op dezelfde wijze als in paragraaf 6.2. worden Ten U gesplitst in een

tijdsgemiddeld deel en een tijdsafhankelijk deel:

T=_?+

e A

} (7.5)

+

e
[
el

%) De plaatscoordinaten X] en Xy in hoofdstuk 4 zijn vervangen door

resp. x en z . Overeenkomstig zijn de snelheden u, en u, vervangen door

2
resp. u en w.



1.2

Buiten de grenslaag wordt de stroming voor wat betreft de golfbeweging
wervelvrij beschouwd, ofwel buiten de grenslaag is de schuifspanning
geen functie meer van de tijd.

Gebruikmakend van (7.5) kan dan bij aanname dat de grenslaag zich uit-

strekt van z= z, tot z=z * Voor E geschreven worden:

1 T Zmax_ 33 9 o d
N . T T 5 da (7.6)
T 0z
0 z( 2
I i 5
De eerste integraal in (7.6) aangegeven met EIkan als volgt worden uit-
geschreven:
T z T Zmax
E~L/Ea] ™ a -1 8B e (7.7)
T T z T 0z
0 0 0 zp

Daar voor z > z ., geldt T=0 en op z= z, geldt U= o is de eerste term
in (7.7) gelijk aan nul.
Voor de tweede term in (7.7) kan gebruik gemaakt worden van de bewegings—

vergelijking (4.2 7):

du __1ldpg 123t
ot o dx * p 9z (7.8)

In paragraaf 6.2.1. wordt aangetoond, dat deze vergelijking geschreven

kan worden als :

dig 13
3%~ p 3z (7.9)

met ugde defectsnelheid gedefinieerd volgens:

ug= u-U, U=u(t’zmax) (7.10)

Invullen van (7.9) en (7.10) in (7.7) levert:

T Zmax o T zmaX ~ T
B2/ Gy 2 gpqe - L5 M5 A gae (711
T d 5t T 0z
0 Zo 0 ZO

De eerste term in (7.11) is gelijk aan nul. Namelijk integratie naar de

tijd levert, gezien de periodiciteit van ugt
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T zpax = Zmax T .42
I adg—tddzdt=f {fga‘gt dt} dz =0
0 z z( 0
Voor Ei volgt nu na integratie naar z in de tweede term:
1 5 ~ z
E=~3/U[T]™* dt (7.12)
0 Zo

Substitutie van de randvoorwaarden voor g

levert tenslotte voor Eq:

U T, dt (7.13)

1
Er= T

o -H4

Voor het oplossen van de tweede integraal in (7.6) wordt een lineaire
verdeling van de tijdsgemiddelde schuifspanning over de hoogte veronder-
steld zoals weergegeven in fig. (6.1).

Buiten de grenslaag is de schuifspanning in het buitengebied gelijk aan

de gemiddelde schuifspanning, en wordt volledig bepaald door de gemiddelde
drukgradiént naar x , welke gezien de grenslaagbenadering voor de gesuper-
poneerde stroom constant is over de gehele waterdiepte. Dit resulteert in
een lineair verband in z voor T . In de grenslaag voor de golfbeweging,
volgt uit de grenslaagbenadering dat de tijdsafhankelijke drukgradiént

naar x constant is over de hoogte van de grenslaag. De tijdsgemiddelde druk-
gradiént naar x in de grenslaag is dan gelijk aan die in het buitengebied.
Uit de vereenvoudige bewegingsvergelijking (7.8) volgt dan na middelen over

de periode, het lineaire verband in z voor de tijdsgemiddelde schuifspanning.

Het lineaire verband wordt gegeven door:

T =?b (- z/d) (7.14)
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_Voor EII volgt dan:
e du = — 9 d
Eiq™ S 1y (1-2/d) qz 42 = ud) - F Sz 3; 92
0 z0

= d = — d
=Tu@ -Plzu] + Rrud=27 Tz (7.15)

Ter vereenvoudiging kan ingevoerd worden de gemiddelde snelheid over de
hoogte, aangegeven met u. Dus

d_
J u dz (7.16)
ZQ

ol —

u =

De totale energiedissipatie per golfperiode en grondoppervlak wordt dan

volgens (7.6):

E=_b + U7

(=}

b dt (7« 17)

o -4

1
T

Daar de grootte van de golfbeweging afhangt, is de dissipatie niet simpel
een superpositie van de dissipatie bij alleen een uniforme stroom, gegeven
het verhang, en de dissipatie bij alleen een golfbeweging. Wel kan de
laatste term als de bijdrage worden beschouwd in E van de dissipatie in de
grenslaag bij golven.
De laatste term in (7.17) kan nog eenvoudig in harmonische componenten
worden uitgeschreven.
o0

Stel U= Zl ﬁhcos( nwt — wn) = Z] ﬁn { cosypcosnwt + sinwnsinnwt }
n= n=

8

(7.18)*%

-~

oo e}
T~ E Tbpcos ( nwt - en) = E Tew { cosf cosnwt + sinf sinnwt }

1 n=1

In de laatste term in (7.17) staat het produkt O fb'

Neem nu een willekeurig produkt term uit de produkt reeks, welke volgt uit
(7-18)¢

T, U { cosy_cosb_cosmwtcosnwt + cosy_sin® cosmwtsinnwt
bn ™ m m n m n

+ siny cos6 cosnwtsinmwt + sinwmsinensinnwtsinmmt } (7.19)




7.5

Uit de goniometrie volgt:

cos m Wt cos n Wt = § cos (n+m)w t + § cos (n-m)w t (a)
cos mWwt sin n wt = § sin (n+m)w t + § sin (n-m)w t (b)
sin m Wt cos n wt = } sin (n+m)w t - } sin (n-m)uw t (e) (7.20)
sin m wt sin n wt ==} cos (n+m)w t + } cos (n-m)uw t (d)

Bij middelen van (7.20a) t/m(7.20d) over de golfperiode volgt er
alleen uit (7.203) en (7.20d) een van nul verschillende oplossing
als m= n.

Voor 2e term in (7.17) resulteert dan:

T (<]
1 - = = Z ;
T é U T dt -nfl Tann{ %coswncosen-+ £31nwn31n6n }
(e o]
= 2n=1 TannCOS( wn - 6n )

De totale energiedissipatie kan dus nog geschreven worden als:

(e o]
E= T,u + inzl TannCOS( b, - On ) (7.21)

Indien alleen de snelheden en schuifspanningen t/m de eerste harmonische

worden beschouwd wordt (7.21)

- = - - *
E;= Tyu + § Tyy0j cos( ¥ - 6)) (J/sm?) (7.22)

%) De index 1 bij E geeft aan dat alleen de eerste harmonische beschouwd wordt.
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7.2. Enige toepassingen.

Jonsson definieert overeenkomstig de relatie tussen fb] en ﬁl( zie
vg1.3.21)x) z

- § 2
Tp1 bp £ U (7.23)

voor de over de golfperiode gemiddelde energiedissipatie per eenheid

van grondoppervlak en tijdseenheid:
2 ~ 3 :
Eg= I p fo Uy (zie=9=) (7.24)

waarin f, een wrijvingsfactor is overeenkomstig fy;, maar nu

voor de energie.

Passen we (7.22) toe op een laminaire grenslaag bij een zuiver oscillerende

beweging dan volgt (zie paragraaf 3.1):

Ty = 1 pfy U1 (7:25)
2

met f,= I ,Reavolgens (3.12) (7.26)
Rea

en Y, - 6;= 45° (7.27)

(zie B.8)en (3.10) )
Voor E; volgt dan:
E=}4pf U,°4 /2 (7.28)
1 w o1 '

Vergelijken van E; wet Ed volgens (7.24) geeft

f €7.29)

~

%) U]rr in (3.22) komt overeen met U]hier.
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Een andere aanpak voor de energiedissipatie door viskeuze krachten is die
van Eagleson =5=.

Daarbij gaat hij uit van de uitdrukking van Rayleigh voor de gedissipeerde
energie per eenheid van oppervlak en tijdseenheid(deze uitdrukking is even-

eens in hoofdstuk 4 afgeleid):

1 k 9% cw _ 3du,2 ou oW _ Ju Jw 2
E=p 5% é é v {(§; = 5;) = 4(5; 32 3z 5;)} dxdz (J/sm%) (7.30)
waarin : k= golfgetal = 27/L
L= golflengte
d= waterdiepte
w= golffrequentie= %ﬂ » T de golfperiode

u,w= resp. horizontale en verticale snelheid.

X,z= resp. horizontale en verticale coordinaat.

De tweede term tussen de haken geeft de interne demping weer, de eerste term
de rotatiedemping. De laatste is afwezig bij golven op diep water. In ondiep
water overheerst die term.

In ondiep water kan (7.30) vereenvoudigd worden tot:

E=p% v (—3%)2 dsile (7.31)

£ |
(=l N -
O St

Eagleson gebruikt nu de oplossing van Hough voor de Navier Stokes vergelijking
bij meenemen van viskeuze schuifspanningen, maar verwaarlozen van de niet-

lineaire convectieve termen. Er volgt voor als “B >> k:

2eB 2 2 Bpiah s ki s .on) (5

B ey B mnwa B

met ¢ de voortplantingssnelheid volgens:

(g/k tanh kd)i (7.33)
en 8= (L ¥ (zie 0ok(3.9)) (7.34)

C
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De 2e en hogere termen tussen de haken in (7.32) geven de interne demping
weer. Voor alleen de rotatiedemping volgt:

B= 4} p /iIU/T G )’ (7.35)

In de lineaire golftheorie geldt voor de amplitude van de orbitaal snel-
heid nabij de bodem:

g -m 1

U, "T Sioh kd (7,36
Deze snelheid kan worden beschouwd als de snelheid net buiten de grens-
laag. Verder is

c= L/T
en k= 2 T/L

zodat (7.35) vereenvoudigd kan worden tot:

E= + } o /m/T 0,2 (7.37)

Met (3.11), (3.14) en (3.15) volgt:

1 -~
—_— 3
ol L= (7.38)

Dit komt overeen met (7.28), na invullen van fw uit (7.26).

Voor zuiver ruw turbulente oscillerende beweging en bij beschouwen van
alleen de eerste harmonischen wordt voor fw enkel een afhankelijkheid
van a/r gevonden. (zie paragraaf 6.1 en bijlage 8). Hetzelfde geldt voor
wl (zie bijlage 7, figuur 1), waarbij 61= o is gekozen. Dan volgt uit
(7.22) dat E; enkel een functie is van U1 en a/r, of als E{ dimensie-

3 3 E1l .
loos wordt gemaakt met pU] 5 A8 2;77;3 enkel nog een functie van a/r.

Dit verband is, gebruikmakend van de analytische resultaten van Bakker
voor het verband tussen f, en a/r en wl en a/r, weergegeven in bijlage 15.
Dit in tegenstelling tot het laminaire geval, waarbij .—E}— enkel
Reynolds afhankelijk is (zie (7.38). e U



8. Samenvatting en conclusies.

In het kort kan de doelstelling voor deze studie als volgt

worden geformuleerd:

Op zowel analytische als numerieke wijze te onderzoeken,
of de door Bakker gepresenteerde berekeningsmethode van de
snelheidsverdeling in de grenslaag verbeterd kan worden,
zodanig, dat de verschillen met metingen gereduceerd kunnen
worden. Daarbij moeten een drietal facetten beschouwwdworden:
- aantal te beschouwen harmonischen
- voldoen van mengweglengte hypothese
- numerieke procedure.
Daarnaast te onderzoeken hoe de energieverliezen in de grens-

laag kunnen worden berekend.

In dit deel van het rapport worden de analytische beschouwingen

en berekeningen beschreven. Eerst i8 een literatuuroverzicht
gegeven (hoofdstuk 3) vanberekeningsmethoden van de snel-

heidsverdeling in de grenslaag bij golven en stroom.

In hoofdstuk 4 wordt beschreven, welke termen nu precies ver-
waarloosd mogen worden in de algemene vergelijkingen, die transport
van impuls, warmte en concentratie van materiaal beheersen, in een
turbulente grenslaag. Hieruit resulteert ondermeer een eenvoudige
bewegingsvergelijking. Echter om deze vergelijking op te kunnen
lossen is een extra relatie tussen de interne turbulente schuif-
spanning en het snelheidspatroon nodig.

Voor stationaire en quasi-stationaire stromingen, wordt deze
zgn. sluitingsrelatie door diverse hypothesen gegeven, welke allen
in het verleden intensief bestudeerd en getest zijn. Voor sterk tijds-—
afhankelijke waterbeweging zoals bij golven, is er echter bijzonder
weinig bekend, over de mogelijke toepassing bij niet-stationaire water

beweging van de diverse hypothesen voor stationaire waterbeweging.



Uitzondering is de tweedelige mengweglengte hypothese van Prandtl.
De problemen omtrent toepassing daarvan bij niet-stationaire water-
beweging en eventuele toepassingsmogelijkheden van andere hypothesen
worden in hoofdstuk 5 beschreven.

In hoofdstuk 6 wordt uitvoerig de toepassing van het mengweglengte

model voor de twee-dimensionale %)

oscillerende grenslaag bij golven

en stroom beschreven. De meeste aandacht wordt daarbij besteed aan

analytische oplossingen, waartoe linearis-.tie van de vergelijkingen

noodzakelijk is. Oplossingen worden gegeven voor de nulde en eerste

harmonischen van de horizontale snelheid in de grenslaag. Verder

wordt aandacht besteed aan de invloed van hogere harmonischen, via

de niet-lineariteit van het stelsel op te lossen vergelijkingen,

op de reeds verkregen oplossingen voor de nulde en eerste harmonischen.
Een nieuw analytisch berekeningsmodel wordt gegeven, dat nauw-

keuriger dan de bestaande modellen aansluit hij het werkelijk verloop

van de turbulente viscositeit x*).

In hoofdstuk 7 zal tenslotte worden ingegaan op de energiedissipa-

tie door turbulente en viskeuze schuifspanningen in de grenslaag.

De golfvoortplantingsrichting en resulterende stroomrichting zijn
y daarbij gelijk.
xx
Helaas heeft de tijd ontbroken, de gevonden formules kwantitatief

uit te werken tot momentane snelheidsverticalen.



In het

tweede deel van dit rapport wordt de ontwikkeling en toe-

passing van een nieuwe computer-programma beschreven, waarmee de

snelheidsverdeling in de grenslaag kan worden berekend, uitgaande

van de vereenvoudigde bewegingsvergelijking en de mengweglengte

hypothese van Prandtl. Voor een wat meer uitgebreide samenvatting

en conclusies, omtrent het computerprogramma en de toepassing daar-

van wordt verwezen naar het tweede deel.

Met betrekking tot hetgeen in de voorafgaande hoofdstukken is

beschreven, kan het volgende worden geconcludeerd:

m.b.ts
1

de analytische beschouwingen:

Bij de analytische berekening reduceert door de linearisatie
de mengweglengte hypothese tot het turbulente viscositeits-
concept met een tijdsonafhankelijke turbulente viscositeit.
Het verloop hiervan over de hoogte is met name voor golven

met zwakke stroom belangrijk voor het uiteindelijk resultaat.

De invloed van de resulterende stroom op de snelheidsverticalen
van zowel de gemiddelde snelheid als de eerste harmonische com—
ponent is m.b.v. de analytische berekening duidelijk aan te ge-
ven. De gevonden tendens komt overeen met metingen,maar is
kwantitatief.

Indien alleen de snelheden in de grenslaag worden beschouwd
t.g.v. golven, dan is de invloed van de tweede harmonische

van de horizontale snelheid op de oplossing van de eerste har-
monische erg klein (orde van grootte: enkele procenten ).
Indien de waterbeweging uit vrijwel alleen oneven harmonischen
bestaat, dan is de invloed van de derde harmonische van de
horizontale snelheid op de eerste harmonische aanzienlijk groter
dan in het eerst genoemde geval. (orde van grootte: 107). Dit
laatste geldt alleen voor de amplitude van de eerste harmonische
van de horizontale snelheid. De invloed op de fase is erg klein

(maximale verschuiving ca. 59).
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8.4

In eerste benadering kan bij de aanname van een wervel-
vrij buitengebied (voor wat betreft de oscillerende be-
weging) de energie dissipatie per oppervlakte eenheid
en per periode berekend worden uit de horizontale snel-
heid aan de bovenrand van de grenslaag en de schuif-

spanningen aan de bodem.

De verschillen tussen analytisch berekende en gemeten snel-
heidsverticalen leiden samen met de resultaten van de nu-
merieke berekening (zie daarvoor deel 2) tot de conclusie,
dat de verschillen te wijten zijn aan het gekozen turbu-

lentiemodel.

Een argument voor het toepassen van een ander turbulentie-
model, kan worden gevonden in het feit, dat zowel de numerieke
(zie deel 2) als de analytische berekeningen grote afwijkingen
met de metingen vertonen, daar waar de momentane snelheids-
profielen bultvormig zijn.

Omdat daar de snelheden groot zijn (vaak groter dan in het
buitengebied) en de concentraties van materiaal relatief

t.o.v. de bodemrandvoorwaarde ook groot kunnen zijn,zal bij
berekening van het resulterend transport de foutinvloed op

de genoemde hoogte groot zijn. De invloed op de fout wordt
destemeer duidelijk als het resulterend transport beschouwd
wordt als het verschil tussen een heen-en terugwaarts transport,
welke beide groot zijn t.o.v. het resulterend transport.

Omdat zowel de concentratieverdeling als de snelheidsverdeling
afhankelijk zijn van het turbulentiemodel, kan het bij het be-
rekenen van resulterende transporten van belang zijn een ander fy-

sisch reeel turbulentiemodel te gebruiken.



Aanbevelingen voor verder onderzoek.

Voor voortzetting van het analytisch onderzoek naar de snelheidsverdeling

in de grenslaag, zijn op grond van het voorafgaande de volgende aanbevelingen

te doen:

uitbreiden en uitwerken van de analytische oplossing bij ver-

beterd verloop van de turbulente viscositeit.

uitbreiden van de analytische berekeningsmethode voor het drie-
dimensionale geval, waarbij golfvoorplantingsrichting en resul-

terende stroom niet gelijk gericht zijn.

Nagaan, of toepassen van een ander turbulentie-model, zoals in
hoofdstuk 5.4 beschreven is, haalbaar is. Met name zou dit getoetst
kunnen worden aan metingen m.b.t. de turbulente schuifspanningen

bij de combinatie van golven en stroom.
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Appendix A.

In deze appendix wordt de grenslaagbenadering toegepast op de

vergelijkingen (4.9) t/m (4.11) en (4.12f) en (4.128) uit

hoofdstuk 4.

Voordat de vergelijkingen vereenvoudigd worden, wordt allereerst

het aantal onbekenden gereduceerd, door de stromingstoestand als

tweedimensionaal te beschouwen (x] - en Xp-richting). Met betrekking

tot de derde dimensie (x3-richting wordt aangenomen, dat alle

grootheden uniform verdeeld zijn.

Veronderstel nu de volgende schalen:

- snelheidsschalen: xlrichting: V] deze kan worden gedefinieerd door

V.= 4, + u , waarin (A1)

amplitude horizontale snelheid

nabij de bodem buiten de grenslaag

t.g.v. golven.

u gemiddelde horizontale snelheid
nabij de bodem buiten de grenslaag.
xzrichting: V2 deze kan worden gedefinieerd door:
V2= Gz , waarin (A2)
ﬁz amplitude verticale snelheid, nabij
de bodem buiten de grenslaag t.g.v.
golven.

- tijdschaal: T daar de interesse uitgaat naar de grenslaagontwikkeling
bij golven zal als tijdschaal de golfperiode T een voor de
hand liggende keuze zijn, dus
T =T.

- lengteschalen: x richting : L

1 1
2 2

Beide volgen via de continuiteitsvergelijking uit de snel-

X,richting : L

heidsschalen en tijdschaal. (zie(A9)).
- schaal turbulente snelheidsfluctuaties: &
aangenomen wordt, dat de snelheidsfluctuaties in de
twee dimensies van dezelfde orde van grootte zijn.
- schaal concentratie: C
Toegepast op een zandconcentratie zou voor C de
bodemconcentratie genomen kunnen worden. Evenals
de navolgende schalen is de keuze voor C voor de

grenslaagbenadering verder niet relevant.



- schaal drukgradienten: xl-richting: A, , voor golven gecombineerd met
een resulterende stroom kan een
maat hiervoor zijn:
Al = pgl + ﬁ+/L1 , waarin
Bt de amplitude van druk nabij de bodem
verminderd met de hydrostatische druk
I energieverhang van de resulterende
stroom.
xz—richting: A2 » in deze richting ligt het voor de
hand, gezien de gekozen orientatie weer-
gegeven in fig.4.1 ,als maat te kiezen
de hydrostatische drukgradiént:
Ay =p g
De keuze voor A; en A2 is voor de grenslaag

benadering niet essentieel.

- schaal energiedissipatie: 0O
Zoals uit hoofdstuk 7 blijkt, geldt, dat de
energiedissipatie in de grenslaag per eenheid
van tijd en grondoppervlak bij het geval van
alleen golven evenredig is met pﬁ? . Dit geldt
voor zowel een laminaire als een turbulente gren-
laag. Voor een uniforme stroom geldt eveneens
dat de dissipatie evenredig is met pu . (4 en u
gekozen, zoals is aangegeven bij de snelheids-
schalen). Een keuze voor O zou dan kunnen zijn:
0 = p(d, + u)
doch deze is voor toepassing van de grenslaag-

benadering niet van belang.

Aannemen van de aanwezigheid van een grenslaag houdt in dat er een laag
nabij de bodem kan worden onderscheiden ,waarin de snelheden evenwijdig
aan de bodem sterk overheersen. In het hier beschouwde geval wordt de
bodem evenwijdig aan de x,~as verondersteld, en zal de verwachting zijn
dat de x;-richting de hoofdstroomrichting zal zijn (zie fig. 4.1).

Of er sprake is van een grenslaag hangt dan af van de verhouding van de
verticale en horizontale snelheidschalen.

Gesteld wordt dat er sprake is van een hoofdstroomrichting als :

g = V2/V1<< 1 (A3)



Dit is zeker het geval als de resulterende stroom overheerst:

u>> @, (A4)

Namelijk voor de golfbeweging nabij de bodem geldt meestal:
ﬁz < Gl (A5)

zodat via (Al) aan (A3) wordt voldaan.
Voor de gevallen dat (A4) niet geldt is een veilige voorwaarde voor

het veronderstellen van een grenslaag:

(46)

4.<< Q@
%9 1

We kunnen Gz/ﬁ1 afschatten m.b.v. de lineaire golftheorie (zie bv. Lamb =14=):

/8, = tanh kx, (A7)

waarin:
k=2m/L , L = golflengte

X9 de verticale ordinaat zédanig, dat x2=0 op de bodem.

In de turbulente grenslaag is volgens hoofdstuk 6 een maat voor de dikte
van de grenslaag:

K ﬁb]T

waarin:

K constante van von Karman: kK=.4

ﬁbl amplitude van de schuifspanningssnelheid aan de bodem
Indien GZ/G] << 1 dan geldt voor (A7) bij benadering:
uz/ulz 2m xz/L

Een maat voor de grootste verhouding GZ/GI van belang voor de grenslaag

is de waarde op Xy=K ﬁbIT » ofwel aan (A6) zal voldaan worden als:

K ﬁblT

5 << 1 (A8)



A.4

In de grenslaagbenadering wordt nagegaan, welke termen in de diverse
balansvergelijkingen op grond van (A3) kunnen worden verwaarloosd.
Daartoe worden de grootheden en variabelen dimensieloos gemaakt m.b.v. de
gedefinieerde schalen. De vergelijkingen (4.9) t/m (4.11) en (4.12%) en
(4.128) kunnen dan voor het twee-dimensionale geval als volgt worden

%)

uitgeschreven:

continuiteitsvergelijking:

V, duj Vo dud _
ET ox] * Ly 9x3 =0 (49)

bewegingsvergelijking:

xl-richting:

Vy, ou} Vv ou} ViV du?t 1 9p*
i/ § M1 g 2] . NIV9 4 OUy _ L =2
T oet T i O YL axy - M D oa
V, 9 (. ou} Vi 3, out 22 3(ujup*
* _é'ax'{“ 5§+ 5 & _% Bx’{v 3:' } T (gxg
L] 1 1 L2 2 2 1 1
2 S e N
_ %_ Bguiuz) (A10)
2 %
X,-richting:
2 & 4
Vyp dud  ViVp L0ud V s QU _ 1 9p
T ott "L, Ui Y, et M g
2

_ 12 B(uéui)* (Al])

f; axi

diffusievergelijking:

C 9" Vi€ , 3c* Vo, ,0c* _C 3, ot

Toc "L M e L, Y T L2 e Do )
C__9_ dc’y _ 2C 3(ujc")* _ LC d(ujc")*

Y L,2 5x3t D Bxi} Ly ox} L, ~ ox} (A12)

x)
De extra termen die in vergelijking (4.10) en (4.11) voorkomen

worden hier voor de eenvoud weggelaten,omdat ze op de orde van

grootte beschouwing niet van invloed zijn.



A.5

energiedissipatie:

turbulent:

2
+ I 2 Vl, ,2 ,Bul 22 Vi1 + Oui
OPt,per VT T{ ‘-/;{"{ L ) l + s (uju 2) 3%t
22Vy ——rv.0u3 . 22V, 2., 9
+ —L]i (ujui)’a;; + Tzl(uéz)* a—‘g} dx]dx3de* (A13)
laminair:
2
+ o= 8] ] 8 l \Y% Buz 2
OPl,per Ty * T{ é{‘V{z L, 8 ) 2 L22 (Bxi)
V; Ou} Vs Qul .2
—L _1_1.]. __2 + +
* i 1, x5 + L g%) } dxjdx3dt (A14)

b 4

Indien aangenomen wordt, dat %%} ongelijk aan nul kan zijn, dan volgt
. G e 3 B :

uit de continuilteitsvergelijking, dat de verhoudingen V]/L] en V2/L2

een overeenkomende tijdschaal aangeven. De schalen Ly en L, kunnen z5

gekozen worden dat die tijdschaal overeenkomt met T , dus

% > (A15)

£l
]
—3

Om de diverse termen met elkaar te vergelijken worden de vergelijkingen

(A9) t/m (Al14) vermenigvuldigd met resp.

(A9): L,/V,
(A10): L;/v;2
(Al1): L;/v,?
(A12): T/C
(A13): L,/V,
(A14): (L,/V1)2

De vergelijkingen (A9) t/m (Al4) gaan dan met toepassing van (Al5)

over in:
continuiteit:
+ 4
g—“j- + g—“g=o (A16)

1



A.6

bewegingsvergelijking:

x(-richting:

Bul , adui L odul_ _TAL D3t , 1 (3 dul
et T T T T T o T [ax;{vs§f}
2

v + 2 1 . 1\4+ v 1

# g 38,{\) %:%l-}]- = z[s(g;{f A o 3(“ SGiud) ') a1y
2 9% 2 1 1 2

xz—richting:
Bub , .+ Bud L Buby _ _ TAp 13pT .V, 1 3
Vi [Wz' e - 5;%’1 ~ Vo x} ¥ v, Tvr‘[ax{ }

2
\4 )
FV2 ax‘

2 —_— —_—
o Q/ a ] + V 8 1)+
] - 2P . CE @i

diffusievergelijking:

2
et . B ,B* _ 1 3. Bt ¥ 3§ e
ot T e T V25 Tvll[ax;L Daxp) * V,2 5x5 Daxg) ]
T 1 [] T\ +
- ‘%_[ __1_3(; c il __L(g = (A19)
1 % 2 %2
energiedissipatie:
. T _2_ -a 2:2 ¢ f ff {—2_ fl "'Bu"] T ,+8u’]
turbulent: S} ] t,per— - TTVTT ot iy V] U )BXT + (uIUZ)QXE
2 +
+ %lzz (uéui)+g—;% + % (_'f)’a—“z } dx}dx3de* (A20)
2 2
. 2,V . - _ b 2 \ du?. 2
laminair: T“0 V?Z Pl,per TV { é{’V{Z —22( ) + 2 V?Z (3x§)
PR B
+ (%}“?‘%r + li-zg—:% )2} dx}dxjde* (A21)

Als voorwaarde (A3) aangenomen wordt, dan kunnen de vergelijkingen
(A17) t/m (A21) vereenvoudigd worden, door termen van dezelfde 'soort'
t.o.v elkaar te verwaarlozen, als de ene term een factor ¢ =V2/V1 3
of hogere macht van Z,verschilt van de andere term.



Bovendien kunnen de twee bewegingsvergelijkingen ,in x]—richting en
xz-richting, met elkaar vergeleken worden. Deze vergelijkingen ( (A17)
en (A18) ) zijn z6 geschreven, dat de termen met de turbulente Reynoldse
spanningen van dezelfde_grde zijn of lager.Namelijk een versnelling

: oufu] . . — . ;
t.g.v. de gradient 5% in (A17) in x|-richting en een versnelling t.g.v.

1
gradient é%igl in (A18) in Xy-richting zullen op grond van de aanname,
dat de turbulente fluctuaties in beide richtingen van dezelfde orde van

grootte zijn, ook van dezelfde’orde van grootte moeten zijn. Hetzelfde

1 1
geldt voor de gradiénten §§£¥i in (A17) en §§§$2 in (A18) .

De grenslaag benadering houdt bovengenoemde vefreenvoudiging in en

levert voor de vergelijkingen (A17) t/m (A21), geschreven in niet -

dimensieloze vorm:

bewegingsvergelijking:

x)-richting:

du du du i » 3 o

__L ——L —l—= —__2 = =

O axl T sz p dx * sz{vggg uful}l  (a22)
xz-richting:

0=~ %o, B (20 (423)

diffusievergelijking:

ac ¢ 9 _ 9 oc _ —
ot * Uk, * Usdx, T Bx; (D5 T e’} (A24)
1 2 2 2
energiedissipatie:
. P ——v Jdu ’
turbulent: Pt,per T £ é{ u}u2 3;; dxldxzdt (A25)

laminair: P - J Ifv (—Eiozdx]dx dt (A26)
T V' %5



Appendix B

In deze appendix wordt een benadering gegeven voor de complexe
integraal E; voor kleine waarden van a= £120

Voor het imaginaire en reéle deel van E] kan resp. geschreven

worden (zie Abramowitz =1= )
l e 2tgi bt b
Im{E|(a+bi)} = S —=—F2= dt - arctan = (B1)
0

e_at(l-cosbt) d
t

]

1 2
Re{E, (atbi)} = J t - Hn(1+2)
0

+ E](a) (B2)

Voor toepassing op vergelijking (6.31) moet gelden:
b = 2a

Voor kleine waarden van a, d.w.z. a<< | , kan bij het oplossen
van de integralen in (Bl) en (B2) gebruik worden gemaakt van

. . . =X .
de Taylor-ontwikkeling van de functies e » S1nx en cosx om x=0 :

1 -at . 1
J & __sinbt tsmbt dt = [ (‘—iﬂ dt = (1-}a)b (83)
0 0

1 =8t 1 q. 2
re (1-cosbt) it = f (1 atzi(bt) dt = (= %a)in (B&4)
0

0 €

Met b = 2a en a<< 1 kan m.b.v. (B3) en (B4) voor (Bl) en (B2)

geschreven worden:
Im{E](a(l+Zi))}= 2a - arctan2 (B5)
Re{Ej(a(1+2i))}=~ -}1n5 + E,(a) (B6)

waarin Ej(a) nog benaderd kan worden met (zie =1= ):

E;(a) = -y - Ina (B7)

met Y de constante van Euler:y~.5772.....



B.2

Er volgt dan bij benadering voor de norm en het argument van El(a+bi)

|E,(a(1+21))| = -(1na + Y + }1n5) = - 1n(3.96a) (B8)

. - 2a - arctan?
arg{El(a(l+21))} = arctan{_“nS_Y_1na } (B9)



APPENDIX C.

In deze appendix worden de analytische relaties afgeleid tussen

40, 15 8 enpg , B ,9 .
Deze relaties volgen uit de betrekkingen tussen q en p:

qa=rplpl. (c.1)

Daar zowel q als p periodiek zijn, kunnen q en p in een Fourier-
reeks ontwikkeld worden:

(oo}
9= 4o * § dp. cosb cosnuwt 9 sinf sinnwt (a)

n (C.2)
pP= 50 + E Ppe cosf pcosnwt + pnssin¢nsinnwt (b)
n=1 J
met = 2m/T
waarin: 9nes 9ns » Ppe em Ppg volgen uit:
anz = qncz + qn52 ’ tan® n= an/qnc
(€.3)

a 2.

Pn’= Pnc? + pPns?

’ tan¢ n= Pns/Pnc

Beschouwen we enkel de eerste harmonische van P, dan kunnen als volgt

50 » dpe en q, . bepaald worden:

o iy
- ] 3
=7/ plplat (2)
o
T
ane=5 / P |p|cosnwt dt (b)
& L (C.4)
2T :
Ins=T | p|p|51nnwt dt (e)
)
met p= Eo + piccosd, coswt + p]ssin¢lsinwt (d)
/



C.2

Voor de eenvoud wordtg;= O gesteld. De uit (C.4) berekende fasen,
moeten dan nog worden verschoven met +n¢] om de werkelijke fasen

te krijgen. Dus daar dan Ple =§a:

P= Po * Py, coswt (c.5)
Enkel als p de vorm van (C.Ad) heeft zijn eenvoudig de integralen in
(C.4) uit te rekenen. Bij meenemen van meer harmonischen is men aan-
gewezen op een numerieke methode, behalve als

P> 0 of p< 0 voor O<t<T

Dan wordt de relatie (C.1) eenvoudig

2
q= p” als p> 0 (a) (C.6)
=-p2 als p< O (b)

(c.7)

In het eerste geval geldt (C.62).

Daar de oplossing op dezelfde wijze gevonden wordt als in het meer
algemene geval, dat voor 0<t<T p>0, waarin p uit een onbepaald aantal
harmonischen kan zijn opgebouwd, komt dit in het volgende punt aan de orde.
In het tweede geval moet onderscheid gemaakt worden in het positieve

en negatieve deel van p. Uit figuur C.1 volgt, dat voor:

-im -arcsin (%$)< t <}m™ arcsin (%%) : p>0

en voor: B _
jm+ arcsin (%?)<t<liﬂ- arcsin (£2)

L 3 <0
P P



figuur C.1

In het navolgende zal alleen voor aO de relatie met Eo en P]
worden afgeleid. De andere relaties volgen op analoge wijze
bij toepassing van de goniometrische relaties (7.20).

De berekening van aO gaat als volgt:

4§
= 1 e -~ - ~
qQ == é (pg*P) coswt) |pg+Pjcosut |dt (C.8)

L=

Voor de eenvoud wordt wt vervangen doorf{ . Verder wordt ﬁl buiten
de integraal gebracht, en wordt de integraal gesplitst in een deel

waarbij p>0 en een deel, waarbij p<o:

= .3 g RS 7., TR o=,
o 00 g S o0 [ @y
met go= iy + arcsin (Eolﬁl) (€c.9)

De integraal kan als volgt worden uitgeschreven:

(gﬂ + cosg)2= (gﬂ )2+§+2-.-13-Q cosgt+ 4 cos 2§ (C.10)
De primitieve van (C.10) is:
{3+ (-gill)z}g + z-glll sinf + } sin 2¢

De le integraal in (C.9) levert dan:

{(go')z + i} 2&04- 4 ﬁ SinEo + } sin 250



C.4

De 2e integraal levert:
o _ Y PP
{(§])2+£} (2m-2g ) + 45? sing - } sin 2g
Voor ao volgt dan:
= 2 1 iQ 2 _ iﬂ ; . ]
9, P| 77 [{(ﬁ]) + 4} (485~ 2m)+ 8 5, sing, + sin 2§,
Daar g, = i1 + arcsin (50/61)

volgt er tenslotte voor ao:

a

- 272 ,.,p Z, . P 3 p . P ]
= — = arcsin (= + — X% cos arcsin (%= C.11
o= B[ 7 (GY*+h i # L R0. csin BO|  (c.11%)

Op analoge wijze kan worden gevonden:

q, = Pl['%'g? arcsin (%?) ¥ %;:( (%%)2+2) cos arcsin (%%-] (C.llb)
) =0 ( na verschuivenel=¢]) (C.llc)
4o= ﬁ"f[% arcsin (%?) +% (%(]1){ ( % - (%?-)2 cos arcsin ( )

- % — arcsin (%?)}] (C.lld)
2 = 0 (na verschuiveng 2=2¢1) (C.lle)

q3 = % ﬁ? [ (1- ( ) ) cos arcsin (—0) + 1/3 (2(—99 -5)cos arcs1n(—Q )
1

+ 4/5 cos arecsin (%?) } (C.llf)

63 = 0 ( na verschuiven 93=3¢|) (C.llg)



C.5

In bijlage 9a zijn deze (C.8) en (C.11) relaties weergegeven.
De relaties (C.lla) en (C.llb) kunnen in verband met het rekenwerk

benaderd worden met polynomen:

Q. - PO P02 Pgy3 a
- = aj; + a 0 + aq(x) + a, (% Ca'l2
5?2 1 2 (P]) 3(P1) 4(P1) ¢ )
8 -b +b, B0 + b3 @Y2 4 1 (BO)3 (c.12%)
& 2 1 2 Pi p] 4 Pi

P

met a],az,a3,a4,b],b2,b3, en b4 nader te bepalen constanten.

De benadering met de derde graads polynomen eist vier voorwaarden

welke zo gekozen worden dat de aansluitingen glad verlopen, dus:

_ = i 2
voor (C.lla): po/P; = 0 : qO/ﬁ12=0 en 2 (E /P17) =4 /7
d (po/P1)

- .
po/B, = 1t 3y/p,°=1.5 en 4 LW/BLI_
d (po/B1)

o i 2
voor (C.11°): po/By = 0 & d;/,2 =8/3m en LA/B1D) _ 4
d (po/B1)

”~ Az
f = 2 en E_SgllBl_l =2
d (Po/ﬁl)

[
—

- AZ
Po/P]

)
s

~~

o)

Er resulteert dan:
G/B2 = 4/mBy/B)) + (2 4=8/m)  (Bo/B)? +/m1) Gylp)? (@)

4,/8% = 8/3+ (-8/m) (Bo/B)%+ (16/31-2) (5,/5,)° (b)

o
I



C.6

Oplossing qo, q ,e met p>0 over gehele periode.

In dit geval geldt (C.6%). Veronderstellen we nu dat p geschreven
kan worden als in (C.Zb). Daarbij wordt ¢; nog niet gelijk aan nul
gekozen. De algemene vorm van de integraal voor 60 luidt dan na over-
gang op de variabeleg:

2m

& 2
9= 1/2m f['p0+ zl (pOnc cos ng ¢ncos ng + P g sin¢nsinng)] dg
o n=

(C.14)

Er volgt voor de kruisterm:

(o]

e B g :
Po° =i (Pnccos¢ncos n& + pn851n¢n51n n€ )

dat deze na integratie over de periode gelijk is aan nul.

Dus de enigste term waar EO in voor zal komen is 50 .

Voor het kwadraat van de somreeks kan een willekeurige term beschouwd

worden :

(pnccos¢ncosn€+ pn531n¢n51n£n ) (pmccos¢mcosmg+ pm551n¢m31nmg ) =

P cPmcCOS$ COSh cosngcosmg (a)

+ pncpmscos¢nsin¢mcosn€sinmg (b)
(C«15)

pnspmcs1n¢ncos¢msinngcosmg (c)

L . mssm¢ sing 31nn551nmE (d)

Met de goniometrische relaties (7.20) volgt na integratie over de periode
dat alleen de termen (C.15a) en (C.15d) een bijdrage leveren, en nog wel
alleen als n=m. Het kwadraat van de somreeks levert dan na integratie over
de periode:
T 2 2 E
i ol (pnc cos“Pn *P_ g 25102 L= i l i



C.7

Voor aO volgt dan:

- =2 % 3
qo- po + % z

a1 Py (C.16)

De berekening van Qe €0 9 gaat analoog. Indien p ontwikkeld wordt

in een reeks tot n= N, dan resulteert voor N= 1:

7= 5.2 15.2
9= Py * 4B,

4, = 2 pyP,

91= 0 ( dus na verschuiven® 1=¢|) (C.17)
— 2

qz- % p]

6,= 0 (dus na verschuiven van® 9= 2(1)1)

ﬁn=0 voor n>2

en voor N= 2:

2= 5.2 1 5.2 45,2

9%~ Po Py T 2Py

4,= B, (4py°+ 4p, B, cos¢, + p2,)}
1= Py (g 0 Py o5y 2

sind
-~
2p0/p2+ cosg

6]= arctan (

)(+ Tals 2 po/Py + cosd, ) (C.18)
A _ a 52 s _2A2A2£
)= P, P+ 2pyP, cosd,+ 4py” 5,°/B,")

2pap2 si .
o = arctan (TEOEZ——’Q%Z—CEP 2) ( +mals 3} P, * 2p0p2 cos¢2)

Py *2pg

D
(]

a3 = P,P,

83

¢ 2
Ein=0 voor n >3

n.b. Zowele1 92 93 als¢2 moeten nog verschoven worden.
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