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Samenvatting

Omdat het veelgebruikte QWERTY-toetsenbord voor een mobiele telefoon, waarop veelal met één vinger
getypt wordt, geen optimale typtijd genereert, wordt gezocht naar een nieuwe toetsenbordindeling. Om
dit Toetsenbord Layout Probleem op te lossen, worden in de eerste plaats twee nieuwe toetsenroosters
gecreëerd, namelijk een met hexagonale toetsen en een met rechthoekige toetsen. Met behulp van WhatsApp
gesprekken en de nieuw gevormde toetsenroosters worden twee matrices gemaakt, die gebruikt worden om
een kwadratisch toewijzingsprobleem (QAP) op te stellen. Vervolgens wordt met behulp van de eigenvalue
bound, Gilmore-Lawler bound en reduced Gilmore-Lawler bound ondergrenzen bepaald voor dit probleem.
Ook wordt de gemiddelde waarde van alle mogelijke oplossingen bepaald met de mean objective value.
Hierna wordt met twee heuristieken geprobeerd voor beide toetsenrooster een optimale toetsindeling te
vinden, namelijk met local search en simulated annealing. Uiteindelijk worden met simulated annealing de
twee best gevonden toetsenbordindelingen gevonden. Met de hexagonale layout blijkt iets sneller te kunnen
worden getypt dan met de rechthoekige layout, maar voor beide geldt dat ze maximaal 14 procent verbeterd
zouden kunnen worden, kijkend naar de onderzochte ondergrenzen.
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1 Het Toetsenbord Layout Probleem

In een tijd waarin alles zo e�ciënt en goedkoop mogelijk moet, is het apart dat het QWERTY-toetsenbord
nog steeds het meestgebruikte toetsenbord is. QWERTY is namelijk verre van optimaal op het gebied van
typesnelheid, of je nu typt met '10'-vingers (in de praktijk zijn dat er meestal 9) of met 1 vinger. Maar welke
layout is dan wél optimaal?

1.1 De geschiedenis van het toetsenbord

Het eerste toetsenbord, waarop door Dr. Samuel Francis patent is aangevraagd in 1857, zag eruit als een
piano, met witte en zwarte toetsen. Dit toetsenbord, te zien in �guur 1, werd dan ook de Literary Piano
genoemd1.

Figuur 1: Literary Piano1
Figuur 2: Dvorak- en QWERTY-layout2

Vervolgens ontstond de typemachine, waarop de letters alfabetisch gerangschikt waren. Dit leverde
echter problemen op voor de echte snelle typers. De hamertjes die de letters op het papier moesten drukken,
haakten namelijk vaak in elkaar, omdat enkele veelgebruikte lettercombinaties in deze rangschikking naast
elkaar lagen. Als oplossing hiervoor bedacht Christopher Sholes de QWERTY-layout (zie �guur 2). In deze
layout liggen letters die veel in combinatie gebruikt worden juist ver uit elkaar [20].

Na QWERTY zijn er nog andere indelingen gekomen, waarvan Dvorak (zie �guur 2) de bekendste
is. Met een Dvorak-toetsenbord kan men in het Engels sneller typen dan met QWERTY [10] en heeft
men meer typecomfort. Men is echter zo gewend aan QWERTY dat dit tot op heden de meestgebruikte
toetsenbordindeling is [11].

1.2 Overwegingen rondom het toetsenbord

Vroeger was de belangrijkste overweging rondom een toetsenbord dat de hamertjes van de typemachine zo
min mogelijk verstrengeld zouden raken. Nu zijn er andere overwegingen die zwaar wegen in het zoeken naar
een nieuwe toetsenbordlayout.

Zo moet overwogen worden of deze layout optimaal moet zijn voor '10'-vingers of voor 1 vinger. Dit
wordt respectievelijk n-�nger en s-�nger (single-�nger) genoemd. Het vinden van een optimale n-�nger
layout is een ontzettend ingewikkelde klus. Een optimale s-�nger layout is eenvoudiger te vinden, maar ook
deze vraagt veel rekentijd. Toch zijn er voor de s-�nger layout heuristieken (methoden) die een relatief goede
oplossing kunnen genereren; een oplossing die optimaal zou kunnen zijn. Het blijft echter lastig om aan te
tonen of een gevonden oplossing de optimale is.

Waarop vooral s-�nger getypt wordt, zijn de mobiele telefoon en tablet. Deze apparaten hebben te maken
met beperkte ruimte voor een toetsenbord, wat resulteert in kleinere toetsen dan een computertoetsenbord.
Dit heeft een voor- en een nadeel: toetsen liggen dichter bij elkaar, dus het kost minder tijd om van de ene
naar de volgende toets te gaan, maar omdat de toetsen kleiner zijn, kost het 'mikken' op de juiste toets juist
meer tijd. Daarnaast is er op de mobiele telefoon of tablet vaak geen ruimte voor de typische rechthoekige
vorm van een toetsenbord. De ruimte die hiervoor beschikbaar is, gaat meer richting vierkant.

Wat ook een belangrijke overweging is, is de hoeveelheid karakters die meegenomen worden in de optima-
lisatie. Dit is nodig, zodat er een toetsenrooster bepaald kan worden, waarin alle karakters een plaats kunnen
krijgen. Om een zo goed mogelijk geoptimaliseerd toetsenbord te vinden, zouden zoveel mogelijk karakters

1http://wonderchews.com/a-brilliant-mind/
2http://dvorak4tzx.lofter.com/post/1d4021c8_73b5dfe
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meegenomen moeten worden in de optimalisatie, echter is het voor de rekentijd om het Toetsenbord Layout
Probleem op te lossen belangrijk om een niet te groot aantal toetsen te hebben.

Een laatste en zeer belangrijke overweging, is de vraag of er wel behoefte is aan een nieuw toetsenbord.
Het is immers zo dat, ondanks al bestaande betere layouts, het overgrote deel van de toetsenborden nog in
QWERTY-layout is.

1.3 Dit model

De overwegingen rondom het toetsenbord meenemend, is ervoor gekozen een optimale s-�nger toetsenbord
layout te zoeken. Omdat de mobiele telefoon hedendaags zoveel gebruikt wordt, wordt het s-�nger toet-
senbord hiervoor ontworpen. Om concreet een formaat voor het toetsenbord te hebben, wordt de Nokia
Lumia 520 bekeken. Deze telefoon heeft een 4 inch display, wat neerkomt op een afmeting van 5,3 � 8,7
cm 3. Voor het gebruikersgemak wordt aangenomen dat het toetsenbord tussen een derde en de helft van
het display mag innemen, dus dat is 5,3 cm breed en 2,9 tot 4,3 cm hoog.

Omdat op mobiele telefoons en tablets vooral informele teksten getypt worden, worden voor het ontwer-
pen van dit toetsenbord WhatsApp teksten gebruikt.

Ook is ervoor gekozen 27 karakters te optimaliseren. Het is namelijk bijna onvermijdelijk de 27 basis-
toetsen mee te nemen, welke de 26 letters van het alfabet bevatten en de spatie. Andere karakters, zoals
de punt en komma, worden op WhatsApp beduidend minder vaak gebruikt dan in gewone teksten. Dit komt
onder andere, omdat je in plaats van een punt te typen, het bericht kunt verzenden en vervolgens een nieuw
bericht kunt typen. Uit onderzoek is zelfs gebleken dat het eindigen van een zin met een punt op WhatsApp
vaak overkomt als minder oprecht dan als de zin zonder punt geëindigd wordt [13]. Een andere veelgebruikte
toets is de shifttoets. Echter geldt ook voor de shifttoets dat deze in WhatsApp aanzienlijk minder gebruikt
wordt, om tijd te besparen. Mensen begrijpen immers toch, ondanks missende hoofdletters, wat gezegd
wordt. Verder is een belangrijke overweging in het optimaliseren van de toetsindeling, dat het probleem met
elk extra karakter/toets aanzienlijk ingewikkelder wordt. Voor de 27 karakters die nu gekozen zijn, geldt al
dat er 27! verschillende toewijzingen van karakters aan toetsen te bedenken zijn. Dit aantal wordt nog 28
keer zoveel als er slechts 1 karakter wordt toegevoegd aan de optimalisatie.

Verder is de vorm van de toetsen van belang voor het maken van een toetsenrooster. Omdat de vorm
van de vingertop meer rond dan vierkant is, wordt gekozen voor een toetsenrooster met regelmatige zes-
hoeken. Daarnaast wordt ook een toetsenrooster met meer vierkante toetsen bekeken, omdat dat toch wat
traditioneler oogt.

3https://www.microsoft.com/nl-nl/mobiel/support/product/lumia520/speci�caties/
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2 Wiskundig model: QAP

Het toewijzen van karakters aan toetsen is een kwadratisch toewijzingsprobleem (Quadratic Assignment
Problem - QAP). Dit probleem is op de volgende manier weer te geven [2]:

z* = min
'2Sn

n∑
i=1

n∑
j=1

ai jb'(i)'(j) +

n∑
i=1

ci'(i): (1)

Hierin zijn (veralgemeniseerd) apq, bpq en cpq de elementen in de pe rij en qe kolom van respectievelijk
(n � n)-matrices A, B en C. De verzameling Sn bevat alle mogelijke permutaties ' met ' : f1; : : : ; ng 7!

f1; : : : ; ng. Als dit gezien wordt als het toewijzen van n faciliteiten aan n locaties, kan de minimalisatie beter
gevisualiseerd worden. Het symbool ai j staat dan voor de �ow van faciliteit i naar faciliteit j . Daarnaast is
b'(i)'(j) de afstand van locatie '(i) tot locatie '(j). Het element ci'(i) geeft de kosten om faciliteit i aan
locatie '(i) toe te wijzen weer. De ai jb'(i)'(j) is op te vatten als de transportkosten die gemaakt worden
als faciliteit i aan locatie '(i) en faciliteit j aan locatie '(j) toegewezen worden.

Het probleem staat hier in Koopmans-Beckmann vorm en wordt QAP(A,B,C) genoemd. Het oplossen
van dit probleem betekent dat de kostenfunctie z geminimaliseerd wordt, waarbij

z(') =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai jb'(i)'(j) +

n∑
i=1

ci'(i): (2)

In het vervolg zal voor matrices ook een andere notatie gebruikelijk zijn, namelijk (mi j) in plaats van M,
voor willekeurige matrix M. Deze mi j zijn de elementen van M die te vinden zijn in rij i en kolom j .

Omdat het Toetsenbord Layout Probleem een kwadratisch toewijzingsprobleem is, is het NP-moeilijk
[21].

2.1 Trace-notatie

Het kwadratisch toewijzingsprobleem kan ook in trace-notatie geschreven worden. Hiervoor wordt in plaats
van b'(i)'(j) te bekijken, eerst matrix B gepermuteerd. Dit gebeurt door permutatiematrix X = (xi j) met
xi j = 1 als j = '(i) en anders xi j = 0. Zo wordt B' = XBTXT de gepermuteerde matrix B. Met deze
B' = (b';ij) zien de kosten van het QAP (zonder matrix C) er zo uit:

z(') =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai jb';ij : (3)

Nu is het zo dat deze dubbele sommatie gelijk is aan de trace van ABT
' . (De trace van een matrix is gelijk

aan de som van de diagonale elementen.) Samen met het feit dat de tijd-afstandenmatrix B symmetrisch is
en dus B' = XBTXT = XBXT , volgt:

z(') = tr
(
AXBXT

)
: (4)

Het QAP kan dus eenvoudiger gesteld worden als:

z* = min
X2Xn

tr
(
AXBXT

)
: (5)

Als matrix C wel meegenomen wordt, ziet de trace-notatie er overigens zo uit:

z* = min
X2Xn

tr
(
(AXB + C)XT

)
: (6)

2.2 Toegepast op het Toetsenbord Layout Probleem

Omdat gekozen is de optimalisatie over 27 karakters uit te voeren, geldt voor het Toetsenbord Layout
Probleem dat n = 27 en zo ook ' 2 S27. Matrix A = (ai j) bevat nu de �ow van karakter i naar karakter j
en matrix B = (bkl) de tijd-afstand van toets k naar toets l . Matrix C = (cik) heeft hier geen toegevoegde
waarde, omdat het toewijzen van karakter i aan toets k voor elke i en k dezelfde kosten met zich meebrengt.
Zo is

∑27
i=1 ci'(i) een constante geworden die niet meegenomen hoeft te worden in het minimalisatieproces.

Het probleem wat bekeken wordt is dus een QAP(A,B), in plaats van een QAP(A,B,C).
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Het QAP bij het Toetsenbord Layout Probleem is nu op de volgende twee manieren weer te geven:

z* = min
'2S27

27∑
i=1

27∑
j=1

ai jb'(i)'(j) (7)

of
z* = min

X2X27

tr(AXBXT ): (8)
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3 Technieken voor QAP

Er zijn verschillende technieken ontwikkeld die gebruikt kunnen worden om een QAP op te lossen of de
optimale oplossing te benaderen. In dit hoofdstuk worden daarvan enkele behandeld.

3.1 Eigenvalue bound

De eigenvalue bound geeft een ondergrens voor de optimale oplossing. Hiervoor wordt aangenomen dat
A = AT en B = BT . Omdat A en B symmetrisch zijn, zijn deze twee matrices ook diagonaliseerbaar en
kunnen ze dus geschreven worden in spectraalontbinding als

A =

n∑
i=1

�ipip
T
i ; B =

n∑
j=1

�jqjq
T
j ; (9)

waarin pi en qj orthonormale eigenvectoren en �i en �j eigenwaarden zijn van respectievelijk matrix A en B.
Voor tr(AB) geldt met (9) het volgende:

tr(AB) = tr

 n∑
i=1

n∑
j=1

�i�jpip
T
i qjq

T
j

 (10)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

�i�jhpi ; qjitr(piq
T
j ) (11)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

�i�jhpi ; qji
2 (12)

Van (10) naar (11) worden alle scalairen buiten de trace gehaald, waaronder pTi qj , wat gelijk is aan het
inproduct hpi ; qji en zodanig een scalair is. Van (11) naar (12) wordt gebruik gemaakt van het feit dat ook
tr(piqj) gelijk is aan hpi ; qji.

Omdat p1 : : : pn en q1 : : : qn orthogonale bases vormen voor Rn. geldt dat

n∑
i=1

hpi ; qji
2 = hqj ; qji = 1;

n∑
j=1

hpi ; qji
2 = hpi ; pi i = 1: (13)

Hieruit volgt dat matrix S = (hpi ; qji
2) dubbel stochastisch is.

Stelling 3.1 (Birkho� [1], 1946.). The knopen van de toewijzingspolytoop komen uniek overeen met per-

mutatie matrices.

Volgens deze stelling van Birkho� kan S dus geschreven worden als convexe combinatie van de permu-
tatiematrices Xr :

S =
∑
r

�rXr ; 8r : Xr 2 Xn; �r � 0;
∑
r

�r = 1: (14)

Hiermee volgt dat

tr(AB) =
∑
r

�r h�;Xr�i (15)

� min
'2Sn

n∑
i=1

�i�'(i) (16)

=: h�; �i�: (17)

De de�nitie van h�; �i� volgt uit de volgende propositie:

Propositie 3.1 (Hardy, Littlewood & Pólya [15], 1952). Zij �1 � �2 � : : : � �n en �1 � �2 � : : : � �n.

Dan geldt voor elke permutatie '

n∑
i=1

�i�n+1�i �

n∑
i=1

�i�'(i) �

n∑
i=1

�i�i
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Gevolg 3.1.1. Als �1 � �2 � : : : � �n en �1 � �2 � : : : � �n, dan 8'

h�; �i� =

n∑
i=1

�i�i �

n∑
i=1

�i�'(i)

Er is nu aangetoond dat tr(AB) � h�; �i� en omdat voor elke X 2 Xn geldt dat B � XBXT , omdat
beide matrices eigenwaarde � hebben, kan B vervangen worden door XBXT . Zo volgt dus

Propositie 3.2.

z* = min
X2Xn

tr(AXBXT ) � h�; �i�

.

3.2 Gilmore-Lawler bound

Ook de Gilmore-Lawler bound (zie bijvoorbeeld [4]) geeft een ondergrens voor de optimale oplossing. Voor
deze bound moeten matrix A en B niet-negatief zijn en zijn voor beide matrices alle elementen op de
diagonaal 0. Zonder verlies van algemeenheid kan dit voor alle matrices aangenomen worden. Bij matrices
met negatieve elementen kan immers �J opgeteld worden, met � de positieve waarde van het kleinste
element en J de matrix waarvan elk element 1 is. Dit voegt na uitwerken van haakjes slechts een constante
toe, die geen invloed heeft op de minimalisatie. Daarnaast kunnen de diagonale elementen naar matrix C

verplaatst worden.
Het idee van de Gilmore-Lawler bound is nu om het kwadratische deel te lineariseren, zodat er slechts

een perfecte bipartiete matching van minimaal gewicht gevonden hoeft te worden. Hierbij wordt dus gekeken
naar

z(') =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai jb'(i)'(j): (18)

Voor elke vaste i kan gesteld worden dat

n∑
j=1

ai jb'(i)'(j) � hâi ; b̂'(i)i
�; (19)

waarbij âi en b̂'(i) vectoren zijn die alle elementen van rij ai respectievelijk b'(i) bevatten, behalve de diagonale
elementen ai i en b'(i)'(i). zodat volgt dat voor alle '

z(') =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai jb'(i)'(j) �

n∑
i=1

hâi ; b̂'(i)i
� (20)

Praktisch wordt dit lineariseren en het vervolgens matchen op de volgende manier uitgevoerd:

� Zij âi 2 R
n�1 rijvectoren die de elementen van rij ai bevat, behalve het element ai i . Zij ook zo de

vectoren b̂i vanuit matrix B.

� Zij L =
(
hâi ; b̂ji

�
)
+ C + (ai ibj j).

� Pas het Hongaarse algoritme [18] toe op matrix L = (`i j) om `* = min'2Sn
∑n

i=1 `i'(i) te bepalen.

Deze `* is een ondergrens voor het QAP [22], dus

z* � `*: (21)

3.3 Reduced Gilmore-Lawlerbound

De eerste die een verbeterde Gilmore-Lawlerbound introduceerde was Conrad [9] in 1971. Sindsdien heb-
ben verschillende wiskundigen toevoegingen gedaan. Het algemene idee in al deze verbeterde Gilmore-
Lawlerbounds is om de kwadratische termen te lineariseren door ze te splitsen in lineaire termen. Voor het
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QAP (waarvan beide matrices A en B alle diagonale elementen nul hebben) worden de kwadratische termen
op de volgende manier ontbonden:

aik = aik + rk + ui (i ; k = 1; 2; : : : ; n; i 6= k) (22)

bj l = bj l + sl + vj (j; l = 1; 2; : : : ; n; j 6= l) (23)

met reële vectoren r; s; u; v 2 Rn.
Frieze en Yadegar [12] hebben laten zien dat vector u en v geen e�ect hebben op de waarde van de

ondergrens, dus weggelaten kunnen worden. Nu kan dus vanuit (22) en (23) gesteld worden dat

aikbj l = (aik � rk)(bj l � sl) = aikbj l � rkbj l � slaik + rksl : (24)

Nu kan dus gesteld worden dat

n∑
i=1

n∑
k=1

aikb'(i)'(k) +

n∑
k=1

ck'(k) =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikb'(i)'(k) +

n∑
k=1

ck'(k) (25)

met

ckl = ckl + rk

n∑
j=1

bj l + sl

n∑
i=1

aik � (n � 1)rksl (26)

Hierbij worden rk en sl op de volgende manier gekozen, zodat aik en bj l niet-negatief zijn:

rk = minfaik : 1 � i � n; i 6= kg (k = 1; 2; : : : ; n); (27)

sl = minfbj l : 1 � j � n; j 6= lg (l = 1; 2; : : : ; n): (28)

Aangezien aik = aik � rk en bj l = bj l � sl geldt, kunnen matrices A en B bepaald worden. Ook kan met
(26)-(28) matrix C = (ckl) gevonden worden. Met deze drie matrices kan nu de Gilmore-Lawlerbound
berekend worden, wat opnieuw een ondergrens oplevert voor het kwadratisch toewijzingsprobleem [12].

3.4 Mean objective value

Het kan interessant zijn om de gemiddelde kosten over alle mogelijke permutaties te bepalen, om op deze
manier te bepalen hoeveel beter een bepaalde oplossing is dan de gemiddelde waarde. Hiervoor kan de mean
objective value bepaald worden met behulp van kansrekening.

Voor de bepaling van de mean objective value, wordt eerst matrix C geherde�nieerd als C = (ci j +ai ibj j),
zodat matrix A en B alle diagonale elementen nul hebben.

Voor het toewijzen van een karakter i aan toets j is het eenvoudig te zien dat

P (i ! j) =
1

n
8i ; j (29)

en de kans dat ook karakter k aan toets l toegewezen wordt, is nu

P ((i ! j) ^ (k ! l)) =
1

n(n � 1)
voor i 6= k; j 6= l : (30)

Zo wordt de mean objective value gegeven door

�(A;B; C) =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

aikbj lP ((i ! j) ^ (k ! l)) +

n∑
i=1

n∑
j=1

ci jP (i ! j); (31)

oftewel [3]

� (A;B; C) =
1

n(n � 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

ai jbkl +
1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

ci j : (32)
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3.5 Local search - k-exchange neighborhood

Een heuristiek om een goede oplossing voor het QAP te vinden, is de local search. Bij local search wordt
vanuit een willekeurige oplossing ' de neighborhood verkend. Deze k-exchange neighborhood bevat alle
oplossing '0 die maximaal k verwijderd liggen van de willekeurig gekozen oplossing '. Deze afstand ziet er
wiskundig zo uit [6]:

d(';'0) =
∣∣fi : '(i) 6= '0(i)g

∣∣ (33)

Hiermee wordt de k-exchange neighborhood

Nk(') = f'0 2 S : d(';'0) � kg (met 2 � k � n): (34)

De heuristiek is nu eenvoudigweg:

1. Zij ' 2 Sn de huidige oplossing.

2. Zoek een '0 2 Nk(') zó dat z('0) < z(') en vervang ' door '0.

3. Herhaal dit.

Op het moment dat er geen betere oplossing in de k-exchange neighborhood te vinden is, is er een lokaal
minimum bereikt. Dit hoeft dus niet de optimale oplossing te zijn.

3.6 Simulated annealing

De heuristiek simulated annealing maakt ook gebruik van neighborhoods, maar accepteert niet alleen betere
oplossingen. Met een bepaalde kans neemt deze heuristiek ook slechtere oplossingen aan, zodat er niet in
lokale minima blijven hangen wordt. Deze procedure komt voort uit de thermodynamica en de metallurgie
en maakt gebruik van het gegeven dat bij langzaam afkoelen van gesmolten metalen, de metalen mooi
kristalliseren [17]. Bij simulated annealing wordt op dezelfde manier gebruik gemaakt van een dalende
temperatuur. Deze temperatuur wordt gekoppeld aan de kans dat een slechtere oplossing toch aangenomen
wordt: bij een lagere temperatuur, wordt minder snel slechtere oplossing geaccepteerd [8]. Hierdoor ziet het
algoritme voor simulated annealing er op de volgende manier uit, met beginwaarden ' = (1; : : : ; n), t = 1

en T vast gekozen, 'groot genoeg' [16]:

1. Zij de huidige oplossing ' 2 Sn, de huidige iteratie t en de huidige temperatuur T .

2. Als 2n een deler is van t, zet T ! T=2 [7].

3. Kies '0 2 Nk(') willekeurig.

4. Vervang ' door '0 met kans

P['0 wordt geaccepteerd] =

 1 als z('0) � z(')

exp

(
z(')� z('0)

T

)
als z('0) > z(')

(35)

5. Zet t ! t + 1 en herhaal.

Simulated annealing is een sterkere heuristiek dan local search. Dat volgt uit de volgende stelling:

Stelling 3.2 (Hajek [14], 1988). Voor de iteraties t van simulated annealing met de k-exchange neighborhood
geldt

lim
t!1

P['t is optimaal ] = 1

Dit betekent niet dat het vinden van een optimale oplossing met deze methode gegarandeerd is, omdat
de limiet buiten de kans staat. Het staat echter voor een convergentie in waarschijnlijkheid dat een gevonden
' de optimale oplossing is.
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4 Genereren van QAP data

Om de optimalisatie uit te voeren, is data nodig in de vorm van matrices A en B. In het komende hoofdstuk
zal beschreven worden hoe deze data is verkregen en verwerkt tot matrices.

4.1 Frequenties van lettercombinaties - Matrix Asym

Om te weten welke karakters dicht bij elkaar moeten komen op het toetsenbord, is het van belang te weten
hoe vaak elke lettercombinatie voorkomt. Hiervoor wordt een (27� 27)-matrix A in het leven geroepen, die
op plek (1,2) de frequentie van de combinatie `ab' heeft staan (a is immers de 1e letter en b de 2e), op
dezelfde manier op plek (11,5) de frequentie van de combinatie `ke' en op plek (14,27) de frequentie van de
combinatie `n?' (het symbool ? wordt in het vervolg gebruikt om een spatie aan te geven).
Om een beeld te krijgen van de inhoud van deze matrix, die u ook in bijlage 7.1.1 kunt vinden, is hier een
3D-staafdiagram van gemaakt die u kunt vinden in �guur 3. Hoe deze data verzameld is, leest u in paragraaf
4.1.2.

Figuur 3: De frequenties van lettercombinaties

14



4.1.1 Symmetrisch maken

Voor veel technieken om de oplossing van het QAP te vinden is het nodig dat matrix A symmetrisch is.
Hiertoe wordt matrix Asym gede�nieerd:

Asym :=
1

2

(
A+ AT

)
: (36)

Het gebruik van deze matrix Asym levert dezelfde oplossing. Dit is eenvoudig met de axioma's van de trace
af te leiden:

tr(
1

2
(A+ AT )XBXT ) =

1

2
tr(AXBXT ) +

1

2
tr(ATXBXT ) (37)

=
1

2
tr(AXBXT ) +

1

2
tr(XBTXTA) (38)

=
1

2
tr(AXBXT ) +

1

2
tr(AXBXT ) (39)

= tr(AXBXT ): (40)

Van (37) naar (38) is hierbij gebruik gemaakt van de sokken-schoenenregel en het feit dat voor de trace
geldt dat tr(M) = tr(MT ) 8M 2 Rn�n. Uit (38) volgt (39), omdat B = BT gegeven is en omdat geldt dat
tr(MNOP ) = tr(PMNO) 8M;N;O; P 2 Rn�n.

4.1.2 Data

Op de mobiele telefoon wordt vooral getypt in WhatsApp. In deze app is het taalgebruik vaak anders dan de
taal die gebruikt wordt bij het typen van verslagen of artikelen, wat vaak op de computer gebruikt. Om deze
reden bestaat alle data die gebruikt wordt voor de optimalisatie, uit WhatsApp gesprekken. Er is geprobeerd
om een breed scala aan gesprekken te bemachtigen, met zowel mannen als vrouwen uit diverse delen van
het land en van diverse leeftijden.

4.2 Toetsenrooster - Matrix B

Er moet nog bepaald worden welke vorm en opstelling de toetsen zullen hebben. De verschillende mogelijk-
heden, waarbij een gevuld raster gemaakt kan worden, zijn regelmatige driehoekige, vierkante of zeshoekige
toetsen. Onmiddellijk kunnen regelmatige driehoeken als toetsen uitgesloten worden, omdat dit totaal geen
gebruiksgemak geeft. De gemiddelde vinger is immers niet driehoekig van vorm. Omdat zeshoekige toetsen
het meest in de buurt komen van de vorm van de vinger, is een toetsenrooster opgebouwd uit regelmatige
zeshoeken het uitgangspunt. Daarnaast wordt een toetsenrooster met rechthoekige toetsen bekeken, omdat
dat toch de meer traditionele vorm is.

Zo komt de matrix B in twee versies voor, namelijk matrix B6 voor het hexagonale toetsenrooster en
matrix B4 voor het rechthoekige toetsenrooster.

4.2.1 Toetsenrooster - Matrix B6

In �guur 4 ziet u het hexagonale toetsenrooster. Dit rooster is volledig opgebouwd uit regelmatige zeshoeken.
Merk op dat dit rooster 27 toetsen bevat, aangezien er ook 27 karakters bekeken worden, maar daarnaast
ook zes additionele toetsen, die bijvoorbeeld voor de shift, backspace, komma of punt gebruikt kunnen
worden. Omdat de breedte van een Nokia Lumia 520 vastligt op 5,3 cm, kan hiermee de hoogte van dit
toetsenrooster bepaald worden op 3,4 cm. De breedte van een toets is dus 0,76 cm.
Vervolgens wordt er een matrix B6 (zie bijlage 7.1.3) opgesteld, waarin de tijd-afstanden tussen toetsen

opgeslagen wordt. Deze tijd-afstanden geven de tijd weer die het (gemiddeld) kost om van de ene toets naar
de andere te bewegen. Deze tijd is niet alleen afhankelijk van de afstand A tussen de middelpunten van deze
twee toetsen, maar ook van de diameter D van de toets in de bewegingsrichting [19]. Om deze tijd-afstand
te berekenen wordt Fitts' law gebruikt. Deze wet zegt dat voor de bewegingstijd MT (movement time)
geldt:

MT = �+ � log2

(
A

D
+ 1

)
(41)
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Figuur 4: De layout van een toetsenbord met zeshoekige toetsen

Hierin zijn � en � constanten, A is de afstand tussen de middelpunten van twee toetsen en D is de diameter
die, zoals zojuist beschreven, gemeten wordt in de bewegingsrichting.

Merk hierbij op dat het achtereenvolgens meerdere keren voorkomen van hetzelfde karakter geen invloed
heeft op de toetsenbordindeling. Er wordt immers geen afstand afgelegd, dus geldt MT = �. Hieruit volgt
dat de locatie van het dubbelgebruikte karakter niet uit maakt. Om deze reden kan gesteld worden dat in
matrix A ai i = 0 8i .

Voor � en � wordt gekozen dat � = 0 en � = 10
49 [11]. De functie die de movement time berekent,

kunt u vinden in bijlage 7.2.1. Met deze MT kan nu voor elk element b'(i)'(j) de waarde bepaald worden,
door de afstand tussen de middelpunten van toets '(i) en toets '(j) en de diameter van toets '(j) in de
bewegingsrichting te bepalen. In bijlage 7.1.3 vindt u deze matrix B6.

4.2.2 Toetsenrooster - Matrix B4

De zeshoeken van bovenstaand toetsenrooster kunnen eenvoudig veranderd worden in meer traditionele
vierkante of rechthoekige toetsen. Om zo dicht mogelijk bij het ontwerp met de zeshoekige toetsen te blijven,
liggen de middelpunten van de rechthoekige toetsen op dezelfde afstand van elkaar als de middelpunten van
de zeshoekige toetsen. In �guur 5 ziet u hoe dit toetsenrooster er uit ziet. Ook deze layout bevat 27 toetsen,
met zes extra toetsen die niet meegenomen worden in de optimalisatie. De toetsen hebben een afmeting
van 0; 76 � 0; 66 cm. Zoals voor matrix B6, wordt ook voor matrix B4 Fitts' law toegepast. Zie bijlage

Figuur 5: De layout van een toetsenbord met rechthoekige toetsen

7.1.4 voor de matrix B4 die hieruit volgt.
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5 Resultaten

5.1 Ondergrenzen en mean objective value

De resultaten van de eigenvalue bound, Gilmore-Lawler bound, reduced Gilmore-Lawler bound en mean
objective value (zie paragraaf 3.1-3.4) voor beide toetsenroosters vindt u in �guur 6. Hierbij is gebruik
gemaakt van matrices Asym en B6 (voor het hexagonale toetsenrooster) of B4 (voor het rechthoekige
toetsenrooster). De Matlabcodes kunt u vinden in bijlagen 7.3.1-7.3.4. Merk op dat de drie gebruikte
matrices slechts nullen op de diagonaal hebben, waardoor voldoet wordt aan de voorwaarden voor de vier
bovengenoemde methoden.

Hexagonaal Rechthoekig

Eigenvalue bound �196058 �192440

Gilmore-Lawler bound 88006 88523

Reduced Gilmore-Lawler bound 88045 88562

Mean objective value 130350 130752

Figuur 6: Resultaten ondergrenzen

Zoals u kunt zien zijn de eigenvalue bounds voor beide toetsenroosters negatief en dus niet relevant,
aangezien de kosten al nooit kleiner dan 0 konden worden.

De Gilmore-Lawler bound en de reduced Gilmore-Lawler bound liggen qua waarden erg dicht bij elkaar,
waarbij de reduced slechts verwaarloosbaar beter is.

5.2 Local search - k-exchange neighborhood

In paragraaf 3.5 heeft u al kunnen lezen hoe de heuristiek local search een lokaal minimum kan vinden
voor het Toetsenbord Layout Probleem. Nu zijn er echter nog verschillende manieren om een k-exchange
neighborhood te bepalen en te beslissen of je een betere oplossing aanneemt of niet.

De eerste mogelijkheid is om Matlab random k unieke getallen uit f1; : : : ; 27g te laten genereren en
als nieuwe permutatie ' de permutatie te nemen waarbij de verwisseling van de k karakters de meest
gunstige kosten oplevert. De Matlabcode die gebruikt is voor deze heuristiek staat in bijlage 7.3.5, waarbij
de kostenfunctie wordt gebruikt die u kunt vinden in bijlage 7.2.2. In de �guren 7 en 8 vindt u de laagst
gevonden kosten met bijbehorende permutatie ' bij gebruik van de random local search heuristiek met zowel
de 2-exchange neighborhood als de 3-exchange neighborhood. Ook zijn er verschillende aantallen iteraties t
gebruikt. Hierbij is in alle situaties als beginsituatie '(i) = i ; 8i genomen.

k t z(') '

2 1000 102467 (16; 18; 5; 21; 14; 12; 10; 11; 19; 24; 25; 13; 4; 20; 3; 7; 17; 8; 26; 9; 27; 2; 22; 6; 1; 23; 15)

2 10000 101971 (7; 17; 22; 3; 13; 1; 12; 21; 9; 4; 10; 2; 25; 8; 19; 23; 11; 18; 15; 20; 16; 24; 6; 5; 27; 26; 14)

2 100000 101701 (8; 27; 4; 13; 20; 17; 25; 3; 21; 22; 16; 26; 7; 15; 18; 2; 5; 19; 10; 9; 11; 12; 24; 1; 6; 23; 14)

3 1000 101656 (13; 11; 2; 8; 15; 23; 26; 7; 16; 22; 21; 10; 18; 20; 25; 12; 6; 19; 3; 9; 5; 24; 4; 1; 17; 27; 14)

3 10000 101601 (13; 11; 23; 8; 15; 5; 4; 18; 21; 26; 10; 16; 7; 20; 3; 12; 6; 9; 25; 19; 24; 2; 22; 17; 1; 27; 14)

Figuur 7: Resultaten random local search voor hexagonale toetsenrooster

k t z(') '

2 1000 102683 (19; 4; 26; 18; 8; 23; 2; 25; 9; 10; 15; 3; 24; 13; 12; 6; 11; 7; 21; 20; 16; 17; 1; 22; 27; 5; 14)

2 10000 102658 (13; 22; 2; 8; 15; 27; 18; 7; 10; 4; 16; 21; 12; 9; 25; 23; 6; 19; 26; 20; 3; 24; 5; 1; 17; 11; 14)

2 100000 102046 (13; 22; 12; 19; 15; 23; 21; 7; 10; 4; 5; 16; 18; 9; 25; 26; 17; 20; 3; 8; 11; 24; 2; 6; 1; 27; 14)

3 1000 102045 (15; 17; 16; 20; 13; 27; 18; 10; 7; 2; 1; 12; 21; 8; 25; 24; 11; 19; 3; 9; 6; 26; 4; 5; 22; 23; 14)

3 10000 102225 (12; 21; 1; 18; 14; 16; 24; 6; 9; 3; 4; 15; 17; 8; 20; 26; 22; 19; 2; 7; 10; 25; 23; 11; 27; 5; 13)

Figuur 8: Resultaten random local search voor rechthoekige toetsenrooster

Een andere manier om local search uit te voeren, is om in elke iteratie op gestructureerde wijze alle 27k

mogelijke k-exchange neighborhoods te bekijken en vervolgens de permutatie aan te nemen die de meest
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gunstige kostenbesparing oplevert. Zogauw er in een iteratie geen verbetering meer optreedt, stopt het
algoritme. Het enige wat bij dit algoritme invloed heeft op de gevonden eindwaarde, is de beginpermutatie
'b. Om deze reden worden enkele verschillende 'b's bekeken. De matlabcode voor de gestructureerde local
search kunt u vinden in bijlage 7.3.6 en de resultaten in �guur 9 en 10.

k 'b z(') '

2 (1 : 27) 103123 (3; 24; 6; 7; 13; 17; 2; 12; 15; 16; 21; 18; 4; 8; 10; 11; 27; 9; 20; 19; 26; 5; 25; 1; 23; 22; 14)

2 (14 : 27; 1 : 13) 101897 (18; 6; 4; 25; 13; 27; 12; 3; 20; 21; 15; 24; 2; 19; 8; 1; 11; 7; 10; 9; 16; 17; 23; 22; 5; 26; 14)

3 (1 : 27) 103242 (19; 1; 27; 18; 8; 11; 2; 26; 9; 4; 10; 3; 21; 13; 15; 24; 17; 7; 25; 20; 6; 16; 12; 23; 22; 5; 14)

3 (14 : 27; 1 : 13) 102364 (7; 26; 4; 12; 19; 27; 17; 3; 24; 23; 25; 20; 2; 18; 9; 10; 22; 8; 15; 14; 21; 1; 6; 11; 5; 16; 13)

Figuur 9: Resultaten gestructureerde local search voor hexagonale toetsenrooster

k 'b z(') '

2 (1 : 27) 102874 (8; 23; 4; 9; 19; 27; 12; 3; 15; 16; 10; 25; 2; 13; 7; 17; 22; 18; 21; 20; 26; 6; 24; 11; 5; 1; 14)

2 (14 : 27; 1 : 13) 103756 (12; 1; 16; 7; 14; 5; 20; 21; 18; 23; 24; 17; 6; 19; 15; 4; 22; 9; 3; 8; 10; 2; 25; 27; 11; 26; 13)

3 (1 : 27) 102928 (7; 17; 26; 3; 13; 23; 18; 25; 9; 4; 10; 12; 2; 8; 15; 24; 11; 19; 21; 20; 16; 6; 1; 22; 27; 5; 14)

3 (14 : 27; 1 : 13) 103372 (7; 10; 16; 12; 19; 27; 6; 15; 24; 23; 17; 25; 2; 18; 9; 1; 11; 8; 20; 14; 21; 3; 26; 22; 5; 4; 13)

Figuur 10: Resultaten gestructureerde local search voor rechthoekige toetsenrooster

5.3 Simulated annealing

Ook de simulated annealing, waarover te lezen is in paragraaf 3.6, is op twee manieren uitgevoerd, namelijk
random en gestructureerd.

Hierbij is voor de hexagonale layout het beste resultaat gevonden bij zowel random simulated annealing
met k = 2 en Tbegin = 10000, als met de gestructureerde versie. De kosten die in beide gevallen gevonden
zijn, zijn z(') = 101499. De Matlabcodes die hiervoor gebruikt zijn, vind u in bijlage 7.3.7 en 7.3.8 voor
random simulated annealing respectievelijk gestructureerde simulated annealing.

Voor de rechthoekige layout is het beste resultaat gevonden met random simulated annealing met k = 3

en Tbegin = 5000. De gevonden kosten zijn z(') = 102192.
Daarnaast is er een Matlabcode geschreven, die u kunt vinden in bijlage 7.3.9, waarin de gestructureerde

simulated annealing herhaaldelijk wordt uitgevoerd, tot er een oplossing gevonden wordt die beter is dan
een zelf gekozen waarde. Dit is een behoorlijk doelgerichte code, die dus alleen een oplossing geeft als er
een betere oplossing te vinden is dan de tot dan toe bekende. De oplossingen die uiteindelijk, na lange tijd
runnen van deze code, de beste bleken te zijn, kunt u vinden in �guur 11. In 12 voor de hexagonale layout
en 13 voor de rechthoekige layout vindt u de uiteindelijke layouts die bij de best gevonden oplossingen horen.

z(') '

hexagonaal 101499 (13; 22; 1; 19; 15; 27; 21; 7; 10; 5; 4; 16; 18; 9; 25; 12; 17; 20; 3; 8; 2; 24; 26; 6; 23; 11; 14)

rechthoekig 102045 (13; 22; 12; 19; 15; 23; 21; 7; 10; 4; 5; 16; 18; 9; 25; 26; 6; 20; 3; 8; 11; 24; 2; 1; 17; 27; 14)

Figuur 11: Beste resultaat Toetsenbord Layout Probleem voor hexagonale en rechthoekige layout
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Figuur 12: Best gevonden layout voor hexagonale toetsen, z = 101499.

Figuur 13: Best gevonden layout voor rechthoekige toetsen, z = 102045.
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6 Conclusie en aanbevelingen

De best gevonden toetsenborden voor de mobiele telefoon in de Nederlandse taal vindt u in �guur 14 en
15. Deze oplossingen zijn beide gevonden met behulp van simulated annealing. De toetsenbordindeling van
de rechthoekige layout was ook al (in spiegelbeeld) gevonden met behulp van local search. Om het verschil
tussen de toetsenbordindelingen van de twee verschillende layouts duidelijk te kunnen zien, is ervoor gekozen
beide indelingen zo te spiegelen, dat linksboven de spatie de letter 'T' te vinden is en rechtboven de spatie
de letter 'N'.

Figuur 14: Best gevonden layout voor hexagonale toetsen, z = 101499.

Figuur 15: Best gevonden layout voor rechthoekige toetsen, z = 102045.

Voor de hexagonale layout met kosten z = 101499 geldt dat deze toetsenindeling niet meer dan 14
procent beter kan dan deze z , vanwege de ondergrens z = 88045 die volgt uit de reduced Gilmore-Lawler
bound (zie �guur 6).

Ook de rechthoekige layout, met best gevonden kosten z = 102045, kan niet meer dan 14 procent
verbeterd worden, vanwege de Gilmore-Lawler bound die de ondergrens z = 88562 geeft.

Met deze informatie ligt de voorkeur voor een layout bij de hexagonale versie. Deze versie heeft namelijk
iets lagere kosten, ook al is dat verschil te verwaarlozen.

Het zou zeker aan te raden zijn om te onderzoeken, bijvoorbeeld met behulp van branch-and-bound [5],
of er betere ondergrenzen te vinden zijn, met als doel de bovengenoemde percentages te verkleinen en het
op die manier aannemelijker te maken dat de hierboven gevonden toetsenborden optimale toetsenborden
zijn. Zo gauw er een ondergrens gevonden wordt, waardoor de best gevonden kosten nog slechts 5 procent
verbeterd zouden kunnen worden, is deze aannemelijkheid een stuk verhoogd en is het bijna de moeite niet
waard om te onderzoeken of de gevonden oplossing de beste is of niet.

Mocht er bewezen worden dat deze toetsenbordindelingen binnen 5 procent van een betere ondergrens
dan tot nu toe gevonden liggen, kan overwogen worden de toetsenbordindelingen op de markt te brengen.
Hierbij spelen echter enkele praktische overwegingen mee, die in de volgende alinea's doorlopen worden.

De eerste overweging is de reactie van de Nederlander op een nieuw toetsenbord. Bij een nieuwe toet-
senbordindeling hoort immers een tijd waarin men moet wennen aan de locatie van de letters. Het is daarom
belangrijk om de kosten-baten duidelijk te krijgen en ook duidelijk te kunnen maken aan eventuele klanten.
Hierbij is een groot voordeel van deze toetsenborden, dat de toetsen breder zijn dan in een QWERTY-
toetsenbord en dat mensen op deze manier minder snel de verkeerde toets indrukken. QWERTY heeft
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immers op de bovenste rij van het toetsenbord minstens 10 toetsen, terwijl deze toetsenborden er slechts 7
hebben.

Een tweede overweging is de markt zelf. Omdat deze toetsenborden voor het Nederlands geöptimaliseerd
zijn, is de markt relatief klein. Daarnaast zorgt de verengelsing voor meer en meer mensen die het Engels
verkiezen boven het Nederlands en die dus niet aannemelijk zijn om een Nederlands toetsenbord te gebruiken.

Een derde overweging is hoe het toetsenbord afgemaakt kan worden. Het Toetsenbord Layout Probleem
is immers voor slechts 27 karakters uitgevoerd. Nu is het gebruikelijk op de mobiele telefoon om 2 of 3
toetsenborden te hebben, die opgeroepen kunnen worden door een toets, waarin ook leestekens en cijfers en
dergelijke te vinden zijn. In �guur 4 en 5 ziet u al 6 extra, nog niet ingevulde, toetsen. Een advies is om
die zes in te vullen met in ieder geval de toets die het toetsenbord kan wisselen naar cijfers en leestekens.
De overige vijf zouden met veelgebruikte functies als SHIFT, ENTER, BACKSPACE, "," en "." ingevuld
kunnen worden, zoals nu overigens bij de meeste mobiele toetsenborden al gebeurd.
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7 Bijlagen

7.1 Matrices

7.1.1 Matrix A

Zie �guur 16 en 17.

7.1.2 Matrix Asym

Zie �guur 18 en 19.

7.1.3 Matrix B6

Zie �guur 20 en 21.

7.1.4 Matrix B4

Zie �guur 22 en 23.
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7.2 Matlabfuncties

7.2.1 Functie movement time

function [ MT ] = MT( D,A )
MT=10/49�log2(D/A+1);
end

7.2.2 Functie kosten

function[z] = kosten(phi,A,B)
z=0;
n=length(A);
for i=1:n

for j=1:n
z=z+A(i,j)�B(phi(i),phi(j));

end

end

end

7.2.3 Functie bipartite matching

bron: https://www.mathworks.com/matlabcentral/mlc-downloads/downloads/submissions/24134/
versions/1/previews/gaimc/bipartite_matching.m/index.html
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7.3 Matlabcodes

7.3.1 Code eigenvalue bound

A=Asym;
B=B6;

eigvalbound=dot(sort(eig(A)),sort(eig(B),'descend'))

7.3.2 Code Gilmore-Lawler bound

A=Asym;
B=B6;

n=length(A);
for i=1:n

a(i,:)=A(i,[1:i�1,i+1:n]);
b(i,:)=B(i,[1:i�1,i+1:n]);

end

for m=1:length(a)
for n=1:length(b)

sortinproduct(m,n)=dot(sort(a(m,:)),sort(b(n,:),'descend'));
end

end

L=sortinproduct;

%bipartiete matching, deze is voor maximum, dus dat vraagt wat aanpassing

[r,p,phi]=bipartite_matching(max(max(L))+1�L);
z=0;
for i=1:length(L)

z=z+L(p(i),phi(i));
end

phi
z
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7.3.3 Code reduced Gilmore-Lawler bound

A=Asym;
B=B6;

n=length(A);
r=zeros(1,n);
s=zeros(1,n);
Astreep=zeros(n,n);
Bstreep=zeros(n,n);
for i=1:n

k=[1:i�1,i+1:n];
r(i)=min(A(k,i));
s(i)=min(B(k,i));
Astreep(k,i)=A(k,i)�r(i);
Bstreep(k,i)=B(k,i)�s(i);

end

Cstreep=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
for m=1:n

Cstreep(i,j)=Cstreep(i,j)+r(i)�B(m,j)+s(j)�A(m,i);
end

Cstreep(i,j)=Cstreep(i,j)�(n�1)�r(i)�s(j);
end

end

a=zeros(n,n�1);
b=zeros(n,n�1);
for i=1:n

a(i,:)=Astreep(i,[1:i�1,i+1:n]);
b(i,:)=Bstreep(i,[1:i�1,i+1:n]);

end

sortinproduct=zeros(n,n);
for m=1:length(a)

for n=1:length(b)
sortinproduct(m,n)=dot(sort(a(m,:)),sort(b(n,:),'descend'));

end

end

L=sortinproduct+Cstreep;

%bipartiete matching, deze is voor maximum, dus dat vraagt wat aanpassing

[r,p,phi]=bipartite_matching(max(max(L))+1�L);
z=0;
for i=1:length(L)

z=z+L(p(i),phi(i));
end

phi
z

7.3.4 Code mean objective value

A=Asym;
B=B6;

n=length(A);
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som1=0;
som2=0;
for i=1:n

for j=1:n
for k=1:n

for l=1:n
som1=som1+A(i,j)�B(k,l);

end

end

som2=som2+A(i,i)�B(j,j);
end

end

mu=som1/(n�(n�1))+som2/n

7.3.5 Code random local search

A=Asym;
B=B6;
k=2;

n=length(A);
phi=[1:n];
perm=perms([1:k]);
for t=1:10000

s=randperm(n,k);
phiv=phi;
for m=1:factorial(k)

phix=phi;
phix(s(perm(m,k)))=phi(s(perm(m,1)));
for i=1:k�1

phix(s(perm(m,i)))=phi(s(perm(m,i+1)));
end

if kosten(phix,A,B)<kosten(phiv,A,B)
phiv=phix;

end

end

phi=phiv;
end

phi
z=kosten(phi,A,B)

7.3.6 Code gestructureerde local search

Voor k = 2:

A=Asym;
B=B6;
phi=[1:27];

n=length(A);
change=1;
while change==1

change=0;
phiv=phi;
for i=1:n
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for j=1:n
phix=phi;
phix(i)=phi(j);
phix(j)=phi(i);
if kosten(phix,A,B)<kosten(phiv,A,B)

phiv=phix;
change=1;

end

end

end

phi=phiv;
end

phi
z=kosten(phi,A,B)

36



Voor k = 3:

A=Asym;
B=B6;
phi=[1:27];

k=3;
n=length(A);
change=1;
while change==1

change=0;
phiv=phi;
for h=1:n�2

for i=h+1:n�1
for j=i+1:n

perm=perms([h,i,j]);
for m=1:factorial(k)

phix=phi;
phix(h)=phi(perm(m,1));
phix(i)=phi(perm(m,2));
phix(j)=phi(perm(m,3));
if kosten(phix,A,B)<kosten(phiv,A,B)

phiv=phix;
change=1;

end

end

end

end

end

phi=phiv;
end

phi
z=kosten(phi,A,B)
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7.3.7 Code random simulated annealing

A=Asym;
B=B6;
k=2;
T=5000;

n=length(A);
phi=[1:n];
perm=perms([1:k]);
for t=1:10000

s=randperm(n,k);
phiv=phi;
for m=1:factorial(k)

phix=phi;
phix(s(perm(m,k)))=phi(s(perm(m,1)));
for i=1:k�1

phix(s(perm(m,i)))=phi(s(perm(m,i+1)));
end

if kosten(phix,A,B)<kosten(phiv,A,B)
phiv=phix;

elseif exp((kosten(phiv,A,B)�kosten(phix,A,B))/T) > rand(1)
phiv=phix;

end

end

if rem(t,2�n)==0
T=T/2;

end

phi=phiv;
end

phi
z=kosten(phi,A,B)
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7.3.8 Code gestructureerde simulated annealing

n=27;
A=Asym;
B=B6;
T=5000;

phi=[1:n];
for t=1:10000

for i=1:n
for j=1:n

phix=phi;
phix(i)=phi(j);
phix(j)=phi(i);
if kosten(phix,A,B)<kosten(phi,A,B)

phi=phix;
elseif exp((kosten(phi,A,B)�kosten(phix,A,B))/T) > rand(1)

phi=phix;
end

end

end

if rem(t,2�n)==0;
T=T/2;

end

end

phi
z=kosten(phi,A,B)
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7.3.9 Code herhaaldelijke gestructureerde simulated annealing

A=Asym; %deze is dus voor k=2

B=B6;

n=length(A);
phi=[1:n];
while kosten(phi,A,B)>101500
T=5000;
t=0;
phi=randperm(n,n);
change=1;
while change==1

change=0;
for i=1:n�1

for j=i+1:n
phix=phi;
phix(i)=phi(j);
phix(j)=phi(i);
if kosten(phix,A,B)<kosten(phi,A,B)

phi=phix;
change=1;

elseif exp((kosten(phi,A,B)�kosten(phix,A,B))/T) > rand(1)
phi=phix;
change=1;

end

t=t+1;
if rem(t,2�n)==0

T=T/2;
end

end

end

end

end

phi
kosten(phi,A,B)
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