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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Im Mittelaltei hat die Erforschung von 'Turbulenz mit Beobachtung, Beschreibung und Dar-
stellung durch Naturwissenschaftler, wie Leonardo da Vinci, begonnen. Die Untersuchungen
von Reynolds, Prandtl, von Karman oder Taylor sind eng mit Theorie und Erforschung von
Turbulenz verbunden, ebenso wie der Name Laufer mit der Messung von turbulenten Ka,
nalstromungen. Die Berechnung solcher Stromungen ist vergleichsweise jung, und beginnt
mit der Konstruktion der ersten autornatisierten Rechenmaschinen. In den sechziger Jah-
ren entstand in der Meteorologie die Idee, nur die wichtigsten Strukturen einer turbulenten
Stromung vorherzusagen, wodurch die als Grobstruktursimulation (eng. large-eddy simulati-
on, LES) bekannte Methode der Stromungssimulation entstanden ist.

Die Vorhersage von Wetter und Klima stellt hohe Anforderungen an die Berechnungsme-
thoden hinsichtlich der raumlichen AuflOsung und der Simulationszeit, die nur durch Ver-
einfachungen zu erreichen ist. Institute zur Klimaforschung und Wettervorhersage verfiigen
weltweit iiber die grofiten Rechenkapazitaten (Deutschland: Deutscher Wetterdienst), was
die Wichtigkeit und den Bedarf nach langfristigen Prognosen wiederspiegelt. In der chemi-
schen Industrie, Automobilbau, Kraftwerkstechnik, Turbinenbau, Motorenentwicklung oder
in Luft- und Raumfahrttechnik wird die LES-Methode heute angewendet, und befindet sich
in anderen Gebieten ebenfalls auf dem Vormarsch. Instationare Ereignisse in einer Stromung
und deren Auflosung sind von Bedeutung bei Auftreten von periodischen Vorgangen, wie
Schwingung durch Wirbelablosung oder Larm, werden jedoch bei der Durchfiihrung einer
zeitlich gemittelten Berechnung nicht beriicksichtigt. Das eigentliche Problem bei Simulatio-
nen in der technischen Anwendungen ist die GrOf3e des turbulenten Langenmafies, das kleiner
ist als der realisierbare Gitterabstand und numerisch nicht erfasst wird. Die groffen Wirbel
einer turbulenten Stromung sind verantwortlich fiir den Transport von Masse und Energie.
Kleine Wirbel sind isotrop, deshalb leichter zu modellieren und transportieren einen geringen
Anteil an Energie und Masse. Die Simulation der Grobstruktur einer Stromung sollte alle
wesentlichen Merkmale der Stromung erfassen, inklusive zeitlich veranderlicher StOrungen,
und nur die Feinstruktur der Turbulenz sollte modelliert werden. Die Aufgabe der Feinstruk-
turmodelle ist die Umwandlung von Energie durch viskose Dissipation.

Die Entwicklung der Mikroelektronik und die mangelhafte Vorhersage von instationaren
StrOmungsproblemen mit statistischen Turbulenzmodellen fiihrte Anfang der neunziger Jah-
re zu vermehrter Anwendung der Grobstruktursimulation in der Turbulenzforschung. Diese

1



Methode wird bevorzugt bei Ablosung groBer Wirbel eingesetzt. In den meisten technischen
Problemen ist die direkte numerische Simulation aller auftretenden Skalen nicht durchfiihr-
bar, da die erforderliche Rechenleistung die verfiigbare urn mehrere GroBenordnungen

fibersteigt.Eine gemittelte stationare Stromungsvorhersage liefert eine Prognose, die haufig nutz-
los 1st, wenn die Stromung zeitabhangig ist.

1.2 Stand der Forschung

Einfache Modellierung verbunden mit einer geringeren raumlichen und zeitlichen Auflosung
als eine direkte Simulation erfordert, ist emn moglicher Weg zur Losung technischer Pro-
bleme. Die Boussinesqsche Formulierung far die Reynoldsschen Spannungen verwendet zur
Modellierung die Wirbelviskositat. Mit dieser Annahme entwickelte Smagorinsky das er-
ste Feinstrukturmodell [109]. Die Ableitung dieses ModeIls erfolgt entweder durch eine Di-
mensionsanalyse, wie in Kap. 2 beschrieben, oder durch verschiedene Turbulenztheorien
[58],[59],[123] oder durch eine Bilanzierung der Feinstrukturenergie. Durch Analyse des Tur-
bulenzspektrums im Tragheitsunterbereich [62] wird der Modellparameter Cs mit dem Wert
0,17 abgeleitet. Die zur Ableitung getroffenen Annahmen sind bei isotroper Turbulenz und
hoher Reynoldsscher Zahl giiltig, das Modell wird aber angewandt, als sei es allgemein g-tiltig.
Der Wert der Smagorinsky-Konstante Cs wird in der Praxis zwischen 0,2 und 0,065 gewahlt,
wobei in Stromungen mit hoher Scherrate [69] in der Regel kleinere Werte verwendet wer-
den. In turbulenten Kanalstromungen wird der Wert 0,1 benutzt [23], [89]. In Wandnahe
wird das Modell durch die Verwendung einer van Driestschen Dampfungsfunktion [27] aus-
geblendet. Beide Vorgehensweisen haben sich in dieser Untersuchung als notwendig erwiesen.
Die Abhangigkeit der Modellkonstante von der Reynoldsschen Zahl ware eine Moglichkeit,
urn die adstenz des Tragheitsunterbereiches, der nur bei hohen Reynoldsschen Zahlen exi-
stiert, durch die Modellkonstante zu berticksiclatigen. Zu diesem Thema wurden bisher keine
Untersuchungen veroffentlicht.

Im Jahre 1970 [23], noch bevor das erste statistische k-e Modell veroffentlicht war [43], wur-
de die erste dreidimensionale Grobstruktursimulation einer ebenen Kanalstromung mit dem
Modell von Smagorinsky durchgefiihrt. Sehr viel spater in den achtziger Jahren entstand das
Ahnlichkeitsmodell [4], das eine identische GroBe von gerade noch aufgelosten kleinsten Wir-
beln und groBten nicht aufgelosten Wirbeln annimmt. Als Fortschritt dieser Formulierung
kann der Energietransfer von kleinen zu groBeren Wirbeln berechnet werden, und die Vor-
hersage des turbulenten Energiespektrums verbessert werden. Das Modell kann in der Praxis
nur in Verbindung mit einem anderen Modell verwendet werden, da .es nicht in der Lage 1st
Energie zu dissipieren. Modelle die Vorteile von Smagorinsky und Ahnlichkeitsrnodell ver-
einen werden a1s gemischte Modelle bezeichnet, und waren em n erster Schritt out dem Weg
zum dynamischen Modell von Germano [34], [35]. Bei der Anwendung des Germanoschen
Modells werden die Navier-Stokesschen Gleichung zweimal gefiltert. Das gleiche Modell wird
mit verschiedener Filterweite angewendet, urn wahrend der Simulation eine Modellkoeffizi-
enten zu bestimmen, der eine Funktion von Zeit und Ort ist. Dies beseitigt das Problem
von Modellkonstantenanpassung an die jeweilige StrOmung und macht die Anwendung einer
Wanddampfung ilberfliissig. Der Koeffizient kann positive und negative Werte annehmen
(negative Werte entsprechen einem Transport von Energie in urngekehrter Richtung von
kleinen zu grof3en Wirbeln; eng. backscatter), was die Losung der Gleichungen negativ be-
einfiussen kann. Deshalb ist meist eine Mittelung des Koeffizienten und/oder eine Ersetzung
negativer Werte durch Null notwendig. Im einfachsten Fall existiert eine homogene Richtung



zur Mittelung, in komplexen Geometrien flihrt die Mittelung entlang von Trajektorien zu
einer Li5sung des Mittelungsproblems [75]. Die Verwendung von komplizierteren Modellen
macht eine Mittelung des Modellkoeffizienten liberflassig. Mehrere Modelle wurden in den
letzten Jahren vorgeschlagen [90],[72], [124], [37] ohne weite Verbreitung zu erfahren. Das
Smagorinsky-Modell ist das Standardmodell, die Anwendung der Methode zur dynamischen
Koeffizientenbestimmung nimmt zu, da diese Methode auf andere Modelle erweiterbar 1st.

Die Definition der Filteroperation schliefit eine Verwendung von statistischen Turbulenz-
modellen (RANS) zur Grobstruktursimulation aus. In der Praxis wird LES mit RANS-
Modellen durchgeftihrt, da in vielen Fallen die Losung mit statistischen Turbulenzmodellen
nicht zu einem stationaren Ergebnis konvergiert. Beispielsweise kann die regelmaf3ige Wir-
belablosung hinter einem Zylinder damit vorhergesagt werden. Mit dieser Methode werden
integrale Grof3en teilweise mit geringem Fehler vorhergesagt, die Vorhersage von Geschwin-
digkeitsprofilen ist meist mangelhaft. Durch Modifizierung der statistischen Modelle ent-
stehen Feinstrukturmodelle, die einen grof3eren Anteil des turbulenten Energiespektrums
abdecken sollen (eng. very large-eddy simulation, VLES) . Eine physikalisch sinnvolle Me-
thode ist die Berechnung des Kolmogorovschen Langemafies [51] unter Verwendung eines
ModeIls, mit dem der Feinstrukturanteil als Funktion des lokalen Gitterabstands berechnet
wird [111]. Dieses Verfahren 1st auf jedes Modell anwendbar. Die Funktion kann so gewahlt
werden, dass der Obergangsbereich zwischen direkter Simulation ohne Modellbeitrag und
der zeitgemittelten Lasting durch das Modell hergestellt wird.

1.3 Eigene Beitrage

Die Grundlage für diese Arbeit bildet das Finite-Volumen (FV) Verfahren [76], das im Pro-
gramm CO7iWt implementiert wurde. Mit diesem Verfahren wurde die DNS der Kugelum-
stromung bei Re=5 000 [108] durchgefiihrt. Die Simulationsergebnisse sind qualitativ in guter
pbereinstimmung mit dem Visualisierungexperiment, eine quantitative Fehlerabschatzung
dieser Simulation existiert nicht. LES wurde bisher hauptsachlich auf strukturierten Git-
tern und in einfachen Geometrien angewendet. Ziel dieser Arbeit war das vorliegende FV-
Verfahren so zu erweitern, dass LES von Stromungen in komplexen Geometrien durchfiihrbar
ist. Dabei ging es vor allem urn die Frage, ob das Verfahren mit nichtversetzter Gitteran-
ordnung von Variablen auch bei unstrukturierten Gittern und lokaler Verfeinerung fur LES
eingesetzt werden kann. Wahrend in einfachen Geometrien mehrere etablierte Verfahren
LES eingesetzt werden konnen (kornpakte FD hoher Ordnung, Spektralverfahren, explizite
Zeitintegrationsmethode hoher Ordnung, versetzte Gitter), bleibt für komplexe Geometrien
eine FV-Methode 2.0rdnung im Raum und in der Zeit und unstrukturierte Gitter als ein-
zige Wahl. Bevor Strornungen in komplexen Geometrien betrachtet wurden, wurden zuerst
einige grundlegende Untersuchungen mit verschiedenen Feinstrukturmodellen bei einfachen
Stromungen durchgefiihrt. Damit konnte die Implementierung und die Wirkung der Modelle
iiberpriift werden. Das Verfahren wurde so realisiert, dass in Zukunft neue Modelle einge-
setzt bzw. vorhandene modifiziert werden konnen, ohne den Rest des Programms verandern
zu miissen (das auch nicht im Quelltext verfiigbar sein muss).

Die direkte numerische Simulation (DNS) einer turbulenten Kanalstromung in Kap. 4 diente
zur Untersuchung der Anwendbarkeit des vorliegenden Verfahrens 2.0rdnung mit nichtver-
setzten Gittern zu numerischer Simulation. Zur genauen Untersuchung werden alle Terme
der Reynoldsschen Spannungsgleichungen und der Dissipationsgleichung ausgewertet, und
die Profile mit denen aus einer Simulation [68] eines etablierten Verfa,hrens verglichen. Um
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mit dem vorliegenden Verfahren eine vergleichbare Genauigkeit, wie die spektrale
on der Kanalstromung [49] zu erzielen, muss die Dimension des verwendeten numerischen
Gitters ahnlich sein [16]. Auf den Modellfehler von statistischen Turbulenzmodellen wird in
diesem Zusammenhang mit einer systematischen Studie der numerischen Fehler eingegangen.

In Kap. 5 wird zum Test der verwendeten Feinstrukturmodelle in Verbindung mit dem vorliel
genden numerischen Verfahren die Simulation dreidimensionaler isotroper Turbulenz durchi
gefiihrt. Anhand der Abnahme von turbulenter kinetischer Energie, die einem experimentell
abgeleiteten Exponentialgesetz folgt, werden mehrere Modelle beurteilt. Das Standardmo-
dell von Smagorinsky ist mit konstantem und dynamischen Koeffizienten im Programm in-
tegriert, wobei zur notwendigen Filterung von Variablen em n Rechteckfilter eingesetzt wirdi
Der Einfluss verschiedener Filterweite wird an diesem Beispiel mit dem Modell vom Smago
rinsky studiert. Ein neues Feinstrukturmodell [111] basierend auf einem statistischen Zwei
gleichungsturbulenzmodell wird zur Grobstruktursimulation kalibriert. Urn die Wirkung der
numerischen Methode als Filter zu analysieren, werden die Ergebnisse mit und ohne Modell.
verglichen.

Die Simulation turbulenter Kanalstromungen bei Re = 180 und Re = 590 wird mit den
genannten Feinstrukturmodellen in Kap. 6 berechnet, und aus den gemittelten Profilen alT
le Modelle beurteilt. Alle Details der Stromung werden durch die Methode wiedergegeben,
die gleichen Randbedingungen wie in der direkten Simulation werden durch eine konstan!
te Druckdifferenz eingestellt. Die kartesisch strukturierten Gitter besitzen die hochste Ge
nauigkeit und erm6glichen die Unterscheidung von Modellfehler und anderen Fehlern. Die
Dampfung der Turbulenz durch numerische Diffusion und die Initialisierung spielen bei
ser Stromung eine entscheidende Rolle. Beide Probleme werden in den Berechnungen
und diskutiert. Es konnte gezeigt werden, dass das FV-Verfahren 2.0rdnung mit nichtverl
setzten Gittern fiir LES durchaus geeignet ist. Lokale Gitterverfeinenmg spielt in diesen
Simulationen keine Rolle.

In Kap. 7 wird die Identifikation des optimalen Modells zur Berechnung turbulenter Nachlaufi
stromungen urn sturnpfe Korper anhand der Umstromung eines Rundzylinders (Re=3 900
und Re= 140 000) durchgefiihrt. Im ersten Fall werden Mittelwerte von Geschwindigkeit;
Druck und Reynoldsschen Spannungen fiber den ganzen Integrationszeitraum und in einzelj-
nen Zeitschnitten bestimmt. Diese Ergebnisse erlauben eine Anpassung statistischer Modelle
far Simulationen, die keine stationare Losung besitzen. Die Ergebnisse werden mit Experi
ment und anderen Simulation verglichen. Neben den verschiedenen Modellen wird der Einl
fluss durch die Zylinderlange, die verwendete Wandfunktion, geringe nurnerische Auflosung;
und die notwendige Genauigkeit des numerischen Verfa,hrens untersucht. Die Vergleiche
gen Bedarf nach numerischer Simulation mit anderen Methoden auf, um noch unklare Punkte
zu untersuchen.

Die Erfahrungen aus den Testfallen werden zur erstmaligen Simulation der Umstromung einer
Kugel (Re=50 000) in Kap. 8 angewandt. Physikalische Phanomene wie die Scherschichtin
stabilitat oder die Wirbelpaarung von mehreren kleinen zu einem groi3en Wirbel werden
vorhergesagt und visualisiert. In der Simulation werden far die Praxis wichtige Grof3en wie
Widerstand, Wirbelablosefrequenz und gemittelte Stromungsgrofien berechnet. Diese warden
eine verbesserte axialsymmetrische Modellierung erlauben und sollen die Akzeptanz dieser
Methoden in der Praxis erhohen. Numerische und experimentelle Simulation erganzen sich
sinnvoll und tragen zum gegenseitigen Erfolg bei. Qualitative Vergleiche zwischen Experir
ment und Simulation werden gezeigt, zur quantitativen Bestatigung aller Resultate fehlen
experimentelle Ergebnisse.
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Kapitel

-.Mathematik.hes Model

2.1 Grundgleichungen der Stromungsmechanik

Das mathematische Model mit dem alle Fluide beschrieben werden sind die Erhaltungsglei-
chungen von Masse und Impuls, die als Navier-Stokessche Gleichungen bezeichnet werden. In
der allgemeinen Form kann sich die Dichte g und die molekulare Viskositat ebenso in Ort
und Zeit andern wie die Geschwindigkeit v oder der Druck p. Die Massenerhaltangsgleichung
in Integralform lautet:

vgdV+fsol.ads.o.a f

Die Summe aus der zeitlichen Veranderung von Masse im Kontrollvolumen V und aus dem
Massenfiuss normal zur Oberflache S des Volumens 1st null (der Norrnalenvektor wird mit n
bezeichnet). In der Impulserhaltunsgleichung

fy dV - F f k 7:1_ dS = f I + f gb dV (2.2)
s s-

befinden sich auf der linken Seite der Gleichung die zeitliche Anderung des Impulses find der
Transport von Impuls durch die Oberflache S mit der Geschwindigkeit v. Der zuletzt ge-
nannte Transport wird Konvektion bzw. Advektion genannt. Auf der rechte Seite werden die
Krafte nach Angriffsort in Volumen- und Oberfiachenkrafte eingeteilt. Die Beschleunigung b
verursacht bei Dichteunterschieden eine VoluMenkraft, die im Fall des Erdschwerefelds, als
Schwerkraft bezeichnet wird. Der Spannungstensor T fasst die Oberflachenkrafte zusammen:

(73+.2/1\7'L))3

Fiir Newtonische Fluide ist die Viskositat konstant und keine Funktion der Scherung, der
Defofmationstensor .D ist wie folgt definiert:

12= (v,L,
(2.4)

S fasst alle Terme, deren GroBe Von der Viskositat abhangen, als viskosen Spannungstensor
zusammenzufassen, wobei p der statische Druck, V der Divergenzoperator und I der Ein-
heitstensor ist. Bei kompressibeln Fluiden hangen Viskositat und Dichte von der aboluten

T = D (2.3)

(2.1)
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Temperatur 0 ab, die mit Hilfe der Energiegleichung berechnet Wird. Mit der Gaskonstan
te R und dem Verhaltnis tc der spezifischen Warmekapazitat bei konstantem lDrucic cp und
konstantem Volumen c wird bei idealen Gasen die Schallgeschwindigkeit als c = Vic.R0 be-.
stirnmt. Die Mach-Zahl Ma wird als Verhaltnis der Fluidgeschwindigkeit zur Schallgeschwin
digkeit definiert und ist bei idealen Gasen eine reine Terdperaturfunktion. Bei Ma< 0, 3 wird
das Fluid als inkompressibel angesehen, fur graere Ma wird die Erhaltungsgleichung der
Enthalpie h gelOst:

a aeh dV + f g Irk AVO f V p + : V't4 dV + p dV (2.5at v at v
Die Warmeleitfahigkeit A = ficp/Pr ist eine Funktion der Prandtlschen Zahl Pr, die fur das
Verhaltilis von Warrnediffusion zu Warmeleitung steht. Bei idealen Gasen ist cp konstant
und aus der Beziehung h = cp0 wird die Enthalpiegleichung in eine Temperaturgleichung
umgewandelt, in der sich die Temperatur durch Konvektion Oder Diffusion andert. Wird die
Stromung als inkompressibel angesehen und die Warmeerzeugung durch viskose Dissipation
vernachlassigt, reduziert sich Gl. (2.5) auf:

a
--wiLe0c1V+ f 0011-ndS= f

V9
dS. (2.6

s s Pr
In dieser Arbeit werden Stromungen ohne Warmeeinfluss mit Ma< 0,3 untersucht, aus den
daraus resultierenden Vereinfachungen ergeben sich die inkompressibelen Navier-Stokesschen
Gleichungen:

fsv n dS = 0 (2.7

a .i.vcriLdV+fsgLE71,dS-=f pndS+pf VvndS (2.8

Die Stromung in einem Fluid kann mit Gleichung (2.7) und (2.8) in Raum mid Zeit in
Abhangigkeit von der Ausga,ngslage und den Randbedingungen eindeutig beschrieben wer
den. In der differentielle Form, wie in der Turbulenzmodellierung ublich, lauten die Glei
chungen:

ay.
= 0

axk

(a(gyi)a gyzyk) _ap a ( ( ayk ayi))
at axk axz axk axk )

2.2 Filterung der. Grundgleichungen

Auf die Navier-Stokesschen Gleichungen werden in der Turbulenzmodellierung zwei raathe-
matische Operatoren angewendet, wodurch neue Unbelcannte entstehen, die eine Modellie-
rung erfordern. Die Modellierung der umgeformten Gleichungen wird im weiteren Verlauf
beschrieben. Aus einer Funktion 0(x, t) entsteht durch rdumliche Filterung mit der Filter
funktion G(s), deren Form unbestimmt sei, em n raamlicher Mittelwett 0(x, t):

t) = f _1)0(Z, t)dZ. (2.11

(2.9

(2.10



Drei Filter werden zur Filterung der Gleichungen eingesetzt: das ideale Tiefpaf3filter, das
Gauf3sche Filter u.nd das Rechteckfilter. Abbildung 2.1 stellt die verschiedenen Filter fur die
Filterweite L = 7r/2 vergleichend dar. Untersuchungen [91] zu den verschiedenen Filtern im
realen und im Fourierschen Raum ergeben nur fur das ideale Filter das gewiinschte Verhalten:
kleine Slcalen werden herausgefiltert und grofie werden durch das Filter nicht beeinflusst. Die
Wahl der Filters wird hauptsaehlich durch das verwendete numerische Verfahren bestimmt:
so bietet sich bei der Losung der Gleichungen im Fourierschen Raum em n Tiefpassfilter an,
bei der verwendeten Finite-Volumen Methode ist die Verwendung eines Rechteckfilters na-
heliegend.

Rechteckfilter:

Gauf3filter:

Ideales Tiefpafifilter:

7

sss

0 7
X Xi

Rechteck
Gauf3 -----

Tietpass - - - - - -

Abbildung 2.1: Darstellung gebrauchlicher Filterfunktionen.

2sin (7r 4)
G = (2.14)

7r (x )

Der zeitliche Mittelwert , (x) spielt in der Modellierung em n bedeutendere Rolle, da in der
Praxis haufiger verwendet:

1
0(x) 0(x t)dt

T-400 1
0

(2.13)

(2.15)

Bei instationaren Stromungsproblemen (Motorinnenstromung, Turbinen, Riihrer) ist es not-
wendig nach periodischen Zeitintervallen t, die Mittelwertbildung durchzufiihren, um fur

G
0

G (x
1

7r

x' <
(2.12)



jede Phase eine Mittelwert zu erhalten (Phasenmittelung):

1 N
= lirll E cb(x,t + i t,)

N-oo 1V

Bei der Zeitlichen Mittelung wird von einer zufalligen Schwankung der Funktion ausgegangen,
so dass die Fluktuation wie auch alle Terme die damit multipliziert werden, durcli
die Mittelung verschwinden:

T-400 T
o

01(4 = lim ( , t)dt =0. (2.17

Durch die zeitliche Mittelung der Erhaltungsgleichung iiber einen gentigend grofien Zeit
raum ist es moglich, em instationares Problem mit der stationaren Form der Gleichung z
beschreiben. Die Produkte aus der Schwankung der konvektiven Termen sind im zeitlichen
Mittel von null verschiedenen und miissen modelliert werden. Diese Form der Gleichungen
tragt nach Reynolds den Namen Reynolds-gemittelte Navier-Stokessche Gleichungen (eng
Reynolds averaged Navier-Stokes, RANS) und lautet:

a
dV + f ger,. + ff) dS = f dS + f 66 dVat v S

Bei der zeitfichen Mittelting entstehen neue Terme, die wegen i.hrer Dimension und der
iiblichen Modellierung, Reynoldssche Spannungen genannt werden:

Tikg vi'vki vivk + vi (2.19)

Die raumliche Filterung trennt turbulente Langenskalen in zwei Bereiche: auflosbare (Grob-
struktur) und zu modellierende (Feinstruktur) Bereiche, wobei die Feinstruktur in der No-
menklatur wie die Fluktuation bezeichnet wird, die gemischten Terme im Gegensatz zur
zeitlichen Filterung durch die Filterung jedoch nicht verschwinden. Die taumlich gefilterten
Navier-Stokesschen Gleichungen lauten:

a cry + f + + dS =f + f dV (2.20at v
Bei der Filterung wird die Vertauschbarkeit von Filterung und Ableitung angenommen
Der Fehler durch Vertauschung bei variabler Filterweite ist proportional zum Quadrat der
Filterweite und liegt somit im Bereich des Diskretisierungsfehlers bei Verfahren von zweiter
Ordnung Genauigkeit [36]. Die Feinstrukturspannungen werden in Leonhardsche Spannungen

Kreuzspannungen Cij und Feinstruktur-Reynolds-Spannungen f-ii unterteilt:

Lij = Q f)ifJ Q (2.21)

Cij = g V V21 (2.22)

ij = (2.23)

Eine iibliche Annahme [23] ist die Vernachlassigung von Kreuzspannungen und Leonhard-
spannungen:

cij 0 (2.24

(2.16

(2.18)

(2.25



Diese Vereinfachungen sind schlechte Naherungen [18],[60]. Da mit der Verwendung eines
Modells [17] der rechnerische Aufwand 'wesentlich ansteigt, werden in den meisten Simu-
lationen diese Vereinfachungen tatsachlich verwendet, und alle Feinstrukturspannungen mit
dem Wirbelviskositatsansatz modelliert. Da diese Vereinfachungen auch hier benutzt werden,
reduziert sich die Summe der Feinstrukturspannungen auf fj, die im weiteren als Feinstruk-
turspannungen bezeichnet werden.

2.3 Turbulenzmodellierung

Die Spannungen werden in einfachen Modellen durch algebraische Funktionen approximiert,
wie bei dem Prandtlschen Mischungswegmodell [105]. Bei Modellen hoherer Ordnung wird
fur jede Komponente des Reynoldsschen Spannungstensors eine Transportgleichung gelost,
die eng mit den Navier-Stokesschen Gleichungen gekoppelt sind. Einen Uberblick iiber ver-
schiedene Turbulenzmodelle vermittelt [119], im folgenden Abschnitt werden die verwendeten
Modelle beschrieben.

2.3.1 Statistische Turbulenzmodelle

In turbulenten Stromungen konnen Strukturen und Muster identifiziert werden. Urn diese
besser vergleichen zu konnen werden verschiedene turbulente Langen-, Zeit- und Geschwin-
digkeismafie definiert. Diese konnen durch Geometrie, Materialeigenschaften oder von aufie-
ren Kraften beeinflusst werden. Es ist sinnvoll zwei der Groiien in Transportgleichungen
zu modellieren, da die dritte ist aus einer Kombination der beiden anderen ermittelbar ist.
Von den Impulsgleichungen ausgehend kann eine exakte Gleichung fur die turbulente kine-
tische Energie k = 0,5 viivii (Summierung in der gesarnten Arbeit unter Anwendung der
Einsteinschen Summationskonvention), die als Geschwindigkeitsmafl benutzt wird, abgelei-
tet werden: die Differenz von momentaner Impulsgleichung und gemittelter Impulsgleichung
ergibt eine Transportgleichung fur die Geschwindigkeitsschwankungen. Die Multiplikation
mit der Geschwindigkeitsschwankung ergibt eine Transportgleichung fUr die Reynoldsschen
Spannungen:

(pa(gviiv3i)

a(pviivi'vki) a + pivii(spo +a pay ,,+
at axk axk axk axk axk

Kij E),t Dij,p

(Q vitt) , ,
Q vi Vk

axk axk
Pij

9

, (avii ay/)+ _)
ax; axi

avii ay.'
2goxkLaxk(2.26)

Die Summation iiber den Index i = j und die Division mit zwei ergibt die Transportgleichung
fiir die turbulente kinetische Energie in differentieller Form:

a(gk) ô(07k) a (g ) a ( ak ow ava1'' avii± . vi, Vk, ± p, vk, ± , gvi'vk' , A - , (2.27)at OXk aXk 2 ICXk OXk OXk 0Xj °Xi.--,--, %.--.-.--. .___....___, ..--...,.
Zk Kk Dv-F-Dp DA Pk Ek

Die Modellierung von k erfolgt in Anlehnung an die abgeleitete Transportgleichung und



schreibt sich im Fall des k-w Zweigleichungsmodells [118]:

a(gic) a(cywck) a, (At ak) a ( akzT rtrk 1)7,+ - n
uxk

- = )a a
± At (,--;- + ---,) 8

pkw(2.28)at Cak Cric ClXk UXk Cak OXk OXi Cak

Hier ist ct, konstant und o-k die turbulente Prandtlsche Zahl. Diese Gleichung basiert auf
dem isotropen Wirbelviskositatsansatz

(
),3-1-4 aTrk

°"/ ' Pt -,-F -E;

mit dem die Reynoldsschen Spannungen, die vom mittleren Geschwindigkeitsfeld und den
Geschwindigkeitsfluktuationen abhangen, als reine Funktion des mittleren Geschwindigkeits-
gradienten formuliert werden. Die Wirbelviskositat

1st eine Funktion von k und der spezifischen Dissipationsrate

die in der zweiten Transportgleichung modelliert wird. Die Vernichtung von Reynoldsschen
Spanfiungen durch viskose Vorgange

avi, auk'
= 1/

ax; ax,

vereinfacht sich durch die Annahme homogener Turbulenz oder bei hoher Reynoldssche
Zahl [45]

=
2

8 3 '
(2.33

so dass eine Gleichung fiir die Dissipations-rate E = 0, 5 Eii benutzt wird, die aus den Grund
gleichungen abgeleitet werden [22] lcann. Dazu wird Gleichung (2.10) nach xi abgeleitet, mi
2v9vk' /axi multipliziert und zeitlich gemittelt:

0(QE) a(okE) avi, ay,' ay,' avi; ,avi,
at axk ax ax ax., axk aX

+ - = -22 / + 2074
3 k ax aX aX3 k 3

(2.34

Ze Ke Pe1+Pe2 Pe3

=
0v 5v' abki ,( 32 v' 2 a ( De

axk ax; ax; p axka)x;
6

Onk O'Xk

Pe4 Ee
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DPI avkl)
VIZ

oxi axi
De

(2.29

(2.30

(2.31

(2,32

Im Gegensatz zur Gleichung far turbulente kinetischen Energie existiert zwischen der. ab-
leitbaren Gleichung fur die Dissipationsrate und der Modellgleichung wenig Zusammenhang
Die Gleichung enthalt nicht messbare Terme, wie Mehrfachkorrelationen der Geschwindig-
keitsfluktuation, und ist schwerer zu modellieren. In der jiingeren Verga,ngenheit gaben DNS
Ergebnisse [49],[108] Aufschluf3 iiber den Dissipationstensor und die einzelnen Terme der
Gleichung [68]. In der Modellierung wird meist nur die Produktion von E durch Wirbel-
streckung Pe4 und die Umwandlung durch viskose Vorgange E beriicksichtigt, da deren



Differenz entscheidend fiir die Veranderung von E ist [45]. In der vorliegenden Arbeit wird
em n Modell mit einer Gleichung ftir das inverse Zeitmat3 w verwendet:

a(g co) a ( tit aw)± cun.Cit) 19.11c) ri 0
at ± ask ask 0w aXk aXk Lic42gbj2

(

4'.%)u)

Im Standard k-E Modell wird die Dissipationsrate durch folgende Gleichung bestimmt:

aw E2a(Q)
a± a(QE)

= -naXk vXk
((p. + tt-) + ceiTyt (n__ + (2.36)atwsk , k-,Xk s.,Xk k

Die Wirbelviskositat wird wiederrum aus beiden Variablen bestimmt:

k2
lit = g (2.37)

Als Modellkonstanten werden folgende Standardwerte vervvendet: C, = 0, 09; CEi = 1, 92; CE2 =
1,44; ak = 1,0 (k 6); = 0,5 (k w); a, = 1,3; 0,, = 0,5; Cm,1 = 5/9; C2 = 3/40.

2.3.2 Feinstrukturmodelle

In einer turbulenten Stromung sind die kleinsten vorkommenden Langenskalen meist kleiner
als die Maschenweite des numerischen Gitters. Em Gitter soil als grob bezeichnet werden,
wenn dies der Fall ist. Andernfalls wird von feinen Gittern gesprochen. Ein Grateil des
Transportes von Masse und Energie wird von grofien Wirbeln erledigt, die erfasst werden: als
notwendig wird in der Grobstruktursimulation die Erfassung von 90% des gesamten Trans-
ports geschatzt. Das ist nicht allgemein giiltig, da sich mit der Reynoldsschen Zahl auch das
Verhaltnis von graten zu kleinsten Stukturen andert, und darf nur als Anhaltswert verstan-
den werden. Feinstrukturmodelle sind einfach konstruiert, da die wichtigen Strukturen einer
Stromung mit groben Gitter ausreichend erfasst werden sollen.

In alien hier durchgefiihrten Grobstruktursimulationen wird das Modell von Smagorinsky
verwendet. Es gehort zur Klasse der Wirbelviskositatsmodelle, in denen der Impulstransport
durch Turbulenz entsprechend dem molekularen Impulstransport modelliert wird (Annahme
von Boussinesq). Die Wirbelviskositat ist eine Funktion der Grobstrukturgeschwindig-
keitsgradienten, mit der die FeinStruktur modelliert wird:

lit = (2.38)

Die Formulierung mit dem Deformationstensor D ist in diesem Zusammenhang umstandlich
und es wird stattdessen die Indexschreibweise fiir seine Elemente Dii verweiidet:

(bi 1 af), +ak,
j 2 ax; as,

Die mittlete Deformationsrate

.1151' V2biibi; (2.40)

wird aus den gefilterten GrOfien bestimmt, und wird wie das Mischungslangenmafi lm

(2:39)



zur Berechnung der lokalen Wirbelviskositat verwendet. Die Filterweite A 1st von der Ma-
gchenweite des vetwendeten Gitters abhangig, wobei die Modellkonstante Cs in homogener
Turbulenz theoretisch ableitbar und nur bei Giiltigkeit der gemachten Annahmen anwendbar
ist. Dabei wird von der Ddstenz eines Tragheitsunterbereiches (eng inertial sub range) aus-
gegangen, der im Spektrurn der turbulenten kinetischen Energie zwischen den Beteichen mit
dominierender Produktion bzw. Dissipation liegt. Die Erhaltungsgleichung fur die kinetische
Energie 0, 5vkvk ist eine skalare Transportgleichung (siehe 01. (3.1)), in der hauptsachlich
Konvektion fur den Energietransport verantwortlich ist. Deshalb soil, mit Q als Geschwin-
digkeitsmag und L als integralern Langenmaf3 der grof3en Wirbel, die Dissipation abgeschatz
werden:

E Q3 IL (2.42)

Eine Abschatzung fiir Q wird anhand von gefilterten Geschwindigkeitsgradienten berechnet:

12

Das gleiche Argument wie flir die grof3en Skalen kann auf die graten Feinstrukturen mit det
Geschwindigkeit q und der Wirbelgroge angewendet werden, wenn der Abstand zu den
Langenmagen, bei clenen viskose Dissipation auftritt, grog genug ist:

Pe, q3 1 L. (2.44)

Den Energieverlust groger Wirbel realisieren Feinstrukturmodelle durch viSkose Dissipation
der kleinsten Wirbel. Durch Dimensionsanalyse ka,nn Dissipation als Produkt von Wirbel-
viskositat und Geschwindigkeitsgradient abgeschatzt werden:

E vtg,2/2. (2.45)

Darin ergibt sich fur die Wirbelviskositat durch Gleichsetzten von Gl. (2.44) und (2.45):

it a qL. (2.46)

Durch Gleichsetzung von G1.(2.42) Lind (2.44) und Einsetzen in G1.(2.46) ergibt sich als
Abschatzung fiir die Wirbelviskositat:

(2.47)

Die Einfiihrung einer Modellkonstante fiihrt zu einer Gleichung, in der L aufwendig berechnet
werden muss

und daher mit der Annahme L abgeschatzt wird. Die Berechnung der Wirbelviskositat
nach Smagorinsky lautet somit:

Eine Gleichung fiir die Grobstruktutenergie entsteht durch Multiplikation der gefilterten
Navier-Stokesschen Gleichung mit der gefilterten Geschwindigkeit (ahnlich Gl.(2.27)). Fur
die kleinen aufgelosten Skala wird em n Gleichgewicht zwisChen Produktion und Dissipation
angenommen mid es gilt:

Q = L I (2.43)

Lit = cs2A1L101, (2.48)

= (c8A)2113i (2.49)

E(CA)2.b3 (2.50)



Der Betrag der mittleren Deformationsrate kann mit dem Kolmogorov-Spektrum E(k) =
CkE213k-513 des Tragheitsunterbereichs geschatzt werden. Bis zur Grenzwellenzahl des Filters
kf = 7r/A (Grenzfilterweite ist das doppelte der mittleren Maschenweite und bestimmt die
maximale Wellenzahlen) 1st die mittlere Deformationsrate definiert

kf

ib12 1D12 = 2 f k2E(k)dk f k Cke213k-5/3dk= 3 ke.2/3 7-L 4/3 (2.51)
2 p

und wird in G1.(2.50) eingesetzt. Je nach Wahl der Konstante Ck = 1,44 ± 0,06 [101] oder
Ck = 1, 6 [30], errechnet sich die Smagorinsky-Konstante zwischen 0,165 und 0,185.

Cs
( 2 )=73i

7r 3Ck)

In isotroper Turbulenz hat sich der abgeleitete Wert beS-tatigt [30], wogegen in Stromung
mit starker Scherung eine Konstante zwischen 0,065 und 0,1 besser geeignet [23],[89] ist.
Die Filterweite des Modells kanii frei gewahlt werden, normalerweise ist die Filterweite, die
doppelte Maschenweite des verwendeten numerischen Gitters. Eine sinnvolle Definition der
Filterweite, unter 13erficksichtigung der Anwendbarkeit atif unstrukturierte Gitter mit belie-
biger Form, liefert:

= (2.53)

Bei kartesischen Gittern ist dies eine gute Naherung bis zu einem Seitenverhaltnis von 1:20.
Bei groBeren Seitenverhaltnissen wird als Naherting haufig

A = V(Lx) + (Ay) 2 + (2)2 (154)

verwendet. Bel der Berechnung von StrOmungen mit Jesten \Vanden ist die Dampfung der
Wirbelviskositat in Wandnahe erforderlich, urn eine Uberschatzung des turbulenten
stranspottes in Wandnahe zu unterbinden. Die Mischungslange wird dazu mit der van Driest-
schen Dampfungsfunktion verringert

/7, = ACs (1 (-71+/25)3) (2.55)

die eine Funktion des dimensionslosen Wandabstands ist:

nuTn+
V

n 1st der rninimale Abstand vom Zellzentrum zur Wand, und wr die dortige Schubspannungs-
geschwindigkeit:

Q
(2.57)

Die Wandschubspannung yw wird in der wandnachsten Zelle a,us dem Gradienten der tan-
gentialen Geschwindigkeit in wandnormaler R,ichtung bestimmt, unter der Annahme dass
dieser sich bis zur Wand nicht aridert:
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(2.56)

(2.58)



Wird die Wandschubspannung null, wie bei Stromungen urn stumpfe Korper an inindestens
zwei Punkten auf der Oberflache, dem Staupunkt und dem Saugpunkt, wiirde das theoretisch
eine Dampfung von lin bei groBem Wandabstand bedeuten. Das iSt jedoch nicht erwiinscht
In der Praxis reichen die Rundungsfehler bei der Berechnung des Gradienten und die schnelle
Abnahme der Dampfung durch die Expontentialfunktion bei vergleichsweise kleinen Schub-
spannungen aus, um die Dampfung ausschliefflich in Wandnahe wirken zu lassen. Die Damp-
fung kann mit der momentanen oder der zeitlich gemittelten Schubspannungsgeschwindigkeit
berechnet werden. Die Simulation einer ebenen Kanalstromung in Kapitel 6.2.1 wird mit bei
den Varianten dUrchgefiihrt, das Simulationsergebnis ist rnit beiden Moglichkeiten identisch
Alle weiteren Ergebnisse werden mit der mornentanen Schubspa,nnungsgeschwindigkeit be
rechnet, da die mittlere zu Beginn der Simulation normalerweise unbekannt ist.

Germano entwickelte eine Methocle [35], die es ermoglicht die Konstante des Smagorinsky
Modells zu eliminieren. Das ist notwendig, da unterschiedliche Stfomungen mit unterschied
lichen Konstanten berechnet werden miissen, urn gute Ubereinstimmung mit Experirnenten
zu erhalten. Die Idee von, Germano beruht auf der Skalenahnlichkeit: die grol3ten nicht ad
gelosten Skalen sind den kleinsten aufgelosten Skalen ahnlich. Neben der Filterung durch die
numerische Auflosung (Gitterfilter) wird em n Testfilter meist mit doppelter Filterweite ver
wendet. Die Feinstrukturspannu_ngen durch nicht aufgeloste Strukturen mit dem Testfilter,
konnen mit dem Gitterfilter explizit berechnet werden, und ermoglichen lokal die Bestim
mung des Koeffizienten C . Wegen der Skalenahnlichkeit kann der gleiche Koeffizient zur
Bestimmung der Feinstrukturspannungen auf dem Gitterfilter verwendet werden. Die Fein
strukturspannungen fur das Gitterfilter

= viv j + g 7jebj (2.59)

und das Testfilter lauten allgemein:

Tij = vivi + g fyiji (2.60

Die Leonhard Spannung Lij kann durch Filterung der aufgelosten Grobstruktur berechne
werden, der Zusammenhang zwischen den Filtern wird als Germano Ahnlichkeit bezeichnet

71; f-^ g VjV3 + g f," i 5, (2.61

Die Feinstrukturspannungen mit dem Smagorinsky-Modell fiir das Gitterfilter

2CA21.151bii
1

3 ..
(2.62)

und für das Testfilter ergeben sich damit:

1T = 2C2S, (2.63)z3 3 1

Die modellierten Feinstrukturspannungen in Gl. (2.62) und (2.63) werden, wie die Leonhard
Spannung in Gl. (2.21), durch die Filterung berechnet und es ergibt sich das iiberbestimmte
Gleichungssystem:

2

= C C (2.64)

Die unbekannte Modellvariable C wird durch Quadratsummenminimierung [63] bestimmt.

1 LijMij
2 ML
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Die Berechnung des Koeffizienten ist mit einem Fehier verbunden, der in vielen Fallen groB
werden kann und die Simulation numerisch instabil werden läBt. Bei Existenz einer homo-
genen Richtung, wie in der ebenen Kanalstromung, werden die berechneten Koeffizienten
gemittelt und damit auftretende Fehier ausgeglichen. 1st dies nicht durchfuhrbar (unstruk-
turiette Gitter; inhomogene, komplizierte Geometrie) muss darauf verzichtet werden. Eine
praktikable Moglichkeit ist die Koeffizienten nach Gl.(2.65) zu berechnen, den Wert aber
auf einen stabilen Bereich zu beschranken C> 0 Die Verwendung von sogenannten Wand-
funitionen [104] erlaubt hähere Wandabstände und benutzt einen isotropen Ansatz zur Mo-
dellierung des Wandbereichs Da zur Bildung der Wandfunktionen ebenfalls erne Mittelung
erforderlich 1st, und em wichtiger anisotroper Bereich vollstandig modêlliert wird, muss von
deren Verwendung abgesehen werden. Die Auflosung der Grenzschicht erfordert eine weitere
Modifikation des Modells: im wandnächsten Gitterpunkt wird der Koeffizient auf null fest-
gelegt, was Modeilbeitrage durch Rundungsfehler in der viskosen Unterschicht verhrndert
Das dynamische Modell wird in Kapitel 6 ohne Mittelung des Koeffizienten angewendet und
getestet das Verfahren hat sich als stabil erwiesen, wenn die Wirbelviskositat grol3er oder
gleich null ist. Die Beschränkung der Summe von Viskosität und Wirbelviskosität auf Werte
grof3er aIs null, führte bei geringer Gitteraufl,osung zu keiner Dissipation, da der Wert des
effektiven Diffusionskoeffizienten sehr klein werden kann, und lokal zu einer unendlich goBen
Reynoldssche Zahi führt.

Tabelle 2.1: Liste verwendeter Modelikonstanten

Betrachtet man die Reynoldssche Zahl und die Berechnungsmethoden, die auf den jeweiligen
Bereich angewendet werden können, so ist jede Methode auf einen Bereich beschränkt. Direk-
te Numerische Simulation (DNS) ist durch die vorhandene Ressourcen (Berechnungszeit und
Hauptspeicher) auf den Bereich laminareStromungen und Ubergangsbereich beschränkt. Mit
Grobstruktursimulation werden Stromungen berechnet die sich an den Reynolds-Zahibereich
der DNS anschliel3en, wobei die kleinsten Strukturen nicht mehr aufgelost werden können.
Statistische Modelle sind die einzige Moglichkeit, die in der Technik vertretenen Strömun-
gen bei hohen Reynoldsschen Zahien, wie sie bei der Umstromung von Wasser-, Land- oder
Luftfahrzeugen auftreten, vorherzusagen.

Speziale [111] konstruierte em Modell, das für den gesamten Bereich anwendbar ist. Das
Modell verwendet em statistisches Turbulenzmodell (STM) zur Vorhersage der unbekannten
Spannungen in den gefilterten Navier-Stokesschen Gleichungen. Als Modell verwendet Spe-
ziale em explizites algebraisches Spannungsmodell basierend auf einem k-e Modell, wobei
das Modell auf andere STM anwendbar ist. Grundlage seiner Uberlegung ist das kleineste
vorkommende Langenmaf3 einer turbulenten Stromung - das Kolmogorovsche Längenmaf3
Lk, das mit Hilfe des Modells vorhergesagt wird. Speziale definiert eine Funktion, in die
Lk und die Filterweite als MaB für den Gitterlinienabstand eingeht, und die mit den
vorhergesagten Reynoldsschen Spannungen multipliziert wird:

fh = (1 - et)Th (2.66)
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Model Parameter Standard Simulation
Smagorinsky C 0,165 - 0,185 0,1

Speziale ,8, ri modellabhangig 0,01 , 3
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Will man eine direkte numerische Simulation durchflihren mul3 Lk graer als die Filterweite
des verwendeten Gitters sein, Weil der Wert der Funktion null ist verschwindet der Modellbei-
trag aus den Impulserhaltungsgleichungen. Die Rinktion wird ems bei hohen Reynoldsschen
Zahlen, der Beitrag des ModeIls ist eine Reynoldssche Spannung und die Losung der Glei-
chungen stational.: Die Losung wird durch den kleinen Zeitschritt einer instationaren Berech-
Ming langsamer erreicht als bei einer stationaren Methode. Im ebergangsbereich zwischen
DNS und STM, ist die Definition nicht eindeutig, da die Grundlage der GrobStruktursim-
lation eine raumliche und keine zeitliche Filterung ist. Die raumlich und zeitlich gefilterten
Gleichungen unterscheiden sich nicht, es spielt fur den mathematische Losung der Gleichun-
gen keine Rolle, wie der Modellbeitrag berechnet wird, sondern nur vile grof3 dieser ist. Der
Peinstrkturanteil des Modells wird an der Simulation homogener isotroper Turbulenz in
Kapitel 5 bestimmt und die Modellkonstanten entsprechend angepasst.

Neben den bereits beschriebenen Modellen werden Grobstruktursimulationen auch mit insta-
tionaren Varianten von statistischen Modellen durchgefiihrt. Darauf wird in der Simulation
der Rundzylinderumstromung in Kapitel 7 eingegangen. In den durchgefiihrten Simulatio-
nen Bind die Modellkonstanten an das numerische Verfahren angepasst worden und nehmen
kleinere Werte an, als theoretisch oder empirisch abgeleitet vvird. Eine starke Dampfung der
Turbulenz bis zur Larninarisietung der Stromung durch hohe Betrage von Wirbelviskosita
ist anderenfalls die Folge. In Tabelle 2.1 werden die Standardkoeffizienten und verwendete
Koeffizienten gegeniibergestellt.
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Kapitel 3

Numerisches Verfahren

3.1 Einleitung

Die Losung von partiellen Differentialgleichungen ist in wenigen Fallen analytisch rnoglich,
in der Regel muss em n numerisches Verfahren benutzt werden. In dieser Arbeit wird eine
Finite-Volumen Methode mit Druckkorrekturgleichung verwendet [92]. Das Berechnungsge-
biet wird zu diesem Zweck in eine endliche Anzahl von Kontrollvolumina (KV) unterteilt und
die entsprechenden Gleichungen fur jedes KV naherungsweise gelost, wobei alle Variablen
im Zentrum des jeweiligen KV gespeichert sind (nichtversetzte Variablenanordnung). Die
Anzahl und die Verteilung der Kontrollvolumen bestimmt, zusammen mit der Ordnung des
Verfahrens, die Gib& der auftretenden Fehler. Die Anzahl der moglichen Kontrollvolumina
ist durch die verftigbaren Computerresourcen (Hauptspeicher und Rechenoperationen) tech-
nologisch beschrankt. Die Losung eines beliebigen Problems ist nicht alleine eine Frage der
technologischen Moglichkeiten, also der zur Verffigung stehenden Computer, sondem eben-
so der Anwendbarkeit des Verfahrens auf das spezifische Problem. Wichtige Eigenschaften
sind die Beschranktheit der Losung und die Stabilitat des Verfahrens, urn eine physikalisch
sinnvolle Losung zu erhalten.

3.2 Paralleles Finite-Volumen Verfahren

Zur Losung der Gleichungen werden die einzelnen Terme des mathematischen Models auf
einern numerischen Netz in berechenbare Ausdriicke fibersetzt. Dieser Vorgang der Diskre-
tisierung bestimmt die Genauigkeit der Methode und ist von der Organisation des Net--
zes abhangig. Die Vernetzung des Berechnungsgebietes dutch system.atische Verteilung von
Punkten entlang von Polynomen, die sich auf em n kartesisches Gitter abbilden lassen, ist
eine strukturierte Vernetzung. Die Kenntnis dieser Struktur wird bei der Losung des linea-
ren Gleichungssystems ausgenutzt. Netze die aus Prismen oder Tetraedern bestehen sind
unstrukturiert und die Losung daraus resultierender Gleichungssysteme verwendet ande-
re Algorithmen. Bei strukturierten Gittern wird von Zellen mit 6 Zellflachen (Hexaeder)
ausgegangen, wobei die Nachbarzellen durch topologische Indizierung des Gitters bestimmt
werden (zellenorientiert). Bei unstrukturierten Gittern mussen fur jede Zellflache die Indizes
der beiden ang-renzenden Zellen bekanilt sein, mit deren Hilfe die Fliisse berechnet werden
(zellflachenorientiert).
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3.2.1 Raumliche 'Diskretisierung

Bei vorgegebener Unterteilung in KV ist die Anordnung der Daten in Listen fiir die Dis-
kretisierung unerheblich, diese hat nur Einfluss auf die Programmierung. Die Speicherung
der verschiedenen Variablen (vi, p, k, 6) kann an beliebigen Stellen in der Zelle erfolgen, aus
Griinden der Genauigkeit und Einfachheit wird meist das Zellzentrum gewahlt. Ausgehend
von der Transportgleichung far eine skalare GroBe (b

a--,,fgody+fg02. ri, dS = f 1-'4,V 0 z_zdS + I. godV
OFE J V J S .1 S J V,.......,---.... .:....,..- ..--,,,--e .--..=-0

Zeitliche Anderting Konvektion Diffusion Quelleia/Senken

wird die Approximation der auftretenden Terme beschrieben, die nach ihrer physikalischen
Bedeutung benannt sind; Als Ergebnis der Diskretisierung erhalt man far jedes KV eine
algebraische Gleichung der Form

N

ap. Op. E ajcbp; = 41D01 (3.2
j.1

wobei unbekannte und als unbekannt betrachtete Terme zu den Koeffizienten ap0 triad ai
beitra,gen (implizit). Alle anderen Graen sind bekannt und werden zur Berechnung des
Quellenterms qp. verwendet (explizit). Im vorliegenden iterativen Losungsverfahren werden
alle Korrekturen mit einer Verzogerung von einem Iterationsschritt beriicksichtigt (deferred
correction), wodurch die Eintrage in die Koeffizientenmatrix auf Na,chbarzellen beschrankt
bleiben und die Kondition des linearen Gleichungssysterns giinstig beeinflusst werden kann.

Integrale

Die Approximation der auftretenden Integrale fiber Flachen oder Volumen erfolgt init der
Mittelpunktregel. Dabei wird von einem Mittelwert der Funktion iiber dem Integrations-
gebiet ausgegangen, wodurch sich das Volumenintegral als Produkt von Knotenwert und
Volumen ergibt:

Lo dV (33)

Die Integralapproximation fiir den F1uf3 eines Vektorfeldes zwischen zwei KV ist das Produkt
der normalen Vektorkomponefate der Flussfunktion f und der Flache Si der Kontrollvolu-
menseite (siehe Abb. 3.1). Die Flussfunktion f (g (/) v im konvektiven bzw. 110'70 im diffuaiven
Fluss) muss im Zentrurn der Zellfache S mittels Interpolation aus den Knotenwerten berech-
net werden. Der AlDbruchfehler der Integralapproximation ist von zweiter Ordnurig, deShalb
muss der Abbruchfehler der Interpolation mindestens von gleicher Ordnung sein.

fsi f n dS fi niSi (3.4)

Hier ist ni der Einheitsvektor senkrecht zur Flache, gerichtet vom Knoten P0 zum Knoten
Pi. Oft wird auch der Flachenvektor Si = Sini verwendet.

(3.1
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Abbildung 3.1: Dreidimensionale Darstellung zweier Kontrollvolumina: auf der Zellfiache
j steht der Oberflachenvektor S senkrecht; dessen Lage und die der Zellzentren beschreibt

und

Konvektion

Die Interpolation spielt bei der nichtversetzten Variablenanordnung eine entscheidende Rol-
le, denn die benotigten Variablen und deren Gradienten miissen zur Mitte der Zellifachen
interpoliert werden. Entwickelt man eine Funktion 0(0) in eine Taylorreihe, berechnet sich
die Funktion an einem beliebigen Ort in der Umgebung des Punktes P0 als Funktion der
Gradienten:

acti\ (7,b op.)2 (a2o H0(0) = 0(0P.) 0P0) (3.5)
2! 002)

Po

Die Ordnung der Interpolation ist identisch mit der Potenz der Differenz (0 Op.) im er-
sten Term nach dem Abbruch der Reihe, der normalerweise auch den graten Beitrag zurn
Abbruchfehler leistet. Werden die ersten beiden Terrne auf der rechten Seite der Gleichung
berticksichtigt, so ist die Interpolation zweiter Ordnung (lineare Interpolation), was die hier
angestrebte Ordnung des Verfahrens darstellt. Die Entwicklung in Gl.(3.5) entspricht dem
Zentraldifferenzschem a (ZDS) fur die erste Ableitung in einem Finite-Differenzen Verfah-
ren. Vorwartsdifferenzenschema (VDS) und RUckwartsdifferenzenschema (RDS) verwenden
nur den ersten Term auf der rechten Seite, wobei im ersten Fall die Entwicklung um den
stromabliegenden Punkt und irn anderen Fall um den stromaufliegenden Punkt durchgefiihrt
wird. Eine Alternative ist Verwendung weiterer Punkte an denen die Funktion oder deren
Ableitung bekannt ist, mit deren Hilfe em n Polynom berechnet wird, das an den Zelfflachen
ausgewertet wird. Das ist mit einem hoheren rechnerischen Aufwand verbun.den und ist wie
jedes Verfa,hren hoherer Ordnung nicht beschrankt, das heif3t der interpolierte Wert zwischen
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zwei Knoten lcann grof3er werden als die verwendeten Knotenwerte.

In der Finite-Volumen Methode wird zur Interpolation zwischen den Punkten P0 und Pi ein
linearer Verlauf angenommen, damit ergibt sich fiir den Wert an der Zellflache:

= (1 - (3)0p0 + (30p, (3.6

Auf gleichformigen Gittern ist der geometrische Interpolationsfaktor = 0,5. In alien an-
deren Fallen wird dieser mit den Koordinaten von Zellzentren und Zellflache berechnet. Die
beiden Zentren werden durch eine Gerade verbunden und der Wert zum Schnittpunkt mit
der Zellflache interpoliert. Fiir die Koordinatenachse der Gerade ergibt sich:

11),/ OP011-j 1"c, I= (3.7
71)Pi V)Po 11-Pj 1.P0

Die Distanz zwischen den Zellzentren wird mit dem Abstandsvektor dj xpi xpo bezeich
net. Verlauft die Gerade 0, die die Knoten P. und Pj verbindet, nicht (lurch das Zentrum
der Flache Si, so kann folgender Ausdruck verwendet werden:

= [OP. + (VO)P. (1.; IP.)](1 Ci) + [OP; +(V). (3.8

d.h. es wird em n gewichteter Mittelwert von dem durch Extrapolation aus beiden Zellen be-
rechneten Wert angenommen. Auf groben Gittern ist diese Approximation nicht anwendbar
d.a die Fehler in der Gradientenberechnung zu einem grofien Fehler an der Zellflache fiihren
Der konvektive Fluss K durch die Kontrollvolumenseite

Ki = f dS 'MM.; (3.9

hangt entscheidend von der Ordnung der Interpolation ab, bei grobem Gitter konnen sich
oszillatorische LOsungen ergeben. Dies ist unerwiinscht und kann durch Pecletsche Zahlen
Pe=gviAxdf < 2 vermieden werden (z. B. durch eine lokale Gitterverfeinerung). Das ist
em n hinreichendes, aber nicht notvvendiges Kriterium fiir die Beschranktheit der Losung [87].
Zur Stabilisierung der Verfahrens wird darum em Korrekturverfahren benutzt [50]. Dabei
wird eine numerisch stabile Approximation niedriger Ordnung (hier RDS) zur Bildung de
Koeffizientenmattix benutzt (die Knotenwerte der Variablen cb werden als Unbelcannte be-
trachtet), wahrend die Differenz der Flussapproximation mit ZDS und RDS aus der letzten
Iteration (1i) als Korrekturterm mit den vorhandenen Werten explizit berechnet wird:

ADS _LZDS _LRDSNli
(t)i (Pi ± 7.1M Cu..7 )

Der Korrekturterm lcann mit einem Faktor 0 < -yi < 1 multipliziert werden. Fiir -yi = 1
heben sich die Beitrage der Approximation niedriger Ordnung auf, wenn die Iterationen
konvergieren. Eine Approximation erster Ordnung ergibt sich bei -yi = 0, durch einen anderen
Faktor wird eine Mischung von beiden erreicht.

Bei der Berechnung der Massenfliisse durch die Kontrollvolumenoberflache muss aus Sta,bi-
litatsgriinden die Interpolation urn einen zusatzlichen Term erweitert werden, da ZDS gegen.
raumliche Schwankungen der Variablen mit der Wellenlange Idil unempfindlich ist:

Ej = (1 lvi [ l,(;) 1,-P. ± Ci 1-)PJ ± i vPP° ± Vi9)Pi Id 1 Id -3

\ PP Pro]
11

1 i

(3.10)
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Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist nach Rhie und Chow [95] benannt und beschreibt
eine Differenz verschiedener Diskretisierungen: er ist proportional zum. Produkt aus der drit-
ten Ableitung des Drucks und dern Quadrat der Maschenweite, und sichert eine starke Kop-
pelung von Impuls- und Massenerhaltungsgleichung. Der Koeffizient Mj ergibt sich als Mittel
von Zentralkoeffizient und Volumen iiber beide Kontrollvolumina, [29]:

1 ( Vp VP

3 2 ay.. 4i
Der Korrekturterm in eckigen Klammern verschwindet, wenn der Druck linear oder qua-
dratisch verlauft; die Proportionalitat zu (Ax)2 sichert die Konsistenz und Ordnung der
Approximation und unterdriickt unphysikalische Oszillationen in der Losung.

Diffusion

Aus der Taylorreihenentwicklung von kann durch Umformung em n Ausdruck zur Berech-
nung des Gradienten an der Zellflache, der ziir Berechnung der diffusiven Fliissen

Dj = f rov dS Fo(VO)i njS; (3.13)
si

benotigt wird, abgeleitet werden. Dies ist eine Zentraldifferenzappradmation bei aquidistan-
tern Gitter:

(80) 0(0p.)__0(*)
Wb).; Op. OPj

Bei ungleichformigen Gittern verliert die Approximation an Genauigkeit.. Der Satz von Gau13
erlaubt den gemittelten Gradienten im Zellzentrum als Funktion der Werte an den Zellflachen
zu berechnen,

ao .fsofi dS = L V dV = f dV (z 1, 2, 3). (3.15)
V OXi

durch Anwendung der Integralapproximation nach Mittelpunktregel, folgt fiir den mittleren
Gradienten:

(vo)p. = E (3.16)
i=1 Po

Durch Interpolation von zellgemittelten Gradienten lcann, wie bei 0j, der Gradient an die
KV=Seite berechnet werden:

(V0)3 = (1 + (jV0p, (3.17)

Die Oszillationen, die dieses Verfahren hervorrufen kann, werden durch gemischte Approxi-
mation von Gradienten erster und zweiter Ordnung [76] unterbunden (deferred correction):

(V = Cb)i +
.

°
(v0)3

d.
(3.18)

OP

IC-13 I 14;1

Der Ausdruck in der Klammer verschwindet wenn der Norrnalenvektor zur Zellflache und
der normierte Abstandsvektor dj die gleiche Orientierung haben, wie durch Umformung
ersichtlich wird:

(Vcb n'); Pj (( 0)3 71 C70).,di(4' °P° + (v(k)i (r),_ =1)3.19))
d.

I

(3.12)

(3.14)
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Quellenterme

Die volumenspezifischen Quellenterme stehen auf der rechten Seite des algebraischen Glei-
chungssystems (3.2) und lassen sich einfach approximieren:

Lqq5dV = q,p0V. (3.20

In vielen Fallen ist qo eine Funktion des Losungsvektors und liegt aus der letzten Iteration
vor. Wird der Term in einer linearen Funktion entwickelt

= aq + bqq5p,; (3.21

kann der lineare Anteil, fiir den Fall bq < 0, zum Zentralkoeffizienten ad der linken Seite de
Gleichung addiert werden, was die Diagonaldominanz der Koeffizientenmatrix und damit die
Stabilitat des Verfahrens erhoht.

3.2.2 Zeitliche Diskretisierung

Die allgemeine Transportgleichung wird zur vereinfachten Darstellung der zeitlichen Integra-
tion umformuliert, so dass auf der linken Seite nur noch der zeitabhangige Term erscheint:

at. a f gcb dV = f g0k 71, dS + f r dS + f qodV = f (t, 0) (3.22Ot at v

Die Ermittelung eines neuen Variablenwerts 0(x , ti+i) im Abstand At von 0(x,ti) 1st mi
Hilfe der zum Zeitpunkt ti bekannten Variablenwerte moglich. Eine solche Methode wird als
explizit bezeichnet, wenn zur Berechnung keine Variablenwerte zu diesem Zeitpunkt verwen-
det werden, und unterliegt einem Stabilitatskriterium, das als Courantsche Zahl bezeichnet
wird, was die maxirnale Zeitschrittweite At beschrankt. Eine Storung darf nach diesem Kri-
terium in einem Zeitschritt durch Konvektion nur den Bruchteil iiber die Zellenlange
transportiert werden, den das Stabilitatskriterium des Verfahrens erlaubt. Die Courantsche
Zahl fiir eine Maschenweite ist:

Co
Zeitschritt Konvektionsgeschwindigkeit

Maschenweite

Noch kritischer 1st das Stabilitatsktiterum, das aus der Diskretisierung der diffusiven Fliisse
hervorgeht

t < O(AY)2A _2r
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(3.23)

(3.24)

wobei Ay die Maschenweite in wandnormaler Richtung ist, die bei der Berechnung turbulen-
ter StrOmungen in Wandnahe am kleinsten ist. Die quadratische Abhangigkeit der Zeitschritt-
weite von der Maschenweite it bei expliziten Methoden eine bedeutende Einschrankung, da
durch lokale Gitterverfeinerung die Maschenweite weiter reduziert wird. Aus diesem Grund
wird bei Verfa,hren, die auf strukturierte Gitter beschrankt sind, die wandnormale Richtung
oft implizit und die anderen beiden explizit behandelt, was bei Verwendung unstrukturierter
Gitter nicht moglich ist.

Im Gegensatz zu expliziten Verfahren werden zur Berechnung der neuen Losungen bei impli-
ziten Methoden die Terme auf der rechten Seite von Gl.(3.22) zur neuen Zeitebene benotigt.



Daraus ergibt sich em Gleichungssystem (3.26), das nur iterativ gelost werden kann, wie
das bei stationaren Problemen der Fall ist. Es existiert jedoch keine numerisches Stabi-
litatskriterium, wie bei expliziten Verfahren. In der numerischen Simulation von turbulenten
Stromungen ist das typische Zeitma,13, das durch den Zeitschritt aufgelost werden muss, klein
und es existiert eine physikalische Barierre, die die Zeitschrittweite nicht iiberschreiten darf.
Ein implizites Verfahren ist bei einer Simulation von Vorteil, wenn der Rechenaufwand durch
die iterative Losung mit einem groBeren Zeitschritt kompensiert wird. Ein weiterer Grund
fur die Verwendung eines impliziten Verfahrens ist die groBere Stabilitat und die breite-
re Anwendbarkeit der Methode, nicht nur bei zeitabhangigen Stromungen sondern auch bei
stationaren Problemen. Die ortliche Verfeinerung kann mit der irnpliziten Zeitdiskretisierung,
wodurch der maximal mogliche Zeitschritt nicht von der minimalen KontrollvolumengroBe
beschrankt wird, ohne Einschrankung angewendet werden.

Die angestrebte zweite Ordnung des Verfahrens wird durch eine Dreizeitebenendiskretisie-
rung mit quadratischer Ansatzfunktion in der Zeit erhalten. Da,bei wird zentriert um den
neuen Zeitpunkt von tk+i At/2 bis tk+i + At/2 integriert. Die Beitrage von Konvektion,
Diffusion und von Quellen werden zu diesem Zeitpunkt als Mittelwerte iiber At angesehen,
die Ableitung nach der Zeit zum Zeitpunkt tk+i wird aus der Ableitung der Ansatzfunktion
und Einsetzen der Werte bei tk_i, tk und tk±i erhalten:

(c9 4k 4,k-1

at )k+1 = 2At

Als Ergebnis der Approximation von V = f (c1),t) zum Zeitpunkt tk+i ergibt sich:

4 1 2k+1 (1,1c ±
3

f (4+1, (Dk+1)At
3 3
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(3.25)

(3.26)

Der Term auf der linken Seite tragt zum Zentralkoeffizienten bei, die Terme auf der rechten
Seite mit den expliziten l3eitragen der vorherigen Zeitebenen zum Quellterm. Die auf der
rechten Seite in f enthaltenen Variablenwerte zur neuen Zeitebene erfordern eine iterative
Losung bei jedem Zeitschritt.

3.3 Anfangs- und Randbedingungen

Alle Zellflachen im Inneren des Losungsgebietes werden bei der Diskretisierung gleich behan-
delt. Besondere Aufmerksamkeit bedarf es an Randern, wo spezielle Bedingungen abhangig
von der Problemstellung erforderlich sind. Die zwei bekanntesten Arten von Randbedingun-
gen sincl Neumann und Dirichlet Bedingung. Die Neumannsche Randbedingung bedeutet die
Vorgabe des Gradienten am Rand, Dirichletsche Randbedingung die Vorgabe des Variablen-
wertes. Die verwendeten Randbedingungen lassen sich in diese beiden Gruppen einteilen. An
einer festen Wand und am Einstromrand werden die Geschwindigkeiten vorgegeben, am Aus-
stromrand ist der Geschwindigkeitsgradient in Normalenrichtung zum Rand null. Der Aus-
strornrand wird senkrecht zur Stromungsrichtung gewahlt, so dass die Nullgradientenbedin-
gung in normale Richtung dem vorliegenden Gradienten entlang von Stromlinien entspricht.
An einer Symmetrieebene verschwindet der Gradient der randparallelen Geschwindigkeits-
komponente sowie die Geschwindigkeit normal zur Randflache S. Die Randbedingungen von
k,w und E sind identisch mit den Randbedingungen der Geschwindigkeiten an Symmetric-,
Einstrom- und Ausstromrand. An der Wand ist k als Folge von v = 0 null, ebenso wie der



Gradient in wandnormaler Richtung. Von Null versclaieden ist der Wert von c und w an der
Wand, deren Werte werden in der wandnachsten Zelle abgeschatzt. Wenn die viskose Wand-
grenzschicht durch die Maschenweite nicht auflosbar ist, werden sogenannte Wandfunktionen
[44] eingesettt, die Werte von k, E und w sind dann in der wandnachsten Zelle eine Funktion
des Wandabstands. Die SchUbspannungsgeschwindigkeit an der Wand wird als Funktion von
k des wandnachsten Punkts P0 abgeschatzt:

= X,. (3.27

und dem dimensionslosen Wandabstand mit Gl.(2.56) benutzt. Urn das gewiinschte loga
rithmische Geschwindigkeitsprofil fur turbulente Stromungen vorherzusagen, muss bei de
Berechnung der Oberflachenkrafte an der Wand eine modifizierte Wirbelviskosita einge
setzt werden

fl
Ft

= ln(En+)

die zur Erhohung der Diffusion in Wandnahe beitragt. Die Konstante K = 0, 419 ist all
gemeingiiltig und E beriicksichtigt die Wandrauigkeit Fur hydraulisch glatte Wande Wird
E =-- 9, 0 verwendet.

In Berechnung unter Einbeziehung der gesamten Grenzschicht verschwindet k infolge de
Haftbedingung an der Wand. Die spezifische Dissipationsrate w wiirde unendlich grof3 (Gl.
2.31) werden, und wird in der wandnachsten Zelle als eine Funktion des Wandabstands
approximiert:

WPc, 6v/(Cw2n2). (3.31

Die Randbedingungen massen in jedem Zeitschritt vorgegeben werden, bei einer instati
onaren Berechnungen muss dariiber hinaus die Startlosung zur Zeit to vorgegeben werden
die alle Gleichungen erfallt.

Ta.belle 3.1: Liste der Randbedingungen
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(3.30

Variable Einstrorn Ausstrom Symmetrie Wand Wandfunktionen
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Diese Approximation wird zur Berechnung der Dissipationsrate

3
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In vielen Fallen beeinflusst die Anfangsbedingung nicht das Ergebnis (z.B. bei periodischen
Stromungen oder bei LES/DNS), aber die benotigte Rechenzeit. Je weiter die Variablenwer-
te bei der Initialisierung im Losungsgebiet von der wirklichen Losung entfernt sind, desto
langet ist die Rechenzeit. Die Initialisierung spielt daher eine wichtige Rolle. Bei turbulenten
Stromungen ist die Existenz turbulenter Strukturen entscheidend fur die Simulationszeit, die
sich leicht vervielfachen lcann, wenn sich diese Strukturen erst ausbilden miissen. Die Berech-
nung einer ebenen turbulenten Kanalstromungen benotigt bei einer uniformen Initialisierung
viele tausend Zeitschritte bis sich turbulente Strukturen ausbilden und die zeitliche Mittelung
beginnen kann. Diese Rechenzeit kann gespart werden durch die Initialsierung mit einem tur-
bulenten Feld einer anderen Berechnung. Andere Initialisierungsmoglichkeiten beruhen auf
der Storung der Anfangslosung, die bei der Simulation von turbulenten Kanalstromungen
schnell abgeklingen konnen, oder die Berechnung bei einer hoheren Reynoldsschen Zahl zu
beginnen, bei der sich die Turbulenz schneller ausbildet, und diese schrittweise zu reduzieren.

3.4 Diskretes Gleichu.ngssystem

Durch die Diskretisierung der Gleichungen entsteht far jede Zelle eine algebraische Gleichung,
die nur Unbelcannte aus ihren unmittelbaren Nachbarzellen beinhaltet:

Nj

ap. Op. E ajOpi = qpo (3.32)
j.i

Die Koeffizienten aller N Zellen werden in einer N x N schwach besetzten Matrix A, in einen
Losungsvektor und eiten Quellenvektor q zusammengefasst:

= q (3.33)

Zu den Koeffizienten qj tra,gen die implizit behandelten diffusiven und konvektiven Fliisse
bei:

S= r 3 - min(Fi, 0) (3.34)
Idil

1st der Quellterm von der Losung der Gleichung abhangig kann er na,ch [87] linearisiert und
wie in G1.(3.21) aufgeteilt werden, wobei der Koeffizient aq zum Zentralkoeffizienten beitragt,
was sich giinstig auf die Konvergenz des Gleichungssystems auswirkt. Damit ergibt sich der
Zentralkoeffizient unter Beriicksichtigung der zeitabhangigen Beitrage:

3
apo (aq +

Vp°
E aj. (3.35)

2At

Auf der rechten Seite des Gleichungssystems befinden sich neben den expliziten Beitragen
voramgegangener Zeitebenen (tk,tk_i) die Quellenterme, sowie explizite Teile der Flussapro-
ximationen infolge verzogerter Korrektur:

(Y2tCbk t°1c-1) g Vp. + bqVp
Nj

±ri(vj_ (vo;
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((oPi )(1 (J) max(Fp 0) (op. Opj)(J min(Fi, ))
J.1

(3.36)



3.5 SIMPLE-Methode

Zur Losung der Navier-Stokesschen Gleichungen ist die Berechnung von vier Unbekannten
aus den vier zur Verffigung stehenden Gleichungen erforderlich. In jeder Impulserhaltungs-
gleichung wird nach einer Geschwindigkeitskomponente gelost. Damit muss der Druck mit
Hilfe der vierten Gleichung - der Massenerhaltungsgleichung - bestimmt werden. Da in der
Gleichung p nicht vorkommt wird das SIMPLE Vetfahren (eng. semi implicit method for pres;
sure linked equations) benutzt [86]. Bei diesem Verfahren werden abwechselnd in den auf3ere7
Iterationen die Impulserhaltungsgleichungen und eine aus der Kontinuitatsgleichung abge-
leitete Druckkorrekturgleichung geliist. Es wird so lange iteriert, bis der Fehler unterhalb
einer definierten Fehlerschranke liegt und als vernachlassigbar klein angesehen werden Icann
Wegen der Projektion von Divergenz erzeugenden Anteile auf eine andere Gleichung und der
anschliefienden Korrektur dtirch einen Druckgradienten ist diese Methode als Projektions-
methode zu klassifizieren.

Im ersten Schritt werden die Impulserhaltungsgleichungen gelost. Diese werden durch die
Annahme eines bekannten Massenfluss (erste Stufe der Picard Iteration) linearisiert:

fgvikS (vi)3f Qv_ d S = (3.37
S; 53

Der Ma,ssenfluss wird mit den Geschwindigkeiten aus der letzten Iteration oder zu Simula-
tionsstart in der Initialisierung bestimmt. Die Druckkafte werden in den Impulsgleichungen
ebenfalls mit Werten des Druckes aus dem vorherigen Rechensch.ritt bestimmt. Wie schon
bei der Diskretisierung erlautert, ist die lineare Interpolation der Geschwindigkeiten zur Be-
rechnung der Massenflusse bei Verwendung von nicht versetzten Gittern nicht ausreichend
Diese kann keine von Zelle zu Zelle alternierende Oszillation des Drucks erkennen (positi-
ve und negative Zellzentrumwerte des gleichen Betrags, wiirden auf gleichformigem Gitter
zu einem interpolierten Wert gleich null fiihren). Daher wird die interpolierte Geschwindig-[
keit, die Druckgradienten aus den Zellzentren verwendet, mit einem Korrekturterm versehen1
und nach Gl.(3.11) berechnet. Da ffir die Berechnung der Massenfliisse nur die Komponenl
te in Normalenrichtung notwendig ist, wird die Korrektur ebenfalls mit der Ableitung des
Drucks in diese Richtung vorgenommen. Der zusatzliche Term soli verschwinden, wenn die
Druckverteiltung linear oder quadratisch ist. Urn dies zu gewahrleisten wird zur Interpola-
tion der Druckgradienten der Mittelwert aus beiden Zellzentren verwendet, auch wenn das
Gitter nicht aquidistant ist. Der zusatzliche Interpolationstenn ist proportional der dritten
Ableitung des Drucics und dem Quadrat der Maschenweite. Dabei handelt es sich urn eine
konsistente Approximation und der interpolierte Wert der Geschwindigkeit konvergiert mit
Gitterverfeinerung zum exakten Wert mit 2.0rdnung.

Durch die Linearisierung der Impulserhaltungsgleichung ist die sequentielle Losung der Glei-
chungen moglich, dabei werden abwechselnd Impulserhaltungsgleichungen und Massener-
haltungsgleichung gelost. Zuerst wird die Geschwindigkeit v* bestimmt, die noch nicht die
Kontinuitatsgleichung erfiillt, da die Summe aller Massenfliisse durch die Zellflachen mit v*
zu einem Massendefekt llen% fiihrt:

(3.38

Urn eine Losung zu erha1ten, die beide Gleichungen erfiillt, werden die Geschwindigkeiten
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mit einem Druckgradienten entsprechend der SIMPLE-Methode korrigiert:

AV rap**
(ay) i an Li

wobei AV das Produkt aus Zellfache S; und Abstand di der beiden Zellzentren ist und (dup)i
der interpolierte Zentralkoeffizient. In die Massenerhaltungsgleichung eingesetzt, ergibt sich
eine Poisson-Gleichung fur den Druck

(vn**)i

Nj

.74*. + E
j=1

(3.39)

(3.40)

aus deren Losung der Druckgradient fur die Geschwindigkeitskorrektur bestimmt wird. Hier
werden die Ableitungen der Druckkorrektur mit Zentraldifferenzen approximiert. Die Nichtor-
thogonalitat des Gitters wird vernachlassigt, was bei extremen Winkeln zu Problemen fiihren
lcann, und entsprechend korrigiert werden muss [29]. Die Koeffizienten der Druckkorrektur-
gleichung (3.40) ergeben sich als .Funktion von Zentralkoeffizienten der Irnpulserhaltungs-
gleichungen, deren Herleitung ausfiihrlich in [29] erlautert wird:

Vp 1Sil=
avP.).1-3

(3.41)

epe V? pcev.0 3 2

av 3

avp
= qP. (1 -

.--vi
az,
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(3.45)

N ;

= - E (3.42)
j=1

Als Losung von G1.(3.40) erhalt man die Drucickorrektur p** u.nd aus G1.(3.39) die Geschwin-
digkeiten, die nur die Massenerhaltung erfullen und erneute Iterationszyklen erfordern.

Meist ist es notwendig die Korrekturen v**, p** der vorlaufigen Werte von Druck p* und
Geschwindigkeit v* zu unterrelaxieren, da bei der Herleitung der Druckkorrekturgleichung
Naherungen getoffen werden. Die VVerte der Unterrelaxationsfaktoren av und ap sind vom
Gitter und der Problemstellung abhangig. Bei instationaren Rechnungen auf kartesischem
Gitter mit kleinem Zeitschritt ist keine Unterrelaxation notwendig, Werte far andere Rech-
nungen finden sich bei [29]. Der neue Wert fiir den Druck wird durch Druckkorrektur be-
stimmt:

p.** p* app** (3.43)

Die Geschwindigkeiten im KV-Zentrum werden proportional dem Gradienten der Druckkor-
rektur berechnet, analog zum Ausdruck für (vn**)i:

Vp. *

(3.44)
civp.

Die korrigierte Geschwindigkeit v*** = v*+ v** erfiillt im Rahmen der gewahlten Approxima-
tion die Massenerhaltungsgleichung, aber nicht die linearisierte Impulserhaltungsgleichung.
Wegen der Linearisierung muss diese mehrmals gelost werden (mit korr. Koeffizienten und
Quellenterm), die notwendige Korrektur und Unterrelaxation wird im Rahmen der aufieren
Iterationen nachgeholt. Die Unterrelaxation der Geschwindigkeit erfolgt hier [87]:



Konvergieren die Gleichungen verschwinden die Anteile, zu denen die Unterrelaxation
beitragt, und es ergibt sich die urspriingliche Gleichung. Als letzter Schritt werden die Mas
senfiiisse korrigiert, deren Defekt beseitigt ist.

7:n*** rn* p**0

u'3U-)

3.6 Filtermethode

(3.46

....... .... . .

Po

.

Abbildung 3.2: Grafische Darstellung der Filterweite im. zweidimensionalen Raum: nu
Zellen mit dem Mittelpunkt auf oder innerhalb des Kreises werden beriicksichtigt.

Die Aufteilung des gesamten Problemgebietes in endlich kleine Kontrollvolumina, derer Va-
riablenwerte in der Mitt e des Volumens gespeichert sind, ist in der 'V-Methode wie eine
Filterung und wird im weiteren Verlauf als Gitterfilter bezeichnet; bei der Filterung durch
die numerische Methode wird von einer impliziten Filterung gesprochen. Die Durchfiihrung
einer Mittelung oder Glattung von Variablenwerten in einer Umgebung xx' ist eine explizite
Filterung. Die Anwendung des dynamischen Modells macht, neben der impliziten Filterung
durch das Gitter, eine explizite Filterung mit einem zweiten Filter (Testfilter) neben deM
Gitterfilter erforderlich. Die Filterung ist in Gl. (2.11) durch em n Faltungsintegral formuliert
[60] und muss folgende Nor-mierungsbedingung erfiillen, urn eine konstante Variable durch
die Filterung identisch abzubilden:

Der erforderliche Aufwand und das numerische Verfahren bestimmen die Filtermethode. Im
diesem Fall empfiehlt sich die Anwendung eines Rechteckfilters, was auf den verwendeten
Gittern mit unstrukturiertem Loser, die eine Verkniipfung von nicht zueinander passenden
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Gitterblocken erlauben, nicht ohne weiteres moglich ist. Folgende Vereinfachung werden zu
diesem Zweck gemacht:

linearer Funktionsverlauf zwischen benachbarten Zellmittelpunkten wird angenommen;

nur Zellen mit gemeinsamer Zellflache werden zur Filterung verwendet;

das Faltungsintegral wird durch Summation interpolierter Zellflachenwerte approxi-
miert;

Filterweite wird durch kubische Wurzel des Zellvolumens bestimmt.

Mit diesen Vereinfachungen wird die gefilterte Funktion unter Einhaltung der Normierungs-
bedingung berechnet: der gemittelte Funktionswert aus Zellen mit gemeinsamer Zellfiache
wird mit dem Kehrbruch des Abstandes zum Punkt P. gewichtet (wenn der Abstand kleiner
als die Filterweite ist) und aufsummmiert. Zur Normierung wird durch die Summe reziproker
Abstande der berficksichtigten Punkte geteilt.

f(
f(z)+f CIO

z.1 21x-x.1
) -

_ 1 _

Ei.1 -
Hier ist k die Anzahl der Nachbarzellen, deren .Mittelpunkt innerhalb der Filterweite liegt,
siehe Abb. 3.2. Diese Filterung garantiert mit gleiehformigem Gitter die Abbildung einer
linearen Funktion lin(x) auf sich selbst. Mit Zunahme der Funktionsordnung nimmt der
Fehler durch die Filterung der Funktion zu. Zum Test des Filters wird diese auf eine lineare
und eine nichtlineare Funktion nlin(x) angewendet:

= 3x + 2y + z (3.49)

n1in(1) = 3x2 + 2y3 + z4. (3.50)

Die Anwendung der Filterfunktion in Abb. 3.3 ergibt auf zwei Gitterblocke mit nicht pas-
sendem Ubergang fur die lineare Funktion lin(x) die gleichen Funktionswerte wie vor der
Filterung. Bei nlirt(x) weicht die gefilterte Funktion von der ursprfinglichen ab.

3.7 Losung des Gleichungssystems

Das Ergebnis der Dislcretisierung fiir jede Erhaltungsgleichung ist em n lineares Gleichungssy-
stem def. Form

q, (3.51)

das mit einem entsprechenden Algorithmus gelost werden kann. Die Losung erfolgt hier ite-
rativ. In der Losung sind meist Fehler elithalten, die nach Ihrer Ursache klassifiziert werden.
Diskretisierungsfehler entstehen durch Approximation von Integralen und Ableitu.ngen
sowie durch Interpolation und sind von den angewendeten Methoden und der Qualitat des
verwendeten numerischen Netzes abhangig. Sie sind der Unterschied zwischen der exakten
analytischen Losung der Ausgangsgleichungen und der exakten Losung der Naherungsglei-
chung, die durch die Diskretisierung entstanden ist. Durch systematische Gitterverfeine-
rung wird der Fehler proportional zur Potenz k der Gittermaschenweite verringert, wobei k
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'in

A 3.500
2.884
2.227

J 1.591
M 0.955

0.318
-0.318
-0.955

Y -1,591
b -2.227

-2.864
h -3.500

nun

A 1.111e+01
1.000e+01
8.8870+00

J 7.774e+00
M 6.661e+00

5.548e+00
S 4.435e+00

3.322e+00
Y 2.209e+00
b 1.098e+00

-1.761e-02
h -1.131e+00
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filter(lin)

A 3.500
2.884
2.227

J 1.591
M 0.955

0.318
-0.318
-0.955

Y -1.591
b -2227

-2.884
-3.500

filter(nlin)

A 1.098e+01
9.886e+00
8.788E1+00

J 7.690e+00
M 6.5938+00

5.495e+00
4.397e+00
3.2998+00

Y 2.201e+00
b 1.103e+00.

5.1076-03
-1.093e+00

Abbildung 3.3: Vergleich der Funktionswerte einer linearen lin(x) und einer nichtlinearen
Funktion nlin(x) im dreidimensionalen Raum; links mit und rechts ohne Anwendung der
Filterfunktion unter Verwendung von nichtpassenden Gitterblocken.

die Ordnung des Verfahrens darstellt und durch Taylorreihenentwicklung abgeleitet werden
kann. In Kapitel 4 wird die Auswirkung des Diskretisierungsfehlers am Beispiel der Berech-
nung von turbulenten Kanalstiimungen weiter diskutiert.
Iterationsfehler sind die Differenz zwischen exakter Losung und der iterativen L6sung der
diskretisierten Gleichungen bei Abbruch der Iterationen. Die Anzahl der notwendigen Itera-
tionen zur Beseitigung des Fehlers ist nicht im voraus abschatzbar, der verbleibende Fehler
kann durch Vergleich der Losungen nach verschiedener Anzahl von Iterationen bestimmt
werden.
Andere Fehler sind Programmierfehler und Modellfehler, die durch Vergleich mit moglichs
vielen Experimenten und anderen Berechnungen identifiziert werden sollen. Diese Fehler wer-
den sichtbar wenn obige Fehler beseitigt werden konnen, teilweise heben sich mehrere Fehler
jedoch gegenseitig auf, so dass Berechnungen unter Umstanden auf graben Netzen besserel
Ergebnisse liefern als auf feinen Netzen.

Zur Unterscheidung von den aufieren Iterationen, die iur Koppelung der Gleichungen not-
wendig sind (Korrektur von A und q), werden die Iterationen zur Losung einer linearen
Gleichung innere Iterationen genannt. Der iterative Loser muss hoch effizient sein, denn
dieser Algorithmus wird zur Losung jeder Gleichung aufgerufen. Da es sich dabei nur urn
eine vorlaufige Losung handelt, die sich im Verlauf des iterativen Prozesses noch verandert,
muss das Gleichungssytem nicht exakt gelost werden. Aus diesem Grund werden aufwendige
direkte Losungsmethoden nicht verwendet. Im Verlauf des aufieren Iterationsprozesses wird



die notwendige Korrektur kleiner, so dass die Gleichungen nach in Iterationen, bis zu einem
verbleibenden Residuum pm, das maximal bis auf die Rundungsfehler reduziert werden lcann,
den Navier-Stokesschen Gleichungen geniigen:

A Om = pm (3.52)

Die Differenz zwischen der exakten Losung und der Losung nach 771 Iterationen ist der Itera-
tionsfehler e, der ebenfalls nur bis zu einem vom Recliner abhangigen Minimum vermindert
werden kann, das meist dettlich niedriger liegt als der Diskretisierungsfehler. Der Fehler
nach in Iterationen kann durch den Vergleich der konvergierten und der Zwischenlosung
abgeschatzt werden:

= (i) tb (3.53)

Far lineare Gleichungssysteme ergibt sich aus der Differenz von Gl. (3.51) und Gl. (3.52)

A = Pm (3.54)

d.h. der Residuenvektor 1st Quellterm far die Fehler und beide sind proportional zueinander.
Da der Fehler proportional dem Residuum ist, konnen Iterationsfehler durch den Betrag der
Residuenverringerung abgeschatzt werden. Fur innere Iterationen wird die Reduktion der
Residuums urn eine bis zwei Grof3enordnungen vorgegeben, wobei davon ausgegangen wird,
dass der Iterationsfehler urn die gleiche Grof3enordnungen fallt. Der Iterationsfehler der aufle-
ren Iterationen wird durch Beobachtung der Reduktion. der Residuen nach der ersten inneren
Iteration (berechnet mit der alten Losung (/) und der neuen Matrix A und Quellenvektor q)
abgeschatzt. Bei zeitabangigen Simulationen werden mit diesem Verfahren 5-10 Iterationen
pro Zeitschritt benotigt. Der Iterationsfehler und dessen Abhangigkeit von der Iterationsan-
zahl wird an der Grobstruktursimulation der ebenen Kanalstromung in Kapitel 6 und der
laminaren Zylinderumstomung in Kapitel 7.1 untersucht.

Auf den verwendeten unstrukturierten Gittern werden Gleichungsloser aus der Familie der
konjugierten Gradienten (eng. conjugate gradients: CG) eingesetzt. Diese erfiillen die Aufga-
be der Glattung in den inneren Iterationen, und sind mageblich Mr die benotigte Rechenzeit
verantwortlich. Die Losung der Gleichung entspricht einem Minimierungsproblem der folgen-
den Gleichung:

F= T
A cb q (3.55)

Das klassische Verfahren [39] erzielt theoretisch nach m Iterationen die exakte Losung 0,

wobei m die Anzahl der Unbekannten ist. Fur die symmetrische, positiv-definite Matrix der
Druckkorrekturgleichung, sind folgende Schritte notwendig:

Schatzung

Berechnung von e=qAO°

Iteration bis pk < Konvergenzkriterium für k = 0, 1, 2, 3, ...

pk
)3° = 0, fik = pk-1 pk-1

po pk pk ok pk-1
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k Pk Pk= A pk. pk

ok+1 k akpk

pk +1 _pk._kApk

Urn nach wenigen Iterationen eine gute Naherung zu erhalten, ist es notwendig die Matrix
A dutch die Multiplikation mit einer geeigneten Konditionierungsmatrix C vorzubehandeln.
Die Konditionierung beWirkt eine engere Verteilung der Eigenwerte des R,esidutinvektots,
was letztlich zur schnelleren Losung der Gleichung fuhrt. Dies kann bei symmetrischen IVIatri-
zen durch eine unvollstanclige Cholesky-Zerlegung (eng. incomplete Cholesky decomposition:
IC) von A erreicht werden. Die Zerlegung

A =LDU (3.56

in eine untere und eine obere Dreiecksmatrix sowie in eine Diagonalmatrix D geschieht far
N Zellen nach folgendem Schema, bei dem die Berechnung von Wutzeln vermieden werden
kann:

j = N

= aii E iikdkkuki
k=1
i- 1

= a23E iikdkkuk;
k=1

= = (40-1

Die zu losende Gleichung nach der Konditionierung lautet:

C-1 A C-1 C = q (3.57

Um em n effizientes Verfahren zu realisieren, sollte die Inverse C-1 der Konditionierungs
matrix eine gute Naherung von 4-1 sein, wobei der Aufwand fur die Invertierung gering
zu halten ist. Die Bedingung zut Anwendung der ICCG Methode ist bei der Druckkorrek-
turgleichung gegeben, da die Koeffizientenmatrix symmetrisch und positiv definit ist. Die
Irnpulsethaltungsgleichungen erfullen dieses Kriterium nicht, durch Multiplikation mit der
transponierten Matrix AT entsteht eine symmetrische Matrix:

Der zur Losung verwendete Algorithmus wird als stabilisierte konjugierte Gradienten Me-
thode (eng conjugate gradient stabilized CGSTAB) bezeichnet und unterscheidet sich durch
einen ungefar doppelt so hohen Aufwand vom CG Loser. Der verwendete Algorithmus
lautet [31]:

Schatzung

Berechnung von(2° = q 0° und AT 00
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Iteration bis Pk < Konvergenzkriterium filr k 0, 1, 2, 3, ...

k Pk Pk-t
pitC - 1 pk - 1

P: 1 = = °,
ptk ptk Ok pk-1

k k
12t. 2

A pk .

4.2LIC-F1= akpk

12k+1 Pk ak_A Pk

e1t = Pt ak AT Pk
k+k

Bine bessere Alternative zur Vorkonditionietung von A, allerdings nur auf strukturierten
Gittern anwendbar, ist die Verwendung des Losers von Stone (eng semi implicit procedure:
SIP) [113], das auf einer optimierten unvollstandigen LU-Zerlegung (eng incomplete lower
upper decomposition: ILU) basiert. Dieser Algorithmus wird in der numerischen Stromungs-
mechanik wegen seiner hohen Effizienz verwendet [29] und nutzt die Aufteilung in obere und
untere Dreiecksmatrix zur Losung des linearen Gleichungssystems aus:

A ,c,--,B=LU, (3.59)

wobei die Matrizen L und U ebenso diinn besetzt sind wie A. Dieser Loser wird in alien
zweidimensionalen Berechnungen, die auf strukturierten Gittern durchgefi_ihrt wurden; ein-
gesetzt und wird darum kurz beschrieben. Durch die Kenntnis der Nachbarn einer Zelle
konnen die Matrizen direkt aufgestellt werden. Jeweils zwei Flachen einer Zelle tragen zu
einer Dreiecksmatrix bei: die mit 'w' und 's' bezeichneten Fl4chen zu L and 'e' und 'n' zu
U. Die Nomenklatur entspricht der Formulierung von [29]. In der diinn besetzten Matrix
sind bei Verwendung von Zentraldifferenzen nur 5 Diagonalen (im dreidimensionalen 7) mit
Beitragen von den Koeffizienten besetzt. Im zweidimensionalen Fall ergibt sich folgende Ma-
trizengleichung:

Aq5 = [A+ MO (3.60)

Bei der gewohnlichen ILU-Methode werden die Elemente der Matrix B gleich den Elementen
von A gesetzt, bis auf die Diagonalen und Bse, die in A nicht vorhanden sind. Somit
konnen die Elemente von L und U anhand der Matrix A bestimmt werden. Zu Problemen
fiihrt die nicht vernachlassigbare Differenz B 4, denn die Elemente der Diagonalen Bnw und
Bse konnen gra sein. Die Methode von Stone basiert auf der Veringerung der zusatzlichen
Diagonalen durch folgende Approxiniationen:

Onw a(± (3.61)

Oes a(Oe ± - Op)-

Durch Einsetzen der Approximationen von Gl. 3.61 in die Annahme AO q5 konnen
die Elemente von L und U ausgehende von der linken unteren Eck des Losungsgebietes
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Abbildung 3.4: Aufteiling der Koeffizientenmatrix in obere und untere Dreiecksmatrizen

nacheinander berechnet werden [29]:

Llw = 41(1 +
Lis = A./s/(1 + aUe/-1)

4± a (LIwunl-Nj Lsluel-1) Lwl Llsunl-1

=
= (Ate aLs/Ue1-1)/Lip

Der Faktor a dient zur Optimierung des Systems Mid liegt zwischen null und ems: bei a gleich
mill reduziert sich die Methode auf die Standard ILU-Zerlegung, aP.1 0, 9 ist far die effiziente
Methode von Stone einzUstellen. Eine Variation vOil a erhoht die Effizienz des Losers, die
notige Neubestimmung der Matrizendiagonalen ist so teuer, so dass von einer Variation von
a abgesehen wird. Die Methode von Stone wird neben Gleichungslosung auch zur Glattung
von Mehrgitterverfahren Und Vorkonditionierung von CG GleichungslOsern vetwendet.

34

(3.62



Kapitel

Direkte numerische Simulation ebener
Kanalstromung

4.1 Einleitung

Durch die Entwicklung der Mikroelektronik und den .eng verbundenen Fortschritt im Be-
reich von Rechnersystemen ist die numerische Losung der Navier-Stokesschen Gleichungen
für turbulente Stromungen seit Beginn der siebziger Jahre durchfiihrbar. Die ersten Berech-
nungen wurden zur Simulation homogener isotroper Turbulenz [88], [84] durchgefiihrt. In
den achtziger Jahren wurde die Simulation homogener Turbulenz an der Stanford Univer-
sitat [57], [5] und [122] behandelt, wo als erster Fall nichthomogener Turbulenz eine ebene
Kanalstromung [49] simuliert wurde Tm Vergleich zu den ersten Simulationen hat es in
der numerischen Stromungsmechanik groi3e Fortschritte gegeben, aber bis zurn eigentlichen
Ziel, der zuverlassigen Vorhersage beliebiger Stromungen, sind weitere Entwicklungen in
den Bereichen Modellierung, Numerik und Technologie notwendig. Die direkte numerische
Simulation (DNS) einer ebenen turbulenten Kanalstromung wurde auf heutigen Rechner-
architekturen (massive parallele Systeme mit fast 10 000 Prozessoren in den USA; der zum
Zeitpunkt dieser Arbeit schnellste R,echner ist Asci White - em n paralleler Cluster aus 8192
IBM Power 3 Prozessoren und einer Leistung von 12,3 TFlops) bis zu einer Reynoldsschen
Zahl ReT = 590 (gebildet mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit) durchgefahrt [73].
Das entspricht einer mittleren Reynoldsschen Zahl (Re) von 13 500. Der Bereich technisch
interessanter Stromungen liegt bei deutlich hoheren Reynoldsschen Zahlen und ist durch
DNS auf absehbare Zeit nicht vorhersagbar. Der Sinn von Simulationen ist daher in der
Schaffung von Datenbanken zu sehen, die eine tiefere Einsicht in die Physik der Turbulenz
ermoglichen. Die daraus gewonnen Ergebnisse und Erkenntnisse werden zum Test und zur
Entwicklung von Turbulenzmodellen benotigt.

4.2 Durchfiihrun.g

4.2.1 Geometrie und Rand.bedingun.gen

Der ebene Kanal wird an zwei gegeniiberliegenden Seiten von einer festen Wand begrenzt,
in alle iibrigen Richtungen ist die Ausdehnung unendlich. Die Wand mit der Haftbedin-
gung wird aus historischen Griinden die ersten Rechnungen waren zweidimensional auf
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.A.bbildung 4.1: Darstellung der Geometrie eines ebenen Kanals.

orthogonalen Gittern mit der wandnormalen Richtung y meist in eitie y-Ebene gelegt.
Durch die Anwendung periodischer Randbedingungen wird em unendlicher Kanal in x- und
z-Richtung simuliert, wobei die Dimensionen des Kanals auf jeden Fall groBer sein miissen
als die groBtmogliche auftretende Struktur der Stromung, was in diesem Fall die Kanalhohe
Ly = 26 ist. Die gewahlten Dimensionen des Berechnungsgebietes sind 66 x 26 x 36, und
damit kleiner als in direkten Simulation [49]. Aus den Korrelationen der Geschwindigkei
ten zwischen zwei Punkten wird das eindimensionale Energiespektrum, zum Beispiel Exx
berechnet:

+co

Exx(x, k, t) = vx(x,t)vx(x + r, t) erdr. (4.1
27r

r ist der Abstand zwischen zwei Punkten und k ist die Frequenz des Energiespektrums in
erne Richtung. Der Abfall der Energie bei hohen Frequenzen ist der Beweis far eine ausreii
chende Aufiosung und Dimensionierung des Berechnungsgebietes. Dies ist bei steigendem
mit einer deutlichen Abnahme der Zweipunktgeschwindigkeitskorrelationen, die in Gl.(4.1)
als zeitlicher Mittelwert in die Berechnung der Energie eingehen, verbunden. In Querrichf
tung ist die Abnahme nach z+ = 100 vollstandig erfolgt, somit sind die homogenen Randet
mit den verwendeten z+ = 540 und vergleichbarem Gitterabstand ausreichend weit vonein
ander entfernt. In Stromungsrichtung sind die Korrelationen der Geschwindigkeiten starker,
sie nehmen bis ungefahr x+ = 200 ab und bleiben auf konstant positivem Niveau, bevor
am anderen Ende des Kanals wieder ansteigen. Die minimale Grof3e des Rechengebietes
vergleichbare turbulente Kanalstri5mungen hat eine Ausdehnung von 100 dimensionslosen
Einheiten in Querrichtung und 250-300 in Striimungsrichtung [46]. Die Grof3e des Berech-
nungsgebietes ist somit ausreichend gewahlt.

Im Gegensatz zur homogenen Turbulenz, bei der nur Funktionswerte am Rand des Berechi
nungsgebietes getauscht werden miissen, wird bei vorgegebenem konstantem Massenflusl
eine Kraft benotigt, die der Reibungskraft entgegen wirkt und die Stromung antreibt; diese
Funktion iibernimmt die Druckkraft. Durch eine integrale Kraftebilanz an den Rander des
Berechnungsgebietes bestimmt man den Zusammenhang zwischen der Wandschubspannung

die an der Wand in der xz-Ebene (Axz) wirkt, und der Drckdifferenz zwischen Ein- und
Ausstromrandern in der yz-Ebene (Ayz):

Apr Ayz rw2Axz (4.2)

Durch Umformung ergibt sich der mittlere Druckgradient bei vorgegebener Wandschubspan-
nung und umgekehrt. Die Stromung wird durch Re, = u, 6/v eindeutig charakterisiert. Da
in der Formulierung der impulserhaltungsgleichungen em n Druckgradient auftritt, ist die ein;
fachste Moglichkeit die gewiinschte Wandschubspannung iiber einen Druckgradienten an den
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Tabelle 4.1: Liste von verwendeten Parametern in DNS der ebenen Kanalstromung a,nderer
Autoren

Tabelle 4.2: Liste von verwendeten Pararnetern in den hier durchgefiihrten Simulationen
der Kanalstromung.

periodischen Ra.ndern in der Hauptstromungsrichtung vorzugeben. Das iterative Verfahren
sichert die Einhaltung der Randbedingungen, die Wandschubspannung kann anhand der
berechneten Geschwindigkeitsverteilung iiberpriift werden.

Die DNS aus Tab. 4.1 sind heute Standardtestfalle zur pberpriifung von Simulationspro-
grammen, da die zur Verfiigung stehenden Daten sehr ausfiihrlich und mit vielen Experi-
menten verglichen wurden. Eine direkte numerische Simulation wurde hier bei Re, = 180
durchgefiihrt, mit dem Ziel, das verivendete Berechnungsverfahren und die Auswertungsun-
terprogramme zu validieren.

4.2.2 Simulationsparameter

Die dimensionslose Zeitschrittvveite bei den Kanalsimulationen wurde variiert, wobei die
feinsten Schritte At t= Atu, /v = 0,108 (im Vergleich zu 0,0676 [49]) waren. Auf Gittere-
bene 1 ergab sich in Ubereinstirnmung mit [19] keine Abhangigkeit der Statistiken von der
Zeitschrittweite bis At+ 0, 4. Der Zeitdiskretisierungsfehler ist für diese ZeitschrittgroBen
kleiner als die anderen Fehler, wie in Abb. 4.2 zu erkennen ist, bei zu graem Zeitschritt
werden charakteristische Ereignisse der StrOmung gemittelt und gehen verloren. Die Zeit-
schrittweite bei impliziten Verfahren ist nicht an das CFL-Kriterium gebunden, sondern an
die Auflosung von Ereignissen, wie Wirbela,blosung oder Scherschichtaufrollung, und damit
problemabhangig. Bei Verwendung ortlich verfeinerbarer Gitter ist em n implizites Verfah-
ren eine sinnvolle Optimierungsoption. Eine gleichmai3ige raumliche Aufiosung im gesamten
Berechnungsgebiet in x- und z-Richtung mit Konzentration von Zellen in Wandnahe in y-
Richtung ist hier optimal, wie auch in Anhang A diskutiert wird.

Unter Optimierung des Iterationsfehlers soil keine Minimierung verstanden werden, sondern
eine Verringerung bis zur Vernachlassigbarkeit. Die Uberpriifung darauf wurde auf Gitter-
ebene 1 mit unterschiedlicher Anzahl von Iterationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden
in Form von Reynoldsschen Spannungen in Abb. 4:3 verglichen. Mit 3 Iterationen pro Zeit-
schritt wird der Iterationsfehler in der Simulation der Kanalstriimung kleiner als andere
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Autor Re, N Ny Nz Lx Ly Lz A x+ LYttin - Mt., Az+
Kim et al [49] 180 192 129 160 478 2 5 2 78 12 0,05-4,4 7

Moser et al [73] 180 128 129 128 471-5 2 5 17ro 4.4 - 5.9
Moser et al [73] 590 384 257 384 275 2 5 75 7.2 - 4.8

Re, N, L
Y Lx+ LY/in - Yiria, Az + PE

180 42 68 28 6 5 2 5 3 5 25,7 0,37-20,9 19,3
180 84 136 56 6 5 2 5 3 5 12,9 0,18-10,8 9,6
180 120 160 112 6 52 5 3 5 9, 0,9-2,2 4,8 32
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Abbildung 4.2: Reynoldssche Spannungen normiert mit Wandschubspannung fiir unter-
schiedliche Zeitschrittweite At+ (Linien) auf Gitterebene 1 im Vergleich zur direkten nume-
rischen Simulation ([49]: Symbole).

Fehler und somit vernachlassigbar. Das entspricht einer Residuenverringerung von ininde-
stens zwei Grofienordungen bei jeder Impulserhaltungsgleichung und einer bei der Masse-
nerhaltungsgleichung. Zehn Iterationen bedeuten dreifache Rechenzeit bei fast identischen
Reynoldsschen Spannungen.

Die Simulation ist mit einem turbulenten Geschwindigkeitsprofil und zufalligen Fluktua-
tionen auf Gitterebene 1 initialisiert worden, urn einem realistischen Zustand so nahe wie
m8glich zu kommen. In der Simulation dampft die Viskositat auf dem groben Gitter die
vorhandenen Fluktuationen und das Profil strebt gegen em n parabolisches Profil. Nach eini-
gen zehntausend Zeitschritten beginnt sich eine Instabilitat in Stromungsrichtung zu bilden,
die sich als wellenformige Struktur in z-Richtung mit der Geschwindigkeitskontur darstellen
lasst und breitet sich als nachstes in z-Richtung ausbreitet. Die Transition, die auf groben
Gittern em n Folge der Anhaufung von numerischen Fehlern und nicht der physikalischen
Instabilitat ist, Icann auf dem verwendeten Gitter nicht in Einzelheiten stucliert werden
(Tolmien-Schlichting-Instabilitat). Nach dem Umschlag sind typische turbulente Struktu-
ren, wie die langgezogenen Wirbel in Wandnahe rnit holier und niedriger Geschwindigkeit
(engl streaks), zu erkennen. Die Losung wird mit Hilfe von Funktionswert und Gradient so
genau wie moglich auf die feinere Gitterebene extrapoliert. Diese Startlosung ist wesentlich
besser als eine Initialisierung bestehend aus stationarem turbulentem Profil mit statistischen
Schwankungen, so class Rechenzeit gespart Wird und schon nach wenigen Zeitschritten mit
der Bildung von Mittelwerten begonnen werden kann.

Die zweite Gitterebene ist durch systematische Verfeinerung in jede Koordinatenrichtung
aus dem etsten Gittet entstanden. Da die Statistiken in Wandnahe schon auf dem zweiten
Gitter gut mit [49] und [68] iibereinstimmten, wird die dritte Gitterebene nicht durch syste-
matische Verfeinerung des zweiten Gitters generiert, sondern das Gitter wird so verteilt wie
es den Statistiken nach sinnvoll stheint: Maschen in jeriett I3ereichen zu konzentrieren, wo die
Unterschiede zwischen der Simulation auf grobem Gitter und [49] grof3 sind. Die Ergebnisse
rechtfertigen dieses Vorgehen.
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Abbildung 4.3: Reynoldssche Spannungen bei DNS der Kanalstromung auf dem mittleren
Gitter mit fest vorgegebener Anzahl der auBeren Iterationen pro Zeitschritt (Linien) im
Vergleich zur direkten numerischen Simulation ([49]: Symbole).

Gitterebene 3 wurde in 32 Stiicke mit gleicher Kontrollvolumenanzahl geteilt und auf die
gleiche Anzahl von Prozessoren verteilt. Die parallele Effizienz, die stark von der Architektur
der Maschine und der Anzahl der verwendeteii Prozessoreinheiten (PE) abhangig ist, erreicht
auf den verwendeten Rechnern (SGI Power Challenge und HP V2250 vom RRZ Hamburg,
Cray T3E vom HLRS/Stuttgart und vom ZIB/Berlin, paralleler Linux PC-Cluster) ungefahr
90% [108] (gemessen auf Cray T3D mit 64 PE). Die Rechenzeit fur das feinste Gitter betrug
450 Stunden auf 32 PE der Cray T3E, diese Zeit hatte durch Nutzung einer groBeren Prozes-
soranzahl verringert werden konnen, wegen der institutspezifischen Rechnerwarteschlangen,
die Anwendungen mit kleiner Prozessoranzahl bevorzugen, ware die absolute Zeit nicht zwin-
gend kleiner gewesen.

Bei der Berechnung der turbulenten Statistiken wurden die homogenen Richtungen zur Mit-
telung der Geschwindigkeit ausgenutzt, jedoch nicht fur den Druck, der zeitlich gernittelt ist
und dessen Verteilung nur in z Richtung homogen ist. Der Druck wird in einer Masche
auf einen konstanten Wert fixiert und p wird in allen anderen Zellen relativ dazu berechnet.
In der Referenzzelle edstiert keine Druckfluktuation, so dass lokal in dieser Zelle auftre-
tende Druckschwankungen eine Schwankung im gesamten Berechnungsgebiet bewirken. Die
Bildung der Statistik geschieht durch Summation der Funktionswerte, darum scheint die
Normierung des Druckes auf einen integralen Wert notwendig. Das gemittelte Druckfeld
zeigte im Verlauf der Simulation keinen erkennbaren Einfluss durch diese Schwankungen,
so dass auf die Normierung des Druckfeldes mit einem integralen Referenzwert verzichtet
werden kann.

4.2.3 Ergebnisse und Diskussion

AuBer den mittleren Geschwindigkeiten sind Reynoldssche Spannungen von besonderem In-
teresse fur die Turbulenzmodellierung. Die folgenden Ergebnisse sind teilweise [93] veroffent-
licht, da sic aber Grundlage fur die weiteren Ausfiihrungen sind, sollen sie dargestellt und



disskutiert werden. Theoretisch kann die Scherspannung in einer laminaren Kanalstromung
mit der Wandschubspannung normiert werden, so class diese einen linearen Verlauf ergibt.
Das laminare Profil einer Kanalstromung besitzt eine Pazabelform, das heiBt die Geschwin-
digkeit ist eine quadratische Funktion des Wandabstands. Die Ableitung der Geschwindig-
keit in wandnormaler Richtung multipliziert mit der Viskositat ergibt die Scherspannung,
die linear vom Wandabstand abhangt. Normiert mit dem Betrag der Wandschubspannung
betragt die Scherspannung an einer Wand -1 an der gegeniiberliegenden +1. In einer tur-
bulenten Kanalstromung ist der Verlauf der normierten Summe aus viskoser Scherspannung
und turbulenter Scherspannung, siehe Abb. 4.4, ebenfalls linear und liegt zwischen 1 und
-1. Der viskose Anteil iiberwiegt in Wandnahe und verschwindet in der Ubergangsschicht,
die turbulente Schubspannung steigt von 0 bis zum Maximum bei y+ = 30 (siehe Abb. 4.5),
danach fallt der Wert his zum Verschwinden in der Kanalrnitte. Vom theoretischen Verlauf
weicht die berechnete totale Schubspannung nur in umittelbarer Wandnahe geringfilgig ab.
Die Abweichung ist unsymmetrisch, deshalb wird auf unzureichende Mittelung geschlossen,
die bei der Berechnung von Gradienten aus gemittelten GabBen starker auffallt.

Abbildung 4.4: Tutbulente und viskose Scherspannungen im Kanalquerschnitt berechnet
auf dem dritten Gitter, die Summe aus beiden ist theoretisch eine Gerade.

Die Geschwindigkeitskomponente und deren Schwankung in Stromungsrichtung wird auf gro-
ben Gittern holier vorhergesagt, wie an Ux in Abb. 4.7 and v'v' in Abb. 4.6 zu erkennen
ist. Diese strebt mit Gitterverfeinerung jedoch gegen die Referenzlosung. Die Reynoldssche
Spannungskomponente vy'vy' in Abb. 4.6 konvergiert von der entgegengesetzen Richtung zur
Losung von [49]. Da die Gesclawindigkeit im Mittel null ist, wird die Schwankungskompo-
nente auf groben Gittern zu klein vorhergesagt. Das Produkt v'v' aus den Schwankungs-
komponenten vx' und vy' wird besser vorhergesagt (Abb. 4.5) als die anderen Komponenten
des Reynoldsschen Spannungstensors, weil zwei Fehler sich aufheben. Das Ergebrds von Git-
terebene 3 zeigt bei alien gemittelten Profilen die geringsten Unterschiede zur Referenzlosung.
Die Konvergenz ist nicht in alien Fallen monoton, wie bei systematischer Gitterverfeinerung
zu erwarten ware, was teilweise durch die Art der Verfeinerung und teilweise durch die
Nichtlinearitat des Gleichungssystems zu erklaren ist.

In Abb. 4.7 liegen die mittleren Profile oberhalb der Referenzlosung. In Folge der numerischen

40



-0,5

Gitterebene 3
2 ----

41

Abbildung 4.5: Turbulente Scherspannung im Kanalquerschnitt berechnet 'auf drei Gittern,
im Vergleich zur direkten numerischen Simulation [49].

Realisierung der Kanalstromung durch Vorgabe eines Druckabfalls iiber die Kanallange stellt
sich die entsprechende Wandschubspannung exakt em, der Massenfluss ist von der Auflosung
abhangig und variiert leicht. Die mittlere Reynoldssche Zahl liegt in alien drei Simulationen
oberhalb des Wertes der Referenzlosung. Per Grund für diesen Sachverhalt und eine mogliche
Abhilfe werden in Kap. 6 erlautert.

Zur Auswertung der Reynoldssche Spannungsgleichungen in der Kanalstromung werden 4
Gleichungen bilanziert (in den anderen Gleichungen sind alle Terme gleich null) und mehr
als hundert Korrelationen berechnet. Die Wahrscheinlichkeit eines versteckten Fehlers ist
durch den Vergleich mit der Referenzlosung [68] gering. Die Abbildungen 4.8, 4.9, 4.10 und
4.11 stellen alle von null verschiedenen Terme der Reynoldsschen Spannungsgleichungen von
v'v', v'v', vy'vy' und v'v' im Kanalquerschnitt dar. Zweierlei ist auffallig: zurn einen stim-
men die Profile bei absolut hOheren Werten (Abb. 4.8) besser iiberein als bei kleineren (Abb.
4.9). Eine wahrscheinliche Ursache sind die Iterationsfehler: das Konvergenzkriterium ist fur
alle Gleichungen gleich, sind die absoluten Werte einer GroBe jedoch eine Grofienordnung
verschieden, wie das bei der Kanalstromung der Fall ist, sollte auch das Konvergenzkriterium
entsprechend kleiner sein. Da dies nicht berticksichtigt wird, sind die relativen Iterationsfeh-
ler in den Gleichungen von vi,, und vz vermutlich groBer .als in der Gleichung fur vs. Diese
Fehler sammeln sich in der Statistik. Zum zweiten ist die Ubereinstimmung der Profile quali-
tativ sehr gut, was systematische Fehler bei der Berechnung der Profile nahezu ausschliei3en
lasst. In [68] wurden die Profile der Kanalsimulation und deren Bedeutung fur die Turbu-
lenzmodellierung ausfiihrlich diskutiert. Die Terme sind in Gl. (2.26) definiert und werden
mit u:/v normalisiert.

Die Bilanzierung der Dissipationsrate E wurde mit Simulationsdaten durchgefiihrt [68] und
hier iiberpriift. Da die Dissipationsrate nicht direkt messbar und nicht in den Navier-Stokesschen
Gleichungen enthalten ist, Milt es besonders schWer, diese richtig zu modellieren. Fur die Ver-
nichtung der Energie, die von den groBen Skalen in Richtung der kleinsten Skalen fliefit, 1st
deren Modellierung fundamental wichtig. Die einzelnen Terme waren bei der Modellierung
vieler statistischer Turbulenzmodelle unbekannt und wurden mit Annahmen abgeschatzt.
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Abbildung 4.6: Tutbulente Normalspannungen berechnet auf drei Gittern (Linien) im Ver-
gleich zur direkten numerischen Simulation ([49]: Symbole).

Die Terme werden Wie bei den Reynoldsschen Spannungstranspottgleichungen in Produk-
tionsterme (Per, Pa) PE4) Diffusionsterme (Dv, Dt, Dp) und Senkenterm (E) eingeteilt.
Meist werden sie nicht einzeln rnodelliert, sondem alle bis auf E, und Pe4 vernachlassigt.
In den DissipatiOnsgleichungen der 'Purbulenzmodellierung wird em n vereinfachtes Modell
fur diese Terme verwendet. Wahrscheinlich ist es notwendig, bei anisotropen Stromungen
die Dissipation nicht mehr isotrop zu berechnen (Dissipationsrate), sondern ebenso wie bei
den Reynoldsschen Spannungsgleichungen den Dissipationstensor elementweise zu model,
lieten. Die Entwicklung der Mikroprozessoren wird die Notwendigkeit der Modellierung in
Zukunft zurfickdrangen, da, hohere Reynoldssche Zahlen sirnuliert werden konnen. Bei einer
Grobttruktursimulation sollen die anisotropen Strukturen aufgelost werden, so class fiir die
Dissipation em n isotropes Modell gilt hoherer Wa,hrscheinlichkeit ausreicht.

Zur besseten Datstellung im Kanalquerschnitt werden die Produktionstertne in Abb..4.12,
die diffusiven Terme und viskose Dissipation in Abb. 4.13 dargestellt. Die qualitative Uber-
einstimmung ist itn Vergleich zu den Reynoldsschen Spannungsgleichungen schlechter, da
die Ausdriicke zum Teil dreifache Korrelationen beinhalten, bei deren Berechnung em n klei-
ner Fehler, sichtbare Folgen hat: Die Verlaufe sind qualitativ richtig und der rnaximale Fehlet
liegt ungefahr bei 50%, der mittlere bei 10%. Das mag hoch erscheinen, ist aber akzeptabel
unter Berticksichtigung der Ordnung des nurnerischen Verfahrens, der Rundungsfehler bei
teilweise sehr kleinen Betragen und der geringeren Anzahl von Kontrollvolumen im Vergleich
zut Referenzlosung. Bei der Extraktion der DNS Daten [68] aus der schriftlichen Vetoffent,
lichung wird der Ablesefehler auf 10% geschatzt. Die Beitrage der Terme (siehe die Produk+
tionsterme P,1 und PE2 in Abb. 4.12) kOnnen, wie bei der vereinfachten Modellierung bisher
angenomrnen, nicht vernachlassigt werden. Als Ursache fiir akzeptable Ergebnisse mit der
vereinfachten Modellierung wird die gegenseitige Aufhebung mehrerer Fehler gedeutet. Ein.e
Garantie fur die Eliminierung kann nicht gegeben werden and es muss rait unterschiedlich
guter Leistung der Modelle bei verschiedenen Problemen gerechnet werden.

Der Vergleich auftretender Terme in den Spannungsgleichungen und in der Dissipationsglei-
chung, zwischen der Simulation von [49] und der hier durchgeftihrten Simulation, zeigt: das
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' Abbildun.g 4.7: Mittleres Geschwindigkeitsprofil Us in doppelt logarithmischer Darstellung
auf drei Gittern (Linien) im Vergleich zur direkten numerischen Simulation ([49]: Symbole).

verwendete FV-Verfahren zweiter Ordnung mit ZDS ist numerisch nicht dissipativ, d.h.
ist zur direkten numerischen Simulation geeignet. EM anderer Bericht [16] verwendet em n ver-

gleichbares Verfahren und kommt zu folgendem Ergebnis: zur Losung der Navier-Stokesschen
Gleichungen in der Geschwindigkeits-Druck-Formulierung ist erne vergleichbare Anzahl von
Stiitzstellen notig, wie bei Verfa,hren hoherer Ordnung (spektrale Verfahren).

4.2.4 Vergleiche mit Turbulenzmodellen

In den Abbildungen 4.14 und 4.15 wird die Vorhersage der vollentwickelten Strornung in
einem ebenen Kanal von drei Zweigleichungsturbulenzinodellen rnit DNS Ergebnissen [49]
verglichen. Bei den Modellen handelt es sich urn die grenzschichtauflosende Variante der k-e
Modelle von Chien [15] und Launder-Sharma [54], sowie das k-w Modell von Wilcox [118].
Die Randbedingungen wurden in jeder Berechnung so gewahlt, dasS die Wandschubspannung
auf dem feinsten der 4 berechneten Gitter (160 Kontrollvolumen in wandnormaler Richtung)
gleich dem Wert aus der Simulation ist. Urn dies zu verwirklichen mussten unterschiedlich
groBe Massenstrome vorgegeben werden, d.h. die Berechnung bei gleicher Re, mit mehreren
Modellen fiihrte zu unterschiedlichen Reynoldsschen Zahlen. Die Unterschiede zwischen den
verschiedenen Modellen sind gra und konnen keinesfalls vernachlassigt weiden. Der Einfluss
des Modells auf die Impulserhaltungsgleichung durch den zusatzlichen Diffusionskoeffizient
Wirbelviskositat wird in Transportgleichungen für das turbulente Geschwindigkeits- und
Langenmal3 (k und E bzw. w) bestimmt. Beide Gleichungen spielen eine wichtige Rolle: der
Unterschied zwischen den Profilen von171- in Abb. 4.14 und k+ in Abb. 4.15 fiir verschiedene
Modelle ist kleiner als bei der Dissipationsgleichung (Abb. 4.15). Die unterschiedlich gute
Vorhersage verschiedener Modelle ist hauptsachlich die Folge einer schlecht modellierten
Transportgleichung von E und w.

Allgemein ist die vereinfachte Modellierung wie in Zweigleichungsmodellen verwendet, nicht
ausreichend urn den korrekten Verlauf der Dissipationsrate zu garantieren und es ist drin-
gend abzuraten, ohne Vergleich mit Experimenten oder Simulationsergebnissen, Aussagen
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Abbildung 4.8: Bilanzierung von vizez: Darstellung aller berechneten Terme (Linien) als
Funktion vom dimensionslosen Wandabstand im Vergleich mit Referenzlosung ([64 Sym-
bole).

iiber Genauigkeit der Stroinungsprognose zu machen. AuBerhalb der viskosen Grenzschicht
nimmt die Bedeutung des dissipativen Anteils schnell ab und die Unterschiede zwischen ver-
schiedenen Modellen konnen vernachlassigt werden. Wandfunktionen bieten eine Moglichkeit
den komplexen viskosen Grenzschichtbereich zu tiberbriicken, allerdings gibt es keine allge-
mein anwendbar Wandfunktion, so .dass diese Moglichkeit nur erwogen werden sollte, wenn
auf anderem Weg keine Losung erreicht werden kann.

4,3 Zusam.menfassurig

Mit einer parallelisierten FV-Methode von 2. Ordnung Genauigkeit wurde eine ebene Ka-
nalstromung bei einer Reynoldsschen Zahl Re, =- 180 (basierend auf der Schubspannungsge-
schwindigkeit 71,7-) simuliert und mit der spektralen Referenzlosung verglichen. Die erzielten
Ergebnisse belegen, dass das hier verwendete Verfahren fur DNS geeignet ist. Die Gleichun-
gen aller Reynoldsschen Spannungen und der Dissipationsrate wurden bilanziert, wobei die
relativen Unterschiede zur Referenzlosung [68] bei den betragsma.13ig kleinen Grof3en teilweise
grof3 sind, bei den anderen GroBen hingegen klein sind: qualitativ sind alle Ergebnisse im
Vergleich ahnlich. Die groi3en Unterschiede und Fehler verschiedener grenzschichtauflosender
Turbulenzmodelle bei der Vorhersage einer ebenen Kanalstromung sind in erster Lillie eine
Folge der Vereinfachungen, die bei der Modellierung der turbulenten LangeninaBgleichung
gemacht werden.
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Abbildung 4.14: Profile der mittleren Geschwindigkeit einer vollentwickelten ebenen Ka-
nalstromung berechnet mit grenzschichtauflosenden Turbulenzmodellen im Vergleich zur
DNS [49].
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Abbildung 4.15: Profile von turbulentem Geschwindigkeits- und Langenmal3 einer vollent-
wickelten ebenen Kanalstromung berechnet mit grenzschichtauflosenden Turbulenzmodellen
im Vergleich zur DNS [49].
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Kapitel 5

Abnahme homogener Turbulenz

Zur Untersuchung der Feinstrukturmodelle werden Simulationen von homogener isotroper
Turbulenz durchgefiihrt. Homogenitat bedeutet in der Naturwissenschaft, dass alle statisti-
schen GroBen vom Ort x unabhangig sind, und fur diesen Fall77) = konst. Isotropie bildet
alle gemittelten Korrelationen, die mit Geschwindigkeitskomponenten gebildet werden, nach
Drehung des Koordinatenbezugsystems oder Spiegelung an einer Ebene, auf sich selbst ab
und es gilt:

v'v' = v'v' = vz1v21. (5.1)

Im Experiment ist die Verwirklichung eines homogenen Turbulenzfeldes nahezu unmoglich.
Die Turbulenz hinter einem gleichformig angestrOrriten Gitter in einem Windkanal ist - auf
einem kleinen geornetrischen Bereich beschrankt - homogen, allerdings nur in die Richtungen
senkrecht zur Hauptstromung. Die Inhomogenitat spielt eine geringe Rolle, wenn die Diffu-
sion durch turbulente Fluktuationen vernachlassigbar klein ist; das ist der Fall bei hoher
Stromungsgeschwindigkeit und kleinen Geschwindigkeitsschwankungen [101]. Gitterturbu-
lenz ist die beste Naherung fiir em homogenes Turbulenzfeld.

Die 13- ewegungsgleichungen sind in einem ruhenden und einem bewegten Koordinatensystem
giiltig, d.h. im Gegensatz zum Experiment kann eine Simulation rnit der mittleren Geschwin-
digkeit = 0 durchgefiihrt werden. Die Simulation homogener Turbulenz ist durch zwei
Aspekte motiviert: die Verwendung eines rechtwinkeligen Gitters bei gleichmaf3iger Vertei-
lung der Maschen im Losungsgebiet ist mOglich und es resultiert hochstmogliche Genauigkeit
bei einern Verfahren von 2. Ordnung. Homogene Turbulenz wurde bereits in der Vergangen-
heit haufig zur Anpassung und zum Test von Turbulenzrnodellen verwendet. Der einfachste
Fall hornogener Turbulenz - die Abnahme von turbulenter kinetischer Energie k - ist durch
die folgende Differentialgleichung beschreibbar:

ak
(5.2)

Ot

Die turbulente kinetische Energie k wird von den groBen Skalen zu den kleinen Skalen trans-
feriert, wo sie durch viskose Dissipation in Warne umgewandelt wird. Die Abnahme von k
wurde als Funktion der Zeit mit Gitterturbulenz [21] bestimmt:

(t - to) --, ,25. (5.3)

Die Dissipationsrate s ist von der Viskositat des Fluids abhangig
oo

E = 2v f k2E(k)dk
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und kann ebenso wie die kinetische Energie

u12 = f°° E(k)dk
3 o

durch Integration des Energiespektrums E(k) berechnet werden [101]. Zur Bildung der cha-
rakteristischen Reynoldsschen Zahl Re), in homogener Turbulenz wird das Taylorsche Mi-
krolangenmai3 A, die Geschwindigkeitsfluktuation u' = \Tc und die kinematische Viskositat
ii verwendet. Das Ta,ylorsche Langenmaf3 [7] ist eine Funktion von Turbulenzenergie k und
Dissipationsrate e:

A2 = 15vu12/E. (5.6)

Eine physikalisch sinnvolle Initialisierung fiir eine Simulation von homogener Turbulenz 1st
die Vorgabe eines Energiespektrum E(k) mit Tragheitsunterbereich in dem die Steigung
5/3 betragt. In turbulenten Stromungen ist dieser Bereich vorhanden, wenn die Reynolds-
sche Zahl ausreichend gra ist (Re), > 70). Allerdings ist diese Initialisierung typisch fur
Verfahren basierend auf Fouriertransformation, wo die Initialisierung im spektralen und
nicht im physikalischen Raum stattfindet. Bei einem Finite-Volurnen Verfahren kann das
Berechnungsgebiet rnit zufalligen Geschwindigkeitsvektoren oder mit einem vorhandenen Si-
mulationsfeld initialisiert werden, wobei beide Moglichkeiten eingesetzt wurden.

5.1 Einfluss der Filterweite

In den meisten Grobstruktursimulationen wird die Filterweite durch den Gitterlinienabstand
festgelegt. Eine groBe Filterweite bewirkt den Verlust von Informationen, eine kleine Filter-
weite (im Bereich der Kontrollvolumengrol3e) erhoht die Anforderungen an Rechenzeit und
Hauptspeicher.

Die Simulation wird einerseits ohne Feinstrukturmodell (ZDF) durchgefiihrt, urn die Wir-
kung der numerischen Methode als Filter zu untersuchen. Mit dem Modell von Smagorinsky
wird der Einfluss der Filterweite durch die zeitliche Integration der gleichen Ausgangslosung
bei einfacher, doppelter und dreifacher Filterweite auf einen gleichformig verteiltem Gitter
untersucht. Bei Verwendung der einfachen Filterweite (SMG) wird keine explizite Filterung
durchgefiihrt, das Modell ist gleich dem Standardmodell von Smagorinsky und zelleigene
Gradienten vverden verwendet um die Feinstrukturspannung zu bestimmen. Bei Verwendung
der doppelten Filterweite (SMG2) werden gemittelte Gradienten aus allen benachbarten
Zellen bestimmt. Urn die Filterweite vveiter zu erhohen ist es notwendig, Informationen an-
grenzender Zellen zu verwenden, deren Kenntnis zur Diskretisierung nicht notwendig ist.
Da die explizite Filterung im Fall des Smagorinsky ModeIls einer Mittelung der Geschwin-
digkeitsgradienten benachbarter Zellen entspricht, kann die Filterweite auch durch mehr-
malige Mittelung der Geschwindigkeitsgradienten erhoht werden; aus dem Mittelwert der
Gradienten wird die Wirbelviskosita berech.net. Bei dreifacher Filterweite (SMG3) sind die
verwendeten Geschwindigkeitsgradienten die gefilterten Werte aller Nachbarzellen, die zuvor
gefiltert werden.

Auf drei systematisch verfeinerten Gitterebenen wird die Abnahme von k simuliert. Die Aus-
gangslosung Lst eine zufallige Geschwindigkeitsverteilung in einem Warfel mit 163 KV. Die
beiden anderen Würfel 323, 643 mit der Kantenlange L = lm werden mit dem gleichen in-
terpolierten Feld initialisiert, was ahnliche Langenmaf3e zu Beginn der Simulation garantiert
und die Abhangigkeit von verschiedenen Startlosungen verringert.
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Aus der Abnahme von kinetischer Energie wird in jedem Zeitschritt die Dissipationsrate und
daraus resultierend das Taylorsches Langenma13 und die Reynoldssche Zahl berechnet. In der
ersten Simulation ist zu Beginn der exponentiellen Abnahmephase bei konstanter Viskositat

= 10-3n.12 s Re), 7. Nach einer Integrationszeit von t = 5s betragt Re), 2.

10

R 4
x

s\s'io

10-

10-2
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5.2 Anpassung der Modellkonstanten

Urn das gesamten Spektrum turbulenter Stromungen mit einem Modell abzudecken hat
Speziale (SPZ) em n Modell vorgeschlagen [111], das in Kap. 2 bereits beschrieben wurde.
Eine Abschatzung der kleinsten vorkommenden Skalen in einer turbulenten Stromung gibt
das Kolrnogorovsche Langenmaf3 Lk. Eine direkte Simulation liegt bei Auflosung von Lk
vor. 1st die Filterweite i von gleicher GrOBenordnung sollte die Dampfungsfunktion f41 im
Modell (Gl. 2.66) null sein, um das Modell auszuschalten. 1st die Filterweite groBer als Lk
wird der Modellanteil durch f,, bestimmt. Bei holler Reynoldsscher Zahl soll SPZ durch die
Parameterwahl in das statistische Modell iibergehen (hier wird das Standard k-co Modell

64 ZDF -

A64 SMO
A 64 SMG2

64 SMO3
- -- - 01.25

till

Abbildung 5.1: Zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie des gesamten
Berechnungsgebietes ab Re), 7 fiir verschiedene Modelle auf drei systematisch verfeinerten
Gittern.

Abbildung 5.1 zeigt den zeitlichen Verlauf der Abnahme an turbulenter kinetischer Energie
far alle Filterweiten auf drei systematisch verfeinerten Gitterebenen. Die Ubereinstimmung
der Abnahmerate mit einer Gerade der Steigung m=-1,25 nimmt vom groben Gitter (16)
zu den fein.eren Gittern (32, 64) zu. lin Idealfall sollte das Modell auf alien drei Ebenen
einen identischen Verlauf sorgen. Auf Gitter 16 sinkt k zu Beginn langsamer, da nicht ausrei-
chend Turbulenzenergie zu den kleinen Skalen transferiert und dort dissipiert werden kann,
obwohl das Feinstrukturmodell grol3ere Beitrage liefert als bei Gitter 32 oder 64. Der Einfiuss
der Filterweite bei den Simulationen SMG, SMG2 und SMG3 ist klein. Die Erhohung der
Filterweite fiihrt zu einer Erhohung der Wirbelviskositat (die Filterweite geht direkt in die
Berechnung der Wirbelviskositat em), Was aber durch die Verringerung von ID I teilweise
ausgeglichen wird. Urn den Einfluss der Filterweite weiter zu testen wurden weitere Simu-
lationen bei hoheren Re), durchgefiihrt, da diese Zahl relativ klein verglichen mit der DNS
[121] bei Re), = 104, 5 ist. Diese Resultate werden in Kap. 5.3, in dem alle verwendeten
Modelle getestet werden, dargestellt und disskutiert.

10' 10-'
18 ZDF.
10 DO

A 16 SMGR
A 16 SM613

32 ZDF
32 SMO
32 SMO2
32 SMG3

Icr 10'10010-' 10'le 10'



verwendet). Die Anpassung der Modellkonstanten fi und n der Dampfungsfunktion 1st fiir
jedes Turbulenzmodell notwendig, da verschiedene Modelle unterschiedlich dissipativ sind.

SPZ wird am Standardmodell (SMG) in homogener Turbulenz auf dem gtobsten Gitter
kalibriert. Fur eine hohere Reynoldsche Zahl wird die Viskositat v = 10-5m2 s-1 verwendet.
Verschiedene Kombinationen der Modellkonstanten ergeben die Dampfungsfunktionen in
Abb. 5.2. Diese liefern unterschiedliche Modellbeitrage und werden in den Simulationen
getestet.

10 100 1000 10000 100000 le+06
TT.

Abbildung 5.2: Darstellung der Dampfungsfunktion f,, fur verschiedene Kombinationen
der SPZ Modellkonstanten und n.

Abbildung 5.3 zeigt den zeitlichen Verlauf der Abnahme von lc, fiir verschiedene Kombinatio=
nen von 01 und n. Die KombinationsmOglichkeiten mit -= 1 und = 0, 1 scheiden aus, da
das Ergebnis der Berechnung identisCh mit dem k-o.; Turbulenzmodell ist, ebenso wie mit der
Kombination (0,01;0,5). Mit 13 = 0 und der Kombination (0,001;3) ergibt sich em n Verlauf
von k wie bei der Simulation ohne Modell (ZDF), was zu einer linearen Abnahme
Zur genauen Beurteilung der Kombinationen (0, n).(0,01;3),(0,001;05) und (0,0001;0,5);
die in den ersten Simulationen am besten mit dem Feinstrukturmodell SMG iilDeteinstim-
men, wird die Simulation iiber eiriela langeren Zeitraum durchgefiihrt und auf der rechten
Seite von Abb. 5.3 logarithmisch dargestellt im Vergleich zu einer Geraden mit Steigung
m = 1, 25. Die Kombination (3;0,01) stimmt besser als die anderen Kombinationen mit
der experimentell bestimmten Abnahme iiberein und ist deutlich weniget dissipativ als das
statistische Modell. Eine weitergeheiade Anpassung ist an diesem Testfall nicht moglich, da
Feinstrukturmodelle stark vom yerwendeten Gitter abhangen. Alle weiteren Simulationen
werden daher mit den Konstanten n = 3 und = 0,01 durchgefiihrt. In den Simulationen
turbulenter Kanalstromungen in Kap. 6 und der Rundzylinderumstromungen in Kap. 7 wird
das Modell getestet und bewertet werden.
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Abbildung 5.3: Zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie fiir verschiedene
Kombinationen von i3 und n im Modell von Speziale.

5.3 Test der verwendeten Fein.strukturmodelle
-Durch die Reduzierung der Viskositat auf u= 1 10-5m2s1 wird eine hohere Reynoldssche

Zahl eingestellt, und auf den gleichen Gittern, wie in Kap. 5.1, isotrope homogene Turbulenz
mit alien verwendeten Modellen simuliert. Die Integrationszeit wird auf t 160s erhoht. Rex
steigt zu Beginn der Simulation auf 105 (Gitter 16), 65 (Gitter 32) und 55 (Gitter 64) und
liegt in einer ahnlichen Grof3enordnung wie em gefiltertes DNS Geschwindigkeitsfeld [121].
Durch die Initialisierung kommt es zu einem Ansteigen von Rex, was physikalisch nicht sinn-
voll ist. Der Grund ist das Verhaltnis von k zu , das in die Berechnung von Rex eingeht. Zu
Beginn der Simulationen existieren kaum Wirbel, die fiir viskose Dissipation geeignet sind.
Die graen Wirbel geben ihre Energie im Spektrum an den Tragheitsunterbereich ab und
die Abnahme von k verlauft wahrscheinlich ungestort. Der anfangliche Anstieg von Rex ist
vermutlich die Folge kleiner Dissipationsraten. Nach 10-20 Zeitschritten ist das Maximum
erreicht und die Abnahme von Rex beginnt. Die grate Reynoldssche Zahl wird auf dem
groben Gitter erreicht, d.h. nach der Initialisierung werden auf dem feinen Gitter schneller
Wirbelgraen gebildet, die durch die Viskositat dissipiert werden konnen. Die Ursache fiir
den Anstieg auf Gitter 32 und 64 ist nicht die Initialisierung mit der interpolierten Losung
von Gitter 16, da der Anstieg auch mit einer Zufallslosung auf den feinen Gittern erfolgt. Bei
kleiner Reynoldsscher Zahl und gleicher Gitterauflosung ist kein Anstieg von Rex bemerk-
bar: die erhohte Reibung und die daraus resultierenden Dissipation sorgt fiir die sofortige
Abnahme.

In Abb. 5.4 ist die Abnahme von k auf drei systematisch verfeinerten Gittern mit mehre-
ren Feinsttukturmodellen vergleichen. Besonders auf dem groben Gitter wird die dissipative
Wirkung der Modelle sichtbar. Der Unterschied zwischen den Simulationen auf dem glei-
chen Gitter wird von Gitter 16 bis 64 kleiner, da der Anteil aufgeloster Skalen steigt und
der Modelleinfluss abnimmt. Die Vorhersage der Modelle ZDF und GER unterscheidet sich
auf 16 geringfiigig; mit Gitterverfeinerung wird der Unterschied grof3er. Der Modelleinfiuss
durch den dynamisch bestimmte Koeffizient nimmt zu feinen Gittern hin zu, da bei Gittern
mit geringer Auflosung (16) der Koeffizient negativ ist. Urn die Stabilitat des numerischen
Verfahrens auch in diesen Fallen zu gewarleisten, wird die Witbelviskositat null gesetzt. Bei
besserer Auflosung (32, 64) schwankt C zwischen null und C5 = 0, 1, ist meist jedoch deutlich
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Abbildung 5.4: Zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie k des gesamten
Berechnungsgebietes fiir verschiedene Modelle auf drei systematisch verfeinerten Gittern bei
gleicher Re),.

kleiner als die Konstante. Das Smagorinsky Modell erzeugt vergleichsweise mehr Dissipation
und k fallt schneller. Die unterschiedliche Filterweite fiihrt durch hohere Wirbelviskositat
zu starkerer Dissipation, deshalb fallt SMG3 vor SMG2 und dem Standardmodell (SMG)
auf alien Gittern. Der Einfluss der Filterweite ist hier grol3er als beim Test der Filterweite
in Kap. 5.1. Modellfehler und Diskretisierungsfehler sind theoretisch voneinander trennbar
durch Verdoppelung der Filterweite bei systematischer Verfeinerung. Durch Erhohung der
Filterweite bei gleichzeitiger Gitterverfeinerung (16 einfache Filterweite: SMG, 32 - dop-
pelte Filterweite: SMG2, 64 -dreifache Filterweite: SMG3) konnte mit der Filterrnethode
keine Trennung von Modellfehler und Diskretisierungsfehler erreicht werden, da beide mit
Gitterverfeinerung verschwinden. Bei SPZ ist eine starke Gitterabhangigkeit erkennbar, wo-
bei die Dissipation auf dem groben Gitter deutlich groBer ist als bei den ancleren Modellen.
Mit Gitterverfeinerung nahern sich die Vorhersagen aller Modell an. Die Obereinstimrnung
mit der experimentell bestimmten Abnahme von k ist schlechter als bei kleinem Rex, was

zurn Teil eine Folge der schlechten Initialisierung ist (keine echte Turbulenz). Insgesamt ver-
bessern die Feinstrukturmodelle die Vorhersage, da die Steigung besonders auf den groben
Gittern besser iibereinstimmt.

Als zweite Moglichkeit die Simulation zu initialisieren wird eine auf 1283 Kontrollvolumen
gefilterte 5123 DNS Losung [121] verwendet. Die maximale Wellenzahl kma des gefilterten
Geschwindigkeitsfeldes betragt 241:

kmax =
2Ax

Die auflosbare Wellenlange ist die doppelte Maschenweite Ax = 7r/241 eines 1283 Wiirfels,
in dem die Simulation durchgefiihrt wird. Nach der Gittergenerierung und Einlesen der
StartlOsung wurde durch Variation der Viskositat die korrekte Anfangsbedingung Re), =-
104, 5 mit v = 1, 5 10-57n2 s-1 eingestellt. Die Abnahme von k wird mit dem gleichen Mo-
dellen verfolgt, wie bei den Simulationen mit zufalliger Verteilung. In diesem Fall ist die
numerische Auflosung (kmax ist 241 im Vergleich zu 201 bei Gitter 64) und die Viskositat
geringfiigig hither. Die Abnahme von k beginnt ohne em Ansteigen von Re),, was am kor-
rekten Turbulenzspektrum der Startlosung liegt. Die Ubereinstimmung der vorhergesagten
Steigung zwischen verschiedenen Modellen in Abb. 5.5 ist zufriedenstellend und deutlich
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Abbildung 5.5: Zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie k, des Tay-
lorschen Mikrolangemnaf3 A und RCA für verschiedene Modelle mit einer gefilterten DNS
Startlosung [121].

besser als mit der zufalligen Startlosung. GER und ZDF sagen wiederum einen ahnlichen
Verlauf voraus. Der Koeffizient C bei GER, in alle drei hornogenen Richtungen gemittelt,
liegt zwischen 0,05 und 0,08 was den kleineren Modelleinfluss von GER im Vergleich zu SMG
mit Konstante Cs = 0, 1 erklart. Der Einfluss der Filterweite ist erneut gering, im Gegen-
satz zu den votherigen Ergebnissen wird die mwdrnale Dissipation bei doppelter Filterweite
erreicht, d.h. das Produkt von Filterweite und gefilterter mittlerer Deformationsrate ist bei
SMG3 durchschnittlich kleiner als bei SMG2. SPZ ist erneut dissipativer als die anderen
Modelle.

Die Reynoldssche Zahl in Abb. 5.5 fallt zu Beginn ab und nahert sich scheinbar asymptotisch
einem minimalen Wert an. Dieser wird erreicht, wenn sich das Verhaltnis u12/6 zeitlich nicht
mehr andert und das resultierende Langenma,f3 A konstant ist. Im Bereich der exponentiel-
len Abnahme von k, der wahrend dieser Simulation nicht verlassen wird, ist A' eine lineare
Funktion der Zeit t (Abb. 5.5). Infolge der Abnahme von k werden die Geschwindigkeitsf-
luktuation sehr klein, so dass numerische Genauigkeit und der Gitterabstand die minimal
mogliche ReA bei vorgegebener Viskositat bestimmen.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Abnahme turbulenter kinetischer Energie in homogener iso-
troper Turbulenz sirnuliert. Die Grobstruktursimulationen mit den untersuchten Modellen
waren erfolgreich. Alle Feinstrukturmodelle geben eine exponentielle Abnahme von k wieder,
wobei die Startlosung und das Modell eine wichtige Rolle spielen bei hoherer Reynoldsscher
Zahl. Zu Abweichungen vom Exponentialgesetz kommt es bei Simulationen mit ZDF und
GER durch geringe Gitterauflosung. Eine verbesserte Vorhersage wird in alien Simulationen
durch Erhohung der numerischen Auflosung erzielt.

Mit dem Modell von Smagorinsky wurde der Einfluss der Filterweite untersucht, der sich
in der vorliegenden Implementierung als gering erwies. Eine Trennung von Modell- und
Diskretisierungsfehlern durch systematische Gitterverfeinerung bei konstanter Filterweite
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wurde nicht erzielt. Im Germano Modell wird der Koeffizient fur das Srnagotinsky Model
dynamiscla berechnet: bei Gittern mit geringer Auflosung (16) ist der Koeffizient negativ. Um
die Stabilitat des numerischen Verfahrens auch in diesen Fallen zu gewahrleisten, wird die
Wirbelviskositat null gesetzt. Bei besserer Auflosung (32, 64, 128) ist C kleiner (0,05-0,08) als
die verwendete Smagorinsky Konstante Cs = 0, 1. Fur das Modell von Speziale in Verbindung
mit dem k-w Turbulenzmodell wurden zwei Modellkonstanten zur Grobstruktursimulation
ermittelt.
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Kapitel 6

Grobstruktursimulation ebener
Kanalstr8mung

6.1 Einleitung

In Kapitel 4 wurde die verwendete Methode in der direkten Simulation der ebenen Ka-
nalstromung bei = 180 erfolgreich getestet. Ohne Feinstrukturmodell wurde durch
Gitterverfeinerung der numerische Fehler systematisch verringert. Bei den Grobstruktur-
simulationen in diesem Kapitel wird fiberpriift, oh die Modelle in der Lage sind den nicht
aufgelosten Feinstrukturanteil der Stromung richtig vorherzusagen. Dazu wird die ebene Ka-
nalstromung mit verschiedenen Modellen auf einem Gitter simuliert und die Ergebnisse mit
Referenzlosungen verglichen.

Diskretisierungsfehler bei einem Verfahren erster Ordnung werden als nurnerische Diffusi-
on bezeichnet. Bei mangelnder Gitterauflosung vvirken Diskretisierungsfehler manchmal wie
em n hoherer Diffusionskoeffizient auf die Losung, dhnlich wie die Wirbelviskositat eines Tur-
bulenzmodells. Neben den vorgestellten Modellen von Smagorinsky, Germano und Speziale
wird Grobstruktursimulation deshalb ohne Verwendung eines Feinstrukturrnodells (ZDF)
durchgefiihrt. Das verwendete numerische Verfahren wird als Modell betrachtet, denn Zen-
traldifferenzen bzw. lineare Interpolation entsprechen einer rammlichen Mittelung [98], was
einer Filterung bei der Flussberechnung gleichzusetzen 1st und die Aufgabe des Feinstruk-
turmodells iibernehmen soil. Der Betrag des ModeIls ist vom verwendeten Gitter und der
Losungsmethode abhangig.

ReferenzlOsungen fur Kanalstromungen sind in Tabelle 4.1 aufgezahlt. Die Einstellung der
Randbedingungen erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie bei der direkten Simulation:
durch die Vorga,be eines Druckgradienten in Strornungsrichtung wird die gewiinschte Wand-
schubspannung eingestellt und die Navier-Stokesschen Gleichungen in der Zeit integriert his
die berechneten Reynoldsschen Spannungen konstant und symmetrisch zur Kanalmitte sind.
Der isotrope Teil der Feinstrukturspannungen und der Druck bilden einen Pseudodruck, wo-
bei in der Druckdifferenz die Feinstrukturspannungen, die im gesamten homogenen Bereich
im Mittel gleich sind, nicht berticksichtigt sind.

In laminaren Kanalstromungen ist das mittlere Geschwindigkeitsprofil eine Parabel77x =
(V). Die Erhohung der Stromungsgeschwindigkeit und der damit verbundene Impulsan-

stieg kann bis zum Transitionspunkt im laminaren I3ereich erfolgen. Nach der Transition
ftihrt Impulstransport quer zur Stromungsrichtung zu einer blockprofilanlichen mittleren
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Geschwindigkeitsverteilung, die in drei Bereiche unterteilt und durch empirische Formeln
erfa,sst ist:

viskose Schicht 1-71- = y+

Obergangsbereich

turbulente Schicht = A log(y+) + B; A = 2,5 ; B = 5,5 (logarithmisches Wandge-
setz)

Neben der Dberpriifung dieser Gesetze werden Reynoldssche Spannungen als wichtigstes
Simulationsergebnis betrachtet und im folgenden Abschnitt dargestellt und diskutiert. Diese
sind em n wichtiger Anhaltspunkt far die Fehler der Simulation.

In einer Rohrstromung mit glatten Wanden findet der Umschlag von laminar nach turbu-
lent bei einer Reynoldsschen Zahl von 2 300 bezogen auf den Rohrdurchmesser dr statt.
Der Umschlag kann durch die Rauigkeit des Rohres und Storung der Stromung beeinflusst
werden. Em exakter Umschlag ist bei der Kanalstromung schwer anzugeben, da die expe-
rimentelle Bestimmung leicht durch Inhomogenitaten quer zur Stromungsrichtung gestort
wird. Fur die untersuchten KanalstrOmungen betragt Re = 3 120 und Re = 12 000 bezo-
gen auf die halbe Kanalhohe 5 und die fiachengemittelte Geschwindigkeit. Die turbulenten
Kanalstromungen besitzen einen schwach ausgebildet logarithmischen Bereich der mittleren
Stromungsgeschwindigkeit [73].

6.2 Ergebnisse und Diskussion

6.2.1 Re,- = 180

Das verwendete numerische Gitter zum Test der Feinstrukturmodelle ist bei den Simu-
lationen identisch: in Stromungsrichtung und in Stromungsquerrichtung ist der Gitterab-
stand konstant, in wandnormaler Richtung streckt sich das Netz mit einem konstantem
Streckungsfaktor von 1,22 bis zur Kanalmitte (Symmetrieebene). Die Ausdehnung des Be-
rechnungsgebiets ist groBer als in der direkten numerischen Simulation mit einer Dimension
von Lz -= 105, Ly = 25 und L = 45, was dutch 48 x 40 x 32 Kontrollvolumen aufgelost wird.
Der Gitterlinienabstand an der Wand betragt y+ = 1, was bei aquidistanter Gitterpunkt-
verteilung in wandnormaler Richtung 360 Maschen bedeuten und die Anforderung an eine
DNS erfiillen wiirde. Em n kleinerer Wandabstand der ersten Masche (entspricht einem grOf3e-
ren Streckungsfaktor) fiihrt zu keiner Verbesserung der Ergebnisse in der viskosen Grenz-
schicht, aber schlechterer Ubereinstirru-nung in der Kanalmitte. Bei Verwendung des kleineren
Streckungsfaktors 1,13 ist der Gitterlinienabstand an der Wand y+ = 3 und die Ergebnisse
sind deutlith schlechter als hier gezeigt. Dal& sind Diskretisierungsfehler verantvvortlich: die
Fehler werden durch Verringerung des Gitterlinienabstands verkleinert, und verschieben sich
hier durch die unterschiedliche Konzentration von Zellen im Berechnungsgebiet. Emn Fehler
in Wandnahe hat im Kanal groBer Auswirkungen als em n Fehler in der Kanalmitte. Bei kon-
stanter Maschenzahl wird in der Kanalstromung das Optimum durch minimale Auflosung
der viskosen Grenzschicht erreicht (3-4 Zellen his y+ = 5), urn moglichst Viele der verblei-
benden Maschen im restlichen Berechnungsgebiet verteilen zu konnen. Die Zeitschrittweite
betragt in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Kapitel 4 At+ = 0,432, wobei die
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Simulationsergebnisse der DNS von Gitterebene 1 mit der Simulation ZDF hier vergleichbar
sind.
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Abbildung 6.1: Darstellung des dimensionslosen Geschwindigkeitsprofils: DNS Daten [49]
werden mit Ergebnissen aus Grobstruktursimulationen ZDF, SMG, GER und SPZ, sowie
mit Ergebnissen bei skaliertem Massenstrom auf dem gleichen (MF) und einem verfeinerten
Gitter (MF2) verglichen.

In Abbildung 6.1 ist die dimensionslose Geschwindigkeit U = 77x /tt, als Funktion des dimen-
sionslosen Wandabstands y+ = y u,-/v fiir die verschiedenen LES Modelle dargestellt. Alle
Simulationen gentigen im Bereich der viskosen Unterschicht y+ = Irn weiteren Verlauf
weichen die meisten Kurven von der ReferenzlOsung ab. Wie in Kapitel 4 angedeutet liegt
das an der numerischen Implementierung. Die vorgegebene Druckdifferenz erzwingt auf dem
Simulationsgitter eine flachengemittelte Geschwindigkeit von ifxb = 1, 04 und eine Geschwin-
digkeit in der Symmetrieebene Ucx = 1, 20. Aus U ergibt sich Re = 3 600 im Vergleich zu
Re = 3300 bei [49]. Die Druckdifferenz erzeugt einen hoheren Massenstrom, der mit dem Fak-
tor 33/36 skaliert und konstant gehalten werden muss um den gleichen Durchfluss wie bei der
DNS zu realisieten. Diese Vorgehensweise fiihrt zu besserer Obereinstimmung des rnittleren
Geschwindigkeitprofils mit der ReferenzlOsung aber auch zu einer anderen Wandschubspan-
nung. Die Losung auf dem gleichen Gitter mit dem skalierten Massenfluss (MF) ist in Abb.
6.1 dargestellt. Die Simulation mit systematischer Verfeinerung des Gitters bei gleichem Mas-
senstrom (MF2) ergibt fiir das mittlere Geschwindigkeitsprofil die beste Cbereinstimmung
mit der Referenzlosung. In den Simulationen MF und MF2 wurde kein Feinstrukturrnodell
verwendet. Ober das mittlere Geschwindigkeitsprofil kann die Wandschubspannung und die
daraus resultierende R,eynoldssche Zahl Re 1Derechnet werden. Diese betragen 168,07 (MF),
176,71 (MF2) und 181,08 (ZDF). Die Einstellung der Simulationsbedingungen durch Ver-
wendung eines Druckgradienten erzeugt einen numerischen Fehler, der zu einem hOheren
Massenstrom fiihrt. Ein konstanter Massenstrom lost das Problem, die Simulationsrandbe-
dingungen stimmen dann nicht mehr mit der Vergleichslosung iiberein. Die Verwendung einer
grof3eren Anzahl von Kontrollvolumen verringert in beiden Fallen den numerischen Fehler
und die Simulationsergebnisse konvergieren zur gleichen Losung. Durch Gitterverfeinerung
wird bessere Cbereinstimmung rnit der DNS erreicht: der Modelleinfluss wird gleichzeitig
geringer. Der Test der Modelle auf verschiedenen Gitterebenen ist nicht sinnvoll, da Model-
leinfluss und Fehler durch Gitterauflosung mit der vorliegenden Methode nicht trennbar sind
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(vgl. Kap. 5).

Abbildung 6.2 zeigt den Verlauf aller Reynoldsschen Spannungen ina Kanalquerschnitt. Die
Simulationsergebnisse von GER und ZDF sind sehr ahnlich und stimmen am besten mit
[49] iiberein. Von GER werden im wandnahen Bereich geringe Feinstrukturspannungen vor-
hergesagt, was die geringen Unterschiede zu ZDF erklart. In der Kanalmitte sind vergleich-
bare Wirbelviskositaten wie bei anderen Modellen vorhanden. Der geringe Modelleinfluss
in Wandnahe ist bei GER nicht die Folge des Abschneidens negativer Koeffizienten wegen
geringer Gitterauflosung (vgl. Kap. 5), sondern dort wird die Wirbelviskositat durch das
Modell klein vorhergesagt. Die Feinstrukturspannungen sind bei SPZ in Wandnahe groBer
als bei GER, aber kleiner als bei SMG, was zu einer besseren Cbereinstimmung mit den DNS
Ergebnissen als mit SMG fiihrt. Eine Erhohung der Smagorinsky Konstante auf 0,17 dampft
die Turbulenz starker und die Vorhersage mit SMG verschlechtert sich. In diesen Simula-
tionen ergibt sich allgemein eine abnehmende ebereinstimmung mit DNS bei steigenden
Feinstrukturspannungen in Wandnahe. In der Kanalmitte ist der Einfluss der Feinstruktur-
spannungen auf die Simulationsergebnisse gering. Der Grenzschichtbereich ist offensichtlich
sehr empfindlich und ldeine Beitrage zu den Gleichungen haben deutliche Wirkung. Die Vor-
hersage sehr hoher Feinstrukturspannungen, wie bei der Anwendung von SND (SmagorinskY
ohne van Driest-Danapfung) oder des k-w Modells, fiihrt zur totalen Vernichtung von Tur-
bulenz und La.minarisierung. Der Turbulenzgrad der Kanalstromung nimmt mit sinkender
Reynoldsscher Zahl ab, wie das bei den Simulationen MF und MF2 zu beobachten ist. Des-
halb liegen deren Profile unterhalb von ZDF, das bedeutet eine Verbesserung der Ergebnisse
bei vshvzi und eine Verschlechterung bei v'v' v'v'. Die Scherspannung v'v' wird in beiden
Simulationen gut vorhergesagt.

In Abb. 6.3 sind die Terme des Dissipationstensors far die Grobstruktursimulation ZDF dar-
gestellt. In der viskosen Unterschicht sind die Ergebnisse in Cbereinstimmung mit der DNS
[49]. Dort ist die GitterauflOsung ausreichend, da in unmittelbarer Wandnahe das Langen-
maB zwar kleiner, die GitterauflOsung jedoch höher ist. Die Abweichungen sind gering bis
y+ = 7. In den dariiber liegenden Gitterschichten des Cbergangsbereiches zwischen viskoser
und turbulenter Schicht sollen Strukturen vergleichbare GrOBe durch em groberes Gitter auf-
gelost werden, was nicht ausreichend passiert. Deshalb ist der Unterschied zwischen eigenen
Ergebnissen und DNS dort groBer.

6.2.2 Re = 590

Eine hohere Reynoldssche Zahl erfordert eine bessere numerische AuflOsung des Berech-
nungsgebietes. Das Gebiet kann jedoch verkleinert werden, da die GroBe turbulenter Struk-
turen in der Kanalstromung abnimmt. StrOmungstypische Abstande wie der dimensionslose
Abstand von Wirbelstreifen mit hohen Geschwindigkeiten in Wandnahe von Az+ = 100
bleiben unverandert. Die Struktur der verwendeten Gitter ist in alien Simulationen gleich:
in Stromungsrichtung und in StrOmungsquerrichtung sind die Gitterabstande konstant, in
wandnormaler Richtung expandiert das Netz mit konstantem Streckungsfaktor 1,13 bis zur
Kanalmitte. Zuerst wird auf die Gitterabhangigkeit der Simulation eingegangen und die
Grobstruktursimulation mit dem Modell von Smagorinsky auf 3 Gitterebenen miteinander
verglichen. Tabelle 6.1 gibt einen Cberblick iiber die verwendeten Netze.

Die Reibungsverluste werden entsprechend der gewahlten Reynoldsschen Zahl Re, durch
einen Druckgradienten ausgeglichen. Wie schon in Kapitel 6.2.1 diskutiert Lst der resultieren-
de Massenstrom durch den numerischen Fehler insgesamt groBer als in der direkten Simula-
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Abbildung 6.2: Reynoldssche Spannungen der Kanalsimulation bei Re, = 180 normiert
mit 14: DNS Daten [49] werden mit Ergebnissen aus Grobstruktursimulationen ZDF, SMG,
GER und SPZ verglichen.

tion, so dass die berechneten mittleren Geschwindigkeitsprofile oberhalb der Referenzlosung
liegen. Die Ubereinstimmungen der Simulationsbedingungen durch die Wahl identischer Re,
wird hier bevorzugt, da die Randbedingungen dadurch gleich sind.

Die Simulationsergebnisse mit dem Smagorinsky Model auf Gitter CHAl, CHA2 und CHA3
in Abb. 6.4 beinhalten einen Zeitdiskretisierungsfehler, der aus der Zeitschrittweite At+ =
1, 3924 resultiert. Diese Zeitschrittweite ist ungefahr viermal so grof3 wie die Zeitschritt-
weite, bei der Fehler durch die zeitliche Diskretisierung vernachlassigbar sind (siehe Kap.
4). Die Grof3e des Fehlers wird bei alien Simulationen als vergleichbar angenommen und
ausschlief3lich der rammliche Diskretisierungsfehler und die Modellwirkung betrachtet. Bei
CHA1 weichen alle Spannungen deutlich von der Referenz ab, durch eine systematische
raumliche Verfeinerung werden diese bei CHA2 verbessert, die Scherspannung ist bereits
in akzeptabler Ubereinstimmung. Auf Netz CHA3 mit den geringsten Gitterabstanden in

Tabelle 6.1: Liste der verwendeten Netze

Bezeichnung Re, Nx Ny Nz Lx Ly L, Ax+ A yiliin Az+
CHAl 590 64 48 48 10 5 2 5 4 8 92,2 1-108 49,2

CHA2 590 128 96 96 10 5 2 6 4 8 46,1 0,5-54 24,6

CHA3 590 96 64 96 6 6 2 6 3 5 36,9 1,4-72 18,4
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Abbildung 6.3: Elemente des Dissipationtensors der Kanalsimulation bei Rer = 180 nor-
miert rnit u4.,./v: DNS Daten [49] im Vergleich zur Grobstruktursimulation ZDF.

x und zRichtung sind alle Spannungen bis auf v'v' in guter ebereinstimmung mit der
DNS. Das verwendete Feinstrukturrnodell rnodelliert nicht auflosbare Strukturen auf alien
Gittern unzureichend. Auf dem feinsten Gitter ist die Modellwirkung am geringsten und die
Ergebnisse am besten. Die Verringerung des raurnlichen Diskretisierungsfehlers ist bei alien
Komponenten wichtiger als die Modellwirkung.

Zum Vergleich der Feinstrukturmodelle wird Netz CHA3 mit einer Zeitschrittweite At+ =
0, 3481 verwendet. Der Zeitschritt ist entsprechend Untersuchungen in Kapitel 4 gewahlt,
was die Residuenverringerung von zwei bzw. einer Grof3enordnung bei Impuls bzw. Masse-
nerhalt ungsgleichung in drei Iterationen zur Folge hat. Die Simulationsergebnisse in Abb.
6.5 und 6.6 sind bei jedem Modell besser als mit CHA3, was auf die Verringerung des Zeit-
diskretisierungsfehlers zurtickzufahren ist. Bei diesem Fall wird zusatzlich das Smagorinsky
Modell mit der Standardkonsta,nte Cs = 0, 17 (SMG017) verwendet.

Die mittleren Geschwindigkeitsprofile liegen, genau wie bei Re r = 180, wegen des hoheren
Massenstroms oberhalb der Referenzlosung. Der Unterschied zwischen Grobstruktursimula-
tion und Referenz ist in der viskosen Unterschicht klein, wird in der Ubergangsschicht groBer,
und bleibt bis in der Kanalmitte unverandert. Wie in Kapitel 6.2.1 k8nnte durch eine Fi-
xierung des Massenstroms eine bessere Ubereinstimmmung erzielt werden, die Ubereinstim-
mung der Randbedingung rnit der DNS wird hier vorgezogen. Die Geschwindigkeitsprofile in
Abb. 6.5 unterscheiden sich bis auf ZDF, das leicht oberhalb der anderen liegt, und SMG017
mit guter Obereinstimmung bis y+ = 20 geringfiigig.

In Abb. 6.6 werden die Reynoldsschen Spannungen mit DNS Ergebnissen verglichen. Die
Spannung in Hautpstromungsrichtung vx'vzi wird von alien Grobstruktursimulationen in
Wandnahe ilberschatzt, ab y+ = 200 ist die Ubereinstimmung a,kzeptabel. Mit SMG017 wird
v'v' am besten vorausgesagt, wobei der hohere Modellbeitra,g nicht zur Laminarisierung
wie bei Rer = 180 fiihrt. Die Erhohung der Smagorinsky Konstante bewirkt eine starkere
Dampfung der Reynoldsschen Spannungen, was nur positive Auswirkungen auf die Losung
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in Abb. 6.6 hat, wenn numerische Fehler zu hoheren Spannungen als in der DNS ffihren.
Entsprechend negativ sind die Auswirkungen wenn die vorhergesagten Spannungen bereits
mit Cs = 0, 1 zu klein sind. Die Scherspannung v'v' wird am besten von SPZ vorhergesagt,
vy'vvi und v'v' von GER.

Die GroBe der modellierten Feinstrukturspannungen nimmt in der folgenden Reihenfolge
zu: ZDF, GER, SMG, SPZ, SMG017. Genau in dieser Reihenfolge nimmt der Betrag der
Reynoldsschen Spannungen infolge starkerer Dissipation durch das Feinstrukturmodell ab.
Die Unterschiede zwischen den Vorhersagen von ZDF, GER, SMG und SPZ und damit letzt-
lich der Modelleinfluss auf die Simulation ist groBer als der Unterschied zwischen ZDF und
DNS, der Mr den numerischen Fehler der Simulation steht. Fiir v'v' ist der Fehler relativ
am graten. Der Unterschied zwischen Grobstruktursimulationsergebnis und Referenzlosung
ist insgesamt kleiner als bei Rer = 180.

Die Profile in Abb. 6.6 sind zum Teil nicht glatt, was an der kleinen Anzahl gemittelter
Zeitschritte liegt. Die homogenen Richtungen werden zur Mittelung verwendet, so dass schon
nach wenigen Zeitschritten em n nahezu symmetrisches Profil in Reg-ionen mit feinem Gitter,
wie in Wandnahe vorliegt. Um glatte Profile in groben Gitterbereichenizu erzielen ist eine
groBere Zeitschrittzahl notig, das Profil in Wandnahe andert sich nur geringfigig durch
Fortsetzung der Mittelung. Die Anzahl der berechneten Zeitschritte ist 3000 (SMG, SPZ),
8000 (GER), 11000 (ZDF) und 13000 (SMG017). In dieser Reihenfolge nimmt die Glattheit
der Profile zu. Bei Re,- = 180 sind in den Grobstruktursimulation (SMG, ZDF, GER:, SPZ,
MF) rnindestens 8000 Zeitschritte berechnet worden.

6.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Feinstrukturmodelle in turbulenten Kanalstromungen bei
Re r = 180 und Re,- 590 getestet und mit den Referenzlosungen von [49] und [73] vergli-
chen. Bei geringerem Turbulenzgrad haben die Modelle negativen Einfiuss auf die Ergebnisse
und die Ubereinstimmung verschlechtert sich mit Zunahme der Feinstrukturspannungen. Die
numerische Realisierung der Kanalstrothung durch einen Dnickgradienten, um die gleichen
Bedingungen wie bei der DNS zu realisieren, ffihrt auf groben Gittern zu erhifohtern Durch-
fluss, eine Simulation mit korrigiertem Durchfluss jedoch zu geringerem Turbulenzgrad. Bei
Gitterverfeinerung konvergieren beide Methoden zum gleichen Ergebnis. Auf den verwende-
ten Gittern sind die numerischen Fehler bei Re, = 180 groBer als der Modellbeitrag und
ermoglichen keine Modellbewertung. Durch Gitterverfeinerung wird der Modelleinfluss ver-
ringert bzw vollstandig beseitigt. Bei Re,- = 590 haben die Feinstrukturspannungen teilweise
positiven Einfluss: die Wirkung der Wirbelviskositat dampft die iiberschatzten Reynolds-
schen Spannungen, und die Ubereinstimmung mit der Referenzlosung ist mit Modell besser
als ohne Modell. Der numerische Fehler, der durch den Unterschied zwischen Referenz und
ZDF chara,kterisiert wird, ist kleiner als der Unterschied zwischen den Modellvorhersagen
und erlaubt eine Bewertung der Modelle: GER sorgt vergleichsweise fur die beste Dissipa-
tion, andere Modelle produtieren zu viel Dissipation. Die Gitterauflosung spielt in beiden
Testfallen eine entscheidende Rolle, die Verwendung von groben Netzen kann zur Laminari-
sierung fiihren.
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Abbildung 6.4: Reynoldssche Spannungen der Grobstruktursimulationen mit dem Modell
von Smagorinsky auf 3 verschiedenen Gittern im Vergleich mit der DNS [73].
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Abbildmig 6.5: Darstellung des dimensionslosen Geschwindigkeitsprofils: DNS Daten [73]
werden mit Ergebnissen aus Grobstruktursimulationen ZDF, SMG, GER. und SPZ vergli-
chen.
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Abbildung 6.6: Reynoldssche Spannungen der Kanalstromung bei Re, = 590 normiert
mit Or: DNS Daten [73] werden mit Ergebnissen aus Grobstruktursimulationen ZDF, SMG,
SMG017, GER und SPZ verglichen.
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Kapitel 7

Unastromung des freien Rundzylind.ers

Der Nachlauf eines freien Rundzylinders in gleichforrniger Anstromung ist von der Reynolds-
schen Zahl Re abhangig. Diese wird mit der gleichformigen Anstromungsgeschwindigkeit vT,
dem Zylinderdurchmesser d und der kinematischen Viskositat v berechnet. Bei sehr kleinen
Re schleicht" die Stromung entlang der Wand, abnehmende Zahigkeitseffekte erzwingen die
Ablosung der Grenzschicht und es bildet sich far Re<49 em n geschlossener Nachlauf in dent
das Fluid in zwei symmetrischen Wirbeln zirkuliert. Fiir 49 < Re < 194 Risen regelmaig
Wirbel von beiden 8eiten des Zylinders ab und bilden die typische Karman-Wirbelstraf3e.mi
Bereich von Re 190-1000 erfolgt die Nachlauftransition, die den Obergang zur dreidimen
sionalen Str6mung rnarkiert. Die Scherschichtinstabilitat fiihrt zu einem friihen Ansteigen
der Reynoldsschen Spannungen im Nachlauf und bestimmt den Verlauf der Stromung bis
Re 200 000. Die Transition in der Grenzschicht fiihrt letztlich zur starken Abnahme des
Zylinderwiderstands und der Querkrafte, was in einigen technischen Anwendungen erwiinscht
ist, bei vielen zu grof3en Nachteilen fiihrt.

7 1 Laminare Zylinderumstromung

Die regelmaBige Ablosung von Wirbeln erzeugt eine periodisch schwingende Widerstands
und Auftriebskraft, deren zeitlicher Verlauf nach einer Einschwingperiode zur Untersuchung
von numerischer Methode und Feinstrukturmodellen heran.gezogen wird. Bei der gewahlten
Reynoldsschen Zahl Re = 100 tritt periodische Wirbelablosung auf. Die folgenden Ergeb-
nisse sind im zweidimensionalen Raum auf strukturierten Gittern mit 6144 Maschen erzielt.
Das verwendete 0-Gitter garantiert auf der Zylinderoberflache senkrecht stehende Gitterli
nien, wobei alle Rander 16 Zylinderdurchmesser von dem Zylindermittelpunkt entfernt sind.
Am Einstromrand wird em n Blockgeschvvindigkeitsprofil vorgegeben, und am Ausstromrand
verhindert das Nullsetzen aller Gradienten Einfluss auf die Stromung im stromaufliegenden
Gebiet. Die Impuls- und Massenerhaltungsgleichung werden genau gelost bis sich em peri-
odischer Zustand eingestellt hat (das Residuum wird urn 5 Zehnerpotenzen abgebaut, was
bei der linearen Beziehung zwischen Residuum und Fehler auch 5 GrOBenordnungen fur den
Fehler bedeutet). Alle Felder werden im gesamten Gebiet mit null initialisiert, nach einer
gewissen Einschwingphase Ibsen sich periodisch Wirbel hinter dem Zylinder oh und bilden
die nach von Karman benannte WirbelstraBe. Auf den Zylinder wirkende Krafte werden
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dimensionslos als Widerstandsbeiwert C und Auftriebsbeiwert Ca bezeichnet:

Cuy = Ca = FY ( 7 . 1 )
pvT2dzL lpyrdzL

Die Strouhal-Zahl ist die dimensionslose Wirbelablosungsfrequenz, die mit der Oszillati-
onsperiode ta, zwischen zWei Wirbelablosungen gebildet wird, und deren Wert bei Re=100
in guter ebereinstimmung mit [61] 0,165 betragt:

St =
dz

(7.2)

7.1.1 Numerische Effizienz

Die instationare Rechnung wird nach der Einschwingphase fortgefiihrt und als Referenzlosung
zur Parameterstudie verwendet. Die folgenden Parameter beeinflussen die Genauigkeit des
numerischen Verfahrens:

Anzahl von ami3eren Iterationen pro Zeitschritt

Konvergenzkriterium des linearen Gleichungskisers

ZeitschrittgroBe

Bei einer Losung, die als genaue Losung bezeichnet wird, werden pro Zeitschritt ungefahr
50 auf3ere Iterationen gemacht. AuBerdem wird das Gleichungssystem mit einer geringe-
ren Anzahl von auBeren Iterationen pro Zeitschritt gelost. Das Konvergenzkriterium fiir
die Einzelgleichungen bleibt identisch (Reduktion der Residuen fiir die linearisierten Im-
pulsgleichungen um eine Zehnerpotenz, fiir die Massenerhaltung um zwei Zehnerpotenzen).
Zur Ermittelung der minimal benotigten Iterationszahl wird die zeitliche Entwicklung der
dimensionslosen Beiwerte verglichen: an dem Verlauf in Abb. 7.1 kann nach drei auBeren
Iterationen kein Unterschied mehr zwischen den Losungen festgestellt werden. Bei zwei Ite-
rationen 1st der Fehler klein und macht sich nur im Widerstandsbeiwert bemerkbar. Bei
der genauen Losung wird das Residuum der aui3eren Iterationen in den Impulsgleichungen
durchschnittlich urn 5 Zehnerpotenzen verringert. 3 Iterationen reichen aus urn den Fehler
um 2 Grof3enordnungen, bei gleichem Beiwertverlauf, zu verringern. Das Massenresiduum
wird gleichzeitig urn eine Grol3enordnung verringert. Die Residuen der Impulsgleichungen
fallen zu Beginn sehr schnell, nach wenigen Iterationen tritt eine deutliche Verlangsamung
der Residuenverkleinerung em, d.h. die ersten Iterationen entfernen einen relativ graen Teil
des Fehlers bei gleicher Rechenzeit pro Iteration.

Bei einer instationaren Berechnung mit sehr kleinen Zeitschritten ist die Anderung der Va-
riablen in einem Zeitschritt klein und auBere Iterationen sind nicht erforderlich, wenn der
Zeitdiskretisierungsfehler kleiner als die Summe aller anderen Fehler ist. Die I3erechnungen
mit gleichem Zeitschritt bei einer aul3eren Iteration pro Zeitschritt erreichen jedoch nicht
den zeitlichen Verlauf der genauen Losung. Durch die Erhohung der Anzahl an inneren Ite-
rationen oder durch Einfiihrung zusatzlicher Druckkorrekturschleifen [29] kann der Fehler
der Kontinuitatsgleichung weiter verringert werden, was den Gesamtfehler jedoch nicht aus-
reichend beseitigt. Fiir eine Zeitschrittweite Atvx"Idz --= 0,001 wird der Fehler ldein genug
urn eine grae Abweichung der Beiwerte vom genauen Verlauf zu verhindern, der periodi-
sche Verlauf wird jedoch nicht exakt wiedergegeben. Das liegt teilvveise an der Umstellung
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der Zeitschrittweite von der urspriinglichen auf die neue, ist aber auch die Folge des Itera-
tionsfehlers, der die Strouhal-Zahl verandert (siehe Abb. 7.1). EM seht kleiner Zeitschritt
und die damit verbundene graere Anzahl von Zeitschritten fiihrt zu einer verlangerten
Rechenzeit und scheidet als Optirnierungsoption aus. Die Massenerhaltung wird bei entspre-
chend kleinem Zeitschritt sehr genau eingehalten, der Fehler in der Impulserhaltung durch
die Geschwindigkeitskorrektur ist zu grof3, um auf den Zylinder wirkenden Krafte richtig
vorherzusagen.

etalkt
3tter,dt4,03

- 1iter,dt=0,03
1Iter,dt=0,001

tU/d

68

1.36

1.65

It

ZDF
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- - - - SND
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Abbildung 7.1: Darstellung des dimensionslosen Widerstandsbeiwerts fiir die Berechnung
der laminaren Zylinderumumstromung in der periodischen Phase zur Ermittlung der opti
malen Effizienz (links) und zum Test von Feinstrukturmodellen (rechts).

Die gena,ue Losung aller Gleichungen ohne auf3ere Iterationen reicht mit dem verwendeten
impliziten Verfahren nicht aus, um den zeitlichen Verlauf der genauen Losung vorherzusagen
Im Vergleich zu mehreren auBeren Iterationen und einem weniger strengen Kriterium fur den
Abbruch innerer Iterationen im Loser, ist der Zeitaufwand durch die sehr genau Losung der
Einzelgleichungen grocer und mit dieser Diskretisierung keine Alternative. Eine Verringerung
der Rechenzeit wird durch eine minimale Anzahl von auideren Iterationen, ohne Verlust von
Genauigkeit bei integralen GroBen, erreicht.

7.1.2 Grobstruktursimulation

Die laminare Stromung urn den Rundzylinder wird zur Initialisierung der Grobstruktursimu-
lation benutzt. Dabei wird Re=100 beibehalten und die verschiedenen Feinstrukturmodelle
ab einem. bestimmten Zeitpunkt eingeschaltet. Im laminaren Regime sollten die Modell
eigentlich keinen Beitrag liefern und die Stromung nicht beeinflussen. Abbildung 7.1 zeigt
vvie gering die Auswirkung aller Modelle auf den Widerstandsbeiwert ist (der Einfluss auf
den Auftriebsbeiwert ist kleiner). Der Einfluss ist bei SPZ und GER am kleinsten und bei
SND (Smagorinsky Modell ohne van Driest Dampfung - in der wandnachsten Zelle wird
die Wirbelviskositat auf null gesetzt) am hochsten. Der verschwindende Einfluss von SPZ
und GER, die die gleiche AblOsefrequenz vorhersagen und sich mit der Losung ohne Modell
decken, ist die Folge der geringen Wirbelviskositat der Modelle. Durch die Abschatzung des
Kolmogorov-Langenmal, das grof3er als die Maschenweite ist, existiert bei SPZ kern Mo-
delleinfluss im Zylindetnachlauf. Das von GER vorhergesagt Niveau der Wirbelviskosita



liegt zwar hoher als bei SPZ, das Modell hat trotzdem keine Auswirkungen auf den Wider-
standsverlauf, da die Wirbelviskositat weit hinter dem Zylinder ansteigt. Trotz der fehlenden
homogenen Richtung zur Mittelung ist der Verlauf des Modellkoeffizienten C glatt. Mit SMG
hat die verwendete Dampfungsfunktion nur zu Beg-inn der Simulation Einfluss auf die Er-
gebnisse. Obwohl mit SND die Wirbelviskositat in Zylindernahe vergleichsweise hoch ist,
pendeln sich die Beiwerte nach einigen Ablosungen a,uf dem gleichen Niveau em, wie bei den
anderen Modellen, bei denen die Feinstrukturspannungen in Zylindernahe klein sind. Die
Wirbelviskositat steigt im Abstand 3d, hinter dem Zylinder an Der Unterschied zwischen
der Losung mit und ohne Modell ist im Rahmen der Genauigkeit vernachlassigbar, denn
die IVIodelle haben in der larninaren Stromung kaum Einfluss (der Beitrag der Wirbelvisko-
sitat ist urn den Faktor zehn kleiner als die anderen viskosen Beitrage). Eine Dampfung der
Feinstrukturspannungen in Wandnahe ist bei dieser StrOmung nicht erforderlich.

7.2 Turbulente ZylinderumstrOm.ung

7.2.1 Zweidiniensionale Simulationsergebnisse

Im Gegensatz zur Berechnung von zweidimensionalen laminaren Fallen sind die Ergebnisse
der zweidimensionalen Turbulenzsimulation nur begrenzt physikalisch deutbar, weil Turbu-
lenz em n dreidimensionales Phanomen ist und die Einschrankung der Fluktuationen auf zwei
Richtungen falsch ist. Trotzdem ist em n Vergleich zvvischen den Modellen moglich und kann
Hinweise auf mOgliche Modellfehler geben. Die Rechnungen wurden bei Re=3 900 auf zwei
Gitterebenen durchgefiihrt, wobei die erste Gitterebene die gleiche Anzahl von Gitterpunk-
ten wie die laminare Rechnung hat. Der dimensionslose Wandabstand y+ vom Zentrum des
Kontrollvolumens bis zur Oberflache 1st kleiner als ems. Das ist in jedem Kontrollvolumen
an der Zylinderwand ethillt. Die zweite Gitterebene wird durch systematische Verfeinerung
aus dem ersten Gitter erzeugt und erfiillt dieses Kriterium ebenfalls. Zum Vergleich des
Widerstandsbeiwerts existieren Experimente [80] und 3D-Simulationen [8], [70], [52]. Die
Berechnung wird ohne Modell begonnen und nach Einstellung eines Zustands mit periodi-
scher VVirbelablosung mit Modell fortgefiihrt. Die Verlaufe der Beiwerte unterscheiden sich
zu Beginn nur wenig zwischen den Modellen, mit der Zeit akkumulieren sich jedoch die I3ei-
trage, die vom Modell bzw. von den numerischen Fehlern eingebracht werden, und fiihren zu
unterschiedlichem Verlauf. Auf der ersten Gitterebene ergibt die Berechnung einen Wider-
standsbeiwert von Cw = 1, 60 (ZDF), 1,63 (SMG) und 1,57 (GER). Durch Gitterverfeinerung
andern sich diese Werte nur geringfiigig auf 1,50 (ZDF), 1,55 (SMG) und 1,49 (GER), wobei
alle Ergebnisse im gleichen Bereich wie die zweidimensionalen Ergebnisse von [11] (1,625)
und [8] (1,74) liegen. Die Werte von Experiment Cw = 0, 98 [80] und den 3D-Simulationen
(1,0 [70],[8] und 1,04 [52]) sind weit davon entfernt.

Die Modelle sagen ahnliche GroBendimensionen fiir die Wirbelviskositat vorher, wobei der
Wert in laminaren Bereichen und bei feinem Gitter klein ist und entsprechend groi3 im
Nachlauf und bei grobem Gitter. Der Fehler des Widerstandsbeiwerts ist bei den drei Be-
rechnungen ungefahr 50%. Die notwendige Mittelungsdauer fiir den Auftriebsbeiwert, der
nach einigen Perioden null betragen sollte (nach 225 Perioden betragt der Wert noch 0,03),
ist deutlich langer als fiir den Widerstand, was durch Berechnungen von [11] bestatigt wird.
Dies deutet auf eine erforderliche Anpassung der verwendeten Modelle fiir 2D-Simulationen
hin, eine Verwendung dieser Modelle fiihrt zu einem betrachtlichen Fehler. Tm weiteren Ver-
lauf werden die Modelle in dreidimensionalen Simulation angewendet und die Ergebnisse
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diskutiert.

7.2.2 Grobstruktursimulation: Re=3 900

Die Umstromung des Zylinders mit systematischem Studium von Feinstrukturmodellen, Dis-
kretisierung und Gitterabhangigkeit hat [11] durchgefiihrt. Wie bei [52] wird dort vor nu-
merischer Dissipation, wie sic die Diskretisierung rnit Vorwatts- oder Riickwartdifferenzen
erzeugt, gewarnt und die Verwendung von nicht dissipativer Diskretisierung (Zentrale Diffe-
renzen von zweiter oder vierter Ordnung) empfohlen. Die Gitterauflosung in Zylinderlangs,
richtung ist von entscheidender Bedeutung, genau wie bei der Berechnung der ebenen Kanali
stromung. Eine bestimmte MindestgroBe des Berechnungsgebietes muss eingehalten werden;
urn erne Beeinflussung graer Strukturen durch die zyklischen Randbedingungen, mit denen
em n unendlich langer Zylinder modelliert wird, zu verhindern. Ein maximaler Gitterabstancl
sollte nicht zu iiberschritten werden, damit alle wichtigen Strukturen mit der Methode erfasst
werden.

Die Qualitat der experimentellen Ergebnisse ist von vielen verschiedenen Faktoren abhangig,
wie zum Beispiel von Zylindervibrationen [33] oder dem Turbulenzgrad des StromungskanaLS
[20]. Die zum Vergleich verwendeten Experirnente [83], [64] stirnmen im Cberlappungsbereicli
nicht iiberein [65], aus der numerischen Analyse folgert [52] eine gestOrte Anstromung
da.s Experiment. Das Verhalinis Lange/Durchmesser des Versuchszylinders kann. die ErgebT
nisse ebenfalls entscheidend beeinflussen, wobei em n Verhaltnis von 60-70 [81] fiir Re=3 900
empfohlen wird. In der experimentellen Durchfiihrung war das Verhaltnis 20,5 [64]. Eina
andere Untersuchung [79] betont den Einfluss des absoluten Zylinderdurchmessers aLs entf
scheidendes Krtiteriurn fur die Grenzschichttransition. Weitere Ergebnisse von Experimen-

Iten zum Vergleich sind nicht bekannt, deshalb werden diesen Daten trotz der Zweifel an der
Verlasslichkeit als Referenz verwendet.

Bei einem Zustand, der in der weiteren Diskussion HT (hoher Turbulenzgrad) genannt wird,
geschieht der Grenzschichtumschlag friiher als bei einem Zustand NT (niedriger Turbulenzf
grad). Die Form der Geschwindigkeitsprofile im Zylindernachlauf ist von der Grenzschicht
abhangig: HT erzwingt eine V-Form. Die Ursache ist die verbesserte turbulente Mischung
und die Folge em n hoherer Widerstand. Bei NT bleibt die Grenzschicht langer laminar, da.'s
mittlere Geschwindigkeitsprofil im Nachlauf ist U-formig und em n kleinerer Widerstand
Folge des Druckriickgewinns an der Hinterseite des Zylinders durch die starkere Rezirkulation
ergibt sich.

Es wird vermutet, dass die numerische Simulation ebenso empfindlich wie das Experiment ist.
Die Simulationen [52], [65] sagen sowohl U-formige als auch V-formige Geschwindigkeitsproi
file bei xldz = 1, 06 vorher. Durch Simulationen weist [52] einen friiheren Grenzschichtum-
schlag bei Verwendung von groben Gittern als bei feinen Gittern nach, und folgert aus der
ebereinstimmung der Profile von groben Gitter und Experiment eine gestorte Anstromung
im Experiment. Ebenfalls V-formige Profile hat [65] auf groben Gittern vorhergesagt. Diest
beziiglich stimmen die Simulationsergebnisse iiberein. Mit feinern Gitter und einer Zylinderi
ausdehnuiag von z / dz = 7r berechnet [65] eine U-Form, fiir eine homogene Ausdehnung von
zldz = 27r erneut eine V-Form (bei gleichem Gitterlinienabstand). Bei einer Zylinderlanga
zldz = 7r demonstriert [52] fiir die Profile bei xldz = 1, 06 Gitterunabhangigkeit, und weist
auf die ebereinstimmung mit friiheren Simulationsergebnissen [8], [70] hin.

Beide Autoren [52], [65] gehen von einem Zustand (NT oder HT) im Zylindernachlauf aus.
Betrachtet man den Verlauf der Krafte in zwei anderen Grobstruktursimulationen [11], [32]
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gibt es Zeitintervalle mit hohem und kleinem Widerstand, die sich nach vielen Perioden ab-
wechseln. Das kann einerseits die Folge des nicht ausreichen.den Abstands der homogenen
Rander sein, andererseits auch em n Merkmal der Stromung. In den aktuellen Simulationen
existieren ebenfalls Bereiche mit hohem und geringern Widerstand. Bei der Simulation weni-
ger Perioden wird mit hoher Wahrscheinlichkeit nur einer dieser Zustande erreicht. Das ware
eine Erklarung fur verschiedene Schlussfolgerungen. Zwei Dinge scheinen in diesem Zusam-
menhang wichtig zu sein: die numerische Auflosung des gesamten Gebietes und die Lange
des Zylinders in der Simulation. Eigene Ergebnisse werden in den nachfolgenden Kapiteln
dargestellt.

Gitter, Geometrie und Simulationsparameter

Abbildung 7.2: Geometrie fur die Simulation der Umstromung eines Rundzylinders.

Eine Skizze der Geometrie ist in Abb. 7.2 dargestellt. Alle verwendeten Gitter besitzen eine
0-Topologie und die Gitterlinien treffen senkrecht auf die %ander des Berechnungsgebietes,
die sich 25 dz von der Zylinderoberfiache entfernt befinden und als Einstrom- und Ausstrom-
rand definiert sind. Am Einstromrand ist die Geschwindigkeit auf lms1 festgelegt, die
Geschwindigkeiten am Ausstromrand werden in jeder Iteration in Stromungsrichtung ektra-
poliert und skaliert, urn die Massenerhaltungsgleichung zu erfUllen. Der Durchmesser des
Zylinders dz betragt lm, die Viskositat ergibt sich aus dem Kehrbruch der angestrebten
Reynoldsschen Zahl. An der Zylinderoberflache haftet das Fluid und in der Richtung quer
zur Anstromung (homogene Richtung) werden fiir alle Variablen periodische Randbedin-
gungen angenomrnen. Ein strukturiertes 2D-Gitter mit 642 KV wurde systematisch bis zur
Auflosung von 128 x 128 verfeinert. Die Ortliche Gitterverfeinerung in der Scherschicht und
im Nachlauf ergibt maximal 25 813 KV in einer Gitterebene. In den Simulationen variiert die
Zylinderlange zwischen 3 und 8 d, die mit 32 bis 100 Kontrollvolumen a,ufgelost wurde. Eine
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Tabelle 7.1: Zusammenfassung der Gitterparameter der turbulenten Zylinderumstromung
bei Re=3 900.

ebersicht der verwendeten Gitter befindet sich in Tab. 7.1. Die verwendete Zeitschrittweite
ist far alle Gitter 0,025 tvf' 14, was bei einer Strouhal-Zahl von ungefahr 0,2 ca. 200 Zeit-
schritte pro Wirbelablosung bedeutet. Das gesamte Gebiet wird zur parallelen Berechnung
in 15 Gebiete aufgeteilt und auf einem Parallelrechner (Hersteller Hewlett Packard, Modell
V2250) des Regionalen Rechenzentrum der Universitat Hamburg durchgefiihrt.

Ergebnisse

In alien Simulationen wird das Smagorinsky Feinstrukturmodell mit der Konstante C = 0, 1
in Verbindung mit der van Driestschen Dampfungsfunktion verwendet. Abbildung 7.3 zeigt
den Verlauf der Beiwerte von Simulation Y4, deren Verlauf zuerst diskutiert wird. Die SiF
mulation wird mit einer Losung von Y1 initialisiert, der Widerstandsabfall zu Beginn der
Simulation resultiert aus den grofien Langenskalen des groberen Gitters. Nach der Anpasr
sung der Simulationsfelder an die feinere Gitterauflosung stellt sich zunachst Zustand
em, der in Zustand NT mit einem Widerstand nahe ems nach ungefahr 200 dimensionslosen
Zeiteinheiten umschlagt. Bei den Simulationen Y1 und Y2 mit geringerer Gitterauflosung ist
die Amplitude des Auftriebsbeiwerts und der Widerstandsbeiwert grof3er als bei Y4, so dasS
wahrend der gesamten Simulationszeit der Zustand HT ist. Die Gitterverfeinerung ergibt
den Simulationen Y3, Y4 und Y5 einen Widerstandsbeiwert von ungefahr 1,1 bedingt durch
Wechsel zwischen HT und NT. Bei hoher Gitterauflosung in Zylinderlangsrichtung (Y6, Y7)
stellt sich Zustand NT em n (Widerstandsbeiwert ungefahr ems), der sich bei Erhohung
Zylinderlange als instabil herausstellt, was mit den Simulation Y8 und Y9 (doppelte Zylin-
derlange der Gitter Y6 und Y4) gezeigt wird. Y6 und Y8 unterscheiden sich in der Zylin-
derlange, der Gitterlinienabstand ist jedoch identisch. Das unterschiedliche Ergebnis beruht
folglich auf der Zylinderlange. Die Simulation Y7 ist eine Bestatigung fur das Ergebnis von
Y4 (T> 200 in Abb. 7.3) und Y6: bei Ideinem Gitterlinienabstand und Zylinderlangen bis
4 dz stellt sich iiber verschieden grof3e Zeitraume Zustand NT em, was vermutlich eine Folge
der. Beeinflussung koharenter Strukturen durch die zyklischen Rander ist. In Abb. 7.4 sind
zur Illustration der Zustande NT und HT momentane Geschwindigkeitsfelder dargestellt.

Die Vermutung der Zustand NT sei physikalisch richtig, da der Widerstand besser mit dem
Experiment iibereinstimmt, konnte durch die Simulationen nicht bestatigt werden. Der pro-
gnostizierte Widerstand liegt 10-20% oberhalb des Wertes aus den Experimenten. Per aus
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Bezeichnung LI dz Nr x No x Arz
Y1 4 64 x 64 x 64
Y2 4 64 x 128 x 64
Y3 4 128 x 1.28 x 64
Y4 4 25 813 x 64
Y5 2 25 813 x 32
Y6 3 25 813 x 64
Y7 4 25 813 x 100
Y8 6 25 813 x 128
Y9 8 25 813 x 128
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Abbildung 7.3: Verlauf von Widerstandsbeiwert und Aufiyiebsbeiwert bei der Simulation
des Rundzylindert.

dem Wechsel von NT und HT resultierende hohere Widerstand ist in schlechterer eberein-
stimmung mit den experimentellen Ergebnissen, aber stimmt besser mit den Werten anderen
Simulationen iiberein: 1,097 [11] und 1,08 [32]. Der Zustand HT, der einem V-formigen Ge-
schwindigkeitsprofil entspricht, ergibt sich in der Simulation [65] bei der Zylinderlange 27r.
Diese Ergebnis ist im Widerspruch zu [11], wo kein Unterschied zwischen Sirnulationen der
Zylinderlangen 7r und 27r festgestellt wurde. Das verwendete strukturierte Gitter [11] mit der
Auflosung 165 x 165 x 64 unterscheidet sich von diesem Gitter durch eine geringer Auflosung
im Nachlauf (256 x 256 x 64), d.h. der Gitterlinienabstand hier 1st ungefahr 1,5 mal kleiner.
Aus dem Widerstandsbeiwert dieser Zylindersimulationen - als Indikatot fur den Zustand
HT oder NT - konnen folgende Schlussfolgerung gezogen werden: die Zylinderlange in der
Simulation sollte mindestens 6 dz betragen, der Gitterlinienabstand gleichzeitig kleiner als
7r/64 sein. Die folgenden Vergleiche der Simulationen Y4 und Y7, die sich nur durch die Git-
terauflosung in Zylinderlangsrichtung unterscheiden, steh.en stellvertretend fur die Zustande
HT und NT.

Abbildung 7.5 zeigt den Druckbeiwert auf der Oberflache des Zylinders. Die Obereinstim-
mung mit dem Experiment ist gut fur die Simulation Y7, da es nur im I3ereich des Druckmi-
nimums kleine Abweichungen gibt. Das theoretische Drucicminimum ohne Reibung Cp = 3
liegt bei e = 900. In Simulation Y4 ist die absolute Abweichung des Druckbeiwerts vom ho-
mogenen Mittelwert groi3er als bei Y7. Der Umschlag der Scherschicht hat starken Einfluss
auf den Druckbeiwert auf der Zylinderruckseite, der bei Y7 ungefahr ab 6 = 1000 konstant ist.
Die guten Cbereinstimmung von Y7 und [80] ist em n Hinweis out eine ungestorte Anstromung
und den Zustand NT im Experiment.

Abbildung 7.6 zeigt in der Zeit und in homogener Richtung gemittelte Simulationsergeb-
nisse in der Symmetrieebene hinter dem Zylinder. Auf der linken Seite ist die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit mit den Experimenten [83], [64] verglichen, wobei die Messun-



Tabelle 7.2: Zusammenfassung von Ergebnissen der turbulenten Zylinderumstromung bei
Re=3 900 mit dem Modell von Smagorinsky im Vergleich zu Experimenten.
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Abbildung 7.4: Konturen der momentanen Geschwindigkeit vz/v.' der Zylindernmstomung
in der Ebene bei z = 0 nach T = tvzw ldz = 125 (links) und T=250 (rechts).

gen bei xldz = 3 unterschiedliche Geschwindigkeiten ergaben, in graerer Entfernung vom
Zylinder jedoch konsistent sind. Der Unterschied von Fx/vx' zwischen Experiment und Si-
mulation .1st direkt hinter dem Zylinder bei Y4 kleiner als bei Y7, ab xldz = 3 ist Y7 in
besserer Ubereinstimmung. Die Reynoldsschen Spannungen auf der rechten Seite von Abb.
7.6 unterscheiden sich direkt hinter dem Zylinder, ab xIdz= 3 ist die Ubereinstimmung fiir
beide Simulationen befriedigend. Die hOheren Fluktuationen im Nahbereich des Zylinders
fiir Y4 weisen auf einen baldigen Scherschichtumschlag hin (HT). Die Spaimungen werden
von Y4 und Y7 in der gleichen GroBenreihenfolge vorhergesagt, danach 1st v'v' kleiner als
v'v' und beide um em n Vielfaches kleiner als vy'vy'. Die Geschwindigkeit vi,, 1st von ahn-
licher GroBenordnung wie die Anstromungsgeschwindigkeit und wechselt im Nachlauf
periodisch die Richtung. Im zeitlichen Mittel wird Fy null, was die grol3en Fluktuationen
in y-Richtung erklart. Die Ubereinstimmung der Spannungen von Simulationen und Expe-
riment ist gut, unter Berficksichtigung der Differenzen bei der mittleren Geschwindigkeit,
sogar sehr gut.

In Abb. 7.7 sind die mittlere Geschwindigkeit bei xlcl, = 1,54 aufgetragen.
Beide Komponenten werden von Y4 in besserer Ubereinstimmung zum Experiment [64]

Bezeichnung Lrldz Cw Cp, 6
Y1 0,589 1,227 -1,246 93,0°
Y2 0,540 1,291 -1,369 92,6°
Y3 - 1,11 - -

Y4 1,514 1,10 -0,846 89,3°
Y5 0,908 1,12 -1,092 89,3°
Y6 - 1,00 - -

Y7 1,612 0,97 -0,815 87, 1°
Y8 - 1,15 - -

Y9 - 1,22 - -

Experiment 1, 4 ± 0, 1 [14] 0, 98 ± 0, 05 [80] 0, 88 ± 0, 05 [80] 86, 0° ± 2° [110]

HT ,
NT

1.510.00 1.487.00
1200.00 1288.03
1.091.00 1.0899+00
8.8113.41 8.897.01
8.722.01 8.7030-01
4.8280-01 4.714.01
2.533.01 2.7220-01
4.389.02 7.3090-02
-1.8550-01 -1.281a-01
-3.750.01 -3252.01
4.8.0-01 -5.244.01
-7.8380-01 -7.235.01
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Abbildung 7.5: Mittlerer Druckbeiwert als Funktion des Winkels in der Simulation der
ZylinderumstrOmung: Vergleich der Ergebnisse von unterschiedlicher Zylinderlangsauflosung
mit [80].

vorhergesagt. Nach Angaben der Experimentatoren betragt der Messfehler der Komponente
Ty 50%, d.h. die Ergebnisse von Y4 und Y7 liegen innerhalb der Fehlerabweichung FurTix
ist der Messfehler ungefahr 5%, die Simulation Y4 und damit der Zustand NT ist in besserer
UlDereinstimmung mit Experiment [64] als Y7. Von den Reynoldsschen Spannungen existieren
wenige Messprofile unmittelbar hinter dem Zylinder. Die Ubereinstimmung der mittleren
Geschwindigkeiten bei xld, = 1,54 in der Simulation Y7 mit dem Experiment ist Zufall,
da diese davor und danach vergleichsweise schlecht ist. Bei den Reynoldsschen Spannungen
in Abb. 7.8 ist das nicht der Fall. Die Ubereinstimmung von Y4 mit dem Experiment ist
deutlich besser als mit Y7.

Bei den bisher betrachteten Geschwindigkeitsprofilen xldz < 3 waren die Ergebnisse von
Y4 in besserer Ubereinstimmung mit [64] als Y7 und Abb. 7.9 unterstiitzt diesen Befund.
Auf der linken Seite wird der Unterschied zwischen NT HT am U- bzw. V-f6rmigen
Geschwindigkeitsprofil bei x/dz= 1, 06 gezeigt. Die gute Ubereinstimmung der Komponente

bei xldz = 1, 06 aus Simulation Y4 setzt sich bei xld, = 2, 02 fort. Bei Y7 wachst der
Unterschied zwischen Experiment und Simulation mit der Entfernung vom Zylinder. Ab
x/dz> 3 wird der Unterschied zwischen Y4 und Y7 kleiner, was in Abb. 7.10 sichtbar 1st.
Der Einfluss eines friihen Scherschichtumschlags ist abgeklungen, und die Ergebnisse sind
von der Gitterauflosung abhang-ig, die von der Zylinderlangsrichtung abgesehen, in beiden
Simulationen gleich ist. Die Ubereinstimmung mit dem Experiment [83] ist bei Y7 nun
besser, was auch an Komponente liylvx°° auf der rechten Seite von Abb. 7.10 sehr deutlich
wird. Weit hinter dem Zylinder ist die Ubereinstimmung mit den Spannungsprofilen in Abb.
7.11 fiir beide Simulationen wegen der geringeren AuflOsung schlechter. Der Zeitpunkt des
Scherschichtumschlags hat hauptsachlich Einfluss out die Scherspannungen, die von Y4 besser
vorhergesagt werden.
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Abbildung 7.6: Zeitgemittelte Geschwindigkeit Uz/vT auf der Symmetrieebene hinter dem
Zylinder (links) und die Reynoldssche Spannungen 5Jvy'q, vizi4 verglichen mit Experiment
[64].
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Abbildung 7.7: Zeitgemittelte Geschwindigkeit T;s/Vf und Tiy /t),C° im Abstand x/dz = 1,54
in der Ebene senkrecht zur Anstromung verglichen mit Experiment [64].

Bessere Cbereinstirnmting "hit dein Experiment [64] bei geringer numerischer Auflosung er
gab die Simulation von [52]. Das stimmt mit den Brgebnissen aus den Simulationen Y1 bis
Y5 sowie Y8 und Y9, bei clenen der Widerstandsbeiwert auf Zustand HT hinweist, iiberein
Unzureichende Zylinderlange und/oder geringe Gitterauflosung in der Simulation fiihren zu
einer frftheh Grenzschichtinstabilitat, die im Zylindernachla,uf fifr x/d, <3 bessere Oberein,
stimmung mit [64] ergibt. Die Obereinstimmung von Simulationsergebnissen und Experiment
kann die Folge einer gestorten Anstromung im Experiment sein. Wie bereits diskutiert muss
die Frage deshalb nicht lauten wie gut ist die CbereinStimMung zWischen Simulation unci
Experiment? ", sondern vielmehr wie welt stimmen die Bedingungen von Simulation und
Experiment? "
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Abbildung 7.8: Reynoldssche Spannungen vx' vy' , qvy' in der Ebene senkrecht zur An-
stromung bei xld, = 1, 54 im Vergleich mit Experiment [64].
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Abbildung 7.9: Zeitgemittelte Geschvvindigkeit Ux/tff irn Abstand xldz = 1,06 (links) und
2,02 (rechts) in der Ebene senkrecht zur Anstromung verglichen mit Experiment [64].
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Abbildung 7.10: Zeitgemittelte Geschwindigkeit 77x/vr°' (links) und77y/vT (rechts) in Quer
schnitten bei x=konst. im Vergleich zum Experiment [83].
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Abbildung 7.11: Reynoldssche Spannungen vxr24, vixv; qviv in Querschnitten bei x=konst.
im Vergleich turn Experiment [83].
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Phasengemittelte Ergebnisse

In vielen Anwendungen der Industrie ist die Simulation von zeitabhangigen Prozessen wie
die Bestiickung von Schmelzen, die Synthese in Reaktoren oder Verbrennungsvorgange, die
eine zeitgemitteltes Losungsverfahren nicht erfassen kann. In den meisten Fallen ist die
Optimierung der Ausbeute (Chemie) oder die maximale Materialbelastung (Festigkeit, Kon-
strUktion) das gewiinschte Ergebnis. Dazu wird in der Regel das k-e Turbulenzmodell mit
einer Modellierung der Wandgrenzschicht verwendet, da,s an stationaren Stromungen wie
unendlich langen Platten bei hoher Reynoldsscher Zahl optimiert ist. Die Anwendung theses
Modells in zeitabhangigen Simulationen ist zwar moglich, meist sind die Voraussetzung fur
die Anwendbarkeit des Modells jedoch nicht gegeben. Gute Ergebnisse werden bei turbu-
lenten Grenzschichten, kleinen Ablosungen und isotroper Turbulenz erzielt. Eine verbesserte
Turbulenzmodellierung ware beispielsweise auf der Basis von phasengernittelteft Ergebnisse
erreichbar. Die Phasenmittelung wurde in Ka,p. 2 eingefiihrt: die rnomentane GroBe wird in
eine zeitlich gemittelte, eine phaSengernittelte und eine fluktuierende Graf3e aufgeteilt [53]:

(b(I, t) = 0(1) + (b( , t) + t) (7.3)

Im weiteren Verlauf wird der Pha,senmittelwert als die Summe von zeitlichem Mittelwert

Abbildung 7.12: Darstellung von zeitlichem Mittelwert, Phasenmittel und Fluktuation der
GroBe (1) als Punktion der Zeit an einem Ort x; der Mittelwert ist so gewahlt, class dieser fiir
beide Verlaufe von (b identisch ist.

Fb(x) und dem Mittelwert in der jeweiligen Phase --q5(x , t) bezeichnet. Die Fluktuation qY ist
definiert als die Abweichung vorn Phasenmittelwert oder dem zeitlichen Mittelwert, beides
ist in Abb. 7.12 dargestellt. Die Modellierung der Fluktuation ist die Aufgabe des Turbu-
lenzmodells. Unter der Annahme die momentanen Abweichungen vom Mittelwert sind von
gleicher Grof3e wie die momentanen Abweichungen vom Phasenmittelwert wet-den statisti-
sche Modelle in instationaren Berechnungen angewendet. these Annahme kann durch einen
Vergleich zwischen Mittelwert und Phasenmittelwerten iiberpriift werden. Sind diese in ver-
gleichbarer GroBenordnung, sollte em n Modell das den Mittelwert richtig vorhersagt auch den
jeweiligen Phasenmittelwert bestimmen konnen und fill. beide Berechnungsarten geeignet
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sein. Im Folgenden wird die Mittelung einzelner Zeitschritte beschrieben und die Ergebnisse
dargestellt.

Die Mittelung der Zeitebenen wird ad dem Gitter von Simulation Y4 durchgefiihrt, das
in Zylinderlangsrichtung strukturiert ist. Die Mittelung der Stromungsgrofien in homogener
Querrichtung geschieht in Zeitebenen Mit konstantem Abstaiad, der aus den vorangegangen
Simulationen mit einigen hundert Abli5sungszyklen bestimmt wird. Die Zeit eines vollstandi-
gen Wirbelablosungszyklts ist T 4, 6, der au8 184 Zeitebenen besteht. Die Werte aus
35 AblOsungsperioden werden mit 64 homogenen Werten pro Periode gemittelt. Das Pha-
senmittel wird in 25813 Zellen aus insgesamt 2240 Einzelwerten gebildet und der zeitliche
Mittelwert entsprechend aus 412 160.

Die phasengemittelten Werte von 4 Phasen im Abstand AT = 1, 15 werden in Abb. 7.13
7.14 und 7.15 mit den zeitlich gemittelten VVerten in Abb. 7.17 verglichen. Die Konturen
sind in den jeweiligen Darstellungen zum besseren Vergleich identisch gewahlt. In jeder
der dargestellten Phasen 1st eine gute Cbereinstimmung mit dem Mittelwert zu erkennen
Ahnliche Extremwerte werden bei Phaseninittelung und Zeitmittelung erreicht, somit werden
durch,die zeitliche Mittelung keine Extremwerte geglattet, mid wichtige integrale Grofien wie
der Widerstand bleiben wahrscheinlich gleich. Ein Modell das zur stationaren Vorhersage gut
geeignet ist, sollte somit auch in instationaren Simulationen gute Ergebnisse liefern.

Die Phasenthittelung ist die raumliche Mittelung einer instationaren Berechnung in definier
ten Zeitabstanden, was einer Vereinfachung von drei auf zwei Dimensionen entspricht.Durch
eine zweidirnensionale Simulation konnte sehr viel Rechenzeit eingespart werden, vorausge-
setzt em n passendes Modell wird gefunden, das in der La,ge ist die stationare (Zeitinittel) und
die instationare (Phasenmittel) LOsung der Zylinderumstromung richtig vorhersagen. Die
Anpassung von Turbulenzmodellen zur zweidimensionalen Simulationen konnte mit phasen
gemittelten Ergebnissen verbessert werden. In Kapitel 7.2.4 werden Ergebnisse mit statisti
schen Turbulenzmodellen prasentiert und deren Eignung diskutiert.
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Abbildung 7.13: Konturen des phasengemittelten Druckbeiwerts Cp.
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Abbildung 7.14: Konturen der phasengernittelten Hauptstromungsgeschwindigkeit 17x.



Phase 461184

VICVy
A 1.5016-01

14ope-si

6 "VW-C.2
F B0006-02

11 101:06-132

-3.0000-02

-1.1O0-01

-1.7039-01

Phase 1921184

VxVy
A 1.15006-01

12006-01

0.4004.42

F 6.0006-02

I.0030-02.

-20006-02

-1.1036-01

-1.51106-01

Phase 49/184

Ray
A 0.0006-0/

C aocoe-o,

4.400x-ol

C isscx-ol
I 20006-01

144EA-ol,

0.003.00.

P84,0 1361184

FM/
A 6.0006-0/

C 406-01.

44040-ol

xceas-ot

I 2.0036-01

1.0006-01

0.0006.00

82

Phase 92/184

VxVy
A 1.0006-01

14306-01

9=6-02
F 0.0306-02

1.0006-02

-10006-02

I.77.0006-1:0
-1.1000-111

-1.5026-01

Pheee 104/184'

VxVy
A t.Soos-ei

1.9306-01

0.01:06-02

20306-00

1.0006-R

4400.02
-7100,-02
-1.1005-01

P

Abbildung 7.15: Konturen der phasengemittelten Reynoldsschen Scherspannung i.
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Abbildung 7.16: Konturen der phasengemittelten Reynoldsschen Normalsparmung
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7.2.3 Grobstruktursimulation: Re=140 000

Die Merkmale der Stromung sind bei dieser Reynoldsschen Zahl die gleichen wie bei Re =
3900: em n laminare Grenzschicht, Druckminimum vor dem Aquator mit nachfolgender Abl-sung
durch einen positiven Druckgradienten auf der Zylinderoberflache, Transition in der fre
Scherschicht und em n turbulenter Nachlauf. Die Geometrie in Abb. 7.2 und die Randbe-
dingungen sind identisch, lediglich die Viskositat wird entsprechend angepasst. Hilfreiche
Information zur Berechnung dieses Testfalls sind bei [12] zu finden: die GraBe des Integra-
tionsgebietes in Zylinderlangsrichtung ist 24 bei einem radialen Abstand der Grenzen von
254. Die Auflosung der Wandgrenzschicht wird durch eine entsprechende Dehnung der Zei-
len in wandnormaler Richtung gewalrleistet und die Dimension ATr x N, x /V, des ersten
Gitters Y10 ist 128 x 128 x 64. Das Gitter wird durch Verfeinerung im Bereich der Scher-
schicht auf eine Kontrollvolumenzahl von 1 204 864 vergroBert (Y11). Die Verwendung eines
strukturierten Netzes der Dimension 128 x 256 x 64 mit ortlicher Verfeinerung im Bereich der
Grenzschicht und des Nachlaufs ergab das Netz Y12 mit der Gesamtzahl von 3 904 256 Ma
schen. Die Zeitschrittweite in dimensionslosen Einheiten tdIvxm betragt in den Simulationen
0,025.

Ergebn.isse

Der Widerstandsbeiwert ist, wie bereits diskutiert, em n sicheres Indiz fiir die Qualitat der Er
gebnisse. Der experimentelle Vergleichswert fiir den Widerstandsbeiwert betragt 1,237 [13]
Die Simulationen mit den Modellen GER und SPZ ergeben einen Widerstandsbeiwert von
ungefar 0,6 und damit einen sehr groBen Fehler auf Netz Y10. Mit SMG betragt der Wider-
standsbeiwert 1,16 und ist deutlich naher am Experiment. Die Verfeinerung der Scherschicht
(Y11) bewirkt em Ansteigen des VViderstandsbeiwerts auf 1,42 mit SMG, fiir GER liegt der
Wert vergleichbar wie bei Y1.0. Bei Y12 ergibt sich mit SMG em Widerstandsbeiwert von
1,43 und 0,8 (GER). In alien Simulationen ist der Widerstandsbeiwert bei SMG in besserer
Ubereinstimmung mit dem Experiment als die anderen Modelle. Durch Gitterverfeinerung
steigt der Widerstandsbeiwert bei Gitter Y1 1 und Y12. Einerseits wird der Modellbeitrag
kleiner, auf der anderen Seite kann der numerische Fehler verringert werden.

Der numerische Fehler bei den Simulationen mit SMG, SPZ und GER auf Gitter Y10 ist
ungefahr gleich groB, und damit nicht fiir die bessere ebereinstimmung von SMG mit dem
Experiment verantwortlich. Folglich sollten die Feinstrukturspannungen in den gefilterten
Navier-Stokesschen Gleichungen die bessere Vorhersage bewirken. In den vorangegangen Ka
piteln wurde deutlich, dass mit der verwendeten Filtermethode die Unterschiede zwischen
ZDF und GER klein sind und der dynamische Smagorinsky-Koeffizient von GER (und dami
auch der Feinstrukturbeitrag) kleiner 1st als bei SMG und SPZ. Die Feinstrukturspannun
gen spielen in diesem Fall eine entscheidende Rolle, da deren Beitrag deutlich höher als bei
Re=3 900 ist und daher nicht mit dem numerischen Fehler verschrnilzt. Geringere Gitter
auflosung bewirkt bei Re=3 900 einen hoheren Widerstandsbeiwert, bei Re= 140 000 fiihrt
em grobes Gitter zu kleineren Werten, was em gutes Beispiel fiir den unterschiedlichen Ein-
fluss des numerischen Fehlers auf die Ergebnisse ist. Die geringeren Feinstrukturspannungen
bei GER wirken wie eine Wandgrenzschichtransition, die zu einem geringeren Widerstands-
beiwert fiihren.

Die Ergebnisse dieses Testfalls hangen stark vom verwendeten Gitter, von dem Modellbeitrag
und damit letztlich von der verwendeten numerischen Methode ab. Jedes Simulationsergebnis
scheint em n physikalisch sinnvolles Ergebnis zu sein; der Vergleich mit dem Experiment ist
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Abbildung 7.18: Widerstandsbeiwerte als Funktion der dimensionslosen Zeit in der Grob-
struktursimulation der Umstromung eines Rundzylinders bei Re=140 000 mit dem Modell
von Smagorinsky für drei verschiedene Gitter.

hier die einzige Moglichkeit urn die Simulation zu beurteilen. Da die Experimente, wie am
Beispiele Re=3 900 diskutiert, von eben so vielen Einflussfaktoren abhangen, sollte in diesen
Fallen auf beide Methoden zur gegenseitigen Verifizierung zurtickgegriffen werden und damit
das Vertrauen in die Simulationsmethoden zu starken.

7.2.4 Vergleiche mit Turbulenzmodellen

In diesem Kapitel wird der Einfluss verschiedener Faktoren auf die Vorhersage der Zylinder-
umstromung mit statistischen Turbulenzmodellen untersucht. Zu diesem Zweck werden Vor-
hersagen mit dem bereits verwendeten k-w Modell und dem Standard k-E Modell mit Wand-
funktionen [43] durchgefiihrt. Die Berechnungen werden zweidimensional auf strukturierten
Gittern mit unterschiedlicher Wandauflosung durchgefiihrt. Die Anzahl der K ontrollvolu-
men ist in alien Fallen 64 x 96, d.h. em n unterschiedliche Verteilung der Kontrollvolumen im
Berechnungsgebiet wird durch verschiedene Streckungsfaktoren in wandnormaler Richtung
realisiert. Bei geringem Wandabstand wird durch die Konzentration von Zellen in Wandnahe
die Grenzschicht aufgelost, deshalb ist die Auflosung in der Scherschicht entsprechend gerin-
ger. Wenn die Grenzschicht durch geringere Anzahl von Kontrollvolumen nicht vollstandig
aufgelost werden kann, was beispielsweise bei der Verwendung von Wandfunktion in Kauf
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-0022.03
-2.155.01
-42520-01
-6255.01

LES:Re=140000

VZ
4.5510-01
3.549.-01
2.5170-01
1.4850-01
4.5260-02, -5.7940-02

-101/0-01
-20430-01
-3.675.01
-4.7070-01
-5.7390-01
-0771.01

Abbildung 7.19: Konturen von momentanem Druckbeiwert und Geschwindigkeiten in einer
Ebene der Grobstruktursimulation Y12 des Rundzylinderumstromung bei Re= 140 000.

mittel und fein wird zur Unterscheidung der Wandauflosung verwendet.

Bei Re=3 900 fiihrt die Anwendung der Turbulenzmodelle zu einer kleinen Verbesserung der
Ergebnisse im Vergleich zur Simulation ohne Modell (ZDF). Mit Verringerung des Wan-
dabstands konvergieren die Berechnungen zu unterschiedlichen Werten, die alle innerhalb
einer 50% Fehlerschranke (siehe Tab. 7.3) liegen. Eine Erhohung der Auflosung im gesam-
ten Gebiet wade wie in Rap. 7.2.1 geringe Verbesserung der Vorhersage bewirken. Bei
Re= 140 000 steigt mit Verfeinerung des Gitters an der Wand die Ubereinstimmung von
Vorhersage und Experiment mit den verwendeten Modellen an. Die Simulation ohne Mo-
dell liefert den groBten Fehler auf alien Gittern. Durch eine systematische Verfeinerung des
Gitters mit mittlerer Wandauflosung verbessert sich die Widerstandsprognose ohne Modell
auf 1,18; mit den verwendeten Modellen ergeben sich Widerstandsbeiwerte von 0,775 (k-e)
und 0,697 (k-w), d.h. durch die Gitterverfeinerung wird nur die Berechnung ohne Modell
verb essert.

Zur Erklarung dieser Sachverhalte sind mehrere Gesichtspunkte zu beachten. Die verwen-
deten statistischen Modelle ftihren allgemein zu einer Verringerung des Widerstands mit
steigender Reynoldsscher Zahl. Dies trifft bei der Durchfiihrung einer stationaren Stromungs-
berechnung, als auch bei Anwendung von statistischen Turbulenzmodellen in einer instati-
onaren Analyse zu. Stationare LOsungen werden vorhergesagt, wenn zur Berechnung nur eine
Zylinderhalfte verwendet wird. Stationare Berechnungen der Zylinderumstromung fiihren zu
geringem Widerstandsbeiwert und kleinem Nachlauf. Der Fehler ist grof3er als 100% und die
Vorhersage durch die verwendeten Modelle ist unbrauchbar. Bei instationaren Simulationen



Tabelle 7.3: Widerstandsbeiwert in,der turbulenten Zylinderumstromung bei Re=3 900 und
140000, vorhergesagt mit statistischen Modellen bei unterschiedlicher Wandauflosun

Vorhersage durch die verwendeten Modelle ist unbrauchbar. Bei instationaren Simulationen
mit/ohne Feinstrukturmodell in Kap. 7.2.1 liegt Cw tendenziell holier als im Experiment und
vergleichbar zu den Turbulenzmodellen.

In den Berechnungen mit Wandfunktionen konnen drei I3ereiche unterschieden werden. Bei
groBen Zellen in Wandnahe (grob) ist das Ergebnis eine nahezu symmetrische Potentiallosung
mit sehr kleinem Widerstandsbeiwert. Es existiert keine Wandgrenzschicht und die Strornung
lost nicht von der Wand ab. Bei mittlerer Auflosung 1st die Vorhersage des Widerstands im
Vergleich am besten; die mangelhafte Auflosung der Grenzschicht spielt keine groBe Rol-
le, do, mit dern Staupunkt, einem Druckminimum und der Ablosung der Grenzschicht eine
physikalisch korrekte Druckverteilung vorhergesagt wird. Bei feiner Wandauflosung wird die
Vorhersage wieder schlechter, da die Scherschicht unzureichend aufgelost wird, was zu einer
falschen Druckverteilung

Bei der Verwendung von grenzschichtauflosenden Modellen muss die viskose Wandgrenz-
schicht aufgelost werden uncl viele Kontrollvolumen befinden sich in Wandnahe. Das grobe
Gitter in der Scherschicht ist fur eine falsche Druckverteilung und den zu niedrigen Wi-
derstand verantwortlich. In diesen Fallen ist eine ortliche Gitterverfeinerung, wie in der
Grobstruktursimulation praktiziert, notwendig, urn neben der Reibung auch den korrekten
Druckwiderstand vorherzusagen. Der Widerstand wird iiberwiegend von der Druckkraft be-
stimmt, deshalb hat die richtige Vorhersage des Druckfeldes groBen Einfluss auf das Ergebnis.
Der Fehler bei der Widerstandsprognose ist meist die Folge eines falschen Druckfeldes. Ein
grobe Wandauflosung fiihrt zu physikalisch unsinnigen Ergebnissen oder Divergenz.

Die Qualitat der Widerstandsvorhersage von unterkritischen Stromungen urn stumpfe Korper
mit statistischen Turbulenzmodelle kann durch die Optimierung des Gitters verbessert wer-
den. Wenn die numerische Auflosung ausreicht urn erne Reibungsschicht an der Wand zu
erzeugen, dann resultiert em Druckminimum vor dem Aquator und die Ablosung der Grenz-
schicht, die durch die Wirbelviskositat stabilisiert wird. Das fiihrt zu einer richtigen Druck-
verteilung und entsprechend guter Widerstandsprognose. Die statistischen Modelle sind zur
zweidimensionalen Simulation nur beschrankt geeignet, da eine Anpassung dieser Modell in
der Art und Weise wie [111] sie vorschlagt notwendig ist, urn den Modellbeitrag auf Gittern
mit hoher Auflosung gering und auf anderen Gittern hoch zu halten.
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WandauflOsung grob mittel fein

Re=3 900 ZDF 1,475 1,475 1,475
k-E 0,555 1,315 1,315
k-w 1,8 1,45 1,45

Re=140 000 ZDF 0,088 0,295 0,526
k-E 0,160 0,755 0,812
k-w 0,201 0,848 0,717



7.3 Zusammenfassung

Anhand der laminaren Zylinderumstomung bei Re=100 wurden verschiedene Moglichkeiten
studiert, urn mit minimalen Aufvvand eine ausreichend genaue periodische Losung vorher-
zusagen. Die Ergebnisse unterscheiden sich nicht mehr, wenn der Fehler der instationaren
Simulation in Form der Residuumnorm um zwei Grof3enordnung far die Impuls- und eine
fur die Massenerhaltungsgleichung erniedrigt wird. Somit kann bei einer instationaren Si-
mulation mit dem vorliegenden Verfa,hren die minimale Anzahl von aufieren Iterationen pro
Zeitschritt eingestellt werden und kostbare Rechenzeit gespart werden. Die zweidimensio-
nalen Grobstruktursirnulationen der Zylinderumstromung bei verschiedenen Reynoldsschen
Zahlen hat gezeigt, class im Falle der laminaren Stromung die Modelle geringen Einfluss
haben. Aus der turbulenten Rechnung kann keine Schlufifolgerung gezogen werden, da im
zweidimensionalen Raum keine Turbulenz simuliert werden kann bzw. nicht von den ver-
wendeten Modell simuliert wird. EM direkter Vergleich zwischen den Modellen ist iiber die
Wirbelviskositat moglich, jedoch ist die numerische Einschrankung durch die Symmetrieebe-
nen deutlich groBer als der Modelleinfluss und der Vergleich -daher nicht aussagekraftig.

Die Grobstrulctursimulation der Rundzylindenunstromung bei der Reynoldsschen Zahl 3 900
erfolgte mit verschiedenen Modellen. Es stellten sich zwei verschiedene Zustande em: im er1
sten Fall kommt es zu einer schnellen Transition der freien Scherschicht und einem hoheren
Turbulenzgrad im Nachlauf, was zu einer starkeren Vermischung und einem V-forrnigen
Profil der mittleren Geschwindigkeit in Stromungsrichtung unmittelbar hinter dem Zylinl-
der fiihrt. Im zweiten Fall ist das Profil unmittelbar hinter dem Zylinder U-formig und der
Turbulenzgrad kleiner. Beide Zustande scheinen physikalisch sinnvoll zu sein und es
Indizien, class in Experimenten ebenfalls unterschiedliche Zustande vorherrschen. Welcher
Zustand sich einstellen wird hangt in der Simulation vor allem von der Gitterauflosung,
aber auch von der Zylinderlange in zRichtung ab. Bei Verwendung feinerer Gitter ist die
Zylinderlange fur den Zustand mit niederern Turbulenzgrad verantwortlich. Die verschiedel
nen Modelle sind nicht in der Lage die Stromung stark zu beeinflussen, da sie erst einige
Durchmesser hinter der Zylinder Wirkung zeigen. Die Modellwirkung von SPZ, GER oder
SMG verschwindet in der Filterung der numerischen Methode, die fur dieses Konvektions
problem eine ausreichende Langenmai3filterung ergibt. In der Grobstruktursimulation bei
Re=140 000 ist die Verwendung eines Feinstrukturmodells von entscheidender Wichtigkeit
Ohne Feinstrukturspannungen oder mit dem geringeren Anteil von GER bedingt durch
den kleinen dynamischen Koeffizienten sind die Sirnulationsergebnisse in schlechter Ober-
einstimmung mit den experimentellen Vergleichsdaten wegen der frUhen Transition. Mit dem
hoheren Feinstrukturanteil von Modell SMG ist die Dbereinstimmung zufriedenstellend. Die
Verwendung eines feineren Gitters fiihrt wie erwartet zu einer Verbesserung bei alien Moi
dellen, da das zu modellierende Langenmaf3 kleiner wird und der Modelleinfluss abnimmt.
Die Vorhersage mit statistischen Turbulenznaodellen in zweidimensionaler Simulation ist in
beiden Fallen unbefriedigend.
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Kapitel 8

Simulation der Umstromung einer
Kugel

8.1 Einleitung

Vom Standpunkt des Anwenders ist das wichtigste Ergebnis einer Simulation eine moglichst
genaue Vorhersage der integralen Krafte, auf die sich eine Optimierung (Form, Grof3e, Be-
triebspunkt) stiitzt. Die Vorhersage des Widerstandsbeiwerts fiir eine Kugel in gleichformiger
Anstromung bei kleinen Reynoldsschen Zahlen wurde erstmals 1851 Von Stokes [112] durch-
gefiihrt und 1910 von Oseen [85] verbessert. Die analytische Losung der Navier-Stokesschen
Gleichungen fur eine schleichende Stromung urn eine Kugel rnit Radius R in eineit karte-
sischen Koordinatensystem im Zentrum der Kugel und Hauptstromungsrichtung x la,uten
nach [105]:

v. 1_3 Rx2 ( R2

[4 r3

--.3 Rxy (R2
773

vz
.3 Rxz (R2

3 flu' Rx
2 r3

Die Integration des Druckes und der Scherspannung iiber die Kugeloberflache ergibt die
Druck- und Reibungskrafte. Das Maximum des Drucks liegt im vorderen Staupunkt der Ku-
gel, das Minimum im hinteren Staupunkt. Die Wandschubspannung wird bei x = 0 maximal.
Die Druckkrafte sind halb so groi3 wie die Reibungskrafte; die Summe aus beiden ergibt den
normierten Gesamtwiderstand Cy,für kleine Reynoldssche Zahlen:

24
Cw = Re < 1.

Re

Unter Beriicicsichtigung zusatzlicher Terme ist das Ergebnis von Oseen:

24 ( 3

Re Y 16)
Re < 5.
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In praktischen Bereichen bei hohen Reynoldsschen Zahlen sind beide Losungen nicht ver-
wendbaz, da die viskose Reibungskraft im Verhaltnis zur Druckkraft an Bedeutung verliert.
Fiir diese Bereiche werden Naherungen verwendet, wie in der Verfahrenstechnik die Formel
von Kaskas [71], die bis zum kritischen Punkt eine gute Approximation darstellt:

24 4
Cw = +/F 0.4 (8.4)

Re Nte

In vielen Aspekten ist die Kugelumstromung der KreiszylinderumstrOmung ahnlich, d.h. es
werden je 3 Bereiche unterschieden: laminar, turbulent und em n Ubergangsbereich dazwi-
schen. Der laminare Bereich mit stationarer und achsensymmetrischer Stromung reicht far
die Kugel bis Re 210 [28],[116]. Eingebrachte Storungen werden gedampft und klingen
in der Zeit ab. Bis Re P.,' 270 ist die StrOmung dreidimensional, bleibt jedoch stationar; es
bildet sich em n planar symmetrischer Nachlauf hinter der Kugel. Der Transitionsmechanismus
[47] beruht auf einer Instabilitat des Wirbelrings mit Niederdruck, in dem der Einfluss der
Viskositat mit steigender Reynoldsscher Zahl geringer wird. EM resultierender Druckgradi-
ent in Umfangsrichtung treibt Fluid durch den Wirbelkern mad sprengt den geschlossenen
Nachlauf. Fluid wird in Form von zwei Wirbelfaden aus dem Nachlauf transportiert, wie
auch in [66] visualisiert. Regelmaf3ige Ablosungen sind ab Re 280 vorhanden [47], die
in chaotische Wirbel bei Re Re, 420 iibergehen [102] und deren Frequenz die der Wirbe-
lablosungsfrequenz eines Kreiszylinders entspricht. Aus diesem Grunde soil diese Frequenz
Ablosungsfrequenz genannt werden; sie ist im iiberkritischen Bereich ungefahr konstant. Die
Instabilitat der Scherschicht erzeugt eine weitere typische Frequenz mit hoherem Betrag,
die eine Folge kleiner Strukturen ist und ab Re 800 identifiziert werden kann. Die Insta-
bilitatsfrequenz ist eine Exponentialfunktion der Reynoldsschen Zahl deren Exponent sich
mit Re andert: 0.75 bis Re=104 und 0.66 bis Re=105 [48]. Im turbulenten Ubergangsbereich
erfolgt die Transition zur turbulenten StrOmung zuerst durch Instabilitat des Nachlaufs der
Kugel. In den Simulationen von [108] bei Re = 5000 und von [116] bei Re = 20 000 entsteht
der turbulenten Nachlaufs durch Grenzschichtinstabilitat. Zeitechte Simulationen einer an-
liegenden turbulenten Grenzschicht sind nicht bekannt und mit der notwendigen Auflosung
bei Re > 380 000 in nachster Zeit nicht zu erwarten.

8.2 Larninare Umstromung einer Kugel

8.2.1 Achsensymmetrische Berechnung

Die Berechnung wurde bei Re=200 auf mehreren Gitterebenen durchgefahrt und typische
Kenngrol3en verglichen. Die Abschatzung des numerischen Fehlers und die Bestimmung des
exakten Werts wurde mit der Richardson-Extrapolation durchgefiihrt. Auf drei systematisch
verfeinerten Gittern wird die Ordnung o des numerischen Verfahrens bestimmt:

l h= 04hog( )
0=

log 2

Die berechnete KenngroBe cb wird urn den numerisches Fehler Eh auf Gitterebene h korrogiert
und es ergibt sich die Abschatzung der gitterunabhangigen Losung als:

Oh
= Oh ± Eh = Oh + (8.6)
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Tabelle 8.1: Zusammenfassung von Gitterparameter und Ergebnisse der achsensymmetri-
schen Kugelberechnung bei Re=200.

Die extrapolierten Werte von Gitterebene 2, 3 und 4 sind Tabelle 8.1 zu entnehmen: fiir
jede Gitterebene h sind die Anzahl der verwendeten Kontrollvolumen in Umfangs- und Ra-
dialrichtivag angegeben. Als KenngroBe wird der Ablosungswinkel Os der Stromung von der
Kugel, der Widerstandsbeiwert Cw, die Lange der Rezirkulationszone Lr und die Differenz
der Druckbeiwerte ACp 2wischen vorderem und hinterem Staupunkt der Kugel angegeben.
Zum Vergleich werden Simulationsergebnisse herangezogen, deren Ubereinstimmung mit Ex-
perimenten gut ist und im Rahmen der Messgenauigkeit liegt. Die Abweichung 1st ungefahr
1% und die Ubereinstimmung sehr gut, wenn beriicksichtigt wird, dass der Ablesefehler bei
der Bestimmung der Referenzdaten sicherlich groBer ist als der Unterschied zwischen Gittet-
ebenen 3 und 4 (numerischer Fehler).

Die theoretische Ordnung des numerischen Verfahrens betragt 2 [29]. Die Bestimmung der
Ordnung aus GroBen der laminaren Kugelumstromung ergibt Werte zwischen 1,5 und 2.
Die monotone Konvergenz als Voraussetzung zur Anwendung der Interpolation ist
In erster Linie wird das verwendete Gitter fiir die Abweichung verantwortlich gemacht: im
Bereich der abgelosten Grenzschicht ist das Gitter gibber als in der Wandgrenzschicht soil
jedoch vergleichbare Langenskalen auflosen. Ein Einfluss durch die Randbedingungen, deren
Entfemung zur Kugeloberflache 10D betragt, ist ebensfalls nicht auszuschlieBen. Bei der
Berechnung der betrachteten Werte miissen weitere Fehler zur Bestimmung von integralen
(z.B. C) und interpolierten Grof3en (z.B. Os) beriicksichtigt werden.

8.2.2 Dreidimensionale Berechnung

Die Achsensyrnmetrie der Kugelumstromung hat ungefahr bis Re=210 Bestand. Da eine
achsensymmetrische Berechnung dies nicht wiedergeben kann, wurden dreidimensionale Un-
tersuchungen bei Re=200 und Re=250 durchgefiihrt. Dadurch sollen die gemachten An-
nalmen bei der achsensymmetrischen Gitterstudie bestatigen werden und zeigen, ob die
Transition in diesem Bereich korrekt vorhergesagt wird. Zu diesem Zweck wird das Gitter
der zweidimensionalen Analyse in Abb. 8.1 als Basis genomrnen, die Zellscheibe fiinfzigmal
in Umfangsrichtung rotiert und auf dem gleichen Gitter beide Berechnungen durchgefiihrt.
Die Darstellung des Drucks in Abb. 8.2 zeigt deutlich die Asymmetrie des Nachlaufs, wobei
die instationare Berechnung in beiden Fallen em n stationares Endergebnis ergibt. Obwohl das
Gitter mit 75 000 Kontrollvolumen fiir die dreidimensionale Berechnung grob 1st Icann die
Achsensymmetrie bei Re=200 bestatigt werden und die gemachten Annahmen als richtig an-
gesehen werden. Bei Re=250 wird das Ergebnis stationar und asymmetrisch und entspticht
somit Ergebnissen friiherer Experimente [66] und Simulationen [47].
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h 1 2 3 4 Richardson Vergleich
no x 71,. 30 x 50 60 x 100 120 x 200 240x 400 - -

117.840 117.044 116.567 116.382 116.264 116 [116],[47]

0.7922 0.7774 0.7725 0.7709 0.7701 0.77 [116],[28],[47]

Lr 1.032 1.292 1.398 1.431 1.446 1.43 [116],[28],[47]

ACp 1.1394 1.1581 1.1622 1.1626 1.162 1.17 [116]



Abbildung 8.1: Darstellung von Gitterebene 1 fiir die achsensymmetrische Berechnung der
Kugelumstromung bei Re=200.

8.3 Turbulente Umstromung der Kugel

Die achsensymmetrische Berechnung der turbulenten Kugelumstromung wird mit zwei sta-
tistischen Turbulenzmodellen durchgefiihrt: das Standardmodell mit Wandfunktionen
wird bei Re=50 000, 500 000 und 5 000 000 auf systematisch verfeinerten Gitterebenen einge-
setzt und der Widerstandsbeiwert als die typische Grof3e verglichen. Zur Berechnung werden
Vorwartsdifferenzen, Zentraldifferenzen und eine Mischung aus beiden verwendet. Mit dem
k-co Modell fur niedrige Reynoldssche Zahlen wird eine Widerstandsanalyse bei unter- und
iiberkritischen Zustanden gemacht. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Tab. 8.2 zu-
sammengefasst.

Der experimentelle Widerstandsbeiwert, beispielsweise C, 0, 45 bei Re=50 000, liegt im-
mer höher als die numerisch vorhergesagten. Bei Verwendung des k-e Modells sinkt der

Re=200

OP
A 1.0000.00
13 8.5450-01

7.0010-01
J 5.8380-01

4.1828-01
2.7276-0i

8 12736-01
-1.8180-02

Y -1.8380-01
b -3.0810-01

-4.5480-01
-8.0036-01

Abbildung 8.2: Darstellung des symmetrischen (Re=200, links) und dreidimensionalen
(Re=250, rechts) Druckfelds in einer Schnittebene durch das Zentrum.
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Re=250

CP
1.0006.00

o 8.5459-01
7.0910-01
50386-01

Al 4.182o-01
27276-01
2736-01

-181.06-02

-3,0916-01
-4,5456-01
-8000o-01



Tabelle 8.2: Widerstandsbeiwerte der Kugelurnstrtimung mit zwei statistischen Modellen
bei verschiedenen Reynoldsschen Zahlen.

Widerstand mit Gitterverfeinerung und dem Anteil an Zentraldifferenzen, wobei beide Fak-
toren den numerischen Fehler einer Simulation verringern. Der numerische Fehler auf dem
groben Gitter, der mit systematischer Gitterverfeinerung bestimmt wird, ist em n Beitrag der
die Berechnung positiv beeinflusst. Die geringeren Rechenkapazitaten zu Zeiten der Modell-
bildung sind zum Teil verantwortlich fiir die Beriicksichtigung des numerischen Fehlers in
der Modellbildung und die besseren Ergebnisse auf groben Rechengittern heute. Nur durch
die Beseitigung des numerisches Fehlers ist eine Beurteilung der Modelle moglich geworden.
Das k-e Modell mit Wandfunktionen hat sich fur die Berechnung dieser Stromung als unge-
eignet erwiesen. Die laminare Grenzschicht an der Kugel wird durch Anwendung der Wand-
funktionen wie eine turbulente behandelt, was zu einem spaten Ablosen der Grenzschicht
fiihrt (genau wie bei iiberkritischen Zustanden) und die Berechnung entscheidend beein-
flusst. Falsche Widerstandsprognosen durch dieses Modell sind bei vergleichbaren Fallen rnit
laminarer Grenzschichtablosung (Zylinder, stumpfe Korper) zu erwarten.

Die Untersuchung der Kugelumstromung mit einem Modell fiir niedrige Reynoldssche Zahlen
wurde auf zwei Gittern durchgefiihrt. Der Unterschied zwischen systematisch verfeinerten
Gitterebenen ist gering, da die Gitterauflosung besser ist als bei der Verwendung von Wand-
funktionen und die Netze fein sein miissen, urn eine konvergente Losung des Gleichungs-
systems zu erhalten. Dutch verschiedene GitterauflOsung ergeben sich nur auf3erhalb der
viskosen Unterschicht geringe Unterschiede, die kaum Einfluss auf die Widerstandsprognose
in Tab. 8.2 haben. Die Widerstandsprognose mit dem k-w Modell ist deutlich besser als mit
Wandfunktionen, da der Fehler jedoch groBer als 10% ist in der technischen Anwendung
ebenfalls nicht einsetzbar.

In Abb. 8.3 sind alle Ergebnisse dargestellt, die die mangelhafte Vorhersage der unterkriti-
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k-e Wandfunktionen Anteil ZD in % 32x 24 64x 48 128x 96
0 0,4305 0,2274 0,1526

Re=50 000 50 0,2628 0,1285 0,1057
100 0,1673 0,0669 0,0528

0 0,4263 0,2158 0,1247
Re=500 000 50 0,2379 0,1163 0,0749

100 0,0937 0,0273 0,0242

0 0,4319 0,2116 0,1140
Re--.5 000 000 50 0,2366 0,1119 0,0635

100 0,0849 0,0249 0,0128

k-w Gitterdimension Diskretisierung (Swidk

Re=10 000 64x 64 ZD 1 10-3 0,3462
128x 96 0,3452

Re=100 000 - 96x 72 ID 1 0,1789
128x 96 0,1717

Re=1 000 000 128x 96 ZD 1 10- 0,0558
192x 128 0,0556



schen Kugelumstromung mit statistischen Modellen verdeutlichen. Eine vergleichbare Ana-
lyse auf drei Gitterebenen mit systematischer Gitterverfeinerung ist im dreidimensionalen
Raum schwierig durchzufiihren, Lind das Ergebnis der Berechriiing wird meist unsyrnmetrisch
vorhergesag-t. Um einen Feh.ler durch die achsensymmetrischer Vereinfachung auszuschliden
wurde das Ergebnis der achsensymmetrischen Berechnung mit dreidirnensionalen Berech-
nungen verglichen: dabei wurde nur em n Viertel des gesarnten Gebietes berechnet und an den
Randern in Umfangsrichtung periodische Randbedingungen verwendet. Bei Verwendung des
gleichen zweidimensionalen Gitters, das fur die dreidimensionale Berechnung in Umfangs-
richtung rotiert wurde, ist der Unterschied zwischen den Ergebnissen sehr klein.

Fur das Modell mit Wandfunktion sind in Abb. 8.3 die Werte mit dem geringsten nume-
rischen Fehler dargestellt, alle anderen Ergebnisse streuen zwischen numerischem Ergebnis
und experimenteller Kurve. Die Ergebnisse reagieren empfindlich auf die Einstromwerte und
die InitialiSierung von k und e bzw. w im Losungsgebiet. Durch geschickte Wahl der Va-
riablen kann eine Verbesserung der Vothersage erzielt werden. Da es nicht das Ziel von
Berechnung sein darf nur Ergebnisse zu bestatigen, sondern Vorhersagen zu liefem sind die
turbulenten Parameter physikalisch sinnvoll gewahlt und wurden nicht verandert urn die
Ergebnisse Zu verbessern: fiir die laminare Anstromung der Kugel ist em n geringer Turbu-
lenzgrad T = 0,25% und als typisches Langenmal3 = 0, 03dk gewahlt. Diese Werte sind so
gering, dass die Stromung vor der Kugel nicht beeinflusst wird.
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Abbildung 8.3: Darstellung der dimensionsloseia Widerstanclsbeiwerte fur die Berechnung
der Kugelumstromung mit statistischen Turbulenzmodellen und 2D-Approximation.
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8.4 Grobstruktursimulation

8.4.1 Geometrie, Gittererzeugung mid Sinmlationsparameter

Die unterkritische Stromung urn eine glatte Kugel, die zur vereinfachten experimentellen
Untersuchung von einem Stab mit Durchmesser ds an der Riicicseite fixiert ist, wurde bei
Re=50 000 mit und ohne Feinstrukturmodell simuliert. Die Reynoldssche Zahl ist bezogen
auf den Kugeldurchmesser dk, die ungestorte Anstromungsgeschwindigkeit vxe° und die kon-
stante Viskositat v des umgebenden Fluids.
Geometric : In Abbildung 8.4 ist die untersuchte Anordnung dargestellt, die urspriinglich
parallel zu den Simulationen im Windlcanal des Arbeitsbereichs vermessen werden sollte
[3]. Bei der experimentellen Durchfiihrung ergaben sich jedoch Probleme mit der Zuga-
be von Rauchpartikeln, die fur die Laserdoppleranernometrie notwendig sind, so dass diese
Messungen nicht vollstandig zum Vergleich vorliegen. Die Geometrie der Kugel mit Stab
wurde vor Beginn der experimentellen Arbeiten mit dem Verh.altnis dk/ds = 10 festgelegt.
Die kostengiinstigste Moglichkeit das Experiment durChzufiihren war die Verwendung einer
Bowlingkugel, die an einem Runclmetallrohr fixiert ist. Das Verhaltnis (165/20) ist kleiner
und sollte die Stromung an der Ablosungsstelle nicht beeinflussen. Das Rezirkulationsgebiet
konnte kleiner sein, da der Stab mit der sich bildenden Grenzschicht in der Mitte des Nach-
laufs relativ einen groBeren Durchmesser besitzt als in der Simulation. Es wird von keiner
bedeutenden Beeinflussung dutch die unterschiedliche Geometrie ausgegangen.

Abbildung 8.4: Sirnulationsgeometrie

Gittererzeugung: Die Erzeugung von optimalen Gittern far jegliche Geometric ist bis heu-
te nicht zufriedenstellend gelost worden. Es gibt mehrere Moglichkeiten Gitter zu erzeugen,
zwei davon werden erklart tind deren Vot- und Nachteile diskutiert. Die zwei wesentlichen
Einflussfaktoren bei der Gittererzeugung sind die Genauigkeit des nurnerischen Vetfahrens,
die entscheidend durch die Gittertopologie beeinflusst wird, und der Schwierigkeitsgrad der
Gittererzeugung: hohe Genauigkeit und einfache Gitteretzeugung ist zur gleichen Zeit schwer
zu erffillen. flochste Genauigkeiten werden auf strukturierten kattesischen Gittern mit Me-
thoden hoher Ordnung erzielt (Spektralverfahren, Pade-Verfahren). Gitter in beliebiger Geo-
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metrie werden am einfachsten durch Vernetzung des Berechnungsgebiets mit Tetraedern
erzeugt.

Ein Modellierungsansatz ist die Vernetzung eines beliebigen Raumes mit einem rechtwink-
ligen Gitter aus Hexaedern, wobei die Umrisse von Korpern, die nicht parallel zu den Ko-
ordinatenachsen verlaufen, durch Stufen approximiert werden. Der Diskretisierungsfehler ist
klein, die Vorhersage von Reibungskraften an Wanden erfordert eine hohe Gitterauflosung
in Wandnahe und eine gesonderte Behandlung der von der Wand geschnittenen Zellen. Die
Vernetzung von komplizierten Geometrien wird meist mit Tetraedern durchgefiihrt, da dies
schnell und einfach mit Schnittstellen zwischen CAD Programmen und automatischen Git-
tererzeugungsprogrammen geschieht. Die Verwendimg von Hexaedern erfordert im Vergleich
dazu einen wesentlich hoheren Zeitaufwand und ggf. blockstrukturierte Gitter. Bei Verwen-
dung von gleichen Approximationen in der Diskretisierung und gleicher Anzahl von KV
sind die Ergebnisse auf Tetraedern deutlich ungenauer als bei Hexaedern. Die Anzahl an
erforderlichen Kontrollvolumen um die gleiche Fehlertoleranz zu erreichen, wie bei einem
hexaedrischem Gitter, ist em n Vielfaches. Ein Kompromiss zwischen beiden Ansatzen wird
meist verwendet, da keine von beiden Varianten zufriedenstellende Ergebnisse liefert und
besondere Anpassungen im Prog-ramm erforderlich sind.

Es wurden auf unterschiedliche Art und Weise Testgitter mit Hexaedern erzeugt, die hier
nicht alle beschrieben werden sollen. In den Simulationen wurden zwei Methoden verwendet:
in Abb. 8.5 ist das Gitter aus einzelnen Blocken zusammengesetzt. Die Gittermaschen sind
gleichformig im Losungsgebiet verteilt und werden in Wandnahe und im Bereich der Scher-
schicht verfeinert um die starken Anderungen der Variablen dort aufzulosen. Dabei entstehen
zum Teil groBe Volumenunterschiede zwischen benachbarten Zellen, was bei der Verwendung
von Zentraldifferenzen zu Oszillationen der LOsung fiihrte und diesen Ansatz nur beschrankt
verwendbar machte. Die Oszillationen werden durch eine Mischung aus Zentraldifferenzen
und Vorwartsdifferenz im Verhaltnis 9:1 im gesamten Losungsgebiet gedampft. Der in Kauf
genomme numerische Fehler kann nicht vernachlassigt werden. Die Anzahl der verwendeten
Kontrollvolumen ist 835 539, deren Verteilung sich im zylindrischen Koordinatensystem iiber
folgende Bereiche erstreckt: 0 < r/D < 5; 00 < q5 < 360'; 5 < z/D < 10.

Das Netz in Abb. 8.6 1st korperangepasst und besteht zum graten Teil aus Hexaedern. An
kritischen Stellen wie dem vorderen Staupunkt, wo bei strukturierten Gittern viele Gitterli-
nien zusammenlaufen wiirden, werden Dreiecksprismen verwendet. Die GroBe der Maschen
wachst in wandnormaler Richtung urn die Kugel, wobei der maximale Wandabstand n+ klei-
ner als ems 1st. In Testrechnungen wird durch Priffung der momentanen Stromungsfeldern
auf sichtbare Oszillationen die Auflosung iiberprtift und an den Wanden und in der Scher-
schicht mehrmals lokal verfeinert. Das soil eine genaue Widerstandsprognose bei minimaler
Gitterauflosung ermoglichen, wobei die wesentlichen Charakteristiken der Stromung von der
Simulation wiederzugeben sind. Die Kontrollvolumenanzahl betragt im angepassten Gitter
1 861 824 und das Gitter erstreckt sich iiber einen groBeren Bereich: 0 < rID < 20; 0° < <
360'; 20 < zID <20.

Simulationsparameten Die Anzahl der berechneten Zeitschritte betragt in beiden Simu-
lationen 30000. Bei der ersten Simulation werden mit einem Zeitschritt von At = 0, Ols
300 dimensionslose Zeiteinheiten (tU/D) berechnet; Partikel in der ungestorten Stroraung
durchquerten das gesamte Gebiet zwanzig-mal. Die Simulation auf dem feinen Gitter mit
At = 0, 025s dauerte 750 Zeiteinheiten, wobei eine ahnliche Anzahl von Gebietsdurchque-
rungen eines Teilchens erfolgte. In beiden Fallen reicht die Simulationszeit aus um gemittelte
symmetrische StromungsgroBen zu erhalten, die em n gutes Indiz far eine ausreichende Simu-
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Abbildung 8.5: Gleichformiges Ausgangsnetz mit lokaler Verfeinerung in Wandnahe und
im Bereich der freien Scherschicht.

lationszeit sind. Zur Mittelung wird auf dem groben Gitter jeder fiinfte und auf dem feinen
Gitter jeder zweite Zeitschritt in jedem Kontrollvolumen ortlich gemittelt. Eine Mittelung
in die homogene Umfangsrichtung wurde zur Darstellung der Konturen nicht durchgefiihrt,
alle Profile im Anhang sind jedoch zeitlich und raumlich gemittelt. Zur Berechnung eines
Zeitschritts mit jeweils 5 aufieren Iterationen sind auf dem feinen Gitter 11, 8s notwendig
(Verwendung von 64 Prozessoren der Cray T3E vom Hochleistungsrechenzentrum Stuttgart).
Die Gesamtrechenzeit der Simulation auf dem feineren Gitter betragt ungefahr 100 Stunden.

8.4.2 Momentan.e Simulationsergebnisse

Aus der Sicht vieler Ingenieure ist die Widerstandsvorhersage sicherlich das wichtigste Simu-
lationsergebnis und wird aus diesem Grund zur ersten Beurteilung herangezogen. In Abb. 8.7
ist fiir beide Simulationen der Verlauf des dimensionslosen Widerstandsbeiwerts dargestellt.
Der momentane Widerstand schwankt his zu 10% urn semen Mittelwert, der 0,37 (grob)
und 0,465 (fein) betragt. Der gemittelte Widerstand des feinen Gitters ist auf der rechten
Seite von Abb. 8.7 in em n Diagramm eingetragen, in dem der Widerstand als Funktion der
Reynoldsschen Zahl dargestellt ist. Zusdtzlich zu den Experimenten, die von [106] zusam-
mengefasst sind, ist das Ergebnis der DNS [108], der achsensymmetrischen Berechnungen
(2D), die Kennlinie von Stokes und die empirische Formel von Kaskas eingezeichnet. Die
Giiltigkeit des Stokesschen Gesetzes reicht his Re=1, dariiber hinaus ist die Approximati-
on von Kaskas his .zum kritischen Bereich fiir die rneisten Anwendungen eine ausreichende
Naherung.
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Abbildung 8.7: Darstellung der dimensionslosen Widerstandsbeiwerte fiir beide Simula-
tionen als Funktion der Zeit (links) und das Ergebnis vorn feinen Gitter im Vergleich zu
Experimenten (rechts).

einer kleineren Staiadardabweichung vom Mittelwert führt (±0, 014 gegeniiber ±0, 052).

Abbildung 8.8: Darstellung der dimensionslosen Widerstands- und Auftriebsbeiwerte far
beide Simulationen als Funktion der Zeit (links). Die Fouriertransformation der integralen
Oberflachenkrafte der drei Koordinatenrichtungen auf dem feinen Gitter ergibt die spektrale
Verteilung der Energie als Funktion der Frequenz (rechts).

An der Universitat Siegen wurde die Kugelumstromung bei Re=50 000 experimentell un-
tersucht [56]. Der Versuchsaufbau unterscheidet sich grumilegend vorn Aufbau an der TU
Hamburg-Harburg, da die Kugel auf der Seite der ankommenden Stromung im Windkanal
befestigt. Um die Beeinflussung gering zu halten wird der Rundstab vor der Kugel an einem
quer zu Stromung verlaufendem Tragfltigel montiert und gleichzeitig vor dem Staupunkt die
Grenzschicht abgesaugt. In der numerischen Simulation 1st diese Konflguration viel schwerer
zu modellieren als eine riickseitige Fixierung. Die Bildung und Ablosung von Wirbeln an der
Kugel wird durch den Tragfliigel wahrscheinlich beeinflusst, ebenso wie der Rundstab von der
stromungsabgewandten Seite auf die Kugel treffend den Nachlauf und dessen Wirbelstruktu-
ren verandert. Im Nachlauf der Kugel bildet sich em n quasiperiodischer Spiralwirbel [56], des-
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sen Rotationsrichtung von Zeit zu Zeit wechselt. Eine vergleichbare koharente Struktur war
in anderen Experimenten [48], [3] nicht messbar und die Existenz dieser koharenten Struktur
wurde im Rahmen der numerischen Simulation iiberpriift. Dazu wurde an der gleichen Posi-
tion (z = 2, 8 : r = 0, 4) wie im Experiment die radiale Geschwindigkeit als Funktion der Zeit
aufgezeichnet. In dem Signal ist em sich wiederholender Peak erkennbar. Aus dem Signal
werden durch Fouriertransformation alle Frequenzen der Stromung bestimmt, die durch das
Gitter auflosbar sind. Die Fouriertransformation in Abb. 8.8 liefert als Frequenz der Wirbe-
lablosung St=0,19 im Vergleich zu St=0,187 aus dem Experiment [56]. Diese Ablosungsfre-
quenz kann leicht identifiziert werden, gibt jedoch keinen Aufschluss iiber die Existenz eines
Spiralwirbels. Urn dies zu iiberprtifen wurde der Verlauf der Geschwindigkeiten als Funk-
tionen der Zeit an vier urn 90°-versetzten Positionen (Phasen) im Nachlauf aufgezeichnet.
Bei 1 500 aufeinanderfolgenden Zeitschritten wurde die tangentiale Geschwindigkeit vt einer
Position mit der phasenversetzten korreliert und die Regressionsgerade bestimmt. Gleiches
wird mit 180°-versetzten radialen Geschwindigkeitskomponenten vr durchgefiihrt. Bei einem
Spiralwirbel sollten die tangentialen Geschwindigkeiten benachbarter Positionen korrelieren
und die Verteilung der Werte in der grafischen Darstellung auf bestimmte Bereiche konzen-
triert sein. Fur gegeniiberliegende Positionen wird die radiale Geschwindigkeitskomponente
verwendet, urn Rtickschliisse auf die adstenz regelmaf3ig auftretender Strukturen durch die
Korrelation zu erhalten. Der Korrelationskoeffizient wird mit der Anzahl der Zeitschritte N
bestimmt als:

1% (vt(i) - 17t)sb(vt(i) - 174)0+712
i-7,1

Pvt = N

\I
N

(11 t(i) - U t)) E (V t(i) - 17 t) +7 r 12
i=1

Bei einem Koeffizienten gleich ems oder minus ems sind Zufallsvariablen linear korreliert,
bei einem Wert gleich null unkorreliert. Die Mittelwerte der Positionen, der relative qua-
dratische Fehler und die Korrelationskoeffizienten sind Tab. 8.3 eingetragen. Alle Korrela-

(8.7)

Tabelle 8.3: Korrelationskoeffizienten zwischen verschiedenen phasenverschobenen Positio-
nen.

tionskoeffizienten deuten auf eine sehr schwache Korrelation hin, wobei der Wert auch von
null verschieden sein kann durch eine nicht ausreichende Anzahl von Stichproben. Das ist
hier der Fall, wie die Mittelwerte und die relativen quadratischen Abweichungen aufzeigen.
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Index 1

Position 900 180° 270° 360°

Th -0,0062 -0,0174 0,0125 0,0048

Avt/T)t 0,38 0,15 0,24 0,45

-0,0232 0,0422 0,0016 -0,0163
Avr171); 0,15 0,08 2,66 0,20

0,8015 0,8603 0,8205 0,7963
A vz /Uz 0,005 0,004 0,004 0,004

Korrelationsindex 2 3 4 1

Pvt -0,0729 -0,1098 0,1949 0,0558
Korrelationsindex

Pur 0,0402 0,1909



Das Sirnulationsergebnis stimmt mit den Visualisierungsexperimenten iiberein: die Existenz
eines Spiralwirbels konnte bei einem Versuchsaufbau, der den Randbedingungen au.s der
Simulation nahe kommt, nicht bestatigt werden.

Die Moraentaufnahmen und die zeitgemittelten Felder der Simulation (Abb. 8.11,8.14) zeigen
typische Merkmale der Stromung:

den Staupunkt vor der Kugel

Symmetrie der Stromung vor der Kugel

Verdrangung des Fluids durch den Festkorper

die larninare Grenzschichtablosung

nahezu ungestorte Stromung ab einem radialen Abstand r> D

Rezirkulationszone hinter der Kugel in einem Tiefdruckgebiet

im Nachlauf radial em- und ausstromendes Fluid.

Aus den zeitgemittelten Felder werden die integralen Groi3en zum Vergleich mit Experiment
und klassischen Theorien bestimmt. Der Widerstandsbeiwert, wie schon im vorigen Kapitel
diskutiert, liegt bei 0,465. Der Ablosungswinkel von der Kugeloberflache steht ira Zusammen-
hang rnit dem Tiefdruckgebiet an der Kugelvorderseite, das durch die Beschleunigung der
Stromung entlang der Kugel entsteht. Der ansteigende Druck auf der Kugel nach dem Mini-
mum bewirkt die laminare Ablosung: das Druckminimum auf der Kugel liegt bei e = 71°, die
Grenzschicht reifit von der Kugel bei e = 84° ab. In der freien Grenzschicht erfolgt die Tran-
sition der Stromung. Die Reynoldsschen Spannungen in Abb. 8.16 lassen erste Instabilitat in
der z-Komponente der Geschwindigkeit identifizieren, da die Spannungen mit einem Anteil
von vz' zuerst ansteigen. Der Vorgang ist analog wie von [108] beschrieben: das Maximum
an Wirbelstarke in der freien Scherschicht ist em n hinreichendes Kriterium fiir eine primare
Kelvin-Helmholtz Instabilitat und das damit verbundene Aufrollen der Scherschicht. Das
Langen- und Zeitmai3 ist von Re abhangig und konnte im Detail sichtbar gemacht werden.
Die Visualisierung der Wirbel in der DNS ([108] Abb. 5.12) und im Experiment (Abb. 8.10)
zu einem bestimmten Zeitpunkt ermoglicht eine Abmessung der Wirbel: der Durchrnesser ist
0,25 bis 0,27 dk. Die Sichtbarmachung der Wirbel mit Tinte bei Re=50 000 im Wassertank
(em n Beispiel ist in Abb. 8.10 dargestellt) ergibt eine Wirbelgrof3e von ungefahr 0,03 dk.

Das charakteristische Langenmaf3verhaltnis On von grof3en zu kleinen Wirbeln einer turbu-
lenten Stromung ist abhangig von der Reynoldsschen Zahl [114]:

ilq (8.8)

In beiden Simulationen ist der Kugeldurchmesser das integrale Langenmal3 fiir die maxia-
male Wirbelgrofie. Das Kolmogorov Langenma reprasentiert die kleinsten Wirbel der tur-
bulenten Stromung. Diese Abhangigkeit besitzt far die Wirbel in der freien Scherschicht keine
Giiltigkeit, soil aber trotzdem fiir eine Abschatzung herangezogen werden. Die Einfiihrung
einer Proportionalitatskonstante und die Annahme ist die kleinste WirbelgrOf3e in der
Scherschicht ergibt die Abschatzung des zu erwartenden Wirbeldurchmessers bei der holier-
en Reynoldsschen Zahl: 0,046 dk.

Die Maschendiagonal der Kontrollvolumen in der abgelosten Scherschicht betragt ungefahr
0,01 dk und bewegt sich somit am Rand der Auflosungsmoglichkeit der Wirbel, die sich in der
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Scherschicht bilden (siehe Abb. 8.13). Die Diagonalen der kleinsten aufgelogten Wirbel sind
0,02 dk und 0,04 dk, wie sie sich ab z 0, 15 bilden. Zu Begirin shad die Wirbel deformiert,
nehmen im weiteren Verlauf eine runde Form an, wie das auch im Experiment zu erkennen
ist (Abb. 8.10) und stimmen in der Grae gut mit den visualisietteh Wirbeln tiberein.

Im Experiment konnte zuerst eine Wirbelpaarung mit einer Hochgeschwindigkeitskamera
beobachtet werden. Der gleiche Vorgang, bei dem aus mehteten Wirbeln eine grOf3ere Wirbel
entsteht, kann in der Simulation beobachtet werden. Nach der Kelvin-Helmholtz Instal*
litat kommt es, wie bei einer Mischungsschicht, zur Wirbelpaarung: em Wirbel (erkenm,
bar am niedrigen Druck) befindet sich nach der Ablosung in einem Gebiet Mit geringerer
StromungsgeschWiridigkeit und em n nachfolgender holt den ersten eM. Beide Wirbel mit glei
cher Rotationsrichtung verbinden sich zu einem groi3eren, bevor em n weiterer Sich anschlief3en
kann (siehe Abbildung 8.12). Das entscheidene Detail der Stromung konnte auf dern feinen
Gitter aufgelost werden, was in der ersten Simulation nicht etteicht wurde und letztlich die
deut lichen Abweichungen erklart.
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Abbildung 8.9: Regression zur Bestimmung der Korrelation von Geschwindigkeitskornpo-
nenten an phasenverschobenen Positionen.
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Abbildung 8.10: Visualisierung der Stromung in der freien Scherschicht mit Tinte bei
Re=5 000 (links) und 50 000 (rechts).
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Abbildung 8.11: Momentaufnahmen der Simulation vom Druckbeiwert Cp und den zylin-
drischen Geschwindigkeitskomponenten vo, Vt., vz in einer Ebene (das Fluid stromt von links
nach rechts).
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Abbildung 8.12: Momentaufnahmen des Druckbeiwerts Cp zur Veranschaulichung der Wir-
belpaarung mit angepasster Druckskalierung.
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8.4.3 Zeitgemittelte Simulationsergebnisse

Neben der Widerstandsprognose fiir technische Anwendungen ist die Vorhersage von gemit-
telten Stromungsgrofien wie Geschwindigkeiten oder Reynoldssche Spannungen fiir die Ver-
besserung und Entwicklung von Turbulenzmodellen von Bedeutung. In der Vergangenheit
wurden Turbulenzmodelle an Versuchsergebnisse angepasst und optimiert. Viele GroBen, die
nicht gemessen werden konnen, sind in numerischen Simulationen zuganglich. Deswegen sind
Simulationsergebnisse notwendig, um Verbesserungen auf dem Gebiet der Turbulenzmodel-
lierung herbeizufiihren. Diese Simulation soil einen Beitrag dazu liefern, deren Ergebnisse im
folgenden Abschnitt dargestellt und diskutiert werden.
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Abbildung 8.14: Zeitgemittelte Felder von Druckbeiwert Cp und den zylindrischen Ge-
schwindigkeitskomponenten T, in einer Ebene.

Abbildung 8.14 enthalt die achsensymmetrischen Konturen des mittleren Druckfelds und
der Geschwindigkeitskomponenten in Zylinderkoordinaten. Zwei zeitlich stabile Extremwer-
te des mittleren Druckfelds sind das Maximum im Staupunkt und em n lokales Minimum
vor der Ablosungsstelle der Grenzschicht. Der minimale Druck im Losungsgebiet ist hinter
der Kugel im Riickstromgebiet, wo dieser mit positiver z-Koordinate bis zu einem lokalen
Maximum bei zld, = 1,8 ansteigt, und bei zldz = 4 auf einen konstanten Wert abfallt.
Da die mittlere Umfangsgeschwindigkeit null ist, sind von null verschiedene Werte auf eine
nicht ausreichende Anzahl von Stichproben oder numerische Fehler (Rundung, Genauigkeit)
zuriickzufiihren, die bei sehr kleinen GroBen einen relativ viel hoheren Fehler induzieren. Die
Anhaufung numerischer Fehler ist verantwortlich fiir die von null verschiedene Umfangsge-
schwindigkeit, wobei der Fehler im Mittel vernachlassigbar klein ist (5v 10-6 voo). Der
Mittelwert aus der Summe aller Zellen ist 9,3 10-5, d.h. die Anzahl der Stichproben 1st so
grof3 wie die Anzahl der Zellen multipliziert mit der Anzahl der Mittelungen: 3, 3 1010. Die
Radialgeschwindigkeit vor der Kugel ist positiv (da nach aufien gerichtet) und im Nachlauf
durch das einstromende Fluid meist negativ, abgesehen von dem Bereich direkt hinter der
Kugel, in dem der Festkorper das ruckstriimende Fluid verdrangt. In den meisten Berei-
chen ist die Radialgeschwindigkeit jedoch null. Die gleichformige Anstromung wird durch



den Druckgradient vor dem Staupunkt gebremst und umgelenkt. Die rawdmale Geschwin-
digkeit befindet sich aufierhalb der Grenzschicht und ist die Folge der Kugelverdrangung. Es
bildet sich hinter der Rezirkulationszone, in der die Riickstromgeschwindigkeit maximal ist,
em n Nachlauf der durch die Grenzschicht am Stab beeinflusst ist und weit hinter die Kugel
reicht. Dort ist das Gitter grob und stark vom numerischen Fehler beeinflusst. Generell ist
die Nachlaufzone kleiner als bei der Zylinderumstomung, da der Einstrom von Fluid in den
Nachlauf aus zwei Koordinatenrichtungen etfolgen kann.
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Abbildung 8.15: Darstellung von zeitgemittelten Grofien in der Syrnmetrielinie vor dem
Staupunkt: Cp, 1-10/v Trivco,77, iv,,,. Die rechte Abbildung ist eine DetailvergroBerung in
der Umgebung des Staupunktes.

In Abb. 8.16 sind die Reynoldsschen Spannungen in einer Ebene für zwei Simulationen dar-
gestellt. Die obere Halfte der Darstellung ist das Ergebnis der Simulation mit dem Model
von Smagorinsky ohne Dampfung, die untere Halfte eine Simulation ohne Modell (ZDF).
Beide Simulationsergebnisse sind nahezu gleich, und werden nur einmal diskutiert. Alle
Normalspannungen sind grof3er als null, vize, 1st absolut am grof3ten und steigt bereits in
der Scherschicht in Folge der primaren Instabilitat stark an. Die Scherschicht ist nach der
AblOsung schmal, wird durch den Aufrollvorgang und sich bildende Wirbel breiter. In der
Riickstromzone ist der Wert deutlich kleiner, die Fluktuationen werden dort gedamft.
ist absolut die kleinste Normalspannung. Das ist einleuchtend, denn die Radialgeschwindig-
keit ist die kleinste momentane Komponente im Nachlauf (siehe Abb. 8.11). Ihr Wert steigt
nur langsam in der Scherschicht, ist in der Riickstromzone annahemd gleich verteilt und
hat ihre maxi.malen Werte auf der line des Wiederanlegepunkts, wo die rnittlere Stromung
radial nach innen gerichtet ist (siehe Abb. 8.14). viovio wachst wie deren Betrag im
Nachlauf vergleichbar ist, langsam in der Scherschicht an und erreicht sein absolutes Maxi-
mum in Stabnahe am Wiederanlegepunkt. Die momentane Umfangsgeschwindigkeit (Abb.
8.11) ist dort groI3, da der Stab in diesem Bereich einem querangestromten Rundzylinder
entspricht, der das Fluid verdrangt und hohe Umfangsgeschwindigkeiten (genau wie vz bei
der Umstromung des Rundzylinders) erzeugt. Eine hohe Umfangsgeschwindigkeit bei einer
mittleren Geschwindigkeit nahe null bedeutet eine grof3e Fluktuation und damit wird eine
hohere Spannung als yr' erreicht. Als einzige von null verschiedene Scherspannung in Zy-
linderkoordinaten verbleibt Diese ist in der Scherschicht vor der Transition positiv,
was die Folge der sich bewegenden Scherschicht ist. Im Kugelnachlauf 1st die Scherspannung,
meist negativ, was durch den Gradienten Oriz/ar zu erklaren 1st. Bewegt sich em Teilchen
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mit vr' < 0 so erzeugt es em n positives vz' (da r)z. dort kleiner ist und das Teilchen seine Ge-
schwindigkeit beibehalt). Gleiches ist umgekehrt in alien Bereichen mit audaz > 0 giiltig.
Alle Spannungen sind qualitativ mit der DNS [108] vergleichbar.
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Abbildung 8.16: Reynoldssche Spannungen der Simulationen in einer Ebene:
7/4,e4 ezez, v,.' ez. Die obere Halfte des Bildes ist das Ergebnis der Simulation mit dem
Model von Smagorinsky, die untere Halfte das Simulationsergebnis ohne Model.

Die Reynoldsschen Spannungen sind in beiden Simulationen (mit und ohne Modell) un-
gefahr gleich, da sowohl die Verteilung als auch der Betrag in guter Ubereinstimmung ist.
Die mit ZDF benannte Simulation ist die Grobstruktursimulation ohne Modell, die verwen-
dete Methode von Zentraldifferenzen bzw. lineare Interpolation entspricht einer Mittelung
von Werten benachbarter Zellen, was wie em n Filter wirkt. Da,s Modell von Smagorinsky wur-
de ohne Wanddampfung angewandt. Es wurde em n starker Einfluss der Dampfungsfunktion
auf den Kugelnachlauf vermutet. Dies ist unter Beriicksichtigung der Ergebnisse der Simula-
tion der Umstromung eines Zylinders in Kap. 7 unbegriindet, da sich herausstellte, dass die
Funktion nur wenige Zellschichten in Wandnathe beeinflusst, auch wenn die Wandschubspan-
nung in der wandnachsten Zelle, die fiir die Dampfung ausschlaggebend ist, nahe null ist.
In der wandnachsten Zellschicht, die sich vollstandig in der viskosen Unterschicht befindet,
wird die Wirbelviskositat auf null gesetzt. Dies ist notwendig um Einfluss durch das Modell
auf die Unterschicht zu verhindern.

Der geringe Einfluss des Feinstrukturmodells auf die Simulation in diesem Fall ist tiberra-
schend: die Wirbelviskositat betragt zum Teil em n Mehrfaches der laminaren Viskositat (in der
Scherschicht und im fernen Nachlauf auf groben Gitter), trotzdem ist dieser Beitrag nicht
ausreichend, urn eine Anderung der mittleren Stromungsfelder zu bewirken. In Abb. 8.17
sind die absoluten Betrage der diffusiven Terme mit den konvektiven Termen fiir eine groBe
Anzahl von Zellen als Funktion der Koordinate z verglichen. Im Bereich des Nachlaufs ist
der konvektive Beitrag zu den Navier-Stokesschen Gleichungen meist urn einen Faktor hun-
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Abbildung 8.17: Vergleich von Beitragen zur gefilterten Impulsgleichung der Komponente
vz als Funktion der Koordinate z.

dert holier als der diffusive Beitrag (inklusive Feinstrukturanteil). Daraus lasst sich folgender
Schluss ziehen: das Feinstrukturmodell beeinflusst die Simulation kaum, da dessen Beitrage
im Bereich des numerischen Fehlers der Simulation liegen und alle bedeutenden Strukturen
dieser Stromung durch das Netz mit lokaler Verfeinerung aufgelost werden konnen.

Abbildung 8.18 zeigt die Reynoldsschen Spannung vz' aus der Simulation im Vergleich zu
einem Experiment [56]. Zum einen ist em n deutlicher Unterschied erkennbar: die Intensitat in
der Scherschicht des Experiments steigt langsamer an als in der Simulation. Auf der anderen
Seite stimmen der Betrag, die Lage des Maximums und die Form der Konturen gut itherein.
Der Unterschied kann mit der unterschiedlichen Fbderung der Kugel im Experiment, der
Messkontrollvolumengrofie [10] oder der Datenaquisitionsrate [3] zusammenhangen, nach der
laminaren Ablosung ist dies offenbar irrelevant und es ergibt sich eine anliche Verteilung
der Spannung.

In Abbildung 8.19 sind der Druckbeiwert aus dem Experiment und der Simulation verglichen.
Die Simulationsergebnisse aus jeder Zelle der Kugeloberflache sind al Punkte eingetragen,
erscheinen als Striche und sincl em Indiz fur die Schwankung bzw. den Fehler des gemittel-
ten Druckkoeffizienten in Umfangsrichtung. Im Experiment [3] ist die Kugel von der Seite
befestigt, damit der Druck in Umfangsrichtung durch Stabdrehung gemessen werden kann.
Der Einfluss des Stabes, der eine Auftragung bis 180° wie im Experiment verhindert, ist
in der Simulation durch einen Druckanstieg an der Kugelriickseite 160° erkennbar. Die
Unterschiede sind gering und liegen im Bereich des experimentellen Fehlers.
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Abbildung 8.19: Vergleich von Druckkoeffizient Cp auf der Kugeloberflache aus Simulation
und Experiment [3].
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Abbildung 8.18: Vergleich von Reynoldsschen Spannungen v"zviz/vg0 aus Simulation nait
Stab und Experiment [56]: Konturen zwischen 0,01 und 0,09 mit einem Abstand von 0,01
dargestellt.



Im Vergleich zu der guten ebereinstimmung zwischen Grobstruktursimulation und Expe-
riment, ist die Vorhersage der statistischen Modelle mangelhaft. Der Unterschied wird am
gemittelten Geschwindigkeitsprofil in Stromungsrichtung in Abb. 8.20 weniger deutlich, als
beim Vergleich zwischen Experiment und Berechnung in Abb. 8.21. Der Betrag und die La-
ge des Maximums der Reynoldsschen Spannung vizviz =. 2k/3 stimmen weniger gut mit dem
Experiment fiberein, wobei das k-w Modell deutlich besser abschneidet als das k,e. Modell
für hohe Reynoldssche Zahlen.
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Abbildung 8.20: Konturen der rnittlere Stromungsgeschwindigkeit Tiz/vc,0 as Ergebnis der
Grobstruktursimulation (oben links) und der zweidimensionalen achsensymmetrischen Be-
rechnung rnit dem kw Modell (rechts) und dem k-e Modell (unten).

8.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden experimentelle und numerische Ergebnisse der Kugelumstromung
mit eigenen Berechnungen verglichen. Die typischen GI-Oen aller laminaren Berechnungen
sind in Ubereinstimmung mit den Referenzlosungen. Die Ergebnisse der I3erechnungen mit
statistischen Turbulenzmodellen sind mangelhaft. Auf groben Gittern oder mit Diskretisie-
rung erster Ordnung ist die Ubereinstiminung besser, da die Fehler sich gegenseitig aufheben.
Wenn der numerische Fehler entfernt wird ist die Vorhersage falsch und deshalb sind die Mo-
delle fiir die zweidimensiona1e Approximation ungeeignet. Die Grobstruktursimulation bei
einer Reynoldsschen Zahl von 50 000 ist in Ubereinstimmung mit den Experimenten: es wurde
kein Spiralwirbel im Nachlauf der Kugel gefunden und die qualitative und quantitative Uber-
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Abbildung 8.21: Vergleich der Reynoldsschen Spannungen v'zv'z/ve,32 aus dem Experiment
[56] mit ik/v2 aus der zweidimensionalen achsensymmetrischen 8erechnung. Auf der linken
Seite sind Konturen von 0,01 bis 0,03 mit dem k-w Modell dargestellt, auf der rechten Seite
die Konturen 0,01 und 0,02 mit dem k-E Modell, die beide auf dem gleichen Gitter berechnet
sind.

einstirnmung der mittleren Stromungsgrof3en konnte gezeigt werden. Die Kelvin-Helmholtz
Instabilitat, das Aufrollen der abgelOsten Scherschicht und die anschlidende Wirbelpaarung
wurde visualisiert, denn die Auflosung dieses physikalischen Phanomens ist grundlegend
wichtig zur Vorhersage dieser Art von Stromung. Die Erzeugung des Gitters erfolgte manu-
ell und in mehrere Schritten, wobei em strukturiertes Gitter mit Verfeinerung von Regionen
mit hohen Gradienten, wie in der Scherschicht und vor dem Druckminimum, sich am besten
erwies. Der Widerstand wurde korrekt vorhergesagt, wobei der Einfluss der verwendeten
Feinstrukturthodelle keine Rolle spielte. Die Berechnung mit dam Modell von Smagorins-
ky ergab em fast identisches Ergebnis wie die Grobstruktursimulation ohne Modell, da alle
wichtigen Eigenschaften der Kugelumstromung mit dem numerischen Netz erfasst werden
konnten.



Kapitel

Zusammenfassung

9.1 Schlussfolgerung

Mit der verwendete unstrukturierten Finite-Volumen Methode ist Grobstruktursimulation in
komplizierten Geometrien durchfiihrbar. Das zellflachenorientierte parallelisierte Verfahren
erlaubt die Behandlung beliebiger Gitterblockgrenzen, lokale Konzentration von Kontroll-
volumen und alle vernfinftigen Kontrollvolumenformen. Es eignet sich auf preisgiinstigen
Rechnerarchitekturen wie PC-Cluster fiir Stromungsberechnung in inkompressiblen Fluiden
bis zu Reynoldsschen Zahlen von Re = 10 000. Oberhalb dieser Grenze ist derzeit der Einsatz
von parallelen Hochleistungsrechnersystemen erforderlich, urn in akzeptabler Zeit Vorhersa-
gen zu ermoglichen. Numerische Fehler und Modellfehler kOnnen prinzipiell voneinander
getrennt werden, in Grobstruktursimulationen ist das schwierig, da Gitterverfeinerung den
Modelleinfluss verringert. Mit der vorliegende Methode kann der Modellfehler wegen der
starken Wechselwirkung zwischen Nurnerilc mad Modell nicht eliminiert werden. Aus diesem
Grund war eine Bewertung der Modelle durch eine Vielzahl von Tests notig. Die Methode
wurde an sechs verschiedenen Problemen getestet, die einzeln zusammengefasst werden.

Die Abnahme turbulenter kinetischer Energie in isotroper homogener Turbulenz. folgt einem
Exponentialgesetz. An cliesem Beispiel werden Grobstruktursimulationen zur Uberpriifung
der notwendigen Filterweite mit dem Modell von Smagorinsky durchgeffihrt. Der Einfluss
der Filterweite nimmt wie erwartet mit der Feinheit des numerischen Gitters ab. Auf geeig-
neten Gittern ist die Filterweite von geringer Bedeutung und die implizite Filterung durch
die numerische Methode ausreichend. Die Simulation mit dem dynamischen Modell ergibt
mit der verwendeten expliziten Rechteckfiltermethode einen homogenen Koeffizienten von
0,05-0,08, der unterhalb des verwendeten Wertes von 0,1 im Smagorinsky Modell liegt. Die
Kalibrierung des Modells von Speziale zur Anwendung im gesamten Bereich der Reynolds-
schen Zahl wird mit Grobstruktursimulationen durchgeffihrt, und ergibt die Koeffizienten

= 0, 01 und n = 3. Der Einfluss der Feinstrukturmodelle auf dem feitisten Gitter ist in
den berechneten homogenen Simulationen gering und der Unterschied zur Simulation ohne
Feinstrukturmodell vernachlassigbar.

Die Simulation von ebenen Kanalstromungen bei Re, = 180 und 590 sind Testfalle mit klei-
nem numerischen Fehler und es liegen direkte Simulationen mit Methoden von hoher Ord-
flung zum Vergleich vor. Meist ffihrt die Anwendung der Feinstrukturmodelle zu schlechterer
Ubereinstimmung der zeitgemittelten Profile mit DNS Resultaten. Bei Re, = 180 fiihrt die
Anwendung aller Modelle zu schlechterer Ubereinstimmung als die Berechnung ohne Modell.
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Modellbeitrag und numerische Fehler liegen nahe zusa,mmen und konnen durch Sirnulatio-
nen auf Netzen mit hoherer Auflosung nicht getrennt werden, da beide abnehmen und die
Losung sich der direkten Simulation annahert.

Bei Re, = 590 verringern die Modelle die vorhergesagten Reynoldsschen Spannungen und
em n geringer Modellbeitrag fiihrt zu verbesserte Vorhersage im Vergleich zur Simulation oh-
ne Modell. Der Modelleinfiuss durch die berechneten Feinstrukturspannungen nimmt vom
Germano Modell iiber das Modell von Speziale zum Smagorinsky Modell zu.

Die Simulation der Umstrornung eines Rundzlinders bei Re = 3 900 ist mit experimentel-
len und numerischen Simulationen in g-uter ebereinstimmung. Der Vergleich zu den Ex-
perimenten weist geringe Differenzen auf, fiir die unterschiedliche Simulationsbedingungen
verantwortlich gemacht werden. Geringe Gitterauflosung fiihrt bei dieser Stromungen zu nu-
rnerische bedingter Transition; die korrekte Bestimmung der Transition in der Scherschicht
durch ortliche Verfeinerung ist von entscheidender Bedeutung und kann durch die gangigen
RANS-Modelle nicht bestimmt werden. Der Beitrag durch die Feinstrukturmodelle ist im
Bereich des numerischen Fehlers, und deren Verwendung bringt keine sichtbare Verbesse-
rung. '

Die Umstromung des Rundzylinders bei Re = 140 000 wird am Widerstandsbeiwert beurteilt,
der em n zuverlassiger Indikator fur das Simulationsergebnis 1st. Ein geringer Modellbeitrag
wie fiir das Modell.GER sagt einen kleinen Widerstand vorher, der auf numerische bedingte
Transition vor 'der Ablosung hinweist. Mit hoherem Modellbeitrag wie bei SMG ist die Vor-
hersage besser und die Obereinstimmung zufriedenstellend. Das Modell hat in diesem Fall
entscheidenden Einfluss auf das Simulationsergebnis.

Begleitend zur Grobstruktursimulation der Stromung urn eine Kugel bei Re = 50000, wur-
den Visualisierungsexperimente in Wassertank und Windkanal durchgefiihrt, die in Ihrem
Aufbau und im Ergebnis fthereinstimmen. Sowohl in der Simulation als auch im Experiment
wird Wirbelpaarung als Folge der Kelvin-Helmholtz Scherschichtinstabilitat beobachtet. Die
Ddstenz eines rotierenden Wirbels im Kugelnachlauf von dem in [56] berichtet wurde, hat
sich weder im Experiment noch in der Simulation bestatigt, obwohl die Reynoldsschen Span-
nungen in guter Cbereinstimmung sind. Die Simulationen ohne Modell und mit dem Modell
von Smagorinsky ergeben keinen sichtbaren Unterschied. Alle zeitgemittelten Felder mit
ausfiihrlichen Profilen im Anhang sollen zu Datenbanken beitra,gen, mit deren Hilfe RANS-
Modelle verbessert werden konnen.

Die Vorhersage mit statistischen Turbulenzmodellen ist bei Kugel- und Zylinderumstromun-
gen unbefriedigend. Die Grobstruktursimulation ist derzeit die einzige Moglichkeit urn diese
Stromungen vorherzusagen. Die Feinstrukturmodelle gewinnen bei den untersuchten Fallen
mit Zunahme der Reynoldsschen Zahl an Bedeutung: fiir kleine Re ist der Modellbeitrag
im Bereich des numerischen Fehlers. Der Einfluss muss in schwach turbulenten Stromungen
durch eine Verringerung der Konstante unterdriickt werden, urn eine Dampfung der Turbu-
lenz zu verhindern. Mit Zunahme des Turbulenzgrades gewinnt das Feinstrukturmodell an
Bedeutung, dessen Anwendung durch die Theorie gerechtfertigt ist.

9.2 Ausblick

Diese Arbeit soil zum Verstandnis von Turbulenz durch Grobstruktursimulationen beitra-
gen. Die Fortschritte seit dem ersten Modell von Smagorinsky sind klein, wenn man die



Verbreittng dieses ModeIls beriicksichtigt, trotzdem aber erkennbar. Die Entwicklung von
numerischen Methoden, Turbulenzmodellen und Computertechnik wird sich fortsetzeia uiad
den vorhersagbaren l3ereich der Reynoldsschen Zahl ausdehnen. Instationare Ereignisse sind
nicht durch statistische Modelle vorhersagbar, die Auflosung der Grobstruktur wiirde in den
meisten Fallen fur die technische Anwendung jedoch ausreichen. Die Anwendung solcher
Methoden beschrankt sich meist auf einen akadernischen Bereich, da deren Anwendung Be,
dingungen voraussetZt, die iin induStriellen VVettbewerb nicht erfiillbar sind. Experiment,
direkte Simulation, Grobstruktursimulation und statistische Modelle vvirden in Zukunft be-
nutzt uric' entwickelt werden, da die Methoden gegenseitig benotigt werden urn Validierungen
und Vergleiche durchzufiihren, ohne die Turbulent nicht erfaSSbar, mOdellierbar und letztlich
vorhersagbar wird.
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Appendix

Beschrankung des verwen.deten Verfahrens

Das verwendete Finite-Volumen Verfahren mit unstrukturiertem Gitter hat bei einer Viel-
zahl von Anwendungen Vorteile. Anhand eines Beispiels werden die Einschrankungen des
Verfa,hrens erortert.

Lokale Gitterverfeinerung

Nurnerische Verfahren von Ordriung holier als ems fiihren zu numerischer Oszillation der
Losung bei unzureichender Auflosung durch das Rechennetz. Es gibt mehrere Abhilfen ge-
gen die typischen Folgen (beispielsweise eine Schachbrettmusterlosung). Irn einfachsten Fall
verschwinden die Oszillationen durch Erhohung der Gitterauflosung. Das Netz wird je nach
Verfa,hren lokal, blockweise oder global verfeinert. Eine globale Verfeinerung auf den halben
Gitterliniena,bstand in jede Richtung ist in den wenigsten Fallen Moglich, denn dies fiihrt zu
einer Verachtfachung des Arbeitsspeicherbedarfs (bei hexaederformigen Kontrollvolumen);
die Rechenzeit steigt normalerweise um einen noch groi3eren Faktor. Bei den blockstruktu-
rierten Verfahren besteht die Moglichkeit, einzelne Blocke zu verfeinern. Die blockweise und
die lokale Verfeinerung setzen weitergehende Kenntnisse fiber die Stromung voraus, damit in
den wichtigen Bereichen durch die Verfeinerung der Diskretisierungsfehler verringert werden
kann.

Der ebergang von feinem zu grobem Gitter sollte bei lokaler und blockweiser Verfeine-
rung in einem Gebiet der Stromung stattfinden, in dem geringe Gradienten der Variablen
auftreten (laminares Strornungsgebiet, geringer Turbulenzgrad). In den hier durchgefiihrten
Berechnungen konnte dies bei der Umstromung der Kugel und des Zylinders erreicht wer-
den; dort hat sich die lokale Gitterverfeinerung als unverzichtbar erwiesen. Die Simulation

Abbildung 9.1: Schnitt durch die y-z-Ebene einer Kanalhalfte; Rechennetz mit hoherer
Auflosung in Wandnahe zur Simulation der, Stromung.
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der Kanalstromung rnit einem feinen Netz in der Grenzschicht und einem groben Netz im
Stromungskern erfordert jedoch Vorsicht. Im Rahmen dieser Arbeit wurden auch bei der
Ka,nalstromung lokale Verfeinerungen getestet, obwohl das oben genannte Kriterium nicht
erfiillt ist (die turbulenten VVirbel sind bei einer Kanalstromung Uberall).

Das verwendete Gitter rnit einer Auflosung von 56 x 16 x 32 an der Wand und 28 x 5 x 16
(Kanalmitte) pro Kanalhalfte hat 61440 Kontrollvolumen, genau wie das strukturierte Gitter.
Ein Ausschnitt daraus is in Abb. 9.1 dargestellt.
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Abbildung 9.2: Turbulente Normalspannungen simuliert auf einem strukturierten Gitter
und einem lokal verfeinerten Gitter - bei gleicher Anzahl von Kontrollvolumen - im Vergleich
zur direkten numerischeniSimulation [49].

Wird der interpolierte Zellflachenmittelwert an der Grenze zwischen hoher und geringer
Gitterauflosung nach G1.1(3.8) berechnet, so entsteht auf groben Gittern eine Schachbrett-
musterlosung am Oberga)ag und die Losung ist physikalisch falsch. Bei Verwendung von
linearer Interpolation nach Cl. (3.6), wornit em n Mittelwert auf der Geraden zwischen den
beiden Zellzentren berechnet wird, ist die LOsung stabil. Die Profile von Statistiken hoherer
Ordnung, wie die Reynoldsschen Spannungen in Abb. 9.2, zeigen aber am Obergang einen
Sprung im Verlauf. Die Anzahl der Volumen ist in beiden Fallen identisch; im Fall des lokal
verfeinerten Gitters befinden sich in der Grenzschicht eine grofiere Anzahl von Kontrollvolu-
men, dementsprechend ist die Obereinstimmung im wandnahen Bereich besser als mit dem,
strukturierten Gitter. Im Bereich der Kanalmitte, wo das lolcal verfeinerte Gitter gibber ist
als das strukturierte Gitter, 1st die ebereinstimmung zur DNS geringer. Im Gegensatz zu,
einem strukturiertem Gitter, auf dem die Interpolation genauer ist, wird an der Verfeine-
rungsgrenze em n zusatzlicher Fehler mit der linearen Interpolation eingefiihrt, der mit der
Interpolation hoherer Orclinung groBer wird.

Die Ursache fur diesen Effekt sind die Linien, die die benachbarten KV-Zentren fiber die
Verfeinerungsgrenze verbinden, die weder durch das Zentrum der gerneinsamen Flache ver-
laufen noch orthogonal zU dieser Flache sind (was im librigen Teil des Gitters der Fall 1st
und zur teilweisen AufhelDung der Fehler an gegeniiberliegenden Seiten flihrt). Je flacher
die Zellen entlang der Verfeinerungsgrenze sind (z.B. wenn die Grenze nailer zur Wand ver-
schoben wird, wo die Zellen viel flacher sind), umso ungenauer wird die Interpolation. Die
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zusatzlichen Fehler durch den Obergang zwischen grob und fein sind in diesem Fall insgesamt
groBer, als der Nutzen durch das feinere Gitter in Wandnahe, so dass in diesem speziellen
Fall die lokale Verfeinerung des Gitters keinen Vorteil bringt.

Urn diese Nachteile zu beheben, miisste eine spezielle Diskretisierung für Zellen entlang der
Verfeinerungsgrenze entwickelt werden. Moglicherweise wiirde eine Verfeinerung mit einem
stetigeren Obergang (z.B. 3:2 statt 2:1 im obigen Beispiel) zu besseren Ergebnissen fiihren,
was hier jedoch nicht getestet wurde.

Dampfung

Eine weitere Erhohung der Stabilitat auf Kosten der GenauigIceit erreicht man durch die
Mischung von Interpolation hoherer und niedriger Ordnung nach Gl. (3.10). Ein geringer
Anteil eines Wrfahrens erster Ordnung (ablicherweise Rfickwartsdifferenzen) kann die un-
gewiinschten Oszillationen in der Losung mit einem Verfahren hoher Ordnung dampfen oder
erst einmal zur Losung fiihren, falls die Oszillationen die Konvergenz des Verfahrens verhin-
dern. Dies ist die iibliche Praxis bei der Losung der Reynolds-gemittelten Navier-Stokesschen
Gleichungen.

Bei einer DNS oder LES sind die Oszillationen Bestandteil der Losung und es ist schwer
die numerisch bedingten von den physikalischen zu unterscheiden. Auch emn ganz kleiner
Anteil eines Verfahrens erster Ordnung kann die Losung sehr stark verfalschen, wie in Abb.
9.2 dargestellt. Die Kanalstromung wurde auf strukturiertem Gitter einmal mit reinem ZDS
und einmal mit 98% ZDS und 2% RDS simuliert. Die Losung mit nur 2% Anteil an RDS
sieht so aus, als ware die Simulation auf einem viel groberen Gitter durchgefiihrt worden.

Aus diesem Grund kann festgehalten werden, dass bei DNS und LES eine Beimischung von
Verfahren niethiger Ordnung nur in Gebieten zulassig ist, wo eigentlich keine turbulenten
Schwankungen zu erwarten sind (z.B. bei der Umstromung der Kugel in der Auf3enstromung
und vor der Kugel).

Unstrukturierte Gitter mit Tetraedern

Ein ahnliches Problem ergibt sich bei Verwendung von Tetraedern als Kontrollvolumen: der
Zellflachenmittelpunkt befindet sich meist nicht auf der Lime, die beide Kontrollvolumen-
zentren verbindet. Daraus resultieren Fehler von vergleichbaxer Graf3e, wie am Ubergang
zwischen grobem und feinem Gitter. In erster Linie hangt das vom verwendeten Gittererzeu-
gungsalgorithmus ab. Da dieser Fehler an jeder Zellflache auftreten kann sind Berechnungen
mit der hier verwendeten Finite-Volumen Methode mit Tetraedern weniger genau als mit
Hexaedem. In komplizierten Geometrien ist eine Gittererzeugung ohne Verwendung von Te-
traedern sehr viel zeitaufwendiger oder undurchfiihrbar. Nach Moglichkeit sollten diese nicht
an den Begrenzungen des Berechnungsgebietes verwendet werden, da dort mit Tetraedern
eher Problemen auftreten als mit Hexaedern. Einer der Griinde ist die geringere Anzahl von
Zellflachen zur Berechnung von Gradienten im Kontrollvolumenzentrum.

Urn DNS oder LES auf unstrukturierten Gittern bestehend aus Tetraedern effizient durchfiihren
zu konnen, mfissen die Tetraeder von guter Qualitat sein, oder die Diskretisierungsraethode
muss speziell dafiir entwickelt werden.
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Abbildung 9.3: Turbulente Normalspannungen betechnet rnit Diskretisietung hoher Ord-
nung (ZDS) und mit einer Mischung von hoher und geringer Ordnung (RDS) im Vergleich
zur direkten numerischen1Simulation [49].
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Abbildung 9.4: Profil des mittleren Druckkoeffizienten Cp in radialer Richtung fiir ver-
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Abbildung 9.6: Profil des mittleren Druckkoeffizienten p in radialer Richtung für ver-
schiedene z-Koordinaten.
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Abbildung 9.7: Profil der mittleren Radialgeschwindigkeit Ur in radialer Richtung für ver-
schiedene z-Koordinaten.
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Abbildung 9.8: Profil der mittleren Radialgeschwindigkeit 74 in radialer Richtung fiir ver-
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Abbildung 9.23: Profil der Reynoldsschen Scherspannung t4.t,', in radialer Richtung fur
verschiedene z-Koordinaten.
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Abbildung 9.24: Profil der Reynoldsschen Scherspannung vr' viz in radialer Richtung ffir
verschiedene z-Koordinaten.
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