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轨道不平顺概率模型
徐　磊１,２,翟婉明１

(１西南交通大学 牵引动力国家重点实验室,四川 成都　６１００３１;

２代尔夫特理工大学 道路与铁道工程系,南荷兰 代尔夫特　２６２８)

摘　要:为了高效选取轨道不平顺随机样本,以满足车辆Ｇ轨道系统随机动力与可靠度分析中的激

振源遍历性要求,依据轨道随机不平顺的弱平稳与谱相似特征,提出了一种轨道不平顺概率模型;
采用离散概率积分和统计方法,在时域中将大量轨道不平顺检测信号分成若干个时程序列,对每个

序列采用谱分析法计算其统计功率谱密度分布;采用矩阵法对轨道不平顺功率谱密度函数进行集

合表征,视每条谱线在不同频率点的功率谱密度概率具有累加性,采用单一频率下的功率谱密度概

率分布推知整条谱线的出现概率;采用通用随机模拟方法选取代表性轨道谱,并反演随机不平顺序

列;实测了某高速铁路约２６９km 的轨道高低和方向不平顺,基于车辆Ｇ轨道耦合动力学理论,从轨

道不平顺模拟幅值与车辆Ｇ轨道系统动力响应的概率密度分布出发,对比了轨道不平顺概率模型与

轨道不平顺随机模型的计算结果,以验证轨道不平顺概率模型的正确性和高效性.计算结果表明:
以２种模型生成的轨道随机不平顺为激振源,获得的车辆Ｇ轨道系统动力响应分布熵差异小于２％,

２种模型均能准确表达不平顺激扰特性;为保证模拟与实测不平顺的概率密度分布一致,采用随机

模型和概率模型分别需要生成１３１和３３个随机样本,概率模型具有更高的分析效率;在给定计算

工况下,轮轨力和车体加速度的幅值分别为３８~１５２kN 和－０．０４２g~０．０４３g(g 为重力加速度),
均未超过«高速铁路设计规范»(TB１０６２１—２０１４)中的限值(轮轨力为１７０kN,车体加速度为

０２５g),表明此高速铁路轨道不平顺状态较优,行车安全性和舒适性可以得到保证.
关键词:铁道工程;轨道不平顺;概率模型;随机振动;车辆Ｇ轨道耦合动力学;随机模型
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Trackirregularityprobabilisticmodel
XULei１,２,ZHAIWanＧming１

(１．StateＧKeyLaboratoryofTractionPower,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu６１００３１,Sichuan,China;２．Sectionof

RoadandRailwayEngineering,DelftUniversityofTechnology,Delft２６２８,ZuidＧHolland,Netherlands)

Abstract:Toefficientlyselecttrackirregularityrandomsamplesforsatisfyingtheergodicity
requirementsofexcitationsourcesinstochasticdynamicsandreliabilityanalysisinvehicleＧtrack
system,theweakＧstationarityandsimilarityspectraloftrackirregularitieswereintroducedto
proposeatrackirregularityprobabilisticmodel．Usingthediscreteprobabilityintegrationand
statisticalapproaches,themassivelymeasuredtrackirregularitytimehistoriesweredividedinto
multipletimeＧdomainsequences．Thestatisticalpowerspectraldensitydistributionofeach
sequencewascalculatedbythespectralanalysismethod．Then,usingthematrixＧbasedmethod,

thesetrepresentationofthepowerspectraldensityfunctionoftrackirregularitieswasobtained．
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Itwasassumedthatthepowerspectraldensitiescouldbelinearlyaccumulatedatdifferent
frequencies,allowingtheprobabilitiesofentirespectralinetobeobtainedusingthepower
spectraldensity probability distribution of a single frequency． The representative track
irregularityspectrawereselectedthroughthecommonlyrandomsimulationmethods,andthe
trackrandomirregularitieswereinverselysimulated．Theheightanddirectiontrackirregularities
ofhighＧspeedrailwayabout２６９kmweremeasured．BasedonthevehicleＧtrackcoupleddynamics
theory,thecalculationresultsbetweenthetrackirregularityprobabilistic modelandtrack
irregularitystochasticmodelwascomparedfromtheaspectsofthesimulatedamplitudeoftrack
irregularityandtheprobabilitydensitydistributionfordynamicresponseinthevehicleＧtrack
systemtoverifythevalidityandhighefficacyofthetrackirregularityprobabilistic model．
Calculationresultshowsthatwhentakingthetrackrandomirregularitiescausedbythetwo
modelsasexcitationsources,thedifferenceoftheobtainedprobabilityentropiesofvehicleＧtrack
systemdynamicresponsebetweenthetwomodelsislessthan２％．Bothmodelscanaccurately
expresstheexcitationcharacteristicsoftrackirregularities．Thestochasticandprobabilistic
modelsneed１３１and３３randomsamples,respectively,toguaranteetheconsistentprobability
densitydistributionsbetweenthesimulationandmeasurement,andtheprobabilisticmodelhas
highercomputationefficiency．Underthepresentedcomputationalcondition,thewheelＧrailforces
andcarbodyaccelerationsare３８Ｇ１５２kNand－００４２gＧ００４３g,respectively,andarerespectivelyless
thanthelimitsofwheelＧrailforces(１７０kN)andcarbodyaccelerations(０２５g)inCodeforHigh
SpeedRailwayDesign (TB１０６２１—２０１４)．ThetrackirregularitystatusoftheinvestigatedhighＧspeed
lineissufficienttoguaranteetherunningsafetyandridingcomfortofthevehicle．１tab,７figs,２５refs．
Keywords:railwayengineering;trackirregularity;probabilistic model;random vibration;

vehicleＧtrackcoupleddynamics;stochasticmodel
Authorresumes:XULei(１９８８Ｇ),male,doctoralstudent,leix_２０１３＠１６３．com;ZHAIWanＧming(１９６３Ｇ),

male,professor,academicianofChineseAcademyofSciences,PhD,wmzhai＠swjtu．edu．cn．

０　引　言

车辆Ｇ轨道系统的随机振动特性主要来源于激

振源和系统参数的随机性,考虑到车辆Ｇ轨道系统理

论计算条件与实际物理、力学状态间的差异,以及常

规计算中激振源和车线参数的不完备性与时效不变

性,亟待开展车辆Ｇ轨道系统的随机分析[１Ｇ６].
目前,在考察轨道不平顺激励源的随机性时,一

般采用轨道不平顺功率谱密度函数的统计平均值

(简称轨道谱),通过不同谐波分量的相位随机组合

反演轨道不平顺随机序列,以此作为车辆Ｇ轨道系统

的随机激励源.然而,轨道谱仅能表达某一线路区

间中轨道不平顺幅值Ｇ频率的统计平均状态.在轨

道不平顺样本容量较大时,则要充分考虑计算效率

的问题.显然,取轨道不平顺的平均谱为系统激励

源,只能算出代表性轨道不平顺状态下的铁路系统

动力学响应,无法获得整条线路几何状态下的系统

动力学行为,从而导致系统可靠度评估、概率分析等

工作存在较大误差.
迄今为止,以法国科研人员在轨道不平顺随机

模型方面的研究最为突出.Perrin等提出的轨道不

平顺随机模型(TrackIrregularityStochasticModel,

TISM)主要利用 KarhunenＧLoève(KＧL)展开和混

沌多项式来表达轨道不平顺随机过程,实现了对大

量实 测 不 平 顺 信 号 的 压 缩 与 相 关 性 识 别[７];

Panunzio等采用几乎与文献[７]相同的方法建立了

轨道不平顺随机模型,并开展了车辆动力学的相关

研究[８];Lestoille等结合 TISM,采用自回归滑动平

均模型(AutoＧRegressiveMovingAverageModel,

ARMA)和最小二乘法模拟了轨道不平顺的时变规

律,分析了列车的长时效动力性能[９].上述工作主要

采用信号处理方法将轨道不平顺视为一般的非平稳、
相关随机信号,并未从不平顺的本质特征出发,未能

提出更高效、更简洁的轨道不平顺随机模拟方法.
保证轨道不平顺随机激励源的完备性,建立

高效可行的轨道不平顺随机模拟方法,是实现车

７５
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辆Ｇ轨道系统动力可靠度评估的重要基础.采用谱

分析方法对轨道随机不平顺进行研究是一项成熟

且易为工程技术人员接受的技术.Xu等提出的轨

道不平顺概率模型(TrackIrregularityProbabilistic
Model,TIPM)[３,１０]已被引入轨道不平顺敏感性分

析[１１]、概率关系[１２]、地震[１３]、可靠性分析[１４Ｇ１６]等研

究领域.鉴于此,本文进一步以轨道不平顺实测

数据和车辆Ｇ轨道耦合动力学为基础,从轨道不平

顺及其激扰下的系统动力响应概率分布出发,对
比分析轨道不平顺概率模型与轨道不平顺随机模

型的计算结果,以进一步验证轨道不平顺概率模

型的可靠性和高效性,为轨道不平顺随机模拟方

法和车辆Ｇ轨道系统随机分析、可靠度评估提供可

行的技术手段.

１　轨道不平顺随机模型(TISM)

将轨道不平顺τ归结为高低τ１、方向τ２、水平τ３

和轨距τ４ 这４种类型,即

τ＝ {τ１,τ２,τ３,τ４} (１)

　　通过区段划分,可知轨道不平顺实测集X(s)为

X (s)＝ {Xτ１,i(s),Xτ２,i(s),Xτ３,i(s),Xτ４,i(s)i＝

１,２,,Nt;s∈ ０,S/Nt[ ] } (２)

式中:S为所有检测数据的区段总长度;s为每个样

本的区段长度;Nt 为样本总数;i为样本编号.
基于 KＧL展开方法,可进一步将轨道不平顺的

模拟信号X 表示为[７,１７]

X ＝ ∑
Ns

k＝１
λkμkηk (３)

式中:ηk 为相互独立的随机变量;μk(k＝１,２,,

Ns)为X 的特征向量;λk 与μk 对应的特征值;k为

模拟样本序号;Ns 为截断阶数.

KＧL展开的实质是将随机场分解为一系列不相

关的随机变量和确定系数,这种展开方式对任意随

机场均收敛,且具有最小均方误差[１７].在 TISM
中,通过设置截断阶数Ns≤Nt 使计算量降低,同时

保证了轨道不平顺信号间的相关性[７].

２　轨道不平顺概率模型(TIPM)

２．１　轨道不平顺谱Ｇ累积概率关系

对于轨道随机不平顺,式(２)中的序列均为空间

幅值及其时域演化值,因为它是铁路线路长期实测

数据的汇总.一般而言,S 很大,若全部输入车辆Ｇ

轨道耦合动力学模型进行统计分析,计算效率会很

低,但可以从概率意义上把握其研究框架,将轨道不

平顺空间实测样本Xτj,i(s)(j＝１,２,３,４,为不平顺

类型编号)视为能量有限的信号序列.假定ρ()
为功率谱算子,对样本空间(式(２))进行计算,可形

成等效样本频域集Ψ(ω),即

Ψ(ω)＝ {Pτ１,i(ω),Pτ２,i(ω),Pτ３,i(ω),

　　Pτ４,i(ω)|ω∈ [ωl,ωu]} (４)

Pτj,i(ω)＝ρ(Xτj,i(s)) (５)
式中:ω为离散频率;ωu、ωl 分别为上、下限截止频

率;Pτj,i(ω)为功率谱密度样本.
对不同频率下的功率谱密度进行概率密度分布

计算,则

Pτj,ω pk( )＝Γ Pτj,i(ω)( )

pl ＝ minPτj,i(ω)( )

pu ＝ maxPτj,i(ω)( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

式中:Γ()为功率谱密度算子;pk∈[pl,pu],为功

率谱密度点,pl、pu 分别为功率谱密度的下、上限;

Pτj,ω(pk)为τj 型轨道不平顺在频率ω 下且功率谱

密度为pk 的概率密度分布.
由概率密度分布的数学性质可知

∫
pu

pl
Pτj,ω pk( )dp≈１ (７)

　　可得频率为ω,不平顺类型为τj 时的功率谱密

度Pτj
(ω)的累积概率分布Cτj,ω p( )为

Cτj,ω(pk)＝∫
p

－¥
Pτj,ω(pk)dp (８)

　　轨道不平顺功率谱线之间具有相似性[１８],可假

定同一条谱线上各频率点功率谱密度的累积概率U
相同,由式(８)可知U 与pk 的关系为

pk(U)＝C－１
τj,ω(U) (９)

式中:C－１
τj,ω(U)为τj 型轨道不平顺在频率ω 下功率

谱密度累积分布的反函数.
集合整个频域中的pk(U)构成轨道不平顺累积

概率谱Pτj,U(ω),进一步可将式(４)等效为

　Ψ(U,ω)＝{Pτ１
(U,ω),Pτ２

(U,ω),Pτ３
(U,ω),

Pτ４
(U,ω)|U∈[Ul,Uu]} (１０)

式中:Ψ(U,ω)为以U 和ω 为变量的功率谱样本集;

Uu、Ul 分别为累积概率的上、下限.
通过式(１０),原始的轨道不平顺空间集(式(２))

已转化为频率Ｇ累积概率的函数.将４种不平顺类

８５
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型作为相互独立的随机变量,可知频率为ω,累积概

率为U 时的功率谱密度Pτj
(U,ω)为相互独立的概

率子集,其UＧω 联合概率密度函数需满足

∫
ωu

ωl∫
Uu

Ul
Cτj

(U,ω)dUdω＝１ (１１)

式中:Cτj
(U,ω)为τj 类型不平顺的UＧω 联合概率密

度函数.
式(１０)、(１１)已完整包含原始轨道不平顺实测

数据的幅值、频率与概率信息,可得累积概率谱的概

率密度分布Cτj
(U)为

Cτj
(U)＝∫

ωu

ωl
Cτj

(U,ω)dω (１２)

　　采用时Ｇ频转换方法将累积概率谱Pτj,U (ω)转
化为相应的时程集合Xτj,U (s),而此幅值序列的出

现概率P(Xτj,U(s))为

P(Xτj,U(s))＝∫
ωu

ωl∫
U

U－ΔU
Cτj

(U,ω)dUdω (１３)

式中:ΔU 为累积概率的离散间隔.
根据式(１３)可得到轨道随机不平顺时程集合

Xτj,U(s)的概率分布,采用随机模拟方法,如超立方

抽样法、舍选法、数论法等,即可实现任意轨道不平

顺类型的幅值Ｇ频率全尺度联合模拟.轨道随机不

平顺时程集合Xτj,U(s)与累积概率谱Pτj,U(ω)一一对

应,可由时Ｇ频转换方法获得.

２．１　功率谱时Ｇ频转换方法

陈果等基于傅里叶变换基本原理,提出一种数

值反演方法[１９].在此基础上,本文按如下简化步骤

实现轨道不平顺空间序列的随机模拟.
(１)对于轨道不平顺的单边功率谱,确定其频域

采样点数Wr,且Wr 为２的整数次幂,上、下截止波

长为Lu、Ll(上、下截止频率为１/Ll、１/Lu),取原始

频域范围为０~１/Ll.由于周期图法估计出的功率

谱具有周期性,且为偶对称序列,将其转化为双边谱

S(f),其中f为频率点,则频率间隔Δf为

Δf＝２Wr/Ll (１４)

　　对不在频率区间[１/Ll,１/Lu]中的功率谱密度

置零.
(２)对于空间离散序列b(n)(n＝１,２,,Nl),

通过离散傅里叶变换可得

　　 X(k)＝ ζb(n)[ ] ＝ (２Wr)２S(k)＝

２Wr S(f＝kΔf)Δf (１５)
式中:ζ()为离散傅里叶变换算子;X(k)为频谱;n
为离散点序号;Nl 为总的离散点数.

(３)计算独立相位序列ξn,其各分量均值为０,ξn

为复数,且 ξn ＝１,设

ξn ＝cosφn( )＋isinφn( )＝eiφn (１６)
式中:φn 为服从０~２π的均匀分布的随机变量.

频谱X(k)为

X(k)＝２Wrξ(k) S(f＝kΔf)Δf (１７)

　　由对称条件可得频谱X(Δs)(Δs＝１,,２Wr),
其中:Δs为离散的频率点.

(４)将得到的复序列X(Δs)进行逆傅里叶变换

可获得轨道随机不平顺模拟信号.

３　动力模型与计算条件

３．１　车辆Ｇ轨道耦合动力模型

基于车辆Ｇ轨道耦合动力学理论[２０],采用多刚

体动力学方法建立车辆动力学子模型,采用有限元

方法建立轨道子模型[１０],并采用新型轮轨空间耦合

模型将车辆子系统与轨道子系统衔接[２１],从而建立

适合于高速铁路无砟轨道分析的车辆Ｇ轨道耦合动

力学模型.模型中的轮轨法向力用赫兹非线性弹性

接触理论计算,轮轨切向蠕滑力用 Kalker线性蠕滑

理论和饱和非线性修正计算[２２].车辆子系统各轮

对横向、垂向、侧滚、摇头和点头运动所受到的直线

钢轨反力Fy、Fz、Fφ、Fψ、Fβ 分别为[３]

Fy＝Fyl＋Fyr

Fz＝Fzl＋Fzr

Fφ＝a(Fzr－Fzl)－rlFyl－rrFyr＋Iy(β

－Ω)ψ



Fψ＝a(Fxl－Fxr)－aψ(Fyl－Fyr)＋Mzl＋

　　Mzr＋Iy(β

－Ω)φ



Fβ＝rlFxl＋rrFxr＋ψ(rlFyl＋rrFyr)＋Myl＋Myr

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１８)

式中:Fxl、Fxr、Fyl、Fyr、Fzl、Fzr分别为左、右轮轨法

向力和切向蠕滑力在纵(x)、横(y)和垂(z)向的分

量合力;Myl、Myr、Mzl、Mzr分别为左、右轮轨蠕滑力

矩在y、z方向的分量合力矩;a为１/２左右轮轨接

触点距离;rl、rr 分别为左、右轮轨接触点滚动半径;

Ω为车轮名义滚动半径;Iy 为车轮点头惯量;ψ为车

轮摇头角;φ
、β


为侧滚和点头角速度.

对于轨道子系统,只需将轮对力以反力形式分

配给钢轨梁单元节点即可[３,１０,２３Ｇ２４].

３．２　计算条件

基于建立的车辆Ｇ轨道耦合动力模型,取行车速

度为３５０kmh－１,轨道结构采用 CRTSＧⅠ型板式

直线轨道,车辆系统为 CRHＧ３型动力车,以某高速

铁路实测轨道高低和方向不平顺为车辆Ｇ轨道系统

的动力激扰源(图１),采样率为４点m－１.

９５
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图１　轨道不平顺

Fig．１　Trackirregularities

４　对比分析

对于随机信号而言,概率密度分布能抓住幅

值与统计概率信息,是一种较好的信号处理方式.
基于此,主要对２种模型的轨道不平顺时域幅值

和车辆Ｇ轨道系统动力响应进行概率密度分布上的

对比分析.

图３　轨道不平顺的代表样本(TISM)

Fig．３　Representativesamplesoftrackirregularities(TISM)

４．１　轨道不平顺时域幅值分布

由图１可知:给出的轨道不平顺是从约２６９km
的线路区段实测获得,但对于车辆Ｇ轨道耦合动力计

算而言,计算量颇大.采用２种轨道不平顺随机模

型可以极大减少计算量.对于原始检测不平顺,以

５００m 为１个样本长度,可将轨道不平顺划分为

５３８个区间,即式(２)中的Nt＝５３８.采用 TISM,根
据特征值所占权重(图２),保证模拟信号有９５％的

原始信息量,算得截断阶数 Ns＝１３１,即减少了

７５６５％的计算量.
由式(１３)获取不同轨道不平顺样本谱的概率密

度分布,而后采用数论选点法[１４]进行２个随机变量

(高低不平顺和方向不平顺)的样本谱选取和时Ｇ频

转换.计算结果表明,取 Ns＝３３时即可获得满意

图２　不同样本的特征值

Fig．２　Eigenvaluesofdifferentsamples

效果.采用 TISM、TIPM 这２种模型获得的所有

时域样本见图３、４,不平顺幅值统计概率密度分布

见图５,可知:基于 TISM、TIPM 获得的轨道不平顺

时域样本统计概率密度分布与实测值的相对误差分

别为９５１％、９４９％;２种模型均能在较小计算样本

量的情况下保证大量原始轨道不平顺幅值统计信息

不丢失.

４．２　动力响应

以 TISM、TIPM 这２种模型中轨道随机不平

顺为车辆Ｇ轨道系统的激励输入时,需要检验动力响

０６
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图４　轨道不平顺的代表样本(TIPM)

Fig．４　Representativesamplesoftrackirregularities(TIPM)

图５　轨道不平顺幅值概率密度分布

Fig．５　Probabilitydensitydistributionsoftrackirregularityamplitudes

应信息的一致性.选取车辆系统的轮轨垂向力、车
体垂向加速度和钢轨垂、横向位移与轨道板垂、横向

加速度等指标进行 TISM 和 TIPM 在动力学上的

对比验证.车辆系统的轮轨垂向力和车体垂向加速

度等指标的 TISM 与 TIPM 对比见图６,其中:g为

重力加速度,采用香农概率熵值 H(m)评估指标概

图６　车辆系统动力指标对比

Fig．６　Comparisonofdynamicindicesofvehiclesystem

率分布间的接近程度[２５],即

H(m)＝－∫p(m)log２[p(m)]dm (１９)

式中:m 为系统响应值;p(m)为m 的概率分布函数.

由图６和式(１９)可知:对于轮轨垂向力,依据

TISM 和 TIPM 得到的响应熵值分别为 ３．４１ 和

３４３;而对 于 车 体 垂 向 加 速 度,分 别 为 ３．７６ 和

３７９.显然,对于车辆系统的垂向动力响应指标(轮
轨垂向力和车体垂向加速度),概率熵差异在２％以

内,表明 TISM 和 TIPM 的结果吻合良好;此外,轮
轨力和车体加速度的幅值分别为３８~１５２kN 和

－０．０４２g~０．０４３g,均未超过«高速铁路设计规范»
(TB１０６２１—２０１４)中的限值(轮轨力为１７０kN,车
体加速度为０．２５g),说明此轨道不平顺状态较好,

１６
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行车安全,舒适性可以得到保证.
钢轨垂、横向位移和加速度４个指标的 TISM

与 TIPM 概率密度分布见图７,概率熵的对比结果

见表１,可知:钢轨系统的动力响应分布在２种计算

模型下获得的概率熵结果十分接近(差异在１．５％
以内),进一步验证了本文方法的有效性.

图７　轨道系统动力指标对比

Fig．７　Comparisonofdynamicindicesoftracksystem
表１　钢轨动力指标的概率熵对比

Tab．１　Comparisonsonprobabilityentropyfor

dynamicindicesoftrack

动力指标
２种模型下概率熵

TISM TIPM

垂向位移 ３．２１ ３．２０

垂向加速度 ４．６５ ４．６０

横向位移 ３．１０ ３．１４

横向加速度 ３．８９ ３．８２

　　从车辆Ｇ轨道系统的动力响应的概率熵差异

(２％以内)来看,TISM 和 TIPM 的结果基本吻合,
其响应差异来自于对轨道随机不平顺信息表达的

完备程度.在本文的算例中,TIPM 的计算样本仅

为 TISM 的１/４,而随着原始实测数据的增加,轨
道不平顺空间样本(式(２))所代表的信息量亦会

增加,此时需要增大 TISM 中的截断阶数 Ns 以包

含更多的原始数据信息.但对于 TIPM 而言,随
着原始实测数据的增加,计算样本并不会随之递

增,但会使式(１３)中的功率谱概率密度分布更加

符合实际.

５　结　语

(１)TISM 主要依靠信号处理手段对实测数据

进行特征压缩,TIPM 准确把握了轨道随机不平顺

的概率特性.TIPM 以随机模拟的３３个样本即达

到TISM 用１３１个样本才能达到的计算精度,且动

力响应的概率熵差异在２％以内,有效表明了TIPM
兼顾计算效率和计算精度两方面的要求.

(２)在当前高速铁路轨道不平顺状态下,即使采

用轨道不平顺全概率样本激励,车辆动力响应仍未

超过«高速铁路设计规范»(TB１０６２１—２０１４)中的

限值,行车安全性、舒适性可以得到保证.
(３)本文模型是基于轨道不平顺的平稳随机性

和谱线相似性建立的.针对其他复杂环境状态下轨

道不平顺所呈现的非平稳与几何相关等特性,还应

开展更为广泛工作.
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