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1. INLEIDING

{.1. Doel

Windgolven op zee, d.w.z. door wind opgewekte golven aan het oppervlak
van de zee, vormen &én der meest belangrijke omgevingsinvloeden voor het
gedrag van zandige kusten en van constructies aan de kust of buiten-—
gaats. De waterbouwkundige ingenieur die werkt op het gebied van kust-
verdediging, kusthavens of offshore constructies behoort dan ook kennis
van dit verschijnsel te hebben, zodanig dat hij in staat zal zijn eigen-
schappen van windgolven te berekenen zowel als effecten die zij teweeg-—
brengen aan kusten en constructies. Het doel van het vak "Windgolven" is
nu het geven van een inleiding in de methoden die daarbij gebruikt kunnen

worden, en van enkele belangrijke resultaten.

1.2, Aspecten

In het vak "Korte golven" is een categorie golfbewegingen in water be-
handeld op deterministische wijze, gebruik makend van de wetten van de
hydrodynamica. Bij gegeven begin- en randvoorwaarden kan daarmee worden
berekend hoe groot snelheid en druk zullen zijn op een willekeurig tijd-

stip in een willekeurig punt.

Een oppervlakkige beschouwing van windgolven zal al voldoende zijn om

in te zien dat die zich niet lenen voor een deterministische beschrijving.
Weliswaar blijven de wetten van de hydrodynaﬁica evenzeer van belang, maar
het is niet doenlijk om voor windgolven begin- en randvoorwaarden te geven
die een deterministische beschrijving mogelijk zouden maken. Dit is terug
te voeren op het turbulente karakter van de wind. .De momentane windsnel-
heid is te beschrijven als een stochastische grootheid. Ook al kénnen we
daarvan enkele kenmerkende grootheden, b.v. de over een zekere tijd ge—
middelde waarde in een aantal punten, dan nog is het vddrkomen van een
zekere flugtuatie in snelheid (of druk) niet voorspelbaar in determinis~
tische zin. We kunnen hoogstens bereiken daarvoor waarschijnlijkheden aan
te geven. Hetzelfde geldt voor de door die wind opgewekte golven. M.a.w.,
i.p.v. een deterministische beschrijving is een probabilistische beschrijving
geeigend voor windgolven. We kunnen ook zeggen? we gaan het verschijnsel

windgolven opvatten als een stochastisch proces. Deze beschrijvingswijze




is gefundeerd op de kansrekening.

Met het voorgaande is een invalshoek gegeven die nogal afwijkt van wat
gebruikelijk is bij andersoortige watergolven die van belang zijn in de
waterbouwkunde, zoals scheepsgolven, hoogwatergolven, en bovenal getijden.
Zoals bekend laten vooral de z.g. astronomische getijden zich zeer goed
deterministisch beschrijven. Een getijdenregistratie wordt dan ook zodanig
geanalyseerd dat hij zo goed mogelijk kan worden gereproduceerd, met als

doel de voorspelling mogelijk te maken van b.v. hoogte en tijdstip van
toekomstige hoogwaterstanden. Dit is zinvol omdat de oorzakelijke fac-

toren bekend zijn, en een zodanige regelmaat hebben dat voorspelling ervan
mogelijk is. Bij windgolven is daarvan geen sprake. Een registratie daarvan
kan niet in details, met inbegrip van de fasen, worden gekoppeld aan in de-
tails voorspelbare oorzakelijke factoren. De details in een enkele registra-
tie hebben daarom geen betekenis voor onze beschrijving van het verschijnsel.
De analyse van een windgolvenregistratie moet er dus bewust op gericht zijn
de toevallig in die registratie aanwezige details te negeren. In plaats daar-
van gaat het erom dié eigenschappen uit de registratie te destilleren die
representatief zijn voor de zeetoestand waarvan de te analyseren registratie

slechts een steekproef is.

Naast de hydrodynamica en de kansrekening is ook de spectraal-analyse (Fourier-
analyse) een belangrijk hulpmiddel in de beschrijving van windgolven. Het
blijkt nl. dat een bruikbare benadering van het gedrag van windgolven wordt
verkregen door deze te beschouwen als een superpositie van lopende, sinus-—
vormige golven met verschillende amplituden, frekwenties, lengten, richtingen
en fasen, z.g. spectrale componenten. Het opsplitsen van een gegeven golf-

veld in deze componenten gebeurt in de spectraal-analyse. Het resulterende
spectrum geeft een goed inzicht in de structuur van het verschijnsel. Het

geeft in beknopte, overzichtelijke vorm de essentie ervan weer, althans

bij benadering. Het ligt dan ook voor de hand dat het spectrum een centrale

plaats inneemt in de beschrijving van windgolven.

De bovengenoemde invalshoeken van waaruit windgolven kunnen worden be-
naderd, nl. die van de hydrodynamica, de kansrekening en de spectraal-
analyse, zijn alle drie nodig. Zij zijn onderling gekoppeld. M.a.w., de

genoemde aspecten zijn wel onderscheiden maar niet gescheiden.Dit maakt




de bestudering van windgolven aanzienlijk gecompliceerder dan b.v. die

van de periodieke golven.

In het voorgaande was steeds sprake van een gegeven golfveld. In prak-
tische toepassingen zal het veelal nodig zijn om de golfeigenschappen af
te leiden uit gegevens van wind, diepte, afstand uit de kust, enz. Dit

is het terrein van de golfverwachting. De overdracht van energie van wind
naar golven is ondanks veel onderzoek theoretisch nog nmiet goed bekend.
Golfverwachtingsmethodieken berusten voor wat betreft de golfgroei dan ook
op empirische gegevens. De voortplanting van een eenmaal opgewekt golf-

veld daarentegen kan met voldoende nauwkeurigheid theoretisch worden be-

paald.

Op grotere tijdschaal bezien (b.v. decennia) wordt het védrkomen van winden
en stormen van een zekere intensiteit zelf op stochastische basis behandeld,
en van de daarmee samenhangende seetoestanden eveneens. Hiermee komen we op

het terrein van de golfklimatologie.

In technische toepassingen gaat het in laatste instantie niet om een be-
schrijving van windgolven, waarop het voorgaande betrekking had, maar om
de bepaling van invloeden die dezen uitoefenen op iets anders, b.v. een
staande of drijvende comstructie. Hiermee raken we het aspect van de
responsieberekeningen. In veel gevallen zal de responsie niet slechts
door de golfamplitude worden bepaald, maar tevens door frekwentie en
richting. Gedacht kan worden aan de frekwentie-afhankelijke afneming van
drukfluctuaties met de afstand onder het oppervlak, en aan systemen met
eigen trillingsvormen, zoals een schip in rolbeweging (mogelijkheid van
resonantie). In zulke gevallen is het dienstig om het gegeven golfveld
spectraal te ontleden, de responsie per component te bepalen, en die

dan te sommeren om de responsie op het samengestelde golfveld te bereke-
nen. De betrekkelijke eenvoud van deze spectrale rekenwijze voor het be-
palen van responsies is een belangrijke bijkomende reden waarom het spec-

trum zo'n essentiéle rol vervult in de beschrijving van en het rekenen

aan windgolven.

NDe gekozen indeling van de stof in het college (zie inhoudsopgave) volgt
in grote lijnen de aspecten die in het voorgaande zijn genoemd. Een be-
handeling van de hydrodynamica van golven is echter achterwege gelaten,

omdat wat dat betreft wordt voortgebouwd op het college "Korte golven'




(b76). Voorafgaand aan het hoofdstuk over stochastische processen is
een résumé gegeven omtrent stochastische variabelen, aansluitend aan

de bekend veronderstelde behandeling van de kansrekening in het college

Toegepaste Statistiek.

1.3. Literatuur

Van elk van de min of meer klassieke basisdisciplines die van belang zijn
voor de beschrijving van windgolven, met name de hydrodynamica, de kans-
rekening en de spectraal analyse, zijn veel boeken beschikbaar die geschikt
zijn voor een eerste kennismaking. Dit geldt echter niet voor de zaken die
specifiek zijn voor windgolven; die zijn nogal verspreid in een groot aan-
tal tijdschriftartikelen en rapporten, die niet zijn bedoeld als inleiding
in het vakgebied. Wel zijn er enkele publicaties beschikbaar die een samen-
vatting geven van de literatuur op een bepaald deelgebied (b.v. statistische

eigenschappen, golfverwachtingsmethodieken).

Aan het eind van elk hoofdstuk in dit dictaat is een korte lijst opgenomen

van literatuur die dienstig kan zijn naast het dictaat dan wel voor ver-

volgstudie,




2. STOCHASTISCHE VARIABELEN

2.1. Inleiding

In dit hoofdstuk zullen enige elementen uit de waarschijnlijkheids-
rekening de revue passeren. We zullen ons daarbij meteen richten op
stochastische variabelen, met name continu verdeelde stochastische
variabelen. Dit hoofdstuk bevat hier en daar herhalingen van de stof
van het college Toegepaste Statistiek, maar de accenten liggen anders,
ei wel meer op de vraag welke informatie nodig is voor de beschrijving
van stochastische variabelen. Verder wordt er aandacht gegeven aan samen-—
gestelde verdelingen van twee of meer variabelen, en aan de begrippen
covariantie en correlatie. Voor een uitvoeriger behandeling van e.e.a.
dan hier plaatsvindt wordt verwezen naar voortgezette colleges kans-
rekening en naar boeken zoals van Van der Grinten en Lenoir, Moroney,

Papoulis of Stam (zie literatuurlijst).

2.2. Enkelvoudige stochastische variabelen

De waarschijnlijkheidsrekening is als onderdeel van de zuivere wiskunde
op axiomatische basis geplaatst door Kolmogorov. Wij zullen hier echter
uitgaan van een meer intuitieve benadering en het kansbegrip interpre~

teren als een relatieve frequentie.

Stel dat in een experiment (b.v. het gooien van een dobbelsteen, of het

opwekken van golven in een windgolfgoot) een grootheid wordt gemeten.

~ 11

Als deze grootheid bij herhaling van het experiment onvoorspelbare

]

aar=-
den aanneemt, door allerlei onbekende of niet-controleerbare oorzaken,

dan noemen we hem een stochastische variabele. In de schrijfwijze wordt

dit vaak tot uiting gebracht door een onderstreping (b.v. x). Een waarde
die x aanneemt bij &&n experiment is &én realisatie van x. Het is gebrui-
kelijk om realisaties met dezelfde letter te schrijven als de stochastische

variabelen waarvan zij realisaties zijn, met weglating van de onderstreping.

We nemen nu aan dat het relatieve aantal keren dat we een uitkomst vinden,
kleiner dan of gelijk aan x, nadert tot een constante (limiet) waarde als
het aantal herhalingen van het experiment onbeperkt toeneemt. Die waarde
noemen we de relatieve frequentie van de gebeurtenis (x<x); we zullen hem

noemen: de kans op het optreden van de gebeurtenis (x < x), geschreven




als Pr(z < x). Deze is voor een gegeven stochastische grootheid (E)

een functie van x, de z.g. verdelingsfunctie:
P(x) = Pr(E < x) (2.1)

Opm.: Een meer volledige notatie zou tot uiting laten komen dat dit de
verdelingsfunctie van x betreft, b.v. door te schrijven Px(x) i.p.v.

P(x). Wij zullen dat echter kortheidshalve in het algemeen niet doen.

Uit de definitie van P(x) volgt dat P(x) monotoon niet-dalend is. De

kans op een onmogelijke resp. zekere gebeurtenis is per definitie gelijk

aan 0 resp. 1. Dus

P(-») = 0 (2.2)
en

P(e) = 1 - (2.3)
0ok geldt

P(b) - P(a) = Pr(a <x < b) (2.4)

Het differentie quotiént

P(x+Ax) - P(x) Pr(x < Eui x+Ax)

e " (2.5)

stelt de kans voor dat x in het interval (x, x+0x) ligt, gedeeld door
de lengte van dat interval. Stel nu dat dit tot een eindige waarde
nadert als Ax + 0. De stochastisch variabele x heet dan continu (i.t.t.
discreet). Het linkerlid van (2.5) gaat in dat geval over in de afge-~
leide van P(x), geschreven als p(x), die wij gezien het rechterlid de
kansdichtheidsfunctie van x kunnen noemen:

Pr(x < X < X*+AX)

p(x) = dSix> = lim - (2.6)

Bij benadering kunnen we dan schrijven

p(x)Ax = Pr(x < x < x+Ax) 2.7)
N
p(x)
Ax
—H-
p(x)Ax
- .
’x Figuur 2.1




Omdat P(x) monotoon niet-dalend is geldt dat p(x)>0 voor alle x.

Uit (2.6) en (2.2) volgt
a
Pr(x < a) = P(a) = S p(x)dx (2.8)

—00

terwijl (2.3) en (2.4) resulteren in

Pr(x < ®) = P(®) = S o p(x)dx =1 (2.9)
en ;
b
Pr(a < x < b) = P(b) - P(a) = f p(x)dx (2.10)
. o
P(x)
]--
(a) |P(b)
0_l 7 -
0 a b X
.p(x) 4 a

S p(x)dx = P(a)

b
J p(x)dx = P(b) - P(a)

VAL Z A AN N >
0 a b X
Figuur 2.2

Een stochastische variabele wordt in statistische zin geheel gekenmerkt
door zijn verdelingsfunctie of (als die bestaat, zoals we hier veronder-
stellen) de kansdichtheidsfunctie. Die bevatten &&n of meer parameters.
De belangrijkste hiervan zijn die welke kenmerkend zijn voor de ligging
resp. de spreiding van x. De meest gebruikte parameters daarvoor zijn
resp. het gemiddelde en de standaardafwijking. Daarnaast kent men para-
meters voor scheefheid, gepiektheid, enz. Om dergelijke parameters te

definibren voeren we het begrip verwachtingswaarde in.




De verwachtingswaarde van een functie van X, b.v. h(x),is gedefinieerd

als

(o]

E(h(®)} =/  h(x)p(x)dx (2.11)
e 0O
We kunnen dit interpreteren als een gemiddelde over alle mogelijke waar-
den h(x), gewogen met de kans dat x een waarde zal aannemen in een in-

finitesimaal interval (x, x+dx).

Het gemiddelde van x, geschreven als o s is per definitie gelijk aan de

verwachtingswaarde van x :

o

u, = E{x} = / . xp(x)dx (2.12)

Het rechterlid van (2.12) stelt het "statisch" moment voor van p(x) t.o.v.
x = 0, ofwel het z.g. Ie-orde moment,om een term te gebruiken die niet
aan het vakgebied van de mechanica is verbonden. Meer in het algemeen

definiéren we het n%-orde moment van p(x) t.o.v. x = 0 als

(o]
M =/ x"p(x)dx (2.13)
n -
Blijkbaar geldt
M_=E{ x} (2.14)

De variantie van x is gedefinieerd als
. , »
var(x) = E{(Efux) } (2.15)

Door het rechterlid uit te schrijven en (2.12) te substitueren kan worden

bewezen dat
var(x) = E{ x*}- lez (2.16)
ofwel, in termen van de momenten

var(x) = M- M° (2.17)




Als maat voor de spreiding van x kan de standaardafwijking dienen,

gedefinieerd als
.4
o= {var (x)3? (2.18)

. . e

We zien dus dat hiervoor naast het 1 -orde moment ook het 2€-orde moment
nodig is. Evenzo kan een scheefheidsparameter worden gedefinieerd, waar-
. e .. . . .

in het 3 -orde moment verschijnt, een gepiektheidsparameter waarin tevens

e .
het 4°-orde moment voorkomt, enz.

In de context van een theorie kunnen we de kansdichtheidsfunctie van een
stochastische variabele veelal bekend veronderstellen, in welk geval even-
cens alle momenten daarvan bekend zijn. In een praktische situatie daar-
entegen kunnen we Op grond van steekproefgegevens slechts schattingen
maken van de kansdichtheidsfunctie, b.v. via schattingen van de momenten.
Naarmate we daarbij in staat zijn hogere en hogere orde momenten te schat-
ten, krijgen we meer en meer kennis van de kansdichtheidsfunctie. De laag-
ste-orde momenten zijn daarbij de belangrijkste (ligging en spreiding uit
M,

en zijn ook met minder grote betrouwbaarheid te schatten uit een steek-

en Mz)’ De hogere-orde momenten geven relatief minder extra informatie
proef. Hoger dan M, of M, wordt zelden gegaan.

Het voorgaande kan nog worden toegespitst op kansdichtheidsfuncties waar-
van de vorm wel bekend is (b.v. Gauss of Rayleigh) en waarvan slechts de
parameters (een eindig aantal) behoeven te worden geschat. In dat geval

behoeven slechts evenveel momenten te worden geschat als dat er onafhan-

kelijke parameters zijn. Een Gaussische kansdichtheidsfunctie b.v., zoals

2
(x-ux)

}s (2.19)

p(x) = exp { - >

(2m) Zox Zox

kent slechts twee onafhankelijke parameters (waarvoor ux en OX de meest
yoor de hand liggende keuze zijn). Die kunnen uit M, emn M, worden bepaald.
Momenten van hogere orde kunnen, indien zij nodig zijn, worden uitgedrukt
in ﬁx en O_, en dus in M, en M,. M.a.w., voor de statistische beschrijving
van een Gaussisch verdeelde stochastische variabele is kennis van de momen-

ten t/m die van 2€-orde voldoende.
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De Riyleigh kansdichtheidsfunctie kan worden geschreven als

p(x) = g-%z exp{- % (E;)z} voor x > 0 (2.20)

=0 voor x < 0

De bijbehorende verdelingsfunctie is

| | » .
Pr{_}_{_i x}= P(x) = 1 - exp{- ZTTT (U_X) } wvoor x>0
X
(2.21)
=0 voor x< 0
1
(2.21)
0 -
0 “x
p(x) /L
2.20)
0 X .
0 _ux X
Figuur 2.3

Blijkbaar heeft de Rayleigh-verdeling slechts &én parameter. (Daarvoor
is in 2.20 en 2.21 de gemiddelde waarde gebruikt.) Van een stochastische
variabele waarvan bekend is dat hij Rayleigh verdeeld is behoeft dus

slechts €én moment te worden bepaald om de verdelingsfunctie te kenmen.
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Meestal gebruikt men hiervoor M1 of Mz(waarbij uit (2.20) volgt dat

_h oo _ A
M, = el L Ml).

2.3. Twee stochastische variabelen

In het voorgaande is een stochastische variabele geintroduceerd als een
grootheid die onvoorspelbare waarden aanneemt bij herhaling van een ex—
periment onder gelljk gehouden controleerbare omstandigheden. Evenzo kun-
nen we per steekproef de waarden bepalen van twee grootheden, en zo twee
stochastische variabelen definiéren, b.v. x en y, met een gezamenlijke

verdelingsfunctie P(%,¥), zodanig dat
Prix < xeny <y }= P(x,¥) (2.22)

De bijbehorende gezamenlijke kansdichtheidsfunctie is

_9%P(x,y)
p(XSY) = 3% ay (2.23)

zodat

Prix < x < x+6x en y < Z_f_y+6y}gip(x,y) 8x Sy (2.24)

De verdelingsfunctie van X alléén, ongeacht de waarde van y, is

‘ x w
P(x) = Pr{gﬂi x en - ®© < Z.f_w} = [ ax [ p(X,y)dy (2.25)

- 00 - 00

Deze is tevens gelijk aan

X
P(x) = J p(x')dx' (2.26)

- 00

zodat

o]

p(x) =/ p(x,y)dy, | (2.27)
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de z.g. marginale kansdichtheidsfunctie. Een soortgelijke betrekking

geldt voor p(y).

Beschouw nu de kansdichtheid van x, gegeven dat y = y. We noemen dit

de voorwaardelijke kansdichtheid van X, geschreven als p(x|y).lHiervoor

geldt
P(x[y)6x = Prix < x < x+éx|y = y} (2.28)

Een soortgelijke betrekking geldt voor p(ylx). Gebruik makend van de regel

uit de kansrekening (zie van Soest, handleiding Toegepaste Statistiek A)
Pr{A en B} = Pr{A} Pr{B|A} (2.29)

waarin A en B gebeurtenissen zijn die al dan niet kunnen optreden, volgt
P(x,¥) = p(x) ply|x) = p(y) p(x|y) (2..30')

Als de kans dat x (resp. y) bepaalde waarden aanneemt onafhankelijk is van
de waarde van y (resp. X), dan noemt men X en y stochastisch onafhanke-
lijk. In dat geval geldt dus p(x,y) = p(x) en p(y|x) = p(y), zodat dan

tevens geldt

N
N
.
O8]
—
~

p(x,y) = p(x) p(y)

Op analoge wijze als in het geval van &&n stochastische variabele defi-
niéren we de verwachtingswaarde van een functie h(x,y) van twee variabelen
Xxeny:

oo o

E{h(x,y)} = J J h(x,y) p(x,y)dx dy (2.32)

= QO==00

Ook kunnen we momenten definiéren van P(%X,y) t.o.v. x=0eny=0

o0 o
Mm,n= E{g?z?} =/ xmynp(x,y)dx dy (2.33)
— CO==. 0O

e :
We spreken van r -orde momenten wanneer m + n =.r. Als we ons beperken tot

.. e
m=0,1,2,,... enn =0,1,2,...., dan zijn er twee 1%-orde momenten :
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M = E =
i {x} =,
(2.34)
MO,I = E{_X} = uy
en drie 2°-orde momenten:
M = E{x*}
250 -
M, = E{xy} (2.35)
9
- 2
M,, = Ely 3
De varianties van X resp. ¥ zijn
g2 =var(x) =M - M
X = 2,0 1,0
(2.36)
2 _ _ g 2
Oy = var(z) = Mo’2 MO’1

Dezen geven slechts iets weer van de spreiding van X en y afzonderlijk,
en zouden ook zijn te bepalen uit de marginale verdelingen. Het essentieel
nieuwe t.o.v. het geval van een enkelvoudige variabele is dat er bij twee
variabelen sprake kan zijn van een meer of minder sterke samenhang. Om
dit uit te drukken wordt de covariantie van X en y gebruikt, gedefinieerd

als

cov(x,y) = ELGu) (zuy)} (2.37)

ofwel, na uitwerken,
= - = - M 2.38
cov(x,y) E{zz} Uxuy M1,1 Ml,o o ( )
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De covariantie speelt o.a. een rol als we de variantie moeten bepalen

van de som of het verschil van twee stochastische variabelen:

var(x + y) = Ell (x + y) - (u+ uy)]?} (2.39)

Door het rechterlid uit te werken is (2.39) te herleiden tot

var i,i.z) = var(x) + var(y) + 2 cov(x,y) (2.40)

Een dimensieloze en genormeerde maat voor de covariantie van x en y is de

z.8. correlatie-coéfficiént, gedefinieerd als

cov(x,y) 2.41)
2.41

'Y =
Xy oxoy

De waarde van ny is een maat voor de lineaire afhankelijkheid tussen X

en y. Dit kan worden gezien door na te gaan in hoeverre y te benaderen

N\!

Figuur 2.4

is door (a x + b), waarin a en b constanten zijn. De waarden van a en b
worden bepaald uit de voorwaarde van minimalizering van de gemiddelde

kwadratische afwijking. Dus als

€E2y~-(ax+b) (2.42)
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2 . . . ‘.
dan moet E{g } minimaal worden. Dit vereist dat E{e} nul moet zijn,

ofwel

by = At b, (2.43)
terwijl var(g€) minimaal moet zijn. Deze is gelijk aan
var{y - (ax + b)} = var(y) +. var(x) - 2a cov(x,y) (2.44)

(zie vgl. 2.40). Bij variatie van a is de waarde van deze variantie mini-

maal indien

_ cov(x,y) (2.45)
var (x) )

De waarde van dit minimum, en tevens van het minimum van E{_{-:_z}, is

, , cov?(x,y)
min E{E } = var(z) - —V—a?(z_{-_)—- (2.46)
Uitgedrukt in verhouding tot de variantie van y is dit
2
win wie2} cov (E_,Z) )
min Sz b — - 1 e A (7.47}
var(y. ! A var (x) var (y) ! "xy MR
Het linkerlid van (2.47) kan niet negatief zijn, zodat geldt
| <1 (2.48)

Yy

Verder blijkt uit (2.47) dat ‘Yx l cen maat is voor de-lineaire afhanke-
11jkheid van x en y. Het geval |ny| = 1 komt blijkens (2.47) overeen met
volledige lineaire dfhankelijkheid. Bij kleimer wordende leyl zullen
aselect getrokken waarden van (x,y) zich steeds minder om een rechte 1lijn
scharen. Als ny= 0 zegt men dat X en y ongecorreleerd zijn; zij zijn dan
1ineair onafhankelijk, wat overigens niet betekent dat zij niet op een an-

dere wijze van elkaar afhankelijk zouden kunnen zijn. Wanneer bijvoorbeeld
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als meetgegevens een verzameling puntenparen {x,y} wordt gevonden,
die verdeeld zijn om een cirkel zoals in onderstaande figuur, dan is de
lineaire correlatiecoéfficient YXyEEO, terwijl hier duidelijk een bepaal-

de afhankelijkheid tussen x en y geconstateerd kan worden.

>¢V

Figuur 2.5

Omgekeerd geldt echter wel dat stochastisch onafhankelijke variabelen
altijd ongecorreleerd zijn. Dit volgt uit substitutie van (2.31) in de

uitdrukking voor E{E.Z} en uitwerken:

©o [ee] 00 o)
E{x y} =/ /' xy p(x,y)dx dy = [ x p(x)dx [ v p(y)dy (2.49)
T T eoe-w - o
ofwel
Blx v} = E{x} Ely} = uu (2. 50)

zodat in dit geval Tov(x,y) = 0 (zie vgl. 2.38). Stochastisch onafhankelijke

variabelen zijn dus ongecorreleerd, maar het omgekeerde hoeft niet het ge—

val te zijn.

Gezien het bovenstaande volgt uit (2.40) dat de variantie van de som
van twee (of meer)‘stochastisch onafhankelijke variabelen gelijk is aan

de som van de varianties afzonderlijk.
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De begrippen covariantie en correlatie spelen bij de beschrijving van
stochastische processen (zoals windgolven) een belangrijke rol, omdat
cen essentieel deel van die beschrijving juist gaat over de structuur
van het proces in de tijd, m.a.w. over de samenhang tussen de proces—
waarden (b.v. de uitwijking van het zeeoppervlak) op verschillende tijd-

stippen. In latere hoofdstukken wordt dit verder behandeld.

Tot slot van deze paragraaf wordt ingegaan op de Gaussische samengestel-

de kansdichtheidsfunctie van twee variabelen. Deze is te schrijven als

2 2
o [_ | {(x—ux) o G o) Oy }
2(1-y% )| 0.2 Xy OO 0.2
p(x,y) = 2.3 X X7 Y "<(2.51)

2 .1
- 2
27 OXOy(l ny)

We merken hierover het volgende op:

(1) Als ny= 0 reduceert (2.51) tot p(x,y) = p(x)p(y). M.a.w., twee ge-
zamenlijk Gaussisch verdeelde stochastische variabelen die ongecor-

releerd zijn, zijn tevens stochastisch onafhankelijk.

(2) De enige parameters in (2.51) zijn de gemiddelden (ux,uy), de standaard-
afwijkingen (Ox,oy), en de correlatiecoéfficiént ny, ofwel: de gemid-
delden en de covarianties, als we de variantie van x zien als cov(x,Xx)
en idem voor y. M.a.w. : de twee—dimensionale Gaussische kansdichtheids-
functie is geheel bepaald door de 1®-orde en 2%-orde momenten. Dit is
een generalisatie van de overeenkomstige uitspraak voor het i-dimen-

sionale geval.

9.4. Willekeurig aantal stochastische variabelen

Het bovenstaande is uit te breiden tot een willekeurig aantal stochastische

variabelen, b.v. X, X

g v X met een n-dimensionale verdelingsfunctie

’

zodanig dat

P(XI,XZ,--.----XH) = Pr{flﬁ_xl‘en X, <X, en ... X< xn}‘ (2.52)
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Begrippen als marginale en voorwaardelijke verdelingen, verwachtings-
waarde, en momenten worden gedefinieerd volledig analoog aan het 2-di-
mensionale geval. De 1%-orde momenten zijn de gemiddelden van de sto-
chastische variabelen X, afzonderlijk (Ui= E{gi} voor i = 1,2,... n).
De 2%-orde momenten, die gezamenlijk een n x n matrix vormen, geven de
verwvachtingswaarden van de producten van twee van de n variabelen
(E{Eizj} voor i = 1,2,..,.n, j = 1,2,.... n ), de 3%°-orde momenten die
van drie variabelen, enz. Ook hier geldt dat kennis van de hogere en
hogere-orde momenten éen steeds betere kennis van de gezamenlijke ver-
delingsfunctie inhoudt, en . . dat de momenten van 1%-orde en 2%-orde
de belangrijkste zijn, ofwel : de gemiddelden = E{§i} en de covarian-
ties Cov(§i’§j) = E{gigj} - uiuj . De covarianties vormen gezamenlijk
een n X n matrix, de z.g. covariantie-matrix ¢, 3 = cov(gi,§j). De ele-

5
menten op de hoofddiagonaal zijn de varianties: Ci ;= cov(gi,gi)=var(§i).

>
Zonder nu de complete formule voor de n-dimensionale Gaussische kans-
dichtheidsfunctie te reproduceren wordt hier gesteld dat deze geheel is
bepaald door de 1%-orde en 2%-orde momenten (ofwel : door de gemiddelden
en de covarianties), evenals in de gevallenn = 1 enn = 2 die al be-

sproken waren.

2.5. Centrale limietstelling

De centrale limietstelling in &&n dimensie houdt in, ruw gezegd, dat de
som van een groot aantal stochastisch onafhankelijke variabelen onder

vrij ruime voorwaarden bij benadering Gaussisch verdeeld is,

Dit kan als volgt preciezer worden geformuleerd. Beschouw de som §n van n

stochastisch onafhankelijke variabelen X (1 =1,2,..... n):
n
§n=.Z X (2.53)
i=1

Stel dat de verwachtingswaarden en de standaardafwijkingen van X; gelijk

zijn aan H; en O,. De verwachtingswaarde en de variantie van §n zijn dan
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respectievelijk
n
Mg ='Z Wy (2.54)
n i=1
en
2 s 2
US =‘Z Gi (2.55)
n i=1

Deze kunnen onbeperkt toenemen als n + ®, om welke reden we bij voor-

keur werken met de gereduceerde variabele

§n=uSn
7 = — (2.56)

n

waarvan de verwachtingswaarde en de standaardafwijking gelijk zijn aan
0 respectievelijk 1, ongeacht de waarde van n. Volgens de centrale 1i-
mietstelling is Zn Gaussisch verdeeld in de limiet n -+ . De "vrij ruime"
voofwaarden waaraan de variabelen-g_ci moeten voldoen (behalve de hierboven
reeds génoemde) houden in -dat niet én ervan mag domineren. Een voldoende
(niet nodige) voorwaarde hiervoor is dat

a.

lim 1 _ ¢ yoor elke i (2.57)

n ¥ © 0S
n

Dit betekent dat elk der bijdragen X slechts een oneindig kleine rela-—

tieve bijdrage tot de variantie van de som levert.

In het voorafgaande was sprake van de centrale limietstelling in &&n
dimensie (omdat de somvariabele enkelvoudig is). Hij is echter uit te
breiden tot meer dimensies (Cramér, 1937, 1970). Daarop wordt hier niet

verder ingegaan.

De centrale limietstelling is voor windgolven van belang omdat de daarin
optredende momentane uitwijkingen, snelbeden, drukken enz. kunnen worden
gezien als het resultaat'van een sommatie van bij benadering onafhanke-

lijke, sinusvormige componenten, met als gevolg dat de centrale limiet-
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stelling bij benadering erop van toepassing is, zodat de genoemde groot-
heden bij benadering Gaussisch verdeeld zijn. Hetzelfde geldt dan voor
responsies van (b.v.) constructies op de golven, voorzover de betrekking

tussen responsie en excitatie lineair is.

2,6, Résumé

Enkelvoudige en meervbudige stochastische variabelen worden beschreven
m.b.v. &n-dimensionale resp. méér-dimensionale kansverdelingen, die op
hun beurt zijn te bepalen via de rij van momenten, waarvan die van lage
orde de belangrijkste zijn. Met name geldt dit voor de gemiddelden en de
(co)varianties. Kennis hiervan is voldoende voor Gaussisch verdeelde
variabelen. Dergelijke variabelen kunnen ontstaan uit de som van een

groot aantal onafhankelijke bijdragen.
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3, STOCHASTISCHE PROCESSEN

3.1, Inleiding

Verschijnselen zoals windgolven, met een stochastisch karakter en een
afhankelijkheid van tijd en/of ruimte, kan men beschrijven als een
stochastisch proces. In dit hoofdstuk worden enige begrippen uit de
theorie daarvoor geintroduceerd. Het gaat daarbij om begripsbepalingen,
om een klassificatie ;an verschillende typen stochastische processen, en
om de informatie die nodig is voor een statistische beschrijving ervan.
Tenslotte wordt een stochastisch proces geintroduceerd dat kan dienen

als een model voor windgolven.

3.2. Definitie van een stochastisch proces

In het voorgaande hoofdstuk werd een stochastische variabele gelntroduceerd
als een niet-voorspelbare uitkomst van een experiment, in die zin dat her-
halingen van het experiment bij gelijke controleerbare omstandigheden tot
verschillende en niet van tevoren bekende resultaten leiden. Nu gaan wij
experimenten beschouwen waarbij de uitkomst bovendien nog een functie is
van de een of andere onafhankelijke variabele, waarvoor we voorlopig de
tijd (t) zullen kiezen. We kunnen b.v. denken aan het verloop van de water-—
stand met de tijd, ergens in een goot waarin door wind golven worden op-
gewekt. Ook al zouden de controleerbare omstandigheden, zoals gemiddelde
waterdiepte, gemiddelde windsnelheid etc., bij herhaling van een expe-
riment constant worden gehouden, dan nog zouden de daarbij op te nemen
registraties van de golfbeweging niet (in details) steeds hetzelfde beeld
opleveren, en ook niet voorspelbaar zijn. In figuur 3.1. zijn twee van
zulke mogelijke registraties geschetst, resp. 1n(t) en 2n(t), waarbij het

linksboven geplaatste getal het rangnummer van de registratie is.
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t = to ,
A (t) l

Figuur 3.1

We beschouwen nu eerst de waarde van de uitwijking (n) op een tijd-

stip t,, dat vastligt t.o.v. het tijdstip (to) waarop de ventilator wordt
gestart (m.a.w., we houden t,- t,= constant). Het is een ervarings-

feit dat de waarde van de uitwijking niet voorspelbaar is bij her-
halingen van het experiment. M.a.w. de uitwijking n op het tijdstip

t, is een stochastische variabele, geschreven als 7 , met een &én-

dimensionale kansverdeling en bijbehorende momentenfldie we kunnen
schatten uit verschillende realisaties (ln(tl), 2n(tl), eeeess ).Dit
kunnen we ook doen voor andere tijdstippen £y £y coees. . Wat we dan
krijgen is statistische informatie over de uitwijking op een reeks van
tijdstippen (Dtl’ﬂﬁ 5 ++essss), maar dit verschaft nog geen inzicht in

de samenhang die bestaat tussen de waarden van n. op die tijdstippen,

die juist essentieel is voor de beschrijving van het golfkarakter van

de uitwijkingen. Daarvoor is het nodig de gezamenligke verdelingsfunctie
van N, 5N s sees.. te kennen. We komen zo tot de volgende aanduiding van

een stochastisch proces in meer algemene zin, en van wat nodig is voor de

statistische beschrijving ervan.
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Een stochastisch proces is een geordende verzameling stochastische
variabelen. In fysische processen is de ordeningsparameter veelal de

tijd (t), en/of &&n of meer ruimte-coordinaten. We beperken ons voor-
alsnog tot tijdsafhankelijke processen. Als we de verzameling tijdstip-
pen waarop het proces is gedefinieerd aanduiden met 7, en de proces-
waarde met x, dan kunnen we het betreffende stochastisch proces aanduiden
als de verzameling {gt}, t € 9 De verzameling 7 kan eindig of oneindig

zijn, en aftelbaar (discrete tijdstippen) of niet-aftelbaar (t continu).

Een registratie van de waarden van X als functie van t in &&n experiment
is een realisatie van het proces {gt}, geschreven als x(t), waaraan we
nog een rangnummer kunnen toevoegen om z€ van elkaar te onderscheiden. De

verzameling van beschikbare of denkbeeldige realisaties heet het ensemble.

3.3. Beschrijving van een stochastisch proces

Voor de beschrijving van een stochastisch proces moeten we de gezamenlijke
verdelingsfunctie kennenvan de waarden ervan op een willekeurig aantal (n)

willekeurig uit 7 te kiezen tijdstippen s Eys veenes t

1 -t 2 t

P(xl, X, """Xn) =Pr(§t<x en x, €%, en .... X <xn) 3.1

1 2 n

. .. .. . e

Deze is op zijn beurt te beschrijven m.b.v. de rij van | —orde momenten,
e . ,

28_orde momenten, en hogere—orde momenten, ofwel uit de gemiddelden

My = E{gt.} , de covarianties C; 5 = cov (%, §t.>’ en hogere-orde mo-

b
i . . i
menten. Opm.: omdat Ci F de covariantie voorsteltdvan twee waarden van
’
hetzelfde proces spreekt men hier van autocovarianties.

Een stochastisch proces heet Gaussisch als de in (3.1) aangeduide ge-
zamenlijke verdeling van het Gaussische type is in n dimensies. Derge=
1ijke processen zijn volledig bepaald door de gemiddelden U, en de co-

varianties C. ..
1,]
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3.4. Stationaire processen

In het geval van opwekking van windgolven uit een rust-toestand

(figuur 3.1) kan men twee fasen onderscheiden: een aanvangsfase waarin
sprake is van groei van de golven (en een aanpassing van de gemiddelde water-
stand),en.een eindfase waarin zich een vorm van evenwicht heeft ingesteld.
In de aanvangsfase variéren diverse statistische parameters die het pro-
ces beschrijven in de tijd, terwijl dat in de eindfase niet het geval 1is.
Men noemt het stochaséisch proces in de aanvangsfase niet-stationair, en
in de eindfase stationair. Of een proces al dan niet als stationair is

te beschouwen hangt veelal af van de duur waarover men het bekijkt. Wind-
golven op zee b.v. zijn op een tijdschaal van ca 15 min of minder veelal
als stationair te beschouwen, maar op een tijdschaal van enkele uren niet
omdat belangrijke omgevingsfactoren (wind, getij) op die tijdschaal aan-

merkelijk kunnen variéren.

Het spreekt vanzelf dat de beschrijving van stationaire processen veel
minder gecompliceerd is dan die van niet-stationaire processen, Zoals
eerder is gesteld is voor zo'm statistische beschrijving kennis nodig van
de gemiddelde waarden, de autocovarianties, en van hogere-orde momenten.
Voor een niet stationair proces kan Hy= E{x } varieren met t., en zal

de autocovariantie cov (xt > X ) kunnen var%eren met de twee tijdstippen
(t., t ) waarvoor hij is bepaala Hierbij moet worden bedacht dat het

niet gaat om de waarden t. resp. tj zelf, maar om de tijdsduren verstreken
na de start van de ventilator (ti_ to resp. tj— to). Maar in de stationaire
fase van het proces doet het er niet meer toe wanneer die start plaatsvond,
Dit houdt in dat hoogstens lokale tijdsverschillen nog van betekenis kun-
nen zijn. In concreto leidt dit ertoe dat voor een stationair proces de

gemiddelden E{gt'} voor alle ti dezelfde waarde hebben, dus
i

E{gt } = const = y voor i =1,2,..... n (3.2)
i

en dat de autocovarianties C .= cov (xt s X ) nog slechts variéren met

het tijdsverschil (t - t, ) Dulden we dit vergchll aan met T dan kunnen

we de z.g. autocovartantternctze definieren als
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CXX(T) z cov (§t, §t+T)

= E{x } - (3.3)

X
t =t+T
waarbij de notatie C(T) erop duidt dat de waarde van cov (§t, §t+T) wel

van T afhangt maar niet van t; de toevoeging "xx'" geeft aan dat het gaat

om de auto—covarianties van }_{t.

Omdat voor stationaire processen slechts het tijdsverschil bepalend is

voor de auto-covariantie, geldt blijkbaar
CXX(T) = CXX(-T) (3.4)

Het is dus een even functie. De waarde ervan kan nergens groter zijn
dan in de oorsprong, omdat twee verschillende stochastische variabelen
(gt en X .. met T # 0) niet sterker gecorreleerd kunnen zijn dan een
variabele met zichzelf. Formeel kunnen we dit zien via de z.g. auto-

correlatiefunctie:

C (1) cov (%> Epgr)

Yxx(T) = CXX(O) = var (x)

(3.5)

Voor elke t en T is deze gelijk aan de correlatiecoefficient tussen X, en

Xpr o zoals gedefinieerd in (2.41), zodat blijkens (2.48) tevens geldt

lcxx(r)l <c_ (0 (3.6)

(Opm.: in de literatuur wordt de functie RXX(T) = E{gt X +T} vaak aange-

t
duid als de autocorrelatiefunctie van het stationaire proces {Et} . Deze
benaming is in zoverre onjuist dat een correlatie een genormeerde cova-

riantie is, en Elx §t+T} is noch het &&n noch het ander. De moraal van

deze opmerking is dat per geval (per werk) moet worden nagegaan welke

definities zijn gehanteerd voor de gebruikte grootheden.)
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In stationaire processen is E{gt} constant, d.w.z. onafhankelijk

van t. De waarde van deze constante kan door een geschikte keuze van

het referentieniveau gelijk aan nul worden gemaakt als we gelnteresseerd
zijn in de fluctuaties, en niet in het gemiddelde niveau zelf. Voor wind-
golven b.v. is dit zinvol, waarbij we dan de relatief langzaam variérende

getijstand uitfilteren.

Zoals reeds is opgemerkt is voor de beschrijving van Gaussische processen
kennis van de gemiddelden en van de autocovarianties voldoende. Voor sta-
tionaire, Gaussische processen behoeven we dus slechts het gemiddelde |
te kennen, en de autocovariantiefunctie CXX(T). Stationaire, Gaussische
processen met gemiddelde gelijk aan nul zijn volledig bepaald door hun

autocovariantiefunctie.

Een overzicht van de informatie die nodig is voor de volledige beschrijving

van een aantal typen processen wordt hieronder gegeven.

Stochastisch proces
Nodige //// \\\\
para~
meters:
Niet-stationair Stationair
SN N\
momenten
van orde Willekeurig Gaussisch Willekeurig Gaussisch
1 My My u(=0) u(=0)
2 C, . C, . Cc(t c(1)
1,] 1,] ©
enz. enz, - enz, -

Hierin zijn de 3%-orde momenten aangegeven met D (d.w.z. D. i,k
. ] 9
i 73 k 1 2
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3.5, Voorbeelden

In deze paragraaf wordem enkele voorbeelden gegeven van stochas-
tische processen in een mathematische formulering., . Zij worden
gegeven voor de begripsvorming omtrent stochastische processen in het

algemeen. Modellen voor windgolven komen in par. 3.7 ter sprake.

v.b. 1
x =2, telx® (3.7)

a is een stochastische variabele met gegeven kansdichtheidsfunctie p(a).
Om een realisatie te genereren van (3.7) nemen we een willekeurige steek-

proef van a, zeg ka, en stellen kx(t) daaraan gelijk voor alle waarden

van t in het definitie gebied (figuur 3.2).

'x()A
la
O -
t
2 PERN
“x(t)s
2
O L4 2
't
Figuur 3.2

Dit voorbeeld laat zien dat de formele definitie van een stochastisch
proces niet inhoudt dat een realisatie een grillig verloop moet hebben

in de tijd. Het gaat erom dat de waarden van { §t} niet 3 priori zijnm
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te voorspellen. Bij het proces (3.7) zijn de waarden van x voor
verschillende waarden van T volledig gecorreleerd CYXX(T) = 1 voor
alle T)

C (T)L

XX

CXX(O)-=.var(§t) = var(a)

l T

Figuur 3.3

Tenslotte wordt opgemerkt dat (3.7) een Gaussisch proces is als a

Gaussisch verdeeld is (dus als p(a) van de vorm (2.19) is).

v.b. 2

Hx = Ioa, te(=,) (3.8)
a,n= 1,2,......, zijn stochastisch onafhankelijke variabelen met

gegeven marginale kansdichtheidsfuncties,

Voor dit proces geldt in grote trekken hetzelfde als voor (3.7), be-
halve dat (3.8) Gaussisch is, ongeacht of de bijdragen a individueel
Gaussisch verdeeld zijn, gezien de centrale limietstelling (aannemende

dat aan een voorwaarde zoals 2.57 is voldaan).

v.b. 3

{gt} = a cos 27ft, t€ (-»,®), f = const (3.9)

De realisaties zijn in dit geval sinusvormig, met stochastische amplitude
(figuur 3.4). Ze hebben allen dezelfde fase. Daardoor is (3.9) een niet-

stationair proces. Neem E{gt} als voorbeeld:

E{gt} = E{a cos 2mft} = E{a}l cos 27nft (3.10)
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lx(t)‘

S 2%(t) A

o
y

Figuur 3.4

De waarde hiervan varieert met t (tenzij E{g} = 0). Evenzo geldt dat

Elx, %, } = E{a’}cos 2mft, cos 2mft, (3.11)
1 2

zowel met t, als met t, varieert, en niet is te reduceren tot een func-

tlie van (t2~t1) alléén.

0f 3.9 al dan niet een Gaussisch proces voorstelt wordt bepaald door

p(a), op dezelfde wijze als in voorbeeld 1.

v.b., 4

{}_<t} = a cos (2mft + q), te& (-~,®) (3.12)

a en f zijn constanten en 0 is een stochastische fase, uniform verdeeld

op het interval o € (-m,m):

p(a) = %E , a€(-m,m) (3.13)
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p(a) #

0

Figuur 3.5

De realisaties van (3.12) zijn sinusvormig, allen met dezelfde ampli-
tude (figuur 3.6). Het uniform verdeeld zijn van de fasen houdt in dat

er niet een voorkeurs-fase is, zodat (3.12) een stationair proces voorstelt.

x(t) A

///_12\ /;
\/ :

. 2X(t) /\

Figuur 3.6

Dit is in detail als volgt te zien, waarbij we als voorbeeld E{§t}

bepalen:
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E{gt} = E{a cos(2mft + o)}

[o0]

= [ a cos(2mft + o) p(a)du

- 00

’IT
=a J cos(2nft +a) L 40=0 (3.14)
- 2T

Merk op dat bij het bepalen van de verwachtingswaarde, d.w.z. bij het
middelen over de stochastische fasehoek 0, de tijd wegvalt (omdat &
uniform verdeeld is). Dit is vanzelfsprekend niet slechts het geval
voor E{gt} maar voor de verwachtingswaarde van welke functie van {gt}

dan ook, zodat (3.12) een stationair proces is.

De autocovariantiefunctie is te berekenen op dezelfde wijze als E{§t}

(doe dit), met het resultaat

- =1
CXX(T) = cov(gt, §t+T) = 7 a° cos 2nfT (3.15)
Voor T= 0 reduceert dit tot
- =12
CXX(O) = var(§t) =5 a (3.16)

3.6. Schatten van parameters

In theoretisch werk over stochastische processen kan men een proces vol-
ledig beschrijven door aangenomen verdelingen, inclusief de bijbehorende
parameters (zie voorgaande voorbeelden). In praktische situaties zal men
de eigenschappen van het proces, m.m. de diverse momenten van de geza-
menlijke verdeling (3.1), moeten schatten op basis van registraties, die
dan als steekproef worden beschouwd. Om de proces—eigenschappen te kennen
moeten we afzien van toevallige verschillen tussen registraties, en zoeken
naar datgene dat zij gemeenschappelijk hebben. Daartoe gaan we in prin-
cipe middelen over het ensemble (bij vaste waarden van t), wat we met < >

zullen aanduiden. Het ensemble-gemiddelde van x(tl) b.v., geschreven als
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<x(t;)>, wordt uit een steekproef van K realisaties bepaald als

Ko
<x(t,)> = X x(tl) (3.17)

1
K k=1

k
Dit is een schatting van E{}_{t }, ofwel van het 1%-orde moment van de
3 . * l . L] I3 3 »
kansdichtheidsfunctie van X, Op socrtgelijke wijze kunnen in principe
) 1
schattingen worden gemaakt van hogere-orde momenten, zoals <x(t1)x(t2)>
als schatting van E{x

X, }, enz.

t,=t,

Bij schattingen zoals bovenstaande zijn er twee praktische beperkingen: zo-
wel de duur(T)als het aantal (K) van de realisaties is beperkt. Het eerste
houdt in dat de autocovariantiefunctie slechts geschat kan worden voor
ITI < T, het tweede betekent dat de betrouwbaarheid van de schattingen
beperkt blijft. Bij de spectrale analyse van stochastische processen

(hoofdstuk 4) komen we op beide aspecten terug.

Hierboven werd gesteld dat middelingen in principe over het ensemble
moesten gebeuren, dus bij vaste waarden van t. Bij stationaire processen
echter is het ook zinvol om over de tijd te middelen, binnen &én reali-
satie. Dit zullen we met een overstreping aanduiden. Het tijdsgemiddelde

van x(t) b.v. wordt uit een continue realisatie met duur T bepaald als

<
Il
+

'kx(t) dt (3.18)

=3
o -,

Voor een realisatie met discrete tijdwaarden (een z.g. tijdreeks, "time

series" in het Engels) wordt de integratie vervangen door een sommatie.

In principe kunnen de tijdsgemiddelden van diverse grootheden (b.v. kx(t))
verschillen van realisatie tot realisatie, zelfs als T - », Dit is o.a. het
geval in de voorbeelden I, 2 en 3. Processen waarvoor zij convergeren

naar dezelfde waarde als T + © (zoals in voorbeeld 4) noemt men ergodisch.
Die gemeenschappelijke limietwaarde is dan tevens gelijk aan het ensem-
ble gemiddelde van de betreffende grootheid, als we daarbij het aantal

realisaties waarover we middelen onbegrensd laten toenemen. Beide limiet-
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waarden zijn dan bovendien gelijk aan de verwachtingswaarde van de

betreffende grootheid.

In praktische situaties, en zeker bij metingen in de natuur, heeft men
veelal slechts de beschikking over &&n realisatie, met een eindige duur,
en is men aangewezen op tijdmiddelingen om de proces-eigenschappen te
schatten. Daarbij wordt ergodiciteit vodrondersteld. Bij windgolven is
dit geen probleem omdat niet is in te zien waarom de gemiddelde eigen-—
schappen van een golfveld zouden verschillen van experiment tot expe-
riment als we de van belang zijnde invloedsfactoren zoals gemiddelde

diepte, windsnelheid e.d. op dezelfde waarde houden.

3.7. Random phase model

3.7.1. Eén-dimensionaal random phase model

In deze paragraaf zullen wij een mathematisch geformuleerd stochastisch
proces introduceren dat kan dienen als een model voor windgolven. Het
fysisch denkbeeld dat wij daarbij hanteren is dat van een turbulente
wind die lokale verstoringen aanbrengt in het wateroppervlak, die sto-
chastisch verdeeld zijn in ruimte en tijd, en die zich vervolgens voort-

planten over het oppervlak. De uitwijking in een vast punt zal dan op

elk moment bestaan uit de som van verschillende sinuscomponenten in wil-
lekeurige en bij benmadering van elkaar onafhankelijke fasen. Als we ons
voorlopig beperken tot de variaties in de tijd alléén, van b.v. de uit-
wijking van het oppervlak in een gegeven vertikaal, of de deeltjessnel-

heid in een vast punt, dan komen we tot het volgende model:

a. cos(2mf.t + o.), t€(~=,) (3.19)
| b i =i

ne 8

{x.} =
1
De fasen &, worden verondersteld stochastisch onafhankeligjk te zijn, elk

met een umiforme Kansdichtheid zoals gegeven in (3.13). Het enige dat
daarnaast nog nodig is om de proces-eigenschappen vast te leggen is ken-

nis van de amplituden (ai) van de respectievelijke spectrale componenten,

ofwel a; als functie van de frekwentie fi'
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Het uniform verdeeld zijn van de fasen impliceert, evenals in voorbeeld
4, dat (3.19) een stationair (en ergodisch) proces voorstelt. De onaf-
hankelijkheid van de fasen, en daarmee die van de spectrale componenten,
impliceert dat (3.19) een Gaussisch proces is, zoals blijkt uit toepas-
sing van de centrale limietstelling (veronderstellend dat niet &&n van

de bijdragen overheerst, m.a.w. dat de bijdragen voldoen aan een voor-

waarde zoals (2.57)).

Het proces (3.19) is een handzaam model voor stationaire, Gaussische pro-
cessen en wordt in die context veel gebruikt (miet alleen in toepassingen
op windgolven). Het wordt vaak kortweg aangeduid als het "random phase
model". Zoals geformuleerd in (3.19) is het één-dimensionaal, omdat slechts
t als onafhankelijk variabele erin voorkomt. Ruimte-dimensies worden in het

volgende toegevoegd (zie 3.24),

Omdat (3.19) een stationair, Gaussisch proces voorstelt is het geheel be-
paald door het gemiddelde en de autocovariantiefunctie. Hiervoor geldt

(bewijs dit)

no=E{x} =0 (3.20)
en

a® cos 27mf.T (3.21)
i i

Nl-s

C (1) = cov( ) =%
xx '\ VI Xy -

Voor'f= 0 reduceert (3.21) tot

o0
= =T 152
Cxx(o) var(gt) i 287 (3.22)
Laatstgenoemde gelijkheid volgt ook direct uit het gegeven dat X, de som
is van stochastisch onafhankelijke bijdragen, met varianties %ai.

Voor T = 0 worden alle bijdragen in (3.21) in fase bij elkaar opgeteld;

voor toenemende T gaan de bijdragen in (3.21) elkaar in toenemende mate ophef-

fen door interferentie, waardoor Cxx(T) kleiner wordt (hoewel dat niet
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monotoon hoeft te gebeuren). Een schets van een mogelijke realisatie
van (3.19), en een schets van (3.21), zijn hieronder gegeven, voor het
geval dat de componenten die aanmerkelijk bijdragen tot de variantie van
X, betrekkelijk weinig in frekwentie (f) verschillen. De realisaties
lijken dan op een amplitude-gemoduleerde sinusfunctie, terwijl de auto-

covariantiefunctie lijkt op een langzaam gedempte sinusfunctie (figuur 3.7).

f\/\/\/\/\/\ AN
IR LARCAAS

>

x(t)/

C M
xx(T)

ILAAAN

Figuur 3.7

Uit (3.21) blijkt dat CXX(T), en dus ook het proces (3.19), geheel
bepaald is door de verdeling van de varianties van de componenten
(%ai) over de frekwenties (fi)' In de spectrale beschrijving van

windgolven (hoofdstuk 4) komen wij hierop terug.

3,7.2. Méér-dimensionaal random—phase model

Het random phase model (3.19) heeft betrekking op functies van de tijd.

Voor toepassingen op windgolven moet de ruimte~dimensie worden toegevoegd.
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Vooraf een opmerking over de notatie. In het voorgaande werd de proces-
waarde met x aangeduid omdat we niet over specifieke grootheden spraken.
In dit voorbeeld gaan we ons expliciet richten op de uitwijking van het
oppervlak uit de middenstand als de stochastische variabele, geschreven
als n, en zullen we die zien als functie van twee coordinaten in het

horizontale vlak (x,y), en de tijd (t). (Let op de nieuwe betekenis van

X.)

We bekijken eerst de uitwijking (n) in een enkele sinusgolf, met hoek-
frekwentie w = 2mf en golfgetal k, lopend in een richting die een hoek
6 insluit met de positieve x-as (figuur 3.8). (In verband met de beknopte

notatie gebruiken we hier w i.p.v. £.) Daarvoor geldt

_ 2
LEx
A
k =k sin 0 4a = = = = = b
y " k
|
k !
0 . S ]
— !
\\\ \\ X k_=k cos 8
v x
Figuur 3.8
n(x,y,t) = a cos(Wt - kx cos 6 ~ ky sin 6 + a) (3-23a;

ofwel, in vectornotatie, met ; = (x,y) en K = (kx,ky) = (k cos B,k sin 8):

nN(E,t) = a cos(Wt - k+F +0a) (3-23b)

Door sommatie van verschillende componenten zoals (3.23) ontstaat het meer-

dimensionale random-phase model:

- - . N
.cos(wit kix cos Gj kiy sin ej + oy j) (3.24a)

b4 3

nx,y,t) =1L a;
ij]
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3 . ‘_). -
ofwel, in vectornotatie, met ki L= (kicos Gj, ki sin Gj):
5

(r,t) = T % ( X ) 4
n(r, = L ai,j cos wit i,j' + gi,j (3.24b)

Voor verschillende waarden van (i,j) worden de fasen stochastisch onaf-

hankelijk verondersteld, elk met een uniforme verdeling zoals in (3.13).

De absolute groottes van de golfgetallen (k) in (3.24) worden geacht be-
paald te zijn door de frekwenties (via de lineaire dispersie relatie),
vandaar dat ze dezelfde sommatie-index hebben als de frekwenties. Per
frekwentie c.q. golfgetal kunnen echter nog componenten uit verschillende
richtingen voorkomen; vandaar dat O een eigen index krijgt, en we met

een dubbelsom werken. Aan elke combinatie (i,j) (ofwel frekwentie c¢.q.
golfgetal en richting) wordt een deterministische amplitude toegevoegd
(a.,j) en, zoals gezegd, een stochastische fase (gi,j)'

Het uitgebreide random-phase model (3.24) stelt een Gaussisch proces voor
dat stationair is in t en homogeen in (x,y). Het laatste houdt in dat de
statistische eigenschappen onafhankelijk zijn van de plaats; slechts plaats-
verschillen zijn van belang, e.e.a. analoog aan het begrip stationariteit
in de tijd. Het model is dus slechts lokaal bruikbaar, voor tijdsduren
resp. afstanden van niet meer dan b.v. honderd kenmerkende golfperioden

resp. lengten.

Het proces (3.24) is geheel bepaald door zijn autocovariantiefunctie, die
in dit geval niet slechts afhangt van een verschuiving in de tijd-(T=t2—t1)
maar tevens van een verschuiving in de plaats in het horizontale vlak
> > >
(p = r,mr,):
> _ ‘
Cnn(psT) = cov (Tl s ) (3-25)

- 5>
F,t THP,tHT

gubstitutie van (3.24) en uitwerken geeft

- _ 1 2 _—)- .—>'
Cnn(p,T) = ? ? Zai,j cos(wiT ki,j 0) (3.26)




_38_

Deze wordt op zijn beurt blijkbaar geheel bepaald door de verdeling van
de varianties van de componenten (}a?) over de frekwenties (wi= ZWfi) en
de richtingen (ej). In de spectrale beschrijving van windgolven (hoofd-

stuk 4) komen we hierop terug.

Doordat in (3.24) golfcomponenten met verschillende frekwentie en golf-
lengte worden gesommeerd ontstaat door verlopende interferentie een beeld
van afwisselende reeksen van hogere of lagere golven; en doordat de compo-
nenten uit verschillende richtingen komen ontstaat een beeld van een in
beide dimensies onregelmatig oppervlak, met z.g. kortkammige golven. Kwa-

litatief zijn dit voor windgolven realistische eigenschappen.

Aangaande de toepasbaarheid van het random-phase model op windgolven in

meer kwantitatieve zin worden twee opmerkingen gemaakt.

Ten eerste wordt erop gewezen dat (3.24) een sommatie geeft van een af-
telbaar aantal (discrete) componenten; in werkelijkheid zal er in wind-
golven sprake zijn van een continuum van frekwenties en richtingen. Dit
houdt o.m. in dat de autocovariantie naar nul gaat voor T of p + ®, De wis-
kundige formulering verandert in zoverre dat sommaties door integraties
moeten worden vervangen, maar in essentie veranderen de statistische
eigenschappen daardoor niet. Eenvoudigheidshalve zullen wij het discrete

model blijven hanteren, ook al wordt het continue model bedoeld.

De tweede opmerking betreft een meer fundamenteel aspect, nl. het niet-
lineaire karakter van windgolven. Daardoor beinvloeden verschillende
component—golven elkaar, en kunnen zij dus niet strikt onafhankelijk van
elkaar zijn. Niet-lineaire effecten zijn zwak t.o.v. lineaire wanneer de
golfsteilheid en (vooral) de golfhoogte / diepte verhouding voldoende klein
zijn. Dan is (3.24) een realistische benadering van windgolven. Met toe-
nemend belang van niet-lineaire invloeden zal het een minder goede bena-

dering worden. Dit uit zich vooral in ondiep water.

3. 8. Résumé

Een geordende verzameling stochastische variabelen noemt men een stochas-

tisch proces. Voor de beschrijving daarvan is kennis nodig van de gezamen-
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lijke verdeling van de proceswaarden op verschillende, willekeurig te
kiezen waarden van de ordeningsparameter (b.v. de tijd). Een dergelijke
verdeling is op zijn beurt te beschrijven met de rij van momenten van

le, 2% en hogere orde. Voor Gaussische processen is kennis van de 1%-

orde en 2°-orde momenten voldoende, ofwel kennis van de gemiddelden en

de autocovarianties. Stationaire Gaussische processen met gemiddelde
gelijk aan nul zijn geheel bepaald door de autocovariantiefunctie, die dan

nog slechts van het verschil tussen twee tijdwaarden afhangt.

Windgolven kunnen in de lineaire benadering worden opgevat als een som van
onafhankelijke sinusvormige componenten, in welk geval zij kunnen worden
beschreven m.b,v., het z.g. random-phase model, wat een stationair en
Gaussisch proces voorstelt. Als zodanig is het bepaald door de autocova-
riantiefunctie, die op zijn beurt is bepaald door de verdeling van de

varianties van de componenten over de frekwenties en de richtingen.

Met laatstgenoemde opmerking raken wij de spectrale analyse van windgolven,
of van stochastische processen in meer algemene zin. Daarover gaat het

volgende hoofdstuk.

3.9. Literatuur

(®
]

¥
b
¥
»
»

O0.m. de volgende boeken geven

de stochastische processen:

- J.S. Bendat en A.,G. Piersol, Random Data: Analysis and Measurement Pro-
cedures, Wiley-Interscience, 1971,

- P.M,E.M, van der Grinten en J.M.H. Lenoir, Statistische Procesbeheersing,
Prisma-Technica 50. Uitg. Het Spectrum, Utrecht, 1973,

- A. Papoulis, Probability, Random Variables and Stochastic Processes,

McGraw-Hill, Inc., 1965.




-40~

4, SPECTRAAL ANALYSE

4,1, Inleiding

Zoals reeds vermeld in hoofdstuk 1 is het van belang om een stochastisch
proces te kunnen ontleden in sinusvormige componenten, zowel voor het in-
zicht in de structuur van het proces als voor berekeningen van de respons
van lineaire systemen op het proces. Laatstgenoemd aspect komt in een
volgend hoofdstuk ter sprake, In dit hoofdstuk zal de spectrale analyse
als zodanig worden behandeld, gericht op toepassingen op stationaire sto-
chastische processen. Daartoe zal eerst een beknopt résumé worden gege-
ven van enkele resultaten van de klassieke Fourier-analyse, aansluitend

op de daaromtrent in het college "Getijden" (b75) behandelde stof.

De hier gegeven behandeling is elementair gehouden, gezien de beperkte
omvang van de totale stof van het college "Windgolven". Dit uit zich met

name in de volgende punten:

. bewijzen worden in het algemeen niet gegeven;

Fourier-reeksen en Fourier-integralen worden apart behandeld i.p.v.
via een geunificeerde benadering, waarbij gebruik gemaakt zou moeten
worden van de theorie van (Dirac) distributies;

. het begrip convolutie wordt niet gebruikt.

Voor informatie over deze punten, en meer in het algemeen over Fourier
analyse en de toepassing ervan op stochastische processen, wordt ver-.

wezen naar de literatuur die is genoemd in par. 4.7.

4.2, De Fourier-reeks

Een functie x(t), gedefinieerd op een eindig interval, b.v. te(-3iT,3T),

kan worden ontwikkeld in een z.g. Fourier-reeks, d.i. een reeks van

sinus- en cosinusfuncties die elk een geheel aantal keren in het definitie-
interval passen. Dit houdt in dat de frekwenties veelvouden zijn van de
basisfrekwentie f1='1/T:

fn= nf = n %-voor n=0,+1,+2,..... (4.1)
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Een som van sinus- en cosinusfuncties kan beknopt worden weergegeven

in complexe schrijfwijze, gebruik makend van de formule van Euler :

io
e "= cos 0+i sin a. In deze notatie kan de Fourier-reeksontwikkeling

van x(t) (hier continu verondersteld) worden geschreven als

o i2ﬂfnt
x(t) = Z, ce (4.2)

n=—o

waarin de (complexe) Fourier—codfficiénten zijn te bepalen uit

1 T =-121Tfnt
=T x(t)e dt voor m = 0,+1,+2,..... (4.3)
-3T

Nl— Sy Nl

De rij waarden |c |,n=0,+1,+2,..... heet het amplitudenspectrum van x(t),
en de rij waarden arg cn,n-O +1,42,.0.000 het fasenspectrum. De coeffi-
ciénten c oenc_ zijn elkaars complex toegevoegden, zoals blijkt uit

(4.1) en (4.3) (voor reéle x(t)). Het amplitudenspectrum is dus een even
functie van n (van de frekwentie), en het fasenspectrum een oneven functie,
Qua informatie hadden we dus kunnen volstaan (voor x(t) reeel) met niet-

negatieve frekwenties, zoals in

oo
x(t) = X ancos(Zﬂfnt + an) (4.4
n=0
waarin dan
ag=Cgs %= O
(4.5)

en

= 2|cn1 ,(1n= arg c_, Voor n = 1,2,00000

Weliswaar waren we in het voorgaande uitgegaan van een functie x(t) die
slechts op het interval (-1T, 1T) was gedefinieerd, maar de som van de
reeks (4.2) is bepaald voor elke t op het interval t&(-=,»)., Aangezien

de frekwenties fn veelvouden zijn van de basisfrekwentie f1= 1/T is de
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som van de reeks periodiek met periode T. De reeks (4.2) kan dus worden

gezien als de Fourier-reeks van een functie x(t), die

Voorbeeld

hetzij slechts gedefinieerd is op een eindig interval met lengte T

hetzij periodiek is met periode T.

x(t) = 1 voor Itle(O,%T) (4.6)
x(t) = 0 voor |t|e(it,iT)
x(t+T) = x(t) voor t€(-w,x)
Dit stelt een periodieke blokfunctie voor, met periode T:
-X(t)/\
1
. 0 >
-T -it O it T t
™1 o A |
L‘J-Euul. “Tel
Hiervoor geldt
I iT -i27f t : i1 -i2mf ¢
c==/ x(t)e dt = = [ e 0at
n T T
-3T =32T
waaruit volgt
sin 7£_ T  sin(mwnT/T)
L (4.7)

c =
n

™

n
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De gegeven functie x(t) is even en redel en heeft dus slechts een reéle
Fourier—cosinus reeks (cn is reéel). Het amplitudenspectrum is in figuur

4.2 geschetst voor T/T = 1/3, n = 0,1,2,.... 12.

kel

o e 1 e
- \~b_..—b/
0 1 17 9 12 n
Figuur 4.2
Theorema van Parseval
2 o1 2T 2 z 2
x2 =~ J x(t)¥dt = T |c_| (4.8)
T _17 __ n
31 n=-o
Bewijs:
i iT | iT o i2'rrfnt © i21Tfmt
4 f x(t)?dt == [ (I ce Y(I ce ) dt
T 7 T 7 _ n m
~5T -3T n=—® m=—o
. . I i2m(o+m)t
-1 = T ecc J e T dt

n m
n=-% m=—° -iT
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Laatstgenoemde integraal heeft de waarde nul als n + m # 0, en de

waarde T als n + m = 0, zodat

In termen van de reéle coefficiénten a_ uit (4.4), slechts gedefinieerd

voor niet-negatieve frekwenties,kan (4.8) worden herleid tot

x2 = a? + (4.9)

8
I
o]
j= I N

2
0 1

Vaak is x(t)? op te vatten als een "energie" (op een fysische constante
na, die hier kortheidshalve wordt weggelaten). Volgens het theorema van
Parseval geeft de rij waarden lcnlz, n = 0,+1,+2,....., aan hoe de gemid-
delde energie van x(t) is verdeeld over de frekwenties. De naam "ener-
giespectrum" is er dus op van toepassing (vroeger werd het "periodogram'

genoemd).

Het energiespectrum bevat dezelfde informatie als het amplitudenspectrum,

maar een belangrijk verschil is dat bij het energiespectrum de som van de

spectrale waarden over een frekwentie-interval betekenis heeft, en wel

die van een bijdrage aan x°:

A(x2) (4.10)

: 2
z Icnl

Bij het amplitudenspectrum is iets dergelijks niet het geval (d.w.z. de
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n,

som X [cn[ kan wel worden bepaald, maar er is niet een zinvolle inter-

n=n
pretatie aan te geven). In dit opzicht verhouden energie en amplitude

zich tot elkaar als de variantie van een stochastische grootheid en de
standaardafwijking daarvan: bij meer dan &én (onafhankelijke) variabele
heeft de som van de varianties wel betekenis, maar de som van de stan-
daardafwijkingen niet. In par. 4.4 komen we terug op de interpretatie

van het energiespectrum in de context van stochastische processen.

Tijdreeksen

In het voorgaande werd t als een continue variabele behandeld. Bij digi-
tale verwerking worden echter tijdreeksen gebruikt, d.i. verzamelingen
waarnemingen van x(t) op discrete tijden t = mAt, m = 0,1,2,..... M,

At = const. Deze ontstaan door de oorspronkelijke functie te bemonsteren,

met At als bemonsteringsinterval,

Een directe consekwentie van de discrete tijdbasis in plaats van de
continue is dat alle integraties in het voorgaande deel van dit hoofdstuk

door sommaties moeten worden vervangen. Er zijn echter bijkomende gevolgen
die minder evident zijn. Die worden hierdoor veroorzaakt dat er slechts
een eindige informatie beschikbaar is in de (M+1) functiewaarden. Per
spectrale component, met een zekere frekwentie fn’ zijn twee waarden, dus
twee stukjes informatie, nodig voor de bepaling ervan (d.w.z. voor de be-
paling van (Re c Im cn) of van (|cnI, arg cn)). Voor de component met
frekwentie nul is &&n waarde voldoende, omdat <, reéel is. De informatie
waarover we in de tijdreeks beschikken is dus slechts voldoende voor de

bepaling van ¢_ voor n = 0 t/mn = n waarbij
n max

=]
[

[
=

max

(we veronderstellen dat M even is). Dit levert de z.g. Nyquist-frekwentie

op:

fNyq: fn ST ST T 7At (4.11)




-

N N . e e
Voor n noox (fn fNyq) kunnen via (4.3) nog wel coefficiénten worden
berekend, maar dat geeft dan geen nieuwe informatie meer. (Het spectrum

gaat zich periodiek herhalen.)

Wat gebeurt er nu als in de oorspronkelijke, niet bemonsterde functie

(dus op continue tijdbasis) energie aanwezig was voor f > fNyq? Die komt
tot uiting als energie in de lagere frekwenties (stroboscoop-effect, vouw-
effect, "aliasing" genoemd in de Engelstalige literatuur), zoals is gell-

lustreerd in figuur 4.3.

4 x(t)
/\X//%’ﬂ"/\“ﬂ\ﬂ;.
| Y YRRV
,, At At At At At At l{

s 00T SPY. X(t) (t continu)
e bemonsterde x(t) (t discreet)

o= e=— «— —= gchijnbaar aanwezige, laag-frekwente component

Figuur 4.3.

Willen we voor f < fNyq goede schattingen maken van het spectrum van de
oorspronkelijke, niet-bemonsterde functie, dan moeten we er dus voor zor-
gen dat daarin geen energie aanwezig is voor f > fNyq’ b.v. door middel
van geschikt te kiezen parameters van de meetsensoren, of door middel

van filteringen van het meetsignaal (voorafgaand aan de bemonstering !).
Omgekeerd kan het zijn dat we weten, op grond van vddrkennis van het be-
meten verschijnsel, gecombineerd met kennis van de frekwentiekarakteris-
tieken van het meetsysteem, dat er in het continue signaal geen of slechts
een verwaarloosbare energie is in frekwenties hoger dan een grenswaarde fg'

Dan moeten we At zd kiezen dat fNyq E’fg, ofwel zd dat

At < 1 (4.12)
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Door Cooley en Tukey is in 1965 een algorithme gepubliceerd waarmee op
efficiénte wijze de Fourier-coéfficiénten (cn) kunnen worden berekend
uit een tijdreeks, vooral als het aantal punten daarin een gehele macht
van 2 is. T.o.v. de conventionele aanpak (een recht-toe-recht—-aan nume-
rieke integratie in 4.3) betekent dit een besparing in rekentijd met een
factor van ca 2M/%log M. Voor M = 2048 = Qll(een voor metingen op zee
veel gebruikt aantal - zie par. 4.4.5) is dit een factor van ca 400, Het
algorithme van Cooley en Tukey heeft de toepasselijke naam gekregen van
Fast Fourier Transform, afgekort FFT. Het wordt tegenwoordig vrijwel
universeel gebruikt in digitale berekening van spectra (en zelfs van
correlatiefuncties). Op de structuur en werking van het FFT-algorithme
gaan wij hier niet in. Voor details daaromtrent wordt verwezen naar

Bendat en Piersol (1971) of Brigham (1974).

4.3. De Fourier—integraal

Fen functie x(t) die gedefinieerd is op een oneindig interval, te(=mo, o),
maar die niet periodiek is, heeft geen Fourierreeks. Toch is het vaak
wenselijk om ook dergelijke functies op een bepaalde manier in harmonische
componenten te ontleden. Dit kan, onder zekere voorwaarden, d.m.v. de
Fourier-integraal. Het kan plausibel worden gemaakt door de limiet te be-
schouwen voor T + ® van de Fourierreeks-ontwikkeling van x(t) op het in-

terval t € (-=3T, iT)

We nemen als voorbeeld de in (4.6) gegeven periodieke blokfunctie., Het
spectrum ervan is in figuur 4.4 nog eens geschetst (voor positieve fre-
kwenties), voor de gevallen T = 37 (figuur a) en T = 9t (figuur b). De
onderlinge afstanden (&f = 1/T) van de frekwenties (fn) en de waarden
van de bijbehorende Fourier—amplituden (Icn|) nemen beide omgekeerd even-—
redig af met T. In de limiet T > « gaan beide naar nul; d.w.z. de fre-
kwenties worden continu, en de verhouding van c tot §f nadert tot een

eindige waarde.
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Figuur 4.4

We kunnen het voorgaande mathematisch weergeven door (4.3) te herschrijven
tot
T -i2wf t

n 1 2
Tx@n “’fnamifif’“J (4.13)

B
n
S N

en het gedrag hiervan te beschouwen als T - «, In het voorbeeld bleek

het linkerlid, en dus ook de integraal, naar een limietwaarde te gaan als
T + «, Deze limiet is bij gegeven x(t) een functie van de (in de limiet
continu geworden) frekwentie f. We noemen hem de Fourier—integraal ofwel

de Fourier-transform van x(t),hier aangeduid met X{f)

X(£) = J x(0)€2MEE Gt fe(ewm,w) (4. 14a)

-00

Dezelfde limietovergang in (4.2) leidt dan tot de z.g. inverse Fourier-
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transform:

<(t) = f X(£)e P™tys (4. 14b)

Voor de blokfunctie, gedefinieerd op te(-=,) volgens

x(t)= 1, |ef <4t (4.15)
= 0 overigens
geldt
it
20 —i2mft sin TfT
X(f) = { e dt = T (4.16)

zoals ook onmiddellijk volgt uit (4.7) en bovenstaande redenering. Hij

is geschetst in figuur 4.4c.

Een voldoende voorwaarde voor het bestaan van de Fourier-integraal is dat

x(t) absoluut integreerbaar is, d.w.z. dat

S |x(t)|dt

bestaat. Functies die slechts op een eindig deel-interval van nul ver-
schillen, dan wel voldoende snel tot nul naderen als |t| ~+ o, hebben dus

een Fourier-transform.

4.4, Fourier—analyse van een stationair stochastisch proces

4.4.1. Inleiding

Bij de toepassing van de klassieke Fourier-analyse op stationaire stochas-

tische processen stuiten we op moeilijkheden.
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Stel dat we een willekeurige, oneindig lange realisatie op de een of

andere manier aan een spectrale analyse zouden willen onderwerpen, zou

dat kunnen ? De realisaties zijn in normale gevallen niet periodiek, en
kunnen daarom niet in een Fourier-reeks worden ontwikkeld. Zij zijn ook niet
absoluut integreerbaar omdat zij, als realisaties van een stationair

proces, in normale gevallen blijven doorslingeren, ook voor |t| + 3 zij

hebben dus niet een Fourier-getransformeerde in klassieke zin.

Afgezien van deze problemen is de vraag gewettigd of we een soort analyse
zoals boven omschreven wel moeten willen. De analyse moet gericht zijn op
elementen die kenmerkend zijn voor het stochastische proces als geheel;
de details van een individuele realisatie zijn daarbij niet interessant.
Maar een analyse zoals door middel van een Fourier-reeks of een Fourier-
transformatie (gesteld dat zou zijn voldaan aan de formele voorwaarden
voor het bestaan daarvan) geeft elk detail van de te analyseren functie
volledig gewicht, en de oorspronkelijke functie is daarbij ook volledig
uit zijn spectrum te berekenen. Een dergelijke analyse is hier dus niet
geschikt, in tegenstelling tot de situatie bij de analyse van determinis-

tisch te beschrijven verschijnselen zoals getijden.

Een uitweg uit de gesignaleerde problemen is mogelijk via de autocova-
riantiefunctie CXX(T) van het proces. Zoals gezegd gaat de waarde hiervan
naar nul voor T =+ «, als het proces geen discrete sinuscomponenten bevat.
We kunnen CXX(T) dan dus Fourier-transformeren. Bovendien is CXX(T) re-
presentatief voor het gehele proces {gt}, en niet slechts voor een enkele
realisatie. Samengevat kunnen we zeggen dat een dergelijke transformatie

niet alleen mogelijk is maar ook zinvol.

4,4,2, Definitie variantiedichtheidsspectrum

Gezien het voorgaande beschouwen we nu de Fourier—getransformeerde van de
autocovariantiefunctie C (T) van een stationair stochastisch proces {xt},
XX =

aangeduid met Exx(f) :

=]

Exx(f) =S CXX(T)e

- 00

~iome
YETETAT ) fe(—0,w) (4.173)
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Omdat CXX(T) = CXX(-T) geldt ook

[oe]

(f) 2 J C (T) cos(2wfT)dT (4.17b)
0

De inverse relatie van (4.17) is

oz i2nft
CXX(T) t.f EXX(f)e daf (4.18a)

ofwel, omdat Exx(f) = EXX(—f), zoals volgt uit (4.17b):

8

C (1) =2/ Exx(f) cos (2mET)df (4.18Db)

(]

Stellen we T = 0 in (4.18) dan volgt

Cxx(o) = [ Exx(f)df (4.19)

(0) stelt de variantie voor van X, o zodat (4.19) betekent dat de
1ntegraa1 van E (f) over alle frekwenties gelijk is aan die variantie.
Men kan iets verder gaan en bewijzen dat de integraal van E (f) over
‘een willekeurig frekwentie-interval (f1’fz) gelijk is aan de bijdrage,
geleverd aan de variantie van {§t}, door die spectrale componenten waar-—

van de frekwenties in dat interval (f ,f ,) liggen. Een frekwentiebandje

'LE. (£)

XX

0 1 2

Figuur 4.5
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met infinitesimale breedte Af levert een bijdrage aan de variantie.

van x_ gegeven door

A(var Et) = if Exx(f)df o Exx(f)Af (4.20a)

zodat Exx(f) gefnterprgteerd kan worden als de bijdrage aan de variantie

t
heid in de frekwentie-ruimte (d.i. langs de frekwentie-as). De dimensie

van x,_ 'per eenheid van frekwentie. M,a.w.,ﬁxx(f) is een variantiedicht-
van Exx(f) is dus [x®]/[£]; als x een uitwijking is, uitgedrukt in m, en
f wordt uitgedrukt -in Hz, dan heeft de bijbehorende variantiedichtheid

de eenheid m?/Hz (ook wel aangeduid als mzs, maar daarmee wordt de be-
tekenis ervan niet goed weergegeven). De verzameling van waarden van
Exx(f), voor f€(-w,o), heet het variantiedichtheidsspectrum, kortweg ook
wel variantiespectrum genoemd. Per definitie is dit dus de Fourier-ge-

transformeerde van de autocovariantiefunctie.

Als we uitgaan van het l-dimensionale random-phase model (3.19), en de

limiet daarvan beschouwen voor continu verdeelde frekwenties, geldt

f+Af )

1 >
. Ef taj + E_ (£)Af (f > 0) (4.20Db)
1

waarbij Exx(f) = 2 ﬁxx(f) voor £ >0 (zie ook 4.22). Merk echter op

dat het variantiespectrum bestaat (is gedefinieerd) onafhankelijk van de
vraag of het beschouwde proces door een random-phase model is weer te
geven. Verder is te zien dat het variantiespectrum bepaald wordt door

de amplituden van de spectrale componenten. Hun onderlinge fase-relaties

komen er niet in tot uiting.

4.4,3, Betekenis variantiedichtheidsspectrum

Het variantiedichfﬁeidsépecfrum speelt een centrale rol in de behandeling

van stochastische processen, zoals in het volgende zal worden uiteengezet
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vanuit verschillende invalshoeken. Voor een schematisch overzicht wordt

verwezen naar figuur 4.6.
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Figuur 4.6
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Uit het oogpunt van de statistische beschrijving van een stochastisch
proces wordt opgemerkt dat het variantiedichtheidsspectrum en de auto-
covariantiefunctie dezelfde informatie bevatten, omdat voor beide geldt
dat zij uit de ander zijn te berekemen (door Fourier—transformatie). In
hoofdstuk 3 is gewezen op het belang van de autocovariantiefunctie voor
de statistische beschrijving van een proces. Datzelfde belang heeft het
variantiespectrum dus ook, In het bijzonder geldt dat het spectrum van
een stationair Gaussisch proces alle informatie bevat die nodig is voor
de statistische beschrijving van dat proces (afgezien van de gemiddelde
waarde, die meestal willekeurig kan worden gekozen en dan gelijk aan nul
wordt gemaakt). Hiervan wordt o.m. gebruik gemaakt in simulaties, hetzij
in fysische (schaal)modellen, hetzij numeriek. In beide gevallen kan men
een Gaussisch proces met gegeven variantiespectrum simuleren met het z.g.
random-phase model, door een groot aantal sinuscomponenten op te tellen,
elk met een amplitude bepaald door het spectrum, en met onafhankelijke,

stochastische fasen overeenkomstig (3.13).

Voor een drietal processen is in fig. 4.7 op kwalitatieve manier weerge-
geven hoe de gedaanten van de realisaties, van de autocovariantiefunctie
en van het spectrum samenhangen. Naarmate het spectrum smaller is blijft
de autocovariantiefunctie langer doorslingeren met toenemende T, en heb-
ben de realisaties meer en meer de gedaante van een langzaam gemoduleerde

sinusfunctie.

Hoewel uit het oogpunt van de informatie-inhoud het variantiespectrum en de
autocovariantiefunctie formeel gelijkwaardig zijn, is het gebruik van de spec-
trale presentatie van die informatie te verkiezen, omdat die meer inzicht ver-
schaft in de structuur van het betreffende proces, en omdat daarmee ook
gemakkelijker is te rekenen, o.a. voor bepaling van de invloeden van het
proces (b.v. windgolven) op iets anders (b.v. een boorplatform),Beide voor-
delen vloeien voort uit het feit dat in de spectrale presentatie de infor-
matie is uiteengerafeld, d.w.z. is verdeeld in elkaar niet-overlappende
bijdragen. In dit verband mag worden verwezen naar het random-phase model
(par.3.7). Voor elke waarde van T bestaat de autocovariantie daarvan uit

een som van bijdragen (zie vgl..(3.21)). Het spectrum daarentegen geeft

directe informatie over bijdragen aan de variantie afzonderlijk, per
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frekwentie-interval. M.a.w., het geeft een direct inzicht in de opbouw

van het proces, en daardoor vaak ook in het ontstaan ervan.

Bij fysische processen wordt aan bovengenoemde statistische en spectrale
benaderingen en interpretaties een dimensie toegevoegd. Daarbij krijgt

de variantie n.l. een toegevoegde betekenis van energie, en de spectrale
ontleding daarvan in bijdragen van sinus-componenten krijgt extra bete-—
kenis omdat een sinus 4in veel gevallen een elementaire vorm is van tril-
lingen of golven in een fysisch systeem die ook zelfstandig kan bestaan.
Bij spectrale analyse van economische tijdreeksen b.v. is iets dergelijks

niet zo duidelijk.

Om de relatie tussen variantie en energie voor een specifiek geval te
geven beschouwen we de oppervlakte~uitwijking uit de middenstand in wind-
golven (n). Als we de gemiddelde potentiéle energie per eenheid van opper-

vlakte aanduiden met Ep(dus [Ep] = J/m?) dan geldt
E=4pgn’®=14pgvar(n) (4.21)

De nauwe relatie tussen variantie en energie bij fysische systemen heeft
ertoe geleid dat de naam "variantie" veelvuldig door "energie" is ver-
vangen. Zo spreekt men in de praktijk b.v. meestal over het "energie-
spectrum'" waar het gaat om de functie die hier '"variantie(dichtheids)-

spectrum'" is genoemd.

4.4.4. Alternatieve formuleringen

Het variantiedichtheidsspectrum kan anders worden gedefinieerd dan hier

is gedaan; de mogelijke verschillen hebben betrekking op

(a) de te transformeren functie
(b) het frekwentie-interval waarop het spectrum is gedefinieerd;
(c) evenredigheidscoéfficienten

(d) de maat die voor frekwentie wordt gebruikt.
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ad(a). Het spectrum wordt ook wel gedefinieerd als de Fourier-getrans-
formeerde van E{x 'xt }, welke functie van C (T) verschilt met een
waarde gelijk aan p?, waarin y = E{x }, de gemlddelde waarde van het
proces. Omdat in de praktijk toch vrljwel altijd yu = 0 wordt gemaakt,
door een geschikte keuze van het referentieniveau, is dit verschil in

definitie een formaliteit zonder praktische consekwenties.

ad(b). De variantiedichtheid is een even functie van de frekwentie. Dit
volgt uit vgl. (4.17b). Daarom wordt in de praktijk meestal volstaan met
een spectrum dat slechts voor positieve frekwenties is gedefinieerd, maar
dan wel zodanig dat de integraal ervan van £ = 0 tot f = gelijk is aan

de variantie. Duiden we dit &8nzijdig gedefinieerde spectrum aan met E(f)

dan geldt
E(f) = 2 E(f) , £€(0,) (4.22)
zodat
_ Exx(f)df = é Exx(f)df = var(gt) (4.23)

e
&
»—

/E(f), £€(0,%)

t'

! \ E(f), fe(-»,»)
4

!

Figuur 4.8

‘ad(c). Definities met andere coéfficiénten dan de hier genoemde zijn ook
mogelijk, zodanig dat de integraal van het spectrum over het hele interval

waarop het gedefinieerd is, niet gelijk is aan de variantie, maar b.v. een

factor 2 groter.




=58~

ad(d). In het bovenstaande is het aantal cycli per tijdseenheid gebruikt
als maat voor de frekwentie (f). Het is ook mogelijk om te werken met de
hoekfrekwentie (b.v. w = 2mf). Bij de transformatie van het ene spectrum
in het andere moet de bijdrage aan de variantie in overeenkomstige deel-

intervallen dezelfde waarde hebben:

£, w,=27f,
J E(f)df = S E* (w)dw, (4.24)
f1 w1=2'nf1
waaruit volgt
® df 1 w
E W e E f = — = 4.25
(w) v (£) o7 E(f) voor f o ( )
E, EX
p
E(f)
0
1 “f[ Hz]
0 m 2T wlrad/s]

Figuur 4.9

Moraal: Gezien bovengenoemde mogelijke verschillen is het zaak om per

geval na te gaan hoe e.e.a. is gedefinieerd.
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4.4.5. Schatting van het spectrum uit metingen

In deze paragraaf wordt ingegaan op de schatting van het variantiedicht-
heidsspectrum uit metingen, door middel van berekeningen. Andere techmieken

blijven buiten beschouwing.

Vooraf wordt opgemerkt dat het variantiedichtheidsspectrum een gedetail-
leerde beschrijving geeft van een stochastisch proces. Dit is gunstig uit
het ocogpunt van bruikbéarheid, maar de keerzijde van die medaille is dat
het schatten van het spectrum uit een steekproef met beperkte informatie
al gauw tot onzuivere of onbetrouwbare uitkomsten kan leiden. Dit aspect
vraagt daarom veel aandacht bij het opzetten van het systeem van meten en

verwerken, en bij de interpretatie van de uitkomsten.

De meetsituatie wijkt op een aantal punten af van de veronderstellingen

die tot dusver zijn gehanteerd. Hier worden de volgende genoemd:

(a) eindige meetduur
(b) eindig aantal realisaties (bij natuurmetingen vaak slechts &é&n)

(c¢) discrete tijden i.p.v.continue registratie (bij digitale systemen)

De gevolgen hiervan kunnen globaal als volgt worden aangeduid:

ad(a) : beperkt scheidend vermogen (d.w.z. er is een ondergrens aan de
afstand tussen twee frekwenties die nog van elkaar kunnen worden
onderscheiden).

ad(b) beperkte statistische betrouwbaarheid (steekproef variabiliteit

in de uitkomsten).
ad(c) : (1) : beperkt frekwentiebéreik (fNyq: bovengrens aan de frekwen-
ties waarvoor de spectrale dichtheden nog kunnen worden
geschat);
(2) : mogelijkheid van systematische fouten binnen het bereik

genoemd onder (1) (stroboscoop effect).

Voor een bespreking van de gevolgen van (c) wordt verwezen naar par. 4.2,

Wij gaan hier slechts in op die van (a) en (b).
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De diverse methoden die in gebruik zijn voor berekening van het spectrum

uit een registratie zijn in twee hoofdgroepen onder te brengen:

. berekening via de autocovariantiefunctie

.. berekening via directe Fouriertransformatie van de registratie.

De eerstgenoemde methode is in de jaren '50 en '60 vrijwel uitsluitend
gebruikt, volgens het recept dat daarvoor door Tukey (1949) en later door
Blackman en Tukey (]95%) is gegeven., Omstreeks 1970 is hierin verandering
gekomen door de ontdekking van de Fast Fourier Transform. De grote flexi-
biliteit en de sterke besparing aan rekentijd die hiermee worden bereikt
in vergelijking met de klassieke aanpak heeft ertoe geleid dat nu vrijwel
uitsluitend de tweede methode wordt gebruikt. In het volgende zal daarom
ook slechts daarop worden ingegaan. Eerst worden enkele resultaten gepo-
neerd aangaande de Fourierreeksontwikkeling van een Gaussisch proces in
het algemeen. Daarna zullen bovengenoemde punten (a) en (b) achtereen-

volgens worden besproken.

Fourierreeksontwikkeling van realisaties van een stationair Gaussisch

proces

Stel dat {Et} een stationair stochastisch proces is, met variantiedicht-
heidsspectrum ﬁxx(f), en dat van {gt} realisaties (steekproeven) kx(t)
beschikbaar zijn (k = 1,2,3,....) voor een interval te(-iT, iT). Elk van
die realisaties kan overeenkomstig (4.3) in een Fourierreeks worden ont-
wikkeld, met coéfficienten kcn. De waarde van een coefficiént bij vaste n
(vaste frekwentie) zal op onvoorspelbare wijze variéren van realisatie tot
realisatie (d.w.z. voor verschillende waarden van k). Elke coéfficient <,
(bij vaste n) wordt daarom als een stochastische variabele beschouwd, ge~
schreven als e Beschouwen we een aantal frekwenties tegelijk dan is er
sprake van een aantal stochastische Fourierreekscoefficiénten Cys Cprevnes
met een gezamenlijke kansdichtheidsfunctie. Als {gt} Gaussisch is, dan is

te bewijzen:

m Cio Cyr eeee (d.w.z. Re e > Im e, > Re c,> Im g, ceses) 2iljn samen-—

gesteld Gaussisch verdeeld (lineaire combinatie van samengesteld

Gaussisch verdeelde variabelen §t)'

(2) de correlatie tussen ¢, en g voor m # n nadert tot nul als T - o,
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(M.a.w.: voor voldoend grote T zijn de verschillende coefficienten
als stochastisch onafhankelijk te beschouwen, gezien ook punt (1).)
(3) !gn|2 heeft een exponentiéle kansdichtheidsfunctie, en een verwach-

tingswaarde waarvoor bij benadering (oor voldoend grote T) geldt

f
(4) E{le_|?) = é E_(£)df (waarin 6f = %) (4.26)

Deze uitkomsten worden gebruikt bij de hiernavolgende bespreking van

bovengenoemde beperkingen (a) en (b).

ad(a): eindige meetduur

Uit (4.26) volgt dat niet de spectrale dichtheden zelf kunnen worden
geschat , maar slechts een integraal daarvan, en wel bij benadering een
integraal over een frekwentiebandje ter breedte §f = 1/T. Details in het
spectrum binnen zo'n bandje zijn dus niet te onderkennen. We zeggen dat
het scheidend vermogen is beperkt tot 1/T. (In de praktijk wordt het
scheidend vermogen vaak nog aanzienlijk minder - zie punt (b) hieronder.)
Het kan slechts worden verhoogd door een langere meetduur te kiezen. Daar-
mee wordt echter het gevaar vergroot dat niet-stationariteit een rol gaat

spelen, waardoor het scheidend vermogen weer vermindert. Hierin moet een

»

sotroffen. Voor metingen van windgolven op zee wordt in

i gl LlaiLlLtlis LA

het algemeen een meetduur gebruikt van 15 min & 30 min.

ad(b): &&n realisatie

Uit één realisatie krijgen we per frekwentie fn, op onderlinge afstanden
8f = 1/T, één steekproef van |gn|2. Dit zou eventueel te gebruiken zijn
als schatting van E{Ignlz}, als de spreiding van Ign|2 klein zou zijn
t.0.v. E{!gnlz}. Maar dit is juist niet het geval, aangezien |gn|2 ex—
ponentieel verdeeld is, wat inhoudt dat zijn standaardafwijking even groot
is als zijn verwachtingswaarde. Dus een individuele steekproef van |gn|2
zou een schatting'vanE{lgn|2} opleveren van een onbruikbaar geringe be-
trouwbaarheid. Wanneer hiermee geen rekening wordt gehouden ziet het ge-

schatte spectrum er uit als "gras" (figuur 4,10),
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Exx(f)“

A 4

Figuur 4.10

We moeten die betrouwbaarheid dus verhogen. Dit kan alleen ten koste van
het scheidend vermogen. De methoden die hiervoor in de praktijk worden
gebruikt kunnen intwee groepen worden ingedeeld, afgezien van verschillen

in allerlei details, waarop hier niet wordt ingegaan.

In de ene groep van methoden wordt de gehele realisatie, met duur T, in
een Fourierreeks ontwikkeld. Vervolgens wordt de frekwentie-as verdeeld

in intervallen, met breedte Af = pSf = p/T, die elk een aantal (p) ele-
mentaire frekwenties fn bevatten. (In de praktijk is p meestal 10 3 30.)
Voor elk van de nieuwe frekwentie—intervallen worden de steekproefwaarden
van lgnlzgesommeerd over de p waarden van n op dat interval. Dit levert
een sch?tting op van if Exx(f)df. De betrouwb?arheid van deze schatting

is ca p? groter (relatieve variabiliteit ca p? kleiner) dan de betrouw-
baarheid van elk van de Ignlz afzonderlijk als schat?ing van [ Exx(f)df,
omdat de variabelen Ignlz voor verschillende n vrijwel onafhaﬁkelij% zijn.
Vanzelfsprekend is deze winst aan betrouwbaarheid (met een factor p?) ver-—

kregen ten koste van scheidend vermogen (Af i.p.v. 6f, ofwel een verslech-

tering met een factor p).
/

De tweede groep van methoden heeft als kenmerk dat de beschikbare reali-
satie wordt opgedeeld in een aantal kortere realisaties, zeg p in totaal
(b.v. p = 10 & 30), elk met een duur T/p. Deze deel-realisaties worden
elk in een Fourierreeks ontwikkeld. Per deel-realisatie resulteert dit in

steekproefwaarden van |£n|2 op onderlinge afstand Af = (T/p)_1= p/T = pS£.
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Door bij vaste n deze p waarden te middelen wordt een meer betrouwbare
schatting verkregen van E{lgn|2}, en daarmee van /[ Exx(f)df, naarmate

p groter is. Al te groot zal men het aantal deelréglisaties echter niet
kunnen maken, omdat dan het scheidend vermogen teveel reduceert. Hierin
zal steeds een compromis moeten worden getroffen.

N.B. In het voorgaande is verondersteld dat de deelreeksen onafhankelijk
zijn van elkaar, waarvoor het nodig is dat hun duur (T/p) zo groot is dat
de waarde van de autocorrelatiefunctie bij die waarde van T al onbete-
kenend is.

Zoals hierboven opgemerkt, is |En|2 exponentieel verdeeld, voor elke n.
De vraag rijst nu wat de verdeling is van de som van p onafhankelijke
grootheden |Enl2’ aannemende dat die dezelfde verwachtingswaarde hebben.
Die som is een som van de kwadraten van 2p onafhankelijke, Gaussisch ver-
deelde grootheden (Im c, en Re En) met gemiddelde nul en met dezelfde
variantie. Een dergelijke som heeft een verdeling van het type x% met 2p
vrijheidsgraden (zie College Toegepaste Statistiek). De verhouding van de
standaardafwijking van de som tot de verwachtingswaarde van de som is
gelijk aan p—%. Een meer gedetailleerde uitspraak over de te verwachten
steekproefvariabiliteit in de schattingen van het spectrum,b.v. in termen
van betrouwbaarheidsintervallen, kan worden verkregen d.m.v. tabellen van

de y?-verdeling (zie Handleiding "Elementaire Statistiek' van ir, J. van

Soest, Hoofdstuk "Toetsen voor varianties'); zie hiervoor het volgende

voorbeeld.
Voorbeeld

Het hier gegeven voorbeeld is realistisch voor een meting op zee, b.v.

de Noordzee.

We gaan uit van een registratie van de vertikale uitwijking van het zee-
oppervlak, verkregen d.m.v. een drijvende boei. Gezien de omvang en de
massa van de boei geeft deze nog slechts een geringe respons voor f > 1 Hz.
Bovendien is het energie-niveau in zeegolven in frekwenties hoger dan

ca | Hz op zich al relatief laag, als gevolg van de beperkte steilheid
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van de golven en het korter worden van de golven naarmate de frekwentie
hoger is. We stellen daarom fg = |1 Hz. We kunnen de Nyquist frekwentie
hieraan gelijkmaken door het bemonsteringsinterval vast te stellen op

At = 1/(2fg) = 0.5 s. Een daarbij veel gebruikte meetduur is T = 1024 s,
ofwel ruim 17 min, overeenkomend met 2'! = 2048 meetwaarden. (FFT pro-
cedures zijn het meest efficient als het aantal punten in de meetreeks

een gehele macht van 2 is,) Het bijbehorende scheidend vermogen is

§f = 1/T = 10_3Hz. Zonder middeling zou dit een groot aantal (M/2 = 10%)
onafhankélijke spectrale schattingen opleveren, elk met slechts 2 vrij-
heidsgraden. Stel dat we door middeling het aantal vrijheidsgraden ver-
hogen met een factor p = 10. Dit geeft M/p = 100 onafhankelijke schat-
tingen van het spectrum, elk met 2p = 20 vrijheidsgraden, op afstanden

Af = p§£ = 10 % Hz. Deze bandbreedte is ca 10% van de frekwentie f = 0.1
Hz, die kenmerkend is voor deining in de Noordzee. (Frekwenties van 0.10
Hz en 0.11 Hz nog juist te scheiden, ofwel perioden van 10 s en 9 s.) Bij
20 vrijheidsgraden is de verwachte relatieve variabiliteit in de schatting
(l/p)% = O.l% = 0,3, hetgeen nog vrij aanzienlijk is. Een meer kwantita-
tieve uitspraak kan worden bereikt m.b.v. de tabel "Rechter-kritieke
waarden van de chi-kwadraat-verdeling" uit de college handleiding "Elemen-
taire Statistiek', met als resultaat dat voor 20 vrijheidsgraden, het
907-betrouwbaarheidsinterval een ondergrens resp. bovengrens heeft (met
95% resp. 57 overschrijding) wvan 10.9 resp., 31.4, ofwel ca 0.55 resp. 1.57
keer de verwachtingswaarde (die gelijk is aan 2p = 20). De overeenkomstige
waarden voor 2 vrijheidsgraden (p = 1, geen middeling) zijn 0.103/2 = 0.05
resp. 5.99/2 =~ 3.00, hetgeen de noodzaak van middeling nog eens onderstreept.
(Opm.: laatstgenoemde waarden volgen ook direct uit het feit dat [gnlz ex—

ponentieel verdeeld is, waardoor de ondergrens volgt uit e 1=O.95, ofwel

x, = 0,05, en de bovengrens uit e 2= 0.05, ofwel X, = 3.00.)

1

Een voorbeeld van een deelregistratie (6 min) van de oppervlakteuit-
wijking in zeegang (waterdiepte 26 m, windsnelheid 19.5 ms_l, Hs= 4.0 m,
TS= 6.5 s) en van een schatting van het bijbehorende spectrum is gegeven
in figuur 4.11. In hoofdstuk 6 zal meer systematisch worden ingegaan op

de vormen en waarden die E n(f) in windgolven kan aannemen bij verschillende

omstandigheden.
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Figuur 4.11 (ontleend aan Groen en Dorrestein, 1976)

4.5. Twee—-dimensionaal spectrum

De concepten die in het voorgaande zijn geintroduceerd in de context
van functies van de tijd alléén (of een andere enkelvoudige variabele,
b.v. &8n ruimte-codrdinaat) zijn uit te breiden tot meer dimensies. Dit
is nodig voor de spectrale beschrijving van windgolven, die zowel in de

tijd als in de ruimte variéren.

In hoofdstuk 3, par. 3.7.2, werd o.m. een meer—dimensionale autocovarian-
tiefunctie gedefinieerd (3.25). Door deze niet slechts te Fourier—trans-—
formeren naar de tijdverschuiving T, maar tevens naar de plaatsverschui-
ving p, ontstaat een variantiedichtheidsspectrum dat niet slechts van de
frekwentle afhangt maar tevens van de golfgetalvector k ofwel van (k,0),
waarbij k = (k cos 6, k sin 8). Dit spectrum is in principe 3-dimensionaal
(f,k,0), maar in de lineaire benadering zijn frekwentie en golfgetal (k)

van elkaar afhankelijk, in welk geval het aantal onafhankelijke spectrale
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variabelen reduceert tot 2. Meestal wordt het spectrum Enn(f,e) ge-

bruikt, met fe(0,®) en Be(-T,m).

Zonder de mathematische formulering hier te geven, die analoog zou zijn
aan (4.17) tot en met (4.19), wordt hier gesteld dat Enn(f,e) de ver-
deling weergeeft van de variantie van D(¥’t) over de frekwenties en
richtingen van de spectrale componenten waaruit D(?,t) kan worden op-
gebouwd. M.a.w.,Enn(f,B)Af A is de bijdrage aan var(n) van componenten
met frekwentie in het interval (f,f + Af) en met voortplantingsrichtingen
in het interval (8,6 + AB). Als we uitgaan van het random-phase model
(3.24), en de limiet daarvan beschouwen voor continu verdeelde frekwen-

ties en richtingen, geldt, analoog aan (4.20b),

f+Af B+AD \

z T la., . + E__(f,0)AfA0 (4.27)
£.=f 6.=6 L1 nn

i j

Als we bij vaste frekwentie alle variantie-bijdragen sommeren uit de
verschillende voortplantingsrichtingen dan resulteert het &&n-dimen-

sionale, frekwentie-afhankelijke spectrum:

i
E(f) = J E(£,0)d6 (4.28)
-m

(Het onderschrift 'nn'" wordt kortheidshalve weggelaten.) Dit is dus een
marginale spectrale dichtheidsfunctie van het twee-dimensionale spectrum
(vergelijk met kansdichtheidsfuncties). Evenzo kunnen we bij vaste fre-
kwentie kijken naar de verdeling van de energie over de richtingen, ofwel
naar de voorwaardelijke dichtheid bij vaste f. Duiden we die aan met

E(elf) dan geldt dus (zie ook 2,30)

E(Blf)==gé%%%l (4.29)
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zodat (per definitie)

i
J E(B]£)do = 1 (4.30)
=T

ongeacht de waarde van f. M.a.w.,E(elf) representeert de relatieve ver—

deling over de richtipgen van de energie(dichtheid) bij frekwentie f.

Zoals E(f) wel het frekwentie-spectrum wordt genoemd, kan men E(Glf) het
richting-spectrum noemen. (Vaak wordt laatstgenoemde benaming gehanteerd

voor het 2-dimensionale spectrum E(f,0), maar dat is niet consistent.)

Metingen van E(f,0), meer in het bijzonder die van EGalf), zijn veel ge-
compliceerder dan die van E(f). Technieken die zijn gebruikt zijn o.a.

stereo-fotografie, radar, "arrays' van golfhoogtemeters, 3-dimensionale
snelheidsmetingen in een punt, en z.g. "pitch-rollvbuoys", waarmee d.m.V.

versnellingsmeters de draaiingen van een drijvende boei om twee onderling
loodrechte horizontale assen (horizontaal in de ruststand) worden bepaald
(naast de vertikale uitwijking - ze zouden dus eigenlijk "heave-pitch-roll
buoys" moeten heten). De meettechnieken zelf en ook de verwerking van de

resultaten tot schattingen van richtingspectra zijn nogal gecompliceerd.
Van het richtingspectrum van windgolven zijn dan ook veel minder syste-—
matische gegevens beschikbaar dan van het frekwentiespectrum. In.een vol

gend hoofdstuk komen resultaten van beide aan de orde.

4,6, Résumé

De Fourier—reeks ontwikkeling is van toepassing op (nette) functies die
periodiek zijn (periode T), dan wel gedefinieerd op een etndig interval
(Lengte T). Het bijbehorende spectrum is discreet (d.w.z. gedefinieerd
voor discrete waarden van de frekwentie), met equidistante frekwenties
(interval = basisfrekwentie = %). Het gemiddeld kwadraat ("energie") van
een functie is gelijk aan de som van de kwadraten van de moduli van de

(complexe) spectrale componenten.
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De Fourier-integraal (Fourier-transform) is van toepassing op (nette)
functies die gedefinieerd zijn op een oneindig interval, en die abso-
luut integreerbaar zijn. Het bijbehorende spectrum is gedefinieerd voor

continu varierende frekwenties.

Een realisatie van een stationair stochastisch proces is (in het algemeen)
noch periodiek, noch absoluut integreerbaar, en de klassieke Fourier-ana-
lyse kan er dus niet op worden toegepast. Bovendien moet de analyse van
een stochastisch proces zijn gericht op eigenschappen van het proces als
geheel, niet slechts op die van een enkele realisatie., Het is echter wel
mogelijk en zinvol om de Fourier-getransformeerde van de autocovariantie-
functie te bepalen; dit levert het z.g. variantiedichtheidsspectrum op.

De spectrale variantiedichtheid van een proces {Et} is de bijdrage per
eenheid van frekwentie aan de variantie van X - Hij hangt af van de
moduli (amplituden) van de spectrale componenten maar niet van hun argu-

menten (fasen).

Een stationair Gaussisch proces met gemiddelde nul wordt in statistische

zin geheel beschreven door zijn variantiespectrum.

Bij de schatting van het variantiespectrum uit metingen moet een compro-

mis worden getroffen tussen scheidend vermogen en betrouwbaarheid.

ioeten worden beschreven met twee-dimensionale spectra, waarin
behalve frekwentie of golfgetal ook de voortplantingsrichting een spec-

trale variabele is.
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5. STATISTISCHE EIGENSCHAPPEN VAN WINDGOLVEN

5.1. Inleiding

In dit hoofdstuk wordt een overzicht gegeven van enkele statistische

eigenschappen van windgolven, beschouwd over een zodanig korte duur dat
de zeetoestand vrijwel als statiomair kan worden beschouwd. (Lange—duur
statistische eigenschappen komen ter sprake in het hoofdstuk over golf-

klimatologie.)

Korte-duur statistische eigenschappen kunnen in vergaande mate theoretisch
worden afgeleid, uitgaande van een stationair Gaussisch proces met gegeven
variantie-spectrum. In hoofdstuk 3 zijn reeds argumenten gegeven die leid-
den tot de verwachting dat een dergelijk proces een realistisch model voor
windgolven zou kunnen zijn. Kort gezegd kwamen deze argumenten hierop neer
dat windgolven kunnen worden opgevat als de som van een groot aantal bij
benadering onafhankelijke spectrale componenten. Gezien de centrale limiet-
stelling (hoofdstuk 2) volgde hieruit het bij benadering Gaussische karak-
ter, een benadering die realistischer zal zijn naarmate niet-lineariteiten
in de golfbeweging een minder belangrijke rol spelen (lage golfsteilheid,

diep water).

Eenzelfde redenering als hierboven werd gegeven voor de golfbeweging zelf,

geldt vanzelfsprekend voor lineaire of quasi-lineaire responsies daarop.

Samengevat houdt het voorgaande in

dat windgolven en linearizeerbare responsies daarop in eerste benadering
kunnen worden opgevat als een stationair Gaussisch proces;
dat voor diverse statistische parameters van dergelijke processen theo-

retische uitkomsten beschikbaar zijn.

In dit hoofdstuk zal van enkele theoretische uitkomsten een overzicht worden
gegeven. Daarnaast zullen ter illustratie, toetsing en waar nodig correctie
van de theorie empirische resultaten worden gepresenteerd; die hebben in het
merendeel van de gevallen betrekking op de uitwijking van het zeeoppervlak
uit het gemiddelde niveau (N). De theoretische uitkomsten voor Gaussische
processen zijn niet aan een specifiek fysisch proces gebonden. Om dit in

de notatie tot uitdrukking te laten komen zal in die gevallen de proces-
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waarde met x worden aangeduid. In beide gevallen (n c.q. x) beperken

we ons tot functies van &&n variabele (t).

Zoals reeds is gesteld in de hoofdstukken 3 en 4 zijn alle statistische
eigenschappen van een stationair Gaussisch proces {gt} bepaald door het
variantiespectrum Exx(f) van dat proces. Het is mogelijk om een aantal

belangrijke eigenschappen in gesloten vorm uit te drukken in termen van

dat spectrum, en wel in de momenten daarvan, gedefiniéerd als

n
m = /£ E_(£)df , n=0,1,2,..... (5.1)
0

In deze notatie geldt dus

o2

O; = var(§t) = [ Exx(f)df = mo (5.2)
0

N.B. De momenten van het variantiedichtheidsspectrum van het proces

{gt} mogen niet worden verward met de momenten van de kansdichtheids-
functie van X, voor willekeurige t. Beide soorten zijn echter wel aan
elkaar gekoppeld. Immers, uitgedrukt in de momenten Mn van de kansdicht-

heidsfunctie van X, geldt (zie 2.17)
var(x, ) = M - M? (5.3)

zodat

m =M- Mi : (5.4)

Tot slot van deze inleiding wordt globaal aangeduid welke statistische
eigenschappen in dit hoofdstuk worden beschouwd. De keuze daarvan is be-
paald door de toepassingen, waarbij we onderscheid kunnen maken tussen
toepassingen waarin het cumulatieve effect van de momentane beweging of
responsie van belang is (b.v. in studies van zandtransport, of van ver-
moeiing van constructies) dan wel de extreme waarden die daarin worden
bereikt (b.v. grensbelasting van een constructie m.b.t. sterkte of sta-
biliteit). In eerstgenoemde categorie is kennis nodig van de verdeling

van de momentane waarden, van de intervallen tussen niveau-doorsnijdingen,
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en van de piekwaarden, terwijl het in laatstgenoemde categorie gaat
om de te verwachten grootste waarde in een zekere tijdsduur. Deze

parameters worden in de volgende paragrafen behandeld.

5.2. Momentane waarden

Als eerste variabele van het proces {gt} beschouwen we de momentane
functiewaarde X, Op een willekeurig te kiezen tijdstip. In theorie,
waar we het proces {§t} Gaussisch veronderstellen, is . vanzelfsprekend
Gaussisch verdeeld. Nemen we (zoals gebruikelijk) het gemiddelde van X,
gelijk aan nul dan is de betreffende k.d.f. (kansdichtheidsfunctie) ge-
geven door

%2

1
P, (x) = ——— exp (- 5— ) (5.5)
Z'(t (Z’Ifmo)2 zmo

N.B. Omdat in dit hoofdstuk sprake zal zijn van verschillende variabelen,
allen eigenschappen van het proces {gt},zal het symbool voor de beschouwde

variabele als een label aan dat voor zijn k.d.f. worden gehangen (dus

Py (x) i.p.v. p(x)).

-t

Een vergelijking tussen een histogram van meetwaarden van de oppervlakte~-
uitwijking 1, in diep water en de best passende Gaussische k.d.f. is ge-

1 d e 2 e . . ) < ..
even in figuur 5.1. De overeenstemming tussen beide is vrlj goed, z1]

(5.5)
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Figuur 5.1 (Kinsman, 1965)
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het dat de meetwaarden een lichte asymmetrie hebben, met een relatief
grotere kansdichtheid voor de grote uitwijkingen naar boven (n > 0)

dan naar beneden. Deze trend is algemeen, en is sterker naarmate golven
in minder diep water worden beschouwd. Dit is toe te schrijven aan niet-
lineaire invloeden, die een zekere koppeling veroorzaken tussen Fourier-
componenten, met als gevolg gemiddeld spitsere en dus ook hogere toppen

dan dalen (vergelijk met de periodieke Stokes golf).

400
200 » - -1
o ﬁAMi L3
-0.5 0 A 0.5 W
Figuur 5.2 [m/s]

Figuur 5.2 geeft een vergelijking tussen de gemeten en theoretische
(Gauss)verdeling van de vertikale snelheid in een punt op ca 5 m beneden
het gemiddeld zeeniveau, bij een gemiddelde diepte van 18 m. Daar zijn

niet-lineariteiten relatief aanmerkelijk zwakker dan bij het oppervlak.

In bepaalde toepassingen (b.v. berekening van krachten m.b.v. de Morison-
vergelijking) is kennis nodig van de gezamenlijke k.d.f. van de momentane
waarde van een functie (§t) en zijn afgeleide op hetzelfde tijdstip (kort-
heidshalve met gt aangeduid) .Voor elk stationair proces {gt} geldt dat
E{gt} = 0. Immers,

dx

. =t d

Statistische parameters van een stationair proces variéren niet met t,

waaruit het gestelde volgt. Evenzo geldt

=4

Bz k) = 3

E{%gi} =0 (5.7)
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Uit het voorgaande volgt dat cov(gt, gt) = 0, M.a.w., de momentane
functiewaarde van een stationair proces is niet gecorreleerd met zijn

afgeleide op hetzelfde tijdstip. Voorts geldt dat X, en X _ samengesteld

Gaussisch verdeeld zijn als {gt} een Gaussisch proces is,tzodat zij ook
stochastisch onafhankelijk zijn. Hun gezamenlijke k.d.f. is dus gelijk

aan het product van de marginale k.d.f.'s. Veronderstellend dat E{§t} = 0,
is het resultaat

X2 22

X
- exp(- 5579 exp (- 252
. X X
P . (x,%x) = (5.8)
e 2T 0,04

Rest ons nog om O, uit te drukken in E__(f). Per spectrale component, zeg
eiZWft, geldt datXeen differentiatie nzzr t gelijk staat met een vermenig-
vuldiging met i2mf. De amplitude van de afgeleide van die component is

dus te bepalen door die van de oorspronkelijke component te vermenigvul-
digen met !iZWfl = 2mf. De spectrale dichtheid van {gt} is dus voor elke

frekwentie een factor (2mf)? groter dan die van {gt}i

E, . (f) = (2ﬂf)2EXX(f) (5.9)

Hieruit volgt dat

2 _ - 2 2 - 2
Oi = ﬁ Eiﬁ(f)df = (2m) i f Exx(f)df = (2m) m2 (5.10)

(Let op: m is het 2-de moment van het spectrum van {gt}, niet van dat
van {gt}.) Hiermee gaat (5.8) over in
2 .2
x X
exp(= 5= ) exp(~ T2 m,)
. 0
P, . (x,%x) = (5.11)
}_(t’}_{t 2 %
(2m)“(m m )
0 2

Voorbeeld, In het hier te geven voorbeeld, en ook in het vervolg daarop
in de volgende paragrafen, gaan we uit van een gegeven spectrum van de
oppervlakte-uitwijking in zeegang, met E{Dt} = 0, waaruit bepaalde sta-
tistische grootheden moeten worden berekend. Omdat het om een voorbeeld

gaat is een sterk geidealizeerde spectrumvorm gekozen, waarvan de nodige
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momenten gemakkelijk analytisch zijn te bepalen. (Meer realistische
spectra komen in het volgende hoofdstuk aan de orde.) Het gekozen spec-

trum is te formuleren als

E__(f)

nn 0 voor £ e(O,fm) (5.12)

1
Q2

5 =5
gt  voor f€(fm,°°)

Het is geschetst in figuur 5.3. Voor de numerieke uitwerking stellen we

E_ (f
) A

A

£ f
m

Figuur 5.3
- -5
a=5x10 en fm= 0.1 Hz.

Gevraagd wordt

(a) de gemiddelde energie per eenheid van oppervlak
(b) Pr{n > 3 m}

) -1

(c) Pr{ﬁt> 2 ms | Dt> 3 m}

ad (a) Deze is gelijk aan Ep+ Ek= 2Ep = pgn? = og var(nt) = pg m .
Berekening van m, uit (5.12) geeft m, = i a ng;u = 1.20 m®,

zodat de gemiddelde energie per eenheid van oppervlak een waarde

heeft van ca 12 kJ/m?.

ad (b) Veronderstellend dat D, Gaussisch verdeeld is, is de gevraagde
1

kans te berekenen uit On= moi =1.10 m m.b.v. tabellen van de

Gaussische verdelingsfunctie:




=7 6=

n.—- u -
Pri{n>3m} =1 -pr{ - Ng3m-0m _» 93 _ 5.0032
~t Oﬂ 1.10 m

ad (c) In de Gaussische benadering zijn N, en ﬁt stochastisch onafhan-
kelijk, zodat de voorwaardelijke k.d.f. van ﬁt’ gegeven 1,gelijk
is aan de marginale k.d.f. van jt. Die heeft als enige parameter

0., welke gelijk is aan 2mm]. Substitutie van (5.12) geeft m =

2 =2 . - ~ % "‘1= -1
g fm , ofwe} On 2w (a/2)%g fm 0.97 ms , zodat

Qe I

1
2

) -1 . -1 D™ My
Prin > 2 ms ]Dt> 3mb=Pr{fh>2ms "} =1 - Pr{i———— < 2.06}=
ﬁ

0.0197

5.3. Frekwentie van niveaudoorgangen

De verdelingsfunctie van x_, d.w.z. de integraal van de k.d.f. (5.5), geeft

X,
de kans weer dat X, onder E.q. boven een bepaald niveau ligt, ofwel, gezien
het ergodische karakter van het proces’{gt}, de fractie van de tijd gedu-
rende welke x(t) in een willekeurige realisatie onder c.q. boven dat niveau
ligt. Daarmee wordt echter geen inzicht vefkregen in de tijdsintervallen
tussen opeenvolgende doorsnijdingen van het beschouwde niveau (zie figuur

5.4), c.q. in de vraag hoe vaak dergelijke z.g. niveaudoorgangen zich

‘) R |

Figuur 5.4

voordoen. Deze vraag is o.a. van belang in studies van vermoeiing (als x

een materiaalspanning voorstelt),
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De k.d.f. van de tijdsintervallen tussen opeenvolgende opgaande of
neergaande niveaudoorgangen is theoretisch moeilijk te bepalen, maar
dat geldt niet voor de verwachtingswaarde van die intervallen, ofwel
voor het omgekeerde daarvan, de gemiddelde frekwentie. Rice (1944)
heeft aangetoond dat de gemiddelde frekwentie (Xx) waarmee de functie-
waarde van een stationair Gaussisch proces {gt}, met een willekeurig
spectrum, een niveau x in opwaartse Of neerwaartse richting doorsnijdt,

gegeven is door

=
Do

kZ
0 0

- _2
Xx = ( Er‘)

Een bewijs van deze belangrijke betrekking is gegeven in een Appendix

aan dit hoofdstuk.

Als bijzonder geval van (5.13) geldt dat de gemiddelde frekwentie van

opgaande (of neergaande) nuldoorgangen (algemener gezegd: doorgangen

door het gemiddelde niveau) in een stationair Gaussisch proces gelijk

is aan

(5.14)

>
n
BlNB
v-—

0

Het omgekeerde hiervan is gelijk aan het gemiddelde van de tijdsinter-
vallen tussen opeenvolgende opgaande of neergaande nuldoorgangen. Deze
tijdsintervallen, hier met T aangeduid, worden kortheidshalve ''nuldoor-
gangsperioden' genoemd, hoewel het verschijnsel niet periodiek is. De

verwachtingswaarde ervan is

=

T =E(D) =2 = (=) (5.15)

2

(z staat voor "zero'".)Aan de k.d.f. van T is zowel theoretisch als em-
pirisch gewerkt, maar daarop wordt hier niet ingegaan, anders dan met

te zeggen dat de vorm van de k.d.f. van T sterk varieert met de vorm van
het variantiespectrum. (Voor processen met smalle spectra varieert de
breedte van de k.d.f. vanT, d.w.z. OT, evenredig met de breedte van het
spectrum.) Uitspraken over de vorm van de k.d.f. van T zijn daarom alleen

zinvol als ze gepaard gaan met informatie over het bijbehorende spectrum.
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In figuur 5.5 worden enkele waarden van T P elk bepaald uit een regi-
stratie van n(t), vergeleken met waarden van (m /m ) , elk bepaald uit

het bijbehorende spectrum. Gemiddeld is er een redelljke overeenkomst.

15 -
]
—_— +
_"N_Ui 10 B ##4.
~ - /.t*
~N +/ 4

) i
& %
b e

0T

4 3 J -} e L 3 L ’ 4. i 4 ' S
F e [
0 5 10 15

Figuur 5.5 (naar gegevens van Vugts, 1971)

In het algemeen wordt in dit soort betrekking echter een aanzienlijke
spreiding geconstateerd. Dit is voor een deel toe te schrijven aan de
gevoeligheid van TZ en (mo/mz)% voor kleine variaties in de methode

van meten en bewerken (b.v. keuze frekwentie~karakteristiek van het meet-
systeem, bemonsteringsinterval, schatting van spectrale dichtheden, enz.).
In dit opzicht is het aantrekkelijker om niet de gemiddelde periode te
nemen van alle golven (TZ), maar slechts die van de hogere, b.v. het
hoogste %-—deel (zie par. 5.5 voor het begrip golfhoogte). Het blijkt
n.l. dat de perioden van de hogere golven minder spreiding vertonen

dan die van de lagere, en ook minder gevoelig zijn voor kleine storingen
in het meetsignaal of verschillen in bewerking. Bovendien zijn visuele
schattingen van 'de" kenmerkende periode van een golfsysteem ook altijd
gebaseerd op de hogere golven (zie par. 5.6). Gezien deze punten is het
zinvol om de gemiddelde periode van (b.v.) het hoogste %——deel van de gol-
ven (Tlh)te gebruiken als kenmerkende periode van een golfsysteem. Men

noemt deze ook wel de significante golfperiode (TS).

De relatie tussen T  enerzijds en een kenmerkende spectrale frekwentie

anderzijds is niet &&nduidig, maar hangt af van de spectrumvorm. Daarbij
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is gebleken dat de beste correlatie bereikt wordt wanneer T in ver-—
band wordt gebracht met de spectrale piekfrekwentie (fm), d?é.z. de
frekwentie waarvoor de spectrale dichtheid van {Qt} maximaal is. Voor
zeer smalle spectra, zoals bij deining afkomstig van grote afstand,
zijn delperioden T nauwelijks gespreid en zal T]/3 vrijwel gelijk zijn
aan fm . Voor zeegangsspectra, die breder zijn, is empirisch een an-
dere betrekking gevonden. Figuur 5.6 laat zien hoe de gemiddelde pe-
riode van golven met\?en;elfde golfhoogte (H = H) varieert met die
hoogte. Blijkbaar is aie gemiddelde periode onafhankelijk van H in het
bereik van de hogere golven, en ongeveer gelijk aan 0.9 fm—{ Dan geldt
ook

T =0.9f¢f (5.16)

. ' -1 . . ‘o
De correlatie tussen TV en fm blijkt aanmerkelijk sterker te zijn
3 |

dan die tussen T, en (mo/mz)i.

1.0 +—
LHE
= 0.54 / ) o ¢ &+ O : behorende bij
i // e spectra van verschillende breedtes
) 147 #
= +/
+

0.0 v 4 ' .

0 ! 2 3 =H/y

Figuur 5.6 (Goda, 1978)

Voorbeeld (vervolg van het voorbeeld uit par. 5.2, dus met dezelfde ge-
gevens). Gevraagd:

(d) De gemiddelde nuldoorgangsperiode T,

(e) Het verwachte aantal opwaartse doorsnijdingen van het niveau n = 3 m,

in een interval van 3 uur,

-1 1
ad (d) Tz= Ko = (mo/mz)z' Substitutie van de in par. 5.2 reeds gegeven
1 -1
uitdrukkingen en waarden voor m en m geeft A0= 22fm ~ 0.4 s ,

waaruit volgt Tz = 7,1 s,
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ad (e) De gemiddelde frekwentie van de opwaartse doorsnijdingen is

-1
An= Ao exp { - n%/(2 mo)} = 0.0033 s . Het verwachte aantal
van die doorsnijdingen in een duur D = 10800 s is AnD = 36,

5.4, Maxima

De volgende te beschouwen variabele is de functiewaarde van . ter plaat-
se van een willekeurig maximum uit de verzameling van alle maxima van
{gt}‘ Die waarden, hier aangeduid met X kunnen bij een spectrum van

voldoende breedte zowel positief als negatief zijn (zie figuur 5.7).

AVIVATA A

Figuur 5.7 Realisatie bij matig breed spectrum

Is het spectrum daarentegen smal, dan zien de realisaties er meer regel-
matig uit, en wel als een amplitude-gemoduleerde. sinus waarin slechts po-

sitieve maxima v6orkomen (zie figuur 5.8). We zien hieruit dat de vorm

Figuur 5.8 Realisatie Bij smal spectrum

van de k.d.f. van 0 afhangt van de vorm van het spectrum van {§t}.(Dit
in tegenstelling tot de vorm van de k.d.f. van X die per definitie

Gaussisch is voor Gaussische processen, ongeacht de vorm van het spectrum,)
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De k.d.f. van x_ behorende bij een stationair Gaussisch proces {gt},
met een variantiespectrum Exx(f) van willekeurige vorm, is afgeleid

door Rice (1944). Zijn resultaat is later bewerkt door Cartwright en
Longuet—Higgins (1956). De verdeling van de genormeerde variabele

&m =X /(m )2 blijkt van slechts &&n spectrale vormparameter af te

hangen, dle door Cartwright en Longuet—-Higgins is geschreven in de

vOorm
- . mi L
= - 2
= (1 — = ) (5.17)
0

Hiervoor geldt 0 < g <1, waarbij € » 0 als de spectrumbreedte tot nul

nadert. De k.,d.f. van Em is voor enkele waarden van € gegeven in figuur

0.6

0.5 pém(g;E) f m €70 (Rayleilgh)
~ AN T
AN

/

0,4

0.6

0z // | /;/////\\\ &:’:mwss
AV A2\
| // / |

0.3

/
/

i .
0 1 e,
-3 -2 - [¢] 1 2 3
.

Figuur 5.9 k.d.f. van § volgens Rice
-m

5.9, Hieruit is te zien dat er relatief meer negatieve maxima (dus ook
positieve minima) zijn, d.w.z. dat de realisaties onregelmatiger zijn
(vergelijk de figuren 5.7 en 5.8), naarmate € toeneemt. Dit is te ver-
klaren uit de aanwezigheid van relatief meer energie in de hogere fre-

kwenties.

Figuur 5.10. laat een vergelijking zien tussen een histogram van meet-
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waarden van Dm (voor € = 0.725) en de theoretische k.d.f. voor € = 0.6

resp. € = 0.8,

L

(m) 1

ez

Figuur 5.10 (Vugts, 1971)

Een meer onregelmatig beeld van de realisaties betekent meer maxima
t.o.v. nuldoorgangen, ofwel een kleinere waarde van de verhouding
Tm/Tz, waarin TZ resp. Tm het gemiddelde tijdsinterval is tussen op-
eenvolgende op- of neergaande nuldoorgangen van {x } resp. tussen op-
eenvolgende maxima of mlnlma van {X }. Voor een statlonalr Gau351sch
proces geldt Tz (m /m.)2 (zie 5. ]5), en daarom ook T (m /m ) ( want
een maximum van . komt overeen met een neergaande nuldoorgang van gt),

waaruit volgt dat

2 =1 - (—2)2 (5.18)

Deze betrekking geeft expliciet een relatie weer tussen de spectrale
vormfactor € enerzijds en een graad van onregelmatigheid van de realisaties
anderzijds. Hieruit is ook te zien dat voor een smal spectrum, waarbij

T = Tz (zie figuur 5.8), € - 0. Dit grensgeval zal in het volgende nader

m
worden bekeken, Vooraf wordt echter nog een meer algemene opmerking gemaakt,

In par. 5.3 is reeds gewezen op de gevoeligheid van TZ en m_ voor kleine
variaties in de wijze van schatting ervan uit registraties. Dat geldt in

nog aanzienlijk sterkere mate voor Tm enm , en dus ook voor €, Aan het
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gebruik van € als spectrale vorm(breedte)parameter is niet te ontkomen
in het geval van de verdeling van X 5 en dan zal men aan die gevoelig-
heid bijzondere aandacht moeten besteden. Als echter slechts een semi-
kwantitatieve maat nodig is voor de spectrale breedte (b.v. in model-
onderzoek) dan is er geen dringende reden om € daarvoor te gebruiken,

en kan men beter een meer robuuste parameter kiezen.

We gaan nu naar het bijzondere geval van een smal spectrum. Dit komt
overeen met glad verlgﬁende realisaties, waarin geen negatieve maxima
of positieve minima voorkomen (fig. 5.8). In dit geval geldt dus dat

er in totaal evenveel maxima zijn als opgaande nuldoorgangen (gemiddeld
Ao per eenheid van tijd), en ook dat er evenveel maxima zijn boven een
positief niveau x als opgaande doorgangen door dat niveau (gemiddeld

Ax per eenheid van tijd). Dus geldt, als het spectrum voldoende smal

is,

aantal maxima waarvoor (§m> x) Ax
= 5~ voor x =0 (5.19)

0

totaal aantal maxima

Interpreteren we het linkerlid hiervan als de kans van overschrijding
van het niveau x door de maxima X > en substitueren we (5.13) in het

rechterlid, dan ontstaat

2
Q = Prix > x} = exp (- =X ) voor x =0 (5.20)
?_{m =m L1 0

Voor de verdelingsfunctie van X geldt dan

2
= < = - -2 =
sz(x) = Pr{gm < x} 1 exp( zmo ) voor x Z 0 (5.21)

De afgeleide hiervan naar x is de k.d.f. van x ¢

2
P (x) = %— exp (- EE%—) voor x = 0 (5.22)
X 0

Dit is de k.d.f. getekend in figuur 5.9 voor € = 0 (afgezien van de
1
normerin =x /m ?).
SRENERS
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De verdelingsfunctie (5.21) en de bijbehorende k.d.f. (5.22) zijn

van het Rayleigh—-type. M.a.w., bij een Gaussisch proces met een smal
spectrum zijn de hoogten van de maxima Rayleigh-verdeeld. De enige
spectrale parameter die daarvoor nodig is is m , ofwel het oppervlak
van het spectrum. Diverse kenmerkende waarden 3an X kunnen in dit ge-
val dus worden uitgedrukt in mo alleen. Door substitutie van (5.22)

en integratie is b.v. te bewijzen dat

~L L

Elx )} = &) m (5.23)

Nol—

en

(5.24)

]
)
=]

E{x?}
=m

In de praktijk van statistische analyses van registraties van oppervlakte-
uitwijkingen, van materiaalspanningen in constructies enz., is het ge-
bruikelijk om af te zien van wat men secundaire maxima zou kunnen noemen.
In die gevallen bekijkt men niet de populatie van alle maxima (gm), maar
alleen positieve, en daarvan per opgaande nuldoorgang van {Et} slechts

het hoogste maximum tussen die doorgang en de daaropvolgende neergaande

nuldoorgang (zie figuur 5.11). We zullen deze deelverzameling van alle

xa ‘ - (-] tOp

BTEANS

Figuur 5.11

>
~

4

maxima de "toppen' noemen, en de bijbehorende functiewaarde met gm aan-

duiden. Voor een smal spectrum zijn de verdelingen van X en theoretisch
= -m

identiek (Rayleigh). Voor bredere spectra is de verdeling van gm theoretisch
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niet bekend, maar empirisch blijkt gm ook dan vrijwel R?yleigh—verdeeld
te zijn (althans voor niet te lage waarden, zeg gm s moz). Hetzelfde
geldt voor de hoogten van de toppen (tussen nuldoorgangen) boven die van
de naastliggende dalen (id). Deze grootheid wordt veel gebruikt in stu-
dies van vermoeiing, waarbij x dan een materiaalspanning voorstelt. Deze
top-dal verschillen ("stress ranges') blijken goed aan de Rayleigh-ver—

deling te voldoen. Figuur 5.12 geeft hiervan een voorbeeld. De meetwaarden

w
<
1

20!t Rayleigh k.d.f.

Figuur 5.12
(Bell en Walker, 1971)

gemeten hismgram

=3
+

aantal spanningswisselingen

por kiasse

L 3
0 05 10 15 2,0 25 30 35 4¢
——s= spanning | ons per square inch?

——

daarin zijn verkregen met rekstrookjes, gemonteerd aan een onderdeel van

de draagconstructie van een platform in de Noordzee.

“Voorbeeld (vervolg). Gevraagd:

(f) Het gemiddeld aantal toppen van n, per seconde,
(8) EinT}
(h) Pxin >3 m}

ad (f) Per definitie is er per golftop één opgaande of neergaande nul-
. 13 . -1
doorgang, en de gemiddelde frekwentie ervan is dus A = 0.14 s
0
(zie antwoord op vraag (d)).

1
| 2

ad (g) E{n } = (E) m?=1,25m = 1.41m
-m 2 0 0

Ll

ad (h) Substitutie van n = 3 m en m = 1.20 m® in

2
-~ n -
> = L S o~
Prin nt exp ( 5 o) geeft Pr{g > 3 m} 0.0235.
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5.5. Golfhoogten

In statistische analyses van de uitwijkingen van het wateroppervlak
wordt veel gewerkt met de z.g. golfhoogten, d.w.z. de hoogten van de
golftoppen (tussen nuldoorgangen) boven die van de naastliggende
dalen (id). Ten dele is dit historisch te verklaren, maar het is ook
nu inhoudelijk nog zinvol, o.m. omdat visuele waarnemingen van wind-
golven, die nog steed§ van belang zijn in de golfklimatologie, geba-
seerd zijn op schattinéen van top-dal hoogten. Verder is het begrip
golfhoogte zinvol in studies van brekende golven, en meer algemeen

wanneer niet-lineair gedrag een rol speelt.
Men kan een golfhoogte (H) definiéren als de grootste waarde van {Dt}
op een tijdsinterval tussen twee opeenvolgende neergaande nuldoorgangen

van {Dt} (t.p.v. een "top") minus de kleinste waarde van {Dt} op het-

zelfde interval (t.p.v. een "dal"), zoals is geillustreerd in figuur

i \/\/\v/\/m‘

Figuur 5.13

n A

o

De golfhoogte wordt ook wel gedefinieerd tussen opgaande nuldoorgangen.
Bij een strikt Gaussisch proces maakt het geen verschil welke van beide
definities wordt gebruikt. In studies van brekende golven, met een steil
front, is de hoogte van de golfkam boven het eraan voorafgaande dal van
betekenis; dit komt overeen met de definitie van golfhoogten tussen neer-
gaande nuldoorgangen. Bovendien komt deze definitie overeen met de prak-
tijk van het visueel schatten van golfhoogten, waar (althans formeel) de
hoogten van golftoppen boven de eraan voorafgaande dalen moeten worden
geschat. Om beide redenen verdient de definitie met de neergaande nul-

doorgangen dus de voorkeur.
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In geval van een smal spectrum, waarbij de realisaties de gedaante hebben
van een amplitude-gemoduleerde sinus (zoals in fig. 5.8), is de golfhoog-
te vrijwel het dubbele van de hoogte van het bijbehorend maximum boven

het gemiddelde niveau, in welk geval geldt
pr{d > H} = pr{2n_> H} = Prin > 1u} (5.25)

Substitutie van (5.20) geeft

2
Qg (1) = Pr{E > K} = exp(- ) (5.26)

zodat in deze benadering H Rayleigh verdeeld is (Longuet-Higgins, 1952).
Uit (5.23) en (5.24) volgt dan dat

! L
by = E(E) = @2m)® = 2.5 (mg)? (5.27)
en
. L 1 1
— 2 L . L
B EEEHE= 2(2m0)f'- 2.8 (m))* (5.28)
zodat
1
-y  ~0.8H (5.29)
P T2 Prms rms )
Vaak wordt i.p.v. My d.w.z. het gemiddelde van alle golfhoogten;'het
gemiddelde beschouwd van het hoogste %'-deel van de golfhoogten, de z.g.

significante golfhoogte H_, omdat die beter dan blijkt overeen te
komen met visuele schattingen van "de" kenmerkende golfhoogte in een golf-
veld. Zolang we ons echter beperken tot statistische analyses van regi-
straties heeft HS niets significants t.o.v. andere parameters van de golf-
hoogteverdeling,  zoals Hy of Hrms' Wij zullen dat in ?e notatie tot
uiting laten komen door het gemiddelde van het hoogste 3 -deel van de
golfhoogten-tussen-nuldoorgangen niet aan te duiden het Hs’ maar met th.
De definitie van Hl/3 is gefllustreerd in fig. 5.14. Uitgaande van de
Rayleigh-verdeling zoals gegeven in (5.26) is te bewijzen dat

H = 4.004.... m 2 = 4m
13 0 0

N—

(5.30)
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Gezien (5.27) en (5.28) geldt dan tevens

POl

H ~ 2°H = 1,41 H (5.31)
13 rms rms
en
4
H 2 — = 1,60 u (5.32)
1/3 (2,”) 3 H H
%
&
Py |
' ' i
H H
L \s ;!
! : Figuur 5.14

Bij de toetsing van bovenstaande theoretische uitkomsten aan metingen

moeten twee aspecten worden onderscheiden:

(a) de theoretische voorspelling dat de golfhoogten Rayleigh-verdeeld
zijn, d.w.z. dat de overschrijdingskans de gedaante heeft van

QH = exp(- AH?), waarin A een willekeurige constante is; en

(b) de theoretische voorspelling dat de waarde van de coefficient A

gelijk is aan (8m0)-1.

M.a.w., we moeten de vraag naar de vorm van de verdeling (aspect a)

onderscheiden van die naar de waarde van de schaal (aspect b).

De vraag naar de vorm kan o.a. worden nagegaan door gemeten cumlatieve
frekwentie-verdelingen van golfhoogten uit te zetten op een Rayleigh-

schaal, waarop zij theoretisch een rechte lijn moeten vormen (afgezien
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van steekproef-variabiliteit). Figuur 5.15 geeft hiervan een voorbeeld.

DO

Tt
i
Ji
|
i
H
Hi
ili l
“
!
I
i

0.001

0 1 2 —1[ ]

Figuur 5.15 - Verdeling van golfhoogten gemeten op IJsselmeer

bij windsnelheid van 20 m/s (Rayleigh schaal)

De hypothese dat de meetwaarden steekproeven zijn uit een Rayleigh-ver-
deelde populatie'lijkt in dit voorbeeld wel te zijn bevestigd, althans
voldoende voor praktische doeleinden. Het blijkt dat dit algemeen opgaat
zolang we ons beperken tot golfbewegingen met min of meer enkeltoppige
spectra (zoals bij golven opgewekt door een enkel windveld), ook al zijn
die niet "smal" in de zin € €1, en ook al is de golfsteilheid relatief
groot (b.v. in stormen). Het feit dat golfbreking een fysische begrenzing
geeft aan de mogelijke golfhoogten blijkt slechts van betekenis te worden

bij diepten minder dan ca 3Hu3.

Het feit dat de Rayleigh-verdeling voor de golfhoogten goed voldoet blijkt
ook hieruit dat de gemeten verhoudingen tussen diverse kenmerkende waar-
den van H goed overeenstemmen met de theoretisch voorspelde waarden daar-—

van, b.v. die gegeven in (5.29),(5.31) en (5.32).

Zoals gezegd heeft het voorgaande slechts betrekking op de vorm van de
verdeling. De theoretisch voorspelde waarde van de schaalparameter blijkt
niet geheel juist te zijn,in die zin dat de gemeten golfhoogten systema—

tisch kleiner zijn dan theoretisch voorspeld voor de gegeven waarde van m .
Q
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Uit metingen op diep water is b.v. de volgende empirische relatie

gevonden (zie figuur 5.16):

N

'H (5.33)

. ..='3,8(m )
Y3 emp . 0

— 4 m z[m]
Nt

1 ) 5 9 113
Figuur 5.16 (Houmb en Overvik, 1977)

De coéfficieént hierin is 5% kleiner dan de theoretisch voorspelde
(vergelijk met 5.30).
Omdat de vorm van de gemeten

de theoretisch bepaalde, maar de schaal niet, is het nuttig om m te

elimineren uit (5.26) en (5.30), met als resultaat

QH(H) = Pr{g > H} = exp{- 2( %— )2} (5.34)
= 13

Naast deze theoretisch afgeleide en empirisch bevestigde verdeling kan
dan de empirische betrekking (5.33) worden gebruikt wanneer de golf-
hoogteverdeling moet worden uitgedrukt in termen van het spectrum van

de uitwijkingen van het oppervlak.

Voorbeeld (vervolg).Gevraagd:

(1) Hﬂa en UH
(j) de waarde die door 1% van de golfhoogten wordt overschreden
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1
ad (i) Substitutie van mo2 = 1,10 m in (5.33) geeft H = 4,2 m,
13

waarna uit (5.32) volgt dat My = HV3/1.60 = 2.6 m.

ad (j) De oplossing van (5.34) voor H, bij gegeven H  en QH’ luidt
WE

Mot
Nl

H
18

H = (ln. QH— )

Substitutie hierin van QH = 10 en HUa = 4,2 m geeft H=7.8 m,

R

5.6. Visuele schatting van golfhoogte en periode

In voorgaande paragrafen zijn parameters geintroduceerd die kenmerkend
zijn voor golfhoogten resp. perioden. Deze waren ontleend aan een tijd-
registratie n(t) (b.v. ? , resp Tzof ?Us) dan wel aan het bijbehorend
spectrum Eﬂn(f) (b.v. mz resp. (mo/mz)iof fm_l). In studies van golf-
klimaat komen daar meestal visueel geschatte waarden bij (Hv resp. TV).
De vraag doet zich dan voor hoe deze zich verhouden tot instrumenteel
bepaalde parameters. We beperken ons daarbij tot een enkel z.g. golf-

systeem.

Globaal gezegd is een golfsysteem een golfveld afkomstig van een enkel
windveld. Vaak zijn verschillende golfsystemen tegelijk aanwezig in een
zeegebied, b.v. golven behorend bij de momentane, lokale wind ("zeegang')

- s I

resp. bij een voorbij en/of verderweg gelegen d ("deining"). Elk

deining E
van die golfsystemen heeft een &&ntoppig spectrum in frekwentie (f) en
richting (8), en van elk systeem worden kenmerkende parameters visueel
geschat. (Hierbij is impliciet verondersteld dat de diverse golfsystemen
voldoende gescheiden zijn in de spectrale ruimte om ze in de fysische

ruimte (het zeeoppervlak) inderdaad te kunnen onderscheiden.)

Het is gebleken dat waarnmemers zich bij het visueel schatten van ken-—
merkende golfhoogten en perioden van een golfsysteem als vanzelf baseren

op de hogere golven van het systeem. De World Meteorological Organization
(WMO) heeft dit ook als richtlijn gegeven voor de waarnemingen die onder
auspicién van deze organisatie vanaf schepen worden gedaan, door te stellen
dat die visuele schattingen moeten zijn gebaseerd op de gemiddelde hoogte

resp. periode van 15 & 20 goed gevormde, hogere golven van een aantal
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golfgroepen., De beperking tot de hogere golven is zinvol omdat de
lagere minder goed identificeerbaar zijn, en, mee door hun grote
aantal, ook niet goed zijn mee te nemen in het visuele en mentale

proces van schatting en middeling.

Het is onvermijdelijk dat er subjectieve elementen blijven in het
‘operationeel hanteren van de WMO richtlijn, en verschillen tussen
visueel geschatte en instrumenteel bepaalde waarden zijn dan ook te
verwachten. Wel kan m;ﬁ nagaan welke instrumenteel te bepalen hoogte-
en periode-parameters gemiddeld het beste overeenkomen met HV resp.
Tv' Vanzelfsprekend zullen dat niet de gemiddelde hoogte en periode
zijn van alle golven, maar slechts die van de hogere, en wel ongeveer
het hoogste l'—deel. Zodoende is men gekomen tot een definitie van H

3
resp. Tus als de gemiddelde hoogte resp. periode van het hoogste 3-—dee1
van de golven tussen nuldoorgangen (zie par. 5.3 en 5.5). Men noemt deze
kortweg de significante golfhoogte (Hs) resp. significante golfperiode

(TS).

In golfklimaatstudies (vroeger ook in studies van golfgroei) worden H

en HV vaak als equivalent behandeld, en werkt men met Hs’ waarbij dan
wordt afgezien van de vraag of numerieke waarden van L afkomstig waren
van Hua dan wel van Hv' Voor de perioden geldt mutatis mutandis hetzelfde.
Dit is ook de werkwijze in de hierna volgende hoofdstukken over golfgroei

resp. golfklimaat.

5.7. Extreme waarden

Zoals reeds is gezegd in de inleiding tot dit hoofdstuk zijn er situaties
waarin het van belang is inzicht te hebben in de te verwachten extreme
waarde van een stochastisch proces gedurende een zekere tijdsduur (D).
Theoretisch kunnen dergelijke problemen als volgt worden geformuleerd.
Gegeven een stationair Gaussisch proces {gt} met E{gt} = 0 en met va-
riantiespectrum EXX(f). Gevraagd de kans dat in een willekeurige rea-

lisatie van {gt}, met duur D, een bepaald niveau x niet wordt overschreden.

De berekening van de gevraagde kans is niet goed mogelijk door uit te

gaan van de gezamenlijke k.d.f. van X, op willekeurige tijdstippen, omdat
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de verzameling tijdstippen in een eindig tijdsinterval niet aftelbaar
is. Daarom wordt gebruik gemaakt van bijzondere waarden van {gt}, die
slechts voor discrete tijdstippen bestaan. Zowel de maxima (§m) als de
doorgangen door het niveau x zijn hiervoor geschikt. Wij gaan om te be-
ginnen uit van de maxima,en zullen achteraf aanduiden hoe hetzelfde
resultaat via de niveaudoorgangen bereikt had kunnen worden. (We kunnen
de golftoppen (gm) ook gebruiken, maar dat is theoretisch minder gefun-

deerd bij niet-smalle spectra.)

De kans dat een individueel maximum hoger is dan x, hier kortheidshalve

geschreven als

Q=q () = Prix > x}, ' (5.35)
-m

en het verwachte aantal maxima in de duur D, geschreven als N, zijn voor
Gaussische processen bekend uit het werk van Rice, genoemd in par. 5.4.

Veronderstellend dat de hoogten van de verschillende maxima stochastisch

onafhankelijk zijn, geldt

Pr(alle x_ Sx) = Pr{geen X >x} = (1 - Q)N (5.36)

t
waarmee formeel de vraag beantwoord is. Maar, omdat het in de toepassingen
altijd gaat om extreme waarden in een lange reeks van maxima, is N > 1,
waardoor het rechterlid in (5.36) niet erg handzaam is. Voor extreme waar-
den is echter alleen het bereik Q < 1 van belang. Via de identiteit
N N

(1 - Q" = exp{ln(1 - Q" } = exp{N In(1 - Q)} (5.37)
en de benadering

In(l - Q) = - Q als QX1 (5.38)

kan (5.36) dan worden benaderd met de meer handzame vorm

Pr{geen x> x} = exp(; NQ) (5.39)
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(Wanneer niet geldt dat Q <1, maar nog wel dat N > 1, zodat NQ > 1,
dan zijn zowel (1 - Q)N als exp(- NQ) vrijwel nul, zodat ook dan (5.39)
als benadering van (5.36) bruikbaar is. Voor extreme waarden is dit

echter niet interessant.)

Het is van belang op te merken dat NQ juist het verwachte aantal maxima
is in de duur D boven het niveau x. In feite is (5.39) niets anders dan
een bijzonder geval van de Poisson-verdeling, die geldt voor het (sto-
chastisch) aantal ”sd&éessen” (n) in een reeks van N onafhankelijke
steekproeven, als per steekproef de kans op "succes" (Q in ons geval)
gering is (Q < 1). De Poisson-verdeling luidt (zie college Statistiek)

e o-u (5.40)

Pr{g = n} = e ,n=20,1,2,....., N

=}

waarin
u = E{n} (5.41)

Als bijzonder geval hiervan geldt dat de kans op afwezigheid van succes

in de gehele reeks gelijk is aan

Prin = 0} = ¢ ¥ = e Ein) (5.42)

In het hier beschouwde geval van de maxima is de gebeurtenis (gm > x) een

"succes" in bovenbedoelde zin, en geldt
u = E{n} = NQ (5.43)
waarmee we terug zijn bij (5.39).

Om 5.39 verder uit te werken moeten waarden voor N en Q gesubstitueerd
worden, gebaseerd op het werk van Rice voor spectra van willekeurige

vorm. Het is echter doelmatig om eerst het geval van een smal spectrum
te nemen, waarvoor geldt dat het aantal maxima gelijk is aan het aantal

opgaande of neergaande nuldoorgangen:
moo
N=XxD-= ( 53 )?D (5.44)

en waarvoor de hoogten van de maxima Rayleigh verdeeld zijn:
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Q = exp(- ———) (5.45)

Hiermee gaat (5.39) over in

m
Prigeen x_ > x} = exp{~ ( = 2 )2 D exp(- 35 —ji— )} (5.46)
™ ™

Voor spectra van toenemen&e breedte (toenemende €) geldt enerzijds dat

Q afneemt (zie fig. 5.9) en dus minder wordt dan zou volgen uit (5.45),

en anderzijds dat het aantal maxima toeneemt t.o.v. het aantal nuldoor-
gangen, zodat N groter wordt dan zou Voigen uit (5.44). Deze tegenge-
stelde effecten blijken elkaar vrijwel op te heffen (zolang Q €1), zodat
het product NQ onafhankelijk is van €. Voor willekeurige spectrumbreedte
is (5.46) dus toch geldig. (Via de tophoogten gm zouden we inééns tot dit
resultaat zijn gekomen, maar dat is theoretisch zwakker omdat de verdeling

van gm theoretisch minder goed bekend is dan die van alle maxima.)

Tenslotte wordt opgemerkt dat (5.46) ook kan worden afgeleid via het aan-
tal opgaande doorgangen van {gt} door het niveau x in de duur D. De ge-
vraagde kans is n.l. gelijk aan de kans dat zo'm doorgang in het geheel
niet plaats vindt. Het verwachte aantal van die doorgangen is 4 = K D =
A D exp{- x /2m )} (zie vgl. 5.13), ongeacht de spectrumvorm. Voor re-
1at1ef hoge n1veaux (x) zijn de doorgangen zeldzaam, en als stochastisch
onafhankelijk te beschouwen, waardoor (5.42) van toepassing is, en we

weer op (5.46) uitkomen.

Het probleem van de extreme waarde is in het voorgaande behandeld als de
kans dat een gegeven stochastisch proces gedurende een zeker interval

een bepaald grensniveau niet zal bereiken. We kunnen ook de extreme waar-
de zelf, te bereiken in dat interval, als een stochastische variabele be-
schouwen. We zullen die aanduiden met max x. Voor de verdelingsfunctie

ervan geldt
(x) = Pri{max x < x} = Pr{geen x > x} (5.47)

zodat

m
© x(®) = exp(- NQ) = exp{- (= 2)? i exp (- ———) } (5.48)
- 0 0
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De variatie met X van Q, van P en van de afgeleide naar x van P
max X max x

(d.w.z. pmaX <’ de k.d.f. van max x) is geschetst in figuur 5.17,

voor het geval N > | (zoals gebruikelijk bij extreme waarden). Merk

.. . . . -1
op dat exp(- NQ) vrijwel nul is voor zodanig kleine x dat Q>N

exp (- NQ)
max X

max X

Y

mod (max x)

Figuur 5.17

-1
(dus NQ > 1), en pas aanmerkelijk in waarde toeneemt wanneer Q & N

(NQ # 1). Voor nog grotere x, waarvoor Q < N_l, en dus NQ < 1, nadert
exp(- NQ) als 1 - NQ - {(NQ)2.... asymptotisch tot 1. Men kan aantonen
dat de snelste stijging van exp(- NQ), m.a.w. het buigpunt, bij bena-
dering optreedt voor NQ = 1, ofwel voor x = (2 1n.N)%m %. Bii die
waarde van x ligt het maximum van de k.d.f. van max §.0Daar ligt dus

de z.g. modus ("most probable value") van max x, hier geschreven als
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mod (max x)

1 1
mod (max x) = (2 1n N)2m02 (5.49)

Voorts kan worden aangetoond dat

1
0.29, 4

In N ) (5.50)

E{max x} = (2 1ln N)%(l +

Beide nemen toe met N, maar wel langzaam, vanwege de logarithme en de

vierkantswortel. De spreiding van max x varieert daarentegen omgekeerd
1

evenredig met (ln N)?. Voor grote reekslengten (N> 1) is de spreiding

relatief klein, zoals ook is te zien aan de k.d.f. in figuur 5.17.

Het komt wel voor dat mod(max x) wordt aangeduid als "de'" waarde van
max xX. Daarmee wordt voorbijgegaan aan het feit dat max x een stochas-
tische variabele is. Merk ook op dat er een aanzienlijke kans is dat
max x zijn modus-waarde overschrijdt. Die kans is l—e—NQ= 1--e_lz 0.63,
zodat het bepaald onverstandig zou zijn om de modus van max X zonder

meer als representatieve waarde in een ontwerp te gebruiken.

Een vergelijking tussen uit steekproeven geschatte waarden van E{max n}
en de theoretisch voorspelde waarden is gegeven in figuur 5.18. De over-

eenkomst is goed, ondanks het feit dat de waarden hier nogal ver in de

6 s E{max D}/moE
1
! o <max n>/m ?
4 1 0
2 -
0 + 4 + -
10 102 108 104 N

Figuur 5.18 (Cartwright, 1958)

staart zitten van de verdeling van {Dt} waarvan in eerste instantie

was uitgegaan.
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Dezelfde redenering volgend als hierboven kan men de verdelings-
functie afleiden van max H, de grootste golfhoogte uit een reeks

van N:

Pr{max H < H} = exp{- NQH(H)} (5.51)

Substitueert men hierin (5.34) voor QH dan ontstaat het volgende re-

sultaat voor mod(max H):

..

/ 1
mod(max H) = (} 1In N)? th (5.52)

Deze theoretische resultaten blijken goed te voldoen, althans in diep

water,

Voorbeeld (vervolg).Gevraagd:

(k) mod(max H) in een duur van 3 uur.
(1) de waarde van H met een kans van overschrijding door max H in een

duur van 3 uur gelijk aan 0.01.

ad (k) Er zijn evenveel golfhoogten als neergaande nuldoorgangen dus
N = AOD = (0.14 sul)(B x 3600 s) = 1512 (zie antwoord (d), par.
5.3). Verder is HU3= 4.21m (zie antwoord (i), par.5.5). Dus
mod(max H) = {} 1In 1512}2(4.2 m) = 8.0 m.

ad (1) We stellen exp(- NQH) = 0.99, waaruit met N = 1512 volgt QH =
-6 -— i
6.6 x 10 . Werken we dit uit zoals in antwoord (j), par. 5.5,

dan is het resultaat: H = 10.2 m.

5.8 Résumé

Windgolven en daardoor opgewekte responsies zijn bij benadering te be-
schrijven als een Gaussisch proces, dat bovendien voor korte duur als
stationair kan worden beschouwd. Alle statistische eigenschappen van
dergelijke processen zijn bepaald door het variantiespectrum. Theore-
tische resultaten zijn gegeven voor de k.d.f. van momentane waarden,
maxima, golfhoogten en extreme waarden, evenals voor de gemiddelde

frekwentie van niveaudoorgangen. Deze resultaten blijken in het algemeen
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voor praktische toepassingen voldoende betrouwbaar te zijn, afgezien
van een kleine (ca 5%) correctie in de verhouding tussen golfhoogten
en standaardafwijking van de momentane uitwijking. Een overzicht van

enkele van bovengenoemde k.d.f.'s is gegeven in figuur 5.19.

A
Pg (&) 11 ]
-t
/\ P
T _2| 1 D 1 1] 4 g
i
Pg (&3¢)
-m
¥ _21 I'—;IO T é ] 14 ] g:
1
Pg (&)
=m
o~ 2 &
! |
Poax §(E.;Ilﬂ)_
O o L
0 2 4 £

-~

Figuur 5.19 - K.d.f. van & Em en max § VOOTr aangenomen

o B
waarden & = 0.6 en N = 3000
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APPENDIX - Gemiddelde frekwentie van niveaudoorgangen

Gegeven een stationair Gaussisch proces {Et}’ met E{Et} = 0 en variantie-
spectrum Exx(f)' Gevraagd de gemiddelde frekwentie (Ax ) waarmee een
willekeurige realisatie van dit proces een gegeven nivéau x = X in op-

gaande richting doorsnijdt.

Rice (1944) geeft een afleiding ongeveer als volgt. Hij bepaalt de kans

op een opgaande doorsnijding van het niveau x = X in een tijdsinterval

-

(t,,t,). Als 8t = t, 4H£; infinitesimaal is dan is de afgeleide (%) van

x(t) op het interval (t,,t,) als constant te benaderen (X(t) = comst = %,).

Een opgaande doorsnijding wvan het

X = X
<4 . x(t) 2
x=
4 ___? ? — I 8x
=x
0 //—\\
/ X=X, N .
t=t, t=t,
5t I
4

niveau x = X in het interval (t,,t,) komt dan overeen met de gebeurtenis

(x, < %, <x_ + %6t en 0 < %X, < ). De kans hierop is te schrijven als

X _+x6t
)
X . X I
J dx [ dx Pﬁttit(x,x> (D
0 X
o
Hierin is t, vervangen door t omdat P, .4 toch niet met t varieert (het

—" ,—
gegeven proces is immers stationair). 6mdat het interval van integratie
over x infinitesimaal is (&x = X, = x = x 8t) kan de integraal over x
worden benaderd als in

x +8x
o

J f(x) dx = f(xo) 8x

X
o
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met als resultaat dat (I) overgaat in

X p . (x ,x) dx } St
{ (J) _}_{_t ’.}_{.t °

Omdat dit de kans voorstelt op een opgaande doorsnijding van het niveau
X =% in een willekeurig tijdsinterval met duur &t, is de factor in
accoladen gelijk aan Ax :

o

~.

|

A = [ X p_t’ét (xo,x) dx
0

Dit geldt voor elk stationair stochastisch proces. Is het proces bovendien

Gaussisch dan geldt (5.8), waarmee (II) overgaat in

0. 2

1 Tx X
A = =— —— exp [_ _ELJ
X 2m Ox . 2gi

Uitgedrukt in de momenten van Exx(f) (zie ook 5.11) wordt dit

1
i
y = Fﬁ]z exp[- io_] i (111)
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6. GOLFVERWACHTINGSMETHODIEKEN

N.B. De definitieve tekst voor hoofdstuk 6 is nog niet gereed. In plaats
daarvan is een copie ingelast van een bestaand dictaat "Golfvoorspelling'.
Qua opzet sluit dit niet voor 1007 aan bij de overige hoofdstukken, en
qua nummering van pagina's en vergelijkingen in het geheel niet. Evenmin

zijn er verwijzingen naar de. andere hoofdstukken.
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1. Inleiding

Na een reeks van aarzelende pogingen vanaf de tweede helft van de vorige
eeuw kreeg de ontwikkeling van methoden om golven te voorspellen pas in de
tweede wereldoorlog betekenis toen een onderzoek gestart werd om te komen tot
betrouwbare golfverwachtingen voor de geallieerde landingen. Op grond van
voornamelijk -empirische gegevens ontstond een model waarmee het mogelijk
werd om een kenmerkende golfhoogte en golfperiode te voorspellen als funktie
van enkele parameters van een homogeen, stationair windveld. Een aantal jaren
later, toen de spectralé‘aﬁalyse haar intrede deed in de golfbeschrijvings-
technieken, werd het mogelijk ook het energiedichtheidsspectrum te voorspellen
als funktie van de windveld parameters. Het homogene, stationaire windveld is
echter meestal een weinig realistische voorstelling van het windveld op zee

en het gebruik ervan is een belangrijke beperking voor het toepassen van deze

methoden.

In de jaren '50 ontstond het idee dat de voorspelling kan worden uitge-
voerd voor iedere spectrale komponent afzonderlijk. ILedere komponent die over
het wateroppervlak beweegt wordt gevolgd en tijdens dat volgen wordt de ener-
giedichtheid van die komponent berekend. Dit gebeurt door de balans bij te hou-
den van de energie die de komponent ontvangt (b.v. van de wind) of afstaat
(b.v. door dissipatie). In principe is het mogelijk op deze wijze de emergie-
dichtheid van deze komponent te berekenen in situaties waarin het windveld zo-

wel in ruimte als in de tijd varieert.

Uit dit korte overzicht blijkt dat de golfvoorspellingsmethoden kunnen
worden onderscheiden in twee categorieen: een categorie waarbinnen het golf-
beeld voorspeld wordt in een homogeen, stationair windveld en een categorie

waarbinnen golfverwachtingen worden opgesteld in een variérend windveld.




2. Golfvoorspellingsmethoden voor het standaard windveld

De methoden die in deze paragraaf behandeld worden zijn de meest een-
voudige die beschikbaar zijn. De reden daarvoor is dat het windveld zeer
sterk geschematiseerd is waardoor het beschreven kan worden met slechts

enkele parameters. Hetzelfde geldt voor het golfveld.

Twee methoden worden onderscheiden. De eerste, de methode van de kenmerken—
de golf, geeft alleen twee karakteristieke afmetingen van de golven, nl. de
significante golfhoogteﬁéh ﬁe significante golfperiode. De tweede, de methode
van het standaard spectrum, geeft meer informatie over het golfbeeld nl. het

spectrum.

Alvorens over te gaan naar een beschrijving van de methoden worden enkele

aspecten van het windveld aan de orde gesteld.

2.1, Windveld

Evenals het golfbeeld is het windveld een bijzonder complexe grootheid en

evenals de waterstandvariaties in een golfveld dient de windsnelheidsvector
beschouwd te worden als een stochastische variabele. In het volgende overzicht
worden echter uitsluitend de gemiddelde windsnelheid en -richting gebruikt, die

voor een homogeen, stationair windveld per definitie konstant zijn.

Op de vraag hoe "de'" windsnelheid (U) gedefiniéerd moet worden is in de
literatuur een verscheidenheid aan antwoorden te vinden. In de meeste publi-
caties wordt een tijdsgemiddelde gebruikt van de windsnelheid op een konstante
hoogte (z) boven het gemiddelde waterniveau (Uz). Uit de literatuur blijkt dat

er i.h.a. een voorkeur bestaat om z = 10 m te kiezen.

Verondersteld wordt dat het windveld een bovenwindse begrenzing kent die
bestaat uit een rechte lijn die loodrecht staat op de gemiddeld windrichting.
De breedte van het windveld wordt zo groot gedacht dat de numerieke waarde
daarvan niet meer van belang is voor de golfvoorspelling ('"oneindig" breed).
Naast deze begrenzingen in de ruimte kent het windveld ook een startpunt in
de tijd. De wind wordt verondersteld plotseling te zijn gaan waaien op een
tijdstip t = 0. Hiermee is het windveld voldoende gekarakteriseerd. De ken-.. . -
merkende parameters die nodig zijn voor een plaats en tijdstip in het windveld
zijn de afstand tot de bovenwindse begrenzing (strijklengte) en de tijd die
verstreken is sinds de aanvang van de wind (windduur). Deze parameters geven in

feite weer de mate waarin de wind gelegenheid heeft'gehad om energie over te




dragen aan het golfveld tot aan het beschouwde punt en tijdstip.

Het hier beschreven windveld zal in het vervolg worden aangeduid als het
standaard windveld. In een dergelijk windveld zijn de waarden van de golf-
parameters afhankelijk van de windveldparameters U, F en t, van de zwaarte-
krachtsversnelling (g), en in zekere mate ook van andere grootheden zoals
b.v. de viskositeit van water en van lucht, de turbulentiegraad van de wind,
enz. Verwaarloost men de invloed van deze andere grootheden dan resteren
slechts U, F, t en g als onafhankelijke parameters. Dit viertal kan tot twee

dimensieloze onafhankelijke parameters worden teruggebracht, b.v.

~ F
F=-ggr (2.1.1)
E=g% (2.1.2)

Dit houdt in dat de golfgroei in het &ne windveld gelijkvormig is met die in
een willekeurig ander (standaard) windveld, mits de schaalregel van Froude in

acht wordt genomen,

Met betrekking tot de groei en voortplanting van windgolven kunnen strijk-
lengte en windduur in elkaar uitgedrukt worden m.b.v. een transformatieregel
gebaseerd op de veronderstelling dat een spectrum dat opgewekt is na een be-
paalde tijdsduur t bij ombeperkte strijklengte gelijk is aan een spectrum dat

opgewekt is na een zekere strijklengte F bij ombeperkte windduur.

Als de energiedichtheid van iedere golfkomponent zich ontwikkelt en voort-—
plant onafhankelijk van de andere golfkomponenten is voor iedere golfkomponent
de equivalentie tussen strijklengte en duur eenvoudig te berekemen m.b.v. de
groepsnelheid van die komponent. Voor water met konstante diente zijn die rela-

ties weergegeven door vergelijkingen (2.1.3) en (2.1.4)

F

eq = Cg tcos 6 (2.1.3)

F
teq - Cg cos 3] (2.1.4)

waarin 6 de hoek tussen de windrichting en de voortplanting van de golfkompo-

nent is.

. . . . . R S '
Voor het spectrum in zijn geheel is er in deze zln geen equivalntie omdat

de equivalentie voor iedere golfkomponent verschillend is. Maar men:zou de




komponent met de piekfrequentie f; kunnen beschouwen als de '"drager' van de
totale energie van het spectrum. Deze benadering is in zoverre gerechtvaar-
-digd dat voor jonge zeegang de energie sterk geconcentreerd is rond deze piek
(sgherp gepiekte spectra) waar relatief intensieve niet-lineaire wisselwer-
king plaatsvindt (zie paragraaf 3.2.2.) waardoor de groepsnelheid van de piek-
frequentie inderdaad ongeveer gelijk is aan de snelheid waarmee de totale
energie zich voortplant (zie ook paragraaf 3.3.). Omdat de piekfrequentie niet
konstant is, zal ook de groepsnelheid varieren met de strijklengte of wind-
duur (ook bij konstante waterdiepte) en de equivalentie moet nu worden weer-
gegeven als in de onderstaande vergelijkingen

t F
_ _ -1
Foq —df cgdt of teq z{ (cg) dF

of in dimensieloze vorm met cg = g/(4ﬂfm)(diep water)
P ¥
~n . _1 -~ ~ = ~ ~
Feq Of (4mf )" 'dt  of teq Of 4mt dF
waarbi j Em = Ufm/g. Deze uitdrukkingen kunnen ook gebruikt worden voor de ken-
merkende golf alsaangenomen wordt dat er een &énduidig verband bestaat tussen Tg
- -1 . .
en fm (b.v. T, = a,fm met O iets kleiner dan 1),

De hier beschreven gelijkvormigheids— en transformatieregels hebben het
aantal onafhankelijke windveld parameters gereduceerd van drie (U, F en t)
tot &&n (§5. In deze notitie zullen deze regels geaccepteerd worden. Voor
commentaar op het gebruik van de transformatieregel kan worden verwezen naar

Mitsuyasu en Rikiishi (1978).

2.2, Methode van de kemmerkende golf

Het beschrijven van windgolven heeft gedurende lange tijd op een niveau
gestaan waar slechts enkele grootheden gebruikt werden. In die tijd, (en vaak
ook nu nog) trachtte men het golfbeeld te beschrijven met behulp van een
denkbeeldige sinusvormige golf met een kemnmerkende golfhoogte, -periode en
-richting. Deze grootheden kunnen niet goed gedefinieerd worden in termen
van statistische of spectrale eigenschappen van de zeegang omdat het 'ken-—
merkende' aspect berust op visuele, en soms andere, indrukken die het golf-
beeld op de waarnemer maakt. Toch bleken de waarnemingen redelijk bruikbaar te
zijn als basis voor de eerste golfvoorspellingsmethoden. Met deze methoden kan
men als funktie van plaats en tijd in het standaard windveld, de "golfhoogte"
en de ''golfperiode" voorspellen. De gemiddelde golfrichting wordt & priori ge-

lijk gesteld aan de gemiddelde windrichting.




De eerste golftheorie werd gepubliceerd in 1925 door Jeffreys (Jeffreys,
1925). Zijn model was gebaseerd op de veronderstelling dat het wateroppervlak
mag worden beschreven met een sinusvormige golf, waarvan, onder invloed van de
wind, de "golfhoogte" en "periode" langzaam toenemen. De energie die hiervoor
nodig is zou geleverd moeten worden door drukverschillen ontstaan aan VoOr— en
achterzijde van de golfkammen door het z.g. "sheltering''-effect (zie Fig.
2.2.A). Deze theorie bevat echter een onbekende evenredigheidsconstante en .

resulteert dus niet in uitspraken waarmee men.golven zou kunnen voorspellen.

wind

==
///‘

Fig. 2.2.A Het "sheltering" - effect

De geallicéerde landingen in de tweede wereldoorlog gaven aanleiding om de
golfvoorspelling te richten op meer direct toepasbare resultaten. Vooral
Sverdrup en Munk hebben aanvankelijk veel bijgedragen aan de verwezelijking
hiervan. Hoewel de theoretische basis van hun beschouwingen (analoog aan die
van Jeffreys) al spoedig niet meer te verdedigen was, zijn de doof hen gegeven
relaties tussen golf en windparameters tot op heden in gebruik. Dit is mogeiijk
omdat hun resultaten primair toch empirisch.van aard zijn. Bovendien hebben zij
in de presentatie van de resultaten gebruik gemaakt van dimensieloze golf- en
windveldparameters. De "golfhoogte" (H), "golfperiode'" (T) werden dimensieloos
gemaakt m.b.v. de windsnelheid (U) en de zwaartekrachtversnelling (g). Zo ont-
stonden relaties tussen de dimensieloze golfhoogte (H = gH/U?) en periode
(T = gT/U) enerzijds en de dimensieloze strijklengte ¥ en windduur t anderzijds.
Het idee om dimensieloze golfparameters te behandelen als funkties van dimen~—
sieloze windparameters blijkt bijzonder nuttig te zijn en nog steeds wordt
hiervan gebruik gemaakt. Hierdoor is het nl. mogelijk om waarnemingen te gene=
raliseren en gevonden relaties toe te passen onder omstandigheden van totaal ..

andere schaal dan die van de waarnemingen.

Kort na de publikatie van Sverdrup en Munk (1946), publiceerde Thijsse
(in 1948) de resultaten van een onderzoek naar golfgroei in water met beperkte
maar konstante diepte (d). De onafhankelijke parameters werden daarbij uitge~

breid met een dimensieloze waterdiepte d(= gd/u?).




Doordat er steeds meer waarnemingen beschikbaar komen over golfgroei
kunnen de relaties tussen de verschillende grootheden regelmatig worden aan-
-gepast. Met name Bretschneider (b.v. Bretschneider, 1952, 1957, 1973) speelde,

en gpeelt nog, een rol bij het aanpassen van de grafieken aan steeds weer
nieuwe waarnemingen. In de loop van de tijd zijn er ook methoden ontwikkeld
(b.v. Wilson, 1955) om de gevonden relaties te kunnen toepassen in zwak
variérende windvelden en in gebieden met een langzaam variérende waterdiepte.
In deze notitie zal niet ingegaan worden op deze methoden. Voor een beschrij-
ving kan verwezen worden naar Holthuijsen (1979).

= .

Afhankelijkheid van strijklengte, duur en bodemdiepte

In beginsel zouden de dimensieloze golfkarakteristieken H en T behandeld

moeten worden als funktie van de drie onafhankelijke variabelen ¥, T en d

=)
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en

=R
1]
=R
~
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o
(=%
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Echter, waarnemingen van H en T in de drie-dimensionale ruimte (¥,7,d) zijn
zeldzaam en gezien de wijze waarop waarnemingen??epresenteerd worden in de

meeste publikaties, moet een splitsing in variabelen gemaakt worden.

i = H() ~ ~
N e met t en d onbeperkt
T = T(F)

en
# = H(d) ~ ~
- - met F en t onbeperkt
T = T(d)

De waarden van H en T bij onbeperkte strijklengte, windduur en diepte
zullen aangegeven worden door f, en T,. In een dergelijke situatie, waar geen

golfgroei meer plaatsvindt, noemt men de zeegang volgroeide zeegang.

Waarnemingen van H en T als funktie van ¥ (met ¥ en d onmbeperkt) zijn
dermate zeldzaam en -onbetrouwbaar dat er in deze notitie vanuit gegaan wordt
dat de afwijkingen die ontstaan door het toepassen van de hiervoor gegeven
transformatieraegels gering zijn ten opzichte van de spreiding van die waar-

nemingen.




fH en T als funktie van F (t en d onbeperkt)

Een voorbeeld van een verzameling waarnemingen van H en T als funktie van

F is gegeven in Fig. 2.2.B.
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Fig. 2.2.B Waarnemingen van # en T als funktie van F (naar Wilsom, 1965)

Door dit soort verzamelingen zijn lijnen getrokken, die meestal ontleend zijn

.

aan de volgende analytische uitdrukkingen.

a e}
1}

Btanh (k 1) (2.2.1)

R
]

= T tanh (k,¥2) (2.2.2)

Het passen van deze lijnen in de verzameling waarnemingen is vaak op
subjectieve wijze geschied (op 't oog en meestal aan de "veilige" kant d.w.z.

nabij de bovengrens van de waarnemingen).

Uitdrukkingen die in de praktijk goed lijken te voldoen (Bolthuijsen, 1979)

zijn die van Groen en Dorrestein (1976), zie Bouws (1978) en bijlage I:

i = 0.24 tanh (0,015 F°'*%) wvoor F > 10 (2.2.3)




= 0.502 #9225 voor 10 < F < 400

[=H]
|

(2.2.4)
2T tanh (0,0345 F%37) voor F > 400

H
I

De uitdrukkingen die gegeven zijn in het Shore Protection Manual
(CERC, 1973) voldoen ongeveer even goed als de bovenstaande (Holthuijsen,

1979).

H en T als funktie van d en F (t onbeperkt)

..

De mate waarin de waterdiepte een beperkende invloed kan hebben op de
golfgroei hangt af van de verhouding significante golflengte/waterdiepte. Naarmat:
deze verhouding groter wordt zal de bodem de waterbeweging die veroorzaakt
wordt door de golven sterker beinvloeden en zullen bodemdissipatie processen
zoals b.v. bodemwrijving belangrijker worden. Daarnaast zal ook het breken van

de golven een belangrijker invlioed krijgen.

Aanvankelijk, d.w.z. in de beginfase van de golfgroei, is de significante
golflengte kort en zal de verhouding significante golflengte/waterdiepte nog
klein zijn. Voor kleine waarden van F zullen de groeikrommen voor ondiep water
dus nauwelijks afwijken van die voor diep water. Voor willekeurige waarden van

F en d zijn de volgende uitdrukkingen voorgesteld voor H en T:

~M -

B k,F

H = Hotanh (k,d"%) tanh — (2.2.5)
tanh {k,d"°}]
kz’F-mz -

T = T,tanh (k,d *) tanh - (2.2.6)
tanh {k,d *}

met de parameterwaarden ky; = 0.710, m, = 0.763, k, = 0.855 en m, = 0.365. Deze
uitdrukkingen zijn gebaseerd op Groen en Dorrestein (1976). De uitdrukkingen
die gegeven worden in het Shore Protection Manual (1973), zijn ongeveer even

goed als de bovenstaande (Holthuijsen, 1979).

2.3. Methode van het standaard spectrum

2.3.1. Inleiding

Een belangrijke stap voorwaarts in de studie van windgolven was de intro-

duktie van het energiedichtheidsspectrum vanuit de elektro-techniek en de akoes-
tiek. In deze disciplines werd het spectrum gebruikt om ruisachtige signalen

te bestuderen en toen in de jaren 1945-50 de windgolven als een ruisachtig




signaal onderkend werden, is van dit concept dankbaar gebruik gemaakt.

Reeds in 1953 gaf Neumann (Neumann, 1953) aan hoe het spectrum van zee-—
gang zich ontwikkelt als funktie van strijklengte of strijkduur: het spectrum
wordt opgebouwd vanuit de hoogfrequente. zijde. Pas als de energiedichtheid
daar een zeker verzadigingsniveau heeft bereikt, krijgen lagere frequenties
energie toegevoerd. Gebruik makend van visuele waarnemingen stelde Neumann
dat het spectrum van een volledig ontwikkelde zeegang een standaardvorm heeft.

~ Hoewel dit spectrum alleen betrekking heeft op volgroeide zeegang oOp diep
water ontwikkelden Pierson, Neumann en James (1955) een voorspellingsmodel.-
waarin dit spectrum werd gebruikt bij het benaderen van het spectrum van de
niet-volgroeide zeegang, nl. door het spectrum van de volgroeide zeegéng aan
de laagfrequente zijde schuin af te kappen bij een frequentie f (zie Fig.
2.3.A). Deze fp werd verondersteld een funktie te zijn van de gemiddelde wind-
snelheid, de strijklengte en de strijkduur. Het spectrum kon hierdoor dus voor-

speld worden in het standaard windveld.

E(f) 4 .
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Fig. 2.3.A Standaard frequentie spectrum volgens Pierson, Neumann en James (1955

Het spreekt vanzelf, dat de door Pierson, Neumann en James ontwikkelde
methode ook kan worden gehanteerd bij een andere standaardvorm van het spectrum
dan die van Neumann. Zo hebben Pierson en Moskowitz (1964) een iets andere
vorm gepresenteerd voor het standaard spectrum van een volgroeide zeegang o0
diep water die inmiddels op uitgebreide schaal aanvaard is. De spectra van
Neumann en Pierson—Moskowitz hebben uitsluitend betrekking op volgroeide zee-

gang en bevatten slechts U en g als onafhankelijke parameters.

Het afgekapte spectrum van volgroeide zeegang geeft vaak een redelijke be-
nadering van het spectrum van groeiende zeegang maar een meer nauwkeurige be-

nadering hiervoor is het JONSWAP spectrum (Hasselmame.a., 1973) dat later in
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deze paragraaf behandeld wordt. Dit spectrum betreft groeiende zeegang emn

bevat dus naast U en g ook F als onafhankelijke parameter.

Bij het voorspellen van de zeegang in een standaard windveld wordt
het spectrum blijkbaar geacht een bekende standaardvorm te hebben, terwijl
de schaalparameters berekend worden als funkties van de parameters van het
standaard windveld. In wezen verschilt deze methode nauwelijks van de hier-
voor behandelde methode van de kenmerkende golf, mits men ook daar een stan-
daardvorm van het spectrum aanneemt, omdat in feite ook de kenmerkende golf-

hoogte en —periode schaalparameters van het spectrum zijn.

Naast de frequentie eigenschappen van golven wil men vaak ook de rich-
tinseigenschappen kennen. Deze worden weergegeven in het twee-dimensionale
spectrum E(f,0) dat geschreven kan worden als het produkt van een frequentie-

spectrum en een richtingsverdelingsfunktie, vgl. 2.3.1.

E(f,0) = E(£)D(6;£) (2.3.1)
waarin -
E(f) = [ E(£f,0)de (2.3.2)
en . -
-
J D(6;£)dd =1 (2.3.3)
—"h'

In de hierna volgende behandeling van het standaardspectrum zal afzonder-

1lijk aandacht besteed worden aan de twee funkties E(f) en D(6;f).

2,3.2. Standaard frequentie spectrum

Alvorens specifieke spectrum formuleringen te presenteren wordt hier ge-

wezen op enkele meer algemene kemmerken van spectra van zeegang.

Phillips stelde al in 1958 dat het frequentie spectrum voor groeiende
golven een universele vorm zou moeten hebben althans voor de hoge frequenties.
Hij gaf de volgende redenering. Als de windduur of de strijklengte voldoende
groot zijn dan bereikt de energiedichtheid in het hoog—frequente’gebied een
niveau waar de energie toevoer en de energie afvoer in evenwicht zijn. De hoog-
te van dit niveau wordt beheerst door het breken van de golven, waarvoor alleen
de frequentie en de zwaartekrachtversnelling relevante grootheden zouden zijn.
Met behulp van dimensie analyse toonde hij aan dat de spectrale dichtheid dan

evenredig moet zijn met g?f~° (met een dimemsieloze coefficiént q):

E(f) = og?f~? (2.3.4)
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Deze redenering werd aanvakelijk vrij algemeen geaccepteerd, maar de laatste
jaren is er ernstige twijfel gerezen omtrent de juistheid ervan. Met name
Hasselman (1974) ontvouwde een andere theorie die gebruik maakt van de
energiebalans van de golven (zie paragraaf 3.2). Maar ook deze laatste be~

nadering leidt tot een evenredigheid van E(f) met £ waarbij m = 5.

Soortgelijke redeneringen als die van Phillips en Hasselmann zijn
niet beschikbaar voor de lagere frequenties maar menikan de ontwikkeling van
een groeiend frequentiespectrum kwalitatief voor stellen door uit te gaan
van de f~° vorm en vervolgens een laag-frequente flank te veronderstellen, die

naar de lagere frequenties schuift naarmate de strijklengte toeneemt, Fig.

2,3.B.
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Fig. 2.3.B Ontwikkeling (kwalitatief) van het standaaid frequentie spectrum

In 1964‘publiceerden Pierson en Moskowitz de resultaten van een studie waar-
in de vorm van het frequentie spectrum van volgroeide zeegang op'diep water
werd bestudeerd aan de hand van waarnemingen. Zij accepteerden het resultaat
van de redenering van Phillips, mede omdat uit metingen op zee bleek dat
inderdaad m = 5 en zij kozen op grona van de metingen de volgende vorm voor de

voorflank van het spectrum, zie ook Fig. 2.3.C.

“E(f) = exp [- 2 (ff_m) ] (2.3.5)

Ym

Fig. 2.3.C De laag-frequente flank van het standaard frequentie spectrum
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Het spectrum dat op deze wijze ontstond en bekend is geworden onder de

naam Pierson-Moskowitz spectrum is hieronder eninFig..2.3.G. gegeven.
—=u
(—f—) (2.3.6)

fm

E(f) = og2(2m)~" £-° exp | -

£l

Hier zijn O en f, schaalparameters. Uit dimensie beschouwingen volgt dat
0 en fm = £l 5/gk.onstanten moeten zijn. De metingen van Pierson en Moskowitz
b
waren hiermee in overeenstemming, en leverden de waarden o = 0.0081 en

E, = 0.14,

Het oppervlak van het Pierson—Moskowitz spectrum 15 gegeven door

@ -4
m, = E(£)df = {2 gp2g (2.3.7)
0 > "

Substitutie van de bovengenoemde waarden van o en fp levert het volgende
resultaat op.
=4 n/? = 0.21 02, (2.3.8)
Hmo 0 : 19.5/8 T
Gedurende lange tijd (tot halverwege de jarenm '70) heeft men ook voor de

groeiende zeegang gebruik gemaakt van het voorstel van Pierson en Moskowitz

hoewel dit oorspronkelijk uitsluitend betrekking had op volgroeide zeegang.

In 1973 werden de resultaten gepubliceerd van het onderzoek project
JONSWAP (Hasselman et al., 1973). In dit project is m.b.v. theorieen en
metingen op zee een bijzonder gedegen studie gemaakt van de groei van zee-
golven, met name in het standaard windveld. Men.vond dat de ontwikkeling van

het spectrum ongeveer verliep zoals geschetst is in fig. 2.3.D.

Twee aspecten vielen vrij snel op: de vorm van het spectrum was veel meer
gepiekt dan het spectrum van het Pierson~Moskowitz spectrum, en de spectrale
dichtheid van een willekeurige frequentie kan een maximale waarde bereiken die

hoger is dan de limiet waarde, zie ook fig. 2.3.E.

Dit laatste verschijnsel wordt in de engelstalige literatuur "overshoot"
genoemd. Het optreden van "overshoot" volgt overigens niet noodzakelijk uit het
meer gepiekt zijn van de vorm van het spectrum; het is ook het gevolg van het
niet konstant zijn van 0 als funktie van de strijklengte (zie verder in deze

paragraaf).
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Om de metingen met een analytische uitdrukking te benaderen werd in
JONSWAP de vorm van het Pierson-Moskowitz spectrum vermenigvuldigd met een

zgn. ''peak-enhancement" (piek—versterking)‘funkﬁie van de volgende gedaante:

. {f - fm} 2
Y(E) =¥, exp = % ot : (2.3.9)

waarin 0 =0, voor £ < £y
g = 0p voor £ 2 £,
8+
E(f)
(m¥Hz) o

200 km

100 km

U=10m/s

01 0.2 03 ~ f(Hz) 04

Fig. 2.3.D De groei van het standaard frequentie spectrum

Eif,)

Fig. 2.3.E De ontwikkeling van de energie dichtheid van een golfkomponent (£y)
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De piek- versterkingsfunktie Y(f) bevat drie vormparameters, t.w. Yg,

O en 0. De waarden hiervan vertoondén geen systematische variatie met F,

a
maar wel een aanzienlijke spreiding. De gemiddelden zoals gevonden .in JONSWAP

zijn:
Y, = 3.3, 0, = 0.07, en o} = 0.09
De vormen van de piek-versterkings funktie en die van het zgn. JONSWAP

spectrum (uitdrukking 2,3.6 vermenigvuldigd met Y(f) van uitdrukking 2.3.9
zijn geschetst in Fig. 2.3.F

E(f) E(f)

Fig. 2.3.F '"Peak—enhancement"

Veel waarnmemingen van groeiende zeegang (niet alleen in het standaard wind-
veld maar b.v. ook in stormen op de oceanen) blijken goed benaderd te kunnen
worden met het JONSWAP spectrum als de coéfficienten in de uitdrukking goed ge-
kozen worden.

Een illustratie van de vorm van de spectra van Pierson-Moskowitz en JONSWAP

is gegeven in Fig. 2.3.G.

Invlioced van de diepte

Over de vorm— en schaalparameters van een standaard spectrum voor ondiep
water is zeer weinig bekend, zowel in fundamenteel als empirisch opzicht.
Waarnemingen van het spectrum in ondiep wat<> zijn vrijwel niet gepubliceerd,
en theoretische verwachtingen zijn alleen bekend voor het hoog frequente deel
van het spectrum. Volgens deze zou het hoog frequente deel van het spectrum in

ondiep water evenredig zijn met af? (Kitaigordskii, 1975, Thorntomn, 1977).
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E(f)
JONSWAP ( Hasselman e.a,1973 ) Yo = 33
0y = 007 X
G, = 008
Pierson en Moskowitz (1964)
f

_Fig. 2.3.G Genormaliseerde standaard frequentie spectra (f en m  gelijk)

0

Schaalparameters

Bij het voorspellen van de schaalparameters van het spectrum wordt evenals
bij het voorspellen van de kenmerkende golf, gebruik gemaakt van dimensieloze
grootheden. De dimensieloze schaalparameters G en fm (=fU/g) worden bepaald uit
de dimensieloze windveldparameters ¥ en t. De transformatieregels voor F en
t zijn reeds eerder besproken in. paragraaf 2.1. zodat hier volstaan kan worden

met het beschouwen van de relatie tussen & respectievelijk Em en F.

Parameter voor de energieschaal

Het blijkt uit de waarnmemingen dat de waarde van O geen konstante is
zoals uit de redenmering van Phillips (1958) zou moeten volgen, maar dat q
afneemt van ongeveer 0.2 bij F = 10~ tot ongeveer de waarde van 8.1 X 1073

die Pierson en Moskowitz (1964) voorstelden voor volgroeide zeegang.

De "best—fit" door een puntenwolk van waarnemimgenwordt in de JONSWAP

publikafie gegeven als

o = 0.076 F0-22 (2.3.10)
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Parameter voor de frequentieschaal, fn

In de JONSWAP publikatie wordt ook een verzameling gegeven van waarge-
nomen waarden van de dimensieloze piekfrequentie f; als funktie van de dimen-—
sieloze strijklengte F. Deze verzameling vertoont een relatief geringe spreiding
en kan goed benaderd worden met de volgende uitdrukking:

f =3,5 F0.33 (2.3.11)

m

Oppervlakte van het spectrum

Het JONSWAP spectrum is voor willekeurige waarden van de vormparameters
Yo en o niet in gesloten vorm te integreren. Op grond van een aantal numerieke
berekeningen (Ewing, ISSC, 1976) kan de volgende relatie tussen m, enerzijds
en de vorm— en schaalparameters anderzijds gevonden worden, waarbij o, = 0.07

en Op = 0.09 is aangehouden.

. = iz“—g_:- ag?f " (0.78 + 0.22 Y,) (2.3.12)

Met behulp hiervan kan de afhankelijkheid van de dimensieloze golfenergie
(ﬁo = gzmo/U") van de dimensieloze strijklengte F bepaald worden uit de verschil~-
lende relaties tussen de schaalparameters enerzijds en de dimensieloze strijk-
lengte F anderzijds (met 0, = 0.07, o, = 0.09 en Y, = 3.3). Het resultaat blijkt
echter niet bijzonder goed overeen te komen met waarnemingen. De oorzaak hier-
van is waarschijnlijk dat de fouten marge in het bepalen van de coefficiénten
en de exponenten in de 0~F en in de fm—? relaties wordt overgedragen naar deze

m,~F relatie. De volgende uitdrukking (ook van de JONSWAP) is direct uit de

waarnemingen afgeleid:

m, = 1.6 x 1077 F (2.3.13)

2.3.3. Standaard richtingsverdelingsfunktie

Evenals voor het frequentie spectrum zijn voor de richtingsverdelings-
funktie standaard uitdrukkingen voorgesteld in de literatuur. Die uitdrukkingen
stellen funkties voor die &&n maximum in de windrichting hebben en symmetrisch

zijn rond de windrichting. Twee veel gebruikte uitdrukkingen volgen hier.

(2.3.14)

D,(6) = Al(cose)m voor |6| < m/2 }
D (8) =0 voor - |6| =m/2
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D, (8) = A, (cos)?S (2.3.15)

waarin de.coéfficiémienA1 en A, zodanig gekozen zijn dat aan vgl. (2.3.3) vol-
daan is. De vormen van deze twee funkties zijn vrijwel niet van elkaar te
onderscheiden bij een juiste keuze van de parameters. In hoeverre deze funkties
de werkelijk optredende richtingsverdelingsfunktie goed weergeven is niet

goed te beoordelen omdat slechts zeer weinig waarnemingen beschikbaar zijn.

Zelfs metingen van de boven gegeven parameters (b.v. met richtingsgevoelige) -
boeien) zijn vrij zeldzaam. Uit deze metingen kan wel het in fig. 2.3.H geschets~-
te verloop van s als funktie van de frequentie worden gevonden. De maximale
waarden van s treedt meestal op nabij de piekfrequentie d.w.z. het richtingsspec—

trum is het smalst bij de piek en wordt breder naar hogere en lagere frequenties.

logs

[
|
!
]
|
]
|
!
1
|
|
!
]
0

log(?@m)
Fig. 2.3.H Richtingsparameter s als funktie van frequentie

Het geven van funktionele verbanden tussen s enerzijds en de frequentie
anderzijds zou op dit moment voorbatrig zijn gezien de grote onzekerheden in
de beschikbare waarnemingen. De verdeling D, is tot nu toe vaak gebruikt in
globale berekeningen, met m = 2 en daarbij behorend A, = ?% (oﬁafhankelijk vaﬁ
f).

2.4. Verband tussen de parameters van de kenmerkende golf en het standaard

sgectrum

In de vorige paragrafen zijn de parameters van de kenmerkende golf en van
het standaard spectrum onafhankelijk van elkaar behandeld. De definities mnoch
de waarden van de parameters zijn met elkaar in verband gebracht. Dit is echter

heel wel mogelijk.

Als de zeegang een Gaussisch.prbces zou zijn met een smal spectrum dan zou
Hl/a,het gemiddelde van het hoogste &&n—derde deel van de golfhoogten—tussen-

nuldoorgangen, gelijk moeten zijn aan 4vm; (deze grootheid wordt per definitie
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H, genoemd, zie ook vgl. 2.3.8). Uit metingen in windgolven blijkt het volgende
0 .

verband (Goda, 1974, Forristall, 1978):

~ 3.8 vm_ (2.3.16)

II1/3 0

De relatie tussen de significante golfperiode en de piekfrequentie is
niet goed bekend, hoewel verschillende auteurs hier wel een onderzoek naar
hebben uitgevoerd. Goda (1974, 1978) vindt uit numerieke experimenten en uit
metingen de volgende relatie tussen T, (de gemiddelde periode van het hoogste

één-derde deel van de géifhbogten—tussen-muldoorgangen) en f_.

~ -1 = =1
T, = 0.9 fm a 0.95 fm (2.3.17)
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3. Golfvoorspellingsmethoden voor het varierend windveld

3.1. Inleiding

In de methoden die in de voorafgaande paragrafen behandeld zijn, wordt
slechts in beperkte mate gebruik gemaakt van de mogelijkheden die het con-
cept vanhet twee-dimensionale golfenergiedichtheids-spectrum biedt. Als uit-
gegaan wordt van het idee dat het golfoppervlak beschouwd kan worden als de
superpositie van een groot aantal onafhankelijke golfkomponenten dan is het
in beginsel mogelijk om de voorspelling uit te voeren voor iedere kompoment af-
zonderlijk. Voor de golfvoorspelling in het standaard windveld ligt het niet
voor de hand om deze techniek toe te passen omdat de situatie voldoende een—
voudig is om de voorspelling uit te voeren m.b.v. een gering aantal para-
meterrelaties. In de situatie echter waar het windveld varieert als funktie
van plaats en tijd en waar ook de bodem en de kust willekeurige vormen kunnen
aannemen, is de benadering waar de energiedichtheid per spectrale komponent wordt

berekend in principe bijzonder geschikt.

De methode berust op het uitwerken van de energiehuishouding van iedef
golfkomponent afzondezlijk terwijl de betreffende golfkomponent gevolgd wordt
op zijn weg over het watéroppervlak. Aan de hand van wind en bodeminformatie
die onderweg ontmoet wordt kan de energie huishouding bepaald worden. Dat wil
zeggen, de hoeveelheid energie die ontvangen wordt (b.v. van het windveld) of
afgestaan wordt (b.v. aan bodemwrijving) wordt bijgehouden en opgeteld bij

de reeds aanwezige golfenergie.

In het volgende zal in eerste instantie worden ingegaan op het concept
van de energiebalans. Daarna worden de twee onderdelen van de energiehuis-

: . C
houding apart behandel: het transport van de energie over het wateroppevla% en

de energieuitwisseling tussen wind, golven en bodem.

3.2. Energiebalans

De meest volledige beschrijving van een golfbeeld dat variéert in ruimte
en tijd is die waarin het twee- dimensionale spectrum beschouwd wordt als

funktie van plaats en tijd. Het twee— dimensionale spectrum kan worden weerge-

geven als in (3.2.1)
-
E = E(f,0;x,t) (3.2.1)

waar x de plaatsvector en t de tijd is. De energiedichtheid van ieder komponent

varidert met de plaats en tijd en het is deze variatie per golfkomponent die
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beschouwd wordt. In de volgende beschrijving zal gebruik gemaakt worden van
het begrip golfpakketje. Hiermee wordt een denkbeeldig element aangeduid dat
de energiedichtheid van een golfkomponent draagt en dat zich voortplant over
het wateroppervlak met de groepsnelheid van de golfkomponent. Het wordt ge-

kenmerkt door een frequentie en een richting.

Om de energiedichtheid te bepalen van één golfkomponent op &&n tijdstip
en &8n plaats wordt in beginsel de volgende procedure gebruikt. Met behulp
van conventionele berekeningen voor golfvoortplanting (b.v. de conventionele
refraktieberekeningen) wordt de weg (golfstraal) berekend die het golfpakketje
aflegde vanaf een kustlijn tot aan de plaats van het golfvoorspellingspunt.
Langs deze weg is de positie van het golfpakketje op ieder willekeurig tijd-
stiplbekend. Als voorbeeld is in Fig. 3.2.A de situatie getekend voor een golf-

pakketje dat vanuit een zekere richting in punt P voor de Nederlandse kust aan-

komt.

Fig. 3.2.A Voortplanting van een golfkomponent

Na het verlaten van de kust bij Q ondergaat de golfkomponent onderweg naar
‘het voorspellingspunt, de invloed van wind, bodem, golfbreken etc. Door op
regelmatige tijdstippen na te gaan hoeveel energie is toegevoerd of afgevoerd
onder i . .oed van de lokale en momentane omstandigheden, kan de ontwikkeling ..
van de energie inhoud van dit pakketje worden berekend. Het is niet noodzake-
lijk de berekening te starten op een kust. Als op een willekeurige plaats van
het golfpakketje de energie inhoud van het pakketje bekend is, dan kan ook

deze plaats dienen als startpunt. Dit opent de mogelijkheid om berekeningen te
starten op punten waar de emergie afwezig is (windstille gebieden) of energie

bekend is uit waarnemingen of uit andere golfverwachtingsmodellen.
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Door de procedure uit te voeren voor alle golfkomponenten in P kan het
volledige twee-dimensionale spectrum in P worden berekend. Door bovendien
deze voorspelling uit te voeren voor een groot aantal punten in het voor-
spellingsgebied en een groot aantal tijdstippen, kan het golfbeeld voor-

speld worden als funktie van tijd en plaats.

In meer formele termen kan de procedure worden weergegeven als in

vgl. (3.2.2)

N -
dE(fydatsxst) = S(f,E);;,t) (3.2.2)
voor
d; - -
'a'"E = g(f’e;x’t>

De veranderingen in de energiedichtheid per eenheid van tijd in een
assenstelsel dat zich verplaatst met de groepsnelheid en in de richting van
de golfkomponent (dE/dt) is gelijk aan de som van de energietoevoer en —af-
voer per eenheid van tijd. Deze som wordt de bronfunktie genoemd en wordt
voorgesteld door het symbool S (van '"source function'"). De vergelijking
(3.2.2) wordt de energiebalansvergelijking genoemd. De procedure die hier-
boven beschreven werd om de situatie aanschouwelijk voor te stellen komt neer
op het integreren van deze vergelijking langs de karakteristiek van de kom-
ponent (£f,8) met inachtneming van de juiste rand- en begin-voorwaarden.

Deze benadering van de golfvoorspelling wordt beschouwd als de meest

0Q

I R A o e e oo n Frro o,
algemene, Als weergave van de fysisc
de meest zinvolle en geavanceerde fundamentele studies maken gebruik van dit

model.

Uit fundamenteel onderzoek is gebleken dat de bronfunktie kan worden ver—
deeld in een aantal termen die overeenkomen met een bepaald energieuitwisselings-—
proces. Deze termen of processen kunnen in drie categoriean worden verdeeld.

De eerste categorie is die waar de energie wordt toegvoerd naar de golfkom-
ponent vanuit het windveld. De tweede is die waar emergie afgestaan wordt aan
tubulente dissipatieprocessen zoals golfbreken en bodem—dissipatie. Tot enige
jaren geleden waren dit de enige termen die in beschouwing werden genomen, maar
recente modellen houden ook rekening met de invloed die de golfkomponenten op
elkaar uitoefenen (niet-lineaire wisselwerking). Dit wordt weergegeven door de
termen of processen van de derde categorie die zowel energie-winst als -verlies
kunnen betekenen voor de beschouwde golfkomponent. Deze drie soorten termen

kunnen worden aangeduid met respectievelijk Sin’ Sd en Snl‘

S
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Vergelijking (3.2.2) kan nu dus geschreven worden (met weglating van de

N ->
variabelen £,0,x en t als:

— =85, + S + S (3.2.3)

Het bestaan van niet—-lineaire wisselwerkingen in het spectrum 1lijkt in
strijd met de veronderstelling dat het golfoppervlak beschouwd kan worden als
een lineaire superpositie van onderling onafhankelijke golfkomponenten. In
beginsel is dit ook zo, maar deze niet—lineaire wisselwerkingen blijken zeer
zwak te zijn. Dat wil zeggen voor de beschrijving van de lokale, momentane
golfsituatie kan de invloed van deze wisselwerking verwaarlocosd worden. Voor
de energiebalans echter, waar integraties over relatief grote afstanden in
voorkomen, is deze invloed wezenlijk en ze kan dus niet verwaarloosd worden in

de bronfunktie.

3.2.]1 Transport van de golfenergie

In de hiervoor geschetste weergave van het principe van de golfvoorspelling
werd aangegeven dat het golfpakketje zich voortbeweegt met de groepsnelheid
van de beschouwde frequentie, in de richting van de golfkomponent die berekend

kon worden m.b.v. de conventionele refraktieberekeningen.

In verschillende modellen wordt die energiebalansvergelijking voor het
linker (transport-) deel inderdaad zo uitgewerkt. De transportvergelijking die
de voortplanting van de golfenergie weergeeft is gelijk aan de energiebalans-
vergelijking zonder toe- of afvoer van de energie, zoals in vergelijking (3.2.4)

is weergegeven.

E =0 (3.2.4)

De meebewegende afgeleide is nul en deze vergelijking kan met de conven—
tionele refraktiebenadering ("Snef&us") worden opgelost. Daarbij kunnen zich
uiteraard de klassieke problemen voordoen zoals b.v. het snijden van de golf-
stralen. In die situaties mogen diffraktie effecten niet meer verwaarloosd
worden. De combinatie van refraktie en diffraktie is theoretisch redelijk goed
bekend (b.v. Berkhoff, 1972) maar numerieke toepassingen van deze theoretische
modellen stuiten op grote bezwaren die meestal samenhangen met de capaciteit vanm

rekenmachines.
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3.2.2. Bronfunktie

De theorieén over golfgroei en afzwakking onder invloed van de wind zijn

i.h.a. zeer complex en het lijkt niet zinvol om daar in het kader van deze
notitie diep op in te gaan. Er zal volstaan worden met het weergeven van de kern
en het resultaat van de verschillende theorieén en het verwijzen naar rele-
vante literatuur. Een zeer uitgebreid maar ook zeer complex overzichtsartikel
over de bronfunktie is Hasselmann (1968). Uitvoerige en meer leesbare beschrij-

vingen worden gegeven in Phillips (1977) en LeBlond en Mysak (1978).

Direkte energie-overdracht tussen golven en wind

’

De beschouwingen over de energiestromen van wind naar golven berusten op
hydrodynamische vergelijkingen die ook ten grondslag liggen aan de klassieke
niet-lineaire golftheorie. Het verschil met de klassieke theorie, waar de
atmosferische druk aan het oppervlak konstant verondersteld wordt, is dat de
atmosferische druk variabel wordt verondersteld. Uit deze theorieén blijkt,
en dit is ook uit waarnemingen geconcludeerd, dat de belangrijkste bijdrage
aan de overdracht van energie van de atmosfeer naar het golfveld afkomstig is
van de fluctuaties van de luchtdruk op het wateroppervlak. Deze fluctuaties
hangen uiteraard sterk samen met de structuur van het windveld. De invloed van
de schuifspanning die de wind op het wateroppervlak uitoefent lijkt verwaar-

loosbaar te zijn bij de energieoverdracht.

Reeds in 1957 publiceerden Phillips (1957) en Miles (1957), overigens onaf-

hankelijk van elkaar, theorieén over de energieoverdracht van wind naar golven.

De pheorie van Phillips betreft.de initiéle fase van de golfgroei waar
de golven het windveld nog niet verstoren. Het veld van de winddruk op het water-
oppervlak wordt in Fourierkomponenten ontleed gedacht, met frequenties f en
golfvector ﬁ. Veronderstllend dat de turbulente luchtdrukfluctuaties met de

gemiddelde windsnelheid U worden getransporteerd, geldt
omf = k.0 (3.2.5)

Deze drukfluctuaties zullen golfkomponenten in het wateroppervlak opwekken
met het zelfde golfgetal als de drukgolfkomponent. De golfhoogte van deze kom—
ponenten zal in het algemeen echter gering blijven omdat de snelheid van de
winddrukkomponent verschillend zal zijn van die van de golfkomponent. Een deel

van de winddrukkomponenten zal echter ook voldoen aan de dispersierelatie van de

watergolven (3.2;6).
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(2mf)? = gk tanh kd (3.2.6)

Voor deze komponenten geldt dat ze in fase blijven met de watergolfkom-
ponenten zodat er energie overgedragen wordt van het door wind geinduceerde
drukveld naar het golfveld. Dit is een resonantieverschijnsel en het model

wordt genoemd het resonantiemodel van Phillips.

In het model van Phillips wordt de beinvloeding van de luchtstroming door
de golven verwaarloosd en de energietoevoer naar de golfkomponent is daarbij

konstant in de tijd:
Sin (£,6) = A(£,68;....) (3.2.7)

waarin A afhangt van de frequentie en de richting van de golfkomponent en van
het spectrum van de winddruk (en niet van de tijd of van het spectrum van de
golven). De energiedichtheid van de golfkomponent neemt dus lineair toe in

de tijd.

De golven tasten de structuur van het windveld aan en op een bepaald moment,

als de golven een zekere mate van ontwikkeling hebben doorgemaakt, zal die in-
vloed wezenlijk worden. Er ontstaat dan een situatie die in de theorie van Miles

behandeld wordt.

Miles (1957) geeft een lineaire benadering van het probleem, d.w.z. hij be-
schouwt de situatie voor &én watérgolfkomponent en veronderstelt dat de andere
watergolfkomponenten geen invloed uitoefenen op deze situatie (direkt noch in-
direkt). Boven het wateroppervlak dat gevormd wordt door &&n komponent beschouwt
Miles aanvankelijk, d.w.z. zolang de golfhoogte klein is, alleen het gemiddelde,
logaritmische windprofiel (gemiddeld over de tijd). Bij het toenemen van de
golfhoogte (b.v. via het resonantiemechanisme van Phillips) zal de sinusvormige
vorm van het wateroppervlak verstoringen aanbrengen op deze logaritmische ver-

deling en een gevolg dadrvan is dat een varierend winddrukpatroon ontstaat op

het wateroppervlak., Dit drukveld is in fase verschoven t.o.v. het watergolfpatroc

dit houdt o.m. in dat het maximum en het minimum van de door de golven geindu-
ceerde drukverdeling in tijd en plaats verschoven is t.o.v. het maximum en

minimum van de sinusvormige golf. Deze faseverschuiving is zodanig dat aan de
loefzijde van de golftop een relatieve overdruk ontstaat waardoor energie wordt

overgedragen van het windveld naar de watergolfkomponent (zie Fig. 3.2.B).
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wind

=

Fig. 3.2.B Geinduceerde winddruk verdeling

De energieoverdracht per eemheid van tijd is groter naarmate de golfhoogte van
de komponent (energiedichtheid) groter is. Er treedt dus een terugkoppeling op,

waarbij de energieoverdracht evenredig is met de aanwezige energiedichtheid:
S;, (£,8) = B(£,8; ....) E(£,8) (3.2.8)

De coéfficiént B hangt, evenals A, af van de frequentie en de richting vam de
golfkomponent en van het spectrum van de winddruk (en niet van de tijd of van
het spectrum van de golven). In deze benadering neemt de energiedichtheid in

het golven spectrum dus exponentiéel toe in de tijd.

E(f)

waargenomen exponentiele groei
exponentiele groei { Miles)

lineagire groei ( Phillips )
t

Fig. 3.2.C Ontwikkeling van de energiedichtheid van een golfkomponent (£fg)
volgens Phillips en Miles

De waargenomen groei van golven lijkt inhet beginstadium (Fig. 3.2.C) veel
op een kombinatie van lineaire en exponentiéle groei. De waargenomen lineaire
groei komt redelijk goed overeen met de groei voorspeld door de theorie van
Phillips maar de waargenomen exponentiéle groei is vele malen smeller dan zou
volgen uit de theorie van Miles. Het verschil wordt gedeeltelijk veroorzaakt
door de invloed van de andere brontermen Snl en Sds maar er moet ook gecon=-

stateerd worden dat de kennis omtrent de energieoverdracht van wind naar golven

onvoldoende is.
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Andere theorién die de theorieén van Miles en Phillips zouden moeten aan-
vullen zijn niet of nauwelijks ontwikkeld of getoetst maar de 'sheltering'
theorie van Jeffreys (1925) 1lijkt enig perspectief te bieden. In deze theorie
wordt de energieoverdracht beschouwd die samenhangt met het veronderstelde be-
staan van neren in de luchtstroom achter de golfkammen. Nadat enige waarnemingen
die achteraf niet erg relevant bleken te zijn, waren uitgevoerd die de theorie nit
konden bevestigen, is deze vrij snel verlaten. Recente waarnmemingen echter
(Banner en Melville, 1976) tonen dat een dergelijk mechanisme wél een belang-
rijke rol kan spelen, met name in golfvelden met veel brekende golven.

.

Niet-lineaire wisselwerking

In de theorieén over golfopwekking en in veel procedures die gebruikt worden
golven te voorspellen wordt uitvoerig gebruik gemaakt van het idee dat het golf-
oppervlak beschouwd kan worden als de som van een zeer groot aantal golfkomponent:
die onderling onafhankelijk zijn. Dit idee wordt vaak met veel succes toegepast ii
beschouwingen die betrekking hebben op golfvelden van beperkte afmetingen in tijd
en ruimte b.v. die waarbinnen'die situatie als homogeen en stationair beschouwd
kan worden. In feite zijn de golfkomponenten onderling wel enigszins afhankelijk
en vindt er energieuitwisseling plaats tussen de komponenten. Deze uitwisseling
is echter zeer zwak waardoor lokaal het lineaire superpostiebeginsel aanvaard-
baar blijft, maar de uitwisseling is voldoende sterk om over lange afstanden en
tijden merkbaar te zijn en in de golfverwachtingsmddellen dient hiermee rekening

gehouden te worden.

Naast deze energieuitwisseling tussen de golfkomponenten onderling blijken o«
andere niet-lineaire effecten een rol te spelen bij de golfopwekking, maar deze

lijken een ondergeschikte rol te spelen.

Op het bestaan van de niet-lineaire interacties binnen het spectrum van de
golven werd al in 1960 gewezen door Hasselmann (1960) en Phillips (1960). De
argumenten die zij gebruikten zijn vrij uitgebreid bestudeerd door verschillende
onderzoekers maar een goed inzicht in het mechanisme schijnt nog niet bereikt te
zijn (Longuet-Higgins, 1976, a). De verhandelingen zijn vrij complex maar de
kern.van de theorie is relatief eenvoudig. Het betreft de situatie waar een groep
van golfkomponenten in resonantie komt met &&n andere golfkomponent. De daaruit
resulterende niet-lineaire wisselwerkingen zijn theoretisch goed bekend (b.v.
Hasselmann, 1962) maar het resultaat in termen van de bronfunktie is numeriek niet
te hanteren, hoewel ook hierin vorderingen gemaakt worden (b.v. Dungey en Hui,

1979, Longuet~Higgins, 1976,a).Merk op dat de niet-lineaire wisselwerkingen alleen
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herverdeling van de energie binnen het spectrum veroorzaken en dat ze geen

energie toevoeren naar of afvoeren van het spectrum, vgl. 3.2.9.

o 2T
S J S df d6 = 0 (3.2.9)
nl
0 0
Een opvallende eigenschap van deze niet-lineaire wisselwerkingen is de

stabiliserende invloed die ze uitoefenen op de vorm van het spectrum. Uit
berekeningen blijkt (Hasselmann e.a.,1973) dat door het optreden van deze
niet-lineaire wisselwerkingen, de spectra van "jonge' zeegang een vorm aan-
nemen die overeenkomt met die van het JONSWAP spectrum (paragraaf 2.3.2).

Bij de behandeling van de geparametriseerde energiebalans zal deze eigenschap

meer uitgebreid aan de orde komen (paragraaf 3.3).
De bovenstaande beschrijving had voornamelijk betrekking op de niet-lineaire
wisselwerking op diep water. Over de invloed van niet-lineaire wisselwerkingen op

ondiep water is weinig bekend.

Energiedissipatie

De energie die van de wind naar het golfveld wordt overgedragen wordt voor
een deel door de golven getransporteerd naar de kust waar deze energie wordt om-
gezet in andere vormen van energie (b.v. turbulentie in de brandingszone of
stroming) . Een deel van de energie gaat al verloren véérdat de kust bereikt wordt.

Hiervoor zijn voornamelijk twee verschijnselen verantwoordeli jk.

Het eerste is het breken van de golven op open zee en het tweede de invloed
van de bodem. Andere dissipatieve processen zoals die b.v. samenhangen met de
viscositeit blijken meestal een verwaarloosbare invloed te hebben (Snodgrass e.a.,

1966) . De twee genoemde processen kunnen in Sds als volgt worden weergegeven:

Sis = Sas,; * Sas,e (3.2.10)

waar SdS , en Sd ) de energieverliezen per eenheid van tijd zijn t.g.v. van res-—
’ »

pectievelijk golfbreking en bodeminvloed.

Dissipatie door breken

Het breken van golven is een bijzonder complex verschijnsel en een funda-
menteel gericht beschrijving van dit proces voor het natuurlijk golfbeeld op zee

is niet bekend. Het is duidelijk dat een belangrijke omstandigheid bij het




_28._

breken van de golven niet zozeer de hoogte als wel de steilheid van de golf is.
Als deze een bepaalde waarde overschrijdt dan wordt de stabiliteit van het
oppervlak verstoord en de golf breekt. Dit breken treedt op op plaatsen waar
een aantal golfkomponenten, door interferentie, een lokale steile ''piek"

in het wateroppervlak vormen. Het is duidelijk een niet—lineair verschijnsel.
Pogingen om het breken van een golf te beschrijven worden wel ondernomen (b.v.
Longuet-Higgins, 1976,b) maar deze pogingen betreffen alleen bijzondere gevallen
zoals b.v, een periodieke golf. Een hydrodynamische beschouwing van het breken
van windgolven lijkt nog ver buiten het bereik van de huidige kennis te liggen.
Vooralsnog wordt het brgkeﬁ van golven, veelal slechts in rekening gebracht
door de spectrale dichtheid bij volgroeide zeegang (voor gegeven U) als een

bovengrens in te voeren.

Dissipatie in en bij de bodem

Het andere dissipatieproces waarmee rekening gehouden moet worden hangt
samen met de invloed van de bodem. In feite betreft het een aantal processen van
verschillende aard. De meest bekende is de bodemwrijving. Daarnaast echter
kan er ook energie aan het golfveld onttrokken worden doordat de bodem poreus
is of meebeweegt met de golven. Deze laatste twee processen lijken voor de
meeste situatie§ in Nederland echter nauwelijks van belang te zijn. Daarom
wordt er hier niet verder op ingegaan. Opgemerkt dient echter te worden dat
in recente publikaties (Shemdin e.a., 1977 en Hsiao en Shemdin, 1978) gemeld
wordt dat in gebieden met grof zand de effecten t.g.v. de porositeit van de

bodem (percolatie) belangrijk kunnen zijn.

Het energieverlies aan de bodem wordt veroorzaakt doordat zich bij de bodem
een meestal turbulente grenslaag vormt met grote snelheidsgradiénten. De schuif-

spanning die daarbij optreedt wordt meestal berekend m.b.v. de uitdrukking (3.2.11
T=p ¢ ulyl (3.2.11)

Cy, is de wrijvingscoefficient die meestal in de orde van 0.010-0.015 is voor
niet-permanente waterbeweging, Hasselmann en Collins (1968) gebruiken voor de
watersnelheid in vergelijking (3.2.11) de door de golfbeweging opgewekte orbi-
taalsnelheid. Deze grootheid is echter een stochastische variabele en de uit-
werking van deze benadering maakt gebruik van middelingsprocedures waarop hier

niet verder ingegaan wordt.
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Overzicht bronfunktie

Opgemerkt moet worden dat een aantal theofieénoververschillendg processen
niet is vermeld in de voorgaande beschrijving van de bronfunktie. Dit is ge-
daan omdat deze theorieén niet algemeen aanvaard zijn of controversieel zijn. Op
de theorieén die wel beschreven zijn is ook kritiek mogelijk maar de kritiek in
de literatuur richt zich meestal op details. Phillips b.v. geeft in een recente
publikatie (Phillips, 1977) een vrij uitgebreide en kritische beschouwing van
de huidige kennis van de energiehuishouding van golveﬁ. Ook LeBlond en Mysak
(1978) en het artikel van Barnett en Kenyon (1975) mogen in dit . opzicht genoemd

worden.

De vorm van de bronfunktie kan grafisch worden weergegeven door de waarde
van dE/dt te geven als funktie van de frequentie op &&n bepaald moment. De on-
zekerheid over de juiste vorm van de termen in de bronfunktie laat een vrij
ruime marge open voor het weergeven van de bronfunktie. In Hasselmann e.a. (1976)
worden twee extreme situaties gegeven. In éé&n daarvan wordt de dissipatie voor
het grootste deel van het spectrum verwaarloosd en in de ander wordt de dissipatie
geschat aan de hand van de theorie van Hasselmann (1974). De essentie van de il-.-
lustraties in Hasselmann e.a. (1976) wordt weergegeven in Fig. 3.2.D. Als refe-
rentie is in de figuur het bijbehorende spectrum getekend. De situatie betreft de

ontwikkeling van een spectrum in een standaard windveld op diep water.

Fig. 3.2.D Overzicht van de bronfunktie met weinig dissipatie

Zoals uit de figuur blijkt vindt de energieoverdracht van wind naar golven

(Sin) voornamelijk plaats in het frequentiegebied aan de hoog-frequentie zijde

van de piek van het spectrum. Deze schijnbare energiewinst voor deze frequenties
wordt echter meer dan teniet gedaan door de energieafveer t.g.v. niet~lineaire

wisselwerking (Snl). Het totale resultaat voor de frequenties in de hoog-frequen-—
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te flank van de piek is zelfs een energieverlies (S < 0). Deze frequenties,
evenals de andere frequenties in de piek, bevindeh zich in de '"overshoot' fase.
De niet-lineaire wisselwerking (Snl) transporteert energie van deze frequenties
naar lagere frequenties en hogere frequenties. Dit komt tot uiting in de vorm
van de funktie voor Snl die positief is voor de lagere en hogere frequenties en
~negatief is voor de middenfrequenties. De energie die getransporteerd wordt naar
de lagere frequenties komt bijna geheel ten goede aan de groei Van het spectrum
(een voorwaartse verschuiving, d.w.z. naar lagere frequenties, van de piek).

De energie die naar hogere frequenties getransporteerd wordt, wordt volledig ge-
diésipeerd. Deze hoge frequenties ontvangen ongeveer evenveel als ze afstaan en
bevinden zich dus in eeﬁ'staat van evenwicht. Een globaal beeld van de resultere

de energiestroom in het spectrum is gegeven in Fig. 3.2.E.

dissipatie

niet-lineaire
wisselwerking

Fig. 3.2.E Overzicht van de energiestromen in het groeiende spectrum

3.3. Energiebalans van het geparameteriseerde spectrum

Metingen van golfspectra van groeiende zeegang in diep water em in een
standaard windveld tonen aan dat de vorm van het spectrum vrijwel onafhankelijk
is van het stadium van het groeiproces (Hasselmand e.a., 1973). Uitgaande van de
spectrale energiebalans kan dit verklaard worden door de stabiliserende invloed
die de niet-lineaire wisselwerking tussen de golfkomponenten onderling uitoefent
op de spectrumvorm. Deze invariantie van de vorm blijkt echter niet beperkt te
zijn tot golfgroei in standaard windvelden. Ook voor spectra in inhomogene en ni
stationaire windvelden is deze invariantie geconstateerd (b.v. Sanders, 1976,
Hasselmann e.a.; 1976). Blijkbaar zijn de niet-lineaire wisselwerkingen voldoend

sterk om de stabiliserende invloed te behouden in variérende windvelden.

Het spectrum van de groeiende zeegang in diep water kan dus ook in varieren
windveldenmdelijk goed beschreven worden m.b.v. een beperkt aantal schaal- en

vormparameters. Deze eigenschap maakt het mogelijk om de groei van het spectrum
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parametrisch te benaderen. Uit de spectrale energiebalans wordt dan een stelsel
vergelijkingen afgeleid voor de variatie van de onafhankelijke parameters die
worden gebruikt om het spectrum te karakteriseren. Dit betekent een aanzien-
lijke vereenvoudiging omdat het aantal benodigde parameters veel kleiner is dan
het aantal benodigde spectrale componenten in de niet-geparameteriseerde be-
schrijving. De mathematische uitwerking van dit parameteriseren is vrij complex
(Hasselmann e.a., 1973, Hasselmann e.a., 1976) en zal hier niet behandeld

worden.

-

De veronderstellingéﬁ die worden ingevoerd bij het parameteriseren van
de energiebalans zijn redelijk verantwoord in het geval van een groeiende
zeegang waar de niet-lineaire wisselwerkingen een belangrijke rol spelen. Er
zijn echter situaties waar de benadering niet goed is. Deiningx is een duidelijk
voorbeeld. Hier is de niet-lineaire wisselwerking uiterst zwak, en de individuele
golfkomponenten zijn hydrodynamisch vrijwel onafhankelijk van elkaar. De vorm
van het spectrum van deining is dus niet universeel zoals bij een groeiende zee-
gang maar hangt af van de details van tijd en plaats van het voorkomen van het
windveld dat de golven opwekte. De superpositie van deinimg, die vrijwel altijd
aanwezig is op zee op een groeiende zeegang beinvloedt de toepassing van het
geparameteriseerde model op het zeegangsgedeelte van het spectrum niet omdat de
niet-lineaire wisselwerking tussen deining en zeegang zeer zwak is (Hasselmann,
1963). Déining kan. dus losgekoppeld gezien worden van de zeegangskomponenten en
een volledig golfvoorspellingsmodel zal het geparameteriseerde model voor groeiende

zeegang combineren met een model voor de voortplanting van deining.

% Golfkomponenten waarvan de fasesnelheid groter is dan de lokale windsnelheid of

waarvan de voortplantingsrichting aanzienlijk afwijkt van de windrichting.
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4, Historisch perspectief

Het historisch beeld van de ontwikkéling van de golfvoorspellingsmethode i:
nogal opvallend. Aanvankelijk berustte de golfvoorspelling op tamelijk pri-
mitieve benaderingen die echter redelijk resultaten opleverden. Na de intro-
ductie van het spectrum en de energiebalans is er meer inzicht gekomen in
de golfgroei en afzwakkingsprocessen. Naarmate dit inzicht toenam werden de
modellen gecompliceerder en ging het oplossen van de vergelijkingen zeer lange
rekentijden eisen van redglijk grote electronische rekenmachines. Deze complexe
modellen bleken echtermbepaalde eigenschappen te bezitten die parameteriseren v.
de vergelijkingen mogelijk maakt, waardoor vergaande vereenvoudigingen konden
worden ingevoerd. Het is zelfs mogelijk gebleken deze vereenvoudigingen zover d
te voeren dat een één—parametermodel overbleef (Hasselmann, e.a., 1976) dat in de
uitwerking vrijwel gelijk is aan &&n van de "oude'" aangepaste methoden van de
kenmerkende golf (Wilson, 1955). In historisch perspectief gezien is de ont-
wikkeling van de golfvoorspellingsmethoden dus een gesloten kring: men is, uit-
gaande van relatief eenvoudige modellen, via zeer gecompliceerde modellen die h
inzicht verdiepten, terecht gekomen bij modellen die in de uitvoering in feite

gelijk zijn aan de aanvankelijke "primitieve'" modellen.
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7. GOLFKLIMATOLOGIE

7.1. Inleiding

In hoofdstuk 5 zijn korte-duur statistische eigenschappen van windgolven
behandeld, o.m. resulterend in een aantal parameters die kenmerkend zijn
voor een golfsysteem voor een zo korte tijd dat dat systeem daarbinnen

als stationair kan worden beschouwd. Dergelijke parameters waren met name
HS en TS; hieraan moet nog een kenmerkende golfrichting (GS) worden toe-
gevoegd.

In hoofdstuk 6 is aangegeven welke waarden bovengenoemde’ korte-duur para-
meters aannemen bij gegeven windsnelheid, strijklengte, enz. Daar werd

dus een golfsysteem beschouwd op een tijdschaal van b.v. een etmaal. Dit
is o.m. van belang voor routering van schepen en voor de planning van uit-

voering van werken buitengaats.

In dit hoofdstuk, "Golfklimatologie", gaan we naar een tijdschaal van jaren,
en bekijken we de verzameling golfsystemen die zich daarin kunnen voordoen.
Op deze tijdschaal behandelen we de kenmerkende parameters van de korte-
duur beschrijving van de windgolven (b.v. H_, TS, es) als stochastische
variabelen. Deze lange-duur behandeling is o.a. nodig in studies van kust- -
morfologie, of in het ontwerpen van een offshore constructie met een ge-
plande levensduur van enkele decennia. Daarbij kunnen de cumulatieve ef-
fecten van alle voorkomende situaties van belang zijn (zandtransport, ver-—
moeiing) dan wel de extreme waarden te verwachten gedurende het beschouwde
tijdvak. Een derde categorie van problemen is die betreffende het uitvoeren
van werken op zee, waarvoor in de ontwerp-fase statistische informatie nodig
is omtrent de te verwachten tijdsduren van werkbare omstandigheden.

In het volgende zullen de drie genoemde categorieén worden besproken, na-

dat eerst is ingegaan op het soort gegevens dat -in het algemeen gesproken-

beschikbaar is voor studies van golfklimaat.

7.2. Gegevens

7.2.1. Herkomst

Het spreekt vanzelf dat de golfklimatologie empirisch van aard is, zoals

elk type klimatologie. In de bewerkingen van de gegevens kan men diverse
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theoretische concepten hanteren, b.v. uit de statistiek of uit de
spectraal analyse, maar de basisgegevens zelf zijn alleen door waar-

nemingen te verkrijgen, en de resultaten zijn altijd plaatsgebonden.

Naar herkomst kan men de volgende soorten golfgegevens onderscheiden:

o gegevens van visuele golfwaarnemingen;
o gegevens van instrumentele golfwaarnemingen;

o gegevens afgeleid uif waarnemingen van de wind.

Per geval zal men zoveel mogelijk alle ter beschikking staande gegevens
moeten benutten. Het kan b.v. zijn dat instrumentele golfgegevens welis-
waar beschikbaar zijn, maar slechts over een relatief korte tijd (enkele
jarén). Men zal er dan goed aan doén deze gegevens te gebruiken als
ijking van de overige. Zodoende wordt het voordeel van de grotere nauw-
keurigheid van de instrumentele golfgegevens goed gecombineerd met dat

van de lange tijdbasis van de andere.

Visuele golfwaarnemingen worden voornamelijk verricht vanaf schepen. Zij
resulteren in schattingen van(Hs, Ts’ 68), onderscheiden naar zeegang en

deining. Op open zee vormen deze vrijwel het enige golfgegevensbestand.

De methode van waarneming (zie par. 5.6) en de inzameling en bewerking
van de resultaten worden gecoordineerd door de World Meteorogical Orga-
nisation (WMO). In Nederland kan men voor informatie hierover terecht

bij het KNMI.

Instrumentele waarnemingen zijn tot nu toe vrijwel beperkt geweest tot
kustwateren en platzeeén. Het instrument dat internationaal hiervoor het
meest wordt gebruikt is de z.g. "Waverider", een in Nederland (Firma
Datawell te Haarlem) ontwikkelde en gefabriceerde drijvende bolvormige
boei (diameter 0.7 m of 0.9 m) waarvan de vertikale versnellingen worden
gemeten. Hieruit kan in het frekwentiebereik van de windgolven (zeg tus-
sen 0.05 Hz en 1| Hz) een betrouwbare schatting worden verkregen van de
vertikale uitwijking van het zeeoppervlak. Waar platforms staan kunnen
golfmetingen worden uitgevoerd m.b.v. een vertikale draad of buis die in
een electrisch circuit is opgenomen waarvan de weerstand wordt gemetem.

Deze varieert met de mate van onderdompeling.
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Voorzover er al instrumentele gegevens beschikbaar zijn in een bepaald
gebied zijn die tot nu beperkt tot het tijdsdomein c.q. frekwentie-
domein. Richtingseigenschappen zijn pas sinds kort op routine-basis te
meten, hetzij met een 3-dimensionale snelheidsmeter, met een rooster van

golfhoogtewaarnemingspunten, of met een drijvende boei ("pitch-roll-buoy").

Een veelbelovende ontwikkeling vindt plaats in de "Remote sensing' van
het zeeoppervlak m.b.v. radar of lasers. Hiermee kunnen frekwentie- en
richtingseigenschappen ;én de oppervlaktegolven worden bepaald, en dat
over vrijwel het gehele zeegebied. De mogelijkheid hiertoe is experimenteel
aangetoond, m.n. met de "Seasat" satelliet (1978), maar routinematige toe-

passing ervan vindt nog niet plaats.

In tegenstelling tot de visuele waarnemingen is de inzameling en bewerking
van instrumentele gegevens niet centraal gecoordineerd. Per gebied zal men
bij diverse instanties inlichtingen moeten inwinnen. Voor de Noordzee zijn
dat o.a. het KNMI en collega-instituten in het buitenland (met name Enge-
land), en oliemaatschappijen (die echter hun gegevens veelal niet aan der-
den ter beschikking stellen, of dat pas na vele jaren doen); voor de Ne-

derlandse kustwateren kan men ook bij Rijkswaterstaatsdiensten terecht.

Windgegevens zijn veelal over langere waarnemingsperiodes beschikbaar dan
golfgegevens. In combinatie met golfverwachtingsmethoden (zie hoofdstuk 6)
ziin zij daarom een welkome aanvulling daarop. Vooral analyses van stormen
uit het verleden zijn hier op hun plaats (meer dan een uur-tot-uur analyse).
Voor wind-informatie kan men vanzelfsprekend meteorologische instituten raad-

plegen.

7.2.2, Parameters

De parameters waarmee een golfsysteem is te kenmerken voor klimatologische
doeleinden zullen tenminste een maat voor de energie en voor een frekwentie

en richting moeten bevatten. We zullen hier (HS, T es) gebruiken, in het

S’
midden latend wat de herkomst is van de schattingen van deze parameters.

Op klimatologische tijdschaal gezien zijn HS, TS en BS voor een. gegeven
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jokatie als een stochastisch proces in de tijd te beschouwen. Evenals
bij de behandeling van de statistische eigenschappen in de korte duur
is gedaan (hoofdstuk 5) kan men zich richten op verschillende aspec-—
ten:

o momentane waarden op willekeurige tijdstippen;

o tijdsduren tussen verschillende zeetoestanden;

o extreme waarden.

Die zijn resp. nodig in studies van

o cumulatieve effecten;'

o werkbaarheid;

o grenstoestanden.

In de context van een offshore platform kan men hierbij denken aan as-

pecten van resp. vermoeiing, plaatsing en grensstabiliteit.

7.3. Momentane waarden

De lange-termijn gezamenlijke k.d.f. van de momentane waarden van (ES,

T, QS) kan worden geschat op grond van simultane waarnemingen van deze
grootheden op willekeurige tijdstippen (zoals in geval van waarnemingen
vanaf schepen die toevallig door een gebied varen) dan wel op een reeks

van tijdstippen met constante intervallen ertussen, b.v. 3 uur of 6 uur

[SPY
(=)

(zoals bij instrumentele metingen,of visuele waarnemingen vanaf licht-

of weerschepen of platforms).

Terwille van een grafische of tabellarische presentatie van de gegevens,
die hoogstens twee-dimensionaal is, wordt de drievoudige gezamenlijke K.d.f.

van (gs, Es’ QS).in twee factoren gesplitst:

p(H_, T, 6) = p(H, T | 68) p(8)) (7.1)

In feite werkt men met richtingssectoren, b.v. van 30° of 45°. Dan wordt
per gebied opgegeven voor welke fractie van het aantal waarnemingen (ver-
taald als fractie van de tijd) de hoofdrichting van een golfsysteem in

de diverse sectoren ligt, en wordt daarnaast per sector aangegeven voor

welke fractie van de waarnemingen, ofwel van de tijd, (Hs, TS) in bepaalde
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intervallen liggen, gegeven dat de golfrichting in de beschouwde sector

ligt., Dit zijn schattingen van

6
2
é p(8,) db_

1

resp.van
H T
2 2
<
é dH%é dar_p(Hg, T,| 6 <8 26)

1 1

Eventueel kan men dit nog per maand of seizoen doen, maar voor studies

van meerjarige cumulatieve effecten is dat niet nodig.

Als illustratie is hier &&n tabel overgenomen uit een verzameling van golf-

gegevens afkomstig van Nederlandse lichtschepen (Dorréstein, 1967). De in

Lichtschip Terschellingerbank; hele jaar;
golfrichting 150—450; 1630 waarnemingen uit een

totaal van 24720 voor alle richtingen

H Alle TS[s]
{[m] T, |<5 5-7 7-9 9-11 > 11
0 88 74 14
! 447 | 351 91 6
1 268 | 133 129 7
13 133 33 85 15
2 47 4 33 10
23 7 3 4
3 5 1 2 1
34 4 3 1
4
> 44
Alle H_ | 1000 | 594 355 48 2
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de tabel gepresenteerde getallen stellen relatieve frekwenties voor,
uitgedrukt in promillen. De tweede kolom geeft de marginale verdeling van

ES, de onderste rij die van I,

Een voorbeeld van een grafische presentatie van soortgelijke gegevens
wordt in figuur 7.1 gegeven; deze heeft betrekking op het voormalige
weerschip "India" (in de Noord-Atlantische Oceaan), voor alle maanden

en alle richtingen. Als periode is hier echter Tz gebruikt, en niet Ts.

Figuur 7.1
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Y, .
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De getrokken lijnen zijn lijnen van constante waarden van p(HS, TZ)AHs AI;.
Met de stippellijmen zijn in de figuur constante-waarden van de
verhbu"‘d-ing‘HS/Tz2 aangeduid. De bijgeschreven waarden (1:20 resp.

1:40) gelden voor een kenmerkende golfsteilheid, gedefinieerd als HS/LZ,

waarin
gT. 2

= Tz
L, = == (7.2)
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(een soort diep-water golflengte behorend bij Tz). Deze maat voor de
golfsteilheid blijkt op diep water een bovengrens te hebben van 0.05 3

0.06.

Hoewel men meestal informatie moet hebben over golfhoogten &n over pe-
rioden en richtingen, kan soms worden volstaan met de verdeling van golf-
hoogten ongeacht de pefibde en richting. In ieder geval is kennis van

deze marginale lange-termijn verdeling van (significante) golfhoogten
nuttig voor extrapolatie van de waarnemingen. Daartoe worden proberender-
wijs diverse verdelingsfuncties aangepast aan de waarnemingen. Per ge-
kozen type verdelingsfunctie (b.v. Weibull) worden de parameterwaarden
bepaald, zodanig dat een zo goed mogelijke aansluiting aan de waarnemingen
wordt verkregen volgens een eveneens gekozen criterium (b.v. met een klein-
ste-kwadraten methode of visueel). Vervolgens wordt beslist welk type ver-
delingsfunctie het beste bij de gegevens past (volgens een subjectief te
kiezen criterium), en wordt beslist of de daarvoor gevonden optimale aan-
passing voldoende is (alweer volgens een subjectief gekozen criterium) om
dié verdelingsfunctie met dié parameterwaarden te kunnen gebruiken als
basis voor extrapolatie, Bij het laatste wordt dan verondersteld dat in
het bereik van de extrapolatie dezelfde fysische processen een rol spelen
als in het bereik van de waarnemingen. In geval van beperkte diepte b.v.
hoeft dit niet zo te zijn, en moet hiermee als mogelijk beperkende factor

rekening worden gehouden.

Hierboven werd gesproken over aanpassingen van verdelingsfuncties aan '"de"
waarnemingen., Eigenlijk moet hier sprake zijn van "een homogene deelver-
zameling van de waarnemingen". In tropische en subtropische zeeen komt het
nogal eens voor dat er twee min of meer homogene deelpopulaties zijn te
onderscheiden in het totaal, te weten de groep waarnemingen bij normale om~
standigheden met een zwakke tot matige golfbeweging, en de groep waarne-
mingen van meer extreme toestanden tijdens incidentele gebeurtenissen zoals
het langstrekken van een tropische cycloon. In de waargenomen verdeling

zal dit zich uiten als een knik. Het hieraan aanpassen van &&n verdelings-

functie, met &&n keuze voor de parameters, is niet zinvol.
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Merk op dat de gehele procedure in essentie empirisch is, in tegen-
stelling tot de situatie bij de korte-termijn statistische analyse
van de golfbeweging, waaraan een gesloten theorie ten grondslag ligt
(het lineair-Gaussische model) als eerste benadering. De resultaten
van een klimatologische analyse zijn om dezelfde reden ook niet te

generalizeren; zij zijn plaatsgebonden.

Om een voorbeeld te geven van bovenomschreven procedure is de marginale
k.d.f. van Es genomen die behoort bij de gegevens uit figuur 7.1. Op
grafische wijze zijn twee typen verdelingsfuncties aangepast aan de me-
tingen, t.w. een log-normale verdeling (log Es Gaussisch verdeeld) en
een Weibull verdeling. Laatstgenoemde kan geschreven worden als

1 - exp{- (ng)C} voor X ~ A

P2.<<X) = Prix S x}

0 voor x < A (7.3)

Gaussian scale

— P
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Figuur 7.2 Lange~termijn verdeling van Es op log—~Gaussische schaal;

station "India" (Battjes, 1970)
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Hierin is A een drempelwaarde, B een schaalparameter en C een vormpa-
rameter (hoe groter C, hoe minder x gespreid is, dus hoe smaller de

k.d.f. van x). De figuren 7.2 en 7.3 laten een vergelijking zien tussen

.

0‘9999’,‘: T T T 1T T T 1T T T 17 17T T 7T T T TT]
13
0:999F j .
= ‘ Figuur 7.3
0-99E ‘ .. .
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de waargenomen verdeling van H, met een op het oog bepaalde bij-

passende log~normale verdeling resp. Weibull verdeling. (De schalen
zijn zodanig dat de respectievelijke analytische verdelingfuncties
door rechte lijnen worden weergegeven.) Laatstgenoemde blijkt goed
bij de waarnemingen aan te sluiten, en zou kunnen dienen als basis
voor extrapolatie. Hoewel dit in diverse gebieden is gebleken kan
men dit nog niet generaliseren. Wel lijkt het zinvol om in ieder
geval de Weibull verdeling als &&n van de te proberen verdelingen

mee te nemen.

Uit de lange-termijn verdeling van (Es’ EZ) kan men die van de in-
dividuele golfhoogten (H) bepaleh. Deze kunnen we de marginale ver-

deling van H noemen, daarbij de korte-termijn verdeling van H (Rayleigh)
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als voorwaardelijk beschouwend:

Pr{H > H[H = H} = exp{~2(H/H)*} (7.4)

Als we een willekeurig tijdsinterval nemen met een duur At, waar-
binnen de golfbeweging als stationair is te beschouwen, dan is er
een kans

-

p(HS, TZ) GHS GTZ
dat de aan te treffen waarden van (gs, EZ) voldoen aan de voorwaarde

M <H <H +8 enT <T <T_ +8T)
S =S S S zZ -z 2 Z

Als deze gebeurtenis zich inderdaad voordoet is het aantal golven

in het beschouwde interval vrijwel gelijk aan

T “lAt
V4

en het aantal daarvan met een hoogte (H) groter dan H gelijk aan
-1
T, exp{-2(H/HJ)?} At

Voor een willekeurig interval met duur At is het verwachte aantal

golven dan gegeven door
®
[ ﬁ T, p(Tz) dTZ] At

en het verwachte aantal golfhoogten waarvoor (H > H) door

[ 77 TZ"1 exp{-2(H/H )} p(R_, T )dH_ dT 1 At
0 0

De lange-termijn verdeling van de individuele golfhoogten is dan te

bepalen als een relatieve frekwentie volgens




Pr{H > H} =

/T,
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' exp{—Z(H/HS)Z}Ip(ﬁS, Tz) st dT

-1
dT
/ Tz P(Tz) z

(7.5)

De integralen hierin strekken zich formeel uit van 0 tot =, In feite

heeft men altijd met discrete waarden te maken (zie Tabel 7.1 of fi-

guur 7.1), zodat de integratie moeten worden vervangen door sommaties

over het (eventueel geéxtrapoleerde) waarnemingsbereik. Het resultaat

van zo'n bewerking, toegepast op de gegevens in figuur 7.1, is te zien

in figuur 7.4.o0p Weibull-schaal. De berekende verdeling blijkt goed

met een Weibull-verdeling benaderd te kunnen worden. De vormparameter

C behorend bij de (op het oog)ge;rokken rechte lijn is ca. 0.97. Een

" 100g [-'%10g Pr{H > H}]

=

——————ﬂ;H (ft)
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+ Pr{H > H}

Figuur 7.4

Lange—termijn verdeling van
H op Weibull-schaal; station
"India" (Battjes, 1972)

+ 010g H (H in [ £t])

waarde C = 1 in de lange~termijn verdeling van individuele golfhoogten

is in andere gebieden ook wel gevonden. Merk op dat voor C = | de Wei-

bull verdeling reduceert tot een exponentiéle verdeling. Ter illus-~

tratie zijn de punten uit figuur 7.4 eveneens op semi-logarithmische

schaal uifgezet, waarop een exponentiéle verdeling rechtlijnig wordt

weergegeven (zie figuur 7.5). De berekende verdeling blijkt inderdaad

goed met een

exponentiéle te kunnen worden benaderd.
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Figuur 7.5
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De in het voorgaande omschreven bewerking is niet alleen toe te pas-

sen voor de berekening van de lange-termijn verdeling van golfhoog-

ten, maar ook voor die van respons—topwaarden of top-dal waarden,
_zoals van materiaalspanningen in een constructie-onderdeel waarvan de

vermoeiing wordt bestudeerd.

We gaan er hier vanuit dat per zeegangstoestand het spectrum Err(f)
van de beschouwde responsie {Et} van een constructie kan worden be-

rekend. (Methoden daarvoor worden in hoofdstuk 8 behandeld.) Van het

Ni—

spectrum E__(f) zijn m en m_te bepalen, en dus ook m en A=(m /m )?*.
rr 0 2 0 0 270
Een gegeven lange—termijn verdeling van golfparameters kan dus worden
omgerekend tot een lange-termijn gezamenlijke verdeling van 50 en m
van de beschouwde respons-grootheid. De lange-termijn verdeling van de
respons—topwaarden (fm) is dan naar analogie met (7.5) te berekenen

volgens

2
r
Ir Ko expi- EEE} p(kofmo) dAO dm0

Prir >r} = (7.6)

S X p(h ) dA
0 0 0

Twee lange~termijn verdelingen van gemeten top~dal waarden van de span-
ning in een deel van een vakwerk-constructie in de Noordzee, in drij-

vende resp. staande positie, zijn op semi-logarithmische schaal uit-
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gezet in figuur 7.6. De gemeten verdelingen worden goed met een rechte

lijn benaderd, zodat ze als exponentieel kunnen worden beschouwd (zoals

\\\ Figuur 7.6

10°
\\\ Lange-termijn verdeling van
\ \, - gemeten spanningsfluctuaties

108

10"
(top-~dal waarden) op semi-log

schaal (exponentiéle verdeling).

108 (Bell en Walker, 1971).
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ook het geval was voor de berekende lange-termijn verdeling van indi-
viduele golfhoogten in figuur 7.4 en figuur 7.5)

7.4, Duren van zeetoestanden

In studies van werkbaarheid zijn de frekwentie en duren van belang van
tijdsintervallen van kalme zeecondities, meestal uitgedrukt in termen
van een maximaal toelaatbare waarde van H_. Dergelijke informatie kan
niet uit de lange-termijn verdeling van de golfparameters op willekeu-
rige tijdstippen worden bepaald, omdat informatie over de opeenvolging

van de waarnemingen in de tijd daar niet meer in zit.

Het bepalen van de lange-termijn verdeling van kalmte~duren, d.w.z. van

tijdsduren QH <4y waarin gs ononderbroken onder een bepaald niveau (HS)
H '

blijft, behoort veelal tot de standaardbewerkingen van golfwaarnemings-—

reeksen. Voor de waarnemingen vanaf lichtschip Goeree zijn resultaten




< H>d) in 15 jaren
s

aantal keren (QH

-5]=

in tabelvorm gepresenteerd door Dorrestein (1967). Analyse van deze

gegevens laat zien dat de kalmteduren vrijwel exponentieel verdeeld

zijn (zie figuur 7.7).

0 5 10 + d [ dagen]

Figuur 7.7 - Verdeling van waargenomen kalmteduren bij lichtschip
"Goeree" op semi-log schaal (exponentiéle yerdeling).

Gegevens ontleend aan Dorrestein, 1967,

Tussen de gemiddelde frekwentie (AH ) van vddrkomen van kalmtes, de

‘gemiddelde duur ervan, en de lange—germijn verdeling van Es bestaat

een afhankelijkheid:

Pr{§S < HS}
AH = (7.7)
=s s
N.B. E{QH'< - } is de gemiddelde duur van kalme periodes, en Xﬁl is het

gemiddeldé ti?dsinterval tussen- de begintijdstippen van opeenvolgende

kalme periodes.
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Voor ruwe periodes geldt mutatis mutandis hetzelfde als voor kalme. Ook
daarover zijn gegevens te vinden in Dorrestein (1967) (evenals voor aan-

eengesloten perioden van zachte of harde wind).

7.5. Extreme waarden

De bepaling van de kans van vddrkomen van een extreme zeetoestand of
responsie in een zekere tijdsduur D (b.v. de ontwerplevensduur van een
constructie) kan o.a. gebeuren met behulp van de Poisson-verdeling, toe-
gepast op het aantal stormen in de beschouwde duur D van een intensiteit

boven een zekere grenswaarde.

Laten we hier gemakshalve een storm definieren als een gebeurtenis waar-
bij Bs onafgebroken boven een (niet al te lage) grenswaarde (HS) ligt.

De gemiddelde frekwentie van védrkomen van dergelijke stormen is gelijk
aan AH , gedefinieerd in par. 7.4. In (7.7) is AH uitgedrukt in de kans
dat gssop een willekeurig moment onder een niveauSHS ligt, en de gemid-
delde duur van perioden waarin zich dit voordoet. In de context van stor-

men is het meer gebruikelijk om te werken met overschrijdingen:

Pr{H_>H_}
Ao = oe———S S (7.8)

H
s S

Bij toepassingen in de context van werkbaar weer zijn de van belang
zijnde waarden van HS vanzelfsprekend veel lager dan in de toepas-
singen op stormen, maar dat doet niets af aan de geldigheid van de
bewering dat perioden waarin HS onafgebroken boven een bepaald ni-
veau ligt even vaak vodrkomen als perioden waarin HS onafgebroken
onder dat niveau blijft, en dus dat de gemiddelde frekwentie van
beide gebeurtenissen dezelfde is, n.l. AH .

8
Het verwachte aantal stormen waarin (ES >’HS), in de duur D, is gelijk
aan Aﬁ D. Aannemende dat stormen onafhankelijk van elkaar vddrkomen
is de Soisson—verdeling hier van toepassing (5.49) en is de kans dat
stormen waarin (gs >’HS) in het geheel niet vddrkomen in de beschouw-
de duur gelijk aan (zie 5.42)

Pr{max Es <:Hs} = exp (- XHSD) (7.9)
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N.B. Als stormen inderdaad onafhankelijk van elkaar vG6&rkomen is het tijds-
interval tussen twee opeenvolgende stormen exponentieel verdeeld (Poisson~-
proces; zie b.v. Papoulis, 1965). Dit is in overeenstemming met de gegevens
in figuur 7.7, zij het dat die op nogal lage intensiteiten betrekking heb-

ben.

In de context van bovenstaande vraagstelling wordt vaak gebruik gemaakt
van het begrip "return period". De return-period"” (RP) behorend bij een
zekere Hé is gedefinieerd als het gemiddelde tijdsinterval tussen stormen

waarin (gs >'HS). De waarde ervan is dus gelijk aan A;l, ofwel gelijk aan
. Hy

E{ggs >,HS}

(7.10)

s s Pr{H >H}
=S S

In dit verband worden twee kanttekeningen- geplaatst.

De eerste kanttekening is dat de "return period" vaak verkeerd wordt

berekend, n.l. als

waarin At tussen opeenvolgende waarnemingen van
Hs' Het spreekt vanzelf (?) dat zo'n gekozen waarnemingsinterval van
geen betekenis is voor de intervallen tussen stormen, of voor welke
fysisch relevante grootheid dan ook. Men behoort in bovenstaande uit-
drukking de gemiddelde stormduur (waarin Es >’HS) te gebruiken in

plaats van At.

De tweede kanttekening is dat het begrip '"return period" een te zelf-
standige betekenis kan krijgen, en dar -isleidend kan werken., Een
"return period'" van 50 jaar behorend bij H = 10 m zou wellicht ten
onrechte kunnen suggereren dat een waarde van 10 m geschikt zou zijn
als schatting van een maximaal te verwachten Hs ("ontwerpgolfgfogte")
in een periode van 50 jaar. In feite is er een kans van | - e = 0.63
dat een waarde HS (10 m in dit voorbeeld) door Hs zal worden overschre-
den in een duur gelijk aan de bijbehorende "return period" (50 jaar in

dit voorbeeld). (Zie de hieraan analoge opmerking in par. 5.7.)
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Tot slot van deze paragraaf wordt erop gewezen dat men de hier behan-
delde vraagstelling ook anders kan benaderen. In plaats van alle stormen
te beschouwen waarin (gs >'HS), kan men b.v. kijken naar de meest intense
(grootste HS) storm per jaar, en die verzameling onderwerpen aan een ex-
treme-waarde analyse (Gumbel, 1958). Nog een mogelijkheid is om te werken
met de verzameling van maximale Hs-waarden, één per storm. Het belangrijke

punt. is dat men zich baseert op onafhankelijke gebeurtenissen.

e D

7.6. Résumé

Golfklimatologie is een statistische beschrijving van kenmerkende golf-
systeemparameters op een tijdschaal van jaren. De basisgegevens bestaan
uit visuele of instrumentele golfwaarnemingen, dan wel uit windwaarne-

mingen omgerekend tot golfparameters.

In de verwerking moet onderscheid worden gemaakt tussen de verzameling
momentane parameter—waarden, ongeacht de volgorde ervan in de tijd, en
eigenschappen waarvoor die volgorde juist wel een rol speelt, zoals in

studies van kalmteduren en extreme waarden.
Bij het bepalen van de kans op védrkomen van een gegeven extreme situatie

in een zekere duur kan de Poisson-verdeling worden gebruikt, mits toege-

past op onafhankelijke gebeurtenissen.
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8. BEREKENING VAN RESPONSIES

8.1. Inleiding

De voorgaande hoofdstukken hadden betrekking op de oppervlakte-uit-
wijking van windgolven. Andere eigenschappen, zoals druk en snelheid
onder het oppervlak, bleven daarbij buiten beschouwing. Voor een meer
volledige beschrijving van de windgolven zelf, evenals voor de bepa-
ling van effecten die zij in iets anders veroorzaken (b.v. in een con-
structie), is het nodig informatie over de oppervlakte-uitwijkingen te
kunnen vertalen in de benodigde andere informatie., We kunnen daarvoor
een nogal algemeen bruikbare methodiek hanteren uit de theorie van
systemen, en wel die van de berekening van een responsie van een sys-
teem op een excitatie. Voor lineaire systemen zijn dergelijke bereke-
ningen gemakkelijk spectraal uit te voeren, d.w.z. in het frekwentie-
domein. Daarin ligt ook juist een belangrijk voordeel van de spectrale

beschrijving van processen,

In de volgende paragraaf zullen enkele begrippen uit de systeemtheorie
worden genoemd. De behandeling is elementair en summier gehouden, (Voor
meer informatie hierover wordt verwezen naar de betreffende colleges
zoals b9 en c34.) Vervolgens worden enkele voorbeelden gegeven in de

context van windgolven, eerst &&n-dimensionaal, daarna meer—dimensionaal.

8.2, Begrippen uit de systeemtheorie

Een systeem is een geheel dat ten behoeve van bepaalde doeleinden van de
omgeving afgezonderd kan worden gedacht. Men kan hierbij denken aan me-
chanische of andere fysische systemen (b.v. een massa-veer systeem of
een electrisch circuit), maar ook aan systemen in de economie, de be-

drijfsvoering, e.d.:

Grootheden uit de omgeving die het systeem beinvloeden noemt men Zngangs-—
grootheden, en reacties daarop van het systeem, die eventueel de omge-
ving kunnen beinvloeden, noemt men uitgangsgrootheden. Bij mechanische
systemen is het ook gebruikelijk om van excitatie resp. responsie te

spreken.
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Een voorbeeld van een mechanisch systeem is een lichtmast, inge=

e

klemd in zijn fundering. Een mogelijke
excitatie is een variérende horizontale ver-
plaatsing van de voet als gevolg van een
aardbeving., Als responsiegrootheid bekijken
we b.v. het buigend moment in de voet van de

mast. Schematisch is dit als volgt weer te

727;;;;;73;5, L geven, waarbij de lichtmast (het systeem)
> door een "black box" is voorgesteld:
excitatie —+ | systeem +~ responsie

Qua dimensionaliteit is dit het eenvoudigst denkbare geval: een enkel-
voudige responsie op een enkelvoudige excitatie. Het enkelvoudig zijn
van de responsie was in dit voorbeeld slechts een keuze. In feite zijn
er talloze responsgrootheden aan te wijzen, b.v. verplaatsingen, snel-
heden, versnellingen, vervormingen, momenten, dwarskrachten, spanningen,

enz.:

excitatie - | systeem responsies

2R 2R 2

Daarbij hangt het van de vraagstelling af of het toereikend is de res-
ponsies afzonderlijk te bekijken. Wil men b.v. nagaan of een grensspan-
ningstoestand wordt bereikt dan zullen de diverse krachten en momenten

in een doorsnede gezamenlijk moeten worden beschouwd.

In veel gevallen zal ook sprake zijn van een meervoudige excitatie. In

het genoemde voorbeeld is het b.v. mogelijk dat er niet alleen een in de
tijd variérende verplaatsing wordt opgelegd aan de voet, maar ook nog een
in de tijd variérende kracht in een bepaald punt van de mast. Als we ons
nu beperken tot een enkelvoudige respomsgrootheid, b.v. het buigend moment

in de voet, dan ontstaat het volgende schema:

excitaties systeem + responsie

++ 4+ 4

Als het systeem lineair is (zie volgende paragraaf), dan zijn de bijdragen
van de diverse excitaties aan de beschouwde responsie te superponeren,

maar dat betekent nog niet dat het voldoende is om ze in afzondering te

<
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bekijken. Dat zou alleen het geval zijn als de verschillende excitaties
wederzijds ongecorreleerd zijn. Is dat niet het geval dan moet de mate
van correlatie in rekening worden gebracht. Dat doet zich b.v. voor als
de responsie van de lichtmast op windbelasting moet worden bepaald. De
momentane windsnelheid langs de mast is een stochastisch proces in de
tijd en de hoogte. De correlatie ervan in twee punten op verschillende
hoogte (zonder verschuiving in t) neemt af met toenemend hoogteverschil.
Het geheel niet in rekening brengen van enige correlatie zou vanzelf-
sprekend onderschattinéivan de optredende totale belasting betekenen,
zoals het rekenen met een volledige correlatie (= 1) langs de hele hoog-
te tot een overschatting zou leiden, en dat destemeer naarmate de mast
hoger is. De feitelijk in rekening te brengen ruimtelijke correlatie-
functie is slechts empirisch te bepalen vanwege het ongeorganizeerde,

turbulente karakter van de wind.

Bij golfbelastingen op constructies doet zich iets soortgelijks voor,

met dit belangrijke verschil dat de golfbeweging intern goed georgani-
seerd is. De daarin optredende ruimtelijke correlaties zijn te berekenen
als voldoende informatie bekend is (twee-dimensionaal variantie-spectrum)
van de oppervlakte-uitwijking. Daardoor is de optredende excitatie door
golven, die in feite meervoudig is, in de berekening veelal terug te voeren

tot een enkelvoudige. In paragraaf 8.4. komen wij hierop terug.

8.2.2. Lineaire, tijdsonafhankelijke systemen

In deze paragraaf beperken wij ons tot een enkelvoudige excitatie en res-

ponsie, die beiden slechts in de tijd variéren.

In principe kunnen de systeem-eigenschappen (b.v. massa-verdeling, buig-
stijfheid, waterdiepte) in de tijd variéren, maar wij zullen slechts sys-

temen beschouwen waarvoor die comstant zijn.

Een verdere beperking is die tot lineaire systemen, d.w.z. systemen waar-
voor de betrekkingen tussen excitatie en responsie de eigenschappen van
evenredigheid en superpositie bezitten. M.a.w., als xl(t) resp. Xz(t)
twee willekeurige excitaties zijn van een systeem (dat overigens in rust

is), en yl(t) resp. yz(t) de bijbehorende responsies, dan heet het systeem
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lineair wanneer voor willekeurige constanten a en b geldt dat de
excitatie {a xl(t) + b xz(t)} de responsie {a yl(t) + b yz(t)} ver-
oorzaakt. (Het "willekeurig" zijn van de functies resp. de coeéffi-
cienten kan eventueel worden beperkt door het aangeven van een bereik

waarbinnen het systeemgedrag als lineair is te beschouwen.)

Lineaire systemen met constante parameters zijn te beschrijven m.b.v.
lineaire vergelijkingen (vaak differentiaalvergelijkingen) met in de
tijd constante coéfficdiénten. Hieruit volgt dat de responsie ervan op

een sinusvormige excitatie eveneens sinusvormig is, en wel met dezelfde

frekwentie:

i2mf ¢ Lin. syst. i2nf t
xo(t) = Re ﬁ(fo)e — ———4>yo(t) = Re ?(fo)e

const. par.

Ten opzichte van de (sinusvormige) excitatie kan de responsie slechts in
sterkte en fase verschillen. Dit kan worden uitgedrukt in de verhouding van

de complexe amplituden:

<>

(£)
&) (8.1)

Ryx(f)

)

De modulus hiervan stelt de verhouding voor van de reéle amplituden van

responsie en excitatie:

] |56 ]
R ()| = ~—— (8.2)
X |2(5) |
en het argument het faseverschil:
arg Ryx(f) = arg $(f) - arg R(f) (8.3)

De verzameling waarden van Ryx(f) voor verschillende frekwenties kan men
het systeemspectrum noemen, vaak "frekwentie-responsiefunctie' genoemd of

ook "overdrachtsfunctie'.
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Als van een systeem de interne structuur bekend is dan 1s het systeem-
spectrum te berekenen door oplossing van het vergelijkingenstelsel dat
het systeem beschrijft, voor een sinusvormige excitatie. Bij analytische
oplossingen kan men volstaan met een excitatie van willekeurige frekwen-
tie, waarna voor het gewenste frekwentie-bereik getalswaarden kunnen
worden bepaald. Bij numerieke oplossing moet de gehele berekening worden
uitgevoerd voor elke gewenste frekwentie. Iets dergelijks doet zich ook
voor wanneer de structuur van het systeem niet bekend is, of te ingewik-
keld wordt gevonden voéf berekeningen, en men waarden van het systeem-
spectrum bepaalt uit metingen van excitatie en responsie (b.v. in schaal-

modellen).

Als de excitatie niet sinusvormig is dan is deze m.b.v. Fourier-analyse in
dergelijke componenten te splitsen. Per component wordt dan de responsie
bepaald d.m.v. de bijbehorende waarde van Ryx(f)’ waarna de zo verkregen
responsies gesuperponeerd mogen worden (het systeem is immers lineair).
Hieruit volgt dat een lineair systeem met constante parameters volledig

is beschreven, voorzover het de betrekking tussen een excitatie x(t) en

een responsie y(t) betreft, door het systeemspectrum Ryx(f).

De bovenomschreven, spectrale methode voor berekening van responsies
(d.w.z. ontleding, transformatie en superpositie) is bijzonder geschikt
in geval van stochastische excitatie van een lineair systeem en (dus)

een stochastische responsie.

Door middel van het systeemspectrum is een relatie te leggen tussen het
variantiedichtheidsspectrum van een stochastische responsie {Xt} en dat
van de excitatie {gt}. Aangezien de spectrale dichtheid van de variantie
evenredig is met de kwadraten van de moduli van de spectrale componenten,

geldt

Eyy(f) = |Ryx(f)|2 E(f) , f€ (0, ) (8.4)

M.a.w., per waarde van f behoeft slechts een algebraische vermenigvuldiging
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te worden uitgevoerd om het responsie-spectrum te berekenen. De reken-

EXX(f) y Y
> f
1
2 i
|Ryx(f)| 4
1
|
i
$ f
E (f &
yy )

Figuur 8.1

kundige eenvoud van deze bewerking staat in sterke tegenstelling met
berekeningen in he't tijdsdomein. (Voor zo'n berekening van b.v. de
waarde van de autocovariantiefunctie ny(T) van de responsie is per
waarde van T een dubbele integratie nodig over een (in principe) on-
eindig interval.) Zoals gezegd ligt juist in de betrekkelijke een-
voud van de betrekking (8.4) een groot voordeel van de spectrale me-

thode.

Als de stochastische excitatie een Gaussisch proces is, kan dit opge-
bouwd worden gedacht uit een groot aantal stochastisch onafhankelijke
componenten. Hetzelfde geldt dan voor de responsie, als het beschouwde
systeem lineair is. Alle statistische eigenschappen van de responsie

liggen dan besloten in het variantiedichtheidsspectrum Eyy(f).

In schematische vorm kunnen we het voorgaande als volgt samenvatten:
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i2ﬂfot i2nf t
x (t) = Re R e ‘ y(t) = Re § e °
o o R (£) o
- vx - = -
ampl. 2 ampl. A Ryx(fo)xO
stat. proc. {x_} ) stat. proc. {y }

— Ryx(f) = 2
var. sp. Exx(f) var.sp. Eyy(f) = |Ryx(f)| Exx(f)
stoch, proces {x,} stoch. proces {y_}

=t R () t
Gaussisch yx Gaussisch

8.3. Toepassingen in &é&n dimensie

In deze paragraaf worden enkele toepassingen gegeven van het voorgaande,
waarbij we ons primair richten op interne relaties in het golfveld, zoals
die tussen oppervlakte-uitwijkingen enerzijds en snelheden anderzijds. De
daarvoor benodigde systeemspectra (overdrachtsfuncties) zijn in gesloten

vorm bekend uit de lineaire theorie voor korte golven (zie college b76).

I. Uitwijking en versnelling van het oppervlak

Stel dat we de vertikale versmelling (fi(t)) meten van het zeeoppervlak
in een gegeven vertikaal (b.v. met een drijvende boei). Hoe is daaruit

het variantiespectrum te bepalen van de uitwijking n(t)?

Voor een enkele sinuscomponent n(t) = n e127Tft geldt
A(t) = (i2ﬂf)2 ﬁ,elZWft - e121rft
zodat
= (i2mf)? = - (2mf)?

B () =

iz
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waaruit volgt dat

_ Y
Eﬁﬁ(f) = (27f) Enn(f) (8.5)

Uit metingen van n(t) is Eﬁﬁ(f) te bepalen, of althans te schatten; ver-

-
menigvuldiging hiervan met (27f) levert een schatting op van Enn(f).

Opgemerkt wordt dat het Qanzelfsprekend ook mogelijk is om het meet-

signaal van fi(t) twee keer naar t te integreren, en om uit het resul-
terend signaal van n(t) een schatting te maken van Enn(f). (Zo'n dub-
bele tijd-integratie vindt o.a. plaats in de z.g. "Waverider'-boeien;

het signaal dat deze uitzenden is dat van n(t).)

In feite is bovenstaande procedure niet geheel correct. Deze berust n.l.
op de veronderstelling dat de boei het zeeoppervlak precies volgt, en dat
de versnellingen van de boei onvervormd en zonder storingen worden ge-
meten. Dit is echter niet het geval. Zowel het systeem boei-zeeoppervlak
als het mechanisch-electrische systeem van de versnellingsopnemer in de
boei hebben hun eigen dynamische karakteristieken, met mogelijke reso-
nantiepieken en beperkte bandbreedte van het systeemspectrum; verder

zijn alle metingen altijd aan storingen onderhevig.

Het systeem boei-zeeoppervlak, met de uitwijking (n) van het zeeoppervlak
als excitatie en de vertikale verplaatsing van de boei (r) als responsie,
heeft ongeveer de volgende overdrachtsfunctie in geval van een "Waverider"

met een diameter van 0.7 m:

o 2 B
g
~
=]
w 1
oy
jN
&~
4
0 | | ] i i | 1 I | ‘ 1
0 0.5 1.0

+ f [Hz]

Figuur 8.2
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De boei reageert quasi-statisch op de laag-frekwente componenten
(lange golven). De hoog-frekwente componenten (korte golfjes) daar-
entegen worden nauwelijks gevolgd. Er tussenin ligt een resonantiepiek

bij de eigenfrekwentie van de boei voor vertikale verplaatsingen.

In de lineair-theoretische benadering geldt

= 2
B () LRCn(f)I E () (8.6)

Als R n(f) bekend is kan het verloop ervan theoretisch dus worden ver-—

g

rekend bij gemeten [:

-2

E f) = |R f E f 8.7

Tm( ) = | Cn( ) | ?;E( ) (8.7)

In feite zijn er echter storingen (ruis) in de feitelijk optredende ver-
plaatsingen van de boei, of althans in onze meting daarvan. Duiden we

het spectrum van de ruis aan met Err(f), en veronderstellen we dat de ruis

niet gecorreleerd is met n(t), dan geldt in plaats van (8.6):
E_(f) = |[R_(£)|2 E_(f) + E__(f 8.8
(B = R, ()2 B (€) + B (D) (8.8)

Passen we hierop (8.7) toe dan ontstaat als schatting ﬁnn(f) van E__(f):
1818 T

-~ -2
E(E) = E(f) + ]RCn(f)l E_(£) (8.9)

We zien dat de aanwezigheid van storingen een fout introduceert in onze
schatting van Enn(f). Zolang |R§n(f)| = 0(1), en het (spectrale) ruis-
niveau relatief laag is, is de fout relatief gering. Het is echter dui-
delijk dat dit zich niet voordoet bij de hoge frekwenties, waar IRQn(f)l+ 0
(zie figuur 8.2) en dus ]RCn(f)|—2 -+ o, Ook al zouden we RCn(f) exact
kennen dan ontkomen we er toch niet aan dat slechts in een beperkt fre-

kwentiebereik zinvolle schattingen van Enn(f) zijn te maken..
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Bij de lage frekwenties geldt iets soortgelijks omdat de versnellings-

responsie op gegeven verplaatsingen naar nul gaat als £->0 (zie 8.5).

De moraal van het bovenstaande is drieledig:

(a) meetsystemen moeten dynamisch worden beschouwd;

(b) vanwege de eindige afmetingen, traagheden, stijfheden, looptijden
enz. van fysische systemen kunnen de systeemspectra daarvan slechts
in een beperkt frekwentiebereik significant van nul verschillen;

(c) er moet rekening worden gehouden met storingen in de meetsignalen.

II. Vertikale snelheid op zekere diepte : v

Er bestaan betrekkingen tussen de 2=
deeltjes-snelheid (u, v, w) in een X
punt op zekere diepte onder het op- W h
pervlak, en de uitwijking (n) van Lﬁfzy

het oppervlak. Voorzover deze be- °

trekkingen niet slechts variéren

met de frekwentie, maar ook met de D Y

looprichting van de spectrale com-

ponenten, komen ze in de volgende

paragraaf aan de orde. Dit is het geval met de horizontale snelheid
(u, v). Als we ons echter beperken tot de betrekking tussen n en de
vertikale snelheid w dan vervalt de invloed van de voortplantingsrich-
ting. Immers, voor een sinuscomponent lopend in een willekeurige rich-

ting, met oppervlakte-uitwijking

n,t) =fisin(wt - k.1), (8.10)
geldt (zie b76)

w? = gk tanh kh (8.11)

en

W= wh sinh k(h+z) cos (wt —’E.?) (8.12)

sinh kh
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(Hier wordt kortheidshalve gewerkt met w = 27f i.p.v. met f zelf.)

De amplitudeverhouding w/f is dus

sinh k(h+z) (8.13)

R =
| Wﬂ(w)l v sinh kh

Deze is blijkbaar onafhankelijk van de voortplantingsrichting, zodat

~r.

x _ o 2 X
Eww(w) = |an(w)| Enn(w), (8.14)

onafhankelijk van de verdeling van de golfenergie over de richtingen.

Uit simultane registraties van n(t) en w(t) op zekere diepte (z = - 8 m,
h = 18 m), vanaf "Meetpost Noordwijk" (het voormalig REM-eiland), zijn
schattingen gemaakt van de variantiespectra van T en w, evenals van
|an‘ (Battjes en van Heteren, 1982). De resultaten staan in figuur
8.3a , b en c. De getrokken lijn in figuur 8.3a is een schatting van
Enn(f)’ en de streeplijnen geven het 907 betrouwbaarheidsinterval weer,
berekend m.b.v. de xz—verdelipg (zie par. 4.4.4). (De twee~toppigheid
duidt op de aanwezigheid van twee golfsystemen, opgewekt door verschil-
lende windvelden.) De getrokken lijn in figuur 8.3c is het uit de me-

tingen van w(t) geschatte spectrum Eww(f), en de streeplijn het spectrum

berekend m.b.v. (8.14), waarin (8.13) is gebruikt voor ]anl, en het

eeft

uit de metingen v:
figuur 8.3b een vergelijking van de uit de metingen geschatte waarden
van |an(f)|, incl. een 90%-betrouwbaarheidsinterval, met (8.13), de
waarde volgens de lineaire korte-golf theorie. De overeenstemming is

voldoende voor praktisch gebruik.

Tenslotte geven we een numeriek voorbeeld. We gaan uit van een volgroeide
. . . . . -1
zeegang in diep water, met een gemiddelde windsnelheid U = 20 ms . Ge-

vraagd wordt de verwachtingswaarde van max w op een diepte z = - 10 m,

gedurende een tijdvak van 15 minuten.

Schematisch voorgesteld verloopt de oplossing als volgt (zie pag. 68):




2
- Enn(f) [ m*/Hz]

Figuur 8.3a

schatting van Enn(f)
uit metingen van n(t)
— — — grenzen van 907 be-

trouwbaarheidsinter-

val

0.3 ~ f [HZ]

)] [ (m/s)/ul

wn

-> |R

(£) [ (m/s)?/4z]

ww

+ B

Figuur 8.3b

schattin R_(f

c g van | wn( )
uit metingen met 907
betrouwbaarheidsinter=-
val (———);

Ian(f)l volgens lineaire

theorie

Figuur 8.3c

schatting van Fdw(f) uit

meting van w(t)

Eww(f) berekend uit ge-

meten E__(f) m.b.v. 1li-
nn

neaire theorie
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geg. duur D
(d)
——= E{max w}
geg., wind ——£3L> Ex (w).__£E2e> Ex (w) ——£32€>.m , A
nm ww 0 0
empirische Rgn(w) uit Gaussisch model
golfgroei lineaire voor {gt}

gegevens theorie

(a) Gegeven dat de zeegang volgroeid is, ligt het voor de hand het Pierson-
Moskowitz spectrum te gebruiken. Hier wordt gemakshalve een iets
andere (en oudere) benadering gebruikt, n.l. die van Neumann, omdat de
vorm daarvan gemakkelijker is als we, zoals in dit voorbeeld, de nodige
integraties analytisch willen uitvoeren i.p.v. numeriek. (In praktische
toepassingen speelt dit aspect geen enkele rol.) Het Neumann-spectrum

kan geschreven worden als
2 . -2
EL (@) =Cgu’ exp (- 2(%‘1) } voor we€(0, =) (8.15)

waarin C = 0,025 s ., De integraal ervan over wé{(0, ®) stelt de variantie

(b) In diep water (zoals gegeven) reduceert (8.11) tot

w? = gk (8.16)
en (8.13) tot

_ kz _ w?z/g
Ian(w)l = we = we (8.17)

Substitutie hiervan en van (8.15) in (8.14) geeft

2

% 2 _u we wl,-2
E w) =C w exp { 2 —= - 2( = } 8.18
m,() g p 2 (g) ( )
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(c) Het variantiespectrum van {yt} is nu bekend. Veronderstellend dat
{yt} een Gaussisch proces is zijn alle statistische eigenschappen er-
van uit Ezw(w> te destilleren. Voor de gestelde vraag moeten we m? en
m: van Ezw(w) bepalen. (Weliswaar is ui van Ein(w) gelijk aan mo van

E n(f), maar terwille van een consistente notatie schrijven we hier nﬁ.)

N
Zonder bewijs wordt hier het resultaat geponeerd, uitgaande van (8.18):

1
x _ (em)? U° -
mo=-g—Cg © (1 + £) (8.19)
en
;
mx = (22) CglU e—g (8.20)
2
waarin
%
£ = (g|UZ|) (8.21)
x
Substitutie van de gegeven getalswaarden levert & = 2, m = 1.29 (m/s)?

x
en m = 0.41 (m/s)?(rad/s)?.

Voor de vervolgberekening is Ao nodig, de gemiddelde frekwentie (keren
per tijd) van op- of neer-—gaande nuldoorgangen van {yt}. Aannemende dat
{yt} een Gaussisch proces is kan Ao m.b.v., de door Rice afgeleide ver-
gelijking (5.14) worden uitgedrukt in het nulde en tweede moment (mO en
mz) van Eww(f). Omdat wij hier echter werken met Eé&(w) moet (5.14) wor-

den vervangen door

1
A=
2
0 o

ROl

)]

Mlna?!

=2

Substitutie hierin van (8.19) en (8.20) en van de nodige numerieke waar-

den geeft

A et B 20,002 5"

0 y1+g)t U

1

(d) Volgens (5.50) geldt(nog steeds aannemend dat {yt} een Gaussisch proces
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is)

Nl—

0.29 ) m

1
= 2 ———
E{max w} = (2 1n N)*(1 + T .

In dit voorbeeld is N = AOD = (0.092 s-l)(IS x 60 s) = 83, Substitutie

hiervan en van m0 = 1.29 (m/s)? geeft als einduitkomst »

E{max y}‘= 3.60 m/s

III Golfkrachten volgens Morison

De door golven uitgeoefende kracht op een lichaam dat klein is t.o.v.
de golflengte wordt meestal berekend met de z.g. vergelijking van
Morison (zie college b76). Daarin wordt de kracht vo?rgesteld als func-
tie van de ongestoorde snelheid (3) en versnelling (:)ter plaatse van
het lichaamscentrum. Een moeilijkheid bij de spectrale berekening van
deze.krachten is dat de z.g. sleepkracht evenredig met ZIKI varieert,
dus niet-lineair. Strikt gesproken zullen we dus een niet-lineaire
spectrale transformatie moeten toepassen. Methoden daarvoor zijn in

de afgelopen jaren ontwikkeld, maar het zou te ver voeren die hier te
behandelen. In plaats daarvan zullen we 3|Z| lineariseren.
men zullen we voor
het probleem zo eenvoudig mogelijk houden. Ten eerste zien we daartoe

af van het 3-dimensionale karakter van de smhelheidsvector, wat inhoudt
dat de component van de uitgeoefende kracht in een bepaalde richting
slechts afhankelijk wordt gesteld van de snelheid en versnelling in die
richting. Ten tweede kiezen we die richting vertikaal, omdat de horizon-
tale snelheidscomponenten pas in par. 8.4 aan de orde komen. (Voorzover
het de vergelijking van Morison betreft, en de linearisering daarvan,

doet het er niet toe welke richting we kiezen.)

De vertikale kracht (Z), uitgeoefend op een star en onbeweeglijk lichaam
dat een volume V van het water verplaatst en dat een uitwendig opper-

vlak heeft, vertikaal geprojecteerd, gelijk aan A, is volgens de bena-

dering van Morison te schrijven als
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Z(t) = cd%pAw(t)[w(t)I + e pVa(t) (8.22)

Kortheidshalve schrijven we Km = cmpV en Kd = cd%pA. Voor een als

stochastisch proces beschouwde golfbeweging gaat (8.22) dan over in

Zt = Kdytlyt| + Kmyt (8.23)

De factor ytlytl kan gelinearizeerd worden tot een vorm evenredig aan
w,, met een in de tijd constante evenredigheidscoéfficiént. Die moet
vanzelfsprekend de dimensie en ook de grootte-orde van W hebben; we
nemen daarvoor 0o, waarin o, de standaardafwijking is van W, en a
een dimensieloze constante, zodanig te bepalen dat de fout gt,gedefi—
nieerd door
= — W 8.24

.E_:t Ytl?‘]tl (XOW -t? ( )
volgens een te kiezen criterium minimaal is. Gebruiken we het kleinste-
kwadraten criterium, dan moet E{gi} minimaal zijn bij variatie van o.

Substitutie van (8.24) en uitwerken geeft als resultaat dat dit het

geval is voor

Elwi |w, |}
o =852 —F :] (8.25)

GE{ J

w

-

2
t

Substitutie van de Gaussische k.d.f. voor w,, met E{yt} = 0, levert

8= —% = 1.60 ' (8.26)

(2m)?

Met bovenstaande lineaire benadering voor yt[yt| gaat (8.23) over in

Z S Kw +Ku (8.27)
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waarin

K, = 40 K (8.28)

Omdat wé{yé}als een stationair proces behandelen zijn w_en Qt

ongecorreleerd (zie par. 5.2), zodat

-

~?2 2
var(gt) = Ka var(yt) +.Km var(yt) (8.29)

Voor de verdeling van Var(gt) over de frekwenties geldt dan

~2 2
Ezz(f) ='Kd Eww(f) +‘Km Eww(f) (8.30)
ofwel (zie ook 5.9)
~2 2 2.
E,, () = {Kd + (2mf) Km} Eww(f) (8.31)

Hierin is Eww(f) d.m.v. (8.14) af te leiden uit het spectrum van de
oppervlakte-uitwijkingen. Uit Eww(f) kan vervolgens o, worden berekend;
die is nodig in de bepaling van id uit Kd (zie 8.28). (Hoewel dat in

de notatie niet tot uitdrukking is gebracht variéren Eww(f) en 0 met

Z.)

Bovenstaande betrekkingen tussen het krachtenspectrum enerzijds en het
snelheidsspectrum anderzijds zijn door Borgman (1967) afgeleid, zij
het op een andere manier dan hier is gebruikt. Borgman geeft eerst een
uitdrukking voor Ezz(f) zonder linearizering. (Eigenlijk behandelt
Borgman de horizontale kracht op een vertikale paal, maar dat doet

nu niet ter zake.) Die is te schrijven als de som van een bijdrage
van de lineaire traagheidskracht (K; Eww(f)’ zoals hierboven) en een
bijdrage van de niet-lineaire sleepkracht. Deze is te ontwikkelen in
een snel convergerende reeks waarvan~§2'Eww(f) de eerste term is, die

d
een bruikbare schatting van de som van de reeks oplevert. Dit blijkt
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o.m. uit een door Borgman gegeven vergelijking tussen een gemeten
krachtenspectrum en het krachtenspectrum berekend uit het bijbe-
horende gemeten spectrum Enﬂ(f) volgens bovenstaande lineaire be~
nadering. De coéfficiéenten cy enc zijn zo bepaald dat de overeen-
stemming tussen theorie en meting maximaal zou zijn.(De zo gevonden
waarden zijn cqy = 1,88 en ch = 1.73.) De bereikte overeenstemming in

spectrumvorm is goed (zie figuur 8.4), ondanks het feit dat de sleep-

L

e0r

E-N
(o]
T

FORCE SPECTRAL DENSITY
o
o

2 .6 1.0 1.4
FREQUENCY (rad./sec.)

) en berekend (—— ——) krachten- -

Figuur 8.4 - Gemeten (

spectrum (Borgman, 1967)

kracht overheerste in dit geval (met een bijdrage aan de variantie

van de totale kracht ongeveer 5 x die van de traagheidskracht).

Borgman heeft ook systeemspectra afgeleid voor de totale belasting
(kracht of moment) op een groep van palen. Voor de resultaten wordt

verwezen naar de betreffende publicatie.

Tenslotte wordt nog opgemerkt dat er diverse studiec zijn gemaakt
van de statistische eigenschappen van de krachten berekend volgens
Morison, met inbegrip van de niet-gelinearizeerde sleepkracht. (In
de lineaire benadering is {gt} een Gaussisch proces). Met name in
de staarten van de verdeling (extreme waarden) blijken aanzienlijke

afwijkingen van het Gaussische model op te kunnen treden als de
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sleepkracht overheerst. Het voert te ver-om hier daarop in te gaan.
In plaats daarvan wordt verwezen naar de literatuur. (Hoofdstuk 2
van het boek van Zienkiewicz e.a. (1978) geeft hiervan een goed over-

zicht.)

8.4. Toepassingen in twee of meer dimensies

De theorie in par. 8.2 is beperkt tot een excitatie die slechts in

de tijd varieert. Bij toepassingen op windgolven zullen in het alge-
meen de ruimtelijke dimensies moeten worden toegevoegd. Dit resul-
teert weliswaar in iets ingewikkelder uitdrukkingen, maar het principe

blijft ongewijzigd.

De stochastische excitatie {g+ } wordt ontleed in spectrale compo-
nenten van verschillende frekaéﬁtie (f) en looprichting (6), met als
resultaat het twee-dimensionale variantiespectrum Enn(f,e) (zie par.
4.5). Per component (f,8) wordt bepaald hoe het beschouwde lineaire
(dew.z. gelinearizeerde) systeem reageert,b.v. voor wat betreft de
axiale kracht (Et) in een poot van een vakwerk-constructie. Dit geeft
een twee-dimensionaal systeemspectrum RKn(f,e). Vermenigvuldiging

met Enn(f,e) geeft EKK(f,G) :

~~
co
W
xS
~

o 13 NN | /e 12 o e 0N
E £,8) = £,0 E i,0
KK\ ’ ] l“Kn\ ’ )| nn\ s V)

Hieruit is het frekwentiespectrum van {gt} te bepalen volgens (zie

4.28)

m
EKK(f) f_# EKK(f,G)dG (8.33)

N.B. Omdat K slechts in t varieert, en niet in het horizontale vlak,
gaat het uiteindelijk om EKK(f). Slechts in de rekenfase 1is EKK(f,G)
nodig, als tussenstap, omdat golven van eenzelfde frekwentie en am-
plitude (van n) nu eenmaal een andere bijdrage leveren aan de variantie

van Kt als zij uit verschillende richtingen komen.
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In het volgende worden enkele voorbeelden gegeven.

IV. Vertikale en horizontale snelheden

Met dit voorbeeld komen we terug op het in par. 8.3 gegeven voor-
beeld II. Eerst zullen we het spectrum van de vertikale snelheid
{yt} uitdrukken in dat van {D?,t},nu dus met inbegrip van de rich-
tingseigenschappen van de golven.

Zoals reeds is gezegd in par. 8.3 is an onafhankelijk van 6, zodat
toepassing van betrekkingen analoog aan (8.32) en (8.33) resulteert

in

kil
= 2
E () _i |RWn(f)| B, (£,8)d8

m
R_(£)]2
o ) _i B (£,0)d0

ofwel (zie 4.28)

t=
—
Hh
~
]

|an(f)12 E () ' (8.34)

Dit was in feite al gesteld in par. 8.3 (zie 8.14). Het bovenstaande
was slechts bedoeld om te laten zien hoe de reductie in dimensiona-
liteit (van (£,8) tot (f) alléén) als vanzelf tot stand komt als men
die niet 3 priori aanbrengt, althans in gevallen waar de beschouwde

responsie inderdaad niet varieert met de looprichting van de golven.

We bekijken nu de betrekking tussen de spectra van de horizontale
snelheidscomponenten (u,v) enerzijds en het spectrum van de opper-—
vlakte-uitwijking anderzijds, De formulering is kortheidshalve in
termen van hoekfrekwenties (W), te beginnen met Euu(w) (de toevoeging x

later we hier achterwege).
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Voor een enkele spectrale component (w,8), met oppervlakte-uitwijking

gegeven door

n(x,y,t) = n sin(wt - kx cos 6 - ky sin 6) = N sin Y (8.35)

Y,
\
\

x! v=u'sin 0 — — — — 3 |

' |

v 1

6 ° 1

X\ \ ¥ X >

0 u = u'cos 6

geldt (zie b76)

~ h k(h+ .
u(x,y,z,t) = u'cos 6 = wn g%gﬁ—ié—_zl cos 6 sin Y = G sin Y (8.36)

zodat

cosh k(h+z)

Run(@:9) = 0 o=@ s 8 (8.37)
Substitutie hiervan in
- 2
E_,0) = IRun(w,B)l E o (©:©) (8.38)
en
T
Euu(w) =_1fT Euu(w,e)de (8.39)
geeft
n cosh k(h+z) 2 2 (8.40)
= === A el 0 E 6)do .40
Euu(w) _i {w sinh kh Feos ﬂﬂ(w’ )

In de integratie m.b.t. 8 is de factor tussen accoladen constant. Ver-
der kan En (w,0) geschreven worden als het product van de twee factoren
Enn(w) en E n(@]w) (zie vgl. 4.29), waarvan de eerste eveneens onafhan-

kelijk is van 6. Daarmee gaat (8.40) over in
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i
_ 2 cosh k(h+z)
Euu(w) = {-T{ cos“H Enn(6|w)d6}{w W }2 Enn(w) (8.4])

Evenzo geldt voor het spectrum van de y—-component van de snelheid:

E () = { f sin? E (0]wydo}Hw S8R K(*z) 42 5 (8.42)
vV o m w w sinh kh mm w )

In deze uitdrukkinéen is de invloed van de golfrichtingen verdiscon-
teerd in de eerste factor tussen accoladen. Het is duidelijk dat door
deze factor er niet een &&nduidig verband bestaat tussen Euu(w) of
Evv(w) enerzijds en En (w) anderzijds. Omdat echter geldt dat cos?6 +
sin?6 = 1 eq_% Enn(6|w)de = 1, is de som van de spectrale dichtheden
van u en v wel &&nduidig afhankelijk van Enn(w) (d.w.z. onafhankelijk

van de verdeling van de golfenergie over de richtingen):

_ cosh k(h+z)
Euu(w) + EVV(w) = {(.0 W }2 Enn(w) (8.43)

Deze betrekking is analoog aan die voor Eww(w) (zie 8.14 c.q. 8.34).

Kiezen we als voorbeeld van het richtingsspectrum Enn(ﬁlw) een
nO
= Q°

2/n AN a1 Va . “+ -~ N . N N n £ 1 ~
cos (U - UO)- verdelling (zlie noordstuk o), met v = \d.W.2Z., d& UX—
(o]

richting valt samen met de hoofdrichting van het golfveld), dan geldt

m 7 2 3
/ cos?0 E (le)dS = [ cos?6( = cos?6)d6 = >
nn ™ 4
2
en
m
m z 2 1
/ sin?0 E (elm)de = [ sin?0 ( = cos?B)dd = —
m i 4
- _E
2

M.a.w.,in dit voorbeeld is de totale kinetische energie in het hori-

zontale vlak voor %‘afkomstig van de snelheidsfluctuaties in de hoofd-
%-van die in de richting dwars daarop. Andere gangbare

richting, en voor
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keuzes voor het richtingsspectrum in zeegang geven ongeveer dezelfde
verhouding (Battjes, 1972). Metingen van snelheden in zeegang zijn

er ook mee in overeenstemming (Forristall e.a., 1978).

V. Golfkrachten op lange constructies

De door golven uitgeoefende kracht op een constructie is kleiner wan-
neer (zoals in feite“het geval is) de golfenergie is verdeeld over de
richtingen (kortkammige golven) dan wanneer deze in &&n richting ge-
concentreerd wordt gedacht (langkammige golven), wanneer in beide ge-
vallen de hoofdrichting van het golfveld het minst gunstig is. Dit

is vooral van belang bij constructies waarvan de lengte niet klein

is t.o.v. de golflengte, zoals bij de schuiven in de stormvloedkeringen

in het Haringvliet of de Oosterschelde.

Om de formulering beknopt te houden geven we hier geen volledige uit-
drukkingen voor de belasting op een constructie, maar gaan we slechts
na hoe deze met de golfrichting varieert, en wat de invloed is van de

relatieve lengte van de constructie,

We gaan uit van een enkele invallende golfcomponent, gegeven door
(8.35), waarbij we x = 0 kiezen in het vlak van de schuif. De drukken
en de vertikaal geintegreerde krachten op de schuif, veroorzaakt door
deze éne spectrale component, varieren evenredig met n(0,y,t), ofwel
met sin(wt - ky sin 6). De totale kracht op een schuif met lengte 27

varieert dan evenredig met

L sin(kZ sin 6)
J sin(wt - ky sin B)dy = ; 27 sin wt (8.44)
-7 kZ sin ©

Vergeleken met het geval van loodrechte inval (6 = 0) is de amplitude

van de totale kracht gereduceerd met een factor r, gedefinieerd door

sin(kZ sin ) (8.45)

r(ki,0) = k7 sin B
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Analoog aan (8.41) geldt dan dat de spectrale dichtheid van de
totale kracht, bij de beschouwde frekwentie, als gevolg van de
spreiding van de invallende golfenergie over de richtingen gere- -

duceerd wordt met een factor

G(kl) = J r?(kl,0) Enn(elw)de : (8.46)

O E R

De waarde hiervan is gelijk aan | voor kl = 0, en neemt af met toe-
nemende kI (toenemende verhouding van schuiflengte tot golflengte).
De snelheid waarmee G afneemt met kI wordt bepaald door het rich-
tingsspectrum Enn(6|w). Nemen we hiervoor weer als voorbeeld een
cos?(8 - 60)-verde1ing, met 60= 0° (hoofdrichting_L schuif), dan
is het resultaat zoals getoond in figuur 8.5, waar G% is uitgezet

L
tegen kI (G® i.p.v. G, om een maat te tonen voor de reductie in

1.0 .

T *M

3

4
[ o]
o~
=~
o

°r
sk
sl
sl
v
=
o~

Figuur 8.5 - Reductiefactor voor kortkammigheid; theorie, met
aangenomen cos’f~verdeling; I , bereik van lab.-metingen;

o, gemiddelde van oceaan-metingen (Battjes, 1982)

amplitude i.p.v. het kwadraat daarvan). In die figuur zijn tevens re-

sultaten gegeven van metingen, zowel in een laboratorium-windgoot als
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in oceaan-golven. De meetwaarden berusten op middelingen van
n(x,y,t) over intervallen van variabele lengte in een richting
dwars op de hoofdrichting van het golfveld, en zijn dus vergelijk-
baar met bovenstaande berekening. De onderlinge overeenstemming is

uitstekend.

In het voorgaande zijn enkele voorbeelden gegeven van transformaties
van spectra. De voorbeelden zijn beperkt gebleven tot situaties waar-
voor de systeemspectra bekend zijn uit de korte-golf theorie (zie
college b76). Bij toepassingen op constructies zal het nodig zijn de
systeemspectra daarvan in de berekening te betrekken. De bepaling van
dergelijke spectra valt buiten de stof van dit college, maar de metho-

diek van de spectrale transformaties is dezelfde als die hier is gebruikt.

8.5. Résumé

Een sinusvormige excitatie van een lineair systeem met constante pa-
rameters geeft een eveneens sinusvormige responsie, met dezelfde fre-
kwentie als de excitatie. De betrekking tussen excitatie en responsie
van zo'n systeem is geheel bepaald door het systeemspectrum, d.i. de
verzameling waarden van amplitude-verhouding en fase-verschuiving tussen
responsie en excitatie als functie van de frekwentie (en de richting, in
geval van excitatie door windgolven). Het variantiespectrwn van de res-
ponsie is te bepalen uit dat van de excitatie door dit per frekwentie
(en richting) te vermenigvuldigen met het kwadraat van de modulus van
het systeemspectrum. Een Gaussische excitatie van een lineair systeem
geeft een Gaussische responsie. Uit het variantiespectrum van deze res-
ponsie, te bepalen zoals hierboven omschreven, zijn dan alle nodige
statistische eigenschappen te destilleren volgens de methoden genoemd

in hoofdstuk 5.
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