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Nieuwe collegediktaat Lange Golven in Leidingen
Hoofdstuk 3 ANALYSE VAN LANGE GOLVEY
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3.1

3.1.1,

7o0als bij het afleiden van de differentiaal-vergelijkingen voor
de voortplanting van lenge golven in leidingen ook reeds 1@ vasﬁ»
gesteld, dienen problemen in de praktijk zich eigenlijk steedg aan

ale 3-dimensionsle problemen.

Het rekenen-in drie plasts-dimensies en de tijd i8 voor bepaalde
praktijheproblemen eigenlijk pss sinds kort mogelijk. De omveng

van het uit te voeren rekenwerk is zodanig, det slechts beperkte
berekeningen mogelijk 2ijn.

In veel gevallen is het verantwoord om een probleem te schematiseren

tot een probleem in twee dimensies. Voorbeelden hierven zijn pro-

blemen in twee horizontale dimensies en de tij6 < bev, de'getijbewegin@
op de Noordzee - en vok problemen in &&n horizontale dimensie,

gén vertikale dimensie en de tijd - b,v. de veoortplanting ven wind-
golven op diep water -.

In het laatste decennium hebben vooral de rekentechnicken voor deze.
problemen in 2 dimensies een grote ontwikkeling doorgemaskt (b.v.
Leendertse 1967). ‘

Indien we problemen mogen schematigeven tot
{-dimensionale problemen, dan bestesan er op dit moment bijne onbe~

perkte mogelijkheden voor het (doen) uitvoeren van berekeningen.

Men kan zieh nu de vrasg stellen waarom niet alle problemen zo
algemeen mogelijk worden geformuleerd ¢n vervolgens steecds via een
pumeriek rekenproces m.b,v. een computer worden opgelost.

Om inzicht te verkrijgen in de verschijnzelen heeft met behoefte nan
aﬁélytiséhe oplossingen, omdet deze algemene betekenis hebben en op
eenvoudige wijze kunnen worden geinterpreteerd.

Dus ook nu, nu er oplossingsmethoden voor pecompliceerde problemen
bestaan, bestast er behoefte nan het leren kennen ven oplossingen

voor (sterk) vereenvoudigde beschrijvingen van verschillende problemen.
Omdat voor bepaslde verschijnselen vereenvoudigingen zonder meer

zijn toegestaon krijgt men een goed inzieht in het karakter van deze
verschlgnﬁelcn, De resultaten van een oplosging veor ecn vereenvoudigd
probleem kunnen op een bescheiden schasl worden gebruikt om de invloed
van de verwesrlozingen vast te stellen. Indien uit een dergelijke
globele kontrole blLijkt dat de inviced niet erg klein is, igs men genood-'
zaskt een pauvkeuriger benadering te geven teneinde meer zekerheid te
verkrijgen. ‘

Vanaf de tweede helflt van de vorige eeuv hebben vele onderzoekers zich

bezig gehouden met het ontwilkkelen van polf-theoridn, die in meerdere




3.1.2,
of in mindere mete ssngluiten bij de fysische werkeldjkheid.
Verschillende ven Gese theorisn geven inzdcht in een hepaald
aspekt van hat beschouwde lange-golfverachijnsel. ‘
In dit hoofdstuk wordt steeds vitgepesn van de alpemene vergelijkingen
~voor de voortplanting ven lange golven in leidingen. Bij de afleiding
van deze vergelijkingen is een duldelijk onderscheid gemsakt tussen

open en gesloten leidingen.

In paragraaf 3.7, wordt een overzicht gegeven ven een asntal lenge-
galfﬁhemri'ue _ , ‘ '
In de paragrafen 3.2, t/m 3.6. Wordu witelnitead sendacht besteed aan
lange golveﬂ in open leidingen. ‘

Achtereenvolgens worden sen asntal theorién besproken, die voor het
verkrijgen van overszicht over het vakgebied ook thans nog ven belang
zijn. Dusrbid is gekozern voor een volgorde, wasrbi] achtereenvolpgens
steeds minder wordt verwasrloosd. In paragrsaf 3.9. komt dsarom een
benadering ter sprake, wasrbij de traagheidsterm wél en de weerstandse
term niet in de bewagingevergeliiking wordt meegenomnen .

De puragrafen 3.3. , 3.4. en 3.6. hebben nemen gekregen, die zijn ont-
leend asn de Engelstalipge  literatuvr betreffende berekeningen voor
Z.g. hoopgwatergolven ; "Flood-routing'". Voor gen nadere verklering

vordt verwesen noear hebt begin van jaregrasf 3.3.

De amuhyve van Jange golven" in dit dikteol is zeker niet volledig.
Het doel is - o ecen inventarisatie te

geven, wasrdoor chig overszicht mogelijk wordt,
Voor een eventuele voortgezette studie wordl hier en dear nsar andere

colleges én nasr Litevatuur verwsezen.
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3e2:%e Intepraren van de Qpntinuitcitsvergelijking

o

In dese paragraof wordt de conbinuitsitsvergelijking wepohouwd in de
volgende gedaante ¢
P &- b 6) 5} : (
B R .
g & b "

Bi.j het afleiden van desne vergelijking wordt cen klein gedeelte van een
open lelding beschouwd met een lengte dx¥ (zie vorige noofdstuk) e

Wij beschouwen nu een gedeelte van een open leiding tuesen twee punten
A en B ( gie fj‘ge Eusjn! &

e
S

R QU —

e

Fige 3edel

We kunnen de termen vah 4o vergeli jling (3.20 1) integ@eren’over'x Vb
A naar B . ' '

B B ,
d0 oh

wgenen QK & I PG § 4

d ¥ ' o
i A A

S K’) }1 . 3 '

Na zijn b en 5 niet konstant over het gedeelte A o~ B

We nemen even san dat de hergends hrecdle b konstant is, wodat degze Vet
het integraal-teken kane Voor-5m$ nemen we een gemiddelde waarde

voor het gedeelte A-B o n

We vinden dan $

Rt
=

|

T
o

j,gQa:Q,BmQAamb@,Ezi q(3,2.m2)

CeMe

Ga voor Uzmelf na dat doze vergelijking ook girekt is op te stellen.

Als de bergende breedte niet kongtant is over de afstand waarover geintes
greerd wordt, Gan moet de vorierende hreedto vorden meogelntes
greerd. Men vind?t dan een nitdruklkiog, weerin de kombergingsoppervliakte
vah het gedeelte van de open leiding voorkomt, '
Men vindt dan {4t 7. N EAE

‘ | dn

= 1 hiad h) f=3 L .; A
A Q (b (LC B

2 gere

(3020 = 3)

DR,

/ .
. //‘ L \"\ 4
e N P .
.o . . “ S )
RS e PR £ e
e, N et

i SRR

fige 3e2. 2 -«

B s anatd




N2
™

De uitdruklkingen (3. =
tijdstiy be

De kombergingsoppervlakte tussen de integratie-grenzen zal niet konstant
zijn met de waterhoogie ( dus met de t13d) als de wanden van de leiding
niet vertikaal zilin.

en (3.0 « 3) pelden ob leder willekeurig

Met de bovenstbaande vechJ ki ng@n ken een verschil in @ worden bepaald

over een vak met beperkte lengle.

Het komt vaak voor dot men het debiet op ecn bepaalde plaats kent en het
ebiet op een enders plaats wil lercn kennene _

Het meten van een debiet in Sen benedenriviev is een komtbare en i jdro-

vende aangelegenheid. Dasr teyenover staat dat het registreren van waters
standen veel eenvoudiger uitvoerbaar is.

Om een indruk te geven van het belang van het kunnen integreren van de

continuiteitsverpgeli jking wordt au in het kort een toepamsing besprokene

In een emtuarium is het verloop van de kombergingsoppprvlakte geheel bhe-
kend. Hel emtusrium is zo lang dat men meerdere vakken moet ondergcheidens
Stel dat men met 5 vakken kan volstaun { zie fig, 374.3.)

De vakken zijn genummerd I t/m V.

Br zijn 6 wvakgrenzen , die zijn aangeageven met de punten 0,4,.....5 .

[ VY g
/ ‘ f, E ;
0 # ot . 2= kY 42 St
[ b i - [ PSS

|

Qg t) | | Qs (4)

=

el
[
lal
=t
=
=
<
Ll

fgg&m&&%@&i@
Verondersteld waordt nu dat zich bij punt 5 een afsluiting bevindt 4
Q5(%) = 0 woor alle wasrden van b
Men zou het debiet in de wonding bij punt 0 willen leren kennen.
De waterstanden op de vakgrengzen ven de 5 vaxlen kunnen vrij eenvoudig

worden yCTCUlBLFCGPd¢ Verondersteld wordt dat wmen beschikt over de funkties
hO(L) s hj(nj ;I (u) ¢ hB( 6) Qi) e hr(u)

Mo is voor ieder tijdstip de volgende procedure noweilgL@

Integreren van de ocont. verg. over het valk ¥V geeft 3

itacr e st i

o ' \
" ) ‘ , fdni
Q:q( tl) = QB( t) =] = BV 4’:’5;“{‘} .

hi

oh )
We noemen 5 van vak V gb

Omdat Q5<t) = 0 wordt gevondsn ¢

it

@, (%) - By by ( 3.20 = 4)




tegreven van de cont. vergs over het vek IV geeft s
6
e O ' F N S h..
Gy(8) = @, (t) Bry Py

Samen met (Jagn o A)'vinden we voor @.(6) ¢
: 4

I,vw ' ( h}@ga Lot 5 )

Vervolgens vinden we voor achiereen volpens de vakken IIT , XTI en I ¢

Q(6) = @38 = - By hIII of mot ( 3.2. -5 )

l Q) = By by - Bzv IV ~ P ﬁiii J (3020 -6)
Q1) = @y(b) = = By by of met ( 3.2. = 6 )

l Qle) = - Ev lv = Bry gy 7 Bgg P o ”31 by l (3e20 ~T)

e e i o4 Dby e . TR S b 5 e R e a2 4 AT

Qo) = Qj(t) " ‘hl of met ( 3620 = T )

41 Qo(tz o =By By - BIV h;v < Brpp bprp - By By BI T l

it sy Jne oy St ol A R T B 0 N 9 e e f e T S i T b

v

(3,2, - 8 )

Uit deze 1a¢bste witdrokking veooral blijkt duidelijk wat er gebeurt.
Hot debiet in de monding is gevonden als de pom vah het debied in punt 5
( in dit geval nul ) en de debietverschillen over de respektieve
vakkene
Tndien op eeh bepaslde plaats het debiet Q als funktie van de %1jd bekend
ig Qan ips op eenvoudige wijze het debist op een andere plastes te bepaleri.
Daarbij dient echter wel voldocnde zekerheild te bestoan betreffende
~ het werloop van de wahberstanden over het tussenliggende 11v1ep~
gedeelte i
- de. kombergingsoppervlakie als funktic van b ( via de watergtahden)
van elk van de te onderschelden volikene

Deze paragracf is begonnen met een algemene beschouwing over
het integreren van de cont. verge in een alpemeen geval van de voortplane—
ting van een lange golf door een open leiding. ’

De bewegingevergelijhing bleefl daarbij gehocl buiten beaohouwmn

Tn het volgende wordt aandacht begteed aan een bty pe lange-golfproblemen,
Wwaarbij de bewegingrvergeld jking een bizonder ondergeschikite rol speelte
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3.2.2, Het debict in een relatief kort bekken,

,

- In het volgende wordt een prismatische open leiding beschouwd, die aan
€én zijde is afgesloten en aan de sndere zijde in open’ verbinding staat

met een diege en brede zeearm.

0,1)=0 voor alle waarden van ¢

h gewm.

LALLLL LS
1 L 74
AR A
@
h( L/t) ﬁ i ! 17
. i ‘//// Vs
L 4 ¥ w;{,g»xm&{ 0
‘ 2 e
Zee-arm L { N
;,ﬁ e gemn. diepte
3
]

BiGs 362046
De vngvnde veromdersteilxnpen worden pemaakt !

-
@

" De wanden zijn vertikaal, zodat b = b, = konstent;

r

o

« Hoewel dit niet noodzskelijk is wordt (in eerste instantie) de bodem
horizontesl gedscht ib = 0. De leiding-ss 15 dan dus horizontasl.
3. Het verloop van de waterstanden is gegeven op de plasts x = L als

een vlcelend verlopende funktie h(L,t)

B

b, Het getal ven Froude Xz:' ig erg klein, zodat de Taktor o 1.

Ve
De voortplenting wven een lange golf in het bekken kan worden beschreven met
de alg. vergelijkingen die =ijn afgeleid,

Als rekening gehouden wordt met veronderstelling 2 en L, dan gelden voor

ieder punt tussen x = 0 en x = L de volpende vergeliikingen:

M1 8 ool v o

ox © WA 8t CIATR T gA? Y 9¢ (3.2, -9)
29 . 3h )

ax © 7P at | (3.2. -10)
Op de plaats x = 0 is pepeven ( randvoorwaerde) 4(0,t) = 0 voor alle

waarden ven t. Hieruit volgh ook dat alle termen in het rechter 1id van

verg. (3.2, -9) voor alle wearden van t op deze ploats % = 0 pelijk asn nul

zZijn.




3ol s Heo
Indien ket bekken zesr kort is t.0.ve de polflengte van de polf, zullen

harA) _ . s
Q an é&g over de gehele lenglte van het beklen wasrden habben, die

relatief klein zijn. Het gevolg is dat. de ahsolute waarden ven de termen
in het rechter 1id vah verge (3.2. =9) slechts weinig ven de waarde NUL

zullen verschillens
In dat eeval van een relatief kort bekken kan worden gesteld dat overal

PSR

in het bekken geldt @ . ,
' = 0 ' (3626 «~11)

dn
t’,).‘)t

Hieruit volgt direkt h = konstant langs de %-as. De watersplegel ia dan

in het gehele bekken op ieder moment horizontaal.

Hiermede is de beweginﬁvergelijking gefntegvéerd met het resultaat dat de

waterstanden overal in het bekken bekend zijn.

" ' . ; :’
n(¥,t) = h(L,t) (3.2 - /J
Voor de nog resterende continuiteitSwvergelijking{32316)h@eft het resul-

taat tot gevolg dat de funktie h in het rechter lid alleen nog van t af-

hangt:
)
.@.Q., R g«b&:&ﬁ (.}’_2. e ly
08 dt , .

Door deze vergelijking maar s te integreren kan, zoals dadelijk zal
blijken, op eenvoudige wijze cen oplossing voor Q(#,t) worden verkrégen.

, (s.z.n.//)
Het is van belang om eerst na te gaan wanneer de veronderstelling
verantwoord is.
Onder welke voorwWaarde(n) mag men velstaan met een z.g. (kom=)bergings-
beschouwing? ‘
Om hierin,een inzicht te krijgen wordt eerst even verondersteld dat de
randvoorWéarde h(L,t) een sinusvormige Ffunkiie is.
In een relatief diepe waterloop (weerstand nul) kan de veortplantings-*

snelheid van een lange golf worden benaderd met (zie ook onder &#.5.):

Ve hgem B (b = bs)
De golflengte van een dergelijke golf wordt dan A = ¢ T = TVrg hgom'

Hierin is T de periode van de golf. 7
Zoals bekend is zal zich in een afgesloten leiding een staande golf
willen ingtellen. Fen dergelijke staande pgolf is de som van twee lopen-

de polven: een inlopende golf en een gereflekteerde golf.
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De situatie, die zich in een dergelijk geval voordoet, laat zich in
fig.32. % illustreren.

ey
bekkenlengte L 55 A

'Muwm%h““h».._”‘% : = ’:’“iﬂw%&my:
l ‘«—«,,‘Q\ - VM"&MMW‘T
.5;(&2-‘ .%A'n,‘.«v .
] WMM@:;W l '%«‘a%&“ —_ i
| ,
l { 7 A | ‘
Y { staande
! 2 wsl | BOLE. -
fiﬂ. -"};x,g:e f;‘. \
(T,waj
Dit beeld maakt het duidelijk dat de veronderstelling [~ . voor alle

waarden Vvan t verantwoord is als de lengte van het bekken niet groter

van de golflengte.

. 1
is dan b:v‘ 5

De voorvaarde is dus:

I << A A (3e2¢ =14

. . L
Omdat A = ¢T en de looptijd v gedefinicerd is door 1 = = kunnen we
61 !

RIS

de voorwaarde ook als volgt uitdrukken:
T << T

In de laatste vorm kan de voorwaarde ook als volgt worden geinterpreteerd.
In de tijd dat een verstoring (een kleine verandering van de waterspiegal)
heen en weer door het bekken loopt verandert de waterstand bij de rand

slechts weinig:

2 T <<_§j ‘ ' (3026 ~15)

Hiermee (s een meer algemeen bruikbare voorwaarde verkregen. Men kan voor

T een tijdsduur kiezen, die kemmerkend is voor het verschijnsel.

Opm: De randvoorwaarde h(L,t) behoeft uiteraard niet sinusvérmig te zijn,

om toch het hierboven besproken beeld mogelijk te maken,




(3.2.7)

Loten we nu eerst kijken naar de verdere gevolgen van de veronderstelling
(3.2. =11) voor het pestelde probleen.

We kunnen de continuiteitsvergelijking (3.2. =13) naar x integreren van x = 0

tot % = x XER . REXK
) d
JT %% dx = j’ - b %%~ dx
x=0 #=0

In het beschouwde geval zijn %% én b konstant over x. We vinden dan ool:

X=X AR
[ 'g?z dx = ~ b %}5 f dx
%20 ’ NV

ah

Qlx,t) = Q(O,t) = - b 2 %
Omdat Q(O,t) = O vinden we tenslotte

dh I Cran g
Qa,t) = = b e x i - (3.2, -16)

Opm. 1. Kontroleer van deze lostste uitdrukking de tekens.,

2. Go ne web we vinden als b een of sndere funktie van x is.

Uit het bovenstaande volgt ook voor het debiet ter plaatse van x = Lt

) o dh dh “(a
QL,t) = - b L ekl B i (j.g. f17)

De grootheid B is het komborgingsopperlak vau het bekken 0 - L.
Het debiet en dus de stroomsnelheden in het bekken worden bepaald door het

. dh . :
kombergingsoppervliak b x en de wearde van a4t O r1eder moment .

Met (3.2, =12) cn (3.2, ~16) is een benaderende oplossing verkregen.
Het is mogelijk am achteraf een inzieht te verkrijgen in de juistheid ven

de gemsakte veronderstelling %% e (),

Met de benadering, die hiervoor voor de funktie Q(x,t) is gevonden, kan men

voor versehillende waarden Van x en t de grootte van elk van de termen in

het rechter 1id van de bewegingsvergelijking bennderen. Hierop zal bij de
& . P d

toepassingen s pader warden ingegaan.

Berst worden mi nog enige opmerkingen gemaskt betreffende H in het begin

gemaokte veronderstellingen (zie blz. 3.2.4)




(3.2.8)

ad, 1. Als gévolg van de aanvezighelid van hoogpelegen pléten, schorren e.d.
zal in de praktijk de vorm van het dwarsprofiel in het algemeen Qrij
grillig zijn. De bergende breedte b 28l dan een funktis zijn van de
vaterstand h. Indien heﬁ'verloop van de funktie b(h) bekend is, kan
men dit verloop bij het integreren van de vergelijking (3.2, -13)
verdiseconteren.

In een dergelijk geval zal men ook onderscheid moeten maken tussen

b en bS (= de stroomveerende breedte).

ad.

jaes

In getijgebieden e.d. heeft de bodem over het algemeen slechin een

zeer geringe helling. Het is echter toch zinvol om ha te geah wat

er in de beschouwing verandert indien ib # O ‘ : ' |
Zoals bij het sfleiden van de D.V.n. wordt besproken kan men de term

met ib in de bevegingsvergelijking samen nemen men gg-door over te géan
op het pidrometrisch niveau pn t.o.v. een horizontsal vergelijkingsviek.
In plaats van (3.2. =9) en (3.2 ~10) hebben we dan te maken met de vol-
gende vergelijikingen (cmdat de riechting van de geul-as niet horizontasl

is wordt deze aangegeven met s):

Apn) o 4 39 _ofe) 2p .1 . (o) an’
b5 TR 9t T CAR T ght % es 1 o (3.2, -18)
8Q oyt 3lpn) ‘ | p (3.2. -10)
ds 7 cos i ot . g
b N AL -
) % \
?_%MLMW_ML“wpﬂﬂu“,Wwwwij
— @ \
: “iﬁ%%‘“‘“\\ \ =TT g st
, . R T
. positief e :
b F@ﬁwﬂ*””“ﬁ horiz. vef viak
- g P - o -

Ffige 3e2:60

Uit het feit det L << A volgt nu de veronderstelling

d(pn)
ds = O ,

De faktor cos i, b.v. in de noemer van het rechter 1id ven (3.2, -19) is

+ pn = konstant over s.

een gevolg van het feit dat de veranderingen van het pi&z. niveau pn natuurlijk

vertikaal worden pemeten en niet loodrecht op de s-richting (] bodem).



De kbmbergingsbeschauwing houdt in dat het verloop van de waterstonden

in 1 veor het gehele bekken gelijkgrsteld wordt man een bepaslde

funktie h(t) t.o.v. een horizontaal referentie~vlak, ‘
Uit het bovenstamnde bLijkt dat desrdoor een sberk vereenvoudigd probleeﬁ,
overblijft. ’

Door het toepassen van een continuiteitsbeschouving over een gedeelte

van een bekken volgt direkt (zie fig. 3.2.7.), voor b is konstmnt:

LY e . alpn)
Q(X,b) - b X at

Deze uitdrukking komt overeen met (3.2. =16), woerbij de leiding-as ock

horizontasl was verondersteld.

dpna
X Td
,NWW4MWMMM¥&QZZOV L L LS
i Qx, ) . ?T“‘umxw&%
j | ? , . ib pogitief
-

. £ige 3e2:1e
Uit het bovenstasnde blijkt dat de bodemhelling geen rol zal spelen in.de
praktijk.
ad. 3. De beperking dat h(L,t) een in de tijd vloeiend ferlopende funktie
dient te zijn bLijft gehandhaafd (geen discontinuiteiten). Deze '
beperking houdt direkt verband met de voorwsarde (3.2, ~15). Als
h{L,t) plotseling sterk zou stijgen dient men T in deze voorwaarde

erg klein te nemen.

ad. W, Men kan deze veronderstelling in een bepaeld geval gemakkelidk

&chtefaf kont:oleren.

A it
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KINBMATISCHE  GCLR

3.3eteinleiding

3:3620

Omdat de titel van deme paragraaf niet voor zich zelf Lpreckt, zal

aeragt vorden aangegeven WQarom dere titel en de titels van de para-

grafen 3.4. en 3,6, 2ijn gekozen.

De afvoer van een rivier buiten hat getij-gebied zal zich steeds

voordoen als ewen zeer langzasm verlopende golfbeweging.

In bepazlde per»odoq zijn door tijdelijk verhoogde afvoer ( doox

plotseling invallende dool of door zware Tegandl) hicrop z.g. hoog-

vatergolven gesuperponearid.

De voortplanting van hoogua tergolven ig een beldngrwgk onderverp.

Als definiiie van een "flood wave" zou men kunnen stellen @

-~ gen erg lange golf , die zxchkxgowuplant met een snelheid die
aahmerkelljk lager is dan X/ ﬁ/b

In paragraaf 3.6, wordt nog nader ingegoan op het bizondere karakter

vahn hoogwatergaolven. :

Het witvoeren van bereckeningan en het do van voorspellingen wordt

aangeduid met "flood-routing'. _ :

In de Bngelstalige literatuor betreffende dit vakwebied worden dria

methoden ondersoheiden

1o kinematic wave method

2. diffusion analogy
3, dynamic wave method

& wwe e

Hen vindt dese drie benaderingsmethoden ( coms naast nog enkele
andere ) in verschililende handboelken en andzre publikaties

( Henderson 1966 ,

Wat bebreft dit vakgebied wordt met de parsgrafen 3.3. , 3¢4s on
3.6, onder 3.6.2. aangesloten bij de literatuur.

In de vavagrafen 3.6. en vooral ook 3.7. worden behalve theorien be-
traffende hoogwabtergolven ook andere golftheoriecn ( voor al of niet
periodieke golven in de beschouwingen bebrokken.

Het begrip Finematische golf wordt in een inmiddels klassiek gewor-
den publikatie uitvoerlig ocmschreven (Lighthill en Whitham , 1955 )e

In het volgende wordt volstaan met het anngeven van enkele mabhema-
ismohe en fysische aspekten,

Kinsmatische molf

Volgens de theorie van de kinematimche golf wordt de voortplanting
van een hoogwatergolf bensderd door in de bheweglingsvergelijking
nitsluitend de weerstondsterm en de bodemverhang—term “mee te nemen'.

Dat wil dus zeggen dat ook de term, die het verhang van de water-
ppilegel aangeef'd

g h

dx
evenals de traagheids term en de z.g. Bernoulli-term verwaarloosd
wordt ten opzichte wvan ib‘@ ’




Ve bewegingsvergelijking gaat dan over in

qfol

T S R TR S

2o, 2
¢ AS R

I3
&

O h U

<
() b )

Omdat het teken van Q bekend ig en samenvelt met de positieve x—am

en omdat voor een brede rivier geldt Rs=h
king schrijven

&
oé

\F

y kunhen we voor deze vergelije
)

(393@““1)

Do conts verg, wordt beschouwd in de gedsante :

o Q dn

o R P
ﬁ;x 7 b

De vergelijking ( 3.3. = 1 ) kont overcen
van Chéay. We kunnen schrijven ¢

\/ @ ,%,g, B i

Q

ib kongtant worden verondersteld , volpt wit (3e3e w3

( 3&3@ had 2U>

met de bekende vergelijking

)

Ale C , an 3
dat @ ezlleen een Tunktie van h  is.
Uit (3e3¢ = 3) wvolgl dan ¢
ey oy MRy
¢ ~ ‘ REAN .
L4 e G b b, a§~ h - (3:30 =4)
d x S o ‘
Bubstituersn we deze uitdeukking voor Cin (3.3, ~2) dan vinden
We @
ooy 12, Sn
2] 3 S

, 5 /2 2o
Jdh 3 5. . é‘/ .1/' dn )
":iwu -ﬁj‘ i G h 1 Iy St o2 0 ( Jode "“5 )
ot b CE: ,
o B
Deze difforentiasl-vergelijking hoeft do gedsante i
A h Ah . .
L2 4 e L2 L g (3.3. ~6)
] ij ks
s e s L et s SRR e e T A TR TR TR IO R A B Y,
‘ /e /2 b o
Wwaarhi N ¢ = i & n Lb %WE‘ (3 ede = )

b




We kunnen 3n het slgemeen twee gevallen onderscheiden

le. o wordt konstant gesteld 3
Re. © variaert met X enfof met b .

Het cenvoudigste is patuurlijk et eerste mevaly; omdat daarmee de
differentisnl-vergelijking (3.3¢ =5) lineair iss

ﬁLE + © flﬂ = O met ¢ e kongtant .
é t ot
Voor deze D.Ve van de eerste orde ip de oplomsing direkt £ doorsiene
Alg 1 ¢ = Stﬁ dan geelt (3.3, ~6) san detb
t ,
élﬁ 4+ gLﬁ QNE = 0 of wel LB o
b*b, s ¥ at

Hen veel gegeven interprotatie van de bij elkaar behorende relaties
is alsvolgt ¢ , ‘ .

Als een wearncmer zioh met de golf mee beweegt met een snelhelid
: A X\?\

b

dan zal voor hem de hoogte h niet verandereno

= (5] - oo

_De konstante o is de helling van kerakteristieke lijnen in een
%, t~diagram, waarlange de waarden van h konstant 2ijne

Bij het behandelen ven de oplosgingsmethode "Intogratie mebeve
Karakteristieken" wordt op de hovenstasnde oplossing nader terug-
gekomen. ;

Bier is het van belang om vash te stellen dat san de lineaire D.V.
(363¢ ~6) worgt voldsan door een golf, die zich opmvervarmd in £8n

richbing voorhtplante

1

Omdat verondersteld is dat Q@ alleen een funktie van h is, geldt

dat a6 4 Q
. ' d h dh
4 Y
en dearom is 29 _ ¢9 on 40 dh
0% oh dx dh Ox

. A}
In de continuiteitsvergelijking (3.3.~ 2} kunnen we 29 ver-
%
. . (%%
vangen,we vinden dan :

dh o, i 4@ dh

w0
d b oabh @x
komt de grootheid e voor ¢ Lo jég (3.3 -8)

b dn

e e T T A O G S s




w5, B

We kunnen dus schrijven : émg w b oe af
d h, )
i Q = b oo d b ' (3#3‘ "’9)

Zoals in paragraaf 3655 wordt besproken kan cen relatie zoals (353; “9)
eenvoudipg direkt worden afpgeleid voor de onvervormde vooriplanting van
een golf ( golifront ) . |

Een dergelijke polf wordé in de literatuur wel nangeduid met de naam

" monoclinal riging wave ¥ .

De vraapg is nu wat er verandert in het bovennan blz, 3.3%.%. onder-
peheiden tweede geval, waarin veronderateld wordt daot de grootheid
¢ niet konstant is, '

De helling van de kavakteristieke richtingen , waarlangs geldt

.

ah
d +

is den niet gelijk voor verschillende punten in het x/t»diagram.
Dit geval wordht besprolen in het college-diktant als ecnvoudigste

voorheeld van het intepreren m.b,v, karakteristicken,
' b

Op deze plaats wordt volstaan met enkele opmerkingen over de invloed
ven het niet konstant zijn vanm e , ' :

Het ge&dlg Q&n'het niet koenstant zijn van de karakteristieke hellingen
is dat vercchillende punten van ren golf zich met verschillende snel-

heden voortplanten, Het gevolg daarven ig dat de vorm van de golf vere
p ,

andert tijdens het voortplanten,
Zoals op de col]égeg : nof nader weordt verklaard , vordt de
voorzijde van de golf gtijler on de achtersijde van de golf flauwer

( zie fig, 3.2./)

e B
T
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S y
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o
gz saat
e oo
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‘ e b
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e T
it
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De hoogte van {de top ven) de golf verandert tijdens het voort-
planten niet. Dit zal cen belangrijk verschil blijken te zijn met

de benaderi g, die in de volgende prragroaf wordt besproken.

Het is duidelijk dst j@ist eventuele effekten, die cen verlaging van

de golftop tot govolg kunnen hebben, praktisch van groot belang zijn.,

Als de helling ven de waterspiegel aan de voorszijde ven de golf
proter wordt dan zel er veij spoedig een mowent komen vamrop de

corspronkelijk gemavkie veronderstelling

2t
=

L.
(154 a}

niet langer versntwoord is.
Het, 1igt voor de hand om eerst na te gaan vat de invloed is van het
#

. , ok
niet verwasrlogen van T
Bij de benadering in de volgende pursgraaf zal blijken det het niet

3 Bh & + +
varwaarlozeh van U een invlced heeft, die Let steeds steller worden
van het voorfront tegenwerkt.

Dearbij komt een belangrijk sspekt ven de voortplanting van
hoogwatergolven n.l. de #.8. topvervliskking nasr voren.
Ben benadering volgens de theorie van de "kinemetic wave" is niet

bruikbaar veor hoogwatergolf-berekcuingen over enige afstand.
4

De in het voorgaende besproken theorie is wel ven beleng, omdat de
gevonden uitdrukking voor ¢ een goede bensdering blijkt te zijn

voor de "voortplentingssnelheid" van hoogwatergolven.







B D S

VOOR, - HODGWATERGOLVEN

EIFFUSIEmANALOGIE

Verpelijkingen

Dot de npam vau deze pavagraef winvel is zal uit de hierna
of te leiden vergelijkingen blijken,

Het beidﬂgrijkgte witgongspunt ie dot in tegenstelling metb
| 2h

niet werdt vere
O x

de vorige paragraai hier de verhangterm

woarleosd t.0.v, de bodemhelling ih .

De bewegingsvergell jking wvoar mee gewerkt wordt luidt -

dh

watsasr o e - B
s : b o2 )
(434 ¢ A 38

hetzelfde;

= b hoen (vour brede rivieren) B = h ; zodat

Bij eeun hoogwantergold is het teken van Q  steeds
werder is A

we kunnen schyrijven 2

et b b e R a1 e e A o e AT it s ST 33

)k - 0 | |
X1
Jx b ¢” bi h l

Panrnacat peldt de continuiteitavergelijking ¢

e e Kyt g . 5 S B o Ay PR SEATATI G T e AN S

Yoo \
20 Ly al . 0 (3.4 -2)
e A '

.

b van b oy iy st

Als we de verg, (3.4 «1) nher b differentieren, krijgen we

A 3

sho 9 7.0 . dh
T»&—v:;w (1 o mm-,{zaym-.ﬁ o s . 2 ” 2 3 !&: ( 3 ° Ig aa.3 )
¢x0b P A A . |

1

De cont, verg. (G0, ~2} naar x differentieren geeft

.\‘-:; ,AT‘;;, :
dhoo L gl (5.4 ~h)

?.2

M

e

Sudt b

Door nu (3.4 =k} er (3.4 ~2) in (5.4 -3} te substitucren kan

men  h elimineven. Men vindt veor (5.4 ~%Y dan de volgende

differentianl-vergeli jking

et b g e BB B kT o

¢ o 2 0 2q 36 e _ °
b s w:rw,‘aiz P i 2 Q e e ] s l o s ’,
s Ji 0 bé hj. 0t Cg bé’ ht v oxn -

(3.0 - )



mgbﬂgzm

‘ ' Yk
Door'(3°4 mi) naar x te dif chontl@T@ﬂ La.¥e Daar t ah - daarna iWJ“
. , L ' O %
te elimineren m.b.ve vergs (3ede —2) wordt cevonden s
%y 2 Qb ¢h 3 g Ch ~
ST - B 2 \ TG 4 = 0 (3@46 “6)
2 x* ¢ blon? A R S R
Wa zien dus dat indien w=ein de bevegingsver cllewng nJet Verwaa e
' &

loosd Wordt t.0.vVa ib

diiferenunaaf“vergel1Jk1ng e

een verschijneael wordd

- 8 0, b Q- ow 0
Qxx Qﬁ ax e

of h - I - b I 0
N a8 I, 3 n =
by ooy X g

Hen bekende D.V. van- het nafabolische type,

selediding masr ook in andere vazkgebieden baVe
&

een belangrijke vol ppeelt ip ¢

D h « D 0
g

e - - e §

beschouwd dat met sen

worden beschraven, die de gedaantc heoft

(3edo 1)
(3.4..-8)

die vooral bij de warmlo-

POHQUdtPTmeChdnjca)

(340 =9)

Dit is de diffupic—vergelijking, waarvoor oplossingen bekend zijn.,

Indien we een oplossing voor de DeV. (3:4.

Wwillen geven dan is het in de ecerste plaat

9% .y

LINFAIR ige.
(3ed0 5)
KOWSTAND i jn. _

In de witdrukkingen (3.4, ~7) respe (34

- resp. de co8fficlenten voor

Sk

konstantoen.

Hoet biijkt nu mogeliil om beve

tot een vergelijking van de gedaante (3.4.
Men voert daasrtoo Lepeve x en 4
6h

dn AT

[T

~5) of voor (3e46 mé)

&

. : . . )
Dat wil zegpen dat de noéfficienten voor i@g
f

Y
wh
e 1’)‘ cﬁ‘m"ﬂ:l

o =8) mijn a en b

noodzakeliik dot de D.V,

ard,
in (3&46 ‘”‘6)

o ox

dus

de vergelijking (3.4, =) om te vormen

-9)

sndere colrdinaten in :

; terwijl n (y,T)

= O omdat & en x onafhankeli jke varia—

(J dh

R ]

Dan is B e e
T OX
et en w—mi‘:
o x &)
Zijné .
¥ dn
Dus L ﬁmg
Jd X oy
R
Dan i o Lhdn
an is ook eenvoudig te zien dul —eresesi =
R

o

e

[
¢




3ode e

4 \ 3 e Y :
¢ h ch dy dh £ 4 Jdé
arder is s o2 - A Lo 1 dus s
VGI‘(?LQ o gy o kY dT At } el
dh L, 9n . Jh
5 T T ov 3T
De DeVe (3ede = 8) gaat over in 2
h + 8 ¢ h - ah, = bh o= 0 ( t P >
Jy ; ¥ L. & /

Alg men nb a ¢ = b kiest , dan vallon beide termen med h& tegen

[y

slkasr wege
De transformatic, die we moeten uwitvoeren is dus @

. , : - |
Y= % e G met 0 om e (3.4, ~10)
De vergelijking , wasrvoor een oplossing . moet worden gegeven is
dan ¢ I 1
h. = ah, = 0 . (3e4o =11)
Jy G

In plaats van de verge (3040 - 8) kunnen we vergs (354@ "7) op
dezelfde wijze asanpaklken.
Mot deselfde trsnsformatie (3eds = 10) kpijgen ve iepeVe (34 ~T)

een vergelijking op te lossen van de gedaunte ¢

) 1
C wed Y F= (J 4 viie '“12
Wy e ';? (3.4 ! )

Voor de diffusic-verpelijking #ijn enalytische oplossingen bekend, die

meestal m.b.v. Leploce-transformatie of Fourier-trensformatie worden ge-
vonden (#ie b.v, Carslew en Jaeger 1947).

In het volgende wordt een oplossing besproken, waarbij gebruik gemsakt

wordt -ven Fourier-transformatie. '

De theorie in it hoofdstuk is uitsluitend van belong voor een inzichi

in de voortplanting van hoogwatergolven., (N.B., dus niet voor getijgolven e.da!).

o

Fr wordt hier nogmasls op gewezen dat de colfficienten s en b &

R SR 1 ,
a = %ﬁ%ﬁbgﬁmm[m “s} b = F@%w%g¢ 10 1¢voor een analytische opl. KONSTANT moeten
a8 | .

Voor deze coéfficienten ken men waarden invoeren door voor §, by C,

bs en h geschikte (gemiddelde) wesrden te kiezen.




e

3.442. Analytische oplossing en interpretabis

In het volgende Wordt eerst ecn oplosping voor DoV, (340 ~1})

kort weergageven.

Foupler-trensfornntie naar vy geelt 3

e
”

LADATI .
@"LZ{ &3 dy

i |
em——

;)m;)
‘L - ) ) iy 3.4 —13).
P Y ly en Q,..ﬁ e oh (34 13)
dy‘ ,@ b dt
Ll - by (304 =14)
PRL |

Substituoren van (3.4e ~13) en (3e4. w14) in de D.V. (3.4a ~14)
gaaflt ¢ s ‘ :

- WA - & é’,}{l = 0
w

who L7 Ml | (344, =15)

- é
£ a
flen oplossing voor (3eds m?5) ia g 5
W L
& e bRt 3
N . ez . &
£ { l.r.j?p '{,) = 5 \(;{3 § O) 2

Hierbij ds b (tw,0) sen integratic-konstante, die in het algemecen
gelijk is sar de getransformoerde van de beginvoorwnarde .
Bij dit probleem wordh verondersteld dat op het tijdstip t = 0O

3 " v ) 5 L - >
op de plaats ¥y = O gen hoeveelheid V per m breedbte geloosd,

Bij het transformeren gedraagt ¥V ziell . als een konstante,
Tervg-transforinercn s

2
i 47 2
£

v v

atmy

n (& t) =« y e ©

£ 1 : X
b (L/ ! /”// e “":\7@»» & ‘ (;{‘J Oy




=3¢ ho5un

In het algemeen is de uitkomst van de volgende

2 .
- D et
ST b VT

In verband daarmes wordt de exponent van de

integraal-~teken alsvolgh geouschreven

. .
ajil ot P A

e ?f

c ey
2 /{,

/' a

o} o]

£

Alg we de twes termen even p° en g°

g ’@W”W’ a B

We vindey dan ¢
! Pl s Tt e s

b (yyt) = v OTUFEE @
2 Vf@ .

Dup de gezochite oplousing is @

H
Z
A
noemen

integraal bekend 3

& = macht onder het

dah isp

s Ob

b (%) =y

- N Vo

e
:
]

i
hSY

(%ef.,g. )

Dat (3g4g w16) inderdaad cen oplomsing ig voor (3«46.“12) kan

worden aangetoond donor de oplossing in de differentisal-vergelijking

te pubstituersns

De interpretalie van de oplossing (3e4. -16) kan'meér inzicht ver—

pohaffen in het bizondere kerakber van de voortplanting vah hoog-

watergolven.




ag

De tronsformatie ¥y o om = ot

P A

s

< - SO SRS PSS, .f,-,,,.«,,.:“%};;, o
.&7

b o

E).'f' j%ﬂ 1@

m—:y;mm%?p y "

Zools Wit fige 3edels DLijkt kon men do oploseing (3. 4@ w16} inter-

preteren als een oplossing voor een assenstelsel

dat in de x-richting

cobfficidnten

(364e = 17)

met de zolf mee bewesgt met een shelheid o,
s ' b ’ s o2 - . . i H]
Nu is ¢ = o , terwijl ale we do oorspronkelijke
- € .
voor & en b ult de DV, (3@4s wS) invullen wordt gevonlden ¢
b b
3 Q B 3 B
Q £ ;:} = J» - 52 «? AR v
£ jB fL b b

Als wvoor v’ de vergs

king, die geheeleovereenkomt metb

vorige paragraaf. We zien nu dus dat deze relalbie een goede

ig voor de Mwooriplantingssnelheid" van ecn hoogwatergolf.

vah Chézy wordt ingevuld, vindt men een witdruke
de vitdrukking (3«3 ~7) uit de

benadering

Latbven wernu kijlken hoe de oplossing {(3c40 = 16) ; die zich met een snele

e

heid ¢ beweegt , zich tijdens dat voortplanten gedraagte.
waﬁ .
In fige 3e4¢2. is het verloop witgezet van B met de tija o+ .
2 i N
£
. , ; 4 o
Danrbij is voor a gekozen de wearde _0, 6 10 8 m .

i i g a1

Uit deze figuur blijikt dus inderdasd dat de hoogte van de
de tijd afneent,

In fig, %.4.%, ias uitgezet ¢ E o

tegen vy woor vervschillende 4ijdatippen,
. . Pl

golf in
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In figuur 3.4.%, is hed verloop witgezmet van migémlm tegen
: v o

4 '
4

de coordinast y wvoor verschillende waarde van 4

Uit dit plastje Blijhkt dat we de gevenden ovplossing kunnen:inters
preteren als een Gauss-funktie, wanrvan de top in de tijd kleiner
wordt, :

Als we nu ook noeg bedenken dat de codrdinaat - een ogorsprong implie-
g P p

ceexrd, die in de x-vichiting bewveegt met een snelheid e , dan is

de gevonden opleossing ook als funkitie van x en 4+ gemakkelijk te
~interpreteren, '

Om een indrok te geven van het gedreg van de oplossing in. .x ‘en %
ig een figuur in dit dikteat epgenomen , die is overgenomen uit een
artikel in “De Ingenieur" (Schénfeld , 1948), In dit ertikel wordt
de hier besgprolen oplossing voor het eerst gepubliceerd,

De figuur op de volgende hladzijde geeft nog een illustratie ¥an het
feit dat cen op een bepanlde plaats geregistreerde waterstand in de

tijd een asymetrisch verloop vertoont door de z.g, topverviakking,

Uiteraard zijn daasrnanst nog vervormingen vasn belang in de natuur,
die in hel bovenomschreven model geen rol kunnen spelen omdat 0.&;
- de vergelijkingen gelineariseerd zijn '
« de leiding niet prigmatisch is
-~ de beginvoorwasrden zecr vergchillend kunnen zijn
- allerlei verstoringen kunnen voorkomen , die op de hoogwater-
golf gesuperponeerd kunnen worden gedachi
- de'trangheidstern een rol kan spelen , wasrbij een benadering
volgens.de theorie van de “dynamic woave" noodzakelijk is
( zie paragrasf 5,6, ),

In het algemeen kan worden gesteld dat het voor de pralktijh uitvee-
ren vay bereleningen steeds grote problemen met zich mee brengt,
omdat de natunr een grillig kovakter heeft, IHet belangrijkste pro-

bleem dearbij is datlte veinig pemeten gegevens heschikbaar zijn,
( bijna steeds ) '
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n bepaald riviervak, op
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3¢5.1¢ Vergelijkingen

In de paragrafen 3.3¢ en 3cde ppecldo de woerstandstorn een belangri jke
rol. No wordt eervpt goekeken naasr con bype lange-go Liproblemon, wearbij

de woerntandstorm

ondyrye s 2 rol mpeslt, dooh wearbid in tegen-

stelling domrmee de brasgheldpberm nich mag worden verwasrlootds

Do in Hederland ingeburgerde hasm “trapslatiogolf' vergh wat hBLGfG toa=
liohbing, omdyt ook bij andere golven (beve bij do voorip anblnp vah oan

patijgol? in ean be siednned vxnw);aprnku g van Lrlnjlmﬁlqa In de Bngelp-

Wipanplatory wave' voor hetgeen ean breder begrip

talige Literatuve komb
ige Do in deze paragraal tle bmsprekeu golfversohi jhselen worden vel san-
goduid met "rapidly veried unetes wdy T ow! (zie bev. Ven toe Chow 19 507,
TBan voorbesld wvan de problemen, waaraan wa in deze parograad denken kan

£t

wordan weergegeven m.b.v. (e in ige 35610 Weergegeven situatie.

—_

»

hkunstwerk

groet
meer

=3

Tussen een proot meer cn een kanasl bevindt zieh cen kunstwerk , waarmee
water wordt ingelaten, In het kanaal stroumt hel waten met een gemiddelde

Stel daf op een bepaald woment de ﬁppprvldkup van het baschikbare door-
stromingsprofiel van het kunstwerk yrii plotseling groter wordt. .
De tijd waarin dit gebeurt kan vers wehillend ziin, h@tyean bvpalénd is
voor de vorm van de golf, die door de VOPdncprfn ontstaat,

Voorloplg wordt ervan uitgegaan dat de VGPandOPJhP tot stand komt in een
verwaarleosbaar korte tijd. Het front van de golf zal dan zeer steil ziin.
Ala nu nog wordt verondcvqfé1d dat de opening daarna niet meer verandert
en dat het meer zo breed en dlvp i dat wich daarin geen werkbaar golf-
varschijngsel zal voordoen, dan krijgen we een senvoudig voor te astellen

vepschijnsel (in het Engels ¢ apifornly progrespive flow )




) - 13
el o e

Het front vormt een discontinue overgang tussen twee vewrschillende toe-

. < 3D
N ~ [ N I s by w Ay
standen: . ho s vy ern ho_j ¢ Vo + Av | (zie figs-@rd),

De voortplantingssnelheid van alle punten van het front (onvervormd voort-

plantend) is gelijk «¢.

meer ‘
OSSN VO +hAvy hg ‘ ha e At VD

Als we vervolgens veronderstellen dat de opening na enige tijd b.v. weer
verkleind wordt dan krijgen ve een golf zoals in figuiﬁgﬁﬁis weergege-
ven. : -
Naarmate de verandering plaats vindt in een langere tijd, zal het froﬁt

v

van de golf minder steil verlopen. )

e s i s o TS

e ™~

- figggg
Na het voorgaande is het voor de hand liggend om ook nog even te kijken
naar de gevolgen van uvitsluitend een plotselinge verkleining van het
')!
doorstromingsprofiel van het kunstwerk. Uitgaande van een permanente
toestand zal zich in dat geval cen negatieve translatiegolf het kanaal

in voortplanten (zie figaiiyﬁléi)a
4

K




Tn het beschouwde xanaal-pand kunnen zich ook’ dergel BJkF golvan voors
doen door het manipuleren met een kunstwerk, dat zich aan de ander
zijde bevindt. Het bdlijxt dat de golven zich “begen stromend water in
kunnen voortplanten. Mo Llijkt dasrbi] esn grens te hestacn ( de krie
tische shelheld , sie ooilag@vb 72)0

De verhouding tussen deze kritische snelbeid en de shelheid van het
water 2 blijkt van belang b6 zijn voor de vorm van het front van de
gOlfe

Juigt omdat heb in dese paragrasf gaol om het V@rkrijgen‘van‘inmioht

in een spectaoulair lange-golfverschijnsel met de cenvoudigate mid-

delen , bLijft de vorm van het front ( on van de achterzijde ) wvan

©de translatic—golven verdor buiten beschowuding bij de bensdering.
In het volgende wordd de voorbplanting van twan@l&tiegolven beséhouwdi
wearblj vordt verondersteld dat de golf ( en het golf-front ) niet
vervormt tijdens het voortplanten. .

Vdﬂ een golf , die zich onvervormd voortulont is de voortplantings-

nciheld duldollgk gedefinieerda In de literatuur zijn sinds de helft
van de vorige esuw verschillende uiTﬂrkaingen afgeleide Alvorens daar

o

nddew op iAn-te gasn Wwordt eerst een uout¢nU4ueJtsb schouwing voor

i

,ean onvervorind voortplantende golf ODf&bﬁojuc R
Beschouwd wordt een golf met een vrij steil front, dis zich voortplant
in een prismatische open leiding met sen diepte ho .eh cen snelheid

{ in ongestoords toestand Je

foeet ¢ at N
femesm =
! - |
‘ﬂ‘%‘,?" Gt de. Ghen e GE GED Sn g
. A ﬂh‘“‘v.‘ S,
éﬁ, )ﬁ “\*! K'«. !
o vap Eme gme wdn s e bea bodw . " LY
] , ,
|
{ ¢ dt I
1 lr 2 b .:
romtpte Yo # AV y e
o A ho =Yg
#

Eﬂ;l g&w. 35 Dw 5.

Na het passercn van het polffront is de warerstand t.o.v. de bodem ge-
‘} oA L] =
1ijk aan ' h = h, +4a%, terwiil de gemiddelde snelheid dan

0
Vo + Av .

It

gelijk is aan v
Als we nu een continuiteltsbeschouwing opzetten, dan is m.b.v. boven-

staande figuupr gemakkelijk in. te zien dat

QO + A o= QO + b o Ak
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Hieruit volgt

&

W

AQ = be ah : (3.5

8 ')“1)

Indien b = bg volgt wit (3,5, -1)

b Al

gizéij@ relotie (Eaﬁe ~ 1) komt gehee) overeen met de relabie (3,3em9),
die in paragraaf 3.3, is afgeleid voar de i nematic wave'
Omdat de verg, (3.5, ~1) isg gebaseerd op een continuiteits-heschon=
wing, geldt deze voor verschillende typen golven, indien veronder-

steld wordt dat deze mich gnvervormd voortplanten (monoclinel rising

waves ),

2.,De relatie (365é ~1) kan gebruilkt worden bij het op ecnveudige wijze
berekenen van de voortplanting van tranalaticgelven in kanalen e.d,

In Deel T wordt onder 4.5.%, gx behandeld hoe op eenvoudige wijze

inzicht kon worden verkregen in het particel reflekteren van trang-
‘lotiegolven bij splitsingspunten , verbredingen , versmallingen;
verdiepingen e.d, ’

Men kan dese benaderingen interpreteren als de eenvoudigste toepag-
singen van de methode "Integratie m.b.v, Karakteristieken", waarbij

als randvoorwsarden "splitsingspunt-veervanrden" worden ingevoerd,

b

Van hier af vordt in dit concept diktast op verschillende
plantsen verwezen naar het bestasnde diktaat ¢

: "Lange Golven in Leidingen" Deel I
#




4
[
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Voor de voorﬁplantin;snolheid‘van de golven, die wij in deze paragraaf
.beschouwen{ wbruen:in de literatuur op verschillende wijsen uitdrﬁkkingeh‘
afgeleid. Voor sen meer'volledig overzicht kan nasr een van de handbnekeﬁ
wordsn vervezen (b;v, Stoker, 1957 ; Ven te Chow ¢ 1959 )

In het volgends worden enkele relaties besprokens

Derst wordt heschouwd een golf in een leiding met cen fechthoekig dwars—
prqfiei (b = bs ), waarbij geldt dat A b klein is t.oeve hO en waarbilj

vy = 0 ( voortplanting in stil water ). ' | l'

Ren senvoudige afleiding van een bekende vergelijking voor ds voortpldn-
tingesnelheid is mogelijk door een coBrdinstenstelsel te defineren ‘dat

met de goll meebewcegb., Ten opzichte van dit colrdinatensielsel, det in

dé‘prichting,b&weegt met een snelieid o, bewéegt‘het water met een

sﬁelheid 0 = ¥ respe © ( zie fige 3.5.6 o

Fige 3e5e6s

\

Als verliezeh worden verweaarloosd, gecft een energlebeschouwing de vol-

gends: vergeli jking

02 (C 3 v)2 .
h@ 4 e ra hO I R S (3.5, —2)
28 S 28 '
' h1 .
Uit de contimufteitsbeschouwing volgt ale we hO + h  even h1 noemen i
¥ ‘V O {«gﬂm = © h? “ . ( 3eDe "‘"3)
Uit ( 3.5. ~2) volgt dan @
02‘ ’ ‘ hqﬁ L ;
Beom - (3.5, -4)
2 g hO + h1

We vinden voor de voortplantingssnelheid van de golf dus de'voigende

vergeli jking ¢
. 1]
B ‘ 2 h : : '
LY A (3:5+ =5)
ho B h1 p v




X?

=35

“In Dsel I blas 4440 is verg. (3@5aw4)-ook;afg@leid@
Dazr ig de witdrukking omgeverkt tol sen andere relatie, die in de .

literatuur voorkomt n.l.

S, it

. ] Y An . 3any ] .
»? = & %Q ('1:#' F \ g.ho { i +“%Zmﬁz*)x (3vbe%6)

Deze vér'élijri g voor o© ut@af hakend als de vergelijking van

de Saint Venant. Deze vergelijking woru% in Dee) I ook afgeleid mebeve
een impulshalans,

Als we veronderstellen dat ah grg klein im ﬁg@avé h dan zien we

0
in vergelijking (3¢5. ~6) det :

A h L _ -
éwmm¢ <ot ' zodst  dan wordt gevonden
4 g - T
TR v. . : - ;
o = \fgn, | o R - YU

Dit is een bizonder belangri jke felubie@

Daarmes wordt de voovﬁnlantlﬁwfsnﬁlhﬁwd gegaeven van een kJelnp vev3uor1n”'

in een open leiding ( b o bs konstant )

. . } . , )
Indien de bergends breedts b niet gelijk is aan de 5+r00mvoerend5 breedte

bs dan wordt in plaats van (3 SQ m’) @@vonaen

o dan heeft

dat enige invliced op de voortplantingssnelheid. Toch kunnen we in de

Indien de hoogte van de golf niet 2o erg kiein is %.0.v. h
: 3 g

verschillends uitdrukkingen, die mogelijk zijn, steeds de rslat;e'
(3.5. ~7) heikennone ’ o

Indien de snelheid wvan het water, W8Dr1n de golf zich voortplant, niaf'
BUL ig dan kunnen vergeli jki ngen worden afgeleid, waarhij bllet dat .
>de:aanwaz1ge snelheid Evog blj de gevonden relaties most worden opgeteld
respe ervan af moet worden aecrokkene

. We viﬁden i}p;Vu <3a5; ~7) dus algemeen g

B 7 W \/; ho B o :; :.<3°5° f9)v

[ER ' SR " N s,

Db e relatie np<elt in het vak Lange Golven een ‘belangni jke rol.
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5.5.2, Oploasing veor de “sunnvverpgeli flting"

In %.5.1, werd witgluitend gelkeken naar (het front van) een
transletiegolf, die #iech in &én richting vooriplant,

De besproken vergelijliingen wijn van belong voor een ruwe benae
dering van bepaalde prokii jkeproblemen en voor een eers%eAiniicht
in de voortplanting van transl&ﬁiemgolvene

In beginsel ig bij lange-pgolfpreblemen n,l, altijd sprake van

twee lopende polven, Bij het behandelen van de karakteristieke

methode en de haymonigcehe methode wordt hierop nader ingegaan,
Voor cen eerste beschouwing over dit belaungrijle aspekt wordt
in het volgende uitgegann van de sigemene differentimal-vergelij-

“kinge wnarbii zoveel megeli ik wore sreenvoudipd, '
kingen, waarbij zoveel mogeliik wordt vereenvoudigd

In de bewegingevergelijking in h. en Q@ wordt nesst de term

Af%% ‘alleen de traagheidaierm mecgenomein
.N 'l : 'i W, u .
%,E . . A8y . | ‘ (3.5, ~10 )

x 4

Verder geldt de cont, verg,

) ¢ , -
L8 L.y Qh (3.5. ~11 )

QX i ot

De verg., (3.5, ~10) naar . diffeventieren un de verg, (3.5, ~11)

naar t geeft achtereenvolpgens

&%y t %
W? S [T prepenTn. ) Q
dx® A, Judn
2 2
dxdt e

Lt

Uit deze bhelde vergelijkingen volgt door eliminerénm van ¢ de

v

- volgende D,V,

2 L AL 3

) G A '

S @0 o | (5.5, -12)
7 4]

dt b dxT S

v

.

Deme parti8le differentisal-verpgelijking is van het hyperbolische

type en-stoat bekend als de "snaanrvergelijliing" of de “golfverge-

SN SR

1ijking®,

f
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Door verg., {3.5. -10) naar 4 e differentieren en de verg, (3.5.~11)
- ')

paar x en vervoelgens h te elimineren is cen DV, in Q af te

leiden ¢

2 S A S - .
- 0 oy -
O S (3.5, -13)
ae” b %"
g Aq o . 2
Als we ——w Lkonsiant veronderstellen en dese konstante ¢ noemen
b :

dan gaat (3;50 wiZ) over ih H

. -VB ’ , ( o .
hﬁt e C» hxx e ] 33)& mli)

Bij het hehandelen van de oplossingsmethode "Integratie m.b,v, Karak-
“terigtieken" wol blijhen dot een belangri jke eigenséhap van de D,V,n,
(3.5, -12) en (3.5, ~13) is dot er twee karakteristieke richtingen

bestaon,

o

. [ . ! .
han de eenvoudige D,V, (3@§b ml&)‘voldoet iedere funktie van de

gedaante

b ( x. oo ) .

De alg., oplossing voor (3.5, ~ik) luidt den ook

b () m B (b e ) e By (6r -2) (3.5, -15)

[A— - « et

=

in (3,5, ~15) moeten Fi en Fg nog worden hepaald uvit twee rand-

voorwvanrden,

Btel dd? Fg = 0 , dan
h(xt) = Fo(t- “,%,)

Dit is een polf, die loopt in de pomitieve xwrichting .

De golf kan nog verschillende pgedaanten hebben,

Voor het bepalen van de fuunktie Fi ig dan nog één randvoorvaarde

nodig,

In het algemeen zal gelden F9:%; 0 en dan blijkt dus dat de oplos-
sing voor h (x,t) bestont uit twee gedeelten ¢ . )
' - een golfcomponent, die in de pos, xmrichtingﬁlbopt ;

- een golfcomponent, die in de neg, x-richting loopt .

De funktie h {x,t), die in een bepnald punt wordt waargenomen




( of herckend ) ig dus stecds de som van twee componenten,

Dit aspekt vormt een helangrijk verschil tussgen deze oplossing en de

~in %.%, besproken

glechts sprake is
Asn de DV, (3.5.

vormig in de ¢ijd

in de eollepes te

i

oplossing voor de"kivematic wvave", omdat daar

van éen polf in één richting,

~14) wordt ook voldsan door funkties, die sinus-
verieren, Deze oplossingen vallen onder een later

bespreken oplessingsmethede "de harmonigche methode.
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5.6, DYHAMISCHE GoLE

n aeza parcgraaf sullen een santel lange—golfprobl men fer ppraks
komen? waarvan de overcenkomst is dat in de algemene dlfl@wenﬁiaal%'
vergclljklngon gﬁcn neldngquLc vercenvondgg1nﬁen mogen NOIGen 8,8,f1-
* gebrathte

Omdat bij dese golven zovel de veers tahdsterm als de Lfadghendsterm

nlet mogen uordca v~vx&arloosdpw0rden ne wel golven met "gomengd"v
‘ . RN T *v - .
kuvdktar venoemdb
De nhagm vanh dezo paragraaf zal in hed begin voh 3.6.2. nader worden

vnrx]aurde

3¢6.17e Vergeliikingen

in deze par@graaf za) worden uitgegaan van de volgende DeVone Su
l-\ i ;p: ’ oL ' -

bewegingsvergeli jking ¢

o e (ie-)

'I;' '/’f %WW_ AR e 37&@ e i RS R
= i, ’ - ‘“‘ 8 T, Py 5/ )[;/9 .
kY T i 2 e //g L ¢é 2% c?[

con+3nuitﬁ1t svergeliljking

f;,(fia BT ’//*! f:w/f: ‘ . ‘ / L é/‘ . ;,)
dx JE < , o

e

Bij bet afle den van deze vergeliikingen 2 2iin een aantal veronder-

s
o

e

stellingen gedaan, die bij het gebruik ervan stecds moeten worden
getoetst, De geld)phewd van dezre D, Ven, is voor een groot aantal van

cde hierna te bespreken preblemen daoy metzngan aangetoond




3.6,2,

" 'ﬁ o 6 y Q‘“

Hoogwaterpolf als dynamische polf

In asangluiting op de in  3.%. en 3.4, behandelde eenvoudige
theorién betreffende hoogwntergolven, wordt hier nog wat nader

ingegaen op het bizondere karakter van deze lange golven,

Op de gutografiqﬁﬁeogwutef Voor janr 1970" ia het verloop van
gemeten walerstanden in de tijd vitpeset voor versehillende
plaatsen langs de Rijo c¢n de Woal,

We zien dat op de "hoofdbeweging" de hoogwaterpgolf verschillende
"rimpels" gesuperponeerd gedacht lunnen worden, Deze kunnen wop.
den veroorzaakt door verschillende "dimcontinuiteliten®, die zich
in het wivierbed kunnen voevdeen, A
Ook de éetijbeweging kan samen met een hoogwaterpolf voorkomen,
In andere dan Nedarlondse omgtandipheden kunnen hoogwatergolven
voorkomen, weorbij de trasgheidsterm in de bewvegingsvergeld jliing

een niet te verwasrloszen rol speelt (bqndjirs)e ‘

Bij een benadering voor een hoopwatergoll, wanrblj de trangheidg.
term niet wordt vervaurloosd, spreekt men ven “dynamic wave method",
Deze noam wordt verkleard nwit het feit dat in tegenstelling met de
theorién wit 3.3. en 3.4, hier gewerkt wordt met de verknel-

lingsterm volgens de 2e wet van Newton,

Een benadering voor een hoogwatergelf als dynamische golf impli-
ceert dat geverkt wordt met Je D.V,n, (3.6, 1) en (3,6, 2)

of met daarmee ovérecenkomende vergelijkingen,
. . | ‘
Bij normale afvoeren verloopt hot rivierbed al wvrij grillig -

(denk b.ve san de bodemfigurabie‘bij hochten) o Bij de hoge

sfvoersn wordlt het abroomvoerend profiel grotor (hogere Watere
standon en grotere breedte) torwl jl dan de rivier-bedding bij-
zonder grillig verloopte Het gevolyg im dat met voldoends gErevens
een riviergedeelts in een vrij groot santal vakken zal moetseh worden
verdoald. Het te verrichten rekenwerk wordt onmvangri jke

In deze tijd zal étemda gebruik worden gemaankt von numerieke reken—

tachnieken. ( zie ech van. de laatste colleges : numericke integratia).

Als men esh hoogwatergolfiwproblecm m.beve can dompuiar-programms
voor hetvoplossan van de DoVelto (3.6, 1) en (3:66=2) ultrekent,
dan krijgt men zonder extrs moeite eeh neer volledige oplossing.
Juiet het analyseren van dergelijke resultaten goelt inzicht dn
het bizondere karakter van de verschillende typen golven, die zich

. N 3 . - 4 oy vl
kunnen voordoen. Ulteraard geven ovok gemeten resultaten zo'n insicht.

!
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40 ie het interessant om op d@Vuutografie de wWaterstanden in Laobith

en de waterastanden in Malburgen (zie ompehrijving B oen A op de
,autogrufie ) onderling te vergelijkens

Ben tronsluatiegolf, die blj Malburgen wordi opgewekt wordt lator in

de tijd gerepistreerd in Lobith. We zien dezeo tranalatiegdlf zich tégen
de hoogwatergolf in voortplapton, waarbij dese sterk son demping ondor-
hevig ism.

Er plant zich vanult Malburgen ook een iranmlaﬁiegolf voort mot de
hoogwatergolf mee. Deze ip spuvedig vitgeviakibe

In 1954 gaven Lighthill en Whitham (2ie reforenties) het volgende

beald von een vooriplantende hoogwatergolf ¢

Iix
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1L e o
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e
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e
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Pipe 30Gele

1. In dit pgebied planten zioh stroomslvwaarts verstoringen voort,
die bij de hoogwatergolf behoren.

IL. Dit in de Yhoofdbewcging" ~an de hoogwatergelf.

II1%. In dit pebied planten wich stroomopwasurts verstoringen voort.

De versiorinpen ad. L en I7I dempen spoedig uite
@

Y

Bij een benadoxring van een hoogwabergoll ale dynamische golf worden

slle van'belong sijnde verschijnselon in de berekening betrokken.
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ey s dye

Stormvlosden , retijrolven en seliches

Stormvloeden ¢

Ben langdurige harde wind over een wateroppervlisk zoals de Noordzoe
VGUOOIZaqkt gen verhang ¢n do uwaterasplepgel. )
Het gevolg is waterstandpv ariatlos ( verhogingen bn verlagingeh)g die
ahkelo decimetera tot poms enkele meters bedragen. _

Bij de monding van een penedenrivier (eotuarium)gectl dit‘alé rantes

voorwaards heve het. in de fliguur sengegoven vaterstondaverloops

. ;,M‘* M”%w’
. ,¢4;’f‘d e
beve $ n /’fﬂw’
f"'wfﬁ
o '
e
(},ﬂw“”x 4
%{‘M o bhevVe 2 (i"c’),{'_’,'B n :;%@&MWWW“‘ ,
f'i Y6 jz 6 Jetee 2e

PDe wshormviosd zsl sich alp cen lunéu p01f in sen bonodenrivier voorte
plantens De werkeli ijk optredende gitvatie isp Wat”geoomplioaerdé;‘omdaﬁ
tegeli kefLIJﬁ oGk het getij voorkomtb. ‘

De pnelheid waarmes de weterstend verandert %%% tegeV¥e eon ptormvioed
Ligt™in do relfde orde van grootte als die teog.v. ven getijeolf.
Daarom en omdat beide mamen voorkomen worden stormvlosden met gemij

golven als één lange-golfprobleem heschouwd.

Getijpolven sF’

[

In de coljegos b 75 wordt het ontstash en het analymeren van de

getlgbewog1ng op een bepanlde Pplants lanpgs een kurt b@hdﬂdhlde

Voor een overszicht van de verschillende componentcng waaruit san gotlj

op een bup@a]dc plaats ken zijn samengesteld, wordt nasr deze collageb
verwezen. Lenvoudigheldshalve wordt agen dubbeldaugs getij beschouwd met
aah periodGIVan 12 uwur en 25 minuten ( 44700 mecondeh ),G“ aen amplie

A .
tude h = 1,00 m

1
o) - _
5 I
- i
| ! \ !

3 /'
) . & - . = Il
agmplitude h =« 1,00 m periode M = 12 wur 25 min.




We kunnen ons een getij zoals door fig, 3.0.3%, wordt weergegeven
voorstellen ala randveorwvaarde aan de monding van een benedeonri-
vier, De petijpolf zal zich landinwaaris voortplanten, waarbij in
de meeste gevallen sprake zal «ijn ven rvellektie ( afsluitingen,

vernauwingen e.d, )

-3

Getijgolven (ol of niet samen met shorvmvioeden) behoren tot de
lange golven met "pemenpdy karalkter, zodat ook daasxvoor in de -
bevegingevergeli jking geen termen mogen worden verwaarloond in

beginsel,

Seiches

e

Voor enipge inleidende beschouwingen over het vevschijnsel
¥ geiches " wordt verwesen naer het diktoat "De Harmonische Methode®

onder 6,5,

De periode van de met deze nasm anopgeduide longe golven varicert

van enkele minuten tot soms meer den een uvur,

Langs de Nederlandse lust blijhen de perioden, die vaank voorkewmen,

te liggen, tussen 25 en 45 wminuten,

Omdat de perioden aamoerkelijk kleiner zijn, dan die van getljgol-
ven gpeclt de traagheidsterm in de bewepgingsvergelijking een belang-
rijke rol, De relatieve invlieed van de weerstund kan pering »djn,
indien sprake is ven een kert en reletief dlep bokken (zeehaven),

Dit is de reden dot voor bepaslde heschouvingen de weerstandsterm wel

wordt vervaarlovosd, b,

worden gewerkt,
Men kan de seiches al of niet samen med de pobijbeveging beschouwen,
Beschouwd men de seiches alleen dan wordt vanwepe het periedicke

kerakter vaak een snolytisehe oplosaingsmethode pebruikt,

Voor nadere informatie omtrent de oplossingsmethoden, die hunaen
worden tovgepast voor de in dewe parograsf gencemde btypen lange

golven, wordi verweren nsar

«  Uiptegratie m,b.v, Karakberigticken®
=~ "pe Harmonische Mdéihode?

=~ "Numerieke oplossingamethodent,

ity s e




%e7. SCHEMATISCH OVERZTICHT LANGI GULVEN IN OPEN LEIDINGEN

©

307,14, Sehemntisch gversicht polven
Van de verghhillenda.typen golven, die zich in de waterbouvkunde
voordoen, zijn de korte golven (windgolven) het meest spectoculair,
"Als men aan golven denkt dan zal men zich divekt golven voorstel-
len, waarvan het verloop pimvavormip is, Br bestaan echier veel
verschillende vormen van pelven, waarvan juist ool de niete=

pericdieke voor de waterbouwknnde ven groot belang wi jn,

In de laotste bonderd jaar aijn voor vele typen polven verschillen-
de gélfmthearién ontwildield, Er bestaat een grote verscheldenheid
pan publikadies, waarin ecen of meer van deze theoridén worden be-
Béhréveng : ‘ .

Het is de bedoeling om in deze parapgracf enige annknopingspuanten

te geven t.,b.v, een eventueel lator uit te voeren literatuurstudie,
Daarbij wordt getrachi wonder veel details enig overziecht tecécveng
Op blsz,.3.7. + is een gehema weergepeven, dnt op de colleges nader
wordt toegelicht, Daarbij gast het vooral ook om de relatiervan

de stof in de colleges b 734 en met de .stof in de collepges @

i, "Kexte Golven® b6

B, "Wigeistofmechanics b,ol b 7k

ad.1, Men kan de overgsng bussen b 76 en b 734 denken tussen het

:
;1

@
%

Hisimneln:
[EFARZ DS H iR i

e-polven' en enkele bizondere golie

«
Zl
<
=~

theoridn ¢ - de golitaive pgoli-theorie ;

. - de enoidale goli-theorie,

Voorts ig een direitte relaotie de lin,lenge golftheorie,
0d,2, In de colleges Vieeiwtofmechanien boo, b 7h wordt sindg

1972 de theorie der ssyuptetische ontwikltelingen behundeld,

Daarmee kunnep onder bepnalde VonrwuurAen de vergeld jkingen

veor een bepasld verschijnsel worden sfpeleid met cen toe-

nemende moate van nauwwkeurigheid,

Uitgaande van de algemence differentbianlevergeldi jkingen kun-

nen op een systemnbtische wijze meer of minder genvoudige
mebhematische beschrijvivgen voor een fysisch verschijnsel
worden gepgeven,

De methode wordt toegepast voor do fange golfverpeld jkingen,
Davrbij worden achtercenvolgens ook de in dit hoofdstuk 3
ander 3.%. , 3.0, en 3,5, beaprolien benaderingen verhroepgen,

'3 P 14 P =3
In het lootute pedeclte van b 74 worden udtpgnonde van. de




,zj “ / & 2“"
Fudimensionale vergeld jlkingen voor pgolfproblemen in hetb
overgangspebied tussen "lange en "kovite" golven ( zie
schema ) verpelijhinpgen afgeleid, Dit gedeelte van b 74

sluit dus eok wan op d- celleges b 70,

3.7.2¢ Overzicht verpelijkingen

Dit hoofdstulk wordt afgeslioten met een oversmicht van vergelij-

3 éﬂ I]
kingen, waoarbij de belangri jliate eipgenschappen ep de nanm van
de benadering worden vermeld.(zie Ble, 35,7.0h,),

Op de colleges wordt het oversicht nader toegeliché,

e > et B s G2 Rk vl G A 609 0

30 R ¢ G 10 S i G S

e b et R B R 4 i G5

jenuari 1975,
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Hoofdstuk 5

INTEGRATIE M.B.V. XARAKTERISTIEKEN

Inleiding

Principe integratie m.b.v. karakteristieken

5.8,

5.2.1. Partidle D.V.n. van de eepste ocvde

5.2.2. Stelsels van twee partidle D.V.n. van de eerste orde

Karakteristieke vergelijkingen betreffende lange golgén in open leidingen

S5k,

Karakteristieke vergelijkingen betreffende drukgolven in gesloten

5.5,

leidingen

Het toepassen van de oplossingsmethode "Integratie m.b.v. Kavaktevistieken"

5.5.1. De voortplanting van een lange golf in een open leiding

5.5.2. De voortplanting van een dvukgolf in een gesloten leiding
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5.1

Inleiding

De methode van integrétie langs kavakteristieken is een methode voor het
oplossen van een bepaald type partiéle diffeprentisalvergelijkingen
(D.V.n. ). '

Deze methode is voor "Lange Golven in leidingen" van belang, omdat de
vergelijkingen, die de voortplanting van deze lange golven beschrijven,
tot dit type behorven. Naast deze D.V.n. voor open, resp. gesloten lei~
dingen (waterslag) behoven tot dit type ook ondermeer D.V.n. die de
voortplanting beschrijven van een drukgolf in een heipaal. De partiéle
D.V.n. waarveor integratie langs kavakteristieken een oplossing‘biedﬁ;‘

behoren tot de z.g. "hyperbolische quasi~-lineaire partiéle D.V.- en.’ i

Door een substitutie uit te voeren is uit @én 2e orde
partiéle D.V. een simultaan stelsel van twee le orde partiéle D.V.- en
af te leiden: een z.g. "hyperbolisch stelsel", . V
Zo'n stelsel is ook het stelsel partiéle D.V.n., dat de voortplanting
van lange golven beschrijft. De hierna volgende afleiding van de z.g.
kaprakteristieke vergelijkingen is algemeen gehouden en Qordt in het

kader van het kollege b73A toegepast op de volgends stelsels:

o

[© Sh b-bg éh Sv  Sv. . . v/v/ o
g — - (v) —tve—t—=-gl-g-— (5-1)
dx A : 8t §x 6t C*R o

Sh b éh Sv

W o o == e N e = 0 (5-2)
§x. b_ &t . 6x |
8(pn) v Sv - v/l

g o WV fp e = - g 5 (5-3)

x dx 6t C*R '
gv &8(pn) g &(pn) §v  vg
— # g et == = = sin I | C (5-4)

02 6x e} &5t Sx a

Bij deze stelsels D.V.n. is sprake §an thee Qnafhankelijkﬂ‘variabelen

x en t en 2 afhankelijk variabelen h (resp. pn) en v. In de volgende
paragraaf wordt voor de eenvoud eerst aandacht besteed aan een egggte‘
orde partifle D.V. met twee onafhankelijk variabelen en slechts één af-
hankelijk variabele. Getoond wordt wat z.g. karakteristieken zijn. Tevens -

worden enkele, daarmee samenhangende begrippen, geintroduceerd.




5.2 |

5.2.1.

 Beschouw een eerste orde partiéle D.V.

cobfficiénten a, b en c eventueel wel van x,t en h afhangen, doch niet

PRINCIPE INTEGRATIE M.B.V. KARAKTERISTIEKEN

PARTIELE D.V.n. VAN DE EERSTE ORDE

&h &h
4 === ¢ b o = ¢
8§x §t

of anders geschreven:
~ah, + bh, = ¢ (5-5) |

Gevraagd h = h(x,t).

De funktie h(x.t) is voor te stellen” als een oppervlak (integraal-
oppervlak) in de (h,x,t)-vuimte,

In (5-5) kunnen a, b, ¢ continu differentiecerbare funkties zijn van
X,t en h. ‘ |

De differentiaalvergelijking (5-5) wordt quasi-lineair genoemd als de
van de afgeleiden van h. “

Hangen overigens a en b alleen af van X en t en is ¢ eventueel ook nog
lineair afhankelijk van h, dan noemt men vergelijking (5-5) lineair

(in h en h ). Het in feite op te lossen problegm is vooxr het eerst
door Cauchy (1789 ~ 1857) als volgt geformuleerd "Is het mogelijk een
op10381ng van een partigle D.V. te vinden 1n de vorm van een integraal-

oppervlak als van dit oppervlak één ruimtekyomme “ K . . gegeven is?"

Beschouw nu de &én of andere continu diffeventieerbare kromme f in de
(h4x,t)-ruimte, voorgesteld door de parametervoorstelllng x(p) t(p),

h(p), met p.als parameter. '

Verondersteld wordt dat deze kromme £ in het gezochte integraalopper-

vlak ligt.

In alle punten : .
van . deze kromme geldt de volgende relatie:

dh oh dx  oh dt ' o |
. el ] (5"6)
dp déx dp &t dp ' ‘

.. o8n she |
Hiepin zijn = en —— hellingsrichtingen (part. afgeleiden) van het
6x 8t




gezochte integraal-opperviak..g waarin de kromme £ lighe
Voor het beginwaardeprobleem van Cauchy is dan het volgende stelsel ver-
gelijkingen in hX en h  van belang:

e
a hx $ b ht =)
: @
ax dat dh
b = =
dp dp dp
of 4n . | ? b By ¢
matriz- ‘ . = (I1)
vorm § gi Ez by , di
P dp dp | dp
D .

: *“’*1 leert, twec

Ex z1wn nu, zwals de lineaire algebra

mogelijkheden voor wat batr@ri de waarde van de determlnant D

le T z‘": 0
2e D= qQ

Teder van deze megelijkheden zal nu onderzocht worden.

ad le D#0

(g aﬂ) -
Het stelsel 1ﬂﬁe€nau1ddg onLosbazr zmodat de par&lele afgelelden h en

h langs de kromme f kunnen worden opgelost, mits £ de bekende kromme K

é is, d.w.s. mits we de funkties x(p), t(p) en h(p) kennen.

Immers Kiezen we dan een p dan volgen X, t en-h en kunnen wo ook a, b

en ¢ (Funkties van x, t en h) bepalen. _ ,
Opm. Als h en h langs de hele kromme £ bepaald zxjn,kunnen we in prin-
cipe een andcre kromwe f“, in het 1ntegraal oppervlak én ln de nabij-

heid van f, bepalen. Di%. kemt nosr op sen differentic-methodes

ad 2¢ D =10

Het stelsel is afhankelijk (of stwijdig, hetgeen buiten beschouwing
blijft,omdat de kromme f in dat geval niet in het integraal-oppewvlak

ligt), zodat het volgende geldt:




5.4

a b at dx
= a %m-m'b -
dx dt dp - dp
dp dp
zodat:
dx
dt dx dp dw  a
8 e 2 e R e D cmim B e
dp dp at dt b
dp
. de  a
Men noemt — = — de kavakteristieke richting.
dt b
dx dt dh ‘ .
Tevens geldt —— : —- ¢ -—— = a(x,t,h) t blx,t,h) ¢ c(x,t,h). Wegens afhanke-
dpdp dp 14 jkhehd.

Dit geldt .echter niet alleen voor de gekozen kromme £, maar ook voor on-
eindig veel krommen. Deze krommen zijn alle oplossing van het stelsel-

differentiaalvergell jwangaiil

i
it

a{x,t,h)

A
l

= bi{x,tsh)

i

=z ax,t h)

I

- Dit stelsel noemen we "het kavaktewistiecke stelsel!.

Zo'n (oplossings=-) kromme noemt men 'een kavakteristieks" .

- Indien we een punt in de (x,t.h)-ruimte kiezen (dus 86n waarde vaor P,

dan gaat er &6n karakteristiek (de kromme £) door dat punt. .
g

« Fen bekende ruimtekromme van het integraaloppervlak, de kromme K

vormt een bepaalde verzameling van punten. Doox elk van deze




punten gaat &én karakteristiek (tenzilj = I <, ergens de karakteristieke
richting zou hebben).
~ De karakteristieken door de punten van | - K . spannen samen het gezoch-

te integraal-oppervlak op (zie onderstaande Figuur).

Onder het geval D # 0 vallen alle krommen, die niet de kavakteristieke

richting hebben. Hiertoe behoort dus ook de bovengenoemde beginkromme K.

Om de totale oplossing te verkrijgen, die aan een bepaalde beginu: &% rand=
voorwaarde (de "beginkvomme') voldoet, zijn de kavakteristieken zeer bruilk-

baar.

Opm. 1: Men dient goed voor ogen te houden, dat bij de hier besproken

oplossingsmethode tegelijkertijd spwake is van:

D = 0 langs de karakteristieken op het oppervlak;

D % 0 langs alle mogelijke niet-karakteristieke !'. . . -

kyommen op hat oppexrvlak.

Opm. 2: De kyomme £, liggend in het integraaloppervlak, kan zowel over-

eenkomen met een kavakteristiek als met een beginkromme.

Opm. 3: De oplossingsmethode m.Db.v. karaktcrlstme%ﬁn is daarom zo bruik~
. baar, omdat de partxele afgeleiden h en h nlet behoeven te

worden berekend om punten van het 1ntegraal oppervlak te vinden.

De projecties van de ruimtelijke karakteristieken op het x/t%vlak, wop-

den de sub=karakteristieken genoemd.
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Opm, ¢ Dat het aldus gevormde oppervlak oplossing is van ae diff. verw'

gclljklna (5=5), is ook nog als volgt in te zien.

Een vector m = (a, b, e¢f ~ met a, b en o funkties van x,t en h -,
die in een bepaald punt raakt aan de karakteristiek door dat punt, ligt
in het radkvliak aan het oppervlak, omdat de karakteristieken in het op-
pervlak ligpgen.

. N , . . . ' .
Uit de propaedeuse is bekend, dat een Hormaalvector in een punt van

het oppervlak hix,t), wordt voorgesteld door i = (hx,htﬁm 1).

De nopmaalvector T staat loodpecht op de raakvector i, dus W7 =T of

a . h K

P
b . h, Tz ahx # bhy, - ¢ =0, vat weer vergelijking (5~5) is.
C -1

Uit het oppervlak is blijkbaar de oorspronkelijke differcntiaalverge-
lijking weer af te leiden. Het hiervoor ngEIlDLLLPdE oppcrvldk is dus

oplossing van perich dJ'Ierent|adlv“rgolek1nu (5-5).




5.7

Voorbeeld uit de wiskunde 2

Gegeven i hhX + ht = 1

Gevraagd: De oplossing, die gaat door de beginiromme

xO = XQ(?) = @‘j

- . A
to = to(r) s op (A)
h, = h (r) = do

'!,J

met r als parameter. Hen pavametervoorsielling is nodig, om expliciete
uitdrukkingen te krijgen voor de (variabele) beginwaarden.

Oplossing: Het kavakteristieke stelsel luidt: (zie blz. 5.4)

dx dt dh
e By e ), e B
dp dp dp

met als algemene oplossingskrommen
e . T - B » 3 . 2 " L4 "
h=h, +p,t=t +p,x=x + h p ip©, waanin x,s t, en ho de

snijpunten zijn met de beginkromme.
Alle karakteristieken, die het integraaloppervlak opbouwen, worden dus

voorgesteld door:

.
X = v+ drp 4 %pg
t=E=r4p > (B)
h=4r+p

o

De pavameters r en p kunnen hieruit geélimineerd worden:

X = gzt t =X
o= — @Q) P & e Waarnd volgt
1= 3t 1~ %

- X + 2t - %tz

131

h
2 -t

hetgeen de oplossing is van de partidle differentiaalvergelijking, die




voldoet

Opm. 1.

Opme 2.

aan de gestelde beginy orwaacden.

. °

Dat de in het voorbseld gencemde beginkromme nergens de ¥
kapakteristieke richting heeft, hlijkt al uit de aendumdige
oplossing, maar iz ook als volgt @an te tonen.

Als de beginkromme epgens de ! karakteristieke richting zou heb-
ben, zou deze ergens moeten Same spvallen met ean gedeelte van
een karvakteristiek. D.w.z. ey zouden tenminste gén waarde van
p an een waarde van p moeten begtaan waarvoor geldt ddat daar-
bij:

it

én £ (ven de beginkromme) 5 2 (van de kavakteristiek)

1 3] 1 fr = i 11
t, ( y s ot ( )
it §t 11 141 Yoo 9 it it
h, )= hof : )
dax at dh dy . dt  dh
) o o . 3
en ; PR f' : ) . - — “ - i -
dr dr dn ~dp  dp dp
! / \ I
vV V

van de beginkromme van de karakteristiek

By zouden dus f@nmﬂnS[e een wasrds van 1 on gén waarde van p
moeten . b@staan$ waapvoor geldt (zie het stelsel vergelijklngﬂu

(A) voor de beginkromme en het stelsel (B) voor de kapakteris

tieken):

., " 1 2
én roE D+ PP v oAD"
én P oEopE D

n 1 : 13 e p)s 1l L

Het is duilelijk dat ex voor geen enkele combinatie van waapy
den voor p en r tegelijk aan deze vier vergeliikingen kan wei-

den voldaan. Lo

In de inleiding is gesteld, dat de kawvalt epLQtlekenmathodG et

methode is, waarhi] leugs kapakieris ‘t:wk@n e:,ntegmerd oL

v




5.9
Dit is als ‘ L ‘
volgt in beeld te brengen.ir isc een integraalopperviak in
de (x,t. h)-ruinte, waarin een ruimtekromme ligt, vcorgesteld
door de pdrdmegp»voowstw1lxn§§a(v0 bﬂ(r)gﬁ%(r)
De karakteristieken, voorgesteld door de parametervoorstelling -
x(p), t{p), h(p), snijden deze puimtekromme. Uit de kavaktenis-
tiekenoplossing (B) zijn de snijpunten met ‘de beginkromme te
bepalen door p = 0 te stellen. De oplossing voor p = 1 is nu
te bepalen door langs de verschillende karakteristieken op te
schuiven tot waar p = L. Op deze wijze beschouwd is de me~

thode een differentiemethode (stapijesmethade).

hé

. /¢ oplessing voor p=1
3 n}é»‘m?!np;n%. #d 're P“ 0

o« PFE =1

Opm. 8. Uit het feit, dat gewerkt werd met afhankelijke vergelijkingen,
dus D = 0, volgt nog dat de vector, waarvan de "determinant
van de coéfficiéntenmatrix nul.is, onbepaald is, dus- ook on-

bepaalde elementen heeft. Immers, de regel van Cramey zegt,

dat in

(3 a e # 6 & j x
11 "1z I 1 )

éa a e e a H
o1 Pop crece Bgy 2 !
? & B i ] L1
] % a " L]
@ P s K = s

i
v (2 L) & )
& 3 - & &
A a
nl  “n2 “nn *n In
- % N S .
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21t Yoz o0 Fop

> e ez ®
aanas
R o &>

a /. a
- nil Vi nn . Ciqs
Y, = : en, als de vergelijkingen af-
.L e
T )
hankelijk zijn = G
a,

a o B a- ¢ 0 a
21 ¢ ok ° n
L3 L a
L3 & 2
A 23 o
. . .

a a a
Nl nk “nn

De elementen x, ziin bij parti€le D.V.-n de partiéle afgeleidens
Het wordt dan duideliik, dat onder de karakteristieke voor-

waarden de partiéle afgeleiden onbepaald zijn:

. &8h ¢ . &h 4]
(zie blz. 5,5 (II)) == o j oew B ="

&% 0 bt 4]

Interpretatie

‘

Als D L0 Yunnen Ao nartiéle alfgaleiden &é}!& en wa&
B poomalinfi WY P VAR Sl gRA BT a% Jdo

allerlei Wearden aannemen , zodat een discontinuiteit in

de afgeleiden longs een karakberisbiek kan bestaale
w :

..,%%’%% \k\\
N
S

, A -
T e ™ i i

,%%:N\ e
Deze eigenschap ven kerakteristieken wordt vank vls uitgangs—

‘punt gekozen bij het opzetton van de theories




Voorbeeld voortplanting hoogwatergolf.

Onder sterk vereenvoudigende verondersteliingen blijkt de veowtplanting van een
hoogwatergolf te kumnen worden beschreven met de volgende “quasi lineaire eerste

orde D.V.™,

Ll

gmﬁn ég,uo
bh 9x

at

wlne

L 1 111 .
(zie: diktaat Lange Golven in Leidingen Deel I, blz. 4.23)

De totale afgeleide, naar een parsmetern p ia:

dz 20 dt 99 dQ
dp 9% dp 0ot dp

Gavraagd wordt de oplossing van de bovenstasnde D.V., die gaat door de begin-

kyomme ;

X =T to = (0 en Q0 = F(r), waarin F(r) nog nader te geven.

Het karakteristieke stelsel luidt: (zie blz. 5.4)

dx 9 de 2 4G

itelsiy = oo ER s wmd gm (),

dp bh * dp 3 ° dp

De algemene oplossingskrommen hiervan zijn:

fe= w-p S £ = @ . Voor het oplosséapvan x is nog een verband nodig tuseen
3 )

h en Q, omdaf in het geval van een hoogwatergolf @ een funktie van h ig.

3/2
£

1/2

pit verband iy Q = C b‘g h 1'%, =zodat h =




g f——— e
§ \ ax i A 1 \"/ 2 2

S5 X oo EH  om N e b Pt . C ! = ‘
Dan wordt i b Qe b%h £\ { Bﬁ RN

VWorden de beginvoorwaarden ingevoerd, dan bowwen de veolgende karakteristicken

het gevraagde integraaloppervlal op?

T 2
% w% Qe 1T w s tmgp g Q)

WOraen de p&fam ers p en ¥ geélimineerd dum volgt voor Q de uigdrukking?

A 9/%
1/3 lej "

5t 213 /3
Q= Fle - %? 9 8 / t / )

Dit iz een impliciete uitdrukking voor Q.

Uit deze uitdrubking is het zeor moeilijk @ expliciet op te lossen. Hievuit
blijkt, dat reeds bij eenvoudige vefgeli“' ngen mo&iiljkheden kunnen ontataan
bij het zoecken van een oplossing in gesloten vorm. In fysische problemen wordt
de beginvoorwaards vesk gegeven als een kromme die gemeten im en dus bestaat
wit een asntal (discrete) punten. Het blijkt vask moeilijk deze beginvoorwaar-
den te schrijven in een gesloten cunlyrische uwitdrukking, in welke pavameter

dan ook.

praktison wordt de karakteristieke methode dan ook toegepast als een grafische
methode (zie voorbeelden in 5.5.) of als een differveniiemethode zoals besgchrae-
ven in opm. 2 op blz. 5.%.

hsngezien de begluveorwaarde gegeven wordt op het tijdseip ¢ = £, (waarxrvoor

vaalk £, = 0 genomen wordt) enm in her algemeen gevraagd wordt naar de oplossing

op een bepaald tijdstip, is het voor de hand liggend voor de pavameter p de

¢ijd t te nemen, en voor de pavameter r de e

Bij de afleiding van de rarskteristicke vergalijkingen voor steksels, zal

hoofdzakelijk gewerkt worden met de gpeciale pavameters x en t en dus niet

meer met de algemene parameters p en ¥.
Een gevolg hiervan is, dat een beginvoorwaarde nlet meer gegeven kan worden

sle functie van % &n t,dsch. als funkiie van x op een begintijdatip © = £, .
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Het voorbeeld van de hoogwatergolf zal uu behandeld worden op de bovenomsgchre-
ven wijze.

Het probleem wordt beschreven door het volgende stelsel:

Q. 39 ,23Q _,. . 349 8 ,9Q
bh 9% 3%y O ofF  Fin sx e 0

dx 3Q . 39,49
dt

dt  Bx ot
De karakteristieke richting is dan: dx . 3 9_

Langs deze karakteristiek geldt dan %% = 0, dow.z. de totale verandering ven Q
is nul. , '
In de volgende figuur is geschetst hoe, uitgaande van eén beginkvomne, een mp%l
lossing Q(x,t) kan worden gevonden. » ' L

Het probleem voortplanting van een hoogwatergolﬁ, wordt in het algemeen ook be~

schreven door de volgendefdifﬁerentiaalvergelijking in de waterhoogﬁe he

b ok oh

8 u-g-mza 1 & 3 2 s fu '
= Vs t 3T 0 (zie blz. /.24 van het diktaet Deel I)

Het oplossen m.b.v. karakteristieken van deze vergelijking in h wordt aan de

lezer overgelaten.
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5.3

5,2.2. STELSELS VAN TWEE PARTIELE D.V.n VAN DE EERSTE ORDE.

Aangezien de voortplanting van lange golven wordt beschreven door twee
simultane partiéle differentiaalvergelijkingen, dient de in 5.2.1. ge-
geven afleiding voor karakteristicken uitgebreid te worden tot de
karakteristieken van stelsels van twee eerste orde partiéle D.V.n.

- Daartoe worden .de volgende vergelijkingen‘beschouwd.

oh oh v v
g B Qe b de= Foe (8)
oK at CoAs 3t
— (111}
ah ah v v
B oes t B o Qe g Do EE (9)
o% ot ox .ot
, =

Waarigva, b, ¢, d, e en A, B, C, D, en E weer funkties van x en t ziin
an ook'nog van h en v mogen afhangen.

Gevraagd wordt de funkties h(x,t) en v(x,t), integraaloppervlakken in

resp. de (hyx,t)-yuimte en (v,x,t;)Nruimte, te bepalen.

De vraag is nu om van het stelsel {L1I) de karakteristiekén te bepalen.

Hiertoe worden nu de eigenschapran bestudeard van cen kromme in het

h-vlak én een kromme in het v-vlak, die dezelfde projektie in het
(x,t)~vlak hebben.

De kyommen worden voorgesteld doori

v(p)

h = hip) =
= x(p) resp. = x(p)
= t(p) : t = tlp)

De projektie wordt voorgesteld door:

HH

%*(p)
t(p)

it

Voor deze krommen geldt:

dx  oh dat dh dh

ot s - e B e
dp ox dp ot dp
dx ov dt av dv

[EPRe P + woans etiesn = wwea

dp 9% dp ot dp
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Dan ontstaat het volgende stelsal:

ah ah ov v \\
A== * bhe= 4 == 4 4 =e
% , ¥t 9% ot
oh gh ov v '
A =t B e C w4 N e = B (IV)
o at % at S
dx dh dt  sh dh
L e 0 3 0 CJ—
dp ox dp ot dp
dx  ov dt  9v dv
0 $+ 0 T
' dp o dp 9t dp
M

: , ‘ . @eet ziin
Analoog aan 5.2.1. wordt gesteld, dat het stelsel afhankelijk Y& en dal

dus de hoofddeterminant D = 0.gesteld moet wordens

a b e d ‘
1A B ¢ D
' = 0, ofwel
X t 0 0
p P
0 0 b4 t
p P
b ol d a c 4
® B Cc D - A C D b=
P p
Q xp tp 0 xp tp

= % {b(Ctp *Dxp)wB(ctp ~dxp)} -t {a(Ctp »Dxp)—A(ctp ~dx) } =

2 2
b14 Bd-bD) + x_t ab~Ad + bC=Bec) + L Ac-aC) = 0
5 ( ) oo ( e) 5 (Ac-alC)

Noem nu:

w

1

Bd-bhD

w
)

al-Ad + bC~Be

3 Ac-al

-
1
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Dan ontstaat de volgende vergelijking:

2 2 # + & a

@y % %t £ = 0 en na eliminatiea v H
. 3] pop ytp ) uhs! an p
dx 2 dx

@) 4+ B o= + y =0

dt dt

: fan
Dit zijn vierkantsvergeliﬁkigg;zg xp, tp of x,_ met ‘twee oplossingen,

t
2

dx -B i\/s - ey dx oodx

(—) = - met (—) = Gl en (—) = @2

dt 1,2 2« dt 1 dt 2

Dan ontstaan de volgende mogelijkheden:

9 pedle karakteristieke richtingen -— : HYPERBOLISCH STELSEL PART. D.V.n
dt -

2 samenvallende " W . PARABOLISCH B ] )

2 complexe " " % . ELLIPTISCH " " "

TR A £,

De herkomst van deze namen is eenvoudig te verklaren. De ‘Analytische
Meetkunde van de‘?rcpaedeuse zegt, dat de kromme, waarvan het hogexe

graadsdeel van de vergelijking voorgesteld wordt doox

PXZ + QXY + RY? + ... = 0,cen

a) hyperbool is als discriminant Q~HPR > 0

b) parabool is ™ " Q2-UPR

11
<

! Q2-4pR

A
<

¢) ellips is "

Analoog noemt men het stelsel partidle D,V.-en (of de 2e orde part.
D.V.) hyperbolisch, parabolisch resp. elliptisch als de discriminant
van de karakteristieke vergeliijkingen (g2 - Mmﬁyigﬁbter dan, gelijk
aan resp. kleiner dan nul is. (Zie ook lit.2 blz. 511). '
Aangezien in de praktijk langs karakteristieken geintegreerd wordt in
het redle x/t-vlak, is het duidelijk, dat voor een elliptisch stelsel
de karakteristieken geen oplossing bieden. Ook een parabolisch stelsel
is niet met behulp van karakteristieken op te lossen, maar dit houdt

verband met de vereiste eenduidigheid van de cplossinge
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De oplossingsmethode “integratie m.b.v. kavakteristieken" biedt alleen

een oplossing voor de hyperbolische stelsels

Voorbeelden:

a) De potentiaalstyoom (tweedimensionale rotatievrije stroom), wordt

beschreven door de vergelijking wvan Laplace

224 57

Deze is equivalent met het volgende stelsel ﬁvia de substitutie -

o 2%
—— Y], s ©

v waaruit volgt
ax y ,

E— emmpoacn ¥ s
= B e

113

af te leiden: Hy -y 0 (wegens rotétievrijheid)

£t

u, kv 0 (continuiteit)

¥
du
coéfficiént van — rvesp, a =0 A =1
%
Ju.
] " R i bHh =1 B =z 0
oy :
Bv
t 1" R it o =-1 =0
- 9%
av
1} ) it . A d= 0 D= 1
By
a5 0 E=20
e
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De karakterisﬁigke richtingen .zijn dus complax, heﬁ stélsel'is
elliﬁtisch en kavakteristieken bieden geen Qplossing.'Fysisch be-
tekent dit, dat een discohtinuiteitr%ﬁa%%*@fg%i&%@&yf"f
1ijk ik, behalve in de randvoorwsardene

b) De trillende snaar.

= 0 die de beweging van
ot

een trillende snaar beschrijft, kan op ¢engelfde manier als oﬂder

De tweede orde partiéle D.V.

23% 2?¢
=
%

voorbeeld a) worden omgezet in een stelsel van twee eerste orde

payrtiéle D.V.

s = 0
Ut Yx
u, TV, = 0
2u
coéff, van -~ yesp. a = 0 A= 1
3%
‘ Ju
1] it I 11 ) e 1 B = 0
ot
v . ‘
" " 1 c = 1 ¢c=0 69 = ¢+ 1 dus twee reélec
8 152 et
P ‘ ,
karakteristieke richting.
v
" oo d=q D= -1 Het stelsel iz dus hypex-
ot
holisch.
e = Q E=0
zub- of

De karakteristieke richtingen leveven (grond)karakteristiecken

onder 45° met de x-as in het »x/t-vlak op. .
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Omdat bij de stelsels eerste orde partiéle D.V.~ en sprake is van twee afhanke-

1ijk veranderlijken, kunnen hier niet, zoals bij de enkele eerste orde par-

tiele D.V., de afhankelijk veranderlijken divekt &&ndutdig bepaald worden.

Langs de karakteristieken in het x/t-vlak worden dan ook niet h en v &8ndui-

dig bepaald, maar wel het verband dat tussen h en v in ieder van de karakteris=

tieke richtingen geldt. Doordat de partidle afgéleiden onbepaald (m& ziin langs

de karakteristiecken, is een relatie af te leiden tussen dh en dv.

ah sh av ov

g ==t b o b g Fd =
34 ot ox at
ah 8h v v
Aeeed B ot o + Do = f
ox 3t % 3t
dx 9h oh dh
T I ¢ T §
dt 8% ar de
) dx
dx Ov ov  dv Noem -
O 4 0 4w e b e B de
de 0% 3t de
a b ¢ d a
A B C D yv oL o A
D = A ] pEIT
y - *
k 1 0 0 S D 3
0 ¢ k 1 0

(5-6)

(5-7)

(5-8)

(5-9)

s
= ®
b
[ B = R < R

2.
<

Zoals gesteld in opm. 3 van blz, 5.9 en 5.10, zijn de partiéle afgeleiden onder

de karkateristieke voorwaarde onbepaald.,

Dit betekent, dat zowel D=0 als DLH‘ﬁ()°

D=0 = levert de karskteristieke richtingen %Ea
D111 levert een verband tussen dh en dv.

. av O . oh
Dezelfde resultaten worden verkregen als L.p.v. 5 of e

opgelost m.b.v. de regel van Cramer.




BB D boe | b oo d _
Do a1 &R o) e 1§ o] wx {BE D e o

' 0 dyv 0 ﬁi 1 o ¥ i

a db 4%
Uitmxrkgn geeflt ¢
' v

sdndh _p vl L)y dh Lo advl b (8-

At d+t d+ dt g dt

%{@,M 4,2{...%4{83.;«;;& «~ kbD + kKB4 Y @B - Ae = kWE + kBe
. d - { m(Amm.;)}+ E (a=bk)

Er pvesteert nu een gewone differentiaalvergelijking in h, v en te

dh a~bk ) dv a~bk (a-bk) S
s d H=B( g o $d=D( -y = e~E ) : (5-13)
at + A-Bk at A-Bk (A-Bk) '
dh
Het is duidelijk dat hieruit —— op te lossen is in ieder van de karakteris-
dv :
vier ’:1‘ /f"? e -’{,} (é\ § *é{y, 3 /} l&'fﬁ//'.l/:'/(in
. S~ Creplondn
. _ Cdx =B g VR Yy
tieke richtingen | X :; = als e en B gelijk O %ijn.
Qe : :
dh : . ‘
De aldus verkregen richtingen —- noemt men de " karaktepistieke verge-
- o dv '
lijkingen in het h/veviake
' dh :
Zo'n hellingsprichting -— geeft de verhouding tussen de bij elkaar be-
dv R o

horende veranderingen van h en v als in het (xt,t)-vlak langs de bijbe-
horende  Bub~kapakteristiek wordt bewogen.

Als woorbeeld wordt nu genomen de(sterg)vereenvoudigde bewegings- en

N

continuiteitsvergelijking voor de beschrijving van lange golven in een

open leiding:




f.
H

=
11

-2
1

sh oh
R et
ox ot

oh

ax
oh
ot
v
24

v

L st

ot

Bd - bD = 1

+ v

+ b
TESP.

1]

"

Ad ~ Ad + bC - Be =

Ac - aC = v2

~gh

dh g - 4V

s (e} e (1) 20

dt v~k dt

dh :

o T indien

dh h

— 4\ [ ‘indlien
. dv g

Voor
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avav

st e 2 ()
ax ot
oV
— s 0
ax
vis gen op Le ]GS sem "(«‘\“?“Ik’/d
S e hek e cen dusss Ione et o,
a = g A = v(/ yet (ﬂ&(’l.‘(‘](mg
o = v C - h
d =1 D=0
i
e = 0 E =0
@,
dx a-bk o
A E A Vgh j o 2 e  godat
dt PR )
»‘v

_ in het v/hevlak
en de karakteristiecke vergehio zijn:

\(‘-V(_YC b

d \/Cg\ o o‘l(‘gcd[td pret
e .

- - Wade o
—z v + Vgh .
dat
dx .
— ~~Vgﬁ
dt

de praktische uitvoering van de methode betekent dit, dat als men




zich in het x/t-vlak in de karakteristieke wichting -— = v + vYgh be-
- dt

weegf;'men zich in het h/v-vlak in de karakteristieke wichting

dh h ‘
e Z =\ Jeen moet bewegen.
dv g

KARAKTERISTIEKE VERGELIJKINGEN BETREFFENDE LANGE GOLVEN IN OPEN

LEIDINGEN.

Het is nu mogelijk om van de uitgebreide lange golfvergelijkingen de

karakteristieke vergelijkingen af te leiden.

oh v v v/v/

h  b-b, S
e A A A A Ib g e A
ax A ot o ot c2R
3h b oh ov '
LR e S s SR =0
ax b ot ax
8
sh
Coeff, van -~ as= g A= vy
by
3h . ~beb b
1] 1 — b 3u4m3 v B 2 e -
LY A e b
dv
ft " e o=y C = h
dax
av
" i - a = 1 D=0
At '
g v/v/
¢ = ~gl = = E =0

C*KR




5,22

b | 1

Bd=bD = — K  .‘
bs ' ' ‘ . .
- | h(b-b_ ) b dx Bt A\fB ey
aD-AdHhC-BE B =y mmeet e Y‘%% —= =
. A bs dat C Do '

R
11}

!

™
34

y = Ac-aC = v2 - gh

Met A = h . b levert dit de volgende karakteristieke. vergelijkingen:

ax b N

—= vt -§-gh-t'v2 (Lo —2) = k

dt b b
dv 2 n'b b | . .
| v E;° Bhpan vivl
— b PR N oy m
dt hy - v hk dt C™R

s
- dax
Opm. Vaak wordt voor -— de letter c van “celerity" gebruikt.
dt o

In de Formules dient dan k door ¢ vervangen te worden. .

Voor het bepalen van de kavakteristieke vergelijkingen in Q, moet in

dé algemene vergelijkingen voor de v Q in de plaats worden gezet.
. A ‘ >
sh  20bQ 2h ol 9Q o Q/Q/
[ &u——:-—“ ot o e wea D —et " = e
ax gh? ot gh ot b o2a%
8h . 3Q
e A =0
3t o
1 1
met &A= =
v2 ’Q2




Coeff,

H4

=
H

-
i

Zodat de volgende karakteristieke vergelijkingen ontstaan:’

Ook hier geldt weer, dat in het algemeen k door ¢ vervangen wordt.

Indien — << 1, dan is ~ << == en g

ah
van
9%

¢h

ot

Hhot

pRs—

gh

Bd-bD =

ab-Ad+bC-Be

Ac-aC = - 1

oo

133

b

-

2006Q

gA2

o

- 1

*?de

gh

0

&L

ghA

« oa/a/

- I St et

b o2 A%R

o~ SRR

dx Q

e e e

dt A
“dq

1
2 bS gA
(1) —
A
gh dh

. — = egAL < g

dt

a/al

C4AR

2
v

gh

over in:

QQ

I

gh

b

b

3

it

aan de karakteristieke vergelijkingen
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G 2h

dx A
U4 i ssrens oot
dat b

dQ dh
" s i bag e =/
dt dt

=t

bEi t
24 [— gh
b

) oo/
~ghT,, - g 5
b c2AR

2
v

geldig voor = << 1
gh

(,\\‘ 5 »(l” YD) i')
d @ b
e AN 4

1(;\r ' <
¢ ) oy T

ah

KARAKTERISTIEKE VERGELIJKINGEN BETREFFENDE DRUKGOLVEN IN GESLOTEN

LELDINGEN.

De karakteristieke vergelijkingen voox vonde, gesloten viceistofleidingen

uitgedrukt in de druk p.

1 Ip av 9V
— e R
p xR ox ot
v ap 1 ap ooV
s e R P— =0
x:;‘3 I 2 ot P o
‘ e 0
waaprin | == = ~ 4 -
o* }( W
; -
dd )
n *

Vervangt men in het

ap

codff. van ~—— a
st
ap

" 1 s b
ot
v

ft t S e
X
av

n ft . a4

algemene geval de letter h door p,

1

e

p

= =g ginl

[ o - . ) A
\ - B! ; Aot Ay ok
Vg e gl i ek
Lo ( Wi

‘De bewegings-resp. continulteltsvergelijking zijn voor dit geval:

1

/ V/ V/
e
b C'R

NI
io oo von 15;»2»:»\'“'»‘1é‘\v\g?‘ﬁ “('}' e

Lo, oo
\ TN P S !
N2 ey ERTIEI &N 1

/ e, i = Wiy
Dh?/v"‘lar wiab e [0 AN i

“/Jﬂn/l(’in te ©F oo

Lo J
;
= cndere

dan is de

v

é

resp. A ¢

)

5 ceg e B
[N Taaids Q‘,}




<

i

gl
£l

<
i

Dan

Bd-bD =

1

2
c

aD-Adt+bC~Be =

worden de

o
>

Ny
e
o0

‘ w/v/ ,
¢ 5 -g ginl,  -g e vesp. E = 0
o b ™ e?p
R
2v dz  -f +"\/’B ~lpecy
. A
c2 dt 2

dx

dt

+

L he'

dp

dt

O LC
v/v/
= -g sinl, =g e
b CQR

geldig voor vleeistoffen

Bij gesloten leidingen wonrdt meestal met het pidzometrisch niveau

gewerkt i.p.v. met de druk.
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De karakterdstieke vergelijkingen, uitgedrukt in het pi&zometmisch

niveau pn.

De bewegings- resp. de continuiteitsvergelijking ziin voor dit geval:

3(pn) 3v Qv v/v/
g R [ g e n»g .,mé,gm,,
ox ax at C™R
gv 3(pn) g 3(pn) av vg .
Ty e b s e = = 8in Ib
o] % ¢ ot Ix el

Denkt men in het algemene geval de letter h vervangen door (pn) dan is

‘ alpn) gv
de coé&ff, van as=g resp. A = 5
3% e
3(pn) g
1 " st O b =20 R
Loet o?
v
il " t I o= ¢ . t C =1
o ax
av '
1t 1t 1 —— d = 1 ) 1 D= 0
ot ' ,
viv/ . Vg
@ T g s H E = e gl
CQR . c2 b
] ..
« = Bd-bD = -
c2
. R
2gv dux =B ¢ VBT - ley
8 = aD~Ad+b(C~Bg = = ““ﬂi‘,)*“'"" g o e 52
a” ‘ dt 2e
2
g‘ff
Y & Ac-aC = »p— -
C‘,L
P

Dan worden de karakteristieke vergelijkingen:




dx

w2 v 1 o]
dt

dv g d(pn) v/v/
miw xwg 2

dt ¢ dt C°R

4o

e

vg

wee ginl

(s}

b

geldig voor vloeistoffen, .

P
en -— << 1
K

¢, dan worden de V@24.Re: esenvoudiger:

dx dv
—= = 4 ¢ en -
at dt

v/ v/

orff oo

c2R

geldig voor vlceistoffen

terwijl — << len v << ¢
K

Voor gasleidingen gaat de afleiding van de kavakteristieke vergelijkingen

geheel analoog asan die voor vloeiatofleidingen¢

Er zal daarom worden volstaan met het geven van de presultaten.

4

De kavakteristieke vergelijkingen veor gasleidingen.

dx

——= YVt C

dt

dv 1 4dp

ooty e Z = F smnlb
dt  pec 4t

Dit zijn dezelfde vergelijkingen als voor viceistofleidingen, alleen

de voortplantingssnelheid is verschillend.

- gelding voor gassen ter-
{ :@

wijl ¢p << - E

D

(o is gasconstante).

t
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HET TOEPASSLN VAN DE OPLOSSINGSMETHODL HINTEGRATIE M.B.V. KARAKTERISTIEKER"

3

De voortplanting van een lange golf in een open leiding.

De hievvoor beschreven oplossingsmethode zal nu teegepast worden op een

= <

~epolf, die wich wooriplant in een aan 2én zijde afpesloten bekken.
& 4 ks ]
Dit bekken Ligt aan zee en heeft een lengie van Y4.800 m en een breedte

relidk aan de stroomveerande breedte,

éfi

van 167 m. De bergende breedte is j

UV

dus' b = b_. De bodem is hgrizomtaalg dus Iy
w

Als randvoorwaarde voor s = 0 geldt geg. waterstandan op zee.Dezse funkile

is weevrgegeven op de ecerste bijlage. Deze randvoorwaarde geldt vanaf

.

1+ = 0, De randvoorwaarde aan de andere

’E)

zijde van het bekken voor s =
4,800 m wordt gegeven door het feit, dat het bekken daar afgesloten is,
dus v = 0.

Als beginvoorwaarden gelden op t = 0

= z 3,6 n w(x = S
By exican n(x,0) = 3,60 m en w(x,0) = 0 m/

VYoor het vinden van de toestand in een bepaald punt, dient te worden uit-

gegaan van de bekende toestand in twee andere verschillende punten.

De @nlge punten waar de toestand in het begin bekend is ; zijn die punten,

waarveor de beginvoorwaarden gegeven zijn. In het x/t-diagram zijn dit
e

hier alle punten waarvoor t = 0, Van hiepuit wordt dus gestart,

14

In punt 0.00 is de teestand bhekend nl. h = 3,60 men v = 0 m/s op t= 0.
dx iy '

In dit punt 0.00 is dan —— = v + «fh = 0 + 1f10.3, 60'= + 6 m/s.

dt 5

Dit zijn richiingen in het x/t-vlak. Doordat deze worden weergegeven

door rechte lijntjes met een eindige lengte, fungeren zij als benadering
voor een stukije karakteristiek. De "min-karakteristiek" wvalt hier buiten
het x/t-diagram, zodat alleen .de "plus-karakteristiek" ervoor kan zorgen,
dat de toestand in andeye punten berekend kan worden. Bij deze '"plus-
kaprakteristiek™ in het x/t-vlak, hoort de karakteristiek, benaderd decr

de karakteristieke richting

g v/v/
dv +\j~ dh = =g e dt
h C*R

met het plusteken in het v/h-vlak.

Uit het punt 2.00 gaan evenzo twee karvakteristieken met dezelfde

richtingen als die in het punt 0.00 (controleer dit zelf).
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De plus-karakteristiek uit 0,000 snijdt de min-karakteristiek uit
2,00 in het punt 1.02. De toestkand in het punt 1.02; wat betrefit
de h en de v moet uit het v/h-diagram volgen.
De term in het vechter 1id van bovenstaande karakteristieke vepr-
gelijking (t.g.v. de weepstand) vormt een kemplikatie. De v is nl.
nog niet bekend in het punt waarvan de toestand berekend moet wor-
den. |
Daaren zal steeds voor het verdisconteren van de weerstand de snel~
heid worden gebruikt in een bekend punt, waarin tevens de kavakterdis-
tieke richting bepaald wopdt. '
Voor het te bepekenen punt 1.02 bijv. is dit v = 0 (ult 0.00). De
(sub) karakteristieke richtingen in het punt 0.00 zijn

\/g* do R
dv + - dh = 0 of ook = & % = 0,60 8.

h dv 24

Deze karaktepistieken worden getrokken uit het punt v = O w/s,
h = 3,60 m in het v/h-vlak, waar dug punt 0.00 ligt. In het punt
2.00 heepst dezelfde toestand als in het punt 0.00, zodat dit punt
zich op dezelfde plaats bevindt in het v/h-vlak als 0.00.
De kapaktepistieken van de punten 0.00 en 2.00 snijden elkaar dus
in het punt v + 0 w/s,h = 3,60 m, ' ‘
De toestand in het nieuwe punt 1.02 is blijkbaar dezelfde als die
in de punten 0.00 en 2.00,
Bij het verder uitvoeren van de methode blijkt in de driehoek
0.00 - 4,00 = k.08 niets veranderd te zijn. In de punten van deze
driehoek heerst dus steeds de toestand v = B h = 3,60 (de rust-

toestand). Wordt nu uit punt 1.02 met de min-kavakteristiek naap
de 1ijn x = 0 gegaan, dan doet de sandvoorwaarde hier ter plaatse
haar invleced gelden. Immers, de randvoorwaarde zegt, dat in het
punt 0.04% de h = 3,40 m (de snelheid is nog ombekend). In het v/h-
viak wordt vuit het punt 1.02 met de kavaktepistiek ‘

dh
e = 4 0,60 8 naar de voorwaarde h = 3,40 m gegaan. De snelheid
dv

v bilijkt in 0.04 dan -0,33 w/s te zijn.

dx
Nu wijzigt ook de kavakteristieke wichting -~ = j;\ﬁﬁ? in
dh

d= e : .
e m v 4 AJR @ - 0,83 ¢ 4f3F = 0,83 + 5,83, in het punt 0.04. Uit
dt

het punt 2.04 in het x/t-diagram gaat nog de karakteristiek




dx. "
s D5 \ﬁﬁlz = 6 m/s.
dt "

Deze snijdt de karakteristiek uit het punt 0.04 in "het punt 1.06",

een punt dat blijkbaar iets meer naar x = 0 toe ligt dan de raail
x = 1,200 m, waar de karaktervistieken elkaar geaneden zouden hebben
als de v verwaarloosd zou zijn t.o.v. ~Jgh' Nu gaat voor de bepaling

van de toestand in het punt 1.06 ook de wrijving een rol spelen.

 Voor hetvbepalen van deze wrijving wordt de snelheid gebruikt in

het punt 0.04 dus v = -:0,33 m/s. Wordt C aangenomen op 50 m%éflg

"R= 3,40 men g = 10 m ﬁ”zg dan volgt voor de wrijvingsterm:

v/ v/ ~0,33 . 0,33 -y
5 = =10 T 4+ 1,8 . 10 .
C“R 2,500 . 3,40

W= -g

Uit punt 0.04 wordt (zie x/t-diagram) dt = 208 seconden verder ge-
gaan in de tijd, dus Wdt = + 1,3 . 207" . 208 = + 0.027 m/s. De
karakteristieke richtingen in het punt 1.15 van het v/h-diagram
ziin dan:
dv = 3 il dh + 0,027 = + 1,71 dh + 0,027,

h
Dit kunnen lijnen zijn, als sen dv en dh opvat als differentie-
grootheden. Deze lijnen ziin wvan het type y = mx + n. Deze sub-
karakteristieken hebben een helling '

dh )
- = ¢+ 0,584 maar worden over een afstand evenwijdig aan de v-as
dv

Wat = 0,027 m/s

naar rechts (of naar links) verschoven. De hier van toepassing
zijnde subkarakteristiek snijdt de subkarakteristiek
dh

e % 4 0,60 uit punt 2.04 in het punt 1.06, waar de toestand nu af-
dv

gelezen kan wordens he= 5410 ™ en vEs . o,B% e

In het x/t-diagram zijn nu weer met behulp van deze toestand de
karakteristieke richtingen in punt 1.06 te bepalen en de Sub-
karakteristieke richtingen met weerstand in het v/h-vlak. Na’bew
handeling van het punt 3.06 en voldoende aan de randvoorwaarde

in »x = 0, velgen de plaats en de toestanden in de punten 2.06 en

0,08, Op deze wijze voortgaande is voor leder tijdstip in het
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bekken .de toestand te bepalen.

De toestand in het bekken .wordt, bepaald aan de hand van de bereken-
de toestand in discrete punten.

Wil men zekerheid hebben over de toestand in tussenliggende punten,
dan‘'zal men het karakteristifkennet dienen te verdichten. Hoe fijnew
de mazen van- hét’ karakteristiekennet, hoe beter de benadering zal
zigne

" Het is duidelijk, dat het op de bovenomschreven wijze meenemen van
de weerstand veel rekenwerk met zich meebrengt. Neemt men de wWeer-
stand niet mee, of discretiseert men de weerstand als een speciale
voorwaarde bijv. aan de mond, dan is de karakteristiekenmethode

zZeeyr eenvoudlg uit te voeren, en draagt deze methode In grote mate
bij tot het inzicht in het verschijnsel "Lange Golven'", '

Deze laatste benadevingswijzen komen ter sprake in de oefeningen,

die bij het vak "Vliceistofmechanica b73A behoren.
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5.5.2. De voortplanting van een drukgolf in een gesloten leiding,

Bij het hierna te behandelen voorbeeld van de voortplanting van een druk-
golf in een gesloten leiding, wordt een andere methode om de weerstand te
verdisconteren gebruikt, dan in het voorbeeld, dat onder 5.5,1. is be-
handeld. A
In het navolgende zal namelijk de weerstand worden gediscretiseerd aan
het begin van de leiding, zodat deze als randvoorwaarde aan het begin
gaat gelden. Deze methode is 68k toe te passen in het geval van voort-
planting van lange golven in open leidingen. Deze methode blijkt aanzien-
1lijk minder vekenwerk te vergen dat het continu meenemen van de weerstand.
We beschouwen een gesloten ronde leiding, waarin in de stationaire toe-
stand water stroomt, met een gemiddelde snelheid v = 0,78 m/s.
Daapvoor moet, volgens de wel van de Chézy, een pidzometyisch niveau-
verschil aanwezig zijn van'.

¥ 2L ~ Ak
A(pn) = Ah = —~— _ immers iz v = CYRl' en I & w=— ,

c?r

In ops geval nemen we een leiding ~ lengte van L = 4.000 m.
De doorsnede D = 0, 40 m, zodat de hydrau;ische straal R = %D = 0,10 m is.
De weerstandscoéfficiént van Chézy C = 40 mz 571, A
In stationaire toestand is er dus een piézometrisch niveau-verschil tussen
begin en eindpunt van de buis van 15 m. We stellen b= 50 m en h2 = 35 m,
De wrijving langs de gehele buiswand geven we weep door aan het begin- |
punt ean vernauwing éanwezig te veronderstellen, die juist hetzelfde vep-
lies aan piézometrisch nivean veroorzaakt als de wriiving lan
buiswand. Doordat we een instationaive toestand zullen vevoorzaken door
het sluiten van de leiding aan het einde, zal de snelheid van het waten
veranderen, zodat ook de wrijving steeds zal vepanderen. Het concentreren
van de wrijving aan het begin van de buis pesulteert dan in het ver-
anderlijk zijn van het verlies aan piézometrisch niveau., Als randvoor-

waarde links hebben we dus niet h = h1 = 50 m, maar een verband

buis 1
tussen v en h nl.

v L
h, = wese— = 50-25 v/v/.

buis 1 1 CQR

h

Dit zijn 2 parabolen, die voor v = 0 aan elkaar aansluiten en waarvan de
tak voor v < 0 convex is vanwege de modulusstyepen en de tak voor v > 0
concaaf. Zie fig Lb. van de bijlege. De weerstandsterm in de karakteris-

tieke vergelijkingen is nu dus geliijk aan nul te stellen. De weepstand




is als randvocrwaarde ingevoard; aan het begin treden <ok intreeverliezen

op, deze zijn echter klein *.o.v. de wrijvingsverliezen en worden hiep

dan ook verwaarloosd {kontroleren).

Aan de rechterzijde kan de buig wopden afgesioien met sen klep, waarbi]
een "slultingsprogramma' kan worden gevolgd, zocals dat is weergegeven in
ng;i.Q‘ van de bijlage. Dit ziin randvoorwaarden, die in Werkelijkheid
continu in de tijd veranderen maar in de benadering gediscretiseerd wopr-
den, door de afname van de uvitstrowmopening b.v. plotseling te veranderen

op een aantal tijdstippen. De vandvoorwaarden rechts zijn dan als volgt:

- S e /2 )
Q= v.F = mAh.~ 2gAh2 zodat Ahz = “;£—¢ ..... [ jen als de coeff, m = 1,
, 2o
P2 ;
hyis o 5 By b AD, = 35 ZX%L X; i m bev.ve het ref. vlak.
2g

Dit zijn een aantal parabolen in het eerste kwandyrant van het v/h-vlak.

£ o»

Onze twee noodzakeliijke rendvoorwaarden zijn nu dus bekend evenals de

beginvoorwaarde nl. de stationaire toestand.

We nemen tenslotte nog aan, dat de buis hopizontaal ligt, zodat Ib = 0,

Onze karaktevistieke vevgelePingen sordan dan:

d= dv g dh
e B ok Qoen b= e E 0
dt dt ¢ dt

Omdat de voortplantingssnelheid o afhankelijk is van de eigenschappen
van buis, buismateriaal en vlceistof, dienen deze nu bekend te zijn.

We verondeprstellen dat de buls sen wanddikte heeft van slechts

w = 1,7 1079 ™ on van een staalscort is gemaakt, die een elasticiteits-
modulns B = 2. 10M W/n? heeft. De diameter D = 0,40 m. De viceistof is
water met een soortgelijke dichtheid p = 1.000 kg/m8 en een kompressie-
modulus K = 2. 109 N/mgk Ex volgt dan voor de voortplantingssnelheld van

een drukgolf

e 5750 10/8

Tk I
“ /B
4,000

Bij een buis van 1.000 m, is dan de looptiid v/d golf 1 = w—e—— = 5,35 &
750
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De kavelkteristieke rdchtingen worden mnv
ax .1
e = o 750 m/s, indien dv = 4 e dh,
at 5

Voor de eenvoud van uitvoering kiezen we de ansen et schalen uosls 46

asngegeven op de bljlage. ¥én wan ds voordslen ven deze keuze is, dat

de plus-karakteristiek in het x,t-visk dezelfde "wichting" hesft als

de exbijbehorends min-kavskteristick in het v,h vilak.

We beginnen in het punt 0, waar de tosstand bekend is nl. de beginvoor-
R T gl iy

waarde "statlonalre tosstand" wmet }Z = 35 wmer.v 2+ 0,78 w/e. Dt oweoet

overeenkomen met de randvoorwaards op %% 03 € 2 0 schuif 100% opes.

Dit blijkt te kloppen. Voor de duldelijkheld i hat gedselie vondam
h, =8 m v=0,78 m/ 8 vergroot W@ﬁ@gég&?&“ inafig.ﬁﬁb Ye vertrailen nu

met de plus-kavekteristiek uit 0 naar de ra;d TYasyas op punt L. Ham

blijkt dan dat de toestand in punt 1 niet verandend iny hetgesr logiscid
ig, omdat de v*at;enal ¢ tosstand dzay nop niet iz veranderd. Gz woor 1
zelf na dat veor alle punten in de driehosi 6 = 14,000 - 1. hetaslife gelos,
We gaan nu vanuit puot 1 met de plus-kapskie epistiek namp punt 2,

He marken nu op, dat aldaar de pandvoorwasrde gewiijzigd is, 49 scnulf ls

nu nog mazy voor 40% guopeﬂd it geeft een parabool in het v/h-visk . vaseen
langs de nmin-kaprakteristiek door het punt 1 tot wasy dsze de bedogide

kpowmme TUO%Y open snijdt@ Dit pur i geesft de toestand in punt 2 waer en

het blijkt, dat door het gedeelteiiik sluiten van de opdning de druk Al

daar iets vevhoogd wordi.

~4

Nt g g el
f.

Vervolgens gaan we in het x/t-~vlak Jcngf de min-~kavakteristiel ull punt

“-

2 naar punt 3, dus naar de yundvooy W¢a£a£ _die de daay pecoreentresids

Fial

wrijving weergaeft. In het v/h-viak gasn we dan langs

0

plus-karakteris

el

tiek naay de R.V.W. links., Hiewuit blijkﬁgd& toattanG on-
middellijk rechis van de daar asngebrachie (depkbeeldipe) versawding. Zo
voortgaande, vinden we de toestand in de punten 6 en 7 ve ovarhiengen

[=3
naar het grote disgrem van #ig Ab.0. Daav gasn we op dexe féc manier ta

':,C‘:
«f
Q
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*
g
js
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Ty
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<
brd
=
Y
o
AR A
i
b
&
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fal}
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g
hid
&
Fal

1

werk, daarbiii cr weloverwogen sovg

voorwaarnden rechte goed in te vospsen.

Na in punt 9 aan de pendvocrwaands links veldasn te hebben, hHilijkt het

geheal afeluiten van . de opening, dus R.V.¥W. wechis ig au v £ 0, te wesyl-

teren in een grote deukverhoging, Was in punt £, duz bij de afsliviler op
£ = 8 maal de locpriid, de dyuk slidesar 42 w, 2 looptijden ¢ later (pind
10) is deze daar 86 m gewerden., Het varders prodes woprdt ny boheiwet dopr

twee randvoorwaavrden: links de Ywrijvingsvernsuwing®, mechiy da vesciaso-
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de v = Qv

Voortgaande langs de karakteristicken blijkt de wrijvingsrandvoorwaérde

er de oorzaak van te zijn, dat de druk tegen de afsluiter steeds vérder
afneent: de drukgolf wordt gedempi. |

Het sterk verhogen van de druk door het plotseling geheel sluiten van de
opening noemt men "waterslagh, Het is duidelijk, dat dit scort situaties
uiterst schadelijk kunnen zijn voox de viceistofleiding. In de praktijk
28l dan ook een ander sluitings-programma gevolgd moeten worden, dan het
hier gebruikte. De methode der karakteristieken is een zeer bruikbare
methode om verschillende programma's te testen.

Opi.

In het behandelde voorbeeld is zonder de toestand in tussengelegen punten
te berekenen, van de ene randvoorwaarde naar de andere gégaang
De‘toestan&'in de tussengelegen punten wordt bepaald door het karakteris-

tiekennet te verdichten zoals besproken is in voorbeeld 5.5.1.

De Kooman

e Varspuy

Delft, april 1974.
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Hoofdstuk 6 DE HARMONISCHE METHODE

6.1.
6.2.
6.3.

6.4,
6.5,
6.6,

Inleiding.

Het lineariseren van de differentiasal-vergelijkingen.

Het oplossen van de lineaire D.V. volgens de enkelvoudige
Harmonische Methode.

Toepassing van de enkelvoudige Harmonische Methode.

Het berekenen van de voortplanting vea z.g. seiches in een haven-

Het principe van de meervoudige Harmonische Methode. bekken.

Dit gedeelte zal t.z.t. worden opgenomen in het diktaat
TLANGE GOLVEN IN LEIDINGEN

DEEL 1T
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6.1 INLEIDING.

Het beste inzicht in een verschijnsel verkrijgt men gewoonlijk door een
analytische oplossing van de differentiaasl~vergelijkingen. Voor een
handelbare analytische oplossing moeten de differentiasl-vergelijkingen
echter aan bepaalde eilsen voldoen.

70 zijn bijvoorbeeld voor lineaire vergelijkingen met konstante codffi-
ciénten in een aantal gevallen gemskkelijk analytische oplossingen te

vinden.

Tn dit hoofdstuk worden analytische oplossingen besproken, waarbij veron-
dersteld wordt dat het op te lossen probleem een periodiek karakter he eft.
Bij verschillende golf-problemen is dit hel geval (getij-golven, seiches),
doch er doen zich twee problemen voor:

1e de differentiaal-vergelijkingen zijn niet-lineair;

2e de op te lossen funkties hebben niet de vorm van é8n enkele ginusvormige

funktie.

Verondersteld wordt nu eerst dat de differentiaal-vergelijkingen wel

lineair zijn. Dat wil zeggen dat in de vergelijkingen bijvoorbeeld in
h en Q, alle termen lineair zijn in:

sn b Q. 99
By @ 55 o 3% 0 38 O Bt
Als dat zo is dan kan men ook voor funkties met een betrekkelijk wille-
keurig verloop oplossingen geven.
Omdat de vergelijkingen lineair zijn kan men nl. gebruik meken van het
beginsel van superpositie. De funkties h en Q (of h en v) worden opgevat
als een som van sinusvormige funkties. Men kan voor elk van deze sinus-
vormige komponenten een oplossing vinden. Achteraf wordt de gezochte op-

lossing verkregen door de oplossingen voor alle komponenten te superponeren.

Opm.: Om een indruk te krijgen van de mogelijkheden ven een dergelijke
aanpak kan men b.v. 2 harmonischen bij elkaar optellen. Zet b.v., achtereen-

volgens op schaal uit:

~ . ~ 2T
h1 = h1 sin wt , met hy = 0,50 m en ® = T H
~ T
h, = hy sin (2wt - K2) , met h, = 0,20 m en &, =5 3
h = h1 + h2

en

LR
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6.2

\
en
h1 = h, sin wt , Zle boven
>, o~ 'n‘
= i - = (0, K o= =
h3 hy sin (3wt K3) met hy = 0,30 m en Ky = 7 3
h = h1 + h3

In paragraaf 6.6 wordt het principe van een benadering, wasrbij de funkties
worden opgevat als reeksen van harmonischell nader besproken.

Daarbij zal blijken dat het onder le genoemde feit een belangrijke beperking
geeft bij het uitvoeren van dat principe, omdat de oplossingen voor de
verschillende komponenten elkaar beinvlioeden.

In 6.2 en 6.3 wordt eerst een oplossingsmethode besproken, waarbij ver-
ondersteld wordﬁ dat de funkties h en Q overal slechts &én sinusvormige
funktie bevatten. Als dewc veronderstelling wordt gemaakt spreekt men

wel van de enkelvoudige Harmonische Methode.

In 6.2 worden eerst de differentiaal-vergelijkingen lineair gemaakt.
De in 6.3 besproken snalytische oplossing wordt in paragraaf 6.4 toege-
past. Daarbij wordt voor een konkreet probleem een getallenvoorbeeld ge-

geven.

Een belangrijke toepassing heeft betrekking op de voortplanting van z.g.
seiches in een havenbekken. Zoals in 6.5 zal blijken leent de Harmonische
Methode zich bijzonder goed voor het onderzoek nasr resonantie-verschijn-
selen. Daarbij kunnen in de praktijk zelfs vri]j ingewikkelde sytemen

/ . ~ta s f - AN el 21 S 2o s et S mn v d A Py
{met spiitsingspunten e.G.) Op overzichtelijke Wijze worden berckend,




6.3.

6.2. HET IL,INEARISEREN VAN DE DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN.

70als in hoofdstuk 2 (deel I) is afgeleid kan men de voortplanting van een
lange golf in een open leiding beschrijven met een stelsel van twee simultane
partidle differentiasl-vergelijkingen.

De continuiteits~vergelijking wordt vaak uitgedrukt in h en @ 1.p.v. in

h en v.

Tn dit hoofdstuk wordt voor de bewegingsvergelijking eveneens een vergeli j-
king in h en Q gekozen. Gezocht wordt naar een oplossing voor het volgende

stelsel D.V.n:

- de continuiteitsvergelijking (2-11)

(6-1)

2Q o |
3s b5 ' en

- de bewegingsvergelijking (2-17), indien verondersteld wordt dat de

bodemhelling I

gelijk nul 1s.

b
o _ 1 29 1 alal \
ds gh 3t cea?r I

b5, -~

Indien wordt uitgegssn van de vergelijkingen (2-11) en (2-17) dan impliceert
dat een santal veronderstellingen, die in hoofdstuk 2 worden omschreven.

Ter wille van de eenvoud wordt in het volgende gewerkt met de vergeli jkingen
(6-1) en (6-2).

Indien we de niet-analytische uvitdrukking Q]Q| even buiten beschouwing

laten, zijn deze vergelijkingen reeds niet lineair, omdst de fakbtoren

1 ‘o
b — en "§lﬁ— varibrein met 4& piad
? ghA C=ZA<R e

o van de

waterstand. Deze Ffaktoren zijn dus funkties van s en b©.

In het algemeen zal het dwarsprofiel van b.v. een rivier~arm in de
s-richting vrij grillig variéren. Daaruit volgt dat de grootheden
A, b, R{en in principe ook C)variéren in de s-richting.

In de praktijk overwint men deze moeilijkheden door een dergelijke rivier

in een aantal (niet te grote) vakken te verdelen. Voor elk vak wordt een

voor dat vak representatief dwarsprofiel vastgesteld. Nadat een z.g.

schematisatie is uitgevoerd mag men de drie hierboven genoemde faktoren
(veor een bepasald vak) konstant stellen in de s-richting. Deze aanpak wordt

ook bij andere oplossingsmethoden gevolgd.

Omdat de faktoren nog wel afhankelijk zijn van de waterhoogte zullen deze

nog met de tijd veriéren.




(6-3)

(6-1)
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6.k,

Bij het afleiden van bovenstaande vergelijkingen is reeds verondersteld
dat de hoogte wasrover de waterépiegel varieert klein is t.0.v. de gemid-
delde waterdiepte. Uitgaande van deze veronderstelling is de volgende be-

nadering mogelijk, waarbij voor elk van de faktoren een gemiddelde waarde

wordt bepaald. '

Voor het representatief dwarsprofiel van een bepaald vak worden bij de ge-
middelde waterstand de grootheden b, A en R bepaald.

De juiste bepaling van de coéfficiént van de Chézy vormt in de praktijk een
apart probleem., Het blijkt in veel gevallen noodzakelijk deze grootheid door
"ijken te bepalen (waarbij het verloop van het debiet Q moet worden gemeten!).
Hierop wordt op deze plaats niet verder ingegasan.

We werken verder met de konstante faktoren:

b(h) = bgem - b
L -+ 1 -+ m
eh gAgem.

o () YW
C<AZR C2A°R ' ge.

De vergelijkingen (6~1) en (6-2) gasn dan over in het volgende stelsel:

oh Q.

N T m yali W Q}QI
9Q _ oh

55~ " P 3t

In de volgende paragraaf wordt een oplossing volgens de z.8. Fnkelvoudige

Harmonische Methode besproken. Dat is een ANALYTISCHE oplossingsmethode

RS- P G P Y 4
1ijk is als de D.V.n LINEAIR zaign.

a

b B s ] = ke
ale allcoeil o

g
. . . . s d
Dit wil zeggen dat elk van de termen linealr moet zlju 1in h, Q, 52
3

Sh  9Q Q
3t * as °T Bt

Beschouwen we de vergelijkingen (6-3) en (6~l4) dan zien we dat nd het voor-

gaande alleen de weerstandsterm nog een niet-lineaire term is.

De modulus~strepen geven san dat de term van teken wisselt indien de
funktie Q van teken wisselt. Een analytische oplossing voor de hier be-
schouwde vergelijkingen wordt pas mogelijk indien men er in slaagt de

weerstandsterm te vervangen door een lineaire term:

- k—Q

De vraag is nu wat men het best voor de konstante k kan invoeren. Dit

probleem is het eerst door prof. dr. H.A. Lorentz opgelost.
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6.5
Voor periodieke problemen, waarbij de funktie Q mag worden opgevat als een

enkelvoudige sinusvormige funktie:

Q = @ cos (wt - ¢)

wordt in het "Verslag Staatskommissie Zuiderzee" beschreven op welke wijze k
kan worden bepasld (1926). Deze benaderingswijze wordt hierna in het kort
beschreven, waarna enige aandacht wordt besteed aan de interpretatie van

het resultaat.

De arbeidsvoorwaarde.

Het kriterium dat door Prof. Lorentz werd gesteld kan als volgt worden ge-
formuleerd:

"Bepaal k zodanig dat de arbeid, die gedurende een gehele periode verricht

wordt, voor de beide termen gelijk is™.

De weerstandsterm uit de bew. verg. (6-3) heeft de dimensie van een verhang,
hetgeen kan worden opgevat als een VERVAL per eenheld van lengte s. Als
we deze term met pg vermenigvuldigen krijgen we een druk (d.w.z. een kracht

per eenheid van oppervlakte) per eenheid van lengte:

! |
P8 GOAPR alal L‘N/mg/nﬂ = N/m3J
De arbeid, die gedurende een gehele periode wordt verricht, ken nu worden
uitgedrukt als: fT
Y. (kracht ) (weg)
0

Volgens de arbeidsvoorwaarde moet gzlden (indien we door pg delen):

T T
[« alal ae = ¥ 0 de
|y G5 <%

{ e
J
O

ol

4

Indien voor Q gesubstitueerd wordt Q = Q cos wt en omdat voor ds kan worden
Q

geSchreven; ds = v dt = dt, vindt men achtereenvolgens:

T 5 T
[oedaa . [
O @]

=l
oY

<

Indien we stellen A = Agem dan valt deze grootheid eruit.

T ’ T
Eal ) /\2 [~ 2
W Q3 wf‘ 0052 wt cos wt ‘ dt = k Q )F cos wt 4t
0

"0




6.6

We vinden dan voor k:

F o
. Jo cos“wt/cos wt/ dt

wa T cos® wt 4t =

k

O

w
2m 5 2
Jg/cos ot/ cos™ wt. alwt) :;j

k=w @ = W Q

w

cos” wht. d{wt)

2T 5
j‘. cos” wt.d(wt) 5
o iw( cos” wb.d(wt)

/

| =

(cos3Wt + 3coswt)
R fo " a(wt)

kil

? ®
j (cos? t + 1) a(wt)

N E

1 . )
o o - +
v (3 sin3wt + 3sinwt) 5
2

(sin2wt
2

&
N
o N

Voor k wordt na invoering van de integratiegrenzen gevonden:

8 14 =
(6-5) Kk = §;‘<§232§) Q

245, -




(6-6)

0]

2hs. -

e

o2

N 0,85

6.7

De waarde %;~ % 0,85 wordt "het getal van Lorentz” genoemd.

We zien dabt behalve dit getal in de uitdrukking voor k ook voorkomen:

~ een gemiddelde waarde voor de faktor w in de weerstandsterm én

- de amplitude van de funktie Qf

Voor het bepalen van de faktor k dient men dan ook een goede indruk van de
gezochte oplossing te hebben.

Dit feit masakt het noodzskelijk dat een berekening wordt uitgevoerd als
een ITERATIE~PROCES.

Voor de eerste berekening zal men (voor elk van de verschillende vakken)
de onbekende amplitude @ zo goed mogelijk schatten.

Uit de resultaten van de eerste berekening kan men een betere schatting
voor de grootheden @ verkrijgen. De berekeningen kunnen nu opnieuw worden
uitgevoerd. Indien nodig zal men daarna de berckeningen nog één (of twee)

keer herhalen.

Het is mogelijk de hierboven beschieven benadering volgens Lorentz nader
te interpreteren m.b.v. een figuur, die hieronder is weergegeven.
Voor de funktie QIQl wordt geschreven Q2 cos wt cos wt| .

In het voorgaande ging het er om het verloop in de tijd van de funktie

cos wt ! cos mti i

zo goed mogelijk te benaderen met een funkiie ¥ cos wh.
In fig. 6-1 is het verloop van de funktie (6-6) uitgezet tegen de tijd
(dikgetrokken 1ijn), terwijl ook het verloop van de funktie cos wt is

weergegeven.




6.8

Het is mogelijk om de funktie cos wt | cos pt] te benaderen met een

reeks van Fourier:

=]
1

cos wt | cos wt]=32a_ + I (a_ cosnwt + b sin n wt)
o n n
n=1
Tndien men deze reeks afbreekt bi] de termen met n = 5, dan kan men de

volgende coéfficiénten bepalen:

8 8
‘3‘1? % 0985 3 &3 = T‘a‘,‘"" ﬂf’ 0917 en a's = 1057 ,’{J; - 0502

e o R T
terwijl blijkt dat a, = &) 0 en b1 b3 bh b5 0. = Ba -

In de figuur 6.1 zijn de componenten van de reeks van Fourier met stippel-

a, = 0, ay =

lijnen weergegeven.

De benadering volgens Lorentz geeft . - een resultaat dat overeenkomt
met de eerste cos-term van de bovenstaande reeks van Fourier.

Met behulp van figuur 6.1 krijgen we een goed beeld van de nauvkeurig-

heid van de linearisering volgens Lorentz.

Opmerkingen:

1. In deze paragraaf werd een open leiding beschouwd. Het is natuurlijk

duidelijk dat ook bij een gesloten leiding het lineariseren van de

weerstandsterm (noodzakelijk voor een analytische oplossing) op de-

zelfde wijze kan worden aangepakt.

2. 1In de kolleges b73B "Getij-berekeningen” wordt aan het lineariseren
ven de differentiaal-vergelijkingen nadere aandacht besteed.

Teneinde enig inzicht mogelijk te maken in de invloed van het niet-

lineaire karakter van de D.V.n wordt in dit hoofdstuk onder 6.4 het

principe van de z.g. meervoudige Harmonische Methode besproken.

In de volgende paragraaf 6.3 wordt voor de gelineariseerde D.V.n:

’ _3_}_’1___ _QQ_ 1
(6"“7) BS“'"mat—ﬁQ

99 _ oh
(6-8) 5s © T P 3t

een analytische oplossing besproken.

2h5,




6.9

6.3 HET OPLOSSEN VAN DE LINEAIRE D.V.n VOLGENS DE ENKELVOUDIGE HARMONISCHE
METHODE.,

In deze paragraaf wordt een analytische oplossing besproken voor het in

6.2 verkregen stelsel van twee lineaire differentiaal-vergelijkingen

(6-7) en (6-8).

In zeer verschillende vakgebieden ontmoet men verschijnselen, die met
lineaire differentiaal-vergelijkingen kunnen worden beschreven (zie b.v.
de kolleges Alg. Mechanica I (b8) en Alg. Mechanica II(b9)).

Bij het oplossen van dergelijke D.V. is het gebruikelijk om met expo-

nentiéle funkties te werken.

Zo8ls in het volgende zal blijken krijgt men te maken met uitdrukkingen,
waarin complexe grootheden voorkomen. Het 1ijkt daarom zinvol om eerst

nog enige aandacht te besteden aan de zin van het rekenen met complexe

funkties. Daarbij kunnen tevens enkele eigenschappen van complexe getallen
worden genoemd. '

Voor een meer volledige informatie t.a.v. complexe getallen wordt verwe-
zen naar handboeken (Analyse) of het stencil "Complexe getallen” dat wordt
verstrekt bij het kolleg b9 (verkrijgbaar bij de concierge).
2

dy 2

Beschouwd wordt even een gewone lineaire D.V.: a§§~ + 0y =0

waarin 6 een redel getal is.

Als we hierin substitueren y = Ceax, vinden we de volgende karakteristieke
vergelijking: a2 + 82 = (

Hieruit volgt o=+ if; , waarbij i = V1.

De algemene oplossing van de D.V. wordt dus:

gy = C1€ i6x Cge ~i6x

In deze algemene oplossing kunnen de konstanten C1 en 02 nog elk¢

waarde hebben (ook complex). De gevonden oplossing is blijkbaar de som

van twee complexe oplossingen.

25,




6.10

7o0als ook uit fig. 6.2 blijkt is de som van twee complexe grootheden

die elkaars complex toegevoegde zijn, een reéle grootheid.

/M

21 sin 6x iex

T2 cos 0%

i0x
(de complex toegevoegde van e )

103
Re { oe” Y} = 2 cos 9x

Men kan m.b.v. reeksontwikkeling aantonen dat de volgende vergelijkingen

gelden:
i 6x ..

e = cos Ox + 1 sin 6x
-10x% _ .

e = cos 6x - 1 sin 6x

Uit deze betrekkingen volgt dat resp.:

i0x ~16x
e e

Q
o
15!
f<>]
>

i

—~

il

cosh 16x )

18x% -10x%
e - e (
2i

sinh i6x .. ) - _]’5;,«,17 o

sin 8x =
i

. . w -10%

De oplossing voor y (zie terug) is dus reéel als Coe * de complex toege-

. -16
voegde 1s van C1e * x.

Men kan eenvoudig aantonen dat ab = a b.
Omdat elex = e-—lex (zie fig. 6.2), moet dus gelden C, = C,.

Indien C1 reéel is, dan moet 02 gelijk zijn aan C1.

U5, ~
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We kunnen de re&le . oplossing als volgt schrijven:

10x
y = Ce + ce
.. , i0x . . .
Hierin staat cc voor de complex toagevoegde van Ce . Deze uiltdrukking

voor y willen we nog tot een meer gebruikelijke vorm herleiden.

Als C redel is kunnen we schrijven (zie ook fig. 6.2)

y = C(elex + cc)

y = 2 C cos bx

Als C complex is, b.v. C = a + ib = |c|e”

uitdrukking afleiden:

(arg°C)D dan kunnen we de volgende

y-= 2|Cleos  {ox + (arg.C)}

In de laatste uvitdrukking kunnen we de faktor 2 met |C| (de modulus~waarde
van C) combineren.
Dit betekent dat we gebruik maken van de volgende gelijkheid:

16x

fe..
Ce - + cc = Re {2Ce 9%y

. Passen we dit in een bepaald geval toe, dan geeft dat aanleiding tot iets
eenvoudiger uitdrukkingen. In het voorbeeld komt dit als volgt tot uiting.
Nadat we voor een complexe oplossing vinden:

i0x

* . " . ..
y=C e , kunnen we ineens voor de reele oplossing schrijven:

# 16 % 4
y = Re {C eF Y = |¢Tlcos {0x + (arg.Ch)}
Vergeleken met het bovenstaande is o* gelijk aan 2C.
Na deze opmerkingen kunnen we het oplossen van het stelsel partiéle
D.V.n (6~7) en (6-8) nog inleiden met de volgende opmerkingen.

Bekend is det aan deze D.V. wordt voldaan door periodieke funkties

n(s,t) en Q(s,t), die op verschillende manieren kunnen worden uitgedrukt.

ous5, -




(6-10)
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Bijvoorbeeld voor de funktie h(s,t) kunnen we drie uitdrukkingen onderscheiden:

1e h(s,t) = al(s) cos wt + b(s) sin wt

2¢ n(s,t) = h(s) cos {wt - x(s) }, waarin h = V al+pe
- b
en Kk = arc tg a

3e h(s,t) = Re {he(s) elwt}

n(s,t) = Re {(a(s) e~i¥(8) ¢ 10ty

In deze uitdrukking wordt met hc(s) een complexe funktie h van s be-

doeld, die een dubbele informatie bevat namelijk betreffende de amplitude

his) &n de fase-hoek k(s) van de funktie h(s,t).

We kunnen de complexe funktie h.(s) nog alsvolgt uitdrukken:
hc(s) = h(s) {cos {~ k(s)} + i sin {-k (8)}}
Het verband, dat door de uitdrukkingen (6-9) onder 2e en 3e en (6-10)

gegeven wordt, is een afspraak waar we ons in het volgende aan houden.

We stellen de oplossing in de vorm van e-machten, omdat dit een-
voudige bewerkingen geeft. We vinden dan complexe oplossingen, die zelf
geen direkte fysische betekenis hebben. Omdat we te maken hebben

met lineaire D.V., geldt het beginsel van superpositie.

Aan dit beginsel ontleent het complex rekenen zijn waarde. We

kunnen narelijk reéle. oplossingen vinden door superpositie van

complexe oplossingen.




(6-11)

(6-12)

In het volgende wordt een analytische oplossing behandeld voor het volgende

stelsel simultane partidle differentiasal-vergelijkingen:

oh 2Q

35 & -~ mgy - ka (6-T)
9Q  _ oh g
5s © TP g (6-8)

Hierin zijn zoals we in 6.2 gezien hebben m, k en b konstante faktoren.

De funkties h en Q zijn funkties van de onafhankelijk varisbelen s en bt

h(s,t) en Q(s,t).

D%fferentiéren we (gm7) naar s dan krijgen we:
0% (s,t) . _ . 2%Q(s,8) . 20(sit)
dse 3t 9s 9s

Differentidren we (6-8) naar t dan geeft dit

0%q(s,8)  _ _ 2%n(s,t)
s 9t a2
. 2q(s,b) . 22q(s,t) . :
Door uit (6-8) —5 =~ en ut (6~12) 55+ be substitueren in

vergelijking (6-11) krijgen we de z.g. "telegraaf~vergelijking” .

(6-13) ‘

t N 3

2 2 Sh Sl oh
8%n(s,t) _ 9n(s,t) dh (s,t) b T kb
SS?B‘ = mb a.é,__j '— + kb 5t Dt o% ob

(6-14)

(6-15)

Opm.: Door h(s,t) te elimineren in plaats van o(s,t) is een vergelijking

in Q(s,t) te verkrijgen van dezelfde gedaante. Een dergelijke vergelijking

komt, zoals uit de naam blijkt, ook in de elektrotechniek voor,

Volgens het principe van scheiding der variabelen kunnen we in verg.
(6-13) substitueren:
n(s,t) = H(s). G(t)

2°e( %)
2t

9 a(t)
3 0t

3°H(s)

+ kb H(s)
9s

We vinden dan: G(t) =mb H (s)

Als we nu beide leden van deze vergelijking delen door H(g).G(t) dan

geeft dit:

H(s) _mb_ 9%G(t) , _kb_ 3 &
8 G(t) ate alt) 9




(6-16)

(6-17)

(6-18)

2h5. -

Volgens verg. (6-15) moet het linker 1id (een funktie van s) voor alle
waarden van s en t gelijk zijn aan het rechter 1id (een funktie van t).
Dit is alleen het geval als beide leden gelijk zijn aan een konstante.

We noemen deze konstante, die eventueel complex mag zijn, r2.
Opm,: We zullen later zien wat de fysische betekenis’ is van deze grootheid r.

Uit verg. (6-15) volgen dan twee vergelijkingen, waaraan tegelijkertijd

moet worden voldaan:

2
Qsﬂéﬁl - H(s)r2 = 0

S
2
mb-a———g-g%%*—+kb -8—(:1%%)—--(}(‘5)1'2:0

Een oplossing voor (6-16) is te vinden, door te substitueren H(s) = ce®.

Dit geeft de volgende vergelijking waaruit o kan worden opgelost (indien
as

Ce ~ # 0):

2
o =-1r =0 — a=+r

Dus twee gelijke wortels met tegengesteld teken.

De algemene oplossing voor (6-16) wordt:

rs -rs

H(s) = C,e” + C.e
1 2

o . B, . it
Voor de algemene opiossing van verg. (6-17) stellen we al{t) = CBe
en substitueren dit in deze vergelijking:

iwt 2 . 2
Cge (mb 0™ -~ kb wi+1r") =0

Omdat C, e 1wt # 0, volgt hieruit de volgende "karakteristieke
2

vergelijking":

r2 - kb wi + mb w2 = 0




(6-19)

(6-20)

(6-21)

(6-22)
(6-23)

ohs,

6.15

Hieruit kan r worden opgelost:

=+ Vomb o® +kbowi

1,2
We hebben dus twee gelijke complexe wortels gevonden met verschillend teken:
I‘,] =y en r2 = e T , \,-,/(,\!CI*L\:} - \/~ N N A '

Met het bovenstaande is een complexe oplossing voor h(s,t) gevonden:

_ v rs -rs iwt
hc(s,t) = H(s). G(t) = (C1e F Coe ) Cqe .
Als we stellen
(C1ers + Cze_rs) C3 = Ci e % 4 CII e "%, dan gaat deze laatste uitdrukking
over in:
: - Lwb iwt
b (s.t) = {o, "% +c__ e} e’ = 5) e
c E] T II ( hC() e )
th(sst) rs ~rs wt
Uit verg. (6-20) volgt ook 5 = iw (CI e " + CII e ) &3

Als we deze uitdrukking in de vergelijking (6-8) substitueren,

krijegen we:

30(s,8) - 4 (40 (c. &S 40 e T Jluty

ds I IL

Integreren we deze vergelijking naar s dan geeft dit:

(e e - c e TSy oMY 4 p()

NMa +) = -
A AN I A

Omdat verondersteld wordt dat Q(s,t) alleen bestaat uit een periodieke
funktie (met de frguentie w), is hierin £(t) = 0.

Voor Q(s,t) vinden we dusm Jde volgende complexe uitdrukking:

Qc(s,t) . _buw?1 (c R R elwt

iwt
r I ‘ IT )

(=0q.(s) e

De redle oplossingen, die worden gezocht kunnen we nu als volgt uitdrukken
(zie (6-9)):

lwt
n(s,t) = Re {hc(s) s’

i

als,t) = e {a (s) &%)




(6-2k)

(6-25)

b5, -
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In deze uitdrukkingen komen complexe funkties van s voor, die zoals

blijkt uit de oplossingen (6-20) en (6-21) voldoen asn de volgende ver-

gelijkingen:

- rs -1
hc(s) Cpe *Cpe

_ bwil rs ~rs
QC(S) e { C; & ~ Crp e }

De faktor elwt, die de periodieke variatie in de tijd aangeeft, is zonder
meer hekend. Deze faktor kan dus bij de berekeningen verder buiten be-

schouwing blijven, om later aan de complexe oplossing te worden toegevoegd.

Als de complexe funktie hc(s) en Qc(s) berekend worden m.b.v. de uitdruk-
kingen (6-24) resp. (6-25), dan zijn de gezochte re8le funkties te verkrij-
gen door volgens (6-22) en (6-23) het redle deel te nemen van hc(s,t)

resp. Qc(s,t).

Opm. De relatie tussen de redle funkties en de complexe funkties (zie

afspraken (6-9) en (6-10) zal vooral duidelijk worden, indien in 6.4 een

toepassing wordt beschouwd.

ey . .

Na het voorgaande gaat het nu in de eerste plaats om de funkties hc(s)
en Qc(s) te bepalen. De konstanten CI en Cr; in de uitdrukkingen (6-24)
en (6-25) zijn in het algemeen complex en kunnen worden bepaald uit

twee noodzakelijke randvoorwaarden.

Beschouwd wordt een gedeelte van een leiding:
ecen vak met een lengte As = L, waarvoor aan dén zijde (s=0) zowel hc(o)

als Qc(o) gegeven zijn (zie fig. 6.3).

h, (o) hc(L)

3, (] 0, (1)

T {

{ 1

s =0 s +S s = L

g\ NN (E—
fig. 6.3




(6-28)

(6-29)

(6-30)

(6-38)
(6-3%)

2hs, -
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Uit de vergelijkingen (6-24) en (6-25) volgt voor s = 0 resp.:

CI + CIi

b ow i
r

H

, (0)

}

i

Q. (0) {co -c

IT

Als we uit deze vergelijkingen C. en

I CII oplossen vinden we:

-2 I
C 3 hc(o) 2y o1 QC(O)
= 1 R S
CII 2 hc(o) + 3 T QC(O)

Substitueren we deze beide uitdrukkingen in de uitdrukkingen (6-2L4) en
(6-25) dan krijgen we:

n(s) = {3 0(0) - Foir Q (0} ™+ {310, (0) + 5o Q0 e
ag(s) = - 28 [ (0) - 3 5y 9,(0)) €™ -

1 [ 1 r -IS
3 n (0) -} 0 (00} &7

bw i

We kunnen deze vergelijkingen nog herleiden tot

- oo r 1 .
hc(s) hc(O) cos h rs - sin h rs QC(O)

o (s) = - n_(0)

L gin h rs + cos h rs QC(O)

De vergelijkingen (6-28) en (6-29) seven voor s = L de volgende uitdrukkingen:
i hP(L) = cos h rL hc(O) - sin h rL QC(O) i
|
|

ey e

Q. (L) = cos h rL  Q_(0) - bwi

sin h rL h (0)
C (o]

Dit laatste stel vergelijkingen staat bekend als de "yierpook-vergelijkingen".
[ [}

Ze leggen een verband tussen de hC(O) en QC(O) aan de ingang van een vak

en de hc(L) en QC<Q} aan de 'uitgang van dat vak.

Men schrijft het stelsel (6-30) en (6-31) wel in de vorm:

]

hc(L) L, b (0) + M QC(O)

v

1

QC(L) N, hc(o) + 0, QC(O)




waarbi) dus gesteld is: Lv = cos h rL
M = - —— sin h rL
v b w1
N_= - bos sin h rL
v r
‘0 = cos h rL.
v

De hier gedefinieerde grootheden Lv’ Mvﬁ‘Nv en Ov worden de vakkonstanten

genoemd.

De grootheid rI, vordt de voortplantingskonstante van een vak genoemd.
De voortplantingskonstante per lengte-eenheid langs de s-as is r. Deze
grootheid wordt nu wat nader beschouwd.

In het voorgaande was de uitdrukking (6-19) gevonden:

(6-19) r, o, =+ V. mbor v ED® L

1,2

Als we stellen

r=7p+ ig dan kunnen we na kwadrateren schrijven:
p2 - q2 + 2pgl = -~ mb w2 + kb wi
. 2 0 Y
Hieruit volgt: p ~q = - ubw
- kb w of - kb w
Pa ) q 2p
Quvhata+tnoran we a Adan vinden we
A AW KD Wl VA G L LA 4 el _—aaiaaa =
2 52@3&2 + mb w2 = 0
1Y Ip

Als we dit verder uitwerken dan kunnen we p als volgt uitdrukken:

-
2 \
-~ mb w2 + Vﬁ? b2 wh + k2b2 mg
P = 5
e, / R 2 \
(6-33)  p =+ ol VF \/ -1 +\/1 + (o)
kD

Men vindt voor g vervolgens: ¢ =

TV iR
(6-34) g =+ (x)\/mb\l§ AN -+\/1 + (&—n—)
Zowel voor p als voor ¢ vinden we afgezien van het + teken, een positieve

reéle grootheid.

245, -




(6-35)

(6-36)
(6-37)

245, -
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Substitueren we in vergelijking (6-20) resp.:

r =p + iq en - r = ~ p ~ iq

dan gaat deze uitdrukking over in:

- (p+iq)s (-p-ia)s iwt
hc(s,t) = {CI e tCppoe } e of
" ps igs iwt | ~mg _-igs _iwt
hc(s,t) CI e’ e e + CII e e @
De term CI &P 198 ¢ Wb CI e P el(wt as) veschrijft een golf, die

zich voortplant in de negatieve s~richting. Als men de tijd t wat laat

toenemen dan moet men een stukje in de negatieve g-richting verplaatsen
i(gs+wt)

om dezelfde waarde van (gs + wt) en dus van e te vinden.

et4s geeft de fase-verschiiiing weer als funktie van s; q is de faktor
voor de Fase-verschuiving per eenheid van lengbe langs s.

eps geeft de demping weer t.g.v. weerstand en berging; de golf

loopt in de negatieve s-richting, dus deze term wordt inderdaad
kleiner; p is de faktor voor de demping per eenheid van lengte

langs s.

ps gmias b Crp e P8 e(mt—qs) beschrijft een golf, die

zich voortplant in de positieve s-vichting.

De term CII e

De oplossing volgens (6-36) bestaat dus in het algemeen steeds uit de som

van twee lopende golven. De grootte van de beide golven wordt bepaald door

de waarden CI resp. CII’ die volgen uit de randvoorwaarden (zoals we hebben
gezien in het voorgaande).

Opm.: Het is mogeliJk dat &én van beide konstanten nul is, dan is er slechts
sprake van één lopende golf. In het algemeen is dit echter niet het geval,
omdat (parti&le) reflektie plaats vindt door een obstakel (b.v. stuw)

of door profielwijziging.

Ook de uitdruxking (6-21) voor Qc(s,t) is met het in (6-35) gestelde te
schrijven als de som van twee golven.

De waterbeweging op een bepaalde plaats (norizontaal Q(s,t) en vertikaal
h(s,t)), die we berekenen resp. in de natuur meten, is dan ook steeds de

resultante van twee interfererende golven.




6.20

6.4, TOEPASSING VAN DE ENKELVOUDICE HARMONISCHE METHODE.

Om de in 6.3 behandelde oplossingsmethode te illustreren wordt in deze
paragraaf een eenvoudige berekening besproken. Gezien het bijzondere
karakter van de methode betreft het een lange-golfprobleem, waarbi] de
funkties h resp. Q (of v) in de tijd verlopen als &én enkelvoudige sinus-

vormige funktie.

Beschouwd wordt eerst een gedeelte van een open leiding, waarin zich een
periodieke lange golf voortplant. Verondersteld wordt dat men te maken
heeft met een prismatische bak, waarvan de lengte niet te groot is, zodat

het gedeelte als &én vak mag worden behandeld.

In 6.3 zijn voor een dergelijk vak de vierpoolvergelijkingen afgeleid,

die onder de volgende figuur worden gegeven.

(1) (2)

+g f'i.g. 6.’-\l ]

W

\/

De positieve s-as is gekozen ven (1) naar (2), de vergelijkingen (6-32) en

(6-33) geven dan:

(6-38) h(2) =L h (1) + MVQC(1)

(6-39) @ (2) =n_n (1) +08 (1)
De verschillende mogelijke problemen kunnen gezien de vergelijkingen

(6-38) en (6-39) worden onderscheiden in 3 gevallen:

e h(1) en Q(1) bekend
2e h(1) en Q(2) "
3e h(1) en h(2) i

Hierna zal van het geval ad 3e een getallenvoorbeeld worden gegeven.

Tn de vergelijkingen (6-38) en (6-39) komen hyperbolische funkties van

een complex getal voor.

L5, -




(6-40)

(6-h1)

(6-l2)

(6-13)

L
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cos h (pL + iqL)
sin h (pL + iql)

cos h rhL

it

sin h rL

Deze funkties kunnen worden berekend, door splitsing van reéle en imaginaire

delen. Daarbij zijn de hierna volgende regels van belang.
cos h (& + 1 h) =cos hacoshih+sinh a sin hfg
coshi b =cosbensinhib=1sinb

Dus voor {(6-40) kan men schrijven.

cos h (a+1ih)=coshacosb+isinh asin b.

it

sinh (a+1ib)=sinhacoshib+coshasinhib

Voor (6-42) kan men schrijven:

ginh (a+3ib)=sinhacosb+icoshasinb

Voorbeeld:

Stel dat bij een bepaald probleem van één vak alle noodzakelijke gegevens
bekend zijn en dat de funkties h(1,t) en h(2,t) bekende periodieke funkties
zijn. (1) (2)

f
i

fig. 6.5
Het verloop van de waterstanden op de beide vakgrenzen 1s gegeven t.o.vV.

cen referentie-viak dat overeenkomt met de gemiddelde waterstand:

n(1,6) = 0,00 + n(1) cos {wt - k(1)}

n(2,8) = 0,00 + n(2) cos {wt - k(2)}

if

De hoek frekwentie w, de amplituden n(1) en h(2) en de fasehoeken k(1)
en k(2) zijn gegeven op bijlage 6.1 blz. 1.

De vakkonstanten van het vak kunnen worden berekend Lv’ Mv’ Nv en Ov'

De funkties h{1) en hc(2) worden bepaald.

Met (6-38) en (6-39) kunnen achtereenvolgens de grootheden Qc(1) en QC(Q)
worden berekend.

De berekeningen zijn uitgevoerd op bijlage 6.1, terwijl de resultaten

zijn verzameld op bijlage 6.2.




Bijlage 6.1  blz. 1,

Voorbeeld *oepassing Harmonische Mathode.

Gegevens vak (1) - (2) : (1)
(2) 3 P P
.
= = 500 m’
i L = 5000 m
Gemiddelde diepte t.0.v. de gem. waterstand 5,00 m;
Stroomvoerende breedte bS = pergende breedte b = 300 m;
Vaklengte L 5000 m;
1 -
Coéfficiént van de Chézy C = 50 nzg” ]
Van de genoemde randvoorwaarden h(1,t) en h(2,t) zijn gegeven:
h(2) = 0,60 m, «(1) = 100° en h(1) = 0,50 m, k(1) = 105°.
De periode W = LUT00 s ,zodat de frekwentie w= g%-= 1,405 10”“ rad/s.

Geschatte wiarde voor de amplitude van het debiet in het midden van het vak
Qe =800 1 5"
en =

Volgens (6-33) is:

P =(»\ﬁ;;7\ : VL1 +\1+ (%5)2'; 0,1862 107"

I

U wooe bl ir’f“’;t‘!.({

Voor ¢ vindt men dan a = 0,2738 10~
Dus rL = pL + igL = 6,0931 + 0,1362 i en vel TmER A

cos h pL = 1,0043 cos qL = 0,9907
gin h pL = 0,0932 sin gL = 0,1365

Bij het bepalen van de vakkonstenten wordt rekening gehouden met (6=41)

en (6-43).

Men vindt achtereenvolgens:

Lv = cos h L = cos h pL cos gL + i sin h pL sin qL
0,9950 + 0,01271

Mv = - EEI' sin h rL =

-3
~ (0,6195 - 0,4418 1) 1072 (0,0924 + 0,1370 i) = (=0,1205 - 0,0482 i)10

2h5 .~
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Bijlage 6.1  blz. 2.

wi .
N =~ —;l- sin h rL = - (1,0526 + 0,7160) 103 (0,092L4 + 0,1370 i) =

+ ©.8900~ 0,2104 10°

Q

i}

v = b, = 0,9950 + 0,0127 i

Uit de gegeven randvoorwaarden volgt:
h (2) = 0,60 {cos (~100°) + i sin (~100°)}
0,60 {~0,17365  +i (- 0,98481) }

it

4
1]

- 0,1042 -~ 0,5909 i

i
1]

0,50 {cos (-105°) + i sin (-105°)}
0,50 {--0,25882 + 1 (-0,96593 1}

n (1)

|SH

-~ 0,1294% - 0,4830

It
i}

Uit (6-38) volgt nu dat:
{ha(2) ~ Ly he (1)}

Q (1) = M
N
q (1) = ({=0s1042 - 0,5900 &) = ( + 0,990 * 0,0127 i)(~0,1294 - 0,4830 i)}
¢ ’ (-0,1205 - 0,0482 1) 1073
0,018 - 0,1087 1,” 3
-'_0’1205 - 0,0)4’82 itO = (051792 + 038303 1)10
Uit dit resultaat voor Qc(1) volgt: (1) X 850 m3/s en ¢(1) = 282°11°

Uit (6-39) volgt:

it

QC(E) N, hc(1) + oV Qc(1) = ( g§900~40,21oh 103 1)(~0,1294 - 90,4830 1) +

(0,9950 + 0,0127 i)(+ 0,1792 + 0,8303 1)10° =

ﬁ 0,1017 + 0,0268 i) + (o 1678 + 0,8284 1)\103 =

[(+o 0660 + 0,8552 1)] 10>

Uit dit laatste resultaat volgt : a(2) & 860 m3/s
¢(2) = 274° 25'

Opm.1. De randvoorwaarden bij dit getallenvoorbeeld zijn willekeurig gekozen.
5. De eerste schatting die voor Qgem werd gemsakt was Qgem 500 m3/s.
. s - 3 .
3. Nu vinden we,bij een schatting Q. ., 800 m”/s ,

Q(2) Z Q1) _ 860 ; 850 n 855 m3/s.

4. Men zou de berekeningen nog een keer kunnen herhalen voor een

. -~ - 3
schatting b.v. Qgem 840 m>/s.
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Bijlage 6.2.

Voorbeeld toepassing Harmonische Methode.

(2)

OVERZICHT RESULTATEN

3 4
+s << -
r=7p+iq = (0,1862 + 0,2738 i) 10”Ll
rL = pL + igL "= 0,0931 + 0,1369 i
L, = 0,9950 + 0,0127 i M = (-0,1205 - 0,0482 i) 1073
N, = (+0,8900 - 0,210k 10° 1) 0, = 0,9950 + 0,0127 i
VAKGRENS (2) VAKGRENS (1)
hC(Q) = -0,1042 - 0,5909 i | n (1) = -0,1294 - 0,4830 i
ﬁ(z) = 0,60 m, k(2) = 100° 2(1) = 0,50 m, k(1) = 105°
q,(2) = (~0,0066 + 0,8552 i) 10 q (1) = (~0,1792 - 0,8303 iy103
Q2) 8860 m/s, $(2) = 274° 25! Q1) ¥ 850 m3/s, ¢(1) = 282° 11

Opm. 1.

Met bovenstaande grootheden is een eenvoudige kontrole mogelijk

door uitgaande van gegeven h(1,t) en Q(1,t) de funkties h(2,t) en

Q(2,t) te berekenen.
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De toepassing van de Harmonische Methode komt blijkbasr daarop neer, dat
voor een bepaald vak van twee bekende funkties de amplitude en de fase-
hoek wordt ingevoerd en van twee onbekende funkties de fase en de ampli-
tude worden berekend.

Het verloop van de funkties in de tijd ligt van het begin af aan vast.

Opm.: 1. De complexe funkties bevatten dubbele informatie, namelijk be-
treffende de amplitude en betreffende de fasehoek.

2. In paragraaf 6.5 wordt een probleem ad 2e besproken, waarbi]

naast h(1,t) de tweede randvoorwaarde gegeven is als Q(2,t) = 0 voor alle
waarden ven t.

3. Vanzelfsprekend zal men bij de meeste praktijkproblemen niet
kun nen volstaan met een schematisatie tot slechts &&n vak. In het kollege
DT3B wordt besproken hoe een benedenrivier (-engebied, delta) of een
havencomplex kan worden geschematiseerd tot een systeem van takken en
knooppunten.
Voor ieder vak geldt een stel vierpool-vergelijkingen. Het komt er op neer
de vakken aan elksar te schakelen, waarbij aan "splitsingspunt-voorwaarden"
moet worden voldaan.
In het kollege b73A wordt hierop niet verder ingegaan.

4, Het verdelen in niet te grote vakken is ook in het geval van
een onvertakte prismatische open leiding nodig.
In de gelineariseerde weerstandsterm komt in de faktor k ondermeer de

amplitude van de funktie Q (in het midden van het vak) voor.

Teneinde de weerstand voldoende nauwkeurig te verdiskonteren zal men de
vaklengte dienen te beperken.

Voor berekeningen in de praktijk kan men b.v. denken aan een maximum vak-
lengte van_kizl_1/50 maal de golflengte. In het algemeen is het verstan-
dig om de invloed van de veklengte na te gaan door bij een bepaald probleem

de vaklengte te variéren.

Voor nadere gegevens betreffende de toepassing van de Harmonische Methode
voor getij-problemen kan worden verwezen nasr de bij dit gedeelte van het

kollege behorende oefening k.

In het kollege bT3A wordt deze oplossingsmethode toegepast teneinde de voort-
planting van z.g. seiches in een havenbekken te berekenen. (zie volgende pa-
ragraaf 6.5). Dasrbij zal duidelijk worden dat de verhouding tussen de
golflengte en de lengte van het bekken van groot belang is voor het golf~

verschijnsel.
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6.5 HET BEREKENEN VAN DE VOORTPLANTING VAN 7.G. SEICHES IN EEN HAVENBEKKEN.

6.5.1. Inleiding.

2hs5, ~

In een haven, of langs de kust in zee, kunnen doorlopend getijwaarne-

mingen worden verricht m.b.v. een registrerende peilschaal. Een dergelijke
peilschaal wordt meestal zo gekonstrueerd, dat de golven met een hoge fre-~
quentie (windgolven) worden uitgedempt.

Tndien men de waarnemingen bestudeert, dan blijkt, dat zich veelvuldig sto-
ringen in de normale getijbeweging voordoen. Deze storingen zijn van tweeérlei

aard.:

1. langzasam verlopende storingen, die een gevolg zijn ven opstuwing van het
water door wind (windeffekt, verloopt meestal over meerdere dagen).
2. snel verlopende storingen, die veelal worden veroorzaakt door snelle

veranderingen in de meteorologische omstandigheden.

Het opvallende wat betreft de laatstgenoemde storingen ig, dat de water-
spiegelvariaties, die in een havenbekken worden geregistreerd, meestal
veel groter zijn dan die in de aangrenzende open zee.
De waterstandsvariaties vinden in een relatief korte tijd plaats. Dit
feit en de sanzienlijke stroomsnelheden, die hier een gevolg van zijn,
maken het verschijnsel zeer hinderlijk voor de scheepvaart:

a. grote troskrachten;

b. stoten tegen sanlegsteigers o.d.;

c. moeilijkheden bij het schutten, vooral bij een sluis met roldeuren;

d. onvoorziene veranderingen in de stroom (snelheid en richting).

De verstoringen, die verantwoordelijk zijn voor deze hinder, kunnen worden
veroorzaakt door:

1. =ware stormen op een gedeelte van het zee~-opperviak;

. plotselinge veranderingen van de luchtdruk;

. veranderingen van windkracht of windrichtings

= w N

.. sardbevingen, grondafschuivingen e.d.

De verstoringen, die zich op zee voordoen, kunnen worden onderscheiden in:

1. "buistoten", als het gaat over min of meer golitaire verstoringen van de
waterspiegel;
5. M"pui-oscillaties", indien de verstoringen zich in een min of meer regel-

matige reeks voordoen (die vrij lang kan zijn).

.




25, ~

6.2h

Tndien een havenbekken aan zeezijde wordt aangestoten door een solitaire

verstoring dan zal zich in de haven een golf gaan voortplanten. Aan het

gesloten einde én aan de havenmond vindt (partiéle) terugkaatsing plaats,

sodat het water in de haven gaat schommelen. Na de incidentele storing

zal deze beweging na verloop van tijd uitdempen.

Indien de verstoring aan de havenmond min of meer periodiek is dan zal

deze worden versterkt.

De mate van versterking wordt bepsald door:

a. de lengte van de reeks oscillaties, die zich voordoen aan de haven-
ingang:

b. de periode van de oscillaties;

¢. de afmetingen van het heavenbekken.

Het verschijnsel wordt zeer hinderlijk, indien de verhouding tussen de
genoemde faktoren ongunstig is. De variaties van de waterspiegel in havens,
die door bui-oscillaties worden veroorzaskt, worden SEICHES genoemd.

De naam seiches stamt uit Zwitserland, waar op het meer van Genéve reeds
lang dergelijke schommelingen geregistreerd zijn.

Tater is het een verzamelnasm geworden voor bovengenoemde golven, met een
periode van enkele minuten tot soms meer dan een uur.

De emplitude van de bui-oscillaties in zee (b.v. meetpaal Katwijk) is
bijna steeds kleiner dan 0,20 m. In de haven van IJmuiden zijn wel water-
standsvariaties geregistreerd van ca. 1,50 m gedurende ongeveer 20 minu-
ten (zie: de bijlage). Dit betekent in dat geval een versteriing met een
faktor 8. De versterkingsfaktor is ondermeer afhankelijk van de afmetingen
van de haven en de haventocegang.

Bij het ontwerpen van een nieuwe haven of voor de vitbreiding ("ver~
betering”) van een bestaande haven, mag een onderzoek van het verschijn-~
sel daarom niet achterwege blijven.

Een dergelijk onderzoek bestaat uit twee delen:

1. Een uitgebreid statistisch onderzoek naar het vébrkomen van seiches
in de open zee ter plaatse.

5. Ten onderzoek om het hinderlijke effekt van de gselches te verminderen.
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ad 1. Wat betreft het eerste punt volstaan we met de opmerking, dat voor-
al gelet moet worden op de betrouwhaarheid van waarnemingen. Enige
faktoren die deze bebrouvwbaarheid ongunstig kunnen beinvloeden zijn;:

a. de nauwkeurigheid an de registrerende peilschaal voor golven met

een dergelijke vrij grote frequentie. Deze peilschalen zijn meestal
zodanig ontworpen, dat golven met een hoge frequentie (windgolven)

worden uitgefilterd. In de loop vaen de tijd kan de konstruktie zo zijn
beinvioed dat 60k de seiches met een hogere frequentie niet worden ge-~
registreerd.

b. de plasts van de registrerende peilschaal. Het zal hierna duidelijk
worden dat door resonantie-verschijnselen een fout beeld kan ontstaan
w.b. de hoogte ven de seiches, die zich op zee voordoen.

ad 2. Om de hinder, die van seiches wordt ondervonden, te beperken, kun-
nen b.v. de volgende mogelijkheden woeden nagegaan:

a. het verbinden van verschillende havenbekkens ;

b. het ontwerpen van geschikte overlaat;

¢. de haven een bijzondere vorm geven;

d. de haven sansluiten op een lang kanaal of op een rivier.

De grote moeilijkheid, die we bij een dergelijk onderzoek ontmoeten,
is dat de spreiding in de periodeu van de bui-oscillaties, die worden

waargenomen op een bepeaalde plaats, meestal vrij groot is.

gelijk om in een ontwerp de hinderlijke invloed
van de seiches gehé 1 te voorkomen. Men zal slechts kunnen streven naar
een optimum in die zin, dat de rerhouding tussen de kosten en de schade~

verwachting versntwoord is.

6.5.2, FEea eenvoudige berekening.

Na de korte inleiding wordt in deze peragraaf voor een erg eenvoudig
geval een berekening opgezet. Daartoe wordt een havenbekken geschema-

tiseerd tot &fn prismatische bak met een lengte L. (zie figuur 6.6).

De rendvoorwaarde h(DL,t) in zee is bekend. De randvoorwasarde asn de
andere zijde volgt uit het feit dat het bekken ig afgesloten:

Q(o,t) = 0 oor alle waarden ven t.

2hs, -




(6-Lk)
(6-15)
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De positieve s-richting {de richting waarin wordt gerekend) is gekozen

van O naar L. In deze richting wordt het debiet positief genoemd.

{if,ﬁﬁfp%kﬁfﬁﬁﬁﬁf%iﬂ

e
n(L,t) = h(L) cos wt Q(0,t) = 0
@ Z
N — F
L +8 6
= L }
=< {

fig. 6.6.
Omdat Q(0,t) = 0 geven de vierpool-vergelijkingen <§c(0) = é):

hc(L) L, hC(O)

i

Q,(L)

c thc(o)

Met deze vergelijkingen kunnen de beide onbekenden hC(O) en QC(L) worden
bepaald indien L, en N bekend zijn (zie verg. (6-30) en (6-31)).

De relatie tussen de complexe grootheden, waarmee we rekenen, en de

redle grootheden, waarin we geinteresseerd zijn, is bekend (zie (6-9) en
(6-10)).

We willen nu in de eerste plaats een uitdrukking vinden voor de verhouding
tussen E(o) en E(L). Deze uitdrukking kan worden gevonden door de ver-
houding tussen de absolute waarden van de complexe funkties te bepalen.

Uit verg. (6-4k) volgt dat:

In (x)] = |z h (0)]

Men kan aantonen dat in het algemeen geldt:
2,2, |= l2,] . o,
We kunnen dus schrijven:

()] = 15,1 . |a(0)]

C




(6-h6)
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Uit deze laatste betrekking volgt dat:

Met de uitdrukking voor Lv(zie blz. 6.18) vinden we:

— 1
(1) = Tcos n rL

SHE Y
(o]

De‘amplitude'van een complex getal z = a + ib is z =] a+ ibl = Verzith?

Als we rekening houden met (6-41) dan kuanen we schrijven:
1

i}

|cos n rL| \/éos n? pL cos® gl + sin n® pL sin® qL

1

\/cos h2 pL 0052 gL - sin h2 pL c032 gL + sin h2 pL

}

i

\/cos2 al + sin h2 ol

Voor (6-46) vinden we dan:

(6-47)

h(0) 1 , 1
h(L) {cos2qL + sin hepL} 2

(6-48)

Deze verhouding wordt de versterkingsfaktor genoemd.

Opm.: De grootheden qL en pL (dimensieloos) worden uitgedrukt in radialen,

omdat ® is uitgedrukt in radialen per sekonde..

Eenvoudigheidshalve wordt nu eerst verondersteld dat de weerstand mag

~ Tl

- - - - - - . . P T S S, L 7o PUUUUE T
worden verwaarloosd. In dat geval mag men stellen k = 0. Uit (6~-33) volgt

dan p = 0, terwijl (6-3L4) voor q geeft:
q = wmb
We vinden dus in een geval zonder weerstand:
r=p+iqg=0+1iw Vb
Uit (6-46) of (6-U7) volgt in dat geval (met weerstand is nul) de volgende

uitdrukking:
n(o) 1 _ 1
n(L) [cos aL| [cos w vims' L]

We kunnen ons nu afvragen wanneer in dat geval de opslingerfaktor maximaal
wordt. Indien de weerstand wordt verwaarloosd, dan blijkt volledige

resonsntie op te treden, d.w.z.




%%%% = o voor cos gl = 0 dus voor:
ab = (20% 1) 7 (n=1,2,3,...)

Deze voorwaarde kan worden geschreven als:

5=k wVmb'L=(2n-~-1) g~ of
6-50) w = (2n - 1) g- '“ﬁﬁfif"

Met (6-50) kan de frequentie van de randvoorwasrde, waarbi] resonantie op zal
treden, worden bepasald.

We zien dat voor een bepaald bekken (meq bepaalde waarden voor Vb en L)
voor een aantal waarden w resonantie mogelijk is.

Men duidt deze waarden volgens (6-48) wel aan met w,, de eigen frekwenties
van een bekken.

Op verschillende plastsen in de voorgaande hoofdstukken is gesproken over

de voortplantingssnelheid van een verstoring in een bepaald bekken

(wrijving verwaarloosd):
i 1

6=51) ¢ =\[Rs gh =

b \hﬁb o
Als we nu nog bedenken dat —(——w_ = T = de periode en dat de golflengte

A =c T, dan kunnen't.p,v. (6-50) ook schrijven:
. ToC )
(6-52) L=(2n=-1,5 5= (2n - 1) 3,

Uit (6-52) volgt dat resonantie optreedt, indien de lengte van het bekken

gelijk is aan een oneven aantal masl een kwart van de golfliengte.

Opm,: De funktie h(s,t) (een staande golf) heeft een knoop, aan de ingang
van het bekken. De funktie Q( s,t) heeft een knoop aan het afgesloten

einde, waar Q = 0 voor alle waarden van t. In de mond zijn de stromen
maximaal,

Omdat in het bovenstasnde de weerstand is verwaarloosd (p=0), kan de ver-
sterkingsfaktor oneindig worden. In de natuur zullen de waterstandsvariaties
beperkt blijven door de weerstand.

Als we terugkeren nasr de uitdrukking (6-47) dan is het mogelijk om voor
bepaalde waarden van pL en ql de versterkingsfaktor te berekenen.

. . .. k .
zowel p als q zijn afhankelijk van de grootte van iﬁ (zie verg. (6-33)

en (6-34)).
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In het boek "Tidal Computations, in rivers and coastal waters'" van
dr. J.J. Dronkers (1964) wordt de invloed van de weerstand nagegaan
(zie blz. 235 e.v.). Om een indruk te geven van de invloed van de (rela=-
tieve) weerstand wordt hierns een figuur uit het bovengenoemde boek be-

sproken.

Ingevoerd worden de volgende dimensieloze parameters:

6-53) sy ¢
6-54) 8, = 2%& = 9% = uLV mb

6-55) o =\ \/-—1 + \1:;720"

6-56) B = %Vﬂ + Vi +s12,

Uit de definities (6-53) t/m (6-56) volgt dat we voor pL resp. qL kunnen
schrijven:

pL = s, o en gl = s, B

2

Als k = 0 dan is 5, = Oendus ¢= 0 en B= 1, zodat in dat geval pL = O

en gL = Soe
Men kan nu, voor een bepaalde waarde van Sy de versterkingsfaktor als

funktie van S, berekenen. In fig. 6.7 zijn de resultaten voor een aantal

waarden van 31 verzameld,

_1?1_{'9_1 =] } ........
h(L) { 3 :‘
41 e
j 1
[ \
34 j \
[0
2 //, . \ AT

St s,

7. 2;/
)
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Behalve de grootheid 85 is langs de horizontale as de korresponderende
waarde van de bekkenlengte L uitgedrukt in de golflengte XA = cT, waarbi]j

¢ is gedefinieerd volgens (6-51).

Voor SR 0 zien we dat de kromme voor 82—%‘% assymptotisch naar oneindig
gsat.
Dit komt overeen met de voorwaarde (6--50) als voor n= 1 wordt gekozen:

= e
Uo T2 1"

Deze waarde van w g wordt de eerste resonantie-frekwentie genoemd.

We zien dat de versterkingsfaktor afneemt, naarmate de waarde van s,
toeneemt., Voor bijvoorbeeld een waarde 5, = 0,5 zien we dat de maximale ver-
sterkingsfaktor voorkomt bij een waarde van 859 die kleiner is dan %-.
Verder zien we in fig. 6.7 duidelijk dat de versterkingsfaktor voor de
eerste resonantie-frekwentie, het grootst is.

De versterkingsfaktor is voor kleine waarden van Soo d.w.%. bi) een kleine
verhouding tussen bekkenlengte en golflengte, #lechts weinig groter dan 1.
Opm.: Men kan een waarde VoOr 5, bepalen bij een dubbeldaagse sinusvormige
getijgolf en een bekken met de lengte L = 3000 m en een gemiddelde diepte

van 5 m. Het resultaat kan in verband worden gebracht met de in Deel I

onder 4.2 besproken kombergingsbeschouwing.

Men zal trachten een haven-ontwerp Le maken dat voor de frekwenties van de
seiches, die ter plaatse het meest voorkomen, zo goed mogelijk voldoet.
Daarvoor is een onderzoek nasr het véérkomen van seiches in de zee ter
plastse nodig (zie 6.5.1). Een globale berekening met een betrekkelijk
grove schematisatie geeft reeds een vrij goede indicatie in hoeverre bij
een bepaalde situatie van versterking sprake is.

Vanzelfsprekend zal men in veel-gevallen niet kunnen volstaan met een
schematisatie tot &8n vak. Voor het uitvoeren van een berekening voor een

systeem van takken en splitsingspunten wordt verwezen naar de kolleges bT3B.

Wat betreft de Harmonische Methode kan men de volgende paragraaf 6.6

als een overgang van bT3A naar bT3B zien.




(6-57)

(6-58)
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6.6 HET PRINCIPE VAN DE MEERVOUDIGE HARMONTSCHE METHODE.

Bij problemen in allerlei verschillende vakgebieden ontmoet men funkties,
die betrekkelijk willekeurig kunnen verlopen. In dergelijke gevallen wordt
gebruik gemaakt van de mogelijkheid om een willekeurige funktie te bena-
deren door een of andere reeks van handelbare funkties.

Indien men te maken heeft met lineaire vergelijkingen dan kan men gebruik

naken van het beginsel van superpositie. Dit wil zeggen dat oplossingen,

die voor elk van de in de reeks voorkomende komponenten kunnen worden

gevonden, achteraf mogen worden gesuperponeerd tot de gezochte oplosgsing.

In deze paragraaf wordt verder slechts gesproken over periodieke funkties.
Zoals door Fourier is aangegeven kan elke periodieke funktie worden be-
naderd door een reeks van sinusvormige funkties (komponenten).

Hoewel de benaderingswijze als zodanig voor een groot aantal problemen

kan worden toegepast, wordt ook in het onderstaande de voortplanting

van periodieke lange golven in een open leiding beschouwd.

Uitgegaan wordt van de in hoofdstuk 2 (deel I) afgeleide vergelijkingen
(2-15) en (2-11).
Voor de afleiding van deze vergelijkingen en de daarbij gemaakte veronder-
stellingen wordt hier naar hoofdstuk 2 terug verwezen.
Verondersteld wordt nog dat:

- de bodemhelling tg Ib = Ib = 0 en

~ de verhoudin X€-<< 1
& ch

In de vergelijking (2-15) wordt de faktor o gelijk 1 en verdwijnt de term

met de bodemhelling. We werken verder met de volgende vergelijkingen:

1 23 _ glel o2, 2n

ds gh 9t C2A°R gA? ot

99 . dh

55 © " P 3%

0 : Inde b i 11 jki is de term 2b Q §Q~niet verwaarloosd
pm.: In de bewegingsvergelijking is de maZ @ ot .

Ook deze term is duidelijk niet linesir.

De gezochte funkties h en Q zijn afhankelijk van de plaats s en de tijdt:
his,t) en Q(s,t).
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Zoals op blz. 6.3 en 6.4 wordt beschreven wordt een leiding afhankelijk
van de figuratie in niet te grobe vakken verdeeld. Voor elk vak wordt een
representatief dwarsprofiel bepaald.

Daardoor mag men voor ecen bepaald vak stellen dat de faktoren A, b, R en c

konstant zijn in de s-richting.

Deze faktoren zijn dan toch nog geen konstanten, omdat ze nog met de water-
stand en dus in de tijd variéren.

: o 1 2o ..
Afgezien van het variéren van de faktoren IR en éﬂg zijn de
weerstandsterm en de laatste term uit de bewegingsvergelijking (6-5T)

reeds niet-linesir.

Voor het oplossen van de vergelijkingen (6-57) en (6-58) zal men tegen=-
woordig onmiddellijk denken aan een numerieke benadering m.b.v. een com-
puter.

Voor de hier bedoelde problemen worden in het kollege b73B numerieke
oplossingsmethoden besproken en toegepast.

Om een inzicht te krijgen in het golfverschijnsel en in de mate waarin
de verschillende fysische grootheden dit verschijnsel beinvloeden, blijken
echter sndere oplossingsmethoden onmisbaar. Daarom wordt ook in het
kollege BT3B nog aandacht besteed aan Analytische oplossingsmethoden.

In deze paragraaf wordt ten behoeve van een beter inzicht slechts het
principe aangegeven van een beschouwing met funkties bestaande ult meer-

dere harmonische komponenten.

7o08ls we gezien hebben in 5.3 en 6.4 is het voor een ANALYTISCHE OPLOSSING
noodzakelijs dat alle termen in de vergelijkingen LINEAIR zijn. We moeten

dus streven naar termen, waarin faktoren voOr:

w am 29 _, 89
hy Q35 2 3% * 38 7 3t

konstant zijn.

We nemen nu san dat de funkbies h(s,t) en Q(s,t) voor elke plaats s
periodieke funkties zijn. Dit wil zeggen dat deze funkties, op een be-

paalde plaats, in achtereenvolgende perioden T dezelfde gedaante hebben.
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Een periodieke funktie F(t) kan volgens Fourier in een z.g. trigonometrische

reeks worden ontwikkeld:
=00

= + ‘ ! 1
P(t) = A ;i‘* (AN cos N wt + B sin N wt)
N=1

In plaats van deze uitdrukking kan men ook schrijven:
N=co

— P
F(t) = FO + g FN cos (N wt - 8
N=1

= ¥ = 2+ 2 = _B_N.
FO Ao R FN VAN BN en GN arctg Ay

In het volgende wordt van de funkties h en Q het gedrag in de tijd be-

N)’ waarin

schouwd. Voor iedere willekeurige plaats kunnen de funkties h(t) en
Q(t) als volght worden uitgedrukt:

| cos (w1t - K1) + h, cos (2m1t - K2)

Q, + @, cos (wyt ~ 9,) + @, cos (20t - 6,) + .u.n.

(6-59) h(t)
(6-60) Q(t)

n + h
(o]

In deze uitdrukkingen is wq = 2%_ terwvijl:

= de amplitude van de N-de h - komponent (een funktie van s);

= 1 1" 1, 1" N_de Q . komponen,t ( L} t " S)
ky = de fasehoek " " N-de h - komponent ( " " "os)
¢N = 11 1" L] 1" N"‘de Q - komponellt ( 1 1" 1" s )

Terwille van de eenvoud kunnen we voor (6-59) en (6-60) schrijven:
(6-61) h=h +h +h,+ ...

1 2
(6-62) Q=Q +Q, +Q,+ ...

Met deze uitdrukkingen voor h en Q kunnen we voor de lineaire termen

uit het linker 1id van de vergeli’kingen (6-57) en (6-~58) achtereenvolgens
schrijven:

3h _ dhg , Shy , 8hp
(6-63) ds  9s Yo tas

e oo

Q _ 9Qp , 391 , 39
(6-64) s~ 3s | 9s * s T

LRI

Voor de traagheidsterm uit de vergelijking (6-57) kunnen we schrijven:

29
- BR%

2h5.~




(6-65)

(6-66)

(6-67)

(6-68)

(6-69)

2hs, ~

6.3k

Wwe weten dat de faktor m = l-van h afhankelijk is.

gA
Omdat h periodiek in de tijd varieert is het mogelijk om de faktor m in

het algemeen als volght uit te drukken:

m=m [no + n, cos (w1t - K1) N

De variatie van de faktor met de hoogte wordt dus zo goed mogelijk benaderd,
door de faktor te vervangen door een reeks, die in het algemeen de ge-

daante heeft van de uitdrukking (6-65).

d ..
Voor 5% kunnen we schrijven:

39 _ 3Qq , 3Q1 , 392
ot ~ 9t ot At U

Met de uitdrukkingen (6-65) en (6-66) kan men voor de traagheidsterm
3Q

- m T dan schrijven:

- m [n@ + n, cos (w1t - K1) + n, cos 2(mit »K1) + ....:] [%%Q'+ g%l +
5t

Uit de uitdrukking (6-60) volgt achtereenvolgens dat: %%Q-= 0,

gg = -, §1 sin (wﬁim ¢1), %%2-= -2 w, @2 sin (Ew1 t - ¢2), vees. ebe.

Als we (6-67) nu verder uitwerken vinden we een groot aantal termen.
Terwille van de overzichtelijkheid nemen we in het volgende nog wat min-

der termen van de reeksen mee. Voor €6~67) schrijven we eerst:
- 29Q1
-m |n +n, cos (w, t ~ k) 9
o 1 1 1

9t
Uitwerken geeft dan:

m w1 @1 [go sin (w1t - ¢1) + ?l sin (w1t - ¢1) cos (w1 - 1)J =

K
—— — . — IR —
~ n1 QZ \leﬁfh
oy 8y [rg sin e - 00+ By oin () e -9y - e) =2 g = 0y)
Voor de ecerste term van (6-69) kunnen we schrijven:
.o . 4 _ = 89y . L
m w1 Q1 nO sin (w1t - ¢1) Mmooy dat is een lineaire term,

Verder zien we dat behalve deze term in (6-69) nog een konstante term

voorkomt én een lineaire term met de frekventie 2w (zie opmerkingen later),




(1)

(11)

2h5.,~
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Indien we in plaats van (6-68) uitgaan van de uitdrukking (6-67) dan

vinden we uiteraard een veel groter aantal termen:

termen die konstant zijn in de tijd,

lineaire termen met een frekwentie w5,

13 " 1 n 1

- 2u,
1 A 1 " 1

- 30,

— 1 it n \ 1 hw
1 2

coese €be, Lol B Ll

Omdat het hier slechts geat om het principe, worden de uitdrukkingen verder

niet uiltgewerkt.

Opm.: In het kollege BT3B wordt deze meervoudige harmonische methode aan

de hand van een diktaat nog nader uitgewerkt en besproken.

De overige termen uit de vergelijking (6-57) en (6-58) kunnen eveneens op
de boven aangegeven wijze worden aangepakt. We vinden dan uitdrukkingen,

die als volgt kunnen worden aangegeven:

Q!Q! N konstante 1 lineaire termen met lineaire termen
CAR termen + een frekwentie W + met een frekwentie
20,
2b oh .
+ -g&»g Q —a—_t- > 1dem
- D %% > idem

Als we de vergelijkingen (6-57) en (6-58) nu beschouven, dan vinden we,

ne substitutie, hiervoor de volgende algemene gedaante:

dhg , dh1 , dhp _ | konstante lineaire termen + lineaire termen ‘_

98 * s + ds e T permen * met een frekwenlie| |met een frekwen-
b,) .‘ tie 2w1

BQQ + BQL “+ ____2.8Q‘ For . = idem

98 9s 98
Omdat op ieder tijdstip aan deze vergelijkingen (I) en (II) moet worden vol-

daan, kunnen deze worden opgesplitst in een aantal vergelijkingen, waarin

termen voorkomen met een zelfde frekwentie
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In plaats van de vergelijkingen I en II krijgen we de volgende stelsels:

%29-= som konstante termen in het rechter 1id van (I)
%@Q_ = " n " oo " oo (17)
8
%gl-= som termen met frekventie ®, in het rechter 1id van (I)
3Q~ - " it 1t 1 ® Il it i I it (II)
1
oho . w 1" i " 2&!1 0 " " 0 (1)
35
gQE = 17 1" 1 it 20)1 4] i i it 14 (I-[)
8

etc. ete.

We vinden dus een (vrij groot) asntal lineaire D.V. met konstante co&f-

ficidnten, die twee aan twee kunnen worden opgelost:
- &é6n stel voor de onbekenden h_ en Q
- 1t 1" 1" 1" 1t h en Q
1 1
— n it 1" 1" 1] h2 en Q2

Nadat elk stel vergelijkingen is opgelost en aan de randvoorwaarde 1is

voldaan kan men de resultahen superponeren tot de oplossing die gezocht

wordt
h=h +h, + hy + ae. 2 h(s,t)_
Q=Q,*Q * O+ .. > Q(s,t)

De gezochte funkties h(s,t) en Q(s,t) worden, volgens het hierboven aange-
geven principe, dus verkregen door de oplossingen, die voor elk der
harmonische komponenten worden gevonden, achteraf te superponeren.

70als ook reeds op blz. 6 is gesteld, geldt het beginsel van superpositie
alleen indien de op te lossen vergelijkingen lineair zijn.

Voor het beschouwde probleem hebben de vergelijkingen een duidelijk

niet-lineair karakter.
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Uit het bovenstaande kan men konkluderen dat in principe elke gewenste graad
van nauwkeurigheid is te bereiken, door het aantal termen van de reeksen
uit te breiden. Indien echter de differentiaal-vergelijkingen niet lineair

zijn dan zullen daarbij om praktische redenen duidelijke beperkingen moeten

worden opgelegd. Voor het beschouwde probleem blijkt dat men de stelsels

vergelijkingen Ia en Ila, Ib en IIb, etc. niet geheel onafhankelijk van

elkaar kan oplossen. In de z.g. konstante coéfficiénten ven de verschil-

lende termen blijken faktoren voor te komen, die afhankelijk zijn van de

" oplossing. Zo komt b.v. in de laatste termen van de uitdrukking (6-69) de

amplitude van de funktie Q1 voor.

Indien men 68k de overige termen uit de vergelijkingen (6~5T7) en (6-58)
nader uitwerkt, dan blijkt dat in de verschillende "konstante' co&ffi-
cidnten grootheden voorkomen, die van de oplossing afhankelijk zijn.
Omdat de vergelijkingen niet lineair zijn blijken de verschillende
harmonische komponenten elkaar wederzijds te belnvloeden.

Een goede benadering van de juiste oplossing is daarom slechts moge-
1ijk door het uitvoeren van een ITERATIE-PROCES:

- de benodigde faktoren worden zo goed mogelijk geschat;

- de stelsels vergelijkingen worden voor de eerste maal opgelost;

- met de resultaten kunnen de faktoren beter worden geschat;

de stelsels vergelijkingen worden opnieuw opgelost;
ete.

Indien de geschatte grootheden voldoende in overcenstemming zijn met de

Omdat men gedwongen is een iteratie-proces uit te voeren, zal men om
praktische redenen het aantal komponenten zoveel mogelijk beperken.

Dat wil zeggen dat men in de reeksen (zie b.v. de uitdrukkingen (6-59)

en (6-60) slechts een beperkt aantal termen zal meenemen.

De meervoudige harmonische methode is in de praktijk uitgewerkt en toe-
gepast voor het berekenen van de voortplanting van getijgolven op bene-
denrivieren (Stroband, 1947, De Ingenieur No. 36). Daarbij worden in de
reeksen termen meegenomen waarvoor N £ 2 d.w.z.

- konstante termen;

- termen met de frekwentie w, = %%- (T1 = 44700 sek., dit is de periode van

het dubbeldaags Maansgetid)s

~ termen met de Ffrekwentie 2w1 (één hoger harmonische).

~
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Bij de uitwerking en de toepassing van deze benaderingswijze waarbi]

N g 2 stuit men voor meer ingewikkelde problemen reeds op vrij grote moei-

lijkheden.

Omdat door de computer tegenwoordig andere benaderingsmethoden mogelijk

zijn, zal men zich wat de harmonische methode betreft zelfs beperken tot

het meenemen van termen waervoor n < 1 . Dit betekent dat bij de analy-

tische benadering van een probleem wordt verondersteld dat:

- de waterstanden en de debieten in de tijd variéren volgens een zuiver
sinusvormige kromme;

- er al of niet een konstant debiet Qy (bovenafvoer op benedenrivieren)
aanvezlg is;

en het verloop van de middenstand h, kan worden berekend.

In het kollege DT3B wordt een praktisch voorbeeld voor een dergelijke be-
rekening besproken, waarbij voor hetzelfde probleem ook andere (numerieke)

berekeningsmethoden worden toegepast.

In het bovenstaande werd, in aansluiting op het in de paragrafen 6.2
t/m 6.4 behandelde, het principe van de meervoudige Harmonische Methode

slechts summier aangegeven. Dit maakt toch reeds enkele opmerkingen

mogelijk, die tot het inzicht kunnen bijdragen.

Bij het uitwerken van de uitdrukking (6~68) voor de traagheidsterm vonden
we de uitdrukking (6-69). Hierin komen drie termen voor en wel:

- een term met de frekwentie w3

- een term die konstant is in de tijd;

~ een term met de frekwentie 2w, .

We zien hieruit dat een niet-lineaire term produkten van cosinus- en sinus-

termen geeft, die gesplitst kunnen worden in twee termen met resp. een hogere
- &n een lagere frekwentie.

Het is duidelijk dat S0k bij het uitwerken van de overige niet-lineaire
termen uit de vergelijkingen (6-57) en (6-58) een zelfde beeld ontstaat.
Tndien men slechts uitgaat van enkelvoudige sinusvormige funkties dan

krijgt men dus te maken met termen met een hoger (resp. lagere) frekventie.

Het niet-lineair karakter van de vergelijkingen, heeft dus blijkbaar tot

gevolg dat in het systeem hoger harmonischen worden opgewekt (gegenereerd).

Het gevolg hiervan is dat de funkties h(s,t) en Q(s,t) vervormingen ondergaan.
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Laten we ter illustratie veronderstellen dat aan de zee-zijde van een
afgesloten ri vierarm de randvoorwaarde bestaat uit één enkele harmonische:

by = ﬁ1 cos (m1t -0).

zee &R l/f
| i | i )

i i 1 ' T ”

%

Dam
De funkties h(t) in punten landinwaarts zullen nu naast een komponent met

de frekwentie w, ook enige komponenten bevatten met een hogere (resp.
lagere) frekwentie.

Met name als gevolg van de wrijvingsterm maar ook tengevolge ven de overige
niet-linesire termen worden harmonischen opgewekt, waardoor de funkties

h en Q vervorm zijn. Dit verschijnsel kan men in de praktijk duidelijk

konstateren door de op verschillende plaatsen gemeten krommen onderling
te vergelijken.
Indien men volstaat met het toepassen van de enkelvoudige harmonische

/

methode dan blijven deze vervormingen uiteraard pgeheel buiten beschouwing!

DELFT, JANUARI 1973

C. Verspuy
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Fig. 12, Numerical eflects, »
L == branch leagth, / = wave lenpth, 4 = 2ed¢L,

Overgenomen uit 3 " Hydraulic Research for Water Management "
Commissie voor Hydrologisch Onderzoek .
Verslagen en Mededelingen No., 18 sy TeleOs 1973,
IIT. "Computational Methods for Channel Flow",
Vreugdenhil , C,.B. ‘ '
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