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3«1.1. 

Zoals b i j het a f l e i d e n van de d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n voor 

de v o o r t p l a n t i n g van lange golven i n l e i d i n g e n ook reeds i s v a s t 

g e s t e l d , dienen problemen i n de p r a k t i j k a ich e i g e n l i j k steeds aan 

Het rekenen^in d r i e plaats-dimensies en de t i j d i s voor bepaalde . 

praktijk^-problemen e i g e n l i j k pas sinds k o r t m o g e l i j k . De omvang 

van het u i t t e voeren rekenwerk i s 'ioéi%nig, dat s l e c h t s beperkte 

berekeningen m o g e l i j k g i j n . 

I n v e e l gevallen i s het verantvroord om een probleem t e schematiseren 

t o t een probleem i n t y e e d me ns j l e s . Voorbeelden hiervan a i j n pro¬

blemen i n twee h o r i z o n t a l e dimensies en de t i j d - b.v. de•getijbeweging 

op de KoordKee - en ook problemen i n êên h o r i z o n t a l e dimensie, 

êên v e r t i k a l e dimensie en dc t i j d - b.v. de v o o r t p l a n t i n g van wind

golven op diep m t e r 

I n het l a a t s t e deeennium hebben v o o r a l de rekentechnieken voor deze, 

problemen i n 2 dimensies een grote o n t w i k k e l i n g doorgemaakt (b.v. 

Leendertse 1967). 

I n d i e n ve problemen mogen sebenmtiae-^pin t n t 

M2mïÊl9^.^^^^m* öan bestaan er op d i t moment b i j n a onbe

perkte mogelijkheden voor het (doen) u i t v o e r e n van berekeningen. 

Men kan zich nu de vraag s t e l l e n waarom n i e t a l l e problemen zo' 

algemeen m o g e l i j k worden geformuleerd én vervolgens steeds v i a een 

numeriek rekenftroces m.b.v. een computer vorden opgelost. -

Om i n z i c h t t e v e r k r i j g e n i n de v e r s c h i j n s e l e n h e e f t met behoefte aan 

a n a l y t i s c h e oplossingen^ omdat deze algemene betekenis hebben en op 

eenvoudige wijze kunnen worden geïnterpreteerd. 

Dus ook nu, nu er oplossingsmethoden voor gecompliceerde problemen 

bestaan, bestaat er behoefte aan het l e r e n kennen van oplossingen 

voor ( s t e r k ) vereenvoudigde b e s c h r i j v i n g e n van v e r s c h i l l e n d e problemen. 

Omdat voor bepaalde v e r s c h i j n s e l e n vereenvoudigingen zonder meer 

z i j n toegestaan k r i j g t men een goed inz-icht i n het karakter van deze 

v e r a c h i j n a e l e n . De r e s u l t a t e n van een oplossing voor een vereenvoudigd 

probleem kunnen op een bescheiden schaal worden gebruikt om de invloed 

van de vcrwaarloz,ingen vast t e s t e l l e n . I n d i e n u i t een d e r g e l i j k e 

globale k o n t r o l e b l i j k t dat de i n v l o e d n i e t erg k l e i n i s , i s men genood 

zaakt een nauwkem-iger benadering t e geven teneinde meer zekerheid te 

v e r k r i j g e n . 

Vanaf de tweede h e l f t van de v o r i g e eeuw hebben vele onderzoekers 7J.eh 

bezig gehouden met het .ontwikkelen van golf-theoriën, die i n meerdere 



of i n mindere mate a a n s l u i t e n b i j de fysische w e r k e l i j k h e i d . 

Verschillende van öege theoriën geven i n a i o h t i n een bepaald 

aspekt van het beschouwde l a n g e - g o l f v e r s c h i j n s e l . 

I n d i t hoofdstuk wordt steeds uitgegaan van de algemene vergelijkingen' 

voor de v o o r t p l a n t i n g van lange golven i n l e i d i n g e n . B i j de a f l e i d i n g 

van deze v e r g e l i j k i n g e n i s een d u i d e l i j k onderscheid gemaakt tussen 

open en gesloten l e i d i n g e n , 

l n paragraaf wordt een o v e r g i c h t gegeven van een a a n t a l lange-

g o l f theoriën. . 

In de paragrafen 3.8, t/m 3.6., wordt u i t s . l u i t e n d aandacht besteed aan 

lange golven i n open l e i d i n g e n , 

Achtereenvoltiens vforden een tt-antal theoriën besproken 5 d i e voor het , 

v e r k r i j g e n van Q''.'0r5iicht over het vakgebitsd ook thans nog van belang 

g i j n . Daarbij i s gekogen voor een volgordes w a a r b i j achtereenvolgens 

steeds minder wordt verwaarloosd. I n paragraaf 3.5. komt daarom een 

benadering t e r sprake, w&a.rbij de tï'aagheidsterm wel en de weerstanda-

term 'Viiet i n de liew^^gingsvergelijking wordt meegenomen. 

De paragrafen 3»3« * '3»̂ t. en 3..ft, hebben nsjnen gekregen^ d i e z i j n o n t 

leend aan de E n g e l s t a l i g e l i t e r a t u u r b e t r e f f e n d e berekeningen voor 

z.g, hoogwatergolven : "Prbod-routing"» Voor een nadere v e r k l a r i n g • 

wordt vervezen nuar het begin van 5,iragraaf 3.3, 

De "analyse van-lange golven" in d i t d i k t a a t i s aeker n i e t volledig» 

Het doel i s •' een i n v e n t a r i s a t i e te 

geven, v/aerdoor enig ovarKicht mogelijk -vrordt. 

Voor een eventuele voortge^.ctte s t u d i e wordt h i e r en daar naar andere 

colleges en naar l i t e r a t u u r verrf-ezan. 



3.2, i^oi[Bï:^iy^(MÊ^9]i91IÏ<2I^ 

3.2.1. I t i t j^ re i lHlJ ï ï i lA^ • 

ln de.e paragraaf wordt de contin.ït.itBvergelijking be.ehouM i n de 

volgende gedaante i 

Q- K '̂ ^̂  (3»2 1) 

B i j het a f l e i d e n van de.e v e r g e l i j k i n g wordt een k l e i n gedeelte van een 
ooen l e i d i n r beschouwd met een l e n g t e é< (^.le v o r i g e h o o i d s t u k ) . 
WirbBBohoute.^ nu een gedeelte van een open l e a d i n g tuBsen t.ee punten 
A en B ( aie f i g * 3.'X»/)«» 

We kunnen de termen van de v e r g e l i j k i n g (3.2, .-1) i n t e g r e r e n ' o v e r X van 

A naar B ^ 

J ^ m . ƒ ^ . b ^ ^ l dK 

A A 

Nu i J i j n b en ^^ic^'t ^^onatant over h e t gedeelte A -

We nemen even aan dat de bergende breed,te b konetant ^« ^ ' ^ f ^ ^ ' ^ / ^ ^ ' ^ ^ 
h e t i n t e g r a a l - t e k e n kan. Voor nemen vm e e n ^ u M e i ^ ^ 

voor het gedeelte A-B » 
We vinden dan t i \ 

^ \ I gem. 

Oa voor U a e l f na dat deae v e r g e l i j k i n g ook d i r e k t I B op t e s t e l l e n . 

AlB de bergende breedte n i e t konetant XB over de a f s t a n d waarover g e i n t e ^ 
g r e e r d wordt, dan meet " e variërende breedte werden meegexnte-
S e e ï L Men k n d t dan een u i t d r u l d c i n g , v;aarin de kornbergxng.oppervlakie 
van het gedeelte van do open l e i d i n g voorkoiftt. 
Men v i n d t dan ƒ ^ ^ . . 

^ n ü O - " B -iï • - (3*2» ~ 3) 

c 
fig» 3«2*.2̂  



])e uitdï-ukkineen (3s2, - 2) en (3^2. - 3) gelden OP i e d e r w i l l e k e u r i g 

t i j d s t i p 1;» 

De koraborging-eoppervlakte tussen de i n t e g r a t i e - g r e n z e n a a l n i e t k o n s t a n t 

z i j n met de waterhoogte ( due met de t i j d ) a l s de wanden van de l e i d i n g 

n i e t v e r t i k a a l Kijn*, 

Met de bovenstaande v e r g e l i j k i n g e n kan,een v o r B c h i l i n Q worden bepaald 

over een vak met beperkte lengte« 
Het komt vaak voor dat men het d e b i e t op een bepaalde p l a a t s kent en het 
d e b i e t op een andere p l a a t s w i l l e r e n kennen. 
Het meten van een d e b i e t i n een b e n e d e n r i v i e r i e een kostbare en t i j d r o 
vende aangelegenheid» Daar tegenover Bta,at' dat het r e g i s t r e r e n van Water
standen v e e l eenvoudiger u i t v o e r b a a r ia» 
Om een i n d r u k t e geven van het belang van het kunnen i n t e g r e r e n - van de 
oontinuïteitsvergelijking wordt nu i n het k o r t een toepa e s i n g besproken. 

I n een eetuarium i e het v e r l o o p van de kombergingsoppervlakte geheel be
kend* Het es t u a r i u m i s ao l a n g dat men meerdere vakken moet onderscheiden* 
S t e l dat men met 5 vakken kan v o l s t a a n ( z i e fig<,J,Z.3.) . 
Do vakken z i j n genummerd I t/m V » 

Er a i j n 6 vakgrenzen j d i e z i j n aangegeven met de punten 0̂ 1 5 » 

1 M 

XI 111 IV V 

V e r o n d e r s t e l d wordt nu dat z i c h b i j punt 5 een a f s l u i t i n g b e v i n d t j 

Q.^(t) K O voor a l l e waarden van T.« 

Men E'OU het d'ebief in de mond.ing b i j rmnt O w i l l e n l e r e n kennen. 
'De waterstanden op de vakgrenzen van de 5 vakken kunnen v r i j eenvoudig 
worden geregistree^rde Veronderï>ield wordt d-at men b e s c h i k t over de fun.kties 
h^Ct) s h ^ ( t ) , h ^ ( t } f h ^ ( t ) , h ^ ( t ) en h ^ ( t ) . 

Nu i a voor i e d e r t i j d s t i p de volgende procedure mogelijkê 

I n t e g r e r e n van de oont.^ v e r g ^ over het jaJc JV̂  g e e f t s 

^ h " 
We noemen 'x'-r- van vak V h,,. 

Omdat Qp-(t) k O wordt gevende n 



Integrex-'ea van d© conto v e r g . over !lat vak IV g e e f t 

Samen met (3«2. - 4) vinden we voor Q.s(t) t 

( 3.2» - 5 :)• 

Vervolgens vindon we voor achtereen volgens de vakken I I I 5 I I en I ê 

Q j t ) - C l ( t ) 

Q , ( t ) 

Q ^ ( t ) 

Qo(t) 

^ ' l l l " i l l 
o f met ( 3-2. 5 ) 

• ^ I I I I I I 
(3e2. -€) 

01 R •net ( 3^2. -.6 ) 

h ^ 

Q ^ ( t ) -

B.̂  hy 

^ i v ^ i v > ^ i n ^ïii " ̂ '11 ̂ 11 
(3.2. ~7 ) 

o f met ( 3»2. ~ 7 ) « 

^ i v ^b;v " ^ÏII \̂ïii ^11 ̂ 11 " ^T^ï' 

(3.2. 8 ) 

U i t deze l a a t s t e u i t d r u k k i n g v o o r a l b l i j k t d u i d e l i j k wat er ge b e u r t . 
Het d e b i e t i n de monding i e gevonden a i o de oom van h e t d e b i e t i n punt 5 
( i n d i t geval n u l ) en de d e b i e t v e r B o h i l l o n over de r e s p e k t i e v e 
vakken. 

I n d i e n op een bepaalde p l a a t s het d e b i e t Q a l s f u n k t i e van de t i j d bekend 
i s dan ié op eenvoudrige w i j z e h et d e b i e t op een andere p l a a t s t e bepalen^ 
D a a r b i j d i e n t e c h t e r wel voldoende Kokerheid t e bestaan b e t r e f f e n d e 

- het v e r l o o p van de waterstanden over het tus s e n l i g g e n d e r i v i e r -

• • gedeelte | v 
da kombargincsoppervlakte a l s f i x n k t i e van t ( v i a de waterstanden; 
van e l k van de t e onderscheiden vakken^ 

Deae p a r a g r a a f i e begonnen met een algemene beschouwing o.var 
h e t integi'-eren van de oont, verg» i n een algemeen geval van de v o o r t p l a n 
t i n g van een lange g o l f door een open l e i d i n g ^ 
De b e w e g i n g e v o r g e l i j k i n g b l e e f d a a r b i j geheel b u i t e n beechouwingo 

I n h e t volgende wordt aandacht besteed aan een t y p e l a n g e - g o l f p r o b l e m e n j 
w a a r b i j do b e w e g i n g e v e r g e l i j k i n , - een biuonder ondergoBchikte r o l s p e e l t . 



3.2.2. Het debiet i n een r e l a t i e f k o r t bekken. 

In het volgende wordt een prismatische open l e i d i n g beschouwd, d i e aan 

een z i j d e i s afgesloten.en aan de emdere z i j d e i n open'verbinding s t a a t 

met een diepe en brede zeearm. 

ŝ Q(0,t).sO voor alle waarden van t 

h ( M ) y 

2ee-arm 

+ X 

L 

H O 
! 
I 

gein, diepte 

^ gem. 

De volgende v e r o n d e r s t e l l i n g e n worden gemsiakt;. 

1. De wanden z i j n v e r t i k a a l , zodat b b.̂  - konstant j 

2. Hoevfel d i t n i e t noodaakelijk i s wordt ( i n eerste i n s t a n t i e ) de bodem 

h o r i z o n t a a l gedacht i 0. De l e i d i n g - a s i s dan dus h o r i z o n t a a l . 

3. Het verloop van de waterstanden i a gegeven op de p l a a t s x - L als 

een vloeiend verlopende f u n k t i e h ( L , t ) 

k. Het g e t a l vwa Froude i a erg k l e i n s sodat de f a k t o r a ^ 1 ̂  

De v o o r t p l a n t i n g van een lange g o l f i n het bekken kan vrorden beschreven met 

de a l g . v e r g e l i j k i n g e n d i e g i j n a f g e l e i d . 

Als rekening gehouden vrordt met v e r o n d e r s t e l l i n g 2 en k, dan gelden voor 

ieder punt tussen x = O en x - L de volfcende verp:elijkiuKen: 

ah 

8x 

J™ 19 
gA at Ĉ-ÂR 

2b^ 
H es 

'èh 

b 31 
3t 

(3.2. -9) 

(3.2. -10) 

Op de p l a a t s x O i s gegeven ( randvoorwaarde) Q(0,t) ~ O voor a l l e 

vaarden van t . H i e r u i t v o l g t ook dat M..ll._i?£5l§.2. i n het r e c h t e r l i d van 

verg. (3.2, -9) voor a l l e waarden van t oEjie£e^_£lgats_^_^^ 

z i j n . 



I n d i o n hot bekken aeer k o r t i s t»o^v» üe g o l f l e n g t e van de g o l f ? a u l l e n 

Q on «̂ ;~ over de gehele l e n g t e van hot bekken waarden hebben, d i e 
: di, 

r e l a t i e f k l e i n z i j n * Het g e v o l g XB dat.de a b s o l u t e waarden van de termen 

i n het r e c h t e r l i d van verg» {'i<.2.t ••-9) Bl e c h t s w e i n i g van de waarde MUL 

gïullon y e r s o h i l l e n s 

I n dat geval vaq een r e l a t i e f k o r t bekken kan worden g e s t e l d dat o v e r a l 

i n het bekken g e l d t t , 

- O • (3.2. -11) 

Hi e r u i t v o l g t d i r e k t .lL,^J<onntant JLan De waterspiegel i a dan 

i n het gehele bekken op ieder moment hori7,ontaal. 

Hiermede i s de bev;egingvergelijking geïntegreerd met het r e s u l t a a t dat de 

waterstanden overal i n het bekken bekend z i j n , 

h«,t) = h ( L , t ) (̂ '2. „ uJ 

Voor de nog resterende continuïteits-vergelijking(S.2ri^jheeft het r e s u l 

taat t o t gevolg dat de f u n k t i e h i n het rechter l i d alleen nog van t a f 

hangt : 

Door deze v e r g e l i j k i n g naar s te integreren kan, zoals d a d e l i j k z a l 

b l i j k e n , op eenvoudige wijze een oplossing voor-QCX/t) worden verkregen. 

Het i s van belanR om eerst na te gaan wanneer de veronderstRllino 
, ~ 

verantvroord i s . 

Onder v;elke voorvfaarde(n) mag men volstaan met een z.g. (kom")bergingS" 

beschouwi.pg? 

Om hierin.een i n l i c h t te k r i j g e n wordt eerst even'verondersteld dat de 

randvoorwaarde hCLjt) een sinusvormige f u n k t i e i s . 

In een r e l a t i e f diepe waterloop (weerstand n u l ) kan dc voortplantings-' 

snelheid van een lange g o l f worden benadex-'d met (a i e ook onder ^ . 5 . ) ; 

.^rur^ - (b=:b ^ ) 

De gol f l e n g t e van een d e r g e l i j k e g o l f wordt dan A = c T = Ï ( ^ K " 1 Ï . 
gem 

Hierin i s T de poriode van de g o l f . 

Zoals bekend i s aal xlch i n een afgesloten l e i d i n g een staande g o l f 

w i l l e n i n s t e l l e n . Een d e r g e l i j k e staande g o l f i s de som van twee lopen

de golven: een inlopende g o l f en een gei'eflekteerde g o l f . 



-3*2.6^ 

De s i t u a t i e , die zich i n een der'gelijk geval vooi-^doet, l a a t zich i n 

fxg,3;Z.^lS' i l l u s t r e r e n . 

bekkenlengte L ~ ™- X 

staande 
g o l f . 

f i g . 3..%.^. 

D i t beeld maakt het d u i d e l i j k dat de ver o n d e r s t e l l i n g voor a l l e 

waarden -Van t verantwoord i s als de lengte van het bekken n i e t groter 

i s dan b.v. ~ van de gol f l e n g t e . 

De voorviaarde i s dus: 

L « X (3.2. -1^) 

Omdat A = cï en de l o o p t i j d T gedefinieerd i s door T = ~ kunnen we 
Q.i. - /.y/ c 

de voorwaarde 'ook a l s vol g t uitdrukken; 

T << T 

In de l a a t s t e vorm kan de voorvraarde ook als v o l g t vrorden geïnterpreteerd. 

In de t i j d dat een ve r s t o r i n g (een kleine verandering van de waterspiegel) 

heen en weer door het bekken loopt verandert de waterstand b i j de rand 

slechts weinig: 

2 T « T (3. 2 . -15') 

Hiermee is een meer algemeen bruikbax'e voorv/aarde verkregen. Men kan voor 

T een t i j d s d u u r kiezen, die kenmei-'kend i s voor het v e r s c h i j n s e l . 

Ppm: De randvoorv/aarde h ( L , t ) behoeft u i t e r a a r d n i e t sinusvórraig te zijn» 

om toch bet hierboven besproken beeld mogelijk te maken. 



( 3 . 2 / r ) 

Laten we nu eerst kijken naar de verdere gevolgen van de v e r o n d e r s t e l l i n g 

(3.2. -11) voor het geetelde probleem. 

We kunnen de continuïteitsvergelijking (3.2. -13; naar x i n t e g r e r e n van x 

t o t X " X i xp:x x~x 

f | S a x . . / ^ b f dx 

I n het beschouwde geval ?.ijn ên b konetant over x. We vinden dan ook: 

ƒ |a d x ^ ^ b f / dx 

lo '''' x 4 

Q(x,t) - Q(0,t) b g X 

Omdat Q(Ost) O vinden we t e n s l o t t e 

, Q(x,t) - .r. b||^-^ - (3.2.^16) 

Opm. 1. Kontroleer van deze l a a t s t e u i t d r u k k i n g de tekens. 

2. Ga na wat ve vinden a l s b een of andere funktie van x i n . 

U i t het bovenstaande v o l g t ook voor het debiet t e r plaatse van x - L: 

(j(L»'t) - b L § - » B § (3.2. -17) 

De grootheid B i s het kombergingtsoppervlak van het bekken O - L. 

Het de b i e t en dus de stroomsnelheden i n het bekken worden bepaald door het 

kombergingsoppervlak b x en de waarde van |~ op ieder moment. 

Met (3.2. -12) ca (3.2. -16) i s een benaderende oplossing verkregen.. , 

Het i s moge l i j k m achteraf een i n z i c h t t e v e r k r i j g e n i n de j u i s t h e i d van 

de gemaakte v e r o n d e r s t e l l i n g ^ ^' O, 

Met de benadering, d i e bierv o o r voor de f u n k t i e Q ( x j t ) i s gevonden^ kan men 

ÏSi9£.3{SÏ!MÜ̂ Jri£'l§.ö_jra;ar̂  de g r o o t t e van e l k van de termen i n 

het r e c h t e r l i d van de beweg i n g s v e r g e l i j k i n g benaderen. Hierop z a l b i j de 

toepassingen ' . nader worden ingegaan. 

Eerst worden nu nog enice opmerkingen gemaakt betr e f f e n d e h i n het begin 

gemaakte v e r o n d e r s t e l l i n g e n ( z i e b l z . 3.2J4) 



(3.2.8) 

ad. 1. Als gevolg van de aanwezigheid van hooggelegen platen> schorren e.d. 

z a l i n de p r a k t i j k de vorm van het d w a r s p r o f i e l xn het algemeen v r i j 

g r i l l i g z i j n , De bergende breedte b 'aal dan een f u n k t i e z i j n van de 

waterstand h. I n d i e n het ve r l o o p van de f u n k t i e b(h) bekend i n , kan 

men d i t verloop b i j het i n t e g r e r e n va.n de v e r g e l i j k i n g (3.S. -13) 

verdisconteren. 

I n een d e r g e l i j k geval z a l men ook onderscheid moeten maken tussen 

b en b (- de stroomvoerende b r e e d t e ) . 

ad. 2, I n ge t i j g e b i e d e n e.d, h e e f t de bodem over het algemeen sl e c h t s een 

zeer geringe h e l l i n g . Het i s echter toch z i n v o l om na t e gaan wat 

er i n de beschowdng verandert i n d i e n i ^ 0.» 

Zoals b i j het a f l e i d e n van de D.V.n. wordt besproken kan men de term 

met i ^ i n de beweg i n g s v e r g e l i j k i n g samen nemen men ~ door over t e gaan 

op het piëüometriseh niveau pn t.o.v» een h o r i z o n t a a l v e r g e l i j k i n g s v l a k . 

I n p l a a t s van (3.2. -9) en (3.2. -10) hebben we dan t e maken met de v o l 

gende v e r g e l i j k i n g e n (omdat de r i c h t i n g van de geul-as n i e t h o r i z o n t a a l 

i s wordt dezé aangegeven met s ) : 

l l m ) . . „ 1 . l a sML 2 b ^2 
3s .gA 3t C^k% gA^ ' cos i . Dt 

"•b 
^ - - b 

ds cos 1,, 

i ^ ^ p o s i t i e f 

U i t het f e i t dat L « X v o l g t nu de v e r o n d e r s t e l l i n g 

•^•^-p^ "O pn « konstant over s. 

os 

De f a k t o r cos i ^ ^ b.v. i n de noemer van het r e c h t e r l i d van (3.2. - I 9 ) i s 

een gevolg van het f e i t dat de veranderingen van het piëg. niveau pn n a t u u r l i j k 

v e r t i k a a l worden gemeten en n i e t loodrecht op_, de s - r i c h t i n g (X bodem). 



(3.2.9) 

De kombergingsbesehouHing houdt i n dat het verloop van de waterstanden 

i n t voor het gehele bekken g e l i j k g e s t e l d wordt aan een bepaalde 

funktie h ( t ) t . o . v . een h o r i z o n t a a l r e f e r e n t i e - v l a k . 

U i t het bovenstaande b l i j k t dat daardoor een s t e r k vereenvoudigd probleem, 

o v e r b l i j f t . 

Door het toepassen van een continuïtèitsbeschouwing over een gedeelte 

van een bekken v o l g t d i r e k t ( z i e f i g . 3.2.T.), voor b i s konstant: 

Q(x,t) « ^ b . • 

Deze u i t d r u k k i n g komt overeen met (3.2. -16)^ waarb i j de leiding«B.s ook 

h o r i z o n t a a l was ver o n d e r s t e l d . 

U i t het bovenstaande b l i j k t dat de bodemhelling geen r o l z a l spelen in,de 

p r a k t i j k , 

ad. 3. De beperking dat h ( L , t ) een i n de t i j d v l o e i e n d verlopende f u n k t i e 

d i e n t t e z i j n b l i j f t gehandhaafd (geen discontinuïteiten). Deze 

beperking houdt d i r e k t verband met de voorwaai'de (3.2. -15). Als 

h ( L , t ) p l o t s e l i n g s t e r k zou s t i j g e n d i e n t men T i n deze voorwaarde 

erg k l e i n t e nemen. 

ad. k. Men kan deze v e r o n d e r s t e l l i n g i n een bepaald geval gemakkelijk 

achteraf k o n t r o l e r e n . 
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3.3. EiIIÊlièïlIÊjil^39iil 

Omdat de t i t e l van deae paragraaf n i e t voor a i o h z e l f e praekt, a a l 
• e e r s t worden aangegeven waarom dexe t i t e l en de t i t e l s vaa de p a r a 

g r a f e n 3̂ 4̂  en 3»6.. üijn gekoKon» 
De a f v o e r van een r i v i e r b u i t e n het g e t i j - g e b i e d a a l z i c h steeda, 
voordoen a l s een zeer langzaam verlopende golfbeweging, 
ïn bepaalde p e r i o d e s K i j n door t i j d e l i j k verhoogde a f v o e r ( door 
p l o t s e l i n g i n v a l l e n d e dooi of door aware r e g e n v a l ) h i e r o p a.g. hoog
watergolven gesuperponeerd. 
De v o o r t p l a n t i n g van hoogwatergolven i s een b e l a n g r i j k onderwerp^ 
Als d e f i n i t i e van een " f l o o d wave" zou men binnen s t e l l e n : 
- een e r g lauge g o l f j d i e z i c h j / o o r t p l a n t met een s n e l h e i d d i e 

a a n m e r k e l i j k l a g e r i e dan Y gA/b ^ 

I n p a r agraaf 3.6» wordt nog nader ingegaan op het biaondere. k a r a k t e r 
van hoogwatergolven* 
Het u i t v o e r e n van berekeningen en h e t doen van v o o r s p e l l i n g e n wordt 
aangeduid met " f l o o d - r o u t i n g " ^ 
I n de E n g e l s t a l i g e l i t e r a t u u r b e t r e f f e n d e d i t vakgebied worden d r i e 
methoden ondereoheiden i 

Z„ d.i f f u B i on 0;na-l£tg[„ I 

Men vin'dt deae d r i e benaderingsmethoden ( soms naast nog enkele 
andere ) i n v e r s c h i l l e n d e handboeken en and?.re p u b l i k a t i e s 
( Henderson 1̂ 66 , 

Vfat b e t r e f t d i t vakgebied wordt met de p a r a g r a f e n 3.3» ? 3.46 QJi 
3.6, onder 3^6.2. aangesloten b i j de literatuur» 

I n de'paragrafen 3.6» en v o o r a l ook 3»7̂  worden behalve theoriën be
t r e f f e n d e hoog-vvatergolven ook andere g o l f t h e o r i e n ( voor a l o f n i e t 
p e r i o d i e k e golven i n de beschouwingen betrokken^ 

Het b e g r i p f i n e m a t i s c h e g o l f wordt i n een i n m i d d e l s k l a s s i e k gewor
den p u b l i k a t i e u i t v o e r i g omschreven ( L i g h t h i l l en Whitham ^1933')^ 

I n het volgende wordt v o l s t a a n met het aangeven van enkele mathema-
t i s o h e en fys i B c h e aspekten. 

Volgens de t h e o r i e van de kinematieche g o l f wordt, de v o o r t p l a n t i n g 
van een hoog w a t e r g o l f benaderd door i n de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g 
u i t s l u i t e n d de weerg,ta";̂ .̂ig-̂ Ë ^n de bodemverhaxig^^^ "mee t e nemen". 

Dat w i l dus zeggen dat ook de term, d i e het verhang van de water
s p i e g e l aangeeft 

Ü i 

evenals de t r a a g h e i d s , term en de Z^Qu B e r n o u l l i - t e r m verwaarloosd 
wordt t e n o p z i c h t e van « 



De bewegingsvergelijking g a a t dah over i n 

Q Q V , 

A R ^ . 
s 

Omd.at h e t t e k e n van Q bekend i e en. s a m e a v a l t met de p o s i t i e v e x-ae 
en omdat v o o r een brede r i v i e r g e l d t R,i; h , bannen we voor de?.Q v e r g e l i j 
k i n g B o h r i j v e n t 

O . » ~ — ~ " • ( 3 . 3 . -1) 
2 h ^ l 

fi ' • " 

De cont* verg„ w o r d t beBOhouwd i n de g e d a a n t e t 

. •̂  b O ( 3.3. - 2 ) 

De v e r g e l i j k i n g ( 3,3, - 1 ) komt o v e r e e n met de bekende v e r g e l i j k i n g 
van Chéay, We kainnen B o h r i j v e n ; 

^ b;- . C h i ^ (3.3^ 3̂ ) 

M . & ^ i '^^^ koftBt.ant worden v e r o n d e r s t e l d , v o l g t u i t (3B3J, -3 ) 

'̂̂ '̂  ii..Jilji!lCL.iliIG..X\lil5;i^ is» 

U i t (3*.3.—" 3) v o l g t dan t 

S u b s t i t u e r e n we deze u i t d r u k k i n g v o o r ^ i a (3.3. -2) dan v i n d e n 
we I • ^ <:)x ' • 

° \ % T' j"; '̂ ^ j ; - 0 

Deae d i f . f o r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g h e e f t de gedaante s 

i j ! c i J ! . 0 (3.3. -6) 
t J X 

i ^ V 2 •1/2 b 
w ^ i a r b i j ; 1 e C h 1, -̂5 (3»3. -7) 

I 
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We ktmnen i n het. algemeen twee g e v a l l e n onclorsoheidea % ' • , 

1e« O wordt konetant g e s t e l d 5 
2o« 0 v a r i e e r t met x en/of met t . 

Het eenvoudigste iö n a t u u r l i j k u et e e r s t e g e v a l , omdat daarmee de 
d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g (3*3» -5) I m e a x r xei 

d t X 

O met 0 k o n s t a n t . 

Vöor deaejUV. j r a n de ee r s t e orde i e de o p l o e e i n g d i r e k t t e dooraten. 

X'x 
A l 

d t 
dan g e e f t (3.3^ -6) aan dat 

O of wel c[ X t) h 

d t » X 

dh 

d f 

O 

Een vee l gegeven i n t e r p r e t a t i e van de b i j e l k a a r beh^orende r e l a t i e s 

i e a l s v o l g t 1 • • 

A l 8 een waarnemer z i o h met de g o l f mee beweegt mot een s n e l h e i d 

.. . c i t 

dan a a l voor ham de hoogte h n i e t veranderen» ,. 

De konstante o i s de h e l l i n g v a n k a r a k t e r i s t i e k e _ l i jnc^n i n èen 

x,t~diagram, waarlange de waarden van h k o n s t a n t a i j n . 

B i l h et behandelen van de o p l o B s i n g e m e t h o d e " I n t e g r a t i e m«b.v. 

K a r a k t e r i s t i e k e n " wordt op de b o v e n a t a a n d e o p l o s s i n g nader terug

gekomen. 

K i e r i s h e t van b e l a n g om va s t t e E s t e l l e n d a t aan de l i n e a i r e D.V. 

(3.3. -6) wordt voldaan door een g o l f , o a j ^ ^ ^ j ^ ^ o n v e ^ 

r i o h t i n g .yoor'tĵ Uijlt«> ' ,. ' ' . 

Omdat v e r o n d e r s t e l d i s d a t Q a l l e e n een f u n k t i e van h i s , g e l d t 

dat d q è q 

d h h 

d Q è h 

d h c' X 
en daarom i 1 

ó h ê X 

I n de c o u t i m i x t e i t s v e r g e l i j k i n g (3.3.- k u n n e n ve 

vangen,we vinden dan : 

3 t . ' 

ver-

b d h -̂ X 

• • . 'F 
k o m t de g r o o t h e i d c v o o r ï 

1 i a 
b i h 

(3.3 -8) 



-3.3.4 

¥o kunnen dus s c h r i j v e n ; ( I Q h e of 
d h 

d Q. b e d h (3.3. "5) 

Zoals i n p a r a g r a a f 3.5. •v/ordt besproken kan een r e l a t i e K o a l s ( J. 3.. -Cj 

eenvoudig d i r e k t wordon a f g e l e i d v o o r de onvervormde v o o r t p l a n t i n g van 

een g o l f { g o l f f r o n t ) , 

Een d e r g e l i j k e g o l f w o r d t i n d e , l i t e r a t u u r 'w&l aangeduid met de naam 

" Mumoclinal r i s i n g wave " ^ 

De v r a a g i s nu wat er v e r a n d e r t i n h e t bovenaan b i g , 3.3.3., onder

scheiden tweede g e v a l ^ w a a r i n v e r o n d e r a t e l d w o r d t d a t de g r o o t h e i d 

O n i e t k o n s t a n t i s . 

De h e l l i n g , van de k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n , waarlangs g e l d t 

i s dan n i e t g e l i j k v o o r v e r s c h i l l e n d e punten i n h e t x/t-diagram» 

D i t g e v a l w o r d t besproken i n h e t c o l l e g e - d i k t a a t a l s e e n v o u d i g s t e 

Op deze .plaats w o r d t v o l s t a a n mot enkele opmerkingen over de I n v l o e d ' 

van h e t n i e t k o n s t a n t g i j n van c » 

Het g e v o l g v an h e t n i e t k o n s t a n t a i j n van de k a r a k t e r i s t i e k e h e l l i n g e n 

i s d a t v e r e o h i l l e n d e punten vaxi een g o l f z i c h met v e r s c h i l l e n d e s n e l 

heden v o o r t p l a n t e n . Het g e v o l g daarvan i s d a t de 3^0rm van _de^ g j f . j y g Z " 

Zoals op do c o l l e g e s ^seg nader w o r d t v e r k l a a r d , w o r d t de 

v o o r z i j d e , van de g o l f g t i j l e r en de a c h t e r ? , i j d e van de g o l f f l a u w e r 

d h 
O 

d t 

v o o r b e e l d van h e t i n t e g r e r e n m.b.v. k a r a k t e r i s t i e k e n . 

( z i e f i g . 33.y.) 

. ^ o o r i p l n n t i a g s r 
i c h t i n g 

4- X 



De hoogte van (de top van) de g o l f verandert t i j d e n s het v o o r t 

planten n i e t . D i t z a l een b e l a n g r i j k v e r s c h i l b l i j k e n t e z i j n met, 

de benaderii-.g, die i n de volgende paragraaf wordt besproken» 

Het i s d u i d e l i j k dat j u i s t eventuele e f f e k t e n ^ d i e een v e r l a g i n g van 

de g o l f t o p t o t gevolg kunnen hebben, p r a k t i s c h van groot belang z i j n . 

Als de h e l l i n g van de waterspiegel aan de v o o r z i j d e van de g o l f 

g r o t e r wordt dan zal er v r i j spoedig een moment kom.en waarop de 

oorspronkelijk gemaakte v e r o n d e r s t e l l i n g 

n i e t langer verantwoord i s . 

Het l i g t voor de hand om eer s t na t e gaan wat de i n v l o e d i s van het 

n i e t verwaarlozen van ̂ ™ 

B i j de benadering i n de volgende paragraaf üal b l i j k e n dat het ni e t 

verwaarlozen van 1 — een i n v l o e d h e e f t , d i e het steeds s t e i l e r worden 
dx 

van het v o o r f r o n t tegenwerkt, 

Daarbij komt een b e l a n g r i j k aspekt van de v o o r t p l a n t i n g van 

hoogwatergolven n.1. de x.g. topvervlakking naar voren. 

Een benadering volgens de t h e o r i e van, de "kinematic wave" i s n i e t 

bruikbaar voor hoogwatergolf-berekeningen over enige afstand. 

De i n het voorgaande besproken t h e o r i e i s wel van belang^ omdat de 

gevonden u i t d r u k k i n g voor c een goede benadering b l i j k t t e a i j n 

voor de " v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d " van hoogwatergolven. 





3. 4»13 Ver ge U J k i njicn^ 

üai de naarti vau deze paragraaf, z i n v o l i s z a l u i t de hierna^ 

af, t e l e i d e n v e r g e l i j k i n g e n b l i j k e n . 

Hot b e i a n g r i j k a t e u i t g a n g s p u n t I B d a t i n t e g e n s t e l l i n g met 

de vo.rige p a r a g r a a f h i e r de verhangterm ^ n i g t w o r d t v e r ¬

w a a r l o o s d t . o . v . de b o d t u a h e l l i n g i ^ ^ . 

De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g waar mee gewerkt w o r d t l u i d t 

B i j een'hoogwatergolf in h e t teken van Q steeds ^ e t z e l f d e j 

•verder i a Â ^ « b^ h en ( v o o r brede r i v i e r e n ) R « h zodat 

we kunnen_ sc_hr i jven^J 

h-* 

( 5 . 4 . - 1 ) 

'è-x 

Daarnaast g e l d t de continuïteitsvergelijking t 

« O b i l 
c^t 

. ( 3 . 4 - 2 ) 

Als'wc de v a r g / ( 3 . ' i - i ) ^ i ' ^ " ' * d i f f o r e n t i e r e n , krijger» ve 

bh 

c 

(3.4-,3) 
^ c ^ b j h ^ * ^ t 

De c o n t , v e r g , (3,4, -2) naar x differentiëren g e e f t l 

1 0 Q 
a 

( 3 . 4 - 4 ) 

Door nu' (3.4 -̂ 4) er (3.4 ^2) l n (3.4 -3) t o s u b s t i t u e r e n kan 

men h eUmiuere». Men v i n d t voor (3.4 ~3) dan de volgende 

d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g ; 

I.» è. 

l Q 

G'' b'" h^ i) t 
s 

-1 

Cv 



Door- (3./{.~l) naar x te differentiëren i . p . v . n a a r t en daarna 

te e l i i T i i n e r e n m.b.v. verg» (3.4- -••2) wordt 'gevonden s 

2 q h 

ó t 

3 Q. hl 
O 

b t 

We z i e n dus dat i n d i e n ^ i n de bewegingsvergelijking n i e t verwaar» 

looBd wordt t.o.v. i ^ - . .een versohijnsQl wordt beschouwd dat met een 

differontiaal-vergélijking kan worden beBchrevea, d i e de gedaante h e e f t 

- O (3.4» -7) 

- O (3»4.-8) 

a Q - b Q 

éf a h, ~ b h 

~^2M$ ! £ 2 i j i£iLjiSl,^ die vooral b i j de warmte^ 

ge l e i d i n g maar ook i n andere vakgebieden ( b.v. grondwatermeohanioa) 

een belangrijke r o l speelt i e t 

B h 
XX 

h, O (3.4. -9) 

B i t i s de Èïit}Bi£=:yyi]/£SlkiïÉiS£j waarvoor oplossingen bekend j ^ i j n . , 

I n d i e n wo een oplo B s i n g voor de D.V. (3,4, ™5) o f voor (3,4. ,̂ 6) 

w i l l e n geven dan i s het i n de ee r s t e p l a a t s n o o d z a k e l i j k dat de D„V. 

LlffiSAIR iB«, Dat w i l zeggen dat do ̂ o ^ S f f i o i e n t e n voor ilS en ilB i n 

(3.4. ~5) reBp'. de ooëffioienten voor i i i en -Aè (̂ 3̂ 4̂  ^ g f ^ 

KOiföTAIW zijn» x 

I n de u i t d r u k k i n g e n (3.4^ ^7) r e . p . (3.4. - ^ i ) . i j n a en b dua 

konstanten,, 

Het b l i j k t nu mogelijk, om b,v. de v e r g e l i j k i n g (3.4. om t o vormen 

t o t een v e r g e l i j k i n g van de gedaante (3̂ 4» „9) 

Men v o e r t daartoe i . p . v . x en t andere coördinaten i n t 

Dan i e 

Dus 

X ~ c t 

h ó 

ó y 
1 en i 

c 

a i j n * 

A i () h 

en 

t) h J r 

t e r w i j l h ( y , t ) o 

0 omdat 7' en x o n a f h a n k e l i j k e v a r i a -

Dan i e ook eenvoudig; t e a i e n dai 



-3 O 4 i> 3'-

Verdor i s 
7'^ 

Tt 

d <j t 

£1 
3 L 

1 due % 

De ».V. (3«4« 8) gaat over- i n i 

h •!- a O h. 
yy y 

a h., - b h - O ( 

Al s men nu a c b k i e s t , dan v a l l o n beide termen met ĥ ^ tegen 

elkaa.r we go 

De t r a n p j f o r j r i a t i e , dié we moeten u i t v o e r e n in dus t 

0 '5 mot 
b 
a 

(3.4. -1Q) 

De v e r g e l i j k i n g j waarvoor eon o p l o s s i n g 

dan s 
b 
yy 

a b. = O 

moet worden gegeven i s 

(3.4» -11) 

I n p l a a t o van de ver g * (3»4* - 8) kunnen we %̂ erg« (3»4» -l) op 

d e z e l f d e w i j a e aanpakken» 

Met deaelfdo t r f n i B f o r m a t i e (3̂ 4» - 'iO) ^'-W-jgen we i . p . v , (3.4. -7) 

een v e r g e l i j k i n g op te lossen van de gedaante t 

Q 
'yy 

(3.4. -12) 

Voor de d i f f u s i e - v e r g e l x j k i n g g i j n a t i a l y t i s c h e oplossingen bekend, d i e 

meestal m.'li.v. Laplace-transformatie of F o u r i e r - t r a n s f o r m a t i e worden ge

vonden (-zie b.v, Carslaw en Jaeger 19*̂ 7)« 

I n het volgende wordt een oplossing besproken» w a a r b i j gebruik gemaakt 

wordt•van F o u r i e r - t r a n s f o r m a t i e . 

De t h e o r i e i n d i t hoofdstuk i s u i t s l u i t e n d van belang voor een i n z i c h t 

i n de. v o o r t p l a n t i n g van hoogwatergolven, (M.B. dus n i e t voor g e t i j g o l v e n e.d!). 

Er wordt h i e r nogmaalB op gewezen dat de aoëffieienten a en b S 

g_ 2^i^.^_„{„f£gj ^ -?|-|rir [in"\,voor een a n a l y t i s c h e o p l . KONSTANT moeten 

8 9 . 211.1 n. 

Voor deae coëfficiënten kan men waarden invoeren door voor Qj C, 

b^ en h geschikte (gemiddelde) waarden t e kiezen» 



3» 4.2» A n a j ^ i j s o h e ^ o D ^ -

. I n het volgende \-;ordt e e r s t ei^n o p l o s s i n g voor DoV^ (3«4« - ü ) 

k o r t vjeer^'ogeven» 

Pourler~tra.nBfoym.atie ne.9,T_._2L g Q ^ f t i 

h « f a^^^^ I l dy 

Ah . en Ü . i i ^^^4» ^ 1 3 ) . 

,} y ' . b t ' è t 

li- t : ... ̂ 2 J (3^4^ „̂ 4) 

S u b s t i t u e r e n v a n (3-4. -13) en (3.4. -14) i " de D,V. (3.4« "11) 

g e e f t s ^ ^ 

- J a |;s ̂  =̂  O 

U i t deKe v e r g e l i j k i . a g v o l g t t 

él ^ l (3.4. -15) 
d t '̂̂  a 

Een o p l o B s i a g y o o r (3<J49 -VJ) i a % 

U^'h t ) / ( w , 0) e 

H i e r b i j d a "j.. ( l o , 0 ) een i a t e g r a t i e - k o n e t a a t e , d i e i n het algemeen 

g e l i j k i s aan de g e t r a n s f o r m e e r d e van de b e g i n v o o r w a a r d e * 

B i j d i t probleem w o r d t . v c r o n d e r u t e l d d a t op het t i j d s t i p t O 

op de p l a a t s y « O een h o e v e e l h e i d V per ra' breedte geloosds 

B i j h et t r a n s f orrnoren g e d r a a g t Y z i c h . a l s een k o n s t a n t e <, 

Z'i'" J 



I n h e t algemeen XB de u i t k o m e t van de volgende i n t e g r a a l ' bekend s 

d P V'r 

ln verband daarmee wordt de exponent van de a macht ondor h e t 

i n t e g r a a l - t e k e n a l s v o l g t geiiohreven t 

Z 

r 

A l s we de twee termen even p" en noemen dan ÏB 

/X 

v/e vindeiji dan s 

h ( y . t ) « V - — ^ - - T s - r f e 

DUB de gezochte o p l o s s i n g i s % 

^^^^ 

h ( y ^ t ) V 

^ 1 

2 l / / r ^ \ / 7 ^ 

a y 
Ti 

Dat (3.4» -16) inderdaad een o p l o s s i n g i s voor (3,4« -12) kan 

worden aangetoond door de o p l o s e i n g i n de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g 

t e s u b s t i t u e r e n ^ 

De i n t e r p r e t a t i e van de o p l o s s i n g (3.4* ~16) kan-meer i n z i c h t v o r -

Bohaffen i n h e t bis'.ondere k a r a k t e r van de v o o r t p l a n t i n g van hoog^-

watergolven» 



DQ t r a n s f o r m a t i e y « x - o t 

t ^ 

Zoals u i t f i g . 3»4"»1<i. b l i j k t kan men de oploBBing (3»4« -^16) i n t e r 

preteren alB een oplossing voor een aB&ensteleel dat iS_Al,^,^S£MiilS 

H2jLJ^^£l£j'"iiÊ,_i?.£Ü®5.fii een isnelheid o> 

5̂*-, j t e r w i j l als we do oorspronkelijke ooeffioie'nten 
a 

Nu i s O « 

voor a en b u i t de 'J3„VB (394<» -

3 Q 

i n v u l l e n wordt gevonden ê 

n 2 
V (3.4. 

A l s voor v' de verga van Chozy wordt i n g e v u l d j v i n d t men een u i t d r u k 

k i n g , d i e geheel^overeenkomt met de u i t d r u k k i n g (3«.35 -l) u i t de 

v o r i g e paragraaf» We a i e n nu dus dat desa r e l a d i i e een goede benadering 

i s voor de " v o o r t p l a n t i n g s s n e l b e i d " vaa een hoog^.-iatergolf» 

Laten we" nu k i j k e n hoe de o p l o e s i n g (3»4<. - 16) ? d i e e i o h met een snel 

b e i d 0 beweegt , z i o h t i j d e n s dat v o o r t p l a n t e n gedraagt. 

;In figé 3.4,2, i s het v e r l o o p u i t g e a e t van rnet de t i j d t « 

V, % 
»4 . -2 

D a a r b i j i a voor a gekozen de waarde _Jij„6_„l„ü_™.«J_.ii_," » 

U i t deze f i g u u r b l i j k t dus inderdand d a t do hoogte van de g o l f i n 

de t i j d afneemt. 

I n f i g , 'iJic.'i, ia u i t g e s e t t ' ^ 
a y 

" i n 

• \ f ¥ f r 

tegen y v o o r v e r s c h i l l e n d e t i j d a t i p p en, 



3 r if.J--

yift •• 



I n f i g u u r 3.̂ *̂ 6̂ .̂. i s het v e r l o o p u i t g e a e t vaa i i X i i i L . t e g e n 
V 

de coördinaat y — - - ^ ^ % £ L ^ » 

U i t d i t p l a a t j e {jüjkt d a t we de gevonden o p l o s s i n g itunaeu.; i n t e r - ^ 

p r e t e r e n a l s een GauBs-funktie> Vaarvan de top i n de t i j d k l e i n e r 

Wordt^ 

Alp, we nu ook nog bedenken d a t de coördinaat y e£n_oorsjjrorig i m p l i 

ceer d i e i j l ^o____X2^ricjiti^ng_ ^*^31*l,'^gt^fi_t etuï̂ __sneni£3̂ d̂ __̂ ^̂  ̂  dan i s 

de gevonden o p l o s s i n g ook a l s f u n k t i e van x en t g e m a k k e l i j k t e 

i n t e r p r e t e r e n . 

Om een i n d r u k t e geven van h e t gedrag van de o p l o s s i n g i n . -x 'en t 

i s een f i g u u r i n d i t d i k t a a t opgenomen 5 d i e i s overgenomen u i t een 

a r t i k e l i n "De Ingenieur" (Schönfeld ,,1948), I n d i t a r t i k e l v o r d t 

de h i e r besproken o p l o s s i n g voor h e t e e r s t g e p u b l i c e e r d * 

De f i g u u r op de volgende b l a d z i j d e geeft nog oen i l l u s t r a t i e van h e t 

f e i t d a t een qp een bepaalde p l a a t s g e r e g i s t r e e r d e w a t e r s t a n d i n de 

t i j d een a s y m e t r i s c h v e r l o o p v e r t o o n t door de Ksg^ t o j i v e r v l a M ^ i n ^ ^ 

U i t e r a a r d a i j n d aarnaast nog vervormingen va'ó belang i n de natuur, 

d i e i n het' bovenomschreven model geen r o l kunnen s p e l e n omd8,t o^a» 

- de v e r g e l i j k i n g e n g e l i n e a r i s e e r d g i j n | 

- de l e i d i n g n i e t p r i a m a t i s c h i s ̂  

- de beginvoorwaarden ke e r v e r s e h i l l e n d kunnen z i j n ; 

- a l l e r l e i v e r s t o r i n g e n kunnen voorkomen , d i e op de hoogwater

g o l f gesuperponeerd kunnen worden gedacht | 

- d o ' t r a a g h e i d s term een r o l kan spelen , w a a r b i j een b e n a d e r i n g 

volgen,vde t h e o r i e va.n de "dynamic x-iave" noodzakelijk i s 

( g i e p a r a g r a a f J^ö, 

I n h e t algemeen kan worden ge.steld d at h e t voor de p r a k t i j k uitvoe-?-

r e n vai^ berekeningen steeds g r o t e problemen mot z i c h mee b r e n g t , 

omdat de natuur een g r i l l i g k a r a k t e r hoeft» Het b e l a n g r i j k s t e p r o 

bleem d a a r b i j i s dat/.te w e i n i g gemeten gegevens b e s c h i k b a a r 2 ; i j n , 
( b i j n a steeda 3 



s 

Hat o n t s t a a n van een a s y m m e t r i s c h e peilschaalkrorwm.e door de verzwak-king van een s y m m e t r i s c h e g o l f . 

H n k s : de o c l f cp-ec^n b e o a a l d r i v i e r v a k , op op-^envolger de t i j d s t i p p a n , C,1.2, enz. TFCHM.HOGESCKOOL D E L F T ̂  

P , . s ts- yO- ,:.riooD v^n 'oe wa . t ^ r - -5nd ruet ds t - p Cp^ ^ s c h - a l k r o n m e 5, .e r p laa tse 3 . ^ü. ,^.o~,n « v s ^ . r . c . w . t i n . e i 





3 «-5 'M:MSkèÊAÊB}£ 

I n de p a r a g r a f e n 3^3. en 3.4' speelde de weorstandetorm een b o l a n g r i j k e 

r o l . Nu wordt e c r e t gekeken naar oon type lange--golfproblemon, w a a r b i j 

d£„JiGö.ïïit§M]iloï>in„eê ^ speelt» dooh w a a r b i j i a tegen--

s t e l l i f i g daarmee de^.1?aagheJdot 

Do i n Nederland ingeburgerde naam " t r a n a l a t i e g o l f ' * v e r g t wat nadere t o e -

l i o h t i n g s omdut ook b i j andere golven (b.v» b i j de v o o r t p l a n t i n g van oen 

g e t i j g o l f i n een b o n e d o n r i v i e r ) , aprako i s van t r a - n e l a t i e , I n de Engels

t a l i g e l i t e r a t u u r komt " t r a n s t a t o r y wave" voor,hetgeen eon breder b e g r i p 

i e . De i n daae paragraaf t e bosproken g o l f v e r e o h i j n a e l e n worden wel 'aan

geduid met " r a p i d l y v a r i e d unsteady f l o w " ( s i e b.v. Ven t o Chow 1959)» 

Sen voorbeeld van de problemen, waaraan we i n d e p a r a g r a a f denken kan 

worden weergegeven m.b.v. de i n f i g . 3.5«1* weergegeven situatie« 

.kuns twerk 

flfool. j ' ' k a n a a l 

meer 

Tussen een groot meer en een kanaal bevindt zich een kunstwerk, waarmee 

water-wordt ingelaten. In het kanaal stroomt het water met. een gemiddelde 

Brtelheid v , , 

O 

Stel dat op een bepaald moment de oppervlakte van het böschiAbare door-

etromingsprofiel van het kunstwerk vri;) p l o t s e l i n g g-foter wordt. 

De t i j d waarin d i t gebeurt kan veröcbillend z i j n , hetgeen bepalend l s 

voor de vorm van de g o l f / d i e door de verandering ontstaat. 

:Voorlopig wordt ervan uitgegaan dat de verandering t o t stand komt i n een 

verwaarloosbaar korte t i j d . Het f r o n t van de go l f aal dan zeer s t e i l üijn 

Ale nu nog wordt veronderateld dat de opening daarna n i e t meer verandert 

en dat het meer zo breed en diep la dat 2.xch daarin geen merkbaar golf-^ 

v e r s c h i j n s e l z a l voordoen, dan k r i j g e n we een eenvoudig voor t e a t e l l e n 

verschijnsel (in het Engels f uniformly. RrpgroBöiva f l o w ) . 



Het f r o n t vormt een discontinue overgang tussen t\-iee verschillende toe

standen: h. en . + Av (zi e f i g . ' ^ A " / ^ ) . 
0___̂  O 

De voortplantingssnelheid van a l l e punten van het f r o n t (onvervormd voort

plantend) i s g e l i j k c. 

IK 

meer 

f i g . 3 ,.>wii/, 

Als we vervolgens veronderstellen dat de opening na enige t i j d b.v, weer 

verkleind wordt dan k r i j g e n we een g o l f zoals i n f Ig. at6",:S. i s weergege

ven. 

Naarmate de verandering plaats vindt i n een langere t i j d , z a l het f r o n t 

van de g o l f minder s t e i l verlopen. > 

f i g . ó.£>^- -i. 

Na bet voorgaande i s het voor de hand liggend om ook nog even t e k i j k e n 

naar de gevolgen van u i t s l u i t e n d een plotsel.inge v e r k l e i n i n g van het 

doorstromingsprofiel van het kunstwerk. Uitgaande van een permanente 

toestand aal zich i n dat geval een negatieve t r a n s l a t i e g o l f het kanaal 

i n voortplanten {zie f i g . .'J'C) * 

K 



—3*5 

I n het beschouwde kanaal-pand,kunnen aioh ook' d e r g e l i j k e golven v o o r 

doen door het manipxileren mot een kunstwerk, dat a i c h aan de andere 

a i j d e bevindt» Het b l i j k t dat de golven »ioh'tegen Btrornend, water i n 

kunnen voortplanten. Er b l i j k t d a a r b i j een-grens te bestaan . ( de k r i 

t i s c h e s n e l h e i d $ a i e c o l l e g e b 72). 

'De verhouding tuBsen deze k r i t i s c h e s n e l h e i d en de s n e l h e i d van hot 

water VQ b l i j k t van belang t e a i j n voor de vorm. van h e t f r o n t van de 

g o l f « 

J u i s t omdat het i n deze p a r a g r a a f gaat om het v e r k r i j g e n ' v a n ' i n K i c h t 

l n een s p e c t a c u l a i r l a n g e - g o l f v e r s o h i j n s o l roei; de éénvoudigste laid-, 

delen ^ b l i j f t de vor.ra van het front ( en van de a c h t e r z i j d e . ) -van 

de t r a n s l a t i e - g o l v e n verdor bHii!Li.-]25La^^ ^ ^ - j •̂'̂  benadering. 

I n ' h e t volgende wordt öe. v o o r t p l a n t i n g van t r a n e l a t l e g o l v e n beeohouwdj 

waarbij wordt v e r o n d e r s t e l d dat de g o l f ( en hot g o l f - f r o n t ) n i e t 

vervormt t i j d e n s het v o o r t p l a n t e A a 

Van oen g o l f , d i e zioh BJ'^'^SJ'lBXB!k.J29S^:2k3Iïk v o o r t p l a n t i n g s -

s n e l h e i d d u i d e l i j k gedefinieerd» I n de l i t e r a t u u r a i j n sinds de h e l f t 

van de v o r i g e eeuw v e r s c h i l l e n d e u i t d r u k k i n g e n a f g e l e i d . Alvorens daar 

nader op i n - t e gaan wordt e e r e t een ooatinuïteitsbaschoawing voor 

een onvervormd voortplantenxle g o l f opgestelde * 

BeBchouwd wordt een gol f . m e t ean v r i j s t e i l f ront,•die zioh v o o r t p l a n t 

i n een prismatiBohe opon l e i d i n g met een d i e p t e h^ .en oen s n e l h e i d 

Vj.̂  '( i n oftgeBtoorde toe&tand )« 

c. dt 

I C dt 
I 

Na het passeren van het g o l f f r o n t I B de waterstand t.o.v. de bodem ge

l i j k aan h = h^ t e r w i j l de gemiddelde snelheid dan 

g e l i j k i s aan v v^ t &v . 

Als we nu een continuïteitsbesohouwing opsettenj dan i s m.b.v, boven

staande f i g u u r gemakkelijk i n . t e zien dat 

AQ QQ + b e A / 



H i e r u i t v o l g t t . 

A Q ^ b c A h (3.5. -1) 

I n d i e n b « b, v o l g t u i t (3,5<. i 

b a h 
O h„ h 
s O 

îiÏÏi'̂ -»̂ *' r e l a t i e (3<,5i, - l ) kostJt geheel overeen met de r e l a t i e (5»3.--9)j 

d i e i n p a r a g r a a f 3.3. i s a f g e l e i d voor de " k i n e m a t i c wave" , 

Omdat de v e r g , (3,5. ~ l ) i s gebaseerd op een continuïteita-^beHchou» 

wi n g , g e l d t deze voor v e r s c h i l l e n d e typen g o l v e n , i n d i e n v e r o n d e r 

a t e l d w o r d t d a t deze a i c h 2l}I£ElSnSSl.^l9,SltÈÏÜ£3i£P (raonoefliial r i s i n g 

waves ) ^ . 

2,De r e l a t i e ( j ^ S * " l ) kan g e b r u i k t worden b i j h e t op eenvoudige w i j z e 

berekenen van de v o o r t p l a n t i n g van t r a n s l a t i e g o l v e n i n k a n a l e n e.d. 

-'•'̂  £jLlL^X •"*'^^dt ££d££_Ji»_5j^t behandeld hoe o'p eenvoudige w i j z e 

i n z i c h t k a n vorden v e r k r e g e n i n h e t p a r t i e e l r e f l e k t e r e n van t r a n s 

l a t i e g o l v e n b i j s p l i t s i n g s p u n t o n , v e r b r e d i n g e n , v e r s i i i a l l i n g e n ^ 

v e r d i e p i n g e n e^d^ > 

Men kan dex.e benaderingen i n t e r p r e t e r e n a l s de eenvoudigste t o e p a s -

gingen van de methode " I n t e g r a t i e m.b.v. K a r a k t e r i s t i e k e n " , w a a r b i j 

al s ' randvoorwaaiden "spütsingapunt-voorxmarden" w o r d e n i n g e v o e r d ^ 

Van h i e r af w o r d t i n d i t concept d i k t a a t op v e r s c h i l l e n d e 

p l a a t s e n verwezen n a a r , h e t bestaande d i k t a a t t 

•*̂ Î •anKe. Go 1 ven _.in̂ _ Leidingen,',' I)e_el__I 



•Voor de v e o r t p l a n t i n g B n o l h e i d van. de golven, d i e w i j i n deae p a r a g r a a f 

beschouwen,' wuraen i n da l i t e r a t u u r op v e r s c h i l i e n d e w i j a o r i u i t d r u k k i n g e n 

afgoleid» Voor een meer v o l l e d i g o v e r a i c h t kan naar een van de handboeken 

worden verweaen (b.v. Stoker, 1957 ; Ven t e Ghow , Vj'}9 

I n het volgends worden enkele r e l a t i e s beeproken» 

Ee r s t wordt beschouwd een g o l f i n een l e i d i n g met een r e e h t h o e k i g dwars

p r o f i e l ( b t,- b ̂  ) , w a a r b i j g e l d t dat Ah k l e i n i s t,o«v^ h^ en w a a r b i j 

VQ = O ( v o o r t p l a n t i n g i n j ; t i l water ) . . • 

Een eenvoudige a f l e i d i n g van een bekende v e r g e l i j k i n g voor de v o o r t p l a n -

t i n g e e n e l h e i d XB m o g e l i j k door een coördinatensteleel t e d e f i n e r e h 'dat 

mot de g o l f meebeweegt» 'fen op.iïiehte Viin d i t coördinatenetelsel, dat i n 

de x - r i o h t i n f c beweegt met een s n e l h e i d c,- beweegt het water met een 

s n e l h e i d o V reep8 c ( z i e fig« 3«5»6« )» 

c-v 

AlB v e r l i e z e n worden verwaarloosd, g e e f t een energiebeschouwing de v o l 

gende • v e r g e l i j k i n g t 

hy. + 
2 g 

h^ -f .ah 4-
2 g 

U i t de continuS'.teitBbesehouwing v o l g t a i e we h^ + h even h^ noemen i 

A h : 
V „ O ^ — ^ ^ 

1 

U i t ( 3.5» -2) v o l g t dan s 

c 

2 g 
( 3.5. -4) 

V/e vinden voor de voortplantingüsnelheid van de g o l f dUB de volgende 

v e r g e l i j k i n g i 



I n Deel I b l z . .4«4Q i s verg» (3.5-'-4) ook a f g e l e i d e • ̂  

Daar l B de u i t d r u k k i n g omgewerkt t o t ' e e n andere r e l a t i e , d i e ' i n de 

l i t e r a t u u r voorkomt n.1. ' ' 

f b 7 ( l . ; ^ ) , (3.5..6) 

Deze v e r g e l i j k i n g voor o s t a a t bekend a l s de .vergelijking'van .. 

de S a i n t Venarit. Deze v e r g e l i j k i n g Wordt i n Deel I ook a f g e l e i d m.b^v. 

een impulsbalans^ ' 

A l s we v e r o n d e r B t e l l e n dat &h e r g k l e i n i s t , o . v . dan a i e n we 

i n v e r g e l i j k i n g (3.5. ~6) dat t • . , 

« 1 , 
3 4 h 

4 h 
Kodat' dan wordt gevonden t 

O 

g h (3,5. -7) 

D i t ' i s een. bizonder belangrijke relatie» ' .' 

Daarmee wordt il£_voortDl^ gegeven B i i L ^ e n ^ ^ ^ ^ 

i n een open l e i d i n g ( b b^ « k o n s t a n t )„ .. ' ' 

I n d i e n de bergende breedte b n i e t g e l i j k I B aan de B+.roomvoerende breedte 

bg dan wordt i n p l a a t s van (3.3. gevöeden i —' 

g ftr (3o5--8) 

I n d i e n de hoogte van de g o l f n i e t J'.O e r g . i c l e i n i s t«o.v. h^ dan h e e f t 

d a t enige i n v l o e d op de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d . Toch k'a.nnen we i n de 

v e r e c h i l l e n d e u i t d r u k k i n g e n , d i e m o g e l i j k a l j n , • s t e e d s de r e l a t i e ' 

(3.5* --7) herkennen» , 

I n d i e n de s n e l h e i d 'van het water, w a a r i n de g o l f ,Aoh v o o r t p l a n t , n i e t ' 

m i B dan. kunnen v e r g e l i j k i . n g e n worden a f g e l e i d , w a a r b i j b l i j k t dat . . 

de ;aanwe..ige s n e l h e i d | v^| b i j de gevonden r e l a t i e s moet worden o p g e t e l d 

r e s p . ervan a f moet. worden g e t r o k k e n , ' . . . 

We v i n d e n i . p . v . (3.,5, «.7) aus algemeen t 

V 
O (3*5. -9) 

Deae r e l a t i e s p e e l t i n het vak Lange Golven een . b e l a n g r i j k e r o U 



I n 3«5.1« werd u i t a l n i t e n d gekeken naar ( h e t f r o n t van) een 

t r a n a l a t i e g o l f , d i e siich i n één rieSriving voortplant» 

De besproken verge 1 i j k i n g e n Ki.jn van belang voor een ruwe bena--

d e r i n g van bepaalde prakti,-jk>-problemea en voör een e e r s t e i n a i c h t 

i n de v o o r t p l a n t i n g van t r a n s l a t i e - g o l v e n , 

I n b e g i n s e l i s b i j lange--golfproblowen n..lo S:2JiLAA sprake'van 

twee ,lo.t)enrt_e. golven. „ B1 j h e t behandelen van' de kar a k t e r i s t i e k e 

methode en de h a r B i o n i s c h e asethode w o r d t h i e r o p nador ingegaan^ 

Voor oen e e r s t e besehouv/ing over d i t b e l a n g r i j k e aspekt wórdt 

i n h'et volgende u i t g e g a a n van de algemene d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j -

• k i n g e n , w a a r b i j z o v e e l m o g e l i j k w o r d t v e r e e n v o u d i g d . 

I n de b o - w e g i n g s v e r g e l i j k i n g i n h, en Q w o r d t naast de t e r m 

a l l e e n de t r a a g h e i d B t e r m meegenomons 

; ^ g i , l t 

Verder g e l d t de c o n t , v e r g , 

l3 • èh 

• 11 

(3.5. -10 ) 

(3.5. - 1 1 ) 

De v e r g ^ (34 5* -l O ) n a a r differentiëren >jn de v e r j 

naar ' t g e e f t a c h t e r e e n x r o l g e u B t 

èxèt 

J . i l l . 

^2. 
b 

.)t 

h 
2' 

(3.5» -11) 

•üit deze beide v e r g e l i j k i n g e n v o l g t door ellniinerén van Q de 

volgende D.'V. I .„.„' 

1? 
(3.5. -12) 

DeKC partiële d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g i s van hét h y p e r b o l i s c h e 

type e n - s t a a t bekend a l s de " s n a a r v o r g e l i j k i n g " óf de " g o l f v e r g e 

l i j k i n g " . 



Door v e r g , (3,5. - i o ) naar t t e differentiëren en de v e r g . (3.5.-11 

naar x en vervolgens! h t e e l i m i n e r e n i s c-en D/V, in Q af t e 

l e i d e n ; • 

( 3 . 5 . -13) 

A l s we — ~ k o n a t a n t v e r o n d e r s t e l l e n en dei^e k o n s t a n t e c noemen 

h 

dan gaat (3l5» - i S ) over i n t 

( 3 . 5 . -l'O 

B i j h e t behandelen van de oplossingsmethode " I n t e g r a t i e iâ b„v<, Karak

t e r i s t i e k e n ' * z a l b l i j k e n d a t een b e l a n g r i j k e eigenschap van de D,V^n« 

(3*5» -12) en (3.5. -13) i s ' d a t er _twee k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n 

bestaan» 

Aan de eenvoudige D»V. (3e5<. - 1 4 ) ' v o l d o e t i e d e r e f u n k t i e van de 

gedaante r 

h ( 3 £ - e t ) . 

De a l g . o p l o s s i n g voor (3^5» -14) lüidt dan ook : 

. h ( x , t ) » P̂^ ( t - ' ^ - ) ^ Pg ( t 4- ̂ ï-) (3,5. -15) 

I n (3,5, -"15) moeten en Fg nog worden bepaald u i t twee rand

voorwaarden. 

S t o l d a t F„ O t dan 

h ( X j t ) ( t - '"•̂•»') 

D i t i s een g o l f ^ d i e l o o p t i n de p ^ s i t i g v e _ x - r i c h t i n g ,' 

De g o l f kan nog v e r s c h i l l e n d e gedaanten hebben. 

?oor h o t bepalen van de f u n k t i e F,̂  i a dan nog een randvoorwaarde 

nodig» 

ïn heb algemeen z a l gel d e n O en dan b l i j k t dus d a t de o p l o g -

e i n g voor h ( x , t ) b e s t a a t u i t twee g e d e e l t e n t . 

• - een g o l f coiiiponont^ d i e i n de pos, x - r i e h t i n g i l o o p t ; 

~ een go 1fcomponent, d i e i n de neg. x - r i c h t i n g loopt « 

De funkfcie h ( x g t ) , d i e i n een bepaald punt wordt, waargenomen 



-3.5.9-

( of berekend ) i s dn3 steeda de som_va_n_3j£(je_io_ï^^ 

D i t aspekt vormt een b e l a n g r i j k veï'-schil tu s s e n deae o p l o s s i n g en de 

i n 3.3» besproken o p l e s s i j i g voor de"ki-öematic wave''^ omdat daar 

g l e c h t s sprake i s van een g o l f i n éin r i c h t i n g . 

Aan de D^V, (3i,5. -14) w o r d t ook v o l d a a n door f u n k t i e s , d i e s i n u s 

vórraig i n de t i j d varieren,, Deae o p l o s s i n g e n v a l l e n onder een l a t e r 

i n de c o l l e g e s te bespreken oplossingsmethode "de harmonische methode" 





~'i»Ó*1-" 

I n .dê ê paragraaf smullen een a a n t a l l a n g e - g o l f p r o b l - m e n t e r sprake 

, kernen, waarvan de overcenkotrmt i s dat f n de algemene d i f f e r e n t i a a l - ' 

v e r g e l i j k i n g e n gèĉ n b e l a n g r i j k e vereenvoudigingen mogen -worden, aan¬

" gebracht O 

Omdat b i j deae golven zowel de weerstandsterm a l e de t r a a g h e i d s t e r m 

n i e t : mogen vmrden verwaarlooBd,worden ?.e wel . g ^ J ^ n ^ m e t J l g e m j i ^ ' ^ 

- kai;^te£ genoemd. . • , 

üo naam van de.e paragraaf . a l i n het begin van 3.6.2. nader worden 

vorkla^ard» • . . 

3.6,1. V e r g e l J j k i i i g e ^ ^ ; ^ ' • ' 

I n deze^ paragraaf a a l worden uitgeg.aan van de volgende .D.V.n. -̂ .̂  

... •.,.-,...-H„... „„„ ,ir..̂ ..v v e r t r e l i i k i n c e u z i j n een a a n t a l v e r o n d e r -

stêllingen geda^an, d i e b i j h e t g e b r u i k ervan .teedb moeten worden 

g e t o e t s t . De g e l d i g h e i d van,de.e D,V.n. i s voor een g r o o t a a n t a l van 

.de h i e r n a t e bespreken probleweu door roetingen aangetoond. 



3 . 6 , 2 , IloogwaterKolƒ _ala dynaniiBche e;o 1 f 

I n a a n a l u i t i n g op de i n 3,3, en 3.4, behandelde eenvoudige 

theoriën b e t r e f f e n d e hoogwatergolven, wordt h i e r nog wat nader 

ingegaan op h e t b i z o n d o r e k a r a k t e r van deze lange g o l v e n * 

°P ill.Ji;iL"iiïlSiii!l!PiLËl̂ ,̂ ^̂ ^ i« h e t v e r l o o p van 

gemeten wa t e r s t a n d e n i n de t i j d u i t g e a e t voor v e r s c h i l l e n d e 

p l a a t a e n langs de E i j u en de Waal, 

,We z i e n d at up de "hoofdbeweging" de h o o g w a t e r g o l f v e r a c h i l l e n d e 

" r i m p e l s " gesuperponeerd gedacht kunnen worden. Deze kunnen wor

den v e r o o r z a a k t door v o r s c h i l l e n d e "discöntirmïtêlten'% d i e g l e h 

i n he t r i v i e r b e d kunnen voordoen» 

Ook de g e t i j b e w e g i n g kan samen met een h o o g w a t e r g o l f voorkomen. 

I n andere dan Nederlandse omstandigheden kunnen hoogwatergolven 

voorkomen^ w a a r b i j de t r a a g h e i d s t e r i a i n de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g 

een n i e t t e verwaarloiseu r o l s p e e l t ( b a n d j i r s ) . 

B i j een benadering voor een h o o g w a t e r g o l f , w a a r b i j de t r a a g h e i d s -

term n i e t w o r d t v e r w a a r l o o s d , s p r e e k t men van "dynamic wave raethod" 

Deze naaro wor-dt v e r k l a a r d u i t h e t f e i t d a i i n t e g e n s t e l l i n g met de 

theoriën u i t 3.3. en 3.4, l i i e r gewerkt w o r d t mot de verfenel» 

l i r t g B t c r m v o lgens de 2e wet van Newton» • 

Een b e n a d e r i n g voor een h o o g w a t e r g o l f a l s dynamlache g o l f i a s p l i -

e e c r t d a t gewerkt w o r d t wet t!e D.V.n, (3,6. 4) en (3,6,- 2) 

of met daarmee ovéroeHliowiende vei ^ g e l i j k i n g e n , 

B i j normale afvoeren v e r l o o p t h e t r i v i e r b e d a l v r i j g r i l l i g 

(denk b.v, aan de b o d e m f i g i i r a t i e b i j boohten) o B i j de hoge 

afvoeren wordt het stroomvoejrend p r o f i e l g r o t e r (hogere Water-" 

standen en g r o t e r e breedte) t e r w i j l djui de r i v i e r - b e d d i n g b i j -

»onder g r i l l i g verloopt„ Het gev o l g ia dat met voldoende gegevenB 

een r i v i e r g e d e e l t e l n een v r i j g r o o t a a n t a l vakken z a l moeten worden 

verdeelde Het t e v e r r i o h t e u tekenwerk wordt omvangrijke 

I n deze t i j d a a l eteedn g e b r u i k worden gemaakt van numerieke r e k e n 

technieken. ( a i e een va.n. de l a a t s t e o o l l e g e s 1 namerioke i n t e g r a t i e ) . 

A l s men een hoogwatergolf-probloem nub«Vo' een oomputer-programma 

voor het oplossen van de D^V^bo (3.6, --1), en (3.6.-g) uit.i-ek9nt, 

dan k r i j g t mon aonder e x t r a moeite een Keer v o l l e d i g e o p l o s s i n g , 

J u i B t het analyseren van d e r g e l i j k e r e s u l t a t e n g e e f t inaioht i n 

het biaondere k a r a k t e r van do v e r e c h i l l e n d o typen golven,, d i e zich 

kunnen voordoen^, U i t e r a a r d geven ook gemeten r e s u l t a t e n üo'n in«icht.. 



'lo i e het i a t e r o B s a f i t om op -de • a u t o g r a f io de v/ateretandon i n L o b i t h . 

en de waterstanden i n Malburgen ( g i e o m a c h r i j v i n g B en A op de 

autografie ) o n d e r l i n g t e v e r g e l i j k e n . 

Een translatiegolfï d i e b i j Malburgen wordt opgowokt wordt l a t e r i n 

de t i j d g e r e g i s t r e e r d i n L o b i t h W e aiea deae t r a n a l a t i e g o l f z i o h tegen 

de hoogivatergolf i n v o o r t p l a n t e n ^ w a a r b i j deae B t e r k aan demping onder

h e v i g ie» • 

Er p l a n t aioh v a n u i t Malburgen, ook een t r a n s l a t i e g o l f v o o r t met de 

hoogwatergolf mee'̂ , Deae i e Bpoedig u i t g e v l a k t e . 

I n IĴ Sö* gaven L i g h t h i l l en i'ihitham ( f i i e r e f e r e n t i e s ) het volgende 

beeld van een v o o r t p l a n t e n d e hoogwatergolf .% • ' ' 

I« I n d i t gebied p3.anten s',ioh stroomafwaarts v e r a t o r i n g e n v o o r t , 
d i e b i j do hoogwatergolf behoren* 

I I 0 D i t i e de "hoofdbeweging" '.an de h o o g w a t e r g r i f . 

III» I n d i t gebiöd p l a n t e n «ioh. stroomopwaartiJ v e r B t o r i n g e n voort» 

De verstoringen ad. X' en lïl dampen epoodig uit» 

B i j een benadering voji een hoogwatergolf a l s dynamieohe g o l f worden 

a l l e van'bolang ?,ijnde v e r e o h i j n a e l e n i n de berekening betrokken^ 





Ben l a n g d u r i g e harde wind over een wa t e r o p p e r v l a k goeie do Noordzee 

ver o o r z a a k t een verhang i n do w a t e r e p i e g e l ^ 

Het gevolg i e w a t e r f i t a n d o v a r i a t i o B ( verhogingen en v e r l a g i n g e n ) , d i e 

enkele decimeter© t o t Bome enkele metera bedragen* 

B i j de monding van een b o n o d e h r i v i e r ( e B t u a r i u m ) g e e f t d i t a l e ran d ~ 

voorwaarde ib^v» hèt. i n de f i g u u r aangegeven wateretandsverloope : 

De stormvloed a a l a i c h a l e een lange g o l f i n oen b e n e d e n r i v i e r v o o r t ¬

planten» Pe w e r k e l i j k optredende s i t u a t i e i s wat..geoomplioeerdér omdat 

t e g e l i j k e r t i j d ook hot g e t i j voorkomt e j, •« 

De Bnelheid waarmee de wateretand v e r a n d e r t t * g . v , eon stormvloed 

l i g t ^ i n de z e l f d o orde van g r o o t t e a l s d i o teg.v» een getijgolf« 

Daarom en ómdat beide eamen voorkomen worden stormvloeden met g e t i j 

g olven alB één l a n g e - g o l f p r o b l e e m beaohouwd* 

_QeMJ_£o]^ef)^__j^ 

I n de c o l l e g o s b 75 wordt h et o n t s t a a n en hot analyeeren van de 

g e t i j b e w e g i n g op ejjn ^^bep^filde j j l a o / t B l a n g B een ku et behandeld*. 

Voor een o v e r a i o h t van de verBOhillend.e oomponenten^ w a a r u i t een, g e t i j 

op een bepaalde p l a a t s kan s i j a samengetateldj wordt naar dese, c o l l e g e e 

verweaen^ Eenvoudigheidehalve wordt een dubbeldaage g e t i j beeohouwd met 

een periode van 12 uur en 25 minuten ( 447OÜ seconden ) en een ampli'-

tude h B 1 ,üü m 

amplitude h - 1)00 m p o r i o d e 'f e 12 uur 25 min. 



Wc kunnen ons een g e t i j g o a l a deor f i g , 3,6,3» "ŝ '̂ordt weergege%fen 

V o o r a t e l l e n a j H raudvoorifaarde imn de monding %'an een b e n e d e n r i 

vier» De g e t i j g o l f z a l .gich l a n d i n v / a a r t s v o o r t p l a n t e n j w a a r b i j i n 

de meeat!-: g e v a l l e n sprake K a l . i i i j i ) . van r e f l e k t i e ( a f s l u i t i n g e n ^ 

vernauwingen e . d , )a ,. 

G e t i j g o l v e n ( u l o f n i e t saweii met t i t o r r n v l o e d e n ) behoren t o t de 

lange g o l v e n met "g^mengd" k a r a k t e r ^ aodat ook daarvoor i n de' 

beweginggvergel i j k i n g geen termen mogen worde.n v e r w a a r l o o s d i n 

b e g i n s e l s 

S_e_ich_ê g 

Voor enige i n l e i d e n d e beBchouwingen o v e r h e t v e r a c h i j n s e l 

" B e i c h e s ** w o r d t vervoKen naar h e t d i k t a a t "De lïarfflouische Methode" 

onder 6,5. 

Be p e r i o d e van de mot de/^e naam aangeduide lange g o l v e n v a r i e e r t 

van enkele m i n u t e n t o t soma weer dan een uur . 

Langs de Nederlandse k u s t b l i j k e n de p e r l o d e n j d i e vaak voorkomen, 

t e l i g g e n , t u s s e n 25 M i n u t e n ^ 

Omdat de p e r i o d e n a a n m e r k e l i j k k l e i n e r a i j n ^ dan d i e von g e t i j g o l 

ven s p e e l t dc t r a a g h e i d s t e r m l n de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g een b e l a n g " 

r i j k e r o l . De r e l a t i e v e i n v l o e d van de weergtHnd kan g e r i n g K;ijn^ 

i n d i e n sprake i a van een k o r t en r e l a t i e f d i e p bekken (ae e h f t v e n ) , 

D i t i s de r e d e n d a t voor bepaalde h c B c h o u w i n g e n de w e e r s t a n d s t e r m wel 

w o r d t v e r w a a r l o o s d , t t O , v » de t r a a g h e i d s t e r w . 

Voor natiwlcea^'i [?*e b e r s k e n i n g e U g v o e r f * l wanneer j^-^^rake i s van o*»̂ ! Jngcï--̂  

r e n ( r e s o n a n t i e van h e t j^ysteem) moet aiet de algemeno v e r g e l i j k i n g e n 

worden gev/erki,, 

Men k a n de s e i c h e s a l of n i e t öamen met de gofcijbewegiwg besehouwen, 

Beschouv/d men do a e i e h o B a l l e e n dan w o r d t vanv«jge h e t p e r i o d i e k e 

k a r a k t e r vaak een o,nalytiöche oplossingsmethode gebrtsikt» 

Voor nadere i n f o r m a t i e o m t r e n t de oplosöingsmethodcn^ d i e kunnen 

worden t o e g e p a s t voor de i n ée'/.e p a r a g r a a f genoemde t y p e n lange 

golven^ v/ordt %ujrwr>Kon naar i 

" I n t e g r a t i e m.b.v, R a r a k t e r i B t i e k c n " 

"De Harmonische Methode''' 

"N u m e r i e k e ̂  o p1o using B m o t h o d en"» 



Van d« v e r B c h i l l e n d f i ' t y p e n g o l v e n , d i e z i c h i n de witerbouwkund« 

voordoen, a i j n de k o r t e golven ( w i n d g o l v e n ) het weest e p e e t a e u l a i r . 

' %ïs men a a n g o l v e n denkfc dan K a l men «ich d i r e k t g o l v e n vooratel» 

l e n , waarvan h e t v e r l o o p t s i m i B V o r m i g i». Br be.ataan e c h t e r v e e l 

v e r s c h i l l e n d e vormen van golven» waarvan J u i s t «ok de niet» 

p e r i o d i e k e voor de waterbouwkunde van g r o o t belang s s i j n . . 

I n de l a a t s t e honderd j a a r 'Aijn voor v e l e typen g o l v e n v e r a c h i l l e a -

de gólf-theoriën o n t w i k k e l d . Kr b e s t a a t een g r o t e v e r s e h e i d e n h e i d 

aan publIkatiea„ w a a r i n een o f meer van .deae theoriën worden be-

sehrevcn. 

Het i a de b e d o e l i n g om i n deae p a r a g r a a f enige aanknopingspunten 

t e geven t . b . v . een e v e n t u e e l l a t o r u i t t o voeren l i t e r a t u u r a t u d i e , 

D a a r b i j w o r d t g e t r a c l i t r onder v e e l d e t a i l s e n i g ovcr?.ieht t c geven. 

Op hl's^ ,3.7, k iö een schema weergegeven, dat op de e o l l e g e a nader 

w o r d t t o e g c l i e h t . D a a r b i j gaat h e t v o o r a l ook om de r e l a t i e ^ v a n 

de s t o f i n de c o l l o g e e b 73A en met d e - s t o f i n de c o l l e g e s ; 

1 , "Korte Golven" b 76 | 

2, "Vloeistofmech-aniea b.o'j b Jk , 

a d . i . Men kan de overgang t i u u u n i b 76 on ^ IJk denken tu s s e n h e t 

„ .,,1 !M ï<nn e"t n i-.i «.„tra 1 v o t i " en enkfile b i z o n d e r e g o l f -

theoriën t - de s o l i t a i r e go 1 f - t l i e o r i e j 

~ de cMoïdnle g o l f - t h e o r i e , 

V o o r t a i a een d i r e k t e r e l a t i e de l i n , l a n g e g o l f t h e o r l e , 

ad.2. I n de c o l l e g e f j Vloe 1 BIO f mechanica b^o, b 74 w o r d t s i n d s 

1972 do t h e o r i e der a g y m p t o t i s c h e o n t w i k k e l i n g e n beitandeld» 

Daarmee kurmen onder bepaalde voorwaurden do v e r g e l i j k i n g e n 

voor een bepaald v e r s c h i j n s e l worden a f g e l e i d met oen toe» 

nomofule mate van naxvwkeurigheid. 

Uitgaande van de algemeno d i f f o r e n t i n a l - v e r g c l i j k i n g e n kun

nen op een 8;j.lglenmidjcb^j^^^^ meer of minder eenvoudige 

wathematieehe b e s c h r i j v i n g e n voor een f y s i s c h v e r s c h i j n a e l 

worden gegeven, 

ï)e methode w o r d t t o e g e p a s t voor do lange g o l f v e r g e l i j k i n g e n . 

D a a r b i j worden a c h f e r e e n v o i g e n r ^ ook de i n d i t h o o f d s t u k 3 

onder 3.2. , 3„'K cn 3o5>. henproUen b e i u u i e r i n g e n v e r k r e g e n . 

I n f i e t l a n take g e d e e l i i e van b 7'' w e r d e n u i t g a a i n k ; van . de 



3'*di.mtinsior)ale v e i ' g e l ' i j k i (m;eH v o o r g o l f p r o b l e m e n i n h e t 

o v e r g a n g s i f e b i e d t us son "lange*' en " k o r t e " g o l v e n ( z i e 

scheTiift ) v e r g e l i j k i n g e n a f g e i e i d s D i t g e d e e l t e van b 7'i 

f s l n i t . d u f j ook aan op d: c o l l e g e s b 7 6 , 

3,7 9 2« p v e r i f t l c h t yerR«? 

D i t h o o f d s t u k v / o r d t af ge s l o t e n met een o v e r w i c h t v a n v e r g e l i j 

k i n g e n , w a a r b i j de be3 n n g r i j k s t e e i g e n s e h a p p e n en de nnnm -̂-nn 

de b e n a d e r i n g voorden v e r m e l d . ( a i e b l z . J,7Ji,}e 

Op de e o l l e g e s ' w o r d t h e t o v e r s s i e h t n a d e r t o e g e l i c h t ^ . 

j a n u a r i 1975. 
3 
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5.1 

5.1. • Inleiding 

De methode van integratie langs karakteristieken i s een methode voor het 

oplossen van een bepaald type partiële d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n 

(D.V.n.). 

Deze methode i s voor "Lange Golven i n leidingen" van belang, omdat de 

vergelijkingen, die de voortplanting van deze lange golven beschrijven, 

tot d i t type behoren. Naast deze D.V.n. voor open, resp. gesloten l e i 

dingen (waterslag) behoren tot dit type ook ondermeer D.V.n. die de 

voortplanting beschrijven van een drukgolf i n een heipaal. De partiële 

D.V.n. waarvoor integratie langs karakteristieken een oplossing biedt, 

behoren tot de z.g. "hyperbolische q n a s i - l i n e a i r e partiële D.V.- en.-

• - Door een substitutie u i t te voeren i s u i t êén 2e orde 

partiële D.V. een simultaan s t e l s e l van twee le orde partiële B.V.- en 

af te leiden: een z.g. "hyperbolisch s t e l s e l " . 

Zo'n s t e l s e l i s ook het s t e l s e l partiële D.V.n. , dat de voortplanting 

van lange golven b e s c h r i j f t . De hierna volgende afleiding van de z.g. 

karakteristieke vergelijkingen i s algemeen gehouden en wordt i n het 

kader van het kollege b73A toegepast op de volgende s t e l s e l s : 

6h b-b^ ^ 6h 
— ( v ) — g — -

Öx A 6t 

Öv 6v 
+ V — + — = -g I 

6x Öt 

6h b 6h 6v 
y ^ _ + h -—• = O 

6x b 6t .65< 

v/v/ 

7 ^ 

(5-1) 

(5-2) 

6(pn) 6v 6v 
g — - +V_ t -

6x 6x 6t 

v/v/ 

gv 6(pn) g 6(pn) 6v vg 
+ — — + — = — s i n Ib 

6x 6t 6x 

(5-3) 

(5-U) 

B i j deze s t e l s e l s D.V.n. i s sprake van twee gnafhankelijk variabelen 

X en t en 2 afhankelijk variabelen h (resp. pn) en v. In de volgende 

paragraaf wordt voor de eenvoud eerst aandacht besteed aan een eerste 

orde partiële D.V. met twee onafl.ankelijk variabelen en slechts één af

hankelijk variabele. Getoond wordt wat z.g. karakteristieken z i j n . Tevens 

worden enkele, daarmee samenhangende begrippen, geïntroduceerd. 



5.2, 

5.2. , PRINCIPE INTEGRATIE M.B.V.^RAKTER^^ 

5.2.1. PARTIËLE D.V.n. VAN DE EERSTE ORDE 

Beschouw een eerste orde partiële D.V. 

öh 6h 
a -—- + b — = c 

6x <St 

o f anders geschreven; 

ah^ + bh^ = c (5-5) 

Gevraagd h = b ( x , t ) . 

De funktie h(x,t) i s voor te s t e l l e n a l s een oppervlak (integraal-

oppervlak) i n de ( h , x , t ) - r u i m t e , 

In (5-5) kunnen a, b, c continu differentieerbare funkties z i j n van 

x,t en h. 

De dif f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g (5-5) Wordt q u a s i - l i n e a i r genoemd a l s de 

coëfficiënten a, b en c eventueel wel van x,t en h afhangen, doch niet 

van de afgeleiden van h. 

Hangen overigens a en b alleen af van x en t en i s c eventueel ook nog 

l i n e a i r afhankelijk van h, dan noemt men vergelijking (5-5) l i n e a i r 

( i n en h ^ ) . Het i n f e i t e op te lossen proble'tm i s voor het eerst 

door Cauchy (1789 - 1857) a l s volgt geformuleerd: " I s het mogelijk een 

oplossing van een partiële D.V. te vinden i n de vorm van een integ r a a l 

oppervlak a l s van d i t oppervlak êên ruimtekromme J'^- gegeven i s ? " 

Beschouw nu de êén of andere continu d i f f e r e n t i e e r b a r e , kromme f , i n de 

(h,x,t)-ruimte, voorgesteld door de parametervoorstelling x(p), t ( p ) , 

h»h(p)» met p a l s parameter. 

Verondersteld wordt dat deze kromme f i n het gezochte integraalopper

vlak l i g t . 

yan*J-^dez^*^"mme geldt de volgende r e l a t i e : 

dh 6h dx 6h dt 

dp 6x dp 6t dp 

Hierin z i j n — en — hellingsrichtingea.(part. afgeleiden) van het 

6x 6t 



5.3 

gezochte integraal-opper-vlalci v-iaarin d© kromme f l i g t ^ 

Voor het beginwaardeproblcem van Cauchy i s dan het volgende s t e l s e l ver

g e l i j k i n g e n i n h,̂  en h^ van belang; 

a h + b h^ G 
3£ t 

dx dt dh 
+ — 

X 
ap 

dp X dp 

Of i n • 
a b h 

X 

m a t r i z -
dx dt 

vorra t 
dx 

t 

dp dp 

( I ) 

dh 

dp 

( I I ) 

Er z i j n nm zoals de l i n e a i r e algebra 

mogelijkheden voor wat b e t r e f t de waarde van de determinant Ds 

l e e r t , txme 

l e J L É J L 

2a D " O 

Ieder van. deze mogelijkheden a a l nu onderzocht worden, 

ad l e djf- Q 

Het s t e l s e l i ^ f i n d u i d i g oplosbaar zodat de partiële afgeleiden h^ en. 

h^ langs de kromme f kunnen worden opgelost, mits f de bekende, kromme k 

1 i s , d.w.z. mits we de f u n k t i e s x(p), t ( p ) en h(p) kennen. 

Immers kiezen we dah een p dan volgen x, t en h en kunnen wo ook b 

en c (funkties van x, t en h) bepalen. yiwdëF) 

Opm. Als h^ en h^ langs de hele kromme f bepaaldl^ji),kunnen we i n prJ.n-

cipe'een andere kromme f ^ , i n het i n t e g r a a l oppervlak ên i n de n a b i j 

h e i d van f , bepalen. Dit-fcomt neer op @an dimi'©ftt:ie»^,p*liode« 

ad 2e D_jr„± 

Het s t e l s e l i s a f h a n k e l i j k ( o f s t r i j d i g , hetgeen b u i t e n besoliouwing 

blijft,omdat de kromme f i n dat geval niet in'het integraal-oppervlak 

l i g t ) , zodat het volgende g e l d t ; 
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zodat! 

dx 

dp 

dt 

dp 

dt 

dp 

dx 
b — 

dp 

dt 
a' ~ •— 

dp 

dx 

dp 

dt 

dx 
b — = O 

dp 

dx a 

dt b 

dx a 

Men noemt = - de k a r a l c t e r i s t i e k e r i c h t i n g , 
dt b 

dx dt dh 
Tevens g e l d t — a ( x , t , h ) : bCx^t^h) : G(x,t,h). W^gettB afkanke-

dp dp dp lijtt«44. 

D i t g e l d t echter n i e t a l l e e n voor de gekozen kromme f , maar ook voor on

e i n d i g v e e l krommen. Deze kromwen z i j n a l l e oplossing van het s t e l s e l 

d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j i ' - I u j ^ e n ; 

/ 
dx 
— = a ( x , t , h ) 

dp 

dt 

< < ~ - b(x,t,h) 

dp 

dh 
— = c(x,t,h) 

dp 

Dit s t e l s e l noemen we "hgt J5ar.tikte^^ s t e l s e l " . 

Zo'n (oplossings-) kromme noemt men "een k a r a k t e r i s t i e k , ' " , . 

Indien we een punt i n ds ( x , t ^.h)-ruimte kieaen (dus êên waarde voor p)» 

dan gaat e r êên k a r a k t e r i s t i e k (de kromme f ) door dat punt.-

Een bekende ruimtekromme van het integraaloppervlak» de kromme K 

vormt een bepaalde verzameling van pmten. Door e l k van deze 
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. punten gaat êên k a r a k t e r i s t i e k Ctenssij , X' ergens de k a r a k t e r i s t i e k e 

r i c h t i n g zou "nebben ). 

De k a r a k t e r i s t i e k e n door de punten van • K ' , spannen samen het gazoch-

t e integraal-oppervlak op ( a i e onderstaande f i g u u r ) . 

Onder het geval D O v a l l e n a l l e krommen, die n i e t de k a r a k t e r i s t i e k e 

r i c h t i n g hebben. Hiertoe behoort dus ook de bovengenoemde beginkromrae K. 

Om de t o t a l e oplossing t e v e r k r i j g e n , die aan een bepaalde begin'j-tfï&f "rand

voorwaarde (de "baginkromme") voldoet» g i j n de k a r a k t e r i s t i e k e n zeer b r u i k 

baar. 

Opm. 1: Men die n t goed voor ogen t e houden, dat b i j de h i e r besproken ̂  

oplossingsmethode t e g e l i j k e r t i j d sprake i s vant 

D ^ O langs a l l e mogelijke^m^et-^ • 

krommen op bat oppervlak. 

Opm. 2: De kromme f , li g g e n d i n het i n t e g r a a l o p p e r v l a k , kan zowel over

eenkomen met een karakteristiek a l s met een baginkromme. 

Opm. 3; De oplossingsmethode m.b.v. karakteristieken i s daarom zo bruik-

, baar, omdat de partiële afgeleiden h^ en h ^ j n t e t behoeven te 

worden berekend om punten van het integraal-oppervlak te vinden. 

De p r o j e c t i e s van de r u i m t e l i j k e k a r a k t e r i s t i e k e n op,het x / t - v l a k , wor

den de , e t t b ^ k a r a k t e r i s t i e k e n genoemd. 



Opin. : Dat het aldus gevoriT)de oppervlak oplossing iS' van üe d i f f . ver¬

g e l i j k i n g ( 5 - 5 ) , i s ook nog a l s v o l g t i n t e z i ^ n . 

Een v e c t o r m (a, b, c)" met a5 b en c f u n k t i e s van x . t en h 

die l n een bepaald punt r a a k t aan de k a r a k t e r i s t i e k door dat punt, l i g t 

i n hét raakvlak aan het oppervlak, omdat de k a r a k t e r i s t i e k e n i n het op

pervlak l i g g e n . • . . 

U i t de propaedeusé i s bekend, dat een Jioxmcml^/e_^^ i n een punt van 

het oppervlak h ( x , t ) , wordt voorgesteld door af ~ (h ^h, 1 ) . 

noxiTiaalvector l i s t a a t loodrecht op de raakvactor "fïf, 'dus liT.'ff = IT o f 

M . 

b . h. ' ~ ah hh_^ - c = O, v?at weer v e r g e l i j k i n g (5-5) i s . 

U i t het oppervlak i s b l i j k b a a r de o o r s p r o n k e l i j k e d i f f e r e n t i a a l v e r g e 

l i j k i n g weer a f t e l e i d e n . Het liiei-^voor gedefinieerde oppervlak i s dus 

oplossing van partiële d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g ( 5 " 5 ) . 
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Voorbeeld u i t d© KiefcoMe ^ t 

Gegeven i hh^ + ĥ ,̂ = 1 

Gevraagd: De oplossing, die gaat door de beginkranme 

X = X ( r ) = r 
O o 

t = t ( r ) = r 
o O 

h . ( r ) = i r 

(A) 

met r a l s parameter. Een par a m e t e r v o o r s t e l l i n g i s nodig» om e x p l i c i e t e 

u i t d r u k k i n g e n t e k r i j g e n voor de ( v a r i a b e l e ) beginwaarden. 

Oplossing! Het k a r a k t e r i s t i e k e s t e l s e l l u i d t : ( z i e b l z . 5 . 4 ) 

dx dt dh 
— = h •, — = 1 , — = 1 
dp dp tip 

met a l s algemene op los s ings Icrommen 

h = h^ -f p , t = t ^ + p , X = + h^. p + Jp^, waarin x^, t ^ en h^ de 

snijpunten z i j n met de beginkromme. 

A l l e k a r a k t e r i s t i e k e n , die het integraaloppervlak opbouwen. Worden dus 

voorgesteld door: 

X = r + |rp 4- Jp' 

t = r + p 

h = i r t p 

(B) 

De parameters r en p kunnen h i e r u i t geëlimineerd wordeni 

X - i t ^ t - X 
j , ~ en p = — — vmarna v o l g t 

1 - it 1 - I t 

- X + 2t - èt' 
h = 

2 - t 

hetgeen de oplossing i s van de partiële d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g , die 



voldoet aan de gestelde begin\ ..orav/aar-den. 

Opm. 1. Dat de i n het voorbeeld genoemde beginkromme nergens de 

karakteristieke r i c h t i n g h e e f t , b l i j k t e l u i t de eenduidige 

oplossing, waar i s ook als v o l g t aan te tonen. 

Als de beginkromme ergenrs de km-a k t e r i s t i e k e r i e h t i n g aou heb

ben, zou deze ergens moeten samenvallen «net een gedeelte van 

een k a r a k t e r i s t i e k . D.w.z. er wouden tenriunsto êên waarde vmi 

r èn een waarde van p moeten bestaan vfaai'voor g e l d t dat daar

b i j : 

en (van de beginkromme) •= x (van de k a r a k t e r i s t i e k ) 

t. t ( " " " ) - t ( " " " ) 

O 
„ / » u n ) s h ( <* " ) 

o 

dX dt dh dx- dt cih 

' ÖT dr • dr ^ dp dp dp 

van de beginkromme van de k a r a k t e r i s t i e k 

Er zouden dus tenminste.een waarde van r ca êln waarde van p 

moeten,bestaan, waarvoor g e l d t ( z i e het s t e l s e l vergalijkinge;: 

(A,,̂  voor de beginkronrae en het s t e l s e l (B) Voor de k a r a k t e r i s 

t i e k e n ) : 

ên • r " r f Jrp + iv . 

I n r = r p 

èn Jr = J r + p 

1 : 1 : i (Iï- + p) ' 1 5 1 . 
en 

Het i s duidelijk dat er voor geen enkele combinatie van waair-

den voor p en r t e g e l i j k aan dege v i e r v e r g e l i j k i n g e n kan wor

den voldaan. • ' • 

Opm. 2. I n de i n l e i d i n g i a g e s t e l d , dat de kas^akteristiekewnethode et 

methode i s , waarbij langs karakteristieken geïntegreerd wordt 
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D i t in a l s ' • 

v o l g t i n he a ld. t e brfengen^jEr i s een integraaloppervlsik i n 

de ( x , t j,h)~5r'uimtes vfaarin een rui.ïntekTOmmè l i g t , v o o rgesteld 

door de paratnetervoo-rstell . i n f P ? ( r ) , l 4 : ( r ) | $ i ( r ) . 

De k a r a k t e r i s t i e k e n s voo:rgcsteld door de p a r a m e t e r v o o r s t e l l i n g 

x(p), t ( p ) , h ( p ) , s n i j d e n deae ruimtekromme. U i t de k a r a k t e r i s -

t iekenoplossing (B) z i j n de snijpunten met 'de beginkromme t e 

bepalen door p = O t e s t e l l e n . De oplossing voor p s i i s nu 

t e bepalen door langs de v e r s c h i l l e n d e k a r a k t e r i s t i e k e n op t e 

schuiven t o t waar p = 1. Op deze w i j z e beschouv/d i s de me

thode een differentiemethode (stapjesmethode). 

h l 

Opm. 3. U i t het f e i t , dat gewerkt werd met a f l i a n k e l i j k e ' v e r g e l i j k i n g e n , 

dus D = O, v o l g t nog dat de^vector, waarvan de "determinant 

van de coëfficiënteninatrix" n u l . i s , önbegaald^^is, dus-ook'on

bepaalde elementen h e e f t . Immers, de r e g e l van Cramer stegt, 

dat i n 

— — 

^11 ^12 ^ n ^1 ^1 

^21 "•22 
« 8 8 « « 

^2n 

H 
s 

^2 

a ., 
n l ^.2 

a 
nn 

» 

X 

n ^n 
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'21 

^ n l 
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^11 " * ^ l i 'ln 

'21 ^21 
y _ ... a 

2n 

nn 

ln 

^2k ^2n 

nn 

en» a l s de v e r g e l i j k i n g e n a ^ 

h a n k e l i j k z i j n - 7- . 

De elementen x. z i j n b i j partiële D.V.-n de partiële afgeleiden.' 

Het wordt dan d u i d e l i j k ^ dat onder de k a r a k t e r i s t i e k e voor

waarden de partiële afgeleiden onbepaald zijnï 

( z i e b l z . B,'̂  ( I I ) ) 

6h O êh 

6x 

O 

6t O 

I n t e r p r e t a t i e i ' ^ 

AlB 3) O , kunnen do partiële afgeleiden - j j en 

a l l e r l e i waarden aannemen , aodat ©en discontinuïteit i n 

de afgeleiden langs een k a r a k t e r i s t i e k kan beetaan^ 

Deze eigenschap van ka r a k t e r i s t i e k e n wordt vaak a l s uitgangs

punt gükossen b i j het opzetton van do theorie» 
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Voorbeeld v o o r t p l a n t l a g ,hooMÊËBI&2lij 

Onder stetfk vereenvoudigende v e r o n d e r s t e l l i n g e n b l i j k t dê vo o e t p l a n t i n g van een 

hoogwatergolf te kunnen worden beschreven met de volgende "quasi l i n e a i r e eerstft 

orde D.V.". 

(zies d i k t a a t Lange Golven i n Leidingen Deel I , blz,. 4.23) 

De t o t a l e afgeleide» naar een parameter, p iss 

l i - I H - ^ 

Gevraagd wordt de oplossing van de bovenstaande D.V., d i e gaat door de begin-

X ^ r i t « O e n Q F ( r ) s waarin F ( r ) nog nader t e gev^n. 
o o O 

Het k a r a k t e r i s t i e k e s t e l s e l l u i d t ; ( z i e b l z . 5.4) 

De algemene oplossingskroromen h i e r v a n z i j n : 

t= 1 p + 5 (*fi QQ' VOÖ^ oplosseagvan x i s nog een verband nodig tuaaen 

h en Q, omdat i n het geval van een hoogwatergolf Q ëen f u n k t i e van. h i s . 

D i t vetband i s : Q - C b^ b ^ ^ ^ ^ I ^ ^ ^ , zodat h - = Y / - - j - 2 . 1 ^ 
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Worden de beginvoorwaarden iti&«svoerd, dan bouwen de volgende karakteristieken 

het gevraagde integraaloppervlak op? 

Worden de paraaeters p en r geëlimineerd dan volgt voor Q de u i t d r u k k i n g ? 

D i t I B een i m p l i c i e t e u i t d r u k k i n g voor Q. 

Uit deae u i t d r u k k i n s i s het aeor m o e i l i j k Q e x p l i c i e t op te lossen. Hieruit 

b l i j k t , dat reeds b i j eenvoudige vergelijkingen moeilijkheden kunnen ontstaan 

b i j het zoeken van een oplossing i n gesloten vorm. I n fysische problemen wordt 

de beginvoorwaard'3 vaak gegeven a l s t i e n kroMie d i e gemeten i s en dus bestaat 

u i t een aantal ( d i s c r e t e ) punten. Het b l i j k t vaak n i o e i l i j k deae beginvoorwaar

den te s c h r i j v e n i n een gesloten analytische uitdrukking, i n welke parameter 

dan ook. 

F r a k t i s c a wordt do k a r a k t e r i s t i e k e methode dan ook toegepast a l s een grafische 

methode ( z i e voorbeelden i n 5.5,) of a l s een differentleoethode zoals beschre

ven i n opfiu 2 op b l z . 5.9. 

Aangezien de beginvoorwaarde gegeven wordt op het t i j d s t i p t » t ^ (waarvoor 

vaak t « O genomen wordt) en i n bet algemeen gevraagd wordt naar de oplossing 

op een behaald t i j d s t i p , i s het voor de hand liggend•vöor de parameter p de 

t i j d t te nemen, en voor de parameter r de x. 

B i j de afleiding van de karakteristieke vergelijkingen voor steisels» zal' 

hoofdzakelijk gewerkt worden met de speciale parameters x en t en dus.niet 

meer met de. algemene, parameters p en r . 

Een gevolg hiervan i s , dat een beginvoorwaarde niet meer gegeven kan worden 

al s functie van K ên t,doch..als funktie van x op een beg i n t i j d s t i p t - t ^ . 
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Het voorbeeld van de hoogwatergolf aal u.u behandeld worden op de bovenoaschre-

ven wijze. 

Het probleem wordt beschreven door het volgende s t e l s e l : 

De k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g l s dans | | y 

Langs deze k a r a k t e r i s t i e k g e l d t dan O, d.w.z. de t o t a l e verandering van. Q 

i s nul. 

I n de volgende f i g u u r i s geschetst hoe, uitgaande van eèn beginkrome, een op* 

l o s s i n g QCXjt) kan worden gevonden. 

Het probleem v o o r t p l a n t i n g van een hoogwatergolf, wordt i n het algemeen ook be

schreven door de volgende d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g i n de waterhoogte h j 

b 3h , 9h 

^ V ^ * £ B O ( z i e blz. '.24 van het diktar t Deel I ) 

Het oplossen m.b.v. kvarakteristieken van deze verg e l i j k i n g i n h wordt aan de 

lezer overgelaten. 
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5.2.2. STELSELS VAN TWEE PARTIELE B.V.n VM_DE^^RSTC_0^^ 

Aangezien de v o o r t p l a n t i n g van lange golven wordt beschreven door twee 

' simultane partiële d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n , dient de i n 5.2,1. ge

geven a f l e i d i n g voor k a r a k t e r i s t i e k e n u i t g e b r e i d te' worden t o t de 

k a r a k t e r i s t i e k e n van s t e l s e l s van twee eerste orde p a r t i e l e D.V.n, 

• Daartoe worden .de volgende v e r g e l i j k i n g e n beschouwd. 

3h 3h 3v 3v 

a _ + b + c ' t d s e 

3x at • 'èx at 

3h 3h 3v 9v 
A _ + B — t c — -i- D ~ = E 

3x 3t dx 3t 

(8) 

(9) 

Waarin a» b, c, d, e en A, B» C, D, en E weer funkties van x en t z i j n 

en ook nog van h en v mogen afliangen. 

Gevraagd wordt de funkties h(x,t) en v(x»t), integraaloppervlakken i n 

resp. de (h»x,t)--ruimte en (v,x»t,)-ruimte, te bepalen. 

De vraag i s nu om van het s t e l a e l ( l l l ) de karakteristieken t e bepalen. 

Hiertoe worden nu de eigenschappen bestudeerd van em,.kTOmme_in_liQt 

h-vlak èn een kromme in het v-vlak» die dezelfde projektie i n het 

( K ^ t k Y l a k J i e ^ ^ 

De krommen worden voorgesteld door? 

h = h(p) V = v(p) 

X = x(p) resp. X ~ x(p) 

t = t ( p ) t ••- tip) 

De projektie wordt voorgesteld door: 

X = K ( P ) 

t - t ( p ) 

Vpo? deze krommen geldt: 

dx 3h dt 3h dh 
— — + — — = — 

dp 3x dp 3t dp 

dx 3v dt 3v 
— — + — — 
dp 3x dp 3t 

dv 

dp 
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Dan ontstaat het volgende a t e l B e l i 

8h 

3x 

3h 

3x 

3h 
b — + 

9t 

9h 
B — t 

3t ' 

dx 3h dt 3h 

dp 3x dp 9t 

3v 

3x 

9v 

3x 

dx 9v 

dp 3x 

3v 
d •—• 

3t 

3v 

at 

O 

\ 

E 

dh 

dp 

dt 3v dv 

ép 3t dp 

(IV) 

Analoog aan 5.2.1. wordt gesteld, dat .het s t e l s e l a f h a n k e l i j l O i W ^ 

dus de hoofddetermi.nant D = O, g t a t e l d móöt word«a« 

a b c d 

X t 
P P 

= O, ofwel 

b e d 

B D 

a c d 

O X t 
P P 

= l ^ C t p -DXp)~B(ctp -dxp)} - t p { a(Ctp -DXp)-A(ctp -dx^) ' 

x^ (Bd-bD) + X t ^ (aD-Ad + bC-Bc) + tf; (Ac-aC) = O 
p P P P 

Noem nu: 
= Bd"bD 

$ = aD-Ad t bC-Bc 

Y = Ac-aC 
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Dan o n t s t a a t de volgende v e r g e l i j k i n g : • -

«x^ + 3x t + T t ^ = O en na eliminatie van p: 
P P P P 

dx 2 dx 
«(—) + 3 — . + Y = O 

dt dt 

D i t -Bian v i e r k a n t s v e r g e l i j k i n 5 ? n x^, t ^ o f met twee oplossingen. 

( _ ) = rnet ( — ) =̂  0. en ( — ) = 9 
dt li,2 2« dt 1 dt 2 

Dan ontstaan de volgende mogelijkheden: 

dx 
2 reële karakteristieke richtingen — : 

dt • 

2 samenvallende " " " ' 

2 complexe " " " -

De herkomst van deze namen i s eenvoudig te verklaren. De .Analytische 

Meetkunde van de Propaedeusé zegt, dat de kromme, waarvan het hogere 

graadsdeel van de vergelijking voorgesteld wordt door 

PX^ + QXY + RY^ + ... = O, een 

a) hyperbool i s a l s discriminant Q^-HPR > O 

b) parabool i s " " ' Q^-i+PR = O 

c) e l l i p s i s " " Q^-4PR < O 

Analoog noemt men het s t e l s e l p a r t i e l e D.V.-en ( o f de 2e orde p a r t , 

D.V.) hyperbolisch» parabolisch resp. e l l i p t i s c h a l s de d i s c r i m i n a n t 

van de karakteristieke vergelijkingen (02 - i|aY)'gï^tar dan, g e l i j k 

aan resp. k l e i n e r dan n u l i s . (Zie ook l i t , ? b l a . 511). 

Aangezien i n de p r a k t i j k langs k a r ^ t e r i s t i e k e n geïntegreerd wordt i n 

het reële x / t - v l a k , i s het d u i d e l i j k , dat voor een e l l i p t i s c h s t e l s e l 

de karakteristieken geen oplossing bieden. Ook een parabolisch s t e l s e l 

i s niet met behulp van karakteristieken op te lossen, maar d i t houdt 

verband met de vereiste eenduidigheid van de oplossing. 

HYPERBOLISCH STELSEL PART. D.V.n 

PARABOLISCH !S f l I I 

ELLIPTISCH t t t l 
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De oplossingsmethode " i n t e g r a t i e m.b.v. k a r a k t e r i s t i e k e n " b i e d t a l l e e n 

een oplossing voor de hyperbolische s t e l s e l s . 

a) De potentiaalstrooin (tweedimensionale r o t a t i e v r i j e stroom), wordt 

beschreven door de vergelijking van Laplace 

+ = O 
•9x'' 9y^ 

Deze i s equivalent met het volgende s t e l s e l - v i a de s u b s t i t u t i e ' 

— = u, — = V waainut volgt 
3x 3y - , • 

3u r ^ r 4 3V 
— = — l — = — » 
3y 3x3y 3x3y . Öx 

a f t e l e i d e n ; '̂ ŷ " \ ~ ^ (wegens r o t a t i e v r i j h a i d ) 

u^ + Vy = O (continuïteit) 

3u 
c o e f f i c i e n t van — resp. a = O A = 1 

3x 

3u 
b = 1 B = O 

3y 

3v 

" — " c =-1 C = O 
•3x 

9v 

3y 
d " O D = 1 

e = O E O 

^ e O, « = - l s Y = 03_̂ 2. = + — 
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De k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n . z i j n dus complex» het s t e l s e l i s 

e l l i p t i s c h en k a r a k t e r i s t i e k e n -bieden geen oplossing. ïysisch be

tekent d i t , dat een discontinuïteit «-Va -c.f(<elöidof nio'b m&g®-

l i j f c - i i f .bfhalv© i n de randvoorvaa-^-'don.^ 

b) De t r i l l e n d e snaar. 

De tweede orde -partiële D.V. — 5- = 0 die de beweging van ti Êi 
een t r i l l e n d e snaa^r b e s c h r i j f t ̂  kan op eenzelfde manier a l s o^der 

voorbeeld a) worden omgezet i n een s t e l s e l van twee eerste orde 

p a r t i e l e D.V. 

V = 0 
X 

3u 
coëff. van — resp. a = O A = 1 

9x 

l t t t 

9u 

at 

3v 

3x 

av 

9t 

b t 1 B = O 

c " 1 C = O 2 + 1 dus twee reële 

k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i i i g ' 

d s O D = "1 Het s t e l s e l i s dus hyper

b o l i s c h . 

e = O E = O 

De k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n leveren ( g r o n d ) k a r a k t s r i 3 t i e k e r i 

onder 1+5° met de x-as i n het x / t - v l a k op,. 
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Omdat b i j de s t e l s e l s eerste orde partiële D.?.- eii sprake i s van twee afhanke

l i j k v e r a n d e r l i j k e n j kunnen h i e r n i e t , zoals b i j de énkele eerste orde par

tiële D.V., de afharxkelijk v e r a n d e r l i j k e n d i r e k t gënduidig bepaald worden. 

Langs de karakteristieken i n het x/t-vlak worden dan oök''niet h en v Sendui-

d i g bepaald, maar wel het verband dat tussen h en v i n ieder van de karakteris« 

t i e k e r i c h t i n g e n g e l d t . Doordat de p a r t i e l e afgèlêiden onbepaald (|) z i j n langs 

de k a r a k t e r i s t i e k e n , i s een . r e l a t i e af te l e i d e n tussen dh en dv. 

ah 3h 3v 3v 

+ b — + c — - ^ d — ' - e (5-6) 

dx 3t 3x St 

3h 9h 3v 3v 
A _ + B — - • ^ C — + D—- « E 

3x 3t 3x 3t 

(5-7) 

dx 3h 3h dh 
— — + — + 0 + 0 « — (5-8) 

dt Öx 3t dt 

dx 3v 9v dv 

O + O + — — + — - — 
dt 9x 9t d t 

dx 

dt 
(5-9) 

a b c d a b e d 

A B C D 
„III 

)tV D ^IIÏ 
A B E D 

^ t,. 
k 1 0 0 

ft 
D 

D w k 1 

0 0 k 1 0 n 
T T ' 0 T T ' 

« O 

Zoals gesteld i n opm. 3 van blz. 5.9 en 5.10, z i j n de partiële afgeleiden onder 

de k a r k a t e r i s t i e k e voorwaarde onbepaald.. 

D i t betekent, dat zowel D-O al s D̂ '̂ ^̂ O. 

D«0 levert de karakteristieke richtingen 

. I I I l evert een verband tussen dh en dv. 

Dezelfde resultaten worden verkregen a l s i.p.v. |^ i of |~ of |~ wordt 

opgelost m.b.v. de regel van Cramer. 
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J I I 

B K I) 

1 O 

O g 1 

A 

b e d 

B E B 

Uitvio r k o n g e e f t % 

» A b e -̂ d i ï 
dl 

^•tl b ( E B ) -1-
d t 

i i - i oB - Ab 1 + f L i i aD . Ad - k b l kSd » aS - Ao ~ kWS + kBa 

''M J ' t - K i . ( A - ï k ) ] . E U - b k ) 

Er resteert nu een gewone d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g i n h» v en t . 

dh r o-bk ) dv ( a-bk 1 '(a-bk)) 
{ b - B ( — ~ d-D( )f = e-E, . l 

dt l A-Bk J dt [ A-Bk j (A-Bk)J 
(5-13) 

dh 
Het i s d u i d e l i j k dat h i e r u i t ~ op t e lossen i s i n i e d e r van de k a r ^ t e r i a -

dv 

tioke r i c h t i n g e n 

• dx -0 t /~F^i,«ï 
k — = • 

VA ( 

alB 0 en B g e l i j k . O ' i i j n . 

dh 
De aldus verkregen r i c h t i n g e n — noemt men de ' k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e -

dv 
l i j k i n g e n i n het h / v ~ v l a k ^ . 

dh 
Zo'n h e l l i n g s r i c h t i n g — geeft de verhouding tussen de b i j e l k a a r be¬
, dv 

horende veranderingen van h en v a l s i n het ( x , t ) - v l a k langs de b i j b e 

horende . s u b - k a r a k t e r i s t i e k wordt bewogen. 

Als voorbeeld wordt nu genomen de (sterk) vereenvoudigde bex^egings- en 

continuïteitsvergelijking voor de b e s c h r i j v i n g van lange golven i n ,een 

open l e i d i n g : 
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3h 

E 
9x 

9h 3h 

Sx 9t 

Coëff. van 
9h 

3x 

9v av 

ax 9t 

+ , h 
9v 

9x 

resp. a = g A = V 

t t t t 

9h 

at 

b = O 

t t I I 

9v 

3x 

c = V C = h 

I I t l 

3v 

3t 

d = 1 » = O 

e = O E = O 

s Bd - bD = 1 

B = Ad - Ad + bC - Bc = -2v 

Y = Ac - aC = V -gh 

> 
dx 

dt 
V t ^g 

a-bk g 

A-Bk v-k 
zodat 

dh -g ; dv 
— ( ) + - ~ (+1) 
dt v-k dt 

( l n het v/h~vlak~) 

en de k a r a l c t e r i s t i e k e v e r g * f t ^ " V ' ' ' " ^ i j n ^ ~ ~ " ~ ~ ~ ^ 

dh 

dv 
i n d i e n 

dx 

dt 
v + i^gh* 

dv V g 

dx 
i n d i e n = V - Vgi 

dt 

Voor de pra k t i s c h e u i t v o e r i n g van de methode betekent d i t , dat a l s men 
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dx 
z i c h i n het x/t-vlak i n de k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g —• = v + i/^' be¬
. • dt 

weegt, men zich i n het h/v-vlak i n de k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g 

dh pp 
— = - W— moet bewegen. 
dv V g 

.KARAKTERISTIEKE VERGELIJKIMGEM BETKËFFEMDE LANGE,GOLVEN IN OPEN 

LEIDINGEN. 

Het i s nu mogelijk om van de uit g e b r e i d e lange g o l f v e r g e l i j k i n g e n de 

k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e l i j k i n g e n ' a f t e l e i d e n . 

9h b-bjj ah 3v av v/v/ 
g _ _ . „ ^ V _ + V ™-. + _ s »g 1 - g 

ax A at at ^ c2r 

ah b ah öv 

ax b at 3x 

s 

Ml 
Coeff. van — a = g A " v 

i x 

^h • -b-b b 

,•• i f A . b 

bv 

Iv 

bt 

c ~ 'v C = h 

d = 1 D = O 

g v/v/ 
e = ^ g i » E = O 
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«X = Bd-bD " -
b„ 

3 = aD-Ad+bC-Bc ~ -v-

Y = Ac-aC - V - gh 

h(b-b„)„ b dx 

dt 2« 

Met A = h . b^ levert d i t de volgende karakteristieke, vergelijkingetts 

dx * ^ g — — ^ - - j 

_ ^ + 1 g h + v^ = k 

. dt " V b b 

dv 

dt 

v 2 ( H | ^ ) ^ g h | ^ dh 

hv - g~hk dt 

v/v/ 

dx 
Opm. Vaak wordt voor — de l e t t e r c van " c e l e r i t y " gebruikt, 

dt 

In de formules dient dan k door c vervangen te worden. 

"oor het bepalen van de karakteristieke vergelijkingen i n Q, moet i n 

de algemene vergelijkingen voor de v gin de plaats worden gezet. 

Sh 2ocbQ ah 

öx gA^ at 

oi aq 

gA a t 

OCQ/Q/ 

A S 

ah , aq 

b — + — 
a t ax 

s O 

roet o4 = 
v^ .q-

1. 1 - — , 

gh ghA^ 
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Coëff. van 
3h 

ax 
a = 1 resp. A O 

I t I I 

8h 

at 

~2e<loQ 

b ~ " B = ,b 

I I I I 
aq 

ax 
c = O " 0 = 1 

t l I I 
aq 

at gA 

'Ü ̂  O 

oCq/Q/ 
" E = O 

b a 

« - Bd-bD = — 

gA 

3 = aD-Ad+bC-Bc = -

Y = Ac-aC s - 1 

2e<bq dx 

dt 2« 

Zodat de volgende k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e l i j k i n g e n ontstaan;' 

dx q n t r b gA 

dt A Ih^ ^ b 

dQ • dh Q/Q/ 
4- (gA ) . _ « „gAT - g 

dt dt " Ĝ AR 

Ook h i e r geldt weer, dat in het algemeen k doör c vervangen wordt. 

Indien — « 1, dan i s - r - << — en gaan de k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e l i j k i n g e n 
gh K' b 

over xn: 



b. 2'4 

dx /gT fh^ 

dt " V b " V b 

dQ ^ dh 
— t bc — 
dt dt 

- sh c. 

Q/Q/ 

Ĉ AR 

g e l d i g voor << 1 
gh 

clG? ,h... Jfi? 

KAMKTCRISTIEKE VERGgMi-̂ IMggI._-BjIjĝ !̂ ^̂ ^̂ ^ 

LEIgINGEN. 

De k a r a k t e r i s t i e k e vergeJ.ijkingen voor rondej gesloten v l o e i s t o f l e i d i n g e n 

u i t g e d r u k t i n de ct;nk_p_. 

De bev/egings-reap. continuïteitsvergelijking z i j n voor d i t gevalt 

1 

P 

9p 

ax 
+ V 

av av 

ax at 
-g a i n i . 

v/v/ 

C R 

V ap 1 ap av 
— + + f — 

c 3x c at 9x 

waarin 

1 p f 

K w 

J ,lc« lc:crr»e,, e f f a c e ( 'w'ï'arf 

Vervangt men i n het algemene geval de l e t t e r h' door p, dan i s de 

coëff. van 
9p 

9x 

1 
a — 

P 

V 
resp. A - ~ 

2 

t l t l 

t l I I . 

9p 

at 

9v 

ax 

= O 

c ~ V " c = p 

I I t( 
9v 

at 
d = 1 " D = O 
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e ~ -g s i n i , -g 
v/v/ 

« - Bd-bD = "Y 
c • 

B = aD-Ad+bC-Bc = -

2 

V 
Y = Ac-aC = ~ - 1 

c 

2v 

resij. 'E - O 

0̂  -11.«Y 

dt 

Dan V/orden de karal-cteristieke v e r g e l i j k i n g e n 

dx 
V + c ^ i c 

dt 

dv 1 dp v/v/ 
— + 

dt po' dt 
= -g sxnl -g • • 

CR 

B i j gesloten leidingen wordt meestül met het piëzometrisch niveau 

gewerkt i.p.v. met de d}?uJ<. 
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niveau pn. 

De' bewegings- resp, de continuïteitsvergelijking z i j n voor d i t geval: 

9(pn) 

9x 

öv av v/v/ 
+ V ™ + = 

ax at ĉ jR 

gv a,(p») g a(pn) av vg 

,y , 

c" ax c at 

s i n 
ax 

Denkt men i n het algemene geval de l e t t e r h vervangen door (pn) dan i s 

de coëff. van 
a(pn) 

8x 
a g 

gv 
resp. A -

c 

3(pn) 

, at 
b = O 

g 

G 

t l t l I I 
av 

ax 
e = • " C = 1 

I I t l t l 
av 

at 
d 1 " D = O 

e = --g 
v/v/ 

c 

g 
« = Bd-bD = 

c 

g = aD-Ad+bC-Bc 

gv 
Y " Ac-aC = — "g 

2gv dx 

dt 2« 

Dan worden de k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e l i j k i n g e n : 
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dx 
_ = V + c 
dt 

dv g d(pn) v/v/ vg 
— + „ — — = 

dt G dt C R c 

g e l d i g voor v l o e i s t o f f e n , 

P 

en — << 1 
K 

S t e l t man nog dat v « c, dan worden de m^ê^m eenvoudiger! 

dx dv g dh v/v/ 
— = t c en — + - g 9 

dt dt e dt C R 
geldig voor vloeistoffen 

P 
t e r v ? i j l - « 1 en V « c 

K 

Voor gasleidingen gaat de afleiding van de karakteristieke vergelijkingen 

geheel analoog aan die voor vloeistofleidingen, 

Er z a l daarom worden volstaan mat het geven van de r e s u l t a t e n . 

De karakteristieke vergelijkingen voor gasleidingen. 

dx 
= V + c 

dt 

dv 1 dp 
— + —• — 
dt pc dt 

v/v/ 

" + = -S s i n l j ^ - g 3 
CR 

gelding voor gassen t e r ¬

w i j l ép « - E 

D 

( a i s gasconstante), 

Dit z i j n dezelfde vergelijkingen a l s voor vloeistofleidingen, a l l e e n 

de voortplantingssnelheid i s v e r s c h i l l e n d . 
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-••'PartiSle D i f f Qi.-©ritiaalve3?geli j k i t i g e n -

C o l l Q g s d i k t a a t -«/oor het o o i l e g e a 68 1973» 

2« Dr» L» '•Kuipers en ïU ï'irftman 

- HaMhoek der Wiskuadê I ~ ' ' , 

imsterdasti Soheltema ©n 'Holkerna !«'?* 11̂ 63* 

3,-. 'M̂ B̂  Abbott 

- An itttroduotion to the method of oharaoterifttioa -

LondfSft ï Thames and Hudgoti 1966e' 

4» R* Courant and Hi 1 b e r t 

- Methods of matheraatioal pliysiofs v o l 2 - ' 

le-M York „ I n t e r e o ' ©noe 1962^ , ' , ' 

5^ Br» I r * J<.Ca Schönfeld 

• - • ~ Propagation o f t i d e s and s i m i l a r w a v e s — i 

P r o e f B o h r i f t 'J?Ji« B e i f t 1953 ( Met u i t g e b r e i d l i t e r a t u u r o v e r a i o h t ) 
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HET TOEPASSEN VAN DE OPLOSSINGSMETHODE "lOTEGRATIE M>B.V. KARAKTERISTIEKEM" 

De v o o r t p l a n t i n g van een lange g o l f i n een open leiding. 

De hiervoor beschreven oplossingsmethode z a l nu toegepast worden op een 

••.-../golfi die zich v o o r t p l a n t i n ©en aan eén z i j d e afgesloten bekken. 

Dit bekken l i g t aan zee en h e e f t een lengte van 4.800 m en een breedte 

van 167 m. De bergende breedte i s g e l i j k am de stroomvoerende breedte, 

dus b = b„. De bodem i s h o r i z o n t a a l ^ dus I . - è« 

Als randvoorwaarde voor s = O geldt ge"g. wateretandèn op zee .'Mm f u n k t i i 

i s weex'gegeven op de eerste__bijlage. Deze randvoorwaarde g e l d t vanaf 

t = O, De randvoorv/aarde aan de andere ïsijde van het bekken voor s = 

H.800 m wordt gegeven door li e t f e i t ^ dat het bekken daar afgesloten i s , 

dus v 0. 

Als beginvoo£Waarden^ ge.Iden op t = O 

h^ , , - h(x.O) 3,60 m en v(x,0) ~ O m/s. 
bekken 

Voor het vinden van de toestand in een bepaald punt, d i e n t te worden u i t 

gegaan van de bekende toestand i n tvfee andere v e r s c h i l l e n d e punten. 

De enige punten v^aarr de toestand i n het begin bekend i s ̂  z i j n die punten^ 

waarvoor de beginvoorwaarden gegeven z i j n . In het x/t-diagram z i j n d i t 

h i e r a l l e punten waarvoor t = 0. Van h i e r u i t wordt dus gestart. 

I n punt 0.00 i s de toestand bekend n l , h ~- 3,60 in en V = O m/s op t= 0. 

In d i t punt 0.00 i s dan ~— ~ v + \/g!r - O + '\/l0..3,60 = + 6 rn/s. 

dt * " 

D i t z i j n richti-ngen i n het x / t - v l a k . Doordat deze worden x-zeergegeven 

door rechte l i j n t j e s rnet een eindige lengte» fungeren l a i j a l s benadering 

voor een s t u k j e k a . r a k t e r i s t i e k . De " m i n - k a r a k t e r i s t i e k " v a l t h i e r b u i t e n 

het x/t-diagram, zodat a l l e e n de " p l u s - k a r a k t e r l s t i e k " ervoor kan zorgen^ 

dat dé toestand i n andere punten berekend kan worden. B i j deze ','plus-

k a r a k t e r i s t i e k " i n het x / t - v l a k , hoort de k a r a k t e r i s t i e k ^ benaderd door 

de k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g 

v/v/ 
. --g ̂ ~ dt 

U i t het punt 2,00 gaan evenzo tvjee k a r a k t e r i s t i e k e n met dezelfde 

r i c h t i n g e n a.ls die i n het punt 0.00 ( c o n t r o l e e r d i t z e l f ) . 
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De p.lus-karakter:lstiek u i t COOD s n i j d t de ntin-kaMktexdstiek u i t 

2.00 in het punt 1.02. De toestand i n het punt 1.02, wat b e t r e f t 

de h en de v moet u i t het v/h-diagrain volgen. 

De term i n het r e c h t e r l i d van bovenstaande k a r a k t e r i s t i e k e ver

g e l i j k i n g ( t . g . v . de weerstaad) vormt een komp3.ikatie. De v i s n l . 

nog n i e t bekend i n het punt waarvan de toestand berekend moet wor

den. 

Daarom x a l steeds voor het verdisconteren van de weerstajiid de sn e l 

heid worden gebruikt: i n een bekend punt j waarin tevens de k a r a k t e r ! 

t i e k e r i c h t i n g bepaald wordt. 

Voor het t e berekenen punt 1 . 0 2 b i j v . i s d i t v = O ( u i t 0 . 0 0 ) . De 

(sub) k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n i n het punt 0.00 z i j n 

Vg» dh j ^ 

- dh = O of ook •— = +• \ / ~ - - + 0 , 6 0 s. 
h dv V g 

Deze karak.teristleken iforden getrokken u i t het punt v O m/s, 

h 3 s 6 0 m i n het v/h-vlak,, waar dus punt 0 . 0 0 l i g t . I n het punt 

2 . 0 0 heerst dezelfde toestcind a l s i n het punt 0 . 0 0 ̂  zodat d i t punt 

zich op dezelfde p l a a t s bevindt i n het v/h-vlak a l s 0 . 0 0 . 

De ka r a k t e i ^ i s t i e k e n van de punten 0 . 0 0 ' en 2 . 0 0 s n i j d e n e l k a a r dus 

i n het punt v + O ni/sjh ~ Ŝ eo m. 

De toestand i n het nieuwe punt 1.02 i s b l i j k b a a r dezelfde als die 

i n de punten 0 . 0 0 ein 2 . 0 0 . 

B i j het verder uitvoeren van de methode b l i j k t i n de driehoek 

0 . 0 0 - 4 . 0 0 - 4 . 0 8 n i e t s verainderd t e z i j n . I n de punten van deze 

driehoek heerst dus steeds de toestand v = O h = 3 s 6 0 (de r u s t 

toestand). Vtordt nu u i t punt 1.0-2 met de m i n - k a r a k t e r i s t i e k naar 

de l i j n x = O gegaan j dan doet de ̂ andvoorvjaarde h i e r t e r plaatse 

haar i n v l o e d gelden. Immers 3 de randvoorwaaï'de zegt» dat i n het 

pmit 0 . 0 4 de h = 3 , 4 0 ro (de snelheid i s nog onbekend). I n het v/h-

vlak wordt u i t het punt 1.02 met de k a r a k t e r i s t i e k 

dh 
= 4" 0 j 6 0 s naar de voorwaarde h = 0 340 m gegaan. De snelheid 

dv 

V b l i j k t i n 0 . 0 4 dan - 0 , 3 3 m/s t e z i j n . 

Nu w i j z i g t ook de k a r a k t e r i s t i e k e richtiïig — = + i n 
dh 

_ V + \feh -s, 0 , 3 3 t • y 3 4 = Ô aa + 5 ^ 8 3 , i n het punt 0 . 0 4 , U i t 

dt 
het punt 2 . 0 4 i n het x/t-diagram gaat nog de k a r a k t e r i s t i e k 
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— - - -Jgh = 6 in/s. 
dt 

Deze s n i j d t de k a r a k t e r i s t i e k u i t het punt 0.04 i n "hetpunt1.Q§'\ 

een punt dat b l i j k b a a r i e t s «leer naar x = O toe l i g t dan de r a a i 

X = 1.200 nij, v^aar de k a r a k t e r i s t i e k e n elkaar gesneden zouden hebben 

als de V verwaarloosd zou z i j n t.o.v. A^glT. Nu gaat voor de bepaling 

van de toestand i n het punt 1.06 ook de v f r i j v i n g een r o l spelen. 

Voor het bepalen van deze v / r i j v i n g vrordt de snelheid g e b r u i k t i n 

het punt 0.04 dus v " - 0,33 m/s. Wordt G aangenomen op 50 nès"-^^ 

R = 3j40 m en g = 10 m dan v o l g t voor de' w r i j v i n g s t e r m : 

v/v/ --0,33 . 0^33 ' ^ 
W s -g = -10, = + 1,3 . l O " ^ 

C R . 2.500 . 3,40 

U i t punt 0.04 wordt ( z i e x/t-diagrara) dt = 208 seconden verder ge

gaan i n de t i j d , dus Vdt = + 1,3 . 10"'^ . 208 + 0.027 m/s. De 

k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n i n het punt 1.15 van het v/h-diagram 

z i j n dan: 

dv = dh + 0,027 = ï 1,71 dh + 0,027. 

D i t kunnen l i j n e n z i j n ̂  a l s :iien dv en dli opvat a l s d i f f e r e n t i e 

grootheden. Deze li' j n e n z i j n van het type y ~ mx t n. Deze sub-

k a r a k t e r i s t i e k e n hebben een h e l l i n g 

dh 
— = t 0,584 maar worden over een afstand evenwijdig aan de v-as 
dv 

Wdt = 0,027 m/s 

naar rechts ( o f naar l i n k s ) verschoven. De h i e r van toepassing 

z i j n d e s u b k a r a k t e r i s t i e k s n i j d t de s i A k a r s i k t e r i s t i e k 

dh 
— = + 0,60 u i t punt 2.04 i n het punt 1.06, waar de toestand nu a f -
dv 

gelezen kan wordenl^Tss: 3,^1 m c n . v s ! © , 3 1 «--t̂ -

I n het x/t-diagi-am z i j n nu weer met behulp van deze toestand de 

k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n i n punt 1.06 t e bepalen en de sub-

k a r a k t e r i s t i e k e r i c h t i n g e n met v/eerstand i n het v/h-vlak * Na be

handeling van het punt 3.06 en voldoende aan de randvoorwaarde 

i n X = O, volgen de p l a a t s en de toestanden i n de punten 2.06 en 

O9O8. Op deze w i j z e voortgaande i s voor ieder t i j d s t i p l n het 
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bekken de toestand te bepalen. 

De toestand l n .het bekken .v/ordt, bepaald aan de hand van de bereken

de toestand i n d i s c r e t e punten. 

Wil men zekerheid hebben over de toestand i n tussenliggende punten^ 

dan 'zal men het karakteristiëkennet dienen t e verdichten. Hoe f i j n e r 

de mazen van hét'karakteristiekennethoe beter de benadering z a l 

z i j n , -

Het i s d u i d e l i j k / dat het op de bovenomschreven w i j z e meenemen van 

de weerstand veel rekenwerk roet z i c h meebrengt. Neemt men de weer

stand n i e t mees of d i s c r e t i s e e r t men de weerstand a.ls een speciale 

voorv/aarde b i j v . aan de mond, dan i s de karakteristiekenmethode 

zeer eenvoudig u i t t e voerenj en draagt deze methode i n grote mate 

b i j t o t het i n z i c h t i n het v e r s c h i j n s e l "Lange Golven". 

Deze l a a t s t e benaderingsv/ijzen komen t e r sprake i n de oefeningen, 

die b i j het vak "Vloeistofmeehanica b73A behoren". 
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5.5.2. De v o o r t p l a n t i n g van een^driAgolf i n een gesloten l e i d i n g . 

B i j het hierna t e behandelen voorbeeld van de v o o r t p l a n t i n g van een druk

g o l f i n een gesloten l e i d i ^ n g , v/ordt een andere methode om de weerstand t e 

verdisconteixsn g e b r u i k t , dan i n het voorbeeld, dat onder 5.5*„1. i s be

handeld. 

In het navolgende z a l namelijk de v/eerstand v/orden g e d i s c r e t i s e o r d aan 

het begin van de 3.eiding, zodeit deze als randvoorwaarde aan het begin 

gaat gelden. Deze methode i s ook toe t e passen i n het geval van v o o r t 

p l a n t i n g van lange golven i n open l e i d i n g e n . Dsze methode b l i j k t aanzien

l i j k minder rekenwerk t e vergen dan het continu meenemen van de weerstand. 

Ife beschouv/en een gesloten ronde .leiding a waarin i n de s t a t i o n a i r e t o e 

stand v/ater stroomt5 met een gemiddelde snelheid v = 0^78 m/s. 

Daarvoor moet, volgens de wet van de Chezy^ een piëzometrisch niveau

v e r s c h i l aanwezig z i j n van\, . 

A (pn) = & h = — — , immers l s v = CYRTen I = — . 
Ĉ R 

In ops geval neren we een l e i d i n g ~ lengte van L = 4.000 m. 

De doorsnede D = O, 40 m, zodat de hydraulische s t r a a l R - D̂ = O,10 m i s . 

De weerstandsuoëfficiënt van Chêzy C = 40 mi s**̂ . 

In s t a t i o n a i r e toestand i s er dus een piëzometrisch n i v e a u - v e r s c h i l tussen 

begin en eindpunt van de buis van 15 m. We s t e l l e n 1 ^ = 50 m en h^ - 35 m. 

De w r i j v i n g langs de gehele buisv^and geven we weer door aan het begin

punt een vernauwing aaiwezig t e veronderstellen» die j u i s t - h e t z e l f d e ver

l i e s aan piëzometriseh niveau veroorzaakt als de v f r i j v i n g langs de gehele 

buiswand. Doordat we een i n s t a t l o n a i r e toestand z u l l e n veroorzaken door 

het s l u i t e n van de l e i d i n g aan het einde, z a l de snelheid van het water 

veranderen, zodat ook de v / r i j v i n g steeds z a l veranderen. Het concentreren 

van de w r i j v i n g aan het begin van de buis r e s u l t e e r t dan i n het ver

a n d e r l i j k z i j n van het v e r l i e s aan piëzometrisch niveau. Als randvoor

waarde l i n k s hebben vre dus n i e t b^yj_g j " " ^0 ™ 9 maar een verband 

tussen V en h n l . 

v ^ L 

\ u i s - 2 7 

D i t z i j n 2 parabolen, die voor v - O aan elk a a r a a n s l u i t e n en waarvan de 

tak voor v < O convex i s vanwege dc raodulussti'apen en de tak voor v > O 

concaaf. Zie f i g . t i . - van de b i j l a g e . De weerstandsterm i n de k a r a k t e r i s 

t i e k e v e r g e l i j k i n g e n i s nu dus g e l i j k aan n u l t e s t e l l e n . De weerstand 
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i s als randvoorwaarde ingevoerd; aan het begin treden cok intreeverliezen 

o p a deze z i j n echter k l e i n t^o.v, de w r l j v i n g s v e r l i e z e n en vforden h i e r 

dan ook verwaarloosd ( k o n t r o l e r e n ) . 

Aan de rechterzijde kan de buis worden afgesloten met een klepg v/aarbij 

een "sluitingsprogramma" kan worden gevolgd, zoals dat i s weergegeven i n 

fig.'4.0, van de bi j l a g e . D i t z i j n randvoorwaarden, die in werkelijkheid 

c o n t i n u i n de t i j d veranderen maar i n de benadering gediscretiseerd wor

den, door de afnanfö van de uitatroomopening b.v. plotseling te veranderen 

op een aa n t a l tijdstippen. De randvoorv/aarden rechts z i j n dan als v o l g t : 

/F \2 
Q = v.F ~ m.A."\/2gAh^ zodat Ah^ 

\ u i s 2 " ^2 ^^2 " \ i n m t«o..v* het r a f o vlak» 

Dit z i j n een aantal parabolen in het eerste kwandrant van het v/h-vlak. 

Onze twee noodzakelijjce randvoorwaarden z i j n nu dus bekend evenals de 

beginvoorwaarde n l . de stationaire toestand. 

We nemen tenslotte nog aan» dat de buis horizontaal l i g t , zodat 1̂ ^ = 0. 

Onze k a r a k t e r i s t i e k e v e r g e l i j k i n g e n *-mrden dan: 

dx dv g dh 

dt dt c dt 

Omdat de vooï^tplantingssnelheid c a f h a n k e l i j k i s van de eigenschappen 

van b u i s , buismate,riaal en v , l o e i s t o f 5 dienen deze nu bekend t e z i j n . 

We v e r o n d e r s t e l l e n dat de buis een wemddikte h e e f t van s l e c h t s 

w = l j 7 10 en van een staalsoo:rt i s geraacikt, die een e l a s t i c i t e i t s 

modulus E = 2. 1 0 n / m ^ heeft. De diameter D = 0,40 m. Ue v l o e i s t o f i s 

water met een s o o r t g e l i j k e d i c h t h e i d p = 1.000 kg/m"̂  en een kompressie-
c 9 

modulus K - 2. 10"' N/m"̂- Er v o l g t dan voor de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d van 

een d r u k g o l f 

c - I - 750 m/s. 

7 

4.000 
B i j een buis van 4.000 i s dan de l o o p t i j d v/d golf t — • — ~ 5,35 S. 

750 



. Dê kaï'akteristiöke .mchtingoii worösn n-o 

d x ^ 1 
— = + 750 ra/s, i n d i e n dtr = t — dh. 
dt , 75 

Voor' de eenvoud van u i t v o e r i n g kiezen v/e de assen en söh&i,ftn ïosls ,4© 

aangegeven op de b i j l a g e . 'Een van de vooj.-'delen v a n oese keuze i S j , dat 

de p l u s - k a i - a k t e r - i s t i e k l n het x ^ t - ^ / l a k dezelfde ^'biehting" heeft s i s 

de öï^bijbehorenda min-kat^aktezdstiek i h het v^h v l a k . 

We beginnen i n het punt Oj, Maaf de toestand bekend i s n l . de beginvoor^ 

w a a r d e " s t a t i o n a i r e tc-estand" met h^ = 35 m er-.v O^Tè ra/s. 'hit mo&t 

o v e r e e n k o K s n mat de randvoorwaarde op K 0 4 t = 0? s c h u i f i0ö% open, 

Di t b l i j k t t a kloppen. Voor de d u i d e l i j k h e i d i s hat geda'eitft rondom 

hg " 35 m V = 0j78 j i i / s vergroot vreergegeven in. f i g . K Ó . l-fe vsrtrekktsrj nu 

met de p l u s - k a r a k t e r i s t i e k u i t O naar de r^id^rmmmm^- op punt Kei: 

b l i j k t d a n dat de toestand i n punt 1 n i e t veranderd i s , hetgeer iogiscü 

is g omdat de s t a t i o n a i r e toestand daax- nog n i e t i s varanderd. Gs voOi= n 

z e l f na dat voor a l l e punten i n de driehoek O - 4.000 - 1 het?3eliMe g f t l d t . 

We gaan n u vanuit punt 1 met de p l u s - k a r a k t e r i s t i e k naar punt 2. 

We m a r k e n n u op^ dat aldaar de 'j^jm^^^omsMT^ gex-rL^zigd^in ^ de s c h u i f i s 

n u nóg maar voor 40% geopend. D i t geeft een parabool l n het v/h-vjiek ̂V/'8.,ŝ ï.o-?v 

langs de a i n ~ k a r a k t e r i 3 t i e k door het punt 1 t o t waar deze de bedoelór; 

kroïffl-fte "40%" open'snijdt. D i t p u r g e e f t de toestand i n pwt 9. weer- en 

h e t b l i j k t , d a t door het g e d e e l t e l i j k s l u i t e n van de op'Jniüg de d.»ttk a l 

daar i e t s verhoogd v/or.dt. 

Vervolgens gaan wa i n het x/t-xdak langs de rain-karakterJ.std.ek u i t punt 

2 naar punt 3, dus naar de rv^ndvporwaaydfe,,..die de daay ^ecGycdentyasydfe 

w r i j y i n g weergeeft. I n het v/h-vlak gaan we dan langs de e r b i j behor^ende 

p l u s - k a r a k t e r i s t i e k naar de R.V.W. l i n k s . H i e r u i t blijkt;,,dé toestónd on¬

m i d d e l l i j k rechts van de daar aangebrachte {denkbeeidige) X'-eynauwing. Zo 

voortgaande f vinden we da toestand i n de punten 6 en 7,y d i e we O'mxhx-mgm' 

naar h e t grote d i a g r r M vax^ fig,i.ls,,ï. Daa» gaan v/e. op dezelfde-, reardes-- t« 

w e r k 4 daarbij, er- wélovarwogen zorg voor drdgends de y&r£Jfdsr'end(5 pad" 

yoorwaarden rechts goed i n t e voeren. 

Na i n punt 9 aan de randvoorv/aarde l i n k s voidaen t e hebben ̂  b l i j k t nel; 

g e h e e l a f s l u i t e n van de opening, dus K.V.W,, rechts i s nu v = O,, t e y«sijl-

ter-sn i n een grote drükverhoging. Was i n punt 8. dus b i j de afsluite.r-' op 

t = 8 maal de l o o p t i j d ^ de druk aldaar 42 ïSp 2 l o o p t i j d a n t later- (punl 

10) i s deze daar 86 ra gev/orden. Het verd.-ire proc'es wordt su bobfi'tm.l; ae-pr-

t w e e randvoorwajirden: l i n k s de "wrijvingéV6ï?n.ffj.rwirig" r, Jr-etht-'i voorri5-'5r-'-
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de V = 0̂ ' 

Voortgaande langs de k a r a k t e r i s t i e k e n b l i j k t de v/rijyingsrandvoorwaarde 

er de oorzaak van t e zijn» dat de druk tegen de a f s l u i t e r steeds verder 

a f n e e m t : de d r u k g o l f v?ordt gedempt. 

Het st e r k verhogen van de druk door het p l o t s e l i n g geheel s l u i t e n van de 

opening noemt men "waterslag". Het i s d u i d e l i j k , dat d i t soort s i t u a t i e s 

u i t e r s t s c h a d e l i j k kuimen z i j n voor de v l o e i s t o f l e i d i n g . I n de p r a k t i j k 

z a l dan ook een ander sluitings-prograinma gevolgd moeten worden^ dan het 

h i e r gebruikte. De methode der k a r a k t e r i s t i e k e n i s een zeer bruikbare 

methode om v e r s c h i l l e n d e progranmia^s t e t e s t e n . 

Opm. 

In het behandelde voorbeeld i s zonder de toestand i n tussengelegen punten 

t e berekenen, van de ene randvoorwaarde naar de andere gegaan. 

De toestand i n de tussengelegen punten wordt bepaald door het k a r a k t e r i s -

tiekennet t e verdichten zoa.ls besproken i s i n voorbeeld 5,5.1. 

7/ 

I ) , Kooman 

Ce. Yerspuy 

D e l f t s a p r i l 1974* 



b=bs =167m 





1 ! 

'l^^ -'r / /, A 
Ë. •. 

/ I 

1' // ,,/'•// 

/r. 3ê 

V / C J 

• ft' 

4^ 

U 1 /' (11. 
V. ö 

9 

3f' " •• 
ca s 4 ' i ^ ^ 

4^4 



DE HARMONISCHE METHODE 

Di k t a a t Vloeistofraechanica Kollege bT3A 

CONCEPT 

j a n u a r i 1973 



Hoofdstukö DE HARMONISCHE IVIETHODE 

6 . 1 . I n l e i d i n g . 

6.2. Het l i n e a r i s e r e n van de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n . 

6.3. Het oplossen van de l i n e a i r e D.V. volgens de enkelvoudige 

Harmonische Methode. 

6.^. Toepassing van de enkelvoudige Harmonische Methode. 

6.5. Het berekenen van de v o o r t p l a n t i n g van z.g. seiches i n een haven¬
, bekken. 

6.6. Het p r i n c i p e van de meervoudige Harmonische Methode. 

D i t gedeelte z a l t z. t , worden opgenomen i n het d i k t a a t 

LANGE GOLVEN IN LEIDINGEN 

DEEL I I 

2U5." 



6.1 

6.1 INLEIDING. 

Het beste i n z i c h t i n een v e r s c h i j n s e l v e r k r i j g t men gewoonlijk door een 

analy t i s c h e oplossing van de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n . Voor een 

handelbare analytische oplossing moeten de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n 

echter aan bepaalde eisen voldoen. 

Zo z i j n b i j v o o r b e e l d voor l i n e a i r e v e r g e l i j k i n g e n met konstante coëffi

ciënten i n een aantal gevallen gemakkelijk analytische oplossingen t e 

vinden. 

I n d i t hoofdstuk worden analytische oplossingen besproken, w a a r b i j veron

d e r s t e l d wordt dat het op t e lossen probleem een p e r i o d i e k k a r a k t e r herf't. 

B i j v e r s c h i l l e n d e golf-problemen i s d i t het geval ( g e t i j - g o l v e n , s e i c h e s ) , 

doch er doen z i c h twee problemen voor: 

le de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n z i j n n i e t - l i n e a i r ; 

2e de op t e lossen f u n k t i e s hebben n i e t de vorm van êên enlcele sinusvormige 

f u n k t i e . 

Verondersteld wordt nu eerst dat de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n wel 

l i n e a i r z i j n . Dat w i l zeggen dat i n de v e r g e l i j k i n g e n b i j v o o r b e e l d i n 

l l en Q, a l l e termen l i n e a i r z i j n i n : 

^ n ^ ^ M of ^ 
^' ^' 9s ' 3t ' 9s °^ a t • 

Als dat zo i s dan kan men ook voor f u n k t i e s met een b e t r e k k e l i j k w i l l e 

k e u r i g verloop oplossingen geven. 

Omdat de v e r g e l i j k i n g e n l i n e a i r z i j n kan men n l . gebruik maken van het 

beginsel van s u p e r p o s i t i e . De f u n k t i e s h en Q ( o f h en v) worden opgevat 

al s een som van sinusvormige f u n k t i e s . Men kan voor e l k van deze sinus

vormige komponenten een oplossing vinden. Achteraf wordt de gezochte op

l o s s i n g verkregen door de oplossingen voor a l l e komponenten t e superponeren. 

Opm.; Om een indrulc t e k r i j g e n van de mogelijkheden van een d e r g e l i j k e 

aanpak kan men b.v. 2 harmonischen b i j elkaar o p t e l l e n . Zet b.v. achtereen

volgens op schaal u i t : 

h., = h., s i n üit , met h^ - 0,50 m en o) = ; 

hg = hg s i n (2ü)t - Kg) , met hg = 0,20 m en Kg = | > 

h = h., + hg 

en 

2U5.-
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en 

h = s i n wt , zie boven 

hg - hg s i n (3«t K ^ ) met h^ = 0,30 m en = - ; 

h = h.| + hg 

I n paragraaf 6.6 wordt het p r i n c i p e van een benadering, waarbij de f u n k t i e s 

worden opgevat a l s reeksen van harmonischen nader besproken. 

Daarbij z a l b l i j k e n dat het onder 1e genoemde f e i t een b e l a n g r i j k e beperking 

geeft b i j het uitvo e r e n van dat p r i n c i p e , omdat de oplossingen voor de 

ve r s c h i l l e n d e komponenten elkaar beïnvloeden. 

I n 6.2 en 6.3 wordt eerst een oplossingsmethode besproken, waarbij ver

ondersteld wordt dat de f u n k t i e s h en Q ove r a l slechts êên sinusvormige 

f u n k t i e bevatten. Als deze v e r o n d e r s t e l l i n g wordt gemaakt spreekt men 

wel van de enkelvoudige Harmonische Methode. 

I n 6.2 worden eerst de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n l i n e a i r gemaakt. 

De i n 6.3 besproken analytische oplossing wordt i n paragraaf 6.k toege

past. Daarbij wordt voor een konkreet probleem een getallenvoorbeeld ge

geven . 

Een b e l a n g r i j k e toepassing heeft b e t r e k k i n g op de v o o r t p l a n t i n g van z.g. 

seiches i n een havenbekken. Zoals i n 6.5 z a l b l i j k e n l e e n t de Harmonische 

Methode z i c h bijzonder goed voor het onderzoek naar r e s o n a n t i e - v e r s c h i j n 

selen. Daarbij kunnen i n de p r a k t i j k z e l f s v r i j ingewikkelde sytemen 

(met s p l i t s i n g s p u n t e n e.d.) op o Y e r z i e h t e l i j k e w i j s e worden berekend. 

2l+5.-
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6.2. HET LINEARISEREN VA1<I DE DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN. 

(6-1) 

(6-2) 

Zoals i n hoofdstult 2 (deel l ) i s a f g e l e i d kan men de v o o r t p l a n t i n g van een 

lange g o l f i n een open l e i d i n g b e s c h r i j v e n met een s t e l s e l van tvee simultane 

partiële d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n . 

De continuïteits-vergelijking wordt vaak uitgedrulct i n h en Q i.p.v. i n 

h en V. 

In d i t hoofdstuli wordt voor de bewegingsvergelijking eveneens een v e r g e l i j 

k i n g i n h en Q. gekozen. Gezocht wordt naar een oplossing voor het volgende 

s t e l s e l D.V.n: 
- de continuïteitsvergelijking (2-11) 

ds 
- b 

ah 
at 

en 

- de bewegingsvergelijking (2-17)> i n d i e n verondersteld wordt dat de 

bodemhelling I ^ g e l i j k n u l i s ; 

ah 
9s 

1_ M 
gA at C^aSr Q I Q 

I n d i e n wordt uitgegaan van de v e r g e l i j k i n g e n (2^-11) en (2-17) dan i m p l i c e e r t 

dat een aa n t a l v e r o n d e r s t e l l i n g e n , die i n hoofdstuk 2 worden omschreven. 

Ter w i l l e van de eenvoud wordt i n het volgende gewerkt met de v e r g e l i j k i n g e n 

(6-1) en (6-2) . 

I n d i e n we de n i e t - a n a l y t i s c h e u i t d r i M t i n g Q | Q 1 even b u i t e n beschouwing 

l a t e n , z i j n deze v e r g e l i j k i n g e n reeds n i e t l i n e a i r , omdat de falctoren 

en Ĉ Â R 

waterstand. Deze fakt o r e n z i j n dus f u n k t i e s van s en t . 

I n het algemeen z a l het d w a r s p r o f i e l van b.v. een r i v i e r - a r m i n de 

s - r i c h t i n g v r i j g r i l l i g variëren. Daaruit v o l g t dat de grootheden 

A, b, Rfen i n p r i n c i p e ook cjvariëren i n de s - r i c h t m g . 

I n de p r a k t i j k overwint men deze moeilijkheden door een d e r g e l i j k e r i v i e r 

i n een aa n t a l ( n i e t t e grote) vakken t e verdelen. Voor.elJi_vaJi wordt een 

voor dat vak r e p r e s e n t a t i e f d w a r s p r o f i e l v a s t g e s t e l d . Nadat een z.g. 

schematisatie i s uitgevoerd mag men de d r i e hierboven genoemde f a k t o r e n 

(voor een bepaald vak) konstant s t e l l e n i n de s - r i c h t i n g . Deze aanpak wordt 

ook b i j andera oplossingsmethoden gevolgd. 

Omdat de faktoren nog wel a f h a n k e l i j k z i j n van de waterhoogte z u l l e n deze 

nog met de t i j d variëren. 

2k5>-



b.h. 

B i j het a f l e i d e n van bovenstaande v e r g e l i j k i n g e n i s reeds verondersteld 

dat de hoogte waarover de waterspiegel v a r i e e r t k l e i n i s t.o.v. de gemid

delde waterdiepte. Uitgaande van deze v e r o n d e r s t e l l i n g i s de volgende be

nadering m o g e l i j k , waarbij voor e l k van de fakto r e n een gemiddelde waarde 

wordt bepaald. 

Voor het r e p r e s e n t a t i e f d w a r s p r o f i e l van een bepaald v a i worden b i j de ge

middelde waterstand de grootheden b, A en R bepaald. 

De j u i s t e bepaling van de coëfficiënt van de Chezy vormt i n de p r a k t i j k een 

apart probleem. Het b l i j k t i n veel gevallen noodzakelijk deze grootheid door 

" i j k e n ' t e bepalen (waai-bij het verloop van het debiet Q moet worden gemetenl). 

Hierop wordt op deze pl a a t s n i e t verder ingegaan, 

We werken verder met de konstante f a l i t o r e n ; 

b(h) ^ b ^ b 
^ gem. 

^ S^gem. 
m 

C^A2r Ĉ2A2R''gem. 

De v e r g e l i j k i n g e n (6-1) en (6-2) gaan dan over i n het volgende s t e l s e l : 

(^"3) ~ = - m ^ - w Q | Q | 

(6-H) - ^ - - ^ - ^ 

I n de volgende paragraaf wordt een oplossing volgens de z.g. Enkelvoudige 

Harmonische Methode besproken. Dat i s een ANALYTISCHE oplossingsmethode 

T J _ _ T T -1 ^ 1 . 4 - „ n ^ . ' J ^ 1-\ \r r^ T T I X T O A T R R,n i r i 

u.xe a x j - e e i i m u K c i - x j i v 0 . 0 0 , - 1 . 0 • v . Ü 

• • • rs '^^ 

D i t w i l zeggen dat elk van de termen l i n e a i r moet z i j n m h, H, 

9h M of 
8t ' as 3t° 

Beschouwen we de v e r g e l i j k i n g e n (6-3) en dan zien we dat na het voor: 

gaande a l l e e n de weerstandsterm nog een n i e t - l i n e a i r e term i s . 

De modulus-strepen geven aan dat de term van teken w i s s e l t i n d i e n de 

f u n k t i e Q van teken w i s s e l t . Een analytische oplossing voor de h i e r be

schouwde v e r g e l i j k i n g e n wordt pas moge l i j k i n d i e n men er i n slaagt de 

weerstandsterm t e vervangen door een l i n e a i r e term: 

w q Q k Q 

De vraag i s nu wat men het best voor de konstante k kan invoeren. D i t 

probleem i s het eerst door p r o f . dr. H.A, Lorentz opgelost. 

2U5.-
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Voor periodieke problemen, waarbij de f m i k t i e Q mag worden opgevat a l s een 

enkelvoudige sinusvormige f u n k t i e : 

Q = Q cos (ü) t - (j)) 

wordt i n het "Verslag Staatskommissie Zuiderzee" beschreven op welke w i j z e k 

kan worden bepaald (1926). Deze benaderingswijze wordt hier n a i n het k o r t 

beschreven, waarna enige aandacht wordt besteed aan de i n t e i - p r e t a t i e van 

het r e s u l t a a t . 

De arbeidsvoorwaarde. 

Het k r i t e r i u m dat door Prof. Lorentz werd gesteld kan a l s v o l g t worden ge-

f ormuJ.eerd; 

"Bepaal k zodanig dat de a r b e i d , d i e geduxende_een gehele periode v e r r i c h t 

wordt, voor de beide termen g e l i j k i s " . 

De weerstandsterm u i t de bew. verg. (6-3) heeft de dimensie van een verhang, 

hetgeen kan worden opgevat als een VERVAL per eenheid van lengte s. Als 

we deze term met pg vermenigvuldigen I t r i j g e n we een druli (d.w.z. een kracht 

per eenheid van oppervlakte) per eenheid van le n g t e : 

pg c ^ F r Q Q N/m̂ /m'' = W/m̂  

De a r b e i d , d i e gedurende een gehele periode wordt v e r r i c h t , kan nu worden 

u i t g e d r u k t a l s : / 

J (kracht)(weg) 
O 

Volgens de arbeidsvoorwaarde moet galden ( i n d i e n we door pg delen): 

T 

J 
O 

Indie n voor Q gesubstitueerd wordt Q = Q cos tot en omdat voor ds kan worden 

geschreven: ds = v dt = y v i n d t men achtereenvolgens: 

JL 

ƒ w Q^IQ 

A 
dt 

I n d i e n we s t e l l e n A = A 

T 

^-Q3 ƒ 2 , 
cos Ü)t 

gem 

cos ast 

dan v a l t deze grootheid e r u i t , 

T 

dt = k Q cos tüt dt 

2l|-5.-
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We vinden dan voor k: 

T ? 
^ J cos""ü)t/cos u t / dt 

k = w " 

I 

eos2 tot dt 

2Tr 
ƒ /cos wt/ cos wt. d(wt) 

k = w Q 
2ïï 

ƒ . cos wt.d(wt) 

IL 
2 C 

cos"^ wt. d(wt) 

JL 

cos wt.d(wt) 

2 

(cos3^t + 3cosü)t) ^^^^^ 

k = w Q, § 

2 (cos2 " t -̂  1) d(wt) 

9 

k = 

•1 

- {-k sin3wt + 3sinwt) 
w Q 3 

TT 
2 

/ sin2wt ^ ^ 

Voor k wordt na i n v o e r i n g van de int e g r a t i e g r e n z e n gevonden: 

k = i ( 
1 

) Q 
("^^^ 3) 

gem. 

(6-5) 

2U5.-
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De waarde -r~ 0,85 wordt "het g e t a l van Lorentz" genoemd. 

We zien dat hehalve d i t g e t a l i n de u i t d r u l i k i n g voor k ook voorkomen: 

- een gemiddelde waarde voor de f a k t o r w i n de weerstandsterm ên 

- de amplitude van de f u n k t i e Q! 

Voor het bepalen van de f a k t o r k d i e n t men dan ook een goede indruk van de 

gezochte oplossing t e hebben. 

D i t f e i t maakt het noodzakelijk dat een berekening wordt uitgevoerd a l s 

een ITERATIE-PROCES. 

Voor de eerste berekening z a l men (voor e l k va.n de v e r s c h i l l e n d e vakken) 

de onbekende amplitude Q zo goed mogelijk schatten. 

U i t de r e s u l t a t e n van de eerste berekening kan men een betere s c h a t t i n g 

voor de grootheden Q v e r k r i j g e n . De berekeningen kunnen nu opnieuw worden 

uitgevoerd. I n d i e n nodig z a l men daarna de berekeningen nog êên ( o f t-vree) 

keer herhalen. 

(6-6) 

Het i s mogelijk de hierboven beschreven benadering volgens Lorentz nader 

t e i n t e r p r e t e r e n m.b.v. een f i g u u r , die hieronder i s weergegeven. 

Voor de f u n k t i e Q|Q| wordt geschreven cos ü3t cos wt 

I n het voorgaande ging het er om het verloop i n de t i j d van de f u n k t i e 

cos wt cos wt 

zo goed mogelijk t e benaderen met een f u n k t i e K cos wt. 

I n f i g , 6-1 i s het verloop van de f u n k t i e (6-6) u i t g e z e t tegen de t i j d 

( dikgetrokken l i j n ) , t e r w i j l ook het verloop van de f u n k t i e cos wt i s 

weergegeven. 

\\ 
cos <^t 

21̂ 5. 
f i g . 6.1 
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Het i s mogelijk om de f u n k t i e cos wt | cos wt| t e benaderen met een 

reeks van Fourier: 

co 

cos cot I cos ü)t| = g a + E (a cos n wt + b^ s i n n wt) 

n=1 

Indien men deze reeks afbreekt b i j de termen met n = 5, dan kan men de 

volgende coëfficiënten bepalen: 

a^ = O , a^ = ^ 0,85 , ag = 0,17 en a^ = - ̂  - - 0,02 

t e r w i j l b l i j k t dat a^ - aj^ = O en b^ = == b̂ ^ = b^ = 0. •= ^-'2 • 

I n de f i g u u r 6.1 z i j n de componenten van de reeks van Fourier met s t i p p e l 

l i j n e n weergegeven. 

De benadering volgens Lorentz geeft .- • een r e s u l t a a t dat overeenkomt 

met de eerste cos-term van de bovenstaande reeks van Fovirier. 

Met behulp van f i g u u r 6.1 k r i j g e n we een goed beeld van de nauwkeurig

heid van de l i n e a r i s e r i n g volgens Lorentz. 

Opmerkingen: 

1. I n deze paragraaf werd een open l e i d i n g beschouwd. Het i s n a t u u r l i j k 

d u i d e l i j k dat ook b i j een gesloten l e i d i n g het l i n e a r i s e r e n van de 

weerstandsterm (n o o d z a k e l i j k voor een anal y t i s c h e oplossing) op de

zelfde w i j z e kan worden aangepakt. 

2. I n de kolleges b73B "Getij-berekeningen" wordt aan het l i n e a r i s e r e n 

van de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n nadere aandacht besteed. 

Teneinde enig inzi.cht mogelijk t e maken i n de i n v l o e d van het n i e t -

l i n e a i r e k a r a k t e r van de D.V.n wordt i n d i t hoofdstuk onder 6.k het 

p r i n c i p e van de z.g. meervoudige Harmonische Methode besproken. 

I n de volgende paragraaf 6.3 wordt voor de geline a r i s e e r d e D.V.n: 

f . - m f - k Q 
9s 9t 

M = _ I h 
9s 9t 

een ana l y t i s c h e oplossing besproken. 

2U5. 
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,3 HET OPLOSSEN VM DE LINEAIRE D.V.n VOLGENS DE EMKELVOUDIGE HARMOMISCHB 

METHODE. 

I n deze paragraaf wordt een ana l y t i s c h e oplossing besproken voor het i n 

6.2 verkregen s t e l s e l van twee l i n e a i r e d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n 

(6-T) en (6 -8 ) . 

I n zeer v e r s c h i l l e n d e vakgebieden ontmoet men v e r s c h i j n s e l e n , d i e met 

l i n e a i r e d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n kunnen worden beschreven ( z i e b.v. 

de kolleges Alg. Mechanica I (b8) en Alg. Mechanica I l ( b 9 ) ) . 

B i j het oplossen van d e r g e l i j k e D.V. i s het g e b r u i k e l i j k om met expo

nentiële f u n k t i e s t e werken. 

Zoals i n het volgende z a l b l i j k e n k r i j g t men t e maken met u i t d r i i k k i n g e n , 

waarin complexe grootheden voorkomen. Het l i j k t daarom z i n v o l om eerst 

nog enige aandacht t e besteden aan de z i n van het rekenen met complexe 

f u n k t i e s . Daarbij kunnen tevens enkele eigenschappen van complexe g e t a l l e n 

worden genoemd. 

Voor een meer v o l l e d i g e i n f o r m a t i e t.a.v. complexe g e t a l l e n wordt verwe

zen naar handboeken (Analyse) o f het s t e n c i l "Complexe g e t a l l e n " dat wordt 

v e r s t r e k t b i j het k o l l e g b9 ( v e r k r i j g b a a r b i j de concierge). 

Beschouwd wordt even een gewone l i n e a i r e D.V.; 

waarin 9 een reëel g e t a l i s . 

Als we h i e r i n s u b s t i t u e r e n y = Ce""̂ , vinden we de volgende k a r a k t e r i s t i e k e 
2 2 

v e r g e l i j k i n g : a"" + = O 
H i e r u i t v o l g t ^ - ±^0 J waarbij i = V - 1 . 

De algemene oplossing van de D.V. wordt dus: 

n iÖX . rf ^ "iöx y = Ĉ je + CgO 

I n deze algemene oplossing kunnen de konstanten Ĉ  ^n Cg nog elke 

waarde hebben (ook complex). De gevonden oplossing i s b l i j k b a a r de som 

van twee complexe oplossingen. 
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Zoals ook u i t f i g . 6.2 b l i j k t i s de som van twee complexe grootheden 

die eikaars complex toegevoegde z i j n , een reële grootheid. 

2 i s m 0x 

-iOx 

_ ^ 2e 

e vr̂ K,., 

" ^ \ J - 0 x „..•••••••' 
2 cos 6x 

^ ^ . - - ^ 

- i fix , ÏQx 
e (de complex toegevoegde van e 

1 AT 

Re { 2e } = 2 cos 9x 
f i g . 6.2 

Men kan m.b.v. reeksontwikkeling aantonen dat de volgende v e r g e l i j k i n g e n 

gelden: 

1 6x 

e ••= cos Öx + i s m 9x 

g-i6x _ ex - i s i n 9x 

U i t deze betrekkingen v o l g t dat resp.: 

i 9 x ^ - i 9 x 
cos 9x - — — ( = cosh iOx ) 

e^^^ ™ e"^^^ ( = sinh iOx . ) ^ - 1 sinh I O D C 

s m ~ 2 i 

'-i0x 
De oplossing voor y ( z i e terug) i s dus reëel a l s Cge de complex toege-

. ^ ~ i 9 x 
voegde i s van Ĉ e 

Men kan eenvoiidig aantonen dat ab = a b. 

Omdat e^®^ - e"^^^ ( z i e f i g . 6 .2) , moet dus gelden = Ĉ . 

In d i e n C. reëel i s , dan moet g e l i j k z i j n aan Ĉ . 
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We kunnen de reële . oplossing a l s v o l g t s c h r i j v e n : 

y = Ce + cc 

i8x 

H i e r i n staat cc voor de complex toegevoegde van Ce . Deze u i t d r u k k i n g 

voor y w i l l e n we nog t o t een meer g e b r u i k e l i j k e vorm h e r l e i d e n . 

Als C reëel i s kunnen we s c h r i j v e n ( z i e ook f i g . 6.2) 

y = 2 C cos 8x 

i ( B X i< C) 

Als C complex i s , h.v. C a + i b C e , dan kunnen we de volgende 

u i t d r u k k i n g a f l e i d e n : 

y- = 2 |.G I cos { 6x + (a r g . C)} 

I n de l a a t s t e u i t d r u k k i n g kunnen we de f a k t o r 2 met |c| (de modulus-waarde 

van C) combineren. 

D i t betekent dat we gebruik maken van de volgende g e l i j k h e i d : 

Ce -s- cc = Re {2Ce '̂ ®-̂ } 

Passen we d i t i n een bepaald geval t o e , dan geeft dat a a n l e i d i n g t o t i e t s 

eenvoudiger u i t d r u k k i n g e n . I n het voorbeeld komt d i t a l s v o l g t t o t u i t i n g . 

Nadat we voor een complexe oplossing vinden: 

y = Ĉ  e'̂ '̂'̂ , kunnen we ineens voor de reële oplossing s c h r i j v e n : 

y = Re {c"" e'-̂ '' } = |c"|cos {6x -l- (arg.C*")} 

Vergeleken met het bovenstaande i s C" g e l i j k aan 2C. 

Na deze opmerkingen kunnen we het oplossen van het s t e l s e l partiële 

D.V.n (6-7) en (6-8) nog i n l e i d e n met de volgende opmerkingen. 

Bekend i s dat aan deze D.V, wordt voldaan door periodieke f u n k t i e s 

h ( s , t ) en Q ( s , t ) , die op v e r s c h i l l e n d e manieren kunnen worden u i t g e d r u k t . 
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Bijvoorbeeld voor de f u n k t i e hCs^t) kunnen we d r i e u i t d r u k k i n g e n onderscheiden 

le h ( s , t ) = a(s) cos tot + b ( s ) s i n tot 

2e h ( s , t ) = h(s) cos {tot - K ( S ) } , waarin h = V~a?+b^ 

en K = are t g — 
a 

3e h ( s , t ) = Re { h c ( s ) e^'^*} 

h ( s , t ) =Re {h( s ) e " i ^ ( ^ ) e i ' ^ * } 

I n deze u i t d r u k k i n g wordt met. h^is) een complexe f u n k t i e h van s be

doeld, d i e een dubbele i n f o r m a t i e bevat namelijk betreffende de amplitude 

h(s) ên de fase-hoek K ( S ) van de f u n k t i e h ( s , t ) . 

We kunnen de complexe f i i n k t i e hc(s) nog a l s v o l g t uitdrukken: 

(6-10) h^(s) = h(s) {cos {- K ( S ) } + i s i n { - K ( S ) } } 

Het verband, dat door de ui t d r u k k i n g e n (6-9) onder 2e en 3e en (6-10) 

gegeven wordt, i s een afspraak waar we ons i n het volgende aan houden. 

We s t e l l e n de oplossing i n de vorm van e-machten, omdat d i t een

voudige bewerkingen geeft. We vinden dan complexe oplossingen, d i e z e l f 

geen d i r e k t e fysische betekenis hebben. Omdat we t e maken hebben 

met l i n e a i r e D.V., geld t het beginsel van su p e r p o s i t i e . 

Aan d i t b eginsel o n t l e e n t het complex rekenen z i j n waarde. We 

kunnen n a r . e l i j k reële. oplo£3singen vinden door supe r p o s i t i e van 

complexe oplossingen. 

2l+5' -
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I n het volgende wordt een analytische oplossing behandeld voor het volgende 

s t e l s e l simultane partiële d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n : 

(6-T) 

(6-11) 

(6-12) 

(6-13) 

1£ 
9s 

- _ b 
ah 
at 

(6-8) 

H i e r i n z i j n zoals we i n 6.2 gezien hebben m, k en b konstante f a k t o r e n . 

De f u n k t i e s h en Q, z i j n f u n k t i e s van de on a f h a n k e l i j k variabelen s en t : 

h ( s , t ) en Q ( s , t ) . 

Differentiëren we (6-.T) naar s dan k r i j g e n we: 
^ 2 ^ ( s , t ) „ a2Q,(s,t) , 3Q(s,t) 

_ _ _ _ _ _ ... 1, 

Differentiëren we (6-8) naar t dan geeft d i t 

a Q(s,t) 
as at 

a'^h(s,t) 
at' 

2 

Door u i t (6-8) ^ ^ ^ f ^ en u i t (6-12) f f % ^ t e s u b s t i t u e r e n i n 

v e r g e l i j k i n g (6-11) k r i j g e n we de z.g. ' ' t e l e g r a a f - v e r g e l i j k i n g " . 

a h ( s , t ) 
)s 

a2h(s,t) 
- r - r j — = mb ~"':,-TT^- + kb 
as'^ 

ah ( s , t ) 
at 

Opm.: Door h ( s , t ) t e elimineren i n p l a a t s van Q,(s,t) i s een v e r g e l i j k i n g 

i i r Q ( s , t ) t e ver la-ijgen van dezelfde gedaante. Een d e r g e l i j k e v e r g e l i j k i n g 

komt, zoals u i t de naam b l i j k t , ook i n de e l e k t r o t e c h n i e k voor, 

(6- lU) 

(6-15) 

Volgens het p r i n c i p e van scheiding der variab e l e n kunnen we i n verg. 

(6-13) sub s t i t u e r e n : 

h ( s , t ) = H ( s ) . G ( t ) ^ 

we vinden dan: ~G(tT = --̂  H (s) ^ Kb H ( S ) ^ 

Als we nu beide leden van deze v e r g e l i j k i n g delen door H ( s ) . G ( t ) dan 

geeft d i t : 

1 
h T T T 

3^ H(s) mb a^G(t) kb 3 G(t) 
~Ys^ "^rJ+A a t 2 ~ G(t) 9 t 'G(t) G(t) 9 t 

21^5.-
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Volgens verg. (6-15) moet het l i n k e r l i d . (een f u n k t i e van s) voor a l l e 

waarden van s èn t g e l i j k z i j n aan het rech t e r l i d (een f u n k t i e van t ) . 

D i t i s a l l e e n het geval a l s beide leden g e l i j k z i j n aan een konstante. 
2 

We noemen deze konstante, d i e eventueel complex mag z i j n , r . 

(6-16) 

(6-17) 

Opm.: We z u l l e n l a t e r z ien wat de fysische betekenis' i s van deze grootheid r . 

U i t verg. (6-15) volgen dan twee v e r g e l i j k i n g e n , waaraan t e g e l i j k e r t i j d 

moet worden voldaan: 

2 — - H ( s ) r ^ = O 

^ 3^ G(t) . k b M | I . - G ( t ) r 2 = 0 

Een oplossing voor ( 6 - l6 ) i s t e vinden, door t e s u b s t i t u e r e n H(s) = Ce 

D i t geeft de volgende v e r g e l i j k i n g waaruit a kan worden opgelost ( i n d i e n 

Ce*̂ ^ 5̂  0 ) : 
2 2 

a - r"^ = O a = + r 

Dus twee g e l i j k e w o r t e l s met tegengesteld teken. 

De algemene oplossing voor (6-16) wordt: 

(6-18) H(s) = C^e" 4- Cge"''̂  

Voor de algemene oplossing van ver^' (6-17/ s t e l l e n wc G(t) ~ Ĉ ! 
iw t 

en s u b s t i t u e r e n d i t i n deze v e r g e l i j k i n g : 

G.^e'^ (mb - kb w i + r ^ ) = O 
iü)t / 2 

(mb 

Omdat C.^ e ^ O, v o l g t h i e r u i t de volgende " k a r a k t e r i s t i e k e 

v e r g e l i j k i n g " : 

2 2 
r - kb wi + mb ü) = 0 

21+5.-
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:6-19) 

H i e r u i t kan r worden opgelost: 
g _ 

r " -f V" Bib ü) + kb OJ i 
! 9 c 

We hebben dus twee g e l i j k e complexe w o r t e l s gevonden met v e r s c h i l l e n d teken: 

r ^ = X en r ^ = - r 

Met het bovenstaande i s een complexe oplossing voor h ( s , t ) gevonden: 

h ( s , t ) = H(s). G ( t ) - (C e^^ + C^e Cge 

Als we s t e l l e n 

r s . „ - r s • e^^ + Cj-j. e , dan gaat deze l a a t s t e u i t d r u k k i n g 

over m; 

h ^ ( s , t ) = { 4 e--.C^^ e - - } ei' " * ( = h^(s) e^"^ ) 

^^^Js,t) ^ - r s , i w t 
U i t verg. (6-20) v o l g t ook - i w (C^ e + e j e 

Als we deze u i t d r u k k i n g i n de v e r g e l i j k i n g (6-8) s u b s t i t u e r e n , 

k r i j g e n we: 

_b {ia> (C^ e - . Ĉ.̂  e ^ ) e'^^^ 

Inte g r e r e n we deze v e r g e l i j k i n g naar s dan geeft d i t : 

nr„ .^ . _ ̂  ^ ^ rn e^^ - C e"^") e^"* + f ( t ) 

Omdat verondersteld wordt dat Q(s,t) a l l e e n bestaat u i t een £eriodieke 

f u n k t i e (met de f r ^ u e n t i e co), i s h i e r i n f ( t ) = 0. 

Voor Q(s,t) vinden vre dus <fe volgende complexe u i t d r u k k i n g : 

(6-21) 

(6-22) 

(6-23) 

Q^(s,t) = 
b u i r s „ -rs-, i w t ( = Q (s) e ) 

De reële oplossingen, die worden gezocht kunnen we nu a l s v o l g t u i t d r u k k e n 

( z i e ( 6 -9 ) ) : 

h ( s , t ) = Re { h ^ ( s ) e^'^S 

Q(s,t) = Re {Q^(s) e^*"^} 

2^5. 
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(6-25) 

I n deze uitdrukkingen komen complexe f u n k t i e s van s voor, d i e zoals 

b l i j k t u i t de oplossingen (6-20) en (6-21) voldoen aan de volgende ver

g e l i j k i n g e n : 

h^(s) = Cj 
,rs ^ ^ - r s 

„ / \ b w i 
Q^(s) = { e^^ - 0̂ 3-

-rs-, 
e } 

De f a k t o r e^"^*, d i e de periodieke v a r i a t i e i n de t i j d aangeeft, i s zonder 

meer bekend. Deze f a k t o r kan dus b i j de berekeningen verder b u i t e n be

schouwing b l i j v e n , om l a t e r aan de complexe oplossing t e worden toegevoegd 

Als de complexe f u n k t i e h^(s) en 0,^(s) berekend worden m,b.v. de u i t d r u k 

kingen (6-2l|) resp. (6-25), dan z i j n de gezochte reële f u n k t i e s t e v e r k r i j 

gen door volgens (6-22) en (6-23) het reële deel t e nemen van h ^ ( s , t ) 

reEsp. Q ^ ( s , t ) . 

Opm. De r e l a t i e tussen de reële f u n k t i e s en de complexe f u n k t i e s ( z i e 

^J^praken (6-9) en (6-10) z a l v o o r a l d u i d e l i j k worden, i n d i e n i n 6.U een 

toepassing wordt beschouwd. 

Na het voorgaande gaat he-f^nu i n de eerste p l a a t s om de f u n k t i e s h ^ ( s ) 

en Q (s) t e bepalen. De konstanten en Ĉ ^ i n de ui t d r u k k i n g e n (6-2H) 

en (6-25) z i j n i n het algemeen complex en kunnen worden bepaald u i t 

twee noodzakelijke randvoorwaarden. 

Beschouwd wordt een gedeelte van een l e i d i n g : 

een vak met een lengte As = L, waarvoor aan een z i j d e (s-O) zowel h^(o) 

al s Q (o) gegeven z i j n ( z i e f i g . 6 .3) . 

h^(o) 

Q^(o) 

s = O 

U 

+s 

-As = L 

h j L ) 

L 

f i g . 6.3. 

2U5. 
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U i t de v e r g e l i j k i n g e n (6-2̂ )̂ en (6-25) v o l g t voor s = O resp. 

h^(0) C^. . 4 j 

4 I > 

(6-26) 

(6-27) 

Als we u i t deze v e r g e l i j k i n g e n en C- .̂^ oplossen vinden we: 

l h (0) — Q (0) 

- 1 h (0) + l 
" I I - c 

Substitueren we deze beide ui t d r u k k i n g e n i n de u i t d r i i k k i n g e n (6-2U) en 

(6-25) dan k r i j g e n we: 

h^(s) = üla^io) r Q j o ) } e^^ + { i h^(0) + l 

Q^(s) = 
b üj 1 

{ i h (0) - l 
b ü) 1 

r Q„(o)} e r s 

{ i h^(0) ^ i ^ , Q ( 0 ) } e' -rs 

Q^(0)} e -rs 

(6-28) 

(6-29) 

¥e kunnen deze v e r g e l i j k i n g e n nog he r l e i d e n t o t 

h ( s ) = h (o) cos h r s - - — ^ — r s i n h r s Q (o) 
b ü) 1 c 

Q (s) = - h (0) ̂  " ^ s i n h rs + cos h r s Q (o) 

(6-30) 

(6-3i) 

(6-33.) 

De v e r g e l i j k i n g e n (6-28) en (6-29) 'leven voor s = L de volgende u i t d r u k k i n g e n : 

h j L ) = cos h^ r L h^(0) - r-^-r- s i n h r L Q (0) 
bw 1 c 

Q (L) = cos h r L Q (o) - s i n h r L h^(o) 

D i t l a a t s t e s t e l v e r g e l i j k i n g e n s t a a t bekend a l s de " v i e r p o o i - v e r g e l i j k i n g e n " , 

Ze leggen een verband tussen de h (o) en Q (O) aan de'ingang van een vak 

en de h^(L) en Q,^{ï) aan de'uitgang van dat vak. 

Men s c h r i j f t het s t e l s e l (6-30) en (6-31) wel i n de vorm: 

= L^ h^(0) + M^ Q^(0) 

Q^(L) = ïï^ h^(0) * 0^ Q^(0) 

2̂ 5.-
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waarbij dus gesteld i s : ~ cos h r L 

r 
M = ~ : ; — — : - s m h r L 
V b w :i. 

b tü i . , 
I\j = „ s m h r L 
V r 

'O = cos h r L . 
V 

De h i e r gedefinieerde grootheden L^, M^, ÏĴ  en 0^ worden de vakkonstanten 

genoemd. 

De grootheid r L wordt de voortplantingskonstante van een V8.k genoemd. 

De voortplantingskonstante per lengte-eenheid langs de s-as i s r . Deze 

grootheid wordt nu wat nader beschouwd, 

I n het voorgaande was de uit d r u l c k i n g (6-19) gevonden: 

(6-19) r = + m b w ^ " T i r b oa i * 
1 5<̂  

Als we s t e l l e n 

r = p + i q dan kunnen we na kwadrateren s c h r i j v e n : 

2 2 . 2 
p ~ q + 2pqi = ~ mb tj) + kb tüi 

2 2 .^2 
H i e r u i t v o l g t : p - q = - mb w 

kb ü) „ kb 03 = _____ o f q = 

? ? ? 
2 k'̂ b'̂ tô  ^ ^ 2 „ _ 

P ~ + mb to - O 

Als we d i t verder uitwerken dan kunnen we p als v o l g t uitdrukken: 

(6-33) 

mb tg + Vm b o) + k^b*^ iü 
2 

k b 
Men v i n d t voor q vervolgens: q = gp 

(6-3i+) q = ± (^VmbVT K Ŝ̂ ï̂ ^ 
2' 

Zowel voor p als voor q vinden we afgezien van het + teken, een p o s i t i e v e 

reële grootheid. 

2 i l 5 . -
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Substitueren we i n v e r g e l i j k i n g (6-20) resp.: 

r = p + i q e n ~ r = ~ p ~ i q 

dan gaat deze uitdruJcking over i n : 

De term e^" ê -̂" e ̂ ""̂  = e ê '̂"*'''!"̂  b e s c h r i j f t een g o l f , d i e 

z i c h v o o r t p l a n t i n de negatieve s - r i c h t i n g . Als men de t i j d t wat l a a t 

toenemen dan moet men een s t u k j e i n de negatieve s - r i c h t i n g verplaatsen 
i(qs+OJt) , • -, 

om dezelfde waarde van (qs + wt) en dus van e t e vmaen. 

'̂̂ ^ geeft de fase-verschui^'ing weer als f u n k t i e van s; q i s de f a k t o r 

voor de fase-verschuiving per eenheid van lengte langs s. 

geeft de demping weer t.g.v. weerstand en berging;, de g o l f 

l o o p t i n de negatieve s - r i c h t i n g , dus deze term wordt inderdaad 

k l e i n e r ; p i s de f a k t o r voor de demping per eenheid van lengte 

langs s. 

e 

e 

De term Ĉ ^ e"P" e"̂ -̂̂  e^"* - Ĝ.̂  e"P^ ^(ü)t-qs) ^ ^ ^ ^ ^ ^ i j f t een g o l f , d i e 

z i c h v o o r t p l a n t i n de p o s i t i e v e s - r i c h t i n g . 

De oplossing volgens (6-36) bestaat dus i n het algemeen steeds u i t de som 

van twee lopende golven. De gr o o t t e van de beide golven wordt bepaald door 

de waarden resp. Ĉ ,̂ d i e volgen u i t de randvoorwaarden (zoals we hebben 

gezien i n het voorgaande). 

Opm.: Het i s mogelijk dat een van beide konstanten n u l i s , dan i s er slechts 

sprake van gi n lopende g o l f . I n het algemeen i s d i t echter n i e t het geval, _ 

omdat (partiële) r e f l e k t i e p l a a t s v i n d t door een obstakel (b.v. stuw) 

of door p r o f i e l w i j z i g i n g . 

Ook de u i t d r u k k i n g (6-21) voor Q^(s,t) i s met het i n (6-35) gestelde t e 

s c h r i j v e n a l s de som van twee golven. 

De waterbeweging op een bepaalde p l a a t s ( h o r i z o n t a a l Q(s,t) en v e r t i k a a l 

h ( s , t ) ) , d i e we berekenen resp. i n de natuur meten, i s dan ook steeds de 

re s u l t a n t e van twee i n t e r f e r e r e n d e golven. 
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e.k. TOEPASSING VM DE ENICELVOUDIGE HARMONISCHE ?/IETHODE. 

Om de i n 6.3 behandelde oplossingsmethode t e i l l u s t r e r e n wordt i n deze 

paragraaf een eenvoudige berekening besproken. Gezien het bijz o n d e r e 

k a r a k t e r van de methode b e t r e f t het een lange-golfprobleem, waarbij de 

fu n k t i e s h resp. Q ( o f v) i n de t i j d verlopen a l s êên enkelvoudige sinus

vormige f u n k t i e . 

Beschouwd wordt eerst een gedeelte van een open l e i d i n g , waarin z i c h een 

periodieke lange g o l f v o o r t p l a n t . Verondersteld wordt dat men t e maken 

heeft met een prismatische bak, waarvan de lengte n i e t t e groot i s , zodat 

het gedeelte als êên vak mag worden behandeld. 

I n 6.3 z i j n voor een d e r g e l i j k vak de v i e r p o o l v e r g e l i j k i n g e n a f g e l e i d , 

d i e onder de volgende f i g u u r worden gegeven. 

(1) ( f ) 

t - j -

i +s f i g . 6.1+ 
1 

H — 
L 

— H 

De p o s i t i e v e s-as i s gekozen van ( l ) naar ( 2 ) , de v e r g e l i j k i n g e n (6-32) en 

(6-33) geven dan: 

(6-38) h^(2) = h ^ ( l ) + M^Q^d) 

(6-39) - N.̂  h ^ ( l ) -̂  O^Q^d) 

De v e r s c h i l l e n d e mogelijke problemen kxmnen gezien de v e r g e l i j k i n g e n 

(6-38) en (6-39) worden onderscheiden i n 3 gevallen: 

l e h ( l ) en Q(1) bekend 

2e h ( l ) en Q(2) 

3e h ( l ) en h(2) " 

Hierna z a l van het geval ad 3e een getallenvoorbeeld worden gegeven. 

I n de v e r g e l i j k i n g e n (6-38) en (6-39) k^men hyperbolische f u n k t i e s van 

een complex g e t a l voor. 

2I+5.-
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C O S h r L = cos h (pL + iq L ) 

s i n h r L = s i n h (pL + iq L ) 

Deze f u n k t i e s kunnen worden tierekend, door s p l i t s i n g van reële en imaginaire 

delen. Daarbij z i j n de hierna volgende regels van belang. 

cos h (a + i h) = cos h a cos h i b + s i n h a s i n hi O 

coski b = cos b en s i n h i b = i s i n b 

Dus voor (6-llO) kan men s c h r i j v e n ; 

cos h (a + i b) = cos h a cos b + i s i n h a s i n b. 

s i n h (a + i b) = s i n h a cos h i b cos h a s i n h i b 

Voor {6~k2) kan men s c h r i j v e n : 

s i n h (a + i b) = s i n h a cos b + i cos h a s i n b 

Voorbeeld: 

S t e l dat b i j een bepaald probleem van êên vak a l l e noodzakelijke gegevens 

bekend z i j n en dat de f u n k t i e s h ( 1,t) en h ( 2,t) bekende periodieke f u n k t i e s 

z i j n . (1) (2) 

-t-

+s 

f i g - 6.5 

Het verloop van de waterstanden op de beide vakgrenzen i s gegeven t.o.v. 

een r e f e r e n t i e - v l a k dat overeenkomt met de gemiddelde waterstand: 

h ( l , t ) = 0,00 + h ( l ) cos {ü)t - k ( l ) } 

h ( 2,t) = 0,00 + h(2) cos {cot - k ( 2 ) } 

De hoek frekwentie w, de amplituden h ( 1 ) en h(2) en de fasehoeken k( 1) 

en k(2) z i j n gegeven op hiil5:g£_6^J_Jb2z^^ 

De vakicon st anten van het vak kunnen worden berekend L^, M^, en 0^. 

De f u n k t i e s h ^ l ) en h^(2) worden bepaald, 

Met (6-38) en (6-39) kunnen achtereenvolgens de grootheden 0,^(1) en Q^(2) 

worden berekend. 

De berekeningen z i j n uitgevoerd op bijlagÊ-lJ., t e r w i j l de r e s u l t a t e n 

z i j n verzameld op b i j l a g e 6 .2 . 



B i j l a g e 6.1 b l z . U 

Voorbeeld toepassing Harmonische Methode. 

Gegevens vak (1) - (2) 

(2) 

Ne 

-s-s 

L = 5000 m 

Gemiddelde diepte t.o.v. de gera. waterstand 

Stroomvoerende breedte b = bergende breedte b = 
s 

Vaklengte L 

Coëfficiënt van de Chezy C r 

( 1 ) 
b = b. 

M K 
500 m 

5.00 m; 

300 

5000 

50 mSs"^ 

Van de genoemde randvoorwaarden h ( 1 , t ) en h ( 2,t) z i j n gegeven: 

h(2) = 0,60 m, K ( 1 ) = 100° en h ( l ) = 0,50 m, K ( 1 ) = 1Q5°_... 

De periode ?. kkTOO s ,zodat de frekwentie ü)~ ~ - 1 ,tt05 10" rad/s, 

Geschatte waarde voor de amplitude van het debiet i n het midden van het vak 

= 800 m3 s"' 
?em 

Volgens (6-33) i s : 

p = «ymb' \h + \ / l ( | ^ )2 - 0 ^ 2 ^ 

Voor q. v i n d t men dan q = 0,2738 10 

Dus r L - pL + io L - 6,0931 + OJ369 i en 

cos h pL - 1,00it3 

s i n h pL ~- 0,0932 

C O S qL = 0,9907 

s i n qL = 0,1365 

B i j het bepalen van de vakkonstanten wordt rekening gehouden met ( 6 - i l l ) 

en (6-1+3). 

Men v i n d t achtereenvolgens: 

L - cos h rL - cos h pL cos qL + i s i n h pL s i n qL 
V 

0,9950 0,0127i 

\ = - bcoT 
s i n h rL = 

_ (0,61+95 - 0,l+lH8 i ) 10"3 (0,0921+ + 0,1370 i ) = (-0,1205 - 0,0U82 i ) l 0 . 
-3 

2l+5.-
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B i j l a g e 6.1 'blz. 2. 

N = - — s i n h rL = - ( 1 ,0526 + 0,Tl6o) 10^ (0,092i+ + 0,1370 i ) = 
V r 

4- 0.8900- 0,210i| IQ-̂  i 

0^ = L^ = 0.9950 + 0,0127 i 

U i t de gegeven randvoorwaarden v o l g t : 

h (2) = 0,60 {cos (-100°) + i s i n (-100°)} = 

= 0,60 {-0,17365 + i (- 0,98U81) } = -_0,10li2 - Oj2ggg_.i 

h j l ) = 0,50 {cos ( -105°) + i s i n (-105°)} = 

= 0,50 {-0,25882 -t- i (-0,96593 > = - 0J29it - 0,H830 i 
c 

Uit ( 6 - 3 8 ) v o l g t nu dat: 
{hp ( 2 ) - L,r hp. (1)} 

V I / ~ li/t 

Q (., ) = {{-0 ,10i i2 0,5909 i ) - ( + 0,9950 + 0,0127 i ) ( " 0 J29l . r_.0,ij^^ 

^ (-0,1205 - 0,0ii82 i ) 10-3 

U i t d i t r e s u l t a a t voor Q^( 1 ) v o l g t : Q( 1 ) 850 m^/s en ̂ {^) = 282°11° 

U i t (6-39) v o l g t : 

Q^(2) = h ^ ( l ) + 0^ Q^(1) = (+ 0^8900-0,210U 10^ i)(-0 , 1 2 9 H - 0,1+830 i ) + 

(0,9950 + 0,0127 i ) ( + 0,1792 + 0,8303 i ) . l o 3 ^ 
(-0,1017 + 0,0268 i ) + (0,1678 + 0,8281+ i ) ^ l o ^ -

'(+0,0660 + 0,8552 i ) . 10^ . 

U i t d i t l a a t s t e r e s u l t a a t v o l g t : Q(2) M O J Ê ^ 

(^(2) = 271+° 25' 

Opm.1. De randvoorwaarden b i j d i t getallenvoorbeeld z i j n w i l l e k e u r i g gekozen. 

2. De eerste s c h a t t i n g d i e voor Qgem werd gemaakt was Q̂ ^̂^ = 500 m3/s. 

3. Nu vinden w e l b i j een s c h a t t i n g (\^^^ = 800 m/s _> : 

Q.(2) + Q(1) ^ 860 + 850 ^ ^3/3^ 

1+. Men zou de berekeningen nog een keer kunnen herhalen voor een 

sc h a t t i n g b.v. Q̂ ĵ̂ ^ = 8U0 m3/s. 

2t+5.-



B i j l a g e 6.2. 

Voorbeeld toepassing Harmonische ?fethode. 

(2) OVERZICHT RESULTATEN 

+s < 1 

r = p + i q - (0,1862 + 0,2738 i ) IO" 

rL - pL + iqL 0,0931 + 0,1369 i 

\ = 0,9950 + 0,0127 i ! M (-0,1205 ~ 0,0i;82 i ) 10" 
V 

\ = (+0,8900 - o,2^ok 10^ i ) 0^ = 0,9950 + 0,0127 i 

VAKGRENS (2) 

h^(2) = -0,10^2 - 0,5909 i 

h(2) = 0,60 m, K ( 2 ) = 100° 

Q^(2) = (-0,0066 + 0,8552 i ) 10-3 

Q(2) :̂ 860 m^/s, ci)(2) - 27^° 25' 

VAKGRENS ( 1) : 

h ^ ( l ) ^ -0,129^ - 0,it830 i 

h ( l ) = 0,50 m, K ( 1 ) ^ 105° 

Q^(1) = (-0,1792 - 0,8303 i ) l o 3 

Q(1) 850 m3/s, <i,(l) = 282° 11' 

Opm. 1. Met bovenstaande grootheden i s een eenvoudige k o n t r o l e m o g e l i j k 

door uitgaande van gegeven h ( l , t ) en Q ( l , t ) de f u n k t i e s h ( 2,t) ( 

Q(2,t) t e berekenen. 



6.22 

De toepassing van de Harmonische Methode komt b l i j k b a a r daarop neer, dat 

voor een bepaald vak van twee bekende f u n k t i e s de amplitude en de fase-

hoek wordt ingevoerd en van twee onbekende f u n k t i e s de fase en de ampli

tude worden berekend. 

Het verloop van de f u n k t i e s i n de t i j d l i g t van het begin a f aan vast. 

Opm.; 1. De complexe f u n k t i e s bevatten dubbele i n f o r m a t i e , namelijk be

t r e f f e n d e de amplitude en betreffende de fasehoek. 

2. I n paragraaf 6.5 wordt een probleem ad 2e besproken, waarbij 

naast h ( l , t ) de tvreede randvoorwaarde gegeven i s als Q(2,t) = O voor a l l e 

waarden van t . 

3. Vanzelfsprekend z a l men b i j de meeste pralctijkproblemen n i e t 

kun nen volstaan met een schematisatie t o t slechts êên vak. I n het k o l l e g e 

bT3B wordt besproken hoe een benedenrivier (-engebied, d e l t a ) o f een 

havencomplex kan worden geschematiseerd t o t een systeem van takken en 

knooppunten. 

Voor ieder vak ge l d t een s t e l v i e r p o o i - v e r g e l i j k i n g e n . Het komt er op neer 

de vakken aan elkaar t e schakelen, waarbij aan "splitsingspunt-voorwaarden" 

moet worden voldaan. 

I n het k o l l e g e b73A wordt hierop n i e t verder ingegaan. 

k. Het verdelen i n n i e t t e grote vakken i s ook i n het geval van 

een onvertakte prismatische open l e i d i n g nodig. 

I n de geli n e a r i s e e r d e weerstandsterm komt i n de f a k t o r k ondermeer de 

amplitude van de f u n k t i e Q ( i n het midden van het vak) voor. 

Teneinde de weerstand voldoende nauwkeurig t e verdiskonteren z a l men de 

vaklengte dienen t e beperken. 

Voor berekeningen i n de p r a k t i j k kan men b.v. denlcen aan een maximum vak-

lengbe van b.v. V50 I'laal de g o l f l e n g t e . I n het algemeen i s het ve r s t a n 

d i g om de in v l o e d van de vaklengte na t e gaan door b i j een bepaald probleem 

de vaklengte t e variëren. 

Voor nadere gegevens betreffende de toepassing van de Harmonische Methode 

voor getij-problemen kan worden verwezen naar de b i j d i t gedeelte van het 

kollege behorende oefening h. 

I n het k o l l e g e b73A wordt deze oplossingsmethode toegepast teneinde de v o o r t 

p l a n t i n g van z.g, seiches i n een havenbekken t e berekenen, ( z i e volgende pa

ragraaf 6 .5 ) . Daarbij z a l d u i d e l i j k worden dat de verhouding tussen de 

g o l f l e n g t e en de lengte van het bekken V8.n groot belang i s voor het g o l f 

v e r s c h i j n s e l . 
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6.5 HET BEREKENEN VM DE VQQRTPMTINGJfM^^ 

6 . 5 . 1 . I n l e i d i n g . 

I n een haven, of langs de kust i n zee, kimnen doorlopend getijTfaarne-

mingen worden v e r r i c h t m.b.v. een re g i s t r e r e n d e p e i l s c h a a l . Een d e r g e l i j k e 

p e i l s c h a a l wordt meestal zo gekonstrueerd, dat de golven met een hoge f r e 

quentie (windgolven) worden uitgedempt. 

I n d i e n men de waarnemingen bestudeert, dan b l i j k t , dat z i c h v e e l v u l d i g s t o 

r i n g e n i n de normale getijbeweging voordoen. Deze stori n g e n z i j n van tweeërlei 

aard: 

1. langzaam verlopende s t o r i n g e n , d i e een gevolg z i j n van opstuwing van het 

water door wind ( w i n d e f f e k t , v e r l o o p t meestal over meerdere dagen). 

2. snel verlopende s t o r i n g e n , die v e e l a l worden veroorzaakt door s n e l l e 

veranderingen i n de meteorologische omstandigheden. 

Het opvallende wat b e t r e f t de laatstgenoemde storingen i s , dat de water

s p i e g e l v a r i a t i e s , d i e i n een havenbekken worden g e r e g i s t r e e r d , meestal 

v e e l groter z i j n dan d i e i n de aangrenzende open zee. 

De wat e r s t a n d s v a r i a t i e s vinden i n een r e l a t i e f k o r t e t i j d p l a a t s . D i t 

f e i t en de a a n z i e n l i j k e stroomsnelheden, d i e h i e r een gevolg van z i j n , 

maken het v e r s c h i j n s e l zeer h i n d e r l i j k voor de scheepvaart: 

a. grote troskrachten-, 

b. s t o t e n tegen aanlegsteigers o.d.; 

c. moeilijkheden b i j het schutten, v o o r a l b i j een s l u i s met roldeuren; 

d. onvoorziene veranderingen i n de stroom (snelheid en r i c h t i n g ) . 

De v e r s t o r i n g e n , die v e r a n t w o o r d e l i j k z i j n voor deze hinder, kunnen worden 

veroorzaakt door: 

1. zware stormen op een gedeelte van het zee-oppervlak; 

2. p l o t s e l i n g e veranderingen van de l u c h t d r u k ; 

3. veranderingen van windkracht of w i n d r i c h t i n g ; 

k.. aardbevingen, grondafschuivingen e.d. 

De v e r s t o r i n g e n , d i e zi c h op zee voordoen, kunnen worden onderscheiden i n : 

1. " b u i s t o t e n " , a l s het gaat over min o f meer s o l i t a i r e v e r s t o r i n g e n van de 

waterspiegel; 

2. " b u i - o s c i l l a t i e s " , i n d i e n de ve r s t o r i n g e n z i c h i n een min o f meer r e g e l 

matige reeks voordoen ( d i e v r i j lang kan z i j n ) . 
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Indien een havenbekken aan zeezijde wordt aangestoten door een s o l i t a i r e 

v e r s t o r i n g dan z a l z i c h i n de haven een g o l f gaan v o o r t p l a n t e n . Aan het 

gesloten einde èn aan de havenmond v i n d t (partiële) ter u g k a a t s i n g p l a a t s , 

zodat het water i n de haven gaat schommelen. Na de i n c i d e n t e l e s t o r i n g 

z a l deze beweging na verloop van t i j d uitdempen. 

In d i e n de v e r s t o r i n g aan de havenmond min o f meer p e r i o d i e k i s dan z a l 

deze worden v e r s t e r k t . 

De mate van v e r s t e r k i n g wordt bepaald door: 

a. de lengte van de reeks o s c i l l a t i e s , d i e z i c h voordoen aan de haven

ingang; 

b. de periode van de o s c i l l a t i e s ; 

c. de afmetingen van het havenbekken. 

Het v e r s c h i j n s e l wordt zeer h i n d e r l i j k , i n d i e n de verhouding tussen de 

genoemde fa k t o r e n ongunstig i s . De v a r i a t i e s van de waterspiegel i n havens, 

die door b u i - o s c i l l a t i e s worden veroorzaakt, worden SEICHES genoemd. 

De naam seiches stamt u i t Zwitserland, waar op het meer van Geneve reeds 

lang d e r g e l i j k e schommelingen g e r e g i s t r e e r d z i j n . 

Later i s het een verzamelnaam geworden voor bovengenoemde golv^en, met een 

periode van enkele minuten t o t soms meer dan een uur. 

De amplitude van de b u i - o s c i l l a t i e s i n zee (b.v. meetpaal K a t w i j k ) i s 

b i j n a steeds k l e i n e r dan 0,20 m. I n de haven van IJmuiden z i j n wel water

s t a n d s v a r i a t i e s g e r e g i s t r e e r d van ca. 1,50 m gedurende ongeveer 20 minu

t e n ( z i e : de b i j l a g e ) . D i t betekent i n dat geval een v e r s t e r k i n g met een 

f a k t o r 8. De v e r s t e r k i n g s f a k t o r i s ondermeer a f h a n k e l i j k van de afmetingen 

van de haven en de haventoegang. 

B i j het ontwerpen van een nieuwe haven o f voor de u i t b r e i d i n g ("ver

b e t e r i n g " ) van een bestaande haven, mag een onderzoek van het v e r s c h i j n 

s e l daarom n i e t achterwege b l i j v e n . 

Een d e r g e l i j k onderzoek bestaat u i t twee delen: 

1. Een u i t g e b r e i d s t a t i s t i s c h onderzoek naar het voorkomen van seiches 

i n de open zee t e r plaatse. 

2. Een onderzoek om het h i n d e r l i j k e e f f e k t van de seiches t e verminderen. 
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6.2'; 

ad 1. Wat Detrex'b het eerste punt volstaan we met de opmerking, dat voor

a l g e l e t moet worden op de betrouwbaarheid van waarnemingen. Enige 

f a k t o r e n die deae betrouwbaarheid ongunstig kunnen beïnvloeden z i j n ; 

a. de nauwkeurigheid -an de r e g i s t r e r e n d e p e i l s c h a a l voor golven met 

een d e r g e l i j k e v r i j grote f r e q u e n t i e . Deze pe i l s c h a l e n z i j n meestal 

zodanig ontworpen, dat golven met een hoge f r e q u e n t i e (windgolven) 

worden u i t g e f i l t e r a . I n de loop van de t i j d kan de k o n s t r u k t i e zo z i j n 

beïnvloed dat Öók de seiches met een hogere f r e q u e n t i e n i e t worden ge

r e g i s t r e e r d . 

b. de p l a a t s van de r e g i s t r e r e n d e p e i l s c h a a l . Het z a l hierna d u i d e l i j k 

worden dat door r e s o n a n t i e - v e r s c h i j n s e l e n een f o u t beeld kan ontstaan 

w.b. de hoogte van de seiches, d i e z i c h 02__zee voordoen. 

ad 2. Om de hinder, d i e van seiches wordt ondervonden, t e beperken, kun

nen b.v. de volgende mogelijkheden worden nagegaan: 

a. het verbinden van v e r s c h i l l e n d e havenbekkens; 

b. het ontwerpen van geschikte o v e r l a a t ; 

c. de haven een bijzondere vorm geven; 

d. de haven aans l u i t e n op een lang kanaal o f op een r i v i e r . 

De grote m o e i l i j k h e i d , d i e we b i j een d e r g e l i j k onderzoek ontmoeten, 

i s dat de s p r e i d i n g i n de periodeu van de b u i - o s c i l l a t i e s , d i e worden 

waargenomen op een bepaalde p l a a t s , meestal v r i j groot i s . 

u^^^/i^^v. 4n v,a-i- nnmoo-r-i-! ik nm i n een ontwerp de h i n d e r l i j k e i n v l o e d 

van de seiches gehéél t e voorkomen. Men z a l slechts kunnen streven naar 

een optimu:.n i n d i e z i n , dat de verhouding ttissen de kosten en de schade-

verwachting verantwoord i s . 

6.5.2. Een eenvoudige berekening. 

Na de k o r t e i n l e i d i n g wordt i n deze paragraaf voor een erg eenvoudig 

geval een berekening opgezet. Daartoe wordt een havenbekken geschema

t i s e e r d t o t êên prismatische b_ak_mgt_eeiL^^ (^ie f i g u u r 6.6). 

De randvoorv^aarde h ( L , t ) i n zee i s bekend. De randvoorwaarde aan de 

andere z i j d e v o l g t u i t het f e i t dat het bekken i s afgesloten: 

Q(o,t) = O voor a l l e waarden van t . 
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De p o s i t i e v e s - r i c h t i n g (de r i c h t i n g waarin wordt gerekend) i s gekozen 

van O naar L. I n deze r i c h t i n g wordt het debiet p o s i t i e f genoemd. 

h ( L , t ) = h(L) cos tüt Q ( 0,t) = O 

L +s 

1 ^ — ^ H 

f i g . 6.6. 

Omdat Q(05t) = O geven de v i e r p o o i - v e r g e l i j k i n g e n (^Q^(o) = o ) : 

h^(L) = h ^ ( 0 ) 

Q^(L) = N^h^(o) 

Met deze v e r g e l i j k i n g e n kunnen de beide onbekenden h ^ ( 0 ) en Qp(L) worden 

bepaald i n d i e n L.̂  en N.̂  bekend z i j n ( z i e verg. (6 -30) en ( 6 - 3 1 ) ) . 

De r e l a t i e tussen de complexe grootheden, waarmee we rekenen, en de 

reële grootheden, waarin we geïnteresseerd z i j n , i s bekend ( z i e (6-9) en 

( 6 - 1 0 ) ) . 

We w i l l e n nu i n de eerste p l a a t s een u i t d r u k k i n g vinden voor de verhouding 

tussen h ( 0 ) en h ( L ) . Deze u i t d r u k k i n g kan worden gevonden door de ver

houding tussen de absolute waarden van de complexe f u n k t i e s t e bepalen. 

U i t verg. (6-i+4) v o l g t dat: 

h (L) = L h ( 0 ) 
c^ ' V c 

Men kan aantonen dat i n het algemeen g e l d t : 

l ^ 1 ^ 2 1 = l ^ l ' • l ^ 2 l -

We kunnen dus s c h r i j v e n : 

|h^(L)| = . l h ^ ( o ) l 

2l+5.. 
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u i t deze l a a t s t e betrelcking v o l g t dat: 

h(0) ^ 1 
h(L) [ÏT 

Met de u i t d r u k k i n g voor L.^(zie b l z . 6.18) vinden we; 

De'amplitude' van een complex g e t a l z = a + i b i s z = a + i b | ~ V~a + b"̂  

:6-ii8) 

Als we rekening houden met (G-kl) dan kunnen we s c h r i j v e n ; 

_ _ _ ^ _ _ — _ 

cos h pL cos qL + s m h pL s m qL 

P 2 . 2 2 . 2 
cos h" pL cos qL - s m h pL cos qL + sm h pL 

2 . 2 
cos qL + s m h pL 

Voor (6-1+6) vinden wa dan: 

h(0) 
h U T {cos^qL + s i n h^pL} 2 

Deze verhouding wordt de v e r s t e r k i n g s f a k t o r genoemd. 

Opm.: De grootheden qL en pL (dimensieloos) worden u i t g e d r u k t i n r a d i a l e n , 

omdat il) i s u i t g e d r u k t i n r a d i a l e n per sekonde.. 

Eenvoudigheidshalve wordt nu eerst verondersteld dat de weerstand mag 

worden verwaarloosd. I n dat geval mag men s t e l l e n .k ̂  0. U i t (6-33) v o l g t 

dan p = 0, t e r w i j l (6-3I+) voor q g e e f t : 

q - wVrab 

We vinden dus i n een geval zonder weerstand: 

r = p + i q = 0 + i OJ Vmb 

U i t (6-14-6) o f (6-l|-7) v o l g t i n dat geval (met weerstand i s n u l ) de volgende 

u i t d r u k k i n g : 

h(0) _ 1 _ 1 
h(L) cos qL| cos ü) Vm5^'L\ 

We kunnen ons nu afvragen wanneer i n dat geval de o p s l i n g e r f a k t o r maximaal 

wordt. I n d i e n de weerstand wordt verwaarloosd, dan b l i j k t v o l l e d i g e 

resonantie op t e t r e d e n , d.w.z. 
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k o ) 
h(L) 

~ M voor cos q l = O dus voor; 

qL = (2n * l ) f (n = 1,2,3,...) 

Deze voorwaarde kan worden geschreven a l s ; 

of 0) V ^ L = (2n - 1) I 

= (2n - 1) f 

Met (6-50) kan de f r e q u e n t i e van de randvoorwaarde, waa r b i j resonantie op z a l 

treden, worden bepaald. 

We zien dat voor een bepaald bekken (met bepaalde waarden voor Vmb en L) 

voor een aanta l waarden w resonantie mogelijk i s . 

Men d u i d t deze waarden volgens (6-1+8) wel aan met w^, de eigen frekwenties 

van een belcken. 

Op v e r s c h i l l e n d e plaatsen i n de voorgaande hoofdstukken i s gesproken over 

de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d van een v e r s t o r i n g i n een bepaald bekken 

( w r i j v i n g verwaarloosd): 

1 

1 
gh -

tob 
ik5 
we 

2TT Als 'we nu nog bedenken dat := t = de periode en dat de g o l f l e n g t e 

^_~_c_T, dan kunnen^^f.p,v. (6-50) ook s c h r i j v e n ; 

TT 
L = (2n - 1) 2 - = K^n - ly 

U i t (6-52) v o l g t dat resonantie optreedt, i n d i e n de lengte van het bekken 

g e l i j k i s aan een oneven a a n t a l maal een kwart van de g o l f l e n g t e . 

Opm.: De f u n k t i e h ( s , t ) (een staande g o l f ) heeft een knoop, aan de ingang 

van het bekken. De f u n k t i e Q( s,t) heeft een knoop aan het afgesloten 

einde, waar Q = O voor a l l e waarden van t . I n de mond z i j n de stromen 

maximaal. 

Omdat i n het bovenstaande de weerstand i s verwaarloosd (p=0), kan de ver

s t e r k i n g s f a k t o r oneindig worden. I n de natuur z u l l e n de wa t e r s t a n d s v a r i a t i e s 

beperkt b l i j v e n door de weerstand. 

Als we terugkeren naar de u i t d r u k k i n g ( 6 -UT) dan i s het m o g e l i j k om voor 

bepaalde waarden van pL en qL de v e r s t e r k i n g s f a k t o r t e berekenen. 

Zowel p a l s q z i j n a f h a n k e l i j k van de gï'ootte van ™ ( z i e verg. (6-33.) 

en (6 -3^) ) . 

2H5.-



6.29 

I n het hoek " T i d a l Computations, i n r i v e r s and coasta l waters" van 

dr. J.J. Dronkers (196U) wordt de in v l o e d van de weerstand nagegaan 

( z i e h l z . 235 e.v.), Om een indruk t e geven van de in v l o e d van de (rel a ¬

t i e v e ) weerstand wordt hierna een f i g u u r u i t het bovengenoemde boek be

sproken . 

21̂ 5. 

Ingevoerd worden de volgende dimensieloze parameters: 

k 
s. = 1 w m 

- —;— ~ — - iiiLV mb 

3 = ^ \j+ï'V~\jTTT^ 
2' 

u i t de d e f i n i t i e s (6-53) t/m (6-56) v o l g t dat we voor pL resp. qL kunnen 

s c h r i j v e n : 

pL = Sg O en qL = Sg 6 

Als k = O dan i s s.̂  = O en dus e= O en 3= 1, zodat i n dat geval pL - O 

en qL = Sg. 

Men kan nu, voor een bepaalde waarde van s.̂  , de v e r s t e r k i n g s f a k t o r a l s 

f u n k t i e van s^ berekenen. I n f i g . 6.7 z i j n de r e s u l t a t e n voor een aa n t a l 

waarden van s.̂  verzameld. 

b) 
h(L) 

5". 

z 

- s.-O 
,s.̂.=.Q, 

.s..̂ -0,,.3 

.-s.,-0,5 

s.po-»! 

O 
O 

f i g . ö.T 

<^ s.j=052 

^ s^=0,3 

• \<é-~ s.j=0,5 
31=0,7 
s -1 

A. 
I1 

'f 'JA 
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Behalve de grootheid i s langs de h o r i z o n t a l e as de korresponderende 

waarde van de bekkenlengte L u i t g e d r u k t i n de g o l f l e n g t e X = cT, w a a r b i j 

c i s gedefinieerd volgens (6-51). 

Voor S.J = O zien we dat de kromme voor s^—> |- assymptotisch naar oneindig 

gaat. 

D i t komt overeen met de voorvraarde ( 6 - 5 0 ) als voor n= 1 wordt gekozen: 

TT C 

% 2 ï-

Deze waarde van wordt de eerste resonantie-fretarentie genoemd. 

We zien dat de v e r s t e r k i n g s f a k t o r afneemt, naarmate de waarde van ŝ j 

toeneemt. Voor b i j v o o r b e e l d een waarde s = 0 ,5 zien we dat de maximale v e r -

s t e r k i n g s f a k t o r voorkomt b i j een waarde van s.̂ , die k l e i n e r i s dan ̂  . 

Verder zien we i n f i g . 6.7 d u i d e l i j k dat de v e r s t e r k i n g s f a k t o r voor de 

eerste r e s o n a n t i e - f r e k w e n t i e , het g r o o t s t i s . 

De v e r s t e r k i n g s f a k t o r i s voor k l e i n e waarden van s^, d.w.z. b i j een k l e i n e 

verhouding tussen bekkenlengte en g o l f l e n g t e , slechts weinig g r o t e r dan 1. 

Opm.: Men kan een waarde voor Sg bepalen b i j een dubbeldaagse sinusvormige 

g e t i j g o l f en een beidden met de lengte L ~ 3000 m en een gemiddelde diepte 

van 5 m. Het r e s u l t a a t kan i n verband worden gebracht met de i n Deel I 

onder k.2 besproken kombergingsbeschouwing. 

Men z a l t r a c h t e n een haven-ontwerp t e mak.en dat voor de frekwenties van de 

seiches, d i e t e r plaatse het meest voorkomen, zo goed mogelijk v o l d o e t . 

Daarvoor i s een onderzoek naar het voorkomen van seiches i n de zee t e r 

plaatse nodig ( z i e 6 . 5 . 1 ) . Een globale berekening met een b e t r e k k e l i j k 

grove schematisatie geeft reeds een v r i j goede i n d i c a t i e i n hoeverre b i j 

een bepaalde s i t u a t i e van v e r s t e r k i n g sprake i s . 

Vanzelfsprekend z a l men i n veel-gevallen n i e t kunnen volstaan met een 

schematisatie t o t êên vak. Voor het ui t v o e r e n van een berekening voor een 

systeem van takken en s p l i t s i n g s p u n t e n wordt vervrezen naar de koll e g e s bT3B. 

Wat b e t r e f t de Harmonische Methode kan men de volgende paragraaf 6.6 

a l s een overgang van bT3A naar bT3B z i e n . 
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6.6 HET PRINCIPE VM DE MEERVOUDIGE HARMONISCHE METgODE_̂  

B i j problemen i n a l l e r l e i v e r s c h i l l e n d e vakgebieden ontmoet men f u n k t i e s , 

d i e b e t r e k k e l i j k w i l l e k e u r i g kunnen verlopen. I n d e r g e l i j k e gevallen wordt 

gebruik gemaakt van de mogelijkheid om een w i l l e k e u r i g e f u n k t i e t e bena

deren door een o f andere reeks van handelbare f u n k t i e s . 

I n d i e n men t e maken heeft met l i n e a i r e v e r g e l i j k i n g e n dan kan men gebruik 

maken van het beginsel van su p e r p o s i t i e . D i t w i l zeggen dat oplossingen, 

die voor e l k van de i n de reeks voorkomende komponenten kunnen worden 

gevonden, achteraf mogen worden gesuperponeerd t o t de gezochte oplossing. 

I n deze paragraaf wordt verder slechts gesproken over periodieke f u n k t i e s . 

Zoals door Fourier i s aangegeven kan elke periodieke f u n k t i e worden be

naderd door een reeks van sinusvormige f u n k t i e s (komponenten). 

Hoewel de benaderingswijze a l s zodanig voor een groot aa n t a l problemen 

kan worden toegepast, wordt ook i n het onderstaande de v o o r t p l a n t i n g 

van periodieke lange golven i n een open l e i d i n g beschouwd. 

Uitgegaan wordt van de i n hoofdstuk 2 (deel l ) a f g e l e i d e v e r g e l i j k i n g e n 

(2-15) en (2-11 ) . 

Voor de a f l e i d i n g van deze v e r g e l i j k i n g e n en de d a a r b i j gemaakte veronder

s t e l l i n g e n wordt h i e r naar hoofdstuk 2 t e r u g verwezen. 

Verondersteld wordt nog dat: 

- de bodemhellinK t ^ I , = 1 , = 0 en 
'n ^ u O 
V 

- de verhouding ~ « 1 

I n de v e r g e l i j k i n g (2-15) wordt de f a k t o r a g e l i j k 1 en v e r d w i j n t de term 

met de bodemhelling. We werken verder met de volgende v e r g e l i j k i n g e n : 

(c tzrrx 9h 1 9Q QIQI , 2b 9h 
(6-5T) 9^ - - ̂  3^ " ^ 9t 

(6-58) f ^ - h f 

Opm. : I n de bewegingsvergelijking i s de term Q "̂ i®* verwaarloosd. 

Ook deze term i s d u i d e l i j k n i e t l i n e a i r . 

De gezochte f u n k t i e s h en Q z i j n a f h a n k e l i j k van de p l a a t s s en de t i j d t 

h ( s , t ) en Q ( s , t ) . 
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Zoals op b l z . 6.3 en 6,k wordt beschreven wordt een l e i d i n g a f h a n k e l i j k 

van de f i g u r a t i e i n n i e t t e grote vakken verdeeld. Voor e l k vak wordt een 

r e p r e s e n t a t i e f d w a r s p r o f i e l bepaald. 

Daardoor mag men voor een bepaald vak s t e l l e n dat de fa k t o r e n A, b, R en c 

konstant z i j n i n de s - r i c h t i n g . 

Deze f a k t o r e n z i j n dan toch nog geen konstanten, omdat ze nog met de water

stand en dus i n de t i j d variëren. 
1 2b . . 

Afgezien van het variëren van de f a k t o r e n Q2^^ en ^p- z i j n de 

weerstandsterm en de l a a t s t e term u i t de bewegingsvergelijking (6-57) 

reeds n i e t - l i n e a i r . 

Voor het oplossen van de v e r g e l i j k i n g e n (6-57) en (6-58) z a l men tegen

woordig o n m i d d e l l i j k denken aan een numerieke benadering m.b.v. een com

put er. 

Voor de h i e r bedoelde problemen worden i n het k o l l e g e b73B numerieke 

oplossingsmethoden besproken en toegepast. 

Om een i n z i c h t t e k r i j g e n i n het g o l f v e r s c h i j n s e l en i n de mate waarin 

de v e r s c h i l l e n d e fysische grootheden d i t v e r s c h i j n s e l beïnvloeden, b l i j k e n 

echter andere oplossingsmethoden onmisbaar. Daarom wordt ook i n het 

kollege b73B nog aandacht besteed aan Analytische oplossingsmethoden. 

I n deze paragraaf wordt ten behoeve van een beter i n z i c h t s l e c h t s het 

p r i n c i p e aangegeven van een beschouwing met f u n k t i e s bestaande u i t meer

dere harmonische komponenten. 

Zoals we gezien hebben i n 6.3 en 6.h i s het voor een ANALYTISCHE OPLOSSING 

noodzakelijke dat a l l e termen i n de v e r g e l i j k i n g e n LINEAIR z i j n . We moeten 

dus streven naar termen, waarin falctoren v66r: 

^ ^ 9h 9h 9Q ^ f . I Q 
^' 9 l ' 9t ' 9s °^ 9t 

konstant z i j n . 

We nemen nu aan dat de f u n k t i e s h ( s , t ) en Q ( s , t ) voor elke p l a a t s s 

periodieke f u n k t i e s z i j n . D i t w i l zeggen dat deze f u n k t i e s , op een be

paalde p l a a t s , i n achtereenvolgende perioden T dezelfde gedaante hebben. 
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Een periodieke f u n k t i e F ( t ) kan volgens Fourier i n een z.g. trigonometrische 

reeks worden ontwikkeld: 
N=«> 

F ( t ) = + ̂  {A^ cos ïï tot + s i n N tot) 

N=1 

I n p l a a t s van deze u i t d r u k k i n g kan men'ook s c h r i j v e n : 

F ( t ) = F + 2 Z Fj^ cos (N tt)t - öjj), waarin 

N=1 

F = A , F„ en 9,, = a r c t g ^ 
O O ' N V N ïï ïï Ajvf 

I n het volgende wordt van de f u n k t i e s h en Q het gedrag i n de t i j d be

schouwd. Voor iedere w i l l e k e u r i g e p l a a t s kunnen de f u n k t i e s h ( t ) en 

Q(t) a l s v o l g t worden u i t g e d r u k t : 

(6-59) h ( t ) = h^ + ^ cos (to^jt - K ^ ) + hg cos (Stü̂ t̂ - Kg) + 

(6-60) Q ( t ) = + cos (ü).̂ t -<>.,) + Qg cos (2to.jt - <i>^) + 

I n deze ui t d r u k k i n g e n i s (JO-| - — t e r w i j l : 

hj^ = de amplitude van de N~de h - komponent (een f u n k t i e van s ) ; 

= " " " ïï-de Q - komponent ( " " " s) 

Kjj - de fasehoek " " N-de h - komponent ( " " " s) 

= " " " " N-de Q - komponent ( " " " s) 

T e r w i l l e van de eenvoud kunnen we voor (6-59) en (6-6o) s c h r i j v e n : 

(6-61) h = h^ + h.| + hg + 

(6-62) Q = QQ + + Qg + ... 

Met deze uitdrulckingen voor h en Q kunnen vre voor de l i n e a i r e termen 

u i t het l i n k e r l i d van de v e r g e l i j k i n g e n (6-57) en (6-58) achtereenvolgens 

s c h r i j v e n : 

(6-63) 111= 9h2+ 
3s 9s 9s 9s 

(6.6ii) = IQa + M i + + 
9s 9s 9s 9s 

Voor de traagheidsterm u i t de v e r g e l i j k i n g (6-57) kunnen we s c h r i j v e n : 

9Q 
- 9t 

21̂ 5.-



6.3k 

(6-65) 

(6-6T) 

we weten dat de faktoi- ^ ~ ^̂ -n h a f h a n k e l i j k i s . 

Omdat h pe r i o d i e k i n de t i j d v a r i e e r t i s het mogelijk om de f a k t o r m i n 

het algemeen a l s v o l g t u i t t e drukken: 

m = m n^ + n.j cos (tü̂jt - ) + 

De v a r i a t i e van de f a k t o r met de hoogte wordt dus zo goed mo g e l i j k "benaderd, 

door de f a k t o r t e vervangen door een reeks, d i e i n het algemeen de ge

daante heeft van de uitdi-ukking (6-65) • 

90 
Voor — kunnen we s c h r i j v e n . 

OU 

(6-66) ^ 9Q _ IQa , M l M E . 

9t " 9t 9t 9t 

Met de u i t d r i i k k i n g e n (6-65) en (6-66) kan men voor de traagheidsterm 
9Q 

m dan s c h r i j v e n : 

- m n^ + n^ cos (u)^t - K ) + n^ cos 2(üĴ i --K^) + M a + M j . + 
9t 9t 

M a ^ u i t de u i t d r u k k i n g (6-60) v o l g t achtereenvolgens dat: = O, 

= - s i n {oij:- -1'^), I f ^ - 2 s i n (2(0^ t - «t-g), e t c . 

(6-68) 

(6-69) 

Als we (6-67) nu verder uitwerken vinden we een groot aa n t a l termen. 

T e r w i l l e van de o v e r z i c h t e l i j k h e i d nemen we i n het volgende nog wat min

der termen van de reeksen mee. Voor (6-67) s c h r i j v e n we eer s t : 

m n + n. c o s (ü). t - K ) 
0 1 I I 

M l 
9t 

Uitwerken geeft dan: 

m ü) 1 ^1 
n^ s i n (w^t - ̂  ) + n̂ j s i n (w^^t - (f) ) cos (w.̂  - K.^) 

m ü)̂  Q.J n s] 
o 

i n (w^t - 4)^) + -J- s i n (2(o.| t - ( J ) - t c) - ( K . , - <\> 

Voor de eerste term van (6-69) kunnen we s c h r i j v e n ; 

M l m ü)̂  Q.J n^ s i n (w^^t - (j).^) = - m n^ dat i s een l i n e a i r e term. 

Verder z i e n we dat behalve deze term i n (6-69) nog een konstante term 

voorkomt èn een l i n e a i r e term met de frekwentie 2oi-^ ( z i e opmerkingen l a t e r ) 

2U5.-



6,35 

Indien we i n p l a a t s van (6-68) uitgaan van de u i t d r u k k i n g ( 6 - 6 T) dan 

vinden we u i t e r a a r d een vee l g r o t e r a a n t a l termen: 

- termen die konstant z i j n i n de t i j d , 

- l i n e a i r e termen met een frekwentie w 

t l I I M 

I I I I I I 

t ! I I I I 

etc etc, 

Omdat het h i e r slechts gaat om het p r i n c i p e , worden de u i t d r u k k i n g e n verder 

•niet u i t g e w e r k t . 

Opm.; I n het k o l l e g e bT3B wordt deze meervoudige harmonische methode aan 

de hand van een d i k t a a t nog nader uitgewerkt en besproken. 

De overige termen u i t de v e r g e l i j k i n g (6-57) en (6-58) kunnen eveneens op 

de boven aangegeven w i j z e worden aangepakt. We vinden da,n u i t d r u k k i n g e n , 

d i e a l s v o l g t kimnen worden aangegeven: 

C 2 A 2 R 

konstante l i n e a i r e termen met l i n e a i r e termen 

termen een frekwentie oi.^ + met een frekwentie 
2ü) 

4-

2b 9h 
[^2 Q "St 

idem 

9h 

at 
idem 

Als we de v e r g e l i j k i n g e n (6-57) en (6-58) nu beschouwen, dan vinden we, 

na s u b s t i t u t i e , h i e r v o o r de volgende algemene gedaante: 

8s 9s 9s 

konstante l i n e a i r e termen 4-
l i n e a i r e termen 

termen + met een frekwentie met een frekwen

t i e 2ü).̂  

/TT) 9Qa + M l + M2. + .... = idem 
9s 9s 9s 

Omdat op,ieder t i j d s t i p , aan deze v e r g e l i j k i n g e n ( l ) en ( l l ) moet worden vol¬

daan, kunnen d " ^ w o r d e n o p g e s p l i t s t i n een aa n t a l v e r g e l i j k i n g e n , waarin 

termen voorkomen met een zelfde frekwentie 

2U5.-
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I n p l a a t s van de v e r g e l i j k i n g e n I en I I k r i j g e n we de volgende s t e l s e l s 

( j ^ ) ^ ^ som konstante termen i n l i e t r e c h t e r l i d van ( l ) 

( I l a ) . | ^ = ' 
a s 

( j ^ ) ilLL ^ som termen met frekwentie i n het re c h t e r l i d van ( l ) 

( m ) | t = » , " " (") 
oS 

3s 

( I l c ) 3^ 

3hp ^ n n M 2ü). " " " " " ( I ) 
3s ^ 
90? _ n n t. 2 0 ) . " " " " " ( I I ) 

etc. e t c . 

We vinden dus een ( v r i j g root) a a n t a l l i n e a i r e D.V. met konstante coëf

ficiënten, d i e twee aan twee kunnen worden opgelost: 

- een s t e l voor de onbekenden h^ en 

I I " " " " h^ en Q.̂  

I t I I " " " hg en Qg 

etc. e t c . 

Nadat e l k s t e l v e r g e l i j k i n g e n i s opgelost en aan de randvoorwaarde i s 

roHasn kan men de r e s u l t a t e n superponeren t o t de oplossing d i e gezocht 

wordt: 

h = h^ + h.| "'' ^2 • • • ^^^'^^ 

Q = Q + Q + O -l- . Q(s,t) 

De gezochte funlcties h ( s , t ) en Q(s,t) worden, volgens het hierboven aange

geven p r i n c i p e , dus verkregen door de oplossingen, d i e voor e l k der 

harmonische komponenten worden gevonden, achteraf t e superponeren. 

Zoals ook reeds op b l z . 6 i s g e s t e l d , g e l d t het beginsel van s u p e r p o s i t i e 

a l l e e n i n d i e n de op t e lossen v e r g e l i j k i n g e n l i n e a i r z i j n . 

Voor het beschouwde probleem hebben de v e r g e l i j k i n g e n een d u i d e l i j k 

n i e t - l i n e a i r k a r a k t e r . 
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U i t het bovenstaande kan inen konkluderen dat i n p r i n c i p e elke gewenste graad 

van nauwkeurigheid i s t e bereiken, door het aant a l termen van de reeksen 

u i t t e breiden. I n d i e n echter de d i f f e r e n t i a a l - v e r g e l i j k i n g e n n i e t l i n e a i r 

z i j n dan z t i l l e n d a a r b i j om prak t i s c h e redenen d u i d e l i j k e beperkingen moeten 

worden opgelegd. Voor het beschouwde probleem b l i j k t dat men de s t e l s e l s 

v e r g e l i j k i n g e n I a en I l a , I b en I l b , etc. n i e t geheel o n a f h a n k e l i j k van 

elkaar kan oplossen. I n de z.g. konstante coëfficiënten van de v e r s c h i l 

lende termen b l i j k e n f a k t o r e n voor t e komen, d i e a f h a n k e l i j k z i j n van de 

oplossing. Zo komt b.v. i n de l a a t s t e termen van de u i t d r u k k i n g (6-69) de 

amplitude van de f u n k t i e Q.̂  voor. 

In d i e n men ook de overige termen u i t de v e r g e l i j k i n g e n (6-~57) en (6-58) 

nader u i t w e r k t , dan b l i j k t dat i n de ve r s c h i l l e n d e "konstante" coëffi

ciënten grootheden voorkomen, die van de oplossing a f h a n k e l i j k z i j n . 

Omdat de v e r g e l i j k i n g e n n i e t l i n e a i r z i j n b l i j k e n de ve r s c h i l l e n d e 

harmonische komponenten elkaar wederzijds t e beïnvloeden. 

Een goede benadering van de j u i s t e oplossing i s daarom slechts moge

l i j k door het uitvo e r e n van een ITERATIE-PROCES: 

- de benodigde fa k t o r e n worden zo goed mogelijk geschat; 

- de s t e l s e l s v e r g e l i j k i n g e n worden voor de eerste maal opgelost; 

~ met de r e s u l t a t e n kunnen de fakto r e n beter worden geschat; 

- de stelse]s v e r g e l i j k i n g e n worden opnieuw opgelost; 

etc. 

I n d i e n de geschatte grootheden voldoende i n overeenstemming z i j n met de 

J, \^ \J V^i-J- Vf v^J- w _w w O- V-W V- j^^^^^^ " ^ _ ̂ 

Omdat men gedwongen i s een i t e r a t i e - p r o c e s u i t t e voeren, z a l men om 

pra k t i s c h e redenen het aa n t a l komponenten zoveel m o g e l i j k beperken. 

Dat w i l zeggen dat men i n de reeksen ( z i e b.v. de ui t d r u k k i n g e n (6-59) 

en (6-60) slechts een beperkt aantal termen z a l meenemen. 

De meervoudige harmonische methode i s i n de p r a k t i j k uitgewerkt en t o e 

gepast voor het berekenen van de v o o r t p l a n t i n g van g e t i j g o l v e n op bene

d e n r i v i e r e n (Stroband, 19li7, De Ingenieur No. 36). Daarbij worden i n de 

reeksen termen meegenomen waarvoor K < 2 d.w.z. 

- konstante termen; 

- termen met de frekwentie w-, = 1 ^ (T^ = ^^700 sek., d i t i s de periode van 

het dubbeldaags Maansgetij); 

- termen met de frekwentie 2a). (êen hoger harmonische). 
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B i j de u i t w e r k i n g en de toepassing van deze benaderingswijze wa a r b i j 

N < 2 s t u i t men voor meer ingewikkelde problemen reeds op v r i j grote moei

l i j k h e d e n . 

Omdat door de computer tegenwoordig andere benaderingsmethoden m o g e l i j k 

z i j n , z a l men z i c h wat de harmonische methode b e t r e f t z e l f s beperken t o t 

het meenemen van termen waarvoor n < 1 . D i t betekent dat b i j de analy

t i s c h e benadering van een probleem wordt verondersteld dat: 

- de waterstanden en de debieten i n de t i j d variëren volgens een zuiver 

sinusvormige kromme; 

- er a l of n i e t een konstant debiet % (bovenafvoer op benedenrivieren) 

aanwezig i s ; 

en het verloop van de middenstand h^ kan worden berekend. 

I n het ko l l e g e b73B wordt een p r a l t t i s c h voorbeeld voor een d e r g e l i j k e be

rekening besproken, waarbij voor h e t z e l f d e probleem ook andere (numerieke) 

berekeningsmethoden worden toegepast. 

I n het bovenstaande werd, i n a a n s l u i t i n g op het i n de paragrafen 6.2 

t/m 6,k behandelde, het p r i n c i p e van de meervoudige Harmonische Methode 

slec h t s summier aangegeven. D i t maakt toch reeds enkele opmerkingen 

m o g e l i j k , d i e t o t het i n z i c h t kunnen b i j d r a g e n . 

B i j het uitwerken van de u i t d r u k k i n g (6-68) voor de traagheidsterm vonden 

we de u i t d r u k k i n g (6-69). H i e r i n komen d r i e termen voor en wel: 

- een term met de frekwentie (o.|; 

- een term d i e konstant i s i n de t i j d ; 

- een term met de frekwentie 2(Ay 

We zien h i e r u i t dat een n i e t - l i n e a i r e term produkten van cosinus- en sinus¬

termen g e e f t , die g e s p l i t s t kunnen worden i n twee termen met resp. een hogere 

èn een lagere f r e k w e n t i e . 

Het i s d u i d e l i j k dat óók b i j het uitwerken van de overige n i e t - l i n e a i r e 

termen u i t de v e r g e l i j k i n g e n (6-5T) en (6-58) een zelfde beeld o n t s t a a t . 

I n d i e n men slec h t s u i t g a a t van enkelvoudige sinusvormige f u n k t i e s dan 

k r i j g t men dus t e maken met termen met een hoger (resp. lagere) f r e k w e n t i e . 

Het n i e t - l i n e a i r karakter van de v e r g e l i j k i n g e n , h e e f t dus b l i j k b a a r t o t 

gevolg dat i n het systeem hoger harmonischen worden opgewekt (gegenereerd). 

Het gevolg hiervan i s dat de f u n k t i e s h ( s , t ) en Q(s,t) vervormingen ondergaan. 
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Laten we t e r i l l u s t r a t i e v e r o n d e r s t e l l e n dat aan de zee-zijde van een 

afgesloten r i vierarm de randvoorwaarde bestaat u i t êên enkele harmonische; 

= h.j cos (w^jt - t|)). 

Q - O 

zee 

Dam 

De f u n l r t i e s h ( t ) i n punten landinwaarts z u l l e n nu naast een komponent met 

de frekwentie u).| ook enige komponenten bevatten met een hogere (resp. 

lagere) frekwentie. 

Met name als gevolg van de w i j v i n g s t e r m maar ook tengevolge van de overige 

n i e t - l i n e a i r e termen worden harmonischen opgewekt, waardoor de f u n k t j ^ 

h en Q v e r v o r ^ z i j n . D i t v e r s c h i j n s e l kan men i n de p r a k t i j k d u i d e l i j k 

konstateren door de op v e r s c h i l l e n d e plaatsen gemeten krommen o n d e r l i n g 

t e v e r g e l i j k e n . 

I n d i e n men v o l s t a a t met het toepassen van de enkelvoudige harmonische ^ 

methode dan b l i j v e n deze vervormingen u i t e r a a r d geheel b u i t e n beschouwing. 

DELFT, JANUARI 1973 

C. Verspuy 
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Fig. 12. Niimericil eflects. 
L ~ branch Icnglh, / = wave length, // = 2cótjL. 
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