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I am convinced that the knowledge of the deepest origins and also the limita-

tions of the principles does not handicap a person in their practical application;

as a matter of fact, real knowledge makes the application easier and safer.
Th. Von Karman, 1945.
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Voorwoord

Differentiaalvergelijkingen vormen bij uitstek de verbinding tussen de wiskun-
dige analyse en de fysische modellen. De verscheidenheid in de optredende
modellen wordt weerspiegeld in de diversiteit aan differentiaalvergelijkingen.
In deze cursus, die is ontstaan uit de aantekeningen bij het college Differentiaal-
vergelijkingen voor Technische Natuurkunde, wordt getracht de verschillende
soorten gewone en partigle differentiaalvergelijkingen met hun specifieke metho-
den aan de orde te laten komen.

De keuze van de onderwerpen hangt nauw samen met de gegeven randvoor-
waarden. De belangrijkste daarvan is de voorkennis van de student, namelijk
het eerstejaars vak Analyse en een begin van Lineaire Algebra. Daarnaast
staat de lijst van onderwerpen die men behandeld wil zien. Een derde rand--
voorwaarde die ik mezelf opleg is dat de gebruiker van dit boek leert inzien
waarom de gebruikte methode al of niet werkt en niet slechts hoe deze werkt.
Bijvoorbeeld het scheiden van variabelen bij partiéle differentiaalvergelijkingen
werkt formeel bekeken zowel bij diffusie als bij anti-diffusie. Als de argumenten
de lezer bij anti-diffusie al niet van enige moeilijkheden bewust maken dan
hoop ik dat tenminste de bijgevoegde illustratie enige onrust veroorzaakt.

De stof valt in vier delen uiteen. Het eerste deel vormt een inleiding tot Com-
plexe Functietheorie eindigend met harmonische functies en enkele toepassin-
gen. Deel II begint met een korte herhaling van enkele expliciete methoden. De
kern van dit dit deel is de fundamentele existentie en eenduidigheidstelling voor
gewone differentiaalvergelijkingen. Daarnaast wordt aandacht besteed aan fa-
sevlakanalyse voor lineaire en niet-lineaire gewone differentiaalvergelijkingen.
Deel 111, randwaardeproblemen voor lineaire gewone differentiaalvergelijkingen
met Greense functies en Fourier-reeksen, vormt een opstapje naar deel IV, par-
tiéle differentiaalvergelijkingen. Na een classificatie van de verschillende typen
en voorbeelden met de passende randvoorwaarden wordt wat nader ingegaan
op vier klassen, tweede orde lineaire elliptische, parabolische, hyperbolische en
Schrodinger-differentiaalvergelijkingen met de passende begin- en randvoor-
waarden. :

Enkele mededelingen over Computer-Algebra programma’s. De afstand van
een differentiaalvergelijking tot het fysische model is vaak omgekeerd even-
redig met de berekenbaarheid. Gelukkig bestaan er programma’s zoals Maple
en Mathematica die veel rekenwerk uit handen kunnen nemen en de gebruiker
zonder veel kennis van de numerieke wiskunde een benadering van een oplos-
sing leveren. Als gereedschap worden ze de lezer van harte aanbevolen. Beide
programma’s zijn overigens gebruikt om de illustraties te genereren.

Tenslotte wil ik enkele collega’s, dr. E. Coplakova in het bijzonder, en diverse
studenten bedanken voor hun commentaar op delen van het manuscript.

Delft, juni 1998

G. Sweers
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1. INLEIDING

1.1 Enkele begrippen

We nemen aan dat de lezer bekend is met complexe getallen en enige vaardig-
heid bezit in het rekenen ermee. In deze inleiding zullen we enkele aanvul-
lende afspraken maken en kennismaken met complexe machtreeksen. Voor de
volledigheid beginnen we met een lijst van zowel nieuwe als oude zaken.

1.1.1 Complexe getallen

De verzameling C van complexe getallen bestaat uit alle objecten van de vorm
= + 4y met z,y € R. De optelling en vermenigvuldiging van z +iy,u+iv € C
worden als volgt gedefinieerd:

(z+iy)+@u+w) = (F+u)+i(y+v),
(x+1iy) - (u+iv) = (zu—yv)+i(zv+yu).

Opmerking: Met deze definitie zien we dat

(z+1i0)+ (u+i0)=(z+u)+i0 en (z+10)-(z+i0)==zu+i0
de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging in R leveren wanneer we z met z + 10
identificeren. Zo kunnen we C als uitbreiding van R zien. Schrijft men iy in plaats
van 0 + ¢y en i in plaats van i1 dan volgt op formele wijze dat

2=i-i=(0+il)-(0+il)=-1+i0=—1.

Voor complexe getallen worden de volgende begrippen en schrijfwijzen inge-
voerd:

_ r=atiy z. = z+iymetz,yER
: reéle deel Rez = =z ;
imaginaire deel Imz = y
complex geconjugeerde 2 = T —1dy
modulus lz2] = +/=z2+y2:
argument argz = ¢ € [0,2m) zodanig dat
z = |z|(cosp +ising).
2 ' Het argument is eenduidig gedefinieerd voor z # 0.

Opgave 1 Bewijs de volgende (on)gelijkheden voor z,w € C:



RSN NI ESES T N EEN O — i i 1 1 84 33 11418 B B WRIFE B B T . |

4 1 : Inleiding

i 2> =z=

ji. Zw+ 20 =2RezRew +2ImzImw

» driehoeks- iii. de driehoeksongelijkheid:

ongelijkheid .

|z +w| < |2| + Jw|.
—
1.1.2 Open en gesloten
B omgeving van e voor a € C en r € R definiéren we de r-omgeving van a door
t

e By (a)={z€C;|z—a| <7}.
» open e een deelverzameling D C C heet open als er bij iederea € D een r > 0

: bestaat zodanig dat B, (a) C D.
» complement e voor D C C definiéren we zijn complement door D¢ = {2z € C;z ¢ D}.

» gesloten e een deelverzameling D C C heet gesloten als D° open is.
e voor D C C definiéren we gesloten verzameling D door
D= {2€C;B,(2)ND # 0 voor alle r > 0}.
e voor a € C en r € Rt heet By (a) = {z € C;|z—a| <1} de gesloten
T-0mgeving van a.

p rand

de rand @D van D definiéren we door
“ oD =DnD".

Om verwarring tussen C en R? te vermijden zullen we soms de volgende notatie
gebruiken bij D C C:

Dgr = {(z,y) e R*;z+iy € D}.

1.1.3 Krommen

e als z(-),y(-) continue functies van het interval [a,b] C R naar R zijn,
~ »Cla,b] "z,y € C([a,b];R) (zie voetnoot'), dan heet de functie v : [¢,b] — C
gedefinieerd door
' 7)==z () +iy ()

» kromme een kromme. We zeggen v € C ([a,b];C).

! De verzameling van alle continue functies van [a,b] naar R wordt genoteerd met
C ([a,b); R) , soms afgekort tot C ([a, b]) of zelfs C [a, b].



» Ca,b)]
» gladde
kromme

» lengte

» stuksgewijs
gladde
kromme

» enkelvoudige

kromme

» gesloten
kromme

"Enkele begrippen 5

Opmerking: De tekening van de beeldverzameling

K=‘y[a,b]={z(t}+iy(t);a£t§b}

in het complexe vlak lijkt op wat men een kromme zou willen noemen. Aan deze
beeldverzameling zien we niet meer in welke richting, hoe vaak of hoe snel K door-
lopen wordt. De ‘snelheid’ waarmee de beeldverzameling doorlopen wordt zal meestal
van weinig belang zijn. Soms noemt men daarom ook wel deze beeldverzameling de
kromme. De richting en hoe vaak de ‘kromme’ door de beeldverzameling loopt zal wel
belangrijk worden en dat is een reden om de functie v kromme te noemen in plaats
van de deelverzameling K van C.

o als 2(-),y (") € C! ([a,b];R), (zie voetnoot?) dan heet v (-) een gladde
kromme. Dit hoeft niet te betekenen dat de beeldverzameling K onze
voorstelling van glad beantwoord.

e de lengte £ van een gladde kromme definiéren we door

e= [ e orwore

(dit komt overeen met onze intuitieve voofstel]ing van de lengte)

e de kromme 7 : [a,b] — C heet een stuksgewijs gladde kromme als deze
kromme bestaat uit een aaneenschakeling van een eindig aantal gladde
krommen. Preciezer geformuleerd, er zijn gladde krommen

Y : [@k—1,ak] — C voor k € {1,:..,n}
met a =ap <ay <ap <...<a,=>bzodanig dat
Y (t) =7, (t) als t € [ag—1,ax).

e de kromme v : [a,b] — C heet enkelvoudig als deze buiten eventueel
samenvallende eindpunten geen zelfdoorsnijding heeft; dwz.

(a,b] - C,
[a,b) = C

zijn beide injectief.

C—=>O D

beeld van een enkelvoudige resp. niet-enkelvoudige kromme

e de kromme 7 (-) heet gesloten als 7 (a) = (b).

"De verza.melmg van alle continu differentieerbare functies f : [a,b] — R wordt genoteerd
door C* ([a,b];R). De functie f is continu d.lﬁerent:eerbnar op [a,b] als er een functie g €
C ([a,b]; R) bestaat zodanig dat

'#‘f.} Leth)=f(a) yoort=gq (de rechterafgeleide van f in a),

g(t)={ Jim HER=LE  voor ¢ € (a,b) (de afgeleide van f in t),

A h)—f(b A% . £ .
lim LEFR-I®)  yoor ¢ =b (de linkerafgeleide van f in b).
Vaak wordt C* ([a, b] ; R) afgekort tot C* [a, b] .
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e de kromme 7 (+) heet een Jordan-kromme als deze enkelvoudig en gesloten
is.

e door een Jordan-kromme v : [a,b] — C wordt C\y[a,b] in twee de-
len verdeeld, het inwendige en het uitwendige van de beeldverzameling

7 la,b] .
Opgave 2 Onderzoek tot welke klassen de kromme « : [0, 27] — C behoort
als v (t) = z (t) + iy (t) met

z (t)
y(?)
Als hulp volgen enkele schetsen.

2cost — cos 2t,

[

2sint + sin 2t. 1
2

de functie t — z(t), de functie t — y (1), {(z(t),y(t));[}gts%r_}._l

P samen-
hangend

» gebied

» enkelvoudig
Samen-

hangend

1.1.4 Samenhang

e een open deelverzameling D C C heet samenhangend als elk tweetal

punten in D door een kromme met beeldverzameling K' C D verbonden
kunnen worden.

e een deelverzameling G C C heet een gebied als
i. G#0,

ii. G is open,
iii. G is samenhangend.

e een gebied D C C heet enkelvoudig samenhangend als het inwendige van :
elke Jordan-kromme in D ook weer in D ligt.

AR

De bijstaande karakters zijn achtereenvolgens enkelvoudig samenhangend, niet
samenhangend en samenhangend (maar niet enkelvoudig).




» limiet van een
Tij

» limiet _vcm' een
functie

» continue
functie

(]

» uniform

..

Enkele begrippen

1.15 Limiet en continuiteit in C

Net zoals voor reéle functies definiéren we de begrippen limiet en continuiteit,
en net zoals voor reéle getallen bestaat het begrip limiet zowel voor ‘rijtjes’
als voor functies. In het onderstaande is D een deelverzameling van C.

Definitie 1.1.1 De 7ij {2n},ex met zn € C heeft een limiet £ € C als:

voor iedere € > 0 is er een N € N zodanig dat
als n > N dan |z, — €| <e.

We noteren lim z, = £.
. n—o0
Definitie 1.1.2 De functie f : D — C heeft inw € D een limiet £ € C als:

voor iedere € > 0 is er een § > 0 zodanig dat
voor alle z€ D als 0 < |z —w| < § dan |f (2) — €] <e.

We noteren lim f(z) = £.
z—w
Definitie 1.1.3 De functie f : D — C heet continu in w € D als:

voor iedere € > 0 is er een § > 0 zodanig dat
voor alle z € D als |z —w| < § dan |f (2) — f (w)| <e.

Met andere woorden: f : D — C heet continu in w € D als zlm}u f(2)=f(w).

Opgave 3 Beschouw de functie f: C — C, gedefinieerd door

2 SN2
z z
2A=|=) - — voor z # 0, :
0= (%) - () (1)
f(0) =o.
Laat zien dat deze functie niet continu is in de oorsprong. ' ]

Tenslotte nog het begrip uniform. Vaak beschouwen we limieten of conti-
nuiteit van functies of uitdrukkingen die van meerdere variabelen of van een
parameter afhangen. Het zal belangrijk blijken te zijn om te weten of en hoe
de convergentie van de parameter of de andere variabelen afhangt.

We zeggen dat ginllu fa (2) = £4 uniform voor q € I als:
voor iedere € > 0 is er een § > 0 zodanig dat
voor alle g € I als 0 < |z —w| < § dan geldt dat |fq (2) — &l <e.
In het uniforme geval is § alleen van ¢ afhankelijk terwijl bij zhn':}u fq(2) =44
de & zowel van ¢ als van ¢ afhankelijk kan zijn. In wiskundige steno:
zlx_.n11‘J fq(2) =€, voor alle g € I betekent:
: Vg € I Ve > 038, > 0 zodanig dat Vz geldt
0< |z —w| < 8ge = |fg(2) — &gl <&
z].i_l}'l.w fq(2) = £; uniform voor q € I betekent:
Ve > 0 38, > 0 zodanig dat Vz, Vg € I geldt
0<|z—w| <8 =|fe(2) — 4] <e.

Tenslotte nog de definitie van uniforme continuiteit.
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» uniform - Definitie 1.1.4 De functie f : D — C heet uniform continu op D als:
continu
voor iedere € > 0 is er een § > 0 zodanig dat geldt
voor alle z,w € D als |z —w| < & dan |f (2) - f (w)| <e.
0] Opgave 4 Laat zien dat f : (0,1] — R met f (z) =sin L wel continu is maar
niet uniform continu is. gy
[@] Opgave 5 Bewijs voor de functie f in (1.1) de volgende uitspraken:
i. voor alle z € (0,1] geldt ;l,inlla f(z+iy) =0;
ii. voor alle y € [0,1] geldt max |f(z+iy)| =1
iii. niet geldt: h_% f (z +4y) = 0 uniform voor z € (0,1].
y
116 Reeksen
» reeks Een object van de vorm y"° ﬁ,; met B, € C heet een reeks. Convergentie
voor reeksen in C wordt gedefinieerd op dezelfde wijze als die voor reeksen in
R.

Definitie 1.1.5 We nemen 8, € C voor alle n € N.

00 k
» convergente Een reeks Z By heet convergent als lim E B, bestaat.
reeks

> absoluut con- Een recks ): B, heet absoluut convergent als llm ): |8, bestaat.
vergente reeks

» divergente Een reeks die niet convergent is heet divergent.

reeks
[o] Opgave 6 Bewijs de volgende beweringen.

(=] .
i. ) B, is convergent = lim 8, = 0.
n=0 Lo
o0 =]
ii. 3 |B,| is convergent = " 3, is convergent.
n=0 n=0

[==] o0 (=]
iii. > B, is convergent <+ 3 Ref, en ¥ Im§, zijn convergent.
n=0 n=0 n=0

Laat met tegenvoorbeelden zien dat de eerste twee mphcatles niet in omge-
keerde richting gelden.

—
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1.2_Machtreeksen

Vele functies die een rol spelen in de mathematische fysica zijn gedefinieerd in
de vorm van een machtreeks. Een machtreeks is een uitdrukking van de vorm
Y% ) an 2" met a, € C voor alle n € N. We zullen enkele elementaire eigen-
schappen van machtreeksen onderzoeken. Machtreeksen zullen we nogmaals
tegenkomen bij het oplossen van differentiaalvergelijkingen.

Stelling 1.2.1 Zij Y po@n2™ een machtreeks met a, € C.
Dan bestaat er R € Rt U {0,00} waarvoor geldt:

i. als z € C met |z| < R dan convergeert de reeks absoluut;

i. als z € C met |z| > R dan divergeert de reeks.

» convergentie- R heet de convergentiestrg.a.l van de machtreeks.

straal

» verschoven
machtreeks

Deze stelling doet geen uitspraak over de convergentie van de machtreeks als
|2| = R.
Opmerking: De resultaten in deze paragraaf hebben hun analogie voor een ver-

schoven machitreeks. Voor an,z in C, n € N ziet de naar z verschoven machtreeks
er als volgt uit:

ian(:wzo)“-

n=0

Bewijs: We laten eerst het volgende zien: als de reeks convergeert voor w # 0 dan
convergeert de reeks absoluut voor alle z met 2| < |w|. :
Stel de reeks convergeert voor w. Omdat de reeks convergeert voor w volgt

lim a,w™ =0.

n—00

Volgens de definitie van limiet is er voor iedere positieve ¢, en dus voor € = 1, een
getal N zodanig dat |a,w"| < &€ =1 voor n > N. Definieer het getal

M = max {Jaol lasu], |azw?] .., |anw™] 1}



» limsup

10 . : Inleiding

Dit is een positief regel getal en wel zodanig dat |a,w"| < M voor alle n € N. Er

volgt
< Db < w32
[@n2"| <Y || |—| <M o
rgl n=0 £ n=0 it
De laatste sommatie hoort bij een meetkundige reeks met reden |Z| en die recks
convergeert omdat || < 1. Ter herinnering: Y50 r" = %= als |r| < 1. Dus is
{ Ef,:n |a,,z"|}k \ &8 stijgende en begrensde rij en daarmee convergent.
€
‘We hebben gevonden dat:

reeks convergent voor w => reeks absoluut convergent voor z met |z| < |w],
met als gevolgen:
reeks convergent voor w = reeks convergent voor z met |z| < |w|,
reeks divergent voor w = reeks divergent voor z met |z| > |w].

Stel eerst dat er geen z € C bestaat waarvoor de reeks divergeert. Dan vinden we
R =oo0.
Steleriaweleen:ﬁGCwaarvoordereeksdivergeert. Definieer

R =inf {r € R*;er is 2 € C met |z| = en de machtreeks divergeert voor z}

Dan geldt R € [0, |21]] en met beide bovenstaande gevolgen kan men zien dat de reeks
absoluut convergeert als |z| < R en divergeert als |z| > R. O

Definitie 1.2.2 Zij {b,}, oy een begrensde rij reéle getallen. De limsup van
deze 1ij definieert men door t

n—oo 00 | k>n

limsupb, = lim (supbk) :

Voor reéle rijen {b,},,cn die niet naar boven begrensd zijn definieert men
limsup b, = co.

n—oo

Opmerking: Voor iedere naar boven begrensde resle rij {b,, }en is derij {sup;,, be ).
dalend. Als {b,}, .y naar onderen begrensd is dan wordt {sups>, b;.,}meN ook door
dezelfde grens naar onderen begrensd. Dus als {b,}, .y een begrensde rij is dan is
{supi>, bi},.cx en dalende begrensde rij. Elke begrensde monotone rij heeft een
limiet en dus zien we dat elke begrensde rij een (eindige) limsup heeft.

Opgave 7 Bewijs de volgende uitspraken.
i. Als de regle rij {bﬂ}nEN een limiet heeft dan geldt limsupb, = nlingo bn.

n—o0
ii. Als {an},cn en {bn},cy begrensde resle rijen zijn met a, > 0 en nll‘ngoa.n
bestaat, dan geldt
limsup (a,b,) = lim a, limsupb,.
n—oo n—o0 n—oco
iii. Er zijn begrensde retle rijen {an},cy en {bn} oy met an,b, € R* zo-
~ danig dat
lim sup (anby,) # limsupay, limsupb,.
. —00 n—oo

n—0o0

EEETE SR FEESSEFEEE MRS W S NTEE S0 - —_— .
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We gebruiken de limsup om de convergentiestraal van een machtreeks uit te
rekenen.

Stelling 1.2.3 We beschouwen de machireeks Y o2 o @n2"™ met ap € C voor
n € N. Zij R de convergentiestraal.

Als limsup ¥/lan| =0 dan R =o00.

Als limsup ¥/]as| =£€R* dan R= £,

Als limsup {/|an| = 00 dan R=0.
n—oo i

Bewijs: We bewijzen alleen het middelste geval. Het is voldoende om divergentie
voor z € C met |z| > £~ en convergentie voor z € C met |2| < £=" te laten zien.

Eerst |2| > £-1. Neem & = 1(¢— |2|™"). De uitdrukking limsup {/[ax| = ¢ betekent
lim sup v/|ak| = £.
n—00 k>p

Dus er is een N, € N zodanig dat voor alle n > N, geldt

sup V/|ax| > £—e.
k2n

Daarmee is er voor iedere n > N, een k > n zodanig dat
Y/ax| > € — 2.
Voor al deze k, waarvan er dus oneindig veel zijn, geldt
|axz*| > (€ —2¢)*|2/* =1.

"Als de reeks 320 an2™ convergeert dan volgt dat lingola.,z"| = 0. Dit levert een

tegenspraak en daarmee is bewezen dat de reeks divergeert.
Nu |2| < £-1. Neem ¢ = 1(|2|™" — ¢). Volgens de definitie is er een N zodanig dat
voor n > N geldt

gt;p Vak| < €+e

en dus geldt {/]a.| < £+ € voor n > N. Dan volgt
k

k k n
3l Y €+ < 3 (%“—1) !

n=Ng+1 n=Ng+1 n=Ng+1

Omdat 421 < 1 geldt, convergeert het bovenstaande rechterlid voor k — co. Via
‘stijgende begrensde rij heeft een limiet’ vinden we dat YN, +1lan2"| en dus ook
dat "% [an2"| convergeert. Het resultaat volgt via ‘absolute convergentie impliceert
gewone convergentie’. m}

Voorbeeld 1 _—
Bereken de convergentiestraal van Y (—1)"2™.
n=>0

o0 =]
We zien dat Y (=1)"2™ = 3 ax2* wanneer we aj definiéren door
n=0 - k=0

ar = 1 alsk=n!vooreenevenne€N,
ap = -1 alsk=n!voor een oneven n € N,
ap = 0 anders.

Dan £ = limsup %/Jag| = lim sup {/[ax| = lim 1=1endus R=} =1
k_,mp 1 kl k—tmpzl: kl k—oc0 e

P B |
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Voorbeeld 2 ALl

Bereken de convergentiestraal van Y 2" (cosn) 2"
_0

Voor iedere n € N geldt dat s

lcosn| > 3v2 of |cos( n+1|> 12 of |cos(n+2)|>1f

Dat ziet men als volgt. Omdat 1 < 21r < 2, geldt voor jedere ¢t € R dat t,
of t +1, of ¢ + 2 binnen de intervallen (. [k7 — 4, km + 7] ligt. Voor z
binnen deze intervallen geldt |cosz| > cos 37 = £+/2.

Dan
sup 1/|2k cos k| > su A/ |2k cos k| =
k:m o= kE{‘mn+Il:.',n+2} l | .
= max ( /2 oos ], /27 Joos (n + 1), "/ [oos (2 7 2)])
> 2max ( §/feos], ¥/foos (n+ 1), ¥/foos (m + 7)) >
>27/4v2.
Er volgt -
2= lim 27, é\/ﬁﬁlimsup “‘/ 2“(cosn)2i < lim VZ_";2
n—o0 n—oo n—00

en R=% ' i w el

Gevolg 1.2.4 De ma.chtmeksen z anz®, E nanz"! en z 7a7an2"™t! hebben
n=0 n=1
dezelfde convergentiestraal.

Opgave 8 Bewijs Gevolg' 1.2.4 met behu]p van de formule van Cauchy-
Hadamard. 20 g

Opgave 9 Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen. (op-
khmmende moeilijkheidsgraad)

00 L 00

i 2 %z" v. Y sin(n) 2% v,y :gnlaal
= = i
i. Y (-1)"n! 2 vi. Y sinh(n) 2"
= P
D vii. 3" sinh(\/n) 2";
= n=0
o0 2 o0
iv. 3 2%, vili. 37 2mz%
n=0 n=0
- Na onderdeel iii. uit laatste opgave kunnen we voor alle z € C de exponentiéle
functie definiéren door 5
e AORE
z
exp(2) = ) =.
n!
n=0

Voor z € R weten we via de Taylor-reeks dat e* = exp (z) . Men definieert
voor complexe getallen e* = exp (2) .
Enkele andere verwante oude bekenden zijn de volgende:
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sinus: sin (z)
cosinus: cos (2)

sinushyperbolicus:  sinh (2)

cosinushyperbolicus: ~cosh (2)

* Ter herinnering:

exp (= +1y)

=, iz)— —iz

5 %

= iz )+exp(—iz

- 2

En. z)—exp(—2z

2 z)+exp(—=z

= €® (cosy +isiny).
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2. DIFFERENTIEREN IN C

Continuiteit voor complexe functies lijkt nauwelijks te verschillen met conti-
nuiteit voor resle functies. Met enige naiviteit zou men kunnen verwachten dat
ook differentieerbaarheid wel niets nieuws zal brengen. Dit verwachtingspa-
troon zal niet bevestigd worden.

2.1 De definitie

Definitie 2.1.1 Zij D een gebied in C en w € D.
De functie f : D — C heet differentieerbaar in w als

lim M bestaat.
—w  z—w

Als deze limiet bestaat dan schrijven we f'(w) = lim £E=()

s Z—=w

Voorbeeld 3

We onderzoeken waar de functie f : C — C met f (2) = (Re2)? differentieer-
baar is.

Het differentiequotiént is

f@)—=fw) _ (Rez)’- (Rew)® _

zZ—=w Z2—w
- (Bgz 4 RB‘IU) w
z2—w
Omdat lim,_,, R‘E::ﬁ"‘” niet bestaat:
Re(w+ h) — Rew . h
= lim—-=1,
h—0 w+h—w r—0 h
"heR heR
B —
g oo AR = BB o sy,
ih—0 w+ith—w h—0 ih
heR heR

bestaat lim,_,,, ﬂ%{&@l niet als lim,_,,, (Re z + Rew) # 0. Met andere woor-
den, f is niet differentieerbaar in w als Rew # 0.

Als Rew = 0 dan geldt lim,_,,, (Rez + Rew) = 2Rew = 0 en er volgt uit de
begrensdheid van Bez=Rew daf Jim, ,,, L(fz):—{u(ﬂ = 0. Merk op dat Bez=Rew
inderdaad begrensd is:

< 1 voor alle z # w.

Rez—Rew| _ |Re(z —w)|
z—w | |z—u

Bovenstaande f is dus alleen differentieerbaar op de imaginaire as. =)

15
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Opgave 10 Laat zien dat de functie f : C — C gegeven door f(z)=zin
geen enkele w € C differentieerbaar is. '

Opgave 11 Laat zien dat de functie f : R — R? gedefinieerd door f (z,y) =
(z,—y) voor alle (a,b) € R? differentieerbaar is. Gebruik hiervoor de definitie
van regel differentieerbaar!. S

De beide laatste opgaven laten zien dat er een groot verschil is tussen dif-
ferentieerbaarheid voor functies van R? naar R? en differentieerbaarheid voor
functies van C naar C. ;

| Opgave 12 Bepaal alle w € C waar de functie f : C — C gegeven door

f(z ) |2|* differentieerbaar is. _

Opgave 13 In een opgave in het eerstejaarsvak analyse wordt gevraagd om
te bewijzen dat de functie f: R — R gedefinieerd door

o { exp (—2) wvoor z #0,

0 voor z =0,
(retel) differentieerbaar is in 0. Is de functie f : C — C gedefinicerd door
exp (—;1-;) voor z # 0,
f(2)=
0 voor z'= 0,
(complex) differentieerbaar in 07 - : ety

Definitie 2.1.2 Zij G een gebied in C en 2ij f een functie van G naar C.

o f heet analytisch op G als f differentieerbaar is in ieder punt van G.

e f heet analytisch in z € G als er v > 0 bestaat zodanig dat f analytisch
op By (2) is

In plaats van analytisch wordt ook wel de term holomorf gebruikt.

Voorbeeld 4 , :
De functie f : C — C met f (z) = (Re2)? is differentieerbaar in z voor z € iR
maar in geen enkele z € C analytisch. Zie het vorige voorbeeld. ey

!De functie f : R* — R™ heet differentieerbaar in w € R™ als er een lineaire afbeelding
Dfy : R® — R™ bestaat zodanig dat

i [0 +B)— f (@)~ Dfoh] _
Al

nﬁ“

De matrix voor D f,, heeft §£:,- (w) op plaats j.
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De samenstellingsregels voor de complexe afgeleide zijn zoals voor de reéle
afgeleide.

Stelling 2.1.3 Als f,g : C — C differentieerbaar zijn in z, dan zijn f + g,
fa, ﬁ- (mits g (z) #0) en f o g differentieerbaar en gelden

fl(2)+9 (),
f'(2)-9(2) + f(2)- ¢ (2),

somregel  (f+9) (2)
productregel  (f - g)’ (2)

quotiéntregel (ﬁ),(z) — f'(z}g(z)—f(Z)g’(z) mstsg(z):ﬁﬂ,

9(2)*
kettingregel  (f o g)' (2) (flog)(2)-4'(2).
Bewijs: Analoog aan het reéle geval. (=]

Onmiddellijk uit de definitie volgt dat de functie f : C — C met f(2) = 2
analytisch op C is. Als gevolg van som- en productregel vinden we vervolgens
dat iedere polynoom, dwz. een functie p : C — C van de vorm

p(2)=ap+a1z2+...+a,2" met a; €C,

analytisch op C is.
Gebruiken we ook de quotiéntregel dan vinden we dat iedere mtmnale functie,
dwz. een functie van de vorm

waarbij p; en ps polynomen zijn, analytisch is op C\ {z1, 22,...,2m} . Hierbij
is {21, 22,...,2m} de verzameling complexe getallen waarvoor geldt ps (2) = 0.

Opgave 14 Aan welke eisen voldoen de coéfficiénten van de functie f : C — C
met
f(@+1iy) = a+ bz + bay + ena® + crzay + c22y®

als f een differentieerbare functie in 0 is?

En als f een analytische functie op C is? ' e

Opgave 15 Het polynoom p heeft een nulpunt 2. Laat zien dat de functie

2(2)
r(z)={m voor z # 2,
P (%) voor z = zp,

differentieerbaar is op geheel C.
Als zj een tweevoudig nulpunt is kan men dan c zodanig kiezen dat

p(2)
————5 Voor z # 2,

q(2)=1¢ (2—2)
c voor z = zyp,

differentieerbaar is op geheel C? Motiveer. i T
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2.2 Machtreeksen en differentieerbaarheid

Nadat we de differentieerbaarheid van polynomen en rationale functies gezien
hebben is de volgende stap de differentieerbaarheid van functies die in de
vorm van een machtreeks zijn te schrijven. Gevolg 1.2.4 heeft daarvoor al
voorbereidend werk gedaan.

Stelling 2.2.1 Zij } ., a,2" met a, € C een machireeks met convergentie-
straal R. Definieer de functie f : Bg (0) — C door

o0
f@)=) a2
n=0
Dan is f analytisch op Bg (0) en voor alle z € Bg (0) geldt

fr (z) = Z na,.z“‘l.
n=1

Opmerking: Slmpel gezegd: voor z € C met |2| < R geldt T{Emu“nz"J
322 o (££a,2") . Omdat zowel de afgeleide als de oneindige som door limieten gede-
finieerd zijn kan men deze volgorde niet zonder meer omdraaien.

Rt Bewijs: We zullen laten zien dat f differentieerbaar is in w € Bg (0) met afgeleide

als boven. Dat is hetzelfde als te laten zien dat er voor alle £ > 0 een § > 0 bestaat

zodanig dat

als |z —w| < § dan W——imw"l <e. (2.1)

n=1

Volgens Gevolg 1.2.4 weten we dat Y o ; nan2"~! convergentiestraal R heeft. Neem
&6y tussen 0 en R — |w|. Voor |z — w| < 6; en dus |z| < R geldt:

f(Z) f(w) E““ w1 =

n=1

D D ) D Z e

Z—w

(alle limieten hier bestaan dus ook de limiet van de som)

_Za"(z =L —nw"“) =
zZ—w

N n - )
o S S St -1
—-E a"(z—w nw )+ E a,,(z w) E a,nuw™ . (2.2)

n=N+1 n=N+1

Elk van deze drie uitdrukkingen kunnen we Kkleiner dan }e krijgen door N groot
genoeg en |z — w| klein genoeg te nemen. Dat zien we als volgt.
Omdat £=2= — 5n=1 | ;n—2y 4 4 ;"2 4 w1 volgt dat

2" —w

Z—w

|<n{|w|+csl)" :
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Omdat (|w|+§;) < R geldt, is de reeks § n|an| (Jw] + 61)""" convergent en dus
' n=1
bestaat er een N zodanig dat

o0

> nlanl(lwl +60)" < de.
n=N+1
Ook geldt dan dat
oo =+
3 awmw < 3 nlan| " < e
n=N+1

n=N+1
Met (2.2) blijft er over dat

(z) f (w) Eﬂanw"'

+3e+ 3.

Ea,. ( v n‘w"'—l)

Omdat rest (z,w) := SN _;an ( sl mu““) slechts eindig veel termen bevat en

z—w
omdat lim,_,, ‘z:ﬁ = nw""! bestaat er §; > 0 zodanig dat voor |z — w| < 62 geldt
dat |rest (z,w)| < 3e. Door § = min (6;,62) te nemen hebben we aan het gevraagde
in (2.1) voldaan. o

Als gevolg vinden we dat bijvoorbeeld de exponentiéle functie, de cosinus en
de sinus analytisch zijn op C. Gebruiken we de quotiéntregel dan vinden we
dat de tangens analytisch is op C\7Z.

Opgave 16 Bewijs deze laatste uitspraak. =

2.3 Cauchy-Riemann

Het grote verschil tussen differentieerbaar in R (R?) en C zien we met de
volgende stelling.

Voor de formulering hebben we enkele afspraken nodig: D is een gebied in C
en bij een functie f : D — C definiéren we twee reéle functies u,v : Dr — R
door

u(z,y) = Ref(z+iy),
v(z,y) = Imf(z+iy).

Dus f (z +1iy) = u(z,y) +w (z,y) voor (z,y) € Dr.
Stelling 2.3.1 (Cauchy-Riemann) Zij f,u,v,D en Dy als boven en neem
(a,b) € Dg. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent.

i. f is (complez) differentieerbaar in a+.ib;

#i. u,v zijn (reéel) differentieerbaar in (a,b) en bovendien geldt

uz (a,b) = vy(a,d),

vz (a,0) = —uy(a,b). (23)
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De twee vergelijkingen in (2.3) heten samen de Cauchy-Riemann-differentiaal-
vergelijkingen. -

Opmerking: Als z — f(z) complex differentieerbaar is en = — f(z +iy) en
y +— f (z + iy) retel differentieerbaar zijn, dan volgt

3(3 +th

wfE+i) = fati) =1 @+iy),
@+ = f’(zﬂy)wﬂf’(sﬂy)-

P a a
55! @) =igf @ +i)

en door het retle, respectievelijk imaginaire deel hiervan te nemen krijgen we de
Cauchy-Riemann vergelijkingen. Misschien helpt dit als ezelsbruggetje. Het eerste
deel van het bewijs volgt overigens dit spoor.

Met u en v als boven vinden we dan dat

f’ (&T +iy) = uz. (zl y) +iﬂ= (z) y) .

Bewijs: i => ii. Stel f is differentieerbaar in a+ ib. Volgens onze notatie hebben we
u(z, b) — u(a,b) e .v(z,b) — v(a,b) f(:c +1b) — f(a+ sb)

T—a z—a r—a
Omdat lim H=t®)-f(ati®) limmﬂﬁt‘éfi-"ﬂ=f’(a+ib)volgtdat
2En z—a
uz (a,b) = hmw=l%ef'(a+ib),
: iR r—a
vy (a,b) = umwﬂmf'(awb).
zeR Lasa :
Ook hebben we
u(a,'y)—u(a,b) +i U(a}y)_v(a b) f(a+iy)—f(a+s'b)'
; y—b y—>b iy —ib
en er volgt dat
uy(a,b) = M::(a,b)_ Reif’ (a+ib) = —Im f’ (a + ib),
;é’i Y .
s () = nnif’.(“f!g‘__:@’l)._—_[mef(a+ib)=nef(a+ib).
Ver o

Combineren levert u. (a,b) = v, (a,b) en v, (a,b) = —uy (a,b) . Tenslotte vinden we

met
[u(z,y) —u(a,b) — (z — a)u; (a,b) — (y — b) uy (a, )l _
|(z,y) — (a,b)]
|Rn(f(:r:+s'y)—f(a+sb)-(:r:—a}f’(a-i-ib)—i(y—b)f’(a+ib})l<
i [(z, y) — (a,b)| iy

f(:c—l—lsy) f(a+1ib) — (z + iy — a — ib) f' (a + ib)
z+iy—a—ib I
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dat
|u(z,y) —u(a,b) — (z —a)uz (a,b) — (y — b) uy (a,b)| 0
(@:9)—(a:b) |(z,y) — (a,b)|
Volgens de definitie is u (regel totaal) differentieerbaar in (a,b). Op analoge wijze
vindt men dat v (regel totaal) differentieerbaar is in (a,b). o

Bewijs: ii = i. We vergelijken £&=0@) et o (a,b) + iv. (a, b):

f(z2)—fla+ib)
z— (a+1b)
e (u{z,y] —u(a, b)) +1 (v(a:,y)_— v(a, b))
s (z—a)+i(y—b)

(u, (a,b) + vz (a,b) ) = .

- uz (a,b) — i, (a,b) =
(na enig rekenwerk) -
== (ﬂ(:c, y) —u(@,b) — (z — a) v (a,5) + (v = b) vz (a,b) ) il
+i (,'—s__:;t‘.(g::)’ ('-'(z, y) —v(a,b) — (z — a) vz (a,b) — (y — b) uz (a, b}) #
(Rebrilkc . di Geis chy_memm_mge]jjkhlgen en herschrijf de noemer)
_ _@a-ig-y [ u(=:y) —u(e,b) — (z —a)its (a,b) — (y — b) uy (a,b) +
V(z—a)+(y-b)? \/ (z —a)? i (y—b)° '
i v(z,y) —v(a,b) — (z—a)vs (a,b) — (¥ —b) vy (a,0) |
Ve ( Ve-a+w-b" '

De definitie van reéle (totale) differentieerbaarheid zegt dat u differentieerbaar in (a, b)
betekent dat

u(z,y) —u(e,b) — (z —a) usz (a,b) — (y — b)uy (a,b) _ 0
(@)~ (a:b) \/(,, —a)® + (y - b)?
en v differentieerbaar in (a,b) dat : .
v(z,y) —v(a,b) — (e —a) v (a,b) — (=)o (D) _
(z.)—(a,b) . (z—a)? +(y = b)?

. z—a)—i(y—b .
Met de begrensdheid van P vinden we

£() = f(a+ib) Bt
z—a+ib W — (e (a’ b) +ivz (a,b)) = 0.

Anders gezegd, f is differentieerbaar is in a + ib en bovendien geldt
' [ (a +1ib) = uz (a,b) + vz (a,b).

Opgave 17 We beschouwen de functie f : C — C met

I
(2

voor z = 0.
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i. Gebruik de differentieerbaarheid van machtreeksen en de samenstellings-
regels voor de afgeleide om te bewijzen dat f analytisch is op C\ {0} .

ii. Laat zien dat u(z,y) = Re f (z + iy) en v (z,y) = Im f (z + iy) ook in
0 aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen voldoen.

iii. Laat zien dat f niet differentieerbaar is in 0.

iv. Aan de Cauchy-Riemann-vergelijkingen in 0 is voldaan en toch is f niet
differentieerbaar in 0. Wat is hier aan de hand?

—

Opgave 18 Laat zien dat de functie z — In |z] in geen enkel punt van C\ {0}
differentieerbaar is. Al

Opgave 19 Waar of niet waar? Motiveer het antwoord.

i. Als f differentieerbaar is in 0 dan is f analytisch in 0.
ii. Als f analytisch is in 0 dan is f differentieerbaar in 0.

iii. Als f in elk punt van het gebir;zd G differentieerbaar is en w € G dan is
f analytisch in w.

iv. Als u(z,y) = Re f(z+14y) en v(z,y) = Im f(z+dy) partieel (regel)
differentieerbaar zijn en aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen voldoen
in (0,0), dan is f analytisch in 0.

v. Als u(z,y) = Ref(z+1iy) en v(z,y) = Im f (z +iy) partieel (resel)
differentieerbaar zijn en aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen voldoen
in (0,0), dan is f (complex) differentieerbaar in 0.

vi. Als u(z,y) = Re f (z+1iy) en v(z,y) = Im f (z + iy) (totaal retel) dif-
ferentieerbaar zijn en aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen voldoen in
(0,0), dan is f (complex) differentieerbaar in 0.

vii. Als f analytisch is in 0, dan zijn er minstens twee punten waar f dif-
ferentieerbaar is.
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3. INTEGREREN IN C

3.1 De integraal over een kromme

Definitie 3.1.1 Zij v (-) : [a,b] — C een gladde kromme zodanig dat 7 [a,d]
geheel ligt binnen het gebied G C C. Voor f : G — C een continue functie
noemen we

b
/ f(2) de = / f®) Yo d (3.1)
2

de integraal van f over de kromme .

Y(@) 4

Y(b)

De integraal van f over de kromme v wordt ook wel de contour-integraal van
f over vy genoemd.

Merk op uit de continuiteit van f en de gladheid van -y volgt dat de functie
t f(v(t)) 7 (t) continu is.

Opmerking: We hebben in (3.1) nog steeds een complexe integraal. Door voor
g : [a,b] — C af te spreken dat

[9“) d"‘=fﬂﬁg(t) dtJr_z?frmg(t) dt

zijn we terug bij integralen van reéle functies.

Hulpstelling 3.1.2 Zij G een gebied en f : G — C een continue functie. Als
71 en vy gladde enkelvoudige krommen binnen G zijn, zeg 7, : [a,b] — C en
Yo [e,d] — C .met

i. dezelfde beeldverzameling: K =+, [a,b] = v, [c,d],

ii. de beeldverzameling K wordt door «y, en door 7y, in gelijke richting door-

lopen:
dan geldt dat
[t@ = [16) ez
T J T2

23
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24 ' ' Integreren in C

Een voldoende voorwaarde voor de eisen i en ii is het bestaan van een stijgende
continue functie 3 : [a,b] — [c,d] met B(a) = c en B(b) = d zodanig dat
71 (£) =72 (B(t)) voor alle t € [a,].

Bewijs: Het bewijs van deze hulpstelling in het algemene geval is behoorlijk tech-

nisch en zullen we achterwege laten. Als de hierboven genoemde functie 3 differen-
tieerbaar is dan volgt deze hulpstelling uit de substitutieregel voor regle integralen:

[10d = [t n@a= [ 1(nE0)%60) 56 é=

B(b) d
fm) (2 (9) %@ ds=f= f(12() %) @=Jf(Z) dz.

m}

Hulpstelling 3.1.3 Zij G een gebied en f : G — C een continue functie. Als
v : [a,b] — C een gladde kromme binnen G is dan geldt: '

i. /f(z)dz sz
A |

i / £(2) de| < max |7 ()| tengte(y).

= z€qfab]

()7 @) d

Bewijs: Nc.oém c= ff (2) dz. Als ¢ = 0 dan zijn beide uitspraken juist. Voor ¢ # 0
J :

vinden we dat
b

o —ze=c [ 1) dz= [ef () dz= [or (rv) v @) e

Omdat |cf? retel is geldt dat

o =Re ( [er ) 7@ dz) = [Re(er @) 7 ) ¢

Via Rea < |a| voor a € C en een ongelijkheid voor reéle integralen

b

il
[Re(era) v ®) ae< [les ) v @) e,

a

vinden we .
e < |al j |7 (v@®) ¥ @) dt

en na door |c| = |¢| gedeeld te hebben volgt de eerste uitspraak.
De tweede uitspraak volgt uit de eerste met de schatting

£ (®)| < max 1 ()] voor t € [o, 1.
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'Ditmaximumhemgtnietvant_afendus

f_f(z) dz £f|f(-y(¢)) ¥ @)] dt <

T z€v[a,b)

,, |
< o 17 2) [ 17 @) dt = e 17 (2] lengte ().

Voorbeeld 5
We berekenen / f(2) dz voor f(z) =Z en 7:[0,2n] — C gegeven door
v

7 (t) = cost +isint
Dan
2m
/f(z)dz: (cost+ésint) (—sint +icost) dt = -
¥ 0 -

o _
=f (cost —isint) (—sint +icost) dt =
0 ;
2w
=i/ (sin®t + cos® t) dt = 2mi.
0

Opgave 20
i. Bereken /%dz voor 7 : [0,7] — C met 7 (t) = 4sint — 4i cost.
v

‘ii. Bereken j-}dz voor 7 : [2,2] — C met v (t) = 4 — 12 + it/8 — £2.

7.
Hint: bereken |7y (t)| en teken de beeldverzameling.

—

Hulpstelling 3.1.4 Zij G een gebied in C, f : G — C een continue functie

~ en+y:[a,b] — C een gladde kromme met y[a,b] C G.
. Als er een analytische functie F : G — C bestaat met F' = f op G dan geldt

ff(z) dz=F (y(b) - F (v(a)).
Y

Bewijs:. Schrijf F (y(t)) = u(t) + iv (t) met u,v € C* ([a,];R) en gebruik
[ 40 a=u@-u(e
en het analogc;n v-oor v. Via £F (v(t)) = f(v(t)) ¥ (t) dt vinden we

10 = [ $P6@) d=Fa o) - Fo@).
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Gevolg 3.1.5 Zij G een gebied in C, f : G — C een functie en v : [a,b] = C

een gesloten gladde kromme met 7y [a,b] C G.
Als er een analytische functie F : G — C bestaat met F' = f op G dan geldt

ff(z) distl

Voorbeeld 6
De functie f: G — Cis gegeven door f(2) = = op G = C\ {0} en de kromme

v:[0,27] - C

1
door ﬁ
v (t) =1+ 2cost +isint. P . =
Bereken L .
=3

ff(z) dz. {(1+2cost,sint);0 < ¢ < 2w}

Omdat f = F' op G voor F(z) = _?1 en omdat 7 een gesloten kromme is
vinden we

[@az=o0.
Ook door rechtstreeks uitrekenen zien we
2 L b
ff( / (f.))”() [7(1)] t_o_ﬁ":ﬂ%}:o'

Voorbeeld 7 1
Bereken f‘r f(2) dz voor de functie f : G — C gegeven door f(2) = ~ op
G = C\ {0} en dezelfde kromme 7 als hierboven, namelijk ~ : [0,27] — C met
v(t) =1+ 2cost +isint.

Op R\ {0} kennen we een primitieve voor 1 namelijk In|x|. Men zou In |z
als primitieve op G = C\ {0} kunnen proberen maar helaas is de functie
z — In|z| niet (zelfs nergens) complex differentieerbaar. Voorlopig zou men
f f (z) dz rechtstreeks kunnen uitrekenen. De berekening is vervelend en een
oude Maple-versie loopt zelfs vast bij de berekening. De nieuwste Maple-versie
komt wel met het goede antwoord:

2
[rf(z) dz = / -—{-j’f dt—f%m%mdt

= t43sint ; ¢ Maple y
- [ (- ettt + oot e 2 0+ i
3 0
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Opgave 21 We definiéren de functie Ln : C\ (—co,0] — C door
Ln(z) =In|z| +i(arg(—2z) —«). (3.2)

i. Laat zien dat

Ln(z) =Inz voor z € R*.
ii. Laat zien dat voor elke x € R~ geldt dat

limLn (z +iy) =limL + 1y) + 2mi.
lim (z +1dy) i n (z + iy)

iii. Laat zien dat

exp (Ln (2)) = z voor z € C\ (—o00,0].

iv. Laat zien dat Ln analytisch is op C\ (—o0, 0] en dat

Ln' (z) = % voor z € C\ (—o0,0].

De functie Ln : C\ (—00,0] — C gedefinieerd in (3.2) is een analytische wit-
breiding van de reéle In tot C\ (—00,0]. Men kan laten zien dat deze voor
C\ (—00,0] de enig mogelijke is. Omdat de Ln bij de negatieve reéle as een
sprong vertoont kunnen we die ‘snee’ niet overbruggen. Wel kan men andere
analytische uitbreidingen van de In definiéren. Bijvoorbeeld

Ln*(2) = In|z| + i (arg (—iz) — )

is een analytische uitbreiding van de In-functie tot C\ [0,i00).
Voor z € {C\ {0};argz < 3= of argz > n} geldt Ln(2) = Ln* (2).
Voor z € {C\ {0} ; 7 < argz < 7} geldt Ln (2) = Ln* (2) + 2i.

Opmerking: Een andere manier om deze de In uit te breiden is om deze als
meerwaardige functie uit te beschouwen. Men bekijkt In als zogenaamd Riemann-
oppervlak: de grafiek van z — In(z) laat men een oppervlak in C x C beschrijven:

{(2,In|2| +iarg () + 2kmi); z € C\ {0} ,k € Z} .

Om een functie van C naar C te tekenen hebben we vier dimensies nodig.
Dat lukt niet. Wel kunnen we afzonderlijke grafieken van het resle en van
het imaginaire deel laten tekenen. Hieronder staan de grafieken van z ++

Im(In(2)) = arg (2) en z — Im (ln || + i arg (2) +2k'.=ri) met k € Z.
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De grafiek van z — Im Ln (2) gebruikt één etage van de Riemann-parkeergarage.

Voorbeeld 8
Het vorige voorbeeld laat zich met rmnder rekenwerk behandelen. We bereke-

nen opnieuw [ f(2) dz met f(2) = leny:[0,21] - C met y(t) =
1 + 2cost + isint. Men laat zoals in de vorige opgave zien dat F(z) =
In |2| 4 i arg (2) een analytische functie op C\ [0, 00) is met F” (2) = % Omdat
f continu is op v [0, 271] volgt

2r—e
: 1
f f)de=tim [ sy @ dt.
Omdat 7 [e, 21 — €] C C\ [0, 00) , geldt volgens Hulpstelling 3.1.4 dat
2r—e
[ 7 (B dt=F(y(2m—e) ~ F(r(e) =
=Inly(2r —¢)| +iarg (y (27 —¢)) —In|y(e)| —iarg (v (€))-
Tenslotte vinden we
[ 1) dz=
2

= lim (lnl’y(2«r—£)l+z‘arg(7(2ﬂ-€));lnl'r(E)I —iﬂfg(’?’(f))) &

e

Opgave 22 Een primitieve van —-,— berekent men via breuksplitsing. Inder-
daad vindt men via 5 = 315 — 335 de functie fIn|z — 1| — $In|z + 1]
als een primitieve. _

Gebruik de (complexe} breuksplitsing van ;;1_'_—1 en de Ln uit de vorige opgave
om bij 5’-‘%&'1' een primitieve te vinden (de afgeleide van arctan  even vergeten).

==t
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3.2 Hoofdstelling van de complexe integratie

Stelling 3.2.1 Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied inCen f : G — C
analytisch op'G. Als v een gesloten gladde kromme binnen G is, dan geldt

/f(z) i

Bewijs: Allereerst worden enkele vereenvoudigingen gemotiveerd. (We geven geen
bewijs dat deze vereenvoudigingen geoorloofd zijn.)

1) We nemen aan dat y een Jordan-kromme is die linksom doorlopen wordt.

2) De functie f is analytisch en dus continu op G en de kromme v is glad. Dan is
het mogelijk om bij iedere £ > 0 de kromme v te benaderen met een kromme v, die
bestaat uit een eindig aantal rechte lijnstukken en wel zodanig dat

[1@ dz—ff(z)dz

Het is dan voldoende om te laten zien dat f f(2) dz = 0 voor krommen v die

<E.

=
aan de voorwaarden van de stelling voldoen maar die bovendien bestaan uit een .
aaneenschakeling van rechte lijnstukken.

QY

3) We kunnen het binnengebied van zo'n -y opvullen niet een eindig aantal driehoeken.
Omdat G enkelvoudig samenhangend is behoort het binnengebied van de kromme tot
G. Laat 7y,...,7, de randkrommen van deze driehoeken beschrijven alle linksom
lopend. Omdat integralen over gemeenschappelijk randen wegva]len ziet men

ff(z)dz Z[ftz) d.

: Heti_sdaa:me‘evoldoendeomtebewijzendatff(z) dz = 0 voor + die de rand van

een driehoek beschrijven.
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We bewijzen uit het ongerijmde. Stel dat

f’f(z) dz

waarbij 7 de randkromme is van een driechoek met
diameter . We gaan de driehoek in vier gelijk
grote delen splitsen en noemen de linksom lopende
randkrommen 9, ¥, Y, V4. Omdat de integralen

over de gemeenschappelijke randen opnieuw weg-
vallen zien we

ff(z)dz ff(z)dz+ff(z}dz+ff(z)dz+ff(z)dz
Omdatf f(z)dz — J is er minstens één, noem die vy,, met | [  f(2) dz| > 1J.
)1

We nemen deze en splitsen die opnieuw in vier gelijk grote delen. Deze kleinere
driehoeken worden opnieuw van vier randkrommen voorzien. Voor een van deze rand-

=J>0,

krommen, noem die 7,, geldt f(2) dz| > 2 J. Enzovoort. We vinden een rij
Y2
{71:72:73: - - -} zodanig dat

1 _
Sy (3.3)

: 1
diameter (7y;) = 5T en i

/f(z?dz

Bovendien (uit de volledigheid van C) is er een 2z die op of binnen elk van deze
krommen 7, ligt. Nu gebruiken we de aanname dat f differentieerbaar is en wel
voor z = zy. Volgens de definitie is er voor iedere £ > 0 een § > 0 zodanig dat voor
|z — zp| < & geldt dat

|f (2) = f (20) — (2 — 20) f' (20)| < €|z — 20].

Neem & > 0 die deze afschatting geeft voor € = 327 en neem k zo groot dat ger < 6.
(Deze keuzes lijken uit de lucht te vallen maar blijken aan het einde het resultaat te
leveren.) Het beeld van de kromme 7; ligt zo geheel binnen afstand § van zg.

Met de schatting '

: ‘ [96e) ds| <tengte () _max, 192 (34)
(zie Hulpstelling 3.1.3) volgt dat

< lengte(vy,) € max |z—z|<
k

z€beeldy,

ff(z)—f(zn)—(z—Zo}f’(Zo) dz
AT

< lengte () & diameter (7;) <

' ; ipt i )
<3¢ (diameter (7)) =3m =) =

=3 (40) <3V
Omdat de functie z — f(z9) + (z — 20) f' (20) een primitieve heeft, nl. zf(2) +
1 (2 — 2)? f' (20) weten we uit Hulpstelling 3.1.4 dat

ff(zo)+(z—20)f'(20) dz=0
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en dus volgt

ff{z) &

Dit laatste is een tegenspraak met de rechterzijde van (3.3). m]

[ 1@ 1) = (2= 20) £ o) de| < .

Zonder een bewijs geven we een uitbreiding van de integraalstelling van Cauchy
voor krommen die de rand van G snijden.

Stelling 3.2.2 Zij G een gebied in C, f : G — C continu op G en analytisch

" op G. Als vy een gladde Jordan-kromme is, zodanig dat het binnengebied tot G

behoort, dan geldt
/ f(2)dz=0.
8!

3.3 Het Residu

3.3.1 Definitie en gebruik

Allereerst spreken we de volgende verkorte notatie af

j£ £(2) dz:=/f(z)dz

|z—w|=r i

met v : [0,27] — C en 7 () = w + re't.

Definitie 3.3.1 Zij G een gebied in C met w € G. Voor f : G\ {w} — C een
analytische functie definieert men het residu van f in w als volgt.
Neem r > 0 zodanig dat B, (w) C G. Dan

(Resf (2N = 55 f £(2) dz.

|z—w|=r

Opmerking: In deze definitie ligt r niet vast. Elke
voldoend kleine positieve r lijkt men te mogen kiezen. Dan

‘W zijn er twee mogelijkheden: 1), een onzinnige definitie; of 2), de integraal

[, f (2) dz hangt niet van r af voor kleine 7. De integraalstelling van
Cauchy laat zien dat de integraal inderdaad niet van (kleine) r afhangt.
Hiervoor integreert men over een kromme v, rond w waarvan het beeld
er als links uitziet. Omdat f een analytische functie op het inwendige
van deze kromme v, is, geldt



@
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[nf(z)dz:&.

Nemen we de rechte zijden van het kanaal ‘op elkaar’ dan valt deze bijdrage aan de
integraal weg. Er resteert met r; < r; dat

5[ F0)t f f(z)dz—Lf(z)dz 0.

|z—w]=ry le—w|=rg

Voorbeeld 9

Bereken {Res1}

Omdat de functie z - analytlsch is op C\ {0} mogen we iedere r > 0 nemen
om het residu te berekenen

21 o2r -
{R&sl} =L' j{ ldz= . 1: “dt_L dt=1
z),o 2m z 2mi Ji—g € 27 Ji—o

|z—0}=r
Voorbeeld 10
Zij n € N met n > 2. Bereken {Res;lg}zﬂ.
De functie z — - is analytisch op C\ {0}.
1 il SRt e ki DA
{Re“ z—n}wn = § wemam [ e
|z—0[=1 :
1 .7 |27
=¥l (1-n)it g, _ = (1—mn)it =
2 t=oe A [E _"j‘e ] =0 g

De ‘kanaal-truc’ die in de laatste opmerking gebruikt is kunnen we verder
uitbuiten. Deze uitbreiding van de Integraalstelling van Cauchy zullen we als
afzonderlijke stelling formuleren.

Stelling 3.3.2 Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied in C en laat -y een
linksom! lopende gladde Jordan-kromme binnen G zijn. Stel dat er een eindig
aantal punten {wi}yr_, C G zijn zodanig dat f : G\ {wx}r_, — C analytisch
is en neem aan dat geen wy op het beeld van de kromme +y ligt. Dan geldt

L f@dz=mi Y (Resf(2)}imn,-

wy binnen 7y

Bewijs: Omdat G een enkelvoudig samenhangénd gebied in C is ligt het binnenge-
bied van 4 binnen G. Door ‘het graven van de juiste kanalen’ construeert men een
kromme I'" zodanig dat alle wy in het buitengebied van T liggen.

'Een Jordan-kromme loopt linksom als het binnengebied aan de linkerkant t.o.v. de
doorlooprichting ligt.
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De oorspronkelijke kromme en de ‘gekanaliseerde’.

De integraalstelling van Cauchy zorgt voor

-/;f(z) dz =0.

De bijdragen over de ‘kanalen’ vallen weg en er blijft over dat
[1@a=[1@as-2mi 3 (Resf(@}m
r T w), binnen 7 .
Het minteken voor 2mi verschijnt omdat de ‘residu-integralen’ in omgekeerde richting

doorlopen worden. . O

Voorbeeld 11
‘We gaan nogmaals terug naar het voorbeeld op bladzijde 26 en berekenen

fo(z) dz voor f(z) = % en de kromme 7 : [0,27] — C met y(t).= 1+
2cost+isint.

De functie f is analytisch buiten 0 en + is een linksom lopende Jordan-kromme
met 0 in het binnengebied. Volgens Stelling 3.3.2 geldt

/ldz=27ri{Resl} = 2mi.
v Z 2 ) =0

Opgave 23 Gegeven de functie f : C\ {0,—1} — C met f(2) = ;gfl_—z en de
krommen 7, : [0,27] — C met v, (t) = rexp (it) .

i. Bereken de breuksplitsing van -'—.
ii. Bereken [ f(z) dzvoor 0<r<1.

iii. Bereken [ f(z) dz voor r > 1.
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3.3.2 Het berekenen
» gegenera- ‘We beschouwen de gegeneraliseerde machtreeks®
liseerde A A
machtreeks E ot = 2™ Zak—mzk

met m € N en a; € C. Laat R de convergentiestraal zijn van de machtreeks
3 %2 o a2z en neem aan dat R > 0. Voor z € C met 0 < |z| < R is de functie
f(2) = Y52 _,.axz* goed gedefinieerd. Op Bg (0)\ {0} is de functie zelfs
analytisch als eindige som van analytische functies:

o0
f@=amz ™+ muz ™ +.. a1z +) a  (35)
k=0

z +— a,2" met n € Z~ is analytisch in C\ {0},

oo
z - Zakzk is analytisch in Bg (0).
k=0

Hulpstelling 3.3.3 Voor f s:n (8.5) geldt

{Rﬂf (z)}z;[l =a-1.

Bewijs: We kunnen f schrijven als f () = a_127" + g (2) met

g(2) =a_mz ™ Fal ™ e a2t Zakz“.

De functie g heeft een primitieve op Bg (0) \ {0} en dus volgt met Hulpstelling 3.1.4
voor 0 <r < R dat
1
Fesg@mo=5r; § 9@dz=0.
|z—w|=r

Er blijft over dat

{Res f (2)},—0 = {Resa_127'} _ = % f %dz =a_i.

|z—w|=1

(=]

~ el
2Voor v € R wordt een uitdrukking van de vorm z” ¥ a.z" een gegeneraliseerde macht-
n=0

reeks génoemd. Als v ¢ Z en z ¢ R dan zullen we nog af moeten spreken wat we met z*
bedoelen. Bijvoorbeeld z¥ = e“"* is goed gedefinieerd voor z € C\R; .
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Hulpstelling 3.3.4 Als de functie g : G — C analytisch is in w dan geldt
z
{Res M} =g(w).
z=w] o

Bewijs: Volgens de definitie van ‘analytisch in een punt’, is er een R > 0 zodanig
dat g analytisch is op Bg (w). Hetrmlduvanzr—tmmwlsdusgedeﬁmeerd
‘We schrijven

9(2) _g(x)—g(w)  g(w)

z—w z—w z—w
Het residu van de laatste term is direct te berekenen (g (w) hangt niet van z af):
{ng(W)} =L f g(w) , _ 9(w) 1 it
z—wf,_ ., 2w z—w 2mi z—w
|z—w|=r |#—w|=r

We bewijzen dat het residu van de functie z —» 22=2(2) iy 4 gelijk aan 0 is door te
laten zien dat dit residu willekeurig klein (= dicht bij 0) af te schatten is.

Omdat g differentieerbaar is in w bestaat lim,_,,, £2=2%) Dit impliceert dat £(z—g(x)
begrensd is voor |z — w| voldoende klein. Zeg

als |z —w| < & dan |M <M.
w

Neem vervolgens r € (0, min (6, R)). We vinden met Hulpstelling 3.1.3 dat

‘{ng(z)—g(w)}= NERYRISORP

z—w- 2mi z—w
|z—w|=r
< s-lengte (y) M = 3=2ar M = Mr.
Door r naar 0 te laten gaan volgt het resultaat. o

Voorbeeld 12
Bereken {Res ;,;—4} . Met Hulpstelling 3.3.4 volgt
z=—2i

z =3 ;:2,' LN 4 ’ —2i = l
{R“ 22+4 }3__2‘. - {R"’“ z+2 }z__g,, A (z - 2;‘) L__m —2i-2% 2

Z5; analytisch is in —2i.
Door breuksphtsmg kunnen we dit residu ook zonder deze Hulpstel]mg uitreke-
nen: ¢

(st} = {r= (m N L
Hier hebben we gebruikt dat z — —25; analytisch is in —2i. e

Voorbeeld 13 ; '
Bereken {Res %ﬁ}mu‘ Omdat sin z als een machtreeks te schrijven is (met
R = o0) vinden we uit

R L a LA
nz=:o 2n+1)! z 1
met Hulpstelling 3.3.3 dat .
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Voorbeeld 14 :
Bereken {Res ;#i22 -0+ Omdat z i cos z analytisch is en omdat cos0 7 0
analytisch in 0. Omdat S22 als machtreeks te schrijven is (met

: 1
18 25 Sz

R = o0):

1
_2(2(n+)1 zz“—l—gzzﬁ--f%qz“...

vinden we met Hulpstelhng 3.3.4 dat

]

0 n
(c:sz o (2(;1)15122") = cott()l -
n=0 Lt=tl

Opgave 24 Bereken de volgende residuen.

] z : expz

e R e e

exp 2z ; 1L

il. {Rm o) }z=0. V. {Res —expz = 1};=0-

iii. {Res P21 vii ARgeA LD

1+ 22 T=i R z=0
In het laatste onderdeel is Ln de uitbreiding van de In, die is gedefinieerd op
bladzijde 27. S
Opgave 25 Bereken / wdz als
¥

m 1 [~1,1] - C met v, (£) = 7 — 3it — 11¢2 + 3it3;
ii. 745 : [0,7] — C met 7, (t) = 1 + 2itsint expit;

iii. 73 : [0,27] — C met 75 (£) = 1 + 2itsint expit.

beeldverzameling 7, beeldverzameling v, beeldverzameling 73

Opgave 26 Bereken / ﬁdz voor de 7 als in de vorige opgave. Hint:
¥

bereken de nulpunten van sin z via sin (¢ + iy) = €4 sinz + i€5E" cos z.

_—
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Contour-integralen worden vaak gebruikt om enkele lastige reéle integralen te
berekenen.

Voorbeeld 15
We willen de volgende integraal berekenen:

/ smmdx
0 I

Een primitieve is niet zo eenvoudig te vinden. Wel is deze oneigenlijke inte-
graal via een geschikte contour te berekenen. We beschouwen de hier naast
staande contour voor de integraal

[

iR|

en merken op dat Ime®® = sinz
voor z € R. We nemen het imagi- P
naire deel van de contour-integraal - s

en laten € — 0 en R — oo gaan.
De ‘grote’ boog parametriseren we door 7; : [0,7] — C met v, (t) = Re* en

we vinden
% e"” g : Reit ] g :
f —dz| = f e idt s[" " e i|dt=[ e~ Rsintgy—
Ny # 0 0 0
2
= 2/“!’2 e Rantgy < 2/1(;2 e Rt2qs — ie'mf2 s < 4
zodamg dat limpo0 [, £ dz = 0.

De ‘kleine’ boog pa.ra.metrlseren we door 7, : [r,0] — C met 71 (t) = re en
we vinden

iz T i
lim | E-dz=—lim | e idt=3— [" lidt = —mi
rl0 Yo 4 rl0 Jo 0

De integraal en de limiet mogen hier verwisseld worden omdat lim, o et =1
uniform voor ¢ € [0,27] . Binnen de contour is de functie z — %= analytisch
£ 4z = 0. Via

—r iz R iz iz iz iz
/ e—da:+f e—d:c:/-e—dz—/ i—-dz——/ £ dz
-R T v e 1 # An % o) %
en de limieten nemen volgt

i
sinx sinz
f —dz =7 en dus —d:c=%1r.
=N z

Opgave 27 Bereken via de contour hier rechts

3 Als limz—a f (z,%) = £(y) uniform voor, y € [c,d] dan geldt

E.Ldf("”y)dy=‘£dl(y}dy.
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| e
./—oo 1+ I2)2
en
o0
1
j:m 1+ $4dx . ; R
@ Opgave 28 In deze 6pgave zullen we f(;” sin (:1:2) dz bereken. Merk op dat
20, 2
/ sm(wz)dm=lm(]me" da:)
0 0
We gebruiken met v de hiernaast ge- R+iR
tekende contour de integraal
/ &7 dz.
i y A
Dus v is b.v. samengesteld uit
71:[0,R] = C en 7 ()=t
Y2:[0,R] 5 C en 7,(t)=R+it; 2
73:[R,0] = C en 73(t) = (1+3)t. < i: B

i. Laatreerst zien dat

.

R
< f e 2Ridy,
0

f e’ dz
T2

. 3 R
f e dy = — (1+1) / e 2 dt.
T3 0

iii. Gebruik vervolgens dat [;° e~*'dz = }/7 om de gevraagde integraal te
berekenen.

ii. En ook dat

]

Tenslotte nog een gevolg van de Residu-stelling dat er onschuldig uitziet maar
vergaande consequenties heeft.

Stelling 3.3.5 Zij G een éebied in C met Bg(w) C G eng: G — C ana-

lytisch.
» formule wvan Dan geldt voor z € Bg (w) dat
Cauchy voor ; 4
de cirkelschijf N gLC): o
2mi f oy ()

lK~w|=R




» analytische
afgeleiden
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Bewijs: Gebruik Stelling 3.3.2. o

Het bijzondere aan deze stelling is dat als men de waarden van een analy-
tische functie g op de rand van Bp (w) kent daarmee elke waarde van g in het
binnenste van de cirkelschijf kan terugvinden. De integraal gebruikt namelijk
alleen de waarden van g die op de rand Bg (w) liggen. Bij eerste kennis-
making is het heel verrassend om te zien dat (complexe) differentieerbaarheid
en de kennis van de randwaarden deze functie geheel vastlegt. We zullen
dit resultaat diverse malen gaan gebruiken; onder andere om voor een type
partigle differentiaalvergelijkingen met voorgeschreven randvoorwaarden een
éénduidige oplossing te verkrijgen.

3.4 Gevolgen van de formule van Cauchy

3.4.1 Eigenschappen analytische functies

Via de formule van Cauchy kunnen we kunnen we laten zien dat een ana-
lytische functie een analytische afgeleide heeft. Dat is een van de belang-
rijkste resultaten in de complexe functietheorie. Bovendien vinden we een
integraal-formule voor de afgeleide die alleen een term f zonder afgeleide bevat.
Tenslotte kan men aantonen dat iedere analytische functie te schrijven is als
een machtreeks.

Gevolg 3.4.1 Zij f een functie die analytisch is op een gebied G C C met
Br (w) C G. Dan zijn alle afgeleiden van f analytisch op G en voor de n
afgeleide van f in z € Br (w) geldt

™ (5) = L _nf©) -
=g § g (36)
[(—w|=R
Bovendien geldt dat voor z € Bg(w)
X F(m) (
1&)=L @7)
sl

Deze machtreeks heeft convergentiestraal groter of gelijk aan R.

Opmerking: Op het eerste gezicht zal dit een vreemd resultaat lijken. Er bestaat
duidelijk geen regel equivalent: tweemaal (regel) differentieerbaar volgt niet uit een-
maal (retel) differentieerbaar. Bijvoorbeeld de functie f (z) = x|z is differentieerbaar
en f'(z) = 2|z| is niet differentieerbaar.

Opmerking: Als f analytisch is op het gebied G en w € G dan volgt niet alleen dat
we f als machtreeks rond w kunnen schrijven maar bovendien dat de bijbehorende
convergentiestraal groter of gelijk is aan de straal van de grootste cirkel met w als
middelpunt die nog binnen G ligt.
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Bewijs: I. We zullen eerst laten zien dat de formule in (3.6) voor n = 1 correct
is. NeemeGenR)GzodamgdatBn(w)CG Volgens de formule van Cauchy

geldt voor z € Bg (w) : 20
j ¢
S

lG—w|=R

Via een naieve poging zou men kunnen denken dat rechtstreeks differenti¢ren het
volgende resultaat geeft

i 410 4 10
Lre)= i SO . g
Ic—wI-R |¢—w|=R

Maar omdat zowel de integraal als de afgeleide via een limiet gedefinieerd is kunnen we
die twee limieten niet zomaar verwisselen®. We zullen laten zien dat deze verwisseling
hier wel mogelijk is; dat wil zeggen we laten zien dat

lim |[{E) =S Go) r.l.|=0

z—2zo

2—0‘0

met r.1. als'in het rechterlid van (3.8).
Dus bij gegeven £ > 0 vind een § > 0 zodanig dat als |z — 2| < §dan |...| < ¢
Voor 2,2y € Br (w) geldt met de integraal-formule van Cauchy dat

f(’-) f(zu) f‘* f F©O 4

€=2) zo)
= * SN 0 (T () by VAN () I
=4 c—*iﬁ (z—zu (C—z C~zn) (C__m)z)dc = (3.9)
Enig boekhouden levert °

1 1 o 1 2 x—
z—z0 ('F? c—m) (—so) (= (= L

We noemen r de afstand van 2, tot de rand 8Bg (w) , dwz. r = R — |29 — w|. Omdat
2y € Bg(w) geldt r > 0. Omdat we de limiet voor z naar zp bekijken mogen we
bovendlenaannem-datde z waarmwegelnteremeerdzl]nvoldoenaan |z = | <
—r Dus we kiezen' alvast § < gr Een dergelijke z heeft dan mmstens afstand + 57
t«ot de rand 9Bg (w). We hebben daarmee |¢ — 20| > 7 en [ — 2| > }r. Na deze
voorbere1d.mgen kunnen we (3.9) verder afschatten.

(39)=2£ 2 f(Q)dc| <

:-in €- 2)(< )

max |7 (Re¥).

r3 o-cp-:mr

"3*/ %r:;l |f (Re)| Rap =2 - 20| 25
Kies § = min (%r, (28 maxocp<an | Re“")])_l s) en we hebben laten zien dat

(3.9) < . Hiermee is bewezen dat (3.8) inderdaad correct is.
II. Op gelijke wijze laat men zien dat

Z f cee- %W‘_L ¢

[{—w|=R I |{—w|=R
4 2
Bijvoorbeeld 115 ‘]r;E ;’W # lim lim lim ;,‘,f}__y‘.
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zodanig dat via inductie volgt dat
d\" 1
(5) t@) =k f e o fgf.)ﬂdc
[¢—w

IIL OmdatGopenlserbu iedere z € G een R* > 0 te vinden zodanig dat Bg- (2) C

G. Gebruik de voorgaande onderdelen voor Bpg- (2) en men vindt dat f(™) analytisch
isin z.
IV. Tenslotte wordt de machtreeksvoorstelling bewezen. Definieer M = |%|191c1|f -

‘We hebben . 170
(1) () = L. Zilesd (St
™ (w) = 5 f € —w)™! ¢
|¢{—w|=R

" zodat

f(“’(w)|_r [ @l Rap <

s Rn ——-MRdp = MnlR™".

Daarmee vinden we dat

lim sup v
n—od

via Cauchy-Hadamard dat de convergentiestraal van de machtreeks in (3.7) groter
of gelijk aan R is. Tenslotte laat de stelling van Taylor, voor rele functies op R2,
zien dat (3.7) geldt voor |z — w| kleiner dan de convergentiestraal. m]

) (w}‘ - {/MnIR"‘ -2
n! i n! ?

Opgave 29 Een stelling van Liouville zegt dat een functie die analytisch en
begrensd is op C constant is. Bewijs deze stelling als volgt.

Stel de functie f : C — C is analytisch en stel er bestaat M € R* zodanig
dat |f (2)| < M. Laat met (3.6) zien dat voor iedere R € R deze f voor alle
z € C voldoet aan

7 @) < 5

Omdat we R willekeurig groot mogen nemen volgt f'(z)'= 0 en dus de uit-
spraak van Liouville. _ =

Opgave 30 De Euler-nummers E, zijn gedefinieerd door

1 °°En“.

T 1
coshz 4~ n!

Bereken E;, F; en E3. Gebruik Gevolg 3.4.1 om de convergentiestraal van deze
machtreeks te berekenen. diiatly

342 H bk it

Een zeer veel voorkomende partiéle differentiaaloperator is de Laplaciaan A,
ook wel Laplace-operator genoemd. Deze A wordt in twee dimensies gedefi-
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o~ (@) (3)"

In dit deel zullen we het verband tussen analytische en harmonische functies
bekijken.

nieerd doqr

Gevolg 3.4.2 Zij G een gebied in C en f : G — C analytisch. Dan voldoet
de functie u : Gr — R met u(z,y) = Re f (z +1y) aan

(CECyE

N.B. G = {(z,y) e R%;z +iy € G}.

Opgave 31 We gaan Gevolg 3.4.2 bewijzen.
i. Laat zien dat de functie u oneindig vaak differentieerbaar in op Gg.

ii. Gebruik de Cauchy-Riemann vergelijkingen om te laten zien dat Au =0
op Gg. LAy

Opmerking: We noemen de functie f oneindig vaak differentieerbaar als voor elke
n € Nt alle n-de orde partiéle afgeleiden bestaan.

Definitie 3.4.3 Zij Gg een open gebied in R?. Een oneindig vaak (reéel) dif-
ferentieerbare functie w.: Gg — R die voldoet aan
Au=0

wordt harmonisch op Gr genoemd.

Het bovenstaande Gevolg 3.4.2 kan men nu grofweg beschrijven als:

lhet reéle deel van een analytische functie is harmom‘sch.l

Opgave 32 Is de uitspraak ‘het imaginaire deel van een analytische functie
is harmonisch’ juist of onjuist? b

Opgave 33 Zij f een analytische functie op G. We spiegelen het gebied G in
de reéle as:
G* = {2 €C; met Z € G}.

Dan kan men een anti-analytische functie f* op G*definiéren door f*(z) =
().

Laat zien dat u : Gy — R met u(z,y) = Re f*(z +iy) een harmonische
functie is. gt =
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We hebben net gezien hoe we met een analytische functies een harmonische
functie kunnen vinden. Op enkelvoudig samenhangende gebieden is er ook een
weg terug. Omdat we nu bij een reéle functie een geschikte imaginaire functie
zullen definiéren laat het zich raden dat de constructie van harmonisch naar
analytisch moeilijker verloopt dan van analytisch naar harmonisch.

Stelling 3.4.4 Zij G C C een enkelvoudig samenhangend gebied. Als h een
harmonische functie is op Gr dan bestaat er een analytische functie f : G — C
z2o0danig dat h(z,y) = Re f (z + 1y) .

Bewijs: De constructie gaat als volgt:
1. Definieer g : G — C door

9(z +iy) = hz (z,9) —ihy (z,9) -

Omdat g differentieerbaar is en omdat het reéle en imaginaire deel van g aan de
Cauchy-Riemann vergelijkingen voldoen:

ZReg(z+iy) = hua(2,y) = —hy (2,9) = £ Img(z +iy)
is g analytisch op G.

II. Vervolgens kiezen we een vast punt (a,b) € Ggr. Voor iedere w € G nemen we °
een gladde kromme 7,, : [0,1] — C zodanig dat v,,[0,1] C G, 7,,(0) = a +ib
¥ (1) = w. Dan wordt de gevraagde analytische functie f : G — C gedefinieerd door

f@=h@h)+ [ 9@

Men laat zien dat f’ = g. Volgens de definitie geldt
Re f (a +ib) = f(a + ib) = h(a,b).
Omdat voor alle (z,y) € Gr geldt dat

a ol <D
5 Ref=Ref' =Reg=7-h

is h — Re f constant op horizontale lijnen. Evenzo volgt uit

%Bgf=neif'zneig=-rmg=-%h,

dat h — Re f constant is op vertikale lijnen. Daarmee geldt i = Re f.

De waarde van f in w hangt niet af van de gekozen weg. Als 7,, en %,, beide gladde
krommen binnen G zijn die a + ib met w verbinden dan geldt volgens de Integraal-
stelling van Cauchy dat

[ a@iz= [ o@a=
w Tw

III. Vervolgens laten we zien dat f analytisch is in G. Neem w € G en voor ¢ dichtbij
w de kromme 7, : [-1,1] — C met

M, wt'i'l) te _1;01
7C(t]_{ Zu-fgt((—w) m&rté(ﬂ,l{.
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We vinden dat

£ -1 (w) g(z)dz—[v =

I
i-‘_-}--"

= [ g(w+t((—w))(—w)dt

t

&

7@ =tim L9TO iy [ grec-wa=o).
t=0 ;

(—w C—w
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4. TOEPASSINGEN

4.1 Stationair temperatuurprofiel in 2 dimensies

4.1.1 Inleiding met een model

De temperatuurverdeling in een dunne metalen plaat, geisoleerd aan boven-
en onderkant, die aan de rand een voorgeschreven temperatuur Tp,ng heeft
wordt gegeven door de oplossing van de volgende differentiaalvergelijking met
randvoorwaarden. Noemen we T (z,y) de temperatuur op plaats (z,y) van de
plaat dan vindt men.

{ AT = 0 binnen de plaat, (4.1)

T = Trana op de rand.
Dit stelsel wordt een Laplace-vergelijking met Dirichlet-randvoorwaarde ge-
noemd. Tyqnq is een functie die op de rand wordt voorgeschreven. Dit pro-
bleem is de vertaling van: bereken de temperatuur binnen de plaat als we deze

randvoorwaarde aan de rand vastleggen (meten).

» Neumann-

Als we een gedeelte van de rand isoleren in plaats van de temperatuur daar
voor te schrijven, dan wordt het randwaardeprobleem als volgt:

AT = 0 binnen de plaat,
T = Tyand op de rand met voorgeschreven temperatuur,
%T =10 op de geisoleerde rand.

Men noemt £ T = 0 een Neumann-randvoorwaarde. %—T is de richtingsafge-

randvoorwaarde leide van T in de richting van de naar buiten gerichte normaalvector n.

Opmerking: We kunnen deze differentiaalvergelijking op volgende wijze aan-
nemelijk maken. Stel de plaat voor als een twee-dimensionaal rooster en bekijk een
punt uit dit rooster, zeg (z,¥).

Noem h de roosterafstand. De temperatuur is in evenwicht in (z,y) als die gelijk is
aan het gemiddelde van de temperatuur in de vier omliggende punten. Dat wil zeggen

T(z,y)=1T(@+hy)+T(x—hy)+T(z,y+h)+T(z,y-h)

45
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en herschreven
T (z + h,y)—2T (z,9)+T (z — h,9)+T (z,y + h)—2T (z,9)+T (z,y — h) = 0. (4.2)

Nemen we aan dat T' tweemaal continu (regel) differentieerbaar is dan volgt met de
Stelling van Taylor! dat

T(z—l—hly) -2T(3=F)+T(3‘“h;y) i T(xly+h}_2j1(3:y)+T(zly —.:h) £
h? ' h? SRET

2 2
~(z) 7@+ (%) TEn+ow.
Met (4.2) en |h| — 0 vinden we

8169 =(2) TEv+ (%)QT(;,y) ~0.

De operator Ay gedefinieerd voor h > 0 door
ART (z,y) = T(=+hy}—2T£§,v)+T(z—M + th,wh)—ﬂgm)ﬂ‘{z,y—h).

heet de discrete Laplace-operator. Omdat voor een oplossing T’ van AT = 0
geldt dat in ieder inwendig punt T het gemiddelde van zijn vier buren is zien we
dat T' geen strikt maximum of strikt minimum in het inwendige kan hebben.
Het maximum van T wordt op de rand aangenomen. Zo’n resultaat wordt een
mazimum principe genoemd. .

Bij de zogeheten ‘eindige differentie methode’ (Numerieke Wiskunde) worden
oplossingen van een differentiaalvergelijking benaderd door het gebied te ver-
vangen door een eindig aantal roosterpunten. De benaderende oplossing is een
functie op dit eindige aantal roosterpunten die voldoet aan een vergelijking
waarin de differentiaaloperator vervangen is door een discrete operator. Bij
de Laplace-vergelijking wordt A vervangen door Aj.

Voorbeeld 16
Stel dat we de oplossing van het randwaardeprobleem

{ AT (z,y) = 0 voor (z,y) € (0,1)?,

T(z,y) = 10+922—3y voor (z,y) € d ((0, 1)2) < (“4.3)

willen benaderen, bijvoorbeeld door het vierkant (0,1)% te vervangen door
een grid van n + 1 bij n + 1 punten. Dan beschouwen we de benaderende

!Herinner je uit de analyse dat voor een tweemaal continu (retel) differentieerbare functie
z +— f(z) volgens de stelling van Taylor geldt dat voor h — 0

f(z+h) f (@) +hf' (z)+ 2% f" (z) + 0 (1),
f(z—h) f(z) = hf' (z) + 3R*f" (z) + 0 (h?).
Na optellen en delen door A? volgt dat voor h — 0
f(z+h} -2fh{::}+f(2—h) =_f”{2)+0{1)‘
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temperatuur-functie T}, die gedefinieerd is op het eindige aantal punten R, =
{(@,5) € N%0 <4,j < n} met de operator

A%‘-Tﬂ (ii .?) =

=To(i+1,7) +Tn(i—1,5) + Tn (3, j+1)+Tﬂ(s'j~1 — 4T, (i,5) (4.4)

We noemen de rand §R, = {(,5) € N;i=0o0fi=nof j —-OofJ =i}
Het te onderzoeken probleem wordt daarmee

Tn(i,j) = 10+9(2)* 3% voor (i,j) € 6Rn.

Il

(4.5)

Voor n = 3 heeft men een rooster van 4x4 punten waarvan in de 12 randpunten
de temperatuur vast ligt. De temperatuur T;;(= T3(4,7)) in de overige vier
punten kan men berekenen uit de bljbehorende 4 vergelijkingen van de vorm
(4.4). Uitgeschreven in matrix-vorm:

-4 1 1 0 T11 0—Tio—Toa —20
1 —4 0 1 Ty - 0—Ts0 —T51 =0 —32
1 0 -4 1 T2 i 0—To2 —Tia =z —16
0 1 1 —4 Tas 0—Ts2 —Taa —26
T
Maple To s
=4 e | = .
Taa 1

felgfs

L~

1864
16!
T
14]
124
10]
a,_
2 : ’
8 2 1 08 ]

Het discrete temperatuurprofiel voor n = 3

TR

Opgave 34 We beschouwen' het vorige voorbeeld voor n = 4, dus 5 x 5
punten.

i. Schrijf de matrix vergelukmg voor de onbekende Tj; als n = 4. (Nu 9
onbekenden)

ii. Bereken Jax ’.I’n (2,5) en : émn Ty (4, 4) voor iedere n zonder een matrix-
<ig< 1,7<

vergeh_]kmg op te lossen.
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iii. Als er twee oplossingen 7% en T3 van (4.5) zijn dan voldoet S = T¢ — T? I

aan : :
A18(3,5) = 0 voor (i,5) € Ra\6Rn, (4.6)

S(i,j) = 0 voor (i,) € 6Ry. '
Wat is Iax S( ,J).en mm S(z 4)? Welke oplossingen zijn er voor

0< 0<i,j
S?

4.1.2 Een oplossing voor een cirkelvormig gebied

Voor een cirkelvormig gebied kunnen we met de behulp van de formule van
Cauchy een formule voor de oplossing van de Laplace-vergelijking met Dirichlet
randvoorwaarde vinden. We nemen ter vereenvoudiging als gebied de cirkel
met straal 1 rond (0,0). Dat wil zeggen we zoeken een oplossing u, een functie
van {z € R%|z| < 1} — R, die voldoet aan '

{ Au(z) = 0 voor = € R? met lz| < 1, @7

U(Z) = Upand (z) voor z € R? met |z| =1,
bij voorgeschreven u;and-

We hebben gezien dat het reéle deel van een analytische functie harmonisch is
en dat er op enkelvoudig samenhangende gebieden ook een weg terug is van
een harmonisch functie naar een analytische. Stel nu dat we zo’n analytische
functie hebben waarbij het retle deel een oplossing van (4.7) is. Via de formule
van Cauchy kunnen we uit de kennis van de functie op de rand de functie
binnen B; (0) terugvinden. Zoiets willen we eigenlijk hebben voor alleen het
reéle deel. We zouden kunnen proberen het reéle deel van de formule van
Cauchy te nemen:

(E‘]_,I2) Rﬁf(ml +3$2) = R,e f %
|z|=1

() ;
TR W Il £ ) IS 2
e =0 €% — (@1 + iT2) i

S BN e
= % /'P=U o (e‘\ﬁ — (21 + ia‘:z)e ) g (A8)

Het reéle deel uitschrijven levert

A G i f(e¥ ip [ —i )
Re (e_'_f_)_ji’— Cexe e"“’) =Re (m&;)@re 2™~ (- z_:cz))) =

Rs(! (e‘“’) (l—e"l’ (z1—iz2 }) )
et —(z1+iz2)|”
_ (1-z1cosp-z3sinp) Re (%) +i(z2 cos p—z1 sin ) Im f(e-w)
(cos p—21)*+(sin p—z2)"
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Helaas vinden we na dit rekenwerk dat er onder de integraal ook een term met
Im f overblijft. Als er slechts termen met Re f zouden overblijven dan kunnen
we daarvoor u invullen. Met u op de rand 8B; (0) voorgeschreven vinden we u
op geheel B; (0) terug. De zo gevonden formule zouden we kunnen gebruiken
om een oplossing u van (4.7) te vinden in de vorm van een integraal over de
rand. '

We kunnen via een ‘truc’ van.de term met Im f afkomen. Daarvoor doen we
het volgende. Merk op dat, omdat @~ = zl_m in het buitengebied van de
kromme ligt, de functie z — ?E(r?—T analytisch is op By (0) en dat dus geldt

Lo g g S
2mi z— w*l ’
|z]=1

Tellen we dit op bij de formule van Cauchy dan vinden we

fw =5 | § L84 f g,

Izl— lzl=1

Nemen we nu het reéle deel dan verdwijnt de Im f binnen de integraal. Dat
zien we als volgt.
Gebruiken we dat || = 1, en dus geldt 2z = 1, dan volgt (zie voetnoot?) dat

fw) = | § La LG 4 )
|zl=1 [z|_
= 211' f z—ml -f()
|zI=1
L I L ‘
= 2 p=0 |(COS(P,81B50)_-z|2f(e SP) d{p.

Door het reéle deel te nemen, u (z) = Re f (z; + iz2) , volgt

2 mz
u@=5 [ m (cosp,sinp) dep

u
27 Jp=o |(msso,smsa) a?

Hiermee hebben we niet laten zien dat we een formule voor de oplossing van
(4.7) voor willekeurige uyana hebben. We hebben namelijk aangenomen dat we
u al als reéel deel van een analytische functie konden schrijven. Wel hebben
we laten zien dat als de oplossing harmonisch op G en continu op G is (zie
Stelling 3.2.2) de functie deze vorm zal hebben.

Men kan echter laten zien dat men voor continue randvoorwaarden met deze
formule inderdaad een oplossing van het Laplace-probleem op de eenheidscirkel

krijgt.

*Voor w| < |o| = 1 geldt 715 — L= = %(._'...——m'fx) = leg-sicgaive _

1 1—|w|?

Zl—uw?"
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Stelling 4.1.1 Als @ — Urgnq (cos ,sinp) een continue functie is, dan is de
functie u: {z € R? met |z| < 1} — R gedefinieerd door

2w
9 7
» Poisson inte- 1=l L (cc'mp, = (‘0)2 dp woor x met |z| <1,
graal formule u(z) = 2m i |(cos p,sin ) — | (4.9)

Urand (T) : voor  met |z| = 1,

i. een oneindig vaak (reéel) differentieerbare functie op {x € R%;|z| <1},
ii. een continue functie op {x € R? met |z| < 1},

iti. die voldoet aan (4.7), de Laplace-vergelijking met Dirichlet randvoor-
waarde op de eenheidscirkel.

Opmerking: Slechts zelden kan men in de Poisson integraal formule de integraal
vervangen door een expliciete uitdrukking (de integraal ‘uitrekenen’). De betekenis
van deze integraal ligt dan ook niet in de mogelijkheid om zo’n expliciete formule te
vinden. Met behulp van deze integraal ziet men dat er een oplossing is (de integraal
bestaat) en kan men eigenschappen van de oplossing afleiden.

Bewijs: We geven .geen compleet bewijs maar laten een paar stappen zien. Zij
f :0B; (0) — C een continue functie. Dan geldt het volgende:

i. de functie gy : w — 5L, f £ 4 s analytisch op B; (0);

|s]=1
ii. de functie g : w i 5w j{ L2 4, is analytisch op B; (0);
lsl=1

ili. de functie gz : w go (w) is anti-analytisch (zie de opgave op bladzijde 42) op
B, (0);

iv. de functie u : (z1,%9) - Re gy (21 + izg) — Regs () + izp) is harmonisch (ge-
bruik Stelling 3.4.2 en de genoemde opgave).

Als we deze laatste formule uitschrijven met f = t,,,q dan verschijnt de Poisson
integraal formule. Continuiteit van u op B (0) volgt hier niet direct uit. Het extra

bewijs dat daarvoor nodig is zullen we overslaan. o
[o] Opgave 35 Laat zien dat
2 12 por :
R kel / foad (Roosqfa,Rsm 9")2 dp voor z met |z| <R,
u(z) = 27 #=0 |(Rcos ¢, Rsinp) — z|
Urand () voor z met |z| = R,
(4.10)

een oplossing van de Laplace-vergelijking met Dirichlet randvoorwaarde is op
een cirkel rond 0 met straal R. (Gebruik een schalingsargument: als u; de
oplossing is op B (0) neem dan u (z) = u; (yz) voor geschikte y € R.) ___,
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» gemiddelde- Gevolg 4.1.2 Als u : Br(0)g — R continu is en als u harmonisch is in
waarde- Br(0)g, dan is u(0) het gemiddelde van u over de rand dBg (O)g
stelling. voor o
harmonische 1 / ;
. 1) R R X
Jocpen u(0) =5 [ u(Reose, Rsing) d
=0
[o] Opgave 36 Bewijs Gevolg 4.1.2. Gebruik hiervoor de in de vorige opgave
afgeleide formule. =
[0] Opgave 37 Laat zien dat als Urana (21,%2) = —Urand (—21, 72) voor >0

de oplossing van (4.7) voldoet aan u (0, z9) = 0.
Dit kunnen we gebruiken om een harmonische functie op de

halve cirkel met randvoorwaarden

u(0,z3) =0 voor —1<z2<1,

u (z1,%2) = uy (€1, %2) voor z3 = /1 — z}
te definiéren.
Verklaar en controleer de volgende formule (hint: substitueer ¢ := 7 —¢ in de
tweede integraal)
u(z) =
2 b
1— || Urand (€08 @, sin ’ia) ursmd ( €8 , sin )
- ) dp+ 2) ap
2m I(cow.sm @) —a* |(cos p,sin ) — |
p=—jm
R |a:| h
f e e (=1+omso)‘+{za—smw)“) Urand (C08 ,sin ) dip.
=i :
(4.11)
[e] Opgave 38 Verzin een formule als in (4.11) voor de harmonische functie op
de halve cirkel die voldoet aan de randvoorwaarden
P .
a—mu(o,mg) = Ovoor —1<z3<1,
u(z1,%3) = uy(x1,72) voor 73 = /1 —z3.
[o] . Opgave 39 Verzin een formule als in (4.11) voor de harmonische functie op
de kwart cirkel die voldoet aan de randvoorwaarden
u(z1,0) = OvoorO0<z <1
u(0,z2) = Ovoor0<z <1,

u(z1,T2) = up(1,72) voor 0 < zy =4/1—22. ot i
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4.1.3 Een oplossing op andere gebieden

‘We zullen hier geen algemene theorie afleiden voor het bestaan van oplossingen
van de Laplace-vergelijking met Dirichlet (of Neumann) randvoorwaarden op
willekeurige gebieden in R?. Aan de hand van een voorbeeld laten we een
methode zien waarmee een oplossing geconstrueerd kan worden.

Allereerst spreken we af wat we een op_lossing zullen noemen.
Definitie 4.1.3 Zij G een gebied in R2. We noemenu: G — R een oplossing
van de Laplace-vergelijking met Dirichlet randvoorwaarden t,gng als
i. u: G — R is oneindig vaak (reéel) differentieerbaar,
4i. u: G — R is continu,
iti. u voldoet aan:

{ Aufz) = 0 voor z € G, (412)

%(T) = Uppa(z) voorz € IG.

Het stelsel in () wordt het Laplace-probleem genoemd.

Opgave 40 Stel dat de functie u harmonisch is op R2.

Laat zien dat de functie (z,y) — u (2® — y® — &}, 22y) ook harmonisch is op

R2. =

Voorbeeld 17 j
De oplossingen van de vergelijking (22 — 32 — £)? + (22y)® = 1 in R? met
x> 0 leveren het volgende beeld:

2 .0.4 0.6 0.8 1 1.2 1/4
x

benadering via Maple

De functie g : R? — R? met g (z,y) = (22 —y% - % 2zy) beeldt de hierboven
getekende verzameling af op de eenheidscirkel in R%. Noem het inwendige van
deze verzameling Ei. Als g een inverse heeft dan kunnen we een oplossing v
van de Laplace-vergelijking met Dirichlet randvoorwaarde op Ei construeren
met behulp van de formule voor de Laplace-vergelijking met Dirichlet rand-
voorwaarde op de eenheidscirkel als volgt. Definieer

Urand (%, ) = rana (™" (&,§)) voor (,7) € 8B, (0), (4.13)
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en gebruik de Poisson-formule voor u op de eenheidscirkel; de gevraagde v

. vindt men nu door

v(z,y) =u(g(2,9))- (4.14)

—_—

Opgave 41 We nemen aan dat de hierboven genoemde g : Ei — B; (0)g
inderdaad inverteerbaar is® en dat de voorgeschreven randwaarden differen-
tieerbaar zijn.

Laat zien dat de v van hierboven inderdaad een oplossing is van het Laplace-
probleem met Dirichlet randvoorwaarde op Fi. iy

We kunnen een transformatie als hierboven voor veel andere gebieden ge-
bruiken. De zogeheten afbeeldingsstelling van Riemann zegt dat er bij elk

- enkelvoudig samenhangend gebied G een afbeelding f : G — Bj (0) bestaat

die analytisch is op G en die bovendien voldoet aan f'(2) # 0 voor z € G.
Helaas is voor de meeste gebieden het vinden van deze afbeelding niet erg
praktisch. De bijbehorende afbeelding van fg : Gr — Bi (0)p gedefinieerd
door

fR(Iay) = (Ref(a:+zy) !Imf(w'l-i‘y))

is conform. Vaak noemt men overigens ook f conform. Conform wil zeggen dat
de afbeelding de hoeken met de oriéntatie vasthoudt; anders gezegd: als twee
gladde krommen elkaar onder een hoek « snijden dan snijden de beeldkrommen
elkaar ook onder een hoek a.

Het recept voor deze aanpak is als volgt.

Recept 4.1.4 voor het vinden van een harmonische functie u op een enkel-
voudig samenhangend gebied Gg met voorgeschreven randwaarde u, op OGg.
Hiervoor is een functie f : G — By (0) nodig die analytisch is op G en waar-
voor geldt dat f' (2) # 0 voor z € G.

i. de randvoorwaarde overbrengen van dG naar 8B, (0) door
ir (fr (2,9)) = ur (,9) voor (z,y) € OG;

ii. 4 oplossen op Bl (0) via Poisson integraal formule

2
1 1-22 -2 ity (cos @, sin
u(z,y) = ¥ ( i ) 7 dp;
2 =0 I(COS (,O,SII'HP) = (xsy)l

iii. terugbrengen naar G via

u (fier* (,y)) = i (z,y) voor (z,) € By (O)g-

d d
3De retle functie g : R? — R? is inverteerbaar als det ( 491 3};91 ) #0is.
£ £
3z 92 WQ!
De functie f : C — C is inverteerbaar als f’ # 0.
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— U,

Opmerking: Voordat men computers benaderingen voor oplossingen kon laten
uitrekenen, was het oplossen van de Laplace vergelijking via een conforme afbeelding
en de Poisson integraal formule voor de cirkelschijf een mogelijkheid om een beeld
van de oplossing te krijgen. In de oudere literatuur (£1850-1950) vindt men vele
expliciete voorbeelden van dergelijke conforme afbeeldingen. Een catalogus van con-
forme afbeeldingen vindt men in het boek van H. Kober, Dictionary of Conformal
Representations, heruitgegeven door Dover in 1957. (De afbeelding van ellips naar de
cirkel is daar overigens niet correct.)

Dat bovensta.a.ud recept inderdaad een harmonische functie levert zien we met
het volgende resultaat. '
Hulpstelling 4.1.5 Zij G een gebied in C en stel dat
i. (s,8) > u(8,t) harmonisch is op Gg;
. z f(2) analytisch-is op G.
Dan is (z,y) — u (fr (z,y)) harmonisch op f(G)g .

Bewijs: Als we dit door recht-toe-recht-aan berekenen laten zien dan wordt dat
een stevige rekenpartij. We kunnen het bewijs ook slimmer aanpakken. Herinner
Jje dat er bij een harmonische functie u op een enkelvoudig samenhangende gebied
een analytische functie g bestaat zodanig dat u(z,y) = Reg(z +iy). Omdat g en
f analytisch zjn is de samenstelling g o f analytisch. Dan volgt dat v = Re(ho f)
harmonisch is. : ; O

Voorbeeld 18 A
De functie f : C — C met f (2) = Z#2ZEL beeldt de halve cirkelschijf af op
de hele cirkelschijf:

f : {z€C;Imz > 0,|2| < 1} — By (0) is analytisch;

f : {2z€C;Imz>0,|z| <1} — B, (0) is continu en bijectief.

Het controleren van deze bewering is een pittige oefening in het rekenen met
complexe getallen. —
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@ -~ Opgave 42 )
i. Laat zien dat B (0)\ {0} het beeld is van C\ B (0) onder de functie
f)=1. '

ii. Ofschoon fi"* niet op B (0) bestaat (er is geen z € C\Bj (0) met
f(2) = 0) kunnen we via bovenstaande wijze een oplossing van

Av
v

krijgen. Geef een integraalformule.

0 voor z € R? met [z| > 1,
Urand Vvoor z € R? met |z| =1,

iii. Wat kun je zeggen van lim|(z 4|00 ¥ (7,¥)?

—_—

Opgave 43 Welk gebied wordt door f (2) = £7% afgebeeld op By (0)7 —

[c] [a]

Opgave 44 We beschouwen de Laplace-vergelijking op het halfvlak Rt x R.
Dat is het volgende probleem: Gebruik f(2) = f_—;—} om een integraalformule
voor een oplossing van

Av = 0 voor z € R? met z; > 0,
v (O,Z2) = Yand (:!':2) voor z9 € R,
Gebruik f(2) = %} om een integraalformule voor een oplossing hiervan te
berekenen. s
Voorbeeld 19

In een vorige opgave hebben we een analytische functie f van het halfviak
naar de eenheidsbol gezien. Gebruiken we de functie z — w (2) uit paragraaf
13.2 van Kober’s Dictionary of Conformal Representations dan is f o w een
analytische afbeelding van de rechthoek naar de eenheidsschijf. Die functie
f ow kan men gebruiken om een oplossing van het Laplace-probleem met
voorgeschreven randvoorwaarden op de rechthoek te bepalen. Het daarmee
expliciet uitrekenen van een oplossing is nog een hele toer als men deze af-
beelding bekijkt.
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13.2 Rectangle on quarter of plape or o half-plans,
5 - plane v - plane
-a+ib ib atid "I'
[ ) (T Y i
| 1
o 4] i TL Ak . EL
12 /2 o ﬁ_t_
¥ H 3
E !/,I' : I\\\
# ; / i \
ga-g 10 gea | =0 =kl -1 w=0 1 e o in
af e e i) a & a' e T T
interior of rectangle ca e quadrent m > 0, v > 0,
interior of rectangle a s & a half-plane v > O,
line-gegment y = b/2, -a {x < a semi-gircle |w|= Ve, v2 0.

(1) Given: a, b, both positive.

2 .
] k-(%%) =\(®) (of. gIb.1), 0<k<1y c-i.

vhere K = 51 L (ef, §13.1),
0 Il—ﬁ)(ﬁ)

Transformation required:

v at
- : vamEXx)smE | ,
‘s" Ja2) (1ade?) 7 %

(@) given o (c21),

) :
k--i-; K as above, & = K§ b-l'-so ]

-2 1x'282)

where k'2 = 1 - ¥°,

Pransformatich requireds |w = sn(s,k) = sn 5.

¥e lna(l,k)

s - plane ¥ = plane

interior of rectangle, with
vertices at 3 = 0, K,
KK, iK*

half-plane v > O,

Kopie uit ‘Dictionary of Conformal Representations’ van H. Kober (Dover)

L]
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4.14 Eenduidigheid van de oplossing

Voor vele enkelvoudig samenhangende gebieden in R? kan men via een con-
forme afbeelding een oplossing vinden van het Laplace-probleem. De vraag die
dan opkomt is of de zo gevonden oplossing de enig mogelijke is. Het belang-
rijkste gereedschap voor het beantwoorden van deze vraag is het zogenoemde
sterk mazimum principe. Voor harmonische functies luidt het als volgt.

Stelling 4.1.6 Zij G een gebied in R? en stel dat de continue functie u : G —
R harmonisch is in G. Als u zijn mazimum binnen G aanneemt, dan is u
constant.

Voor begrensde gebieden G volgt dan dat het maximum op de rand ligt, dus

max u () = max u(z).
zeG z€8G

Bewijs: Stel dat u zijn maximum heeft in y € G. Dan geldt voor iedere r > 0 met
B; (y)g C G (zulke r > 0 zijn er want G is open) via Gevolg 4.1.2 dat

2n

2n
wi) =5 [wtrlempsing)do< o [u6) do=u@).
=0 =0

, Als u(z) ergens op 9B, ()i kleiner dan u(y) is, is deze ongelijkheid strikt (<) en

krijgen we een tegenspraak. Zo niet, dan geldt u (z) = u (y) voor alle z met |z — y| <
r: :
We kunnen dit argument herhalen voor elke § op deze cirkelschijf, enzovoort. Het
gebied G zo opvullend met cirkels levert dat u is constant. O

Gevolg 4.1.7 De Laplace-vergelijking op een begrensd gebied met op de gehele
rand voorgeschreven Dirichlet randvoorwaarde heeft hoogstens één oplossing.

Bewijs: Stel er zijn twee oplossingen u; en up. Dan is v = u; — up harmonisch
binnen het gebied en 0 op de rand. Dus max,z v(z) = max.eac v () = 0. Hieruit
volgt dat v < Dop G. Omdat hetzelfde geldt voor us —u; vinden we dat

I U = UuUg in G.

(m]

Combineren we Stelling 4.1.1 en Gevolg 4.1.7 dan zien we dat de Laplace-
vergelijking op een cirkelschijf met op de gehele rand voorgeschreven Dirichlet
randvoorwaarde precies één oplossing heeft.

Opgave 45 We bekijken nog even de eerste opgave op bladzijde 55 waar
een oplossing op het gebied {z € R?|z| > 1} berekend werd. Dit gebied is
onbegrensd en dus kunnen we niet het maximum principe gebruiken om te
laten zien dat er precies een oplossing is. Het is zelfs nog erger: er zijn meerdere
oplossingen. Laat zien dat v (z,y) + 43log (z? + y2) ook een oplossing is.

—_—
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Opgave 46 Bepaal nog enkele andere oplossingen van het Laplace probleem
op het halfvlak (zie laatste opgave op bladzijde 55). =L

4.2 Stromingsproblemen in 2 dimensies

Bij stromingsmodellen wordt het snelheidsveld van een vloeistof dikwijls ge-
geven door de gradiént* van een potentiaal, de z.g. snelheidspotentiaal . Als
G een gebied in R? is met codrdinaten (z,y) dan geldt voor het snelheidsveld
q dat

4 (z,y) = -V&(z,y) voor (z,y) €G. (4.15)

Hieruit volgt dat het snelheidsveld g loodrecht staat op de lijnen die impliciet
worden gedefinieerd door @ (z,y) = c. Is verder de vloeistof niet samendruk-
baar, dan geldt div g = 0 (zie voetnoot®) en vinden we

div §=0= A®=0in G.

Stel dat G enkelvoudig samenhangend is. Omdat @ harmonisch is kunnen we
dan ® beschouwen als het reéle deel van een analytische functie f:

f(2) = ®(z,y) +1¥(z,y), waarbij z =z + iy met (z,y) € G.

Zie de opmerking op bladzijde 43. Ook ¥is harmonisch in G en volgens de
Cauchy-Riemann vergelijkingen geldt dat

_g_z, = % en % — —aa—: in G- (4'16)

Opmerking: De analytische functie f wordt ook de complexe potentiaal genoemd
en aangegeven met 2
Qz +iy) = 2 (z,y) +i¥ (z,9)-

Voeren we de complexe snelheid in als ¢ (z +iy) = q1 (z,y) —ig2 (%, ), met (q1,92) =
d, dan hebben we

g=—&, +ib, = -, —i¥, = —Q, = Q.
Het snelheidsveld vinden we terug door

d(z,y) = (Req(z +iy),—Imgq(z +1dy)).

Voor functies % : R? — R wordt de gradiént gedefinieerd door
a 8
Va(e) = (@) ().

5Voor functies @ : R? — R? wordt de divergentie gedefinieerd door

(‘ﬁ"ﬁ {..".‘,y) - a_o;:ul (z,y) + %M{wly) 1
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Wat is de fysische interpretatie van deze functie ¥? Wegens (4.16) geldt

V& .-VVU =0 ofwel V® L V¥ in G

9% _ov 9% _ 0V .

9s on " on_  0s
voor ieder orthogonaal stelsel {n, s} .

(4.17)

y

De eerste gelijkheid in (4.17) volgt uit

0P od o |

s —V@-s—ﬁ;c-cosa+ asma—-
ov v or

= _3’y cosa—-—ax sma—VlI‘-ﬂ——an,

en de tweede volgt op analoge wijze. We nemen nu s de tangentisle en n de
geschikt georiénteerde normaalrichting van een kromme.

n
Y(b)
%@f‘“\\\H[gz,///

Als P en @) twee punten zijn in G en k een verbindende resle kromme, dan
geldt _
ov o
— P)= —_— = — B —— = — . = qd -
¥(Q) — ¥(P) J 63118 ‘ 8nd8 /’;V@ nds Aq nds,

met andere woorden ¥(Q) — ¥(P) is de hoeveelheid vloeistof die stroomt door
een oppervlak gekarakteriseerd door de kromme k. In het bijzonder geldt:

¥(P) = ¥(Q) voor punten P,Q op een stroomlijn.

Daarom wordt deze functie ¥ de stroomfunctie genoemd. Dikwijls is het
handig om een stromingsprobleem rechtstreeks in ¥ uit te drukken.

Opmerking: We kunnen ¥(Q) — ¥(P) ook via de complexe potentiaal berekenen.
Voor de met k corresponderende kromme 7 : [a,b] — C (met 7 (t) = x; (t) + izs ()
vinden we via Hulpstelling 3.1.4 dat

nw@n—nwwn=—chwa

~

T 117 e A ) I e g
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Hieruit volgt dat

¥ (7(8)) - ¥ (7 (a)) = I (R (7)) — (7 (@)) = —I.m-/;q(z)dz =
i f (a1 (& 1)) — iga (= 1)) (5 () + i (1)) e =
b
= f (—q (= () 2 (8) + 2 (= (1)) o (8)) dt =

2 f 4= ) (- @)% @) &= [ 4 nds.

We geven twee voorbeelden van stromingsproblemen.

421 Puntbron

Voor een puntbron met sterkte Q hebben we de potentiaal

‘I'(z,y) = —%ln'r_ met 7 = /22 +y2.
Dan geldt -

_ -2 _ Q5
V‘I‘I—-—zﬂ_reendusq 21‘8’

waarin € de radiale eenheidsvector is. Met andere wo-
orden, voor de cirkel met straal R geldt

onafhankelijk van R. De corresponderende stroom-
puntbron functie is

Ve =—£Q, 0<p<in

Omdat C\ {(0)} niet enkelvoudig samenhangend is zien we overigens dat we

het C—vlak ergens tot (0,0) moeten ‘opensnijden’.
- p Cauchy- I:Ierschrijven van de Cauchy-Riemann vergelijkingen met poélcoordinaten geeft
S i 0% 180 8V _ 10®

poolcodrdi- — =——en — 4.18
SAleh or Ty o rop L)
[e] Opgave 47 Laat zien dat (4.18) de Cauchy-Riemann vergelijkingen in pool-

j codrdinaten zijn. Laat ook zien dat bovenstaande @ en ¥ hieraan voldoen.
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4.2.2 Stroming in een strip

We beschouwen grondwaterstroming in een lange strip (b.v. tussen kleilagen)
waar lokaal van boven extra water in doordringt. Een schematische tekening

volgt.

een vloeistofstroming door poreus medium

We nemen aan dat in- en uitstroom homogeen over de opemngen verdeeld is.
Dan voldoet ¥ aan de volgende randvoorwaarden.

‘We normaliseren zodanig dat O de oorsprong is en ¥ (0) = 0. De randvoor-
waarden worden:

o oY

Langs EO : O=¢qy= —gy-—ax = W = constant =0;
Langs OA : —%:q,,: —%=%§- = ‘I':—%:Bmet0<x<L;
Langs AB : 0=¢,= —%=%§ = U=-Q;
Langs BC : 9‘—;&=sz —%%=—% = W=*Qa—wy

' met y < 0;
Langs CD : 0=qy=l _%=g_: = U=Q;
Langs DE : %=qx: -%=—%—§ = .\P=~%y met y < 0.

Gezocht wordt een functie ¥ die voldoet aan AP = 0 en bovenstaande rand-
voorwaarden.

Opgave 48 Bereken de oplossing voor ¥ als Q; = 0. ' il i

Een analytische afbeelding van de rechthoek naar de cirkelschijf vinden we door
de afbeelding van rechthoek naar bovenhalfvlak uit ‘Kober’ te laten volgen

door f(2) = ;—;:

Opgave 49 De (tweedimensionale doorsnede van de) stroming rond een hor-
izontale cilinder met straal a heeft de volgende complexe potentiaal: (2) =
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w(z+ % . Bereken snelheidspotentiaal, snelheidsveld en stroomfunctie. Geef

een schets van de stroomlijnen.

Meer uitgebreide resultaten en verdere toepassingen van complexe functie-
theorie is te vinden in het volgende boek: '

M.J. ABLOWITZ AND A.S. FokAs, Compler Variables, Cambridge texts in
Applied Mathematics, Cambridge 1997. LEciEdan
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5. EERSTE ORDE GEWONE D.V.
EN EERSTE ORDE STELSELS

We beginnen met een korte herhaling van enkele soorten gewone differentiaal-
vergelijkingen waarbij vaak een oplossing te vinden is in de vorm van een expli-
ciete formule. Bij een eerste kennismaking met differentiaalvergelijkingen ont-
moet men deze typen: separabel, homogeen, lineair, exact en Bernoulli/Riccati
type. Voor deze soorten is er een oplossingsalgoritme waarmee men meestal
een expliciete formule voor de oplossing kan vinden.

Men zou kunnen verwachten dat bij een tweede of meer uitgebreide kennisma-
king het aantal typen waarbij zo’n algoritme bestaat minstens verdubbelt. Dat
is echter niet het geval. Naast deze soorten bestaat er zelden zo’n oplossings-
algoritme en kan men zelden een oplossing vinden in de vorm van een expliciete
formule met de gebruikelijke standaardfuncties. In dergelijke gevallen resteert
het onderzoeken of er één oplossing is en van deze oplossing de eigenschappen
te onderzoeken en eventueel een benadering te berekenen.

5.1 Enkele expliciete methoden voor 1¢ orde

In het vervolg zullen we meestal de gegeven functies noteren door f en g. De
variabele zullen we met z of ¢ noteren en de functie die we zoeken is de u.

5.1.1 Separabele d.v.

Differentiaalvergelijkingen van de vorm

o = f (u)g(3) |
heten separabel. We zoeken een differentieerbare functie z +— u(z) zodat
¥ (z) = f (u(z)) g (). Voor ‘nette’ functies f en g kunnen we deze differen-
tiaalvergelijking oplossen door scheiding van variabelen (let op bij f (u) = 0;
nulpunten van f leveren constante oplossingen):
!

7 =9

en vervolgens te integreren

T u-"(s) dd T £
s f(u(s))d“*fx.,g( ey

De substitutieregel via v = u (s) levert

[ pigao= [[ot0as

65
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Als we primitieven van v — ?'(Lu'j en van s — g (s) kennen, noem ze respec-

tievelijk H en G, dan vinden we dat een oplossing u voor een of andere c € R
voldoet aan H (u(z)) = G () + c. Als we ook nog de inverse functie van H
kennen dan vinden we oplossingen :

uc (z) = H™ (G (=) + c) :

Vergeet de nulpunten van f niet. Als f een of meer nulpunten p; heeft dan
zijn er bovendien nog de oplossingen

ui () = pi.

5.1.2 Homogene d.v.

Differentiaalvergelijkingen van de vorm
. u
T oo A
u=Ff (z) . (5.1)

heten homogeen en kunnen we oplossen via substitutie u (z) = zv(z). De
differentiaalvergelijking wordt

20 +v =1 ()

en deze is separabel. De oplossingen vindt men via

5.13 Eerste orde lineaire d.v.

Een eerste orde lineaire d.v. is van de vorm
v +a(z)u=p4(z),

met a en 3 gegeven functies. Het oplossen verloopt in twee stappen.
1. Eerst berekent men de oplossingen van de gereduceerde d.v., u' + o (z) u =
0. Deze differentiaalvergelijking is separabel. Dus variabelen scheiden levert

u=00f‘:: = —a/(z) en via In [u(z)| = co — [* a(s) ds vinden we

u(z) = ce” J* afs)ds

Met [ a(s)ds wordt een primitieve van o bedoelt.

2. Vervolgens gebruiken we deze functies om een oplossing van de oorspronke-
lijke d.v. met B te vinden. Stel u(z) = cup(z) zijn de oplossingen van
de gereduceerde d.v. Gebruik nu de substitutie u (z) = c(z)us (z) (variatie
van constante) voor v + a(z)u = fB(z). Voor c(z) vind je de differentiaal-
vergelijking ;

d (z) up (z) + c(z) u (z) + a(z) c(z) un (z) = B (z)
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en omdat u}, (z) + a (z) un (z) = 0 volgt
¢ (z) un (z) = B ()

waaruit we ¢(z) kunnen oplossen.

Opmerking: Men kan de oplossing van zo'n eerste orde lineaire differentiaal-
vergelijking zelfs in een formule gieten. De oplossing van

{ v +a(z)u B(z)

u (0) : ug.

wordt z
(o) = uge™ 5o 4. [ oI el ) a.
0

5.1.4 Bernoulli en Riccati d.v.

Laat o en  gegven functies zijn. Een d.v. van het type
o +a(@)u+B(z)u =0met k#1

is naar Bernoulli genoemd. Na de substitutie v (z) = (u(2))*™* krijgt men
een lineaire d.v.
De d.v.

U +a(@)u+B(z)u? = f(z)

is naar Riccati genoemd. Als men (met geluk) één oplossing u; gevonden heeft,
dan volgt via de substitutie u(z) = v () + u1 (z) een d.v. van het Bernoulli
type voor v. Daarmee kan men de algemene oplossing vinden.

5.15 Exacted.v.

Een d.v. van de vorm
a , 0
-(,-ﬁf(:c,u) +u Ef(:c,u) _.0
heet ezact en heeft oplossingen die impliciet gedefinieerd zijn door

f(z,u) = ¢

De moeilijke stap bij exacte d.v. is het herkennen dat een differentiaal-
vergelijking met gegeven functies F' en G van de vorm

F(z,u) +v'G(z,u) =0 (5.2)

exact is of via een integrerende factor' exact te maken is. De test of deze
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differentiaalvergelijking exact is, is als de volgende:
a a
EF (zyu) = "a;G (z,u). : : (5-3)

Dat deze voorwaarde nodig is voor tweemaal continu differentieerbare? f zien
we door

a

a
EF (z,u) = u) = —G(z,u).

a0 9 o a
?ﬁ'&;f (.'E,U) = a_m%f(xa ) 9z

Men kan ook laten zien dat deze voorwaarde (53) voldoende is.

De impliciet gedefinieerde oplossingen van (5.2), f (z,u) = ¢, vindt men overi-
gens door

a%f(z,u)=F(z,u)=>f(x,a)=[:p(s,u)ds+c; (w)
te vergelijken met
%f(x,u)=G(x,u)_=>f(x,u)=£G(m,u)¢u+cz(x).

Voor het vinden van een integrerende factor zijn geen algemene regels te
* geven. Dat maakt het oplossen van een differentiaalvergelijking die via een
integrerende factor exact te maken is tot een vervelende puzzel. Zo is elk van
de voorgaande typen door een geschikte integrerende factor exact te maken.-
Hela.as is het vinden van die factor niet bijzonder constructief. Bijvoorbeeld
is p(z,u) = (zf (¥) —u)” ~1 een integrerende factor voor (5.1). Deze factor
is overigens gevonden door (5.1) als homogene differentiaalvergelijking op te
lossen(!) en in de differentiaalvergelijking voor v na scheiding weer u te schri-
jven. :

De moraal is dat je eerst onderzoekt of de differentiaalvergelijking van een van
de andere typen is en pas dan probeert deze als exacte differentiaalvergelijking
te schrijven en op te lossen.

! Overigens is de functie &, u 1 u (z,u) een integrerende factor voor (5.2) als
[ p(z,u) F (z,u) + u'p (z,u) G (z,u) =0

exact is en als bovendien geldt p (z,u) # 0. j

2Een functie heet continu differentieerbaar als de functie differentieerbaar is en boven-
dien alle eerste afgeleiden continu zijn. Hij heet tweemaal continu differentieerbaar als hij
tweemaal differentiaserbaar is en continue tweede afgeleiden heeft.
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5.1.6 Voorbeelden en opgaven

Voorbeeld 20
We zoeken een functie = — y (z) die voldoet aan de d.v.

22+ (2 + 4 7Y)y = 0. (5.4)
Deze differentiaalvergelijking is noch separabel, noch homogeen, noch lineair,
noch van Bernoulli of Riccati’s type. Blijft over exact of exact te maken.

Als deze exact is, dan zou met F (z,y) = 2z en G (z,y) = 2% + 4y%¢¥ de
voorwaarde (5.3) moeten gelden. We vinden echter %F (z,y) = 0 # 2z =

%G (z,y) - De laatste hoop lijkt het vinden van een integrerende factor.
Probeer u = p(z) . Dan wordt de d.v. exact als

5 (MO F @) =0 =200+ + &%) i (2) = 5 (1@ G @0)).

De enige functie z - u(z) die daaraan voldoet voor alle z en y is p(z) = 0
Dit is dus geen succes.
Probeer p = p(y) . Dan wordt de d.v. exact als

35 (0) P @) =204 ) = 2018(4) = = () G ().

T

Hier is wel een niet-nul oplossing te vinden. De vergelijking ¢/ (y) = u(y)
heeft als een oplossing u(y) = e¥.Door de d.v. met e¥ te vermenigvuldigen
vinden we de exacte d.v.

2ze¥ + (z?e¥ + 4°) 3/ = 0.
Met primitiveren van 2ze¥ naar z vinden we
(z,9) = f2n:e”dz =22e¥ + C) (y)
en door vervolgens f naar y te differentisren volgt 2%e¥ +C} () ==z 2eY 4 453,
Dus C) (y) = y* + Cz en daarmee krijgen we
(:r.,y) = z?eY +y4'
De impliciet gedefinieerde oplossingen zijn
22e¥@ 4y () =ec. .
Maple laten we enkele van de impliciete krommen z%e? + y* = ¢ tekenen:

)
()

Opgave 50 Laat zien dat de impliciet gedefinieerde krommen z2e¥ 4+ % = ¢
een vertikale raaklijn hebben als y < 0 en z = +2,/—y3¢~¥. Bij deze punten
kan men oplossingen van de bovensta.a.nde differentiaalvergelijking niet als een
functie z + y (z) beschouwen. 2ol
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Herschrijven we de differentiaalvergelijking in (5.4) naar de standaardvorm

. —2z

Y = 2 + 4y33-y

dan zien we dat we voor z = £2+/—y3¢~¥ een noemer gelijk aan 0 krijgen
en is ¢ niet gedefinieerd. Tenslotte een schets van de oplossing = — y (z) die
voldoet aan y (1) = 0.

o'k

-1.5 Ff1  -0.5 Op 0.5 1.5
X
; -045
Voorbeeld 21

Een voorwerp dat zich met snelheid v (v > 0) in een gas beweegt ondervindt
een wrijvingkracht evenredig met het kwadraat van en tegengesteld aan zijn
snelheid: F,, = —yv?. De differentiaalvergelijking die hoort bij de vrije val van
dit voorwerp is : '

mv = mg — 2.

We nemen m = 1, g = 10 en 7 = .004. De differentiaalvergelijking wordt

] 1 2
v' =10 2501}
Deze is separabel en scheiding van variabelen levert

T B 8
2500 — 2 250

De tweede mogelijkheid geeft de twee constante oplossingen v () = 50 en
v (t) = —50. De eerste mogelijkheid levert

(t) 1 ? t q 5 4
/,::0) 2500 — 02 ”_f., 280% = W0

Een primitieve van v i— m]':a‘[ vinden we door breuksplitsing:

of 2500 —v%=0.

S W WA (R, TR T
2500—v2 0 \p+50 v-50/"
Dus voor c € R
% (log (lv (¢) +50] ) —log (Jv (t) — 50| )) = g5t +c.

Enig omschrijven levert
log (

‘U(t)+50 ey
v (t) —SOD orads
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en met ¢ = ! € R volgt

v (2) —50| SRt
Nemen we ¢z € R\ {0} dan kunnen we de absoluutstrepen weglaten en vinden
we :

2
v (t) +50 = cze5’ (v (t) — 50) .
De gevonden oplossingen zijn:

2
5t +1

voorelkeecinR : v(t)=5{]cez_+,
ces' —1

De grafiek van 5 oplossingen van de d.v.

Opgave 51 De gebroken kromme heeft een asymptoot bij ¢ = 10. Wat is de
fysische betekenis voor het vallende voorwerp? L

Opgave 52 Een kogel wordt loodrecht omhoog geschoten met beginsnelheid
v (0) = 500. De snelheid voldoet aan de d.v. v/ = —10 — 7g? [v] . Met welke
snelheid zal de schutter de kogel opvangen? -

Hint: oplossen in stappen.

i. Totdat de kogel zijn hoogste punt geldt v = —10 — 5i5v%; bereken de
oplossing van het bijbehorende beginwaardeprobleem.
ii. Op het hoogste punt geldt v (tnp) = 0 en s (thp) = Jo the g (t) dt. Bereken
thp en 8 (thp) -
iii. Voor ¢ > tpp geldt v/ = =10 + ﬁwz met nieuwe beginvoorwaarde
v (thp) = 0. Bereken v (t) en s(t) = s (thp) + ff v (t)dt.

iv. Het tijdstip t,, van opvangen vinden we door s (o) = 0. (de vergelijking
voor ey hoeft u niet op te lossen)

v. De gevraagde snelheid is v (toy) . Geef een numerieke benadering.

—_—
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Opgave 53 Een blok hout dat over een glad oppervlak geschoven wordt,
ondervindt een constante wrijvingskracht van grootte f* tegengesteld aan de
bewegingsrichting: dus mv’ = f (v) met

—ft alsv>0,
f(v):{ 0 alsv=0, (5.5)
ft alsv<0.

We nemen f*/m = 1. Bereken alle oplossingen v : [0,00) — R van deze d.v.
die voldoen aan v(0) = 5. Bereken ook alle oplossingen v : (—00,10] — R
die voldoen aan v (10) = 0. (Oplossingen zijn hier continue, stuksgewijs differen-
tieerbare functies waarvoor de d.v. geldt met uitzondering van hoogstens eindig veel
punten.) b

Opgave 54 Bereken de oplossingen = — u (z) van

a. o =% e. u' =uazsin(u);

b. W=22(1+4?); - f o/ =sin (%);

c. v =u+sin(z); g. sin(u)v = z;

d. ¥ =usin(z); h. (zusin(u) — zcos (u) ) v = ucos (u).

e

5.2 Motivatie voor kwalitatieve aanpak

De meeste, differentiaalvergelijkingen zijn niet op te lossen door de oplossing
in de vorm van een of andere formule expliciet op te schrijven. Behalve voor
de paar bovengenoemde types is dat zelden mogelijk. Al kan men dan geen
formule vinden, vaak kan men wel laten zien dat er een oplossing is en men
kan zelfs eigenschappen van deze oplossing geven. '

. Als voorbeeld beschouwen we

{u'(t) = 1(1';(:))2”2, (5.5)'

u(0) =

Dit beginwaardeprobleem heeft geen oplossing die met standaardfuncties ge-
schreven kan worden. Enkele vragen die zonder direct ‘uitrekenen’ opgelost
kunnen worden zijn de volgende.

® Heeft dit beginwaardeprobleem een oplossing?

e Heeft dit beginwaardeprobleem precies één oplossing?
e Voor welke ¢ € R bestaat de oplossing?

® Hoe kunnen we de oplossing (numeriek) benaderen?

FIF IR EIREE W i3 4 L O e R B L aiame a

Allereerst zullen we a.fsprekeﬁ wat we onder een oplossing van een gewone .

differentiaalvergelijking verstaan. Overigens noemen we een differentiaalverge-
lijking gewoon als er alleen afgeleiden naar één variabele in voorkomen.
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Definitie 5.2.1 Zij f een continue functie. Een oplossing van de 1° orde
gewone differentiaalvergelijking

o' ()= f(tu) -

is een continu differentieerbare functie u (een functie is bepaald door func-
tievoorschrift en definitiegebied) met

i. een open.interval (T~,T+) C R als definitiegebied,
ii. de vergelijking o' (t) = f (t,u (t)) geldt voor allet € (T~,T").

Dit open interval (T'~,T*) heet het existentie-interval.

We zullen voor T~ eveneens —oo en voor T+ ook +00 toelaten. De eisen voor

T* samengevat:
—00<T™ <Tt < o0

Opmerking: Soms beschouwt men een differentiaalvergelijking met rechterlid
f dat niet continu is. Denk aan het schuivende blok hout in de vorige paragraaf.
Als u— f(t,u) niet continu is dan kan men niet verwachten dat de oplossing overal
differentiaarbaar is. Om dit precies te formuleren zouden we bovenstaande definitie
moeten uitbreiden. Voor functies f die stuksgewijs continu zijn wordt noemt men u
een oplossing als ¢ — u (t) continu en stuksgewijs differentieerbaar is en wanneer aan
de differentiaalvergelijking is voldaan uitgezonderd de punten waar u +— f (t,u) een
sprong maakt. - :

Voorbeeld 22
Voor de vergelijking «' = u? vinden we de volgende oplossingen.

i. Voor elke ¢ € R hebben we de oplossing

u : (—00,¢) — R met u(t) =c_i_t'

ii. Voor elke ¢ € R hebben we de oplossing

u: (c,00) — R met u(t) = c_i_t

iii. Bovendien nog de oplossing

u:R— R met u(t) =0.

Als deze differentiaalvergelijking de baan van een deeltje zou beschrijven met
bijvoorbeeld u (0) = 1 dan wordt de oplossing die aan deze voorwaarde voldoet:
u: (—00;1) — R met u(t) = ti5. Voor ¢ T 1 zou het deeltje in oneindig
‘verdwijnen’ (waarschijnlijk is de g.d.v. daar geen goed model). Er lijkt geen
goede reden te verzinnen waarom dit deeltje vervolgens via u : (1,00) = R
met u (t) = 1 uit —oo terug zou komen.

Het maximale existentie-interval is bij bovenstaande oplossingen achtereenvol-
gens (—o00,1), Ren (1,00). . —
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Voorbeeld 23
Neem o € R. De differentiaalvergelijking in

{ () = 1-(u())?
u (0) a

Il

is separabel. Zoals in het vorige voorbeeld vinden we na enig rekenwerk

Q+a)e*-(1-a)
(I+a)e®+(1-a)

u(t) =

Voor elke beginvoorwaarde is er precies één oplossing en

u:(-m(\/%)-,+oo)—»m; (5.7)

u: (—o0,+00) — R;

u:(-—oo,ln(‘/-:—f:_—i'—}))—rk.

Merk op dat ook de oplossingen van deze differentiaalvergelijking niet voor alle

voorl < a:

voor —1<a<l:

voor a < —1:

‘@ op de hele R bestaan. Voor |a| > 1 hebben de oplossingen een asymptoot.

Het betreffende interval, hier is dat bijvoorbeeld (—In (ﬁ‘ﬁ‘{—} ) ,400) voor

1 < @, is het maximale existentie-interval van de oplossing. Vijf verschillende
oplossingen zijn in het volgende figuur weergegeven.

—'2-4- l1

-4

|
|
oplossingen voor a = 2,1, 1?'5, -1, --%

Voorbeeld 24
Voor de d.v.

3t v @)]

<
|

=
I
=]

—_——
e—-
—_
)
S
I
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kunnen we bij o = 0 meer dan één oplossing vinden: bijvoorbeeld
' 0 voor t < —1,
< 32 .
v(f-)-'—{tg Eg:i;gj env(t)={ —(1-#)} voor ~1<t<1,
I (#2-1)2 wvoort>1.

In dit voorbeeld is de functie f (hier f (¢,v) = 3t{/|v[) niet differentieerbaar
naar v in (¢,0). e

We zullen nog zien dat voor

{ v (t)

f(t,v)
v (0) v

geldt:

f differentieerbaar

Y
voor iedere vy precies één oplossing

Opgave 55 Bereken alle oplossingen van

i
{20
i {g 2o
iv. {“'(f) = tyu(t)+u(),

1~
—
o
—
|
=
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Opgave 56 We beschouwen het b.w.p.
' o (t) = 2t /Ju ()] + 243,
% (0) = 0.

i. Laat zien dat iedere oplossing voldoet aan u (t) > 0.

ii. Gebruik de substitutie u (t) = %02 (t) om (een) oplossing(en) te bereke-
nen.

iii. Vindt men via deze substitutie alle oplossingen?
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5.3 Van hogere orde naar 1°¢ orde stelsel

In plaats van voor elke orde differentiaalvergelijking opnieuw het beginwaarde-
probleem te beschowen kunnen een n%-orde differentiaalvergelijking herschrij-
ven als een stelsel van eerste orde differentiaalvergelijkingen. Voor een eerste
orde stelsel laat zich beginwaardeprobleem bijna net zo als een eerste orde
vergelijking behandelen.

Als voorbeeld beschouwen we het beginwaardeprobleem met een vijfde orde
g.d.v.

M (t) = f (t, v, 'Ui, vii, .viii, .u.iv ,
v(0) = o,
v (0) = v,
Ufu (0) = Us,
,uw (O) = 4.

Met romeinse cijfers hebben we hier het aantal malen differentiéren aangegeven.
Dit beginwaardeprobleem is te herschrijven tot -

7@ = F(40), e
g = Up.
We vinden (5.8) via de substitutie
v (t)
» v (t)
UiR)=] ")
viit (t)
,viv (t)
en
U ' CUs
U, Us
F t,| Us = Uy
Uy Us
Us f(taUhU?:U&U*hUS)

Voorbeeld 25
De slinger met wrijving wordt beschreven door

9" = -9 ging — —k-é"
14 m

met g de gravitatieconstante, £ de lengte, k de wrijvingsconstante, m de massa.
Via U; = 6 en Uy = @ herschrijven we naar

ﬁ*=ﬁ(ﬁ)

Fl U = Uz
U, ~§sinlUy — £Uz )~

™

Als het rechterlid, F (U) . niet (expliciet) van de tijd afhangt zoals in het
bovenstaande voorbeeld, dan heet de differentiaalvergelijking autonoom.

met

R

—p——g—————
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Opgave 57 De vertikale beweging van twee gewichten verbonden door veren
zoals in volgende figuur wordt beschreven door
myuf + ciug + ¢ (ug —ug) =0,
mouy + ¢z (ug —u1) = 0.
Hierbij is u1, 2 de uitwijking ten opzichte van de evenwichtsstand. Schrijf deze
gekoppelde tweede orde differentiaalvergelijkingen als een eerste orde stelsel.

(5.9)

Opgave 58 Met een elastiekje kun je niet duwen. Dat zorgt ervoor dat de
vertikale beweging van een gewicht aan een elastiekje beschreven wordt door

mu” =mg — f (u) (5.10)
waarbij

_ ] yu alsu>0,
f(_u)_{[] als u <0.

We verwaarlozen de wrijving. Hier is u de naar beneden gerichte uitwijking
van het gewicht ten opzichte van de rusttoestand van de onderkant van het
elastiekje zonder gewicht. We nemen g = 10, m = 15 en ‘veer’-constante
v=4%

i. De algemene oplossing van mu” = mg — yu is

5
u(t) = zta sin (2t) + ¢; cos (2t)
met ¢;,c; € R. Bereken de algemene oplossing van mu” = mg.
ii. Bereken de oplossing van (5.10) met ' (0) = 0 en u (0) = 4.

iii. Bereken de oplossing van (5.10) met v’ (0) = 0 en u(0) = 6. Let op, bij
u (t) = 0 verandert het functievoorschrift. '

iv. Laat zien dat deze twee oplossingen periodiek z1_|n en bereken hun peri-
ode.

v. Behalve de constante oplossing u = 3 zijn alle oplossingen van (5.10)
periodiek. De periode is echter niet voor iedere beginvoorwaarden gelijk.
Bereken indien mogelijk de minimale en de maximale periode.
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5.4 Existentie en eenduidigheid van het beginwaarde-
probleem

Ook als we geen expliciete formule voor de oplossing van een differentiaal-
vergelijking kunnen vinden kan die oplossing wel bestaan. In dat geval kan
men proberen de oplossing bijvoorbeeld via numerieke methoden kunnen be-
naderen. Men moet dan wel weten dat er één oplossing te benaderen is.
Als er meerdere of zelfs geen oplossing bestaat kan men niet verwachten
dat de benaderingsmethode elke of geen oplossing vindt. Bijna iedere be-
naderingsmethode voor een beginwaardeprobleem levert één functie zelfs als
er meerdere oplossingen zijn. In het beste geval is deze functie één van de
oplossingen. .

Voordat men de differentiaalvergelijking oplost of benadert is het aan te beve-
len, al een uitspraak te doen over het al of niet bestaan van een oplossing en
bij voorkeur in te zien dat het bijbehorende beginwaardeprobleem precies één
oplossing heeft. In deze paragraaf zullen we een van de belangrijkste resultaten
in deze richting bekijken.

Beschouw - )
{ Uiy = & (59); (5.11)
U(to) = Uos

waarbij F gedefinieerd is op I x D C R x R"™. Hierbij nemen we aan dat I een
open interval is en D een open samenhangend gebied in R™ is. Zowel I als D
mogen onbegrensd zijn. Voordat we verder gaan spreken we af dat we voor
# € R™ de lengte van ¥ als volgt definiéren:

|7 = \/vE +v3+...+ V2. (5.12)

Een voorwaarde die existentie en éénduidigheid van het beginwaardeprobleem
in (5.11) geeft is de volgende. Merk op dat deze voorwaarde een eis geeft voor
F zonder dat we de differentiaalvergelijking proberen op te lossen.

Definitie 5.4.1
De functie F : I x D — R™ voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde als

i. F:Ix D— R" is continu,

ii. er is een getal L € RY zodat voor allet € I en U,V € D geldt

|F" (t,ff) —F"(t,fi)| 5Llﬁ‘—l7|. (5.13)
Het getal L heet een Lipschitz-constante van de functie U—F (t, U ) op IxD.

De bijbehorende stelling volgt.
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Stelling 5.4.2 (Lokale existentie en eenduidigheid) Stel dat F aan de
Lipschitz-voorwaarde voldoet op I x D. Dan bestaat er voor iedere (to, ffg) in
I x D precies één oplossing van (5.11). i

Dat wil zeggen, er is een getala > 0 en precies één functie U : [to,t0 + a] — R™
die aan het beginwaardeprobleem (5.11) voldoet.

Opmerking: Noem de oplossing op [to, %o + a] even ffmht,. Uit symmetrie overwe-
gingen (schrijf s = —¢ en bekijk de d.v. met s) zien we dat er ook een getal b > 0
is en precies één functie ffunk, : [to — b,tg] — R™ die aan het ‘eind’waardeprobleem
(5.11) voldoet. Definieer vervolgens '

700y _ f Urecnts (£) als £ € [to,t0 +a),
U“)_{ ﬁui (t) alste[t: —ob,to}‘

De functie U is differentieerbaar op (to — b,to + a) en voldoet aan de differentiaal-
vergelijking (controleer dat U differentieerbaar is in to en dat U’ (to) = F (to, U (tg)) )-
We mogen dan zeggen dat:

Onder de voomaardenﬂmn Stelling 5.4.2 zijn er getallen a,b > 0 en bestaat
er precies één functie U : [to — b, to + a] — R™ die aan (5.11) voldoet.

Opmerking: Zij U een oplossing die strikt binnen I x D ligt. Dat wil zeggen: voor

het existentie-interval (T'—, T) geldt [T'=,T+] C I, en er is een ¢ > 0 zodat U (t)

voor elke ¢ € (T'~, T) minstens afstand c tot de rand van D heeft. Dan geldt dat
M:sup{|ﬁ (t,ff(t))l T <t<Tt}

is eindig. Voor s,t € (T~,T+) met s < t volgt dan dat

[ﬁ'(r)df z'[tﬁ(r,[—f(r))d;'

<

40 -0

IA

Daarmee is de functie I/ uniform continu® op (T~,T*) en bestaat limy 1 U (t) en
limy - U (2) .
‘We hebben in (5.14) gebruikt dat

' l./:tf('r)d'r 5[:,f{-.-)|dr.

®Een functie f heet uniform continu op een interval I als geldt:

voor alle € > 0 is er een 6, > 0 zodat voor alle z,yel,

als |z —y| < &, dan |f(z) - f(y)| <e.

Het verschil met ‘gewone’ continulteit is dat bij uniforme continuiteit & niet van mag
afhangen. De functie f (z) = sin 2 is bijvoorbeeld continu op (0, 1) maar niet uniform continu
op (0,1): . i

Ter herinnering nog even continuiteit op I uitgeschreven. Een functie f heet continu op
een interval I als geldt:

voor alle x € I en'alle € > 0 is er een be,z > 0 zodat voor alle yel,
als |2 —y| < e, dan |f (z) — f(y)| <e.

/t |I?" (-r, 7§ (1-)) | dr < (t— ) M. (5.14) .
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Deze schatting kan men als volgt bewijzen. R I f(r) dr dan geldt
7 = w'f-if:i’-fzf(r)d'r=‘/zﬁ'-f(r)df5/.‘ |f;.. f('r)ld'rg
" B a8 5 .l-' a8
[1a|F@|ar=pm [ ]e)]ar

Als |#] = 0 is er niets te bewijzen. Voor |#] # 0 mogen we in de laatste schatting door
|#] delen en volgt het gevraagde resultaat.

IA

Met behulp van deze lokale st.el].lng kunnen we laten zien dat een oplossing van
een differentiaalvergelijking ruw gezegd niet ‘zo maar ergens’ kan ophouden.
Grof gezegd zijn er drie mogehjkheden waar de oplossing ¢ +— U (t) kan

ophouden: 1) ¢ komt buiten I, 2) U komt buiten D, of 3) |U | wordt oneindig.
In de volgende stelling proberen we dat iets netter te formuleren.

Stelling 5.4.3 Stel dat F': I x D — R™ aan de Lipschitz-voorwaarde voldoet.
Dan bestaat er voor iedere Uy met (tg,’ l':f'o) € I x D een oplossing t — U (t)

{ o) = F(87), 6.15
Up) = Up.

We noteren door (T~,T+) C I het maximale existentie-interval van U. Er
geldt dat:

m

i T+ al, i %
of U(t) — 8D alst1 T, :
of lfj(t)‘ — oo alst]TH;

m

of U() — 8D alst|T, L
of |Ef(z)| = oo alst|T-.

el

Hier is (T~,T") dus niet mazimaal.
De laatste uitspraken betekenen dat de oplossing niet zo maar ergens binnen
I x D kan ophouden.
Bewijs: Met Stelling 5.4.2 vinden we dat er een @ > O is en een U : [to, to +a] — R™
die voldoet aan de differentiaalvergelijking. Als (to +u,0 (to+ a)) in 1 x D ligt
kunnen we een nieuw beginwaardeprobleem opstellen
'
7o = P7) (516
V (to +a) ;

Vo

I

I

met Vo = U (to+a). Volgens Stelling 5.4.2 is er een getal & en precies één functie
V : [to+a,to+a+a] — R" die aan het beginwaardeprobleem (5. 16) voldoet. Net
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als in de bovenstaande opmerking kunnen we de oplossing U uitbreiden met V
tot een functie U : [to,to+a;] — R™ met a; = a+ & > a die aan het begin-
waardeprobleem (5.11) voldoet. We kunnen dit herhalen en vinden een groeiende
1ij existentie-intervallen (fo, %o +a), (fo,f0 +a1), (to, o + az) enz. Noteer I = (4,r).
Er kunnen drie dingen gebeuren: '

i eriseenﬂzodatta-i-an:r,‘of
i, limp oo @n =7, of

i, lim, o, =a* <r.

In het eerste en tweede geval geldt T+ € 1.
Het derde geval blijft over. Opnieuw mdeten we onderscheid maken.

i. U (t) wordt onbegrensd als ¢ T a*, of
ii. U (t) gaat naar de rand® van D als £ T a*, of

iii. U (t) blijft binnen D, houdt afstand tot de rand van D en blijft begrensd als
t T a*.

In de eerste 'ff(t)l — 00 en tweede geval U (t) — 8D.

In het derde geval volgt met behulp van (5.14) dat U* = lim;ya- U (£) bestaat. We
kunnen de functie U uitbreiden tot in a* en opnieuw het beginwaardeprobleem in
(5.16) beschouwen waarbij a vervangen is door a*. Volgens Stelling 5.4.2 kunnen we
de functie U nog verder uitbreiden.

Metanderewoorda‘zreaf,of|ﬁ(t}| —ooalstla*of U(t) — 0D als t T a*.
o

Vaak is het erg lastig om de Lipschitz-voorwaarde te bewijzen. Voor continu
differentieerbare functies F' kunnen we gebruik maken van de middelwaarde-
stelling. Volgens de middelwaardestelling s er voor een differentieerbare functie

f :R™ — R voor iedere @, 7 € R™ een § binnen het lijnstuk [, 7] zodat

f@-1@=vf(3) @-9.

Dit volgt onmiddelijk uit de middelwaardestelling voor functies van één vari-
abele toegepast op g (t) = f (7+1t (@ —7)).

We kunnen hiermee de volgende hulpstelling bewijzen.

Hulpstelling 5.4.4 Voor een functie (t, L“r) > F (t, ﬁ) geldt het volgende.

ﬁ", is continu differentieerbaar op R x R™;

4
F voldoet op elk begrensd gebied I x D van R x R™ aan de
Lipschitz-voorwaarde.

Bewijs: We schrijven F = (R, ..., F,) en nemen
= max{IVF, (t,ff)
Door bovengenoemde middelwaardestelling te gebruiken vinden we voor iedere com-

ponent F; dat :
|P1! (t)m_Fi(taml <¢ lﬂ—gf

;15i5n,:ef,3eﬁ}.

‘....er is een rij {tn} met tu 1 a* en U (t,) — U* € 8D. Met wat moeite kan men laten
zien dat dan zelfs limyrq- U (t) = 0.
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en dus ook
|F @) - Fe.o| < vmela-a.

Daarmee voldoet L = y/n¢ als Lipschitz-constante. ' o

Opmerking: We zullen nog zien dat indien de Lipschitz-constante L onafhankelijk
van het gebied I x D C R x R™ te kiezen is, het maximale existentie-interval van de
oplossing (—00, 00) is.

Opgave 59 We gaan even terug naar de opgave op bladzijde 78. Is de functie
u +— mg — f (u) gedefinieerd in (5.10) differentieerbaar? Voldoet deze functie
aan de Lipschitz-voorwaarde? Als we de d.v. als stelsel schrijven dan vinden

' ;
u =(u v
=F = :
(v) (U) (9—%f(u))
Laat zien dat L = 1+ ;L een Lipschitz-constante voor Fis. Adly

Opgave 60 Is de functie f in (5.5) op bladzijde 72 Lipschitz-continu?

Voorbeeld 26
Het voorbeeld op bladzijde 72 waarmee we begonnen is als volgt:

{ d(t) = @)+,
u(0) 1.,

De functie F (t,u) = u? + t? is continu differentieerbaar en voldoet dus aan
de Lipschitz-voorwaarde op ieder begrensd gebied in R x R. Volgens Stelling
5.4.2 is er a > 0 en een unieke oplossing op [—a,a].

We bekijken nog even welke L we als Lipschitz-constante kunnen nemen en
beschouwen voor R > 0 de verzameling I x D met I = [-R,R] en D =
{u € R™; |u| < R}. We laten zien dat op dit gebied L = 2R voldoet. Dat zien
we als volgt:

als |u| < R, o] < R, |t| < R dan

|F (t,u) —F(t,ﬂ)| = |u2 —‘02| =
= fu+olfu—v| < (jul+ o] ) fu—v| <

<2R|u—v|.

Er is geen Lipschitz-constante die voldoet op R x R.
Volgens de Stelling 5.4.3 is er een maximaal existentie-interval (I'~,T7) en
er geldt T+ = oo of limyp+ |u(t)| = co. De derde mogelijkheid zou zijn dat
u(t) — 6D gaat. Omdat we R willekeurig mogen nemen betekent dat opnieuw
limgtp+ [ (t)] = oo. Omdat F (¢,u) > 0 geldt weten we dat u een stijgende
functie is. Er blijft over: '

Tt=00 of limu(t)=oco.

1T+

Eenzelfde redenering laat zien dat

T -=-00 of lim u (t) = —o0.
tiT-
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Iets dergelijks geldt meer algemeen:

Gevolg 5.4.5 Stel dat F' continu differentieerbaar is op R x R™. Dan is er
een maximaal existentie-interval (T, T") met T~ € [~00,0) en T € (0,00]
waarop de oplossing U van het b.w.p. (5.11) bestaat.

Bovendien, als Tt < co dan .

lim |ff(t)| = o0,

1T+ ]

en als T~ > —oo dan -
tlll’?'l lﬁ(t)l iz

Opgave 61 Welke van de volgende differentiaalvergelijkingen voldoen aan
de Lipschitz-voorwaarde? Bereken zo mogelijk een Lipschitz-constante op een
geschikt gebied.
a. o =u?+usint; e. u'=|ul;
A 1+t

i f. (tz o uz) u' = 3tu;

e o=yt g (1+8+u?)u =3t

r_ af_u? ‘u"=sin(u—w)
a U= m— , h. {v’=t+‘u

—_—

Opgave 62 Welke uit bovenstaande differentiaalvergelijkingen hebben precies
één oplossing die voldoet aan u (0) = 0 (voor h. v (0) = 0 toevoegen)? ___,

Opgave 63 Voor welke uit bovenstaande differentiaalvergelijkingen weet je
dat bij iedere beginvoorwaarde het maximale existentie-interval (—co,c0) is?

- Gebruik de opmerking op bladzijde 83. = Y
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5.5 Bewijs locale existentie- en eenduidigheidsstelling

In de cerste stap van het bewijs wordt bij een differentiaalvergelijking een

rij functies geconstrueerd waarvan men verwacht, en later ook laat zien, dat
deze rij naar de oplossing convergeert. Op dat moment heeft men echter deze
oplossing nog niet. Net zoals elke stijgende begrensde rij in R een limiet heeft
kan men een voor functierijen een criterium geven zodat een rij functies die
aan dit criterium voldoet een limiet heeft. Deze limiet is opnieuw een functie.
Het criterium wordt slechts geformuleerd in Propositie 5.5.3 en zal hier niet
bewezen worden.

In ons geval zal de limiet van de functierij een kandidaat zijn voor de oplossing
van de differentiaalvergelijking. En inderdaad kan men laten zien dat dit zo is.
Bovendien geeft de bovengenoemde benaderingsmethode vrij snel een idee hoe
de oplossing zich vlak bij de beginvoorwaarde gedraagt. Daarnaast gebruikt
het bewijs op diverse plaatsen de Lipschitz-voorwaarde. Dit verklaart waarom

juist de Lipschitz-conditie geschikt is voor existentie en eenduidigheid.

Existentie wordt bewezen in drie stappen:

e benadering via Picard-iteratie;
e begrensdheid van de benaderingen;

e convergentie van de benaderingen.
Hierna bewijzen we de eenduidigheid.

In plaats van de beginwaardeprobleem

U = F(t,0),
{3(0) - 61,( ) e

te beschouwen, beschouwen we de integraalvergelijking
— — t e —
7 () = Oo + ] F (5,0 (s)) s (5.18)
8=0

De integraalvergelijking volgt uit de diﬁere_l}tiaalvergelijking door eenmaal te
integreren. Als we bovendien weten dat U differentieerbaar is dan zien we
dat een functie U die aan (5.18) voldoet ook aan het beginwaardeprobleem
voldoet.

Opmerking: We hebben hier tp = 0 genomen. Dat we dit zonder verlies van
algemeenheid kunnen doen ziet men door de substitutie V (t — to) = 7).

Aanname. In de rest van het bewijs zullen we veronderstellen dat F aan de
Lipschitz-voorwaarde voldoet op [0, 7] x {ﬁ e R |11’ - [}u‘ < d} met constante
L.
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55.1 Picard-iterati

Allereerst een benaderingsmethode voor het oplossen van het beginwaarde-
probleem. De Picard-iteratie voor (5.17) is als volgt gedefinieerd:

voor n.=0: Uo(t} = T,

voorn>1: Up(t) = Uo+/ sU.... s))ds

We laten zien dat de aldus iteratief geconstrueerde rij (vector-)functies { ff,,}w

n=0
de oplossing U benadert.
Als deze rij convergeert (wat is convergentie voor functm'r') dan hopen we dat
die limiet een differentieerbare (vector-)functie U is die aan de differentiaal-
vergelijking met beginvoorwaarde voldoet. Schematisch:

Bty =il & / F (5,0n-1(s)) ds

i? | Sﬂi?

t

Uo + f F (s, U (s)) ds.

=0

#

I~

g )

De vraagtekens zullen we onderzoeken. Als we kunnen laten zien dat U continu
is, dan is s — F (s, U (s)) continu en is de primitieve van deze laatste functie

differentieerbaar en volgt vit U (t) = Uy + LLM F (s,ﬁ (s)) ds dat
U@t =F (t,ﬁ(t)) en U (0) =

Voorbeeld 27 ;
De Picard-iteratie voor ons favoriete voorbeeld

ol o=t R,
u (0) 1,

levert

_ t |
w(® = 1+ [ (+s)ds=1+1+47,
0
¢ 2
u(t) = 1+/ ((1+s+%s3) +32)ds=
0
= 1+t+82 4+ 35 + 1t + 245 + &4,
ug(t) = 1+t+t2+§t3+§¢4 +E565+ B854
+ 5t + gagtS + Thant’ + shst'0+
4
+ ol + ot + st + bt



Bewijs locale existentie- en eenduidigheidsstelling ' 87

ug(t) = 1+t+e2+ 383+ 24+
+ 3845 + St5 + 312t7
1333 48 4019 ;9 , 12641.10
+—§—'3 + 13a0t t s67008 T

11 262259 112 869983 ;13
+ Tant | + et +msg: *:
5800099 ;14 | 4937794 415 , 133577671 416
+ 3iosd02000  + G3s5I2TEL T 20864824000 T
842320 .17 , _ 23072041 18 44916481 ;19
+ g3ss19875¢ T T80729270000 T Za9s6731R006° T

524417 20 21 4282079 2
+ 8513505000t + sotsoessseoot-. + Wa%%mﬁ

45901 25
+ 30477655187 G 10?270163000t + 48271573350000t i
i 126 + 117632 t2'? 128 £
15846728625 14119435204875 1%55320
1 1
+ somosErEt . + ToRSTROmTEL
enz.
8
6
4
2
R o TR il Y |

ug tot en met ug

De Picard-benaderingen voor dit beginwaardeprobleem zijn gedefinieerd voor
alle't. Voor t voldoende klein kan men laten zien dat de rij u, (t) naar u(t)
convergeert met u de ‘echte’ oplossing. Voor grote ¢ convergeert de rij u, (%)
niet. Als we even vooruitlopen kunnen we het laatste beargumenteren. Op
bladzijde 97 zullen we laten zien dat voor het maximale existentie-interval van
u geldt dat T+—< oo. Lo

Opgave 64 Bereken deleerste 5 Picard iteraties voor ¥’ = u met beginvoor-
waarde v’ (0) = 1. . iy

Opgave 65 We beschouwen het beginwaardeprobleem
o o= w41,
u(0)

i. Bereken de eerste vier Picard-iteraties (up,u1,us en us).

. Bereken de oplossing en vergelijk de Taylor-reeks van de oplossing met
deze Picard-iteraties.

iii. Tot welke term komt de nd®-Picard iteratie overeen met de Taylorreeks?

—_—
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5.5.2 Uniforme convergentie voor functie-rijen

De rest van 5.5 laat enkele wiskundige achtergronden zien van het bewijs van
de existentie- en eenduidigheidsstelling. Het eerstvolgende deel is de reeds ge-
noemde volledigheid van de verzameling van continue functies op een gesloten
en begrensd interval. Men kan dit deel eventueel overslaan en direct verder
naar 5.5.5 gaan.

Definitie 5.5.1 Zij J een gesloten en begrensd interval in R en laat u een
continue functie van J naar R zijn. Zij {un}  een rij continue functies van
J naar R, J

We zeggen de rij {un}5>, convergeert uniform op J naar de functie u als

hmmaxlun() u(t)| = 0.

n—oo teJ

1

Voorbeeld 28
Definieer voor n € Nt

1-nz voorze€ [0,2],
12
n? ﬂ

1  wvoorze (3,2] ! s B

1.5 2

~ Dan convergeert de rij {un}22, puntsgewijs naar de functie u (z) = 1. Punts-

gewijs wil zeggen voor elke z € [0,2] geldt limp_,oc un (z) = u(z) . En inder-
daad, voor z = 0 geldt uy () = 1 voor alle n € N* en voor z > 0 nemen we
ng zodat ng > £. Voor alle n-> ng geldt up (z) = 1 en dus limp_,c0 un (2) = 1.
Omdat maxe s |u, (£) — 1] = |un (3) — 1| = |0 — 1| = 1 convergeert de func-

tierij niet uniform. SR
Opgave 66 Laat zien dat de rij {un}5, gedefinieerd door u, (z) = H22~ op
[0,1] uniform naar de nulfunctie op [0, 1] convergeert.
Convergeert u;, puntsgewijs of uniform op [0,1]? En op [0, 3]? il i
‘We gebruiken verder de volgende notaties:
| C(J)={u:J — R;u is continu op J}
en de mazimum-norm
l[lloo, 5 = max ju ()] - (5.19)

C (J) is de ruimte van continue functies op J met norm |“lloo,s - Een norm is
een afspraak om de ‘grootte’ te bepalen.

Definitie 5.5.2 Een norm ||-|| op een vectorruimte V (bijuoorbeeld C (J)) is
afbeelding van V naar R* U {0} die voldoet aan de volgende drie eisen. Voor
alleu,v €V en c € R geldt:

i. ||ul| =0 dan en slechts dan als u = 0;
ii. [leul| = |ef [|ull

#i. ||u+ | < |lul| + |jv]| , de driehoeksongelijkheid.
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Als we willen aangeven dat we continue (vector-)functies met k componen-
ten bedoelen, dan schrijven we C (J;R*). We gebruiken eveneens ||@]|,, ; =

max |& (t)l

Propositie 5.5.3 Zij J een gesloten en begrensd interval in R en laat {un};2 g

een 1j functies zijn in C (J).

Als er voor iedere € > 0 een getal N, bestaat zodat voor alle m,n > N, geldt
"uﬂ e 1Ij”"-"c:o,..:‘r <g,

dan is er eenu € C (J) zodat

T fun — gy =0.

Opmerking: We kunnen de uitspraak ook als volgt formuleren: er bestaat een
continue functie u zodat de rij {1}, uniform naar u convergeert op J.

5.5.3 Begrensdheid van Picard-benaderingen

‘Voor functies die differentieerbaar zijn op R x R™ '15 er op ieder begrensd deel

I x D een Lipschitz-constante L. Zo 'n constante is er niet noodzakelijk op
geheel R x R™. Denk aan f (u) = u?. Als er L is die op elk begrensd deel I x D
voldoet dan heet L een uniforme Lipschitz-constante.

Voor het bewijs hebben we een vaste L nodig. Bestaat die dan kunnen we
dit deel overslaan. Zoniet, dan zullen we nodig hebben dat de benaderin-
gen althans voor kleine tijd binnen het gebied zullen blijven waar F aan de
Lipschitz-voorwaarde met constante L voldoet. We zullen hier laten zien dat
dit mogelijk is. Daarvoor kiezen we onderweg een geschikt tijdsinterval [0, a]
en laten zien dat die keuze inderdaad het beoogde resultaat geeft.

Herinner de aanname op bladzijde 85 en noem
M=max{|ﬁ[t,ff)|;0$i§renﬁ'€]ﬂ“ met |6—€’o| Sd}.

Vervélgens kiezen we ag € (0,7] zodanig dat

< —.
| W1
Met volledige inductie kunnen we nu het volgende bewijzen.
Hulpstelling 5.5.4 Zij ag zoals boven. Dan geldt voor alle n € N dat
X |U., - Ug] <d. (5.20)
Bewijs: 1. Voor n =0 geldt
omax [0o®) - To| =0<a.

2. Stel dat (5.20) juist voor n en bewijs (5.20) met n + 1 in plaats van n.

e e . T O e B



90 Eerste orde gewone d.v. en eerste orde stelsels

‘We nemen dus aan dat géldt

|t7 (t) - Uu|<d.

D(t{

Dan volgt voor ¢ € [0, ag] met ag zoals boven dat

Oura ) -0 =| [ F (5,00 ) | <

5-£=0|F'(s,ﬁn(s))|das'j:=onasnﬂMgd.

5.5.4 -C'onvergentie van Picard-benaderingen

Voor twee opeenvolgende functies uit de Picard-iteratie geldt:

UAROERACIE

V ( sU,. ) sUn_l(s)

< f lﬁ 3, ﬁn (3) 3 Unul () |
8=0
(nu gebruiken we de Lipschitz conditie)

t
s/ L
820

t
S >/;=0 i 012‘?%“5 |Un (T) i U"—l (T)I ds =

Un () = Un1 (s)] ds <

= o t
= Lﬂrg’g%(t IU,. (1) = Up-1 (‘r)| ]ﬂo lds =

= Lt max
o<r<t

t}n (T) Vi ﬁﬂ—l (T)I .
Voor alle t € [0, ag] geldt dus

lﬁ""'l ) - Ua (t)| <Lt orsl_lfgt |[;’.,, (1) — ﬁﬂ_l ('r)l :

Op dit punt kiezen we a in (0, ag] en wel zodanig dat La 5'%. Dan geldt voor
alle t € [0,a] dat

|U,,+1(t =T t)[ |U,. (1) = Upna ( r)|.

_20~:

en dus ook voor de maximum-norm (zie 5.19) op [0, a] geldt

Unt1 = ﬁ“"m,[o,a] = % "ﬁ“ i ff’“‘”

00,[0,a]
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Omdat dit voor iedere n € N geldt vinden we bovendien dat .

||{-jﬂ-|':l e ﬁn"w (0,0 — % "ﬁ ﬁn_l”w,{ﬁ,ﬂ] -
U"‘ U“'2”m,{o g = 2l" = l'r:.-r[’|lcx=,[0,c‘] -
Daarmee volgt dat voor m > n geldt
L
o “‘il (5“1 > ﬁ") < Z ”U"'“l U"" ol =
k=n oo,[0,a] k=n \%

m—1 g G
< g‘%" ”U1 - U’n”m 0,a] < 2“- ”Ul Uo"ac'u,[ﬁ

Derij {ﬁn}oo_ voldoet aan Propositie 5.5.3. Er bestaat dus een U € C ([0, a])
zodat 5

In] ;

||U T

Omdat U, uniform naar U convergeert vinden we dat ¢ — F' (t, U, (t)) uni-
form naar de functie t — F (t,ff (t)) convergeert op [0,a]. Als een functie

- uniform convergeert dan mogen we integraal en limiet verwisselen. We vinden

U(t) = lim Un(t) =
- t - —
=T+ lim f F (3,00 (s)) ds =
n—00 0
— t — —
= Uu+f lim F (s,U,.(s)) g
0 n—oo
-4 t —— —
=Ug+/ F(s,U(s)) ds
0
Bovendien volgt uit de continuiteit van U de differentieerbaarheid van de

functie £ — fg F (8, U (s)) ds en daarmee van U zelf. De existentie van een
oplossing op [0, a] is bewezen.

5.5.5 Eenduidigheid van de oplossing

Stel dat er twee oplossingen zijn op het interval [0, a] . Noem ze U en V. Omdat
geldt

t

U@) = Oo+ =Dﬁ"(é,ﬁ(s))ds
V) = ﬁo+f;ﬁ(s,ﬁ(s))ds,
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vinden we dat

() —ﬁ(s,?(s)))ds| <
< ‘/;0 |ﬁ (s,ﬁ(s)) -F (3,17(3))'(13 <

(en hier komt weer de Lipschitz-voorwaarde)

|ff(t) -f(t)| -

X v R g
< = < = =
< /’ =U_L_|U(s) V(s)l ds < L max |U(-r) [ uds=

= Ltolggt[U('r)—V(f)l.
Voor t € [0,a], en dus Lt < , vinden we

|ﬁ(t)-t?(t)| <} max |0 () -V ()| < 3|7 - 7

0<r<t

0,{0,a]

en daarmee dat

©0,[0,a] OStS

Dat impliceert ”ff —17|

=0 en er volgt dat U =V op [0,q].

ml[n'd]

5.6 Gevolgen voor autonome d.v.

Als het rechterlid van de differentiaalvergelijking niet van ¢ afhangt dan heet
zo'n differentiaalvergelijking autonoom. De existentie- en eenduidigheidsstel-
ling heeft enkele directe implicaties voor dit soort dJﬁerentla.a.lvergethmgen
We beschouwen

U =F (ﬁ) S (5.21)

L ]

Ge\_!‘:olg 5.6.1 Neem aan dat F aan de Lipschitz-voorwaarde voldoet. Als U
en V voldoen aan (5.21) en er zijn t1,t; zodanig.dat U (t1) = V (12) , dan geldt -

U (t+t1) = V (t +t2) voor alle t in het eistentie-interval.

Opmerking: Simpel gezegd: als oplossingen van een autonome differentiaalvergelijking
zich ‘snijden’ dan zijn ze op een tijdsverschuiving na deze]fde functie.

Bewijs: Wanneer zowel U als V oplossingen zijn en bovendien geldt dat U(t) =
V (t2), dan geldt dat U (¢ + 1) en V (¢ + t3) beide oplossingen van hetzelfde b.w.p.

zijn. Volgens de eenduidigheid bij Stelling 5.4.2 zijn ze dus gelijk. o
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Gevolg 5.6.2 Stlel F voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde en U is een oplos-
sing van (5.21). Als er ty # to zijn met U (t) = U (t2), dan is U constant .of
periodiek.

Bewijs: Zowel U (t+t1) en U (t + t3) zijn oplossingen van hetzelfde b.w.p. Volgens
de eenduidigheid bij Stelling 5.4.2 geldt U (t +t,) = U (t + ). Dan geldt, of U is
constant of U is periodiek en t5 — t; is een veelvoud van de periode. |

Opgave 67 Een student heeft bij een differentiaalvergelijking de volgende
grafiek van de oplossing gevonden:

Hij herinnert zich niet meer bij welke differentiaalvergelijking deze tekening
hoort: :

i)u = f(u); @) u’ = f(u); of iii) v’ =u' + f(u).
Welke van deze drie is de juiste? (De functie f is differentieerbaar.) ____,
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5.7 A priori schattingen

Een a priori schatting is een schatting van de oplossing voordat men deze heeft
berekend.

Hulpstelling 5.7.1 (Lemma van Gronwall, 1918)
Stel dat u € C ([0,0] ;R) en dat er L,co € Rt zijn zodanig dat

t
Ogu(t)$cu+/Lu(s)d3 voor t € [0,q].
: 0

Dan geldt
0<u(t)<cpe woorte|0,a].

Bewijs: Definieer ;
' U(t)=co+fLu{s) o
0
Dan geldt dat U is differentieerbaar en U’ (£) = Lu (t) . Bovendien vinden we dat
% (Hu@) = e (-Lve+v (t)) —e it (—LU (t) + Lu (:)) 3
=, Le-Et (u(t) —U(t)) <0 voortel0,qf

volgens de aanname. Integreren van 0 tot ¢ geeft

B (8) U (0) = fo t % (20 ()) ds < 0

u(t) < U (t) < U (0) = ety voor t.€ [0,a] .

Dit lemma kunnen we gebruiken bij het vergelijken van de oplossingen van i

{ﬁ’(t} = F(t0) (5.22)

-

0o = U

waarbij F:RxR"—R"

Stelling 5.7.2 Stel F voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde met constante L
en laat U,V : [0,T] — R™ oplossingen zijn van het bovenstaande beginwaarde-
probleem (5.22).

Dan geldt voor alle t € [0,T)

|ff(t)—ff(t)| 5&*160-1?4. (5.23)

De betekenis van deze stelling kan men samenvatten als:

lopiossz'ngen zijn continu afhankelijk van de beginvoorwaarde. |
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Anders gezegd, een kleine verandering in de beginvoorwaarde zorgt ervoor dat
de oplossing ook slechts weinig verandert (op elk tijdstip in [0, 7).

Bewijs: Definieer
\ u(t)=|t7(t)-t7{t)|.
Met de differentiaalvergelijking zien we dat
w@®) =|0 -V @)=
ﬁo+/;tﬁ(s,ﬁ(s))ds— Vo —j;

(driehoeksongelijkheid)

< ||+ | [ (o0 @) as- [F(s7@)as|<

t

F (s, Vv (s}) da| <

< |ﬁo = ﬁ:! -!I-/: |f'" (3,(3"(3)) —F (s,l?(s})! ds <

5_|ﬁo‘_ﬁ,\+fL|ﬁ(s)_fz(3)'|ds:
]

t
=Cu+f Lu(s) ds.
0

‘Het Lemma van Gronwall toepassen leidt tot (5.23). : o

Gevolg 5.7.3 Stel dat F aan de Lipschitz-voorwaarde op R x R™ voldoet met
een constante L. Dan is R het mazimale ezistentie-interval van iedere oplossing
van (5.22).

Bewijs: We bewijzen uit het ongerijmde en stellen T+ < co. Volgens Stelling 5.4.3
geldt als T+ < oo dat limy;7+ |ﬁ(t)| = 00. We weten dat
— — t - —
7 () = Uo +'f F(r,0(n)dr
to

en dus

[}'{t) . =/:F"('r,ﬁo) d'r+j: (I:"' (T,ﬁ(f)) ——I-""(‘r,ﬁo)) dr

Noem M = max{|ﬁ(r,t}'o)|-,ro <r< :r*}. Via de driehoeksongelijkheid en de
Lipschitz-voorwaarde volgt dat

0@ -] < [ |F (80)|dr+ [ |F (0 0) - F (r05)ar <

0

i
< (Tt vto)M+f L|ﬁ(r)—ﬂ'o|dr.
to
Met Gronwall volgt voor alle £ € (o, T") dat
|r?(t) - r?o| < (T — to) M eklt—to)

en dus een tegenspraak met limg o+

U (t)| = 00. Voor T~ geldt een analoog verhaal.
. m]
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5.8 Vergelijkingsprincipe voor 1° orde d.v.

De oplossing bij het voorbeeld op bladzijde 72 kan niet expliciet uitgerekend
worden. Om toch iets te zeggen van b.v. het maximale existentie-interval
kunnen we deze differentiaalvergelijking vergelijken met enkele die we wel ex-
pliciet kunnen uitrekenen. Dit is voor veel differentiaalvergelijkingen mogelijk
en er bestaat zelfs een versie voor eerste orde stelsels. Omdat de versie voor
stelsels nog een extra voorwaarde verlangt zullen we ons beperken: tot begin-
waardeproblemen voor eerste orde gewone differentiaalvergelijkingen.

Stelling 5.8.1 (Vergelijkingsprincipe voor g.d.v.) Stel dat G voldoet aan
de Lipschitz-voorwaarde op ieder begrensd deel van [0,a] X R. Neem aan dat u
en v bestaan op [0,a] en respectievelijk voldoen aan

{ o F(t,u), { o

u (0) Ug, v(0)

G(t,v),
Vp.

I

Als ugp > vy en F (t,z) > G (t,2) voor alle t € [0,a] en voor alle z, dan geldt
u(t) > v (t) op [0,a].

Opmerking: - We kunnen een soortgelijk resultaat krijgen voor ¢ < 0. Onder de

Lipschitz-voorwaarde voor G en aangenomen u en v bestaan op [—b,0] wordt de

uitspraak:

Als ug > vg en F (t,z) < G (t,z) voor alle t € [—b,0] en voor alle z,
dan geldt u (t) > v (t) op [-b,0].

Let op de richting van de ongelijktekens: F < G'!
Bewijs: We bewijzen uit het ongerijmde. Stel dat er een t; > 0 is Mo ik
u(t1) < v (t) . Omdat u (0) > v (0) en u en v continu zijn is er (tussenwaardestelling)
een tp € [0,%;) zodat u (o) = v (fp) en we mogen zelfs aannemen dat

u(t) < w(t) voor t € [to,t1].
Fr geldt yworte oo ta] da

W ()= (&) =F(t,u(®)-Gtv(E) >

(volgens de aanname dat G (t,z) < F (t,z)) '

2G(tu(t) -G (tv() >
(nu gebruiken we de Lipschitz-voorwaarde)

>—Llu(t)—v(t)|=
(merk op dat u (£) — v () < 0 voor ¢ € [to, t1])
=L(u(t)—v()).

Als gevolg vinden we voor t € [to,11] dat

%(e_m (u(t) *v(t))) =e It ((u'(t)—v'(t)) —L(u(t)—‘u(é)]) >0.
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Int.egrerenwedelaatéteuitdrﬁkkingvantetott; dan krijgen we
et (u (t1) —v(tl)) >e Lo (u(to) uv(:g}) =

zodat
u(tl} - v(t;) >0.
Dit is in tegenspraak met de aanname dat u (t1) <v(t1). @}

Voorbeeld 29
We gebruiken dit om ‘voor het voorbeeld op blad.zgde 72 een schatting voor
T} te vinden..

e Allereerst vergelijken we
o = w42 Vo= 0l
w0 = 1, B v(0) = 1.
We schrijven F (t,z) = 2 +t? en G (t,z) = z%. Dan vinden we, omdat

F(t,z) > G (t,z), met Stelling 5.8.1 dat u (t) > v (t) voor t € [0,a) met
a = min (T}, T;}) . De oplossing v is eenvoudig uit te rekenen:

1
v(t) = =
Er volgt dat T} < T;f =1.

- met t € (—o0,1).

e We kunnen 7}} ook van onderen afschatten. We weten al dat T} < 1 en
dus mogen we ons beperken tot ¢ < 1. Door
o = w42 N w' w241,
% (0) ; w(0) = 1,
te vergelijken volgt met Stelling 5.8.1 dat w (t). > u(t) voor t € [0,a*)
waarbij a* = min (T;},T;f). Omdat w (t) = tan (t+ 4r) volgt Tof =
ir<T} .
r

Door beide schattingen te combineren vinden we dat het maximale existentie-
interval van u ergens tussen m en 1 eindigt. Tekenen we w en v en een
numerieke benadering van u dan krijgen we het volgende plaatje.

25 p
20 |
15 |

10 p

0.2 0.4 0.8 0.8 1

Van links naar rechts w, w en v.
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Opgave 68 Laat zien dat de oplossing van %’ = u2 + sin (t) met u(0) =1
voldoet aan .

i. u(t) < tan (t+ }m) voor t € [0,%7);
il. u(t) > & voor t € [0,T;);
iii. 7 <TF <1

iv. lim,p e w(t) = oo.

et

Opgave 69 Laat zien dat de oplossing van v/ = ¢ —u? met u (0) = 1 voldoet
aan

iou() <1+42 voor £ € [0,T3)

ii. u(¢) >0 voor t € [0,T}f);
iii. TF = oo; y
iv. u(t) > g3 voor t € (T;7,0];

v. -1<T; <0.

—

Opgave 70 Geef een afschatting van boven en van onderen voor de oplossing
van

o (t) arctan (u (t) ) +t,
u(0) = 0.
Wat is het existentie-interval van de oplossing u? Motiveer. LNy

Opgave 71 Geef een afschatting van boven en van onderen voor de oplossing

van -
W' () = e+t
w(0) = 0.

Bepaal of geef schattingen van boven en van onder van T} en T}, . e,

Opgave 72 We beschouwen het b.w.p.:

{u'(t) tR@ +sin(u(®) voort20, oo
u(0) = 0. .

Merk op dat u (t) = 0 een oplossing is.

i. Voor welke I x D in R? voldoet de functie F (¢,u) = t1/[u] +sin (u) aan
de Lipschitz-voorwaarde?

. ii. Bereken een oplossing v van v’ (t) = t/|v ()| met v (0) = 0 die positief
is voor t > 0.

O e iy KR SN SR B S Riil poda bl Lol L4 .
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iii. Neem n € Nt en laat zien dat de oplossing u, van

o’ (t) t\/Ju®)] +sin (u(t) ), voort>3%,
(40 - w0 “

]

voldoet aan

(a) v(t) <un(t)voor<t<i;

(b) un (t) < Unt1 (t) voor 2 <t < 1;

(c) up(t) < € —1—t voor £ <t < 1. Hint: als 0 < » < 1 dan
tv/u+sinu <t +u.

iv. Waarom mogen we bij (5.25) wel van de oplossing spreken en bij (5.24)
niet?

Tenslotte de moraal achter deze exercities. We kunnen nu een tweede oplossing |
vinden. Voor iedere t € (0,1] is de rij {un (¢)},, stijgend en begrensd en dus
convergent. We kunnen dan ue (t) definiéren door u (t) = Jim up (t) - De

functie 1, voldoet aan
0<v(t) <ux(t)<e'—1—t  voorte(0,1]

en via de insluitstelling kunnen we %, continu uitbreiden in 0 door e (0) = 0.
Tenslotte kan men laten zien dat . differentieerbaar is op [0, 00) en aan (5.24)
voldoet. . R -
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» fasevlak

6. TWEEDE ORDE GEWONE D.V.

6.1 Analyse van het fasevlak

We beschouwen de autonome 2¢ orde gewone differentiaalvergelijking
W' () = F (o (8),u (1), - (6.1)

met F : R2 —» R een gegeven functie. Volgens de standaardmanier trans-
formeert men met behulp van v (t) = v/ (t) deze tweede orde differentiaal-
vergelijking naar het 1¢ orde stelsel .

F(v(t),u(t),
i), S (62)

——
8 &
==
el
[

Zonder de oplossing expliciet uit te rekenen kan men vaak een indruk krijgen
welke eigenschappen de oplossingen hebben door van enkele oplossingen de
baan te schetsen. Als (u,v) de oplossing van (6.2) is dan noemt men de baan
van dit oplossingspaar (u,v) de verzameling {(u (), (t));t € (T~,T")}.

Definitie 6.1.1 Het fasevlak bij (6.1) is de verzameling geparametriseerde
krommen (banen)

{(u(t),'(t));t € J metu:J — R oplossing van (6.1)}
met de 5s‘jbehorende ‘doorloop-richting.

Voorbeeld 30

Het fasevlak bij u” = —u ziet er uit als
in de schets hiernaast. Voor dit een-
voudige geval kunnen we de oplossin-
gen u berekenen, nl.

u(t) = acos(t — tp)

met a,t9 € R. De banen worden
geparametriseerd door i

(H)=( )

o S|

Het tekenen van het fasevlak wordt eenvoudiger via de volgende alternatieve
reductie naar een eerste orde stelsel. In plaats van het benoemen van v =4/ is
ook het volgende mogelijk bij autonome differentiaalvergelijkingen, namelijk:

V(u(t)) = (). .
101
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Als V (u(t)) = v (t) goed gedefinieerd! is voor t € (a,b) dan geldt volgens de
kettingregel

V' (u(t)) o' (t) =u"(t) voort€ (a,b)
en dus

V' (u(t) = % voor t € (a,b).

We kunnen dan (6.1) vervangen door

, _ F(V(u),u)
ol e 63)
w(t) = V(u(t)).

Voor V (u) # 0 kunnen we (een deel van) een baan ook beschrijven door

{(u,V(‘u,)) ;u € ‘geschikt interval’} .

Opmerking: Vergelijken we beide reducties naar eerste orde stelsels, dan zien we
dat geldt v (£) = V (u(t) ) . Het voordeel van de tweede reductie is, dat u +— V (u) de
oplossing van een eerste orde d.v. is en niet van een stelsel. Bovendien beschrijft V'
direct de banen in het fasevlak en geeft zo al veel informatie prijs over het gedrag van
oplossingen ¢ — u (t) zonder die te berekenen.

Men kan een grof idee van het fasevlak voor u” = F (u/,u) krijgen met behulp
van het vectorveld (v, F' (v,u) ) . Op plaats (z,y) levert (y, F (y,z) ) de richting
(van de raaklijn) van de geparametriseerde kromme.

Voorbeeld 31 ;
Het vectorveld dat bij u” (z) = arctan (u (z) ) — « () hoort, namelijk

(2) = (= )

A

geeft enig idee hoe het fasevlak er uit ziet.
\:Q u' \\
2
2 }

v
NNCMEN N N NN NN N
b NI N NS NE  lag
i bort B S S, CER SRS D VL
b PRIy = 0y == - ot
A9 Als & = & = = = o= \
\.-v-. ------ u

-‘ . - . .-2. . .OD- i i 2\ 1 A 4\ \ .4 4
-------- s AR TN R ] \
~~~~~~~ RRERNGINCIAS RTINIRT A 7Y .2;
e B O ]
ST B T L T .
B NN NN NN NN \ \\

vectorveld fasevlak

! We krijgen zo een functie u — V (u). Deze functie V is op deze wijze niet rechtstreeks
gedefinieerd. Neem aan dat ¢ ~— u(t) differentieerbaar is. Als ¢ ~— u(t) inverteerbaar is
geldt V (s) = u' (4" (s)) en is V' goed gedefinieerd. Als v’ # 0 dan is u strikt stijgend
of strikt dalend en is u'™"*™ inderdaad gedefinieerd. We zien dat er een probleem optreedt
alsu'=0,dus als V =0.

—y o - - —— e s AT T T T T T T T T T
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Uit dit laatste plaatje krijgt zou men kunnen vermoeden dat alle banen voor z
groot naar een van twee mogelijke krommen convergeren en dat voor x groot
geldt dat o/ (x)| < 2. Dan zou volgen dat T = oo voor elke beginvoorwaarde.
Dat de oplossingen existentie-interval (—0o, 00) hebben, kunnen we ook anders
zien. Namelijk de functie F, gedefinieerd door F(¥) = (orosantol=9 ), voldoet

aan de Lipschitz-voorwaarde op R? met L = 2. A

6.2 De slinger met en zonder wrijving

De slingervergelijking die rekening houdt met de luchtweerstand is

rae Ko 180y
"= mﬂ' 7 S0 6) (6.4)

waarbij k de wrijvingsconstante voor de wrijving met de lucht (evenredig met
de snelheid), g de gravitatieconstante en £ de lengte (van de vaste verbinding
tussen gewicht en as) is. De functie § : R — R geeft de hoek met de naar
beneden wijzende richting.

Opmerking: Als we wrijving bij de as er ook nog aan toevoegen kan men het model
beschrijven door

w_ _C . _ ka9 .
= mmg;n(ﬁ') mﬂ' 7 sin (8) (6.5)
waarbij
; 1 als £>0,
sign(t)=¢ 0 als t=0,
-1 als £<0.

Omdat ¢ — sign(t) niet continu is komen bij (6.5) nog extra moeilijkheden (het
rechterlid is voldoet niet meer aan de Lipschitz-voorwaarde).

De vergelijking in (6.4), en ook in (6.5), is een autonome differentiaalverge-
lijking; ‘er is geen t-afhankelijkheid in de d.v.". We kunnen de substitutie
V (u) = u' gebruiken. Voor (6.4) met u = @ volgt daarmee

V!(0) = ~k/m 9/t 3775

Deze differentiaalvergelijking is voor k # 0 niet van een type dat we via een
recept kunnen oplossen.
Opmerking: Voor tweede-orde autonome g.d.v. zonder 1° orde term,
v+ f(u)=
bijvoorbeeld de slinger zonder wrijving, kunnen we in plaats van de substitutie v’ =

V (u) ook direct, door met u’ te vermenigvuldigen en te integreren, dedifferentiaal-
vergelijking terugbrengen naar een eerste orde:

e+ f (u) ! = Fmirmen %(u"):z +F(u)=c = u =%/2c—2F (u)
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met F”(s) = f(s). Dit komt op hetzelfde neer als de substitutie V (u (t)) = ' (t).
Daar vinden we dat
WA @)=V (@) @)+ @)=V @)V (@)+f@)=0

na primitiveren 3 (V (u) )2 + F(u) = ¢ volgt

o' =V (u) = +/2c — 2F (u).

Voorbeeld 32 _ ;
De slinger zonder wrijving: 6" = —g/£ sin (6) levert met V (0 (¢)) = ¢/ (t)

1 =g sin ()
V' () =Ive
De laatste g.d.v. kunnen we oplossen:

2_ 4
3(V(0))" = cost +ec.

Voor ¢ > —g/£ vinden we de volgende oplossingen:

V (6) = +,/2% cosb +2c, )
V (8) = — /2 cos@ +2c.

Als ¢ > g/¢ dan draait de slinger in één richting rond (veel bewegingsenergie).
Als —g/t < c < g/t dan heeft de slinger het heen-en-weer (weinig beweg-
ingsenergie). :

Wil men de functie 6 zelf hebben dan moeten we

¢ =V (o)

oplossen. Dit is in het algemeen niet mogelijk met de gebruikelijke standaard-
functies. (Als ¢ = +g/¢ dan overigens wel.)

Opgave 73 Bereken alle oplossingen als ¢ = g/¢ en als ¢ = —g/¢. Beschrijf

. het gedrag van de slinger in deze gevallen. \ R

Voor de verschillende gevallen die boven genoemd worden hebben we enkele
functies V laten tekenen:

enkele banen bij de slinger zonder wrijving, §=1.
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Voorbeeld 33

De slinger met wrijving: 8” = —% ¢’ — § sin (0) levert na V (6 (t)) = &' (¢) een
differentiaalvergelijking die we niet konden oplossen met standaardfuncties.
Numerieke benadering levert de volgende banen in het fasevlak.

enkele banen bij kleine wrijving, § =1en £ = &.

9!
2 T
6
- =10 =D <) : 10
_2 +
-4
enkele banen bij grote wrijving, § = 1en k=2
—

Zowel voor slinger met als zonder (lucht)wrijving zijn er stilstaande oplossin-
gen, namelijk & = nw met n € Z. De punten (0,n7) in het fasevlak noemt men
evenwichtspunten van de differentiaalvergelijking.

Opgave 74 We beschouwen de tweede orde g.d.v.

o' (z) = %u (z) (1 —u (:c)z) :

i. Teken het fasevlak bij deze d.v.

ii. Voor welke a is de oplossing van de d.v. met als beginvoorwaarde

u(0) = «
{u’(O) =0

periodiek?
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iii. Geef de voorwaarde voor a, 3 die er voor zorgt dat de oplossing van de
d.v. met als beginvoorwaarde -

v(0) = 8
periodiek is.
iv. Bereken de oplossing van deze d.v. die aan
u(0) = V2
{ u(0) = 0

voldoet.

v. Bereken alle begrensde, niet-periodieke oplossingen die R als existentie-
interval hebben.

vi. Zijn er onbegrensde oplossingen? Motivéer.
—

Opgave 75 Teken het fasevlak voor u” = cos(u) en bereken en arceer de

gebieden waarin de periodieke oplossingen liggen. ey
Opgave 76 Dezelfde vraag voor v =u(u—2) (u+1). =
Opgave 77 Dezelfde vraag voor i Vil (1-u?). LA

Opgave 78 Zijn er niet-triviale periodieke oplossingen bij. de differentiaal-
vergelijking u” = (u')?sin (u)? Py

6.3 Lineaire d.v.

We beschouwen hier tweede orde lineaire gewone differentiaalvergelijkingen.
De genoemde resultaten zijn uit te breiden tot hogere orde lineaire differentiaal-
vergelijkingen. Een n-orde lineaire differentiaalvergelijking schrijven we om
naar een stelsel van n vergelijkingen. Een beginvoorwaarde die de oplos-
sing vastlegt heeft daarmee n componenten. De plaats van 2 onafhankelijke

 oplossingen voor 24¢ orde wordt ingenomen door n onafhankelijke oplossingen

voor n% orde; enzovoort.

6.3.1 Existentie en eenduidigheid

We beschouwen tweede orde lineaire differentiaalvergelijkingen van de vorm

v (z) +p(2) v (2) + ¢ (z) u(z) = r(2), (6.6)
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waarbij p, g en r gegeven functies zijn. We nemen aan dat de volgende voor-
waarde is voldaan:

(C) p,q en r zijn continue functies op R,
dit wordt ook wel genoteerd als p, g, € C (R).

Stelling 6.3.1 Aia-cum conditie (C) voldaan is, dan bestaat er voor elke

_ ug,vg € R precies één oplossing u van het b.w.p.:

u’ +pu' +qu=r,
u(0) = uo,
' (0) = vo.

Het mazimale existentie-interval van u is R.

Bewijs: Noem u' = v en we vinden het stelsel

( ::E;; )I=F‘($'u(z)’v{z)) et F ol ( 1"(ﬂhﬂ) —p(z;,v—ﬂz) u )

Als p, g en r continu zijn dan voldoet de functie F aan de Lipschitz-voorwaarde op
ieder gebied I xR? met I een begrensd interval. Men laat met enig rekenwerk zien
dat i 3

Flesnon - Fowmen 2| (31 ) - (3|

mn ]

voor L = 1+max,e; |p|+maxzer |g| . Volgens de existentie- en eenduidigheidsstelling
bestaat er precies én oplossing. Tenslotte vindt men via Gevolg 5.7.3 dat R het
maximale existentie-interval is. (m]

6.3.2 Het gereduceerde probleem

De volgende resultaten gelden voor de gereduceerde d.v. (r = 0)
v’ (z) +p(2) v (z) +q(z)u(z) =0 (6.7)

Propositie 6.3.2 Als U en V beide oplossing zijn van (6.7), dan is w, gede-

finieerd door

w=al+pV

met o, 8 € R, ook ‘een oplossing.

Bewijs: Invullen en lineariteit gebruiken. m}

Definitie 6.3.3 Zij I een interval inR. De verzameling functies {U; : I — R},
heet onafhankelijk als a1U; + a2Us + ... + anUn = 0 op I impliceert dat
a1=a2=...=a“=0.
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Voor twee functies {U, V'} betekent het, dat de ene geen veelvoud van de andere
is.

Propositie 6.3.4 AlsU en V twee onafhankelijke oplossingen van (6.7) zijn,
dan 18 elke oplossing te schrijven als

; w=oal+ BV
met o, B € R. We noemen {U,V} een fundamentele oplossingsverzameling.

Men zegt ook wel: aU + SV met o, 3 € R is de algemene oplossing van (6.7).

Bewijs: Volgens de existentie- en eenduidigheidsstelling is er precies één oplossing,
noem die u;, van :

u(0) =1,
: ' (0) =0.
Dat zien we na het gebruikelijke herschrijven als een stelsel:

(¥)=(p@viamn) = (3§ )=(5)-
Ook is er precies één oplossing, noem die ug, van
| { u +pu' + qu =0,

{ uw’ + pu' +qu =0,

u(0) =0,

v/ (0) =1.
Als U een oplossing van (6.7) is, dan is U volgens de existentie- en eenduidigheids-
stelling de enige oplossing van

v’ + pu’ + qu.=0,

u(0) =U(0),

w' (0)=U'(0).

Omdat ook u(z) = U (0)u; (z) + U’ (0) u2 (z) een oplossing van dit laatste begin-
waardeprobleem is volgt ;

U(z) =U (0)u; () + U’ (0) uz (). (6.8)°
Evenzo vinden we
' ' V(z) =V (0)u1(z) + V' (0) uz (). (6.9)

We weten nu dat iedere oplossing te schrijven is als u (z) = u (0) uy (z) + ' (0) u2 () .
Tenslotte moeten we nog laten zien dat zo’n oplossing u te schrijven is als een lineaire
combinatie van U en V. Met enige lineaire algebra gaat dat als volgt.

Omdat {U, V} onafhankelijk is, is V # 0, is U geen veelvoud van V en geldt

OaéU(OJV'(O)—V(?JU'("’="°*(3% 3%)

V(o) v/(0)
(58)-(%8 ¥8)" (48)-
Daarmee volgt

ue)= (u(O).u'(on( e ) =(u@,v 0} ( g% Vo) ) ( Ve )

De matrix () Y(9) js dus inverteerbaar en we vinden via (6.8) en (6.9) dat

uz (z)
[m]
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Definitie 6.3.5 Laat U enV twee oplossingen van (6.7) zijn. De Wronskiaan
van U,V is gedefinieerd door

W (U,V)=UV'-U'V.

Stelling 6.3.6 Stel conditie (C) is voldaan. Voor de gereduceerde d.v. (6.7)
hebben we de volgende equivalente uitspraken.

i. {U,V} is een fundamentele oplossingsverzameling,

#. U+ czV met ¢1,¢cp ER is de a!_éemene oplossing;

iii. U,V zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen;

iv. U,V zijn oplossingen en W (U, V) (zo) # 0 voor een :c; el
v. U,V zijn oplossingen en W (U, V) (2) 9’- 0 voor allexz € I.

Bewijs: Het bewijs verloopt als volgt: i < ii = v = v = i = ii.
i1 < 1 : Volgens afspraak.
ii = v : Uit het ongerijmde. Stel W (U, V) (z1) = 0 voor één z; € I. Dan is de matrix

Ufz) V Sk : U v : 7
U'{(;l) ) V.((:: ;) niet mve_rteerbaar, dus dim (Col (U’((:a:g) V,E::;)) < 1 en er is een vector

(;) zodat
(5)eea(0 v@))
Col is de kolomruimte. Er is geen oplossing ¢,U +czV van (6.7) met beginvoorwaarde
u (.1:1) =aenu (z1) =.b.
v = iv : Direct.

iv = it : Als ol (z) + BV (z) = 0 dan geldt ook al’ (z) + BV’ (z) = 0. Neem in
beide vergelijkingen z = zo. In matrix-notatie wordt dit .

U(zo) V (20) ) ( o \yurfi O
U'(z0) V' (o) 8)=\o)
Omdat W (U, V) (zo) # 0 impliceert dat de matrix (j;\=") 55;’;3)) inverteerbaar is,

volgt &« = B =0.
#ii = i : Propositie 6.3.4. ; ' ' o

6.3.3 Het oorspronkelijke probleem.

Als aan voorwaarde (C), zie bladzijde 107, voldaan is, dan heeft Propositie
6.3.4 voor de d.v. :
upu+qu=r (6.10)

de volgende consequentie.
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Gevolg 6.3.7 Stel uy, is een oplossing van (6.10) en U en V zijn twee on-
afhankelijke oplossingen van (6.7). Dan is

U =1up+cU +caV

met c1,c3 € R de algemene oplossing van (6.10).

Zo ’n functie u, wordt wel eens een particuliere oplossing genoemd.

Bewijs: Als u een oplossing is van (6.10), dan is u — u, een oplossing van (6.7).
Volgens Stelling 6.3.6-geldt u — u, = ¢1U + ¢2V voor een paar ¢y, ¢; € R. o]

Opgave 79 Bereken via u(z) = e’ voor geschikte )\ de algemene oplossing

v (z) +u (z) — 6u(z) = €.

Opgave 80 Beschouw de differentiaalvergelijking
- (z) - (z) + e¥%u(z) = .

Laat zien dat u. () = e* + ¢sin (%) voor elke ¢ € R een oplossing is.
Een tweede onafhankelijke oplossing is te vinden via variatie van de constante.
Geef de algemene oplossing van bovenstaande differentiaalvergelijking. .

Opgave 81 Bereken de algemene oplossing van

z?
Hint: kies geschikte o’s in u (z) = 2% en combineer. Aty

o’ (z) + iu’ (z) - iu (z)==z. .



7. LINEAIRE D.V. MET CONSTANTE
COEFFICIENTEN

Beschouw

7.1 Inleiding

u'+pu' +qu=0 (7.1)

met p,q € R. Het gebruikelijke ‘trucje’ om de algemene oplossing te vinden is
e proberen. Na invullen vindt men de algebraische vergelijking N4prt+qg=
0 en als dit polynoom twee verschillende wortels Aj, A2 heeft dan wordt de
algemene oplossing

u(t) = aeMt + ge*?t,

waarbij we voor complexe A nog willen herschrijven naar een retle vorm!.

Als er slechts één wortel is, dat wil zeggen A1 = A2, dan wordt de algemene
oplossing
u(t) = aeMt 4 ftet.

Iets dergelijks kan men uitbreiden naar hogere orde lineaire gewone differentiaal-
vergelijking met constante cogfficiénten. Bijvoorbeeld de differentiaalvergelijking

w4 3 + 2" — 2" — 3 —u=0
levert slechts twee verschillende wortels. De algemene oplossing wordt

u(t) = et + cate™t + cat?e ™t + cat’e ™t + cse’.

Om iets meer structuur in deze pogingen te brengen transformeren we op de
gebruikelijke wijze naar een eerste orde stelsel. Met v’ = v kunnen we (7.1)

schrijven als (:)':(_Oq fp)(:)

We werken meteen wat algemener en beschouwen het beginwaardeprobleem
i = Ag, -
2y 5 7.2
{ #(0) = do. (7.2)

Hierbij is A een réele n x n matrix en @ € R™. De gezochte functie @ is een
vectorfunctie @ : R — R™.

'Als A € C\R een oplossing van A2 4+ p)+q =0 met p,q € R is dan is A, de complex
geconjugeerde van A, ook een oplossing, Schrijf A = p + iv met p, v € R. Er geldt

aelPtiIt o gelh=1)t — o o cost + cpett sint
met ¢; = o+ B en ¢3 = ia — .

111
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Voorbeeld 34

e e e Om een indruk van het gedrag van de oplossin-
i inis O ar  Gi ] gen te krijgen kunnen we een schets van het fa-
ER AT 2 e sevlak maken. Bijvoorbeeld voor
’//rrz---r- - oy 0_5 =

i o I - i W U 1T ( 1 _2 )U
: 'ﬁ ‘4 e ,2 ,x4, ? vinden we het plaatje hiernaast. Voor het schet-

2] R ’ sen is het handig de hulplijnen te tekenen waar
- T S de banen horizontaal en vertikaal lopen. Hier
TT T T 717777 - " zjn dat respectievelijk —5y = 0, dus y = 0, en
SRR s i e z—2=0.
e S N R ] R

7.2 Het berekenen van de oplossingen

7.2.1 De definitie van de exponent van een matrix

Net zoals we het volgende beginwaardeprobleem

I —
{ utg[]) ; i:: oplossen door u(t) = ety
zullen we het stelsel in (7.2)
T -+
{ i (E;) i g;f‘ oplossen door i (t) = eA%ily.

Dit is simpel te schrijven maar nog niet erg netjes. Om aan deze uitdrukking
betekenis te kunnen geven zullen we de volgende vragen moeten beantwoorden.

e Hoe is de exponent van een matrix gedefinieerd?
e Is dit inderdaad de oplossing?

e Is die exponent (eenvoudig) te berekenen?

Uit het eerstejaars college analyse weten we dat

Op dezelfde wijze kunnen we de exponent van een vierkante matrix definigren.
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Definitie 7.2.1 Voor een n x n matric A:
o= 1
=Zm(At)" =T+ At+ A2+ 1A% + ... .
k=0

Soms zullen we exp (tA) schrijven in plaats van e,

Opmerking: Deze machtreeks oonvergeeg voor elke matrix. Dat wil zeggen dat
voor elk element ij de rij {(EL’L.: ‘{;A") } convergeert. Gebruik dat voor iedere
. ) m=1

1ij geldt dat
tk
k —_—
(”A ):“S k’( B! ”)

en we zien dat de convergentiestraal oo is.

Nu we de eerste vraag beantwoord hebben kunnen we laten zien dat we zo
inderdaad de oplossing vinden. We mogen overigens van de oplossing spreken
volgens de existentie- en eenduidigheidsstelling.

Stelling 7.2.2 Zij A een constante n X n matriz. Het beginwaardeprobleem

4 = Au,
#(0) = i,
heeft als unieke oplossing @ : R — R" gedefinieerd door

(73)

@(t) = .
Bewijs: Formeel zien we dat als volgt:
@(0) = Ao = (I + 0A+ J0°A% + 30°A% +.. ) o = o

x p
@ (t) = % (i) = % (I+tA+ 3P+ 38343+ ) =

(dit mag onmiddellijk voor eindi veel termen; voor oo-veel is dat niet direct duidelijk)
(“I+3;(M)+;E( 1242) + & (334%) +...)do =
(0+A+tA2+§:2A3+ D)o =
=A(I+tA+ 38242 +.. ) do = Aethilp = AU ().

De stap bij = is echter nog dubieus. Hier worden ‘stickem’ twee limieten verwisseld?

)
h

LAe 142 42 4 1,3 43 > amin I
% (T+tA+ 3242+ 33A% + .. ) = ,1‘%”11_.30
(E1+ 4 (t4)+ $ (324%) + £ (340 +..) =
*In het algemeen mag men deze volgorde niet verwisselen. Vergelijk met

et s o

lim —— en
z—0 y—0 2:2 + y‘z y—ol] z—0 :l:'z + y?

— MEEREE I G S SRS SN St S B A B A S SNy gna ) mn s mn s o



-

114 Lineaire d.v. met constante coéfficiénten
= lim lim

oo (54 - 4)
N—oo h—0 h

Dankzij een van de stellingen voor machtreeksen weten we dat we een machtreeks
binnen de convergentiestraal kunnen differentiéren en zelfs dat we de oneindige som
% en § mogen verwisselen. Elke component van e‘4i, is een machtreeks met con-
vergentiestraal co en de stap bij Lis bij nader inzien dus toch toegestaan. o

Opgave 82 Laat zien dat :
AB = BA = eHA+B) = gtAetB yoor alle t € R.

Hint voor <: tweemaal differentiéren en ¢ = 0 stellen. =2 ot

Opgave 83 Bereken met behulp van de definitie exp (t ( 1 1 )) o P

7.3 Intermezzo Lineaire Algebra

De exponent van een matrix is hierboven goed gedefinieerd voor elke matrix
en levert een oplossing van het beginwaardeprobleem (7.2). Tenslotte laten
we zien hoe zo'n exponent is te berekenen. Daarvoor is enige kennis van de
matrixrekening nodig of de hulp van Maple of Mathematica.

7.3.1 Enkele simpele exponenten

Voorbeeld 35

- (A1 .0 AL ES :
AlsA_(U Az),danA—(U /\g en we vinden

oo

o Sk
eM = —Akzz— ( 1- ) =
1 1 k
rardl SR\ 0 X

el o o (e 0
0 > ko %Ag 5 g rie e

Voorbeeld 36 i s
AlaA:(a ;),danA"-——(a ke )enervolgt

0 0 ok
i k-1
A=y Bp g s (0f kBTN
: 0 of
tk—l

k k e k e
=(z:';ow Tiofkat1 ) _ [ TZoket 1T et
oo
-0 ko e 0 Ykeo Fra®

iefff e Lt
L0 et )¢
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Voorbeeld 37

sia= (5, 1) amer= (Lm0 200 )

Het berekenen hiervan is lastiger. Wel kunnen we vrij eenvoudig controleren

dat ;‘é—em = Aet4 :

d ( et®cos (t8) e*sin(tf) )
dt \ —e“@sin (t0) €' cos(tf)

L ( et (accos (t0) — Bsin (8)) et (exsin (¢B) + Bcos (18) ) )

—et (a sin (t8) + Bcos (t6) ) et (a cos (tB8) — Bsin (t6) )

[ TEN e g

7.3.2 Eigenwaarden en eigenvectoren

In de transformaties spelen de zogenaamde eigenwaarden en eigenvectoren een
belangrijke rol. Zij A een n X n matrix.

Definitie 7.3.1 Als Ad = ¢ met ¢ # 0, dan heet \ een eigenwaarde van A
met eigenvector ¢.

Als de beginwaarde iy een eigen{rector van A is dan wordt het berekenen van
de oplossing van
d AT
{ i iy (7.4)

4 (0) g,
een peuleschil. Zie de volgende stelling.
Stelling 7.3.2 Als Ailp = Ailo, dan is de oplossing van (7.4) te schrijven als:
@ (t) = eMilp.
Bewijs: Ailp = Mo en dus ook A%y = AMip = AAidy = A\’i. Evenzo volgt
A¥iiy = \*i en we vinden dat

ehilg =) ttAlllg = ) | m5t* Mo = Mo,
k=0 k=0
Bovendien geldt @ (0) = e*0ip = 1ip. m]

Opgave 84 Bereken de oploésing van

: 22 1
ﬁ"(t)=(2 1 2)6@)- metﬂ'(O):(l);
2211 1

en voor dezelfde. differentiaalvergelijking met beginvoorwaarde

-1 0
#Z(0) = ( 1 ) , respectievelijk @ (0) = ( 2 ) ;
0 1
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Een belaugruke hulp is de volgende stelhng Voor het bewijs verwijzen we
naar lineaire algebra.

Stelling 7.3.3 Als de n xn matriz A k verschillende eigenwaarden Ay,..., A
heeft, dan is het stelsel bijbehorende eigenvectoren {51, st 5,:} onafhankelijk.

Als we bij de n X n matrix A n onafhankelijke eigenvectoren {31,...,5,3}
zouden hebben dan kunnen we elke beginvoorwaarde iy schrijven als

do=c1dy +cay + ... +
en volgt uit de lineariteit dat de oplossing van (7.4) te schrijven is als
A (t) = 1M + e’y + ... + cue™td,.
Daarmee komen we bij de hamvraag:

Hoe vinden we deze eigenwaarden en eigenvectoren?

e De eigenwaarden kunnen we vinden met behulp van een determinant.
Als Ap = \§ dan geldt (A - M)é = 0. Omdat ¢ # 0 is A— AI een
singuliere matrix. Voor een singuliere matrix geldt det (A — AI) = 0. Met
andere woorden: de eigenwaarden' zijn de nulpunten van de polynoom
P (A) = det (A — AI). Deze p heet het karakteristiek polynoom van A.

b

Opmerking: Voor de twee bij twee matrix [ ¢ zijn de eigenwaarden de
c d

oplossingen van i :
(a—X)(d—X) —bec=0.

Er zijn drie mogelijkheden voor de eigenwaarden van deze matrix:
i er iijn twee verschillende reéle oplossingen A = A; en A = \g;
ii. er is één reéle oplossing A = A;;

- iii. er zijn twee complexe oplossingen A = a+ifen A = a—if met f # 0 en
ao,f R '

e De eigenvectoren vinden we door met de nu bekende A vervolgens het
stelsel (A — AI)f,ﬁ 0 op te lossen.

Opmerking: Voot de twee bij twee matrix geldt het volgende. Bij twee verschil-
lende eigenwaarden zijn de bijbehorende eigenvectoren onafhankelijk. In het geval

. dat er slechts één eigenwaarde is kan het voorkomen dat ‘er slechts één onafhankelijke

eigenvector is. Als er toch twee onafhankelijke eigenvectoren zijn kunnen we dat geval
verder zo als bij twee verschillende reéle eigenwaarden behandelen. We onderscheiden
de volgende mogelijkheden.

i. twee (misschien gelijke) resle eigenwaarden en twee onafhankelijke eigenvec-
toren;

ii. één eigenwaarde en slechts één onafhankelijke eigenvector;
iii. twee niet-retle eigenwaarden.
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Opgave 85 Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van
i I B RO
28 ) ( ) (N (e S
a. ; c. e :
(—5 4 -4 1 011
' 0
0
1
2

: i 6.—-1 5
6 4 0

—_—

08 N =0
v\ =dan Gy

(==
oo o
=N oo

We zullen de eigenwaarden en eigenfuncties nodig hebben voor het: berekenen
van de exponent van een matrix. Het bij een willekeurige matrix A direkt
berekenen van e is een lastige zaak. Men probeert zo'n matrix A te trans-
formeren naar een meer eenvoudige matrix S, dat wil zeggen een inverteerbare
matrix3 T te bepalen zodat A = T'ST™™. Met behulp van €' kunnen we de
exponent van A berekenen. :

Hulpstelling 7.3.4 Zij A een n x n matriz. Als A=TST"™, dan

Al TetSTinv.
Bewijs:
tA ~ £k k - t* i k = tk i i iny
= g ny iz nu ny T
e _ZEA _EE(TST ) =) o TST™TST™ . .. TST"=
k=0 k=0 . k=0 k termen -

. tk | i - tk k inv LS
=§—!T§S...ST‘“"=T( ast | T =Te J ol

k termen k=0

7.3.3 Transformaties voor 2 bij 2 matrices

Transformaties voor matrices naar enkele standaardvormen kunnen we op twee
manieren aanpakken: via coéfficiénten in R en soms ook via coéfficiénten in
C. Beide manieren hebben hun voor- en nadelen. Voor 2 x 2 matrices volgen
de te onderscheiden gevallen.

Hulpstelling 7.3.5 Zij A een reéle 2 x 2 matriz met eigenwaarden A1, Aa.

i. Als M\, M2 €R en er zijn twee onafhankelijke eigenvectoren?,
dan is er een reéle 2 x 2 transformatie-matriz T' zo dat .

- ’\1 0 inv
a=r(} O )

3'Zo’n T wordt een transformatiematrix genoemd. De inverse matrix T voldoet aan
TT™™ = I = T*™“T. Vaak wordt deze genoteerd door T . -
4Volgens Stelling 7.3.3 zijn er twee onafhankelijke eigenvectoren als A; # Asz.
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it. Als A1 = A2 € R en er is slechts één onafhankelijke eigenvector,
dan is er een reéle 2 X 2 transformatie-matriz T 2o dat

LAl A1 nv
A‘T( 0 Al )T'

iti. Als M\,)2 € C\R (en dus ReA\; = Re)z en Im \; = —Im )\p), dan
e is er een compleze 2 x 2 transformatie-matriz T, zo dat
AI1 m.r
wen (% Oz
_ ® en is er ook een reéle 2 x 2 transformatie-matriz T, zo dat

= Rez\l Im)q e &
A‘T’( —ImA; Re) )T'

Verderop laten we zien hoe we T kunnen uitrekenen. Dit levert meteen het
bewijs van deze hulpstelling.

Hiermee vinden we voor elke 2 x 2 matrix de exp via de drie standaardvormen.

Gevolg 7.3.6 Zij T een inverteerbare 2 x 2 matriz waarvan de coéfficiénten
complex mogen zijn en laat o, 3, A, A1, X2, t € C. Dan

: Mt

i. exp (tT( )61 )?2 )T""’) = T( eol ?ﬂ )T‘“"‘;
VY

iz’.exp(tT(O A)TM)_T( 0 te" )T‘“"

e N L T ot M )z

B « - —e*sin (Bt) e cos (ft)

Tenslotte laten we zien hoe de transformatie voor 2 x 2 matrices kan worden
berekend.

Recept 7.3.7 Zij A een reéle 2 x 2 matriz met eigenwaarden A1, Aa.

i. Als A\1,X2 € R en A heeft twee onafhankelijke eigenvectoren.
Bereken twee onafhankelijke eigenvectoren (g:;) en ("";)
Dan

( 11 P ) ( ) ( o da )m

b1z P22 0 A b2 P22

. Als \; = Ap €R en A heeft slechts één onafhankelijke eigenvector.
Bereken een eigenvector (g;) en bereken vervolgens een oplossing (‘!’1)

van het stelsel (A — AI) ('1’1) = (o’n)

Dan ;
( 61 ¥ ) ( ) (¢’1 (] )mu
b2 ¥ 0 M 2 ¥
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iii. Als A, X € C\R.

Bereken de eigenvector (g;rg‘) bij Ay met (g;), (ﬁ;) € R2. Een eigen-

vector bij g is dan (d'l"‘bl)
Dan

e de complexe manier:

A=(¢1+i¢1 m—'m)(xl 0 )(¢1+w1 ¢1 —ithy )‘“‘.‘
2 +iYy P —ithy 0 A Gatiy $p—tthy )’

o de reéle manier:
(3 3) (2 B (3 8)°
by Pq —ImA; Re) D Py i

Bij complexe eigenwaarden kan men zowel de reéle als de complexe manier
gebruiken.

Opmerking: Tenslotte nog een formule voor de inverse van een 2 bij 2 matrix. Als
ad # be dan ;
T Tt B | d —b
c d T ad—bc\ —¢ a J°
Opgave 86 Bereken et4 voor A achtereenvolgens:
1 -2, d T2 N 2 -5\.
g L4 e kg ) % | Matincni) s
3 -2, 13N, 3 -6).
s (30) ) 2 laa ) Hlaia)
(5 1Y, 1 -4, : 2 -3
< (somin & (e Tt sl 2 )

7.3.4 Transformaties voor n bij n matrices

Men kan laten zien dat iedere'n x n matrix M te schrijven i is als product van
drie complexe matrices TUT™™ :

i ‘\

M=T ! (7.5)
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waarbij buiten de vierkanten de coéfficiénten alle 0 zijn en elk vierkant de
volgende vorm heeft. : '

a (i)
0 a o

T winyiteatie . 0 (7.6)
By g
(T ) P Y

met a € C. In elk vierkant staat op de hoofddiagonaal hetzelfde getal. Ver-
schillende vierkanten kunnen hetzelfde getal op de hoofddiagonaal hebben.
Het simpelste vierkant is overigens [a].

Een bovendriehoeksmatrix als in (7.5) heet een Jordan-matriz; een onderma-
trix als in (7.6) een Jordan-kastje.

Men kan zien dat exp ((M) samengesteld wordt uit de exp (t0):

exp (t0O0)
exp(tM) =T 1 fpt o
exp (t )
met nullen buiten de vierkanten. Voor ieder k x k Jordankastje geldt
Al e e S R i e e
e S : ' GHFRNGE 7 :
englionlati (L G o 8 4
i, g S ' 5 (%) el
Wity i 2 00 @ ) \ 0 1)

Opgave 87 Stel Jiseenn xn Jordan-matrix.

i. Laat zien dat J gedefinieerd door J = SJS™ met

L1007 0 =sal 0

0 ¢ 0 :
§=o0 0 &

: s e s

| St e e

en € # 0 voldoet aan (J)i; = (J);; en (J)i; = e(.,l').l-_,i voor i # j. Dus elke
1 van J buiten de diagonaal is vervangen door &.

ii. Stel A € C\R is een eigenwaarde van de regle matrix M. Laat zien dat
A, de complex geconjugeerde, ook een eigenwaarde is.
De laatste vraag is voor degenen die bij een cursus lineaire algebra de
begrippen geometrische en algebraische multipliciteit zijn tegengekomen.
Laat zien dat de algebraische multipliciteit van A en X gelijk zijn. Laat
ook zien dat de geometrische multipliciteit van A en X gelijk zijn.

—




» symmetrische
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» inproduct
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In deel 2 van deze opgave zijn de eerste stappen gelegd voor een reéle versie
van Jordan-achtige matrix. Men kan laten zien dat iedere n X n matrix M
te schrijven is als product van drie regle matrices TUT™ als in (7.5) waarbij
in U buiten de vierkanten alleen 0 staat en elk vierkant een van de volgende
vormen heeft: i

a 0 0 A E O (0]
0 a O A F
= o of = 3 o (1.7
: T | o
O s asi O & 1o} 0 A

waarbij @, € R en

(A)=(_°‘ﬁ g) (E):(é;)) en (O)=(gg).

Opl;lerking: QOok hier is er een transformatie S waarmee men in plaats van
E,E,E,... buiten de diagonaal E,eE,e?E, ... kan krijgen.

7.3.5 De n X n transformatie voor symmetrische matrices

De transformatie van een nxn matrix op Jordan-vorm is meestal erg vervelend.
Voor symmetrische matrices is het minder lastig. j

Tmy vt Mg :
Definitie 7.3.8 Denxn matriz M = : : heet symmetrisch

y Mp1 *** Man
d-’"‘ij=m§{ voor alle i, € {1,,,_,1;}_

Voor de formulering hebben we het inproduct 1;’:’ - @ van twee vectoren nodig.
Herinner je dat -

o bl 4 n
: =albl+"'+aﬂbn=zakbk-
an bn k=1

Stelling 7.3.9 Als M een symmetrische n x n matriz is, dan zijn er n eigen-
vectoren ¥y, ...,%,. Bovendien zijn deze 2o te kiezen dat geldt

'Zi"l;j = 0 voor alle i # j,
‘Q-'J“--‘!;';,- = 1 voorallei.'

Anders gezegd: er is een orthonormale basis {13,-; 1< n} in R™ van eigen-

vectoren van M.
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Gevolg 7.3.10 Zij M en {{b’,-; 1<i< n}

als in de vorige stelling. Noem \;
de eigenwaarde bij 1;‘:.‘. Definiéren we :

T= Y1 Yy Y3
dan vinden we dat -
A 0 0 - 0
0 X 0 0
M=T| 0 0 X i (o0
: : o Bain)
0 0 0 An

met TV de in de hoofddiagonaal gespiegelde T (de geTmnsponeerde matriz).
Bovendien geldt voor iedere @ € R?

Mi=3x (fb,.-a) %
=1

en dus ook B
exp(tM)@ =) e (1;‘;‘ : a) P;. (7.8)
i=1
- Opgave 88 Bereken de oplossing van
I =1 0 0 0 1
B LA ) 0
¥ (t) = 0 0 4 0 2 |4(t) met@(0)=| 1
0. -0 FeIR =0 0
O 02 =0 ] 1
7.3.6 Matrix-norm
Voor een vector @ € R™ hebben we de lengte in (5.12) gedefinieerd door
ay "
sl =il > ek (7.9)
5 an i=1

Vdor reéle n X n matrices (noem de verzameling hiervan M, x,) definiéren we
een norm met behulp van deze lengte voor vectoren door
14 =mmc{|A{£|; % € R met |:1?| =1}. (7.10)

Opgave 89
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-a. Laat zien dat deze matrixnorm voldoet aan de eigenschappen van een
norm. Deze eigenschappen staan beschreven op bladzijde 5.5.2.

b. Zij ¥ € R® en A € Mpxy. Laat zien dat

49| < 141 |9].

¢. Deze matrix-norm voldoet nog aan een vierde eigenschap. Voor alle
A,B € Mﬂ,xn geldt:
IABJ| < [lAll | B]] -

Laat ook dit zien.

e

Opgave 90 Zij A een eigenwaarde va.n de matrix A € M, xy. Laat zien dat
geldt |A| < [|A]|. : —

7.4 Classificatie van lineaire stelsels in R?

We beschouwen het beginvoorwaardeprobleem
(56) - (£2)(58):
(o) = ()

We hebben gezien dat de oplossing van dit stelsel te schrijven is als

(5@)==((z2)) ()

" Het gedrag van deze oplossingen wordt bepaald door de eigenwaarden van de

matrix (¢ 3).

Het berekenen van deze exponent verloopt via de eigenwaarden en eigenvec-
toren. Een eigenwaarde A vinden we door

“((9G) -

op te lossen. Dus een eigenwaarde A voldoet aan (a — A) (d — A) —be = 0. Een
stap verder rekenen levert :

(A_ﬂ)2=§(a—d)2+bc.

Vervolgens maken we onderscheid naar het teken van % (a —d)? + bc. Een
positief teken levert twee reéle oplossingen en een negatief teken twee complexe
oplossingen met gelijk reéel deel en tegengesteld imaginair deel ongelijk 0. Bij
1 (a —d)® + be = 0 krijgen we één oplossing.

We kunnen op twee manieren naar de eigenwaarden Aj, Ap van (: g) sorteren.
Allereerst door reéel/niet-reel:
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® A1, g regel; als A\ # A9 dan zijn er twee onafhankelijke eigenvectoren @,
en @, of, Ay = Az met de eis dat er twee onafhankelijke eigenvectoren

» knooppunt @, en @, zijn. Dan noemen we de oorsprong een knooppunt of ook wel
» knoop kortweg een knoop.
e \; = A reéel en er is slechts één onafhankelijke eigenvector ;. Dan
» ontaard noemen we de oorsprong een ontaard knooppunt.
knooppunt

= e A;, g complex (met imaginair deel #0); dan Ay = a+if en Ay = a—if.
» spiraalpunt Dan noemen we de oorsprong een spiraalpunt of ook wel een focus.
» focus

Vervolgens kunnen we ook sorteren naar convergentiegedrag voor ¢ — co.

Definitie 7.4.1 FEen lineair stelsel heet

» stabiel . stabiel, als elke oplossing begrensd blijft:

voor elke i (0) is er een getal M waarvoor geldt |@(t)] < M woor alle
t>0; i
» asymptotisch 4. asymptotisch stabiel, als elke oplossing naar 0 convergeert:
stabiel voor elke 4 (0) geldt lim;_,oo @ (t) = 0;
» instabiel i1i. instabiel, als er een oplossing naar ‘co’ gaat:

er is een @ (0) zodanig dat lim;_,o |% (t)| = 00

Opmerking: Als een lineair stelsel asymptotisch stabiel is, dan is het ook ‘gewoon’
stabiel.

Men kan zien dat voor het tweedimensionale stelsel geldt:
e als ReA; > 0 of Re Ay > 0 dan instabiel;
e als Re\; < 0 en Re 2 < 0 dan asymptotisch stabiel.

Bij een eigenwaarde met regel deel gelijk aan 0 wordt het lastiger:

e als A; =0 en Ay < 0 dan stabiel, maar niet asymptotisch stabiel;

e als Re\; = Re A3 = 0 en twee onafhankelijke eigenvectoren, dan stabiel,
maar niet asymptotisch stabiel;

e als A\; = Ay = 0 en slechts één onafhankelijke eigenvector, dan instabiel.

Er zijn nog enkele speciale namen in zwang,. :

: e Als A\; > 0 en A < 0, dus een Spemaal instabiel geva.l dan noemen we
» zadelpunt de oorsprong een zadelpunt.

e Als )y =0+iBen Ay = 0—if met B #0, dus Re\; = Redz = O en
» centrum Im A; = —Im Az # 0, dan heet de oorsprong een centrum.

e D oW s sal e D o LT e T
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7.4.1 Voorbeelden
Voorbeeld 38
u) _ 34813 u
v o\ =1=3 v
Dan
AL =—4, Ay =-2,
met
2 1 Y, 1
b s e 1 y Pa : =1 %
A1, A2 < 0 dus een asymp. stabiel knooppunt.
Algemene oplossing via eigenvectoren:
u(t) 1 B fage
(v(t) s S e o VW
Oplossing met beginwaarde:
( (t)) 1 -4t + _e —2t _e—u 18 Ee—% (u(].)
v (t) =it _ ge §e—4t 4 16—2: vo )

Voorbeeld

39

OREENG

M =-14, Ay =T,
met

a=(1)a=(%)

A1, A2 < 0 dus een asymp. stabiel knooppunt.

Algemene oplossing via eigenvectoren:

( ug; ) = gre~ 14 ( ‘11 ) +coe™ ™ ( _31 )

Oplossing met beginwaarde:

(¢

u(?)
v (t)

e

o144 STt 13,14 _ 127t
+37 7€ Te )(uo)
1,14t _ T m 314t | 4,-Tt .
= %E 7e¢ +ge Yo
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v\ A =3l u
(2) =(2 2)(%)
2 Dan .
\\ }‘1=/\2=_27 ¢1=G):
: en er is geen @,.
N Dat wil zeggen een (ontaard) asymptotisch
stabiel knooppunt.
L TP / Algemene oplossing via eigenvectoren plus
Ly onafhankelijke hulpvector ‘1}5 = (?), die
e > 5 2 7o berekend is dat:

B | NS\ T

1 \_(_/ De oplossing wordt
()it

Oplossing met beginwaarde

et g )

Voorbeeld 40

Voorbeeld 41
w\' =11 u
v )]\ -1 -1 v
Dan
AM=-1—-3, d=-1+1i
met

a-(i)(1).

Re A1, Re A9 < 0 dus een asymp-
totisch stabiel focus.
Oplossing met beginwaarde:

e e
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' Voorbeeld 42

v _ (-1 -1\ [(u)"
= S
Dan
M==1—4, d=-1+41
met

X 1 i
e (1)+(1).
1 o o0
e (3)4(%).
Re A1, Re A2 < 0 dus een asymp-

totisch stabiele focus.
Oplossing met beginwaarde

(58)=(2m =) (%)

Voorbeeld 43

()-(3 2)()
w1 5)

)«2=—2+3'i,532=(1)+i(g).

Re A1, Re Ay < 0 dus een asympto-

tisch stabiel focus:

Oplossing met beginwaarde wordt via
/ een transformatie

u(®)\ _[e® (lcos 3t—1 sin 3t) $e % sin 3t ug
v(t) ) —Fe%sin3t e % (cos3t+1sin3t) v

De retle transformatie kan men als volgt gebruiken. Met

(@D-CHENE
e:m((m.a)%( (7 (2 A)"

1 0 2 cos 3t —e 2 sin 3t o
1 -3 “2sin3t e % cos3t 3 -3 )

e~ (cos 3t — sm 3t) ze Zsin3t
~10-2t sm 3t e~ (cos 3t + 3 sin3t)
3 3
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Voorbeeld 44

Dan
Al=4, A=2,
met

=(1): me( L)

A1, A2 > 0, dus een instabiel knooppunt.

Algemene oplossing via eigenvectoren:

e ( vg; ) = Cle‘“( i ) + cpet ( _11 )
(s B

Voorbeeld 45

TR Y T A
v o v
= 1 ' b
_ Al=’\?=2v(p1-=( ) ) en geen ¢o,
//— - dus een (ontaard) instabiel knooppunt.

/_.._'\ Oplossing via eigenvectoren en onafhankelijke
1 hulpvector 9 = (9), die zo is berekend dat:
T S ((— 1)~ Mo 1))‘45 é1-.
M) Dan wordt de algemene oplossing ;
_2 = ' 2 1 (St
\_/’ ; u ( ) - 2t ;
v (2) L R e S
\__‘-/ Oplossing met beginwaarde
- ; u®) ) _ [ (A+t)e* te* N\ [ wu
/ o) )T\ —te? -t )\ w )
We gebruikten hier dat als A@; = M@, en AP = M9 + @, met \; = 2, wat
overeenkomt met

~QEDE D

Dan geldt e*43; = e13, en ety = 19} +tet1@,. Dit laatste komt overeen

(A=) ()

el S e B . = s T
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' Voorbeeld 46

/ fi

1 0 e* te? 1. 04\
(—-1 1)(0 62‘)(1 1)_
et + te?t
("5

te?t
~te?t 4 e |-

(=G
A =1-14, *3}:(;)‘”(?)’

AV, 1 {0
Az =1+14, w2=(0)+z( _1).
Re A1,Re Az > 0 dus een instabiel focus.
Oplossing met beginwaarde:

R @

—_—

()-(5 ()
A,=2~3i,¢;=(})+a‘(g),

Ag=2+3% P = ( : )-i-i( _03 )
Re A1, Re A2 > 0 dus een instabiel focus.
Oplossing met beginwaarde:

—1e?sin3t

( s ) ¥ ( i (?—}?:gts-:—n%3im ™ €% (cos 3t—3 sin 3t) ) ( :3 )

v(t)

e )

volgt

=((: 7))-("

DR

cos3t + % sin 3t) —1e?sin 3t
e sin 3t % (cos 3t — 3 sin 3t)
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Voorbeeld 48

N[ e
\ ).1=5,,\2=—10,¢1=(1),¢2=(_11).
A1 > 0 > Mg dus een zadelpunt.

Algemene oplossing via eigenvectoren:

\\ (v )= (3) + (L)
Oplossing met beginwaarde:
\ () (= =) (3),

Al

Voorbeeld 49

Re A; = Re Ay = 0 dus een centrum.
Oplossing met beginwaarde:

IR

s ).
e (1) ()
|

Voorbeeld 50 : u) 1 -3 u
(v)=(2 2) (%)
/ -. Dan
g L, 19 LA
. Al=X=0, @ = 2)engenqaz
Neemﬁv:(clj). '
Algemene oplossing:

/// //// () -atn)
/ (s8R )(s)

Strikt gesproken is dit een instabiele ontaarde knoop e
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7.5 Hoe te berekenen in R® en hoger?

We zullen alleen een voorbeeld geven. In de meeste gevallen krijgt het reken-
werk een dramatische omvang of moet men zelfs op numerieke benaderingen

terugvallen.
Voorbeeld 51
We beschouwen

u’ -1 10 —4 u

v =| -10 -1 6 v |.

w 0 1) L | w
Voor de eigenwaarden A geldt

- “1-2 10 -4 )
det -10 -1-2A 6 =0.
0 0 1 -A

We vinden A\; = —1 — 103 A=—-14+10i en A3 = 1. De laatste eigenwaarde

heeft als vector @ = ) Na enig rekenwerk vmden we

~1 01 =1 10 0 1 Q- T
—10—16= 11 —10—10(011)=
0. O-1 0 2 B "H-1 00 2

. ,

1

2

-1 10 -4
t| -10 -1 6 =
0 0 1

0.1 -1 10 0 1

1 1| exp|t|{ —-10 =1 0 1

0 2 [ (s 2

1 0
1 1
2 0

10

01

00
cos(10t) e*sin(10t) O 1 —%
—e““ sin (10t) e"’cos (10t) 0 0 -3
00 3

0
et (— cos(10t)—e~t s'm(mt)) +et

1
0
0

10
=101
00

Tenslotte

(u (t)) e tcos(10t) e tsin(10t)

2
v(t) _ et (sin(lﬂt) —oos{ll}t)) +et vo | -
w(?) —e~ s:}n (10t) e cog (10t) gc (wo)

Voor het uitrekenen hebben we MAPLE gebruikt. Met MATHEMATICA hebben
we vervolgens een mogelijke baan getekend:
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7.6 (In)stabiliteit voor lineaire stelsels
Zij A een redle n X n matrix met constante coéfficiénten en beschouw
U = AU,
3 : (7.11)
{ U@ = U.

Laat {A1,A2,..., Az} de eigenwaarden van de matrix A zijn.
Propositie 7.6.1 Als Rg/\.' < 0 voor alle ¢ € {1,2,...,n}, dan géldt voor
alle Uy dat de oplossing U (t) van (7.11) voldoet aan :

|(-f(t)' — 0 alst — co.

Het stelsel (7.11) heet asymptotisch stabiel.

Bewijs: We zullen alleen het geval bewijzen waarbij A retle eigenwaarden en n,
onafhankelijke eigenvectoren heeft. Definieer o > 0 door

a=— (lngagsx“,\.;) :

In dat geval is er een transformatie-matrix T' die A diagonaliseert:

M
A=TAT"™ metA=
An

; gl o
‘We gebruiken de (Lyapunov-)functie v (t) = |T‘”"U (t)l . Omdat

T () ? _ pinvi (1) . Tinog t)
| | ®)
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vinden we
o (t) = 210" () - T™U (t) =
= 2T AU (t) - T™™U (t) =
= AT (t) - T"™U (t) <
< 20 (T (t)- T (:)) =—2av(t).
Er volgt dat :
% (2t (1)) = 2% (o (£) + 200 (£) < O

en dus dat \
: 2y (t) <v(0).

Met andere woorden :
|~ (t)l < et ||

en we zien dat |U ()| = 0 als t — co.
Complexe eigenwaarden of minder dan n onafhankelijke eigenvectoren maken het
bewijs veel technischer. Het achterliggende idee blijft hetzelfde. O

Propositie 7.6.2 Als Re); > 0 voor één of meer i € {1,2,...,n}, dan is
er een Uy (willekeurig dichtbij 0) zodanig, dat de oplossing U (t) van (7.11)
voldoet aan

|ﬁ(i)| — 00 als t — oo.

Het stelsel (7.11) heet instabiel.
Bewijs: We geven alleen het achterliggende idee. Zij ); een eigenfunctie met Re A; >

0 en zij @ de bijbehorende eigenvector. Voor Uo = eRe (@;) krijgt men dat |f?" (t)| — 00
als ¢t — oo. - o

Als alle eigenwaarden voldoen aanRe Ai <0 en er zijn er enkele met ReA; =0

“dan is het stelsel zeker niet asymptotisch stabiel. Veel meer is er zonder nader

onderzoek niet te concluderen. Het stelsel kan, maar hoeft niet instabiel te
zijn. .

Opgave 91 Onderzoek de (in)stabiliteit van:

ii.

L~

iv.

N H N R R

o~ o~ —~
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i 0 1
vii | ¥ |=[00
ity 00
b Oredi 00 1 T
PR 0 O (= U B y
i a1 S R TR A T I
w' DR 0E=1"0 w
Opgave 92 Bereken de oplossingen in de vorige opgave. ey
Opgave 93 Laat zien dat voor
Dl il- =0 cost sint tcost tsint
=100 D iA_ | —sint cost —tsint tcost
A= 0/+00 1 Cbi s 0 0 cost sint
0 0 -1 0 0 0 —sint cost
7.7 _Het inhomogene stelsel
Tenslotte beschouwen we lineaire stelsels met een bronterm:
U'(t) = AU@)+F(t), -
9 WY FEG (7.12)
U@ = U

met Uy € R”, A een retle n x n-matrix en F € C (R;R™). Net als voor
het scalaire probleem bestaat er een variatie-van-constanten-methode om met
behulp van de oplossing van (7.2) een oplossing van (7.12) te schrijven. We
geven de recepten.

De homogene beginwaardeproblemen:

{u’(t) = au(t), 2 u(t)=.e“‘u{,

u(0) = u
U'@t) = AU(@), Ll e
{ﬁ([}) = & U (t) = eAtl.

De inhomogene beginwaardeproblemen:

{’ I:((;; : . z:r (t) =t f(t) ’ ‘b‘.(t) et e“tuo +f:=0 e“{‘*‘)f (3) ds,

U (t) AT )+ F (1),
U (0) Uo

U (t) = e2Tp + [1_, eAt=F (s) ds.

Opgave 94 Laat zien dat beide formules voor I aan de rechterzijden inder-
daad oplossingen zijn van de differentiaalvergelijkingen. Je mag gebruiken dat
eAlt=9) = eAte=42 Waarom zijn deze U de enige oplossingen? —i
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Opgave 95 We beschouwen (7.12) met Up = 0 en F(t) = e“‘q& waarbij $eRr
een eigenvector is van A met eigenwaarde A, dus Aqﬁ )\45 -

i. Geef een formule zonder integraal voor de oplossing als A # a.

ii. Geef een formule zonder int.egra.a.l voor de oplossing als A = a.

Opgave 96 Bereken de oplossing van
2. _f-1.-1 z(t) i et
y@) ) \ 6 =2 )\ y@® 3 J*
Opgave 97 Zij ay,...,a, € R. We vergelijken de n%€-orde g.d.v.
‘n—-1
ul® (t) = Zaku{k) (t) (7.13)
met het eerste orde stelsel
w@® \' [0 1 0 e 00\ u
uy (t) P o0 &, e @ u (2)
: =\ : v, iy S : ;1)
Un—2 (t) B s o U0 1 Un—3 (2)
Un-1(t) @Gy a1 - Gp-2 Gn—1 Un—1 (2)

i. Laat zien dat e** een oplossing is van (7.13) dan en slechts dan als ) een
eigenwaarde is van de matrix in (7.14).

ii. Laat zien dat bij iedere eigenwaarde van de matrix in (7. 14) hoogstens
één onafhankelijke eigenvector bestaat.

iii. Laat zien dat te™ een oplossing is van (7.13) dan en slechts dan als A een
eigenwaarde is van de matrix in (7.14) met (a.lgebral‘sche) multipliciteit
minimaal 2.
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8. KWALITATIEVE ANALYSE NIET-
LINEAIRE STELSELS |

8.1 Nietlinsaife stelesls ervinearisaties

Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen zijn meestal niet op te lossen met be-
hulp van een expliciete formule. Wat overblijft is direct eigenschappen van de
oplossing af te leiden. Al heeft men geen formule de existentie en eenduidig-
heidsstelling levert, mits aan de betreffende voorwaarden is voldaan, bij passende
beginvoorwaarde een eenduidige oplossing. Een manier om toch enkele eigen-
schappen af te leiden is om de niet-lineaire differentiaalvergelijking te gaan
vergelijken met een geschikte lineaire differentiaalvergelijking.

niet-lineaire
differentiaalvergelijking

lineariseren rond

evenwichispunt
lineaire
differentiaalvergelijking

N

We bekijken het autonome stelsel

@ = F@), i
{20 = @ &9

met F : R® — R" differentieerbaar.

Definitie 8.1.1 We noemen @, € R" een evenwichtspunt van de differen-
tiaalvergelijking @' = F (@) als F (d.) = 0.

Als iy = i, dan is #(t) = 4. een constante oplossing van deze differentiaal-
vergelijking. Voor beginwaarden in de buurt van i, zullen we de oplossing van
(8.1) vergelijken met de oplossing van

: 7 (@) @),
5 (82

i

5%

137
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Merk op dat F differentieerbaar in e betekent dat

F(@) = F(&)+F (&) (@-d)+o@-1i)=
= F'(i) (@ — i) + 0 (@ — ).

waarbij de restterm o (t'i — 1,) voldoet aan

i lo@=@)l _

- — 0'
il |G — el

De afgeleide F" (i) is een n X n-matrix.

Definitie 8.1.2 Als i, een evenwichtspunt is van differentiaalvergelijking @' =
F (%) dan heet @ = F'(i,) (€ —w@.) de bijbehorende rond @, gelineariseerde
differentiaalvergelijking.

Voor lineaire stelsels is (in)stabiliteit al gedefinieerd. Bij niet-lineaire stelsels
zijn er meer mogelijkheden hoe de oplossingen van zo’n stelsel zich gedragen
en moeten we deze definities uitbreiden. De volgende definities komen voor
lineaire stelsels overeen met Definitie 7.4.1 op bladzijde 124.

Definitie 8.1.3 We noemen het evenwichispunt i, stabiel als er bij iedere
€ >0 een é > 0 bestaat zodanig dat, als

o — @] < §
dan geldt voor alle t > 0

|Z(t) —Ee| <e.

Met andere woorden, Ve > 034§ > 0:

als #p in een §-omgeving van i, start,
dan blijft % (%) in een e-omgeving van ..

Definitie 8.1.4 We noemen het evenwichispunt i, asymptotisch stabiel als
er bij iedere € > 0 een § > 0 bestaat zodanig dat, als

|t — G| < &
dan geldt voor allet > 0
|E(t) —te| <&
en bovendien

t—oo

lim i (t) = @,.
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Met andere woorden, Ve > 036§ > 0:
als g in een §-omgeving van i, start,

dan blijft Z (¢) in een e-omgeving van i, en convergeert naar i, voor t — co.

Definitie 8.1.5 We noemen het evenwichtspunt @, instabiel als er een e > 0
is zodat er bij iedere § > 0 minstens een iy bestaat met

|dp — Te| < &
en voor eent >0
| (t) — Te| > e.
Met andere woorden: e > 0 V6 > 0 zodat
er een ip in de é-omgeving van i, te vinden is

waarbij @ (t) voor een t > 0 de e-omgeving verlaat.

Voor de lineaire stelsels komt dat overeen met de lineaire stabiliteit die daar
gedefinieerd is.

8.1.3  Van gelineariseerde terug naar niet-lineaire stelsels

De stelling doet een uitspraak over het niet-lineaire probleem aan de hand van
het gelineariseerde probleem. .

Stelling 8.1.6 Stel dat voor elke eigenwaarde \; van de matriz F' (ii,) geldt
dat Re\; < —y < 0. Dan is er 6 > 0 en M > 0 zodanig dat voor alle iy met

|t — | < &
en alle t > 0 geldt dat de oplossing van (8.1) voldoet aan
|t — Te| < M &7 |l — |- (8.3)

In andere woorden: als het gelineariseerde probleem asymptotisch stabiel is,
dan is het niet-lineaire stelsel asymptotisch stabiel rond het betreffende even-
wichtspunt. Het omgekeerde zal overigens niet waar hoeven te zijn.
Bewijs: Noem A = F' (@.) . We splitsen het bewijs in meerdere stappen.

e Kies b > v zodat
ReM;<-b<—y <.

Met enige kennis van lineaire algebra kan men laten zien dat er een transfor-
matie T' is zodanig dat A = TDT*™" met D een reéle matrix en

#- D# < —b|Z|* voor alle # € R™.
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Omdat we vaak 7" nodig hebben schrijven we T%"¥ = S, Als A, een n X n
matrix, n retle eigenwaarden heeft met n onafhankelijke eigenvectoren heeft
dan is D een diagonaalmatrix met deze eigenwaarden. Het algemene geval
met complexe eigenwaarden of met een eigenwaarde waarbij de geometrische
multipliciteit kleiner is dan de algebraische is lastiger. Men construeert een
transformatie naar een retle Jordan-achtige matrix (zie bladzijde 119) met in
plaats van 1 buiten de diagonaal een getal o dat voldoende klein is (gebruik de
opmerking op bladzijde 121). ;

We zullen eerst het lineaire geval laten zien. Als §(t) een oplossing is van
7' (t) = A7 () dan volgt met SA = DS dat

L1590 = 5 (S7()- S7() =257(1)- 57 (1) =259() SAF(¢) =

=287 (t) - DSF(t) < —2b[SF (t)]* .
Hiermee zien we dat d
= (™ 1s70)?) <0
en na integratie dat
*|S7(@)* <157 0"
zodat |S7 (£)| < =% |SF(0)| — 0 voor t — oo. !
We bekijken de oplossing in de buurt van het evenwichtspunt en gebruiken
daarbij de volgende transformatie. Noem #(t) = S(@(t) —#.) en G(7) =
S F (i + S™ %) . Dan voldoet #(t) aan '
7 (t) = 8@ (t) = SF (i (t)) = SF (@ + 5™ (t)) = G (7 (t)).
Bovendien geldt G(0) = Gen
G'(0) = SF (@) S = SAS™ = D.
‘We laten vervolgens zien dat we oplossingen van het oorspronkelijke niet-lineaire
probleem althans in een kleine omgeving van het evenwichtspunt kunnen verge-

lglnen met de oplossingen van het gelineariseerde. De differentieerbaarheid van
zegt dat : :

|6 @ - 6(0)- D7
lim
¢ 70 161
Gebruik dat G(0) = 0 en neem 6; zodanig klein dat voor 0 < || < 6; geldt dat
|6 @ - D] = |6 - 6(0) - D3| < o) 13-
Via Cauchy-Schwarz! vinden we dat voor 0 < |5] < §; geldt

|7 (6@ - D3)| <191 |G @ - D7 < (b~ ) i

en dus ook

7-G(@) <7 DT+ (b—7)[92- (84)

Met de schatting in (8.4) kunnen we net als voor de linearisering een differen-
tiaalongelijkheid afleiden. Voor |7 (t)| < §; volgt dat

LWOF =290)7 () =290)-G@®) <2(5-Dr+ -1 [FOF) <

! Ongelijkheid van Cauchy-Schwarz: |3 - 7] < || |7] .
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2(<b@F + G- FOF) = -2rF @) (8.5)

en daarmee geldt zolang |7 (t)| < &1 dat |7(t)| < e~ |7(0)].

‘We moeten nog laten zien dat bij voldoend kleine beginvoorwaarde |7 (0)| aan
|#(t)] < 61 voldaan wordt. Dat bewijzen we uit het ongerijmde. Neem [#(0)| <
&1 en stel dat | (t)| groter dan §; wordt. Uit de continuiteit van ¢ — #(t)
mogen we concluderen dat er een eerste ¢; > 0 is zodat |7 (t,)| = 6;. Voor
t € [0,%;] kunnen we de schatting in (8.5) gebruiken en daarmee laten zien dat
|7(£1)] < €77 |#7(0)| < 61, een tegenspraak.

Dus als |#7(0)| < 61 dan geldt voor alle t > 0 dat

|7 ()] < e |5 (0)].

e Tenslotte zullen we de schatting naar # transformeren. Nemen we |iip — ife| <
1S]I~* 6, dan volgt dat |7 (0)| < || S|l |#o — @e| < 61 en vervolgens voor alle t > 0
dat

@) - | = |IT @) < T 7@ < TN e [7(0)] <
< |70 IS e |do — de| = m e filp — e
als we 6§ = ||S||™ 61 en m = ||T|| [IS|| = |IT|| ||T*"|| kiezen. We hebben
daarmee (8.3) gevonden. Het getal m heet overigens het conditiegetal van de
matrix T. De norm van een matrix is gedefinieerd op bladzijde 122. i

Stelling 8.1.7 Als de matriz F' (@,) minstens één eigenwaarde met posstzef
reéel deel heeft, dan is het evenwichtspunt @, van (8.1) instabiel.

Bewijs: We geven slechts een schets. Wanneer er slechts één reéle eigenwaarde
A; is die het grootste reéle deel bezit dan kunnen we zoals in het bewijs voor het

gebruiken. Hierbij is @; een eigenvector - | % ~ > 7 : :,I '; i i /”:
bij de eigenwaarde ); met het grootste & \ % = T T T, 07 7 7 T
retle deel. De oplossing # (t) van T B
S e Ty Pl e |
falta ~io0th it 2
@(0) = o PRty : £
AT, R e et
voor iy = i, +€e@; met & voldoende dicht : f : / e A DA N
bij 0, zal niet exact de richting @, blijven " Pl p o F g )
volgen, maar wel zodanig dat % (t) alleen Sl N o AT S
‘bij de boog’ de kegel zal verlaten. We ~ - i 1 R N A 3

kunnen laten zien dat zolang de oplossing
binnen de kegel ligt deze zich laat vergelijken met het gelineariseerde probleem; grof
gezegd ]
@ (t) ~ T, + e )@, = @, + eet™ ;.

De functie @, + et (%)@, is de oplossing van het rond . gelineariseerde probleem.
Omdat voor iedere kleine £ > 0 de beginvoorwaarde iig = i, +€@; een oplossing levert
die ‘bij de boog’ de kegel verlaat is i, een instabiel evenwichtspunt.

Indien er meerdere (complexe) A; zijn met maximaal retel deel dan wordt ook hier
het bewijs veel ‘technischer’. Men neemt beginvoorwaarden i, + € Re @; dichtbij ..
Men kan nu niet langer laten zien dat de oplossing een kegel zoals boven ‘bij de boog’
verlaat. In plaats van deze kegel neemt men het volgende. Noem A = F” (), stel
o is het grootste reéle deel van een eigenwaarde van A en definieer de deelruimte

W C R" door
W= {Re@' @ € C™ met A3 = AA""1p vooreenz\ECzodatHeA a}.
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De kegel wordt vervangen door

K = {3 € R |3~ Prywil < c1 [ — | en |-/ <2 },

waarbij Py w de projectie op @, + W is en ¢;,c¢; voldoende klein. Men laat zien
dat @ (t) het gebied K alleen kan verlaten door de rand waar geldt |i (t) — @.| = ¢,
Zolang 1 (t) zich binnen K bevindt kan men #(t) met de ‘gelineariseerde oplossing’
i, + e'4 (iip — 1i,) vergelijken. Omdat |e*4 (o — @e)| ~ €** |ty — | zien we dat er
een t; > 0 is zodat |@(t1) —@| > co. Daarmee hebben we gevonden dat i, een
instabiel evenwichtspunt is. m]

Voorbeeld 52
Beschouw de differentiaalvergelijking

z\' . [ z+222—4?
y) \z—-2+2 )°

Voor de evenwichtspunten geldt = + 22% — 4% = 0 en = — 2y + 2® = 0. Door
naar y op te lossen en deze uitdrukkingen gelijk te stellen vinden we dat
z+2a2 =y? = (3o + z3) en na vereenvoudiging

1 et aly
4z +2m 41:2-.3:—0.

Dus z = 0 of z = —1 of 7 is een nulpunt van de polynoom p(z) = z* —
@3 + 32? — 3z — 4. Met Ferrari’s methode? (via MATHEMATICA) kunnen de
nulpunten van een vierdegraads polynoom exact berekend worden. Er zijn
hier twee reéle en twee niet-reéle wortels. De formule is echter zo vervelend dat
we toch een numerieke benadering van de evenwichtspunten zullen gebruiken.
Indien de bijbehorende benaderende eigenwaarden reéel deel voldoende weg
van 0 hebben (en ook beide eigenwaarden voldoende van elkaar weg liggen)
kan men laten zien dat de exacte eigenwaarden bij de exacte evenmchtspunten
voor dezelfde classxﬁca.tle zorgen.

2
De functie F'(z,y) = ( fct22f+ 33 ) heeft als evenwichtspunten

o 0 3 lsl . —68456 L (15049
2 1 W Y s e T Rl el SR

De laatste twee zijn benaderingen van de twee reéle wortels van p met de
bijbehorende y.

&

Het vectorveld op [—-2.5, 2.5] x [—1.5, 3.5] ziet er als volgt uit:

*Lodovico Ferrari leefde van 1522 tot 1565.
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De afgeleide van F is:

1+4x =2
Fen=( 11w 7).

De linearisaties:

i. rond 4 :
‘ ORI OB S R R
03 ( , S )"
eigenwaarden: 1,—2.

Het gelineariseerde probleem heeft een zadelpunt.
Het evenwichtspunt (0,0) is instabiel.

: -3 2 o~
= ( Palid )v,
' eigenwaarden: -3 + 133, -3 —3V33.

Het gelineariseerde probleem heeft een zadelpunt.
Omdat —$ + £1/33 > 0 geldt is #; dus instabiel.

-ii. rond s :

ili. rond 3 bij benadering:

L, —1.7382 1.0054 \
Yes 24059 -2 »

eigenwaarden: —0.30832, —3.4299.

Het gelineariseerde probleem heeft een stabiele knoop.

Omdat beide eigenwaarden negatief zijn is ook het niet-lineaire probleem
stabiel. : : 5

iv. rond 4 bij benadering:

L (70196 —4.913 ) .
£ b B

eigenwaarden: 2.5098 + 4.2373: ,2.5098 — 4.2373i .

Het gelineariseerde probleem heeft een instabiel spiraalpunt.

Het niet-lineaire probleem is instabiel want de eigenwaarden hebben posi-
tief regel deel.

_Voorbeeld 53,
Opgave 4.d op bladzijde 95.
Bepaal de evenwichtspunten (en hun stabiliteit) van.

(;)’=(i:;§) i (8.6)
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TI r;;;.////
b HER T TR ISR S P | f;f,;t”//
oo Nov b o it binle <1V g T L
YOLA N I R LA PR

Het vectorveld bij (8.6)

Evenwichtspunten: 1 — 2y =0 en z — 33 = 0 levert y* =1lendusy=1of
y = —1. Met de bijbehorende x krijgen we de volgende evenwichtspunten:

@ =(1,1) enily = (-1,-1).

Lineariseren: F (z;y) = ( i‘::"{ ), dﬁs F'(z,y) = ( _ly __3;2 )

S 0 S AR &
F (ul)_( 1 __3) en F' (ul)_(l _3)
De gelineariseerde stelsels zijn als volgt.
e Bij 1
7' = -1 -1 LN
“\L1r =3 vy )’

met eigenwaarde: \ = —2 (2x) met slechts één onafhankelijke eigenvec-

tor: (7).
Een stabiele knoop.
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o L I 5 B L A oot [ ] PR N N
R B S N o LR O R R VR e S
fosith = W S s < s of N RS N
A Vel el B S e T S TN MR e
y 1\ ST ey . 11 R Skl
LT S S sl gt A AN s - L e e S
A T T e R LY U A e T T N T L =C
095 o 2 oz R SR VIS T T
Vol Lo e A R A NN
0,91////;]]1]1 l.l\\\\\\\\11
09 095 1. 105 11 LI GT0s 1 2098 7209

X X

gelineariseerd rond (1,1) gelineariseerd rond (—1,—1)

e Bij i

Sl les |
S ( 1 -3 ){"
met de volgende eigenwaarden/eigenvectoren:
M=-1+5, ¢ = . '
3 1 =9~ \/3
1

: Omdat Ay < 0 < A; dus een zadelpunt.

Via linearisatiestelling: ) is een stabiel evenwichtspunt en 4 is een insta-
biel evenwichtspunt voor (8.6).
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Opgave 98 Een ballon die met helium gevuld is en waaraan een lange dunne

ketting hangt wordt losgelaten. Als we de wrijving vergeten

en de ketting lang genoeg is om niet vrij van de grond te

komen ziet de energiebalans er als volgt uit:
bewegingsenergie: Emov = § (mp + yu) v?
potentiéle energie ballon:  Epetp = —Fpu

H u
potentigle energie ketting: Epstr =g / vsds = §gyu?
) 0

waarbij m = mp + yu de massa van de ballon plus het
omhoog getrokken deel van de ketting; -y is het gewicht van
de ketting per lengte-eenheid; v is de snelheid van de ballon
en u de hoogte van de bovenkant van de ketting. Fj is de
opwaartse kracht van de ballon. We vinden

3 (my+ ) v? — Fyu + 3gvu® = constant.

Met v = u' en na differentiéren volgt

1.0

37 (u’)$+ (mp + yu) v’y — Fyu + gyuu' =0.

Na deling door o' wordt dit

iv.

by (@) + (my+yu)u’ — R+ gyu=0. (8.7)

. Schrijf deze tweede-orde differentiaalvergelijking als een eerste orde stelsel.

. Bereken de stationaire oplossing en lineariseer rond deze oplossing. Is de

stationaire oplossing stabiel of instabiel? Asymptotisch stabiel?

. Geef een schets van het fasevlak rond het evenwichtspunt.

Als de ketting vrij van de bodem komt dan moeten we de uitdrukkingen
voor de energie veranderen:

bewegingsenergie: Emoy = 3mv? = § (my + v min (u, £)) v?
potentiéle energie ballon:  Eppp =—Fu

potentiéle energie ketting: Epsx =g -/1 y8ds =

k n—min(u,t)

_f 3gvd? voor u < £,
"1 9ve(u—13€) vooru>e

Wat gebeurt er met het evenwichtspunt als Fy < gy£? En als Fj, > gy £?
Geef in beide gevallen een schets van het fasevlak.

. Neem opnieuw aan dat de ketting lang genoeg is. We voegen een wrij-

vingskracht —au' aan het model toe: _
37 (u’)2 + (mp+yu)u” — Fp+gyu—oau’ =0.

Bereken opnieuw de stationaire oplossing en lineariseer rond deze oi.)-
lossing. Is de stationaire oplossing stabiel of instabiel? Asymptotisch
stabiel? Schets het fasevlak.

—
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Opgave 99 Beschouw het stelsel

u 'uz . Uz
(v)= (&%)
i. Bereken de evenwichtspunten.

ii. Lineariseer rond de evenwichtspunten.

iii. Classiﬁceer. de gelineariseerde stelsels (stabiel /instabiel, focus, zadelpunt,
knoop, etc.). '

iv. Onderzoek de stabiliteit van de evenwichtspunten voor het oorspronke-
lijke stelsel.

Opgave 100 Zelfde opdrachten voor
N e AT £ T
Pl )T\ w-8 )
o [ v? —u?
) s )

Hint bij (0,0) : bereken de oplossing met (u (0),v(0)) = (=4,0).
2 2 3 '
iii. ( :, ) = ( (::2 I ;‘) 2 ) voor zover mogelijk.
Opgave 101 Gegeven is het stelsel

g(:) = Fu(®),o(t) met F(u0)= _v"f;j_‘;z . EE)
( G (42 +9%)

.i. Geef het rond het evenwichtspunt gelineariseerde stelsel.

ii. Is het gelineariseerde stelsels (asymptotisch) stabiel of insta.biel?; Mo-
tiveer! ;

iii. Wat kan men daaruit concluderen voor het oorspronkelijk stelsel?

——)
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8.2 Lyapunov-functies

oftewel JISTIYHOB-functies?.

Definitie 8.2:1 Zij het vectorveld F : R* — R™ en de differentieerbare functie
V : R* — R" gegeven. De afgeleide van V langs het vectorveld F' wordt
gedefinieerd door

V@ =wW@ F@.

Voorbeeld 54 §

-u" —v

Zijf_"(::)=( 3 )enV(u,v)=u2+vz.Dangeldt

u—uv
o 2u —ud —v
V(ﬁ’)_(%)-( u—v3 )_
= —2u? — 2uv 4 2uv — 204 = —2ut — Nt
Deze functie V kunnen we als volgt gebruiken om een uitspraak voor oplossin-
gen van
@)\ _ g v
() ) v (t)
te doen. Stel (u(-),v(-)) is zo’n oplossing. Dan zegt V (u (t) ,v ()) iets over de

afstand van (u(t),v(t)) tot (0,0); in dit geval is V (u(t),v (t)) het kwadraat
van deze afstand. Door dit naar ¢ te gaan differentiéren,

%V(u(t),v(t)) WV (u(t),v () ( 3%3 ) =

W(‘u(t),v(t))'ﬁ( 353 ) 3

= V(u(®),v(¥)

en door te gebruiken dat v (u,v) < 0 is buiten (0,0) zien we dat V kleiner
wordt. Daarmee vinden we dat de afstand van (u(t),v(t)) tot (0,0) kleiner
wordt. Met een extra argument kan men zelfs concluderen dat

Jim (), (8) = 0,0)-.

Met andere woorden: bij elke beginvoorwaarde zal de oplossing naar (0,0)
convergeren. ‘ At )

3De fonetische transcriptie loopt uiteen van Lyapunov, via Liapunov tot Liapunoff.




» Lyapunov-
Junctie

» strikte
Lyapunov-
functie

150 Kwalitatieve analyse niet-lineaire stelsels

Een dergelijke functie V kan men gebruiken om stabiliteit van een evenwichts-
punt aan te tonen.

Stelling 8.2.2 (Lyapunov, 1892) Zij 4. een evenwichtspunt en B een om-
geving van U.. Stel dat V een differentieerbare functie van B naar R is zodat

V(d) = 0,
V(@ > 0 wvoori€ B\ {i}.
Dan geldt

i. als \./ <0 in B, dan is U, een stabiel evenwichtspunt;
i, als V. < 0 in B\ {#.}, dan is i, een asymptotisch stabiel evenwichtspunt;

. als V>0 in B\ {#.}, dan is i, een instabiel evenwichtspunt.

Een differentieerbare functie V waarvoor geldt
V(@) =0,
V (@) > 0 voor % € B\ {u.},

V (@) <0 voor @ € B\ {Z},

heet een.Lyapunov- functie bij @, voor het vectorveld F. Als aan de zwaardere
eis dat

V (@) < 0 voor @ € B\ {a.}
voldaan is, dan heet V een strikte Lyapunov-functie.

Opmerking: De functie V (%) is een soort ‘vervormde’ afstand tussen # en .. Als
V een strikte Lyapunov-functie is op B\ {#.} en als ¢ > 0 een getal is zodat

{(z,v);V(z,y) <c} C B,

dan geldt voor iedere oplossing (u,v) met V (v (0),v (0)) < c dat tl_iglo (u(0),v(0)) =
. De Stelling van Lyapunov (ii) garandeert dat V (u (t) ,v (¢)) kleiner wordt zolang
(u(t),v(t)) binnen B zt. De stelling garandeert niet zonder meer dat (u (t),v (t))
binnen B blijft. Dit is wel het geval wanneer we met V (z(0),v (0)) < ¢ zoals boven-
staand starten.

We vergelijken met de stabiliteitsresultaten die we uit de linearisatie verkregen.

e Nadeel. Het is vaak niet eenvoudig een dergelijke Lyapunov-functie te
vinden en bovendien vraagt de controle van de noodzakelijke eigenschap-
pen meestal lastig rekenwerk. Bij mechanische modellen is overigens de
functie die de energie beschrijft vaak geschikt als Lyapunov-functie.

e Voordeel 1. Soms is het mogelijk met behulp van een geschikte V toch :
een uitspraak te doen als het gelineariseerde stelsel een eigenwaarde met
* 0 als resel deel heeft.
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Opgave 102

i. Laat zien dat je via lineariseren geen uitspraak kunt doen over de sta-
biliteit van het evenwichtspunt bij

v\ [ —ud+w?
v ] T\ =t —u )

ii. Bepaal een geschikte omgeving van (0,0) waar V (u,v) = u? + v? een
strikte Lyapunov-functie is (dus (0, 0) is wel stabiel en zelfs asymptotisch
stabiel).

iii. Noem £o = (u? (0) +v?(0)) . Laat zien dat elke oplossing voldoet aan

24,
2+t£9-

u? (1) +9% (8) <

(Hint: % (2? +y2)2 <zt+yh)

iv. Bereken lim; o (u(t),v (t)) als u (0) = 825 en v (0) = =.

——

Opgave 103 Laat zien dat V (u,v) = u*+v? rond (0, 0) een strikte Lyapunov-
functie is voor
u v? —ud
(o) {2zne)

Opgave 104
i. Bepaal een Lyapunov functie bij de differentiaalvergelijking voor de he-
liumballon met voldoend lange ketting en zonder wrijving van bladzijde
147.

ii. Geef een strikte Lyapunov functie bij de differentiaalvergelijking voor de
heliumballon met lange ketting en met wrijving.

Opgave 105 We keren terug naar het stelsel in (8.8).

i. Laat zien dat V (u,v) = u® + 2v? een strikte Lyapunov-functie is voor
dit stelsel. Hint: w’v = u® (wv) < } (*:;r.“):a + 3 (w)?.

ii. Is het evenwichtspunt voor het stelsel (asymptotisch) stabiel of instabiel?
Motiveer! :

iii. Hoe verklaart u het verschil tussen de stabiliteit van het gelineariseerde
en de stabiliteit van het oorspronkelijke niet-lineaire stelsel?
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8.2.1 De Lorenz-vergelijking

Deze vergelijking® is afkomstig uit de meteorologie. Het is een zeer vereen-
voudigd model voor convectie-stromen in hogere lagen van de atmosfeer:

(£)-(55)
y | =| x—y—2=z (8.9)
z ‘xy — bz .

met a,b,c € R*. Als ¢ < 1 dan is 0 een asymptotisch stabiel evenwichtspunt.
We beschouwen alleen ¢ € (0,1).

]

Evenwichtspunten. Het punt (2., ¥, 2.) is een evenwichtspunt als

a(ye—z:) = 0,
CTe —Ye —TeZe = 0,
TelYe —bze = 0.

Dus z, = . en de tweede vergelijking geeft . (¢ — 1 — z,) = 0. Als . = 0 dan
ye = 0 en uit de derde vergelijking volgt z, = 0. Als z. #0dan z. =c—1<0
en uit de derde vergelijking volgt z. = z2/b > 0, een tegenspraak.

Dus (0, 0,0) is het enige evenwichtspunt als c € (0,1).

Stabiliteit via linearisatie. Lineariseren rond (0,0,0) levert

(£)-(535)()

De eigenwaarden A voldoen aan

—a—A a 0
det c —1-X 0 =0
0 0 =b=2A

en dus ((—a — A) (1= X) < a¢) (=b— A) = 0. We vinden
A1 = b,
Y = —}a+)+/(e+1)2 -4 -0,
Y = -ba+1)-Ly/(e+1)?-4a1-o0),

en deze drie eigenwaarden zijn negatief indien a,b > 0 en ¢ < 1. Volgens
Stelling 8.1.6 is (0,0,0) een asymptotisch stabiel evenwichtspunt. Dat wil
zeggen dat er een § > 0 is zodat voor ||%g]| < & geldt dat de oplossing van (8.9)

met beginwaarde
z(0)
( y(0) ) =
z(0) ;

‘Edward Lorenz, 1963
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z (t) 0 ‘ ?
Jim ( y (%) ) = ( 0 ) - © (8.10)
~N\ 2(8) 0

De stelling doet geen uitspraak over de grootte van é.

voldoet aan

Stabiliteit met Lyapunov. We kunnen de volgende Lyapunov-functie ge-
bruiken:
V(z,y;2) = 22 + ay® + a2’

2z a(y—z)
2ay || cx—y—=2z | =
\ 2az Ty — bz

2 (—z® + (c+ 1) ay —y* —b2%) <

()~ () <

voor alle (z,y,2) # (0,0,0) . We weten nu dat voor elke beginwaarde iy € R3
volgt dat de oplossing voldoet aan (8.10). Met andere woorden: via de
Lyapunov-functie weten we dat (0,0,0) een globaal asymptotisch stabiel even-

Dan vinden we dat

V(2,9,2)

IA

~ wichtspunt is.

Het interessante geval voor de Lorenz-vergelijking is overigens ¢ > 1. Het even-
wichtspunt (0,0,0) is dan niet stabiel en bovendien vertonen de oplossingen
een chaotisch gedrag. Voor a =3, b =1 en ¢ = 26.5 vinden we bij beginvoor-
waarde (z (0),y (0),2(0)) = (0,1,0) het volgende plaatje.

20
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i. Bereken de evenwichtspunten.
ii. Lineariseer rond deze evenwichtpunten.
ili. Bereken de eigenwaarden bij de linearisatie rond (0,0,0).

iv. Een numerieke benadering van de eigenwaarden voor de gelineariseerde
stelsels bij beide andere evenwichtspunten levert

A1 = —4.9044,
A2 = —0.047782 + 5.7471i,
A3 = —0.047782 — 5.74713.

Hoe zou je deze evenwichtspunten classificeren?




9. MACHTREEKSMETHODEN

9.1 Motivatie

Voorbeeld 55
Voor de d.v.
v +zu=0. (9.1)

is geen oplossing te vinden die te schrijven is met behulp van standaardfuncties
zoals polynomen, sin, cos, e-machten. Om toch een min of meer expliciete
formule voor de oplossing te vinden gebruikt men machtreeksen.

‘We proberen voor de oplossing een functie in'de vorm van een machtreeks met
positieve convergentiestraal te vinden:

u(zx) = Z anz®.
n=0

Als deze machtreeks convergeert voor |z| < R, met R de convergentiestraal,
dan geldt (zie Stelling 2.2.1) dat 4 (302 @a2™) = Yoo (f£anz™) voor |z| <
R en bovendien dat de afgeleide dezelfde convergentiestraal heeft. Dit resultaat
tweemaal gebruiken levert

U’ (z) = Z n(n—1)a,z" 2.
n=2

Na invullen in de d.v.:

oo o0
0= Zn(n— 1) a,z™2 +$Zﬂ»n$" =
n=2

n=0

= Z (k+2) (k +1) ﬂk_l_g.’.ﬂ'k + Zak_la:" =

k=0 k=1
= 2az + Z ((k E 2) (k + 1) Qpyo + a.k_l)mk.
=1

Omdat Y 52, bxz* = 0 voor = € (—R, R) dan en slechts dan als by = 0 voor
alle k vinden we

0 = 2a; (bij z°),
0= (k+2) (k + 1) @gy2 + ax—1 (bij z*) voor alle k > 1.
Uit de tweede vergelijking halen we dat

i ol -1
_ W2 =T+ E+I) L )
Dan ook:
-1 -1 -1
Gkt = T TR T L k2 = ak—1-
(k+5) (k+4) (k+5)(k+4}(k+2)(35:+1)
155
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Herhaald gebruik van (9.2) levert voor n > 0:

1] (=) (-3 T(n+d) .
@Bn = EEADE-3)En-D.3290 T " @ar a0

‘A (=1)" _ (=9)" I(n+2
Bntl = Bar)EmEn-2)En=8)-431 = @nili 1(3) L
G342 = GG % = 0

Hier hebben we de gamma-functie! gebruikt.
We vinden als algemene oplossing van (9.1):

(=3)" T(n+3) sn (=8)" I(n+2 3n+1
“’“Z GmIT@) © T Z @n+D)! T(2 :

De convergentiestraal van deze beide machtreeksen is overigens co. £+ LY

Met deze aanpak kan men laten zien dat voor lineaire differentiaalvergelij-
kingen van de vorm

u™ (2) + oq (2) ™V () + ... + an-1 (@) ¥ (2) + an (x) u(x)=0 (9.3)

waarbij o; analytische functies zijn, er oplossingen zijn in de vorm van een
machtreeks met een positieve convergentiestraal. Merk op dat analytisch een
veel zwaardere eis is dan continu. Existentie en eenduidigheid voor lineaire
differentiaalvergelijkingen hebben we al gezien voor ¢; continu.

Opmerking: Als we een oplossing u in de vorm van een machtreeks gevonden

" hebben en deze machtreeks heeft convergentiestraal R dan wil dat niet zeggen dat het

maximale existentie-interval van u gelijk aan (—R, R) is. Als (T}, ,T;") het maximale
existentie-interval is dan geldt wel T; < —Ren R< T,

Opmerking: Bij beginvoorwaarden in 0 zoekt men een machtreeksoplossing van de
vorm Y o ;anz™. Als er in beginvoorwaarde in zq # 0 is voorgeschreven dan is het
handig om een oplossing in de vorm van een verschoven machtreeks Y>>  an (z — o)™
te vinden.

Opgave 107 Bereken de oplossingen in de vorm van een machtreeks rond 0
van

i ' (z) +u(z) =0

! De gamma-functie is gedefinieerd voor z > 0 door T (z) = [;° e~ *t*dt. Voor z € N* is
deze integraal eenvoudig te berekenen. We vinden dat I (n + 1) = n! = nI' (n) voor n € N'*.
Bovendien zien we met een partitle integratie dat I' (z + 1) = 2T (z) voor alle z > 0. Deze
laatste relatie wordt gebruikt om te functie uit te breiden op R™\Z™.

o

TITI It 1171
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ii. v (z) + o' (z) + 22u (z) =
i, (14+z)u" (z)+ (1 —2)u(z) =
Opgave 108 Bereken bij (1+z)u" (z) + (1 —z)u (9:) = 0 de oplossingen in
de vorm van een machtreeks rond 1. i

Opgave 109 Bereken de convergentiestraal van de twee onafhankelijke macht-
reeksoplossingen (rond 0) voor (1 + z)u” (z) + (1 — z)u(z) =0. o

9.2 C(lassificatie

In de differentiaalvergelijking (9.3) is de coéfficiént voor de hoogste afgeleide
gelijk aan 1 en zijn de a; ‘nette’ functies. Vaak komt men echter differentiaal-
vergelijkingen tegen die een coéfficiént voor de hoogste afgeleide hebben die
in een punt gelijk aan 0 wordt terwijl enkele van de overige coéfficiénten niet
gelijk aan 0 wordt. In dat punt is de orde van de differentiaalvergelijking
dus eigenlijk één lager dan erbuiten. Dergelijke singulariteiten zullen we ook
verder onderzoeken.
We beperken ons tot tweede orde differentiaalvergelijkingen. Met voor de hand
liggende aanpassingen zullen de resultaten ook voor hogere orde differentiaal-
vergelijkingen gelden.
‘We beschouwen

P(z)u"+Q(z)u' + S (z)u=0. (9.4)
waarbij P, @ en R zijn analytische functies in g (dus complex differentieerbaar

in een C-omgeving van zp). Functies zoals polynomen, sin, cos en e-machten
zijn analytisch op C. Voor de definitie zie bladzijde 16.

Definitie 9.2.1 Stel P,Q en S zijn analytische functies rond 2o en neem aan
dat bovendien geldt dat Q (o) # 0 of S (zo) # 0.

i. Als P(x0) # 0 dan heet 9 een normaal punt voor de d.v. (9.4).

#i. Als P (zo) =0 dan heet zo een singulier punt voor de d.v. (9.4).

(a) Als P(zp) =0 en de volgende limieten bestaan (een eindige limiet

hebbe
P i e 2D e tim o 20 S

dan heet o een regulier-singulier punt.voor de d.v. (9.4).

(b) Als P(zp) = 0 en én van die limieten bestaat niet, dan heet xo een

irregulier-singulier punt voor (9.4). Men zegt ook: (9.4) heeft een
essentiéle singulariteit in xy.
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Voorbeeld 56
Voor
(a:‘—l)u"+(z2—2m+l)u'+u=0

iszgp=1een regulier-sing‘ulier punt:

(), e o =2k
Rlie Sap T s s R x4 5 3 T
: 2 R(z) R
Bz =i e Iy (2~ 1)° :174 AT S 3
De differentiaalvergelijking heeft een essentiéle singulariteit in £ = —1 :
Q(z) _ z? -2z +1 :
21.1.1.20 (z — z0) P h z+1) = v bestaat niet.
Alle andere zp zijn normale punten voor deze d.v. T

Opgave 110 Bepaal de normale en de regulier-singuliere punten van
i (I+2)d (z)+(1 —a:]‘;s(_:c) =
ii. zsin (z)sin (2z)u” (z) + cos (z) u(z) = 0.

9.3 Oplossingen rond normale punten

Zonder bewijs geven we de existentiestelling voor oplossingen in de vorm van
een machtreeks.

In het deel over complexe functies hebben we overigens opgemerkt dat elke
functie die analytisch is in B, (zg) = {2 € C; |z — zg| <7} te schrijven is als
een machtreeks Y o2  an (z — o)™ met convergentiestraal R > r. Omgekeerd,
elke machtreeks 2“_0% © — zo)" met convergentiestraal R is analytisch in

Bp (o) -

Stelling 9.3.1 Stel P,Q en S zjn analytische functies in ¢ en xo is een
normaal punt. Dan heeft (9.4) twee onafhankelijke machtreeksoplossingen van
de vorm

b S b e 95)
n=>0

Opmerking: Als %g* en %%E} analytisch zijn op Bg (zg) C C, dan kan men laten
zien dat ook de oplossing u die men in (9.5) vindt analytisch is op Bg (2¢) . Dus de
convergentiestraal van u is groter of gelijk aan R.

Opgave 111 Bereken een oplossing van
i. ¥’ + (1 — z)u = 0 als een machtreeks rond 0;
ii. ¥” + (1 — z)u = 0 als een machtreeks rond 1;
iii. (1—2)u"”+u =0 als een machtreeks rond 0.
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9.4 Oplossingen rond regulier-singuliere punten

We beschouwen opnieuw (9.5), nu herschreven als

Q) B _
oYt PE = (9.6)

u + ==
met P,Q en R analytische functies bij z'en wel zodanig dat A%E;% en/of %g%
een pool heeft in zg van orde 1, respectievelijk van orde 1 of 2.
Zonder verlies van algemeenheid nemen we zg = 0 als reguher—smguller punt
en we laten a, 8 € R zodanig zijn dat

Q(z) R(z)
lipepi=a e lma’p PQ)

=B.

Opmerking: Dus met het orde-symbool van Landau voor = — 0 :

Q=) _ R@) _B 1
s 2+00) e o +o($).

In het algemeen heeft (9.6) geen oplossing rond zo = 0 die als machtreeks is
te schrijven maar wel een oplossing voor z > 0 die voor een of andere v € C
als volgt te schrijven is:

z) =y Z anx”. (9.7
n=>0
Definitie 9.4.1 Een functie van de vorm
o0
u(z) = (- 20)" Y an(z —z0)". (9.8)
n=0

heet een gegeneraliseerde machtreeks.

Om de juiste v te vinden in (9.7) buchouwen we de differentiaalvergelijking

die ontstaat door in (9.6) Q) door —en R () door '6 te vervangen:
P(z) P (z)
o g
u” + Eu" + %u =1, ; (9.9)

De differentiaalvergelijking in (9.9) heet de Euler-vergelijking bij (9.6).
De passende v in (9.7) is zodanig dat u (z) = z¥ voor = > 0 een oplossing is
van (9.9). Door in te vullen krijgen we

v(v-1)2""?+avz" %+ Bz 2 =0.

‘We hebben een oplossing als v voldoet aan de algebraische vergelijking

[v(v-1)+av+8=0.] (9.10)
V‘érgelijking (9.10) heet de indiciaalvergelijking voor (9.6).

Zonder bewijs geven we de volgende stelling.
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Stelliné 9.4.2 Als o een regulier-singulier punt is van (9.6) en de bijbe-
horende indiciaalvergelijking heeft een reéle wortel v, dan heeft de d.v. een
gegeneraliseerde machtreeks-oplossing van de vorm

u(2) = (z—20)" ) _an (z —0)".
n=0

De reeks Y o2 o an (z — @o)™ heeft een positieve convergentiestraal.
Opmerking: Herschrijven van deze indiciaalvergelijking (9.10) levert
a—1)\? a—1)\?2
r il e
en bij het oplossen vinden we drie te onderscheiden mogelijkheden:
o goval 1: (23)° — 8> 0,
de algemene oplossing van (9.9) is
u(z) = 2"’ + coz™? _

met vy = ~851 +1/(551)" ~ fen vy = -2l — /(25)" -

o ol 2 (251) =0,
we vinden alleen u (z) = z¥ met v = —%5* als oplossing. Men laat zien dat de
algemene oplossing van (9.9) is

u(z) =ec12” +coz”In(z).

o geval 3: (22)° -8 <0;

er is geen resle coéfficiént en z T, met A = —2=L en p = 4/F — (%)2 ziet
er niet zo aardig uit. Voor z > 0 is de algemene oplossing van (9.9) te schrijven
als

u(z) = ¢z sin (pInz) + oz cos (ulnz).

Voor een ‘nette’ tweede orde lineaire gewone differentiaalvergelijking zonder
begin- of andere voorwaarden verwachten we twee onafhankelijke oplossingen.
Omdat (9.6) inderdaad van dit type is zoeken we nog een tweede onafhankelijke
oplossing. Als de indiciaalvergelijking twee verschillende wortels 11 en v/ heeft,
dan zou je kunnen hopen dat er twee onafhankelijke oplossingen u; (z) =
320 o n (T —20)" ! en ug () = 3222 bn (z — 0)" ™2 zijn. Helaas ligt het
niet zo simpel. Als namelijk »; — v € N ligt dan is een gegeneraliseerde
machtreeks zoals u; te schrijven als uz met de eerste v; — v coéfficiénten
gelijk aan 0. Dit geeft geen reden dat er nu inderdaad problemen optreden
maar een verdere analyse, die we hier niet zullen uitvoeren, laat zien dat deze
problemen er inderdaad zijn. Ook zonder bewijs geven we stelling voor de

algemene oplossing.

Stelling 9.4.3 Stel xq is een regulier-singulier punt van (9.6) en de bijbe-
horende indiciaalvergelijking heeft twee wortels v1,v2 € C.

i. Als vy — vy ¢ Z, dan heeft de d.v. twee onafhankelijke gegeneraliseerde
machtreeks-oplossingen van de vorm

uric)s= z:a,,(:::—..":n)"""'1
_...D

b" (:‘L‘ - xo)ﬂ+lfn

i

™8

ug(z) =

L
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4. Als vy — vy =n € N, dan heeft de d.v. twee onafhankelijke oplossingen
die als volgt te schrijven zijn

u(z) = ian(x—a:o)""""

n=0

up(z) = Eb“ (z — z0)"2 + C In(z) w1 (z)
n=0

voor een C € R.
De algemene oplossing is in beide gevallen als volgt te schrijven

u(z) = e1ug (2) + cuz ().
De reeksen hebben een positieve convergentiestraal.

Opmerking: De resultaten voor normale en voor regulier-singuliere punten kan
men ook tot hogere orde d.v. uitbreiden. Voor het 5% orde probleem

P(z)u’ +Q(z)u™ + R(z)u™ + S (z)u* + T (z)v' + V (z)u=0

met P,Q,R,S,T en V polynomen (of andere ‘mooie’ functies) heet zp een normaal
punt als P (zg) # 0. Als P (zo) = 0 dan heet z¢ een regulier-singulier punt als de limi-
: . 2 i 3 :
eten lim (z —20) 3, lim (2 —z0)” F{3, lim (@ - 20)” £, Jim, (@~ 20)* 73
: 5 V(= LS F LY

en zlina}o (x — zo) F}E} bestaan (eindig zijn).

Opmerking: Als zj een singulier punt is dat niet regulier-singulier is dan kunnen
er functies als b.v. = als oplossing voorkomen (probeer maar z%u” — zu’ + 2u = 0).
Daar zullen we ons niet mee bezig houden.

Opgave 112 Een oplossing van z3u” — azu'-+ 2u = 0 is hierboven gegeven.
Gebruik de substitutie u (z) = v (z) e= omde algemene oplossing te bereke-

nen (de integraal die u daarbij tegenkomt mag u laten staan). Hoiee

Voorbeeld 57
Bepaal de algemene oplossing van

o' — b +u=0 (9.11)
met behulp van (gegeneraliseerde) machtreeksen rond 29 = 0.

Het punt 0 is een regulier-singulier punt. Men berekent a en 3 van de bijbe-
horende Euler-vergelijking door

t:|:=lim:,t:~—=—l en ,6=lima:21=0.
z—0 T 2 z—0 T
De Euler-vergelijking wordt
u' —ja 7w =0
en de indiciaalvergelijking

r(r—1)—4r=0.

™ T T 17

™ T T T T rIrr-r
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De wortels van de indiciaalvergelijking zijn 1 = 0 en r; = 3. Oplossingen van
(9.11) zijn van de vorm

(= =]

Z an Prianad

n=0

Invullen in de d.v. levert

0
0= Za,,,(n +7) (n+r;—1) ™14
n=0

—gzan (n+ ;) """‘"‘_l-i-Za.n ant =

n=0
[+ o]
= Ean(ﬂ e 1"'.') (n + 7 — 1) gl
n=>0 =
—%Ean(n-l—ﬂ) Vi 1+§:an ol
n=1
=aq (ri (i — 1) — ;) " '+

+Z an (n+15) (n+ 15— 1) — Jan (R +15) + an1) ™ =

(merk op dat de term bij ag de indiciaalvergelijking is)
), :
=Y (an(n+r) (n+1i = 3) +an-y) 2.

We vinden de recursieve formule

0=a,(n+7r;) (n+r‘-—%) + ap_1 voor n > 1.

Je ziet nu welke rol de indiciaalvergelijking speelt. De indiciaalvergelijking
is de coéfficient bij ag. Als deze coéfficiént niet gelijk aan 0 zou zijn, dan
zou ag gelijk 0 moeten zijn. Volgens de recursieve formule zouden dan alle
coéfficiénten a, gelijk aan 0 moeten zijn. Dat wil zeggen dat we alleen de
triviale oplossing zouden vinden.

Voor r; = 0 krijgen we
(R (= )
MT(n-3)

_E=)rr3)

" alT(n+3)

envoorry =3 :

De algemene oplossing is

1P I ( D e :
u(&‘)_mz '%‘n——ﬁ) "+G2Z:n|1..)ﬂ_!_(E P32

met ¢, ¢z € R. —_
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Voorbeeld 58
Beschouw

zu’ +u' +u=0
rond zo = 0. Het punt 2o = 0 is een regulier-singulier punt want na herschrij-
ven tot
" 1 ! 1
v +—-u+-—u=0
z x
zien we dat lim;0z2 = 1 en limy,o2?l = 0. De bijbehorende Euler-
vergelijking wordt
" 1 ’ 0
vt -+ —Su= 0
z z
en de indiciaalvergelijking r (r — 1) +r = 0 heeft r = 0 als een dubbele wortel.

Dat betekent dat we een machtreeks u; (z) = Y o>, a,2™ als oplossing kunnen
vinden. Invullen levert

o0 o0 [+ =]}
0=zuf +uj +u =Zn(n—1)a.na: _1+Zmn.1: _1+Ean:x:”=
n=1 n=1 n=0

o0

= Z (n2% +an_1)xn—-1
n=1
en dus
nza.n-i-an_l =0 voor alle n > 1.
Er volgt dat
-1 (-)"
Qn = R 2 (n 1)2 Op—2=...= (n!)g 1]

en daarmee is

een oplossing. : '

De tweede onafhankelijke oplossing is te vinden door reductie van orde. Dat
wil zeggen door substitutie van us (z) = v (z) u; (z) vinden we een eerste orde
d.v. voor v : :

0=z ()" + (w1v)' + w1 = 2wy (z) v" . (2zuy + ) v

die in principe via scheiding van variabelen is aan te pakken. We zullen
dit niet verder uitwerken. Als alternatief kun je ook ug (z) = Y00 bz™ +
Chn(z) Y} 72, 1(‘:,1;;‘—&:“ invullen en de coéfficiénten berekenen. iy

Twee in de fysica belangrijke klassen van functies die oplossingen zijn van
differentiaalvergelijkingen en die we in de vorm van een gegeneraliseerde macht-
reeks kunnen schrijven zijn de Bessel-functies en de Legendre-polynomen.

Opgave 113 We beschouwen de Bessel-differentiaalvergelijking. Voor n € N
(of soms in R)

?u (z) + 2u' (z) + (2? = n?) u(z) = 0. (9.12)
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i. 'Bepaal de bijbehorende indiciaalvergelijking.

ii. Voor welke n € R weten we zeker dat er twee onafhankelijke gegenerali-
seerde machtreeksen als oplossing bestaan?

iii. Bereken voor n € N een (niet nul-)oplossing in de vorm van een gege-
neraliseerde machtreeks. Als we deze functie met de juiste factor ver-
menigvuldigen vinden we J, () , de zogenoemde nd¢ Bessel-functie van

» Bessel-functie de eerste soo
van de eerste 4 i . 5
T ' iv. Geef een uitdrukking voor de oplossing als n = 5 met behulp van stan-
: daard functies.

v. Geef de vorm van een tweede onafhankelijke oplossing als n = 3. Als
u daarvoor een machtreeks nodig heeft geef dan ook de recursieformule
voor de coéfficiénten.

—_—

- [2] Opgave 114 De zogenoemde geassocieerde Legendre-polynomen P;* () met
' m,n € N zijn oplossing van de differentiaalvergelijking

(1-2%) " (z) — 200/ (z) + ( (n+1) - m2 ) u(z) =0. (9.13)

» Legendre- P? (z) heet het Legendre-polynoom van orde n. Vaak wordt ook de volgende I
polynoom notatie gebruikt
Py (z) = P)(z).

De Legendre-polynomen worden genormaliseerd door P, (1) = 1.
i. Bepaal de regulier-singuliere punten van (9.13) voor elke m en n.
ii. Bepaal bij elk regulier-singulier punt de indiciaalvergelijking,
iii. Bereken P, (:1:). voor n=0,1,2,3.
iv. Bereken de orde van P, (z) voor iedere n.

v. Ondanks de naam zijn de zogenoemde geassocieerde Legendre-polynomen
niet altijd polynomen. Voor welke m € N zijn ze zeker geen ‘echt’ poly-
noom? Hint: onderzoek P () als oplossing rond z = +1.

vi. Bereken cPj (z) via de substitutie u (z) = V1 —z2v(z).

*De Beeael-functiemdeeerste soort van orde v € R :

(T+3+20)1i5 %)
¢ ari i
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Schema 1: enkele oplossingen van randwaardeproble-

“men bij gewone differentiaalvergelijkingen

e Deel II1.10 (Greense functie) en

e Deel II1.11 (Fourier-reeksen):

r.w.p. voor gewone d.v.,
Lu= fin (a,b)
Biu=Bou=0

mits f=0=>u=0

{

T

mits zelf-geadjungeerd
‘t.0.v. inproduct {-,-)

Greense functie:

u(z) =/G(z,y)f(y)dy

Fourier-reeksen:

3 eigenfuncties {p; k € N}
met eigenwaarden Ay
f=Yap=>u=3 ¢
W&B.Iblj Ck = <fs ‘pk> r

met L een (tweede orde) gewone differentiaaloperator en B, B, geschikte rand-

voorwaarden.

Voorbeeld:

{

—u” = fin (0,1)

u (0) =u(1)=‘0

e
Tl

Greense functie G:
u(z) = /G(w,y (y) dy
met

_[z(l-y) alsz<
G(z’y)_{y(l-g) alsz)i'

eigenfuncties/eigenwaarden:
@k (x) = V2 sin (wkz) , A = 72k2

Fouriercoéﬁiménten :
fk=(f:50k)=fn ) @i (z) dz
dan

fl@) = Yl fror(@)

u(@) = Y2, £ o (@)
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10. GREENSE FUNCTIES VOOR
GEWONE D.V.

10.1 Tweede-orde randwaardeproblemen voor gewone
d.v.

. 10.1.1 Een touwtje

We spannen een touw tussen twee gelijk hoge punten en we gaan bekijken wat
de uitwijking van het touw is als we er gewicht aan hangen, bijvoorbeeld de
waslijn met was. We nemen aan dat het gewicht van het touw te verwaarlozen
is en dat de eindpunten zich twee meter van elkaar bevinden. De oorsprong
leggen we in het midden van beide eindpunten. De uitwijking naar beneden
gericht noemen we u.

e Allereerst één gewicht van m kg op plaats s € (—1,1). Het krachten-
plaatje levert, aangenomen de horizontale kracht is constant:

¢ = Fycosa = Fycosf3,
Fysina + Fysinf = mg.

Er volgt '
mg mg
tana+tanf = T

en met enig rekenwerk:

2i(1-s)(1+z) als —1<z<s,
usm(z‘)= <
' mi(l+s)(1-2) ass<z<l

Afhankelijk van de plaats waar we het gewicht hangen hangt het touw
meer of minder ver door. Enkele voorbeelden zijn:

de grafieken van ug,m () , uo.5,m () en uo.75,m (z)

169
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e Meerdere gewichten. In plaats van én gewicht op plaats s hangen we
gewichten met massa m; op de plaatsen s;, zeg —1 < 81 < 89 < ... <
8n, < 1. Dan vinden we op plaats s;

tana; + tan §; = &m;, (10.1)

en men laat zien dat voor = € (sg, 8g4+1) geldt

4E) =Y g () =

=2l ¥ mts)1-2)+ 3 m-s)(1+2)
=i B

o Tenslotte een ‘continu’ verdeelde massa met dichtheid f (s) op plaats s.
We vinden

z 1
u(x)=% (/f(s)(l+s)(1—z)ds+/_f(s)(l—s)(1+z)ds).
1 F

(10.2)
Schrijven we

L = b3
] G(,)={§(1+8)(1 z) als —1<s<z<l1, (103)

$(1-s)(1+2) als —1<z<s5<]1,
dan wordt (10.2)

1 .
u(z) =4 ek G (z,s) f(s) ds.

We hebben deze formule afgeleid door de uitwijking bij eindig veel gewichten

‘uit te breiden’ naar een continu verdeeld gewicht. In plaats daarvan kunnen
we ook een differentiaalvergelijking afleiden en deze vervolgens oplossen. De
vergelijking in (10.1) wordt vervangen door

u(z — Az) — u(z) +u(a:+A:c) u(m)

AT
AT Az f@

Delen door Az en vervolgens de limiet voor Az — 0 nemen levert

—u'(z) =2 ().

Dit is de differentiaalvergelijking voor een horizontaal gespannen touw waarop
een continu verdeelde kracht werkt met ‘kracht-dichtheid’ f (z) op plaats z.
Na schaling £ = 1 wordt het randwaardeprobleem:”
. —u’ (z) f(x) voor —1<z<1,
u(—1) 0, (10.4)
0. {
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Propositig 10.1.1 Met G als in (10.8) wordt de oplossing van (10.4) gegeven
door :

1
u@= [ G@af@ad.

De functie G (,-) : [-1,1] x [-1,1] — R in (10.3) heet de Greense functie voor
het randwaardeprobleem (10.4).

22 ‘,\\‘;"‘ S
e ARy R
sy e
7 hhaaa

N
“ ey
7 A 5
KL DTS
A T RS =
4’/4"‘“\“‘ 0,

G(z,s)

Bij een vaste s hoort de grafiek van z +— —G (z,s) bij het doorhangende
touwtje met een eenheids-puntmassa op plaats s. :

Opgave 115 Gebruik dat

1 z T ]
fG(z,s)f(s)ds:%(l—:r)/ (1+s)f(s)d3+%(1+:c)[ (1= ) £(s)ds

s=-1 s=-1 s=-1

en controleer de randvoorwaarden en de differentiaalvergelijking door recht-
streeks berekenen: (Iets dergelijks wordt gedaan in het bewijs van Stelling
10.1.5.) .

Opmerking: De Greense functie vonden we door de krachten te ontbinden en een

limiet-geval te bekijken. Als de differentiaalvergelijking gegeven is dan kan men ook
daaruit de Greense functie bepalen. Uit —u” = f volgt

v@=-[ f@d+a

en met u (—1) =0
R = ﬁ_! L_l £(s)dsdt + ¢y (z+1). (10.5)

Door de integratievolgorde te veranderen,

ﬁ_;ﬁ_l“("‘t) dsdt = /f a(s,t) daét=[’:_1f;a(s,t) dtds,

—1<s<t<zx

vinden we

198 L pedsae= [~ [ 7o) deas= [ @-ar@as
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Vervolgens de andere randvoorwaarde gebruiken. N!etu(l):(]krijgenwe
1 108
-f_ (191 (e) da +26, =0, du.sc;:%j__l(l—s)f(a)ds.
De oplossing wordt

1
v@=-[ (@-9)f()ds+}@+1) L_l (1-8)f(s)ds.  (106)

a=-1
Door de tweede integraal te sp].itsen krijgen we

e j( (:r.—s)+-§(a:+l)(l—s]) (s)ds+f (a:+1)(1~s)f(s}ds_.

a=-1 8=z

1
£ f 1a-2)@ +s)f(s)ds'+' f 11 +2)(1—9)F(s) de.
a=-—1 s=x
Met G (z, s) als in (10.3) volgt
W) = f " Gl s, (10.7)
a==1 .

Opgave 116 Bereken met behulp van de Greense functie de oplossing van
(10.4) voor f =1 (dit geeft de vorm van een kabel van een hangbrug). .

10.1.2 Greense functies voor tweede-orde r.w.p.

We zullen laten zien dat we zo’n Greense functie kunnen vinden voor een vrij
algemeen tweede-orde randwaardeprobleem. We beschouwen een randwaarde-
probleem met

e de.differentiaalvergelijking in [a, b]

Lu=f
waarbij .
L=-2 (r@a)+e@ (108
= .
de differentiaaloperator is, met p € C* [a,b], p > 0 en g € C [a, b] (zie de
voetnoot!):
e twee randvoorwaarden?

Bou = oau(a)+pu'(a) = 0 (10.9)

Bru = ~u(b)+8u'(l) = 0 i
met o? + 3% # 0 en 42+ 6% #0.

!Op bladzijde 5 is C" [a,b],, de verzameling van continu differentieerbare functies, gede-
finieerd. We zullen ook nog de verzameling van k-maal differentieerbare functies C* [a, b]
gebruiken: f € C*[a,}] als g € C*~! [a,b] waarbij g = f’ op (a,b) en in @ en b is g als op
bladzijde 5 onderaan.

?Qok met ontmengde‘ randvoorwaarden, b.v. de periodieke randvoorwaarden u(a) =
u(b) en ' (a) = o' (b), kunnen met deze methode worden aangepakt. Het volgende recept
past niet meer.
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Dit wordt samengepakt in

Lu
Beu
Bru

Voor het bestaan van een Greense functie hebben we de volgende voorwaarde
nodig.

f voora<z<b,
0, (10.10)
0.

Voorwaarde 10.1.2 De enige oplossing van (10.10) met f =0 is de functie
u=0. '

Als aan deze voorwaarde voldaan is kan de Greense functie voor (10.10) met
het volgende recept berekend worden.

" Recept 10.1.3 (bij ‘ontmengde’ randvoorwaarden)

stap 1. Bereken een functie ug # 0 die voldoet aan

Lu = 0 woora<z<b,
B = 0,

en een functie u, # 0 die voldoet aan

Lu = 0 woora<z<b,
Bru = 0.

stap 2. Bereken de Wronskiaan W (ug,u,) .
stap 8. De Greense functie is

(—)ﬂe (T) ur (;)( )

p(8) W (ug,ur) (s

G(z,8) = (10.11)
—ug (8) ur ()

p(s) W (ug, ur) (3)

voora <x <s8<hph,

voora<s<z<h

Dat we zo inderdaad een Greense functie krijgen zien we in de volgende stelling.
In het recept hebben we de Wronskiaan van ug,u, in de noemer gebruikt.
Dat mag alleen als die ongelijk aan 0 is. We laten zien dat dit inderdaad het
geval is als aan Voorwaarde 10.1.2 is voldaan. Daarvoor dient de volgende
hulpstelling. '

Hulpstelling 10.1.4 Zij ug en u, zoals in het bovenstaande recept. Dan geldt

Voorwaarde 10.1.2 is voldaan < W (ug,ur) # 0.
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Bewijs:

o (Voorwaarde => W (ug,u,) # 0) Uit het ongerijmde. Als W (ug,u,.) = 0 dan geldt
(zie Stelling 6.3.6) dat uy en u, afhankelijk zijn. Omdat u, # 0 is volgt ue = cu,
voor een ¢ € R en voldoet u, aan beide randvoorwaarden. We hebben dan een functie
ongelijk aan 0, namelijk u,, die aan

Lu
Bg’!.l
B,u

voldoet. De voorwaarde is dus niet voldaan.

o (Voorwaarde < W (ug, u,) # 0) Volgens Stelling 6.3.6 volgt uit W (ug,u,) # 0 dat
de algemene oplossing van Lu = 0 te schrijven is als

0 woora<az<b,
0, - (10.12)
0. :

o

U = C1ig + Colly.
Als zo'n oplossing aan de randvoorwaarden voldoet dan volgt via de lineariteit dat

0
0

]

By (u) Be(ciue+couy) = c2Be(uy),

B, (u) £ B, (c1ue + cour) 1B, (ue) . (10.13)

Uit W (ug, u,) (a) # 0 volgt dat de matrix

(Ao

inverteerbaar is. Omdat (o, 8) # (0, 0) is, volgt met

ue(a) uj(a) s 0
(5@ @) (5)-(sw)
dat Be(u;) # 0.Uit W (ug,ur) (b) # 0 volgt op analoge wijze dat B, (ug) # 0.
Daarmee impliceert (10.13) dat ¢; = 0 eén ¢z = 0 en is u = 0 de enige oplossing
van (10.12). o

Voor het randwaardeprobleem (10.10) hebben we de volgende stelling.

Stelling 10.1.5 Als aan Voorwaarde 10.1.2 is voldaan dan heeft (10.10) voor
iedere f € C [a,b] precies één oplossing.
Bovendien is er een Greense functie G (-,-) zodanig dat

b
)= / | G(z,9)f()ds. (10.14)

Bewijs: Allereerst laten we zien dat er hoogstens één oplossing‘is. Als er twee
oplossingen van (10.10) zouden zijn, noem deze u; en ug, dan is u; —ug een oplossing
van (10.12). Volgens de voorwaarde geldt dan u; —uz = 0.

‘We laten nu zien dat er minstens één oploesmg is. De formule in (10.14) met G als in

(10.11) levert een oplossing.
‘We berekenen eerst de afgeleide van u. Omdat

7 b
u(my= flsin@uels) .. ) g
S a!«p(s)wfuh"r}(s}f(Jd8+fp(8)W(ue.ur)(s)f()d8 (1015)
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volgt

ey A (e) f 70 wtfiﬁfi,) o)) ()

; —ue (x)
O W @ ®

—uy(3)
. ““"‘)f opzmmIoliCh

—ur (2) x 2
%) W mnw @

r b
= [ oy (®@)ue(s) . —uj@)ur(s) .
=fa P(&)W(Ug,ﬂr) (s)f( )ds+‘/ p{s)W(ut,ur) (3)‘f( )d& {1016)

e Controle van de randvoorwaarden. Met (10.15-10.16) vinden we
Be (u) = ou(a) + o' (a) =

b —ug(a)ur(s) b —u(@)ur(s)
e (0”’fmp(;)W(ue,uf)(s)““"d“‘) o ("*f_,.p(s)fv'(uz,ur)(s)” )“‘)
= By (ut) f ®) 1 —_———f(3)ds =0

W (ug, ur) (8)

en op gelijke wijze B, (u) =
e Controle van de diiferentiaalverge]ijking. Als in (10.16) vinden we (maar valt
er geen term weg) dat

Ao T @) ub)
& PO | W @ Ot

b i
—& (P @) uy (@) ur(s) , .y (2)u(2) — ol () e (=)
+ [ e ()ds + Woanoe

s=x

(10:17)
De laatste uitdrukking geeft

e (2) 4y (2) — (2 e () ; \ _

en tenslotte volgt met (10.15) en (10.17) dat

2 (p(a)u' (=) + 4 (&) u (@) =

E b :
oof Smle)uE) ., (Lug ()) ur (5) e
‘ =f POW fueyur) (9 )m.,zf,, P OW luan) (] D%+ 1) =

=0+0+f(z).
o

Voor meer algemene randvoorwaarden, bijvoorbeeld ook periodieke, is vaak
ook een Greense functie te construeren. Voor

Lu f wvoora<z<b,
Blﬂ-
Bou

0, (10.18)
0.
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met L als in (10.8) en
Biu = oqu (a) + B (@) + 7,u (b) + 6 () (10.19)

voor % = 1,2, geldt de volgende propositie. We zullen deze niet bewijzen.

Propositie 10.1.6 Als aan Voorwaarde 10.1.2 is voldaan dan heeft het rand-
waardeprobleem (10.18) een Greense functie G(-,-) : [a,b)°> — R die voldoet
aan

i. een ‘gladheids’-eis:
G (-,) is continu op [a,b]?;
G (-,-) is tweemaal continu differenticerbaar op {(w, s) € [a,b]%;z # 3} :
it. de differentiaalvergelijking buiten het punt s:
LG (-,8) =0 op (a,s) U(s,b) voor alle s € (a,b);
iit. de randvoorwaarden: ;
B;G(-,8) = 0= BsG (:,3) voor alle s € [a,b];
1. de sprongconditie in s:
(£G (=, ) (£G (=, 8)) gs0 = ;(3;5 voor alle s € [a,b)].

Opmerking: We krijgen ‘iets meer gevoel’ voor de betekenis van de Greense functie
als we ‘puntmassa’s’ beschouwen. De dichtheidsfunctie van een puntmassa met massa
m op plaats s kan men beschrijven als een gegeneraliseerde functie mé, (-) met 6, (-)
de Dirac-delta-functie in s. De Greense functie z — G (s,z) is de oplossing van het
randwaardeprobleem (10.18) met voor f een puntmassa van massa 1 op plaats s.
De Dirac-delta-functie 6, (-) is geen ‘echte’ functie maar een zogenoemde distributie.
Deze kunnen we niet puntsgewijs definiéren; een poging zou zijn

85 (z) =0 voor z # s, en §, (s) = oo,

maar daarmee wordt de totale massa f: 85 (z) dz niet gelijk 1. Wel kan men 6, (-) als
een soort limiet van de rij

nals |z—s| < 3=

f"“(x}={ Oals |z —s| > o

zien. Puntsgewijs lukt dit wederom niet maar wel als een formele integraal met
continue functies. De afspraak is dat §,(-) het ‘ding’ is zodanig dat voor iedere
¢ € C[a,b] en s € (a,b) schrijven

b {53
f bspdz=p(s).
a
Men ziet met enig rekenwerk dat
b
Jm [ @) p@) dz = (0):

geldt voor continue functies ¢. Inderdaad geldt voor s € (a,b) dat

“u_xggo[f.,n«adz=nufgoff,.n(m)w_(z)dw=“%£ifw(x)m=
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Opmerking: We nemen steeds L = —4£p(z) £ + ¢(2). Waarom niet de meer
algemene operator L = —f (z) (3“;)2 +§(z) 4 +7 (z)? Het antwoord is dat de tweede
vorm voor p € C* [a, b] met f > 0 niet werkelijk algemener is maar wel extra problemen
zal veroorzaken. Over die extra problemen later. Om te zien dat deze vorm niet echt
algemener is bekijken we

2 . 1
(-m(g) +q'(m)d%+f(z))ﬁ(z)=f(z)- (1020

Berekeneenprimitievevaniﬁpf-ennoemdieﬁmc@iez-—»p(z).Metpz ~H en

g = e HF vinden we dat

(—%p (=) % +gq (z)) u= '(—%e_"‘ ﬁd%: +e* r"") u=

Dus (—pf & +§4 +7)u = f oplossen is hetzelfde als (—f£p(z) £ +4q(z))u =
e *f oplossen.

Opgave 117 Bereken de Greense functie G voor

- = f met0<z<l,
u(0) = 0,
o (1) = 0.

Controleer het antwoord door te laten zien dat

1
u@= [ e@nieiy
inderdaad aan dit randwaardeprobleem voldoet. = L

Opgave 118 Zelfde opdracht voor

—u'+u = f met —l<z<l,
u(-1) = 0,
u(l) = 0.

—_—

Opgave 119 Bereken zowel direct als met behulp van de Greense functie de
oplossing van

-’ = 1 metl<z<l,
u(0) = 0,
(1) = 0.
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Opgave 120
i. Bereken de Greense functie voor

— (e’
u(0)

ii. Gebruik deze Greense functie en dat — (%)’ = e~® (—u" + ') om een
Greense functie van

f met0<z<l,
0,
0.

—u'+u = g metl<z<l,
u(0) = 0,
u(l) = 0,

te berekenen.

10.2 Een vierde-orde probleem; de ingeklemde staaf

De differentiaalvergelijking plus randvoorwaarden die de uitwijking u van een
aan de rand vertikaal ingeklemde staaf van lengte 2 onder een vertikale (kleine)
kracht f beschrijft is als volgt:

u" (z) = f(z) voor —1<z <1,

u(=1) =/ (-1) =0, - (10.21)

u(l) = (1)=0

Ook voor dit vierde-orde probleem is er een Greense functie. Deze kunnen we
als volgt berekenen. Bij een eenheidspuntmassa op plaats s vmden we dat de
bijbehorende oplossing u, = G (-, 8) links van s voldoet aan

u () =0voor —1<z<s,
ue (—1) = (-1) =0,
dus u, (z) = (1+2)% (a5 + B,z) voor —1 < & < s. Rechts van s voldoet Us
aan
: uy"(€)=0voors<z<1,
us (1) = u, (1) =
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s
dus u, (z) = (1 — )% (7, + 852) voor s < = < 1. In s moet gelden

limu, (z) = limu,(z),
2?3 Uy (I) ol z10 Ug (I) 1
lirdhers (oM™ WehE),

s g = Tima"
imu (2) = lmedl(z)+1
Dit zijn de eisen voor de Greense functie bij dit vierde-orde probleem die het

analogie vormen van de eisen bij het tweede-orde probleem die in Propositie
10.1.6 genoemd worden. We kunnen hiermee a4, 3,,7, en 8, berekenen en er

volgt
us () =G (z,8) = {

of, anders geschreven,

H1-8)2Q+z)?(1-2s+25—2z) alsz< s,
1—12(1—a:)2(1+s)2(1—a:s+2m—23) alsz > s,

G(z,s) =1—12|a:—s|3+-214;(1—zs) (1 +4s + 2%s* — 32 — 35%) .

G (z,y) voor de ingeklemde staaf
Andere mogelijke randvoorwaarden bij deze vierde-orde differentiaalvergelij-
king zijn bijvoorbeeld: :

Voorbeeld 59
De springplank:

" (z) = f(z) voor 0 <z < ¥,

u(0)=4'(0)=0
u' () =w"(£)=0.

Voorbeeld 60
De ondersteunde brug;:

u" (z) = f(x) voor —1<z<1,

u(-1)=u"(-1)=0
u(l)=u"(1) =0.
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Opgave 121 Bereken de oplossing van (10.21) als f = 1. Dit geeft bij kleine
uitwijking ongeveer de vorm van een doorbuigende plank die aan beide einden
ingeklemd is. —y

Opgave 122 Geef de negen eisen die de Greense functie voor de springplank
vast leggen. Ry

Opgave 123 Bij een brug met drie pijlers vinden we het volgende ‘randwaarde’-
probleem :

[Fu(z) v=5"F(x) voor —1<z<0enl<z<1,
u(-1) = 4"(-1) =0,
{ u(@) = 4"(Q) =0,
u(0) = 0,
u,.(0) = u,(0), dwz. linker en rechterafgeleide gelijk,
{ u7(0) = uj(0), dwz. linker en rechter-tweede-afgeleide gelijk:

| Als f een continue functie is dan geldt « € C* ([-1,0) U (0,1]) N C? ([-1,1)).

i. Laat zien dat er voor iedere f hoogstens één oplossing is. Ga als volgt te
werk: stel dat er twee oplossingen u; en ug zijn. Dan voldoet v = u; —u2
aan bovenstaand randwaardeprobleem met f = 0. Laat tenslotte zien dat
v =0 en dus dat u; = us.

ii. Laat zien dat voor =0 1 de Dirac-delta-functie in %, de oplossing er
als volgt uit ziet

1<2<0: u(z)=c (2% +32% +22);
voor 0<z<}: u(z)=cx+csz? +cuz’;
voor 1<z<1l: u(@)=c(l-2)>+c(1-2),

en geef de vergelijkingen waaraan c; t/m ¢ voldoen.

iii. Kan men laten zien dat als er zich alleen massa rechts van de middelste
pijler bevindt, dus f > 0 op [0,1] en f = 0 op [—1,0], de linker kant in
zijn geheel omhoog gaat, dwz. u > 0 op [—-1,0]? Zo ja, doe een voorstel
om dit te bewijzen en voer het uit.



11. FOURIER-REEKSEN

11.1 Motivatie 1: randwaardeproblemen voor gewone
d.v.

Beschouwen we het randwaardeprobleem

—u’(z) = f(z) voor0<z<1,
{ u(0) 0, (11.1)
u (1) 0. -

Voor enkele speciale rechterzijden f kunnen we eenvoudig de oplossing vinden.
Probeer maar eens f (z) = sin(mz). De oplossing wordt u (z) = Zsin(nz).
Dit is niet de enige rechterkant die zich zo eenvoudig laat behandelen. Men
ziet direct dat voor

[

527

f(z) =Y cisin(knz)

k=1
de oplossing gegeven wordt door

527

u(:c)=ch“sm(km).

Tweemaal differenti¢ren van sin (knz) levert — (k7)?sin (knz) en bovendien
voldoen deze functies (k € N*) aan de randvoorwaarden.

Voorbeeld 61

Als voorbeeld bekijken we

10 10
1. . 8
fio(z) = él 7 sin (kwz) met oplossing w1 (z) = ’?_1 73,2 Sin (k)

-

e o o o

100 100
1 : A
fioo (z) = E % sin (kwz) met oplossing uj00 (z) = E 7oz Sin (kmz) .
k=1 k=1
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e 05
3.
0.08]
1.
1a 0.08
1;
9: 0.04]
0.
0. 0.03]
0.
g 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

fi00
Het is mogelijk om te laten zien dat

Jim > gein(hea) = { 5= SpzeO1),

£ a.lsx={]‘
en dat 3
,}i{{.g k3 2sun(ls:s'r:f:) Kz (z—1)(x—2).
: i
o:; 0.0
L47] 0.2 OI“OG 0.8 1 oo 0.2 Di‘oﬁ 0.8 i
fl@)=301-2) u(z) = He(z—-1)(z-2)

Toevallig vindt men bij f(z) = § (1 — =) ook u(z) = FHz(z—1)(z —2) als’
oplossing van (11.1). In 0 wordt f overigens niet goed benadert:

f(0)=4m#0= lim £, (0).

—

Het net genoemde toeval is geen echt toeval. We zullen laten zien dat we (11.1)
volgens onderstaand schema voor vele f kunnen oplossen. Schrijf ¢ (z) =
sin (wkz) en A\ = (wk)*:

f(z) u ()
benaderen benadert
Z ckpx () > Z ;-:‘Pk (z)

Enkele vragen die hierbij opduiken zijn:

o Welke functies f kan men benaderen? (Wat bedoelen we met benaderen?)
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e Hoe berekent men dan de coéfficidnten ¢;?

e Convergeert de tweede reeks naar een oplossing?

¢ Kunnen we zoiets ook voor andere randwaardeproblemen uitvoeren?
De Fourier-theorie houdt zich bezig met het beantwoorden van deze vragen.

Nog een paar opmerkingen kunnen we maken naar aanleiding van bovenstaand
voorbeeld.

i. Ofschoon we als basisfuncties de functies z ~ sin (k) gebruiken die aan
de randvoorwaarden voldoen kunnen we toch een functie f ‘benaderen’
die niet aan beide randvoorwaarden voldoet. Misschien vind je dat f

niet goed (in 0) benaderd wordt, maar de zo verkregen oplossing is wel
de juiste.

ii. De basisfuncties y, :  — sin (knz) voldoen aan
—¢" (z) Ap(z) voor 0 <z < 1,
0(0) = 0, - (112)
0

7

e (1)

I

met \ = (nk)?.

iii. Als we een eenvoudige methode kunnen vinden om' de coéfficiénten te
berekenen dan wordt het oplossen van het randwaardeprobleem een ‘sim-

pele rekenopgave': vervang ¢, door '(T:"’c"

Opgave 124 Bereken de oplossing van (11.1) als _

f (z) = sin (nz) + sin (27z) + sin (37z) + sin (47z) .

Opgave 125 Bereken de oplossing van

-u"(z) = Ovoor0<z<l,
©(0) = 0,
u(l) = 1,

en gebruik deze bij het oplossen van (11.1) met

f (z) = sin (z) + sin (7z).

T ™7 T T ™
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11.2 Motivatie 2: scheiding van variabelen bij begin-
~ waardeproblemen voor partiéle d.v.

Beschouw het beginwaardeprobleem véor de partiéle differentiaalvergelijking

uy (8,@) — Use (£,2) = 0 voor0<z<lent>0,
u(t,0) = u(t,1) = 0 voor t > 0, (11.3)
u(0,z) = ug(z) voor0<z<l1.

Dit begin-rand-waardeprobleem beschrijft na herschaling het temperatuurver-
loop in een geisoleerde staaf die aan de rand op 0 graden wordt gehouden en
die een begintemperatuur ug (z) heeft.

Als up (z)-= ¢y () , met @}, een eigenfunctie van

{ Ap (I) — Pzz (z)
¢(0) = (1)

met eigenwaarde A, dan vinden we een oploasing van (11.3) door

0 woor0<z<l,

0, (11.4)

u(,t) = M (z).

Opmerking: We zien dat als volgt:
i) de differentiaalvergelijking:

ug (8,2) — gz (t,x) =

. ; :
" (%_ (2) )e"*‘m R CARCE
= M (Mg (2) ~ (94)zz (2)) =05
ii) de randvoorwaarden:

.u(t,l])
u(t,1)

e:*:m (0)
ey (1)

0,
0;

iii) de beginvoorwaarde:

u(0,2) = eM0p; (z) = @i (2) -

Op dezelfde wijze vinden we voor

675
u (@) =) e (2)
k=1

een oplossing van (11.3) een oplossing door
675
u(t,z) =3 cke oy (@)
k=1

met ¢y (z) = sin (k7z).




» scheiding van
variabelen

[e]

Motivatie 2: scheiding van variabelen bij beginwaardeproblemen voor partiéle d.v. 185

We zullen laten zien dat we (11.3) voor vele functies ug (z) volgens onderstaand
schema kunnen oplossen:

ug (z) u(t,z)

benaderen Benadert

Z ckpy. (<) ' > Z cke oy (7)

De functies e*‘y; (z) in de rechtersom vormen een speciaal soort oplossingen
van de differentiaalvergelijking in (11.3), namelijk oplossingen van de vorm

ut,z) =9 @) ().

Voor het vinden van een oplossing van (11.3) bewandelt men vaak de omge-
keerde weg. Men probeert oplossingen te vinden als product van een functie
van ¢ en een functie van z of als lineaire combinaties van dergelijke functies:

u(t,z) =Y o (t) o ().

Dat noemt men scheiding van variabelen.
Opgave 126 Bereken de oplossing van (11.3) met
ug (z) = cos (§mz) + 5cos (1) + 8 cos (37z) .

Qok voor differentiaalvergelijkingen die een tweede-orde tijdsafgeleide bevatten
kunnen Fourrierreeksen gebruikt worden. In dat geval vindt men oplossingen

van de vorm u (t,2) = ) cx sin (v Akt) ¢ (z) + 3 di cos (v Akt) @4 () -

Van de (oude) Tacoma Bridge bestaat er een filmopname waarbij een van de
termen van een dergelijke reeks een onaangename oplossing van zo’n differen-
tiaalvergelijking laat zien. Het bijbehorende randwaardeprobleem heeft overi-
gens een extra bronterm f afhankelijk van positie van het brugdek en aange-
dreven door de dwars op de brug staande wind. Over het preciese model (lees
randwaardeprobleem) dat het gedrag van deze brug beschrijft zijn de specia-
listen het niet eens geworden. In ieder geval heeft men sindsdien hangbruggen
ontworpen met een veel grotere torsie-stijtheid en een minder windgevoelig
profiel. '
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11.3 Enige achtergrond

Een van de belangrijkste voorwaarden om het randwaardeprobleem via een
benadering met eigenfuncties aan te kunnen pakken is een symmetrie-eis. Om
deze te kunnen formuleren is enige inleiding noodzakelijk.

‘We beschouwen
Lu = f voora<z<b, '
Biu = 0, (11.5)
Bou = 0.

met de differentiaaloperator

aNt, d
L=—p (E) gt (11.6)
en p,gq,r € C'[a,b] waarbij p > 0. De randvoorwaarden B; zijn als in (10.19).
We hebben ook nog het begrip inproduct voor functies nodig.
Definitie 11.3.1 Een reéel inproduct (:,-) voor C [a,b] is een afbeelding van
Cla,b] x C'[a,b] naar R die voldoet aan: :
i. (f,9)=1{9,f);
i. (f,e19+c2h) = e1(f,9) +c2(f,h);
ii. (f,f)20en(f,f)=0® f=0,

voor alle functies f,g,h € C [a,b] en getallen c;, ¢ € R.

Onze symmetrie-eis wordt als volgt gedefinieerd:

Definitie 11.3.2 Het tweede-orde randwaardeprobleem (11.5) heet zelf-geadjun-
geerd ten opzichte van het inproduct (-,-) als voor alle u,v € C?[a,b] die aan
de randvoorwaarden voldoen, dus Byu = Byu = Bjv = Bov = 0, geldt

(Lu,v) = (u, Lv) .

Opmerking: Het standaard reéle inproduct wordt gedefinieerd door

' :
o= [1@e@ds (117)

Het zal blijken dat we ons voor differentiaaloperatoren L van de vorm —4 (p£) +¢
kunnen beperken tot dit standaard inproduct. Volgens de opmerking op bladzijde
177 kan men iedere randwaardeprobleem met een differentiaaloperator van de vorm
in (11.6) herschrijven naar een met L = —4 (54) + §. Dat betekent, of L in (11.6)
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herschrijven en het standaard inproduct beschouwen, of L:laten staan en meer al-
gemene inproducten toelaten.

Voorbeeld 62
Het randwaardeprobleem -
f voor0<z<l,

_-urr

o' (0) — ' (1) 0, (11.8)
u (0) —u (1) 0.

is zelf-geadjungeerd ten opzichte van het standaard inproduct:

o

1
(Lu,v) — (u, Lv) = / (—vu” +w") dz =
0
via partiéle integratie

14 ; ;
= [ & (o +w)do= [ 4w =

= (—v(l)u’(l)+u(1)v’(1)) - (-U(O)u' 0) +u(0)v’(0)) =0
In de laatste stap hebben we «’ (0) = v/ (1), »(0) = u (1), ' (0) = v’ (1) en

v(0) = v (1) gebruikt. LT
Voorbeeld 63
Het randwaardeprobleem
—u" = f woorl0<z<l,
u() = 0, (11.9)
w'(0) = 0.

is niet zelf-geadjungeerd ten opzichte van het standaard inproduct:

1
(Lu,v) — (u, Lv) = /0 (—vu” + w") dz =

= (-e0v@+u@v®) - (-2 OV O +uOv©) =
& (_3(1)u'(1)+u(1)v’(1)) .

Deze laatste uitdrukking is niet voor alle u en v die aan de randvoorwaarden
voldoen gelijk aan 0. Neem bijvoorbeeld u = 2% en v = z°. =

Hulpstelling 11.3.3 Het randwaardeprobleem

Lu = f woora<z<b,
B = 0,
By =0,
zie (10.10), met
Lu(z) ~# (p(2) £u (@) +4a(@)u(2),

Bu = oau(a)+ B (a),
B.u yu (b) + 6u' (b) ,

die voldoen aan de voorwaarden in (10.8-10.19), is zelf-geadjungeerd t.0.v. het
inproduct (-,) in (11.7).

[
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Opmerking: De differentiaaloperator heeft in deze hulpstelling de ‘meer eenvoudige’
vorm en de randvoorwaarden ‘scheiden’ links en rechts.

Bewijs: Neem u,v € C?[a,}] die aan de randvoorwaarden Bsen B, voldoen. Dan
geldt ' :
(Lu, v) — (u, Lv) =

o } ( (~p(2) £ +4(=)) u(z)) v (z) do

—]u(x) ((‘%P(z);g;+q(x))v(z)) di =
b

j (- @ gu@) Sy (@ @) o=

b
= [ % (2@ EEr@ ~u@) (@) ) do =
=2 () (¥ ®)v(®) ~u ) 1) +p() (¥ (@ v(0) ~u()v' @)
Uit Beu = 0 = By volgt u' (b)v (b) — u(b) ' (b) = 0 en uit B,u = 0 = B,v volgt

u' (@) v (a) —u(a)v' (a) = 0. O

Opgave 127 Is het randwaardeprobleem

- = f voor0<z <1,
u(0) = 2u(1),
u(0) = 20/(1),
zelf-geadjungeerd t.o.v. het standaard inproduct (-,-)? ep g

Opgave 128
i. Is het randwaardeprobleem

—u'+4 = f voorO0O<z<l,
u(0) = 0,
u(l) = 0,

zelf-geadjungeerd t.0.v. het standaard inproduct (-,+)?

ii. Laat zien dat (-,-), dat is gedefinieerd door

(ha).= | e f (0) g (a) da

voldoet aan de drie eisen van een inproduct (zie bladzijde 187) op het
interval (0,1).

iii. Is het randwaardeprobleem zelf-geadjungeerd t.o.v. het inproduct (-, 0.7

_
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11.3.2 Eigenfuncties

Om alle continu functies f : [a,b] — R met lineaire combinaties van geschikte
functies Y cryy, te kunnen benaderen zullen er voldoende van dergehjke func-
ties moeten zijn. Het wordt tijd voor de definitie.

L]

Definitie 11.3.4 De functie @ (# de nul-functie) die voor een A € C voldoet

aan
Lp = Mp wvoora<z<b,
Bip = 0, (11.10)
Byp = 0. :

heet een eigenfunctie met eigenwaarde A voor (11.10).

Hulpstelling 11.3.5 Als @, en ¢, eigenfuncties zijn bij een t.o.v. (-,-) zelf-

geadjungeerd randwaardeprobleem met eigenwaarden A # Ap, dan geldt

(‘Pm ‘Pb) =0. (1111)
Bewijs: Merk op dat ¢, en ¢, aan de randvoorwaarden voldoen. Dan

Xa (Par Pb) = (Aaar 05) = (Lipa, 05) =
(nu gebruiken we zelf-geadjungeerdheid)
= {Par Ly} = (Pas Xop) = Ko (¥ar ¥5)
en uit (A — Ap) (‘Pa!‘Pb) =0 volgt (¢,, %) =0. e

We zullen dergelijke eigenfuncties alleen genormaliseerd’ gebruiken. Dat wil
zeggen dat @ vervangen wordt door @ := ¢y met ¢ € R zodanig gekozen dat
(@,@) = 1.

Opmerking: Indien er meerdere onafhankelijke eigenfuncties zijn, bijvoorbeeld
©ar Pp €D ., die dezelfde eigenwaarde hebben, dan kunnen we hiermee als volgt
genormaliseerde eigenfuncties construeren die aan

(q’a’ Sab) =. {(labl ‘Pc) == <§oc1 V’a) =0

voldoen. Deze Gram-Schmidt constructie gaat als volgt:

PO —-1/2
i Po=(0ara) 200

s 1/2
oo _hul hul
il G™” = o, — (P, ) @a n meem &, = (o7, 0p"7) "

¥ o — - 4 e -1/2
. ‘szlp =9~ (War‘loc) P — ((Pbl q-’c) Pp €N neem @, = <‘Pcdp wculp) ¥ Mdp

~ 'Als ¢ een eigenfunctie is, dan is ook cp voor iedere ¢ € R\ {0} ook een eigenfunctie.
Uit de verzameling van al deze veelvouden van ¢ gebruiken we @ := cy waarvoor geldt dat
{@,@) = 1. Zo'n ¢ vinden we door

1=(2,8) = (corcp) = (,) .

Neem ¢ = (i, ) /2. Deze @ heet genormaliseerd. Overigens is ook —@ genormaliseerd en
gebruiken we slechts één van beide. Je mag zelf kiezen.
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Met PP wordt ¢, vervangen door een functie orthogonaal met @, die aansluitend
genormaliseerd wordt. Ortogonaliteit zien we als volgt:

(‘;’a! 'P:ﬂp> ~ (¢a1 ¥ — (‘pm (Pb) S’ba) = (‘l-om Pp) — {(bm‘lob) (‘;bm ¢a) =0.

Bovendien volgt uit de onafhankelijkheid dat ¢™” niet de nul-functie is. Op soort-
gelijke wijze volgt @“/? is niet de nul-functie en (3,, ") =0 en (@s, puiPy = 0.
Je kunt zelf verzinnen hoe men dit proces voor vier of meer functies uitbreidt.

Bij meerdere onafhankelijke eigenfuncties met dezelfde eigenwaarden zullen we bij
‘genormaliseerd’ aannemen dat deze onderling aan (11.11) voldoen.

Definitie 11 3.6 Een verzameling eigenfuncties {go,:, kel}, met I CN, die
voor elke k,m €1 aan

('\ok! 'Pm) = Okm, 1112)

voldoet heet een orthonormaal stelsel ten opzichte van het mpmduct (-,+). De
uitdrukking 6y, is de Kronecker deltaZ.

De orthonormaliteit zal ons zeer van nut zijn bij het berekenen van de coéffi-
ciénten voor de benadering van f met eigenfuncties.

Opgave 129 Bereken alle eigenfuncties met bijbehorende eigenwaarden van

gt
{ u (0)
' (1)

Normaliseer deze eigenfuncties t.o.v. het standaard inproduct (zodat aan
(11.12) wordt voldaan). o oo

Au voor<z<l1,
0,
0.

i

Opgave 130
i. Bereken alle eigenfuncties {¥x}ren van

—u'+v = M voorO<z<l1,
u(0) = 0,
u(l) = 0.

ii. Welke bewering is juist
(a) voor alle k # m € Ngeldt
2
| e@en@as=0,
(b) voor alle k # m € Ngeldt '

1
fo 04 (2) P (z) dz = O

%De Kronecker delta is als volgt gedefinieerd:

km=1 als k=m,
bem =0 als k#m.

pr—g———-
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(¢) voor alle k # m € Ngeldt 3
1
| on@on@dn=0

en verklaar je antwoord.

11.3.3 Convergentie

In het voorbeeld op bladzijde 11.1 hebben we gezien dat we geen puntsgewijze
convergentie kunnen verwachten. De convergentie die we zullen krijgen is
convergentie in La.

Definitie 11.3.7 Een rij functies {fi : [a,b] — R}3>, convergeert naar de
functie f : [a,b] — R in Ly-zin als

tim [ (@)~ @) de=o0.

a

~ We noemen een functie f kwadratisch integreerbaar op [a,b] en schrijven f €

Ly (a,b) als
b
oo =1/ || (@) de <o
a
Men noemt Ly (a, b) de ruimte van kwadratisch integreerbare functies op (a, b) .
De uitdrukking |[|:[| ;,(q,s) is een norm voor Lg (a,b) . Voor de voorwaarden van
een norm zie Definitie 5.5.2. In de vectorruimte L (a,b) wordt geen verschil

gemaakt tussen functies die slechts op eindig veel punten verschillen.
Voor het inproduct (-,-) dat is gedefinieerd in (11.7) vinden we dat

£ zagasy = (£ N2
voor alle f € L (a,b).
Met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz, namelijk:
(£, 9)] < £l (a,e) 19122 art) 2 (11.13)
volgt dat |(f, g)| < covoor alle f,g € L2 (a,b).
Definitie 11.3.8 De verzameling functies {¢y; k € N} heet een volledig ortho-

normaal stelsel voor Ls (a,b) met inproduct (-,-) als aan de volgende eisen is
voldaan:

i. (Pk»Pm) = Okm voor alle k,m €N,
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i. bij tedere functie f € L2 (a,b) bestaat een rij getallen {ci}r, 20danig
dat

k
Z Cmpy, convergeert in Ly-zin naar f als k — oo. (11.14)
m=0 »

Tenslotte een stelling die zegt dat we voor bovenstaande tweede-orde rand-
waardeprobleem voldoende eigenfuncties hebben om de oplossing te kunnen
vinden via een benadering met eigenfuncties. Het bewijs laten we achterwegen.

Stelling 11.3.9 Als het randwaardeprobleem (11.5) zelf-geadjungeerd is t.o.v.
(++), dan is de verzameling van alle genormaliseerde onafhankelijke eigenfunc-
ties aftelbaar, zeg {yy; k € N}, en vormen ze® een volledig orthonormaal stelsel
voor Lz (a,b). De bijbehorende eigenwaarden zijn reéel en we kunnen de eigen-
functies zo ordenen dat

MMM <A<....
Bovendien geldt
lim M\, = oo.
n—00
11.3.4 Het berekenen

'Nog_een zaak ontbreekt. Hoe berekenen we de coéfficiénten in (11.14)? De

coéfficiénten van functies die al geschreven zijn als lineaire combinatie van
eigenfuncties zullen premm de coéfficiénten in die combinatie zijn. Bijvoor-
beeld als f(z) = Y3 0, (z) dan vinden. we cx als volgt terug. We
berekenen

‘354 354
(or, f) = <% > cmsom> =" em (P Om) = ()
m=0

m=0

en nu gebruiken we dat {¢; k € N} een orthonormaal stelsel is: dus (qpk, gom) =
Okm ¢
(x) = Z cm (ks Pm) = Z CmOkm = Ck-
m=0 m=0
Voor een orthonormaal stelsel eigenvectoren kan men op deze wijze de cosffi-
ciénten van elke f € L (a,b) vinden. Ook hiervan alleen een stelling en geen

bewijs.

3Na de eigenfuncties bij eventuele gelijke eigenwaarden via Gram—Schmldt (bladzijde 190)
orthonormaal ‘gemaakt’ te hebben.
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Stelling 11.3.10 Zij {@y;k € N} een volledig orthonormaal stelsel op [a,b]
t.o.v. (-,+). Zij f € La(a,b). Definieer de rij {ck}peq door ck = (¢x, f) - Dan
convergeert de rij functies {fi}reo met

. .
fi (@) =Y cmom (2)
m=0

in Ly-zin naar f voor k — oo.

Slordig gezegd vinden we dat f(z) = Y _oCm®m (2). Slordig omdat de
gelijkheid niet in elk punt = geldt maar slechts in Ly-zin. Een betere schrijf-
wijze zou zijn f & > o CmPm Waarbij we met f £ g bedoelen || f — gllz, = 0.
Bijvoorbeeld voor twee functies f, g die slechts in een eindig aantal punten ver-
schillen geldt f b g.

De uitdrukking

. Z (®m> f) Pm
mzo

heet de Fourier-reeks van f bij het volledige orthonormale stelsel {¢;; k € N}.

Opmerking: Zelf-geadjungeerdheid levert orthogonaliteit van de eigenfuncties voor
het betreffende inproduct. Naast het bestaan van voldoende eigenfuncties zorgt de
zelf-geadjungeerdheid daarmee dat de k4 Fouriercodfficiént ci te berekenen is door
Ck = {(pkr f )'

Opgave 131 De verzameling {¢y (¢)}ren+ met @i (2) = \/%- sin (kz) is een
volledig orthonormaal stelsel op (0,7) t.o.v. het standaard inproduct.

i. Bereken de cosfficiénten cx van de bijbehorende Fourier-reeks voor de
functie f (z) = 1. .

ii. Bereken de cosfficiénten dj van de bijbehorende Fourier-reeks voor de
functie g (z) =z (7 — z).

iii. Wat is de relatie tussen cx en di? Kun je deze relatie verklaren?

—

Met de stellingen die we tot nu toe beschreven hebben kunnen we een functie
f € Ly (a,b) benaderen. Dat wil zeggen, we hebben een manier om de co&ffi-
ciénten cx te berekenen en kunnen f in Lo-zin benaderen met de Fourier-reeks.
Volgt hieruit ook de convergentie van de reeks waarbij ¢ is vervangen door
cx/M? Dit zouden de cosfficiénten van de oplossing u moeten worden. Men
kan dat inderdaad afleiden. De reeks die we voor de oplossing verwachten con-
vergeert in Lo-zin naar de oplossing. Men kan zelfs laten zien dat de Fourier-
reeks van de oplossing ook puntsgewijs en zelfs uniform naar u convergeert. We
zullen hier nauwelijks verder op ingaan. Slechts een paar beroemde resultaten
noemen we in de volgende paragraaf. ]

Het voor ons belangrijkste resultaat vatten we als volgt samen:
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Stelling 11.3.11 Zij (11.5) zelf-geadjungeerd ten opzichte van het inprod-
uct (-,+). Laat {(Ak, )} oy de eigenwaarden/eigenfuncties (genormaliseerd
inclusief Gram-Schmidt, zie bladz. 190) van het bijbehorende eigenwaarde-
probleem zijn. Als Ay # 0 voor alle k € N dan wordt voor f € Ly (a,b) de
oplossing van (11.5) gegeven door

u(zx) = ,31{{.102 31; (£, 1) or (2) -
k=0

Bovendien convergeert de recks uniform?.

Opmerking: De eis dat \; # 0 betekent precies dat Voorwaarde 10.1.2 is voldaan.
Die voorwaarde was al nodig bij het bestaan van een Greense functle

114 Verdere theorie

Tenslotte nog enkele beroemde resultaten uit de Fourier-theorie.

Stelling 11.4.1 (Bessel-ongelijkheid) Als {¢;; k € 1}, met 1 een deelverzameling
van N, een orthonormaal stelsel is in L (a,b) en f € Ly (a,b), dan

b
Stos [ (f@)ra

kel

Stelling 11.4.2 (Gelijkheid van Parseval) Als {¢y; k € N} een volledig ortho-
normaal stelsel is in L3 (a,b) en f,g € Ly (a,b), dan

oo

Z(fu%) (9:‘Pk)=<f,9),

k=0

in het bijzonder vinden we voor f = g dat

oo b
S (o = f (@)

k=0

*Een rij continue functies {uy} k=o COnvergeert uniform op het interval [a, ] naar de functie
u als

k—-mo<:(b iuk {:!.‘} & u{z)l 3
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Hulpstelling 11.4.3 Zij {¢y; k € N} een volledig orthonormaal stelsel is in
Lz (a,b) en f € Ly (a,b). Neem 1 een eindige deelverzameling van N. Dan

=3 ce;

i€l

f"Z(f:%)ﬁoi

i€l

>
Li(ab)

La(a,b)

Met andere woorden: de beste L3 (a,b)-benadering van f met 3 Cip; vindt
men voor ¢; = (f, ;) -

Bewijs van 11.4.1: We gaan allereerst de Bessel-ongelijkheid bewijzen voor een
eindige verzameling I. Dan bestaat de volgende uitdrukking uit eindig veel termen,
en is dus goed gedefinieerd. We vinden gebruik makend van de (bi)lineariteit van het

inproduct dat ;

0<

f(@) =3 (fr00) o1 @)

kel

L3(a,b)

= <f(-‘r) =Y (o) i (@), £ @) = D (fr00) @n (ﬂ) =

kel kel

=(.f:f)"2<fl12(f:‘lak)(9k>+<E(f}¢k)¢k,2(f!¢m>‘ﬁm> ==

kel kel mel

= (£,) =2 (fr00) (Fr00) + D O (s m) {£108) (0, 0m) =

kel kel mel
(nu de orthonormaliteit van de eigenfuncties gebruikend: (i, @) = 6km)

=N -2X (fe+ Y (fen)? =

kel kel

=0 - (fren)?

kel
en voor iedere eindige verzameling I volgt de ongelijkheid van Bessel

3 (he? < fm (f (@) da.

kel

Omdat iedere eindige som begrensd is door [°_, (f (2))® dz volgt dat Y e (f, 2)°
voor aftelbare I convergeert en ook door [>__ (f (z))? dz begrensd is. e

Bewijs van 11.4.3: Vervolgens het laatste resultaat. Net als boven vinden we dat:

i 2
=Y aw - “f =Y (fed e

i€l La(a,b) i€l

2

La(a,b)

= (ff)-2{f, Tiacivi) + (Eiel i 2 jer ":“P:'> o
(£, ) +2{f,  ia (f, i) i) — <EiEl (£, i) @is ZJ_,-e; (f,0;) ‘Pj) _
(nu enkele malen gebruiken dat ('Pi,%') =bi)
= —22:‘,-(}',(,9‘) d‘zc? +22(f: \oi)z S Z(f: ‘Pi)z =
_ e’ o

i€l i€l i€l
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= (e —{f, <.c=.))2 =0.

i€l
Dezelaatsteuitdrukkingisdmnslechtsdangelukaanﬂalsq:(f,(,a‘). ]

Bewijs van 11.4.2: Tenslotte Parseval’s resultaat. Dit volgt bijna direct uit de
definitie van volledig orthonormaal stelsel. De volledigheid van het stelsel zegt dat er
een rij {ck}4p is zodanig dat

2
lim (f(a:) Ecypk(x)) dz =0. (11.15)

— 00

- Met Hulpstelling 11.4.3 zien we dat cx = (f, ;). Omdat

b n 2
f (f (z) - Z(fﬂ%) Pk (1)) dz =
F=a k=0 /

= (£, =D (f.e)?
k=0

b
[ t@rd=in=lm >0 =St @

k—ﬂ
Via (f,9) =% (f+9,f +9) — 2 (f — 9, f — g) en (11.16) vinden we

(f,9)= 1Z{f+g,son)2~lz(f 9,00’ =

k=0
. ; (1 (o0 +000) -1 (e - )" =

= Z (f: w&) (9: ‘Pk)

k=0

Opgave 132 We hebben hierboven gebruikt dat voor een inproduct voor
reéle functies geldt dat

(o) =3+9.f+9)-3(f-9.f-9). (11.17)
Laat dit zien. . —
Opgave 133 Een inproduct (-,-) voor C ([a,b];C), de complexwaardige con-
tinue functies op [a,b], is een afbeelding van C ([a,b];C) x C([a,b]; C) naar
C die voldoet aan eisen ic, #i. en iii. waarbij i. en #%i. als in Definitie 11.3.1
zijn. Voorwaarde :. is vervangen door
ic. (f,g) =(g,f) voor alle functies f,g € C([a,];C).

i. Voor complexe functies geldt de gelijkheid in (11.17) niet. In plaats
daarvan vinden we

Laat dit zien.

T™T 1 1.
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ii. Tenslotte een puzzel. “ Vind een lineaire combinatie van inproducten

(F+9,f+9), (f—9,f—9), (f +ig,f +ig) en (f —ig, f —1ig) die in
het complexe geval (f, g) levert.

—_—

B m;ksgewijs We emdlgen met een stelling voor: stuksgewijs continu dzﬂ'emntzeerbam func-
continu diffe- ties®.
rentieerbaar

» Cpla,b] Stelling 11.4.4 Voor alle f € C, [a., bl ena <z <b geldt

u“_‘.‘éog(fﬂm k() =13 (ljfgf(m+e) +1£ii'gf-(:r:—e)) :

A5t

Schetsen van functies in resp. Cpuw [a, ] ,Cpy, [a,] en C [a,b] N Cpy, (2, ]

Gevolg 11.4.5 Als f € C[a,b]NC},, [a,b] dan geldt:
n
&Z(f}w:) @i (z) = f (2) .UOOT elke z € (a,b).
i=1

M.a.w. de Fourier-reeks convergeert puntsgewijs binnen (a,b) voor deze f.

11.5 Fourier-reeksen en randwaardeproblemen

Periodi

Beschouw het randwaardeprobleem

—uw'+u = f voor —£ <z <,
{ Wl t) =t D (11.18)
(=) = (0.

5Een functie f heet stuksgewijs continu op [a, b] als het volgende geldt. Er zijn n getallen
{a:;}7., CRmeta=ap <a1<...<an-1<an=ben functies {f;}]_, C C[ai-1,a] zodat
f(z) = fi(z) voor z € (ai-1,a:).
We zeggen f € Cpuw [a, b] (pw=piecewise).
Een functie f heet stuksgewijs differentieerbaar 0p [a,b] als het volgende geldt. Er m_]n
n getallen {a;}7_, C Rmet a =ap < @1 < ... < an—1 < an = b en functies {fi};_,
C"! [ai-1,a:] zodat
: 1@ = £i () voor = € (as-1,a5).
We zeggen f € Chy, [a,}].

T T T I T T T T T T T T p—— TTT TTT T F T T IR IIFIL 1 17T
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Als f een continue 2{-periodieke functie op R is dan kunnen we de oplossing
u van (11.18) 2¢-periodiek voortzetten op R en vindt men dat —u” +u = f op
R. Vandaar dat (11.18) een periodiek randwaardeprobleem genoemd wordt.

e Dit probleem is zelf-geadjungeerd t.o.v. het standaard inproduct. In-
derdaad, als u en v aan de randvoorwaarden voldoen, geldt

(—" +u,v) — (u, =" +v) =
s (_uﬂ,v> il (u, _‘U”> =

= /: (—u" (z) v (2) + u(z) V" (2)) dz =

b

- [— o (z) v (z) +u($)_”'("’)] s

=—u' (Q)v(0) +u @)V () +u (v (-0 —u(-0v' (=) =0.

e Voor f = 0 hebben we alleen de 0-oplossing. Want —u"” +u = 0 im-
pliceert u () = c1€® + c2¢™? en invullen van de randvoorwaarden leidt
tot ¢1 = ca = 0. Dus 0 is geen eigenwaarde.

e Volgens Stelling 11.3.9 vormen de eigenfuncties een volledig orthonor-
maal stelsel in Ly (a,b) .

e We moeten nog de eigenfuncties en eigenwaarden unitrekenen. Dat wil
zeggen dat we alle oplossingen (u, \) van

- 4+u = Xu voor —€<z <Y,
u (_f) = u('e) ]
u () = 4 (f).
zoeken. 3
De differentiaalvergelijking lossen we achtereenvolgens op voor A > 1, A =
lenA<1.

— Als A\ > 1 dan u(z) = ¢;sin(uz) + cpcos (ux) waarbij we p =
/A — 1 schrijven. De randvoorwaarden invullen levert

cusin (1f) + e cos (ud) =y s (=) + g cos (~puf)
eup (o8 (u8)  casin () =

=Ccip (009('“#‘) — ¢zsin (—F‘f)-) ’
* en na vereenvoudiging

2¢; sin (pf)
2¢g sin (pf)

Met andere woorden ¢; = ¢c2 = 00of /A —1£=kn vooreenk € N+'j
De eerste mogelijk leidt tot de 0-oplossing. Blijft over A = 1+ (F)

g u(z) = ¢ sin (%x) + czcos (%:c) N

0,
0.
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— Als A = 1 dan u(z) = ¢; +coz. De randvoorwaarden invullen levert

C1== 028:
Ca.

g+l =

62 =

De eerste vergelijking geeft co = 0 en we krijgen
u(z) =¢.

— AlsA<ldanu(z)= c1eVI= 4 cye~VI=X=, De randvoorwaarden
invullen levert

clem +62€_m o, cle——\/lTXt +028\/FX£’

cavl— AeVi-Xe —cV1l= e V= ;
=caVvl— Xe~VI-M _ V1 — Ae‘/i:x‘,
en na wat rekenwerk ¢; = ¢2 = 0. Met andere woorden: alleen de
0-oplossing.

e Het volledige orthonormale stelsel eigenvectoren wordt
{ I Zpsin (32) , Z5 0o (33) , Zysin () , Zy cos (F) , Fysin (§a) ...}

» standaard Deze functies worden gebruikt bij de standaard Fourier-reeks op (—¢,£).
Fourier-reeks




115.2 De standaard Fourier-reeks
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Op het interval [—1,1] gebruiken we functies
%o (I) = :}5:
@ok—1(z) = sin(kwz) voor k € Nt,
¢or () = cos(kmz) voor k€ N*.
De Fourier-reeks bij een functie f is gedefinieerd door

o0

Z <f,99m> Pm (:l'.‘) =

m=0

=§( 0 dy)+§( £ (s)sin bry) dy ) sn () +

+3(

k=1 Wy=-1

...

1

 (u) cos (kmy) dy) cos (knz).

¢4 (z) = cos (272)

enzovoort.
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Beschouwen we het randwaardeprobleem :
—u f woor0<z<1,
u(0)
u(1)

0, ~
dan krijgen we via het bijbehorende eigenwaardeprobleem

o

0,

—¢" = Xp voor0<z<l,

®(0) = 0

e() = 0,
de eigenfuncties/eigenwaarden sin (knz), (k7)? met k = 1,2,.... Na norma-
lisatie

1
= f (csin (knz)) dz = 12
(dus ¢ = v/2) vinden we het volgende volledige orthonormale stelsel eigenfunc-

ties in Lz [0, 1]:
{\/i sin (km:)}k
» Fourier-sinus- De Fourier-sinus-reeks bij een functie f op [0,1] is

reeks 1
; D) vk @) = 22 ( fﬁ £ () sin (k) dy) sin (krz)
0 (2) = v/Zsin () ¢1 (2) = v/2sin (2nz)

:I Bt

¢ (z) = /2sin (37rz) @3 () = V2sin (4nz)

VV\ RN
-;]\/\/\/

vy (z) = \/ﬁ sin (57x) : ¢s (z) = /2sin (67z)

| =,




» Fourier-
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1154 De Fourier-cosi I

Beschouwen we het randwaardeprobleem

—u'4+u = f wvoor0<z<1,
©(0) = 0,
(1) = 0,

dan krijgen we het volgende volledige orthonormale stelsel eigenfuncties via
het bijbehorende eigenwaardeprobleem:

{1}U{x/§cos(k1rm)}:;1

De Fourier-cosinus-reeks bij een functie f op [0,1] is

D (o) or (@) =

= (]y;f(y)dy) +g2 Uy;f(y)mﬁ(kﬂy)dy) cos (kmz).

g 0.3 D 0.8 1 }; 0.2 0. N6 0.8 1
-3 i

¢o(z) =1 (@) = V2cos(nz)

Py N
gt Ty

02 (@) = V3cos (217) ¢ (@) = VZcos (3n2)

N ACE TR
AVAAVA AVARY iy

¢4(z) = V3 cos (4n2) C 5(a) = VEoos (5m2)

enzovoort.
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1155 Enkele verbanden

Hulpstelling 11.5.1

$5 10t o Als f een oneven® functie is op [—1,1], dan is de standaard Fourier-reeks
van f gelijk aan de Fourier-sinus-reeks voor f op [0,1].

o Als f een even” functie is op [—1,1], dan is de standaard Fourier-reeks
van f gelijk aan de Fourier-cosinus-reeks voor f op [0,1].

Het bewijs hiervan verloopt recht-toe-recht-aan en kan door de lezer zelf gedaan
worden.

1156 Voorbeeld en opgaven

] Voorbeeld 64
] ' De Fourier-sinus-reeks op [0, 1] behorende bij de functie f (z) =
De coéfficiénten zijn

1 .
(frer) = fs/ﬁsin((kﬂ)mc) ldz=
z=0

1

(k+1)m L

5 _ = (kTV:—(cos((k+1 ywz) — =

= (T‘*'T)": ((—1)"’“’l - 1) =

& { agj_%; a.lsk+1isoﬁeven,

= [ = cos((k+1)7ra:)]

0 als k + 1 is even.

De Fourier-sinus-reeks wordt

I

Eﬂ(fﬂok) o (z) Z (2m+1 e \/2sin ((2m + 1) 7z) =

Z (2m 7 in ((2m + 1) 7z).

Noemen we de partigle reeks

n

Fn @)= (f,08) 01 ()

k=0

®De functie f is oneven als f (z) = —f (~z).
"De functie f is even als f(z) = f(—=).
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dan vinden we ; »
tim [ 1fa(@) ~ f @) de=0.

—
nmz

Omdat f en f continu zijn weten we bovendien (Stelling 11.4.4) dat de reeks
puntsgewijs convergeert voor z € (0,1) en dat dus geldt dat

Jim fo(2) = 1 ().

Jol®) = fi(z) = %sin(ma),

fo(z) = falz) = % sin (1) + 3= sin (37z) ,
fi@) = fs(@) = 4sin(nz)+ 5k sin(3nz) + £ sin (572),
fo() = fr(x) = %sin(nz)+ 5= sin(3nz) + &5 sin (57z) + - sin (Tnz) ,

fo
en enkele overslaand:

25
4 .
fm(ﬁ) = Z mﬁlﬂ ((2m -+ 1) ?T:B) .
m=0 .

1 . :

l..
0.84 =
0.6
0.41
0.2¢

00 02 04 & © 06 08

fs0

Gevolg 11.5.2 We kunnen 3w m.b.v. de volgende reeks schrijven.

; PR B AR | 1
1 —1 —— —— — — — —
im=1 3+5 7+9 11+...
00 -1)"

Beter gezegd 37 =Y oo_o ¥t
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Bewijs: We nemen de Fourier-sinus recks voor f(z) = 1 op [0,1] uit het vorige
voorbeeld. Het resultaat volgt uit de puntsgewijze convergentie van f, (z) naar f (z)
voor0<z<lalsn—oo:

.1=f(-12-) =§W}1Wﬂn((m+1)wé) &

O

Volgens Hulpstelling 11.5.1 zal f, op [—1, 1] convergeren in Ls-zin naar de on-

even voortzetting van f. De functie f wordt oneven voortgezet door f (z) = —1
voor z < 0. De parti¢le Fourier-sommen f, convergeren dan volgens Stelling
11.4.4 naar —1 voor —1 < z < 0 en naar 0 voor = = 0. Het volgende plaatje
is daar een illustratie van. '

f50 op [_lv 1]

Het ‘wilde’ gedrag van de benaderende functies vlak voor en na de sprong is
bekend onder de naam Gibbs-effect.

Tegenwoordig zien we de effecten van Gibbs bij jpg-files met lage resolutie.
Dit formaat bewaart de plaatjes via Fourier-cosfficiénten.

Opgave 134 Op de voorgaande bladzijden zijn de eigenfuncties bij de stan-
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daard Fourier-reeks zowel voor het interval (—£,£) als voor (—1,1) beschreven.
Voor het interval (0,£) met £ € Rt is

(o () () (5 () -

een bij de standaard Fourier-reeks behorend volledige stelsel eigenfuncties.
Bepaal de juiste normalisatie. i

Opgave 135 Bepaal het volledige orthonormale stelsel eigenfuncties be-
horende bij de Fourier-sinus-reeks op (0, £) . Dezelfde vraag voor (—£,£).

—_—

Opgave 136 Bereken de coéfficiénten bij de standaard Fourier-reeks op (0, 1)
voor f(z) =z. Ly

Opgave 137 Zij £ > 0 en f een gegeven functie uit Ly (0,£) . We beschouwen
het randwaardeprobleem

—u’'+u = f voorO0<z<{,
u(0) = 0,
u' (@) = 0.
i. Laat zien dat dit r.w.p. zelf-geadjungeerd is t.o.v. het standaard inprod-

uct.
ii. Beschrijf het bijbehorende eigenwaardeprobleem.

iii. Bereken de geschikte eigenfuncties met de eigenwaarden voor dit prob-
leem.

iv. Geef het volledig orthonormale stelsel van eigenfuncties.

v. Bereken de cosfficiénten van de bijbehorende Fourier-reeks van u uitge-
drukt in termen van f.

S |

Opgave 138 Zij f een gegeven functie uit L (0, £) . We beschouwen het
periodieke randwaardeprobleem

—-u'+u = f voor 0 < z < 1, - -
uw(0) = u(1), (11.19)
o (0) = v (1). :
Zelfde vragen als in de vorige opgave. ey

Opgave 139 Zij ug een gegeven functie uit Ly (0,£). We beschouwen bij
gegeven up het beginwaardeprobleem

U — Uz +u = .0 voor0 <z <lent>0,
u(0,t) = u(L,t),
o' (0,t) = ' (1,1).
¢ u(z,0) = ug(z)

In de vorige opgave hebben we gezien dat (11.19) zelf-geadjungeerd is en het
bijbehorende eigenwaarde probleem daarmee een volledig orthonormaal stelsel
van eigenfuncties levert. Gebruik deze eigenfuncties om de oplossing u in de
vorm van een Fourier-reeks te geven. e
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Opgave 140 Zij f een gegeven functie uit Ly (0,£) . We beschouwen
—u’ + 2/

u(0)

u(1)

Bekijk de volgende bewereringen. Waar of niet waar? En motiveer je ant-
woord:

f voor0<z<1,
0, (11.20)
0.

i. De eigenfuncties van het bijbehorende eigenwaardeprobleem zijn {; } 2,
met @y (z) = e®sin (7kz) en M\ = 1 + w2k2.

ool 3 2 k?n?

ii. [y (e®sin(mkz))*de = § (¢* — 1) TTi

iii. Voor alle = € [0,1] geldt

H@=) "”1* Y
Y e

iv. De rij {fn}ne, met

o=y e g s
k=11 (e2 - 1) S
4 1+ k22

convergeert in Ly-zin naar f.

v. Derij {un};>; met

L 1 ; for

(@)=Y @@ . o
k_11+‘.-'rk torid kem
5 I(e _1)1-}-}672?!'2

convergeert in Lp-zin naar de oplossing u.

vi. De rij {un}o2 | met

n (@) = 3 20 2) (00 f),
k=1

met i
(r, Fla = j; e oy (y) f (v) dy
convergeert in Lg-zin naar de oplossing u.

Degenen die in de wiskundige analyse rond Greense functies en Fourierreeksen
geinteresseerd zijn kunnen terecht bij:

K. YO0sIDA, Lectures on Differential and Integral Equations, Dover 1991 (reprint
uit 1960). :

M.R. SPIEGEL, Schaum’s Qutline of theory and problems of Fourier Analysis
etc, MacGraw-Hill, 1974.

el L kil A A Ml i) ]l )} - | NS T - | 1 . e b o )



e —— — i

Deel IV

Randwaardeproblemen voor
partiéle
differentiaalvergelijkingen




210

Schema 2: enkele oplossingen van randwaardeproble-

men voor parti€le differentiaalvergelijkingen

e IV.14: (elliptisch)

—Au=finR"

via Fundamentele oplossing:

ws [le— U @) dy voorn 2,
R’I

u(z) =

Rn

;;flogiz—m f @) dy

voor n = 2.

randwaardeprobleem

voorbeeld 1 (Poisson):-
—Au=f inQ

{ rand: u =0 N

randwaardeprobleem

voorbeeld 2 (Laplace):
-Au=0 inQ

{ rand: u = u, 90

et
o

Greense functie:

u () =[G(‘z,y)f(y)dy
1]

Fourier-reeksen:

3 eigenfuncties {ip}
f=Yepr=>u=3 skp,

Greense functie:

u (z) *——f—% (z,y) ur (y) doy,
a0

e IV.15: (parabolisch)

beginwaardeprobleem

voorbeeld (diffusie/warmte):

{ Fu—Au=0, R+xR"
begin: u (0, ) = up (z), R®

via kern: u (¢,z) =

1 lz=pl” 2
o R
Rn

beginrandwaardeprobleem

voorbeeld (diffusie/warmte):

{%u—Aﬂ:O, Rt xQ
rand: u(t,z) =0, R* x 99

begin: u (0,z) = ug (z), 0

Met Fourier-reeksen voor
g.d.v. of elliptische p.d.v.

o (2) = 3 crepy ()
4

u(t,z) =Y exe Mty (z)

e —




e IV.16: (hyperbolisch)

beginwaardeprobleem

voorbeeld (golfvergelijking):
(2)’u-Au=0 nR*xQ
rand: u(t,z) =0, RT x 8Q

s u(D,x):uo(a:),
begit; {m(0s$)=¢o($)a 8

e IV.17: (Schrsdinger)

£\

beginrandwaardeprobleem

voorbeeld:

{ igu—Au+Vu=0nR" xQ
rand: u(t,z) =0, R* x 90
begin: u(0,z) =up(z),

211

Integraalformule
van d’ Alembert
(voor n=1)

Met Fourier-reeksen voor
g.d.v. of elliptische p.d.v.
{ uo (&) = S exn (2).
Yo (z) = X dipy (2)

: 4
u(t,2) = X s cos (Ve t) ¢ ()
¥ Z%fsin (VAkt) px ()

Met Fourier-reeksen
voor elliptische p.d.v.
ug (z) = Yo cxepr (2) 5

$
u(t,z) = 3 creopy ()
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» begrensd
gebied

» gebied

P open
verzameling

12. CLASSIFICATIE TWEEDE ORDE
PARTIELE DIFFERENTIAALVERGE-

LIJKINGEN

12.1 Motivatie

Voor beginwaardeproblemen voor gewone differentiaalvergelijkingen garandeert
de Lipschitz-conditie het bestaan van precies één oplossing bij voorgeschreven
beginvoorwaarde. Dat wil zeggen, een n%-orde gewone differentiaalvergelij-
king die aan de Lipschitz-voorwaarde voldoet heeft bij voorgeschreven u (0)
tot en met u(®1) (0) precies één oplossing.

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat de situatie bij gewone differen-
tiaalvergelijkingen met voorgeschreven randvoorwaarden al lastiger is. Niet
meer elke 2%-orde gewone d.v. heeft een oplossing of zelfs precies één oplos-
sing bij u (0) en u (1) voorgeschreven.

Nog gecompliceerder wordt de situatie bij partisle differentiaalvergelijkingen.
Om bij enkele veel voorkomende p.d.v. met voorgeschreven randwaarden
existentie en eenduidigheid van de oplossing te verkrijgen zullen we enkele
soorten partiéle differentiaalvergelijkingen moeten onderscheiden. '
Existentie en eenduidigheidresultaten zijn overigens niet slechts de liefhebberij
van de wiskundige maar vormen een belangrijke test voor de juistheid van het
(fysische) model. :

12.2 Afspraken

We zullen bij partisle differentiaalvergelijkingen de volgende afspraken en no-
taties gebruiken. Gelijksoortige afspraken hebben we al bij complexe getallen
ontmoet.

e B, (z) = {y € R" |z — y| < r} is een bol met straal r rond z € R".
e () is een begrensd gebied in R™;
i. we noemen een deelverzameling { van R"™ begrensd als:

er bestaat M € Rt zodat Q C By (:c).;.

we noemen een deelverzameling €2 van R™ een gebied als voldaan is aan
de volgende eisen;

ii. £ is open:

213
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~ » gesloten
verzameling

» samen-
hangend

» afsluiting

» C(2)

S C(ﬁ)
» Ck(Q)

» Ck(Q)
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voor alle z € Q is er een r > 0 zodat B, (z) C Q;

het complement R"\Q = {:.': € R™ = ¢ Q} van een open verzameling
heet gesloten;

iii. een open verzameling {2 heet samenhangend als:

elk tweetal punten in {2 kan door een kromme met beeldmmamehng
KcQ varbonden worden.

e Q is de afsluiting van § :
Q= {z € R voor alle r > 0 geldt 2N B, (z) # 0}.
e 0 is de rand van Q2 :
a0 =0nR\0D).
o C(2) de verzameling van alle continue functies van 2 naar R.
e C(0) de verzameling van alle continue functies van $I naar R.

e C¥(Q) de verzameling van alle continue functies van Q naar R waarvan
alle parti¢le afgeleiden tot en met orde k bestaan en continu zijn op .

e C*(Q) de verzameling van alle continue functies f: 0 — R zodat er
voor elke partitle afgeleide %...a%fvanordekenlagereenﬁmctie
geC(@) bestaatmdatg:%...mfinﬁ.

e Tenslotte een technische conditie over de ‘gladheid’ van de rand. We
zeggen dat 90 € C* als we O met een eindig aantal open blokken, zeg
Qi met i =1,...,m, kunnen bedekken en wel zodanig dat er op elk blok
Q. een coordmatenstelsel 5(‘) €% en een functie gi bestaat zodat

gi € Ck (Rn-—l) \

B2NQ;) c {E(‘) eRYED =g (Ef’, e S:}_,)} ]

Een overdekking van de rand 9 met blokken Q;.
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12.3 Classificatie in R?

We beschouwen differentiaalvergelijkingen die een lineaire relé.tie leggen tussen
de nulde, eerste en tweede orde afgeleiden van een functie u : R? — R met
eventueel een voorgeschreven functie f in het rechterlid:

a11Uzz + Zﬂuuzy - aUyy + biug + bzug +cu= f (121)
Voorlopig nemen we voor a;;, b; en c reéle getallen. We nemen aan dat minstens
één a;; # 0 is (we willen een ‘echte’ tweede orde d.v. heben).

Opmerking: Voor tweemaal continu differentieerbare functies geldt uyy = uy,
en kunnen we de vorm @;2uzy + @21y, vervangen door (12 + @21) uzy. Door azp =
3 1 (@2 + d21) te nemen zien we dat we hier zonder verlies van algemeenhend (12.1) in
plaats van

Q11Ugg + G12Ugy + G21Uye + G22Uyy + biuy + bouy +cu = f
mogen schrijven. Vandaar ook als herinnering de 2 voor a;z-coéfficiént in (12.1).

Voor de classificatie gebruiken we het volgende recept. We vervangen -5; door

7 en 3; door £ in de differentiaaloperator die in het linkerlid van (12.1) staat,
d.w.z.

a\* o 8 axt -8
ai; (6_5) +20123;a+622(§y:') +bla +b28y+c

* wordt

ann® + 2a12n€ + az€? + byn + boé +c.
We beschouwen voor k € R de verzameling

Kr={(m¢)e R%; a11n% + 2a190€ + a20€2 + by + bof +c = k}. (122)
Definitie 12.3.1 De differentiaalvergelijking in (12.1) heet
i. elliptisch als K een ellips is voor een k € R;
ii. parabolisch als K een parabool is voor een k € R;
iit. hyperbolisch als Ky, een hyperbool is voor een k € R.

Dit zijn niet alle gevallen. Als K}, uit ecn enkele of uit twee evenwijdige rechte
lijnen bestaat dan is de differentiaalvergelijking een verkapte gewone tweede
orde differentiaalvergelijking.

Merk op dat de ellips, parabool of hyperbool nog helemaal niets met een
oplossing van de differentiaalvergelijking te maken heeft. De drie zo verkregen
klassen van partiéle differentiaalvergelijkingen vragen hun eigen aanpak.

Hulpstelling 12.3.2
i. anaxp—a3, >0 & (12.1) is elliptisch;
4. anap—a} =0 < (12.1) is parabolisch;
. anag —afy <0 & (12.1) is hyperbolisch.
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Opmerking: Helaas geldt de omgekeerde richting in ii. niet. Bijvoorbeeld de
partiéle differentiaalvergelijking u. + 2uzy + uyy + Uz +uy = f is niet parabolisch
voldoet wel aan ajjag; — afz = (. Een bijbehorende K} kan alleen rechte lijnen

bevatten.

Voorbeeld 65

De p.d.v. uzy = f is hyperbolisch omdat -
avian — ah =0 (3)* <0.

We kunnen ook de definitie gebruiken. Voor k #
0 bestaat iedere K} uit hyperbolen: bijvoorbeeld
voor k = 1 vinden we

n§=1.

Voorbeeld 66
De p.d.v. Ugg + Ugy + Uyy — u = f is elliptisch.
We zien dat

ajjage — 3%2 =1- (%)2 > 0.

Ook hier is de definitie te gebruiken. Voor k >
—1 bestaat iedere K}, uit ellipsen: bijvoorbeeld
voor k = 1 vinden we 2 4+n€+£2—1 = 1, anders

geschreven
N0 +€ =2

Voorbeeld 67
De p.d.v. sz + 4uzy + uyy —u = f is hyper-
bolisch. We zien ;

allazz—aﬁ: 1-22<0.

Voor k # 0 bestaat iedere K} uit hyperbolen:
bijvoorbeeld voor k = 1 vinden we

T +anE+€-1=1.

Voorbeeld 68

De p.d.v. Uzz + 2Uzy + Uy, + uz = f is parabolisch. Or{:dat

a11a92 —az‘l’z =1-12=0

zien we met de hulpstelling dat hij noch ellip-
tisch noch hyperbolisch is. Om te zien dat de
p.d.v. inderdaad parabolisch is zullen we de de-
finitie moeten gebruiken. Iedere K} bestaat uit
(schuinliggende) parabolen. Bijvoorbeeld vin-
den we voor k = 0 dat 7° + 29€ + €2 +n = 1.

=1

0 1 2 3 4

=1

=21

=3
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Dat het inderdaad parabolen zijn ziet men door ‘kwadraat afsplitsen’:

(n+&*+n=1.
Opgave 141 Geef het type van
i Ugy + Ugz = f;
. Ugy +uz = f;
i, Ugy + 2uzy + 2uyy + 2uy + 2u, — 286u = f.

Opgave 142 Een differentiaalvergelijking waarbij de coéfficiénten van z of y .
afhangen kan op. verschillende gebieden van verschillend type zijn. Bereken
op welke open deelgebieden van R? de p.d.v. ug; + Zuy,, = f elliptisch,
parabolisch, respectievelijk hyperbolisch is. e Tl

Hulpstelling 12.3.3 We kunnen (12.1), een p.d.v. met constante coéfficién-

ten, als volgt transformeren’ :

i. indien (12.1) elliptisch is, naar
Ves + v + & = f;
#. indien (12.1) parabolisch is, naar
Vss — U +Cv= f;
ii. indien (12.1) hyperbolisch is, naar

U,,—Uu'i‘é'v:_f.

Opmerking: In de klassieke literatuur over differentiaalvergelijkingen, zie bijvoor-
beeld P.R. Garabedian, Partial Differential Equations, kan men overigens vinden dat er
ook voor variabele coéfficiénten een transformatie naar een van deze drie standaard
vergelijkingen bestaat. Helaas kan dit alleen in R?. In hogere dimensies kan men in
het algemeen alleen bij constante cosfficiénten een geschikte transformatie vinden.

A= a1 a2
a2 axz )’
.
Omdat deze matrix symmetrisch is, is er een T met T =T en zijn er A, A2 € R

: A 0
_ 1 T
A—T(O Ag)T 2

Bewijs: . Schrijf

!Met transformeren bedoelen we hier dat we een substitutie (van u, z,y naar v, s, t) kun-
nen uitvoeren zodat we voor v de meer eenvoudige p.d.v. krijgen.
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Herinner je dat
a1 — afg =det (A) = A2

Dus in het elliptische geval hebben ); en Ag hetzelfde teken. In het parabolische geval
is 0 een eigenwaarde en in het hyperbolische geval hebben A; en A, tegengesteld teken.
Voor het elliptische en het parabolische geval we nieuwe codrdinaten s, door

(1)-ro(3) - (1" 51)

Met Ve = (&) en Var = (&, &) vinden we
(Vo) =TD(Vae) "
Tenslotte met enige lineaire algebra
(&) mtgrn(8) -
= VayA(Vay)' =
= VT ( e ) T Tl =

=(rp (v,,,)T)TT( 2179 )TTTD W=

0 A
— _V',lngTT ( 31 22 ) TTTD (Vs,t)T =
A O
=V, D ( 01 X ) D(Vs.t)T =
. MaTh 0 T
= Va,t ( 0 A2 |Ag|_l (V'p‘) s

In het elliptische geval vinden we

an (%)24_2012%‘% +az2 ('(%)2 == ((-‘%)24- (%)2) )

en in het hyperbolische geval vinden we

a\? 89 8\’ a\* (a8\’
o () ooz en(3) -*((a) -(&) )
Zonder verlies van algemeenheid mogen we =+ vervangen door +. Hiermee gaat (12.1)

over in " £ .
Ugs £ Uge + b1ty + boug +cu = f (123)

(2)=pr7( ) i =1Gw.-
'Ihnslottakunnenwedaﬂlensgopruimdoor
v(s,t) = edBrothat)y (s 1)

We vinden

Voo kv + 0= f (12.4)
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et % KA a2 s s
d=c—(3h1) F(4b) en f(s,t) = edCrotbit) f(s0).

Voor het parabolische geval weten we dat één eigenwaarde 0 is. Stel dat Ay = 0. Dan
T als bovenstaand maar nu met

NG

Hiermee gaat (12.1) over in

.

Fuy, + byuy + bouy +cu = f (12.5)

by T 51)
. | =DT
(8)-2"(%
in plaats van in (12.3). De voorwaarde dat K} voor een k een parabool is zorgt voor
by # 0. Opnieuw + aannemend voor % vinden we via

met

v(s,7)= etbiey (s,2)

met 7 = —t/b, dat : :
Ves ~ v+ =f. (12.6)
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12.4 (Classificatie in R”

We beschouwen de volgende tweede orde partiéle diﬁ'erentiaaivergelijldng voor
functies u : R® - Rmetn > 2:

= o 0 >, 9
a&ja—mgu+2bjgu+w=f. (12.7)
i,j=1 Ll j=1 ¥
We nemen opnieuw aan dat a;; = aj; voor alle 4,5 € {1,...,n}. Definieer de
n X n matrix A door
a1 ' O1n
A = - -
Gt o+ i
Omdat A symmetrisch is weten we dat er een orthogonale basis van eigenvec-
toren {1,_51,...,@"} is met eigenwaarden Ay, ..., An € R. We zullen ook

b

gebruiken.

Definitie 12.4.1 De partiéle differentiaalvergelijking in (12.7) heet

i. elliptisch als alle n eigenwaarden van A hetzelfde teken (allemaal.—}‘ of
allemaal —) hebben; -

#i. parabolisch als (n — 1) eigenwaarden van A hetzelfde teken (allemaal +
of allemaal —) hebben en de resterende eigenwaarde 0 is en bovendien
voor de bij 0 behorende eigenvector v geldt dat b -1 # 0;

iii. hyperbolisch als (n — i) ‘eigenwaarden van A hetzelfde teken hebben (alle- '

maal + of allemaal —) en de resterende eigenwaarde tegenovergesteld
teken (dus respectievelijk —, +) heeft. :

Opmerking: Deze definitie geeft voor n = 2 hetzelfde resultaat als de defenitie in
de vorige sektie. Omgekeerd, als men precies afspreekt wat ellipsoiden, paraboloiden
en hyperboloYden zijn dan kan men de definitie in de vorige sektie ook uitbreiden naar
n>2.

Voorbeeld 69
De p.d.v. Ugg +Uyy + Uz, +u = f is elliptisch:

100
A==Hta 1 ton]
T
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Voorbeeld 70
De p.d.v. Uze — tyy + Uy, +u = f is hyperbolisch:

_ 10000
A=[0 -1 0
I

Voorbeeld 71
‘De p.d.v. ugz + Uyy + U, +u = f is parabolisch:

100 ey L
A=| 01 0 | enb=1[0 ].

000 1
s 1 ) Y 0
0 1

gy 0 0 '
enb-g=(0|-[ 0]=1x0. : 20
A 1

Opgave 143 Bepaal een transformatie (geef nieuwe cosrdinaten Z, 7, Z) zodat
men : :

Dan

S =o

: Ugz + Uyy — 4y = f
kan vervangen door

uzz + Uy — uzz = f.
A e
Opgave 144 Zelfde opdracht om
Ugg + Uyy + 10u, = f
te kunnen vervangen door
Uzz + ugy —uz = f.
uz oy

Opgave 145 We nemen aan dat u harmonisch is en beschouwen een cotrdi-

natentransformatie met behulp van de orthogonale matrix M = ( _: .2 ) i

dwz. a® + b? = 1. We definiéren nieuwe cosrdinaten s, ¢ door

B a b x
t ) \=ba T
Laat zien dat de functie i (s,t) = u (x,y) ook harmonisch is; dwz.

98, g
EE‘“ (s,t) + aa‘u (s,t) =0.
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Opgave 146 Stel dat u voldoet aan (%)21: (t,z) — (%)236,3;) =0. We

definiéren nieuwe codrdinaten p, q door p =  —ct en g = x + ct. Laat zien dat
a9

——u = 0.

Op9dq

Als %%w (p,q) = 0 dan geldt £-w (p,q) = c(g) met c(g) een constante voor
p die dus wel van g afhankelijk kan zijn. Laat zien dat iedere oplossing u te
schrijven is als /

w(p,q)=f(p)+9(9)-

Opgave 147 Wat is het type van
i, de telegraafvergelijking:
(aNe . 10 8\>
(a) u-l-_a‘u-{-u—cz (a) u;

ii. de Klein-Gordon vergelijking:

(' () ) @)

12.5 Typische voorbeelden

In de volgende paragrafen zullen we als voorproefje enkele goed-gestelde rand-
waardeproblemen voorstellen zonder op enig bewijs in te gaan. In de laatste
hoofdstukken zullen we dergelijke problemen nader beschouwen.

12.5.1 De harmonische differentiaalvergelijking

De harmonische diﬁemntiaﬂvergeﬁjking is

Au=0
waarbij 2 5 -
A=BTE?+6_$§+“'+-3;?:

- en beschrijft voor n = 2 of n = 3 bijvoorbeeld potentiaalstromingen of sta-

tionaire temperatuurverdelingen. De harmonische differentiaalvergelijking is
elliptisch.
De differentiaal-operator A wordt Laplace-operator of Laplaciaan genoemd.
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Een typisch randwaardeprobleem hierbij is die met u voorgeschreven op de
‘rondom’ liggende rand van het begrensde gebied. Op een gedeelte van de
rand kan ook de afgeleide van u in de normaalrichting voorgeschreven zijn.
Dit betekent dat er daar een vaste in- of uitstroom plaatsvindt.

Twee randwaardeproblemen die op het vierkant
Q={(z,y);0<z<lenl<y<1}

voor ‘mooie’ f,u, en ¢, precies één oplossing hebben zijn:

—Au(z,y)

= f(=zy) voor (z,y) €Q,
u(z,0) = ur1(z) voor0<z<l,
u(l,y) = un2(y) voor0<y<l,
u(z,1) = u,3(z) voor0<z<l,
uv(0,y) = upa(y) voor0<y<1l
—Au (zly) = f(zsy) voor (zly) 695
u(x,0) = ur1(z) voor0<z<l,
75 (bY) = ¢ () voor0<y<i,
u(z,1) = urg(z) voor0<z<l,
u(0,y) = ura(y) voor0<y<1
12.5.2 De warmtevergelijking
De warmtevergelijking
2‘!& —Au=0

at

is parabolisch.
Twee randwaardeproblemen die op het vierkant

Q={(z,9);0<z<lenl<y<1}

voor ‘mooie’ f,up,u, en ¢, precies één oplossing hebben zijn:
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Il

Zu— (%)z.u(t,:c) f(t,x) voor (t,z) €,

u(0,z) = w(r) voorl<z<l,
u(t,0) = upi(t) voor0<t<l1,
u(t,1) = upe(t) voor0<t<l.

Il

2u—(2)u(t,z) = f(tz) voor (t,a)€Q,

u(0,2) = uo(z) voor0<z<l,
u(t,0) = u,(t) woorO0<t<l,
du

a(t,l) = @ () voorO(lt<1.

Het eindwaardepmbleeﬁl, waarbij u (0,2) = ug (%) voor 0 < z < 1 vervangen
wordt door u(1,z) = u; (z) voor 0 < = < 1 is geen goed gesteld probleem.
We zullen dit anti-diffusie probleem nog bekijken.

Opgave 148 Gebruik nieuwe coordinaten om te laten zien dat we

%u+(5%)2u(m,y) = f(zy) voor (z,y) €N,
u(z,1) = w(z) wvoor0<z<l,
w(0,y) = us(y) wvoor0<y<li,
u(l,y) = w(y) voor0<y<l,

kunnen'transformeren tot een van bovenstaande goed gestelde problemen.

-

125.3 De golfvergelijking

De golfvergelijking _
(%) 3 u—Au=0
is hyperbolisch.
Twee randwaardeproblemen die op het vierkant
Q={(z,y);0<z<lenl<y<1}

voor ‘mooie’ f,ug,u, en ¢, precies één oplossing hebben zijn:
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8

(%)213. = (%)zu(t,x) = f(t,z) voor (t,z) éﬁ,
©(0,z) = up(xr) wvoor0<z<l1,

P

B-t-(ﬂ,:.r:) = @o(z) woor0<z<l,

u(t,0) Un1(t) voor0<t<l1,
u(t,1) Ura(t) voor0<t<1.

i

[ (2)’u— (&) u(t,2) = £ (t,2) voor (t,7) € Q,
u(0,2) = wup(z) voor0 <z<l,
< -6_t(0’z) = @(z) voor<z<l,
a;a(t,O) = up(t) voor0<t<l,
%(t! 1)

Pr(t) voor0<t<l.

Om precies één oplossing te hebben zijn er twee beginvoorwaarden nodig.
Zowel begin-‘uitwijking’ als beginsnelheid dient voorgeschreven te zijn.

Opgave 149 Is het volgende probleem goed gesteld?

(%)2‘&@, z) — (3‘%)215@, z) = f(t,x) voor tt, z) €,

8

u(l,z) = w(z) voorO0<z<l,
{ : ' % (1,z) = ¢ (x) voor0<z<l,
u(t,0) = u.(f) wvoor0<t<1,

" (t) voor0<t<l.

3; (t$ 1)

—_—

Opgave 150 We beschouwen een golfverﬁijking met rondom gestelde rand-
voorwaarden.

i. We beginnen met T = 1. Bereken een oplossing van

(%)zu(ts z) - (%)2‘“(% z) =0 voor (t,z) € Q,
u(0,z) = sin(mz) voor0<z <1,
u(T,z) = 0 wor0<z<1,
u(t,0) = 0 voor 0 <t <T,
u(t,1l) = 0 voor 0 <t <T.

Hint: probeer u (t,x) = v (t) sin (7z) . Voor welke T' > 0 is dat nog meer
een oplossing?
Laat zien dat voor iedere C € R de functie
v (t) sin (mz) + C'sin (87z) sin (87t)
ook een oplossing is. Geef zelf nog enkele oplossingen.
- ii. Neem nu T' = 2-met n,m twee positieve gehele getallen. Stel dat u (¢, z)

een oplossing is. Laat zien dat u (t,z) + C'sin (mnz)sin (mnt) ook een
oplossing is.
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Voor T € Q% vindt men dus mogelijkerwijze alleen geen of oneindig veel
oplossingen. Vreemd geénoeg geldt zoiets niet voor T' € R+*\Q*. Bourgin
en Duffin (Bulletin AMS 1939, p. 851-858) hebben laten zien dat er voor
dergelijke T hoogstens één tweemaal differentieerbare oplossing bestaat. De
golfvergelijking met rondom voorgeschreven randvoorwaarden is daarmee op
zijn minst gezegd zeer eigenaardig. Lty

12.5.4 De Schridingervergelijking

Door de complexe term is de Schridingervergelijking een wat vreemde eend in
de bijt:

i%u = Au=0.
Meestal is men geinteresseerd in.oplossingen van de vorm
u(t,@) = e*'v (2)
zodat de vergelijking vereenvoudigt tot
—Au — Au = 0.

Deze laatste vergelijking is elliptisch. Vaak is er ook nog een potentiaal aan-
wezig en krijgen we vergelijking

—Au= X u+V(u). (12.8)

Als de functie u—» V/ () niet lineair is, b.v. V () = u3, dan wordt (12.8) een
niet-lineaire elliptische partiéle differentiaalvergelijking.

12.6 Niet-lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen

_ Niet-lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen vallen buiten het bereik van dit

manuscript. De reden is niet dat deze niet interessant zouden zijn. Integeri-
deel, zeer veel processen worden juist het best gemodelleerd door niet-lineaire
differentiaalvergelijkingen. Enkele voorbeelden:

i. De ‘poreuze-media’ vergelijking.
De dichtheid van het gas u (z,t) stromend door een poreus gesteente
voldoet aan de vergelijking (bij één ruimtevariabele):

ug— (u™),,=0

met m > 1.



Niet-lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen 227

ii. De Von Karman vergelijkingen.
Een dunne elastische plaat waarbij aan de zijden druk wordt uitgeoe-
fend wordt beschreven door het niet-lineaire stelsel partiéle differentiaal-
vergelijkingen s
Alp = g- [wsw] )
A%w = [w,F)

waarbij de volgende notatie gebruikt is:

Azw = Wggzx + 2w“w ar Wyyyys

['ua 'U] = UggUyy + UyyVzz — UzyVzy.
Gezocht worden de uitwijking w en de Airy-stress-functie F waarvan
men de tweede afgeleiden gebruikt om de stress te berekenen. Gegeven
zijn de interne stress g en de randvoorwaarden voor F' die de horizon-
tale krachten aan de rand bevatten. Is de plaat aan de rand vertikaal
ingeklemd dan zijn de randvoorwaarden voor w de volgende: w = 0 en
Z&w =0. Wordt de plaat aan de rand alleen ‘vast’ gehouden dan zijn de
randvoorwaarden w = 0 en Aw = 0.

iii. De ‘minimale-oppervlakte’ vergelijking.

De hoogte u (z,y) van een zeepbel binnen een draadwerk voldoet aan

=0. (12.9)

i (_Vu_) .
A\ W1+ |Vu?
Opgave 151 Laat zien dat de vergelijking in (12.9) te schrijven is als
(14 (0)*) vz + (14 (42)?) tyy — 2ty = 0.
Laat ook zien dat de vergelijking
(14 02) gz + (1 + B2) uyy — 20Buzy =0
voor alle o, 3 € R? elliptisch is. AU .
Opgave 152
i. Laat zien dat radiaalsymmetrische oplossingen van (12.9) voldoen aan

1
—Upp =;(1 +u?) u.

ii. Bereken de oplossingen van deze gewone differentiaalvergelijking.

iii. Laat zien dat men door twee oplossingen geschikt aan elkaar te plakken
een minimaal oppervlak vindt dat er als volgt uitziet.
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Het minimale oppervlak dat twee horizontale ringen verbindt:




13. LAPLACE EN POISSON (ELLIP-
TISCH)

13.1 Inleiding

° Als-men op twee geleiders G; en G spanningen V; en V3 aanbrengt
ontstaat er in het gebied tussen deze geleiders een elektrisch veld E.
Dit vectorveld E voldoet aan —V = E waar ¢ de potentiaal is. Deze
potentiaal ¢ voldoet aan de volgende differentiaalvergelijking met rand-
voorwaarden:

-Ap = 0 inR%\(G1UG,),
¢ = Vi opdG, (13.1)

e = W op 3Gs.
e Een niet-samendrukbare irloeistof die zonder wrijving door een buis

stroomt heeft op elk punt een snelheid ¥ die de gradient van een po-
tentiaal ¢ is. Deze ¢ voldoet aan —Ap = 0. Het stelsel wordt:

-Ap = 0 in B(uis),

= Vi op R(echteropening),
¢ 1 op R( pening) (132)

¢ = V2 op L(inkeropening),
£¢ = 0 opdB\(RUL).
De vector n is de uitwendige normaal.

Voor twee-dimensionale gebieden kan men het verband tussen harmonis-
che en analytische functies gebruiken. Zie bladzijde 42. '

e Een overrijpe ananas die aan het gisten is, produceert warmte. Noem f
de brondichtheids-functie en zet de kamertemperatuur op 20. Een simpel
model voor de temperatuur u van de ananas is

{—Au = f in Ananas,

+(13.3)
u = 20 op dAnanas.

229
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Randwaardeproblemen zoals (13.1) en (13.2) zonder bronterm f worden Laplace-
problemen genoemd. Het probleem in (13.3) heet een Poisson-probleem. Deze
randwaardeproblemen beschrijven tijdsonafhankelijke situaties. De algemene
vorm is
—Au = f inQ, _
u = u, opodd, (13.4)
-g’;u = q op s,

waarbij 9Q = 8Q; U 8Q;. De vector n is de uitwendige normaal.

Op 89 spreken we van Dirichlet-randvoorwaarde en op 80, van een Neumann-
randvoorwaarde.

Indien op de gehele rand de Neumann-randvoorwaarde is voorgeschreven, dat
wil zeggen 8Qp = 9Q en 801 = 0, dan ziet men onmiddelijk dat er geen
eenduidige oplossing kan zijn. Als namelijk u een oplossing is, is u+ c ook een
oplossing.

Een functie u noemen we een oplossing van (13.4) als deze tweemaal differen-
tieerbaar is in Q, differentieerbaar op QU 8§ en continu op L. Voor voldoend
‘gladde’ gebieden (892 € C?® volgens de notatie van bladzijde 214) kan men
laten zien dat zo’'n oplossing in C? () ligt.

In fysische termen betekenen de randvoorwaarden het volgende.

e De Dirichlet voorwaarde legt u (bijvoorbeeld de temperatuur) vast op
de rand; )

¢ de Neumann voorwaarde legt de in- of uitstroom vast (bij de temperatuur
betekent % = 0 op die plek een perfecte isolatie).

Een andere natuurlijke voorwaarde is bijvoorbeeld gﬁ- +ou = 0 met a >
0 (als u de temperatuur voorstelt betekent dit dat de uitstroom evenredig
is met de temperatuur; indien de temperatuurschaal zo gekozen is dat de
buitentemperatuur gelijk aan 0 is, is dit de gebruikelijke situatie indien de
isolatie niet perfect is).

Tenslotte maken we nog een paar afspraken. We bekijken in dit hoofdstuk
randwaardeproblemen op twee-, drie- en hoger-dimensionale gebieden ondanks
dat de illustraties zich tot twee dimensies beperken. We zijn ook zuinig met
integraaltekens: een integraal over het gebied in R™ zullen we ook voor n > 2
met [ noteren; een integraal over de rand van het gebied met [ .

—— - - T 1Tt 1T 17T
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13.2 Een vergelijkingsprincipe

Beschouw de Poissonproblemen

-Au = f inQ, . -Av = g in{,
u = u, op O, & v = v opdh, (13.5)
a‘%u = qu Op BQQ, 3%” = (y Op 392.

Hier is -% de afgeleide in de richting van de uitwendige normaal.

We hebben enkele voorwaarden nodig betreffende het gebied 2 en de rand.
Allereerst willen we dat £ uit één stuk bestaat (£ is samenhangend), en verder
dat 8§ positieve lengte heeft. Voldoende is dat er £ € 8 en r > 0 bestaan
zodat (B, (£) N Q) C 8. Bovendien hebben we nodig dat Q begrensd is.

Stelling 13.2.1 (vergelijkingsprincipe) Neem aan dat Q aan bovenstaande
eisen voldoet.
Als u en v oplossingen zijn van respectievelijk (13.5-links) en (13.5-rechts) met

f 2 g inQ,

dan geldt ook

Opmerking: Als u voldoet aan —Au < 0'in  en

maxu=m
TEIN

dan vinden we met deze stelling dat « < m in . Met andere woorden: » neemt zijn
maximum op de rand aan. Dit resultaat noemt men een mazimum principe.
Men kan zelfs bewijzen dat er een sterker resultaat geldt:
Als u voldoet aan —Au < 0 in Q en maxzeanu = m, dan geldt of
i. u(z) =m voor alle z € Q, of

ii. u(z) < m voor alle z € Q.

Dit noemt men een sterk mazimum principe.
Als —Au > 0 dan kan men het maximum principe gebruiken voor —u (een ‘minimum’
principe). .

Gevolg 138.2.2 Hetr.w.p. (13.4) (en dus het Lapiace-pmb!eem en het Poisson-
probleem) heeft hoogstens één oplossing, uitgezonderd het geval met volledige
Neumann-randvoorwaarden.
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Bewijs: Als er twee verschillende oplossingen zouden zijn, noem die u; en us, dan
voldoet het verschil u = u; — up aan (13.4) met f =0, u, = 0 en g = 0. Volgens de
vorige Stelling geldt u > 0. Op dezelfde wijze vindt men ook —u > 0 in §2. Met andere
woorden u; —ug =u = 0. (m}

Bewijs van Stelling 13.2.1: We bewijzen uit het ongerijmde. Stel dat er een
z* € Q is zodat u (z*) < v(z*). Dan is de verzameling

{z € Gu(z) <v(z)}

niet leeg.

Neem een component van deze verzameling en noem die 2*. (We zijn nu wat slordig
en nemen aan dat * een net gebied is zodat de normaal n gedeﬁmeerd is.) Schrijf
v —u = w. Dan vinden we dat

w

0 Opm'ﬁ(anluﬂ),
w 2 0 Opaﬂ'nm,
0 op 89* N 69N,.

v

2w
W milli datath s sk
f Vwl? dz =0,

Omdat |Vw| > 0 is, is het voldoende om deze integraal klemer/geluk 0 te krijgen.
Door de integraalstelling van Gauss® te gebruiken vmden we voor F = wVw, noteer

! De integraalstelling van Gauss wordt vaak slechts in R® beschreven:

e Zij @ C R® een begrensd gebied met st.ukagevms C* rand 89 en zij ¥ een differen-
tieerbaar vectorveld. Dan geldt het volgende:

ff div F (z) dz1dzades = f F(z)-idos,
! 80
waarbij i de naar buiten gerichte normaal op 82 is.
e Ook in n-dimensionale gebieden (n € N*) geldt iets dergelijks
f div () de = f P (@) it dota; (13.6)
o en

e Voor n =1 vinden we .
| / F' (z)dz = F (b) — F (a).
e Voor n = 2 volgt de integraalstelling van Green:

'jl;(Bzilp(ﬂ+?.%q(x})d‘-r:/mip{x;'Q(zn'ﬂdz:
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div = V-, dat e
//V - (wVw)dz = [ wVw-fidog = f (wgkw) do.
o ane ane

Met V - (wVw) = Vw:- Vw + wAw vinden we (een partiéle integratie):

[[ IVl dz = f (whpw) do. - [ f whw dz. (137)

(Eigenlijk moeten we hier weten dat 8Q* redelijk glad is; wat is anders n en do,?
We laten dit probleem terzijde.) We vinden dat —Aw = —Av+Au=g— f <0en
bovendien weten we.dat w > 0 geldt op 2*. Dus

—ffwAw dz < 0.
[eid

Op 09* N (852 U ) geldt dat w =0 dus

(wf,;w) do, =0.
an*n(aqQ,uq)

Tenslotte vinden we op 90" N8N dat 25w = gy — gu < 0 en w > 0 en dus ook

(wa%w) do, <0.
a0 NaNa

ff|vw1"dz=o

ok
en dus dat Vw = 0 op *. Hieruit volgt op zijn beurt dat w = constant. Omdat we
niet het Neumann-probleem beschouwen geldt 8Q2* N (89 U §2) # @ en dus is er een
# € 8Q* met w (£) = 0. Omdat Vw = 0 op 2* en w () = 0 voor minstens een punt op
89" volgt dat w = 0 op Q. Dit is in tegenspraak met de aanname dat u (z*) < v (z*)
voor een z* € (. a

Met (13.7) volgt dat

Opgave 153 We nemen aan dat de functie u voldoet aan het volgende r.w.p.

—Au(z,y) = 1 vorl<z<l1l, 0<y<l,
u(z,0) = 0 voor 0 <z <1,
u(r,1) = 1-2z voor0<z<1,
u(0,y) = y voor 0 <y <1,
u(l,y) = -y voor 0 <y < 1.

i. Kun je, zonder de oplossing te berekenen, bepalen waar u op het vierkant
[0,1] x [0,1] zijn maximum of zijn minimum aanneemt? Motiveer.

ii. Laat zien dat voor de oplossing u geldt
y(1-22) <u(z,y) <y(l-22)+32(1l-2).

iii. Bereken een ¢ > 0 zodat u (z,y) >y (1 — 2z) + csin (7z) sin (7y) .

—

= [ @@ &
an

linksom
Merk op dat de uitwendige normaal fi =(n1,n2) en de linksom lopende tangentitle
eenheidsvector & = (s1, 82) de volgende relatie hebben: n; = 82 en nz = —s;.




RN R WSS ARS8 S N O N AN B — 1 | W I N N T S R e A e s e

&4

- We gaan deze ‘fail-points’ voor een speciaal geval

234 Laplace en Poisson (elliptisch)

Een metalen staaf, bijvoorbeeld een spoorrail, die aan torsiekrachten onder-
hevig is komt onder ‘stress’ te staan. Als we {2 de doorsnede noemen (een
twee-dimensionaal gebied) dan wordt een eenvoudig model voor de stress-
vector als volgt beschreven. De stress-vector §'(z) op plaats z € {2 voldoet aan
§(z) = cVu(z) waarbij u de oplossing is van

{—Au(a;) = 1 voorz €,

u(z) = 0 wvoorx € N (55)

De plaats waar |5’ ()| maximaal wordt, wordt het ‘fail-point’ genoemd. Bij ex-
treme belasting zal dit de plek zijn waar men de eerste scheur kan verwachten.
In de volgende opgave zullen we laten zien dat |3(z)| maximaal wordt voor
een of ander punt op de rand. Met andere woorden, scheuren ontstaan aan de
buitenkant van de staaf en niet in het inwendige.

Opgave 154 Zij ) een gebied in R? en neem aan dat u een tweemaal dif-
ferentieerbare oplossing van (13.8) is.

i. Laat met behulp van het sterke maximum principe zien dat % geen
maximum of minimum binnen 2 kan hebben. (Hint: laat zien dat

AL =0)
ii. Zij a, B € R. Geldt dit ook voor a% +pEeT

iii. Stel er is een ‘fail-point’ z; binnen Q. Dus |Vu (z4)| > |Vu (x)| voor alle
z € (). We nemen (a, 8) = Vu(zy) en beschouwen aaz— +)63=— Bewijs
de volgende ongelijkheden en trek uw conclusie. Er is een punt z, op de
rand (2 zodat:

[V (a7) (@, B) - Vu(zg) < (e, 8) - Vuu () <

o? + B2 |Vu (zr)| = [Vu(zf)| [Vu ()]

IA

Opgave 155 Voor convexe gebieden is er de ingenieurs-
regel dat deze ‘fail-points’ zich bevinden op de in-
tersectie van de rand en de grootste ingeschreven
cirkel.

onderzoeken en beschouwen een gebied §2 dat de
doorsnede is van twee cirkels en een horizontale
strip:

Q = B, (0,1)NBy (0, —=1)N{(z1,22) ; 1 < zp < 1}.

De eenheidscirkel is hier de grootste ingeschreven

cirkel en deze raakt de rand precies daar waar de

assen de rand snijden.

Neem aan dat u een tweemaal differentieerbare oplossing van (13.8) is?.

*Bij gebieden met ‘concave’ hoeken mogen we niet aanemen dat de oplossing tweemaal
differentieerbaar is. Men kan zelfs laten zien dat bij concave hoeken de afgeleide naar oo
gaat zodat we daar onmiddelijk een fail-point hebben.
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i. Laat zien dat de oplossing symmetrisch is in zowel de horizontale als
in de vertikale as. (Hint: Beschouw een randwaardeprobleem voor de
functies v (z1,x2) = u (%1, %2) — u(—21,%2) en w (z1,%2) = u(z1,T2) —
u(z1,—22).)

ii. Twee ingenieurs verschillen van mening over de lokatie van de ‘fail-
- points’. Ir. A. beweert dat (+1,0) de failpoints zijn en ir. B. bewee
(0,+£1). Slechts één van beide heeft gelijk. Wie? ;

Hint in stappen:
(a) Merk op dat |5 (1,0)| = —£% (1,0) en dat |5 (0,1)| = —F= (0,1).
(b) Laat eerst zien dat » > 0 geldt binnen 2.
(c) Bekijk vervolgens het randwaardeprobleem voor
*
z (:clt Ig) =u (zls 32) —u (32, :171)
op het deelgebied

A= {(z1,22) € U —z1 < T3 <1 €n (z2,%1) € N}.

(d) Maak een schets van A en bepaal de randvoorwaarden waaraan z
voldoet.

(e) Laat vervolgens zien dat z < 0.
(f) Doe nu een uitspraak over 33:—1 1,0)= %1 (1,0) — g—c“; 0,1).

—_—

13.3 De fundamentele oplossing

Met het vergelijkingsprincipe volgt dat er hoogstens één oplossing van het
Laplace en van het Poisson-probleem is (met uitzondering van het Neumann
geval). De andere belangrijke vraag is of er altijd minstens één oplossing is.
Deze vraag is minder eenvoudig. Alleen voor sommige gebieden kunnen we
een expliciete integraalformule voor de oplossing vinden. Voor gebieden in R?
kunnen we een conforme afbeelding gebruiken, zie bladzijde 53. Hierdoor ver-
vangen we het ene probleem door een ander even moeilijk probleem. Slechts
voor weinig gebieden bestaat er een bruikbare expliciete conforme transfor-
matie.

Toch heeft het zin om met wat meer abstractie het bestaan van een oplos-

. sing voor een algemeen gebied te onderzoeken. Als gereedschap zullen we het

Laplace en Poisson probleem eigenschappen van een Greense functie bekijken.
Net als in één dimensie zal de Greense functie een oplossing zijn van een rand-
waardeprobleem met een puntbron als rechterlid. Een Greense functie voor een
twee-dimensionaal gebied is daarmee een functie van 4 variabelen: de plaats
van de puntbron (s1,82) en de variabelen (z1,2) .
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13.3.1 De Newton-potentiaal

We zullen eerst een oplossing van
—Au=f inR"
bepalen voor dimensies n > 2. Hierbij gebruiken we de functie
L |z|>™ alsn>3,
Val@)={ " Don (13.9)
Filoglz| .  alsn=2,
met |z| = /27 + ...+ %2 en wy, het volume3 van de eenheidsbol in R™. Deze
functie V,, heet de fundamentele oplossing van A op R™ .
Hulpstelling 13.3.1 Voor alle = € R™\ {0} geldt dat
AVy (x) = 0 voor = # 0. (13.10)

Opgave 156 We nemen z € R™. Laat zien dat voor een tweemaal differen- -
tieerbare functie f : Rt — R geldt: :

i. V£ (lz)) = £ (r) %;

i. Af (jal) = div-grad  (al) = (" Zr" 121 (),

iii. Bewijs vervolgens (13.10) voor n = 2 en voor >3.

—_—

Opgave 157 We nemen de fonnule_voor V. met n > 3 en vullen desondanks
n=1in. We nemen w; = 2, de lengte van het interval (—1,1). Laat zien dat

i. (7.;—)2 Vi (z) = 0 voor z # 0,
ii. Iimq:w zd,EVi (:c) = lichO f;l”i (S!?) +1,

. (a'i-)z JZ Vi (z = 3) f (s) dz = £ () voor continue functies met begrens- .
de drager (dwz. er is een M € R zodat voor z met |z| > M geldt dat
f(=z)=0.). '

De tweede afgeleide van V] is geen ‘echte’ functie. Wel zou men kunnen zeggen
dat deze tweede afgeleide de Dirac-delta-functie in 0 is. _—

3In R? is dit ‘volume’ de opperviakte van de cirkel met straal 1, dus wp = .
In R® is dit volume ws gelijk aan $. Voor R™ geldt w, = 2527 Waarbij I' de gamma-
functie is.
De ‘oppervlakte’ van de eenheidsbol (in R? is deze ‘oppervlakte’ de omtrek) is nw, =
2 #n/2
.

AR TR TP T e —
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Propositie 13.3.2 (Greense identiteit) Voor u,v € C%(R™) en Q C R™ be-
grensd en met gladde rand geldt

4] (=Au v+ u Av)dz = fm (—gl-‘i-wu%) ds

met n de uitwendige normaal.

Bewijs: We gebruiken opnieuw de integraalstelling van Gauss in t.wee dimensies:.
voor een differentiaarbaar vectorveld F' geldt

f f v a2 fm Finds (13.11)
1] A

waarbij n de uitwendige normaal is. Zie ook bladzijde 232.
We kiezen* F = (gradv) u. Dan volgt dat

div B = div ((gm&v) u) 3 (ug) =

k=1
_E( ézr) Vu - Vo + ulv,

k=1 ;
en (13.11) geeft
ff(Vu-Vu+uAv)da:=/ ((gradv) u)-nds:f @uds. (13.12)
o ] M L
Verwisselen van u en v levert

ff (Vu - Vv + vAu)dz = f v-‘zu— ds. (13.13)

an On ,

(5]

Het resultaat volgt uit (13.12) - (13.13). NI

Definitie 13.3.3 De functie u = N (f) voor x € R™ gedefinieerd door

u@= [[Vale-n) @)t
R" )

heet de Newton-potentiaal van f.

De integraal is niet convergent voor zo maar een functie. Probeer maar eens
f (z) = el*l. Om niet met dit soort problemen lastig te worden gevallen zullen
we alleen een speciale klasse van functies toelaten, de functies met begrensde
drager. De drager van een functie is de afsluiting van het gebied waarop de
functie ongelijk 0 is. Voor een functie met begrensde drager is er een M € R
zodat voor alle z met |z| > M geldt dat f(z) = 0. :

1De divergentie: V-i‘=di\’(“1;---|“n}='52—1“1+---+32_,,“"'
De gradient: Vu = gradu = (ﬁlﬂ,---» f,.“)-
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Bijvoorbeeld de functie f-: R? — R die is gedefinieerd door
£ (@1,22) = max (0,2 — 2} — 3)
heeft als drager
D = {(z1,22) ;2 + 23 < 2} .
De rand, waar f weliswaar 0 is, doet

mee als afsluiting van de cirkelschijf
waarbinnen geldt dat f # 0.

[0] Opgave 158 Verzin zelf een functie f : R? — R die een begrensde drager
heeft en die bovendien tweemaal differentieerbaar is. =y
@ Opgave 159 Laat zien dat de functie f : R® — R gedefinieerd door
CE
el-I=I* wyoor |z| <1,
f@)= el
0 voor |z| > 1,

begrensde drager heeft en willekeurig vaak differentieerbaar is.
Hint: laat zien dat elke afgeleide van deze functie voor |z| < 1 van de volgende
‘vorm is: :

P (:n, A ) el-_lflg.
1 |af?
1
|

Hierbij is P een polynoom (afha.dkelijk van de afgeleide) in z;, 29, . . . , T, =
Merk op dat voor iedere macht m geldt dat

Hulpstelling 13.3.4 Als f € C? (R™) een begrensde drager heeft, dan

S\ ( { f Va (e —1) £ ) dy) = f(a), (13.14)

waarbij V, de fundamentele oplossing (18.9) is.

De functie V;, is de eerste stap naar een Greense functie in hogere dimensies.
Bij de snaar (één dimensie) was de Greense functie de oplossing bij passende
randvoorwaarden van —u” (z) = 6, () met §, (-) een puntmassa op plaats ,
de Dirac-delta functie.

Opmerking: Bij de functie V; zou men de volgende voorstelling maken. In R? is
—Au = f een model bij dun membraan; f is een krachtdichtheid en u de uitwijking.
De functie V3 (z — y) zou de uitwijking zijn op plaats = bij een puntbron op plaats y.
Helaas heeft een membraan zonder stijfheid weinig sterkte (denk aan een ballon
een speld) en past een puntbron niet goed in dat model. Omdat ook V5 (z — y) naar
oo gaat als £ — y is dat eigenlijk zo gek nog niet.
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Va (z)

Bewijs: Om onderscheid te maken tussen differenti¢ren naar z en y zullen we A,
respectievelijk A, schrijven. Omdat f een begrensde drager heeft is er een M zodanig
dat f(z) = 0 voor |2| > M — 1. De integraal mogen we daarmee beperken tot het
gebied |y| < M.

We onderscheiden de gevallen: |z| > M en |z| < M.

Als |z| > M dan geldt V, (z —y) f(y) = 0 voor |z —y| < 1. Daarmee geldt dat
z — Vp (z — 9) f(y) een C?-functie is voor alle y: Men kan laten zien dat we integraal
en differentiatie mogen verwisselen. Via (13.10) vinden we

-4, f Valz—y) f(y) dy | =~ f AVn(z—y) f(y) dy | =0.
lyl<M lyl<M
Als |z| < M dan kunnen V, (z —y) f(y) en zijn afgeleiden onbegrensd zijn in de

buurt van y = z en mogen we integraal en differentiatie niet zomaar omwisselen.
Allereerst merken we op dat we door de substitutie y = z +  vinden dat

J[e-n 1@ dy= [[Va(-2) f(z+2) d=

yER" zER™

De functie V,, is niet differentieerbaar voor z = y maar door deze substitutie hebben
we de z overgebracht naar de wel tweemaal differentieerbare f. Dus

—Bz f_[ Va(z—y) f () dy) =

€ER"

e, (‘f Va(=2) f(z+2) a‘-z) =

(we hebben aa.ngenomeﬁ dat |z| < M en omdat de f drager binnen de cirkel met
straal M heeft weten we dat f (2 + z) = 0 voor |z| > 2M)

=-A; ff Va(=2) f(z+3z) dz | =
|z|<2M
(men kan laten zien dat differentiatie en integratie verwisseld mogen worden)

i fj Va(=2) Auf (z+3) dz =
|sl<2M :
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(gebruik A, f (z+2) =A.f (2 +2) en ifﬂ (—=2) =Va(2)

Lol ff Va(2) A.f (z+2) dz =
BESY

(voor integreerbare functies kan men een bolletje met straal e wegsnijden en vervolgens
de ln].‘l, 10 nemen)

= —lim ff Val2) Astie40) ds =

* e<jzj<aM

(voor & < [2] < 2M dus op @ = Bypy (0)\B. (0) is Vi een C?-functie en kunnen we
de Greense identiteit toepassen; merk op dat de rand van By (0) \ B (0) uit twee
delen bestaat, namelijk Bz (0) en 8B, (0) met respectievelijk n = genn= -";‘f)

s A ( f/ (=AVi (2) f(z+2) dz+
e<|z|<2M '

+ j (Vn (2) (33&[ {z+z]) = (%F;ﬂ- (z))f(z+z)) ds, +

|z|=2M
+ [ (% (o +2) - (o ) £ -+ 2)) s, | = )
l#l=¢ :
Merk op dat ;
: =AVa(z) = 0 voorz#0,
galfr(z%»x) = 0 woor |z+z| > 7o,
f(z+2) = 0 voor |z+z|>rg,
i e
ene " asn>3
Va(2) = { St e voor |z| =e,
. T2 loge als n.=2
3‘(@_!&]7(2) = s-el™(n=2enn>3) voor |z|=c¢.

Als gevolg vinden we dat alleen de laatste twee termen in (*) mogelijk ongelijk 0 zijn:’

("‘)‘:'-]éifg / Vn‘(z) (3—(% (z+z})dsg+

|zl=¢

H,‘ﬂ;‘/ (M—afi;—i](z))f(z-rz)ds = (+%)

: z|=¢
De eerste van beide laatste termen kunnen we als volgt afschatten. Omdat f een con-
tinue afgeleide heeft en alleen op een begrensd gebied ongelijk 0 is, bestaat ||V ||, =
max {|Vf (z)|;z € By, (0)} . Hiermee kunnen we de eerste van beide laatste termen
afschatten. Voor n > 3 wordt dit

SIS lo | [ e dos] =

|z|=¢ 5

|==|[=z i (3_(('9‘% (z+ 3)) ds,

L e s
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(de integraal [,__ ds. is e~ maal de ‘oppervlakte’ nwy, van de eenheidsbol)

z|=e

= 191 lloo spaie® ™" (nwne™?) = [V £l oo 7255

De limiet voor | 0 van dit deel is dan gelijk aan 0.

Er blijft over
. A _ - g
léi‘o‘llf= (m‘”)”’*”)d”‘zﬁﬁ‘qua‘?l f(z+2)ds, =

~ig [ ettty [ e (era) - s @

|zl=e Iz|=¢

Omdat -ﬁs|=c ds, = nw,e™"! vinden we

€ S (2) dss = f (2)

Jsl=e

im( [ e (f(z+2) - f(2))ds:| =

|z|=¢

=R 1-n z4x)—f(z
lim f Leion || Lietn 1@l g,
|zl=¢
< f e e[|V loo dsx =
£ n
|sl=e :

=lime |V /[lo, = 0.

IN

Daarmee vinden we dat

(%) =0+ f(z) = f(x)
en is de hulpstelling bewezen voor n > 3. De laatste stappen kan men op soortgelijke
wijze aanpakken voor n = 2. ]

Opgave 160 De vergelijking A%uz = f modelleert een dunne stijve plaat
waarbij f de krachtdichtheid en u de uitwijking is. We maken het probleem
wat eenvoudiger en nemen de plaat oneindig groot. Op R? en f met begrensde
drager vinden we als een oplossing

u@= [[We-viwda
ol

met W (z) = 52 |2|* In (|z]) voor z € R2. :
Neem aan dat f tweemaal continu differentieerbaar is en drager binnen de
cirkel met straal M — 1 heeft. ;

i. Laat zien dat AW (z) = V2 (2) voor = # 0 en daarmee dat voor |z| > M

geldt .

@ [[We-0fwdy=0=1().
R2
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Vervolgens |z| < M. Omdat voor |z| < M en |2| > 2M geldt dat f (z +2) =
vinden we, net als in bovenstaand bewijs, dat geldt

AszW(x—y)f(y)dy=AaffW(—z)f(a=+z)d2=

yeR? z€R?

f/w z+z)dz_A,[ Wile) £ (o 2)dz =

2€R? |zl<2M

=/ W (2) Dof (2 +2) dz = /f W (2) Asf (z+2)dz =

|z[<2M lzf<2m

= i f[ W (2) Asf (2 +2) dz

e<|z|<2M

ii. Gebruik nu de Greense identiteit om te laten zien dat

W (2)Af (z+2)dz=
e<lzl<2M

i ]f Va(2) f(z+2)dz +
e<|z|<2M

+/( (3?IW(2)) (w+z)+W(z)3|| (Z+Z))dsz

z|=¢
iii. Laat zien dat beide randintegralen naar 0 convergeren als € | 0.

iv. Combineer voorgaande resultaten om te bewijzen dat

Aﬁj W(z—y)f@)dy=f(a):
R

13.3.2 De fundamentele oplossing op een begrensd gebied

Door een functie f € C'({2) met C*functies te benaderen vinden we dat voor
dergelijke f geldt dat de functie u gedefinieerd door

u(z)=j Va(z-1) f @) dy
=1

voldoet aan
—Au(z) = f (z) voor z € Q.
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De functie u is de Newton-potentiaal van flq, notatie u = N (flg). De
functie flg is gedefinieerd op R™ door

f(z) aszel,

flﬂz):{ 0 aszgf

Formeel bestaat de functie f niet buiten ) en om de Newton-potentiaal uit te
rekenen zal men deze functie moeten voortzetten op de hele R™.
Men kan laten zien dat bij gladde 9§ de uitbreiding % van u = N (f1g) tot
op de rand:
u(z) alszeq,
d(x):i=4

ilé]‘:l] u(y) alsz €N

y—z
een C%(Q)-functie @ levert. We zullen in het vervolg met N (f1q) de uitbrei-

ding % bedoelen.
Gevolg 13.3.5 Als u een oplossing is van

-Au = f inQ,
u = u, opdQ,

dan is v =u— N (flg) een oplossing van

-Av = 0 in (,
v = u,—N(flg) op 9.

Met andere woorden: als we “Laplace” kunnen oplossen dan kunnen we “Pois-
son” oplossen.

134 Greense functie

'We trachten de aanpak voor het tweede orde randwaardeprobleem voor gewone
differentiaalvergelijkingen te kopiéren. Men kan laten zien dat er weer een
Greense functie bestaat en daarmee het Poisson-probleem naar een integraal
terugvoeren. Voor de meeste gebieden kan men echter geen expliciete uit-
drukking voor deze Greense functie vinden. Voor enkele gebieden zullen we
zo’n Greense functie uitrekenen.

Voordat we iets kunnen bewijzen hebben we de representatie-formule van
Green nodig:

Stelling 13.4.1 Als u € C2?(R™) en Q is een begrensd gebied in R™ met een
gladde rand, dan

u@= [ (40) GeE-1)-Vale-) 5 ) dsy+
an

™ TTTT




» Greense
functie

244 Laplace en Poisson (elliptisch)

+ j Vi (z —y) Du(y) dy. (13.15)
o

Bewijs: We gebruiken dat voor y # z geldt dat AV, (z —y) = 0. We moeten om
dit te kunnen gebruiken opnieuw een gaatje B, (z) rond z laten:

f Vo (2 — y) Au(y) dy =
1]

~im [ Va@e-v)ouG)a=

O\B ()

(op Q\B: () is Vi, (z —y) een C?-functie en kunnen we de Greense identiteit ge-
bruiken)
g [[ AVi@-pu@a+

2\ B, (=)
—lgiﬁl f u(y) (z y)— Va(z—y)a(y))
8(N\B.(z))

= A((y) = (z~y)—Va(z— y)—(u))dsu+

+ lim (u(y)%(z—y)—Vn(x—y)%(y))ds
8B, (z)

En zoals in het bewijs van de fundamentele oplossing

im [ w05 -0,

8B.(z)

u(z)

im [ Va@-vgmWds = 0

£]0
8B,(z)

o

We zullen deze representatie-formule van Green gebruiken voor de constructie
van enkele Greense functies op speciale gebieden in hogere dimensies.
Definitie 13.4.2 Een functie G (-,-) :  x 2 — R die voldoet aan

 (,9) = G (@,y) — Va(z—y) is cen C2(@ x )-functie;

o —A; (G(z,y) — Va(z—1y)) =0 voor alle z,y € X met x # y;

e G(z,y) =0 voor allex € 80 eny €

heet een Greense functie voor het Poisson-probleem op §) met Dirichlet rand-
voorwaarden:
-Au = f inQ,
u = 0 opoqQ.
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Opmerking: We kunnen dit vergelijken met de Greense functie die we voor voor het
eendimensionale randwaardeprobleem hebben gebrmkt In dimensien =1is A =
en de fundamentele oplossing V; (z) is —% |z|.

Bij de representatie-formule van Green lieten we zien dat voor een C2-functie
w geldt dat '

W (z) = / Va(z —y) Aw (y) dy +

yen

+ [ (Vn(m-wa%()——(z y)w(y))-
yem

Noem H (z,y) = G (2,y) — Va (z —y) . Omdat H (z,y) een C2-functie is en
AzH (z,y) = 0 in § volgt uit de Greense identiteit dat

=~ [[r@nsuwa+ [ (H(x,y}%(y) —%{z,ww(w) dsy.

yeN . ; yeMN

Beide laatste formules opgeteld leveren

w(z)=— ] G (2,y) Aw (y) dy+

yeN

/ (G (z,y) Bny (y) - (m, y)w (y))

yean
Bovendien volgt. uit G (z,y) = 0 voor y € 62 dat

wz)=- [[ & ,y)Aw(y)dw —ﬁ(m,y)w(y)dsy- (13.16)
on,

yeN

Deze formule kunnen we gebruiken om het randwa.ardeprobleem op te lossen.

Propositie 13.4.3 Laat () een gebied in R™ zijn en laat f,u, en 09 voldoende
vaak differentieerbaar® zijn. Verder nemen we aan dat of

a. ) is begrensd, of
b. f en u, hebben een begrensde drager.
Als G (-,-) een Greense functie voor §2 is, dan is u gedefinieerd door

[ G (o) f W) dy + [m (——We(m,y)) Wdsy (13.17)

een oplossing van
-Au = f inQ,
u = u, opdfl

5Voldoende vaak differentieerbaar wil hier zeggen f € C*(Q), ur T (89) en 80 C C°.
Zie de afspraken op bladzijde 213. In de propositie kan men ook {2 onbegrensd nemen mits.
men dan f en u, met een begrensde drager neemt.
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Opmerking: De oplossing van

e DO (1319
wordt daarmee
u(z) = j G (z,y) f (y) dy. (13.19)
ven
[©] Opgave 161 We definiéren een inproduct op C () door

(£.9) =/]f(y)g(y) dy.

yen
i. Laat zien dat voor u,v € CQ(Q) met u = v = 0 op 9 geldt dat

(—Au,v) = (u,—Av). (13.20)

ii. Stel u is de oplossing van (13.18) en stel v is de oplossing van (13.18)
waarbij we f door g vervangen hebben. Laat met (13.20) zien dat

]f] G 1@ sz [[ [[6wa) @) @)y
el yefl zefl yefl
Omdat dit voor alle functies f,g € C (Q) geldt vindt men dat G sym-

metrisch is:
G(z,y) =Gy, ).

—]

Voor een functie u € C? () die voldoet aan Au = 0 volgt uit (13.16) dat

) = f (-ia (& y)) wilg)dags (13.21)
Ony
yein
_ Hieruit volgt bovendien u € C* (2) . De formule in (13.21) heet de integraal-
» integraal- formule van Poisson. Voor n = 2 hebben we deze al ontmoet in (4.9).
formule van
Poisson We zullen Propositie 13.4.3 niet bewijzen. Wel is onmiddelijk duidelijk uit

(13.16) dat indien er een oplossing u is, deze oplossing voldoet aan (13.17).

1341 DeG s e halfrui

We. noteren de halfruimte in R™ door R%. Dat wil zeggen

R} = {zeR%z >0},
OR} = {zeR%z; =0}.
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Beschouw
(13.22)

A = f in 'R_""_,
u = u, opdRY,
voor f een functie met begrensde drager. We vinden een Greense functie voor

het Dirichlet probleem door een fictieve fundamentele oplossing met singula-

riteit in het gespiegelde punt y* = (—y1,¥s,... ,¥n) van de fundamentele op-
lossing af te trekken.

De functie = — V;, (z —y*) voldoet aan A,V (z — y*) = 0 op het boven-
halfvlak omdat het enige singuliere punt zich op het onderhalfvlak bevindt.
Voor z met de eerste codrdinaat gelijk aan 0 volgt dat V,, (z — y*) =V (z —y)
zodat op de rand aan de Dirichlet randvoorwaarde is voldaan. We hebben het
volgende gevonden.

Propositie 13.4.4 Voor R? is de Greense functie als volgt:
G(z,y) =Va(z—y) = Va(z—y"). (13.23)
met y* = (~y1,42, - ) '

Dat wil zeggen dat de functie u : R? — R gedefinieerd door

yeRY YyEORT

U(I)=/f6'(x,y)f(y)dy+ f %?;(w,y)ur(y)d-?y

voldoet aan (13.22).
Opmerking: Als men wil kan men deze Greense functie en zijn afgeleide uitschrij-
ven. Na enig rekenwerk vindt men

voor Ri :

G(z,y) = a‘;(( .‘ . !

@) - e () e e )

=ik ;
ﬁ‘ (z,v) I (,g+(¢,—w)’+{=a—b‘a}=) H
voor R :

G@y) = &log({pftany)

==X
ﬁ("y) ol i e
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[e] Opgave 162 Zij ¢ : R — R een continue functie met begrensde drager. We
beschouwen

v(e) = lim [~ e S O (13.24)

z110

—Y2)

i. Bereken v als ¢ (s) = 1 voor alle s € R (ondanks de onbegrensde drager
bestaat de integraal).

ii. Omdat ¢ continu is, is er voor jedere ¢ > 0 een § > 0 zodat voor
ly2 — 22| < 6 geldt dat i (y2) — ¢ (22)] <e.

Omdat een continue functie met begrensde drager is, is er een getal K
zodat voor alle g en y geldt dat |¢ (y2) — e (=2)| < K.

Gebruik dit om te laten zien dat

v/.cm}?llF 2 + (Eg — )2 (tp (w) (..172)) dys S

:m—b'
sK L 3’+(xa —y2) Frmnr e te [ "=’+{za—m) P B

1 z]
+K [&2 15 ™ zi4+(z2 yz

—y2)

en bereken deze integralen.
iii. Laat zien dat voor iedere & > 0 geldt dat (aangenomen de limiet bestaat)

m [ 9 b (1)~ p @) i <

Ii
2110/ oo 31+(2_

Een nauwkeuriger argument laat zien dat
dys = 0.
=1L0_/°° _|_( )2 (q" (y2) (:52)) Y2 :

iv. Bereken nu (13.24).

13.42 De Greense functie voor de cirkel/bol

De spiegeltruc die we voor het halfvlak gebruikt hebben is wonderlijk genoeg

aan te passen voor een bol. In plaats van z —y door = —y* te vervangen zoals

voor het halfvlak moet er ook nog een factor worden veranderd. Noemen we

» Kelvin-  y* = |yl "%y de Kelvin-gespiegelde van y dan zal V, (z —y) —Va (lyl (= — ™))
spiegeling de juiste Greense functie blijken voor

—-Au = i g

{ . f inBi(0)CR", (13.25)
u = u, opdB(0).
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~ Kelvin-spiegeling

Opnieuw vinden we dat A, V, ([y| (z — ¥*)) = 0 omdat we voar 7,y binnen de
bol (en dus y* buiten de bol) de singulariteit in 0 niet ontmoeten:

2
=yl —22-y-1=

llyl (@ — ") = meI—T::—l

= (1 = |:B|2) (1 > MR) +2(|z|ly| —z-y) > 0.

Bovendien zien we dat voor |z| = 1 geldt |z — y| = ||y| (z — *)| en daarmee

voldoet G (z,y) = V, (.1: Y) = Va (lyl (z —y*)) aan de Dirichlet randvoor-

waarde '
G(m,y) = 0 voor z € R" met |z| = 1.

Propositie 13.4.5 Voor de eenheidsbol By (0) in R™ is de Greense functie als -
volgt:

y o o
G(z,y) = { Vale=0) - T (x vl - E) YR | (13.26)
v;t(z) -Va (e) al3y=0, ;

met e € R™ een eenheidsvector.

Opmerking: Merk op dat

Jetl = 2| = Vi W =2y 1=y lef - (13.27)
endatVn(z)slechtsn&angtvale Voory 0en0<.|z|<1k1mnenwedefunctle
G(z,y)m 7

Va

Vo (2= ) = (vl = ) =2 () = @

-continu uitbreiden. Delaatstestapm]gtmt’ El =1=]|e|.

Na enig rekenwerk vindt men voor Bj (0) C R™ en alle n > 2 dat

1 1-[af
Wnlz ylﬂ

( y) = (13.28)

~on,
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‘De oplosssing van het Laplace-probleem

—Au = 0 in B;(0)CR",
- (13.29)
u = u, opdB;(0).
wordt | |2 @)
1-|z /‘ ur (y) -
= =ds,,. 13.30
w@ =22 [ gt (13.30)

Definitie 13.4.6 Als u willekeurig vaak differentieerbaar is en Au =0 in Q,
dan heet de functie u harmonisch in Q.

Gevolg 13.4.7 Als Au =0 in ), dan geldt voor iedere B, (z) C §2 dat

[ s
8B.(z) .

/ 1ds,
8B, (z)

Met andere woorden: u(z) is het gemiddelde van u over de rand 0B; (z).

(13.31)

u(z) =

Opmerking: Op bladzijde 51 is dit al voor twee dimensies bewezen.

Bewijs: We nemen z = 0 en r = 1. Het algemene geval krijgt men vervolgens via
een substitutie 2 = 7! (y — z) . Via (13.30) vinden we

oG
u(z) = - 53— (@y)u(y)dsy =
9B, (0)

il 1-Jof .
bx= f |0-—y|“u(y)d8” = f u(y)ds,

8B,(0) 8By (z)

en j 1dsy = nwy,. m]
8B.(z)

Opgave 163 Stel dat de functie u de oplossing is van (13.29) in R? met
uy (x1,22) = 2. Bereken u (0,0).

Definitie 13.4.8 Als voor alle z € Q en B, (z) C Q geldt dat
[, wwads,
T e e A (13.32)
' 1ds,
9B,(z)
dan heet u subharmonisch.

Als het ongelijkteken in (13.32) andersom staat heet u superharmonisch.

Opgave 164 Laat zien dat u € C? (Bl (0)) , dus u is tweemaal differentieer-
bare functie met de rand incluis, die voldoet aan —Awu > 0 superharmonisch
is. Hint: gebruik de Greense formule voor B; (z) C B; (0).

—

e
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13.4.3 Existentie op een algemeen gebied

Voor het bestaan van een oplossing zijn enkele voorwaarden voor Q nodig.
We nemen aan dat 2 een samenhangend, open en begrensd gebied in R” is en
bovendien dat 892 glad® is. Een hoek in het gebied heeft meestal tot gevolg dat
de oplossing daar niet tweemaal differentieerbaar is. Ook daar waar 8Q; en
08, bij elkaar komen ontstaan soortgelijke problemen. Om deze problemen te
vermijden geven we alleen een stelling voor het Poisson probleem met Dirichlet

randvoorwaarden.
{—Au = f inf,

(13.33)
u = u, opd.

Stelling 13.4.9 Stel dat ) aan bovengenoemde eisen voldoet. Dan is er voor
iedere f € C*(R™) en u, € C® (R™) een oplossing u € C? (Q) van (13.33)..

Zoals we eerder gezien hebben kunnen we het oplossen van (13.33) terugbren-
gen tot het oplossen van het Laplace probleem

-Au = in O
{ U 0 inQ, (13.34)

u = ¢ opdf

Het bestaan van de oplossing hiervoor kan men bewijzen via de methode van
Perron. Een tip van de sluier zullen we oplichten. Men definieert

H, = {u € C () ; u subharmonisch in Q en u < ¢ op aa}.

Deze verzameling is niet leeg, want u = min,can ¢ (2) zit in de verzameling.
Bovendien is de verzameling van boven begrensd: elke u € H,, voldoet aan u <
maxzesn @ () . Dan bestaat voor iedere z € £ het getal U, = max,¢ H, U ().
Het is mogelijk om te laten zien dat z — U, een functie in H, is. Bovendien
is deze functie harmonisch in 2 en onder enkele voorwaarden voor 99 voldoet
U, zelfs aan de randvoorwaarden.

Opgave 165 We beschouwen een randwaardeprobleem op het ‘pacman’-
gebied '

Q= {(z1,22) ER% 1 > — |22| en 2} + 22 < 1},

namelijk
-Au = 0 in Q, :
u(rcos¢,rsing) .= cos(3¢) wvoorr=1,|¢| < 3, (13.35)
u(rcos¢,rsing) = 0. voorr<1,|¢|=§7r.

Laat zien dat u (r cos @, rsin ¢) = 73 cos (%qﬁ) de enige oplossing is.
Is de functie u differentieerbaar op 27

—_—

SEen voldoende eis voor gladheid om het bestaan van een tweemaal differentieerbare
oplossing u te krijgen is 8Q € C®. Voor oplossingen die alleen binnen 2 tweemaal differ-
entieerbaar zijn maar wel continu tot op de rand van £ kunnen we zelfs hoeken bij 80
toelaten.
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13.5 Eigenfuncties

Elliptische partitle differentiaalvergelijkingen op begrensde gebieden met ron-
dom voorgeschreven randvoorwaarden vertonen een grote overeenkomst met
tweede orde randwaardeproblemen.
Beschouw :
—Au f inQ,
{ (a+BE)u 0 op 99,
met o + B2 # 0 en het bijbehorende eigenwaardeprobleem

LAy & ong ina,
(a+BE&)p = 0 opdf.

(13.36)

Dit randwaardeprobleem is zelf-geadjungeerd t.o.v. het inproduct (-,:) dat is

gedefinieerd door
(u,v) = / u(z)v (z)dz.
o
We vinden inderdaad dat: °

(R o) L, Ay = /ﬂ (~vAu + uAv)dz =

; 2 ; 0 7] Jee
= /ndw (—-vgradu.-l-ugradv)da: = /m (—v%u+u%v) doz =0

geldt voor u,v die aan de randvoorwaarden voldoen.

Stelling 13.5.1 Voor het zelf-geadjungeerde randwaardeprobleem (13.36) .
bestaat er een volledig orthonormaal stelsel van eigenfuncties {¢y}y—y. De
eigenwaarden zijn reéel en we kunnen de eigenfuncties zo ordenen dat

A<M <) S-..
Bovendien geldt nli.ngn ,\n = 00.

'De ongelijkheid van Bessel en de gelijkheid van Parseval gelden overigens ook

in hogere dimensies.

Voor gebieden zonder veel regelmaat kan men in het algemeen geen expliciete
eigenfuncties vinden er is deze stelling vooral van theoretische waarde. Voor
enkele ‘mooie’ gebieden is het wel mogelijk.

Gevolg 13.5.2 Als {¢,;k € N} een volledig orthonormaal stelsel eigenfunc-
ties is met eigenwaarden {\}, dan kunnen we de oplossing van (18.36) vinden
door

u@)=Y Ai,, (0 £) 01 ()
k=0

(o ) = /n ok (2) f () da.
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Voorbeeld 72
Beschouw voor 2 = {(z,7);0 <z < 1,0 <y < 1} het randwaardeprobleem

—Au =" f inQ, ¥y
u(r,) = 0 voorz=0enz=1, (13.37)
Zu(yy) = 0 voory=0eny=1.

De verzameling {®km;k € N*,m € N} met
V/2sin (knz) voor k € N+t

B0 (5;} =
Prm (z) = 2sin(knz) cos (mmy) voor k,m € N (13.38)
is een volledig orthonormaal stelsel.

Voorbeeld 73
Een volledig orthonormaal stelsel van eigenfuncties voor

—-Au = f inB;(0),
u = 0 opdB;(0),

met B; (0) C R? kan men vinden met behulp van de Besselfuncties. Zie de
eigenfuncties bij de drum op bladzijde 285. In drie dimensies vindt men de
bolfuncties, zie bladzijde 304. w SR

Opgave 166 Laat ) een begrensd gebied in R" zijn met een gladde rand.
Gebruik de Greense identiteit om te laten zien dat

—Au+u = f inQ,
38;1:. = 0 op 99,

zelf-geadjungeerd is t.o.v. het standaard inproduct

(f,g) = /ﬂ f ()9 (z) do.

Opgave 167 Zij Q als in (13.37). We definiéren
(). = [ &F 5,9)9 (z,) dody.
i. Is
—Au+2£u = f inQ,
u(z,) = 0 voorz=0enz=1, (13.39)
f;u(-,y) = 0 voory=0eny=1.

zelf-geadjungeerd t.0.v. het inproduct (49,7
ii. Alle eigenfuncties zijn te vinden door scheiding van variabelen:
@ (z,y) = a(z) B(y)
Bereken het volledige stelsel van eigenfuncties.
iii. Normaliseer deze eigenfuncties t.o.v. (-,-), .
iv. Geef de formule voor de oplossing van (13.39) als Fourier-reeks.
v. Bereken de oplossing voor f = 1. . . :
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Opgave 168 Voor @ = B; (0) C R, de twee-dimensionale eenhexdscnrkelschuf
kan men laten zien dat men alle elgenfunctles van ;

{-A'Ir AU inQ,

0 op 99,

: v
kan vinden door de volgende scheiding van variabelen
¥ (z,y) = @ (p) R(r)
met & = T COS en Yy = rsin .
i. Bepaal de eigenwaardeproblemen waar @ en R aan voldoen.

ii. Laat zien dat het bij R behorende randwaardeprobleem niet zelf-gead-
jungeerd is t.0.v. het standaard inproduct. -

iii. Laat ook zien dat het bij R behorende randwaardeprobleem wel zelf-
geadjungeerd is t.o.v. het inproduct

9).=f01f(f)g(f)rd?‘-




14. HET DIFFUSIE-PROBLEEM
(PARABOLISCH)

Net als bij randwaardeproblemen voor gewone differentiaalvergelijkingen en
voor elliptische partiéle differentiaalvergelijkingen zullen we twee verschillende
constructieve methoden beschrijven. De ene is verwant met Greense functies
en de andere maakt gebruik van Fourier-analyse. Geen van beide geven explici-
ete oplossingen op willekeurige gebieden. De Fourier-reeksen geven oplossingen
in de vorm van een reeks bij begrensde gebieden met voldoende symmetrie. We
zullen als voorbeeld het beginwaardeprobleem met Dirichlet randvoorwaarden
op (z,t) € (0,£) x R* onderzoeken. De ‘Greense-functie-achtige’ aanpak is
geschikt voor onbegrensde gebieden. Hiervan wordt als voorbeeld het begin-
waardeprobleem op (0,00) x Rt bekeken.

14.1 Diffusie op het interval [0, /]

14.1.1 Het model

Als model zullen we het temperatuurprofiel bij het afkoelen van een geisoleerde
metalen staaf beschouwen. We beginnen met een staaf op kamertemperatuur
die we op tijdstip ¢ = 0 in een bak met ijswater gooien. De staaf zal afkoe-
len door de beide ongeisoleerde uiteinden. De temperatuur, de we U zullen
noemen, is dus een functie van tijd en plaats. :

AVOYER

ISOV)

" We hebben:

o Een staaf van lengte ¢, dus z € [0,4);
e De beginvoorwaarde U (z,0) = 20 (kamertemperatuur = 20°C);

® De randvoorwaarde U (0,t) = U (¢,t) = 0 (temperatuur ijswater = 0°C)
voor t > 0; :

e De differentiaalvergelijldng %U (z,t) = D%’,U (z,t), waarbij D de van
het materiaal afhankelijke diffusiecoéfficiént is.

255
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Kortom
%U(:c,t) = D%U(m,t) voort>0en0<xz<¥
U(,t) = U(t) =0 wvoort>0, (14.1)
U(z,00 = 20 voor 0 < z < £.

14.1.2 Formele oplossing

Voordat we een oplossing van (14.1) construeren zullen we een vergelijking
maken met lineair stelsel in R™. Door Lg (0,£) op te vatten als lineaire combi-
naties van de eigenfuncties die we gebruiken in de bijbehorende Fourier-reeks
kan men de ruimte Ly (0,£) opvatten als een soort R*. Dit is zeer slordig
gezegd. Allereerst geven we een overzicht van de parallellen tussen beide prob-
lemen.

Beide vergelijkingen zijn te beschouwen als

SU(t) = AU(t) voort>0,
{ EU © = Us, (14.2)

al zou men voor het diffusieprobleem misschien liever de x ook willen schrijvén.

stelsel g.d.v. _ b.w.p. voor parabolische d.v.
an a2 '+ Qin
a a e a
g Tz -12 . 2n e
Qnl Gn2 "' Cnn
béginvoorwaarde Uo = 1 beginvoorwaarde Up ()
Up e R™ U € L2 (0,4) :
: L e T v eigen- Ap (z) = Mp (z) in (O)E) 3
eigenvectoren: A@ = A@ b { 0(0)=p(€) =0
iscl A met randvoorwaarde
A'oymust zelf-geadjungeerd
dan: '
eigenvectoren {@,...,8n} stelsel eigenfuncties {go;:;]

met eigenwaarden A;,...,An €ER met eigenwaarden {Ak]i:(l cR

die zijn te orthonormaliseren zodat || die zijn te orthonormali eren zodat
Pk * Pm = Okm (P> Pm) = Okm
oplossen: :
mn 3 1 . o0
Up= Y ck@r Uo(z) = 3 ckpr (=)
met sty met o
ck = @x - Uo ¢k = (&, Uo)
Uo € L2 (0,£) =>convergente reeks
n o0
U(t) =3 e ey U(z,t) = Y Moy (@) .
k=1 k=1

recks convergent? oplossing?
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Formeel is er alleen een getal n vervangen door de uitdrukking co. Daarmee
is er echter een limiet binnen het verhaal gekomen. De uitdrukking ‘

= 3 e o a4

is niet vanzelfsprekend gedefinieerd. En zelfs als deze functie gedefinieerd is,
is het daarmee nog niet vanzelfsprekend een oplossing. Er is bijvoorbeeld geen
onmiddellijke garantie dat deze limiet aan de randvoorwaarden voldoet. We
hebben al gezien dat we Up konden benaderen die niet aan de randvoorwaarden
voldoet met functies U,,, die wél aan de randvoorwaarden voldoen.

Om betekenis aan (14.3) als oplossing van (14.1) te kunnen geven zullen we
moeten laten zien dat limp_co > i1 e**tcpipy (z) bestaat en dat deze limiet
bovendien een oplossing van de diffusievergelijking is. We zullen dit in de
volgende paragraaf onderzoeken en opmerken dat we een wezenlijk verschil
bestaat voor ¢ > 0 en ¢t < 0. Dit fenomeen geeft a cruciaal verschil met
lineaire stelsels van g.d.v. Daar is de oplossing in beide tijdsrichtingen goed
gedefinieerd.

Voor het speciale geval dat we in (14.1) beschreven hebben vinden we overigens

=53 () (5.

We zullen zien dat deze reeks alleen convergeert voor ¢ > 0 mtgezonderd enkele
zeer speciale beginvoorwaarden.

Opmerking: In de numerieke wiskunde berekent men vaak een benadering van de
oplossing door te discretiseren. Discretiseert men in de ruimtevariabele, dat wil zeggen
dat men slechts een eindig aantal punten (zeg m) in [0, £] beschouwt, dan benadert

men het diffusie-probleem met een stelsel van m gewone differentiaalvergelijkingen
voor de ¢-variabele.

.14.1.3 Convergentie van de reeks

Voor Uy € L3 [0,£] weten we dat

o™ £ (5 (5).

waarbij gelijkheid in Lg-zin betekent dat

2
de=0, (14.4)

Up (z) — g% <Uu,sin (%E) > sin (k%z)

en niet noodzakelijk in ieder punt z € [0,£].

£
lim
m—o0 [,—p
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Met behulp van de ongelijkheden van Bessel en Cauchy-Schwarz volgt uit de
mnvergentle van Y p-; (Uo, @) @k naar Up in Lo-zin als m — oo, dat de rij
Upn (+,t) , gedefinieerd door

m

Un () = 3 (Uo, &) 405 ()

k=1
convergeert als m — oo voor ¢ > 0 naar een functie U (-,) . We vinden zelfs
het volgende.

Propositie 14.1.1 Zij Up € L2 (0,£) en

L2 2.2
Un (z,t) = Z %e'%’fﬂt (Ug,sin (—k?-) ) sin (E}:c) -

k=1
Dan geldt dat:
i. de volgende limiet bestaat voor z € (0,£) ent >0:
U (z,t) = ﬂli_x:nm'Um (1)
ii. de rij {Um (-, £)}2_; convergeert zelfs uniform naar U (-, t) op (0,£) voor
t>0:
Jim fax, U (z,t) — Um (z,t)| = 0; (14.5)

iii. bovendien is U een oplossing van (14.1);

. op [0,€] x (0,00) (¢t =0 doet dus niet mee) is U willekeurig vaak differ-
entieerbaar.

Opmerking: De laatste uitspraak laat zien dat zelfs als Up sprongen vertoont de
oplossing U voor ¢ > 0 onmiddellijk ‘glad’ is

Bewijs:
i. Voorelket>0en M >m € N geldt

M M
Y o, @)@ (2)| < 3 [(Uo, Bu)l €™ max | (2)] <
k=m+1 3 k=m-+1

M
Y. Wolly, lI@elly, €™ max|% ()] <
k=m+1

< ||Uu|'|L1 ﬁ ki .(e_p—gﬁh)m 5
< oll,, /3 i (e—n-,gis)k=

k=m+1

1 B
= |[Toll, \/%“—1 L G

In het bijzonder vindep we voor m = 0 dat de rij

M
{Z |(Uo, Bx) )@y () |}

stijgend en begrensd is en dus een limiet heeft. Dan is Z:; (Uo, ®r) et @ (z)
absoluut convergent en dus ook gewoon convergent.

o0

M=1

T T T T T T T T T T T A e e e e e B e S B o T
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ii. Bovendien volgt dat voor alle z € [0, £:
[+ =]

E {Uo, ‘I‘k) e'\"t‘l’k (z)
k=m-+1

< ol ‘/: _‘D';i"‘{m+l)
l1-e il

Voor t > 0 convergeert deze laatste uitdrukking naar 0 als m — oo. Deze
schatting is niet afhankelijk van z en daarmee volgt dat de rij Uy, (-, £) uniform
convergeert.

iv Schrijf z = '¥% en w = e~ 2t We vinden dat U (z,t) = Re f (w, z) met

U (z,2) = Unm (2,t)| =

i fw,2) = i (Uo, @x) w** 2. (14.6)
k=1

Als t > 0 dan geldt |w| < 1 en is de convergentiestraal van deze machtreeks,
als machtreeks in z, co. Volgens de machtreekstelling geldt

a%f (w,2) = g;(Um‘l’k} w* k251

voor 2| < R = co. Omdat £U (z,t) = Re (2i§ £ f (w,2)) is U differentieer-
baar naar z als ¢ > 0. Omdatookdema.chtreeks

zr—azz—a flw,2) = Ez— (Uo, @p) w2

voor |w| < 1 convergentiestraal co heeft kunnen we zo'n argument herhalen om
te laten zien dat U willekeurig vaak naar  differentieerbaar is; m.a.w. voor
¢t > 0 mogen de limiet van de reeks en de limieten van de afgeleide verwisseld
worden. We vinden:

"U (2,t) bestaat voor elke n € N,
?) U (x, t)—llmm_.m(a;) Upn (z,1) .

Voor afgeleiden naar ¢ is een gelijksoortig argument te gebruiken. Als macht-
reeks in w heeft (14.6) convergentiestraal 1 voor alle z. Ook voor w met |w| < 1
mogen we differenti¥ren en we vinden

(5) U (z,t) bestaat voor elke n € N,
(%)" U(z t) = lm (£)"Un(zt).
Bovendien volgt

8? .
D@U(Z t)=D lll]l -—Um (z,t) =

a
= lim —Un (z,t) = —-U(x t)
en dat ook alle gemengde afgeleiden bestaan voor ¢ > 0.
iii We hebben net bewezen dat U aan de differentiaalvergelijking voldoet. Boven-
~dien volgt uit de uniforme convergentie dat
U(@t) = lim U,(0,t) = 0,
M—+00
U (¢,t) lim Uy, (¢,t) 0.
TN—+0Q

Hiermee is U (-, ) gedefinieerd door

]
Il

m
U(z,t) = lim " (Uo, Bk) e)*®y (z)
k=1

een oplossing van het diffusieprobleem met Dirichlet randvoorwaarden op h%
interval [0, £]. .
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20 Het diffusie-probleem (parabolisch)

1414 Anti-diffusi

Voor het diffusieprobleem hebben we een oplossing in de vorm van een Fourier-
recks gevonden. Men zou hetzelfde kunnen proberen voor het anti-diffusie
probleem (D negatief en herschaald naar —1; £ herschaald naar 1)

{ 2U (z,t)
U (0,t)
U(z,0)

Opmerking: Men vindt dit stelsel overigens ook als men in (14 1) de negatieve
tijdsrichting bekijkt en ¢ door —t vervangt. In termen van het warmtegeleidingsprob-
leem met de gelsoleerde staaf zou dat betekenen dat men via het oplossen van (14.7)
uit het temperatuurprofiel op tijdstip ¢ = 0 het temperatuurprofiel op voorgaande
tijdstippen raconstrueert

—%U(z,t) voort>0enl0<z <1,
U(,t) =0 wvoort>0, - (14.7)
20 voor0<z<l1.

i n

Men kan proberen een oplossmg te wnden door ‘blindelings’ scheiding van

variabelen uit te voeren. Dat levert de reeks
m

Ll Lire k2m2t
U (z,t) = ﬂli‘»“wkz_; (Uo, ®i) €F ™ i@y () . (14.8)
Voor beginvoorwaarde Up = 20 is deze reeks niet convergent voor ¢ > 0. Het
warmteprobleem in ‘omgekeerde tijdsrichting’ is dan ook geen goed gesteld
probleem.
Stel dat de'oplossing toch met Fourier-reeksen te benaderen zou zijn en laat ons
ter illustratie twee benaderingen bekijken op enkele opeenvolgende tijdstippen:

20

U0 (z,t) = Y (Uo, Br) "™ (),
k=1
40

U0 (z,t) = 3 (Uo, ®) €™ (),
k=1

Beschouwen we het geval dat Up = 1. De Fourier-reeké voor Uy hebben we
uitgerekend bij het voorbeeld op bla.dzijde 204:

in La-zin Z (2 + 1 sin ((21’71 + I) ‘a'l':‘b) ;

m=0
We vinden: :
4
PrlEnis 3o s D
m=0
4 2
e e o e,

en laten Maple de grafiek tekenen voor toenemende £.

A, iiie,

U#2 (0, z) U#9 (0,)
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ol

I I T i ;I — R

U#20(0.0002, x) U#4(0.0002, z)

U#20 (0.0008; z) U#40 (0.0008, z)

-

U#20(0.001, z) U#49(0.001, z)

Men ziet al bijna dat er voor ¢ > 0 geen hoop op convergentie voor de reeks is.
Voor slechts enkele Up, bijvoorbeeld voor Up die een eindige combinatie van
eigenfuncties is, kan men zo een oplossing vinden. Bovendien ‘verziekt’ bijna
elke kleine verstoring van zo’n Up de benadering van U (t, -) voor ¢ > 0 totaal.
Men ziet dat de Fourier-reeks divergeert tenzij de coéfficiénten (Up, ®x) zeer
snel naar 0 convergeren als k& — co. Met de gelijkheid van Parseval volgt
namelijk

g
)

oo

[0 (2,812, =" (Uo, &4)2 ¥ (14.9)
k=1 '
Opgave 169 We hebben niet laten zien dat de reeks in (14.8) voor ¢ > 0 niet

bestaat. Laat dat nu zien. Dat wil zeggen bereken de Fourier-coéfficiénten
bij Uy en laat zien dat de reeks in (14.9) niet convergeert voor ¢ > 0. Met de
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gelijkheid van Parseval volgt dat daarmee U (z,t) voor ¢ > 0 geen kwadratisch
integreerbare functie is. b=

Opgave 170 Men zou kunnen denken dat het slechte gedrag te wijten is aan
het feit dat de beginvoorwaarde Uy = 1 niet past bij de randvoorwaarde. Dat
dit niet zo is laten we zien door dit anti-diffusie probleem te beschouwen voor
de ‘mooie’ beginvoorwaarde Up (z) =z (1 — ).

i. Bereken de Fourier-coéfficiénten (Up, @) -
ii. Voor welke t > 0 convergeert > r (Uo, ‘1’1:>2 2m2k2to

iii. Voor Uy = Ziil ¢ ®;. kan men wel een oplossing vinden die bestaat
voor alle ¢ > 0. Geef die oplossing.

iv. De beginvoorwaarde Uy = Zﬁi; ¢, @y wordt gestoord met Tl%ma: (1-=),
dus de nieuwe beginvoorwaarde wordt

28
Up= chq’k + Tﬁ%ﬁiz(l == I) :
k=1 '

Voor welke ¢ > 0 convergeert de Fourier-reeks van U (z,t)?

v. Geef de Fourier-coéfficiénten <5’g,¢=k> van een voorbeeld waarbij de

- 2
reeks ) 3o, <U0, 'h) €™kt convergeert voor t € [0,T) en. divergeert
voor t > T.

=

14.15 Eenduidige oplossing

Stelling 14.1.2 Neem D,£ > 0. Zij f,1q,%, en Uy voorgeschreven. Het dif-
fusieprobleem

&U(z,t)—D%U(m,t) f(z,t) voort>0enl<z<l{,
U0,t) = %o(t) woort>0,
Ult) = (t) woort>0,
U(z,0) = Up(z) voor0<z<é.

(14.10)

heeft hoogstens één oplossing.

Bewijs: Stel er zijn twee oplossingen van het diffusieprobleem (14.10). Noem deze
Ui en Uz en hun verschil V. Deze functie V voldoet dan aan het volgende probleem:

2V (z,t) = D&V (z,t) voort>0en0<z<¥,
.V (0,t) = V(4t) =0 woort>0, : (14.11)
Vo(z,0) == 0 voor 0 < z < £.

‘We bekijken de hulpfunctie E : [0,00) — [0, co) die gedefinieerd is door

£
E(t) = fﬁ;(wx,t)f &
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We vinden dat E (t) > 0 en

E(0) = LiD%'(V(z,o))zdz 0.
Bovendien "

£ £
dp0=3 L%(V(:c,t})zd:cz LV(;J)%V(@,:) g

(gebruik de diﬂ’.erentiaalvergelijking)
62 "
=D v (2,8) 55V (=:t) do=
(partieel integreren) :

- [V(z,t)%wz,z)] :=0_D[=o (‘—%V(z,t})z ds

(randvoorwaarde) 5
a
=1 (B—x-v (‘f’*‘)) dz <0.
Uit £E(¢) < 0 volgt E(t) < E(0) = 0 en dus E(t) = 0 voor alle ¢ > 0. Omdat

E (t) = 0 impliceert dat V (z,) = 0 vinden we dat U = Us. )

14.2 Diffusie op begrensde gebieden in hogere dimen-
sies '

We gebnﬂken de variabelen (z,t), met de ruimtevariabele z € (, eén open
begrensd gebied in R™, en de tijdsvariabele ¢ € [0, c0) . Dit type domein is een
van de meest voorkomende.

Q en Qx[0,7].
Het diffusieprobleem met Dirichlet randvoorwaarden in hoge.re dimensies wordt

U (z,t) = DAU(z,t) voort>0enz€Q,
U(z,t) = Urgna(x,t) voort>0enz€dq, (14.12)
U(z,0) = ug(x) voor z € Q.
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Voor @2 C R™ heeft de z hier n componenten. De constante D heet de dif-
fusieconstante en is van het materiaal afhankelijk.

We kunnen hierbij denken'aan een aardappel die in een pan kokend water
wordt gedaan. Dan is ug de temperatuur van het keukenkastje waar de aard-
appels bewaard worden en u,q,4 de 100°C van het kokende water.

Voor diffusieproblemen is er ook een vergelijkingsprincipe. Dit geeft een tweede

- mogelijkheid om eenduidigheid te bewijzen. We geven de stelling zonder be-

wijs.
Stelling 14.2.1 (vergelijkingsprincipe) Als U en V oplossingen zijn van het
diffusieprobleem (14.12) op een begrensd gebied ) en

Vrand
Vo

Urand
ug

IV IV

dan
U(z,t) >V (z,t)

voorz €S) ent > 0.

Gevolg 14.2.2 Bij rondom voorgeschreven randvoorwaarden en gegeven be-
ginvoorwaarde heeft het diffusieprobleem (14.12) op een begrensd gebied Q
hoogstens één oplossing.

Men kan ook laten zien, mits %,qnq, ug en §2 voldoende ‘netjes’ zijn, dat (14.12)
een oplossing heeft. Met Gevolg 14.2.2 weet men dat dan (14.12) precies één
oplossing heeft.

Voor sommige gebieden 2 kunnen we de expliciete eigenfuncties van —A ge-
bruiken om de oplossing in de vorm van een Fourier-reeks te schrijven. Stel dat
we een volledig orthonormaal stelsel eigenfuncties/eigenwaarden! {(tpk, M)y

kennen van i 5 s
' —Ap = (7] in
{ R BQ. (14.13)
Dan is er een oplossing van
%u —-Au = 0 in 2 x Rt
u = 0 opdQxRT, (14.14)
U = U in Q,

via

oo ;s

=Y e ™ (ug, o) 9 ()

k=1
met (-,-) het bijbehorende inproduct. Voor begrensde gebieden © met een
nette rand bestaat er zo'n volledig orthonormaal stelsel voor (14.13). Men
kan laten zien dat voor (14.13) de eigenwaarden Ay positief zijn en zelfs dat
er bij elke M € N er slechts eindig veel zijn met \x < M. We zullen dat niet
bewijzen.
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Opgave 171 Voor het rechthoek Q = (0,a) x (0,b) is {Pkm }pomey met

Prm (T) = \/a_b sin (k ml) sin (m—zg)
een volledig orthonormaal stelsel t.o.v. het standaard inproduct.

i. Laat zien dat {@gm};,_, €en orthonormaal stelsel is.
ii. Bereken de eigenwaarden Ag m. .

iii. Bereken de oplossing u (z,t) van (14.14) voor het geval dat ug (z) =1 in
de vorm van een Fourier-reeks.

iv. Laat zien dat v(z) = [Z u(x,t)dt een oplossing is van
—Av up in £,
v

i (14.15)

—_——

14.2.1 Een herschaling met twee aardappels

Vraag: Stel dat een aardappel gaar is wanneer hij overal een temperatuur
van minstens 80° C bereikt heeft. Als een aardappel van 100 gram 10 minuten
nodig heeft om in een pan kokend water gaar te worden, hoe lang heeft dan
een aardappel van 200 gram en met dezelfde vorm nodig?

Als we de vorm van de eerste aardappel £ noemen (Q C R®) dan kunnen we
de tweede /20 noemen. Want

maardappeiz—sgffldx“*sg \/_) fflda: 2 Maardappel 1-

De bijbehorende diffusieproblemen zijn, met respectievelijk 2; = Q en 3 =

V20,
8Ui(z,t) = DAUi(z,t) t>0,z€,
' Ui(z,t) = 100 t>0,z € o,
Ui (z,0) = 20 z€Q;.

Om te vergelijken gaan hebben we hetzelfde gebied nodig. Hiervoor gaan we
bij de grotere aardappel een substitutie uitvoeren: U (z,t) = Uz (y,t) met
z = ¥/2y. Dan krijgen we DA, U; (z,t) = D#AyUg-(y,t) en dus

gi'l-?2 (y:t) = ‘?’DBAﬁ2 (ys t) t>0,y€ Q,
q2 (yit) = 100 i >O:y€ aﬂs
U2(y,t) = 20 ye.

'Soms is het handiger twee of meer indices te gebruiken om het stelsel te noteren; dus
{©k.m} gy in Plaats van {4, }32, . Als men wil kan men die eerste ook op een rijtje zetten:
P11 P1,20 P2,10 P1,30 P2,20 P3,10 Pras P2,3: P8,20 Pa1r P15 Paar-oe-

' 4 T
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266 ; Het diffusie-probleem (parabolisch)

Vervangen we nu Uz (y,t) = Uz (y, s) met s = 22/3t dan krijgen we £U3 (y, 1) =
5517539;% (y,s) en dus

{ #%Qﬂ (y,9)

#sAE02(y,8) s>0,y€Q,

I{g(y,s) = 100 s> 0,y € 89,
Uy (y,8) = .20 y €.

Omdat dit het diffusieprobleem voor de eerste aardappel is vinden we uit het
feit dat er een eenduidige oplossing is dat Uz (y, s) = U (¥, ) en dus

Uz (z,t) = Uy (2'”3:.:,2‘2/%) d

De tweede aardappel is gaar als 272/3%t = 10. Anders gezegd: na 2%/3.10
minuten (=~ 15.9 minuten).

Opgave 172 ZijQ = {meRzz%+4x§<1}enﬂ‘—{:c€R ;23 + 423 < 100} .

‘We vergelijken

%“_((%)2"‘(%)2)“ = 0 voort>0enze€q,
u(z,t) = 0 voort>0enze€dR,

u(z,0) = 1 voorz €,
en 33
%v—5((&)2+(§)2)v = 0 voort>0enze€N
v(z,t) = 0 wvoort>0enz e N,
v(z,0) = 2 voorz e N*,

Geef de relatie tussen v en w. : ey

TSNS r—r— — - T T T T T IToTITT
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14.3 Diffusieproblemen op onbegrensde gebieden.

Het eenvoudigste probleem in deze klasse is

B L r 38
{ Hu(z,t) = gzu(z,t) voorz€R, t>0, (14.16)

u(z,0) = ug(x) voor = € R.

In stappen zullen we een oplossing van (14.16) vinden in de vorm van een
integraal.

Stap 1. We zullen een expliciete oplossing berekenen voor een ug die stuks-
gewijs constant is. Allereerst

als z > 0,
alsz =0,
als x < 0.

ug (z) =

(== L

Eerst een waarschuwing. Omdat ug niet continu is in 0 zullen we geen
oplossing u (z,t) vinden die continu is in (0,0).

We gaan nu wat proberen zonder dat bij voorbaat duidelijk is dat hetgene
dat we doen helemaal geoorloofd is. Als we zo iets vinden kunnen we
natuurlijk achteraf bekijken of het werkelijk een oplossing is.

e Door invullen ziet men dat wanneer u(z,t) een oplossing ié, ook
u (2z, 4t) een oplossing:

(gt : : ) u (2z,4t) = ((":laE - 22§y§y) u (y, )) RN =0

en u(2z,0) = u(z,0). Voor iedere ¢ > 0 is zelfs u (cz,c?t) een
oplossing. Als we aannemen dat we met hoogstens één oplossing te
doen hebben, dan geldt

u(z,t) = u (cx, c*t)

voor alle ¢ > 0 en in het bijzonder ook voor ¢ = 1/+/Z, dus

u(z,t) =u (-%,1) .

e We proberen de oplossing te zoeken als een functie van f’z" dus
u(z,t) = f (f’:’) . Invullen in de partigle differentiaalvergelijking

levert . o i
it (7)1 (%)

wat na vermenigvuldiging met ¢ een (eerste orde in f’) gewone
differentiaalvergelijking is:

—5nf' () = " ().
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De eis voor ug geeft

f(—00)= lciﬂ]lf (%) =.Iéif€u(z,t) =u(z,0) =0 voor = < 0,

” T 0
f (o0) = lgftl]]f (—ﬁ) = lt]ﬂ]lu(x,t) =u(z0)=1 voor z > 0.
Tezamen wordt dit
=$nf () = £ (),
f(—o0)=0en f(c0)=1.
e Door 7 en f' te scheiden (een separabele differentiaalvergelijking),

ff) _ 1
£ (m) 2

_ vinden we via log|f (n)| = —4n% + c dat

fn) =it

Primitiveren levert, met gebruik maken van f (—ob) =0, dat
f(n) =c1f e %°ds.

Omdat [*° e1%"ds = 2./7 volgt uit f(c0) =1 dat ¢; = st

n of f’(n)=0a

Hiermee hebben we de volgende uitdrukking gevonden:

Vi
1 t —152
u(a:, t) = m e 1% ds. (1417}

In de volgende opgave mag u controleren dat dit inderdaad een oplossing
is van (14.16).
Opgave 173 Laat zien dat de functie u in (14.17) voldoet aan
i Zu(z,t) = g,u (z,t) voor t > 0;
ii. lgilrg}w(w,t) = ug (z);

ili. maar dat %u(m, t) niet bestaat.
k)
t10

Stap 2. We vervangen ug door

alszp <z <7,
als = € {z9,7;}
alsz<mzgof z > ;.

up (2) =

(== 5 N

g A O N R
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Voor de oplossing kunnen we gebruik maken van het vorige voorbeeld.
Merk op dat ; .
ug () = h(z — o) — h(z — 21)

waarbij h de functie is die in het vorige voorbeeld als beginvoorwaarde is
gebruikt. De oplossing met beginvoorwaarde h (z — o) vinden we door
in (14.17) te vervangen door = — zo. Evenzo vinden we een oplossing met
h(z — ;) als beginvoorwaarde. Door de lineariteit van het probleem
kunnen we deze beiden combineren en we vinden dat

= b
u(z,t) = ﬁ; f e 1% ds — W-l17 f e~ 1% ds.
—c0 ! —o0

Via de substitutie s = 27, dus ds = ﬁdy, vinden we

= ral i 0 13
ﬁ; -/ B-_%szs r— ﬁ e~ ‘4‘, dy —] Wl.ﬁ /8— :t d‘y
—00 o0 o

en dus

(= 2]

00
(3=y)? fasa?
u(:c,t):ﬁ/e_ at dy—wlﬁfg" i dy =
Zo

Ty

T1
i
= = / gy, (14.18)
o

Voor o = 1 en z; = 5 hebben we deze oplossing op verschillende tijd-
stippen laten tekenen.

B g8 8

B
HoNe

L] ¥ ¥ W =] L k] L) L] L L2

Achtereenvolgens  — u (z,t) voor t = 0, g5, % 3, 23,123

Voor (z,t) +— u (z,) zie de volgende bladzijde.
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Stap 3. We kunnen zelfs een trapfunctie
als beginvoorwaarde toelaten, b.v.:

(0 als z < =z,

Uy als:cu<x<a:1,
up alsz <x <z,
up(z) =< ug -~ alszy < < 73,
uy alsxzz<zT<ay,

us alsxs <z <ms,

L 0 alszs<a.
De oplossing van (14.16) is
u(z,t) =
Ty i ':I.‘g s T3 ol
= 57 u;l/e_Lfcﬂ‘dy+u2-/e‘ [ dy+u3/e"l_€iz)_dy+
zg 1 T2
T4 A IT5 s
+uy / e dy + us f e dy | =
I3 ! i T4
— T— 2
= Wlﬁfzm(y)e . dy. (14.19)
R

Stap 4. Herinner je dat het integraalbegrip is ingevoerd voor trapfuncties en
dat de integraal voor continue functies wordt gedefinieerd door geschikt
met trapfuncties te benaderen. Op dezelfde wijze kan men een gewogen
integraal voor trapfuncties ug in (14.19) uitbreiden voor continue functies
up met begrensde drager. De gewichtsfunctie is hier y — exp (—Lx—;fﬁ
Tenslotte kan men nog laten zien dat de uitdrukking in (14.19) voor con-
tinue functies met begrensde drager ook een oplossing van het diffusie-
probleem (14.16) is. We formuleren de stelling.

Stelling 14.3.1 Voor continue functies met begrensde drager ug is u gedefi-
nieerd door :

_=—p?
@) =gn [ e ey
yER
een oplossing van (14.16).
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Een soortgelijke formule geldt voor het diffusieprobleem op de hele R™ :
{ Zu(z,t) = Au(z,t) voorz€R", t>0,

(14.20)
u(z,0) = u(z) voor z € R™.

Stelling 14.3.2 Voor continue f_uncts'és ug met begrensde drager is u gedefi-
nieerd door

e 2
u@t) =gy [ w@e
- yER®
een klassieke oplossing van (14.20).

Als we u een klassieke oplossing noemen dan betekent dat, dat u continu is
binnen en op de rand van het betreffende gebied, hier Rf x R”; en tweemaal
differentieerbaar is binnen het gebied, hier Rt x R™.

Zonder bewijs geven we nog een vergelijkingsprincipe.

Stelling 14.3.3 Als u(-,-),v(:,) begrensde klassieke oplossingen zijn van
(14.20) en u(z,0) < v(z,0), dan geldt u (z,t) < v(z,t) voor alle t > 0.

De beide laatste stellingen impliceren dat (14.20) voor begrensde continue
functies ug precies één begrensde klassieke oplossing heeft.
Opgave 174 We definiéren de functie u : R x Rt — R door
u(z,t) = f/?e_%.
Laat zien dat deze functie u voldoet aan:
is %u (z,t) = ggu (z,t);
ii. limyjou(z,t) =0 voor alle z € R.

Omdat u(z,t) = 0 ook een oplossing is, hebben we twee oplossingen met
dezelfde beginvoorwaarde. Dit lijkt dit in tegenspraak met de eenduidigheid
van de oplossing. Of toch niet? ' FERE

Opgave 175 We zoeken een oplossing van het diffusieprobleem op de hal-
frechte:

Zu(z,t) = ggu (z,t) voorz >0, t>0,
u(0,t) = 0 voor t > 0, (14.21)
u(z,0) = u(z) voor z > 0. :
Neem aan dat ug (0) = 0. Laat zien dat de begrensde oplossing van
%‘u (z,t) = g,u (z,1) voorz €R, t >0, :
wm) = %@ worz>0 04z
’ —~ug(—z)  voor z <0.

een oplossing is van (14.21). ;
Wat gebeurt er als ug (0) # 07 ;
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14.4 Diffusie met bronterm

We laten opnieuw een analogon zien met (lineaire) stelsels gewone differentiaal-

vergelijkingen.
~ o Voor lineaire stelsels van g.d.v. kunnen we het homogene beginwaarde-
probleem
' (t) — A€ (t) =0 A
{ﬁ(0)=ﬂ'o door i (t) = ey
(14.23)
oplossen. Hier is A een n x n-matrix en # een vectorfunctie met n
» variatie van - componenten. Via variatie van constante vinden we dat het inhomogene
constante probleem
Z t :
@ (t) - Au(t) = f(t) 2 (2} — / (t-3)A F
{ @(0)=0 - door #(t) = oe f(s)ds
e (14.24)

een oplossing heeft.

e Variatie van constante wil hier zeggen dat we de oplossing van (14 24)
zoeken in de vorm

Invullen in (14.24) levert
(47 (2)) - Ae43(t) = 47 (8) = £ (#),

#(0) = %47 (0) = 7(0) =
en via ¥ (t) = e"‘Af(t ) en ¥ (t) = ft_a esAf (s)d.s vindt men de uit-

&
drukking aan de rechterkant van (14.24).
Opmerking: De lineariteit van de differentiaalvergelijking kunnen we gebruiken om
te zien dat we een oplossing vinden van

A
{95070 o a)=tior [ -f(is (42)

e Voor het geval dat A symmetrisch is kunnen we de oplossing nog anders
beachrijven. Voor symmetrische matrices is er een basis van eigenvec-
toren @,,..., @, met eigenwaarden Ay,..., A, en kunnen we zowel Z (0),
als voor elk tijdstip ¢ de functie f schruven als

0) =3k ukPr  metup =g - o,
F@)=2ko10k(t) §p met e (t) = () - By

Opnieuw kunnen we een formule voor de oplossing van (14.23), narhelijk

@) =) ™ (B - o) By,

k=1

—r——t T T T T T T T - T TT"T T T T - T T T ™M I TTTUHTIIT?!
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aanpassen om een oplossing voor (14.24) te vinden:

n

a0 =3 ([ & (@ 7)) @) i (14.26)

k=1

Opgave 176 Laat dit zien dat de formules in (14.24) en in (14.26) inderdaad
een oplossing geven. Is dit dezelfde oplossing? Zijn er nog meer oplossingen?

_

De formule in (14.24) laat zich vaak generaliseren voor diffusieproblemen. We
zullen dit niet precies formuleren maar alleen een recept geven.

Recept 14.4.1 Voor ‘geschikte 2, f en ug’. Als de oplossing van

{ Su(z,t) — Au(z,t) =0 wvoor (z,t) € 2 x (0,00),
u (z,0) = ug (z) voor z € 1, (14.27)
’ u(t)=0 voor z € 8,1 € (0,00), '
beschreven wordt door
u(z,t) = (S () w) (z)
dan wordt de oplossing van .
{ Lu(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) voor (z,t) € Q x (0,00),

u(z,0) =0 voor z € (2, (14.28)
u(,t)=0 voor « € 9Q,t € (0,00).

beschreven door :
(s, 8) = /ot (5G-5)7(.5)) @)

Opmerking: De uitdrukking S () i.slhier een van t afhankelijke operator. De
functie z — ug (z) die de beginvoorwaarde levert wordt door S (t) tot de oplossing
z + u(z,t) van (14.23) op tijdstip ¢ gemaakt. Voor bovengenoemde S (-) geldt:

i. limgjg S (t) = I de identiteitsoperator;

ii. §(t)oS(s)=S(t+s) voor alle s,¢ > 0.
De familie {S (t);t > 0} wordt een halfgroep (semigroep) van operatoren genoemd.
Voorbeeld 74
‘We nemen in (14.28) Q = (0,£) en de randvoorwaarde U (0,t) = U (¢,t) = 0.
We hebben gezien dat er dan een orthonormale basis van eigenfuncties {¢; } 5,
is voor het tijdsonafhankelijke eigenwaardeprobleem zodat we Fourier-reeksen

kunnen gebruiken. Met ¢ = (i (-) ,u0 (-)) vinden we met geschikte ug voor
(14.27) de oplossing '

= ] i
u(z,t) =) Mg (2).
k=1

Voor geschikte f kan men op ieder tijdstip ¢ de functie = — f (z,t) als Fourier-
reeks kunnen schrijven:

f@,t) = () px(2)
k=1
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met

Ck (t) = (()ok (). (s t)) -

Net als in (14.26) vindt men met geschikte f voor (14.28) de oplossing

S ( fm"w 9, (s)ds) o4 ().

k=1

Om dit te bewijzen zullen we ook hier convergentie van de reeks moeten laten
zien en bovendien dat de limiet ook aan de differentiaalvergelijking en de
randvoorwaarden voldoet. We zullen daar niet verder op in gaan. @~

Voorbeeld 75
Als we in (14.28) 2 = R nemen en de oplosmngen beschouwen die voor |z| —
0o naar 0 convergeren vinden we voor geschikte ug de oplossing van (14.27)

volgens Stelling 14.3.1 door
u(e,t) = -,7-] £ 00 (4) dy.
y=—00

Voor geschikte f wordt de oplossing van (14.28):

u(z,t) = /:—-0 m (y [ e_%*:g;f (s,9) dy) ds (14.29)

=—00

QOok hier geven we geen bewijs. , ==

Opgave 177 Geef een formule als in het laatste voorbeeld voor {2 = R".

—_—

Opgave 178 Neem D > 0. We beschouwen

U(z,0)=0 voor z € (0,m),

{ %U(m,t) -D (%) Ul(z,t)= f(.'.r:) voor (z,t) € (0,m) x (0,00),
U(0,t)=U(mt)=0 voor t € (0,00),

met f (z) = 1. Merk op dat de bronterm niet van ¢ afhangt.

i. Geef een formule voor de oplossing.
ii. Bereken de coéfficiénten in deze formule:

iii. Bereken lim; o, U (z,t) . Vergelijk deze limiet met de Fourier-reeks van
u(z) = z (7 — z) . Verklaar de overeenkomst.

—

Opgave 179 Dezelfde eerste twee vragen als in de vorige opgave waarbij
de randvoorwaarden vervangen zijn door %U(O,t) = LU (m,t) = 0 voor
t € (0,00) . Bestaat limy—,0o U (2, t)? ritte !
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Opgave 180 Geef de Fourier-reeks van de oplossing van

{ 2U (z,t) - D (L)’ U (z,t) = sin () sint voor (z,) € (0,7) x (0,00),
U(z,0)=1 ' voor z € (0,7),
U(0,t)=£U(mt)=0 voor t € (0,00),

Gebruik de lineariteit om de oplossing te schrijven als V' (z,t)+W (z,t) waarbij
V aan een homogeen beginwaardeprobleem voldoet en waarbij W beginwaarde
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15. DE GOLFVERGELIJKING (HY-
PERBOLISCH)

15.1 Inleiding

e Een trillende snaar zonder wrijving wordt beschreven door de volgende
differentiaalvergelijking us = c?uzz. Voor een eenduidige oplossing heb-
ben we rand- en beginvoorwaarden nodig.

uy (2,8) = ugg(z,t) voorO<z<len t>0,
w(0,t) = u(f,t) =0 voor ' t>0,
(0,) (&1) . . (15.1)
u(z,0) = up(x) voor 0 < z < £,
us (2,0) = wvo(z) voor0<z<¥.

De grondtoon wordt beschreven door de volgende oplossing

u(x,t) = (c, sin (?t) .+ CcC08 (?t)) sin (E;r:c) :

" Een trillende snaar met geringe wrijving wordt beschreven door de vol-
gende differentiaalvergelijking us: + oug = c?uz; met o een kleine posi-
tieve constante. De vergelijking voor de op plaats s ‘plucked string’

- wordt
[ wy (x,t) +aw (z,t) = Cuge(z,t) voor0<z<len t>0,
u(0,t) = wu(4t) = 0 voor t>0,
i u(z,0) = z(€—3) voor 0 <z < s,
u(z,0) = s(l—x) voor s <x < ¢,
! u (2,00 = 0 voor 0 <z < £.

(15.2)

e De golfjes op een vijver waarin zojuist een paar druppels zijn gevallen
. wordt beschreven door een golfvergelijking in twee dimensies.

uy (¢,t) = c2Au(z,t) voor z € V(ijver) C R? ent >0,
$(zt) =0 voor z € 8V en t > 0,

u(z,0) = wup(x) voor z € V,

u (2,0) = wvo(x) voor z € V.

277
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o Jedere spreker veroorzaakt trillingen die beschreven worden door een
golfvergelijking in drie dimensies.

( wy(x,t) = c*Au(z,t) voor z € K(amer) CR3ent >0,
% (z,t) = 0 voor z € B(etonnen wanden en plafond) en t > 0,
u(z,t) = 0 voor z € V (loerkleed) en ¢t > 0,
u(z,0) = up(z) voor z € K,
\ #t(2,0) = wvo(z) voor = € K.

Dit model beschrijft de trillingen als de spreker vanaf tijdstip ¢ = 0 zijn
mond houdt en zijn uitspraken laat inwerken. Als hij doorspreekt zullen
we aan de eerste regel een bronterm f moeten toevoegen.

15.2 Eenduidigheid op [0, /]

We zullen de eenduidigheid voor (15.1) laten zien. Voor de golfvergelijking met
Dirichlet randvoorwaarden in hogere dimensies is het bewijs aan te passen.

Stelling 15.2.1 Het stelsel in (15.1) heeft hoogstens één oplossing.

Bewijs: We zullen laten zien dat de energiefunctie E,, (t) gedefinieerd door
e
E. ) =% / (-u.g (z,t)? + Pu, {:c,t)z) dz
! z=0
constant is -
¢
d
E.t-E" (t) = / (ue (2, ) uee (z,8) + Pz (2, ) uze (2, t)) dz =
z=0

(gebruik de differentiaalvergelijking)

Il

£
¢ / (ue (2,1) Uzz (2,) + sz (2, 8) Use (2, 8)) dz =

=0
£
f %(m(z,t)u, (@ 0))dz=
=0

U (ei :) Uy (g:t) = U (0) t) Uy (0! t) =0.

I
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In de laatste stap gebruiken we dat u (¢,t) = 0 voor alle ¢ > 0 impliceert dat u, (£,t) =
0. Net zo vinden we u (0,t) = 0. Merk op dat bij Neumann randvoorwaarden ook 0
als antwoord volgt.

Voor de energiefunctie vinden we dat Ey (t) = E, (0) voor alle ¢ > 0.

Stel dat er twee oplossingen u en i zijn. Dan voldoet w = u—1 aan de golfvergelijking
met rand- en beginvoorwaarden gelijk aan 0 en voor de energiefunctie geldt E., (t) = 0.
Dan volgt w; (z,t) = 0 en w, (z,) = 0 en we vinden dat w constant is. Omdat
w (z,0) = 0 vinden we w =0 en u = 1i. o

15.3 Existentie op (—00, 00)

We beschouwen het stelsel .
u (2,t) = CPuge(x,t) voorz€Ren t>0,
u(z,0) = wup(x) voor z € R, (15.3)
w(z,0) = vw(z) voor z € R.

De volgende substitutie is zal zeer handig blijken te zijn:

n = - Cts
£ = z+4et,
"(mé) T 'u(xst) J
Hiermee krijgt men
Uy = czv,m - 2c2'ur,¢ + 02955,
Uzg = Upy+ 20pe + vge,

en wordt de differentiaalvergelijking
Cuyy — 2c2*u,,¢ + Pvge = ¢ (Ve + 2vupe + veg)

die vereenvoudigt tot
i Ung ("’LE )=0.
Een primitieve naar de &-coordinaat wordt

vy (m,€) =c(n)
en vervolgens naar 7 primitieveren levert
vne)= [emdnta©.
Dus er zijn twee functie f en g zodat v (,£) = f(n) + g (€) . Voor u levert dat

u(z,t)=f(z—ct)+g(z+ct). (15.4)

» oplossing van Dit wordt de oplossing van d’ Alembert genoemd. De uitdrukking geeft de

d’ Alembert

T TP T T ey
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oplossing in de vorm van twee ‘lopende golven’.

We kunnen de functies f en g uitrekenen met de beginvoorwaarde. Door de
beginvoorwaarden in te vullen krijgen we:

f@)+g(@) = wuw(z),
—cf'(z)+ed (2) = w(x).

Deze tweede vergelijking primitieveren en f en g uitrekenen:

f@) = juo(z)—% Jgw(s)ds+k,
g(@) = Juo(x)+2 Jy vo(s)ds —k.

Hiermee hebben we bewezen dat:

Propositie 15.3.1 De oplossing van (15.83) is te schrijven als

u(x,t) = 1 (uo (z —ct) +uo (z+ct)) + 52 ]i:t vg (8) ds. (15.5)

Opmerking: Metk op dat (z,t) — u(z,t) alleen tweemaal differentieerbaar is als ug
tweemaal en vy eenmaal differentieerbaar is. Toch is de functie in (15.5) gedefinieerd
voor functies ug en vy die slechts continu zijn. In dat geval kan men de ‘oplossing’
u(z,t) niet differentiéren. Men vindt wat men noemt een oplossing in zwakke zin.
We zullen er hier niet verder op ingaan.

15.3.1 Enkele plaatjes bij oplossingen van de golfvergelijking.

Voorbeeld 76
De grafieken van de oplossing u (t,z) van de golfvergelijking op R met up =
max (0,1 — |z|) en vp = 0 is op enkele opeenvolgende tijdstippen als volgt.
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Voorbeeld 77
De grafiek van de golfvergelijking op R met up = 0 en vy = 1{_1,1)- Op enkele
tijdstippen met tussenpozen van 0.2 ziet deze oplossing er als volgt uit.

u(z,t) voor t = 0,0.2,0.4,.,.,4
Voorbeeld 78

De grafiek van de golfvergelijking op R met
ug (z) = (1[_3__2} () =19 (:c)) sin (7z) ,
v(z) = 0.

Voor t =0, %, 1,_1%, 2,...,7is v u(z,t) door Mathematica geschetst:

[

|\
S [
|
e T
I P, W
g I
o e, N e, %
— pa— = 1
N e
N s I o
A — 3
o e I
A —~
— T~ i
— We kunnen bij deze plaatjes opmerken dat als
- . . . . . .
o) ke up niet differentieerbaar is ook de oplossing
K o bij toenemende ¢ niet differentieerbaar is. Dit
S — is geheel anders dan bij het diffusie-probleem
iy | — waar de oplossing onmiddelijk oneindig vaak
I_LT'/ ba differentieerbaar wordt.
s Een ander verschil met de diffusievergelijk-
N — < ing is dat we de golfvergelijking ook in omge-.
= — keerde tijdsrichting kunnen oplossen. Merk
op dat als we ¢ door —t vervangen we opnieuw
o I asy-s
== de golfvergelijking vinden.
——]
@ Opgave 181 Schets de oplossing van het laatste voorbeeld voor enkele t < 0.
[o] Opgave 182 Bereken de oplossing van de golfvergelijking voor ug (z) =
sin (z) en v (z) = 0. ==y
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15.4 Existentie op [0, /]

We zullen twee voorbeelden bekijken.

Voorbeeld 79
Het eerste stelsel dat we onderzoekaen is

uy (z,t) = Cugy(z,t) wvoor0<z<Llen t>0,

u(0,t) = u(ft) = 0 voor t>0,
(15.6)
u(z,0) = up(z)" voor0 <z < ¥,
w (z,0) = wvo(z) voor 0 <z <l
We kunnen dit als een abstract beginwaardeprobleem beschouwen:
Uu(t) = —-LU (t) t>0,
U©) = uo, (15.7)
Ut (0) =. Y,

met L = —02-1 werkend op C? [0, {]-functies die in 0 en £ gelijk aan 0 zijn.
De bij L met randvoorwaarden horende eigenfuncties gebruiken we als basis
voor de oplossingen van (15.7).

i. De eigenwaarden/eigenfuncties zijn de functies uit de Fourier-sinus-reeks:
(@) = \[}sin(¥a),
Ak == 62 k2x2 :
met k € NT.

ii. Als A,y eigenwaarde met eigenfunctie van L (met randvoorwaarden)
zijn dan krijgen we een oplossing van (15.7) door

U (t) = ek cos (\/A_;,t) Pg + Cs i 8IN (\/A_kt) Pk

iii. We vinden U (0) = c.x¢x en U (0) = ¢ k1/Akx- Om aan de beginvoor-
waarden te voldoen nemen we :

Cek = (uo, k),

Cs,k\/rk == (UD:‘P.I:)’

Cck = (w(—),ﬁﬁn(—?-)>,
Cok = #(m(),ﬁs&n(%"—))

iv. We vinden oplossingen van (15.6) als

u(z;t) = Ecc'kcos(j—t)‘/_sm (%) +Ec,kmu(—z—t)‘/_sm

k=1

zodat
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Opnieuw zien we dat we een formule voor de ‘oplossing’ kunnen schrijven
zonder dat we voor ¢ > 0 een differentieerbare functie hebben.

Voorbeeld 80
De ‘plucked string’:
ug (z,t) + ouy (z,8) = CPugs(x,t) voorO0<z<len t>0,
' u(0,t) = u(¢t) = 0 voor t>0,
u(z,0) = z(f—2s) voor 0 < z < s,
u(z,0) = s(f—2) voor § < x < £,
u (,0) = 0 voor 0 <z < 4.
(15.8)

i. Het eigenwaardeprobleem

'{c%n = Jdp voor0<z<l{,
v(0) = 1) =0,

heeft als orthonormale eigenfuncties/eigenwaarden de functies uit de
Fourier-sinus-reeks -

(@) = \/gs'm (%’Ez)

N = _ken?
kK = —=g
ii. De Fourier-sinus-reeks van ug is
- o0
up () =) (w0, 1) i () =
k=1

g
z

NgE

8 £
((2 —-3) /y:uysin (5y) dy + s -/y=a (€ - y)sin (5ty) dy) sin (&z) =

-1 (5) () ()

iii. De oplossing van
Uit (z,t) + al; (z,t) = MU (z,t) voort >0,

.
Il

1

U (:t, 0) = Y (I’) ’
Ug (z,0) = 0,
is te schrijven als U (z,) = w (t) ¢4 (z) . Dan
Wit (t) + awge (8) = Agwi (8) voor t > 0,
w (0) = 1,
T.Uk‘g (0) = 0,

en enig rekenwerk levert voor a < -27‘?”— de functie

252
wy (£) = €3 | cos (t c-'zig;r —%a?| +
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1 2.2
GBS | sy by glond ta2 | |. (15.9)
c2k2n2 1.2 22

iv. De oplossing van (15.8) is
(2 [k \ . (kn
u(z,t) = 2’;1 (H) wg (t) sin (73) sin (Tm)
met wy (¢) als in (15.9).

il

Opgave 183 Geef de oplossing in de vorm van een geschikte Fourier-reeks
voor

uge (2,8) +2us (2,t) = CPugz(z,t) voorO<z<len t>0,
uz (0,t) = wuz(1,t) = 0 voor t >0,
u(z,0) = sin(nz) voor 0 <z <1,
u (z,0) = 0 voor 0 <z < 1.
(15.10)

-,

Opgave 184 Zijy>0 en u (z,t) = 3 324 ck (t) sin (kmz) de oplossing van

uy (z,t) = YUz (z,t) voor0<z<len t>0,
u(0,t) = wu(l,f) = 0 wvoor t>0,
u ((:.r:, 0; = ug((:c)) voor 0 <z <1, )
u (z,0) = wvo(x) voor 0 <z < 1.
~ i. Laat zien dat voor allet > 0 en k € N* geldt
(vkat e () + (ch (8)” =

3 (2fyk7r 1 uo(x)sin(kﬁz)d’”)2+' (2L1:0vo(:c)sin(k1rw)dx)2.

ii. Laat zien dat voor allet > 0 geldt

z=0

1
s Oz 01y < 1o Oz o) + 7277 o0 a0y -

Opgave 185 Zij u(z,t) de oplossing van
uge (z,) +u (2,8) = Y*uzz(z,t) voor0<z<len t>0,
u(0,t) = u(L,{) =0 voor t>0,
u(z,0) = wug(x) voor 0 <z <1,
ut (2,0) = v (z) voor 0<z<1.
(15.12)

Laat zien dat limy—co ||u (*,2)]| 1,(0,1) = O- Hint: eerst de vorige opgave maken.

——
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15.5 De drummer

Noemen we het trommelvel
Q={(z,9);2* +* <1}

dan is de differentiaalvergelijking die het
trillende trommelvel (zonder demping)
beschrijft na de door een slag veroor-
zaakte beginvoorwaarde, als volgt. Hier-
bij is u(z,y,t) de uitwijking van het vel
op plaats (z,y) en tijd ¢. De constante c

wordt bepaald door de spanning van het
vel.

Han Bennink, foto Elio Guidi

(-gt-)gu(z,y, H=c ((aif + (5%) 2) u(z,9,t) p @ XRF (15.13)

De randvoorwaarden zijn

u(z,y,t) = 0 voor z° + 3% = 1 en voor alle ¢.
2 ;
We kunnen laten zien dat A = (3‘—})2 - (%) met de randvoorwaarde

Y(z,y)=0als :c2+y2 =i

zelf-geadjungeerd is t.o.v. het standaard inproduct. Het heeft dus zin om het
volgende eigenwaardeprobleem! te bekijken:

{—A‘;b = M voorz?+y?<1,

(15.14
Y = 0 voorz?+y?=1. )

We vinden voor A > 0 oplossingen van (15.13) in de vorm
u(z,y,t) =sin (VEX) 45 (2,9),
u(z,y,t) = cos (V’Jt) ¥a(z,y).

. 2
Allereerst zullen we de operator (3'3;)2 + (%) herschrijven via poolcodrdi-
naten; met £ =rcosy en y = rsin¢ vinden we

ON? 8N FANY, 18 . .2 faN?

=) +lx) =lx) t=+5 (=) .

Oz dy ar rdr 12 \8p
We kunnen ons of beperken tot het meer eenvoudige radiaalsymmetrische prob-
leem of, algemener, ook niet radiaalsymmetrische oplossingen meenemen.

'De eigenfuncties van —A zijn vanzelfsprekend ook de eigenfuncties van A. Omdat de
eigenwaarden van —A met randvoorwaarden meestal positief zijn bekijkt men —A.
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e In het radiaal-symmetrische geval wordt het eigenwaardeprobleem

{ ((%) + ) P (r)=—Xp(r) met (15.15)
1) =¢/(0)=0.

Door de symmetrie vinden we bovendien dat 9’ (0) = 0. De operator
((%)2 + %%) met deze randvoorwaarde is overigens niet zelf-geadjun-
geerd t.0.v. het standaard inproduct.

We vinden 1
W)+ 20 (1) + X () =

Hier is 7o = 0 een regulier-singulier punt. De indiciaalvergelijking (met
s; 7 is al in gebruik) wordt

s(s—1)+s=0.
Het getal s = 0 is een dubbele wortel.

e Het eigenwaardeprobleem wordt in het algemene geval

(@ +18+4(8)) po) =2 (0) ot
¥ (1,¢) =0.
Bovendien moet gelden

¥ (r,0) = 9 (r, 27)

% (r,0) = Z& (r,2m)
Dit kunnen we opnieuw herschrijven tot
(-r2 (38;)2.+ r% L Arg) ¥ (r,p) = — (3%)2 ¥ (r,p) met
¥(L,9) =0, (§o:18)
¥ (r,0) =% (r,27) en % (r,0) = % (r,2m).

De operator (3%)2 met randvoorwaarde

30) = P(@m en ij% © =% (m)

is zelf-geadjungeerd en er komt opnieuw een eigenwaardeprobleem te
voorschijn, n.l.:

255 2
: —(g—’;) P(9) = 1 (9),
9 (0) =9 (27) en % (0) = Eg (27) .
De eigenfuncties met bijbehorende eigenwaarden zijn

Ve (1) = cos (ngp) met
p,=n?enn€N

ey i m—y—

RS s AR LD
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en

Pan () = sin (np) met
tp, =n? en n € N*.

Vullen we ¢ (, ¢) = R(r) §., (¢) en 9 (r,0) = R(r) §,., () in (15.16)
in, dan vinden we

rR" (r) + rR' (r) + \r2R (r) = n?R (r)
{ R(1)=0.
Voor de g.d.v.
r*R" () +rR (r) + (A?=n*)R(r)=0
is 7o = 0 een regulier-singulier puﬁt. De bijbehorende indiciaalvergelijk-

ing (in s) is ;
s(s—1)+s-n?=0
en heeft als wortels s; = n en s = —n. Voor n = 0 vinden we het
radiaal-symmetrische geval terug.
We zullen

r?R" (r) +rR (r) + (A =nY)R(r)=0

met randvoorwaarde R (1) = 0 verder onderzoeken.
Na de substitutie ¢t = v/Ar en J (t) = R (r) krijgen we

27" (8) +tJ' (t) + (2 —n?) J (£) = 0. (15.17)

Dit is de differentiaalvergelijking van Bessel. Oplossingen hiervan zijn uiten-
treuren onderzocht. Omdat s; — s, € Z kan men slechts één gegeneraliseerde
machtreeks-oplossing verwachten. Omdat de leidende coéfficiént gelijk n is,
is het zelfs een machtreeks. De tweede onafhankelijke oplossing heeft (voor
iedere n € N) een singulariteit bij = 0 en is dus niet bruikbaar. De (één-
duidig na schaling) machtreeks-oplossing is de zogenoemde Bessel-functie van

de 1© soort: ” o
) __l)n t n
=3 g G (1),
s k! (k+n)! \2

Men heeft bewezen dat voor || groot

I 0 = Z st~ Bt1n) (1+0(:)).

We zien dat J, (t) oneindig veel positieve nulpunten Jn05 Jnl, Jn2,--.. heeft.
Terug naar R. We hebben nog de randvoorwaarde R (1) = 0. Dit komt overeen

met J, (\/X = 0. Met andere woorden v/} is een positief nulpunt van de
Bessel-functie. Hieruit volgt dat de eigenwaarden zijn

jr2l,01 jrzx.li jr2|,2$ ... met n € N.

Terugkomend op het eigenwaardeprobleem waar we mee begonnen zijn. De
oplossingen van (15.14) zijn

Ye,nm (1, p) = cos (np) J, (Jn,mr) met n,m €N,
Vs nm (1,0) = sin (0p) Jp (jnmr) met n € N* enm €N,
Aﬂym — J?&,m
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P.S. Waarom klinkt een snaar harmonieuzer dan een trommel?

De hogere frequenties (/crn/€) bij een snaar zijn veelvoudenf-vah de laagste
(v/er/f). Bij een drum hebben de hogere frequenties (1/Cjn,m) geen mooie
verhouding met de laagste (v/Cjo,0). Zie de volgende tabel met benaderingen:

joo = 240483, j1o = 38317, jao = 513562, jso = 6.38016,
joi = 552008, jii = 70155, ja1 = 841724, js; = 976102,
Jjo2 = 8.65373, J2 = 10.173, jo2 = 11.6198, jzs = 13.0152.

Bij de vier laagste frequenties horen de volgende eigenfuncties.

J (0, jo,or) 1 T cosp J(1,5107)

sin (2¢) J(2,51,0m) | : I} J (0,jo,7)

Opgave 186 Laat zien dat het randwaardeprobleem bij (15.15)

((3‘?)2+%%)¢(?‘) =f(r) voor0<r<1

(15.18)
¥ (1) =¢'(0)=0. :

zelf-geadjungeerd is t.o.v. het inproduct (-, ),

1
W, 0). = [ﬂzu‘!.b (r) ¢(r) rdr.

——— g ——ees T TTT TT T 2N BEE BER |
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Zij J(n,-) de Bessel functie van orde n en zij jkn en jgn, het k9 en mde
positieve nulpunt van J (n,-) . Bewijs dat voor m # k geldt dat

1
/ J (n, jknr) J (0, Jepur) rdr = 0.
r=0

—

Opgave 187 Een vierkante drum is lastig om gelijkmatig met een trommelvel
te bespannen. Als dit lukt dan vindt men het volgende randwaardeprobleem

¢ ] :
Uyt + oup = ¢ (Ugg + Uyy) voor |z| <1, |y| <1, en't >0,
v =0 wvoor |z|=10f [y=1, ent >0,

(15.19)
u =1ug voor |z|<1, |y <1, ent=0,

ug = vy voor |z| <1, |y|<1, ent=0.

.

De constante o zorgt voor een demping.

i. Beschrijf het bijbehorende eigenwaardeprobleem.

ii. Men kan laten zien dat men een orthonormaal stelsel van eigenfuncties
vindt door scheiding van variabelen, dwz. @ (z,y) = ¢ (z) ¥ (v) . Geef
zo’n orthonormaal stelsel van eigenfuncties.

iii. Bekijk de verhoudingen van de frequenties.

iv. Geef de oplossing in de vorm van een Fourier-reeks met coéfficiénten van
Up en vp.

v. Als de sterkte van de grondtoon in 1 tljdseenheld gehalveerd wordt, wat
is dan het verband tussen « en c?

—

Opgave 188 Als het trommelvel in de z en in de y-richting niet precies gelijk
gespannen is, bijvoorbeeld omdat de huid in de lengterichting een andere struc-
tuur heeft dan in de breedtenchtmg, dan wordt de differentiaalvergelijking in
(15.19)

Ut = gy + é“w

i. Bepaal ook nu een bijbehorend orthonormaal stelsel van eigenfuncties
door scheiding van variabelen voor deze vierkante trommel.

ii. Wat gebeurt er met de verhouding van de frequenties van de drie laagste
tonen als het verschil van ¢; en ¢; klein maar ongelijk 0 is?







16. VERGELIJKINGEN UIT DE
QUANTUMMECHANICA

16.1 De Schrodinger-vergelijking

De Schrodinger-vergelijking is de (compiexe) differentiaalvergelijking
., OU h?
waarbij :

e ¥ = ¥ (z,t) een functie is van R® x R naar C (soms van 2 x R naar C
met Q C R3);

2 2 2
e A is de Laplace operator: A = (32—1) -+ (%) + (3-%) :
e V =V (z) is een functie van R® naar R of C (soms van  naar R).

Wat stelt dit voor? In de quantummechanica beschouwt men vrij bewegende
deeltjes als een zogenaamd ‘golfpakketje’ (wave packet) dat wordt beschreven
door de functie ¥. Van zo’n deeltje weet men niet langer exact waar het zich
bevindt maar wel een kansdichtheid via het golfpakketje. Om precies te zijn:
| (z)|? geeft deze kansdichtheid. ,

Opmerking: In één dimensie zou ¥ (z) = Wlm' betekenen dat de kans dat het
deeltje zich tussen de plaatsen = = 1 en = = 2 bevindt, gelijk is aan

1 {2 ‘1l . arctan2—arctanl
™ x

2
2
dr = — =
L etend | rasime

Als we met één deeltje te doen hebben moet overigens gelden dat de kansdichtheid in
-de hele ruimte deze één oplevert:

[° ¥ (@) dz =1.

=—00

Door een aanwezige potentiaal V' wordt het deeltje/golfpakketje aangetrokken
of afgestoten. In de quantummechanica laat men zien dat het tijdsafhankelijke
gedrag van zo’n golfpakketje bepaald wordt door de bovenstaande differentiaal-
vergelijking, de Schrédinger-vergelijking.

e V is de potentiaal, bijvoorbeeld voor het elektron rond de waterstofkern
veroorzaakt door de positieve lading van deze kern;

' e henm (massa) zijn constanten (i = 7 met h de constante van Planck!);

1h = 6.58218322 x 1022 MeV sec.

201
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o de functie z — |¥ (z,t)|? is de kansdichtheidsverdeling op tijdstip ¢.

Voor één deeltje geldt
f |¥ (z,t)|* dz = 1.
R3

16.2 De Hamilton-operator

We defini¢ren de Hamilton-operator door H = —%}A + V. De Schridinger-
vergelijking wordt dan 0

hﬁ =H(T)
waar H : ¥ — H () van een functie van z een andere functie van = maakt.
Zo'n functie op functies heet een operator. Deze H ‘doet niets’ met de tijd ¢,
dwz. de tijd gedraagt zich voor H als een parameter. De operator H is lineair,
dwz. voor aj,02 € R en tweemaal differentieerbare functies ¥, U, geldt

H (1 V1 + 02¥2) = anH (1) + agH (Tg)

Als de toestand op tijdstip ¢ = 0 bekend is en men wil weten waar het deeltje
zich in de toekomst gaat bevinden, dwz. zijn kansdichtheid, dan krijgen we
het volgende beginwaardeprobleem:

{ ihGy =H (),

A (16.1)

We kunnen dit op dezelfde wijze aanpakken als de golf- of de diffusievergelijk-
ing. Enigszins lastig wordt het omdat we bij realistische problemen met
3 ruimte-variabelen te doen hebben. Maar ook hier bestaan op begrensde
gebieden volgens Stelling 13.5.1 genoeg eigenfuncties mits het eigenwaarde-
probleem zelf-geadjungeerd is ten opzichte van een geschikt inproduct.

Een groter probleem wordt veroorzaakt door de onbegrensdheid van het ge-
bied. Voor -onbegrensde gebieden kan men meestal niet meer de oplossing via
een Fourier-reeks vinden. Laten we dit iets gedetailleerder beschrijven.

Voor een zelf—geadgungeerde dJEerentla.a.lvergelukmg met geschikte randvoor-
waarden
{ Lu(z) = Mu(z) inQ,

randvoorwaarde op 92,

op een begrensd gebied £, is er een volledige orthonormaal stelsel {(¢, M) oo
van eigenfuncties/eigenwaarden. De verzameling {Ax}z—o heet het puntspec-
trum voor L met randvoorwaarde. Voor elke A buiten dit puntspectrum, dus
A ¢ {Ac}ieo , kunnen we

{ (L-=Nu(@)=f(=) nQ,

(16.2)

(16.3)
randvoorwaarde op 82,

I —————E -— T 7T T T Trrm T TTTr AT T I T T T
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oplossen. We hebben zelfs een formule via de passende Fourier-reeks:

o0

ﬁ—Z(Ak—/\) (fide) b :

k=0

als (-,+) het bijbehorende inproduct noteert.

Voor onbegrensde gebieden zullen we allereerst een passende vervanger van
de randvoorwaarde nodig hebben. Dit kan bijvoorbeeld zijn dat de oplossing
op één of andere wijze naar 0 gaat als |z| — oco. De juiste voorwaarde is
vaak de kwadratische integreérbaarheid van de oplossing. Met een dergelijke
voorwaarde kunnen we wel vaak op onbegrensde gebieden nog een aantal eigen-
waarden vinden (het puntspectrum) maar bestaat er bovendien meestal nog
een continu spectrum. Men zegt dat A in het continue spectrum zit wanneer
(16.3) niet voor alle geschikte f is op te lossen.

Een mogelijkheid is bijvoorbeeld dat er een paar of zelfs oneindig veel eigen-
waarden \; < A2 < A3 < ... bestaan en vervolgens een getal A\* zodat voor
A > A* de vergelijking (16.3) niet voor alle f is op te lossen. Dit is het geval bij
het model dat men voor het elektron in het waterstofatoom heeft. De kleinste
eigenwaarde A; hoort bij de ‘ground state’ van het elektron. Vervolgens zijn
; de lijn waar co. staat correspondeert met A*.

Opmerking: De eigenwaarde ) is een maat voor de energie van het betreffende -
elektron. Elektronen met energie groter dan A* zijn de zogenoemde vrije elektronen
en niet meer aan het waterstofatoom gebonden. Een elektron dat van het ene en-
ergieniveau terugvalt op een lager energieniveau raakt het energieverschil kwijt in de
vorm van straling (licht). Omdat deze energie correspondeert met golflengte van het
licht ziet men de kenmerkende spectraallijnen.

De eigenfuncties 1), die we in (16.2) vinden leveren voor de Sch:ddmger—ver—

_ gelijking (16.1) oplossingen van de vorm

U (z,t) = &Pt (a).
De bijbehorende kansdichtheidsfunctie is onafhankelijk van de tijd:

12 (20 = |34 @] =i @,

g TP y— T ——
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dwz. dat we een stationaire kansdichtheid hebben.
We zullen ons niet verder met algemene resultaten voor (16.3) met L = H
bezighouden en alleen nog dit soort speciale oplossingen bekijken.

Opgave 189 We vergelijken de kwadratisch integreerbare functies op R, dwz
u € L3 (R) en functies die voldoen aan limyg_,.,u(z) = 0. Beantwoord de
volgende vragen voor onderstaande families van functies.

i. Voor welke a > 0 geldt u € Ly (R)?
ii. Voor welke o > 0 geldt limjz|_o % () = 07

o u(z) = (1+2%)7°%;

o u(z) = |2[™%;

® u(z)= Zke:\{o} l[k-ﬁ,}mb-l-];}u] ().

De functie 1[5 4 () is gedefinieerd door 1(4p) () = { 1 als @€ Ja,b],

0 alsz¢a,b].

Opgave 190 Zij « € R. We beschouwen voor continue functies f met
begrensde drager de differentiaalvergelijking

—u"+ou=f voor z € R,
{ limg| 00 u (z) = 0. - (16.4)
i. Allereerst a = 0.
(a) Laat zien dat elke oplossing van de differentiaalvergelijking te schrij-
ven is als s
u(@)=c +m-/ (z—8)f (s)ds.
(i}
(b) Kies ¢; en ¢ zo dat limgy_,o u () = 0.
(¢) Kies ¢; en ¢ zo dat limg—, oo u(z) = 0.
(d) Geef een voorwaarde voor f zodat (16.4) een oplossing heeft.

ii. We nemen a > 0. ' .

(a) Definieer de hulpfunctie v door v = v’ + y/au en laat zien dat
—v' + Jow = f.

(b) Via variatie van constante vinden we dat
v(z) = ceV*® —/ eVe(@=3) £ () ds.
0

Bepaal ¢ zodanig dat lim; .., v (z) =0 en lim,_, v (z) = 0.

(c) Via een soortgelijke functie kunnen we v = u'+./au oplossen. Geef
die uitdrukking.

(d) Geef de oplossing die voldoet aan limjz)_,oo u () = 0.

iii. Tenslotte a < 0.
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(a) Laat zien dat elke oplossing van de differentiaalvergelijking te schrij-
ven is als

u(zr)=c sin( ||z ) + czoos( Ia}m) +

+_T\/__;/:sin (\/H(:c~s)) £ (s)ds.

(b) Voor welke ¢; en ¢; wordt voldaan aan lim_,o u () = 0.

iv. Heeft het bijbehorende eigenwaardeprobleem een oplossing?

[ =" =2 voor z € R,
Opgave 191 Een eindige potentiaalput in één dimensie.
-l. - ‘ £ L]
Definieer de functie V' door
_J 0 as [z]<1,
Vi) = { 4 als |z|>1. (26:6)
We gaan bewijzen dat het eigenwaardeprobleem
—" +V (z)p=Xp voor z €R,
{ lim]z|—.oo§0 (z)=0 (16.7)

precies twee onafhankelijke eigenfuncties heeft. Omdat V' in —1 en 1 een
sprong heeft zijn oplossingen van (16.7) overigens in C* (R) N CZ, (R).
Gebruik voor het bewijs de volgende stappen:
i. Bereken de algemene oplossingen op [1,00) ,0p [—1,1] en op (—oc0,—1].
ii. Laat zien dat de voorwaarde in co en —oo zorgt voor A < 4 en

o(x) =c1eVF>*  voor < -1,
@(z) = eV voor x> 1.

Laat ook zien dat voor |z| < 1 geldt
p(z) = c:;cos(\/x:r) +cq8in (\/Xx) als A >0,

.<p(m)=c_3+c,;:c als A=0,
0 (z) = cgeV  cpe~ Ve als A < 0.

iii. Een eigenfunctie krijgen we als we deze mogelijkheden differentieerbaar
aan elkaar knopen in 1 en —1. Laat zien dat dit alleen mogelijk is als
A>0.
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iv. Laat zien dat alleen het volgende mogelijk is:
iC1 eVi-3z voor z<—1,
@(z) =< ¢ cos \/;\‘:n) voor —1<z<l1,
eriesva— voor x>
: Aeter eVihz voor < -1,
p(z)={ cosin ! JXE) voor —1<z<1,
i

—cr1e” voor x> 1.

v. Laat zien dat we een eigen-
waarde vinden als

' VI=X
tan VA =
an \/X 8 .
of als
hoorrs . .
tan VA = : _
7 ) 5=
Als hulp staan hiernaast twee : DX

uuuuu

schetsen van de functies tant .
met achtereenvolgens

Vi—12
f) ==
en : :
1) = o=
e
Motiveer dat er precies twee s =
eigenfuncties zijn.

fende tangens g en de tangens

* Merk op dat de eigenfuncties bij de laagste eigenwaarde een vast voorteken

Opgave 192 We vervangen in de vorige opgave de functie V door

_J 0 as |z|<1,
V(:c)—{’}_ als |z| > 1.

i. Geef bij iedere v > 0 het precieze aantal onafhankelijke eigenfuncties.
Noem dit N,. '

ii. We nemen de eigenfuncties {(p:}:il genormaliseerd en geordend naar
oplopende eigenwaarde A] < A <... < A}T. Laat zien dat

' 2
Jim X = (§)
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en
voor k oneven:  lim ¢} (z) = =+ cos (knz);
voor k even: -}ﬂﬂo @} (z) = *sin (§7z) .
Op.gave 193 We beschouwen het stelsel
—u"+V(z)u= u+f voorz€R,
{ limygy o0 () = 0 ik

met de potentiaal als in (16.6). Om het rekenwerk te beperken bekijken we
alleen functies f die hun drager op [—1,1] hebben (dus f(z) = 0 voor z met
le| > 1).

i. We onderscheiden A < 4 en A > 4. Laat zien dat limz,ou(z) = 0
impliceert dat de oplossing u voor = > 1 voldoet aan:
asA<4: u(x)= ce_""x”;
alsA>4: u(z)=0.

Geef een soortgelijke formule voor z < —1.
ii. Laat zien dat voor de oplossing u geldt:

as A<4: o' (1)=—v4—-Au(l) en v/ (—1) =4 — Au(-1);
als A>4: o (1) =u(l)=1v(=1)=u(-1)=0.

ili. Laat zien dat voor |z| < 1 de oplossing voldoet aan het volgende rand-
waardeprobleem:

—u' - du= f,
als A<4: { u' (1) = —v4 - Au(l),
o (=1) = vVE4=2u(-1);
—u" — du
w' (1)
als \>4: u(1)
v (-1)
u(-1)

cCoOoO0 O

iv. Wat kunt u zeggen'over de oplosbaarheid van bovenstaande twee rand-
waardeproblemen?
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16.3 Het eigenwaardeprobleem voor de Schrodinger-
' vergelijking |

We hebben in de vorige paragraaf gezien dat eigenfuncties van de Hamilton-
operator corresponderen met oplossingen van de Schrédinger-vergelijking met
stationaire kansdichtheid:

H@) (@) =M (2) «» U(zt)=e "y (2).

De voorwaarde dat de functie kwadratisch integreerbaar is correspondeert met
een eindige kansdichtheid. Als de kansdichtheid eindig is kunnen we normalis-
eren? zodat [ | (z)|® = 1. Dit geeft de kansdichtheid die hoort bij één deeltje.
Het eigenwaardeprobleem dat ons interesseert wordt daarmee

{ H(¥) = M,
Jrs ¥ (z)dz = 1.

Voor kwadratisch integreerbare functies op onbegrensde gebieden, bijvoorbeeld
R3, is (-,-) gedefinieerd door

(16.9)

('u.,vl) — _[ga u(z)v(z) dz  (16.10)

een inproduct.

Opmerking: Om dit een goed gedefinieerd inproduct te laten zijn zal de oneigenlijke
integraal in (16.10) moeten bestaan. Het is voldoende om te laten zien dat de inte-
graal absoluut convergeert. Dit kan men wederom laten zien door gebruik te maken
van [u(2) v (2)] < (u(2))? + (v (2))? . De integralen fyo (u(2))? dz en fyo (v(2))? dz
bestaan omdat u en v kwadratisch integreerbaar zijn.

Opmerking: Een functie die kwadratisch integreerbaar is convergeert in een bepaalde
zin naar 0 voor |z| — co. Het kwadratisch integreerbaar zijn vervangt daarmee voor
onbegrensde gebieden de Dirichlet randvoorwaarde voor begrensde gebieden.

Stel dat voor twee kwadratisch integreerbare functies ¢, geldt dat
_ (He, %) = (0, HY),
dan geldt voor twee oplossingen van (16.9) met verschillende A, zeg de golf-

functies 9; en 1, (oplossingen bij verschillend energie-niveau E; en Fy =
verschillende eigenwaarde) dat 4; en 3, orthonormaal zijn:

(d)ls ¢2> =0.
Dit volgt inderdaad uit
A (¥1,%9) = (Hiby, ¥a) = (%1, Hiba) = A (¥1,%5) -

2Als [ (m)|2d:|:2= ¢ € Rt dan vinden we dat de ‘genormaliseerde’ 9 (z) = ¢~ 34 (z)
| . voldoet aan fl@{x)l dz=1.
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Opmerking: Bij het waterstofatoom corresponderen de eigenfuncties met de mo-

gelijke energieniveaus van het elektron. Dat wil zeggen de kansdi;:hth&id voor het

elektron met de laagst mogelijke energie wordt beschreven door e~#7-t1, (z) met 1,

de eigenfuncties bij de kleinste eigenwaarde A;. Het eerstvolgende niveau heeft de
. A

kansdichtheidsfunctie e~ *i), () . Zonder extra argumenten zou

U (t,3) = e 14, () + age 34y (2)

met o +a3 = 1 ook een goede dichtheidsfunctie opleveren. Inderdaad vinden we met
de orthonormaliteit dat

(T(t,),T(t-)) =a¥("b1:¢l) +a§(¢2,¢2) =a¥+£ =1L

Een fysisch argument laat zien dat zo’n combinatie niet mogelijk is. Zou men namelijk
de energie van het deeltje met kansdichtheid ¥ meten dan vindt men met kans o? de
grootte \; en met kans o2 de grootte Ao. Zonder invloed van buiten kan de energie
niet veranderen en zal men bij herhaalde meting steeds dezelfde waarde vinden. Dus
‘o? =1 — of is gelijk aan 0 of 1.

Opgave 194 We bekijken opnieuw de potentiaalput in één dimensie. Laat
V als in (16.6) zijn en noteer de daar gevonden eigenwaarden door Aj, Ap met
A1 < Az en de bijbehorende eigenfuncties door ¢; en @,. We beschouwen het
volgende probleem:

{ —u" +V (z)u— X u= f(z) voorz€R,

limjy|oo v (2) = 0, aa.

met f een kwadratisch integreerbare functie (f € La (R)).
i. Gebruik de zelf-geadjungeerdheid om te laten zien dat
(A=A)u+fre) =0
ii. Bewijs dat er voor A = )\; geen oplossing is als 0 # f > 0.

Men kan overigens door te berekenen laten zien dat er voor A = A; oneindig
veel oplossingen zijn als f voldoet aan (f,¢;) = 0. Voor het onderzoeken bij
welke A < 4 en onder welke voorwaarde er een oplossing is, is veel werk en
daarom zullen we alleen het resultaat vermelden. Men kan proberen één of
meer van deze beweringen te bewijzen. Als vereenvoudiging kan men zich
beperken tot continue functies f met begrensde drager. Voor A > 4 verwijzen
we naar de vorige opgave.

e als A € (—0o, A1) U (A1, A2) U (A2,4) dan is er voor elke f € L (R) één
oplossing van (16.11).

e als A = )\; dan is er voor f € Ly (R) met (f,¢;) # 0 geen oplossing van
(16.11);
voor f € Lg (R) met (f,;) = 0 zijn er oneindig veel oplossingen;
voor het verschil van twee oplossingen geldt u; —ug = c;.

e als A = )\ dan is er voor f € Ly (R) met (f,ps) # 0 geen oplossing van
(16.11);
voor f € Lz (R) met (f,¢,) = 0 zijn er oneindig veel oplossingen;
voor het verschil van twee oplossingen geldt u; — us = c .
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Voorbeeld 81
De oneindig diepe potentiaalput in één dimensie:.
2
{ HW) = ~i (&),
¥0) = ¥() =0,

Dit probleem verschijnt als limietgeval van de eindige potentiaalput.

Al eerder hebben we gezien dat dit randwaardeprobleem zelf-geadjungeerd is
ten opzichte van het standaard inproduct. '
Het eigenwaardeprobleem is

¥(0) = %) =0,

De oplossingen van het eigenwaardeprobleem zijn de Fourier-sinus functies:

o (@) = \/%sin (11’2—’“5-%3:) met

De factor \/g zorgt voor |1, = 1.
We vinden hiermee voor de Schrédinger-vergelijking oplossingen

P
U (z,t) = e "y, (2)
en zonder extra fysisch argument ook lineaire combinaties hiervan. L= f

Voorbeeld 82
De harmonische oscillator. De potentiaal is hier V (z) = gmuw?z?:

{ WG =H (D),
lim ¥ (z,t)= lim ¥(z,t)=0,

T——00

met H (¥) = (—f;— (&)? + %mw%2) v.
Het bijbehorende eigenwaardeprobleem wordt

(- (@) + 4mota?) w = B,
lim () = Jim 4 2) = 0.

T——00

Via de substitutie y = \/T2z en v (y) =1 (1 / ﬂf—wy) vinden we
N2
(6] )
xgrgmv (z) = x]:iglov (z) =0.

Noemen we A = %2 en u(y) = €3V’ (y) dan volgt

u =2 + (A= 1)u=0. (16.12)
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Dit is de differentiaalvergelijking van Charles Hermite. Via machtreeksen vin-

den we twee onafhankelijke oplossingen

U (y) = Z a,znyzn . met Qop = (43—3—4\}(4{‘;;;—.\)-..{1-—4\);
o0 (16.13)
4n—1-X2)(4n—5—A A
uz(y) = 20 a2n1 ¥t met agpy1 = (4n }E‘;M]n )...(3-2)
=

Met puntjes ge.schreveh:
uy (y) o 1_,\y2_+_ {5—)\}51—,\)_ 4 59—)1!5—A!§1—A1y5+

w(y) = y+ 352yt + CEAEAN,5 | WA 3——-Ay7+
De algemene oplossing van (16.12) wordt daarmee

u(y) = aur (y) + Bus (v).-

Merk op dat indien we A = Mg := 2k + 1 nemen één van deze beide reeksen in
(16.13) een polynoom is. Schaalt men deze polynoom zodanig dat de hoogste
orde term 2F is dan vinden we de zogenoemde Hermite-polynomen. Daarmee
vinden we de volgende eigenfuncties en eigenwaarden @y (z) = @ (/%) »

By = M.

eigenwaarde Hermite-polynoom eigenfunctie
do=1 Holy)=1 Po) =¥,
M=3 Hi(y)=2 &) (y) = Hi(y)e ¥y,
do=5 Ha(y)=4"-2 s (y) = Ha (y) e 37,
do=7 Hs(y) =812 @3 (y) = Hy (y) 37,

M=9 Hy@) =16y -8 +12  §4(y) = Ha(y)e 3"

As=11 Hs(y)=32° — 160 +120y 5 (y) = Hs (v) e 37,

enz. : :
Deze functies voldoen aan limjy|_, @5 () = 0. Het is niet eenvoudig maar men
kan laten zien dat voor A ¢ {1,3,5,7,9,...} niet aan de limietvoorwaarde in co
wordt voldaan door het volgende te bevn_]zen Als ¢; en ¢ hetzelfde voorteken
hebben dan bestaat er een ¢y > 0 en M > 0 zodat

voor y > M geldt: |ciug (y) + couz (v)| > cxes?’;
bij tegengesteld voorteken analoog
voor iy < —M geldt: |ciuq (y) + caua (y)| > c)\eé”g.

Opgave 195 Voer de berekening uit voor de machtreeksoplossingen van
(16.12). L A5

Opgave 196

i. Laat zien dat voor alle tweemaal differentieerbare functies f en g met
oo o o]
J22¥? f2(y) dy < oo en [22,4% g (y) dy < oo geldt dat

/ Z 1)) o) dy = [ : ) (o) ) dy

met de H van de harmonische oscillator.
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1i. Laat zien dat i
] @3 () @5 () dy = 0.

Als u hierbij veel rekent dan is dat niet de snelste methode.

Voorbeeld 83
Een vereenvoudigd model voor het elektron in het waterstofatoom:

iRV =H (D),
Jim ¥ (o) = Jim ¥ (a.) =0,

met voor ¥ : R - R
12 e 1
H (W) = (—%A - 4—-ﬁo|—ﬂ) w.

In bolcoordinaten

r; = rsinfcos¢
T3 = rsinfsing
x3 = rcosf

met 7 > 0,0 <8 <7en0< ¢ < 27 vindt men

2 \0r or sin6d0°" 80 " 5in200 '

Het eigenwaardeprobleem wordt dan

2 2
(n1(_a_za+1a.aa 12&)__8_1)¢=E¢

“omr2 \or' or T sm608° "'90 ' sn?00656)  dmegr
(16.14)
met onder andere de randvoorwaarden:
'ﬁ (‘J“, 0!9) = 9 ('r: 2m, 9) )
29(r,0,0) = v (r2m0). (16.15)

Het bijbehorende inproduct is

oo p2m T
= 9 .
(¥, ) —/mo./w:o/eﬂqb(r,gb,ﬂ) @ (r,@,6) rsin 0 dd de dr.

We geven geen reden waarom men door scheiding van variabelen alle eigen-
functies zou vinden. Maar, enigszins nafef misschien, proberen kan men het
altijd.

Scheiding van variabelen zullen we hier in twee stappen uitvoeren.

i. Allereerst proberen we
P(r,$,6) =u(r)Y (¢,0).
Dit levert de vergelijking

u(r) & Y (#,6)
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Om hierbij een oplossing te vinden is het noodzakelijk dat er een con-
stante C is zodat

(ET ant —“m]h r+ 2mE 2) u(r)

) = -C; (16.16)
(odysintds + s dsdy) Y (#:0) o kR
Y (#,0) ' '
ii. We proberen de tweede scheiding
Y(¢,0)=2(4)0(0)
en krijgen uit (16.17) dat
(sin04sin6f ~ Csin0)0(0) | HH2(#) _

e (6) ()

Om hierbij een oplossing te vmden is het noodzakelijk dat er een con-
stante C5 is zodat

(sinf sin 64 — Csin?6) © (6)
e(9)

= Cy (16.18)
= —(Cs. (16.19)
De vergelijking in (16.19) is de eenvoudigste van de drie. We zullen daarmee

beginnen en achteruitwerkend de vergelijkingen voor ®, © en u kunnen oplossen.

i. De vergelijking (16.19) met de randvoorwaarden in (16.15) is een oude
bekende en zorgt voor de oplossingen

Bpno(p) =sin(mg) met Chr=m’enme{1,2,3,...},
Pme(¢p) =cos(mgp) met Co=m?Penme{0,1,2,...}.

ii. Terug naar (16.18) vinden we

1 8 d m?
( gaesmga +C - ) 8) =
De substitutie © (§) = P (cos#) zal ons helpen. Merk op dat deze sub-

stitutie is toegestaan omdat voor 6 € [0, 7] er een eenduidige inverse van
de cos-functie bestaat. Met

(g ntag) P(eost) = gy (0 P (cos0)) =
= —2cosfP' (cos §) + (sin ) P" (cosb) =
= —2cos P’ (cosf) + (1 - 00829) P (cos®)

volgt via z = cos @ dat

(l—zz)P"(z)—.2zP'(z) ( —11_‘27) (2) =0.




1'1

17

» d.v. van
Legendre

» Legendre-
Juncties

» symbool van
Pochhammer

» sferische
harmonische
» bolfuncties

Vergelijkingen uit de quantummechanica

Voor m = 0 is dit de differentiaalvergelijking van Legendre. Voor m # 0
is dit de geassocieerde differentiaalvergelijking van Legendre. Deze wordt
in gestandaardiseerde vorm geschreven als

(1-2%) P"(2) — 22P' (2) + (V(V+ 1) - 1 ,u.z2) P(z)=0
waarbij v de graad en u de orde van deze vergelijking worden genoemd
(v, 1 € C). Oplossingen hiervan zijn de (geassocieerde) Legendre-functies
van de eerste en tweede soort, respectievelijk genoteerd door P} (z) en
QY (2) . De eerste soort levert oplossingen die begrensd zijn voor z 1 1
en voor z | —1 en zijn daarmee voor ons interessant. Via machtreeksen
en de notatie met het symbool van Pochhammer

voorn=0: (a)y=1

voorn € Nt: (a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1)

vindt men
SR 2+1\#* & (—v), (v +1), (1-2)\F
== (55) 2 k!ﬁ-p)kk( )

Voor v € N bezit de reeks slechts eindig veel coéfficiénten die ongelijk aan
0 zijn en vinden we de Legendre (z = 0) en de geassocieerde Legendre
polynomen (i # 0). De eigenfuncties die we zoeken zijn P} (cos ) met
m < n. Via formule 8.6.18 en 8.6.6 van M. Abramowitz and |. A. Stegun,
Handbook of Mathematical Functions vinden we

e b fdiNi(3 s )P
B = (3) S
1m d n+m (32___1)“
R RS (5) 2l
en daarmee
Mm(z) | n=0|n=1 n=2 n=3"
m=0 |1 Z $.2-1 828 -3z
m=1 —(1—22)% —.‘Zz(l—zz)é —($2-3 (1—32)%
m=2 3(1-2%) 15z (1 — 2%)
m=3 ~15 (1 - 22)?

Combineren met het vorige onderdeel geeft voor m,n € N

als1<m<n: Y7 (0,4)=sin(mg) Py (cosb),
als0<m<n: Y (,¢) = cos(me) Py (cos).

Deze functies worden de sferische harmonische of bolfuncties genoemd.

Opmerking: De functies Y;;", (6, ¢), Yo% (6, ¢) vormen een stelsel eigenfunc-
ties voor de operator A op het gekromde oppervlak van de eenheidsbol, de
Laplace-Beltrami operator ALp = i3 sinf% + mrsagay. Voor § = 37
geldt sin @ =1len cos @ = 0 zodat 3’%3% + 3%3‘% overblijft. Ook is deze operator
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invariant onder draaiingen. De warmtevergelijking van een pingpongballetje
wordt daarmee

—u—cArgu=0.

at

iii. Tenslotte de vergelijking voor u. De vergelijking in (16.16) met C =
n(n+ 1) geeft

2 E
2.1 ' me y o 2mE 5 -,
reu” (r) + 2ru’ (r) + 2weoﬁ’2ru(r)+ T u(r)= n(n+1).u(r).

Deze is via een (gegeneraliseerde) machtreeks op te lossen. Via de
Eulervergelijking vinden we een in 0 begrensde oplossing van de vorm

o0
u(r)=r" E ugrk.
k=0
Het uitrekenen laten we achterwege.

Als illustratie sferische grafieken van de kansdichtheid |Y;™ (6, ¢) |2 horende bij
de hoeken 8, ¢. Dit is een ‘geschaald gewogen gemiddelde’ over de r-variabele.

| Yre(0,8) [n=0[n=1 n=2 n=3
m=0 |1 cos f % (cosf)® —1 | 3 (cos8)® — 3 (cosh)
m=1 —cos¢sin | —3 cos psin 26 -cos¢(%(cosa)2~g) sinf
m=2 , 3cos (2¢) sin? @ | 15 cos (26) (cos 8) sin? §
m=3 —15cos (3¢) sin3 @

7108 05 1 0% 005

of

R

(Yﬂ},e)2 voorn=1,2,3
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(¥3)®
Mathematica maakt bijvoorbeeld de voorlaatste schets via:
yfunc[n_,m_,theta_,phi_] :=
Re[SphericalHarmonicY [n,m,theta,phil] ~2x*
{Cos [phi]Sin[theta] ,Sin[phi]lSin[theta] ,Cos [theta]};
ParametricPlot3D [yfunc[3,2,theta,phil,{phi,0,2Pi},{theta,0,Pi},
PlotPoints->{60,30},BoxRatios->Automatic,PlotRange->All].

Bovenstaand model is overigens niet volledig en slechts een lineaire benadering
van het fysische model. Het werkelijke model houdt rekening met relativis-
tische effecten en bevat bovendien nog een spin term. pli==="

Voor wiskundige aspecten van eigenwaardeproblemen uit de quantummechanica
kan de mathematische fysicus terecht bij M. Reed and B. Simon: Methods of
Modern Mathematical Physics I-IV, Uitgever: Academic Press, 1975.
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oplossingsverzameling, 108

gamma-functie, 156

gebied, 6, 213

gegeneraliseerde machtreeks,
34,159

gelijkheid van Parseval, 195

gelineariseerde d.v., 138

gemiddelde-waarde-stelling
voor harmonische functies,
51,250

genormaliseerd, 190

gereduceerde d.v., 66

gesloten kromme, 5

gesloten verzameling, 4, 214

Gibbs-effect, 206

gladde kromme, 5

globaal asymptotisch stabiel,
153

golfvergelijking, 224

Gram-Schmidt, 190

Greense functie, 171, 243, 244

Greense identiteit, 237

Hamilton-operator, 292
harmonisch, 42, 250
harmonische, 222
Hermite-polynomen, 301
holomorf, 16

homogeen, 66
hyperbolisch, 215, 220

indiciaalvergelijking, 159

inproduct, 121, 187, 252

inproduct voor complexe
functies, 197

instabiel, 124,139

integraal over kromme, 23

integraal-formule van
Poisson, 246

integraalstelling van Gauss,
232

integraalstelling van Green,
232

integraalstelling van Cauchy,
29

integrerende factor, 67

Jordan-kastje, 120

Jordan-kromme, 6
Jordan-matrix, 120
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karakteristiek polynoom, 116
Kelvin-spiegeling, 248
klassieke oplossing, 271
knoop, 124
knooppunt, 124
kromme, 4
enkelvoudige, 5
gesloten, 5
gladde, 5
Jordan-, 6
stuksgewijs gladde, 5
Kronecker delta, 191
kwadratisch integreerbaar,
192

Laplace-operator, 41, 222
Laplace-operator in
poolcodrdinaten, 285
Laplace-probleem, 52, 230
Laplace-vergelijking, 45,52
Laplaciaan, 41, 222
Legendre-functies, 304
Legendre-polynoom, 164
lengte, 5
limiet van een functie, 7
limiet van een rij, 7
limsup, 10
Liouville, 41
Lipschitz-constante, 79
Lipschitz-voorwaarde, 79
lokale existentie en
eenduidigheidsstelling, 80
Lorenz-vergelijking, 152
Lyapunov-functie, 150

machtreeks, 9
verschoven, 9

machtreeks-stelling, 9
-matrix-norm, 122
maximaal existentie-interval,

73,74,81, 84
maximum principe, 57, 231
maximum-norm, 88
middelwaardestelling, 82

Neumann-randvoorwaarde,
45, 230

Newton-potentiaal, 237

norm, 88, 122, 192

normaal punt, 157

omgeving van een punt, 4

onafhankelijk, 107

ongelijkheid van Cauchy-
Schwarz, 192

ontaard knooppunt, 124

open verzameling, 4, 213

oplossing, 73, 230

310

oplossing van d' Alembert,
279

orthonormaal stelsel, 191

orthonormale basis, 121

parabolisch, 215, 220
Parseval, 195

particuliere oplossing, 110
Picard-iteratie, 86
Pochhammer, 304

Poisson integraal formule, 50
Poisson-probleem, 230
polynoom, 17

rand, 4, 214
rationale functie, 17
recept voor Greense functie,
173
reeks, 8
absoluut convergente, 8
convergente, 8
divergente, 8
regulier-singulier punt, 157
representatie-formule van
Green, 243
residuy, 31
residuenstelling, 32
Riccati, 67
ruimte van continue functies,

88

samenhangend, 6, 214 .

scheiding van variabelen, 185

Schriodingervergelijking, 226

separabel, 65

sferische harmonische, 304

singulier punt, 157

snelheidspotentiaal, 58

spiraalpunt, 124

stabiel, 124, 138

standaard Fourier-reeks, 200,
201

standaard inproduct, 187

stelling van Cauchy-Riemann,
19

stelling van Liouville, 41

sterk maximum principe, 57,
231

strikte Lyapunov-functie, 150

stroomfunctie, 59

stuksgewijs continu, 198

stuksgewijs continu
differentieerbaar, 198

stuksgewijs gladde kromme, 5

subharmonisch, 250

superharmonisch, 250

symbool van Pochhammer,
304

symmetrische matrices, 121

tweede-orde autonome g.d.v.,
103

uniform, 7
uniform continu, 8, 80
uniforme convergentie, 88

variatie van constante, 134,
272
variatie van constante, 66
vergelijkingsprincipe, 96, 231,
264,271
verschoven machtreeks, 9
verzameling
complement van, 4
gesloten, 4
open, 4
rand van, 4
volledig orthonormaal stelsel,
192

warmtevergelijking, 223
waterstofatoom, 302
Wronskiaan, 109

zadelpunt, 124
zelf-geadjungeerd, 187, 252
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