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I am convinced that the ' knowiedge· of the déepest origina and ~lso the limita
tions of the principles does not handicap a person in their practiCal application; 
as a matter of fact, real knowledge makes the applicationeasier and safer .. 

. , Th. Von Karman, 1945. 
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Vooo..voord 

Differentiaalvergelijkingen vormen bij uitstek de verbinding· tussen dewiskun
dige analyse en de fysische modellen. De verscheidenheid in de optredende . 
modellen wordt weerspiegeld in de diversiteit aan differentiaalvEl.rgelijkingen. 
In deze cursus, die is ontstaan uit de aantekeningen bij het college Differentiaal
vergelijkingen voor Technische Natuurkunde, wordt getracht de verschillende , 
soorten gewone en partiële differentiaalvergelijkingen met hun specifieke meth<r 

-den aan de orde te laten komen. 

De keuze van de onderwerpen hangt nauw samen met de gegeven randvoor
waarden. De belangrijkste daarvan ,is de voorkennis van de student, namelijk 
het eerstejaars vak Analyse en een begin van Lineaire Algebra. Daarnaast 
staat de lijst van onderwerpen diemen behandeld wil zien. Eenderde rand- 
. voorwaarde Qie ik mezelf opleg is dat de gebruiker van dit boek leert inzien 
waarom de gebruikte methode al of niet werkt en niet slechts hoe deze werkt . 
Bijyoorbeeld het schei1en van variabelen bij partiële differentiaalvergelijkingen 
werkt formeel bekeken zowel bij diffusie als hij anti-diffusie. Als de argumenten 
de lezer bij anti-diffusie al niet van enige moeilijkheden bewust maken dan 
hoop ik dat tenminste de bijgevoegde illustratie enige onrust · veroorzaakt. 

De stof valt in vier delen uiteen: Het eerste deel vormt een inleiding tot Cöm
.plexe Functietheorie eindigend met harmonische functies en enkele toepassin
gen. Deel II begint met een korte herhaling van enkele expliciete methoden. De 
kern van dit dit deel is de fundamentele existentie en eenduidigheidstelling voor · 
gewone differentiaalvergelijkingen. Daarnaast wordt aandacht besteed aan fa
sevlakanalyse voor lineaire en niet-lineaire gewone differentiaalvergelijkingen. 
DeellU, randwaardeproblemen voor lineaire gewone differentiaalvergelijkingen 
met Greense .functies en Fourier-reeksen, vormt een opstapje naar deel IV, par
tiële differentiaalvergelijkingen. Na een classificatie van de verschillende typen 
en voorbeelden met de passende randvoorwaarden wordt wat nader ingegaan 
op vier klassen, tweede orde lineaire elliptische, parabolische, hyperboliséhe en 
Schrödinger-differentiaalvergelijkingen met de passende begin- en randvoor
waarden. 

Enkele mededelingen over Computer~Algebra programma's . . D~ afstand van 
een differentiaalvergelijking tot. het fysische model is vaak omgekeerd even- . 
redig met de berekenbaarheid. Gelukkig bestaan er programma's zoals Maple 
en Mathematica die veel rekenwerk uit handen kunnen nemen en de gebruiker 
zonder veel kennis van de numerieke wiskuntle een benadering van een oplos
singleveren. Als gereedschap worden ze de lezer van harte aanbevolen. Beide 
programma's zijn overigens gebruikt om de illustraties te genereren. 

Tenslotte wil ik enkele collega's, dr. E. Coplakova in het bijzonder, en diverse 
studenten bedanken voor hun commentaar op delen van het manuscript. 

Delft, jUnl1998 

G. Sweers 
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1. INLEIDING 

1.1 Enkele begrippen 

We nemen aan dat de lezer bekend is me~ complexe getallen en enige vaardig
heid bezit in het rekenen ermee. In deze inleiding zullen we enkele aanvul
lende afspraken maken en kennismaken met complexe machtreeksen. Voor de 
volledigheid beginnen we met een lijst van zowel nieuwe als oude zaken. 

1.1.1 Complexe getallen 

De verzameling C van complexe getallen bestaat uit alle objecten van de vorm 
x+iy met x,y E IR. De optelling en vermenigvuldiging van x+iy,u+iv E C 
worden als volgt gedefinieerd: 

(x+iy)+(u+iv) (x+u)+'i(y+v), 

(x+iy)·(u+~v) = (xu-yv)+i(xv+yu). 

Opmerking: Met deze definitie zien we dat 

(x + iO) + (u + iO)= (x + u) + iO en (x + iO) . (u + iO) = xu + iO 

de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging · in IR leveren wanneer we x met x + iÓ 
identificeren. Zo kunnen we C als uitbreiding van IR zien. Schrijft men iy in plaats 
van 0 + iy en i in plaats van i1 dan volgt op formele wijze dat . 

i2 = i . i =(0 + i1) . (0 + i1) = -1 + iO = -1. 

Voor complexe getallen worden de volgende begrippen en schrijfwijzen inge-
voerd: . 

------ ="+'11 

., 

z . 
reële deel Rez 
imaginaire deel Imz 
comple~ geconjugeerde z 
modulus Izl 
argument argz · 

= 
= 

= 
= 

x + iy met x, y E lR 
x 

Y 
x-iy 
Jx2+y2 . 
cp E [0,27r) zodanig dat 

z = Izl (cos cp + i sin cp) . 

Het argument is eenduidig gedefinieerd voor z #- O. 

Opgave 1 Bewijs de volgende (on}gelijkheden voorz,w E C: · 

3 
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~ driehoeks- . 
ongelijkheid 

~ omgeving van' 
. çen punt 

~ open 
, I 

~ complement 

, ~ gesloten 

~rond , 

. ~C[a,b] 

~ kromme 

4 

i. Izl2 = zz. 

ii. zw+ zw = 2RezRew + 2ImzImw 

iii. de driehoeksongelijkheid: 

Iz + wl ~ Izl + Iwl· 

Inleiding 

. ---" 

1.1.2 Open engesloten 

• voor a E C en r E IR+ definiêren we de r-omgemng và.n a door 

Br (a) = {z E C; Iz - al < r}. 

• een deelvel'zameling DcC heet open als er bij iedere a E D een r . > 0 
bestaat zodanig dat Br (a) c D. ' 

• voor DCC definiêren we zijn complement door DC = { -:' E Cj z ~ D} . 

• een deelverzameling DcCheet gesloten als D C open is. 

• voor DcC definiêrenwe gesloten verzameling Ddoor . 
D = {z E C;Br (z) nD '# 0 'Voor alle r > O}: 

• voor a E ~ en r E IRt heet Br (a) = {z E C; Iz - al ~ r} de gesloten 
r -omgeving van a. 

• de rond 8D van D definiêren we door 

'8D=DnDc. 

Om verwarring tuss~n C en IR2 te vermijden zullen we soms de volgende notatie, . 
gebruiken bij DcC: . , 

Va = {(x,y) E JR2 ;x+ iy E D}. 

1.1.3 Krommen 

. • als x (.) , y (.) continue functies van het interval [a, b] c IR naar IR zijn, 
• , x, Y E C ([a, b] ; IR) (zie voetnoot!), dan heet de functie "( : [a, b] - C 

gedefinieerd door , 
"((t) = x(t) +iy(t) 

een kromme. We zeggen "( E C ([a, b] ; C) . 

1 De verzameling van a.lle continue functies van [a, bI naar R wordt gen~teerd met 
C ([a, bI ; R) , soms afgekort tot C ([a, bI) of zelfs C [a , bI . 



~ Cl[a,b] 
~ gladde 

kromme 

~ lengte 

~ stuksgewijs 
gladde 
kromme 

~ enkelvoudige 
kromme 

~ ge~loÛm 
î kromme · 

Enkele begrippen 5 

Opmerking: De tekening van de beeldverzameling 

K ,= , Ia,b] = {x (t) +iy (t); a::; t ::; b} 

in het complexe vlak lijkt op wat men een kromme zou willen noemen. Aan deze 
beeldverzameling zien we niet meer in Welke richting, hoe lvaak of hoe snel Kdoor

lopen wordt. De 'snelheid' waarmee de beeldverzameling doorlopen wordt zal meestal 
van weinig belang zijn. Soms noemt men daarom ook wel deze beeldverzameling de· 
kromme. De richting en hoe vaak de 'kromme' door de beeldverzameling loopt zal wel 
belangrijk worden en dat is een reden om de functie , kromme te noemen in plaats 
van de deelverzameling K van Co 

• als x (-) ,y () E Cl ([a, b] ; IR), (zie voetnoot2) dan heet "I ( . r een gladde 
kromme. Dit hoeft niet te betekenen dat de beeldverzameling K onze 
voorstelling van gla4 beantwoord. 

• de lengte I van een gladde kromme definiëren we door 

I = l~a J(x' (t))2 + (yi (t))2dt. 
. . . J 

(dit komt overeen met onze inturtievevoorstelling van de lengte) 

• de kromme "I : [a,b] --+ Cheet een stuksgewijs gladde kroTftme als deze 
kromme bestaat uit een aaneenschakeling van een eindig aantal gladde 
krommen. Preciezer geformuleerd, er zijn . gladde kromm~n 

"Ik : [ak-l ' akI --+ C voor k E {I, .. . ,n} 

met a = ao < al < a2 < . .. < a.. = b zodanig dat 

"I(t) = "Ik (t) als t E lak-bak] . 

\ . 

• de kromme "I : [a, b] --+ C heet enkelvoudig als deze bUiten eventueel 
samenvallen<;le eindpunten geen zelf doorsnijding heeft; dwz. 

"I (a, bI --+ C, 

"I [a, b) --+ C 

zijn beide injectief. 

. C,--, -=::;:::::::::=:)~) ( 
beeld van een enkelvoudige resp. niet-enkelvoudige kromme 

• de kromme "I ( .) heet gesloten als t (a) = "I (b) . 

2De verzameliIig van alle continu differentieerbàre functies / : [a ,b] -+ R wordt genoteerd 
<loor Cl ([a, b] ; R). De functie / is continu differentieerbaar op [a, b] als er· een functie .g E 
O([a, b] j R) bestaat zodanig dat 

voort=a 

. voor t E (a , b) 

voort=b 

Vaak wordt Cl ([a, b] j R) afgekort tot Cl[a,b] . 

' de rechterafgeleide van / in a), . 

(de afgeleide va~ / in t), 

(de linkerafgeleide van / in b) . 



6 Inleiding , 

~ Jordan- • . de kromme 'Y (.) heet een Jordan-kromme als deze enkelvoudig en g~loten ' 
kromme is. 

• door een Jordan-kromme 'Y : [a, b] -+ C wordt C\'Y [a, b] in twee de
len verdeeld, het inwendige en het uitwendige van de beeldverzameling 
'Y [a, b] : 

Opgave 2 Onderzoek tot welke klassen de kromme ''Y :[0, 27r] -+ IC behoort 
als 'Y (t) = x (t) + iy (t) met ' 

x(t) 2cost-cos2t, 

Y W 2 sin t + sin 2t. 

Als hulp volgen enkele schetsen. 

-3 

de functie t ,-+ x (t) , de functie f-+ y (t) , {(x(t) ,y (t)) jO:$ t:$ 27r}. 

~ samen
hangen,d 

... gebied 

~ enkelvoudig 
samen
hangend 

----' 

1.1.4 Samenhang 

• een 'open deelverzameling D C IC heet samenhangend aIs elk tweetal 
punten in D door een kromme met beeldverzameling K C D verbonden 

, kunnen worden. 

• een deelverzameling G C C heet een gebied als 

i. G::f 0, 
ii. G is open, 

iii. G is samenhangend. 

• een gebied DcC heet enkelvoudig samenhangend als het inwendige van 
elke Jordan-kromme in D ook weer in D ligt . . 

I \ 

De bijstaande karakters zijn achtereenvolgens enkelvoudig samenhangend, niet 
samenhangend en samenhangend (maar niet enkelvoudig). 
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~ limiet van een 
functiè 

~ continue 
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1.1.5 Limiet en continuïteit in ç ' 

Net zoals voor reële functies 'definiëren we de begrippen limiet en continuïteit, 
en net zoals voor reële getallen bestaat het begrip limiet zowel voor 'rijtjès' 
als voor functies. In het onderstaande is D een deelveq;ameling van C. 

Definitie 1.1.1 De rij {zn}nEN met Zn E IC h~eft een limiet i E IC als: 

voor iedere é > 0 is er een N E N zodanig dat 
als n > N dan IZn -il < é. . 

We noteren lim Zn = i. 
n-+oo 

Definitie 1.1.2 De functie I: D --+ IC heeft in wED een limiet i E IC als: 

voor iedere é > 0 is er een b > 0 zodanig dat 
voor alle z E D als 0 < Iz - wl < b dan If (z) -il < é . 

We noteren lim I (z) = i . . 
z-+w 

Definitie 1.1.3 De functie I : D --+ IC heet continu in wED als: 

. voor iedere é > 0 is er een b > 0 zodanig dat 
voor alle ZEI? als Iz - wl < b dan II (z) - I (w)1 < é. 

Met andere woorden: I: D --+ IC heet continu in wED als lim I (z) = I (w). 
z-+w 

Opgave 3 Beschouw de functie I: IC --+ C, gedefinieerd door 

{ 
I(Z), = c:lr -c:lr 
1(0) = o. 

voor z'=i= 0, 
(1.1) 

Laat zien dat deze functie niet continu is in de oorsprong. 

Tenslotte nog het begrip uniform. Vaak · beschouwen we limieten of conti
nuïteit van functies of uitdrukkingen die van meerdere variabelen of van een 
'parameter afhangen. Het zal belangrijk blijken te zijn om te weten of en hoe 
de convergentie van de parameter of de andere variabelen afhangt. 

We zeggen dat lim Iq (z) = iq uniform voor q E I als: 
z-+w 

voor iedere é > 0 is er een b > 0 zodanig dat 
voor alle q E I als 0 < Iz - wl < b dan geldt dat Ifq (z) -iql < é . 

In het uniforme geval is balloon van ê afhankelijk terwijl bij lim Jq (z) =iq 
. ' z~w 

de b zowel van q als van é afhankelijk kan zijn. In wiskundige steno: 

lim Iq (z) = iq voor alle q E I betekent: 
z-+w 

"Iq E I Vé > 03bq,E > 0 zodanig dat Vz geldt 
0< Iz - wl < bq,E =} Ilq (z) -iql <é. 

lim Iq (z) = iq uniform voor q E I betekent: 
z-+w 

Vé > 0 3bE > 0 zodanig dat Vz, "Iq E I geldt 
0< Iz - wl < bE =})llq (z) -iql < é . 

Tenslotte nog de definitief van uniforme continuïteit. 

I 

. 1 
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Defi~itie 1.1.4 De functie f : D - IC heet uniform continu op.D als: 

voor iedere ê > 0. is er een 6 > 0. zodanig dat geldt 
voor alle z, wED als Iz - wl <6 dan If (z) - f (w)1 < ê . 

Opgave 4 Laat Zien dat f : (0., IJ-IR met J (x) = .sin~ wel continu is maar 
niet uniform continu is. --I 

Opgave 5 Bewijs voor de functie f in (1.1) de volgende uitspraken: 

i. voor ,alle x E (0., IJ geldt lim 1 (x+ iy) =Üj 
y-+O ' 

ii. voor alle y E [0., IJ geldt max II (x + iyi= Ij 
O<",~l 

. ' 

iii. niet, geldt: lim J(x + iy) = 0. uniform voor x E (0., IJ . 
y-+O ' . 

1.1.6 Reeksen 

Een object van de vorm E:=o.Bn met f3n' E C heet een reeks. Convergentie 
voor reeksen in IC wordt gedefinieerd op dezelfde wijze als die voor reeksen in 
IR. ' 

Definitie 1.1.5 We nemen f3n E IC voor alle n E N . . 
00 k 

Een reeks E f3n heet convergent als ·lim E f3n bestaat. 
n=O ' k .... oo n=O 
00 , k 

Een reeks E f3n heet absoluut convergent als lim E lf3nl bestaat. 
' n;=O , k-+oo n=O . 

Een reeks die niet convergent is heet divergent~ 

Opgave 6 Bewijs de volgende beweringen. 

00 

i. E f3n is convergent => lim f3n == D. 
n=O n-+oo 

I 00 , 00 I 

Ü. E lf3nl is convergent '* E f3n is convergent. 
n=O n=O 

00 00 00 

iii. E f3n is convergent <=>E Re f3n en, E Im f3n zijn convergent. 
n=O n=O ' n=O ' 

Laat met tegenvoorbeelden zien dat de eerste twee implicaties niet in omge
keerde richting gelden. - ' --I 
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1.2 Machtreeksen 

Vele functies die een rol spelen in de math~matische fysica zijn gedefinieerd in 
de vorm van een machtreeks. Een machtreeks is een uitdrukking van de vorm 
E~=oanzn met an E C voor alle n E N. We zullen enkele elementaire eigen
schappen van machtreeksen onderzoeken. Machtreeksen zullen we nogmaals ' 
tegenkomen bij het oplossen van differentiaalvergelijkingen. 

Stelling 1.2.1 Zij E~=o anzn een machtreeks met an E IC . 
Dan bestaat er R E 1R+ U {O,oo} waarvoor geldt: 

i. als zEe met Izl < El dan co1/,~ergeert de reeks absoluut; ' 

ii. als z E IC met Izi > R dan divergeert de reeks. 

~ convergentie- R , heetde convergentiestrF van de machtreeks. 
~traal 

~ verschoven 
machtreeks 

. ' 

wc='*,,', 
~ 

Deze stelling doet geen uitspra,ak over de convergentie van de machtreeks als 
Izl=R. 

' Opmerking: De resultaten in deze p~agraaf hebben hun analogie voor een vere 
schoven machtreeks. Voor an , Zo in C, n E N ziet de naar ZO verschoven machtreeks 
er als volgt uit: 

00 

E~n (z - zot· 
n=O 

'BeWijs: We laten eerst het volgende zien: als de reeks convergeert v()Or w '# 0 dan 
convergeert de reeks absoluut voor alle z met Izi < Iwl . 
Stel de reeks convergeert, voor w. ' Omdat de reeks convergeert voor tiJ volgt 

Volgens de definitie van limiet' is er voor iedere positieve ê, en dus voor ê = 1, een 
getal N zodanig'dat lanwnl < ê = 1 voor Tt > N. Definieer het getal 
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Dit is ~n positief rellel getal en wel zodanig dat lanwnl :::; M voor alle n E N. Er 
volgt 

k k n k n r: lanznl :::; ~~)anwnll;1 :::; ME 1;1 . 
n=O n=O n=O 

De laatste sommatie hoort bij een meetkundige reeks met reden I;; 1 en die reeks 
convergeert omdat 1;;1 < 1. TerheriIinering: E::'=orn = 12r als Irl < 1. Dus is , 

'{E!=o lanznl} een stijgende en begrensde rij en 'daarmee convergent. 
kEN -

We hebben gevonden dat: ' ' 

reeks Con~rgent voor w => reeks absoluut convergènt voor z met Izl < Iwl , 

met als gevolgen: 

reeks convergent voor w => reeks convergent voor z 'met Izi < Iwl, 

reeks divergent voor w => reeks divergent voor z met Izi > Iwl. 

Stel eerst dat er geen z E IC bestaat waarvoor de reeks divergeert. Dan vinden we ' 
R=oo. 
Stel er is wel een :1 È IC waarvoor de reeks divergeert. Definieer 

R = inf {r E R+ j er is z' E IC met I zl = r en de machtreeks divergeert voor z} , ' , 

Dan geldt RE [0, IZlll en met beide bovenstaande gevolgen kan men zien dat de rOOks 
absoluut convergeert als Izl < R en divergeert als Izl > R. , 0 

Definitie 1.2.2 Zij {bn}nEN een begrensde rij reele getallen. De limsup van 
deze rij definieert men door 

, lim s~p bn' = lim (sup bk ) • 
n-+oo n-+oo k~n 

Voor reële rijen {bn}nEN 'die niet naar boven begrensd zijn definieert men 

lim sup bn = 00. 
n-+oo 

Opmerking: Voor iedere ilaar boven begrensde reêle rij {bn } nEN is de rij {SUPk~n bk } nEN ' 
dalend. Als {bn } nEN naar onderen begrensd is dan wordt {SUPk2!n bk} nEN ook door , 
dezelfde grens naar onderen begi-ensd. Dus als {bn}nEN ~n begrensde rij is dan is 
{SUPk2!n bk} nEN een dalende begrensde rij. Elke begrensde monotone rij heeft een 
limiet en dus zien we dat elke begrensde rij een (eindige) liDisup heeft. 

Opgave 7 Bewijs de volgende uitspraken. 

i. Als de,reêle rij {bn}nEN een limiet heeft dan geldt limsupbn = lim bn . 
. . ' . n-+oo n-+oo 

ii. Als {a..}nEN en {bn}nEN begrensde reêle rijen zijn met a.. ;::: Oen lim a.. 
. n--+oo 

bestaat, dan geldt 

limsup(anbn) = lim a.. limsupbn. 
n-+oo . n-+oo n-+oo 

Hi. Er zijn begrensde reêle rijen {a..}nEN en {bn}nEN met a..,bn E lk+ zo
danig dat 

limsup(anbn) '# Iim sup a.. limsupbn. 
n-+oo n-+oo n-+oo 

-' 
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We gebruiken de limsup om de convergentiestraal van een machtreeks uit te 
rekenen, 

Stelling 1.2.3 We beschouwen de machtreeks E:=oanzn met an E C voor 
nE N. Zij R de convergentiestraal. 

Als linisup yflanl = 0 dan If- = 00. 
n-+oo 

Als limsup v'lanl =l E 1R+ dan R = i-I. 
n-+oo 

Als limsup v'lanl = 00 dan R = O . 
. n~oo 

Bewijs: We bewijzen alleen het middelste geval. Het is voldoende om divergentie 
voor zEe met Izl > i-1 en convergentie voor zEe met Izl < i-:I te laten zien. 

Eerst Izl ;> i-I. Neem e = i(i -Izl-I). De uitdrukking limsup y'ja,;j = i betekent 
. n~CX) • 

lim sup V'i%i = l, 
n--+oo k~n 

Dus er is een NE E N zodanig dat voor alle n .~ NE geldt 

sup y'jä;j > i - e. 
k;::n ) 

Daarmee is er voor iedere n ~ NE een k ~ n zodanig dat 

V'i%i > l- 2e, 

Voor al deze k, waarvan er dus oneindig veel zijn, geldt 

lakzkl > (l- 2e)k Izl k 
= 1. 

Als de reeks E::'=o anzn convergeeft dan volgt dat lim lanznl = Q. Dit levert een 
. . n-+oo 

tegenspraak en daarmee is bewezen dat de reeks divergeert. 
Nu Izl < i-I, Neem e = i(lzl-I - i). Volgens de ~efinitie is er een NE zodanig dat 
voor n > NE geldt 

en dus geldt y'ja,;j < i + e voor n > NE' Dan volgt 

Omdat tl .. ~+1 < 1 geldt, convergeer~ het bovenstaande rechterlid ~r k -+ 00, Via 
'stijgende begrensde rij heeft een limiet' vinden we dat ~::'=N'+llanznl en dus ook 
dat ~::'=o lanznl convergeert. Het resultaat volgt via 'absolute convergentie impliceert 
gewone convergentie'. 0 

Voorbeeld 1 
00 

Bereken de convergentièstraal van E (~1) n zn! . 
n=O 

00 00 . 

We zien dat E (-1 t zn! = L: akzk wanneer we ak definiêren door 
n=O ' k=O 

ak = 1 als k == n! voor een even n E N, 
ak -1 als k = n! voor een oneven n E N, 
ak = O · an<iers. 

Dan i = lim sup tfia;j = lim sup ViäJ = lim 1 = 1 en dus R = l = l. 
k-+oo k-+oo 1'l;::k k-+oo . 
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Voorbeeld 2 
00 

Bereken de convergentiestraal van L 2n (cos n) zn . 
n=0 

Voor iedere n E N geldt dat 

Inleiding 

I cos nl ~ lJ2 of Icos.(n + I)Î ~ ~J2 of Icos (n + 2)1 ~ ~J2. 
Dat ziet men als volgt. Omdat 1 < ~7T < 2, geldt voor ~edere t ~ IR dat t, 
of t + 1, of t + 2 binnen de intervallen UkEZ [k7T - ;l7T, k7T +;l7T] ligt. Voor x 
binnen deze intervallen geldt Icos xl ~ cos ;l7T = !J2~ . 
D~ . 

. sup {j12k cos kl ~ , sup . {j12k cos kl = 
k2:n . kE{7',nH,n+2} ., ' 

= maX ( v'~ Icosnl, n+{.f2nHlcos(n + 1)1, n+~f2n+2lcos (n + 2)1) ~ , 

~ 2max ( v'lcosnl,v'lcos (n + 1)1, v'lcos (Ti + 2)1) ~ 
, - , 

, ~ 2V~v'2· 
Er volgt : ' 

2 = tim 2 V!.J2 ~ limsup n 12n (cosn)21 ~ tim V'2'ï ~ 2 
n-+oo ' n-+oo , n-+oo . 

en R=, t. 
00 00 00 

Gevolg 1.2.4 De machtreeksen E a,.zn, L na,.zn-l en ~ n~l a,.zn+l hebben 
' . n=0 n=l n=O ' , 

dezelfde convergel1tiestraal. ' 

Opgave 8 ' Bewijs Gevolg' 1.2.4 met behulp van de formule van Cauchy
Hadamard. ----' 

Opgave 9 Bepaal de convergentiestraal 'van de volgende machtreeksen. (op-
klimmende moeilijkheidsgraad) , 

Na onderdeel iii. uit; laat~té opgave kunnen we voor alle zEe de exponentit!le 
functie definit!ren door ' 

cd zn 
, exp(z) = E n!' 

) n=0 ' 

Voor x E IR weten we via de Taylor-reeks dat eX = exp (x) . Men definieert 
voor complexe getaJ,len é = exp (z). " 
Enkele ~dere verw~te oude bekenden zijn de volgende: 
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sinus: 

cosinus: 

sim,lshyperbolicus: . 

sin (z) 

cos(z) 

sinh (z) = 

exp(iz)-exp( -iz) 
2i 

exp( iz )+exp( -iz) 
2 

exp(z)-exp( -z) 
2 

cosinushyperbolicus: cash (z) . 
';"p(z)+exp( -z) 

2 

• Ter hèrinnering:' 
exp (x + iy) = eX (cosy + isiny) : 

= 

13 

f: ~z2n+l ' 
n=O (2n+f)1 , 

~ ~-lF Z2n 
L.J 2n, ' 

n=O 

00 

'" 1 Z2n+l 
L.J (2n+1)! ' 

n=O ' 
00 , L: 1 z2n 

n=O (2n)! . 



) 
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2. DIFFERENTIËREN IN C 

C~ntinuïteit voor complexe functies lijkt nauwelijks te verschillen met conti
. nuïteit voor reële functies. Met enige naïViteit zou men kunnen verwachten dat 
~ ook differentieerbaarheid wel niets nieuws zal brengen. Dit verwachtingspa-. 
. troon zal niet bevestigd worden. 

2.1 De definitie 

Definitie 2.1.1 Zij D een gebied in C en WED. 
De functie 1 : Jj --+ C heet differentieerbaar in wals 

lim 1 (i) - 1 (w) bestaat. 
z-+w z-w 

Als deze limiet bestaat dan schrijven we 1'( w) = lim [(t~L(w) . ' 
z-+w 

Voorbeeld 3 
We onderzoeken waar de functie 1 : C --+ C met 1 (z)= (Rez)2 differentieer
baar is. 
Het differentiequotiënt is 

f (z) - f (w) (Rez)2 - (Rew)2 
= = z-w z-w 

(R R) 
Re z - Rew 

= ez + ew . 
z-w 

. Omdat lim Rez-Rew niet bestaat· z---.w z-w • 

1
. Re(w+h) -Rew 
lm = 

h-+O. W + h - w 
'hER 

1
. Re (w + ih) - Re w 
lm 'h = ih-+O w+t -w . 

hER 

lim -hh = 1, 
h-+O 
hER 

lim ,Oh = 0, 
h-+Ot 
hER 

best~t limz-+,w [(zl-~(w) niet à.ls limz-+w (Rei + Rew) =f. o. Met andere woor
den, 1 is niet differentieerbaar in w als Re w =f. O. 
Als Rew = 0 dan geldt limz-+w (Rez + Rew) = 2R~w = 0 en er volgt uit de 
begrensdheid van Rez-Rew dat lim [(z)-[(w) = 0 Merk op dat Rez-Rew 

z w z-+w zw · z w 
inderdaad begrensd is: , 

I
Rez - Rew 1_ IRe (z - w)1 1 11-1. - I I::; voor a e z ï W. z-w z-w . 

Bovenstaande 1 is dus alleen differentieerbaar op de imaginaire as. .-----' 

15 
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Opgave 10 Laat Zien dat de functie f : C ~ C gegeven door f (z) = z in 
geen ènkele wEe differentieerba,a; is. " ---' 

Opgave 11 Laat zien dat de functie f : JR2 ~ JR2 gedefinieerd door f (x, y) = 
(x, -y) voor alle (a,b) E JR2 differentieerbaar is. Gebruik hiervoor de definitie 
van rerel differentieerbaar1 . ~ 

De beidè laatste opgaven laten zien dat er een groot verschil is tussen dif
ferentieerbaarheid voor functies' van JR2 naar JR2 en differentieerbaarheid voor 
functies van C naar C. 

Opgave 12 Bepaal alle w E C WMr de functie f : C ~ C gegeven door 
f (z) = Izl2 diff~rentieerb~r is. ---.:.i 

Opgave 13 In een opgave in het eerstejaarsvak analyse wordt gevraagd om 
te bewijzen dat de functie r: IR ~ IR gedefinieerd door 

f(x):::;: . 
{ 

exp (-x\-) I voor x # 0, 

. 0 voor x = 0, 

(rerel) differentieerbaar is in q. Is de functie f :. C ~ C gedefinieerd door 

f(z) ~{ e

o 
xp (-~) . voor z i= 0, 

voor z '= 0, 

(complex) differentieerbaar in O? 

Definitie 2.1.2 Zij G een gebied in C en zij f een functie van G naar C. 

• f heet analytisch op G àls f differentieerbaar is in ieder punt van G. " 

• f heet analytisch in zEG als er r > 0 bestaat zodanig dat f analytisch 
op Br (z) is. 

In plaats van analytisch wordt ook wel ,de term holomorf gebruikt. 

Voorbeeld 4 . . . . . 
De functie f: C ~ C met f(z) = (Rez)2 is differentieerbaar in z 'voor zE iJR 
maar in geen enkele z E C analytisch. Zie het vorige voorbeeld. ---' 

1 De functie I : R" -+ Rm heet differentieerbaar in w E R" als er een lineaire afbeelding 
DI", : R" -+ Rm bestaat zodanig dat 

lim I/(w+h)-/(w)-DI",hl =0. 
/:ëR9. , Ihl . 

De matrix voor DI", heeft ~ (w) op plaats ij ,. 
, 



I 

I 

I 
I 

~ polynoom 

~ rationale 
functie 

De definitie 17 

De samenstellingsregels voor de complexe afgeleide zijn zoals voor de rei:!le . 
afgeleide. . 

Stelling 2.1.3 Als I, 9 : C - C differentieerbaar zijn in z, dan zijn 1 + g, 

·1· g, L (mits 9 (z) f:. 0) en log' differentieerbaar en gelden 
9 . . . 

I 

somregel , (f + g)' (z) = I' (z) + g' (z), 

productregel (f . g)' (z) f' (z) . 9 (z) + 1 (z) . g' (z) , 

quotiëntregel (~)' (z) = 
I' (z) . g(z) - 1 (z) . g'(z) 

(9 (z))2 
. mits 9 (z) f:. 0, 

kettingregel (f 0 g)' (z) = (f'og).<z) . g'(z). 

Bewijs: Analoog aan het rei:!le geval. o 

Onmiddellijk uit de definitie volgt dat de functie 1 : C - Cmet 1 (i) = z 
~alytisch -op C is. Als gevolg van som- en product regel vinden we vervolgens 
dat iedere polynoom, dwz. een functie p: C - C van de vorm 

p(z) = ~ + alz + ... + anzR met G.i E C, 

analytisch op Cis. 
Gebruiken we ook de quotii:!ntregel dan vinden we dat iedere fY!.tionale functie, 

. dwz. een functie van de vorm 

r(z) = Pl (z) 
, P2 (z) 

waarbij Pl en P2 polynomen zijn, analytisch is op C\ {Zl, Z2,···, im}. Hierbij 
is {Zl,Z2' ... ,zm} de verzame~ng complexe getallen\vaarvoor geldt P2 (z) = o. 

Opgave 14 Aan welke eisen voldoen de coi:!fficii:!nten van de functie 1 : C - C 
met 

1 (x + iy) = a + blx. + ~y + CllX
2 + Cl2XY + c22y2 

als 1 een differentieerbare functie in 0 is? . 
En als 1 een analytische functiè op Cis? 

Opgave 15 Het polynoom p heeft een nulpunt Zo.Laat zien dat de functie 

{ 

p (z) . 
( ) 

--, voor Z f:. Zo, J. 
rz= Z-Zo , 
_ p' (ZO) . voor z = Zo, 

differentieerbaar is op geheel C. 
Als Zo een tweevoudig nulpunt is kan. men dan c zodanlgkiezen dat 

-{ p(z) . voor z f:. Zo 
, q (z) = (z - Zo)2 ' 

. c voor z = Zo, 

differe~tieerbaar is op geheel C? Motiveer ~ , 

) 
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2.2 Machtreeksen en differentieerbaarheid 

Nadat we de differentieerbaarheid van polynomen en rationale functies gezien 
hebben is de volgende stap de differentieerbaarheid van functies die · in de 
vorm van een machtreeks zijn te schrijven. Gevolg 1.2.4 heeft daarvoor al 
voorbereidend werk gedaan. 

Stelling 2.2.1 Zij E:=o ànzn met àn E C een machtreeks met convergentie-
straal R. Definieer de functie f : BR (0) -+ C door . 

n=O 

Dan is f analytisch op BR (0) en v~or allez E BR (0) geldt 

·00 

!' (z) = L nan z.n -
1

. 

n=l 

Opmerking: Simpel gezegd: voor zEe met Izl < R geldt 1.. (2:::'=oan Z
n ) = 

2:~ (fzanzn) . Omdat zowel de afgeleidealB de oneindige som door limieten 'gede
finieerd zijn kan men deze volgorde niet zonder meer omdraaien. 

Bewijs: We zullen laten zien dat f differentieerbaar is in wEER (0) met afg~leide 
als boven. Dat Is hetzelfde als te laten zien dat er voor alle e: > 0 een 6 > 0 bestaat 

. zodanig dat . 

als Iz - wl < 8 dan I f(z; = ~ (w) ~ ~ nanwn- 1
1 < e:. (2.1) 

Volgens Gevolg 1.2.4 weten we dat 2:::'=1 nanzn-l convergentiestraal R heeft. Neem 
61 tussen 0 en R - Iwl. Voor Iz- wl < 81 en dus Izl < R geldt: . 

f(z)-f(w) _ ~nanwn-l= 
z-w ~ 

. n=1 

~oo . n ~oo n 00 . 

= LJn-o anz - LJn-o anw . _ ~ nanwn;-I = 
z-w ~ . 

n=1 

(alle limieten hier bestaan dus ook de limiet van de som) 

= Êan (zn - w
n 

_ nwn-~) + f: an (zn - w
n

) _ . f: annwn- I (2.2) 
n=O z-w " ·n=N+I ' z-w n=N+I . 

Elk van deze drie UitdrukkingenkuDnen we kleiner dan ie: krijgen door N groot 
genoeg en Iz - wl klein genoeg te nemen. Dat zien we als volgt. . . 
Omdat .. :=:;n = zn-I + zn-2w + ... + zwn- 2 + wn-I volgt dat 

., 
. I 



• 

~ Cauchy
Riemann- : 
vergelijkingen 

Cauchy-Riemann 19 

Omdat (Iwl + 151), <, R geldt, is de reeks n~1 n lartl (Iwl + Ólt-
1 convergent en dus 

bestaat er ~n N zodanig dat 

00 

. L . n lanl (Iwl + Ólt-
1 < ie, 

n=N+l 
Ook geldt dan dat 

I f an nwn
c-

1 1:::; f n lanllwln -
1 < ie, 

n=N+l n=N+l 

Met (2,2) (blijft er over dat 

I f(Z~ = ~(w) _ f~tanwn-ll <ltan(Z: = :n _ nwn~l) I +ie +ie, 
n=l . n=O I , 

Omdat rest (z, w) := l:~=o an (z:=:" - ";'wn-1) slechts eindig veel termen bevat en 

omdat limz --+w
z:=:" = nwn - 1 bestaat er 152 > 0 zodanig dat voor li - wl < 152 geldt 

dat Irest (z, w)1 < ie, Door 15 = min (151) 152 ) te nemen hebben we aan het gevraagde 
in (2.1) voldaan. 0 

Als gevolg vinden we dat bijvoorbeeld de exponentiële functie, de cosinus en 
de sinus analytisch zijn op C. Gebruiken we de quotiëntregel dan vinden we 
dat de tangens analytisch is 'op C\ nZ. . 

Opgave 16 Bewijs deze laatste uitspraak. 

2.3 ' Cauchy-Riemann 

Het grote verschil tussen differentieerbaar in IR (IR2) en C zien we met de 
volgende stelling. 
Voor de formulering hebben we enkele afspraken nodig: D is een gebied in C 
en bij een functie f : D -+ C definiëren we twee reële functies u, v : Va -+ IR 
door 

u (x, y) 
v(x,y) 

= Re j (x + iy) , 

Imf(x+iy) . 

Dus f(x +iy) = u(x,y) +iv (x,y) voor (x,y) EDR. 

Stelling 2.3.1 (Cauchy-Riemann) Zij f, u, v,D en Va, als boven en neem 
(a, b) EVa. Dan zijn de vólgende uitspraken equivalent. 

i. f is (complex) 1ijJerfmtieerbaar in a + ib; 

ii. u, v zijn (reëel) dijJere,ntieerbaar in (~, b) en bovendien geldt 

u'" (a, b) = vy (a, b) , 
v", (a, b) . -Uy (a, b) . (2.3) 
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De tWee vergelijkingen in (2.3) heten samen de Cauchy-Riemann-diJJerentiaal~ 
vergelijkingen. 

Opmerking: AIs z ...... 1 (.~) complex differentieerbaar 'is en x ...... 1 (x + ill) en 
y ...... 1 (x + iy) rellel differentieerbaar zijn, dan volgt 

Dus 

,8 
,8x l (x+iy) 

8 ' 
ayl (x + iy) 

I'(x+iy) 8(X
8
:iY)=I'(X+iY), 

1'( +' ) 8(x+iy) - '1'( + ' ) x , lY ay - l X ly, 

!I (x +iy) = i :xl(x + iy) 

en door hetrel!le, respectievelijk imaginaire deel hiervan te nemen krijgen we de ( .' 
Cauchy-Riemann vergelijkingen; Misschien helpt dit als ~lsbruggetje. Het eerste 
deel van het bewijs volgt overigens dit spoor. 
Met u en v .als boven vinden we dan dat 

!' (x + iy) = u.; (x, y) + iv", (x, y), 

Bewijs: i ,~ ii. Stel I is differentieerbaar in a+ib. Volgens onze notatie hebben we 

_u(,-x.:...' b..:..,) _-_u.",,(a..:.., .... b) + i v(x"b) - v(a, b) = I(x + ib) - I(a + ib) . 
x~a x-a x-a 

Omdat lim !(",+ib)- f(a+ib) == lim f( .. )-f(a+ib) = !' (a + ib) volgt dat 
Z_Cl ZG ' .a: ...... a+ib % a . 
"'ER , , , 

u'" (a,b) = lim u(x, b) ..,. u(a, b)= Re I' (a + ib) , . 
:Ëi ' x-a . 

v", (a,b) = lim v(x, b) - v(a, b) = Im I' (a + ib) , 
~ËR x-a 

Ook hebben 'we 

u(a,y) - u(a, b) . v(a, y) - v(a,b) .J(a +iy) - I(a + ib) , . + l = t.:...!..--"-'----''-'--~~ 
y-~ y-b . ~-~ 

en er volgt dat 

Uil (a, b) . lim u(a,y) '~u(a,b)~Reil'(a+ib) = -Im/'(a+ib), 
v-b y - b .-
liER 

VII (a, b) == . ~ v(a,y) - :,(a, b) = Im il; (a ~ ib) = Re!' (a + ib) . 
:~ y- , 

Combineren leVert u'" (a, b) = VII (a, b)en v'" (a, b) = -Uy (a, b) . Tenslotte vinden we 
met 

111. (:t, y) - u (a, b) - (ai - a) u", (a, b) - (y ~ b) Uil (a,b)1 
I(x, y)- (a, b)1 

= IRe (I (x + iy) - I(a +ib) ~ (x - a) I' (a + ib) - i(y - b) I' (a+ib»)1 < . 
, . . I(x,y) ~ (a,b)1 " -

~ I/(X+iY) - I(a+ib) ~ (x+iy.-a-ib)!'(a+ib)l' 
, ,x + ly - a - lb f 

• 
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dat 

lim Iu (x, y) - u(a, b) - (x - a) u'" (a, b) - (y - b) Uil (a, b)1 = O. 
("',II)-->(a,b) . I(x, y) - (a, b)1 

Volgens de definitie is .u (reêel totaal) differentieerbaar in (a, b). Op analoge wijze 
vindt men dat v (reêel totaal) differentieerbaar is in (a,b) . 0 

B .. . . . H' li'k [(z)-[(a+ib) t (b) + . ( b) eW1Js: tt =} t. vve verge J en z ' (<>+ib) me u", af t~", a, : 

f(z)-f(a+ib) ( . ) 
( 'b) - U", (a, b) + tv", (a, b) = 

z~a+t . , 

(u(x,y)-u(a,b»)+i(v(x,y)-v(a,b») ' . ' . ~ 
= (). . (b) - u", (a, b) - tv", (a, b) -x-a+ty- . 

(na enig rekenwerk) 

= (~~~~~if:-:l. (U(X,y) - u(a, b) - (x ~ a) U", (a, b) + (y - b) v", (a, b) ) + 

+i (~~aï~~;(:~~)2 (v(x, y) - v(a, b) - (x - a) v", (a, b) - '(y - b) u", (a, b) ) -= 
(gebruik nu de Cauchy-lliemann-vergelijkingen en herschrijf de noemer) 

= ",-a-; -b (U(X'Y)-U(a,b)-(~-a)U",(a,b)-(Y ~ b)UII(a,b») " 
• • + 

(",-a) +(II-b) y(x _ a)2 +(y _ b)2 . . 

.' ",-a _; -b. (V(X' y) - v(a, b) - (x -:- a) v", (a,.b) - (y - b) VII (a, b») ' 
+t • • . . 

(",-a) +(II-b) y(x _ a)2 + (y _ b)2 .. . 

De definitie van reêle (totale) differentieerbaarheid zegt dat u differentieerbaar in (a, b) . 
betekent dat 

lim u(x,y) -u(a,b) - (x - a) u'" (a,b) - (y - b)ulI (a,b) = 0 

("' ,II)-->(a,b) . J(x - a)2 + (y _ b)2 . . 

en v differentieerbaar in (a, b) dat . 
. . 

lim v(x, y) - v{a, b) - (x - a) v'" (a, b) - (y - b) VII (a, b) = O. 

("',II)-->(a,b) J(x _ a)2 + (I, - b)2 

Met de begrensdheid van -:7F~~~~ 

. f(z)-f(a+ib) . . 
lim. ('b)- (u", (a, b) + tv", (a, b» = O. z-->a+,b' Z - a + t 

Anders gezegd, f is differentieerbaar is in a + ib en bovendien geldt 

f' (a + ib) = u'" (a,b) +iv", (a,b). 

Opgave 17 ' We beschouwen de functie f : C -+ C met 

voor z =I- 0, 

voor z = o. 

o 
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L . Gebruik de differentieerbaarheids an machtreeksen en. de samenstellings
regels .voor de afgeleide om te bewijz~n dat f analytisch is op C\ {O} . . 

ii. Laat zien dat u(x,y) = Ref(x+iy) en v (x,y) = Imf(x+iy) ook in 
o aan de éauchy-Riemann vergelijkingen voldoen. 

iiL Laat zien dat f niet differentieerbaar is in 0. 

ivo Aan de Cauchy-Riemann-vergelijkingen in ° is voldaan en toch is f niet 
differentieerbaar in 0. Wat is 'hier aan de hand? 

. Opgave 18 Laat zien dat de functie z I--t In Izl in geen enkel punt van IC\ {Ol 
differentieerbaar is. ---1 

I 

Opgave 19 Waar of niet waar? Motiveer het antwoord~ 

. i. Als f differentieerbaar is in 0 dan is f analytisch in 0, 

ii. Als f analytisch is in 0 dan is f differentieerbaar in O. 

. iiL Als f in elk punt van het gebied G differentieerbaar is en wEG dan is 
f analytisch in W. 

ivo Als u(x,y) = , Ref(x+iy) èn v(x,y) = Imf(x+iy) partieel (reëel) 
differentieerbaar zijn en aan de Cauchy-Riema:nn vergelijkingen voldoen 
in (0,0), dan is f analytisch in O. 

V. Als u(x,y) = Ref(x+iy) en v (x,y) = Imf(x+iy) partieel (reëel) 
differentieerbaar zijn en aan de Cauchy-Rlemann vergelijkingen voldoen 
in (0,0), dan is f (complex) differentieerbaar in O. 

vi. Als u(x,y) = Ref(x+iy) en v(x,y) = ~mf(x+iy) (t<.>taal reëel) dif
ferentieerbaar zijn en aan de Ca~chy-Riemann vergelijkingen voldoen in 
(0,0), dan is f (complex) differentieerbaar in O . 

. vii. Als f analytisch is in 0, dan zijn er minstens twee punten waar f dif
ferentieerbaar is. 
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3. INTEGREREN IN C 

3.1 De integraal over 'een kromme 

Defipitie 3.1.1 Zij 1'.(-) : [a,bJ -+ IC een gladde kromme zodanig dat 1'[a,bJ 
geheel ligt binnen het gebied G c C. Voor f : G -+ IC een continue junctie 
noemen we 

! f(z) dz~ l b 

f(1'(t)) 1"(t) dt . (3.1) 
'Y . 

de integraal van f over de kromme 1'. 

De integraal van f over de kromme l' wordt ook wel de contour-integraal van 
f ' over l' genoemd. 

Merk op uit de continuiteit van f en de gladheid van l' volgt dat de functie 
t 1-+ f (1' (t) ) i (t) continu is. 

Opmerking: We hebben in (3.1) nog steeds een complEl?Ce integraal. Door voor 
9 : [a, b]-+ IC af te spreken dat 

l
b lb . ·rb 
a g(t)dt= a Reg(t)dt+i Ja Img(t)dt 

zijn we terug bij integralen van .reêle functies. 

Hulpstelling 3.1.2 Zij G een gebied en f : G -+ IC een continue junctie. Als 
1'1 en 1'2 gladde enk,elvoudige ~rommen binnen G zijn, zeg 1'1 : [a,bJ -+ IC en 
1'2 : Ic, dj -+ IC met 

i. dezelfde beeldverzameling: K = 1'1 [a, bI = 1'2lC, dj , 

ii. de beeldverzameling K wordt door 1'1 en door 1'2 . in gelijke richting door
lopen: 

. dan geldt dat .. 

! f(z) dz = ! f(z) dz. 

'Y2 

23 
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Een voldoende voorwaarde voor de eisen i en ii is het bestaan van een stijgende 
continue functie {3 : [a, bl --+ Ic, dj met (3 (a) = c en (3 (b) = d zodanig dat 
')'1 (t) = ')'2 ({3 (t)) voor allé t E [a, blo 
Bewijs: Het bewijs van deze hulpstelling in het algemene geval is behoorlijk tech
nisch en zullen we achterwege laten. Als de hierboven genoemde functie (J differen
tieerbaar is dan volgt deze hulpstelling uit de substitutieregel voor reiHe integralen: 

j I(z) dz - l b 

I (-rl (t)) 'Y~ (t) dt ~ l b 

1(1'2 ((J(t))) ~ ((J(t)) f3'(t) dt = 
1', 

l
AA . . . l d j. 

.. Ih2(S))~(s}ds= 1(-r2(S))'h(s)ds=r I(z)dz. 
(3(a) . c 

. . 1'. 

o 

Hulpstelling 3.1.3, Zij G een gebied en f : G --+ IC een continue functie. Als 
l' : [a, b] --+ IC een gladde kromme binnen G is dan geldt: 

i. f j(z)dz ~ f:ll(')'(t)) 1"(t)1 dtj 
'Y 

ii. [[. f (Z). .dz :$ max I f (z) Ilengteb) . 
" zE"([a,b) . 

Bewijs: N~em e = J I (z) di. Als e =:= 0 dan zijn beide uitsprake,n juist. Voor e '" 0 .. 
l' . 

vinden we d&t 
· b 

le I2 =ce=cjl(z)dz= jC1(z)~z= jCI('Y(~))i(t) dt. 
l' l' a 

Omdat lel2 reêel is geldt dat 

Via Rea :::; lal voor a E IC en een ongelijkheid voor reêle integralen 

b b 

j J!te (cl (1' (t)) 1" (t)) dt:::; j Icl ('Y(t)) ~'(t)1 dt, . 
a a 

vinden we 
b 

lel2 slcl j I I (1' (t)) 1" (t)1 dt . 
a 

en na door lel = Icl gedeeld te hebben volgt de eerste .uitspraak. 
De tweede uitspraak volgt uit de eerste met de schatting 

I f('Y(t)) I $ max I/(z)1 voortE[a,b] . 
.. zE"([a,b) 
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. Dit maximum hangt niet van t af en dus 
' b 

!f(i)dZ ::; jlf(ïtt») ï'(t)1 dt::; 
a 

b . 

::; max IJ (z)I! h' (t)1 dt = max IJ (z)llengte (ï)· 
.. zE")'[a,b] zE")'[a,b] 

a 

Voorbeeld 5 

. We berekenen J f (z) dz voor f (z) = ~ èn , : [0,27r] -+ C gegeven dq~r 
"Y 

,Ct) = cost+isint 

Dan 

1 
. j21r 

")' fez) dz = Jo (cost+isint) (-sint+icost) dt = . : 

[21r ' . 
~ Jo (cost-isint) (~sint+icost) dt= 

121r . 

= i (sin2 t + cos2 t) dt = 27ri. 
o . . 
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Opgave 20 . 

i. Bereken J ±dz voor, : [0,7r] -+ C met, (t) = 4 sin t ~ 4i cos t. 

")' 

ii. Bereken J ±dz voor, .: [':"2,2] -+ Cmet , (t) = 4 - t 2 +it~. 
"Y . 

Hint: bereken I, (t)1 en t~ken de beeldverzameling. 

Hulpstelling 3.1.4 Zij G een gebied in C, f :, G -+ C éen continue functie 
. en, : [a, b] -+ C een gladde krorrune met, [a, b] c G. 
Als er een analytische fmictie F : G -+ C bestaat met F' = f op G dan geldt 

J fez) dz = F ("(b» - F ("(a». 

"Y 

Bewijs: . Schrijf F b(t» = u (t) + iv (t) met u, ~ E Cl ([a, b] ; lR) en gebruik 
b . , 1 ftu (t) dt = u (b) -u (a) 

en het analogon voor v. Via ·ftF b (t» = f b (t».'"'(' (t) dt vinden we 

jf(Z)dZ= l b 

ftF(-y(t» dt=F(ï(b»-F(ï(a». 
")' . 

o 
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Gevolg 3.1.5 Zij G een gebied in C, f : G -+ C ' een functie en -y : [a, b] -+ C 
een gesloten gladde kromme met -y [a, b] C G. 
Als er een analytische functie F : G -+ IC bestaq.t met F' = f op G dan geldt 

/ f(z) d; = 0·. 

'Y 

Voorbeeld 6 ( . 1 . 
De functie f: G -+ IC is gegeven door f (z) = ..... 2 op G = IC\ {Ol en de kromme . z 

door 

-y(t) = 1+2cost+isint. 1 

Bereken ' 

/ f(z)dz . . ' {(I + 2cost,sint); 0 ~ t ~ 21r} 

'Y . 

Omdat f = F' op G voor F (z) = -1 . en' omdat -y een gesloten kromme is . . z 
vinden we 

If(z) dz= O. 

'Y 

Ook door rechtstreeks uitrekenen zien we 

/ /

211" 1 . [-1] 1
2

11" . -1 -1 
f(z) dz= (-y(t))21(t) d~= -y(t) t=O = -y(21r) - -y(0) =0. 

'Y . 0 

Voorbeeld 7 . 1 
Bereken f f (z) dz voor de functie f : G -+ C gegeven door f (z) = - op 

'Y I . z 
G = C\ {Ol en dezelfde kromme -y als hierboven, namelijk 'y : [0,21r] -+ C met 
-y(t) = 1 + 2cosH-isint. . . 
Op JR.\ {Ol kennen we een primitieve, voor ~ namelijk In lxi. Men zou In Izl 
als primitieve op G == IC\ {Ol kunnen proberen maar helaas is de functie · 
z 1-+ In Izl niet (zelfs nergens) complex differentieerbaar. Voorlopig zou men 
f'Y f (z) dz rechtstreeks k~eIi uitrekenen. De berekening is vervelend .en een . 
oude Maple-versie loopt zelfs vast bij de berekening. De nieuwste Maple-verSie 
komt wel met het goede antwoord: . 

211" 

= / ( 2sint+3sintcoet + i 2±coet ) dt M!p1e 0 + i21r 
2+4coet+3coe2 t 2+4coet+3coe2 t - . 

o 
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Opgave 21 We definiëren de functie Ln : C\ ( -00, OJ -+ C door 

Ln (z) = In Izl + i (arg (-z) - 1T) . 

i. Laat zien dat 

Ln (x) = In x voor x E'1R+. 

ii. Laat zien dat' voor elke x E jR- geldt dat · 

limLn (x + iy) = limLn (x + iy) + 21Ti. 
y!O Y10 . 

iii. Laat zien dat 

exp (Ln (z)) = z voor z E C\ (-00, 0]. 

ivo Laat zien dat Ln analytisch is op C\ (-00,0] en dat 

1 
Ln' (z) = - voor z E C\ (-00, 0]. 

z 

27 

(3.2) 

De functie Ln : C\ ( -00,0] -+ . C gedefinieerd in (3.2) is een analytische uit
breiding van de reële In tot C\ ( -00,0]. Men kán laten zien dat deze voor 
C\( -00,0] de enig mogelijke is. Omdat de Ln bij de negatieve reële as een 
sprong vertoont kvnnen we die 'snee' niet overbruggen. Wel kan men ander~ 
analytische uitbreidingen van de In definiëren. Bijvoorbeeld . 

Ln*(z) = In Izl + i (arg (-iz) - !1T) 

is een analytische uitbreiding van de In-functie tot C\ [0, ioo) . 

Voor z E {C\ {Ol j argz < !1T of argz> 1T} geldt Ln (z) = Ln* (z) . 
Voor z E {C\ {a} j !1T < arg z < 1T} geldt Ln (z) =s Ln* (z) + 21Ti . . 

Opmerking: Een andere manier om deze de In uit te breiden is om deze ais 
meerwaardige functie uit te beschouwen. Men bekijkt In als zogenaamd Riemann
oppervlak: de grafiek van z -+ In (z) laat men een oppervlak in C x C bE)Schrij"!ln: 

{(z,Inlzl +iarg(z) + 2k1Ti) jZ E C\{O} ,k E Z} .· . 

Om een functie van C naar C te tekenen hebben we vier dimensies nodig. 
Dat lukt niet. Wel kunnen we afzonderlijke grafieken van het reële en van 
het imaginaire deel laten tekenen. Hieronder staan de grafieken van z t-+ 

lm (In (z» = arg (z) en z t-+ lm (In Izl + i arg (z) + 2k7Ti) met k E Z. 
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10 

10 

/ 

. 
De grafiek van z ~. ImLn (z) gebruikt één etage van de lliemann-parkeergarage . 

. Voorbeeld 8 
Het vorige voorbeeld laat zich met minder rekenwerk behandelen. We bereke- ' 
nen opnieuw J.J(z) dz met l(z) = ~ en '1 : .[O,27T) - C met 'Y(t) = 
1 + 2 cos t + i sin t. Men laat zoals in de vorige opgave zien dat · F (z) = 
Inlzl +iarg(z) een analytische run:ctie op C\ [0,00) is met F ' (z) =!. Omdat. . . ' z 
J continu is op 7 [0, 27T] . volgt 

21r-€ 

.Jf(z) dz = lim J ~()7 (t) dt. 
. .€!O '1 t . 

. "Y € 
, . 

Omdat '1 Ie, 27T ~ el c C\[O, 00) ,geldt volgens Hulpstelling 3.1.4 dat 
21r-€ 

J ~()7 (t)dt = Fb (27T - e)) ~ Fb(e)) = 
7 t · . 

= In 1'1 (27T ....:. e)1 + i arg.(7 (27T - 'e)) -In h (e)l- i arg b (e)) . 
, ' 

Tenslotte vinden we f f(z) dz= 

= lim (In h (27T - e)1 + i arg (7 (27T - e)) ~ In 17 (è:)I- i arg b (e)))' = 
. €!~ . . . 

= 3+ 27Ti -:- 3 - 0 = 27Ti. 

Opgave 22 Een primitieve van :i-l berekent men via breuksplitsing. Inder-
. 1 1 1 l ' l ' 1 l' daad vindt men via .,Ll = "2x=r - "2 .,+1 de ·functie "2 In Ix - 11 - ~ In Ix + 11 

als~~~~ , 
. Gebruik de (compleJÇ:e) breuksplitsing van .,:t+1 en de Ln uit de vorige opgave 
om bij .,2~1 een primitieve te vinden (dè afgeleide van arctanx even vergeten). 
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3.2 HQofdstelling van de complexe integratie 

Stelling 3.2.1 Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied in IC en f : G --. IC 
analytisch op G. Als 'Y een gesloten gladde kromme binnen G is, dan geldt 

J fez) dz =.0. , 

r 

Bewijs: Allereerst wor,dèn enkele, vereenvoudigingen gemotiveerd: (We geven ~een 
bewijs dat deze vereenvoudigingen geoorloofd zijn.) 
1) We nemen aan dat "r' een Jordan~kro~e is die linksom doorlopen wordt. -
2) De functie fis . analytisch en -dus continu op G en de kromme 'Y is glad. Dan is 
het mogelijk om bij -iedere ê > Ö de kromme 'Y te benaderen met een kromme 'Y., die 
bestaat uit een eindig aantal rechte lijnstukken en wel 'zodanig dat 

J f (z) dz ~ J f (z) dz < ê . 

"I, ' ''I. 

Het ' is dan vqldoende om te laten zien dat J f (:z ) dz = 0 v~or krommen' 'Y die 

, ' ''I 
aan ,de voerwaarden van de stelling voldoen maar die bovendien bestaan uit 'een , 
aaneenschakeling van rechte lijnstukken. 

3) We kunnen het binnengebied van zo'n 'Y opvUllen niet een eindig aantal driehoeken. 
Omdat G enkelvoudig samenhangend is behoort het binnengebiedvan de kromme tot 
G. Laat 'Yl" " ,'Yn de randkrommen:van deze driehoeken beschrijven alle linksom 
lop~d. Omdat integraien oVer gemeenschappelijk randen wegvallen ziet men 

) 

J fez) dz =t J f(z)dz . 
"I k=1 "10 

Het is daarmee voldoende om t~ bewijzen dat J f (z) d; = 0 voor 'Y die de rand van 

"I 
een driehoek beschrijven. 
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We bewij~n uit het ongerijmde. Stel dat . . 

IJ-r I(z) dzl = f> 0, 

waarbij 'Y de randkromme is van een driehoek met ' 
diameter r. We gaan de driehoek in vier gelijk ' 
grote delen splitsen en noemen de linksom lopende 
randkrommen 'a,'Yb,'Yc"d ' Omdat de integralen 
over de gemeenschappelijke ' randen opnieuw weg
vallen zien we 

J 1 (z) dz = J 1 (z) dz + J 1 (z) dz + J 1 (z) dz + J 1 (z) dz . 
-r ~ ~ , ~ ~ 

Ouidat IJ 1 (z) dzl' ~ J is er mi:llstens één, n~m die 'YI, met IJ 1 (z) dzl ~ :V 
'Y .. • ;1 . 

We nemeI). deze en splitsen die opnieuw in vier gelijk grote delen. Deze kleinere 
, driehoeken worden opnièuw van vier randkrommen voorzien. Voor een van deze rand-

krommen, noem die 'Y2, geldt IJ -r2 f (z) dzl. ~ -bJ. ~nzovoort . . We vinden een rij , 

bI,'Y2,'Y3," '} zodanig dat ' 

(3.3) 

Bovendien (uit de volledigheid van C) is er een Zo die op of binnen elk van deze 
krommen 'Yk ligt. Nu gebruiken we de aanname 'dat f differentieerbaar is en wel 
voor z = zo. VolgenS de definitie is er voor iedere é > 0 een 8 > 0 'zodanig dat voor , 
Iz ..:. zol < 8 geldt dat ' 

'. 
1I (z) - f (zo) - (z - Zo)!' (zo)1 ::; ê Iz - Zol· 

Neem 8 > 0 die deze afschatting geeft voor ê = if:.r , en neem k zo groot dat f,;r < 8. 
(Deze keuzes lijken uit de lucht te vallen maar blijken aan het einde het resultaat te 
leveren.) Het beeld van de kromme 'Yk ligt zo geheel binnen afstand 8 van Zo' 
Met ,de schatting 

Jg(z) dz ::;'lengteC'Y) max Ig(z)l ' 
zEbeeld-r 

, (304) 

, -r 

(zie HUlpstelling 3.1.3) volgt dat 

! , 

J 1 (z) - f (zo) - (z - zo)!' (zo) dz ::; lengte C'Yk') ê max Iz - zol ::; 
, zEbeeld-r. ' 

. J '( 1 )2_ ::; 'Je( diameter ('Yk))2 = 3 4r2 2k r -

= ~ (-b J ) < -bJ. 

Omdat de functie z f-+ f (Zo) + (z - zo) f' (zo) een primitieve heeft, nl. z f (zo) + 
!(z - ZO)2 f' (zo) weten we uit Hulpstelling 3.1.4 dat ' 

I 1 (zo) + (z - Zo)!' (zo) dz = 0 

-r. 
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en dus volgt 

J f(z} dz J f (z) - f (zo) - (z - zo)!' (zo) dz <;f,;J. 
"Ik "Ik 

Dit laatste is een tegenspraak met de rechterzijde van (3.3) . . o 

Zonder een bewijs geven we een uitbreiding van de integraalstelling van Cauchy 
voor krorrunen di~ de rand va~ G snijden. 

Stelling 3.2.2 Zij G een gebied in C, f : G -+ C continu op G en analytisch 
op G. Als'Y een gladde Jordan-kromme is, zodanig dat het binne'[l,gebied tot' G 
behoort, . dan geldt 

J f(z) dz = O. 

'Y 

3.3 Het Residu 

3.3.1 Definitie en gebruik 

o 
Allereerst spreken we de volgende verkorte notatie af 

f f (z) dz :~ J f (z) dz 

Iz-wl=r 'r 

met 'Y: [0; 211"J .-+ C en 'Y (t) = w + reit . 

Definitie 3.3.1 ZijG een gebied in C met w EG. Voor f : C\ {w} -+ C een 
analytische functie dèfinieert men het residu van f in wals volgt. 
Neem r > 0 zodanig dat Br (w) ,C G. Dan 

, 1 , f 
{Res f (z)} z=w = 211"i f (z) dz. 

Iz-wl=r 

Opmerking: In deze definitie ligt r niétVast. Elke 
voldoend kleine positieve r lijkt men te mogen ki~n. Dan 
zijn er twee mogelijkheden: I} , een onzinnige definitie; of 2}, de 4ttegraàl 
J"I f (z) dz hangt niet van r af voor kleine r. De integraalstelling van 
Cauchy laat zien dat de integraal inderdaad niet van (kleine) r afhangt. 
Hiervoor integreert men over een kromme 1'1 rond w waar:van het beeld 
er als links uitziet. Omdat f een anruytische functie op het inwendige 
van deze kromme 1'1 is, geldt 
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L f(z)dz = 0 .. 

"" . 
Nemen we de reChte zijden van het kanaal 'op e!kaàr' dan valt deze ' bijdrage aan de 
integraaJ. vJeg . . Er resteert met r, < r2 dat 

f f (z) dz - f f (~) dz = 1 f (z) dz ~ (). 
Iz-wl=r, îz-wl=r. "" 

. Voorbeeld 9 
Bereken. {ReS ~ } z=o " 
Omdat de fuJlctie z 1--+ ~ analYtisch is op C\ {O} mogen we iedere r > 0 nemen 
om het residu te berekenen. . 

Voorbeeld 10 
• Zij nE N met: n ~ 2 . . Bereken {Res z~ L=o' 

De functie z 1--+ z~ is analytisch op C\ {O}. 

'{Res :} . 
z z=o 

1 f 1 1 127r 
1 . -dz = ~2' ( 't)nie'tdt = 27ri zn 7r2 t=o e' . 

Iz-ol=1 

= 2. f27r e(1-n)itdt = 2. [' . 1 :e(1-n)it] 1
27r 

= 0 
. 27r Jt=o . . '27r (l-n). t=O 

De 'kanaal-truc' die in de laatste ' opmerking ~ebruikt is kunnen we verder 
uitbuiten. Deze uitbreiding van de Integraalstelling van Cauchy zullen we. als 
afzonde,rlijke stelling formweJ:'en. . 

Stelling 3.3.2 Zij Geen enkelvoudig samenhangend gebied in Cen laat'Y een 
linksoml lopende gladde Jordan-kromme binnenG zijn. Stel dat er een eindig 
aantal punten {Wk}~=1 ' C Gzijn zodanig dat f : G\ {Wk}~=1 ~ C analytîsch 
is en neem aan~at geen Wk op het beeld van de k:romme 'Y ligt. Dan geldt 

1 f (z) dz= 27ri 'L {Res! (Z)}Z=Wk' 

. "Y Wk binnen "Y 

Bewijs: Omdat G een enkelvoudig samenhangend gebied in C is ligt het binnenge
bied van 'Y binnen G, Door 'het graven van de juiste kanalen' Construeert men een 
kromme r zodanig dll:t 9.lle Wk in het buitengebied van F liggen. 

lEen IJordan-kromme loopt linksom als het binnengebied aan de linkerkant t óó,v. de 
doorlooprichting ligt. . 

.l 
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De oorspronkelijke kromme en de 'gekanaliseerde'. 

'. . . 

De integraalstelling van Cauchy zorgt voor 

, De bijdragen over· de 'kanalen' vallen Weg en er blijft over dat , . ' 

. Ir f(z)dz = 1! (z) dz - 27ri E {Res! (Z)}Z=Wk' 
r . , "'Y . tuA;: binnen "'Y . 

Het minteken voor 27ri verschijnt omdat de 'residu-ip.tegralen' in omgekeerde richting 
doorlopen worden. 0 

Voorbeeld 11 . 
We gaan nogmaals, terug naar het voorbeeld op bladzijde 26 en' berekenen ' 

, , 1 
J'Y f (z) dz voor f (z) = ~ ,en de kromme 'Y : [0,271']- C met 'Y (t) . = 1 + 
2cost + i sin t. 
De functie f is analytisch buiten 0 en 'Y is een linksom ,lopende Jordan-kromme 
met 0 in het binnengebied. Volgens Stelling 3.3.2 geldt 

1.!:. dz = 27ri {Res.!:.} ~ 27ri. 
'Y z z , z=o 

O~gave 23 Gegeven de functie f: C\ {O,-I} -C met f(z) = Z2~Z ende 
krommen 'Yr : [0,271'1- C met 'Yr (t) = r exp (it). 

i. Bereken de breuksplitsing van Z2~Z' 

ii. Ber~ken J
1r 

f (z) dz voor 0 < r < 1. 

iiL Bereken J'Yr f (z) dz voor r > 1. • 
\ 
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. 3.3.2 Het berekenen 

We beschouwen de gegeneraliseerde machtree~ 

00 00 .' 

l: akzk = z-m l: ak_mzk 

k=-m k=O 

, met mEN en ak E IC. Laat R de convergentiestraal zijn van de machtreeks 
.. L:~o akzk en neem aan )dat R :> O. Voor z E IC met 0 < Izl < R is de functie 
f (z) = L:~-m akzk goed gedefinieerd. Op ER (0) \ {Ol is de functie zelfs 
analytisch als eindige sóm van analytische functies: 

en 

.) 00 

f (z) = a_mz-m + a_m+1 Z -
m+1 + ... + a_iz- i + l: akzk 

k=O 

z ...... a,.zn met n E Z~ is analytisch in IC\ {Ol. 
00 

z H l: akzk isanalytisch in BR (0). 
k=O 

Hulpstelling 3.3.3 Voor f in (3.5) geldt 

{Res f (z)}z=O = a-i· 

Bewijs: We kunnen ! schr~jven als ! (z) = a_lz- 1 + 9 (z) met 

(3.5) 

De functie 9 heeft een primitieve op ER (0) \ {Ol en dus volgt met Hulpstelling 3.1.4 
voorO<r<Rdat 

.. 1 f 
{Rea 9 (z)} z=o = 27ri g(z)dz=O. 

Iz-wl=r 

Er blijft over dat 

{Res! (z)}z=o = {Reaa_lz-
1 
}z=o = ;;~ f ~dz = a-I' 

Iz-wl=l 

d 

2Voor v ÈIR wordt een uitdrukking van ·de vorm ZV ·f a~z:' een gegeneraliseerde macht-
. , n=O C 

reeks genoemd. Als v rt Z en z rt R+ dan zullen ~e nog af m~eten spreken wat we met "z~ 
bedoelen. Bijvoorbeeld ZV = eV Lu is goed gedefinieerd voor z. E C\lRö . ... 
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Htilpstelling 3.3.4 Als deJunctie 9 : G -+ C analytisch is in w dq.n geldt 

{Rffi; ~Z~ L=w = 9 (w) . 

-Bewijs: Volgens de definitie van 'analytisch in een punt', is er ëen R > 0 zodanig 
dat 9 analytisch is op B R ( w) . Het residu van z f-+ ~ in w is dus gedefinieerd. 
We schrijven 

g(z) = g(z) - g(w) + g(w) . 
z-w z-w z-w 

Het residu van de laatste term is direct te berekenen (g ( w) hangt niet van z af) : 

{
Re g(w)} 1 ' f g(w)dz=g(~) f _l_dz::g(w). s;:-:;;; z=w = 27ri z - w 27rZ Z ~ W 

Iz-wl=r ' Iz~wl=r 

We bewijzen dat het residu van de functie ~ f-+ g(zl-~(w) in w gelijk aan 0 is door te -
laten zien dat dit residu willekeurig klein (= dicht bij 0) af te schatten is. 
O~dat 9 differentieerbaar is in w bestaat lim g(%)-g(w) . Dit impliceert dat g(%) g(w) , 

z-+tu z-w %-w 
begrensd is voor li - wl voldoende klein. Zeg -

als Iz-:-wl<ódan Ig(Z~=~(W)1 :SM. 

Neem Vewolgens r E (0, min (15, R)). We vinden met Hulpstelling 3.1.3 dat 

I{Resg(Z)-g(W}} 'I=~! . g(z)-g(w)dz:S 
, , z - w· i=w 27rz ' Z - W \ 

I%-wl=r 

:s 2~lengte(,) M = 2~27rr M = Mr. 

Door r naar 0 te laten gaan volgt het resultaat. o 

Voorbeeld 12 ' ' 
Bereken {Rffi l+4} .. Met Hulpstelling 3.3.4 volgt 

,( % %=-2. 

{Res_Z 
} ' == {ReS z':2i } ' = (_' Z ) - = -2i =~ 

z2 + 4 z=-2i Z + 2i z=-2i , Z - 2i 1%=-2; - 2i -:- 2i 2' 

omdat Z 1-+ z':2i analytisch is in -2i. 
Door breuksplitsing kunnen we dit rèsidu ook zonder deze Hulpstelling uitreke
nen: / 

z ' _ ....oL....oL _ .....L _1 { } { , (1 l)} { l} ' Rffi z2+4 z=~2i - Rffi z+2i + z-2i z=-2i - Rffi z+2i z=-2i - 2' 

l 
Hier hebben we gebruikt dat Z 1-+ ~ analytisch is in -2i. 

Voorbeeld 13 . 
. Bereken {Rffi~L=o' Omdatsinz als een machtreeks 'te schrijven is (met 
R = 00) vinden we uit 

sinz ~ (-lt 2n-1 1 ' 1 13 
-2-=~(2 l)'z =--jiz+ïtcfz . .. 

z n=O n+ . .z 

met Hulpstelling 3.3.~ dat , 

, {Rffi Si~Z} = 1. 
z z=o 
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Voorbeeld 14 
Bereken {Res z~:: z t=o . Omdat Z 1-+ cos z analYtiSch is en omdat cos ° =I- 0 
is z 1-+ co!.z analytisch in 0. Omdat 8~Z als machtreeks te schrijven is (met 

) , " ' 

R=oo: ' , ' ' 

sin z ~ (-1 t 2n ' 1 2 1 4 
~ = L..J (2 ' l)'z = 1- 'ijz + m Z ••• 

z , n"=O n+ . , " . , 

vinden we met Hulpstelling 3.3.4 dat 

{ 

OO~n ' } 

, -1..- - 2n 
{ SinZ} _ cosz n~o 2n+1 Z _ 

Res -2-- - Res -
, Z cosz z=O , Z , 

. z=O , 

( 
1 LOo (";"lt, '2n) , , , 1 

- -- Z ---1-1 
- cosz _ (2n+l)! , - coso - . 

n-O 1.=0 

Opgave 24 BerekEln de volgende residuen. 

i. , { Res z2 + ~Z ~ 4 L=l' ivo {Res (le:::)2 L=i' " ' 
ii. {Rès e~zL=o' V. {Res exp! ~ lL=o' 

iii. {Res exp Z2}' vi. {:Res Ln (\+ z) } ' . 
. , 1+z z=i Z " z=o 

In het laatste onderdeel is Ln de uitbreiding van de In, die is gedefinieerd op 
bladzijde 27. ' -----' 

" J sinz Opgave 25 Bereken -'-2-dz als 
"Y z 

i. 1'1 : .[-1; 1] -. e met 1'1 (t) = 7 - 3it - llt2 + 3it3 j 

ii. 1'2: [0,71']-' C met 1'2 (t) = 1 + 2it sin t expitj 

iii. 1'3 : [0,271'] -. C met 1'3 (t) = 1 + '2it sin t exp it. 
, , 

) 
I A '(r, 

. beeldverzameling 1'1 beeldverzameling 1'2 beeldverzameling 1'3 . , -----' 

Opgave 26 Bereke~ J _._I_dz voor de l' als in de vorige opgave. Hint: ' 
, "Y~z , , 

bereken de nulpunten van sinz via sin (x + iy) = e
ll+2e-

1I sinx + iell-2e-1I cosX. 



@] 
, " 

Het Residu 37 

Contour-integralen worden vaak gebruikt om enkele lastige reële integralen te 
, berekenen'. 

' Voorbeeld 15 
We willen de volge~de integraal berekElnen: 

(OP sin x dx. 
Jo , x 

Een primitieve is niet zo eenvoudig te vinden., Wel is deze oneigenlijke inte
graal via een geschikte contour te berekenen. We beschouwen de hier naast 
staande contour voor de integraal 

1 
eiz 

':...-dz 
"I Z " 

eh merken op dat lm étsin x 
voor x E IR. We nemen het imagi

iR 

na,ire deel van ,de contour-integraal ---lL-------...L-+-~r------R1-
en laten c: ~ 0 en R ~ 00 gaan. , 
De 'grote' boog parametriseren Wj:) door'Yl : [0, i] ~ C met 'Yl (t) = Reit en 
we vinden 

I;::: d1 ~ I{ë .... idtl,; f.le;&"ildt~ ;: e-R ... ·dt~ 

11'(/2 11'(/2 ' [4 ]1'(/2 4 = 2 ' e-Rsintdt::; 2 . e-Rt/ 2dt = _e:"'Rt / 2 , ::; -
o 0 . R 0 11 

zodanig .dat limR--+oo J"I1 e:z 
dz = O. " , 

De 'kleine' boog parametriseren we door 'Y2 : [i, 0] ~ C met 'Yl (t) = reit ~n . 
we vinden ' 

lim 1 é z 
dz = -liIli 11'( eireit idt = 3 _ {1'( 1 idt =-7ri. 

dO "12 z , dO 0 ' Jo 
, De integraal en de limiet mogen hler verwisseld worden omdat limr .1.o eireit = 1 

, uniform voor t E [0, 27rJ . Binnen de contour is <;ie funci:tie z 1-+ e;z analytisch 

en volgt f e
iz 

dz = O. Via ' 
, "I z 

l~r éx dx + IR e
ix 

dx = ' f e
iz 

dz -1 é
z 
dz -1 e

iz 
dz 

-R x ' r ' X J"I Z • "11 Z "12 ,z 

en de limieten nemen' volgt 

,100 

sin x dx = 7r 
- 00 X 

en dus {oo sinx dx = !7r. 
Jo x 

Opgave 27 Bereken via de contour hier rechts 

3 Als lim",_~ f (x, y)= l (y) uniforlIl voor, y E [c, dj dan geldt 

}:!fQld 

f(x,y)dy = l d 

l(y)dy. 
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en 

100 1 
-:---7."'l2 dx 

. -00 (1 +x2) 

1
00 1 . 
. lXidx. 

-00 + 
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IR 

. Opgave 28 In deze ~pgave zullen we Jooo sin (x2) dx bereken. Merk op dat 

We gebruiken met "{ de hiernaast ge
tekende contour de integraal 

1 . 2 

-r e'z dz. 

Dus"{ is b.v. samengesteld uit 

"{1 : [O,R]- C en "{1 (t) = t ~ 
"{2: [O,R]- C en "{2 (t) = R+itj . 
"{3 : [R,O] - C en "{3 (t) = (1 + i) t. 

i. Laat· eerst zien dat 

ii. En ook dat 

l ' eiz2 dz = _ (1 + i) [R e-2t2 dt. 
-r3 . Jo 

· R+iR 

iii. Gebruik vervolgens dat Jo
oo e-x2 dx = !y'7r om de gevraagde integraal te 

berekenen. ' 

I · 

Tenslotte nog een gevolg van de Residu-stelling dat er onschuldig uitziet maar 
vergaande cOnsequenties heeft: 

Stelling 3.3.5 Zij G een' gebied in C met BR (w) C G en g : G - C ana
lytisch. 
Dan geldt voor z' E B R. (w) dat 

1. f 9 (() d( = 9 (z). 
211't (-.z , 

1{-wl=R 
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. Bewijs: Gebruik Stelling 3.3.2. o 

Het bijzondere aan deze stelling is dat als men de waarden van een analy
tische functie g op de rand van B R (w) kent daarmee elke waarde van g in ' het 
bi~enste van de cirkelschijf kan terugvinden. De integraal gebruikt namelijk 
alleen de waarden van 9 die op de rand aBR (w) liggen. Bij eerste kennis
making is hèt heel verrassend om te zien dat (complexe) differentieerbaarheid, 
en de kennis van de randwaarden deze functie geheel vastlegt. We zullen 
dit resultaat diverse malen gaan gebruiken; onder andere om voor een type 
partiële differentiaalvergelijkingen ,met voorgeschreven randvoorwaarden ' een 
éénduidige oplossing te verkrijgen. 

3.4 Gevolgen van de formule van Cauchy 

. 3.4.i' Eigenschappen analytische functies 

Via de förmule van Cauchy kunnen we kunrien we. laten zien dat een ana
lytische functie een analytische afgeleide heeft. Dat is een van de belang
rijkste resultaten in de complexe functietheorie. Bovendien vinden we een 
integraal-formule voor çle afgeleide die alleen een term f zonder afgeleide bevat. 
TenSlotte kl:l.n men aantonen dat iedere analytische functie te schrijven is als 
een machtreeks . 

Gevolg 3.4.1 Zij f een functie die analytisch is op een' gebied G Ce met 
BR (w) C G. Dan zijn alle afgeleiden van f analytisch op G en voor de n de 

afgeleide van f in z E B R (w) geldt 

f(n) (z) = ~ f n! f (() d(. 
27rt (( -.zt+1 

j(;-wl=R 

(3.6) 

Bovendien geldt da~ voor zE BR (w) 

00 f(n) ( ) 
f(z) = L ,'liJ (z-wt. 

n=O n. . 
(3.7) 

Deze machtreeks heeft converyentiestraal groter of gelijk aan R: 

Opmerking: Op het eerste gezicht zal dit een vreemd resultaat lijken. Er bestaat 
duidelijk geenreêel equivalent: tweemaal (reêel) differentieerbaar volgt niet uit een
maal (reêel) differentièerbaar. Bijvoorbeeld de functie f (x) = x lxi is differentieerbaar 
en f' (x) = 21xlis niet differentieerbaar. 

Opmerking: Als f analytisch iS op het gebied G en WEG dan volgt niet alleen dat 
we f als machtreeks rond W kunnen schrijven maar bovendien dat de bijbehorende 
convergentiestraal groter of gelijk is aan de straal van de grootste cirkel met 10 als 

middelpunt die nog binnen G ligt. 
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Bewijs: J. We zullen eerst laten zien dat de formule i,n (3.6) voor n = 1 correct 
is. Neem wEG en R > 0 zodanig dat B R (w) C G. Volgens de fon:Îlule van Cauchy 
geldt voor Z E B R (w) ; , 

f(z):d ~ ' I f«() d(: 
, 27l"t (-z 

1(-wl'<'R 

Via een naïeve poging zou men kunnen denken dat rechtstreeks .differenti!lren het 
volgende resultaat geeft: , 

~f(z) = ~ f ~ f«() d(= ~ I [«() d(. (3.8) 
dz 27l"t . dz ( - z 27l"t «( _ z)2 

, 1(-wl=R IC-wl=R 

Maar omdat zowel de in~egraa1 alS de afgeleide via een limiet gedefinieerd-is kunD.en~e 
die twee limieten IiÏet zomaar verwisselen4• We zullen laten_zien dat deze verwisseling 
hier wel mogelijk is; dat wil ze~en v.:e laten zien dat 

~' lf(Z)-f(Zo) '_r.l.l =0 
%-%0 Z - Zo . 

met r.l. als in het rechterlid van (3.8) . . 
• Dus bij gegeven ê > 0 vind een 6 ::> 0 zodanig dat als Iz - zal < 6 dan 1 ... 1 <ê. 

Voor z, ZO E B R (ui) geldt, met. de integraal-formule van Cauchy dat 

= 2~ 

f(z)-f(zo) 1 

z - Zo 
-2ri I f(() 2d( 

«( ... ZO) 
IC-wl=R 

I ' (_1_ (lJ5l - f«()) ~ f«() 2) d( 
z - ZO ( - z ( - Zo «( - ZO) 

,(-wl=R 

, Enig boekhouden levert . 

_1' (_1 __ 1 ) ,_ 1 ,_ z-%o ' 
Z-Zo (-z ' (-zo , «(-zo), - «-,z)«(-zo)" 

" (3.9) ' 

We noemen r de afstand van Zo tot de rand 8BR (w), dwz. r = R-lzo - wl . 'Omdat 
Zo E B R (w) geldt r > O. Omdat we de limiet voor z naar ZO bekijken mogen we 
bovendien aannemen dat de z waarin we geïnter~rd zijn voldoen aan Iz -,- zal < 
~'r. Dus we kiezen alvast -6 ::; ~r. Een dergelijke, z heeft dall minstens afstand ~r _ 
tot de rand 8BR(W) . We hebben da.a.rm:ee I(-zol ~ ren I(-zl > ~r. Na deze . 
voorbereidingen kunnen we (3.9) verder afschatten. ' 

(3.9) = 2~1 -f z-zo ,2f«()d(1 < 
(-wl=R 

::; 2~ 12

" IZ1 - z~llf '(Reiip ) I Rdtp = Iz - zo12~ ~ If (Rei'l') I. ' 
'1'=0 2r r , r O~'I'~2,. 

Kies 6 = min(!r,(~maxo~'I'9"lf(Rei'l')I)-lê) en we hebben laten zien dat 
(3.9) < ê. Hiermee is bewezen dat (3.8) inderdaad correct is. 
J~. Op gelijke wijze laat men zien dat . 

d I (n-l)lf~Ç)d( = '1 ~(n-l)I~()d( 
dz - «(-z ' dz «(-z 

IC-wl=R 1(-wl=R ' - , 

, ~ . :l 

4 Bijvoorbeeld lim lim .:>"+',,:i =F lim lim .,i'+"" z_Oy_O v-oz-o 



I 

I· 

I 
l , 

I 

I 

@] 
, ~ stelling var.. 

Liouville 

@] 
~ Euler

nummers 

~ Laplacio,an 
' ~ Laplace

operator 

Gevolgen van de formule van Cauchy 41 

zodanig dat via inductie volgt dat 

'(d)n l () I ' f n!/«() 
dz . z = 21ri «( _ zt+l d(. 

1(-wl=R 

, 111. Omdat G open is er bij iedere zEG een R· > 0 te vinden zodanig dat B R- (z) c 
G. Gebruik de voorgaande onderdelen voor BR- (z) en men vindt dat fen) analytisch 
isin~ , 
IV. Tenslotte wordt de machtreeksvoorstelling bewezen. Definieer M = max 1I «()I· 

, , , ~~ , 

We hebben 
I(n) (w) == 2:,' f' n! I «() d( 

ft «(-wt+l 
l(-wl=R 

lim ' n I fen) (w) 1< V MnlR-n R-1 sup --- _ =, 
'n-+oo n! n! 

en viá t:auChy-Hadamard dat de co~vergentiestraalvan de machtreeks in (3.7) groter 
of gelijk aan R is. Tenslotte laat de stelling van Taylor, voor reêle functies op JR2, 
zien dat (3.7) geldt voor Iz - wl kleiner dan de convergentiestraal. 0 ' 

Opgave 29 ' Een stelling van LiouviUe zegt dat een &kctie die ~alytisch en 
begrensd is op C constant is. Bewijs deze stelling als volgt. 
Stel de functie 1 : C -+ C is analytisch en steler bestaat M E 1R+ zodanig 
dat 1I (z)1 ::; M . Laat met (3.6) zien dat voor iedere RE 1R+ deze' l voor alle, 
zEe voldoet aan ' ' , 

I 
11' (z)1 ::; ~. 

- Omdat we R willekeurig groot mogen nemen volgt f' (z)' = 0 en d,us de uit-
spraak van Liouville., ---' 

Opgave 30 De Euler-nummers En zijn gedefinieerd door 

; 

Bereken El> E2 en E3: Gebru~k Gevolg 3.4.1 om de convergentiestraal van deze 
machtreeks te berekenen. ---' 

3.4.2 ' Harmonische functies 

Een zeer veel voorkomende parW!le differentiaaloperator is de Laplaciaan 6., 
ook wel Laplace-opemtor genoemcl. Deze 6. wordt in twée dimensies gedefi-
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nieerd door 

In dit deel ?:ullen we het verband tUssen a:nalytische en harmonische functies 
bekijken. · , . 

Gevolg ,3.4.2 Zij G een gebied in C el1 f : G -+ C analytisch. Dan voldoet 
de functie u: Ga -+ IR met u(x,y) = Ref (x. + iy) aan 

N.B. GR = {(x,y) E IR2jx+iy E Gl. 

Opgave 31 We gaan Gevolg·3.4.2 bewijzeri. 

i. Laat zien dat de functie u oneindig vaak differentieerbaar in opGa: 

ii. Gebruik de CauGhy-Riemann vergelijkingen om te laten zien dat ~u ;, 0 
op GR. . ----, . 

Opmerking: We noemen de functie f oneindig vaak differentieerbaar als voor elke 
n E N+ alle n-de orde partil!le afgeleiden bestaan. 

Definitie 3.4.3 Zij GR ·een open gebied in IR2. Een oneindig vaak (reëel) dif
ferentieerbare functie u.: Gilt -+ IR die voldoet aan 

~u=O 

wordt harmonisc~ op Ga genoemd. 

Het bovenstaande Gevolg 3.4.2 kaD. men nu grofweg beschrijven als: 

he~ reële deel van een analytische functie is har:mon'lsch. 

. . 
Opgave 32 Is de uitspraak 'het imaginaire deel van een analytische functie 
is harmonisch' juist of onjuist? ----' 

Opgave 33 Zij f een analytische functie op G. We spiegelen het gebied G in· 
de r~le as: 

G* = {z E Cj met zEG} . 

Dan kan men een anti-analytische, functie r op G*definiëren door r (z) = 
fM· . 
Laat zien dat u : GR -+ IR met u (x, y) = Re r (x + iy) een harmonische 
functie is. 
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. We hebben net gezien hoe we met een analytische functies een harmonische 
functie kunnén vinden. Op enkelvoudig samenhangende gebieden is er ook een 
weg terug. Omdat we nu bij een reêle funCtie een geschikte imaginaire functie 
zuIlen definiêren laat het zich raden dat de constructie van harmonisch naar 
analytisch moeilijker verloopt dan van analytisch naar harmonisch. 

Stelling 3.4.4 Zij G c IC een enkelvoudig samenhangend gebied. Als heen 
harmonische functie is op GR. dan bestaat er een analytische functie f : G -+ IC 
z~danig dat h (x, y) = Re f (x + iy). 

Bewijs: De constructie gaat als volgt: 

. I. Définieer g : G -+ IC door 

g(x + iy) = h", (x,y) - ihll (x,y) . 

, . 

Omdat 9 differentieerbaar is en omdat .het rellie en imaginaire deel van 9 aan de 
Cauchy-Riemarin vergelijkingen voldoen: 

/zReg (x + iy) 

/z Img (x + iy) 

is 9 analytisch op G. , 

h""" (x, y) = -hYII (x, y) = l-ling (x + iy) 
. °11 

-hll'" (x, y) = . .,-h"'l1 (x, y) = -/y Reg (x + iy) 

11. Vervolgens kiezen we een vast punt (a, b) E GR• Voor iedere wEG neinen we 
een gladde kromme IW : [0,1] -+ IC zodanig dat IW [0, 1] c G, IW (0) = a + ib én 
Iw (1) = w. Dan wordt de gevraagde analytische fundie I : G -+ IC gedefinieerd <loor . 

!(w)=h(a,b)+l' g(z)dz. 
'Yw 

Men laat zien dat f' = g. Volgens de definitie geldt 

Re/(a+ib) = I(a+ib) = h(a,b) . 

Omdat voor alle (x, y) E GR geldt dat 

a ,a 
ax Re! = Re! = Reg = ax h 

is h - Re I cOnstant op horizOntale lijnen. Evenzo volgt uit 

! Rel = Reil' = Reig = -Img= !h, 

dat h - Re I constant is op vertikale lijnen. Daarmee geldt h = Re f. 

De waarde van I in w hangt wet af van de gekozen weg. Als Iw en "Yw beide gladde 
krommen binnen G zijn die a -+ ib met w verbinderi dan geldt volgens de Integraal
stelling van Cauchy dat 

1 g(z)dz =1 g(z)dz. 
~w ~w 

111. Vervolgens laten we zien dat I analytisch is in G. Neem wEG en voor ( dichtbij 
w de kromme " : [-1,1]-+ IC met 

_ { IW (t + 1) voor t E [-1,0], 
" (t) - w + t (( - w) voor t E (0,1]. 
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We vinden dat 

I(() - I (w) 1 g(z)dz-l g(z)dz~ 
'Y( 'Yw 

1 I g(w+t{(-w))((-w)dt 
t=O 

en 
1 

I'(w) = lim I((~-/(w) =lim jg(w+t((-W))dt=g(w). 
(-+w - w (-+w _ 

t=o . .. o 
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·4. TOEPASSINGEN 

4.1 Stationair temperatuurprofiel in 2 dimensi~s 

4.1.1 Inleiding met een model 

De temperatuurverdeling in een dunne metalen plaat, geïsoleerd aan böven
.en onderkant, die ~ de rand een voorgeschreven t~mperatuur Trand heeft 
wordt gegeven door de oplosSing van de volgende differentiaalvergelijking met 
randvoorwaarden. Noemen we T (x, y) de temperatuur op plaats (x, y) van de 
plaat dan vindt men . 

{ 
f1T 0 binnen de plaat, . 

T = Trand op de rand . . 
(4.1) 

~ Laplace- Dit stelsel wordt een Laplace-vergelijking met Dirichlet-mndvoorwaarde ge- . I 
vergelijking noemd. Trand is een functie die op de rand wordt voorgeschreven. Dit pro-

~ Dirichlet- · bleem is de vertaling van: bereken de tempemtuur binnen de plaat als we deze 
mndvoorwaarde aan de mnd vastleggen (meten). 

Als we een gedeelte van de rand isoleren in plaats van de temperatuur daar 
voor te schrijven, dan wordt het randwaardeprQbleem ais volgt: 

{ 

f1T = 0 binnen de plaat, . . 
. T = Trand op de rand met voorgeschreven temperatuur, 

-inT = 0 op de geïsoleerde rand. . 

~ Neumann- Men noemt -inT = 0 een Neumcmn-mndvoorwaarde. -inT .is de richtingsafge-
mndvoorwaarde leide van T in de richting van de naar buiten gerichte normaalvector n . 

Opmerking: We kunnen deze differentiaalvergelijking op volgende wijze aan
nemelijk maken. Stel de plaat voor als een twee-dim~nsionaa:l) rooster en bekijk, een 
punt uit dit rooster,. zeg (x, y) . . 

Noem h de roosterafstand. De temperatuur is in evenwicht in (x, y) als die gelijk is 
aàn het gemiddelde Van de temperli.tuur in de vier omliggende punten. Dat wil zeggen .. 

T(x,y) = t (T(x + h,y) +T(x - h~ y) +T(x,y+ h) +T{x,y - h)) 

45 
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en herschreven 

T (x + h;y}-2T (x, y}+T (x - h, y}+T (x, y + h}-2T (x, y}+T (x, y- h) = O. (4.2) 

Nemen we aan dat T tweemaal continu (reêel) differentieerbaar is dan völgt met de 
Stelling van Taylor1 dat 

T(x + h,y) - 2T(x,'y) +T(x - h,y)- T(x,y + h) - 2;r(x,y) +T(x,y - . h) _ 
h2 , + h2 " , -

= (~r T(~,y)+ (!r T(x,y}+o(l). 

Met (4.2) en Ihl --> 0 Vinden we 

flT(x,y) = (:xr T(x,y)+ (/Yr T(x,y) =0. 

De operator ó"h gedefi~eerd voor h > 0 door 

!:l. T ( ) - T(x+h,y)-2T(x,y)+T(x-h,y) + T(x,y+h)-2T(x,y)+T(x,y-h) 
h x,y - , ' h'l h'l , 

heet de discrete Laplace-opemtor. Omdat voor een oplossing T van ilhT = 0 
geldt dat in ieder inwendig punt T het gemiddelde van zijn vier buren is zien we 
datT geen strikt maximum of strikt minimum in het inwendige kan hebben. 
Het maximum van T wordt op de rand aangenomen. Zo'n result~t wordt e~n 
maximum prifJ,cipe genoemd. 

Bij dezogehetén 'eindige differentie methode' (Numerieke Wiskunde) worden 
oplossingen van een differentiaalvergelijking benaderd door het gebied te ver-\ 
vangen door een eindig aantal roosterpunten. De benaderende oplossing is een 
functie op dit eindige aantal roosterpunten die voldoet aan een vergelijking , 
waarin de differentiaaloperator vervangen is door een discrete operator. Bij 
de Laplace-vergelijking wordt !:l. vervangen door !:l.h. 

Voorbeeld 16 
Stel dat we de oplossing van het randwaardeprobleem 

{ 

!:l.T(x,y) = 0, 

T(x,y) '7" 10+9x2 -3y 

voor (x,y) E (0,1)2, 

voor (X,y)E8((0,1)2), 
(4.3) 

willen benaderen, bijvoorbeeld door het vierkant (0,1)2 te vervangen door 
een grid van n + 1 hij n + 1 punten. Dan beschouwen we de benaderende 

1 Herinner je uit de analyse dat voor een tweemaal 'continu (rellel) differentieerbare functie 
x 1-+ I (x) yolgerui de stelling van Taylor geldt dat voor h -+ 0 

f(x+h) = f(x)+hf'(x)+~h2!,,(x)+0(h2), 

f (x - h) ";' , f (x) - hf'(x) + ~h2!" (x) +0 (h2) . 

,Na. optellen en delen door 'h2 volgt dat voor h -+ 0 

l(x+h)-2/(x)+/(x-h) -I"() (1) 
h2 - x +0 . 

" 
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temperatuur-functie Tn die gedefinieerd is op het eindige aantal punten Rn = 
{(i,j) E N2 j 0 :s i,j :s n} met de operator ' 

~~Tn(i,j) = 
n 

= Tn{i + 1,j) + Tn (i -1;j) + Tn (i ;j + 1) + Tn (i,j - 1) - 4Tn (i,j) {4.4) 

We noemen de rand 6Rn, = {(i,j) E N2 j i = 0' of i = nof j = 0 of j = n}, 
Het te onderzoeken probleem wordt daarmee 

voor (i, j) E Rn VRn, 

voor (i,j) E 6Rn, . 
(4.5) 

Voor n = .3 heeft men een. rooster van 4x4 punten waarvan in de 12 randpunten 
de temperatuur vast ligt. De temperatuur 1ij(= .T3(i,j)) in de overige vier 
punten kan men berekenen uit de bijbehorende 4 vergelijkingen van de vorm 
(4.4). Uitgeschreven in matriX-vorm: 

T 

1 1 
-4 0 
o -4 
1 l ' 

o ) ( TU) ( ' 0 - TlO - TOl) (-20) 1 . T2l 0 - T20 - T3l -32 
1 'T12 = 0 - T02 - Tu = -16 
-4 T22 0 - T32 - T23 -26 

M~le (~~~) = ( i ) . 
T22 . 1~9 

12 

1 

Het discrete temperatuurprofiel voor n = 3 

Opgave 34 We . beschouwen' het vorige voorbeeld voor ' n = 4, dus 5 x 5 
punten. 

I 

i. Schrijf de matrix vergelijking voor de . onbekende Tij als n = 4. (Nu 9 . 
onbekenden) . 

ii. Bereken m/iX' · Tn (i, j) en Il,lin Tn (i, j) voor iedere n zonder een matrix- . 
O$l,]$n O$l,J$n . 

vergelijking op te lossen. 



48 Toe~assingen 

. . . 

iii. Als er twee oplossingen T;: en T,; van (4.5) zijn dan voldoet S = T;: - i! 
aan 

{ 
!:l.lS (i,j) = 0 voor (i,j) ER,. \éR,.., 

. S (i,j) ~ 0 voor (i,j) E bR,... 
(4.6) 

Wat is ~~ S(i;j)én n:ll.n S(i,j)? Welke oplosSingen zijn er voor 
0:5t,1:5n ' 0:5t ,1:5n ' 

S? 

4.1.2 Een oplossing voor een cirkelvormig gebied 

Voor een cirkelvormig gebied kUIlIlen we met de behulp van de formule van 
Cauchy een formule voor de oplossing van de Laplace-vergelijking met Dirichlet 
randvoorwaarde vinden. . We nemen ter vereenvoudiging als gebied de cirkel . 
met straal 1 rond (0,0). Dat wil zeggen we zoeken een oplossing u, een functie 
van {x E JR2; lxi ~ 1} -JR, die voldoet aan 

{ 
!:l.u(x) = O· 

u (x) = Urand (x) voor x E JR2 met . lxi == 1; 

voor x E JR2 met lxi < 1, 
(4.7) 

bij voorgeschreven Urand. 

We hebben gezien dat het reêle deel van een analytische functie harmocisch is 
en dat ,er op enkelvoudig samenhangende gebieden ook e~n weg terug is van 
een harmonisch functie naar een analytische. Stel nu dat we zo'n analytische 
functie hebben waarbij het reêle deel een oplossing van (4.7) is. Via de formule . 
van Cauchy kunnen we uit de kennis van de functie op de rand de functie . 
binnen· Bl (0) terugvinden. Zoiets willen we eigenlijk hebben voor alleen het 
reêle deel. . We zouden kunnen proberen het; reële deel van de formule van 
Cauchy te nemen: 

. (4.8) 

Re (e ... ! ;::~2 e
iVJ

) . = Re (lei .. ~~::L2)12 eiVJ (~-iVJ - (~l - ~X2))) == 

_ Re(J(ei")(l-ei"(xl~ix2»)) _ 
. - lei"-(Xl+ix2)12 -

(l-X1COSVJ-X2sinVJ)Re/ ei .. +i(X2COSVJ-XlsinVJ)Irn/ ei .. · 
=~~~~~~ __ ~~~~~~~~~~-L 

(COSVJ-'.Xl) +(sinVJ-X2) 
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, ' 

Helaas vinden we na dit rekenwerk dat er onder de integraal ooR een term met 
Im I overblijft. Als er slechts termen met Re I zouden'overblijven dan kunnen 
we daarVoor u invullen. Met u op de rand BBl (0) voorgeschreven ~ndenweu 
op geheel BI (0) terug. De zo gevonden forimlle zouden we kunnen gebruiken 
om een oplossing u van (4.7) te vinden in de vorm van een integraal over de 
rand. 

We kunnen via een 'truc' van de term met lm j afkomen. Daarvoor doen we 
het volgende. Merk op d'àt, omdat w- i = Zl!iZ2 in het buitengebied Van de 

kromme ligt, de functie z ...... z:~L analytisch is op BI (0) en dat duS geldt 

1 f fez) 
2 

. - 1 dz = O. 
11"~ , z - w-

Izl=l ' 

Tellen we dit op bij de formule van Cauchy dan vinden we 

I(w) = ~ ( ' f' I(z) dz - f I(~) dZ). 
211"~z - W Z - w-1 

Izl=1 ' lzl=1 

. Neinen we nu het reêle deel dan: verdwijnt de lm I binnen de integraal. Dat 
, zien we als volgt. 
Gebruiken we dat Izl = 1, en dus geldt zz = 1, dan volit; (zie voetnoot2) dat 

I(w) ~, ' (f lMdz - f I(z) dZ) = 211"Z , z-w ' z~w-1 
, , ' lzl=l Izl=l ' 

= ~ f Hwl~ z dz = 
211" Iz-wl I ( ) iz 

Izl=l 

= ~, (27r 1.- IxI2 
, I (éP) dip. 

211" J",=o I (cos rp,sin rp) - xl2 
, , 

Door' het reêle deel te nemen, u (x) = Re I (Xl + iX2) , volgt 

1 127r 1 - IxI2 
' 

u(x) = -2 . , ' 2 u(cosrp,sin~) drp 
11" ,/,=0 I (cos rp; smrp) - xl ' 

Hiermeehe'bben we niet laten zien dat ~ een formule voor de oplossing van 
(4.7) voor willekeurige Urand hebben. We hebben namelijk aangenomen dat v.:e 
u al als reêel deel van een analytische functie 'konden schrijven. Wel hebben 
we laten zien dat als de oplossing harmonisch op G en continu op ,G' is (zie 
Stelling 3.2.2) de, functie deze vorm zal hebben. 
Men kan echter laten zien dat men voor continue randvoorwaarden 'met deze 
formule inderdaad een pÎ>l~ing van het Laplac~probleem op de eenheidscirkel 
krijgt. ' 

' 2Yoor Iwl < Izl = ' 1 geidto~w - o_!-i , ~ (o~w - w~.) 
l1-lw l; 
zlo-wl . 

l.zw ,zE 'Z'ÜI±WW z (o-wHw-oj 
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Stelling 4.1.1 Als r.p 1-+ Umnd (cosr.p,sinr.p) een continue functie is, dan is de 
functie u : {x E JR2 met lxi ::; I} -+ JR gedefinieerd door 

. {1- IX I2 J2i ' Umnd (cos r.p,sin r.p) ,1,~ I I 1 
-"""":'-'- , 2 ""t' voor x met x < , 

u (x) = 211' I( cos r.p, sinip) - xl : 
. , 'i'=o , ,', 

, Umnd (x) ". ' voor x met lxi = 1, 

(4.9) 

i. een oneindig vaak (reëel) differentieerbare functie op {x E JR2j lxi < I} , 

ii. een co~tinue functie op {x E,JR2 met lxi ::; 1 h 
iii. die ,voldoet aan (~. 7), de Laplace-vergelijking met Dirichlet mndvoor

,waarde op de eenheidscirkel. 

Opmerking: Slechts zelden kaD. men in de Poisson integraal formule de integraal 
, vervangen door een expliciete uitdrukking (de integraal 'uitrekenen') . De betekenis 

I , 
van deze integraal ligt dan ook niet in de mogelijkheid om zo'n expliciete formule te 
vinden. Met behulp van deze integraal ziet men dat er een oplossing is (de integraal 
bestaat) en kan men eigenschappen van de oplossing afleiden. 

Bewijs: We geven geen compleet bewijs maar laten een paar stappen zien. Zij 
f :8B l (0) -+ C een continue functie. Dan geldt het volgende: 

i. de functie gl : ui f-+ 2~i f ~dz is analytisch op BI (0) j 

1%1=1 

ii. de nmctie 92 : W f-+ 2!.i W f IJ:)l dz is a.n8J.ytisch op BI (0) j 

1%1=1 

ili. de functie g3 : 'w f-+ 92 (Ui) is anti-anà.lytisch (zie de opgave op bladzijde 42) op 
~~j " • 

ivo de functie u : (Xl> X2) f-+ Regl (Xl + iX2) - Re93 (Xl + iX2) is harmonisch (ge-
bruik Stelling 3.4.2 en de genoemde opgave). ' ' 

. ' 

Als we deze laatste formule uitschrijven' met f = Urand dan verschijnt . de Poisson ' 
integraal formule. Continurteit van u op BI (O)K volgt hier niet direct uit. Het extra 
bewijs dat daarvoor nodig is zullen we overslaan. ' 0 

, Opgave 35 Laat zien dat 

{ 

R2 -lxl2 J211' 'Urand (Rcosr.p,Rsinr.p) d 
U (x) = , 211' 'i'=o I(Rcosr.p, Rsinr.p) ~x12 r.p 

'Urand (x) , 

voor x met Ix~ < R, 

voor x met lxi = R, 
(4.10) 

een oplossing van <\e Laplace-vergelijking met Dirichlet randvoorwaarde is op 
een cirkel rond 0 met straal R. (Gebruik een schalingsargument: als UI de 
oplossing is op Bi (Oh" neem dan u (x) = UI (-yx) voor geschikte 'Y E JR.) --, ' 
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Gevolg 4.1.2 Als u : BR (O)R -+ IR continu is en als u harmonisch is in 
BR (O)R' dan is u: (0) het gemiddelde van u over de rond 8BR (O)]R :. . 

2?r 

u (0) = 2~ J U (Rcoscp,Rsincp) ,dep. 
<p=o 

Opgave 36 Bewijs Gevolg 4.1.2. Gebruik hiervoor de in de vorige opgave 
afgeleide formule. ---' 

Opgave 37 Laat zien dat als 'Urand (Xl> X2) = -Urand (-Xl> X2) voor Xl 2: 0 
de oplossing van (4.7) voldoet aan u (0, X2) = O. 

Dit kunnen we gebruiken om een harmonische functie op de 
halve cirkel met raridvoorwaarden · 

U(0,X2) = 0 voor -1 <X2 < 1, 

u (Xl> X2) = u,. (Xl,X2) voor Xl = VI -x~ 
te definiêren. 

Verklaar en, controleer de volgende formule (hint: substitueer cp := 7r - cp in de · 
. tweede integraal) 

u(x) = 

= 1 - IxI2 ( J!?r Urand (cos cp, sin cp) dep + . J~?r -Urand ( - ~os cp, sin cp) dep) = 
/27r I (cos cp, sin cp) - xI2 I (cos cp, sin cp) - xI2 . 

<P=-~?r , . ,<p=!?r . . 
~. . 

l-lxl
2 J ( ) = 27r · (:Z:1-COS~)2~(:Z:2~8in<pl - (:Z:1+COS<p)2~(:Z:2-8in<p)2 Urand (cos cp, sin cp) dep. 

1 . . <P=-2?r 
(4.11) 

Opgave 38 Verzin een formule als in (4.11) voor de harmonische functie op 
de halve cirkel die voldoet jl.an de randvoorwaarden 

8 . . 
-8 U(0,X2) = 0 voor -1 < .X2 < 1, 

Xl 

U (Xl, X2) - u,. (Xl> X2) voor XJ = VI - x~ . 

. Opgave 39 Verzin een formule als in (4.11) voor de harmonische functie op 

. de kwart cirkel die voldoet aan de randvoorwaarden 

D 
u (Xl> 0) = o ,voor 0 < Xl < 1 

u (0,X2) = o voor 0 < x2 < 1, 

u (Xl>X2) = u,. (Xl,X2) voor 0 $ Xl= Vl- x~. ---' 

• 

• 
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4.1.3 . Een 'oplossing op andere gebieden 

\ . 
We zullen hier geen algemene theorie' afleiden \roor het bestaan van oglossi,ngen 
van de Laplace-vergelijking met Dirichlet (of Neumann) randvoorwaarden op 
willekeurige gebieden in JR2. Aan de hand · van een voorbeeld laten we een 
methode zien y.raarmée een ' oplossing geconstrueerd kan worden. I 

Allereerst· spreken we af wat we een oplóssing zullen noemen. 

Definitie 4.1.3 Zij G èen gebied in JR2. We noemen u :. G -+ JR een oplossmg 
van ' de Laplace-vergelijking met Dirichlet. randvoorwaarde,n Urand als 

i. u: G -+ ,JR is oneindig vaak (reëel) differentieerbaar, 

ii. u:' G -+ JR is continu, 

iii. u voldoet aan: . 

~u (x) = 0 voor x E G, 

u (x) = ' Urand (x) voor x E aG. 
(4.12) 

Het stelsel in () wordt, het Laplace-problee~ ge'noemd. 

Opgave 40 Stel dat de functie u h~onisch is op JR2. , 
. Laat zien dat de functie (x, y) 1-+ U (x2 - y2 - U, 2xy) ook harmonisCh is' op . 
JR2. . . ' -----, 

Voorbeeld 17 . 
De oplossingen van de vergelijking (x2 -. y2 - ~)2 + (2xy)2 = 1 in JR2 met 
x > 0 leveren het volgende beeld: ' . 

o. 

0,6 0,8 
x 

-0. 

-0 . 

. . 
benadering via Maple 

De functie 9 : JR2 -+ JR2 met 9 (x, y) = (x2 - y2 ~ ~', 2xy) beeldt de hierboven 
getekende verzameling af op de eenheidscirkel in JR . Noem het inwendige van 
deze verzameling Ei. Als 9 een inverse heeft dan kunnen we een oplossing v 
van de Laplace-vergelijking met Dirichlet randVQorwaarde op Ei construeren 
met behulp van de fOrnlule voor de Laplace-vergelijking met Dirichlet rand
voorwaarde op de eenheidscirkel als volgt. Definieer 

Ural!d (x,fj) = Vrand (ginverse (x,y)) V00r (x,y) E aBl (0), 
( 

(4.13) 

. ~ 
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engebrui~ de Poisson-formule voor u op de eenheidscirkelj de gevraagde v 
vindt men' nu door 

v (x,y) =u(g(x,y)). (4.14) 

Opgave 41 We nemen aan dat de hierboven genoemde g: Ei -+ El (O)lR 
inderdaad in~erteerbaar is3 en dat de voorgeschre~en randwaarden differen
tieerbaar zijn. 

, Laat zien dat de v van hierboven inderdaad een oplossing is van het Laplace-
probleem met Dirichlet randvoorwaarde op Ei. ---'-' 

, \ , 

, . We kunnen een tranSformatie als hierboven voor veel andere gebieden: ge
bruiken. De z~geheten afbeeldingsstelling van Riemann zégt dat er bij elk 
enkelvoudig samenhangend gebied G een afbeelding I : G -+ El (0) bestaat 
die analytisch is op G en die, bovendien voldoet aan I' (z) =F 0 voor zEG. 
Helaas is voor de meéstegebieden het vinden van deze afbeelding niet erg 
praktis~h. De bijbehorende afbeelding van IR ; Ga -+ BI (O)R gedefinieerd 
door 

flR(x,y) = (Ref(x+iy) ;Im/(x+iy)) 

is conform. Vaak noemt men overigens ook I conform, Conform wil zeggen dat ' 
de afbeelding de hoeken met de orii=!ntatie vasthoudtj anders gezegd: als twee 
gladde krommen elkaar onder een hoek Q snijden dan snijden de beeldkrommen 
elkaar ook onder een hoek Q. ' 

Het recept voor deze aanpak is als volgt. , 

Recept 4.1.4 voor het vinden van een harmoniSche functie u op " een enkel
voudig samenhangend gebied GlR met voorgeschreven randwaarde Ur op oGlR. 
Hiervoor is een functie I : G -+BI (0) nodig die 'analytisch is op G en waar-

'voor geldt dat f' (z) =F 0 voor zEG. ' , 

i. de randvoorwaarde overbrengen van oG naar OBI (0) door ' 

ii.uoplossen op BI (0) via Poisson integraai forrn.uie 

2~ , 
:.. ( ) = - x - Y ur coscp,smcp ,/,~. ' I 2 2j -( ') 
u x,y , ' 2 ''''''-' 

, 211" I(coscp,sincp) - ,(x,y)1 
",=0 

iii. ' terugbrengen naar ei via 

U (,fRnvers (x,y)) =u(x,y) voor (x,y) EB!CO)R' 

. 3De rel!le functie 9' : R2 -+ R2 is inv~rteerbaar, als det ,( *91 *91
) oF 0 is. 

d;92 'dY,92 ' 
De functie f : C -+ C is inverteerbaar als!, oF O. 

I' 
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Opmerking: Voordat men computers benaderingen voor oplossingen kon laten 
uitrekenen, was het oplossen vait de Laplace vergelijking via eeu 'conförme afbeelding 
en de Poisson integraal formule voor de cirkelschijf een mogelijkheid om een beeld , 
van de oplossing te krijgen. in de oudere literatuur (±185~1950) vindt men vele 
expliciete voorbeelden van dergelijke conforme afbeeldingen. Een catalogus van con
forme afbeeldingen vindt men in het boek van H. Kober, Dictionary of Conformal 
Representations, heruitgegeven door Dover in 1957. (De afbeelding van ellips naar de 
cirkel is daar overigens niet correct.) 

Dat bovensta.a.ndrecept inderdaad een harmonischè functie levert zien we met 
het volgende resultaat. 

Hulpstelling 4.1.5 Zij G een gebied in C en stel dat 

i. (s, t) 1-+ U (s, t) harmonisch is op GRj 

ii. z 1-+ f (z) analyt.isch-is op G. 

Dan is (x, y) i-+ U (flR (x, y)) harmonisch op re G)lR . 

Bewijs: Als we dit door recht-toe-recht-aan berekenen laten zien dan wordt dat 
een stevige rekenpartij . ' We kunnen het bewijs ook slimmer aanpillen.\ Herinner 
je dat er bij een harmonische functie u op een enkelvoudig samenhangende gebied 
een analytische functie 9 bestaat ' zodanig dat u (x, y) = Re 9 (x + iy). Omdat 9 en 
f analYtisch zijn is de samenst~lling 9 0 f analyt~h. Dan volgt ~t v = Re (h ,0 f) 
harmonisch is. 

Voorbeeld 18 
De functie f : C -+ C met f (z) =. ~;t;~t! beeldt de halve cirkelschijf af op 
de hele cirkelschijf: ' 

f : {z E Cj lm z > 0, Izl <: I} -+ BI (2) is analytischj 

f ;, {z E Cj lm z > 0, Izl :::; I} -: BI (0) is continu en bijectief. 

Het controleren vim . dElze bewering is een pittige oefening in het rekenen met 
complexe getallen. ----' 
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Opgave 42 

i. Laat zien dat Bl (0) \ {Ol het beeld is van IC\Bl (0) onder de functie 
f(z) = r 

ü. Ofschoon fnverse niet op B1 (0) bestaat (er is geen z E C\B1 (0) met 
f (z) = 0) kunnen we via bovenstaande wijze een oplossing van 

{ 
~v = 0 voor x E JR2 .met lxi> 1, 
. v = Vrand voor x E JR2 met .Ixl = 1, 

krijgen. Geef een integraalformule. 

ÎÜ. Wat kun je zeggen van liml(x,Y)I-+oo v (x, y)? 

Opgave 43 Welk gebied wordt door f (z) = ~+~ afgebeeld op B1 (O)? ---' 

Opgave 44 We beschouwen de Laplaee-vergelijking op het halfvlak JR+ x JR. 
Dat is het volgende probleem: Gebruik f (z) = ~+~ om een integraalformule 
voor een oplossing van . 

{ V (0, X~2V) = 0 () 
Vrand X2 

voor x E JR2 met Xl > 0, 
voor X2 .E JR, 

Gebruik f (z) = ~+~ om een integraalformule voor een oplossing hiervan te 
. berekenen. ' ---, 

Voorbeeld 19 
. In .een . vorige opgave hebben we een analytische functie f van het halfvlak . 
naar de eenheidsbol gezien. Gebruiken we de functie z 1-+ w (z) uit paragraaf 
13.2 van Kober's Dictionary of Conformal Representations dan is f 0 ween 
analytische áfbeelding van de rechthoek naar de eenheidsschijf. Die functie 
J0'U! kan men gebruiken om een oplossing van het Laplace-probleem met 
voorgeschreven randvoorwaarden op de rechthoek te bepalen. Het daarmee 
expliciet uitrekenen van een oplossing is nog een hele toer als . men deze af
beelding bekijkt. 
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4.1.4 Eenduidigheid van de oplossing 

Voor vele enkelvoudig samenhangende gebieden in JR2 kan men via een con
forme afbeelding een oplossing Vinden van het Laplace-probleem. De vraag die 
dan opkomt is of de zo gevonden oplossing de enig mogelijke is. 'Het belang
rijkste gereedschap voor het beantwoorden van deze vraag is het zogenoemde 

~ sterk . maxi- sterk maximum principe. Voor harmonische functies luidt het als volgt. 
mum principe 

Stelling 4.L6 Zij G een gebied in JR2 en stel dat de continue functie u: ä -t 

JR harmonisch is in G. Als u zijn 'maximum birmen G 'aanneemt, dan is u 

constant. 

Voor begrensde gebieden G volgt dan dat het maximum op de rand ligt, dus 

in~ u (x) = max u (x) : 
xEG xE8G 

Bewijs: Stel dat u zijn maximum heeft in y E G. Dan geldt voor iedere r > 0 met 
Br(Y)R C G (zulke r > 0 zijn er want G is open) via Gevolg 4.1.2 dat 

2~ 2~ 

u(Y)=2~ J u(y+r(cosc,o,Sinc,o}}dc,o5:2~ J u(y}dc,o=u(y} . 
'1'=0 ' . '1'=0 

\ Als u(i) ergens op 8B" (Y}R kleiner dan 1t (y) is, is deze ongelijkheid strikt -( <) en 
krijgen we een tegenspraak. Zo niet, dan geldt u (x) = u (y) voor alle x met Ix - yl 5: 
r: 
We kwmen dit argument herhalen voor elke ij op deze cirkelschijf, enzovoort. Het 
/ 

gebied Gzo opvullend met cirkels levert dat u is constant. . 0 

Gevolg 4.1. 7 De Laplace-vergelijking op een begrensd gebied met op de gehele 
rand voorgeschreven Dirichlet randvoorwaarde heeft hoogstens één oplossing. 

I 

Bewijs: · Stel er zijn twee oplossingen UI en U2 ' Dan is v == UI - U2 harmonisch 
binnen het gebied ,en 0 op de rand. DUs max"'EG v (x) = max"'E8G v (x) = O. Hieruit 
volgt dat v 5: Oop G. Omdat hetzelfde geldt vQOr U2 - UI vinden we dat 

o 

Combineren we Stelling 4.1.1 en Gevolg 4.1.7 dàn zien we dat de Laplace
vergelijking op een cirkelschijf met op de gehele rand voorgeschreven Dirichlet 
randvoorwaarde precies één oplossing heeft. 

Opgave 45 . We bekijken nog even de eerste opgave op bladzijde 55 waar 
een oplossing op het gebied {x E JR2; lxi> I} berekend werd. Dit gebied is 
onbegrensd en dus kunnen · we niet het maximum principe gebruiken om te 
laten zien dat er preci~ een oplossing is. Het is zelfs nog erger: er zijn ~eefdere . 
oploss,ingen. Laat zien dat v (x, y) + 43 log (x2 + y2) ook een oplossing is. 
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Opgave 46 Bepaal nog enkele andere oplossingen van het Laplaee probieem 
op het halfvlak (zie laatste opgave op bhidzijde 55). ---' 

4.2 Stromingsproblemen in 2 dimensies 

, ' 
Bij stromingsmodellen wordt het snelheidsveld van een vloeistof dikwijls ge-
geven door de gradiênt4 van een potentiaal, de z.g.snelhèidspotentiaal ~. Als 
G een gebied in JR2 is met coördinaten (x,y) dan geldt voor het snelheidsveld 
ij dat 

q(x,y) = -V~ (x,y) voor (x,y) E q. (4.15) 

Hieruit volgt dat het snelheidsveld ij loodrecht staat op de lijnen die impliciet 
worden gedefinieerd door ~ (x,y) = c. Is verder dè vloei,stof niet samendruk
baar, dan geldt divq = 0 (zie voetnoot5 ) en vinden we 

div ij = 0 ::::} Ll~ = 0 in G. 

Stel dat G enkelvoudig samenhangend is. Omdat {{l harmonisch is kunnen we 
dan ({l beschouwen als het reêle deel van een analytische functie f: 

, , 

f(z) = ~(x, y) + ilJf(x, y), waarbij z = x + iy met (x, y) E G. 

Zie de opmerking op bladzijde 43. Ook lJf is harmonisch in G en volgens de 
Cauchy-Riemann vergelijkingen geldt dat 

(4.16) 

Opmerking: De analytische functie f wordt ook de complexe potentiaal, genoemd 
en aangegeven met 11: ' 

11(x + iy) = iP (x, y) + ilJf (x, y). 
. . . \ 

Voeren we de complexe snelhéidin als q(x+iy) = ql (x,y)-iq2 (x,y), met (qt,q2) = 
q, dan hebben we ' 

q = -iP", + iiPlI = -iPo:. - iw", = -11", ,= -11'. 

Het snelheidsveld vinden we terug door 

q(x, y) = (Req (x + iy), -Imq (x + iy)) . 

·Yoor functies ti : R2 -+ R wordt de gradillnt gedefinieerd door 

5Yoor functies iJ : R2 -+ R2 wordt de divergentie 'gedefinieerd door 

<!ïv iJ (x, y) = ! til (x, y) + ~ ~2 (x , y) . 
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Wat is de fysische interpretatie van deze functie w? Wegens (4.16) geldt 

V<P . Vw ~ 0 ofwel V<P 1- VIJl in G 

8cp 8'11 8cp 8'11 . 
- ' =-en-'-=--
88 8n , 8n 88' 

(4.17) 

voor ieder orthogonaal stelsel {n, 8} . 

y 

De eerste gelijkheid in (4.17) volgt uit 

8cp 8cp 8cp ., 
- = Vcp· 8 = -cosa+-Slna = 
88 8x 8y 

8'11 8'11 . 8'11 
= -cosa- -sma=VW · n=-' 

8y , & , 8n' 

en de tweede volgt op analoge wijze. We nemen nu 8 de tangentiële en n de 
geschikt georiënteerde ,normaalrichting w.n een kromme. 

s 

Als P en Q twee punten zijn in G en k een verbindende reële kromme, dan 
geldt 

{8w {8CP { (_ 
w(Q) - w(P) = ik 88 ds = - ik 8n ds = - ik VCP· nds = ik q. nds, 

met andere woorden w(Q) - W(P) is de hoeveelheid vloeistof die stroomt door 
een oppervlak gekarakteriseerd door de kromme k. In het bijzonder geldt: 

w(P) = w(Q) voor punten P,Qop een stroomlijn. 

Daarom wordt deze functie '11 de s.troomfunctie genoemd. Dikwijls is het 
handig om een stromingsprobleem rechtstreeks in '11 uit te drukken. 

Opmerking: We kunnen w(Q) - W(P) ook via de complexe potentiaal berekenen. 
Voor de metk corresponderende kromme,: [a,b] -+ te (met ,Ct) = Xl (t) + iX2 (t)) 
Vinden we via Hulpstelling 3.1.4 dat " 

n(r(b)) -n(,(a)) = -l q(z)dz. 
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Hieruit volgt dat 

q; (r (b)) - w (')' (a)) = Im (n (')' (b)) - nh (a))) = - Im i q (z) dz = 

= :- Im l b 

(ql {x (t)) - iq2 (x (t))) (x~ (t) + iX2 (t)) dt := 

= l b (-qdX(t)) 'X2(t)~q2(X (t)) x~(t))dt= 
b ' . ;", 1 q(x(t))· (-X2 (t) ,xi (t)) dt = 1 q. nds. 

We geven twee voorbeelden van stromingsproblemen. 

4.2.1 puntbron' 

Voor een puntbron inetsterkte Q hebben we de potentiaal 

puntbron 

. . 

. Q 
~ (x,y) = - 271" Inr met r = Jx2 +y2. 

Dan geldt 

't'7;o;. • Q .... d ... Q ... 
V':l' = --2 e en us q = -2 e, 

7I"r 7I"r . 

waarin ë de radiale eenheidsvector i~. Met andere wo
. orden, voor de cirkel met straal R geldt 

[ q·iids= 
JlJBn(O)R ' 

la Q ...... d 'Q . = --e·e · s= · 
lJBn(O)R 271"R ' 

onafhankelijk van R. De corresponderende stroom
functie is 

Il! (r;<p) = -;:r Q, 0:::; <p < 271" . 

Omdat C\ {CO)} niet enkelvoudig samenhangend is zien we overigens dat we 
het C-vlak ergens tot (0,0) moeten 'opensnijden'. 

HersChrij~en van de Cauchy-Riemann vergelijkingen 'met poölcoordinaten geeft 

a~ 1 all! all! la~ 
- = -- en - = ---. 
Or r a<p , Or r a<p 

Opgave 47 Laat zien dat (4.18) de Cauchy-lliemann vergelijkingen in pool
coördinaten zijn. Laat ook zien dat bovenstaande '~ en Il! hieraan voldoen. 

I , 
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4.2 ~2 Stroming in een strip 

We beschou~engrondwaterstromingin een lange strip (b.v. tussen kleilagen) 
waar lokaaJ van boven extra water in doordringt. Een schematische tekening 
volgt. 

y J . . . ~ 

E • • . .. B -

--. 0\ ( ' ......... A-~' -_'- __ ~ ______ --. ~) I ----- " . -- . Ge - ........ :- ... ::.: - -:..:..:..:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.~ H· 
.... - ----------------~-------~- -------------------------------------

o c 
L 

~I 

'een vloeistofstroming door poreus medium 

We nemen aan dat in- en uitstroom homogeen over de openingen verdeeld is. 
Dan voldoet W aan de volgende randvoorwaarden. 

We normaliseren zodanig dat 0 de oorsprong is en W (0) = O. De randvoor-
waarden worden: . 

Langs EO: O=qy = 
alp oW 

W = constant = Oj --=- => 
8y ax 

Langs OA: 
Qt alp ow . Qt 

-L =qy = --=- => W = -LX met 0 < x < L; 
8y 'ax 

Langs AB: O=qy = 
'alp oW 

W = -Qt; --=- => 8y ax 

Langs BG: 
Qt+Qt alp oW 

W = -Qt-
Qt+Qt 

= .. qx = --=-- => Y H ax ay H 
met y < 0; 

Langs CD: O·=qy = 
alp oW 

W=Ql; --=- => 8y ax 

Langs DE : 
Ql alp oW Qi 
H =qx= = => . W = - H Y met y < O. ax ay 

Gezocht wordt een functie W die voldoet aan Ó. W = 0 en bovenstaande rand
voorwaarden. 

Opgave 48 Bereken de oplossing voor wals Qt = 0: . 

Een analytische afbeelding van de rechthoek naar de cirkelschijf vinden we door 
de afbeelding van rechthoek naar bovenhalfvlak uit 'Kober' te laten volgen 
door f (z) = ~+~. 

Opgave 49 De (tweedimensionale doorsnede van de) stroming rond een hor
izontale cilindèr met straal a heeft de volgende complexe potentiaal: n (z) = 
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. v (z + a;) . Bereken snelheidspotentiaal, snelheidsveld en stroomfunctie . . Geef 

een schets van de stroomlijnen. 

Meer uitgebreide resultaten en verdere toepassingen van complexe functie
theorie is te vinden in het volgende boek: 
M.J. ABLOWITZ AND A.S. FOKAS, Complex Variables, Cambridge texts in 
Applied MathematicS, Cambridge 1997. -----' 
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5. EERSTE ORDE GEWONE D.V. . , 

E'N EERSTE ORDE STELSELS 

We beginnen met een korte herhaling van enkele ·soorten gewone differentiaal
vergelijkingen waarbij vaak een oplossing te vinden is in de vorm van een expli
ciete formule, Bij een eerste kennismaking met differentiaalvergelijkingen ont
moet men deze typen: separabel, homogeen, lineair, exact en BernoullijRiccati 
type. Voor deze soorten is er een oplossingsalgoritme waarmee men meestal 
een expliciete formule voor de oplossing kan vinden. 
·Men zou kunnen verwachten dat bij een tweede of meer . uitgebreide kennisma
king het aantal typen waarbij zo'n algoritme bestaat minstenS verdubbelt, Dat 
is echter niet het geval. Naast deze soorten be~taat er zelden zo'n oplossings-

. algoritme en kan men zelden een oplossing vinden in de vorm ra~ een expliciete 
formule met de gebruikelijke standaardfu~cties. In deFgelijke gevallen resteert 
het onderzoeken of er één oplossing is en van deze oplossing de eigenschappen 
te 'onderzoeken en eventueel een benadering te berekenen. 

5.1 Enkele expliciete methoden voor 1 e orde 

In het vervolg zullen we 'meestal de gegeven functies noteren door f en g. De 
variabele zullen we met x of t noteren en de functie die we zoeken is de u. 

5.1.1 Separabele d.V. 

DIfferentiaalvergelijkingen van de vorm 

u' = f (u) g(x) 

heten separabel. We zo.eken een differentieerbare functie x 1-+ u (x) zodat 
u' (x) = f (u (x) ) g(x). Voor 'nette' functies f en 9 kunnen we. deze differen
tiaalvergelijking'oplossen door scheiding van variabelen (let op bij f (u) F Oj 
nulpunten van f leveren constante oplossingen): 

u' 
J(u) =g(x) 

en vervolgens te integreren 

l
x 

u'(s) l x 
. 

Xo f (u (s)) ds = ~o ~ (s) d~. 
Desubstitutieregel via v = u (s) levert 

l
U (X) 1 LX . 

f()
dv= g(s) ds. 

u(xo) v Xo 

65 
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,Als we primitieven van v 1-+ yfvy en Van . s 1-+ g (s) kennen, noem ze respec
tievelijk Hen G, dan vinden we dat een oplossing u voor een of andere c E lR 
voldoet aan H( u (x)) = G (x) + c. Als ~e ook nog de inverse functie van H 
kennen dan vinden we oplossingen . 

Vergeet de nulpunten van f niet. Als f een pf meer nulpunten Pi heeft dan 
zijn er bovendien nog de oplossingen 

5.1.2 Homogéne d.V. 

Differentiwvergelijkingen ~ de vorm 

u' ~f(~) (5.1) 

héten homogeen en kunnen we oplossen via substitutie u (x) = xv (x). De 
differentiaalvergelijking wordt 

xv' +v = f(v) 

en deze is separabel. De oplossingen vindt men via 

1 v' =! 
f(v)-v x 

en f{v)-v=O. 

5.1.3 Eerste orde lineaire d.V. 

Een eerste orde lineaire d. v. is van de vorm 

u' + 0 (x) u = .B (x) , 

met 0: en .B gegeven functies. Het oplossen verloopt in t~ee stappen. 
1. Eerst berekent men de oplossingen van de gereduceerde d.v., u' + 0 (x) u = 
O. Deze differentiaalvergelijking is separabel. Dus variabelen scheiden levert 

u = 0 of :(~5= -0 (~) en via In lu (x)1 = Co - r 0 (s) ds vinden we 

u (x) = ce- r a(s)ds 

Met r 0 (s) dl! wordt een primitieve van 0 bedoelt. 
2. Vervolgens gebruiken we deze functies om een oplossing van de oorspronke
lijke d.v. met.B te vinden. Stel u (x) = CUh (x) zijn de oplossingen van 

. de gereduceerde d.v. Gebruik nu de substitutie u (x) = c(x) Uh (x) (variatie 
van constante) voor u' + 0 (x) u = .B (x). Voor c (x) vind je de differentiaal-
vergelijking . 

d (x) Uh (x) + c(x) uh (x) + 0 (x) c (x) Uh (x) = .B ex) 
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en omdat uh (x) + Q (x) Uh (x) = 0 volgt 

c' (x) Uh (x) = (3 (x) 

waaruit we c (x) kunnen oplossen. 

Opmerking: Men kan de oplossing vaIi zo'n eerste orde lineaire differentiaal-
vergelijking zelfs in een formule gieten. De oplossing van 

wordt 

{
U'+Q(X)U = (3(x) 

U (0) = UQ. 

5.1.4 Bernoulli en Riccati d.v; 

Laat Q en (3 gegven functies zijn; Een d.v. van het typé 

U' + Q (x) U + (3 (x) uk = 0 met k i- 1 

is naar Bemoulli genoemd. Na de substitutie v (x) = (u (x))l-k krijgt men 
een lineaire d.v. 
De d.v. 

u' + Q (x) U + (3 (x) u2 = f (x) 

is naar Riccati genoemd. Als mert (met geluk) één oplossing U'I gevonden heeft, 
dan volgt via: de substitutie u (x) = v (x) + UI (x) een d.v. van het Bernpulli 
type voor v. Daarmee kan men de algemene oplossing' vinden. 

5.1.5 ~acte d.V. 

Een d.v. van de vorm 

:x!(x,u) +u' !f(x,u) = 0 

heet exact en heeft oplossingen die impliciet gedefinieerd zijn door 

f(x,u) = c. 

De moeilijke stap bij ,exacte d.v. is het herkennen dat een differentiaal
vergelijking met gegeven functies F en G van de vorm 

F(x,u) +u'G(x,u) = 0 (5.2) 

exact is of via èen integrerende factor! exact te maken is. De ' test ot deze 
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differentiaalvergelijking exact is, is als de volgende: 

a (, a 
au F x,u) = axG(x,u). (5.3) 

Dat deze voorwaarde nodig is voor tweemaal continu differentieerbare2 I zien 
we door .' 

a a a a a , 8 ", , 
!l_,F,(x,u) = !l.'-a I(x,u)":" -a -a I(x,u) = -a G(x,u). 
vu , , vuX xu , x 

Men kan ook laten zien dat deze voorwaarde (5.3) voldoende is. 

De impliCiet gedefinieerde oplosSingen van (5.2), I (x, u) = c, vindt men o'jeri-
gens door ' 

'aa I (x,u) = F (x, u) => I (x,~) ~ 1'" F'(S,u) ds + Cdu) 
x . q , 

te vergelijken met 

'a ' (U 
aul(X,U) = G(x,u)=> I(x,u) = 1:..0 G(x,v)dv+C2(x). 

Voor het vinden van een integrerende factor zijn geen algemene regels te 
" geven. Dat maakt het , oplo~en ~ een differentiaalvergelijki~gdie via ee~ 

integrerende factor exact te maken is tot een vervelende puzzel. Zo is elk van 
de voorgaande typen door een geschikte integrerende factor exact te maken.' 
Helaas is het vinden van die factor ni,et bijzonder constructief. Bijvo'orbeeld 
is J.L (x, u) = (xl C;;) - utl 

een integrerende factor voor (5.1). Deze factor 
, is overigens gevonden door (5.1)8.1s homogene differentiaalvergelijking op te 

lossen(!) en in de differentiaalvergelijking voor v na scheiding weer u te schri
jven. l 

De moraal is dat je eerst onderzoekt of de differentiaalvergelijking 'van een van 
de andere typen is en pas dan probeert deze als exacte differenti~vergelijking 
te schrijven en op te lOl?Sen. 

I ,',' 

lOverigens i~de functie x,u ...... p.(x,u) een integrerende factor voor (5.2) als . 

exact is en als bovendien 'geldt p.(x,u):F O. . 
2Een functie hee~ continu differentieerbaar als de functie differentieerbaar is en boven

dien alle eerste afgeleiden continu zijn. Hij heet tweemaal continu differentieerbaar als hij 
tweemaal differentiaaerbaar is en continue tweede afgeleiden heeft . ' 
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5.1.6 Voorbeelden en opgaven 

Voorbeeld 20 
We zoeken een functie x f---+ y'(x) die voldoet aan de d.v. 

2x + (x2 + 4y3e~Y) y' = 0, (5.4) 

Deze differentiaalvergelijking is noch separabel, noch homogeen, noch lineair, 
noch van Bernoulli of Riccati's type. Blijft over exact of exact te maken. 
Als deze exact is, dan zou met F(x,y) = 2x en G(x,y) = x2 +4y3e- Y de . 
voorwaarde (5.3) moeten gelden. We vinden echter /yF(x,y) = 0 =f. 2x = 

IxG(x',y). De laatste hoop lijkt het vinden van een intégrerende factor. 
· Probeer JL = JL (x) . Dan wordt de d.v. exact als 
o . 0 . 

8y (JL (x) F (x,y) ) = 0 = 2xJL (~)+(x2 + 4y3e- Y ) JL' (x) = OX (JL (x) G (x, y) ) . 

De enige functie 'X f---+ JL (x) die daaraan voldoet voor alle . x en y is JL (x) = O. 
Dit is dus geen succes. . 
Probeer JL = JL (y) . Dan wordt de d.v. exact als 

o . {) 
8y (JL (y) F (x, y)) = 2xJL' (y) = 2xJL (y) = ox (JL (y) G (x,y)). 

Hier is wel een niet-nul oplossing te vinden. De vergelijking JL' (y) . = JL(Y) 
heeft als een oplossing JL(Y) = eY.Doorde d.v. met eY te vermenigvuldigen 

· vinden we de exacte d.v. 

2xeY + (x2eY. + 4y3) y' = O. 

Met primitiveren van 2xeY naar x vinden we 

f (x,y) = J 2xeYdx =x2eY + Cl (y) 

en door vervolgens f naar y te differentiëren volgt x 2 eY + C~ (y) = x 2 eY + 4y3 . 

Dus Cl (y) = y4 + ei en daarmee krijgen we . 

f(x,y) = x2eY +y4. 

D.e impliciet gedefinieerde oplossingen zijn 

~2eY(x) + y (x)4 = C • . 

Maple laten we enkele van de impliciete krommen x2eY .+ y4 = c tekenen: 

· Opgave 50 Laat zien dat de impliciet gedefinieerde kromme~ x2'eY + y4 == C 

een vertikale raaklijn hebben als y < 0 en x .= ±2J_y3e- Y.Bij deze punten . . 
kan men oplossingen van de bovenstaande differentiaalvergelijking niet als een 
functie x f---+ y (x) beschouwen. ----' 
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Herschrijven we de differentiaalvergelijking in (5.4) naar de standaardvOl.~m 

, -2x 
Y = x2 + 4y 3e -y 

dan zien we dat we voor x = ±2,J -:-y3e-y een noemer gelijk aan 0 krijgen 
en is y' niet gedefinieerd. Tenslotte een schets van de oplossing x H y (x) die 
voldoet aan y (1) = O. 

1.5 

Voorbeeld 21 
Een voorwerp dat zich met snelheId v (v ~ 0) in een gas beweegt ondervindt / 
een wrijvingkracht evenredig met het kwadraat van eJ;l. tegenge; teld aan zijn 
sllelheid: Fw = '--yv2. De differentiaalvergelijking .die hoort bij de vrije val van 
dit voorwer'p is ' 

mv' = mg - -yv2. 

We nemen m = 1, 9 = 10 en -y = .004. De differentiaalvergelijking wordt

, , 1 2 
v=1O-

250
v. 

Deze is separabel en scheiding van variabelen levert ' 

1 , 1 2 
2500 _ v2v = 250 of 2500 - v = O. 

De tweede mogelijkheid geeft de twee constante oplossingen v (t) = 50 en 
v (t) = -50. De eerste mogelijkheid levert 

l
V (t) 1 ft 1 ' 

V(O) 2500 - v2 dv= Jo 250 dt = 2~0 t . 

Een primitieve vim v 1-+ 25oÓ-V2 vinden We door breuksplitsing: 

' 1 , 1(1 1) 
2500 - v2 = 100 V + 50 - ti - 50 . 

Dus voor cE IR 

160 (log (Iv (t) + 501) - log (Iv (t) - 501 ) ) = -fsot + c. ' 

Enig omschrijven levert 

('IV (t) + 50 1') 2 'log v (t) _ 50 = st + Cl 
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en met C2 = é 1 E IR+ volgt 

I
v(t) +501_ ~~ 
v(t) -50 - C2e . 

71 

Nemen we C2 E IR\ {Ol dan kunnen we de absoluutstrepen weglaten en vinden 
we . 2 

V (t) + 50 = c2est (v (t) - 50). 

De gevonden oplossingen zijn: 

voor elke c in IR 

en v(t) = 50. 

6 t 8 12 

"-
"-

\ 
\ 

De grafiek van 5 oplossingen van de d.v. 

Opgave 51 De gebroken kromme 'heeft een asymptoot bij t = 10. Wat is de 
fysische betekenis voor het vallende voorwerp? ~. 

Opgave 52 Een kogel wordt loodrecht omhoog geschoten met beginsnelheid 
v (0) = 500. De snelheid voldoet aan de d.v. v' = -10 - ~v lvi. Met welke 
snelheid zal de schutter de kogel opvangen? 
Hint: oplossen instappen. 

L Totdat de kogel zijn hoogste punt geldt v' = ~1O - 2~ov2; bereken de 
oplossing van het bijbehorende beginwaardeprobleem. 

iLOp het hoogste punt geldt v (thp) = 0 en s (thp) = J~hP v (t) dt. Bereken 
thp en s (thp) . 

. iiL Voor t > thp geldt v' = -10 + 2~ov2~et nieuwe beginvoorwaarde 
. v (thp) = O. Bereken v (t) en s (t)= s (thp) + .htt v (t) dt. 

, ~ 

ivo Het tijdstip tOl) van opvangen vinden we door s (tOl)) = O. (de vergelijking 
v.oor tOt! hoeft u niet op te lossen) 

V . De gevraagde snelheid is v (tOl)) . Geef een numerieke benadering. 
-' 
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Opgave 53 Een blok hout d~t over een glad oppervlak geschoven wordt, 
ondervindt een constante wrijvingskracht van grootte f+ tegengestelq aan de 
bewegingsrichting: dus mv' = f (v) met 

{ 

-f+ 
f(v) = 0 

j+ 

als v > 0, 
als v = 0, 
als v < o. 

(5.5) 

We nemen f+ /m = 1. Bereken alle oplossIngen v: [0,00) -+ IR van deze d.v. 
die voldoen aan v (0) = 5. Bereken ook alle oplossingen v : (-00,10] -+ IR 
die voldoen aan v (10) = O. (Oplossingen zijn hier continue, stukSgewijs differen
ti~rbare functies waarvoor de d.v. geldt met uitwndering van hoogstens eindig veel 
punten.) ----' 

Opgave 54 Berekende oplossingen x 1-+ u (x) van 

a. U, _ u- 1 • 
- z=2' e.. u' = x sin (u); 

b. u' = x 2 (1 + u2 ) i f. u' = sin (~) i ' 
g. sin (u) u' = Xi . c. u' = u+sin(x) i 

d. u' = u sin (x) i h. (xusin (u) - x cos (u) ) u' = u cos (u) . 

,5.2 Motivatie voor kwalitatieve aanpak 

De meeste. differentiaalvergelijkingen zijn niet op te lossen door de oplossing 
in de vorm van een of andere formule expliciet op te ~chrijven. Behalve voor 
de paar bovengenoemde types is dat zelden mogelijk. Al k8.n men dan geen 
formule vinden, vaak kan men wel laten zien dat er een oplossing is en men 
kan zelfs' eigensChappen van deze oplossing geven . . 

, Als voorbeeld beschouwen we 

{
, U'(t) = (u(t))2+ t2, 
u (0) = 1. 

(5.6) 

Dit beginwaardeprobleem heeft 'geen oplossing die met standaardfuncties ge
schreven kall worden. Enkele vragen di~ zonder dire<;t 'uitrekenen' opg~lost 
kunI).en worden zijn de volgende. 

• Heeft dit beginwaardeprobleem een oplossing? ' 

• Heeft dit beginwaardeprobleem precies één oplossing? 

• Voor welke t E IR bestaat de oplossing? 

• Hoe kunnen we' de oplossing (numeriek) benaderen? 

Allereerst, zullen we afspreken wat wè onder een oplossing van een gewone 
differentiaalvergelijking verstaan. Overigens noemen we een differentiaalverge
lijking gewoon als er alleen afgeleiden naar één variabele ' in voorkomen. 



~ oplossing 

~ existentie- . 
interval 

~ maximaal 
existentie-. 
interval 

'Motivatie voor kwalitatieve aanpak 73 

Definitie 5.2.1 Zij f een . continue junctie. Een oplossing van de Je (Jrde 
gewone differentiaalvergelijking 

u/(t)=f(t,u(t)) -

is een continu differentieerbare junctie u (een junctie is bepaald door junc
tievoorschrift en definitiegebied) met · 

. , 
i. een open. interval (T-, T+) C 1R als definitiegebied, 

ii. de vergelijking u' (t) = f (t,u(t») geldt voor allet E (T-,T+). 

Dit open znterval(T-, T+) heet het existentie-interval. ' 

We zullen voor T- eveneens -00 en voo~ T+ ook +00 toelaten. De eisen voor 
T± samengevat: 

-00 ~ T- < T+ ~ 00. 

Opmerking: Soms beschouwt men een differentiaalvergelijking met een rechterlid 
f dat niet èontinu is. Denk aan het schuivende blok hout in de vorige paragraaf. 
Als uHf (t, u) niet continu is dan ~ men niet verwachten dat de oplossing overal 
difrerentiaarbaar is. Om dit precies te formuleren zouden we bovenstaande definitie 
moeten uitbreiden. Voor functies f die stuksgewijs continu zijn wordt noemt men u 
een oplossing als t 1-+ U (t) continu en st~sgewijs differeI;ltieerbaar is en wanneer aan 
de differentiaalvergelijking is voldaan uitgezonderd de punten waar u 1-+ f (t, u) een 
sprong maakt. 

Voorbeeld 22 
Voor de vergelijking u' = u2 vinden we de volgende oplossinge~: 

i. Voor elke cE 1R hebben we de oplossing 

1 . 
u: (.,-oo,c) -.1R met u(t) = --. 

c-t 

ii. Voor elke c E 1R hebben· we de oplossing · 

. 1 
u: (c,oo)..,.-+ 1R met u(t)= --. 

c-t 

iii. Bovendien nog de oplossing 

u: 1R -.1R met u (t) = o. 

Als deze differentiaalvergelijking de baan van een deeltje zo~ beschrijven met 
bijvoorbeeld u (0) = 1 dan wordt de oplossing die aan deze voorwaarde voldoet: 
u : (-00; 1) -. 1R met u (t) = l:t. Voor t T 1 zou 'het deeltje in oneindig 

. 'verdwijnen' (waarschijnlijk is de g.d.v. · daar geen goed model). Er lijkt geen 
goede reden te verzinnen waarom dit deeltje vervolgens via u : (1,00) -. 1R 
met .u(t) == l:t uit -00 terug zou komen. 
Het maximale existentie-interval is bij bovenstaande oplossingen achtereenvol-

.. gens (-00,1), 1R en (1,00). . I ~ 
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Voorbeeld 23 
Neem a E IR. De differentiàalvergelijking in 

{
u'(t) = 1-(u(t))2 

. u(O) = a . 

is separabel. · Zoals in het vorige voorbeeld vinden we na enig rekenwerk 

(1 + a) e2t - (1 - a) 
u (t) = (1 + a) e2t + (1 -:- a)" 

"Voor elke beginvoorwaarde is er precies één oplossing en . 

voor1<a: 

u· (-In (J9±!)' +00) -+ IR· . . a-i' , 

voor -1 :$ a:$ 1 : 
u: (-00, +00) -+ IR; 

voor a < -1: 

(5.7) 

Merk op dat ook de oplossingen van deze differentiaalvergelijking niet voor alle 
a op de hele IR bestaan. Voor lal> 1 hebben de oplossIngen een asymptoot. 

Hét betreffende interval, hier is dat bijvoorbeeld (-In ( ~ ,+00) voor 
1 < a, is het maximale existentie-interval van de oplossing. Vijf verschillende . 
oplossingen zijn in het volgende figuur weergegeven. 

Voorbeeld 24 
Voor de d.v. 

I 
. 1 

1 
1 
1 
I . 

-4 

oplossingen voor 'a = 2,1, -fu, -1,-! 

{
V' (t) . = 3t{llv (t)1 

v(-l) = a 

----' , 
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kunnen we bij a = 0 meer dan één oplossing vinden: bijvoorbeeld 

v(t) = { ~ voor t :::; 0, 
voor t, > Oj 

-1. 5 -1 

en v (t) =- (1 - t2~ ~ 
, {O 

, , (t2 - 1)2 

2 

1 I 
I 

I 

voor t :::; '-1, 
voor -1 <:t:::;l, 
voor t > 1. 

I 
I 

1.-5 
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In dit voorbeeld is de functie f (hier f (t, v) = 3t{/jVf) niet differentieerbaar 
naar v in (t,O). --' 

We zullen nog zien dall voor 

geldt: 

{ 
V'(t) f(t,v) 
v (0) = Vo 

f differentieerbaar 
.IJ. 

voor iedere Vo precies één oplossing 

Opgave 55 Bereken alle oplossingen van 

i. Ui = V2u - U2j 

{ Ui = Vu5 ii. u, 
u (0) = Oj 

{ u' ~ . iii. u, 
u(O) O' , 

ivo { u' (t) = ty'jU(t)j + u (t) , 
u(O) = O· , 
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Opgave 56 We beschouwen het b.w.p. 

{

UI (t) = 2tv'Jü(t)i +2t3 , 

u(O) = O. 

·L Laat zien dat iedere oplossing voldoet aan u (t) 2: O. 

iL Gebruikcle substitutie u (t) = t4v2 (t) om (een) oplossing(en) te bereke- . 
nen. 

iiL Vindt men via deze substitutie alle oploSsingen? 

. , 
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5.3 Van hogere orde naar le Orde stelsel 

In plaats van voor elke orde differentiaalvergelijking opnieu~ het beginwaarde
.probleem te beschowen kunnen een nde-orde d~fferentiaalvergelijking herschrij
ven ais een stelsei van eers~e orde differentiaalvergelijkingen. Voor een eerste 
orde stelsel laat zich beginwaardeprobleem bijna net zo als ee~ eerste orde 
;vergelijking behandelen. 
Als voorbeeld beschouwen we het beginwaardeprobleem met een vijfde orde 
g.d.v. 

Vv (t) f (t v vi vii viii v iv ) , , , , , , 
' v(O) = Vo, 

. Vi (0) = . v!, 

vii (0) 
viii (0) = V3, 

v iv (0) V4· 

Met romeinse cijfers hebben 'we hier het aantal malen differenti~ren aà.ngegeven. 
Dit' beginwaardeprobleem is te herschrijven tot . 

{ 
r?:(t) = . ~(t,Ü), 
U (0) = Uo. 

We vinden (5.8) via de substitutie 

en 

Voorbeeld 25 
De slinger rpet wrijving wordt beschreven door 

(J'i g. () k (J' 
= -i sm -:;;;: 

met 9 de gravitatieconstante, l de lengt~, k de wrijvingsconstante, m de massa. 
Via UI = () en U2 = (J' herschrijven we naar . . 

met 

Als het rechterlid, F (Ü) , niet (expliciet) van de tijd afhangt zoals in het 

bov~nstaande voorbeeld, dan heet de differentiaalvergelijking autonoom. 
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Opgave 57 De vertikale beweging van twee gewichten verbonden door veren 
zoals in volgende figuur wordt beschreven door 

mluq + C1Ul + C2 (Ul - U2) = 0; 
m2u~+ C2 (U2 - Ul) = o. (5.9) 

Hierbij is Ul, U2 de uitwijking ten opzichte van de evenwichtsstand. Schrijf deze 
gekoppelde tweede orde differentiaalvergelijkingen als een eerste orde stelsel. 

c, 

t 

i 
Opgave 58 Met een elastiekje kun je niet duwen. Dat zorgt ervoor dat de 
vertikale beweging van een gewicht aan een elasti~kje beschreven wordt door 

muil ,; mg - f (u) (5 .10) 

waarbij 

f (u) = {"{u als u > 0, 
, 0 als u ::; o. 

We verwaarlozen de wrijving. Hier is u de naar beneden gerichte uitwijking 
van het gewicht ten opzichte Van de rusttoestand van de onderkant van het 
elastiekje zonder gewicht. ' We nemen 9 = 10, m = l~ en 'veer'-constante 
",_2 
1-5· 

i. De algemene oplossing van muil =: mg - ",!U is 

u (t) = ~ + Cl sin (2t) + C2 cos(2t) 

met Cl,C2 É JR. Bereken de algemene oplossing vän mu"-= mg; 

ii. Bereken de oplossing van (5.10) met u' (0) = 0 en u (0) = 4. 

iii. Bereken de oplossing van (5.10) met u' (0) = 0 en u (0) = 6. Let op, bij 
u (t) = 0 verandert het functievoorschrift. 

ivo Laat zien dat deze twee oplossingen periodiek zijn en bereken hun peri
ode. 

v. ,Behalve de constante oplossing u = ~ zijn alle oplossingen van ' (5.10) 
pe~iodiek. De periode is echter,niet voor iedere beginvoorwaarden gelijk. 
Bereken indien mogelij,k de minimale en de maximale periode. 

-" 
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5.4 Existentie en eenduidigheid van het beginwaarde
probleem 

Ook als we geen expliciete formule voor de oplossing van een differentiàal
vergelijking kunnen vinden kan die oplossing wel bestaan. In dat geval kan 
men proberen de oplossing bijvoorbeeld via numerieke methoden kunnen be
naderen. Men moet dan wel weten dat er één oplossing te benaderen is. 
Als er meerdere of zelfs geen oplossing bestaat kan men niet verwachten 
dat de benaderingsmethode elke of geen oplossing vindt. Bijna iedere be
naderingsmethode voor een beginwaardeprobleem levert één functie zelfs als 
er meerdere oplossingen zijn. In het beste geval is deze functie één van de 
oplossingen. 

Voordat men de differentiaalvergelijking oplost of benadert is het aan te beve
len, al een .uitspraak te doen over het al of niet bestaan van een oplossing en 
bij voorkeur in te zien dat het bijbehorende beginwaardeprobleem precies één 
oplossing heeft. In deze paragraaf zullen we een van de belangrijkste resultaten 
in deze richting bekijken . 

. Beschouw 

{ 
Ü' (t) , = ft (t, Ü), 

Ü(to) = Üo, 
(5.11) 

waarbij ft gedefinieerd is op I x D C IR x IRn. Hierbij nemen we aan dat I een 
open interval is en D een open samenhangend gebied in IRn is. Zowel I als D 
mogen onbegrensd zijn. Voordat we verder gaan spreken we af dat we voor 
ij E IRn de lengte van ij als volgt definiëren: 

(5.12) 

. Een voorwaarde die existentie en éénduidigheid van het beginwaardeprobleem 
In (5.11) geeft is de volgende. Merk op dat deze voorwaarde een eis geeft voor 
ft zonder dat we de differentiaalvergelijking proberen op te lossen. 

Definitie 5.4.1 
De functie ft : I x D -+ IRn voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde als 

i. ft: Ix D' -+ IRn is continu, 

ii. er is een getal L E IR+ zodat voor alle tEl en Ü, V E D geldt 

(5.13) 

Het getal L heet een Lipschitz-constante van de functie Ü -+ ft (t, Ü) op IxD . 

De bijbehorende stelling volgt. 
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Stelling 5.4.2 (Lokale existentie en eenduidigheid) Stel dat ft aan de 

Lipschitz-voorwaarde v~ldoet op ! x D. Dan bestaat er voor iedere (to, Üo) in 

I x IJ. precies één oplossing van (5.11). 
Dat wil zeggen, er is een getal a > 0 en precies één functie Ü : [to, to + a:]-+ IRn 

die aan het beginwaardeprobleem (5.11) voldoet. . , 

Op~erking: Noem de oplossing op [to, to + al even Vreehts . Uit symmetrie overwe
girigen (schrîjfs = -t en bekijk de d.v. met s) zien we dat er ook een getal b > 0 

. is en precies ~n · functie Ülinks : [t~ - b, tol --+ IRn die aan het 'eind'waardeprobleem 
(5.11) voldoet. Definîeer vervolgens . . 

Ü (t) = { ~rechts (t) alS t E [to, to + al; 
. Uiinks (t) als t E [t~ - b, t~) . 

De functie Ü is differentieerbaar op (to - b, to + a) en: voldoet aan de differentiaal

vergelijking (controleer dat Ü differelltieerbaar is in to en dat Üi (to) = F (to, Ü (to) ). 
We mogen dan zeggen dat: . . 

Onder de voorwaarden van Stelling 5.4.2 zijn er getallen a, b > 0 en bestaat 
er precies één functie Ü : [to - b, to + a] -+ IRn die · aan · (5.11) voldoet. 

Opmerking: Zij (j een oplossing die strikt binnen I xD ligt. Dat wil zeggen: voor 
het existentie-htterval (T-, T+) geldt [T-:-, T+l C !, en er is een c > 0 zodat Ü (t) 
voor eike t E (T-, T+) minstens afstand c tot de rand van D heeft. Dan geldt dat 

is eindig. Voor s,t È (T-,T+) met s < t volgt da.Ii dat 

.!ü(s) - Ü(t)1 Il Û'(T)dTI = 1/ F (T,Ü(T») d~1 ~ 
~[IF (T,Ü(T»)ldT $ (t - s)M. (5.14) . 

Daarmee is de functie Ü uniforin: contintil op (T-, T+) en bestaat llmtTT.+ Ü (t) en . 
llmt!T- Ü (t) . . • 
We hebben in (5.14) gebruikt dat . 

3Een functie f heet uniform continu op een interval I als geldt: 

voor alle è > 0 is er een Ó. > 0 zodat voor alle x, y E I, . 

als Ix - yl < ó". dan" (x) - f (y)1 < ê . . 

Het verschil met 'gewon!;!' continurteit is ·dat ·bij uniforme c~ntinurteit ó niet ·van x mag 
afhangen. De functie f (x) = sin ~ is bijvoorbeeld continu op (0,1) maar niet uniform continu 
op (0,1) ; 

. Ter herinnering nog even continuYteit op I uitgeschreven. Een functie f heet continu op 
een interval I als geldt: . 

voor alle x E I en ·alle ê > ~ is er een ó"z > 0 zodat voor alle y E.I, 

als Ix - yl < ó"z, dan ·" (x) -:- f (y)1 < ê. 
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Deze schattmg kan men aIs volgt bewijzen. Noemen we v = J: /( T) dT dan geldt 

1V12 v· V = v· [ /(T) dT = [ V .j(T) dT S: l t

lv , /(T)I dT S: 

S: [1V1!ï(T)1 dT = 1V1[I/(T)1 dT. 

Als 1V1 = 0 is er niets te bewijzen. Voor lvi 1= 0 mogen we in de laatste schatting door 
1V1 delen en volgt het gevraagde resultaat. 

Met behulp van deze lokale stelling kunnen we laten ûen dat een oplossing van 
een differentiaalvergelijking ruw gezegd niet 'zo maar ergens' kan ophouden. 
Grof gezegd zijn er drie mogelijkhedeIi waar de oplOssing t 1--+ Ü (t) kan 

ophouden: 1) t komt buiten 1: 2) Ü komt buiten D, of 3) WI wordt oneindig. 

In de volgende stelling proberen we dat iets netter te formuleren. 

Stelling 5.4.3 Stel dat F : I x D -+]RR aan de Lipschitz-voorwaarde voldoet. 

Dan bestaat er voor iedere Üo met (to, Üo) E I x D een oplossing t 1--+ Ü (t) 
van -

{ q' (t) = ~ (t, Ü) , 
U (to) :::::; Uo. 

(5.15) 

We noteren door (T-, T+) ç; I het maximale existentie-inteIval van Ü. Er 
geldt dat: ' .-

i. T+ E al, 
of Ü (t) -+ aD- alstiT+, 

c 

of W(t)1 -+ 00 als t i T+j 

en 

ii. ' T- E al, 
of Ü(t) -+ ' aD alst!T-, r- r+ 

of W (t)I .-+ 00 ' als t! T-. 

c 

Hier is (T-, r+) dus niet maximaal. 

De -laatste uitsprake~ betekenen dat de oplossing niet zo maar ergens binnen
I x D kan ophouden. 
Bewijs: Met Stelling 5.4.2 vinden we dat er een a > 0 is en een Ü : [to, to + a) --+ IRn , 

die voldoet aan de differentiaalvergelijking. Als (to + a, Ü (to + a)) in Ix D ligt 
kunnen we een nieuw beginwaardeprobleem opstellen 

,{ ~ V'(t) = , ~(t,v) 
V(to+a) = Vo 

(5.16) 

met Vo = Ü (to + a). Volgens Stelling 5.4.2 is er een getal ä en precies één functie 
V : [to + a, to + a + ä) --+ IRn die aan het beginwaardeprobleem (5.16) voldoet. Net 

, 
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als in de bovenstaande 'opmerking kunnen we de oplossing Ü uitbreiden met V 
tot een functie Ü : [to, to + all -+ ]Rn met al = a + ~ > a die aan het begin
waardeprobleem (5.11) voldoet. We kunnen dit herhalen en vinden een groeiende 
rij existentie-intervallen (to, to + a), (to, to + al) , (to, to + a2) enz. Noteer I = (i, r) . 
Er kunnen drie dingen gebeuren: 

i. er is een n zodat'. to + a n = r, of 

ti. limn-+oo an = r, of 

iii. limn-+oo an ~ a* < r. 

In het eerste en tweede geval geldt T+ E ()[_ 
Het derde geval blijft over. Opnieuw móeten. we onderscheid maken. 

i. Ü (t) wordt onbegrensd als t i i:r,*, of 

ti. Ü (t) gaat naar de rand4 van D als t i a*, of 

iii. Ü (t) blijft . binnen D, houdt afstand tot de rand van D en blijft begrensd als 
ti a*. 

In de eerste IÜ (t)l-+ 00 en tweede geval Ü (t) -+ aD. 
In het derde geval volgt met behulp van (5.14) dat Ü* =limtfa' Ü(t) bestaat, We 
kunnen de functie Ü uitbreiden tot in a* en opnieuw het beginwaardeprobleem in 
(5.16) beschouwen waarbij à vervangen is door a*. Volgens Stelling 5.4.2 kunnen we 
de functie Ü nóg verder uitbreiden. ' 

Met andere woorden a* ~ rE al, of Iü (t)l-+ 00 als t i a* of Ü (t) -+ aD als t i a* . 
o 

Vaak is het erg lastig om de Lipschitz-voorwaarde te bewijzen. Voor continu 
differentieerbare functies i' kunnen we gebruik maken van de middelwaarde-

~ middel- stelling: Volgens de middelwaa'rdesteUing is er voor een differentieerbare functie 
waarnestelling . f : ]Rn -+ ]R voor iede~e it, v E ]Rn eenJ binnen het lijnstuk [it, V] zodat 

1 (i1) - f (V) = V f (J) . (it- V) . 

Dit volgt onmiddelijk Uit de middelwaardestelling voor functies van één vari
abele toegepast op 9 (t) = f (v + t (it- V) ) . , 
We kunnen hiermee de volgende, hulpstelling bewijzen. 

Hulpstelling 504.4 Voor een ftJ,n~tie (t,O) I-t ff (t, 6) geldt het volgende. 

i'. is continu differentieerbaar op ]R x ]Rn j 

.u-
i' voldoet op elk begrensd gebied I x D van]R x ]Rn aan de 

Lipschitz-voortl!aame. 

Bewijs: We schrijven ft = (FI , ... ; Fn) en nemen 

i = max {I 'ij Fi (t, 19) Ijl::; i ::; n , t E 1, 19 E D} . 
Door, bovengenoemde middelwaardestelllÎlg te gebruiken vinden we voor iedere com~ 
ponent Fi dat ' 

IFi (t, ü) - Fi (t, 01 ::; lla - iil 
4 .. .. er is een rij {tn} met tn 1 a' en Ü (tn) -+ Ü' E aD. Met wat moeite kan men iaten 

zien dat dan zelfs limtla• Ü (t) = Ü·. , 



I, 

I 
I 

. ' 

Existentie en eenduidigheid van het beginwaardeprobleem 83 

en dus ook 
IF(t,ü) -F(i,V)1 ~ ..fii,llü-Vl· 

Daarmee voldoet L = ..fiil als Lipschitz-constante. o 

Opmerking: We zullen nog zien ,dat indien de Lipschitz-constante L onafhankelijk 
van het gebied I x DeR x Rn te kiezen is, het maximale existentie-interval van de 
oplossing (-00,00) is. 

Opgave 59 We gaan even terug naar de opgave op bladzijde 78. Is de functie 
u 1-+ mg - f (u) gedefinieerd in (5.10)' differentieerbaar? Völdoet deze functie 
aan de Lipschitz-voorwaarde? Als we de d.v. als stelsel schrijvendan vinden , 
we 

Laat zien dat L = 1 + i!ï een Lipschitz-constante voor Fis. 
'r 

Opgave 60 Is de functie f in (5.5) op bladzijde 72 Lipschitz-continu? -----' 

Voorbeeld 26 
Het voorbeeld op bladzijde 72 waarmee we begonnen is als volgt: 

{
u/(t) = (u(t))2+ t2 , 

u(O) = 1. 

De functie F (t, u) = u2 + t 2 is continu differentieerbaar en voldoet dus aan 
de Lipschitz-voorwaarde op ieder begrensd gebied in 'JR x JR. Volgens Stelling 
5.4.2 is ,er a > 0 en een unieke oplossing op [-a, aJ . 
We bekijken nog even welke Lwe als Lipschitz-constante kunnen nemen en 
beschouwen voor R > 0 de verzameling I x D met I = [-R ,-RJ en D ' = 
{u E JRnj lul :5 R}. We laten zien dat op dit gebied L = 2R voldoet. Dat zien 
we als volgt: 
als lul :5 R, lvi :5 R, Itl :5 R dan 

, IF(t,u)-F(t,v)I=lu2- v2 1= 

= lu + vllu - vi :5 (lul + lvi) lu - vi :5 

s 2Rlu-v,l· 
Er is geen Lipschitz-constante die voldoet op JR x JR. 
Volgens de Stelling 5.4.3 is er: een maximaal existentie-intervaI (T-, T+) en 
er geldt T+ = 00 of limtTT+ lu (t)1 = 00. De derde mogelijkheid zou zijn dat 
u (t) -+ aD gaat. Omdat we R willekeurig mogen nemen betekent dat opnieuw 
limtTT+ lu(t)1 = 00. Omdat F(t,u) '~ 0 geldt weten we dat u een stijgende 
functie is. Er blijft over: ' 

r+ = 00 of 

Eenzelfde redenering laat zien dat 

T- =-00 of 

lim u (t) = 00. 
tTT+ . 

lim u (t) = -00. 
t!T-

,I 
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Iets dergelijks geldt meer algemeen: 

Gevolg 5.4.5 Stel dat F continu differentieerbaar is op IR x IRn
• Dan is er 

een maximaalexistentie-interval (T:"', T+) met T- E [-00,0) en T+ E (0,00] 
waarop de oplossing Ü van het b.w.p. (5.11) bestaat. . 
Bovendien, als T+ < 00 dan 

lim IÜ(t)1 = 00, 
tjT+ 

en als T- > -00 dan 
lim IÜ (t)1 = 00. 
tlT-

Opgave 61 Welke van. de volgende differentiaalvergelijkingen voldoen a.&n 

de Lipschitz-voorwaarde? Bereken zo mogelijk een Lipschitz-constante op een 
geschikt gebied. 

a. u' = u2 + u'sin t; e. u'=lul; 

b. ' 1 +t f. (t2 + u2
) u' = 3tuj u=-_· 

l+u' 

c. u'-~. g. (1 + t2 + u2) u' = 3tu. - 1+u2 ' 

d. ul-a h. { u' =sin(u-v) 
- 1+t2 v'=t+u 

----' 

Opgave 62 Welke uit bovenstaande differentiaalvergelijkingen hebben precies .. 
één oplossing die voldoet aan u (0) = 0 (voor h. v (0) = 0 toevoegen)? -----' 

. -
Opgave 63 Voor welke uit boVenstaande differentiaalvergelijkingen weet je 
dat bij . iedere beginvoorWaarde het maximale existentie-interval (-00,00) is? 
Gebruik de opmerking op bladzijde 83. '----, 

.' 

, ' 
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5.5 Bewijs locale existentie- en eenduîdigheidsstelli'ng 

. In de eerste stap vari het bewijs wordt bij een differentiaalver:gelijking een 
rij functies geconstrueerd waarvan men verwacht, en later ook laat zien, dat 
deze rij naar de oplossing convergeert, Op dat moment heeft men echter deze 
oplossing nog niet. Net zoals elke stijgende begrensde rij in JR een limiet heeft 
kan men een voor functierijen een criterium geven zodat een rij functies die 
aan' dit criterium voldoet een limiet heeft. Deze limiet is opnieuw een functie. 
Het criterium wordt slechts geformuleerd in Propositie '5.5.3 en zal hier niet 
bewezen worden. 
In ons geval zal de limiet van de functierij een kandidaat zijn voor de oplossing 
van de differentiaalvergelijking. En inderdaad kan men laten zien dat dit zo is. 
Bovendien geeft de bovengenoemde l?enaderingsmethode Vrij snel een idee hoe . 
de oplossing zich vlak bij de beginvoo~aarde gedraagt. Daarnaast gebruikt 
het bewijs op diverse plaatsen de Lipschitz-voorwaarde. Dit verklaart waarom 
juist de Lipschitz-conditie geschikt is voor existentie en eenduidigheid. 

Existentie wordt bewezen in drie stappen: 

• benadering via Picard~iteratiej 

• begrensdheid van de benaderingenj 

• convergentie van de benaderingen. 

Hierna bewijzen we de eenduidigheid. 

In plaats"van de beginwaardeprobleem 

F (t,O), 
:::; (jo. 

(5.17) 

te beschouwen; beschouwen we de integraalvergelijking 

(5.18) 

De integraalvergelijking volgt uit de differentiaalvergelijking door eenm~al te 
integreren. Als we bovendien .weten dat 0 differentieerbaar is dan zien we 
dat een functie 0 die aan (5.18) voldoet ook aan het . beginwaardeprobleem 
voldoet. 

Opmerking: We hebben hier to =0 genomen. Dat we dit zonder .verlies van 
algemeenheid kunnen doen ziet men door de substitutie V '(t - to) = Ü (t). · 

Aanname. In de rest van het bewijs zullen we veronderstellen dat F aan de 

Lipschitz-voorwaarde voldoet op [0, Tl x {u E JRnj lu - 001 :5 d} met constante 
L . 
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5.5.1 Picard-itEiratie 

Allereerst een benaderingsmethode voor het oplossen van het beginwaarde-
probleem. De Picard-itemtie voor (5.17) is als volgt gedefinieerd: • 

. voor n = 0: Üo (t) 
. .... , 

= Uo, 
t · 

voorn;::: 1: Ün(t) = Üo+ f8=o .F (s,Ün-ds)) ds. 

We laten zien dàt de aldus iteratief geconstrueerde nj (vector-) functies .{Ün}o,o . 
n=O 

de oplossing Ü benadert. 
Als deze rij convergeert (wat is convergentie voor functies?) dan hopen we dat 
die limiet een differentieerbare (vector-) functie Ü is die aan de differentiaal
vergelijking met beginvoorwaarde voldoet. Schema~isch: 

t 

Ün(t) Üo+ !f(s,Ün-ds))dS 
'8=0 t?t? 

.... ? .... ft .... ( .... ) U(t) ~ Uo + F s,U(s) ds . . 
8=0 

De vraagtekens zullen we onderzoeken. Als we kunnen laten zien dat Ü continu. 
is, dan is s 1-+ F (s, Ü (s)) continu en is de primitieve ·van deze laatste functie 

differentieerbaar en volgt uit Ü(t)= Üo +J:=to F (s,Ü (s)) ds dat 

Ü' (t) = F (t,Ü(t)) en Ü(O) = Üo. 

Voorbeeld 27 
De Picard-iteratie voor ons favoriete voorbeeld 

levert 

{
U' = .u2 +t2

, 

u(O) = 1, 

uo (t) 1, 

ul(t) = 1+ f:(1+s2)ds=1+t+it3, 

uz(t) = i+ J:((1+s+is3)2+,s2)dS= 

= 1 + t + t2 + ~t3 + lt4 + .1.t5 + .l..t1 . 3 6 15 63' 

U3 (t) = 1 + t + t2 + 4t3 + 2t4 + ~t5 + 29t6 + 3 6 15 90 

+.E;,t1 + .Rt8 + 299 t9 + -1....t10 + 
315 63.0 .. 11340 525 

+ 184 t11 1 t12 4 t13 1 t15 
51975 + 2268 + 12285 + 59535 , 

~ 

\ 
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u4 (t) 

enz. 

1 + t+ t 2 + ~t3 + ~t4 + 
+ 16t5 -+- .2..t6 + 232t1 + 

15 10 315 , 
+ 1333t8 + 4019 t9 + 12641tlO + 

2520 , 11340 56700 I , 

+ 20093 t11 + 262259 t12 + 869983 t13 + 
155925 3742200 24324300 

+ 5800099 t14 + 4937794 t15 + 133577671 t16+ 
340540200 ' 638512875 40864824000 , 

842329 1 t 23072041 18 44916481 19 + 638512875 t + 45972927000 t \ + 249567318000 t + 
524417 20 15983441" 21 , 4282079 22 , + 8513505000 t + 804526222500t + 722431710000 t + 
2350526 t23 " 45901 t24 6536983 , t25 + + 1304776501875 + 107270163000 + 48271573350000 
331 26 117632 t27 l ' t28 ' + 15846728625 t + 14119435204875 + 1890355320 + 
8 t29 ' " 1 , t31 + 21210236775 + 109876902975 ' 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Uo tot en met U6 
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De Picard-benaderingen voor dit beginwaardeprobleem zijn gedefinieerd voor 
alle t. Voor t voldoende klein kan men, laten zien dat de rij U n (t) naar u (t) 

, convergeert ' met udè 'echte' oplossing; Voor grote t convergeert de rij U n (t) 
met. Als we even vooruitlopen kunnen we het laatste beargumenteren. Op 
bladzijde 97 zullen we laten zien dat voor het maximale existentie-interval van 
u gel4t dat 1'±~oo. -----' 

Opgave 64 Bereken de eerste 5 Picard iteraties Voor u' = u met beginvoor- , 
waarde u' (0) = 1. .. -----' 

Opgave 65 We beschouw~n het beginwaardeprobleem 

u2 + 1, 
o. 

i. Bereken de eerste vier Picard-iteraties (Uo,U1 t U2 en U3). 

ii. Berekende oplossing en vergelijk de Taylor-reeks van de oplossing met 
deze Picard-iteraties. 

ii~. Tot welke term komt de nde-Picard iteratie overeen met de Taylorreeks? 
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J 

5.5.2 Uniforme convergentie voor functie-rijen 

, . 
De rest van 5.5 laàt enkele wiskundige achtergronden zien van hét bewijs van . 
de existentie-en eenduidigheidsstelling. Het eerstvolgende deel is de reeds ge
noemde volledigheid ' van de verzameling van continue functies op een gesloten 

, en begrensd iiltervaLMen kan dit deel eventueelove~slaan en direct verder 
naar 5.5.5 gaan. 

Definitie 5.5.1 Zij 9 een gesloten en begrensd interV~1 in IR fm laat u een 
continue functie van j naar IR Zijn. Zij {un}:=o een rij continue functies vim ' 

;. J naar IR. 
We zeggen de rij {Un}:=~ c?~vergeert uniform op J naar de functie u als 

limmax IUn (t) - u(t)1 = O. 
n-+oo tEJ . ' 

Voorbeeld 28 
Definieèr voor Tt E N+ , 

, {1-nx , voor xE [0,;], 
Un(x) = ,' nx-l voor x E (k,~], 

, , Ivoor x E(~,2] . 

O,l~ , 

:-o,~ 
o 0.5 1 ' 1.5 

ban convergeert de rij {Un} ~o puntsgewijs ~a:ar de functie u (x) = 1. Punts
gewijs wil zeggen voor elke x . E [0, 2] geldt limn -+oo Un (x) = u (x) . En inder
daad, voor x = ° geldt U n (x) = 1 voor alle n E N+ en voor x > 0. nem~n we 
no zodat no > ~. Voor alle n > no geldt U n (x) = 1 en dus limn -+oo un (x) = 1. , 
Omdat maxtEJ IUn (t) -11= IUn (;) -11 = 10 -11 = 1 'convergeert de func-

. tierij niet uni~orm: ' ---' 

, Opgave 66 Laat zien dat de rij {Un}~o g~~finieerd door un (x) = sin:n 
op 

, [0,1] uniform ,naar de nulfunctie op [0,1] convergeert. , 
Convergeert u~ puntsgewijs of uniform op [O,l]? En op [0, U? ---' 

We gebJ,'UÏken verder <:te volgende notaties: 

C (J) = {u: j ..... IRj u is continu op J} 

en de maximum-nOr1li 
, lIulloo [=maxlu(t)l· 

.. '" tEJ 
(5.19) 

C (J) is de ruimte van continue functies op J met norm 11; 1l00.J . Een norm is 
een afspraak om de ',grootte' te bepalen. . 

Definitie 5.5.2 Ee~ norm 11·11 op een vectorruimte V (bijvoqrbeeld C (J)) is 
afbeelding van V naar lR+ U {Ol ,die voldoet aan de volgende drie eisen. Voor 

, alle u, v E Vene E IR geldt: 

i. lIull = 0 dan en slechts dan als u = Oj 

ii. II~II = Icilluil 
iii. lIu 4- vII :S lIull + IIvll , .de driehoeksongelijkheid. 
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Als we willen aangeven dat we continue (vector-)functies met k componen
ten bedoelen, dan schrijven we C (J;lRk ). We gebruiken eveneens lIûlloo.J = 
maxlû(t)l· -
tEJ _ 

Propositie 5.5.3 Zij J een g~sloten en begrensd interval in lR _en laat {Un}:'o 
een rij functies zijn-in C ( J) . -
Als er voor iedere e > ° een getal Ne; . bestaat zodàt voor alle m, n > Ne; geldt 

lIun ....:u.nlloo.J < e, 

dan is er een-u E C (J) zodat 

lim lIun -.: ull oo J = 0. 
n~oo · . ' . . 

Opmerking: We kunnen de uitspraak ook als volgt formuleren: er bestaat een 
co~tinue functie u zodat de rij {u;.} :'=0 uniform naar u Convergeert op J. 

5.5.3 Begrensdheid van Picard-benaderingen 

Voor functies ~e -differentieerbaar zIjn op IR x lRn is er op ieder begrensd deel 
I x D een Lipschitz-constante L. Zo ~n constante is er niet noodzakelijk op 
geheel lR_ x lRn • Denk aan -f (u) = u2• Als er L is die op elk begrensd deel I x D 
voldoet -daii heet L een Uniforme Lipschit-z-constante. 
Voor het bewij!? hebben we een vaste L nodig. 'Bestaat die dan kunnen we 
dit deel overslaan. Zoniet, dan zullen -we nodig -hebben dat de benaderin
gen althans voor kleine tijd binnen het gebied zullen blijven waar ff aan de 
Lipschitz-voorwaarde met constante L voldoet: We zullen hier laten zien dat _ 
dit mogelijk is. Daarvoor. kiezen we onderweg een geschikt tijdsiriterval [0, al 
en laten zien dat die keuze inderdaad het beoogde resultaat geeft. 

Herinner de aanilame op bladzijde 85 en noem 

M = max{lff(t,VjI;O $ t $ TenvE lRn met Iv- Üol $ d}. 
Vervolgens kiezen we ao E(O, Tl zodanig dat 

d 
n~< __ -
-u-M+l ' 

Met volledige inquctie kunnen we nu het volgende be~jzen. 

Hulpstelling 5.5.4 Z.ij ao zoals boven. Dangeldt voor allé n E N dat _ 

max IÜn.(t) - Üol < d. - 09:500 -
(5.20) 

Bewijs: L Voor n = 0 geldt 

max 10~ (t) ~ 001 = 0 ::; d. 
09:5ao _ 

2. Stel dat '(5.20) juist Voor n en bewijs (5.20) met n + 1 in plaats van n . 
- ' 
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We nemen dus aan dat geldt 

. ~ax IOn (t) - 00 15: d. 
09:::;00'. . 

Dan volgt voor i E [0, aol niet ao zoals boven dat 

.. jün+I (t) - 001 = .1/.:0 ~ (~ , On (s)) dsl5: 

5: /.:0 IF (s, On (s)) I ds ~ ·/.:o M ds $ aoM .5: d. 

5.5.4 . Convergentie van Picard~bEmaderingen 

Voor twee opeenvolgende functies uit de Picard-iteratie geldt: 

/ün+l (t) - Ün (t)1 ~ 

. = 11:0 (f(s,Ün(s») -f(S,Ün~l(S») }dsl ~ 

~ 1:0 IF (s, Ün (s») - F (s,Ün-ds») I ds ~ 
(nu gebruiken we de Lipschitz' conditie) 

, : ~ 1:0 L /ûn (S) I- Ün-l (s)1 ds ~ : 

~ l t 

L max /Ün ('1') - Ün-l (r)/ ds = 
. 8=0 . 0~T~t . 

= L 'max IÜn(T) - Ün-l (T)llt 
Ids = 

O~T~t 8=0 

= Lt max ·IÜn (1') - Ün-l ('1')1 : 
. 0~T~t 

Vóór alle t IE [0,0.01 geldt dus 

IÜn+l (t) - Ün (t)1 ~ Lt max IÜn ('1') - Ün-~ ('1')1 . . 
. . O~T~t . 

o 

Op dit punt kiezen we a in (0,0.0] ~n wel zodanig d~t La ~l Dan geldt voor 
alle t E [0, a] dat . 

/~n+I(t) - On (t)/ ~ ~. O~~t /On ('1') - Ün-l ('1')1· 

en dus ook voor de r;naximum-nóim (zie 5.I9)op [0, a] geldt 

11
- " - 11 .' I 11- - ' 11 . Un+l - Un ~ - Un - Un-l . 

. oo,[O,a] 2 . ' . oo,[O,a] 
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Omdat dit voor iedere n E N geldt vinden we bovendien dat , 

11 
~ ~ 11 1 11 ~ ~ 11 ' Un+1 - Un ' < - Un - Un-1 < oo,[O,a] - 2 oo,[O,a] -

:s; ! IIOn-1 - On-211, :s; ... :s; 2~ 1101 :- 00 11 . 4 , oo,[O,a] " oo,[O,a] 
Daarmee volgt dat voor m2: n geldt 

I1 0m~Onll = oo,[O,a] 

= 11'f (0k+1 - Ok }II, ' :s; 'f IlDk+1- Oklloo;[o,a] :s; 
k=n oo,[O,a] k=n 
m-1 ' 

:s; L 2
1
k lIDI - 00 11 :s; 2nl_1 lIDI ~ 00 11 , . k=n oo,[O,a] , oo,[O,a] 

De rij { fin } ~=o voldo~t aan Propositie 5.5.3. Er bestaat d~ ,een Oe C ([0, a]) 
zodat 

lim 110 -' Onll ; = 0. n-+oo oo,[O,a] 

Omdat On uniform naar 0 convergeert vinden we datt I-t F (t, On (t)) uni

fo~m naar de functie t I-t F (t, 0 Ct)) convergeert op [0, a]. Als een functie 
, uniform convergeert dan mogen we integraal en limiet verwisselen. We vinden 

o (t) == lim On (t) = n-+oo 

~ 00 +lim , ft F (S,On (s)) ds = 
n-+oo Jo ' 

=00 + ft lim F(s,On(s))ds= Jo n-+oo 

r= 00 + fot F (s, 0 (s)) ds 

Bovendien volgt uit de coI1tinuïteit van 0 de differentieerbaarheid van de 

functie t H J~ F ( s, Ü (s) ) ds en daarmee van 0 zelf. De existentie van een 

oplossing op [0, al is , bewezen. 

5.5.5 Eenduidigheid van de oplossing 

St,el dat er twee oplossingen ûjn op he.t interval [O,a]. Noem ze 0 en V. Omdat 
geldt 

O(t) O~+ l:oF(~,O(s))dS, 

Vet) = Uo+ l:oF(s,V(s))ds, 
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vinden we' dat 

lü(t)~V(t)1 = 11:0 (F(s,O(s») -F(s,V(s»))dsl~ ' 

, ~l:olff(s,O(s») -ff(s,V(s»)ldss; 

(en hier komt weer dè Lipschitz-voorwaarde) 

t ' " ' " " t 

~ i L:IÜ(s) - V(s)1 ds ~ L max 10 (7) '- V(7)11 ' lds =. 
8=0' O~'T~t ' , 8=0 

, =Lt max 10(7)-V(7)1. 
, O::;;T~t 

Voor t E [O,a] , en dus L,t ~ !' vinden we 

IÛ(t) - V(t)I~! max 10(1') - V(7)1 ~! 1.10 - Vii , 
. , O~'T~t . .' ,00, [O,a] 

en daarmee dat 

11 0.;,.. Vll' = max 10(t) -V (t)1 ~ ! 110 - Vii ,. ' 
00, [O,a] ' . O~t~a 00, [O,a] 

Dat,impliceert 110 ~ Vii ' ', = Oen ,er' volgt dat Ü = V op [O,a]. 
, oo,[O,a] ,., ' 

5.6 Gevolgen voor autonome d.V. ' 

Als het rechterlid van d~differentiaalveigelijking niet vaD. t afhangt dan heet 
zo'n differentiaalvergelijking autonoom. De existentie- ,en eendujdigheidsstel
ling heeft enkele directe implicaties voo~ dit soort differentiaalvergelijkingen. 
We beschouwen ' 

0' = F (0) :, (5.2l) 

Gevolg 5.6.1 Neem aan äat F aan de Lipschitz-voorwaardevoldoet. Als 0 ' 
en V voldoen aan (5.21) ~n er zijn ti, t2 zodanig dat Ü(ti) = V (t:;i) , dan geldt 

Ü (t + ti) = V (t + t2) voor alle t in het existentie-înterval. 

Opmerking: Simpel gezegd: als oplossingen van een autonome differentiaalvergelijking 
zich 'snijden' dan 'zijn ze op een tijdsverschuiviilg na dezelfde functie. . 

. " 

Bewijs: W~eer ~el Ü als V oplOSSingen: zijn en bovendi~n geldt dat U (tl) ~ 
V (t2) , ~ geldt dat Ü (t + tI) en V (t + t2) beide opl~ingen van hetzelfde b~w.p. 

, zijn. Volgens de eenduidigheid bij Stelling 5.4.2 zijn ze duB gelijk. 0 

. , 
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Gevolg 5;6.2 St~l F voldoet aan ·de .Lipschitz-voorwaarde en Ü is· een oplos~ 
sing van (5.21). Als er tl =I- t2 zijn met Ü (tt) ~ Ü (t2) , dan is Ü constant .of 

.. periodiek. 

1.5 

U' 

BeWijs: Zowel (j (t + tl) en (j (t + t2) zijn oplossingen' van hetzelfde b.w.p. Volgens 
de eenduidigheid bij Stelling 5.4.2 geldt (j (t + tl) = (j (t + t2)' Dan geldt, of (j is 
~onstant of Ü is periodiek ent2 - tI ~ een veelvoudv8.n de' periode. . 0 

. . 

Opgave 67 Een student heeft bij een differentiaalvergelijking de volgende 
grafiek van .de oplossing gevonden: 

Hij herinnert ~ich niet meer ,bij, welke differentiaalvergelijking deze tekening 
hoort: 

i) u' = f(u) j ii)u" = f(u) j ofiii) u" = u' +f(u) . 

Welke van deze drie is de juiste? (De functie} is differentieerbaar.) ' 

. , 
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5.7 A prior.i schattingen 

Een a priori schatting is een schatting van de oplossing voordat men deze heeft 
berekend. 

Hulpstelljng 5.7.1 (Lemma van Gronwall, 1918) 
Stel dat u E C ([0, al j IR) en dat er L, CO .E IR+ zijn zodanig ddt 

0:::; u(t) :::; CO + fot Lu(s) ds voor t E [0, al . 

Dan geldt 
voor t E [0, al . 

Bewijs: Definieer 

U(t)=co+ l Lu(s) ds . 

Dan geldt dat U is differentieerbaar en U' (t) = Lu (t) . govendien vfurlen we dat 

!!:... (e-LtU (t)) 
dt . 

e-Lt (-LU (t) + U' (t) ) = e-Lt (-LU (t) + Lu (t) ) = ' 

Le-Lt (u (t) - U (t) ) ~ 0 voor t E [0, al 

volgens de aannanie. Integreren van 0 tot t geeft 

en dus 

e-LtU (t) - ij (0) = ft dd (e- LsU (s)) ds ~ 0 
Jo s . 

u (t) ~ U (t) ·~ étu (0) = étco VOOI: tE [0, al . 

Dit lemma kunnen we gebruiken bij het vergelijken van de oplossingen van 

o 

{ 
~/(t) = ff(t,ü(t») 
,U(O) ~ . Üo 

(5.22) 

Stelling 5.7.2 Stel ff voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde met constante L 
en laat Ü, V: [0, Tl --.IRn oplossingen zijn van het bovenstaande beginwaarde-
probleem (5.22). . 

. Dan geldt voor alle t E [0, Tl 

(5.23) 

De betekenis van deze stelling ka~ men ·samenvatten als: 

oplossingen zijn continu afhankelijk van de beginvoorwaarde. 

• 
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Anders gezegd, een kleine verandering in de beginvoorwaarde zorgt ervoor dat 
de oplossing ook slechts weinig verandert (op elk tijdstip in [0, Tl). 

Bewijs: Definieer 

u(t) = IO(t) - V(t)l· 

Met de differentiaalvergelijking . zien we dat 

u(t) = 10(t) - V(t)1 = 

=100+ lF(s,O(S))ds-vo-l.F(s,V(S))dsl~ 
(driehoeksongelijkheid) 

~ Wo - Vol +Il p "(s,O(s)) ds - t F (s, V (s)) dsl ~ 

~ 100-Vol+ IIp(s,O(s)) -p(s,V(s))1 ds~ 
(Lipschitz-voorWaaTde) 

~ ' Wo - Vol +l L 10 (s) - V (s)1 ds = 

=co+ t Lu(s) ds . 
Jo 

Het Lemma van Gronwall toepaSsen leidt tot (5.23). o 

Gevolg 5.7.3 Stel dat ft aan de Lipschitz-voorwaarde op R x Rn 'lJoldoet met 
een constante L. Dan is R het maximale existentie-interval van iedere oplossing 
van (5.22). , 

aewijs: We bewijzen uit het ongerijmde en stellen T+ < 00. Volgens Stelling 5.4.3 

. geldt ~ T+ < ' 00 dat limtTT+ 10 (t)1 = 00. We weteil dat ' . 

en dus 

O(t) == 00+ t P (T,O(T))dT 
. Jto 

Noem M = màx {IF (T, 00) I ; to ~ T ~ T+ }. Via de driehoeksongelijkheid e~ de 
Lipschitz-voorwaarde volgt dat . 

. Wet) ~ 001 ~. I: lp (T, 00)1 dT + I: IF (T,O(T)) - P (~,'00)1 dT ~ 

~ (T+ -:- to) M + t L Jü (T) - OoldT. Jto 
Met Gronwall voigt voor alle t E (to, T+)dat 

10 (t) - 001 ~ . (T+ - to) M é(t-to) , 

en dus een tegenspraak met limtTT+ 10 tt) I = 00. Voor T- geldt een analoog Iverhaal. 
, 0 
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.5.8 Vergelijkingsprincipe voor Ie orde d.v'. 

, 
De oplossing bij het voorbeeld op bladzijde 72' ,kan niet expliciet uitgerekend 
worden. Om toch iets te zeggen vàn b.v. het maximale existentie-interval ' 
kunnen we deze differentiaalvergelijking vergelijken met enkele die we wel ex
pliciet kunnen uitrekenen. Dit is voor veel differentiaalvergelijkingen mogelijk 
en er bestaat zelfs een: versie ' voor eerste orde stelsels . . Omdat de versie voor 
stelsels nog 'een extra voorwaarde verlangt 'zullen we ons beperken tót begin
waardeproblemen voor eerste orde gewone differentiaalvergelijkingen. 

Stelling 5.8~1 (VèrgeIijkingsprincipe voorg.d.v.) Stel dat G voldoet aan 
de Lipschitz-voorwaarde op ieder begrensd deel van [0, al x JR. Neem aan dat u 
en v bestaan op [0, al , en respectievelijk voldoen aan 

{
U' := F(t,u), 

u(O) = UQ, 

. AlsUQ '~voenF(t, x) ~. G(t,x) vooralletE[O,al envoorallex,dangeldt 

'U (t) 2 v (t) op [0, al. 

Opmerking: . We kunnen een soortgelijk resultaat krijgen voor t < 0. Onçler de 
·Lipschitz-voorwaarde voor G en aangenomen u en v bestaan op [-b,O] wordt de 
uitspraak: . . 

Als Uo ~ Vo en F(t,x) :SG(t,x) "VOor alle tE [-b,O] en v~or alle x, 
. dan geldt u (t) ~v (t)· op [-b,O]. 

Let op de richting van de ongeliJktekElDs: ' F :S G ! 

Bewijs: We bewijzen uit het ongerijmde~ Stel dat er een tI > ° is zodanig d~t 
u (tl) < v (tl) . Omdat u (0) ~ v (0) en u en v continu zijn is er (tussenwaardestelling) 
een to E [0, tI) zodat u (to) = v (to) en we mogen zelfs aannemen dat 

u (t) :S v (t) voor t E [to, tI]' 

Er geldt voor t E [to, tI] dat 

u' (t) - v' (t) =.F (t, u (t)) - G (t , v (t)) ~ 

(volgens de aanname dat G(t,x):S F(t,x))' 

~ G (t,u(t)) - G (t,v(t)) ~ 

. (nu gebruiken we de Lipschitz-voorwaarde) 

~ -L luet) - vet) 1= 
(merk op dat u (t) - v (t) :S 0 voor t E [to, tI]) 

=L (u(t) -v(t)). 

Als gevolg vinden we voor t E [to, tI] dat 

" 

! (e-Lt (u (t) -: v (t) ) ) = e~Lt ( (u' (t) - v' (t)) - L (u (t) - v (~) )) ~ 0. 
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Integreren we de laatste uitdrukking van to tot tI dan krijgen we 

e-Lt• (u (tl) - V (tl) ) ~ e-Lto (u (to) - v (to) ) = 0 

zodat 
u (tl) - v (tI) ~ O~ 

Dit is in tegenspraak met de aanname dat u (tl) < V (tl) . 

Voorbeeld 29 

97 

q 

We gebruiken ,dit om VOor het voorbeeld op bládzijde 72 een schatting voor' 
Tj te vinden. , ' 

, • Allereerst vergelijken we 

:{ ' u' = u2 + t2, 

u(Q) = 1, . 
en 

We schrijven F (t, x) = x 2 +t2 en G (t, x) = x2 • Dan vinden we, omdat 
F (t,x) ~ G (t, x) , met Stelling 5.8.1 dat u (t) ~. vet) voor t E [0, a) met 
a = min (Tj, T,i) . De oplossing v is eenvoudig uitte rekenen: 

1 
.' vet) =- met t E (-00,1). 

. 1- t. . . 

Er volgt dat T;j $. TI = 1. 

• We kunnen Tj ook van onderen afschatten. We weten at dat Tj $. 1 en 
du& mogen we ons beperken tot t$. 1. Door I 

{

U' ' = u2 + t2 , 

. u(O) = 1, en 

te vergelijken volgt met Stelling 5.8.1 dat w (t) ~ u (t) voor t E [0, a*) 
waarbij a* = min(T,t,Tj). Omdàt wet) = tan(t+t1l") volgt T,t = 
1 '<T+ 411" - u' ' . ' . 

Door beide schattingen te combineren vinden we dat het maximale existentie
interval Van u ergens tussen t1l" en 1 eindigt. Tekenen we w en v en eèn 
numerieke benadering van u dan krijgen we het volgende plaatje. . 

25 

- ( 

20 

" 5 

.0 

0.2 0,4 0,6 0 . 8 . 

' Van links naar· rechts U(, u en v. 
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. Opgave 68 Laat zien dat de oplossing vim u' = u2 +.sin (t) met u (0) = '1 
v;oldoet ·aan . 

i. u(t) ~tan(t+!1T}voortE [0,!1T) ; 

ii. u (t) ~ l~t voor t E [0, T,t) ; 

iii. !1T ~ T;t ~ 1; 

ivo li~lT.t u(t) = 00. 

'-----, 

Opgàve 69 Laat zien dat de oplossing van u' =t - u2 met u (0) = 1 voldoet 
aan 

"-

. i. u ft) .~ 1 + t2 voor t E [0, T;t); . 

ii. u (t) ~ 0 voor.t E [0, T,t); 

iu. T,t = 00; 

ivo u (t) ~ . l~t voor t E (T;, 0]; 

V . -l~T~<O. 

-----' 

Opgave 70 Geef èen afschatting van boven en van' onderen voot de oplossing 
van 

{

UI (t) = arctan (u (t) ),+ t, 
u(O) = O. . 

Wat is het existentie-interval van de oplossing u? Motiveer. -----' 

Opgave 71 . Geef een afschatting van hoven en van onderen ~oor de oplossing 
van ' 

{

U' (t) .= eu(t) + t, 
u (0) = O. . ' 

. Bepaal of geef schattingen van boven en van onder van T;t en T~. 

Opgave 72 We beschouwEm het b.w.p.: 

'{ u' (t) = tJlu (t)1 + sin (~(t) ) 
u(O) = O. 

Merk op dat u (t) =0 een oplossing is . 

.voor t ~ 0, 

-----' 

(5.24) 

. i. Voor welke I x Din JR2 voldoet de functie ,F(t,u) = tJiUT +sin(u).aan 
. de Lipschit'z-voorwaarde? 

ii. Bereken een oplossing v van v' (t) = tJiV(t)j met v (0)= 0 die positief 
is vo.or t > 0; . . 
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iiL Neem n E N+ en laat zien dat de .oplossing Un van 

{
' u' (t) 

u (~) 
tJiU(t}ï + sin (u (t) ), ,v.o.or t ~~, 

= v(~)" ,', 

v.old.oet aan 

(a) v (t) < Un (t) v.oor ~ < t ~ 1j 

(b)Un (t) < u..+l ,(t) v.o.or ~ <: t ~ 1j 
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(c) Un (t) < et - 1 - t v.o.or ~ :::; t ~ 1. Hint: als 0 ~ u ~ 1 dan 
tfo + sin u ~ t + u. 

ivo Waar.om m.ogen we bij (5.25) wel van de .oplossing spreken en bij (5.24) 
niet? 

Tensl.otte dem.oraal achter deze exercities. We kunnen nu een tweede .opl.ossing , 
vinQ-en. V.o.or iedere tE (0,1] is de rij {Un (t)}n stijgend en begrensd en dus 
c.onvergent. We kunnen dan uc;io (t) definiêren d.o.or '(Loo (t) = lim Un (t) . De 

n-+oo . 
functie U oo v.old.oet aan " 

v.o.or t E (0,1] 

en via de insluitstelling kunnen we U oo c.ontinu uitbreiden in 0 d.o.or U oo (0) = O. 
, Tensl.otte kan men laten zien dat U oo differentieerbaar is .op [0,00) en aan (5.24) 
v.old.oet. ----' 
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~ fasevlak 

6. TWEEDE ORDE GEWONE · D.V. 

6.1 Analyse van het'fasevlak 

We beschouwen de. autonome 2e orde gewone differentiaalvergelijking 

. u"(t) =F(u'(t),u(t)) , (6.1) 

m~t F : ,IR2 -+ IR een gegeven functie. Volgens de standaardmanier trans
formeert men met behulp van v (t) = u' (t) deze tweede orde · differentiaal
vergelijking naar het ie orde stelsel 

{ 
v:(t) = F(v(t),~(t)), . 
u (t) = , v (t) . , 

(6.2) 

Zonder de oplossing expliciet uit' te rekenen kan men vaak eén indruk krijgen · 
welke eigenschappen de oplossingen hebben .do~r Van enkele oplossingen de 

. baan te schetsen: Als (u,v) de oplossing van (6.2) is dan noemt men de baan 
van dit oplossingspaar (ti, v) de verzameling {(u (t) ,v (t)) j tE (T-, T+)} . . ' . . . . , . 

Definitie 6.1.1 Het fasevlak bij (6.1) is de verzameling gepammetriseero,e 
krommen (banen) . 

. {(u (t), u' (t)) j tE J met u: J -+ IR oplossing van (6.1)} 

mei de bijbehorende 'doorloop '-richting. 

Voorbeeld 30 

. Het fasevlak bij Uil = -u ziet er uit als . 
in de schets hiernaast. Voor dit eE,)n
voudige geval kunnen we de oplossin
gen u berekenen, nl. 

u(t) = acos(t - to) 
I 

met a, to E IR. De banen worden 
geparainetriseerd door 

( 
u(t) .) ( . a'cos(t -:- to) ) 

. u'(t) = -asin(t-to)' 

Het tekenen .van het fasevlak wordt eenvoudiger via de volgende aIternatieve 
reductie naar een eerste orde stelsel. In plaats van het benoemen van v = u' is 
ook het volgende mogelijk bij áutonome differentiaalvergelijkingen, namelijk: 

V (ti(t)) =u'(t). 
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'. 

Als V (u (t) ) = ' u' (t) goed g~efinieerd 1 is voor t E (a, b) dan gel~t volgens de 
kettingregel ' J' , 

V' (u(t)) u'(t)=u"(t) voortE(a',b) 

en dus 
I ' , u"(t) 

V (u (t)) ~ V (u(t)) voor tE (a,b). ' 

We kunnen dan (6.1) vervangen door 

{ 

'() ' = F(V(u),u) 
V u V (u) , 

u'(t) = V(u(t)). 

(6.3) 

" ' 

Voor V (u) i= 0 k~en we (een deel van) een baan ook beschrijven door 

{(u, V (u) ) jU E 'geschikt interval'} .' 

Oplllerking: '. Vergelijken we beide reducties naar eerste orde stelsels, dan zien we 
dat geldt v (t) = 'V (u (t») . Het voordeel van de tweede reductie is, dat u 1-+ V (u) de 
oplossing van een eerste orde d.v. is ~n niet van een stelseL Bovendien beschrijft V 
direct de banen in het fasevlak en geeft zo al veel informatie prijs qver het gedrag van 
oplossingim t 1-+ u (t) zpnd~rdie te berekenen. 

Men kan een grof idee Van het fasevlak voor u" = F (u', u ) krijgen niet b"ehulp 
van het vectorveld (v, F(v, u)) . Op plaats (x, y) levert (y, F (y, x)) de richting 
(van de raaklijn) van de geparametriseerde kromine. 

Voorbeeld 31 
Het veetorveld dat bij u" (x) = arctan (u (x)) - u' (x) hoort, namelijk 

( ~) H ( arctan(u)-v ), 

geeft enig idee hoe het faSevlak er uit ziet. 
11 
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vectorveld , fasevlak 

1 We krijgen zo een functie u ...... V (u) . Deze functie V is op deze wijze niet , rechtstreeks 
gedefinieerd. Neem aan dat t ...... u (t) differentieerbaar is. ' Als t ...... u (t) inverteerbaar is 
geldt V (s) = u' (u;"~ero (s») en is V goed gedefinieerd. Als u' '" 0 dan is u strikt stijgend 

, of strikt dalend en is u",~er. inderdaad gedefinieerd. We zien dat er. een probleem optreedt 
als u' = 0, dus als V = O. 

. " 

I 
,I 
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Uit dit laatste plaatje krijgt zou men kunnen vermoeden dat alle banen voor x 
. groot naar een van twee mogelijke krommen convergeren en dat voor x groot 
geldt dat lu' (x)1 < 2. Dan zou volgen dat T+ = óo voor elke beginvoorwaarde. 
Dat de oplossingen existentie-interval (-00,00) hebben, kunnen we ook anders 
zien. Namelijk de functie F, gedefinieerd door F(~) = C~rcta.:(u)-v)' voldoet 

aan de Lipschitz-voorwaarde op JR2 met L = 2. ------' 

6.2 De slinger met en zonder wrijving 

De slingervergelijking die rekening houdt met de luchtweerstand is 

()If k ()' 9 . (()) = -- - - sIn 
m f 

, (6.4) 

waarbIj k de wrijvingsconstante voor de wrijving met de lucht (evenredig niet 
de snelheid), g. de gravitatieconstante en f de lengte (van de vaste verbinaing 
tussen gewicht en as) is. De functie () : JR --+ JR geeft de hoek met de naar 
beneden wijzende richting. 

Opmerking: Als we Wrijving bij de as er ook nog aan toevoegen kan men het model 
beschrijven door. 

waarbij · 

fJ,, · C , (fJl) k fJ' g . (fJ) =--Slgn -- -- sm 
m m f. 

. { 1 
sign(t) = 0 

. -1 

als t > 0, 
als t = 0, 
als t < O . 

(6.5) 

Omdat t f-t sign (t) nièt continu is komen bij ·· (6.5) nog extra moeilijkheden (het 
rechterlid is voldoet niet meer aan de Lipschitz-voorwaarde). 

De vergelijking in (6.4), en ook in (6.5), is een autonome differentiaalverge
lijking; 'er is geen t-afhankelijkheid in de d.v.'. We kunnen de substitutie 
y (u) = u' gebruiken. Voor (6.4) met u = () volgt daarmee 

. I ( ) j. j sin() 
V () = ~km - 9 f V (()r 

Deze differentiaalvergelijking is voor k =1= 0 niet van een type dat we via een 
recept kunnen oplossen. 

Opmerking: Voor ~uieede-orde autonome g.d.v. zonder Ie orde term, 

u" + f(u) =0, 

bijvoorbeeld de slinger zonder wrijving, kunnen we in plaats van de substitutie u' = 
V (u) ook direct, door met u' te vermenigvuldigen .en te integreren, dedifferenti841-
vergelijking terugbrengen naar een eerste orde: 

. ." ., f ( ) 1 0 primitiveren 1 (/)2 F ( ) : I ±v'2 2F ( ) UU+ uu= ==> 2U + U=C=>U= c- u 

' . 
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metF' (8) = f (IJ). Dit komt op hetzelfde neer als de substitutie V (u (t» =u"(t). 
Daar vinden we dat 

Uil + f (u) = Vi (u (t» Ui (t) + f (u) = Vi (u) V (u) + f (u) = 0 ' 

en na p;imitiveren ~ (V(u)l + F (u)= cyolgt 

Ui = V (u) = ±J2c - 2F (u). 

Voorbeeld 32 , ' 
De slinger zonder wrijving: (J" = -gil .sin ((}) le~ert met V (0 (t) ) = (}' (t) 

V' ((}) = .-g sin: ((}r ' 
i V ((}) . . 

De laatste g.d.v. kunnen";';e oplossen: 

! (V (8) ? = ~ cos (} + c. 

Voor c> -gil vinden we de volgende oplossingen: 

V ((}) = +J2ï cos(} + 2c, 

V (0) = -.)27, cos(} + 2c. 

) 

Als c > gil dan draait de slinger in één richting rond (veel bewegingsenergie). 
Als -gil < c <: gil dan heeft de slinger he~ heen-en-weer (weinig beweg
ingsenergie ). 
Wil men de functie 0 zelf hebben dah moeten we 

(}' = V ((}) 

oplossen. Dit is in het algemeen niet mogelijk met de gebruikelijke standaard~ 
functies. (Als c = ±g/l dan overigens wel.) 

Opgave 73 Bereken alleopl~ingen als c = gil en als è = -gil. BeschrÜf 
het gedrag van de slinger in deze gevallen. -----' 

, Voor de verschillende gevallen die boven' genoemd ~orden hebben we enkele 
functies V laten tekenen: 

'enkele banen bij de slinger zonder wrijving, 1 = 1. 

/ 

. } . 
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Voorbeeld 33 . 
De slinger met wrijving: (J" = -!;; (J'- ~ sin (0) levert na V (0 (t» = O'(t) een 

. differentiaalvergelijking die we · niet konden oplossen met standaardfuncties. 
Numerieke benadering levert de volgende banen in het fasevlak. 

4 (J' 

(J 

-10 ia 

-4 

.enkelebanen bij kleine wrijving; i =1 en !;; = l~' 

(J 

-10 -5 10 

. . . 

enkele banen bij grote wrijVing, i = 1 en !!ï = 2. 

Zowel voor slinger met als zonder (lucht ) wrijving zijn er stilstaande oplossin
gen, namelijk 0 = mr met n E Z. De plinten (O,n/lr) in .het fasevlak noemt men 
evenwichtspunten van de differentiaalvergelijking. . 

Opgave 74 We beschouwen de tweede orde g.d, v . . . 

u"{x) =~u (x) (1 -u (x)2) . 

L TekenhetCasevlak bij deze d.v . 

. ii. Voor welke a is .de oplossing van de d.v. met als beginvoorwaarde 

periodiek? 

{ 
u (0) :_ oa 
u' (0) 
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iii. Geef de voorwa,arde voor a,/3 die er voor zorgt dat de oplossing van de 
d.v. met als beginvoorwaarde 

'{ 
periodiek is. 

u (0) = a 

u' (0) = ,/3 

ivo Bereken de oplossing van deze d.v. die aan 

{ 

u (0) 

u' (0) = 0 

v'2 

voldoet. 

I 

v. Bereken alle begrensde, niet-periodieke oplossingen die lR als. existentie
interval 'hebben. 

vL Zijn er onbegrensde oplossingen? Motiveer. 
----' .. 

Opgave 75 Teken het fasevlak voor Uil " = cos (u) en bereken en arceer de 
gebieden waarin de periodieke oplossingen liggen. ----' 

Opgave 76 Dezelfde vraag voor Uil = U (u -2) (u -+ 1). ----' 

Opgave 77 Dezelfde vraag voor Uil = W(I- u2). ----' 

Opgave 78 Zijn er niet-triviale periodieke oplossingen bij. de qifferentiaal
vergelijking Uil = (u' )2 sin (u)? ----' 

6,3 Lineaire d,v~ 

We beschouwen hier tweede orde lineaire gewone differentiaalvergelijkingen. 
De genoemde resultaten zijn uit te breiden tot hogere orde lineaire differentiaal
vergelijkingen. Een nde-orde lineaire differentiaalvergelijking schrijven we om 
naar een stelsel van n vergelijkingen~ , Een beginvoorwaarde die de op~os
sing vastlegt heeft daarmee n componenten. De ' plaats van 2 onafhankelijke 

.. oplossirigen vOOr 2'le orde wordt in:genomen door Ti onafhallkelijke oplossingen 
voor nde orde; enzovoort. .. 

6 .3.1 Existentie en eenduidi~heid 

We beschouwen tweede orde lineaire differentiaalvergelijkingen van de vorm 

Uil (X) + p (X) U' (X) + q (X) U (X) = r (X) , (6.6) 
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waarbij p, q en r gegeven functies zijn. We nemen aan dat de volgende voor
waarde is voldaan: 

(C) p,q en r zijn continue functies op JR, 

dit wordt ook wel genoteerd als p,q,r E C(JR). 

St~lling 6.3.1 Als aan condi~ie (C) voldaan is, dan bestaat · er voor elke 
uo;vo E JR precies één oplossing u van het b.w.p.: 

' { Uil + pu' + qu = r, 
u(O) = Uo, . 
u' (0) = Voo 

Het maximale existentie~interval van u is JR. 

Bewijs: Noem u' = 11 en we vinden ~et stelsel ' 

(

UI (x) ) ._ - ( ) 
v' (x) - ~ x,u(x) ,v(x) metf(x,u,v)=( (. ) (v) '(' )). rx -px v-qx u 

Als p, q en r continu zijn dan voldoet de functie F aan de Lipschitz-voorWaarde op 
ieder gebied IxIR2 met leen begrensd interval. Men laat met enig rekenwerk zien 
dat 

If(x,U1,V1) -f(X,U~,V2)1 ~ LI( ~~ )- ( ~: )1 
voor' L = 1 + m8.xxEI Ipl + maxxEI Iql. Volgens de existentie- en eenduidigheidsstelling , 
bestaat er precies één oplossing. Tenslotte vindt men via Gevolg 5.7.3 dat IR het 
maximale existentie-interval is. 

. 6.3.2 Het gereduceerde 'probleem 

De volgende resultaten gelden voor de gereduceerde d.v. (r = 0) 

Uil (x) + P (x) u' (x) + q (x) u (x) = 0 

o 

, (6.7) 

Propositie 6.3.2 Als U en V beide oplossing zijn van (6. 7), dan is w, gede
finieerd door 

w =aU +f3V 

, met a, f3 E JR, ook 'een oplossing. 

Bewijs: Invullen en lineariteit ge~ruiken. o 

Definitie 6.3.3 Zij I een interval in JR. De verzameling juncties {Ui :' I ~ JR} :=1 
, ~ onafhankelijk heet onafhankelijk als al U1 + a2U2 + ... + anU~ ' = 0 op I impliceert dat 

al = a2 = : .. = a n = O. 
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Voor twee functies {U, V} betekent het, dat de ~ne geen veelvoud van de andere 
is. ( 

Propositie 6.3.4 Als U en V twee onafhankelijke oplossingen van (6.7) zijn, 
dan is elke oplossing te schrijven als 

w = aU +{3V 

,met a, {3 E IR. We noemen {U,V} een fundamentele oplossingsverzameling. 

~ algemene op- Men zegt ook viel: aU + {3V met a,{3 E IR is de algemene oplossing van (6.7). 
lossing 

Bewijs: Volgens de eXistentie- en eenduidigheidsstelling is er precies één oplossing, 
noem die UI, van 

, { Uil + pu' + qu ~ 0, 
u (0) = 1, 

,u' (0) = o. 
Dat zien we na het gebruikelijke herschrijven als een stclsel: 

(
UI ) = ( v ' ,) met ( U (0) ) = (,1 ) .. 
v'-p(x)v-q(x.)u , V (0) 0 ' 

Ook is er precies één oplossing, noem die U2, van 

{

Uil + pu' + qu = 0, 
u (0) = 0, , 
u' (0) ~ l. 

Als U een oplossing van (6.7) is, dan is U 'volgens de existentie-' en eenduidighei!is-
stelling de enige oplossing van " 

{

Uil +yu' +qu,= 0, 
u (0) = U(O), 
Ui (0) = U! (<l) . 

Omdat ook u (x) = U (0) UI (x) + U' (0) U2 (x) een oplossing van d,it laatste,begin. 
waardeprobleem is volgt , 

U(x) = U (0) UI (x) + Ui (0)U2 (x). (6.8) " 

Evenzo vinden we 
V (x) = V (0) UI (x) + V' (0)U2 (x). (6.9) 

, , 

We weten nu dat iedere oplQS8ing te sclrrijven is als u (x) = u (0) UI (x) + Ui' (0) U2 (x) . 
Teilslotte moeten we nog lateil zien dat zo'n,oplossing u te schrijven is als een lineaire 
COmbinatie van U en V. Met enige lineaire algebra gaat dat als volgt. 
Omdat {U, V} onà.fhankelijk is, is .v '" 0, is U geen veelvoud van V en geldt 

'0 '" U (0) Vi (0) - V (0) U' (0) = det ( U (0) ,U: (0) ) , 
, " " V (0) V (0) , 

De matrix (~m rç/~~») is d~ inverteerbaar en we vinden via (6.8) en (6.9) dat 

( 
UI (x) ) _ (U(O) U' (0) )inV (U(x)) 
U2 (x) - V (0) V' (0) V (x) " 

, , ' 

Daarmee volgt 
. : 

u (x) = (u (0), Ui (0)) ( UI ((x))) ;", (u (0) Ui (0)) ( Cl (0) U'(O)) inti ( ,U (X) ) 
, '" U2 X ', ' , ' V (0) V' (0) , V (X) 

o 
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.., Wronskiaan . Definitie' 6.3.5 Laat U en V twee oplossingen van (6. 7) zijn. De Wronskiaan 
van U, V is gedefinieerd door 

W (U, V) = UV' - U'V; 

Stelling 6.3.6 Stel conditie (e) is vO,ldaan. Voor de gereduceerde d.v. (6.7) 
hebben we de volgende equivalente uitspraken. ' 

i. {U, V} is een fUndamentele oplossingsverzameling; 

ii. clU +C2V met Cl,C2 E IR is de algemene oplossing; 

iii. U, V zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen; 
/ 

ivo U, V zijn qplossingenen W (U, V) (xO} =I 0 voor een Xo EI; 

V. U, V zijn oplossingen en W (U, V) (x) =I. 0 voor alle x E I. 

Bewijs: Het bewijs verloopt alS volgt: î {:}ii => v => iv => iii => ii . 
.ii {:} i : Volgens afspraak. ' 
ii => v : Uit het ongerijm<le. Stel W (U, V) (Xl) = o voor één Xl E J. Dan is de matrix 

( U(';',) V(z,)) niet inverteerbaar dus dim (Col(tJ(z,) V(ztl)) '< 1 en er is een vector 
U'(z,) V'(z,) " U'(z,) V'(Z,) - ' 

(:) zodat ," I , 

, '" ,( ~ ) rt Col (~,c(;;) ~,c(;;)) . 
c:ol is de kolomruimtè. , Er is ,geen oplossing Cl U + C2 V van (6.7) met beginvoorwaar~e " 

u (Xl) = a en u' (Xl) = b. 

v => iv': Direct. , 
iv => iii : Als aU (x) + {3V (x) = 0 dan geldt ' o()k aU' (x) +' {3V' (x) = O. Neem in 
beiqe vergelijkingen x = ~o. In matrix-no,tatie wordt dit 

(
U (xo) V (xo) ) ( a' ) (0) 

, U' (Xo) , V' (xo) {3 ', = , 0 . 

Omdat W (U, V) (X!)) # 0 impliceert dat de matrix (g,~:~~ ~~:~») inverteerbaar ,is, 
volgt Ct = {3 = O. 
iii => ii : Propositie 6.3.4. o 

! • 

6.3.3 Het oorspronkelijke probleem. 

Als aan voorwaarde (C), zie bladzijde 107, v?ldaan is, dan heeft Propositie 
6.3.4 voor de d.v. 

Uil +pu' +qu::;:: r (6.10) 

de volgende consequentie. 
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Gevolg 6.3.7 Stel Up is een oplossing van (6.10) en U en V zijn twee on
afhankelijke oplossingen van (6.7). Dan is 

u = Up .+ CIU + C2V 

met Cl,C2 E lR de algemene oplossing van (6.10). 

Zo . 'n functie Up wordt wel eens een particuliere oplossing genoemd. 

Bewijs: Als u een oplossing is van (6.10), dan is u - up een oplossing van (6.7). 
Volgens Stelling 6.3.6 geldt u - up = Cl!' + C2V voor een paar Cl, C2 E IR. . 0 

Opgave 79 Bereken via u (x) =eÀx voor geschikte .À de algemene oplossing 
van 

Uil (x) + u' (x) - 6u(x) = eX. 

Opgave SO Beschouw de' differentiaalvergelijking 

. Uil (x) ~ u' (x) +- e2xu (x) = e3x
• 

Laat zien dat Uc (x) = eX + csin (eX) voor elke cE IR een oplossing is. 
Een tweede onafhankelijke oplossing is te vinden via variatie van de constante. 
Geef de algemene oplossing vaD. bovenstaande differentiaalvergelijking. -----' 

Opgave si Bereken de algemene oplossing van 

14 · 
Uil (x) + -u' (x) - ':"-u (x) = ·x. 

x x2 . 

Hint: kies geschikt~ Q'S in u (x) = xQ en combineer. 



7. LINEAIRE D.V. MET CONSTANTE 
COËFFI Cl ËNTEN 

7.1 Inleiding 

Beschouw 
Uil + pu'+ qu = 0 (7.1) 

met p, q E IR. Het gebruikelijke 'trucje' om de algemene oplossing te vinden is 
eÀt proberen. Na invullen vindt men de algebraïsche vergelijking >.2 +p>'+q= 
o en als dit polynoom twee verschillende wortels >'1, >'2 heeft dan wordt de 
algemene oplossing • 

-u{t) = aeÀlt + {3eÀ2t
, 

waarbij we voor èomplexe >. nog willen herschrijven naar een reële vorm1. 
Als er slechts één wortel is, .dat wil zeggen >'1 = >'2, dan wordt de algemene 
oplossing 

u (t) =aeÀlt + {3teÀlt . 

Iets dergelijks kan men uitbreiden naar hogere orde lineaire gewone differentiaal
vergelijking met constante coëfficiënten. Bijvoorbeeld de differentiaalvergelijking 

UV + 3uiv + 2ulll 
- 2u" - 3u' - u = 0 . 

levert slechts twee verschillende wortels. De a,lgemene oplossing wordt 

u (t) = C1e-t + C2te-t +- c3t2e-t + C4t3e-t + C5et. 

Om iets meer structuur in deze pogingen te brengen transformeren we op de 
gebruikelijke wijze naar een eerste orde stelsel. Met u' = v kunnen we (7.1) 
schrijven als 

We wer~en meteen wat algemener en beschouwen het beginwaardeprobleem 

{
iJ - Au 

U(O) :: uo.' (7.2) 

Hierbij is A een rëele n x n matrix en Ua E IRn. De gezochte functie u is een 
vectorfunctie u : IR -+ IRn. 

I Als À E C\1R een oplossing van À2
-+- pÀ + q = 0 met p, q E R is dan is X, de complex 

geconjugeerde van À, ook een oplossing, Schrijf À = JI. + iv met JI., v E R.)Er geldt 

. ae(l'+iV)t + (3e(l'-iv)t = clel't cos t + c2el't sin t 

met Cl = a + (3 en C2 = ia - i(3. 

111 
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, [X] Voorbeeld 34 
Om een indruk van het gedrag van ' de oplOssin
gen te krijgen kunnen we een schets van het fa
sevla~ maken. Bijvoorbeeld vobr 

-6 

' .. 

-, '( 0 · -5 ) -U= U 1 -2 

6 
I . 

./' ,/ ./ / / 

vi~den we het, plaatje hiernaast. Voor het Schet.: 
sen 'is het handig de hulplijnen té tekenen waar \ 
de banen horizontaal en vertikaal lopen; Hiet 
zijn 'dat respectievelijk -5y = 0, dus y = 0, en 
x- 2y =0. 

7.2 . Het berekenen va n de oplossi ngen 

7.2.1 De definitie van de exponent van een matrix 

Net zoals we het volgende 'beginwaardeprobleem 

{

U' = au 
u (0) =~: oplossen door u (t) = eatUO 

zulÎen we het stelsel in (7,2) . 

{ 
i1 - Au 

U(O) :: ilo.' 
oplossen 'door u (t) = eAtilo. 

Dit is simpel te schrijven maar nog niet erg netjes. 'Om aan deze uitdrukking 
betekenis te kunnen geven zullen we de volgende vragen moeten beantwoorden. ' 

" 

• Hoe is de expon~nt vaIi een matrix gedefinieerd? 

• Is dit inderdaad de oplossing? 

• Is di~ exponent (eenvoudig) te berekenen? 

Uit het eerstejaars college analyse weten we dat 

at 00 1 k 
e = L k! (at) . 
, , k=O 

Op dezelfde wijze kUnnen we de exponent van een vierkante matrix defiriiëren. 
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Definitie 7.2.1 Voor een n xn matriX A: 
' 00 ' 

eAt = L ~! (At)k = I + At + !A2t2 + ~A3t3 + ... 
k=O , " 

Soms zullen we exp (tA) schrijven in plaats van etA. 

Opmerking: ,Deze machtreeks convergeert voor elke matrix. Dat wil zeggen dat 

voor elk element ij de rij {(E;;'=o frAk), :}OO convergeE:rt. Gebruik dat voor ieder~ 
, . '" m=l 

ij geldt dat 

" _Ale < - n max IApql , ,'(tk ), tie ( ,)k 
k! ij -: k! . l~p,q~n 

en we zien dat de convergentiestraru 00 is. 

Nu we ' de .eerste vraag beantwoord , hebben , kunnen we laten zien 'dat we zo 
inderdaad de oplossing vinden. 'We mogen overigens van de oplossing spreken 
volgens de existentie- en: eenduidigheidsstelling. ' 

Stelling 7.2.2 Zij A een constante Tt >< n matrix. Het beginui.aardeprobleem 

{
' ,11 = Aa, 
,a(O) = 110, 

heeft als unieke oplossing a : 1It -+ IRn gedefinieerd door 

a(t) ,= etAÜo. 

Bewijs: Formeel zien we dat aIs volgt: 

ü (0) = eOAüo ~ (I + OA + !02 A2 + i03 A3 + ... ) Üo = Üo 

en 
d d ' ? ' 

ü' (t) = dt (etAüo) = dt (14- tA+ !t2A2 + it3 A3 + ... ) Üo = 

(7.3) 

(dit mag onmiddellijk voor eincijg Veel tllrmenj voor ix>-veel is dat nièt direct duidelijk) 

J: (ftI + ft (tA) + ft (!t2 A2) + ft (it3 A3) + .. ,) Üo = 

= (O+A+tA2+!t2A3+ ... )Üo= 

= A (I + tA + !t2 A2 + ... ) Üo = AetA:üo = Ail (t) . 

' . ? , 

De stap' bij == is echter nog dubieus. Hier worden 'stiekem' twee limieten verwisseld2 

en 
(iI + i (tA) + * (!t2 A2) + i (it3 A3) + ... ) ~ 

2In~ het algemeen mag men deze volgorde niet verwisselen. Vergelijk met ' 

" 2 2 
en lim lim z - y --1 

\1_0",_0 z2 + y2 - . 
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~N (tt~)k Ak _ ~Ak) 
= lim lim ~k=O . " 

N-+ooh-+O h 
Dankzij ~n van "de stellingen voor machtreeksen weten we dat we een machtreeks 
binnen de convergentiestraal kunnen differentil!ren en zelfs ruit we de oneindige som 
E en 1t mogen verwisselen. Elke component ~ etAüo is een machtreeks met con-

? 
vergentiestraal 00 en de stap bij == is bij nader inzien dus toch toegestaan. 0 " 

Opgave 82 Laat zien dat 

AB=BA 

"Hint voor {=: tweemaal differentiëren en t = o stellen. 

Opgave 83 Berekeri met behulp van de definitie exp (t (~" ~)). " ----, 

7.3 Intermezzo lineaire Algebra 

De exponent van een matrix is hierboven goed , gedefinieerd voor elke matrix 
en levert een oplossing van het begi"nwaardeprobleem (7.2). Tenslotte laten 
we zien hoe zo'ri exponent is te berekenen. Daar.v0or is enige keimis van de 
matrixrekening nodig of de hulp~n Maple of Mathematica. 

7.3.1 Enkele simpele exponenten 

Voorbeeld 36 

Als A= (~ !), dan Ak = (rik k:k-
1

) en -er ~olgt 

tA _ ,",00 tkAk _ ,",00 tk a a _ .. (' k k k-l ) 

e - L..k=O kT - L..k=O kf "" 0 ak -

"= (L:~o~ak 
": 0 " 

= (eter. téer.) 
O ter. • e " 
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~ eigenvector 

Intermezzo lineaire Algebra 

Voorbeeld ' 37 . , 
Als A:= (a IJ) dan etA = ( ' eta cos (tf3) eta sin (tf3) ) . 

-f3 a_eta sin (tf3) eta cos (tf3) 

115 

Het berekenen hiervan is lastiger. Wel kunnen we vrij eenvoudig controleren 
, dat ttetA = AetA : . 

4 ( eta cbs (tf3) 
dt _eta sin (tf3) 

, = ( eta (a cos (tf3) - f3sin (tf3) ) 
_eta (asin (tf3) + f3 cos (tf3) ) 

eta sin (tf3) ) = . 
eta cos (tf3) , 

, eta (asin (tf3) + f3cos(tf3)) 
eta (a cos (tf3) -f3sin (tf3) ) 

(
a (3) ( eta cos (tf3) eta sin (tf3) ) 

= -13 a , _eta sin (tf3) èta cos (tf3) . 

7.3.2 Eigenwaarden en eigenvectoren 

)= 

In de transformatiE)$ spelen de zogenaamde eigenwaarden en eigenvectoren een 
belangrijke rol. Zij A een n x n matrix. 

Definitie 7.3.1 Áls A~ = )..~ met ~ f. cr, dan heet).. een eigenwaarde van A 
'met eigenvector ~. 

Als de beginwaarde ilo een eigen~ectör van A is dan wordt het berekenen van 
de oplossing van . 

{ü(~ : ' Aû, 
, (7.4) 

ilo· 
" 

een peuleschil. Zie de volgende stelling. 

Stelling 7.3.2 Als Ailo = )..ilo,da~ is de oplossing van (7.4) te schrijven als: 

ü(t) = e~tilo : 

Bewijs: Ailo = )..ûo en dus ook A2ilo = ' A)..ilo = )"Aûo = )..2ilo . Evenzo volgt , 
Akilo = )..kilo en we vinden dat 

00 00 

etAÛo = L .!.tk Akûo = L .!.tk )..kûo = e).tûo . 
k=O k! , k=O k! 

Bovendien gel<:lt ,û(O) = e).°ûo = ÛO . o 

Opgave 84 Bereken de oplossing van 

ti (t) = (~ î ;) ü(t) 
2 2 1 . 

en voor dezelfde differentiaalvergelijking met beginvoorwaarde . 

( -1) " ' ( 0) . 
ü (0) = ~ , tes~ectievelijk 11 (0) = î '. . 
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Een belangrijke hulp is de volgende stelling. Voor het bewijs verwijzen we 
naar lineaire algebra. . . 

Stelling 7.3.3 Als de n x n matrix A k verschillende e1.genwaardim ><1, ... , Àk 

heeft, dan is ~et stelsel bijbehorende eigenvectoren { ~1 , ••. , ~k} onafhankelijk. 
. . 

. ' . . . ' .. . 

Als we. bij de n x n matrix A n onafh~elijke eigenveçtoren {~1"'" ~n } . 

zouden hebben dan kunnen we elke beginvoorwaarde ito schrijven als 

ito = Cl~l + C2~2 + .... + Cn~~ , 

en volgt uit de lineariteit dat de oploS$ing van (7.4) te schrijven is als' 

ü(t} = cleÀlt~l + c2eÀ2t~2 + ... + CneÀnt~n' 

Daarmee komen we bij de hamvraag: 

Hoe vinden we deze eigenwaarden. en eigenvectoren? 

. . . 

• De eigenwaarden kunnen we Vinden met behulp ·van een determinant. 
Als A~ = >.~ dan geldt (A - >.I) ~ = O. Omdat ~ :f 0 is A - >'1 .een 
~inguliere matrix. Voor een ~inguliere matrix geldt det (A ->'1) = O. Met 
andere woorden: de eig~nwaarden' zijn de nulpunten van de polynoom 
p (À) = det (A ~ ÀI). Deze p heet het karakteristiek polynoom van À. 

O k · "d bOO

' • (a b) pmer mg: voor e twee IJ twee matrIX _ c d zijn de eigenwaarden de 

oplossingen van . 
(a - À),(d - À) - bc = 0. ' 

Er zijn drie mogelijkheden voor de eigenwaarden van deze matrix: , . 

i. er zijn twee verschillende reêle oplossingen À = .>'1 en >. ~ >'2; 

. Ü. er is ~n reêle oplossing>. = >'1; 

. ili. er zijn twee complexe oplossingen >. = Ct + if3 en >. = Ct - if3 met f3 '" Oen 
~f3ER . . 

. ' De. eigenvectoren vinden we door met dè nu bekende À v~rvolgens het 
stelsel (A - >.1) ~ :;; 0 op te lossen. . . . 

Opmerking: Voor de twee bij twee matrix geldt het volgende. Bij twee verschil
lende eigenwaarden zijn de bijbehorende eigenvectoren onafhankelijk. In~ het geval 
dat er slechts één eigenwaarde is kan ·het voorkomen dat 'er slechts één onafhankelijke 
eigenvector is. Als er toch twèe onafhankelijke eigenvectoren zijn kunnen we dat. geval 
verder zo als bij twee verschillende tei!le eigenwaarden behandelen. We onderscheiden 
de volgende mogelijkheden.· · . 

i. twee (misschien gelijke) reêle eigenwaardim en twee· onafhankelijke eigenveè
toren; 

Ü. één eigenwaarde en slechts één onafhankelijke eigenyector; 

ili. twee niet-rei!le' eigenwaarden. 
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Opgave 85 Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van 

(

' 1 1 1 ') 
e. 1 1 1 ; 

o 1 1 
a. ' ( -2 2). 

, -5 4 " 
. c. ( 1 2) ." 

-4 1 ' 

f - (-~ I =~ -~). 
6 4 , 0 

b. ( 
-26 ' 10 ) . 
-20 19 ' d. '(H H)' ... ' 

o 0 2 1 ' 

. ' .. 
We zullen de eigimwaarden en eigenfuncties nodig hebben voor het' berekenen 
van de exponent van een matrix. ' Het bij een willekeurige matrix A direkt 
bérekenén van etA is een .lastige zaak. Men probeert zo'n matrix A te trans
formeren naar een meer eenvoudige matrix S, dat wil zeggen eèn inverteerbare 
matrix3 ' T te bepalen zodat A = T srnv . Met behulp van éSkurui.en we de , 
exponent van A berekenen. 

Hulpstelling 7.3.4 Zij A een n x n matrix. , Als A = TSrnv , dan 

Bewijs:. 

00 kOOk , 00 k ' . 

etA = L ~!Ak = L ~! (TSrnv)k .= L~! 'l'SrnvTSr':v .. ,.TSr'nv,= , 
k=O k=O ' k=O k termen ' 

= 2: ~! T ~ r'nv = T 'L ~! Sk r'nv = TetSr'nv. 
00 k ' (00 k ) , 

,k=O , k termen k=O ', 

o 

7.3.3 Transformaties voor 2 bij 2 matrices 

Thansformaties voor matrices naar enkele standaardvormen kunnen we op twee 
manieren aànpakken: via coêffl,ciênten ip lR en soms ook via coêfficiênten in 
C. Beide manieren hebben hun vóor- en nadelen. Voo~ 2 x 2.matrices volgen 
de te onderscheiden gevallen. 

Hulpstelling 7.3.5 Zij A een reële 2 x 2 matrix met eigenwaamen Àl,À2. 

i. Als À1, À2 eR en er zijn twee onafhankelijke eigenvectOren4 , 

dan' is er een reële 2 x 2 transformatie-matrix T zo dat . 

3 Zo'n T wordt een transformatiematrix genoe~d. De inverse m:atrix r nv voldoet aan 
TTinv = L = rnvT. Vaak wordt deze genoteerd door T- 1

• , 

'·Volgens Stelling 7.3.3 zijn er twee onafhankelijke eigenvectoren als >'1 # À2 • 
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ii. Als).l = ),2 E IR en er is slechts één onafhankelijkeeigenvector, 
dan is er een reële 2 x 2 transformatie-matrix T zo dat 

iii. Als),1,),2 E C\IR (en dus Re).l = Re).2 en Im À1 = - Im ),2), dan 

• is er een complexe 2 x 2 transformatie-matrix Tc zo dat 

A= T. ().1. 0 ). ~nv. 
. c 0 ).2 . c , 

• en is er ook e~n reifle 2 x 2 transformatie-matrix Tr zo dat 

A = Tr (Re).l Im).l) -r:.nv . 
. -!m).l Re).l 

Verderop laten we zien hoe we T kunnen uitrekenen. Dit levert meteen het 
bewijs van deze hulpstelling . 

. Hiermee vinden we voor elke 2 x 2 matrix de exp via dè drie standaardvormen. 

Gevolg 7.3.6 Zij T een inverteerbare 2 x2 matrix waarvan de co~fficiënten 
complex mogen zijn en laat a, 13,).,).1, ).2, tEe. Dan 

i. exp (tT (~1 ~2) T nv) = T (e~lt e~2t )TnVj 

ii. exp (tT ( ~ . ~ ) r nv) =T( e~t t:~t) rnvj. 

. ... (tT ( a (3) Tnv) ~ T ( eatcos (f3t) e
at 

sin (f3t) ) :rnv 
m. exp _ 13 a - . _eat sin (fit) eat cos (f3t) . 

Tenslotte laten we zien hoe de transformatie voor 2 x 2 matrices kan worden 
. berekend. I 

Recept 7.3.7 Zij A een reële 2 x 2 matrix met eigenwaarden ).1, ).2 . 

z. Als ).1,).2 E IR en A heeft twee onafhankelijke eigenvectoren. 
Bereken twee onafhankelijke eigenvectoren (~ll) en (~!21). 
D~ , .. u ~ 

A = (<pn ~21 ·) ().1 0) (<pn <P21) inv 
. <P12 <P22 0).2 <P12 <P22 

ii. Als).l = ).2 E IR en A heeft slechts één onafhankelijke eigimvector. 
Bereken een eigenvector (~~) en ,bereken vervolgens een oplossing (~~) 

van het stelsel ( A -:- .>.I) (~~) = (~~). 
Dan 

A = (:~ ~~) ( ~1;1 ) ( :~ 

. . 
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iii. Als..\1,..\2 E C\R 
Bereken de eigenvector (~~!:~~) bij..\l met (~~), (~~) E JR2. Een eigen-

vector bij ..\2 is dan (~~::::!~~). 
Dan 

• de complexe manier: 

A = ( <P1 + ~1/J1 <P1 - ~1/J1 ) ·(..\1 0) ( <P1.+ i1/J1 <P1 - i1/Jl ) in~ 
<P2 + ~1/J2 <P2 - ~1/J2 0..\2 <P2 + i1/J2 <P2 - i1/J2 . . ' 

• de reële manier: 

Bij cOnlplexe eigenwaarden kan men zowel de reële als de complexe manier 
gebruiken. 

Opmerking: Tenslotte nog een formule voor de inverse van een 2 bij 2 matrix. Als 
.ad t. bc dan 

(
ab )inV 1 (d -b) 
c· d .= ad - bc -c a . 

Opgave 86 Bereken éA voor A achtereenvolgens: 

. a. (1 -2). o -4 ' 
d. .( -~ ~ ); g . ( i =~) ; 

b. ( ~ -2) . -2 ' e. ( -! ~ ); h. ( -~ -~) ; 
c~ ( 5 ; 1 ) . 

31' f· (! -4) . 
-7 ' 

i. Ct -~. ) 
-1 . 

. ---' 

7.3.4 Transformaties voor n bij nmatrices 

Men kan laten zien dat iedere n x n matrix M te schrijven is als product van 
. drie complexe matrices TUrnv : 

M=T rnv (7.5) 
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~ Jordan-matrix 
~ Jordan-kastje 

'/ " 

, " 

waarbij ,buiten de vierkanten de coêfficiënten alle 0 zijn ~n elk vierkant de ' 
volgende vorm heeft. 

a . 1 0 .... 0 

'0= 
0 a 1 

0 ' (7.6) 

1 
0 ... 0 a 

met a E C. In elk vierkant staat op de hoofddiagonaal hetzelfde getal. ,Ver
schillende vierkanten kUIinen hetzelfde getal op de hoofddiagonaal .hebben. 
Het simpelste vierkant is overigens @::l. 
Een bovendriehoeksmatrix als in (7.5) heet een Jordan-rriatrix; een onderma
trix als in (1.6) een Jordan-kastje. ~ 

Men kan zien dat .exp (tM) samengesteld wordt lIÎt de exp(tD): 

( 

exp(tD) I 

ex~(tM) ~T . 

met nullen buit~n de vierkanten. Voor ieder k x k Jordankastje geldt 

a 1 

0 a ' 

exp t 

. . 

0 

0 

1 

o 

o 
. a ' 1 

o a 

1 

0 

:::: eta 
. . 

0 

t t2 t3 tk 

'2 3f F-

1 t 
I t 3 

3f 

t t2 

2' 

1 t 

0 1 

Opgave 8! Stel J is een n >.< n Jordan-matrix. 

i. Laat zien dat j gedefinieerd door J '= sjSinv met 
, . 

o 
I. ' 

1 0 0 

0 ê 0 

s= 0 0 ê 2 
. , 

0 

én ê f. 0 voldoet aan (j)ii ,= (J)ii en (j)ij = ê (J)ij voor i 'I- j. Dus elke 
1 van J buiten de diagonaal is vervangen door ê. 

ii. Stel À E C\1R is een eig~nwaarde van de reële matrix M . Laat zien qat 
À; de complex gecoIijugeerde, ook een eigenwaarde is: 

'. . . 

De laatste Vraag is voor degenen die bij ee~ cursus lineaire algebra de 
, begrippen geometrische en algebrarsche multipliciteit zijn'tegengekomen. 

Laat zien dat de algebrarsche multipliciteit van À' en X "gelijk zijn. Laat ' 
ook zien dat de geometrische multipliciteit van À en À gelijk zijn. 

,r 
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, ' 

In deel 2 van deze opgave zijn de eersté stappen gelegd voor een reêle versie 
van Jordan-achtige / matrix. Men kal) laten zien dat iedere n x n matrix M 
te schrijven is als product van drie reêle matrices TUr'nv als in (7.5) waarbij 
in U buiten de vierkanten alleen 0 staat en elk vierkant een van de volgende 

, vormen heeft: ' 

a ,1 0 , 0 A E 0 0 

D~ 
0 a 1 

D= 
0 A E 

0 of 0 (7.7) 

1 E 
0 0 a 0 ... ~ .,. 0 A 

waarbij a,{3E lR en 

(A) ,= ( ~f3 (3) 
(E) = ( ~ ~ ) (0) =' ( ~ 0) a " ,en o . 

Opmerking: Ook hier is er een transformatie S waarmee men in plaats van 
E, E, E, . .. buiten de diagonaal E, gE, g2 E, . .. kan krijgen. 

7.3.5 De n x Ti transformatie voor symmetrische matrices 

De transformatie van een nxn matrix op Jordan-v,?rm is meestal erg vervelend. 
~ symmeirisc~e , ' Voor symmetrische matrices is het minder lastig. . 

matrices 

~ inproduct 

, ' ( ' ~:11, m .:ln ) Definitie 7.3.,8 De nxn matrix,M = 
finl finn 

heet symmetrisch 

als 'mij ~ mji voor alle i, j E {1, ... ,n}. 

Voor de formulering hebben we het iTtProduct;P . ~ van twee vectoren nodig. 
Herinner je dat ' ' , , 

n (2)·0) = albl + ... + anbn :=0 Lakbk. 
k=l 

Stelling 7.3.9 Als M een symmetrische n x Ti matrix is, dan njn er n eigen
vectoren ;Pl' ... , ;Pn. Bovendien njn deze zo te ki~zen dat geldt 

;Pi .;Pj 0' voor alle i =1= j, 

;Pi ';Pi = 1 voor alle i. ' 

~ orthonormale ' ,Anders gezegd: er is een orthonormale basis {;Pi; 1 $ i $ n} in]Rn van eigen-
basis vectoren van M. 
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Gevolg 7.3.10 Zij M en {;Pi; 1 ~i ~ n} als in de vorige stelling. Noem Ài 
de eigenwaarde bij ;fii' Definiëren we 

T= ik1 ;P2 ;P3 ;Pn 
. ' 
: 

. ' 
dan vinden we dat ,r-' 

À1 0 0 0 
0 À2 0 0 

M=T ' 0 0 À3 TT 

., 0. 
0. 0. 0. Àn 

met Tl' de in de hoofddiagonaal gespiegelde T (de geTransponeerde, matrix). 
Bovendien geldt voor iedere a E IRn ' ' 

n-

Ma = LÀi (;Pi' Ü);Pi ' 
i=1 

en dus ook 
,n 

exp (tM)a = L etÀ
• (;Pi' a) ;Pi' 

o i=1 ' 
(7.8) 

Opgave 88 Bereken de oplosSing van " 

( 1 

-1 0 0 

~ ) ü(t) _6(0) ~ (D-o 1 1 0. 0 

;t (t) ~ ~ . 0. 4 0 
0 0. 1 
0 2 0 

----' 

7.3.6 ' Matrix-norm 

Voor een vector ä E IRn hebben we de lengte in (5.12) gedefinieerd door 

( ~l) ~ ~ . 
Iln ~ tt ui 

. ' 
(7.9) 

V~or retlle n x n matrices (noem de verzameling hiervan M nxn) definitlre~ we 
~ matrix-norm " een norm met behulp van deze lengte voor vectoren door 

,IIAII = max {IA;fiI; ;fi E IRn met l;fil = I} . (7.10) 

Opgave 89 

~ 
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a. Laat zien dat deze matrixnorm voldoet aan de eigeDscp.appen van een 
norm. Deze eigenschappen staan beschreven op bladzijde 5.5.2. 

b.Zij ;p E ]Rn en A E Mnxn . Laat zien dat 

IA~I ~ IIAII I~I· 
é. Deze matrix-norm voldoet nog aan een vierde eigenschap. Voor alle 

'A, B E M nxn geldt: ' 

IIABII $ IIAIIIIBII ·· 
Laat ook dit zien. 

Opgave 90 Zij À een eigenwaarde van de matrix A E M~xn. Laat zien dat 
geldt 1>'1 $ IIAI! " --' 

IA Classificatie van lineaire stelsels in }R2 

We beschouwen het beginvoorwaardeprobleem 

(ab) (' UI (t) ) 
e d U2 (t) , 

( 
Ul,O ) 
U2,O , 

We hebben gezien dat de oplossing van dit stelsel te schrijven is als 
I 

, ( UI (t)) = exp (t (a b)) ( :UI,O ). 
U2 (t) e d U2,O 

I 

: Het gedrag van deze oplossingen wordt bepaald door de eigenwaarden van de. 
'~atrix (~ ~). ' 

Het berekenen van deze exponent verloopt via de eigenwaarden eneigenvec
toren. ,Een eigeriwaarde À vinden we door 

det ((: !) -ÀG ~)) = 0 

op te lossen. Dus ren eig~nwaarde À voldoet aan (a - À) (d - À) - bc = O.Een 
stap verder rekenen levert ' " , 

( 
a+ d)2 I 2 

À - -2- = 4: (a - d) + be. 

Vervolgens maken we onderscheid naar hei teken van :! (a:- d)2 + be. Een 
, positief teken levert twee reële oplossingen en een negatief teken twee complexe' 

,oplossingen met gelijk reëel deel en tegengesteld imaginair deel ongelijk O. Bij 
:! (a - d)2 + bc = 0 ,krijgen we één oplossing. 

We kunnen op twee manieren naar de eigenwaarden Ài, À2 van (~ ~) sorteren. 
Allereerst door reëel/niet-reëel: 



~ knooppunt 

~ knool? 

. ~ ontaard 
knooppunt 

~ spirnalpunt 
~ focus 

~ stabiel 

~ asymptoÛsch 
stabiel 

~ instabiel 

~ zadelpunt . 

~ centrum 
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• À1, À2 reêel; als À~ i À2 d~ zijn er twee onafhankelijke eigenvectoren <P1 
. en <P2, of, À1 = À2 met de eis dat er twee onafhankelijke eigenvectoren 
epi en <P2 zijn .. Dim noemen We de oorsprong een knooppunt ·of ook wel 
kortweg een knoop; 

• À1 = À2 reêel en er is slechts één onafhankelijke eigenvector <Pl' Dan 
noemen we ·de oorsprong een ontq.q.rd knooppunt. 

• À1; À2 complex (met imaginair deel =/: O)jdàn À1 = a+i{3 en À2 = a-i{3. 
DaiJ. noemen, we de oorsprong een ' spiraal punt of ook wel een 'focus. 

Vervolgens kunnen weo~k sorteren naar convergentiegedrag voor t ~. 00. 

Definitie 7.4.1 Een lineair ste~el heet 

i. stabiel, als elke oplossing begtensd blijft: 
voor elke Ü(O) is er een getal M waarvoor geldt lü(t)1 ~ M voor alle 
t ~ Oj 

ii. asymptotisch stabiel, als elkè oplossing naar 0 convergeert: 
voor elke Ü(O) geldt limt-+ooü(t) = 0; 

iii. instabiel, als er een oplossing' naar '00' gaat: 
er is eenü(O) zodanig dat limt-+oolü(t)1 = 00. 

Opmerking: Als een lineair stelsel asymptotisch stabiel is, dan is het ook 'gewoon' 
stabiel. 

Men kan zien dat voor het tweedimensionale stelsel geldt: 
'.; 

• als Re À1 > 0 of Re À2 > 0 dan instabiel; . 

• als Re À1 < 0 en Re À2 < 0 dan asymptotisch stabiel. 
.I 

Bij een. eigenwaarde met reêeldeel gelijk aan 0 wordt het lastiger: 

• als À1 = 0 en À2 < 0 d;m stabiel, maar niet asymptotisch stabiel; 

• als' Re À1 = . Re À2 = .0 en twee onafhankelijke eigenvectoren, dan ~tabiel, 
maar niet asYmptotisch stabielj -. 
.. . 

• als À1 = À2 = 0 en slechts één onafhankelijke eigenvector, dail instabiel. 

. . 

Er ' zijn nog enkele speciale namen in zwang. 

• Als À1 > 0 en À2 < 0, dus een speciaal instabiel geval, dan noemen we 
de oorsprong een zadelpunt. _ . . 

• . Als À1 = 0 -+ i{3 en À2 = 0 - i{3 met {3 =/: 0, dus Re À1 = Re À2 :: 0 en 
Im À1 = .,.. Im).2 =/: 0, dan heet de oorsprong een centrum. • 
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7.4.1 Voorbeelden 

Voorbeeld 38 • 

(u)' (-3 -1) ( u') 
v , = -1 -~, v ' 

Dan 
>'1 = -4, >'2 _= -2, 

met 

~ -(1) ~ (1) CPl = 1 ,CP2 =. -1' 

>'1, >'2 < 0 dus een asymp. stabiel knooppunt. 
Algemene oplossing via eigenvectqren: 

(
U (,t) ,) = Cl e- 4t ( 1) + C2e- 2t ( ' 1 ). 
v (t) ' 1 ' -1 

, ' , 

Oplossing -met beginwaarde: 

(~gD= (i:=:: ~ i:=:: i:=::: i:=::) (:) 

Voorbeeld 39 

Dan 

' met 

~ ' (4) _ - ~ (3) ' 
CPI = , 1 ,. CP2 = ' -1 . 

>'1, >'2 < 0 dus een asymp: stabiel knooppunt. 
A:Igemene oplossing via eigenvectoren: 

( u(t) )' '= cI'e-14t ( 4 ) +C2e- 7t ( 3 ) ' . 
v (t) 1 , -1 

Oplossing met beginwaarde: 

(
U (t) ) = (~CI4t + ~e-7t 
v (t) le-14t _ le-7t 

7 7 

125 

---' 
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.' 
Voorbeeld 40 

Dan 

À1 = À2 = -2, <P1 = G), 
en er is geen <P2' 
Dat wil zeggen een (~ntaard) asymptotisch 
stabiel knooppunt: 
Algemene oplossing via eigenvectoren plus 
onafhankelijke hulpvector ;p = m, die , 

2 zo berekend is dat: 

((~~ _;) -:-À1 (~~) ) ;p = <Pl' 
De oplossing wordt 

(
U (t) ) ' -2~ ( 1 ) -2t ( t ) 

, v (t) = qe 1 + C2
e 1 + t . 

Oplossing met beginwaarde 

, ( u (t) ) = ( (1 - t,) e-
2t 

v (t) -t e-2t 

Voorbeeld 4,1 

(u)' (-1 1) ( u ), 
v = , -1 -1 v 

Dan 
ÀI = -l '-i, À2 = -l+i 

met 

$1= (~)+i( ~1)' 
~ (1) .,( 0 ) 

CP2 = 0 +~ I " , 

Re Àl. Re À2 < 0 dus een asymp
totisch stabiel focus. 

Oplossing met beginwaarde: 

, t e-
2t 

) (ua) 
(1 + t) e-2t vo , 
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' Voorbeeld 42 

Dan 

met 

_ (1) ,(0) 
epl, == ° + z 1 ' 

'" (1) .(0 ') ep2 = ° +z · -1 " 

Re À!, Re À2 < ° dus een asymp
' totisch stabiele focus. 
Oplossing met beginwaarde 

( 
u(t), ) = (e-tcost -:-tsint ,') (Uo ) . 
vet) e-tsint e tcost vo 

[B Voorbeeld 43 

Dan 

' 127. 

Àl = ~2-3i,<Pl = (~) +i( ~3)' 
À2 = -2 + 3i, <P2 = ' ( ~ , ) + i ( ~ . ) . 
Re Àl, Re À2 < ° dus een asympto
tisch stabiel focus; 
Oplossing met beginwaarde wordt Via 

/ ' een transformatie 

(
U (i) ) _ (e- 2t ~cos3t-i sin3t) le-2t

sin3t , ) (u voO ) 
, vet) " - - ~e-2tsin3te-2t (cos3t+isin3t) 

De reële transformatie kan men als volgt gebruiken. M~t , 

f _-130 1) (1 0) (-2 -3) (1 0)-1 
\. -1 · = 1 -3 . 3 -2 ' 1-3 , ' . 

volgt 
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Voorbeeld 44 

Dan 
Àl == 4, À2 = 2, 

me~ , (1) ' _ (1) 
CPl = 1 ' CP2 = , -1 . 

Àl, À2 > 0, dus een instabiel knooppunt. 

Algemene oplossing via eigenvectoren: 

-2 ( , u (t) ) = c e4t ( 1 ) + C2e2t ( 1 ) 
v(t) 1 1 -:-1 . 

Oplossing met" beginwaarde: 
. . ~ 

, ( ,u (t) ) , = ( ~ét + !e
2t 

!e
4t 

- !e
2t 

) ( uo) , 
v (t) !ét - !~2t , !ét + !e2t , Vo . 

" Voorbeeld 45 ' 

'( u ) I (3 1) ( u ) 
v = -1' 1 v "' 

Dan 

,ÀI = À2 = 2.'CPl = ( !1 ) en geen CP2' 
, dus een (ontaard) instabiel knooppupt. ' 

Oplossing via eigenvectoren en on~anke~ijke . 
'hulpvector {; = (~), die zo is berekend dat: 

, ( L~ ;) - '\1 (~ ~)) {; = CPI' ' . . 

~--------~~~~~~----~ 
Dan wordt de algemene oplossing 

(
u(t)) 2t( 1) 2t(' t )' 
v(t) , =Cle , -1 +C2e 1-t , ' 

Oplossing met beginwaarde 

' ( ' u{t) ) _ ( (1 +t)e
2t 

t e
2t

, ) '( uo) 
v (t) - -t e2t (1 -:- t) e2t vo' 

We gebruikten hier dat als ACPl = Àl CPl en A{; = Àl {; + CPl met Àl ~ 2, wat 
overeenkomt met 

A;= (!1 ~) (~ ~) ( !1 ~ ) -1 

Dan geldt etAcp = é~lcp- en etA{; = eiÀl.ï:+té~lcp- . Dit l~tste komt overeen , 1 , 1 'I' 1 , , 
met 
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Voorbeeld 46 

(u)' (' 1 i) ( u ) 
v =-1 1 v 

Dan, 

', \ 1 . ~ (1) ,(0) 
Al = -~, CPl =0 + ~ 1 ' 

\ 1 , , ~ (1) .(0) 
A2 = +~, <t'2 =: 0 ' + ~ -1 . 

Re.>.!, Re'>'2 > 0 dus een instabiel focus. 
Oplossing met beginwáarde: 

( 
U(t)) = ' ( efcost 
v(t) , _et sint 

et sin t .) ( uo ) . 
etcost Vo 

Voorbeeld 47 , 

Dan 

\ '2' 3 o , ~' (1) 0 ( 0 ) 
Al = ' .- ~,CPl= 1 , +~ , 3 " 

\ 2 3 ' ~.! (1) ' ó ( , ° ) 
A2 = + ~, CP2 = 1 , + ~ ':"3 , . 

, Re'>'1, Rè'>'2 > 0 dus een 'instabiel focus. 
Oplossing met beginwaarde: 

(
U (t) ) =( e2t (cos 3t+ 1 sin 3t) -le

2t 
sin 3t ) ( uo) 

vet) 1~e2tsin3t e2t (cos3t-lsin3t) vo , 

Met ( 3 ~1)=(10)(' 2 -3) ,(1 ' 0) ":'1 
10 1 1 3 3 2 1 3 , ' 
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Voorbeeld 48 

Voorbeeld 49 

Voorbeeld 50 

Lineaire d.v. met constante coi!fficii!nten 

( : )' = (~; ~) ( : ) 
D~ , , ' 

>'1 = 5, >'2 =-10, <PI ~ ( ! ) , <P2 = ( !1 ) . 
>'1 > 0 > >'2 dus een zàdelpunt. 
AIgèmene . oplossing via eigenvectoren: 

( 'U(t) ) = C1ét ( 1) +C2e- 1Ot ( ' 1 ). 
v (t) ', ' 4 -:1 

, ' 

, Oplossing met beginwaarde: 

(
U (t)) (é

t ±1t-10t 

, v (t) = , , 4e5t.:..:e-10t 

ét_e-10t 

4e5t!e-10t 
5 ) (: )'" 

-----' 

Dan 

>'1' = 2î, <PI = ( ~ ) + i.( ~2 ) , 

, 2'. - (2) .(0) , A2 = - ~, CP2 = I ' + ~ 2' 

Re >'1 = Re >'2 = o ,dus een centrum. 
Oplossing met' beginwá.arde: 

(
U (t.) ) _ ( 2CÓ82~±sin2t 
v (t) - , 5s,:2t 

-sin2t ,.) ( Uo ) , 
2C082~-sin2t , Vo 

D~ 

" " 0' - ' (1) ' -' Al = A2 = ,CP1 = , 2 , en geen cp'}.. 

Neem ~ =, ( ~ ) . 

Algemene oplossing: 

( : gj ) = Cl ( ~ ) + C2 (~: ~t ) . 

Oplossing met beginwaarde 

(
U Ct) ) = ( 1 + ~ -!t) ( Uo ) 
v (t) , , 2t 1 - t vo' 

Strikt gesproken is dit een instabiele ontaarde knoop. -----' 

" 
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7.5 ' Hoe te berekenen in ]R3 · en hoger? 

We zUllen alleen een voorbeeld geven. In de meeste gevallen krijgt het reken
werk éen dramatische omvang of. moet men zelfs op numerieke benaderingen 
terugvallen. 

Voorbeeld 51 
We beschouwen . 

Voor de eigenwaarden À geldt 

( 

-I-À 

det . -~O 
10 

-I-À 
o 

-4 ) 6 . =0. 
I-À 

We vinden Àl = -1 -10i, À2 = -1 + 10i en À3 = 1. De laatste eigenwaarde 

h~ W. .-, ~ ~ ( ~ ). Na ~ ,'-",k ~den we 

. (~0110 .~~ ~4) = (~ ~ . ~ ) (~110 ~~ .. ~ ) " (~ ~ 2~) inti = 
o 1 0 .0 2 · 0 0 1 0 0 

. (1 = 0 
o 

01)(-110 1 1· -10-1 
o 2 O · 0 

en vervolgens 

.xp (t (~~ ~~. 

. ~ ( ~ . !~) .xp (t ( : IO . ~~ 

0) (1 0 -t) o 0 1 -2 ' 
1 0 0 1 

. 2 

~ ~) inv = 

02 

( 

1 0 
= 0 1 

. 0 0 

e-
t 
sin (lOt) 00) (01 01' 

e-t cos (lOt) . 
o et 0 0 

=i) . 2 • 
1 
2 

Tenslotte 

(

U Ct)) , '( e-
t 
cos (lOt) 

v (t) = t . 
tV (t) . -e- sin (lOt) 
- O · 

e-t sin (lOt) 

e-t cos (lOt) 
o 

e-t 
(- eos(lOt)-e-t sin(lOt») +é) 
e-t (sin(lOt)~COS(lOt)) +et 

. (:) • 

. 2t " Wo 
e , 

Voor het uitrekenen hebben we MAPLE gebruikt. Met MATHEMATICA hebben . 
. ~e vervolgens een mogelijke baan getekend: 
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7.6 (In)stabiliteit voor lineaire stelsels · 

Zij A een .reêle n x n matrix met constante coêfficiênten en beschouw 

ÀÜ, 

00 . 

Laat {ÀI, À2, ... ; -Xn} de eigenwaarden Van de matrix A zijn. 

, ' 

C7.n) 

Propositie 7.6.1 Als Re,Ài < o voor alle iE {1, 2, . ... ,n}, dan geldt voor 
, alle 00 dat' de oplossing Ü Ct) van (7.11) voldoet , aan ' 

jüCt)l- 0 als t - 00. 

Het stelsel (7.11) heet asymptotisch stabiel. 

Bewijs: We zullen alleen. het gev8l bewijzèn waarbij A ',reêle eigen",aarden en n , 
onafhankelijke eigenvectoren hooft. Definieer ,Ct > 0 door 

~=- (max Ài)' 
l:5i:5n . 

In dat ,geval is er een transformatie-matrix T die A diagonaliseert: 

- , ' . ' 2 . . 

We gebruiken de (Lyapunov-)functie v Ct) = lr'fiVÜ Ct)l . Omdat 

Irnvü Ct)I
2 

;", rnvü Ct) . rnvü (t) 
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(In )stabjliteit voor lineaire stelsels 

vinden· we 

Er volgt dat 

en dus dat 

. Met andere woorden 

v' (t) = ~nvÜ'(t) . rnvü (t) = 

= zrïnv AÜ (t) . rnvü Ct) = 
= 2ATnvÜ (t) . rnvü (t) $ 

$ -20: (rnvü (t) . rntJü (t),) =-20:v (t) : , 

! (e
2atv (t» = e-

2at (v' Ct) + 20:v (t» ~ 0 

e2atv (t) $ v (0) . 

IrntJü (t)l$ e-at Irn"Üol 
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en we zien dat jüCt)l..:..Oals t -t 00. . I 

Complexe eigenwaarden .of minder dan nonafhankelijke eigenvectoren maken het . 
bewijs veel technischer. Het achterliggende idee blijft hetzelfde. . d · 

Propositie 7.6.2 Als ReAi >0 voor één of meer i E {1,2,. ó., n}; dan is 
er een Do (willek~u"g dichtbij 0) zodanig, .dat de oplossing D(t) van (7.1i) 
voldoet aan . . . . 

IÜ(i)l-. 00 als t -. 00. 

Het stelsel (7.11) heet instabiel. 

Bewijs: We geven alleen het achterliggende idee. Zij Ài een eigenfunctie met Re Ài > . 
o en zij <pde bijbehorende eigenvector. Voor Üo = ê Re (<Pi) krijgt men dat jü (t)l-t 00 

als t -t 00. ' . ' 0 

Als alle eigenwaarden voldoen aan·Re Ài $ 0 en er zijn er enkele met Re Ài = 0 
. dan is het ste~sel zeker niet asJI.Ilptotisch stabiel. Veel meer is er zonder nader . 
onderzoek niet te concluderen, Het stelsel kan, maar hoelt niet instabiel te ' 
zijn. 

Opgave 91 Onderzoek de (in)stabiliteit van: 

. (x) ( -1 1) ( x ) 
1. , y' . = 6 -2 , y j 

ii. (~)~(-! =~)(:)j 
. 

iii. ( ~ ) = (-: !6) ( : ) j , 

(~) ~ ( ~1 
1 nCJ 

I 

ivo 0 
0 

(~) ~ C~ 
1 iJU); v. -1 
1 
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Opgave 92 Bereken de oplossingen in de vorige opgavr. 
Opgave 93 ,Laat zien dat voor 

, .( 0. 1 
-1 0. 

A = 0. . 0. 
0. 0. 

1 0.) 0. 1 
0. 1 

-1 0. 
( 

cost 

geldt etA = - sin t 
. . 0. 

. 0. 

sint tcost 
cost -tsint 

0. cost 
0. -sint 

7.7 Het .inhomogene stelsel 

Tenslotte beschouwen we line.aire stelsels met een bronterm: 

{ 
r?: (t) = ~u (t) + F (t), 

U (0.) = . Uo 

tsint ) 
tcost 
sint . 
cost . 

(7.12) 

met Uo E lRn , A een ,reële n ' x n-matrix en F E C(lRjlRn ) . Nét als voor ' 
het scalaire probleem bestaat er een variatie-van-constanten-methode om met 

. behulp van de oplossing van (7.2) een oplossing van (7.12) te schrijven. We 
geven de recepten. 
De homogene beginwaardeproblemen: . 

{ u' (t) = au (t), 
u (t) = eatua, {:} 

u (0.) = ua 

{ r?: (t) = AU (t) , 
U (t) = eAtûo. ..... <=> u (0.) = Uo 

De inho~ogene beginwaardeproblemen: 

{ u' (t) = au(t) + f(t), . t 
<=> u (t) = eatua + Js=oea(t-s} f(s)ds, 

. u(Q) = ua 

{ 0; (t) AU(t)+F(t), 
<=> U'(t) = eAtUo + J;=o eA(t-s) F (s) ds. 

U (0.) = Uo 

Opgave 94 Laat zien dat beide formules voor U aan de rechterzijden fnder
daad oplossingen zijn van.de differentiaalvergelijkingen. Je mag gebruiken dat 
eA(t-s} = eAte-AB; Waarom zijn deze U de enige oplossingen? . ----' ' 
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Opgave 95. We beschouwen (7.12) met Üo = 0 en F (t) = eat~ waarbij ~E IRn 

eEm eigenvector is van A met eigenwaarde À, dus A~ = À~. . . 

i. Geef een formule zonderïntegraal voor de oplossing als À =f a. 

ii. Geef een formule zonder integraal voor de oplossing als À = a: 

Opgave 96 Bereken de oplossing van 

(
X' (t) ) = ( -i . 1 ) ( x. (t)) (e-t

) . 
y' (t) .. . 6 -2 . Y (t) + .1 . 

Opgave ~7 Zij 0.0, ... , an E IR. We. vergelijken de nde-orde g.d.v . 

• n-l 

u(n) (t) ~Laku(k) (t) (7.13) 
k=O 

met het eerste orde stelsel 

ua (t) 0 1 0 0 ua (t) 
UI (t) 0 1 UI (t) 

= 0 (7.14) 

Un-2 (t) 0 0 1 Un-2 (t) 
Un-l (t) ao al a n":'2 an-l Un-l (t) 

.' i. Laat zien dat e>.t een oplossing is van (7.13) dan en slechts dan als À een 
eigenwaarde is van de matrix in (7.14) . 

ii. Laat zien dat bij iedere eigenwaarde van de matrix in (7.14) hoogstens 
één onafhankelijke eigenvector bestaat . 

. iii. Laat zien dat te>.t een· oplossing is van. (7.13) dan en slechts dan als À een 
eigenwaarde is van de matrix in (7.14) met (algebraïsche) multipliciteit · 
minimaal 2. 

.~ 
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8. KWALITATIEVE ANALYSE NIET
. LINEAIRE STELS·ELS · 

8.1 Niet-lineaire stelsels enlinearisaties 

Niet-lineaire .differentiaalvergelijkingen zijn meeStal niet op te lossen met be
hulp van een expliciete formule. Wat overblijft is direct eigenschappen van de 
oplossing af te leiden. Al heeft men geen formule de éxis~entie en ~nduidig
heidsstelling leVert, mits aan de betreffende voorwaarden is voldaan, bij passende 
beginvoorwaarde een eenduidige oplossing. Een manier om toch enkel!,! eigen
schappen af te leiden is om de . niet~lineaire 1,differentiaalvergelijking te gaan 
vergelijken met èen geschikte lineaire. differentiaalvergelijking. 

'lineariseren rond 
evenwichtspunt 

8.1.1 Linearisei=en 

niet-lin~aire . 
differentiaalvergelijking 

lineaire 
differentiaalvergelijking 

We bekijken het autonome stelsel 

.{ 11 =/ F(i1), 
ü(O) . = ilo , 

met F: IRn _lRn differentieerbaar. 

(8.1) 

Definitie 8.1.1 We noemen üe E IRn een evenwichtspunt van de differen
tiaalvergelijking 11 =F (i1) als F (üe ) =.0." 

Als ÛO = üe dan is ü(t) == üe een constante oplossing van deze differentiaal
vergelijking. Voor beginwaarden in de buurt van üe zullen we de oplossing van 
(8.1) vergelijken met de ~plossing van . 

{
iJ -

11(0) = 
F' (üe ) (11 - üe ), 
ilo· . (8.2) 
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Merk op dat Fdifferentieerbaar in ue betekent dat 

F (iJ) = F (ile) + ft (ile)(il- ile)+ 0 (u- ile) = 
= F' (ileHil- ile) + 0 (il- ite) . 

waarbij de restterm 0 (u - Ué) voldoet aan 

lim 1°1 ~u-_ui)l ' = O. 
il-:+ile ~ - U e . 

De afgeleide F' (ile) is een .n x n-matrix. 

Definitie 8.1.2 Als ue een evenwichtspunt is van dijjerentiaalveryelijking 11 = . 
F (il) dan heet 11 = F' (ue) (il"':' ile) de bijbehorende . rond ile' gelineariseerde 
differentiaalvergelijking. . . 

8.1.2 Stabiliteit 

Voor lineaire stelsels is (in)stabiliteit al gedefinieerd. Bij niet-lineaire stelsels 
zijn er meer mogelijkheden hoe de oplossingen van zo'n stelsei zich gedragen 
en moeten we deze definities uitbreiden. De volgende definities komen voor 
lineaire stelsels overeen met Definitie 7.4.1 op bladzijde 124. 

Definitie 8.1.3 We noemen het evenwichtspunt ue stabiel als er bij iedere 
ê > 0 een Ó > 0 bestaat zodanig dat, als 

dan .geldt voor alle t > 0 
Iü (t) - ilel < ê. 

Met a~dere woorden, 'V ê > 0 3 ó> 0 : 

als i10 in een ó-omgeving van üe start, 
dan blijft il(t) in een ê-omgeving van ile. 

Definitie 8.1.4 We nOemen het evenwichtspunt ile asymptotisch stabiel als 
er bij iedere ê > 0 een Ó :> 0 'bestaat zodanig dat,als 

. dan geldt voor alle t :> 0 
lil (t) - ,ilel < ê 

en bovendien 
lim il(t) = üe. 

t.,.ooo , 
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Met andere woorden, "I e > 0 3 ó > 0 : 

als Üo in een ó-oingeving van üe start, , 
dan blijft ü(t) in een e-omgeving van üe en c~nvergeert naar üe vO,or t -+ 00. 

Definitie 8.1.5 We noemen het evenwichtSpunt ue instabiel als er een ê > 0 
is zodat er bij iedere 6 > 0 minstens een Üo bestaat, met 

'en voor een t > 0 
lü(t) - üel > e. 

Met andere woorden: 3e > 0 \/6 > o ,zodat 

er een Üo in de ó-omgeving van Üe te viIlden is 
waarbij ü(t) voor een t > 0 dee-omgeving verlaat, 

Voor de lineaire stelsels komt dat overeen met de lineaire stabiliteit die daar 
, gedefinieerd is. 

8.1.3 ' , Van gelineariseerde terug naar niet-li,neaire stelsels 

De stelling doet een uitspraak over het niet-lineaire probleem aan de hand van 
het gelineariseerde probleem. 

Stelling 8.1.6 Stel dat voor elke eigenwaarde .Ài van de matrix F' (üe ) geldt 
dat Re .Ài< -'Y < o. Dan ,is er Ó > 0 en M > 0 zodanig dat voor alleÜo met 

en alle t ~ 0 geldt dat de oplossing van (8.1) voldoet aan 

(8.3) 

In andere ,woorden: als het gelineariseerde probleem asymptotisch stabiel is, , 
dan is het niet-lineaire stelsel asymptotisch stabiel rond het betreffende even
wichtspunt. Het omgekeerde zal overigens niet waar hoeven te zijn. 

,Bewijs: Noem A = F' (üe ). We splitsen het bewijs in meerdere stappen. 

• Kies b > 'Y zódat 
ReÀi < -b< -'Y < o. 

Met enige kennis van lineaire Ijlgebra kan men laten zien dat er een transfor
matie T is zodanig dat A = T DTinv met D een rerue matrix en 

x· Dx ~ ~b Ixl2 voor a,lle x E ]Rn . 
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Omdat we 'vaak r ntl nodig hebben schrijven' we r ntl = S. Als A, een n x n 
. matrix, n relHe eigenwaarden heeft met nonafhankelijke eigenvectoren heeft 

dan is D èen diagona,almatrix met deze eigenwa.à.rden. Het algemene gevill 
met complexe eigenwaarden of niet een eigenwaarde wit.a.rbij de geometrische 
multipliciteit kleiner is dande. algebrarsche is lastiger. Men construeert een 
tr!UlSformatie naar een re!!le· Jordan-achtige màtrix (zie bladzijde 119) met in 
plaats vait 1 buiten de diagonaal een getal Cl: dat voldoende klein is (gebruik de 
opmerking op bladzijde i21) .. 

. . 

• . We zullen eerst het lineaire ge~ laten zien. Als fj(t) een oplossing is Vari 
iI (t) = Afj(t) dan. volgt met SA == DS dat . 

: t ISfj(t)12 = ! (Sfj(t) ·. Sfj(~)) = 2Sfj(t)- S~ (t) = 2Sfj(t) ~ SAy(t)= 

= 2Sfj(t)· DSfj(t) ~-2biSfj(t)12 . 

Hiermee ~en we dat 

en na integratie dat 

zodat I Sfj (t) I $ e-bt ISfj(O)1 --+ 0 voor t. --+ 00 . . 

• We bekijken de oplossing in de buurt van het evenwichtsp~t en gebruiken 
daarbij de volgende transfor~atie. Noem v(t) = S(ü(t)-üe ) en G(if) = 

. S ft (üe + Sinvv) . Dan voldoet v(t) aan 

V' (t) =8if(t) = SF (ü(t» = SF (üe +snvv(t» == a (V(t») . . 

Bove~dien geldt a(Ö) = Ö en 

G'(6} = SF' (üe ) gnv = SASnv ~ D . 

• . We laten vervolgens zien dat we oplossingen van het oorspronkelijke niet-lineaire 
. probleem althans in een kleine omgeving van het evenwichtspuntkunnen verge

lijken m~t . de oplossingen van het gelineariseerde. De differentieerbaarheid van 
Gzegt dat 

limla,(V) - a(Ö)~ Dvl = ~ 
i1--+Ö IV! . . 

<kbruik dat a(Ö) = 0 en neem Ol zodaitig klein dat voor 0 < IV! < Ol geldt dat 

la (iJ) - ~vl = lä(iJ) - G(Ö) - Dvl < (b ~ 7) IV! · 

Via Cauchy-Schwarz1 vinden we' dat voor 0 < IV! < 01 geldt 

'Iv, (a (V) -DiJ) I $ IV! fa (V) - Dvl < (b - 7) lV!i 

en dus ook 
v · G (v) ~ v · Dv + (6 - 7) 1V!2 . .. (8.4) 

. . 
• Met de schatting in (8.4) kunnen we net als voor de linea.risering een differen-

tiaalongelijkheid afleiden. Voor jV(t)1 < Or Volgt dat . 

~ Iv(t)1
2 = 2 v(t) . V' (t) = 2 V(t)· a (v(t)} ~ 2 (v ' Dv + (b - 7) jV(t)12) ~ 

lQngelijkheid van Cauchy-Schwarz: IX ' !i1 ::; Ixll!i1 . 
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, ~ 2 ( -b Iv(t)12 + (b - "() W(t)12
) =;:: -2"( Iv(t)12 (8.5) 

. en daarmee geldt zolang W(t)1 < 81 dat W(t)1 ~ e-,.t W(O)I" 

We moeten nog laten zi~n dat bij voldoend kleine beginvoorwaarde W(O)I aan 
W(t)1 < 81 voldaan wordt. Dat bewijzen we uit het ong~rijmde" Neem W(O)I < 
81" en stel dat Iv(t)1 groter dan 81" wordt. Uit de continuïteit van t -- 'vet) 
mogen we concluderen ~at er eén eerste tI > 0 is zodat IV(tl}! =81" Voor , 
t E [0, tIl kunnen we de schatting in (S.5) gebruiken en daarmee raten zien dat 
IV(tl)1 ~ e-,.t, W(O)I < 81, een tegenspraak. 

Dus als W(O)I < 81 dan geldt voor alle t > 0 dat 

W(t)1 ~ e-,.t W(O)I" 

• Tenslotte zullen we de schatting naar u transformeren. Nemen we IÜo. - uel ~ 
11811-1151 dan volgt dat W(O)I " ~ 1I~IIIÜo. -uel ~ 151 en vervolgens voor allet 2: 0 
dat 

~ IITII1I8I1e-,.t IÜo. - u.1 = m e-,.t luo - u.1 

als we 8 = 11811-181 en m == IITII 11811 = IITII IITnvl1 kiezen. We' hebben ' 
daarmee (8.3) gevonden. Het getal m heet overigens het conditiegetal van de 
matrix T" De norm van een matrix is gedefinieerd op bladzijde 122. o 

Stelling 8.1.7 Als de ,"';'atrix, P' (ite ) minstens één eigenwaarde met positief 
reëel deel heeft, dan is het evenwichtspunt ue '/Jan (8.1) instabiel. 

\ 

BeWijs: We geven slecht~ een schets. Watineer er slechts één reêle eigenwaarde 
Ài is die het grootste reêle deel bezit daiJ. kunnen we zoals in het bewijs voc;>r het .. 

, lineaire gevalde beginvoorwaarde U.+êcp, ' _' .. .~ _ ' 
. l , . , . . ..... _ .. .> ...... ~ ... ,,'" •••• _ .... . _ •••• ~~ 

gebruiken. Hierbij is CPi eeneigenvector \ >. '. '. - .• , ..... /' ••. .? ..... #. _ _ "' .. 

bij de eigen~de Ài ,met het ~ootste ' ~ \ '. .. ",' ,-> .. -

reêle deel. De oplossing u(t) van \ \ '. ", 

{ 
ü' ,' = F(u) 

, ' u(O) = Uo 

\ . \ .... 

i I 

;' 1 . ! .. 
voor Uo =7 ue +êCPi IPetê voldoenäe dicht 

. - .; ~-. . 
bij 0, zál niet exact de richting epi blijven .U e 
volgen, maar wel ~odanig dat aCt) alleen ,t' / ol 

'bij ' de boog' de 'kegel zal verlaten. We / / (' 

1 ,r / 

I . / / / ./ . 
/ / _.' 

! ! ./ 
kunnen laten zien dat zolang de oplossing 
binnt;m de kegel ligt' deze ziCh laat vergelijken ' met het gelineariseerde probleem; grof 

. gezegd 
u(t) ~.ue + êetF'(ü·)CPi.= u. + êet>"'cpi" 

~ functie u.+ êetF' (ü.) CPi is de oplossing van het rond u. gelineariseerde probleem. 
Omdat voor iedere kleine ê '> 0 de beginvoorwaarde Uo = u. +êcp, een oplossing levert , 
die 'bij de boog' de kegel verlaat is u. een instabiel evenwichtspunt. 

Indien er 'meerdere (complexe) À, zijn" met maxiIDaal reêel deel dan ' wOrdt ook hier 
het bewijs Veel 'technischer'. Men neemt beginvoorWaarden u. + êRecp, dichtbij u •. 
Men kan nu niet langer laten zien dat de oplossing een kegel zoals boven 'bij de boog' 
verlaat. In plaats van deze k~gel neemt men hetvolgende~ Noem A = F' (u.), stel. 
a is het grootste reêle deel van een eigenwaarde van 'A en definieer de deelruimte 
Wc Rn door 

W = {Recp;cP E en met Ancp = ÀAn-lcp 'voor 'een À E t zodat ReÀ = a}. 
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De kegel wordt vervangen door 

waarbij Püe+w de projeCtie op üe + W is en Cb C2 voldoende klein. Men laat zien 
. dat Ü (t) het gebied K a'neen kan verlaten door de rand waar geldt Iü (t) - üel = C2. 

Zolang ü(t) zich binnen K bevindt kan meJ;l ü(t) met de 'gelineariseerde oplOssing' 
üe + etA (Üo- üe ) vergelijken. Omdat letA ('i1o - üe)1 ~ eta lito - üel zien we dat er 
een tI > 0 is zodat lü (tl) - üel ~ C2. Daarmee hebben we gevonc;ien dat üe een 
instabiel evenwichtspunt is. 0 

Voorbeeld 52 
Beschouw de differentiaalvergelijking 

. \ 

Voor de evenwichtspunten geldt x + 2x2 - y2 = 0 en x - 2y + x3 = O. Door 
naar y op te lossen en deze uitdrukkingen gelijk te stellen vinden we dat 
x+ 2x2 = y2 = (!x + !x3)2 en na vereenvoudiging . . '. 

Dus x = 0 of x = -1 of x is een nulpunt van de polynoom p(x) = x4 -
x3 + 3x2 - 3x - 4. Met Ferrari's methode2 (via MATHEMATICA) l\uimen de 
nulpunten van een vierdegraads polynoom exact berekend worden. Er zijn 
hier twee r~le en twee niet-reële wortels. De formule is echter zo vervelend dat 
we toch een numerieke benadering van de evenwichtspunten zullen gebruiken. 
Indien de bijbehorende benaderende eigenwaarden reëel deel voldoende weg 
van 0 hebben (en ook beide eigenwaarden voldoende van elkaar weg liggen) 
kan men laten zien dat de exacte eigenwaarden bij de exacte evenwichtspunten 
voor dezelfde classificatie zorgen. . 

. . . 2 2 

De functie F (x, y) = ( x + 2
2
X - Y3 ) heeft als evenwichtspunten 

x- y+x . 

' .... ( 0 ) .... ( -1 ) ' 
Ul = 0 ., U2 ~ , ':"1 ' 

.... .( -.68456 ) 
U3 ~ -.50268 ' 

.... ( 1.5049 ) 
U4 ~ 2.4565 . 

De laatste t~' zijn benaderingen van d~ twee reële wortels van p met de 
. bijbehorendè y. 

, . 
Het vectorveld op [-2.5, 2.5] x [,-1.5, 3.5] ziet er als volgt uit: 

2Lodovico Ferrari leefde van 1522 tot 1565, 
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En het uitvergrote vectorveld rond de vier evenwichtspunten)s als volgt. 
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/ I 

ï I I 

1/; 
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De afgeleide vim Fis: 

F' I (x ' ) = ' ( 1 +'4x. -:-2Y ) ' 
" y 1+3x2 -2 . 

De linearisaties: 

i. rond ÜI : 

,...,_(1 . 0)_ 
v-I -2 v 

eigenwaarden: 1, -2. 
Het gelineariseer.de probleem heeft een zadelpunt. 
Het evenwichtspunt (0, 0) is instàbiel. 

, ii. rond Ü2 : 

if = (~3 ~2) 11, , 
eigenwaarden: _2 + 1 "33 _2 - 1133. . ,, 2 2 V i)~, 2 , 2 V i)i) 

Het gelineariseerde probleem heeft een zadelpunt. 
Omdat -~ + !y'33' > 0 geldt is Ü2 dus instabiel. 

iiL rond Ü3 bij benadering: 

,...,~ ( ' -1.7382 1.0054)_ 
v -:- 2.4059 -2 v, 

eigenwaarden: -0.30832, -3.4299 . , 
,Het gelineariseerde probleem heeft een stabiele knoop. 
Omdat beide eigenwaarden negatief zijn is ook het met-lineaire probleerp. 
stabiel. ' 

ivo rond Ü4 bij benadering: ' 

,..., _ (7.0196 -4.913)' _ 
v- 7.7942 -2 v, 

eigenwaarden: 2.5098 + 4.2373i ,2.5098 - 4.2373i . 
Het gelineariseerde probleem heeft een instabiel spiraalpunt. 
Het niet-lineaire probleem is instabiel want de eigenwaarde~ hebben posi~ 
tief reëel deel. . , 

Voorbeeld 53, 
Opgave 4.d op bl8dzijde 95. 
Bepaal de evenwichtspunten (en hwi stabiliteit) van. 

(8.6) 
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\ \ \ \ \ \ \ \2 t l. I / I 
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\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ I I I 

\, \, \, " " \ \ \ 

"- " " " " 
, , ~1 

" " " 
, 

, , , 
, ( 

-2 -1 o 0 1 2 , , , 
~' 

, , , 
, , , , , 

, , , 
~ 

.,. / / 

;-1 , , / / / / / 

, , 1 1 / / / / 

, , 1 \ , 1 / / 1 . / / 1 1 

" \ \ \ \ \ 1 1 1 ! ! ! l 1 / 
\ \ \ \ 1 r2 1 1 ! ! ! ! ! 

Het vectorveld bij (8.6) 

~venwichtspunten: 1 - xy = 0 en x - y3 = 0 levert y4 = 1 en dus y = 1 of 
y = -1 . . Met de bijbehorende x krijgen we de volgende evenwichtspunten: . 

ül:::;;(I,I) enü2=(-I,-I). 

Lin~ariseren: F (x;-y) = ( ~= ~ ). dus F. I (x,y) = (~y _~:2). 

De gelineariseerde stelsels zijn als volgt . 

• Bij Ül . 

met eigenwaarde: >. = - 2 (2 x) met slechts één onafhankelijke eigenvec-
tor:G). . 
Een stabiele knoop. 
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'. Ll l l I I I I I I / / -0. l l \ \ \ \ \ \ \ ", . 

l l ! I J , / I / / J l l . \ \ \ \ \, " "-
1.05 \ \ ~ I I I / / .,.- . 

-0.95 I I ~ \ \ \ "- "- " 
\ \ .1 I I I , I I I I \ \ , 
\ \ \ \ I I I , 

Y I Y I 
\ \ \ \ , I / . I 

I 1 1 , \ \ , \ \ 1 , I ! 
0.95 

" "" / I , 1 ,. 1 \ . -1.05 
--- "-

, \ \ \ 1 1 
/ . / I I / , 1 1 1 1 " , \ \ \ \ \ , 1 1 

o. / / I I ! , 1 1 1 1 -Ll ,, \ \ \ \ \ \ Î 1 1 
0.9 0:95 I ', 1.05 Ll -1.1 -1.05 -I -0.95 -0.9 

x . X 

geline~seerd rond (111) gelineariseerd rond (-1, -1) 

v' = (11 1)_ -3 v 

met de. volgende eigenwaarden/ eigenvectoren: 

>'1 = -1 + y'5, 

>'2 = -1 - v'5, 

Omdat >'2 <0 < >'1 dus een zadelpunt. 

Via linearisatiestelling: U1 is een stabiel evenwichtspunt en U2 is een insta
. biel evenwichtspunt voor (8.6). 

enkele b~en bij hèt laatste voorbeeld via Mathematica 
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Opgave 98 Een ballon die met helium gevuld is en waaraan een lange dunne 
ketting,hangt wordtlosgelaten. Als we de wrijving vergeten 
en de ketting lang genoeg is om niet vrij van de grond te 
komen ziet de energiebalans er als volgt uit: 

bewegingsenergie: Emov = ! (mb + 'Y u) v2 

potentii~leenergie ballop.: Epot,b = - Fb Y, 

potentii:!le energie ketting: . Epot,k = 9 J: 'Y s ds = !y 'Y u2 

waarbij m = mb + 'Y u de massa van de ballon plus het 
omhoog getrokken deel van de ketting; 'Y is het gewicht van 
de kett"Ïng per lengte-eenheid; v is de snelheid van de ballon 
en u de hoogte van de ' bovenkant van de ketting. Fb is de 
opwaartse kracht van de ballon. We vinden 

! (mb + ~u) v2 - Fb U + !9'Yu2 = constant. 

Met v = u' en na differentii:!ren volgt 
3 . h (u'), + (mb + 'Yu ) u'u" - FbU' + 9 'Y V, u' = O. 

Na deling door u' wordt dit 

h (u')2 + (mb + 'Yu) u" - Fb + 9'YU = O. (8.7) 

i. Schrijf deze tweede-orde differentiaalvergelijking als een eerste orde stelsel. 

ii. Bereken de stationaire oplossing en lineariseer rond deze oplossing. Is de 
stationaire oplossing stabiel of instabiel? Asymptotisch stabiel? 

Hi. Geef een schets van het fasevlak rond het evenwichtspunt. 

iv. Als de ketting vrij van de bodem komt dan moeten we de uitdrukkingen 
voor de energie veranderen: 

. bewegingsenergie: 

potentiêle energie ballon: 

potentiêle energie ketting: 

Emov ~ !mv2 = ! (mb + 'Y min (u, i)) v2 

Epot,b = - Fb U 

Epot,k =.9Ju " 'Ysds = 
u-min(u,l) 

_ { !9'Yu2 voor u :5 i, 
- 9'Yi (u - !i) voor u:::: i. 

Wat gebeurt er met het evenwichtspunt als Fb < 9 'Y l? En als Fb > 9 'Y i? 
Geef in beide gevallen een schets van het fasevlak. 

v. Neem opnieuw aan dat de ketting lang genoeg is. We voegen een wrij
vingskracht -au' aan het model toe: 

h (u')2 + (mb + 'Yu) u" - Fb + 9'YU - au' = O. 

Bereken opnieuwrle stationaire oplossing en lineariseer rond deze op-
I . 

lossing. Is de stationaire oplossing stabiel of instabiel? Asymptotisch 
stabiel? Schets het fasevlak. . . 
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. Opgave 99 Beschouw het stelsel 

i. Bereken de evenwichtspunten. \ 

. iL Lineariseer rond de evenwichtspunten. 

iiL Classificeer de gelineariseerde stelsels (stabiel/instabiel, focus, zadelpunt, 
knoop, etc.). . 

. . 

iv. · Onde~zoek de stabiliteit van de evenwichtspunt~n voor het oorspronke
lijke stelsel. . 

Opgave 100 ·Zelfde opdraChten voor 
\ 

. i. ' ( ~ ) = ( ::v~ _u; ). j 

ii· (~) = ( (~; = ~) v ) j 

Hint bij (0,0) : bereken de oplossing met (u (0) ,v (0)) = (-6,0) . 
.'. ~ 

( ,.), ( 2 3) ..: 
. iii. ~ . = . (~2 = i) v. voor zover mog~lijk . . 

Opgave 101 Gegeven is het stelsel 

(
U' (t)) .:. . 

. ~ (t)= F (u (t), v (t)) 
. _ .. ( -u3 +v ) 
met F (u, v) = ( 2· 2) . . -v u +v . 

(8.8) 

i. Geef het rond het evenwichtspnnt_gelineariseerde stelsei. 

iL Is het gelineariseerde stelseis (asymptotisch) ·stabiel of instabiel? M~ 
tiveer! . , 

iiL . Wat kan men daaiuit concluderen ~oor het oorspronkelij~ stelsel? 
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8.2 . Lyapunov-functies. 

oft~wel ~YHOB-functies3. 

Definitie 8.2; 1 Zij het vectorveld F : IRn -+ IRn ~n de differentieer~are junctie 
,V : IRn -+ 1R~ gegeven. . De afgeleide van V . langs het vectorveld F wordt 
gedefinieerd door . 

V (Ü) = vv (ii) . F (Ü) . 

Voorbeeld 54 . . -'( u) (_u3 -v ) ' ' . Zij F v = u _ v3 en V (u, v) ~ u2 + v2
• Dan geldt 

v (Ü) ~ ( ~: ) . ( ~u~ ~3v ) = , 

= -2u4 - 2uv +.2uv - 2v4 = -2u4 - 2v4 • 

Deze functie V kunnen we als volgt gebruiken om een uitspraak voor oplossin-
gen van 

(:;gj) ~F( :~g) 
te d(>en. ,Stel (u (.) ,v (.)) is zo'n oplossi~g. Dan zegt V (u(t) , v (t)) iets ~ver de 
afstand van (u (t) ,v (t)) tot (0,0) jindit geval is V (u (t), v (t)) het kwadraat · 
van deze afstand. Door dit naar t te gaan differentiêren, ' 

d . 
. dtV(u(t),v(t)) VV(u(t),v(t))· (, :;. ~!j ) = 

= VV(u(t),v(t)).F( :i!j) ~ 
. '. 

V(u(t),v(t)) 

. . 
en door te gebruiken dat V (u, v) < ° is bUiten (0,0) zien we dat V kleiner 
wordt. Daarmee' vinden we dat de afstand van (u (t) ,v (t)) tot EO, 0) kleiner 
wordt. Met een extra argument kan men zelfs concluderen dat . 

lim (u (t) ,v (t)) = (0,0) . 
t--+oo ' 

Met andere woorden: bij elke beginvoorwaardezal de oplossing naar (0,0) 
convergeren. 

3De fonetische transcriptie loopt uiteen van Lyapunov, via Liapunov tot Liapunoff, 
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Een dergelijke functie V kan men· gebruiken om stabiliteit vaneen evenwichts
punt aan te tonen. 

Stelling 8.2.2 (Lyapunov, 1892) Zij ile een evenwichtspunt en B een om
geving van ile.. Stel dat V een diJJerentieer~are junctie van B naar IR is zodat 

V (ile) = 0, 

V (U) > 0 voor il E B\{ile}. 

Dan geldt 

. . 
. i. als V:5 0 in B, dan is ile een stabiel evenwichtspunti 

• 
ii. als V < 0 in B\ {ile} ; dan is ile een aSympto.tisch stabiel evenwichtspunti 

iii. als V> 0 in B\ {ile} ; dan is ile een instabiel evenwichtspunt. 

Een differentieerbare functie V waarvoor geldt 

V (il) > 0 voor il E B\ {ile}" . . 

V (ü) :SO voor ïi E B\ {ile} , 

heeteen ·Lyapunov-junctie bij ile voor het vectorveld F. Als aan de zwaardere 
eis dat 

• 
V (U) < 0 voor il E B\ {ile} 

. voldaan is,- dan heet V een strikte Lyapunov=junctie. 

Opmerking: De functie V (ü) is een Soort 'vervormde' afstand tussen ü en üe . Als 
Veen strikte Lyapunov-funètie is op B\ {üe } en aIs c> 0 een getal is. zodàt 

{(x,yJ;V(x,y) < c} c B, 

dan geldt voor iedere oplossing (u, v) met V (u (0), v·(O» < c dat lim (u (0) ,v (0» = 
. ' t-+<x> 

üe . De Stelling van Lyapunov (ü) garandeert dat. V (u (t) ,v (t» kleiner wordt zolruig 
(u (t) , v (t» binnen B zit. De stelling garandeert ni~t zonder meer dat (u.( t) , v (t» 
binnen B blijft. Dit is wel het gevàl wanneer we met V(u(O) ,v(O» < c zoaIs boven
staand starten. 

We vergelijken met de stabiliteitsresultaten die we uit de linearisatie verkregen . 

• Nadeel. Het is .vaak niet eenvoudig een dergelijke Lyapunov-functie te 
vinden en bovendien Vraagt de controle van de noodzakelijke eigenschàp
pen meestal lastig rekenwerk. Bij mechanische modellen is overigens de 

. functie die de energie beschrijft ~ geschikt als Lyapunov-funcÜe . 

• Voordeel!. Soms is het mogelijk met behulp van een geschikte V toch 
een uitspraak te doen als het gelineariseerde stelsel een eigenwaarde met 
o als reëel deel heeft. 
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Opgave 102 

i. Laat zien dat je .via linea.Î"iseren geen uitspraak kunt doen over de sta- ' 
biliteit van het evenwichtspunt bij 

ii. Bepaal een geschikte omgeving van (0,0) waar V (u, v) = u2 + v2 een 
strikte Lyapunov-functie is (dus (0,0) is wel stabiei en zelfs asymptotisch 
stabiel). . \ 

iii. Noem lo = (u2 (0) + v2 (0)) . Laat zien dat elke oplossing voldoet aan 

u
2 

(t) +v
2 

(t) S 2 !l~lo' 

(Hint: ! (x2 + y2)2 S x4 + y4) 

ivo Bereken limt->oo (u (t), v (t)) als u (0) := 825 en v (0) = 'Tr. 

. Opgave 103 Laat zien dat V (u, iJ) = u4+v2 rond (0,0) een strikte Lyapunov-
functie is voor . . 

Opgave 104 

i. Bepaal een Lyapunov functie bij de differentiaalvergelijking voor de he
liumballon met voldoend lange ketting en zonder wrijving van. bladzijde 
147. 

ii. Geef een strikte Lyapunov functie bij de differentiaalvergelijking vöor de 
heliumballon met lange ketting en met. wrijving. 

Opgave 105 We keren terug naar h~t stelsel in (8.8). 

i. Laat zien dat V (u, v) = u6 + 2v2 een strikte Lyapunov-functie is voor 
dit stelsel. Hint: ~5v = u4 (uv) :5 ! (u4)2 +! (uv)2. 

ii. Is het" evenwichtspunt voor het stelsel (asymptotisch) stabiel of instabiel? 
Motiveer! 

iii. Hoe verklaart u het verschil tussen de stabiliteit van het gelineariseerde 
en de stabiliteit van het oorspronkelijke niet-lineaire stelsel? 

.. 
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8.2.1 De Lorenz-vergelijking 

Deze vergelijking4 is afkoIIl$tig uit de meteorologie. Het is een zeer vereen
voudigd 'model voor 'convectie-stromen in hogere 'lagen van de atmosfeer: 

(
X)' ( a (y - x) ) 

. Y = cx -..y - xz 
Z ' XY - bz 

(8.9) 

I 

. . . \ 

'meta,b,c E jR+. 'Als c < .1 dan is Ö een asymptotisch stabiel evenwichtspunt. 
We beschouwen alleen c E (0,1) . 

Evenwichtspunten. Het punt (xe, Ye, ze) is een evenwichtspunt als 

a (Ye~ xeY " = 0, ' 

CXe - 'Ye - XeZe = 0, . 
. , xeYe - bZe Q. 

Dus Xe = y~ en de tweede vergelijking geeft Xe (c - 1 -r ze) = 0. Als Xe = 0 dan 
Ye = 0 en uit de derde vergelijking volgt Ze = O. Als Xe =f. 0 dan Ze = C - 1 < 0 
en uit de derde vergelijking volgt Ze = x~/b > 0, ~n tegenspraak. 
DuS (0,0,0) is het enige eveny.richtspunt ~ cE (0,1) . 

Stabilit~it via linearisatie. Lineariseren rond (0,0,0) levert 

(

. X )' (-a a 0) ( X ) Y = c -1 0 y. 
zOO -b Z 

De eigenwaarden À voldoen aan 

o ) " , 0 =0. 
-b-À 

. . 

en dus «-a - À) (-1:'-' À) ~ac) (-b - À) = O. We vinden 

Àl = -b, 

À2~! (a+ 1) + h!(a+ 1)2 - 4a(1- c), 

À3 = -!(a+1)-!v(a+1)2- 4a (1-c), 

en deze drie eigenwaarden zijn negatief indien .a, b > 0 en c < 1. Volgens 
Stelling 8.1.6, is (0,0,0) een, asymptotisch stabiel even'wichtspunt. Dat wil 
zeggen di1t ~reén ó > 0 is zodat voor lliioll <: ó geldt dat de oplossing van (8.9) 
met beginwaarde ' 

4Edward Lorenz, 1963 

( 

X (0) ) , . 
Y (0) = iio 
Z (0) 
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voldoet aan 

lim '(: m ) = ; ( ~ ) • 

t-+oo z (t) ,0 
(s.io) 

pe stelling doet geen Uitspraak over de grootte ~ 6. 

Stabiliteit met Lyapunov. -We kunnen de volgende Lyapunov-functie ge-
bruiken: ' 

Dan vinden we dat 

• ( 2X) ( , a (y - x) ) v (x,y,z) = 2ay , ' , cx-y-xz = 
" 2az xy - bz 

= 2a ( _x2 + (c + 1) xy - y2 - bz2) :5 

< ( , (1 -'- c) 2 (1 -c) 2 2)' 2a- , -2- x - -2- y -bz <0 
I . ' , 

voor alle (x, y, z) f. (0,0,0) . We weten nu dat voor elke beginwaarde Üo E ]R3 

volgt dat de oplossing voldoet aan (8.10). Met andere woorderi: viá de 
Lyapunov-functie weten we dàt (0,0,0) een globaal asymptotisch stabiel even-

, wichtspunt is. 

Het interessante geyal voor de Lorenz-vergelijkirig~s overigensc > 1. Het even
Wichtspunt (0,0, Or is dan niet stabiel en bovendien vertonen de oplossingen 
een chaotisch gedrag. Voor a ;= 3, b = 1 en c = 26.5 vinden we bij beginvoor
waarde (x (0) , y (0) , z (0» = (0,1,0) het vo~gende plaatje. 

20 

Opgave 106 We beschouwen 

(
X)' ( 3 (y - x) , ) 
~ = 523X~!~XZ _ . 
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i. Bereken de evenwichtsl?unten. 

ii. Lineariseer rond deze evenwichtpunten. 

iii. Bereken de eigenwaarden bij de linearisatie rond (0,0,0). 

ivo Een numerieke benadering van de eigenwaarden voor de gelineariseerde 
stelsels bij beide andere evenwichtspunten levert 

-4.90.44, 
-0.047782 + 5. 747li, 
-0.047782 - 5. 7471i. 

Hoe zou je deze evenwichtspunten classificeren? 
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9. ,MACHTREEKSMETHODEN 

9.1 Motivatie 

Voorbeeld 55 
Voorde d.v. 

u"+xu=O. : (9.1) , 

is geen oplossing te vinden die te schrijven is, met behulp van standaardfuneties 
zoals 'polynomen, sin, cos, e-machten. ,Om toch een min of meer expliciete 
formule voor de oplossing te vinden gebruikt men machtreeksen. 

We proberen voor de oplossing een functie in 'de vorm van een maChtreeks met 
positieve conveIgentiestraal te vinden: 

00 

u (x) = L:anXn. 
n=O 

Als deze machtreeks convergeert voor lxi· < R, met R de convergentiestraal; 
dan geldt (zie Stelling 2.2.1) dat Ix (~:'o ana;n) = ~:=o (,t,a.:.xn) voor lxi < 
R en bovendien dat de afgeleide dezelfde convergentiestraal heeft. Dit resultaat 
tweemaal gebruiken levert 

00 

u" (x) = L: n(n -1) anxn-2. ' 
n=2 

Na invullen in de d.v.: 
00 00' 

o = L: n (n - 1) anxn-2 + x L: anxn = 
. n=2 n=O 

00 00 

= L: (k + 2)(k + 1) ak+2xk + L: ak_lxk = 
k=O k=l 

00 

;= 2a2 + L: «k + 2) (k + 1) ak+2 + ak-l) xk . 
k=l 

Omdat~~o bkxk = 0 voor x E (-R, R) dan en slechts dan als bk = 0 voor 
alle k vinden we ' 

o = 2a2 (bij xO), 

0= (k + 2) (k + 1) a~+2 + ak-l ~bij xk) voor alle k ~ l. 

Uit de tweede vergelijking halen we dat 

-1 
. (9.2) 

Dan ook: 

-1 -1 - 1 
ak+5 = (k + 5) (k + 4) ak+2= (k + 5) (k + 4) (k + 2) (~+ 1) ak- l · 

155 
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Herhaald gebruik van (9.2) levert voor n ~ 0 : 

)n ' 1 

{ 

(-lr ' _ (-3 r n+ 
a3n 3n(3n 1)(3n 3)(3n ' 4) ... 3 2,.?-O - (3n)! r 3 

(-'-lr , _ (_3)n r n+1 
a3n+1 = (3n+1)(3n)(3n 2)(3n ' 3) .. . 4 3al - (3n+1)! r 3 

(-lr _ 
a3n+2 = (~n+2)(3n+l)(3n 1)(3n 2) ... ~ 4a2 - O. 

Hier hebben we de gamma-functie~ gebnrlkt . 
We vinden als algemene oplossing van (9.1): 

al; 

00 1 00 2 

( ) 
_ " (_3)n r n+- 3n ' ,,(_3)n r n+- 3n+1 

u X - ao ~ (3n)! r 3 x + al ~ (3n+1)! r 3 x , . 
. n=O ' n=O ', 

De convergentiestraal van deze beide machtreeksen is overigens 00. ------' 

Met deze aanpak kan men laten zien dat voor lineaire differentiaalvergelij
kingen van de vorm 

u(n) (x) + al (x)' u(n-l) (x) + .. . + an- l (x) u' (x) -+ an (x) u (x) = 0 (9.3) 

waarbij ai analytische functies zijn, er oplossingen zijn in de vorm- van een 
machtreeks met een positieve convergentiestraal. Merk op .dat analytisch een 
veel zwaardere eis is dan continu. Existentie en eenduidigheid voor lineaire · 
differentiaalvergelijkingen hebben we al gezien voor a i continu. 

Opmerking: Als we een oplossing u in de vorm van een machtreeks gevonden 
. hebben en deze machtreeks heeft convèrgentie$raal R dan wil dat niet zeggen dat hèt 
ma.xnn:ale existentie-inte~ van 1L gelijk aan (-R, R) is. Als (T; ,T;t) het maximale 
existentie-interval is dan geldt wel T; $ '- R en ]( $ T;t. . 

Opmerking: Bij beginvoorwaarden in 0 zoekt men een machtreeksoplóssing van de 

vorm L::'o anxn. Als er in begin voorwaarde in Xo =f. 0 is voorges<;hreven dan is het 
handig om een oplossing in de vorm van een verschoven machtreeks.L:::"=o an'(x - xot 
te vinden. - ' ' 

Opgave 107 Bereken de oplossingen in de vorm van een maèhtreeks rond 0 
van 

i. u"(x)+u(x) = '0; 

lDe gamma-functie is gedefinieerd voor x> 0 door r (x) = ft e-ttZ~ldt . Voor xE 1\1+ is 
deze integra.a.l eenvoudig te berekenen. We vinden dat r '(n + 1) = n! = nr (n) voor n E 1\1+ . 
Bovendien zien we met een· partii!le integratie datT (x + 1) = xr (x) voor alle x > O. Deze 
laatste ~elatie wordt gebruikt om te functie uit te breid.en op R-\Z-. 

, r 

,-, 
t:\. 

x 
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ii. u" (x) + xu' (x) + x 2u (x) = Oj 

iü. (1+x)u"(x)+(1-x)u(x)=0. 

Opgave 108 Bereken bij (1 + x) u" (x) + (1 - x) u (x) = Ode oplossingen in 
de' vorm van een machtreeks rond 1. ' ------' 

Opgave 109 Bereken de convergentiestraal van de twee onafhankelijke macht
reeksoplossingen (r?nd 0) voor (1 + x) u" (x) + (1 - x) ,u (x) =0. ---'-' 

9.2 CI-assificatie -

In de differentiaalvergelijking (9.3) is de co~ffici~nt voor de hoogste afgeleide 
gelijk aan 1 en zijn de ai '~ette' functies. Vaak komt men echter differentiaal
vergelijkingen tegen die een coëfficiënt voor de hoogste afgeleide hebben die 
in een punt gelijk aan 0 wordt terwijl enkele van de overige co~fficiënten niet 
gelijk aan 0 wordt. In dat punt is de orde van de differentiaalvergelijking 
dus eigenlijk één lager dan erbuiten. Dergelijke singulariteiten zullen we ook 

- verder onderzoeken. . 
We beperken ons tot tweede or!fe differentiaalvergelijkingen. Met voor de hand 

. liggende aanpassingen zullen de resultaten ook voor hogere orde differentiaal
vergelijkingen gelden. 
We beschouwen 

P (x) u" + Q (x) u' + S (x) u = O . . (9.4) . 

waarbij P, Q en R zijn analytische functies in Xo (dus complex differentie~rbaar 
in een C-omgeving van x~). Functies zoals polynomen, sin, cos en e-machten 
zijn analytisch op C. Voor de definitie zie bladzijde 16. 

Definitie 9.2.1 Stel P, Q en S zijn analytische functies rond Xo en neem aan 
dat bovendien geldt dat Q (xo) :f0 of S (xo) :f o . 

. i. Als P (xo) :f 0 dan heet Xo een normaal punt voor de d. v. (9.4) . 

zz. AlsP (xo) = 0 dan heet Xo een singulier punt voor de d.V. (9.4). 

(a) Als P(xo) = 0 en de volg.ende limieten bestaan (een eindige limiet 
hebben) . - . Q (x) . \': '2 S (x) 

hm (x-xo) P( ) en hm (x-xo) P( )' 
x-+Xo X X-+3:o X 

dan heet Xo een regulier-singulier punt ,voor de d.v. (9.4). 

(b) Als P (xo) = 0 en één van die limieten bestaat niet, dan heet xo' een 
irregulier-singulier punt voor (9.4). Men zegt ook: (9.4) heeft een 
essentiële singulariteit in xo. -
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Voorbeeld 56 
Voor ' 

(x4 - 1) Uil + (x2 - 2x + 1) U/~ + U = 0 
is Xo = 1 een regulier-singulier punt: 

I'· ( ) Q (x) I' ( ' 1) x
2 

- 2x + 1 0 
x~~o ' X - Xo P (x) = x~ X - x4 _ 1 = 

• " 2 R(x) 
hm (x-xo) P( ) 
x~xo X 

\ 

. 1 
lim (x - 1)2 --' - ' 
x-+1 ' x4-1 = ~ , 

De differentiaalvergelijking heeft een essentîi:~le singulariteit in :to ::::' -1 : 

lim (x- xo) Qp (x)) = lim' (x + 1) x
2 
;;2:t: 1 bestaat niet. 

x-+xo ' x x-+-1 - • , 

Alle andere Xo zijn normale 'punten voor deze d.v. 
, , 

. , 
Opga~e 110 Bepaal de normale en de regulier-singuliere punten van 

i. (1 + x) Uil (x) + (1 .-:-, x) u (x) = Oj 

ii. x sin (x) sin (2x) Uil (x) + cos (x) u (x) = O. 
----' , 

9.3 Oplossingen rond normale punten 

, Zonder bewijs geven we de existentiestelling voor oplossi~gen in de vorm van 
,een machtreeks. ' 
In het deel over complexe functies hebbeJi we overigens opgemerkt dat elke 
functie die analytisch is in Br (xo) = {z E ej Iz - xol < r} te schrijven is als 
een machtreeks E::'=o an (x - xo)n met convergentiestraal R ~ r. Omgekeerd, ' 
elke machtreeks E::'=o an (x - xot met convergentiestraal R is analytisch in 
BR (xo). 

Stelling 9.3.1 Stel P, Q en S zijn analytische functies in Xo en Xo is een 
normaal punt. 'Dan heeft {9.4} twee, onafhankelijke machtreeksoplossingen "Ia? 
de vorm 

00 

U (X) ~ Lan (X - xo.t· (9.5) 
n=O 

Opmerking: Als m en ~ analytisch zijn op BR (xo) cC, dan ká.n men laten 
zien dat ook de oplossing u die men in (9.5) vindt analytisch is op BR (xo) , Dus de 
convergentiestraal van u is groter of gelijk aan R. 

Opgave 111 Bereken een oplossing' van 

i. Uil + (1- x) u = 0 als ~n machtreeks rond Oj 

ii. Uil + (1 - x) u = 0 als een machtreeks rond Ij 

iii. (1- x) Uil + U = 0 als een machtreeks rond O. 
. \ 
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9.4 Oplossingen rond regulier-singuliere punten 

We beschouwen opnieuw (9.5), nu herschreven als 

u" + Q(x)u' + R(x}u = O. 
P(x) · P(x) 

(9.6) 

met P, Q en R analytische fu~cties bij 'xoen wel zodanig dat g~~~ en,jof ~f:l 
een pool heeft in Xo van orde 1, respectievelijk van orde 1 of 2. 
Zonder verlies van algemeenheid nemen we Xo = 0 als regulier-singulier punt' 
en we laten a, f3 E lR zodanig zijn dat 

.Q(x) " 2R(x) 
\im xp ( ) = a en hm x P ( ) = f3 . " x-+o X • x-+o X 

Opmerking: Dus met 'hetorde-symbool van L~dau voor x -+ 0: 

Q(x) a R(x) (3 ' (1) 
P(x) =;+0(1) en P(x)=x2 + O -; . 

In het algemeen heeft (9.6) geen oplossing rond Xo = 0 die als ml:J.chtreeks is 
te schrijven maar wel een oplossing voor x > 0 die voor een of andere vEe 
als volgt te schrijven is: 

<Xl 

u (x) = XvLClnxn. (9.7) 
n=O 

Definitie 9.4.1 Een functie van de vorm 

<Xl , 

u(x) = (X-xotLCln(X-xot. (9.8) 
n=0 

heet een gegeneraliseerde machtreeks. 

Oni de juiste v te vinden in (9.7) beschouwen we de differentiaalvergelijking 
. ' . . Q(x) a R(x) f3 , 

die ontstaat door m (9.6) P ( ) door ~ en p ( ) door 2" te vervangen: 
" x ' x x x ' 

a ' f3 
Uil + -u' + -u = O. x . x2 ' 

(9.9) 

De ~ifferentiaalvèrgelijking in (9.9) heet de Euler-vetgelijking bij (9.6).-
De passende v in (9.7) is zodanig dat u (x) = XV voor x > 0 een oplossing is 
van (9.9). Door in te vullen krijgen we 

lf (v - lJxv- 2 +avxv- 2 + f3xv- 2 = o. 

We hebben een oplossing als v voldoet aan de algebraische vergelijking 

Iv (v -1) + av + f3 = 0·1 
Vergelijking (9.10) heet de indicio,alvergelijkingvoor ·(9.6). 

Zonder bewijs geven we de volgende stelling. 

(9.10) 
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Stelling 9.4.2 Als xo een regulier-singulier punt is van (9.6) en de -bijbe
horende indiciaalvergelijking heeft een reële . wortel 1/, ,dan heeft de d. v. een ' 
gegeneraliseerde machtreeks-oplossing van de vorm 

00 

u (x) = (à: - xotEa,., (x - x~t· 
n=O 

. De reeks E~o lin (x - xo)n heeft een 'positieve Co,!"vergentiestraal. 

Opmerking: Herschrijven van deze indiciaalver~elijking (9.10) levert 

{v+,O;lr = (O;lr-~ 
en bij het oplossen vinden we drie te onderscheiden mogelijkheden: 

• geval 1: ("'21)2 - ~ > Dj 
de' algemene oplossing van (9.9) is 

t ",-1, 1(''''_1)2 a ",-1 , 1("'_1)2 a me VI = --2- + V -2- ~ I-' en VI = --2- - V -2- - I-! 

. . 2 . 
• geval 2: ("'21

) - ~ = Dj , " 
we vinden alleen u (x) == XV met V = \ "'21 al~ oplossing. Men laat zien dat de 

. algemene oplossing van (9.9) is ' 

u (x) =:= CIXv + ~xv In (x). , 

• geval 3: ("';-1)2_~<Oj , . " , ' 
er is geen reêle coêfficiê~t en XHil-', ~et ;\ = ' - "'21 en p. = J (j - ("';-1) 2 ziet 
er niet zo aardig uit. Voor x > 0 is de algemene oplossing van (9.9) te schrijven 
als 

Voor een 'nette' .twef:Jde orde. lineaire gewöne differentiaalvergelijking zonder 
begin- of andere voorwaarden verwachten we twee onafhankelijke oplossingen. 
Omdat (9.6') inderdaad van dit type is zoeken .we nog een tweede onafhankelijke 
oplossing. Als de indïciaalvergelijking twee ",ersclullende 'wortels 1/1 en 1/2 heeft, 
dan zou je kunnen hopen dat 'er twee onafhankelijke oplóssingen UI (x) = 
E::'=o a,., (x - xot+!'1 en U2 (x) = E::'=o bn (x ,- xoyn+v~ zijn. Helaas ligt het 
niet , zo simpel. Als namelijk 1/1 - 1/2 E N ligt dan is een gegeneraliseerde 
machtreeks ,zoals UI te schrijven als u2 met de eerste 1/1 - 1/2 éoëfficiënten ' 
gelijk aan O. Dit geeft geen reden dat er nu jnderdaad problemen ,?ptreden 
maar een verdere analyse, die we hier niet zullen uitvóeren, laat zien dat deze 
problemen er inderdaad z'ijn. Ook zönder , bewijs geven we stelling' voor de ' 
~gemene oplossing. " 

Stelling 9.4.3 Stel Xo is ,een regulier-singulier punt van (9.6) en de bijbe-
horen~e indiciaalvergelijking heeft twee wortels 1/1; 1/2 E C. . 

i. Als 1/1 - 1/2 ~ Z, dan fl:eeft de d. v. twee onafhankelijke gegeneraliseerde 
machtreeks-oplpsszngen van de vorm, 

. : 

00 

UI (x) = L a,., (x - xo)n+v1 

n=O 
00 

U2 (x) = Ebn (x - xot+1I2 

n=O ' 
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ii. Als Vi .,... V2 = n EN, dan heeft de d. v.' twee onajhan/i;elijke oplossingen 
die als volgt te schrijven' zijn 

UI (x) 

voor een C E IR. 

00 

= L ltn (x - xo)n+vl 
n=0 

00 

= L bn (x - xot+V2 + C In (x) UI (x) 
'=0 

De algemene oplossing is in beide gevall~n als volgt te schrijven . 

De reeksen hebben een positieve converyentiestraat 

Opmerking: De resultaten voor normale 'en voor regulier-singuliere punten kan 
men ook tót hogere orde d.v. uitbreiden. Voor .het 5de orde probleem 

P (x) ut> + Q (x) uit> + R(x) uiii + S (x)uii+ T (x) ui + V (x) u = 0 
. , 

met P, Q, R,S, T en V polynomen (of andere 'mooie' functies) heet Xo een normaal 
punt als P (xo) '" O. Als P (xo) = 0 dan heet Xo een regulier-singulier punt als de limi~ . 
eten lim (x - xo) jf:~, lim (x- xO)2~, lim (x - xO)3 ~, . lim (x - xO)4 ~ 

x--+::r::o . 2:'-+%0 P(XJ %-+%0 . ]5"{iJ x-zo J5"{iJ 

en lim (x - XO)5 ~ bestaan (eindig zijn). . 
. X-+Xo ~ 

Opmerking: Als Xo een singulier punt is dat niet regulier-singulier is dan kunnen 
er functies àls b.v. e -;.' als oploSsing voorkomen (probeer maar X3U" - xu' + 2u= 0). · 
Daar zullen we. ons niet mee bezighouden:. 

. . 

. Opgave 112 Een oplossing van x3u" - xu'·+ 2u ~ 0 is hierboven gegeven. 
Gebruik de substitutie u (x) = v (x) e -,,1 om de algemene opiossingte bereke
nen (de integraal die u daarbij tegenkomt mag u laten staan). --' 

Voox:beeld 57 
Bepaal de algemene oplossing van 

xu" - !u' + u = 0 (9.11) 

met behulp van (gegeneraliseerde) ma.chtreeksenrond Xo = O. 
Het punt Ois een regulier-singulier punt. Men berekent a en {3 van de bijbe-
horende Euler-vergelijking door . 

_1 1 
a = limx-2 =--

x-+O x 2 
en {3 = lim x2.! = o. 

x-+O X . 

De Euler-vergelijking wordt 

en de indiciaalvergelijking , 

r (r - 1) - !r = O. 
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De wortels vaR de indiciaalvergelijking zijn Tl = 0 en T2 = ~. ' Oplossingen V!:IJl 

(9.11) zijn van de vorm , 

Invullen in de d.v. levert 

00 

o =L a.. (n + Ti) (n + Ti - 1) xn+r.-l+ 
n=O 

00 , 00 

..:..! La.. (n + T;) xn+r.-l + La.. xn+ri ~ , 
n=O n=O 

00 

= Lan'(n+Ti)(n+Ti- 1) xn+r.-l+ 
n=O 

00 00 

. -! Lan(n+Ti) xn+r.-1 '+ La..-1 xn+r.-1 = 
n=O n=1 

( ( " 1) I) r'-1 = ao Ti Ti - - "2Ti X· + 
00 

+ L (a.. (n + Ti)(n + Ti - 1) - ~a.. (n + T~) + o,n-l) xn+r. = 
n=l 

(merk op dat de term bij ao de indiciaalvergelijking is) 

00 

= L (an (n + Ti) (n + Ti - ~) + a..-1) xn+r •. 
n=l 

We vinden de recursieve formule 

Je ziet nu welke rol de indiciaalvergelijking speelt. Dé indiciaalvergelijking 
is de co1iffici1int bij , ao. Als deze , co1iffici1int niet gelijk , aan 0 zou zijn, dan 
zou ao gelijk 0 moeten zijn. Volgens de recursieve formule zouden dan alle 
co1iffici1inten a.. gelijk aan 0 ' moeten zijn. ' Dat wil zeggen dat we alleen de 
triviale oplossing zouden vinden. 

Voor Tl = 0 krijgen we 

envoorr2=~: 
, (-ltr(~) , 

an = ( 5) ao· n! r n+"2 

De algemene oplossing is 

, , 00 (-l)nr(-!) n , 00 (":'ltr(~) 
u{x) = Cl L ( I) X + C2L I ( ' 5) Xn+3/2 

,n=O n! r n - "2 n=O n. r n + "2 

" 
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Voorbeeld 58 
BeSchouw 

xu"+u'+u=o 
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rond Xo = O. Het punt :z:o = 0 is een regUlier-singUlier punt want na herschrij- , 
ven tot 

1 1 
u" + -u' + -u = 0 

x x 

zien we dat limx-+o x~ 
vergelijking wordt 

= 1 en limx-+ox2 ~ O. De bijbehorende Euler-

10 ' 
·u" + -u' + -u = 0 

X x2 , 

en de indiciaalvergelijking r (r - 1) +r = 0 heeft r = 0 als een dubbele ·wortel. 
Dat betekent dat we een machtreeks Ul (x) = I:::oanxn als oplossing kunnen , 
vinden. Invullen levert 

00 00 . 00 . 

0= xu1+u~ +UI = Ln(n -1)anxn-1 + Lnanxn-I -t:Lanxn = 
n=1 n=1 n=O 

00 

= L (n2an + an~l) xn
-

I 

n=1 

en dus 
n2an + an-I = 0 voor alle n ~ 1. 

Er volgt dat 

-1 1 (_I)n 
an = 2 an- l = 2 ( 1)2 an-2 = ... = -( ,)2 ao n . n n - n. " 

en d&armee is 

een oplossing. 
De tweede onafhankelijke oplossing is te vinden door reductie van orde. Dat 
wil zeggen door substitutie van U2(X) = V(X)UI (x) .vindenwe een eerste orde 

. d.v. voor v' : 

0= X (UIV)" + (UIV)' + UIV = XUI (x) v" + (2xu~ + UI) v' 

die in principe via scheiding van variabelen is aan te pakken. . We, zullen 
dit niet verder uitwerken. .Als alternatief kun je ook U2( x) = I::=o bnxn + 

C In (x) I::=o (~~1; xn invullen en de coëfficiënten berekenen. ~ 

Twee in de fysica belangrijke klassen van fullcties die oplossingen Zijn ~an 
differentiaalvergelijkingen en die we in de vorm van een gegeneraliseerde macht
reeks kunnen schrijven zijn de Bessel-functies en de Legendre-polynomen. ' 

Opgave 113 We beschouwen de Bessel-differentiaalvergelijking. Voor n E N 
(of soms ~n lR) 

(9.12) 

: 
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i. Bepaal de bijbehorende indiciaalvergelijking .. 

ii. Voor welke n ~ 1R weten we zeker dat er twee onafhankelijke gegenerali
seerde machtreeksen als oplossing bestaan? 

iii. Bl;!reken voor n E N een (niet nul-) oplossing in de vorm van een gege
neraliseerde machtreeks. Als we 'deze functie met de juiste factor ver~ 
menigvuldigen vinden we Jn-(x) , de zogenoemde nde Bessel-funetie van 
de eerste soort?-. . 

iv, Geef een uitdrukking voor de oplossing als n = ~ met behulp van stan-
daard functieS. . 

v. Geef de vor~ Van een tweede onafhankelijke oplossing als n ::; ~. Als 
u daarvoor een machtreeks nodig heeft geef dan oök de recursieformule 

. voor de coêfficiênten. · . 

Opgave 114 De zogenoemde geassocieerde Legendre-polynomen ~ (;Z;) met 
m, n E N zijn opl~sSing van de differentia8J.vergelijking 

. . ., 2 

(1":" x2) Uil (x) - 2xu' (x) + (n (1i -+- ~) - 1: x2 ) u (x) = 0, . (9J3) 

p,! (x) heet het Legendre-polynoom van 'orde n. vaak wordt ook de volgende 
notatie gebruikt . 

Pn (x) = ~ (:I;) . 
De Legendre-polynomen worden genormaliseerd door Pn (1) = 1. 

. . . 

i. Bepaalde regulier-singuliere punten van (9.13) voor elke 111 en n. 

ii. Bepaal bij elk regulier-singulier punt de indiciaalvergelijking. 

iii. Bereken Pn (x) voor n == 0,1,2, 3. 

ivo Bereken de orde v8.n Pn (:I;) voor iedere n .. 

V. Ondanks de naam zijn dé zogenoemde geassocieerde Legendre-polynomen 
niet a1tijd polynomen. Voor welke m E.N zijn ze zeker geen 'echt' poly
noom? Hint: onderzoek ~ (x) als oplossing rond x = ±1. 

vi. Bereken ePJ (x) via de substitutie u (x) = ~ v (x) . 

2De Bessel-functie van de eerste BOort van orde vER : 

(1+:y~tl)JP/~ (~)' =(x)"r .. 
'V(~Xl-) 00 " x . . . 

. , 
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Schema 1: enkele oplossingen van randwaardeprobie
, men bij gewone differentiaalvergelijkingen 

• beel 111.10 (Greense fullctie) en 
• Deel UI.U (Fourier-reeksen): 

l,".w.p. voor gewone q.v., 

{
Lu = jin (a,b) 
B1U = B2U = 0 

mits I = 0 ::::} u = 0 

'/ 
~, 

Greense functie: 
b 

u (x) = J G(x,y)/(y)dy 

a 

Fourier-reeksen: 

mits zelf-geadjungeerd 
-t.o.v. inproduct (., .) 

3 eigenfuncties {<Pk; kEN} 
met eigenwaarden >'k 

1= ~Ck<Pk => u = ~ t<Pk 
waarbij Ck = (f, <Pk) , 

met L een (tweede orde) gewone differentiaaloperator en Bl, B2 geschikte rand- . 
voorwaarden. 

Voorbeeld: 

{

_Uil = I in (0,1) 
U"(O) = u(l)= 0 

Greensefunctie G: 
1 

u (x) = J G(x,y)/(y)dy 
o ' 

met 

G(x y) = -
{

X (1 y) als x :5: y 
, Y (1- x) als x > y 

eigenfunctiesj eigenwaarden: 
<Pk (x.) = J2 sin (nkx) , >'k = n2k2 

Fouriercoëfficiënten: 

Ik = (f,<Pk) = 101 1(~)<Pk (x)dx 
dan 

I (x) = ~~l Ik <pdx) 
u (x) = ~~l i! <pdx) 
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10. GREENSE' FUNCTIES VOOR 
GEWON.E D.V. 

10:1 Tvveede-orde randwaardeproblemen voorge\NOne 
d.v. 

, 10,1.1 Een touwtje 

We spannen een touw tussen twee gelijk hoge punten en we gaan bekijken wat 
dè uitwijking van het touw is als we er gewicht aan hangen, bijvoorbeeld de 
waslijn met was. We nemen aan dat het gewicht van het touw te verwaarlozen 
is en dat de eindpunten zich ' twee met~r van elkaar bevinden. De oorsprong , 
leggen we in het midden van beide eindpunten. De uitwijking naar beneden 
gericht noemen we u . 

• Allereerst één gewicht van m kg op plaats 8 E (-1,1). Het krachten
plaatje levert, aangenomen de horizontale kracht is constant: 

Er volgt . 

c = FI cos a = F2 cos{3, 
FI sin a + F2 sin {3 = mg . 

tana + tan{3 = mg 
. c 

en met enig rekenwerk: 

.......... p. .......................... !. 

mg 

{ 
7!(1- 8)(1 +x) als -1:5 x:5 8, 

UB,m (x) = . 7! (1 + 8)(1 - x) als 8 < x :5 1. 

Afhankelijk vaD. de plaats waar we het gewicht hangen hangt het touw 
meer of minder ver door .. 'Enkele v60rbeelden zijn: . 

de grafieken van UO,m (x) ,;UO.5,m (x) en UO.75,m (x) 

169 
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• Meerdere gewichten. In plaats vàn één gewicht op plaats S hangen we 
gewichten met massa Tni op de plaatsen Si, zeg -1 < s1 < S2 < ... < 
Sn < 1. Dan vinden we op plaats Si 

lIanai + tan~i = ~Tni, 

en men laat zien dat voor x E (Sk,Sk+1) geldt 

n 

U (x) == L u8 . :m • (x) = 
i=1 

(10.1) 

= ~ ( .~ . on; (1 t .. ) (I-x) + .~ ",(1- 8.)(1+ x») . 
-1<8.<., . .,<8.<1 ' 

• Tenslotte een 'ëontinu' verdeelde massa met dichtheid 1 (s) op plaats s. 
' We vinden 

u (x) = ~ ( j 1 (s)(i + s)(l ~ x) ds + j ! (s)(l- s)(l + 'x) dS) . 
~1 , ., • 

, (10.2) 
Schrijven we 

G(x, s) = 
, { ~ (1 + s)(1 - x) als - 1 $ s $ x $ 1, 

, ~ (1 - s)(l + x) als - 1 $ x < s $ 1, 
(10.3) 

dan wordt (10.2) 

, 11 

U (x) = ~ 8=-1 G (x, s) 1 (s) ds. 

We.hebt>en deze formule afgeleid door de uitwijking bij eindig veel gewi~hten 
"uit te breiden' naar een continu verdeeld gewicht. In plaats daarvan kunnen 
we ook een differentiaalvergelijking afleiden en deze vervolgens oplossen. De 
vergelijking in (10.1)wordt vervangen door 

u (x - Ll.x) - U (x) u (x + Ll.x) - U (x) _ 9.1 ( ) , + ' - c X Ll.x. Ll.x Ll.X · ' 

Delen door Ll.x en vervolg~ilsde limiet.voor Ll.x --+ 0 nemen levert 

-Uil (x) = U (x) . 

Dit is dedifferentiaalvergelijki~g voor een horizont~ gespannen touw w~op , 
een continu verdeelde kracht werkt met 'kracht-dichtheid' 1 (x) op plaats x. 
Na schaling ~ == 1 wordt het randwaardeprobleem:' 

{

, -Uil (x) - J (x) voor - 1 < x < 1, 
u(-l) = 0, 

u (1) 0. 
(10.4) 
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Propositi~ 10.1.1 Met G als in (10.3) wordt de oplossing .van (10.4) gegeven 
door 

~(x) = 1~-1 G(x,s)f(s)ds. 

, 
De functie G (.,.) : [-1, IJ x [-1, IJ -IR in (10.3) heet de Greense functie voor 
het randwaardeprobleem (10.4) . 

G(x,s) 

Bij een vaste s hoort de grafiek van x 1-+ ' -G (x, s) bij het doorhangende 
. touwtje met een eenheids-puntmassa op plaats s. 

Opgave 115 Gebruik dat 

1 x x J G(x,s)' f(S)dS=!(l-X)! (l+s)f(s)ds+!(l+x) J (l-s)f(s)ds 

8=-1 8=-1 8=-1 

en controleer de randvoorwaarden en de differentiaalvergelijking door recht
streeks berekenen: (Iets dergelijks wordt gedaan' in het bewijs van Stelling · 
10.1.5.) . ---, 

Opmerking: De Greense functie vonden we door de krachten te ontbinden en een· 
limiet-geval te bekijken. Als de differentiaalvergelijking gegeven is dan kan men ook 
daaruit de Greense functie bepalen. Uit -Uil = f volgt 

enmetu(-I) =0 

. u (x) = u (x) -:- u (-1) = -1:-1/.:-/ (s) dsdt +C1 (x + 1) . (10.5) 

Door de integratievolgorde te veranderen, 

vinden we 

r /.t /.'" r ./.'" Jt=-1 8=-1 f ~s) dsdt = 8=-1 k=8 f (s) dtds = 8=-1 (x - s) f (s) ds . 
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. Vervolgens de àndeie randvoorwaarde gebruiken. Met u (1) = 0 krijgen we 

-1~-1 (1 '- s)! (s) ds + 2Cl = 0, ' en dus Cl '= ! l~~l (i - s)! (s) ds. 

De oplossing wordt 

u (x~ = - I.:~l (x - s)! (s) 'ds + ! '(X ,+ 1) 1.:-1 (1- s)! (s) ds. (10.6) 

Door 'de tweede integraal te splitsen krijgen we 

'" 1 

u(x)= ! (-(x-s)+!(x+1)(1~S»)!(s)ds+ ! !(x+1)(l-s)f(s)ds= 
,=-1 8 =X 

", ' , 1 ! !(l-x)(l+s)f(S)ds'+: !!(l+X)(l-S)!(S)ds: 
8=-1 B=X 

Met G(x,s) als in (10.3) volgt 

u(x)=l~_l G(x, s)!(~)ds . 
I ' 

~10. 7) 

Opgave 116, Bereken met behulp van de Greerise functie de oplossing van 
(10.4) voor f = 1 (dit geeft de vorm van een kabel van een hangbrug). ----..:... 

( 

10.1.2 Greense functies voor tweede-orde r.w.p. 

We zullen laten zien dat we zo'n Greense functie kunnen vinden voor een :vrij 
algemeen tweede-orde randwaard~probleem. We beschouwen een randwaarde-
probleem met ' ' 

• de.differentiaalvergelijking in [a, b] 

Lu=j 

waarbij 
d ( ' d) . ,L = - dx p(x) dx +q(x) , ,(10.8) 

de differentiaaloperator is, met pEel [a, b] , p > 0 en q E C [a, b] (zie de 
voetnoot1): ' 

• twee randvoorwaarden2 

Bl.u = au (a) + ,8u/(a) ' - 0 
Bru , = 'Yu (b) + 6u' (b) = 0 

met a 2 + ,82 :f. 0 en 'Y2+ 62 :f. 0: 

(10.9) 

IOp bladzijde 5 is Cl [a, bl , de verzameling van conti~u differentieerbare functies, gede
finieerd. We zullen ook nog .de verzameling Vll-n k-maaJ differentieerbare functies Ck [a, bl 
gebruiken: f E CIc [(1, bl als 9 E c"-1 [a, bl waarbij 9 = !' op (a, b) en in a en b is 9 als op 
bladzijde 5 onderaan. 

200k niet 'Qntmengde' randvoorwaarden, b .v. de periodieke randvoorwaarden u (a) = 
u (b) en u' (a) = u' (b) , kunnen met deze methode worden aangepakt. Het volgende recept 
past niet meer. . 

" 
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Dit wordt samengepakt in 

{

Lu ="1 'voor a < x '< b, 
BiU 0, 
Bru O. 

(10.10) 

Voor het bestaan van een Greense functie hebben we de volgende voorwaarde 
nodig. 

Voorwaarde 10.1.2 De enige oplossing van (10.10) met f = 0 is de functie 
u=O. 

-
Als aan deze vo~rwaarde vold~n is kan de Greense functie voor (10.10) met 
het volgende recept berekend worden. 

Recept 10~ 1.3 (bij 'ontmengde' randvoorwaarden) 

stap 1. Bereken een functie Ui =I- 0 die . voldoet aan 

{
Lu = 0 

. Biu .= 0, 
voor a < x < b, 

en een functie Ur =I- 0 die voldoet aan 

{
Lu = 0 

. Bru = O. 

stap 2. Bereken de Wronskiaan W(Ui,Ur ) . 

. stap 3. . De' Greense functie is 

voor a < x < b, 

voor a :$ x :$ s :$ b, 

voor a :$ s < ;c :$ b. 

(10.11) 

Dat we zo inderdaad een Greense functie krijgen zien )'Ie in de volgende stelling. 
In het recept hebben we de Wronskiaan van Ut, Ur in de noemer gebruikt. 
Dat mag alleen als die ongelijk aan 0 is. We laten zien dat dit inderdaad het 
geval is als aan Voorwaarde 10.1.2 is voldaan. Daarvoor dient de .volgende . 
hulpstelling. . 

Hulpstelling 10.1.4 Zij Ui en Ur zoals in het bovenstaande recept. Dan geldt 

Voorwaarde 10.1.2 is voldaan*> W(Ul,Ur) =1-0. 
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Bewijs: 
e(Voorwaarde ~ W(Ut, ur ) i:- 0) Uit het ongerijmde. Als W(Ui,Ur) = 0 dan geldt 
(zie Stelling 6.3.6) dat Ut en Ur athankelijlç zijn. Omdat ur 4 0 is volgt Ut = CUr 
voor een C E lR en vo~doet Ui aan beide randvoorwaarden. We hebben dlin een functie 
ongelijk aan 0, namelijk Ui, die aan 

{

Lu = 0 
Btu = 0; 
Bru = O. 

voor a < x < b, 

voldoet. De voorwwde is dus niet voldaan. 

(10.12) 

e (Voorwaarde <= W (Ut , ur ) i:- 0) Volgens Stelling 6.3.6 volgt uit IV (Ut , ur ) i:- 0 dat 
de algemene oplossing van Lu = 0 te,schrijven is alS ' 

Als zo'n oplossing aan de randvoorwaarden voldoet dan volgt via de lineariteit dat , 

o = Bdu) = Bt{CIUi+C2Ur) C2Bdur), 
o = Br (u) = Br (CIUi + C2Ur) = ciBr (Ut). 

Uit W (Ui, Ur) (a) i:- 0 volgt dat de matrix 

, ( Ui (a) U~ (a) ) , 
U r (a) U~ (a) 

inverteerbaar is. Omdat (a, f3) i:- (0,0) is, volgt met 

(~:~:~ ~!~:~)(~)=(Bt~Ur») 

(10.13) 

dat Bt(ur)' i:- O.Uit W(ui,ur)(b) i:- 0 volgt op analoge wijze dat Br(ue) i:- O. ' 
Daarmee impliceert (10.13) dat Cl = 0 en C2 = 0 en is U = 0 de enige oplossing 
van (10.12) . , ~ 0 

Voor' het randw~deprobleem (10.10) hebben we de volgende stelling. 

Stelling 10.1.5 Als aan Voorwaarde 10.1 .2 is voldaan dan heeft (10.10) voor 
iedere fEe [a, b] precies één oplossing. 
Bovendien is er een Greerise functie G (., .) zodanig dat 

b ' 

U (x) = l=a G (x , s) f (s) ds. (10.14) 

Bewijs: Allereerst laten we zien dat er hoogstens één oplossing 'is. Als er twee 
oplossingen van (10.10) zouden zijn, noem deze UI en,u2, dan is UI -U2 een oplossing 
van (10.12). Volgens de voorwaarde geldt dan UI - U2 = O. ' • 
We laten nu zien dat er minstens één oplossing is. De formule in (10.14) met G als in 
(10.11) levert een oplossing. ' 
We berekenen eerst de afgeleide van U. Omdat 

(10.15) 
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volgt 

. u' (x) = . u~(x) J P(S);~:;~~r)(S/(S)ds 
8=a ' 

-ut(x) . 
ur(x) ()W( )( )f(x) p x Ui,Ur x + 

b , ( ) ! -Ur (s) . () 
+ Ut x p (s) W (Ui, Ur)(S/ S ds 

8=3: . . 

-ur (x) 
ut(x) ()W( )( /(x)ds P X Ui ,Ur X 

. x b . =! -U~(X)Ui(S) f(S)ds+! -:-ui(x)ur(s) J(s)ds: 
. p(S)W(Ui,Ur)(S) p(S)W(Ui,Ur)(S) 
8=0 8=X • 

• Controle van de raJIdvOOrwaarden. Met (10.15-10.16) vinden we 

Bi (u) =:= au (a) + (3u' (a) = 

175 

(10.16) 

:=; a .(0 + lb -ut(a) Ur (s) f (s) dS) + (3 (0 + lb -'-ul(a) ur (s) ~ (s) dS) = 
, s=aP(,S)W(Ui,Ur)(S) . . s=a p(s) W(Ui,Ur)(S) . 

. Jb . -tir (S) 
= Bt(ui) ()W( )( /(s)ds=O p S Ui, Ur S . 

8=0 

en op gelijke wijze Br (u) = O . 

• Controle van de differenti8.lllvergelijking. Als in (lÓ.16) vinden we (maar valt 
er geen term weg) dat 

!!.. (P(x) u' (x» = f'" :-1z (p(x) u~ (x)) ut(s) f (s) ds+ 
dx . p(S)W(Ui,Ur)(S) 

s=a 

b 

+ f -1z (p (x) ui (x») Ur (s) f (s) d~ + Ur (x) Ut (x) - u~ (x) Ui (x) f (x). 
p(s) W(Ui,Ur) (S) W(Ut ,Ur) (x) 

(m17) 
De laatste uitdrukking geeft 

Ur (x) Ut (x) - U~-(X) Ut (x) f (x) = _ f (x) 
W(Ui ,Ur)(X) . 

en tenslotte volgt met (10.15) en (10.17) dat 

d 
- dx (P(x) U' (x» +q(X)U(X) ,= 

x b 

= f (Lur (X»Ut (S) f (S) ds + J (Lut(x» Ur (S) f (S) ds + f (x) = 
p(S)W(Ui,Ur)(S) . p(S)W(Ui,Ur)(S) . 

8=a 

=O+O+f(x) . 

o 

Voor meer algemene randvoorwa:arden, bijvoorbeeld ook periodieke, is vaak 
ook een GreeIise functie te constrIleren. Voor . . 

voor a < x < b, 
(10.18). 
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met L als in (10.8) en 

Biu =QiU (a) + (3iu' (a) + "fiu (b) + 8~u' (b) (10.19) 

voor ï = 1,2, geldt de volgende propositie. We zullen deze niet bewijzen . 

. Propositie 10.1.6 Als aan Voorwaarde 10.1.2 is voldàandan heeft het rand
waardeprobleem (10.18) een Greense funCtie G(·,·) [a,bJ2 -+ lR die voldoet 

. I 

aan 

i. een 'gladheids '-eis: , 
. G(·, ·) is continu op [a,b]2j '. 

G (:,.) is tweemaal continu different'ieerbaar op {(x, s) E [a, b]2 j x =I- s} j 

ii. de differentiaalverge?ijking buiten het punt s: 
LG (', s) = Oop (a, s) U (s, b) voor alle s E (a, b) j 

iii. de randvoorwaarden: 
B1G(·,s) = 0 = B 2G(-,s) voor alle s E [à,b] j 

ivo de sprong conditie in S': 
- -(tG (x,s»x=s+o - (d!:G(x,s))x=s_o = p(;y voor alle s E [a,b] . 

. . ~ I 

Opmerkin~: We krijgen 'iets meer gevoel' voor de betekenis van. de Greense functie 
aIs we 'puntmassa's' beschouweIi. De di~theidsfunctie van· een puntmassa met massa 
m op plaats s kan men beSchrijven aIs ëen gegeneraliseerde functie mó. (.) met ó. (.) 
de Dimc-delta-functie in S . De Greense functie x t-+ G(s,x) is de oplossing ~ het 
randwaardeprobleem (10.18) met voor I een puntmassa van massa 1 op plaats s . 
De Dirac-delta-functie 6. Ois geen 'echte' functie maar een zoge~oemde distributie . 
Deze kunnen we niet puntsgewijs dêfiniêrenj een poging zou zijn 

ó. (x) = 0 voor x # s, en ó. (s.) = 00, 

maar daarmee wordt de totale massa J: 6. (x) dx niet ge~jk1. Wel kan men ó. (-) aIs 
een soort limiet van de rij 

{
. n aIs Ix - si < ...l.. 

I.,n (x) = o aIs Ix- si ;:- :~ 

zien. Puntsgewijs lukt dit wederom niet maar wel aIs een formele integraal niet 
continue. functies. De afspraak is dat ó. (-) het 'ding' is zodanig dat voor iedere 
<p E C [a, bI en s E (a, b) schrijven . 

. I . . ' 

1
b 

6. ~dx = <p(s) . 
a • 

Men ziet met enig rekenwerk dat 

1
b . 

n~ a I.,n(x) <p(x)dx=<p(s): . : 
geldt voor continue functies <po Inderdaad ge'tdt voor s E (a, b) dat 

lim I;n <pdx = lim ' I. n (x) <p (x) dx ~ lim n n<p (i) dx = l b . l' b ' . 1·+f.. 
n--+oo a J n-+oo a .' .' . n --+oo 8-in" . . 
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1; (. t) , = lim r.p 8 + - dt = r.p(8). 
n->po. _; n 

Opmerking: We nemen steeds L = -:- fzp (x) fz + q (x) : Waarom niet de ~eer 
algemene operator L = -ft (x) (fz) 2 + ij (x) fz + f (x)? Het antwoord iS dat de tweede 
vorm voor ft E Cl [a, b] met ft > 0 niet werkelijk algemener is maar wel extra problemen 
zal veroorzaken. Over die extra problemen later. Om te zien dat deze vorm niet echt 
algemener is bekijken we 

(10.20) 

Bereken een primitieve van fr,f.. en noem die functie x ..... Jl. (x). Met p = e-IJ ft en 
p • . • 

q = e-lJf vinden we dat · . 

Opgave 117 Bereken de Greense functie G voor 

{ 

._Uil = f met 0 < x < 1, 
u(O) = 0, . 

Ui (1) = O . 

. Controleer het antwoord door te laten zien dat 

u (x) = fol G (x, y) f (y)dy 

inderdaad aan dit randwaardeprobleem voldoet. 

Opgave 118 Zelfde opdracht voor 

{

_Uil +u = f 
• u(-1) = 0, 

u(1) = O. 

" 

mei -1 < x < 1, 

\ Opgave 119 Bereken zowel direct als met behulp van de Greense functie de 
oplossing van 

met 0 < x < 1, 
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Opgave 120 

i. Bereken de Greense functie voor 

met 0 < x < 1, 

, ii. Gebruik deze Greense functie en dat - (e-Xu')' = e-x (-u" + u') om een 
Greense functie van 

{

-'-u" +u' = 9 met'O< x < 1, 
u (0) 0, 
u (1) 0, 

te berekenen. 

10.2 Een vierde-orde probleem; de ingeklemde staaf 

De differentiaalvergelijking plus randyoorwaarden die de uitwijking u van een 
aan de rand vertikaal ingeklemde staaf van lengte 2 'onder een vertikale (kleine) 
kracht f beschrijft is als volgt: 

{

u"" (x) = f (x) voor - 1 < x < 1, 

, u (-1) = u' (-1) = 0, 
u (1) = u' (1)= O. 

(10.21) 

Ook voor dit vierde-orde probleem is er een Greenlle functie. Deze kunnen we 
, als volgt berekenen. Bij een eenheidspuntmassa op plaats s vinden we. dat de 
bijbehorende oplossing Us = G ('" s) links van s voldoet aan 

{ 
u:" (~) = 0 voor - 1 < ~ < s, 
Us (-1) = u~ (- 1) = 0, 

dus Us (x) = (1 + x)2 (as + .B~x) voor -1 < x < s. ~echts van s voldoet Us 
aan 

{
u:" (:z:) = 0 voor s < x < 1" 

Us (1) = u~ (1) = 0, 
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.. 
dus Us (x) = (1 - x)2 (-ys + ésx) voor s < x' < 1. In s moet gelden 

limus (x) 
x!O 
lim u~ (x) 
x!O 

limus (x), 
xfO 
limu~ (x), 
xfo 

lim Uil (x) 
x!O ' 8 

= lim Uil (x) , 
xTO S , 

lim ulll (x) = 
x!O 8 

lim u~' (x) + 1. 
xTO . 

G (x, y) voor de ingeklemde staaf 

179 . 

Andere mogelijke randvoorwaarden bij deze vierde-orcle differentiaalvergelij-
king zijn bijvoorbeeld: . 

/ Voorbeeld 59 
De springplank: 

Voorbeeld .60 
De ondersteunde brug: . 

I 

{

Uil" (x) ~ !(x) voor 0 < x < i, 
u (0) = u' (0) = 0 
Uil (l) '= ulll (i) = O. . 

, 

{ 
Uil" (x) = f (x) voor - 1 <: x < 1, 

u (-1) = .u" (-1) = 0 ' 
ti. (1) = Uil (1) = O. 
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Opgave 121 Bereken de oplossing van (10.21) als J = 1". Pit geeft bij kleine 
uitwijking ongeveer de. vorm van een doorbuigende plank die aan beide einden 
ingeklemd is. ----' , 

Opgave 122 Geef de negen eisen die de Greense functie voor de springplank ' 
Vast leggen. ----' 

, ' 

' Opgàve 12;J Bij een brug met drie pijlers vinden we het volgende 'randwaarde'-
probleem ' . , 

u"" (x) = f(x) voor - 1 < x < 0 en 0 < x < 1, 

u(-I) u" (-1) =9" 
u (1) = u" (1) =0, 

, u (0) = 0, 
u~ (0) , = u~ (0), dwz. linker en rechter afgeleide gelijk, 
u~ (0) = u: (0), dwz. linker en 1:'echter-tweede-afgeleide gelijk: 

Als f een continue functie is dan' geldt u E C4 ([-1,0) U (0,1]) n cP (['::'1, 1]) . 

i. Laat zien dat er voor iedere f hoogstens één 'oplossing is. Ga à.Is volgt te 
vierk: stel dat er twee oplossingen UI en U2 zijn. Dan voldoet v = UI ':"U2 

~an bovenstaand randwaardeprobleem met f = O. Laattensló,tte zien d,at 
v = 0 en dus dat 'UI ~ U2. . 

ii. Laat zien dat voor I = c5~, d~ Dirac..:delta-functie in !, de opl~ing er 
als volgt uit ziet 

.. voor 
voor 
voor 

,-1:5 x:5 0 : 
0<.,,< 1 : - "'1' -2 
l<x<1 : 2- -

,en geef de vergelijkingen wa.a.r"~an ct tlm Cfi voldoen. 

, iii. Kan men laten zien dat als er zich alleen massa rechts van de middelste 
pijler bevindt, dus f ~ 0 op [0,1] en f = 0 op [-1,0] , de linker ~t in 
zijn geheèl omhoog gaat, dwz: u ~ 0 op [-I,O]? Zo ja, doe een voorstel 
om dit te bewijzen en voer het uit. 

'. 



11. FOURIER-REEKSEN 

11.1 Motivatie 1: randwaardeproblemen voor gewone 
d.v. 

Beschouwen we het randwaardeprobleem 

{ 

-ul/(x) = I(x) voor 0 < x < 1, 
u(O) = 0, 
u(l) = 0. ' , 

(11.1) 

Voor enkele speciale rechterzijden f ktinnen we eenvoudig de oplossing vinden. 
Probeer maar eens f (x) = sin (1TX) . De oplossing wordt u (x) = ~ sin (1TX) . 
Dit is niet de enige rechterkant die zich zo eenvoudig laat behandelen. Men 
ziet direct dat voor 

527 

I (x) = l: Ck sin (k7Tx) 
k=l 

de oplossing gegeven wordt door 

, 527 

U (x) = L ~ sin (k7Tx) . 
k=1 (k7T) ( 

. Tweemaal differenW!ren vim sin"(k7Tx) levert - (~1T)2 sin (k7Tx) en bovendien 
voldoen deze functies (k E N+) aan de randvo,orwaarden. ", 

Voorbeeld 61 
Als voorbeeld bekijken we 

10 1 
ho (x) = L 'k siI! (k7Tx) 

k=1 

00 0 .2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 

IlO 
én 

, 100 

hoo (x) = L~ sin (k7Tx) 
, k=1 

" 10 1 . 
met oplOssing Uw (x) = L k31T2 sin (k7Tx) 

, k=1 

0 , 

0 ,0 

0 .2 0 .4 0 . 6" 0 . 8 

100 1 
met oplossing U100 (x) = L k31T2 sin (k7Tx) . 

k=1 
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1. 

o. 
o. 
o. 
o. 

/100 

Fourier-reeksen 

o. 

0 .. 0 

0.0 

0.0 

0 .. 0 

00 0 . 2 0 .4 0 . 6 0.8 

Het is mogelijk ó~ te laten zien dat 

en dat 

1. 

1. 

1. 

o. 

o. 
o. 

o. 

00 

L
n i { 1!: (1 - x) als xE (0,1] , 

lim ' - sin (k7rx) = 2 
n-+oo k . 0 · alsx=O 

k=1 .' • 

. .. n . '. 

J~E k3~2 sin (k7rx) = ~~ (x -l)(x- 2). 
k=1 

o. 

0 . 0 

0'. 2 0. 4 0 . 6 0 . 8 00 I 0 .2 ~ :i 0.6 0. 8 

I (x):::: i (1 - x) . . u (x) = {;x(x-l) (x - 2) 

Toevallig vindt men bij I (x) = ! (1- x) ook u (x) = {;x (x - l)(x - 2) als' 
oplossing van (11.1) , In .O wordt / overigens niet goed benadert: 

/ (0) = ~7r i= 0 = lim In (0) . ' I 
. n~oo 

HeLnet genoemde toeval is geen echt toeval. We zullen laten zien dat we (11.1) 
volgens onderstaand schema voor vele I kunnen oplossen. Schrijf 'P" (x) = 
sin {7rkx) en Àk = (7rki: 

I (x) u (x) 

benad .. en i benadert J 
LCk'Pk (x) - 2: ~k 'Pk (x) 

. k 

Enkele vragen die hierbij opduiken' zijn: 

. • Welke functies f kan men benaderen? (Wat bedoelen we met benaderen?) 
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• Hoe berekent men dan de coëfficiënten ' Ck ? 

• Convergeert de tweede reeks naar een oplossing? 

• Kunnen we zoiets ook 'voor andere randwaardeproblemen uitvoeren? 

De Fourier-theorie houdt zich bezig met het beantwoorden van deze vragen. 

Nog een paar opinerkingen kunnen we maken naar aanleiding van bovenstaand 
yoorbeeld. 

i. Ofschoon we alsbasisfuncties de functies x 1:-+ sin (k1rx) gebruiken die aan 
de randvoorwaarden voldoen kunnen we toch een functie 1 'benaderen' 
die niet aan beide randvoorwaarden voldoet. Misschien vind je dat f 
niet goed (in 0) benaderd wordt, maar de zo verkregen oplossing is wel 
de juiste. 

ii. De basisfuncties CPk : x 1-+ sin (k7rx) voldoen aan 

{ 
-CP: ~~~ - ~~ (x) voor 0 <x < 1, 

cP (1) = 0, 
(11.2) 

met À = (7rk)2 . 

iii. Als we een eenvoudige methode kUnnen vinden om' de cbêfficiênten te 
berekenen dan wordt het oplossen van het randwaardeprobleem een 'sim
pele rekenopgave': vervang Ck door (k;)2 Ck· 

Opga~e i24 Bereken de oplossing van (11.1) als . 

f (x) = sin (7rx) + sin (27rx) + sin (37rx) + sin (47rx) . 

.opgave 125 Bereken de oplossing van 

o voor 0 < x < 1, 
0, 
1, 

en gebruik deze bij het oplossen van (11.1) met 

f (x) = sin (x) + sin (7rx) . 
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11.2 ' Motivatie 2: 'scheiding vanvariabelen, bij begiri~ 
waardeproblef1len voor partiële d.v. ' 

Beschouw het beginwaardeproblèem voor de partii:ile differentiaalvergelijking 

{ 

ut(t,x)-u.:.:(t,x) = ° 
u(t,O) = u(t,l) = ° 

u (0, x) = uo (x) 

voor ° < x < 1 en t > 0, 
voor t > 0, 
voorO<x<1. 

(11.3) 

Dit begin-rand-waardeprobleem beschrijft na herschaling het temperatuurver
loop in een geïsoleerde staaf die aan de rand op ° graden wordt gehouden en 
die een begintemperatuur uo (x) heeft. 
Als Uo (X) '= '<fIk (x), ~et Cfk een eigenfun~tie van 

{ 
À<fI(x) - 'P.:.: (x) = ° voor ° < x < 1, 

'P (0) = 'P (1) = 0, _ ' 

met eigenwaarde Àk, dan vinden we een oplossing van (11.3) door 

Opmerking: We zien dat als volgt: 
i) de differentia8.J.vergelijking: 

ut (t,x) - u"'''' (t,x) = . 
= (!._ (!) 2) e>'ktcpk (x) = Àke>'kt'Pk (x) _ e>'kt (!) 2 'Pk (x) = 

, , 

= e>.·t (Àk'Pk (x) - ('Pk)""" (x» = 0 ; 

ti) de randvoorwaarden: 

, u (t, 0) e>'kt'Pk (0) 
u (t, 1) ~ e>.·tcpd1) 

iii) de beginvoorwaarde: 

Op dezelfde wijze vinden we voor 

675 

UO{x) = 2:>k'Pk (x) 
k=l 

een oplossing van (11.3) een oplossirig door 

675 

0, 
0-, 

u (t, x) = 2>ke>'kt'Plç '(x) . 
k=l 

met <fik (xJ = sin (k7rx) . 

(11A) 

.' 



Motivatie 2: scheiding van variabelen bij beginwaardeproblemen voor partii!le d.v. 185 

We zulJen laten zien dat we (11.3) voor vele functies uo (x) volgens onderstaand 
schema kunnen oplossem -

Uó (x) u(t,x) 

ben.ooen l benOOert J 
LC/cCP/c(x) - ; 

De functies eÀ.tcp/c (x) in de rechtersom vormen ee~ speciaal soort oplossingen 
-van de,differentiaalvergelijking in (11.3), namelijk oplossingen van de vorm 

u(t,x) = ",,(t)cp(x) . 

Voor het vinden van een oplossing van (11.3) bewandelt men vaak de omge
keerde weg. Men probeert oplossingen te vinden $ product- van een functie" 
van t eR een functie van x of als lineaire combinaties van dergelijke functies-: 

u (t,x) = L ""/C (t) CP/c (x). 

~_ scheiding van Dat noemt men scheiding van variabelèn. 
variabelen 
@] Opgave 126 Bereken de oplossing van (11.3) met 

Jo (x) = cos (lrrx) + 5 cos (lI"x) + 8 cos (ill"x) . 

Ook voor differentiaalvergelijkingen die een tweede-orde tijdsafgeleide bevatten 
kunnen Fourrierreeksen gebruikt worden. In dat geval vindt men oplossingen 
van de vorm u{t,x) = L):/c sin (v'Xkt) Cp/c (x) + Ed/c cOs (v'Xkt ) Y'/c (x). 

Van de (oude) Tacoma Bridge bestaat er een filmopname waarbij een van de 
'termen van een" der~eiijke reeks een onaangename oplossing; van zo'n differen
tiaalvergelijking laat zien. Het bijbehorende randwaardeprobleem heeft overi
gens een extra bronterm f afhankelijk van positie van het brugdek en aange
dreven door de dwars op de brug staande wind. -Over het preciese model (lees 
randwaardeprobleem) _ dat het gedrag van deze brug beschrijft zijn de specia
listen het niet eens geworden. In ieder geval heeft men sindsdien hangbruggen 
ontWorpen met een veel grotere torsie-stiJtheid en een minder -Windgevoelig 
profiel. 
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11.3 Enige achtergrond 

11.3.1 Voorwaarden en definities 

Een van de belangrijkste voorwaarden om het randwaardeprobleem via een 
benadering met eigenf'uJlcties aan te kunnen pakken is een symmetrie-eis. Om 
deze te kunnen formuleren is enige inleiding noodzakelijk . 

. We beschouwen 
voor a < x < b, 

(11.5) 

~diJJerentiaal- met d~ difJerentiaaloperator 
operator 

I 

~ inproduct 

, 
.. zell-

.'. geadjun-

geerd • 
~ standaard 

inproduct · 

( d)2 d L = -p - + q- + r . 
dx dx 

(11.6) 

en p, q, r E 0 [a, bl waarbij p > O. De randvoorwaarden Bi zijn als in (10.19). 
We hebben ook nog het . begrip inproduct voor functies nodig. 

Definitie 11.3.1 Een reëel inproduct(-,·) voor 0 [a, bl is een afbeelding van 
CIa, bl x 0 [a, bl naar JR die voldoet àan: 

i. (I,g) = (g,I); 

ii. (I, clg + C2h) = Pl (I, g) + C2 (I, h) ; 

, iii. (I, I) ?:: 0 en (I, I) = 0 {::} 1 = 0, 

voor alle functiesf, g, h E 0 [a, bl en getallen Cl, C2 E JR. 

Onze symmetrie-eis . wordt als volgt gedefinieerd:. 

Definitie 11.3.2 Het tweede-orde randwaardeprobleem (11.5) heet zelf-geadjun
geerd ten opzichte van het jnproduct (', .) als voor alle u, v E 0 2 [a, bl die aan 
de randvoorWaarden voldoen, dus Bl u = B2U = Bl V = B2V = 0, gèldt 

(Lu,v) ;=(u,Lv). 

Opmerking: Het s.tandaard reêle inproduct .wordt gedefinieer~ door 

(I,g);= l b 

f(x)g(x)dx. (11.7) 

Het zal blijken dat :we ons voor differentiaaloperatoren L van de vorm -.;;. (p';;) + q 
kuimen beperken tot dit standaard inproduct. Volgens de opmerking op bladzijde 

, 177 kan men iedere randwaardeprobleem met een differentiaaloperator Van de vorm . 
in (11.6) herschrijven naar een met L == - t (p';;) + q. Dat betekent, of L in (11.6) 
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herschrijven en het standaard inproduct" beschouwen, of L ,laten staan en meer al
gemené in,producten toelaten. 

Voorbeeld 62 
Het randwaardeprobleem " 

{
_ u/CO) - u~(~'; : ~, 
" u(O)-u(l) = O. 

voor 0< x< 1," 

is zelf-geadjungeerd ten opzichte van het standaard inproduct: 
" 1 

(Lu,"v) - (u, Lv.) = 10 (-vu" 4uv")dx= 

via partiêle integratie ," " 
"1 " 

~ 10 ! (-vu' + uv') dx = [-'Vu' + uv'] I!=o ~ " 

\ . 

(11.13) 

= ( - v (1) u' (1) +u (1) v' (1)) - (.- v (0) u' (~H- u (0) v' (0)) == 0 

In de laatste stap hebben we u' (0) = u' (1) , u (0) = u (1) , v' (0) = v' (1) en 
v (0) = ~ (1) gebruikt. " ----..:..... 

Voorbeeld 63 
Het randwaardeprobleem 

{

-u" - f voor 0 < x < 1, 
\ u(O) - 0, " 

u' (0) O. 

is niet zelf-geadjungeerd ten opzichte van het standaard inproduct: 
\ 

(Lu, v) - (u, Lv) = 101 (-vu" + uv") dx = 

(11.9) 

= ( - v (1) u' (1) +u cl) v' (1)) - '( - v (0) u' (0) + u (0) v' (0)) = " 

= (-V(I)U'(I)+U(I)V'(I)). 

Deze laatste uitdrukking is niet voor alle u en v die aan de randvoorwaarden 
voldoen gelijk aan O. Neem bijvoorbeeld u = " x2 en v = x3 • --' 

Hulpstelling 11.3.3 Het randwaardeprobleem 

Zie (10.10), met , 

{

: Lu · = f voor a < x < b, 
BlU = 0, 
B~u = 0, 

Lu (x) = -~ (p(x) ~u(x)) +q(x)u(x), 
BlU = au (a) + ,B'(L' (a), 
Bru - ')'u{b) + 6u' (b) , 

die voldoen aan de voorwaarden in (10.8-10.19), is zelf-geadjungeerd t.o:v .. het 
inproduct (.,.) in (11.7). " 
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. Opmerking: De differentiaaloperator .heeft in deze hulpstelling de 'meer eenvoudige' 
vorm en de randvoorwaarden ~scheiden' links en rechts. 

Bewijs: Neem u, v E 0 2 [a, bl die aan de randvoorwaarden Bt en Br voldoen. Dàn 
geldt 

(Lu, v) - (u,Lv) = 

b . ' =!( (-,:!,p(x);I.; +q(x))u(x)) v (x)dx+ 
a 

b -! u (x) ((-t,P(x);I.; + q(x))v (x)) dx= 
a 

b 

= ! ( -d~P(x) d~u(x))v(X)+u(x) (d~P(x) ~v(x)) dx= 
a 

b . . . 

= f ! ( -;(x) (Ui (x) v (x) - U (x)v' (x))) dx = 
a 

= -; (b) (Ui (b) v (b) - u(b) Vi (b)) + P (a) (Ui (a) v (a) - u (a) Vi (a)) . . 

Uit Bl.u = 0 = Btv volgt Ui (b) v (b) - u eb) Vi (b) = 0 en uit Bru ~ 0 ~' Brv volgt 
Ui (a) v (a) - u (~) Vi (a) = O. 0 . 

Opgave 127 Is het randwaardeprobleem 

{

-UII=f 
. U (0) = 2u(I), ' 

u' (0) = 2u' (1) , 

voor 0 < x < 1, 

zelf-geadjungeerd t.O.V. het standaard inproduct (', .)? 

Opgave 128 

i. Is het randwaardeprobleem 

voorO<x<J,. . 

zelf-geaèljungeerd t.O.V. het standaard inproduct (',:)? 

ii. Laat zien dat (" .). daUs gedefinieerd door 

(/,g). = [1 e-Xf (x) 9 (x) di 
Jo 

voldoet aan de drie eisen van een inprodu'ct (zie bladzijde 187) op het 
interval (0,1) . . 

üi. Is het randwaardeprobleem zelf-geadjungeerd t .o.v.het inproduct (" -).7 
----' 
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11.3.2 Eigenfuncties 

Om alle continu functies f : [a, b) ~ IR met lineaire combinaties van geschikte 
functies ECklt'k te kunnen benaderen zullen er voldoende van dergelijke func
ties moeten zijn. Het wordt tijd voor de definitie. ' .. 
Definitie 11.3.4 De functie It' (=i de nul:functie) die voor een À E IC voldoet 
aa,n 

{ 

LIt' = ÀIt' 
B11t' = 0,. 
B21t' = O. 

voor a < x < b, 

heet een eigennmctie met eigenwaarde À voor (11.10). 

(11.10) 

Hulpstelling 11.3.5 Als It'a en It'b eigenfuncties zijn bij een t.O.V. (.,.) zeI/
geadjungeerd mndwaardeprobleem met eigenwaarden Àa =i ..\b, dan geldt 

Bewijs: Merk op dat rpa en rpb aan de randvoorwaarden voldoen. Dan , . 

Àa (rpa, rpb) = (Àarpa, Cfb) = (Lrpa, rpb)= 

(nu gebruiken we zelf-geadjungeerdheid) 

(11.11) 

o 

We ztillen dergelijke eigenfuncties alleen genormaliseerd 1 gebruiken. Dat wil 
zeggen dat It' vervangen wordt door ip :~ C1p met C E IR zodanig gekozen dat 
(ip, ip) = 1. ' 

Opmerking: Indien er meerdere onafhankelijke eigenfUncties zijn, bijvoorbeeld 
rp a' rpb ' en rp c' dle dezelfde eigenwaarde hebben, dan kunnen we hiermee als volgt 
genormaliseerde eigenfuncties construe~en die aan 

voldoen. Deze Gram-Schmidt constructie gaat als volgt: 

i. é{;a = (rpa, rpa) -1/2 rpa, 

hulp _ _ . _ (hUlP hUIP )-1/2 hulp ' 
ü. rpb = rpb - (rpa, rpb) rpa en neem rpb = rpb ,rpb rpb' 

... hulp _ _ (- ) - _ (- ) - - _ (hulp hulp )-1/2 hulp m. rpc - rpc rpa' rpc rpa . rpb'rpc rpb en neem rpc - rpc ,rpc . rpc . 

1 Als V' een eigenfunctie is, dan is ook c~ voor iedere c E R\ {Ol ook een eigenfunctie. 
Uit de verzameling van al deze veelvouden van V' gebruiken we ;p := cV' waarvoor 'geldt' dat 
(;p,;p) = 1. Zo'n c vinden w~ door 

1 = (;p,;p) = (c<p, c<p) = c2 (<p, <p) . 

Neem c = (<p, <p) -1/2 . Deze ;p heet genormaliseerd. Overigens is ook -;p genormaliseerd en ' 
gebruiken we slechts één van beide. Je mag zelf kiezen. 
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Met IP;u/p wordt IPb vervangen door een functie orthogonaal met épa dis aanslUitend 
genormaliseerd wordt. Ortogonaliteit zien we aIs volgt: .. 

(épa,IP;U/p) = (épa,IPb - . (épa ~ IPb) épa~"; (épa,IPb) - (épa,IPb) (épa,fPa) = O. 

B~ndien volgt uit d~ onafhankelijkheid dat IP;ulp niet de nul-functie' is. Op ~~t
gelijke wijze volgt IP~u/p is niet de nul-functie en (épa'IP~u/p) = 0 en (épb'IP~u1p) = O. 
Je kunt zelf verzinnen hoe men dit proces voor vier of meer functies uit breidt. 
Bij meerdere onafhankelijke eigenfuncties met dezelfde eigenwaarden zullen we bij 
'genormaliseerd' aannemen dat dez~ onderling aa.Îl (11.11) voldoen. 

Definitie 11.3.6 Een verzameling eigenfundies {<Pkj kEI}, met I C N, die 
voor elke k, mEI aan 

(11.12) 

voldoet heet een orthonormaal stelsel ten opzichte van het inproduct"(·,")' De 
uitdrukking 6km is de Kronecker delta2 • 

De orthonormaliteit zal ons zeer van nut zijn bij het berekenen van de coëffi-
ciënten voor de benadering van f I?et eigenfuncties. ' 

Opgave 129 Bereken alle eigenfuncties met bijbehorende eigenwaarden van 

{

-u" = Àu 
u(O) = 0, 

. u' (1) = O. 

voor 0 < x < 1, 

Normaliseer deze eigenfuncties t.O.v. het standaard inproduct (zodat aan 
(11.12) wordt volclaan). ----' 

Opgave 130 

. i. Bereken alle eigenfuncties {<PkheN van 

{

-u" +'11' Àu voor 0 < x < 1, · 
'11(0) 0, 

. '11(1) = O. 

ii. Welke be'Yering is juist 

(a) voor alle k '" mENgeldt 

, fl <Pk (x) <Pm (x) dx = Oj Jo . 
(b) voor alle k '" mEN geldt 

fl e-x<pk (x) <Pm (x) dx = Oj 
Jo 

--~------~----------
2De Kronecker delta is als volgt gedefinieerd: 

als k=m, 
als k#m. 
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( c) voor alle k =I- mEN geldt • 

lol e"'I.{Jk (x) I.{Jm (x) dx = 0; 

en verklaar je antwoord. 
\ 

11.3.3 Convergentie 

In het voorbeeld op· bladzijde 11.1 hebben we gezien dat we geen puntsgewijze 
co~vergentie kunnen verwachten. De convergentie die we zullen krijgen is 
co~vergentie in L2. 

Definitie 11.3.7 Een rij functies {ik : [a, b) -lR}:'l convergeert naar de 
functie I : [a, b] - lR in L2-zin als ' 

k~lb (J (x) - ik (x))2 dx = O. 

Men noemt L2 (a, b) de ruimte van kwadratisch integree.rbare functies op (a, b) . 
De uitdrukking 1I·IIL2 (a,b) is een norm voor ~ (a, b) . Voor de voorwaarden van 

. een norm zie Definitie 5.5.2. In de vectorrwmte L2 (lt, b) wordt geen vers<?hil 
gemaakt tussen functies ,die slechts op eindig veel punten verschillen. 
Voor het inproduct (.,.) dat is gedefinieerd in (11.7) vinden w.e dat 

, 1/2 , 
IIIIIL2(a,b) = (J, I) 

voor alle I E L2 (a, b). 

~ ongelijkheid Met de o,!",gelijkheid ,van Cauchy-Schwarz, namelijk: 
van Cauchy-
Schwarz IV,g)1 S IIIIIL2(a,b) IIgIlL2(a,b) . (11.13) 

volgt dat 1(J,g)1 < 00 voor alle I,g E L2 (a,b). 

Definitie 11.3.8 De verzameling functies {I.{Jk; kEN} heet een volledig ortho
~volledig ortho- normaal, stelsel voor L2 (a, b) met inproduct (., .) als aan de volgende eisen is 

normaai voldaan: 
stelsel 
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ii. bij iedere functie f E L2 (a, b) bestaat een rij getallen {Ck H!o zodanig 
dat 

k 

L CmI{Jm convergeert in L2-zin naa~ f als k -+ 00: . (11.14) , 
m=O . . 

Tenslotte ' een stelling die zegt dat we voor bovenstaande tweede-orde rand
waardtlprobleem voldoende eigenfuncties hebben om de oplossing te kwmen 
vinden via een benadering met eigenfuncties. Het bewijs laten we achterwegen. 

Stelling 11.3.9 Als het f"!lndwaardeprobleem (11.5) zelf-geadjungeerd is t.O.V. 
{'t'}' dan is de verzameling van alle genormaliseerde onafhankelijke eigenfunc

. ties aftelbaar, zeg {I{Jk; kEN} , en vormen z& een volledig orthonormaal stelsel 
voor L2 (a, b) , De bijbehorende eigenwaarden zijn r~l en we kunnen de ·eigen
functies zo ordenen dat 

Bovendien geldt 
lim Àn = 00 • 

. n~oo 

11.3.4 Het berekenen 

Nog.een zaak ontbreekf Hoe berekenen we de coElfficiElnten in (11.14)? De 
coElfficiElnten van functies die al geschreven zijn als lineaire combinatie van 
eigenfuncties zullen precies de coElfficiElnten in die combinatie zijn. Bijvo.or
beeld als f (x) = I:!.~o Cm I{Jm (x) dan . vinden we Ck als volgt -terug. We 

. berekenen ' . , 

en nu gebruiken we dat {I{Jk; k EN} een orthonorma8.l stelsel is: dus {I{Jk; I{Jm} = I 

6~: I ' . 

354 354 

(*) = LCm {I{Jk,I{Jm} = L Cm6km = Ck· 
m=O m=O 

Voor een orthonormaal stelsel eigenvectoren kan men op deze wijze de coElffi
ciElnten van elke f E L2 (a, b) vinden.. Ook hiervan alleen een stelling en geen 
bewijs. 

3Na de eigenfuncties bij eventuele gelijke eigenwaarden via Gram-Schmidt (bladzijde 190) 
orthonormaal 'gemaakt' te hebben. . 
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Stelling 11.3.10 Zij {'Pki kEN} een volledig orthonormaal stelsel op [a,b] 
t.o.v. (.,.). Zij IE L2 (a,b). Definieer de. rij {Ck}~O door Ck = ('Pk,/) . Dim 
convergeert de rij functies {fk}~O met 

k 

Ik (x) = L Cm'Pm (x) 
m=O 

in L2-zin naar I voork -. 00. 

Slordig gezegd vinden we dat f (x) = E~o Cm'P~(x). Slordig omdat de 
gelijkheid niet in elk punt x geldt maar slechts in L2-zin. ~n betere schrijf-

wijze zou zijn I ~ E:=o Cm'Pm waarbij we met I ~ 9 bedoelen 111 - gllL2 = o. 
Bijvoorbeeld voor twee functies I, 'g die slechts in een eindig aantal ppnten ver-

schillen geldt r~ g. . 
De uitdru~ng 

m=O 

~ Fourier-reeks heet de Fourier-reeks van I bij het volledige orthonormale stelsel {'Pki kEN} . 

Opmerking: Zelf-geadjungeerdheid levert orthogonaliteit van de eigenfuncties voor 
het betreffende inproduct. Naast het bestaan van voldoende eigenfuncties zórgt de 
zelf-geadjungeerdheid da8.rmee dat de kde Fouriercoêfliciênt Ck te berekenen is door 
Ck = (epk, f)· 

Opgave 131 De verzameling {'Pk (x)hEN+ met 'Pk (x) = ~ sin (kx) is een 

volledig orthonormaal stelsel op (0,71") t.o.v. het standaard inproduct. 

i. Bereken de coêfficiênten Ck van de. bijbehorende Fourier-reeks voor de 
functie I (x) = 1. 

ii. Bereken de coêfficiênten dk van de bijbehorende Fourier-reeks voor de 
functie 9 (x) = .x (71" .- x). 

iii. Wat is de relatie tussen Ck en dk ? Kun je deze relatie verklaren? 

Met de stellingen die we tot nu toe beschreven hebben kunnen we een functie 
IE L2 (a,b) benaderen. Dat wil zeggen, we hebben eeD manier om de coêffi~ 
ciênten ci: te berekenen en kunnen I in L2-zin benaderen met de Fourier-reeks. ' 
Volgt hieruit ool< de convergentie van de reeks . waarbij Ck is vervangen door 
Ck/ Àk? Dit zouden de coêfficiênteri van de oplossing u moeten· worden. Men 
kan dat inderdaad afleiden. De reeks die we voor de oplossing verwachten con
vergeert in L2-zin naar de oplossing. Men kan zelfs laten zien dat de Fourier
reeks van de oplossing ook puntsgewijs en zelfs uniform naar u convergeert. We 
zullen hier nauwelîjks verder op ingaan. Slechts een paar beroemde resultaten 
noemen we in de volgende paragraaf. . 

Het voor ·ons belangrijkste resultaat vatten we als volgt samen: 
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Stelling 1 L3.11 Zij (11.5) zell-geadjungeerd ten opzichte van het inprod
uct (- ; -). Laat {(Àk' (Pk)}~o de eigenwaarden/eigènfun~ties (genormaliseerd ' 
inclusie I Gram-Schmidt, zie bladz. 190) van het bijbehorende eigenwaarde
probleem zijn. Als ÀFf. 0 voor alle kEN dan wordt voor I E L2 (a, b) de 
oplossing van (11.5) gegeven door · 

. n 1 
u (x) = tim '"' '\ U, I.{Jk) I.{Jk (x) . 

n->oo L..J Ak 
k=O 

Bovendien converyeert de reeks ·unilorm4 • 

OpmerkiIig: De eis dat Àk I- 0 betekent precies dat Voorwaarde 10.1.2 is voldaan. \ 
Die voorwaarde was al nodig bij het bestaan van een Greense functie. 

11.4 Verdere theorie 

Tenslotte nog enkele beroemde resultaten uit de Fourier-theorie. 

Stelling 11.4.1 (Bessel-ongelijkheid) Als {I.{Jk; kEI}, met I een deelverzameling 
van N, een ·orthonormaal stelsel is in L2 (a,b) e'n I E L2 (a,b) , dan 

• gelijkheid van Stelling 11.4.2 (Gelijkheid van Parseval) Als {I.{Jk; kEN} een volledig ortho-
Parseval normaal stelsel is in L2 (a, b) en 1,9 E L2 (a, b) , dan 

00 • 

L (j, I.{Jk) (g, I.{Jk) = U, g) , 
k=O 

in het bijzonder vinden we voor f = 9 d~t 

.. 
4Een rij continue functies {Uk}:'=O ~onvergeert uniform op het interval [a, bJ naar de functie 

. u~ . 

lim max lUk (x) - ~ (x)1 = o. 
k~oo l1$;z:S:b 
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Hulpstelling 11.4.3 Zij {<Pk; k € N} een volledig' orlhonormaal stelsel iS in 
L2 (a, b) en 1 E L2 (a, b) . Neem I een eindige deelverzameling van N. Dan 

11
;- L,Cï<Pill ' ~ 111 - L,(f,<Pi}<Pill , ' 

, iEl , L2(a,b) iEl L2(a,b) 

, , ! 

Met andere woorden: de beste L2 (á, b)-benadering van.f met EiEI Cï<Pi vindt 
men voor Cï == (J, <Pi) . 

Bewijs van 11.4.1: We gaan allereerst de Bessel-ongelijkheid bewijzen voor een 
eindige verzameling I. Dan beStaat de volgende pitdrukking uit eindig veel termen, 
en is dus goed gedefinieerd. We vinden gebruik makend van de (bi)lineariteit van het 
inproduct dat ' ' 

O~llf(i)-, L(I'IPk)IPk{X)112 , = 
kEI L.(o,b) 

~ / f (x) - E (I,'Pk) 'Pk (x),J (x) - L: (I,'Pk) IPk (X)) = 
\ kS kS , 

= (f, f) - 2 / f, L (I, ~k) IPk) + / L (t, IPk) IPk, L (f, IPm) IPm) ~ 
\ kEI " \kEI mEI , ' 

:= (I, I) - 2 L (I, IPk) (I, IPk) + E E (I, IPm) (I, IPk) (IPk, IPm) = 
kEI kEI mEI 

(nu deorthonormallteit van de eigenfuncties geb~end: ('Pk,'Pm) = Ókm) 

= (I, f) - 2 L (f, IPk)2 + L (I, IPk)2 = 
kEI kEI 

= (1,/) - L(f,IPk)2 
, kEI 

en voor iedere eindige verzameling 1 volgt'de ongelijkheid van Bessel 

~ (I,IPk)2 ~ 1~ (f (x»2 dx. 

'Omdat iedere eindige Som begrensd is door J;=o (J (x»2 dx volgt dat l:kEI (f, IPk)2 
voor aftelbare 1 convergeert en ook door J;=o (/ (X»2 dx begrensd is. 0 

Bewijs van 11.4.3: Vervolgens' h~t laatste resultaat. Net als boven vinden we dat: 

11
' 11

2 

' 11 ' 11

2 

1 - LCiIP~ ~ 1 - L (I,IPi) IPi 

iEl L.(o,h) iEl L.(o,h) 
= 

= , (I, I) - 2 (I, l:iEI CiIPi) + (l:iEI CiIPi' l:iEI CiIPi) + " 
- '(I, I) + 2 (I, l:iEI ~/, IPi) IPi) - (l:iEI (I, <Pi) IPi' l:iEI (f,epi) IPi) =. 

(nu enkele malen gebruiken dat (IPi' IPi) = Óii) 

iEl iEl iEl iEl 

I 

I 
I 
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iel 

Deze laatste uitdrukking is dan en slechts dan gelijk aan 0 als Ci = (f, <Pi) . 0 

, Bewijs van 11.4.2: Tenslotte Parseval's resultaa,t. Dit volgt bijna direct uit de 
defii:Litie Van volledig orthonormaal stelsel. De volledigheid van het stelsel zegt dat er 
een rij {Ck} ~o is zodanIg dat ' 

(11.15) 

' Met Hulpstelling 11.4.3 zien we dat CA, = (f, «)k)' Omdat 

b ( n ' )2 l=a f (x) - {; (f, «)k) «)k(X) dx = 

n 

= (f, f) .:. L (f, <{)k)2 
, k=O 

volgt 
b ' ' n ' 00 

L"a (f(x)ldx = (1,/) = n~~(1'<{)k)2 =,{;(I'<{)k)2 . (11.16) 

'Via (f, g) = t (f + g, f + g) - t (I - g, f - g) en (11.16) vinden we 

00 

= L (f, «)k) (g, «)k) . 
k=O 

0 , 

Opgave 132 We hebben hierboven gebruikt dat voor' een inproduct voor 
rooIe functies geldt dat 

(I,g) = i (J + g,1 +,g) - i (I -g,1 - g). (11.17) 

Laat dit zien. ' 

Opgave 133 Een inproduct(', .) voor ' C ([a, bl j C) , de complexwaardigecon-
, tinue functies op [a, bl , is een afbeelding Van C ([a, bl j C) x- C ([a, bl j C) naar 

C die voldoet aan eisen ie, ii. en iii. waarbij ii. en iii. als in Definitie 11.3.1 
'zijn. Voorwaarde i . is vervangen door 

ie· (I,g) = (g,/) voor alle functies I,g E C([a,bl je). 

i. Voor" complexe functies geldt de gelijkheid in (11.17) niet. In plaats 
daarvan vinden we 

Re (I, g) ~ i (I + g, f + g) - i (I - g, 1 - g) . 

Laat dit zien. ,. 
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ii. Tenslotte een puzzel. • Vind een lineaire combinatie van inproducten 
U + g,J + g), (f - g, 1- g), (J Tig,! + ig) en U - ig,J - ig) die in 
het complexe geval U, g) levef1;. " 

~ 

We eindigen met een stelling voor· stuksgewijs continu differentieerbare nmc
ties5 • 

Stelling 11.4.4 Voor a,lle ! E C~ [a, bl en a < x < b geldt 

lim ~ (f,<Pk) <Pk (x) =! (lim!(X+é) +lim!(X-é)). 
n-+oo ~ e!O . e!O 

k=l " " " " 

" \ 

~ 
Schetsen van functies in resp. _ Cpw [a, bl ,Cf;.,; [a, bl en C [a, bl n C};w ~, bl. 

Gevolg 11.4.5 Als! E C [a, bl n c};w [a, bl dan geldt: 

n " 

lim ~ U, <Pi) <Pi (x) = ! (x) voor elke x E (a, b). n~ooL...J 
i=l 

M. a. W. de Fourier-reeks convergeert puntsgewijs binnen (a, b) voor " deze f. 

11.5 Fourier-reeksen en randwaarde.eroblemen 

11.~.1 Periodieke randvoorwaarde 

Beschouw het randwaardeprobleem 

{

-u" +u ! 
u (-i) = u (i) , 
u' (-i) = u' (i). 

voor -i $ x $ i, 
(11.18) 

5Een functie 1 heet stuksgewijs continu op [a, b] á.Is het volgende geldt. Er zijn n getallen 
{ai}~=l CR met a = aO < al < ... < an-l < an = b en functies {/i}~=l C 0 [ai-l,ai] zodat 

1 (x) = li (x) voor x E (a.-l, ai) . 

We zeggen 1 E 0"", [a,b] (pw=piecewise). " 
Een funètie i hèet stuksgewijs "differentieerbaar "op [a, b] als het volgende geldt. Er zijn 

n getallen {ai}~=l C R met a = ao < a"l" < ... < an-l < an = b en functies {/i}~=l C 
Ol [a.-l,ai] zodat 

I(x) = /; (x) voor x E (a.-l,ai) . 

We zeggen 1 E 0;"" [a, blo 
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Als f een continue 2i-periodieke functie op IR is dan kunnen we de oploSsing 
u van (11.18) 2i-periodiek voortzetten op IR en vindt men dat -u" +u = f op 
IR. Vandaar dat (11:18) een periodiek randwaardeprobleem genoemd wordt . 

• , Dit probleem is zelf-geadjungeerd t.o.v. het standaard inproduct. In
derdaad, als u eh v aan de randvoorwaarden voldoen, geldt , 

(_Uil + u, v) ....,. (u, -v" + v) = 

= (-'u", v) - (u,-v") = 

= t (-u" (x) v (x) + u (x) v" (x)) dx= 
Jl ' 

= [-U'(X)V(X)+U(X)V'(X)]!:=a = 

= -u' (i) v (i) + u (i) v' (i) + u' (-i) v (-i)- u (-i) v' (-t) = o. 
• Voor f = 0 hebben we alleen de O-oplossing. Wa.I1t -:u" + U = 0 im

pliceert u (x) = clex + C2e-x en invullen van' de randvoorwaarden leidt 
tot Cl = C2 = o. Dus 0 is geen eigenwaarde. 

• Volgens Stelling Ü.3.9 vormen de eigenfuncties een volledig orthon.or
maal stelsel in L2 (a, b) . 

• We moeten nog de eigenfuncties en eigenwaarden uitrekenen. Dat wil 
zeggen dat we alle .opl.ossingen (u, A) van ' 

zoeken. ' 

-{ -u"+u = Au 
I u (-i) = u (i) , 

u' (-i) = u' (i) . 

voor - i :5 x :5 R, 

De differentiaalvergelijking lossen we achtereenvolgens op voor A > 1, A= 
1 en ,A < 1. 

- Als A> 1 dan u (x) = clsin(J.LX) + C2COS(J.LX) waarbij we JL = 
JX"=l schrijven. De randvoorwaarden invullen levert 

Cl sin (JLi) + C2 cos (JLi) =CI sin ( ~ JLi) + c7 cos ( - JLi) , 

CIJL ( cos (JLi)- C2 sin (JLi)) = 

= CIJL ( cos (-JLi) ~ C2 sin ("":'JLi)) , 

• en na vereenvoudiging 

2CI sin (JLi) = 0, 
2C2 sin(JLi) = O. 

Met andere woorden Cl = C2 == 0 of .jA - 1 i = k7r voor een k E N+. 
De eerste mogelijk leidt tot de O-oplossing. Blijft over A = 1 + (lEf) 2 

en 
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- Als À = i dan u (x) = Cl +C2X. De randvoorwaarden invullen levert 

De eerste vergelijking geeft C2= 0 en we krijgen 

/ 
u (x) = Cl. 

, . 
- Als À < 1 dan u (x) =;: Cl ev'f='Xx + c2e-Vï=Xx. De randvoorwaarden 

invullen levert ' 
, 

cle~ + c2e-YI=Xl ,= cle-v'i'=Xl + c2ev'f='Xl, 

"----'1 \ v'f='Xl ' ''----'1' \ -v'f='Xl_ C1V ~ - Ae - C2V ~ - Ae . -

~ cnll - Àe-v'f='Xl - c2v'1 - Àev'f='Xl, 

en na wat rekenwerk Cl :::::: C2 =0. Met andere woorden: alleen de 
o.:oplossing. . 

, " 

• Het volledige orthonormale S:t;elsel eigen:vectoren wordt 

{ 1 1 . (11" ' ) ' 1 "(11") 1 . (211") 1 (211") ' 1 . (311")' } Tu' 7t sm' IX '1t cos IX '7t sm ,T X '7t ~os 7 X '7t sm 7 X ,... • 

• standaard Deze functies worden gebruikt bij de standaard Fourier-reeks op (-l,l) . 
Fourier-reeks 



-1 

-1 . 

Fourier-reeksen en randwaardeproblemen 

11.5.2 De standaard Eourjer-reeks 

Op het interval [-1, 1) gebruiken we functies . 

. IPo ($) = 1 
72' 

IP2k-1 (x) = . sin (k7rx) voor k E N+, 

IP2k' (x) = cos (k7rx) voor k E N+. 

De Fourier-reeks bij een functie f .is. gedefinieerd door 

00 

L (I, IPm) IPm (x) = 
m=O 

= ! (1:-/ (y) dY) + ~ (1:-1 f (y) sin (k7rY) dY) sin (k7rx) + 

+ ~ (1:-1 f (y) cos (k7ry) dY) cos (k7rx). 

o. 

-0 . 5 0~ 5 
- 0 . 5 

-0 . 

. . 
IPo(X) = ~ IPI (x) = sin (7rx) 

!P2 (x) = cos (7rx) !P3 (x) ~ sin (27rx) 

/ 

IP4 .(X) = cos (27rx) !Ps (x) :::::: sin (37rx) . 

enzovoort. 

201 
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11.5.3 De Eourier-sjnus-réeks 

Beschouwen we het randwaardeprobleem 

u (0) = 0, . "-
{

_Uil = f voor .0 ~ x ~ 1, 

u(l) = 0, ' . 

dan krijgen we via het bijbehorende eigenwaardeprobleem 

{ 
-:cp' = Àep voor 0 .~ x ~ 1, 

ep (0) = 0, . . 
ep (1) = 0, . . 

de eigenfunctiesjeigenwa.a.rden sin (k1rx) ,(hl met k = 1,2,,,,, Na nomia
. lisatie 

1 = J\CSin (k1rx))2 dx = lc2 
o . 

(dus c = y'2) vinden we het volgende volledige orthonormrue stelsel eigenfunc- . 
ties in L2 [0, 1]: . 

{V2sin(kll'X) }:1' . 
De Fourier-sinus-reeks bij een Junctie f op [0,1] is 

~(f,epk) epk(X) = ~2 (J~of(Y)Sin(k1rY)d~)Sin(k7rX) 

0 . 2 0.. 0 . 6 0 . 1 1 · 

epO (x) :::: V2 sin (ll'x) epI (x) = V2sin(21l'x)' 

ep2 (x) = V2sin (31l'x) . ep3 (x) = V2sin(41l'x) 

eps (i) = V2sin (61l'x) 
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. 11 5 4 De Eourier-cosinus:reeks 

Beschouwen we het randwaardeprobleem . 

{

_Uil + U = f voor ° ::; x ::; 1, 
. . u' (0) = 0, 
. u' (1) = . 0, . 

dan krijgen we het volgende volledige orthonormale stelsel eigenfuncties via 
het bijbehorende eigenwaardeprobleem: 

{i} U {v'2cos (k1rx)}:1 . 

De Fourier-cosinus-reeks bij een ~ctie f op [0,1) is 

00 

L (f, tpk) tpk (x) = 
k=1 

0 . 2 0.. 0.' 0. ' 0.' 

tpo (x) = 1 tp1 (x) == J2 cos (7rx) 

tp3 (x) = v'2 cos (37rx) 

tps (x) = v'2 cos (57rx) 

enzovoort. 
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11.5.5 Enkele verbanden 

Hulpstelling 11.5.1 

• Als i een oneven6 functie is qp [-1,1), dan is de standçw,rd Fourier-n?-eks 
van i gelijk aan de Fourier-sinus-reeks voor i op [0, 1) ; 

• Als i een even7 functie is op [-1,1), dan is de standaant Fourier-reeks 
van l gelijk aan de Fou.rier-cosinus-reeks voor i op [0,1) . 

Het bewijs hiervan verloopt recht-toe-recht-aan en kan door de lezer zelf gedaan 
,worden. ' ", ' , 

11.5.6 Voorbeeld en opgaven ' 
. , 

Voorbeeld 64 
De Fourier-sinus-reeks op [0,1) behorende bij de functie i (x) = 1. ' 
De coêfficiênten zijn 

1 

(J, 'Pk) = f v2sin «k + 1) ,,'1l'x) 1 dx ~ 
.,=0 

~ [(k~~W COO«k+l)WX)] [=0 ~ 
-..;'2 , 

= (kt 1)'1l'(cos((k+l)'1l'x)-cosO)= 

-..;'2 (_I)k+l_1) = 
(k + 1)'1l' . ' 

{

' (f~012 11' als k + 1 is oneven, 

als k + 1 is even. 

De Fourier-sinus-reeks wordt 

~ (J, 'Pk) 'Pk (x) = ~ (;~~) '1l' v2 sin «2m + 1)'1l'x) := 
00 4 . 

= fa' (2m + 1) 'Ir sin ((2m + 1) '1l'x). 

Noemen we de partiêle reeks 

n 

in (x) = L (J, 'Pk) 'Pk (x) 
k=O 

6De functie f is oneven als f (x) = - f( -x). 
7De functie fis even als f(x) = f{-x). 
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dan vinden we . . 
lim 11 

lin (x) - f (x) 12 dx = O. 
n-+oo ~=O 

Omdat I en. I' continu zijn weten we bovendien (Stelling 11.4.4) dat de reeks 
puntsgewijs convergeert voor x E (0,1) en dat dus g,eldtdat 

lim In (x) = I (x). 
n-oo 

• 
. Enkele opeenvolgende benáderingen zijn 

.10 (x) ft (x) = ~ sin (7TX), 

h(x) = fa (x) = ~ sin(7Tx) + 3~sin (37TX), 

14 (x) = Is (x) = ~ sin (7TX) + 3~ sin (37TX) + s~ sin (5ix), 

16 (:1;) = !rex) = ~ sin (7TX) + 3; sin (37TX) + s~ sin (57TX) + 7~ sin (77TX), 

I • - - - - . ' . -

00. fI.2 . 

10 
en enkele overslaand: 

2S 4 . 
lso. (x) = ~ (2m + I) 7T sm(2m + 1) 7TX). 

1.2 

0.2 

00 0.2 0.4 0.6 0.8 x 

lso 

, 
J ----' 

I Gevolg 11.5.2 We kunnen i7T m.b.v. de volgende reeks schrijven. 

1 1 1 1 1 1 
47T = 1 - 3 + 5~ "7 + "9 ~ TI + ... 

\ . .' . 

. 1 cic ~_1)m 
. Beter gezegd 47T = Lm=o m+l' 
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Bewijs: We nemen dè Fourier-shtus reeks voor. I (x) = 1 op [0,1] uit het vorige 
voorbeeld. Het resultaat volgt uit de puntsgewijze convergentie van In (x) naAr I (x) 
voorO<x<la1sn ..... oo: 

(1) 00 4 . ( 1) 
. 1 = I 2 = L (2m + 1) 11" sm (2m + 1) 11"2 = 

m=O . 

4 00 C-l)m 
=; L 2m+l · 

m=O 

o 

Volgens Hulpstelling 11.5.1 zal In op [-1,1] convergeren in L2-zin naar de. on- . 
even voortzetting van f. De functie I wordt oneven voortgezet door I (x) = -1 . 
voor x < O. De parti/:!le Fourier-SOffiII).en In convergeren dan volgens Stelling . 
11.4.4 naar -1 voor -1 <x < 0 en naar 0 voor x = O. Het volgende plaatje 
is daar een illustratie van. 

1 1\Jv' vJ 
o. 

1 -0.5 00 0 . 5 1 x 

- 0 . 

,il' 
v 

.Iso op [-1,1] 

. Het 'wilde' gedrag van de benaderende functies vlak voor en na de sprong is 
~ Gibbs-effect bekend onder. de naam Gibbs-e/Ject. 

@] 

Tegenwoordig zien we de èffecten van . Gibbs bij jpg-files met lage resolutie. 
Dit formaat bewaart de plaatjes via Fourier-coêfficiênten. 

_
-c .)-:- , .. : 

" . ~~ . 

~ ~ ' .. .. ; .~ -
:{"., : ~ ~ 

• 
f 

Opgave 134 Op de voorgaande bladzijden zijn de eigenfuncties bij de stan-

/ 
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daard Fourier-reeks zowel voor het interval (-i, i) als voor (-1,1) beschreven. 
Voor het interval (O,'i) met iE lR+ is . 

{1,sinC; x },cos C; x) ,sin (4; x) ,cos (~ x), .. ) 
een bij de standaard Fourier-reeks behorend volledige stelsel eigenfunéties. 
Bepaal de juiste normalisatie. ----' 

Opgave 135 Bepaal het volledige . orthonormale stelsel eigenfuncties . be
horende bij de Fourier-sinus-reeks op (0, i) ~ Dezelfde vraag voor (- i, i) . 

Opgave 136 Bereken deco~ffici~nten bij de standaard Fourier~reeks op (0,1) 
voor f (x) = x. . ---' 

Opgave 137 Zij i > ° en f een gegeven functie uit L2 (0, i) . We beschouwen 
het randwaardeprobleem 

{
_Uil + U = f · voor ° < x < i, 

.u(o) = 0, 
u' (i) = 0. . 

i. Laat zien dat dit r.w.p. zelf-geadjungeerd is t.o.v. het standaard inprod
uct. 

ii. Beschrijf het bijbehorende eigenwaardeprobleem . 

. iii. Bereken de geschikte eigenfuncties met de eigenwaarden voor dit prob
leem. 
t 

ivo Geef het volledig orthonormale stelsel van eigenfuncties. 

v. Bereken de co~ffici~nten van de bijbehorende Fourier-reeks van u uitge
drukt in termen van f. 

----' . 

Opgave 138 Zij f een gegeven fundie uit L2 (0, i). We beschouwen · het 
periodieke randwaardeprobleem ' . 

{

_Uil +u '= f 
u (0) = u (1), 
u' (0) = u' (1) . 

Zelfde vragen als in de vorige opgave. 

voor ° < x < 1, 
(11.19) 

Opgave 139 Zij Uo een gegeven functie uit L2 (O,i). We beséhouwen bij 
gegeven Uo het beginwaardeprobleem 

. {ut-U"''''+U =.0 
u (0, t) = u (1, t) , 
u' (O,t) = u' (l,t) . 

. u(x,O) = Uo (x) 

voor ° < x< 1 en t > 0, 

In de vorige opgave hebben we gezien dat (11.19) zelf-geadjungeerd is en het 
bijbehorende eigenwaarde probleem daarmee een volledig orthonormaal stelsel 
van eigenfuncties levert . . Gebruik deze eigenfuncties om .de oplosSing u in de 
vorm van een Fourier-reeks te geven. . ---' 
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Opgave 140 Zij f een gegeven functie uit L2 (O,t). We beschouwen 

. { ~u" + 2u' =' f voor ° < x < 1, 
u (0) = 0, . . 

. u (1) =~. / 
(11.20) 

Bekijk de volgende · bewereringen. Waar of niet waar? Eli motiveer je ant- . 
woord: 

i. De eigenfuncties van het bijbehorende eigenwaardeprobleem zijn {CPk}%': l 
met .cpkCx) = ~ sin (nkx) en Àk = 1 + n2k2. 

k2n2 

ii. J~ (è'sin(nkx))2dx = t(e2 ':"1) 1 k2 2· . + n 

iii. Voor alle x E [0,1) geldt 

/, 00 

" CPk (x) f (x) = L..J . k2 2 (CPk,!) . 
. 1(2) n 

k=l 4 e - 1 1 + k 2n 2 

ivo De rij {ln}:'1 met 

convergeert in L2-zin naar f. 

v . . De rij {Un}:'1 met 

n 1 CPk (x) . 
. Un (x) = L 1 + n2k2 k2n2 (CPk' f) 

k=l 1 (e2 - 1) · . 
4 1 + k2n2 

. convergeert in L2-zin naar de oplossing u. 
, 

vi. De rij {Un}:'1 met 

.. nl · · · 

Un (x) = L 1 + n2k2 2CPk (x) (CPk' f) • 
. k=l . 

met ._ 1 

(CPk', f). = 10 e-2Ycpk (Y) f (y) dy 

convergeert in L2-zin naar de opl~ing u. 
. ----' 

Degenen die in de wiskundige anàlys~ rond Greense fimcties en Fourierreeksen 
geïnteresseerd zijn kunnen terecht bij: 
K. YOSIDA, Lectures on Differential and Integml Equations, Dover 1991 (reprint 

. uit 1960). . .. . 
M.R. SPIEGEL, Schaum's Outline of theory and problemS of Fourier Analysis 

. etc, MacGraw-Hill, 19.74. 
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Schema 2: enkele oplossingen van randwaardeprobie
men voor partiële differentiaalvergelijkingen 

. • IV.I4: (elliptisch) 

via FUndamentele oplossing: 

randwaardeprobleem 
voorbeeld 1 (Poisson):. 

{ 
-t::.u = f in n 
rand: u= 0 an 

randwaardeprobleem 
voorbeeld 2 (Laplace): 

{ 
-t::.u = 0 in n 
rarid: u = u,. an 

u (x) = ' 

• IV.I5: (parabolisch) 

beginwaardeprobleem 
voorbeeld (diffusie/warmte): 

{ 
&u - t::.u = 0, 1R+ X IRn 

begin: u (0; x) = UO (x) , IRn 

beginrandwaardeprobleem 
voorbeeld (diffusie/warmte): 

{ 

&u - t::.ti = 0, 1R+ x n ' 
rand: u (t,x) = 0, 1R+ x an 

. begin: u(O,x) = uo (x) ; n · 

n(n':2)w
n 
J Ix - yl2-n f (y) dy voor n i= 2" 

) . 

lRn 

2~ J lo~ Ix - yl f (y) ,dy voor n = 2. 

lRn 

Greense. functie: 

u (x) = J G(x,y) f (y) dy 

!1 

Fourier-reeksen: 
3 eigenfuncties {If'k} 
f = ECk<Pk 7'> u = E ~epk 

Greense functie: 

. u (x) = J -~ (x,y)" u,. (y) OOy 

) 

) 

00 

via kern: u (t, x) '= 

(2.k)"! e,z-;;y,2 uo (y) dy 

IRn 

Met Fourier-:reeksen voor 
g.d.v. of elliptische p.d.v: 

uo (x) = ECkepk(X) 
.u. 

u (t, x) = L:cke-Àktepdx) 



,e IV.16: (hyperbolisch) 

, beginwaardeprobleem 
voorbeeld (golfvergelijking): 

, 2 

{

eBt) u - ~u = 0 in 1R+ x n 
rand: u (t,x) = 0, 1R+ X 00 

b . {U(O,X)=ua(X), n egln' H 
, : ut(O,x)="po(x), 

e IV.1 7: (Schrödinger) 

begiIirandwaardeprobleem 
voorbeeld: 

{ 
iRtu - ~u + Vu = 0 in 1R+ x n 
rand: u(t,x) = 0, 1R+ X 00 
begin: ' u (0, x) = ua (x) , n 

Integraalformule 

~' '---van_'_d'_A_I.,...e_m_b_er_t ..... 
~ _ (voor n=l) 

Met Fourier-reeksen voor 
g.d.v. of elliptische p.d.v. ' 

{
ua (x) ~ E Ck'Pk (x), 
1Po(x) = Edk'P; (X) 

.IJ. 
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u (t, x) = L Ck cos (.;>:k t) 'Pk (x) 
, + E ~ sin (.;>:k t) 'Pk (x) 

Met 'Fotirier-reeksen 
voor elliptische 'p.d.v. 

ua (x) = L .Ck'Pk (x) , 
.IJ. 

, u (t, x) = E cké~kt'Pk(X) 
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12. CLASSIFICATIE TWEEDE ORDE 
PARTI ËLE DI FFERENTIAAL VERGE
LIJKINGEN 

12.1 ' Motivatie 

Voor beginwaardeproblemen voor gewone differentiaalvergelijkingen garandeert 
de Lipschitz-conditie het bestaan van precies één oploSsing bij voorgeschreven 
beginvoorwaarde. Dat wH zeggen, een nde-orde gewone differentiaalvergelij
king die aan de Lipschitz-voorwaarde voldoet heElft bij voorgeschreven u(O) 
tot en met u(n-l) (0) precies één oplossing. 
In het vorige hoofdstuk hebben we gezien d~t de situatie bij gewone differen
tiaalvergelijkingenmet voorgeschreven randvoorwaàrden al lastiger is. Niet 
meer elke 2de-orde gewone d.v. heeft een oplossing of zelfs precies één oplos-
sing bij u (0) en u (1) voorgeschre~en. . , 
Nog gecompliceerder wordt de situatie bij partiële differentiaalvergelijkingen. 
Om bij enkele veel voorkomende p.d.v. met voorgeschreven randwaardel1 

, existentie en eenduidigheid van de oplossing te verkrijgen zullen we enkele 
. soorten partiële differentiaalvergelijkingen moeten onderscheiden. ' 

Existentie en eenduidigheidresultaten zijn overigenS met slechts de liefhebberij 
van de wiskunéligè maar vormen een belangrijke test voor de juistheid van het 
(fysische) modeL ' . 

12.2 . Afspraken 

We zullen bij partiële differentiaalvergelijkingen de volgende afspraken en no
taties gebruiken. Gelijksoortige afspraken hebben we al bij complexe getallen 
ontmoet . 

• Br (x) = {y E IRnj Ix ...: yl < r} is een bol met straal r rond x E IRn. 

• n is een begrensd gebied in IRnj 

i. we noemen een deelverzameling n van IRn begrensd als: 

er bestaat .ivf E 1R+ zodat 0 c BM (x) j. ' 

. . 
we noemen een deelverzameling n van IRn 'een gebied als voldaan is aan 
. de volgende eisènj 

ii. n is open: \ 
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voor alle x E 0 is er een r > o zodat Br (x) C Oj 

het complement JRn\o = {x E JRnj x fI. O} van een open verzameling · 
heet geslotenj . . 

iiL een open verzameling 0 heet samenhangend àls: 
. elk tweetal punten in 0 kan door een kromme met bèeldverzameling 
K COverbonden worden. . 

• n is de afsluiting van 0 : 

n = {x E JRnjvoor alle r > 0 geldt 0 n Br (x) =f 0}. 

• an is de rond van n: 

• 0(0) de verzameling van alle continue functies van 0 ~aax JR~ 

• O(n) de verzameling van alle continue functies van 0 naar JR. 

• Ok(O) de verzameling van alle continue functies van 0 naar lR waarvan 
alle partil~le afgeleiden tot en met orde k bestaan en c;ontinu zijn .op O. 

• Ok(n) de verzameling Van alle continue functies f : n -+ JR zodat er 
voor elke parW!le afgeleide k ... -/.;; f van orde k en lager een functie 

9 E 0(0) bestaat zodat 9 = k .' .. -/.;; f in O. 

• Tenslotte een technische 'conditie over de 'gladheid' VfIJl de rand. We 
zeggen dat an E Ok als we ao met een eindig aantal open blokken, zeg 
Qi met i = 1, ... , m, kunnen bedekken en wel zodanig dat erop elk blok 
Qi een coordinatenstelsel ~~i) , ... ,~~) en een functie gi' bestaat zodat 

( Jlr> n Q' ) c {di) E JRn. di) (di) di»)} 
VH i '>. ''>n = gi '>1 , •.. ' .'>n-l . 

Een overdekking van de rand ao met blokken Qi. 
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12.3 ' Classificatie in JR2 

We beschouwen differentiaalvergelijkingen die een lineaire relatie leggen tussen 
de nulde, eerste en tweede orde afgeleiden van een functie u : IR2 :-+ IR met 
eventueel een voorgeschreven functie f in het rechterlid: 

(12.1) 

Voorlopig nemen we voor O-ij, bi en c reêle getallen. We nemen .aan dat minstens 
één aij i- 0 is (we willen een 'echte' tweede orde d.V. heben). ' 

Opmerking: Voor tweemaal continu differentieerbare functies geldt UXI/= uI/X ' 

en kunnen we de vorm ä12UxI/ +ä21 uI/X vervangen door (ä12 + ä21) UXI/' Door a12 = 

t (ä12 + ä21) te nemen zien y.re dat we hier zonder verlies van algemeenheid (12.1) in 
plaats van . 

mogen schrijven: Vandaar ook als herinnering de 2 voor a12-coêfficiÈ!Ilt in (12.1). 

Voor de classificatie gebruiken we het volgende recept. We vervangen Ix door 
TJ en /y door e in de differentiaaloperator die in het linkerlid van (12.1) staat, 

, d.w.z. 

, ( 8)2 , 8 8 ,,( 8)2 " 8 8 au - +2a12--+a22 - +b1 - +~- +c 
, 8x 8x 8y 8y 83? 8y 

wordt 
. 2 • 2 
allTJ + 2a12TJe + a22e + b1TJ + ~e + c. 

We beschouwen voor k E IR de verzameling 

'Kk = {(TJ, e) E JR2; aUTJ2 + 2a12TJe + a22ë + b1TJ + ~e + c= k} . 

Definitie 12.3.1 De differentiaalvergelijking in (12.1) heet 

i. elliptisch als Kk een ellips is voor een k E IR; 

,ti. parabolisch als Kk een parabool is voor een k E IR; 

iii. hyperbolisch alsKk een hyperbool is voor een k E IR. 

(12.2) 

Dit zijn niet alle gevallen. Als Kk uit et;.~ enkele of Uit twee evenwijdige rechte 
lijnen bestaat dan is de differentiaalvergelijking een verkapte gewone tweede 
orde differentiaalvergelijking. 
Merk op dat de ellips, parabool of hyperbool nog helemaal niets met een 

, oplossing van de differentiaalvergelijking te maken heeft~ De drie zo verkregen 
klassen van partiële differentiaalvergelijkingen vragen hun eigen aanpak. 

Hulpstelling 12.3.2 
i. au a22 - a~2 > 0 <=> (12.1) is elliptisch; 
ii. aUa22- a~2 = 0 ~ ' (12. 1) is pambolisch; 
iii. aila22 - a~2 < 0 <=> (12.1) is hyperbolisch. 
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OpmerkiDg: . Hel~ geldt de omgekeerde richting in ü. niet. Bijvoorbeeld de 
partil~le differentiaalvergelijking u"'''' + 2u"'l/ + ul/l/ + u",·+ ,ul/ = f is niet parabolisch 
en voldoet wel aan ana22 - a~2 = Q. Een bijbehorende Kk kan alleen rechte lijnen 
bevatten. 

Voorbeeld 65 
De p.d.v. u xy = f is hyperbolisch omdat 

aUa22 - a~2 == 0 - (!)2 < O. 

We kunnen ook de definitie gebruiken. Voor k '" 
o best~t iedere Kk uit hyperbolen: bijv.oorbeeld 
voor k = 1 vinden we 

1]f. = 1. 

Voorbeeld · 66 
De p.d.v. Uxx + u xy+ Uyy - u = f is elliptisch. 
We zien dat 

2 (1)2 alla22 - a12 = 1- 2 > O. 

Ook hier is de ·definitie te gebruiken. Voor k > 
-1 bestaat ieder~ Kk uit ellipsen: bijvoorbeeld · 
voor k = l .vinden we 1]2+1]f.+t;,2-1 = 1, anders 
geschreven 

1]2 + 1]f. + t;,2 = 2. 

Voorbeeld 67 
De p.d.v. U xx + 4uxy + Uyy - u = f is hyper
bolisch. We zien 

au a22 - a~2 = 1 - 22 < O. 

Voor k '" 0 bestaat iedere Kk uit, hyperbolen: 
bijvoorbeeld voor k = 1 vinden we 

1]2 + 41]f. + f.2 - 1 = L 

Voorbeeld 68 . . 

41L: 
2 t . 

.~ 

-'," -1 

-4 -2 

2 

---f.J 

. -----' 

~ 

De p.d.v. U xx + 2uxy + Uyy + U x = f is parabolisch. Omdat 
. 1 

alla22 - a~2 = 1"": 12 = 0 

zien we met de hulpstelling dat hij noch ellip
tisch noch . hyperbolisch is.. Om te zien dat de . 
p.d.v. inderdaad parabolisch is zullen we de de
finitie moeten gebruiken. Iedere Kk bestaat uit 
(schuinliggende) parabolen. Bijvoorbeeld vin
den we voor k = 0 dat 1]2+ 21]f. + t;,2 + 1] = 1: 

-1 

-3 

-4 
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Dat het inderdaad parabolen zijn ziet men door 'kwadraat afsplitsen': 

•. Opgave 141 Geef het type van . 

ii. U"'y +u:J< = Ij 

iii. u"'''' + 2u",y +.2Uyy + 2Uy + 2u", - 286:u = f. . 

Opgave 142 Een differentiaalvergelijking waarbij de coëfficiënten van x of y . 
afhangen kan op verschillende gebieden van verschillend type zijn. Bereken 
op welke open deelgebieden van ]R2 de p.d.v. u:J<'" + XUyy = I elliptisch, 
P!!l"abolisch, respectievelijk hyperbolisch is. ---' 

Hulpstelling 12.3.3 We kunnen (12.1), een p.d.v. met constante coëiJiciën
tef}-, als volgt tmnsform~~nl: 

, 
i. indien (12.1) elliptiftch is, naar 

V 88 +Vtt +& = jj 

ii. indien (12.1) pambolisch is, naar 

V 88 - Vt + Cv = jj 

iii. indien (12.1) hyperbolisch is,'P-aar 

Vss - Vtt + Cv = j. 

Opmerking: In de klassieke literatuur over differentiaalvergelijkingen, zie bijvoor
beeld P.R. Garabedian, P~rtialDifferential Equatiol)s, kan men overigens vinden dat er 
ook voor variabele coêfficitlnten een transformatie naar een van deze drie standaard 
vergelijkingen bestaat. Helaas kan dit alleen in JR2. In hogere diniensies kan men m 
het algemeen alleen bij constante cotlfficitlnten een geschikte transformatie vin~en. 

_ Bewijs: Schrijf 

A = (au a 12 ) •. 
a12 a22 . 

. , 
Omdat deze ~atrix synu:i:J.etrisch iS, is er een T met r'n1J = TT en zijn er Àl' À2 E JR 
zodat 

1 Met transformeren bedoelen we hier dat we een substitutie (van u,x,y naar V,B,t) kun
nen uitvoeren zodat we voor v de meer eenvoudige p.d.v. krijgen. 
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, Herinner je dat 
aUa22 - a~2 = det (A) = >'1>'2 

Dus in het elliptische geval hebben >'1 en >'2 hetzelfde teken. In het parabolische geval 
is 0 een eigenwaarde en in het hyperbolische geval hebben >'1 en >'2 tegengesteld teken. 
Voor het elliptische en het parabolische geval nemen we nieu~ coördinaten 8, t door 

Met V""" = (/;, Iv) en V.,t = (1., It)o vinden we 

(V"",,)T = TD(V.,t)T. , 

Tenslotte met enige lineaire algebra 

(
8)2 ' 88 (8)2 au - +2a12-- +a22 - = 8x 8xBy By , 

= V """A (V"",,) T = 

= V"""T (~1 ~2) TT (V"",,)T = 

= (TD(V.,t)Tf T( ~l ~2 )TTTD(V.:t)T = 

In hét elliptische geval vinden we 
• 0 

~2 ) TTTD(V.,t)T = 

~2 ) D(V.,t)T = 

~21>.21-1 ) (V .,t) T: 

(

00

8 ) 2 8 8 ( 8 ) 2, (( 8 ) 2 ( 8 ) 2) 
all 8x + 2a12 8x 81( + a22 , By = ± 88 + 'IJ!. ' , 

en in het hyperbolische geval vinden we 

( 
8 ) 2 8 8 ' (8 ) 2 (( 8 ) 2 ( 8 ) 2) 

au 8x +2a12 8xBy +a22 By , =± , 88 - at . 

Zonder verlies van algemeenheid mogen we ± vervangen door +. Hiermee gaat (12.1) 
over in 

(12.3) 

waarbij 

(~)=DTT(~) er: Î (8,t)=f(x,y),. 

Tenslotte kunnen we de bI en ~ opruimen door 

We vinden 
v •• ± Vtt + ëv = i (12.4) 

.. :. 
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met 

c =c - (!b1) 2 T (!~)2 . en ï (s,t) = e;(b,';±b.t)/(s, t) . 

Voor het parabolische geval weten we dat één eigenwaarde 0 is. Stel dat ),2 = O. Dan . 
neem T als bovenst~d maar nu met 

Hiermee gaat (12.1) over in 

. (12.5) 

met 

in plaats van in (12.3). De voorwaarde dat Kk voor een k een parabool is zorgt voor 
~ #: O. Opnieuw + aannemend voor ± vinden we via 

met T = -t/~ dat 
(12.6) 

o 
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12,4 Classificatie in IRTt 

We beschouwen de volgende tweede ~rde parW!le differentiaalvergelijking voor 
functies u : JRn -+ JR met n > 2: ' 

n {} , {} ·.n {} r 

L /lij--u+ Lbj - . U+CU= f· 
. . 1 {}Xi {}Xj . 1 {}Xi 
>,1= . 1= . 

(12.7) 

We nemen opnieuw aan .dat /lij = aji voor alle i,j E {I, ... , n}. Definieer de 
n x n matrix A door . 

A = ( a~l a~n ) . 

an1 ann 

Omdat A symmetrisch is weten we dat er een orthogonale basis van eigenvec

toren {;fi1, ... ,;fin} is met eigenWaarden ),1, .- .. , Àn E JR. We zullen ook 

gebruiken. 

Definitie 12,4,1 De partiële differentiaalvergelijking in (12.7) heet 

i. elliptisch als alle n eigenwaar4en van A hetzelfde teken (allemaal + of 
allemaal -) hebben; 

·ii. parabolisch als (n - 1) eigenwaarden van A hetzelfde teken (allemaal + 
of allemaal. -) hebben en de resterende eigenwaarde 0 is en bovendien 
voor de bij 0 behorende eigenvector ;fi geldt dat b.;fi i= 0; . 

iii. hyperbolisch als (n - 1) . eigenwaarden van A hetzelfde teken hebben (alle-
maal, + of allemaal -) en de resterende eigenwaarde tegenO'/ie'rgesteld 
teken (dus respectievelijk -, +) heeft. 

Opmerking: Deze definitie geeft voor n = ~ hetzelfde resultaat als de defenitie in 
de vorige sektie. Omgekeerd, als men precies afspreekt wat ellipsolden, paraboloIden 
en hyperboloIden zijn dan kan men de definitie in de vorige sektie ook uitbreiden naar · 
n>2. 

Voorbeeld 69 
De p.d.v. , Uxx +~ + Uzz + u ~ f is elliptisch: 
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Voorbeeld 70 
De p.d. v. U XX" - Uyy + U zz + u = 1 is hyperbolisch: 

Voorbeeld 71 
"De p.d".v. U xx + U yy + Uz + U = tis parabolisch: 

A= (" ~ " ~ b)" enb= (~) . 
. 00 0 1 " 

Opgave 143 Bepa8.J. een transformatie (geef nieuwe coördinaten X, ij , z) zodat 
men " 

U xx + Uyy - 4uzz = f 
kan veryangen door 

u.,., + Uj;ii - Uii = f. 

Opgave 144 Zelfde opdracht om 

U xx + Uyy +lOuz =: f . 

te kunnen vervangen door 

Uzz + UW - Ui = f. 

Opgave 145 We nemen aan dat u harmonisch is en beschouwen een coördi

natentransformatie met behulp van de orthogonale matrix M = ( _~! ) ; 
dwz. a2 + b2 = 1. We definiëren nieuwe coördinaten s, t door 

Laat zien dat de functie ~(s,t) = u(x,y) ook harmonisch is; dwz. " 
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2 8 2· . 
Opgave 146 Steldatuvoldoetaan(lt) u(t,x)-Cl-C~x) u(t,x)=O.We 
definiêren nieuwe coördinaten p, q door p = x - ct en q = x + ct. Laat zien dat 

o 0 
8poqu= O. 

Als Ip/qw(p,q) = 0 dan geldt /qw(p,q) = c(q) met c(q) een constante voor 
p die dus wel van q afhankelijk kan zijn. Laat zien dat iedere oplossing u te 
schrijven is als . 

w(P,q)=f(P)+g(q)· 

Opgave 147 Wat is het type van 

. i. de telegiaafvergelijking: 

ii. de Klein-Goidon vergelijking: 

. ( 8 ) 2 (( 8 ) 2 . ( 'a ) 2 (8) 2) - . 
at u- ox + 8y + OZ u = -m

2
u+ V (x)u . .. 

----' 

12:5 Typische voorbeelden 

In de volgende paragrafen zullen we als voorproefje enkele goed-gestelde rand
waardeproblemen voorstellen zonder op enig bewijs in te gaan. In de laatste 
hoofdstukken zullen we dergelijke problemen nader beschouwen. 

12.5.1 De harmonische differentiaalvergelijking 

De harmonische differentiaalvergelijking is . 

~u=O 

waarbij 
82 82 82 

~=o- 2+ ~ 2+"'+8 2 
Xl uX2 x n 

en beschrijft voor n = 2 of n = 3 bijvoorbeeld potentJaalstromingen of sta-
• harmonische tionaire temperatuurverdelingen. De ·harmonische differentiaalvergelijking is 

• Laplace- elliptisch. 

operator De differentiaal-operator ~ wordt Laplace-opemtor of Laplaciaan 'genoemd. 
• Laplaciaan 
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Een typisch randwaardeprobleem hierbij is die met u . voorgeschreven' op de 
'rondom' liggende rand van het begrenSde gebied. Op een gedeelte van de 
rand kan ook de afgeleide van u in de normaalrichting voorges<;hreven zijn. 
Dit betekent dat er daar een vaste in- of uitstroom plaatsvindt. 

Twee randwaardeprobJemen die op het vierkant 

n = {(x,y) j n < x < 1 en 0 < y < 1} 
I 

voor 'mooie' J. Ur en CPr precies één oplossing hebben zijn: 

-~u(x,y) = J(x,y) voor (x,y) En, 

u (x, 0) Ur,l (x) voor 0 < x < 1, 
u(l,y) = Ur,2 (y) voorO<y<l', 
u (x, 1) Ur,3 (x) . voor 0 <x <1, 
u(O,y) = Ur,4 (y) voor 0 < y < 1. 

-~u(x,Yr = J (x,y) voor (x,y) En, 

, u(x,O) = Ur,l (x) voor 0 < x < 1, 
au 

CPr (y) voor 0 < Y::: i, ax (l,y) = 

u (x, 1) = Ur,3 (x) voor 0< x < 1, 
u(O,y) = Ur;4 (y) voorO<y<l 

12.5.2 De warmtevergelijking 

De warmtevergelijking 

is parabolisch. 

Twee randwaardeproblemen die op het vierkant 

n = {(x,y) jO < x < 1 en 0 < y < 1} 

voor 'mooie' J, UQ, Ur en CPr precies één oplossing hebben Zijn: 
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, 

{ 
-&u - (~)2, u (t, x) = J (t,x) voor (t,x) EO, 

u (0, x) uo (x) voor 0 < x < 1, 

i' u (t, 0) Ur,l (t) voor ° < t < 1, 
u(t,1} = Ur,2 (t) voor 0 < t < 1. 

iU- (1x)2 U (t,;) = f (t,x) voor (t,x) E 0, 

U (O,x) = uo (x) voor ° < x < 1, 
u(t,O) Ur (t) voor 0 < t < 1, 

8u 
8x (t,l) <Pr (t) voorO<t<l. 

Het eindwaardeprobleem, waarbij u(O,x) = ua (ai) voor 0 < x < 1 v~rvaI}gen 
wordt door u(1,x) = Ul (x) voor 0 < x < 1 is geen goed gesteld probleem. , 
We zullen dit anti-diffusie probleem nog bekijken. 

Opgave 148 Gebruik nieuwe coordinaten om te laten zien dat we 

{ 

/yu+ (fx)2 u (x,y) , = f(x.y) voor (x,y) EO, 

u (x, 1) = Ul (x) voor 0 < x < 1, 
u(O,y) .- ua(Y) voorO<y<1, 
u(l,y) Ub(Y) voorO<y<l, 

k)lllIlen· transfor-meren tot' een van bovenstaande goed gestelde problemen. 

12.5.3 De ' golfvergelijking 

De golfveryelijking 

is hyperbolisch. 
Twee randwaardeproblemen die op het vierkant 

0=' {(x,y) jO < x < 1 en ° < y < I} 
, ' 

voor 'mooie' J, UO, Ur -en <Pr , precies één oplossing hebben zijn: 
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,(lt)2U- (1x)2 u (t,x) ~ f(t,x) voor (t,x) ~ 0, 

u(O,x) = UO(x) voorO<x'<l, ' 
8u 
at (O,x) 

u(t,O) 
u (t, 1) 

= Cf'o (x) 

= ' Ur,dt) 
= Ur,2 (t) 

voor 0 < x < 1, 

voor 0 ,< t:< 1, 
voor 0 < t < 1. 

(lt)2U- CIx)2u (t,x) = f(t,x) voor (t,x) EO, ' , 
u(O,x) = UO(x) voorO<x<l, 

au 
at (O,x) 

u(t,O) -
8u 
8n (t, 1) 

Cf'o (x) voor 0 < x < 1, 

Ur (t) , voor 0 -< t < 1, 

voor. 0 < t < L 

Om precies één oplossing · te hebben zijn er twee b~ginvoorwaarden ' nodig. , 
Zowel begin-'uitwijking' als beginsnelheid dient voorgeschreven te zijn. 

Opgave 149 Is het volgende probleem goed gesteld? 

(lt)2 U(t,X) - (1x)2 u (i, x) f(t,x) voor (t,X)E'O, 

u (l,x) UI (x) voor 0 < x < 1, 
au 

Cf'1 (x) at (1,x) = voor 0 < x < 1, 

u (t,O) ur (t) voor 0 < t <1, 
au ' 

, 8n (t, 1) = ' Cf'r (t) voor 0 < t < 1. 

----' 

Opgave 150 We beséhouwen een golfvergelijking met rondom gestelde rand
voorwaarden. 

, 
i. We beginnen 'met T = !. Bereken een oplossing Vim 

(lt)2 U,(t,X) - (1x)2 u (t,x) - 0 voor (t, x) E 0, 

u (0, x) = sin (1TX) voor 0 < x < 1, 
u (T,x) = 0 vqor 0 < x.( 1, 
u (t,O) = 0 voor 0 < t < T, 
u (t, 1) = 0 v09rO<t<T. 

. Hint: probeér u (t,x) = v (t) ~in (1TX). Voor welke T > 0 is dat nog meer 
een oplossing? 

Laat zien dat voor iedere C E IR de functie 

v (t) sin (1TX) + C sin (81TX) sin (81Tt) 

ook een oplossing is. Geef zelf nog enkele oplossingen. 

ii. Neem nu T = ~ 'met n, m twee positieve gehele getallen. Stel dat u (t, x) 
een oplossing is. Laat zien dat u (t,x) + Csin(m1Tx)sin (m1Tt) ook een 
oplossing is. 
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Voor T E Q+ vindt men dus mogelijkerwijze alleen geen of oneindig veel 
oplossingen. Vreemd génoeg geldt zoiets niet v90r 'T E 1R+\ Q+ . . Bourgin · 
en Duffin (Bulletin AMS 1~39, p .. 851~858) hebben laten zien dat er voor 
dergelijke T hoogstens één tweemaal differentieerbare oplossing bestaat. De _ 
golryergelijking met rondom voorgeschreven randvoorwaarden is daarmee op 
zijn minst gezegd zeer eigenaardig. --' 

12.5.4 De Schrödingervergelijking 

Door de complexe term is de Schrodingervergelijking een wat vreemde eend in 
de bijt: . 

a : . 
i-u-~u=O. at · . 

Meestal is mengei"nteresseerd in. oplossingen van de vorm 

u (t, x) ;= é~tv (x) 

zodat de vergelijking vereenvoudigt tot 

-).u -~u= O. 

Deze laatste vergelijking is elliptisch. Vaak is !'lr ook nog een potentiaal aan-
wezig en krijgen we vergelijking . 

. -~u = ).u.+ V (u) . (12.8) . 

Als de functie u 1-+ V (u) niet lineair is, b.v. V (u) = u3 , dan wordt (12.8) een 
niet-lineaire elliptische partiële differentiáalvergelijking. 

12.6 Niet~lineaire partiële differentiaalvergelijkingen 

Niet-lineaire partiële differentiaalvergelijkingen vallen bUiten het bereik Van dit 
manuscript. De reden is niet dat deze niet in~eressant zouden zijn. Integen
deel, zeel"'"veel processen worden jUist het best gemodelleerd . door niet-lineaire 
differentiaalvergelijkingen. Enkele voorbeelden: · 

i. De 'poreuze-media' vergelijking. 
De dichtheid van het gaS u (x, t) stromend door een poreus gesteente 
voldoet aan de vergelijking (bij één rUimtevariabele ): 

met m > 1. 
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ii. De Von Karman vergelijkingen. , 
Een dunne elastische plaat waarbij aan de zijden druk wordt uitgeoe-' 
fend wordt beschreven d<;>or het niet-lineaire stelsèl parW!le differentiaal
vergelijkingen 

fj. 2F = 9 .... :[w,w], 

fj. 2w , = [w,F] 

waarbij de volgende notatie gebruikt is: 

D. 2w = Wxxxx + 2wxxtl1l + wtl1ltl1l ' 

[u', v] = UxxVyy + Uyyvxx ,- UxyVxy • 

Gezocht worden de uitwijking w en de Airy-stress-functie F wa.à.rvan 
men de tweede afgeleiden gebruikt om de stress te berekenen. Gegeven ' 
zijn de interne stress 9 en de randvoorWaarden voór F die . de horizon
tale krachten aan de rand bevatten. ls de plaat aan de rand vertikaal 
ingeklemd dan zijn ' de randvoorwaarden voor w de volgende: w = 0 en 
/nw ::;=.(}. Wordt de plaat8.a.II: de rand alleen 'vast' gehouden dan zijn de 
randvoorWaardenw = 0 en fj.w = O. 

iii. De 'minimale-oppervlakte' vergelijking. 
De hoogte u (x, y) ~an een zeepbel binnen een draadwerk voldoet aan 

(12.9) 

Opgave 151 Laat zien dat de vergelijking in (12.9) te schrijven is als 

Laat ook zien dat de vergelijking 

voor alle a, /3 E IR2 elliptisch is. / . ' 
----'-----' 

Opgave 152 

i. Laat zien dat radiaalsymmetrische oplossingen van (12.9) voldoen aan 

1 ' 
-Urr = ;:- (1 + u~) Ur . . 

ii. Bereken de oploSsingen van deze gewone differentiaalvergelijking. 

iii. Laat zien dat men door twee oplossingen geschikt aan elkaar te plakken 
een minimaal oppervlak vindt dat er als volgt uitziet. 
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Het minimale oppervlak dat twee horizontale ringen verbindt: 

:' 
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13. LAPLACE EN POISSON (ELLIP
'TISCH) 

13.1 Inleiding 

• Als men op twee geleiders 01 en 02 spanningen Vi en V2 ~brengt 
ontstaat er in het gebied tu~en deze geleiders een elektrisch veld Ë. 
Dit vectorveld Ë voldoet 8.{l.Il -'V lP = Ë waar lP de potentiaal is. Deze 
potentiaal lP voldoet aan' de volgende differentiaalvergelijlting met rand
voorwaarden: 

o in lR.3 \ (Gl U G2) , 

Vi op 8Gl , 

V2 op 802 , 

(13.1) . 

• Een niet-samendrukbare vloeistof die zonder wrijving door een buis 
stroomt heeft op elk punt een snelheid ij die de gradient van {een po
tentiaal lP is. Deze lP voldoet aan -t:J.lP = .0. Het stelsel wordt: 

-t:J.lP = 0 in B(uis) , 

lP = Vi op R( echteropening ), 

lP V2 op L( inkeropening ), 
(13.2) 

= 
IJ 

"fjRlP = 0 op 8B\ (RU L). 

De vector n is de uitwendige normaal. 

Voor twee-dimensionale gebieden kan men het verband tussen harmonis
che en analytische functies gebruiken. Zie bladzijde 42. 

• Een overrijpe ananas die aan het gisten is; produceert warmte. Noem f 
de brondichtheids-functie en zet de kanlertemperatuur op 20. Een simpel 
model voor de temperatuur u van de ananas is . , 

in Ananas, 
{ 

'-t:J.uu :_ f 
20 op 8Ananas. 

\(13.3) 
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probleem 
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Randwaardeproblemen zoals (13.1) en (13.2) zonder bronterm f worden Laplace
problemen geno~n:id. Het probleem in (13.3) heet een Poisson-probleem. Deze 
randwaardeproblemen beschrijven tijdsonafhankelijke situaties. ",De algemene 
vorm is " 

. I 

,{ -.6u = f inn, 

. u = Ur op on!, 

/nu = q op 8112, 

(13.4) 

waarbij on = on! u 002. De vector n is de uitwendige normaal. 

~ Dirichlet~ Op on! spreken we van Dirichlet-randvoorwaarde en op 002 van een Neumann-
"randvoorwaarde randvoorwaarde. 

~ Neumànn-
randvoorwaarde Indien op de gE}hele rand de Neumann-randvoorwaarde is voorgeschreven, dat 

wil zeggen 002 = on en on! = 0, dan ziet men onmiddelijk dat er geçn 
eenduidige oplossing kan zijn. Als namelijk u een oplossing is, is u + c ook een " 
oplossing. 

~ oplossing Een functie u noemen we een oplossing van (13.4) als deze tweemaal differen
tieerbaar "is in n, "differentieerbaar op nUOO2 en continu op n. Voor voldoend 
'gladde' gebieden (on E C3 volgens de notàtie van bladzijde 214) kan men 
laten zien dat zo'n oplossing in C2 (n) ligt. 

In · fysische termen betekenen de randvoorwaarden het volgende. 

• De Dirichlet voorwaarde legt u (bijvoorbeeld " de temperatuur) vast op 
de rand; ' • 

• de Neumann voorwaarde legt de in-of uitstroom vast (bij de temperatuur~ " 
betekent ~= 0 op die plek een perfecte isolatie). 

Een andere natuurlijke voorwaarde is bijvoorbeeld ~ + au = 0 met a " > 
o (als u" de temperatuur voorstelt betekent dit dat de uitstroom evenredig 
is met de temperatuur; indien de temperatuurschaal zo gekozen is dat de 
buitentemperatuur gelijk aan 0 is, is dit de gebruikelijke situatie indien dè 
isolatie niet perfect is) . . 

Tenslotte maken we nog een paar afspraken. We bekijken in dit hoofdstuk 
randwaardeprqblemen op tweè-, drie- en hoger-dimensionale gebieden ondanks 
dat de illustraties zich tot twee dimensies bepeJ;ken. We zijn ook zuinig met 
integraaltekens: een integraal over het gebied in ]RR zullen we ook voor n > 2 
met J J noteren; een" integraal over de r1and van het gebied met J . " 



Een vergel'ijkingsprincipe 

13.2 . Een vergelijkingsprincipe 

Beschouw de Poissonproblemen 

in 0, 

op 001, 

op an2, 
. & 

Hier is -fn de afg~leide in de richting ~n de uitwendige normaal. 

231 

(13.5) 

We hebben enkele voorwaarden nodig betreffende het gebied 0 en de rand. 
Allereerst willen we dat 0 uit één stuk bestaat (0 is samenhangend), en verder 
dat an1 positieve lengt~ heeft. Voldoende is dat er x E 8n en r > 0 bestaan 
zodat (Br (x) n 00) c an1 .' Bovendien hebben we nodig dat n begrenSd is . . 

ti- vergelijkings- Stelling 13.2.1, (vergelijkingsprincipe) Neem aan dat n aan bovenstaande 
principe eisen voldoet. 

~ maximum 
principe 

~ sterk 
maximum 
principe 

, 
• 

Als u en v oplossingen zijn van respectievelijk (13.5-1inks) en (13.5-rechts) met 

dan geldt ook 

f ;::: g in n, 
Ur > Vr op an1, 
qu > q'l) op 002, . 

u ;::: v in O. 

Opmerking: Als u voldoet aan -~u ~ Oïn n en 

maxu=m 
:z:E80 

dan vinden we met deze stelling dat u ~ m in n. Met andere woorden: u neemt zijn 
maximum op de rand aan. · Dit reSultaat noemt men een maximum principe; 

. . 
Men kan zelfs bewijzen dat er een sterker resultaat geldt: 
Als u voldoet aan '-~u ~ 0 in n en max:z:E811 u = m, dan geldt of 

i. u (x) = m voOr alle x E n, of 

n. u (x) < m voor alle x E n. 

Dit noemt men een sterk maximum principe . . . 
Als -~u ~ 0 dan kan men het maximum principe gebruiken voor -u (een 'minimum' 
prindipe). 

Gevolg 13.2.2 Het r.w.p. (J.3.4) (en dus het Laplace-probleem en het Poisson
probleem) heeft hoogstens één oplossing, uitgezonderd het geval met volledige 
Neumann-mndvoorwaarden . 
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Bewijs: .Als er twee verschillende oplossingen zouden zijn, noem. die Ul en U2, dan 
. voldoet het verschil u = Ul - U2 aan (13.1) met f = 0, Ur = 0 en q = O. Volgens de 
vorige Stelling geldt u ~ O. Op dezelfde wijze vindt men ook -u ~ 0 in n. Met andere 
woorden Ul - U2 = U = o. o 

Bewijs van Stelling 13.2.1: We bewiJien uit het ongerijmde . . Stel dat er een 
x* E n is zodat u (x*) < v (x*). Dan is de verzameling 

{x E nju(x) < v (x)} 

niet leeg. 

Neem een component van deze verzameling 'en noem die n*. (We zijn nu wat slordig 
en nemen aan dat n* een net gebied. is zodat de normaal n gedefinieerd is.) S<fuijf 
v - u = w. Dan vinden We dat ' . . 

w oopan*n(anlun), 
w ~ 0 op 00* n 002, 

I.;w ~ 0 op an* n an2 • . 

We zullen laten zien dat 

. . . 

Omdat lV'wl2 ~ 0 is, is het voldoende om deze mtegraal kleiner/gelijk 0 te krijgen. 
DOor de integraalstelling van Gauss l te gebruiken vinden we voor F = wV'w, noteer 

1 De integraa1stelling . van Gauss wordt vaak slechts ' in R3 beschreven: 

• Zij nc R3 een begrensd gebied met st~gewijs Cl rand 00 en zij F een differen-
tieerbaar vectorveld. Dan geldt het volgende: . 

IJldiv F (x) dx l dx2dx3 =11 F (x) . ödu"" 
o 8Q 

waarbij ö de.naar buiten gerichte norma.a.1 op on is. 
• Ook in n-dimensionale gebieden (n E N+) geldt iets dergelijks 

r divF(x)dx= r F(x) . ödu", . . 
Jo . J80 

• Voor n = 1 vinden we t 1'" (x)dx = F(b) - F(a) . 

• Voor n = 2 volgt de integraalstelling van Green: 

. (8 '8) . . . r -8 P(x)+-8 q(x) dx= r (P(x),q(x»·ödx= Jo Xl . X2 . J80 ' 

(13.6) 
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div = V·, dat 

Ilv . (wVW)dx= I wVw·iidU", = I (w/nw)dà", . 
0- ao- 80-

Met V · (wVw) = VW(: Vw + w~w vinden we (een partil!le integratie): ' 

IJ IVwl2 dx = J (w/nw) 00", - J J w~w dx,. (13.7) 
w 80- w 

(Eigenlijk moeten we hier weten dat aO* redelijk glad is; wat is anders n en oo",? 
We laten dit probleem terzijde.) We vinden d8.t -~w = -~v + ~u = 9 - f ~ 0 en 
bovendien weten we ,dat w > 0 geldt op n*. Dus 

- II w~w dx ~ .O. 
0-

Op an* n (001 U n) geldt dat w = 0 dus 

! ' (w/n~) 00",= O. , 
ao-n(ao,uo) , 

Tenslotte vinden we op, 00* n 002 dat /nw = q" - qu ~ 0 en w ~ 0 en dus ook . 
(w/nw) 00", ~ o. 

Met (13.7) Volgt dat 

IJ IV~12 dx = 0 
o-

en dus dl!.t V,W = 0 op n*. Hieruit volgt op zijn beurt dat w = constant. ,Omdat we 
niet het Neumann-prpbleem beschouwen geldt aO* n (anI U n) =I 0 en dus is er een , 
xE an* met w(x)= O. Omdat Vw = oopn* enw(x):= Oworminstenseenpunt~p 

, an; volgt dat w =0 op n* . Dit is in tegenspraak met de aanname dat u (x*) < v (x*) 
voor eeD, x* E n. 0 

Opgave 153 We nemen aan dat de functie u voldoet aan het volgende r.w.p. 

{ 

-D.u(x,y) = 1 voorO<x<I, O<y<~, 
u(x,O) = 0 ' voor 0 < x < 1, , 
u(x,I} = 1-12x v~orO < x < 1, 
u(O,y) = y . voorO<y<1, 
u(I,y) = -y voorO<y<1. 

i. Kun je, zonder de oplossing te berekenen, bepalen waar 'u op het VÎerkant 
[0,1] x [0,1] zijn maximum of zijn minimum aanneemt? Motiveer. 

ii. Laat zien dat vopr de oplossing u geldt 

y (1 - 2x) ~ u (x, y) :5 y (1- 2x) + !x (1 - x). 
I ' 

iii. Bereken een c> 0 zodat u (x,y) ~ y (1- 2x) + csin (nx) sin (ny)., 

= J (-q(x),p(x». di. 
80 

linklom 

Merk op dat de uitwendige normaal.ö = (nl. n2) en de linksom lopende tangentiille 
eenheidsvector i = (81. 82) de volgende relatie hebben: ' nl = 82 en n2 = -81. 
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Een metalen staaf, bijvoorbeeld een spoorrail, die aan torsiekrachten onder
hevig is komt onder 'stress' te staan. Als we 0 de doorsnede noemen (een 
twee-dimensionaal gebied) dan wordt een eenvoudig model voor de stress
vector als volgt beschreven. De stress-vector s(x) op plaats xE. n voldoet aan 
s(x) = c'Vu (x) waarbij u de oplossing is van 

{ 
-~u (x) . = 1 voor x E 0, 

u(x) .= O · voor x E 00. (13.8) 

De plaats waar jS(X) I maximaal wordt, wordt het 'fail-point' genoemd. Bij ex
treme belasting zal dit de plek zijn waar men de eerste scheur kan verwachten. 
In de volgende opgave zullen we laten zien datjS(x)1 maximaal wordt voor 
een of ander punt op de rand. Met andere woorden, scheuren ontstaan aan de 
buitenkant van de staaf en niet in het inwendige. . . 

Opgave 154 Zij 0 een gebied in JR2 en neem aan dat u een tweemaal dif
ferentieerbare oplossing van (13.8) is. 

i. Laat met behulp 'van het sterke maximum principe zien dat ~ geen 
maximum of minimum binnen o kan hebben. (Hint: laat zien dat 
~~ =0.) 

ii. Zij a, {3 E IR. Geldt dit ook voor a~ + {3~? 
. 02:1 02:2 

iii. Stel er is een 'fail-point' xf binnen O. Dus I 'Vu (xf)1 ~ I 'Vu (X) I voor alle 
xE Ö. We nemen (a1f3) = 'Vu (xf) en beschouwen a~ + f31;;.. Bewijs 
de volgende ongelijkheden en trek uw conclusie. Er is een punt X r op de 

. rand 0 zodat: . 

l'VU(Xf)12 = (a,{3). 'VU (xf) < (a,{3)· ~u(xr):5 

< Ja2+{321'Vu(:,;~)1 =1'Vu(xf)ll'Vu(xr)l. 

Opgave 155 Voor convexe gebieden is er de ingenieiu:s-
regel dat deze 'fail-points' zich bevinden op de in
tersectie van de rand en de grootste ingeschreven 
cirkel. . 

. We gaan deze 'fail-points' voor een speciaal geval 
onderzoeken en beschouwen een gebied 0 dat de 
doorsnede is van twee cirkels en een horizontale 
strip: 

Deeenheidscirkel is hier de grootste ingeschreven . 
cirkel en deze raakt de rand precies daar , waar de 
assen de rand snijden. 
Neem aan dat u een tweemaal differentieerbare oplossing van (13.8) is2• 

2Bij gebieden met 'concave' hoeken mogen we niet aanemen dat de oplossing tweemaal 
.differentieerbaar is, Men kan zelfs laten zien dat bij .concave hoeken de afgeleide naar 00 

gaat iodat we daar onmiddelijk een fail-point hebben. 
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i. Laat zien dat de oplossing symmetrisch is 'in zowel de horizontale als 
, in de vertikale as. (Hint: Beschouw een randwaardepröbleem voor de 

functieS V (Xl,X2) = u (X!,X2) - u (-Xl, X2) en W(Xl,X2) = U (Xl,X2) -
U (Xl, -X2) .) . 

ii. Twee ingenieurs verschillen van mening over de lokatie van de 'fail
points'. Ir. A. beweert dat (±1,0) de failpoints zijn en ir. B. beweert 
(0, ±1). Slechts één van beide heeft gelijk. Wie? . 

lIint in stappen: 

(a) Merk op dat 18 (1,0)1 = -I!ï (1,0) en dat 18 (0, 1)1 = -~ (0, 1) . 

(b ) Laat eerst zien dat u > ° geldt binnen O. 

(c) Bekijk vervolgens het randwaardeprobleem voor 
f · 

Z (Xl, X2) = u (Xl, X2) - u (X2, Xl) 

op het deelgebied 

(d) ~aak een schets van A en bepaal de randvoorwaarden waaraan z 
. voldoet. 

(e) Laat vervolgens zien dat z < 0. 

(f) Doe nu een uitspraak over I!: (1,0) = ~ (1,0) -I;; (0,1) . 
. 1 . 1 2 

13.3 De fundamentele oplossing 

Met. het vergelijkingsprincipe volgt dat er hoogstens één oplossing van het 
Laplace en van het Poisson-probleem is (met uitzondering van het Neumann 
geval). De andere belangrijke vraag is of er altijd minstens één oplossing is. 
Deze vraag is minder eenvoudig. Alleen voor sommige gebieden kurinen we 
een expliciete integraalformule voor de oplossing vinden. Voor gebieden in JR2 
kunnen we een conforme afbeelding gebruiken, zie bladzijde 53, . Hierdoor ver~ 
vangen we het ene probleem door een ander even moeilijk probleem. Slechts 
voor weinig gebieden bestaat er OOn bruikbare expliciete conforme transfor-
matie. . ' 

Toch heeft het zin om met wat meer abstractie het bestaan van een oplos
s}ng voor een algemeen gebied te onderzoeken. Als gereedschap zullen we het 
Laplace en Poisson probleem eigenschappen Vaneen Greense functie bekijken. 
Net 'als in één dimensie zal de Greense functie een oplossing zijn van een rand
waardeprobleem met een puntbron als rechterlid. Een Greense functie voor een 
twee-dimensionaal gebied is daarmee een functi~ van 4 variabelen: de' plaats 
van de puntbron (81,82) en de variabelen (X!,X2). . 

· 1 

1 

, 

1 

1 
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13.3.1 De Newton-potentiaal 

We zullen eerst een oplossing van 

-~u=f inIRn 

bepalen voor dimensies n ·~ 2. Hierbij gebruiken we de functie 

V
n 

(x) = { n(n!2)wn Ixl
2

-
n 

als n ~ 3, 

2; log lxi als Ti = 2, 
(13.9) 

met lxi = y'xï + ... + x~ .en ~~ het volume3 van de eenheidsbol in IRn
. Deze 

. ~ fundamentele . functie Vn 'heet de fundamentele oplossing van áop IRn 
. . 

oplossing van 
, ~ 

@] 

Hulpstelling 13.3.1 Voor alle x E IRn\ {Ol geldt dat 

~Vn (x) = 0 voor x =I O. (13.10) 

Opgave 156 We nemen x ElRn. Laat zien dat voor een tweemaal differen-
tieerbare functie 1 ~ IR+ - IR geldt: . 

, x ' 
i. V' f (lxI) = f' (r) jXj; 

ii.. ~f(lxl) = div·gr;Wf(lxl) = (r1-nl:rn-1l:f(r»r=lzl' . 

Hi. Bewijs vervolgens (13.10) voor n = 2 en voor n ~ 3. 

Opgave 157 We nemen de formule 'voor Vn met n ~ 3 en vullen desondanks 
n = 1 in. We nemen Wl ::;= 2, de lengte ,van het inteival (-1,1) . Laat zien dat 

. 2 
i. ,(*) Vi (x) = 0 v90r x'# 0, 

ii. limz!o ~Vi (x) '= limzto ~Vi (x) + 1, 

iii. , ( i-) 2 f:O Vi (x -s) f ( s ) dx '= f (x) voor continue functieS met begrens- . 
de drager (dwz. er is een M E IR zodat voor x met lxi > M geldt dat 

, f (x) = 0.). ' ' 

De tweede afgeleide Van Vi is geen 'echte' functie. Wel zou men kunnen zeggen 
dat deze tweede afgeleide de Dirac-qelta-functie in 0 is. ---' 

3ln R2 is dit 'volume' de oppervlakte van de cirkel met straal!, dus W2 = 71' . 

In R3 is dit volume Wa gelijk aan ~71', Voor Rn geldt Wn = ~1'7:7:)' Waarbij r de gamma.-
functieÎs. . 

De 'oppervlakte' van de eenheidsbol (in R2 is deze 'oppervlakte' de' omtrek) is nwn = 
2."n/'J .' I 

l'(n/2) . 

, . 
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~ Greense iden- Propositie 13.3.2 (Greènse identiteit) Voor u, v E C 2 (IRn ) en n c IRn be-
titeit grensd en met gladde rond geldt 

~ Newton
potentiaal . . 

~ begrensde 
droger 

met n de uitwendige normaal. 

Bewijs: We gebruiken opnieuw de integraalstelling van Gauss in twee dimEmsies:. 
voor een differentiaarbaar vectorveld F geldt 

J J div Fdx = ~n F . n ds 
n 

waarbij .n de uitwendige normaal is. Zie ook bladZijde 232. 
We kiezen4 F = (gradv) u. Dan volgt dat 

diVF=diV(gr~V) u) =~~(u~}~ 
n . 

= '"' (8U 8v + U 8'V ) = Vu· Vv + u~v L..J 8i'; 8i'; azr ' 
k=l 

en (13.11) geeft 

IJ (Vu · Vv +u~v)dx = lan (gradv) u) . n ds. = lan :. u ds. 
n . 

Verwisselen van u en v levert 

II (Vu ·Vv+ v~u)dx = lan v:: ds . 
n 

Het r~ultaat volgt uit (13.12) - (13.13). 

Definitie 13.3.3 De functie u = N (I) voor x E IRn gedefinieerd door 

u (x) ::: J J Vn (x - y) J (y) dy 
]Rn 

heet de Newton-potentiaal van f. 

(13.11) 

(13.12) 

(13.13) , 

o . 

De integraal is ni~t convergent ,voor zo maar een functie. Probeer maar eens 
f (x) = elxl . Om niet met dit soort problemen lastig te worden gevallen zullen 
we, alleen een speciale klasse van functies toelaten, de functies met begrensde 
droger. De drager van een functie is de afsluiting van 'het gebied waarop de 
functie ongelijk 0 is. Voor een functie met begrensd,e dràger is er een M E IR 
zodat voor alle x met lxi > 'M geldt dat f (x) = o. 

4De divergentie: V · il= diV-(Ul, .. . ,un ) = kUl + ... + ~Un. ' 

. De gradient: Vu = grad u = (ku, . .. , ~u ) . 
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Bijvoorbeeld de functie f : JR2 -+ JR die is gedefinieerd door 

' 2 2 f (Xl, X2) ~ max (0,2 - xl - X2) 

heeft als drager 

D = {($l,X2) ;x~ +~~ ~ 2}. 

De rand, waar f weliSwaar 0 is, doet 
mee als afsluiting van de cirkelschljf 
waarbinnen geldt dat f i= O. , ' 

, Opgave 158 Verzin zelf een functie f : JR2 -+ IR die een begrensde drager 
heeft en die bovendien tweemaal differentieerbaar is. ----' ' 

Opgave 159 Laat zien dat de functie j : JRn -+ IR gedefinieerd door 

f (x) = {e1-"J!12 
voor lxi < 1', ' '-. 

o voor lxi ~ 1, 

begrensde drager heeft en willekeurig vaak differentieerbaar is. 
Hint: laat zien dat elke'afgeleide van deze functie voor lxi -< 1 van de volgende 
·vorm is: 

p (x 1 ) e1-ï!12, 
, 1-lx12 

Hierbij is P een polynoom (afh~elijk van de afgeleide) inxI,X2, ... , xn , l-txI2 ' . 

Merk op dat voor iedere macht m geldt dat ' 

1 . -i ' 
lim . mel-lzl2 = O. 
lxi Tl (1 -lxI2) , ' 

Hulpstelling 13.3.4 Als IE C 2 (IRn) één b~rensde droger heeft, dan 

-t:. (Ij V.(x -y) f(y)dy) ~ f(x), (13.14) 

waarbij Vn de fundamentele oplossing (13. g) is. 

De functie Vn is de eerste stap naar een Greense functie in hogere dimensies. 
Bij de snaar (één dimensie) was de Greense functje de oploSsing bij pa,ssende 
randvoorwaarden van -"-'u" (x) = 6y (i) met 6y (-) een puntmassa op plàats y, 
de Dirac-delta functie. ' 

Opmerking: Bij de functie V2 zou men de volgende voo~st~lling' maken. In JR2 is 

-.6.u = f een model bij dun membraan; f is een krachtdichtheid en u de uitwijking . 
. De functie V2 (x - y) zou de uitwijking zijn op plaats x bij een puntbron op plaats y. 

Helaas heeft een membraan zonder stijfheid weinig sterkte (denk aan een ballon en 
een speld) en past een puntbron niet goed in dat model. Omdat ook V2 (x - y) naar 
00 g!J.8.t als a; ---+ y is dat eigenlijk zo gek nog niet. ' 
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V2 (x) 

Bewijs: Om onderscheid te maken tussen differentillren naar x en-Y zullen we d", 
respectievelijk d y schrijven. Omdat f een begrensde drager heeft is er een M zodanig 
dat f(~) = o voor Izl > M - 1. De integraal mogen we daarmee beperken tot het 
gebied lyl < M. . . 

We onderscheiden de gevallen: lxi ~ M eri lxi < M . 

Als lxi 2: M dan g~ldt Vn(x-y) f(y) = O-voor Ix-yl < 1. Daarmee geldt dat 
x -+ Vn (x - y) f (y) een C2-functie is voor alle y. Men kan laten zien dat we integraal 
en differentiatie mogen verwisselen. Via (13.10) vinden we 

-d", (11 Vn{x-y) f(y) dY) = - (11 d",Vn(x-y) f(y) dY) =0 . 
. lyl<M , lyl<M . 

Als lxi < M dan kunnen Vn (x - y) f (y) en zijn afgeleiden onbegrensd zijn in de 
buurt van Y = x 'en mogen we integraal en differentiatie niet zomaar omwisselen . . 
Allereerst merken we op dat we door de substitutie y = z + x vinden dat 

, . 
II Vn(x-y) f(y) dy= IIVn(-Z) f(i+x) dz. 

yERn ' zERn . 
, 

De functie Vn is niet differentieerbaar voor x = y maar ·door deze substitutie hebben 
we de. x overgebracht naar de wel tweemaal differentieerbare f : Dus 

. ' -:-d", (11 Vn(x-y) f(y) dY) = 
yERn 

(we hebben aangenomen dat lxi ~ Af en omdat de f drager binnen de cirkel met 
straal M heeft weten we dat f (z + x) = 0 voor IzI> 2M) 

(men kan laten zien dat differentiatie en integratie verwisseld mogen worden) 

=- 11 Vn(-z). d",f(z+x)dz~ 
Izl~2M 
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(gebruik ll..,f (z + x) = ll.zl (z + x) en Vn (-z) = Vn (z)) . ~ , 

= - J J Vn (z) ll.zl (z + x) dz = 

Izl:52M 

(voor integreerbare functies kan men een bolletje met straal ë wegsnijden en vervolgens , 
de lime!O nemen) 

, , 

(Voor ë $ Izl ~ 2M dus op n = B2M (0) \Be (0) is Vn een ca-functie en kunnen we 
, de Greense identiteit toepassen; merk op dat de rand van BiM (0) \Be (0) uit twee 

delen bestaat, namelijk 8B2M (0) en 8Be (0) mêt r~pect'ievelijk n =:= fzr en n = fzf) 

= -lime!O ( II (-~,Yn (z» f (z + x) dz + ' 
e:5lzl:52M ' 

+ J (Vn(Z)(Hzr(z+x))~(~(z))/(z-tx))dsz+ 
Izl=2M 

+,L(Vn(z) (8{~f.1I (z+ ~)) - (,r~r.1I (z)) !(z+Z))"'.) ~ (.) 
Merk op dat 

en 

Vn(z) 

af!ÎzI) (z) 

-ll.zVn (z) 0 voor z #- 0, 

Hzr(z+x) - 0 voor Iz + xl ~ ro, 
1 (z + x) = 0 ' vOor Iz + xl ~ ro, 

, { n(n 12)Wn ë
2

-
n 

als n ~3 I I 
voor z = ë, 

;;logë alsn=2 

..!n ë1
-
n (n = 2 en n ~ 3) voor Izl = ë. 

Als gevolg vinden we dat alleen de ~tste twee termen in (*) 'mogelijk ongelijk 0 ~ijn: 

(*):=-~ J V~(Z)(8(~~ZI)(z+x)}dsz+ . 
, Izl=e ' 

, J (8V. ) , 
+1$ 8(-izl)(z) I(z+x)dsz=d**) 

Izl=e 

De eerste van beide laatste termen kunn~n we ah; volgt afschatten.. Omdat 1 een con
tinue afgeleide heeft en alleen op een begrensd gebied ongelijk 0 is, bestaat IIV 11100 := 
max {IV f (x)l; xE Bro (On. Hiermee kunnen we de eerste van beide laatste termen 
afschatten. Voor n ~ 3 wordt dit 

J Vn(z)(8(~~zl)(Z+X))dSz ~lIv/lloo f n(n12)Wnë~-ndsz 
Izl=e ' ' Izl=e 
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(de integraal ~ZI=E dsz is en
-

l maal de 'oppervlakte' 1l.Wn van de eenheidsbol) 

= IIVllipo n(n l2)wn ê
2- n 

(1l.Wn en
-

r) = IIVllioo n':'2 è: 

De limiet voor eL 0 van dit deel is dan gelijk aan O. 
Er blijft oVer ' . 

. ~ J. (at~nzl) (z») I(z + x)dsz = ~ f ~n el
-

n 1 (z + x)dsz = 
Izl=E . Izl=E 

= lim f ~ el- n f(x) dsz + lim f _l_el- n (f (z + x) - 1 (x)) dsz· 
E!O n . E!O nwn 

Izl=E Izl=E . 

Omd8t ~zl=E dsz = 1l.Wnen- l vinden we 

I ~n el-ni (x) dsz = I.(x) 

Izl=E 

en 

~ f ' ~nel-n(f(z+x)-I(x»dsz -

Izl=E 

-lim f _1_' el - n IzllfCz+zl-fCzllds ~ 
dO nwn Izl ' z 

Izl=E 
I , 

~ lim f ~ el-ne IIV 11100 dsz = 
E!O n 

Izl=E 

= lime IIV 11100 = O. 
E!O 

Daarmee vinden We çlat 
. (**) = 0+ 1 (x) = I(x) 
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en is de hulpstelling bewezen voor n ;::: 3. De l~tste stappèn kan men op soortgelijke. 
wijze aanpakken voor n = 2. 0 

Opgave 160 De vergelijking ~2u = f modelleert een dunne stijve plaat 
'wàarbij f de krachtdichtheid en u de uitwijking is. We maken het probleem 
wat eenvoudiger en nemen de plaat oneindig groot. Op JR2 en f met begrensde 
drager vinden we all> een oplossing 

u (x) ='11 W(x-y)J(y)dy 
JR2 . 

met W(x) = 8; Ixl2 ln(lxl) voor x E JR2. 
Neem aail dat f tweemaal çon,tinu. .differentieerbaar is en drager binnen de 
cirkel met straal M - 1 heeft. 

i. Laat zien dat ~W (x) = V2 (x) voor x =f. 0 en daarmee dat ~oor lxi ~ M 
geldt . . 

(~:Ii II W(x -y) f (y) dy = 0 = f(x) . . · 
R2 
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Vervolgens lxi < M. Omdat voor lxi < Men Izl ~ 2M geldt dat 1 (x + z) = 0 
vinden we, net als in bovenstaand bewijs, dat geldt 

Llx II w(x - y) 1 (y) dy = Llx II w(-z) 1 (x+~)dz = 

yER~ zER2 

= Llx II W(z) I(x+z)dz = Llx II w(z) I(x + z) dz ~ 
zER2 Izl9M 

= II W(z) Ll~/(x +z) d~ ~ I f W (z) Llzf(x+z)dz = 

Izl9M Izl~2M 

=~n: II W(z) Llzf(x +z)dz. 

E~lzl~2M 

ii. Gebruik nu de Greense identiteit óm te laten zien dat 

II W (z) Llzf(x + z)dz = 

E~lzl~2M 

= IJ V:!(z)/(x+z)dz+ 

E~lz19M 

. + I (- (afzIW(Z») I(x+z) + W(z) afzI1(x+Z») dsz 

Izl=E . 

iii. Laat zien dat beide randintegralen naar 0 convergeren als e ! O. 

iv. Combineer voorgaande resultaten om te bewijzen dat 

. Ll~ II W(x-y)/(y)dy =/(x): 

R2 

13.3.2 De fundamentele oplossing op een begrenSd gebied 

----' . 

Door een functie 1 E C1(O) met C2-functies te benaderen vinden we dat voor 
dergelijke 1 geldt dat de functie u gedefinieerd. door 

u(x) .= II Vn(x-y)/(y)dy 
yEn 

voldoet aan 
-Llu (x) = 1 (x) voor x E O. 

I 
I 



I 
I 

I 
I 

• Greense 
functie 

Greense functie . 243 

De functie u is de Newton-potentiaal van /10, notatie u = N (/10). De 
functie /10 is gedefinieerd op ]Rn door 

/10 (x) = _ 
{ 

/ (x) als x E n, 

o als x~ n. 

Formeel bestaat de functie f niet buiten n en om de Newton-potentiaal uit te 
rekenen zal men deze functie moeten voortzetten op de hele IRn. 
Men kan laten zien dat bij gladde an de uitbreiding ü van u = N (/10) tot 
op de rand: 

{ 

u (x) 

ü(x):= limu(y) 
. yEn 

y_z 

als x E n, 

alsxEOO 

een C2(n)-functie ü levert. We zullen in het vervolg met N (/10) de uitbrei
ding ü bedoelen. 

Gevolg 13.3.5 Als u een oplossing is van 

{ 
-~u = 

:u = 

f inn, 

u,. op an, 

dan is v = u - N (/10) een oplossing van 

{ 

-~v = O . in n, 
. 1.1 = u,. - N (/10) . op 00. 

Met andere woorden: als we "Laplace" kunnen oplossen dan kUnnen we "Pois-
" , 

son" oplossen. 

13.4 Greense. functie 

We trachten de aanpak voor het tweede orde randwaardeprobleem VOOr gewone 
differentiaalvergelijkingen té kopi~ren. Men kan laten zien dat er weer een 
Greense functie bestaat en daarmee het PoissOn-probleem naar een integraal 
terugvoeren. Voor de meeste gebieden krui men echter geen' expliciete uit
drukking voor deze Greense functie vinden. Voor enkele gebieden zullen we 
~o'n Greense nmctie uitrekenen. 

Voordat ' we iets kunnen bewijzen hebben we de representatie-formule van 
• representatie- . Green nodig: 

formule van 
Green · 

Stelling 13.4.1 Als u E C2 (IRn) enn is een b~rensd gebied in ]Rn met e~n 
gladde rand, dan 

. J( aVo au) . u (x) = u (y) a: (x - y) - Vn (x- y) an (y) dsy+ 
00 
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+ II Vn(x-y)àu(y)dy. 
n . 

(13.15) . 

. Bewijs: We gebruiken dat voor y t= x geldt ~t ~II Vn (x - y) = O. We moeten om 
~t ~ekunnen gebruiken opnieuw een gaatje Be (x) rond x laten: . 

II V~(x-y)~u(y)dy= 
o 

, = lim Ir ( Vn'(x -y)~u(y)dy = 
e!O ' J 

0\B.(o:) 

(op S1\Be (x) is V n (x - y) een C2-functie en kunnen we de Greense identiteit g~ 
bruiken) , 

=lim jr{ ~IIVn(X "': y) , u(y)dy+ 
' ~O J ' 

O\B.(o:) 

! (, avn ' , au ) , 
-~ , u(y) On (x- y)-Vn (x- y)8n(y). dsll = 

8(0\B.(o:)) ..' 

= 0 - I (u(y) a;;; (~-y) -Vn(x -y): (y») d~1I + 
80 , 

+ ~ f (u(y)~(x-Y)~Vn(x-Y):(Y»)dsli 
8B.(z) 

~ , 

En zoals in het bewijs van de fundamentele oplossing 

lim I u(y)a~(x-y)dsll '/S(x) , 
e.!O uu 

8B.(o:) 

lim ! -Vn (x - Y) ~ (y) dSIl 0: 
e!O , uu 

8B.(o:) 

o 

, We zullen deze representati~formule van Green gebruiken voor de constructie 
van enkele Greense functies op speciale gebieden in hogere dimensies. 

Definitie 13.4.2 E~n functie' G (., .) : '11 x ,n - 'IR die voldoet aan 

• (x,y) -'+ G(x,y) - Vn(x -y) is een (jl (0 x O)-functie; 

• -Llz (G (x,y) - Vn (x - y)) = 0 voor alle x,y E 0 met i:f yj 

• G(x,y) = 0 voor alle x E an en y E Oj 
Î 

heet een Greense functie voqr het Poisson-probleem op 0 met Dirichlet rand
voonlJaarden: 

{ 
-Llu . = f ' in n, 

I u = O· op 00. 
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Opmerking: We kunnen dit vergelijken met de Greense functie die 'we voor voor het 
eendimensionale randwaardeprobleem hebben gebruikt. In dimensie n = 1 is 11 = .t;.r 
en de fundamentele oplossing Vl (x) is -! lxi . ' 

Bij de representatie-formule van Green lieten we zien dat voor een C 2-functie . 
w geldt dat 

.., : .J(x) =-ii Vn(X~Y)Äw(y)dy + 

. - yEn 

+ . i (Vn (x - .y) :: (y) - ~~: (x -y) w (y) )dSy. 
yEOO 

Noem H(x,YJ = G(x,y) - Vn(x-y). Omdat H(~,y) een C2-functie is en 
ÄxH (x,y) = 0 in n volgt uit de Greense identiteit dat 

Jr [ . J ( aw . . aH ) 
0= :;- J H(x,y)Äw{y)dy+ . H(x,y) any (Y)7 any (x,y)w(y) dsy~ 

yEn yEOO • . 

. Beide laatste formules . opgeteld leveren 

w(x) = .- ii G(x,y) Äw (y)dy+ 

yEn 

/ (G(X,y):: (y) - :~ (x,y)w(yj) dsy. , 
yEOO 

Bovendien volgt uit G (x, y) = 0 voor y E an dat 

jr{ ' . i aG 
w (x) = - J G (x,y) Äw (y) dy +. '- any (x,y) w (y) dsy. 

. yEn yEOO 

(13.16) 

Deze formule kunnen we gebr~ken om het randwaardep~obleem op te lossen. 

Propositie 13.4.3 Laat n' een gebied in]Rn zijn en laat J, u,. en af! voldoende 
vaak diJJerentiee~baa":; zijn. Verder neme,n we aan dat of ' 

a. n is begrensd, of 

b. J enu,. hebben een begrensde drager. 

Als G (" .) . ee~ Greense functie voor 0 is, dan is u gedefinieerd door 

u (x) = il G(x,y)f(y)dy+ ! (-a~ G(x,y)u,.(y)dSY , (13.17) 
, yEn yEOO , . 

een 'oplossing van 

{ 

-Äu . = J . in 0, 

u = u,. op an. 

5Volcloende vaak differentieerbaar wil hier zeggen f Ê Cl(n), U r E C3 (an) en an c C3
• 

Zie de afspraken op bladzijde 213. Irt de propositie kan men ook n onbegrensd nemen mits. 
men dan f en U r met een begrensde drager neemt. 
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Opmerking: De oplossing van 

wordt da.a.rm~ 

{ 
:....~u 

u :::; 
linO, 
o op ao. 

u (x) = II G(x;y)f(y)dy. 
IIE{l 

~ 

Opgave 161 We definiêren een inproduct op 0 (n) door 

(I,g) = II f(y)g(y)dy. 
yEn 

i. Laat zien dat voor u, v E cP( n) met u = v = 0 op 80. geldt dat 

(.:...~u, v) = (u, ~~v) . 

(13.18) 

(13.19) . 

(13.20) 

ii. Stel u is de oplossing van (13.18) en stel v is de oplossing van (13.18) 
waarbij we I door 9 vervangen hebben. Laat met (13.20) zien dat .. 

jl 11 G(x,y) I (x) g(y)dydx = 11 11 G(y,x) I (x) g(y)dydx. 
zEn yEn zEn yEn 

Omdat dit voor alle functies I, 9 E 0 (n) geldt vindt men dat G sym-
metrisch is: . 

G(x,y) = GCy,x). 
----l ' 

VQor een functie u E cP (n) die voldoet aan ~u = Q volgt uit (13.~6)dat 

u (x) ~ I (~~ G(X,y)) u'Cy)dsy • 

yE80 ' . 

(13.21) 

Hieruit volgt bovendien u E 0 00 (n). De formule in (13.21) heet de integmal
lormu.levan Poisson. Voor n;;= 2 hebben we deze al ontmoet in (4.9).-

We zullen Propositie 13.4.3 niet bewijzen. Wel is ·onmiddelijk duidelijk uit 
(13.16) dat indien er een oplossing u is, de~ oplossing voldoet aan (13.17). 

1 . 

13.4.1 . Pe ·Greense functie voor de halfruimte 

We. noteren de halfruimte in IRn door 1R~. Dat wil zeggen 

1R~ = {x E IRn;xl > O}, 

81R~ - = {x ElRn; Xl = O} . 
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Beschouw 

{-~: = 
finIR+', 

u,. op 8IR+', 
(13.22) 

voor f een functie met begrensde drager. We vinden een Greense functie 'voor 
het Dirichlet probleem door ' een fictieve fundamenteie oplossing met singula~ 
riteit in het gespiegelde punt y* = (-Yl, Y2, . ' " Y ... ) van de fundamentele op
lossing af te trekkerl. 

.. 'Y 

, De functie x 1-+ Vn (x - y*.) voldoet aan ~x Vn (x - y*) = 0 op het boven
halfvlak omdat het enige singuliere .punt zich op het onderhalfvlak bevindt. 
Voor x met de eerste coördinaat gelijk aan 0 volgt dat Vn (x - y*) = Vn (x - y) 
~odat óp de rand aan de Dirichlet randvoor~aarde is voldaan. We hebben het 
'volgende gevonden. 

\ , 

Propositie 13.4.4 Voor IR+' is de Greense functie als volgt: 

G (x,y) = Vn (x- y) --.: Vn (x - y*). (13.23) 

Dat wil zeggen dat de functie u : IR+' ---+ IR gedefinieerd door 

. u (x) = 11 G(x,y)f(y)dy+ J ~ (x,y) u,. (y)dsy . 

yER+ yE8R+ 

voldoet aan (13.22) . . 
Opmerking: Als men wil kan men deze Greense functie en zijn afgeleide uitschrij-
yen. Na enig rekenwerk vindt men ' 

voorlR! : 

G (x, y) 

~ (x,y) 

,voor IR! : 
G (x , y) 

. ~(x, y) 

.1. Xl • 

2". (x~+(X'-II' )'+(X3-113)' )§ , 

.1..10 (Xl-lItl'+(X.-II.)·) 
4". g (Xl +lItl'+(X.-II.)' 
~ , Xl 

- 11' :ti+(x~ 1I~)2 • 
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" 

Opgave 162 Zij <p : IR -+ IR een contiIiue functie met begrensde drager. We 
beschouwen 

v (X2)= lim JOO f 2 ' ,Xl ' 2 <p (Y2) dY2: 
" zl!O -00 Xl + (X2 - Y2) 

(13.24) " 

i. Bereken p als <p ( s) = 1 voor alle s E; IR (ondanks de onbegrensde drager 
bestaat de integraal). ' 

ü. Omdat <p continu is, is er voor iedere ê > 0 een 6 > 0 zodat voor 
IY2 - x21 < 6 geldt dat 1<p(Y2) '- <P (x2)1< ê. ' 

Omdat een continue functie met 1;>egrensde drager is, is er een getal K 
zodat voor all~ X2 en Y2 geldt dat l<p (Y2) - ,<P (x2)1 < K. 

Gebruik dit om te laten zien dat: 

11
00 

! 2 ' tI , )2 (<p (Y2) - <P (X2» dY21 ':::; 
-00 Xl + X2 - Y2 . " , , 

en bereken deze integralen. 

iii. Laat zien dat voor iedere ê > 0 geldt dat (aangenomen de limiet bestaat) 

li~ 11' 00 ; 2 + ( Xl )2 (<p (Y2) - <P (X2)) dY21'< ê. 
Z1+ , -00" Xl X2 - Y2 , ' 

, , 

Een nauwkeuriger argument laat zien dat 

liml°O~ 2 ' Xl 2(<P(Y2)-<P(x~))dY2=0. 
zl!O -00 ' Xl + (X2 - Y2) ' . . 

ivo Bereken nu (13.24). 
, ---' 

13.4.2 De Greense functie voor de cirkel/bol 

De spiegeltruc di~ we voor het halfvlak gebruikt hebben is wonderlijk genoeg 
aan te passen voor een bol. In plaats van X - ,Y door X - y. te vervangen zöals 
voor het halfvlak mget er o:ok nog een factor worden veranderd. Noemen we 
y* = 'lyl-2 y ,de Kelvin-gespiegelde van Y dan zal Vn (x - y)- Vn (lyl (x - y*)) , 
de juiste Gr~nse functie blijken voor 

{ 

-~UU = __ , .~ ., in BI (0) c in, 
..... op aBI (0). 

(13.25) 
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Kelvin-spiegeling , 

Opnieuw vinden we dat Ll"Yn (lyl (x - il*)) = 0 omdat we vOQr x,y binnen de 
bol (en dus y* buiten de bol) de singularitejt iil Ö niet ontmoeten: 

Ilyl (x - Y*)12 ~ Ix Iyl- 1:11
2 

= lyi21xl2 
- 2x· y -: 1 '= 

= (1 -lxI2) (1 -lyI2)+ 2 (lxJlyl ~ x· y) > 0.-
Bovendien zien we dat voor lxi = 1 geldt Ix ~ yl = lIyl (x - Y*)I en daarmee 
voldoet G(x,y) == Vn(x-y) -Vn(IYI(x-y*)) aan de Dirichl~t randvoor-
waarde " 

G (x,y) = 0 voor x e'lRn met lxi = 1. 

; \ 

. Propositie 13.4.5 VOQr de eenheidsbol Bl (0) in IRn is de Greense functie als 
volgt: 

G(x,y) = '{ Vn (x - y) - Vn (x IYI-I:I) als y # 0, 
Vn (x) - Vn (e) , , als y = 0, 

(13.26) 

. inete e IRneen eenheidsvec,tor. 

Opmerking: Merk op dat 

I yl ./2 2 ' . I ' xl .' x Iyl ~ iYi = V lxi Iyl - 2x· y +1 = y rxl- lxi . (13.27) 

en dat Vn (z) slechts afhangt van Izl. Voor y = 0 en 0 < I'XI :5 1 kunnen we de functie 
. G(x,y) via ' 

, continu uitbreiden. De laatste stap volgt uit 1-1:11 = 1 ~ lel. 

Na enig rekenwerk vindt men voor Bl (0) clRn en alle n ~ 2 dat , 

. 8G ' 1 1 - Ixl2 

--8 (x,y) = I In" n y nwn x-y 
(13.28) 
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, De oplosssing van het Laplace-probleem 

= 0 in BdO) C ]Rn, 

= u,. op BBl (0) . { 

-~u 

. u 
(13.29) 

wordt 

( ) - 1 - Ixl2 J u,. (y) 'd 
u x . - I In sll' nwn x-y 

(13.30) 

' lyl=1 

Definitie 13.4.6 Als u willekeurig vaak differentieerbaar is en ~u = 0 in n, 
dan heet de functie u harmonisch in n. 

Gevolg 13.4.7 Als D.u = 0 in n, dan geldt voor iedere Br (x) c n dat 

J u (y)dsy 

uw= ~W (~~ 

J 1dsy 
8Br(x) 

. Met andere woorden: u (x) is het gemiddelde van u over de rond BBr (x). 

, 
Opmerking: Op bladzijde 51 is dit al voor twee dimensies hewezen. 

Bewijs: We nemen x = 0 en r = 1. Het algemene geval krijgt men vervolgens via 
een substitutie z = r-1 (y - x) . Via (13.30) vinden we .. 

! 8G . 
u(x) = - on

ll 
(x,y) .u(y)dsll = 

8B,(0) 

1 ! 1 - 101
2 

. 1 ! 
71W

n 
IO_ylnU(y)dSIl = ~ u(y)dsll 

8B,(0) 8Br (z) 

en! idsll == ~n' 
8Br (z) · . , 

o 

Opgave 163 Stel dat Ge functie u de oplossing is van (13,29) in ]R2 met 
u,. (Xl, X2) = x~. Bereken u (0, 0) . ---' 

Definitie 13.4.8 4's voor alle x Enen Br (x) en geldt d~t 

J -u(y)dsll 
U (x) ~ . 8Br(x) . . J 1dsII 

BBr(x) 

(13.32) 

dan heet u subharmonisch. 
Als het ongelijkteken in (13.32) ~ndersom staat heet usuperharmonisch. 

. Opgave 164 Laat zien dat u e(fl (BI (0») , dus u is t~emaal differentieer

bare functie met de rand incluis, die voldoet aan -~u ~ 0 supernarmonisch 
is. Hint: gebruik de Greense formule voor Br (x) eBI (0) . ---' 
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. 13.4.3 Existentie op een algemeen gebied 

Voor het ~estaan van een oplossing zijn enkele voorwaarden voo)." 0 nodig. 
We nemen aart dat 0 een sàmenhangend, open en begrensd gebied in IRn is en 
bovendien dat ao glad6 is. Een hoek in het gebied heeft meestal tot gevolg dat 
de oplossing daar niet tweemaal differentieerbaar is. Ook daar waar 001 en 
002 bij elkaar komen ontstaan soortgelijke problemen. Om d~ze problemen te 
vermijden geven we alleen een stelling voor het Poisson probleem met Dirichlet 
randvoorwaarderi. ' 

.{ -LlU
u 

__ = f 
u,. op ao. 

in 0, 
(13.33) 

Stelling 13.4.9 Stel dat 0 aan bovengenoemde eisen voldoet. Dan is er voor · 
iedere f E Cl (IRn ) en ur E C3 (IRn ) eèn oplossing u E C2 (0) va,,! (13.33) .• 

ZoaIs we eerder gezien hebben kunnen we het oplossen van (13.33) terugbren~ 
gen tot het oplossen van het Laplace probleem 

{ 
"':"'Llu = 0 in (2, 

u = cp op 80. (13.34) 

Het bestaan van de oplossing hiervoor kan meIi bewijzen via de methode van 
Perron. Een tip van de sluier zUllen we oplichten. Men definieert 

Hep = {u E C (0) jU subharmonisch in 0 en u::; cp op aO}. 

Deze verzameling is niet leeg, want u == rriin"'E80 cp (x) zit in de verzameling. 
Bovendien is de verzameling vanboven begrensd: elke u E Hep voldoet aan u ::; 
maX"'E80 cp (x) . Dan bestaát voor i~ere x E n het getal U", = maxuEHop u (x) • 

. Het is mogelijk om te laten .zien dat x ~ U", een functie in Hep is. Bovendien · 
is deze functie harmonisch in 0 en onder enkele voorwaarden voor aD. voldoet 
U", zelfs aan de randvoorwaarden. 
Opgave 165 We beschouwen een randwaardeprobleem op het 'pacman'
gebied 

namelijk 

. { u(rcos4>,rsin~~ . : ~os (~4» 
u (rcos4>,rsin4» = o. 

in 0, 

voor r =1,14>1 < i7r, 
voor r < 1,14>1 = i7r. 

Laat zien dat u (r cos 4>, r sin 4» = ri cos (~4» de enige oplossing is. 
Is de functie u differentieerbaar op n? 

(13.35) 

. 6Een voldoende eis voor gladheid om het bestaan van een tweeml!olÜ differentleerl?are 
oplossing u te krijgen is 00 E C3

• Voor oplossingen die alleen binnen n tweemaal differ
entieerbaar zijn ~aar wel continu tot op de. rand van n kunnen we · zelfs hoeken bij 00 
toelaten. .. 
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13.5" . Eigenfuncties 

ElliptiSche partiêle differentiaalvergelijkingen op begrensde gebieden met ron
dom voorgeschreven randvoorwaarden vertonen een grote overeenkomst niet 
tweede orde randwaardepr'oblemen. 
Beschouw 

{ 
. -L\u · = I in n, 

. (a + ,8~)u = 0 op~, 
(13.36) 

met a 2 + ,82 i= 0 en het bijbehorende eigenwaardeprobleem 

{ 
-L\cp = >..cp in n, 

(a + ,8/;.),cp = 0 op 00. 

Dit randwaardeprobleem is zeil-geadjungeerd t.O.V . . het inproduct (', :)dat is 
gedefinieerd door . ' . , 

(u, v) = In u (x) v (x) dx. 

We vinden inderdaad dat: . 

(-L\u,~) - (u, -L\v) ~ In (-vL\~ + uÄv) dx = 

= 10 div (-v grad u ~ ugrad v) dx ~ Jan ( -v:n u + u ! v) ciD x = 0 

geldt voor u, v die aan de randvoorwaarden voldoen. 

Stelling 13.5.1 Voor het zelf-geadjungeerde randwaaTdeprobleem (13.36) 
bestaat er een vo(ledig orthonormaal stelsel van eigenfu1lcties {CPk}~O' De 
eigenwaarden zijn reëel en we ~nnen de èigenfuncties zo ordenen dat 

'., >"0:5 >"1 :5 >"2 :5 ... 

Bovendien geldt lim >..,.. = 00. 
n~oo. 

De ongelijkheid van B~l en de gelijkheid van Parseval gelden overigens ook ~ 
in hogere dimensies. 

. ( 

Voor gebieden zonder veel regelmaat kaninen in het algemeen geen expliciete 
, eigenfuncties vinden' er is dezestèlling, vooral van theotetische waru-de. Voor 

enkele ',mooie' gebieden is het wel mogelijk. 

Gevolg 13.5.2 Als {CPk; k EN} een volledig ortheJnormaal stelsel eigenfunc
ties is met eigenwaarden {>"k}, dan kunnen we de oplossing van (13.36) vinden 
door 

: 00 .. 

u (x) =L; (cp~, I) CPk (x) 
k=O k 

met 

. I 
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Voorbeeld 72 
Beschouw voor n = {(x, y) j a ~ x ~ 1, a ~ y ~ I} het randwaardeprobleem , 

{

. -!:l.u = . ! in n, . 
: u (x,·) · = ' 0 voor x = 0 en x = 1, 

~u (" y) = 0 voor y = 0 en y= 1. 

De verzameling {<Pk,m; k E N+, mEN} met 
.' . 

~k,O (x) = v'2 sin (k7rx) voor k E N+ 
~k,m(X)= 2 sin (k7rx) cos (m1Ty) voor k,m E N+ 

is een volledig orthónormaal .stelsel. 

Voorbeeld 73 
Een volledig orthonormaal stelsel van' eigenfuncties voor 

{ 
-!:l.u '= ! iJ;l Bda), 

. u~. 0 op 8BI(0) , 

(13.37) 

(13.38) 

met Bl (0) C JR2 kan men v.inden inet behulp van de Besselfuncties. Zie M 
eigenfuncties bij de drum op bladzijde 285. In drie dimensies vindt men de 
bolfuncties, zie bladzijde 304. ----' 

. Opgave .166 Laat n een begrensd gebied in in zijn met een gladde rand. 
Gebruik de Greense identiteit om te laten zien dat ' 

{ 
-!:l.u + u = 1. in n, .. 

. /nu = 0 op8n, 

zelf-geadjungeerd is t.O.V. het standaard inproduct 

(/,g) = k! (x) 9 (x) dx. 

Opgave 167 Zij n als in (13.37). We definiëren 

(.',g).= k eX!(x,y)g (x, 1/) dxdy . . 

i. Is 

{ 

-!:l.u + 2fxu = ! in n, . . 
. u(x,·) =0 voor x =0 en x = 1, 
/nu(.,y) = 0 voor y = Oen y = 1. 

zelf-geadjungeerd t.O.V. het inproduct (', .).? 

ii. Alle eigenfuncties zijn te vinden door scheiding van variabelen: 

<P (x,y) = Cl! (,x) {jey) 

Bereken het volledige stelsel van eigenfuncties. . 

.iii. Normaliseer deze eigenfuncties t .O.v. (-, .) •. 

ivo Geef de formule voor de oplossing van (13.39) als Fourier-reeks. 

V. Bereken de oplossing voor ! = 1. 

(13,39) 
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, , 

Opg~ve 168 Voor n = B1 (0) C ]R2, de twee-dimensionale eenheidscirkelschijf 
kan men laten zien dat men,arre eigenfuncties van 

{ 
-~'lT = À'lT in 0, 

'lT = 0 op ao, 

kan vinden door de volgende scheiding van variabelen 

'lT(x,y) = q;(<p)R(r) 

met x = r cos <p en y =r sin <po 

i. Bepaal de eigenwaardeproblemen waar q; en R aan voldoen. 

ii. Laat zien dat het bij R behorende randwaardeprobleem niet zelf-ge~
jungeerd is t.o.v. het standaard inproduct. 

iii. Laat ook zien dat het bij R behorende randwaardeprobleem wel zelf
geadjungeerd is t.O.V. het inproduct 

(J,g). = 101 f(r) g(r) rdr. 



14. HET DIFFUSIE-PROBLEEM 
(PARABOLISCH) 

Net als bij randwaardeprobletnen voor gewone different~aalvergelijklngen en 
voor elliptische partil!le differentiaalvergelijkingen zullen we twee verschillende 
constructieve methoden beschrijven. De ene is, verwant met Greense functies 
en de andere maakt gebruik van Fourier-analyse. Geen van beide geven explici
ete oplossingen op willekeurige gebieden. De Fourier-reeksen geven oplossingen 
iJi de vorm van een reeks bij begrensde gebieden met voldoende symmetrie. We 
zullen als voorbeeld het beginwaardeprobleemmet Dirichlet. randvoorwaarden · 
op (x, t) E (0, i) X JR+ onderzoekep.. De 'Gree~e-functie-:achtige' aanpak is 
geschikt voor onbegrensde gebieden. Hiervan wordt als ' voorbeeld het begin-

. waardeprobleem op (0,00) x JR+bekeken. . 

14.1 Diffusie op het interval [0, Rl 

14~ 1.1 Het model 

Als model zullen we het temperatuurprofielbij het afkoelen van een geisoleerde 
. metalen staaf beschouwen. We beginnen met een staaf op kamertemperatuur 
die we op tijdstip t = 0 in een bak met ijswater gooien. De staaf zal afkoe
len door de beide ongeïsoleerde uiteinden. De temperatuur, de we U zullen 
noemen, is dus een functie van tijd en plaats. 

We hebben: 

• Een staaf van lengte i, dus x E [Ó, ij ; 

• De beginvoorwaarde U (x, 0) = 20 (kamertemperatuur = 20°C); 

• De randvoorwaarde U (0, t) = U (i, t) = ° (temperatuur ijswater = O"'C) 
voor t > 0; 

• De differentiaalvergelijking 6tU (x, t) = DIf.zU (x, t), waarbij D de van 
het materiaal afhankelijke diffusiecoëfficiënt is. 

255 
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Kortom 

.. { ItU(x,t) 
U (0, t) 
U(x,O) 

= D~U(x,t) 
U(i,t) == 0 

= 20 

14.1.2 Formele oplossing 

Het diffusiè-probleem (parabolisch) 

voor t > 0 en O< .x <: i, 
voor .t > 0, 
voor 0 < x < i . . \ 

(14.1) 

Voordat we een 'oplossing van (14.1) construeren zullen we een vergelijking 
maken met lineair stelsel in lRn . Door L2 (0, i) op te vatten als lineaire combi
naties van de ~igenfunctieS die we gebruiken in de bijbehorende Fourier-reeks 
kan men de ruimte L2 (O,l) opvatten als een soort lRoo • Dit is zeer slordig 
gezegd. Allereerst geven we een overzicht van de parallellen tussen beide prob-
~~ . . 

Beide vergelijkingen. zijn te beschouwen als 

{ 
&U(t) = A U(t) 

U(O) = Uo, . 
. , 

voor i> 0, 
(14.2) 

al zou men voor het diffusi.eprobleem misschien liev~r de x ook willen schrijven. 

stelsel g.d.v . . 11 b.w.p. ·voor parabolische d.v. 11 

(au a" .. a.~ ) 
· a12 aI2 ... a2n 

A= . . A=6. .. . . . 
. . . . . . . . . 

anI an2 ... ann 
, 

beginvoorwaarde Uo = Üo beginvoorwaarde Uo (x) 
. UoE lRn . Uo E L2 (O,i) 

eigenvectoren: Aip = Àip eigen- {~'P(x) = À'P(x) in (O,i), 
functies: ' 'P (0) == 'P (i) :;= 0 

A symmetrisch 
6. met randvoorwaarde . 

, ze~-geadjungeerd 
, 

. dan: 

eigenvectoren {ipl' ... , ipn} stelsel eigenfuncties {'Pk} ~o 
.met eigenwaarden À1, ..• ,Àn E lR met eigenwaarden {Àk}~o C IR 
die zijn te orthonormaliseren zodat die zijn te orthonormaliserenzodat 

ipk • ipm = 6fcm . ('Pk', 'Pm) = 6km 

oplossen: 
n 

Uo = L Ck<Pk 
00 

Uo (x) = L Ck'Pk (x) 
.' 
r 

met · k=1 

Ck = ipk' Uo 
met · k=1 

Ck = ('Pk, Uo) 
Uo E L2 (0, i) =?convergente reeks 

00 

U (x, t) = L eÀktck'Pk (x) 
k=1 

. reeks. convergent? oplosSing? 

' . 
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. Formeel is er alleen een getal n vervangen door de uitdrukking 00. Daarmee 
is er echter een limiet binnen het verhaal gekomen. De uitdrukking 

00 

U (x, t) == L eÀ"tckCPk (x) · 
k=l 

(14.3) . 

is niet vanzelfsprekend gedefinieerd. En zelfs als deze functie gedefinieerd is, 
is het daarmee nog niet vanzelfsprekend een oplossing. Er is bijvoorbeeld geen 
onmiddellijke garantie dat deze limiet aan de randvoorwaarden voldoet. We 
hebben al gezien dat we Uo konden benaderen die niet 'aan de randvoorwaarden 
voldoet met functies Urn die wél aan de randvoorwaarden voldoen . 

. Om betek~nis aan (14.3) als oplossing van (14.1) te kunnen geven zullen we . 
moeten laten zien. dat lim;"-+~ L~=l eÀ"tckcpk (x) bestaat en dat deze limiet 
bovendien een oplossing van de diffusievergelijking is. We zullen dit in de 
volgende paragraaf onderzoeken en opmerken dat we een wezenlijk verschil 
bestaat . voor t > 0 en t <0. Dit fenomeen geeft a cruciaat verschil met 
lineaire stelsels van g.d.v. Daar is de oplossing in beide tijdsrichtingen goed 
gedefinieerd. 

Voor hetspeciale geval dat w~ in (14.i) beschreven hebben vinden we overigens . 

00 '2 _,,2,,2 Dt ;. . . (k7r)) . (k7r ) 
U(x,t) = ~~r -;:r \UO,Slo 7' . sm 7 x ' . 

k-l . 

We zullen zien dat deze reeks alleen convergeert voor t 2::. 0 uitgezonderd enkele 
zeer speciale beginvoorwaarden. 

Opmerkin~: In de numerieke Wiskunde berekent men vaak een benadering van de 
oplossing door te discretiseren. Discretiseert men in de ruimtevariabele, dat wil zeggen 
dat men slechts een eindig a8.0tal punten (zeg m) in [0, Ir beschouwt, dan benadert 
men liet diffusie-probleem met een stelsel van m gewone differentiaalvergelijkingen' 
voor db t-variabele. . . . . 

, 14.1.3 Convergentie van de reeks 

Voor Uo E L2 [0, ij weten we dat 

. . in L2-zin ~ 2.( '. > (k7r )) : (k7r ') 
Uo(x) = . 6. i Uo,Slo 7' Slo 7 X ; 

waarbij gelijkheid in L2-zin bete,kent dat 

(14.4) 

en niet noodzakelijk in ieder punt x E [0, ij. 
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Met behulp van de ongelijkheden van Bessel en Cauchy-Schwarz volgt uit de 
convergentie van Ek=l (Uo, (>k)(>k naar Uo in L 2-zin als m ~ 00, dat de rij 
Um (" t), gedefinieerd door 

o m 

'" À t Um (:, t) = ~ (Uo, (>k) e k (>d·) 
k=l 

convergeert als m ~ 00 voor t ~ ° naar een functie U (" t) . We vinden zelfs 
het volgende. 

Propositie 14.1.1 Zij Uo E L2 (0, i) en 

o ~ 2 _k2 .. 2 Dt / . (k1r )0) . (k1r ) 
o Um(x,t) = ~"je ~ \ UO,Sl~ T' sm T X : 

k~ 0 0 

Dan geldt dat: 

i. de volgende limiet bestaat voor xE (O,l) en t > 0: 

U (x, t) = limUm (x, t)j 
. m-+oo 

ii.de rij {Om (', tn:';"l conve;.yeert zelfs uniform naar U (' , t) op (O,l) voor 
t > 0: 

(14.5) 

iii. bo:uendien is U een oplossing van (14.1); 

ivo op [O,l] x (0,00) (t = ° doet dus niet mee) is U willekeurig vaak differ-
entieerbaar. 0 

Opmerking: De laatste uitspraak laat zi~n ~t zelfS aIs rio sprongen vertoont de 
oploSsing U voor t > 0 onmiddellijk. 'glad' is. 

Bewijs: 

i. Voor elke t > 0 en M > mEN geldt 
M M 

" I(UO,~k) e>'~t~dx)1 ~ " I(UO,~k)1 e>'kt max l~dx)1 ~ ~ 0 ~ O<z<l 0 

k=m+l k=m+l 
o OM 0 0 

~ E IIUoIIL3 J1~kll~3 eÁkt ~~~ll~k (x)1 ~ 
k=m+l - -

~ IIUoIIL3 A t o 

(e_~)k3 ~ 0 

k=m+l 

~IIUoIIL2 A t (e-~)k = 
o k=m+l 0 

= 110,011 - !i 1 e-~(m+1) L3° yi ~ . 
1 - e - ---;:r-

In het bijzonder vindeJl we voor m = 0 dat de rij 

o {~1(U0, ~k) e>'kt~k (x)1 }:=1 
o stijgend en begrensd is en dus een limiet heeft. Dan is LOc (UO, O~k) e>'kt~k (x) 

o k=l 
abSoluut convergent en dus ook gewoon convergent. : 
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Ü. Bovendien volgt dat voor alle x E [0, el: 

. IU (x, t) - Urn (x,t)1 = I' f: (Uo, ~k) e~kt~k (X)I ~ 
k=m+l 

~ IWoIiL. /i ~D-#1 e-~(m+l). 
. 1- e t 

Voor t > 0 convergeert deze laatste uitdrukking naar 0 als m --+ 00. Deze 
schatting is niet afhankelijk van x en daarmee volgt dat de rij Um ( ' , t) uniform 
convergeert. 

iv Schrijf z = ëtz en w= e-~t. We vinden dat U(x,t) = Ref(w,z) met 
00 

'" . k' k f (w, z) = L.J (Uo, CPk) w Z. (14.6) 
k=1 

Alst > 0 dan geldt Iwl < 1 en is de convergentiestraal van deze machtreeks, 
als machtreeks in z, 00. yolgens de machtreekstelling géldt 

{} f ( ) . . ~ ( ) k' k-l 8z W,Z = L.J UO,~k W . kz 
k=1 

voor Izl < R = 00. OmdatlzU (x, t) = Re (z(ilzf (w, z)) is U differentieer~ 
. baar naar x als t > O. Omdat ook de machtreeks 

.11" 8 f ( ' ) ~ . k7r (TT ~) k' k z t-4 z~7 8z w,z = L.J~e VO,'~k w z 
.' k=1 

voor Iwl < 1 convergentiestraal 00 heeft kunnen we zo'n argument herhalen om 
te laten zien dat U Willekeurig vaak naar x differentieerbaar isj' m.a.w. voor 
t > 0 mogen de limiet van de reeks en. de limieten van de afgeleide verwisseld 
worden. We vinden: · . 

cfit U (x, t) bestaat voor elke n E N, 
c~zt U (x, t) = limm-+oo (Izt Um (x, t) . 

Voor afgeleiden naar t is een gelijksoortig argument te gebruiken. Als macht
. reeks in w heeft (14.6) convergentiestraall voor alle z. Ook voor w met Iwl < 1 

mogen we differentiêren en we vinden 
n (.. 

(it) U (x,t) bestaat voor elke n E N, 
(ittU(x,t)= lim (ittum(x,t). · 

m-+oo . 

Bovendien volgt 

a2 • B2 
D-a 2U (x,t) = D lim -a 2Um(x,t) = 

X m-+oo X 

= lim m8 
Um (x, t) = ma U (x, t) . 

"1-+00 

en dat ook alle gemengde afgeleiden bestaan voor t > O. 

. ili We hebben net bewezen dat U aan de .differentiaalvergelijking voldoet. Boven-
dien volgt Uit de uniforme c9nvergentie dat . 

U (O,t) 

U(e,t) = 
lim Um (0, t) = 0, 

"1-+00 

lim U", (e, t) o. 
"1-+00 

Hiermee is U (.,.) gedefinieerd door 
"I 

U (x , t) = mli,2loo L (Uo, ~k) e~kt~k (x) 
k=1 

een oplossing van het diffusieprobleem met Dirichlet randvOorwaarden op het 
interval [0, e). . . . 0 

. \ 
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14.1.4 Anti-diffusie 

· Voor het diffusieprobleem hebben we een oplossing in de vorm van een Fourier
reeks gevonden. Men zou hetzelfde kunnen proberen voor het anti-diffusie 
probleem (D negatief en herschaald naar -1; l herschaald naar 1) 

"{ ltU (:z:, t) =-~U (x~ t) voor t > 0 en 0 < x < 1, 
U(O,t) = U(l,t) = 0 voor t > 0, . 
U (x, 0) = 20 voor 0 < x. < 1. 

(14.7) 

Opmerking: .. Men vindt dit stelsel overigens ook als men in (14.1) de negatieve 
tijdsrichting bekijkt en t. door -t vervangt. in termen van het warmtegeleidingsprob
leem met de gersoleerde staaf zou dat betekenen dat men via het oplossen van (14.7) 
uit het temperatuurprofiei op tijdStip t = 0 het , temperatuurprofiel.op voorgaande 
tijdstippen reconstrueert. 

Men kan proberEin een oplossing te vinden door 'blindelings' scheiding van 
variabelen uit te voeren. Dat levert de reekS • 

m 

U (x, t) =~~L (Uo, ~k) ek211'2t.~k (x) . (14.8) 
k=l . 

Voor beginvoo~aarde Uo = 20 is deze reeks riietconvergent voort> O. Het 
warmteprobleem in 'omgekeerde tijdsrichting' is dan ook goon gooo gEll?teld 
probleem. 
Stel dat de'oplossing toch met Fourier-reeksen te benaderen zou zijn en laat ons 
ter illustratie twee benaderingen bekijken op enkele opeenvolgende tijdstippen: 

20 ' 

U#20 (x, t) = L (Uo, ~k) ek211'2t~k (x) , 
k=l 
40 

U#40 (x, t) ,= L (Uo, ~k}ek211'2t~dx)' 
k=l 

Beschouwen we het geval dat Uo = 1. De Fourièr~ree~ voor Uo hebben we 
uitgerekend bij het voorbeeld op bladzijde 204: 

Uo (x) in LJ,-zin f; (2m: 1) 7r sin «2m + 1) 7rx). 

We vinden: 
U#20 (x,t) = 

9 4 . . 
~ . e{2m+l)211'

2
t sin «2m.+ 1) 7rx) 

L, (2m+1)7r . . , ' 
m=O ' . . 
·'19 

U#40 (x, t) = L 4 e(2m +l)211'
2
t sin «2m + 1) 7rx) 

m=O (21n + 1) 7r . ' 

en laten Maple de grafiek tekenen voor toenemende t. 

0.. • 0.' 0.. • 

U#40 (O,x) 
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0 . 4 x 0 . ' ' .1 

U#20 (0.0002, x) U#40 (0.0002, x) 

0.' • 0.5 

U#20 (0.0004, x) U#40 (0.0004, x) 

.. 

U#20 (0.0006, x) . U#40 (0.0006, x) 

U#20 (0.0008, x) U#40 (0.00.08, x) 

U#20 (0.001, x) U#40 (0.001, x) 
- Men ziet al bijna dat er voor t::;:. 0 geen hoop op convergentie voor de,reeks is. 

Voor sleChts enkele Uo, bijvoorbeeld voor Uo die een eindige combinatie van 
eigenfuncties is, kan men zo een oplossing vinden. Bovendien 'verziekt' bijna 
elke kleine verstoring van zo'n Uo de benadering Van ei (t, .) voor t > 0 totaal. 
Men ziet dat de Fourier"reeks divergeert tenzij de coëfficiënten (UO,4>k) zeer 
snel naar 0 convergeren als ' k -+ 00. Met de gelijkheid van Parseval volgt . 
namelijk 

00 

IrU (x, t)IIL = L (Uo, 4>k)2 e2
11'

2
k

2
t. (14.9) 

k=l 

OpgavE! 169 We he,bben niet laten zien dat de reeks in (14.8) voor t > 0 niet 
bestaat. Laat dat · nu zien. Dat wil zeggen bereken de Fourier-coëfficiënten 
bij Uo en laat ûen dat de reeks in (14.9) niet convergeert voor t >' O. Met de . 
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gelijkheid van Parseval volgt dat daarmee U (x, t) voor t> 0 g~n kwadratisch 
integreerbare functie is. ---' 

Opgave 170 Men zou kunnen denken dat het slechte gedr~g te wijten 'is aan 
:het feit dat de beginvoorwaarde Uo = 1 niet past bij de randvoorwaarde. ' Dat 
dit niet zo is laten ~e zien door dit anti-diffusie probleem te beschouwen ~oor 
de 'mooie' beginvoorwaarde Uo (x) :;= x (1 - x) . 

i. Bereken de Fourier-coêfficiênten (Uo, <Pk) " 

ii. Voor welke t > (j conve~geert L:~1 (UO, Wk)2 e27r2k2t? 

iii. Voor Uo = L:~~1 Ck<Pk kan men wel e~n oplossing , vinden die bestaat 
voor alle t > O. ,Geef die oplossing. 

ivo De beginvoorwaarde Uo = L:~~1 Ck<Pk wordt gestoord met ülàoox (1 - x), 
dus de nieuwe beginvoorwaarde wordt 

" 28 

'" 1 ' Uo == L..J Ck<Pk + 10000 X (1:- x) . 
k=l 

~ Voor welke t > 0 convergeert de Fourier-reeks van U (x, t)? , 

V. Geef de Fourier~coêfficiênten \ Uo, <Pk) van een voorbeeld waarbij de 

reeks L:~1 ({jó, ~k / e27r2.k2t convergeert voor t E [0, T) ~n , divergeert 
voor t > T. . 

14.1.5 Eenduidig~ oplossing 

Stelling 14.1.2 Neem D, i > O. Zij j, 'l/Jo, 'l/Jl en Uo voorgeschre·ven. Het dij
fusieprobleem 

{ 

-9tU(x,t) -nfl.zU(x,t) 
, U (0, t) 

. U(i,t) 
U(x,O) 

heeft hoogstens één oplossing. 

j (x, t) 
, 'l/Jo (t) 

'l/Je (t) 
U!J(x) 

voor t > ° en Ö < x < i, 
voor t > 0, 
voor t > 0, 
voor 0 < x < I. 

(14.10) 

Bewijs: Stel er zijn twee oplossingen van het diffusieprobleem (14.10). Noem deze 
UI en U2 en hun verschil V. Deze functie V voldoet dan aan het volgende probleem: 

{

. ltV(x,t) = D~V(x,t) voort>OenO<x<i, 
V(O,t) = V(i,t) = ° voor t > 0, 
V(x,O) = ° voorO<x<i. 

We bekijken de hulpfunctie E : [0,00) -> [0,00) die gedefinieerd is door 

E (t) = 1:0 ~ CV (x, t»2 dx. 

(14.11) 
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We vinden dat E(t) ~ 0 en 
' l ' 

E (0) = 1=0 t' (V (X,0))2 dx = O. 

Bovendien 

l l d dj Ja ' dtE(t)=dt t(V(x,t))2 dx = , V(x,t) atV (x,t) dx= 
,,=0 ,,=0 ' 

(gebruik de differentiaalvergelijking) 

'11 a2
, = D V (x, t) -a 2 V (x, t) dx == 

,,=0 x 

(partieel integreren) , . 

[ , ' a ] 11 11 (a )2 =D V(x,t)aV(x,t) -D aV(xA dx= 
, x , ,,=0 ,,=0 x 

(randvoorw.aarde) 

=~D fl (aa V (X,t))2 dx::;O. 
j,,=o x . 

Uit ftE (t) ::; 0 volgt E Ct) ::; E (0) =- 0 en dus E (t) = 0 voor alle t ~ O. Omdat 
E (t) = 0 impliceert dat V (x, t) = 0 vinden we dat UI = U2. 0 

14.2 ,Diffusie op begrensde gebieden in hogere dimen
Sies 

We gebruiken de variabelen (x, t), met de ruimtevariabele x E n, een open 
begrensd gebied in ]Rn, en de tijdsvariabele tE [0, 00).. Dit type domein is een 
van.de meest voorkomende. 

en n x [O,T]. 

Het diffusieprobleem met Dirichlet randvoorwaarden in hogere dimensies wordt . 

{ 

-&U (x,t) 
U(x,t) = 
U (x, 0) = , 

. 
Dt::..U(x,t) voor t > 0 en x E n, 
u..and (x, t) voor t> Oen:!i E.80, 
Uo(x) . voor x E 0, 
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Voor 0 C RR heeft de x hier n componenten. De constante D heet de dif
fusieconstante en is van het materiaal afh8.nkelijk. 

We kunnen hierbij denken ' aan een aardappel die in een pan kokend water 
wordt gooaan. Dan is uo de temperatuur van het keukenkastje waar de aard
appels bew~d worden en Urand de lOO°C van het kokende water. 

, 
Vöor diffusieproblemen is er ook een vergelijkingsprincipe. Dit geeft een tweede 

. mogelijkheid om eenduidigheid te bewijzen. We geven de stelling zonder be
wijs. 

~ veryelijkings- Stelling .14.2.1 ' (vergelijkingsprincipe) Als U en V oplossingen zijn van het 
principe difJusieprobleem (1..1..12) op een begrensd gebied 0 en 

.. / 

'Urand ' ~ . prand 

Uó ~ vo 

dan 
U(x,t) ~ V(x,t) 

voor x E 0 en t > O. 

Gevolg 14.2.2 Bij rondom vooryeschreven randvoorwaarden en gegeven be
ginvoorwaame heeft het . difJusieprobleem (14.12) op een begrensd gebied 0 

. hoogstenS één oplossing. . 

. . \, . 
Men kan ook laten zien, mits 'Urand, uo en 0 voldoende 'netjes' zijn, dat (14.12) 
een oplossing heeft. Met Gevolg 14.2.2 weet men dat dan (14.12) precies één 
oplossing heeft . 

Voor somillige gebieden 0 kunnen we de expliciete eigenfuncties van -~ ge-
, . , 

bruiken om de oplossing in de vorm van een Fourier-reeks te schrijven. Stel dat 
we een volledig orthonormaal stelsel eigenfuncties / eigenwaarden 1 {( tpAi; ),k)} ~l 
kennen van 

{~~: : ),tp in 0, . 
o op ao. (14.13) 

Dan is er een oplossing Van 

in n x R+ 
, ' . 

op on X R+, (14.14) 
in 0, 

via 
. 00 , 

u (t,:z;) = L:>->'kt (UO, epk) tpk (~) 
k=l 

met (., -) het bijbehorende inproduct. Voor begrensde gebieden 0 met een 
nette ,rand bestà.a:t er zo'n volledig orthónormaal ,stelsel voor (14.13). Men . 
'kan laten zien dat voor (14.13) de eigenwaarden ),k positief zijn en zelfs dat 
er bij elke MEN er slechts eindig veel zijn m~t ),k < M. We zullen dat niet 
bewijzen. 
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Diffusie op begrensde gebieden in 'hogere dimensies 

Opgave 171 Voor het rechthoekn = (0, a) x (O,b) is {IPk,m}::'m=l niet 
' ". . . , 

een volledig orthonormaal stelsel t.O.V. h~t standaard inproduct. 

i. Laat zien dat, {<Pk,m}~m=l een orthonormaalstelsel is. 

ii. Bereken de eigenwaarden Àk,m. 

2,65 

iii. Berekende oplossing ~ (x, t) van (14.14) voor het géval dat 'U() (x) =, 1 in 
, de vorm van een Fourier-reeks. ' 

ivo 'Laat zien dat v (x) = ft:o u (a;, t) dt eenopl~ing is van 

{ 
-~v = 'U() / in n" 

v = 0 .. op 00 
, (14.15) 

14.2.1 Een herschaling met twee aardappels 

Vraag: Stel dat een aardappel ga,&r)s wanneer hij overal een temperatuur 
~ minstens 80° Cbereil,d heeft. Als een aardappel van 100 gram 10 minuten 
nodig heeft om in een pan kokend water gaar te worden,hoe lang heeft 'dan " 
een aard~ppel van 200 gram en met dezelfde vorm nodig? ' 

Als we de vorm Van de eerste aardappel 0 noemen (n c ]R3) dan kunnen we 
de tweede .v2n noemen. Want ' 

" m aardappe12 ~s.g. II ldx = s:g. 

~n 

(~)3 II ldx'= 2 m:"'rd~ppe{ 1· 

n 

De bijbehorende diffusieproblemen zijn, met respectievelijk 01 = Oen 02 = 
~n, 

,,{ &Ui (x, t) = D~. Ui (a;, t) t > 0, xE ni , , 

Ui (x,t) = 100 . t>O,XEOOi, ' 
.' Ui (x,O) = 20 x E ni ~ . ' 

Om te vergelijken gaan hebben we hetzelfde gebied nodig. Hiervoor gaan we 
bij de grotere aardappel eensub~titutie uitvoeren: U; (x, t) '= Ü2 (y, t) met 
x =~y. Dan lqijgep. we D~3:U2 (x,t) = D2h~yÜ2(Y, t) en dus , " ' 

t > O,y En, 
t > O,y E 8n, 
yEn. 

, I Soms is het handiger twee of meer indices te gebruiken 'om het stelsel te noteren; dus 
{'Pk,m}:,'m=l in plaats van {'Pk};'=I" Als men willai.n men die eerste ook op een rijtje ~ettep: 
'Pl,l; 'Pl,2' 'P2,1' 'PI,a. 'P2,2' 'Pa,l' 'PI,4' 'P~,a. 'Pa,2. 'P4,l' 'f'1,5' ,'P2," ··· · 
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Vervangen we nu Û2 (y, t) = Û2 (y, s) met s ~ 22/3t dan krijgen we ltÛ2 (y, t) = 
I {}. 

2273FsU2 (y, s) en dus 

. Omdat dit het diffusieprobleem voor de eerste aardappel is vinden we uit het 
feit dat er een eenduidige oplossing is dat Û2 (y, s) == UI (y, iJ) en dus 

U2 (x,t) = UI (2-1
/ 3x, T 2/3t) . 

De tweede aardappel is· gaar als 2-2/ 3t = 10. Anders gezegd: na 22/ 3 .10 
minuten (!:: 15.9 minuten). 

Opgave 172 Zij 0 = {x E JR2j x~ + 4x~ < 1} en 0* = {x E JR2j x~ + 4x~ < WO} . 
. We vergelijken 

{ 
ltu - ((1x)2 + (/Y r) u = 0 voor t > 0 en x E 0, 

u (x,t) ° voöi: t > ° en i; E 80, 
u(x,O) = 1 voor x E 0, . 

en 

{ lt
v - 5 ((1x)2 + (/Yr) v .- 0 voor t> 0 en x E 0*, -

v (x,t) 0 voor t > ·0 en x E 00*, 
'IJ (x, 0) = 2 .. voor ·x. E 0*. 

Geef de relatie tussen v en u. ---' 

j 
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14.3 Diffusieproblemen op onbegrensde gebieden. 

Het eenvoudigste probleem in deze klasse is 

{

I} ' lP . mU(x, t) = Fz'Iu (x, t) voor xEIR, t > 0, 

u (x, 0) = uo (x) voor x E IR. . 
(14.16) 

In stappen zullen we ,een oplossing van (14.16) vinden in de vorm van een 
integraal. 

Stap 1. We zullen een expliciete oplossing berekenen voor een uo .die stuks-
gewijs constant is. Allereerst . . . 

. {I als x >0, 
uo (x) = ., ! als x = 0, 

o als x < 0. 

EeJ;st een waarschuwing. Omdat uo niet continu is in ' ° zullen we geen 
oplossing u(x,t) Vinden die conti~u is in (0,0). 

We gaan nu wat proberen zonder dat bij voorbaat duidelijk is dat hetgene 
dat we doen helemaal geoorloofd is. Als we zo iets vinden kunnen we 
natuurlijk achteraf bekijken of het werkelijk een oplossing is . 

• Door invullen ziet men dat w!}nneer u (x, t) een oplossing, is, ook 
u (2x, 4t) een oplossing: 

(~ - .!....!...) u (2x, 4t) = ((4.!... - 22.!....!...) u (y, s)) . = ° 
Ot 8x 8x . . 8s 8y 8y (y,s)=(2z,4t) 

en u(2x,0) = u(x,O). Voor iedere c > ° is zel(s u (cx,c2t) een 
oplossing. Als we aannemen dat we met hoogstens één oplossing te 
doen hebben, dan geldt 

u(x,t) =u(cx,c2t) .'. 

voor alle c > ° en in het bijzonder ook voor c = I/Vi, dus 

u(x,t) = u (~,1) . 
• We proberen de oplossing te zoeken als een functie van "5;, dus 

u (x, t) = i ("5;) . Invullen in ' de partiële differenti~lvergelijking 
levert . ' -x i ' ( x:) 1" ( x ) 

2tVi Vi = ti Vi 
. . 

wat na vermenigvuldiging met t een, (eerste orde in 1') gewone 
differentiaalvergelijking is: 
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De eis voor uo geeft 

I(~oo)'= liml ( .~) = limu(x,t) = u (x, 0) = ° voor x < 0, 
. ~ vt,~ " . 

1(00) .= tim! (~) = ,li~u(x,t) = u (x, 0)';" 1 voor x> 0. 
. .t!O v t t!O " ' 

Tezamen wordt dit 

{ 
-!71P (71) = f" (71), . , 

1(-00) = ° en 1(00) =.1. 

• Door'71 en I' te scheiden (een ~epa.rabele differentiaalvergelijking), . 

. vinden we via log 1/' (71)1 '= -!712 + C dat . 

Primitiveren levert, met gebruik makim van 1(-00) = 0, dat, 
- . \ . 

' f1 1 2 

I ~71) = Cl J~oo e-i
8 

ds. 

Orttdat J~oo e-i8
_
2 
ds = 2.ft volgt uit /(00) = 1 dat Cl = ~. 

I 

Hiermee hebben we de volgende uitdrukking gevonden: 

-j; 

( ) I J _182 
u X, t = ~ e 4 ds. (14.17) 

-00 

In de volgende opgave mag u controlerèn dat dit inderdaad een -oplossing 
is van (14.16). 

Opgave 173 Laat zien dat de functie u in (14.17) voldoet aan 
1 

i. It'!' (x, t) = ~u (x, t) voor t > 0; . 

ii. lim u (x, t) = uo (x) ; 
t!O ' 

, iii. maar dat, liui u (x, t) niet bestaat: . 
. xtïO° " 

Stap 2. We vervangen uo door 

als Xo < x < xl, 

als x E {x~, xI} 

als x < xoof x > Xl' 
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Voor de oplosl!!ing kunnen we gebruik maken · van het vorige voorbeeld. 
Merk op dat 

Uo (x) =h (x - ~o) - h (x - xi) 

waarbij h de functie is .die in het vorige voorbeeld alS beginvoorwaarde is 
gebruikt. De oplossing met beginvoorWaard~ h (x - xo) vinden we door x 
in (14.17) te vervangen door x-xQ.·Evenzo vinden we een oplossing met 
. h (x - Xl) als beginvoorwaarde. Door de lineariteit van het probleem 
kunnen we deze beiden combineren en we vinden dat 

-00 -00 
Via de substitutie s:::;: 7f, dus ds = 7tdy, vinden we . 

"'AD 
~ j e-is2 ds = 2Gt j e_("'-:;:y1

2 dy = 2J;;t j e-("'-:;:y1
2dy 

-00 00 xo" 

en dus 

' . . /00 2 JC?O 2 
u{x t) = ~ e-(.:-:;:yl dy ~ ~ . è-("'-:;:yl dy = 

, 2yd 2yd . 
. Xo 

Xl 

= ~ e 4t . . dy . 1 /-~ 
. 2yd . 

Xo 

. Voor Xo = 1 en Xl = 5 hebben we deze oplossing op verschillende tijd
s~ippen laten tekenen. 

Ol 

,Ol 

. ~. 

Achtereenvolgens x I-t u (x, t) voor t = 0, 5~' l~'~' 2~, 12~. 
Voor (x, t) I-t ~ (x, t) zie de volgende 'bladzijde. 
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Stap 3. We'kunnen zelfs een trapfunctie 
als beginvoorwaarde toelaten, b.v.: 

-r------.:...---,., 
0 , als x.< XO, 

UI als xo'< x.<xl, 

U2 als Xl .< X < X2, 

uo (x) = ' U3 -, als 'X2 .< X .< X3, 

u4 als X3 .< X.< X4, 

Us àls X4 .< X .< xs, 

0 als xs'< x. 

De oplossing van (14.16) is 
u(X,t) = 

f ~ = 2J;;t uo (y) e- 4. dy. (14.19) 

IR 

,Stap 4. Herinner je dat he~ integraalbegrip is ingevoerd voor trapfuncties en 
, dat de i~tegraal voor continue functies wordt gedefinieerd door geschikt 

met trapfuncties te benaderen. Op dezelfde wijze kan men een gewogen 
integraal voor trapfuncties uo in (14.19) uitbreiden voor continue functies , 

U(j met begrensde drager. ' De gewichtsfunctie is hier y 1--+ exp ( - (X-:i2) . 
Tenslotte kan men nog laten zien dat de uitdrukking in (14.19) voor con
tinue functies met begrensde drager ook een opl~ing van het diffusie- } 
probleem (14.16) is. We formuleren de stelling. 

Stelling 14.3.1 Voor continue functies met begrensde droger uo is U gedefi
nieerd door 

~(~,t) = 2J;rt Juo.cy)e-("'~r)2 dy 

yEIR 

een oplossing van (1,,1 .16) . . 
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Een soortgE;llijke formule geldt voor het cliffusieprobleeni .op de hele ]Rn : . 

{ 

&u (x, t) = Llu (x, t) voor x E ]Rn, t > 0, 

. u (x, 0) =uo (x) voor x E IRn
. 

~(14.20) 

Stelling 14.3.2 Voor continue functies Uo met begrensde drager is u gedefi- ' 
nieerd door 

J . ~ 
u (x, t) = (2k)h uó{y) e- 4t dy 

yElRn 

.een klassieke oplossing van (14.20) . . , 

Als we u een klassieke oplossing noemen dan betekent dat, dat u continu is 
binnen en op de rand van het betreffe'ude gebied, hier IRt x ]Rn, en tweemaal 

'. differentieerbaar is binnen het gebied, hier ]R+ X ]Rn. 

Zonder bewijs geven we nog een vergelijkingsprincipe. 

Stelling 14.3.3 Als u (.,.) ,v (.,.) begrensde klassieke oplossingen zijn van 
(14.20) en u(x, O):5 v(x,O) , dan geldtu(x,t):5 v(x,t) voor alle t > O. 

De bèide laatste stellingen impliceren dat (14.20) 'Voor begrensde continue 
functies UQ precies één begrensde klassieke oplossing heeft. 

Opgave 174 We definiêrende functie u : ]R x ]R+ -+ ]R door 
,,2 

U (x, t) = ï7te-Tt. 

Laat zien dat deze functie u voldoet aan: 

i. &u (x, t) == t;.zu (x, t) j 

ii. limt!O u (x, t) = 0 voor alle x E IR. 

Omdat u (x, t)= 0 ook een oplossing is, hebben we tweeoplossiiIgen met 
dezelfde beginvoorwaarde. Dit lijkt dit in tegenspraak met de eenduidigheid 
van de oplossing. Of toch niet? ' ----' 

. Opgave 175 We zoeken een oplossing van het diffusieprobleem op de ·hal-
frechte: . 

{ 

&u(x,t) = t;.zu(x,t) voor x > 0, t > 0, 

u (0, t) = 0 voor t > 0, (14.21) 
u (x, 0) Uo (x) voor x > O. 

Neem aan dat 'UQ (0) = O. Laat zien dat de begrensde oploSsing van 

{ 

&u (x, t.) = t;.zu (x, t) · voor x E]R, t :> 0, 

{ 
UQ (x) voor x .~ 0, (14.22) 

u(x,O) = ' 
. ~UQ (-x) voor x < O. 

een oplossing is van (14.21) . 
Wat gebeurt' er als UQ (0) i- O? ----' 
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14.4 Diffusie met bronterm . 

We laten opnIeuw een analogon zien met (lineaire) stelsels gewone differentiaàl
. vergelijkingen . 

. . • Voor lineaire stelsels van g.d.v. kunnen we' het homogene beginwaard~ 
probleem ' . \ . 

).-

. { .i!(t)-Aü(t) =0 . d -(t)- tA-_ (0) _ - . . oor u - e uo 
u -uo , 

. . . . (14.23) 
oplossen . . Hier is A een n xn-matrix en ü een vectorfunctie met n 
componenten. Via variatie van cOnstante viI.1den we dàt het inhomogene 
probleem 

f . 
. { ' i! (t) - Aü(t) = f(t) 

ü(O) = Ö 
door ü(t) = J e(t-s)Af(s)ds 

s=o 
(14.24) 

een oplossing heeft . 

• Variatie van constante wil hier zeggen dat we de oplossing van (14.24) . 
z<;>eken in de vorJIl 

ü(t) ~ etAv(t). 

Invullen in (14.24) levert 

(etAv(t))' - AetAv(t) = etAif (t) ~ iet) , 

ü(O) :::;: eOAv(O) = v(O) = Ö, 

en via vet) =e-tAf(tj en vet) = J:=oe-SAf(s)ás viI.1dt men de uit- . 
drukking aan de rechterkant van (14.24). 

OpmerkiIig: De lineariteit 'van de differentiaalvergelijking kunnen we gebruiken om 
te zien dat we een oplossing vinden van . . 

{ 
i1' (t) - Aü(t) ,; j(t) 
ü(O) = iIo . 

. t 

door. ü(t)=etAiIo+ je(t-O)Aj(S)dS (14.25) 

0=0 

• Voor het geval datA ~ymmetrisch is kunnen we de opl~ingnog ander~ 
beschrijven. Voor 'symmetrische matrices is er een basis van eigenvec- ' 
toren rpl> ' .. , rpn met ·eigenwaard~n >'1, ... , Àn en kunnen we zowel ü (0) . 
. als voor elk tijdstip t de functie f schrijven als ' 

-(0) ",n - t _. -u = L...k=l Uk 'Pk me Uk = 'Pk . UO, 
!ct) = E~=l Ck (t) rpk ' met Ck (t) = f(t) ·rpk· 

Opnieuw kunnen we een formule ~oor deoplóssing van (i4.23), namelijk 

n 
-() ~ tÀk (_. -)-ut = ~e 'Pk'UO 'Pk, 

k=l 
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aanpassen om een oplossing voor (14.24) te vinden: 

ü(t) = ~ (1:0 e{t-S)Àk (~k' Ï(!») d8}~k' (14.26) 

Opgave 176 Laat dit zien'dat de formules in (14.24) en in (14;26) inderdaad 
een oplossing geven . . Is dit dezelfde oplossing? Zijn er nog meer oploSsingen? 

De formule in (14.24) laat zich vaak generaliseren vo'or dlffusieproblemen. We 
zullen dit niet precies formuleren maar all~n een recept geven. 

Recept 14.4.1 Voor 'geschikte n, r en U{) '. Als de oplossing van 

{ 

-&u. (X,t. )~. ~u(x,t) = O· voo.r(X,t)·E n x (0,00), 
u (x, 0) = U{) (x) voor x E n, . . 
u(·,t)=O voorxEan,tE(O,oo), 
. ' ... 

beschreven wordt door 
u(x,t) = (S(t)U{)) (x) 

dan wordt de oplossing van . 

{ 
-&u (x, t) - ~u (x, t) == f (x,'t) 
u(x, 0) =0 . '. 
,uet) = 0 

voor (x,t) En x (0,00), ' 
voor x E n, 
voor x .E on, tE (0,00). 

beschreven. door 
t ' . 

U (x, t) = 10 (S (t - 8) f (, 8)) (x)t:ls . 

(14.27) 

(14.28) 

Opmerking: De uitdrukking 8 (t) is hier ee~ van .t afhankelijke operator. De 
functie x ..... 'U() (x) die. de beginvoorwaarde levert wordt door 8 (t) tot de oplossing 
x' ..... u (x, t) van (14.23) op tijdstip Lgemaakt. Voor bovengenoemde 8 (.) geldt: 

t limt!O 8 (t) = I de identiteitsoperátor; 

ii. $(t) 08(8) = 8(t + 8) voor alle 8,t > 0 . . 

De familie { 8 (t) ; t ~ O} wordt een ' half groep . (senrlgroep) van operatoren. genoemd. 

Voorbeeld 74 . 
We nemen in (14.28) n = (0,1) en de randvoorwaardeU(O, t) == U (l,t) = O . 

. We hebben gezien dat er <;lan een orthonormale basis van eigenfuncties {Cf'k}~l 
is voor het tijdsonafhaIikelijke eigenwaardeprobleem zodat we Foutier-reeksen 
kunnen gebruiken. Met Ck = (Cf'/ç (-) ,U{) (.)) vinden we niet geschikte U{) voor ' 
(14.27) de oplossing 

00 

u (x, t)= L eÀlÓt 
Ck Cf'k (x) " 

. k=l . 

Voor geschikte J, kan men op ieder tijdstiP. t de functie x 1-+ f (x, t) als Fourier- . 
reeks kunnen schrijven: 

00 

f (x, t) = L ci: (t) <Pk (x) 
k=l 
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met " 

Ck (t) =('Pk (-) ,J(·,t»). 

"Net aIs ig (14.26) vindt men met geschikte f voor (14.28) de oplossing 

Om dit te bewijzen zJIllen we ook hier convergentie van de reekS moeten laten 
zien en bovendien dat de limiet ook aan de differentiaalvergelijking en de 
randvoorwaarden voldoet. We zullen daar niet verder op in gaan. -----' 

Voorbeeld 75 
Als we in (14.28) n =]R nemen en .de oplossingen beschouwen die voor Ixl-+ 
00 naar 0 convergeren vinden we voor geschikte ua de oplossing van (14.27) 
volgens Stelling 14.3.1door " 

00 

u(x,t) = 2J;t J e_
C
"'-;;r

12 
ua(y)dy. 

1/=-00 

" Voorgeschlkte f wordt de oplossing van (14.28): 

u(x,t) = l t 

1 (JOO 

e-t~!~;I(S,Y)dY) ds 
. 3=0 2J1r(t-s} . . . =-00 ... 

(14.29) 

Ook hier geven we geen bewijs .. . 

Opgave 177 Geef een formule äIs in het laatste voorbeeld voor n = ]Rn. 

---' " 

Opgave 178 Neem D > O. We beschouwen 

{ 

ltU (x, t). - D (-1;)2 U (x, t) = f (x) voor (x, t) E (0,7r) X (0,00), 
U(x,O) =0 . " " voor xE (0,7r), 

. U(O,t)=U(7r,t)=O voortE(O,oo), ' 

met f (x) = 1. Merk op dat de bronterm niet van t afhangt, 

i. Geef een formule voor de oplossing. 

-ii. Bereken de coêfficiênten in deze formule; 

lii. Bereken limt-+oo U (x, t) ; Vergelijk deze limiet met de Fourier-reeks van 
u (x) = x (7r ..,.. x). Verklaar de overeenkolnst. 

Opgave 179 Dezelfde eerste twee vragen aIs in de vorige opgave waarbij 
de randvoonvaarden vervang~n zijn door -I; U (0, t) = -I; U (7r, t) = 0 voor 
t E (0,00) . Bestaat limt-+oo U (x, t)? -----' 
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Opgave 180 Geef de Fourier-reeks van de oplossing van 

,{ *,U(x, t) - D (fx)2 U (x, ! ) = sin (!x) sint voor (x, t) E (0, n) x (0,00) , 
U(x,O) = 1 voor x E (O,n), 

8 '" ' 
U(O,t)=~U(n,t)=O . voortE(O,oo), · . • 

Gebruik de lineariteit om de oplossing te schrijven als V (x, t)+W (x, t) .waarbij 
V aan 'een homogeen beginwaardeprobleem voldoet. en waarbij W beginwaarde ° heeft. ----' 
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15. DE .GOLFVERGELIJKING (HY-
r-

PERBOLISCH) , 

15.1 ,Inleiding 

• Een trillende snaar zonder wrijving wordt beschreveIl; door de volgende 
, differentiaalvergelijking 'Utt = c2uxx , Voor een eenduidige' oplossing heb
ben we ran,d- en beginvoorwaarden nodig. 

'Utt (x, t) = c?uxx (x,t) voorQ.<x<len t:> 0, 

u,(O, t) !::: u (l,t) = ° voor t > 0, 
(15.1) , 

u(x,O) = ua (x) voor ° < x < I, 

ui (x,O) = vo (x) ,voor ° < x < l. ' 

De grondtoOJl wordt beschreven door de volgende oplossing 

. ' ( (ck7r) " " (Ck7r ))' (kn-' ) u(x,t);= cssin -l-t + Cc cos , i t sin eX .. 

• Een trillende, snaar met geringe wrijving wordt beschreven door de vol
- gende differentiaalvergelijking 'Utt + aut = c?uxx met a een kleine posi

tieve constante. De vergelijking voor de op , plaats s 'plucked string' 
worqt 

'Utt (x, t) + aut (x, tf = c?uxx (x,t) voor ° < x '< l en t > 0, 

u (0, t) u(l, t) = ° voor t > 0, 

u'(x, 0) = i (l- s) voor ° < x S; 8" ' 
u (x, 0) s (l- x) voor s < x < l, 

ut (x,q) = ° voor ° <:i: < l. 
(15.2) 

• De golfjes op een vijver wllMin zojuist een paar druppels zijn gevallen 
wordt beschreven door een golfvergelijking in twee dimensies. 

"-

'Utt (x, t) = c?~u(x,t) voor x E V(ijver)C JR2 en t> 0, 

t (x,t) , = ° voor x E 8V en t > 0, 

u(x,O) = UO (x) voor x E V, 

ut(x, 0) = ' vo (x) , voorx EV. 

277 
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• Iedere spreker veroorzaakt trillingen die b~chreven worden door· een 
golfvergelijking in drie dimensies. 

'Uttt (x, t) = c2~u (x, t) voor x E K(amer) C]R3 en t > 0, 

~ (x, t) = 0 voor x E B(etonnen wanden en plàfond) en t > 0, 

u (x, t) = 0 voor x E V(loerkleed) en t > 0, 

u (x, 0) = U() (x) voor x E K, 

ut (x, 0) = Vo (x) voor x E K. 

Dit model beschrijft de trillingen ·als de spreker vanaf tijdstip t = 0 zijn 
mond houdt en zijn uitspraken laat inwerken. Als hij doorspreekt zullen 
we aan de eerste regel een bronterm f moeten toevoegen. . . 

15.2 ' Eenduidigheid op [0, i] 

We zullen de eenduidigheid voor (15.1) laten zien. Voor de golfvergelijking met 
Dirichlet randvoorwaarden in hogere dimensies is het bewijs aan te passen. 

Stelling 15.2.1 Het stelsel in (15.1) heeft hoogstens één oplossing. 

aewijs: We zullen laten zien dat de energiefunctie Eu (t) gedefinieerd door 

. l 

Eu (t) = ~ . J (Ut (x, t)2 + c?uz (Xi t)2) dx 
z=o 

constant is 
t ' . ! Eu (t) = j. . (~t (x, t) Utt(x, t) + c2uz (x, t) Uzt (x, t)) dx := 

z=o 

(gebruik de differentiaalvergelijking) 

t 

c? ' / (Ut (x, t) U zz (x, t) + Uz (x , t) uz~ (x, t)) dx = 
z=o . 

t . J ~ (ut (x, t) Uz (x, t)) dx = 
z=O 

ut (i, t) Uz (i, t) - Ut (0, t) Uz (0, t) = O. 
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m: de iaatste stap gebruiken we dat u (f, t) = 0 voor alle t > 0 impliceert dat Ut (f, t) = 
O. Net zo vinden we u'" (0, t) = O. Merk op dat bij Neumann randvoorwaardim ook 0 
als antwoord volgt. 

Voor de energiefunctie vinden we dat Eu (t) = Eu (0) voor alle t > O. 
Stel dat er twee oplossingen u en ü zijn. Dan voldoet w = u - ü aan de golfvergelijking 
inet rand- en beginvoorwaarden gelijk aan 0 en voor de energiefunctie geldt Ew (t) = O. 
Dan volgt wt(x,t) = 0 en w'" (x, t) = 0 en we vinden dat w constant is. Omdat 
w(x,O)=Ovindenwew=Oenu=ü. 0 

15.3 . Existentie op (-00,00) 

We beschouwen het stelsel 

{ 

Utt(x,t) = 

u(x,O) = 

ut (x,O) = 

Cluxx (x, t) voor x E IR en t > 0, 

uo (x) 

Vo (x) 

voor x E IR, 

voor x E IR. 

De volgende substitutie is zal zeer handig blijken te zijn: 

{ 

1] = ' x - ct, 
. ç x + ct, 

v (1],ç) = u(x,t) . 

. Hiermee krijgt men 

2 2 2 2 
Utt C Vf/f/ - C Vf/e + C vee , 

U xx = vf/f/ + 2vf/e + vee, 

en wordt de differentiaalvergelijking 

die vereenvoudigt tot 
Vf/d1],ç) = O. 

Een primitieve naar de ç-coordinaat wordt 

en vervolgens naar 1] primitieveren levert 

V (1],ç) = J c(1])d1]+Cl(Ç). 

(lfj.3) 

Dus er zijn twee functie f en 9 zodat V (1], ç) = f.( 1]) + 9 (ç) . Voor u levert dat 

u (x, t) = f (x - ct) + g(x + ct) . (15.4) 

~ oplossing van Dit wordt de oplossing van d' Alembert genoemd. De uitdrukking geeft de 
d' Alembert 
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oplossing in de vorm van twee 'lopende golven'. 

We kunnen de fWlCties I en 9 uitrekenen met de beginvoorwaarde. ' Door de 
beginvoorwaarden in te vullen krijgen we: 

' f(x)+g(x) = Uo(x), 

-cf' (x) + cg' (x) vo (x) . 

Deze tweede vergelijking primitieveren en f en guitrekenen: 

f (x) !Uo (x) - tc j;110 (s) ds + k, 

9 (x) = !Uo ,(x) + tc J; Vo (s) ds -:- k. 

, Hiermee hebben we bewezen dat: 

Propositie 15.3.1 De oplossing van (15.3) is te schrijven als 

. r+ct 

u (x, t) . = ! (Uo (x - ct) + Uo (x + ct)) + tc lx-ct voo (s) ds. (15.5) 

Op~erking: Me~k op dat (x, t) t-+ U (x, t) alleen tweemaal differentieerbaar ~ als Uo 
tweemaal ~n Vo eenmaal differentieerbaar is. Toch is de functie in (15.5) gedefinieerd 
voor functies Uo en Vo ç1ie slechts continu zijn. In dat 'geval kan men de 'oplossing' 
u (x, t) niet differenti~ren. Men vindt wat men noemt een opl~sing in zwakke zin. : 
We zullen ElI' hier niet verder op ingaan. 

15.3.1 Enkele plaatjes bij oplossingen van de golfvergelijking. 

Voorbeeld 76 
De grafieken van de oplossing u (t, x) van ' de golfvergelijking op IR met Uo = 
max (0, 1 -lxI) en Vo = '0 is op enkèle opeenvolgende tijds~ippen als volgt. 

x ' 

u (x;t) voor t = 0,0.25,0.5, ... ,4 
---I ' 
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Voorbeeld 77 
De grafiek van de golfvergelijking op lR met Uö = 0 en Vo = 1[-1,11 . Op enkele 
tijdstippen met tussenpozen van 0.2 ziet deze oplossing er als volgt uit . 

• u (x, t) voor t = 0,0.2,004, ., . ,4 

Voorbeeld 78 
De grafiek van de golfvergelijking op lR met 

uo (x) = . (l[-3,-2J (x) - l[l,2J (x)) sin (7rx) , 
Vo (x) o. 

Voor t = o,~, 1, 1~, 2, .. : ,7 isx ~u (x, t) door Mathematica geschetst: 

IA 
I,é':., 

ot' 

. I 

I'J 
I'J 

c 

We kunnen bij deze plaatjes opmerken dat als 
I. Uo niet differentieerbaar is ook de oplossing 

bij toenemenqe t met differentieerbaar is. Dit 
is geheel anders dan bij het diffusie-probleem 
waar de oplossing onmiddelijk oneindig vaak 
differentieerba8f wOJ;dt. 
Een ander verschil met de diffusie~ergelijk
ing is dat we de golfvergelijking ook in omge- . 
keerde tijdsrichting kunnen oplossen. Merk 0 

op dat als we t door -t vervangen we opnieuw 
de golfVergelijking vinden. 

Opgave 18i Schets de oplossing van het laatste voorbeeld voor enkele t < o. 

Opgave 182 Bereken de oplossing ván de golfvergelijking voor uo(x) = 
sin (x) en Vo (x) = O. ----' 
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15.4 Existentie op [0, il 

We zullen twee voorbeelden bekijken. 

Voorbeeld 79 
Het eerste stelsel dat we onderzoeken is 

utdx,t) = Cluzz (x,t) voorO<x<fen t > 0, 

u (0, t) = u(f,t} = ° voor t > 0, 

u(x,O) = 'UQ (x) . voor ° < x < f, 
• 

ut (x, 0) = Vo (x) voor ° < x < f. 

We kunnen dit als een abstract beginwaardeprobleem beschouwen: 

{ 

Utt (t) = -LU (t) t > 0, 

U (0) = 'UQ, 

Ut (0) = Vo, . 

(15,6) 

(15.7) 

met L = -Cl/;I w~rkend op C2 [0, ij-functies die in ° en f gelijk aan ° zijn . . 
De bij L met randvoorwaarden horende eigenfuncties gebruiken we als basis 
voor de oplOssingen van (15.7). 

i. De eigenwaardenjeigenfUnc.ti.es zijn de. functies uit?e Fourier-sinus-reeks: 

CPk(x) = -ft sin (lsf-x) , 

.Àk = Cl k(12 , 

ii. Als .Àk; CPk eigenwaarde met eigenfunctie van L (met randvoorwaarden) 
zijn dan krijgen we· een oplossing van (15.7) door 

U (t) = Cc,k cos ( At) CPk + Cs,k sin ( At) CPk ~ 

iii. We vindenU (0) = Cc,kCPk en Ut (0) = Cs,k.j):kCPk' Om aan de beginvoor-
waarden te voldoen nemen we . 

zodat 

. Cc,k = (uo, CPk), 

Cs,k:VJ:k (vo, CPk) , 

Cc,k = (i4J (.), -ft sin (lsf-.) ), . 

Cs,k = ei; (vo (.), ~ sin ( lsf-.) ) . 

. ivo We vinden oplossingen van (15.6) als 

00 ' .' 00 · 

u(x;t) = LCc,kCOS (~t) fjsin (lsf-x) + LCs,ksin (~t) fjsin (lsf-x) . · 
k=l k=l 
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Opnieuw zien we dat we een formule voor de 'oplossing' kunnen schrijven 
zonder dat we voor t > ° een differentieerbare functie hebben. 

Voorbeeld 80 
De 'plucked string': 

Utt (x, t) + aUt (x, t) = 

u (0, t) 

u (x, 0) 
u (x, 0) 

ut (x , O) = 

i. Het eigenwaardeprobleem 

'{ ~CPxx 
cp (0) 

c2uxx (x, t) voor ° < x < i en 

u(i,t) = ° voor 

x (i - s) 
s (l- x) 

° 

>..cp 
cP (1) 

voor ° < X ::; s, 
voor s < x < i, 

voor ° < x < i. 

..Jaar ° < x < i, 
= 0, 

t > 0, 

t > 0, 

(15.8) , 

heeft als orthonormale eigenfunctiesjeigenwaarden de functies Uit de 
Fourier-sinus-reeks 

CPk(X) = v1sin(~x) 
>"k = -~. 

ii. De Fourier-sinus-reekS van Uo is 
· 00 

ua (x) = L (UO,CPk) ~dx) = 
k=l 

{ 

Utt (x, t) + aUt (x, t) = .>"kU (x, t) 

U(x,O) = cpdx) , 
Ut(x,O) = 0, 

is te sçhrijven als U (x, t) = Wk (t) CPk (x) . Dan 

{ 

Wk,tt (t) + aWk,t (t) = >"kWk (t) 

. Wk (0) = 1, 
Wk,t (0) = 0, 

voor t > 0, 

voor t? 0, 

"en enig rekenwerk levert voor a < ~ de functie 
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ivo De oplossi~g van (15.8) is 

u (x, t) ~ 2 ~ (k~ r Wk (t) sin (k; s) sin (k; ~) . 
met Wk (t) als in (15.9). 

---' . 

Opgave 183 Geef de oplossing in de vorm van een geschikte Fourier-reeks 
voor 

utt.(x, t) + 2ut (x, t) = ~u"'''' (x, t) voor ° < x < 1 en t > 0, 

u", (0, t) = u", (1, t) = ° voor t > 0, 

u (x, 0) = sin (7TX) . voor ° < x ~ 1,. 

ut (x,O) = ' ° voor ° < x < 1. 
(15.10) 

---' 

Opgave 184 Zij "t > ° en u (x, t) = E~l Ck (t) sin (k7Tx) de oplossing van 
utt (x, t) "t2ux", (x,·t) 'Voor ° . ..( x < 1 en 

u (O,t) ti(l, t) · = 0 voor 

u (x, 0) UO (x) vqor 0 < x ~ 1, 

ut (x,O) = Vo (x) voor ° < x < 1. 

i. Laa~ zien dat voor alle t 2:: ° en k E N+ geldt 

("tk7tck (t))2 + (~k (t))2 ~ 

t > 0, 

t ·> 0, 
. (15.11) 

= (2"tk7T 1:0 uo (x) sin (k7Tx) dx) 2 +, (21:0 Vo (x) sin (k7TX) dx) 2 

ii. Laat zien dat voor allet 2:: ° geldt 

2 · 2 1 ·· 2 Ilu (., t)IIL2(O,1) ~ lIito (. )IIL2(O,1) + "t27T2 IIvo (-) II L2(0,1) . 

Opgave 185 Zij u (x, t) de oplossing van . .. 

utt (x, t) + Ut (x, t) = "t2u",,,, (x, t) voor ° < x < 1 en t > 0, 

u (0, t) = u (1, t) 
= ° voor t > 0, ' 

u (x, 0) = uo (x) voor (j < x ~ 1, 

Ut (x,O) = Vo (x) voor ° < x < 1. 
(15.12) 

Laat zien dat limt-+oo Ilu (., t)II L2(0,1) = 0. Hint: eerst de vor,ige opgave maken . . 
---' 
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Noemen we het trommelvel 

dan is de differentiaalvergelijking die het 
. trillende trommelvel (zonder demping) 
beschrijft na. de door een slag veroo.r
zaaIde beginvoorwaarde, als volgt. Hier
bij is u (x, y, t) de uitwijking van het vel 
op plaats (x, y) en tijd t. De constante c 
wo~dt bepaald dóor de spanning van het 
vel. 
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De randvoorwaarden zijn 

u (x , y, t) = 0 voor x2 + y2 = 1 en voor alle t. 

We kunnen laten zien dat ~ = (lxl + (Iv r ~et ,de randvoorwaarde 

1/J (x, y) = 0 als x2 + y2 = 1 

zelf-geadjungeerd is t.o.v. het standaard inproduct. Het heeft dus zin om het 
volgende eigenwaardeprobleem1 te belQjken: 

{ 

-~1/J = >.1/J voor x2 + y2 < 1, 

1/J = 0 voor x2 + y2 = 1. 
(15.14) 

We vinden voor>. > 0 oplossingen van (15.13) in de vo:çm 

u(x,y,t) = sin (v0t) 1/JÀ (x,y) , 

u(x,y, t) = cos (v0t) 1/JÀ (x,y). 

Allereerst zullen we 'de operator (lxl ~ (lvr herschrijven via poolcoördi
naten; met x = r cos cp en y = r sin cp vinden we 

(8)2 (8)2 (8)2 1 8 1 (8)2 
8x + 8y = 8r +;:8r + r 2 8cp 

. We kunnen ons of beperken tot het meer eenvoudige radiaalsymmetrische prob
leem of, algemener, ook niet radiaalsymmetrische oplossingen meenemen. 

lDe eigenfuncties van -Ä zijn vanzelfsprekend ook de eigenfuncties van 4. Omdat de 
eigenwaarden' van -Ä met randvoorwaarden meestal positief zijn bekijkt men -Ä. 
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. • In het radiaal-symmetrische geval wordt het eigenwaardeprobleem 

" 

.{ ((~)2 + ~~) tP (r) = -À7/! (r) plet , 

tP (1) = tP' (0) = O. 
(15 ~ 15) 

Door de symmetrie vinden we bovendien dat , tP' (0) = O.Dè operator 

((~)2 + ~~) met deze randvoorwaarde is overigens niet zelf-geadjun
geerd t.O.v. het standaard inproduct. 

We vinden 

tP" (r) + ~tP' (r) + AtP (r) = O. 
. r 

Hier is ro = 0 een regulier-singulier punt. De indicia8lvergelijking (met 
Sj r is al in gebruik) wordt 

's (s - 1) + s = O. 

Het getal s = ° is een dubbele wortel. 

• Het eigenwaardeprobleem wordt in het algemene geval 

,{ ({;~f +~3; +;\( ~ )') '" (r,~) ~ ->.",(r,~) 
tP(l,cp) =0. . 

Bovendien moet gelden 

tP (r, 0) = tP (r, 27r) 
~ (r,O) = ~ (r,27r) 

Dit kunnen we opnieuw herschrijven tot ' 

{ 

(r2 (~{+ r~ + Àr2) tP (r, cp) = - (-I;,) 2 tP (r,cp) 

tP (1, cp) = 0, . 

tP (r, 0) = '1' (r, 27r) en ~ (r,O) = ~ (r, 27r). 

De operator (-I;,) 2 met randvoorwaarde 

- - dtp dtp 
tP (0) = tP (27r) en dep (0) = dcp (27r) 

met 

met 

(15.16) 

is zelf-geadjungeerd en er komt opnieuw een eigenwaardeprobleem te 
voorschijn, n.l.: 

{ 
. - (-I;, f tp (cp) = Jitp (cp), . 

tp (0) = tp (27r) en t (0) = ~. (2;) . 

De eigenfuncties met bijbehorende eigenwaarden zijn 

{ 
tpe,n (cp) = cos (ncp) met 

Jin = n2 en n E N 



~ d.v: van 
Bessel 

~ Bessel-functie 

. De drummer 

en 

{ 
~s,n(CP) = sin (ncp) met 

. J-Ln = n2 en n E N+. 

287 

! Vullen we 'Ijl (1', cp) = R (1') ;Pe,n (cp) en 'Ijl (1', ep) = R (1') ;Ps,n (epHn (15.16) 
in, dan vinden' we . 

{ 
r2R" (1') +rR! (1') + >.r2.R(r) == n2R(r) 

R(l) = O. , 

Voor de g.d.v. 

. , 

is 1'0 = 0 een regulif:lr-singulier punt. De bijbehorende indiciaalvergèlijk-
ing (in s) is 

' s (s - 1) + s - n2 = 0 

en heeft als wortels 81 = n en 82 = -no Voor n = 0 vinden we het 
radiaal-symmetrische geval terug. 

We zullen 
1'2 H' (1') + rH (1') + '(>.1'2 - n2) R (1') = 0 

met randvoorwaarde R (1) '= 0 verder onderzoeken. 
Na de substitutie t = ";>'1' en J (t) = R (1') krijgen we 

t2J" (t) + tJ' (t) + (t2 - n2) J (t) = 0: (15.17) 

Dit is de differentiaalvergelijking van Be88el. OplossÎIigen hiervan zijn uiten
treuren onderzocht. Omdat 81 - 82 EZ kan men slechts één gegeneraliseerde 
machtreeks-oplossing verwachten. Omdat de leidende coëfficiënt gelijk nis, 
is het zelfs een machtreeks. De tweede onafhankelijke oplossing heeft (voor 
iedere n E N) een singulariteit bij l' = 0 en is dus niet bruikbaar. De (één
duidig na schaling) machtreeks-oplossing is de zogenoemde Bessel-functie van 
de le soort: 

00 (-lt (t)2k+n 
Jn (t) = ~ k! (k + n)! '2 

Men heeft bewezen dat voorltl groot 

Jn (t) = f!t cos' (t - 2yl 7r) (1 + 0 (r2)) . 

We zien dat Jn (t) oneindig veel positieve milpunten jn,o, jn,!, jn,2, .. . heeft. 
Terug naar R. We hebben nog deTandvoorwaarde R (1) = O. Dit komt bvereen 

met Jn (..;>.) = O. Met andere woorden ..;>. is een positief nulpunt v~ de 

Bessel-functie. Hieruit volgt dat de eigenwaarden zijn 

·2 ·2·2 t '''' Jn,O, Jn,l' Jn,2"" me , nE 1"1. 

Terugkomend op het eigenwaardeprobleem waar we mee begonnen zijn. De 
oplossingen van (15.14) zijn 

'IjIe,n,m (1', ep) = cos (nep) JnÜn,mr) met n, mEN, 

'IjIs;n,m (1', ep) = sin (nep) Jn (jn,mr) met n E N+ en mEN, 

\ '2 An,m = Jn,m' 
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P.S. Waarom klinkt een snaar harmonieuzer dan een trommel? 

De hogere frequent~es (verrnjl) bij een snaar zijn v~elvouden/van de laagste 
(Verrjl). Bij een drum hebben de hogere frequenties (Vëjn,m) geen mooie 
verhouding met de laagste (Vëjo,o). Zie de volgende tabel met benaderingen: 

jo,o 
jO,l 
jO,2 

2.40483, 11,0 
5.52008, 11,1 
8.65373, 11,2 

= 3.8317, 32,0 , = ~.13562, 33,0 = 
7.0155, 32,1 8.41724; hl 

=10.173, j2,2 = 11.6198, j3,~ 

Bij d~ vier laagste' frequenties horen de volgende eigenfuncties; 

J (O,jo,or) 1 1 cos<p J (l,it,or) 

sin (2<p) J (2,j1,or) ! ! . J(O,jO,lr ) 

Opgave 186 Laat zien dat het randwaardeprobleem bij (15.15) 

{ 

(( {J )2 1 {J) . . f + r~ 'I/J (r) = f (r) voor 0 < r < 1 

'I/J (1) = 'I/J' (0) = O. 

zelf-geadjungeerd is t.O.v. het inproduct (-; .). 

, . 1 . 

('I/J;<p). = 1=0 'I/J ,(r) <p(r) rdr. 

6.38016, 
9.76102, 
13.0152. 

(15.18) 
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Zij J (n,·) de Bessel functie van orde 'n en zij jk,n en jt,n het kde en mde 

positieve nulpunt van J (n, .) . Bewijs dat voor m =I- k geldt dat 

1
1 . 

r=O J (n,jk,nr ) J (n,ji,nr ) rdr = O. 

Opgave 187 Een vierkante drum is lastig om gelijkmatig met een tro,mmelvel ' 
te bespannen. Als dit lukt dan vindt men het volgende randwaardeprobleem , 

utt + aut = c2 (uxx + 'uyy) voor lxi < 1, Iyl < 1, en t > 0, ' 

u = 0 voor lxi = 1 of Iyl = 1, en t > 0, 
(15.19) 

u = Uo voor lxi < 1, , Iyl < 1, en t = 0, 

ut = Vo voor lxi < 1, Iyl < 1, en t ~ O. 

De constaIite a zorgt voor een demping. 

i. Beschrijf het bijbehorende eigenwaardeprobleem. 
. , 

ii. Men kan laten zien dàt men een ortho.normaal stels~l van eigenfuncties 
vindt door scheiding van variabelen, dwz. cp (x, y), :=' cp (x) 1/J (y) . Geef 
zo'n orthonormaai stelsel van eigenfuncties. 

iii. Bekijk de verhoudingen van de frequenties. I 

ivo Geef de oplossing in de vorm van een Fourier-reéks met coëfficiënten van 
Uoen VOo 

v. Als de sterkte van de ,grondtoon in 1 tijdseenheid gehalveerd wordt, wat 
is dan het verband tussen a en c? 

Opgave 188 Als het trommelvel in de x en in de y-richting niet precies gelijk 
gespannen is, bijvoorbeeld omdat de huid in de lengterichting een andere struc
tuur heeft dan in de breedterich~ing, dan wordt de differentiaalvergelijking in ' 
(15.19) 

i. Bepaal ook nu een bijbehorend orthonormaal stelsel van eigenfuncties 
door scheiding van variabelen voor deze vierkante trommel. 

ii. Wat gebeurt er met de verhouding van de frequenties van de drie laagste 
tonen als het verschil van Cl en C2 klein maar ongelijk 0 is? 
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16. VERGELIJKINGEN UIT DE 
QUANTUMMECHANICA 

• 
16.1 De Schrödinger-vergèlijking 

De Schrödinger-vergelijking is de (complexe) differentiaalvergelijking 

. . 8il! 1i2 . 
~Ii- = --D. il! + Vil! 

Ot 2m 

waarbij 

• il! = il! (x, t) een functie is van IR3 x IR naar C (soms van n x IR naar C . 
met n C IR3); . 

• D. is de Laplace operator: D. ~ (~) 2 + (Ix;,) 2 + (-kar ; 
• V = V (x) i~ een functie van IR3 naar IR of C (soms van n naar IR). 

Wat stelt dit voor? In de quantummechanica beschouwt men vrij bewegende 
deeltjes als een zogenaamd 'golfPakketje' (wave packet) dat wordt beschreven 
·door de functie il!. Van zo'n deeltje weet men niet langer exact waar het zich 
bevindt maar wel een kansdichtheid via het golfpakketje. Om precies te zijn: 
lil! (x)12 geeft deze kànsdichtheid. 

Opmerking: In één .dimensie zou 111 (x) = ,firJ!+,:'i betekenen dat de kans dat het 
. deeltje zich tussen de plaatsen x = 1 en x = 2 bevindt, gelijk is aan 

{2 Iw (x)12 dx =.!. {2 ~dx = arctan 2 - arctan 1 . 
j"'=l 'Ir j"'=l 1 + X 'Ir 

Als we met één deeltje te doen hebben moet ovedgens gelden dat de kansdichtheid in 
de hele ruimte deze één oplevert: 

Door een aanwezige potentiaal V wordt het deeltjejgolfpakketje aangetrokken 
of afges~oten. In de quantummechanica laat men zien dat het tijds~ankelijke 
gedrag van zo'n golfpakketje bepaald wordt door de bovenstaande differentiaal
vergelijking, de Schrödinger-vergelijking. 

• V is de potentiaal, bijvoorbeeld voor het elektron rond de waterstofkern 
veroorz~kt door de positieve lading van deze kern; 

• Ii en m (massa) zijn conStanten (Ii = 2~ met h de constante van Plan~~l) ; 

In = 6.58218322 x 10-22 MeV sec. 
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• de functie x ~ Iq; (x, t)12 is de kansdichtheidsverdeling op tijdstip t . 
Voor één deeltje geldt 

• 

16.2 De Hamilton-operator 

We definiëren de Hamilton-operator door 1i = -;~~ + V. De Schrödinger-
vergelijking wordt d~ . '. . 

iTi aq; = rl (q;) 
at 

waar 1i : q; ~ 1i (q;) van een functie ván x een andere functie van x · maakt. 
Zo'n functie op functies heet een operator. Deze 1i 'doet niets' met de tijd t, 
dwz. de tijd gedraagt zich voor 1i als ,een parameter. De operator 1i is lineair, 
dwz. voor al,a2 E lR en tweemaal differentieerbare functies q;l, q;2 geldt 

1i (al q;1 + a2q;2) = aI1i (q;I) + a21i (q;2) , 

Als de toestand op tijdstip t = 0 bekend is en men wil weten waar het deeltje · 
zich in de toekomst gaat bevindep., dwz. zijn kansdichtheid, dart krijgen we 
het volgende beginwaardeprobleem: . 

{ 
iTi. ~ =. .1i (q;) , 

. q; (0) = q;o. 
(16.1) 

We kunnen dit op dezelfde wijze aanpakken' als de golf- of de diffusievergelijk
,ing. Enigszins 'lastig wordt het o:mdat we bij realistische problemen met 
3 ruimte-variabelen te doen hebben. Maar ook hier bestaan op begrensde 
gebieden volgens Stelling 13.5.1 genoeg eigenfuncties mits het eigenwaarde
probleem zelf~geadjuDgeerd i s ten opzichte van een geschikt inproduct. 
Een groter probleem wordt veroorzaakt door de onbegrenSdheid van het ge
bied. Voor ,onbegrensde gebi~en kan men meestal niet ~eer de oplossing via 
een Fourier-reeks vinden. Laten we dit iets gedetailleerder beschrijv:en. 

Voor een zelf-geadjungeerde differentiaalvergelijking met gesChikte randvoor-
waarden " ' 

.{ Lu (x) = Àu (x) in 0, 

randvoorwaarde op 00, 
(16.2) 

op een begrensd gebied 0, is er een' volledige orthonormaal stelsel {( cPk, Àk) } ~o 
van eigenfuncties/eigenwaarden. De verzameling {Àk}~O heet het puntspec
trum voor L met randvoorwaarde . . Voor elke À buiten dit puntspectrum, dus 
À rt {Àk}~O' k1,1nnenwe 

{
. (L':'" À) u (x) = lex) in 0, 

- randvoorwaarde op 00, 
,(16.3) 



( 

\ 

De Hamilton-operator 293 . 

oplossen. We hebben 'zelfs een formule via de passende Fourier-reeks: 

00 

u =E (Àk - À)-l (f, 4>k) 4>k 
. k=O 

als (.,.) het bijbehorende inproduct noteert. 
Voor onbegrensde gebieden zullen we allereerst een passende vervanger van 
de randvoorwaarde nodig hebben. Dit kan bijvoorbeeld zijn dat de' oplossing 
op één of andere wijze naar 0 gaat als lxi ---> 00. De juiste voorwaarde is 
vaak de kwadratische integreerbaarheid van de oplossing. Met een dergelijke 
voorwaarde kunnen we wel vaak op onbegrensde gebieden nog een aantal eigen-" 
waarden Vinden (het puntspectrum) maar bestaat er, bovendien meestal nog 
een continu spectrum. Men zegt dat ). in het contiilue spectrum zit wanneer 
(16.3) niet voor alle geschikte f is op te lossen.. . . 
Een mogelijkheid is bijvoorbeeld dat er een paar of zelfs oneindig veel eigen
waarden À1 < À2 :::; À3 :::; ... bestaan en vervolgens cim getal À* zodat voor 
À 2: X· de vergelijking (16.3) niet voor alle f is op te lossen. Dit is het geval bij 
het model dat men voor het elektron in het waterstofatoom heeft. De kleinSte 
eigenwaarde À1 hoort bij de 'ground state' van het elektron. Vervolgens zijn 
er eigenwaarden À2, À3, ... ; de lijn waar oost~t correspondeert met À * . 

Op~erking: De eigenwaarde À is een maat voor de energie van het betreffep.de 
elektron. Elektronen met energie groter dan À· zijn de zogeno~mde vrije elektronen 
en niet meer aan het waterstofatoom gebonden. Een elektron dat van het ene en
ergieniveau terugvalt op een lager energieniveau raakt het energieverschil kWijt in de 
vorm van straling (licht). Omdat deze energie correspondeert met golflengte van het 
licht ziet mÉm de kenmerkende spectraallijnen. 

De eigenfuncties'l/lk die we iil (16.2) vinden leveren voor de Schrödinger~ver-
. gelijking (16.1) oplossingen van de vorm . 

111 (x, t) = é~t'l/lk (x) . 

De bij~ehorende kansdichtheidsfunctie is onafhankelijk van de tijd: 

1111 (x,t)1 2 = Ie'~t'l/lk (x)(= I'I/Ik (x)12
, 
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dwz. dat we een stationaire kansdichtheid hebben. 
We zullen ons niet verder met algemene resultaten voor (16.3) met L = 1-l 
bezighouden en alleen nog dit soort speciale oplossingen bekijken. 

Opgave 189Wé vergelijken de kwadratisch integreerbare functies op'IR, dwz 
u E L2 (IR) en. furlcties die voldoen aan limlzl-+oou (x) = O. Beantwoord de 
volgende vragen voor onderstaande families van functies. 

i. Voor welke a ~ 0 geldt u E L2 (IR)? ' 

ii. Voor welke a ~ 0 geldt limlzl-;+oo u (x) = O? 

• u (x) = (1 + x2fa ; 

• u (x) = lxi-a; 

• u (x) = L:kEZ\{Ü} 1 [k- 1 'k+ 1 J' (x) . 
~, ~ { 

De functie 1[a,bl (x) is gedefinieerd door 1[a,bl (x) = ~ als x E[a,b], . 
als x f{. [a, b] . 

---' 

Opgave 190 Zij a E JR. We beschouwen voor continue functies! met 
begrensde drager de differentiaalvergelijking 

{ 
-:u" + au = ! _ voor x E IR, 
hmlzl-+oo u (x) = O. . 

(16.4) 

i. Allereerst a == O. 

(a) Laat zien dat. elke oplossing van de differentiaalvergelijking te schrij-
ven is als . , 

u (x) = Cl + C2 X -1~ (x -~)! (s) ds. 

(b) Kies Cl en C2 zo dat limz-+oo u (x) = o. 
(c) Kies Cl enC2 zo dat limz-+_oou (x) = O. 

(d) Geef een voorwaarde voor ! zodat (16.4) een oplossing heeft: 

ii. We nemen a > O. 

(a) Definieer de hulpfunctie v door v = u' + ..jä.u en laat zien dat 
-v' +..jä.v == f. 

(b) Via variatie van constante vinden we dat 

v (x) =ceVaz - fozeVa(Z-S)!(s)ds. 

Bepaal C zodanig dat limz-+oo v (x) = 0 en limz-+_~v (x) = o. 
(c) Via een soortgelijke functie kunnen we v = u' +..jä.u oplossen. Geef 

die uitdrukking. 

(d) Geef de oplossing die voldoèt aan limlzl':"'oo u (x) = O. 

iiL Tenslotte a < O. 



De Hamilton-operator 295 

(a) Laat zien dat elke oplossing van de differentiaalvergelijking te schrij
ven is als 

u (x) = Cl sin ( ~x) + C2 cos ( ~x) + 

+ ~ fox sin ( Jïdi (x - s)) f (s) ds. 

(b) Voor welke Cl en C2 wordt volda:an aan limlxl-+oo u (x) = o. 

ivo Heeft het bijbehorende eigenwaardeprobleem een oplossing? 

{
-cp" = >..cp . voor x E JR, 
limlxl-+oo cp (x) = o. 

Opgave 191 Een eindige potentiaalput in één dimensie . 

.. . :, I I _ 
Definieer de functie \( door 

V .(x) = 4 x - , {
o als 11<1 

als lxi> 1. . . 

We gaan bewijzen dat het eigenwaardeprobleem 

{ 
~cp" + V (x) cp = >..cp vo~r x E JR, 
hmlxl-+oo cp (x) = 0 

(16.5) 

(16.6) 

(16.7) 

precies twee onafhankelijke eigenfuncties heeft. Omdat V in -1 en 1 een 
sprong heeft zijn oplossingen van (16.7) overigens in. Cl (JR) n C;." (JR). 
Gebruik voor het bewijs de volgende stappen: 

i. Bereken de algemene oplossingen op [1 , 00) ,op [-1,1] en op (-00, -1]. 

ii. Laat zien dat de voorwaarde in 00 en -00 zorgt voor >.. < 4 en 

cp (x) = clev'4=Xx 

cp (x) = c2e-v'4=Xx 

voor x < -1, 
voor x> 1. 

Laat ook zien dat voor lxi ::; 1 geldt 

. cp (x) = C3 cos ( v'Xx) + C4 sin ( v'Xx) 
cp (x) = c3 + C4X , 

cp (x) = c3ev'=Xx + C4e-v'=Xx 

áis >.. > 0, 

als>.. = 0, 
als>.. < O. 

Hi. Een eigenfunctie krijgen we als we deze mogelijkheden differentieerbaar 
aan elkaar knopen in 1 en -1. Laat zien dat dit alleen mogelijk is als 

>">0. 
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iv; Laat zien dat alleen het volgende mogelijk is: 

· re~ voor x< -1, 

~ '(x) = . C2 c~~x) voor -1~x~1, 

Cl e voor x>lj 

of 

~(X)~{::~) voor x< -1, 

voor - 1 ~ x ~ 1, 

. -Cl e- 4-ÀX voor x>1. 

v. Laat zien ' dat we een eigen
waarde vinden als 

' . V4-X 
tan .j). = .j). .' 

of als ( 

. ~.j). ' 
tan .j). = r.-\' 

. v 4 ->' 
r 

Als hulp staan hiernaast twee 
schetsen van de functies tan t 
met achtereenvolgens 

en 

f(t)=~ 
t . 

-t 
g(t) = ~. 
. 4-t 

, 

Motiveer dat er precies twee 
eigenfuncties zijn. 

f en de tangens 9 en de tangens , 

Merk op dat de eigenfuncties bij dè laagste eigenwaarde' een vast voorteken 
heeft. ----' 

Opgave 192 We vervangen in de vorige opgave de functie V door 
. I 

V (x) = {O alS lxi ~· l, 
'Y als lxi > 1. 

i. Geef bij iedere 'Y :> 0 het precieze aantal onatbankelijke (ligenfuncties. 
Noem dit N..,. . 

jL We nemen d~ ~igenfuncties {~n :21 genormaliseerd en geordend naar 
oplopende eigenwaarde >'1 < >'1 < ... < Xx,.., : Laat zien dat 

lim >'1 = (~1T)2 
1'-+00 



De Hamilton-oper~tor 

en 
voor koneven: lim cpZ (x) = ±cos (~1TX) ; 

')'-+00 

voor keven: lim cp1 (x)= ±sin (~1TX). 
')'-+00 

Opgave 193 We beschouwen het stelsel 

{ 
-:u" + V(x)u = Àu+ J voor x E IR, 
hmlxl-+oo u (x) = 0 
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(16.8) , 

met de potentiaal als in (16.6). Om het. rekenwerk te beperken bekijken we 
alleen functies J die hun drager op [-1, 1] hebben (dus J (x) = 0 voor x met 
lxi;:: 1). 

i. We onderscheiden À < 4 en À ;:: 4. Làat zien dat limx-+oo u (x) = 0 
, impliceert dat de oplossing u voor x ;:: 1 voldoet aan: ' 

als À < 4: u (x) = ce-v"'4-XX j , 

als À ;:: 4: u (x) = O. 

Geef een soortgelijke formule voor x :$ ~ l. 

ii. Laat zien dat voor dè oplossing u geldt: 

als ~ < 4: u' (1) = -V4 - Àu(l) en u'(-I) ~ V4 - Àu(-I) j 

als À;:: 4: u' (1) =u(l) = u' (-'1) = u (:-1) = O. 

iiL Laat zien dat voor lxi :$ 1 de oplossing voldoet aan het volgende rand-
w~ardeprobleem: ' " 

alsÀ<4 ' u'(I)=-v'4- -Àu(I), 
{

'-u" - Àu = J, 

' . _ u'(-I)=V4 - Àu (-I) ; 

'

aId ,,4, l-~' ~m : f: 
u' (-1) 0, 
u(-I) O. 

iv, Wat kunt u zeggen'over de oplosbaarheid van bovenstaande twee rand
waardeproblemen ? 

-----' 
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16.3 Het eigenwaardeprobl~m voor de Schrödinger~ 
vergel ij ki ng 

We hebben in de vorige paragraaf gezien dat eigenfuncties van de Hamilton
operator corresponderen met oplossingen van de Scluödinger-vergelijking met . 
stationaire kansdichtheid: 

De voorwaarde dat de functie. kwadiatisch integreerbaar is correspondeert met 
een eindige kansdichtheid. Als de kansdichtheid eindig is kunnen we normalis- . 
eren2 zodat f 11/1 (x)12 = 1. Dit geeft de kansdichtheid die hoort bij één deeltje. 
Hét eigenwaardeproblee~dat ons interesseert wordt daarmee 

. { 'H(tP) = )..tP, 

fJR31tP (x)1 2 
dx= 1. 

\ (16.9) 

Voor kwadratisch integreerbare functies op onbegrensde gebieden, bijvoorbeeld 
]R3, is (.,.) gedefinieerd door 

een inproduct. 

(u, v') = [ u (x) v (x) dx iR3 (16.1.0) 

Opmerking: Om dit een g~ gedefinieerd inproduct te laten zijn zal de oneigenlijke 
integraal in (16.10) moeten ·bestaan. Het is voldoende om te laten zien dat de inte
graal absoluut convergeert. Dit kan men wederom laten zien door gebruikte maken 

. 2 2 2 . - 2 
van lu (x) v (x)1 :::; (u (x)) + (v (x)) . De integralen JR' (u (x)) ·dx en JR' (v (x)) dx 
bestaan omdat u en v kwadratisch integreerbaar zijn. 

Opmerking: Een functie die kwadratisch integreerbaar is convergeert in een bepaalde 
zin naar 0 voor lxi -+ 00. Het kwadratisch integreerbaar zijn vervangt daarmee voor 
onbegrensde gebieden de Dirichlet randvoorwaarde voor begrensde gebieden. 

Stel dat voor twee kwadratisch integreerbare functies cp, 'I/J geldt dat 

('Hcp, 'I/J) = (cp,1t'I/J) ,. 

dan geldt voor twee oplossingen van (16.9) met verschillende ).., zeg de golf
functies tPl en tP2 (oplossingen bij verschillend energie-niveau El en E2 = 
verschillende eigenwaarde) dat tPl en tP2 orthonormaal zijn: 

Dit volgt inderd8.ad uit 

2Als JI1/I(x)12 d,x =c E R+ dan vinde~ we dat de 'gimo~maliseerde' ;P(x) = c-!1/I(x) 

. voidoet aan J 1;P (x)1
2 

dx = 1. 
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Opmerking: Bij het waterstofatoom corresponderen de eigenfuncties .met de mo
gelijke energieniveaus van het elektron. Dat wil zeggen de kansdichtheid voor het 
elektron metde laagst mogelijke energie wordt beschreven door e-i~t'lj;l (x) met 'lj;l 
çle eigenfuncties bij de kleinste eigenwaarde >'"1. Het eerstvolgende niveau heeft de 
kansdichtheidsfunctie e-i4tt'lj;2{X). Zonder extr~ argumenten zou 

111 (t, x) = O/le-i~t'lj;l (x) + 0/2e-i4tt'lj;2 (x) 

met O/~ + ~ = look een goede dichtheidsfunctie oplever~n. Inderdaad vinden we met 
de orthonormallteit dat 

Een fysisch argument laat zien dat zo'n combinatie niet mogelijk is. Zou men namelijk 

de energie van het deeltje met kansdichtheid 111 meten dan vindt men met kans O/~ de 
grootte ).1 en met kansO/~ de grootte >'2. Zonder invloed van buiten kan de energie 
niet veranderen en zal men bij herhaalde meting steeds dezelfde waarde vinden. Dus 
O/~ = 1 - O/~ is gelijk aan 0 ofl . . 

Opgave 194 We bekijken opnieuw de potentiaalpl,lt in één dimensie. Laat 
Vals. in (16.6,) zijn en noteer de daar gevonden eigenwaarden door >'1, >'2 met 
>'1 < >'2 en de bijbehorende eigenfuncties door !.p1 en !.p2' We beschouwen het 
volgende probleem: 

{ -:U" + V(x)u - >.u =f(x) voor x E IR, 
hmlxl_oo u (x) = 0, ' 

(16.11) 

met f een kwadratisch integreerbare functie (J E L2 (IR)). 

i. Gebruik de zelf-geadjungeerdheid om te laten zien dat 

ii. Bewijs dat er voor. >. = >'1 geen oplossing is als 0 =1= 1 ~ o. 

Men kan overigens door te berekenen laten zien ·dat er voor>. = >'1 oneindig 
veel oplossingen' zijn als f voldoet aan (J, !.p1) = O. Voor het onderzoeken bij 
welke >. < 4 en onder welke voorwaarde er een oplossing is, is veel werk en 
daarom zullen we alleen het re~ultaat vermelden. Men kan prob~ren één of 
meer van deze beweringen te bewijzen. Als vereenv:oudiging kan men zich · 
beperken tot continue functies f met begrensde drager. Voor >. ~ 4 verwijzen 
we naar de vorige opgave. 

• als >. E (-00, >'1) U (>'1, >'2) U (>'2,4) dan is er voor elke f E L2 (IR) één 
. oplossing van (16.11). . 

• als>' = >'1 dan is ervoor f E L2 (IR) met (J, !.p1) f:. 0 geen oplossing van 
(16.11); 
voor 1 E L2(IR) met (J,!.p1) = '0 zijn er oneindig veel oplossingen; 
voor het verschil van twee oplossingen geldt U1 -:- U2 = C!.p1' 

• als>' = >'2 dan is er voor f E L'J, (IR) met(J, !.p2) =1= 0 geen oplossing van 
(16.11); 
voor f E L2 (IR) met (J, !.p2) = 0 zijn er oneindig veel oplossingen; 
voor het verschil van twee oplossingen geldt U1 - U2 = C!.p2' .' 

----' 
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, Voorbeeld 81 
De oneindig diepe potentiaalput in één dimensie:. 

{ 
1i ('I/J) ~ -?m. (-ix)21/1, 
1/1(0) = 1/1 (i) '=0, 

Dit probl~m verschijnt 8.Is limietgeval van qe eindige poteritiaalput. , 
Al eerder hebben we gezien dat dit randwaardeprobl~m zelf-geadjungeerd is 
ten opzichte van het standaard inproduct. 
Het eigenwaardeprobleem is 

{ 
1i (1/1) 

1/1 (0) = 

E1/1, . 

1/1 (i) = 0, 

De oplossingen van het eigenwaardeprobleem zijn de Fourier-sinus functies: 

~ sin ( J2~fD x) met 

De factor ~ zorgt voor l11/1nll2 = 1. 
We vind~n hiermee voor de Schrödinger-vergelijking oplossingen 

en zonder extra fysisch argument ook lineaire combinaties hiervan. 

, Voorbeeld 82 
De harmonische oscillator. De potentiaal is hier V (x) = !mw2x2 : 

, { iliit"iJ! ~ 1-l("iJ!) , . 
, lim"iJ! (x, t).= lim "iJ! (x, t) = 0, 

:z;-t--CX) x--+oo . . . . 

met 1i("iJ!) = -&d-ix) + !mw2x 2 "iJ! . . ( 
' 2 2 " ) 

Het bijbehorende eigenwaardeprobleem wordt 

, , ' 

, Via de substitutie y = ~x ~n v (y) = 1/1 ( j;fy) vinden we 
• 4 " ~ 

{' (- (~r +y2) v=~'v, 
lim v (x) =lim v (x) = o. 

z--+-oo :z:-+oo , 

2E . 1 2 
Noemen we À = 1iW en u (y) '= e2!1 v (y) dan volgt , 

Uil - 2yu' + (À -l)u= O. (16.12) 
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Dit is de, differentiaalvergelijking van Charles Hermite. Via machtreeksen vin
den we twee onafhankelijke oplossingen 

00 

( ) . " 2n met, _ (4n-3-À)(4n-7-À) ... (l-À). 
Ul y = L.;" a2nY a2n - (2n)1 ' 

, n=O 

, 00 

U2 (y) = "a2n+ly2n+l met- (4n-l-À)f4n- S- À) .. . (3- À) 
W a2n+l - 2n+l)! , ' 

n=O 

, Met puntjes geschrev~n: 

Ul (y) 1 +' l-À 2 + (S-À)P-À) 4 + (9-À)(5-À)(l-À) 6 + 
= 2rY 4. y . 6! y . .. , 

U2 (y) + 3-À 3 + (7-À)\3-À) 5 + (1l~À)(7-À)(3-À) 7 + 
= Y 3!'y 5. Y 7! y .. .. 

De algemene oplossing van (16.12) wordt daarmee 

u (y) = aUl (y) + f3U2 (y). 

(16.13) 

Merk op dat indien we .À =.Àk := 2k + 1 nemen één van deze beide reeksen in 
(16.13) een polynoomis. Schaalt men deze polynoom zodanig dat de hoogste 
orde term 2k is dan vinden we de zogenoemde Hermite-polynomen. Daarmee 
vinden we de volgende eigenfuncties en eigenwaarden CPk (x) = fPk (~x) ; : 

Ek = ""'Àk. ' 
2 • 

, eigenwaarde Hermite-polynoom 

.Ào = 1 Ho (y) = 1 

.Àl =3 Hdy)=2y 

.À2=5 H2(y)=4y2_2 

.À3 = 7 H3 (y)= 8y3 -12y 
À4 = 9 H4 (y) = 16y4 - 48y2 + 12 

'.Às = 11 Hs (y) = 32y5 -160y3 + 120y 
enz. 

Deze functies voldoen aan limlyl_oo fPk (y) = O. Het is niet eenvoudig maar men 
kan laten zien dat voor .À rJ. {I, 3, 5, 7, 9, •. J niet aan de limietvoorwaarde in 00 

wordt voldaan door het volgende te bewijzen. Als Cl en C2 hetzelfde voortek~n 
hebben dan bestaat er een cÀ :> 0 en M > 0 zodat 

, , 1 2 

voor y > M geldt: IClUl (y) + C2U2 (y)1 > cÀe2'Y j 

bij tegengesteld voorteken analoog 
- 1 2 

voor y < -M geldt: IctUl (y) + C2U2(y) I > cÀe2'Y • 

Opgave 195 Voer de berekening 'uit voor de machtreeksoplossingen van 
(16.12). ~ 

Opgave 196 

' i. Laat zien dat voor alle tweemaal differentieerbare functies I en 9 met 
J~oo y2 12 (y) dy < 00 en J~oo y2 g2 (y) dy < 00 geldt dat 

1: (11.1) (y) 9 (y) dy == I: I (y) (11.g) (y) dy, 

met de 11. van de harmonische oScillator. 
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ii. Laat zien dat I: (P3 (Y) <P5 (y) dy = O. 

Als u hierbij veel rekent dan is dat niet de snelste methode. 

Voorbeeld 83 
Een vereenvoudigd model voor het elektron in het waterstofatoom: 

{ 
i1iit iJ! :;= 1t (iJ!) , " 

lim iJ! (x, t) = lim iJ! (x, t) = 0, 
%-+-00 x-+oo 

met voor iJ! : ]R3 -+ ]R 

In bolcoordinaten 

, ( ' 1i
2 

e
2 1) 1t(iJ!) = --~ - -- iJ!. 

2m 47réo lxi ' 

Xl " = rsinOcos</1 

X2 , = ,rsinOsin4> 

X3 = rcosO 

met r > 0,0 < 0 < 7r en 0 <: 4> < 27r vindt men 

1 (8 28 1 8, 8 1 8 8) 
.!l = r 2 ar r 8r + sin 0 aO sm 0 80 + sin2 0 8</1 84> . 

Het eigenwaardeprobleem wordt dan 

( 
1i2 1 (8 2 8 1 8 . 8 1 8 8), e2 1 ) --- -r -+--smO-+--' -- ---- 1jJ=E1jJ 
2m r 2 ar ar sin 0 80 80 sin2 0 84> 84> 47réO r 

met onder andere de randvoorwaarden: 

1jJ (r,O,O) = 1jJ (r, 27r, 0) , 
~1jJ (r, 0, 0) - ~1jJ (r, 27r, 0) . 

, ,Het bijbehorende inproduct is 

100 121T r ' 
(1jJ,cp) = r=O cp=O}(J=O 1jJ(r,4>,O) cp (r, 4>,0) r

2
sinOded4>dr. 

(16.14) 

(16.15) 

We geven geen reden waarom men door scheiding van variabelen alle eigen
functies zou vinden. Maar, enigs~ins naïef misschien, proberen kan men het 
altijd. 
Scheiding van variabelen zullen we hier in twee stappen uitvoeren. 

i. Allereerst 'proberen we 

1jJ(r,4>,O) =u(r)Y(4>,O). 

Dit levert de vergelijking 

( 
I} 2 I} -'- me2 + 2mE 2) () (1 I} • L1 I} 1 I} I}) Y (Á. ' L1) lfrr lfr"-~r firr u r iilii9~ sm u~ + ;;r;;'19~~ '1', u 

, u(r) , ;t , Y(4),O) , =0. 
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Om hierbij een oplossing te yinden is het noodzakelijk dat er een con
stante C is zodat 

( a r2 a + me
2 r + 2mEr2) U (r) ar ar 21réo1i2 -;;r 

= -Ci 
. u(r) 

(äïh'sinO' + Si;2()'-I4>~) Y(4J,O) 
Y (4J,0) = c. 

ii. We proberen de tweede scheiding 

Y(4J,O) = ~(4J)e(O) 

en krijgen uit (16.17) dat 

(sin U, sin U, - Csin2 U) e (U) ~-/q,if> (cf» . 
. 8(0) + if>(4J) =0 

(16.16) 

(16.17) 

. Om hierbij een oplossing te vinden is het noodzakelijk dat er. een con~ 
stante O2 is zodat 

(sin (), sin ()/e - C sin2 ()) e «()) 
= C2i e «()) 

(16.18) 

(16.19) 

De vergelijking in (16.19) is de eenvoudigste van de drie. We zullen daarmee 
beginnen en achteruitwerkend de vergelijkingen voor ~, e en u kunnen oplossen. 

i. De vergelijking (16.19) met de randvoorwaarden in (16.15) is . een oude 
bekende en zorgt voor de oplossingen 

~m,o (4J) = sin (m4J) 
if>m,e (4J) = cos (m4J) 

met . C2 ~ 'm2 en m E {1,2,3, ... }, 
met C2=m2 enmE{0,1,2, . . . } . 

ii. Terug naar (16.18) vinden we 

(
la. a · m2 

) -:--() a() smU aU + C - - ' -2- e (U) := O. 
sm .sm U 

De substitutie e «()) = p (cos ()) zal ons helpen. Merk op dat deze sub
stitutie is toegestaan omdat voor () E [0,71'] er een eenduidige inverse van 
de cos-functie bestaat. Met 

Ci!()! sin() :()) p (cos()) = ~~~! (sin())2 P (cos())) = 

= -2 cos ()P (cos U) +(sinU)2 p' (cos()) = 

= -2 cos OP (cos,()) + (1- cos2 U) p' (cos U) 

. volgt via z = cos () dat 

(1- z2) p' (z) - 2zP (z) + (c -1 ::2 )P(z) = O. 
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Voor. m = 0 is dit de differentiaalveryelijking van Legendre. VObr 1J1. =I- 0 
is dit de geassocieerde differentiaàlvergelijking van Legendre. "Deze wordt 

_ in gestandaardiseerde vorm geschreven als 

(1- z2) P"(z) - 2zP' (z) + (ll (ll + 1) - 1 ~2z2) P(z) = 0 • 

waarbij v de graad en p, de orde van deze vergelijking worden genoemd 
(v, p, E C). Oplossingen hiervan zijn de (geassocieerde) Legendre-functies 
van de eerste en tweede soort, respectievelijk genoteerd door Pt (z) en 
qe (z). De eerste soort levert oplossingen die begrensd zijn voor z i 1 
en voor z ! -1 en zijn daarmee voor ons interessant. Via machtreeksen 
en de notatie met het symbool van Pochhammer 

voor n = 0 : (a)o = 1 
voor n E N+ : " (a)n = a (a + 1) (a + 2) .. • (a + n -1) 

vindt men 

1 00 " k 

pJ.l(z) = 1 (Z+l)2"J.I"" (-lIh(v+lh (I-Z) 
v F (1 - p,) z - 1 ' ~ k! (1 - P,)k 2 

k=O 

Voor 1I E N bezit de reeks slechts eindig veel coëfficiënten die ongelijk aan 
o zijn en vinden we de Legendre (p, = 0) en de geassocieerde Legendre 
polynomen (p, =I- 0). De eigenfuncties die we zoeken zijn p.:" (cos 0) met 
m ::; n. Via formule 8.6.18 en 8/.6.6 van M. Abra'mowitz and I. A Stegun, 
Handbook of Mathematical Functions vinden we " 

P~(i) 

'P;: (z) 

"en daarmee 

I p.:" (z) 11 n ~ 0 I n = 1 In=2 In=3 

m=O 1 z 2z2 _1 
~ " 2 , 

2z 3 - 2Z 
2 " 2 

( " 2) 1 
"1 1 

m = 1 - l-z 2" -3z (1- z2)2 . -e25 z2 -!) (1- z2)2 

m=2 3 (1- z2) 15z (1 - z2) 

m=3 ( " 2) i! :-15 1-'- z 2 

Combineren met ,het vorige onderdeel geeft voor m, nE N 

als t::; m::; n : Y~ (0, cp) = sin (mcp) p.:" (cas 0) , 
als 0 ::; m ::; n: Y:!, (0, cp) = cos (mcp) p.:" (cos 0) . , 

Deze functies worden de sferische harmonische "of bolfuncties genoemd. 

Opmerking: D!'l functies Yn':'o (B, fjl), Yn':'e (B, fjl) vormen een" stelsel eigenfunc
ties voor de operator Ä op het gekromde oppervlak van de eenheidsbol, de 
L I : Belt ' tAl a . Ba 1 a a u " B 1 ap ace- rann opera or uLB · = iiliië 89 sm 89 + sin" 8 ä4> ä4>' voor = '271' 

geldt sin B ~ 1 en cos B = 0 zodat Ie Ie + * * overblijft. Ook is deze operator 

,I 
I 
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invariant onder draaiingen. De warmtevergelijking van . een pingpongballetje 
wordt daarmee 

iii. Tenslotte de vergelijking voor u. De vergelijking in (16 .. 16) met C = . 
n (n + 1) geeft 

me2 . 2mE . 
r2u" (r) + 2ru' (r) + 27rê 1i2 ru (r) + "1ï,27r2u (r) = -n (n + 1) u (r) . 

o . . 
Deze is via een (gegeneraliseerde ) machtreeks . op te lossen. Via de 

. J Eulervergelijking vinden we een in 0 begrensde oplossing van . de vorm 

00 

u (r) = rn L Ukrk . 
·k=O 

Het uitrekenen laten we achterwege. 

Als illustratie sferische grafieken van de kansdichtheid IY,t., (U, 4»1 2 
horende bij 

de höeken U,4>. Dit is een 'geschaald gewogen gemiddelde' over de r-variabele. 

I Y~ «(), 4» I1 n = 0 I n = 1 
I 

In=2 In=3 1 

m=O 1 cos U ~ (cosU)2 - ! 2 . 2 ~ (cosU)3 - ~ (cos U) 

m=l - cos 4> sin U - ~ cos 4> sin 2U - cos 4> e25 (cos U)2 - ~) sin U 

m=2 3 cos (24)) sin2 U 15 cos (24)) (cos U) sin2 U 
, 

m=3 -15 cos (34)) sin3 U 

-0.5 00.5 

(Y'?'e)2 voor n = 0,1,2,3 

-0.5 

(Y;,e) ~ voor n = 1,2,3 
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· 0.1 

(y;3 )2 
3,e 

Mathematica maakt bijvoorbeeld de voorlaatste schets via: 
yfunc [n_ ,m_ , theta_, phi_] .:
Re[SphericalHarmonicY[n,m,theta ; phi]]~2* 

{Cos [phi] Sin [theta] ,Sin [phi] Sin [theta] ,Cos [theta]}; 
ParametricPlot3D[yfunc[3;2,theta,phi],{phi,O,2Pi},{theta,O,Pi}, 
PlotPoints-::>{60,30},BoxRatios->Automatic,PlotRange->All] . 

. Bovenstaand model is overigens niet volledig en slechts een lineaire benadering 
van het fysische model. · Het werkelijke model houdt rekening met relativis
tische effecten en bevat bovendien nog een spin term. ----' 

Voor wiskundige aspecten van eigenwaardeproblemen uit de quantummechanica 
kan de mathematische fysicus tereèht bij M. Reed .and B. Simon: Methods of 
Modern Mathematical Physics I-IV, Uitgever: Academie Press, 1975. 

. / 
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