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HOOFDSTUK I: Inleiding-----------------------
•H~t doel van dit onderzoek is de bestudering van enkele

eigenschappen van een stromingswijze, welke gewoonlijk wordt
aangeduid met de naam n rolgolven".

De rolgolven behoren tot de grote familie van de z.g.
zwaartekrachtgolven; alhoewel binnen deze groep de rolgolven
geen pl.aatsvan oveIVlegende betekenis innemen, zijn zij toch
indirect belangrijk, omdat zij betrekking hebben op'een ver-
schijnsel in het randgebied van de normale stroming in open
leidingen; en zodoende als controle zouden kunnen dienen voor
de geldigheid van de benaderingsmethoden waarmede deze stro-
mingen worden berekend.

Sinds de tijd van J. Boussinesq, die dit probleem het
eerst aansneed, zonder zich hier overigens van bewust te zijn,
zijn er vele onderzoekingen aan dit vraagstuk gewijd aan de hand
van verschillende methoden en benaderingswijzen; het gevolg
is dat de theorie geen eenheid meer vertoont en in omvang ~eer
is toegenomen, terwijl het logische verban~ en de practische
toepassing van de verschillende resultaten niet steeds geheel
duidelijk is.

Rolgolven.ontwikkelen zich op natuurlijke wijze uit een
(turbulente) eenparige stroming in een (z-e'ch te) open leiding
met constante steile helling, als deze leiding voldoende lengte
bezit en voldoet aan zekere eisen t.a.v. bodem- en wandruwheid.
In de bec;iniase van hun ontwikkeling verschijnen de rolgolven
als golven met kleine àmplitudo ( van b.v. sinusoidale gedaante~
waarna ze zich, als de leidinglengte voldoende groot is, gaan
ontwikkelen tot z.g. "schokgolven" met grote amplitudo; onder
"schok" wo rd t in principe verstaan elke discontinui teit in
het wateroppervlak: zo noemt men een bewegende discontinuïteit
"bore" en een stationaire discontinuïteit "watersprong".
De stroming wordt gekenmerkt door een reeks watersprongen
welke zich uitstrekken over de breedte van de leiding (lood-
recht op de voortbewegingsrichting dus) en zich stroomafwaarts
voortplanten. Over deze "bores" of "schokken" verandert de water-
diepte abrupt, terwijl tussen de opeenvolgende bores de water-
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diepte geleidelijk verandert, en de waterspiegel"glad" is.
Men kan aan deze golven dus twee delen onderscheiden:

a: de z.g. kop, golftop of bore ( ruw vooroverstortend
water, dat ingesloten luch~kan bevatten), en

b: de staart of golfdal ( het glad stromende gedeelte).
Sommige g~otere schokgolven nemen andere, kleinere, in zich
op, met als gevolg dat de gecombineerde golf hoger is.
Beginnen rolgolven zich eenmaal te ontwikkelen, dan neemt
de maximale golfhoogte ( gemeten t.o.v. de bOdem) toe met
de afgelegde afstand; begint de ene schokgolf de andere in
zicn op te nemen, dan neemt de golfperiode toe met de afge-
legde afstand. Het uiteindelijk resultaat zal een periodiek
permanent rolgolfpatroon zijn, dat (qua stromingswijze) geken-
merkt wordt door het feit dat typisch horizontale afmetingen

( i.e. golflengten) groot zijn t.o.v. typisch :verticale afme-
tingen (i.e. waterdiepten) •

•Op grond van het bovenstaande kan men dus onderscheid
maken tussen:

.a: natuurlijke rolgolven,en
·b: periodieke permanente rolgolven.

Onder n~tuurlijke rolgolven verstaat ~en de rolgolven zoals
.deze zich ontwikkelen uit een eenparige (turbulente) stroming
in een open leiding met voldoend grote helling, mits voldaan
wordt aan zekere voorwaarden; zij kenmerken zich door twee·
groeivormen, te weten: natuurlijke groei ( opslinbering) en
groei door het opnemen van andere golven. Is de leidinglengte
voldoende groot dan zal dit.uáteindelijk resulteren in een
reeks periodieke permanente rolgolven, ook wel aangeduid als
een periodieke permanente rolgolftrein.
Onder periodieke permanente rolgolven verstaat men elke golf-
formatie, periodiek in afstand, welke ontstaat als een vloei-
stof (turbulent) in een hellende open leiding naar beneden
stroomt, waarbij het golfprofiel zich stroomafwaarts beweegt
als een progressieve golf met constante snelheid en zonder
vervol~ing,en zodanig dat de werkelijke snelheden van de water-
deeltjes overal kleiner zijn dan de golfsnelheid.
De werkelijke watersnelheid U, beschouwd t.o •.V. de gefixeerde
leiding, zal in het topgebied B groter zijn dan in het gebied A,
maar nergens zal de watersnelheid zo groot zijn als de golfsnel-
heid.
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Wanneer de stroming wordt beschouwd t.o.v. een met de constante
golfsnelheid meebewegend coördinatenstelsel ~, dan zullen vol-
gens waarnemingen van H.A. Thomas (1) de watersnelheden in het
~bovenstroomse gedeelte A van elke golf ttsupercritiektten in het
andere deel B (inclusïef de golftop) "aubc r-Lt tek" zijn. ( De
termen supercritiek en subcritiek hebben betrekking op water-
sneiheden welke resp. groter en kleiner zijn dan de z.g. cri-
tieke snelheid, welke voor een zeer brede, rechthoekige hori-
zontale leiding b.v. gelijk is aan ~. ) ( zie fig. 1-1 en
fig. 1-2).

Is bij eenparige stroming in een hellende leiding het
wateroppervlak eenmaal ~evoelig voor het ontstaan van insta-
biliteiten, dan vindt de opwekking van rolgolven, resulterend
in een periodieke permanente rolgolftreinjniet spontaan plaats,
maar is de aanwezighèld van een of andere aanvangspuls van een
buiten het versc~jnsel staande bron ( b.v. windgolven aan de
ingang van de leiding~ een 0nregelmatigheid in leidingbodem of
- wanden, vallende regendruppels) vereist. Deze puls behoeft
slechts licht te zijn, maar het bestaan ervan bepaalt de tijds-, .

afstand tussen de golftoppen in de leiding ( zie H.A. Thomas (1)).
Het ontstaan van periodieke permanente rolgolven vereist norma-
11ter.:een_veelal zeer grote leidinglengte ; wordt echter bij ex-
perimenten aan het begin van de leiding via een of ande~ puls-
-generator regelmatig een verstoring aangebracht, dan ontstaat
een dergelijk golfpatroon na een veel kleinere leidinglengte.

. .
Over het algemeen zijn rolgolven een ongewenst verschijnsel,

aangezien de maximale waterdiepte in een rolgolftrein groter is
dan de normale of ongestoorde diepte, zodat een leiding, gedimen-
sioneerd op afvoer bij normale diepte ( i.e. eenparige of per-
manente afvoer) eventueel dezelfde afvoer met rolgolven, afhan-
kelijk van de aangehouden veiligheidsnormen, niet meer zou
kunnen verwerken, zonder dat het water over de boorden stroomt,
waarbij dan.nog de sterke wisselingen in druk komen.

V. Cornish (2) observeerde en beschreef als eerste op ele-
gante wijze rolgolven in een lange open leiding met rechthoekige
doorsnede ( i.e. het leidingtype waarin rolgolven meestal wor-
den waargenomen) te Merligen, die water aanvoert uit de bergen
naar het Thunmeer in de Alpen. Hij publiceerde enkele inte~
essante foto's van rolgolven en deed enkele grove metingen:
hij merkt~ op dat de golffronten die zich in benedenstroomse
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richting voor-tpl.antben nagenoeg verticaal waren en discontinuï-
teiten in het wateroppervlak vormden, welke ~eer turbulent wa-.
ren. Hij sprak het vermoeden uit dat rqlgolven fundamenteel
afhangen van de aanwezigheid van wrijvingseffecten, welke op
de stroming werken. In een Appendix op het boek van V. Cornish
merkt H. Jeffreys verder op: n Omdat de golven een typisch dis-
continu karakter hebben, vertonen zij waarschijnlijk enige theo-
retische gelijkenis met bores; er is echter een fundamenteel
verschil, aange~ien de beweging van elke stroming beheerst
wordt door de wrijving, terwijl bores waarschijnlijk voorkomen
ondanks wrijving".
Uit het bovenstaande en uit experimenten van o.a. H.A. Thomas
(1) blijkt dat het fenomeen rolgolven fundamenteel afhangt van
de weerstand, welke te danken is aan de'wrijving langs leiding-
.bodem en -wanden ( en de resulterende turbulentie). Dit wordt
nog bevestigd door H. Rouse (3), die kortweg opmerkt dat de vor-
ming van rolgolven voorkomen kan ,worden door het creëren van vol-
doende weerstand door wrijving.

Opmerking:
In bovenstaande is dé benaming rolgolven gekoppeld aan het be-
grip turbulentie. Ook in de literatuur worden rolgolven steeds
genoemd in samenha~g met turbulente stroming: de rolgolven wor-
den beschouwd als een stromingswijze die voor kan komen in geval
van turbulente s't romi.ng in een hellende open leiding.

Een analyse van de experimentèn ~an L. Hopf (4), betreffen-
de laminaire stromingstoestanden met geringe diepte, toont aan
dat een laminaire stro~ng onder bepaalde voorwaarden golfver-
schijnselen kan gaan vertonen. Zoals zal blijken kan de stromi~gs-
toestand voor dit geval in eerste benadering weergegeven worden
door hetzelfde instabiliteitscriterium als gebruikt wordt voor
turbulente stroming, wat inhoudt dat de overgang naar de stro-
mingstoestand met golven niet bepaald wordt door turbulente pul-
satie.

Ook uit proefnemingen van P.G. Mayer (5) volgt dat in een
hellende open leiding met laminaire stroming ( onder bepaalde
voo rwaarden) golfve rschijnselen ontstaan, die aangeduid kunnen
worden met de benaming rolgolven. Qua vorm komen deze laminaire
rolgolven overeen met de bovengenoemde turbulente rolgolven:
zij worden gekenmerkt door een "staart" of ( laminair stromend)
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golfdal, en een kop of golfDxnt met sterke vorticiteit, (alle
vorticiteit is hierin geconcentreerd).

Een en ander kan men zich kwalitatief als volgt voorstellen:
wanneer in een leiding de watertoevoer wordt opengedraaid, en er~
wordt voldaan aan zekere voorvmarden, dan zal er een eenparige
laminaire' stroming ontsta~n; deze kan bij verhoging van de afvoer
op zeker moment instabiliteiten gaan vertonen ( of gevoelig wor-

I

den ~oor een opgelegde oppervlakteverstoring), waaruit zich
bij voldoend grote leidinglengte laminaire rolgolven zullen
,gaan ontwikkelen met de bovenomschreven gedaante. Wordt de af-.voer nog groter, dan zal het getal van Reynolds in de buurt van
500 komen en begint de overgang van laminaire naar turbulente
stroming plaats te vinden. Deze verandering van regime ( i.e.
strómingsvoorwaarden) betekent dat de weerstand voor de'stroming
gaat veranderen ( er gaat een andere wrijvingsformule gelden)
en de laminaire rolgolven verdwijnen. Wordt de afvoer nog verder
vergroot dan is de stroming op gegeven moment ,volledi~ turbulent
en zullen er ( onder zekere voorwaarden) turbulente rolgolven
kunnen ontstaan.

P.G.'Mayer geeft ook aan dat er in het overgangsgeb~ed
tussen laminaire en tur9ulente stroming.geen rolgolven ( i.e.
de schrijver noemt aileen laminaire rolgoven ti rollwavesU) en
"slugflowstl gevormd kunnen worden, wat kennelijk wordt veroor-
zaakt door de verschiilende stromingswijz~n en-derhalve andere
wrijvingswetten; de door de auteur genoemde nslugflows" ontstaan
volgens hem uit de instabiliteit welke de o~ergang van laminaire
naar turbulente stroming veroorzaakt: zij'schijnen echter veel
meer overeen te komen met niet complete rolgolven voor een laag
getal van Reynolds in turbulente stroming welke net van laminair

- naar volledig turbulent is overgegaan ( misschien zijn "slugflowslt'
te verklaren als een sbort rolgolven welke ontstaan uit instabili-
teiten van de stroming zelf bij een klein getal van Reynolds, zo-
wel in turbulente stroming als bij rolgolven in làminaire stro-
ming).

Omdat volgens bovenstaande in laminaire stroming ook golven
kunnen ontstaan, zullen we in de hierna te geven beschouwingen
ook de laminaire stroming opnemen, en het regelmatig golfpatroon
dat ook in geval van laminaire stroming in een hellende open lei-
ding uiteindelijk kan ontstaan, aanduiden met de benaming rol-
golven; deze rolgolven in laminaire stroming zullen qua vorm
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ongeveer gelijk ZlJn aan de rolgolven in turbulente stroming.
Als een mogelijk voorbeeld van dergelijke laminaire rol~

golven zou men kunnen noemen de pulserende stroming die geduren-
de een hevige regenbui in het water àat als een dunne laag
langs een ~ak met steile h~ling laminair naar beneden stroqmt,
ontstaat; de aanvangsimpuis voor de onregelmatige periodici-
teit kan dan geweten worden aan de vallende· regendruppels.

In ieder geval geldt dat rolgolven kunnen gaan verschijnen
in het laminaire gebied.
Voor de diverse stadia in de ontwikkeling van rolgolven,
zie fig. I-J.

•
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Toelichting op de figuren bij Hoofdstuk I.

!!g.!.!=1.: .....Golf en golfsnelheden.
Fi .1-2: Relatieve snelheid.
X.!Ei.!.!=2: Ontwikkelingsfasen van rolgolven (globaal),.

A: Zuiver eenparige "gladde" stroming, gevoelig voor
instabiliteiten.

B: "Gladden b.v. sinusoidale golf.
C: De stroming in B breekt in een aantal golven met

kleinere golflengten.
D: De golffronten worden steiler, de achterzijden

van de golven vlructrenaf; grotere golven halen
kleinere in, nemen deze in zich op en gáan samen
(groter) verder.

E: UiteindeliJk permanent periodiek golfpatroo~1 de
acllterzijden van de.golven zijn "glad", alle
vorticiteit is-in de gOlffronten geconcentreerd.

•
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Bij de behandeling van· het hier gestelde probleem -de
(op-) slingering van een vloeistofoppervlak betreffende- is een
zekere benadering, welke gebaseerd is op enke,le aannamen ( zo-

l

danig gedaan dat de gemidd~lde stroomsnelheid, de waterdiepte
en de vorm van de dwarsdoorsnede tot uitdrukking komen in de
zogenaamde fundamentele vgl. voor de bewèging van vloeistoffen
in een open leiding), veel eenvoudiger voor de mathematische
en fysische behandeling van de analyse van het vraagstuk, dan
als uitgangspunt de oorspronkelijke vgln. van Navie~Stokes
te nemen.

Waar het hier gaat om een stromingswijze, welke geken-
merkt wordt deor typisch horizontale afmetingen ( i.e. golf-

.lengten) die groot zijn t.o.v. typisch verticale ~fmetingen
( i.e. waterdiepten) is het meestal voldoende om aan te nemen
dat de verticale versnellingen van de'vloeistof in de leiding
met vrije waterspiegel te verwaarlozen 'zijn. m sa sw , er van uit
te gaan dat de drukverdeling hydrostatisch is ( dit impliceert
tevens verwaarlozing van de kromming van het wateroppervlak).'

De fundamentele vgl. voor turbulente stroming in een open
prismatische leiding met willekeurige doorsnede' is op schitte-
rende wijze afgeleid door G.A. Keulegan en G.W. Patterson (6,7),
die a~amen dat de drukverdeling hydrostatisch is, en alle
kleine termen op deskundige wijze verwaarloosden; de door hen
afgeleide vgl. bezit ook geldigheid voor het geval van laminaire
stroming. De afleiding van de door bovengenoemde auteurs gegeven
vgl. is echter nogal gecompliceerd en uitgebreid. Daarom zullen
we er hier mee volstaan de impulsvgl. af te leiden uit een be":'
schouwing van de impulsverandering door twee dwarsdoorsneden:
deze afleiding is veel eenvoudiger en korter, en alleszins rede-
lijk, bovendien komen de resultaten van deze benaderingswijze
overeen met die van G.H. Keulegan en G.W. Batterson.

Als uitgangspunt nemen we aan: de vloeistof is onsamendruk-
baar en de dichtheid, e, is constant ( deze aanname wordt gerecht-
vaardigd door het feit dat de berging in het vrije oppervlak veel
groter is dan de berging t.g.v. samendrukbaarheid); de visceuze
spanningen ( i.e. inwendige wrijving) worden verwaarloosd.
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II-a: De continuiteitsvgl. vo~de gemiddelde stroming in een
open leiding.
We zullen een vgl. afleiden die van toepassing is op

elke stroombuis, met een dwarsdoorsnede, welke zowel in plaats
als tijd veranderlijk is.

Aangenomen wordt dat ~e bui~ niet op zichzelf aansluit;
en aangezien deze een mathematische voorstelling is van een
leiding met stromend water, gaan we uit van de schets in fig.
D~ dwarsdoorsnede van de leiding, loodrecht op x, s~ellen we
voor door A = A (x,t), de gemiddelde waarde van de stroomsnel-
heid u,over de dwarsdoorsnede door U = U( x,t).
De positieve x-richting is zo gekozen dat U positief is.
De werkelijke richting van x is willekeurig, maar voor het ge-

,mak laten we deze ongeveer samenvallen met de richting van de
leiding.

De hoeveelheid vloeistof welke het beschouwde vak 6x binnen-
stroomt gedurende het tijdsinterval ,ót is

11-1.

•

'terwi-jlde,hoeveelheid vloeistof die in dezêlfde tijd naar buiten
I;3.troomt

t.~Af

IIJ(~ rL1xJI).I(~ +Ax,IJ-/f

"
,is. Het vloeistofvolume in het vak t:J. ten tijde to is:

en ten tijde to + ót:

De vloeistof is onsamendrukbaar, dus de netto hoeveelheid vloei-
stof, die het vak LlX uitstroomt, plus de volumevermeerding
binnen dit vak moet gelijk aan nul zijn:

t.+N . x..,..dX

JIII~rAxJI).Il(Xo+.lJx)I)- I/~JI). !(x,,,!J]c/f +jll(:;rJ ~+t1I) -#6:
J
I.J.lclx

~ , ~
-IJ
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"
Bassen we hierop de stelling van het gemiddelde voor integralen
toe, delen we vervolgens door ~.~t en laten·we dan~ en ~t tot
nul naderen, dan krijgen we:

..... .

È- ((JIJ) + :M = 0ox ot

welke vgl. ook geschreven kan worden als:

Bovenstaande vgl. is de continuiteitsvgl. voor de gemiddel-
de stroming,in een open leiding. Aangezien er geen aannamen
zijn gedaan betreff'ende de vorm van de leiding, geldt deze
vgl. algemeen voor open leidingen.

1I-b:' De vgl. voor de gemiddelde stroming in een open pris-
matiscne l~iding.

Beschouwen we een prismatische leiding en kiezen we als
oorsprong van een rechtsdraaiend Cartesiaans coördinatenstelsel
het laagste punt van zekere dwarsdoorsnede ( zie fig. 1I-2).
Kie2len we als x-as de lijn evenwijdig aan de leiding ( de posi-
tieve richting in de stroomrichting), als y-as de horizontale
lijn, en de z-as positief omhoog. De hellingshoek van de leiding,
I, is de hoek die de positieve x-as met de horizontaal in het

x,z-vlak maakt, gemeten ,in'de richting tegen de wijzers van de
klok in, gezien in de richting waarin y toeneemt; m.a.w. een
positieve leidinghelling is stroomafwaarts gericht.

De bewegingsvgln. voor een ideale vloeistof ( i.e. onsamen-
drukbaarheid, visceuze spanningen verwaarloo~d), toegepast op
een volume elementje dxdydz, de z.g. vgln. van Euler luiden:

IJ dv = - ~ + hJX\"'dl ~x t

IJ dY = -.$. -I- fJy
'dl oy (
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waarin de operator d
ëre
..si.
dl

in termen van de plaatselijke variaties

is. Hierin zijn:
u,v en w de snelheidscomponenten in de resp. x-,y- en z-richting,
beschouwd als functies van x,y, z en t, p de druk, en fde
dichtheid;
X,Y en Z de componenten in de resp. x-, y- en z-richting van
de uitwendige, c.q. volumekrachten.

We gaan nu uit van het volgende: we nemen aan dat de tweede
afgeleiden van de dwarsdoorsnede A en de gemiddelde stroomsnel-
heid U, benevens de producten en kwadraten van de eerste afge-
leiden van U en/of A verwaarloosbaar klein zijn t.o.v. de eerste
afgeleiden, en dat de overheersende snelheidscomponent die in
de x-richting is. Een stroming waarvoor dit geldt noemt men ge-...
leidelijk veranderend of quasi-permanent. In het algemeen zal
dit vereisen dat de helling van de leidingw~nden ni-et te flauw
_is ( b.v. niet flauwer dan 1:1), dat de helling van het golf-
profiel klein is t.o~v. 1, en de kromming van het golfprofiel
kl' . t I #1/ f I ~(/e~n ~s •0 ..v • Ir "i% 0 7JT' 7Jt .

Als gevolg van deze beperkingen zijn ~ en ~ verwaa~
loosbaar klein t.o.v. ~; hetzelfde 'geldt voor v en w, maar .dan.
t.b.v. u.

Op grond van deze aartn~men worden de bewegingsvgln. voor de
y- en z-richting, omda t Y::O en Z:: 7~!' ..

en

De simultane oplossing van dit stelsel vgln. met de dyna-
mische randvoorwaarde p= Pa= 0 voor z=H is:

p:: A + f/~;' (1/-2)

waarin H::H (x,t), een functie van x en t alleen, de z-coördi-
naat van het vrije oppervlak is, en Pa = 0 de atmosferische
druk. Volgens het bovenstaande is in quasi-permanente stroming
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de druk overal hydrostatisch. Partiële differentiatie naar x
van de laatste vgl. geeft:

I.p.v. 'dè bewegingsvgl. voor de x-richting, zoals deze
hierboven is gegeven, zullen we gebruik maken van de,impul~vgl.
voor de x-richting, toegepast ~ een m~-9Iementje (fungerend
als controle vo Lume), begrensd door twee dwarsdoorsneden met
resp. x-coördinaten x en x+dx ( zie fig. II-3)

De impulsvgl. in de x~richting kan geschreven worden in
de aLgemene gedaante:

Hierin is:
~{ de som van de uitwendige krachten in de x-richting, wer-
kend op het m~-elementje;
~ de mate van impulsverandering in de x-richting binnen het
m~-elementje (i.e. controle volume);

cia.. -0"4· de mate van impulstransport in de x-richting
dl

uit het ma~-elementje door de begrenzende dwarsdoorsneden ( het
symbool m, resp. M staat hier voor impuls). Voor de afleiding
van deze formule, zie de Appendix van dit hoofdstuk II •.

Allereerst gaan we ~Fx bepalen; ~Fx is te schrijven als:
~[ = ~ I- l:-.t.p -+ ~r

De uitwendige kracht op het macro-elementje t.g.v. de zwaarte-
kracht i's:

waarin B = b2+b1, als b2 en -b1 de y-coördinaten zijn van de
twee punten op de natte omtrek met afstand H tot het x,y-vlak
en g de gradient van het conservatieve homogene zwaartekracht-
veld is.
Verwaarlozen we termen oneindig klein van de tweede en hogere
orde, dan is:
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De uitwendige kracht op het macro-ele~entje t.g.v. het druk-
verval over het interval dx is, aangezien de drukverdeling
hydrostatisch is aangenomen:

Termen oneindig_klein van de tweede en hogere orde worden
weer verwaarloosd dus:

•

De uitwendige kracht op het macro-elementje t.g.v. de wrijving
wordt bepaald door de schuifspanning 7 langs de bodem en wanden.
Nemen we aan dat de schuifspanning aan het vrij~ oppervlak ge-
lijk aan nul is, en definiëren we. re als de gemiddelde schuif-
spanning van de vloeistof langs de leidingwanden en -bodem
voor zekere dwarsdoorsnede als:

waarin S de natte omtrek voorstelt. Als we aannemen dat T
o
de

gemiddelde sch~ifspanning is. in de doorsnede met 'Coördinaat
x, en ro + d7:ode gemiddelde schuifspanning" in de doorsnede,
met coördinaat x+ dx, dan mogen we voor de gemiddelde wrijvings- '
kracht op het macro-elementje stellen:

Verwaarlozen we weer de termen oneindig klein van de tweede en
hogere orde, dan is:

l:r = -Z;. S~

N.B. We ve~/aarlozen de kromming van de stroomlijnen, en der-
halve behoeft de invloed van de oppervlaktespanningen niet in
rekening te worden gebracht. De oppervlaktespanningen moeten
wel in beschouwing worden genomen voor het geval van laminaire
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stroming in een zeer steile open leiding ( met name) als het
getal van Reynolds zeer hoog is.

We hebben nu gekregen voor ~F~:

,
Bepalen we vervolgens~.
De massa van een volume-elementje dxdydz binnen het als controle
volume beschouwde macro-elementje is:

f e/xttjd.z I

met dA= dydz wordt dit:
{ulzJ#

De impuls van dit volume elementje in de x-richting is dan:
(')(Je/xJ!.

Breiden we dit nu uit tot het gehele macro-elementje, gebruik-
makend van de aanname dat termen oneindig klein van de tweede
en hogere orde te verwaarlozen zijn, dan krijgen we:

~ hoeveelheid impuls in de x-ric~ting, welke door een opper-
vlakte elementje dydz= dA van het controle volume naar buiten
stroomt in een tijdsbestek.dt is:

De totale hoeveelheid impuls in de x-ri. welke per tijdseenheid
door de oppervlakte van het controle volume naar buiten stroomt
is:

d~
dt

Evenzo is de ~otale hoeveelheid impuls in de x-richting, welke
per tijdseenheid door de oppervlakte van het controle volume
naar binnen stroomt:

dM" wordt nu:or

~11. = f ol", i/val'
;;

+ fl (v+ gd;;t/cllÎ
..9,..~d~
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.De gemiddelde st r-oomsne LheLd U in een dwarsdoorsnede wordt
impliciet gedefiniëerd door:

We zullen nu een coëfficiënt voor de verticale snelheidsver-
, , '

deling, Ct. ,definiëren als de ,verhouding tussen het gemiddeide
van de snelheid in het kwadraat en het kwadraat van de gemid-
delde snelheid, beide gemiddelden genomen over de dwarsdoor-
snede,dus:

a I/~ =jl/~d~,
71

Deze coëfficiënt ex werd het eerst geïntroduceerd door J. Boussi-
ne.aq (8); aangenomen wordt dat ex niet afhankelijk is van x en t.

,'M.b.v. deze heide laatste betrekkingen wordt :J
~/1a. s=. :e c/:;( 'Jt;:.#J _+ af·{I/+ !!d~)~(1/+ l!d~J -,? t'~,

Uitwe'rking hi-ervan geeft:

dit, ()tI/,IJ .a 1i. I --::'/1
~ = f dx' -W- + IX,! ti Ox ax -I-.2txf til! -g c/:;c '-I-

+.2?//;f cI~,:fd~ -I- ?,(lfclx)~ (#+ ;Ic/x),

Termen oneindig klein van de tweede en hogere orde worden weer .
verwaaTloosd, dus:

~11x _ r« ()Çf#)~+cyoll/l :!d~-f .2()(fllll ~dZ _

_ fdx. (Ijf -fot/IJ -I- tXf/ t!d~ -I- _2a'ft/lJ?1 dx,

De continuiteitsvergelijking luidt:

waaruit volgt:
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Substitutie hiervan in ~~ geeft:

dllx J'1 / I (JI) 1/ '()tl / ) 11Hjdl- = fJHd7! ~t + a ~ -;.d-f,( 11'k

~{ = ~I'tc geeft dan na deling door ("Pek:

l+ ()d/fj_ r{I.-«}j.: - /HÁ11 -/t«JI.-J! - ~;
Dit is de vergelijking voor de gemiddelde ~troming in een
prismatische leiding met vrije waterspiegel.

Resumerend heb~en we dus als fundamentele basisvgln. ge-
kregen:

. ~ {tIIJ} ="0

of

=()
)

en

]i!. + /VIJ dil + /I_N)JL. ol! . A iJ 0.11 r
?Jt ""~.x L VI /I pI =I~ t7 I~P'"f};. - fJR ) (2)

waarin:
U=U(x,t) is de gemiddelde stroomsnelheid in een dwarsdoorsnede;
A=A(x,t) is de dwarsdoórsnede;
x is d~ x-c cörd.tnaat,posi tief gekozen in str-oomarwaar-t ss rich-
ting langs de leidingbodem;
t is de tijd; •
H=H(x,t) is de wateluiepte, gemeten vanaf het x,y-vlak;R-i- is de hydraulische straal;- .
g is de versnelling van het zwaartekrachtveld;
; is de hellingshoek van de leiding;
t: (i.p.v , z:) is de genii.ddeLde schuifspanning langs wanden en. 0 .

bodem in zekere doorsnede;
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a is de correctiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling in de
verticaal, aangenomen als onafhankelijk van x en t.
De vgln.(1) geven de continuïteitsvoorwaarde voor de gemiddel-
de stroming in een open leidinB.
De vgl.(2) is de hydraulische bewegingsvgl. (c.q. impulsvgl.)
voor geleidelijk veranderende niet-permanente ( i.e. q~asi-
permanente) stroming in een prismatische leiding met vrije
waterspiegel.

N.B.I
In werkelijkheid zal bij de stroming van een vloeistof

(zeker bij tu.cout.enbe stroming) het momentane stromingspatroon
over het algemeen niet rotatie-vrij zijn; we beschouwen hier
alleen het geval dat de u gemiddelde" stroming ( dus zeker onder
verwaarlozing van de turbulentie componenten) rotatie-vrij is.

De watersnelheden, genoemd in voorgaande afleidingen,
hebben betrekking op snelheden welke gemiddeld zijn over een
voldoend groot tijdsinterval, zodat in geval van turbulentie',
het fluctuerende deel van de snelheden geliJk aan nul is.

N.B.II
De vgln.( 1) en (2) komen ( behoudens de wrijvingsterm in .

vgl.(2» qua·vorm overeen met de vgln. voor de z.g. niet-lineaire
ondiepwätertheorie, wat geenszins verwonderlijk is, omdat deze
vgln. op de conventionele wijze, uitgaande van de Eulervgln.
afgeleid kunnen worden onder dezelfde aannamen als in het boven-
staande zijn gedaan ( i.e. ue z-component van de versnelling
der waterdeeItjes in een tweedimensionale rotatievrije stroming,
heeft een verwaarloosbaar effect op de druk, d.w.z. de drukve r-.
deling wordt hydrostatisch aangenomen). Deze theorie wordt zo
genoemd omdat een stroming, waarvan de verticale afmetingen klein
zijn t.o.v. de horizontale afmetingen, of waarvoor de stroomlij-
nen een slechts kleine kromming hebbe~ bij benadering een hydro-
statische drukverdeling te zien geeft. Alhoewel de theorie ge_
lineariseerd is, behoeven de echte verstoringen van de stroom
niet· noodzakelijkerwijs klein te zijn. Een betere afleiding
van de ondiepwatervgln. ( onder verwaarlozing van alle wrijvings-
effecten) is gegeven door K.O. }~iedrichs (9), die deze verkreeg
als de hoogste approximatie in een perbnbatieprocedure, toegepast
op de EulerVgln. Aannemende dat de perUnbatiemethode convergeèrt
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of asymptotisch is, yolgt hieruit dat de ondiepwatervgln. völ-
doende nauwkeurig zullen zijn, indien het product van de maxi-
male kromming van het vrije oppervlak en de diepte klein, of
wat hetzelfde is, indien een typisch verticale afmeting van de
stroming klein is t.o.v. een typisch horizontale afmeting.
J.B. KeIler (10), verkre.èg later hogere approximaties, gebruik
makend van de methode van K.O. Friedrichs, benevens, op de-
zelfde wijze, gegeneraliseerde ondi~p-watervgln. voor drie-
dimensionale stroming, wederom onder verwaarlozing van alle \
wrijvingseffecten. Zich baserend op resultat,en van K.O. Frie-
drichs en J.B. KeLl.er maakte Rs F; Dressler (11) gebruik van een

. .pert ~tie methode om continue rolgolfoplossingen te verkrijgen,
waarbij hij in de door hem toegepaste procedure de weerstands-
effecten alleen in de hoogste approximatie beschouwde, doch deze
verwaarloosde in het kleine gedeelte van de oplossing dat wordt
bijgedragen door de hogere approximaties •.

'.



Ti&. Jf-J.

Fiti.1l-2.

. 11-12

TI..

I

•r



·11-13

Toelichting op de figuren bij Hoofdstuk 11.

Ag.!!!=~:
,!~~.!.!~=.J:

Oppervlaktevormen op twee verschillende tijdstippen
in een open LeLd.Lng, -.
Coördina tenstelsel Ln .een prismat,ische leiding.
Schets van het macro-ele~entje dx, en de twee
dwarsdoorsneden ter plaatse x en x+dx, gezien
in stroomopwaartse richting, t.b.v. de bepaling
van de impulsvgl. in de x-richting.
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Hierin is:
t

dM de mate van opeenhoping van ~assa binnen het G.V.
,dt dm -dm °en 0 t de netto hoeveelheid massa die het G.V. verlaat.dt

b: Afleiding van de algemene gedaante van de wet van behoud van
impuls.

De tweede wet van Newton kan geschreven worden in de gedaante:

waarin ~Fx de som van de uitwendige krachten in de x-richting,
d(~. Kc) d t . ld' . d . ht· ..en dl e ma e v:an r mpu sveran em.ng a.n e x-on.c ang as,

Als symbool voor de impuls (massa .V) zullen we kiezen M.
Een maese eysteem neemt ten tijde t een zekere ruimte. in,.

en bewe ....~t naar een nd,e J.weruimte ten ti;j_det+ ~ t ( zie q.e fig.)
zwarte lijn is begrenzing van
het controle-volume (C.V.)

stippellijn is begrenzing
~ van het massasysteemOten tijde

~ t+ ~t
rv~ is de impuls in de.x-richting van het massasysteem ten tijde t·t
~.t n

ft > ti ft " n " tt ft tt " t+ Llt;
M' is de impuls in de x-richting van de massa in het controle vo-:x;,
lume ten tijd,e t·t
M~.t is de impuls in de x-richting van de massa in het controle-
volume ten tijde t+ 6.t.
~M~is de impuls in de x-richting van.de massa, welke het controle-
volume in een tijdsbestek Lltheeft verlaten.
~M~ is de impuls in de x-richting van de massa, welke het controle-
volume in een tijdsbestek ~t is binnengekomen.

De impuls in de x-richting van het massasysteem is gelijk
aan de impuls van de massa in het controle-volume ten tijde tt
omdat het hier in beide gevallen dezelfde massa betreft:

t

M = M
XI :x:t

Ten tijde t+ ~t is de impuls in de x-richting van het massa-
systeem gelijk aan de impuls in de x-richting van de massa in
het controle-volume, plus de impuls in de x-richting, van de
massa die het controle-volume heeft verlaten, minus de impuls



II.A-1

II.A: APPENDIX van Hoofdstuk 11-------------------------------
a: Afleiding van de algem~ne gedaante van de wet van behoud

vlm. massa.
Het controle volume ( G.V.) is gebonden aan de plaats.

Ten tijde t is het G.V. volledig gevuld met massa(een z.g.
massasYGteem).

zwarte lijn is begrenzing
van het controle-volume ( G.V.)

Ol~~ stippellijn is begrenzing van
het massasysteem ten tijde t + Àt

Aanname: de maasa is een v ontLnuiim , het gehele C. V. is.ten
tijde t met massa gevuld. In een tijdsbestek ~t verdwijnt een

en een gedeel-gedeelte LUIlo vàn het massasysteem uit het C.V.,
te ÀIDi komt erin ( zie de fig.).
M1 is de massa van het massasysteem ten tijde t.
~ ti " tt ft tt tt ' "n t+ IJ. t

M1 is de massa in het G.V. ten tijde t
M' It tt·,,, It "G.V.- ti ft t+ t::.t2

Per definitie }s: M1=M2 ( geen vernietiging etc. van massa).
Ten tijde t is M1=M1 ( het C.V. is geheel met de massa van het
massasysteem gevuld).
Ten tijde t+ ~t is: ,

M2=M2-LlIIl;+zïm,
Substitutie van ~ e~ Mj in de vgl. M1=~ geeft:

Nt1=M2- funt .1m.,
delen door ~t geeft:

NI' - ft'14 l-r
Lil"

- 0 .

De limiÎ.ethiervan voor Cl!-() geeft:

waaruit volgt:
.sIlt'
dl + =0
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in de x-richting van de massa die het controle-volume is bin-
nengekomen, in een tijdsbestek ~t:

.De impulsverandering in de x-richting van h~ massasysteem is:
~-~•Vindt dit plaats in het tijdsinterval ~t, dan is de verandering

L1Mx:

.dan krijgen we:
Sub'stitueren 'we de gevonden woorden voor M en M hierin,_-'X,t Xi

Delen door iltgeeft:,

De limieb van ~~
LlT" voor LJI -- 0 geeft:

= 4:'~ 7-
dl

d4,-d'I%r.
cll

De meest algemene gedaante voar de impulsvgl. is dus (met
d"'~ = ~ - ~ )_:'~t dL

cl;; - d~,
+ dl

Hierin is: ~ èe mate van impulsopeenhoping in de x-richting
binnen het controle-volume;
d~-d~-

dl de mate waarin de impuls in de x-richting door het
controle-oppervlak naar buiten stroomt.

c: Afleiding van de algemene gedaante van de wet van behoud van
energie.

De eerste wet van de thermodynamica luidt:
Ll~ = N -I- LJ kI ~.

hierin is Q de warmte welke aan het beschouwde systeem wordt
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toegevoerd, W de arbeid verricht door het systeem en E de in-
wendige energie van het systeem.
E is een fysische eigenschap van he~ systeem en onafhankelijk
van het proces dat toegepast wordt om tot zekere toestand te
komenjLlQ (toegevoegd of onttrokken aan het systeem) enllW (ve.I'-
richt door of uitgeoefend op het systeem) zijn geen eigenschappen
van het systeem; de warmteterm en de arbeidsterm hangen af van
het gevolgde proces en de eindtoestand van het systeem.

Een massasysteem neemt ten tijde t een zekere ruimte in
en bewe€gt naar een rrieuwe ruimte ten tijde t+ L1t ( zie de fig.)

zwarte lijn is begrenzing van
het controle-volume ( e.v.)

~~~--stippellijn is begrenz~ng van
het massasysteem ten tijde t+ Àt.

E is de inwendige energie van het massasysteem ten tijde t1
E2

tt tt tt tt te tt ti tt ti t+6t
E' is de Lnwendä.ge energie van de massa in het G.V. ten tijde t1
E' tt It ti ti tt tt tt tt " tt t+ .1t2

De verandering van de inwendige energie van het massasysteem
is:

4 -E;N= :t.

Ten tijde t bezet het massasysteem het G.V. volledig, dus: E1= E~
Ten tijde t+ ~t zal de inwendige energie van het massasysteem ge-
lijk zijn aan de inwendige energie van de massa in het G.V.
ten tijde t+ Àt, plus het.bedrag aan inwendige energie dat het
G.V. in een tijdsbestek .1t heeft verlaten, minus het bedrag aan
inwendige energie dat het G.V. in een tijdsbestek ~t is binnen-
gestroomd:

dus geldt ook:
!JE = .ç -l; = E./ -I;' -f L1Eo - L1.(

M.b.v. de eerste hoofdwet geeft dit:
.ó~ = 1;' -E/ of- L1~ - L1.( +L1kt' .

Delen door Llt geeft:

M = E.t'-l/
Llt .11 +

De limiet" van 2~voor L1t~o levert op:
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= .ç;'-l/ di; -d{ d)/
dt + df + dl-

."..

Hierin is:
Q ~e energie die aan het beschouwde systeem wordt toegevoegd
in de vorm van warmte etc.)

E.:I' _&"'~ de toename van de inwendige energie van de massadt
,

'binnen het C:v.;
d4 - d.ç.
. dl de netto inwendige energieflux door het controle

oppervlak, en
W de arbeid overgedragen vanuit het controle-oppervlak •

•
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In het navolgende zullen we in chronologische volgorde

een beknopt overzicht geven van de voornaamste literatuur
betreffende rolgolven.

Alvorens hiertoe over' te gaan, zullen we eerst nog het
volgende opmerken:

-In alle studies is r (i.e. de gemiddelde schuifspanning
langs bodem en wanden) ontwikkeld uit een beschouwing van. de
eenparige stroming, waarbij wordt uitgegaan van een schuif-
spanning die recht evenredig' is met 'b.v. het kwadraat van de
'gemiddelde stroomsnelheid, en dus de gedaante heeft:

r= (wr,ijvingsfactor). u~;
•hierin. dtJ,idtde index 0 op.de eenparige stromingstoestand.

Er wordt dan aangenomen dat eenzelfde soort relatie ook geldig
Ls voor riiet-permanent,e geleidelijk veranderende ( i.e. quasi-
permanen te ) st~oming (Uo wordt dan vervangen door U). Voor een-
parige stroming variëert de wrijvingsfactor, algemeen gesproken,
met het getal van Reynolds en/of de relatieve bodem-en wandruw-
heid. In sommige studies nu is aangenomen dat de wrijvingsfaptor
niet verandert in de x-richting en gelijk is aan zijn waarde voor
eenparige stroming, terwijl in andere studies een variabele wrij-
vingsfactor wordt aangenomen, met als uitgangspunt dezelfde af-
hankelijkheid van het Reynoldsgetal en/of de relatieve bo4em-
en wandruwheid als bij eenparige stroming-.

V. Cornish (2) was de pionier die als eerste rolgolven
in hellende prismatische leidingen met vrije waterspiegel, ge~
legen in de Alpen, observeerde, deze op elegante wijze beschreef
en enkele globale metingen hieraan verrichtte. Hij merkte op
dat deze rolgolven ontstonden uit een instabiliteit van de een-
parige stroming en dat het wrijvingsmechanisme een dominerende
rol speelde.

In 1925 bestudeerde H. Jeffreys (12) het criterium voor
de instabiliteit van de stroming in een open leiding met con-
stante helling, als zijnde de beginvoorwaarde voor het ontstaan
van rolgolven.Onder aanname dat de stroming volledig turbulent
en de wrijvingsweerstand recht evenredig was .met het kwadraat :
van de gemä dde Lde stroomsnelheid ( i.è. 7:= constante .U2~ m.a.w.
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'een, - wrijvingsformule van het Chezy-type met constante
,v-waa räe), beschouwde hij; voor het geval van een zeer brede
rechthoekige leiding met uniforme snelheids\lerdeling (i.e. cr= 1)
,de toe- of afname in de tijd van de amplitud~ ener infinitesi-
male verstoring, aangebracht op het vloeistof oppervlak. Het. '

instabiliteitscriterium, d.w.z. de voorwaarde voor het ont-
staan van instabiele ,stroming, uitgedrukt in termen van de
eenparige stromingstoestand, luidde dat de minimale waarde
van het Froude-getal F = Uo• (gHoJi groter is dan 2.
N.B. In het algemeen zij hier nog opgemerkt dat een instabili-
teitscriterium natuurlijk ook uitgedrukt kan worden in groot-
heden de wrijving:sweerstand betreffende.

G.H. Keulegan en G.Vl. Patterson (13) bepaalden in 1940
het criterium voor instabili teit van de eenparige stroming in,
een zeer brede rechthoekige leiding met uniforme snelheidsver-
deling (i.e. C(, = 1» uitgaande van een uitdrukking voor de voart-

•plantingssnelheid van een v:olume-elementje van een positieve
golf, volgens' J.Boussinesq,en een geschikte formule voor de
verandering van de leidingweerstand met de diepte. Zich'ba-
serend op wrijvingsformules van- resp. het Manning-type(i.e.
:r~ constante.u2.H·f ), en het Chezy~type (i.e. t:« constante.U2)
vonden zij als instabiliteitscriterium dat het Froude getal in
het eerste geval groter dan 1,5, en in het tweede geval groter
dan 2 moest zijri.

-H.A.Thomas (1) refereerde in 1940 aan een 'reeks experimenten,
uitgevoerd met behulp 'van een rechthoekige open leiding met
verstelbare helling, voorzien van glazen zi jwanden en een bodem
ïn de vorm van een door een motor aange<ireven band. Op deze wijze
kon het water door de band omhoog gevoerd worden, en verschenen
de lopende rolgolven als een stationair golfprofiel. Bij deze

- -
proefnemingen werd veel aandacht besteed aan de factoren, die de
aanvar~elijke vorming van de rolgolven veroorzaakten, zoals kleine
,verstoringen aan de toegang tot de LeLding t.g.v. wind b vv ,
Hij nam waar dat dergelijke kleine verstoringen groeiden naarmate
zfj stroomafwaarts reisden en tenslotte een stabiele periodieke
vorm aannamen. In zijn studie deed R.A.Thomas een eerste pOGing
tot de analyse van het rolgolfpatroon) uitgaande van een brede
rechthoekige leiding met uniforme snelheidsverdelinc; (i.e. ex == 1)

en een weerstands-vgl. van het Chezy-tYJie (i.e. r = constante.U2);
hij beschouwde het gedrag van zijn bewegende band analooon in

,termen 'Jande z.g. profielvgl. van Bresse en construeerde een
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golfprofiel, gelijk aan de waargenomen rolgolven, door twee
geleidelijk veranderende oppervlakteprofielen voor niet-
permanente stroming samen te stellen. Tenslotte leidde hij nog
de stromingsvoorwaarde af, noodzakelijk om~et uiteindelijke
rolgolfpatroon te doen ontstaan en te behouden, door een
bes~houwing van de hydraulische kenmerken ervan. Deze noodza-
kelijke voorwaarde, de weerstand betreffende, voor rolgolf-
vorming komt op een kleine factor na, te weten (,(J'j-.z&-, overeen
met het instabili teitscri terium voor eenparige stroming, zoals
dit is afgeleid door H. Jeffreys (12).

In 1945 leidde V.V. Vede rru.kov (14,15) gebruik makend van
zekere benaderingen van B. de Saint-Verrant, een criterium af
voor de stabiliteit van een eenparige stroming, door de vorm-
verandering van een verstoring te beschouwen, als deze zich
langs een stroom voortbeweegt. Alhoewel het door hem verkregen
resultaat van ,toepassing is op elke een'parig~ stroming in een
open leiding, met willekeurige dwarsdoorsnede en algemene weer-
standswet, is het Quitengewoon jammer dat we niets meer weten
dan de uiteindelijke uitdrukking van het door hem verkregen
resultaat.

In 1949 plubiceerde R.F. Dressler (11) een studie waarin
hij twee mogelijke oplossingen voor het rolg'ol'fprobleembeschouw-
de, te weten a: discontinue oplossingen, en b: continue oplos-
singen, welke beide door hem gegeven werden voor het geval van
een zeer breà.e rechthoekige leiding en een uniforme snelheids-
ve rdeling" (i.e. ct' = 1,).
a: Discontinue oplossingen. - Uitgaande van de ideeën van H.A.
Thomas (1) construeerde R.F.Dressler discontinue periodieke
oplossingen, door delen van een continue oplossing d.m.v. ttschok-
ken" of "bores" aan elkaar te schakelen. Hij ging uit van de niet-
lineaire partiële differe,ntiaalvc;ln.van de z.g. ondiepwater-
theorie, waaraan een wrijvingsterm van het Chezy-type werd toe-
gevoebd• Eerst toonde hij aan dat geen enkele continue oplossing
periodiek is, en dat slechts een speciale continue oplossins in
aarunerking komt voor het construeren van discontinue periodieke
oplossingen. De profielvgl. van Bresse werd verv:olt;ensafgeleid
~n een vorm die geschikt is voor stroming met lopende golven;
daarna werden de schokvoorwaarden en de speciale continue oplossing
bepaald, waarna takken hiervan aan elkaar werden seschakeld d.m.v.
schokken.

"
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Als er geen weerstand is, of als de weerstand een zekere critieke
waarde overschrijdt, zo toonde hij aan, ontstaan er geen rolgol-,
ven; neemt de we~rstand af dan worden de Golven kleiner, ~n als
de weerstand te groot wordt dan keren de golfprofielen van rich-
ting om en kunnen ze niet meer door schokken worden gekoppeld.
Als critieke waarde vond hij dezelfde uitdrukking als het insta-
biliteitscriterium voor een eenparige stroming van H.Jeffreys
(12). Hij bewees tevens dat de wrijvinGskracht niet alleen moet
variëren met de stroomsnelheid, maar ook zo moet werken dat zij
afneemt als de waterdiepte kleiner wordt. Zijn analyse- toonde
aan dat de verhouding tussen goLfhoog te en golflengte onafhan-
kelijk is van de golfsnelheid. Voorts leiäde hij af: expliciete
uitdrukkingen voor waterdiepte en schokhoogte als functies van
de goLf'Lengtie, de statische afvoe-ra.Ls functie van de golfsnel-. .
heid, en asymptotische formules voor de golfsnelheid in termen
van d~ gemiddelde afvoer. Tevens EaÏ hij aan dat er in geval
van voorgeschreven waarden voor helling, weerstand en golfsnélheid
een één-parameter familie van rolgolfoplossingen bestaat, ter-
wijl de oplossing uniek is als ook de golflengte nog voorgeschre-
ven .is ,
b: Discontinue oplossingen.- Uitgaande van een perturbatie methode
voor de stroming langs een helling volgens K.O.Friedrichs (9)
leidde R. F. Dressler hogere benaderingen af van de basisvgln.,
waarbij de weerstandseffecten alleen beschouwd werden in de laagste
approxima~1e, en in hogere approximaties werden verwaarloosd. Na
transformatie op een coördinatenstelsel dat meebeweegt met de
lopend~ golven over de helling, blijkt, zo toonde hij aan, dat de
enige oplossing die periodieke golven in de perturb_atie oplovert,
de constante "critieke" stroming is. De gezochte r-oLgoLf'oj.Lo asingen
tenslotte werden door R.F.Dressler benaderd door continue z.g.
"cnoidale" golven, i.e. hij verkreeg oplossingen uitgedrukt in
elliptische cn-functies van Jacobi.

-A.Craya (16) leidde in 1951 een criterium af voor de mogelijke
vorming van rolgolven in een open prismatische leiding met een
constante helling en een willekeurige dwarsdoorsnede, onder de aan-
name van een uniforme snelheidsverdeling (i.e. a = 1). Uitgaande
van de vgln. van B. de Saint Venant, gaf hij aan dat er twee be-
naderingsmethoden gevolgdkunnen worden.
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De eerste methode behelsde een systematische (grafische) ana-
lyse van het quasi-pe~manente regime, zoals deze geïntroduceerd
is door R.A.Thomas (1), ,teIWijl A.Craya bij de tweede methode
de stabiliteit, c.q. de toe- óf afname in~de tijd van een in-
finitesimale .schokgolf beschouwde. Beide methodes analyserend
en vergelijkend, vond hij in alle twee de gevallen hetzelf~e
algemene criterium voor de voorwaarde tot rolgolfvorming. In-
voering tenslotte van een algemene machtsbetrekking voor de wee'~
stand leverde als resultaat een relatie op die identiek is met
he~ criterium voor de instabiliteit van een eenparige stroming,

zoals dit uit een geheel andere stabiliteitsbeschouwing in 1945
gevonden werd door V.V. Vedernikov (15).

In een'publicatie' uit 1951 bepaalde R.F. Dressler (17),het
criterium voor de instabiliteit van een eenparige stroming in

"een zeer brede rechthoekige leiding met uniforme snelheids-
verdeling ,(i ze , te = 1), uitgaande van'een algemene macnt.sreLa-,
tie voor de'weer~tand (i.e. r= constante.Un.H-m). Hij beschouwde,
analoog aan wat H.Jeffreys (12) in 1925 deed, de töe- of af'name
in de tijd van een infinitesimale verstoring, aangebracht op
het oppervlak. Op dezé wijze kon hij hetzelfde criterium betref-
fende.de wee rstand verkrijgen als hij al in 1949 (11) voor rol-
golfvorming afgeleid had. Hieraan refererende, toonde hij tevens
aan, dat deze instabili teit alLee n kan ontstaan, wanneer de '
weerstandsterm recht evenredig ~s'met een of andere macht van de
stroom"snelheid en omgekeerd evenredig is met een of andere macht
van de waterdiepte, c.q. hydraulische straal.

, .In 1951 pub.Lä ceerde J.C. Schönfeld (18) een studie betrefi'en-
de de vervorming, het evenwicht en de stabiliteit van lange golven
voor het geval van e,enzeer brede LeLding met unifórme snelheids ...
verdeling (i.e. (X = 1). Zich baserend op resultaten uit zijn thesis,
dat elke lange golfbeweging beschreven kan worden als de samenstel-
ling van twee z.g. karakteristieke golfcomponenten, beschouwde hij
het evenwicht" van lopende golven met een constant profiel (z.g'.
evenwichtsgolven), en beschreef hij hoe hieruit in een steile lei-
ding een opeenvolginG van evenwichtsgolven, gescheiden door wate~
sprongen, kan worden verkreGen (i.e. een onregelmatig rol[;olfpa-
troon). Vervolgens ontwikkelde hij uit een beschouwinG van-lange
golven tegen kleine verstoringen eer'!stabiliteitscriteriurrivoor
eenparige stroming, uitgaande van een weerstandsfor:!lulevan het

·de instabiliteit van
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Chezy-type met variabele C -Waarde; daannee toonde hij kwanti-
tatief aan hoe zich uit een min of meer regelmatige sinusoidale
verstoring van een· instabiele eenparige stroming een rolgolf-
patroon kan ontwikkelen, hiermede bevestigend'dat d~ instabili-
teit yan een eenparige s~roming een noodzakelijke voorwaarde is
voor r.olgolfvorming. Tevens Le i.ddehij nog een criterium af waar-
door, volgens hem de rOlgolfoplOSSing zoals die ~egeven is door
R.F.Dressler (11) periodiek en eenduidig bepaald wordt (m.a.w.
een voldoende voorwaarde voor de vorming van een l)eriodiek per-
manent rolgolfpatroon).

Samen met R.F.Dressler leidde T.v.Fohle (19) in 1953 op
geheel analoge wijze als R.F.Dressler (17) in 1951 een criterium
af voor de instabiliteit van een eenparige stroming, voor het
geval van een zeer brede rechthoekige hellende leiding met uni-
forme· snelheidsverdeling (i.e;- ct = 1), uitgaande van een a.Lgeme ne
machtsrelatie voor de weerstand (i.e. r = constante.Un.H-m) met
een uiteraard 'identiek resultaat. Ook deze schrijvers vermeldden
dat een instabiel·e eenparige stroming zal veranderen in een stro-
mingswijze met rolgolven.

Van het werk van P.G. Mayer (5) uit 1959, waaraan reeds
gerefereerd werd in.Hoofdstuk I (zie p.I-4) zijn de gedane proef-
nemingen in~eressant, hoewel de weergave en de uitwerking hiervan,
benevens de theoretische .fundering, hier en daar wat zwak en on-
volledig is.

Zoals uit het bovenstaande blijkt beperkt men zich in de
meeste literatuur betreffende rolgolven (uitsluitend) tot een be-
paling van de noodzakelijke voorwaarden voor rolgolfvormin0'. Het

"

betreft dan altijd een onderzoek, via diverse benaderingslnethoden,
naar de (in-) stabiliteit van een eenparige stroming in een pris-
matische open.leiding met constante helling, waarbij er dan, al
of'niet refererende aan het werk van V. Corni sh (2), van wordt

uitgegaan of wordt aangetoond dat het cevonden (in-) stabiliteits-
criterium tevens de beginvoorwaarde voor rolgolfvorming is. Dit is
het geval in de publicaties van H.Jeffreys (12), G.H. Keulegan en
G.'N.Patterson (13), A.Craya (16), R.F.Dressler (17), J .C.SchönÏeld
( 18) en R. F. Dres s Ier en T. V. Pohle (19)•.
In enkele van deze studies, te weten (12) en (13) gaat men uit van
zekere empirische weerstandsformules voor tweedimensionale stroming,
welke slechts een beperkt toepaSSingsgebied hebben, teIwijl in de
studies (17) en (19) als uitgangspunt een machtsrelatie voor de
weerstand is gekozen; in de studie [~eI10emdonder (18) t;aatmen ui t
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van een wrijvingsformule van het Chezy-type met variabele C~
coëfficient. Alleen in de studie (16) is een criterium afge-
leid dat algemeen geldig is voor een willekeurige doorsnede en
wr~jvingsformule, en als zodruLig overeenkomt met dat van

V.V. Vedernikov (15). Alle criteria zijn aföeleid vooreen zeer
brede leiding (behalve die in de studies g~noemd 'onJer (16)
en (15))en uniforme shelheidsverdeling (i.e. ~ = 1).

In de publicaties van R.A.Thomas (1), R.F.Dressler (11;17)
en A. Craya (16) ,wordt de voorwaarde afgeleid welke noodzakelijk
is voor rolgolven om hun uiteindelijke vorm aan te nemen, uit-
gaande van de hydraulische eigenschappen van het definitieve
(periodieke permanente) rolgolfpatroon dat -orrt st.aat , In de studies,
(1) en (11) geschiedt dit voor het geval van een zeer brede
hellende leiding met een wrijvingsterm van het Chezy-type met con-
stante C -waarde, terwijl dit in de studie (16) plaatsvindt voor
net geval van een Willekeurige dwarsdoorsnede en weerstandsformule.
Ook deze criteria zijn weèr afgeleid voor het geval van een uni-
forme sne~hei.o.sverdeling(i.e. a:: = 1).

Alleen in de publicaties genoemd onder (1) en (11) worden
de,vgln. voor het profiel van een periodiek permanent rolgolfpa-
troon af'geLei.d en bespz-oken, met name in (11), waarbij de studie
(1) fungeer-t als basis.

In de studie (18) ,wordt nog een voldoende voorwaarde afge-
leid, welke nodig is om de rolgolfoplossing periodiek en eenduidig.
bepaald te maken.

Tenslotte zij nog opgemerkt dat ·het in de voornoemde litera-
j t~ur nu opvallend is dat a: het rolgolfprobleem uitsluitend wordt
bezien in samenhang met turbulentie, m.a.w. men gaat er van uit dat
rolgolven alleen in turbulente stroming voorkomen (eigenlijk is dit
geenszins verwonderlijk, omdat in de natuur laminaire
stroming practisch niet voorkomt; zie verder Hoofdstuk I p.I-5h en

b: de afgeleide criteria voor de insta-
biliteit van een eenparige stroming tot op zekere hoogte, in grote
trekken overeenkomen, met de bepaalde voorwaarden, welke noodzake-
lijk zijn voor rolgolfvorming.

Opmerking.
Een complete en volledige theorie voor het beschrijven van

zowel natuurlijke rolgolven als periodieke yermanente rolEolven
zal in staat moeten zijn om de frequentieverdeling van de geometrische
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eigenschappen als functie van de afGelegde afstand te voorspellen,
voor schokgolven met welke amplitudo dan ook. We doen hier echter
de aanname van periodiciteit, d.w.z. we ~eschouwen alleen perio-
dieke permanente rolgolven. Als gevolg van deze aanname, moet
h~t voo+behoud gemaakt worden dat ~e~ heel goed mogelijk is, dat
de theorie de z.g. natuurlijke rolgolven niet goed meer dekt.

In hetgeen nu volgt zullen we allereerst de afleiding geven
van het criterium voor de instabiliteit van de permanente een-
parige· stroming in een open prismatische leiding met constante
helling, voor de.te onderscheiden gevallen van laminaire stroming
en turbulente stroming. Dit èriterium zal uitgedrukt worden als
een critiek Froude getal dat afhankelijk is van de vorm der ~wars-
doorsnede, de sehanteerde wet voor de wrijvingsweerstand, en de
sne.lheids-verdeling in de veri:Jicaal.Is het Froudegetal voor de
~ermanent eenparige stroming nu groter dan het critieke Froude-
getal, dan'is deze instabiel.
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IV-A: Inleiding
Als het Froudegetal voor zekere permanent eenparige stro-

mingswijze in een open leiding een bepaalde numerieke waarde
overschrijdt, dan zal er een begin van instabiliteit ontstaan
aan het vrije oppervlak, welke eventueel aanleiding kan geven
tot de vorming van lopende (rol-)golven. De hier genoemde
instabiliteit van het vrije oppervlak verschilt essentiëel
van 'de ~nstabiliteit welke leidt tot de overgang van laminaire
stroming naar turbulente stroming J zoals deze bekend is uit
turoulentietheorieën; zij v:,oorondersteltn sL, dat het hier om
een aanduiding gaat _betreffende de ove-rgang van permanent een-
parige stroming, met een vlak, glad oppervlak, naar een andere
stromingswijze me~ ~impelingen of dwarse ribbels op het vloei-
stofoppervlak. Deze instàbiele verstoringsgolven groeien niet
onbeperkt aan in de tijd: zij zullen bij voldoend grote leiding-
len~ uiteindel~jk gereduceerd worden tot rolgolven met.een
bepaald periodiek golfpatroon, en een van de oorzaken worden
voor het begin van luchtopneming.

T.a.v., het onderzoeken van de instabiliteit van permanent
"eenparige stromingen in open leidingen kan men twee benaderings-

methoden onderscheiden, te weten a: de methode waarbij de toe-
of afname in de tijd van de ene-rgf,e van verstoorde golven in
permanent eenparige stromingen wordt geanalyseerd, en

b: de methode waarbij het
begin van de continue toe- of afname in de tijd van een ,infini-
tesimale verstoringsgolf op het vloeistofoppervlak wordt be-
schouwd.
We zullen hier nu een algemeen criterium afleiden voor het be-
gin van instabiliteit van een permanent eenparige stromin~ met
willekeurige doorsnedevorm en weerstandswet, uit~aande van de
methode genoemd onder b. Als uitgangspunt nemen we de in Hoofd-
stuk 11 gedane aannamen en de daarop gefundeerde basisvergelijkin-
gen (1) en (2) ( zie p. 1I-9), waaruit dan de lineaire benadering

•
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van de translatiegolf, met een ~nfinitesimale amplitudo en
verwaarlozing van de kromming van het vloeistofoppervlak,
.afgeleid kan worden: deze vormt dan tenslotte de basis voor·
de bestudering van het begin van' instabili.teit van permanent
eenpa r-Lge'stromingen in open leidingen.,
.IV-B: De (iti-)stabiliteit van permanent eenparige stromingen.
IV-B'-a: De basisvgl.

De fundamentele vgln. voor de beweging van vloeistoffen
in open leidingen luidE?h, zoals we in Hoofdstuk 11 zagen:

= ()

of

en

De vgln. (1) en (2) zijn resp. de continulteitsvgl. en de be-
wegingsvgl. voor de gemiddelde .stroming in een le.iding met vrije
waterspiegel. .

We zullen aannemen dat zowel de dwarsdoorsnede A, als de
hydraulische straal R functies zijn van de waterdiepte; dit
betekent dan dat de dwarsdoorsnede A ean toenemende functie

,
wordt van de diepte, en dat de schuifspanning rvoorgesteld
kan worden als een funçtie van U en H.

Geyen we de grootheden welke betrey~ing hèbben op de per-
manent eenparige stroming aan d.m.v. een index 0, en noemen
we de zeer kleine afwijkin~en van stroomsnelheid en waterdiepte

. r ,in de verstoorde beweging resp. u en h , dan kunnen U en H
voorgesteld worden door:

en
II/~f) ~ Ilo 1- I/(~f)

II/~ I) = 11, + iJ I (~ I)
}

Als in de verstoorde beweging U en Ho variëren met de kleine
-f' 0pertubaties u en h , dan zullen de dwarsdoorsnede At de

"hydraulische straal R en dé schuifspanning r ook zeer kleine
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afwijkinGen vertonen en kunnen zij resp. voorgesteld worden door:

en

,
#= II()/) = I? (/lrj')

r = riff /I) = T 1If-l- (/1 lil-;; ')

Deze srootheden worden nu gesubstitueerd in vgl. C1b) en vgl.
(2), teneind,.ede vgLn , te ekri,jgendie de ve r-atioo-rde'(:perman~nt
'eenparige')'stroming weergeven •.
-Eerst vindt substitutie Ln vgl'. (1b) plaats:
Ontwikkelen'we A = A(H) in een reeks volgens de formule van
Taylor dan kr_ijgen we:

. ", h' 'dl.' ;;,24)
,/1- 1(/1) = /l( lil-' ')= ~/4) -f Vidl!~ ,+ sr (dil 1, +,"'~'.""..'

, ,
We veronderstellen nu dat h zo klein is dat alle termen in h
van de tweede macht en groter, ve rwaaz-Loosbaaz- klein zijn, dus:

(I/)"~ IJ voor
dan geldt:

waaruit volgt:

'dil dIJ -aJ,'
(Jx = (dil (1 , ax

'JII ,.. ")(IJ,. + t/) ~'
~:ié. (Ix

....
~

Op geheel analoge wijze als boven, is ook:

Met behulp hiervan wordt vgl. (1b):
/

/.dL1 . d~ _
(.C/II), ()é - a .
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Deze vgl. wordt nu gelineariseerd door aan te nemen dat alle
t ttermen van de tweede en hogere macht in u, h en hun resp.

afgeleiden, ve rwaar-Loosbaar klein ....zijn; d.w.z.:
o' 'dj' ~o
~x en

waardoor we krijgen:

( 3)

-Vervolgens vindt substitutie in vgl. (2) plaats:

"d/l = .2 (IL+t/) = 2Jt.'pt 'dl- ti ~t

.JL -= ../L_
11 //1/1) J

,
ontwikkeling in een reeks van A(Ho+h ) volgens de formule
van Taylor, onder de bovengedane aanname dat a)" ~O voor n 22,
geeft:

_/L
IJ

nu is:
l' (d"-' <1 .J,,_ dil"
ti

ontwikkeling van de tweede factor in termen van een convergente
bLnonu.aaLreeks, Leve r-t op:

t ,

M.b.v. de aanname dat u en h beide zo klein zijn dat alle
termen van de tweede en hogere orde in u' en h'verwaarloosbaar
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klein zijn, d.w.z.:·
(1/') ~ (A ') 11 ~ IJ als èn /J ~ J

.)

volgt uit het bovenstaande voor ~:

r
fR

= r(Û/l)
f Rtl/) =

•
Zowel teller als noemer worden nu ontwikkeld in een reeks, vol-
gens de formule van Taylor:

T/~7'v)';';l-jJ = Ti«Ii)-I-fr(l/!v +i'f;;). T(~;';) +

.I / 'J I' P ) I / JI)
of 7T (v iJl/ I- 11"jJ1 • 7(It.! 11;, -1- ••••..••..•.• J

waarin de termen tussen haakjes van ae symbolische operator

ontwikkeld worden volgens het binomium van Newton.
I/,/ .4) r: /.eft? (ft fj) = "I/i)+ 77 /://lJ, +7T Id?~ -I- .

,
Als we nu ook nog aannemen dat u zo klein is dat alle termen,
van.de tweede en hogere macht in u verwaarloosbaar kle~n zijn,
d.w.z.:

voor

dan krijgen we m.b.v. de reeds gedane aannamen t.a.v.
t n 'n 'm(h) en (h) • (u ) :
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en

.J

waaruit volgt:

Nu is .J

ontwikkeling van de twee-de f'ac tor in de termen van een conve rgan-.
·te binomiaalreeks geeft:

'm In'Ui t de bovengedane aanname dat Cu ) eh) -0 als m~1 en nJ1
volgt tenslotte:

fr = fA! I z;, + t/(;n + j, '(IfJ, - z; 1'tffU
Met behulp hiervan wordt vgl.(2):
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Ook nu weer wordt de vgl. gelineariseerd door aan te nemen dat,
alle termen van de tweede macht en hoger in ut, h en hun_resp.
afgeleiden, verwaarloosbaar klein zijn; d.w.z.:

o' ?h ' o
~t en iJ ,~' ~o J

waarduor we krijgen:

•
(4)

,
Uit ygl.(3) en vgl.(4) gaan we u elimineren; hiertoe

differentiëren we-eerst vgl.(4) partiëel naar x:

Uit vgl. (3) volgt:

Partiële differentiatie naar resp. x en t geeft:

ot/ __ _j_ (d1J lIL tiJ' + ili' )
()x:1. ~ dil" '~;é. oX ol-
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en

t ,Substitutie van de partiële afgeleiden van u in bovenstaande
vgl. levert op:

Na rangschikking van de termen is dit te schrijven a~s:

a

Vgl.(5a)is dus ontstaan door eliminatie van ut uit vgl.(3) en
vgl.(4). Vervolgens zullen we h' gaaa el~mineren uit vgl. (3) en
vgl.(4); daartoe di1'ferentiëren we vgl. (4) partiëel naar x en
vermenigvuldigen we alle termen met Uo:
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.differentiëren we vervolgens vgl.(4) partiëel naar t:

.Door optelling van deze twee vgln. krijgen we:

•

Substitutie hierin van de in het voorgaande uit vgl.(3) afgelei-
de formules .geeft dan:
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Na rangschikking van de termen is dit te schrijven als:

_()

We hebben dus nu gekregen twee vgln. met dezelfde gedaante,
te wetèn:

en !IA I= IJ ]

!lIJ' = 0
=()

waarin 17 de operatornotatie is voor:

(5c1 )

VgI.(5) is de tweede orde lineaire partiële differentiaalvgl.
, t

( in h resp. u ) voor de translatiegolf met kleine amplitudo
en verwaarlozing van de kromming van het vloeistofoppervlak.
Deze vgl. zullen we nu gebruiken als basisvgl. voor het bepalen
~an de stromingsvOOTIlaarde voor het ontstaan van instabiliteit
van permanent eenparige stromingen.
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Opmerking I:
In bovenstaande vgl. (5) stellen de termen tussen haakjes

met index 0 de afgeleiden voor van de grootheden geldend voor
permanent eenpaxige stroming, naar resp. stroo~snelheid en
diepte van dezelfde stromingswijze ; we kunnen dus resp. ,schrij-
ven:

'/dlJ A
(dïï~ = dil. ) (_~--4dil ~ - dit,

Opmerking II.A:
Vgl. (5) is een tweede orde lineaire partiëele differen-

tiaalvgl.; het, type wordt bepaald door het teken van de "dis-
criminant" van de tweede orde termen welke luidt:

Dit is te herleiden tot:

I ~ Voor de' correctiecoëfficiënt ()(op de snelheidsverdeling in de
verticaal geldt altijd: cx~l
de dwarsdoorsnede A is een toenemende functie van H, dus:

&/j > 0 )

tevens is:

dus:

derhalve is de lineaire partiële differentiaalvgl. van de tweede
orde, .'vgl,(5).van het hyperbolische type.
Dit betekent dat de absolute snelheid c van de verstoringsgolf
bepaald kan worden m.b.v. de methode der karakteristieken.
De continuïteit en de beweging van de lange (verstorings-)golf
worden beschreven door de vgln.(3) en (4):
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d(/' + 11. (-cl~.dJ,' -I- (d~.M' =tJ
'" (3~ (1 dIl, 3~ d#-D ~I

crll (1(/' ";(/' +/t#jP. JJ.' + (J- ~jA (dfJ . pI, I =#(1 Ox. + i)t tJ~ ,( dl/rl ijl-

met:

De onafhankelijk váriabelen hierin zijn de afstand x e.nde
tijd b, Voor het illtegraaloppervlak !ll0eten ook de volgende
twee vgLn , in deze' twee onafhankelijk va rdabe Len gelden:. .

~'dX T avd' == d(/'~~ Ol

; dj, 'dx + ;;j ;;1- - dj'
~;r 31·

In dit stelsel van vier vgln. zijn de onbekenden de partiële
.afgeleiden:

a(/I

W ) en

.Elk van deze partiële afgeleiden kan eindige discontinuiteiten
bezitten die voortgeplant worden langs twee stellen krommen,
karakteristieken genaamd. Deze karakteristieken zijn te bepa-
len door de coëfficiënten-matrix van de matrixvgl.

4 dil. d,l~ ~'IJ e (dJ/ri ·(dï1,11 ~.x 0

af4 1 /UJ; (J-«): (111 ~I N-
d~ dl a6' Ju'0 IJ ~

ck d! 'JI,' elf0 0 ~t-
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gelijk aan nul te stellen. De richtingen van deze karakteris-
tieken kunnen nu gevonden worden uit de onbepaalde vorm van
het bovengenoemd stelsel van vier vgln. Voorwaarde voor deze
onbepaaldheid is dat de determinant van de coëfficiënten uit
de rechterleden.van deze vgln. gelijk is aan nul; d.w.z.

~ ti, (jJ~ . 011.() I (dil,

tra 1 I~P" (l-IX) ff d/i., - {J

dx dl () ()

0 Cl dx dl
Ontwikkeling van deze determinant naar de vierde rij t en van de
beide" onderdeterminanten naar de derde rij t geeft:

(dx)~!~/;;~J- ~dll/f-IX)4 dJi - alt (fIJ, -~fjjl) -I-

+II~~J" - a4~(;;1}= ()

Na deling door -(.II1(:'/J"

(j;-)'" - 2c>(~ f&)
krijgen we:

=0

De twee karakteristieke richtingen zijn dan:

Voor een verstoringsgolf met kleine amplitudo is:
dz.
dl- == C

dus:

C = exl/.. + VOrfa Jj 1I..t ~ ~,( (4')~... - -y, -I- rliI4
Voeren we als Froudegetal voor"de permanent eenparige beweging
nu in:
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)
(7)

,
.met

dan kan vgl. (6a) ook geschreven worden als:

C - «~ + /i.II«(tr-l) + T"?.71J.- V' _ Wo

Uit vgl. (6a,b) kunne~ we ook nog de verhouding bepalen tussen
. .... -'

de gemiddelde stroomsnelheid en de golfsnelheid op de .stilstaande
v Loeds tof , door van Li.nke r-, er: rechterlid 00 af te trekken,
waaruit dan na enige herleiding volgt:

c-u

N.B.1 :
De voortplantingssnelheid van de verstoringsgolven is ook

nog op een andere manier af te leiden, uitgaande van vgl.(5a)., ..

Als we aannemen dat de golfhoogte h .klein is t.o.v. de
wate:rdiepte, dan mogen de laatste twee termen van vgl.(5a)
verwaarloosd worden, aangezien deze klein zijn t.o.v. de .overige
termen; vgl. (5a) wGrdt dan:

!/~~-E/_(_4IJ. à'J' - .lt' /dIJ. i/i' _ .i: /~J. iI'j' = a
~ dilt i)x.l Çjllt ~~iJl ,f' dilt pi'

De algemene oplossing van deze vgl. heeft de gedaante:
/, I == Ifax-hf)

waarin de voortplantingssnelheid van de golf, c, voorgesteld
wordt door: b

.c- a:,
Substitueren we h = f(ax-bt) nu in bovenstaande vgl._>m.a.w.
substi tue ren we:

.I/' zo '1' 7/..91L = ,/.1 (ax-U)} _L_ = -at!tax-f,I) en
()x" I dX iJt

dan krijgen we na deling door fII(ax_bt)~O:
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a~/c:lRINa deling door -"( l..;W~ ,
(~)~ - .2«/t Ij) + [ (;Y~6

volgt hieruit:
,.( U:>~)

- ,-~ = p

een vgl. voor c=~, welke iden-Hieruit volgt dan als oplossing
.tiek is met vgl.(6a).

··N.B.2:

. Voor het geval van tweedimensionale stroming, d.w.z. als
de breedte van de leiding zeer groot is t.o.v. de diepte,
- is er in het navolgende sprake van een" zeer brede" leiding
(i.e. een tweedimensionale stromingswijze), dan wordt in.prin-
cipe steeds een zeer brede "zech.thoekt.ge"leiding bedoeld-,

•geldt:

en

zoals eenvoudig is in te zien; is tevens de snelheidsverdeling
in de verticaal uniform, d.w.z.~ Ob1, dan gaan de vgln. (6a,b,c)
over in resp.:

avgl.(6 ) -...: c = 4 ct fli tIO R •

c: == Id (J .:! ;),
)

--- :
IJ,

c- ïl.(I )

wat ook geschreven kan worden als:
14

c- /L(I
u= ~J/"'~&»

a

)

hierin is: .

~4'~~»
Deze formules hebben een bekende gedaante, met name wanneer .~
een zeer kleine hoek is.

Het +teken in vgl, (6a,b,c) geldt voor een golf in stroomaf-

t-
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waartse richting, het -teken voor een golf in stroomopwaartse
richting ( in beide gevallen beschouwd t.o~v. de stroming met
stroomsnelheid U ). Wat dit inhoudt blijkt uit het nu volgende:o .Voor het +teken geldt altijd dat c >0, d.w.z. we hebben
te claken met een golf die zich zowel t.o.v. stroming als vaste
bégrenzing in stroomafwa~rtse richting beweegt;

voor het -teken
c>O, als:

is:

oftewe.l:

•
d.w.z. we hebben te maken met een golf die zich t.o.v. de stro-
ming in stroomopwaartse richting en t.o.v. de vaste begrenzing
in stroomafwaartse richting beweegt,
en c <0, als:

oftewel:

d.w.z. we hebben te maken met een golf die zich zowel t.o.v.
stroming als vaste begrenzing in stroomopwaartse richting be-
weegt;
er is sprake van een overgangssituatie, als:

/1 1/' ~J:c..;'«4 = V«ttr-.1) , -+ r~4
oftewel:

)
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d.w.z.: of c=O, ( i.e. de golf heeft t.o.v.•de vaste beGren-
zing de snelheid 0, en t.o.v. de stroming-de snelheid.._

) _ J

\of:

( i.e. de golf heeft t.o.v. de vaste begrenzing bovengenoemde
snelheid, en t.o.v. de stroming de helft daarvan); of anders
gezegd: een verstoring kan zich niet voortplanten tegen de stro-
ming in als:

Opmerking II.B:
Wat stelt deze overgangssituatie nu voor?

Voor het geval van permanente stroming volgt uit vgl. (2)
als bewegingsvgl. voor de gemiddelde stroming:-

, ex IJ d'tI +Iû:>P cllI =/~ I - _z_dx. dx. fl(

dit is te schrijven als:
"'cl (rxJ!.. + IIIIJPJ = ~J- .J_

;;]X I J fI,e
.Als we de energiehoogte in zekere doorsnede A=A(H) nu voor-
stellen door E, dan is:

.4

E = eyl/ -I- IJ EI 11{4017

Voor permanente stroming geldt in elke doorsnede:
Q=UA=constant, dus: U=Q

A
Substitutie hiervan in de vgl. voor de energiehoogte geeft:

.4

E = ;$ + /I"",P

We kunnen ons nu afvragen voor welke waarde van A de energie-
hoogte E een minimum bezit. Een noodzakelijke voorwaarde voor
een extremum is dat:

dE = a
dil
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Nu is:
.8

d[_ = - d T/sI!fJ~1J -
d,9 . I'J. (?Il)

waarui t voo r ~. '=0
dA

volgt:
1

//(1/)-1 = ctJF'. !
A=A(H) is een met H toenemende functie t dus (~) >0; derhalve
geldt voor:

dat ~ > 0, en voor:
//J(.d!. J -/ < ()(dJ.I

. d/(J r'

M.b.v. Q,=UA

derhalve is de energiehoogte minimaal als:
;J(I)-I = a't~

Ivinden we hieruit voor de snelheid in de doorsn~de

dEdat äI<0;

met de minimale energiehoogte:
~ -tI' tI'/)

IJ - ~.(1JJ, )

i.à. de z.g. critieke snelheid welke gedefiniëerd is als de
snelheid waarvoor de afvoer met een minimum aan energie plaats-
vindt. In het geval van permanent eenparige stroming is.er dus
sprake van critieke stroming als:

oftewel

Het toegevoegde suffix cr geeft de grootheden betreffende de
critieke stromingstoestand weer.
Resumerend kunnen we dus het volgende zeggen:
als U < UOCl' spreekt men van stromend water (subcri tieke stro-

omingstoestand);
als U > UOCl' spreekt men van schietend wa ter (supercri tieke

ostromingstoestand);
een golf die zich stroomopwaarts beweegt wordt progressief ge-
noemd in een subcritieke stroming, en regressief in een super-
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critieke stroming, omdat de goJ.f, in absolute zin, in het eerste
geval vorderingen maakt in stroomopwaartse richting, en door de
stroming in stroomafwaartse richting wordt geduwd in het tweede
geval.

IV~B.b: Stromingsvoorwaarde Voor het begin van instabiliteit •
.Om~at vgl.(5) een lineaire partiële differentiaalvgl. van

de tweede orde in twee variabelen van het hyperbolische type is,
bestaat de mogelijkheid om deze te integreren m.b.v. Riemann's
methode van de karakteristieken; teneinde echte~ de methode
om het in dit Hoof~stuk IV gestelde doel te bereiken, niet
nodeloos ingewikkeld te maken, zien we hiervan af.- ,

We zullen daarom in het hierna volgende de toe- of afname
gaan beschOUwen van een infinitesimale verstoringsgolf.

Elke kleine verstoring van de permanente stromingstoestand,
welke eventueel in den beginne ontstaan zal, kan uitgedrukt wo~
den als een combinatie van sinussen en cosinussen van veelvou-
den van x, of anders gezegd, als een combinatie van termen met
Qe gedaante ~, waarin t zuiver reëel is.
Dan zal iedere term van dit laatste type oplossingen geven voor
de vgln. (5) van de gedaante: ,

1I~)'t7~%
waarin A e~ I constanten zijn; A ·hangt volledig af van de begin-
voorwaarden. Als we nu stellen dat

. ï : rlS met r en s reëel,
dan betekent di dat we in feite de toe- of afname in de tijd
gaan be achouwen van de groep lopende golfoplossingen met ge-
daante:

IJ'

waarin ~ de golfsnelheid is, en de golflengte evenredig is met 1
Met ~=r+js gaat dit over in: ~

(9)

Ui t het bovenstaande volgt dat in geval het reële deel van 'I
(Rel=r) nul of negatief is, de lopende golf zijn gedaante blijft

behouden, resp. uitdempt, m.a.w. de permanente beweging is neu-
traal stabiel, resp. stabiel; is het reële deel van 'I (&r =r)
echter positief, dan zal elke aanvankelijke kleine verstoring
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van bovenstaand type exponentiëel aangroeien in de tijd, tot-
dat de amplitudo zo groot is geworden dat het kwadraat ervan
niet langer verwaarloosd kan worden; de instabiliteit ont-
wikkelt zich voor alle golflengten in hetzelfde stadium, indien
voldaan wordt aan de voorwa~rde dat de golflengte gr?ot is t.o.v.
de wa~rdiepte, dus:

r= Rey > 0: instabiliteit J
r= Rey = 0: neutrale stabiliteit
r= Rel < .0: stabili teit

Substitueren we vgl. (9) in vgl.(5), m.a.w. substitueren we:
() _ /J yl+/j'x

) iJt - ltl..L f/

) /r;t =1/11I~)'tf~K en
t .

dan krijgen we na deLä.ng door -/~Y. ,r#0 en r-angschf.kkä.ngder
termen de karakteristieke vgl.:

4 (jf);, +Jht~1.(ffNjf) ~ o,/r-ifl)r +1;t#J!-1(jf/}/+

+/f~~ij/j NI) - ;~ (if1 + fR.' ef1)/! = a ~

welke het verband, tnrasen'I en t aangeeft. Lossen we deze vierkants-
.vgl.·in t op, dartkrijgen we:

Beschouwen we het complexe I-vlak dan geldt volgens relatie(10)
als eis voor stabiliteit dat beide wortels 1 uit vgl.(11) in het
linkerhalfvlak moeten liggen. Een overgangssituatie ( i.e. een
toestand van neutrale stabiliteit) wordt bereikt als de ene wor-
teIl op de imaginaire s-as, en de andere wortel r in het linke~
halfvlak ligt. Dit nu is het geval indien de tweede machtswortel
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een reëel deel

heeft;" dan "ligt immers de _corresponderende vä.erkantiswor-te L 'I op
de imaginaire s-as, en de andere vierkantswortel 1in het Li.nkee-
halfvlak.

. De voorwaarde voor neutrale stabiliteit, i.e. de rechter-
wortel 1 ligt op de imaginaire s-as, is dat:

fJ .c: (?rl + /~()(~r__L l/f'l~/_ 4~ lell) 2;{I .tfR, 'JIJ~ fl 'I ~ / Ij ." ~ (dllt;

i-4zlil f~K. (11af) -f~r?}2 +lt.. (jjjJj =~ (lfj +/$ ,
waarin Ó een reëel get.a L is. Van deze vgl. gaan we de reële
en imaginaire delen aan elkaar gelijk stellen, waarna eliminatie
van 6 plaats vindt.

Kwadraten van het linker- en re"chterlid en het samenvoegen
van bij elkaar horende termen geeft:

Gelijkstellen van de reële en imaginaire delen levert resp. op:

_1/tx.Jft.J -A- /3.1.Jï~;-4td~J=
/ 1S!...1/ I1 ,( dll~

(~t.v.P .

waaruit volgt na vermenigvuldiging met -1:

.2

- J »
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.1I Irf I-Ii t#:) IJ ) _+!/tr(tx'-/,lv, + ?Il -
dfl.,

en

IX" ('Jr I #, ! f I/" IJl) ;)(} ;JZ:_J ~ la'eJ} _ s I (tff J! ttf; ~I/~ - f(~ tlT'dl4 '(~tI/, -(Wil, -f,( (dll~ - f#; ~/I{, J

aan de hand waarvan met fR,:#o voor i geschreven kan worden:

.. 6 ~ -;/1-11)// - 4/!i2/lfft1 -fdf-jJ}
Deze waarde van Ó wordt gesubstitueerd in de vgl. voor de
aan elkaar gelijkgestelde reële delen, terwijl meteen gedeeld

.Iwordt door +t :
-.1 .,t(~;

rx(a-l)t: -f I(~
t:/JI.,

'waaruit volgt:

-I-

N .B,.
Deze werkwijze, i.e. eerst Ó kwadrateren,-.62, dan dit.kwadraat
substi tueren en vervolgens de wortel trekken, is gekozen om te
voorkomen dat er wortels zonder betekenis worden geïntroduceerd.
Voor het linkerlid kan m.b.v. vgl. (6a) geschreven worden:

c- cr~

Substitutie van deze betrekking geeft dan tenslotte met

en I~) = l-i~)"(a'# J
dil, d#f/ dll4,

c-u (12)

Deze vgl. geeft de voorwaarde voor neutrale stabiliteit weer;
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~nagegaan moet nu nog worden wanneer de stxoming stabiel, resp.
instabiel is, m.a.w. hoe de vierkantswortel~ 1gaan verschui-
ven ( naar links oi'naar rechts) t.o.v. hun ligging voor neutrale
stabiliteit als een van beide leden van bovenstaande vgl. groter,
op kleiner wordt. Stellen we daartoe:

I :''1:

ê is een klein reëel pos~tief getal.
We gaan van deze vgl. weer de reële en imaginaire delen

aan elkaar gelijk stellen, en vervolgens IS elimineren ..
Kwadraten van het linkev- en rechterlid en het samenvoegen

van bij elkaar horende termen gee ft:

Gelijkstellen van reële en imaginaire delen levert resp. op:

waaruit volgt:

)

en
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= 6 ;'1'. ({fi -I- 2ÓE:

~~ = (g), ·(11)0

)

en

(~~ ...,(jJ). .(~ voor tS geschre~en kan' worden:

Ó = -4 JIJ-a'li _ _&_,j/PZ"J - Z; (cI~JJ). I .2e< / , h[1 L~Ill, tf, cllI~
t + (JU (JV/o .

Deze waarde van 6 wordt gesubstitueerd in de vgl. voor de
aàn elkaar gelijkgestèlde reële delen, terwijl meteen gedeeld
wordt door ~/:

.Mtr-l)!/+If;/ =/li- (~1lft-«)1/-4 /fm -tdfjJj~+

Na enige herleiding is bovenstaande vgl. te schrijven als:
.: '"II~ ,4U!}9 _1/ /J #.. I(;?" z '(dell 1/..1fX<.a-J/v, + r&iJ. =; (/-«)'1, - /ir , iJlI~-ft d#'},j) +
. dil, CiP~

Stellen we nu:

dan is Ä >0, aangezien ë>O, f reëel en (/f~ > ° is (immers,
r is een met U toenemende functie, bij constant houden van H);
stellen we tevens:

J\ =I 'IeI?, + Lj€'.Itf;.I}jN/tV lr1ll~ g,e u>J}
~..1 (~\.t '''' (Vl- j~~ r!:d~- (lf1 J(j), dHl1

.dan is in het interval ° ~ #~ -J ,~> 0, aangezien c:>o,
I~~J,>0 , ()(~ J en (f/~> a
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We krijgen dan:

=!I{i-tX)1i __L!(:~J - ~ (~)Il/ -4 -.6.~r ~ fI (!f2 .P/l~ ~ dll~JJ, .

M.b.v. vgl. (6a) gaat dit weer over in:
. .

c- (xl/, = !ftl-tX)tI- A_ .!(Jz:) -~ {d11j,2 - .L1J -.6.."
# (tJGl pi., 4; clll, IJ

p-(l,

De vierkantswortels J uit vgl.(11) gaan, indien voor de twe.ede
machtswortel in vgl. (11) gesubstitueerd wordt

over in:
•

waarui-t volgt:

en
f = 1'~4 -ó) +6'

~ = I~al/rd)-f+;,c(:ff~)

: ins_tabiliteit (13a.
: neutr. stabiliteit (13b.
: stabiliteit (13c:

Vgl.(12a,b) is de uitdrukking voor het criterium voor instabili-

Omdat .$ reëel is betekent dit dat voor ~ > 0, Jr. in het rechte~
halfvlak en 12 in het linkerhalfvlak ligt, te~j~ er voor e=o
sprake is van neutrale stabiliteit. Met behulp hiervan en de laatst
afgeleide vgl. voor c-ocUOf is dan makkelijk in te zien dat, in-
dien_het rechterlid van vgl.(12) groter dan wel kleiner wordt dan
het linkerlid, de rechterwortel (i.e.p) naar rechts resp. links
beweegt. We kunnen dus zeggen:"

> instabili teit ("'Tt-/f-d !f%:1-t(1/~) c-Uo : neutrale stabiliteit('!!
"ilii, <: stabili teit (12c

M.b.v. vgl.(6c) is vgl.(12) ook nog te schrijven als:

-ál·./(~-~{~} ~ r" I~"'--'{a--I)--;'-~~-'#J·'lu
o(~III"11 ~J" ,r. 'dl (1 < r~ 1.dH~ J'

teit in geval van stroming in een open leiding, weergegeven in
termen van d~ schuifspanning en .de golfsnelheid; vgl.(13a,b) is
de uitdrukking voor het criterium voor instabiliteit in geval
van stroming in een open leiding, weergegeven in termen van de
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schuifspanning en het Froudegetal.

Opmerking
Het hierboven afgeleide instabiliteitscriterium kan ook nog

op eeh andere ·manier verkregen worden, n.l. door na te gaan of
er V00r vgl.(5a)_ oplossingen 'kunnen bestaan van de gedaante:

. ;,' = 11. ~ J(%~,) j .

.hierin is c de voortplantingssnelheid van de ve~toringsgolf en
H de'wateroiepte in geval van permanent'eenparige stropling;

'.e2(x:-ct) is,te beschouwen aLs een opslingerfactór voor Ho
.-in gev~l de verstoringsgolf zich voortplant. in.plaats en/of tijd.

Als teken voor het instabiel worden. .van 'de .permanenf een-
parige stroming, zullen w~· aannemen dat de exponent' 'k(x~ct),

. . .' ··c.q_~de 'coëf·ficiënt k onbepaald wo rd.t •.
','" .. Substi~ue~n we bovenstaande gekozen óplo~sing'in vgl.(5ay." .." '- .~

v : • ~ :

m.a.w •. substitueren we:.
e , . . .~e- _cJ I{.e -J(?t!-c/-)

i/j I. J6// .J(x-cl) . g1' ~J'J./ ",(~-ct)
) - = -cAt '1, _.f en ~ = C..-tf. q,..edzJI v.

dan krijgen we na deling door H ek(x-ct)# 0 en rangschikking. 0
der termen de vgl.: .

Hieruit volgt al direct:
k=O;

voor k=O, is: ,
h =H0,

i.e. deze triviale oplossing geeft de permanent eenparige stro-
mingstoestand weer, en derhalve kunnen we zeggen dat de oplossing
k=O voldoet.
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Voor de overblijvende k-waarde krijgen we dan:

, .

Ve rmerri.ngvuLd.i.genwe teller en noemer met,~ dan-is dit te
schrijve~ als:

k= /tp:.
"

M.b.v.

gaat de teller over in:

U(:2" -f,!(lfj - i /1f-J.} - (tJlc
terwijl voor de noemer geschreven kan worden:

'/ :J ~{ ~/)j .2tX(tx~J)4 7- r~ , - (~-()(!i) )

zodat de vgl. voor k wordt:

Als eis voor het ontstaan van instabiliteit van de perma-
,nent eenparige stroming hebben we gesteld dat k onbepaald moet
worden; k is een z.g. onbepaalde vo~ als k= : , d.w.z. indien
zowel teller als noemer van bovenstaande vgl. gelijk is aan nul.
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tIs k onbepaald dan kan de exponent k(x-ct) van de voor h ge-
kozen oplossing alle mogelijke waarden hebben, wat inhoudt dat

- 'k(x-ct) .' k(x-ct)de oplossing h =Hoe zelf enbepaald ~s. Of h =Hoe
~toe- of af gaat nemen in plaats 'en/of tij.dwordt bep:,-alddoor
het teken van de teller van k, m.a.w. door de kant'waarvoor

.deze tot nul nadert ( i.e. van de boven- of de onderkant).
Stellen we de teller gelijk aan nul:

dan volgt daaruit voor c:

Stel~en we vervolgens de noemer gelijk· aan nul:
i .t ~,(" t:.r.) ij" .21 ex(Ci-1)~ + r1?.fJ. - (c- ()(~) = a )

dJf,(1

wé?-aruitvolgt:
~ ...... c = at! -I-

11

i.e. vgl.(6a), de voortplantingssnelheid van de verstorings-
golf.

De verstoringsgolf gaat groeien met de plaa~s x en/of
de tijd t, als k nadert tot positief oneindig (i.e. instabiele
stroming), teiwijl de verstoringsgolf uitdempt als k nadert
tot negatief oneindig (i.e. stabiele stroming).
k---+oo (i.e. instabiliteit) als in de vgl. voor kt èn de noemer

\gelijk is aan nul, en de teller positief is, d.w.z.:

met c gegeven volgens vgl.(6a);
\

k-- 00 (i.e. stabiliteit)als in de vgl. voor k , en de noemer
gelijk is aan nul, èn de teller negatief is, d.w.z.:
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met c weer gegeven volgens vgl.(6a);k----g (i.e. het ontstaan van instabiliteit), als in de vgl.
voor k, zowel teller als ~óemer gelijk is aan nul.
Uit het bovenstaande volgt dat we dus kunnen z~ggen:

> .
instabiliteit~

c-Uo neutr. stabiliteit
: stabiliteit<

waarin c gegeven wordt door de aan nul gelijkgestelde noemer
van de vgl. voor k (i.e. vgl.(6a):

Bovenstaand instabiliteitscriterium is geheel identiek met dat
gegeven in vgl. é12a,b), en kan ~.b.v. vgl.(6) ook weer geschre~
ven worden in de gedaante van vgl.(13a,b) •.

Het criterium voor de instabiliteit van permanent eenparige
stromingen in hellende leidingen met vrije waterspiegel, zoals
dit hierboven gegeven is in vgl. (12) en vgl.(13) is in.feite
weinig bruikbaar voor de practijk, omdat dit criterium: een
gegeneraliseerde gedaante heeft en uitgedrukt is in de kenmerken-
de eigenschappen van de leiding waarin de dfilsbet.r,:effendestr-omi.ng
plaatsvindt. Daarom zullen· we in het hierna volgende het criterium
om gaan werken in een mee.r bruikbare vorm, en wel ~oor de te on';'
derscheiden gevallen van laminaire stroming en turbulente stro-
ming.

Refererende aan hetgeen in het begin van Hoofdstuk 111 opge-
m.erkt is t"a.v. de schuifspanning T langs leidingwanden en -bodem
in de.geraadpleegde en besproken literatuur, benevens de wijze
waarop rbij de afleiding van bovenstaand algemeen instabiliteits-
criterium ontwikkeld is in termen van de permanent eenparige stro-
mingstoe stand , is het duidelijk dat nu eerst de algemene gedaan-
te bepaald moet worden van rot i.e. de schuifspanning uitgedrukt
in grootheden betreffende de permanent eenparige stromingstoe-
stand.

I\-B.b1:StromingsvooIWaaroe voor het begin van instabiliteit in
geval van laminaire stroming.

De Na~r-Stokesvgln. voor de tweedimensionale beweging
(i.e. de stroming in een prismatische leiding waarvoor de breedte



IV-30 "

zeer groot is t.o.v. de diepte) van een onsamendrukbare "visceuze
vloeistof , voor resp. de x- en "de z-richting, luiden (zie
hiervoor b sv , (20):

en

waarin y= tr de kinematische viscositeitscoëfficiënt, en V2 de
operator van Laplace is; voor de betekenis van de overige sym-
bolen wordt verwezen naar Hoofdstuk 11.

Voor de te beschouwen tweedimensionale permanent eenparige
stromingstoestand ( i.e. een zuivere parallelle stroming) is
het zonder meer duidelijk dat bovenstaande vgln., waarin ~~sinl
en Z="-gcosP(zie Hoofdstuk rr r, overgaan in:

p = +!.i1it1 +(_.L.# =0) r Y\7~
I f 1x

p = l~~ -..L.~Î r)Z "

en

Oplossing van de laats~e vgl. geeft m.b.v. de dynamische
randvoorwa&rde P:Pa= atmosferische druk =0 voor Z=Ho:

p-p. +f/~j· (11-2) )
waarin Ho (onafhankelijk van x en t) de z-coördinaat van het
vrije oppervlak is; uit deze vgl. volgt dat de drukverdeling
hydrostatisch is en tevens dat ~ =0.

We hebben nu gus als bewegingsvgl. voor de lruainaire,
permanent eenparige strornng ( in geval van een tweedimensio-
nale situatie):

waarin (10 alleen een functie van.z is, oftewel %:. 'b (z) •
Voor deze vgl. kunnen we nu schrijven:

)

waaruit na integratie volgt:

d" - /u.:;.2 ( )dz - , + constante 1 .
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Voor het beschouwde geval van laminaire stroming is de
kinematische viscositeitscoëfficiënt gedefiniëerd als:

rtz.)
y= f~

Aan het vr~e opp~rvlak geldt als randvoorwaarde dat de schuif-
spanning gelijk is aan nul, In.a.w.: indien Z::Ho' is zowel 'Z"(Ho)=O
als (~)~ =0, zodat bovenstaande integr~tieconstante wordt:

(constante)1= f"(~JI,

oftewel: yt:z) - p r. dl{( ",a

Een en ander levert nu op:

en
r{z)= /I' ~J. ij{ -2)

Uit de vgl. voor ,ez) volgt, dat voor de schuifspanning
aan de bodem geldt:

r(o) = z; = tiJ!, ~p ,
van bovenstaande vgl. voor ~' geeft:Integratie

+ (constante)2

Aan de bodem hebben we als randvoorwaarde dat de snelheid gelijk
aan nul moet zijn, m.a.w. voor .z=0, is Uo=O, waaruit direct
volgt dat de tweede integratieconstante gelijk is é?-annul.

Als formule voor (/0' weergevend de',snelheid als functie
van de diepte, hebben we nu dus gekregen:

hl.b.v. de formule voor de schuifspanning langs de bodem,
To=fgHo.sin9, is deze vgl. te schrijven als:

U. = -z; /lI.z_.i...I1
(1 tr~ (lp ..t J

Aan de hand van deze relatie zullen we voor de beschouwde
(tweedimensionale laminaire permanent eenparige) stromingstoestand
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een formule afleiden voor de schuifspanning langs de bodem ~,
als functie van de gemiddelde stroomsnelheid en de waterdiepte,
benevens de waarde bepalen voor de correcti,ècoëfficiënt op de
snelheidsvtrdeling in de verticaal.

De gemiddelde stroomsnelheid Uo is impliciet gede~iniëerd

gIL -j!dz,
aLsr

M.b.v. de formule voor Uo wordt dit:

'"I/,JI" =;! f~1I. (/iz- j z~)d-z
Integratie geeft:

"waaruät volgt:

/L:J _ z;.ll..
• - .3fY .) oftewel

De correctiecoëfficiënt ~ op de snelheidsverdeling in de verti-
caal is gedefiniëerd als:

M.b.v. de formule voor

Integratie geeft:

«4'4' ~ ·'i/I.:4''z' - I-!tz •+ :Jozi~
)

waaruit voor « volgt:
«.",.1.2

J

Beschouwen we dus de laminaire permanent eenparige stroming
lt.in een zeer brede prismatische leiding ( i.e. een tweedimensio _

nale situatie) dan geldt voor de gemiddelde schuifspanning langs
de bodem ~= 3fYUoCHo)-1, en voor de correctiecoëfficiënt op de
verticale snelheidsverdeling «=1,2. We doen nu de aanname dat
deze relatie in geval van een driedimensionàle situatie ( i.e.

open
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de breedte van de leiding is niet meer zeergroot t.o.v. de diepte)
hun geldigheid blijven behouden, als de dwarsdoorsnede geleidelijk
veranderend is, met dien verstande dat Ho vervangen wordt door
de hydraulische straal Ro (immers is de leiding zeer breed, dan
nadert Ro tot Ho);
duS: in geval van laminaire permanent eenparige stroming is de
gemiddelde sChuifspanning langs bodem en wanden:

)

en de correctiecoëfficiënt op de snelh~idsverdeling in de verti-
caa12 «= ~.2.

~~ De vgln. (1~) en (15) gaan we nu substitueren in het ve~
k~gen irtstabiliteitscriterium vgl. (12), resp. vgl •.(13).
Uit vgl. (14) volgt:

(15)

(;~1-

Aan de hand van deze relatie.=.;en vgl.(14) wordt vgl.(12a,b):
-L.{_ .B~yll, /gJSI( Y" 'Jt~ 'dl~

~waaruit m.b.v. R = -5 volgt:o j1

~prl/' ./clRl) :> c-tt
7!( Çll!~ < )

Uit AR =_0 is af te leiden:o .
So

d,e = ::'0 .cl" -l,fdSo
So ) oftewel s .dR, =1_&' dSq()ol#. . . If.() d~

Stellen' we nu in navolging van V.V. Vedernikov (15):

- 11~

dan krijgen we tenslotte:
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M is te beschouwen als een vormfactor voor de doorsnede.
Substitueren we vgl.(14) en de daaruit afgeleide betrekkingen
( zie pag. IV-33) in vgl. (13a,b), dan krijgen we:

.2#,11 ~ I(<<-I)_:~y/)(iÁ'-l) -I- "Y~ ) #,

Na deling door Uo1 0, lever' dit op:

.211 - (<<-1) ~ :t ~r-~-C(-_I.-')T-~-6-&J-%--"7
}

waarUit we na kwadrateren van linke~ en rechterlid verkrijgen
voor i2;

wat tenslotte met vgl. (15), i.e. tX:1,2 oplevert:
'.2 5.. f'

T < /d'-1 'I1f.t__IJJlI'1-1J2- , . Cd!ï;" / /
'..

Dus: het criterium voor instabili teit in geval van '.'laminaire
permanent eenparige ,stroming in een open leiding luidt:- '

.2 !tIJ,
c-ILti

>= 1
<

· instabiliteit (16a)· neutrale stabiliteit (16b)
• stabiliteit (16c)•

instabiliteit (17a)
-, neutrale stabili teit ('17b)-

stabili teit. (17c)

of uitgedrukt in het Froudegetal:

Hierin is:

en c wordt gegeven door vgl. (6a), waarin lr:1,2:

IJ + ;;.1 ql. C40c =.1.2 v" q 2'1'1, -I- r ~J
(d#lu

Uit vgl. (Bb) volgt dat bij een permanent eenparige stromings-
toestand de overgang van subcritieke stroming (i.e. stromend
water) naar supercritieke stroming (i.e. schietend water)
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plaatsvindt als:

Het =teken in de vgln. (16) en (17) ·geeft de overgang aan
van 'een permanent eenparige stromingstoestand met gladde
vlakke waterspiegel naar een stromingstoestand waarbij het
wateroppervlak gekenmerkt wordt door dwarse ribbels en golfjes.
Uit vgl. (17) volgt dat dit gebeurt bij een stroomsnelheid:

1

oi'tewel:.

•

deze snelheid is in feite ook een critieke snelheid. In verband
hiermede zullen we de'overgang tussen. subcritieke en supercri-
tieke. stroming aanduiden met een toe te voegen suffix 1 en de
overgang tussen stroming met een glad oppervlak en stroming
met een oppervlak waarop golfjes voorkomen met een toe te voegen
suffix 2. Dus in geval van laminaire stroming kunnen we onder-
scheiden:

'Vt~ '. )
i.e. de critieke stroomsnelheid, en:

Uo < U : subcritieke stroming 1ocr./
Uo :>Uo : supercritieke stromingcr.l

( zie voor deze indeling ook (21) )
benevens:

J

i.e. de "tweede" critieke stroomsnelheid, en:
Uo < U : stabiele stroming Jov..}
Uo >UOUl: instabiele stroming

Beschouwen we de vormfactor M van de doorsnede:
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11 == 1-.(11 . I ds
= J- 5 dil

dan zien we, dat ingeval de leiding een zeer grote breedte heeft
t.o.v. de diepte, de toename van de natte omtrek S met de natte
doorsnede A zeer klein is, d.w.z. ~ ~Ot en R--H, oftewel
er geldt M=1, en dat ingeval de leiding een zeer kleine breedte
heeft t.o.v. de diepte de hydraulische straal R nadert tot
(~)-1, d:w:z: ~.~ -1, oftewel er geldt M::O. M.a.w. de waa r-.
de van M, de vormfactor van de doorsnede, ligt tussen ° en 1, of-

,
tewel:

De wortel

'kan geschreven worden als:

V 'f( 1'/-4NJfi6'k1'1-41- ~)

en' heeft fysisch gezien alleen betekenis, indien
11>41+)f;T en l1<ql- rq;r

omdat anders de wortel complex wordt.
Dit betekent dat in het intervalO,"+. VO,06' <M s:1,

V 'I11~-~;I1- 4.1

een monotoon da_lende functie is, en dat

indien M= +0,7. We kunnen nu dus zeggen:

als

als

en
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<V?r als

M.a.w.: Uo < U , als O,1+VO,06' <M <0,7;cr.l Ou.z
U = U , als M=O,7;ÛCl!I . 0uz

.en U· > U als 0,7 < M .s. 1 •Ou:1 ocr.z
Resumerend hebben we dus nu het volgende:
als ° < M <0,1+VO,06, is de laminaire, permanent eenparige stro-
ming altijd stabiel;
als 'O,1+VO,06'<M< 0,7 ontstaat de instabiliteit van de permanent
eenparige stromingstoestand, als de laminaire stroming supercri-
tiek is;

-als 0,7 < M ~1, ontstaat de instabilit€it van d~ permanent
.'eenpar-i.ge strom1ngstoestand als·de laminaire stroming subcri-
tiek is.;
als ~1=0.,7,vindt het ontstaan van i,nstabiliteit plaats als de.
laminaire stroming·critiek is •
.Opmerking: .'.

,.He t Ls ovezé.gens nag .de vraag of in het geval van laminaire,
pe:pnanent eenparige stroming instabiliteiten zullen ontstaan
,indien ~e stroomsn.elhe-den subcri tiek Zijn; .het -is waar'scntjn-
lij.ker dat de st r-omi.ng instabiel' zal wo rden bij stroomsnelheden
in de buurt van de critieke stroomsnelheid.

Tot slot zullen we nu nog nagaan VOor welke waarde van
de hellingshoek D de stroming critiek, resp. instabiel: wordt.

Uit vgl. (2) volgt dat voor de permanent eenparige stroming
algemeen geldt:

0= gsin P - ;k
Substitutie hierin van de gemiddelde schuifspanning langs de
bodem ~, zoals deze gegeven is in vgl.(14) levert op:

O ,A ~Y"", = gSln f7 - -;y:
•Vervangen we Uo nu door Uo . , zoals deze met a=1,2 gegeven isb UJin vgl. (8 , dan krijgen we:

, J EY git (4')~ JU-IIU1
= ~ r(jJ), 'JI t2 .

Kwadrateren van het linker- en het rechterlid, en rangschikken
'van de termen geeft dan:
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oftewel de hellingshoek ~ waarbij de laminaire, permanent
eenparige stromingstoestand van subbri tiek','supercritiek
wordt is:

(
'~ R . jJ _ /5y2 .5",
cl (7. JûI ~J - 1.(/f1J), (18)

Vervangen we in bovenstaande vgl. voor de permanent een-
parige stroming:

0= gsinl - -7!- )
Uo nu door de voor U()C gegeven waarde, dan krijgen we:

I!,J

Kwadrateren van linke~ en rechterlid, en rangschikken van de
tie-rmen geeft dan:

1

Dftewel de hellingshoek J waarbij de laminaire permanent een-
parige stroming instabiei wordt is:

1 (19)

Op -he t interval 0 <J ~.;. is tgP.sinpleen toenemende functie)
waarbij de functiewaarde oploopt· van nul tot plus oneindig.
Op dezelfde wijze als boven is ook hier aan te tonen dat op het
interval 0 < M ~1:

>1, als 0,1+ VO, 06 i <M < 0,7 ;

.=1 ) als M=O,7;
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en

<1 J als 0,7 < NI~1

Als Ö< M <O,1+YO,06', is:

wat fys~sch gezien niet mogelijk is, omdat op het interval
0< I~.g. steeds tgl,sin! > 0.
M.a.w.:

)
als O,1+VO,06' < M < 0,7;
als M=0,7;
alsO,7<NI5.1.e:a

IV-B.b2:· Stroming~voorwaaroe' voor het begin van instabili teit
in geval van tu.rbulente stroming.
,

Uit vgl. (2) volgt dat voor de permanenf eenparige stroming
algemeen geldt:

~~ gsinD - f''l'
wa~ruit we.voor de schuifspanning langs leidingbodem en -wan-
den kunnen ,afleiden:

To= ~gRo'sin» ,
.weLke formule geldig is voor zowel Laminèi re als turbulentB
.' ,

eenparige stromin~.
Vbor turbulente stroming wordt de,gemiddelde stroomsnel-

heid gewoonlijk uitgedrukt d.m.v. een of andere empirische weer-
standswet., b sv , de formule van de Chezy of Manning, waarbij elke
formule zijn specifieretoepassingsgebied heeft.

We zullen nu aannemen dat de stroming volledig ~ulent
is, en dat de weerstandseffecten t.g.v. de dynamische viscositeit
van het water veel kleiner zijn dan de weerstandskracht (t.g.v.
het impulstransport van de secundaire stroming) welke in ieder
punt op de gemiddelde stroming wordt uitgeoefend, en derhalve
verwaarloosd mogen worden. We kiezen als weerstandswet een fonnule
van algemene gedaante, nagenoeg overeerucomend met die waarvan
V.V. Vedernikov (15) en A. Craya (16) zijn uitgegaan, d.w.z.
we stellen:

ua _ k R1+b ,~Ro - • 0 Sln u .
Hierin nemen we aan dat k, de z.g. wandruwheid, een constante is
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heden. M.b.v. deze laatste formule kan voor de gemiddelde schuif-
spanning Langs bodem en wanden ~=rgRo' sin~ , na eliminatie van'
sinb geschreven worxien t •

I)..L I/..A . 1- l-:.f
T, = f1 (I 111. 11 ". A;" )

volgens deze formule oefenen de turbulente fluctuaties op de
hoofdstroom in ieder punt een weerstands-volumekracht uit

" ..L _g . /+~

z: (I)'" 11"" /l. - IJ?f~ =IT., . 11 •

van:

N.B.
Ter illustratie beschouwen we de formulé v~ de Chezy,

wel~e gegeven womt door:
Uo= C.VRo' sin! ';

hiervoor kan m.•b ;v, het bovenstaande geschreven worden:
liJ ;_ - JI/,fT. ~n=/(ir 4-l1t-· ,

'"voor de wrijvingscoëfficiënt C van de Chezy levert dit op:
...L 1 tl. 1+1. iC = d)". Ij "". J; 7.W -

t b Ua__k R1+b . 111 fl h l' rde: 1wa m •• v. 0 0 .s~n~ gesc reven Áan wo en a s:

dus de wrijvingscoëÏficiën.t van de Chezy is geen constante t maar
een functie van de hydraulische straal, en.derhalve van de diepte.

Wat de correctie-coëfficiënt ~ op de snelheidsverdeling
in de verticaal betreft zij opgemerkt, dat, indien voor ~e tur-
bulente stroming wordt uitgegaan van een logaritmische snelheids-
verdeling, a in ligt tussen 1,0 en 1,1.
Dus: in geval van turbulente permanent eenparige stroming is de
gemiddelde schuifspanning langs bodem en wanden gelijk aan:

/ -i; l 1-dLo=f/(T) .~ .,e lil (2C

en de correctiecoëfficiënt ~ op de snelheidsverdeling in de
verticaal:

1,0 ~ cc <1,1
.Vgl. (20) gaan we nu substitueren in het verkregen insta-

bili teitscriterium vgl. (12), resp. vgl. (13).
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I •

Aan de hand van deze relaties en vgl. (20) wordt vgl. C12a,b):,'~ ! I:f~ -::l~ I - z: /d,eJ*:1Ï(i)~IIl-t ~'-4f (1- lii"rltp 11 . A; . Id$7. .,.

~J

t;_fi/ë,e'-"- (/~J:> c-~ -)
..( dil" <

waaruit m.b.v. R = Ao volgt:
o s-

U (1+B) S 'CdR) >c-Uo a ·oa:Ao< 0
Stel·len we weer: , . dS dBM=1~Ro(dA)o=So(aI)o'
dan krijgen we: ' .

, U C1+b) M ~ .c-U
o a < 0

Substitueren we vgl. (20) en de daaruit afgeleide relaties (zie
~oven) in vgl. (13a,b), dan levert dit op:

Na deling door Uo# 0, geeft dit:

Na kwadrateren van het linker- en rechterlid krijgen we tenslotte
voor Jf; ,.1 > .5" 1 '

< ~ .lf( J~.6}t -.2(t:(-;)(~)1'/ - (r;r-.J)

Dus: het criterium voor instabiliteit in geval van turbulente,?
permanent eenparige stroming in een open leiding luidt:
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1
:instabiliteit czt:
:neutr. t-tabiliteit(22b
: stabiliteit (3:?c:

~ (/r/')!1
a. (c-I/,)

>

<
of uitgedrukt in,het Froudegetal:

>.l.s. 1
'T < (j:~. 11{/~6-)1~..2V;r_1)(~")11-(r/-./)

Hierin is wederom:

:instabiliteit (23a
:neutr. stabiliteit(23b
:stabiliteit (23G:

en c wordt gegeven door vgl. (6a).
In het voorgaande (IV-B.b1) hebben we gezien dat voor een

-
permanent eenpa rLge stromingstoestand de overgang van suber-Ls
tieke naar supercritieke stroming plaats vindt als:

en dat voor het geval Uo < VOU-J de stroming subcritiek en voor
het geval Uo > UOU,l de stroming supercritiek 'is.

Uit vgl. (23) volgt dat de stroming een begin van inst~bili-
teit gaat vertonen als:

)

instabiel is als Uo > Uoa~ , en stabiel is als Uo < UO~4.
Dus in geval van turbulente, permanent eenparige stroming kunnen
we onderscheiden:

i.e. de critieke stroomsnelheid, en:
Uo < U : subcritieke stroming }ocn
Uo > Uo : supercri tieke stroming

cr.f .

(zie voor deze indeling ook (21) )
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benevens:

I~=r ~ . 1
)

i.e. de "tweede" critieke stroomsnelheid, en
U < U : stabiele stromingo OCl'.J. .

U > U : instabiele stromingo OCl'..2

We hebben gezien dat de waarde van de vormfactor M in
ligt tussen 0 en 1, oftewel

O<MS:1
De wortel

•

kan geschreven worden als:
J

J

en heeft fysisch gezien alleen betekenis, indien

en 11< I~ {(tt-I) - #rÛl'-/) j

omdat anders de.wortel complex wordt;
inners ()(~1, en derhalve is (<<-ij < J!crftr-l)
Dit betekent dat in het interval

/~ {ttr-J)-f f«(tY-1} J<11s:1
)

....

een monotoon dalende functie is, en dat
1 -yr )

indien lVb H~{(<<-/)+ U(/jA'-J) j /
nu is de kleinste waarde vana: «=1, terwijl normaliter (temminste



IV-44

bij de bekende wrijvingswetten) a ~ 1+b, zodat de kleinste waar-
de van M waarbij voornoemde wortels aan elkaar gelijk zijn, één
is. We kunnen nu dus zeggen dat ~oor de norm~liter voorkomende
waarden van a en (1+b) op het interval

~'jI(tr-./) I- fo1fl-.IJj <11«1
geldt:

1
( '~6)/1'-.2(ä'-1)(1ft)17-(t(-/)

M.a.w.:

als

I·
I

Resumerend hebben we nu dus het volgende, voor de normaliter
voorkomende waarden van a en (1+b):
als 0 < 14 <*lla-/);. j41t~-I)J J

is de turbulente pe.rmanent eenparige stroming altijd stabiel;
als I:' {(tt-I) + !/K(<<-/)}< /1~1)
ontstaat de instabiliteit van de permanent eenparige stromings-'
toestand, als de turbulente stroming supercritiek is;
mocht gelden dat M=1= /À /(<<-1)1- f«1.2tt'-/) "}
(wat onwaarschijnlijk is), dan vindt het ontstaan van instabili-
teit plaats als de turbulente stroming critiek Ls •.

Tenslotte zullen.we nog nagaan voor welke waarde van de
heJlingshoek I , de.stroming critiek, resp. instabiel wordt.

Uit vgl. (2) volgt dat voor de permanent eenparige stroming
algemeen geldt:

0= gsinP - ft
Substitutie hierin van de gemiddelde schuifspanning langs de
bodem ~, zoals deze gegeven is in vgl. (20) levert op:

0= gsinP - .t1iJi!: I/~ /C--'f!. .
Vervangen we Uo door U~J' z&als deze gegeven is in vgl. (8b),
dan krijgen we:
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Verheffen tot de macht m, van linka~ en rechterlid, en rang-
schikken van de termen geeft:

)

oftewel de hellingshoek} waarbij de turbulente, permanent
,.eenparige st r-omi.ngst oeatiandvan subcritiek, supercritiek wordt,

is:

(24)

Vervangen we in bovenstaanGe vgl. voor de permanent eenparige
stroming:

Uo nu door de voor U gegeven waarde, dan krijgen we:ot:r.~

Verheffen tot de macht m van linker- en rechterlid, en rang-
schikken van de termen geeft:

oftewel de hellingshoek I waarbij de turbulente, permanent
eenparige stroming, instabiel wordt, is:

{(j#l (~;)"-Z, =1/11;. j11f. J-tH<J/ !1'(':."-l--.2áHJ(.';_"J/J_{I(-Jy-l (25)

een
nul

(m-2)..20, wat gewoonlijk het r= is, geldt op het Lntier»
O<&<'.g. t dat 1')~(JiA,!)"'_
toenemende functie is, waarbij de functiewaarde oploopt van
tot plus oneindig.

Als
V&.1

Op dezelfde wijze als boven is ook hier aan te tonen dat o.phet
interval 0 < Tvi. ~ 1 :
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en

als

Als

is
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11=1= I~ I(tr-/)~ 1«12tr-/) j
•

IJ <t1< ïf;;-!fa-/)f;:;;;;;}

II/t ,:"/-2(<<-/)( ':;6}/1- (/.(-1--1- < a )

wat fysisch gezien niet mogelijk is, omdat op het interval
o <.p < .g. ~ ~teeds ~~)J. (Ji"j)"'- f > a .
M.a.w.:

als

en

als

.)
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wat normaal gesproken, onwaarschijnlijk is.

Opmerking I
De vgln. (22) en (23) geven in feite de algemene criteria

weer voor het begin van instabiliteit van permanent eenpar~ge
stromingen in open leidingeI_l;alhoewel deze criteria eigenlijk
afgeleid zijn uitgaande van turbulente stroming, kunnen zij ook
gebruikt worden voor laminaire stroming, mits voor a=1, b=1
en «=1,2 wordt gekozen: dan verkrijgen we n.l. vgl. (16)resp.
vgl. (17).
Deze waarden van a en b zijn als volgt te bepalen:

Uit vgl. (2) volgt dat voor de permanent eenparige stro-
ming geldt:

0= gsinl 'Z". • .

substitutie hierin v:nf~, ~oals deze in vgl. (14) gegeven is, -
levert op: ,

Uo= .wR~ sinP ;
vergelijken we deze' relatie met de vgl. waarvan we bij tur-
bulente stroming zijn uitgegaan (zie p. IV-39):

u~= k.R~+b.sin·P,
dan volgt daaruit direct dat:'

a=1, b=1, m=1 en k= -If-;
dus: vgl. (22) en vgl. (23) zijn beide geschikt voor elke wille-
keurige vorm van dwarsdoorsnede en elke willekeurige weerstands-
wet.

Vgl. (22) is hét instabiliteitscriterium zoals dit door
V.V. Vederkinov (15) in 1945 afgeleid is, onder de voorwaarde
dat dit crite.rium alleen gebruikt kan worclen als men van tevoren
weet dat de stroming permanent eenparig is; anders n.l. dan de
critieke snelheid UQ.1 die alleen afhangt van de doorsnede A t is
bij niet eenparige stroming de "tweeden critieke snelheid UCJ!l
bovendien nog afhankelijk van ~ en ~ .

Vgl. (23) is het instabiliteitscriterium. uitgedrukt in
het Froudegetal en de correctiecoëfficiënt IX op de s~elheids-
verdeling in de verticaal.
Opmerking 11

In het bovenstaande hebben we gezien, dat de weerstands-
wet met algemene gedaante

U" - kR1+b . lil b0- 0 Sln
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geldig is voor zowel lami~aire stroming als turbulente stroming,
mits voor de exponenten a, 1+b.en m, en de constante k de jUiste.
waarden worden gekozen.

Het is nu interessant om het gedrag van het instabiliteits-
criterium na te gaan, indien: 1~ a ongelijk is aan nul en 1+b nadert
tot nul,en 2~a nadert tot nul en 1+b ongelijk
is aan nul.'1
10: af.O, (1+b)-0
Dit geval impliceert dat, indien de weerstandswet de vorm

U~=k, sin"'d
aanneemt: ue gemiddelde snelheid onafhankelijk is van de hydrau-
lische straal (c.q. de diepte);

de gemiddelde schuifspanning langs bodem en wanden
(zoals deze afgeleid is .op p. IV-40) de gedaante

1 -I; -Ib=fg· (I{) .Uo .Ro
krijgt, dus evenredig is met de hydraulische straal;

en de ~rijvingsterm ft? in vgl. (2)
~ -/(iJiï: lil;

wordt, dus onafhankelijk is van de hydraulische straal (c.q. de
diepte) •
Opmerkend dat de vg Ln, (22) en (23) identiek zijn -vgl. (23) is
uit vgl. (22) af te leiden door substitutie van Cc-Uo) volgens

vgl. (6c)_.
gaan we .invgl. (23) nu substitueren 1+b=0, oftewel b=-1, en
a~Ot waaruit volgt:

•

Omdat- steeds geldt ty21 t houdt bovenstaande vgl. in',dat.er
geen enkele reële wortel voor het Froudegetal F bestaat, indien
C1+b)-'0 en a#O. Hieruit kunnen we de conclusie trekken dat elke
strominG. die beheerst wordt door een weerstandswet van boven-
staand type ( i.e. de weerstand variëert alleen met de gemiddel-
de stroomsnelheid, en is onafhankelijk van de hydraulische straal)
altijd stabiel moet zijn. Het criterium voor het ontstaan van
instabiliteit is onafhacl(elijk van de leidinghelling, hoe groot
deze ook is: zij heeft geen invloed op de stabiliteit.
20: a -0, 1+b*0.
Dit geval impliceert dat de weerstandswet de gedaante

1 1+b "'1)=k,Ro .sin f7

aanneemt. Substitutie van a=O en C1+b)#O ip vgl. (23) levert op:
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~( ~ )0,
waaruit we zouden concluderen dat de stroming nu steeds in-
stabiel is, omdat alleen positieve en reële waarden van ~
'zin hebben. Beschouwen we echter het instabili teitscri terium~
zoals dit gedefiniëeId is in vgl. (10), en de voor de wortels ~
en 12,;afgeleide relaties (p.IV-25), dan zien we dat voor . ê~O

beide wortels d tot de imaginaire s-as naderen, indien a-pû,
omdat dan immers (~)o=O; m.a.w. er is sprake van (neutrale)
stabiliteit, aangezien ReO=O. Derhalve reduceert vgl. (23)
voor het beschouwde geval a--o en (1+b):#0 tot de enige moge-
lijkheid:

Alhoewel dit laatste geval niet overeenstemt met enige werke-
lijk voorkomende stromingswijze. geeft de beschouwing van beide
bovenstaande grensgevallen aanleiding tot de volgende conclusies:
-Indien de weerstandseffecten recht evenredig zijn met zekere _
macht van de snelheid, en omgekeerd. evenredig me~ zekere macht
van de hydratflische straal (c.q. diepte)., is er altijd een hellings-
hoek waarvoor de permanent eenparige 'stroming instabiel wordt;

. ,

-Instabiliteit kan· niet ontstaan, indien de weerstand alleen
af.h~gt.van variati~s in de snelheid, of alleen afhang~ van
variaties in de hydraulische straalt de gelijktijdige werking
van beide effecten is vereist.
Opmerking 111

De algemene uitdrukking voor het instabiliteitscriterium,
vgl. (22) c.q. vgl. (23) kan ook op een eenvoudiger, zij het
~inder exacte wijze, worden afgeleid.

Stel dat een golf in ,een hellende open leiding een niet-
permanente stromingstoestand weergeeft, waarvoor geldt dat de
zwaartekracht volledig evenwicht maakt met de traagheids-, druk-
en wrijvingskrachten; de niet-permane~te stromingstoestand kan
dan beschreven worden m.b.v. de als vgl. (2) afgeleide impulsvgl.
De voortplantingssnelheid van een dergelijke golf is weer aan te
duiden met het symbool c, waarbij c ge'geven wordt door vgl. (6a):

.IJ -I'~ / .v/r' j'~ u:JtJ )c = «v, - '()(d;(-/A{ r PMI
(-;;111,

Beschouwen we vervolgens een uniforme vloedgolf, gedefiniëerd als
een niet pennanente stromingstoestand waarvoor geldt dat de zwaa~
tekraoht volledig evenwicht maakt met de traagheids-, druk- en
wrijvingskrachten ( b.v. een monoclinisch rijzende vloedgolf).
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Indien de amplitudo van deze geleidelijke verstoring van de
permanent eenparige stroming;stoestand zeer klein ,is, dan plant
de golf zien' voort in'stroomafwaartse richting met een snelheid:

.c=(~)o'
i.e. de z vg , :wet van Seddo n ; de index 0 duidt op de oorspron-
kelijk permanent eenparige stroming. -Voor de aflriding van
deze vgl. in bovenstaande gedaantie , zie b sv , (22)'en (16);
in een iets andere vorm is deze vgl. ook afgeleid door J.C.
SChönfeld, uit een beschouwing de continuïteit betreffende (23),
door M.J. LighthilI en G.B. Whitham (24-~ door H.A. Thomas (25).-
We hebben dus:

c=(~)o;
tevens geldt voor de permanent eenparige stroming:

Qo=(UA)o'
" 'waaruit .volgt:

(dQ) =U +A (~) ,
'CIAo oOUJ\O

Onderstellen we weer dat als algemene weerstandswet geldt
(zie p. IV-39):

Ua=kR1+bsin·~ .o 0 /
wat ook te schrijven is als: 6

Uo= ~.Ro ~ .sin f~
dan volgt daaruit:

wat met

Met
en

de vormfactor van de doorsnede, ( zie p. IV-33) volgt hierui t:
($1 = /jft -f ~b 11)

Wat het stabiliteitscriterium voor de eenparige stroming
in een leiding betreft, dit wordt gewoonlijk uitgedrukt als de
ondergrens van een zeker critiek Froudegetal. De critieke waarde



IV-51

van F komt overeen met een periodieke verstoring die "neutrraa.I"
is. i.e. de,amplitudo van een golf trein,zal noch toe-, noch af-
nemen in'de tijd. Hieruit volgt dat ,de neutrale verstoring niet
meer energie uit de hoofdstroom ontvangt dan er aan wrijving
gedissipeerd kan worden. Dus: de neutrale verstoring moet het

). .karakter hebben van een eenparlge vloedgolf, aangezlen de vorm
behouden ardt gedurende de werking van zwaartekracht en wrij-
ving langs de bodem. Aangezien echter de golf moet reizen met
de sneLheLd van een "Te Ld'inggo Lf?", krijgen we:

c=u011 r ';f,11} )

waaruit volgt:
" (".1»11
4(C~aJ

deze vgl., identiek met vgl. (22), is m.b.v. vgl. (6c) om te
werken tot: , "

= 1 .)

, .

~elke vgl. identiek is met vgl. (23).
Als het Froudegetal nu groter is dan de hierboven gegeven
critieke waarde, ontvangt de verstoring meer energie, dan
gedissipeerd kan worden door de schuifkracht langs de bodem,
wat de formatie -van golfjes en golven verklaart. M.a.w. we heb-
ben de instabiliteitscriteria vgl. (22) en vgl. (23) afgeleid,
op een andere eenvoudiger wijze.

IV-C: Factoren welke het instabiliteitscriterium beïnvloeden.
In het voorgaande hebben we gezien dat ter bepaling van de

(in-)stabiliteit van een permanent eenparige stroming gebruik
kan worden gemaakt van vgl ..(22) of vgl. (23). Deze relaties
gelden zowel voor laminaire stroming als voor turbulente stro-
ming, mits voor de grootheden a, b en ~ de juiste waardenworden
gekozen. Drukken we het (in-)stabiliteitscriterium uit d.m.v.
het Froudegetal F, d ,w.z. maken we gebruik van vgl. '(23) om
na te gaan of de permanent eenparige stroming instabiel, dan
wel stabiel is:

dan zien we, dat het (in-)stabiliteitscriterium, in de meest
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algemene zin, beïnvloed wordt door drie parameters, te weten:
a: de weerstandswet, i.e. de grootheid 1;b
b: de vorm van de d~orsnede, i.e. de grootheden Sol~)oen M.
c: de correctiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling in de

verticaal, i.e. «.
Alvorens-over te gaan tot een bespreking van deze drie parameters,
zullen we nog een tweetal opmerkingen maken:
-Voor laminaire stroming in een hellende leiding met geleide-
lijk veranderende dwarsdoorsnede is he t instabili teitscri terium
een functie van slechts êén parameter, te weten de vorm van de.
doorsnede, omdat de weerstandswet en de correctiecoëfficiënt op
de verticale snelheidsverdeling theoretisch vastliggen.
-Indien in vgl. (2)) de factor

11.1( ':.6).1 -.2{h'-1)(~)11-(t(-1) ==,p>

oftewel
(/I.") IJ'/1 T = {tr-/) :!: V«(a-I)

nadert p2 tot plus oneindig:
~( ~) -'-t-Do ~

het is duidelijk dat voor dit geval de permanent eenparige stro-
ming steeds stabiel is.

IV-C.a: De invloed van de weerstandswet.
De waarden van a en'b voor de resp. weerstandswetten kun-

nen bepaald worden.
In het voorgaande (zie p.IV-4'?)hebbenwe reeds gezien dat,

uitgaande van een wrijvingswet met algemene gedaante
Ua_ kR1+b ... !o- 0 Sln

in geval van laminaire permanent eenparige stroming geldt:
a=1, b=1, m=1 en k=~

tervvijl we voor de correctiecoefficient a op de verticale snel-
heidsverdeling vonden (vgl. (15)):

tX=1,2;

met behulp van deze relaties wordt het algemene (in-)stabili-
teitscriterium vgl. (23) in geval van laminaire stroming:

j
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i •e. vgl. (17 )
Van de 'verschillende wrijvingswetten welke voor turbulente

permanent eenparige stroming bekend zijn, zullen we beschouwen
de formule van de Chez~:

Uo=C VRrJsin~'= CR~sin i#
en de formule van Manning:

. U 1 Ri I~ . IJ' 'R l . J Jj0= n' 0 VrtoSlnu = F' 0 .Sln u )
hierin is C de wrijvingscoëfficiënt van de Chezy, en n de wrij-
vingscoëfficiënt van Manning.
De formule van de Chezy kan geschreven worden als:

u~=c2RosinP ;
vergelijken we deze relatie met de algemene weerstandswet

Ua=kR 1+b. sin"D )
o . 0 •welke ook te schrijven is als:

dan volgt daaruit dat (in geval van constante C-waardeb:
a=2, b=O en m=1

en voor de coëfficiënt van de Chezy ( zie ook p.IV~)dat:
..1. .t(~)-a. ..t~-4C=k&. Ro ",a (sin!)-

Met behulp van deze relaties wordt het algemene (in-)stabili-
teitscriterium vgl. (23) in geval van een turbulente stroming
welke be~ wordt d09r een wrijvingswet van het Chezy-type
met constante wrijvingscoëfficiënt:

(26a)

De formule van Manning kan geschreven worden als:
U2= ..1 R I sin~o n_L o : )

vergelijken we deze relatie weer met de algemene weerstandswet
Ua_ kR1+b . "'1
o" 0 s i.n )

welke ook te schrijven is als:
//6 ).2. .2{;.;,J) .: >lJUl IC!~ i(l.,Jj-I(/fI. J)J..:l!/!;6.} ~ f:)
ti, = ~! « . (untt/" = AEc~ :Ja.. ,(~t"/ 4 ;e~ ~t" ~

dan volgt daaruit direct dat (in geval van constante n-waarde!):
1a=2, b=j en m=1

en voor de coëfficiënt van Nanning dat:
_.J. ;«- ~(/+J.) fÀ «-Uil

n=k IJ.. Ro JA . (sint1)--r.:-'
M.b.v. deze relaties wordt het algemene (in-)stabiliteitscriterium

<,
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vgl. (23) in geval van een turbulente stroming welke beheerst
wordt door een wrijvingswet van het Manning-type met constante
wrijvingscoëfficiënt:

r":> .5". ,g
-< /dl/I 'II1.1_I.2(cr-I)I1-o(á'-1)(;;JII~ .7

(26b)

Uit het bovenstaande volgt dat de coëfficiënten van de
Chezy en Manning in feite geen constanten zijn, maar functies
van de diepte 11

Substitueren we in bovenstaande vgl. ~u zekere numerieke
waa.rde n voor de vorm van de doorsnede en de corre'ctiecoëffici.ënt
rit dan is het mogelijk, zoals we in het navolgende zullen
aantonen om de resultaten vérkregèn door verschillende van de

, .' - .in Hoofdstuk 111 aa~ehaalde auteurs af te leiden~
Het gedrag van het instabiliteitscriterium voor 'de twee. '

grensgevallen af0 en (1+b) --0,' resp. a -0, en (1+b)*.o hebben
we alreeds beschouwd ( zie' Opmerking 11, p. IV-47).

IV-C.b: De invloed van de vorm van de doorsnede.
Als de stromi~g tweedimensionaal is, d.w.z. als de breedte

vaR de leiding zeer groot is t.o.v. de diepte, heeft de vorm van
de doorsnede geen invloed.op het (in-)stabiliteitscriterium.
Is daarentegen de stroming driedimensionaal, d.w.z. Ls de breedte
van de leiding niet meer zeer groot t.o.v. de diepte, dan heeft
de vorm van de doorsnede wel invloed op het (in-)stabiliteits-
criterium.

Omwille van de eenvoud zullen we er van uitgaan dat de per-
manent eenparige stroming plaatsvindt in een leiding met trape-
ziumvormige doorsnede, zoals aangegeven in fig.IV-1, omdat deze
doorsnedevorm gemakkelijk aansluit bij de meest voorkomende door-
snedevormen, te weten rechthoekige, driehoekige en trapeziumvor-
mige.
Uit fig. IV-1 volgt: voor de dwarsdoorsnede Ao:

2Ao=BHo+Hotgf
voor de natte omtrek S :

~li.0.So=B+ 7iif )
en voor de hydraulische straal Ro:

)
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tevens volgt dan uit het bovenstaande:
/C/S\ cl5" ..2{dJT~ = diT = Cl'f.

met behulp waarvan de vormfactor voor de dwarsdoorsnede M (zie
p.IV-33) wordt:

11= ~ .(j,R1, = r-« riJi = J - /I, (1tJ .(jJ),-J =

)

oftewel:

11=
..I

.l3.2u;1+2.1311. UnI +.2 JI"
(8 tfJ/-f;.? /I) (13-1-.24/1

Substituere~ we nu SOJ (~)oen M in vgl. (23) dan krijgen
we uiteindelijk als algemeen instabiliteitscriterium:

1
)

waarin M gegeven wordt door bovenstaande vgl.
In geval van een rechthoekige l~iding nadert ~tot 0, waar-

uit voor de vormfactor M volgt:
1ft. = 1+.2_& )
.8

zodat vgl. (27) wordt:
.t> 1 1 .

7" < I"{.. (~!ït -2ár-I)(l:f})/1. -(It-I)
(27~

Het suffix r dat aan M is toegevoegd staat voor "rechthoekig".
In geval van een driehoekige leiding nadert B tot 0, waaruit_ voor
de vormfactor M volgt:

1Md=2'
zodat vgl. (27) overgaat in:

2 > / ~ f
F < SthJjP . (/~'9.1.- /fftr-I)(f#j - 'I(C(-I)
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.
Het suffix d dat aan M is toegevoegd staat voor 'tdriehoeki~'.

Beschouwen we nu het geval van tweedimensionale stroming,
d.w.z. de breedte van de leiding is zeer groot t.a.v. de diepte,
m.a,.w. Ho __ 0, of ook I--J} , da:n is het duidelijk dat voor de
vormfac~or ti en de hydrauLt scne straal Ro geldt:

Ivb1, R =H ;o 0
zodat vgl. (27) overgaat in:

(28)

Opmerking
Vgl. (28) is niet af te leiden uit vgl. (27b) door ti te

laten naderen tot 1- omdat vgl. C27b) gebaseerd is op een in
principe driehoekig profiel met B=O, zodat men in dit geval
eigenlijk niet kan apr-eken van een "zeer brede" leiding
(zie ook N.~. 2, P.IV-15).
Aan de hand van vgl. (28) wordt het criterium voor de instabili-
teit van een laminaire pennanent eenparige stroming in een zeer
brede leiding -immers a=1, b=1 ( zie P.IV-47) en =1,2 (vgl. (15))-

T~~ i oftewel 11, ~ ~r# i

M.b.v. vgl. (28) zijn de in de literatuur (zie Hoofdstuk
111) gevonden criteria voor de '(in-)stabiliteit van een turbu--lente permanent eenparige stroming af te leiden. Alle auteurs
namen aan dat de s~elheidsverdeling in de verticaal uniform is,
d.w.z. ~=1, zodat vgl. (28) nog verder gereduceerd kan worden,
en wel tot:

r' > f< (!~j,):l

Gaan we uit van.een weerstandswet van het Chezy-type met
constante C-waarde, waarvoor dus geldt: a=2 en b=O, dan gaat vgl.
(2Sa) over in:

Uo~ 2VgHo·cosj'
Als ~ zo klein is dat cos ~ ~ 1, stemt dit resultaat overeen met
dat van H. Jeffreys (12) en G.H. Keulegan en G.W. Patterson (13)

Uitgaande van een weerstandswet van het Chezy-type, vonden ook
M.J. Lighthili en G.B. Whitham (24) voor dit geval: F=2.
Ui t vgl. (25) volgt dat voor de leidinghelling waarbij de stroming
in-stabiel wordt geldt:



wat overeenstemt met het resultaat van H. Jeffreys (12), en G.H.
'Keulegan en G.W. Patterson (13) ( indien 0 weer klein is).

Gaan we uit van een wee rstandswe t'van he t..l.\anning-type, me t
. 1c.onstante n-waard", waarvoor dus geldt: a=2 en b=J' dan gaat vg!.

(28a) over in:
Uo ~ ~\fi;HocosT

Als 0 zo klein is dat cos8 ~1 stemt dit resultaat overeen met
dat van G.H. Keulegan en G.W. Patterson (13)·
Ui t vgl. (25) volgt dat voor de leidinghelling waarbij de stro-
ming instabiel wordt geldt: ~1/~~~= t·t /1, - IJ )

wat voor kleine D in overeenstemming gebracht kan worden met
het resultaat van G.H. Keulegan en G.W. Batterson (13).
Vg!. (28a) kan voor hei; algemene geval geschreven worden als:
. Uo~"'I~D'{gHocosf
wat overeenstemt met de resultaten van R.F. Dressler (17) en
R.F. Dressler en T. v. Pohle (19)·We kunnen ons nu nog af gaan vragen hoe groot de exponent
b is, indien we uitgaan van een weerstandswet van het Chezy-type
met variabele C-waarde. Voor de wrijvingscoèfficiënt van de Chezy
hebQen we al afgeleid ( zie p.IV-40):

•

waaruit blijkt dat C een functie van de hydraulische straal, c.q.-
de diepte is. Bepalen we nU de totale differentiaal van bovenstaan-

de vgl.:

dit is te schrijven als:
de = 2(";i-~/ii r=:(~j)~)[' d.f. ;

wat m.b.V. de vgl. voor C overgaat in:

Ir ~(ü·/)-t2. . r -I /0
Ci~ = .ea (J.n:, .dllo )
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oftewel:

De weerstandswet van de Chezy is van het kwadratische type,•
dus a=2; als tevens nog de breedte van de leiding zeer groot is
t.o.v. de diepte, dan gaat bovenstaande vgl. over in:

J _~. dC .
Ö - ti dil.

Substitutie hiervan en van a=2 in .vgl. (2Sa) geeft na omwerking
tenslotte:

Ii >(1<

Als» zo klein is dat cos& ~ 1 stemt dit resultaat overeen met
dat van J.C. Schönfeld (18).
Opmerking:

Ter completering zullen we ook nog nagaan hoe groot de ex-
ponent b is, indien we uitgaan van een weerstandswet van het

.Manning-type met variabele n-waarde. Voor de wrijvingscoëfficiënt
van Manning hebben we al afgeleid (zie p.IV-53):

waarui t blijkt dat n een functie van de hydraulis'che straal,
c.q. de diepte is. Bepalen we de totale differentiaal van boven-
staande vgl.:

)

dit is te schrijven als:

J = 2tt.-Jfl-l-J)!",,-1 IJ 2(1-11/-1·4; . $I) t:lj';'" I -I
dil .3a. . f~ • (~17/ J n: ciA; /

wat m.b.v. de vgl. voor n overgaat in:

oftewel:
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I
I,

De weerstandswet van Man..1.i.ng is van het 'kwadratische 'type, dus
a=2; als tevens nog de breedte van de leiding zeer groot is
t.o.v. de diepte~ dan gaat bovenstaande vgl. tenslotte over in:

h = i -.2.!j ..$.
Ten overvloede zij nog opgemerkt dat het instabiliteits-

c-ri'teriumin de gedaante van vgl. (22), overeenstemt met die
welke door V~V. Vedernikov (15) en A. Craya (16) op geheel
andere wijze zijn afgeleid.

I
: '
I IV-C. c: De 'invloed van de correctiecoëfficîênt a: op de snel-

, .
.'" .. heids,'yeroeling_in:.cle'verticaal.

Afgezien van, de waarde van de correctiecoëfficiënt ~ Voor
laminaire permanent eenparige stroming welke in het voorgaande
(zie p.IV-32) al is afgeleid en volgens vgl. (15) ( onder zekere
voorWaarden) voor driedimensionale stroming gelijk is aan:'
~=1,2, is 'in alle bekende literatuur betreffende de (in-)stabili-
teit .van een turbulente permanent eenparige stroming, uitgegaan
van een uniforme snelhEüdsverdeling, d.w.z. tt'=1. He t" is echter
duidelijk dat voor turbulente stroming ex niet geiijk is aan 1,
doch een bepaalde numerieke waarde heeft, welke ongeveer geLi jk .

is aan 1.
We zullen nu ter oriëntatie een formule voor ll' afleiden

in geval van turbulente stroming, tenei~de een indruk, te krijgen
van de grootte.

Beschouwen we een tweedimensionale turbulente stromingswijze
b.v. de permanent eenparige stroming in een zeer brede open
leiding, dan is volgens Th. von Kármán (26) de snelheidsver-
deling in de omgeving van de vaste begrenzing:

II=%A';" ;
hierin is u. de z.g. ttschuifsnelheidn gedeiïniëerd als q,=Vf'
en ~ de schuifspanning in de vloeistof direct aan de vaste
begrenzing; k is een universele constante, karakteriserend voor
de turbulentie; Zo is een ,integratieconstante gedefiniëerd als
de coördinaat waarvoor u=O (immers aan de vaste begrenzing z=O,
is u=O en lnz --00, wat onmogelijk is). Bovenstaande f'o rmuLe
is ten hoogste voor z ~ Zo gel'ig; Zo is een kleine grootheid,
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welke bepaald wordt door de oppervlakte geaardheid van Qe be-
grenzing, m.a.w. door de vraag of men kan spreken van.een zoge-
heten hydraulisch gladde ( 'I'n , von Kármán geeft voor dit geval
als experimentele waarde voor de dikte van de laminaire grens-
laag Ó=11,6'~, waaruit voor Zo volgt: zo=~) of een hydrauliscb
ruwe ( in geval van een uniforme zandruwheid geeft J. Nikuradse
(27) voor Zo de waarde Zo=jok, waarin k de diameter van de zand-
korrels is) wand.
De afleiding van deze vgl. is gedaan voor kleine waarden van z.
Naar aanleiding van deze formule merkt G.H. Keulegan (28) op
dat de ondervinding aantoont dat bovenstaande formule voor u
voldoende nauwkeurd g is t ook voor grote waarden van z,zelfs
indien z=H ( i.e. de oppervlakte, waar r=O), en dat het gemid-
delde resultaat over de dwarsdoorsnede van-secundaire stromings-
effecten en het vrije oppervlak te ve~~aarlozen is.
We zullen nu eerst een vgl. afleiden voor de gemiddelde s~oom-
.snelheid U; deze is impliciet gedefineerd door:
afvoer per eenheid van breedte =UH=jlldz,

. '1/
waarin de integratiegrenzen 0 en H zijn; dit Leverf echter moei-
lijkheden op ( we krijgen n.l.ÁO}, waarom we zullen integreren
van Zo tot H, onder de aanname dat de afvoer over de hoogte Zo
zeer klein is, t.o.v. de totale afvoer, en derhalve te verwaar-
lozen.
We krijgen nue

dit is te schrijven als:
H

IJ/I = "*/ (,J,:z -Á2,,)d~ ~
~

waaruit m.b.v. partiële integratie volgt:

1/11- ij/.z_J,z{ -jlz -z~z.L." )
Uitwerking hiervan geeft:

oftewel:

De correctiecoëfficiënt «op de verticale snelheidsverdeling
is gedefinieerd als:
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Onder dezelfde
zen. z en .H; weo .

aannamen als boven, nemen we
krijgen dan:

Jllté4'1111= p-:-4.t ~ dz .
~

als integratiegren-

Dit is te schrijven als:
'jll«//11:= ~ (,J/z -.2_J,z.. -4~ +~~,,) d:z:
.or.

Partiële integratie van .j -ln-!zt!z levert op:

J.J,,-'zdz = ~z.J.J,.rdz - /ilj-t,zd.z)d:z: = z.J,z.I_J,:L-./)-jlt,~-I)ok=

::::z.l,z.l,J,z-J) -z/J,z-/)-I-Z {- ~it =zl.}"z-.1).2-f-.zren.ltkdj. '

«1111 wordt dan:

waaruit volgt:
a//II ~ /xlzU,i -1/' r~ll/

Uitgewerkt geeft dit:-

atlll = i 111(/,,1-1)2 +/I-.2.z.j.
Substitutie hierin yan de reeds verkregen vgl.:

geeft, na deling door H, tenslotte:
.I ~ ~ .I. J

1J.l (1/.1. ~ ) ti,. (~ J' I (~-f!!&..) -I- (4/a' = -I- ~ + k~ /I - J - /I K /1/

z.Onde-rstellen we nu dat Zo zo klein is dat 7i ~ 0, dan krijgen
we voor 0( :

)

met u, = 'fr wordt dit:
.IV J-I- z;.
111 = ,et/p

, ,Substitueren we hierin voork, de parameter van Th. v. Karman
(zie (28)):

~ =0,4,
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en voegen we een index 0 toe om de permanent eenparige· stroming
·aan te duiden, dan vi~en we dus voor ()(:

(21)

d.eze vgl. geeft een indruk van 0( in turbulente permanént een-
parige stroming.

Opmerking I:
Voor stroming in een leiding waarvan de breedte niet meer

zeer g~oot is t.o.v. de. diepte, is de schuifspanning niet uniform
langs wanden en bodem verdeeld en geldt bovenstaande vgl ..·voor
d~ snelheidsverdeling en de correctiecoëffici~nt ex in feite niet
mee r-j voor een bespreking hiervan zie (28). We zullen hier aan-'
p~men dat de effecten hiervan verwaarloosd'mogen word.en.

'", '.In Hoofds taak11, P.~I-8, is ex, de "corre.ctieèoëfficiënt" op de..
·snelheidsverdeling .in de verticaal, aangenomen als zijnde. niet
afhanke~1jk van ~ en t~ Uit de afleiding van vgl., (21) blijkt

. ,
'.dat.(X, Lngeva L. van: permanent eenparige stroming, een functie ;"

). ,"

"~'~,,_~:::.. ~.'·t·~:·_-\ta: .,ro· ,~.n UÖ' m:.a,.w._; VQO;r niet-permanente stroming' .zou«wel~
., ' . li'cht uitgedrukt kunnen .worden als een functie van de gémi.dde L...

<ie stroomsnelhei9. ..U=U(x, t) 'en de waterdiepte H=H(x,~),' oftewel'
als een functie van x en t. De bovenstaande aanname dat ex con-

·stant is, is dus enigszins dubieus. De correctie coëfficiënt ex
.is echter ( zij het als constante) ingevoerd Gmdat he~ niet ge-
heel duidelijk is hoe (X als variabele aangenomen zou moeten wor-

· .
den, en·om nog enigermate de invloed van de snelheidsverdeling
op het ontstaan van instabiliteit na te kunnen gaan.
Opme rking 11:

In bovenstaande Opmerking I wordt het vermoeden uitgespro-
ken' dat, ,0( geen constante grootheid, maar een variabele is, en wel
een functie van x en t. In het hiernavolgende zullen we, uitgaan-
de van zekere aannamen~ trachten na te gaan in hoeverre de basis-
vgln. (1) em (2), welke de gemiddelde stroming in een prisma-
t·ische leiding met v:r;-ijewaterspiegel weergeven, veranderen;
terwijl we tevens zullen trachten na te gaan in hoeverre de hier-
·uit gelineariseerde vgln. (3) en (4), welke de verstoorde(pe~
manent eenparige) stroming weergeven, en de tweede orde lineaire, .,
pártiële differentiaalvgl. (5) in h .rssp , u voor de translatie-
golf met kleine amplitudo en veIWaarlozing van*het vloeistof-
oppervlak, zich, wijzigen.

In Hoofdstuk 11 P.II-5, hebben we afgeleid dat voor de im-
,. de kromming van

. <
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pulsvgl. in de x-richting, toegepast op een macro-elementje
begrensd door tv/ee dwarsdoorsneden met resp. x-coördinaten
x en x+dx, gesqhreven kan worden:

. dM~
~x=dtt

hierin is ~Fx de som van de uitwendige krachten in de x-rich-
ting, werkend op het macro-elementje ( zie Hoofdstuk TI,p. 11-7):

diten dt de
Hoofdstuk

~ 1; =fl,l~&Jx -/llûJ~.5fdx - Z; 5 dx )

mate van impulsverandering in de x-richting
11)p.II-7):·

d~ = /Jdx Izfcl' t. fJ f (//'1- ~ d~:;1l - f /t/at1 .d! . I. . . 1":/H L ~. . ~ ~~~ .

(zie

"

We.zu lLen nu O.I;l.d!J,rstelle·ndat de in te voeren "coëfficiënt" ex
een .functie···isvan 'de gemiddelde st-roomsnelheid U en de'wacer=

' t".. . • _ ~

..'d.iepte H" inuners z'Owel·.deçlwársdoorsnede A als de hydraulische
stra.kl R zijn aangenomen als .functies van·H (zi.e p.IV-2 ); dus

"tx:::'«(U,H); aangezien zowe L U=U(x, t) als.H(x, t) functies van Je .

en .:t zijn~ is ook tX een functie van x en t •

.op geheel analoge wijze als in Hoofdstuk 11, p.il-S., kan nu voor
*geSChreVen worden:

#f =t~~:P(j#J -ra;!(t7'~ck).I(!l-/-~d:l() - O(tl/~

waarin:

en
Uitwerking hiervan en ve~va~rlozing van de termen, welke oneindig

~ =«(U,H)
a; = IX (1/,; licbJ II-/- .f1dxJ.

klein zijn van de tweede en hogere orde, levert op:

'lil- =;>d. 3{1{.I/ T (4;-tY)('t//I", Cf ('t/~d", T2~ tt/Ill! al", .

Ontwikkelen we ~, nu in een reeks, volgens de formule van Taylor:

waarin de termen tussen haakjes van de symbolische operator
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ontwikkeld worden volgens het bin~um van.Newton.
Onder verwaa~lozing weer van alle termen, die oneindig klein
zijn van de tweede en hogere orde, gaat de vgl. voor~, over in:

Substitutie hiervan in de voor f?verkregen vgl. levert 0I>:

~} =fJx.~ 1-tlJlJ(f!dx.~ +ldx. ];) 1- 0((1/1 t1dx -f-

•

I·

wát na vérwaa~lozing van de termen, die oneindig klein zijn van
de tweede en hogere orde, geeft:

M.b.v. de continuïteitsvgl. (1) welke uiteraard ongevnjzigd
blijft, gaat deze laatste betrekking op geheel analoge wijze
als in Hoofdstuk 11, p.II- 9 crrc s: in:

~1'=t#Jxf f! 1- lXI/IJ +(1-«):. ;t} +

+!,fdx!l/~'JtJ. ;)~ + #~JII. (j/r).
'}z ~IJ ~x iJl!
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~FX~ geeft dan na deling door r=
'"

We hebben gesteld dat a=tKU,H); U=U(.x,t) en H=H(x, t), dus is
a=~x,t); hi~ruit volgt dat we voor ~ kunnen schrijven:

. ~ _ 'J«..lJ! + ~.l!!
~ - 3ll ~ m"J;t

Substitutie h·iervan in bov-enstaande impulsvgl. ge,eft:

Dit is de vgl. voor de.gemiddelde stroming ineen prismatische
leiding ~et vrije waterspiegel, in geval de correctiecoëfficiënt
op de snelheidsverdeling in de verticaal beschouwd wordt als een
variabele.

Resumerend hebben Wf3 nu dus als fundamentele basisvgJn.
gekregen:

~ (I/Il) + ti = a
of

en

N.B. Vgl. (2a) is sneller af te leiden, door i.p.v.

direct in te voeren:
~ = .cr.;- Î1 d;c,

Stellen we vgl. (2a) nu tegenover vgl. (2), dan merken we het. avolgende op: qua vorm komt vgl. (2 ) overeen met vgl. (2), be-
halve dan dat in het linkerlid van vgl. (2a) een extra term)
U~~;, voorkomt, terwijl tevens in vgl. (2) ex een constante is,
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en in vgl. (2a) een variabele; de extra term u~~ in vgl. (2a)
geeft, indien de·gedan~ aannamen betreffende ~ juist (zouden)
zijn, de invloed weer van de variabe.le "correctiecoëfficiënt ex
op de snelheidsverdeling in de verticaal".

Op geheel analoge wij'ze als op pp. IV-1 t IV-7 t zullen we
nu nagaan hoe de gedaantenvan de,uit de vgln. (1) en 2a) af
'te leiden gelineariseerde vgln.Jwelke de verstoorde (pe~anent
eenparige) stroming weergeven" worden.
Hiertoe stellen we weer (zie p.IV-2):

t ' ,

U(x,t)=Uo+u (x,t) en H(x,t)=Ho+~ (x,t).
Substitutie hiervan in de continuiteitsvgl. (1), uitgaande van,
de aanname dat alle termen van de tweede en hogere macht'in u t,
h en hun resp. afgeleiden verwaarloosbaar klein zijn, levert
weeD op (zie p.IV-4):

Ii'/.!!./. Ji I + ,f" JiJ' -f /_dll. pAI = 0 (3)
, I.dll.t ~ ~x ('dil/" ,1

Bij substitutie van bovenstaande relaties voor U(x,t) en H(x,t)
in vgl. (2a) hebben we afgeleid onder dezelfde aanname t.a.v.

, "de grootte van u en h als boven, dat de navolgende' termen en/of
factoren worden:

dIJ dV'
N = ~t

Met behulp hiel~an wordt vgl. (2a):
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Cf= ~U ,H) wordt:
, t

A'=l(U,H)=C«Uo+U ,Ho+h );
hiervan in een reeks, volgens de formule van Taylorontwikkeling

geeft:

+~j (t/ -Iv -I J/ sr IX (~ !,t) -I- " ~

waarin de termen tussen haakjes van de symbolische'operator
(//I;;I-l/fr)"

ontwikkeld worden volgens het binomium van. Newton.
Partiële differentiatie van Cf naar x levert op: •

f 1/' ,j I. (: ~~ , ..;.l' JI'. (4J ) -I .
. ~ dil"JIJ, ;?;t JII ,

f fVe~vaarlozen we de termen in u , h en hun resp. afgeleiden van
de tweede macht en'hoger, onder de aanname dat deze zeer klein
zijn, dan krijgen we:

eD,.

O(U.~ wordt dan:

en U2.~ gaat over in:
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31K. _ ( ').2I/)(/'(.~J ;)j'(JA'I)1/ ~ _ - 11+t! . -;x.' J(J~ -I- 1X' Wi/ç.

t tM.b.v. de reeds gedane aannamen t.a.v. de grootte van u en h"
krijgen we dan:

(/ "Jf/ 11 dU'
a' ?x.' = ti;; ,,' Px )

•

Substitutie hiervan in vgl. (2a).levert tenslotte op:

'Deze vgl. kan ook nog geschreven worden als:

C4a2)
De vgln. (3) en (4a) geven de verstoorde (pennanent eenparige)
stroming in een prismatische leiuing met vrije waterspiegel
weer.in geval de correctiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling

.)

in de verticaal beschouwd wordt als een variabele.
Stellen we vgl. (4a1) nu tegenover vgl. (4), dan merken we het
volgende op: qua vorm komt vgl. C4a1) overeen met vgl. (4), be-
halve dan dat in het lirikerlid van vgl. C4a1) een extra term,
U2(';{/ /1«) of l/JI{~) ] k ' '1' bei 10' 1i'l~(/'D ~ "JH" ,voor omt teIWlJ a,n ei.devg n , ex een con-
stante is; alleen in vgl. (4) is ()(een constante zonder meer, en
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in vgl. (4a1) is «=ao dUldelijk b~trokken op ,de permanent eenpa-
rige stromingstoestand. ~e kunnen nu zeggen dat de extra term

IJ/[~'.(Iff), + /ilo/IJl j
in vgl. (4a1), indien de gedane aannamenbetreffende « juist
(zouden) zijn, de invloed weergeeft van de "variabele' correctie-
coëfficiënt op de snelheidsverdeling in de verticaal".

Op geheel analoge wijze als op pp. IV-4, IV-7, zullen we
tenslotte nog nagaan hoe de gedaante wordt van de tweede orde
lineaire partiële differentiaalvgl. voor de translatiegolf met
kleine amplitudo en verwaarlozing van de kromming van het vloei-
stofoppervlak. indien de correctiecoëfficiënt op de snelheids-
verdeling in de verticaal geen constante maar een variabèle is,
·althans als zodanig wordt beschouwd.
Uit vgl.· (3) en vgl. C4a1) 'gaan we ut elimineren; hiertpe diffe-
rentiëren we eerst vgl. C4a1) partiëel naar x:

t: •

Substi tutie hierin van de uit vgl. (3) -be .bepalen partiële af-
tgeleiden van u (zie p. IV-?) gee;ft:

Na rangschi.l.\:kingvan de termen is dit te schrijven als:
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• . tElimineren we vervolgens h uit vgl. (3) en vgl. (4a); daartoe
differe~tiëren we vgl. '(4a) partiëel naar- x en vermenigvuldigen

. . .Vl~ alle termen me t U0 :

'. ""~IJ' I 7t1' . IJl '111 ~.I/' 3/ ") J I rl ..t/'}
I/, . ;~pt -f ft ~. ~x" -f (1-trj-( f:ilt· b:it ~~/lf!l'~ .-r_(fk· :.:z =.

differentiëren we vervolgens vgl. (4a) partiëel naar t:

Door optelling van deze twee vgln. krijgen we:
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"

Substitutie hierin van de uit vgl. (3)afgeleide formules
(zie p.IV-7 en p, IV-8) geeft dan:

Na rangschikking van'de termen is dit te schrijven als:

We hebben nu gekregen twee vgln. met dezelfde gedaante,te weten:

en f1h';. Ph' = °0 J
!lIJ' -I- PIJ' =
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waarin n de operatornotatie is volgens vgl. (5c1), en P de ope-
ratornotatie is voor:

V61. (5~~),is de tweede orde lineaire partiële differen-
t ,tiaalvgl. ( in h resp. u ) voor de translatiegolf met kleine

amplitudo en verwaarlozing van de kromming van het vloeistof-
oppervlak, indien de correctiecoëfficiënt op de snelheidsve~
deling in de verticaal beschouwd wordt als een variabele.

Stellen we vgl. (5~~) nu tegenover vgl. (5) dan merken
we weer het volgende op: qua vorm komt vgl. (5~~) overeen met
vgl. (5),behalve dan dat in het linkerlid van vgl. (5~~)een
extra term, P(;') gegeven door vgl. (51) voorkomt, terwijl in
beide vgln. a een constante ·is; alleen in vgl. (5) is' ()(weer een
constante zonder meer, en in vgl. (5"~)is ~=&b duidelijk be-
trokken op de permanent eenparige stromi.ngstoestand. We kunnen
nu zeggen dat de extra term P(;:) in vgl. (511

,,..), indien de ge-
dane aannamen betreffende « juist (zouden) zijn de invloed weer-
geeft van de "variabele correctiecoëfficiënt op de snelheids-
verdeling in de verticaal".

De vgl. (5~~ is nu, analoog aan gedaan is op p~IV-10 e ;v .•
te gebruiken als basisvgl. voor het bepalen van de stromingsvoor-
waarden voor he.t ontstaan van instabiliteit van permanent eenpa-
rige stromingen ( voor het geval dat de Gorrectiecoëfficiënt ~
op bovenstaande wijze beschouwd wordt als een variabele).
Resumerend kunnen we nu het volgende zeggen:

Hierboven is aangegeven in hoeverre de basisvgln. -welke
als uitGangspunt genomen zijn voor de bepaling van de stromings-
voorwaarde voor het ontstaan van instabiliteit van permanent
eenparige stromingen-, veranderen, indien we aannemen dat de co~
rectiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling in de verticaal, een
variabele is.
Desondanks is uit~egaan van de fundamentele basisvgln. (1) en (2)
met constante correctiecoëfficiënt IX.

Het is n.l. geenszins zeker of de in het bovenstaande ge~even
benaderingsmethode juist is, met name wat betreft de aanname en
verdere behandeling van de als variabele beschouwde correctie-
coëfficiënt: het is over het algemeen niet duidelijk hoe « een-
duidig als veranderlijke functie aangenomen zou moeten worden.
Bovendien zijn ook G.H. Keulegan en G.W. Batterson (7) bij hun
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geheel andere afleiding van de fundamentele vgl. voor (turbulen-
te) stroming in een open prismatische leiding met willekeurige•dwarsdoorsnede, uitgegaan van een constanté correctiec'oëfficiënt
op de snelheidsverdeling in de verticaal.
Aangezien het dus niet duidelijk is hoe de functie ~ variëert
in geval van niet-permanente geleidelijk veranderende,stroming,
is, mede omdat deze overeenstemmen met die van G.W. Patterson
en G.H. Keulegan (7) uitgegaan van de fundamentele basisvgln.
(1) en (2) met constante correctiecoëfficiënt op·de snelheids-
ve~eling in de verticaal; m.a.w. de invloed van een (eventueel)
veranderlijke correctiecoëfficiënt, -in ons geval uiteindelijk
weergegeven door de extra term P(~:) in de basisvgl. C5A;;t)- is
verwaarloosd, en de in de verdere beschouwing meegenomen con-
stante correetiecoëfficiënt «(:::lXo) is de·waarde welke geldt in
geval van permanent eenpa~ige stroming ( dit om nog enigermate
een indruk te krijgen van de invloed~ van de correctiecoëfficiënt
op het ontstaan van instabiliteit bij permanent eenparige stro-'
ming).

De in deze Opmerking 11 aangegeven benaderingswijze van
'het instabiliteitsprobleem in geval van variabele « , is meer
gegeven ter verduidelijking en om enige indruk te geven welke
invloed een variabele correctiecoëfficiënt eventueel zou ~unnen
hebben, dan om.als werkelijk uitgangepurrt te dienen.
Vgl. (21) voor ~ is m.b.v. de fo~ule van de Chezy:

. Uo=C VRosin 0 i

om ·te werken tot een handzamer uitdrukking. Elimineren we uit
de algemene vgl. voor de schuifspanning langs bodem en wanden:
"0=~gRosinP (zie P.IV-J3) en de formule van de Chezy, ROsinO}
dan vinden we voor ro (zie ook P.IV-40)

fI..~~=fg· é~ }
met behulp waarvan we voor ~ krijgen:

~=1+6,25'~ (21b)
We moeten nu echter wel blijven beseffen dat Ct zoals we zagen
op p.IV-40 een functie van de diepte is.

Ook als we uitgaan van de formule van Manning:
uo=n-1R~ VRosinP'

is bovenstaande vgl. voor ~ om te werken tot een handzamer uit-
drukking. Elimineren we uit de algemene vgl.
ning langs bodem en wanden: To:::fgRo.sin6Czie
mule v~n Manning, RoSine, dan vinden we voor

To=ftS ~;1 )

voor de schuifspan-
p.IV-39) en de i'or-
r:o



met behulp waarvan. we voor ~ krijgen:
. nl

. ~ ::1+6,25 W
Voeren we nu in het getal van .:Re.ynolds, Re, gedefinieerd als:

(/,/1.,
Re=-r '

en elimineren we U uit de formule van Manning en het Reynolds-o '
getal Re, dan vinden we tenslotte na enig rekenw~rk:

,ë ~lfijJ;
met behulp waarvan de vlg. voor ~ overgaat in:

!JA (21 c)
(x::1+6t25~ !JY'

. ts-tAl!)f

Ook nu moeten we weer "blijven beseffen, dat n zoals we zagen
op p.IV- 54 , een functie van de diepte is.

Om een indruk te krijgen van de numerieke waarde van ot
zullen we uitgaan van vgl. (21b). Onderstellen we nu dat bodem-
en wandruWheid en waterdiepte zodanig zijn dat C b.v. gelijk is
aan 25,50.75 en 100 fmisec-1) , d.w.z. een (bij'gelijkblijvende
diepte) resp. afnemende bodem- en wandruwheid, dan worden de resp.
waarden voor {)(achtereenvolgens: -
tX::1,09 à 1,10, {)(= 1,02, lX'::1,01 en {)(= 1,01 à 1,00.
Gewoonlijk neemt men aan dat ~ voor normale gevallen inligt. '

.tussen 1,02 en '1,05.
Om bovenvermelde redenen is de ·correctiecoëfficiënt op

de sn~lheidsverdeling in de verticaal opgenomen ip.de beschou-
wing van het (in_)stabiliteitscriterium.
IV-D: Grafische weergave en interpretatie van de resultaten.

Uitgaande van de hierboven gegeven bespreking der fac~oren
welke het criterium voor het ontstaan van instabiliteit van per-
manent eenparige stromingen in open leidingen beïnvloeden, zullen
we thans nagaan hoe dit instabiliteitscriterium zich gedraagt.
IV-D.a Het is interessant om allereerst het ontstaan van insta-
biliteit bij laminaire stroming te stellen tegenover het ont-
staan van instabiliteit bij turbulente stroming, omdat deze twee
stromingswijzen beheerst worden door tundamenteel verschillen-
de "weerstandswetten". Teneinde dit te verwezenliJken zullen we
er gemakshalve van uitgaan dat de stroming tweedimensionaal is,
d.w.z. de stroming vindt plaats in een zeer brede rechthoekige
leiding ( de vormfactor M is [~elijk aan 1).

In geval van tweedimensionale laminaire stroming, geldt
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dat voor neutrale stabiliteit voldaan moet worden aan (zie p.IV-56):

wat te schrijven is als:
.3//.1 =1

-Uit vgl. (2) volgt dat voor permanent eenparige stroming alge-
,meen geldt:

, ',IJ 2L.
, ,0 =;/}!41{7 - fR. r :

. '.JfJ./isubstitutie hierin vat?-v:.gl.(14): -z;= • ' met ~o=Ho', geeft:
"'11 JI,~S(",; , -
• =/jy

Substi tutie van deze waarde voor Uo in "de bovenstaande V00I'-

waarde voor neutra.le stabiliteit, levert op:

Voeren we vervolgens nog het getal van Reynolds in, voor· dit
geval gedefiniëerd als:

,Re=9
dan gaat deze laatste vgl. over in:

Re .(tg b)cr..1 =1 (29a)
In geval van tweedimensionale turbulente stroming geldt dat,

uitgaande van de weerstandswet van de Chezy met constante wrij-
vingscoëfficiënt (i.e.in de algemene weerstandswet is: a=2, b=O
en m=1), voor neutra'le stabili teit ( volgens vgl. (26a) me t M=1)
voldaan moet worden aan:

;. (» 4 ,«) 9-8&' )

wat ook te schrijven is als:
2 B 4Uo=gHo (COSg)~J' 9-80(

Uit vgl. (25) volgt voor de z.g. Htweede" critieke helling, na
substitutie van a=2, b=O en m=1, i.e. de weerstandswet van de
Chezy met constante wrijvingsco~ffici~nt;
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(tg 6}'..% = ~. 9~80<
Definiëren.we het Reynoldsgetal weer als Re U~~, dan zien we dat
(tgb~/!.Ionafhan.."k:elijkis van Re. Volgens hetgeen vermeld op.
p.IV-53 , is voor a=2, b=O en m=1 de wrijvingscoëfficiënt C van
de Chezy een constante grootheid:

C=(k! ,
oI'tewel

1 1 (·f -17
K==Z~ ) C in ~ sec ~

C.
Derhalve krijgen we',voor (tgb)c'.2. :

(tgb)l:I!.2 = ~.9~80<: (29
b
)C .

waarin eX gegeven wordt d.oe r- vgl. (21b):
ex =1+6,25 s?In -geval van tweedimensionale turbulente stroming geldt dat

uitgaande van de weerstandswet van Manning .met constante wrij-
vingscoëfficiënt (i.eJnde algemene weerstandswet is a=2, b=J'
en m=1) voor neutrale stabiliteit (volgens vgl. (26b) metM=1) vol-
daan moet worden aan:

Jl- (»_.,;9~_«) 25-210(
wat te schri~ven is àls:

2 !J 9U 0=gHo (coetr )c'-J' 25-210(
Uit vgL, (25) volgt voor de z.g."tweede" critieke helling, na
substitutie van a=2, b=~ en m=1,(i.e. de weerstandswet van
Manning met constante wrijvingscoëfficiënt):

(tg9~/!.t.= ~.H~J'l25~21~" )

wat geschreven kan worden als:

I . ti f b -t 9-fHo= (l{).(tg l"s '(25-~lLX)
Voeren we nu weer het getal van Reynolds in, Gedefiniëerd als
Re= Uil?, dan kan di ti m,b ,v , de voorwaarde voor neutrale stabili-
teit geschreven worden als:

1 9:f JVRe=(gcosO)cJ:.1• (25-21ZX) .Ho

welke vgl. na substitutie van de voor H~ verkregen vgl. ove~
gaat in:
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1Volgens hetgeen vermeld op p.IV-53., is voor a=2, b=J en m=1
de wrijvingscoëfficiënt n van Manning een constante groothei~:

-Jnek . )

(~I =n9, n in r -I 17Im sec joftewel
We krijgen nu dus: .

(29c)

waarin «gegeven wordt door vgl. (21c):
1

()(=1+6,.25',~- Vt~1Jt
Vergelijken van de weerstandswetten,
stromi~g, van de Chezy:
- . U =CH:t.(sinl)i •o 0en van Manning:

-1 t ( . EI)iUo=n Ho S1nv •

voor permanent eenparige

levert op:

fl_t
CChezy= n·Manning

Als we voor n nu b vv , Jr~ezen: n=O,03, n=0;02 en n=0,01
.dan behoort daarbij voor zekere Ho resp.:

r i -17 'C=30. C=45, en C=90 Lm sec j

Voor de versnelling van het homogene zwaartekrachtsveld
geldt: g=9,81 !m sec-2J , teIWijl' we voor (,de kinemátische vis-
cositeitscoëfficiënt van water, de waarde bij 200 C nemen, te

r -6 r 2 -11)weten =1,00.10 Im sec
Voor de vgln. (29a) (2gb) en(29c) is 'nu Re uit te zetten

versus (tgb)CI!,l; dit is gebeurd op papier met een dubbellogarit-
mische sChaalverdeling, waardoor de te peschouwen intervallen gro-
ter kunnen zijn en het verband tussen beide grootheden gekarakte-
riseerd wordt door een rechte, of althans flauw gekromde lijn.

In fig. IV-2.a is uitgaande van vgl. (29a) (tg~)c~.2versus
Re uitgezet, terwijl hetzelfde' is gedaan uitgaande van vgl. C29b),
maar dan met de (constant veronderstelde) wrijvingscoëfficiënt C
als parameter; voor C zijn gekozen de resp. waarden 30,45 en 90
[mI: sec-1] (zie boven).
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In fig. IV-2.b is uitgaande van vgl , (29a) (tgb~,"J versus'
Re u i cgeae t , t~rwijl ook voor vgl. (29a) (tgS)cu .uLtgeae t is
versus. Re, met de (constant veron~erstelde) wrijvings~oëffi-.
ciënt'n als parameter; voor n zi 'n gekozen de,resp. waarden

-2 "-2 -2 r -} . 11] ( , )''1.10 ,en 2.10 en 3 ..10 Im .sec ' zi,eboven. '
,'I.v.m. de gecompliceerdheid van vgl. (29c), is voor het uit-
zet'ten van de o:_rieonde r-scnei den lijnen welke, de neu t.raLe
stabili tei t weergeven als volgt, te werk gegaan:.,eers't is, ui t-
gaande van: vgl. (29c! (tgbl".lversus Re uitgez'et.me'i;;n en (;(als'
'parameters, waarbij voo r ti gekoaen zijn de resp~ waaz-deri 1.10-2,
2 ..10-.2 ,en 3.10-2, t-ervlijlvoor 0( als meest represe~tatieve waar-

, ' ' -2 -2 -2'.:den,'genomen'zijn 102.10 ' , 105.10 ' en 110.10 ; door combina-
. tie van deze waarden voor n èn 'f){ ontstaan er negen evenwijdige

ré-chte lijnen; -verv o.Igens is ui tgaande _van vgl. (21c) het verband
tussen Re en (tg'bk"J,uitgezet voor dezelfde combinaties van n
en Ct, ~waardoor wederom negen evenwijdige rechte, lijnen ontstaan;
~p deze manier verk~ijgt men negen snijpunten van lijnen met over-

, ,

eenkomstige waarden voor n en ~. Van ieder der drie ,gezochte lij-
nen (met n als pazame ter-) zijn dan drie punten bekend.

Zowel in fig.IV-2a als in fig.IV-2.b kan men nu twee ge-
bieden van stabiele en instabiele stroming onderscheiden, te
weten êén voor lamihaire, en één voor turbulente strGming. Nor-
maliter wordt aangenomen dat de overgang van laminaire naar tur-
bulente stroming plaatsvindt voor Reynoldsgetallen van 500 tot
1500; in dit overgangsgebied zijn de vgln. (29a), (29b) en(29c)
niet meer geldig, omdat de weerstandswet die de stroming dan be-
heerst niet eenduidig vastl~gt. Fig.IV-2.b geeft een duidelijker
indruk van het gedrag van het instabiliteitscriterium voor turbu-
lente stroming dan fig.IV-2.a, omdat in vgl. (29b) (tg~)CJtAonaf-
hankelijk is van Re, te~vijl in vgl. (29c) (tgb1~ wel afhankelijk
is van Re; dit is te wijten aan het feit dat de (constante) wrij-
vingscoëfficiënt van Manning n (t.o.v. de (constante) wrijvings-
coëfficiënt Vrul de Chezy C), wel afharucelijk is van Ho' en C niet.
Onderstellen we b sv , .om een indruk te krijgen (zie fig.IV-2.b),
dat voor de leidinghelling geldt tgO=1,00.10-2• Indien in de lei-
ding nu water wordt toegelaten dan zal de 'laminaire strorn.ingdie
eerst ontstaat, stabiel blijven totdat het getal van Reynolds ge-
lijk aan 100 is geworden. Vervolgens zullen bij toenemende af-
voer (i.e. toenemende Re) instabiliteiten, d.w.z. golfverschijn-
selen ontstaan waarui t zich, zoals reeds in Hooi'dstuk I,p.I-:J is
aangegeven onder bepaalde voorwaarden rolgolven kunnen ontwikke-
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len. Als bij toenemende afvoer het getal van Reynolds nadert tot
500, begint de overgang van laminaire naar turbulen"t.estroming
plaats te vinden. Deze verandering van regime "(i.e. stromings-
voonvaarden) houdt in dat de weerstand voor de stroming gaat ve r-
anderen ( er~gaan andere wrijvingsformules gelden) en de laminaire
(rol-)golven verdwijnen. Dit hoeft niet te betekenen dat het
vloeistofoppervlak in het overgangsgebied volkomen vlruc en egaal
is: wellicht zullen er incidentele onregelmatigheden van een ve r-
ward patroon op.voorkomen, welke echter niet vallen onder de ca-
tegorie van bovengenoemde golfverschijnselen. Wordt de afvoer nog
verder vergroot dan zal de stroming op gegeven moment volledig
turbulent worden (i.e. Re komt in de buurt van de 1500). De tur-
bulente stroming blijft dan stabiel totdat Voor b sv, een wrij-
vingscoëfficiënt van n=0.01 fm-Jsec1j bij Re zIO.OOO de turbu-
lénte stroming neutraal stabiel wordt. Neemt de afvoer nog meer. . .
toe, dan zullen golfverschijnselen (i.e. instabiliteiten) ont-
staan, waaruit zich weer onder bepaalde omstandigheden rolgol-.
ven kunnen ontwikkelen. Als de afvoer nog groter wordt, d.w.z •

.neemt Re nog verder toe, dan is het mogelijk dat ook bij grote-
re waarden ~an n instabiliteiten zullen ontstaan. Hieruit blijkt' ,. , . '. - '.' ' .

., da t het typé weerstandswet ( en de corre·ctiecoëfficiënt op de
snelheidsverdeling in de verticaal), een belangrijke rol spelen
bij het criterium voor het ontstaan van instabiliteiten.

ln het bovenstaande zijn we, t.a.v. het ontstaan van insta-
biliteiten bij turbulente strOming,uitgegaan van de resp. weel:'-
standswetten van de Chezy en Manning, waarvoor in beide gevallen
.de wrijvingscoëfficiënten constant verondersteld werden.
Er is reeds opgemerkt dat in werkelijkheid noch de vlrijvingscoërfi_
ciënt van de Chezy ( zie p.IV-LD) ) noch die van Manning (Zie
p~IV-54) een constante is: in beide gevallen kunnen ze beschouwd
worden als functies van de waterdiepte. Om voorgaande· opmerking
nu recht te d.oen wedervaren, is het interessant om na te gaan hoe.
het instabili teits-cri·teriumzich gedraagt in geval de wrijvings-
coëfficiënt niet als constante wordt aangenomen. Daartoe zullen
we uitgaan van 'de weerstandswet van het Chezy-type:

U~=C2Rosinb ,
met een wrijvingscoëfficiënt C volgens White-Colebrook, omdat

.deze coml?inatie van weerstandswet en wrijvingscoëfficiënt, theo-
retisch gezien het best gefundeerd is.
Uit vgl. (28) volgt dat, ingeval van tweedimensionale stroming,
voor neutrale stabiliteit voldaan moet worden aan:
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F~ (» 1
«) (!~Jt-2(tr-!)(I:/)_(<<-J)

Teneinde :inetdeze vgl. te ku.nnen werken, is 'het nodig,om eerst
te bepalen, hoe groot deexponenten van de algemene weerstands- .
formule' ( zie p.IV - 39)1 a en bi zijn. Uitgaande van een wé'erstands-
wet van het Chezy-type met ..váriabele wrijvingscoëfficiënt C gèl-
den voor a en b'in'geval van tweedimensionale stroming (zoals'. ,

reeds is afgeleid- op P.N -58) resp.:
. a=;2 en b=' 2:' ' 1%

. f//

Met behulp hiervan kan vgl. (28) geschreven worden aûsr

':oftewel:
' ..

waa,rin~.

en «,gegeven wordt door vgl. (21b):
«=1+6,25' -F

Uit vgl. (25) volgt voor de z.g. "tweeden critieke helling,
ingeval van tweedimensionale stroming:

ftP/' (~P) --11.. - i /'"Ii I-(N" /f';~'_.2(a-I)(,:b)- (IK-I)I I
Verheffen we linke~ en rechterlid tot de macht 1, en rangschikken' awe de factoren, dan·krijgen we:f! ..L .3(hl)-a ..I",~ 1 ..L / ~ I .1ri(1J);~·~~ Ii .14 ,(~jl.2·-~:14>==1/(;"')-.2(<<-1)(1-:/)_(<<_&

Volgens p. IV-40 geldt voor de wrijvingscoëfficiënt van de Chezy,
C:

Substitutie hiervan in bovenstaande vgl., onder toevoeging van
het suffix ca aan sinO, geeft:



IV-81

Kwadrateren van Lf.nker= en rechterlid levert met a=2 tenslot'te
\op:

.Zoals verwacht kon worden, is deze vgl. identiek met die, welke
hierbo~en afgeleid is uit vgl. (28): immers voor u~ kan gesch~--.
ven w~rden: U~=C2Ro (sinb1~.1'
Dus: in geval van, tweedimensionale turbulente stroming, geldt
~at uitgaande van de weerstandswet van de Chezy met variabele
wrijviIl:gsco~fficie'nt,voor neutrale stabiliteit voldaan moet
worden- aan:

1

waarin:

en

I:, = ..21, de
. C' dil.

rx gegeven word:t door vgl. (21b) :
tK =1+6,25'F

Voor de wrijvingscoëfficiënt van de Chezy C gaan we uit
de for.mule van White-Colebrook, deze luidt:van

c= jL'Á t.e
ft .fIJ .;-f

voor zover de symbolen nog niet eerder zijn verklaard (zie pp.
IV-59 , en IV-60) is hierin:

ak de helft van de dikte van bodem- en wandruwheid, i.e.
e.en constante,

6 = I~;.'I"·, de dikte van de laminai re grensJaa g;
A 7

'(4=VgRosinO, de z.g. schuifsnelheid.
Voor de wrijvingscoëfficiënt C kan in geval van tweedimensionale
permanent eenparige stroming (i.e. Ro--Ho) nu geschreven worden:

ç = iZ._j, _6_~__
. IK' /1.'"
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Hieruit volgt:

j
Bovenstaande uitdrukking is na enige herleiding te schrij-

ven als:

..

Substitutie van C en dO in de voor b afgeleide relatie
b'_~.~ geeft: ORo

. 0

b _

M ~b•v , de formule van de Chezy: Uo=è V1Iosin9' is de wr~Jvings-
coëfficiënt C volgens White-Colebrook te schrijven als:

C· ij' ._,/"tl /I~ Cr
~ ~+~.-~ 17 ~~

Voeren we het getal van Reynolds Re in,
dan is de wrijvingsco~fficiënt C uit te
van Ho en Re:

d f· ." I ~II"ge e'~n~eerd a s Re: ~
drukken als een functie

c- JC_J, t
- ~. C1,.J -I- /11. . ~
. 4 If ~

Op dezelfde wijze kan b, de exponent van de algemene weerstands-
formule, uitgedrukt worden als een fUnctie van H en Re:. 0
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b- .2-_Á 6
~ r IiI ._ç_~ lf ~

In geval we te maken hebben met een hydraulisch gladde bodem,. S u~r .
d ,w.. z , geldt dat ak« V, oftewel ak« 1'/.11. sÛ1P' ,dan is zowel
~e wrijvingscoëfficiënt C volgens White-Colebrook, als de ex-
ponent b uit de algemene weerstandsformule uit te drukken als
een functie van het getal van Reynolds alleen; we krijgen dan:

,.
C= r, I 6. T'~ M,...~

. lij' ~.
)

en:

.
'. oftewel:

Dus: 'in geval' van tweedimensionale turbulente stroming, geldt
,','dat ui tgaande van de weerstandswet van de Chezy met variabele

wrijvingscoëfficié'nt in geval van een hydz-au.l.Ls ch gladde bodem"
voor tleutral~ stabil;i.teit,voldaan,moet worden aan:

(29d)

waa r-in s

)

en IX gegeven wordt door vgl. (21b):
ex =1 +6 t 25'!r .
Evenals geschiedt is voor de vgln. (29a), (29b)~,is ook voor

vgl. (29d) het verband tussen Re, en (tgO)c'..1ui t te zetten op
,. en (29c)
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aansenomen dat voor een Reynoldsgetal kleiner dan 500 de stro-' ,
ming zuiver laminair en voor een Reynoidsgetal groter dan 1500
de stroming volledig· turbulent is; indien het getal van Reynolds
in ligt tussen 500 en 1500, verkeert de stroming in een over-
gangsfase van laminaire naar turbulente stroming. Onderstellen
we wederom dat voor de leidinghelling geldt: tg9=1,00.10-2 -
dit evenals op p. IV-78 om een in~ruk te krijgen-, dan zi&n we
dat ingeval van een hydraul-isch gLadde leiding de st romï.ng in
het turbulente gebied (i.e. Re > 1500) altijd instabiel is.
(zie fig" IV-2.c) Alhoewel fig. rV~2.c dus aLl.eenvan t,oepas-
sing is op een .hydraulisch gladde leiding, heeft dézè ,fig. op
de figu ren,IV~2.a en IV;.;..,? b voor, dat het verband tussen' (tge1l!l
en Re aangeduid kan worden door êén lijn, welke voor een leiding
met hydraulisch gladde bodem aigemeen geldt, terwijl in de fi-
guren- rV-2.a en IV-2.b de re,latie tussen Re "en (tg 61,..& noodza-
kelijkeP'lijs weergegeven moet worden door mse-rde re lijnen, waan-
van elke afhankelijk is van zekere constante parameter, te weten
de wrijvingseo~.ffic~ënt C, resp. n, Omda~ de wr~jvingscoëfficiè'ntJ
zoals we zagen, ,e~n variibele grootheïd, met name een functie,
van de waterdiepte Ho e~/of het Reynoldsgetal Re is, behoeft
het verder geeri betoog dat fig. rV-2.c, in principe correcter is

, ,

dàn de figuren rY-2.a, en IV-2.b ondanks het 'feit dat fig. IV-2.c
alleen geldt voor een hydraulisch gladde bodem en in de figuren
IV-2.a ~n IV-2.b ook leidingen ~et een hydraulische ruwe bodem
beschouwd kunnen worden.
IV-TI.b Teneinde het criterium voor het ontstaan van instabili-
teit uit te drukken in termen van de toegepaste weerstandswet
(weergegeven door de dimensieloze parameter 1~b en de correctie-
coëfficiënt « op de pnelheidsverdeling in de verticaal, zullen
we er gemakshalve weer van uitgaan dat de stroming tweedimensio-
naal is, d.w.z. de stroming vindt plaats in een zeer brede recht-
hoekige leiding.
Uit vgl. (28) volgt dat in geval van tweedimensionale stroming
voor neutrale stabiliteit voldaan moet worden aan:

1 (28)(/~b).a -.2(tx-I)( /~b) -(iX-I)
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Indien (1~b)2_2(~_1)(1;b)_(~_1) < 0, is er geen enkele reële
wortel voor' het Froudegetal F waaIuit we de conclusie kunnen

~trekken dat de stroming dan altijd stabiel is (zie ook p. IV-48)
'Bovenstaande ongelijkheid is ook te schrijven als:. . .

1:b «0<-1):!: VIX(LX-1)'

Normaliter is 1~ 0( ~ 1,2'en 1;b ~ 0, zodat uit het bovenstaande
volg~ dat de stroming steeds stabiel is indien:

Als:
1+b V '-a-= (~-1)+~(~-1),

.is F:::00 (zie p. IV-52)
In.fig. IV-3.a is nu, uitgaande van vgl. (28), .1;b uitgezet versus

~ ~,met ~et ~~oudegetal F als parameter (hiervoor zijn min of meer
voor de hànd liggende waarden gekozen); terwijl in fig. IV-3.b
h~t· Froudegetal F ui tgezet is versus fX. met 1:b als parameter.
Voor 1+b zijn waàrden gekozen in het interval ° S 1a+b~2, ten-. a
einde zowel laminaire. als turbulente .stroming te kunnen beschou-
wen. Ten overvloede zij nog opgemerkt dat voor -tweedimensionale
l~.riUnaire..stroming LX=1,2 ( zie p.IV-.32), 1:b=2 (zie p ..IV-47)
en p2(~)3(zie p. IV-SE); terwijl voor tweedimensionale turbu-
lente stroming geldt, dat, uitgaande van de weerstandswet van de
eh t· t t .... "ffi .., t (d 1+b 1) 1e?>yme eens: an e wrlJvln,gscoe .ca en .wvz , -a ='2" vg •
(26

a) na substitutie vs:n M=1 en 1~b~t in geval van neutrale'
stabiliteit overgaat in:

11-/» 4 .«> 9-~; ,
en 'dat uitgaande van de weerstandswet van Manning met constante

.. . ··ff···· t (~ "l+b 2) 1 (26b) b' t· t t.·wrlJvlngscoe lClen u.w.z. ~ ~ t vg • na su s 1 u le
. M 1 1+b 2. 1 . t 1 t b'lOt Ot . t °van = en -a-'~' ln geva van neu ra esa ~ 1 el' overgaa ln:

Jl- é» 9 .
{<J 25-21« .

Uit fig. IV-3.a en 1ïg. IV-3.b volgt dat er geen instabili-
teiten z~llen ontstaan, .indien de term 1~b, welke de weerstands-. a
wet karakteriseert (zeer) klein of negatief is. Als we bedenken
da~ in het geval van laminaire stroming a=1, b~1 en dus 1:b .=2
(zie p. IV-L~) en dat in geval van turbulente stroming 'normaliter1+b./ (a=2 t en b ~ 1, dus -a ~1 althans voor de bekende weerstands-
wetten), dan vo15t hieruit dat in het overgangsgebied van lami-. 1+bnaire naar turbulente stroming de waarde van de term -a- moet
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veranderen, altha~s een andere waarde zal bezitten dan voor
laminaire of turbulente stroming' geldt. De waarschijnlijkheid'
is niet groot dat deze verandering van de term 1;b louter en
alleen zal bestaan uit een geleidelijke afname van b, (dus ook
van 1+b), gepaard gaande met een geleidelijke toename van at
indien het getal van Reynolds groter wordt, totdat 1;b de waar-
de heeft bereikt welke behoort bij een volledig turbulente stro-
ming; het is n~l. geenszins onvoorstelbaar dat de waarde van de
te~ 1:b in het overga~gsgebied van laminaire naar turbulente
'stroming (zeer) klein of zelfs negatief is, waardoor -mocht dit
zo z:i,jn-dan tevens het verschijnsel verklaard zou zijn (o.a. aan-
g~too;nd door P~G·.,Mayer (5), zie ook Hoofdstuk I, p.I-5 rdat met .

.name in genoemd,overgangsgebied geen instabiliteiten, c.q. golf-
verschijnselen van het type, bedoeld ip'het 'voorgaande, zullen
ontstaan. ,

;

Opmè rking " ,
•, - ,Hét Vermoeden ,&a:t .Ln het overgangsgebied van laminaire

naar turbulente, stircnu.ngde wáarde va~ de term 1;b ,(zeer) klein
of zelfs negatieÏ is, schijnt bevestigd te·women door ,de e:JFperi-
'mennen van L.G. Straub. (20). Deze berekende utt de meetgegevens
(i.e. waterdiepte, 'afvoer en leidinghelling) van een groot aan-
tal gevàllen van permanent eenparige stroming -in een,nauwe recht-
hoekige leiding, uitg~ande van de weerstándsformules van de Chezy
en Manning, de daarbij behorende wrijvingscoëffic~ënt Ct resp. n.
Vervolgens zette hij voor een bepaalde leidinghelling de aldus
verKregen C- en n-waarden uit als functie van de waterdiepte H,
in é~ri C (resp. n), H-diagram; in ditzelfde diagram werd ook het
v~rband ~itgezet tussen het getal van Reynolds' Re_UJ en de water-
diepte:Htt De op deze manier uit de meetgegevens berekende en uit-
gezette, overeenkomstige punten, werden verbonden door vloeiende
lijnen. Voor andere leidinghellingen kan men op analoge wijze
,bovenbedoelde lijnen tekenen: deze zullen dezelfde algemene vorm
hebben. Bij 'de metingen zowel als bij de berekening werd er van-
uitgegaan dat voornoemde, in feite typisch turbulente, weerstands-
formules van de Chezy en Manning ook geldig zijn in het laminaire
stromingsgebied en het overgangsgebied van laminaire naar turbu-
lente stroming; dit laatste gebied wordt volgens L.G. Straub be-
paald door waarden voor het Reynoldsgetal van ca. 640 en 1500.
Tevens blijkt uit zijn resultaten dat de wrijvingscoëfficiënten
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van de Chezy C, en van Ma~~ing n afhankelijk zijn van het Reynolds-
getal. Uit net aldus door hem verkregen verbànd tussen C en H
blijkt äat bij toenemende waterdiepte, de C-waarde in het la-
minaire stromingsgebied zeer snel toeneemt, tot aan het punt
waarvoor de ee r-sbe turbulentieverschijnselen optreden; dan
"breekt" de curve met een scherpe kromming ep gaqt d-e C-waarde
afnemen tot in'het turbulente stromingsgebied, alwaar wederom
een zwakke tioename volgt.
'Ui t het door: hem verkregen verband tussen n en H blijkt dat de
ri,H-kromme bij benadering de inverse vorm: is van -d~ C"H_:kromme-,
wat niet verwop.derlijk is" gezien de aard van de beide formules:

" ,

,bij -toene~ende"waterdiepte H neemt' n in' het laminairè st{rom;i.ngs-:
gebied ste'rk tif tot aan het punt waarvoor de 'eerste turbulent:te-
verschijnselen; optreden; -daar Itbreekt'" de curve dan ~et een "
s che r-pe kromm1.ngeh gaat de n-waa rde toenemen tot in het tûrbu-
. lente stromingsgebied, alwaar wederom een ,zwakke afname volgt.,
, Globa~ -ver+onen beLde krommen, i.e. de C.H..;.,krommezowel als de
n,H-kromme de ,volgende tendens:
Voor de C,H-kromme neemt de C-waarde in het overgangsgebied van
laminaire naar turbulente stroming du-idelijk af als H toeneemt,'
d.w.z. ~ <0, en in het 'volledig turbulente stromingsgebied neemt
de C-waarde zwak toe;
Voor de n,H-kromme neemt de n-waarde in het overGangsgèhied van
laminaire :haar turbulente stroming duidelijk toe als H toeneemt,
d.w.z. ~ >0, en in het volledig turbulente stromingsgebied neemt
de n-waarde zwak af.
Beschouwen we nu devoor de exponent b in de algemene weerstands-
fo rmu.Le afgeleide relaties, uitgaande van de weerstandswetten van
de Chezy en Manning, d.w.~. is b (zie p.IV-58):

b 2R de
~·UR

resp. (zie p. IV-59):

b-l- 2R d.n
-3 n • dE:,

en bedenken we dat de hydraulische straal R een met de wateruiepte
H toenemende functie is, dan houdt een en ander in, dat voor het
overgangsgebied van laminaire naar turbulente stroming de b-waar-
de ,op grond van de weerstandswet van de Chezy negatief is, en de
b~waarde op grond van de weerstandswet van Manning klein, resp.
eveneens negatief is, waard.oor- het dus inderdaad mogelijk is, dat
in het ove rgangagebf.ed van laminaire naar turbulente stroming de
grootheid 1:b (karakteristiek voor de toegepaste weerstandswet)
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klein resp. negatief wordt of is.

Ook uit fig. IV-3.a en :a~. IV-3..bblijkt weer dat het type
weerstardswet en de ~orrectiecoëfficiënt ~ op de snelheidsver-
deling in de verticaal een belangrijke rol spelen, t.a.v. het
criterium voor het ontstaan van instabiliteit.

In aansluiting op het voorgaande waar we het instabiliteits-
criterium meer beschouwd hebben in algemene zin, door n.~. eerst
het ontstaan van instabiliteit bij laminaire stroming te stellen
tegenover het ontstaan van instabiliteit bij turbul~nte stroming
(zie Hoofdstuk IV-D.a) en vervolgens het instabiliteitscriterium
ui t te drukken in termen van de toegepaste weerstandswet en de
correctiecoëfficiënt ~ ( zie Hoofdstuk IV-D.b)-waarbij er ge-
'makshalve·we_rd-uitgegaan dat de stroming tweedimensionaal was-,
zullen we thans overgaan tot de afzonderlijke, behandeling van
rhet criterium voor ,het ontstaan van instabiliteit bij resp.
laminaire s'troming (zie Hoofdstuk IV-D.c) en turbulente stro--
ming (zie Hoofdstuk IV-D.d). We zullen in beide gevallen het
instabiliteitscriterium beschouwen voor een leiding met een recht~
hoekige, ~n een leiding met een driehoekige doorsnede.

, ,

IV-D.c: Bij de bespreking van de factoren welke het instabiliteits-
criterium beïnvloeden is al opgemerkt (zie p.IV-52) dat bij,lami-
nai.restroming in een hellende leiding met gel,eidelijk veranderen-
'de dwarsdoorsnede he~ instabiliteitscriteriUm een fUnctie is van
slechts ~én parameter, te weten de vorm van de doorsnede; immers
de weerstands~et en de correctiecoëfficiënt op de verticale snel-
h~idsverdeling liggen theoretisch vast. Zoals 'hierboven aange-
duid, zullen we het instàbili teit'scriterium beschouwen voor twee
leidingtypen, te weten een leiding met een rechthoekige en een
leiding met ee~ driehoekige dwarSdoorsnede.
IV-D~e1: In geval van laminaire stroming in ~èn recht4o~ki-
ge leiding volgt uit vgl. (27a) na substitutie van 1;b :2 (zie
p.IV-47) en C\'=1, 2 (vgl. (15). dat voor neutrale stabili teit vol-
daan moet worden aan r

waarin

van
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Indien
4M~-Ot8Mr-Ot2 < 0,

is er,geen enkele reële wortel voor het Froudegetal F, waaruit
we de conclusie' kunnen trekken dat de laminaire stroming dan.
altijd stabiel is; dus de laminaire stroming is altijd stabiel
als C zie ook p.IV- 37):'

. Mr < 0,1+VO---,0-6"""', oftewel .Mr < 0,345.
waaruit voor

Ho
lr volgt:
. H _ . _

!f )0,949'
Ui tgaande van vgl. C30a) is het Froudègetal. F nu uitte zetten

: ,_versu,s.t, de,ve rnoudä.ng buasen watero.iept~ en b~dembre~dté, wat.
, .J, ••• ..- .gedaan is ~in fig~ ~}!~4.a"~ . '.

. ', ·IV.....D.c2: In geval van laminaire stroming in .een drie;Qoekige·lei-
., '." ..·:.·.din:K'·:yOl~-t'. uit'_~~$~i·.>(??9), P-& SUbS~i~~'ti~ van ..1;b_ ~2 ··(zi~· .p.,I·V-47~·.
;.;'., ::-,:': ...··en «::1;,2'(.~gl'~ a:5)rdë;'t'voo r neutiraLè st'abiliteit vóida.an moet
'. . , '. ..

'. '.

-" . worden aan:
.,.;. è.) 2.5 ,-.
" KJ- S-rfi]" ,

me t {zie ook p.IV-37):
. Md~ > Ó,1+VO,06

1

VoOr .f,geldt volgens fig. IV-1' (zie·opk'p.IV-54):
os(J~f

In fig.' IV-4.b is aan de hand van vgl. (30b) het Froudegetal 'F
uitgezet versus'~, i.e. de helft van dé hoek tussen de twee ~ij-
wanden.

Uit fig. IV-4.a en fig. IV-4.b waar hetzelfde instabili-
teitscriterium is weergegeven, volgt dat het ontstaan van insta-
biliteit van een permanent eenparige stroming in een rechthoe-
kige leiding niet zonder meer vergeleken kan worden met het ont-
staan van instabiliteit in een driehoekige leiding. Tevens blijkt
uit fig. IV-4.a dat met het nauwer worden van de rechthoekige lei-
ding, de stroming stabieler wordt, en uit fig. IV-4.b dat in e'en
driehoekige leiding de kans op het ontstaan van instabiliteit
kleiner is dan in een rechthoekige leiding.
IV-D.d: In tegenstelling tot het criterium voor het ontstaan van
instabiliteit bij laminaire stroming, dat een functie is van
slechts ~én parqmeter, te weten de vorm van de doorsnede, is het
instabiliteitscriterium voor turbulente stroming -zoals we ge-
zien hebben in Hoofdstuk IV-C --afhankelijk van drie factoren,
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- - 1~en we Lr de ,wee.rstandswet,(c.q. de grootheid ':-a-> , de v?rm, van'
de dwar-sdoo-r-snede t en de correctiecoêfficiërit' op .de snelheids-
verd'~lirig-inde v~rt'ic'aal(i'.e.Ct');'Ook hier zu lLen we wee r=he't.
instabiliteitscriterium beschouwen in twee leidingtypen: een'

.leiding met een rechthoekige en een leiding met een- driehoekige
dwarsdoorsnède: Wat de corre~tie90ë;ffiçiënt' op de snelhei~sve:t'-
deli.ng in d~ ve r-tLcaa.L (tx) betreft, zij, cpgeme nkt dat hieNoor
gemakshalve slechts vier waarden beschouwd zullen worden te we-

-2 2 -2 . -2 -2 - . .ten: 100.10 t 10 .10 ,105.10 en .110.10 ,als z~Jnde de
meest representatieve (het gaat n.l. om een indruk van het ge-
drag van het instabiliteitscriterium onder invloed van drie boven-
genoemde factoren) .'
IV~D.d1: In geval van turbulente stroming i~ een rechthoekige
leiding moet volgens vgl. (27a) voor neutrale stabiliteit vol-
daan worden aan:

~(» 'I '1'-
r ("?> 11,..' (ti-r/f.J-.tt«-I)(ft}J!1. -(tf-I)

met
It=, ,~

J

,1+ .2~s

Indien
(~)2~ -_2(~_1)(1+b)M -(0(-1) < 0ar, a r

is er geen reële wortel voor het Froudegetal F, waaruit'we de
conclusie kunnen trekken dat de stroming dan altijd stabiel is,
(het geval Mr < 0 heeft fysisch ge~ien geen betekenis); dus de
stroming is altijd stabiel, als (zie ook p.IV-44):

o ~ M -< (&(-1 ~+ Vtx'Ç«-1 )'
r (1±!i)

a
omdat geldt dat altijd

t~o,
betekent dit dat de stroming altijd stabiel is indien

Ilo > !ij. -!(ex--I)+VtX(a-l) 'j
s .2!{«-I) + j!«(<<-Il)

Uitgaande van vgl~ (27a) is het nu mogelijk om het Froudegetal
F uit te zetten versus 1;b (welke grootheid karakteristiek is
voor de toegepaste weerstandswet) met als parameter ~ i.e. -de
verhouding tussen waterdiepte en bodembreedte: dit is gedaan in
de figuren IV-5.a 1 t ~f:V-5 .a3 en I v-5 .a4 voor de r-esp , waarden van

....
. IV-:5. a2,

•
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~:100.10-2, 162.10-2, 105.10-2 en 110.10-2jUitgaande van vgl.
(27a) is het tevens mogelijk om het Froudegetal F uit te zetten
versus ~ met als parameter 1:b: dit is'gedaan in de figuren
IV-5.b1,· IV":'5.b2,IV-5.b3 en IV-5.b4, evèneens voo r de z ojud st
genoemde waarden van ~.

Bij de figuren IV-5 zij nog opgemerkt dat normaliter voor
1+b (de bekende weer$tandswetten, t.a.v. de term -a- welke karakteris-

tiek is voor de toegepaste weerstandswet) geldt:
o .s 1+b ..(1 )
- a -

waarom alleen waarden van 1:b in bovenstaand .interval zijn be-
schouwd; .wat de verhouding tussen waterdiepte en bodembreedte,
H.~ , betreft, alleen waarden in het interval

o ~t~1
zijn beschouwd, d.w.z. alle dwarsdoorsnede-vormen tussen onein-

. di.g breed, (tweedimensi,onale at romä.ng) en vierkant in.
_.Voorts. verme Lden we bij de· figuren ~V""5 nog dat uitgaande van de
weerstangswet van de Chezy met constante wrijvingscoëfficiënt, in
de algemene weerstandswet a~2. b=O en m=1· is (dus dan geldt·1+b . ,.-,'.: ..... .---t-;:: 0,5), en dat. ui tgaande· van de weerstandswet "van -Mannd.ng met
constante wrijvingscoëfficie'nt, in de algemene weerstandswet
~=2, b4 en,m=1 (dus dan geLd.f 1:b = j) (Zie oo)_{.P ..~v--53) .
Ui t.d~ :figuren 'IV-5~ volgt dat hoe nauwer de rechthoekige leiding
is,. des te stabieler de stroming wordt. Tevens blijkt 'uit de voo o-
noemde. figuren da.t in geval de stroming in een rechthoekige lei-
ding beheerst wotdt door een "wee r-atiand.swet van hogere ordeit,
d.w.z. Ls voor deze weer-stand.swet de term 1:b grote:t, d~ze snel-
ler instabiel wordt. Refererend aan de figuren IV-J.a en IV-J.b
tonen de 'figuren IV-5 tevens nog aan dat. de strominé? stabieler
wordt naarmate de correctiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling
in de ve r-ti.eaal., tx , toeneemt.
IV-D.d2: In geval van turbulente stroming in een driehoekige
leiding moet volgens vgl. (27b) voor neutrale stabiliteit vol-

•

daan worden aan:

met

Indien
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C1+b)2 _ 4(~_1)(1+b) -4(<<-1) < 0,a a
is er geen enkele reële wortel voor het Froudegetal F, waaruit
we de conolusie kunnen t~kken dat de stroming dan altijd sta-
biel" is (het geval sint! <° heeft fysisch gezien geen be-!;eke-
nis, aangezien voor I geldt: ° & tfJ ~ ~); dus de stroming is al-
tijd stabi.eL'. aLs ( zie ook p.IV-*):

1+b IL 'a.-<2(0(-1)_ +2y'tX(~-1) .

Uitgaande van vgl. (27b) is het nu mogelijk om het Froudegetal
. ,.,. -, -.-' 1 +b .. ',". ,-F ua t te zetrtenversus -a (~elke grootheJ.d karakter~s-~iek is

voo r de toegepaste 'wee'rstandswetY-met als parameterl', i.e. de
helft van de hoek' tussen de twee zijwanden: dit is gedaan in '
de figuren IV-6'-a1. IV-6.a2, IV-6.a3 en IV-6.a4, voo r- de resp.'. '-2' -2 - -2 -2.',waarden van« :100.10 ,102.10 ,105.10 en 110.10 ; uä.t.gaan-

.'de van V~l. ( 27b) 'is het tevens moge Li.jk om het FroUdegetal F
utt te zetten yersus de hoek r. met als parameter 1;b : dit is
gedaàn :in de figuren IV-6.b1. IV-6."Q2, IV.:06.~b3en IV-6.b4'-
eveneens voor de zojui~t genoemde waarden van ~.
Bij de figuren van IV-6 zij weer opgemerkt dat normaliter, voor

1+b(de bekendeweerstandswetten, t.a.v. de term -a- welke karakteris-
tiek is voor de toegepaste weerstandswet) geldt:

0~1+b~1,
a .

.waarom a.lLeen waarden van 1;b in bovenstaand interval zijn be-
schouwd; wat de helft van de hoek tussen de twee zijwanden, ~,
betreft, deze ligt tussen 0 en 2:

O~l/s.q
Voorts vermelden we nog dat voor een weerstandswet van het Chezy-
type met constante wrijvingscoëfficiënt geldt:
1+b =0,5, en voor een weerstandswet van het Manningtype met
a t t . . . ··f..l:'···· t 'l+b 2 C' IIr 3)cons an e wrJ.Jv~ngscoe ~J.cJ.en: -a- = j zJ.ep. v-5 .

Verc;elijken we de fï uren IV-5 met de figuren IV-6, dan blijkt
dat, waar het de weergave van hetzelfde instabiliteitscriterium
betreft, het ontstaan van instabilit~it van een permanent een-
parige stroming in een rechthoekige leiding niet zonder meer ver-
geleken kan worden met het ontstaan van instabiliteit in een drie-
hoekige leiding; tevens is uit de figuren IV-5 en de figuren IV-6
de conclusie te trekken dat in een driehoekige leiding de kans
op het ontstaan van instabili teit kleiner is dan in een:-recht--:
hoekige leieling. Ui t de figuren IV-6 voIgt dat hoe nauwer de drie-
hoekige leiding is, des te stabieler de stroming wordt. Tevens
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blijkt uit voornoemde figuren dat in geval de stroming in een
driehoekige leiding beheerst wordt door een "weerstandswet van
.hoge~ orde" td. w -.1'. is'voor deze weerstandswet de''term 1;b
groter, deze sneller instabiel wordt. Refererend aan de figUren
IV-3.a.en IV-3.b, tonen de figuren IV-6 tevens nog aan dat de·'
stroming stabieler wo rdt naarmate de correctiecoëfficiè"nt D( op
de snelheidsverdeling in de verticaal toeneemt: is met name
~=1t05, dan is de permanent eenparige stroming welke beheerst
wordt door de weerstandswet van het Chezy-type met constante
wrijvingscoëfficiënt, altijd stabiel, terwijl voor ~=1,10 de
permanent eenparige stroming welke beheerst wordt door een weer-
standswet van het Chezy-type of van het Manningtype (beide met
constante wrijvingscoëfficiënt), altijd stabiel is.

We zullen tot slot nog enige opmerkingen maken·betreffèn-
. .de enkele in het bovenstaande uitgesproken conclusies .

•Opme rking I'
We hebben· gezien dat bij het nauwer worden van de leiding-

doorsnede, de kans op het optreden van instabiliteit van de pe~
mane::p.teenparige stroming afneemt, oftewel de permanent eenpa-
l:'igestroming' wordt stabieler. Dit verschijnsel is als volgt
verklaarbaar: indien de dwarsdoorsnede van de leiding nauwer
wo~t, neemt'de invloed van de zijwanden (wandeffecten) op de
stroming toe; deze groter wordende. invloed van de zijwanden komt
neer op een relatieve toename van de totale wrijving op de vloei-
stof in de dwarsdoorsnede, welke'relatief grotere wrijving a.h.w.

. .

. ,

afrerrunenden be1emmerend op de stroming werkt. Zo ondervindt. een
.driedimensionale stroming t.a.v. een tweedimensionale stroming
nog eens een extra 'wrijvingsinvloed van de zijwanden, en zal de~
halve stabieler zijn. Naast de kwalitatieve verklaring van boven-
genoemd verschijnsel, is ook nog een kwantitatieve moge1ijk.
Daartoe gaan we uit van het instabiliteitscriterium' voor de pe~
manent eenparige stroming in zijn meest algemene gedaante, vgl. (23)

) (23)

wat ook geschreven kan worden als:

)
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gemakshaive veronderstellen we weer dat de permanent eenparige
stroming plaatsvindt in een leiding met trapeziumvormige doo~
snede ( ~ie fig. IV-1) waardoor we dan krijgen (ziepp ..IV-54,'55):

.
'5.

iJ2
en

"
, '.

'.':

...

Kiezen we voor de hoek 'I (in ,het interv:al 0 ~ '1,~ ~) een bepaal-
de constante waarde, en laten we bij'gelfjkblijvend~'wate~iepte

". '. ". .
Ho de bode,moreedte B aangz-oe Len , dan is de verhoud'1ng wate;r-...
diepte-bodembreedte, *' een afnemende functie met, limietwaarde 0
yoor B ~oo • Het is nu niet moeilijk '"omhet volgende in te zien:
neemt de bodembreedte B toe, dus de verhouding taf, dan geldt:
de .hydr-au Läsche straal'Ro neemt toe, met limietVlaarde Ro=Ho als
B -00, ,
de ·V,. ~rhOUding(tponeemt af, met Li.mt etrwaarda ehy

_', àlIó." . . ~
en,de .vo rmrac t oz- NI neemt toe, met limietwaarde fvb:1 als B --00 •

Een en anäer- houdt in dat de grootste waa rde van
IM (1;~) -Crx-1)j 2_ «(ll(-1) gelijk is aan 1; aangezien normaliter
b~ 1+1)"/1 en: tX~1 j

"8 .2t

'Indien we nu v.eronderstellen dat bij groter wordende bodem-
breedté n, ~us afnemende verhouding t, de grootheden 1;b (repre'-
sent.atLef voor de gebruikte weer-atrandswet ) en de correct:Î.ecoëffi-
ciënt lX constant blijven -"Yat in feite neerkomt op gebruik van
een weerstandswet met constante wrijvingscoëfficiënt- dan is het
duidelijk dat in bovenstaande ongelijkheid het rechterlid kleiner

o _ ,

'wo:rxlt;gaan we er tevens vanuit dat het Froudegetal oF gelijk
blijft of groter wordt, wat het beval is als we b.v. de weerstands-
wet van de Chezy, resp. Manning met constante wrijvingscoëffi-
ciënt gebruiken, dan is het ook duidelijk dat in bovensta~nde
ongelijkheid het: rechterlid gelijk blijit, resp. groter wordt:
m.à.w. de permanent eenparige stroming wordt minder stabiel.

-, ~
=1 als B --00 t
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In feite ligt, de zaak anders, omdat de wrijvi:rlg~coëfficiënt
geen constante 'ls, zodat met het breder worden van de leiding
bij gelijkblijvende waterdiepte, het Froudegetal F niet gelijk
blijft en ook de grootheden 1+b en ~ veranderen. Om dit in tea
zien zullen'we uitgaan van de weerstandswet van de Chezy: ,

U2 = C2R sinDo o.
met va~iabele wrijvingscoëfficiënt C'volgens White-Colebrook
(zie p.IV-81):

aangezd.en deze comb Lnatie van wee rsi;ïandswet,en"wrijvings-
coë'fficiënt, theo~tisch gezien, het best gefundeerd is. Voor
~it geval geldt voor de ,exponenten a en b uit de algemene weer-
:standswet (zie p. IV-,58);

2R, dG, a=2 en b= 'C. <nt r ,

teIwijl ~ gegeven wordt door vgl. C2lb):
, ",,' 'lX=1+6,25,·-b·· ,

M.:b.v, 'U~ = c2Rosin~ kan V00r 'het kwadraat van :het Froudegetal
F=Uó.(gRócos/)rf geschreven worden:

, ~
~= .~ .tgtJ

Vgl. (-2)) is aan de hand hiervan nu te schrijven aLs i

•

1
[11( ';'9 -{O(-IJj.l_ (tCIr-I)

We zullen er vanuit gaan dat de hellingshoek van de leiding,P,
gelijk blijft. Indien de bodembreedte B,'bij gelijkblijvènde

_ waterdiepte Ho' g~oter wordt, dan neemt de'hydraulische straal
Ro' zo hebben Yie gezLen , toe. 'Een grocere .nyd.rau.Lä.scbestraal
heeft bij gelijkblijvende mate 'van bodem-en wandruwheid (i.e. ak)
'een toename van de wrijvingscoëfficié'nt C vo1gehs Whi te-Colebrook
tot gevolg, welke echter kl$in is t.o.v. de toename van R tomdatodeze logaritmis.ch geschiedt~ Op dezelfde wijze als op.,pp.IV-81,82

2& de ,is voor b=-c- • ëï1'i
o

af te leiden:

)
b =' ---=.2 _

A__ -=6~(~-
IL~Y
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- ,wat m.b.v. de formule voor C volgeris White-Colebrook, na enige
herleiding, te schrijven is als:

terwijl dit weer m.b.v. dezelfde formule voorC om te werken
is tot:

Het is, onder,bovengedane aannamen, nu niet moeilijk in te
Zien dat b kleiner wordt als de hydraulische straal Ro (dus
ook de'bodembreedte E) toeneemt Î_ echter, de gedaante van de for-
mule voor b is zodanig dat de afname van b zeer klein zal zijn
t.o.v. de- boename van Ro (dit is snel in te'zien als men aan- #

neemt dat de lei-ding of hydraulisch glad, of hyd.raulisch ruw
-, .. .
is, of door enige- numerieke waarden in te voeren). Een en an-
der houdt in daf de grootheid 1:b, zij het zeer bering_, kleiner
wordt als Ro aangroeit. Neemt Rot en dus ook C, toe, dan wordt
voLgens vgl. (21b) .« kleiner.
Het is duidelijk dat de toenaine,_resp. afname van de g:roothe-

5den Ro' t!iL en M met het aangroeien van de bodembreedte B,
.in deze-lfde orde van grootte ligt, welke in ieder geval groter
is dan de afname van b, zodat we kunnen stellen dat de term
M~1:b) met het aangroeien van E, dus ook van Ro' uitein~elijk
toeneemt.
In bovenstaande uit vgl. ,(23) afgeleide ongelijkheid hebben
we nu het volgende: wordt bij gelijkblijvende waterdiepte Hot
de bodembreedte B groter, dan: neemt de wrijvingscoëfficiënt
C toe, dus 'het linkerlid wordt groter; neemt d~ grootheid{~~
af, de grootheid M(1:b) toe, en de correctiecoëfficiënt ~ af,
dus het rechterlid wordt kleiner.
-M.a'.w. .aLs de bodembreedte B, bij gelijkblijvende wate rdieptie
Ho' groter wordt, dus als de leiding wijder wordt, neemt de kans
op het optreden van instabiliteit van de pennanent eenparige stro-
mi.ng toe ..
Opmerking 11

Schrijven we vgl. (23) weer in dezelfde gedaante als op
p , IV-93 en _onderstellen we dat de hoek tIJ t de waterdiepte H enT - 0
de bödembreedt~ B_constant blijven, dan houdt dit in dat de groot-
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heid ;J. en de 'vormfactor TV1niet veranderen. Het is dan ge-
. makkelijk om in te zien dat bij gelijkblijvend Froudegetal F
en g.roothe:i,d 1.+b·d:e'kans op stabili tei t groter wordt ais dea ,
correctie coëfficiënt « toeneemt, en d~t bij gelijkblijvend
Froudegetal F en correctiecoëfficiënt ()(de kan s op instabili-
teit groter wordt als de gro~theid 1:b toeneemt. In feite is
de zaak weer gecompliceerder, omdat bovengenoemde grootheden
Ft 1:b en ()(niet onafhankelijk van elkaar veranûeren. Omdit
in te·zien gaan we weer uit van de m.b.v. de weerstandswet van
de Chezy uit vgl. (23) afgeleide ongelijkheid (zieW.IV-95).
In fig. IV-1 nemen.we weer de hoek 'I, de waterdiepte. Ho en de
bodembreedte B constant, zodat de hydraulische straal Ro' de
grootheid l1J5. en de vormfactor NIniet veranderen. We zullen
nu nagaan wat er gebeurt als de mate,van hodem- en wandruwheid
(i.e. ,ak) veran~ert. Al~ we veronderstellen dat ak groter wordt,

"'dan neemt. de wrijving;scoëfficiè"rit C volgens de formule van White-
C·olebro.ok af, zij het t.o.v. de toename van ak in geringe mate
i·.v.•m, de logari tmi sche gedaante van 'de f'ormuLe,voor C. Als
C afneemt, dan v<r; rdt' cie correctiecoëffici.ent· ~ voLgens vgl.
(21b) 'groter; ook de~e toename is niet zeer groot, omdat de ve r--

" ande räng van C klein is. Beschouwen we de voor b afgeleide fol'-
'. ,mulès (z te p.IV-95) dan z'ien we .dat , met het toenemen .van ak, .
hie tin. de fac bor:

groter word.t- en de factor',

..
kleiner vvordt; echter, de afname van de tweede factor is kleiner
dàn de t~ename van de eer$te fact?r, zodat we dus' kunnen zeggen
dat b ui te:Lndelijk toeneemt. als ak groter wordt (dit. 'is snel
Ln te zien, als men aanneemt dat de leiding hydraulisch ruw is,
of àls men enige numerieke waarden invoert); een en ander houdt
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.•..

1+bin dat dan ook -a- groter wordt.
In bovenstaande uit vgl. (23) afgeleide ongelijkheid heb-

ben we nu he~ volgende: wordt bij gelijkblijvende waterdiepte
H en bodembreedte B de mate van wand- en bodemruwheid (i.e.o , '
ak) groter, dan: neemt de wrijvingscoëfficiënt C af,dus het
linkerlid w rdt kleiner; blijven ,de verhouding (Ai) en de
vormfactor M gelijk" n~emt de grootheid 1,;b toe, en neemt; de

',correctiecoëfficiënt 0( toe, zodat het 'nu geheel, a.fhang t van de
waarde van de vo rmf'ac.tor- M of het rechterlid groter, dan wel
kleiner wordt; immers bij toenemende ak-waarde maakt de correc-
tiecoëfficiënt 0( het rechterlid groter en de grootheid 1+b doet, ' a ' '
het tegenovergestelde, ,m.a.w. voor kleine, lv-waarde zal het rech-
_..:..,terlid groter, en voor gl.~ote M-waaTdet kleiner worden; overi-
gens is de 'nu van M afhankelijke toe- of afname' van het rechter-
l~<i zeeF g~.ri,ng't,.o.V.'de afhame van'hèt, ~chterlid '(dit, is $e'l
in te zLen' ,d~O~~~ige ,p.umérieke waarxien. ,i~' te ,voe.ren); we,,kun~.",
nen ,nu dus, zeggen dat het linkerlid kleiner wo:ro:t :t.o.,v. het :

. - '. _'. . '. .' " ....

re eh te'!'l i,d •" '" " '." 'J..

"

. ; '"
M.a .w. als de bodem... en wandru,:,heid qij gel'ijkblij,vènde water-
di~'pte Ho en de bodembreedte Bt groter wordt, neemt .de. kans ol? '
.het ontstaan van instabiliteit van de permanent' eenparige stro-

ming a,~.'
Opmerking IIl

', :Ve'rond,e,rstélteri ~e tot' slot nog dat l.ri fig~ IV:"1 de l:;ioek
fen 'dè 'verh~uding :wat~rdi~Pte-bodembreedte, 't) ·geii,jkb~ijVe~.
en dat d.e,waterdiepte Ho groter wordt, da~ houdt dit i~ dat
de hydraulische straal Ro toeneemt, en de verhouding (j).. en
de vp.rrhfactor M gelijkblijven. Ip.dien cie bodem- en wandruwheid)
ak, nie.t verandert) betekent toename van de hydraulische straal
Ro dat, analoog'aan het voorgaande, de wrijvingscoëfficiènt vol-
gens de formule van White-Colebrook groter wordt, de correctie-
coëfficiënt ex en de grootheid 1:b kleiner worden. In bovenstaan-
de uit vgl. (23) afgeleide ongelijkheid hebben we nu het volgen-
de r neemt b~j ge'lijkblijvende verhouding ~ de wat.erd.Leptre Ho toe,
o.anmeem't de wrijvingscoëfficiënt C toe, dus het linkerlid 'wordt
g,roter;

" ~
bli'jven de ve rhoudLng ?iA~ en de ~ormfactor M gelijk, neemt de
gróotheid 1;b af, en: neemt de cor-re ctri.e-coef'f'Lcd errti IX af, zodat
het wellicht ook nu weer van devorrnfactor M afhangt, of het
rechterlid groter dan wel kleiner word't , Voor deze situatie is
een soortgelijke beschouwing op te zetten als boven ..
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Uit het bovenstaande volgt, dat ingeval van tweedimen-
sionale stroming (d ;e , de leidingbreedte i.s zeer groot t.o.v.

, ...
. de waterdiepte), de kans op het ontstaan van instabiliteit het
grootst is;. hoe nauwer de léiding is, des te moeilijker zal de
.~or.ming van inst~biliteiten tot stand komen.. ,

Tevens· blijkt uit,het voorgaand~ dat afzonderlijke toename
van de t'erm 1;b t wé.lke ,represent~tie'f is voor 'de toegepaste
w~e'rsta.fidswet, 'de k8J1.s op instabiliteit groter maakt , terwijl
afzol1derl,ijke toenarae van de c-orrectiecoëfficiënt ex. op de snel-
he.id.sveroeling in' de ve rticaal "daarentegen, de. kans op _instabl.li-
t'eit kleiner maakt~ 'Afzond~'riijke variaties van'de t.erm 1;b en'"
de cOTrectiecoëfficient. t( komen echte:r nf.e t- voor, . aangezien deze
beide grootheden a.h.w. gecorreleerd ~ij~,.en wel d.m.v. de
geometrische vorm.van de 'dwarsdoorsned~ van. de leiding. en dê

. Voor d~ ~;rmanent ee~parige stroming :gebruikte weerstandswet.
, " - . ' '. . " ".

ln bovenstaande opmerkingen hebben we b sv , de gevallen .beeohouwd
d~,t eX eI_l 4:b beide ·"to~riemeri., re sp , bei<l:e 'afnemen , aodaf deze
twee groo,tb.ede:o. in··..fei:té dus me t tegengesteld' effect wèrlce:h; he,t·
ligt, ~ia~'ve,cler heLemaa.Là.~. de groott~ van deze variaties t.o.v.
elkaar, en de geometrie. re~p. 'v:eranderln€; van de géometriè van
.de dwarsdoorsnede t. hoe .heb instabili te'! t'scri terium' 'zich .gaat ge-'
. drágen indien er wijziging~n ontstaan of aangeb'rachë worden' Ln
·d~. pè rrnanerrt eenpa:v,ige stromingstoestand~ Daarnaast is het b sv ,
vQorsteloaar dat -uitgaande van de weerstandswet van de Chezy,
met vàriabeTe wli'ij\Tingscoëffi~iënt G volgens. de' formule van~ . . ,

White-colebrook':' de mate van bodera- en wandruwh.eid "a
k

en de hy-
draulische str?al'Ro beide zodanig.toe- of afnemen, dat de wrij-
vimgscoë.fficiënt C, en dus de correctiecoëfficiënt IX gelijk
bI· ·ft d t' . 1+b b ~. t· d d d1.J ; e e rm .a"S. enevena a.e geome :r~e van e oorsne e,
c , q. de ve rhouding ?iIf. en de vormfactor M, veranderen .dan wel;
ook nu hangt het weer van deze veranderingen af, hoe het instabi-
11te'itscri teriUlll. zich aa.L gaan gedragen.

Gaan we dus uit' van zekere weerstandswet met. bekende varia-
beLe wrijvingscoëfficiënt~ dan geldt dat er in feite~ d.m.v .. de

· geometrie van .de doorsnede (bekend als functie van .Ho) en het
type weer-stiandawe'f (inclusief dé wri.jvingsc oë'ffi ciënt, ·ook bekend
. aLs functie van Ho)'" een cor-reLatn,e be~taat tussen de term 1;b t

welke representatief is voor de gebruikte weerstandswet en de
corre?tiecoe,fficient ()('; gaan 'we ui t van een weerstandswet .met
constante wrijvingscoëfficiënt, dan bestaat· deze correlatie even-
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~ 1~'eens, alleen met dien verstande dat de term - dan geen furictd,ea
i~ van H- , ma,ar'e~n constante grootheid.

. 0·. .' -
Zoals ~it bovenstaande blijkt; is het criterium voor het

.ontstaan' van ins,taOili tei t van de permanent eenparige, stroming
in, een hellende' open LeLdd.ngafhankelijk van' vier grootheden,
te wet~n het Froudegetal F, de te rm voor de 'weersta,ndsw:e't 1;b,
de vorm van de dwarsdoorsnede, en de correctiecöëfficiënt IX op'.. . . .

de sne Lheä.deve rde Lf.ng in de ve r-td caa L (zie ook Hoof,a.stuk IV....O)}
"welke eehfser- niet onafhankelijk van elkaar z:i,.jn, maar op de een
'of and~re' ~'manier .met elkaar verband h~udeil: ' liggen, n.,l'~de,'. ' '
ièidingh~lli.ng· &. en de ge,ome~rie van de dwarsdoor~nede (i .e,~'
de hoek f en de bo~e'mbreedté 'B) vast, dan kan ~en, n~keuz e . ,

" ; van de te :gèb~ik~~ ,.weerst~dsfo!'mule (bij beke ndhekd tenmins~e
'met de- "mate van' bodëni- en wandzuwhe Ld'") het ~roudegetal· F.; de
. . eB'· , , , "1+0 ' '",
ve.rhoudä.ng' '(j>.. ' 'de vormfactor M, de grootheid a en de
'. c01;'I'ectte,coëff':1c:i_.ënt De"uitdrukken als functie van dev,waterdiep--
'"te H , ,m~~~w. :ç.~t (~'edr:ag van het instab~li,te~tscritefium 1:9 da~G .',', .- , .' .' ,,' "

,'. ',:. eeridui_d:Lg; i?epÇ{a:l:.d."a_l'S 'funetie,YÇl:q de _watel.'d~ept~:~ci~.Kiest ~~en
, dus,,' b:i,j bekende leidinghelling en bodem- .eri wandruwheid" .van' '

.. ; ,',bQV~nstaandevièr':gr.ooth.edener d~iet b.y'. de vorm van 'de dw~r,s--
,~'ü~,~r~nede,: de' ~~~g~'b:ru.iken'we,erstand~we,tt' C~q~. de ~,o,rm:!b·.en',het
,1Froude~etal F~ dan ligt daarmede in fei te de 'Waterdiepté Ho" en

',' -dus óoic' de correctiecoëfficiën.t fX, vast. waardb~r 'het instab,il~-
téfts'crit~cium dan eendui<i-ig bepaald is .e.Ls een functie ván de

, "(b~k~nde)' la·ä.tst:e groo:éheid'- Dit v~Tk'laa'rt tevens de reden waar-.
.,', . - .
.omide 'cfigu~n"IV~.5 -·en IV-:€' getekend zijn als functies van ,de
-,hierl>,o,?,en genoêmde niet van elkaar' ona fhanke Li jks vier para-
meters, n,l!l,_~'oom onafhankelijk te zijn van net t,è geb ruäken type

,. ," .

weerstandE?\Ve_t'(LncIus i.er wrijvingscoëfficiënt)'. en het instabili-
t.eitscriterium .nt.et behoeven uit, te drukken in andere Cbsv , wand-
en bodemruwheid, etc , ) dan bovengenoemde grootheden. De manier.',
waarop men deze figuren kan gebruiken (om b.v. voor de perma-

'-

nent eenparige stroming na te gaan of en in hoeverre deze gevoe-
lig is voor ~et ontstaan van instabiliteit, dan wel stabiel is)~
spreekt nu voor zichzelf.
IV-E: Resumé en conclusies

In dit hoofdstuk is het criterium voor het ontstaan van
instabili tei t van de permanent eenparige s.t r-omi.ng in een he ï.Len-
de 'open leiding met willekeurige dwarsdoorsnede afgeleid, door
de toe- of afname in de tijd te beschouwen van een infinitesi-
male verstoringsgolf welke gesuperponeerd is op het vloeistof-
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oppervlak van de oorspronkelijke stroming. De mathematische
analYse van het probleem toont aan 4at het via deze methode
a:fgele.ide instabiliteitscriterium -gebaseerd _op de, impulsvgl.
onder ve~vàarlozing van de krommingvan het vloeist~fopperv~ak-,
overeenkomb met·de door V. V. Vedernikov afgeleide ui tdrukking. ' .' , . ~ ,

,yoor het criterium betreffende. de instabiliteit van'hét vrije
oppe rvLak van de pe rmanerrt eenparige: stroming ener zut.ve re
,vloeistof" ul:tgaande '~a~ zekere aannamenvan de .st. V~n~nt.,
.' 'Besch~~wenwe de' kenmerkende eigen$.cnappen van 'de l~idingt
dan~en de resultaten als volgt samengevat worden;

., -, '-ia Een ~rman~nt aenpaz-Lge stroming welke beh~er~t ~ordt door
':', een weerst~ndswet van hogere orde; za.l de tendens ve r-tronen ee~

èl~r 'instáç,iel te wqrd~n dan een permanent 'eenparige' stroming
wèlke:"bèheerst wordt door e-en'Weerstandswèt,~an lagere ~rde.
2S' In geval. van 'twe,edimensionale stroming, 'd.w-.z. de leiding.-... ~ . ..... :".

';is.:zeer-,breed" t.Çl.v,. de.'waterdiepte, is de kans op het onts,taan
. .. ~ - .

. .

van ~nstabiliteit het ,grootst; hoe nauwer de leiding is, des te
moeil~jker zal de vo~ng vaij instabiliteiten worden. In een
leldiIfg met driehQekige "doorsnede is de kans' op het ontstaan van
instabfl~'te-i t 'van d.e stroming :geringe~ dan in- een leiding 'met
re chthoekig~" docz-sneds • ,
~~oT,oetlam.e'van d~ cprrectiecoëff-iciënt op de snèlheidsveroeling

, ,

in de v~rticaal, doet de kans op het ontstaan van instabiliteü t '
afnemen. '
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Toàlic~ting op de figuren bij Hoofdstuk IV-

.,

.... , .

Fio- •'IV-4'_:-Dwar-sdoo nsnede van een trapeziumvormig profiel.--"-Q......,.---
-,~~g!.~y-:.~!.~:Het criterium voor het. orrtstaan van instabiliteit

- , ." .van een'permanent eenparige stroming in een zeer
brede rechthoekige leiding (uitgaande van de weer-
standswet van de Chezy, met constante v;rijvings-
coëfficiënt.

!~~!.!~~~!.~:Hetcriterium voor het ontstaan ve~ instabiliteit
van een permanent eenparige stroming in een zeer
brede rechthoekige leiding (uitgaande van de we_er-,
standswet van Manning, met oonstarrte. wrijvings-

.' co~ffici~nt).
Fig.rV~2.c:Het 6,rrte'rium voor het cntetiaanivan instabiliteit---------- ..van een pe.rmanent eenparige stromins in 'een·,zeer.

'. . . .

brede rechthoekige leiding (uitgaande van de weer-
stanûswe t van de Chezy , met een wrijvingscoëfficiënt
voLgens Vfuite_-CoL::brookvoor hydraulisch gladde wanden).

~~~:..~~:.l:_é!:Het.criterium voor het ontstaan van instabiliteit van
een permanent eenparige stroming in een zeer brede
rechthoekige leiding, uitgedrukt in termen van de

J.... d t 1+b d t " ..fof" ," t dweerS0an swe -a- en e correc 1ecoe ~1C1en op e
verticale snelheidsverdeling (<<), met het Froudegetal
F als parameter.

Fig.IV-3.b:Het criterium voor het ontstaan van instabiliteit van---- .....----_.

·,t·

een permanent eenparige stromins in een zeer brede
rechthoekige leiding, uitgedrukt in het l~oudegetal
F en de correctie coëfficiënt op de verticale snelheids-
verdeling (~)t met de term voor de weerstandswet 1+b

aals parameter.



IV-103

••

ng.!.JY~.!~:Het· criterium voor het ontstaan van instabiliteit
van een laminaire permanent eenparige stroming in
een ,rechthoekige leiding, ui tge,druk t in het Froude-
getal F en de 'verhouding tussen watelXiiepte en bq":'
, , (H ') ..deinbreedte 1r-.

, Het 'criteri~ voor het ontstaan van instabiliteit
,van een la~ina~re pel~anent eenparige ~troming in
een driehoekié?e leiding, uitgedrukt in het F-roude-
getal F en 'de h~lve hoek tussen de begr~nzende

'.. "wa:Qden (~). " ,',
. .... . _. '.' _. r . • ... . .' ..

.' '.' :' ftg •rv-5.a1 ' . - ',', ' :
• • " 4' _ .... _ ... -,-.... __ .__ • .' • • ...

:.,::~.:'. ,~", ,-'.,,"t':~'l~..:.~:!:.}1:-et"c,~itÈU?ium':voorhet on~~t:a'an'van' inst'a?iliteit
~' .van é~n "pèI,'IJlanent aep.pa;rige stroming :j.P_' een re'cht-

,hoek:[g~' 'l.~iding•. utt'gedrukt in het Frotideg~tal' ,'F en
:' '~~,t~,~ V'oo;t'd~ 'weer6tands~~,t: 1.!'b,t-:,'me,'t dE;1 verhou-,

dl.n,g",tU~se!1wat~rdiep:te. en b-o'démb:r:ee:à:-'uet als para.-
:me~é,r,>ingeYal. de' cór:reçtieco'ë,fficiehy" -Ó( .C>_p' .de V6l:'-'.
.. ., .] ,l .. . . "I:" .' . ~ ". ',' . .' . .
tiC,3.1e, spe'lb.eidsverà.éli,n,g re:sp., gelijk is aan' 1',00

-_' (~1~);_,~,G2,'(-2),,-1t05('-3)"én 4.10(....4-) ", . .
'. ~~;.fY:::2!.~:l. ",' "

-'. tjm b4: Het criterium vco r- het ontstaan van instabiliteit
..... --~-~- ".' • • ~ , '. - ~'ç' ( • ' _ ..

.van een permanent eenpam.ga stroming in een recht-
hqekige leiding, uä tged'rukt in het' Froudegetál F en
,de verhouding tussen' watercliepte 'en bod.embreedte t ." , ' . 1+b '.met de term voor de weerstandswet --a:- als parameter,
ingeval de correct~ecoëfficiënt fX op de 'vertieale
snelhe~dsve~éling resp. gelijk is aán 1,00(':"1),
1,02(-~""')t1,05(-3-) en 1,10(-4':").

Fig .,IV~.ti:-------- ..._-
" ~

c , . c ,._~~~

',,0, ,'.

,Fig.IV-6 .a1_-----------
t/m a4: Het criterium' voor het ontstaan van instabiliteit-_ ....._--

van een permanent eenparige stroming in een drie-
hoe.kf.ge leiding" ui tgedrukt in het Froudegetal F
en de term voor de- weerstandswet 1:b, met de helft
van de hoek tussen de twee- zijwanden f als para-
meber-, Lngeva I de correctiecoë'fficiënt 0( op de verti-
cale snelheidsverdeling resp. gelijk is aan 1,00(-1-)
1,02 (-2-), 1,05(-3) en 1,10(-4-).

Fig. IV-6 •b1-----------
t/m b4: Het criterium voor het ontstaan van instabiliteit--~----

van een permanent eenparige stroming in een drie-
hoekige leidinG' uitgedrW{t in het Froudegetal F en
de helft van de hoek tussen de twee zijwanden f, met
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, . _. _1+b .
de -term v-oor de weerstandswe_t at als :pa,rameter.
ingeval de correct·iecoë'fficiërit _tx op dé verticale .
.eneLhetd.sverde.Lt.ng r~sp. gelijk is aan '1 ,DOe -1:') •
~.O?_(-2-). 1,05C-3-} en1,10(-4-).

,
, '

'.

..

. ,
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Als we ons t.ee hellende vlakken met gelijke hellingshoek b
voorstellen, welke elkaar snijden volgens een horizontale lijn,

dan zal, bi.j l,'egenval langs, beide vLakken water naar beneden gaan
stromen (als voorbeeld voor deze situatie kunnen we noemen een
zadeldak: de daknok fungeert dan aLs "waterscheiding·'). "
~' , 'Onder' bepaalde aannamen is het nu Jnogelijlc omvoor dit

geval .de plaa,t~ te bepalen waar eventuele instabili tei ten (c. q_~
golfverschijnselen) zullen ontstaan; ,de vallende regendruppels

, z:i,.jn te 'beschouwen als storingsbron (zie' Hoofde tuk It p.I-3 ).
, We nemen een assenst,elsel aan identiek met da·t in Hootd~

,~tu.k'Tf; de oorsprbng,-ki~è~' we' ter plaatse' van de Uwaters~,hei':'"
d,in~" 'en de 'X-as laten we, samenvallen met de grootste helling van
he't vlak..' , .~ . \ '

Als, de re"'en nu, loodreéht inva],.t met een intensi tei.t .van
"~1f",i~1'~t deOinfTltratiecapacit~it geliJk is aan q2[ ..":~1
en we uitgaan van de ve~onderstelling dat:

, (~-:-~rcosb :;;:constant, :: q,
waarbij we 'aantekenen ~at de 'infilt:ra:tiecapa'citeit betrokken is
pp dezelfde eenhe~d van ,oppervlakte als de regenval-intensiteit,
dan is eenvoudig in te zien (zie' Hoo Fds truk 11, .pp.JI- 2,. 3 )' dat" ,

'de continuï tei tsvgl. ' (1a) overgaa t in:

•

:Jx (IJl) + .-: - j- .6.,.,., (a) ,

b '. is de breedte van de ,nleiding" ter plaatse van 'het water-
opp.
oppervlak.
De impulsvgl. luidt (zie Hoofda tuk 11, p.II- 5):

, . <"1i' _ dM.1..
.<:.Lx-dtn

hierin is ~}!' :
X

dMen ~ .onde r aanname dat er t.G.v. de regenval geen im.puls-
verandering in de x":"richting ontstaat (zie Hoofstuk II,p •.II-~ ):
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"

~FX::::~r' ~g~eit .dan na ,delinè; door ~dx:

.' .i .2. (111) + ~r.li.-I- .2cnyllL ==Iit;;,j -/~;'~ - -h'" ,#~ //''1.:r ~ ,', .~ f,',
, ,

(b)

GemakshaLve zullen we nu aannemen dat de stroming tweedimensio-
naal is, d.w.z. de ',s'troming vindt plaats in een zeer brede recht-
,hoekig_~ ttleid,ingU; da vgln.' (a) en (b) gaan dan resp. over in:

~ ~~(IJII) + 1t = ..f

v. '" ',. J,,' J' -;. . 1 " • " '', • • • ~. "I/ ') , 111,' JIJ ,IJ' -jU ,T-,-((//1) + L. + .2.a/l,- .:C!Ulrtr-/UJ',Ll. - _'- '1/ ~ 1(' ~" ,iJ'x ~)I...

(a ,,)

eb t)

•

;: '.

" . ~
In deze, vg.Ln , zijn zoweL 'u als H fu,ncties van X en t. Aange-

. 'zien ·Q_einstabili tei ten .ver-schï.jnen in het gebied waar de stro-, . - " t,
,'. ming -aog pe rmanerrt ' is, kunnen we voor de vgLn,' Ca ) en eb ) in

geval, van pe rmanezibf.e. schrijven:
~·(UH) ;:q, .

, od( cllI + .2Pfl/ 0111 . == /St41} -/û'J! cl/! _ ~
. 11 d" dJt. : . dx F"

"

Ca")

(b")

. t ,
·Integrati,e van vgl. Ca ) levert direct op:

UH=qx, oftewel: u=Jff " (a"')
M.b ,v , deze relatie is U. ui t vgl. (b ) te elimineren; het
linkerlid gaat over in:

linke rlid = erf·x:'. dil + .2«. IfI~/J_ - _g .dil) J/I.J dx " (-ft' 'JIA d;c,,
dus vgl. eb ) wordt:

.2«::x _ Ot1/1~.:i!==I~~ -/YJJ.;: - ~~ )
'oftewel na rangschikken der' termen:

(c' )

Volgens Hoofdstuk IV,p.IV-40, is ine;eval van tweedimensionale
stroming de wrijvingsterm gelijk aan (uiteraard is nu de index
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", "

, .

: '-.i. ~ -~
. -r, (-/J'" //"'/1 lil, fll ~I 7. '{/ "

" " ..
- _ -:,.1

•

, (' 111 )Eliminatie hieruit van U m.b.v. vgl. a geeft:
, , A I~L

, ..L -f -----~fll -/(1)'" (Ix) ,JI'" lil )

. ' ,t

met behulp, van weLke relatie vgl..' (c) wordt.:'

;
' " (J#)j _ ()(,~~'l, dil -- _I' 'u,,!_ .2C!f:~ -~' 'Ij ri.! I-,;Jt l_1/- aij,+I, ( CtI )

11 J dx. - 11,· j "
. ."',.',

, ,

• r •"I'e rekenen vanaf de UViat'eIlscheidiflg" zal alle'ree.rst
een laminaire -stroming, ontstaan, voor grotere x ve rvo.Lgens een

'/ overgangsgebied van laminaire naar turbule:o.te qtroming, en, als
X gr~'ót genoeg is, tenslotte een volledig turbulente stromirig.
A_;", :kiièr~erst zullen we .nagaari voor -we Lke .Je, in het laminaire
~t:r;:oming.!$gebi~>~ iristabili t~i t~n ont abaan, '

" :.',' '1toor laminaire s tr-omt.ng is: a~1, b::;1, ~=1't k:':~V" (zie Hoof'd»
", ,':$t1:1k ;r:V.p~IV~47) en cX=1.2 (vgl. (15)); 'met'behulp hf.e rvan wordt
.: " v:g1. (c 11 ):

,' f o b .I;(.Ij dil - IJ .I .5~r}IC_', " II~?~ 7"7 'qi; ,-=/UirfT- 1. .I} - '"/fl (d')

.
, "

. '
Vgl. Cd'}, de' dif,'ferentiaaivgl. voor hét oppe:t'V~akvan de

" ,v.'rij,e waterspiegel' in geval van laminaire. stroming, is gemakke= >

lij"k öro:'te werke~::'tot'::'- "
@_~xH '
..;J .. ~ - "
U.A x,..' ,

. (e)

waarin:'
:f:1(x,H)

" ", '12 2= gH~SinP:-~ ,q xH-_3q '(x, (et)

en
, f2(x,H) = gH3co~_~ q2x2 (e")

A.1- Analytische oplossing van de sevJOne eerste orde differen-. >, , ,
tiaalvgl. Cd ) is niet mogelijk; aangezien numerie~e benadering,
van de oplossing altijd mogelijk is ~ndien er randvoorwaarden
Gegeven zijn, zullen Vlehier aangeven hoe de, gang Yél-n zaken is
in geval van numerieke oplossing. Als oplossingsmethode is ge-
kozen 'de metihode der isoklinen, ,zoals deze behandeld is in (30).

Voor. ~ékere (párametrische) waarden van b en q zijn in
een .fi.,x~diagram z.g. isoklinen te tekenen, d.w.z. lijnen waarvoor

: ,(i.e.' de ~~ngens, van 'de:"raaklijn aan de integraalkrorome in
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'. \

. .,
zeker punt constant. is. Omdat vg l, (d.), in feite een profiel-
·vGl. is v eos: het ':"r:Lje cppe rv Lakj. geeft "de kromme 'f1(x:,H)=O
de normale stroming "aan, oftewel ft (x.H)::O is. de meetku:hdi~e
plaats van .de punt.en in het H,x-diagram waarvoor ~ =0;. en
geeft de.kromme f2(x,H}-:O de overgang aan van. schietend naar
· stromend water) oftewel :f2(x,.H)=O is .~e meetkundigè plaats van
.. de punten .in1:iet'Htx-:-?-~agra~waarvoo r ~ =00. Zoals na enig rek~n ...
werk bl'ij,kt,. snijden 'de 'krommen 'ij (x,H)=O én f'2(x ..R):::O elkaar
in. de oOTsprong' en een zeker. punt. P (Xp> O~ Hp>O). In' deze.

, : -. snij_pu:n,ten. Ls ~ een z.g. onbepaalde 'vörrn, .,in dit geval gil.
"Behalve -de~ isokl.inen i;Cx"R)=O. en f2(x.H)=O zijn e r;nog Lso-
klinen tè te'keilen; voor waarden. van I~ in het interv?,l 0<~ <OQ I

weike~ispkJ:ip:en a;l...le door de oorsprong en het punt P gaan.
J~e 'waa:di~' van ~ in het. punt P kan bepaa Ld 'worden m.b.v. de

· reg,el.V;~ 'de .l"t.H~:P:i.. tal: .. _' dj .

-, . /.d!!.X···= Á --;JI.dX
. Cd!:;, lp . P . '9:

, ....':)', ";

, Zoai,s. eènvou9-i~ is ':in .te 'zien' z$-l de gezóehte. int~gi-aa,lkro:inme
(i'~-e. h~t profiel, van het wateroppervlak) ook door de oç)r~prong. , - . . - . .'

>'. . ....en' 'n~t,punt P gaan.
. ." - ..

De k rommeIvoor het: wateroppe~lak kan nu stap voor· stap
verkregen worden .. door vanuit het' smjpWlt" P·n.a'ar de normale
stroomzijde.van het bovenstroomse gedeelte, en de schietend. .

wate.r-zijde van het benedenstroomse gedeelte te werken (zie fig.,. .

IV..A-i)" De gekozen 'stapgrootte en he t aantal getekende isokli-
nen zijn bepalend voor de nauwkeu~igheid van het 'wateroppervlak- .

te-profiel .•
Uit vgl. (am) en de voorwaarde voor het ontstaan van insta-

bili tei t in geval van laminaire stroming in een zeer brede l:ei-
ding (waarvoor b.v. gebruikt kan worden F2=j, zie Hoofdst-uk IV.
p.TV-;6) kan de gemiddelde stroomsnelheid U geëlimineerd worden,
waardoor een vgl. ontstaat in x en Hj dit verband tussen x en H
kan weer getekend worden in het x,H-dia~ram; het snijpunt van
deze kromme met de lijn d.ie het wateroppervlakteprofiel weergeeft,
levert dan de afstand x en de waterdiepte H op, waarvoor de insta-

biliteit ontstaat •
.A.2- I.v.Et. de bewerkel'ijkheid vari de hierboven aangegeven metho-
de zullen we dit proc~dé niet volgen, doch; onder voorbehoud, een
aanname doen ( het· gaat hier immers om een indr~~ van het ver-

. sChijnsel):
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stel dat de gez ocht,e integraall:romme" welke het waben-
·<?pperv-lakf.e-pröfielweergeeft" met vold.oend grote nauwkeuri{;heid
voorgesteld kan worden door:

, , 3 'I. 2
ft (x,H) = gH sine - ..;. q xH-)q'(x=O,

m.a.w.'we nemen Fan dat ,de stroming normaal (i.e. permanent
"e enpaz-Lg" ) is. Het is nu zonder meer duf.de Li jk dat dez e aan-
name voor (zeer) kleine x niet meer opgaat, omdat dan zeker de
st,ro~ing niet .nozmaa L is.
'Als VOOIVJaardevoor het ontis naan van instabili tei t kunnen we
dan gebruiken (zie Hoofdstuk IV.p.IV-56):

p2 (»1 oftewel U2_ gHcosB: «) J' - 3

, (e')

De index 0 is weer wèggelaten.
M.b_v. vgl. (a"'): Ulle qx is' hieruit U te elimineren:

9*'~gI!cosO.- 3 Ç' J

-w~t voor Hoplevert:

I~/I=Yr
Substitutie hiervan in de vgl. ft(xtH}=O gêeft dan:

- 8/"'1,P--f_f~~ -.3.r~=o

.. ,

'De, wortel x=O van deze vgl. heeft fysisch gezien geen beteke-
nis; ria deling door 3qx, verhe~fen tot de derde macht van
Lf.nkè r-. en rechterlid, en rangschikken der termen krijgen we:

125' gcosNeqX.tg§-n3=192x~q5
Ui t deze v_gl ~ ,is de cri tieke waarde voor x, Xc,., op te lossen.

,,' Ui,tgá~d~ ',v8:11 .beke nda waarden voor de regenval-int~n$i tei t;j,de
'~nf~l t;r-'atiec.apa·ci tei t q2 ~n de hellingshoek &, is de grootheid
q te bepalen. Om 'een Lnd ruk te krijgen, zullen we aannemen dat
q inligt tusaen <1=10-5·!m.sec.-Y en Q=10-7 fm"!sec.-1jt. ,O;,grOnd
van deze'aanname zullen we onderstellen dat'in bovenstaande
vgl. het rechterlid 192x~q5 verwaarloosbaar klein is t.o.v. het

rlirucerlidj deze vgl. wordt dan:
125gcosD.(qxt::.:;D., 'f)?=0,

oftewel:
, '

'-7 ·tgb=1
Vg1. ( a~") lui dt: UII= qx•

Voeren we nu in het Getal' van Reynolcis, Re, bedefiniëerd als:
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dan is met
Re= ~:

behulp hiervan vgl. (a
lll
) te schrijven als:

Re= qt;
hiervan in de voor X verkregen vgl. levert dan op:
Re.tgO=1

Substitutie

Zoals op grond van de gedane aannamen ook te ve~vachten is,
stemt dit resultaat overeen met vgl. (29a).
Dus: voor de plaats waar instabiliteiten voor het eerst ontstaan
in de beschouwde situatie, geldt:

,'('

~= qtg8-=
of

, "

R
Re~t~=1 .~. .},' C'

e-7:: ~
Als we ön~erstellên dat de 9v~rgang van 'lamin~ixe;naar turb~~. ,

-;» .,lente stróniing ,begint op te treden als 'Re.=500,dan. be.t.ekent; dit
• ~ j • • .... • '. •voor x:' e:

, "

'. .. ..

,M.b.v. het bovenstaande' volgt hieruit dat 'er in het lamina.;Lre
"siJroming~geoied 1hstabili tei ten on+s+aan als:

•• , , Jo.

-: ',.~ <~4..,~ , o f'bewe L

<-

V, < ~~6"~. r. ,":~'vsr ..(1,:, -,,)'J( " ..,

,:

;."

;.

wàaru.it yolBt dat :teruninstemoet gelden':
, ', tgP >0.,00'2 . . ,

Dat voor Re=5üü geldt tgb=2.10-3, -klcpt Viée'r' ~t de ~oorwaarde
a ' . ,',.' ,voor n~.utrale staoilitéit vg l , (29 ), wat geenszins ve rwcnds ...

ring behoeft te wekken, gezien de ,gedane àannamen.
Als we aannemen dat de stroming volledir; turbulen,t is voor
Re=1500, ',danbetekent dit voor x:

Nemen '(de waarde bij 20°C. : -6 /r2 -1]we voor Y"=1 ,0.0. .10. m .sec. ten onderstellen we, weer dat q inliGt tussen -5 Ir -1]10. .rmv se c ,
en 10.-7 Im.sec.-1j , dan houdt di t in da,t:

I!t=S(J(). v
x..&.." -1.1, c::: ,.f

en dat:
in ligt tussen: 5o.lrnl en 50o.o./m}
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&../:fOO •. V'
s in ligt tussen: 150[ml en 15000!ml

.
~ Nogmaals zij opgemerkt dat bovenstaande bepaling van de
critieke x-waarde voór het optreden van insta:tJiliteiten, alleen. . . . .

geldigheid bezï t onder het voorbehoud dat de. kromme f1 (x,H):::O
'.met,.vold0ètide nauwkeurigheid de. gezochte iri.t:egraalkromme voor., . ,'. ,

vgl. ('<1 ) .(i.e. de pr-of'Le Lvgl , voor het wabe roppe rvê.ak) be-
. .
, nadert.

" +,. ....... ", A.)- We. hebben nu 'de critieke x-waarde voor he.b ontstaan.van
.instabiliteiten in de gegeven situatie' bepa.;3.ld,·echter.onder. " .' .- '. ". . .' ."" , " .,',,', . , .
de aanname dat'de ,vQor vgl.,·(d .) .,ge~ochte integraalkromma met
v,óldoend g;otè' nauwkeuL'igheid be~aderd ,wordt, door de kromme. " . .. '

':t; (x.H):;O, .i·.,e~"vgl; ,ee -).
. : , H~'-b'i's "natuurfijk' tnogel:ijk'~o:rri~n~' te 'gaan hoe gr0o,t de

" bij deze 'b~n~deririg gemaaktie "fout is,: door m.b'.v.· 'de hierboven
,~ge schetste 'm(3tpodEfder i:soklinen de integraalkro., vO'QJ:',vg'l.

I '. . ' ". '
(d ) te 'bepalen. Omredenen van bewerkelijkheid (zoals re.eds

:- . l'.. .-
~ r' ""rf' ..."

gezegd ts), zien we hiervan af.'
, Daarnaast .kunneri we eek nog trachten te bepalen hoe het

v~rlo<Dp van de ..·l~ièlinghelling~(als functie'van x) 'moet zi,jn .
om de onder A.2 aangegeven benaderingsmethode nauwkeurig te
.d.oen zij,n, m.a.w: we·kunnen de leidinghe llings.funct{e ao .traç,h-
te~. tB. bepalen~' d~,t· Ln de' gewone ee ns be ó'rde dii'ferentié,ialvgl.'. " " ,

van het tyPe' (e), ,vg'l. (e ) "inderdaad ,(behoudens misschien
,'" ze.e r kLeLne iwaazder; van x): de 'oplossing t s, Dit laatste zullen
.: we n~' doen; teneinde ':te kunnen zeggen dat de in 'A',,2 gèlianteercl~
, benad.eril}gsmethodê in _ieder gevai 'geldig' is vo'or' ~in bepaalde
vorm van ~e ~eidinghelling.
, Voor·de,hes.chbuwde tweedimensionale strominGstóestand gaan

we daartoe, '~nders' clan in Hooîó s'tuk 11', uit van een rechthoekig
, z ,x-ass,enkruis met horizontale x-vas ; de oorsprong kiez-en we

tei'. plaatse van de "wabe ns che Ld'i.ng" (zie fig. IV •.A-·2).
S:tel' dat 'de ,bodem gegevèn .Ls door de fu:n:c·tie ~r(x), en dat de
verticalè a f'atiand van de x-as tot het wateroppervlak 'aangeduid
W:0rdt door (=f.(x,~) • De ,gemi·ddelde st roomsne Lheîd.acempónen t in ..
'de x':richt.ing neemen we weer U=t!(x,t). Dan i La H(x,t) :::?(x,t) '+
, + rex) >0 de. verticale hoogte van het wateroppervlak boven de
'le idinGbodem .•.
Qp een macro-:-elèmehtje, begrensd. door twee verticale vlakken
met resp. x-coördinaten x erix+dx zullen we dan weer de impuls-
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vgl. in de x-richting (zie Hoofdstuk 11, p.11-5 )
~Fx-rJ~

toepassen. Indien, we ve-roncl.e,rstellen dat 'de stroming geleide-
lijk veranderend, oftewel quasi-permanent is, m.a.w. is de
kromm:J:ngvah het vloeistofoppervlak verwaarloosbaar klein
(zie Hoofdstuk IT, p.II- 4) dan ge1dt voor d1 d.rukve rde Li.ng,
-aat deze hydrostatisch lÏ-s:

r= t:if!(~ -fT) +p ,, r'--' a
wat nà partiële differentiatie naar x oplevert:

, M - Df!. 'lILax -,'-' -2~ .
,Alleree,rst gaan ,we~Fx bepalen; ~:b'-x is weer te schrijven a,ls:
': ~Fx=F -+Fx ,+ F..... .. . x7:, -Ap x-.. , '. '
De u~twend;Lge knacfit. op het mac r-c--e Leraerrtje t.g.v .. de zwaarte-,
kracht is: .

, , F =0
. x--;t

-:o~ uitwendige k~a'cht op het mac r-o-e Lemerrtje t.g.v.' hef druk-,
. . ! ~

, verva.L. over het in,terVaÎ dx;. is, :aange zLen de drukvé:roeling hydrp..-. . .'

. statisch i~'aangen~men:
. '

,.~. ?
_:~Á'- = .~fl·jf(ll + ·,fl~, ~,~).="

• '.- e "

-Ilt f"f) -Îf'
- flJfch,.?fdx'

. _':

Termen cm.ei:nd.rg.k.l.ei,n Van de tweede en hogere orde' .worxten ver-
waar-Lo oadj met ·H=?+r·,krijgen we dan:

,~ ;", E" - - f>jl/1i. dx
, : •~ '%-4,- -", I ' ?~

De ui tvVél1q.:i..ge kracht o:[)het mac rc--e Lemerrtje
langs de bodem, kan op gèheel analoge wijze

. ~.", . . ' ,

,in Hoofdstuk I~,p.II-6 '~, en wordt. dan:
p. , ::: -Tdx. x-r --x

Aan r is nu een sUlfix x toegevoegd om aan te, duiden, dat dit'
de schu i.r'spannt ngecomponenb in de x-u-LchtrLng' is ..
We hebben riU gekregen voor.:f F :, ,x

~ ~ = - flllffdx - ~J~
H(x,t)=9(x,t)+r(x) volgt:

~ _ ol! _ ..È.
~~ - 'Q~ dx

behulp hiervan wordt ~Fx:

, '

t.g.v. de wrijving
bepaald worden als

Uit

Met
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k~n de hand van dè hierboven gedane aaD~amen is het voor deze
situatie niet 'moeil,ijk in te zien dat de afleiding van de vorm.

- '~öör' de, totale, hoeveelheiq.· impulsverandering .Ln de x-richting,
~') analoog verloopt en de uiteindelijke formule hetzelfde

blijft als op p.IV.-A--2:
...1f .- f/ld:tj f J (/111) ,< 1l J1- +~IK/ll }

,>

. e .

• .~ I.

'Om, 'deZ'e~fde re'9-enen~ wa~:rcmde vorm voor' ~~..,gelijk blijf't
, verande-rt. ook de cohtfnu'i -Caitsvgl. niet; deze is identiek met

, . ".,. .
" vgl_:- (a' -)-_. '

, .

"

. -1/1 ,~(IJ/I) -I- J1f: ()// of- .2tr!J· J~ = -I'.·_l}f +I·-fftIC 11 ~x h '_ 'J:;i Q;,..

(f' )

In de z.e vg ln, zijn z oweLU als .H functies van x en t. Aangezien
de instabiliteiten verschijnen in het gebied waar de stroming nog, ,
permanent is, kunnen we voor de vgln. Ca ) en Cf ) in geval van

permanentie schrijven:
d .ax CUH)=.q

d..J!i .; .2 tril dil =1'.sIc ~lsI!f11 dx, dx dJ( dx

( aU ~

( f'tt)

Integratie van vgl. (a") levert weer direct op:
lJ.d=qx, oftewel U_~ (a'"

Met behulp van deze relatie is U uit vgi. (fll) te elimineren,

overgaat in:
tx'/8.?t.z . dil

- --/IJ ';];
_ clr dil 7:'-!;;;X - I& - fi! '

waardoor deze

oftewel, na rangschikking der termen:
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(g' )

Volgens Hoofdstuk ·IV,p.IV-40 is in,:;,eval van tweedimensionale stro-
ming de wrijvingsterm gelijk aan:

. J. ~ _ Nb
..5s._ ==;J /-)lil . 1/ ". 11 ", .til . Clï

Elimina tie hierui t van' U mvb sv , vgl. (a"') en substitutie in
. t

vgl' •. (g ) .geeft:

lr t(!/:-~}·1:, .dl' ~«.t"~~/dz - ïi , (git)

•

Voor .laminaire stroming is ,: a=1•. ,b=1. m=,1, k= Ir (zie Hoofd-
stuk IV,p.IV.;..4?) en,(X;::1.2 (v~l., (15)); met behulp hiervan wo rdb
vgl. ( gil) .:

eh' )

N,.B. ' ..
Indien, z caLs ook zonder meer is in te zien, iIi,vgl. (d )

cos f) vervangen wordt door 1ten' sin§ door'~, dan krl.jgen we
t t ' u:x.

vgl. (h ). Vgl. eh ), de differentiaalvgl. voor het oppervlak
van de vrije waterspiegel in geval van laminairé stroming, is
gemahl(elijk om te werken tot:

dJl _ :fJ fX,HS<rx - fot x,H (i)

waarin:
3 dr 12 2= gH "dX -, "q xH - 3q fx (i')

en
f ( H) gli3 6 2 2 -; (1." .. )
J x, = - '5.q x

Indien f1(x,H)=O de oplossing van de gewone eerste orde diffe-
rentiaalvgl. (i) iSf ms avw , komt ft (x,H)=O overeen met dé ge-
z-ocht;e intee;raalkromme voor het vLoei st.o: oppervlak, dan houdt
dit in dat ~ voor elke x-waarde selijk is' aan nul, en derhalve
dat de "waterdiepte" H constant is. Uit de in deel A.1 beleven
bespreking van de oplossing ener gewone ~erste orde differentiaal-
vgl., Van het type (i) m,b ,v. de me.thode der isoklinen, blijkt
zonder meer dat ~ alleen voor iedere x-waarde (bij constant H)
Gelijk aan nul kan zijn, als in het daargenoemde H,x-diac;ram
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de "k romms" ft (x,H)=O een rechte lijn 'is evenwijdig met de x-as.
,1;'lordt hieraan 'voldaan, dan snijden de rechte ~1(x,ll);;;Ö en dë ,
kromme f2(x,H)=0 elkaar alleen nog in het punt F(xp > O~ Hp>0).
In het punt, F, en ook voor x=O, iE ~ dan weer een z.g. onbe-,

, ~ .
p~alde vorm., waarvan çle waarden m.b.v de regel van de l'Hopital
te bepaLen zijn.
De vgl. f1(x,H)=O wordt in het H,x-diagram voorgesteld door
een rechte lijn evenwijdig ,met ,de' x-as, als de term ~ in deze
vgl. de gedaante:

dr
d..x

heeft. Di-t houdt in
= constante.x
daf de functie rex) een kWadratische para-

," '

bool moet zi,j,n, met de top Ln de oorsprong van het assenkruis,
aangez.i.en we aangenomen hebben dat de oorsprong op de "wateI'-

, , pcp.el<l.ingU li'gt. 'Indien, we stellen dat voor ,x;;::.±l geLd b z=-:f,
" • 1. ... • • '. • 1 ~ • J • j

, .dan wordt, de"vgl. ,voor deze _paraboo.l (zie _fig. 1.V,A"'3) r '
.,'.,, " .. ', , '" .I"z~,x2=~r(x) ,:;, " ,

. ". ~ r J... •. ' "

wa~rUi t vblgt, ' ,
, ' ,'-",'. _ '.."dl-" ":',',2 f ,:

.f'" ',' a:x - +rx"
Vgl.'" (-i )J, ,:t'1(x.H}=O wordt da:r:-:

. . (-',' 2f 3 Û 2 " ,
, 1'1 x,H) == + rgH, x ,- ~q ~-_3qYx=~.

wat te f3chrijven ~is als': '

~(îtgH3 _~q2Ha..39.V) =0

.... '.

Hieraan wordt voldaan door:-
'-

- 0 2 f H3 /2 2H-'3 ".' 0x= ~n Tg ...,"?q _- q, =

Nu is -inderdaad H constant en ona fhanke L'ijk van x, msa sw , we
, hebben voor elke x...waarde , dezelfde H-waarde; dit manifesteert
zich in het H,x-diaGram als een rechte lijn -evenwijdig ,met de
x-as, door het punt x=O en H=constant volgens:

2f 3 /2 2-p-gH -,q H-3qV'=0

Het is nu ook niet moeilijk om in te zien dat in het punt P:
dH ,dh

(-::r::::) =lim ~
ux P P I

geLi jk is aan nul.
We kunnen nu het volsende zeggen: als de bodem van de leiding
een parabolisch verloop heeft volgens de kromme:

f 2z= -j! X t

waarin _f en I zeke r-e constanten zijn,- dan is de in deel A.2 ge-
volgde. benaderingsmethode van de integraalkroIJ1.Jne voor het vloei-
stofoppervlak in ieder geval exact geldig. De enige restrictie
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bestaat, dan, ,hierin dat de' o:ploss-ing niet geldig is' als x=O
of -zeer klein is: n .i .'voor x=O is ,(nocdz ake Li jkerwä j s ) H=O,
omdat ,de afvoer ter plaatse nog, m~thematisch gezien, ge!ijk is

, "

,aan nu.L i e r is dus, een geringe lengte x nodig, te rekenen vanaf
de "wa:terschèidingtt ,om,de~c<?nstante waterdiepte,"e;egeven door:

, "~H3.:.-,~q2H .... 3qv:=O '
te be~iken; omdat' deze consrarrte waarde voor H,', behalve door
q. "O"Ç)knog bepaald, wo rd.t door -"f en 1, wordt ook dez e vereiste
lengte'bepaa.i~ q.oor q~ ,f en 1., (Wat eveneens pleit yoor de ge-
_ringe groott-e van deze vereiste x-lengte is het v?l~ende: als
de s tiat i.onaá re toestand zich eenmaal he eft ingesteld, dan kan men
zi?h voo rstre Ll.en dat ook ter pláatse x=O voornoemde constante'
waterdiepte.aá.nwezig is., en gehandhaafd blijft door de regenval).
Dus i Lnd.i eri de, leidingbodem een parabolisch verloop heeft is
d~' j:n deel ~.2 "gevolgde benaderingsmethode van de gewone eerste
,o~e diffel'enti?-aivgl." voor' het "v:Lö,èist'ofopperv1.ak geen benade-
,ri~,g'm~'~r,'maar 'exact' geldig;- als Î lçlein en 1 groot is~ 'bena-
_d,e±t de párabolisch hellende leidingbodem e~n Le ä.dä.ngbodemmet
cons+arrte 'heliingshoek D- (de afw;i.'J~ing-vàn de werkelijke ~inte...;
'graalkromme "vot)r' h~t, vloei~tofop;e rvLak, v;elke orttst'a-a tindien
de ~en4deringsmethode in, deel A.2 aangehouden wordt, zal daarom
vèrmoèdelijk niet al' te gz-oo t zijn). s _

,
Opmerking

De aanname op p.IV.A-1 van .deze Appendix IV.A, dat de "
regenval geen' ,impuJ:sverandering in de x-r.ichting ge e f'b , vè rd.i errt '

_

nog enige toelichting. In deze, Opmerking nu, zullen we pogen na
te gaan of deze' aanname inderdaad e;erechtvaardigd en redelijk is.

De ;regenval-intensiteit hebben we q1[m.sec.-1j genoemd;
gemaksha Lve zullen we de infiltratiecapaciteit q2!m.sec.-1j ,
gelijk aan nul stellen.
Beschouvren we een macro-elementje (fungerend als controle volume),
begrensd door twee doorsneden met resp. x-coördinaten x en x+dx
" (zie Hoofds:tuk II,fig. 11-3), dan neemt in een tijdsbestek

dt in geval van tweedimensionale stroming het volume van dit
macro-elementje per eenheid van leidingbreedte (i.e. 1[m]) Doe
me te '

, 1.Q1COsOdxdt Im3] .
We zullen nu de volr;ende aannamen doen:
de valsnelheid van alle regendruppels is eenparig en evengroot:
r -11}WLm. sec. ;,
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het volume van alle regendruppels is J' lm3]; "
het aantal regendruppels per 1 lm3] van',de',ruä.mbe is 1.N3; bij ~
regelmatige rangscilikking,is iedere regendruppel ttgelegen" op
het snijpunt van drie derucbeeldige, onderlin~ 100 rechte lijnen;
de kortste afstand tussen de druppels is dan:

,".1 fml '
1r-1Het totale \aantal' regendruppels dat,in een tijdsbestek dt het

r 27 ' ,horizontale oppervlak 1.cosldximJ nu'passeert is dan:
- '-~ N2.1.cosO.<:lX.dt;,
·N-1
, 'I

dit betekent dat in een tijdsbestek dt he't volume van het be-
schouwde macro-elementje per eenheid van leidingbreedte toeneemt

',niet:

'~, '~.1.cos6dxdt J i»
'Jt.:1
Dus'moet' gelden: . W ','

1.<11 cosDdxdt--N21" ....N2 .1•co~Bdxdt
Nu was gesteld:

(~-q2) cos~=q=constant,
waarin:

q2=0; dus:
" q1cO,s6=q,

waaruit volgt, na substitutie hiervan in het bovenstaande en,
deling van linker- en rechterlid door 1.dx.dt:

W 2 'q= 1 'N cos9J,
N=,1

welke relatie het verband aangeeft tussen de regenval-intensi teit
en de valsnelheid, het volume en de rangschikking van de regen-
druppels.
We zullen nu veronderstellen dat hetzelfde aantal regendruppels
dat in een. tijdsbestek dt het horizontale oppervlak 1.cos6dx!m2j
passeert, ook op het wateroppervlak terechtkomt, d.w.z. een
aantal van:

W
1 .~1.cos~dxdt

1\''':1 '

Eén regendruppel lev~rt een bijdrage aan de impuls in de x-rich-
ting van:

f,J•Vi sine [kg.Tl • sec.-1)
De toename van de impuls in de x-richting, van het beschouwde
macro-elementje in het tijdsbestek dt, t.go.v. de ree;enval is dan:
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. "

w '-r. 2 •. 0 '. fI(r -1]1r-1 N: .1c:os dx sdt. f·J.W· s~nulkg.m.sec. .

- I

D~··hoe·veelheid.impuls inde x-richti.ng .. welke t.g ..v.,de regenval
pe;~ ;tijdsee.rin.eid. door -de o~pervlakte van het als· ccrrt ro Ie -vo-

" " ... .. '-

Lume -be açhouwde mac ro=e Lemerrt je naar binnen stroomt, is:
(d~:\ W .
\~;:: 1 ·,N2. 1cose~~JWsin' [kg.m.séc~ -2]

1/ .!r-1 '

Dit betekent dat de totale mate van impulsverandering in de. ,
x-richting, in geval van tVleedimensionale stroming wordt:

, ;'1'- rll<kj; '~lil!l)+ 7//1+j,xtljff l: (~"J
Na deling d~or ~.,1.H.dJe. houdt dit in dat het het linkerlid
van vgl. (b ) vermeerderd moet worden met de term:-+..N2. cos 8.J •W.sinS.~ .!m. se c , -2]

.~
~~-I

Sub~titutie hierin van:W .
_f - - .' 1 "N~c 0 s9.J,

n::1
geeft:

. ,. ,
g.• sine r 2j- - H Im.~ec.-

Een en ànder houdt in dat ingeval de impulsverandering in de
x-richting t.g.v. de regenval in rekening wordt gebracht, aan het

• t .
rechterl~d van vgl~ (d ) toegevoegd moet worden de term:

+ qWliinO" [m.sec.-2j
,

en aan het rechterlid van vgl. (e' ) de term:
. ~ 2 r 4 -2J::+ q.W.slnl7.H lm. sec.

Stel nu dat het volume van een regendruppel gelijk is aan:
J=2.10-8(m3j à'4.10-8/m3j; bij bolvormige druppels komt dit neer
op een diameter van, resp. 3,36.10-3fm] en 4,24.10~3(m]~
Voor q hadden Vleal gekozen: Q=10-5(m.sec.-1j à 10-7/m•sec.-1].
Als l'b11 is, d.w.z.' de onderlinge afstand van.de waterdruppels
is 0,1fm!, dan is o~der de gedane aaPJillmende maximale valsnel-
heid W:

'u 0,414 r -11] ~ 0.207 r -17
Vy= cosl Im.sec,. a cós-D ,/m.sec. j

Als l-I=6 fs', de onc.e r-Li.nga afstand van de waterdruppeis is 0,2 [mI,
dan is onder de Gedane aannamen de maximale valsnelheid W:

w= W8 r -1] a' "1 t 31. !in. sec -,1J ..zmv ae c , /."cos cos, ~ d •
. .

" .
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Als we nu bede~en dat voor de beschouwde situatie zelfs
bij '~ware re gerrvaL, in he t laminaire 'st r'oratngagebt ed de wateI'-
diepte H te~oogste -oplo_opt t'ot erike Le centimeters (i.e. excep-
tioneel), veeleer echte r- gelijk is aan enkele millimeters, dan ,
is het niet mOêilij~ om in te zien ( en n~ te gaan) dat de im-
pulsverandering in de x-richting t .g.v. de regenval verwaar-
loosd mag worden~ tenzij misschien x (en derhalve ook H) zeer
klein en/of de hellingshoek b zeer groot, is; bepalen we b.v.,
op grond van de in deel A.2 van deze Appendix IV.A gedane aan-
namen, de critieke lengte ~, door als oplossing voor de ge-

, ,
zochte integraalkromme vgl. (e ) te nemen, en hiervoor het ver-
band tussen x en H in een H,x-diagram uit te zetten, eerst met
,en dan aonde r=de invlo~d van, de term +qWsinb,H2, :Voor diverse
parametrische waarden van q en ~ .. dan. zal de gemaakte fout
(t .G.v. de -verwäarl'ozing van de irnpu1sbijdrage _in de x-richti.ng
door de regenval) nie.t groot blijken te zijn, zodat voornoemde
aanname àl1eszins 1'e-delijk' en ge re çhbvaa rdä.gd geacht mag worden,
temeer da~r het hi~r slechts de bedoeling is een indruk te ge-
ven van het verschijnsel en de eventruee I te volgen werkwijze.,

-,

B~ Vervolgens zullen we nagaan of ook voor het 'turbulente
stromingsge'bied de i' te bepalen is, waarvoor -ins'tabiii teï ten
cntis.t.aan ,

Voor turbulente stro~ing is, uitgaa~de van de weerstandswet
van"de Chezy met conat.an be wrijvingscoëfficiënt: a::::2, b=0,m=1, . , " 2. ' .
(zie- Hoofd s tiuk IV,-p..IV- 53) en k=C (zié Hoofdstuk IV,p.tV-76) j
met behulp hiervan word,t vgl. (clL

):

, ", ' Irr,,;/) - (;(.f~ ~ l dil -/~J _ .21~__.,t. . f~.tI-J 11' -J eb. "~ C1 7" ( dft)

Voor turbulente stroming is, uitgaande van de weerstandswet
van Manning met constante Wrijving;coëfficiënt: a=2, b=j, m=1
(zie Hoofdstuk IV,p.IV-53) en k~n-2 (zie Hoofdstuk IV,p.IV-77)j
me b.cbe huLp hiervan wordt vgl. (c"):

(d'" )

T.a.v. t( geldt in beval van turbulente s t romi.nge 1,0 ~ 0(~1,1a L
(vgl.(21 )), oftewel: U=1+6,25~ (vgl.(21)) (Zie Hoofdstuk IV,
pp.IV-62, 73):

Wat:de pr.ofi~ivgln. voor het wateropp~rvlak in gëval van turbn~



IV.A-16

,.

lente stroming, ·vgl." (~ en vgl. (dil'), betreft, zij optemerkt
dat deze op analoge wijze als gedaan is voor laminaire stro-
~ng, numeriek berekend kunnen worden , msb sv , de methode der
Lsok'l.t.nen , "uitgaande van zekere (parametrische) waarden voor
s,«. q en" C resp. Ii~(}ezien de gebruikt~ weerstandswett~n 'bezit
het aLdus berekende oppervlakteprofiel alleen daar geldigheid,
waar de stroming volledig turbt.le·nt i's, dus vanaf. het punt met
~~cûörd.inkat X=X_ '1'1 t· .;1-.: '; wat"betreft de voor: oplossing nood-

", . VO" .UIu. . .
zakelijke randvoorwaarden, moet men ook het gedeelte van het

, oppe.;r:vlakteprofiel tussen x=O en xex 1"1 .l.. .:i.... in de berekening
. ". "VO • lJuru •

. .opnemén , De vraag is dan echter of het' aldus bepaalde opper-
vJ_kl~teprofiel voor tu rbu Lerrte stromi~g, gezien de' "voc rge achä.e-.
dènis~t (i :e ... laminaire st,roming, overgangsgebied van Laml.naä re
'.náar .'turbulente ·st;roming)· "nog cor-rec t is, 0:( liever gez~gd "aan-
.slui·b". I. v .m, de bewerkelijkheid' van de hier aangege.ven metho-
. de ·en·de dSiarpij" optredende .tlaansluitingsproblementt zullen we
di t pÎ'9céd~, niet vOlgen."
Vgl. Cd), de ~f:fferentiaalvgl. vo o.r het cppe rv.Lak van de vrije
'waterspiegel iÏl. geval van turbulente stroming, welke behee r s t... .., ;

wo.rd f door een weerstandswet van het, Chezy-type met constante
wrijvingscoëfficiënt,' is gemakkelijk om tè werken tot:

en . fltX.H~" . (J')a:x :: f2 ~x;H«" >

Waarin:
(j ,

en
f2(X.H)=gH3COS»- ()(Q

2
X
2 (j"

Vgl. (dil'), de differentiaalvgl. voor het oppervlak van de v r-i j e
waterspiegel in geval van turbulente stroming, welke beheerst
wordt door,een weerstandswet van hetlManning-type met constante
wrijvingscoëffièiënt, is gemakkelijk om te werken tot;

.9B :..: fJ éx' Hj (k)
d.X - f2 X",FI .. )

waarin:
(k'

. en

".' f2(X!H)=gH
3COS»-lXq2X2 (k"

De h:i.erboven. in deel A.2 onder voorbehoud ge.volgde bena-
deringsmethode van de integraalkronune voor het vloei stofopper--
vlak in geval van laminaire stroming, is naderhand gerechtvaar-
digd door het verloop van de leidinghelling als funëtie van x te



"
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bepalen~ waarVoor deze "benadèringsmethodetl exact geldig is.
In geval van turbulente, stroming zou uitgaande van vgl. (j),
resp. vgl. (k) een dergelijke benaderende oplossingsmethode.... 'gevolgd kunrien worden,. met achteraf weer de bepaling van het
verloop'van de leidinghelling als functie van x, waarvoor deze
"benade r-t.ngsmethode" exacte geldigheid bezit.
Àfgezien'nog van het feit dat we dan weer stuiten op de reeds
genoemde aansluitingsproblemen i.v.m. de "voorgeschiede.nis" van
de st~oming (i.e. laminaire stroming, ove~gang van laminaire
naar turbulente stroming), komt hierbij nog dat, tB oordelen naar

, tde gedaante van de vorm voor f1(x,H)=O, te weten,vgl. (j ) resp.
t ',vgl. (k ), het verloop van de leidinghelling als'functie van x

dan beslist geen kwac ratn sche parabool meer is met de top t.p.v.
de "waterscheiding" (dit'is eenvoudig in te zien als we uitgaan-

, ~
de van een assenstelsel volgens ,fie;.IV ..A-2, in vgl. (j) resp.
vgl.' (k), naar anaLogi.evan hetgeen geschiedt iS.in,deel A.3..
'sinl vervangen door'~ en cos~ ,door 1), ,maar een gecompliceerder'
k;r.onmrevan hogere orde. Overigens is het voor zekere in de prac-
tijk'voorkomende situatiE! niet goed yoorstelbaa,,rdat in aanslu;i-
ting op een parabolisch gekromd vlak nog een ,vlak volgt met in-
gewf.kke Lderkr-omnu.ng, Hierbij komt nog dat uitgaande van de op
p~IV .A- 6 gedane aannamen; de stroming pas turbulent is voor
(zeer) grote x.
'Om boverrvermeIde 'l'èdenen,laten we de bepaling van q.e critieke
x-waarde waa rvoor instabilitei ten optrea.en, in geval van turbu-
le'nte stroming 1(Q0I: wàt zij is, en gaan we niet ve rde r- op deze~ . ~ .

problemat·iek.~n, aange sien d.ez.eons 'te ver 'zou voeren; de opze.t
. , '

was namelij.k om een indruk van het'ver-schäjnee'L te geven.
, ", ... ,'

c- Re sumê ,

In,' het voorgaande hebben we gezien ·dàt het', ingeval van
.regenval op een hellend vlak, onder zekere aannamen, mogelijk is
'om t .o,»; de _"watér.scheiding" de plaàts te bepalen 'waar insta-
bilitettèn (c.q. golfverschijnselen) zullen ontstaan. Deze' cri-
tieke lengte is, uitgaande van een onder voorbehoud gedane aan-

,namevbe tr-ef'fîendede oplossing- van de differentiaalvgl. , we.lke
het .pro~iel van het vrije wateroppervlak weergeeft, bepaald voor
het lami~aire stromingsgebied (deel A.2); achteraf is nagegaan
hoe het verloop van.de lè:i.clingbodemmoet zijn om deze ttbenadE;rings-
methoden exac t geldig te doen zijn (deel A.;3).
Om redenen welke in het bovenstaande 'vermeld zijn, is de cri-
tieke lengte voor het ontstaan van instabiliteiten in geval
van turbulente stroming niet bepaald (deel B).
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?~II)=o

f~II)-/)

..

'.

.: ,

-r(x.)

dx

!ZG, JY.11-,2.

.»

dr,;;~ool
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Toelichting: ,op de figuren. bij de Appendix (IV .A),van
Hoofdstuk IV.

~S~~!Y~!=2:'Schetsm~tige,we~rgave van de krommen f1(x,H)=' 0
en f2(x"H)= o, enkele isok11nen (en) ,en het pro-
fiel van het wateroppervlak, voor zekere waarden
.van ben q. '.

!15.!!y.:.!::g: Schets van het macro-elementje dx, t.b.v ..de
,"bepaling van: de impulsvgl.' illl. de x-rich1:ring.

"!,!'s.!..!Y:!:::J,:' 'Het veJ:"loopvan de le~dinghelling ale' functie
van X'.
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