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Samenvatting

In deze Bachelorscriptie bestuderen we een integraaltransformatie welke een generalisatie is van

de Fouriertransformatie, deze integraaltransformatie wordt de Hankeltransformatie genoemd.

Allereerst bestuderen we de symmetrische variant waarna we overstappen op de niet-symmetrische
Hankeltransformatie. We gaan de niet-symmetrische Hankeltransformatie beschrijven aan de

hand van een algebra met behulp van representatietheorie wat ons in staat stelt om een Han-

keltransformatie te definiéren op een eindig-dimensionale ruimte.
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Hoofdstuk 1
Inleiding

In de analyse van differentiaalvergelijkingen wordt de Fouriertransformatie onder andere ge-
bruikt om differentiaalvergelijkingen die een verplaatsing beschrijven om te schrijven naar een
relatief eenvoudige vergelijking in het Fourierdomein. Dit komt doordat de Fouriertransformatie
de %-operator diagonaliseert, met andere woorden de %-operator toepassen in het plaatsdo-
mein komt overeen met het vermenigvuldigen met —CA\ in het Fourierdomein met C' € C, dit
volgt uit het feit dat de eerste afgeleide naar = van e“** geljik is aan CAe“*,

Indien we ons beperken tot de Fouriertransformatie op even functies, krijgen we de (Fou-
rier)cosinustransformatie. Deze integraaltransformatie diagonaliseert de a‘%—operator, dit komt
door het feit dat de tweede afgeleide naar = van cos(CAz) gelijk is aan —C?)\? cos(CAz). Merk op
dat dit het kwadraat is van de differentiaal operator die hoort bij de Fouriertransformatie. De
(Fourier)cosinustransformatie is een specifiek geval van de symmetrische Hankeltransformatie
welke wordt gegeven door:

+oo 1
EHN) =2 [ a) g @ida) (@)

waarbij J,(x) een Besselfunctie is van de eerste soort. We hebben gezien dat de

(Fourier)cosinustransformatiede 68722 diagonaliseert , terwijl de symmetrische Hankeltransfor-

. . . 2 . . .
matie de tweede orde differentiaaloperator £ = 8% + %a% diagonaliseert. Hiermee kunnen

we al snel zien dat de (Fourier)cosinustransformatie een symmetrische Hankeltransformatie is
bij £ = 0. Ook uit het feit dat J_1(i2A\z) = L cos(2iAr) [2,p.241], volgt dat de (Fou-

5 iAxT
rier)cosinustransformatie een speciaal geval is van de symmetrische Hankeltransformatie en

wordt gegeven door:

+o0
(Fof)(\) = \/QE /0 cos(2iAa) f(x)da.

Naast een symmetrische Hankeltransformatie is er ook de niet-symmetrische Hankeltransfor-
matie, wat een algemenere variant is van de symmetrische Hankeltransformatie. De niet-
symmetrische Hankeltransformatie diagonaliseert de Dunkl-operator D gegeven door: D =
8% - %(s — 1) waarbij s de reflectie-operator (sf)(z) = f(—x) is. De Dunkl-operator is als
het ware ”de wortel” van de L-operator, want als we ons beperken tot even functies dan geldt
dat D?f(x) = Lf(x). De niet-symmetrische Hankeltransformatie gaan we bestuderen met be-
hulp van een algebra en met representatietheorie. We zullen dit doen aan de hand van [3,pp.

1-25].






Hoofdstuk 2

De symmetrsiche
Hankeltransformatie

In dit hoofdstuk beschouwen we de symmetrische eigenfuncties van de L-operator, deze eigen-
functies zijn de integraalkern van de symmetrische Hankeltransformatie. Verder kijken we naar
eigenschappen van de L-operator en daarna definiéren we de symmetrische Hankeltransformatie
en beschouwen we de symmetrische Hankelgetransformeerde van operatoren.

2.1 De L-operator

Voordat we de symmetrische Hankeltransformatie definiéren, beschouwen we eerst de L-operator
en de eigenfuncties ervan onder zekere voorwaarden.

Definitie 2.1.1 (L-operator). Zij k € R, dan wordt de L-operator gegeven door:

L= (8%)2 %%. (2.1)
ox(z, k) is gedefinieerd als de unieke eigenfunctie van de differentiaalvergelijking:
Lox(x, k) = 4 *px (2, k), (2:2)
ox(z, k) = oa(—x, k), @r(0,k)=1, k# —% —n, met n € L. (2.3)
De eigenfunctie py(x, k) wordt gegeven door:
or(@, k) = Tk + %)()\x)_k‘%g]kf%(%)\x), (2.4)
waarbij Jo(x) een Besselfunctie is van de eerste soort.
De machtreeksontwikkeling van oy (x, k) wordt gegeven door:
or(x, k) = Dk + ) > o ((51)2; = (2.5)

Door de machtreeksontwikkeling van ¢ (x, k) is de symmetrie tussen x en A snel in te zien,
ofwel: py(x, k) = pz(\, k).
Voor functies f,g € %3 := L?([0,00)) N C2([0,0)) met g(z) een reéelwaardige functie heeft de
L-operator een mooie eigenschap met betrekking tot het C-inwendigproduct
(f,9)=2[° f(x) g(z)z**dx. Deze eigenschap komt goed van pas om de symmetrische Hankel-
getransformeerde van de L-operator te bepalen.
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Propositie 2.1.1. Zij f, g € € met g(x) een reéelwaardige functie zodanig dat
lim, o0 f(2)g'(z) — f(0)g’(0) = 0, dan gelden de volgende eigenschappen.

(a) Zij L° de Hermitisch geadjungeerde van L ten opzichte van het C-inwendigproduct (f, g)g =
2 fo x)dx. Dan geldt: x=2FL°x?F = L.

(b) Definieer het C-inproduct (f,g) = 2 [;° f(x)g(x)x**dx, dan is L zelf-geadjungeerd ten op
zichte van (f,g). Met andere woorden (L(f),q) = (f,L(g))-

Om deze propositie te bewijzen, gebruiken we het volgende lemma.

Lemma 2.1.1. (a) Zij f,g € L?([0,00)) met g(z) een reé¢elwaardige functie zodanig dat
rf,xg € L%([0,00)). Dan is de Hermitisch-geadjungeerde van de vermenigvuldig-met-z-
operator met betrekking tot het C-inwendigproduct (f, g)o = 2fooo f(x)g(x)dz, de
vermeniguuldig-met-x-operator.

(b) Zij f,g € €1 = L2([0,00)) N C1([0,00)) met g(z) een reéelwaardige functie zodanig dat

lim, 00 f(2)g'(z) — £(0)g'(0) = 0. Dan is de Hermitisch- geadjungeerde van de %—opemtor

met betrekking tot het C-inwendigproduct (f, g)o = 2[0 x)dx, de — am—opemtor.
Bewijs lemma 2.1.1. (a) Zij f,g € L?([0, 00)) willekeurig met g(:v) een reéelwaardige functie
zodanig dat zf,zg € L%(]0,00)), dan

@f(@).g@h =2 [~ af@glis =2 [ fasgle)iz = (1().ag(@o
Dus geldt dat x° = x ten opzichte van (-, ).

(b) Zij f, g € € willekeurig met g(z) een reéelwaardige functie zodanig dat lim,_,~ f(z)¢'(z) —
f(0)g'(0) =0, dan

(@ g =2 [ ;x(f(x))g(x)dw = 2(f(@) g 0@ ~2 [ Fla) 5 ale))do =
2 / (&) () = (7). 5-(g(a)ho
Dus geldt dat 5 = ax O

Nu we weten wat de Hermitisch-geadjungeerde van de vermenigvuldig-met-z-operator en
%—operator zijn, kunnen we eenvoudig deel (a) en deel (b) van propositie 2.1.1 bewijzen.

Bewijs propositie 2.1.1. Zij f,g € %, willekeurig met g(z) een reéelwaardige functie zodat
limg o0 f(2)g' () — f(0)g'(0) = 0.
(a) Dan geldt met betrekking tot het C-inwendigproduct (f, g)o =2 [y~ f(2)g(z)dx dat

2
(z7 L) o f(z) = (sﬂ’%% 2.: aifw%) o f(z) =

o 0%2° 0 °2k° o 02 0 2k
(z Qk@ +%?$2k)of(fc):(x Qkaxg oy *M)o f(z) =

.%'_Qk(l'Qkf”(l') + 4kl’2k_1f,($) + 4k2f($)$2k_2 _ 2]€f( )ka—Q_

2ka? () — AR (2)a™ 4 2k (@) ) = @) + 2 () =

9% 2k 0
(@—i_ x 896) (@),
waarbij £ (f(z)) = f'(z) en (£)2(f(z)) = f"(z). Dus geldt dat 2=2k£°2?F = L.



(b) Merk op dat (f,g) = (f,g2?*)g. Dan geldt met betrekking tot het C-inwendigproduct
(f9)=2 [3° f(z)g(z)2?*dz dat

() = LU @)g()a*dr = 2 / " f )L (gla)e)de =
2 /0 " ()£ (@ g(a) e = 2 /O " f(a)e Lo (@ g (a))dr =
2 /0 " @) L(g(0)edr = (. £(g))-

Dus is de L-operator zelf-geadjungeerd met betrekking tot (-, -). O

Indien we de gedefinieerde Hermitisch-geadjungeerde van de tot op heden gedefinieerde ope-
ratoren in het vervolg van deze bachelorscriptie gebruiken, dan kiezen we de functies zodanig
dat het bijbehorende inproduct goed gedefinieerd is.

2.2 De symmetrische Hankeltransformatie

Nu we weten hoe de symmetrische eigenfuncties van de L-operator eruit zien, kunnen we de
symmetrische Hankeltransformatie definiéren.

Definitie 2.2.1 (Symmetrische Hankeltransformatie).

Zij f(x) een continue reéelwaardige functie op [0,00) zodanig dat lim, o f(x)e = 0 voor alle
c € R, en zij k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Z>o. Dan wordt de symmetrische
Hankelgetransformeerde van f(x) gegeven door:

2 +oo
e R (26)
We zullen de continue reéelwaardige functies op [0, 00) waarvoor de symmetrische Hankel-
transformatie is gedefineerd noteren met 2 := {f € C(]0,00)) : f(x) reéelwaardig,
limg oo f(2)e® =0, Ve € R}. Merk op dat de symmetrische Hankeltransformatie voor alle
A € C goedgedefinieerd vanwege het asymptotisch gedrag ¢y (x, k) ~ C (€2 4 e722) op z = oo.
In plaats van de symmetrische Hankelgetransformeerde van functies gaan we kijken naar de
symmetrische Hankelgetransformeerde van operatoren, want als we later overgaan op de niet-
symmetrische Hankeltransformatie dan gaan we deze beschrijven met behulp van een algebra
en die definieert de niet-symmetrische Hankelgetransformatie aan de van hand operatoren. De
symmetrische Hankelgetransformeerde van een operator wordt op de volgende manier gedefini-
eerd.

Definitie 2.2.2. Zij A een operator dan wordt de symmetrische Hankelgetransformeerde van A
gegeven door

Fr(A)Fk(f) = Fr(A(f))
voor f € 2 zodanig dat A(f) € 2.

Om straks de zogeheten master formule (stelling 2.2.1) te kunnen bewijzen is het volgende
lemma van groot belang. In dit lemma laten we de symmetrische Hankelgetransformeerde van
drie operatoren zien die een grote rol spelen in het bewijs van dan master formule.



6

Lemma 2.2.1. Zij k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Z>o. Dan gelden de volgende
uitspraken.

(i) Zij f(z) € 2 zodanig dat L*(f(x)) € 2, dan

(FRLE(f(2)(N) = A2 (Ff () ().
(ii) Zij f(x) € 2 zodanig dat 4z%f(x) € 2, dan

(Frda® f(2))(A) = L2 (Fi f (2)) ()

(i1i) Zij f(z) € £ zodanig dat 4:68%(]‘(3:)) € 2, dan

(oo (7)) = (—4A~- — 4= 8k)(Exf () ()

Met het superscript geven we aan op welke variabele de operator werkt.
Bewijs. Merk op dat (Fuf(2))(\) = rdrs (/ (@), ale, b))

(i) Zij f(z) € 2 willekeurig zodanig dat L*(f(z)) € 2, dan in combinatie met propositie
2.1.1.b geldt dat

r _ L e T x R L x), L2ox\(x
(Felf(2))(A) = P(k:+%)<£ (f(2)), pal, k)) F(k+%)<f( ), L0 (, k)
= ) (k) = — / T Ny () f ()22
IR NCE R VT Y
=4\’ 2 /+OO (z, k) f(x)z*dx
T TR D Sy
= AN (Fif(2))(N),

bij * passen we propositie 2.1.1.b toe. Dus geldt dat Fi(L%(f(z)) = 4\2Fx(f(x)).
(ii) Zij f(x) € 2 willekeurig zodanig dat 422 f(z) € 2, dan

1
(Frda® f(2))(\) = T 1) (422 f(z), or(z, k))
1 1
= I‘(T_{—%)<f(x);4gj2§0)\({1}7 k)) = F(T_{_%)<f(x)?4x280x()\, k).

Wegens de symmetrie in 2 en A van ¢y (z, k) geldt dat L . (N k) = 422p,(\ k), dus
vinden we dat:

2 2 M 2k
Fr(42* f(x)) = IW/O 4y (N k) f(z)x*"dx
2 e

- L'k + %) 0

:£A<wki%)4+mwmmknnwﬂ%m)

= L(Fef (2))(V)-
Dus vinden we dat (Frda?f(z)))(A) = LANFrf(z))(N).

L2\ E) f(z) 2 dx




(iii) Zij f(x) € 2 willekeurig zodanig dat 436%(]‘"(3:)) € 2 en definieer de commutator [A, B|
van operatoren A en B als: [A, Bl = AB — BA, dan
122,27 0 f(a) = £7a% 0 f(z) ~ 2L7 0 f(z) = L2 f(@) — 2" (&) + 2 f'(2))
=2 f"(x) + 42 f'(z) + 2f (x) + kaf'(x) + 4k f (2) — 2 f"(2) — 2k f'(x)
= daf/(2) + 2 () +4k](2) = (ba -+ 2+ 4k) o f(z),

waarbij (%)Q(f(x)) = f"(x) en 8%(]"(3;)) = f/(z). Passen we hierop aan beide kanten Fy
toe, dan vinden we

A
[47%, %] o (Fiof(2))(A) = (F[L7f(x),2* f(2)))(A) = [(FRL”f () (N), (Fra? f(2)) (V)]

= (Fda o F@)N) + 2(Ff (1) () + 4k(Fef (1) (A).

Hieruit volgt dat

A

<Fk4x£cf<x>>m = [4N%; %] o (Frf(x))(A) — 2(Frf(2))(A) — 4k(Frf(z))(N)
= (=[LY V) =2 — 4k) o (Fif(2))(N)

0
= (AT 4 8k) o (Fif () (V).
Dus vinden we dat (Fk4xa%f(:v))()\) = (—4)\% — 4 —8k)(Ff(xz))(N). O

Nu we de identiteiten van lemma 2.2.1 hebben, kunnen we gaan kijken naar de master
formule. We definiéren hiervoor 27 := {f(z) € C®(R) : f(z)reéelwaardig, lim,_,~ f(x)e* =
0 VeceR}.

Stelling 2.2.1 (Master formule). Zij k € R zodanig dat k # —% —n met n € Z>q, dan gelden
de volgende twee uitspraken.

) e ,x 1
0 2 [ ea gl e e = Tk + ) o0 ). (2.7)

(ii) Definieer exp(—%") als >0 % voor f € 28 2o0danig dat exp(—5-) f(x) convergent

is en exp(—5°) f(z) € 2, dan

2 /000 oz, k)exp(—%)(f(x))e_’”2x2kdaz =T'(k+ %)6)\2]0()\). (2.8)

Bewijs. Zij k € R willekeurig zodanig dat k # —% —n voor n € Zx>g.

(i) Merk allereerst op dat ¢, (z, k) de unieke eigenfunctie is van £ onder dezelfde voorwaarden
als in definitie 2.1.1 bij eigenwaarde 4p2, ofwel Lo, (z, k) = 4p*p,(z, k). Merk ten tweede
op dat:

o 1
2/ ox(z, k), k:)e*lax%d:c =T(k+ i)Fk(e*xchM(x, k)).
0



Definieer de functies ¢, (x, k)~ en ¢, (x, k)" als

_ g2 22
oulz, k)™ =e " pu(x, k), cpu(x,kﬁ:e oulz, k).

Dit zijn de unieke eigenfuncties van respectievelijk

.2 2 2 .2
L_o=e T oLoe”, Ly=€e"oLoe ™,

bij eigenwaarde 4> onder dezelfde voorwaarden als in definitie 2.1.1 met respectievelijk een
factor e~ e, want L_pu(x, k)™ = e‘xzﬁgou(x, k)= e‘”24,u2g0u(33, k) = 44’0, (z, k)~ en
'C-HDH(SU’ k)+ = e$2£90u(x7 k) = 6$24M2@M($’ k) = 4M230M($7 k)+'

Zij f € 25 willekeurig, dan

L_(f(x)=e oL(e” f(x))
— o7 (f”(a?) +dxf'(z) + (4372 +2)f(z) + %f’(w) + 4kf(x))

= f"(z) + %f’(m) + 4z f'(z) + (4% + 4k + 2) f(z)

= (L +4x(,ic +4x? + 4k + 2) f ().

Maar ook

2 2

Li(f(z)) = e o L{e™™ f(x))

2

= e (1)~ daf () + (12 = 2)0) 4 21 )~ akF0))
= (@) + 22 (a) — o f (@) + (427 — 4k~ D f(2)
= (L - 4x6% + 42 — 4k — 2) f ().

Gebruik makende van lemma 2.2.1 vinden we dat

(Felf(2))(A) = (FeL(f () () + (Fk4x%(f(ﬂf)))(/\) + (Fr(2? £ () (N) + (Fpdkf () (V)

+ (Fr2f(x))(\) = (4X> + £ — 4)\(% — 4 — 8k + 2+ 4k) (Fp f())(N)
= L} (Fif(2)(N).

Hieruit volgt dat (Fre,(z,k))(\) ook een eigenfunctie is van £} bij eigenwaarde 442,
want

L3 Frpu(, k) 7)) = (FuLZ)Fr(pu(e, k) 7) (V) = (FErLZou(z, k) 7)(N)
= (Fxdpou(a, k)7)(N) = 4° (Frppu(z, k) 7)(N).
Aangezien ¢, (z, k)" de unieke eigenfunctie is van £ vinden we dat Fy(p,(z,k)”) =
C(u)eu(\ k)t =C! (u)e“24p“()\, k)* voor constanten C(u), Ct(p). Uit de symmetrie in
en p in zowel 2 [° go,\(as,k)gou(:z,k)e_xQkadaz als in e“zgou()\, k)t = e“2+’\2go#()\, k) volgt

dat C'(u) = C voor een constante C. Vullen we nu A = y = 0 in dan vinden we dat C' = 1
en dus: (Frpu(z,k)7)(N\) = e, (A, k) ofwel

o 1
2/ @A(‘ra k)SD,U«(x7 k)eix2x2kdm = F(k + 5)6)\2+H290)\(:u’7 k)
0



(ii) Als we in (i) e#* naar links brengen dan vinden we dat
1 )\2 o — 2 —x2 2k
I'(k+ 5)6 ox(p, k) =2 ox(z, ke pu(x, k)e™™ ™ dx
0

00 X 1\n(,,2\n 5
2/0 ox(z, k) Z Mwﬂ(%kz)e—z 2%k dx

[
ot n!
o = (—1)nLn a2
:2/0 ‘PA(W“)Z( 4n)n| pula, k)e™ 2 dx
n=0 )

xT

= 2/ %(SU,k)eﬂﬁp(—%)%(m,k)e‘xQx%dx.
0

Als p,(x,k) = f(x) is dit goedgedefinieerd, omdat [, lineair is gaat het ook goed voor f(x) =
>0 ajpu(r, k) voor m € Zxo. Indien f(x) = > 72,a;pu(x, k) convergent is, is dit ook
goedgedefinieerd. Dus voor iedere functie f(z) € 2% indien exp(—%) f(z) convergent is en
exp(—%)f(x) € 2, geldt dat 2f0°° ox(z, k)exp(—%)(f(x))e_m2x2kdx =T'(k+ %)6)‘2f()\). O
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Hoofdstuk 3

De niet-symmetrische
Hankeltransformatie

De manier waarop de symmetrische Hankeltransformatie is opgebouwd in hoofdstuk 2 kun-
nen we ook voor de niet-symmetrische Hankeltransformatie doen. Dit doen we door eerst de
Dunkl-operator D te definiéren en de eigenfuncties te bepalen onder zekere voorwaarden, deze
eigenfuncties vormen de integraalkern van de niet-symmetrische Hankeltransformatie. Indien
we weten hoe de eigenfuncties eruit zien kunnen we op dezelfde manier als bij de symmetrische
Hankeltransformatie de niet-symmetrische Hankeltransformatie definiéren. Dit gebeurt echter
niet op [0, 00) maar op R.

Bij de symmetrische Hankeltransformatie hebben we alleen maar naar het geval gekeken dat
k # —% —n met n € Z>g. Voor de niet-symmetrische Hankeltransformatie gaan we ook kijken

1

naar het geval k = —35 —n voor n € Z>( en zullen we zien dat we een Hankeltransformatie

kunnen definiéren op een eindig-dimensionale ruimte.

3.1 Dunkl-operator

Definitie 3.1.1 (Dunkl-operator). Zij k € R, dan wordt de Dunkl-operator D gegeven door

ok
D=~ —(s-1), (3.1)

waarbij s de reflectie-operator is gegeven door: so f(x) = (sf)(x) = sf(x) = f(—=x).
Lemma 3.1.1. Zij f € C(R) zodanig dat f(—x) = f(x), een even functie, dan geldt

D(f(a)) = o (@)

Bewijs. Zij f € C(R) willekeurig zodanig dat f(—z) = f(z), dan

D(J(@) = - (f()) — “(sf () ~ (@) = (@)~ S(F(~a) ~ F@) = o (f(a)). O

:83: T

Een link tussen de L-operator (definitie 2.1.1) en de Dunkl-operator, is dat de Dunkl-operator
”de wortel” is van de £-operator mits we ons beperken tot even functies, ofwel D?f(z) = Lf(x)

als f(—x) = f(x).

11
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Lemma 3.1.2. Beschouw x als de vermenigvuldig-met-x-operator en s de reflectie-operator.
Zij f € C(R), dan gelden de volgende eigenschappen.

0 0

(s0m)f(@) = (~wo8)f(@), (50 5 )f(@) = (~5- 05) (@)

(a) Zij f € C3(R) zodanig dat f(x) = f(—x)(even functie), dan D*f(x) = Lf(x).
(b) Zij f € C(R), dan (soDos)f(x) =—-Df(z).
(¢) Zij f € C(R), dan [D,x]f(x) = (1 + 2ks) f(x), waarbij [A, B] = AB — BA.

Bewijs. De eerste twee identiteiten volgen vrijwel meteen, want zij f € C(R) willekeurig dan
(sox)f(z) = —xf(—x) = (—w)sf(x) = (—z o s)f(x), maar ook (so Z)f(z) = sf'(x) =
f(—x) = —%f(—x) = (—8% o s)f(x), waarbij %f(a:) = f'(x). Nu we deze twee identiteiten
hebben kunnen we (a), (b) en (c¢) gaan bewijzen.

(a) Merk op dat de afgeleide van een even functie een oneven functie is, ofwel — f'(z) = f'(—zx).
Zij f € C?(R) willekeurig zodanig dat f(x) = f(—z)(even functie), dan

D) =Do (5~ L= 1)) (@) = Do (@0 - Hr-a) - f@))  G2)
=D @) = (4~ (s~ @) = @)~ S ) - f@) (33)
= @)+ 2 ) = (g + 2 5 ) 1) = L), (34)

Dus vinden we dat voor f € C?(R) indien f een even functie dat D?f(z) = Lf(z).

(b) Merk op dat (s*f)(z) = f(z). Zij f € C(R) willekeurig, dan met behulp van de eerste twee

identiteiten vinden we dat

(s0Dos)f(z) = <so(68x—:]z(s—l))> o sf(x) = <soaos—so];(s2—s)>f(:c)
(3.5)
(=gt hs= )@ =~ (4 - 2= ) 1) = -Df@). (30)

Dus voor f € C(R) geldt dat (soDos)f(x) = —-Df(x).
(c) Zij f(x) € C(R) willekeurig dan

[D,z|f(x) = (D:U — D) f(x) (3.7)

= (L (@) S (—af () ~ 2] (@) — 25 (1)) + o (f(-2) — f(2)) (38)

= (@) 2 f ) + K (-) + 7)) — 2 () + k() — () (39)

= (14 2ks)f(x). (3.10)

Dus voor f € C(R) geldt [D, z]f(z) = (1 + 2ks) f(x). O

Nu we deze relaties hebben afgeleid voor de D-operator, kunnen we net zoals voor de L-
operator gaan kljken naar de Hermitisch-geadjungeerde van de D-operator met betrekking tot
f f(z)g(x)|z|?*dx.



13

PropOSItle 3.1. 1 Voor f,g € 61 en k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Zxqo definieer
f f(z)g(x)|z|**dz, dan met betrekking tot (-,-) gelden de volgende eigenschappen.

(i) |a|7**D°|z[** f(z) = ~Df ().
(ii) (D(f(x)),9(x)) = —(f(2), D(g()))-

Bewijs. Zij k € R willekeurig zodanig dat k # —% —mn voor een n € Z>q. Merk op dat 2° = = en

dat 8%0 = —% waarbij x de vermenigvuldig met z-operator is. Dan voor f, g € € willekeurig

geldt dat

(s.9) / Fealgtalado = [ fa-0l* (=0 = [ fOa(-0Pd = (7. 5(0),
o0

voor t =

(i) Nuwe weten hoe de geadjungeerde eruit zien kunnen we gaan kijken naar |z|=2#D°|z|?* f(x).
Voor f € 67 geldt:

0° k° 0 k
[ THFD [ f (2) = |al (- = (5= 1) ) f(2) = 2 (=5 = (s = 1) )2 [ ().

Voor x > 0 geldt dat

D () = (L (s 1) f ()

() + 2 ) — D)+ S )
= @)+ 2s 1)5(@) = D (@),

=X

Voor x < 0 vervangen we x door —zx, dan geldt dat

()08 (-2 f(—2) = () (= 2+ (5~ D)) () p(-a)

= () (P CE () — () Es(r ()~ ()

x
0 k

= (o + 2(s = 1) f(-2) = ~Df(~a).

Dus vinden we dat |z|~2*D°|z|?* f(z) = —Df(x).

(ii) Nu we (i) hebben volgt (ii) vrijwel direct. Zij f, g € %1 willekeurig dan

/ D(f (@))g() | da = / F (@)D (g () £]*)dx
- / £(@)[2[2+]2] 2D (g ()|

/ fl )|z = —(f (), D(g(x))).

Dus vinden we dat (D(f(x)),g(z)) = —(f(x),D(g(x))). O
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3.1.1 Eigenfuncties van de Dunkl-operator

Om de niet-symmetrische Hankeltransformatie te definiéren is het van belang om te weten
hoe de integraalkern eruit ziet van deze integraaltransformatie. De integraalkern van de niet-
symmetrische Hankeltransformatie zijn de eigenfuncties van de volgende differentiaalvergelijking.
Zij A\ k € R met k # —% —n voor n € Z>o, dan is ¥y (x, k) de eigenfunctie van

Dy (2, k) = 2\px (2, k),  ¥a(0,k) = 1. (3.11)

Het is een natuurlijke manier om de integraalkern van de niet-symmetrische Hankeltransformatie
te definiéren als eigenfuncties van deze differentiaalvergelijking, want de integraalkern van de
symmetrische Hankeltransformatie (2.6) zijn de eigenfuncties van de L-operator, en indien we
ons beperken tot even functies f(z) dan geldt dat D?f(z) = Lf(z) (lemma 3.1.2.(a)).

Propositie 3.1.2. Er bestaat een unieke oplossing ¥ (x, k) van (3.11) welke analytisch is voor
alle x € R. In het geval dat N # 0, is V¥y(z, k) symmetrisch in X\ en x. Als X = 0 dan
Yo(z, k) = C1 + Cox|x| =21 woor constanten Cy,Cy € C.

Bewijs. Zij k € R willekeurig zodanig dat k # —% —n met n € Z>o. Zij Yx(z, k) een oplossing
van (3.11) en definieer

%\(1’7 k>€ - %(1/}/\(33, k) + %\(—957 k))? ¢/\(xa k)o - %(d}/\(xa k) - w)\(_xv k))7

waarbij ¥ (x, k)¢ het even deel is van ¥y (z, k) en ¥y (z, k)° het oneven deel is van ¢y (x, k). Door
middel van lemma 3.1.2.(b) vinden we dat

DU, ) = S (DUn(a, K) + Dsta(a, k) = 3 (Dba(a ) = sDun(w b)) (3.12)
= S (2, ) —~ DAt (2, k) = 200 (2, ),
Dy (2, k)° = %(Dq/),\(a:, k) — Doy (, k) = %(sz,\(x, k) + sDn(z, k) (3.13)

= (@M, k) + 2hsthr (1, K)) = 2N, )

Dus vinden we dat (3.11) equivalent is voor alle A € R met

Als we naar D21y (z, k)¢ kijken zien we dat
Dy (z, k)¢ = D2\ (z, k)°) = 2ADYy (2, k)° = 4Ny (z, k)°.

Omdat 1y (z, k)¢ even is volgt uit lemma 3.1.2.(a) dat Ly (z, k)¢ = 4%y (7, k)¢ en aangezien
ook geldt dat 1) (0, k)¢ = 1 volgt hieruit dat ¥y (x, k)¢ = ¢x(x, k) voor alle A € R.
Zij A # 0 dan volgt uit (3.14) en lemma 3.1.1 dat

1 1 /0 k
Bk = 5Dk = Sk - Lo - Daeh) G0
1 0 1 0
= ﬁ%'lb)\(x,k)e = 5671‘()0)\(x7k)
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Dus vinden we dat ¢y (z, k) = @ (x, k) + %%(@A(x, k)). Aangezien py(z, k) analystisch is voor
alle z € R is ¢\ (x, k) ook analystisch voor alle x € R. Vanwege het feit dat ¢, (z, k) de unieke
oplossing is van (2.1) is ¥ (z, k) ook uniek bepaald. Vanwege de symmetrie in x en A van @y (z, k)
kunnen we @y(z, k) ook schrijven als py(z,k) = fr(zA). Door de gevonden uitdrukking voor
¥x(z, k) vinden we dat Py (z, k) = fr(zA) + 5 f1.(xA) = ge(zA). Dus is (2, k) ook symmetrsich
in z en A.

Nu het geval A = 0. Dan krijgen we de vergelijkingen

Dypo(x, k) =0, o(0,k)° =1, (3.17)
Dio(x,k)° =0, 0(0,k)° =0. (3.18)
Omdat 9y (z, k)¢ even is, volgt uit lemma 3.1.1 dat
0
'D’QZJ()(SL‘, /{3)6 = %('IZJO(QZ’, k‘)e) =0 = 1[)0(1‘, k?)e =(C;, C;eC.
Uit (3.18) en uit het feit dat pyx(z, k)° oneven is volgt dat
o 8 o k o o
'Di/}()(.’IJ,]{) = %WO(UC, k) ) - ; ¢0(—$7k) - wO(l‘v k)
0 on . 2k o
Merk op dat dit een separabele differentiaal vergelijking is. Deze lossen we als volgt op
1 0 2k
-z E)°) = — 2%
wO(xak)o ax(’(/)()(x? ) ) z )
0 2k
iy | o — _ =&
— Infyo(, K)’ = =,
¢0($, k)o = C2m|x|_2k_17 02 cC.
Dus vinden we dat 1o(z, k)° = C; + Ca|x|~2*~1 voor constanen C;,C5 € C. O

3.2 Niet-symmetrische Hankeltransformatie

Nu we weten hoe de eigenfuncties van (3.11) eruit zien en daarmee de integraalkern van de
niet-symmetrische Hankeltransformatie, kunnen we de niet-symmetrische Hankeltransformatie
definiéren.

Definitie 3.2.1 (Niet-symmetrische Hankeltransformatie). Zij f(z) een oneindig vaak continu
differentieerbare complezwaardige functie op R zodanig dat lim,_,o f(x)e® = 0, voor alle ¢ € R,
dan wordt de niet-symmetrische Hankelgetransformeerde van f(x) gegeven door

(Fef)(A) =

1 > 2k
W/wwA(x,k)f(x)|x] dx. (3.19)

We geven de verzameling van functies waar de niet-symmetrsiche Hankeltransformatie voor
is gedefinieerd aan met 2, := {f(z) € C*°(R) : f(z) complexwaardig, lim;_,~ f(x)e® =0,
Ve € R}. Net zoals bij de symmetrische Hankeltransformatie bekijken we de niet-symmetrische
Hankelgetransformeerde van operatoren. Deze worden op dezelfde manier gedefinieerd als in
definitie 2.2.2. We zijn voornamelijk geintresseerd in het gedrag van de niet-symmetrsiche
Hankeltransformatie op de Dunkl-operator, de reflectie-operator en de vermenigvuldig-met-2x-
operator, want de algebra die we gaan gebruiken om de niet-symmetrsiche Hankeltransformatie
te beschrijven gebruikt deze operatoren.
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Lemma 3.2.1. Zij k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Zx>o, dan gelden de volgende
uitspraken.

(a) Zij [(x) € Qoo zodanig dat D*f(z) € Doo, dan
(FED*(f (@) (A) = =2A(Fi f())(A).
(b) Zij f(z) € Doy zodanig dat 20f(x) € Poo, dan
(Fr(2af(2)))(A) = DN Fif(2)(N).

(c) Zij f(x) € 2, dan
(Fus™f (2))(A) = sM(Fuf (2))(A)-

Met het superscript geven we aan op welke variabele de operator werkt.

Bewijs. We definiéren het inproduct (-,-) net zoals in propositie 3.1.1.
Merk op dat (Fif(x))(A) hetzelfde is als ﬁ(f(m), Ya(z, k)).
2

Zij k € R willekeurig zodanig dat k # —% —n voor n € Zxg.
(a) Zij f(z) € 2 willekeurig zodanig dat D* f(x) € 2o dan volgt uit propositie 3.1.1.(ii) dat
e (D (), 0 R) =
T(k+ 1) A T(k+3)

1
= ———(f(x), 2\ (x, k

1

- 75D | 2 @l

—2)\ / x(z, k) f(@)|z|Rde = —2M(Ff(z))(N).

(FxD*(f(2)))(N) = (f (@), D" (2, k)

(b) Zij f(z) € 2 willekeurig zodanig dat 2z f(zr) € 2, dan volgt uit de symmetrie tussen x
en A van ) (z, k) dat

P2 f @) = gy Cof @l ) = o ) 2002, )
1
= Ty gy @ P b))
1

m)/ D)‘z/»\(a: k)f (m)\x|2kdaz

( 5/ Ua(z, k) f :n|2kdx> DMFif(x))(N).

(c) Zij f(x) € 2 willekeurig dan volgt uit de symmetrie in = en A van ¥)(x, k), ofwel
UA(—z, k) = ¢_x(2, k), dat
(s SN ) = F 7T @t ) = s (@), 570, )
1

= e ) R = M@ st k) = ARSI, O
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Zoals voor de symmetrsiche Hankeltransformatie een master formule (stelling 2.2.1) hebben,
hebben we ook een master formule voor de niet-symmetrische Hankeltransformatie.

Stelling 3.2.1 (Master formule niet-symmetrische Hankeltransformatie). Zij k € R zodanig dat
k # —% —n voor n € Zx>o, dan gelden de volgende eigenschappen.

/ " (o R R i = DOk ) 0, (0 ) (3:20)

Definieer exp(—%) als 3772, %ﬁ)j voor f € 2 zodanig dat e:rp(—%)f(:r) convergent is en
exp(—B2) () € Do, dan

. *° D? 2 1, 42
i) [ e k(- (f@)e o de =T+ )N FN). (32)
—00
Bewijs. Het bewijs gaat analoog aan dat van de masterformule van de symmetrische Hankel-
tranformatie.

(i) Merk op dat er aan de linkerkant niets anders staat dan T'(k + 3)(F(e —? Yu(x, k))(N).
Definieer de volgende functies met de bij behorende operatoren

- —Z'2 CU2
wu(wak) =€ w,u(ka)v 1/}“(1.’]{)-‘!- =€ 7,/}“(1',]{),
D_:e_xZODoeIQ, D+:dx20Doe_x2.

Dan is ¢, (z, k)" een eigenfunctie van D bij eigenwaarde 2u en ¢, (x, k)~ eigenfunctie van
D_ bij eigenwaarde 2u. Zij f € D willekeurig, dan

D_(7(@) = e o D ) = (7 (- (7)) + 205(0) = £ (1) = ()
= (2L e = @+ 2mp@),

Do(f@) = e oD () = (¢ (2L (7)) = 22f(0) = L5 - 1))
= (4~ (s = 1)~ 22)7(2) = (D~ 22) ()

Uit lemma 3.1.2 volgt dat

(Fi(D” f(2)))(A) = (Fe(D"f(2)))(N) + (Fi(22f(2)))(N)
= 2T f(2))(A) + DN Frf(2))(N)
= D} (Fif(2))(N).

Hieruit volgt dat

D2 (Frtb(, k) 7)(A) = F(DZ) (Fatbpu(w, k) ) (N) = Fi(DEy(, k)7 )(A)
= 2:“(‘ka#($’ k)i)()‘)ﬂ

ofwel (Ftou(x,k)7)(A) is een eigenfunctie van D} bij eigenwaarde 2u. Dus geldt dat
(Fitou(z. k) )N = Crweu(A\ KT = Co(wer vu(\ k)" = Ca(w)e? 4, (A k) voor
constanten C7(u), Ca(p). Uit de symmetrie tussen A en p van zowel de integraal als van
Yu(X, k), volgt dat Ca(p) = C voor een constante C. Vullen we A = = 0 in, dan vinden
we C' =1 en dus T(k + 3)(Fe(@u(z, k)e ™) (A\) = T(k + 1)eX T, (A k).
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(ii) Volgt uit (i) op dezelfde manier als voor de symmetrische Hankeltransformatie mits
exp(—_Tlﬂ)f(a:) bestaat. O
Nu we weten hoe de niet-symmetrische Hankeltransformatie eruit ziet en hoe deze zich
gedraagt met betrekking tot de D-operator, de vermenigvuldig-met-z-operator en de reflectie-
operator, wordt het tijd om de niet-symmetrische Hankeltransformatie te gaan bekijken van-
uit een ander punt, namelijk van uit de algebra en de representatietheorie. De algebra die
we nodig gaan hebben om de niet-symmetriche Hankeltransformatie te beschrijven definiéert
zich aan de hand van de niet-symmetrische Hankelgetransformeerde van de Dunkl-operator, de
vermenigvuldig-met-z-operator en de reflectie-operator. We zullen dan ook zien dat we een
niet-symmetrsiche Hankeltransformatie kunnen definiéren op een eindig-dimensionale ruimte.
Als we in het vervolg hebben over de Hankeltransformatie dan bedoelen we daarmee de niet-
symmetrische Hankeltransformatie.



Hoofdstuk 4

Een algebraische interpretatie van de
Hankeltransformatie

Voordat we naar de Hankeltransformatie gaan kijken vanuit de algebra en de representatiethe-
orie, volgen er eerst een paar definities die we later nodig zullen hebben. Deze definitie komen
allemaal uit [1].

4.1 Algebra en representatietheorie

Alvorens we kunnen praten over associatieve algebra’s en representaties ervan moeten we deze
eerst definiéren.

Definitie 4.1.1 (Associatieve algebra). FEen assoctiatieve algebra over een lichaam F' is een
vectorruimte V' over F' samen met de bilineaire afbeelding

B:AxA— A (4.1)
(a,b) — ab.
zodanig dat B(ab,c) = B(a,bc) voor a,b,c € A.

Definitie 4.1.2 (Homomorfisme tussen algebra’s). Een homomorfisme f : A — B tussen
twee algebra’s A, B is een lineaire afbeelding zodat f(xy) = f(x)f(y), voor alle z,y € A en

fa)=1.

Definitie 4.1.3 (Representatie). Een representatie van een associatieve algebra A op V is
een paar (p, V'), waarbij V' een vectorruimte is en p een homomorfisme:

p:A— End(V). (4.3)

End(V) zijn alle homomorfisme van V naar V. De vectorruimte V. wordt ook wel een (links)
A-moduul genoemd. We zullen V' soms een representatie van A noemen.

Definitie 4.1.4 (Deelrepresentatie). Zij (p, V') een representatie van een algebra A, en U een
deelruimte van V. Als U invariant is onder p (dat wil zeggen gesloten onder alle operaties van
p), dan is p beperkt tot End(U) een deelrepresentatie van (p, V).

Definitie 4.1.5 (Irreducibele representatie). Een representatie (p, V') heet irreducibel als (p,{0})
en (p, V) de enige deelrepresentaties zijn.

19



20

Definitie 4.1.6 (Homomorfisme tussen representaties). Fen homomorfisme tussen twee repre-
sentaties (p1, V1) en (p2, Va) van een associatieve algebra A, is een lineaire afbeelding ¢ : Vi — Vi
welke commuteert met de acties van A. Met andere woorden ¢(p1(a)v) = pa(a)p(v) voor alle
veV, enac A.

We nemen in het vervolg aan dat we over het lichaam F' = C werken.

4.2 De Cherednik algebra

Nu we de alle definities hebben gedefinieerd die we in het vervolg nodig hebben, kunnen we gaan
kijken naar de zogeheten Cherednik algebra. Wat later de algebra zal zijn om de Hankeltrans-
formatie mee te beschrijven.

Definitie 4.2.1 (Cherednik algebra). Zij k € R, dan is de Cherednik algebra 7 de associa-
tieve algebra voortgebracht door d,x en & met de volgende relaties

sx$ = —x, sds=—d, [d,x]=1+ 2ks,
waarbij [A, B] de commutator [A, B] = AB — BA is.

Om straks de link te leggen tussen de Hankeltransformatie en de Cherednik algebra gaan
we kijken naar de polynoomrepresentatie van 7. We geven de ruimte van polynomen met
complexe coéfficiénten aan met Clz].

Stelling 4.2.1. Definieer de afbeelding p : 7 — End(C[z]) op de generatoren van F door:

p(x)q(r) = xq(x), vermenigvuldiging met x;
p(s)q(x) = (sq)(x) = q(—x), reflectie in x;
p(d)g(x) = Dq(x), Dunkl-operator,

voor q(z) € Clz]. Dan is p een representatie van € op End(Clx]).

Bewijs. We moeten nagaan of de relaties van 2 gelden onder p. Zij q(z) € C[x] willekeurig
dan

= (—z)q(z) = p(—x)q(), Lemma 3.1.2;

p(sds)q(x) = p(s)p(d)p(s)q(z) = (sDs)q(z)
= (=D)q(x) = p(—d)q(z), Lemma 3.1.2.(b);
p(ld, x])g(z) = [p(d), p(x))g(x) = [D, z]q(x)
= (14 2ks)q(z) = p(1 + 2ks)q(z), Lemma 3.1.2.(b),

waarbij a%(q(:):)) = ¢/(z). De drie gedefinieerde relaties in # gelden ook onder p, dus (p, C[z])
is een representatie van 7. O

Nu we de representatie (p,Clz]) van % hebben, gaan we kijken of de deze irreducibel
is. We zullen zien dat voor bepaalde waarden voor k de representatie irreducibel is en voor
bepaalde waarden voor k de representatie reducibel is. Voor de waarden voor k zodanig dat de
representatie reducibel is, zullen we een eindig-dimensionale deelrepresentatie vinden. Om deze
waarden van k te bepalen is het belangrijk om te weten wat de eigenfuncties van de Dunkl-
opertor in C[z] zijn met de bijbehorende eigenwaarden.
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Lemma 4.2.1. De Dunkl-operator D beperkt tot Clx] heeft maar één eigenwaarde, namelijk
A=0. Voor k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Z>q, heeft D een unieke eigenfunctie in
Clx], namelijk de constante functie 1. Wanneer k = —% —n voor n € Zx>q zin de eigenfuncties
van de vorm Cp + Coz®™ T met C1,Cy € C.

Bewijs. Zij p(x) € Clz] een eigenfunctie van D, omdat D de graad van ieder polynoom verlaagt
met één geldt dat D™ !p(x) = 0 waarbij m = deg(p(x)). Dus geldt dat de eigenwaarden van D
in C[z] nul zijn. Schrijf nu p(z) = p°(x) + p°(z) waarbij p°(x) het even deel is van p(z) en p°(x)
het oneven deel is van p(z). Dan volgt uit lemma 3.1.1 dat

0 0 2k
= + —p°(x)) = 0.

Dit geldt als a%pe(x) =0en %po(x) + %po(x) = 0, hieruit volgt dat p°(z) = Cy met C; € C.
Schrijf voor p°(z) = Y%y wz* ! met m € Z>g, a; € C. Dan vinden we dat

0 0 2k 0 - 21
5.7 (@) + —p°(2) = lz;al(21+1+2k)w =0.

Dit geldt alleen als a;(20 + 14 2k) = 0. In het geval dat k # —% —mn voor n € Z>o dan is a; =0

voor alle 0 <1 < 2m+ 1, en dus is p(z) = Cy. In het geval dat k = —1 — n voor een n € Zx
met n < 2m + 1, vinden we wanneer [ = n dat a,, = Cy met Cy € C\{0}. Dus vinden we dat
p°(z) = Cy, ofwel p(z) = C1 + Cox®"H1L, O

Nu weten we dat voor k € R zodanig dat k = —% —n voor n € Z>q er geldt dat p(z) =

C1 + C2®™t! een eigenfunctie van D is bij eigenwaarde nul, kunnen we laten zien dat voor
deze k de polynoomrepresentatie reducibel is. We kunnen hierdoor een eindig-dimensionale
deelrepresentatie vinden.

Stelling 4.2.2. (a). De representatie (p,Clz]) is irreducibel als k # —1 — n voor n € Zx.
(b). Als k= —% —n voor een n € Zsg, dan is (p, (z>"*1)) een deelrepresentatie van (p, Clz]),

waarbij (z?"! = 22" F1C[x).

Bewijs. (a). Zij k # —% —n voor n € Zs( willekeurig. Zij {0} # V C C[z] een deelruimte
van Clz| zodanig dat (p,V) een deelrepresentatie is van (p, C[z]). Zij q(z) € V willekeurig
met deg(g(z)) = m € Z>¢, dan geldt dat p(d™)g(xz) = D" (q(z)) = C € V met C € C. Dit
komt doordat de Dunkl-operator de graad van ¢(z) met één verlaagt. Dus vinden we dat de
constanten C' € C in V zitten. Aangezien (p, V') een deelrepresentatie is van (p, C[z]) geldt dat
p(x")C = 2!C € V voor alle | € Z>g. Dus V = C[z].

(b). Zij k= —% —n voor een vaste n € Z>o. Dan weten we van lemma 4.2.1 dat

D(Cy + Cex® 1) = 0, daaruit volgt dat Dz?"*! = 0. Merk op dat (z?"*!) de polynomen van
graad 2n + 1 en hoger zijn. Zij q(z) € (z?"!) willekeurig, dan p(x™)q(z) = 2™q(x) € (x?"1)
voor alle m € Zsq en p(s)q(x) = sq(x) = q(—x) € (x®*1). Verder weten we dat de Dunkl-
operator graad verlagend werkt op de polynomen en dat Dz?"t! = 0. Dus voor monomen
2" € (22"F1) werkt D™ op 2" als

DmxT:{O als 2n+4+1<r <m,

D" als r>m.

Hieruit volgt dat p(d™)q(x) = D™(q(x)) € (z***1). Nu we weten dat (x2"*1) gesloten is onder
machten van d,x en s volgen de drie relaties van . hier direct uit. Dus is (p, (z?"1)) een
deelrepresentatie van (p, C[z]). O
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Dus voor k = —% —n voor een n € Zxq is Clx] niet irreducibel en kunnen we een deelrepre-
sentatie van C[z] vinden. Als we de Hankeltransformatie over een eindig-dimensionale vector-
ruimte willen beschouwen, kijken we naar de deelrepresentatie (p, Van11) van (p, Clz]) waarbij

Vans1 = Clz]/(2®*1). We zullen later laten zien dat dit een irreducibele deelrepresentatie van
(p, Clz]) is.

4.3 Een oneindig-dimensionale representatie en de Hankeltrans-
formatie

Voor nu gaan we eerst kijken naar het oneindig-dimensionale geval. Dit gebeurt voor

k # —3% —n voor n € Z>o, want dan is (p, C[z]) een irreducibele representatie voor 7. Merk op
dat voor polynomen de Hankeltransformatie niet gedefinieerd is. Dus gaan we in plaats van naar
de representatie (p, C[z]) van .# kijken naar de C[z| vermenigvuldigd met een Gaussiaan. Aan
de hand van deze vectorruimte kunnen we laten zien dat de Hankeltransformatie een isomorfisme
tussen twee oneindig-dimensionale vectorruimten.

Definitie 4.3.1 (Gaussiaan). Een homomorfisme v : V. — W tussen twee €-modulen V
en W heet een Gaussiaan als v = 7()7v, waarbij voor o € R het volgende bijectieve
homomorfisme (automorfisme) T van J gedefinieerd wordt op de operatoren als

T(d)=d—-ax, 7(x)=x, 7(8)=s.

We kunnen aan de hand van de gedefinieerde identiteiten op de generatoren van % het
automorfisme 7 uitbreiden tot een automorfisme op 7 door de drie relaties van .77 na te gaan.

(8)7(ad)7(s)
)7(

7(%)

7(d), 7(x)] = [d — 2x,x] = [d,x] — a[x,x] = [d,x] = 1 + 2ks = 7(1 + aks).

8(d + ax)s = sds + asxs = —d — ax = —7(d) = 7(—d).

(x)7(8) = sx8 = —x = 7(—x).

—

Propositie 4.3.1. (p, Clz]e™®") en (p, C[z]e®) zijn representatie van H .

Bewijs. Het is duidelijk dat (C[:I:]e_f52 en C[:c]er gesloten zijn onder vermenigvuldigen met
machten van x en onder het toepassen van de reflectie-operator. We laten eerst zien dat C[av]eﬂ”2
gesloten is onder het nemen van machten van D. Zij p(z) € Clz]e " willekeurig dan is p(z) te
schrijven als p(z) = q(:lc)e*””2 voor ¢(z) € C[z], dan

Do) = o (p(a)) — ~(p(—) — ple) = ¢ (5-a(a) — 200(x) ~ “(a(~) — (@)))

= ¢ " (D(q(2)) — 2zq(x)) € Clz]e™".

Aangezien D graad verlagend werkt op de polynomen en dus D™ (C[z]) C C[z]. Dus bestaat er
een h(x),g(x) € Clz] zodat D(q(x)) = h(x), 2zq(x) = g(x). Dus kunnen we schrijven dat

Dp(z) = e (h(z) - g()).

Dit kunnen we blijven herhalen voor alle machten van D, dus is C[ulr]e*m2 gesloten onder het

nemen van machten van D. Op dezelfde manier is C[z] e gesloten onder het nemen van machten
van D. Nu we weten dat Clz]e " en Clz]e®” gesloten zijn onder de voorbrengers van 2, volgt
uit lemma 3.1.2, want Clz]e=*", C[z]e*” € C(R), dat de 3 relaties van . ook gelden. O
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Lemma 4.3.1. De representaties (p,Clz]e™ ) en (p,Clale ") van S zijn irreducibel.

Bewijs. Zij0 # V C C[z]e”” een deelruimte van C[z]e*” zodanig dat (p, V) een deelrepresentatie
is van (p, Clz]e™). Zij p(z) € V willekeurig en schrijf p(z) = q(z)e® met ¢(z) € C[z], dan geldt
dat p(x")p(x) = a™p(xz) € V voor alle m € Zsp, want (p,V) is een deelrepresentatie van
(p. Clale™"). Verder geldt dat p(d)(p(z)) - 20p(z) = D(p()) —2ap(a) = =" (D(q(a)) + 2q(z) —
2zq(x) = e*"D(q(x)). We weten dat D graad verlagend werk op ¢(z), dus als we dit een aantal
keer herhalen dan vinden we dat Ce®” € V voor een C' € C. Dus geldt dat Ce*” € V, dus
V = Clz]e®”, ofwel (p,C[z]e™”) is irreducibel. Het bewijs voor de irreducibiliteit van Claz]e™*"
gaat hier analoog aan alleen geldt dan: D(p(z)) + 2zp(z) = e~ (D(q(z)) — 2zq(z) + 2zq(z) =
e D(q(x)). 0

Lemma 4.3.2. Het homomorfisme 1 : Clz] — Clz]e® gegeven voor p(z) s p(x)e® is een

Gaussiaan.

Bewijs. Neem o = 2 in definitie 4.3.1. Het is voldoende om te laten zien dat het goed gaat
voor de voortbrengers en de drie relaties van .. Zij p(x) € C[z]| willekeurig dan:

71 (p(@)(p(x))) = N(D(p(x))) = e D(p(x)) = Dp(x)e” — 2wp(x)e”
= (D — 2z)p(a)e” = p(r(d))7(p(x)).

11 (p(x)p(x)) = 11 (zp(x)) = e ap(x) = ze” p(x) = p(r(x))n (p(x)).

11 (p(s)p(x)) = M (sp()) = € sp(x) = s(e” p(x)) = p(r(s))71 (p(x)).

2

~

= —xe” p(x) = p(r(—2))nip(z) =
y(pld, x])p(x) = 11(p(1 + 2ks))p(z) = € (1 + 2ks)p(z) = (1 + 2ks)e” p(x)
= p(7(1 + 2ks))v1p(z) = y(7([d,x]))71p(2).

Dus v, is een Gaussiaan. O

Lemma 4.3.3. Het homomorfisme v, : Clz] — Clzle™™" gegeven voor p(z) — p(a)e " is een

Gaussiaan.

Bewijs. Het bewijs is analoog aan het bewijs van 4.3.2 maar dan voor o = —2. O
Als we nu kijken naar de polynomen uit C[z] vermenigvuldigd met de Gaussiaan 6*12, dan

kunnen we de Hankeltransformatie nemen van functies uit C[z]e™*", want C[z]e " C C®(R)
. 2 2

en lim, o g(z)e“ = 0 voor alle ¢ € R voor alle g(z) € C[z]e™™ vanwege e™*".

Als we lemma 3.2.1 volgen dan is de Hankeltransformatie gedefinieerd op de operatoren niets

anders dan het volgende automorfisme o : 57 — 7 gedefinieerd op de generatoren als

o(s)=s, o(d)=-2x, o(2x)=d.

We kunnen o makkelijk uitbreiden tot een automorfisme op heel 5#°, hiermee ligt het nu voor de
hand om de Hankeltransformatie te definiéren als een homomorfisme tussen twee ##-modulen
die o op 4 induceren, bijvoorbeeld de Hankelgetransformeerde van D f(x), is het zelfde als —2x

maal de Hankelgetransformeerde van f(z), deze relatie komt precies over een met o maar dan
op .
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Definitie 4.3.2 (Algebraische Hankeltransformatie). Ieder homomorfisme F : V. — W tussen
twee H-modulen V. en W die o induceert op 7€ noemen we een algebraische Hankeltransfor-
matie.

Aan de hand van deze definitie kunnen we de Hankeltransformatie ook definiéren als F =
T e met de volgende identiteiten

Fs =sF, Fd=-2xF, F(2x)=dF. (4.4)
Hieruit volgt dat F' een Hankeltransformatie is volgens definitie 4.3.2 mits goedgedefinieerd.

Stelling 4.3.1. De Hankeltransformatie Fy, gedefinieerd in definitie 3.2.1 is een homomorfisme
Fip : Clz]e™™" — C[Ne* die o induceert op A .

Bewijs. We laten zien dat F, gedefinieerd in definitie 3.2.1 een homomorfisme is tussen C[ac]eﬂ”2

en C[NeV. Zij p(z) € Clz]e " willekeurig en schrijf p(z) = g(z)e*" voor een ¢(z) € Cla].
Dan volgt uit stelling 3.2.1.(ii) dat (Fx(g(z)e ™ ))(A) = e* exp( 2) (\) € C[\Je*, want voor

q(A\) € C[\] met deg(q(N\)) = m € Z>¢ geldt dat ijo 2];,) ’ g(\) € C[)\. Dit komt doordat
voor alle j zodanig dat 25 > m geldt dat (_ij!pwp()\) =0, want D¥p(\) = 0. En C[}] is een
F-moduul dus gesloten onder machten van D. De lineariteit van Fj, spreekt voorzich. Dus Fj

is een homomorfisme van C[z]e~*" naar C[A]e*’. Uit lemma 3.1.2 volgt dat o geinduceerd wordt
door F. ]

4.3.1 Inversieformule en Plancherelformule

Zoals voor vele integraaltransformaties is er voor de Hankeltransformatie ook een inversieformule
en Plancherelformule. We hebben gezien dat F, een homomorfisme is van Clz]e™*" — C[A]e?

Stelling 4.3.2. Zij k € R zodanig dat k # —5 —n met n € Z>o wordt de inverse ]: gegeven
door:
Fil:CNeN = Clale™, (4.5)
1 100
PN = e (=X, k)p(N)e [N dA

Dit is goedgedefinieerd want limy_;s0 p()\)ev e =0 voor alle ¢ € R.

Bewijs. Zij p(z) € C[z]e " willekeurig en schrijf p(z) = g(iz)e*" voor een ¢(iz) € C[z]. Dan
geldt:
%} A)2
F [t i = Pt )0 = e C a0 o)

Definieer de operator I f(xz) = f(iz), dan geldt: (Dol)f(x) = (8% g(s — 1) f(ix) =if'(ix) —
E(f(~iz) f(iz)). Maar ook (iloD) f(z) = ilo(f'(x) — E(f(~) - f(2))) = if (iz)— E(f(~iz) -

x
f(ix)). Dus kunnen we concluderen dat (Do I)f(z) = (iI o D)(f(z)). Daaruit volgt:

A . 2
(D4) q(iX) = <(Zu)q(u)) | =i
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Als we nu in (4.6) X vervangen door i\ en ;)\ (x, k) = ¥y (iz, k) gebruiken, vinden we:

1 o _ DA 2
T(k+ 1) /OO x(iz, k)q(iz)e ™ do = e eap( (4 ) )(g(—=N)). (4.7)
Passen we nu een coordinaten transformatie toe z = ix, dan vinden we
1 ico 2 52 _(DA)Q
m e Ua(z,k)q(z)e* dz = e e:cp(T)(q(_)\)). (4.8)

Vervangen we A door —\ en z door x, dan vinden we:

100 \
1 Ua(—z, k)g(z)e” dz = e—AQemp(_(D )

)(g(N))- (4.9)

Wisselen we nu A en x om, dan vinden we:
B 1 100
(F @V N@ = 0T [ o mpne P (4.10)
2 —100
—:c Dz 2
= e eap(— 2L ) 0

Nu we weten hoe de F; ! eruit ziet kunnen we nagaan dat dit de inverse in van Fj.

Stelling 4.3.3 (Inversieformule). .7-",;1 en Fi zijn elkaars inverse. Met andere woorden fk_l °
Fr = id in Clz]e " en Fj o Fl=1id in C[Ne.

Bewijs. Zij p(z) € Clz]e " willekeurig en schrijf p(z) = g(z)e™" voor een ¢(z) € C[z], dan
_ e _ D? . -D? D?
(Fi o Filala)e ™) = Fi 't o (NMerp(T)a(N) = e enp(——Jeap(—ale)  (4.11)
—z?
=e " p(x).
Zij p(\) € C[AJe™ willekeurig en schijf p(A) = g(A)e** voor een ¢(\) € C[)], dan
_ . —D? D? ~D?
(Fio FaWe = Fio (e erp(——)a(x)) = N erp(—)erp(——)a(N)  (4.12)
= e)‘Qq()\).
Dus F,; Len Fy, zijn elkaars inverse. O

Voordat we de Plancherelformule geven en bewijzen, definiéren we eerst een inproduct op
representaties van J¢.

Definitie 4.3.3 (Pseudo-unitair). We noemen een representatie (p, V') van 7 pseudo-unitair
als er een niet-gedegenereerde C-bilineaire paring (u,w) bestaat zodanig dat (Hu,w) = (u, H*w)
voor H € 7, waarbij

d*=-d, s'=s x"=x (4.13)

We kunnen dit uitbreiden als anti-involutie op 7. Met anti-involutie bedoelen we (AB)* =
B* A*. De gedefinieerde relaties in (4.13) zorgen ervoor dat de relaties van de Cherednik algebra
ook gelden met de *-structuur, want

s'd*s" =s(—d)s =d = —-d*
$'x's" —gxs = —x = —x*

x*, o] = [x, —d] = [d,x] = 1+ 2ks = 1 + 2ks* = [d, x]*
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Stelling 4.3.4. Zij k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Zx>q, dan zijn

1 100

o= [ t@gaafin (o= [ GNP

—100
niet-gedegenereerde C-bilineaire paring respectievelijk in C[az:]e‘x2 en C[)\]e)‘z

Bewijs. Zij k € R willekeurig zodat k # —% —n met n € Z>g. Defineer de volgende verzame-
lingen

B" ={feCla]le ™ : (f,g)re =0, Vg e Clz]le*},
B ={f € CNeV : (f.g)im =0, VgeCNeVY.

Dan is B" een deelmoduul van Clz]e™*". Zij p(x) € B" willekeurig en g(z) € Clz]e*", dan
geldt

o e}

a:mp(az)g(z)|x|2kda: = / p(ﬂs)xmg(x)m%d:c = (p(x),z™g(x))re =0,

— 00

<xmp@»4xx»rezl/

—00

voor alle m € Z>o. Dus geldt dat 2™p(x) € B". Verder geldt er ook dat

(D"p(x), g(2))re / D mﬁm—/ p(2)q(@) |z dz = 0,

—00

voor alle m € Z>(, want er bestaat een ¢(z) € Clz]e™" zodanig dat D™p(z)g(z) = g(z)q(z).
Dus D™p(x) € B". Er geldt ook dat sp(xz) € B", want

o0 o0

(sp) (2)g(@)|z[** dz = / p(x)q()|z[*dz =0,

—0o0

<w@y@m:/

—0o0

omdat er een q(z) € Clz]e®” bestaat zodanig dat (sp)(z)g(z) = p(z)q(z). Dus is B" een
deelmoduul van C[z]e~*". Het laten zien dat B’ cen deelmoduul is van C[AJe*” gaat op dezelfde

manier. Uit lemma 4.3.1 volgt dat Clz]e=®" en C[A]e*” irreducibel zijn, dit gebruiken we om te
laten zien dat B” = {0} en B’ = {0}. Dit volgt uit het feit dat B" # (C[$]€_x2, want

o0 1
<fﬁan—/’eﬁfﬁm%M—w@”“Ww+y¢a

dus e ** ¢ Clz]e™®" en dus B" # Clz]e™ ofwel B" = {0}. Dus in (., -),¢ niet-gedegenereerd.
Op dezelfde manier zien we dat B' # C[)\} , want

1 100
/ NN INPFdN = (V2) I (k +

]

1

D0

2 2
<6)\ 76)\ >zm - 2

Dus e** ¢ B en dus B # C[\|e"’, ofwel Bi = {0}. Dus is (-, )i niet-gedegenereerd. O
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Stelling 4.3.5 (Plancherelformule). Voor alle f, g € (C[aﬁ]e*l’2 geldt (f,g)ve = (f, §)im, waarbij
f=(Fef)N), 9= (Frg)(N).

Bewijs. Zij f,g € Clz]e*" willekeurig en schrijf §(\) = ( )N, f(z) = q(z)e " voor een
p(\) € C[\], q(z) € C[z]. Uit stelling 4.3.3 volgt dat g = F; ', dan

= [ f(x)% ba(=X YO dA o

l) —100

_ k+ // (=X, K)p(N) e AR 2| de

k+ / / Vo (—iX, k)p(iX)e ™ |A|ZFd |z | P da.

Hier kunnen we Fubini toepassen, want beide integralen convergeren, en dus
1. 1 R —a? ‘ N\ L—AZ| (2% 2%
(s T @re= 57— q(x)e™™ o (—iX, k)p(iX)e™ " ||~ dx A7 dA,
F(k + §) —00 J —00

vervangen A door it dan vinden we dat

=1 [ r [ @ RO

1 ZOO
:/ k+ / F@) (k) p(—t)et [z 2 et 2 dt

—1400

-2 /”°<fkf>< G(=D)lt*dt = (Fif,§)im

—100

We hebben nu dat (f, ]:,;1@)7»6 = (Frf, §)im. Schrijf nu voor § = Frg, dan vinden we dat
<f> k_lg>7'e = <f7 1J:k9>7“€ - <fa > <f > D

Wat we in het oneindig-dimensionale geval hebben gedaan kunnen we ook voor het eindig-
dimensionale geval doen, maar dan kunnen we niet met de paringen (.,.)re en (.,.);, werken.
Dus definiéren we een nieuwe paring voor het eindig-dimensionale geval en daarmee moeten we
ook de Hankeltransformatie opnieuw definiéren. We gaan dan ook voor deze nieuwe Hankel-
transformatie een inversieformule en een Plancherelformule afleiden.

4.4 FEen eindig-dimensionale representatie en de Hankeltrans-
formatie

We hebben in het oneindig-dimensionale geval alleen gekeken naar het geval dat k # —% —
n voor een n € Zxp, omdat dan de representaties irreducibel waren en we dus geen zinnige
deelrepresentatie konden maken. Uit stelling 4.2.2.(b) volgt dat als k = —3 — n voor een
n € Zxo, dan is (p, (z?"*1)) een deelrepresentatie van (p, C[z]). Dus kunnen we gaan kijken naar
Vans1 = Clz]/(2?1) een eindig-dimensionale irreducibele representatie van . We kunnen
de vectorruimte V5,1 identificeren met alle polynomen met complexe coéfficiénten van graad
kleiner of gelijk aan 2n. In het vervolg beschouwen we dat k& van de vorm k = —% — M VOOr een
n € Z>q is.
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Lemma 4.4.1. Definieer de afbeelding p : 7 — End(Vay,41) op de generatoren van € door:

p(x)q(z) = zq(x), vermeniguuldigen met x;
P($)CI($) = sq(x), reflectie-operator toepassen;
p(d)g(x) = Dg(z), Dunkl-operator toepassen,

voor q(x) € Vopt1. Dan is p een representatie van 7€ op End(Van41).

Bewijs. Merk op dat 22"*! een eigenfunctie is van D bij eigenwaarde A = 0. Zij p(z) € Vani1

willekeurig en schrijf p(z) = q(z) + 2> *1h(z) voor q(z), h(x) € C[z], dan
p(x™)p(x) = a"p(x) = 2™ (q(z) + 2> T h(z) = 2™q(z) + 2T R(2) = s(@) + 27 (@),

voor s(x),t(z) € Clz] voor alle m € Z>¢. Dus 2™p(z) € Vap41. Maar ook p(s)p(z) = sp(x) =
p(—x) € Vapt1. Voor monomen z" € Clz] met r € Z>o, geldt

0 als 2n+4+r+1<m,
D (x? ™)y als 2n4r+1>m,

rDm(xZnJrlxr) — {
voor een C' € C. Dus vinden we dat

p(d™)p(x) = D"p(x) = D" (q(x) + 2> h(z) = r(z) + 2 y(2),

voor r(x),y(z) € Clz] en voor alle m € Z>o. Dus D"p(z) € Vapt1. De gedefinieerde relaties
van 7 volgen direct. Dus (p, Va,41) 18 een representatie van 7. O

Definitie 4.4.1 (Paring). Voor f,g € Va,y1 definiéren we de paring (f,g) als
i
(£,9) = Res(f(2)g(x)2~2""1), Res( Y ama™) = a1, (4.15)
m=—j
met i,j € Zzo.
Propositie 4.4.1. De paring (4.15) is niet-gedegenereerd op Vap1.

Bewijs. Zij f € Va4 willekeurig en schrijf f(x) = Zl

m=0 @mT™ met a; # 0 voor 0 < [ < 2n,
dan

(f(x),2*"™") = ar # 0.

Dus (f,g) = 0 voor alle g € Vo, 41 als f = 0. Dus is de paring van (4.15) niet-gedegenereerd op
Vong1. O

Voor f,g € Clz,z~!] definiéren we de paring (f, g)o := Res(fg), waarbij C[z,27!] de Lau-
rentpolynomen zijn. We geven de geadjungeerde van een operator A met betrekking tot (-,+)o

aan met A°.

Propositie 4.4.2. Zij (-,-)o de paring op Clz, x|, dan geldt met betrekking tot deze paring dat

L =—s a2°=x — =—, D%y =_p. (4.16)
x
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Bewijs. Zij f, g € C[z, z7!] willekeurig, dan

(xf,9)o = Res(xfg) = Res(fzg) = (f,zg)o.
Verder geldt er dat

Res( ~(£.9)) :Res((%(f)wfi(g))

= Res(y- (1)g) + Res( 5 -()) =0,

daaruit volgt dat

Verder vinden we dat

Res(s(f(x)g(x))) = —Res(fg), =
Res(s(s(f(2))g(x))) = Res(f(2)sg(x)) = —Res(s(f(2))g(z)), =
(Sfa )0 (f,sg)

Nu kunnen we kijken naar 22*D°z2

a:%DOa:*%f(x) = x%(—aax + (s + 1)§)x72kf(x)

= (a7 p ) - 2 )+ L) - Essia)
= —-Df(x). -

Nu we dit weten kunnen we gaan kijken of de paring van (4.15) hetzelfde doet met de
operatoren als de Hankeltransformatie in lemma 3.2.1, en of deze paring pseudo-unitair is.

Lemma 4.4.2. De representatie Vap11 van S met de paring (-,-) is pseudo-unitair.

Bewijs. Zij f,g € Vo, 41 willekeurig dan

(p(x)f,9) = (zf.g) = Res(z f(x)g(x)2™*"!) = Res(f(x)zg(z)z™*"")
= (f,z9) = (f,p(x)g )
(p(s)f,9) = (sf,9) = Res(s(f(x))g(x)z™*""") = —Res(f(x)s(g(x))s(a~>""1))
= Res(f(z )5(9(37))95 N =(f,89) = (f,0(%),9);
(p(d)f,9) = (Df.g) = ReS(Df(x)g(x)m 1) = —Res(f(z)D(g(x))z~2""1)
= —(f,D(g)) = =(f,p(d)g).

De drie relaties van ¢ volgen hier direct uit. Dus is de representatie V5,11 van 2 met paring
(+,+) pseudo-unitair. ¢

Nu we een paring hebben kunnen we gaan kijken naar een Hankeltransformatie op Vap 1.
De eerder gedefinieerde Gaussianen bestaan niet in Va,41, maar we kunnen ze wel introduceren

m —1)mg2m ..
als machtreeks % = > o % € C[[z]] en e = > o L € C[[x]], waarbij C[[z]] de
machtreeksen met complexe coéfficiénten zijn. Door vermenlgvuldlgmg met deze Gaussianen
blijven we niet in de polynoomruimte, maar omdat voor alle f(x) € Va,41 geldt 2™ f(z) = 0

voor m > 2n + 1 kunnen we de Gaussianen definiéren als

2n x2m 2n (_1)mx2m

2 2
S S
m! m!
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4.4.1 Afgebroken Besselfuncties

Om een Hankeltransformatie te definiéren op Va,41 gaan we eerst kijken naar de al eerder
gedefinieerde algebraische Hankeltransformatie. Merk op dat voor een m € Z>( er geldt dat

D™p(x) = 0 voor p(x) € Vapyi. Hierdoor kunnen we algebraische Hankeltransformatie F =

2 2 2 .. 2m 2 ..
e’ eacp(z%)e“j op Vopi1 definiéren door e*” te schrijven als 22” L en exp(%) te schrijven

m=0 m!
als 23::0 %. Dit geeft ons de volgende algebraische Hankeltransformatie op V3, ¢
A
F: Vo = Vi (4.17)
2

D
™ (e)‘2exp(4)e)‘2>)\m,

waarbij (e)‘2 exp(D;)e)‘2> A = (( e /\;—T) (>, fr,f;!) (>, ﬁ)) A™. Omdat de Dunkl-
operator maar één eigenwaarde heeft in V5,11 namelijk A = 0, kunnen we de tot op heden
gedefinieerde ¥, (x, k) niet gebruiken, in plaats daarvan definiéren we ¥y (z, k) (afgebroken -
functie) als kern van de algebraische Hankeltransformatie F. Merk op dat voor de paring van
lemma 4.4.2 de identiteiten van een Hankeltransformatie geldt. Dus ligt het voor de hand om

(Ff(z))()\) te definiéren als (Ff(z))(\) = Res(f(z)¥x(x,n)z~2"~1)()\). Hieruit leiden we af dat
Dipy(x,n) = 2\hy(z,n) mod (2> N2y,
1/})\(‘737”) :%()\7”): %(S(x)v”) :ws()\)('%n%
we werken hier modulo z2"*! en A?2"*! omdat we anders niet afbeelden in Va,,;. Doordat we
x(z,n) gedefinieerd hebben als de kern van F = e)‘zexp(%Q)eAz, kunnen we ) (x,n) schrij-

ven als ¥y (z,n) = 21220 ci(Ar) = 21220 22" ~'F(2!). Nu we 95(z,n) op deze manier hebben
geschreven, kunnen we v (z, n) makkelijk bepalen. Dit doen we als volgt

D? D?
F(e ) = e exp( 4 Je NN = N exp( 4 (1) =V, = (4.18)
$2 1,‘4 x2n )\2 )\271
T T TR A A TR (4.19)

De F getransformeerde van 1 is proportioneel aan A*", want F(1) = Res(1¢y(z,n)z~ 2" 1) =
l

,N)IT
czngn)\z". Op dezelfde manier vinden we dat F(xl) = c)\Q”_l, voor ¢ € C, 0 <1 < 2n. Dus uit
(4.19) volgt dat

m)!

F(a™) = (_1)’”7(71 — -m),w—zm. (4.20)
Dit resulteert in
!
F(x2m+1) — ( 1)m( m: 1)')\2n72m71. (4‘21)
n—m— .
Dus we vinden dat
n n—1
w}\(x7n) — Z x2n72mF(x2m) + Z x2n72m71F(x2m+1) (422)
m=0 m=0
n m) n—1 m!
— Z x2n72m(_1)m : \2n—2m + Z x2n72m71(_1)m : \2n—2m—1
= (n —m)! = (n—m—1)!
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Stelling 4.4.1 (Hankeltransformatie). De afbeelding
F:Vy— VQ)}LH (4.24)
gegeven door f(z) — Res(f(x)(z,n)z=2""1)(N) is een algebraische Hankeltransformatie.

Bewijs. Merk op dat F een homomorfisme is tussen #Z-modulen. Om aan definitie 4.3.2 te
voldoen moeten we alleen controleren of F het automorfisme o induceert.
Zij f(z) € Vapyq willekeurig, dan

F(o(25) f(2))(A) = Res(2z f(x)¥a(z, )" 1)(X) = Res(f (2)2xx (2, n)z™ " 1)(A)

— o(—2)F(f(2))(\).
Ofwel F induceert o. Dus is F een Hankeltransformatie. O
Hier hoort ook een inverse bij.
Stelling 4.4.2 (Inverse Hankeltransformatie). De afbeelding
F Vi = Vi (4.25)
gegeven door f(\) +— Res(f(A\) (=X, n)A"2"71) is de inverse Hankeltransformatie.
Merk op dat F~1(f) = F(f) voor even f en F~!(f) = —F(f) voor oneven f.

Bewijs. Merk op dat Va,41 niets anders is dan de polynomen van graad kleiner of gelijk aan
2n. Een basis hiervoor is {1,z,2%,...,2?"}. Het is voldoende om te laten zien dat F~! de
tweezijdige inverse is van F op de basis elementen.

F!oF(z?) = F~ <(—1)m(nTin)!A2"2m> (4.26)
= T!my (o
= (=)™
FloF (2> ) =F! ((—1)m(n — Zl_ ol )\2”_2’“‘1> (4.27)
=
= (—1)rzmHL,

Op dezelfde manier vinden we dat FoF~! = (—1)"id. En dus is F~! de tweezijdige inverse van
F op vermenigvuldiging met (—1)" na. O
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Stelling 4.4.3 (Plancherelformule). Definieer

(f.9)+ = Res(f(x)g(x)z~>""), f,9€ Vi, 1
(f.9)= =Res(f(=Ng(MA>™"), fg€ Va1

Zij f,g9 € Vay, 1 zodanig dat F(f)(A) = f()\), F(g)(\) = g(\), dan geldt (f,g)+ = (—1)”<f, g)—.

Bewijs. Zij f,g € V3, willekeurig en schrijf f(z) = 21220 ax', g(x) = 21220 biz! met by, a; € C,
dan

2n 2n 2n
(Foahe = Res( S S bale ) =5 by,
=0 =0 =0

g\ =7 diA met ¢, d; € C, dan

Schrijf voor F(f)(A\) = f(\) = 77 e A, F(g)(\)

2n 2n 2n
(f.9)- = Res(Z(—l)’cml > dmlx—%*) = > _(-D'eidani.
=0 =0 =0
Dan met behulp van vergelijkingen (4.20) en (4.21) vinden we dat
m m! n—m (TL — m)' n
comdon—om = (_1) GQmW(_l) b2n—2mT = (_1) a2mb2n—2m§
m! o n—m—1)!
Comt1d2m—2m-1 = (—l)ma2m+lm(_1)n " 1b2n—2m—1(m!)

= (—1)"a2m+1b2n—2m—1.

Dus geldt dat (—1)""a;bg,_; = ¢;da,—;, hieruit volgt dat (f,9)+ = (—1)”<f,g>_. ]



Hoofdstuk 5

Overzicht

In deze bachelorscriptie hebben we de één-dimensionale Hankeltransformatie bestudeerd. Dit
hebben we gedaan door eerst naar de symmetrische Hankeltransformatie te kijken. Dit is een
integraaltransformatie gedefinieerd als

2 toeo

EHON = 5 [ o @, (51)
L(k+3) Jo

voor f € C(]0;00)) zodanig dat lim,_,o f(z)e” =0, Ve € R. Hierbij is k een parameter die
voldoet aan k € R zodanig dat k # —% —n voor n € Z>p. De integraalkern py(z, k) is een
Besselfunctie van de eerste soort, waarbij de machtreeks gegeven wordt door

o0 )\)2m
¢“%HZF%+;)z:mméfé+mY

m=0

In paragraaf 2.1 hebben we gekeken hoe de symmetrische Hankeltransformatie zich gedraagt
: _ (92, 2k

met betrekking tot de L-operator gegeven door £ = (5-)° + 274

Nadat we de theorie over de symmetrische Hankeltransformatie behandelt hadden, zijn we gaan

kijken naar de Dunkl-operator D, gegeven door

o k
D= —"(s—1), keR, 5.2
== 1) (52)
waarbij s de reflectie-operator is gedefinieerd door (sf)(z) = f(—=z). Nadat we de eigenfuncties
¥x(z, k) van D bepaald hadden onder zekere voorwaarden, zijn we naar de niet-symmetrische

Hankeltransformatie gaan kijken. Deze integraaltransformatie wordt gegeven door

DO = gy | o Bl )

Tk

waarbij ¢, (z, k) de integraalkern is. De niet-symmetrische Hankeltransformatie is gedefinieerd
voor functies f(z) waarvoor geldt f(z) € C*°(R) zodanig dat lim;_,o f(z)e®* = 0, Ve € R.
Hierbij is de parameter k dezelfde parameter als bij de symmetrische Hankeltransformatie en
voldoet aan dezelfde voorwaarden. Verder hebben we naar het gedrag van de niet-symmetrsiche
Hankeltransformatie gekeken met betrekking tot bepaalde operatoren, waaronder de Dunkl-
operator. Dit hebben we ook voor de symmetrische Hankeltransformatie gedaan, maar dan in
plaats van de Dunkl-operator hebben we naar de L-operator gekeken.
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Wanneer we dit voorwerk hadden gedaan, zijn we de niet-symmetrische Hankelstransformatie
gaan beschrijven met een algebra. Dit hebben we gedaan door naar het gedrag van de Chered-
nik algebra .7 te gaan kijken, gegeven door .7 = (d, x,s| sx$=-—x sds=-d [d,x]=1+
2ks), op de polynomen met coéfficiénten in de complexe getallen. Dit noemen we ook wel een
polynoomrepresentatie van . Aan de hand van de Cherednik algebra hebben we de niet-
symmetrische Hankeltransformatie ook abstract gedefinieerd tussen twee representaties van 7.
Verder hebben we een Plancherel formule en een inversie formule afgeleid tussen twee speci-
fieke oneindig-dimensionale representaties van 5#. Hetzelfdehebben we gedaan voor eindig-
dimensionale representaties van 7.
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