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Populaire samenvatting

“Waarom is de ruimte waarin we leven driedimensionaal?” is een vraag die men zich al sinds de Griekse
oudheid stelt. Lange tijd was het antwoord op deze vraag dat er drie codrdinaten nodig zijn om een punt
in de ruimte te beschrijven, maar in 1877 bewees Georg Cantor het opmerkelijke resultaat dat hier maar
één codrdinaat voor nodig is. Deze ontdekking was het startschot van de moderne dimensietheorie.

Er stonden twee vraagstukken centraal toen de dimensietheorie in het begin van de 20e eeuw
werd ontwikkeld. Men was op zoek naar een goede definitie voor het begrip dimensie, want “het
aantal coodrdinaten” voldeed klaarblijkelijk niet aan de verwachtingen. Een andere sterke motivator
was het aantonen van de invariantie van dimensie. Hiermee bedoelen we dat als n en m verschillende
natuurlijke getallen zijn, de ruimten R™ en R™ ook topologisch verschillend zijn. De ruimten die zo
worden aangeduid heten de euclidische ruimten. Als we voor n de getallen 1, 2 en 3 invullen, krijgen
we respectievelijk de lijn, het viak en de ruimte om ons heen. Het bleek dat deze stelling niet heel
makkelijk aan te tonen was, maar in 1911 was het de Nederlander L.E.J. Brouwer als eerst gelukt.

Uiteindelijk is er niet één beste definitie van dimensie gevonden. Over het algemeen worden er
drie verschillende definities gebruikt die goed werken. Dit zijn de kleine inductieve dimensie, de grote
inductieve dimensie en de overdekkingsdimensie. Volgens alle drie deze definities is de euclidische
ruimte R™ n-dimensionaal, precies zoals we verwachten.

In deze scriptie bewijzen we dat deze drie dimensies overeenstemmen voor een bepaalde klasse
ruimten, namelijk de separabele metrizeerbare ruimten, hieronder vallen ook de euclidische ruimten.
Daarentegen geven we een voorbeeld van een andere ruimte waarbij de drie dimensies niet overeen-
stemmen.



Samenvatting

In deze scriptie onderzoeken we het topologische concept dimensie. In het eerste hoofdstuk kijken we
naar de geschiedenis om te begrijpen wat deze theorie heeft gemotiveerd: het definiéren van dimensie
en het aantonen van haar invariantie.

We definiéren de drie belangrijkste dimensies en tonen hun basiseigenschappen aan in hoofdstuk 2.
Dit zijn de kleine inductieve dimensie (ind ), de grote inductieve dimensie (Ind ) en de overdekkingsdi-
mensie (dim ). Definities en stellingen uit dit hoofdstuk en de rest van de scriptie komen voornamelijk
uit de boeken Dimension Theory [5] en General Topology [6] van Ryszard Engelking. Ook vermel-
den we in dit hoofdstuk de stelling die zegt dat de euclidische ruimte R™ volgens alle drie de definities
n-dimensionaal is.

Het blijkt dat de drie dimensies in ieder geval voor alle separabele metrizeerbare ruimten overeen-
stemmen. Om dit aan te tonen zijn er wel een aantal stellingen en lemma’s nodig, die we allemaal
bewijzen in hoofdstuk 3.

Men kan zich vervolgens afvragen of er ook “mooie” ruimten, zoals compacte Hausdorff-ruimten,
zijn waarvoor de drie dimensies niet gelijk zijn. Het antwoord op deze vraag is ja en in hoofdstuk 4
beschrijven we zo’'n ruimte.
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Historische context

Dit hoofdstuk is voornamelijk gebaseerd op de boeken History of Topology van loan Mackenzie James
[9] en Dimension Theory van Ryszard Engelking [5].

Een punt is nuldimensionaal, een lijn is eendimensionaal, een vlak is tweedimensionaal en de ruimte
waarin we leven is driedimensionaal. Hier is men het al jaren over eens. Zelfs Euclides dacht ongeveer
300 jaar voor Christus al op deze manier over dimensie na [1]. Aristoteles noemt iets wat zich in één
richting uitstrekt een lijn, in twee richtingen een vlak en in drie richtingen een lichaam [12]. Het idee
van het aantal richtingen waarin je kan bewegen, of het aantal codrdinaten dat nodig is om een punt te
beschrijven, is intuitief duidelijk, maar het is nog geen rigoureuze definitie. Het heeft tot het begin van
de 20e eeuw geduurd voordat de eerste definities kwamen. Naast het definiéren van dimensie stond
de vraag of dimensie invariant is onder bepaalde afbeeldingen ook centraal in de dimensietheorie.

1.1. Bijectie van Cantor

De moderne dimensietheorie ging van start toen Georg Cantor in 1877 een opmerkelijk feit bewees: er
is een bijectie tussen het lijnstuk (bijvoorbeeld het eenheidsinterval [0, 1]) en het vierkant (bijvoorbeeld
[0,1]2)[4]. Dit is een afbeelding, aangeduid met f : [0,1] — [0,1]2, die aan elke element in [0, 1]
precies één element in [0, 1]? toekent en andersom. Als er een bijectie tussen twee verzamelingen
bestaat, zeggen we dat deze dezelfde kardinaliteit hebben. Maar het feit dat het lijnstuk, duidelijk
eendimensionaal, en het vierkant, duidelijk tweedimensionaal, dezelfde kardinaliteit hebben, of met
andere woorden: even groot zijn, gaat natuurlijk tegen het bestaande concept van dimensie in. Men
was namelijk van de veronderstelling dat men twee coérdinaten nodig had om een punt in het vierkant
te beschrijven, maar deze bijectie van Cantor liet zien dat één coérdinaat genoeg was.

Dit baanbrekende resultaat motiveerde Cantor om opnieuw na te denken over de definitie van di-
mensie. Het “aantal codrdinaten” was dus duidelijk niet een definitie die het intuitieve idee van dimensie
vangt. Cantor correspondeerde in deze tijd veel met Richard Dedekind. Ook in zijn zoektocht naar deze
bijectie schreef hij brieven waarin hij zichzelf vragen stelde en vermoedens uitte aan Dedekind. Deze
brieven zijn gebundeld in een boek [4]. Dat hij Gberhaupt vragen stelde als “is er een bijectie tussen
het lijnstuk en het vierkant?” was erg ongebruikelijk in die tijd. Veel wiskundigen waren zo overtuigd
van het tegengestelde, dat ze het niet nodig vonden om die uitspraak te bewijzen.

Toen Dedekind de brief waarin Cantor zijn ontdekking beschreef ontving, was hij niet direct over-
tuigd. Maar na een paar herzieningen was het bewijs volledig. Toch was Dedekind niet zo geshockeerd
door dit resultaat als Cantor. Hij was het met Cantor eens dat dit resultaat tegen zijn intuitie inging,
maar hij vond niet dat dit het concept van dimensie uiteen scheurde. Volgens hem moest namelijk het
concept van continuiteit een rol spelen. In een continue afbeelding mogen geen sprongen zitten, dus
een continue afbeelding van het lijnstuk naar het vierkant correspondeert met het inkleuren van het
vierkant zonder het potlood van het papier af te halen. Dedekind stelde dat elke bijectie tussen twee
objecten met verschillende dimensie een discontinuiteit (ofwel een sprong) moet hebben.

Het duurde nog jaren voordat deze “invariantie van dimensie” daadwerkelijk bewezen zou worden.
In 1879 gaf een Cantor een bewijs dat later niet bleek te kloppen. De Italiaanse Giuseppe Peano gaf
namelijk een voorbeeld van een continue afbeelding van het lijnstuk op het vierkant (deze afbeelding
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2 1. Historische context

was geen bijectie) [18]. Toch was de consensus onder wiskundigen aan het eind van de 19e eeuw dat
de invariantie van dimensie bewezen was.

1.2. Invariantie van dimensie

Uiteindelijk was het de Nederlander L.E.J. Brouwer die de invariantie van dimensie rigoureus bewees
in 1911 [2]. In dit artikel gaf hij nog geen expliciete definitie van dimensie, maar toonde hij wel aan dat
[0,1]™ en [0,1]™ (lees n-kubus en m-kubus) niet homeomorf zijn als n # m. Hierbij bedoelen we met
het woord homeomorfisme de bijectie die in beide richtingen continu is en twee ruimten zijn homeomorf
als er een homeomorfisme bestaat tussen de ruimten, in dit geval dus de n-kubus en de m-kubus.

Het bewijs van Brouwer hangt af van een lemma dat zegt dat elke continue afbeelding van de n-
kubus naar zichzelf, waarbij de afstand van elk punt tot zijn beeld maximaal een half is, een inwendig
punt heeft. Het artikel van Brouwer werd gepubliceerd in Mathematische Annalen in 1911. Op de vol-
gende bladzijde van dit tijdschrift beschrijft Henri Lebesgue een andere eigenschap van de n-kubus,
namelijk dat het kan worden overdekt met een eindige familie willekeurig kleine gesloten verzame-
lingen, z6 dat er maximaal n + 1 overlappen [11]. Hieruit volgt ook de invariantie van dimensie. De
publicatie van Lebesgue in 1911 was nog geen volledig bewijs, dus Brouwer verzocht Lebesgue meer-
maals om een rigoureus bewijs te geven. Ondanks dat het gebrek aan een bewijs, erkende Brouwer
wel de relevantie van het door Lebesgue geintroduceerde idee van overlappende omgevingen. In 1913
gaf Brouwer zelf een aanvulling die het bewijs van Lebesgue compleet maakte [3].

1.3. Definities van dimensie

In de eerste decennia van de 20e eeuw zijn er verschillende definities van dimensie tot stand gekomen.
De eerste poging voor het definiéren kwam van Henri Poincaré [19]. Hij was een van de grondleggers
van de tak van de wiskunde die we vandaag de dag algebraische topologie noemen. Maar zijn moti-
vatie om dimensie te definiéren was eerder filosofisch dan wiskundig. Zijn voornaamste doel was het
uitleggen waarom de ruimte waarin we leven driedimensionaal is. Het idee van Poincaré lijkt op wat
we tegenwoordig de kleine inductieve dimensie noemen. Hij keek naar wat voor deelruimte er nodig
is om een punt te scheiden van de ruimte, hiermee wordt bedoelt wat voor deelruimte er kan worden
weggehaald waardoor de ruimte in meerdere losse stukken wordt gesplitst. Bijvoorbeeld, we kunnen
vlakken scheiden met lijnen en we kunnen lijnen scheiden met punten. Poincaré heeft nooit een formele
definitie van dimensie gepubliceerd, omdat hij niet lang na de publicatie van 1912 overleed.

In 1913 kwam Brouwer als reactie op Poincaré met zijn dimensie: Dimensionsgrad (Dg) [3]. Hij
was niet tevreden met Poincaré’s definitie, want volgens hem zou de dubbele kegel eendimensionaal
zijn, omdat die kan worden gescheiden door een punt. Brouwers dimensie, die later erg bleek te
lijken op de grote inductieve dimensie, was ook inductief gedefinieerd, maar was verfijnder en gaf voor
meer ruimten een goed resultaat. Met zijn nieuwe definitie van dimensie bewees hij de invariantie van
dimensie op een andere manier, hij toonde namlijk aan dat Dg [0, 1]" = n.

Felix Hausdorff gaf in 1919 een definitie voor dimensie in euclidische ruimten, die niet-gehele ge-
tallen als waarde kan aannemen [8]. Zo heeft de Cantorverzameling Hausdorffdimensie log2/i0¢ 3, wat
ongeveer 0.63 is. Deze dimensie is relevant gebleken voor fractalen, maar behoort niet bij de drie
belangrijkste definities van dimensie die we onderzoeken in deze scriptie.

In deze scriptie zullen we alleen kijken naar de kleine inductieve dimensie (ind ), de grote inductieve
dimensie (Ind ) en de overdekkingsdimensie (dim ). De eerste van deze drie is door twee verschillende
wiskundigen, Pavel Urysohn [21] en Karl Menger [15], onafhankelijk van elkaar rond dezelfde tijd, het
begin van de jaren 20, tot stand gekomen. Zij onderzochten compacte metrische ruimten in plaats van
euclidische ruimten. Het werk van Urysohn is vollediger, maar het werk van Menger is eleganter en
sluit beter aan op de intuitie. Omdat ze allebei als eerste veel theorie hebben ontwikkeld, noemt men
de kleine inductieve dimensie ook wel de Menger-Urysohn dimensie.

Eduard Cech heeftin 1931 de grote inductieve dimensie voor normale ruimten voor het eerst gede-
finieerd [22]. Omdat deze dimensie verwant is aan de Dimensionsgrad van Brouwer, wordt ook wel de
naam Brouwer-Cech dimensie gebruikt. Cech heeft ook de overdekkingsdimensie als eerste formeel
gedefinieerd in 1933 [23]. Lebesgue merkte als eerste de onderliggende eigenschap van overlappende
overdekkingen op, daarom is de term Cech-Lebesgue dimensie ook gangbaar.



De drie dimensiedefinities met
basiseigenschappen

2.1. Inductieve dimensies

Allereerst definiéren we de inductieve dimensies. Een ruimte waarvoor de kleine of de grote inductieve
dimensie wordt gedefinieerd, moet respectievelijk regulier of normaal zijn, dus voor willekeurige topolo-
gische ruimten is er geen inductieve dimensie gedefinieerd. Waarom deze voorwaarden noodzakelijk
zijn wordt duidelijk uit de definities.

Definitie 2.1. Laat X een reguliere ruimte zijn en n € {0, 1, 2,..}. De kleine inductieve dimensie wordt
als volgt gedefinieerd.

i.indX=-1alsX =0.
ii. indX <nalsvoorelkpunt x € X en U € X open met x € U er een open V C X bestaat, z6 dat

xeVceUeninddV <n-—1.

ii. indX =nalsindX < n geldtenind X <n — 1 niet geldt.
iv. ind X = oo als ind X < n voor geen enkele n geldt.

De uitspraak ind X £ n— 1, ofwel ind X = n kunnen we ook formuleren als: er is een punt x € X en
een open omgeving U € X van x, z6 dat voor elke open V € X metx € V € U geldtdat ind oV = n—1.
Een ruimte die alleen bestaat uit een eindig aantal losse punten is nuldimensionaal.

Propositie 2.1. Als X een niet-lege ruimte is met de discrete topologie, dan geldt ind X = 0.

Bewijs. Een ruimte met de discrete topologie is regulier, dus we kunnen praten over ind X. X is niet
leeg, dus indX # —1, dus indX > 0. Om aan te tonen dat indX < 0, latenwe x € X en U € X
willekeurig, waarbij U een open omgeving van x is. Omdat X de discrete topologie heeft, is {x} een
open omgeving van x. Het complement van {x} is ook open, dus de afsluiting van {x} is zichzelf. We

hebben dus d{x} = {x}\{x} = {x}\{x} = @. Er geldt dus dat ind 3{x} = —1, dus ind X < 0. O

Definitie 2.2. Laat X een normale ruimte zijn en n € {0, 1,2,..}. De grote inductieve dimensie wordt
als volgt gedefinieerd.

i. IndX=-1alsX = 0.

i. IndX < n als voorelke gesloten F € X en U € X openmet F € U er een open VV € X bestaat, z6
dat

FecvVvcUenIndoV <n-1.

3



4 2. De drie dimensiedefinities met basiseigenschappen

ii. IndX =nalsIndX <ngeldtenIndX <n— 1 niet geldt.
iv. IndX = o als Ind X < n voor geen enkele n geldt.

De inductieve dimensies hebben hun naam te danken aan de volgende stelling, die zegt dat de
kleine inductieve dimensie altijd kleiner is dan of gelijk is aan de grote inductieve dimensie van een
normale ruimte.

Stelling 2.2. Voor elke normale ruimte X geldt dat ind X < Ind X.

Bewijs. Dit bewijs gaat met inductie naar Ind X. Voor elke normale ruimte X met IndX = —1, geldt
X = @, dus ook ind X = —1. Neem aan dat voor alle normale ruimten X met IndX < n — 1 geldt
dat ind X < IndX. Laat X een normale ruimte zijn met IndX = n. Gegeven zijn een punt x € X
eneenopen U € X met x € U. De singleton {x} is gesloten, dus omdat Ind X = n, is er een open
VeXmet{x} SV cUenlInddV <n-—1. Nukunnen we de inductiehypothese toepassen op dV:
inddV < IndadV < n — 1. Er geldt uviteraard ook dat x € V < U, dus we mogen concluderen dat
indX <n=IndX. O

Uit de definities van de inductieve dimensies komen vrij direct resultaten over de dimensies van
deelruimten voort.

Stelling 2.3. Voor elke reguliere ruimte X en een deelruimte A € X geldtind A < ind X.

Bewijs. Als indX = —1, dan is X = @, dus elke deelruimte is ook leeg en heeft daarom ook kleine
inductieve dimensie -1. Neem als inductiehypothese aan dat voor alle reguliere ruimten X metind X <
n—1geldtdatind A < ind X voor elke deelruimte A € X. Laat X een reguliere ruimte zijn metind X =n
enlaatA € X. Laatx e AenU c Aopenmetx € U. DanisereenopenU' € X metU = AnU’
vanwege de definitie van de deelruimte. Omdatind X < n geldt, isereenopenV’' € X metx e V' c U’
eninddV' < n — 1. Definieer V := AnV'. DanisV openin Aenx € V € U. De rand van V is een
reguliere ruimte want het is een deelruimte van de reguliere ruimte V':

6V=VA0WA
=ANVNAV
CANV NAV' (2.1)
SV nX\V’
=av'.

Uit de inductiehypothese volgt nu dat ind 0V < inddV' < n — 1. We kunnen dus concluderen dat
ind4d <n=indX. O

Het analogon van deze stelling voor de grote inductieve dimensie heeft een extra voorwaarde op
de deelruimte nodig. Voor een willekeurige deelruimte is de grote inductieve dimensie namelijk niet
altijd gedefinieerd, omdat een deelruimte van een normale ruimte niet altijd normaal is. Het bewijs van
deze stelling gaat in grote lijnen hetzelfde als dat van stelling 2.3.

Stelling 2.4. Voor elke normale ruimte X en een gesloten deelruimte A € X geldt Ind A < Ind X.

Bewijs. Als IndX = —1, dan is X de lege ruimte en elke deelruimte A daarvan dus ook, dus geldt
Ind A = —1. Stel dat voor elke normale ruimte X met Ind X < n — 1 geldt dat elke gesloten deelruimte
A voldoet aan Ind A < Ind X. Laat X een willekeurige normale ruimte metInd X = nen A € X gesloten
zijn. Laat F € U < A met F gesloten en U open. Dan is F ook gesloten in X, want A is gesloten
in X. Er bestaat eenopen U’ € X met U = AnU'. Ergeldtdat F € U € U’, dus de definitie van
de grote inductieve dimensie kan worden toegepast: eris eenopen V' € X met F € V' <€ U’ en
IndoV <n—1. NeemV:=AnV’' danisV openengeldt F €V c U. De rand van V is gesloten in X
en het is een deelruimte in de gesloten deelruimte dV, de berekening in (2.1) is namelijk hier ook van
toepassing. Dus dV is ook gesloten in dV' en daarom kan de inductiehypothese worden toegepast:
InddV <InddV' <n—1,dusergeldtdatIndA <n =IndX. O
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2.2. Overdekkingsdimensie

Voor het definiéren van de overdekkingsdimensie is het concept van een verfijning van een overdekking
nodig.

Definitie 2.3. Laat X een ruimte zijn met een overdekking A, dus U A = X. Een familie deelverzame-
lingen B is een verfijning van A als ze ook X overdekt en er voor elke B € B een A € A bestaat met
B c A.

Definitie 2.4. Laat A een familie deelverzamelingen van X zijn. De orde van deze familie, aangegeven
met ord A, is de grootste n € N waarvoor er n + 1 elementen uit A zijn met een niet-lege doorsnede.

Gevolg 2.5. Elke familie deelverzamelingen met orde -1 bestaat uit alleen de lege verzameling.

Bewijs. Stel ord A = —1. Dan zijn er maximaal 0 elementen uit A die elkaar snijden. Dus voor elke
A € A is de doorsnede met zichzelf leeg, want als die niet leeg zou zijn, zou de orde van A groter dan
0 zijn. Dus 4 = 0. O

Definitie 2.5. Laat X een normale ruimte zijn en n € {—1,0,1, 2,..}. De overdekkingsdimensie wordt
als volgt gedefinieerd.

i. dimX < n als elke eindige open overdekking een eindige open verfijning heeft van orde < n.
i. dimX =nalsdimX < ngeldten dim X < n — 1 niet geldt.
iii. dimX = oo als dim X < n voor geen enkele n geldt.

De overdekkingsdimensie kan ook voor volledig reguliere ruimten worden gedefinieerd aan de hand
van “functioneel open” verzamelingen, dit zijn de complementen van “functioneel gesloten” verzame-
lingen (in literatuur vaak zero-set genoemd), verzamelingen van de vorm f~1[{0}] waarbij f : [0,1] = X
een continue afbeelding is. Voor deze scriptie is deze bredere klasse ruimten niet relevant, dus defini-
éren we alleen de overdekkingsdimensie voor normale ruimten. De uitspraak dim X > n is equivalent
met dim X £ n — 1 of met andere woorden: er is een eindige open overdekking zé dat elke eindige
open verfijning orde = n heeft.

We merken op dat -1-dimensionaliteit hetzelfde is voor de inductieve dimensies en de overdek-
kingsdimensie.

Gevolg 2.6. Voor een normale ruimte X is dim X = —1 equivalent met X = Q.

Bewijs. Als de overdekkingsdimensie van een normale ruimte X gelijk is aan -1, dan heeft elke eindige
open overdekking een eindige open verfijning van orde -1, dus elke verfijning bestaat uit alleen de lege
verzameling vanwege gevolg 2.5. Een verfijning overdekt de hele ruimte, dus de ruimte is leeg, want
u{e} = 0.

De ruimte X = @ heeft maar één mogelijke overdekking: {@#}. De orde hiervan is -1. O

Voor de overdekkingsdimensie kunnen we een vergelijkbaar resultaat als propositie 2.1 aantonen.
Propositie 2.7. Als X een niet-lege ruimte is met de discrete topologie, dan geldt dim X = 0.

Bewijs. Discrete ruimten zijn normaal, dus dim X is gedefinieerd. De ruimte is niet leeg, dus vanwege
gevolg 2.6 hebben we dim X # —1. Laat (U;)¥_, een eindige open overdekking van X zijn. We gaan nu
recursief een open verfijning construeren met orde < 0. Neem V; := U, en voor i € {2, .., k} definieer
V; als U;\ UjZ1 V;. Nuis (V)X een open verfijning van (U;)X_,. Al deze verzamelingen zijn open, want
elke verzameling in een discrete ruimte is open. Deze familie overdekt de hele ruimte, want neem voor
een willekeurige x € X de kleinste index i € {1, .., k} waarvoor x € U;. Dan zit x dus nietin U; met j < i,
dus x € V;. Het is duidelijk dat elke V; bevat is in U;, dus het is een verfijning. Om te controleren dat de
orde van deze verfijning < 0 is, nemen we twee verschillende willekeurige indices i,j € {1, ..., k}. Neem
z.v.v.a. aan dat i < j. We hebben nu dat V; en V; disjunct zijn, want stel dat x € V; n V;, dan hebben
we dat x € V;, dus x zit in geen enkele 17, met m < j en dus ook niet in V;. De familie (V)k_, is dus
paarsgewijs disjunct, wat betekent dat de orde < 0 is, dus dim X < 0. O
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Soms is het handiger om te werken met krimpingen in plaats van verfijningen, omdat bij een krimping
een verzameling altijd correspondeert met precies één verzameling in de originele overdekking en
andersom.

Definitie 2.6. Laat X een ruimte zijn met een overdekking (4;);¢;- Dan is een familie deelverzamelingen
(Bi)ier van X een krimping van (4;);e; als U;e; Bi = X en er voor elke i € I geldt dat B; € A;. Hierbij
dient I als een indexverzameling voor zowel (4;);c; als (B)ier-

Gevolg 2.8. Elke krimping is een verfijning. O
Het blijkt dat krimpingen ook de overdekkingsdimensie karakteriseren.

Stelling 2.9. Voor een normale ruimte X zijn de volgende twee uitspraken equivalent met dim X < n.
i. Elke eindige open overdekking heeft een open verfijning van orde < n.
ii. Elke eindige open overdekking heeft een open krimping van orde < n.

Bewijs. Dat dim X < n uitspraak (i) impliceert is triviaal. De implicatie (ii)) = dim X < n volgt uit het feit
dat elke krimping van een eindige overdekking een eindige verfijning is. We moeten dus alleen (i) =
(ii) aantonen.

Laat X een normale ruimte zijn waarvoor (i) geldt en laat (U;);¢; een eindige open overdekking zijn.
Neem een open verfijning V van (U;);; met ord V < n. Kies voor elke V € V een i, € I metV c U;,.
Definieer voor elke i € I de open verzameling W; := U{V € V : i, = i}. We hebben nu dat W; c U;
voorelke i € I, wantals x € W;, dan zit x ineen V € V met i, =i, dus x € U;. Daarnaast is (W;);¢;
een overdekking van X, want voor elke willekeurige x € X isereenV € YV met x € V, want V is een

overdekking van X. We hebben nudat x € V < W, dus (W;);¢, is een krimping van (U;);¢;- Ten slotte

geldt er dat ord (W;);¢; < n. Stel namelijk dat er Wy, ..., W, zijn waarvoor er een x € n?:lz W; bestaat.

Daniservoorelkei € {1,..n+2}eenV € YV meti, =ienx € V. Dus we hebben n + 2 elementen uit
V gevonden met niet-lege doorsnede. Dit spreekt het feit dat ord V < n tegen. O

De tegenhanger van een krimping noemen we een zwelling en definiéren we als volgt.

Definitie 2.7. Laat X een ruimte zijn met familie deelverzamelingen (4;);¢;- Dan is (B;);¢; €en zwelling
van (4;);e; als voor elke i € I geldt dat A; < B; en voor elke eindige I' € I geldt dat N;er A; # @
equivalent is met N;¢;r B; # 0.

Gevolg 2.10. Als (B;);c; een zwelling is van (A;);e;, dan is ord (A4;);e; = ord (B;)ie;- O

In normale ruimten kunnen gesloten families deelverzamelingen worden “opgezwollen” tot open
families deelverzamelingen.

Stelling 2.11. Laat X een normale ruimte zijn met een eindige gesloten familie deelverzamelingen
(F)ic;- Dan is er een open zwelling (U;);e; van (F;)ie;- Voor alle families open deelver_zame/ingen
(V) ;e; waarbij F; € V; geldt voor elke i € I, kan de zwelling (U;);¢; Zo gekozen worden dat U; < V; voor
elkei€el.

Bewijs. Laat (Fi){.‘zl een familie gesloten deelverzamelingen van X zijn. De rij (Ui){-‘=1 construeren we
op een recursieve manier. Definieer G, als de vereniging van alle verzamelingen van de vorm N;¢; F;
met I < {1, .., k} waarvoor geldt dat deze doorsnede disjunct is van F;. G, is een gesloten verzameling,
want het is een eindige vereniging van doorsnedes van gesloten verzamelingen. G, is disjunct van F;,
wantals x € F;, NGy, danisereenl < {1,.., k} met x € N;¢; F;, maar deze doorsnede is per definitie
disjunct van F;. Omdat X normaal is, bestaat er een open U; € X met F, € U; en U; N G; = @. Deze
Uy is nu zo geconstrueerd dat {U,} U (F,)k_, een gesloten zwelling is van (F)k_,.

Neem aan dat er voor i € {1,..,m} al een open U; is gedefinieerd waarvoor geldt dat F; < U; en
Zm = {ﬁl, T F,.} een gesloten zwelling is van (Fi){-‘zl. Definieer G,,., als de vereniging van
alle doorsnedes van elementen uit Z,, die disjunct zijn van F, . Dan is G,,,, gesloten en disjunct van
Fpn+1, dus bestaat er een open U,,,;; met E,11 S Uppyq €N Uppyq N Gyyq, oOMdat X normaal is. Op deze
manier defininiéren we de familie open verzamelingen (U;)¥_, met de eigenschappen dat F; < U; voor
elke i € {1,..,k} en dat (U;)k, een zwelling is van (F)k,. Het is nu duidelijk dat (U;)X_, een open
zwelling van (F)k_, is.

Als (V)k_, een familie open deelverzamelingen is met F; < V; voor elke i € {1,..,k}, dan kunnen
we vanwege normaliteit van X elke U; z6 kiezen dat U; € V;. O
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Stelling 2.12. Elke eindige open overdekking van een normale ruimte X heeft een gesloten krimping.

Bewijs. Laat (U;);c; een eindige open overdekking van X zijn. Dan is (X\U;);¢; een eindige fami-
lie gesloten verzamelingen met lege doorsnede vanwege de wetten van De Morgan: N;¢; X\U; =
X\ Ui U; = X\X = 0. Vanwege stelling 2.11 is er een open zwelling (V;);c; van (X\U;);e;. Defini-
eer F; := X\V; voor elke i € I. Dan is (F;);c; een gesloten krimping van (U;);e;, want F; = X\V; €
X\(X\U;) = U; voor elke i € I, want X\U; < V;. Daarnaast overdekt (F;);c; de hele ruimte X. Er
geldt namelijk dat N;¢; V; = @, want N;e; X\U; = X\ Uije; U; = X\X = 0 en (I});¢; is een zwelling van
(X\U;)e;- Hieruit volgt dat U;¢; F; = Ui X\V; = X\ NV; = X\0 = X. O

Stellingen 2.11 en 2.12 vormen het gereedschap dat we veel nodig gaan hebben om resultaten te
bewijzen over de overdekkingsdimensie. Deze stellingen laten ons namelijk families verzamelingen
opzwellen en krimpen zonder dat dit de orde van de familie beinvloedt. Het eerste resultaat dat we
hiermee bewijzen is een karakterisering van de overdekkingsdimensie met gesloten verfijningen en
krimpingen.

Stelling 2.13. Voor een normale ruimte X zijn de volgende uitspraken equivalent met dim X < n.
i. Elke eindige open overdekking heeft een gesloten krimping van orde < n.
ii. Elke eindige open overdekking heeft een eindige gesloten verfijning van orde < n.

Bewijs. Om aan te tonen dat dim X < n uitspraak (i) impliceert, nemen we een willekeurige eindige
open overdekking (U;);e; van X. Deze heeft een open krimping (V;);¢; van orde < n, vanwege uit-
spraak (ii) van stelling 2.9. Volgens stelling 2.12 kan deze gekrompen worden tot een gesloten familie
(F;)e;- Dit is een krimping van (U;);e;, Wwant F; € V; € U; voor elke i € I. We hebben ook dat
ord (F})ie; < ord (V;);e; < n, dus deze krimping voldoet.

Elke krimping van een eindige overdekking is een eindige verfijning, dus (ii) volgt direct uit (i). Voor
de laatste implicatie, laat U een eindige open overdekking zijn van X en neem aan dat deze een eindige
gesloten verfijning F van orde < n heeft. Vanwege stelling 2.11 is er een open zwelling V van F, z6 dat
V een verfijning van U is. Deze zwelling toont aan dat dim X < n, want ze behoudt de orde van F. [

Ook voor de overdekkingsdimensie is er een stelling over deelruimten die overeenkomt met stel-
ling 2.4 voor de grote inductieve dimensie.

Stelling 2.14. Voor elke normale ruimte X en een gesloten deelruimte A € X geldt dim A < dim X.

Bewijs. Laat U een open overdekking van A zijn. Dan is er voor elke U € U een open V < X met
U = AnV. De familie die bestaat uit deze V’s duiden we aan met V. X\A is open en {X\A} UV
is een overdekking van X. Namelijk, als x € A, danisereenV € YV metx € Venals x ¢ A, dan
x € X\A. Deze open overdekking van X heeft een eindige open verfijning W van orde < n. Nu is de
familie W' := {W n A : W € W} een eindige open verfijning van U met orde < n. Er geldt namelijk
dat UW' = UWNA:WeW}=AnUW =AnX =Aenvoorelke WNnA e W'iserV € Ven
eenUeUmetWnAcVnAcU, dus W' is een verfijning van U. De orde van deze verfijning is
< n, want stel dat ord W’ > n, dan zijn er W;, .., W,,;, € W met n?;f ANnW; # @. Maar dan is er een

x € NIEZANW,; € N2 W, wat het feit dat ord W < n tegenspreekt.. O

2.3. Stellingen van algemeen belang

Een groot onderdeel van de motivatie voor het ontwikkelen van dimensietheorie was het bewijzen dat
de ruimte waarin we leven driedimensionaal is, of in het algemeen dat de euclidische ruimte R" n-
dimensionaal is. Zoals in hoofdstuk 1 staat vermeld, was Brouwer de eerste die dit heeft aangetoond.
Maar dit deed hij voordat de drie dimensies die de hedendaagse dimensietheorie domineren formeel
gedefinieerd waren. Daarom wordt dit resultaat nog hier als stelling vermeld.

Stelling 2.15. Voor elke n € N geldt dim R" = ind R" = Ind R"™ = n.

Bewijs. We geven alleen een schets van het bewijs van deze stelling. R" is een separabele metrische
ruimte, dus het maakt niet uit naar welke dimensie we kijken volgens stelling 3.8, deze zullen we in het
volgende hoofdstuk bewijzen. Men kan op de volgende manier laten zien dat ind R < 1: laat x € R
willekeurig en laat U een open omgeving van x zijn. Er is dan een basis-open verzameling in de vorm
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van een open interval (a,b) met x € (a,b) € U. De rand van het interval (a, b) is de verzameling van
twee losse punten: {a, b}. Deze ruimte is nuldimensionaal, zoals te zien is in propositie 2.1, dus we
hebben ind R < 1.

Het is ook niet veel werk om te laten zien dat ind [0,1] = 1. Kijk naar het punt 1/2 en de open
omgeving (1/4,3/4). Laat VV een open verzameling zijn met x € V € (1/4,3/4). De rand van V kan niet
leeg zijn, dus ind dV = 0. Dit betekent dat ind [0, 1] = 1. Nu volgt uit stelling 2.3 dat 1 < ind [0,1] <
indR<1.

Voor n > 1 kunnen we met een inductief argument aantonen dat ind R < n. Voor elke x € R"
met een open omgeving U is er namelijk een r > 0 met B(x,r) € B(x,r) € U. Hierbij is B(x,r) :=
{y € R" : d(x,y) < r} een bol met straal r en middelpunt x. De rand van deze bol is homeomorf met
S 1:={y € R": ||y|| = 1}. Deze verzameling ziet er lokaal uit als R"~! en is dus n — 1-dimensionaal.

De ongelijkheid dim R™ > n is minder makkelijk aan te tonen, namelijk met de dekpunstelling van
Brouwer. Deze zegt dat er voor elke continue afbeelding f : [0,1]" — [0,1]™ een x € [0, 1]™ bestaat met
f(x) = x. Deze uitspraak is equivalent met dim [0, 1]* = n. Deze scriptie gaat niet over de topologie
van de euclidische ruimten, dus daarom bewijzen we deze stelling hier niet volledig. Een bewijs van
de dekpuntstelling van Brouwer is na te lezen in General Topology van Engelking [6]. O

Een andere veelgebruikte stelling is de aftelbare-gesloten-som stelling. We zullen deze stelling
meermaals gebruiken in het volgende hoofdstuk.

Stelling 2.16. Laat X een normale ruimte zijn met een aftelbare gesloten overdekking (F;);en. Als voor
elke i € N geldt dat dim F; < n, dan geldt dim X < n.

Bewijs. Laat (U;)¥_, een open overdekking van X zijn. We gaan een gesloten krimping van orde < n
construeren, waarna we volgens stelling 2.13 kunnen concluderen dat dim X < n. We mogen aanne-
men dat Fy = Q.

We gaan een aftelbare rij open overdekkingen (U;) ey van X recursief definiéren waarbij elke U;
kan worden geschreven als (Uj,i)]ic=1- Definieer U, ; als U; voor elke i € {1, ..., k}. We construeren de rij
z6 dat voor elke j € N de overdekking U; de volgende eigenschappen heett.

i. Voorelke i € {1,..,k}is U;; bevatin Uj_y ;.
ii. ord (U;; N F)k, <n.

Laat m € N en neem aan dat voor elke j < m de overdekking U; al gedefinieerd is zodat die deze twee
eigenschappen heeft. We gaan nu U, construeren. F,, n U,,_,; is open in F, voor elke i € {1,..,k}.
Daarnaast is (Up,_1;)%_, een open overdekking van X, dus (F, N U,_,;)%, is een open overdekking
van de gesloten deelruimte F,,. Er is gegeven dat dim F,,, < n, deze overdekking kan vanwege stelling
2.9 worden gekrompen tot een overdekking (V;)¥_, van orde < n. Hierbij zijn de V;’s deelverzamelingen
van E,,.

Definieer nu voor elke i € {1, .., k} de open verzameling W; := (Up,-1;\F,)UV;. Danligt W; helemaal
binnen Up,_1;, want V; € Up,_q,;. (W)X, is dus een open overdekking van X, omdat (Up,_1,)%_; een
open overdekking van X is. Daarnaast geldt dat ord (E,, N Wl-){-‘=1 < ord (Vi){-‘=1 <n,wantFE, nW; =
Fn 0 ((Um-1,i\En) UV)) = B, NV; S V.

Vanwege stelling 2.12 is er een een gesloten krimping (FL-)Q‘=1 van (Wi)ﬂ-il- Neem nu, omdat X
een normale ruimte is, voor elke i € {1,..,k} een open U,,; met F; € U,,; S ﬁm,i c W;. De open
overdekking U, := (Um,l-){-‘=1 voldoet nu aan beide eigenschappen, want ﬁm,i E W, € Up_q,; €N
ord (Up,; NE)K, < ord (W; nE)k, <n.

Nu moeten we alleen nog met deze rij overdekkingen een gesloten krimping van (Ul-){-‘=1 met orde
< nvinden. Laat x € X willekeurig. Dan is er altijd een i, € {1,.., k} zodat x in oneindig veel U;; 's
zit, voor elke j € N is (Uj,i)ﬂ-;l namelijk een overdekking van X. Met andere woorden: x zit in de
“staart” van de rij (U;; )jen.- Maar omdat eigenschap (i) geldt, moet x nu in elke U;; zitten, dus x €

— — Nk

Njen Uji, € Njen Uj,i, - De familie gesloten verzamelingen (ﬂjeN Uj,i)_ . is dus een overdekking van X.
1=

Het blijkt dat deze overdekking ook een krimping is van (U;)¥_, met orde < n. Uit eigenschap (i) volgt

namelijk dat elke ﬁj,i bevat is in Uy; = U; voor alle i € {1,..,k}, dus het is een krimping van (U)¥_,.

Eigenschap (ii) laat zien dat de orde van deze krimping van boven begrensd is door n. Stel namelijk

Jx

S
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dat x € Nig njENﬁj,i vooreen I < {1,..,k} met |I| = n + 2. Dan moet er een j € N zijn met x € Fj,

want de F;'s overdekken X. Maar nu hebben we x € F; N N;¢ ﬁj,i = Nier (ﬁj,i N F;), wat eigenschap (ii)
tegenspreekt. O



Overeenstemming tussen dimensies

Het meest belangrijke resultaat over dim, ind en Ind is dat ze overeenkomen voor separabele metri-
zeerbare ruimtes. In dit hoofdstuk bewijzen we deze stelling. Hiervoor zijn verschillende lemma’s nodig
die verbanden tussen de dimensies voor bepaalde klassen van topologische ruimten blootleggen.

3.1. Inductieve dimensies als bovengrens voor de overdekkings-

dimensie

Het blijkt dat voor willekeurige normale ruimten de overdekkingsdimensie van boven begrensd is door
Ind en voor reguliere Lindel6f-ruimten ook door ind . Hiervoor is eerst een lemma nodig dat laat zien
dat dim zich gedraagt als Ind .

Lemma 3.1. Als voor een normale ruimte X er voor elke gesloten F € X en open U € X metF € U er
eenopenV < X bestaatmetF €V cV c U endimdV <n—1, dan geldf dimX < n.

Bewijs. Laat (U;)¥_, een open overdekking van X zijn. We gaan op zoek naar een eindige gesloten
verfijning van orde < n, want dit betekent volgens stelling 2.13 dat dim X < n. Neem van (U;)¥_, een
gesloten krimping (F;)X, (stelling 2.12). Vanwege de aanname is er voor elke i € {1,..,k} een open
V,CSXmetF,CV,CV;,CU; endimaV; <n-—1.

Definieer G := Uﬁ‘zl dV;. Ditis een normale ruimte, want elke dV; is gesloten, elke eindige vereniging
van gesloten verzamelingen is gesloten en elke gesloten deelruimte van een normale deelruimte is
normaal. Volgens de aftelbare-gesloten-som-stelling (2.16) geldt dimG¢ < n — 1. De ruimte G ligt
binnen X, dus (G n U;)k_, is een open overdekking van G. Deze overdekking krimpen we tot een
gesloten overdekking van G van orde < n—1 volgens stelling 2.13. Alle elementen uit deze overdekking
zijn ook gesloten in X, omdat G gesloten is in X. Daarom kunnen we stelling 2.11 toepassen om de
gesloten overdekking van G op te zwellen tot een familie verzamelingen (W;)%_, die open is in X en
waarvoor geldt dat W'; < U; voor elke i € {1,..,k}. Neem nu opnieuw een open zwelling (Wpk_; van
de gesloten overdekking van G, zo dat W; € W/ voor elke i € {1,.., k}. Voor deze familie geldt nu dat
ord W)k, < ord (W/)k, <n—1". Duid de vereniging van deze familie aan met W, dan hebben we
GCSWw.

Definieer H; := V;\ (W u U Vj) voor elke i € {1,..k}. Nu hebben we dat U‘,{W,, H;} een
gesloten verfijning van (Ul-){-‘=1 is met orde < n. Om te laten zien dat deze familie de hele ruimte
overdekt nemen we een willekeurig punt x € X. Als x € W, dan is er een index i € {1,..,k} met
x € W; € W,;. Voor het geval dat x niet in W zit, nemen we de kleinste i € {1,.., k} met x € V;. Dan zit
x in H;. Het is duidelijk dat alle elementen uit deze overdekking gesloten zijn en voor elke i € {1, .., k}

hebben we W; € U; en H; € V; C U;, dus het is een gesloten verfijning van (U)k_;.

"De tussenstap met de W/’s is nodig om te verzekeren dat de orde van de familie van afsluitingen van boven begrensd is door
n+1.

10
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We moeten nu alleen nog aantonen dat deze verfijning orde < n heeft. Voor i,j € {1, .., k} zijn H;
en H; disjunct. Neem z.v.v.a. aan dat i < j, dan hebben we:

~.

-1 j-
HinH; = |V;\ WUUVl NVAIWU| |V

=1 m=1

(]
I

j-1
n VJ\ W u U Vin
m=1
gVin[Vj\(WUVi) o
=Vin(Vw)n (ViK)
=V;n(X\W) n VAV
[ (X\W) N (?Vl

Hierbij volgt de laatste gelijkheid uit het feit dat dV; < G < W voor elke i € {1,..,k}. We weten dat
ord (W)¥., <n—1, dus er zijn maximaal n verzamelingen van de vorm W; met niet-lege doorsnede.
Hier kan maximaal één verzameling van de vorm H; aan toegevoegd worden met de voorwaarde dat
de doorsnede niet-leeg blijft, want de H;’s zijn paarsgewijs disjunct (3.1). We hebben dus een gesloten
verfijning van (U;)¥_, gevonden met orde < n—1+ 1 = n, dus dim X < n volgens uitspraak (ii) van
stelling 2.13. O

Met dit lemma kunnen we de eerste stelling bewijzen die een verband tussen verschillende dimen-
sies aangeetft.

Stelling 3.2. Voor elke normale ruimte X geldt dim X < Ind X.

Bewijs. We bewijzen deze stelling met inductie naar Ind X. AlsIndX = —1,dan X = @, dus dim X =
—1 wegens gevolg 2.6. Neem als inductiehypothese aan dat voor alle normale ruimten X met Ind X <
n — 1 de ongelijkheid dim X < Ind X geldt. Laat X een willekeurige normale ruimte zijn met Ind X = n.
Laat F,U < X willekeurig met F gesloten, U open en F € U. Omdat X normaal is, bestaat er een open
V metF €V cV c U. Uit de definitie van de grote inductieve dimensie volgt dat er een open W is met
FcWcVenIndoW < n-—1. De ruimte dW is normaal, want ze is gesloten in de normale ruimte
X. De inductiehypothese toepassen op oW geeft dim oW < Ind 0W < n — 1. Uit lemma 3.1 volgt dat
dimX <n=IndX. O

De ongelijkheid dim X < ind X geldt in het algemeen voor reguliere Lindel6f-ruimten. Het bewijs
hiervan maakt gebruik van de aftelbare-gesloten-som-stelling en het volgende lemma.

Lemma 3.3. Als X een reguliere Lindeléf-ruimte met een willekeurige basis B is. Dan is er voor elke
gesloten F en open U met F < U een open V en een aftelbare familie (B;);eny S B, z6 dat

F_VQVQUenaVQUOBi.
ieEN

Bewijs. Kies voor elke x € X vanwege regulariteit een B, € B met B, € X\F (ofwel B, N F = @) of
B, € U. Op de overdekking (B,)ycx kunnen we de Lindeléf-eigenschap toepassen om een aftelbare
deeloverdekking (B;);cy te krijgen. We splitsen deze overdekking in twee delen op: de verzamelingen
waarvan de afsluiting F raakt, (U;);ey = {B; : Ei N F # @}, en de verzamelingen waarvan de afsluiting
F niet raakt, (V));ey := {B; : B; N F = ¢}.

We hebben nu de volgende eigenschappen: F € U;ey U;, want voor elke x € F is ereen i € N met
x € B;. Hiervoor geldtx € B;,nF € B;NF, dus B; € (U)ien- We hebben ook dat X\U < Uy V;, want als
x € U, danis ereen i € N met x € B;. Deze B; is niet bevat in U, dus B; N F = @. Daarnaast geldt voor
elke i € N dat U; € U. Voor elke U; moet namelijk gelden dat U; N F = @ of U; € U, want U; € (By)xex-
Maar U; is gedefinieerd zodat de eerste optie niet geldt, dus moet de tweede optie gelden.
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Definieer nu voor elke i € N de open verzamelingen W; := U;\ Uj'-;l1 Vj enZ; :=V;\ U§-=1 U;. Duid
de verenigingen van deze families respectievelijk aan met W en Z. Dit zijn verenigingen van open
verzamelingen en dus ook open. Daarnaast scheiden ze de gesloten verzamelingen F en X\U: voor
elke x € Fisereeni € Nmet x € U; en F is disjunct van alle V]-’s, dus x € W;. Voor elke x ¢ U is er
eeni € Nmetx € V; en elke ﬁj is bevat in U en dus disjunct van X\U, dus x € Z;. We hebben dus
FcWenX\UCcZ maarook WNnZ=9,wantalsx e WnZ,danzijneri,j e Nmetx € W;enx € Z;.
Voor het geval dat i > j, dan x ¢ V; € U{Z{ V,, wat x € Z; € V; C V; tegenspreekt. Als i < j is er ook
een tegenspraak: x ¢ U; € UJ_, U, enx € W; S U; € U;.

W en Z zijn open en disjunct, dus W nZ = @. Als we dit combineren met eerder verkregen inclusies
krijgen we F € W € W < X\Z € U. Het voldoet dus om te laten zien dat W < Uy 9B;.

Als tussenstap merken we op dat dW = W\W < X\DO\W = X\(W U Z). Nu moet alleen nog
aangetoond worden dat dit bevat is in U;ey 0U; U Ujeny 0V; = Ujeny 0B;. Laat x € W U Z willekeurig. De
ruimte wordt overdekt door U;en{U;,V;}, dus eris eeni € N met x € U; of x € V;. Definieer G als de
eerste verzameling in de rij U;,V,U,,V,,.. met x € G. Stel G = U; voor een i € N. Eris al bekend dat

x & W en dus ook x & W;. Ook zit x niet in U’Z} V;, want dat zou betekenen dat G van de vorm V;

zou zijn. Er moet dus wel gelden dat x & U;, wat impliceert dat x € U;\U; = dU;. Het geval dat G = V;
voor een i € N gaat op dezelfde manier, want we wetenaldatx ¢ Z; S Zenx ¢ Uj-zl U;. Nu kan er
geconcludeerd worden dat x ¢ V;, dus x € dV;. Dus er is altijd een i € N met x € dU; U dV; en dit heeft
als gevolg dat W < U;ey 9B;. O

Stelling 3.4. Voor elke reguliere Lindel6f-ruimte X geldt dim X < ind X.

Bewijs. De overdekkingsdimensie is voor reguliere Lindelof-ruimten gedefinieerd omdat die normaal
zijn. Het bewijs zal net zoals dat van stelling 3.2 met inductie gaan. Als ind X = —1, danis X = @, dus
dim X = —1 vanwege gevolg 2.6. Neem aan dat dim X < ind X voor alle reguliere Lindelof-ruimten X
met ind X < n — 1. Stel ind X = n voor een reguliere Lindeléf-ruimte X. Laat F gesloten en U open
met F € U en toon aan dat er eenopen Vismet F SV €V € U endimdV < n — 1. Uit lemma 3.1 zal
volgen dat dim X < n = ind X.

Het toepassen van lemma 3.3 op X met basis B := {B € X open : ind dB < n — 1} geeft een open
V en een aftelbare deelfamilie (B;);ey Van Bmet F SV SV € U en dV S U,y 0B;. Het feit dat B een
basis voor X vormt, volgt direct uit de definitie van een basis en de kleine inductieve dimensie. Elke
gesloten deelruimte van een reguliere Lindel6f-ruimte is een reguliere Lindel6f-ruimte, dus we kunnen
de inductiehypothese toepassen op elke 9B;, dit geeft dimdB; < inddB; < n — 1. Alle dB;’s zijn
gesloten in X, dus ook gesloten in dV en ze overdekken dV. Een gesloten deelruimte van een normale
ruimte is normaal, dus dV is normaal. Het toepassen van stelling 2.16 geeft dimoV <n — 1. O

3.2. Metrizeerbare ruimten

In metrizeerbare ruimten is de grote inductieve dimensie van boven begrensd door de overdekkingsdi-
mensie. Om dit te bewijzen hebben we een karakterisering van dim voor metrizeerbare ruimten nodig.
Deze tonen we aan met behulp van het volgende lemma.

Lemma 3.5. Als er voor een normale ruimte X een rij (U;);cy vVan open overdekkingen bestaat met de
volgende eigenschappen:

i. ordU; <nvoorelkei €N,
ii. Uiy, is een verfijning van U; voor elke i € N,
iii. voor elke x € X vormt {St (x,U%),i € N} een lokale basis voor x,
dan geldt dim X < n.

Hierbij geeft St(4,A) de ster van A in A aan, dat is de vereniging van de verzamelingen uit A
die A snijden: U{B € A : An B * @}. Voor de ster van een punt schrijven we St(x,A), maar we
bedoelen St({x}, A). De familie verzamelingen U2 is de collectie van alle sterren in de overdekking U;:
{St(x,U;) : x € X}.
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Bewijs. Laat i € N willekeurig. Begin met het definiéren van een afbeelding fi“r1 : Ui = U; metde
eigenschap dat U fl-"“(U) voor elke U € U;4,. Deze afbeelding bestaat, omdat U;,, een verfijning
is van U;, dus er is voor elke U € U;.; een V € U; met U € V. Definieer f! : U; —» U; als de
identiteitsafbeelding op U;. Voor j > i wordt de afbeelding f/ : U; —» U; gedefinieerd als f{*1 o fi#Z o
.o fjj_l. Deze afbeeldingen zijn zo geconstrueerd dat voor elke U € U; met j > i geldtdat U < fij .

Laat (Oj);‘:1 een open overdekking van X zijn. We gaan een open krimping met orde < n vinden
van deze overdekking. Eerst definiéren we de rij (X;);ey van open verzamelingen als

X; = U{U €U :eriseen j € {1,.., k} met St(U, U;) € 0,}.

Met andere woorden: voor elke overdekking in de rij (U;);ey zijn er misschien elementen waarvan de
ster van die verzameling in de overdekking helemaal bevat is in een verzameling van de eindige open
overdekking (Oj)j?zl. De vereniging van deze open verzamelingen wordt aangeduid met X;.

Deze rij overdekt de hele ruimte X. Voor elke x € X is er namelijk een j € {1,..,k} met x € 0;.
Volgens de derde eigenschap in de aanname en omdat 0; open is, moet er nu een i € N zijn waarvoor
geldt dat x € St(x, uiA) C 0;. Erisdus eeny € X met x € St(y, U;) en hieruit volgt datereen U € U; is
met x,y € U. We moeten nu alleen nog aantonen dat U voldoet aan St(U, U;) < 0;, om te bewijzen dat
x € X;. Laat z € St(U,U;) willekeurig zijn. Dan is St(z,U;) bevat in St(x, U#), dus z € St(x, UL) € 0;.

Definieer nu twee deelfamilies van (U;);ey als volgt:

Vl- :={UE’lli:UﬂXi¢®},

i-1
Wl':: VEVi:VnUXl=®
=1

voor elke i € N. Dus V; is de collectie verzamelingen uit U; die de corresponderende X; snijden. De
verzamelingen hiervan die disjunct zijn van alle “eerdere” X;’s zitten in W;.

Voor elke V € V; hebben we dat fi"(V) NX;, =VnX; @ Voorl € {1,..,i — 1} hebben we dat
V € fi(V), dus op deze manier kunnen we V “groter maken”. Maar dit betekent niet dat (V) altijd
X, snijdt. Definieer I, als de kleinste [ waarbij (V) n X, # @. Er geldt dat flﬁ/(V) € W,,, want voor
L€ {1,..1y} Ziin £, (V) en X, disjunct, want i (V) n X, € ff(V) N X, = 0.

Nu kunnen we voor elke W € W, de volgende open verzameling definiéren:

[oo]

W= UU{VnXi:VEVi,]‘li(V)=Wen Iy =1}

i=l

Het blijkt dat deze verzameling bevat is in een element van (0]-)5?:1. W' is namelijk een deelverzameling
van W, want voor elke x € W' isereenV € V;, metx € V € f/(V) = W. Omdat W € W; € V,,
snijdt W X;, dusisereen U € U; met W NnU # @ enis er een j,, € {1,..,i} met St(U,U;) € 0;,,,.
Volgens de definitie van de ster is W bevat in St(U,U;), want W € U;. Uiteindelijk hebben we dus
W'S W < St(U,U;) € 0;,.

De families W; hebben we zo geconstrueerd dat ze paarsgewijs disjunct zijn. Daarom zijn W' en
Jjw goed gedefinieerd voor elke W € W := U;eny W;, want er is dus voor elke W € W maar ééni € N
met W € W;,.

De eindige familie (Q]-);?=1 waarbij we Q; definiéren als U{W' : W € Wen j,, = j} is de open
krimping van (Oj)ﬁ.‘=1 met orde < n waar we naar op zoek waren. Om te laten zien dat deze familie
de hele ruimte overdekt is het makkelijker om te aan te tonen dat W' := {W' : W € W} de ruimte
overdekt, er geldt immers dat Uﬂf:l uiw’' : w e Wenjy =j} = U(W' : W € W}, omdat verenigen
een commutatieve operatie is.

Laat x € X willekeurig zijn. Omdat (X;);ey de hele ruimte overdekt, is er een i € N met x €
X\ Uﬁ;in, met andere woorden: de kleinste i met x € X;. De familie U; is ook een overdekking van
X,dusisereen U € U; met x € U. Deze U zit ook in V;, want U n X; # @. Eris dus een [; met

fi,(U) € W, Daarom kan (f{,(U)) gedefinieerd worden. Het is duidelijk dat U n X; hier binnen ligt,
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want dat volgt direct uit de definitie van W’'. We hebben dus een verzameling uit W’ gevonden waar x
in zit, dus het is een overdekking.

De overdekking (Qj)ﬂ?=1 is een krimping van (Oj)le, want voor elke j € {1,.., k} hebben we Q; =
UW' : W eWenjy =3 U{0;, : WeWenj, =,}=0;.

Het voldoet om aan te tonen dat ord W’ < n, aangezien de elementen van (Q}-);‘=1 verenigingen
zZijn van elementen uit W’'. Laat ter wille van tegenspraak (Wp’)g;rf C W' een familie verzamelingen
zijn met niet-lege doorsnede. Omdat de W;’s disjunct zijn, is er voor elke p € {1,..,n + 2} precies één
m, € NmetW, € W,, . Laatx € n;‘:f W, willekeurig. Voor deze x bestaat er, zoals we eerder al
gezien hebben, eeni € N met x € X;\ Uf;}Xl. Er geldt dat m,, < i voor elke p € {1,..,n + 2}, want
stel dat m,, > i, dan zou gelden dat x ¢ U:Z”l_le volgens de definitie van W, . Dus zit x ook niet

in X;, want i < m,,, maar er is aangenomen dat dit wel het geval is. Het toepassen van de definitie

van W' op W, geeft voor elke p € {1,..,n + 2} een h, € Neneen, € Vh, met f,ﬁ’;(%) = W,
le =m, en x € V, N X, . Uit een soortgelijk argument als hierboven volgt nu dat i < h,, voor elke
p € {1,..,n + 2}. Als i namelijk groter zou zijn dan h,, dan zou x niet in Xh,, zitten, want zo is i
gedefinieerd. Dit spreekt het feit dat x € Vj, N Xy, tegen. We hebben nu dus m, < i < h,. Definieer nu

voor elke p € {1,..,n + 2} de verzameling U, := fih” (). Dit zijn elementen van U;. Er geldt ook dat
x €V, € U, voor elke p € {1,..,n + 2}. We moeten nu alleen nog aantonen dat dit daadwerkelijk n + 2
verschillende verzamelingen zijn om de aanname dat ord U; < n tegen te spreken.

Laatp,q € {1,..,n+ 2} metp # q willekeurig en toon aan dat U, # U,. Ergeldtdatx € X; nU, nU,,
dus beide verzamelingen zitten in V;. Daarom zijn lu,, en qu gedefinieerd. We hebben nu dat lUp de

kleinste L is met £ (U,) N X, # 8. Dit is natuurlijk hetzelfde getal als Ly, , want f{(Up) = f/ (fih” (Vp)) =

flh” (). Dus lup = m, en op dezelfde manier krijgen we luq = mq. Nu zijn er twee gevallen te
onderscheiden: als m, # m, volgt dat U, # U, uit het feit dat Wi, en Wy, disjunct zijn. In het
algemeen geldt

Fo Up) = fiy (7 O5)) = forl () = Wy = Wy = finl (V) = o, (1700 = fiy (U,

Dus als my =myg, danis f,ﬁlp (Up) niet gelijk aan f,,‘le (Uy)- Ditkan alleen als U, en U, twee verschillende
verzamelingen zijn. O

Daarnaast hebben we ook de stelling van Dowker (B.2) nodig, een karakterisering van de overdek-
kingsdimensie met lokaal eindige open overdekkingen. Het bewijs hiervan staat in appendix B, omdat
het ordinaalgetallen en transfiniete inductie gebruikt. We gebruiken deze stelling omdat in metrizeer-
bare ruimten open overdekkingen kunnen worden verfijnd tot lokaal eindige open overdekkingen.

Stelling 3.6. Voor elke metrizeerbare ruimte X is de volgende uitspraak equivalent met dimX < n.
Voor elke metriek d : X x X — R bestaat er een rij lokaal eindige open overdekkingen U, U,, .. van X
z6 dat voor elke i € N geldt dat ord U; < n, diam U < 1/i voor elke U € U; en voor elke U € U;,, is er
eenV €U, metU C V.

Bewijs. Laat X een metrizeerbare ruimte zijn met dim X < n. Laatd : X x X — R een metriek op X zijn.
De rij open overdekkingen gaat recursief gedefinieerd worden. Voor de eerste overdekking U, neem
voor elke x € X een open omgeving U, van x met diam 4qU, < 1. In metrizeerbare ruimtes hebben
alle open overdekkingen een lokaal eindige open verfijning (deze eigenschap heet paracompact), en
{U, : x € X} dus ook. Volgens stelling B.2 heeft elke lokaal eindige open overdekking een open
krimping van orde < n als dim X < n geldt. De resulterende lokaal eindige open overdekking van orde
< n wordt aangeduid met U;.

Laat i € N en neem aan dat U; al is gedefinieerd voor alle j < i. Neem voor elk punt x € X een

omgeving U, met diam 4U, < /i en U, S V voor een V € U;_,. Op dezelfde manier als hierboven
beschreven kan er een open verfijning U; gevonden worden die lokaal eindig is en orde < n heeft.
We merken op dat deze rij (U;);ey Voldoet aan de eerste twee eisen van lemma 3.5. Dus als we
aantonen dat deze rij ook voldoet aan eis (iii), kunnen we concluderen dat dim X < n.
Laat x € X met een open omgeving U willekeurig zijn. Dan is er een ¢ > 0, zodanig dat x €
B(x,e) € U. Neem nu een i € N groot genoeg zodat 1/i < ¢/2. Nu ligt St(x,U2) binnen B(x,¢) en
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dus ook binnen U. Dit tonen we aan door een willekeurig punt y € St(x, U2) te nemen. Er is nu een
z € X met x,y € St(z,U;) vanwege de definitie van U2. Dit betekent dat er U,, U, € U; zijn met
x,z € Uy eny,z € Uy,. We hebben dat diam 4U,,diam 4U, < /i, dus d(x,z),d(z,y) < /i. Uit de
driehoeksongelijkheid volgt nu dat d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) < 2/i < ¢, dus y € B(x,&). We hebben
dus aangetoond dat er tussen elk punt en een open omgeving een verzameling van de vorm St(x,’uiA)
ligt, waarbij i € N. Dus de familie verzamelingen van deze vorm vormen een basis. O

Stelling 3.7. Voor elke metrizeerbare ruimte X geldt Ind X < dim X.

Bewijs. We gaan deze stelling bewijzen door middel van inductie op dim X. Als dimX = —1, dan is
X = 0, dus IndX = —1. Neem aan dat voor elke metrizeerbare ruimte X met dimX < n — 1 geldt
IndX < dim X en laat X een willekeurige metrizeerbare ruimte zijn met dim X = n. Laat F gesloten
en U’ open ziin met F € U' en ga op zoek naar eenopen V met F € V <€ U' en InddV < n — 1.
Omdat X metrizeerbaar en dus ook normaal is, bestaat er een continue f : X - [0,1] met f[F] = 0
en f[X\U'] = 1 vanwege het lemma van Urysohn (stelling A.1). Laat p : X X X - R een willekeurige
metriek zijn die de topologie op X bepaald. Danisd: X x X - Rmetd(x,y) = p(x,y) + |f(x) — f()]
ook een metriek op X. De karakterisering van de overdekkingsdimensie voor metrizeerbare ruimtes uit
stelling 3.6 geeft een rij lokaal eindige open overdekkingen (U;);ey Van X z6 dat voor elke i € N geldt
dat ord U; < n, diam 4U < V/i voor elke U € ‘U; en er voor elke U € U; ., een W € U; ismet U S W.

Definieer nu twee rijen gesloten verzamelingen (F;);ey €n (G;);ey als volgt: Fy := F en G := X\U'
en voor i € N, definieer

V= U{UE’Ui :UNGi_q # 0},

W, = U{U €EU; : UNGj_, =0},
Fy:== X\V,
G = X\W,.

Voor i € N geldt dat G; < G;,,. Laat x € G; en stel dat x € G;,, dan zit x in W;,,. Dus eris een
open omgeving U van x waarvan de afsluiting disjunct is van G;, maar dit kan niet want x € G;.

Ergeldtnudatals U € U; en un Gi_, # 0,dan UnFi_l = @. Het wordt eerst aangetoond voori = 1.
Voor U € U, geldt dat diam 4qU < 1. Stel dat U n G, # @ en neem ter wille van tegenspraak aan dat
UNF, # @. Danziinerx,y e Umetx € Fy = Feny € Gy = X\U, dusd(x,y) = p(x,y) +|f (x) = f(y)| >
|f(x) f ()| = 1. Dit spreekt dlamdU diamg4U <1 1 tegen. Voori > 1, laat U € U; en neem aan dat
UNG;_, #@. Eriseen 0 € U;_; metU € 0,dus @ # UN G;_; S W N G,_,. Dit betekent dat 0 & W;_,,
want als 0 wel bevat is in W;_;, dan on Gi_, =0,dusONG;_, =0, maarO0NG;_, S 0NGi_q +D.
0 € U;_, dus dan moet 0 € V;_,. Hieruit volgt dat U n F;_; S 0 N F;_; = O\V;_, = @.

Voor elke i € N kan nu worden aangetoond dat W; disjunct is van G;_,. Omdat U; lokaal eindig is,
kan W; worden geschreven als U{U : U € U; : U N G;_; = @}. Nu hebbenwe W; N G;_; = U{UNG;_; :
UEU;enU;NGi_; =0} =0

Op een vergelijkbare manier zien we dat V; disjunct is van F;_;. In V; kan namelijk de volgorde
van de afslumng en de vereniging worden omgedraaid omdat U; lokaal eindig is. We krijgen dus
VinF_, = U{U NF_,:U€EUenUNG._, # @} waarbij de vereniging over alle U’s van volgorde
is gewisseld met de doorsnede met F;_;. We hadden eerder gezien dat de afsluiting van U disjunct is
van F;_, als het G;_, snijdt en dat is precies wat we hier hebben, dus V; is disjunct van F;_;.

Als we dit resultaat omschrijven komen we uit op F;_; X\V = X\X\F; = IntF; en op dezelfde
manier G;_, S IntG,. Dit betekent dat V := U;j2, F; en W := U2, G; open zijn, want voor elke x € V is
er een F; met x € F;, dus x € IntF,;_,. Het zelfde argument werkt voor W. V en W zijn disjunct, want
voor elke i € N geldt F; n G; = (X\V;) n (X\W;) = X\(V; UW;) = X\ UU; = X\X = 0. Hieruit volgt dat
VW =UZ F;nG; =@, dusV € X\W S X\G, = U'. Er geldt natuurlijk ook dat F = F, € V. We
hoeven nu dus alleen nog te laten zien dat Ind 9V < n — 1.

Definieer L := X\(V U W), danis 9V C L, namelijk 3V = V\V =V n (X\V) € (X\W) n (X\V) =
X\(W v V), waarbij de derde inclusie volgt uit een eigenschap van open verzamelingen: V.nW = @,
dus V N W = @. Laat zien dat dim L < n — 1, want dan volgt dat Ind 9V < IndL < dimL < n — 1 uit
stelling 2.4 en de inductiehypothese, want dV is gesloten in X en dus ook in de gesloten deelruimte
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L. Definieer L; := X\(F; U G;), danis L = X\(VU W) = X\(Uj2o F; U U2y G;) = X\ Ui2o(F; U G;) =
Nizo X\(F; U G;) = N2y L;. Definieer V; := {UNL:U € U;, U N G;_; # @} voor i € N en laat zien dat
deze rij families open verzamelingen in L voldoet aan de voorwaarden in stelling 3.6. Laat x € L, dan
x €L =X\(F;UG) = (X\F)NX\G)=V;nW; SV;,duseriseen U metx € UenUnN G;_, # @,
wat betekent dat elke V; een overdekking van L is. Er geldt ook dat ordV; < n —1,neemeen x € L,
danx €L; =V;nW; S W, duseriseenlU € U;metx e UenUNG;_, = @, dusUNL &7V, Dus
er moet gelden dat ordV; < ord{UNL:U € U;} —1 <ordU; —1 <n-—1. Voor U NnL €V geldt
diam4UNL <diamqU < /i. LaatUNL € V;,; metU € U;,,. Neemeen 0 € U; met U C 0. Er geldt
P#UNG,SONG;,dusO W, dusONG;_; #@,dusONLEV;enUNLSUNLCSONL. O

Nu hebben we alle benodigdheden om het hoofdresultaat van dit hoofdstuk te bewijzen.
Stelling 3.8. Voor elke separabele metrizeerbare ruimte X geldt dim X = ind X = Ind X.

Bewijs. Laat X een separabele metrische ruimte zijn. In metrizeerbare ruimten is separabiliteit equi-
valent met de Lindeléf-eigenschap, dus we mogen stelling 3.4 toepassen. We hebben dus dim X <
ind X. Uiteraard geldt ook dat ind X < Ind X (stelling 2.2). Ten slotte geldt vanwege stelling 3.7 dat
Ind X < dim X. Deze drie vergelijkingen samenvoegen geeft dim X < ind X < Ind X < dim X. O

Voor metrizeerbare ruimten is de overdekkingsdimensie dus gelijk aan de grote inductieve dimen-
sie, volgens stellingen 3.4 en 3.7. Dit is onathankelijk bewezen door Katétov in 1952 [10] en Morita
in 1954 [16]. Daarnaast hebben we gezien dat als de ruimte ook separabel is, de kleine inductieve
dimensie ook gelijk is (stelling 3.8). Het heeft ongeveer 10 jaar geduurd voordat duidelijk werd dat
deze extra voorwaarde ook echt nodig is, want in 1962 heeft Roy een metrizeerbare ruimte gevonden
die nuldimensionaal is volgens de kleine inductieve dimensie, maar eendimensionaal volgens de grote
inductieve dimensie en de overdekkingsdimensie [20].



Compacte Hausdorff-ruimte met
dimX =1enindX =IndX = 2

We hebben gezien dat voor separabele metrizeerbare ruimten, de drie dimensies overeenkomen (stel-
ling 3.8). Nu kan de vraag worden gesteld of deze overeenstemming dan ook geldt voor andere klassen
van “mooie” ruimten, zoals de compacte Hausdorff-ruimten. Compactheid is namelijk een eigenschap
die ervoor zorgt dat veel problemen kunnen worden gereduceerd naar een eindig probleem, wat vaak
een stuk makkelijker is om op te lossen.

Het blijkt dat deze equivalentie niet geldt voor compact Hausdorff-ruimten. Lunc gaf in 1949 het
eerste voorbeeld van een ruimte met dim X # ind X [14]. Er zijn zelfs compacte Hausdorff-ruimten
waarbij alle drie de dimensies verschillen [17]. Dit hoofdstuk beschrijft een ruimte waarbij de inductieve
dimensies 2 zijn, maar de overdekkingsdimensie 1. Lokucievskil publiceerde dit voorbeeld in 1949 [13].
De bouwstenen van deze ruimte zijn de Cantorverzameling en de lange lijn. We beschrijven deze in
respectievelijk paragraaf 4.1 en 4.2. Vervolgens plakken we in paragraaf 4.3 bepaalde punten van het
product van deze twee ruimtes aan elkaar door middel van quotiéntruimten. Door twee kopieén hiervan
aan elkaar te plakken arriveren we bij de Lokucievskii-ruimte.

4.1. Cantorverzameling

Voor de constructie van de Cantorverzameling definiéren we eerst een rij deelverzamelingen van het
eenheidsinterval.

Definitie 4.1. C, := [0, 1] en definieer voor n € N:

. Cn—l 2 Cn—l
)
Hierbij gebruiken we de notatie xA = {xa:a€ A}enx+A={x+a:a€ A} voorx e RenA4 S R.
Het is duidelijk dat C,, < C,,_4, dus de rij is dalend. De eerste verzamelingen van deze rij zijn [0, 1],
[0,1/3] U [2/3,1] en [0, /9] U [2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9, 1], zie figuur 4.1. Met andere woorden, je krijgt C,,
als je van elk interval uit C,,_, het “middelste derde” van dat interval weghaalt.

Definitie 4.2. De Cantorverzameling is de doorsnede van deze rij verzamelingen:

C:= ﬂ Cp.
n=0

We gaan kijken naar eigenschappen van C als topologische ruimte. Ze erft de gewone topologie van
de reéle getallen, dus elke C,, is gesloten omdat het een eindige vereniging is van gesloten intervallen.
C is de doorsnede van gesloten verzamelingen en daarom ook gesloten. Het is duidelijk dat € begrensd
is, dus volgens de stelling van Heine-Borel is C een compacte ruimte. Het is triviaal dat C ook Hausdorff
is, want het is een metrische ruimte aangezien het een deelruimte van een metrische ruimte is.

17
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Figuur 4.1: De eerste 7 verzamelingen in de recursief gedefinieerde rij C,

Propositie 4.1. De Cantorverzameling is nuldimensionaal: dim C = ind C = Ind C = 0.

Bewijs. Laat x € C en een open omgeving U < C van x willekeurig zijn. Neem een interval (a,b) € R
metx € (a,b) N C € U. Nu is er een n € N groot genoeg, zodanig dat er een m # 1 mod 3 is met

X € |— C (a, . eem een open interval (c, me < (c, C (a, en c, .
[ 55] € (@h). N pen interval (c,d) met [, %] € (c,d) € (a,b) dec

3n’ 3n 3n’ 30
Deze c en d bestaan omdat de Cantorverzameling geen intervallen bevat, dus in elk open interval, in

dit geval (a, 3%) en (m3—:'11b) is er een punt dat niet in C zit. De open verzameling V := (c,d) n C is

openin C envoldoetaanx e V c U.

DerandvanVisleeg: aV = V\V = ([c,d]NnC)\V = V\V = @, wantc,d ¢ C. We kunnen concluderen
datind C < 0. De Cantorverzameling is niet leeg, dus ind C = 0. Nu volgtdatdim C =0enIndC =0
uit stelling 3.8, want C is metrisch en compact (en daarom ook separabel). O

Normaal zijn we gewend om getallen te representeren in het decimale talstelsel, maar elk reéel
getal kunnen we ook schrijven als som van machten van 3 in plaats van 10. Deze manier van schrijven
noemen we het ternaire talstelsel. Het blijkt dat dat we de Cantorverzameling kunnen zien als alle
getallen in het eenheidsinterval die in het ternaire talstelsel kunnen worden geschreven met alleen
maar nullen en tweeén. Bijvoorbeeld, we kunnen 1/3 in het ternaire talstelsel schrijven als 0.1;, want
het is gelijk aan 0 - 3° + 1 - 371, Maar we weten dat 1/3 wel in C zit. Toch spreekt dit voorbeeld
niet onze claim tegen, want we mogen het ook schrijven als 0.02222...;. 1/3 is namelijk ook gelijk aan
0-3°+0-371+2-37242-373+2-37* +.... Getallen uit het eenheidsinterval hebben in het algemeen dus
niet een unieke representatie in het ternaire talstelsel, maar getallen uit de Cantorverzameling hebben
wel een unieke representatie, waarbij alle coéfficiénten 0 of 2 zijn. We schrijven deze representatie als
(xn)nENa met Xn € {0' 1}-

Propositie 4.2. De afbeelding h : {0,1}N - C gedefinieerd door

is een homeomorfisme.

Hierbij is {0, 1}V, de verzameling van rijen bestaande uit alleen maar nullen en enen, een afkorting
van [,cn{0,1}. Deze ruimte heeft dus de producttopologie.

Bewijs. Het codomein van deze afbeelding is inderdaad de Cantorverzameling. Laat (x,) een rij van
alleen maar nullen en enen zijn. Nu hebben we dat voor elke n € N, de parti€éle som s, := Z?:l %
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. . . , m m+1 m+2 m+3
in C, zit, want eriseenm # 1 mod 3 z6 dat s, € T ] o 3—n] C C,. De reeks (s,)

convergeert, want hij is van boven begrensd door de meetkundige reeks met factor 2/3 en alle termen
zijn niet-negatief, dus de reeks convergeert volgens de vergelijkingstest. De limiet van de reeks, ofwel
h((x,)) zit in de Cantorverzameling, want hij zit in elke C,,.

Om aan te tonen dat deze afbeelding injectief is, laten we (x,,), () € {0, 1}N willekeurige verschil-

lende rijen zijn. Dan moet er dus een i € N zijn met x; # y;. Neem z.v.v.a. aandatx; = 0eny; = 1.

Dit betekent dat er een m = 1 mod 3 moet zijn met h((x,,)) € [g m3—fl] en h((y,)) € m3—+l2 m3—f3] dus

h((x,)) en h((y,,)) kunnen niet gelijk zijn.

Laat x € C willekeurig. Neem x; = 0 als x € [0,1/3] en neem x; = 1 als x € [2/3,1]. Zo kunnen we
recursief verder gaan: neem x,, = 0 als x € ¢n-1/3 en neem x,, = 1 als x € 2/3 + tn-1/3 voor elke n € N.
Op deze manier hebben we een rij (x,,) € {0,1}N geconstrueerd met h((x,)) = x, dus h is surjectief.

We moeten alleen nog laten zien dat deze afbeelding in beide richtingen continu is. We tonen
het aan voor h en vervolgens volgt de continuiteit van h~1 uit stelling A.4. Het is duidelijk dat de
afbeelding h, : {0,1} — C gedefinieerd door x, ~ 23%? continu is. Daarnaast convergeert de reeks

Z;O:l 22n uniform, dit kan eenvoudig geverifieerd worden met de Weierstrass M-test. Hieruit volgt dat

3n

de limietfunctie h continu is. O

Lemma 4.3. De afbeelding f : C — [0, 1] gedefinieerd door

is continu en surjectief.

Bewijs. Propositie 4.2 liet zien dat de Cantorverzameling homeomorf is met de verzameling rijen die
bestaan uit nullen en enen. We identificeren dus elk element uit C met een rij (x,) € {0,1}N. Het is
duidelijk dat de afbeelding x,, ~ ;‘—2 continu is voor elke n € N. Men kan met de Weierstrass M-test
controleren dat deze reeks functies uniform convergeert. Hieruit volgt dat f continu is.

We moeten nu nog laten zien dat f surjectief is. Laat x € [0, 1] willekeurig zijn en kijk naar een
representatie van x in het binaire talstelsel. Dit kunnen we schrijven als 2:;1 ;—Z waarbij elke x,, € {0, 1}.
Hiervoor geldt natuurlijk dat f((x;,)) = x, dus f is surjectief. O

Definitie 4.3. Definieer de deelverzameling Q < C als volgt:
Q:={(xp)€EC:I3MmeN:Vk>m:x, =00f Vk >m: x, =2}.

Dus een rij in Q eindigt in alleen maar nullen of alleen maar tweeén. Het blijkt dat dit precies de
randpunten zijn van de intervallen die zijn weggehaald uit [0, 1] in de constructie van C. Het beeld van
Q onder f uit lemma 4.3 bestaat dus uit alle elementen uit het eenheidsinterval die in het binaire talstel
geschreven kunnen worden als een rij die eindigt in alleen maar nullen of alleen maar enen.

4.2. Lange lijn
Duid het kleinste aftelbare ordinaalgetal aan met met w, en duid het kleinste overaftelbare ordinaalgetal
aan met w,. We definiéren ordinaalgetallen in paragraaf A.6 van de appendix. Duid de verzameling
van alle aftelbare ordinaalgetallen aan met W,. Deze verzameling heeft de eigenschap dat voor elk
aftelbaar ordinaalgetal er aftelbaar veel kleinere elementen en overaftelbaar veel grotere elementen in
de verzameling zitten.

Definitie 4.4. De verzameling L, := W, x [0,1) krijgt de topologie die wordt geinduceerd door de
lineaire orde <:

(a,s) < (B, t)alsa <y, pof (a =Fens<pt).

Met “geinduceerd door lineaire orde <” bedoelenwe dat{{x € Ly :a <x}:a € Ly}U{{x ELy:x <
b} : b € Ly} een subbasis vormt voor de topologie. Elk beginstuk, [0, (a,s)) = {(8,t) € Ly : (B,t) <
(a,s)} met a < w; en s € [0,1), van deze ruimte is homeomorf met [0, ©) met de gewone topologie.
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Definitie 4.5. De lange ljjn definierenwe als L := LyU{w, }, waarbij a < w4 voorelke a € L,. Basis-open
intervallen in L zijn [0,b) :={x €L:x < b}, (a,w]:'={x €EL:a<x}en(ab):={x€L:a<x<b}
waarbija,b € L.

Men kan laten zien dat L compact is op dezelfde manier als hoe men laat zien dat een gesloten
interval [a, b] € R compact is. L is ook duidelijk Hausdorff.

4.3. Constructie

We construeren de ruimte van Lokucievskil met behulp van de Cantorverzameling, de lange lijn en
quotiéntruimten van hun product. L x C is een compacte Hausdorffruimte, aangezien het een product
is van compacte Hausdorffruimten.

Lemma 4.4. Laat U € L x C open zijn met U n ({w,} X C) # @ en definieer y,; := sup{y € [0,1] :
(w1,y) € U}. Als yy € C\(Q VU {1}), dan geldt één van de volgende uitspraken.

i. Eriseenx € Ly z6 dat (x,w,] X {yy} € 0U.
ii. Eriseeny >y, eneen cofinale L' € Ly z6 dat L' X ((yy,y)NnC) € U.

Dit betekent dat als de bovenrand van een open verzameling U in L X C precies niet een eindpunt
van een interval dat is weggehaald in de constructie van C raakt, dan zijn er twee mogelijkheden: (i) er
zit een horizontaal intervalletje in de rand van U, of (ii) er zit een rechthoekje binnen U tegen de rechter
zijkant van de ruimte aan dat boven het snijpunt ligt.

Bewijs. Het punt (w4, yy) is niet een element van U, als dat namelijk wel het geval was, dan zou er
een € > 0 bestaan zodanig dat {w,} X (yy,yy + €) N € S U. Maar omdat y; nietin Q zit, dus niet een
eindpunt van een weggehaald interval is, bestaat er een y € (yy,yy + €) n C. Dit spreekt het feit dat
yy het supremum is tegen, want (w4,y) e U eny > yy.

Omdat y;; het supremum is, bestaat er een rij (y,,) die naar y; convergeert z6 dat elke (w4, yy) in
U zit. Omdat U open is, bestaat er voor elke y, een x,, € Ly met (x,, w1] X {y,} € U. Tussen x,, en w,
bestaat er een ordinaalgetal «;,, met (a,, w;] € U, vanwege de constructie van L. Definieer o, als het
kleinste aftelbare ordinaalgetal dat groter is dan alle «,,. Dit bestaat omdat er altijd overaftelbaar veel
aftelbare ordinaalgetallen zijn die groter zijn dan elke a,,, terwijl er maar aftelbaar veel «a,, zijn.

Er geldt nu dat (ag, w;] X {yy} S U. Als (x,y,) namelijk een willekeurig punt uit (a, w1] % {yy} is
en VV een open omgeving, dan is er een n € N met (x,y,,) € V, want y, is het supremum. Er geldt
natuurlijk ook dat (x,y,) € U, want x > ay > a,,.

Neem aan dat (i) niet geldt, dus voor elke x € Ly is (x, w;] X {yy} niet bevat in de rand van U. Dit
geldt in het bijzonder voor x € (@, w;). Voor deze x is bekend dat (x,w;) X {yy} S U, wat betekent
dat er een x' > x bestaat met (x’,y,) € U, omdat U = U\U. Met andere woorden, er bestaat een
L; € (g, wq) die cofinaal isin Ly en Ly X {yy} € U.

Omdat U open is, kunnen we voor elke x € L, een k, € N vinden met {x} X ((yy, yy + Yk )NC) S U.
Definieer voor elke k € N de verzameling Ly := {x € L, : k, = k}. Er moet nu een k zijn waarvoor L,
cofinaal in L, is en dus ook in L,. Als deze er namelijk niet is, dan is elke L, van boven begrensd door
een aftelbaar ordinaalgetal a;. Maar er zijn overaftelbaar veel aftelbare ordinaalgetallen in (ay, w;)
voor elke k € N, dus moet er ook een aftelbaar ordinaalgetal « zijn dat groter is dan alle a;’s, want
daar zijn er maar aftelbaar veel van. We hebben nu dat « in geen enkele L, zit, maar wel in L;. Dit
spreekt het feit dat de L ’s heel L, overdekken tegen. Nu geldt (i) voor y := yy + /ken L' :=L,. O

We merken op dat de aanname dat y; niet in Q zit essentieel is in dit lemma. Als dat namelijk niet
het geval is, kan de “bovenrand” van U bestaan uit maar één punt. Om dit te laten zien nemen we de
open verzameling U := (x, w{] X ((—1/2,1/2) n C) als voorbeeld. De verzameling (—1/2,1/2) n C is ook
gesloten in C, want ze is gelijk aan [0,1/3] n C. In dit geval hebben we y; = 1/3, dus dit supremum
zit in Q en het punt (w4, yy) zit in U. Omdat [0,1/3] n C gesloten is, is de afsluiting van U gelijk aan
[x, w1] X ([0,1/3] N C). Dit betekent dat (x, y;) het enige punt in de bovenrand van U is.

Waarom dit van belang is zal duidelijk worden in lemma 4.7. Dan gaan we namelijk zien dat de
randen van bepaalde open verzamelingen in de ruimte die we hieronder definiéren, kleine inductieve
dimensie > 1 hebben.

Nu plakken we bepaalde punten van L x C aan elkaar aan de hand van een quotientafbeelding.
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Definitie 4.6. De equivalentierelatie E op L x C definiéren we als:

(x1, Y1) E (x2,¥2) als (x1,y1) = (x2,y2) of (x; = x, = wy en f(y1) = f(¥2))

waarbij f de afbeelding uit lemma 4.3 is. Y is de quotiéntruimte (L x C)/E. De quotiéntafbeelding
(x,y) » [(x,y)] duidenwe aanmetq: L X C > Y.

Propositie 4.5. De ruimte Y heeft de volgende eigenschappen.
i. Y is compact.
ii. 'Y is Hausdorff.

iii. I:=q[{w.} % C]is homeomorf met [0, 1].

iv. K :=q[{w,} X% Q] is homeomorf met {zﬂn :m,n € N,m oneven}.
Bewijs. De quotiéntafbeelding q is continu, dus Y is compact omdat het het beeld is van een compacte
ruimte onder een continue afbeelding.

Om uitspraak (ii) te bewijzen is het volgens stelling A.2 genoeg om aan te tonen dat de quotién-
tafbeelding g gesloten is, want dan erft Y normaliteit van L x C. Maar volgens stelling A.5 hoeven we
alleen te bewijzen dat de afbeelding f uit lemma 4.3 gesloten is, want Y is de adjunctieruimte van f.
Laat F een gesloten verzameling van C zijn. Dan is F compact, want het is een gesloten deelruimte
van een compacte ruimte. Het beeld van een compacte ruimte onder een continue afbeelding, f[F], is
ook compact vanwege stelling A.3. Compacte deelruimten van het eenheidsinterval zijn gesloten, dus
we hebben aangetoond dat f[F] gesloten is in [0, 1] voor elke gesloten F < C.

Deel (iii) volgt uit het uitschrijven van de equivalentieklassen en het toepassen van de surjectiviteit
van f:

ql{w1} x €] = {[(w,»)] : y € C}
={lwny) : fON=FON}:yECY
= {w} x[0,1].

Deel (iv) kunnen we op een soortgelijke manier aantonen als (iii). We hadden al gezien dat alle
punten uit het beeld van Q onder f geschreven kunnen worden in het binaire talstelsel als een rij die
eindigt met alleen maar nullen of alleen maar enen. Als de rij eindigt op alleen maar enen, kunnen we
deze omschrijven naar een rij die eindigt op alleen maar nullen. Van de de laatste nul voor de rij enen
maken we een 1 en alle coéfficiénten daarna worden 0. Ten slotte is een rij eindigend op alleen nullen
equivalent aan een getal van de vorm m/2" waarbij m oneven is. O

Propositie 4.6. Y heeft overdekkingsdimensie < 1.

Bewijs. Laat U een eindige open overdekking van Y zijn. We gaan eerst kijken naar U, := {U € U :
UnI # @}. Deze familie overdekt I, dus er is een familie V; van open verzamelingen in I, die een
krimpingisvan {U NI : U € U,;} met orde < 1, want dim/ = 1. Van deze overdekking kunnen we
een krimping V, nemen, z6 dat voor elk punt y € C er maximaal één elementV € V, ismet x € V.
Stel namelijk dat een interval (a,b) de doorsnede is van V;,V, € V;. Er is dan altijd een interval
(c,d) S (a,b) dat disjunct is van de Cantorverzameling. We kunnen dus V{ € V; en V; € V, kiezen z6
dat Vi nV,; = (¢,d). Kies nu voor elke V € V, een ordinaalgetal a;,, zodanig dat er een U € U, is met
q[(ay, w1] X (VN C)] € U. Er zijn eindig veel V’s, dus neem de grootste: a := max{ay, : V € 1,}. Nuis
V3 :={q[(a,w,] X (VNC)]:V €V,}een open krimping van U, van orde < 1.

Nu gaan we kijken naar U, := {UN[0,a + 1) X C : U € U}. Hiervan kunnen we een verfijning W,
maken bestaande uit open “rechthoeken” van de vorm: (x4, x,) X ((¥1,¥2)NC) en [0,x,) X ((¥1,¥2) N C),
waarbij x;,x, € [0,a + 1) en y,,y, € R, vanwege de definities van de producttopologie en basis.
Neem nu x € [0,« + 1) vast. Omdat dim C = 0, kunnen we een krimping W, van W, vinden z6 dat
Wn({x}xC): W e W,}orde < 0 heeft. De resulterende familie die we krijgen als we dit voor elke
x doen, noemen we W,. Neem nu y € C vast. Nu kunnen we hetzelfde trucje opnieuw doen. Neem
een krimping W, van W,, z6 dat {W n ([0,a + 1) X {y}) : W € W, } orde < 1 heeft. Dit kan omdat
dim[0,a¢ + 1) = dim[0,1) = 1. Als er meerdere verzamelingen nodig zijn om (a,a + 1) X {y} te
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overdekken, laat dan van deze alle verzamelingen weg die niet het punt (, y) bevatten. We noemen
de familie die we krijgen nadat we dit voor alle y € € doen W;. Deze overdekking van [0, a] X C heeft
orde < 1.

Er geldt nu dat V; UW; een open verfijning van U is met orde < 1. Het is namelijk een overdekking:
laat p € Y willekeurig zijn. Als p € I, dan hebben we dat p € U V;. Voor het andere geval kan p worden
geschreven als (x,y), waarbij x € [0,w;) eny € C. Als x > «, dan zit (x,y) weer in UV;. Als x < a,
dan hebben we (x,y) € UWj;. V; is een krimping van U; S U en W; is een verfijning van U,, dus
V3 U W; is een verfijning van U.

We moeten alleen nog verifiéren dat ord V; U W; < 1. Stel datp = (x,y) € V. n W voor een
V € V; en W € W;, dan zijn dit de enige V en W waar p allebei in zit. Er moet namelijk gelden dat
p € (o, + 1) x C. Maar V; en W; zijn z6 geconstrueerd dat er maximaal één verzameling in V;
en maximaal één verzameling in W; is die (a,a + 1) X {y} bevat. Hieruit volgt dat ord V; U W; <
max{1, ord V;,ord W5} = 1. Vanwege stelling 2.9 kunnen we nu concluderen dat dimY < 1. O

Nu kunnen we het laatste lemma formuleren dat nodig is om het eindresultaat te bewijzen.

Lemma 4.7. Voor elke open U < Y die I snijdt, definieer y; = sup{y € [0,1] : (wq,y) € U}. Als
(w1,yy) € IN(K U {(w1,1)}), dan geldt dat ind U > 1.

Bewijs. Het meeste werk voor dit resultaat is al gedaan in lemma 4.4. Er moet alleen nog de verbinding
met de quotiéntruimte Y worden gelegd.

Uit de definitie van de quotiéntruimte volgt dat g~*[U] open is in L x C. Deze verzameling snijdt
{w.} X C, er is namelijk een y € C met [(w1,y)] € U die voldoet. Definieer y;, := sup{y € [0,1] :
(w1,¥) € q U]} en neem aan dat y;, € Q U {1}. Maar dit betekent dat q((w,,yy)) € q[{w.} X
(Q U {1}] = K U {(wq, 1)}. Er geldt ook dat q((w4,y7;)) = (w1,yy), dus dit spreekt de aanname dat
(w1, yy) € K U {(wq,1)} tegen. Er moet dus (i) of (ii) uit lemma 4.4 gelden.

Als (i) van toepassing is, dan is er een x € Ly met (x, w,] X {y;} € dq~*[U]. Neem een x’ € (x, ),
dan geldt voor elke openV < q[(x, w;)x{y;}] datind V > 0. V is namelijk nietleeg want q[(x, w) x{y[}]
is een intervalletje homeomorf met (0, 1).

Voor het geval dat (ii) geldt, neem een y > y;; en een cofinale L' € L, met L' x ((yy, y)NC) € q L[U].
Er geldt nu dat g[{w,} X ((yy,¥) N C)] helemaal bevat is in dU. Het ligt namelijk buiten U omdat alle
y-coordinaten groter zijn dan y;, maar omdat L' cofinaal is in L, is, ligt het wel in de afsluiting van U.
Daarnaast is dit “verticale intervalletje” homeomorf met (0, 1), dus bestaat er een y’ € (y;;, ¥) zodanig
dat elke open V < q[{w+} X ((vy, ¥) N C)] een niet-lege rand heeft. O

Merk op dat de rand van U alleen intervallen en gesloten deelruimten van de Cantorverzameling be-
vat. Daarom hebben we ook Ind dU < Ind R = 1, maar de ondergrens van ind dU is het belangrijkste
resultaat. Dit lemma is namelijk cruciaal om aan te tonen dat de Lokucievskii-ruimte kleine inductieve
dimensie > 2 heeft. Voordat we deze ruimte definiéren, hebben we eerst de volgende propositie nodig.

Propositie 4.8. Voor elk tweetal aftelbare dichte verzamelingen A,B < [0, 1] bestaat er een homeo-
morfisme h : [0,1] - [0, 1] met h[A] = B.

De constructie van dit homeomorfisme gaat recursief, maar we tonen dit resultaat niet aan in deze
scriptie. Het bewijs van deze propositie is in 1910 gegeven door Fréchet [7].
We duiden de verzameling {m/2" + 7 mod 1: m,n € N,m oneven} aan met M.

Definitie 4.7. Neem twee disjuncte kopieén van de ruimte Y en noem ze Y; en Y,.Neem een homeo-
morfisme h : [0, 1] — [0, 1] met h[K] = M zoals uit propositie 4.8. Alle deelruimten van Y; en Y, krijgen
respectievelijk het subscript 1 en 2 om onderscheid te kunnen maken. Op de ruimte Y; @Y, definiéren
we de equivalentierelatie R als

uRvals(u=venuélenvégl,)of (h(u) =venu€l, envel).

De resulterende ruimte L := Y, ®Y,/R noemen we de Lokucievskii-ruimte. De quotiéntafbeelding
u - (u) duidenwe aanmetp : ¥, @Y, - L.

In deze definitie zijn impliciet de homeomorfismen I; = I, = [0, 1] gebruikt om notatie overzichtelijk
te houden. Het is duidelijk dat J := {{u, h(w)) : u € I;} homeomorf is met [0, 1]. Het bewijs dat deze
ruimte compact Hausdorff is gaat op dezelfde manier als dat van propositie 4.5. De Lokucievskil-ruimte
heeft de eigenschap datdimL =1 enindLL =IndL = 2.
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Figuur 4.2: Een schets van de Lokucievskii-ruimte met in het blauw een “horizontaal interval” dat J snijdt.

Propositie 4.9. De Lokucievskii-ruimte heeft inductieve dimensie 2.

Bewijs. We kijken naar het punt 1/2 € ] € IL. en een open omgeving U € IL van /2, z6 dat 0,1 € ] nietin
U zitten. Laat V nu een willekeurige omgeving zijn van 1/2metV c U. Definieer t, := supf{t € ] : t € V},
danis ty = ((uy,vy))y metu, :=sup{fu€l; :u € p [V]}, vy :=sup{v €l : v € p L [V]} en h(uy) =
vy. Als u, € Ky, danis inddp~1[V] = 1 vanwege lemma 4.7. Als u, € K,, danis v, = h(u,) € M,
en dus v, & K,. Nu kunnen we lemma 4.7 toepassen in Y,, dus geldt dat ind dp~1[V] = 1. Dus beide
gevallen resulteren in ind dV > 1, dus ind L. > 2.

Nu moeten we nog aantonen dat Ind L < 2. Laat F € U < L met F gesloten en U open willekeurig
zijn. Nu zijn er twee gevallen te onderscheiden: FNJj=@en Fnj # Q.

Als F niet J snijdt, dan kan F volledig overdekt worden door rechthoeken die homeomorf zijn met
(x1,%x2) X (y1,¥2) € LxC die binnen U liggen, met de eigenschap dat y,,y; € C. Vanwege compactheid
van F, is er een eindige deeloverdekking van deze rechthoeken. De vereniging van deze overdekking
noemen we V. De rand van V is nuldimensionaal: dV < {1, 2,..,n} x C.

In het geval dat F en J wel overlappen, nemen we vanwege normaliteiteenopenV metFnj c V c U.
We kunnen hetzelfde argument dat werd gebruikt om aan te tonen dat ind L. = 2 hier weer toepassen
om te laten zien dat de rand van V eendimensionaal is, want IV snijdt /. Het gedeelte van F dat niet
overdekt wordt door V kan op dezelfde manier overdekt worden als hierboven beschreven is bij het
geval dat F niet overlapt met /. De rand van de vereniging van deze overdekking en V heeft grote
inductieve dimensie < 1. We concluderen dat 2 < indL < IndL < 2. O

Propositie 4.10. De Lokucievskil-ruimte heeft overdekkingsdimensie 1.

Bewijs. Het is duidelijk dat p[Y;] en p[Y,] homeomorf zijn met Y en dus overdekkingsdimensie < 1
hebben (propositie 4.6). Daarnaast zijn dit allebei gesloten deelruimten van L en overdekken ze de
hele ruimte. Vanwege de aftelbare-gesloten-som-stelling, geldt nu dat dim L. < 1. Om aan te tonen
dat dim L > 1, merken we op dat J een gesloten deelruimte is van L. Het toepassen van stelling 2.14
geeftons dimL > dim/ = 1. O



Topologische voorkennis

In deze appendix staat een overzicht van de topologische voorkennis die kan helpen bij het lezen van
deze scriptie. Voor een uitgebreide uitleg en bewijzen van de genoemde stellingen verwijzen we naar
General Topology van Engelking [6].

A.1. Basisbegrippen

Een topologische ruimte bestaat uit een verzameling, X, en een familie deelverzamelingen van X die
we aanduiden met z. De elementen van 7 zijn de open verzamelingen van de topologische ruimte. De
topologie T moet voldoen aan de volgende drie eigenschappen.

i. De lege verzameling en de hele ruimte X zijn elementen van r.
ii. De vereniging van elke deelfamilie van 7 is een element van .
iii. De doorsnede van elke eindige deelfamilie van 7 is een element van 7.

Een voorbeeld van een topologie is de discrete topologie. Een topologische ruimte (X, ) is een
discrete ruimte als elke deelverzameling van X open is.

We schrijven een topologische ruimte (X, 7) vaak als alleen X, ook schrijven we vaak alleen ruimte in
plaats van topologische ruimte. De gesloten verzamelingen van X zijn de deelverzamelingen, waarvan
het complement open is. Uit De Morgan’s wetten is af te leiden dat elke doorsnede van gesloten
verzamelingen en elke eindige vereniging van gesloten verzamelingen gesloten is. Ook zijn de lege
verzameling en X gesloten.

Een open omgeving van een punt x € X is een open verzameling U € X met x € X.

De verzameling t wordt in de praktijk niet veel gebruikt. In plaats daarvan definiéren we vaak de
open verzamelingen aan de hand van een basis B. Dit is een deelfamilie van T met de eigenschap
dat er voor elk punt x € X met een willekeurige open omgeving U een basis-open verzameling B € B
bestaat met x € B c U.

Daarnaast kunnen we de open verzamelingen van een ruimte ook definiéren aan de hand van een
subbasis §. Deze deelfamilie van t heeft de eigenschap dat de familie van eindige doorsneden van
elementen van § een basis vormt voor de topologie.

Voor een familie topologische ruimten (X;);¢; defini€ren we producttopologie op de verzameling
X :=[l;¢, X; met de subbasis {n;*[U] : i € I en U open in X;}. Hierbij geeft n; : X — X; de projectieaf-
beelding in de i-de codrdinaat aan: m;(x;) je; = x;.

Als X en Y disjuncte topologische ruimten zijn, dan duiden we de som van deze twee ruimten aan
met X @ Y. Dit is een topologische ruimte gedefinieerd op de verzameling X U Y. Een verzameling
UcXuUYisopenalsUnXopenisinXenUNYopenisinY.

Als A een deelverzameling van een topologische ruimte X is, danis (4,74) mett, :={UNA: U € 1}
een deelruimte van X. Als de verzameling A gesloten is in X, dan is elke gesloten deelverzameling van
A ook gesloten in de ruimte X.

De afsluiting van een verzameling A € X, aangeduid met 4, is de doorsnede van alle gesloten
verzamelingen F met A € F. Een punt x € X zit in de afsluiting van A als elke open omgeving van x de
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—A J—
verzameling A snijdt. Als M een deelverzameling is van de deelruimte A, danis M = M n A, waarbij

MA de afsluiting van M ten opzichte van de ruimte A aangeeft. Er geldt dat A S A en als A bevat s in B,
dan is de afsluiting van A bevat in de afsluiting van B. Als U en V twee disjuncte open verzamelingen
ziin, dangeldt UnV = @ = UNV. Een ruimte X is separabel als er een aftelbare deelverzameling D € X
is met D = X. Het inwendige van A, aangeduid met Int A is de vereniging van alle open verzamelingen
U met U € A. De rand van A definiéren we als 94 := A n m Het kan ook worden geschreven als
A\Int A.

Een afbeelding f : X — Y, waarbij X en Y topologische ruimten zijn is continu als f~*[U] open is in
X voor elke open verzameling U € Y. De afbeelding is open als f[U] open in Y is voor elke open U € X
en gesloten als f[F] gesloten in Y is voor elke gesloten F c X.

A.2. Scheidingseigenschappen

Een ruimte X is T, als er voor elk tweetal verschillende punten x,y € X een open verzameling U
bestaat zodat er of geldt dat x e Ueny & U, ofgeldtdat x ¢ Ueny € U. X is T, als er voor elke
tweetal verschillende punten x,y € X een open U € X bestaat met x € U eny ¢ U. Een ruimte X is
T, (of Hausdorff) als er voor elk tweetal verschillende punten x,y € X open omgevingen U en V van
respectievelijk x en y bestaan die disjunct zijn. Een ruimte X heeft de T;-eigenschap als er voor elk punt
x € X met een willekeurige open omgeving U een open verzameling V bestaat metx € V € V C U.
Een ruimte X is T, als er voor elke gesloten verzameling F en open verzameling U die F bevat een
open verzameling V bestaat met F € V € V < U. Een ruimte is regulier als die zowel T, als T is en
normaal als die zowel T; als T, is. Elke normale ruimte is regulier, elke reguliere ruimte is Hausdorff,
elke Hausdorff-ruimte is T; en elke T;-ruimte is T,,. Elke gesloten deelruimte van een normale ruimte is
ook normaal. Deelruimten erven T, T;, Hausdorff en regulariteit van de grotere ruimte.

Stelling A.1. Laat X een normale ruimte zijn. Voor elk tweetal disjuncte gesloten verzamelingen F en
G is er een continue afbeelding f : X — [0,1] met f[F] = {0} en f[G] = {1}.

Stelling A.2. Het beeld van een normale ruimte onder een continue en gesloten afbeelding is normaal.

A.3. Overdekkingen

Een overdekking van een ruimte X is een familie deelverzamelingen A met de eigenschap dat X =
U A. Een ruimte waarbij elke open overdekking een aftelbare deeloverdekking heeft noemen we een
Lindeléf-ruimte. Een ruimte is compact als elke open overdekking een eindige deeloverdekking heeft.
Elke reguliere Lindel6f-ruimte is normaal en elke compacte Hausdorff-ruimte is normaal. Een gesloten
deelruimte van een Lindel6f-ruimte is Lindeléf en een gesloten deelruimte van een compacte ruimte is
compact.

Stelling A.3. Het beeld van een compacte ruimte onder een continue afbeelding is compact.

Stelling A.4. Laat X een compacte ruimte en Y een Hausdorff-ruimte zijn. Dan is elke continue bijectie
f : X = Y een homeomorfisme.

Een familie deelverzamelingen A van een ruimte X is lokaal eindig als er voor elk punt x € X een
open omgeving is die eindig veel elementen van A snijdt. Voor deze familiesgeldtU A = U{A : A € A}.
Een ruimte is paracompact als elke open overdekking een lokaal eindige open verfijning heeft.

A.4. Metrizeerbare ruimten

Een metriek op een verzameling X is een afbeelding d : XxX — [0, c0) met de volgende eigenschappen.
i. d(x,y) =0danenslechtsdanals x = y.
ii. d(x,y) =d(y,x) vooralle x,y € X.

iii. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) voor alle x,y,z € X.
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De open bol ten opzichte van d rond het punt x met straal r definiéren we als By(x,7r) := {y €
X : d(x,y) < r}. De diameter van een deelverzameling A € X ten opzichte van d definiéren we als
diam 44 := sup{d(x,y) : x,y € X}. Voor een verzameling 4 € X geldt diam 44 = diam 44.

Een ruimte X is metrizeerbaar als er een metriek d op X bestaat die de topologie van X bepaald.
Dit betekent dat er voor elke open verzameling U € X open is volgens de metriek d, dus voor elk
punt x € U is ereenr > 0 met B4(x,r) € U, en elke open bol ten opzichte van d is open volgens
de gegeven topologie op X, dus voor elk punt x en r > 0 is er voor elk punt y € B4(x,r) een open
Uc Xmety € U< B(x,r). Elke metrizeerbare ruimte is normaal en paracompact, dat wil zeggen
dat elke open overdekking een lokaal eindige open verfijning heeft. In metrizeerbare ruimten is de
Lindel6f-eigenschap equivalent met separabiliteit.

A.5. Quotiéntruimten

Laat X een topologische ruimte en E een equivalentierelatie op X zijn. De verzameling X/E is de
verzameling van alle equivalentieklassen van X onder E. We noemen q : X — X /E, die aan elk element
van X zijn equivalentieklasse toekent, de natuurlijke quotiéntafbeelding van X onder E. We definiéren
74 :={U € X/E : q"*[U] is open} en we noemen (X/E, t,) een quotiéntruimte. Een quotiéntafbeelding
q is gesloten als ¢~1[q[F]] gesloten is voor elke gesloten verzameling F.

Stelling A.5. Laat X en Y twee topologische ruimten zijn. Laat F een gesloten deelruimte van X zijn
en laat f : F — Y een continue afbeelding zijn. We definiéren de equivalentierelatie E op X door
xEy als x = y voorx,y & F of f(x) = f(y) voor x,y € F. Als f gesloten is, dan is de natuurlijke
quotiéntafbeelding q : X — X /E gesloten. De resulterende ruimte X /E noemen we een adjunctieruimte.

A.6. Lineaire orde en ordinaalgetallen

Laat X een verzameling met een relatie < zijn. We noemen < een lineaire orde als ze de volgende drie
eigenschappen heeft.

i. Alsx<zenz<y,danx < yvoorallex,y,ze€X.
ii. x <yeny < xkunnen niet allebei gelden voor alle x,y € X.
iii. Alsx # y, dan moet x <y of y < x gelden voor alle x,y € X.

Een deelverzameling A van een lineair geordende verzameling X is cofinaal als er voor elke x € X
een a € A bestaat met x < a.

Laat X en Y twee verzamelingen zijn met lineaire ordes < en < respectievelijk. Deze verzamelingen
noemen we isomorf als er een bijectie f : X - Y bestaat, waarvoor geldt dat f(x) < f(y) voor elk paar
X,y EXmetx <y.

Een lineaire orde < op X noemen we een welorde als elke deelverzameling A € X een kleinste ele-
ment heeft, dat wil zeggen dat er een x € A bestaat met x < y voor elke y € A\{x}. Een verzameling is
welgeordend als er een welorde op die verzameling bestaat. Aan elke welgeordende verzameling kan
een ordinaalgetal worden toegekend, met de eigenschap dat als twee welgeordende verzamelingen
isomorf zijn, ze hetzelfde ordinaalgetal krijgen. De collectie ordinaalgetallen is zelf een welgeordende
verzameling.

Een opvolger van een ordinaalgetal is het kleinste grotere ordinaalgetal. Een ordinaalgetal is een
limiet als het van geen enkel ordinaalgetal de opvolger is. De welordeningsstelling zegt dat elke verza-
meling welgeordend kan worden. Hieruit volgt dat we transfiniete inductie kunnen gebruiken. Als we uit-
spraak P (a) willen bewijzen voor alle ordinaalgetallen @, moeten we niet alleen P(0) en P(a) = P(a+1)
bewijzen, maar moeten we ook aantonen dat P(«) geldt als P(S) geldt voor alle 8 < a in het geval dat
a een limiet is.

Omdat er tussen twee isomorfe welgeordende verzamelingen een bijectie bestaat, kunnen we aan
elk ordinaalgetal a een kardinaalgetal m toekennen, we duiden dit aan met |a| = m. Een ordinaalgetal
a is aftelbaar als || < X,. Het kleinste aftelbare ordinaalgetal duiden we aan met w, en het kleinste
ordinaalgetal met kardinaliteit X; duiden we aan met w,. De welgeordende verzameling die bestaat uit
alle aftelbare ordinaalgetallen duiden we aan met W,.
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Lemma B.1. Laat U een open overdekking van een normale ruimte X zijn. Als er een lokaal eindige
gesloten overdekking F van X bestaat waarbij voor elke F € F geldt dat dim F < n en F eindig veel
elementen van ‘U snijdt, dan heeft U een open Krimping van orde < n.

Bewijs. We schrijven de open overdekking U als (U;);¢; en de gesloten overdekking F als een trans-
finiete rij Fo, Fy, ..., Fy, ... met @ < n en Fy = @. De indexverzameling van deze rij duiden we aan met ;.
We construeren een transfiniete rij open overdekkingen (Ug ;)ier, (Ur)iers o (Ugi)ier, - Met a < n met
transfiniete inductie, die voor elke a € W;,\{0} voldoet aan de volgende eigenschappen.

i. Voorelke B € W, eni€lgeldtU,; < Ug; als f <a.
i. ord (Ug; NFy)ier < 1.
iii. Voorelke g €W, enie€lgeldtUpg;\Uy; € Up<y<q Fy als B < a.

Voor a = 0 definiéren we U,; = U; voor elke i € I. De rij open overdekkingen begint dus bij
de gegeven overdekking en de verzamelingen van de overdekkingen worden kleiner voor grotere a.
Neem een a, € W;,\{0} en neem aan dat voor elke a € W, met a < a, geldt dat de open overdekking
(Uq,1)ier 9edefinieerd is en de drie eigenschappen heeft.

Voor elke i € I definiéren we de verzameling Uy ; := Ng<q, Uqi- We laten zien dat (Uclzo,i)iEI een
open overdekking van X is. Er zijn twee gevallen te onderscheiden. Voor het geval dat a, een directe
opvolgeris vaneen a; € W, hebbenwe datU’ i = Ug, i voorelkei € I, dus is het een open overdekking

vanwege de mductlehypothese Er geldt nameluk voor elke i € I dat Ng<gy Uni = Nazay Uayi = Uqy,is
want voor a < a, geldtdat U,, ; < U,,; vanwege eigenschap (i).

Nu kijken we naar het geval dat a, een limietgetal is. Laat x € X willekeurig. Omdat F lokaal eindig
is, kunnen we een open omgeving U nemen die eindig veel elementen van F raakt. Dit betekent dat
er een § € W, moet zijn, waarbij U disjunct is van elke F, met f <y < «,. We hebben aangenomen
dat (Ug,i)ier €en open overdekking van X is, dus eris een i € I met x € Ug;.

Voor elke a € W;, met f < a < a, hebben we dat U n Ug; < U, ;. We hebben namelijk dat

WU NUg)\Up,; =U N (Upi\Uqy)

Bsysa

=®7

want U is disjunct van elke F, met f <y < a < a,. Hieruit volgtdatx e UNUp; S Uy; als f < a < a,.
Vanwege eigenschap (i) hebben wWe NU x € Ng<g<ay Uai = Na<ay Uai = Ugy;» dus (U‘;O_i)iel is een
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overdekking en alle elementen U&O’i zijn open, want we hebben voor elk punt in de verzameling een
open omgeving, namelijk U n Ug ;, gevonden dat bevat is in U;(O’i

Merk op dat de open overdekking (F,, N U;O‘i)ie, van de gesloten deelruimte F,  eindig is. We
hebben namelijk aangenomen dat F,  maar eindig veel U;’s raakt en er geldt vanwege (i), de definitie
van U’ ; en het feit dat Uy; = U; dat U‘;O_i binnen U; ligt voor elke i € I. Dus F,  snijdt ook maar
eindig veel ao ;'S. Omdat dim F,; < n, is er een open krimping (V;);e; van (Fy, N U;,O,i)ie, van orde
< n, vanwege stelling 2.9. Deze overdekking van F, kunnen we krimpen tot een gesloten overdekking
(G))ie; vanwege stelling 2.12. De verzamelingen G; zijn ook gesloten in de hele ruimte X, want het zijn
gesloten verzamelingen van een gesloten deelruimte. We kunnen nu stelling 2.11 gebruiken om deze
gesloten familie op te zwellen tot een familie verzamelingen (V});¢; die open zijn in X en waarbij elke
V{ bevatis in U, ;. Nu hebben we dat ord (V;);e; = ord (G;)ie; < ord (V;);e; < nenV/ < U, ; voor
elke i € I. Daarnaast overdekt deze familie nog de hele deelruimte F, .

Definieer voor elke i € I de open verzameling U, ; := (U,;OIL-\F,ZO) UV/. Nuis (Ug,,)ies de open
overdekking waar we naar op zoek waren. Om te laten zien dat deze familie de hele ruimte X overdekt
laten we x € X willekeurig. Als x € F, , dan hebben we x € V; voor een i € I en voor het geval dat x
buiten F, zit,isereeni € I met x € U’0 Het is duidelijk dat elke verzameling U, ; open is, dus we
moeten alleen nog verifiéren dat deze overdekking eigenschappen (i), (ii) en (iii) heeft

Dat (i) geldt volgt uit U, ; < Uao'l Na<ao Uai € Up,; voor elke f < ay en i € I. Eigenschap (i)
bewijzen we met tegenspraak: stel dat x € N;¢;r Fy, N Uy, ; Waarbij I’ een deelverzameling is van I met
[I'l =n+ 2 Vanwege de definitie van U, ; hebben we dat x in geen enkele U, ; zit, want x € F, . Dus
x € Niepr V{, maar dit spreekt ord (V;);e; < n tegen. Ten slotte volgt elgenschap (iii) uit het feit dat

Up,i\Uqy,i = Ug,i\ [(U&O,i\Fao) U Vi’]
= Upi\ (Uéo,i\Fao) N (Up\V/)
= (Upi N Eyy) U (Uﬁl\Uao L) n (Up\V/)
€ Fyy U [Up\ (Ul U V)]
= Fgy U (Uﬁ.i\Uz;co,i)

= Fey U{ Up\ [[) Ve

a<ag

= By U | Upi\Ua

a<ag

N

a<ag fsysa

= Fy, U U E,

B<sy=a
=Upy
Bsysagy

geldt voor elke B € W, met g <apeni€l.

Hierbij is de constructie van de transfiniete rij (U ;)ier, (Uri)iers v (Uai)ier - Met a < n voldaan. Er
geldt nu dat (U, ;);e; €en open krimping van (U;);¢; is met orde < n. Het feit dat deze open overdekking
een krimping is, volgt uit eigenschap (i): U,; € Uy; = U; voor elke i € I. Het feit dat ord (U;)ie; < n
geldt, volgt uit eigenschap (ii). Stel namelijk dat er een x € N Uy; bestaat voor een I’ S I met
[I'l =n + 2. Dan volgt uit (i) dat x € U, voor elke « € W, en i € I'. Daarnaast is ¥ een overdekking
van X, dus er is een a € W, met x € F,. We hebben nu dat x in N;¢;r Uy N F, zit, maar dit spreekt
eigenschap (ii) tegen. O
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Stelling B.2. Voor een normale ruimte X zijn de volgende twee uitspraken equivalent met dim X < n.
i. Elke lokaal eindige open overdekking heeft een open krimping van orde < n.
ii. Elke lokaal eindige open overdekking heeft een open verfijning van orde < n.

Bewijs. De implicatie (i) = (ii) is triviaal, want elke krimping is een verfijning. Dat dim X < n volgt uit
uitspraak (ii) is ook duidelijk, want elke eindige open overdekking is ook lokaal eindig. We hoeven dus
alleen nog maar te laten zien dat elke lokaal eindige open overdekking een open krimping van orde
< n heeft, als dim X < n geldt.

Laat (U;);c; een lokaal eindige open overdekking zijn. We duiden de familie van alle eindige niet-
lege deelverzamelingen van I aan met J. Voor elke | € J definiéren we de gesloten verzameling
F = Nigy U;n Nig; X\U;. Omdat dit een gesloten deelruimte van X is, mogen we vanwege stelling
2.14 concluderen dat dim F; < dimX < n voor elke /] € J. We tonen aan dat de familie (F}),c; een
lokaal eindige gesloten overdekking van X is en waarvan elke F; maar eindig veel U;’s snijdt. Dit zijn
precies de eisen van lemma B.1, dus we mogen dan concluderen dat (U;);¢; €en open krimping van
orde < n heeft.

Om aan te tonen dat (F;),c; een overdekking is, laten we x € X willekeurig zijn. Omdat (U;);¢; een
overdekking van X is, moet er een i € I zijn met x € U;. Kijk naar de verzameling J die bestaat uit
indices j, waarvoor geldt dat x € U;. Omdat (U;);¢, lokaal eindig is, moet ] eindig zijn. We hebben nu
x€Njeg Uy < njejﬁj en x zit in geen enkele U; met j € ], dus x € F; vooreen J € J.

We hebben F; z6 gedefinieerd dat die maar eindig veel U;’s snijdt, dus we moeten alleen nog chec-
ken dat de overdekking lokaal eindig is. Omdat (U;);¢; lokaal eindig is, is er voor elke x € X een open
omgeving U, en een J, € J z6 dat U, disjunctis van U;, en omdat U, en U; allebei open zijn ook disjunct

van 5]-, voor elke j ¢ J,. Dus als U, de verzameling F;s snijdt, moet ]’ bevat zijn in J,, want als j € J’

niet in J, zit, dan hebben we U, N F;r < U, nt = @. We weten dat J, eindig is, dus er zijn maar eindig
veel mogelijkheden voor J'. We hebben dus voor elk punt x € X een open omgeving U, gevonden die
maar eindig veel elementen van (F}),cs, dus deze overdekking is lokaal eindig. O
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