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Voorwoord

Voor u ligt het bachelor eindwerk “Wringing in 3D-raamwerkprogramma’s”, geschreven ter
afronding van mijn bacheloropleiding civiele techniek aan de TU Delft. Dit rapport behan-
delt de analytische afleiding van de element-stijfheidsmatrix met wringing voor dubbel
symmetrische profielen. Het is geschreven voor medestudenten civiele techniek, waarbij
basiskennis van constructiemechanica als bekend wordt verondersteld.

Het afleiden en opbouwen van de matrixvergelijkingen en de vertaalslag naar Python
vormden een uitdagende maar leerzame puzzel. Mijn dank gaat uit naar mijn begeleiders,
P.C.J. Hoogenboom en T.R. van Woudenberg, voor hun sturing en feedback gedurende het
project.

Bij de totstandkoming van dit eindwerk is Al als hulpmiddel ingezet voor tekstverbetering
en voor de foutopsporing en optimalisatie van het Python-script.

Ik wens u veel leesplezier.

Delft, juni 2026
Martijn Carton



Samenvatting

In 3D-raamwerkprogramma’s wordt wringing vaak gemodelleerd volgens de theorie van
Saint-Venant, waarbij wordt uitgegaan van vrije welving. Welving is het fenomeen waarbij
de dwarsdoorsnede van een profiel door torsie uit zijn vlak vervormt. In de praktijk wordt
welving echter vaak verhinderd door constructieve verbindingen of opleggingen, wat leidt
tot extra interne spanningen in het element. Dit rapport behandelt de afleiding en de vali-
datie van de 3D element-stijfheidsmatrix voor dubbel symmetrische profielen, waarbij
verhinderde welving correct wordt gemodelleerd volgens de theorie van Vlasov.

De resulterende 14 x 14 matrix is analytisch afgeleid en succesvol geimplementeerd in
een symbolisch Python-script met SymPy. Validatie met diverse standaardbelastingge-
vallen bevestigt dat het model het elementgedrag correct beschrijft. De resultaten tonen
aan dat het meenemen van verhinderde welving leidttot een hogere torsiestijfheid in ver-
gelijking met de theorie van Saint-Venant. Omdat berekende vervormingen hierdoor klei-
ner uitvallen, kan het toepassen van dit model overdimensionering van constructies voor-
komen. Het ontwikkelde script biedtbovendien eenwaardevol controlemiddel om de out-
put van commerciéle software onafhankelijk te kunnen verifiéren.

Voor vervolgonderzoek wordt aanbevolen de afleiding uit te breiden naar asymmetrische
profielen, waarbij axiale rek, buiging en wringing niet langer onafhankelijk van elkaar zijn.
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Nomenclatuur

Symbool Omschrijving Eenheid
my Verdeeld wringend moment Nm/m
Qx Verdeelde lijnlast in x-richting N/m
qy, Verdeelde lijnlast in y-richting N/m
o 8 Verdeelde lijnlast in z-richting N/m
Uy Axiale verplaatsing m

u, Transversale verplaatsing m

X Longitudinale cooérdinaat m

A Oppervlakte doorsnede m?2
Cw Welvingsconstante ms©

E Elasticiteitsmodulus N/m?
G Glijdingsmodulus N/m?2
I3 Torsie-traagheidsmoment m*
1, Oppervlakte-traagheidsmoment om z-as  m?*
1., Oppervlakte-traagheidsmoment omy-as  m?*

L Lengte van het element m

M Inwendig buigmoment Nm
N Inwendige normaalkracht N

T Inwendig wringmoment Nm
|4 Inwendige dwarskracht N

[0) Hoekverdraaiing rad




1. Inleiding

In 3D-raamwerkprogramma’s beschrijft de element-stijfheidsmatrix de relatie tussen de
krachten die op een element werken en de bijbehorende vervormingen. Wringing wordt
hierin gemodelleerd als een moment dat een rotatie om de lengteas van het element ver-
oorzaakt. Naast de rotatie treedt er nog een ander vervormingseffect op, namelijk welving.
Hierbij vervormt de dwarsdoorsnede van het profiel uit het vlak, waardoor verschillende
delenvan de doorsnede zich inde lengterichting verplaatsen en de doorsnede niet langer
vlak blijft. Zoals te zien in Figuur 1.1, leidt wringing bij een I-profiel tot een vervorming
waarbij de boven- en onderflens in tegengestelde richting uitbuigen.

Figuur 1.1: Welving van een |-profiel bij torsie (Hoogenboom, 2019)

Veel conventionele raamwerkprogramma’s gebruiken in hun berekeningen de theorie van
Saint-Venant die uitgaat van vrije welving. Dit betekent dat het profiel ongehinderd kan
vervormen zonder dat er extra spanningen in het element ontstaan. Het resultaat is een
12x12 stijfheidsmatrix met 6 vrijheidsgraden per knoop (3 verplaatsingen en 3 rotaties).

In veel constructies kan een raamwerkelement echter vaak niet vrij welven, omdat deze
vervorming wordt verhinderd door de oplegging of de verbinding met aangrenzende ele-
menten. Om deze gehinderde welving en de daarbij optredende extra spanningen in het
element correct te modelleren, wordt de theorie van Vlasov toegepast. Hierbij wordt een
zevende vrijheidsgraad aan de knoop toegevoegd die de welving van de dwarsdoorsnede
beschrijft, wat resulteert in een 14x14 element-stijfheidsmatrix. Zonder deze extra vrij-
heidsgraad wordt de stijfheidsbijdrage van de gehinderde welving niet meegenomen, wat
resulteert in een onnauwkeurige berekening van de vervorming van het element.

Hoewel een aantal commerciéle raamwerkprogramma'’s (zoals SCIA Engineer en Ansys)
het torsiegedrag met welving tegenwoordig wel correct modelleren, is de onderliggende
stijfheidsmatrix niet openbaar. Het is van belang om deze element-stijfheidsmatrix af te
leiden, zodat inzichtelijk wordt hoe de bijdrage van verhinderde welving in de stijfheids-
matrix wordt verwerkt.



Dit rapport beantwoordt de volgende hoofdvraag: Hoe kan de element-stijfheidsmatrix
worden afgeleid zodat wringing en verhinderde welving correct worden gemodelleerd in
3D raamwerkprogramma’s en op welke manier kan dit worden geimplementeerd in een
bruikbaar Python-script?

Op basis van literatuuronderzoek wordt het constructieve gedrag bij vrije en verhinderde
welving geanalyseerd, wat de basis vormt voor de afleiding van de stijfheidsmatrix. Deze
afleiding wordt vervolgens uitgewerkt met behulp van SymPy, waarmee symbolische wis-
kundige berekeningen in Python uitgevoerd kunnen worden. De resulterende matrix wordt
vervolgens gecontroleerd door verschillende testgevallen door te rekenen. Zo kan worden
aangetoond dat de afleiding in het script klopt en het element zich correct gedraagt. Het
onderzoek beperkt zich tot dubbel symmetrische profielen met lineair-elastisch materi-
aalgedrag onder statische belasting.

Een profiel isdubbel symmetrisch wanneer deze zowel een horizontale als verticale sym-
metrieas bezit. Hierdoor vallen het zwaartepunt en het dwarskrachtencentrum van de
doorsnede samen, wat ervoor zorgt dat buiging en wringing onafhankelijk van elkaar op-
treden. Voorbeelden hiervan zijn symmetrische I-profielen en kokerprofielen en ronde
buisprofielen (zie Figuur 1.2).

Symmetrieas

/

Figuur 1.2: Dubbel symmetrische profielen (Eigen werk)

De opbouw van het rapport is als volgt. Hoofdstuk 2 beschrijft de afleiding van de 2D-
stijfheidsmatrix. De uitbreiding naar 3D met vrije welving op basis van de theorie van
Saint-Venant wordtgedaan in hoofdstuk 3. Vervolgens behandelt hoofdstuk 4 hoe verhin-
derde welving volgens de theorie van Vlasov wordt opgenomen in de 3D matrix. In deze
drie hoofdstukken wordt telkens ook de implementatie in SymPy en de controle van het
elementgedrag besproken. In hoofdstuk 5 volgt de discussie, waarna hoofdstuk 6 afsluit
met de conclusies en aanbevelingen.



2. 2D-stijfheidsmatrix

In dit hoofdstuk wordt tweedimensionale elementstijfheidsmatrix afgeleid. De werkwijze
die hier wordt toegepast, vormt de basis voor de uitgebreidere driedimensionale matrix in
de latere hoofdstukken. Achtereenvolgens komen de elementdefinitie, de analytische af-
leiding, de symbolische implementatie in SymPy en de validatie van het model aan bod.

2.1. Definitie van het 2D-balkelement

Voor de afleiding van de stijfheidsmatrix wordt het balkelement geschematiseerd als een
element met lengte L. Aan beide uiteinden wordt het element begrensd door een knoop
waarop de externe krachten en momenten aangrijpen.

De positie en vervorming van het element worden beschreven in een lokaal cartesiaans
assenstelsel. Hierbijvolgt de x-as de lengterichting van de balk, waarbij de positieve rich-
ting naar rechts is gedefinieerd. De z-as staat hier loodrecht op en is nhaar beneden posi-
tief gedefinieerd, conform de gangbare tekenafspraken voor de mechanica aan de TU
Delft. Rotaties en momenten zijn positief gedefinieerd wanneer deze van de positieve z-
as naar de positieve x-as draaien (tegen de klok in).

Elke knoop heeft een aantal vrijheidsgraden die de vervorming van het element beschrij-
ven. In het tweedimensionale vlak beschikt elke knoop over drie vrijheidsgraden: een axi-
ale translatie (u,), een transversale translatie (u,) en een rotatie (¢). Dit levert in totaal

zes vrijheidsgraden op voor het volledige element.

Op het element kunnen enkele externe belastingen werken. Dit zijn de knoopkrachten en
-momenten (Fy, F,,, M) die direct op de knooppunten aangrijpen, en de lijnlasten g, en q,
die over de lengte van het balkelement verdeeld zijn. Al deze belastingen volgen hierbijde
positieve richtingen van het lokale assenstelsel.

In Figuur 2.1 zijn het lokale assenstelsel en de aangenomen richtingen van de belastingen
schematische weergegeven.

| )5,“2

|
* Ml g : _— - — — — — — —-":
¢ F;ﬂ_ Ox1 Qx2 ¢ sz
z Fa F,

Figuur2.1: Schematisering van het 2D-balkelement inclusief tekenafspraken (Eigen werk)



2.2. Afleiding van de stijfheidsrelaties

De stijfheidsmatrix beschrijft de relatie tussen de krachten en de verplaatsingen van de
knooppunten. In matrixvorm ziet dit er als volgt uit:

{f}=[K]-{u}+{fy} (2.1)

In deze vergelijking is [ K] de stijfheidsmatrix, { f } de vector met knoopkrachten, { u} de
vector met de knoopverplaatsingen en -rotaties en { fq }de vector met equivalente knoop-
krachten. Omdat de krachten en verplaatsingen in het tweedimensionale vlak worden be-
schouwd, zijn er drie vrijheidsgraden per knoop. Dit resulteert ineen 6 x 6 stijfheidsmatrix,
die is opgebouwd uit de axiale stijfheid en de buigstijfheid. De analytische afleiding van
deze twee componenten wordt in de volgende paragrafen stapsgewijs uitgewerkt.

2.2.1. Axiale stijfheid

Om de stijfheidsmatrix op te bouwen, wordt eerst de axiale stijfheid beschouwd. Hiervoor
wordt uitgegaan van de differentiaalvergelijking voor de axiale verplaatsing, zoals be-
schreven in Hartsuijker en Welleman (2007, hoofdstuk 2):

d?u,
d x?

EA = —q, (2.2)

Waarbij:
e [ =Elasticiteitsmodulus [N/m?]
e A =Oppervlakte van de doorsnede [m?]
e u, =Axiale verplaatsing [m]

e g, =Verdeelde belasting over de lengteas [N/m]

De lineair variérende verdeelde belasting g, tussen knoop 1 en knoop 2 wordt beschreven
met de functie:

qx2 — qx1

= qy1 +
qx qx1 L

Door vergelijking 2.2 tweemaal naar x te integreren ontstaat de volgende algemene uit-
drukking voor de axiale verplaatsing:
1 (Qxl ~Qx2 4

1
U, (x) = 7 . X qulxz + Cix + Cz) (2.3)

De integratieconstanten C; en C, worden bepaald door de randvoorwaarden in te vullen.
Voor een balkelement met lengte L zijn dit: u,.(0) = u,, en u, (L) = u,,. Voor het opstel-
len van de stijfheidsmatrix is de interne normaalkracht nodig:

d
N(x) = EA U
dx




Bij een verlenging van het element (u,, > u,4) ontstaat een interne trekkracht die het ele-
ment terug wil trekken naar zijn oorspronkelijke lengte. Op de knooppunten werkt deze

interne normaalkracht naar binnen toe (zie Figuur 2.2).

Fxl N sz

OV <« Ny <O )

Figuur2.2: Richting van de interne en externe normaalkracht op het balkelement (Eigen werk)

Omdat het element in statisch evenwicht is, moeten de externe knoopkrachten (F,; en
F,,) evenwicht maken met de interne krachten om de knooppunten op hun positie te hou-
den. Op basis van de richtingen als in Figuur 2.2 gedefinieerd volgt:

EA 1 1
Foi = —N(0) = T(um - uxz) _§Qx1L —EszL
EA 1 1
Fy,=N(L) = T(uxz — Uyq) — EQle - §Qx2L

In matrixvorm ziet dit er als volgt uit:

EA EA 1 1
Fal |7 == %] [-39al-gdel
_| L L. 4] 3 6 (2.4)
EA EA 1 1 '
Fl |0 — | Wl |-2qul-Zq0l

2.2.2. Buigstijfheid
In de element-stijfheidsmatrix volgt de weerstand tegen buiging uit de vierde orde diffe-
rentiaalvergelijking voor de doorbuiging van het element, zoals beschreven in Hartsuijker
en Welleman (2007, hoofdstuk 4):

d*u,

El,, dxt =4z (2.5)

Waarbij:
e [,, =Oppervlakte-traagheidsmoment [m*]
e u, =Transversale verplaatsing [m]

e (,=Verdeelde dwarsbelasting over de lengteas [N/m]

De lineair variérende verdeelde belasting g, is als volgt gedefinieerd:

qz2 — 421
— X

=q, +
qz (x ) qdz1 L

Door bovenstaande vergelijking te substitueren in vergelijking 2.5 en viermaal naar x te
integreren, ontstaat een algemene uitdrukking voor de doorbuiging van het element:
1 (QZZ -

_ - n 5 1, 1. 5 1., )
uz(x)—EI oL > +24qzlx +6C1x +2C2x + C3x + C, (2.6)



De vier resulterende integratieconstanten worden bepaald uit de randvoorwaarden in de
knooppunten. Voor een balkelement met lengte L zijn deze:

e Knooppunt 1 (x = 0):u,(0) = u,, enu,’(0) = -,
e Knooppunt 2 (x = L):u,(L) = u,, enu,'(L) = —b,
Substitutie van deze randvoorwaarden invergelijking 2.6 levert de oplossingen voor de in-

tegratieconstanten. Het interne buigend moment en de interne dwarskracht worden uit-
gedrukt in termen van de knoopverplaatsingen en -rotaties:

d?u,

M = —FI
(x) dx?
d3u,
V(x) = —EI P

Bij een positief moment ontstaat onderin het balkelement trek en bovenin druk. Bij een
positieve dwarskracht schuift de linkerzijde van het element omhoog ten opzichte van de

rechterzijde.
w(ad & 5 83w
ol ol ] | taln

Figuur 2.3: Richtingen van interne en externe moment en dwarskracht op het balkelement (Eigen werk)

Om het element in stilstand te houden, moeten de externe knoopkrachten en-momenten
evenwicht maken met de interne krachten. Op basis van de aangenomen richtingen in
Figuur 2.3 volgt:

12 El 6 El 12 EI 6 El 7 3

F, =-V(0) = 3 UYa T L—2¢1 T Y2 ¢, —2_0qZ1L - Z_OqZZL
6 El 4 EI 6 El 2 EI 1 1

M; = -M(0) = g Ut bt Ut b +2_0q21L2 +%quL2
12 EI 6 EI 12 EI 6 EI 3 7

FZZ=V(L)=_L_3uzl +L_2q)1+ I3 Uz t 12 (I)Z_Z_OqzlL_z_OqzzL
6 EI 2EI 6 EI 4 EI 1 1

Mz = M(L) =- 12 Uy + I q)l + L_Zuzz +T¢2 _%QZlLZ _%qzzl‘z



In matrixvorm ziet dit er als volgt uit:

T 12 EI 6 ElI 12 EI 6 E1I- i 7
6 EI 4 El 6 EI 2 EI 1 1
M — _ LZ _ L2
ol T2 T 12 L™ L | 20927 T30% 27)
F 12 ElI 6EI 12 EI 6 EI u 3 7 )
z2 - 13 12 I3 12 z2 _2_0 qzlL - Z_OqZZL
6 EI 2EI 6 EI 4 El 1
_MZ' T2 2 _¢2_ __qzlL2 - _quL2
L L L L - - 30 20 .

De volledige 2D element-stijfheidsmatrix combineert de axiale rek (vergelijking 2.4) en
buiging (vergelijking 2.7) tot één systeem. De totale 2D-matrixvergelijking is opgenomen
in bijlage A.

2.3. Implementatie in SymPy

Met behulp van de SymPy bibliotheek in Python is de 2D element-stijfheidsmatrix symbo-
lisch afgeleid. Allereerst worden de benodigde parameters, zoals de materiaaleigen-
schappen, geometrie en de vrijheidsgraden gedefinieerd met de sp.symbols( ) functie.
Vervolgens worden de vergelijkingen voor axiale stijfheid (2.2) en buigstijfheid (2.5) sym-
bolisch opgebouwd met deze parameters. De sp.dsolve( ) functie lost de differentiaalver-
gelijking op waarna de randvoorwaarden worden toegepast om de integratieconstanten
te bepalen enintevulleninde vergelijking. Tot slot worden de resultaten met de sp.Matrix(
) functie omgezet naar de uiteindelijke matrixvorm. Het resultaat van de python afleiding
is weergegeven in onderstaande figuur:

w - AE 0 0 _AE 0 0
[ Fy1] L 17 o]
! L(—Tga—3g:) 0 12EI _ 6EI 0 _ 12BI _ BEI *
le 20 L3 L2 3 T2 Uy
201 | 4n GBI ABT 6E1 21
M| | L (% +0) n 0 iz T 0 1z L ¢1
F, L(*Qz%*fzqzz) _ Af 0 0 % 0 0 Uy
Fa L(—3¢:1—Tg:0) 0 — 1%’5‘71 5521 0 12LI§I 6521 Uy
LM 2 qiﬂ 4 0 _SET  2ET 0 6E1 4ET | ¢2 |
(-m-m)] L % L 2 L .

Figuur 2.4: Resultaat van de symbolische afleiding van de 2D-stijfheidsmatrix met Python (Eigen werk)

Dit met de computer berekende resultaat komt exact overeen met de theoretische aflei-
ding uit de voorgaande paragraaf. Het volledige Python-script is opgenomen in Bijlage B.



2.4. Validatie van de stijfheidsmatrix

Om te verifiéren of de symbolisch afgeleide matrix de werkelijkheid correct beschrijft, is
een validatie uitgevoerd aan de hand van een aantal specifieke testgevallen. Dit is eerst
met handberekeningen uitgewerkt, waarna de berekeningen in Python zijn uitgevoerd. De
resultaten hiervan (zie bijlage C) tonen aan dat de stijfheidsmatrix zowel het rek- als bui-
gingsgedrag van het element juist weergeeft.

Een andere fundamentele controle is de symmetrie van de stijfheidsmatrix langs de dia-
gonaal. Dit volgt uit het wederkerigheidsprincipe van Maxwell, dat stelt dat in een lineair-
elastisch systeem de verplaatsing van een punt i door een kracht op punt j gelijkis aan
de verplaatsing van punt j door diezelfde kracht op punt i. In de stijfheidsmatrix moet
daarom gelden dat k;; = k;; (McGuire et al., 2000). Aangezien de afgeleide matrix ook

hieraan voldoet, kan worden geconcludeerd dat de stijfheidsmatrix correct is afgeleid.



3. 3D-stijfheidsmatrix met vrije welving

In dit hoofdstuk wordt de driedimensionale element-stijfheidsmatrix afgeleid. De 2D ma-
trix uit het vorige hoofdstuk vormt hiervoor het uitgangspunt en wordt uitgebreid met de
extra vrijheidsgraden die nodig zijn in een 3D ruimte. Het hoofdstuk start met de definitie
van het 3D-element en de theorie achter wringing met vrije welving. Daarna komen ach-
tereenvolgens de analytische afleiding, de Python implementatie en de validatie van de
stijfheidsmatrix aan bod.

3.1. Definitie van het 3D-balkelement

Voor de uitbreiding naar 3D wordt het cartesiaanse assenstelsel van het balkelement aan-
gevuld met een y-as. Deze y-as staat loodrecht op zowel de x-as als de z-as, zodanig dat
een rechtsdraaiend codrdinatensysteem ontstaat.

Het balkelement wordt net als in de 2D situatie, geschematiseerd met een lengte L en
wordt aan beide uiteinden begrensd door een knoop waarop de externe krachten en mo-
menten werken.

Elke knoop heeft zes vrijheidsgraden: een axiale translatie (u,), een laterale translatie
(uy), een transversale translatie (u,) en rotaties om de x-, y- en z-as (¢y, ¢y, ). Dit resul-

teert in twaalf vrijheidsgraden voor het volledige element.

Op het element kunnen verschillende externe belastingen werken. Dit zijn de knoop-
krachten (F,, Fy,FZ) en knoopmomenten (M,, My,MZ) die direct op de knooppunten aan-
grijpen. Daarnaast er over de lengte van het element kunnen verdeelde lijnlasten (qy, gy
en q,) en een verdeeld wringend moment (m,) werken. Alle belastingen volgen de posi-
tieve richtingen van het lokale assenstelsel. Voor de rotaties en momenten worden als
tekenafspraak de rechterhandregel gehanteerd rondom de respectievelijke assen.

In Figuur 3.1 zijn het lokale assenstelsel en de aangenomen richtingen van de belastingen

schematisch weergegeven.

Figuur 3.1: Schematisering van het 3D-balkelement inclusief tekenafspraken (Eigen werk)




3.2. Wringing volgens de theorie van Saint-Venant

In 1856 publiceerde de Franse ingenieur Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant zijn
theorie over wringing in het werk Mémoire sur la torsion des prismes. Eerdere theorieén
van Coulomb en Navier veronderstelden dat een dwarsdoorsnede bij torsie altijd vlak
bleef. Saint-Venant toonde echter aan dat deze aanname alleen geldig is voor cirkelvor-
mige doorsnedes en dat niet-ronde profielen uit hun vlak vervormen, wat welving wordt
genoemd (Timoshenko, 1953).

De theorie van Saint-Venant gaat uit van vrije welving. Hierbij wordt verondersteld dat het
element aan de uiteinden niet wordt tegengehouden door inklemmingen of verbindingen,
waardoor het welven vrij kan optreden. Dit betekent dat de dwarsdoorsnede over de ge-
hele lengte van de balk hetzelfde vervormt, waardoor er geen longitudinale rek ontstaat.
Daardoor treden er geen extra normaalspanningen op in het element, naast de schuif-
spanning ten gevolge van het wringend moment zelf. De inwendige weerstand tegen wrin-
ging wordt in deze theorie uitsluitend bepaald door de wringstijfheid van het element.

3.3. Afleiding van de stijfheidsrelaties

De axiale stijfheid en de buigstijfheid in het xz-vlak zijn hiervoor afgeleid in paragraaf 2.2
en blijven in deze driedimensionale situatie ongewijzigd. In het volgende deel worden de
buigstijfheid in het xy-vlak en de torsiestijfheid analytisch uitgewerkt.

3.3.1. Buigstijfheid in het xy-vlak
Omdat de afleiding van de buigstijfheid in het xy-vlak sterk overeenkomt met de afleiding
van debuigstijfheidin het xz-vlak uit het vorige hoofdstuk, wordt deze hier kort behandeld.

Voor de afleiding wordt dezelfde vierde orde differentiaalvergelijking voor buiging gebruikt:

d*u,
EIWW =qy (3.1)
Waarbij:
e [,,= Oppervlakte-traagheidsmoment om de z-as [m*]
e u, =Transversale verplaatsing [m]

* gy =Verdeelde belasting over de lengteas in de y-richting [N/m]

Na viermaal integreren naar x en het invullen van de randvoorwaarden ontstaat een alge-
mene uitdrukking voor de laterale doorbuiging van het element. Hiermee kunnen het in-
terne buigend moment en de interne dwarskracht worden bepaald:
2
d“u,,

MZ(X) = EIYYW ‘/3,(.76) = —Ely

3
duy

y dx3
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Bij een positief moment ontstaat aan de achterzijde van het balkelement trek en aan de
voorzijde druk. Bij een positieve dwarskracht schuift de linkerzijde van het element in de
positieve y-richting ten opzichte van de rechterzijde.

Mz Mz

¥ to v

w,| o} 3

Figuur 3.2: Richtingen van de interne en externe moment en dwarskracht op het balkelement (Eigen werk)

Om het element in statisch evenwicht te houden, moeten de externe knoopkrachten
evenwicht maken met de interne krachten. Op basisvan derichtingen zoals gedefinieerd

in Figuur 3.2 volgt:

yl - = (0) le = _Mz (O)F Fyz = I/y(L)l MZZ = MZ(L)
Uitgewerkt in matrixvorm ziet dit er als volgt uit:
] 1 12EI 6 EI 12ElI 6 EI 1 7 3
Fn I3 23 z | [ | “z0Pt- zoquL
6 EI 4 E] 6 EI 2 EI 1

M _ o LZ _ LZ

“ 12 L 12 L | bz 201" T30 M2 (3.2)
F 12 EI 6EI 12EI 6 EI u 3 )

ZITTE TR 2 Tz || | T20%rt T zobet
M 6 EI 2EI 6 EI 4 E] b 1 1 )
R L Rz 1 3oqy1L 2092l |

3.3.2. Torsiestijfheid

Voor de afleiding van de torsiestijfheid wordt uitgegaan van de differentiaalvergelijking van

Saint-Venant, zoals besproken in paragraaf 3.2. Omdat naast een torsiemoment op de

knooppunten ook een verdeeld wringmoment over de lengte van de balk kan werken, ont-

staat de volgende vergelijking, zoals beschreven door Rajagopalan (2022, p. 98):
d’¢

Gl (3.3)

= —mx

Waarbij:
e (¢ =Glijdingsmodulus [N/m?]
° It
e ¢ =Hoekverdraaiing [rad]

= Torsietraagheidsmoment [m?*]

e m, =Verdeelde wringbelasting over de lengteas [Nm/m]

11



De lineair variérende wringbelasting m, wordt beschreven met de functie:

My — Myq
My = My +————x

Door vergelijking 3.3 tweemaal naar x te integreren, ontstaat een algemene uitdrukking
voor de axiale rotatie:

My — My 1
(I)x(X) = G—It(%yﬁ —melxz + Clx + C2> (34)

De integratieconstanten worden bepaald door de randvoorwaarden in te vullen. Voor een

balkelement met lengte L zijn dit:

e Knooppunt 1 ( d)x(O) = Oy1
e Knooppunt 2 (x = L): ¢, (L) = by

Substitutie van deze randvoorwaarden in vergelijking 3.4 levert een oplossing van de inte-
gratieconstanten. Hiermee kan het interne wringend moment worden uitgedrukt in ter-
men van de knooprotaties:

d oy

Bij een positief torsiemoment is de rechterzijde van het element met een hoek ¢,, — b,

in de positieve draairichting geroteerd ten opzichte van de linkerzijde.

sz

2
*

M

A
A

X Mx
> <<+[]

—_ O »
Figuur 3.3: Richtingen interne en externe torsiekracht op het balkelement (Eigen werk)

Omdat het element in statisch evenwicht is, moeten het interne torsiemoment evenwicht
maken met het externe torsiemoment. Op basis van de gedefinieerde richtingen in Figuur
3.3 volgt:

Gl;
My, = -T(0) = T(q)xl (I)xz) mle — My, L

6

Gl
x2 = T(L) = T ((I)xz d)xl) mle =My L

3

In matrixvorm ziet dit er als volgt uit:
Gl;

_T . q)xl
—& Glt (I)xz

1
_mle - gmsz

3
+ 3 1 (3.5)

- gmle — §mx2L

De volledige 3D element-stijfheidsmatrix combineert vergelijking 2.4, 2.7, 3.2 en 3.5 en
resulteert in de matrixvergelijking in bijlage D.
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3.4. Implementatie in SymPy

Voor de symbolische afleidingvan de 3D element-stijfheidsmatrix is het Python-script uit
het vorige hoofdstuk verder uitgebreid. De methode komt sterk overeen met de 2D aflei-
ding.

Allereerst worden de extra benodigde parameters en vrijheidsgraden toegevoegd met de
sp.symbols( ) functie. De aanduiding van de variabelen is hierbij consistent gemaakt met
de afleiding uit paragraaf 3.3. Vervolgens worden de vergelijkingen voor rek, buiging en
torsie symbolisch opgebouwd met de parameters. De sp.dsolve( ) functie lost de differen-
tiaalvergelijking op waarna de randvoorwaarden worden toegepast om de integratiecon-
stanten te bepalen. Tot slot worden de resultaten met de sp.Matrix( ) functie samenge-
voegd tot de 12x12 matrixvorm. Het resultaat van de python afleiding is weergegeven in

onderstaande figuur:

Haga) [ AE 0 0 0 0 o 4B 9 0 0 0 0 ]

[ Fyy ] L Tag_Sqg) 0 2w 0 0 0 e 0 0 0 B [u:{
Ful L{ 7!]5:] 3q.2) 0 0 12f[== 0 _ ﬁEI:: 0 0 0 _ 125@: 0 _ ﬂfﬁ{u 0 Uyt
Fay L{_2m, mag) 0 0 0 £L 0 0 0 0 0 —EL g 0 Uzt
Mz, ° 6EIL - 4EL, 6E. g 2EL z1
AR e N A L U |
M| (-t 2 N 0 - 0 0 0 0= 0o -7 0 0 0 T b
Fr Lo %) —~4E 0 0 0 0 AE 0 0 0 0 0 Uza
F, El, EI, EI, EI,

Pol | mogm | |0 M 0 0 0 % o M o 0 o Uk ||w

o L3102 0 0 2B o . 0 0 2= o . g o

- crL cr §

My L may2m) 0 0 2: o EOI 0 0 ; e ; 0 b2

GEI. 2EI. 6ET.. AEL.
| M | (- 12) 0 0 - 0 === 0 0 0 = 0 == 0 L?L’:z’
6EI, 2ET, GEI, AET,
[ ym+4) 1 Lo i 0 0 0 == 0o - 0 0 0 ==

Figuur 3.4: Resultaat van de symbolische afleiding van de 2D-stijfheidsmatrix met Python (Eigen werk)

Het resultaat komt overeen met de analytisch afgeleide matrixvergelijkingen. De volledige
Python-code voor deze afleiding is opgenomen in Bijlage E.

3.5. Validatie van de stijfheidsmatrix

De 3D-stijfheidsmatrix is gecontroleerd of te verifiéren of de afleiding correct is uitge-
voerd. Allereerst is conform het wederkerigheidsprincipe van Maxwell gecontroleerd of de
matrix symmetrisch is (K = KT), wat het geval is voor deze afgeleide stijfheidsmatrix.

Vervolgens zijn specifieke testgevallen doorgerekend, eerst met de hand en later met het
Python-script, voor de termen die nieuw zijn geintroduceerd bij de uitbreiding naar 3D
(buigingin het xy-vlak en torsie). De overige termen zijnidentiek aan de reeds gevalideerde
2D-matrix en vereisen geen aanvullende controle vanwege het ontkoppeld zijnvan de ver-
gelijkingen. De uitwerking van deze controleberekeningen waaruit blijkt dat de matrix het
vervormingsgedrag juist weergeeft is opgenomen in bijlage F.

Ook is de matrix vergeleken met de vakliteratuur. De matrix komt exact overeen met de
matrix zoals afgeleid door Hoogenboom (2019, p62). Hieruit kan geconcludeerd worden
dat de 3D stijfheidsmatrix volgens de Saint-Venant theorie correct is afgeleid.
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4. 3D-stijfheidsmatrix met verhinderde welving

In dit hoofdstuk wordt de driedimensionale element-stijfheidsmatrix opnieuw afgeleid,
dit keer met wringing volgens de theorie van Vlasov (verhinderde welving). Hierbij worden
dezelfde tekenafspraken gehanteerd als in Figuur 3.1 voor het 3D-balkelement. Het
hoofdstuk start met de theoretische achtergrond van de wringingstheorie van Vlasov. Ver-
volgens wordt de analytische afleiding besproken en tot slot wordt de Python implemen-
tatie en validatie van de stijfheidsmatrix behandeld.

4.1. Wringing volgens de theorie van Vlasov

De theorie van Saint-Venant biedt een nauwkeurige beschrijving voor torsie bij elementen
waarbij de dwarsdoorsnede vrij kan welven. In de praktijk worden elementen echter vaak
aan de uiteinden gefixeerd door inklemmingen of stijve verbindingen, waardoor de wel-
vingsvervorming wordt verhinderd. De Russische ingenieur Vasily Zacharovich Vlasov pu-
bliceerde in 1940 zijn theorie over dunwandige staven, waarin hij aantoonde dat bij ver-
hinderde welving extra trek- en drukspanningen in de lengterichting van het element ont-
staan. Om deze interne normaalspanningen te kunnen beschrijven introduceerde Vlasov
het bi-moment (Hoogenboom, 2019).

Een bi-moment (B) is een koppelvan twee tegengestelde buigende momenten die op een
afstand van elkaar op de doorsnede werken. Het wordt berekend met de formule:

B=M-a

Waarbij M het buigend moment is en a de afstand tussen het momentkoppel, wat resul-
teert in de eenheid [Nm?]. In Figuur 4.1 is de werking van het bi-moment op een I-profiel
weergegeven. Hieris duidelijk te zien hoe het bi-moment is opgebouwd uit twee tegenge-
stelde momenten in de flenzen.

e
M |a

_*
X
M

Figuur4.1: Bi-momentin een I-profiel (Hoogenboom, 2019)

Bij verhinderde welving worden specifieke delen van het profiel uitgerekt terwijl andere
delen worden ingedrukt. Dit resulteert in de extra normaalspanningen in de lengterichting
van het element. Het bi-moment is de kracht die deze interne spanningen beschrijft. Om-
dat de spanningen de verdraaiing van het element tegenwerken, neemt de torsiestijfheid
van het element toe.
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Als tekenafspraak wordt aangehouden dat het bi-moment positief is wanneer de welving
vervorming van de doorsnede overeenkomt met de vervorming door een positief wring-
moment. In onderstaande afbeelding is de richting van het positieve bi-moment weerge-
geven.

Blg —))M"1 o O —))M"Z § B,

Figuur4.2: Balkelement met tekenafspraken bi-moment (Eigen werk)

4.2. Afleiding van de stijfheidsrelaties
Voor wringing met verhinderde welving wordt de Vlasov differentiaalvergelijking gebruikt,
zoals gedefinieerd door Rajagopalan (2022, p. 90):

d*d d%¢
ECy—— = Gl = my (4.1)

Waarbij:
e (,, =Welvingsconstante [m®]

De lineair variérende wringbelasting m, wordt ook hier beschreven met de functie:

Myy — Myq
My = My + fx

Omdat vergelijking 4.1 een niet homogene lineaire differentiaalvergelijking van de vierde
orde is, wordt de algemene oplossing verkregen door de homogene en particuliere oplos-
sing afzonderlijk te berekenen en deze bij elkaar op te tellen. Hierbij beschrijft de homo-
gene oplossing de stijfheid van het balkelement en de particuliere oplossing de invloed
van het verdeeld wringend moment.

Allereerst wordt de homogene oplossing afgeleid. Hiervoor wordt m,, gelijk aan 0 gesteld

en wordt een aanname gedaan voor de vorm van de homogene oplossing:

¢p(x) = e™

Deze vorm wordt gekozen omdat de e-macht bij herhaaldelijk differentiéren dezelfde
vorm behoudt. Dit is nodig omdat in de differentiaalvergelijking verschillende ordes van
afgeleiden tegelijk voorkomen. Door deze functie en zijn afgeleiden in te vullenin vergelij-

king 4.1 ontstaat de karakteristieke vergelijking:
EC,v* —GI,r? =0
Deze vergelijking oplossen voor r geeft:

Gl, |Gl
EC,’

T'1=0, T‘2=0, T‘3=

15



Dit invullen in de homogene vergelijking geeft:

(6) = Cy + Gy + Cysinh | |2tz | + ¢, cosh |2 (4.2)
bpx) = C; X 3 Sin ECWx 4 COS ECWx .

Hierna wordt de particuliere oplossing afgeleid. Omdat de verdeelde torsiebelasting line-
air varieert over de lengte van het element, wordt voor de particuliere oplossing de vol-
gende algemene vorm aangenomen:

¢, (x) = Ax® 4+ Bx?

Dit invullen in de oorspronkelijke vergelijking 4.1 zorgt ervoor dat de constanten A en B
kunnen worden opgelost door de termen aan beide zijden van de vergelijking aan elkaar
gelijk te stellen:

m —m
EC, -0 —Gl, - (6Ax + 2B) = sz L +my
m —m m
A= x1 X2 , B=— x1
6G1,L 261,
My =My 5 My ,
S 4.3
Op () === o (4.3)

De totale oplossing voor de hoekverdraaiing ¢ is de som van de homogene en particuliere
oplossing uit vergelijking 4.2 en 4.3:

_ Gl Gl Myq My — My
¢, (x) = C; + Cx + C3sinh ’mx + C4 cosh ’mx — ZGXItx2 + x6GIth x3(4.4)

De integratieconstanten worden opgelost door de randvoorwaarden in de knooppunten

inte vullen in bovenstaande vergelijking. Voor een balkelement met lengte L zijn dit:

e Knooppunt 1 (x = 0): ¢, (0) = d,q en ¢5(0) = —wy
e Knooppunt 2 (x = L): ¢, (L) = b,y en /(L) = —wy
Hiermee kunnen het interne torsiemoment en het interne bi-moment worden uitgedrukt

in termen van de knooprotatie en welving:

_ d?d  ECy(Mmy—myy) ECyMyy _ .
B=-EC, - = GhL x + oL C5Gl; cosh(Ax) — C,GI, sinh(Ax)
—el g FE_Mame g By (maa—my)
T=0GI; T EC, e g X T MaX CLL + w, Gl +

C;(AGI, sinh(Ax) — A3EC,, sinh(Ax)) — C,(AGI,(1 + cosh(1x)) + A3EC,, cosh(Ax))
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Waarbij:

m Myp—m
(Prz=Prr—Wilty gy 12+ 2 21%) (Acosh(AL) -2)

_ _ My,  Mx2=Mx1, )\ _
(wz W1+GItL+ 26T L) (sinh(AL)-AL)

A(cosh(AL)—1)2—(Asinh(AL))-(sinh(AL)—-AL)

m Myy—m .
(Px2—Px1 —W1L+Fxlltlf2 +X:T&ML2)'(/1$mh(AL))

—(WZ -w, +%L+M%;:"1L)-(cosh()m)—1)
C4 - A(cosh(AL)—1)2—(Asinh(AL))(sinh(AL)—AL)

EC,

Omdat het element in statisch evenwicht is, moeten de externe knoopkrachten (M,.4, M,,

By, B,) evenwicht maken met de interne krachten om de knooppunten op hun positie te
houden.

Figuur4.3: Richtingen interne en externe torsie en bi-moment op het balkelement (Eigen werk)
Hieruit volgt:
Mxl = _T(O), Bl = _B(O), sz = T(L), BZ = B(L)

Gezien de grote breuken en de aanzienlijke kans op algebraische fouten bij handmatige
uitwerking, is ervoor gekozen om meteen SymPy te gebruiken voor het afleidenvan de ele-
ment-stijfheidsmatrix. De matrix ziet er als volgt uit:

M, CwEA3 (€M +1) CwEA%(eM-1) CwEA3 (M +1) CwEA%(el-1) 1 [P
Lreltyia—2el%42 Lreltyia—2el%42 Lreria—2el% 42 Lreltyra—zelty2
B, CwEA2 (M -1) ¢ EA(LAe? P 4La—-e? 1) ERR (1-€M) CwEA(-2LAel A + €212 1) w,
_ | reMt+ia—2eMt42 L2ePAopa-202Th44el 2 Laeltiia—2elh42  LAePLA-La—262lAt4elh 2 +f (45)
= 3( LA 2.1 _ LA 30 LA 2.1 LA q (&
M CwER* (e*"+1) CwEA*-(1—e"") CwEA3 (e +1) CwEA*-(1-e™") b
x2 L2el 1 12— 2el %42 LreMtra-2eM 42 LreMtsra-2eM 42 Lrelhera—2el 42 x2
B CwEA?(eM-1) CwEA(-2LA el +e2bA 1) CwEA%-(1-e") ¢ EA(LAe?M A 1La-e? A e 1)
D2 b L e T a2 12eP Ao 1a—2e? P vae 2 LA iLa—2eM P42 LAePlA-La-2e2 14 lA o] W2 S
[ g (—203 23 =312 22 +6LA+(—213 34312 12+ 6L -12) e- A +12) +myy (13 13 -312 2 —6LA +(— L3 B3 +312 12— 6LA+12) €A —1) ]
6LA2 (LaelA+1a—2eL%42)
My (—202A2=9L2+ (=212 2%+ 24) el A4 (=212 22 4912 -12) e2LA-12) 4, (—412 22 LA 12 22312 +(~12 A2+ 3L2) €2L2)
622 (elh-1) (LaelA+1a—2¢L242)
Metf, =

Mg (—13 A3 =312 A% —6LA+(~L3 13 +312 12 ~6LA+12) e-} — 12) 4 myp (213 3 =312 A% +6LA + (-2 1323 +312 22 +6L1-12) el +12)
6122 (LAl +La-26542)
M (412 22eM4 4+ 1222 4302+ (1242 -310) 214) 4my, (212 22 4912+ (21202 24) el A + (212 22— 912 +12) €211 +12)
| 642 (elh-1) (Laelt +La—2elh 4 2) |

De volledige 14x14 matrix volgt uit het samenvoegen vanvergelijkingen 2.4,2.7,3.2en 4.5
enisinzijn geheel te vinden in bijlage G.
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4.3. Implementatie in SymPy
De element-stijfheidsmatrix met verhinderde welving is symbolisch afgeleid in Python,

waarbij is voortgebouwd op de bestaande SymPy-code uit bijlage Ben E.

Eerst worden de parameters met de sp.symbols( ) functie gedefinieerd. Voor de Vlasov
torsie zijn hierbij de welvingsconstante C,, en de extra vrijheidsgraden voor welving (w; en
w,) aan het script toegevoegd. Vervolgens worden de vergelijkingen voor axiale rek, bui-
ging en torsie met verhinderde welving symbolisch opgebouwd. De differentiaalvergelij-
king voor torsie is opgelost door deze expliciet op te splitsen ineen homogene en particu-
liere oplossing. Om het rekenwerk te vereenvoudigen is een parameter A geintroduceerd,

waarbij A = m Dit resulteert in een compactere matrixnotatie en een efficiénter
rekenproces, waardoor de computer de matrix sneller kan oplossen. Na het toepassen
van de randvoorwaarden waarmee de integratieconstanten worden bepaald, worden de
resultaten met de sp.Matrix( ) functie omgeschreven naar de matrixvorm. Het resultaat

van de python afleiding hieronder weergegeven:

Lo lga
1 [
Tlay  3lap
- 1]
[Fﬂ’ _ Tiga _ 3lga
Fa i (2L 3L2AT LA+ (—2E°AT4 3LAA2 L 6LA12)eM 112) dmaa( LAY 32N 6LA+ (— LPAT 430707 6LA112)e*A 12)
Fa BLX(LAeT 4 LA 2613 12)
L2, Lig,
Mn o+ e
My Llgy Lgp
M ) 30
=1 - (2U2ATHOLA L (2I2A%-24)e M | (20222 -9LA412) %2 112) - (4L2A% 4 L2AZ 1 3LAH (LA -3LA)e2)
B | _ BN T)[LAeP 1 LA 2el712) 4
Fo| Lo I
Fp May  7ap
- . _
2 _ 3ga  Tiga
My o o
M, o (LA 3L 6LAH(— LPA%+ 3LALBLA+12)e™ 12) b maa (—2E° A0 3LAA%H6LA+(—2L2A7 +3L2A 4 6LA12)e** +12)
V2 SLA(Lhel 1 LA 225 12)
Mz Dy P
BQ 30 20
Liqy N Ll
30 20
g (AL LRI (LA LA™ b (202N OLAY (22207 24) e (207071002 12) e 12)
BN 1) [LAeP 1 LA 2e1712)
A5 ] 0 ] 0 ] 0 4 0 0 0 0 0 0
0 B 0 0 0 0 o s 0 0 o 0
= - 4 [tz
0 0 mfl_ o _ GEIL 0 0 o 0 B uff_ 0 B ﬁirg 0 0 ,:
18
CEN(el411) CulEX-(1-el) CuEX (et 11) CuBEA™(1-e1%) v
0 0 0 AT LA 2052 0 0 TAT LA 2752 0 0 0 T IR =R 2 0 0 LA LA 2:0 52 Uz
0 0 = 0 = 0 0 0 0 = 0 2Bl 0 0 LB
0 L 0 0 0 Py 0 0 L 0 0 0 2w 0 'i"l
1
CuN-(1-€-) CoEA(LAe 4 LA—e?241) CuEN(e-1) CuBAM-2L2e™ 1) =
0 0 0 LA LA 2712 0 o JAVELA R S ) 0 0 0 LA IA 2012 0 0 AT A 2T 4T3 wy
~4E 0 0 0 0 0 0 AE 0 0 0 0 0 0 Uz
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0 ol 0 ] 0 == 0 0 = 0 0 0 2 0
CuEAL(1-M) CuBA(—2LAeb 624 1) CoEAX(e-1) CoEA(LAYA L LA—2441)
0 0 0 LA IA 32T 42 0 0 L& LA-2e 4el2 2 0 0 0 LAe LA-2e1742 0 0 Lt LA 262 4 40133

Figuur4.4: Resultaat van de symbolische afleiding van de 2D-stijfheidsmatrix met Python (Eigen werk)

De volledige Python code voor deze afleiding is opgenomen in Bijlage H.
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4.4. Validatie van de stijfheidsmatrix

De validatie van de verkregen stijfheidsmatrix is een belangrijke laatste stap om de cor-
rectheid van het SymPy-script te verifiéren. Allereerst is gecontroleerd of de matrix sym-
metrisch is langs de diagonaal, de matrix voldoet aan deze eis.

Vervolgens zijn met twee specifieke testgevallen de nieuw afgeleide matrixtermen voor de
Vlasov wringing gecontroleerd. Omdat de matrixtermen voor axiale rek en buiging in de
voorgaande hoofdstukken reeds gevalideerd zijn, vereisen deze aanvullende controle.
Hiervoor zijn de specifieke testsituaties met de hand afgeleid en vergeleken met de uit-
komst van het Python-script. Uit deze controleberekeningen in bijlage | blijkt dat de stijf-
heidsmatrix het juiste mechanische gedrag vertoont bij verhinderde welving.

Tot slot komen de afgeleide stijfheidsmatrix en de belsatingvector overeen met de oplos-
sing van Hoogenboom (2006, p.12). Het tekenverschil bij een aantal termen is het gevolg
van een tegengestelde aanname voor de positieve richting van de welving en het bi-mo-

ment.

Op basis van deze controles kan worden geconcludeerd dat de 3D stijfheidsmatrix met
wringing volgens de theorie van Vlasov correct is afgeleid.
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5. Discussie

In dit onderzoek is de 3D element-stijfheidsmatrix afgeleid voor balkelementen met zowel
vrije als verhinderde welving. Wanneer de opbouw van de verkregen matrices wordt ge-
analyseerd, valt op dat de matrix bestaat uit de samenvoeging van losse, onafhankelijke
vergelijkingen. De axiale rek, buiging om de y-as, buiging om de z-as en torsie zijn volledig
van elkaar ontkoppeld. Dit betekent dat de axiale stijfheid geen invloed heeft op buig- en
wringstijfheid van het element en omgekeerd. In de stijfheidsmatrix is deze ontkoppeling
goed zichtbaar aan de grote hoeveelheid termen die gelijk zijn aan nul. Dit komt doordat
het normaalkrachtencentrum en het dwarskrachtencentrum van de doorsnede exact in
hetzelfde punt vallen. Dit laat meteen een beperking van de afleiding zien: de matrix is
namelijk niet bruikbaar voor asymmetrische profielen (zoals U- of L-profielen) waarbij het
zwaartepunt niet samenvalt met het dwarskrachtencentrum. In dat geval zou een excen-
triciteit in de vergelijkingen moeten worden meegenomen, waardoor een dwarskracht op
het element bijvoorbeeld ook direct wringing veroorzaakt.

Wanneer de resultaten van de controleberekeningen worden vergeleken, wordt het ver-
schil in torsiestijfheid tussen de theorie van Saint-Venant en de theorie van Vlasov goed
zichtbaar. Voor een uitkragende ligger met een wringend moment M op het uiteinde resul-

. " o " ML .. .
teert de uitkomst met vrije welving in een hoekverdraaiing van: ¢,, = o Bij de uitkomst
t

h
met verhinderde welvingis dit: ¢,, = % (1 - —tanu(u)
t

)Waarbijxl = ,/GI;/EC,.Debasisis
tanh (AL) van
AL

af. Omdat Aen L beide positief zijn is deze term altijd positief, waardoor de hoekverdraai-

bij beide uitkomsten gelijk, maar bij verhinderde welving gaat er nog een term

ing bij de theorie van Vlasov kleiner is dan bij de theorie van Saint-Venant. Het element
vervormt dus minder onder dezelfde torsiebelasting, wat de toegenomen torsiestijfheid
bij verhinderde welving bevestigt. Om de grootte van deze toegenomen stijfheid inzichte-
lijkte maken, is een specifiek testgeval doorgerekend: een HEA160 profiel met een lengte
van 3 meter met een wringend moment van 500 Nm op het uiteinde. Vergelijkbaar met
een verkeersbord boven de weg waar windbelasting op werkt. Hieruit blijkt dat de hoek-
verdraaiing door de verhinderde welving bij Vlasov 27.2% kleiner uitvalt dan bij de theorie
van Saint-Venant (zie bijlage J).

Een kritische kanttekening moet worden geplaatst bij de validatie van de afgeleide stijf-
heidsmatrices. In dit onderzoek zijn de matrices uitsluitend gecontroleerd met simpele
en opzichzelfstaande testgevallen, zoals eenligger met enkel buiging of een wringend mo-
ment. Bij deze validatie zijn echter geen complexere belastingsituaties getest, zoals een
trapeziumvormige verdeelde lijnlast. Hoewel de theoretische afleiding wel is ontworpen
op deze lineair variérende belasting, is de werking hiervan niet met controleberekeningen
getest. Om goed te kunnen vaststellen of de stijfheidsmatrix ook in deze complexe situa-
ties correct functioneert, hadden er uitgebreidere controles uitgevoerd moeten worden.
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6. Conclusies en aanbevelingen

In dit hoofdstuk worden de belangrijkste conclusies uit het onderzoek gepresenteerd.
Daarnaast worden er concrete aanbevelingen gedaan voor de verdere ontwikkeling en va-
lidatie van de afgeleide element-stijfheidsmatrix.

6.1. Conclusies

Het hoofddoel van dit onderzoek was de analytische afleiding en Python implementatie
van een 3D element-stijfheidsmatrix waarin wringing en verhinderde welving correct zijn
gemodelleerd. Door de theorie van Vlasov toe te passen, worden de extra interne trek- en
drukspanningen in de lengterichting van het element, die ontstaan wanneer de welvings-
vervorming wordt verhinderd door de randvoorwaarden, correct in de stijfheid meegeno-
men. Dit resulteert in een hogere torsiestijfheid van het element in vergelijking met Saint-
Venant theorie, die uitgaat van vrije welving.

De verificatie met testgevallen laat zien dat de symbolische afleiding en de daaropvol-
gende implementatie in Python het gedrag van het balkelement onder zuivere belastingen
correct beschrijven. Een belangrijke randvoorwaarde hierbijis datde afleiding alleen toe-
pasbaar is op dubbel symmetrische profielen, aangezien axiale rek, buiging en wringing
volledig van elkaar ontkoppeld zijnin de stijfheidsmatrix. Bij asymmetrische profielen valt
het normaalkrachten- en dwarskrachtencentrum van de doorsnede niet samen, waar-
door deze ontkoppeling niet meer geldt.

Desondanks is met dit onderzoek een volledig open en controleerbare afleidingin Python
gerealiseerd waarmee wringing en verhinderde welving gemodelleerd kunnen worden.
Deze Python implementatie biedt een concrete basis die door derden gebruikt kan wor-
den voor het schrijven van hun eigen 3D-raamwerkprogramma. Daarnaast kan het ge-
bruiktworden om de uitkomsten van commerciéle raamwerkprogramma’s te controleren,

omdat de onderliggende stijfheidsmatrices daarvan vaak niet openbaar zijn.

Tot slot benadrukt dit onderzoek het voordeel van de Vlasov theorie ten opzichte van de
theorie van Saint-Venant. Hoewel de theorie van Saint-Venant met vrije welving door de
minder complexe vergelijkingen snellere berekeningen mogelijk maakt, is deze methode
minder nauwkeurig. De Saint-Venant stijfheidsmatrix resulteert namelijk in grotere vervor-
mingen in vergelijking met de theorie van Vlasov. In een specifiek testgeval tot wel 27%
grotere vervormingen. Omdat de theorie van Saint-Venant de vervormingen overschat, zal
een constructeur sneller een zwaarder profiel moeten kiezen om aan de vervormingsei-
sen te voldoen, wat leidt tot overgedimensioneerde profielen. Omdat de theorie van
Vlasov de werkelijkheid nauwkeuriger benadert, kan deze overdimensionering worden
voorkomen. Hierdoor kan materiaal worden bespaard, terwijl de faalkans binnen de gel-
dende veiligheidsnormen blijft.
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6.2. Aanbevelingen
In dit onderzoek is een afleiding van de element-stijfheidsmatrix opgesteld voor dubbel

symmetrische profielen. Om deze methode in de toekomst verder te ontwikkelen en bre-

derinzetbaar te maken worden de volgende aanbevelingen gedaan:

Uitbreiding naar asymmetrische profielen

De huidige matrix gaat uit van een volledige ontkoppeling tussen axiale rek, buiging
en wringing. Bij asymmetrische profielen (zoals U- en L-profielen) valt het normaal-
krachtencentrum en het dwarskrachtencentrum niet samen, waardoor een excen-
triciteit aan de vergelijkingen moet worden toegevoegd. Deze excentriciteit zorgt
voor de koppeling tussen de vergelijkingen, wat resulteert in een stijfheidsmatrix
die inveel meer situaties toepasbaar wordt.

Offset toevoegen

Het balkelement kan ook worden verschoven ten opzichte van de knopen. De
knoopbelastingen grijpen dan op een afstand van het zwaartepunt van de door-
snede aan, wat resulteert in extra buig- en wringspanningen. Het toevoegen van
een offset aan de stijfheidsmatrix maakt het mogelijk om deze verschuivingen cor-
rect te kunnen modelleren.

Controle van commerciéle raamwerkprogramma’s

Omdat de stijfheidsmatrices van commerciéle 3D raamwerkprogramma’s vaak
niet openbaar zijn, kan het python-script uit dit rapport ingezet worden om de re-
sultaten te verifiéren. Dit biedt een transparante manier om te controleren of deze
software wringing en verhinderde welving daadwerkelijk correct berekent.
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Bijlagen

A. Volledige 2D-stijfheidsmatrix

Fxl r EFA EA Uyq
— 0 0 -— 0 0
L L
F, 0 12 E] _6E1 0 _12 El _6EI Uy
L3 2 I3 [2
M, 0 _6EI 4 El 0 6 EI 2EI by
_ L2 L L2 L . + f
=| Ea EA {fg}
sz —T 0 0 T 0 0 Uy
12ElI 6FEI 12 EI 6 EI
FZZ 0 - L3 L2 0 L3 LZ Uz
0 6 EI 2EI 0 6 EI 4 E]
M, 1L Bz L I2 L 1 Lol

Hierinis {fq}devector die debijdragevan de verdeelde belastingen g, en g, aan de knoop-

krachten bevat:

1 1
_gqxll' _ECIxZL

7 3
_Z_OqzlL _Z_OqZZL
1 1
— g [P + == q

a 1 1
_gqle _§qx2L
3 7

- Z_OqzlL - 2_0 CIZZL

1

2 1 2
| %CIZlL - % CIZZL i
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B. 2D-stijfheidsmatrix Python-script
import sympy as sp

# Definieren parameters

X, L, E, A, I = sp.symbols('x L E AI")

uxl, uzl, phil, ux2, uz2, phi2 = sp.symbols('u_x1 u_z1l phi 1 u x2 u_z2 phi 2")
gx1l, gx2, qzl, qz2 = sp.symbols('q_x1 g x2 q_z1l q_z2")

# Rek

gx =gx1 * (1 - x/ L)+ gx2 *x /L

u_func = sp.Function('u')(x)

diff rek = sp.Eq(E * A * u_func.diff(x, 2), -gx)

u = sp.dsolve(diff_rek, u_func, ics={
u_func.subs(x, 0): uxi,
u_func.subs(x, L): ux2

}).rhs

N=E* A * u.diff(x)

# Buiging
gz =qzl * (1 - x / L) +gqz2 *x / L
w_func = sp.Function('w")(x)
diff_buiging = sp.Eq(E * I * w_func.diff(x, 4), qz)
w = sp.dsolve(diff_buiging, w_func, ics={
w_func.subs(x, ©): uzl,
w_func.subs(x, L): uz2,
w_func.diff(x).subs(x, 9): -phil,
w_func.diff(x).subs(x, L): -phi2

}).rhs
M=-E*TI*w.diff(x, 2)
V=-E*TI*w.diff(x, 3)

# Opstellen stijfheidsmatrix
Fx1 = -N.subs(x, 0)

Fzl = -V.subs(x, 0)

M1 = -M.subs(x, 9)

Fx2 = N.subs(x, L)

Fz2 = V.subs(x, L)

M2 = M.subs(x, L)

[Fx1, Fzl, M1, Fx2, Fz2, M2]

u [ux1l, uzl, phil, ux2, uz2, phi2]

K = sp.Matrix([[sp.diff(i, j) for j in u] for i in F])
Fg = sp.Matrix(F) - (K * sp.Matrix(u))

sp.Eq(sp.Matrix(sp.symbols('F_{x1} F_{z1} M 1 F_{x2} F_{z2} M 2")), sp.Ma-
tAdd(sp.MatMul(sp.simplify(K), sp.Matrix(u)), sp.simplify(Fq), evaluate=False))
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C. 2D-stijfheidsmatrix validatieberekeningen

Voor de validatie van de 2D element-stijfheidsmatrix zijn 4 standaard belastinggevallen
bekeken die verschillende onderdelen van de stijfheidsmatrix en het bijbehorende ele-
mentgedrag controleren.

Situatie 1: Uitkragende ligger met trek

De eerste situatie die is bekeken is een uitkragende ligger onder zuivere trek.

Z.
2

Figuur0.1: Uitkragende ligger met trekkracht

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) ingeklemd waardoor verplaatsing en rotatie
verhinderd zijn. Aan de rechterzijde (knoop 2) is het element belast met een horizontale
puntlast F. Dit geeft de volgende randvoorwaarden:

Upr = 0,z =0, =0
Fx2=F,Fzz=O,M2=0

dx1 = 0,452 =0,9,1 = 0,9, =0

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

- . - EA EA 1T § -0
Fr1 - 0 0 —-—— 0 0 0 0
L L
12 EI 6 EIl 12 EI 6 EI
Fpq 0 220 - _SEIl 10 0
L3 L2 L3 L2
6 EI 4 EI 6 EI 2EI
M, 0 —-— == o = =1[0o] Jo
L2 L L2 L
- EA EA +
F _T 0 0 T 0 0 Uyo 0
0 12 EI 6 EI 0 12 EI 6 EIl
O - L3 12 L3 L2 uzz 0
0 6 EI 2EI 0 6 EI 4EI
Lod L 12 L 12 r 4 Ll Lo

Uitwerking met Python:

Fx1_ext, Fzl_ext, M1_ext = sp.symbols('Fxl_ext Fzl ext M1l_ext')
Fx2_ext, Fz2_ext, M2_ext = sp.symbols('Fx2_ext Fz2_ext MZ_ext')

F_ext = sp.Matrix([Fxl_ext, Fzl_ ext, M1l_ext, Fx2_ext, Fz2_ext, M2_ext])
F, g, M = sp.symbols{'F q M")

u = sp.Matrix(u)

vgl = K * u + Fq - F ext
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# Randvoorwaarden

randvoorwaarden =
qxl: @, gx2: 8, gqzl: @, gz2: 8,
uxl: 8, uzl: 8, phil: a8,
Fx2 ext: F, Fz2_ext: 0, M2_ext: ©

vgl subs = vgl.subs(randvoorwaarden)
# oplossen
onbekenden = [ux2, uz2, phi2, Fx1 ext, Fzl ext, M1 ext

oplossing = sp.solve(vgl subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():
print{f ' {i} = {j}")

Geeft de volgende oplossing:

FL
Ux2 = 5 Fy1 =—F
U, =0 Fp=
(I)ZZO M]_:O

Het resultaat voor u,, komt overeen met de afleiding van zuivere rek volgens Hooke:

F FL
g:—:g:—ﬁAL = —
L E EA EA
De kracht F,4 volgt logisch uit het statisch evenwicht van het element in de horizontale
richting: Y. F, = 0. De overige verplaatsingen en reactiekrachten zijn gelijk aan 0, zoals ver-
wacht bij zuivere rek ontstaan alleen horizontale verplaatsingen en horizontale reactie-

krachten. Dit betekent dat het element zich in deze situatie correct gedraagt.

Situatie 2: Uitkragende ligger met buiging
De volgende situatie die wordt bekeken is een uitkragende ligger met zuivere buiging door

een puntlast op het uiteinde van het balkelement.
F

!
zZ ;
2

Figuur 0.2: Uitkragende ligger met buiging

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) volledig ingeklemd waardoor verplaatsing en
rotatie verhinderd zijn. Op het rechter uiteinde (knoop 2) is het element belast met een
verticale puntlast F. Dit resulteert in de randvoorwaarden:

Uyr = 0,Uz; =0, =0
Fx2=O,FZ2=F,M2 =0

dx1 = 0,052 =0,9,1 = 0,9, =0
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Substitueren in de matrixvergelijking:

I o EA EA 11071 0
Pal [ 0 0 -5 0 o 11T [°
12 EI 6 EI 12 EI 6 EI

F _ o8 _ _ bbbl 0 0
z1 0 13 12 0 13 12
6EI  4EI 6 EI 2EI

M o - S ZEdto] o

1 12 L 12 L N
0 | Ea 0 0 EA 0 0 0
L L Uy

0 12EI  6EI 0 12 EI 6 EI

F - L3 L2 L3 L2 uzz 0
0 6El  2EI 0 6 EI 4EI

Lod L 12 L 12 t 4 L1 Lo

Uitwerking met Python:

Fx1_ext, Fzl_ext, M1_ext = sp.symbols('Fx1_ext Fzl ext M1 _ext')
Fx2_ext, Fz2_ext, M2_ext = sp.symbols('Fx2_ext Fz2 ext MZ_ext')

F_ext = sp.Matrix([Fxl_ext, Fzl_ ext, M1l_ext, Fx2_ext, Fz2_ext, M2_ext])
F, g, M = sp.symbols{'F q M")

u = sp.Matrix(u)

vgl = K * u+ Fq - F_ext

# Randvoorwaarden

randvoorwaarden =
gxl: @, qx2: 8, qzl: 8, qz2: 4,
uxl: @, uzl: 8, phil: 8,
Fx2_ext: @, Fz2 ext: F, M2 ext: @

vgl subs = vgl.subs(randvoorwaarden)
# oplossen
onbekenden = [ux2, uz2, phi2, Fxl_ext, Fzl ext, M1l_ext

oplossing = sp.solve(vgl subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():
print(f {i} = {j}")

Geeft de volgende oplossing:

Uyp =0 Fre1 =0
FL3
uzz = E FZl = _F
FL2
b, = - M, =FL

Het resultaat van de zakkingen en rotaties komt exact overeen met de formules in de ver-
geet-mij-nietjes (Hartsuijker en Welleman, 2007). Daarnaast kloppen ook de reactie-
krachten met het krachten- en momenten evenwicht van het element. Hiermee kan ge-
concludeerd worden dat de stijfheidsmatrix ook zuivere buiging correct beschrijft.
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Situatie 3: Ligger op twee steunpunten met verdeelde belasting

Vervolgens is gekeken naar een ligger op twee steunpunten met een verdeelde verticale

belasting over de hele lengte van het element.
9.

IRRRRRNNRNINENY
I 2

Figuur 0.3: Ligger op twee steunpunten met verdeelde verticale belasting

Het element isaan de linkerzijde (knoop 1) scharnierend opgelegd waardoor verplaatsing
verhinderd is en rotatie vrijis. Het rechter uiteinde (knoop 2) is eenrolsteunpunt waardoor
de verticale verplaatsing verhinderd is, horizontale verplaatsing en rotatie zijn in dit punt
vrij. Dit geeft de randvoorwaarden:

Uyr = 0,Uz; =0,Uz =0
M1:O,Fx2:O,M2:0
dx1 =0,9x2=0,9,1 =q,9,2 = q

Dit substitueren in de matrixvergelijking geeft:

Frl [ 24 0 0 _E4 0 o 1197 0
L L
1
le 0 12 EI _6E1 0 _12EI _6EI 0 _qu‘
L3 L2 L3 L2
1
6 EI 4 EI 6 EI 2EI . LZ
e s - R A
- EA EA +
12 EI 6 EI 12 EI 6 EI 1
0o - — 0 > _1!
FZZ L3 L2 L3 L2 0 2 qL
6 El 2EI 6 EI 4 EI
0 - — 0 — — _L 2
Lod L 12 L 12 L L, 1ZCIL

Uitwerking met Python:

Fx1_ext, Fzl_ext, M1_ext = sp.symbols('Fx1_ext Fzl ext M1 _ext')

Fx2 ext, Fz2 ext, M2 ext = sp.symbols('Fx2 ext Fz2 ext M2 ext')

F_ext = sp.Matrix([Fxl_ext, Fzl_ext, M1l_ext, Fx2_ext, FzZ_ext, M2_ext])
F, g, M = sp.symbols{'F q M")

u = sp.Matrix(u)

vgl = K * u+ Fq - F_ext
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# Randvoorwaarden

randvoorwaarden =
qxl: @, qgqx2: @, gzi1: q, qz2: q,
uxl: 8, uzl: @, uz2: @,
M1 _ext: &, Fx2 ext: @, M2 ext: @

vgl subs = vgl.subs(randvoorwaarden)
# oplossen
onbekenden = [ux2, phil, phi2, Fx1 ext, Fzl ext, Fz2 ext

oplossing = sp.solve(vgl subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():
print(f ' {i} = {j}")

Geeft de oplossing:

uxz = 0 Fxl = 0
qL3 _ 1
b1 =  24EI Far = _EqL
qL? __1
$2 = 24F1 Fro == EqL

Ook hier komt het resultaat van de zakkingen en rotaties exact overeen met de oplossing
zoals beschreven in de vergeet-mij-nietjes (Hartsuijker en Welleman, 2007). De verdeelde
belasting zorgt voor een verticale reactiekracht in de steunpunten die elk de helft van de
belasting dragen. Hieruit blijkt dat het element voor deze situatie correct functioneert.

Situatie 4: Ligger op twee steunpunten met puntlast in het midden

Tot slot is de situatie bekeken van een ligger op twee steunpunten waarbij een puntlast in

het midden van het balkelement is aangebracht.
F

!
LX AN

Figuur 0.4: Ligger op twee steunpunten met puntlastin het midden

Omdat een puntlast alleen op een knoop kan aangrijpen, is het element opgedeeld in
twee losse elementen die met elkaar verbonden zijn met een centrale knoop waarop de
belasting F werkt. Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) scharnierend opgelegd en
aan derechterzijde (knoop 3) scharnierend op een rolsteunpunt. In het midden (knoop 2)
moet de verplaatsing en rotatie van de twee elementen gelijk zijn.

Dit geeft de volgende randvoorwaarden:
Uy = 0,Uz; =0,Uzz =0
M1 :O!FZZ = F, M2 ZO,Fx3 = 0,M3 = 0

9x1 = 0,452 =0,4x3=0,9,1 = 0,G,2 = 0,q,3 =0

30



Het oplossen van de matrixvergelijking gebeurt door de twee losse stijfheidsmatrices te
assembleren tot een globale stijfheidsmatrix voor de hele constructie. Na het substitue-

ren van de randvoorwaarden ziet de matrix er als volgt uit:

Fa) [; 0 -1 o 0o 0o 0 ][O] [O
al [0 s s o o o [fof o
0 s s 0 Tm o 1; 0 0 0 [fa] o
o |- 0o o T2 0 0 -2 0 0 ||ue| |o
A
o Jo a0 o sy e el
0 0 0 0 -7z 0 0 0 0 flu o
| [0 0 0 o mmen o mm e,
ol Lo 0o 0 0o -7 0 m el Lo

Uitwerking met Python:

K_half = K.subs(L, L/2)

Fg_half = Fg.subs(L, L/2)

ux11, wzil, phill, ux21, uz21, phi21, ux12, wzl2, phil2, ux22, uz22, phi22 = sp.symbols(
'u_x11 w_z11 phi_11 u x21 u_z21 phi_21 u_x12 u_z12 phi_12 u_x22 u_z22 phi_22")

Fx11, Fzil, M11, Fx21, Fz21, M21, Fxl2, Fzl2, M12, Fx22, Fz22, M22 = sp.symbols(
"F x11 F_z11 M 11 F x21 F 721 M 21 F x12 F_z12 M 12 F x22 F_z22 M 22")
ul = sp.Matrix([ux11, uzll, phill, ux21, uz2l, phi2i])

F_extl = sp.Matrix([Fx11, Fz11l, M11, Fx21, Fz21, M21])
vgll = K_half * ul + Fg_half - F_extl

u2 = sp.Matrix([ux12, uzl2, phil2, ux22, uz22, phi22])

F_ext2 = sp.Matrix([Fx12, Fz12, M12, Fx22, Fz22, M22])

vegl2 = K_half * u2 + Fy_half - F_exl2

vgl totaal = list(vgll) + list(vgl2)
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# Randvoorwaarden

randvoorwaarden =
sp.-Eq(gxl, @), sp.Eq(gx2, @), sp.Eq(qzl, @), sp.Eq(qz2, @),
sp-Eq(ux11, @), sp.Eq{uzll, &), sp.Eq(Mil, @),
sp.Eq({uz22, @), sp.Eq(Fx22, @), sp.Eq(M22, @),
sp-Eq{ux21, ux12), sp.Eq{uz21, uzl2), sp.Eq(phi21, phi12),
sp.Eq(Fx21 + Fx12, 8), sp.Eq(Fz21 + Fzl2, F), sp.Eq(M21 + M12, @)

vgl samen = vgl totaal + randvoorwaarden

# Oplossen

onbekenden =
ux11, wzll, phill, ux21, uz21l, phi21i,
ux12, uzl2, phil2, ux22, uz22, phiz22,
Fx11, Fzll, Mi1l, Fx21, Fz21, M21,
Fx12, Fzl2, M12, Fx22, Fz22, M22,
gxl, qx2, gqzl1, gz2

nodig = [ux12, ux22, phill, phil2, phi22, uzl2, Fx11, Fzll, Fz22, M1z
oplossing = sp.solve(vgl samen, onbekenden)

for i in neodig:
print(f"{i} = {oplossing[i]}")

Dit geeft het volgende resultaat:

=0 S Fu =0
Uxz = ¢y = T 1eEI x1 =

FL3 1

W, = =0 F,=—-F
72 7 4gEI 2 , 2 2
FL 1

Uy =0 = F.=—-F
x3 b3 =1 z3 2

De hierboven gegeven verplaatsingen en rotaties komen overeen met de resultaten van
de vergeet-mij-nietjes (Hartsuijker en Welleman, 2007). De reactiekrachten in de steun-
punten en het interne moment zijn in overeenstemming met het krachtenevenwicht inde
knopen (3 F, =0, E, = 0). Ook in deze laatste situatie wordt het elementgedrag correct
beschreven door de stijfheidsmatrix.

Op basis van deze vier situaties kan worden geconcludeerd datde 2D element-stijfheids-
matrix het elementgedrag voor zowel trek als buiging correct beschrijft, waarmee is aan-
getoond dat de afleiding van de matrix juist is uitgevoerd.
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D. Volledige 3D-stijfheidsmatrix met vrije welving
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E. 3D-stijfheidsmatrix met vrije welving Python-script
import sympy as sp

# Definieren parameters

X, L, E, A, G, Iyy, Izz, It = sp.symbols('x LE AG I yy I zz I t'")

uxl, uyl, uzl, phix1, phiyl, phizl, ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2 =
sp.symbols('u_x1 u_y1 u_z1 phi x1 phi_yl phi_z1 u x2 u_y2 u_z2 phi x2 phi_y2
phi_z2")

gx1, gx2, qyl, qy2, qzl, gqz2, mx1l, mx2 = sp.symbols('q_x1 q_x2 q_yl q_y2 q_z1
g z2 m x1 m x2")

# Rek

gx =gx1 * (1 - x/ L)+ gx2 *x /L

u_func = sp.Function('u')(x)

diff rek = sp.Eq(E * A * u_func.diff(x, 2), -gx)

u = sp.dsolve(diff_rek, u_func, ics={
u_func.subs(x, 0): uxl,
u_func.subs(x, L): ux2

}).rhs

N=E*A* u.diff(x)

# Buiging z-richting
gz =qzl1 * (1 - x/ L) +qz2 *x / L
wz_func = sp.Function('wz")(x)
diff _buigingz = sp.Eq(E * Izz * wz_func.diff(x, 4), qz)
wz = sp.dsolve(diff_buigingz, wz_func, ics={
wz_func.subs(x, 0): uzl,
wz_func.subs(x, L): uz2,
wz_func.diff(x).subs(x, 0): -phiyl,
wz_func.diff(x).subs(x, L): -phiy2

}).rhs
Mz = - E * Izz * wz.diff(x, 2)
Vz = - E * Izz * wz.diff(x, 3)

# Buiging y-richting

ay =qyl * (1 - x/ L) +aqy2*x /1L

wy_func = sp.Function('wy"')(x)

diff_buigingy = sp.Eq(E * Iyy * wy func.diff(x, 4), qy)

wy = sp.dsolve(diff_buigingy, wy_ func, ics={
wy_func.subs(x, 0): uyl,
wy_func.subs(x, L): uy2,
wy_func.diff(x).subs(x, 0): phizi,
wy_func.diff(x).subs(x, L): phiz2

}).rhs

E * Iyy * wy.diff(x, 2)
- E * Iyy * wy.diff(x, 3)

My
Vy
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# Torsie

mx =mx1 * (1 - x/ L)+ mx2 *x /L

phix_func = sp.Function('phix"')(x)

diff_SaintVenant = sp.Eq(G * It * phix_func.diff(x, 2),

phix = sp.dsolve(diff_SaintVenant, phix_func, ics={
phix_func.subs(x, ©): phix1,
phix_func.subs(x, L): phix2

}).rhs

T =G * It * phix.diff(x, 1)

# Opstellen stijfheidsmatrix
Fx1 = -N.subs(x, 0)
Fyl = -Vy.subs(x, 9)
Fzl = -Vz.subs(x, 9)
Mx1 = -T.subs(x, 9)
Myl = -Mz.subs(x, 9)
Mz1 = -My.subs(x, 9)
Fx2 = N.subs(x, L)
Fy2 = Vy.subs(x, L)
Fz2 = Vz.subs(x, L)
Mx2 = T.subs(x, L)
My2 = Mz.subs(x, L)
Mz2 = My.subs(x, L)

F = [Fx1, Fyl, Fzl, Mx1, Myl, Mzl, Fx2, Fy2, Fz2, Mx2, My2, Mz2]
u = [uxl, uyl, uzl, phix1, phiyl, phizl, ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2]

K = sp.Matrix([[sp.diff(i, j) for j in u] for i in F])
Fg = sp.Matrix(F) - (K * sp.Matrix(u))

sp.Eq(sp.Matrix(sp.symbols('F_{x1} F_{y1} F_{z1} M_{x1} M {y1} M _{z1} F_{x2}
F {y2} F_{z2} M_{x2} M _{y2} M_{z2}')), sp.MatAdd(sp.MatMul(sp.simplify(K),

sp.Matrix(u)), sp.simplify(Fq), evaluate=False))
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F. 3D-stijfheidsmatrix met vrije welving validatieberekeningen

Voor de validatie van de 3D element-stijfheidsmatrix zijn 3 standaard belastinggevallen
bekeken die het elementgedrag controleren.

Situatie 1: Uitkragende ligger met buiging in het xy-vlak
De eerste situatie die is bekeken is een uitkragende ligger met zuivere buiging door een

puntlast op het uiteinde van het balkelement
F

Z o
2

Figuur 0.5: Uitkragende ligger met buiging in het xy-vlak

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) volledig ingeklemd waardoor verplaatsing en
rotatie verhinderd zijn. Op het rechter uiteinde (knoop 2) is het element belast met een
puntlast F in de y-richting. Dit resulteert in de randvoorwaarden:

Uy = O’uy1= Osuzl = O’q)xl = Osq)yl = 0’ q)Zl =0
Fx2=O’Fy2=F’FZ2=O’Mx2=0’My2=0’MZZ =0
dx1 = 0,492 =0, dy1 :(),CIyZ =0,921 =0,9,2 =0,my; =0, my, =0

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

(Fer B o 0 0 o -Z o o 0 0 o 17197 [°
Fy 0 nf% 0o 0 0 GEL# 0 —“f% o 0 0 GEL# ol (o
Fa o o 2= -£= 0 0 0 -ZE= -Z= 0 o |0
M,y 0 0 0 % 0 0 0 0 0 —% 0 0 0 0
Mol [0 0 %= o = o o o E= o Xz ol |0
Mol O E 0 0 0 E2 o0 ==20 0 0 =20 o
0 _—% 0 0 0 0 o 2 9 0 0 0 0 ux2+0
0 0 0 —“LE% 0 % 0 0 0 % 0 % 0 w | o
0 0o 0 o -2 o o 0 o0 o 0 0 | lde| |o
0 0 0 —6’% 0 % 0 0 0 % 0 % 0 oy2| o
o) Lo 22 0 0 0 B0 Emoo o o0 B2y ||
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Uitwerking met Python:

Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl ext, Myl _ext, Mzl ext = sp.symbols{'Fxl_ext Fyl_ext Fzl_ ext Mxl_ ext Myl _ext Mzl _ext')

Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext = sp.symbols('Fx2_ext Fy2 ext Fz2_ext Mx2_ext My2_ext Mz2_ext')

F_ext = sp.Matrix{[Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl ext, Mzl_ext, Fx2_ext, Fy2_ext, FzZ_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext])
F, qQ, mx, M = sp.symbols{"F q mx M')

u = sp.Matrix{u)

vgl = K * u + Fq - F_ext

# Randvoorwaarden
randvoorwaarden =
qx1: @, gx2: @, qyl: 8, qv2: @, gz1: @, gz2: @, mxl: @, mx2: @,
uxl: @, uyl: 8, uzl: @, phixl: @, phiyl: @, phizl: @,
Fx2_ext: @, Fy2 ext: F, Fz2 ext: @, Mx2 ext: @, My2 ext: @, Mz2_ext: @

vgl_subs = vgl.subs({randvoorwaarden)
# oplossen
onbekenden = [ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2, Fx1l_ext, Fyl ext, Fzl ext, Mxl_ext, Myl ext, Mzl ext

oplossing = sp.solve(vgl_subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():
print(f'{i} = {j}")

Geeft de volgende oplossing:

Uy, = 0 Gx2 =0 Fx1=0 My; =0
FL3
1L3,2 - 3E] (1)3/2 == () }:5,]_ - "17 1‘15,]. - ()
vy ,
FL
Uy =0 by = 2EL,, F;; =0 M, = —FL

Het resultaat wordt gecontroleerd door de Euler-Bernoulli vergelijking voor buiging voor
deze situatie handmatig af te leiden.

M,(0) = El,, 2

M,(x) = F, (L —x)

EL, "zx”zy =F, (L—x)

2 o e -12) v

u, (x) = %(;sz - %x3) + C1x + C2

Invullen randvoorwaarden geeft:
ll},(()) = 113,]_ =0 = (jz =0

du,, (0)
dyx =01 =0=0(;=0
=ty (1;,2_1,3
uy(x) " El, (2 Lx 6 X )
Oplossing:
= By (P _ AP :
u,(x =1) = Fyy (2 6) = 2uL,, (komt overeen met sympy oplossing)
— = B (12 _1;2\_ KL -
¢x=1L1) = Fy (L L ) = 26, (komt overeen met sympy oplossing)

De krachten bij knoop 1 volgen uit de evenwichtsvergelijkingen:
> E,=0= F,;+F=0=F,=—F (komt overeen met sympy oplossing)
YM,=0 = M,,+F-L=0 = M,; = —FL (komt overeen met sympy oplossing)

De stijfheidsmatrix beschrijft deze situatie voor zuivere buiging in het xy-vlak dus correct
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Situatie 2: Uitkragende ligger met wringing
De tweede situatie die wordt bekeken is een uitkragende ligger met wringing door een

wringmoment op het uiteinde van het balkelement.

Z 0 m
2

Figuur 0.6: Uitkragende ligger met wringing

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) ingeklemd waardoor verplaatsing en rotatie
verhinderd zijn. Aan de rechterzijde (knoop 2) is het element belast met een wringend mo-
ment M. Dit geeft de volgende randvoorwaarden:

Uyr = 0, Uy = 0, Uy = 0, dy1 = 0:¢y1 =0,¢,, =0
sz =O,Fy2=O,FZ2 =O,Mx2 =M,My2 = O’MZZ =0
dx1 = 0,qx2, =0, dy1 zo,CIyZ =0,921 =0,9,2 =0,my; =0, my, =0

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

[F1 ] % 0 0 0 0 0 —% 0 0 0 0 o 1797 [*
E, 0 12L531yy 0 0 0 6’Zyy 0 — 125313'3/ 0 0 0 GELiyy 0 0
le 0 0 12Lilzz _ 6122122 0 0 0 _ 1253122 0 _ 6‘22122 0 0 0
M,y 0 0 0 % 0 0 0 0 0o - % 0 0 0 0

6El,, 4El, 6El,y, 2El,,
My, 0 0 -— 0 == 0 0 0 - 0 == 0 0 0
My, 0 =2 0 0 0 =2 o -=2 0o 0o o =2|lo] |0
= +
0 -Z 0 0 0 0 o 2 0 0 0 0 0 e
0 0 —=2 0 0 0 -=2 0 =2 o 0 0 -=2lu,| |o
12El, 6El,, 12Ely, 6El,,
0 0 0 -G 0 - 0 0 0 = 0 = 0 Uy 0
v o 0 o -Z 0o 0o 0o o0 o 2 0 0 ||on] |o
6El,, 2El,, 6El,, 4El,,
0 0 0 - L_2 0 L 0 0 0 12 0 L 0 ¢y2 0
6E1yy ZEIyy _ 6E1yy 4E1yy
[, Lo =2 o 0 0 =2 o -=2 g o o =2]lg,l [l

Uitwerking met Python:

Fx1l_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl _ext, Mzl ext = sp.symbols({'Fxl_ext Fyl_ext Fzl_ ext Mxl_ext Myl_ext Mzl _ext")

Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2 ext, My2_ext, MzZ_ext = sp.symbols({'Fx2_ext Fy2_ext FzZ_ext Mx2_ext My2_ext Mz2_ext')

F_ext = sp.Matrix([Fxl_ext, Fyl ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl ext, Mzl_ext, Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ ext, Mx2_ext, My2 ext, MzZ_ext])
F, q, mx, M = sp.symbols{"'F q mx M')

u = sp.Matrix{u)

vgl = K * u + Fg - F_ext
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# Randvoorwaarden
randvoorwaarden =
gqxl: @, gx2: 8, gyl: 8, qy2: @, gz1: @, gz2: @, mxl: @, mx2: G,
uxl: @, uyl: @, uzl: @, phixl: @, phiyl: @, phizl: @,
Fx2_ext: @, Fy2_ext: @, Fz2_ext: 8, Mx2_ext: M, My2_ext: @, Mz2_ext: @

vgl_subs = vgl.subs(randvoorwaarden)

# oplossen

onbekenden = [ux2, uy2?, uz2, phix2, phiy2, phiz2, Fx1_ext, Fyl_ ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl_ext, Mzl_ext
oplossing = sp.solve(vgl_subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():

print{f'{i} = {j}")

Geeft de volgende oplossing:

LM
Uy, =0 q)XZ:G_If Fep =0 My, = —M
uy2=0 (])y2=0 Fy1:0 My1=0
Uy =0 b, =0 F,;;=0 My, =0

Het resultaat wordt gecontroleerd door de Saint-Venant vergelijking voor torsie voor deze
situatie handmatig af te leiden.

d
M (x) = G122
M,(x) =M
ISt =M

M
d(x) = G—Itx + C;

Invullen randvoorwaarde geeft:

q)x(o):q)xl =0=C=0
M

dx) = —x

GI,
Oplossing:
q)(x = L) =

ML

o (komt overeen met sympy oplossing)
t

De krachten bij knoop 1 volgen uit de evenwichtsvergelijkingen:
M, =0 => M, ,+M=0 =M, =-M (komt overeen met sympy oplossing)

De stijfheidsmatrix beschrijft deze situatie voor wringing dus ook correct
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Situatie 3: Uitkragende ligger met verdeeld wringend moment
De derde situatie die wordt bekeken is een uitkragende ligger met een verdeeld wringmo-
ment over de lengte van het balkelement.

A ™
7 pd :

g7 7 7
2»»»»»9»»»»

Figuur 0.7: Uitkragende ligger met verdeeld wringend moment

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) ingeklemd waardoor verplaatsing en rotatie
verhinderd zijn. Aan de rechterzijde (knoop 2) kan het element vrij verplaatsen en roteren.
Dit geeft de volgende randvoorwaarden:

Uy1 = O’uyl = Osuzl =0, (I)xl =0, q)yl =0, q)zl =0
sz = O,Fyz = O, FZZ = O,sz =M,My2 = 0, MZZ =0
dx1 = 0,4x2=0,9y1 =0,9y2 = 0,951 =0, g2 = 0, My = My, My, = My

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

[Fa ] 1 % 0 0 0 0 0o - % 0 0 0 0 o 17911 ©°
Fy 12El,y 0 0 0 6ELy _12Ehy o 0 0 6ELy 0 0
L3 12 L3 12
F, 0 0 12E1,, 0 — 6E I, 0 0 0 121, 0 — 6El,, 0 0 0
L3 12 L3 12
My 0o 0 o o o 0 o0 o - o 0 0 [ [—5meL
My, 0 [ —6’2 =z —4EL’” 0 0 0 —6’“2 = g Xz EL’ 0 0 0
My, 0 =2 0 0 0 =2 o -=2 0o 0o 0 =2|l0 0
= +
0 -2 0 0o 0 0 o = 0 o 0 0 0 Uy 0
IZEIyy 6E1yy 12E1yy 6Elyy
0 0 5 0 0 0 - 5 0 0 0 % | W2 0
12E1,, 6El, 12E1,, 6El,;,
0 0 0 BT 0 - 0 0 0 = 0 = 0 Uy 0
Gl Gl
0 0 0 o - o 0 0 0 o o 0 2| |=im.L
0 0 0o - —“i =g Xz EL’" 0 0 0 —GEL = —“EL’" 0 b2 0
6E1yy ZEIyy _ 6E1yy 4E1yy
[, Lo =2 o 0 0 =2 o -=2 o o o ==l o

Uitwerking met Python:

Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl ext, Myl _ext, Mzl ext = sp.symbols{'Fxl_ext Fyl_ext Fzl_ ext Mxl_ ext Myl _ext Mzl _ext')

Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext = sp.symbols('Fx2_ext Fy2_ext FzZ_ext Mx2_ext My2_ext Mz2_ext')

F_ext = sp.Matrix{[Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl ext, Mzl_ext, Fx2_ext, Fy2_ext, FzZ_ext, Mx2_ext, My2_ext, MzZ_ext])
F, @, mx, M = sp.symbols{"F g mx M')

u = sp.Matrix{u)

vgl = K * u + Fq - F_ext
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# Randvoorwaarden
randvoorwaarden =
gxl: @, gx2: @, qyl: @, qy2: @, qzl1: @, gz2: @, mxl: mx, mx2: mx,
uxl: @, uyl: @, uzl: @, phixl: @, phiyl: @, phizl: @,
Fx2_ext: @, Fy2_ext: @, Fz2_ext: @, Mx2 ext: @, My2 ext: 8, Mz2_ext: @

vgl subs = vgl.subs{randvoorwaarden}

# oplossen

onbekenden = [ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2, Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl ext, Mzl _ext
oplossing = sp.solve(vgl_subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():

print(f"{i} = {3}")

Geeft de volgende oplossing:

L2
Ugp = 0 Pu2 = Fy =0 My = —m,L
uy2=0 d)yz:() Fy1:0 My1=0
Uy =0 b, =0 F,;;=0 My, =0

Het resultaat wordt gecontroleerd door de Saint-Venant vergelijking voor torsie voor deze
situatie handmatig af te leiden.

d

M (x) = G122
dM,
dx My

dazé
Gltﬁ = —m,
d
_q) = —ﬂx + Cl
dx Gl

m, 2

x) =— x4+ Cix + C

O =~ 72X +Cx + G,

Invullen randvoorwaarde geeft:
d)x(O)Z(pxl:O = (=0

X L
Mx(L) = sz =0 = Glt(—;n—ltl, +Cl) =0= C1 :TZIt
__Mx 2 Myl
dx) = TR
Oplossing:
2 2 2
¢(x=L) = Il Ml Tk (komt overeen met sympy oplossing)

2 Gl Gl 2GI,

De krachten bij knoop 1 volgen uit de evenwichtsvergelijkingen:
XM, =0 = My, +m,L =0 = M,, = —m,L (komt overeen met sympy oplossing)

De stijfheidsmatrix beschrijft deze situatie voor een verdeeld wringend moment dus ook
correct. Hiermee kan worden geconcludeerd dat de 3D element-stijfheidsmatrix het ele-
mentgedrag voor buiging en wringing ook correct beschrijft, waarmee is aangetoond dat
de afleiding van de matrix juist is uitgevoerd.

41



G. Volledige 3D-stijfheidsmatrix met verhinderde welving
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H. 3D-stijfheidsmatrix met verhinderde welving Python-script
import sympy as sp

# Definieren parameters

x, L, E, A, G, Iyy, Izz, It, Cw, lam = sp.symbols('x LE AG I yy I zz I tCuw
lambda', positive=True, real=True)

uxl, uyl, uzl, phixl1, phiyl, phizl, wl, ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2, w2 =
sp.symbols('u_x1 u_yl1 u_z1 phi x1 phi_yl phi z1 w 1 u x2 u_y2 u_z2 phi x2 phi_y2
phi z2 w 2")

gx1, gx2, qyl, qy2, qzl, gqz2, mxl, mx2 = sp.symbols('q_x1 q_x2 q_yl q_y2 q_z1

g z2 m x1 m x2")

# Rek

gx =gx1 * (1 - x/ L)+ gx2 *x /L

u_func = sp.Function('u')(x)

diff_rek = sp.Eq(E * A * u_func.diff(x, 2), -gx)

u = sp.dsolve(diff _rek, u func, ics={
u_func.subs(x, 0): uxi,
u_func.subs(x, L): ux2

}).rhs

N=E*A* u.diff(x)

# Buiging z

gz =qzl1 * (1 - x/ L) +qz2 *x / L

wz_func = sp.Function('wz"')(x)

diff_buigingz = sp.Eq(E * Izz * wz_func.diff(x, 4), qz)

wz = sp.dsolve(diff_buigingz, wz_func, ics={
wz_func.subs(x, 0): uzl,
wz_func.subs(x, L): uz2,
wz_func.diff(x).subs(x, 0): -phiyl,
wz_func.diff(x).subs(x, L): -phiy2

}).rhs

Mz = - E * Izz * wz.diff(x, 2)

Vz = - E * Izz * wz.diff(x, 3)

# Buiging y
ay =qyl * (1 - x/ L) +aqy2*x /1L
wy_func = sp.Function('wy")(x)
diff_buigingy = sp.Eq(E * Iyy * wy func.diff(x, 4), qy)
wy = sp.dsolve(diff_buigingy, wy_ func, ics={
wy_func.subs(x, 0): uyl,
wy_func.subs(x, L): uy2,
wy_func.diff(x).subs(x, 0): phizi,
wy_func.diff(x).subs(x, L): phiz2

}).rhs
My = E * Iyy * wy.diff(x, 2)
Vy = - E * Iyy * wy.diff(x, 3)
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# Torsie
mx =mx1 * (1 - x/ L)+ mx2 *x /L
phix_func = sp.Function('phix"')(x)

diff_Vlasov_hom = sp.Eq(phix_func.diff(x, 4) - lam**2 * phix_func.diff(x, 2), 0)
phix_hom = sp.dsolve(diff_Vlasov_hom, phix_func, ics={

phix_func.subs(x, ©): phix1,

phix_func.diff(x).subs(x, 0): -wl,

phix_func.subs(x, L): phix2,

phix_func.diff(x).subs(x, L): -w2
}).rhs

diff_Vlasov_par = sp.Eq(phix_func.diff(x, 4) - lam**2 * phix_func.diff(x, 2), mx
/ (E * Cw))
phix_par = sp.dsolve(diff_Vlasov_par, phix_func, ics={

phix_func.subs(x, 9): 0,

phix_func.diff(x).subs(x, 0): 0,

phix_func.subs(x, L): 0,

phix_func.diff(x).subs(x, L): ©

}).rhs
phix = phix_hom + phix par
B=-E*Cw* phix.diff(x, 2)

Mv = G * It * phix.diff(x, 1) - E * Cw * phix.diff(x,3)

# Opstellen stijfheidsmatrix

F = [-N.subs(x, @), -Vy.subs(x, @), -Vz.subs(x, 0), -Mw.subs(x, @), -Mz.subs(x,
0), -My.subs(x, @), -B.subs(x, ©), N.subs(x, L), Vy.subs(x, L), Vz.subs(x, L),
Mw.subs(x, L), Mz.subs(x, L), My.subs(x, L), B.subs(x, L)]

u = [uxl, uyl, uzl, phix1, phiyl, phizl, wl, ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phiz2,
w2]

K = sp.Matrix([[sp.diff(i, j) for j in u] for i in F]).subs(G * It, lam**2 * E *
Cw) .applyfunc(sp.simplify)

Fg = sp.Matrix(F).subs({i: @ for i in u}).subs(G * It, lam**2 * E * Cw).apply-
func(lambda expr: sp.collect(sp.fraction(sp.cancel(expr))[0], (mx1, mx2), lambda
c: sp.collect(c, sp.exp(L*lam))) / sp.factor(sp.fraction(sp.cancel(expr))[1]))

F_symbols = sp.Matrix(sp.symbols('F_{x1} F_{y1} F_{z1} M_{x1} M {y1} M {z1} B_1

F_{x2} F_{y2} F_{z2} M _{x2} M_{y2} M {z2} B_2"))
sp.Eq(F_symbols, sp.MatAdd(sp.MatMul(K, sp.Matrix(u)), Fq, evaluate=False))
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I. 3D-stijfheidsmatrix met verhinderde welving validatieberekeningen

Voor de validatie van de 3D element-stijfheidsmatrix met verhinderde welving zijn 3 stan-
daard belastinggevallen bekeken die het elementgedrag controleren.

Situatie 1: Uitkragende ligger met wringing
De eerste situatie die wordt bekeken is een uitkragende ligger met een wringmoment op
het uiteinde van het balkelement.

ﬂ ] M
2

Figuur 0.8: Uitkragende ligger met wringing

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) ingeklemd waardoor verplaatsing en rotatie
verhinderd zijn. Aan de rechterzijde (knoop 2) is het element belast met een wringend mo-
ment M. Dit geeft de volgende randvoorwaarden:

Ugr = 0,Uy; = 0, Uz = 0,Px1 = 0,1 =0, Pz =0, w; =0
sz :O’FyZZO)FZZ ZO’MXZ :M,Myz = O’MZZ = O,Bz =0
dx1 = 0,492 =0, dy1 :O:Qyz =0,9,1 =0,9,2 =0,my; =0, my, =0

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

AE AE
FBa]l 12 0 0 0 0o 0 0 £ 0 o0 0 0o 0 0 o] o
12E Iyy 6E Iyy 12E Iyy 6Elyy
Eil | o 0 0 0 == 0 0-=2 ¢ 0 0 =2 0 ol o
3 ? 13 2
E 0 0 12617, 0 _ Bz 0 0 0 0 — 12E Iz 0 _SElz 0 0 0 0
7 - - — —
? 3 2
o P G CwiA2 (ebA-1 cwiA3 (b1 CwEA? (MRt
M 0 0 0 /1:/1+L/1 2eL242 0 0 LA ZVMLA 2eLA42 0 0 0 T Zl/hu 2eL242 0 0 LA YMLA 2elt42 0 0
L. - 2¢ e —2¢ e -2¢ e —2¢
6E I, 4E 1, 6E I 2E I
M, 0 0 7-52 0 —TZ 0 0 0 0 jfi 0 _TE 0 0 0 0
6E Iyy 4E Iyy 6E Iyy 2E lyy
M, 0 —= 0 0 0o — 0 0 ——— 0 0 0o — 0 0 0
2 L 2 L
B 0 0 0 CwEA(elA-1) 0 0 CwEA(L2e2LA 412 e2LA41) 0 0 0 CwE A2-(1-el ) 0 0 CwEA(—2L4 eLA4 e2LA_1) 0 0
B . 1ael Ay 1a-2el 242 Lae2LA 3 -2e2LA44eld_ s Laeld+1a-2elh42 Lae2LA_j 2e2LA44eld 3 || +
AE AE
0 -7 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0 Uy, 0
12EI- 6E I- 12E I 6E I
0 0 -——* 0 0 0 ——2 0 0 =2 o0 0 0 —=* 0 u,| |o
12E Izz 6E Izz 12E Izz 6F Izz
0 0 0 - = 0 2 0 0 0 0 = 0 e 0 0 u, 0
0 0 0 € yEA3 (elA+1) 0 0 ¢ EA2-(1-el?) 0 0 0 ¢ EA3 (eb\lamb i) 0 0 €y EA2 -(1-el2)
M Lael A+ 1a-2elA42 Lael A4 1a-2el 242 LaebAs1a-2el 242 Lael A+ 1a-2elA42 brz 0
6E I 2E 1, 6E I 1;
0 0 0 __EE 0 —TZ 0 0 0 0 jfi 0 —TE 0 0 ¢ 0
y2
0 6E Iyy 0 0 0 2E lyy 0 0 — 6E Iyy 0 0 0 4Elyy 0
0 2 L ? L | [0
0 0 0 CwEA2 (elA-1) 0 CwEA(—2LA ebA4e2LA-1) 0 0 0 CwE A2-(1-el?) 0 CwEA(Lae2LA 412 - e2LA41)
0 Lael At 1a-2elA42 1Ae2LA_[1-2e2LAsgel A3 LhelAr1a-2elA42 12e2LA13 2e2LAsseld 2 LW, 0

Uitwerking met Python:

Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mwxl_ext, Myl_ext, Mzl_ext, Bl_ext = sp.
Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mwx2_ext, My2_ext, Mz2_ext, B2_ext = sp.
F_ext = sp.Matrix{[Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl ext, Mz
F, g, mx, M = sp.symbols{'F g mx M')

u = sp.Matrix(u)

vegl = K * u + Fg - F_ext

ymbols('Fxl_ext Fyl_ext Fzl_ext Mxl_ext Myl_ext Mzl_ext Bl _ext')
mbols("Fx2_ext Fy2_ext Fz2_ext Mx2_ext My2_ext Mz2_ext B2_ext')

ols
ext, Bl_ext, Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext, B2_ext])

1
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# Randvoorwaarden
randvoorwaarden =
qxl: @, gqx2: @, qyl: @, gy2: @, qgzl: @, gz2: @, mxl: @, mx2: 8,
uxl: @, uyl: @, uzl: @, phixl: @, phiyl: @, phizl: @, wl: @,
Fx2_ext: @, Fy2_ext: @, Fz2_ext: @, Mx2_ext: M, My2_ext: 8, Mz2_ext: @, B2_ext: @

vgl_subs = vgl.subs{randvoorwaarden)
# oplossen
onbekenden = [ux2, uy2, uz2, phix2, phiy2, phizl, w2, Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mx1_ext, Myl ext, Mzl _ext, Bl_ext

oplossing = sp.solve(vgl subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items(}:
print{f'{i} = {j1")

Geeft de volgende oplossing:

My, = —M
M [fe?r_q M
ML e?li_1 '\ ML tanh (AL)
bz = G_It(l B AL(62“+1)> A (1 Y )

M ( 2ell ) M (1 1 )
Wy = — — —_— ) = — -
2 Gl e2ldyq GIl; cosh (L)

Het resultaat wordt gecontroleerd door de torsie vergelijking van Vlasov voor deze situatie
handmatig af te leiden.

d d3
M () = G2~ EC, =2
M,(x) =M
a9 _ o _
6L 22— EC, ~2=M

M ’ﬂ : /ﬂ
¢(x) = o + C, + C, cosh ( BC, x) + C5 smh( BC, x)

Invullen randvoorwaarde geeft:
ddy d? dy
$,(0) = dyy = O’E(O) =-w; =0,B(L) =B, = —ECwﬁ =0
d(x) = % (x — %(tanh(AL) (1 — cosh(4x)) + sinh(1x))
t

¢'(x) = — (1 + tanh(AL) sinh (1x) — cosh(Ax))
t
Oplossing:
_ _ _ ML _ tanh (AL)
bz = dxx = 1) = Gl (1 AL )

%(sz)=£(1—;)

(komt overeen met sympy oplossing)

Gl cosh (AL)
= _Ax gy M1 :
Wy = — - (x=1)= Gl (1 wosh (AL)) (komt overeen met sympy oplossing)
2
B, = —B(x = 0) = EC, C;—j;" = %tanh (AL) (komt overeen met sympy oplossing)

De krachten bij knoop 1 volgen uit de evenwichtsvergelijkingen:
XMy =0 = My, +M=0 = M,, = —M (komt overeen met sympy oplossing)

De stijfheidsmatrix beschrijft deze situatie voor wringing dus correct
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Situatie 2: Uitkragende ligger met verdeeld wringend moment

De derde situatie die wordt bekeken is een uitkragende ligger met een verdeeld wringmo-

ment over de lengte van het balkelement.

29»»»

Figuur 0.9: Uitkragende ligger met verdeeld wringend moment

my

ya ya
GG

KA

7
GG

Het element is aan de linkerzijde (knoop 1) ingeklemd waardoor verplaatsing en rotatie

verhinderd zijn. Aan de rechterzijde (knoop 2) kan het element vrij verplaatsen en
Dit geeft de volgende randvoorwaarden:

0: uzl = 0’ (I)Xl

0, Fyy

Ux1 0, Uy

Osq)yl:O’d)zl =0:W1=0

Fx2=O,Fy2 =0:Mx2=M’My2=0’Mzz=0»BZ=0

dx1 = 0,9x2 =0,4y1 =0,49y2 = 0,951 =0, gz = 0, My = My, My, = My

Het substitueren van deze randvoorwaarden in de matrixvergelijking geeft:

AE AE 0
Bl 12 o o 0 0 0 0 £ 0 o 0 0 o0 0
12E Iyy 6Elyy 12E Iyy 6Elyy
E, 0 =2 9 0 0 =2 0 0-=2 0 0 =2 0 0
L If L I
12E Iz 6E 177 12E Izz 6E 177
Ey 0o 0 == 0 -=Z 0 0 0 0 ——= 0 —=Z 0 0 0
L If L I
M 0 0 0 I A G ®) 0 0 CwEA (A1 0 0 0 CwER (A4t 0 0 CwEA? (b1 0
. _CwER (7T e bt VIO __CwE(e Tl _CwE2Z (7o)
* Lael A4 1a-2el 242 Lael A+ 1a-2elA+2 LaelAria —2elhe2 Lael A4 1a-2elA+2
6E I 4E I 6E I; 2E1;
M, 0 0o —-== 0 (] 0 0 0 == 0 == 0 0 0
¥ 7 L 2 L
6E lyy Elyy 6Elyy 2%Elyy
M, 0 —= 0 0 0 —= 0 0 ——= 0 0 0 — 0 0
z1 2 L 72 L
B 0 0 0 CwEA2(ebA-1) 0 0 CwEA(LAe2LA41a-e2LA41) 0 0 0 CwE A2-(1-el2) 0 0 CwEA(—2LA ebA+ e2LA-1) 0
L . Laeldy1a—2el 212 L2e2LA_13—262LA440lA_3 LaelAy1a-2elds2 1ae2LA13 —2¢2LA4aeld 3 | +
- AE AE
0 -7 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0 Uy,
12Elyy 6E Iyy 12E lyy 6E Iyy
0 0 — 3 0 0 0 - 2 0 0 3 0 0 0 - = 0 Uy,
12E Izz 6F Izz 12E Izz 6F Izz
0 0 0 5 0 2 0 0 0 0 2 0 2 0 0 u,
0 0 0 €y EA3 (elA+1) 0 0 CyyEA2-(1-eLd) 0 0 0 A3 (eb\lamb ) 0 0 CyyEA2 - (1-el2)
0 LaebAi1a-2el 24z LaebAs1a-zelAi2 LaebAiia-2elAiz LaebAs1a-2elAez bx
6E Izz 2E Izz 6F Izz 4E Izz
0 0 -== 0 — 0 0 0 0 = 0 — 0 0
0 12 L 12 L by
6E I 2E 1 6E I 4E I-
yy lyy yy yy
0 0 e 0 0 0 n 0 0 - e 0 0 0 0 &
z2
0 0 CwEA2(elA-1) 0 CwEA(-2L2 ebA+e2LA-1) 0 0 0 CwE A2-(1-el2) 0 CwEA(LAe2LA41a-e2LA41)
1] LaelAsLa-2elAt2 L2e2LA13-2e2LA4seld_2 LaebAt1a-2elAs2 Lae?LA_j —2e2Lhsqeld 2 LW,

Uitwerking met Python:

roteren.

LAmy+2myt (4 my—2mpel?
222 (ebA-1)

— LAmg—2my— (A my-2m ekt
222 (elA-1)

Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mwl_ext, Myl _ext, Mzl ext, Bl _ext = sp.symbols('Fxl_ext Fyl_ewxt Fzl_ext Mxl_ext Myl_ext Mzl_ext Bl_ext')
Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext, B2 ext = sp.symbols('Fx2_ext Fy2_ext Fz2_ext Mx2_ext My2_ext Mz2_ext B2Z_: 3
F_ext = sp.Matrix([Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl_ext, Mzl_ext, Bl_ext, Fx2_ext, Fy2_ext, Fz2_ext, Mx2_ext, My2_ext, Mz2_ext, B2_ext])

F, g, mx, M = sp.symbols{'F g mx M)
u sp.Matrix(u)
vgl = K * u + Fq - F_ext

Randvoorwaarden

randvoorwaarden

qgxl: @, gx2: 8, qyl: @, qy2: @, qgzl: @, gz2: @, mxl: mx, mx2: mx,

uxl: @, uyl: @, uzl: 8, phix1: @, phiyl: 8, phizl: @, wl: @,

Fx2_ext: @, Fy2_ext: 8, Fz2_ext: @, Mx2_ext: @, My2_ext: @, Mz2_ext: @8, B2_ext: @
vgl_subs = vgl.subs{randvoorwaarden})

# oplossen

onbekenden = [ux2?, uy2, uz2?, phix2, phiy2, phiz2, w2, Fxl_ext, Fyl_ext, Fzl_ext, Mxl_ext, Myl_ext, Mzl_ext, Bl_ext

oplossing = sp.solve(vgl_subs, onbekenden)

for i, j in oplossing.items():
print(f*{i} = {3}")
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Geeft de volgende oplossing:

Mxl = _me
_ my(LAe2AL —L1—e2LA 4 2eld 1) _ My (1+LAsinh(AL)—cosh(AL)
B, = A2 (e2Ll2+1) - 1_2( cosh(AL) )
m, (L2A2e?LA 41222 21 2e? A 1210 +2e2 2 —4elh 42 m 1 AZ[2
=" 2EC, A*(e?L2+1) = Gltjlz( T coshAL) ALtanh(AL) + T)
_ my(2L2el?—e?l241) M, (AL-sinh(AL)
W2 = EC,A3(e2lAy1) m( cosh(AL) )

Het resultaat wordt gecontroleerd door de torsie vergelijking van Vlasov voor deze situatie
handmatig af te leiden.

dd ER
Mx(X) = Glta — ECWE
dM,
ax M
d*¢ d’¢
ECWE - G]tﬁ =m,
() =Ci + Cx +C 'h( Sk )+C h( St )—’"" 2
dx) =C; »X + C3 sin ZC, X 4 COS EC., X 2el, X
Invullen randvoorwaarde geeft:
dd, d? dy
q)x(o) =0y = 0’%(0) =-w; =0, Mx(L) =My, =0, B(L) = By = -ECy daj; =0
_Mmy( 1 1+ALsinh(AL) L. 1 1+ALsinh(AL) 15
q)(x) - Gl ( A2 ( cosh(AL) )+ Lx Asmh(lx) T A2 ( cosh(AL) )COSh(Ax) Zx )
1) _ Mx _ 1 1+ALsinh(AL)\ . _
¢ = i (L — Lcosh(Ax) + 7 (—Cosh(ﬂ) )smh(lx) x)
Oplossing:
o) = (1 2i
rz = b (L) = Ve (1 coshD) ALtanh(AL) + > ) (komt overeen)
_ % _ My _ 1 1+ALsinh(AL)\ .
wy, = —— (L) = Gl (Lcosh(AL) A(—cosh(u) )51nh(/1L)) (komt overeen)
_ _ Ao, my (1+LAsinh(AL)—cosh(AL)
By =—-B(0) = EC,— = ( p—Ty ) (komt overeen)

Deze 3 onbekenden komen exact overeen met de python oplossing, de krachten bijknoop
1 volgen uit de evenwichtsvergelijkingen:
XM, =0 = My, +m,L =0 = M,, = —m,L (komt overeen met sympy oplossing)

De stijfheidsmatrix beschrijft deze situatie voor een verdeeld wringend moment dus ook
correct met de Vlasov theorie. Hiermee kan worden geconcludeerd dat de 3D element-
stijfheidsmatrix het elementgedrag correct beschrijft, waarmee is aangetoond dat de af-
leiding van de matrix juist is uitgevoerd.
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J. Uitwerking testberekening

Om het verschil in torsiestijfheid tussen de Saint-Venant en Vlasov afleiding inzichtelijk te
maken, isin deze bijlage een praktijksituatie doorgerekend. De geschematiseerde situatie
betreft een verkeersbord boven de weg dat is gemonteerd op een uitkragende ligger
waarop een windbelasting werkt wat een wringend moment veroorzaakt in de balk.

Voor de berekening is uitgegaan van een 3.0 meter lange uitkragend HEA160 profiel dat
aan de ene zijde is ingeklemd, waarbij welving volledig is verhinderd, en aan het vrije uit-
einde wordt belast met een wringend moment van 500 Nm. De volgende gegevens voor
deze situatie zijn van toepassing:

e M=500Nm

o L=30m

e E=210-10°N/m?
e (G=81-10°N/m?
e [ =122-10°m*
e C,=314-10""m°

Saint-Venant

ML 500-3

¢x2 = G_It = m = 0.15179rad = 8.7

Vlasov
Gl 81-109:122-10~9
i3 = 1.224
EC,, 210 109 31.41079
tanh (AL 500-3 tanh(1.224-3
Prz = o (1 - 2D = (122249 — 0.1105 rad = 6.3°
Gl AL 81:109-122:10-° 1.224-3

Verschil

0.1105-0.1518
0.1518

= —0.272

Dus de Vlasov theorie resulteert leidt tot een 27.2% kleinere hoekverdraaiing ten op-
zichte van de Saint-Venant theorie.
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