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B STROMING INBUISLEIDINGEN EN KANALEN




GRONDVERGELIJKINGEN IN DE HYDRODYNAMICA

De bewegings=- en continuiteitsvergelijkingen, die het uitgangspunt vormen van de
formules in de hydrodynamica, kunnen vaak met voordeel in een andere dan de
klassieke vorm worden geschreven om bijzondere afleidingen overzichtelijk te maken.
Hieronder worden twee vormen gegeven die het meest in aanmerking komen voor de
afleiding van veel gebruikte formules:

1. de vergelijking van Euler-Navier in een gewijzigde vorm die vooral voor de
turbulentie theorie, de impuls verg. en de formules voor permanente en gelei-
delijk met de tijd veranderde beweging nuttig is;

2, en de vergelijkingen van Lagrange, die voor de periodieke beweging in korte
golven zijn te gebruiken,

Vergelijkingen van Euler-Navier

In tegenstelling tot wat in de mechanica van vaste stoffen gebruikelijk is, worden
de spanningen in de aangegeven richtingen positief genomen. De vergelijkingen van
Euler-Navier krijgen dan de vorm:

v, ou, | au, su _ X_{aox+31yx+a-rzx}
pat P ox P d pwaz P dx Dy Dz
rpu iy Xy N =pY {DTXY + 20y Uy
Por TPUSX TPV TP WaZ TP ox  dy oz
oT DT 20
° ow IW aw { Xz yz z
CAAIPCAL LA W -7 + +
ParTPUx TPV TP w T TPl 5 2y az}

en de continuiteitsvergelijking:

o
.9£+3PU+ Py +aPW o
ot  Dx oY Dz
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De spanningen (o, 7) zijn de inwendige normale en schuifspanningen tengevolge van
de viscositeit bijvoorbeeld:

- - _D__L_’_ = I .QY_-}-?_E.
o, TP Zpax enz, TXY Tyx k5% 5y

(voor de afleiding van deze formules wordt verwezen naar de handboeken, bijvoor-

beeld Lamb, 1932, art. 326).
De grootheden X, Y, Z zijn versnellingen veroorzaakt door uitwendige krachten,

bijvoorbeeld de zwaartekracht.

Telt men de continuiteitsvergelijking met u vermenigvuldigd op bij de eerste bewe-
gingsvergelijking

en -u-v -qp —i= =y~ =n= fweede ==

en =n=-w -t ~im=t—n— derde —

dan krijgt men met de bekende betrekking

°Pp
pU v _® 2
P Uax T Uax ax PV

enz, de volgende vergelijkingen:

op

v 2 2 p) P -
—_— + + = + + = + =pX
5T Tox (cx pu’) 5y (Tyx puv) 57 (TZX puw) =p
20,

P! 2 o —
—_— e 2 A + e + =
« (T y + pvu) +ay (crf pv) t52 (sz pvw) = pY

w ) o 2 2
AR Sl + 4 + + = + =pZ
ot X (sz pwu) Yy (Tyz pwv) DZ (Tz pw) P

Deze vergelijkingen zijn identiek met de evenwichisvergelijkingen in de spannings-
theorie van de mechanica van vaste stoffen. De spanningen (o, T) zijn alleen ver-
meerderd met de grootheden puz, p uv enz, die ook de dimensie van een spanning
hebben, en traagheidstermen ppu/ot zijn bijgevoegd.

Deze vergelijkingen kunnen ook direct worden afgeleid. Bij de oorspronkelijke ver-
gelijking van Euler volgt men in de afleiding een waterdeeltje in zijn beweging.
Voor de afleiding van de laatste vergelijkingen beschouwt men het evenwicht van
een denkbeeldig vast ruimte element waar de vloeistof doorheen stroomt,

Bij het opstellen van de evenwichtsvoorwaarden moeten de "krachten" in de drie
hoofdrichtingen en de "momenten" om drie assen in evenwicht zijn.

Een voorbeeld van de toepassing van deze vergelijking is bijvoorbeeld de verge-
lijking voor de watersprong. Gewoonlijk beperkt men zich tot de evenwichtsver-
gelijking voor een richting evenwijdig aan de bodem bij de afleiding van de for-
mule.
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De Reynolds schuifspanningen uit de turbulentietheorie worden door deze vergelijkingen
direct gegeven: Deze vergelijkingen gelden algemeen op elk ogenblik. Wil men in
een turbulente stroom een over de tijd gemiddelde toestand weergeven dan gaat men
als volgt te werk: de snelheid u stelt men geh|k aan de over de tijd gemiddelde
snelheid u plus de 0genbl|kkel|;ke afwijking v’ van het gemiddelde. Per definitie

is dan v’ = 0 enz, De schunfsponnmg puv bijvoorbeeld wordt dan p(u +u’) x

(V +v') = PUV + PU v+ puv’ + pu’' v Deze un’rdrukkmg over de tijd gemid-

deld is puv + pu’ v'. De tweede en derde term in het tweede lid vallen in het
gemiddelde weg.

Vergelijkingen van Lagrange

Met het oog op de toepassing in de theorie van de korte golven wordt de aofleiding
van de vergelijkingen van Lagrange hieronder beperkt tot het geval van de ideale
niet-samendrukbare vloeistof,

Zowel in de vergelijkingen van Euler als in die van Lagrange wordt de beweging
van een waterdeeltje gevolgd. In de vergelijkingen van Euler zijn (x, y, z), de
cobrdinaten van het deeltje, afhankelijk van t, zodat alle afgeleide grootheden
zoals de snelheden (u, v, w) behalve expliciet 66k nog via (x, y, z) vant af-
hangen. In de vergelijkingen van Lagrange wordt een stel parameters (a, b, c) on-
afhankelijk van t ingevoerd z6 dat de afgeleide grootheden uitsluitend direct van

t afhangen. Deze parameters kunnen bijvoorbeeld de cobrdinaten zijn van het be-
schouwde vloeistofdeeltie op een bepaald tijdstip of het middelpunt van de orbi-
tale beweging in korte golven. De plaats van een deeltje op een willekeurig
tijdstip wordt dan beschreven met deze "begin colrdinaten" (a, b, c) en de met
de tijd veranderde afwiiking daarvan (€, 0, 7).

De snelheidscomponenten zijn dan eenvoudig de afgeleiden naar, de tijd van deze
afwijkingen dus (§, n,T) en de versnellingscomponenten (g, ﬁ ‘S) Het verschil

met de cobrdinaten, die in de vergelijkingen van Euler zijn gebrunkt ligt in

het feit dat bij Euler bijvoorbeeld de snelheden (u, v, w) functies zijn van (x,y, z)
dat wil zeggen de cobrdinaten van de plaats waar het deeltje zich werkelijk
bevindt, terwijl bij Lagrange deze snelheden functies zijn van de cobrdinaten

(a, b, c) waar het deeltje zich eens heeft bevonden. De plaats van het deeltje
zelf op het moment waarop men de snelheden wil meten is dan gegeven door

(@ +§ b+, c +Y).

Deze wijze van beschrijven geeft een grotfe vereenvoudigm% in de bewegingsverge-
lijkingen. De versnelling in de x-richting bijvoorbeeld isp?x/At2 of wat op het-
zelfde neerkomtd2 At2 daar x = a + € en a niet van t afhangt en € een functie
is van (a, b, ¢, t). De bewegingsvergelijkingen worden dan voor een ideale vloeistof:

a2

’c)t o
Y =ovy-2p
P =P 3y

ot
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In de uiteindelijke vormen moeten de differentiaties ook naar (a, b, c) in plaats van
naar (x, t, z) worden gegeven,

Als tweede vereenvoudiging wordt nog verondersteld dat de versnellingen (X, Y, Z)
van de uitwendige krachten een potentiaal hebben dus -X =0 Hx enz.

Voor de overgang van een differentiatie naar x in een differentiatie naar a enz.
wordt gebruik gemaakt van de bekende formule

waarin f(x, y, z, t) of f(a, b, ¢, t) een of andere functie voorstelt en x=a+§,
y=b+nNenz=c+

Voor de herleiding van de bewegingsvergelijkingen moeten deze respectievelijk met
Ax/2a, dy/Ha endz/Ha worden vermenigvuldigd en daarna worden opgeteld om de
eerste vergelijking in de uiteindelijke gedaante te krijgen.

Respectievelijk vermenigvuldigen met 2 x/2b, 9y/ob en 2z/9b en optellen geeft de
tweede vergelijking. De derde vergelijking krijgt men door respectievelijk te verme-
nigvuldigen met9x/%c, 9y/Sc en Dz/9c en optellen.

Het resultaat is dan:

+ l’;-a-a+a—a{p+pﬂ}=o

p§+p§‘—§+pa

da

pg+p€§5+9332+p§95+2 fp+pf=o

p?—pé?§+p 22+P%Q§+"a" fp+pﬂ}=0

Voor de afleiding van de continuiteitsvergelijking in de cobrdinaten van Lagrange
kan gebruik worden gemackt van de formele transformatie formules:

i;)_f_zaf _a_g) of on of 2%
Qa ax ayao 9z da
of _of 9f L of 20, of 2%
56 ax ab | y(”ab ?z 3
d9c  3dIx Idc Yy dc¢c az a

cel . 9
Deze vergelijkingen opgelost naar 5—& enz. geven
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of 21 23S 428 on es

9dad 2d da 2a da oa

@.f___ of ?_‘1 9..5 i = 'QS +_9_'.rl @_‘5

D ox 5 'T56 b | weerinD 56 '"3b ok

Q_F 9.2 1+.a_._§ Q.g @.ﬂ T+ _D_S’

Y oc dc Q¢ oc ¢
' f df
evenzo voor — en —,
Y 9z

Schrijft men symbolisch voor D 2f/Hx = D f en voor D 9f/ay net zo D f en voor
D 3ffaz = D_f dan geeft de continuiteitivergelijking

(?E+9l+-?—w-)xD—D u+D v+D w = 0.

met u, v, w = respecheveh;k ‘Qﬁ 91’], ?)S' f§ ﬂ \§ De uitdrukking in het

tweede lid van de con’rmunfel’rsvergetl;kmg is dan juist @D/t = 0 dat wil zeggen

dat D onafhankelijk is van t. Verondersteld is dat (a, b, ¢) een plaatsaanduiding
“ee =1, Daar D

is van een deeltje op een bepaald tijdstip f dus D ten tijde fy

niet van t afhangt blijff wat de nieuwe gedaante is van de continuiteits-
vergelijking.

In de theorie van de korte golven verwaarloost men in eerste benadering alle
product termen zodat de continuiteitsvergelijking de zeer eenvoudige gedaante

A€ Ha +ANHb +385/He ~ 0 krijgt.

Voor de directe afleiding van de continuiteitsvergelijking kan worden gebruik ge-
mackt van de formule voor de inhoud van een infinitesimaal klein parallelopipedum
in de vorm van een determinant in de colrdinaten van de hoekpunten (zie Lamb
1932, art 14).

Het verschil tussen de hierboven gebruikte twee cobrdinaten systemen ligt in de wijze
waarop een vloeistofdeeltje wordt gevolgd.

In het systeem van Euler heeft men &én plaatsbepaling (x, y, z) voor het hele veld;
in het systeem van Lagrange geeft men het vioeistofdeeltje nog een "merk" in de
vorm van (a, b, c), de coBrdinaten op een bepaald tijdstip.

Beschouwt men bijvoorbeeld de snelheid in de x-richting u(a, b, ¢, 1) v (x, y, z, t)
waarbij x = a + € enz. dan krijgt men de versnelling van het betreffende vloeistof
deeltje door volledig naar t te differentilren.

In het Euler-systeem veranderen de coBrdinaten (x, y, z) van het deeltje met de
tijd zodat bij differentiatie ook deze cobrdinaten moeten worden betrokken,

In het Lagrange-systeem zijn de "merk" codrdinaten (a, b, c) onafhankelijk van t.
De versnelling in de x-richting van een deeltie is dus

Euler Lagrange
U, LRy, vy,
ot X ay 2z of
waarin (25 = u enz want 29 0 enz
At ) Dt ’

deeltje
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De vereenvoudiging door het gebruik van het Lagrange-systeem brengt een complicatie
met zich mee bijvoorbeeld de snelheidscanduiding u(a, b, c, t) is niet volledig zonder
daar tevens bij te geven (g, N, €) want deze snelheid u komt voor in (x, y, z)

(a +&, y + 1, z +3) en niet op de plaats (a, b, c).

Deze complicatie is bijvoorbeeld hinderlijk als men in de golfbeweging de drukken

p (a, b, c, t) moet berekenen. De plaats waar deze drukken heersen wordt gegeven
door (a +&, b+ N, ¢ +8) en beslist niet door (a, b, c).

Het feit dat in een permanente bewegin_g—(-é, n, \S) steeds toe nemen, dus met ver-
loop van de tijd onbruikbaar grote getallen worden, maakt dat de toepassing van

het Lagrange-systeem beperkt is tot de zuiver periodieke beweging.




B2-1

MET DE TIJD VERANDERLIJKE STROMEN:

- METHODE VAN

DE KARAKTERISTIEKEN -

INHOUD
Cdnleiding. .o e i e e e e e
. Afleiding van Craya ...o.iiiii ittt e
. Algemene afleiding ........c.oovviiviiii i
. _Combinatie van bewegings- en continuiteitsvergelijking............
. Grafische interprefatie .........viiiiiiiiinneinneenreenaeenns
. Verwaarlozing van versnellingstermen ....................0ola0t
. Hoogwatergolven in rivieren ..........ccivriiinnirernrannenens
._Golfvoortplantingsformule van De Saint Venant ...................

. Gedeeltelijk stroomvoerend profiel

-------------------------------

blz.
B2-2

B2-2

B2-4

B2-6

B2-10

B2-11

B2-12

B2-16

B2-18




B2-2

Met de tijd veranderlijke stromen

- Methode van de karokteristieken -

De berekening van met de tijd en de plaats veranderende stromen in watergangen kan met
de methode van de karokteristieken het meest universeel worden uitgevoerd. Zowel voor
het afleiden van formules als voor numerieke berekeningen geven de "karakteristieken"
van de combinatie van de bewegings- en continuiteitsvergelijking een overzichtelijke
grondslag.

In het volgende zullen de grondslagen van deze methode op verschillende manieren wor-
den ontleend can de hand van een voorbeeld van een kanaal met vrije waterspiegel en
constante breedte. De waterdiepte h en de stroomsnelheid v worden daarbij als functies
van de tijd t en de afstand s langs de bodem van het kanaal beschouwd. De veranderingen
met de tijd t worden zo geleidelijk verondersteld, dat op elk moment de weerstand van
de bodem gelijk kan worden gesteld aan die voor een permanente stroom met overeen-
komstige diepte en stroomsnelheid.

Eerst wordt het bestaan en de betekenis van de karakteristieken getoond met afleidingen
uit de hydrodynamica. Daarna wordt afgeleid welke wiskundige betekenis de karakte-
ristiecken hebben bij de beschouwing van het stelsel bewegings- en continuiteitsvergelijking.
Deze afleiding geeft dan een middel om de voor berekening noodzakelijke betrekkingen
af te leiden in bijzondere gevallen als voor stromen in leidingen met varilrende breedte,
met bergende maar niet geheel stroomvoerende delen van het profiel en voor andere met
s en eventueel met t veranderende eigenschappen.

De zuiver wiskundige afleiding van de karakteristieke vergelijkingen kan namelijk volgens
een vast recept worden uitgevoerd waardoor de kans op niet verantwoorde verwaarlozingen
wordt verminderd, Voor elke bijzondere complicatie blijft echter een hydrodynamische
afleiding mogelijk; deze zal in een aantal voorbeelden naast de formele afleiding worden
gesteld.

Alle wiskundige eigenschappen van de grondvergelijkingen hebben een hydrodynamische
betekenis. Door de twee beschouwingswijzen, de hydrodynamische en de wiskundige,
naast elkaar te stellen zal blijken, dat er geen geheimzinnige kunstgrepen worden toe-
gepast, dat de wiskundige behandeling slechts een synthese is van een aantal detail-
beschouwingen met bekende elementaire hydrodynamische formules.

Bij de ofleidingen is verondersteld dat de lezer bekend is met het praktische gebruik

van de methode van de karakteristieken.

2. Afleiding van Craya

Bij de hydrodynamische ofleiding van de karakteristieke vergelijkingen gaat men uit van
de permanente toestand waar men een kleine storing in brengt.

Bijvoorbeeld: een kleine toeneming van het debiet in een kanaal geeft een oppervlak
verheffing dh die zich met een snelheid v + Jgh stroomafwaarts voortplant. De afleiding
van deze formule gebeurt met de impulsvergelijking in de meest eenvoudige vorm: de
"storing" dh wordt daarbij klein verondersteld ten opzichte van de waterdiepte h.

De ofleiding van de formule voor de voortplantingssnelheid kan het best gebeuren ten
opzichte van een waarnemer (dat is een assenstelsel) die zich met de (nog onbekende)
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voortplantingssnelheid ¢ met de storing mee beweegt. De storing is dan als permanente

elementaire watersprong te behandelen:
2
o (c-u=-du)? (h+dh) - p (c-u)’h +

i 2 1.2
dh} +—2~ pg (h+dh) -—2-pgh =0.
T\

-f of
h < ,

o~ C—-W

cumds - 2p (c-u)hdu+p (c-u)" dh + pghdh=0
IRARARARARA AR R R AN R R LA R R R RS

continuiteit; (c-u)dh - hdu =0

Substitutie geeft (<:-u)2 =gh dus c=u+ \/gh.

Elke verandering ten opzichte van de permanente toestand kan worden opgevat als
een superpositie van een groot aantal elementaire storingen dne zich stroomaof respek-
tievelijk stroomop voortplanten met een snelheid ¢ = v + o \/gh met 0 = + 1 voor
stroomaf en ¢ = = 1 voor stroomop.

De oorspronkelqke permanente toestand en de permanente toestand na het passeren van
de storing wordt gegeven door de bewegingsvergelijking voor de permanente beweging:

. dh
(N.B. als cosi niet = 1 kan worden gesteld, moetggh worden vervangen door g.cosi —d—;)

gdh + vdv + gWd s =0 bewegings
vergelijking

vdh + hdv =0 continuiteits

Aan deze vergelijkingen moet worden voldaan véér en né het passeren van de storing.
Uit deze vergelijkingen zijn dh en dv op te lossen:

gh

= - = _...__g_ll_..._
dh -'g—h—_-—v7 Wds; dv = + 3 Wds,

gh - v

Nu is gh - V2 = (\/gh + v) (Vgh - v); het ligt dus voor de hand om in plaats van dh
een vitdrukking met d\/gh te gebruiken:

\/9 dh =) - _3[9—52 aWds
gh - v
2d \’gh=
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Anders geschreven:

dv + v gW ......__é_i_.._
\ \j '
gh—v gh+v ( jomemny
v . dv+2d\/gh=-gW - ds
2d gh=- \V gh gW - ds \gh+v
gh - v Vah + v
dv = + ,_..\: gW .v-is
\/gh+v Vgh-v N ds
dv - 2d \gh = + gW —"
/ah -
2d gh = - \gh gW ds \/gh v

Veh+v  \ah-v

Gaat een waarnemer met een snelheid ds/dt = v - Vgh langs het kanaal (in het (s, )~
diagram een lijn met deze helling) en ontmoet hij een "storing", die met de snelheid
ds/dt = v + \gh vooruitgaat, dan hangen de waargenomen veranderingen dh en dv

in h en v samen volgens de tweede vergelijking. d:/\fa_\‘ - v schrijft men dan als

- dt op grond van die speciale keuze om langs de ene karakteristiek, ds/dt = v - Vgh,
gaande de storing langs de andere te ontmoeten. Mutatis mutandis geldt hetzelfde

langs de andere karakt. gaande.

Door deze bijzondere keuze van dt, namelijk zé dat altijd ds/dt = v + o /gh is,
verkrijgt men het voorschrift voor het _onderlinge verband van de verandermgen in henv

afkomstig van de storing dv + 20d \/gh - gWdt in de overigens permanente beweging
(0 =+ of - 1).

3. Algemene afleiding

Daar verondersteld is dat h en v uitsluitend van s en t afhangen gelden de betrekkingen:

dh dh Vv DV
— = peaniy E - =
ve ds +Df dt = dh en > ds >3 dt = dv

Bepaalt men dh en dv langs een "karakteristiek” dan is tussen ds en dt het verband
ds/dt = v + o Vgh.

Waar dit toe leidt kan worden opgemaakt uit de bewegings- en continuiteitsvergelijking
door de eerste na vermenigvuldiging met ¢ gh bij de tweede op te tellen:

oh ,vav  1av - h
{5‘; +55—$- “g'_)—'*‘W—O}XO'\/gh

IS ot s
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beide gesommeerd:
- +
Vom 2h 42k, \E \/‘}:czx ov \ah =
B T 2 ) g dh _ d\gh
met 0 =+ 1; ST o =+ 1; c\/;- a o2 dr

., dh d N
wordt dit + o\/:ﬁ—— E;i + Wo\/gh =0

dt
dv d \/’gh _
of —d—f.‘—+ 0'.2. dt + gW =0

Langs de "karakteristiek" % v+o \’gh waardoor geldt:

dt
oh ds _ dh _ dh av ds L pv _ dv
3s et dr " s dt ar

Men neemt dus een afgeleide langs een karakteristiek, een lijn in het (s,t)-vlak waarvoor
ds/dt = v + ¢ \/gh is. In de algemene formules, bijvoorbeeld

?h dh . _
3s ds +5-t- dt = dh

is dh en zijn daarmee dh/5s en Dh/dt nog onbepaald, ook als men tussen ds en dt het
aangegeven verband legt. Wel is er een verband gelegd tussen dh en dv, maar er is nog

door langs twee karakteristieken de afgeleiden te nemen dus zowel 0 = + 1 als 0 = = 1
te nemen.

dVgh en dv worden dan op het snijpunt van de twee karakteristieken ds/dt = v +Ygh
en ds/dt = v - \/gh bepaald uit de daarbij behorende twee vergelijkingen.

dv + 2d\/gh = - gWdt  en dv -~ 2d \lgh = - gWdt.

Op grond hiervan kan men de vraag stellen of men de karakteristieke betrekkingen niet
omgekeerd kan aofleiden door de voorwaarde voor ds en dt en voor dv en d \gh op te
stellen waarop alle afgeleiden van h en v onbepaald worden. Hiertoe gaat men uit van
het stelsel vergelijkingen:

dh v DV 1 ov
— AR A =
9s +gas+ga’r+w 0
Q.b.-f-?.b-{-hgx =0
o ot DS
g2 4 g 2h —dh =0
oS of
oY 4 4+ Y _4y =
dsas dtat dv = 0
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De eerste vergelijking is de bewegingsvergelijking, de tweede de continuiteitsvergelijking;
de derde en de vierde vergelijking drukken uit dat h en v uitsluitend van s en t afhangen.
De vier afgeleiden 9h/s, 9h/3t, av/as en Dv/at kunnen uit deze vergelijkingen met deze
vier "onbekenden" worden opgelost. De oplossingen worden onbepaald als de vitkomst 0/0
is. De nodige en voldoende voorwaarde voor dit onbepaald zijn van de "onbekenden

is dat alle determinanten van de vierde orde in de "coéfficiénten" nul worden. Deze
determinanten gelijk nul gesteld leveren dan de gezochte betrekkingen tussen ds en dt
enerzijds en tussen dv en dh anderzijds.

De afgeleiden van h en v in de andere richtingen in het (s, H)-vlak, dat wil zeggen de
richtingen die niet samen vallen met één van de karakteristieken, zijn wél bepaald. Kent
men dus langs een willekeurige lijn in het (s,t)-vlak op alle punten h en v, dan is in

de omgeving van die lijn ook alles bekend door telkens van twee punten van die lijn

uit, met de boven aangegeven betrekkingen, de "toestand" (h,v) in een punt buiten die
lijn te berekenen,

Het punt buiten die lijn heeft ten opzichte van de punten op de lijn de "afstanden" ds

en dt. Of men de afgeleide betrekkingen hiervoor gebruikt of dat men uit de vier ver-
gelijkingen 3 h/os, oh/at, »v/as en 2v/ot oplost en daarmee in de "omgeving" (h,v)
berekent mackt in geen enkel opzicht enig verschil. De directe oplossing van de vier
vergelijkingen geeft echter een aanknopingspunt met wat in de wiskunde over deze
differentiaal vergelijkingen bekend is. ‘

Als zéér belangrijke uitzondering komt het geval dat de vier afgeleiden langs de lijn van
bekende (h,v) onbepaald worden. Dit geval doet zich voor als ds en dt langs deze lijn
voldoen aan ds/dt = v + ¢ \/gh want &én van de voorwaarden dat de afgeleiden onbepaald
zijn is dat de hoofddeterminant van de vergelijkingen nul is:

10 v /g
1 h 0 -
;s di 0 0 =0 of un‘gewerkt =v +\/gh
0 0 ds dt De voorwaarde voor%—s— = 6 is daarbij:
-W 0 v/g /g Voor de andere afgeleiden elk = g—
0 1 =0 gelden overeenkomstige voorwaarden
+dh  dt 0 0 die allen leiden tot
+dv 0 ds dt dv + 2d \gh = - gWdt

Het nul stellen van de determinanten geeft de karakteristieke vergelijkingen en is dus
het algemene recept om uit de grondvergelijkingen de verlangde betrekkingen direct af
te leiden,

4. Combinatie van bewegings- en continuiteitsvergelijking

Voor de volledige vergelijking tussen de hydrodynamische beschouwingswijze en de theorie
van de partille differentiaal vergelijkingen is het gewenst de grondvergelijkingen in een
andere vorm te brengen. De hiervoor gegeven aanduiding van de berekening van de afge-
leiden van (h,v) is niet voldoende om aan te tonen dat dezelfde beperkingen als in de
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grafische berekeningen bekend zijn, ook zuiver wiskundig kunnen worden afgeleid.
Hieronder wordt volstaan met het geven van verschillende vormen van grondvergelijkingen,
die overeenkomen met de in wiskunde leerboeken gebruikelijke vormen. Voor een nadere
analyse van de wiskundige eigenschappen van deze vergelijkingen wordt naar deze leer-

boeken verwezen, ‘o s
Stelt men h =9Z/as en Q = hv = =9 Z/pt dan is aon de continuiteitsvergelijking voldaan.

De physische betekenis van Z is het volumen van de vloeistof in het kanaal van een of
ander (hypothetisch) punt of waar geen veranderingen optreden tot aan de beschouwde

plaats s ten tijde t. . )
Substitutie van afgeleiden van Z in de bewegingsvergelijking geeft een partible differen-

tiaalvergelijking van de tweede orde en wel van het hyperbolische type. .
De substitutie kan het overzichtelijkst worden uitgevoerd door alleen de tweede afgeleiden
van Z op te schrijven en de eerste afgeleiden als vitdrukkingen in h en v te laten staan.

Uit de definitie van Z volgt:
°Z

T e_)_hzazz
97 Js
5; Dt

avz_lg_z_z__y_ 2%z 9s ofas 9t  of2
o8 h 2sat h 2 7 2
s
2 2 0z 97 oz 37
DV _ 197 v 97 Ds i2 Dt osdt
>t h_.2 " h - 2
ot haf2 h osot (Qz)
os
Substitutie in 2h + X, 1av +W=20 geeft

2
o’z v o'z v Nz 1 2 v oz,
052 gh asot gh @52 gh atz gh asat
of ]_V_2 '(_)_2_?__2.‘"_@_2_2. __]_9.:_2._2_4.\/\/:0
gh 2 gh 9sdt gh 3?2

Uit deze gedaante van de vergelijking volgt direct dat volgens het klassieke kenmerk
AC - B2 < 0 de vergelijking van het hyperbolische type is:

_ , -V, - _
A=(0-Y), B=- C -
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Deze vorm van de grondvergelijkingen is nog niet bruikbaar voor een wiskundige analyse
van de algemene eigenschappen. Hiervoor is een transformatie van de oorspronkelijke
vergelijkingen op een andere assenstelsel noodzakelijk en wel op de karakteristieken

in het (s,t) vlak als kromlijnige co8rdinaten.

Met de transformatie

ds - (v +\[gh) dt = d
ds = (v —\’gh) dt = dn

kunnen de vergelijkingen in de "normale" vorm worden gebracht; en N zijn dan de
nieuwe codrdinaten in plaats van s en t.

Bij deze fransformatie wordt aangenomen, dat de karakteristieken bepaalde krommen zijn,
dat dus bij elke s en t bepaalde v en h behoren in het (s,t) vlak, die weliswaar

nog moeten worden berekend maar die men a priori als bestaand aanneemt,

De afhankelijk veranderlijken v en h zijn echter nog functies van s en t. Dit is de
reden waarom de transformatieformules in differentiaal vorm zijn geschreven.

Algemeen geldt voor

E (s,1) : %%ds+§-§df=d§

20 s +20 G4t = dn
s

en voor 0 (s, t) : 33

Hieruit volgt és = 1; T’Is =1, %f = = (v + c); ﬂt = = (v = ¢)

waarbij de indices de differentiatie naar de aangeduide grootheden betekenen en ¢ = +\/gh
is gesteld in afwijking van wat hiervoor is gedaan. Ook in het volgende zal steeds

c =+ \gh worden gesteld.

Omgekeerd is

vV = C v+c

= . = . .__..._]_'fz....]_

§~_2c ’Sn 2¢ ' € 2c’ n 2c

S

Met deze formules is af te leiden dat
-2

R QD _
= <2 = + =
5 +E>ﬂ en (v + ¢)

2.
oS

De oorspronkelijke bewegingsvergelijking is dus te schrijven als:

dh  2dh coav ¢ v

f UL A A
° o ' on g k& g
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Voert men nog in h = 02/9 dan krijgt men
3¢ e ¢ S LS L w=0

Na deling door ¢/g wordt de bewegingsvergelijking:

;a—(2c+v)+gav—\/-=0

°
-afé(2c-v)+an

De continuiteitsvergelijking geeft:

h

)

on dh v+ 2h (- g2h 2y M
va%+van (v C)aé (v C)aﬂ+h¥> +h‘c>ﬂ 0
oh o2h 2V v _
- on CALRNNANCAS v -
of C9§+c’c)"l ha§+han 0

Met de substitutie h = c2/g en na deling door c/g:

-—?—(2c-v)+—a—@ﬁ(2c+v)=0

o

Combinatie van de twee vergelijkingen geeft:

0 oW _
.§§(2c-v)+2c 0 en

&3

2

o 2c+v)+=%=— =0

g
2¢c

De transformatie terug op de onafhankelijk veranderlijken s en t gebeurt met de formules:

D _ d 1 2
., ZZ o e——" — | —— e _— = e e e
QE 2¢ 9s 2c ot en N 2c¢ 2s 2c ot

Voor de opstelling van de differentiaal vergelijking van de tweede orde leidt men weer
uit de continuiteits vergelijking het bestaan van een "potentiaal"@cf, analoog met

de potentiaal Z.

Stel (=2c+v) :__’Qé en (2c+v) = - ’Q—é; dan volgt uit de bewegings
‘el s on o€
vergelijking:
2
‘a (E = _.g_ W
'agaq 2c
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Dit is de "normale" gedaante waarin de partile differentiaal vergelijking van het hyper-
bolische type in de verschillende leerboeken wordt gegeven (c.f. Bremekamp: Partiéle
Differentiaal vergelijkingen; P. Noordhoff, Groningen 1939, blz. 39 en volgende).

De lijnen = constant en N = constant zijn de karakteristieken en hoever de "omge-
ving" van de "lijn" met bekende (h,v)" zich uitstrekt wordt verder in de theorie

van deze vergelijkingen uitgewerkt,

Het is ook mogelijk h en v in plaats van s en t als onafhankelijke veranderlijken te
kiezen zodat s en t als functies van h en v worden gevonden. De transformatie naar

de "normale" vorm gebeurt dan met de lijnen 2¢ + v en 2¢ - v = constant als nieuwe
co8rdinaten in het (2¢c, v) vlak, In plaats van h = c2/g wordt dan eerst 2¢ als

veranderlijke ingevoerd.

5. Grafische interpretatie

Combineert men de afhankelijke veranderlijken (v,c) tot m = 2c + v en n = 2¢c = v
dan worden de grondvergelijkingen:

n.+m +.9._V_\./=

E n c

—n§+mn =0

Verder is v = 1/2m - 1/2n en 2¢ = 1/2m + 1/2n,

De transformatieformules zijn:

d-(vtc)dt=dE - o- dE+z- d1 = di
w-

c v+c -
dn - 5e dg+ 5o dn = ds

1l

ds = (v = ¢) dt
1) ds = (v+c) dt en dv + d(2¢) = - gWdt
2) ds = (v =c¢c) dt en dv - d(2¢c) = - gWdt

])d§=0 en dm=--§—c- dn

2)dn=20 en dn -E-E-df
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* < %\/fnc
AN ’CD yd i A B
\ s | 1w of
AN / .l —————— v 2C
\\ ‘/
— M
v O

"N.B. In de dissertatie van Sch8nfeld wordt gebruik gemackt van de term "karakteristieke
variabelen" en van de termen "plus- en min subkarakteristieken". De daarvoor gebruikte

notaties zijn vergeleken met de hier gebruikte:

o.q, §-=f+=% c =c+v
togon T2 e -
g =f 7 c c -V
+ -
n' =§; n =n

Onder "subkarakteristieken” wordt verstaan wat hier is aangeduid met karokteristieken
of karakteristieke lijnen, (c.f. Propagation of Tides and Similar Waves; ‘s Gravenhage

1951).

6. Verwaarlozing van versnellingstermen

De gevolgen van een verwaarlozing kan het gemakkelijkst worden overzien door na te
gaan welke invioed de betrokken term op het gedrag van de karakteristieken heeft.
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Hiertoe geeft men de term, die moet worden verwaarloosd, in de oorspronkelijke
bewegingsvergelijking een "merk" door toevoegen van een factor die achteraf nul

wordt gesteld:
oh vV v 1 av
—+ g - 2148~ ¢ =0
o8 Eg-as g ot W

e of (en) & = 0 als de bijbehorende term wordt verwaarloosd en = 1 als die term
moet worden gehandhaafd:

2 ' 2
+8 )
fosonfed g - gallren
(e = 0)
& =1)

8§=0 en e=1 geeft ds/di = +co0en ds/dt = v - gh/v.
Stelt men £ = & en berekent men de limiet voor € = § = 0 dan wordt ds/dt = + e
wat in de benadering met sterk overwegende weerstandstermen gebeurt. Het is dan

onmogelijk met karakteristieken te werken.,

7. Hoogwatergolven in rivieren

In gevallen met een weerstandsinvioed die véél groter is dan de invloed van de ver-
snellingstermen v/g ov/os en 1/g dv/Dt verwaarloost men de laatste.

In het beeld van de karakteristieken komt dit neer op het stellen van gH-»« waardoor
de karakteristieken in het (s,t) diagram samenvallen en evenwijdig aan de s-as gaan
lopen.

Gaat men uit van een permanente toestand (waarvan de afhankelijke variabelen met
hoofdletters worden aangeduid dus H en V) en beschouwt men een kleine verandering
daarop (aangeduid met kleine letters) dan is de weerstandsterm

y V2
W = s H - | voor de permanente toestand = 0
oH 2V 2V .
—_— = 0 P — i
3a 53 0 en 37 0 (ook eenparigheid verondersteld)
2
dus | = g '\}{1_ .
2 2
Wrw=sH+n vy 0*F2g-7 -

verder is Q +q =VH+ Vh + vH (¢ hier als constante beschouwd)
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2 2
Ook isW+w=2Q@+a  _ £ 4, 2 &-38) -1 (N.B. Q =debiet per breede
9 H 9 H3 eenheid)

Vo, 0 Z v 97 1 27 =
M+—) "5 - 24— ~——5 +tW=0 geeft
ghH’ 52 gH osat  gH .2
2
met Q—E:h en?_z_z_ en ?.—Z.-%:_@_g
s ot aos t ot 9s
1-Yheh oV oh 1og, fra ghy g
gH’ os gH ot gH ot Q H

Eigenlijk moet in plaats van

2

(I—-\g/—H-) staan (I--};{l+%-3%})
V/gH ;VH-{HEQ-z%}
1/gh 1VeH v -—%}

Daar 1/gH —» 0 wordt aangenomen bij de verwaarlozing van de versnellingstermen, blijft:
2h { q h 1y _
s T1129° %7 } 0

Nogmaals differentiren naar s geeft:

’-D_ZE\. + 2-..1 e_q - .3__'.3_}\_ =
2 Q 2s H as
s
?ﬂ: - 2‘2 imi
Met 5 57 kan q worden geklimineerd,

Na deling door 21/Q krijgt men

7 " .
l’as 2t 2 H os

Q oh_sh_3 Qsh_,

Deze vergelijking is van het parabolische type (karakteristiecken samen gevallen).
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In de weerstandsterm is ¢ als constant aangenomen maar ¢ is nog van h afhankelijk:

C(Chézy) = 18 log 12 R/k. Stel de weerstandscobfficibnt @ +¢: 18 = In 10.1/k.\g'

1 1 1 _—
=%+ P- = 7 " ,

5 12 (H+h) 5h 5 12 H h
"
(N.B. % =T<]- met k = 0,4 constante van von Karman)
.. 1 5\/: .
Schrijft men nog-l-r:-—m—H- =3 % dan is
k 2
~ & Q
%+<(J~q§ (]-5—-th dusmetl-%;f{
W+ w=1 zl+2—d-3— 1+—-\/<§ %
-2

Deze correctie is in het algemeen wel nodig want é is in de orde van 0,4.10 © dus

e |
2o

De codfficiént van 0h/s in de omrande vergelijking kan worden geinterpreteerd als een
golfsnelheid; deze moet dus in plaats van 3/2 Q/H dan

Sa+3Yd 8=

worden, in de orde van 1,6 ... x stroomsnelheid.

Dat de cobfficiént van dh/s een'Voortplantingssnelheid" is kan worden ingezien door
een fransformatie op een assenstelsel dat zich met een snelheid a langs de s-as be-
weegt: de transformatieformules ziiné = s = at

t

?h _Q9E9% 5t oh _ oh

D 1 -¢591 9T _ 0
o 9s 25 %8 23s ot 0F

gf‘_)_b_ o1 °h _ 'c)h eh

af ot a§= 2t o7 E)§ T

De getransformeerde vergelijking wordt dan:

Q azh 2h _

=22 .2 -

I E oT

¢
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{(c.f. J.C. Sch¥nfeld: Voortplanting en verzwakking van hoogwatergolven op een rivier;
De Ingenieur 1948 no 4, Bouw- en w.t. k. no 1).

Dergelijke vergelijkingen komen voor in de theorie van de warmtegeleiding, met de
tijd veranderlijke grondwaterstromen, zandtransport langs kusten en veranderingen daar-
in enz,

Als voorbeeld wordt beschouwd een watermassa die ergens in de rivier op een bepaald
tijdstip wordt afgelaten (dambreuk bijvoorbeeld). Bij de verplaatsing van deze massa
stroomaf gesuperponeerd op de oorspronkelijke permanente en eenparige toestand kan
worden gesteld dat de totale massa constant blijft, dat dus de verheffing h van de
waterspiegel boven de oorspronkelijke hoogte H voldoet aan

+n +eo

br\é::i-te = f h ds = f h d§= constant,

- 0D - D

Om hieraan te voldoen wordt gesteld dat een mogelijke oplossing h(f,'r) de gedaante
heeft: h =50(T), f(z) met

) -
2 2
h dt oz _ 2 ., d oh _3 af
5‘?“?(1') &= o 7 (r) 7= » evenzo;-)?-z- =P (r) 2

oh _ de S oz_dy (o & ¢ dp

T T f+e dz 27 dr ’ ? dz §d'r

met z=€cP is?h=§-‘ff+§£§ip.z.
T T z dr

De vergelijking wordt:

2
Q 3d% _ dpdf . de_
yA

71 P L2 i &

deling door c?3 geeft
o 4 de
Q dFf dr _df dr F=0
21 2 2% o3

. 1
(-a-; =0 en (z{")z _ iCﬁ: 0 dan blijkt LFB-

1§

= constant te
moeten zijn.

Q.

T
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e

Is @ = constant dan is f = C. e L + C,. waarin C, en C, integratie constanfen zijn
en L uit de vergelijking volgt: de golf ‘dempt dan exponentidel me’r% = s - at uit.
Een andere oplossing krijgt men door 1/?3 d¢/dr = constant te nemen, stel = -G)/I
(cf. Schénfeldt, l.c.). Dan is

1odes Jdyo e g Lo L@

en tenslotte

- .
\/]+2<‘—§‘P2.(1‘-f)
o o

Over blijft de vergelijking
2

1 d7f  _ df _
—2- -——2 z —; + f = O
dz
2 2 -22
Een mogelijke oplossing is Co %, stel deze oplossing is F] = Vel e = @ ](Z)
(klokkromme van Gauss). 2 z 2
Een tweede oplossing is f ] SU...;»f 5/ e da

Hier is het meest interessant alleen de eerste oplossing te nemen.

+co

_ 1 Vol.
fél(z) dz =2 dus h= 2 breedte-eenheid P (7) '§] (z)

- D

Voor een bepaalde waarde van & is h dus een klokkromme waarvan de top bij z = 0
dus bij é = 0 ligt dus s = at: de top plant zich dan voort met de snelheid a.

De hoogte van de top

1 Vol.
ho - VTr" * breedte ° ?

Elke willekeurige golf kan worden benaderd met een reeks van deze elementaire golven
volgens de klokkromme. Voor een enkele "Gauss golf" geldt dat het moment van max.
waterstand op een bepaalde plaats s niet samenvalt met het moment van passeren van
de top.

8. Golfvoortplantingsformule van De Saint Venant

De formule van De Saint Venant kan direct worden afgeleid uit de karakteristicken in het
(2¢,v) diagram met verwaarlozing van de weerstand.
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De oorspronkelijke afleiding gaat uit van de hypothese dat de stroomsnelheid v uitsluitend
afhangt van de waterdiepte h. Gebruikt men weer als maat voor h de C = + Vgh,
dan is de hypothese v = f(C). Daaruit volgt

v _ dv 9C

= = n

9s dc as

o

e

t dC o

v dv_a_(_:_
t

]

De grondvergelijkingen zonder weerstandsterm:

v oh oh 2V
—— e .._._+ — T
7= 0 en vt ot hIo=0

D]

oh vaov,
D8 s

Qi<
Q| o

met ¢ in plaats van h als afhankelijke variabele:

2cc +vv +v. =0 en 2vec +2¢c +cv =0
S S ¥ 3 f s

De indices duiden weer op differentiatie naar de aangegeven grootheid.

dv dv
Met = o en = e
Vs dc s v* dc 't

worden de vergelijkingen:

d dv .
(2C + v a%) c + -&— Ci’ =0
: Deze vergelijkingen zijn naar ¢, en c, oplos-

baar als de determinant nul wordt; men krijgt

i
o

dv,
(2v + c-d-—c-) < + 2ct

dan als oplossing de verhouding cs/c*. Dus:

2
dv dv dv," _ dv _
de+2vp - 2vep melq) 0>tz

wat juist de vergelijking is voor de karakteristieken in het (2¢,v) diagram,
Verwaarloost men de weerstand niet, dan kan men c, en c, oplossen:

dv
~ - 2W W(2V+C-JE)
c - ; C

, B 2
dv dv
{+-@ |- f4-G ]
daarvit blijkt dat dv/dc en v van ¢ én van de afgeleiden van c afhangen dus v hangt
dan behalve via ¢ ook nog eens apart van (s,t) of. Aan de hypothese van De Saint

Venant kan dus alléén exact worden voldaan als W = 0 is:
Met c, en ¢ _eindig en # 0 in het algemeen en W = 0 is v = + 2¢ + constanfe.

t

t
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De beide vergelijkingen worden door deze substitutie gelijk: c, + (v +¢) c, = 0,

dat wil zeggen de vergelijking voor de differentiatie van c langs een T karakteristiek
ds/dt = v + c. Dit betekent dat het verband tussen v en c alléén langs een karak-
teristiek opgaat.

Is de weerstand niet nul dan is v ook van w afhankelijk: v =+ 2 (¢ - ¢ ) - gW dt
een berekening die met de karakteristieken automatisch wordt uitgevoerd in ot

het (2¢,v) diagram.

De afleiding van de volledige formule wordt: v = + 2¢ + constant = + 2 (c - CO)
waarin <, het punt voorstelt waar v = 0 is.

j—:=vic=i (3c - 2c)
h-h
o _ . ds _ 3
Met ho =1 s a—f—-—i gh{]+2ﬂ}
€ gho

e
1/,/__4_/_/_/_4/#’]
N
>l

_a.ﬁ_:

Als voorbeeld van de ofleiding van de karakteristieke betrekkingen voor een meer gecom-
pliceerd geval wordt de afleiding gegeven voor een kanaal met zijdelingse berging: de
bergende breedte B # stroomvoerende breedte b. De colfficilnten van de vier verge-
lijkingen worden dan:
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VOoor a-b, .th Qll a_\_’_’ “bekende term"
s ot as ot
1 o X 1w
b R
vg 1 0 0 0
ds dt 0 0 - dh
0 0 ds dt - dv

Hieruit is volgens het recept op blz. 7 aof te leiden:

b \/ b 2 ‘
1+ 1 -2
_ B B 2 A

Q..lQ_
= kT

b

of . 9= (Cy = V) (Cx- V)

B

w| >

De andere karakteristieke betrekkingen worden:

—8 . dh+dV=- gWdt
Varillert bovendien het stroomvoerende profiel A, dan kan het van voordeel zijn in plaats
van V de grootheid Q/A in te voeren:

éb_ +\./_";).Y. +_].QX + W =0

oS g os g of

?h P\'% 2V —
g s +AV—a—; +A—0—T +gAW"O

oh Ly 2AY) _22A LBAV A L ay g
AL *VY5 -V tar Var T

_ 9A_ oA, ah_ oA
Nu is 55 (5—5-)3 5 + (5—';)}\

waarbij de indices buiten de () duiden op de grootheid die bij de differentiatie constant
blijft. Er is dus verondersteld dat A bij constante h ook met s variBert, dus via h én

direct van s afhangt.
De bewegingsvergelijking wordt dan:

2
oh a2 b. 2h, Q b,.Q 1 2@, 1 2Q

o - () - e (- — 2 > o 2= e = 0
S0-@ A 57 C& gA TAGA 25 | gA o * W
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Continuiteit: 2h B + Q 0.
of oS

ds/dt is als te voren is aangegeven maar dan met V = Q/A
2

en W*:—Sini--_\_/.l& (BA + V%V\
9 95 1 const. CR
b _ ds_ Q \/9_ 2, A
Met E—]-ZS Wordfa—f'——l&'(]-S)i (A 8) +gB
2 *
en B[-(Y-S);?-j\/(%-&+g—§)]dh+d@=-gAw dt.

Door de aanwezigheid van zijdelingse waterberging is de voortplantingssnelheid van een
storing niet meer symmetrisch ten opzichte van de gemiddelde stroomsnelheid.

Uit de op blz. 12 gegeven afleiding, met & en & opgevat als correctie termen voor
niet gelijkmatig zijn van de snelheidsverdeling, blijkt dat ook onregelmatigheden in

de snelheidsverdeling een soortgelijke invloed heeft op de voortplantingssnelheid van
een storing.

Voor grafische berekeningen van het geval met exira waterberging kan de tweede karak-
teristicke betrekking het best worden geschreven in de vorm dV + d(F(h)) = - gWdt
met

a kan willekeurig worden gekozen maar moet constant zijn. Voor elk geval moet een
grafiek van F(h) worden gemaakt, Voor bijzonderheden wordt verwezen naar
Craya: Calecul graphique des régimes variables dans les canaux; La Houille Blanche no 1,

Nov. 1945,
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WATERSLAG

In aansluiting op de voordrachten over de karakteristicken methode voor tweede orde
problemen volgt hieronder de toepassing op de voortplanting van druk= en snelheids-
veranderingen in buizen met elastische wanden en geheel gevuld met een homogene
samendrukbare vloeistof,

Dit verschijnsel in met water gevulde buizen is de "waterslag", in het Frans "coup
de bélier", in het Engels "water hammer" en in het Duits "Druckstoss"; de term
"Wasserschlag" wordt in het bijzonder gebruikt voor de stoot (of reeks stoten) die
optreedt als een vacuum plotseling met water wordt opgevuld.

Het verschijnsel wordt in hoofdzaak beheerst door het, onder druk, meegeven van de
buiswanden en de samendrukbaarheid van de vloeistof tegenover de versnellingen van
de massa’s, De stromingsweerstand van de vloeistof en enige andere grootheden, die
ook als "weerstand" tot uiting komen, kunnen het verschijnsel merkbaar beinvioceden.
In het volgende worden eerst de formules voor de verschillende onderdelen gegeven
met de benaderingen die voor de toepassing van de karakteristiecken methode nodig
zijn.

De formules voor de wandveerkracht met de samendrukbaarheid van de vloeistof, voor
de versnellingen in de vloeistof met de weerstand en voor de continuiteit worden dan
gecombineerd tot een stel vergelijkingen waarop de methode kan worden toegepast.
De formules zijn in een algemene vorm gegeven; voor vele praktische problemen kun-
nen echter op vele punten verdergaande benaderingen worden ingevoerd.

Bij de afleiding van de formules worden bijzondere eigenschappen van de vloeistof
buiten beschouwing gelaten. A priori wordt verondersteld dat de dichtheid alleen

van de druk afhangt en dat deze druk met verwaarlozing van hydrostatische drukver-
schillen gelijkmatig over de doorsnede van de buis is verdeeld.

Ook de spannings- en vervormingstoestand van de buiswanden wordt als functie van de
druk alleen ingevoerd. Dit impliceert de verwaarlozing van de buigstijfheid van de
wand in de richting van de as van de buis en van mogelijke hysteresis verschijnselen.
Alleen de versnellingen van de vloeistof in de richting van de as van de buis worden
in rekening gebracht, Invoeren van versnellingen loodrecht op de as geeft aanleiding
tot vergelijkingen van hogere orde.

De mogelijke nauwkeurigheid van de berekeningen wordt in hoofdzaak bepaald door de
nauwkeurigheid waarmee de vervormingeigenschappen van de wanden bekend zijn. In
gevallen, waarvoor de kennis van de stromingsweerstand nodig is, komt er nog de
beperking bij van de onbekendheid met de invioeden van vertragingen en versnellingen

op deze weerstand.

Notaties
— _-r —— e s g + V
1 //T +q=V.A
L /e
! B — buis geheel met vloei-
h stof gevuld
1 o
L r’horlzonma! vergelijkingsvlak
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Onafhankelijke variabelen:

s = lengte langs as van de buis;

b= tijd.

Differentiaties naar s en t worden ook aangegeven met s en t als indices.
Afhankelijke variabelen, materiaal grootheden en afgeleide grootheden:

p = druk; A = opperviakte van buisdoorsnede;

v = stroomsnelheid; 1

V = id. gemiddeld over de doorsneden = —Afv.dA;

g = VA,

B = cobfficiént voor ongelijkmatige snelheidsverdeling in
pvi =1 ] V2. dA.

p = dichtheid van de vloeistof uitsluitend van p afhankelijk;

g = versnelling van de zwaartekracht;

o/pg = druk in hoogte vloeistofkolom;

y = hoogte doorsnede ten opzichte van een willekeurig vergelijkingsviak, vitsluitend
van s afhankelijk;
h=plg +y; | == dy/ds
- . ! 1dp _ 1
e = compressiemodulus vloeistof: — Pt
b = ! .fd_A_.= ..1

vergrotingscodfficiént voor A in: A3 B

als A alléén van p afhangt; P

1/f = 1/e + 1/b, cobffici¥nt voor het gecombineerde effect van het meegeven van
de wanden en het samendrukken van de vloeistof, De grootheden b, c en f
_hebben de dimensie van een spanning.

1/C<4 = p/f.
Voor ronde buizen met dunne wanden geldt speciaal:

D = diameter; d = wanddikte << D;

| = elasticiteitsmodulus van de wand;

m = contractie coéfficiént;

P

b

= dichtheid van het wandmateriaal;

resp. = Ed/D(1-1/m2) zonder - en

=Ed/D met vrije dilatatie in richting s;
1/c$ = p,/E; 1/C2 = p [1/e+D(1-1/m2)/Ed] ;

I/CT’ = p(1/e + D/Ed);
R=2x.2p.V.|V|/D = weerstand vloeistofstroom, in druk verlies/lengte-eenheid;
= dimensieloze weerstandscoéfficiént = 89/Chézy2;
Voor permanente stroom en volledig ontwikkelde turbulentie is '\ in de orde
van enige malen 102, voor een laminaire stroom is
N=64.v . | VID met v alskinematische viscositeitscoéfficiént,

Voor water is e ny 2. 109 N/m2 en voor staal is Es 2. 10” N/mz. Bij stalen buizen
varidert D/d van 40 tot 150 zodat C = (f/p)2 in de orde van 103m/sec is.

N.B. In de van Bergeron, lit. 5, overgenomen voorbeelden is voor A de leiver S,
voor V de letter ¢ en voor C de letter a gebruikt.
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Elasticiteit van de wanden en samendrukbaarheid van de vloeistof

In de meest algemene vorm die nog voor de behandeling als tweede orde probleem
mogelijk is, kan men A invoeren als afhankelijk van de druk p en van eventuele

vitwendige invloeden,
Als superpositie van druk en uitwendige invioeden geoorloofd is kan men stellen:

i

A
19 1(a)+_1_'ap

A 3s os b as

P (1
1 8A 1 @A, . lap
At A %T)p“L'B_EF

De p als index duidt op een ofgeleide bij constante inwendige druk. (9A/as) kan
zowelvan een uitwendige invloed als van een van nature al bij constante p Verlo-
pende doorsnede afkomstig zijn. (@A/3t) daarentegen kan uitsluitend een invloed van
buiten weergeven, bijvoorbeeld de in d€ medische litteratuur wel eens genoemde

"vis a tergo”.

De coéfficiént b kan ook nog van p afhangen bijvoorbeeld bij wanden die niet zuiver
elastisch zijn, Hysteresis verschijnselen in de wanden zijn uitgesloten omdat b dan van
ps en p; zou afhangen.

Verder kan b ook nog van plaats tot plaats verschillend zijn dus direct van s afhangen.
In theorie zou b ook met t kunnen varibren, maar deze mogelijkheid is verder niet
beschouwd.

De vorm van de doorsnede doet bij deze formulering er niets toe.

Bij de veranderingen van A treden door contractie in de richting van de as ook ver-
anderingen in de wand op. De wijze waarop de buis wordt ondersteund en de spanningen
in de wand in de richting van s kunnen zo A beinvioeden. Deze factoren maoken, dat
vooral bij zeer slappe leidingen (lit. 9) een nauwkeurige bepaling van b moeilijk is.
Versnellingen van de wand zowel in de richting van s als loodrecht daarop blijven
buiten beschouwing. Ook de buigstijfheid van de wand in een viak evenwijdig aan s
is verder niet in rekening gebracht.

De vloeistof kan eveneens bijzondere eigenschappen hebben maar in het volgende wordt
de compressiemodulus e als constante beschouwd.

Bewegings- en continuiteitsvergelijking van de vloeistof

De bewegingsvergelijking met de versnellingen in de richting van s wordt

- 2
(V) + 2 (pv) + 24w - pgl = 0 2)

De versnellingen loodrecht op s worden verwaarloosd. w is een term voor viskeuze en
turbulente weerstand en pgl de component van de zwaartekracht in de richting van s.
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WP L2 = 3
ot T 5 (pv) = 0 (3)

Deze vergelijkingen moeten worden geintegreerd over de doorsnede A om onafhankelijk
te zijn van de plaats ten opzichte van s. Bij deze integratie kan voor de termen waar
v in voorkomt de volgorde met de differentiatie worden omgekeerd omdat v aan de
wanden nul is,

De druk en de dichtheid en dus ook hun afgeleiden kunnen constant over de doorsnede
worden verondersteld, zodat de termen waar p in voorkomt met A kunnen worden ver-
menigvuldigd.

Voor de continuiteitsvergelijking moet rekening worden gehouden met de toeneming van
A met de tijd zodat er bij integratie nog een term p . dA/at bijkomt.

Men kan ook direct uitgaan van het evenwicht van een moot van de buis:

2 A
2 (VA +Z Ep VA +2 (pA) - pIT +RA-pglA=0 (4)
en
) 2 B
,()—;(PA)'*'Q—:(pVA)—O (5)

De term -p 9 A/3s in (4) moet worden ingevoerd omdat de druk, die loodrecht op de
wand staat, nog een kracht in de richting van s geeft.

De codfficiént B, die hier voor de volledigheid is ingevoerd, zal in het algemeen niet
constant zijn. Vooral bij snel opeenvolgende variaties zal B ook van de voorgeschiedenis
afhangen.

Voor waterslagproblemen speelt V een geringe rol ten opzichte van de voortplantings-
snelheid C van de drukveranderingen, zodat men zonder merkbare fouten te maken B = 1
kan stellen,

De stromingsweerstand R zal ook verschillen van R voor permanente stromen. Voor water-
slag berekeningen wordt voor R toch de waarde voor de permanente stroom met overeen-
komstige snelheid ingevoerd. Men mackt dan een fout waarbij men de invloed van R

niet overschat.
De uitwerking van (4) en (5), waarna delen door A en V maal (5) van (4) aftrekken

geeft met B = 1

P, +pVVS+pr+pW] =0

V.ps+pf+f.Vs+fW2=0

Hierin is pWy = R-pgl en Wy = V( A/ s)p/A+( A/ f)p/A.

Deze vergelijkingen worden nog aangevuld met de vergelijkingen die uitdrukken dat de
hier gekozen afhankelijke variabelen p en V uitsluitend van s en t afhangen:
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ds.ps+d\‘.pr-dp=0

ds.VS+ df,VT~ dv =0

Karakteristieke betrekkingen

In navolging van de vorige voordracht wordt een verband gezocht tussen s en t in
de vorm ds = ¢ . dt zodanig dat c onafhankelijk is van de afgeleiden van p en V.
Dezelfde eis wordt gesteld aan het hiermee samenhangende verband tussen p en V
in de vorm m.dptn.dV+k di=0; de codfficiénten m, n en k moeten eveneens on-
afhankelijk zijn van de afgeleiden van p en V,

De physische betekenis van ¢ is een voortplantingssnelheid van een toestand (p,V)
zodanig dat (p,V) in twee punten op een afstand ds en bepaald met een tijdsin-
terval dt verschil onderling verband houden onafhankelijk van de afgeleiden van p
en V.

In aofwijking van de vroegere formuleringen wordt gesteld:

Als het verband tussen ds en dt en tussen dp, dV en ds of dt aan de gestelde eis
voldoet moeten de vier afgeleiden p_, pys Vg en V. bij dit verband onbepaald zijn.
Deze vier afgeleiden zijn onbepaald als alle” determinanten van de vierde orde in
de matrix van coéfficiénten van de vergelijkingen in deze afgeleiden, (6) en (7),
nul zijn,

Deze matrix is:

1 0 pV p pW}
V/f 1/f 1 0 W,
ds dt 0 0 -dp

0 0 ds dt -dV

De hoofddeterminant nul gesteld geeft een vergelijking van de tweede graad in ds en
dt met als uitkomst

s _vic (8)

dt
en de overige determinanten nul gesteld leveren met (8)

v+ 1 dp + (CW

5C +W]). dt = 0 (9)

2

Hierin is C =+ (f/p) ]/2.
(8) en (9) geven de twee paren gezochte karakteristieke betrekkingen voor de waterslag.
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Als B # 1 maar constant is C = + (B(B-1) V2 + £/p) V2

S-:': BV + Cen dV + (V(1-B)+ C) . dp/f + (CW,, + W) = 0.

Crafische berekeningen met karakteristieken

Voor de toepassing van (8) en (9) op de eigenlijke waterslag kunnen nog vereenvoudigingen
worden aangebracht.

Gewoonlijk is | V]<<|C| zodat in (8) V kan worden weggelaten.

De veranderingen in A en de samendrukbaarheid bepalen C. De variaties in p en A zijn
echter zo klein dat, behalve voor de berekening van C, deze grootheden verder als
constant worden aangenomen,

In een buis met van nature verlopende A kan deze variatie worden ondergebracht in W2.
Hier wordt verondersteld dat A voor een stuk buis constant is.

Vooral voor de berekeningen van gecompliceerde gevallen als leidingen met vertak-
kingen, ofsluiters en overgangsstukken met gecompliceerd verband tussen doorstroming

en drukverlies enz. is het van voordeel met q in plaats van met V te rekenen. Het
constant zijn van p en A geeft bovendien de mogelijkheid de druk te herleiden totf

een lengte vloeistof kolom boven een vergelijkingsviak.

Dit komt neer op een vermenigvuldiging van (9) met C/g en een wijziging in de com-
binatie van p en W, (W2 is verder = 0 gesteld): de eerste term wordt C.dV/g =

= C.dg/g.A en de volgénde twee termen worden dp/pg+C.R.dt/pg - Cp Idt. Hierin

is =Cl = +Cdy/ds; met 9y/dt = 0 kan men stellen -Cldt = (Cy_ + y,)dt daar de hoogte
y van een doorsnede boven het horizontale vergelijkingsviak niet met t verandert. De
laatste uitdrukking is juist dy, de verandering in y als men langs de karakteristiek
ds/dt = C ook de veranderingen dV en dp berekent. Deze dy wordt bij dp/pg gevoegd
en geeft juist dh.

De vergelijkingen (8) en (9) worden dan

d C
£=C en —g-A—dq+dh+R.ds/pg=0 (10)

Met C = + (f/p)]/z.
Voor stalen buizen met dunnen wanden is
2 -
1/C” = p [1/e + D/E].

De vergelijkingen (10) zijn alléén bruikbaar voor relatief stijve leidingen dus |V |<<|C];
voor slappe leidingen gaan de ingevoerde benaderingen niet op.

De vergelijkingen (10) zijn de basis voor grafische berekeningen.
Evenals voor de getijberekeningen wordt de berekening in twee vlakken uitgevoerd: het
(s, t) vlak en het (q, h) vlak. Doordat de grootheden C en C/qA voor de verschillende
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buizen stukken constant zijn wordt de berekening veel eenvoudiger dan voor open water-
lopen. Het (s, t) vliak wordt hier relatief onbelangrijk. Alle bijzonderheden als omstan-
digheden aan de uiteinden en de weerstanden worden in het (g,h) viak verwerkt.

Het is gewenst de assen in beide vlakken zo te oriénteren dat de bijelkaar behorende
karakteristieke lijnen, dat wil zeggen voor C 2 0 en voor C £ 0, in dezelfde richting
hellen,

In het (q,h) vlak wordt de h-as (g = 0) naar boven en de g-as horizontaal getekend.
Het (s,t) vlok kan daarbij op verschillende manieren worden georilinteerd. De t-as
horizontaal en de +s-as verticaal naar beneden heeft het voordeel dat voor verschil-
lende waarden van C in beide diagrammen de bijelkaar behorende lijnen niet alleen

in dezelfde richting maar ook met C meer of minder sterk hellen ten opzichte van de
horizontale as.

De +t~as verticaal naar beneden en de +s-as in dezelfde richting als de +q-as heeft
het voordeel dat de richting van de stroom ten opzichte van +s meer sprekend te voor-
schijn komt. De bijelkaar behorende lijnen hebben nog wel hellingen van hetzelfde
teken maar de veranderingen in de helling met C gaan in de twee diagrammen in te-

gengestelde richting.

Voorbeelden

Een voorbeeld van een berekening voor een enkelvoudige buis is gegeven in lit, 8,
namelijk voor de waterleiding van Bergambacht naar Scheveningen.

Als illustratie van de grafische methode is een reeks voorbeelden overgenomen van
Bergeron (lit. 5). De (s,t) diagrammen zijn hierbi]j weggelaten.

De notaties op deze diagrammen zijn als volgt: tijden worden aangeduid met cijfers,
de eenheid T van de tijd is altijd een breukdeel van de looptijd van de storing over
de lengte L van de buis dus L/nC of in de notatie van Bergeron L/na. In het eerste
en tweede voorbeeld is n = 4, in de volgende is n = 1,

De plaats in de leiding, waarop een toestand (h,q) betrekking heeft, wordt aangegeven
met een letter als index bij het cijfer.

Bij een sprongsgewijze verandering geeft een accent de toestand direct na het passeren
van de sprong, hetzelfde cijfer zonder accent behoort dan bij de toestand direct voor-

afgaand aan de sprong,

De voorbeelden hebben betrekking op een buis ter lengte L waardoor uit een reservoir

met constant peil water wordt afgetapt.

Aan het eind van de buis is een afsluiter die hetzij plotseling hetzij geleidelijk de

stroom afsluit, De "geleidelijke" afsluiting gebeurt echter in deze voorbeelden toch

nog in de dubbele looptijd van de drukstoring.

In de reeks voorbeelden worden de verschillende complicaties ingevoerd.

1. plotselinge afsluiting, geen wrijvings- of andere energieverliezen, figuur 41 en 44,

2. als 1 maar met verlies van snelheidshoogte bij terugstroming in het reservoir, figuur 45,

3. als 1 maar met een bufferschacht bij de afsluiter, figuur 62,

4. als 3 met een weerstand aan de ingang van de bufferschacht, figuur 68, Het verband
in deze weerstand tussen drukhoogteverlies en debiet is de lijn Ja en Jr'
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5. als 4 met een lineair met de tijd afnemend debiet aan het aftapeinde. Afsluiting in
de dubbele looptijd van de golf, figuur 67.

6. als 5 maar de weerstand van de buis in rekening gebracht door een geconcentreerde
weerstand bij de ingang. Het verband tussen q en drukhoogteverlies geeft de lijn
Japs figuur 69,

7. vergelijking van de debiet en drukhoogte variaties in de aangegeven gevallen,
figuren 70 en 71,

In de diagrammen voor de gevallen met bufferschacht komen twee stel lijnen voor:

de karakteristicken met de helling + a/gs (notatie van Bergeron; in de hier ingevoerde

notatie C/gA) ten opzichte van de g-as, en de lijnen die het verband leggen tussen

de hoogte van de waterspiegel in de bufferschacht (opperviakte S) en het aangevoerde
debiet: S.dt = q.dt.

Wordt de afsluiter binnen de dubbele looptijd 2t dichtgezet zodat het debiet van q

tot 0 lineair met de tijd wordt afgeknepen, dan zal het water naar de bufferschacht

ontwijken zolang nog geen invloed merkbaar is van de drukgolf door het afsluiten onf-
staan en teruggekaatst aan de ingang van de buis. De stijging van de waterspiegel

bij plotselinge afsluiting begintmet een debiet qo dus met een snelheid dh/dt = qo/S

en eindigt met een snelheid q2./S als de teruggekaatste storing invlced krijgt. Ge-

middeld is dus de stijgsnelheid (q, + qu)/ZS en de stijging dh in dt = 27 is dus

dh = (qo + q2¢) . 27/2s, Het werken met deze gemiddelden is geoorloofd omdat de

tijden T altijd kort zijn ten opzichte van de periode van de variaties in de buffer-

schacht. De laatste vergelijking geeft dh(q  + q5.) = 1/S. = tg B = de helling van

de hulplijnen. Deze zijn in de diagrammen als geLroken lijnen getekend: eerst een

lijn van het punt (h_, q_) met de helling - 7/S naar de h-as (q = 0) en van dat

snijpunt onder de he?ling + 1/S naar het punt (hy + dh, dp.) op de karakteristiek

door (h_, qo).

Met dezelfde redenering benadert men de toestand bij lineaire afsluiting in 21. De

in 27 naar de bufferschacht ontweken hoeveelheid water is dan minder. De constructie

met de hulplijn is dan eerst een horizontale lijn (evenwijdig q-as) door (h_, q_) naar

(hy, 0) en vandaar de lijn onder de helling + 7/S tot waar deze de karakteristiek door

(h_, q ) met helling -a/gs (of C/gA) snijdt, want bij het begin van de afsluitmanoeuvre

is het Jdebiet naar de schacht nog nul en stijgt dan tot Ao..s gemiddeld dus in 27 een

aanvoer van 1/2 g, . 21 = dh.S volumeneenheden. T

Eigenlijk zijn deze Lulpliinen afgeleid van exponentile krommen. Bij een plotselinge

afsluiting op t = O bijvoorbeeld stijgt de waterspiegel evenredig met l-exp (~t.g.A/C.S),

in notatie Bergeron exp (-t.g.s/a.S), met S = de oppervlakte van de bufferschacht.

Daar C.S/g.A een zeer lange tijd voorstelt in vergelijking tot het tijdsinterval T (in

de orde van 102 sec in vergelijking tot enkele seconden), is deze lineaire benadering

geoorloofd, Zou deze benadering te grof worden dan kan men altijd met kleinere tijds-
intervallen werken,

Deze constructie is eenvoudig uit te breiden voor het geval dat het afsluiten plaatsvindt

over langere tijd en het debiet gedurende de afsluiting wordt bepaald door de overge-

bleven opening van de afsluiter en de druk.
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Literatuur

De bedoeling van deze literatuurlijst is slechts om te wijzen op enige publicaties over
de waterslag waarin bepaalde bijzonderheden worden beschreven,
Het verschijnsel van de waterslag werd vermoedelijk bekend zodra het transport van wa-
ter door buizen met goede afsluiters op grote schaal werd toegepast.
Lang voor dat men het verschijnsel wiskundig kon beschrijven zijn er pogingen gedaan
om hoge drukken op te wekken voor het opvoeren van water.
Reeds in 1772 schijnt de Engelsman John Whitehurst een dergelijke installatie te hebben
laten maken. Het afsluiten van een kraan of een ventiel om de stroom plotseling te
stoppen geschiedde nog met de hand.
De waterram (Frans: bélier hydraulique, Duits: Stossheber of hydraulischer Widder) werd
in 1796 uitgevonden door Joseph Michael Montgolfier (1740-1810) met zijn jongere
broer Jacques Etienne, de uitvinder van de luchtballon.
Een studie over dit apparaat is te vinden in
1) J. Krol: The automatic hydraulic ram; Inst. of Mech. Eng., Hydraulics group;
vol. 165, Proc., 1951,
Een van de eerste theoretische studies geeft:
2) D.J. Korteweg: Ueber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in elastischen
Rohren; Annalen der Physik und Chemie, 9 Folge, Bd.5, 1878, pag. 525-542,

Hij maakte gebruik van sinusfuncties en leidde de thans bekende formule voor de voort-

plantingssnelheid van drukstoten of.

Later wordt deze formule direct afgeleid door

3) N. Joukowsky: Ueber den hydraulischen Stoss in Wasserleitungrohren; Mémoires
de |”Académie Impériale des Sciences de St. Petersbourg, Series 8, vol. 9, no 5,

1900.

Een grote stoot tot het systematische gebruik van de theorie voor de dimensionering van

drukleidingen wordt onder andere gegeven door:

4) L. Allievi: Teoria generalé del moto perturbato dell’ acqua nei tubi in pressione;
Annali della Societa degli Ingegneri ed Architetti italiani; Milano, 1903,

In de vele publicaties hierna is wel van grafieken gebruik gemackt als illustratie en

soms ook als hulpmiddel voor het rekenen. Het systematische gebruik van de grafische

rekenmethode dateert echter pas van de herontdekking, na 1940, van de karakteristieke

methode van Massau (1900).

Een vitvoerig overzicht van de mogelijkheden van de grafische rekenmethode geeft:

5) L. Bergeron: Du coup de bélier en hydraulique au coup de foudre en électricité,
Dunod, Paris, 1950.

In dit boek behandelt Bergeron ook de wijze waarop de invloed van windketels, buffer-
schachten, buisvertakkingen, overgangsweerstanden en afsluiterkarakteristieken kunnen

worden ingevoerd,
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De voortplantingssnelheid van de drukgolf bepaalt de grootte van de maximale stoot.
Een beschrijving van een interessante mogelijkheid om deze voortplantingssnelheid te

verlagen geeft:
6) R. Remenieras: Dispositif simple pour reduire la célérité des ondes élastiques dans
les conduites en charge; La Houille Blanche No. spéc. A, 1952, pag. 172-196.

Het middel bestaat uit een in secties met luchtgevulde dunne rubberslang over de volle

lengte in de buis. In dit artikel worden berekeningen en resultaten van metingen gegeven.

Niet alle verschijnselen, die bij waterslag optreden, kunnen worden verklaard met de

tweede orde theorie. Een poging om de invloed van de gewoonlijk verwaarloosde

grootheden in rekening te brengen geeft:

7) R. Skalak: An extension of the theory of water hammer; Trans. of the ASME, vol. 78,
no 1, January 1956, pag. 105-116.

De conclusie van Skalak is dat de versnellingen loodrecht op de as van de buis en de

buigstijfheid in praktische gevallen een te verwaarlozen invloed hebben op de toestand

van de waterstroom. Wel kan hij de bij metingen waargenomen drukvariaties, die niet

vit de eenvoudige theorie volgen, verklaren.

Een recente publicatie over een prakfische toepassing van de theorie op een pijpleiding

in Nederland geeft:

8) L.J.F. Broer: Uitschakelverschijnselen in lange waterleidingen; De Ingenieur, No
TWO 5, 14 Juni 1957, pag. 0.55-58.

Een uiterste in een andere richting, de drukvoortplanting in een relatief zeer slappe

leiding, behandelt:

9) J.W. Lambert: On the nonlinearities of fluid flow in nonrigid tubes; Journ., Franklin
Inst., vol. 266, no 2, August 1958, pag. 83-102.

met als toepassing de drukgolven in de aorta,

Deze publicatie is ook een voorbeeld van vereenvoudigingen zodanig dat bepaalde
waargenomen verschijnselen nog kwalitatief kunnen worden verklaard. De elastische
eigenschappen van de aorta zijn vermoedelijk van geval tot geval te sterk variérend
om kwantitatieve resultaten te kunnen verkrijgen. Lambert verwaarloost de stromings-
weerstand en de spanningen in de wanden in de richting van de as.

Het artikel is te fragmentarisch om de berekening in details te kunnen nagaan. De
gegeven resultaten in de vorm van diagrammen van het verloop van snelheid en druk
zien er op enige punten niet geheel aannemelijk uit,

Leidingen met slappe wanden

Als de wanden van de buis slap zijn ten opzichte van de samendrukbaarheid van de
vloeistof, kan de laatste worden verwaarloosd.

e >» Ed/D
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/2

1
De voortplantingssnelheid c is dan + (b/p) of meer algemeen geformuleerd

r

_’A_‘_ EE 1/2 D g%)]/Z

©

in de veronderstelling dat er geen invloed van buiten is en A vitsluitend van p
afhangt.

Deze formules zouden de toestand bijvoorbeeld in slagaders kunnen weergeven
volgens lit. 9. Uit de gegevens die in deze publicatie zijn weergegeven blijkt

dat A dp/dA zéér sterk oploopt met p en de auteur leidt hiervit af, dat de pulsen
van het hart aanleiding geven tot spronggolven, waarvan de snelheid ligt tussen de
C voor en na de sprong of uitstulping.

De snelheid van een dergelijke spronggolf is moeilijk te bepalen, daar de elastische
eigenschappen van de wanden en de axiale spanningen daarvoor bekend moeten zijn.
De afleiding gaat als volgt: Ten opzichte van een met de sprong meebewegend
assenstelsel wordt de impulsvergelijking opgesteld.

[ Pe
i ‘I-v
T R NG
—rm o e o e T
CS—V] — ; «— (C -V2)
__/__ A, °
A] — [ 2

Ten opzichte van dit assenstelsel worden de snelheden in de doorsneden (1) en (2)

(CS - V]) resp. (Cs - V2)

De impulsvergelijking geeft

2
1 = R(C = Vo) A, poA, + p A - A

2
p(CS - V]) A]+p]A
De laatste term is de tegendruk in de uitstulping.
P is de gemiddelde druk in de overgang van het profiel. Stel

A]=A2+AA, Py T P, tAP ps=p2+AAp met 0 A (1.

De continuiteitsvergelijking geeft

A,

(Cs - V])A = (Cs -V2) 5

1
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Substitutie in de eerste vergelijking geeft:
€ - V.2 AZ/A. +AA) - p(C - V)P A, +
P = Yol P /Wy s~ 2 2

+ap [A2 +(1-AaA]=0,

of
A A_+ (1 - ©)aA

(€ -v)y =—lap 2
s 2 p AA A2

voor zeer kleinea p enA A gaat de formule over in de oorspronkelijk gegeven formule.
De druk op de uitstulping geeft axiale spanningen in de wanden. Het hangt geheel aof
van de wijze waarop de buis is ondersteund hoe deze spanningen Aj en A, beinvloeden.
Neemt men aan dat axiale verplaatsingen van de buis door de ondersteuning onmogelijk
zijn en dat in de halve bolvormige uitstulping de druk P heerst (dus © & 1) dan

krijgt men een schatting

C. =V, x (A, .aph .AA)]/2

Daar bij bloedvaten de wanden niet regelmatig elastisch zijn hangt de grootheid
A]Ap/AA af van de drukken p, en p.

In'lit. 9 is een poging gedaan een dergelijke berekening grafisch uit te voeren. Uit
het artikel is niet op te maken welke veronderstellingen de auteur heeft gemaakt.

De plaats waar een sprong= of uitstulpingsgolf ontstaat wordt bepaald door de snelheid
waarmee het debiet aan het begin van de leiding toeneemt. Voorwaarde voor de buis
is dat de voortplantingssnelheid van kleine storingen toeneemt met A of p, dat wil
zeggen dat de hiervoor ingevoerde grootheid b niet constant is maar met p toeneemt.
Volgens de gegevens in lit. 9 is aan deze voorwaarde bij de aorta voldaan voor
drukken die de doorsnede meer dan een factor 1,3 vergroten ten opzichte van de
toestand zonder overdruk of onderdruk. Na afloop van elke puls schijnt namelijk

een onderdruk voor te komen,

Invioed van de massa van de buiswand

Door Skalak, lit. 7, is een poging gedaan om voor waterleidingen een volledig stel
vergelijkingen op te lossen met de invioed van de buigstijfheid en van de traagheid
van wand met water loodrecht op s &n van de wand in de richting van s.

Zonder zover in details te gaan als in lit. 7 kan toch een indruk worden gekregen
van de invloed die de traagheid van de wand heeft bij axiale verplaatsingen ten ge-
volge van de contractie bij drukverhoging.

il
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Stelt men de axiale spanning op o, en de tangentidle spanning o , de axiale verplaat-
sing u, de radiale verplaatsing van de wand w en D = 2r dan is:

Eus =0 - oo/m o =P (r + w)/d

o, = EUS +p (r+ w)/md

oa/ s=eu  +p . r + w)/md + p.ws/md

w/(r + w) = e = (oo - orq/m)/E =

=p(r+w(l - 1/m2)/E.d - us/m
Versnellingsvergelijking voor de wand

Py = 9o/ 5 T P,

Verwaarloost men w ten opzichte van r, pw_ fen opzichte van p (w+r)p(r+ w)/Ed.
en Us ten opzichte van 1 dan krijgt men

b, -t . (1= Vm)/Ed = u_/m

S

i

_ |
Ws r—-Q'AS/A

i

] 2
wt/r =5 Af/A oo T (1 - 1/m")/Ed - Usf/m

en als versnellingsvergelijking
Py UH/E ot D. pS/Zm Ed.
De andere vergelijkingen worden

ps+pVVS+pr+pW]=O

V/C 2p, + (1/C 0 * p V, = @2pV/mu_ - 2p/mhuy = 0.

Deze drie vergelijkingen kunnen worden aangevuld met de vier voorwaarden dat p, V, ug
en u, uitsluitend van s en t afhangen, waarbij ug = uts is. Met een bewerking analoog
aan die op vergelijking (6) en (7) is toegepast krijgt men een vergelijking in de vierde
graad in ds/dt = x.

Deze vergelijking kan worden geschreven in de vorm

x2(x-V-Ce)(x-V+Ce)-CW2(x-V-Ca)(x-V+Cd)=O

N 2 _
met CW = (Ce/Cq) . C, met C] = E/p].

Voor stalen leidingen geldt V<< Cc: en verder is Ce> Ca' In dat geval heeft de vergelijking
vier relle wortels:
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0<x, ¢V+C; V-C ¢x,¢0
1 a a 2

V+C ¢ x en x, <V =-C.
e 3 4 e

In de intervallen V = C tot V- C enV + C tot V + C_ komen geen wortels voor.
Voor zeer grote C,, zoals in de wai'grslagproblergen voorkomén worden de eerste twee
wortels praktisch V + Cq4 en de andere twee + C,,.
Skalak toont aan, dat b:; waterslag in stalen leidingen deze vooruitlopende golf Cw
die ook bij zijn volledige behandeling te voorschijn komt, een te verwaarlozen ine
vioed heeft op de toestand (p, V) in de buis.
In het geval dat C, klein is gaan de hier ingevoerde benaderingen niet meer op.
Dit geval zou zich voor kunnen doen bij slappe leidingen met relatief grote massa per
eenheid van wandoppervlakte. De traagheid loodrecht op de as van wand en aangren-
zende vloeistof kan dan ook een merkbare invloed krijgen. Deze gevallen zijn voor-
lopig nog niet met de grafische karakteristiekenberekening te behandelen.
Welke conclusies kunnen worden getrokken uit de verdere bewerking van de coéfficilnten
van de zeven vergelijkingen, te weten de bewegingsvergelijking van de vloeistof, de
continuiteitsvergelijking, de bewegingsvergelijking van de wand in de richting van de
as en de vier voorwaarden, dat p, V, U en U alléén van s en t afhangen, is niet
nader onderzocht,
Het staat daarom nog niet vast in hoever de hier uvitgevoerde bewerking geoorloofd

is of zin heeft.
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WATERSLAG

Samendrukbare vloeistof in slappe buis met varilrende doorsnede

| teken afspraak:
Notaties | —> +v

druk p | i — + s

opp. dsn. A - —> + Q
stroomsnelh. V __l T ) 5_*_‘ voor een ronde buis
debiet Q l wanddikte &

dichtheid p | diameter D, straal R
e g elast, mod. wand E

moot van een buis

Afleiding van de grondvergelijkingen

Verondersteld is dat de veranderingen van de grootheden p, A enz met s zo geleidelijk
zijn dat deze veranderingen kunnen worden voorgesteld door 2p/ds ds enz.

Bij de afleiding van de bewegings- en continuiteitsvergelijkingen, is verder veronder-
steld dat er een axiale symmetrie om de s-as is en dat p en p over een doorsnede
loodrecht op de s~as constant zijn.

Bewegingsvergelijking in richting s-as:

) ) 2 p) -

= (pu) + — (pu") + = +R =D

a,f(p) 35 (pu™) as(10) "

RW is op te vatten als een weerstandsterm waarin alle termen met "schuifspanningen"
zi|n opgenomen,

Continuiteitsvergelijking:

DV v

T r
+p —+p— =0
(pu) PyT TP

+

2
ge

2
oS

r = afstand fot s-as.

Op grond van de axiale symmetrie v, ,. = 0 en met p = constant over doorsnede p
onafhankelijk van o verondersteld. Deze twee vergelijkingen moeten over de door-
snede A worden geintegreerd om de waterslag vergelijkingen te krijgen waarin al-
leen s en A als onafhankelijke veranderlijken voorkomen.

Bij deze integratie is het van voordeel om de volgorde van differentibren in de af-
zonderlijke termen en integreren te verwisselen, Daar A geen constante is, de inte-
gratie grenzen dus ook van (s,t) afhangen, is dit niet zonder meer mogelijk. Alleen
de termen waar u in voorkomt mogen eerst geintegreerd en daarna gedifferentierd
worden omdat de integrand met u aan de grenzen van A nul wordt,

Termen met p en p zonder een factor u mogen niet zo worden bewerkt, maar de ver-
onderstelling dat p en p constant over de doorsnede A zijn dus ook 3p/ot enz maakt
dat de afleiding toch mogelijk is.
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Integratie van de continuiteitsvergelijking over A dus (cont. verg.) dA kan op grond

van de axiale symmetrie worden geschreven als
R v DV
o0, Apy) Lo F T -
Y[ (Bf Y P~ par)andr 0

De laatste term van de integrand geeft

R v R R

03]
r _ _
{ 3T 2mrdr p.21rrvr_lc; j(; p21rvrdr
opgeteld geeft
R p.2nR.v
De derde term geeft +‘é p.2 ﬂvrd r ’ R
vp = radiale snelheid aan buiswand dus van de buiswand zelf. De som van deze

termen geeft dus p JA/ot,

R"c)( u) R 2
f OPY) 5o rdr = 2 f pudA = = (pVA)
0 3 s 0 oS

(p constant over doorsnede evenals 2f/ot; u = 0 aan wand)

met V = 1/A / udA

deze term te combineren met de som van de derde en de vierde.
De continuiteitsvergelijking in s en t wordt dan:

B} 2 (ovA) =
2 (A + 2 (pVA) = c

i




In deze vergelijking is RW = pgv]\vl de gebruikelijke weerstandsformule, en B de

C” 4D
correctie voor ongelijkmatige snelieidsverdeling, in het volgende geheel constant
verondersteld.

Elastische veranderingen in de buiswand

De oppervlakte A van de doorsnede zal, als de buiswand elastisch is, met p ver-
anderen. Stel dat deze verandering kan worden benaderd met de lineaire betrekking

oA

1
A op

N
O] —

waarin b de elasticiteits constante is. Voor een ronde buis met wanddikte & en een
elasticiteitsmodulus E is

E

(o]

b =

o|

In het algemeen zal in permanente toestand, of wanneer de buis onbelast is, A ook
nog direct van s afhangen. In enkele gevallen komt het voor dat A bij bepaalde

s en p ook nog van t afhangt, Dit geval doet zich voor als A door andere krachten
dan van p afkomstige wordt beinvioed bijvoorbeeld in slagaders. Als in de wanden
van slagaders nog spieren zijn kunnen met s én t veranderlijke krachten op de wand
van de buis worden uitgeoefend (vis a tergo) dat wil zeggen dat A behalve via
p(s,t) ook nog direct van (s,t) afhangt: A { p(s, t),s,t} .

Hieronder wordt differentiatie naar s en t bij constante p aangeduid met

& e &
P P

In het algemeen geldt dus

r

129A _ 1 2A 1
Os B Os

A AGo) *
P

Als de vloeistof in hoge mate samendrukbaar is kan men schrijven

lop_1ldeap _1ap

poas pdpas e s

1 dp _ 1 _ .

5 ——‘-D- =3 met e = samendrukbaarheidsmodulus.
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Aangenomen is dat p uitsluitend van p afhangt; temperatuursinvioeden worden in het
volgende geheel buiten beschouwing gelaten.

. laep _Top
Evenzo is 5ot s ot
. 2 . T_1 .1
In het volgende wordt nog de notatie a” gebruikt - 3 +
a

Grondvergelijkingen voor karakteristieken

De termen in de bewegingsvergelijkingen kunnen nog worden gesplitst en gerangschikt
naar de afgeleiden van p en V naar (s, t).
p en V worden dan beschouwd als de te berekenen afhankelijke veranderlijken.

2 = lop, 1oV 1 2A  1ap
ot (pVA)_PVA{eat+V 5r T A G +bat}

©

2 2py2govia{lap ol Y 1
2 (BeV A) = ppV A | S 2P 42 +

of—

op ‘lae§
Aas pA{pos

De continuiteitsvergelijking geeft

2 (pA) = pafl2ps 1l @4y, 1op
ar (PA) PA{e’at+A(af) +b0’r§

e

el - laop, 13V 1 RA _uq
as(pVA) pVAie as+V as+A(bsp+bas
Randschikken en delen door A geeft

BpV2 o, PV ap Vv AV

BBy 2B, B 2B+ CAANEPNCAS -
(]+<J )as+02 St 2[3pVas paf+W1 0
pVop , p 2@, 3V -
725 T 2ot P +W, =0
a a
ds 2B+ gt 2P -dp =0

s v aq v =0
s 2t




De laatste twee vergelijkingen drukken uit dat p en V alleen van s en t afhangen.
De "weerstands"termen in deze vergelijkingen zijn:

2 _
W R + BeV_ (_a..’f‘.) + BA! (9.’5)
w ot

A ds

1
P P

- pV QA p PA

W2 = (5-5—) + A (Tc)T)

P
De veranderingen van A bij constante p komen dus als extra termen te voorschijn.
De termen met (9A/9t) kunnen slechts door uvitwendige krachten worden veroorzaakt
De termen (2A/9s) kufnen optreden als de buis van nature al een varibrende door-
snede heeft; bij Het optreden van uvitwendige krachten wordt ook (9A/3s) beinvloed.
Voor de ofleiding van de grondvergelijkingen voor de karakteristieken wordt de matrix
van de vier omrande vergelijkingen beschouwd waarbij de afgeleiden van p en V

naar s en t als de "onbekende" gelden:

1+ eVe eV 28V e W,
. JE
1 1
A 5 P P 0 W2
a a
ds dt 0 0 - dp
0 0 ds dt - dv

De hoofd determinant uitgewerkt geeft

=
ds _ \/2 2 a _
T -BV+ B -B)V +_.p =BV + M,

De overige determinanten geven de andere karakteristieke vergelijking

2 1

a

M-@-1V 1 i 1 gt =
dp+dV+p{W +(M=BV)W, | dr=0

2 i
a

waarin M = _-&:\/B B-1 V2 + r is.

In vele gevallen kunnen deze vergelijkingen sterk worden vereenvoudigd. In buisleidingen

van staal of beton is meestal de grootheid a2/p zoveel groter dan V2 dat men ds/dt x + c/\[?
kan stellen. De overige termen worden dan ook eenvoudiger.

In de meeste practische gevallen is Wy = 0 en is W, de gewone stromingsweerstand.




Als de snelheidsvariaties groot zijn kan B niet meer als een constante worden beschouwd:
in gebieden met een kleine stroomsnelheid (bij de wand) slaat de stroom eerder om

bij tegendruk dan in de as.

Weer in de meeste praktijk gevallen wordt B gewoon = 1 gesteld.

In het geval van sterk overheersende weerstandsinvloed worden de versnellings termen
verwaarloosd. Met de weerstands formule voor permanente stroom (waartoe de bewegings-
vergelijking degenereert) elimineert men V en afgeleiden vit de continuiteitsvergelijking.
De dan ontstane vergelijking is dan niet gewoon met karakteristieken op te lossen.
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Geleidelijk veranderende beweging in kanalen volgens Boussinesq (1842 - 1929)

In de bewegingsvergelijking voor een stroom in een bijna prismatisch kanaal en onder
geleidelijke verandering met de tijd wordt gewoonlijk een gemiddelde stroomsnelheid
ingevoerd, die nog een functie is van de ofstand langs de as van het kanaal en van
de tijd.

De invoering van de gemiddelde snelheid in de convectietermen van de bewegings=
vergelijking maakt het gebruik van een correctiefactor noodzakelijk, omdat in feite
een grootheid die niet-lineair is in de snelheid en de afgeleide ervan over de door-
snede wordt gemiddeld.

In zijn "Essai sur la théorie des eaux courantes" (1872) geeft Boussinesq een werk-
wijze aan om deze correctie-factoren te schatten of uit metingen van de snelheids-
verdeling te berekenen, De afleiding van de formules voor de correctiefactoren is
in deze nota in vereenvoudigde vorm weergegeven,

In 1872 was het nog niet gebruikelijk in ieder geval als randvoorwaarde te stellen,
dat stroomsnelheden aan vaste wanden altijd nul moeten zijn. Als referentiesnelheid
voert Boussinesq de snelheid in het diepste punt van de doorsnede in. Deze snei-
heid is in de hier gegeven aofleiding vervangen door de (kwadratisch) gemiddelde
schuifspanningssnelheid langs de vaste wanden,

Om de weerstandstermen over de doorsnede te kunnen integreren maakt Boussinesq veel
gebruik van de integraalstelling van Green, die in zijn publicaties met de namen

Riemann en Ostrogradsky wordt aangeduid.

Op vele plaatsen wordt de volgorde van differentiren en integreren verwisseld

zonder bewijs van het geoorloofd zijn.

De afleidingen van deze analytische hulpmiddelen zijn daarom afzonderlijk gegeven

in de notaties van de klassieke analyse met aanduiding van vectorische mogelijkheden.
Een goed overzicht van het werk van Boussinesq wordt gegeven in: Boulanger; Hydraulique
générale; Octave Doin et Fils, Paris, 1909,

Integraalstelling van Green (1828)

+Z

2 o
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Het verband tussen een integratie over een begrensde oppervlakte en een integratie
langs de gesloten begrenzing wordt gelegd door de integraalstelling van Green
(1793 ~ 1841),

Ingevoerd worden twee functies van (y,z) die aan de gebruikelijke eisen van con-
tinuiteit en differentilerbaarheid moeten voldoen: V (y,z) en W (y,z).

Van deze functies wordt berekend

r (2)
{f (53_5_4_?21) dydz:}_/de+/Wdy](])=
‘/ (VZ-VI) dzp+ [(WZ_W]) dyp=PﬁV sina ds - Pﬂ.W cosa ds.

P

De tekens worden bepaald door de richting waarin de omtrek P wordt doorlopen. Hier-
vaer zijn enige eenheidsvectoren ingevoerd:

5y = eenheidsvector in de (+)-richting van de begrenzing P.

n, = eenheidsvector langs de normaal van de begrenzing P naar het inwendige van A;
deze positieve richting is voor dit geval gekozen omdat bij beschouwingen van wand-
invioeden snelheidsgradilnten met de afstand fot de wand in het inwendige van A
__moeten worden ingevoerd.

ey €, = eenheidsvectoren in de (+)-richtingen van de co8rdinaatassen.

In de toepassingen hebben V en W de gedaante van
=0 29 = ¢ 27
\ 43 Sy en W Cb‘az

woqrinqb en ¢ ook functies van (y,z) zijn.
De integraalstelling van Green geeft dan:

‘{f { .5% @%E—f) +9—%~ @g—ig)} dy dz = j{#%‘fsinu -&’t?;zg cosa%ds = - ?%%f ds

omdat men aan de omtrek P kan stellen:

£l 4

sina + = cosa
3z

)
-G

= .9
oy

l

gf:"- :“m_a_ﬂ? o =
3n o grddq:' r.} e)/ ay+ n] . eZ

o
N

De gegeven vorm van de stelling van Green is een bijzonder geval van de tweede vorm
van de stelling van Green.

./‘ { QVOd‘{)- grad ¢ + (PAcpgd(Vol) = - /¢ g—‘f d(opp)
Vol opp n
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In de toepassingen stelt  de stroomsnelheid en  de kinematische turbulente of viskeuze

wrijvingscolfficiént voor.

3. Volgorde van integreren en differentilren

Als de integrand en de integratiegrenzen afhankelijk zijn van één of meer parameters
waarnaar moet worden gedifferentifierd, kan de volgorde van de bewerkingen niet zonder
meer worden omgedraaid. Dit geval doet zich voor bij integratie van de stromingsver-
gelijkingen over een dwarsdoorsnede van een kanaal terwijl naar de tijd en naar de
afstand langs de as moet worden gedifferentiéerd.

Alle stromingsvergelijkingen kunnen worden geschreven in de vorm van een behouds~
vergelijking voor een skalaire grootheid &:

2% , a(ud)  ovd) L a(wd) D® _ 3 . - =
ar X - avy * ’;Nz Dt _?,,%i.,.v - (V@)

® = p voor het behoud van massa; rechter lid is dan nul.
¢ = p(u, v, w) voor de bewegingsvergelijkingen met als rechter lid de gradiénten

van de opsonémingg_l_w en van de potentiaal van de zwaartekracht.
=02 +v2+w=IVI2 of = p geeft een deel van de energie vergelijking.
In het volgende is de x-as gekozen in de voorkeursrichting van de stroom en het (y,z)=-vlak

in de dwarsdoorsnede.
De algemene formule voor &&n veranderlijke z en de parameter s is:

. b(s) b
2 -2 db _ o
5—;4) f(z,s) dz —[ 3% f)z,s) dz + prlt f(b,s) = f(a,s)

Voor de integraal over de begrensde oppervlakte A geldt:

{:‘/Q 5% f(y,z,s) dy dz = ‘/‘{5-‘25- /ﬂ fly,z,s) dy§ dz -
(z) (y)

dy

| CIyb o
- (Zf){ F(yb,z,s) - f(yo,z,s) —OE—§ dzp =

-2 J #y,z0) dy dz -
®)

f CIZr dzl
- { f(YIZrIS) -g - f(YIZlIS) .ES— } d)’p.
(yp)
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grens van A +§%ds

- e 2P ]
N
\&,enwxn/\
A
N
W\%2
N\

\ 9‘3‘\

\

- — —

De index p heeft betrekking op de omtrek bij constante s en de index g geeft de ver-
anderende grootheid afhankelijk van de verandering van de grens van A met s.

In dit geval is de richting van de normaal op de begrenzing naar buiten positief ge-
nomen omdat het hier gaat om de toeneming van A mef s.

De correctie termen van de verwisseling worden:

dy dy

b o _ dN 2

- f {F(yb,z,s) - - F(yo,z,s) ry g dzp = - j{ F(yp,zp,s) S oo @ dpP
(ZP) P

dz dz

/ r 1 dN . 2

- LI = - — dP
{f(y,zr,S) o fy, zp,S) o gdyp ﬂyf(yp,ZP,S) 3 SN «

(y ) P

P
Deze termen kunnen worden samengevat tot

" dN
_ff(yp, Zp, S) —d-s— dP

.. . dN _ dA
Als f =1 is, ns?—a-;-dP——a—s—.

In de toepassing gaat het om de berekening van

ﬂ—Dﬁ dy dz; men krijgt dan

Dt

A
2¢ - _a_f/ _f oN
57 dy dz Y édy dz % Y dP

/f’%—(gj dy = =§’;f/<u<f> dy dz -jS’(o )p%'?‘;dp
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S 2 s s =f{ (), - B J oz, = - Pl coro P
f/g—(é\fg—) dy dz “—:/{ (w@r - (Wé)l} dYP: '95(‘”@‘0 sina dP

- v cosa+wpsma=+V . N]=VN—

P
=(e n+e v+e w) N = de snelheidscomponent in het (y,z)-vlak loodrecht op de
x 4 z wand,
e .N.=0; e .N, =-cosa; e . N =+sina.
X 1 y 1 z 1

De som van de correctietermen ontstaan door de verwisseling van differentiéren naar x
en t en integreren over A is dan

73 {'(%?J’UP%N;)*VN} P =0

@&
- “P%‘%d"

Stelt men namelijk het oppervliak van begrenzing van de vloeistofstroom voor door '
T (xp, y , z_,t) = 0 en volgt men een punt _(_xp_, y , z_) ten tijde t in dt langs
de proieg’rie Pan de normaal in dat punt van T = 0 op Hot (y,z)-vlak, dan gaat
)/p__; yp +VW F}'/R] dt ; Zp-—)Zp +VW Fe/R] dt.

V_ is dan de verplaatsingssnelheid van het opperviak F = 0 in projectie op het

(y\:/z)-vlck,

F F
R, =\/F " +F,~ en (O,—-Z,-R—E)
1

de kentallen van T\l.] of de richtingscosinussen van de projectie van de normaal N op F = 0
dus ook van Vand-

Voor dx kan u_ dt worden gekozen; dN is dan V, dt. Het in di infinitesimaal verplaatste
punt moet in het opperviak F = 0 blijven zodat moet voldaan zijn aan:

F F
T = é T __Z .._z_ peed
T(x,y,z,t) = 0 én T(x + Y dt, y+V R dt, z + V 3 dt, t+dt) = 0

(met weglating van de index p voor de codrdinaten).
Daaruit volgt

2 2 -
F up dt + Fy VW d’r]/R] + FZ VW df/R] + Ff dt = 0
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Opdat geen vloeistof door het oppervlak gaat moet ook gelden

DF

—_ -+ + =0

Dt Ft T Fx vp Fy Wsz

Hierin is v F /R] + w Fz/Rl = VN de stroomsnelheidscomponent in het (y,z)=vlak

loodrecht o% e begrenzing zodat V, = Vwand. . .
Eventueel kan rechtstreeks gebruik worden gemaakt van de integraalstelling van Gauss.

V. @) dvoh = /% V. N dlopp)
Vol opp

Dit is hier niet gebeurd, omdat het (y,z)-vlak als vlak van doorsnede in het algemeen
een hoek maakt met N de normaal op F = 0, de hoek tussen N en N,.

Uit deze ofleiding blijkt, dat de volgorde van differentiéren naar de tijd en de voor-
keursrichting en integreren over een oppervlak loodrecht daarop verwisselbaar is, waar-
bij de snelheden en versnellingen loodrecht op deze voorkeursrichting niet a priori moeten
worden verwaarloosd, maar geen vloeistof door de begrenzingen mag gaan.

4. Bewegingsvergelijking

Voor de opstelling van de bewegingsverge=~
lijking is het assenstelsel z6 gekozen. dat
de overheersende stroomrichting in de rich-
ting van de x-as valt, De z-as is loodrecht-
hierop in het horizontale viak gekozen.

De potentiaal van de zwaartekracht is

..O.::gE:g(—x sind + y cos¥)

_’c)ox_ 4L aTxy ' xz

PV " 3x T Pax T Ty T 3z

de versnellingen loodrecht op de voorkeursrichting worden verwaarloosd:

pvx0 en pwwx0

aangenomen i =g =g = n eV, =
geno sax oy O’Z p e Txy ay’ Xz 5z
zodat
O:_a._E a.—:_L'_?_E= cOS . 'Q_E.’:O
oy Pay’ "oy P9 " 2z
T T

iﬁ‘_,\,o 3¥Z o0 p—“-pgcos'\y(h-)/)‘*'Pmm
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ap - b
3x pg cos?V ”

aTxy _ 9 ( U ?)sz _ o (e au) zodat

—_—) . — = —
14

2y 2y © 2y 2z oz

ahy 1 2 (29 4 2 (2

pU = pg cos? (tgV - % Tay BaY Taz a2

De "pente motrice”" van Boussinesq is tg?¥ = dh/ax = |. In het volgende is g cosV = G,
langs de omirek de schuifspanning T = ~¢ aufan en n de afstand tot de wand langs de
naar binnen gerichte normaal positief gerekend. De bewegings vergelijking wordt

l:l__ 1 D & U ) s‘aU}
- = = = S (EEy &£ (22D
l G G {ay (p dy 9z (p aZ)

(Boussinesq neemt  zo klein dat cos ¥ & 1 en sin Dy tgU=0).

5. Dimensieloze grootheden; Notaties

Als lengte maat neemt Boussinesq de hydraulische straal R = A/P met P de natte omtrek
langs de vaste wanden (dus zonder het vrije opperviak) en A de oppervlakte van de door-
shede.

De dimensieloze natte omtrek =X = P/R = A/R2 = ¢ = de dimensieloze oppervlakte.

In het geval dat de versnellingen ten opzichte van de wandwrijving overheersend zijn
zou de gemiddelde diepte H = A/B (met B = breedte vrije waterspiegel) als lengte maat
meer voor de hand liggen. Men krijgt dan, in plaats van de (dimensieloze) natte om-
trek, de breedte B = B/H = A/H2 = dimensieloze oppervlakte.

In het volgende is R als maat aangehouden, omdat het gaat om een geleidelijk ver-
anderende beweging met overheersende wrijvingsinvioeden. B

Bij het bepalen van de inviced van de wrijving moet een omireks integraal worden in-
gevoerd langs de gehele natte omtrek dus 66k langs de vrije waterspiegel, De dimen-
sieloze gehele natte omtrek wordt aangegeven met (.

Als referentiesnelheid neemt Boussinesq de snelheid op het laagste punt van de door-
snede. Hierna is v, gebruikt en vp = vy /\V GR.

De snelheden en versnellingen in het (y,z)-vlak worden geheel verwaarloosd. ,

De met R dimensieloos gemaakte co8rdinaten in de dwarsdoorsnede zijn N = y/R, § = z/R
env = n/R. Alle ingevoerde maten R, H, vx en \GR zijn onafhankelijk van (y,z)

maar kunnen nog functies van (x,t) zijn. De dichtheid p is constant verondersteld.

6. Invloed wandwrijving

Om de bewegingsvergelijkingen over de dwarsdoorsnede A te kunnen integreren c.q. te mid-
delen voert Boussinesq een aantal onbepaalde functies in.
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Langs de omtrek stelt hij

£ JY
Ea\’ V* Rf g

en over de doorsnede in het inwendige van de vloeistof

€

a v*RF(n,g)

Hiermee is verondersteld, dat de verdeling van de schuifspanning langs de omtrek en de
verdeling van de turbulente c.q. viskeuze wrijvingscolfficiént over de doorsnede gelijk-
vormig blijven bij verschillende waarden van (x,t). De afhankelijkheid van (x,t) komt

alleen in v, en R tot uiting.
Ook is hiermee verondersteld, dat de inwendige wrijving isotroop is, zodat met slechts

één kinematische wrijvingsgrootheid ¢/p kan worden volstaan.
Het verband tussen de functies F en f wordt aan de omtrek gegeven door

oF (0,6) 5= vy £(0,9).

Met de integraalstelling van Green

r//A{ay C‘QE)* ‘PW)}dy dz = - 55 {4)9‘9 o

in dimensieloze co8rdinaten en als gemiddelde over A:
i 43+ 5 @3 Janag=- 7 {958}

in de substituties van de hiervoor ingevoerde onbepaalde functies kunnen de integraties
worden uitgevoerd,

|_£’_= {9 (sau ? eau)}
G dy pJy ez pazJ G

U U
(2 9% .9 9% 2
--{a ay*)+?3§<F5?)z°%ﬁ

|
]
Q|
§
Qle
[o
Q
1l
_ﬂ<
N
R
™
>
=
Q.
e d
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Als p v 2 ge gemiddelde schuifspanning langs de wand is, kan men nog aan de functie
f("l,jf) de voorwaarde opleggen

1 55 -

als definitie vergelijking voor vg.
In dimensies:

ApGl - p //OdA = va*2
A

7. Invloed snelheidsverdeling

Om de invloed van de snelheidsverdeling te analyseren voert Boussinesq nog twee onbe-
paalde functies in:

oo™ 1 HKF (L) +3F (0,9

Ook in deze formule komt weer een gelijkvormigheidsveronderstelling voor verschillende
(x,t) tot uitdrukking. De bedoeling was met F. de snelheidsverdeling voor de permanente
eenparige beweging te geven en in F, de (klein veronderstelde) afwijkingen ervan ten-
gevolge van de versnellingen te laten uitkomen.

Substitutie in de bewegings vergelijking geeft:

o 2f{ >
-5 = - aKvi 5y

~ ©OF ) OF
200 2 ) 2
- 0t>\vf {5;]' (F =) + ¢ (F ———)}

F] wordt zo gekozen dat

-aK{ 9 (FaF

EK og ag)}

Bij de opstelling van de bewegingsvergelijking is al gesteld dat:

|=vf2+g—ff% do zodat
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. . F OF
\é +—}j]—é— do - -é- =\<{\2 - a)\vfz{g% (F%——ﬁz_) +§-§(F 5—;—)}

De nog willekeurig te kiezen cobfficilnten K en X\ worden K = 1/aen X = 1/a vfz.
Deze codfficibnten kunnen nog afhankelijk van (x,t) zijn.

Uit deze formule blijkt de betekenis die Boussinesq aan F, heeft gegeven: de uit-
werking van de ongelijkmatige snelheidsverdeling op de versnellingstermen tengevolge

van de inwendige weerstand,
Men krijgt dan de volgende twee vergelijkingen voor Fy en Fj.

9F . OF
R 1 = 0

. OF oF . .
siiranl s lrael-{a-@ -

- . . o, _ 1 0
Met de index g is het gemiddelde cangegeven: (@—) = 'Ejf_é do.
F] maal de tweede vergelijking van F2 maal de eerste vergelijking afgetrokken geeft
oF oF,

) 2F OF X .
P) 1 2 0 1 U ) _
= FF—--FF——}+.——-{FF -FF—-—-}+F +F{—--(—~) =0
ani 2 1 19n OF 23"§' 1a§ 2 1! G Gg}

Boussinesq stelt bij de toepassing van de stelling van Green

dF >F
1}{7 { 1 27 V.
Y h T an‘?'F;"a';}dX~°

In feite stelt hij aan F, een scherpere eis, namelijk dat en Fy 2ndF,/aN langs de omtrek
nul zijn. Deze eis is niet nodig en niet realistisch omdat de schuifspanningsverdeling ook

Daar F; en Fy hoogstens op een constante na kunnen worden bepaald is voldoende
’:)F?_/’afl langs de omtrek nul te stellen. Altijd is dan te bereiken daf? F,fd X =0
omdat al I/Xﬁfdl= 1 is gesteld. Men kan namelijk stellen

] ] D ,u v
1 ] 1 ¢fF F, = (1 + KF, +XF d=-;15FF—-—-d—
K—?F F2-5--d7(= ?J( 299 1 2 X XJ) 2 o (v*) )

Met deze veronderstellingen is:

: . i
F) +F, g - - F) =0
g g
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Hiermee is (F2) te elimineren. Van deze uitdrukking wordt gebruik gemaakt om in de
bewegingsvergelijking de gemiddelde snelheid in te voeren en de invloed van de ver-
snelling op de wandweerstand te schatten,

8. Invoering gemiddelde stroomsnelheid

Per definitie is de gemiddelde stroomsnelheid U = I/cf/udo.

Gesteld is
u _ o .
zodat
o) {6 @ -6 Y
* g av 9 g
of
U 0
U2 ] 2 ) ] F) & -Fg
) =0+=(F)) Q+A)7 ;A= g 9 9
v, a 1 ! 2 i
‘ g avf ] +'a (F])

Op dit punt maakt Boussinesq gebruik van de veronderstelling van een geleidelijk ver-
anderende beweging door voor gemiddelden de overeenkomstige gemiddelden voor de
permanente eenparige beweging in fe voeren als schatting. A wordt daarbij klein ten
opzichte van 1 verondersteld, zodat 1/(1 +A)2 1 - 2 A of

2

% :
(1+ - (F])

Voor een permanente eenparige beweging (aangeduid met de extra index p) geldt
bij dezelfde "pente motrice" |

U 2
- 2 2 C 1
= puoed __L I o T —
Yeo GRI up C°RI 5 s = (1 +=(F)
V* ap
p
U 2
Hiermee is P 5 R —G-2— U2 gesteld.
1 C
(1+ p (F])
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. 2
In de term - 2 A U2/(] + 1/a (FT)g 2 wordt U2/(]» + 1/a (Fl)g )2 V, & 1
als de permanente beweging.
Verder geldt daarvoor
U 1 1
L T Tl Al il
*p p P TP TR,
1
U =v {1 +=(F) 1
* 1
PP pg
Hiervit als benadering:
1+ (F) .
F, =a af U -v, )= F
1 U * 1
p P P P
maar: 9
D 2 D
U{JQUU:U'—E Ua_2+U2§£=J_(§_y_ U?.‘_J_ =..]_..._L.,—
p - Df ot x 2 9t dx 2 Dt
Zodat ’
2 2 (FY) (D) - (F=
U _ U GR g Gg g
S A2 77 - ] ~
A+1E)? e 2E) e L)
g g
GR { O U O
x-2.1. 2] U v )2 -U 2 +v, () Ez
u xp' "G G *p 'G
p P P g P g P g
2
~ e 1 Du™,
~-2R{(U)g 5o &7}
P g
Men krijgt dan viteindelijk:
2
2 G, ,2 R D D
Vg 2——-2-U +U(D':J_) -2R(—D—:i en
C g g
2
Y“¢ 1 Dbu _ U2 1{1 D’  Du
"t Tz +'<§{U & - &0 |
g CR 9 9

als vergelijking van Chézy uitgebreid voor de geleidelijk veranderende beweging.
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9. Correctiefactoren bij invoering gemiddelde snelheid

In de uitgebreide vergelijking moeten de grootheden
Du2

(ﬁ“) Du

G
g g

en

nog in de gemiddelde snelheid U worden uitgedrukt.
Hiervoor is aangetoond dat

[/g.?dy dz :D%-“/ﬁdy dz +§;]]u§dy dz.

Voor§ wordt achtereenvolgens 1, u en u2 ingevoerd.

- 2A a(UA)
¢ =1 geeft de conhnunelfsvergeh;kmg 57 S
. P)
= u geeft A (U) = —(AU) / dy dz.
=ug <5 =] o

§~u geeftA( f/zdydz+a_// dy dz.

Boussinesq voert hlervoor de volgende correctiefactoren in:

zodat:
Duy _ _ou 2 JI_ UaA
B = 9 vz farpu) -pRY
want
1 3(UA) _2U _ U DA
A 57 r TR "
12 ¢ 2/ dydz ) _ 1 37 2) _
Axi{Au /—- }—Aax{(Hg)Au}
_ anM PR - UdA, 2
(1+p) % uaxg<«+mu} (I+BRIT+US
evenzo is:
Du2 ! 2 A

Ay =2 la+pl e @ -@-1-p

‘”l

{(1 + pu}
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Hiermee worden de vergelijkingen:

+(1+35-a)5§3§-+r¢u{u§ (a-2B)+aB}

en
2 2
Y ~1-p) 2 U 1y
l C2R+(2a 1-8) 5% 3G (]+25) 5 > +
A U
+(]_a+2B)AUG?)f+-C—§{U’c—)9_( 'B)J’BBE

In het algemeen zal o van de orde 1 zijn en B klein blijven, zodat 1-a+ 3B en
1 - o + 2B eveneens kleine getallen zijn.

Bij de geleidelijk veranderende beweging zullen ook dA/dt en de variaties van aen
B naar ofstand en ’r||d volgens Boussinesq te verwaarlozen zijn.

Stelt men v = U + u’ zodanig dat ]/Affu dy dz = 0 is, dan is

2
]+;3—-—ff -— dydz=]+-)§\ff(%-) dy dz
.3
a= 2 [0+ g a=1+2 [/ & ) A+ ff & ) aa= 1w p ey

a-1=-B=B+[ een 2a—1-B=]+5[3+Y=

10. Invloed correctiefactoren op karakteristieke snelheid

Bij berekeningen met karakteristieken wordt een gemiddelde snelheid ingevoerd meestal
zonder de aangegeven correctiefactoren, waardoor een onnauwkeurigheid wordt inge-

voerd.,

De uitgebreide vergelijking van Chézy kan met verwaarlozing van de variaties in de
correctiefactoren met (x,t) geschreven worden als

2 A
VS ,UdU, 13U, gU 2A

1 +o = —+8 o4 92
e Gox ~Gat SAG of

d =1 +5pHy; 8=1+2p; €=-p-; | 99-—
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2
Met W = —22—-- tg O krijgt men in het twee-dimensionale geval (dus R = h)
C R
U ah U au 1 U
o =22 45— —Z+ W=
EGh ot G ox 8 G t w=0
oh 2h U
= 4+ hudiiil aiiet =
U’c)x ot * h ox 0

Beschouwt men B en ( als klein ten opzichte van één dan krijgt men als karakteristieke
snelheid:

X (1 +2p+p) U\ (1-2p)Gh + (B +])U?

De correctiefactoren kunnen dus nog een merkbare invioed hebben.
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GELEIDELIJK VERANDERLIJKE BEWEGING MET ZIJDELINGSE
AAN- EN AFVOER

oppervlakte doorsnede A m2
gemiddelde stroomsnelheid v m/sec
debiet Q. m3/sec
natte omirek P m
hydraulische straal R=A/m
zijdelingse afvoer q mg/sec
ey o
zijdelingse aanvoer 9q m*/sec
correctie colfficilnt ongelijkm. snelh. verd.
voor snelheidshoogte B
voor dafvoer )
verhang bodem i rad.
. 2A
waterspiege| breedte B=1 m
oh
— B

Als nulviak genomen het vlak door de bodem.
-T:h»i‘:dx Geharceerd = projectie wand over dx op
d ox dwarsdoorsnede.

44

Permanente en over de lengte in de stroomrichting geleidelijk veranderende beweging
met zijdelingse aan- en afvoer,
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In verschillende handboeken worden formules gegeven voor zijdelingse overlaten en
kanalen met zijdelingse aanvoer. De daarop betrekking hebbende formules worden
in deze nota afgeleid voor de permanente toestand. Aangenomen wordt, dat in de
richting van de stroom de verschillende grootheden w.o. de oppervlakte van de ka-
naaldoorsnede slechts geleidelijk veranderen.

1. Algemene formule

De bewegingsvergelijking gemiddeld over de doorsnede van het kanaal is

= . - -
Bvv, =-p/p -t -gW

i, o)
py/p )

De x-as is in de richting van de kanaalbodem en de y-as loodrecht daarop. De
potentiaal Q0 van de zwaartekracht is dan£2 = - yxsini + gycosi.

Uit de tweede vergelijking, waarin de verticale (langs de y-as) snelheden en
versnellingen zijn verwaarloosd, volgt dat in de richting van de y-as de hydros-
tatische wet bij benadering kan worden aangenomen. De hoek tussen de water-
spiegel in de richting van de stroom en de bodem wordt daarbij klein veronder-
steld; de helling van de bodem ten opzichte van het horizontale vlak daaren-

tegen voorlopig niet.
p = -p/Qy dy = - pgycosi + C = pg (h - y) cosi

voor y = h is p = 0 zodat de integratie constante C = pghcosi. De weerstands-
term heeft de gedcante van de formule van Chézy W = v /C2R,

De continuiteitsvergelijking wordt voor de permanente beweging

d, —qd+dQ/dx=O

2. Evenwicht van een moot dx

| Hydrostatisch drukverhang

h h h
d ~ dh db
= PQC ‘é (h-y).b(y).dy~pgc[ -/(; a-;+{ (h -y)—&dy]

N.B. in het algemeen is de verwisseling van de volgorde van integreren en differen-
tidren naar een parameter niet mogelijk. De algemene formule daarvoor is

b (a) b
- oF _ [ of L L
F(co,...) G{‘) f (a,y) dy > v£ > dy +aaf(a'b) acf(cta)
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In dit geval van de hydrostatische druk is de eerste correctie term nul, omdat de
factor h=y voor y = h nul is, en de tweede is nul, omdat de ondergrens niet van

de parameter x afhangt.
Deze hydrostatische druk is in de richting van -x,
De druk op de zijwanden van de moot dx heeft nog een component in de richting
van de +x. Deze druk is weer pg maal het statische moment van het geharceerde

stuk op de figuur om de waterspiegel, en is

h

-pg, [

2b
A (h-y)a—z-dy

wat wegvalt tegen de tweede term van de hydrostatische overdruk op de eindvlakken.
De eerste term is

h
dh
PO, g;jc; b(y) dy

daar dh/dx niet van y afhangt, De integraal geeft juist de oppervlakte A, zodat

het hydrostatische drukverhang wordt:
+pg, A dh/dx ("verhang" positief genomen in de (-x)-richting).

Il Impulsdrukverhang

Op dezelfde wijze als voor het hydrostatische verhang zou de impulsdruk kunnen
worden bewerkt. Daar de snelheid in het kwadraat voorkomt treden bij de inte-

gratie over de doorsnede complicaties op die zijn ondergebracht in de correctiefactor B,
Voor de afleiding en de schatting van B wordt verwezen naar het werk van Boussinesq
(zie ook L.J. Tison, Cours d’hydraulique dl Il 1953, blz. 12).

Hier wordt aangenomen, dat B niet merkbaar van x afhangt. De impulsdruk op een
doorsnede is dan pBvZA, Het verhang ervan is dan

d 2 dv d (Av
o (pBV°A) = pBAY T + ppyv LAV

. 2, . . .
De splitsing van v- A in de twee factoren vA = Q en v is gedaan voor de toepassing
van de continuiteitsvergelijking

Gy = 9, + dQ/dx = 0

Het impulsverhang wordt dus

+ Ad(V2 )
PRAL ) - pBla, - q,

d.i. resultante in (=x)-richting.
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HI Wrijvingsverhang

2,.2
De wandschuifspanning is gemiddeld T = pgRv"/C"R met R = A/P en per lengte-
eenheid werkend over een oppervlakte P krijgt men voor het wrijvingsverhang

og (A/P) W2/CRR) P = pgv? A/CRR.

In feite is de wrijvings(eigenlijk gladheids-)factor C/g /2 zodat deze g bij sterke
hellingen niet verandert,

IV Impulsverhang door aan- en afvoer

Bij het verlaten of binnenstromen in het kanaal kan het water een snelheidscom=
ponent in de richting van de x-as hebben. Met de snelheidscomponent loodrecht

op de x-as onfstaat een impulsschuifspanning.

Aangenomen wordt dat het binnenkomende water geen snelheidscomponent in de
x-richting heeft. Het uitstromende water zal in die richting een snelheid &v heb-
ben in verband met de gemiddelde snelheid v. De factor & kan groter of kleiner
dan é&én zijn.

Per lengte eenheid ontstaat een schuifkracht van

pquo = p f SvudP = pbv / udP

omtrek omtrek
De onzekerheden over de snelheidsverdeling en de begrenzing van het kanaalprofiel

bij de overlaat zijn in & ondergebracht. Ook de afwerking aan de einden en even-
tuele tussen schotten hebben invioed.

V' Zwaartekrachtverhang

In de richting van de x-as is per lengte eenheid de component van het gewicht
- pg A.
s

3. Bewegingsvergelijking

De volledige bewegingsvergelijking in de x-richting wordt met de vijf genoemde
onderdelen

dh d 2 v2
v
P9 A x T PPA - 5 - PBev (@ -a)+ pgA—(-:-ZE +

e | I S—T —>|

+ Spvqo - pgsA =0

= v —4—v
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Deling door pgcA geeft dan:

2 2 g vq vq
dh d v g v s o a _
__+B_______+-._.____.._(B-5)__I+‘3_T_O
dx dx 2gc 9 C2R 9 I¢ 9

Vele auteurs geven de voorkeur aan een deling door g in plaats van g .

Afhankelijk van het doel, waarvoor de vergelijking wordt gebruikt, en”van de wijze,
waarop de in de vergelijking voorkomende grootheden a priori bekend zijn, kan

de vergelijking in andere vormen worden geschreven.

3.1. Verloop waterspiegel

In vele gevallen moet het verloop van de waterspiegel worden berekend. Hiervoor
moet de snelheidshoogte v2/2 g, worden geblimineerd met v = Q/A,

B_S’__Lz_ =B_0_l__ Q2 —ﬁdQ Q 2A Q2 B Q2 oA dh
? - e . - v——.- - -1 . -
dx 29c dx zgcA_ dx gA2 9 x gcA3 gcAS 9h ° dx

Bij de differentiatie naar x van A moet er rekening mee worden gehouden, dat A
zowel van h als expliciet nog van x kan afhangen. De partikle differentiatie 2A/2x
betekent dus de verandering van A met x als h constant wordt gehouden; 9A/oh = B
dus niets anders dan de breedte van de waterspiegel.

In zuiver prismatische kanalen is @A/ox = 0. Voor dQ/dx kan men weer - (q_ - qa)
zetten en ter vereenvoudiging stelt men weer Q/A =V ; de laatste term geeft dan
het Froude-getal maal dh/dx.

Met deze substituties wordt de bewegingsvergelijking:

2 vq vq 2 g 2
dh v o a g v s v A
— (1 -8 )= (2B - 8) —¢ - 2B - = +— + B —x —
dx 9. A; B gCA gCA 9, C2R 9 gcA s

In deze vorm, met de aanvullingen voor aan- en afvoer en voor het verloop van het
profiel, komt de vergelijking nog het meest voor als uitgangspunt voor de berekening
van stuwkrommen,

3.2. Zijdelingse overlaat

Voor het dimensioneren van een zijdelingse overlaat (qc =0, q # 0) kunnen voor
schattingen in het merendeel van de gevallen de volgende vereenvoudigingen worden
ingevoerd: B =8 = 1; v2/CR te verwaarlozen over de lengte van het kanaal langs
de overlaat; meestal dA/Hs = 0; gs/g = tg i = 0. Van de bewegings vergelijking
blijft dan over: ¢
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2 2
™ + = 75 0 of h+ %9 H = constant.

(vereenvoudiging of hypothese van de Marchi)
Alle grootheden kunnen als functie van h worden gegeven:

2

v

2g (H=h)=2g(H-¢c~-h+c¢)
q =I~1(29)]/2 (h - c)3/2; p=2m/33/2=0,385 m

o
B=B +nt( -c) (m = afvoercobfficiént)
° B = breedte waterspiegel ter hoogte ¢
®  boven de bodem, de bassin overlaat
n = de maat waarin B met (h - ¢) verandert,

A=A°+B°(h-c)+n2(h-c)2/2

De bedindiging van het dwarsprofiel bij de overlaat is a priori niet scherp aan te geven;
het staat niet vast welk deel boven de bassin nog invioed heeft op de doorgaande stroom

dh _ va,/9A _ ZP(H:_C_MC)W (h_c)s/z

SO (VI VN A0+Bo(h-c)+n(h-c)2/2-2(Bo+n(h—c) (H=-c-h+c)
dx _ 1 Ao-ZBo(H_C) + 3Bo-2n(H-C) +
ah =32 772 772

- | ‘
h - <) {(H-cuh-c)-(h-c)z} {(H-cnh—c)-(h-c)z}

(h-c)5n/2
{(H - h-c) - (h- c)2}
Substituties: (h-c)/ (H=-¢c) = n; Ao/Bo (H=-¢) = do; Bo/(H' c) = bo'

De integratie wordt uitgevoerd met als bovengrens x. oy waar het doorgaande debiet nul
is geworden, De uitkomst is:

+

H-c¢ 2 /2
X -X = (3bo - 3n/4) arccos(2n-1) + 2 bo (do -2)(n-n7) n+

max 2 M

2]/2 ]
+5n(n-1) 2
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Men krijgt dan X = X f(h) waarin f(h) zowel positief als negatief kan zijn
al naar de waterspiegel langs de overlaat op- of afloopt. De lengte van de over-
laat is dan

- x2) = f(h]) - f(h2)

x2-x1=(x -x])-(xm

max Qax

Als volgende vereenvoudiging kan n= 0 zijn (kanaal met verticale wand). De ef-
fectieve breedte is de breedte die het Froude getal v2 B/gA bepaalt, waarin (gA/B)]/2
de voortplantingssnelheid van de elementaire storing in de x-richting is en 9 A/ph = B.
Met n = 0 wordt de formule:

1/2
X =x= {3arccos (2n-1) +2(d0-2) (I/m=-1) }BO/Z,J.

max

De tweede term tussen } wordt bepaald door (d, - 2). Als d_=2 is de gemiddelde
diepte Ao/Bo = 2 (H - ¢) juist ter hoogte van de bij de energielijn hoogte H critieke
diepte.

3.3. Zijdelingse aanvoer

Bij zijdelingse aanvoer (q, # 0, q_ = 0) kan de in het kanaal uitkomende straal nog
een snelheidscomponent in de x-ric%fing hebben. Deze component wordt bepaald door
de omstandigheden bovenstrooms van de straal en staat in geen enkel verband met de
stroming in het kanaal. Meestal wordt deze component verwaarloosd.

Ook wordt meestal aangenomen B = 1; v2/C2R = 0; tgi = 0; 9A/Hs = 0,

De bewegingsvergelijking wordt dan beperkt tot

dh/dx + d(v2/29)/dx + vqa/gA =0

Voorts wordt q_ constant aangenomen zodat dA/dx = Qe Q@ =g, x = VA,

Om de vergeliﬂdng op te lossen voert men een veronderstelling in over het verloop van
één van de grootheden met x bijvoorbeeld v = kxP (J. Guthrie Brown, Hydro-electric
engineering practice, 1958 blz. 725). De parameters k en p kunnen achteraf met een
optimalisatie beschouwing worden bepaald.

Over het algemeen zijn de aangegeven vereenvoudigingen in practische gevallen (op-
vangkanalen van overlaten langs stuwmeren) niet geoorloofd en ook niet nodig.

Bij de oplossing van de differentiaal vergelijking na invoering van een van de groot-
heden (waterdiepte of opperviakte dwarsprofiel of stroomsnelheid) als functie van x
krijgt men onvermijdelijk ook de bodemhelling i als functie van x. Zolang cosi bij
goede benadering &én kan worden gesteld kunnen verloop van bodem en waterspiegel
zonder veel moeite als gesloten oplossingen van de differentiaal vergelijking worden
gekregen. Daar in tegenstelling tot de zijdelingse overlaat hier de x als onafhanke-
lijke veranderlijke wordt genomen in plaats van h, is de eerste vorm van de diffe-
rentiaalvergelijking 8§ 3 de best bruikbare.

Uit dezelfde vergelijking zijn ook grafische en numerieke rekenwijzen af te leiden.
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HELLENDE GOTEN

- SCHIETENDE STROOM IN PRISMATISCH KANAAL;
ONDERZOEK STABILITEIT -

Het volgende is in vereenvoudigde en geschematiseerde vorm ontleend aan:
R.F. Dressler: Mathematical solution of the problem of roll-waves in inclined open
channels; Comm. on Pure and Appl. Math., vol. I, nos 2-3, June - September 1949,

Andere publicaties over dit onderwerp zijn:
R.F. Dressler and F.V. Pahle: Resistance effects on hydraulic instability; Comm. Pure

and App. Math., vol, Xl p. 93-96 (1953).
R.F. Dressler: Unsteady non-linear waves in sloping channels; Proc. Roy. Soc., A,

vol. 247, p. 186-198, 1958.
J.C. Schénfeld: Distortion of long waves; equilibrium and stability; proc. U.G.G.lI.

tome IV p. 140-157, 1951,

Beschrijvingen van proeven en practische ontwerpvoorschriften zijn in vele publicaties

te vinden, onder andere in

A.J.M. Harrison: Design of channels for supercritical flow; paper no 6952, proc.,
Instn. civ. Engrs., vol. 35, p. 475-490, November 1966.

J.H. Hilgen: Berekening van hellende goten uitgaande van de formule van Gauckler-
Manning; De Ing. in N.-J. 4, no 1, blz. Il 1-20, jan. 1937.

+ = e e .._C'2. -
bew. verg. u, T auvu 5 P, =% agW

pot. zw. kr. £ = ~ gxsin D+ QYCOS(J: g %

==-p/Q d = - cos I+ C
P P y %y pgy

Pg y=h p= C=pghcosp

Y
D Y/AN w hydrostatische drukverdeling loodrecht op de stroom-
N \? richting.

4
At n
4 W = ulzul of meer algemeen \W = E—r;
N C'h h

zodat bew. verg. wordt:
+ «a +gh ?= ind-
v, vu, +gh cos g (si ) w)
en de continuiteitsvergelijking

(uh)x + h’r =0
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De stabiliteit van de stroom kan worden onderzocht op verschillende manieren; hier
is de methode van de kleine storingen en, ten opzichte van een meebewegend assen-
stelsel, de methode van de onbepaaldheid van h gevolgd, zoals bij de vaststelling
van de critieke diepte c.q. stroomsnelheid.

Gesteld is

zodat

terwijl v"u en u’hx’ zijn verwaarloosd.

n n ’ ’ n

N N IR

hm Hm U H H o
m

Met aangegeven verwaarlozingen en weglating accenten worden de vergelijkingen:
h
+ + c59= sing = gW 1+ --—mz
U, aqu ghxo g@go{ 0" " H

Hu +Uh +h =0
X X t

In de ongestoorde stroom is 0 = g (sin 9— Wo)’ zodat de storingsvergelijking te
schrijven is als

U o_ h
ut+aqu+gW0n—-U——gWomH gcos@hx
Hu = -h, - Uh
X t X
Hu = h - Uh
XX xt XX
U Wom g)
ufxx+aqux+gW°n T 9§ - gcos hxx
Won Wom '
vy *alu te— | = e hy - gcosdh,

t

Uit deze vergelijkingen zijn h en de afgeleiden ervan te elimineren:
W n

o _
+Uxx)+g U (Ut+UUx)—

u +qux+aU(u

ft xt
Wom
=g —— (h +Uh) - g<;os§)(hxf +Uh )=
W m

o
T o @ — + gH
g H H U gHcos 9 Y
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Men krijgt dan een storingsvergelijking van de tweede orde met constante cobfficilnten

W n

2
uﬁ+(a+1)qut+{aU -chosQ}uxx+gWo(m+n)ux+g 8 Ut:O

t +
Voor de stroomsnelheid is aangenomen u = u_ K PP
AISX een Eosmef relel deel heeft is de stroom onsfablel

K2 (ot 1) U(ﬁ+(aU2-9 HcosD)(-Bz)+9WO(m+“) ip+oW, %FO

Voor de permanente beweging is gesteld g )\Un/Hm =gW_= gsin‘_f) (in het volgende
is a= 1 gesteld) °

2 + Z{nzgz;vo + iBU?( - (Uz—chosD) B2+ ;. ngWo+mgsin9% ip=0

ngW ngW '
BB OR v oy o Py

onder de wortelteken staat:

ngW
D)

dus: 1
ngWo \/ngW 2 9
J’=-{ 50 +iﬁU2_—i_- (——é—Ug—) -B chosD-imgWOB

Stel dat de uitdrukking onder het wortelteken de gedaante heeft van

ngW
_ BZUZ +

°© BUI+B 202 - g% gHeos9- ngW _Bi - mgWpi

ngW 2
( 2U°+a+i6) dan is:

nch"’2 2 ngWo 2 2 ngWo
(—2-—0—-) -ﬁch059+imgWo[3=( 50 +¢ -8 +i.28 (5 70 + ¢

mgW_p
8:: -__._____.9.._....>:..£n.u ] :...r..r.‘.U
ngWo n B]+2&s = : P
0 +2¢ ngW

hierin is ¢ > 0 en \ﬂl <1
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2 ngW
82 = (-nm U2[32VI2 = Bz chosQ+ 52+ e~ °

UZ—(“—)Z HeosO-- + (& + ngW°) (”)2 !
= () gHcos nz 3 £ - Ezr?-

De beweging is onstabiel als

2 n2
us> (;n') g Heos O

Volgens de formule van Chézy is n = 2 en m = 1 met A= ]/C2 en volgens de formule
van Strickler n =2, m = k/3 en A= g/k verder is U2 =1/ HM sinD met n = 2
zodat

1, m 22 ‘ 1-m 22
XH sinQ (E) chosQ of fgS)xgH (-r-n-

als voorwaarde voor onstabiliteit.

Uit deze formule blijkt, dat voor het optreden van onstabiliteiten m # 0 moet zijn,
dat wil zeggen dat de weerstand ook van de waterstand moet afhangen.

Tot dezelfde conclusie komt men door als teken van onstabiliteit de exponent on-

bepaald te nemen.
Elimineert men uit de vergelijking de u dan krijgt men bijvoorbeeld

: w
2 n
hﬁ+2Uhfx+ {U - chosQ} hxx+g(n+m) Wohx+g Uo ht= 0

k(x=ct
Nagegaan moet worden of een oplossing kan bestaan van de vorm hoe (x. ¢ ). Sub~-

stitutie geeft:

nW
k2c2-2Uk2c2 + {UZ-gH cos D} k2+g(n+m) Wok -g Uokc =0

De triviale oplossing k = 0 voldoet: stroom zonder storing; een andere oplossing komt vit

nw
[cz - 2Uc + {Uz - chosQ} ] k+ g (n+m) Wo -g Uoc =0

(h+m)U -n

< ; k wordt onbepaald als zowel (U =c¢c) = L:—-U (teller)

k = — ;
(U=-c¢) -chos:.)

-1
U

als (U - c)2 = gHcos D (noemer).
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+
nm)z__mu
n n

k — co als Un:m<c of (U=-¢) < U (1~

en (U-c)2 = gHcos O dus U2> (%) gHcos O .

In plaats van deze exponentidel verlopende waterspiegelvorm, die met een snelheid
c beweegt, kan men het vraagstuk van de stabiliteit wat algemener stellen door na
te gaan of een permanent niet uniform beeld kan worden verkregen ten opzichte van
een met willekeurige eenparige snelheid in de x-richting bewegend assenstelsel.
Transformatie op een met constante snelheid meebewegend assenstelsel:

x=§+p-r
y =1
t =

Differentiatie van een grootheid F wordt dan:

Fo, =F x.+F y. +F ¢
€8T vt e
enz. cyclisch met N en 7.
De transformatie determinant is dan

4 t 1 0 0
( *e e '€
a XIZI'I-) — - —
€N, *» M o 10 !
X Y. f’r p 0 ]
_°(F,n,1) o(¢,n,7) _ _
F - 7 i ] Iz = X - F
x T3EmT C yn e ez R = hy
MY S JL 0 NN I A G IS
t2(6NT) Akt o 0 F2 T &

De bewegingsvergelijking is u, + avu, = = ghx cosD + gsind - gW.
Het is van voordeel de afhankelijke variabelen” te vervangen door variabelen van
V o

onderling dezelfde dimensie. Hiervoor wordt in plaats van h ingevoerd c =+ 1/a ghcos
of h = qcz/g cos . De bewegingsvergelijking wordt dan

+ + = g(sin O -
v, +avu 20ccx g(sm‘9 W)
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De continuiteitsvergelijking is uhx + hux + ht = 0,

a2ucc +ac2u + 2acc, =0
X X t

en tenslotte 2uc +cu +c =0
X X f
+ quu + 2ac . ¢ = sind =W
u, y L= 9 (sind W)

cu +2uc +2c =0
X X t

Op deze vergelijking is de methode van de karakteristieken foe te passen. Trans-

formatie op (€,N,T) geeft

u_ - pu§+auu?+2acc§ g (sino - W)

2CUE'+ 2uc§+ 2 cT -2 pc§= 0

(u - p)T + (au = p) (u - p)? + 2qcc§ =g (sindD - W)

+C(U-p)é +2(u ~p) c§+2cT=O

p moet nu zodanig worden bepaald, dat de afgeleiden naar T nul zijn met andere
woorden dat ten opzichte van het meebewegende assenstelsel een permanente bewe-

ging ontstaat.
(o is weer = 1 aangenomen)

u-p 2c =2{(u—p)2'02}

c 2 (u=-p)

2 (u-p
(u-p)z-cz}

(v - p)§ =g (sinD- W) ;

Pt}

Nl O

2

N

c§= -y (sinD = W)
(u-p) ~-c
. . s . 2 2 _ 2
Deze uitdrukkingen zijn onbepaald als sin D =W &n v™ - 2up+p =c.
Hierin is dan

2 2

u v,
W = ) = 2czgcosf_)

Ch] C]

2 7 2
den de critieke waarden aangeduid: U ZCA/Q tg D < afgekort
(wat inhoudt, dat de formule van Chézy geldt).

Met de index 1 wgr
tot u]2 =k ., 2c]
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De vergelijking wordt dan:

(kz-])c2-2p]kc+p2=0

-kc +\/k -kc +c]2=c](k+])

zodat uy - (k + ])c] =+ ¢y

van elkaar worden gekozen.

Daar up =+ k <, kunnen de tekens niet onafhankelijk

2 k 2 o
u,” = _k—_'*_'_—] Py dus uz P al naar men een stroom o? waartse golf met
het meebewegende assenstelsel volgt. 2
De continuiteitsvergelijking is te schrijven als (u - p]) c = (u] - p]) LR M constant.
Om voor q een posmeve constante q; = ¢y te houden moet voor de stroomopwaartse
golf (p - u) e“ = q, worden ingevoerd,
Met deze vergelijkingen krijgt men
3 3
il -
v=p 5 kil e +—
c c
S
2 2
. ¢ k
Cé =-3 cgsind) 75
(U - P]) -C

en
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Deze uitdrukking wordt onbepaald a|s€= 1; teller en noemer dus dooré- 1 te delen.

? gsmg k§ -(]+2k)§+1
? §+§+l

Het optreden van rolgolven is mogelijk als voor € = 1§ positief is. Daar de teller
het teken bepaalt moet

o (14260 + 120  ziin of k2> +2k

dus voor stroomafwaarts gaande golven k > 2

) 2
k> 4 of -‘;—th>4

Hiervoor eveneens gevonden met de formule van Chézy

2

) =Kk 4
1

Rolgolven met het front stroomopwaarts zijn niet mogelijk omdat hier EE altijd 2> 0 is.






