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SAMENVAITING
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Voor het oplossen van niet-lineaire vrije oppervlakteproblemen in 2 dimen-
sies is een numerieke methode uitgewerkt, die voor de ruimtelijke discreti-
sat ie gebru ik maakt van de Rand Elementen Methode: REM. Deze methode is
gebaseerd op de 2e ste 11ing van Green en de Iogar itmische potent iaa 1 aIs
fundamentele oplossing, zodat een potentiaalprobleem voor een bepaald
domein, over gaat in een integraal vergelijking voor de rand van dat domein.
Door een elementenverde Iing voor de rand aan te brengen en de randwaarden
over de elementen constant te veronderstellen, ontstaat een stelsel lineaire
vergelijkingen. Toepassing van de REM voor de rand van het fysische gebied
voor niet-l ineaire golven heeft als nadeel, dat de matrix van het stelsel
Iinea ire verge Iijkingen per tijdstap moet worden opgebouwd en 'ge inver-
teerd', vanwege de niet-1inea ire en tijdsafhanke Iijke randwaarden op de
vrije rand.

Door nu het fysisch gebied af te beelden op een in de tijd vast reken-
gebied, onstaat de mogel ijkheid om m.b.v. van de REM voor zowel de trans-
formatie als het getransformeerde potentiaalprobleem stelsels lineaire ver-
gelijkingen op te bouwen, waarvan de matrices constant in de tijd blijven.
De transformatie die hiervoor in aanmerking komt is de conforme afbeelding
vanaf de cirkel, waarbij we ons beperken tot periodieke niet-lineaire golven
over een oneindige diepte.

De numerieke conforme afbeelding vanaf de cirkelrand wordt geconstrueerd
m.b.v. de Newton-Raphson iteratie en de REM. Evenzo wordt het (getrans-
formeerde) potentiaalprobleem in de cirkel verdiscretiseerd met de REM. De
gehele methode is uitgewerkt voor de bepaling van het golfprofiel van lopen-
de periodieke niet-lineaire golven.

Echter de matr ix van het resu 1terende ste 1se1 Iinea ire verge Iijkingen
voor de numerieke conforme afbeelding is niet constant in de tijd en tevens
isdi t ste Ise 1 overbepaa 1d. Bovend ien bIeek dat de discrete punten op de
vrije rand uit elkaar werden getrokken ter plaatse van de golftop, zodat de
gehele numerieke methode ongeschikt is om het profiel van sterk niet-line-
aire periodieke golven weer te geven.
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1. INLEIDING

1.1. Vrije oppervlakteproblemen

Vrije oppervlakteproblemen komen veelvuldig voor in allerlei gebieden van de
vloeistofmechanica, b.v. voor grondwaterstroming, hoogwatergolven, korte
golven op zee, stuwkrommen, etc. Het zijn problemen, waarbij een oppervlak
vQn het fysisch gebied een a priori onbekende ligging heeft. Dit oppervlak
kan stationair zijn, danwel niet stationair, zoals bij golven het geval is.

Doordat de 1igging van het vrije opperv1 ak onbekend is en omdat twee
gecompliceerde, niet-lineaire voorwaarden het oppervlak beschrijven, is de
bep~ling van korte golven op en in zee een moeilijke zaak. Zo zal alleen bij
sterke vereenvoudigingen van het fysisch cq. wiskundig model een analytische
op 1oss ing moge 1ijk zijn. In het a1gemeen zu11en numer ieke methoden moeten
worden toegepast.

1.2. Het fysisch model voor vrije oppervlaktegolven in water

Een van de meest voorkomende vrije opperv1akteprob 1emen is de bepa 1ing van
(niet-lineaire) korte, vrije zwaartekrachts-opperv1aktego1ven in water. Het
fysisch model voor dergelijke problemen kunnen we als volgt definieren.

Het water is onsamendrukbaar en heeft een homogene dichtheid en constante
viscos ite it, en wordt begrensd door het 11 vrije 11 opperv1ak (geen opper v1ak-
tespann ing) aan de 1ucht en de bodem (geen wr ijving, vast). De grens 1agen
aan het vr i je opperv1ak en de bodem zijn verwaar loosbaar k1ein t.o. v. het
fysisch gebied. De stromi ng in het water is dan als rotat ievr ij te be-
schouwen. Met de invoering van een sne1heidspotentiaa1 ~ wordt de continui-
te itsverge 1ijking in het fys isch geb ied gereduceerd tot de vee 1 simpe 1er
Lap1ace vergelijking: à~O. De Navier-Stokes vergelijking wordt hierbij de
vergelijking van Bernou11i en heeft betekenis als dynamische randwaarde op
het vrije oppervlak. Verder bepaalt een kinematische randwaarde de ligging
van het vrije oppervlak. Het vrije oppervlakteprobleem van niet-1 ineaire
golven in water zonder vorticiteit is dus een potentiaalprobleem met twee
niet-lineaire tijdsafhankelijke randwaarden op het vrije oppervlak. Zie
Battjes (1977).

Verder zijn de go 1ven onafhanke 1ijk van de richt ing loodrecht op de
voortp 1ant ingsr icht ing van de go 1ven. We beschouwen het prob 1eem dan als
twee d imens ionaa1: 2-0. Het onderzoek naar niet-1inea ire go 1ven voor 3-0
problemen of voor problemen met een drijvend lichaam is zeer gecompliceerd
en staat nog in de kinderschoenen.
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1.3. Oplossingsmethoden voor niet-lineaire golven

Ons doel is nu het vinden en onderzoeken van een efficiente numerieke metho-
de om het niet-lineaire golfprobleem op te lossen. Alvorens tot een eerste
globa Ie keuze en opzet voor zo'n methode te komen, bek ijken we een aanta I
analytische benaderingen en algemeen gangbare numerieke methoden.

1:3.1. Analytische benaderingen (2-0)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Verreweg de meeste benaderingen gaan uit van een constante (of soms onein-
dige) diepte. Voor een overzicht verwijzen we naar Battjes (1977), Peregrine
(1972) en Fenton e.a. (1982).

De meest gebru ikte benader ing is het 1inear iseren van de vr ije opper-
v laktevoorwaarden, toegepast op de ongestoorde pos itie van het opper v1ak,
zodat het rekengebied constant blijft. Men ontwikkelt dan alle variabelen in
Tay1 or-po 1ynomen, waarvan men a1Ieen de eerste orde term meeneemt. Deze
lineaire golven zijn geldig, als de elevatie zeer klein is t.o.v. de golf-
lengte en de diepte. Desondanks is de lineaire theorie vanwege zijn eenvoud
vaak het uitgangspunt voor de numer ieke bereken ingen van gecomp 1iceerdere
golfproblemen, zoals b.v. drijvende lichamen (diffractie en straling) en 3-0
problemen.

De weinige niet-l inea ire ana 1yt ische op 1ossingen komen tot stand door
perturbat ie methoden. A Is men de hogere orde termen meeneemt dan kan men
b.v. de elevat ie schr ijven a Is een Four ierreeks. De coeff ic ienten kunnen
ana 1yt isch berekend worden, zoa 1s bij Stokes-go 1ven gedaan wordt tot een
bepaalde orde, of numeriek, zoals Dean (1974) doet voor zijn stroomfunctie
golftheorie. Stokes-go1ven beperken zich vanwege hun beperkte golfsteilheid
tot diep water. De theor ie van Dean is gesch ikt voor niet a 1 te ond iep
water.

Al deze theori~n beperken zich echter tot vormvaste, periodieke golven
met een constante fasesnelheid c, waarbij alleen voor het Iineaire geval
deze expliciet bekend is. In een meebewegend assenstelsel zijn al deze gol-
ven dus stationair.

Een tweede groep benader ingen komt tot stand door de op1oss ing 1angs de
vert icaa 1 bekend te veronderste 11en, zoa 1s de hydrostat ische druk verde 1ing
(1ange go 1ven), danwe 1 met een correct ieterm voor de hydrostat ische druk-
verde 1ing (Bouss inecq, Korteweg-de Vr ies) . Deze verge 1i,jken ingen beperken
zich tot ondiep water. In wiskundig opzicht vallen deze in een geheel andere
categor ie, aangez ien het 2-0 el 1ipt ische potent iaa 1prob 1eem is omgezet in
een 1-0 hyperbolisch probleem.

Ook hiervoor kunnen we lineariseren of hogere orde perturbatie methoden
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toepassen. In het laatste geval krijgen we dan b.v. bij een constante bodem
de bekende niet-lineaire ondiep water theori~n van de cnoida1e golven en de
eenling golf.

(Overigens kunnen in ond iep water de grens Iagen we I een ro I spe Ien en
wordt er dus vorticiteit opgewekt. Er is dan geen potentiaalstroming meer.
We laten dit verder buiten beschouwing.)

1.3.2. Algemeen numerieke methoden voor vri je oppervlaktegolven

I

Voor niet-lineaire golven zullen bijna altijd numerieke methoden moeten wor-
den toegepast om een oplossing te verkrijgen. Door de komst van de computer
isin de 1aatste tien jaren veeI onderzoek gedaan naar en met numer ieke
methoden. Een drietal aspecten speelt hierbij een rol.
a) Efficientie; een beperkte rekentijd en geheugen.
b) Nauwkeurigheid; een redelijke overeenkomst tussen de benaderde oplossing

en bekende gegevens.
c) Brede opzet; een minimum aan vereenvoudigingen en beperkingen t.a.v. het

model.

I
I

I

I

Door de gecompliceerde aard van het probleem en een zekere strijdigheid in
de belangen van de aspecten zijn tot nu toe alleen 2-0 (de meeste met beper-
kingen) bruikbare oplosmethoden ontwikkeld.

GIobaa 1 worden de meeste numer ieke methoden gesp 1itst ineen timestep-
pingsprocedure voor de twee (niet-1ineaire) tijdsafhan1 ijke randwaarden op
de vrije rand en een methode voor het oplossen van het potentiaalprobleem in
het fys isch geb ied op een bepaa 1d tijdstip. We bek ijken allereerst het
op lossen van het potent iaa1prob 1eem en daarna de consequent ies als dit op
elk tijdstip dient te gebeuren vanwege de timesteppingsprocedure.

I
I
I

I
I
I
I
I

Volgens de indeling van Yeung (1982) in zijn overzicht van numerieke metho-
den voor vrije oppervlaktegolven zijn er drie basiscategorieen te onder-
scheiden; Eindige Differenties: EDM, en Eindige Elementen: EEM, en Rand
Elementen: REM. Nl. elk van deze methoden verdiscretiseert de Laplace opera-
tor 11 op een andere wijze. 8rebbia (1981), 8rebbia & Walker (1978) en
8rebbia e.a. (1984) laten dit zien door alle drie de methoden als een gewo-
gen residuen techniek te beschrijven. Zij vermenigvuldigen een operator l,

hier de Lap1ace operator l=ll,met een 'gewichtsfunctie' X en integreren dit
produkt over het (fysisch) gebied of domein Q. Voor de inprodukt notatie,
zie begin van appendix 8.

<l{~}'X>Q = IJ l{~}x dxdy en l=1l (1-1)
QI

I
Eventueel kan men op de rand r van Q een zelfde inprodukt definieren t.a.v.
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de randwaarden op r. De versch i11en tussen de methoden ontstaan door de
manier waarop de residuen verpreid worden over het gebied Q en eventueel de
rand r. Globaal zijn hier twee uitgangspunten voor aan te wijzen.
a) Het aantal keer dat (1-1) partieel geintegreerd wordt. Zo zalvoor de REM

tweemaal partieel geintegreerd worden. We krijgen dan de bekende stelling
van Green, zie appendix A.1,2 en 8.1.

b) De keuze van de approximatie voor de oplossing ~ en de gewichtsfunctie ~,
op het gebied Q en de rand r. Voor de REM gebruiken we een Greense func-
tie G(~;~)=~(~) of eigen1 ijk de fundamentele functie F(~;~)=~(~) als
'gewichtsfunctie' , zie appendix A.3, het begin van appendix 8, en 8.1.

Het implementeren van (1-1) voor de drie methoden op Q en vaste rand r is
redelijk eenvoudig en leidt tot een stelsel lineaire vergelijkingen: A~=~,
waar in u de onbekenden discrete waarden t.p.v. de knóoppunten in n (EOM,
EEM) of op r (REM) zijn, en A de 'stijfheidsmatr ix' van het verdiscret i-
seerde potentiaalprobleem. Voor de REM zie appendix A en appendix 8.2,3. We

;(beoordelen deze methoden t.a.v. efficientie in tabel 1-1, zie appendix A.6.

I
I

I
I
I
I

I
I

kromme rand omvang A structuur A elementopbouw A

-- - + ++
roosterpunten discretisatie band- directe

EOM niet op rand: in n: 2-0 matrix, discretisatie
interpolatie diagonaa1- in n van Il
en/of lokale dominant
meshverfyning

+ - + +
roosterpunten discretisatie band- interpo1atie-

EEM op de rand in Q: 2-0 matrix, functies
(en in rn diagonaal- gemakkelijk te

dominant integreren

+ + - -
roosterpunten discretisatie vol, soms moeilijke

REM op de rand op de rand r symmetrisch integratie van
van n: 1-0 en diagonaa1- Greense maal

dominant interpo1atie-
functie(s)

-I
I
I
I

I
I

Tabel 1-1 Vergelijkingsmatrix van EDn, EEn en REn

I

Aangezien de EOM moeilijkheden oplevert t.a.v. een kromlijnige rand, -en dus
ook voor het vrije gedee 1te, waar in we het meest zijn geinteresseerd- is
deze methode het minst geschikt. De tijd benodigd voor de inversie van A
wordt bepaa 1d door de omvang van A en de structuur van A. Tesamen met de
elementopbouw, d.i. de bepal ing van de coefficienten, van A levert dit de
tot.ale rekent ijd voor het probleem. Yeung (1982) komt tot de conc 1usie datI

I
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in 2-0 gevallen de REM in het algemeen minder rekentijd nodig heeft dan de
EEM. Ten tweede zijn we alleen geinteresserd in de beweging van de vrije
rand en is de REM ook in dit opzicht -alleen discretisatie op de rand r van
een gebied Q- voordeliger.

Een storend effect in de nauwkeur ighe id -bepaa 1d door de orde van de
interpolatiefunctie(s)- voor de REM treedt op in de hoekpunten van de rand
r. Dit kan worden voorkomen door o.a. hogere orde interpolatiefuncties te
kiezen. Daarnaast hebben alle drie de methoden en met name de REM te lijden
van zg. randsingulariteiten. Zie appendix 8 en met name 8.4,5 en 8.6 voor
randsingulariteiten.

Een uitbreiding naar volledige 3-0 problemen is voor de REM een moeilijke
zaak, in tegenstelling tot de EDM en EEM, omdat de elementopbouw van A een
gecompliceerde en tijdrovende aangelegenheid is.

Door de ti jdsafhanke 1 ijkhe id van de twee randwaarden op de vr ije rand za 1

een timestepp ingsprocedure gevo 1gd moeten worden, die door de niet-l ine-
ar ite it van deze randwaarden voor all e dr ie de methoden nade 1 ige gevo 1gen
heeft, met name t.a.v. efficientie.

Uit de twee randwaarden op de vrije rand kan m.b.v. (kleine) tijddif-
ferenties een schatting gemaakt worden voor de ligging en de potentiaal van
de vrije rand op het tijdstip t+l1t, als beiden op tijdstip t bekend zijn.
Hiermee wordt dan het gehele potentiaalprobleem opgelost m.b.v. een van de
drie numerieke methoden op het nieuwe gebied Q(t+l1t). Dit in tegenstelling
tot 1 inea ire go 1ven, waar op elk tijdst ip het prob 1eem op de nu 1elevat ie,
dus een vast geb ied Q, wordt opge lost. Voor n iet -1 inea ire go 1ven za 1 men
daarom meer aandacht aan nauwkeur ighe id en stab i1 ite it moeten besteden.
Zonodig zal dan ook een iteratie gewenst zijn om ligging en potentiaal van
de vrije rand te corrigeren, -en het probleem voor de correcties nogmaals op
t+l1t op te lossen- voordat naar tijdstip t+211t kan worden gestapt.

Een belangrijker gevolg van het in de tijd veranderende gebied Q(t), is
dat de stijfheidsmatrix A(t) per tijdstap opnieuw moet worden opgebouwd en
'geinverteerd'. Om die reden wordt dan ook geen 'inversie' toegepast, maar
ind irecte iterat ieve methoden om het ste 1se 1 verge 1 ijk ingen op te lossen.
Hierdoor zijn de EDM en de EEM in het voordeel t.o.v. de REM, vanwege hun
bandstructuur en diagonaa 1dom inant ie. Voor 1 inea ire go 1ven b 1 ijft A gedu-
rende het gehele tijdsproces hetzelfde, omdat voor de nulelevatie het poten-
t iaa 1prob 1eem wordt opge lost en dus het rekengeb ied constant in de tijd
blijft.



I
I

- 6 -

1.3.3. De 'boundary fitted coordinates' methode

I

Een methode, die (vooral in combinatie met de EDM) wordt gebruikt om laatst-
genoemd gevolg te omzeilen, is de zg. 'boundary fitted coordinates' methode.
Deze methode voert een numerieke transformatie van een vast gekozen reken-
gebied 0 met een simpe1e geometr ie (voor b.v. de EDM heeft 0 dan a11een
rechte randen) uit naar het -eindige- fysische gebied O. Zowel de transfor-
matie als het getransformeerde potentiaalprobleem worden nu opgelost in het
vaste gebied D. Zonder bewijs wordt gesteld dat, als 0 wordt afgebeeld op 0,

de rand r van 0 wordt afgebeeld op de rand aD van D.
De transformatie is wiskundig bepaald door twee 2e orde Partiele Differ-

ent iaa 1 Verge 1ijkingen: PDV-en in 0 en randwaarden op aD voor x (~,7) en
y(~,7). (~,7) zijn de onafhankelijke variabelen in R2 van het 0 vlak.,

I

I
I
I
I
I
I

l{x} = 0 voor (ç,7) in 0, met xx = f (ç,7),t) op aD (1-2a)

l{y} = 0 voor (ç,7) in 0, met y = fY(ç,7),t) op aD (1-2b)

I
I

De PDV operator l is van het (quasi-lineaire) elliptische type. Op een be-
paald tijdstip t=t. worden (1-2a,b) opgelost, waarbij de koppeling loopt via

1

de randwaarden (1-2a,b) d.m.v. het functievoorschrift voor de rand r:
f(x,y)=O of de parametrisering van de rand I': «x(s),y(s». Het is nu dus
moge 1ijk om voor (1-2a,b) een constante' st ijfhe idsmatr ix T op te ste 11en,
omdat de verandering van de vrije rand, d.i. de kinematische randwaarde, tot
uiting komt in de omgezette randwaarden van (1-2a,b); dus alleen de rechter-
lidvector van de discretisatie van (1-2a,b) verandert.

en (1-4)

I
I

In (1-4), die de discretisatie van (1-2a,b) is, zijn de matrices Al en T dus
constant in de tijd en zijn ~ de onbekende discrete waarden t.p.v. de knoop-
punten in het (~,7) vlak in 0 (EDM, EEM) of op aD (REM) (Overigens kunnen
bepaalde delen van de randwaarden van (1-2a,b) van het Neumann type zijn).

Het potentiaalprobleem, ~~=O in 0 en (dynamische) randwaarde op r, wordt
dan omgezet in het vo1gende randwaardeprob 1eem op het vaste geb ied 0 en
vaste rand aD;I

I
l{~}= 0 voor (~,7) in 0, met ~{~} = f~(~,7),t) op aD (1-3)

I
De PDV l{~} is hetzelfde -zonder bewijs wordt dit geconstateerd- als die

evoor de numer ieke transformat ie en ~ is een 1 orde PDV operator van het
gemengde type (Dirich1et, Neumann en/of Robin) en is de omgezette (dynami-
sche) randwaarde behorende bij het potent iaa 1prob 1eem. Ook de st ijfhe ids-
matrix Al van (1-5) is na dicretisatie van (1-3) dus constant en nadat (1-4)
is opge lost, is de rechter 1idvector 'Q.~(t) uit de randwaarde van (1-3) perI

I
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I
I

tijdstap samen te stellen en kan (1-5) worden opgelost.

A u<P = b<P(t)
f_ - -

(1-5 )

I
I

Hierbij doet de mogelijkheid zich voor om voor (1-2a,b)~(1-4) ~n
(1-3)~(1-5) gedurende het gehele tijdsproces 1 grote constante systeemmatrix
S op te bouwen: S~=~(t) -zodat maar één keer geinverteerd moet worden-, en
de verandering van ligging en potentiaal op de rand r per tijdstap komt dus
alleen tot uiting in de rechterlidvector ~(t).

Conclusie: het simpele potentiaalprobleem op een in'de tijd veranderend
gebied Q(t), waarbij de stijfheidsmatrix A(t) telkens moet worden opgebouwd
en 'geinverteerd' , is vervangen door 3 gekoppelde en moeilijkere randwaarde
prob 1emen op een vast geb ied 0 met na discret isat ie constante matr ices
(matrix) in de tijd.

I
I

1.3.4. De inverse formulering

Voor potentiaalproblemen wordt vaak gebruik gemaakt van de complexe potenti-
aal ~; ~(z)=<p(x,y)+i~(x,y), met z=x+iy. Naast de (reële) potentiaal <P, vol-
doet ook de stroomfunctie ~ aan de Laplace vergelijking ~~=O in een domein
Q.

I
I
I
I
I
I
I

A Is nu de ro 11en van afhanke 1ijke var iabe 1en (<p,~) en onafhanke 1ijke
var iabe Ien (x,y) worden verwi sse Id, dan wordt een vr ije stat iona ire rand
afgebee Idin het ~-vl ak op een bekende, constante -~- rand. Het prob 1eem
wordt dus het (numeriek) oplossen van de conforme afbeelding z(~) van het
~-vlak naar het z-vlak. Liu & Liggett (1978) doen dit door ~<Py(<p,~)=O (~<p:

differentat ie naar <P en ~) met omgezet te randwaarden op te lossen met de
REM.

Deze methode is in feite een speciaal geval van 1.3.3, als we stellen dat
(<p,~)=(ç,~). Ten eerste is f_=~; de transformatie is een conforme afbeelding.
Ten tweede dienen de randen van Q stroom 1ijnen of equ ipotent iaa 11ijnen te
zijn. Daarom is met de oplossing van de conforme afbeelding in principe ook
het potentiaalprobleem opgelost. Voor instationaire gevallen, zoals niet-li-
nea ire go 1ven, za I men ook het getransformeerde potent iaa 1prob Ieem moeten
oplossen, aangezien de vrije rand geen stroomlijn of equipotentiaallijn is.

1.4. Keuze en opzet voor een numerieke methode voor niet-lineaire golven

I
We kiezen nu voor de 'boundary fitted coordinates' methode in combinatie met
de REM om de volgende redenen. In het eerste geval om de efficientie te be-
vorderen door de mogelijkheid om matrices op te bouwen, die constant blijven
gedurende het timeteppingsproces. In het tweede geval omdat we alleen gein-
teresseerd zijn in de elevat ie van de go 1f (dus de rand), zodat discret i-I

I
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satie in het gebied overbodig wordt. De consequentie hiervan is dat de REM
toepasbaar dient te zijn voor de PDV-en van (1-2,3): l{~}=O op een geschikt
gekozen rekengeb ied D, zodat de gehe1e methode voor de bereken ing van de
elevatie van niet-lineaire golven uitsluitend plaatsvindt via discrete pun-
ten op de vaste rand aD van D.

De volgende hoofdstukindeling en werkwijze wordt gehanteerd;
Hfd. 2. Allereerst wordt het wiskundig model beschreven voor niet-lineaire

go 1ven en daarna wordt het a1gemene numeriek mode 1 voor de REM en een
timesteppingsprocedure op de rand r(t) van het fysische gebied net) opge-
steld, zonder transformatie naar een vast rekengebied D. Verder worden
enkele bekende voorbeel den van niet-lineaire golven, die m.b.v. de REM
zijn opgelost, besproken.

Hfd. 3. De keuze voor een geschikte transformatie, d.w.z. de bepaling van de
transformatie operator l in (1-2a,b) en (1-3), in combinatie met de toe-
passing van de REM wordt gemaakt. Een geschikt rekengebied 0 wordt ver-
volgens bepaald, waarna het probleem van niet-lineaire golven in algemene
zin wiskundig -numeriek- wordt geformuleerd m.b.v. van een transformatie
en toepassing van de REM op de rand aD van D.

Hfd. 4. De REM wordt nu geimplementeerd voor het getransformeerde potenti-
aalprobleem (1-3) op de rand aD van het vaste rekengebied 0, wat leidt
tot (1-5), en getest met simpele randwaarden.

Hfd. 5. De constructie van de transformatie (1-2a,b) op de rand aD van 0
wordt geformuleerd m.b.v. de REM, wat leidt tot (1-4), en getest voor de
rand r van enkele eenvoudige geometrische gebieden n.

Hfd. 6. Eventueel wordt de gehele methode (1-2a,b) en (1-3) met een time-
steppingsprocedure toegepast voor de bepaling van een niet-lineaire golf.
Hiervoor wordt de numerieke transformatie van de rand aD naar r(t), met
tevens de numerieke oplossing van het getransformeerde potentiaalprobleem
op de rand aD van 0, geformuleerd m.b.v. de REM op een bepaald tijdstip.
Daartoe dienen de tijdsafhankelijke kinematische en dynamische rand-
waarden op r(t) omgezet te worden naar (ç,~)op aD. Indien mogelijk wor-
den de eventue 1e resu1taten verge1eken met gegevens van andere methoden
ter bepaling van een niet-lineaire golf.

Hfd. 7. Conclusies en aanbevelingen.
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2. NIET-LINEAIRE GOLVEN OPGELOST M.B.V. DE REM

2.1. Het wiskundig model voor lopende niet-lineaire golven

2.1.1. De wiskundige formulering van het fysische model 1.2

Het fysisch gebied O(t) in het ~=(x,y) E ~2 vlak, begrensd door het tijds-
afhankel ijke wateroppervlak r1(t) en de vaste bodem r3, is in de fig. 2-'
geschetst. n=(n1,n2) is hierin de naar buiten gerichte eenheidsnormaal en de
zwaartekrachts-versnelling g werkt in de negatieve y-richting.

zI
I
I
I

x=L

y

y=t)(x,t)

y=-h(x)

~I
r
2
I
I
I

___ ~I_ _,/r3 ~" ....._--",,-------

x

o

I
I
I.

x=O

Fig. 2-1 Het fysisch gebied 0 op een bepaald tijdstip t

I
I

Door de rotatievrije stroming is de skalaire snelheidspotentiaal ~(x,y,t) in
te voeren. D.w.z. dat voor de snelheid van een vloeistofdeeltje in het punt
~=(x,y) in O(t) per definitie geldt;

(2-0)
I,
I
I
I

(2-0) ingevuld in de wet van behoud van massa of continuiteitsvergelijking
geeft de Laplace vergelijking voor ~(x,y,t) op een bepaald tijdstip t in O.
Zie 8attjes (1987) en Mei (1983).

voor ~=(x,y) in Q (2-1)

Voor het gebied Q is de wet van behoud van impuls (energie) of Navier-Stokes
vergelijking door substitutie van (2-0) gereduceerd tot de 8ernoulli verge-
lijking. In wiskundig opzicht bepaald deze laaste vergelijking op de vrije
rand r, de dynamische randvoorwaarde.

I
I

a~ 1 2= -g I) --('il~) -p /pat z 2 0 w
voor y=1)(x,t)op r, (2-2a)

Hierin is Po de druk op r1 (deze kan nul gesteld worden) en y=l)(x,t) de ele-

I



I
I
I

- 10 -

vatie van een golf t.o.v. y=O. Met de formule voor de meebewegendeafge-

leide;

o
Ot

(2-3)

I
I

Kan (2-2a) van een Eulerse in een Lagrange beschrijving overgaan.

O. , 2- = -g y +-(,'V.) -p /p
Ot z 2 0 w op r, (2-2b)

I
Naast de dynami sche randvoorwaarde di ent een ki nemati sche randvoorwaarde

opge1egd te worden, die de 1 i ggi ng of bewegi ng van de vr i je rand r, be-

in dat een vloeistofdeeltje op de vrije rand

I
I

schrijft. Deze konditie houdt

deze rand niet kan verlaten.

al)
= a. _a. al)

= a.
at ay ax ax n2 an

voor y=l)(x,t) op r, (2-4a)

Hierbij is n2=cos{3 de ontbondene in y-r i cht i ng van de eenhei dsnormaa1 !J...

I
(2-4a) kan ook op een Lagrange mani er worden beschreven, zodat een imp1 i -

ciete beschrijving van de vrije rand r, mogelijk is en daardoor een alge-

mener randprof iel r, toepasbaar is, dan bij een Eu1er se (i s exp 1 i c i ete)

beschrijving van r,.I
I en op r, (2-4b)

I
De Lagrange beschr i jv i ng verd i ent de voorkeur, als de gehe1e rand om een

gebied zou bewegen. Aangezien r
234

een vaste rand is en r, beweegt, is hier-

over geen dui de1 i jke ui tspraak te doen. Echter voor 1 i neai re go1ven wordt

een Eu1erse beschr i jv i ng gebru ik t en i n het a1gemeen voor sterk ni et -1 i -

neaire, niet vormvaste golven een Lagrange beschrijving.

Voor de vaste bodem is de (kinematische) randwaarde:

I
I a. = 0

an
voor y=-h(x) op r

3
(2-5)

I
I
I
I
I
I

2.'.2. De randvoorwaarden ~ de in- en uitstroomrand r2 en r4
(Niet-)lineaire golven worden nu gedefineerd, als golven lopende in principe

van x=-oo naar x=+oo (en omgekeerd), waar de opwekki ng bui ten beschouwi ng

wordt gelaten. Echter voor niet-lineaire golven en lineaire golven met een

willekeurige bodem y=-h(x) is een analytische oplossing ~(x,y,t) onmogelijk

te v i nden en za1 dus gezocht moeten worden naar een numeri eke op1oss i ng.

Maar voor een numeri eke op1oss i ng i sin pr i nc i pe een zo kl ei n moge1ijk.

d. w.z. ei ndi g gebi ed Q(t) nodi g. De eenduidi ghei d voor het potent i aa1pro-

bleem op een bepaald tijdstip eist dan, dat op de kunstmatige randen r2 en

r
4

uit fig. 2-' randwaarden worden opgelegd.
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I
I

Geste 1d wordt nu dat deze randwaarden een inkomende go 1f op r2 en u it-
gaande (verstrooide) golven op r24 naar ±~ voorschrijven. Dit verschijnsel
wordt voor lineaire golven diffractie genoemd. Dit betekent dan, dat we van
te voren een benadering of beperking van deze randwaarden dienen te zoeken,
die eigenlijk een onderdeel van de oplossing zijn. We bekijken nu een aantal
mogelijkheden voor deze kunstmatige randvoorwaarden, waarbij voor x<O en x>L
de diepte, resp. h +en h , uniform is.

I
I
t

Lineaire verre veld randwaarden (hybriede formulering).

Voor het 1 inea ire prob 1eem zijn de dynam ische en kinemat ische randwaarden
voor de vrije rand r1 als volgt;

a 2lP alP-+g-=O
at 2 zay

voor y=O (2-6)

De oplossing van het gehele lineaire golfprobleem met constante bodem y=-h
en -oo<x<+oo is dan voor de periodieke (in x-richting) en monochromatische
go 1f - is een go 1f met resp. één constante go 1f 1engte À=21l/k en één con-
stante golfperiode T=21l/w - ;

I
I
I
I

lP(x,y,t) = Re{ A+ cosh(k(y+h» ±ikx iwt}e e ,-oo<x<+oo (2-7)
++ w a

met A = k sinh(kh)
+a : amplitude elevatie (2-7a)

Waarbij A betrekking heeft op een naar linksgaande golf en A+ op een naar
rechtsgaande go 1f. Het verband tussen het go 1fgeta 1 k en de frequent ie w
wordt gegeven door de dispersie relatie.

w2 = g k tanh(kh) => k = H(w)
z

(2-8)

I
I
I

Voor een inkomende 1inea ire golf op r2' x=O wordt (2-7,7a) met bekende
amplitude A+ conform de lineaire theorie als randwaarde gekozen. Of volgens
een andere golftheorie i.g.v. niet-lineaire golven, zoals Isaacson (1982)
doet.

Door een onregelmatige bodem of ander obstakel treedt, volgens de line-
aire theorie, diffractie op. D.w.z. een deel van de inkomende lineaire golf
wordt gereflecteerd, het andere deel gaat door. Deze verstrooide golven moe-
ten nu via de kunstmatige randen het gebied 0 verlaten. De lineaire theorie
laat superpositie toe van een inkomende golf en verstrooide golven; lP=lPI+lPD.
Voor de verstrooide lineaire golven kunnen we op r24 (2-7) als randwaarden
nemen met een nog onbekende amplitude A+. Tevens worden door de diffractie
voor het lineaire probleem zg. verdwijnende golven gegenereerd, die kunnen
worden geref 1ecteerd op de randen, zie Romate (1984). Dit is enerz ijds te
voorkomen door de kunstmatige randwaarden van (2-7) ver genoeg, ongeveer een

I
I
I
I
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I
I
I
I

golflengte À, van de onregelmatige bodem (b.v. een hobbel) op te leggen en
de bodem verder als constant te beschouwen. Hierdoor hoeft het rekengebied
niet al te groot te worden, en zullen de verdwijnende golven wel uitgedempt
zijn, als de golven de randen hebben bereikt. Anderzijds kunnen de randwaar-
den van (2-7) -dit zijn eigenfuncties behorende bij de twee reële eigenwaar-
den van (2-8)- gesuperponeerd worden met de eigenfuncties behorende bij de

2imaginaire eigenwaarden van w = -gk tanh(kh), (dit zijn nu de verdwijnende
golven), zie Mei (1983) en Liu & Liggett (1978). De onbekende coefficienten
(=amp 1ituden A+) van de eigenfunct ies, eventuee 1 inc 1uis de verdwi jnende
go 1ven, worden dan gevonden door de opge 1egde randwaarden voor q, en ~~
gelijk te stellen aan de gevonden waarden.

Ook voor niet-l inea ire golven treedt 'diffract ie' op. Bekeken wordt of
dezelfde aanpak mogelijk is als voor lineaire golven.

Voor het niet-lineaire probleem is ten eerste geen superpositie mogelijk
van q,1 en q,0. Ten tweede bestaan niet-l ineaire golven uit een spectrum van
tijdharmonische componenten en zal bij keuze van (2-7) als randwaarden voor
uitgaande golven absorbtie optreden van 1 component, maar zullen de overige
componenten volledig worden gereflecteerd op de randen r24. Een eigenfunctie
ontwikkeling als (2-7) voor niet-lineaire diffractie is niet mogelijk, o.a.
door het ontbreken van een dispers iere 1at ie. I saacson (1982) omze i1t dit
probleem door de randen ver genoeg van het obstakel weg te leggen om vol-
doende tijd te kunnen rekenen en stopt de berekening als de uitgaande golven
de randen hebben bereikt, aangezien niet-lineaire golven niet uitdempen.

I
I

I
I
I
I

Stralings-(zwak reflecterende) randwaarden
De bovenstaande eigenfunct ies, d.w.z . dus u itgaande go 1 ven t.g. v. 1 inea ire
diffractie, voldoen naast (2-1), +(2-6) en (2-5) voor y=-h ,-h ook aan de

I
I
I
I

zg. 1-0 stralingsconditie van Sommerfeld.

1 im
kX-7±CXI(~x ± ikx )(~ _~I) = 0

- iwtis q,(x,y,t)=Re{q,(x,y)e } en

(2-9)

In (2-9) q,1 de inkomende go 1f (2-7,7a) met
bekende amplitude op r2. Voor golven die te beschrijven zijn als q,(x,y,t) =
q,(±kx-wt,y) is de conditie (2-9) toe te passen op r2 (-) en r4 (+) en heeft
dan de volgende vorm.

aq, 1 aq, a a I-- -_ - = (-+-)q,an c at an cat op r2,
aq, +!. aq, = 0
an c at (2-10)

I
I
I

Voor het lineaire probleem z1Jn deze randwaarden exact omdat de fasesnelheid
c=~ bekend is u it de dispers ie re 1at ie (2-8) voor een naar 1inks of naar
rechts u itgaande go 1f. De randwaarden (2-10) moeten we 1 ver genoeg van de
hobbel op de bodem worden opgelegd om de verdwijnende golven te laten uit-
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dempen. Zie Romate (1984).

I
I
I
I
Î

+Voor het niet-lineaire 'diffractie' probleem is de fasesnelheid c ,c on-
bekend door het ontbreken van een dispersie relatie. Indien men deze weet te
schatten, is het toepassen van (2-10) beter dan bovenstaande alternatieven,
aangez ien de over ige go Ifcomponenten gedee Ite Iijk worden geref Iecteerd. Het
zoeken naar nog beter absorberende randwaarden op basis van (2-9), (2-10) is
een zeer moeilijke zaak, maar wel volop in ontwikkeling. Zie Romate (1984)
en Yeung (1982).

I

Periodieke (in x richting) randwaarden
Aangezien een exacte mathematische uitdrukking voor niet-lineaire ver-
strooide golven t.g.v. 'diffractie' (en 'straling') niet te vinden is op de
randen r2 en r4, beperkt men het niet-lineaire golfprobleem vaak tot perio-
dieke golven: À = 2rr/k = L.

en at/>, _ at/>,an x=O - -an x=L (2-11 )

I
Echter per iod ic ite it beperkt zich tot een un iforme y=...,hdanwe I one ind ige
diepte, zodat dus geen diffractie optreedt! In combinatie met de REM wordt
vaak gebruikt van de volgende conforme afbeelding, waarbij dan automatisch
aan (2-11) is voldaan.

-ikzw = e met w=u+iv E S en z=x+iy E Q (2-12)I
I
I
I
I

De Laplace-vergelijking (2-1) àt/>(x,y)=O in Q blijft onder een conforme af-
beelding gel ijk (zg. invariant): à t/>(u,v)=O in S (à : differentatie naar u

!d. !d.
en v). Voor een probleem met oneindige diepte wordt r1 door (2-12) afgebeeld
op de gesloten rand as van S, zie fig. 2-2. De dynamische randwaarde (2-2a
of b) en de kinematische randwaarde (2-4a of b) op r1 moeten worden omgezet
in randwaarden op as in de onafhankelijke variabelen u en v. Op deze wijze
is het potentiaalprobleem voor O(t) omgezet naar een potentiaalprobleem voor
S(t) op een bepaald tijdstip. Zie Longuet-Higgens & Cokelet (1976).

I
1
I
I
I
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y
r1

-ikzw = e

>
i lnwz = k-hr- <

1 m-co

I
I
I
I
\1
a
1
I'._
I
I
'.

Fig. 2-2 Schets voor de conforme afbeelding (2-12) van het z-vlak
naar het w-vlak

Voor een probleem met randwaarde (2-5) op de uniforme diepte y=-h kan d.m.v.
het ref 1ect ie princ ipe voor r1 t.o.v. y=-h in Q of voor BB t.O.v. Iw I=e-kh
in B automat isch aan (2-5) worden vo1daan. Toepass ing van de REM eist dan
een speciale fundamentele functie, die voldoet aan (2-1) en aan (2-5) vol-
gens het reflectie principe, zie b.v. appendix A.3. en Do1d & Peregrine
(1985).

2.1.3. Beginwaarde voor de vri je rand ~ t=O
De nulelevatie wordt als beginwaarde gekozen. Een inkomende golf wordt dan
gedurende een instelperiode vermenigvuldigd met een functie zodat de ampli-
tude van nu 1 tot gewenste hoogte stijgt. Deze methode wordt ook vaak bij
sterk niet-lineaire stationaire problemen toegepast, waardoor het probleem
als instationair wordt behandeld tot de evenwichtstoestand is bereikt.

" "

I
I

Voor periodieke golven in diep water kan een Stokes-ontwikke1ing of bij
benadering zelfs een enkele sinus als beginvoorwaarde worden gekozen. Door
de amplitude zo groot te nemen of een bepaald drukverloop Po gedurende een
instelperiode aan het vrije oppervlak op te leggen, wordt de golf instabiel
en zal hij gaan breken. Zie Longuet-Higgins & Cokelet (1975).

I
t

2.2. Numerieke formulering van niet-lineaire golven
Het prob 1eem van niet-1inea ire lopende go1ven definieren we alsvo 1gt; de
veldvergelijking (2-1) en de randwaarden (2-2a of b) en (2-4a of b) -wordt
(2-6) voor lineaire golven-, (2-5), en (2-10). Tevens is een geschikte be-
ginwaarde en inkomende golf ~I gekozen. Voor een probleem met een oneindige
diepte wordt gekozen. voor de conforme afbeelding (2-12) en vervallen dus
(2-5) en (2-10). Verder zijn de randwaarden (2-2a of b) en (2-4a of b) omge-
zet in de onafhankelijke variabelen u en v op BB (i.p.v. r,).

I
I
I
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De volgende numerieke procedure in 2.2.1. t/m 2.2.3. wordt per tijdstap
.àt toegepast.

2.2.1. De "start"gegevens QQ. het ti jdstip t=ti
A) Op het tijdstip t=t.=i.àt is de stuksgewijze 1ineaire (rechtl ijnige)

1 •

benadering van de rand r bekend. De lijnstukjes r~ (de superindex geeft het
J

tijdsniveau aan) j=1,2 ...n, vormen via hun geometrische eindpunten de zg.
. ielementenverde 1 ing van de rand r , zie fig. 2-3. iVerder ge 1dt dat 1). het

Jimidden, het zg. knooppunt is van element r1 ..
i J8) Op de middens van de elementen r., de zg. knooppunten ~.= (x, y.) ,
J. J J J

zijn de benaderde waarden van de potent iaa 1 tIJ: t/J~ en de normaa 1 afge 1e ide
at/J . J.
an: q~ voor elke j=1,2 ...n bekend. Deze waarden worden over een element r~
constant verondersteld; zg. constante elementen, zie appenndix 8.3,4. (Hoge-
re orde elementen zijn ook moge 1ijk, zie append ix 8.3.) Uit deze waar-den

zijn de tangentiele afgeleide van de potentiaal t/J _at/J en t/J,t/J op het tijd-s-as x y
stip t. en op elke ~. te berekenen.

1 i J i A. i, 9.i op r z 1· J·n bekend 1·n deKortom A) I) (of (~,y)) voor r1 en 8) ~
middens ~.=(x .; y.) van de elementen r. op het tijdst iP t=t.. Ook op vor ige

J J J J 1

discrete tijdstippen zijn al deze gegevens bekend.

geometrisch
eindpunt "

x (s. )=x.
- I. -\.knooppunt •

Fig. 2-3 De randelementenverdeling van r op tijdstip t.
l.

2.2.2. De discretisatie in de ti jdj timestepping van ~i naar ~i+1

De randwaarden (2-2a,b), (2-4a,b) en (2-10) hebben de algemene gedaante van
een gewone differentiaal vergelijking met beginvoorwaarde op t .. Lees voor
a 0 d 1at of Ot : dt en voor I) (of (~,y)),~ of 9. : ~. Vanwege de randelementen
verdeling van r zijn deze grootheden vectoren.

ddt ~ = 9.(~,t) (2-13)
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I
I

De vergeli jk ing (2-13) kan m.b.v. eindi ge different ies naar het tijdstap
i+1ti+àt=t, i+1 een benader ing voor ~ gegeven. Bij de keuze van de methode

voor de timestepping spelen drie aspecten een rol; 1) stabiliteit, 2) nauw-
keurigheid en 3) rekentijd. Voor niet-lineaire golven wordt meestal gebruikt
gemaakt van zg. meerstapsmethoden, omdat hogere orde eenstapsmethoden (zoals
Runge-Kutta) de op 1ossi ng van de rand integraa 1verge 1 ijk ing: RIV (2-18, 19)
met de REM op tussenniveau's eisen en daardoor veel meer rekentijd vergen,
zie 2.2.3. De 2e orde expliciete meerstapsmethode van Adams-Bashforth luidt;

I
I
I
I
I
I,

i+1
~ = u_i+ 6t (39.i_9.i-1)2'

i i ien 9.=9.(~ ,t ) (2-14)

Zonod i9 kan een hogere orde worden gekozen, die nauwkeur iger is, maar ook
meer rekentijd kost. Het nadeel van de expliciete (2-14) is, dat deze niet
zo stabiel is en dus een zeer kleine tijdstap 6t vereist. Om de stabiliteit
te verhogen, kunnen we ook het 2e orde impliciete meerstapsschema van Adams-
Moulton kiezen.

i+1 i 6t ( i+1 i)~ = ~ + 2' 9. +9. i+1 (i+1 ti+1)en 9. =9.!:! , (2-15)

Het nadeel van (2-15) is dat deze veel meer rekentijd kost per tijdstap 6t
dan (2-14), zie 2.2.4. Een compromis tussen schema's zoals (2-14) en (2-15)
zijn de predi ctor-corrector meerstapsschema 's van Adams-Bashforth-Mou Iton.
Een veel gebruikt schema is die van de 4e orde.

i+1 i 6t (559.i_599.i-1+379.i-2_99.i-3) i i,ti)u = !:!+ 24 en 9.=9.(!:!
-,> (2-16)
i+1 i 6t (9 i+1 i i-1 i-2 i+1 (i+1 i+1)!:! = !:!+ 24 ~

+199. -59. +9. ) en ~ =9.~. ,t

Voor een uiteenzetting van meerstapsmethode's t.a. v. stabiliteit en nauw-
keurigheid, zie Stoer & Bulisch (1978).

Î

i+1 i+1A) Uit (2-4a,b) volgt een benadering voor Q of (~,y) voor r1 m.b.v.
b.v. het exp 1 ic iete timestepp ingsschema (2-14) en de 11 start 11 gegevens u it

. i+12.2. 1. Vervo 1gens kan dan een nieuwe rande 1emenenten verde 11 ng I'1 en dus
i+1r op tijdstip t. 1 tot stand komen, zoals geschetst in fig. 2-3. Omdat we

1+

u itgaan van constante elementen, d.w.z. 1 inea ire interpo 1at ie (is rechte
1 ijn) benader ing voor de geometr ie van I' (de geometr ische punten zijn de
eindpunten van een lijnelement) en constante interpolatie voor ~, q (knoop-

.+1punt in het midden van een lijnelement), kunnen gaten in r~ onstaan als de
timestepping van (2-4a,b) via het knooppunt Q~ of ~~, d.i. het midden, van

J J
het element plaatsvindt. Dit komt door de discontinuiteit van ~ en q t.p.v.
de geometr ische eindpunten van de elementen, zie f ig. 2-4 (1). Er za I
ge interpo 1eerd -b. v. gem idde 1d- moeten worden in die ei,ndpunten van de
elementen om met (2-4a,b) en b.V. (2-14) geen gaten te láté'n ontstaan in de

i+1rechte 1ijn benader ing van I'1 . De timestepp ing v indt dan plaats v ia de

I
t
I
I
I
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I'
I

ieindpunten i.p.v. het midden van een lijnelement r1j, zie fig. 2-4 (2).

geometrisch
eindpunt: \ t. (0 )

l.

knooppunt: •
t.+.6t
l. (1)

t.
l.

I
I
I
I
I

t.+.6t
l.

t.
l.

Fig. 2-4 Timestepping van de lineaire banadering van r1.

I
Een andere mogelijkheid om gaten te voorkomen is om behalve voor de geome-
trie van r ook voor ~ en q een lineaire verdeling toe te passen. De knoop-
punten van deze zg. lineaire elementen, zie appendix 8.3,4, vallen nu samen
met de geometrische eindpunten van een lineair lijnelement en daarom zijn ~
en q t.p.v. de eindpunten continue.

Speciale aandacht dient gegeven te worden aan de aansluiting van de hoek-
punten tussen r1 en r24.

Voor lineaire golven is bovenstaande niet ter zake doende, omdat het po-
tentiaalprobleem van 2.2.3 voor elke tijdstap 6t vanaf de nulelevatie wordt
berekend; eenmalige discretisatie van r.

8) M. b. v. van het exp I ic iete schema (2-14) voor (2-2a, b) en het imp I i-
ciete schema (2-15) voor (2-10) en de "start"gegeve~s uit 2.2.1. zijn op de

i+1rand r de volgende (gediscretiseerde) randwaarden voor het tijdstip t. 1
1 +

I
~I
I,
I
'.

te berekenen.
~i+1 = fi+1 op ri+1 uit (2-2a,b) (0irich I etrw. )-1 1
~i+1+ Di+1 i+1 i+1 r24 uit (2-10) (Robinrw. ) (2-17)P 9. = ~4 op

i+1 0 op r3 uit (2-5) (Neumannrw. )9. =

(2-17)De elementen van de
i+1elementen r. ,
J

diagonaalmatrix

vectoren uit ge Iden voor de middens van de
j=1,2 ...n en zijn constant over deze elementen. D is een

p
met als diagonaalelementen de vector ~. In de eerste verge-

i+1 i+1Iijk ing van (2-17) ge Idt dat ~ ongeveer op de rand r1 Iigt voor een
Lagrange beschr ijv ing van de vr ije rand. 0 it ge Idt n iet voor een Eu Ierse

I
I beschrijving, doch bij een zeer kleine tijdstap 6t kan dit als benadering

I

(2 )
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worden aan genomen, zie 2.2.4.

I 2.2.3. Het potentiaalprobleem ~ ti jdstip ~i+1

I
I
J
I
I

We hebben nu het gemengde potent iaa 1prob 1eem gegeven door de ve 1dverge-
'+1 i+1lijking (2-1) in gl en de (gediscretiseerde) randwaarden (2-17) op r

Hiervoor is dus de randi ntegraa 1vergel ijk ing: RIV (A-23, 24b) van appendi x
A 4 t . r ri+1 t d f d t 1 f t (9 3). van oepasslng op = , me e un amen e e unc ie A- a,1 uit
appendix A.3. Voor de randoperatoren notatie, zie appendix 8.2.

~ H{</>}= G{q} (2-18)

(2-19)

Met de toepass ing van de REM voor (2-18, 19) op de nieuwe element verde 1 ing
van ri+1 met constante elementen volgt dan de nieuwe matrixvergelijking op
tijdstip t. l' zie appendix 8.2,3,4.1+

I
fl

I
I

; </>.+~ [J ~F(~.;~')dS·l</>·= ~ [J F(~.;~')dS·lq· i=1,2 ...n ~
1 j=1 n JIJ J j=1 JIJ J

r r
J J (2-20)

•
H .. =

1 J
G ..

1 J
= J F(~.; ~.)dS.

JIJ

r.
J

I
I
"

In (2-20) zijn ~ j en ~i de middens, knooppunten van de elementen r ( De
integralen in (2-20) kunnen m.b.v. partiele integratie en substitutie analy-
tisch worden berekend of numeriek met de 4-punts Gauss kwadratuur formule,
zie appendix 8.4. De matrixvergelijking (2-20) op tijdstip t. 1 schrijven we1+
alsvolgt;

(2-21)
.+1 .+1We stoppen voor (2-21) de bekenden ~1 en gl uit (2-17) in t en de onbe-

kenden in u. Reorganisatie van (2-21) leidt dan tot de volgende matrixver-
gelijking op tijdstip ti+1, zie appendix 8.2.

-1Au = Bt = ~ ~ u =A ~ (2-22)

I

'+1 i+1 i+1Uit (2-22) volgen dus alle </>1 en g op r voor tijdstip t. l' Men kan1+
weer naar 2.2.1. voor de volgende timestepping van t. 1 naar t. 2'

1 + 1+
Voor lineaire golven wordt het gemengde potentiaalprobleem berekend vanaf

d 1 1 t· r ra elk t' id t l d Hi+1 HO Gi+1 GO .. constantee nu e eva le = op lJ s lP, us = en = zlJn
mart ices gedurende het gehe 1e tijdsproces. Voor 1inea ire go 1ven is A con-
stant gedurende het gehele proces, omdat H en G constant zijn; inversie van
A hoeft maar 1 keer plaats te vinden.I

I
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I T.a.v. de nauwkeurigheid en convergentie, met name voor hoekpunten in r,
van constante en lineaire elementen voor de REM verwijzen we naar de opmer-
kingen in appendix B.5.I

,I
I
I
I
I,

2.2.4. Eu1erse beschri jving ~ de vri je rand versus Lagrange

I
I
I

Voor een timestepp ing procedure voor n iet-1 inea ire go 1ven is het beter om
van een Lagrange beschr ijv ing van r1 (2-2b, 4b) u it te gaan omdat de mee-
bewegende afgeleide een deeltje op zijn weg volgt in tegenstelling tot een
Eu 1erse waar de p 1aatscoord inaten t.o. v. de tijd vast gehouden worden. In
het eerste geval zijn de grootheden bij discretisatie in de tijd op de oude
tijdniveau's op de nieuwe rand bekend, in het tweede geval alleen op de oude
rand. Bij een Eu1erse beschrijving zal daarom een kleine tijdstap worden ge-
kozen om deze waarden voor de nieuwe rand als benadering te kunnen gebruiken
en een imp 1ic iete methode worden toegepast, om stabi 1iteit te verzekeren.
Het nadeel van een Lagrange beschrijving is dat de aansluiting tussen r1 en
r24 problemen oplevert.

Voor een Eu1erse beschrijving van de vrije rand voor niet-lineaire golven
wordt om bovenstaande reden gekozen voor een impliciete methode zoals
(2-15). In het geval van impliciete tijdstapmethodes kan men een extra ite-
ratieslag nemen binnen àt (expliciete predictor, impliciete corrector metho-
de) of de tijdstap àt zo klein nemen, zodat G en H resp. op de actuele rand
ri+1/2, ri kunnen worden berekend i.p.v. de toekomstige rand ri+1. Hierbij
d ienen de n iet -1 inea ire termen in (2-2a, 4a) na het toepassen van (2-15)
ge1ineairiseerd te worden. Uit (2-2a) ontstaat dan een Robinrandwaarde.

Voor een Lagrange beschrijving van de vrije rand voor niet-lineaire gol-
ven kan men een exp 1ic ite methode kiezen of om een betere stab i1ite it te
krijgen een predictor-corrector methode, zoals (2-16). In het laatste geval
zal de eva1utatie van de RIV (2-18,19) twee keer per tijdstap àt moeten
worden uitgevoerd; 1 maal voor het predictorniveau en 1 maal voor het cor-
rectorniveau.

,
I
I
t
I
I

Voor lineaire golven is het makkelijker om voor een Eu1epse beschrijving
van de vrije rand te kiezen, omdat voor de berekening van (2-18,19) de onge-
stoorde rand r=rO voor elke tijdstap wordt gebruikt. Meestal wordt een im-
pliciete methode gekozen om maximale stabiliteit te waarborgen.

De tijdstap àt kan op de volgende wijze, met een schatting voor de fase-
snelheid c=~-~, geschat worden. Hierin is Sj de (gemiddelde) lengte van een
lijnelement r1f

àt s ~ S (2-23)
c j

I
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I 2.3. Voorbeelden van niet-lineaire golven bepaald met de REM

2.3.1. Lineaire golven en 2-de orde niet lineaire golven.

I
I

De REM werd oorspronkelijk ontwikkeld om de drukverdeling rond een vleugel-
prof iel in een potent iaa 1 strom ingsve 1d te berekenen, zie Hess & Sm ith
(1966). Voor de ligging van het vrije oppervlakte en de drukverdeling rond
een drijvend lichaam bood deze methode een uitstekend alternatief voor ande-
re methoden, die van discret isat ie in het gehe 1e dome in u itg ingen. Tegen-
woordig wordt de methode veelvuldig voor lineaire golven gebruikt, zowel 2-0
als 3-0 en een eventueel aanwezig drijvend lichaam. Hierbij zijn twee werk-
wijzen te onderscheiden.

Enerzijds is (meestal) uitgangspunt de directe methode (2-18) met de sim-
pe 1e fundamente 1e op 1oss ing, de 1ogar itm ische potent iaa 1 (2-19) voor 2-0
prob 1emen, zoa 1s gebru iktin 2.2.3. Voor de randwaarde op r24 kan worden
gekozen voor (2-9) of een hybriede formulering i.p.v. (2-10). We verwijzen
naar o.a. Bai & Yeung (1974), Au & Brebbbia (1984) en de proceedings van de
conferentie's voor de REM, onder redactie van C.A. Brebbia. Een nuttig boek
voor de toepassing van de REM voor 3-0 problemen, evaluatie van oppervlakte
elementen, is Banerjee & Butterfield (1981).

I
1
I

Naast het gebru ik van
lineaire monochromatische

de logaritmische potentiaal (2-19) kan men voor
- iwtgolven ~(x,y,t)=Re{~(x,y)e }, ook gebruik maken

- iwtG(~;~;t)=Re{G(~;~)e }, die voldoet aan (2-1)van een Greense functie

I

(d.w.z. äG(~;~)=-o(~-~» en de randwaarden -die al homogeen zijn- (2-6) op
r1, (2-9) op r24(-7±m) en (2-5) voor uniforme diepte op (een gedeelte van)
r3. Voor een dr ijvend 1ichaam of een hobbe 1 in de bodem b 1ijft dan a 11een
een Neumannrand over, waaraan deze Greense funct ie n iet vo 1doet, zie Me i
(1983). Bij toepassing van deze Greense functie direct in (2-18) of indirect
als enkellaagbelegging, zie appendix A.5, houdt men dus alleen een Fredho1m
integraa 1verge 1ijk ing van de 2e soort op de rand van het ondergedompe 1de
lichaam of de hobbel over. Het voordeel van deze 'klassieke' benadering is
dat alleen discretisatie op deze ene rand plaats vindt en er geen timestep-
pingsprocedure is. Het nadeel is dat de berekening voor een element in de
resu 1terende matr ixverge 1ijk ing - integrat ie van een zeer gecomp 1iceerde
Greense functie, zie John (1950), maal een interpolatiefunctie - moeilijk en
tijdrovend is en dat deze benadering alleen mogelijk is voor lineaire mono-
chromatische golven.

Door het vr ije oppervl ak n iet te 1inea iriseren, maar ook in de Taylor
ontwikkeling de tweede orde mee te nemen, krijgt men zwak niet-lineaire gol-
ven. Voor deze golven is het mogelijk om de randwaarden op het vrije opper-
vlak voor de 2-de orde potentiaal af te leiden en zijn gedrag naar oneindig

'I
J

I
'I
I
I
t
I

I
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I vast te stellen voor vertrooide golven, zie Mei (1983). Ook voor deze golven
kan dan de REM met een hybriede formulering op de randen r24 worden toege-

•past, welke overeenkomstig is met lineaire golven.

I
2.3.2. Niet lineaire 'stationaire' vri je rand problemen

I
I
I
I

Aangezien het probleem van de kunstmatige randwaarden op de randen r24 een
extra comp 1icat ie geeft, wordt het onderzoek van niet-l inea ire vr ije rand
problemen vaak beperkt tot uniforme stroming op r24 ver van b.v. een hobbel
op de bodem of tot water in een bak. D.w.z. de randwaarden op r24 zijn dan
de simpelere Neumannrandwaarden, resp.: ~~-U24' ~~-O. Het instationaire pro-
ces wordt tot stand gebracht door de snelheid U24 een verloop, de bodem of
rand een versnelling of uitwijking te geven volgens een bepaalde tijdfunctie
tot eventueel evenwicht is bereikt.

L iu & L igget t (1982) en (1984) passen voor een 'bak' prob 1 eem met een
Eulerse beschrijving van r1 de impl iciete methode (2-15) met gewichtsfac-
toren en met kleine At (eventueel met extra iteratie) toe, waarbij de vrije
rand op een niveau t. wordt gehouden om 1ater gecorr igeerd te worden voor

1

t. 1. Nakayama & Wash izu (1981) kiezen voor de imp I ic iete Eu 1 er timest ep-
1+

pingsmethode, die de fout uitsmeert over de lineaire elementen van de vrije
rand -i.p.v. dat de fout in de tijd zich concentreerd alleen op de knoop-
punten ~.- door de dynam ische randwaarde (2-2a) als een g~wo.gen res idue vo 1 -

J
gens de Galerkin methode te behandelen. Seiden kiezen voor lineaire elemen-
ten voor ~ en q voor de REM, zie appendix S.3,4.

I
1
I
'I
I

2.3.3. Periodieke niet-lineaire golven, reële variant

I
I

Lau (1985) lost het niet-lineaire golfprobleem op met (2-11) op r24 en een
kleine vaste cirkel in Q met uniforme diepte. Als beginwaarde op r1 kiest
hij een sinus met een iets te grote amplitude volgens de lineaire theorie
(d. i een 1e orde stokesgolf). Lau gebruikt de Lagrange beschrijving van de
vr ije rand r1 en voor de timestepp ingsprocedure neemt hij (2-16). Lau ge-
bruikt constante elementen voor ~ en q bij de toepassing van (2-18,19) voor
de REM. Waarschijnlijk ontstaat de numerieke instabiliteit na een enige re-
kent ijd door ref I ect ie op de randen r24 van de verstroo ide go 1 ven t.g.v.
diffractie door de vaste cirkel.

Longuet-Higgins & Cokelet (1976) gaan uit van (2-12) met een oneindige
diepte. Het gehe 1e potent iaa 1prob 1eem wordt dus opge lost 9P de rand as,
waarbij de Lagrangse kinematische randwaarde (2-4b) en de dynamische rand-
waarde (2-2b) zijn omgezet in poolcoordinaten: u=pcos&, v=psin& en w=u+iv ~
p(T)=lwl, &(T)=arg(w). T is de parametrisering van as. Verder geldt k=1 en
g =1.
z

I
I
I
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Op =
Ot

2a4> 2apa4> 38.3-
p ap = p aTaT+p a:r<l en 0.3-= a4>=

Ot a.3-

I 04>
Ot

(2-23b)

I Voor de timestepp ing van (2-23b) wordt (2-16) gekozen, met een zg. Pade
approximatie van de Stokesgolf als beginvoorwaarde. Voor de berekening van
(2-18,19), die geformuleerd wordt met (A-13) als (2-24), wordt op een andere
manier te werk gegaan dan de REM.I'

'I
I
I

~ 4>(~)= f F(~;~)q(T)dT + ;-! q,(T)do(~-~)
as rrjas

1met F(u'a) = ---In lu-al en ~(T)=(U(T),V(T», ~(t) E as-'- 2rr --
(2-24)

I

Voor de discret isat ie van (2-24) werd de rand as verdee Idin n discrete
punten (P.,&.)=(p(T.),&(T.», waarbij de booglengtes T. en tangentiele afge-

J J J J J
leiden (a/aT)., j=1,2 ..n werden gevalueerd. Het singuliere deel van de lin-

J
kerintegrand van (2-24) wordt afgesplitst voor een deel van aB(T) en via een
Taylor ontwikkeling in T exact berekend. Het overige deel wordt door een 4
punts -m.b.v. een Lagrange polynoom- quadratuur formule geintegreerd, waar-
bij de steunpunten samenvallen met T .. De rechterintegrand van (2-24) wordt

J
berekend met de Simpson regel. De integraalvergelijking (2~24) wordt zo voor
elk punt t =T, i=1,2 ..n, waarop T=O, berekend en geeft dan een matr ixver-

i j

gel ijking zoals (2-21).
Voor de symmetr ische vormvaste Stokesgo If kwamen de testresultaten goed

overeen met de theorie. Alleen kreeg na enige tijd de elevatie een zaagtand-
achtig profiel. Dit kan niet vermeden worden door de tijdstap ~t kleiner te
nemen. Longuet-Higgins & Cokelet gaven een fysische verklaring voor dit ver-
sch ijnse I en door een midde Iings procedure via een zg. 11 smooth ing 11 funct ie
tussen vijf opeenvolgende punten toe te passen om de 5 tijdstappen wordt
deze instabiliteit weggewerkt. Ten einde een niet vormvaste brekende golf te
verkregen werd gedurende een korte tijd een gegeven drukverloop popgelegdo
en daarna weer nul gesteld. De resultaten die zij hiermee verkregen gelden
nog steeds als de beste numerieke resultaten voor sterk niet-lineaire, niet
vormvaste golven, hoewel periodiek, zie 6.2.

2.3.4. Periodieke niet-lineaire golven. complexe variant

I

De complexe potentiaal ~(z)=q,(x,y)+i~(x,y) uit 13.4. is voor z=x+iy E Q ana-
lytisch, omdat ~4>=O A ~~O voor ~ E Q. Als tevens de randwaarden ~+(z)=h(t)
voor z=t E r bestaan en (HoIder) continue zijn, dan zijn de voIgende zg.
Cauchy integralen te definieren. Zie b.v. Heinrici (1986).

I
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I
I

A(z)~(z) = _1_. ,( het) dt2rrl Tr t-z (2-25)

met A(z) = 0
1A(z) = 2"

als ZEn
u

als z E I',

als ZEn
(2-25): Cauchy hoofdwaarde

(2-26a)
(2-26b)
(2-26c)I

I

A(z) =
Indien z ligt op een hoekpunt van r dan moet A(z) in (2-26b) gelijk gesteld
worden aan de inwend ige hoek gedee Id door 2rr. In (2-25, 26b) is z E r het
complexe parameterpunt en tEr het complexe argumentpunt. De RIV (2-25,26b)

I
I

is dus het complexe "equivalent" van de RIV (2-18,19).
(2-25,26b) door het reële en imaginaire deel te splitsen.

n~(x,y) + Re[iT
r
~~!)dt] = 0

We herschr ijven

z = x+iy E r (2-27a)

I mp(x,y) + Re[f
r
~~!)dt] = 0

Als nu op het ene deel van r Re(h(t»=~(s) is gegeven en op het andere deel

z = x+iy E r (2-27b)

I
I
I
'I
I.
I

Im(h(t»=~(s) dan leidt dit via resp. (2-27b) en (2-27a) tot twee Fredholm
integraalvergelijkingen van de tweede soort die net zoals (2-18,19) m.b.v.
de REM kunnen worden opge lost. Met a Is voordeel dat di t voor de complexe
variant altijd tot een matrixsysteem met diagonaaldominantie leidt (zie ap-
pendix A.6). Hierna kan eventueel via (2-25,26c) ~(x,y) en ~(x,y) in n
worden berekend. Aangezien (2-25,26abc) voor elke analytische functie in een
domein n geldt, geldt dit dus ook voor de afgeleiden van ~(z) naar z. Zo
definieren we de complexe snelheid q(z) als;

q(z) = ~ ~(z) = u+iu = ~ +i~ = ~ -i~dz x x x y
En in (2-25, 26abc) kan ~(z) vervangen worden door q(z).

Coke Iet (1979) ste It hetze Ifde prob Ieem a Is Longuet -H igg ins & Coke Iet

(2-28)

I
(1976) en gebruikt de uitkomsten voor ~ en q=~ (~~ en ~ ) op de rand as

s n x y
(dus r), om het interne sne Ihe idsve Id voor brekende go Iven te berekenen
m.b.v van (2-25,26c), waarin ~(z) is vervangen door q(z) (2-28).

Vinje.& Srevig (1981) berekenen de elevatie (Lagrange schrijfwijze) van
een brekende go If voor een constante diepte en per iod icite it van ~ en ~
(2-11) op r24. Met op de vrije rand r1 de dynamische randwaarde als ~-rand
en op de bodem r3 de bodemcondi tie a Is FO. Voor de REM gaat hij u it van
(2-25, 26b) met lineaire elementen voor ~ en ~. Het timesteppingsproces ge-
beurt m.b.v. een 4e orde Hamming predictor-corrector methode. Door een line-
aire golf een te grote steilheid te geven gaat de golf breken.

Dold & Peregrine (1985) passen (2-12) toe voor een gebied met constante
diepte. I.p.v. de complexe potentiaal ~ in (2-25) werd gebruik gemaakt vanI

I
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I, de complexe snelheid q (2-28) in (2-25) te substitueren, geintegreerd over
BB(T)=e-ikr(s). (s is de parametrisering van r ~ T(S) die van BB.) Om aan
(2-5) te voldoen werd geeist, met zes) E r dat;

q(z(s)-2ih) = q(z(s)); is de complex toegevoegde (2-29)

I Dit resulteerde in een extra term in (2-25), zodat q analytisch is in het
gebied tussen r en zijn reflectie t.O.V. y=-h en zodat tevens aan (2-29) is
va 1daan. Deze 1fde procedure als Longuet -H iggens & Coke 1et (1976) werd ge-
bruikt om de complexe RIV, gesplitst in een reëel en imaginair deel, te dis-
cretiseren. Ook zij kregen na verloop van tijd het zaagtand profiel voor de
elevatie, die via een "smoothing" functie werd glad gemaakt.

I
I
I
I

2.3.5. Niet-lineaire golven met randwaarden ~ r24 conform een niet-lineaire
theorie

I
Fenton & Mi lls (1976) berekende de elevatie van een niet-l ineaire eenl ing
golf lopende van een gedeelte met een constante diepte naar een gedeelte met
een he 11 ing. Op r24 werd gekozen voor randwaarden, die vo 1gens de theor ie
een eenling golf beschrijven en die bij benadering exponentiel uitgedempt is
op r4' Als beg inwaarde werd de een 1ing go 1f gekozen behorende bij de con-
stante diepte. Voor de timestepping werd het schema (2-16) gehanteerd voor
een Lagrange beschrijving van de vrije rand r1. Zij gebruikten kwadratische
(isoparametische) elementen voor de REM, d.w.z. zowel de rand r als ~ en q
werden verd iscret iseerd door kwadrat ische interpo 1at ie funct ie tussen de
knooppunten, zie append ix B. 3. Over igens bleek hun methode na en ige ti jd-
stappen instabiel te zijn, waarschijnlijk door reflectie op de randen r24.

Ook Isaacson (1982) kiest voor een inkomende niet-lineaire eenling golf
op r2 voor een go 1fprob 1eem met un iforme diepte en een dr ijvend of vast
lichaam aanwezig. Voor de beginwaarde werd de procedure uit de eerste alinea
van 2. 1.3 gekozen. Voor de timestepp ing van de vr ije rand r1 met Eu 1erse
beschrijving (2-2a,4a) gebruikte Isaacson het expliciete schema (2-14).
I.p.v. de fundamentele functie F=-~1l1nr (2-18) gebruikte hij de Greense
functie G=-2!_lnrr , r=lx-al en r =Ix-a I a =(a -b-2h) uit appendix A.3.1l u -- U -"\l'"\l' ,

H ierdoor is automat isch aan (2-5) voor y=-h vo 1daan, zodat de R IV (2-19)
alleen wordt toegepast op r124. Toepassing van de REM gebeurde met constante
elementen. Om reflectie op de randen r24 te voorkomen, wordt de berekening
gestopt als de verstrooide golven r24 hebben bereikt. Vanwege de toepassing
van een expliciet schema en de timesteppping via de middens van de elementen
voor (2-4a), hebben de uitkomsten van Isaacson een zekere onnauwkerigheid,
zie 2.2.4 en 2.2.2. Aangezien het probleem in feite zwak niet-lineair is en
Isaacson een zeer kleine S. en àt (2-23) kiest, groeit deze onnauwkeurigheid

J

1
I
'I
I,
I

I
I
I
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I
I

niet uit tot een instabiliteit.
Overigens ben ik nog geen onderzoek tegen gekomen, die uitgaat van (2-10)

op f24 met een niet-lineaire golf volgens een bepaalde niet-lineaire theorie
als inkomende golf.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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3. BEPALING VAN DE TRANSFORMATIE EN HET AFBEELDINGS GEBIED D

3.1. Probleemdefinitie en doelstelling

I
Het prob 1eem van niet-1 inea ire go 1ven wordt gedef ineer-e door de Lap 1ace
veldvergelijking (2-1) in Q en de randwaarden (2-2b,4b) (Lagrange beschrij-
ving van de vrije rand) of (2-2a,4a) (Eu1erse beschrijving van de vrije
rand, een keuze wordt later gemaakt) op r1, (2-10) op r24 en (2-5) op r3.
Per tijdstap wordt dit potentiaalprobleem opgelost m.b.v. de REM, zoals om-
schreven in 2.2.2. Echter door de bewegende rand r1 (2-4a, b) moet dan per
tijdstap de matrixvergelijking (2-22), die de discretisatie van de randinte-
graalvergelijking (2-18,19) is, worden opgebouwd en geinverteerd.

Door nu het gebied Q op een vast rekengebied 0 af te beelden, ontstaat de
mogelijkheid om matrices op te stellen die constant zijn tijdens het tijds-
proces, zie 1.3.3. Geeist wordt wel dat de Partiele Differentiaal Vergelij-
kingen: POV-en in 0, die de transformatie van 0 naar n en het getransfor-
meerde potent iaa 1prob 1eem beschr ijven, met de REM kunnen worden opge lost.
Dit zodat alleen discretisatie nodig is van de vaste rand aD van O.

We beelden nu het fysisch gebied net) in het (x,y) vlak af op het reken-
gebied 0 in het (~,~) vlak. Vanwege de vorm van n, zie fig. 2-1, wordt voor-
lopig de rechthoek als rekengebied 0 gekozen als het meest voor de hand lig-
gend. De rechthoek 0 heeft een hoogte of breedte H, en een lengte L. Zonder
bewijs vermelden we dat de rand r(t) wordt afgebeeld op de vaste rand aD en

I
I
I
I
I
I
I
I tevens stellen we dat de hoekpunten van r worden afgebeeld op de hoekpunten

van aD.

r1 : y=l)(x,t) ~ a01 : ~=O
r2: x=O ~ a02: ~=O (3-0)
r3: y=-h(x) ~ a03: ~=-H
r4: x=L ~ a04: f:;=L

I
I
I 3.2. Bepaling van de transformatie: de conforme afbeelding

I
I

3.2.1. Wiskundige formuleringen van 2-0 transformaties

I

De transformat ie wordt wiskundi g bepaa 1d door twee POV-en voor de x en y
coordinaat in 0 in het (~,~) vlak: l{x}=O en l{y}=O. Evenzo wordt het ge-
transformeerde potent iaa 1prob1 eem in 0 in het (~,~) v1ak: l{</>}=O bepaald
door een POV. Met geschikte gegeven randwaarden op aD zijn deze POV-en op te
lossen. Voor een aanta 1 transformat ies of systemen wordt bekeken hoe deze
POV-en eruit zien, zie Thompson, Wars i & Mastin (1982).

I
I
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Algemene quasi-lineaire elliptische transformaties.
Deze transformaties worden door de vergelijkingen (3-1) gegenereerd, waarbij
de functies P(ç,~) en O(ç,~) zg. zelf gekozen control functies zijn om in
bepaalde delen van Q met sterke krommingen een redelijke nauwkeurigheid te
verkrijgen.

(3-1 )

I De variabelen worden nu verwisseld om de transformatie van 0 naar Q te ver-

I
krijgen, en we krijgen dan de 2 volgende POV-en in 0 voor x(ç,~) en y(ç,~).

g2lçç -2g x +g x +g(P xç +0 x ) = l{x} = Q in 012 ç~ 11 ~~ ~ (3-2)
g22YÇÇ -2g12YÇ~ +g11Y~~ +g(P Yç +0 Y ) = x{ Y} = 0 in 0

~I
I

M.b.v. Dirichlet randwaarden voor x en Y op aD, welke aan elkaar gekoppeld
zijn via hun functie voorschrift f(x,y)=Q of parametrisering (x(s),y(s» op
r, is (3-2) in principe op te lossen. Zo kunnen we b.v. voor a01 stellen dat
x=ç, hieruit volgt op een bepaald tijdstip ti dat voor y geldt op ao1:
y=n (ç,t .) door timestepp ing toe te passen van (2-4a) omgezet in de (ç,n)

1

variabelen.
I
I
I

Indien (3-2) met de randwaarden is opgelost (of eventueel tegel ijkertijd
met het getransformeerde potentiaalprobleem) dan wordt het getransformeerde
potentiaalprobleem in 0 weergegeven door de volgende POV;

in 0 (3-3)

I Met de randwaarden op r in het (x,y) vlak omgezet in randwaarden op aD in
het (ç,n) v Iak voor het potent iaa Iprob Ieem en midde Is timestepp ing van de
tijdsafhanke Iijke randwaarden, kan dan (3-3) worden opge lost. De PDV-en
(3-2,3) zijn dus voor de transformatie in 0: X{x}=O en l{y}=Q en het ge-
transformeerde potentiaalprobleem in 0: X{~}=O hetzelfde.

De coefficienten g .. in (3-2,3) (i,j = 1,2) zijn de schaalfactoren in het
1 J

kwadraat van de afbeelding van 0 naar Q. Deze schaalfactoren zijn in prin-
cipe onbekende functies van (~,~), die volgen uit de oplossing van (3-2) met
Oirichlet randwaarden op aD. Hierdoor worden de schaal factoren uniek bepaald
door de vorm of geometrie van Q, aangezien 0 vast is. De coefficienten g ..

1 J
vormen de de zg. metr ische covar iante symmetr ische tensor g en de coeff i-
cienten gij de zg. metrische contravariante symmetrische tensor g-1

I

I
I
I
I
I
I
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I
I

g = [::: :::l en (3-4a)

I
met ~=(x,Y) en ç =ç, ç =1), 2 (3-4b)

en Ig-1 I =
g (3-4c)

I We werken (3-4b) uit.

I
2 2 2 2g'1= xç + Yç g2t x1)+ Y1)

2 2g = g"g22-g'2 = (xçY1)- x1)Yç) > 0

Invullen van (3-5) in (3-2) maakt de PDV-en (3-2) nu niet-lineair, ook wel
quasi-l ineair genoemd. De PDV-en (3-2,3) zijn elI iptisch, omdat 49~2-4922g'1
= -4g < 0 in geheelD, zoals blijkt uit (3-5). Verder definieren we nog het

g -xy +yx12- ç 1) ç 1) (3-5)

I
I zg. celoppervlakte J, oftewel de Jacobiaan van de afbeelding, en de zg.

celratio I.

I J = J(ç,1) = Yg en (3-6)

I

I

Als een zeer klein vierkantje in 0 door (3-2) afgebeeld wordt op een vier-
hoekig gebiedje in 0: de "cel", dan stelt J het oppervlakte voor en I stelt
de lengte/breedte verhouding voor van deze cel.

Thompson e.a (1974) gebruikte de transformatie (3-2,5) om potentiaal-
stroming om vleugelprofielen te berekenen. Aangezien 0 een rechthoekig ge-
bied is konden zij nu de EDM gebruiken om (3-2,5) op te lossen. Aangezien de
schaalfactoren in de randwaarden voor het getransformeerde potentiaal pro-
bleem (3-3) voorkomen moest dit na de oplossing van (3-2,5) worden opgelost.
Haussling & Coleman (1979) gebruikte dezelfde methode op een tijdstip t. om

1

een niet-lineaire golf, opgewekt door eenparig bewegende cilinder in 0, uit
te rekenen. Het probleem werd instationair gemaakt door de snelheid geduren-
de een instelperiode langzaam op te voeren. Aangezien (3-2,5) niet-lineair
is, werd gebruik gemaakt van een zeer snelle iteratie methode om het stelsel
met de EDM verdiscretiseerde niet-lineaire vergelijkingen (3-2,5) voor elke
tijdstap op te lossen.

I
I
I
I

I
I
I
I

Quasiconforme lineaire elliptische transformaties.
Indien de schaalfactoren ~ op een of andere manier worden voorgeschreven,

1 J

dan spreekt men van een quasiconforme transformatie. Men k~n dit b.V. doen
door g .. i,j=1,2 rechtstreeks als functies van (ç,lj)voor te schrijven. Voor

1 J
de transformatie en het getransformeerde potentiaalprobleem krijgen we weer
de PDV-en (3-2,3). die nu Iineair zijn. Door g .. voor te schr ijven op een

1 J

I
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I
I

dusdanige wijze dat g11g22-g~2=g > 0, zijn de POV-en elliptisch. De functies
P(ç,TI) en Q(ç,TI) in (3-2,3) volgen nu uit de onderstaande relaties (3-7),
waarin [m m=1,2 de zg. Christoffelsymbolen zijn en gij de coefficienten vanij -1
de contravariante tensor guit (3-4c) zijn.

I P(ç,TI)
2 2

= - L L g; j(f ~ .

i,j=1 1 J
en Q(ç,TI) =

2 2
L L ij[29 ..

i,j=1 1 J (3-7)

I
I

2 km
L 9 (ag. /aç.+ag. /aç.-ag ../aç )k=1 Ik J jk lIJ k

I
Orthogonale transformaties.
Een afbeelding wordt orthogonaal genoemd als a priori geldt cq. wordt voor-
geschreven, dat g =0 in gehee I O. Deze transformat ies worden gegenereerd12
door de volgende vergelijkingen voor (ç,TI) EDen (x,y) E n. (Vergelijk met
(3-1).)I

I
I

l!.ç = _1 ~(.!.)
Yg aÇ l

1\ ~=(ç,TI) E 0, ~ E n (3-8)

In (3-8) is l de celratio uit (3-6): l=vg /g , ~ ~-vg /g " die in prin-11 22 J\ 22 11
cipe nog onbekend is. Door verwisseling van de variabelen krijgen we dan de
twee volgende POV-en voor x(ç,TI) en y(ç,TI), (ç,TI) E O.

I a 1 al
g2lçç +g x +Yg(-(-) Xç +- x ) = l{x} = 011 TITI aÇ l aTl TI

a 1 al
g22Yçç +g 11YTITI +Yg(-(-) Yç +- Y ) = l{y} = 0aÇ l aTl TI

2 1 +ll x l{x} 0 in 0xçç +l x -ilçXç = =TITI TITI
2 1 +ll Y = l{y} = 0 in 0yçç +l y -ilçyçTITI TITI

in 0
(3-9a)

I in 0

I (3-9b)

I
I

Een orthogonale afbeelding voldoet naast (3-9b) ook aan de volgende "pseudo"
Cauchy-Riemann vergelijkingen (3-10) in 0 en op aD. Deze vergelijkingen
(3-10) verzekeren namelijk a priori orthogonaliteit, d. i. g12=0.

I
I

x = ly I\·Y = -lxç TI ç TI in 0 en op aD (3-10)

De POV-en (3-9b) zijn e I I ipt isch omdat -4l2 < o. De POV-en (3-9b) worden
door substitutie van (3-5,6) niet-lineair.

Het getransformeerde potentiaalprobleem wordt de POV (3-11): l{~}=O, die
weer hetzelfde is als voor x en y in (3-9b).

I
I

(3-11 )

I
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Conforme lineair elliptische transformaties.
Wanneer de transformat ie orthogonaa 1 is, d. i. g =0 en de schaa 1factoren12
~ 1\ ~ of de ce 1rat i0 l=-/g /g , worden voor geschreven als funct ies11 22 11 22
van (~,~), dan wordt de transformatie conform genoemd. Meestal wordt dit ge-
daan door de celratio l als volgt voor te schrijven, zoals Mobley & Stewart
(1980 ) doen;

I p' (~)
l = Ilq' (~) met p' (~)=dp

d~
en q' (~)=dqd~ (3-12)

I
In (3-12) zijn p(~) en q In ) gegeven zg. 1-0 stretching functies, die de-
zelfde rol vervullen als de control functies P en Q. De constante 11 is de
zg. conforme module en wordt (voorlopig) gelijkgesteld aan 1: 11=1. Substi-
tut ie van (3-12) in (3-9b) maakt de POV-en nu 1 inea ir. De POV-en b 1 ijven
hierbij orthogonaal en elliptisch.

Het nadeel van het vastleggen van de schaalfactoren en met name g =0 is,12
dat voor b.v. de randwaarde op a01 nu niet gesteld kan dat x=~; de verdeling
x(~) op a01 is nog onbekend. Oftewel men weet nog niet hoe de punten van a01
worden afgebeeld op r1, op de hoekpunten na. Middels een iteratieve procedu-
re zal deze verdeling x(~) op a01 en op a03 dan worden gevonden, zie 3.2.3.
Overigens kunnen op bepaalde delen van aD voor het x danwel y randwaarden-
probleem de randwaarden van het Neumann type zijn, zie 3.2.3. Voor Neumann
randwaarden kan gebruik gemaakt worden van de "pseudo" Cauchy-Ri emann ver-
gelijkingen (3-10) met l volgens (3-12). Als l=1 dan worden de "pseudo"
Cauchy-Riemann vergelijkingen (3-10) de normale Cauchy-Riemann vergelij-
kingen.

Een transformatie is zuiver conform als geldt dat g12=0 en l=1. De POV-en
(3-9b,11) reduceren dan tot de Laplace vergelijkingen (3-13,14) in 0 in het
(~,~) vlak. De enige schaalfactor die dan overbl ijft als onbekende is de
Jacobiaan van de afbeelding (3-5,6) J=v'Q=g11=g22' die n-iet voorkomt in de
POV-en.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

= 0 1\ = 0 in 0 (3-13)

in 0 (3-14)

I

In (3-13,14) is à~ de Laplace operator in het ~=(~,~) vlak, wat differen-
tiatie naar ~ en ~ betekent. In het vervolg zullen we deze subindex wegla-
ten, aangezien duidelijk is dat 0 het vaste rekengebied is en alle formule-
ringen dus in het (~,~) vlak plaats vinden. Bij verwijzingen naar appendices
moet dan, indien nodig, voor n, r en ~=(x,y) resp. gelezen worden 0, aD en
~=(~,~), terwijl een eventueel parameterpunt ~=(a,b) in het (~,~) vlak ligt.

De transformatie voor x(~,<) en y(~,<) is zuiver conform, als x~~+x<ç=O 1\

I
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YXX+Y~~=O. Door de substitutie X=pp(ç) en ~=q(~) krijgen we de transformatie
voor x(ç,~) en y(ç,~), die gegeven wordt door (3-9b) met voor X de relatie
(3-12). Deze transformatie (3-9b,12) is nu niet meer zuiver conform, maar
kan genereerd worden uit een zuiver conforme afbeelding. Vandaar de naam
conforme transformaties.I

I
I

3.2.2. Motivering ~ de conforme afbeelding ~ de transformatie

I
I

De transformatie en het getransformeerde potentiaalprobleem is gegeven door
3 randwaarden problemen in 0 en op aD voor x(ç,~), y(ç,~) en ~(ç,~). Deze
problemen zijn gekoppeld via hun randwaarden op aD. De PDV-en in 0 zijn voor
alle drie hetzelfde: t{~}=O, waabij voor ~ dus ook x of y gelezen mag wor-
den. Bekeken wordt nu of deze PDV t{~}=O, middels de (gegeneraliseerde)
stelling van Green en de fundamentele functie, kan worden omgezet in een
Rand Integraal Vergelijking: RIV. Als dit mogelijk is, dan kan de REM worden
toegepast op deze 3 randwaarden problemen, zodat alleen discretisatie op aD
nodig is, zie begin appendix B en B.1.

Een tweede orde PDV in het (ç,~) vlak ziet er in het algemeen als volgtI
I

uit;

"'{"'} ="", 2 12", + 22", 1", 2", '" h «(: )
I... 'f' g 'f'çç+ g 'f'ç~ g 'f'~~ +p 'f'ç+p 'f'~+a'f' = <", ~ (3-15)

I
I

In (3-15) . . ij i
Zl Jn g , p, i,j=1,2 en a de zg. coefficienten van de PDV, en

h(ç,~) het inhomogene deel van de PDV. Vergelijking van de PDV (3-15) met de
algemene quasi-lineaire transformatie en quasi conforme tranformatie (3-2,3)
levert dan;

I
11 12 22 1 2gg =g22' gg =-g12' gg =g11' P =P, P =Q, a=O en h=O (3-16a)

En vergelijking van de PDV (3-15) met de orthogonale transformatie en con-
forme transformatie (3-9b,11) levert;I

I
I
I

g 11=1, g 12=0, g22=12, P1=_~lç' p2=11~, a=O en h=O
•We definieren nu de toegevoegde operator t van t, zodanig dat;

(3-16b)

•Xl{~}-~l {X} = ~'${~,X} met (3-17)

Toepassing van het divergentie theorema van Gauss, d. i. partieel integreren,
op (3-17) geeft dan de tweede (gegeneraliseerde) stelling van Green.

I
I

IJ (xt{~}-~t·{x})dçd~= f rr'~{~,x}dS
o aD

In (3-18)~(B-3) is rr de uitwendige normaalvector van 0, S de booglengte van
aD of omtrek van 0 en ${~, X} een 1e orde part iele different iaa 1 vector-

(3-18)

operator, de zg. bilineaire concomitant, die volgt uit de definitie (3-22)
•van de toegevoegde operator t van t. Verder is X(~;~) de zg. fundamentele

I
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functie, die voldoet aan (B-4)=(3-19) .
•X {~(~,~)} = -o(~-~) 2ç,S!,elR (3-19)

~,S!,e 0 (3-19a)

Aangez ien de PDV (3-15, 16a of b) homogeen is, gaat de ste 1 1 ing van Green
(3-18) met de eis voor de fundamentele functie ~ (3-19,19a) over irrde RIV
(3-20)~(B-5) voor ~,S!,e aD. Hierbij dient speciale aandacht gegeven te wor-
den aan A(S!,)als S!,e aD, i.v.m. een eventueel optredende singulariteit in ~
als ç=a. A(a)=O als a eDen A(a)=1 als a e D. s (en 5) is de parametrise--- - - u - -
ring van aD.

A(~)~(~) = f rr(~)·~{~(~),~(~;S!,)}dSç
aD -

~(s), S!,(5) e so (3-20)

De bilineaire concomitant ~ in de RIV (3-20) bevat randwaarden voor ~{~} -~
is een 1e orde partiele differentiaal randoperator- die gegeven zijn: fes)
en die nog onbekend zijn. Discretisatie van de RIV (3-20) met de REM levert
de matrixvergelijking (3-21) voor de nog onbekende discrete randwaarden ~ en
de gegeven discrete randwaarden f. op de knooppunten ç (s.)=ç. j= 1,2 ..n van

- J -J
eo.

Au = Bf. = Q. -1u =A Q. (3-21)

Wil de REM dus toepasbaar zijn voor een transformatie en een getransformeerd
potentiaalprobleem, dan dient voor de homogene PDV (3-15) met (3-16a of b)

•een toegevoegde operator X gedefineerd te worden, zodat met (3-17) de stel-
ling van Green (3-18) ontstaat, en dient de fundamentele functie ~ bekend te
zijn, die vo 1doet aan (3-19). Alhoewe 1 de REM ook kan worden toegepast op
sommige parabolische en hyperbolische PDV-en, zie b.v. einde van B.1, wordt
hij in feite alleen gebruikt voor randwaarden problemen, waarvan de PDV el-
liptisch is. De PDV (3-15, 16a of b) is voor alle in 3.2.1 genoemde transfor-
maties elliptisch en dat geldt ook voor zijn toegevoegde PDV .

•Om een toegevoegde operator X van X te kunnen definieren, dient de ope-
rator X, dus de PDV (3-15), lineair te zijn. Door substitutie van (3-5,6) in
(3-16a of b) wordt de PDV (3-15) niet-l ineair voor X{x}=O en X{y}=O. Af-
splitsing van het niet-lineaire deel zoals in (B-8) wordt voorgesteld heeft
weinig zin, omdat praktisch alle termen in de PDV (3-15) niet-lineair wor-
den. Bovendien ontstaat dan een inhomogene PDV, zodat discretisatie in 0 no-
dig is. Vanwege deze redenen vallen de algemene quasi-lineaire transformatie
en de orthogonale transformatie af, daar zij niet met de REM kunnen worden
opgelost.

Voor de quasi conforme transformatie stellen we dat g .. i,j=1,2 en via
1 J

(3-7) P en Q bekend zijn als functies van (ç,~). Voor de conforme transfor-
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I

matie stellen we dat l een functie is van (ç,~) volgens (3-12), waarin de
1-0 stretching functies bekend zijn. De POV (3-15,16a of b) is lineair en de

*toegevoegde operator l van l wordt als volgt gedefineerd;
* 11 12 22 1 2

t: {~} = (g ~)çç +2(9 ~>ç~ +(9 ~)~~ - (p ~)ç - (p ~)~ +az

11 12 22 1 11 12= 9 ~çç +2g ~ç~ +g ~~~ + (-p +2gç +2g~ )~ç

I
I

2 12 22 1 2 11 12 22+(-p +2gç +2g~ )~~ +(a-Pç-p~+9çç+2gç~+g~~)~

In (3-15,22) zijn dus de coefficienten gij, pi, i,j=1,2 functies van (ç,~)

(3-22)

I
I

en a=O. (Voor de conforme transformatie geldt overigens uit (3-16b) dat
11 129 =1 en 9 =0.) Voor de bi 1 ineaire concomitant :8=(:8,:8) in de vergel ij-

- 1 2
kingen (3-18,20) volgt dan met (3-17) en (3-15,22);

11:81{</>'~}= 9 (~</>ç-</>~ç)

12:82{</>'~}= 9 (~</>ç-</>~ç)
(3-23)

I
I
I
I

*De toegevoegde operator l ewordt herschreven in de vorm van een algemene 2
orde POV operator, zie (3-15,22).

* 11 12 22 1 2z {~} = 9 ~çç +2g ~ç~ +g ~~~ +b ~ç +b ~~ +c~ (3-24)

en 1 1 11 12b = -p +2gç +29~ , 2 2 12 22b = -p +2gç +2g~

met a=O

I
I
I
I
I

In (3-24) zijn de coefficienten gij, bi i,j=1,2 en c dus weer functies van
(ç,~). De POV (3-24) is weer elliptisch omdat (3-15) met (3-16a of b) ellip-
tisch is. De lineaire POV (3-24) moet nu voldoen aan (3-19). Om de fundamen-
tele functie ~(~;~) te vinden, die voldoet aan (3-19,24), voeren we de coor-
dinaten transformatie a(ç.~)en ~(ç,~) uit zodanig dat (3-24) in zijn kano-
nieke of normaalvorm (3-25) wordt geschreven voor de onafhankelijke variabe-
1en a= (a, ~) .

*l {~(a;a )} = ~ +~QQ +d~ +e~Q +f~ = -~(a-a ) (3-25)
- -0 aa IJIJ a IJ - -0

De fundamentele functie ~(a;a) in (3-25) heeft de volgende vorm, volgens
--0

Garabedian (1976);
1~(~;~) = -2n A(~;~) lnr + 8(~;~) (3-26)

en A(a',a) '$; 0 1\ A(a'a) = 1 " de zg. Riemann functie
- -0 -0'-0I

I
8(a;a) is regulier als a = a
--0 -0

r = I~-~I ; de afstand tussen ~ en het parameterpunt ~

Voor de fundamentele functie ~(ç;~) van (3-19,24) definieren we de volgende

I
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"afstand" R(ç;~);

(3-27)

I
Analoog met (3-26) kan dan bewezen worden dat de fundamentele functie ~ voor

(3-19,24) de volgende vorm heeft;

X(ç;~) = -2: A(~;~) lnR + B(ç;~) (3-28)

I
I

en A(ç;~) ~ 0 A A(~,~) = 1 ; de zg. Riemann functie

B(ç;~) is regulier als ~ = ~

I
I

R , zie (3-27)

Echter het vinden van de transformatie a(~,~) en ~(~,~) die (3-24) in zijn

normaa1vorm (3-25) overzet i s een moei 1i jke, zeI fs vaak een onmoge1i jke

zaak. Dit geldt ook voor het vinden van de Riemann functie A(~;~) en B(~;~),

zie Garabedian (1976). Omdeze reden is dus de REMniet toepasbaar, omdat we

de fundamentele functie X (3-28) meestal niet kunnen vinden die voldoet aan

(3-19,24).

Dit geldt niet als alle coefficienten in de PDV (3-15) en dus in de toe-

gevoegde PDV (3-24) constanten zijn. Midde1s een nu makke1i jk te v inden

transformatie a(~,~) en ~(~,~) is de PDV (3-24) om te zetten in zijn nor-

maalvorm (3-25), waarbij de coefficienten d, e en f constanten zijn. En door

de substitutie van de ver ge1ijking x(a,~) = exp(-~-~).u(a,~) in de nor-

maa1vorm (3-25) kr i jgen we de Lap1ace verge 1i jk i ng uaa+u(3(3=O,danwe1 de

Helmholtz vergelijking uaa+u(3(3+ru=O,r een constante. Hiervan zijn de funda-

mentele functies resp. de logaritmische potentiaal (A-9a) uit appendix A,

danwel de (gemodificeerde als r<O) Besselfunctie van de 2e soort (d. i. de

Neumannfunct ie) of van de 3
e

soort (d. i. de Hanke1funct ie, zie einde A.6)

all ebei met i ndex of orde o. In deze BesseI funct i es is 1n (.,f.iR) verd i scon-

teerd.

Geste 1d wordt nu, dat de schaa1factoren i n het kwadraat voor de quas i-

conforme transformat i e; g22' g12 en g11 constanten zi jn in gehee1 D. Voor

g12~0 is deze aanname eigenlijk onzinnig. Uit (3-7) volgt dan dat P=Q=O.

Overeenkomst i 9 ste 11en we dan voor een conforme transformat i e dat de ce1-

ratio in het kwadraat l2=~2=g22 constant is in geheel D. De coefficienten in
11 12 22de PDV (3-15,16a of b) en zijn toegevoegde PDV (3-24) g , g en g zijn

constanten, waarbij voor de conforme transformatie geldt dat g11=1 en g12=0.
1 2 1 2Tevens i s af te 1ei den dat p =p =0 en met (3-24) dat b =b =0. We kunnen dus

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

schrijven voor (3-15,16a of b) en (3-24) ;

l{ <I>} 11 12 + 22 0= 9 <l>çç +2g <l>ç~ 9 <l>Yj~=
(3-29)

• 11 12 + 22I {X} = 9 Xçç +2g XçYj 9 X~~ = l{x} A l{x} = -ó(ç-~)

I
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*De operator l is nu aan zichzelf toegevoegd: l =l. De PDV (3-29) wordt in
zijn normaalvorm omgezet, dit levert de Laplace vergelijking Xaa+X~~=O. Aan-
gezien de transformatie a(~,~) en ~(~,~) nu makkelijk te vinden is, krijgt
men met (3-16a), P=Q=O en (3-4a,c) de fundamentele functie X(~,~) (3-30)

voor de quasi conforme transformat ie, en de fundamente 1e funct ie X(~,~)

(3-31), zie ook Walker (1981), voor de conforme transformatie.

I
I

= -Vg lnR = -Vg lnv'(g(ç-a»· (ç-a)'2rr 2rr - - - - (3-30)
Va / 2 2'= -2g lnvg (~-a) +2g (~-a)(~-b)+g (~-b)rr" '2 22

I
I

.
1 I 2 2 2'

X(~;~) = -2rr~ lnR = -2rr~ lnv(ç-a) +(~-b) /~ (3-31 )

I
I

Substitutie van X(ç_;~) (3-30 of 31) in de bi 1 ineaire concomitant 31=(31,31)- , 2
(3-23), waarvan de termen met ~X nul zijn en met (3-16a of b), levert de RIV
(3-20). Discretisatie van de RIV (3-20) met de REM geeft vervolgens de ma-
trixvergelijking (3-21): Au=~.

De schaalfactoren g .. i,j=1,2 of l=~ zijn uniek bepaald door de geometrie
1 J

of vorm van Q. Afschatting van de schaal factoren door constanten heeft als
consequentie dat als Q(t) per tijdstap verandert, deze constante schaalfac-
toren per tijdstap veranderen. T.a.v. de conforme module ~ zie 3.3.1. Hier-
door veranderen de fundamentele functies (3-30 of 31) per tijdstap, zodat de
matrix A in (3-21) niet constant zal zijn tijdens het tijdsproces. Dit is in
strijd met de in 1.4 en 3.1 geformuleerde 'eis'.

De enige geschikte transformatie die nog over blijft is de zuiver confor-
me afbeelding: g'2=0 en g,,=g22 '* l=~=1. De PDV (3-15) met (3-16b) die aan
zichzelf is toegevoegd wordt de Laplace vergelijking. De fundamentele oplos-
sing is de logaritmische potentiaal (3-32)=(A-9a);

I
I
I
I
I

X(~;~) = F(~;~) = -2rr lnr (3-32)

1 I 2 2'= -2rr lnl~-~I = -2rr lnv(ç-a) +(~-b)

I
I
I

In (3-32) zijn de schaa 1factoren verdwenen. De RIV (3-20) wordt nu met
(3-32), (3-23) en (a/aç,a/a~)·!l=a/an de RIV (3-32,33)=(2-18,19)=(A-9a,23,
24b) .

A(~)~(~) = ~ F(~;~)q(S)dSc -~ ~F(~;~)~(S)dSc #
raD ~ raD n ~

(3-33)
H{~} = G{q} en ~(s ) , ~ (S) E ao

I
In (3-33) is A(~)=1/2, tenzij de knooppunten in de hoekpunten liggen, dan
geldt t.p.v. de hoekpunten A(~)=1/4. Voor de rand integraaloperator
notatie, zie append ix 8.2. En q=~ =a~/an. 0 iscret isat ie met de REM vann

I
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I

(3-32,33), zie 2.2.3 en appendix 8.2,3,4, geeft dan;

H<f> = Cg (3-34)

I
Reorganisatie van (3-34) in onbekende discrete randwaarden u en gegeven dis-
crete randwaarden f. op de knooppunten van aD geeft weer de matr ixver-
gel ijking (3-21): A~=~. Aangezien er geen schaalfactoren in (3-32,33) voor-
komen, blijven de matrices H en Q ~ B en A gedurende het gehele tijdsproces
constant. Er is dus maar 1 keer matrix inversie van A nodig in het begin van
het tijdsproces. Alleen de Jacobiaan is overgebleven en deze komt voor in de
randwaarden, die tijdsafhankelijk zijn. Hierdoor zijn alleen de vectoren in

I
I (3-34,21) tijdsafhankelijk.

Conclusie: alleen de zuivere conforme afbeelding, leidt tot 3, via hun
tijdsafhanke Iijke randwaarden op aD, gekoppe Ide randwaardenprob Iemen in 0
voor het potentiaalprobleem van niet-lineaire golven in n, die opgelost kun-
nen worden met de REM en waarvan de resulterende matrices cbnstant zijn tij-
dens het timesteppingsproces. Deze 3 randwaarden problemen zijn door de zui-
vere conforme afbeelding potentiaalproblemen volgens A.1, omdat de 3 PDV-en
in 0 de Laplace vergelijkingen (3-14,15) zijn. Voor de 3 potentiaalproblemen
leidt dit dus tot de 3 RIV-en (3-33,32) op aD en door discretisatie van de

I
I
I
I
I
I

REM tot de 3 matr ixverge Iijk ingen (3-34,21). In (3-35) zi jn x =ax/an en
n

Y =ay/an, die dus van het Neumann type zijn, als zij zijn gegeven. En in
n

(3-36) is q=<f>=a<f>/an.
n

~=G~ A H:c-G~ (3-35)

H{<f>}=G{q} (3-36)

Vanaf nu we spreken van de conforme afbeelding, als we in feite de zui-
vere conforme transformatie of afbeelding bedoelen.

3.2.3. Niet-lineaire golven opgelost m.b.v de conforme afbeelding ~ de
rechthoek Q

I
I
I

De randwaarden voor
1 234of x ={x ,-xc'-x ,xc} ennT)." T)."

tiaa Iprob Ieem worden de

de conforme afbeelding op aD worden geformuleerd voor x
1 2 3 4Y of Yn={YT),-Yç:'-YT),Yç:}'zie (3-0). Voor het poten-

randwaarden (2-2a), (2-5) en (2-10) omgezet in de
randwaarden voor (ç:,T) op aD. Ook de kinemat ische randwaarde (2-4a) wordt
omgezet voor (~,T) op aD1. Er is gekozen voor een Eulerse beschrijving van
de rand r, we komen hierop terug op het eind van de paragraaf. Er wordt ge-
bruik gemaakt van de Cauchy-Riemann vergelijkingen (3-10) met l=1 op aD;

I
x = Y A X =-Y~ T) T) ~ op aD en in 0 (3-37)

I
Met behulp van (3-37) kunnen we nu de randwaarden op aD voor x of x en Y of

n
Y opstellen op een tijdstip t=t., zodat de conforme afbeelding (3-13) opn 1
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I

een tijdstip t=t. eenduidig bepaald is, zie onderstaande fig. 3-1,2 en ver-
1

der (3-0). Deze aanpak is hetzelfde als die van Mobley & Stewart (1980),
a11een met l=1.

I
I
I

.,., 1 1Y =nf x (ç), t . )
1

2 2-y =x =x y =0ç .,., y.,., 2:N y +y =l1y=Oçç .,.,.,., 4:N
4 4Y =-x =-x Y =0ç .,., y.,.,

.,.,=O~--------------------------~~ç
1: D

I
I

.,.,=_H~ 3_:D ~
ç=O 3 3

Y =-h (x (ç» ç=L

I
I
'I
I

Fig. 3-1 De randwaarden y op aD voor de conforme afbeelding

I
I
I
I
I
I

1 1 1x =-y =-1)x =-1) (x (ç) t.)y.,., ç x ç x ' 1 .,.,

.,.,

2:D X +x =l1x=Oçç .,.,.,.,

.,.,=O~----------------~--------~~ç
1: N

2x =0

Fig. 3-2 De randwaarden x op aD voor de conforme afbeelding

De hoofdletters in fig. 3-1,2 in Italics slaan op een Diri.chlet of Neumann
randwaarde. De super indices geven het desbetreffende deel van de rand aD
aan. De conforme afbeelding is nu eenduidig gegeven door de 2 RIV-en (3-35)
op aD.

De randwaarden (2-2a,4a), (2-10) en (2-5) worden omgezet in randwaarden
op resp. aD" aD24 en aD3 in de (ç,.,.,)variabelen. We maken hierbij gebruik
van de volgende relaties;

I
I

alP = alP + alP dx + alP dy
at(ç,.,.,)at(x,y) ax dt ay dt (3-38)
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I

alP _ 1( ~ ~)ax - J y~~~-y~~~
2 2 2 2

J = ~ = X +x = Y +y~ TI ~ ~

en (3-39)

(3-40)

I
dxIn het bi jzonder kan voor de randen aD24 nog gesteld worden dat dt-0 en

-Yç=x~=O. Voor de Eulerse kinematische randwaarde (2-4al met gebruikmaking
van (3-37,39,40) en ~ =Yc/xc=-x /y wordt dan verkregen (3-41a) en voor de

x <:. <:. ~ ~
Lagrange kinematische randwaarde (2-4b) met (3-37,39,40) wordt dan verkregen
(3-41b) .

a~ _ 4>~
at - y~

op aD1 (3-41a)

I
I
I
I

Dx =Ot en Dy 1-- = -(y 4> -x <p )Ot J TI~ TI~ op aD1 (3-41b)

,I
I

Voor het potentiaalprobleem à~<P=O in 0 worden de randwaarden (2-2a), (2-10)
en (2-5) omgezet in randwaarden op aD in het (~,~) vlak m.b.v. (3-37,38,39,
40). De atmosferische druk aan het oppervlak wordt nul gesteld, d.w.z. p =0

I 0
en een inkomende go 1f wordt voorgeschreven door <p (x,y.,t) voor x=O.

(3-42)

I
I
I
I
I
I
I
I

<p~ alP _ I 2 _ <PTIdy
x~ cat - <p (y (TI),t) cx~ dt

<p~ = 0

<p~ + alP = <p~ dy
x~ cat cx~ dt

(3-43)

(3-44)

op aD4 (3-45)

Laten nu alle benodigde gegevens op vorige tijdstippen bekend zijn. Middels
expliciete timestepping met b.v. (2-14) wordt dan op een tijdstip t=t. ge-

1 1 1 'kregen uit (3-41a of b): ~(x (~),t.) of x (~) en y (~) en de conforme af-,
beelding is nu gegeven, zoals geformuleerd in fig. 3-1,2. Door expliciete
timestepping van (3-42) en (3-43,45), resulterend in Dirichlet randwaarden,
of impliciete timestepping van (3-43,45), resulterend in Robin randwaarden,
is dan het vo 1gen de randwaarde potent iaa 1prob 1eern, zoa 1s gef ormu 1eerd in
fig. 3-3, bekend op tijdstip t=t ..,

I
I
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I

1)

I 2
OF ifJ =

2 2 2-ifJ +p ifJ =
~

f2(1),ti)
2:D OF R 4:D OF R

1)=0r-----------------------------,~~
1: D

I 3:N1)=-H~--------------------------~
~=O 3-</> =01)

~=L

I Fig. 3-3 Het potentiaalprobleem op een tijdstip t. op D en aD
L

I
I
I

Door de conforme afbeelding in fig. 3-1,2 en het potentiaalprobleem in fig.
3-3 te berekenen, allebei met de REM, worden alle gegevens gevonden voor een
volgende timestepping. 8ij toepassing van een impliciet schema voor (3-43)
en (3-45) zal de berekening van de conforme afbeelding plaats dienen te vin-
den voor de berekening van het potentiaalprobleem. Indien elke timestepping
m.b.v. impliciete schema's gebeurt, dan zal de conforme afbeelding simultaan
met het potentiaalprobleem op een tijds-iteratieve wijze berekend worden.

Voor de toepassing van de REM wordt de rechthoek 0 in N equidistante li-
neaire elementen met lengte S, zie appendix 8.3,4. Als het aantal elementen

I
I in de 1engte en in de breedte m bedraagt, dan d ient te ge 1den dat

I
I
I

(lS)/(mS)=l/m=L/H=~Q' zie 3.3.1. T.a.v. de problemen voor de REM in de hoek-
punten van 0, wordt voorlopig gekozen om deze af te ronden volgens de metho-
de van 8rebbia (1978), zie appendix 8.5. Toepassing van de REM voor lineaire
elementen levert dan de matrices H en G, waarbij de integralen (voor zover
n iet singu 1ier, anders ana 1yt isch) m.b.v. van de 4-punts Gausskwadratuur
zijn berekend, zie appendix 8.4. Voor (3-35,36) krijgt men na reorganisatie
van bekende en onbekende discrete randwaarden de volgende matrix vergelij-
kingen (3-46,47). De discrete randwaarden liggen op de knooppunten van aD,
die de eindpunten zijn van de 1inea ire elementen, en tussen de discrete

I
I
I

waarden is dus over een element lineair geinterpoleerd.
1

X X
12

X
13

X14
1

~ x
2

11 "~=Gx UX=(A-1B)xf_x -x X21 X22 X23 X24 Q. (3-46)=> ~ ~ =
.."

X31 X
32

X33 X34
3

~ -xrn4
X41 \2

X43 X b.~ 44

I
·1
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1 Y Y12 Y13 Y 1
~ 11 14 y_

Hy_=G.Y" UY=(A-'B)Yf.Y y_ Y21 Y Y Y24 Q
'* ~ = 22 233 Y Y Y Y34

3-, 31 32 33 y_
y_ Y Y Y Y Q.41 42 43 44

H~=Gg '* u<P=(A-1B)<Pf_<P

(3-46)

I
I
I

(3-47)

I
I

In pr inc ipe is de conforme afbee 1ding berekend met (3-46) en het potent i-
aalprobleem is berekend met (3-47), waarbij alle in (3-46) en (3-47) voorko-
mende matrices constant blijven tijdens het timesteppingsproces.

Voor de conforme afbeelding dient zich echter het volgende probleem aan.
De verdeling x3(ç.), j=1,2 ..l '* ~3 is onbekend en dus is ionbekend, die

J
echter als gegeven werd beschouwd. Voor een Eu 1erse (is exp 1iciete) be-

1schr ijv ing van de vrije rand ge 1dt hetze 1fde voor y_=~. Voor een Lagrange
(is impliciete) beschrijving van de vrije rand geldt dat direct na timestep-
ping ~1 en y_1nog niet voldoen aan (3-46). Om dit probleem in beide gevallen
op te lossen passen we de volgende procedure toe op een tijdstip t. t.a.v.

1

de conforme afbeelding (3-46). Allereerst wordt als het ware een kromme 'ge-
trokken trekken door de discrete punten ~ of (~1,y_1)op een tijdstip ti mid-
dels interpolatie; men krijgt dan voor de vrije rand de expliciete beschrij-
ving y1=!)(x) of impliciete beschrijving f(x1,y1)=0 en tevens de tangentiele
afgeleide!) of y1. Door de toepassing van lineaire elementen is dit in fei-x x
te al gedaan middels rechtlijnige interpolatie. Men kan nu de volgende ite-
ratieve methode toepassen; als ~1 en ~3 uit een vorige iteratiestap bekend
zijn, dan volgt op een iteratie stap k uit hun functievoorschrift: y_1,!)=v1

-x -x
en y_3,hx=~. Uit fig. 3-1 volgt verder voor een iteratie stap k de discrete
relatie (3-48), waarin D diagonaalmatrices zijn.

I
I
I
I
I
I
I
I

[
1]k [-D 0 ]k[ 1]k [1]k~ = s, , _ Ok ,

-~ 0 D~ -~ - -~
(3-48)

De discrete conforme afbeelding (3-46) wordt alsvolgt herschreven.

I
I
I
I
,I

[::f1: [::::::][-~r[::~l:X[-~r~
[-~r[~::~::][~fy [~:r

(3-49)

Samenvoeg ing van (3-48) en (3-49) 1evert de gehe 1e iterat 1e,ve procedure in
de matrixvergelijking (3-50)
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[ ]
k+1 [ ]k1 1

?i ~~k~ Y.
?i3 = XD Y i +~ (3-50)

I

In (3-50) zijn de matrices X, Y en de vector ~ gedurende het gehele itera-
tieproces (en timesteppingsproces) constant. Verder is er per iteratiestap
alleen matrix vermenigvuldiging nodig en geen matrix inversie cq. het oplos-
sen van een ste 1se 1 1 inea ire verge 1 ijk ingen. Het iterat ieproces wordt ge-
stopt als het abso 1ute versch i1 voor ?i 1 en ?i3 van twee. iterat ie stappen
kleiner is dan een bepaalde nauwkeurigheid c. Bij een kleine tijdstap ~t zal
het aanta 1 iterat ies per tijdstap ~t klein zijn. Vervo 1gens kan de gehe 1e
conforme afbeelding (3-46) worden berekend en tevens het potentiaalprobleem
(3-47).

I
I

I
I
I

Lagrangse beschrijving vrije rand versus Eulerse beschrijving

Uit vergelijking (3-42) blijkt dat de potentiaal in feite een tijdpad volgt
vo 1gens de conforme afbee 1 ing, dan dat de potent iaa 1 het Eu 1erse tijdpad
volgt. Voor het Lagrangse tijdpad van de potentiaal moet dit effect ook in
rekening worden gebracht;

I
I

D~ _a~ =
Dt(ç,Tj)-at(ç,Tj)

a~ + a~ dx + a~ dy
at ax dt ay dt

(x, y)
(3-51 )

I
I
I

D~Voor Dt(Ç,Tj,t) op aD1, d.W.Z. de omgezette dynamische randwaarde (2-2b),
krijgen we dus m.b.V. (3-37,51,39,40), (2-2a) en p =0 exact dezelfde verge-

a~ 0lijking als voor at(ç,Tj,t); nl. (3-42). Voor een zeer kleine tijdstap ~t bij
timestepping kunnen we bij benadering stellen;

dx
dt

dy ::::
dt

a~ay en (3-37,51 ,39, 40), (2-2a), p =0o
(3-52)

I
I
I
I

Uit (3-52) en (2-3) volgt dat bij een zeer kleine tijdstap ~t geldt
D</> ~ D</>Dt(Ç,Tj,t) ~ Dt(x,y,t).

Uit bovenstaande b 1ijkt, dat voor de omgezette dynami sche randwaarde
(2-2a of 4a) geen versch i1 is te constateren. Het gevo 19 h iervan is dat
t.a.v. het timesteppingsproces voor beiden beschrijvingen van de vrije rand,
Lagrangse of Eulerse, geen verschil optreedt. Hierdoor zal een Lagrangse be-
schrijving van de vrije rand een voorkeur verdienen, aangezien dit een im-
pliciete beschrijving van de rand f(x,y)=O of «x(s),y(s» toestaat. Echter
door de geometrie van 0, een rechthoek, is het "handiger" om van een expli-
ciete beschrijving van de vrije rand uit te gaan; aD1: y1(ç)=n(x1(ç),t) ~

I
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I r1: Y=Q(x,t), dit wil dus zeggen van een Eulerse beschrijving van de vrije
rand.

I Testprobleem

Ik heb het volgende testprobleem m.b.v. van de REM opgelost voor een vier-
kant 0 van H=1 bij L=1. 6~=0 in 0, q=~~-o op 8013, ~=O op 80~ en ~=10 op 804
(oplossing: ~=10ç op 8013, q=-10 op 802 en q=10 op 804), Voor de REM werd
gebruik gemaakt van lineaire elementen, zie appendix 8, wat een exacte op-
lossing voor dit testgeval moet opleveren. Echter doordat de hoekpunten wer-
den afgerond, appendix 8.5, en de integralen werden berekend met de 4-punts
Gauss kwadratuur formule, appendix 8.4, levert dit fouten op met name rondom
de hoekpunten. 8 ij de meest gesch ikte "afrond ing" van de hoeken levert dit
nog altijd een maximale relatieve fout op van ongeveer 5 procent. Ik wilde
ditzelfde testgeval oplossen met lineaire elementen, maar nu zonder "afron-
d ing" van de hoekpunten, maar met Iokaa I discont inue Iinea ire elementen
grenzend aan de hoekpunten, zoa Is beschreven in append ix 8.5. Voordat ik
hieraan toekwam, bleek echter dat de rechthoek als vast rekengebied 0 totaal
ongeschikt was, daar nl. tijdens het tijdsproces de lengte/breedte verhou-
ding diende te veranderen, wilde de afbeelding conform blijven, zie 3.3.1.

I
I
I
I
I
I
I
I
I

3.3. Bepaling van het vaste rekengebied D: de cirkel

3.3.1. De conforme module irr conforme transformaties

I
I
I
I

Voor een gesloten regulier gebied Q, waarvan 4 punten a priori vast op 4
punten van een ander ges loten regu I ier geb ied 0 -b. v. de 4 hoekpunten van
een rechthoek 0- worden afgebeeld, dient de conforme module ~ van Q gelijk
te zijn aan de conforme module van 0, wi I de afbeelding 0 naar Q (zuiver)
conform zijn, zie Heinrici (1986). De conforme module van een rechthoek 0 is
de Iengte/breedte verhoud ing. Mob Iey & Stewart (1980) geven aan, hoe voor
een gebied als Q uit fig. 2-1 met constante diepte een gpede schatting voor
de conforme module kan worden gegeven.

~ = ~ = L/HQ 0 (3-53)

I
I

Echter a Is Q(t) verandert dan za look zijn conforme modu Ieveranderen, en
dus zal ook de rechthoek 0 in de tijd moeten veranderen, wil (3-53) blijven
ge Iden en de afbee Iding conform b Iijven. De rechthoek is dus n iet langer
vast in de tijd, en zal geen constante matrix door discresatie met de REM op
leveren.

Indien we de rechthoek 0 toch vast houden in de tijd en stellen dat b.V.
~=L/H=1 is constant in de tijd en de conforme module van Q: ~Q=~ is con-
stant in 0, maar niet in de tijd, dan is de afbeelding van 0 naar Q niet

I
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I
I
I

meer (zuiver) conform (wel orthogonaal).

(3-54)

Met (3-54) en (3-9b,11) krijgen we nl. voor de afbeelding en het getransfor-
meerde potentiaalprobleem de volgende PDV-en in D.

I
I
I
I
I
I
I
I,
I
I
I
I

1:{x}= 0 1\

(3-55)
1:{</>}= 0

*De operator 1:=1: is aan zichze If toegevoegd en de fundamente Ie funct ie
X(~;~) voor (3-55) is (3-31). Substitutie van (3-31) geeft de RIV (3-20) en
discret isat ie met de REM van (3-20) de matr ixverge Iijking (3-21): Au=!2,.
Doordat Il( t) in de tijd verandert, is de fundamente Ie funct ie x( g_;~)

(3-31) niet constant in de tijd en daardoor is de matrix A niet meer con-
stant in de tijd.

Het enige alternatief voor een eenvoudige geometrie waar n op afgebeeld
kan worden is dan de cirkel 0 met straal R. In de volgende paragraven bear-
gumenteren we waarom we het probleem van niet-l ineaire golven beperken tot
het probleem van periodieke niet-lineaire golven met oneindige diepte vol-
gens (2-12). De cirkelrand aD wordt dan middels een numerieke conforme af-
beelding afgebeeld op as, en deze weer op zijn beurt middels de exacte con-
forme afbee Iding Z=~lnw op rl' zie fig. 2-1. Het potent iaa Iprob leem !J.</>=O

blijft onder deze conforme afbeeldingen invariant; !J.</>=O in 0, S en n.

3.3.2. De conforme afbeelding rechtstreeks van de cirkel Q naar n

De conforme afbeelding van de cirkel 0 naar n wordt gegeven door;

!J.x=O 1\ !J.y=0 in 0 ~ r<R (3-13)

Het (getransformerde) potentiaalprobleem is;

in 0 ~ r<R (3-14)
Op de cirkelrand aD: r=R is dan de RIV (3-33,32) van toepassing. We verwis-
selen nu het parameterpunt ~ met het argumentpunt ~, ook t.o.v. differen-
tatie en integratie. Dit is toegestaan, zie appendix A.4. Ve~volgens schake-
len we over op poolcoordinaten, zie apppendix C.1; ~=(pcosa,psina), p=R en
~=(rcos~,rsin~). De RIV (3-33,32) op de cirkelrand r=R wordt dan, zie 4.1.1;

I
I

~(~) = ~n J:n~(«)d<< -~ J:nln(Ri2(l-COS(«-~))jq(<<)d<<

H{</>}= G{q} en q = a</>= a</>= </>an ar r
Voor de (numerieke) conforme afbeelding krijgen we dan met discretisatie van

(3-56)

,I
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I
I
I
I
I

de REM op de cirkelrand r=R weer (3-35);

~=G~ A Hy=G~ (3-35)
Idem voor het potentiaalprobleem;

H{q,}=G{q} (3-36)
Reorganisatie van bekende randwaarden op de discrete punten (R,~.) op de

J
cirkelrand in f en onbekende randwaarden in u, geeft dan voor (3-35,36) de
vergelijking (3-21);

-1u =A !2.Au = Bf = !2. (3-21)

I) We stellen dat de (numerieke) conforme afbeelding analoog wordt gefor-
mu 1eerd, zoa 1s dat voor de rechthoek is gedaan, zonder exp 1iciet de rand-
waarden op te stellen, zie onderstaande fig 3-4.I

I
I
I
I

yt (~)

4
X (y)

I Fig. 3-4 De randwaarden x en y voor de conforme afbeeLding

I
I
I

Aan deze methode zijn twee bezwaren verbonden.
1-1) Ten eerste is onbekend waar uiteindelijk de hoekpunten van r op de cir-
kelrand aD terecht komen. Dit zal geschat moeten worden. Ten tweede zullen
de hoekpunten tijdens het timesteppingsproces niet vast op de cirke 1rand
blijven 1iggen. Dit komt doordat de conforme module J.lQ in de tijd veran-
dert en aangezien moet gelden dat J.lQ=J.1o' zullen de hoekpunten van r op de
cirkelrand verschuiven. Dit vergt een nieuwe berekening van die elementen,
die direct naast zo'n hoekpunt op de cirkelrand liggen, omdat daar de rand-
waarde van type en/of waarde verandert. Voor zowel Hals G en dus ook A be-
tekent dit een nieuwe evaluatie van 16n coefficienten per tijdstap, bij ge-
bruik van n elementen. Echter de matrix A-1 zal door h-et Gauss el iminatie
proces van A totaal "verstoord" worden, zodat per tijdstap het stelsel ver-
gelijkingen (3-21) zal moeten worden opgelost, omdat Hen G niet geheel con-

I
I
I
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I
I

stant blijven in de tijd. Dit geldt ook voor het potentiaalprobleem (3-36).
1-2) Bij een overgang op een gladde kromme van een Dirichlet randwaarde naar
een Neumann randwaarde 1evert de REM prob 1emen op t.a.v. convergent ie. De
hoekpunten van rin fig. 3-4 zijn zg. randsingu 1ariteiten op de cirkel-
rand. Deze extra complicatie vereist een lokale danwel globale aanpassing,
zie appendix B.6.

11) We stellen de (numerieke) conforme afbeelding van 0 naar Q op door de
complexe functie z=gU::)=x+iy, C:=ç+i1}=rei\tin te voer-en.Oez'ecomplexe func-
tie z=g(C:) is analytisch in de cirkel 0, omdat (3-13) geldt: àx=O en ày=O.
Deze methode in zijn geheel is geschetst in onderstaande fig. 3-5.

I
I
,I
I
I
I
I

<:=========
z=g«()=x+iy

t
I Fig 3-5 De conforme afbeelding van de cirkel D naar Q

+ i\t·Op de cirkelrand r=R, z=g (C:)=g(Re )=g (\t),geldt dan de volgende relatie
voor x en y, waarbij we voor de eenvoud stellen dat g(O)=O # xm=O A Ym=O,
zie appendix D. (lees voor w=u+iv nu z=x+iy)I

'I
I
I

y(\t) 1 f71 \t-a K{x} -~ OF= 271 cot(T)x(a)da # y = ~ y =
0 (3-57)

x(\t) 1 f71 a-\t x = -K{y} ~ = Ky= 271 0 cot(T)y(a)da # ~

(3-57) vervangt nu (3-35). De integraal in (3-57) wordt de Hilbert integraal
genoemd en x en y worden elkaars periodiek toegevoegde functies op de cir-
ke1rand genoemd, omdat zij in de cirke 1 elkaars toegevoegde harmon ische
functies zijn. Het vinden van een periodiek toegevoegde fucntie, als de an-
der is gegeven, wordt periodieke conjugatie genoemd, en kan middels de
Hi lbert integraal (3-57) worden gedaan. De discretisat.ie van y=K{x} of
x=-K{y} met de REM levert resp. de matrix vergel ijking y=-~ of ~=Ky,
Y.=y(R,\t_)en x.=x(R,\t_),waarvan de matrix K constant is tijdens het time-

J J J J

,
I
I
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I
I

steppingsproces. Net zoals voor bepaalde delen van de rand van de rechthoek
ge Idt , ge Idt voor de gehe Ie c irke Irand dat een verde Iing op I": (x .•y.)=

J J
(x(s.).y(s.») en s.=s(~.) of f(x .•y.)=O a priori niet voldoet aan :i=-~ of

J J J J J J
~=K:i. Midde Is een iterat ie proces door

I
de punten (x ..y.)=(x(s_).y(s.») of

J J J J
f (x _.y _)=0 op r zo te "verschu iven" dat we I aan :i=-~ of ~=K:i wordt vo I daan ,

J J
wordt dan de numerieke conforme afbeelding op de cirkelrand: z_=x.+iy_

• J J J
=g (~_) en z_er gevonden. Ook aan deze methode zijn twee bezwaren verbonden.

_ J J

11-1) Aangezien de rand f van Q rechte lijnstukken bevat nl. f2 en f4 heeft.
levert dit ernstige problemen op t.a.v. de (numerieke) conforme afbeelding

+z=g (l;) van de c irke Irand aD naar I", zie hoofdstuk 5. In fei te is zo' n

I
I rechtstreekse (numerieke) conforme afbeelding van de cirkel 0 naar Q. waar-

van de rand f rechte lijnstukken bevat niet te vinden.
11-2) Voor het potentiaalprobleem (3-36) zal zowel Hals G ~ A tijdens het
timestepp insproces n iet gehee I constant zijn. door het verschu iven van de
hoekpunten op de cirkelrand in de tijd. zie punt 1-1) Ten tweede.I

I
I

3.3.3. De conforme afbeelding van de cirkel ~ naar Q via een tussengebied ~

t

Middels de (inverse) Schwarz-Christoffel afbeelding. die conform is. kan Q
op een bijna cirkelachtig gebied B in het w=u+iv vlak worden afgebeeld. Dus
een gebied B met een gladde kromme aB. zonder hoekpunten en Iijnstukken.
Haas & Brauchli (1985) gebruiken deze methode om een gemengd potentiaalpro-
bleem in een polygoon Q op te lossen in de cirkel D. middels de RIV (3-56)
voor de cirkelrand. De numerieke conforme afbeelding van de cirkelrand aD
naar aB werd tot stand gebracht door de methode van Theodorsen (zie 5.1.) en
de numerieke conforme afbeelding van weaB naar zef dus door de Schwarz-

+Christoffel afbeelding z=x+iy=h (w). w=u+iv. De Schwarz-Christoffel afbeel-
ding voor een bijna cirkelachtig gebied B naar een polygoon Q luidt;I

I
I
I

m -(3
dz = C TT (1-~J k
dw k=1 Wk

~ z = h(w) = z +cJw ~ (1-~J-(3kdW'
c 0 k=1 Wk

(3-58)

1n (3-58) zijn Tl(3kde u itwend ige hoeken van de Iijnstukken zk en Wk de a
priori onbekende originelen of "pre-beelden" van zk' Zc en C zijn vastgelegd
door de normaliserings voorwaarden voor een conforme afbeelding. zie 5.1.

I

111) We definieren nu twee (numerieke) conforme afbeeldingen van de cir-
i~keI 0 naar B door w=g(l;)=u+iv. <=re en àu=O. àv=O voor r<R. en van B naar

Q door z=h(w)=x+iy: (3-58). Op de randen
+beeldingen gegeven door w=g «) voor aD

+ .zef. Voor w=g «)=U(~)+lV(~) gelden weer de relaties (3-57) en de opmerkin-

worden deze numerieke conforme af-
+naar weaB en z=h (w) voor aB naar

I
I

gen die onder 3.3.2. 11) zijn gemaak t , met d ien verstande dat men nu voor
z=x+iy. w=u+iv moet lezen en voor f(s), aB(T). De gehe}e procedure is ge-



I
I schetst in onderstande fig. 3-6.

I
,I

3
I 2 <~

4 z=h(w)

.1
I,
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<~
w=g«)
=u+iv

Fig. 3-6 De conforme afbeeldingen van de cirkel D via B naar Q

Weer zijn er echter twee bezwaren verbonden aan deze procedure.
111-1) Ten eerste bestaat f uit een deel dat een gladde kromme is. Dit geeft
een aanpassi ng voor z=h(w): (3-58), die 1eidt tot een different iaa 1inte-
graal vergelijking, zie Thompson e.a. (1982). Ten tweede is de iteratieve
bepaling van de parameters Wk in (3-58) een moeilijke en tijdrovende zaak,
zie Trefetchen (1980).

111-2) Voor het potentiaalprobleem (3-36) zal zowel Hals G 9 A tijdens het
timestepp insproces n iet gehee 1 constant zijn, door het verschu iven van de
hoekpunten op de cirkelrand in de tijd, zie punt 1-1) Ten tweede.

IV) Om bovenstaande problemen te vermijden beperken we het probleem van
niet-lineaire golven tot periodieke ( in de x-richting) niet-lineaire golven
volgens (2-12). (3-58) voor de afbeelding van B naar Q wordt dan vervangen
door de gegeven exacte conforme afbee 1ding (2-12) = (3,-59) ;

iz = h(w) = k lnw = x+iy

I
I
:1
'-r

I
I

(3-59)
iOp de randen kr ijgen we dan de exacte conforme afbee 1ding z=k 1nw voor aB

+naar zef1 en de numerieke conforme afbeelding w=g (Ç)=u+iv van weaB naar de
c irke 1rand aD, zoa 1s deze onder punt 1II) is geformu 1eerd. Aangez ien het
"hoekpunt" tijdens het timestepp ingsproces (en iterat ieproces) wordt vast

-1gehouden, b 1ijven de matr ices H en G en dus ook A voor het potent iaa 1-
probleem A~O constant in de tijd, zie de onderstaande fig. 3-7.

I
I
I
I
I
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Fig. 3-7 De conforme afbeeldingen van de cirkel 0 naar Q voor
periodieke niet-lineaire golven

3.4. Numerieke formulering van niet-lineaire periodieke golven m.b.v. van
een numerieke conforme afbeelding op de cirkel

I We gaan nu op exact dezelfde wijze te werk als Fornberg (1981) en Meiron
e.a. (1981). Op een gegeven tijdstip t. voeren we de numerieke conforme af-

+ 1
beelding w=g (~) uit van de cirkelrand aD naar weas. Fornberg en Meiron doen
dit met de Fast Fourier Transformatie: FFT. Mijn numerieke conforme afbeel-
ding zal gebaseerd zijn op de discretisatie van de Hilbert integraal (3-57)
m.b.v. de REM. De berekening van K is beschreven in 4.3. De gehele numerieke

+ .procedure voor w=g (~) wordt beschreven In hoofdstuk 5. Het Dirichlet poten-
tiaalprobleem omgezet voor de randwaarde (2-2b) in de poolcoordinaten (r,~)
in het (~,~) vlak op de cirkelrand r=R, wordt opgelost met de REM. De bere-
kening van H en G is beschreven in 4.1. Fornberg en Meiron e.a. lossen dit
ook op met de FFT. Voor een eventuele berekening van de potentiaal ~(r,~) of

i~de conforme afbeelding w=g(re ) in de cirkel als de randwaarden bekend
zijn, is uit gegaan van discretisatie van de Poisson integraal uit appendix
C, die in 4.2 wordt gediscretiseerd met de REM.

Het timestepp ings prob Ieem wordt b.v. met een 4-de orde Adam-Sashf orth
(-Moulton) schema opgelost. En aangezien q=~r' ~~ en de Jacobiaan van de af-
beelding bekend zijn en dus ~ en ~ ~ ~ en ~ , kan de nieuwe rand (2-4b)

s n x y
f1(t.+àt) worden gevonden en de potentiaal ~(t.+àt) (2-2b) op de cirkelrand.

1 1

Deze totale procedure voor niet-lineaire periodieke golven opgelost m.b.v.
een numer ieke conforme afbee Iding vanaf de cirke Irand is beschreven in
hoofdstuk 6, waarvan in 6.1 de Lagrangse dynamische randwaarde (2-2b) en
kinematische randwaarde (4-2b) zijn omgezet in poolcoordinaten (r,~) voor de
cirkelrand r=R.

I
I

I
I
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I
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4. DE REM VOOR HET POTENTIAALPROBLEEM OP DE CIRKEL

De Rand Integraal Vergelijking: RIV (appendix A), die op de cirkelrand aD
het verband legt tussen de potentiaal ~ en zijn flux q, de Poisson integraal
(appendix Cl, waarmee men de potentiaal in de cirkel 0 kan berekenen uit de
potentiaal op de cirkelrand aD, en de Hilbert integraal (appendix 0), die
het verband legt tussen de periodiek toegevoegde functies op de cirkelrand
30, worden in dit hoofdstuk verdiscretiseert m.b.v. de REM. De matrices die
hierdoor ontstaan zijn allen constant voor het timesteppingsproces, aange-
zien de cirkel 0 vast blijft in tijd.

Er wordt gekozen voor constante elementen t.a.v. alle drie de integralen,
d.w.z. dat over een element j van de cirkelrand aD de potentiaal, flux of
periodiek toegevoegde functie t.p.v. het middenpunt ~. een constante waarde

J
heeft. Deze keuze wordt gedaan om het zo simpel mogelijk te houden. Indien
gekozen wordt voor Iinea ire elementen dat gaat men prakt isch hetze Ifde te
werk als bij constante elementen. Alleen moeten nu de kernen in de integra-
len voor constante elementen vermenigvuldigd worden met 2 lineaire interpo-
1at ie funct ies en dan gei ntegreerd worden, zi e appendi x 8. (Indi en men de
nauwkeurigheid wil vergroten door het aantal elementen te verhogen, dan kan
dat wel eens tegenvallen. Dit is te wijten aan de asymptotische convergentie
van de REM, zie Wend land (1986). Over schake Ien op Iinea ire elementen zou
eventueel verbetering kunnen brengen. )

4.1. De Rand Integraal Vergelijking: RIV op de cirkelrand aD

4.1.1. De RIV in poolcoordinaten

Aangezien l1tP=O in de cirkel met straal R, is de RIV geldig in het ~=(ç,l})

vlak, die is afgeleid in appendix A. Lees dus voor ~ nu ~. We verwisselen nu
het parameterpunt ~ met het argumentpunt ~, ook t.a.v. integratie en differ-
entatie. Dit is toegestaan omdat de Laplace operator 11 aan zichzelf is toe-
gevoegd en dientgevolge de kernen in de RIV symmetrisch zijn, zie appendix
A. 4, 5 en 8. 1.

(4-1)
als ~,~ E aD dan en q = a~ = a4>av ên

en F(ç_;~)= - __ lnr A
21l

r = lç-~I '

aF__(c·a) =av 2'- (4-2)
~ E aD
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en A(5_) = als 5_e 0 (4-3a)

A(5_) 1 als ç e aD (4-3b)= 2"
A(ç) = 0 als 5_e o =1R2\{OvaO} (4-3c)u

I
I
II
I
,I
I

•
I
I,,
I
I,
'I
I

+In (4-1) zijn H=H en G de in appendix 8.2 gedefinieerde Fredholm integraal-
operatoren van resp. de tweede en eerste soort. We schake 1en nu over op
p9olcoordinaten, zie appendix C.1.

ç = (rcos~,rsin~) ~ = (peosa,psina) r
r = R

en r~O p=R O~a<21l O~~<21l (4-4)

v = (cosa,sina) a a
an - ar

a a
av - ap dEi= Rda

Door (4-4) in (4-2) te substitueren krijgen we;

~-5_ = R(cosa-rcos~,sina-rsin~)

= v'(~-ç).(~-ç)' = R;'+r2-2rcos(a-~)'
- -

(4-5)

1-rcos(a-~)
-21lR 21+r -2rcos(a-~)

rM.b.v. (4-5) en dEi=Rda krijgen we dan voor (4-1,2,3) en r=R;
21l

A(r)~(r,~) = ~1l f 1;rCoS(a-~) ~(R,a)da
o 1+r -2rcos(a-~)

-~X (X! n (RI, +r 2-2rccs! a-ft lJqCR,alda , q=::-:~-4>r
(4-6)

en A(r) = als O~r<R ~ O~r<1 (4-7a)

A(r) 1= 2' als r=R ~ r=1 (4-7b)

A(r) = 0 als r>R ~ r>1 (4-7c)

I
t

M.b.v. van de Gauss eondi tie kunnen we voor r=r=O de ver-çe lijk ing (4-6, 7a)
reduceren tot de bekende middelwaarde eigenschap voor harmonische functies,
zie appendix A.1 en appendix C.1.

I
I

fao
a~ dS = 0 ~ [llq(R,a)da = 0 ~an 0

~(O,~) ~(O) 1 [1l ~ (4-8)= = ~ = ~ ~(R,a)da =m 1l 0

I
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I In (4-8) is de cirkelrandoperator of "midde1waarde"-operator 1\ gedefineerd
als een Fredho 1m integraa 1operator van de eerste soort waarvan de kern
gelijk is aan 1. Vervolgens kunnen we de RIV in poo1coordinaten: (4-6,7b)
voor r=R ~ r=1 wat vereenvoudigen.I

I
I

</>Ut) = ~n (n </>( «)de; -~ (nI n [R>'2( I-cos( «-~) )] q( «)d«

met q(a) = a~(a) = ~ (a)ar r

(4-9)

I

",I
I
I
I,,,
I

De RIV op de cirkelrand: (4-9) kan ook in integraal operatoren worden be-
schreven zoals gedefineerd in appendix 8.2 en (4-8).

~ = ~ - R{q}
H{~} = G{q}

~ ~ - ~ = R{q} •~ H {~} - ~ = G{q} ~

H{~} = ~ - ~ en G = R
(4-9a)

Voor een Dir ich 1etprob 1eem krijgen we een Fredho 1m integraa 1 verge1ijking
van de 1-ste soort. De homogene vergelijking R{q}=O moet dan, net zoals voor
een Fredho1m integraal vergelijking van de 2-de soort geldt, de nuloplossing
hebben, wil de niet homogene vergelijking een eenduidige oplossing hebben.
Echter voor R=1 blijkt ook een constante hieraan te voldoen. Het Dirich1et-
probleem is dan niet eenduidig bepaald. Geometrieen met een zg. conforme
straal 1, Jaswon & Symm (1977) noemen ze Gamma-contouren, bëzitten deze ei-
genschap. Aangez ien het Neumannprob 1eem altijd op een constante na is be-
paald, hebben de Gamma-contouren zelfs voor gemengde problemen geen eendui-
dige oplossing. Dit kan voorkomen worden door in het linkerlid van (4-9) een
additieve constante toe te voegen en m.b.v. de Gaussconditie als extra ver-
gelijking krijgen we weer een eenduidig bepaald gemengd probleem, zie Lamp
e.a. (1982). Of men neemt ingeval van de cirkel de straal niet gelijk aan 1.
Dit betekent dus dat na discret isat ie met de REM niet a11een de H matr ix
singulier is maar ook de G matrix als R=1, zie verderop.

4.1.2. Discretisatie van de RIV met de REM

I

De RIV (4-9): H{~}=G{q} wordt met de REM verdiscretiseert tot de matrix ver-
gelijking H~Gg, zoals dit in appendix 8 is beschreven. Welke elementen we
ook kiezen, de geometrische benadering van de cirkelrand is exact aangezien
we op poo 1coordinaten zijn overgeschake 1d. We verdelen de cirke 1rand in n
elementen met (boog)lengtes Aataj-aj_1' waarvan a

j
en IX

j
_

1
' j=1,2 ..n de

eindpunten zijn. De discrete waarden ~.=~(~.) en q.=q(~.) worden genomen ter
J J J J

plaatse van de middens ~ = (a +a )/2 van deze elementen en over een ele-
j j j-1

ment Aa. constant verondersteld, zie fig. 4-1. Indien we dit nu toepassen op
J

(4-9) voor elk punt ~., i=1,2..n, dan krijgen we de matrix vergelijking
1

I
I
I

I
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H~=Gg. Dit is dus de toepassing van de REM (collocatiemethode) met constante
elementen.

(geometrisch)
eindpunt van een
element: \

knooppunt = midden
van een element: •

~ --

Fig. 4-1 Constante elementenverdeling voor de REn op de cirkelrand

!J.a.=a-a j=1,2 ..n
J j j-'

en a <a <a <a a =0 a =21l j=2,3 ..n-1
0 j -, j n 0 n

1 1o = -(a +a ) j=1,2 ..n ~ ~ = 2( a +a )
j 2 j j-1 i i i-1

Verder voeren we de volgende notatie in;

(4-10)

i=1,2 ..n

{3 .. = a -~ en {3.. 1=a -{} i,j=1,2 ..n
1 J j i 1 J- j -1 i

a
lij g(x)dxJ g(a-{}.)da = J j g(a-~i)da = en x=a-~

!J.a 1 ia {3.. 1j j-1 1 J -

(4-11 )

(4-12)

lndi en we nu een equ idistant rooster nemen -wat
d.w.z. dat alle n elementen dezelfde "booglengte"
krijgen we voor (4-10,11);

niet noodzakelijk is!-,
Sa ,=!J.a=21l/n hebben, dan

J

bo: =a -a =
j j j-1

21l
n

en 21l .a = jjnj=1,2 ..n j=O, 1,2 ..n

o = .!_(a +a ) = :!!.(2j-1)
j 2 j j-' n i=1,2 ..n (4-13)j=1,2 ..n

(3 =:!!.(2j·-2i+1)
ij n

(3 - :!!.C2j·-2i-1).. 1- n1 J -
i,j=1,2 ..n

Passen we nu de REM met constante elementen toe op (4-9), zoals bovenstaand
is beschreven, dan krijgen we voor elk knooppunt {}., i=1,2 ..n;

1
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I,
I
I

cf>( ~.)
1

n 1 J= I: - do:
j=1271 l!..o:.

J

cf>(~.) - ~ ~J InrRv'2(1-COS(o:-~.»)'Jdaq(~.)
J j=171 tux , LIJ

J

n * n
cf>i = I: H .. cf>. - I: G .. q .j=1 1 J J j=1 1 J J

voor i=1,2...n (4-14)

I In (4-14) zijn de volgènde bepaalde integralen voor
i,j=1,2 ...n.

I H* = _1_ J de;
ij 271 Aua.

J

1 R R JG ..= (-lnR+-2 In2) do;
IJ 7l 7l Aua.

J

(4-15)

G2 = 2R I In(1-cos (a-~.) )da
ij 7l A 1ua.

J

We betrekken het Iinker Iid van (4-14) in het rechter Iid en kr ijgen dan de

(4-16)

volgende matrix vergelijking.
*(H -I)~ = Cg H~ = Cg (4-17)

In de matrix H worden de coefficienten gegeven door H
ij

* *H = H als i~j en H ..= H -1 als i=j (4-18)ij i j 11 i i

In de matrix G worden de coefficienten gegeven door G
ij"

We bereken nu de integralen H .. : (4-15) en G ..=G~.+G~.
1 J 1 J 1 J 1 J

tisch. We krijgen dan voor i,j=1,2 ...n;
(4-16) analy-

H = 271l!..a
J
•a I s i~jij

en H = 271 l!..a
1
.-1 als i=j

ii
(4-19)

G1 = (~lnR +2R1n2) tux ,
ij 7l 7l J (4-20)

R ~ ](3..271LG(x) IJ en G(x)
(3..1

1 J- (4-21)

I
I

x=(3..of x=(3 ~ toepass ing van (E-20) voor G (x)
IJ ij-1

Voor de afleiding van (4-21) zie appendix E. In (4-21) zijn Ç(2k) de even
getallen van de Riemann-Zeta functie, zie Abromowitch & Stegun (1970). Door

221 termen in de reeks van (4-21) mee te nemen wordt G .. tot op 15 decimalen
1 J

nauwkeur ig berekend. Aangez ien de matr ices toch maar 1 keer worden opge-
bouwd, hoeft men hierin geen tijd te besparen.

Vergelijking (4-17) is dus de matrixvergelijking verkregen door door dis-
cretisatie met de REM van (4-9). We tellen de kolommen op van H en G om hun
eventuele singulariteit te bekijken.

I,
I
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I n
I: H ..

j=1 IJ

21l
= 21l J da -1 = 0

o

R R J21l R J21l= (-lnR +--21n2) da +2-- 1n(1-cos(a-~.))da
1l 1l 0 1l 0 I

(4-22)

n
I: G ..

j=1 IJ

= 2R1nR +R1n2
21l-~

R J .+21l _~ 11n(1-cosx)dx
i

R J1l= 2R1nR +R1n2 +- 1n(1-cosx)dx
1l 0

= 2R1nR +R1n2 +~(-1l1n2) = 2R1nR
1l (4-23)

I
I
I
I
t

Het Neumannprob1eem is inderdaad niet eenduidig bepaald aangezien H singu-
lier is en we via matrix 'inversie' dus geen oplossing kunnen krijgen. Het
Dirich1etprob1eem moet wel eenduidig bepaald zijn, echter als R=1 dan is G
singulier volgens (4-23) en dan kan geen oplossing worden bepaald. De cirkel
met straal 1 is dus een Gamma-contour. Dit betekent dat, aangezien voor R=1
G en H singu 1ier zijn, ook een gemengd randwaarde prob 1eem geen op 1oss ing
zal hebben, daar de matrix A, zie volgende al inea, dan singul ier is. De
eventuele singulariteit van H en G is onafhanke1 ijk van welk soort (d.w.z
welke interpolatie functies gebruikt worden) elementen men kiest, zoals uit
de berekening van (4-22,23) blijkt.

Voor een wi 11ekeur ig gemengd probleem, b.v. met een Robi n r-andwaar-de op
een deel van aD, worden de gegeven randwaarden in (4-17) in de vector f. ge-
stopt, terwijl de nog onbekenden randwaarden in de vector ~ worden gestopt.
We krijgen dan uit (4-17) de resulterende matrix vergelijking (4-24), die
door inversie kan worden opgelost, want ook A is constant in de tijd.

H<f> = Cg ~ = Bf. (4-24)

In zijn algemeen zal noch A noch G, maar alleen H diagonaal dominant zijn.
Daar de matrices vol zijn blijft voor inversie alleen nog maar LU decompo-
sitie mogelijk via het Gauss eliminatie proces. Echter volgens Haas &
Brauch1i (1986) zijn de matrices H en G zg. circu1ant, als gebruik is ge-
maakt van een equidistant rooster (4-13). Circu1ants kunnen m.b.v. de FFT,
zie C.S. worden gediagona1iseerd en zijn zo dus snel en makkelijk te inver-
teren. Voor een gemengd probleem ontstaat een zg. Toep1itz matrix die niet
m.b.v. de FFT kan worden geinverteerd, maar inversie van zo'n matrix kan
minder rekentijd kosten dan met Gauss eliminatie. Aangezien er toch maar 1
keer geinverteerd hoeft te worden en we het potentiaal probleem zo algemeen
mogelijk willen houden, is gekozen voor Gauss eliminatie met partiele pivo-
ting.
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I 4.1.3. Testgevallen

I

Er is a IIeen maar getest om te contro Ieren of bovenstaande bereken ingen
klopte. Daartoe is een computerprogramma geschreven in FORTRAN 77, waarbij
met double precision nauwkeurigheid, d.i. tot op 15 decimalen, is gewerkt.
Voor de REM werden n=8 gel ijkvormige elementen genomen; een equidistante
verdeling. Voor het Dirichletprobleem werd op de gehele cirkelrand ~(R,~)=10
g~nomen. De normal afgeleide moet dan zijn: q(R,~)=O. Dit werd exact gevon-
den. Ook indien een gemengd probleem werd voorgeschreven door voor 1 element
q(R,~) =0 en de voor de rest ~(R, ~)=10 voor te schri jven, werden weer de
exacte waarden gevonden, zie bij Iage I. Er is geen onderzoek naar nauw-
keur ighe id en convergent ie gedaan; b.v. met betrekk ing tot zg. rands ingu-
lariteiten, waar een Dirichlet voorwaarde in een Neumann overgaat en q naar
oneindig gaat. Zie appendix 8.6.

I
I
I
·1 4.2. De Poisson integraal en de middelwaarde eigenschap

I
'I
"

I
I
I
'I
I

4.2.1. Discretisatie van de Poisson integraaal met de REM

In principe zou na de oplossing van de randintegraal (4-9) m.b.v. van de REM
dus de oplossing van (4-24), de potentiaal ~(r,~) in de cirkel berekend kun-
nen worden door discretisatie van (4-6,7a) met de REM, aangezien zowel de
potentiaal ~ als zijn normaal afgeleide q op de gehele cirkelrand in de dis-

</>(r.,~.)
1 1

(R,~.) nu bekend zijn.
J
n 1 1-rcos(a-~i)

= </>i= I: 2n I --z------<la </>(R,~.)
j=1 àa.1+r -2rcos(a-~.) J

J 1

crete punten

n R
- I: -

. 1nJ=
I
àa
In rA +r z-2rcos( a-~ i)Jda
j

q(R,~.)
J

n n
~.= I: E ..~. - I: F ..q , voor i=1,2 ..m

1 j=1 1 J J j=1 1 J J

r = r /R O<r <1'\ '* O<r<1 O~~.<2ni i 1

(4-25)

(4-26)

'I
I
I,
I

Let op! In deze paragraaf 4.2 mag ~., i=1,2 ..m, binnen de in (4-26) gestelde
1

grenzen, willekeurig worden gekozen. Het is echter veel eenvoudiger om ge-
bruik te maken van de discretisatie van de Poisson integraal dan van (4-25),
omdat de analytische berekening van E .. praktisch gel ijk is aan die van de

1 J
onderstaande p .., terwijl die van F .. moeilijker is dan die van

1 JIJ
Bovend ien heeft men a IIeen de potent iaa I nod ig op de gehe Ie

G : (4-16).
ij

cirkelrand:
</>(R,a)=f(a) om met de Poisson integraal (4-27) de potentiaal in de cirkel te
berekenen, zie appendix C.
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(4-27)

I
De randwaarden voor de potentiaal: ~(R,~.)=f., j=1,2 ..n zijn gegeven of be-

J J
paa 1d u it (4-24) in de middens van de elementen en constant over die ele-
menten, zie 4.1. Voor een potentiaal ~., i=1,2 ..m, in de cirkel levert deze

1

discretisatie van (4-27) met de REM de volgende uitdrukking.

n 1
~(r.,~.) = E-

1 1 • 121lJ=

R2_r2J i
~a.R2+r~-2r.Rcos(a-~.)

J 1 1 1

a f( ~ )
j

n
~i=~P ..rj=1 1 J J

voor i= 1,2 ...m (4-28)

In (4-28) is p .. , zijnde de coefficienten van de "Poisson" matrix P, dan de
1 J

volgende bepaalde integraal.

R2 2-r
P = J i
ij 21l 2 2~a.R +r.-2r.Rcos(a-~.)

J 1 1 1

1 J 1-r2a = --~------Qa
21l 2~a 1+r -2rcos(a-~ )

j i

(4-29)

De integraal van (4-29) is, zie appendix E.6;

1 ~ ]f3 ..p ..= 2- P(x ) 1 J en
IJ 1l f3

i j - ,

[
1 + r x )P(x) = 2arctan 1_rtan(2)

(4-30)
x=f3 .. of x=f3.. ~ toepassing van (E-54) voor P(x)

1JIJ-'

4.2.2. Discretisatie van de middelwaarde eigenschap met de REM

I Als r=r=O dan benaderen we ~ = ~ (4-8) op deze 1fde wijze als dat voor de
m

Poisson integraal (4-27) is gedaan. D.w.z. ~(R,~.)=~. t.p.v. de middens~.
J J J

I is constant over een element ~a.,
J

n 1 J~(O) = ~m = E 21l da ~(R,~.)
j=1 s«, J

J

j=1,2 ..n.
n 1 n

= E -2 ~a..~. = E m.~.
j=1 1l J J j=1 J J (4-31)I

I
I

en 1
m = -~a.
j 21l j

~.= ~(R,~.l
J J

(4-8) en ook zijn discretisatie met de REM (4-31) geldt voor elke harmoni-
sche functie ~ in gebied Q: ~~O in Q, zolang de cirkel met straal R binnen
dit gebied Q 1igt. Verder reduceert (4-31) tot het rekenkundig gemiddelde
voor de n waarden ~ j als we een equ idistant rooster nemen; m.=1/n,

J
zie

I
I

(4-13) .
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I 4.2.3. Testgeval voor de Poisson integraal

I
We gaan weer uit van n=8 elementen op een equidistant rooster op de cirkel-
rand en berekenen voor 4>(R,~)=10 op de cirkelrand de potentiaal in een
25-tal inwendige punten van de cirkel m.b.v. (4-28,30). Deze gaven de exacte
waarden te zien, zie bijlage 11.I

I
4.3. De Hilbert integraal

4.3.1. De discretisatie van de Hilbert integraal met de REM

I i~We definieren de analytische functie w=g(~)=u+iv in de cirkel r<R en ~=re .
Aangezien w=g(~) is analytisch geldt dat àu=O en àv=O in de cirkel r<R. Op

.~ *de cirkelrand r=R geldt dan voor de functie w=g+(~)=g(Rel )=g (~)=u(~)+iv(~)
de volgende relatie tussen zijn reele deel u(~) en imaginaire deel v(~), als
we voor de eenvoud stellen dat g(O)=O ~ u =0 A V =0 zie appendix 0;m m'I

121l ~v(~) = 21l cot( ;a)u(a)da
o

v = K{u} OF
I
I
I

(4-32)

I
I

1 r21l a-~u(~) = 21l Jo cot(~)v(a)da

De integraal in (4-32) is de Hilbert integraal. Discretisatie van de Hilbert
integraal -K met de REM voor n constante elementen gaat als volgt. De waar-
den van v(~.) en u(~ ) worden ter plaatse van de middens van deze elementen

J i
gekozen en over resp. een element tux , en àa constant verondersteld. Toe-

J i
passing van dit voor elk knooppunt ~., i=1,2.n op (4-32) geeft dan;

1

u = -K{v}

I
I

U(",) =j§,~n J./otG~"'Jd" v("j) voor '=1,2 ... n @

J
n

u. = r K .. v . voor i= 1 , 2 ..n
1 j=1 1 J J

\:!. = K~ (4-33)

I
,I

n
1dem v . = - r K ..u . voor i=1,2 ..n

1 j=1 1 J J

De coefficienten K .. vormen de "Hilbert" matrix K;
1 J

(4-34)

I
I
I



I
- 58 -

I
I

Berekening van K .. (4-34), zie appendix E.7, levert;
1J

I

K .. = 2.!_ rK ( x ) ] {3i j en
IJ 7l L (3

ij -1
x={3.. of x={3.. ~

1J1J-1

K(x) = ln(1-cosx) voor i~j

toepassing van (E-9) voor K(x)=g(x) (4-35)

K = 0
ii voor i=j

I De matr ix Kis si ngu 1ier en tevens voor een equ id istante ver-de 1ing van de
elementen scheefsymmetrisch en circulant.

I 4.3.2. Testgeval

I Voor -K{sin~} = cos~ is de discretisatie met de REM van de Hilbert integraal
tot stand gebracht voor n=8,16,32 en 64 elementen, equidistant verdeeld. De
max ima 1e re 1at ieve fout vermi nderde ongeveer van resp. 20%, 10%, 5% naar

271 12,5%. De fout blijkt dus van orde àa=-- O(àa)=O(-) te zijn, zie bijlage
n nI

I I I.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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I
I

5. DE NUMERIEKE CONFORME AFBEELDING OP DE CIRKEL

5.1. De conforme afbeelding op de cirkel

I
5.1.1. Algemene theorie

I

Bekeken wordt de inverse conforme afbeelding van een regulier gebied B met
Jordan kurve aB met parametrisering T in het complexe w=u+iv vlak, naar de
cirkel 0 met cirkelrand aD, 1<I=r=R en parametrisering ~, 0~~<21l, in het
complexe <=~+i~=rei~ vlak. Deze conforme afbeelding wordt dan gegeven door
de complexe functie;

I

< = f(w) voor <eO # r<R en weB. (5-1)

I
I

De Riemann afbeeldingstheorie, zie Heinrici (1986), stelt dan dat deze com-
p 1exe funct ie f(w) aan de vo 1gende eisen moet doen als f(w) inderdaad een
conforme afbeelding van B naar cirkel 0 tot stand wil brengen.

( 1 ) f(w) is analytisch en 1 op 1 in B (S-2a)
I (2 ) f(a) = 0, f'(0) > 0 voor aeB (S-2b)

I
I

Voorwaarde (S-2b) zijn de norma 1 iseringscond ities en 1eggen de add itieve
trans 1at ie en rotat ie vast, die bij een conforme afbee 1dl ng kunnen worden
gesuperponeerd, waarbij de conforme afbeelding conform blijft. Deze condi-
ties maken het probleem van het vinden van f(w) dus eenduidig. In reele no-
tatie moet (S-2a) dan luiden; d ~=O en d ~=O en 1 op 1 i~ B. Voor de con-

!:! !:!I forme afbeelding;

I w = i~= g(re ) voor weB en <eO # r<R (5-3)

van de cirkel 0 naar B moet g«) aan dezelfde eisen voldoen als (S-2a,b).

I ( 1 ) g«) is analytisch en 1 op 1 in de cirkel 0 (S-4a)
(2) g(O) = a, g'(O) > 0 en a = u +iv e Bm m (S-4b)

I
I
I
I
I

In (S-4b) is u =u(O) en v =v(O). Ook dit probleem is met (S-4b) dan eendui-m m
dig. In reele vorm luidt (S-4a); du=O en dv=O en 1 op 1 in O. Een belang-
rijke eigenschap van de conforme afbeelding is dat hij hoek bewarend moet
zijn; een hoek ~ in een punt b van 0 moet een hoek ~ hebben in het punt geb)
in B.

We breiden bovenstaande theorie uit naar de randen aB en aD # r=R, mid-
dels de Osgood-Caratheodory uitbreidings theorie voor conforme afbeeldingen
op de cirkel. Indien men de conforme afbeelding naar de randen brengt;

+ i~·w = g «) = g(Re ) = g (~) voor weaB en <eaO # r=R (5-5)

moet g«) r~R aan de volgende eisen voldoen;

I
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I

( 1 ) +g (~) is continue en op op de cirkelrand aD (5-6)
(2 ) g (0) = a, g' (0) > 0 en a = u +iv E Sm m (5-4b)
(3) g(~) is analytisch en 1 op 1 in de cirkel D (5-4a)

I

+Voor de inverse conforme afbeelding ~=f (w) op de randen aD en as geldt een
analoge redenering als (5-6) met (5-2a,b). Uit (5-6,4b) en (5-4a) volgt de

+belangrijke conclusie dat als de conforme afbeelding w=g (~)=u+iv (5-6) op
de randen is gevonden, die aan de norma 1 iser ingscond it ies (5-4b) vo 1doet,
men ook de inwendige conforme afbeelding w=g(~)=u+iv (5-4a) kan vinden. Door
b.v. de Dirichlet potentiaalproblemen ~u=O en ~v=O in 0 op te lossen m.b.v.
van de Poisson integraal, zie appendix C en 4.2.

Een verdeling ~=(u,v) dient nu aan twee eisen te voldoen, hetgeen equi-
+ .valent is met het vinden van de conforme afbeelding w=g (~)=u+,v (5-6). Ten

eerste moet ~(T) op de rand as met parametrisering T liggen.

I

I
I
I

(5-7)

Ten tweede dient voor zo'n verdeling ~(~)=(u(~),v(~» te gelden, dat u(~) en
v(~) elkaars periodieke toegevoegde zijn op de cirkelrand aD, zie appendix

I D.

I
v = K{u} +vm OF u = -K{v} +u

m (5-8)

I
De periodieke conjugatie operator K wordt hier weergegeven door de (singu-
liere Cauchy hoofdwaarde) Hilbert integraal uit appendix D.

1 r2rr a:-~K{ ..(~)} = -2rr Jo cot(~) ..(a:)da: (5-9)

I
I

Door de invoer ing van de re 1at ieve straa 1 r=r/R kr ijgen we we de vo 1gende
notaties;

i~ i~= g (re ) = g (re ) en + i~ i~g (~) = g(Re ) = g(e ) (5-ga)

I
+ .~Door te stellen dat g «)=g(e' ) voor de conforme afbeelding op de cirkel-

rand r=R, dient men er wel rekening mee te houden dat de Jacobiaan van de
afbeelding vermenigvuldigd moet worden met 1/R. Uit bovenstaande volgt dat
het vinden van de conforme afbeelding w(T)=g(ei~) gelijkwaardig is met het
vinden van de zg. (genormaliseerde) Grens Correspondentie Functie: GCF
T=T(~) .

WeT) = g(ei~) (5-10)

I
I
I
I

(5-10a)

De functie ~(~) in (5-10a) wordt de gereduceerde GCF genoemd. Vervanging van
T(~) door ~(~)+~ zorgt ervoor dat WeT) nu een periodiciteiJ van 2rr heeft;

I
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I

W(7(~)+~+2n)=w(7(~)+~). Hierdoor is direct Fourieranalyse mogelijk. Veel au-
teurs, zie o.a. Gutknecht (1986), die de Fast Fourier Transformatie: FFT,
append ixC. 5, toepassen voor (numer ieke) per iod ieke conjugat ie, append ix
0.3, maken daarom gebruik van de gereduceerde GCF 7(~). Ik gebruik de gewone
GCF L(~). De GCF L(~) en dus de conforme afbeelding w(L)=g(ei~) wordt een-
duidig vastgelegd door de normalerings condities (5-4b). De eerste conditie
in (5-4b) voor de twee voorgeschreven reele waarden u en w kan middels dem m
middelwaarde eigenschap voor harmonische functies worden toegepast op resp.
de waarden u(~) of v(~) op de cirkelrand aD, zie appendix C.1 en 4.1.1.I

I g( 0) = u +ivm m
AU = Um

v A
V = Vm (5-11 )

I In (5-11) is A de middelwaarde operator op de cirkelrand r=R;
2n

= 2n J .. (a)da
o

A

I
(5-12)

I
I

De tweede conditie in (5-4b) is gelijkwaardig met het vasthouden van 1 punt
op de randen tijdens het iteratie proces, dat hierna wordt beschreven.

g' (0) > 0

(5-13)
met L =L(~), U =U(L), V =V(L), uo=u(~o)o 0 0 0 0 0

I Het zal geen verwondering opwekken dat het vinden van de exacte GCF L=L(~)
een onmogelijke opgave blijkt te zijn, zoals de integraalvergelijking
(5-8,9) dit aantoont, omdat deze voor L(~) niet-lineair is. Stel nu dat we
een benader ing van de GCF hebben gevonden: Lk (~) en we corr igeren die met
u(~). Voor de conforme afbeelding op de cirkelrand (5-10) krijgen we dan met
de correctie u(~);

I
I
I

k
L(~) = L (~)+u(~) k i~W(L +u) = g(e ) (5-14)

I
Echter het vinden van de exacte u(~) is even moeilijk als het vinden van de
GCF L(~) zelf. De introductie van een correctie uk(~) maakt wel een iteratie
procedure voor (5-14) mogelijk, b.v. met de Newton-Raphson iteratie, waarbij
uk(~) de gezochte functie is en Lk=Lk(~) bekend is.

I
I

met k+1 k kL =L +u (5-15)

I
In (5-15) is w de afgeleide van W(L) naar L en dientgevolge legt de toe-

L

passing van de Newton-Raphson iteratie extra eisen op voor de gladheid van
de kromme as. Toepassing van een iteratie procedure zoals (5-15) op (5-8,9)
maakt de integraalvergelijking voor uk(~) nu lineair en daardoor is discre-
tisat ie van deze Iinea ire integraa Iverge Iijk ing moge Iijk met de REM op de
cirkelrand, zie begin appendix S. De correctie uk(~) wordt per iteratieslagI

I
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I

I

k eenduidig vastgelegd door (5-11,12,13). De iteratie dient te convergeren,
d.w.z. k~ ~ tJk(~)=O en dan is bij convergentie de gezochte GCF gevonden:
k-eeeTk+1(~)=Tk(~)=·d~). Sij een Newton-Raphson iteratie zal het iteratie-
proces kwadratisch convergeren.

Echter voor het vinden van de GCF (5-10) komen niet alle Jordan kurves 8S
in aanmerking. Uitgezonderd worden diegene die rechte lijnstukken bevatten,
daar zij de resultaten voor het iteratief gedrag voor de conforme afbeelding
sterk nadelig beinvloeden. In feite is voor dergelijke randen geen numerieke
conf orme afbee 1ding te v inden. We houden Jordan kurves over met hoekpunten
en stukken gladde krommen; d.w.z. stukken krommen met een continue veran-
derend verloop van de raaklijn oftewel stukken krommen die in elk punt een
krommi ng hebben. De Osgood-Caratheodory theor ie (5-6) is dan u it bre iden
door "continue" aan te vullen met "stuksgewijs analytisch, behalve in de
hoekpunten van as". Sij de numer ieke op 1oss ing van de GCF zorgen de hoek-
punten vaak voor prob 1emen t.a.v. de convergent ie van een iterat ie proces
zoals de Newton-Raphson methode. Aangezien de kromme as uit fig. 3-7 in ons
geval geen hoekpunten heeft en in elk punt een kromming bezit, kan daarom
een numer ieke conforme afbee 1ding worden gevonden met een Newton-Raphson
iteratie, die kwadratisch convergeert. (De kromme as uit fig. 3-7 is "glad-

I
I

I
I
I
I
I

der" dan een L iapunow kromme in appendi x A, aangez ien een L iapunow kromme
niet noodzakelijkerwijs overal een kromming hoeft te bezitten.)

. +Voor het vinden van de inverse conforme afbeeldlng <=f (w) op de randen
geldt dat dit gelijkwaardig is met het vinden van de inverse GCF ~=~(T). An-
ders dan bij (5-10) hoeft hiervoor meestal geen iteratie procedure toegepast

+te worden, en volgt de inverse GCF ~=~(T) uit de relatie ~(T)=arg[f (w)].
Daardoor zijn meer algemene randen as mogelijk, b.v. met hoekpunten, voor de
inverse conforme afbeelding <=f+(w) dan voor w=g+«). De bepaling van de in-

+verse conforme afbeelding <=f (w) van een rand as naar de cirkel rand aD,
gebeurt voornamelijk door integraal vergelijkingen; lineaire, b.v. Fredholm
integraal vergelijkingen van de eerste en tweede soort, zje appendix A.5, en
niet-l ineaire. Lineaire integraal vergel ijkingen kunnen met de REM worden
opgelost. Niet-lineaire integraal vergelijkingen moeten iteratief worden op-
gelost, zie Heinrici (1986).

I
I
I
I
I
I 5.1.2. Numerieke conforme afbeeldingen gebaseerd QQ periodieke functie

conjugatie

I
De methode in 5.1.1 voor het vinden van een (numerieke) conforme afbeelding
wordt in deze paragraaf meer algemeen beschreven, zie Gutknecht (1986). Al-
leen voor de conditie (5-11) beperken we ons in deze paragraaf tot a=O;

I g(O)=u +iv =0m m u =v =0m m (5-11a)

I
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Allereerst wordt er een complexe hulpfunctie GU::)=h(g(Ç)/l;;) gedefinieerd,
die in de cirkel 0 @ r<R analytisch is. Bijvoorbeeld;

I
I

G(Ç) = h(g(Ç)/Ç) = g(Ç)/Ç

G(Ç) = h(g(Ç)/Ç) = Ln[g(Ç)/Ç]
(5-16)
(5-17)

I

Het voordeel van de introductie van zo'n hulpfunctie is, dat de nu a priori
aan de conditie (5-11a) wordt voldaan door (5-16) of zelfs aan de condities
(5-11a,13) door (5-17). Er zijn ook nog hulpfuncties waar g'(Ç) in voorkomt,
we Iaten deze hu Ipfunct ies verder buiten beschouwing. We brengen nu zo'n

+ i~hulpfunctie naar de randen aB en aD @ r=R en krijgen dan voor G (Ç)=G(e );

I
(5-18)

I
U(T) en VeT) met T=T(~) dienen weer elkaars periodieke toegevoegde functies
te zijn op de cirkelrand;

= v-v -K{U} = 0
m

(OF Q{T} = u-u +K{V} = 0)
m

(5-19)

I
I
I
I

(5-19) is te vereenvoudigen als aan de conditie (5-11a) m.b.v. (5-16) wordt
voldaan of zelfs aan de condities (5-11a,13) m.b.v. (5-17) wordt voldaan.

v =0 '* g(O)=O (OF u =0 '* g(O)=O) met (5-16) (5-20)m m
V =0 '* g(O)=O A g' (0)>0 met (5-17) (5-21)m

Men krijgt dan voor (5-19);

Q{T} = V-K{U} = 0 (OF Q{T} = U+K{V} = 0) met T=T(~)

dus 1 J2rr a-~Q{T(~)} = V(T(~» +2rr 0 cot(~)U(T(a»da = 0
(5-22)

I (5-22) is een niet-l ineaire integraalvergelijking voor T(~), hetgeen het

I
vinden van de exacte GCF T(~), waarbij nog in geval van (5-16) aan (5-13)
moet worden vo 1daan, een onmoge 1ijke opgave maakt. 0 it ge1dt ook als geen
hulpfunctie wordt gedefineerd, vergelijk (5-22) met (5-8,9).

Door het toepassen van een iteratie procedure wordt (5-22) nu in principe
gelineairiseerd. Bijvoorbeeld m.b.v. van een Picard iteratie, ook wel suc-
cessieve conjugatie genoemd;

I
I
I

k+1 k+1 kQ{T } $ T -T{T} = 0 (5-23)

I
I

kDe integraa I T{T (~)} kan op verschi11 ende wijzen numer iek worden geva Iu-
eerd, b.v. met Gauss kwadratuur, zie B.4, of met de FFT. Een andere iteratie
methode is de Newton-Raphson iteratie;

(5-24)
[
rrk k k 1 a-~ k kQ {v (~)} = V (T (~»v (~) +--2 cot(---2)U (T (a»v (a)daT T rr 0 T

I
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(5-24) is dan voor de gezochte correct ie funct ie 1)k(~) een Iinea ire inte-
graal vergelijking geworden; nl. een Fredholm integraal vergelijking van de
tweede soort. Deze vergelijking kan b.v. met de REM gediscretiseerd worden.

I.p.v. de Newton-Raphson methode op (5-22) toe te passen kan men deze ook
direct toepassen op (5-18), zoals dit in (5-15) is gedaan.

I
G(ei~) = W(Tk+1)

- k k kWeT )+W (T)1) =
T

k k k k k= weT +1) ) ~ weT )+W (T )1)
T

k k k .[k k kJU(T )+UT(T)1) +1 veT )+VT(T )1)

(5-25)

I
En aangezien het reele deel en imaginaire deel van (5-25) elkaars periodieke
toegevoegde funct ies d ienen te zijn levert dit met V =0 de Iinea ire inte-

k m
graalvergelijking (5-24) voor 1) (~) op.

Een iteratie proces als (5-15,25) kan geinterpreteerd worden als het
schuiven van de (discrete) punten (u,v) -gebaseerd op een vaste (en equi-
d istante) verde Iing op de cirke Irand tijdens het iterat ie proces-, zodat
deze punten in eerste instant iebi j benader ing op as Iiggen en tevens bij
benader ing ge Idt dat het ree Ie dee I en imag ina ire dee I van de numer ieke
conforme afbeelding elkaars periodieke toegevoegde functies zijn, zie verder
5.2.1.

I
I
I
I 5.1.3. Enkele bekende numerieke conforme afbeeldingen

I
I
I

De bekenste conforme afbeelding van de cirkelrand naar as is de methode van
i~Theodorsen, zie Ga ier (1964). Voor de bereken ing van g (e ) maakt hij ge-

bruik van een hulpfunctie (5-17). Voor de oplossing van (5-22) gebruikte hij
de Picard iteratie (5-23). Het nadeel van de methode van Theodorsen is dat
as geen hoekpunten mag bevatten en dat bovendien S "ster"-achtig moet zijn;

iTW(T)=p(T)e . De rekentijd voor de methode van Theodorsen wordt voornamelijk
bepaald door de numerieke discretisatie van de integraal uit (5-23) en/of
door de oplossing van het stelsel (niet-)lineaire vergelijkingen. Met name
door sne IIeind irecte iterat ie methoden kan vee I tijd bespaard worden.
M.b. v. de FFT kan dan het aanta I operat ies voor de methode van Theodorsen
beperkt blijven tot O(nlog2n).

De methode van Anderson & Chakravarthy (1979), die geen gebruik maakt van
een hulpfunctie, gaat uit van de Cauchy-Riemann vergelijkingen in poolcoor-
dinaten in de cirkel, die werden gediscretiseerd m.b.v. de EDM.

I
I
I
I 1u = _ v

r r ~
en voor r:S1 (5-26)

I

Dit gaf uit eindelijk een "invloeds" matrixvergelijking tussen voorgeschre-
ven waarden v op de cirkelrand en nog onbekende waarden u op de cirkelrand:
A~=~-um (dit komt dus overeen met mijn verdiscretiseerde vorm van (5-8,9):
Kv=u-u ). HiJ' schat te nu u_ en met v =0 (5-11, 12) a Is nevenvoorwaarde werd__ m m

I

I
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I

dit t.o.v. A~=\:!-um geminimaliseerd met de kleinste kwadraten methode, wat
dus in feite hun iteratie proces is: IQ{.} 12=0. Want dit stelsel niet-line-
aire vergelijkingen werd opgelost met de iteratieve optimalisatie of gemodi-
f iceerde Newton methode. 0 it is zeker qua rekent ijd een kostbaar proces,
aangezien het opstellen (aan het begin van het iteratie proces) van de in-

3vloedsmatrix A alleen al Oen log n) operaties kost, en de iteratie methode
2

per iteratiestap 0(n3).
De methode van Fornberg (1980) berekent m.b.v. oe FFT de complexe Fou-

i~riercoeff ic ienten voor g (e ), waarb ij de coeff ic ienten met een negat ieve
index nul dienen te zijn, zie 0.3. Oftewel periodieke conjugatie werd tot
stand gebracht door 2 FFT's toe te passen. Door ook de Fouriercoefficient
met index 0 op nul te houden werd aan (5-11a) voldaan, hetgeen dus equiva-
Ient is met het toepassen van de hu Ipfunct ie (5-16). Hij past verder de
Newton-Raphson iteratie (5-15) toe. Voorwaarde (5-13) werd toegepast door,
net zoals bij Anderson & Chakravarthy (1979), de eerste vergelijking van het
resulterende stelsel lineaire vergelijkingen Su=~ weg te laten. Dit geredu-.. . -
ceerde stelsel S u =~ van (n-1) bij (n-1) werd met een snelle iteratie me-
thode middels de FFT opgelost, zodat de gehele methode O(nlog2n) operaties
kost. Het zwakke punt van Fornberg is dat hij niet kan bewijzen waarom deze
eerste vergelijking mag worden weggelaten.

De methode van Men ikoff & Zemach (1980) Iijkt vee I op de methode van
Theodorsen. Men gebru ikt de hu Ifunct ie (5-17) en de par arnet.r-iser ing w (.)=

i.p(.)e . Alleen nu substitueren zij de inverse GCF &=~(.) in (5-19, tussen
haken) .

I
I

I
I
I
I
I
I
I

U(~) = U -K{V(~)} met U(~)=ln[p(.(~»] en V(~)=.(~)-~=~(~)m

1 ~Tl e-een K{V(~)} = -2Tl Jo cot(~)[V(~)-V(~)]d~
(5-29)

I
I

De definitie (5-29, onderste vergelijking) komt men ook wel eens tegen voor
de Hilbert integraal, zie Heinrici (1986). Deze definitie maakt de Hilbert
integraal nu niet singulier. M.b.v. van de volgende relaties;

I
I

~~ = (d. -1)d~ = d.-d~
d~ d~

en de per iodi c itei t van de sinus kan door part ie Ie integrat ie, waarbi j ~
door. is vervangen, de niet-lineaire integraal vergelijking (5-29) voor.
als volgt worden herschreven.

I ln[p(.)] = U -! ~Tllnlsin[~~(.)-~(a»/2] Idam Tl JO sln[(.-a)/2] (5-30)

I Door de integraal van (5-30) numeriek met Gauss kwadratuur te berekenen ont-
staat een stelsel niet-lineaire vergelijkingen, welke door de Newton methode

I
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3iteratief wordt opgelost. Dit kost O(n ) operaties. Het bijzondere van de
methode (5-30) van Menikoff & Zemach is dat tijdens het iteratie proces de
discrete equidistant verdeelde punten (u,v) op as vast blijven, terwijl nu
de originele punten op de cirkelrand ~verschuiven" en niet equidistant ver-
deeld zijn.

I
5.2. De iteratie procedure voor de numerieke conforme afbeelding

I
Allereerst gebruik ik geen hulpfunctie. Hierdoor moet speciale aandacht wor-
den geschonken aan (5-11,12). D.w. z. uitgaande van de t.ueede verge 1ijk ing
van (5-8,9) moet nog worden voldaan aan de tweede conditie van (5-11,12).

1 J21l a:-~, -K{V(T(~»} = 21l 0 cot(~)v(T((a:»da:u = -K{v} +um (5-31)I
I en v

m
/\ 1 I21l= V , O(T(~» = 21l 0 v(T((a:»da: g(O) = u +ivm m (5-32)

I
I

Door nog te voldoen aan (5-13) is de numerieke conforme afbeelding eenduidig
bepaald.

5.2.1. De Newton-Raphson iteratie

I
I

Gekozen wordt voor de Newton-Raphson iteratie procedure zoals deze in
(5-15,25) is toegepast om de conforme afbeelding (5-10) iteratief te be-
naderen.

I
Of in kortere notatie voor (5-15);

k+1 k k kw = W +w U
T

(5-32)

I
Splitsen van (5-32) in het reele deel en het imaginaire deel geeft dan;

k+1 k k ku = U +u U
T

(5-33)

I k+1 k k kv = V +v U
T

(5-34)

I
I

Subst itut ie van (5-33,34) in (5-31) 1evert dan de 1inea ire integraa 1 ver-
kgelijking (5-35) voor u (~) en bij convergentie van de iteratie vinden we

dan de conforme afbeelding (5-10) van de clrkelrand aD naar de rand as,
onder de voorwaarden (5-13,32).

I
I

{
k k k} k k k-K v +v u +u = U +u U

T m T { k k} k k k k~ -K v u -u u = K{v }+u -u
T T m (5-35)

Toepassing van (5-34) op de conditie (5-32) geeft de volgende lineaire inte-
graal vergelijking;

I
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I k k k A
(V +v U) = V ~• m (5-36)

I De iteratie procedure (5-35,36) is eenduidig bepaald als voor elke iteratie-
stap k (5-13) geldt.

I
Gekozen is voor de Newton-Raphson methode omdat as geen hoekpunten bevat

en overal glad is en zodat dus verwacht mag worden dat kwadratische conver-
gentie van uk zal plaats vinden. Voor een kromme as met hoekpunten kan men
eventueel de secanten iteratie toepassen.I

I
I

k+1w k k k= W +w(5tJ en k (k k-1)! k-1w = w -w 1)
Ö

(5-37)

I
I

De toepassing van de secanten iteratie gaat op volstrekt analoge wijze als
de Newton-Rapson iterat ie. Alleen d ient men nu voor w =u + iv te 1ezen:

T. •
wö=uó+ivó met (5-37). Verder zal de secanten methode langzamer convergeren
dan de Newton-Raphson methode.

Door toepassing van (5-15) zal in eerste instantie g(ei~) op een kromme
k k+1 i~as 1 iggen die as benadert. Het punt w =g(e ) kunnen we op twee ver-

schillende wijzen naar de rand as terugbrengen, zie onderstaande fig. 5-1.

I

/
/

I
I
I
I
I Fig. 5-1 k+1 i~Het terugbrengen van w =g(e ) naar de rand as

I
I

1) In de geest van de 1 ineairisatie, zoals we al in 5.1 hadden gesteld,
wordt simpel gesteld;

(5-38)

) g(ei~) 0 k+1 ( )2 We projecteren het punt loodrecht op as. e op 1oss ing .=. ~
voor elke ~ volgt dan uit de volgende transcedente vergelijking;

.~
Re [w(• )-g (el) ] = 0

w ('r )•
I

met. = .k+1(~) (5-39)

I Aangezien een exacte oplossing voor (5-39) bijna niet is te vinden en omdat

I
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niet duidelijk is welke methode in iteratief opzicht beter is (d.w.z sneller
convergeert), wordt gekozen voor (5-38).

I
I

5.2.2. De iteratie procedure toegepast ~ het impliciete functie voorschrift
f(u,v)=O van de rand a§.

I.p.v. een parametr iser ing van as, kan men ook uitgaan van een imp Iic iet
functie voorschrift f(u,v)=O voor de rand as.

I as = {!d_=(u,v) I (u,v)H f(u,v)=O} (5-40)

I
I

Toepassing van de Newton-Raphson iteratie voor een functie f met twee varia-
belen, welke moet voldoen aan f(u,v)=O geeft;

k+1 k k k k+1 k k k k kf(u,v)=0 ~ (u -u) f (u ,v ) +(v -v) f (u ,v ) +f(u ,v) $>
U V

I
I
I

In (5-41) zijn f en f resp. de partiele afgeleiden van f(u,v) naar u en v.u v
Substitutie van (5-31) in het linkeriid van (5-41) geeft de volgende line-

k+1 k+1aire integraal vergelijkingen voor resp. v en u

en k+1 K{ k+1}u =- V +u
m

(5-42)

I
I

Conditie (5-32) wordt dan;
Ak+1v = vm (5-43)

I

De iteratie procedure is eenduidig bepaald per iteratiestap als aan (5-13)
k kwordt vo Idaan· f (u v) =f =f =0 voor elke iterat iestap k. De secanten ite-, 0' 0 0 0

ratie voor f(u,v)=O luidt;

k+1Fk k+1Fk kFk kFk fku +v = U +v -
U V U V (5-44)

I
I

en

Ook hier gaat toepassing van de secanten methode volstrekt analoog aan de
Newton-Raphson methode en dient men voor resp. f en f nu F en F te lezenu v u v

I
I

met (5-44).
Door toepass ing van (5-41) zalook hier in eerste instant ie g(eii}) =

k+1 . k+1 k+1.. k+1 k+1u +lV op een kromme as 11ggen dle as benadert. Het punt (u ,v )
kunnen we weer op twee verschillende wijzen naar de rand as, of in feite bij

k+1benadering naar as ,terugbrengen.c
1) In de geest van de lineairisatie, wordt simpel gesteld;

I
I

k+1 k+1
u = uc en k+1 k+1

v = vc (5-45)
) ( k+1 k+1 )2 We projecteren het punt u ,v loodrecht op as.

I
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I
I
I

en f(u,v) = 0 (5-46)

Sij benadering kunnen we dan voor de oplossing u, v en
venstaande niet-lineaire vergelijkingen (5-46) stellen;

À van de drie bo-

k+1
uc en k+1 k+1 k+1

v = v -À fc c v (5-47)

I - met

Se ide methoden k+1 k+1 .(5-45, 47) brengen het punt (u ,v ) n Iet exact naar de

I
I

rand as terug, in tegenste 1 1 ing tot (5-38,39) . Hoewe 1 (5-47) het punt
k+1 k+1. . .(u ,v ) dIchter bIJ de rand as brengt en daardoor waarschijnlijker snel-

ler convergeert, zal voor beide methoden (5-45,47) kwadratische convergentie
plaatsvinden. Aangezien na het einde van het iteratie proces het punt
(uk+1,vk+1) binnen een zelf gekozen nauwkeurigheid ó op as ligt, is gekozen
voor de simpele methode (5-45). Eventueel kan gekozen worden voor (5-47) om
de convergentie snelheid op te voeren.

I
I
I

5.3. Discretisatie van de numerieke conforme afbeelding met de REM

5.3.1. Discretisatie met de REM van de integraal vergeli jkingen

I Numerieke periodieke conjugatie vindt plaats door de -K operator in (5-31)
met de REM voor n constante elementen te discretiseren. D.w.z. dat de waar-
den T.=T(d.), U.=U(T.) en V.=V(T.) op de cirkelrand t.p.v. de middens d. van

J J J J J J J
een element ts«, constant zijn over dat element !J.a .. Op dezelfde wijze dis-

J J
cretiseren we de middelwaarde eigenschap (5-32) met de REM voor n constante
elementen. Voor (5-31) en (5-32) kr ijgen we dan resp. de vo 1gende matr ix

het volgende vector inprodukt (5-49), zie

I
I
I
I
I
I

vergelijking (5-48) , zie 4.3.1, en
4.2.2.

u = -K{v} +u '* \:! = Ky, +um lTl

1\
V = V '* V = m·y,m m

(5-48)

(5-49)

In (5-48) bestaat de matr ix K u it de coeff ic ienten K .. , die in 4.3. 1 zijn
1 J

berekend en constant blijven tijdens het iteratie proces en timesteppings-

I

proces. De vector u bestaat uit de voorgeschreven waarden
ïIl

staat de vector m u it de coeff ic ienten m; die in· 4.2. 2
J

constant blijven tijdens het iteratie proces en timesteppingsproces.

u . In (5-49) be-m
zijn berekend en

De ma-

I
trix K en de vector m hoeven dus maar 1 keer berekend te worden.

We discretiseren nu de lineaire integraal vergelijking (5-35) met de REM
voor n constante elementen op dezelfde wijze als (5-48). De waarden T.,

J
u.,

J

I
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I
I

v j' UT j' V T j en u j zijn dus constant over een element So: J'

per iteratie stap k. Let op; we nummeren nu vanaf 0 i.p.v.
maar veranderen
1: i,j=0, 1..n-1 .

Verder gaan we uit van een equidistant rooster op de cirkelrand, zie 4.1.2,
hoewel dit niet noodzakelijk is.

I !J.a. = a. -a. = 2rr(j+1)_2rrj = !J.a =
J J+1 J n n

2rr
n

en j=0,1 ...n-1

I ~.=(a +a)/2=~(2j+1) en j=0,1 ...n-1
J j+1 j n (5-50)

We krijgen dan voor (5-35) de volgende matrix vergelijking;

I
I

[KDk_nk] uk k k Su = (5-51 )= -Ky_ +!d_-u ~ ~v u- ïTl

dus S KDk_nk k k k= = K-n en s = -Ky_ +!d_-uv U U ïTl

In (5-51) zijn nk=diag[/] en nk=diag[uk] diagonaal matrices. Ook (5-36)v +r u +r
discretiseren we met de REM voor n constante elementen en krijgen dan;I

I [kJ k kmn u = -m·v +v-v- -- m (5-52)

dus en c
m

k= -m·v +v- - m

I We implementeren nu voorwaarde (5-13): u =0 in (5-51,52) voor elke iteratie-o
stap k, zodat de numerieke comforme afbeelding eenduidig vastligt.

I
I

•re =!2. (5-53)

•
I

De superindex in (5-53) e.v. staat voor de gereduceerde. Voor een vector

I
I

met n coeff ic ienten wi 1 dat zeggen dat de a-de coeff ic ient is wegge 1aten;• •u=(u,u ), c=(c,c ), etc. Voor een matrix van n b ij n betekent dit dat de
- 0- - 0-
a-de rij en a-de kolom is weggelaten.

en
_ [0 !s..TlK - • •
1 K

(5-54)

I
I

Voor het resulterende stelsel lineaire vergelijkingen (5-53) wordt weleens
5.1.3, we krijgen dan;de a-de vergelijking weggelaten, zie

[::Tl~'= [:]
• •T u •= !2. (5-55)

I De iteratie procedure loopt nu als volgt. We beginnen met een startvector
·0·0 2rr.Tj =T (~j)=nJ, j=1,2 ...n-1. (Voor de secanten iteratie zijn twee start-

vectoren nodig.) Tijdens de gehele iteratie wordt gekozen voor TO=T(~O)=O.
Per iteratie stap k wordt dan de matrix Tuit (5-53) van n+1 bij n-1 en deI

I
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I
I

vector ~ van n+1 opgebouwd. Dit overbepaalde stelsel lineaire vergelijkingen
(5-53) wordt vervo 1gens opge lost, zie de vo 1gende paragraaf. De vo 1gende
iteratiestap k+1 kan dan met (5-38) worden uitgevoerd;

I
k+1 k kT = V +T ·k+1 ··kT = v +T (5-56)

De iteratie wordt beeindigd voor een zelf gekozen nauwkeurigheid c, indien;

I
•Iv.1 < e
J

De numer ieke conforme afbee 1ding is dan gevonden voor de discrete punten

voor elke j=1,2 ..n-1 (5-57)

I
I

(~,~) op de rand as als aan (5-57) is voldaan.
Uitgaande van een functie voorschrift f(u,v)=O voor as kunnen we op de-

zelfde wijze (5-42,43) discretiseren met de REM voor n constante elementen
als op bovenstaande wijze is gedaan. Voor (5-42) met de REM en n constante
elementen krijgen we;

I en k+1 k+1~ = Kv +u_ --m

I
I

en u_= Kv+u_ --m (5-58)

dus en

I Voor (5-43) krijgen we;

I
(5-59)

I
In (5-58) zijn
sing van (5-13):

en nk=diag[fkj weer diagonaal matrices. Toepas-v =v
voor elke iteratie stap k op (5-58,59) levert;

I
I

I

[ :;}. {
·T •[0 -9 V 1 ~ ~ = u -u» Q 0 o m

= c -1 v en:.or _ 0 • •• • •v -m v ~ = K ~ +u +1 vm 0 0 --m _ 0

[ :~}.[ u -u 1.0 .m • •• • •= c -1 v en ~ = K ~ +u +1 v:.or _ 0 --m _ 0
v -m vm 0 0

• • •• • •
Tf~ = ~ en ~ = K ~ +u +1 v (5-60)--m _ 0

I
I

I
I
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I

*0Voor de iteratie procedure beginnen we weer met een startvector v. ,
J*Oj=1,2 ..n-1, waaruit volgens de tweede matrixvergelijking van (5-60) u.

J
vo Igt, zodat Tf en ~ kunnen worden opgebouwd. Tijdens de gehele iterat ie
blijft f(u ,v )=0, waarbij gekozen wordt voor v =0. Voor elke iteratiestap ko 0 0
wordt Tf en ~ opgebouwd en het overbepaalde stelsel lineaire vergelijkingen

* * * * * *Tf~ =~ opgelost. ~ en ~ =K ~ +~ kunnen volgens dan volgens (5-45) direct
voor een volgende iteratie stap k+1 worden gebruikt. De iteratie wordt weer

I

I
I -

beeindigd als voldaan wordt aan;

I
*k+1 *kIv . -v. I < e =>
J J .

* *If(v.,u.) I < ó(c) voor elke j=1,2 ..n-1
J J

(5-61 )

I
De numer ieke conforme afbee 1ding is dan gevonden voor de discrete punten
(~,~) op de -benaderde, d.w.z. binnen de gestelde nauwkeurigheid ó(c)- rand
as, als aan (5-61) is voldaan.

I
I

5.3.2. Het resulterende stelsel lineaire vergeli jkingen

I

De numerieke conforme afbeelding leidt dus tot het overbepaalde stelsel li-
*neaire vergelijkingen (5-53): T~ =~ , d.w.z. n+1 vergelijkingen en n-1 onbe-

kenden. Sij gebruik van een functie voorschrift f(u,v)=O voor as wordt ook

I
lineaire vergelijkingen (5-60) van n+1 bij n-1 ver-

*We behandelen hier Tv =~, waarbij men in gedachte moet hou-
- * *den dat al het onderstaande ook voor Tf~ =~ geldt. T.a.v. T~ =~ zijn twee

belangrijke conclusies te trekken, die ernstige gevolgen hebben voor de re-
*kentijd voor de oplossing van Tv =~.

zo'n overbepaald stelsel
*kregen: Tf~ =~.

I

I

* *T(1) De diagonaal van de matrix S en de rijvector g verandert per ite-
ratiestap k, en daardoor verandert volgens (5-53) ook de matrix T per ite-
ratiestap k. De matrix T blijft dus niet constant tijdens het iteratie pro-
ces en dientgevolge ook niet tijdens een timesteppingsproces, zie hoofdstuk

*6. Het stelsel Tv =~ moet dus per iteratie stap k worden opgelost.
*(2) Het stelsel Tv =s is overbepaald. Ook als we de O-de vergel ijking

* * *weglaten krijgen we een overbepaald stelsel (5-55): T ~ =~ , van n bij n-1.
Fornberg (1980) krijgt bij weglating van de O-de vergelijking wel een be-

* * *paald stelsel S v =~ van n-1 bij n-1, omdat hij in feite gebruik heeft ge-
maakt van een hulpfunctie (5-16), zodat a priori al aan (5-11a)=(5-49) met
v =u =0 was voldaan. Aangezien door eigenwaarde onderzoek vast kwam te staan
m m *

dat S bij benader ing singu 1ier en S n iet singe 1ier was voor een aanta 1
krommen as per iterat iestap k, was het weg Iaten van de O-de verge Iijk ing
"gerechtvaardigd". Aangezien ik zo'n "rechtvaardiging" niet heb onderzocht,
1aat staan dat ikeen bewi js heb gevonden om de O-de verge 1ijk ing weg te

* * *laten en aangezien ik dan toch nog een overbepaald stelsel T v =~ overhoud,
handhaaf ik de O-de vergelijking.

I
I
I
I
I
I

I
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I •Een overbepaa 1d ste 1se 1 1inea ire verge 1ijk ingen TtJ =!2_heeft in pr inc ipe
meerdere oplossingen. Door een minimalisatie techniek als de kleinste kwa-

•draten methode op TtJ =!2.toe te passen, krijgt men een eenduidige oplossing
•voor TtJ =!2..I

I •TtJ =!2. (5-62)

I

•Het oplossen van TTTtJ =TT!2_met Gauss eliminatie, waarbij TTT in LU decompo-
sItie wordt omgezet, is qua rekentijd een zeer inefficiente methode en te-

*vens nogal onnauwkeurig t.a.v. de oplossing ~ . Om (5-62) op te lossen maak
ik gebru ik van de methode van der Zwan (1978). Deze methode maakt gebru ik
van de decomposi tie RU van T. De matr ix R met dimensi e n+'1 bi j n-1 is een
orthogona 1e matr ix: RTR=D (D is een diagonaa 1matr ix). De matr-ix U is boven-
driehoeksmatrix met dimensie n-1 bij n-1 en U ..=1. De decompositie van T in

11

RU wordt uitgevoerd middels een orthogonalisatie proces volgens het principe
van de Gram-Schmidt methode. Tevens wordt hierbij gebruik gemaakt van par-
tiele pivoting. In dit orthogonalisatie proces wordt ook de rechterlidvector
!2_betrokken: !2_=RU·

I
I

I
I •TtJ =!2_ •RUtJ =RU (5-63)

I Toepassing van de kleinste kwadraten methode op (5-63) geeft;

I
•UtJ = 0. (5-64)

I,

• •Terugsubstitutie van UtJ =0. levert de oplossing tJ .
Voor een matrix T met dimensie n+1 bij n-1 is het aantal operaties onge-

veer O(n3) voor het oplossen van T~·=!2_met deze methode. Indien de matrix T
goed geconditioneerd is, d.w.z. dat de kolomvectoren een onafhankelijk stel-

•se 1 vormen, dan is de met de methode van der Zwan ber-ekende op 1oss ing ~
exact. Andere directe procedures gebaseerd op de kleinste kwadraten methode
zijn volgens van der Zwan kostbaarder qua rekentijd dan zijn methode voor de

•op 1oss ing van T~ =!2_.We 1iswaar zijn er ind irecte procedures en methoden ge-
baseerd op een andere minimalisatie techniek dan de kleinste kwadraten me-
thode, doch de tijdwinst die deze methoden winnen t.o.v. de methode van van

•der Zwan gaat ten koste van de nauwkeurigheid van de oplossing tJ . De metho-
de kan vergeleken worden met Gauss eliminatie, als de matrix T vierkant is:
n bij n. De decompositie van de vierkante matrix T resp. in RU met !2.=RUen

• 3in LU met !2.=LQ,en terugsubstitutie van U~ =0. kost in beiden gevallen Oen )
operaties. Volgens van der Zwan is Gauss eliminatie tweemaal zo sneller dan
zijn methode, toegepast op een bepaald stelsel lineaire vergelijkingen.

De gehele methode voor een numerieke conforme afbeelding kost dus O(n3)
operaties.

I
,I
I
I
I
I
I

I
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5.4. Testgevallen, conclusies en aanbevelingen

I 5.4.1. Testgevallen ~ de cirkel, twee ellipsen en het vierkant

I
Voor de testgeva 11en wordt de cirke 1rand in n=64 ge 1ijkvorm ige elementen
verdeeld; een equidistant rooster (5-50). De startvector is T:O=T·O(~j)=~:j,

·0 ·0of v. ~ u. , en j=1,2 ...63. Tijdens de gehele iteratie procedure is gekozen
J J

voor T =T (~ )=0 of v =v r e )=0 ~ u, en ~o=1l/64. Inonderstaande tabe 1 zijn
- 0 0 0 0 0

de overige invoerparameters voor de verschillende testgevallen gegeven.I
I
I

rand as W(T) of f(u,v)=O iteratie c u vm m
1) cirkel (cosT,sinT) Newton-R 0.0001 0 0
2) exc. cirkel (cosT,sinT) Newton-R 0.0001 0.5 0
3) e11ips A (0.9cosT,sinT) Newton-R 0.0001 0 0
4) ell ips A (0.9cost,~inJ) Secanten 0.0001 0 0
5) ellips A (100/81)u +v -1=0 Newton-R 0.0001 0 0
6) ell ips S (5COsT,3sinT)/4 Newton-R 0.0001 0 0
7) vierkant (5-65) Secanten 0.01 0 0

I
I Tabel 5-1 De invoerparameters voor de testgevallen

I Het functievoorschrift f(u,v)=O voor de rand as van het vierkant luidt;

I
I

f(u,v) = u-1 = 0 als -u < v !5: U
f(u,v) = v-1 = 0 als -v !5: u < v (5-65)
f(u,v) = u+1 = 0 als v !5: u < -v
f(u,v) = v+1 = 0 als u < v !5: -u

I

De k+1uitvoerresultaten T =T U.=U(T.), V.=V(T.) en ujj J J J J J
) voor j=O,1..63 voor de testgeva 11en zijn gegeven in

of u .; v . en
J J

de bij1agenf(u.,v.)
J J

IV tot en met IX, waarvan alleen de laatste iteratiestap k is afgedrukt, als

I de nauwkeurigheid c is bereikt. De overige uitvoerparameters zijn getabel-
leerd in tabel 5-2. Voor de iteratiestap k definieren we de volgende parame-
ters voor de parametrisering T resp. het functievoorschrift f(u,v)=O van deI

I
I

rand as.
k • oke = Iuj Imax < c voor het punt j en = 0max max
k *k+1 ·ke = l-. -v I < c voor het punt jmax J j max

ok * *= If(v j ,u j) Imax voor het punt jmax

(5-66)

(5-67)

I
I

In de grafieken van de testgevallen is gebruik gemaakt van een eventueel op-
tredende symmetrie t.o.v. de u-as en/of v-as.

I
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I
I
I
I

test bij1. grafiek k k j ok jcon. Cmax max

1) IV - ja 3 .O.000000006 5 0 -
2) V fig. 5-2 ja 5 0.000000355 33 0 -
3) VI fig. 5-3 ja 3 0.000000926 26 0 -
4) VI I fig. 5-3 ja 4 0.000000435 44 0 -
5) VIII fig. 5-3 ja 3 0.000042795 46 0.000000003 1
6) IX fig. 5-4 ja 5 0.000004018 33 0 -
7) - - nee 15 >100 48 >100 49

Tabel 5-2 De uitvoerparameters voor de testgevallen

1) De eirke1 (u,v)=(COST,s t rrr), zie bij1age IV. De exacte afbee 1ding is
in dit geval bekend: T~ = T~ = ~:j, aangezien volgens (5-50) geldt dat
~j = 6:(2j+1), j=0,1,2...63. We vergelijken de exacte oplossing T~ met de
gevonden op1ossing T .=T~ voor j=O,1...16 (vanwege de symmetrie) in onder-

J J

I
I
I

staande tabe1.

I
I
I
I

j e IT~-T.1T. T
J j J J

0 0 0 0
1 0.0981748 0.1029236 0.0047488
2 0.1963495 0.2056076 0.0092581
3 0.2945243 0.3078353 0.0133110
4 0.3926991 0.4094300 0.0167309
5 0.4908739 0.5102632 0.0193893
6 0.5890486 0.6102554 0.0212068
7 0.6872234 0.7093726 0.0221492
8 0.7853982 0.8076199 0.0222217
9 0.8835729 0.9050345 0.0214616

10 0.9817477 1.0016788 0.0199311
11 1.0799225 1.0976351 0.0177126
12 1.1780972 1.1930001 0.0149029
13 1.2762720 1.2878811 0.0116091
14 1.3744468 1.3823935 0.0079467
15 1.4726216 1.4766574 0.0040359
16 1.5707963 1.5707963 0.0000000

I Tabel 5-3 Vergelijking tussen de exacte en gevonden opJossing
T. voor de conforme afbeelding naar de cirke't

J

I
I
I
'I

De k=3 iteraties worden veroorzaakt door de additionele rotatie
~o=n/64. Uit c1 =0.022258248 (j=56), c2 =0.000134593max max

c3 =0.000000006 (j=5) blijkt de kwadratische convergentie van de Newton-max
Raphson methode, aangezien de convergentiefactor: c3 /c2 =0.0000446 of3 2 max max
cmax/lvsl=0.0000573, praktisch nul is. De absolute fout IT~-T.I is gegeven

e J Je
in de laatste kolom van tabel 5-3. De relatieve fout IT.-T.I/IT.I loopt van

J J J
4.8% voor j=1 vrijwel rechtlijnig terug naar 0% voor j=16. M.b.v. de bekende
formule sina-sin~=2cos;(a+~)Sin;(a-~) en sinx=x voor x<0.011111 is voor de

T =T(~ )=0o 0 '
(j=3) en
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I
I

absolute fout Iv~-v.1 af te leiden dat Iv~-v.I<I"t"~-"t".I.Evenzo geldt danJ J J J J J
lu~-u.I<I"t"~-"t".I.Dit blijkt natuurlijk ook uit de gegevens van bijlage IV.J J J Jee
De relati.eve fout Iv.-"t".I/lv.1loopt van 4.7% voor j=1 ter.ug naar 0% voor

J J Jee
j=16 en omgekeerd loopt de relatieve fout lu.-u.I/lu.1 van" 4.1% voor j=15J J . J
terug naar 0% voor j=O. Kortom voor j=O, 1...63 geldt;

I
I
I
I

1"t"~-"t".1<0.0222218
J J

en c=0.0001 « 0.0222218 (5-68)

Iv~-v.I<0.0222218
J J

lu~-u.I<0.0222218
J J

en Iv~-v.I/lv~I<4.7%J J J
lu~-u.I/lu~I<4.1%J J J

(5-69)
en

I

De fouten (5-68,69) worden veroorzaakt door discretisatie met de REM van de
lineaire integraalvergelijkingen (5-35,36), oftewel door discretisatie met

1\de REM voor n=64 constante elementen van de K en operator, resulterend in
resp. de K matrix en de m vector. Twee belangrijke conclusies zijn t.a.v. de
fout in de numerieke conforme afbeelding te trekken. Ten eerste is bij een
gestelde onnauwkeurigheid van c=0.0001 voor de iteratie procedure, deze on-
nauwkeurigheid c te verwaarlozen t.o.v. van de fout gemaakt bij de discreti-
satie met de REM voor n=64 constante elementen, waarbij ~e mjddens een equi-
distant rooster vormen. Ten tweede is deze fout stabiel tijdens het iteratie
proces (k=3) en is de (globale) fout O(~). Dit kan worden aangetoond door

n
(5-69) te vergelijken met de directe eenmalige discretisatie met de REM van
cos(~)=-K{sin(~)} uit bijlage 111 voor j=1,2 ..n.

I
I
I
I n=8 lu~-u.I<O. 1828012

J J
elu.-u·I<0.0911545
J J

lu~-u.I<0.0446967
J J

n=16

I
I
,I

n=32

n=64 : Iu~ -u. I<0.0220342
J J

en e el2.2%<lu.-u.l/lu. <2.3%J J J (5-70)

Het enige verschil met (5-70) is dat de spreiding van de relatieve fout in
(5-69) groter is. Misschien wordt dit veroorzaakt door de toepassing van de
discret isat ie met de REM van de 1\ operator. De abso 1ute fout (5-69) is

I

over igens groter dan de absolute fout voor de methode Fornberg (1980) met
n=128. Daarvoor is de absolute fout kleiner dan 0.0001.

2) De excentrische cirkel (u,v)=(cos"t",sin"t")en g(0)=0.5, zie bijlage V en
fig. 5-2. Het middelpunt (0,0) van de cirkel 0 wordt dus afgebeeld op het
punt (u ,v )=(0.5,0) in de cirkel 8. In fig. 5-2 is duidelijk te constaterenm m
dat de beeldpunten op "wijde" sect ies van 88, d.w.z. sect ies met de minste
verander ing of "vervormi ng" van de krommi ng 1lp, worden samengedrukt, ter-
wijl de beeldpunten op "nauwe" secties van 88, d.w.z secties met de meeste
verander ing of "vervormi ng" van de krommi ng 1lp, u itel kaar worden getrok-

I
I

I
I
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ken. N.b.: de kromming lip wordt opgemeten vanuit het punt (u ,v).m m

I

-.o.-~~
.r'

./~.../'"j' ~
ÎII.•-_.,
\
\
\

o.'i 1 U

I
I
I .-

J

-1 0

Fig. 5-2 De conforme afbeelding naar de excentrische cirkel

I
I

Voor elke conforme afbeelding vanaf de cirkel 0, waarvan de discrete punten
op de rand equidistant zijn verdeeld, afgebeeld naar een "vervormd" gebied 8
met "nauwe" en "wijde" secties van de rand a8, doet dit fenomeen zich voor.

I
I
I
I
I

En des te meer het gebied 8 is vervormd, des te meer worden de beeldpunten
op bepaalde secties van a8 samengedrukt of uit elkaar getrokken. Door meer
vervorming van 8 zijn er ook meer iteraties nodig, k=5 in dit geval, voor er
aan de nauwkeurigheid c=O.OOOl is voldaan.

3)-5) De ellips A (u,v)=(O.9cos-r,sin-r) ~ (100/8l)u2+v2-l=O, zie bijlage
VI-VIII en fig.5-3. Zoals verwacht convergeert de secanten methode langzamer
dan de Newton-Raphson methode. Indien we uitgaan van het functievoorschrift
voor de rand, dan is de convergentiesnelheid iets langzamer dan als we uit-
gaan van de parametrisering van de rand. Dit komt doordat de discrete punten
(uk+l,vk+l) b i] t . h t f t i h 'ft b i b d' doepasslng van e unc levoorsc rl lJ ena erlng op e
rand a8 1iggen en n iet naar de rand worden teruggebracht. Het samendruk-
kingsf enoneem doet zich nauwe 1 ijks voor, omdat de e 11 ips A "cirke 1acht ig"
is.

I
I
I
I
I
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o 0.9 i Ll

Fig. 5-3 De conforme afbeelding naar de ellips A

6) De ellips B (u,v)=(1.25cos~,O.75sin~), zie bijlage IX en fig. 5-4. Het
samendrukk ingsfenomeen doet zich voor, omdat e11ips B een vervormd geb ied
is.

)

v

0.75

o i J..2S

Fig. 5-4 De conforme afbeelding naar de ellips B

7) Het vierkant volgens (5-65). Er is tot k=6, E
6 =0.356835778 (j=48)max

nog enige mate sprake van convergentie, waarbij de beeldpunten zich lijken
te groeperen rond de hoekpunten van het vierkant. Daarna verspre iden de
beeldpunten zich willekeurig over het (u,v)-v1ak, totdat voor k=15 de ite-
ratie wordt afgebroken. Voor het vierkant is dus geen numerieke conforme af-
beelding te vinden. Dit komt mijn inziens doordat de rand rechte lijnstukken
bevat, en niet zozeer door de aanwezigheid van hoekpunten, omdat de secanten
methode is gebruikt.
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I
I
I
I

Doordat nu de verdeling (u.,v.) op de rand 88 bekend is, kan men met de dis-
J J

cretisatie van de Poisson integraal met de REM de beeldpunten u en v. van
.1

de inwendi ge conforme afbee 1ding voor S berekenen, zie 4.2. De matr ix P
hoeft voor een bepaald rooster van de cirkel 0 maar 1 keer berekend te wor-
den.

n-1
u(r.,~.)= u. = I: p ..u.

1 1 1. 0 1J J
J=

en v(r.,~.)=
1 1

n-1
v = I: p ..v .
i j=O 1 J J

(5-71)

met o < r =r IR <
i

en O!iO~ <2n
i

I Ik heb dit voor de bovenstaande testgevallen niet uitgevoerd.

5.4.2. Conclusies en aanbevelingen

I
I
I

I

Uit de resultaten van bovenstaande testgevallen zijn een vijftal conclusies
te trekken. De eerste drie conclusies gelden ook voor (sommige) andere nume-
rieke conforme afbeeldingen van de cirkel 0 naar een gesloten regulier ge-
bied 8, terwijl de laatste twee specifiek voor mijn methode gelden.

1) Elke numerieke comforme afbeelding vanaf de cirkelrand 80 naar de rand
as van een gesloten regulier gebied S wordt opgelost met een of andere ite-
ratieve procedure. Of er ontstaat door de discretisatie van 80 een stelsel
niet-lineaire vergelijkingen, die middels een indirecte iteratieve manier
wordt opgelost, of er ontstaat een stelsel lineaire vergelijkingen, die per
iterat iestap verandert, omdat dit ste 1se 1 onderdee 1 is van een iterat ieve
procedure. Voor mijn methode is de toepassing van de iteratie procedure de
1inearisering van de niet-lineaire integraalvergelijking voor T(~) (5-8,9),
die de conforme afbeelding m.b.v. de Hi1bert integraal weergeeft, zodat dis-
cretisatie met de REM mogelijk is.

2) Er is geen numerieke conforme afbeelding vanaf de cirkelrand aD recht-
streeks naar de rand 88 van een gesloten regulier gebied 8 te vinden, als
àeze rand 88 rechte lijnstukken bevat.

3) He samendrukkingsfenomeen doet zich voor bij die numerieke conforme
afbeeldingen, waarvan het gebied 8 vervormd is en de originelen op de cir-
ke1rand 80 equidistant verdeeld zijn. De vervorming cq. kromming 1/p wordt
gemeten vanu it het punt (u ,v ). All e numer ieke conforme afbee 1dingen diem m
voor periodieke conjugatie de FFT gebruiken, zoals Fornberg (1980), hebben
te maken met dit fenomeen. Het vervelende van dit fenomeen is, dat de repre-
sentatie -m.b.v. interpolatie tussen de discrete bee1dpunten- van die sec-
t ies van 88 du ide 1ijke afwi jk ingen vertoont, daar waar de bee 1dpunten u it
elkaar worden getrokken. Fornberg kan dit alleen maar ondervangen door bij
meer vervorming van 8 het aantal punten drastisch te verhogen. Zo werd bij
het testgeval met functievoorschrift {(u-0.5)2+(v-{3)2}{1-(u-O.5)2-v2}-O.1=O

I
I
I,
I'
I
I
I
I

,I
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I
I

voor de rand as het aanta 1 punten n=128 met machten van 2 verhoogt tot
n=16384, waarbij de parameter ~ van ~=2 loopte naar ~=0.5. Aangezien de me-
thode van Fornberg maar O(nlogl) operaties per iteratiestap kost, terwijl
mijn methode 0(n3) operaties per iteratiestap kost, zijn de gevolgen van dit
fenomeen t.a.v. rekent ijd voor de methode Fornberg vee 1 minder desastreus
dan voor mijn methode. Ook het aaantal iteraties neemt toe bij meer vervor-
mjng van S. Dit kan voorkomen worden door een meer geschikte startvector te
kiezen.

I
I
I
I
I
I
I
'I

4) Mijn methode kost per iteratiestap en dientgevolge voor een numerieke
conforme afbeelding 0(n3) operaties. Dit komt doordat het resulterende stel-
sel lineaire vergelijkingen overbepaald is, dat op zijn beurt wordt veroor-
zaakt door het niet toepassen van een hulpfunctie, zoals (5-16), zodat a
priori niet voldaan is aan (5-49). Mijn methode is dus in een aantal opzich-
ten overeenkomstig met de methode van Anderson & Chakravarthy (1979).

5) Sij een geschikt gekozen nauwkeurigheid c voor het iteratieproces is
de fout van de discret isat ie met de REM bepa 1end voor de fout in de nume-
rieke conforme afbeelding. Deze fout is stabiel en is voor een equidistante
verdeling van n originele punten op de cirkelrand van de O(~); bij gebruik
van constante elementen voor de REM.

I

We bekijken een aantal mogelijke aanbevelingen naar aanleiding van de boven-
genoemde vijf punten voor de conclusies.

1) Aan een iteratieve procedure van de numerieke conforme afbeelding van-
af de cirkelrand naar de rand as van een gesloten regulier gebied S is niet
te ontkomen.

,I
I

2) Door het gebied S, waarvan de rand as rechte lijnstukken bevat, mid-
de Is de numer ieke conforme Schwartz-Chr istoffe I afbee Iding op een IOcirke 1-
achtig" gebied E af te beelden, is het nu wel mogel ijk om via aE door twee
successi eve numer ieke conforme afbee Idingen de c ir-ke Irand op de rand as af
te beelden, zie 3.3.3.

3) De methode van Zemach & Menikoff (1980) gaat uit van een willekeurige
vaste discrete verdeling (u,v) op de rand as. Indien deze verdeling equidis-
tant is, dan doet voor een vervormd gebied S het samendrukkingsfenomeen zich
voor op de cirkelrand. Aangezien mijn methode van een willekeurige verdeling
van de originelen op de cirkelrand kan uitgaan, kan het mogelijk zijn om net
zoa 1s bij Zemach & Men ikoff een min of meer equ idistante verde Iing van de
beeldpunten (u,v) op as te verkrijgen. Een probleem voor mijn methode is,
dat de verdeling (u,v) a priori onbekend is. Middels een iteratieve schat-
tings-correctie procedure zal dan een min of meer equidistante verdeling van
(u,v) op as gezocht moeten worden. Een tweede nadeel is dat daardoor de K

I
I

I
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I

I
I

matrix en m vecor niet meer constant zullen zijn, en zullen de K matrix en m
vector tijdens zo'n iteratie procedure m.b.v. de REM elke iteratiestap moe-
ten worden opgebouwd.

4) Door de introductie van een hulpfunctie (5-16) zal a priori voldaan
zijn aan (5-49), met v =u =0. Daardoor komt de laatste vergelijking van eenm m
stelsel als (5-53) te vervallen. Van dit stelsel kan well icht ook de O-de
v~rgelijking worden weggelaten, zodat voldaan is aan voorwaarde (5-13). We•• •houden dan een bepaald stelsel lineaire vergelijkingen S v =~ van (n-1) bij
(n-1) over. Oplossing van S·~·=~· met Gauss eliminatie k:st Q(n3) operaties

•• • •per iteratiestap. Voor een stelsel S ~ =~ , waarbij de eigenwaarden van S
1iggen tussen 0 en 1, en voorname 1jk zijn samengetrokken bij 1, biedt de
iteratieve geconjugeerde gradienten methode een beter alternatief ter oplos-

•• •sing van S v =!2_. Per "binnen" iteratiestap zijn namelijk 4 FFT's nodig.
Aangezien voor vermenigvuldiging met K 2 FFT's nodig zijn, vanwege de cycli-
sche structuur van K, kost de gehele numerieke conforme afbeelding Ö(nlog2n)
operaties. De toepassing van een hulpfuctie (5-16) zal in veel opzichten
mijn methode overeenkomstig maken met de methode van Fornberg (1980).

5) De orde voor de fout in de numer ieke conforme afbee 1ding kan worden
verbeterd door hogere orde elementen voor de discretisatie met de REM te ge-
bruiken. B.v. door de toepassing van lineaire elementen. Bij lineaire ele-
menten worden de discrete waarden u ,u en v.,v . t.p.v. van de eindpun-

j j+1 j j+1

ten ec.,a. van een element S«, gekozen. Tussen deze waarden wordt nu 1ine-
j j+1 j

air geinterpoleerd. Na assemblage van de n elementen onstaat dan weer de
matrix vergelijking ~=K~ als discretisatie van de Hilbert integraal u=-K{v}.

I
I
I

I
I
I
I
I
I
I
I

Idem onstaat het
Aeigenschap v =v.m

inprodukt v =m·v als discretisatie van de middelwaardem - -

I
I
I
I
I
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I 6. PERIODIEKE NIET-LINEAIRE VRIJE OPPERVLAKTEGOLVEN

I 6.1. De numerieke conforme afbeelding vanaf de cirkel toegepast op
periodieke niet-lineaire golven

I
I
I

Het tijdsafhankelijke potentiaalprobleem van periodieke niet-lineaire golven
over een oneindige diepte wordt berekend met de numerieke conforme afbeel-
d~ng vanaf de vaste cirkelrand uit hoofdstuk 5. In hoofdstuk 3 is de ver-
klaring gegeven voor het waarom van deze keuze.

6.'.1. De conforme afbeelding van de cirkelrand naar de vri je rand

De cirkel Din het <=~+i~=rei~ vlak wordt door de numerieke conforme afbeel-
ding w=g«) op het reguliere gebied B in het w=u+iv vlak afgebeeld. Dit ge-

ibied B wordt door de exacte conforme afbeelding z=klnw op het half oneindige
gebied Q in het z=x+iy vlak afgebeeld.

I'
J
I
I
I
I

<====w=g«}
=u+iv

-00 -00

,I
I
I

Fig. 6-1 De successieve conforme afbeeldingen, die de cirkel 0 via B
op Q afbeelden.

Het potentiaalprobleem van de periodieke niet-lineaire golven blijft voor B
en de cirkel Deen potentiaalprobleem, omdat de Laplace vergelijking inva-
riant is voor conforme afbeeldingen.

I
I
I
I
I

AlP = 0 in Q, B en 0: r<R (6-1 )

De gebieden Q(t) en B(t) zijn tijdsafhankelijk door de periodieke niet-line-
aire golven, terwijl het rekengebied: de cirkel 0 vast blijft.

O d· t f fb ld i -ikz. t t l h Idoor e 1nverse exac e con arme a ee 1ng w=e 1S au oma 1SC va aan
aan de periodiciteit op de in- en uitstroomranden r2 en r4. Ook aan de rand-
waarde ~~-O op r3 is automatisch voldaan, omdat de bodem op oneindige diepte
Iigt. Dit betekent dat door de twee successieve conforme afbeeldingen de
vaste cirkelrand aD: r=R via de rand aB(t) op de vrije rand r,(t) wordt af-
gebeeld. Aangezien zowel het potentiaalprobleem als de numerieke conforme
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I . +
afbee 1dl ng w=g (Ç) door (ni et-) 1i neai re randi ntegraa 1verge 1i jk i ngen op de

vaste cirkelrand aD is gegeven, wordt eenmalige discretisatie van de cirkel-

rand m.b.v. van de REMtoegepast, zodat alle berekeningen plaats vinden op

de discrete punten van de cirkelrand.

Voor de eenvoud stellen we het golfgetal k en de zwaartekracht-versnel-

ling g gelijk aan hun eenheden.
z

I
I
I
I
I
I

k = 1 L = À = 21l en (6-2)

6.1.2. De omzetting van de randwaarden ~ de vri je rand in poo1coodinaten
~ de cirkelrand

De kinematische randwaarde (2-4a,b) voor resp. een Eu1erse en een Lagrangse

beschrijving op f
1

luidt;

I
I
I,
I
I
I
I
I
I

al)
at = ~y-~xl)x voor Y=I)(x,t)

Im[;~] = ~y-~xl)x voor z=x+i nt xv t ) (6-3a)

en (6-3b)

De dynami sche randwaarde (2-2a, b) voor resp. een Eu 1erse en een Lagrangse

beschrijving op f1 luidt met g =1 en p =1;
z w

;t = -1)_;(V~)2_po

met (V~)2 = ~2+~2
x y

of
(6-4)

Zoals in 3.2.3 werd gesteld, volgt de dynamische randwaarde feite1 ijk het

tijdpad van de conforme afbeelding vanaf de vaste cirkelrand, dan dat het

Eu1erse of het Lagrangse tijdpad volgt. Volgens (3-51) moet dan gelden met

lçl=R;

(6-5)

I
'I

De keuze voor de Lagrangse ki nemati sche randwaarde (6-3b) wordt bepaa1d

doordat niet alleen de vrije rand m.b.v. van een parametrisering kan wor-

den beschreven, maar bovendi en door een imp1i c i et funct i;evoorschr i ft. De

randwaarden (6-3b) en (6-5) worden nu omgezet i n de poo1coord i naten (r, \})

voor de c i rke 1rand r=R. Hi ertoe voeren we een vo11edi ge comp1exe schr i jf-

wi jze i n door de i ntroduct i e van de comp1exe potent i aa1 ~=~+i I/J. Deze com-

plexe functie is analytisch in Q, 8 en 0, omdat zowel de ree1e potentiaal ~

als de ree 1e stroomfunct i e I/J vo1doet aan de Lap1ace ver ge1i jk i ng: à~O en

àl/J=O, in Q, 8 en D. De ana1yticiteit van ~ is uit te breiden naar de randen

I
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r1, as en aD. Ook voor de analytische conforme afbeeldingen z=ilnw en w=g«)
is hun analyticiteit naar de randen r1, as en aD uit te breiden, vanwege de
gladheid van de randkrommen. Hierdoor kunnen we gebruik maken van de Cauchy-
Riemann relaties voor analytische functies op de randen. We brengen in het
kort enige complexe notatie in herinnering. De complex toegevoegde van een
complex getal c=a+ib is gedefineerd als c=a-ib. Het kwadraat van de modulus
van een complex getal c=a+ib is gedefineerd als IcI2=cc=a2+b2. Verder is de
comp 1ex toegevoegde van het produkt van comp 1exe geta 11 en ge 1 ijk aan het
produk t van de comp 1exe toegevoegden van die geta 1 I en. M.b.v. de Cauchy-
Riemann re I at ies is voor de comp I exe sne I heid =: = q het vo 1gende af te
leiden;

I
I
I
I

d~ = a~ = ~ +i~ = ~ -i~dz ax x x x y
d~ ~ +i~dz - x Y (6-6)

Met (6-6) zijn de kinematische randwaarde (6-3b) en de dynamische randwaarde
(6-5) respectievelijk als volgt te schrijven;

Dz d~=Ot dz en (6-7)

I
I
I
I
I

D~ a~ 1 Id~12 [d~ dZ]Dtl<= atl<= -y-2 dz -po+Re dz·dt

d~Vervolgens zetten we dz om in de poolcoordinaten (r,~) door de kettingregel

en (6-8)

voor differentieren toe te passen.

d~ = d~ d< dw
dz d<·dw·dz

2

d~ a~ -.!_(~+i~ ) -.!_(~+ir~ ) a~en d< = ira~ = = = arr ~ ~ r ~ r

dw i dw i - 1~~12=I>fd< = --(w ) '* d< = -(w ) '*r ~ r ~

z = ilnw -iz
# w = e dz =dw w

dw
@ dz =

. -i z-le = -iw

I
I
I

Resulterend krijgen dan d~we voor dz;
2 d~ 2

d~ = -iww (~ +ir~ ) 1_1 1 '* dz - iww~(~~-ir~r) I:~I '*dz ~ ~ r w~

1=:1
2
=

2
(~2+r2~2) I~I

~ r "»

(6-9)

Voor de tijdsafgeleiden ~~ en ~~ uit (6-7,8) stellen we dat hiervoor de
kettingregel van toepassing is.

I
I

Dz dz Ow
Ot = dw·Dt = (.!_)Dw

w Ot en
(6-10)
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dz dz dw
dt = dw·dt = (~)dw

w dt en

z = x+iy O::Sx<271,y::Sl)(x,t) en w = u+iv

z = ilnw ~ y = lnlwl en x = -arg(w)
-iz -eYsinx eYcosxw = e ~ v = en u =

(6-11 )

V90r de omzetting van de kinematische (6-7) en dynamische (6-8)
op de cirkelrand r=R met ~ =q krijgen we dan m.b.v. (6-9,10,11);

r

randwaarde

Ow
Ot (6-12)

I
2

D~ I I 1 2 2 2 Iw I [1 . dW]-- = -ln w --(~ +R q ) -- -p +Re --(~ +IRq)--Ot 2 ~ We 0 We ~ dt (6-13)

I
J
I
I'
,I

6.1.3. Het timesteppingsschema

De tijdsafhankelijke randwaarden (6-12,13): ~~-9(f,t) worden van een tijd-
stip t. naar een tijdstip t. 1=t.+t.t opgehoogd, m.b.v. van het 4e orde

1 1 + 1

Adams-Sashforth-Moulton predictor-corrector meerstapsschema. Dit schema
5heeft een lokale fout van O(t.t ).

(6-14)
f i+1 f i tot (9 i+1 19 i 5 i-1 i-2)= +24 gp + g - g +g en i+1 i+1gp = g(f ,t. 1)P 1+

I
Er zijn dus 2 evaluaties van g(f,t) nodig per tijdstap t.t:
predictor-niveau en 1 voor het corrector-niveau.

voor het

6.1.4. Discretisatie QQ de cirkelrand met de REM

I
I
I
I
I

In de randwaarden (6-12, 13) is op een tijdst iP t i de numer ieke conforme
+afbeelding op de cirkelrand naar w(.)=u(.)+v(.) E as gegeven door w=g (Ç) ~

.=.(~). Door (numerieke) differentati e volgt hieruit w~=u~+iv~ ~
w.' (~)=(u +iv ).'(~) en .'(~)=dd!. Verder is op een tijdstip t. het poten-
• •• v 1

tiaalprobleem op de cirkelrand gegeven door de integraalvergelijkingen
H{~}=G{q} en ~~=-K{Rq}, zie 4.1 en appendix D.

Discretisatie m.b.v. de REM voor n constante elementen, waarvan de mid-
dens ~. een equidistante verdeling vormen, leidt dan tot de bekende matrix-

J
vergelijkingen voor resp. de numerieke conforme afbeelding en de integraal-
verlijkingen, zie resp. hoofdstuk 5 en 4.

I
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I
·1
I

Tktl*k !2,k *k als ItI~kl dan k k= ~ ti en < e • = ti +. ~
J

w(. _) = u(._)+iv(._) j=O, 1..n-1 ~ ~ = ~+i~ ~
J J J

~~ = u +iv-~ -~
(6-15)

I
(6-16)

Hif> = Gg (Rt:1 )

De numerieke conforme afbeelding (6-15) is een iteratieproces. Na beeindi-

I
I

ging van dit proces is de conforme afbeelding voor de discrete punten w. van
J

de rand aB(.) gevonden. De overbepaalde matrix Tk verandert dus per itera-
tiestap en dientgevolge ook per tijdstap àt, omdat aB(.,t) tijdsafhankel ijk
is. Het aantal operaties voor twee numerieke conforme afbeelaingen per tijd-
stap àt is dus O(n3). Overigens kan ~~ uit ~ worden berekend m.b.v. de twee-
de matrixvergelijking van (6-16): ~~=KDRG-1H~=E~.

Alle matrices in (6-16) zijn constant tijdens het timesteppings proces.
Per tij dstap àt wordt tweemaa I de matr ixvermen igvu Idiging 9.=Ct en t~ =Et
uitgevoerd, wat O(n2) operaties kost. Echter doordat de matrices G, H en K
(DR=diag(R,R ..R» circulante matrices zijn, kan matrix vermenigvuldiging of
inversie met 2 FFT's per circulante matrix worden uitgevoerd, zodat de bere-
kening van 9. en t~uit t O(nlog

2
n) operaties per tijdstap àt kost, zie C.6

en 0.3.

I

I
I
I,
I 6.1.5. De numerieke methode als geheel

I
(1A) Op een ti jdst iP t. (en vor ige ti jdst ippen) is de numer ieke conforme

afbeelding voor de r~nd aB(.i) bekend in de discrete punten w~=w(.~). Uit
i i JiJdeze punten w. volgen met (6-16) w.~., en met (6-11) de punten z., die de
J. u J J

vrije rand r(s~) discreet weergeven, j=O,1 ...n-1.
J .

(1B) Ook is de potent iaa I if>~ bekend op een tijdst iP t. (en vor ige ti jd-
J •• 1

stippen). Met (6-16) volgt hieruit q~en if>:., j=O, 1...n-1.
J u J

(2A) Timestepping van (6-12) in de discrete punten ~. op de cirkel rand met
o i+1 J(6-14) levert w.' ,en door een ges loten kromme tussen deze punten

o i+1 Jw ' te trekken m.b.V. van kwadratische of trigoniometrische interpo-
j

1at ie kr ijgen we
.+1aB(.l ) dient te worden berekend.

.+1
aar e ' ), waarbij tevens de tangentiele afgeleide van

o i+1 0 i+1Door nu w.' ~ •. ' als startvec-
J J i+1tor te gebruiken, wordt met (6-15) de numerieke conforme afbeelding w.

J
voor aB(.i+1) gevonden. Bij een kleine tijdstap àt kan aldus het aantal

I
I
I
I.
I
I

iteraties per evaluatie voor de numerieke conforme afbeelding beperkt
blijven tot 1.

(2B) (dw) i kan bij benadering met àt berekend worden uit i vorigew en w opdt j j j

I
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I
I
I

iw. en w. op vor ige tijdst ippen, of door bij
Jd . ~ .
(d~)l'=(D~)l. volgens (6-12). Timestepping van

J J i+1(6-13) in de discrete punten ~. op de cirkelrand met (6-14) levert ~.
J J

Er kan nu een vo 1gende timestepp ing van t. 1 naar t. 2 worden u itgevoerd
1 + 1 +

door de procedure weer bij (1) te beginnen. Aangezien per tijdstap àt ver-

i+1tijdst ippen of u itw.
J

benader ing te ste 11en dat

I
reweg de meesterekentijd in beslag zal worden genomen door de oplossing van

*het overbepaa 1de ste 1se 1 1inea ire verge 1ijk ingen T~ =!2_(mini maa 1 2 keer) ,
zal het aantal operaties per tijdstap ongeveer Q(n3) kosten.

I 6.2. Twee methoden voor periodieke niet-lineaire golven

I 6.2.1. Seschri jving van de twee methoden

I
De methode van Longuet-Higgens & Cokelet (1976): L-H.C. wordt vergeleken met
de methode van Me iron, Orszag & Israe 1i (1980): M.O. I. en de methode van
Fornberg (1981), voor de bepaling van lopende periodieke ntet-lineaire gol-
ven over een oneindige diepte. De methode M.O.I. gebruikt evenals de methode
Fornberg een numerieke conforme afbeelding vanaf de vaste cirkel rand R=1
naar aS(t), die met m.b.v. van de FFT wordt geconstrueerd, zodat de discrete
punten ~. op de cirkelrand equidistant zijn verdeeld. De methoden M.O. I. en

J
L-H.C. gebruiken het timesteppingsschema (6-14) en de methode Fornberg het
bekende 2e orde Eu 1er-Heun predi ctor-corrector schema: f i+1=f i+àt (gi) en
fi+1 fi àt( i+1 i) P= +2 gp +g .

De methode L-H.C. is beschreven in 2.3.2. en in een algemener verband in
2.2. De RIV H{~}=G{q} (2-24) op as wordt gediscretiseerd tot de matrix ver-
ge 1ijk ing H~=Gg, waarb ij de discrete punten (u.,v .) gef ixeerd zijn met

J J
vloeistofdeeltjes op de vrije rand (Lagrangse beschrijving) en op het tijd-
stip t=O ongeveer equidistant verdeeld zijn op as. Aangezien de rand aS(t)
tijdsafhankelijk is, moet de matrix vergelijking H~=Gg voor elke tijdstap àt
tweemaal worden op gebouwd (80% van de rekentijd) en tweemaal worden opge-
lost met Gauss eliminatie, wat Q(n3) operaties kost (20% van de rekentijd).
L-H.C. stelt dat per tijdstap àt ruwweg Q(n2) operaties nodig zijn. De tijd~
stap àt is zo gekozen dat geen enkel discreet punt (u.,v.) per tijdstap àt

J J
meer verschu ift dan de boog 1engte (T.l. tussen twee discrete punten op

• J mln
aS(Tl). Zo niet, dan wordt àt gehalveerd.

De methode M.O.I. gebruikt een numerieke conforme afbeelding vanaf de
vaste cirkelrand R=1, voor de bepaling van periodieke niet-lineaire golven.
De omgezette dynamische randwaarde op de cirkelrand R=1 met ~ =q wordt weer-r
gegeven door (6-13). De omgezette Eulerse kinematische randwaarde (6-3a) op
de cirkel rand R=1 met ~ =q luidt;

r

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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2
Im [(_1 )aw] = +q I~Iw-i}at w-i} [ =>

2
Re [(_1 )aw] = <P I~I ]w-i}at e w-i} (6-17)

I
Het verschil van de methode M.O.I. met de methode Fornberg en mijn methode
is, dat voor de numerieke conforme afbeelding geen iteratie procedure nodig
is. De differentiaal vergelijking (6-17) relateert nl. de toename in de tijd
van de conforme afbeelding aan de toename in de tijd van de bewegende rand
as. Deze differentiaal vergelijking geeft tevens de relatie tussen de oplos-
sing van het potentiaalprobleem en de toename in de tijd van de vrije rand,
d. i. dus de kinematische randwaarde. M.O.1. leidt nl. af, dat de functie
(1/W-i})~: (en met z=i1nw) in de gebieden en op de randen analytisch is. Vol-
gens appendix 0.3. geldt dan dat Im[(1/w~)~:] in een ree1e periodiek toege-
voegde Fourierreeks is te ontwikkelen: c =0 voor m<O. En N=(n-1)/2.

m

I
I
I
I => (6-18)

I
De conforme afbeelding w=g(ei-i})kan ook in een Fourierreeks worden ontwik-
keld, waarvoor geldt dat ak=O voor k<O. Aan de twee normaliseringscondities
g(O)=O en g' (0»0 wordt a priori voldaan door te stellen dat aO=O en
Im[a1 ]=0. Hierdoor is de numerieke conforme afbeelding in zijn differen-
tiaalvorm (6-17,18) eenduidig bepaald.I

I
I

N ik-i}
w = I: ake

k=O
=> w =e (6-19)

Ook de potent iaa 1 <p op de c irke 1rand R=1 isin een ree 1e Four ierreeks te

I
ontwikkelen, waaruit dan <P-i} en

N
<P = I: [g1cos (1~)+h 1sin (1~)]

1=0
N

q = I: 1[g1cos (1e)+h 1sin (1 ~ ) ]
1=0

<p =q volgen, zie appendix C.5,6.r

=>

(6-20)

I
N

en <p-i}= I: 1 rh 1cos (1e)-g 1sin (1-i})]
1=0 L

I
I

De methode M.O.I. verloopt als geheel analoog aan mijn methode. De coeffi-
cienten ak worden met de FFT uit wj berekend en daaruit wordt met de FFT w-i}j
berekend volgens (6-19). Evenzo worden de coefficienten gl en hl met de FFT
u it <P. berekend en daaru it wordt met de FFT q . en <P'''-. berekend vo 1gens

J J v J
(6-20), j=0,1 ...n. Uit de differentiaalvergelijking (6-17,18) volgt dan met
de FFT de coefficienten cm en daaruit wordt (~:)jmet de FFT berekend. Time-
stepping naar t. 1=t.+~t met (6-14) voor (6-17,18) en (6-13) levert resp. w.

1 + 1 J

en <Pj op een tijdstip ti+1. Dus zowel de numerieke conforme afbeelding als
het potentiaalprobleem worden voor 2 evaluaties per tijdstap ~t met de FFT
berekend. De gehele methode kost dan per tijdstap ~t O(n1og2n) operaties.

I
I
I

I
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I
I

6.2.2. De beginvoorwaarde ~ t=O: de Stokesgolf

I

Voor diep water kunnen niet-lineaire periodieke golven ontwikkeld worden in
pertubaties series: de Stokesgolven. Met een zg. Pade sommatie zijn deze in
principe divergerende series te benaderen. De theoretisch hoogste golf, die
nog stabiel cq. vormvast is, heeft een golfhoogte/golflengte ratio van
(H/À) =0.14107. Als beginvoorwaarde wordt voor zo'n Pade approximatie vanmax
de symmetrische stabiele Stokesgolf gekozen, H/À<0.14107, waarbij de top op
x=n 1 igt.I

I
I

I
I

I
I

Fig. 6-2 Profiel van de Stokesgolf H/À=0.127 op t=O

I Door de coordinaten van het golfprofiel en de corresponderende waarden voor
de potentiaal ~ in het referentie assenstelsel, waarvoor het diepe water in
rust was, in te voeren, krijgen we een van links naar rechts lopende, dus
tijdsafhankelijke golfbeweging.

I
I Voor de eerste 3 tijdstappen za 1 i.p.v. (6-14) ehet bekende 4 orde

I
I
I

Runge-Kut ta timestepp ingsschema worden gebru ikt. 0 it schema gebru ikt nl.
geen informatie van vorige tijdstappen, maar 4 mini-tijdstappen per tijdstap
ät . Het heeft een 1oka 1e fout van 0 (l1t5). Ook als de tijdstap tijdens het
timesteppingsproces wordt veranderd, zal i.p.v. (6-14) voor de eerste 3
volgende tijdstappen dit schema gehanteerd worden.

6.2.3. Testgeval ~ de vri je lopende Stokesgolf

I
De druk p op het vrije oppervlak is nul; p =0, zodat we een vrije lopendeo 0
Stokesgolf dienen te krijgen. Aangezien de Stokesgolf stabiel, cq. vormvast
is en zijn theoretische fasesnelheid c bekend is, kunnen de numerieke re-
sultaten voor de methoden L-H.C., M.O.!. en Fornberg op elk tijdstip worden
vergeleken met de Pade approximatie van het Stokesgolfprofiel.I

I
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I
I
I

methode H/i\ '* cic n l1t operaties per l1t
0

L-H.C. 0.127 1.083 30 variabel? 0(n2) tot 0(n3)
M.O.I. 0.113 1.064 64 211/400 0(nlog

2
n)

Fornberg 0.091 1.042 32? ? O(nlog n)
2

I Tabel 6-1 De (invoer)gegevens voor de twee methoden

I In tabel 6-1 is c =Vg7i(=1 de fasesnelheid van de 1ineaire golf over eeno z
oneindige diepte, de zg. oneindige golf.

De resultaten zijn weergegeven in fig. 6-3 en fig 6-4. voor resp. de me-
thode L-H.C. en de methode M.O.I. De methode Fornberg had na vijf perioden;

i\t=5~30.15, een volkomen overeenkomstig resultaat als de methode M.O.I. Inc
de figuren is de getrokken kromme de Pade approximatie van het Stokesgolf-
profiel en zijn de punten de resultaten van de numerieke methoden. Even als
L-H.C. constateerde M.O.I. dat na enige tijd het golfprofiel een zaagtand-
achtig karakter kreeg. M.O.I. paste daarom de 5-punts "smoothing" procedure
toe van L-H.C.: f =~6(-f +4f +10f +4f -f l, om de 10l1t. L-H.C. zelf

j 1 j-2 j-' j j+' j+2
paste deze procedure toe om de 511t.

I
I
I
I
I

I

y
1

x

I
I
I
I -i

I

I -t

I Fig. 6-3 Profiel van de Stokesgolf. nethode L-H.C. (n=30)

I
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I
I
I
I
I
I
I
I
I Fig. 6-4 Profiel van de Stokesgolf. Hethode H.O.I. (n=64)

I

I

Beiden methoden zijn praktisch overeenkomstig met de golftheorie van Stokes
voor periodieke niet-lineaire golven in diep water, zoals uit de fig. 6-3,4
blijkt. Het verschil tussen beiden methoden zit in de verdeling of resolutie
van de punten op de verschillende tijdstippen. Ten eerste geldt voor de me-
thode L-H.C. dat de punten (x. Y.) -die gefixeerd zijn met vloeistof-

J, J
deeltjes- in de golftop dichter naar elkaar toe bewegen. L-H.C. gaven hier-
voor een fysische verklaring. Voor de methode M.O.!. blijft de verdeling van
de punten gelijk in de tijd. Dit komt omdat het gebied B (en rand aB) con-
gruent blijft en a11een roteert om het punt g(0)=0 tijdens het timestep-
pingsproces, aangezien de Stokesgolf vormvast is. De punten (x.,y.l=

J J
(x(~.,y(~.)) volgen namelijk niet een vloeistofdeeltje op zijn pad, maar de

J J
numerieke conforme afbeelding. Ten tweede is de resolutie van de punten
(x.,y.l voor de methode 101.0.1.in het golfdal dichter dan in de golftop,

J J
terwijl voor de methode L-H.C. het omgekeerde geldt. Dit komt door het
samendrukkingsfenomeen voor de numerieke conforme afbeelding. Aangezien het
gebied B voor de Stokesgolf cirkelachtig is, is dit fenomeen nog niet zo
nadrukkelijk aanwezig als bij meer vervormde gebieden B.

I
I
I
I
I
I

I
I
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I
I

6.2.4. Testgeval ~ de brekende 9Qlf

I

Ind ien we voor t=O de beg inwaarde u it 6.2.3 kiezen en tevens een gegeven
drukgo 1f Po gedurende een bepaa 1de tijd voorschr ijven, dan za I een sterk
n iet -1 inea ire, instab iele cq. n iet vormvaste, n iet syrnmetrische, lopende
golf zich ontwikkelen.

I
p = p sin(t)sin(x-ct) als O~t~rro A
p = 0 als t>rro

Volgens (6-21) loopt zo'n golf na t=rr vrij. L-H.C. heeft voor verschillende

(6-21)

I drukamp 1ituden p deze brekende golven berekend. Het feit dat de dee 1tjes
A

vanuit het golfdal naar de top dichter naar elkaar toe bewegen, heeft een
zeer gunstig effect. Namelijk in secties van de vrije rand waar de kromming
het sterkst is, is de resolutie van de punten ook het hoogst, zodat de bre-
kende go 1f door de discrete punten (x.,y.) goed kan worden weergegeven op

J J
elk ti jdst ip. In f ig. 6-5 is het prof ie I van de brekende go If weergegeven
voor p =0.0729 op het tijdstip t=5.89, waarbij tussen de n=60 punten recht-

A

lijnig is geinterpoleerd. De brekende golf is van het "plunging" type.

I
I
I
I
I r

1

I
I

-1

I
I Fig.6-S Profiel van de brekende golf. ffethode L-H.C. (n=60)

I

De resolutie van de punten voor het golfprofiel wordt voor de metode M.O.l
en Fornberg bepaald door de numerieke conforme afbeelding, zie 6.2.3. Het
mag duidelijk zijn dat voor een brekend golfprofiel als in fig. 6-5 het ge-
b ied B (t ) steeds meer vervormd wordt tijdens het timestepp ingsproces. Het
samendrukkingsfenomeen treedt daardoor steeds nadrukkelijker op en de reso-
lutie van de punten (x.,y.) wordt dichter in het golfdal en slechter in de

J J
golftop. Hierdoor zal het golfprofiel steeds slechter worden weergegeven en
zal de methode M.O.l. en Fornberg zijn afgebroken, voordat een profiel als
in f ig. 6-5 is bere ikt, tenz ij een exorb itant n aanta 1 punten wordt ge-

I

I
I
I
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I
I

brui kt.

I

Om die reden paste M.O.I niet de FFT toe voor de constructie van de nume-
rieke conforme afbeelding, maar de methode van Zemach & Menikoff (1980), om
brekende golfprofielen te berekenen. M.O.I paste de conforme afbeelding van
Zemach & Men ikoff (en het potent iaa 1prob 1eem) aan voor ti jdsafhanke 1i.jke
"brekende" golfprofielen, zoals x(s,t)=s+t·sin(s) A y(s,t)=O.4sin(s), 1:st:s2.
H~t samendrukkingsfenomeen deed zich alleen nog bij zeer vervormde golfpro-
fielen voor, maar kon sterk gereduceerd worden door een verdubbeling van het
n aanta 1 discrete punten. We 1 was bij meer vervorm ing van het go 1fprof iel
tijdens het timesteppingsproces een zeer kleine tijdstap nodig om instabi-
liteit van de methode te voorkomen: ~t=0.001. M.O.I. stelde dat deze metho-

I
I
I de, gebaseerd op de numerieke conforme afbeelding van Zemach & Menikoff

(1980) per tijdstap ~t ongeveer O(n2) operat ies kost. (Dit is di scutabe 1
3aangez ien de numer ieke conforme afbee 1ding van Zemach & Mer;d'koff O(n ) ope-

raties kost. )I
I 6.3. Conclusies met betrekking tot mijn methode

I

I

Voor de berekening van het profiel van de vrije lopende Stokesgo1f uit 6.2.3
zou mi jn methode dezelfde resultaten moeten op 1ever en als de methode van
M.O. I. en Fornberg. Echter doordat dit 0(n3) operaties per tijdstap ~t kost,
heb ik dit uit het oogpunt van rekentijd niet geverifieerd. (Door introduc-
tie van een hulpfunctie voor de numerieke conforme afbeelding, waarbij a
priori aan g(O)=O is voldaan, kan dit verlaagd worden tot 0(n10g n) opera-

2
ties per tijdstap ~t, zie 5.4; conclusie en aanbeveling 4).)

Voor de berekening van het profiel van een brekende golf, is mijn methode
niet geschikt, vanwege het samendrukkinsfenomeen op 8B(t) bij een equidis-
tante vaste verde 1ing van de punten ~. op de c irke 1rand. Even als voor de

J
methode Fornberg en M.O. I., waarbij de constructie van de numerieke conforme
afbeelding m.b.v. de FFT tot stand werd gebracht, zal mijn methode worden
afgebroken, door de zeer sne 11e afname van de reso 1ut ie voor de punten
(x.,y.) op de golftop, tenzij een exorbitant n aantal punten wordt gebruikt.

J J
Gezien het feit dat 0(n3) operaties per tijdstap ~t nodig zijn, zou dat voor
mijn methode extreem veel rekentijd (en geheugenplaats) kosten.

I
I
I
I
I
I

Nu hoeven de middens ~. bij discretisatie van de REM met constante ele-
J

menten n iet noodzake 1ijkerwi js equ idi stant verdee 1d te zijn. De punten e
J

dat de reso-I worden dan per tijdstap ~t op de c irke 1rand zo "verschoven",

I
1ut ie van de punten (x, y .) -met name op de go 1ftop- dusdan ig gesch ikt is

J J
voor een representabe1e weergave van het (brekend) golfprofiel op elk tijd-
stip. Met andere woorden: het samendrukkingsfenomeen vindt plaats op de cir-

I
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I

kelrand voor de punten ~., zie 5.4; conclusie en aanbeveling 3). Echter door
J

zo'n tijdsgewijs verschuivingsproces van ~. zullen de matrices K, Hen G per
J

tijdstap àt veranderen. Nu dienen ook voor het gediscretiseerde potentiaal-
prob 1eem H~=Gg_ de matr ices H en G per tijdstap àt opgebouwd te worden, en
vooral de opbouw van G kost veel rekentijd, zie 4.1.3. Verder kost de oplos-
sing van het ste 1se 1 1inea ire verge 1ijk ingen H~=Gg_ met Gauss eli m inat ie
Oin3) operaties per tijdstap àt, aangezien de matrices H en G niet meer cir-
culant zijn. Dus ook in tweede instantie is mijn methode met deze aanpassing
voor de berekening van brekende golfprofielen uit het oogpunt van rekentijd
ongeschikt.

I

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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I 7. CONCLUSIES

I Dit vers 1ag stond in het teken van onderzoek naar en construct ie van een
effic iente +d,W. Z. wat betreft benod igde rekent ijd- numer ieke methode ter
bepa 1ing van niet -1 inea ire vrije 2-0 zwaartekrachts-opperv 1akte go 1ven in
water. Het potent iaa 1prob 1eem in het fysisch geb ied Q en op zijn rand r
wordt gediscretiseerd met de REM, zodat alleen discretisatie van de rand r
nodig is, i.p.v. discretisatie in het gehele gebied Q door toepassing van de
EEM of EDM. Door de niet-lineariteit van de tijdsafhankelijke randwaarden op
de vrije rand r,(t) zal het stelsel lineaire vergelijkingen, die het resul-
taat zijn van de discretisatie van het potentiaalprobleem, tijdens een time-
steppingsprocedure veranderen en dientgevolge zal dit stelsel dan per tijd-
stap moeten worden opgebouwd en opgelost. Door nu het tijdsafhankelijke fy-
sisch gebied Q op een vast rekengebied D af te beelden ontstaat de mogelijk-
heid dat, via discretisatie van de transformatie en het getransformeerde po-
tentiaalprobleem in D en op zijn rand aD, stelsels lineaire vergelijkingen
worden verkregen waarvan de matrices constant blijven tijdens een timestep-

I
I
I
I
I
I
I

pingsproces, zodat deze matr ices maar keer moeten worden opgebouwd en

I

eventueel maar' keer 'inversie' nodig is. Aangezien voor de discretisatie
de REM wordt gebruikt vinden alle berekeningen plaats via de discrete punten
op de vaste rand aD.

De homogene elliptische PDV l in het vaste rekengebied D geeft tesamen
met de randwaarden op aD de transformatie l{x}=O en l{y}=O en het getrans-
formeerde potent iaa 1prob 1eem l{</>}=O weer. Invu 11 en van de schaa 1factoren
g",g22 en g'2 maakt de PDV niet-l inaeair en dus ongeschikt voor discre-
tisatie met de REM. (Discretisatie met de EDM of EEM leidt tot een stelsel
niet-l inea ire verge 1 ijkingen). Afschatting van deze schaa 1factoren door ze
constant in 0 te nemen leidt door discretisatie met de REM (of EDM of EEM)
tot een stelsel lineaire vergelijkingen. Echter de matrices van dit stelsel
zullen tijdens een timesteppingsproces veranderen, omdat de constanten
schaa 1factoren per tijdstap zu 1 1en veranderen, als het rekengeb ied D vast
bl ijft, aangezien het fysisch gebied Q(t) en I'Lt ) per tijdstap verandert.
Door a pr ior i te ste 11 en dat g'2=0 en l=v'g /g '=, va11 en dë schaa 1factoren

" 22buiten de PDV. Dit leidt tot een (zuivere) conforme afbeelding l=A, waarbij
na discret isat ie met de REM constante matr ices ontstaan tijdens een time-
steppingsproces. Tevens bleek dat dit alleen gold, als het vaste rekengebied
o de cirkel is met vaste straal R. Aangezien de rechtstreekse conforme af-
beelding van de cirkel naar een gebied Q(t) met rechte lijnstukken problemen
op 1everde , werd het prob 1eem beperkt tot per iod ieke niet-1inea ire go 1ven
over een oneindige diepte. Een numerieke conforme afbeelding beeldt dan de
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vaste cirkelrand aD Ç=ç+i~=Rei~ op de rand aS(t) van een gesloten regulier
gebied S(t) af, en de rand w=u+iv E aS(t) wordt middels de exacte conforme
afbeelding z=~lnw op de vrije rand z=x+iy E f,(t) afgebe~ld.

De construct ie van de numer ieke afbee 1ding W(T)=g( e 1~) ~ T=T(~) op een
bepaald tijdstip van de cirkelrand naar de rand aS(T) (T is de parametri-
ser ing van aS) kan a 11een worden opgezet met een iterat ieve procedure:
k+' k kT =T +u D.w.z. dat de verdeling (u,v) op aS(T), uitgaande van een vaste

verdeling ~ op de cirkelrand, van te voren onbekend is. Dit komt omdat zo'n
verde 1ing (u,v) tevens op de c irke 1rand moet vo 1doen aan de H i1bert inte-
graal u=-K{v} (als u =0) en de middel waarde eigenschap v =0. Dit is de prijs

m m
die als het ware betaa 1d moet worden voor het a pr ior i vast 1eggen van de
schaalfactoren g12=0 en ~=vg11/g22~" Discretisatie met de REM m.b.v. n con-
stante elementen levert voor de Hibertintegraal de matrix K en voor het po-
tent iaa 1prob 1eem op de c irke 1rand de matr ixverge 1ijk ing H~=Gg_. De coef-
ficienten van deze matrices worden analytisch berekend en blijven constant
tijdens een timesteppingsprocedure. Echter de matrix T van het resulterende

•stelsel lineaire vergelijkingen T~ =~ voor de numerieke conforme afbeelding
verandert per iteratiestap en dientgevolge ook per tijdstap, omdat de rand
as tijdsafhankelijk is. Aangezien dit stelseloverbepaald is, zijn er O(n3)
operaties nodig om dit stelsel op te lossen. (Middels een hulpfunctie, die
er voor zorgt dat a priori aan vm=O, met vm=O is voldaan, wordt de matrix T
vierkant. M.b.v. van de iteratieve geconjugeerde gradienten methode, zijn er
voor de oplossing van het nu bepaalde stelsel O(n10g2n) operaties nodig.)

De bepaling van het profiel f,(t) van periodieke sterk niet-lineaire gol-
ven m.b.v. van een numerieke conforme afbeelding vanaf de vaste cirkelrand
zal, door de slechter wordende resolutie van de punten (x.,Y.) op de golftop

J J
tijdens het timestepp ingsproces, voort ijd ig worden afgebroken, tenz ij een
extreem n aantal discrete punten wordt gebruikt. De oorzaak hiervan is het
samendrukkingsfenomeen voor de numerieke conforme afbeelding vanaf de cir-
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kelrand met een vaste equidistante verdeling ~.; een samengepakte resolutie
J

van de beeldpunten (x.,y,) op het golfdal en een uit elkaar getrokken reso-
J J

1utie op de golftop. Een variabele verdeling

I

~. op de cirkel rand tijdens het
J

timestepp ingsproces, zodat de bee 1dpunten (x, y .) min of meer equ idistant
J J

verdeeld zijn op het golfprofiel voor elk tijdstip, heeft het effect dat de

I

matr ices K, H en G per tijdstap moeten worden opgebouwd en dat het verd is-
cret iseerde potent iaa 1prob 1eem H~Gg per tijdstap (met Gauss eli m inat ie)
moet worden opgelost.

De mogelijkheid om de efficientie van de numerieke bepaling van niet-li-

neaire golven te verbeteren middels een transformatie vanaf een vast reken-
gebied 0 naar het fysisch gebied Q(t), - zodat met discretisatie op aD door

I
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I
de REl1 de matrices van de stelsels lineaire vergel ijkingen, voor zowel de
transformatie als het getransformeerde potentiaalprobleem, constant blijven
tijdens een timesteppingsprocedure -, bleek een illusie te zijn. Dit geldt
ook voor andere discretisatie-technieken dan de REl1,zoals de EDl1 in 0, of

de EEl1 in D. Ook de oplossing van het potentiaalprobleem en de constructie
van een numerieke conforme afbeelding op de cirkelrand m.b.v. de FFT is,

ondanks dat er maar O(nlogl) operaties per tijdstap nodig zijn, niet ge-

schikt om sterk niet-lineaire periodieke golven te bepalen, vanwege het sa-

mendrukkingsfenomeen dat een extreem n aantal punten verlangt om een rede-
lijke weergave van het golfprofiel te garanderen.
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De bepaling van niet-lineaire vrije 2-0 zwaartekrachts-oppervlakte golven in
water m.b.v. van de REM kan daarom maar beter op de rand I'It ) van het
fysisch gebied Q(t) plaatsvinden, zoals beschreven in hoofdstuk 2. In ieder
geval is dan een directe fysische relatie met een numerieke methode aanwe-
zig. Verder zal de rekentijd voor een numerieke methode van secundair belang
zijn. Het onderzoek naar en de constructie van een numerieke methode ter be-
paling van niet-lineaire golven valt uiteen in twee punten.

(1) De numerieke aspecten. Discretisatie met de REM van het poten-
tiaalprobleem op r(t) op een tijdstip t. geeft een stelsel lineaire verge-

1

lijkingen waarvan de matrix vol is, zodat dit stelsel dient te worden opge-
lost met Gauss eliminatie. Wellicht dat de complexe beschrijving ~=~+i~ een
beter a Iternat ief is. Discret isat ie met de REM van de Cauchy integraa I
(2-26b) kan een matrix opleveren, die weliswaar vol is, maar ook diagonaal-
dominant is. Het ste 1se1 1ineaire verge Iijken kan dan met een iterat ieve
methode, zoals de geconjugeerde gradienten methode ( 0(nlog2n) operaties per
tijdstap ), opgelost worden. De stabiliteit van een timesteppingsprocedure
ver Iangt aandacht, met name de timestepp ing van de vrije rand r1(t). Het
gebru ik van 1inea ire elementen voor de REM iso. a. daarom aan te beve Ien.
Verder zal een foutenanalyse t.a.v. de REM en de timesteppingsprocedure ge-
wenst zijn om o.a. een optimum tussen nauwkeurigheid en rekentijd te ver-
krijgen.

(2) De randwaarden op de in- en uitstroomrand r2 en r4. Indien men zich
niet wil beperken tot periodieke golven, door van een onregelmatig verloop
van de bodem r3 uit te gaan, dan zal men zwakreflecterende randwaarden als
(2-10) op r2 en r4 dienen op te leggen. Eventueel kan onderzoek gedaan wor-
den naar betere absorberende randwaarden voor de verstroo i.dego Iven t.g.v.
,diffract ie' door de onrege 1mat ige bodem van een inkomende n iet-1inea ire
go1f. De formu 1ering van zwakref Iecterende randwaarden in termen van de
potentiaal ~ en/of stroomfunctie ~ kan problemen opleveren, als men uitgaat
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van de complexe beschrijving ~=~+i~ voor het potentiaalprobleem.

Tot s lot nog een persoon I i jke opmerki ng. Gezi en de zwaarte van en de ver-

eiste wiskundi ge kenni s voor een onderwerp aIs de numeri eke bepaI i ng van

niet-I ineaire vrije 2-0 zwaartekrachts-oppervlakte golven in water, I ijkt

mij het z i nvoI om i n het kader van zo' n afstudeeronderwerp aan de sect ie

v~oei stofmechan i ca van de f acuI te i t Ci v i el e Techni ek een student van de

facu I te i t Techni sche Wiskunde te betrekken. Zeker aIs men zo' nonderwerp

uitbreidt met drijvende lichamen of zelfs tot 3-0 problemen.
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