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In het tweede hoofdstuk is de oplossing van dit probleem in
algemeenen vorm neergelegd.
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S De ontwikkeling toegepaste mechanica in den kop der :
"Iaatste 20 jaren heeft zich, - behalve door de ontsluiting van bet
wetenschapsgebied, waarop het onderzoek naar de plasticiteit valt
ekenmerkt door een streven, de vraagstukken der k1asieke

elasticitejtstheorie meer en meer voor uu,nerische behandeling
toegankeltjk te niaken

Hiertoe bestond een natuurlijke aanleiding De zich steeds ont.
wikkelende techniek kwam meer en meer voor vraagstukken te
staan, die tot nog toe slechts theoretische beteekenis hadden gehad,
dach iie nu een numerieke behandeling eischten

Tengevolge hiervan werd een leemte voelbaar, die in stexke
mate de - weliswaar vaak kunstmatig opgeblazen, doch in wer-
kelijkheid inderdaad .bestaande - tegenstelling tusschen ,,theorieen
praktijk" verscherpte. -

r
r

Eenerzijds immers werd vastgesteld dat van mnig vraagstuk
de oplossing ,,bekend" was terwiji- anderzijds - werdaangemerkt, -
dat deze oplossmg in een vorm was gegoten, die voor technisch
gebruik ten eenen male ongeschikt was

Hierin is sindsdien door een groot aantal ondezoekers, die hun -
voorgange in W Ri'iz vinden, verbetering gebracht Wij wijzen
in dit verband slechts op een aantal verhandelingen van TIMOSHENKO,
VON KàRMàN, STODOLA, GRAMMEL, MARCUS, H. LORENZ, PÖSCHL, -:'
TERZAGHI, HENCKY, COURANT, VON MISES, GALERKIN, TREFFrZ,
SOUTHWELL, BIEZENO en vele anderen, i er alle op gericht zijn :- r

C
wiskundige methoden - . .

numerieke eindresultaten.
Ook de hieronder vo!gende verhandeling tracht cei. bijdrage in -,

genoemde richting te leyeren, en wel door het aanpassen -van de r

in de wiskunde reeds tot volle ontwikkeling gekomen leer dtr
eigenfuncties aan frerschillende vraagstukken der toegepaste me. L

chanica Daarbij worden een tweetal vereenvouthg&ngen ingevoerd
r -

- I -:: = ---- '
.. -

I .

r.
X . ';
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In de eerste plaats wordt de elasticiteit eener constructie in een
eindig aantal, doelmatig te kiezen punten geconcentreerd, zoodat
steeds een eindig aantal eigenfuncties optreedt en de te behandelen

- vraagstukken van het terrein der differentiaalvergelijkingen (ep. in- -

tegraalvergelijkingen) naar dat van de algebra worden overgebracht. -

In de tweede plaats (en ¡n verband hiermede) worth iedere
continue belasting vervangen door cen met het getal der eigen-
belastingen overeenkomend, eindig aantal geconcentreerde krachten
of momenten.

Uit den aard der. zaak zijn de gegeven oplossingen dus alle
benaderingsoplossingen. De graad der benadering wordt echter
steeds onderzocht. In meerdere gevallen blijkt de uitkomst die
van met andere hulpmiddelen verkregen antwoorden te overtreffen.

Bha1ve aan de concrete oplos5ing der behandelde vraagstukken
worden de eigenoplossivgen dienstbaar gemaakt aan het verdiepen
van het inzicht in den aard .7an reeds bestaande iteratie-
methoden (hoofdstuk i § 3, hoofcistuk 5) en de draagwijdte en
beteekenis van reeds bekende benaderingsforn:tiles (hoofdstuk 4 § 3).

Het proefschrift is gesplitst in twee' deelen, waarvan het eerste
trillings- en stabiliteitsvraagstukken behandelt, het tweede dee!
samenwerkende constructies.

i.t

'i=X m1w2x,, 1j

=0

4

HOOFIiSTUK
-:

- Kritische toerentallen van sneldraaiende assen.
1 uigings- 'en - torsietrillingen van stavén

z Kritische toerentallen Het opstellen van Ie vergehjkzngen.

Geven we een oorspronkelijk rechte - voldoend ondersteunde -
as, die met een hoeksnelheid w draait, een kleine uitwijking dan
is het inogelijk, dat deze uitwijking onder inwerking van de
traagheidskrachten blijft bestaan. . Een toerental, waarbij - dit. ge- -
schiedt, hect een kLitisch toerental, de daarmee correspondeerende
hoeksnelheid, een kritische hoeksnelhetd w

We beschouwen voorloopig het geval, dat de as een eindig
aantal geconcentreerde masa's m1 (i i

-
n) draagt, gelegen 1

op afstanden Xj (i i n)' van én der steunpunten Ñ dat . -

- de massa van de as zelve ten opzichte van deze massa's te vet_:
waarloozen is Beperken we ons tot het geval, dat de doorbuiging
van de as in én enkel viak plaats heeft en noemen we op de
gebruikehjke wijze de verplaatsing van het punt z van de stil-
staande as ten gevolge van een éénheidskracht in het punt j en

, de verplaatsing van het punt i ten gevolge van alle krachten,
dan vinden we, gebruikmakende van het principe van D'AEMBERT,
dat voor de bij een kritisch toerenta! optredende doorbuigingçn
geldt: - = --- -- : -,

(1= .. .n)

Deze n, ¡n de grootheden i homogene, vergelijkìne'n lateñ
slechts dan een va nul verschillende oplossing toe, vanne'er de-
determinant van de C orde, gevormd uit de tod1ielenten, nul is,
dat wil zeggen,wanneer: - ;. .

t-

r
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Deze ne machtsvergeljjkjng in 4 heeft uitsluitend positieve recele

wortels, zoodat er n waardeji Wk2 (k i . . - n) bestaan,waarbij aan de verg. i) en 2) door van nul versclìjllende waardenwordt votdaan. I) Deze waarden van w2 zijn gerangscl-jk naarhun grootte, zóó, dat c2 <2 < 2 < 2, Het bij dewaarde w2 behoorende systeem van verplaatsingen wordt -metaangedjd, Meer in bet bijzonder de vcrplaats;iig van het punt- i door ,. Een uitzouderingsv/trde Wk2 waaronder de vergelijkin_gen i) cen andere oplossing toelateii dan i o(i i n),hect een eigenwaarde van .c Een bijbehoo1rend stelsel waardén1ki (i n) een eigenoplossjjg van bet ste1el i). De bijeen eigenwaarde cúk2 behooreide eigenopfossitigen verschi fien slechtsin een evenredígheidsf0 In de keuze van dezen factor zijn wevoorloopig vrij. Wordt hij zóó gekozen, dat:

4).
is, dan beet de oplossing , (i == i . . . n) genormeer,We zullen voortaan steeds aannemen, dat de cigenoplossingen ge-normeerd zijn.

- 2. Orthogonaliteit van de eIgenop1ossmge.
Een - belangrijke ,eigenschap van de eigenoplossingen

orthogonaljtejt, welke wordt uitgedrukt door:
1)

r Door de rij.en resp. met .J/, V, , te ver.?
mefligvuldigen- eu- de koloininen door resp. Vm1, I/rn2........,te-deelen-.gaat verg. 3) over in een seculairvergelijkil)g. Zijn in cen secu--lairvergeiijg alle coëfficienteii redel, dan zijn oak alle wortels reeel.-. Zia oa. SCI-IUH, Lessen over de Hoogere

Algebra, Deel I blz. 489. Zijn decofflcienten bovendien (zooals in Verg. 3)) invloedsfactoren van Maxwell,dan z!jn alle worLds positief, (Zie BIEZENO, Z. f. a M, a. M. Bd.4 p. 93)..

is hunne

-;
11kg ii,, o , (k r

Vuflen we vOor , de waarde in, bepaald door verg I 4agaat vrg.5) .Ovriñ: 1 - -- V

m, 1k, 1h Uk2 vi, tn, , p1k, lili 6)

Substitueeren we echt.41e uit verg r) volgende waarden vanii,,, dan krijgen we

Xrn,vie iii c2
7)1T '=x ji

De uitdrukliigen onder het teeken In verg 6) en 7) zijnaan elkaar gelijk, hetgeen onmiddeflijk blijkt, wanneer we in bettweede lid van verg 7) t en) met elkaar verwisselen en daarna,
gebrutkmal(en van de stelling van MAXWELL,J ¿z,, stellenW;vinden dus: - -

Uk2 ni, m ,, i, w12 vi, m, ,, i, 8)

zoodat, wannee Uk2 c,2:- . .:.- -

lit O

UIL verg. 6) en .) voigt daarna: -
V --

- 1kì. 1ti =-o, 'oor cv

3 Convergentiebewi,g van de gebruikeiijkg
benaderingsmethode 1)

De algemeen gebruikelijke methode tot bet bepalen van deeersle eigenwaarde is de volgende: - Neem een villekèurige door- -buiging,, van de as aan, d,w.z. neem een willekeurig stel waarde -y,, (z z n) aau voor de doorbuigingen der m«tssapuiten

) Zie b y SIODOLA, e druk, blz 38!
VIANELLO (YoUr knik) Z d V d 1 1898 p '46 .-DELAPO1U1. I,evue de mécanique 1903 B Hr p iy ?

Een con vergentiehewij komt in deze werken ecWter niet voo
z

- -- 1,,

I

I

?-;'f-.V. ..j



'm,(i= II ss)en laat in die punten in de richting van yj
kráchten werken van de grootte mj (massakrachten bij een
hoksneJheid w z). Noem de bij deze krachten optredende-

- r' doorbuigingen y en herhaal hetzeilde proces zóólang, totdat twee
opeenvolgende krommen y,,. en y,, gelijkvormig zijn. Het quotient

y,, ,
Cr)12

'rl

bepaalt de eerste eigenwaarde. c2 van w2.
We zullen de juistheid dezer uitspraak nader onderzoeken met

behuip van de leer der eigenfuncties. We tnalyseeren daartoe y1in de eigenoplossingeii van de as, hetgeen steeds mogelijk is, daar
- er n doorbuigingen y, en ook n lineair van elkaar onafhankljke

eigeooplossingen zijn. Men kan dus stellen:.

.y1e=a1, +a22 + ai (i==.r .....n) ii)

Passen we het bovengenoemde proces nu op de doorbuigingen
9&i a. (i = i n) geleverd door den k1 term van
bovenstaande ontwikkeling - toe, dan vindt men:

of, indien we gebruikmaken van verg. i):

Daai y, = a , le vert het genoetude proces - toegepast
opyi : i,)

+ 1ii-+ 1ni (i== I "y: 14)

'Op de voorgeachreven wijze verder gaande, vinden we ver-
volgens:

Io)

Daar w2 met groezende k steeds grooter wordt, zullen, warmeer
n groot genoeg is de termen met de hoogere eigenoplossingen
zeef klein worden ten opzichte van den eersten term

We kunnen dan schrijven

L

al

- a1
Yni ixi (i _ I .

zoodat :rth bij groote n practi.ch gelijkvormigheid is bereikt:
ah w2(.x)en bij n = (omdat voor n =co naarnul con-'
a1 Wk2(_1! -: -;

vergeert) rabsolute gelijkvormigheid wordt verkregen.
Tevens blijkt, dat verg. Io) voor n = exact is, eñ voor

voldoend groote waarde van n een bevredigende benaderingsop- :.
lossing geeft. - - - - . .. --' -:

4. Nieuwe benaderingsmethode.

Het is echter mogelijk reeds nit de waardei van y,eet y,,t.
(z ï n) w met zeer grootq nauwkeurigheid te bepalen
en weluit: - - :. - -

- mty.j2
-- -:i=i---'

1) J.. j. Kocis. Bestirnihuii höherer kritischer Drahlensciefl
laufender Wellen Verhandlungen dea ' interllationaje Kongresses f1( '
technische. Mechanik, Zurich,'zs6: - -L.--'

-4

1kj, (i= n)1.1). 12= X m1 3h

ah
1kiYIC



Substituecren we voor Yzi en y de waarde uit verg. I i) en 14)in 17), dan vinden we, gebruikmakene van de orthogonaliteitvan de eigenfuncties: -

-m1 y,2 ,n1 L 11ii+ -j-- 11i
2 n 2 ,z

2L
- rn1 ;1xi2 + ., m1 + an,WI = I W2 = I =

19)

'i 2

Yai
2 + -:+

n
. 2 2

2 1 2 n!" Yi + +I=1 W1 Ci, W,,
2 2 2 2_1 W1

a2= Cl)12
2 . . 20).

-
a2 w1 a,, w1

a12 w24 m a12 w,,4

Deelen we teller en noemer van de laatste breuk uit verg. 20)
op elkaar en verwaarloozen we de tern1en, vaarin-fL(k2 . n)
in een zesde of hoogere maclit voorkomt, dan gaat bet laatstelid vaà verg. 20) over in: -

a22 w12 ¡ w12\ a,,2 w12 / 12-+ a2 w22 \ w22J + a12 W,,2 W,,2

Verwaarloozen we bovendien' de termen met de hooge eigen-
:waaÑen omdat !_

(a 2 n) met . zeer sterk afneemt- -.

21)

(bij de pnsmatische staat evenredig met -g-), dan gaat verg 2 i)
weer over in -

w2i
(i 22)

zoodat verg 17) met een relatieve fout van ongeveer
- a22w12f --

a w22 \ J
- w2- ;_ --bevredigd- .wordt. - Nu za! in- een normaal geval ongeveer t/

2
w2 ------------. -

bedragen, terwiji 2- bij een doelmatige keuze van y1 niet grooter
-. dan. '/ behoeft t'e zijn. -De relatieve fout inw za! dus in het--

algemeen kleiner dan o,x Of zijn
Willen we- een nog grootere nauwkeurigheid- bereìken,. ¿Jan

construeeren we bovendien de kromme y3 en- bepâlen. de eerte-

eigenwaarde uit: -

-

1 --, .-- --

-- m1y312 -

waarbij de optredende relatieve fout slechts ongeveer

- - - - -:- a22 f w12
- --

- OW6\ W22

bedraagt. - Men vindt immers:
. - . - -. -

my2, Y3i L2 -

- a,,
C,)2 11g. -T ..

Em,y3, 2 jm + )$, +
2

=

-- -.---
-.

23) -

I)

iç

n

y, y2, = rn1 { + n 11ni }

11 ±a2 + a,,
1ni =

2 n 2 'i 2r-j rn1 ç2 + rn1 11,12 + rn 11n
WI g = 2 I = X W,, , =

i8)
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,ni,i y3

;,,ijy3j 2

Io

a2 a2

122 2

=w2 +.: +
2 8

a1
2

íc,2

w! 2

2

Ret bepalen van de hoogere eigenwaarden en
eigenopossingen.

Voortbouwende op bet in § 4 beliandelde kunnen we nu ook
de hoogere eigenwaarden en eigenoplossitigen bepalen. Zooals
uit § 3 blijkt, zal y,, bij geschikte keuze van y1 - hierdoor be-
bepaald, dat a1 o en a . . . . a voldoende klein zijn - bij
voldoend groote waarde van n met , gelijkvormig zijn. Door de
ordinaten van deze kromme met een zoodanigen factor f3 te ver-

n

menigvuldigen, datE m1(13y1)2 t wordt, vkrijgt men dus de
eerste eigenfunctie ,, practisch nauwkeurig. Dikwijls is dit reeds
het geval met y2, n.l. dan, wanneer Yi en y2 reeds eenigermate
gelijkvormigheid vertoonen.

We nemen nu een kromme z aan en bepalen in de ontwikkeling:

- = E a4 1ki

de cofficint a. Dit geschiedt naar anologie van de wijze, waar-
op bij cen functie de cof3jcjenten van haar FOUREER-reeksont-.
wikkeling worden gevonden. We vermenigvuldigen dus beide leden
Van verg. 26) met rn1 ,, en somineeren daarna dç,beide leden

: over i. Men vindt dan:

26)

26)

?;

E rn 2,i1 -

E-m, E E m 4& ii» = E- .E mj: a4 hjtii t i = I b =i s= z ¡

E m-aì 'l&i =0.b m
Wegqs de orthogonaliteit van: en- (k r) wordt dit:

- «a1È m,,12=a,.=
--

Bepalen : we daarna een nieuwe functie. -uit

0,, = 2,, - a, ii,, = E 44 )4,, 28)
- - - --

- 4=2
dart zal dezè functie in hare ontwikkeling naar de eigenoplossirigen
geen term met i bevatten. Op deze z - wordt het in §3 aaflge-
geven proces toegepast, waardoor een kromme

2 -verkregen wordt.
Door onnauwkeurigheid in de constructie of de berekening van 121.

zal echter de eerste eigenfunctie voor een zeker bedrag in z zijn-
- blijven steken en. dus vermenigvuldigd met den factor in z in-

geslopen zijn. Evenals uit o kan dit bédrag weclerom uit 22 -ver-
wijderd worden, waardooreen kromme 22: ontstaat, welke niet
bevat. We vinden uit z Cfl 22 nu als voigt met groote benadering de

-

tweede eigenwaarde: - -

2 2 2j_03 j_w2 -r -i- w2
n -- a a2
Em1z,1

W2 (4)3

2 2 2 2
1_L 3 2_ n 2- 2

4232 (4) 422 (4,2- Z '
dpg2 (4flt'

1222

De tweede eigenoiossing wordt op een factor na meestal voIdoend
nauwkeurig door 2 voorgesteld, n.!. steeds dan, wanneer
02 blijken ongeveer gelijkvormig te zIjn. Laat deze geIijkvôrmg.
heid tewenschen over, dan kunneú we açhtereenvoigèns o;

Z,, berekenen, resp teekenen I



Tot het bepalen van de
eii kromme i die noch de

bevat, welke kromine analoog
dus .een kromme u1 aan:

oodat:

= U, - a,1 - 121 aJ ik1k3
w2 is dan bepaald door:

'2i

derde eigenwaarde gaan ve uit van
eerste noch de tweede eigerifunctie
met z bepaald wordt. Men neemt

u,1 ==ak 1ki

en bepaalt:

a, rE m1 u,1 ; a, ni1 u, 1,i . . . 31)

30)

32)

33)

- Zoo voortgaande zijn ook, zij het met aanmerkelijk meer reken-
of teekenwerk, de hoogere eigenwaarden te bepalen.

'J

6. Trillende staven.

We zullen allereerst een staaf beschauwen, waarbij de hoofd-
assen der dwarsdoorsneden in twee onderling loodrechte viakken
vallen. Het is dan slechts noodig de trilling in elk van deze viakken
afzonderlijk te onderzoeken.

De staaf zij voldoende ondersteund en draagster van een aantal
massa's t.o.z. waarvan de massa der staaf zelve verwaarloosd mag
worden. Voor de nomeiiclaturir zij verwezeri naar § i.

We kunnen ter bepaling van den oogenblikkelijkeii buigings-
tocstand het bewegende systecni vervangen door een stilstaand
systeem, dat in de punten z. belast is door de krachten

d2y1
dt2

Voor deaoorbuiging y, vindt men dan::
d2»- a. .LJtXIJ .J2j=1.

Stellen w den eisch, dat alle massa's een naar den tijd sinii
vormige beweging uitvoeren met gelijke freentie en phase, zoodat

gaan de verg. 34) over in:

1i
j Mi WI

r
. =:ï rn w2 j (i = I ......n). .. . 36).

De verg. 36) stemmen volkomen overeen met de i),zoodat
vpor hunne behandeling verwezen kan worden naar de § Ç I tot
en met 5. In het bijzonder blijkt, dat slechts voor bepaalde waarden
van w2 au den door de vcrg. 35) gestelden eisch kan worden.
voldaan, dat met elke eigenwaarde van w2 én trillingsvorm van
de staaf (één eigenoplossing) correspondeert en dat een willekeurige
trilling van de staaf als een lineajre combinatie van de n ,,eigen- r

trillingen" kan worden opgevat. De n ,,eigenwaarden" van
stellen het kwadraat van de trillingsgetallen der eigentrillingen voor.

Een ruimtelijke trilling van een staaf kan steeds ontbonden r

gedacht worden in twee onderling loodrechte vlakken, gaande door
de as van' de staaf en door de hoofdtraagheidsassen der. dwars-
doorsnede. We hebben hier te maken met twee series van eigen-
waarden en eigenoplossingen. . -

7. Trillende staven. (Vervoig).

Bij staven, waarvoor de hoofdtraagheidsassen van de opèen-.
volgende dwarsdoorsneden niet in twee platte viakken liggen, zal
het aangrijpingspunt eener kracht werkend in de richting van
der hoofdassen - van de betrokken dwarsdoorsnede niet alleen een
verplaatsing in de richtin van de kracht ondervinden, doçh ook

3.

Yi= sin wi
d2y1 .'2- . nu w t
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en verplaatsing loodrecht daarop. De trillingen in twee loodrechte
viakken zijn dus niet onafhankelijk van elkaar,

Geven we nu met de oneven y's (y1, Y3, yS, enz.) de normale
verplaatsingen van de massa's in één bepaald viak aan en met de
even y's (y2, y, y6, enz.) de verplaatsingen van dezelfde massa's
in ecu daarop loodrecht viak en noemen we de eerste massa, naar
het ons goeddunkt m1 of rn2, de tweede m3 of rn, enz., dan kun-
nen de verg. z) of 34) onveranderd opgeschreven worden. Hierin
beteekent dan b.v.: de verplaatsing van de massa m1 in de
normale richting van bet tweede viak tengevolge van een éénheids-
kracht - werkende op hetzelfde massapunt - in de normale
richting van bet eerste viak. De verplaatsing vaiL dus in het
eerste vlak.

Bij het bepalen van de grootte der 's denken we ons de staaf
horizomitaal, terwiji de even verplaatsingen in een vertikaal en de
oneven verplaatsingen in een horizontaa'%lak gemeten worden,
resp. naar beneden en naar voren positief. Gezien van rechts
naar links zij de hoofdas t.o.z. waarvan het traagheidsnioment .T
wordt genoemd -as) een hoek 3 vauìaf de horizontale as (z-as)
rechtsorn gedraaid.

We moeten nu 8 formules afleiden, n.l. voor de grootheden 2i,2j

2Í 4 , 2f, 2j .i , en + 1,21+1 , "èn wel voor bet geval, dat X,j
en dat x > x2. We beperken ons tot de berekening van

2f en 2j+j 2f voor het geval x9 <z,1 en geven van de
andere 6 berekeningen slechts bet resultaat.

-
ugt

Allereerst gaan we de verplaatsing na va het punt x2, wanneer
de geheele staaf stijf is op een stukje dx na ter plaatse z (gemeten

en

vanaf bet linker steunpunt Werkt op het punt een vertikale
éénheidskracht, dan is het -mäment in bet verLikale -viaic op- de'
plaats z

M1

EI1

Ei

M= (I Zj)
¡

M=')'A1)
i

terwijl het moment inhet horizontale viak nul is.
orn de z- en y-as .widen resp.

M1 M cosß en:M M sin ¡3.

-
' Fig,

Uit fig. 2 is af te lezen, dat de verplaatsingen van het punt z
in de richting van de y- en z-as resp,

bedragen. De ontbondenen dezer verplaatsingen in
vertikale richting zjn resp.:

X (i;
ces dx + z (i-. z)

dx enz(i) siitdx x(ix) ßd

!L x(i-_x)d
E!1' ¡ X

1!L x(ix)
EI2' ¡ dz

:37)

De mómenten

horizontale .l!



- De verplaatsingen van het punt z, in vertikale en horizontale
richting worden resp.

x (1 x2)
cas ¡3 dx + 1w2 x (i x) sin (3 dx(z<z)-EI1 ¡ E4 ¡

- A1 2t (i z) M2 (lx)
sin (3 dz (z>x31)cas (3 dx+EJ

¡EI1 t
en

x (i
sin ¡3 dx M? X (I z

cas (3 dx (z <xj)EJ1 i EJ2 -1
M1 z2, (1 z) M9 x2 (lx)

cs(3 dx (> z21). 41)sin 3 dxlEI1 ¡ EJ2 /
De gevraagde 2i,2j en i + worden verkregen door achter-

eenvolgens alle deelen van de staaf elastisch te veronderstellen en
de daardoor verkregen vcrplaatsiiigen te sommeeren. Substitueeren
we bovendien de uitdrukkingen 37) en 38) i4I), dan vinden we
voor de a's:

Xii

X2j

22J Efx2 (l_x2) (Ix21)

i

2 cas2 1 sin2 ¡3+ f iJ . X2i (1 z) + dx
Xif

o

Xi

cos2 ¡3

.I + II 2

dx +

+

42)

X21

2i + I' j = ¡2E fxl (lx2j) (I_xai)cos(3sin(3(* - dx +

fx. r21 (xx21) (lx) cosf3 sin(3(__ 1 'I- dx -f-

fx2j . X3 (l xi2 cos ¡3 sin ¡3 (- - dx. 43)
Xaj

Schrijven we ter afkorting

dan vinden we:

- Xii $f -1 --
i, ai = f f g1 dx + fil g1 dx + -f 3(1 dx (x <

- O Xii Xaj

$2f $2/ i

= f f,g dz+ f 14K1 dx + ff3 g1 dz(x9 > xj)
O $2f

-

en op overeenkomstige wijze:
$2/ $2f ¡

a/+ =fi g2 dx+ fil g2 dz±ff3g2 dz
O $2/

$2f- $21 ¡

i+1.a= fi1 Kl dz + f fg2dx + ff3g2dx
o. $i Xvi

Xii Xj i -

ai.af+i =ffig2 dx +ff2g2 dx +ff3gzdx
O

x2 z) (i ze) = f ::
z. z2 (i z91.) (i - z) 12x9 (Ix)2= t

- -

z (i - z) ( - Zai)

cas2 (3 s./2 (3+ 4
¡2E =Sì

-cas (i sin ¡3 fi
-

PE
- \' -i

çjj2 (3 cas2 /3

- PE =g3

$21

Zaf Xii - ¡

2j,2jZ =fi g2 dx. +f i dr +ftg2 dx(z

1.

tif

XA -

i < z2)

dx

Z2)

+ 12E f r21 (I x) (i - z) ¡3 +
'1



lo

Z,i z21 i.ie+r.2i+rff1:3dx+ff2g3dx±ffgdx(<)
O

Z2)'

z2J XaiJ i2i+r,2i+zff1g3 dx +ffg3dz +ff3gjdx
O Zij

8. Behandeling van continu verdeelde massa's.
In werkelijkheid za! bij trillende staven de massa dikwijls nietin eenige punten geconcentreerd zin, doch continu over de lengte-

as verdeeld. Ook de combinatje van beide gevallen doet zich voor.Van mathematisch standpunt ugt het voor de hand voor dezegevallen aan de in § 4 en 5 behandelde methode uitbreiding tegeven door het uitvoeren van een limietovergang naar n =Deze overgang is dan ook reeds lang geniaakt. J) Wij zullen erechter hier niet op ingaan, omdat we juist omgekeerd liet gevalvan continu verdeelde massa's willen terugbrengen tot dat metgeconcentreer massa's, teneinde het daardoor voor numerische
behandeling makkelijker toegankelijk te makcn.

Wij vervangen derhalve de continu verdeelde massa door eenzoo gering mogelijk aantal geconcentreer massa's die er als
,,gehijkwaardjg" mee kunnen beschouwd worden en plaatsen daar-bij ter vereenvoudiging van het cijferwerk, deze massa's op gelijkeafstanden.

We verdeelen de staaf dus in een zeker aantal gelijke inter-vallen4) is voor het bepalen van liet eerste eigentrilhizigsgetal vaneen staaf reeds ruim voldoende) en vervangen de massa van elkinterval door 3 geconcentreerde massa's, resp. in de uiteinden en
het midden van het interval gelegen. 0m de vervanging zoo nauw-
keurig niogehijk te doen zijn, stellen we den eisch, dat voor elk
interval het werkelijke en het vervangende massasysteem dezelfde
massa hebben en voorts t.o.v. huniie lineaire en quadratische momen-
ten gelijkwaardig zijn, d.w.z. dat (verg. fig. 3)

1) Zie voor de uitvoerige behandeling b.v. R. COURANT und D. HILBERT,
- Methoden der mathematischen Physik.

Uit deze vergelijkjngen vindt men;
rn1 = II (Ï.-.-. 5m2= F_j

'/ (T-j_ ............48)Dar bij elke intervalgrens 2 massa's samenvallen zullen in totaalbij 4 intervallen slechts 9 massa's overblijven.
Wanner behalve de verdeelde massa nog geconcentree massa's -aanwezig zijn, die zich niet bevinden in de punten, waarin deverdeelde massa geconcentree is, zoo is het voor de numerischebehandeling van het vraagstuk - wenschelijk ook elk van dezemassa's te vervangen door drie geconcentree massa's in deuiteindeji en het (hidden van het bijbehoore interval. Men steltin dit geval: (zie fi. )



zoodat:
rn1 = 1/ in (a',,-.-- a)

2 = in (i a')
in 1/2 in (d -J-. a) 50)

Als voorbeeld ter illustratie van de nauwkeurigheid van de hier
behandelde methode diene de berekeniiig sian bet eerste trillings-getal van een prismatische staaf met constante massaverdeeling,welkc aan één zijde ingeklernd is en aan dndere zijde vrij. Destaaf is slechts in twee intervallen verdeeld, zoodat de massa in5 punten (z 0, 1, 1/j, f, 3/q ¿ en 1) geconcentreerd is. Wanneerde totale massa van de staaf in genoemd wordt, zijn de gecon-centreerde massa's resp. 1/12 vj, 1/ , 1/3

1/ m. Nemenwe voor de y1's aan:
0, i, 4, 9 en ¡6, dan voigt hieruit voor de y,'s:

ni
X resp, o; '28; 449; 874en 1332.1252 EI

EJ12,37..
in ¡J. 51)

De exacte berekening met behuip van de differentiaaivergeljjkingvoor de staaf met gelijkmatig verdeelde massa levert:
EI EIc,,i2= I875I"-73 52)

waaruit blijkt, dat bij een onderverdeeling in slechts 2 jilter-vallen een resultaat bereikt wordt, waarbij de fout in w2 kleinerdan 0,2 biijft.

9. Het vervangen van een elastische staaf, door een stijve staaf
met elastische scharnieren.

Doordat de massa's in een aantal op den onderlingen afstand J
gelegen punten geconcentreer zijn, za! de momentenlljn, behoorende
bij de krachten m1 Yj (i = ¡ n), ontleend aan de willekeurig
aangenomen doorbuigingen , bestaan uit een aanta! rechte

22

stukken. 0m hièrbij de elastische lijn (y2) te construcèren rnoëtde ordinaat van deze momentenhjjn door E1 gedeeld en de aldusgevohden kromme (gereducedrd momentenhijn) tweemaal geint -.greerd worden Wanneer EI een onregelmatig verloop heeft,zal deze integratie, al wordt zij graphisch uitgevoerd, zeer tijd-roovend zijn. WÏJ vervangen daarom de verkelijke staaf door eenandere bestaande uit stijve, door elastische scharnieren verbonden -stukken. De elastjcjtejt van een staafinterva! gelegen tusschentweeopeenvolgende massa's za! geconcentre worden in drie schar-nieren, resp. aan de uiteinclen en in het midden van dit interval.-
De afstand van twee op elkaar volgende scharnieren is dus -.-- J.We stelleli nu den volgenden eisch: Wanneer we van de werkelijkeen van de vervangende staaf cen interval (lengte J) aan én zijdeinklemmen en dit zoodanig belasten, dat het moment lineair (enzonder knik) verloopt, dan moeten de zakking en de hoekverdraaiing -.van bet andere uiteinde van de werke!ijke en de vervangende staafgelijk zijn.

a. Werkelijke staaf

- Fig. .

+

53)

Uit fig. 5 is af te leiden:

MX==M+DX

r M
J J

J JfM M r'dx=9;J dz

We vinden dan voor w12:

mi ,',i y2i
5



De
levert

b) Vervangende staaf.

Fig. 6.

We vindeii hier (zie fig. 6):

11_M;M2=M+1/2D;M3M+D .55)
Noemen we de scbarnierco11stat3tfl 1) in de punten I, 2 en 3resp. k, k2 en k3, dan vinden we voor de relatieve verdraaiings_

hoeken û van de scharnieren:
Mk1; 02 (M+ 1/oD)k2; 03 (M+ D) k3, 56)

vaarna verder uit fig. 6 is af te leiden, dat

03. i2 + (02 + 0). /2 - iZ ó2 + 03 -
M ('2 k9 + k3) + D ('/ k2 + k)

pv = 03 + + 3 =
M(k1 + k2 + k3) + D(l/2 + k3).

eisch dat voor elke waarde van M en D:f :=.fv en p0, p0de volgende vergelijkingen ter be.aling van k1, k2 en k3:

1) Ondcr scharnierconstante wordt verstaan de hoekverdraaiing vanecu scharnier onder invloed van cen éénhejdsmoment.

V

Fig.

Io. Toepasing op bet bepalen van trillingen van schepen.
Een in het water drijvend schip kan beschouwd worden als eerìstaaf op een elastische onderlaag, welke onderlang echter zoo slapis, dat bij de vervorming van het schip de krachten practisch on-

veranderd blijven. De uiteinden van het schip blijven niet op húnpìaats, zoodat de verg. 36) uit § 6 niet gebruikt kùnnen worden.Denken we echter voorloopig het schip in zijn uiteinden, terplaatse van de massa's o en t + i opgelegd, dan kan de definitie
van de invloedsgetallen

onveranderd gehandhaafd blijven. In
werkelijkhejd krijgt een willeketirig punt nu nog een extra ver..
plaatsing ten gevolge van de vefplaatsingen van de punten o en
n+ i, daar de opleggingen in de uiteinden niet aanwezig zijn,

zoodat de waarde die i (zie fig. 7) aanneemt wanneer het schipaan de bij de trilling optredende massakrachten is onderworpen,
gelijk wordt aan:

0= r1 w2



De grootheden en kunnen in ii,, worden uit-
gedrukt door de voorwaarde op te stellen, dat alle traagheids-
krachten een evenwichtskrachtsysteem nloeten vormen en dat dus:

c, (x,, - x) 4j = O
J =0

0+1
Ern1w2ji=o 6i)3=1

I-Tieruit voigt:

lo = - m - x
1=1 rn0 x0,

'i mf XJ- E 62)j = fl0

Door deze waarden van i en te substitueeren in de verg.
6o), gaan deze over in:

iv= mc2z X,g m3 .V0' X1

3=' xn+1 i=z flo X0,
-. rn

i (i= i n). . 63)

of anders geschreven:

X,,1 -V1 X,, i
zn_I_I rn0

xi , x
l+I XnlI n) . 64)

Het verdere verloop van de berekening der eigentriiiingsgetallen
en van de bijbelioorende trillingsvormen geschiedt als in § i, alleen
leiden de verg. 64) tot een determinant van de c orde, I) zoodat
ook slechts n eigeiioplossingcn gevonden kunnen worden, terwiji
er n + 2 massa's zijn. Intusschen kan toch ook iedere wiliekeurige
trillingsvorin van het systeem worden opgevat als een lineaire
functie van de eigenoplossingen, otndat onder de ,, + 2 waarden
y van een dergelijken trillingsvorm er slechts n onafhankelijke
voorkomen. (b.v. j' y4. Voor de orthogonaliteitsbetrekking:

1'li = flj l'lj w2 -
j=l

1) Deze determinant kan omgewerkt worden in een seculairverge-
lijking. Zie verder foot op biz. 4.

25.

E rn1i i,j =
kan naar § 2 verwezen worden4 1)

ii. Benaderingsmethode voor het bepalen van de
eigentrillingsgetalfen van schepen.

De benaderingsberekening is analoog aan. de in de § § 4 en 5
ontwikkelde methode. We moeten er echter zorg voor dragen, dat
de op het schip werkende krachten samen eei evenwichtskracht-
systeem vormen. Daartoe nemen we een willekeurige uitwijkings-
kromme Yi aan en teilen hier ceri záódanig rechtlijnig verloopende

-

doorbuiging' + ¡3 x bij op, dat Y'j = '1 + ¡3 x aan
den gestelden eisch voldoet.

Daartoe moet: . : . . -

0+1 I+1 0+! n-l-iE my11=E my11aE rn+f3E mx=o1=0 3=0 1=0 1=0
U + i n-i-x 0+! 11+1 - V-.

E rnjxjy1=Emx3y,+ z.Emx+ E rnx2= : . 66)3=0 3=0 3=0 3=0

De bepaling van a en ¡3 uit de verg. 66) kan graphisch - geschie-
den. Wanneer echter de massa's rn (j= o... . n + i) op geiijkc
afstanden gelegen zijn, is een numerische - oplossing minder
bewerkelijk.

1) Weliswaar moet een 'kleine wijziging in 'de bewijsvoering worden
aangebracht, hierin bestaande dat in verg. 6) de termen V

q 0+I
Z rn rn0 ajo ThÏ ioi=0

'l+i .

wl2Emi m0+1 I1 ,

en in verg. 7) de termen
0+1 . .V_:

W rn rn0 a0 fl. en -- -

0+1
VwZ,1 mn+x m, Ifij lft,--'

nui zijn wegens - a0 =. a,, = o, moeten wordenweike indentiek
bijgevoed.
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toegepast worden, waardoor een kromme y2- ontstaat. Hieraan
Op de kromme kan nu bet in de §5 3 en 4 beschreven proces

voegen we, even al bij y1 een lineair verloopende doorbuigingtoe, zoodat de an j', = Y2j + 2 + P2 z te ontleenen krachten,nj (j= o.. n+ i) andermaal een.evenwichtskrachtsysteem
vor men. Uit eny vinden ve de gewone manier:

'z-4--i

"ei Y'i Y21

67)fl+1
Vl Y212

Het bepalen van de hoogere eigenwaarden levert geen bijzondere
moeilijkhe(1e1 op, zoodat hiervoor naar § 5 verwezen kan worden.

Vooral bij de berekening van de eigentrillingsgetallen van
schepen is bet raadzaam zoowel de elasticiteit als de massa vañ bet
schi1) volgens de in de § 8 en 9 ontvikkelde methode in eenige
punten te concentreeren, omdat zoowel n: als EI zeer grillig
veranderen.

Voor de massa inoet niet allee sa van het schip, doch
ook de_gereduccerde massa van bet mectrillende water iii rekening
gebracht worden.

Indien bet noodig mocht blijken, ook de vervorming van bet
schip tengevolge van de dwarskracht in rekening te breiigen, dan
kan dit zonder bezvaar geschieden, daar immers alleen de iuvloeds-
grootheden eenigc wijziging ondergaan.

12. Torsietrillïngen.
We heschouwen een as met n -i-. i gecentreerde massa's, waar-

van de polaire traagheidsmomentei I (i = o n) genoenid
zulleii worden. De afstand van massa i tot massa o worde x ge-
noemd, terwiji onder , de verdraaiing verstaan svordt welke de
doorsnede i ondergaat tengevolge van een eenbeidskoppel werkende
ter plaatse j wanneer doorsnede o vastgeliouden wordt. Noemen
we de hoekverdraaiing van doorsnede i ô,, dan levert het beginsel
van D'ALEMßERT de volgende vergelijkingen:

6, - 80

= X,j
d2û

n), . . 68)

waarin 6- bepaalçl wördt uit de vergelijking:.
- " d'O-

. .. .

welke uitdrukt, dat de geheele as onder ini4oed van alle traagheids-
krachten in evenwicht is. - -: -

Stellen we weer den eisch, dat alle massa's een naar den tijd
sinusvormige beweging uitvoeren met gelijke frequentie e phase,
zoodat gesteld kan worden:

Oi=qj sin w!
d'ô,
dt' =wq,s:nw: (:==o

dan leyeren de verg. 68) en 69):

(qj__p0)sinwtc1jw2ojqsinwg (i= i n). 71)

- J w2p1sinc.it o. 72)
J=0

resp.:

Uit verg. 74) voigt:

qj= =Jj iw2z

70)

75)--

zoodat :Íe verg. 73) bij substitutie van deze uitdrukking worden:

II
Io J -

Het verdere verloop van de berekening wordt door 5 i weer-
gegeven; alleen krijgen we hier slechts n eigentrillingsvormen,
terwijl er n + i massa's zijn. Daar er echter wegens verg. 74) slechts
n onafhankelijke hbekverdraaiingen zijn, kan wederom elke ver-
vorming. in de eigenoplossingen ontwikkeld worden.

- - -

De orthognaliteitseigenschap luidt:

EIph1p,,=O (kI)

qo (ii 'i) 76) -

p,_p0J2 . (i= I.... n) 73)

-74)

T=
Io



13. Benaderingsmethode tot het bepalen van de trillingsgetaflen
- bij torsietrillingen.

Neem een stelsel 'verdraaiingshoeken tu,, (1= i . . . . n) aan entel bij deze waarden een constante van zoodanig bedrag op,dat de nicuwe waarden çl'j i,tì, + voldoen aan de vergelijking:

= +i O . . . 78)

als voigt:

(i = O n) en

zóó dat ± I =
(leze waardn (i

Laat nu op de

o wordt en bepaal met en tenslotte w12

bepaal daarbij nieuwe verdraaiingen. Tel bij

as momenten werken van de grootte 1 Çi

o n) opnieuw een constante
2 op,

79)
J. 2

Voor de motiveering van verg. 7) Ln naar § 4, voor het bepalen
van de hoogere eigentrillingsgetallen w naar § 5 verwezen worden.

Berekening van staven, waalop periodlek veranderlljke
krachten Inwerken.

i. Het opstellen. van de bewegingsvergelijkingen.

Werken op de staaf van hoofdstuk I,in de punten z' (i= i n)
met den tijd veranderlijke krachten Q (i = I n), dan gaan
de bewegingsvergelijkingen, hoofdstuk I, verg. 34) over in: 1

(Q - d2Y)

Zijn er bovendien nog krachten, welke niet aangrijpen in de
punten z (i = i . . .. n), dan vervangen we het door hen ge-
vormde krachtstelsel door twee andere stelsels, die tezamen met
het eerste identiek zijn. Het eene is zoo gekozen, dat de punten
x (i = i n) geen verplaatsing ondergaan,. terwiji het andere
slechts bestaat uit in de genoemde punten aangrijpende krachten.
Het eerste krachtstelsel zal als gevoig van de eraan gestelde
voorwaarde geen invloed op de beweging van de massa's uitoefenen.

2. Behandeling van het vraagstuk met behulp van de
leer der eigenfuncties.

We denken oiis de doorbuiging y op eenig tijdstip van de
beweging ontwikkeld in de in hoofdstuk i § 6 bepaalde eigen-
doorbuigingen van de staaf:

HOOFI3STUK II.

waarin de coefficienten a (welke nu als functies van den tijd
moeten worden opgevat) wed erom bepáald zijn door:

ab = E my (k = .......

(i=i en). . .2)ya =
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-----:--
Bij ledere etgendoorbuiging ('a) behòort een systeem vattin depunten .t, angrijpende krachten (P41 ,n W42 1141), dat in staat isde staaf deze doorbuigingen te geven -
Btj de n verschiliencic

elgendoorbuigingen behoóren dus ook nverscliiiiende ,,elgenbelastingen" ?oodat het steeds mogeiljk is ee'willekeurig in de punten z. aangrijpend kràchtsysteem te ontbind Iin de bij destaaf behóorende eigenbelástjngen

VV:V

- Met behuip van de verg r) hootdstuk t kunnen de verg 8) ali
voigt geschreven worden'

' d2a i
. . (t= t.... .- .n) w)--. . dt Wk - :-'

Door Ik van de .vetgelijkingen io) te vermenigvuldigen ñet..
m, 'i en deie ¿oo gevonden vergqkingen te somlueeren, vinden
we. ten siotte,- gebruik makende van de orthogonaliteit en van het
genormeerd zijn van de functies i

y
. ¡ d2a4 . - .

a4 = 64 d ga of

a
dt2 3k = bi (k = i n) ii)

De oplossing van dezedifïcrentiaalvergelijktngen luidt
34 - Cas wt + C, sin wkt + B J (k = r n) ¡2)

¿iJn d cofficnten b periodieke funties van den tijd, met
dezelfde periode 2 dan kunnei ze in een reeks van }ourie-
ontwikkeld worden

J

-
t_.

4V

0ìg.h Osin (pt l k)Ø==:
. -:1'3) j

Menvindt dan :vooia -

4C4iCSW4+C*
o

- f.
+ E 2 2 sin (pp.I+ q'.) (k=i

- -: -= . ...,. V V

- Wk2 t

De coefflcitnten C en C hunnen bepaald wordefl uit de
beginvoorwaarden Bevindt het syteem zich ten tijde I=-oin
den middenstand en in rust dan iwdeit dez beginvoorwàarden \

= C, + 0ko + z

De bepaling van de coefficinten 64 in déze ontwikkeling, is opeenvoudige -manier mogeiijk, indien, men gebruik maakt van de.betrékkingen: V

Phi- Pli
o

VV P4;2
2

r
-. V - E m1 1141 = w4- -i=, m1

die gemakkelijk geverifleerd. worden' iloor de waarden voòrin te
substitueeren --

We vinden dan uit verg. 4):
's- 64

4=1 rn1
(i I

:'Waarult door sommatie cver den index i in beide leden voigt:
b4k1'11

i= k=, ?fl k i.--
òf met vervanging yan den index ¡ door k:

I N QP41 VE -(k=
)4 = ,

verg. 2) en ) in i) Ievert'nu:
's-'

- n t,
- d2a VE a' 11A = E - E (6k PkJ__ifl1_.i..) 3..4=,

. j'i -
. ut

. j - d2a4
6Ì Y.I1kJ(IVIt -

=Ç5kC'ka±,
VVtVVV.VV -:

- niet '4d ruse en fle-mten tijde t_Is' bet systeem-

4T
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fliddenstand, dan inoeten de uitwijkingen fr0 en
Y' eerst in de eigenfuncties -ontwlkkeld worded'

:;.= Xki

y,/ ßlkl

E rn Yol kj

= ¿ ,
Yoi' 1ki (k

De -eerste leden van de verg. I 5) moeten dan vervangen ;wordfl
dòor a en ß.

-

- 3. Benaderingsmethode.
Beschouwen we bet geval, dat demping aaiiwezig is, en dat de

wisselende. krachten reeds geruimen tijd óp het-systeem hebben
ingewerkt, dan is de beweging onafhankelijk geworden vn de
beginvoorwaarclen, zoodat ze alleen beheerscht wordt door de bij-

- zondere integraal van de dàn geldende differentiaalvergelijking.
Is de demping bovendien zeer klein, dan kan met groote benade-
ring voor deze bijzondere integraal de uitdrukking

-ah b0 + sin ( t + k) (k = I-I-
geschreven worden.

n het algeneen zal b1 voor gootere waarden.. van j' zeer kleine ç
worden, zoodat de bijbehoorende termen in -de verg y) ver..

- waarloosd kunnen worden Boveñdien kunnen alle termen met grootek
verwaarloosd worden, omdat c2 voor groote waarden van k zeer
groot wordti 0m de dynamische doothuigingj, te vinden beb,oeveû
we dus bu de stattche doorbuiging y, etat slechts enkele termen
van de dubbeireeks uit de verg 2T) op te teilen

Deze benadering_is niet toelaatbaar, indien we In de buurt van
ccii resonantiepunt komen (w ' j' L ).- In dat
keval zal in de verg i8) in plaats van de betreffende term de
exacte waarde, volgende uit de differentiaalveigelijking gesçhreyen
moeten worden -

Voor de totale uitwijking vinden we dus:

n ?I I
E a 11k1 E o + E bkft

-i. hi j' (h

- 'I
= E bho + E Öhl (j't + qi,) Mhi +hr1

...4.E EL Uk2

'-h..Ì p - -,
(42' j (h t + Ji) 1kI

- -- .-,

(p(ht + Pkp

Zoudk de krachten, °1 het &oenbhk anwezg zuj oe
dig lang7ahm opde ..stanf warden opgebr.acht, dan- zouden tatisch
doorbuugitigenontstathi ter grootte

*t. (j' :t

4bV .



Fig. 8.

1OOFDSTUK III.

Knik van staven,

i. Het opstellen van de vergelijkingen.

- Als eerste voorbeekl van een op knik belaste staaf zal het inS
fig. 8 aangegeven belastingsgeval béschouwd worden. De krachten
P werken alle in de richting van de aanvankelijk-rechte staaf.
Zij zijn voorloopig onbekend, doch staan in constante verhouding
tot de krachten van een gegeven krachtsysteem Q,, zoodat

i)'

Thj niet te groote krachten (voldoend kleine waarde van A) kaII
de staaf slechts bij een. rechte staafas in evenwicht zijn. Er zijn
evénwel waarden van A aan te wijzen (de ,,eigenwaardeñ" van
het vraagstuk)'waarbjj ook evenwicht bU een uitgebogen staafas
¡nogelijk is. Het ¡s de bedoeling deze A-waarden te bepaten 9n
wet in de eerste plaats voor het geval dat de staafuit een (eindig)
aantal stijve stukkezf bestaat, door elastische scharnieren aân
elicaar verbanden

u ,. ,.t- :v. r-:-;

T SCli-uicrpunren aangrijpen Eei' icracht,. welker angrpirigspunrtusscliefltwee sharnieren .ten , iiligt, kan worden ver-1Svangendoo twee in z n aangrijpende componenten die
zich 6mgekcerd verhouden ais rie segmenten I en

IDe elitsticite*t va de scharniereni (de reatieve .rerdFagling del
btrokkn scharnierelementen per eenhefij van -momen) worde k
genoemd VISor het- Vervangen van ecu Cofltinu elasfische staat
door een staaf bestaande - nit stijvç segmenten-, verbónd door
lastische scharnieren kan naar hoofdstuk i S 9 verwezen WorJen

..
- ----------------- - - - -%

- n'i

Angnomen wordt dat- de ultwendige krach si

u -

4;

fl4j

b -

n,ç

---7

b_!

t

-'b

Worden alle scharnieren behalve het j' vastgezet en wordt indit. scharnier ecu helcerdraaiing iij kunstmatig opgewekt dan L.
ontataat ter plaatse Xg ondr mvloed van de kráchte (J Q. +- - -- -

.

N

,

.;.-

,i. ...,.
4_ _Q._-;_

4;, 'ji
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-.en d erdoor opgewektc reactie D.. (zie -fige 9) een moment Af, »

i- Het ,,specifieke buigmoment" dat is de groothej -' zut len we het- --.-: :---j,invloedsgeI noemen Uit fig ç is de -grootte van , gemakkelijk te berekenen We vinden achtereenvolge

Dr ± Xk (x,,+. - z,)
, + 4'j Qb 2)

-- kj+i- - -- -.- --
q1jz, D(x+1

- -

+ (z,1 - x) x,,1 - Zk)
Qk +

- -
k=,--1

f:
_'i +.- n.x: *'(x+,2_

Voor twee punten ß en q, warbij
- ,. men op overeenkomstige wijze:

:
h fr+1 xq) (x+. z,)

- z,,2.-

+ Xq (x - z,) - Xk) Q +
- :- + 1;x Zq(z4r2_2xfljx,xp)

2k(Z>Xq). 5)
yT Vervangt men, in deze laatste formule p door.J en qdoor i, dan:blükt, dat1, --

-

De vergelijking welke bet knikvraagstuk beheerscht kan '-iu- - -

- -:t--t711 r' ._.___-: .-: -'q. .., .' 4,.-.. ;- .:''- i-
- ;; i,.' t 1-4r: 4 ,--- --1 L

-;_,___-__

- xn+_ 3Qe(x<x).
: - -;

± z) (z x)

;-ji -

Ithlnersj wanne«
c;

+
c scharnierçn I

hetmmentTjW te

". - - -L. .--. -i

'j-

Ñ- ¶'-
- -

De verg 6) laten tleeíi dan en vpor de 's van flut verscbl.

, ¿p, op, zoodat

lende oplossing toe wanneer
C- - "-C-

-" - 11 7 12 - " 'C-- .-. - - 1
' -'A

--C

-,
,_ e'-j" : .-

- - _- :
- ,-- ;r - : .': r',-- - - ç- ¿r ,,:. - ,, I .' - ...........UIIC

,,zoodat n reeele waarden vati À gevonden worden I) Bij lk dezer
A-waarden behoort een stet p-waarden (of én z g eigen..
functie) In totaal ziJn er dus ook n elgenfiincties Daar de vorm- -.
verandering van de staaf bepaald wordt door n- p-waarden, kaif
elke willekeurige staafvorm dus zonder rest in 4e zgçn1uncties'
ontwikkeld worden

- j

'C '2' Orthogonahteiteyt r
- ' - - -- ,' -- --

De orthogonalltitseigenschap van 'dc egn1inc;is 1wdf
C

-. o (' l), 8-C

- - -- C-, - ,
' ' i

- --C - - C -- - C- - -- - - -C
1'T - -----------. -- -

-- 4 'T

'j -. - C- C '
-. - -: w-.-- - - - -

- -,-- i " - L -. -
C- - - - Cj &' -Ç't C,

veraraailng-i, en den
t 1

t!-.) bepald wden, andezijds met behut lnvloed& '

getallen Een hoekverdraaiing q ter plaatse veroorzaakt -

een moment - -x ¿p wanneer' de ultwendigejcrachten Q .- w.- ijuen dus een h1ment wanneer deze krachten- de )-vouthge
'waarde hebben Totaal tre edt- dus ter plaatse t een monent -

'C '

qi.

-
f_.-

47
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itde.verg.V 6) voIgt: V

41

1kg4 ÀE = A

Pi1 ?kE , p, A E i q, ,

De uitdrukkingen onder het E teeken in verg ) en io) zijnaan elkaar gelijk hetgeen bhjkt wanneer in eén van beide i en jverwisseld worden en daarna (z,1 door z, wordt vervangenWanneer 2, 2, dus wanneer ¡ è is, moet derhalve

Pii

V V

zijn De eigenfuncties zijn ook flu weer clPrhfQ constafli- - -
Ifactor bepaald Wordt deze factor zoo gekozen, dat

is, dan héetèn de functies genormeerci.

Benaderingsniethode tot het 'bepalen van de
eerste eigenwaarden.

ìc

j.VVû-ç- z1t
k'

al VE k1 (t.
-, ';.ktk V.

Subtitutie van 12) en t) in z i) leyere

;
Z

iP;:

ah '? ..:.
- V

J.-fl.t k41i

i.,

,411 .:VV

De relatieve fout beIraágt ongeveer welkt 1o.ut me
zeer gering Is i

l3erekenen we b.v. volgens de le knfk-'kracht van een aan beide zijden scharnernd bevestigde pristnafìsçhestif, aI1n belast door kr,chten âan de uiteinden, dan vindenwe, wanneer we 7 elastische scharnieren anbrengen (vo1gnshoofdstuk i 9 verdeeling in 4 rntervallen) vqor de knikkraèht9,834J
zoodat dit bedrag slechts 37f0 verscbi1t van di

.2 EIexactewaarde. V

VV:
Voor het beni1n Jan 4V -

Vkan verwezen wòrden naar hoàfdtuk.- Ç '. . VVV:

t

FV'

4-V

V. V V ,VTer Illustratie voIgt hier een voorbeeld- van eeu staaf, belas - - -.doot een 1mendtuk1nde kracht an het eide en en even groote
en VLliJkgrIchte kracht in bet midden De stiaf wordt in $ inter-vallen verdeeld, zoodat I schari1jerch-onfstn J)e.kraChtQI!-'-.

n Q,6 zijn dais Q, terwiji dc aùdere nul ZLJil in tabel I zijn de
resultaten van de verschillende IereenIngen puenomed

P V4.:



Tn abel ï ziji o enomen ander

e angenomen hoekverdraaiingen
y1 de daarbij belioorende uilijkingen L

Z
dd momenten bij dezc uitwijkinet optredende tengeoJ
de krachten Qg=Q en QirrzQ
d.bij .deze inomenteñ behoorende hoekveáiiigén-f
benadring evenredig met' de eerste eigenfunctie)
de aangenomen hoekverclraaitngen ter bepalÉng van cìe twee
knikkracht -
dezelfde groothedeh als onder 03 doch nu ezuwer
eerste cigenfunctie
de daarbij behoorende uit sjkingen
de momenten bij deze üitwijkingen, optredende tengevo
van de krachten Q Q n Q1 = Q

, de bij deze momenten behoorende hoekverdraaiingen
dezelfde grootheden als onder 8, doch gezwverd van de dog.

L ingeslopen eerste eigenfunetie (bi; benadering evenredí ipe
de tweede eigenfunctie)

'Voor SIe. eigenwaarden, 'dug voor d eerste 'twe iikkrachtn
wôrdtgevonden: . - ' ':'-

k1 .:
- .2'29798

= - r k ' ' '---. -

:'s 031 .041

:1z r I= ' 0 2; i

rw; :
-4

Knik van staven, waarbij de hoofdassen van traagheid der '-

verschillende dwarsdoorane den verschilleiide 'ichtuig bebben ---r - ..
:

Xn de vorige paragrafen hebben we als vanzelfspreked aange
fornen, dat de hoofdassen van opeenvolgende dwarsdoored4 -
twee vaste tichtingen hadden Hierdoor kñjgen we twee thu1erhni -
onafhankelijke reeksen ..eigenwaarden bstaaf knikt òf itheL

-, - Ll -

r L j.
t -' f

N

Q)
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ne 6f ait het andere dei door genoede aqqpn
vlkken uit ')

Liggen de hoofdassen van de verschillende dwarsdoorsnedenniet in twee piatte vlakkeri dan moeten we indien dc staaf even- r
als in § z weer door met elastische scharnieren aan elkaar verbonden

4stijve stukken vervangen wordt aan leder scharnier twee draaiings..hocken toekennen orn de plaatselijkè hoofdassen. Ter ondersclieiding - "Tzal de draaiing orn de eerste hoofdas met ééi 'streep en die orn
T de .tweede hoofdas met twee strepen aangegeven worden. Zào se.. -teekent y het moment orn de eerste hoofdas in het punt z, ten-,: geoJge van, alle Q-krachten, wanneei het s,charniet ter platse oii .de-tweede .hóofdas een verdraaiing

. krijgt. Noérnen we1 deii'hock, dien de eerste hoofdas van scharnier z maakt met een ge-gèven . lijn loodrecht op 'de staafas en 'kennen, we -aafl'z dewaarde toe, volgende;ujt de verg. 4) en ), dan vinden we yacde :nieu.we - ''
.

-' -t"--' :- 7.1Jcos(ß,_ß1) .-
- -. ' ' -- T i; = ces (f3, - -Pa)

Tj==c1 sin(p,_pj. -.

-

' :. 'Y7"'=a1sin(1__p1) ...'¡6),
Met deze invlocdsgrootheden kunnen de vçrg 6) onveranderd

worden, alleen is het aantal vergelijkingeji' en onbe-kenden twee maal zoo groot als het aantal (dubbel-) scharnieren,Elke uitwijkingsvorm wordt nu gegeven door 2n scharnierver_
draaiingen. Er bestaan echter ook 2 n eigenfunctjeg, 'zoodat bet
steeds mogelijk blijft elke willekeurige (ruimte-) kromme in de eigen- ifuncties te ontwikkelen '

5. Andere statisch bepaalde knikgevallen. ': '-
-,

'. »e in de. vorige paragrafen ontwikke!de ethode blijft zooas,.vanzeif. spreekt ook- nog geldig voor andere statisch bepaalde1 kflkgevallen b.v. voorcen staaf, die aan de éérie zijde ingeklerndenaa dè andere vrij is. Alleen de is nemen een andere waardeaan.
i) in het voorgaande hebben we on slechts met éen van clerc viakkenbez gehouden

-

.-

-i q )i

- - ..'.,.- 45 -, -.-

Als voorbeeld volge hier de berekening van een ter' iÍaat .-

o ingcklcrnclç en overigens vrije staaf, belat door cCn over
de geheele lengte gelijkinatig verdeelde axnle bolasting I) te
staif is hiertoc in vier interv,llen. verdteld, oodat dc vet-vangeide
staaf betaat uit 8 stUv tukken vCrbonden met 8 ela3tischc
i TABEL H

-- r
- r-n

scharnieren (ze tabel II,vo
verwezen naar § 3) We vinden voor d erste kntkkraçhtj

8

J.
4'

2464E! Io=
¡ Q 336600

- 6 . 7)'' ' i'; 'Lkg :.-'- r - -:..":- -- --LFI' MANTEL en BIZEN0 vhiden tesp, ,9I, en y,So
zoodat het verschil van, dc hier evonden Waarde met ge

noemde schrijvers resp 2 3 °6 ei O,5/ bdt'aagt '

-
' G. GRRzNflIL Cambridge- Phil. Soc -ôC.-oI

1) Zie voor de ecacte behandeling v'in dit knlkgeve4-

C CHREE, Cambridge Phi! Soc Proc, vol 7 (1892)-

W.MAÑTzL,EenbijzondergevalvanknjkDcrngej0I I92hl2:465 ,.,
C B BIEZENO, Over eenige bijzondere knikgevallen, ,,te ingenaeur'

- f ,. L, I91, No 27
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-wordt veivolgens bepaald uit de vocrwaard; dat devrdraait
-

van-scharnier o evenredig is met M0

Fig io.

i - - = M (zie io) i.i=x - Xn+i

De vergelijkingen ¡8), 19) en 20) vormen een stelsel van n -- zomogene- lineaire vergeiijkingen. met n -f- ¡ onbekenden, n.!.
:p p-waarden en M. Van nul verschillende oplossingen voorp zijn

skchts niogelijk, wanneer de determinant van de -(ei orde, -

bepaald door de coeflicinten nul is

iv

. "'

*. .,,;.-t__i-.

-Z jj- XIU

:i -±'-.-! s-'-

,

OrthÒgonaliteitsbewijs

- ;Het orthogonaliteitsbewijs-voor de: p-functiés veipnaIoo
aan het in 5 2 behandelde

Pèi pu
-;í-L:-

ii -;-
- ta=o Xfl4.1 -

- ¡Q Ji
De eerste term van het tweede lid van verg 22) is, zooals voigt

"- Uit -verg. 29) gelijk oui. Ann- den tweeden term kunnen we,1e»-
-- haar waarde te .-verandereii - den terni À phi ç» -tocvegen,

- da3r o. Verg. 22) gáat hierdoor over-in::

-
-Eveizoovindenwe: .- -- - -

f -

-- - -i - - - - - - 'i - . - . - ------ , - - -- -

s

II E 'Pi, 'Pk.

waaruite.renals in S 2 vo1gt : -a-

F ; 4?

I :v+ :-:.1:.tz -a-T''+
De_uitwerkmg van dezen determinant van de (n + i) orde

levert een e machtsvergelijking ¡n À, zoodat ook hier , .ièr.
schillendé eigenwaarden met de darbij behoorende elgenfunctics

.-.gevouiden kunnen worden.') --a -------------

1)- ZÌe noot op !.' 4.

-. -

F
-

L

irr.

a--

6 Statisch onbepaalde knikgevallen

in tegenstelhng met bet in vorige paragrafen behandelde, destaaf uitvndig statisch onbepaald, b V aan de éne zijde ingeldernden aati de andere door een dan treedt
een wlJziging in de berekenin op

We maken eerst van de inkleinrning een scharnier en latendaarna eeii zOo gloot moment M0 aangrijpen, dat de staafas
plaatselijk weer in haar oorspronkeiijken stand teruggebracht .wordt.

- In plaats van de verg. 6) moeten we nu schrijven : -. -

4

-
:,
-t

s 1 -a- rJ '!

-a--..

'pi A; ¿pi (1=:

waarin

xn+t - xi
xfl+r -

19)

4

t r.
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De 'voor het statisch
onbepaalde knkgeva1an ultgevoerd worden op dezelfde wijze als in sWe nemen weer cen stel hoekverdraaiingeii û,, (z i n)aan, construeeren daarbxj de elastische lijn (y1) en bepalen demomenten (A1) tengevolge van de gegeven ultwendige krachtenDaar de constructie statisch onbepaald is Zullen we deze momentensplitsen In twee deelen

ie de momenten, die zouden ontstaan, wanneer de Iinker-onder_steuning zuiver stharnierend was, (Mi), en2e. de mometen tengevólge
inklemming (Mi). -

.1Voor beide momenten Worden de hoekverdraaiingen en de elastischelijn bepaald De tweede elastische Izjn moet cen zoodanig aantalmalen (/3) op de eerste gesuperpone worden, dat de verdraaiingvan het linkerscharnier met het daar aanwezige moment correspondeert De eerste eIgenwaar wordt weer gevonden uit
O'1,/2'

irO k

terwiji voor het bepalen van de hoogere eigenwaarde naar bet2e deel van § 3 kan verwezén worden.Als voorbeeld volge de berekening van de eerste knhlçkracht.van een links ingeklem rechts scharnjerend ondersteunde staaf,belast door . krachten aan de uiteinden (Q9 Q), met dezelfde-scharnierverdeel;ng als bij .het voorbeeld in § 5. (Zie tabel III).Voor de eerste eigenwaar vinden we:
24.8E! 176500 ' EI- 20,07¡2 . 16g000 ¡2Q.

Deze waarde wilL-t n, -.

2019:. 12Q

i=0 k -

.. t

3
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HOOFDSTUK IV.

Hereken1ng van .staven, belast met sainendrukkende
en doorbulgende krachten.

- .i.. Het opstellen van, de vergelijkingeñ. "-
We zullen voor. de staaf, die door samendrukkende eri dopr..

buigende krachten tezarnei belast worth alleen het statisch :bepaalde
;geval.. behrindelen, daar, de berekening van uitwendig statisch
onbcpaalde. staven in beginsel geen nieuwe inoeiIijkheden mèe-,.
brengt. De non'ienclatuur komt met die van 'hoofdstuk 3 overeen;
destaaf wordt opnieuw. door ,scharnierend 'met elkaar verbônden
stijve stukken vervangen, de krachten 'worden opnieùw op ,de in
hoofdstuk -,j s' .aangegeven wijze over de scharnieren verdeeld. r,

Z Noeinen we de' 'momenten, voor zoover-ze veroorzaakt worden
door de doorbuigende krachten alléén: M, (i i ' n), dan

'luiden de Vervormingsvergelijkjngen, wanneer de hoekverdraaiingen'-.
in de punten i n met i1;, worden aángeduid:

nk1{ M ±'x j } ' (i=i n). "." I).
Zij vormen een stelsel van n niet homogene. vergelijkingen met

'n onbekenden. .
-

'2. Behandeling van het vraagstu met behuip vn
de leer der eigenfuncties. - . ".

r- ,, Zijn. de' eigenoplossingen (q) van . de staaf behoorend bij de
gegeven samendrukkende belasting bekend, dan kunnen we de door de
momenten M (i i n) allééii veroorzaakte hoekverdraaiingen
û (i i n) in de eigenoplossingeti ontwikkelen. 'Noemen

'we de momenten, die noodig zijn, orn de staaf de hoekverdraaiingen
te' don. verkrijgen, behooiende bij een genormeerde eigenoplossing,

eigenmomenten (s), dan is het ook inogelijk M1 direct in de
eigenmomenten te analyseereu

'I

rwaarin

h,

e

4T

I.

r'-, ---.L'' rrr.v3....:..f. -.
U1tvedg 8), hofdstuilc3 .roIg niet d& ibst1utleT1
- -

e orthogonahteeienschap. van-de elgenmomenten

k z voigt , 2

-:waaruit bhjkt, dat de "elgenmomenten ook gnormeerd. zjn
We stellen nu

'I
-. - = (z

-

ak = k, , (k

l3ovendien ontwikkelen we de n's in de neigenfunties

bi (i i

':waarjn:

tòk:
- Door deze substituties gaan de verg;: i) 'ove in

b p, = k a4 ¡4 & 6h j hj (k . '-. k ¡, r ,-' '.:- j z ' k, z - . r r

Met ebruikmaking van de verg 6) hoofdstuk 3 kunne
verg 7) herle*d worden tçt .-

.'. = Ea4pkj.4
h=

'4
- bi& Çk1 - ¿J4 4j (i ...'::.

Door beide zijden van de verg 8) met u
vermenigvuldigen, vinden we

L. " Pi

; ' --

.__fi_ '"-.-
A

ezjr'

'r '

3.: ,; r:(-.'
r"4 . - 'f: Z-.. -
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n)hz A4 ,= ii k

Voor 4 / wordt!L!" o, voor k ¡ fl, zoodat
verg I i) overgaat in

- i
- - -

of na vervanging van ¡ door k

- I= a 0 + a4. -. 14)
Ie waarde voor geubstituer in e verg. 5) levert:

L044.4=1 4=s k=z\4 I

k1 M1 + a4 (i n) Is)

Zie o. a. TP w - . .

- - ¡. 400.

iiaj voigt:
-

.:Tx.2):



De fout bedraagt. hier slechts
- 't

_ /.' E - ak q (i i n). . 20)k=3Ak1
welk bedrag tengevolge van de grooter wordende waarden van
) met stijgende k zeker klein zal zijn. -. -

- - Dat ecu voldoende nauwkeurigheid berekt worth, door slechs
gebruik te makeii van de eer'ste eigeiioplossing, vindt zijn oorzaak
in het feit, dat. de eerste eigeuwaarde zeker grooter dan i zal
zijn, omdaranders reeds zonder doorbixigende belasting -knik op
zou treden. De volgende -eigenwaarden zijn dus reeds tainélijk

groot, zoodat
A

(k 2 n) voldoende klein is. Hadden

we in de verg. 14)jde splitsing van
A

in I en -- niet

tgevoerd, dan zou de uitdrükking -_-k niet klein zijn geworden,

zoodat alle termen van de reeks in de verg 15) gebruikt hadden
- moeten worden.:

- De gang van de berekening van het in § i opgeworpen vraag-
stuk is nu de volgende: Bepaal bij de gegeven samendrukkendé
belasting de eerste eigenwaarde en de eerste eigenoplossing op de
in § 3, hoofdstuk 3 aangegeven manier. Construeer de momenten-
lijn behoorende bij de doorbuigeiide belasting en bepaal den factor,
-waarmede de eerste eigenoplossing in de ontwikkeling van deze
momentenlijn naar de eigenmomenten voorkoint, uit:

a, E k M- = E Mçv, . . . . 21)

De optredende hoekverdraaiingen zijn dan uit de verg. 19) t
- vinden, waarna de elastische lijn geconstrueerd kan worden.

- Werkt de axiale belastiñg in plaats van samendrukkend, uitrekkend,
- zodat alle A-waarden negatief uitvallen, dan kunnen meerdere

- vah deze A's in absolute waarde klein zijn en zeifs beneden i liggén.
- Dit .geval doet zich 1.v. voor bij een aan twee zij-den scharnierend

gesteunde prismatisch staaf, axiaal aan de uiteinden belast Tdoor
- Lrekkrachten,-gelijk an ¡o maal de knikiast.

De eignwaarden worden dan resp -
_-i -t 4.

- :-.-Y---.'M

- enz 1n zoon eval zal het noodig zljn meerdere eige
waarden en elgenoptossingen (hier ulinstens 3) teJepaIei%

4. - - Iteratiemethode - t
Wanneer de staaf behalve aan een dooxbuigend bélsuing óo

aan een sarnéndrtilçkéndè of een nkt,te groÓte luitrekkende :
fing ([]> z) iS blootgesteld, kuiinen we geb:uik maked tn
eèi, iteratkmethode -welké -door. ThEzENO. is iiigevoerdvor bet -, -i
berekepen van balkeii op veeren

Bepaal de momenten (M,) optredende in de staaf tengvo1e -
van de doorbuigende crachten, bepaal daarbj de hoekvi-dráauti-
gen (û, k, M,) en construeer hiemede de elastische lijit

Plaats nu op de zo .doorgbog&n .en voorloopig oivèrvortaär
gedachte staaf de axiale belasting en bepaal de hierdoor optredende
extra momenten (íW) Wordeti daarna de scharnieren weer ela*.
tisch gedacht, dan zouden tengevolge vn de 1W,, 's hoekverdruaiin-
gen ô, k1 M,1 optreden-. - Deze extra hoekerdraaiingen -veroo'
zaken extra doorbuigingen,waárdoor. de axiale krachten weer e*tra
momenten (M,,) leyeren Zoo voortgaande zullen cJe opeenvolgende
extrakrommen telkens kleiner ordinaten krijgen en bij cinbepaaIde
herhaling van het prçces naar nul convergeerén. De soin van allé
hoekverdraaiingen 8,,, levert dan degévrãagde'hoek :- - - -

û1=E akq41

{_4
,1 $ ;-,

ûai j-aWkr - (i=i.Y...*=e -

1) Zeitschrift für aiigewaudté tlematik cla$1
--- ,-: -- -- -; ----------- -

'I'I -(i=1 - n) . 22)

- - De bij dee 8's - optredende extra iioekverd.raaiingen .tènevoge
van deaxale belasting zijn: -- - -- -

fk1=-

-- J=,*,- : h=t
'Bij de tweede jteratie vinden we:

1-Tet - verloop van dit proces zal nader béschóuwdwordenau'
de ha,-id van de ontwikkeling naar de eigenoplossingen De ont-
wikkeling van 8 luidt -

- N

-



ß

We-vinden dus voor She:

f,
8rn1 E

11V
-

'f I- .-

,L'j 81+E E E ',=x-k1A, : -

:-

= k1 M1 + E
-A4

a4 q41'

Wordt p oneindig, dan nadert () tot nul, daar ,

n), zoodat de verg, 27) overgaan in:

= k. M1 + E ' °k 'Pii (i. I ... .k=Ak-1
waaruit blijkt, dat de zoo gevonden waarden t' de juiste zijn
(.ie de verg. i 5).

5. Uitbreiding van de iteratiernethode.
Wanneer niet alle A's in absolute waarde grooter zijn dan I,

hetgeen mogelijk is bij negatieve A's, dan nadert bij gròoter
wordenje ft niet voor alle waarden van k tot ilul, zoodat de
bovengenoemde iteratiemethode een divergent proces zou geveit.

Is alleen Aj < i, en zijn alle overige X's absoluut genomen> , dan kan met een kleine wijziging de iteratiemethodètoch
gehandhaafd worden. ')Deze wijziging zal bovendien in de gevallei,

.dat alle A's. grooter dan -i zijn een besparing in reken- en teeken..
werk opleveren. We passen bet in § 4 aangegeven proces ft-maal

uit de waarden ¿Cfl Oj de uitdrukking: :-

: 1) Zie: Q. B1 BIEZENO Een toepassing van de leer der integraalver-. . -'
geltjkingen op de bepaling van de elastische lijn van een over zijn
Reheele lengte elastisch ondersteunden balk, Koninkltjke Academfe van
Weteuschappen Deel XXXIII No -

--

r).

-

-z.-
- ii' 4=? .

- -. - - .-.-. i
' f ''fr- - n- - ' - :er.! "f1 r' bl; X f

- Z 2j _j_
k=z A4»1 2

-- -- -. -------- a2 -g
A4P

ft 2 ,I# 4* -Daar de bedragen E
Ak2;

- en E *egens

]> A1 (k> i) btj voldoend groote p zee'r klein worden,bfJk
deze uitdrukktng de waarde va te benaren 1) -

De benaderingswaatden van lì (s = s n) worden nu
vondenuit -. - -

O 4- Orni + A-1
Substiteerei we n I de warden van O,,,, mt de vrg
-uitdrukki,ngen jo), dan gan dze over iin': In

+ E E 0 q,, + E a p (s - i n
- -mci 41=1 A :k=z À11' A4 - -

welke uitdrukkingen omgewerkt kunnen worden in den Vòrfli

O, -j-- q'41 + --(---- _L)04,44 (z'i ß 32
- r-. -- h=a'h -, A.i A4i
Daar Ak> i voor k >i, wordt de laatste term Van. .3-2) bj ge-

noegzaam groote nul, oodat. We tenslotte vinden

Öi+ 'E 6rni+_ =OI+ E a4q, (î= n)-3)
. 4A-i .

De tijdsbesparing ten opzicht van de in § 4 gegevn methode
bestaat hierin, dat in § 4 het proces moest worden voortgezet tot
de waarden O,,,, kleir werden, terwiji hier slechts ¿en zoodanig
aantal malen het genoemde proces behoeft te worden toegepast,
totdat twee ,opeenvolgende elastische hjnen ¡u voldoende mate-i çf
gelijkvormig zijn,

- - . .. - . -
- -, f -

;- -

We kunnen het proce afbreken, waineer 0_ ¡ en in vol r
doende mate gehjkvormig zijn 'i

- r -c' Ç ".
- .-. ----.



liOOFDSTUK V.

Berekening van balken op veeren
I:

1. Bestaande iteratjemethode.
De graphische berekening van elastische balken op veeren metbehuip: van een iteratiernethode is door BIEZENO behandeld inZ.f.a.M.u.M. Bd. i p. 93. 1) De daar ontwikkelde methode stelt otisin staat Vde berekening van de veerreacties uit te voeren voo Vhetgeval, dat òf de veeren betrekkelijk slap, òf betrekkelijk stijfzijnt.o.z. van den balk.
Bij deze methode plaatsen we het gegeven laststelgel op den.stijf gedachten balk en berekenen de daarbij optredende veerreacties

- uit het evenwjcht en &t e voorwáarde dat deujtejnden an deveeren op een rechte Iijn moeten blijven. Hadden we op den
V onbelasten, doch veerend ondersteunden balk deze nu gevónden

- veerreacties ¡n- omgekeerden zin als lasten gezet, dan zou debalk, al ware hij elastisch geweest, toch recht zijn gebleven
- eh iedere veer had de erboven geplaatste last moeten dragen.Men behoeft dus slechts te onderzoekeii vat de veerreacties zijnwanneer op den balk het verschil van het gegeven en van het'zoo juist genoemde laststelsel gcplaatst wordt. Uit den aard der

- Zaak zal dit krachtsysteem een evenwichtskrachtsysteem zijn. DitV

- evenwichtskrachtsysteeni plaatsen we op den, van de veeren VlOSgenomen balk en bepalen de vervorming.
Daarna wordt nagegaan, welk evenwichtskrachtsysteern op. dveeren geplaatst moeten worden, orn den doorgeb,ogen balk erpassend op te kunnen leggen. Dit zoo gevonden laststelsel wrth: in ómgekeerden zin op den balk geplaatst en de vervorming vandezen bepaald, enz. VB herhaling van dit proces zullen de kracht-attisels onder bepaalde òrnstandigheden tot nul convergeeren.. De

V

1) Zie ook Proceeding of tl First International Congress for AppliedMechanics DeMI ±924 p s-3

::', V

- VVVV ;
soin van de opeenvolgene kracIitstelsels - met wissetend teeken
za dan gelijk ziJn aan het totale veerkrachtensteie1-

Meestal blijkt, dat reeds na eeh gering aantal iteraties opep
volgende krachtstelsels gelijkvormig Zijn, waardoor bedoelde soin
van dit af di van een

V rneêtkundíge'eeith V 5:yatt. V VV V

V

VV V
V VV V V V

Deze methode zal bij Cen naai' verhouding stijveñ balk goed
convergeeren Is de balk daarentegen zeer slap t o z van de veeren,
dan geeft cen dergehjke methode, waarbij echter 1e rol van balk
en veeren:ervissekT V V

VV

2. De bij hervraagstuk- behooren4è eigee1astingen.T
Onder een eigenbelasting zullen we een evenwichtslcracht...

systeem verstaan dat, geplaatst op de veeren, aan dere zoodanige
indrukkingen verleent, dat de losse balk7 bdast met èen gehjk.

- ormig laststelsel van geschikt gekozen intensiteit' aaiignjpende
op d 'punten, .-waar dbalk doorl de.-veeren..gsteund wordt»
(verder knooppunten genoemd) passend op de veeren geplaatst kan
-wordeñ. De verhouding A van .de lastan óp den balk tot.die V,

pde veren wordt éen eigenwaarde van het probleem gèuend,'
0m dit passen" van den balk op de veeren tot uitrutçking te

-brengen trekken we een rechte lijn doorde uiterste knooppunten
en -bepalen 'de zakkingen t.o.z. van deje lijn. :Noemen 'we J'de',
veerconstante (de 7aking per eenheid van kracht) Van de te veer
en x, de verplaatsing van knooppunt z ten gevolge van een
énheidskacht in knooppuntj wanneer de balk älleen in de uiterste

knooppunten vast is opgelegd, dan vinden we.voor de zakking van de
jC veer t.o.z van de rechte !ijn die de uiteinden van deoe en n± IeVveri''
verbindt: - - - - -

V. V - - V V

VX4 - Xj, = X1 , -
V °VØQ £V .Z,,. - -

en voor de zakking .van het le' knooppunt t.b.Z.V van de verbindings. '
lijn der uiterste knooppunten -

Stellen- wedn eisch dat de kln,:P
-



een eigenbelastrng vormen, dan moeten ae uitdrukkingen uit;verg. i) en 2 aan PI1tr
xi ,.¿j ° - tß °O

- x,s+1
-- x,,+z

In de verg. ) kunnen P0 en P,,. in de overige krachtenuitgedrukt. worden, met behuip van de Voorwaarde, dat de eigen-belasting cen evenwichtskrachtsysteem. moet vormen:

O en0P (x,, ---- z1) =o.
waaruit vólgt: --

p1. Xj =
J=0

PI) - P. -.
1=1

in de verg. 3) levert:-.

-
x,,

--

of:. --
-: Ç - x)(x+, z1) x,z1ç À -

2 fll. -z ( - Z,,,
-P,,= o, (i= i.. n) . -:-.. .'

een stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden -
(J r n)), waarvan een van o verschillende oplossing-

slechts mogelijk is, indien de determinant van de ne orde, gevormd
uit de côefficjenten de waarde nul heeft. Deze determinant Ieverteen C

graadsvergelijkjng voor A, die in het algemeen n-verschil-
- - lende positieve reele wortels heeft. I) Bij elke wortel A4, behoorteen op een factor na bekende eigenbelasting Pkj (i== O.. . ± i).-Wordt op bet samenstel van balk en veeren een eigènbelastjng

geplaatst, dan wordt daarvan het e dccl door den balk en
-

- het -_- e dccl door de veeren gedragen, daar imniers in dat
- geval -de veeren en de balk passend aan elkaar blijven - sluiten.

1) Zie noot op blz. 4.

- - ' s z -
-1iNuis zoo'welE. ''

, als E
i=o '=o

omdat liet krachtstelsel P, (i = O. . . + i) een evenwichts.
krachtsysteem vormt, en de termen met , en , hunnen
worden weggelaten, omdat en + nul zijn

Het tweede lid ,van verg 9) gaat dan over in

A, E -E P, P,,
¡=11=,

Qp &zelfde maniervinden we::.

E P41 P11 L - A4 E E. P,,-P41 -.i=o t=iJ=t
Door in het tweede lid van verg i i) z en j te verwiscelen- en

onder toepassing van de stelling van Maxwell. daarna ii,, = te-y

-. -

3 Orthognnaliteit -an de eigetibe1astngen

De ofthogonaliteitseigenschap van ile eigenbelastingen luldt
- V-- .-a- n--z--

. ;. -.

E Pklj=O (&l)
Met behuip van verg 3) vtndt men if 3

_n+I. -J JE P, P,, , = P,-0 E '- Fe,¡''O i - o - -

z "+'+ Pl ,,+, E ' Fe, + À1 E E P, P,, Xj
- . i0 X14 ---- _

P10 & - 1 P, + P ,,+, E p4j6 Xfl 1a e+
À1 l' P' + A, E P4

- -- -
- 1=1

.:EÀPj (i i..t,)

r!

P0+' xi



- --

-Pkj Pli .-JI== Qi=0.
fi1Pk P11 J,==o (1k)

Dè eigenbelastingen, waarvoor
-. -n-f-, - - --

P 2 (k::= i
noemèn we wederom genormeerde eigenbelastingn.--

Benaderingsmethode tot het. bepalen van de r
eigenbelastingen. -_

We plaatsen op de knooppunten van den lossen balk een even-
wichtskrachtsystecm Q (io ' + z) en bepalen (b.v.graphisch) de: daarbij optrederide verpiaatsingen t. o. z. van derechte verbindingsljjn tusschen de knooppunteno en n + . Weouderzoeken nu welk evenwiclltskrachtsysfeem Q2 (i 0.. . . ii + i)op de veeren geplaatst nioet worden, orn deze t. o. z. van de rechte
verbindingsljjn van de uiteinden der uiterste veeren, ge!ijke door-buigingen te doen vcrkrijgeii als die van de overcenkomstigeknooppunten van den balk t .0. z. van de verbindingslijn der uiterstekflooppunten.

We denken ons het stelsel Q,, (i==o
in. de eigenbeiastjngeii n + i) ontwikkelcl

n

a1, (i= + : 17)-. --h=1- -

enlaten v9orloopig slechts één van die eigenbelastit,gen, akPhl(i 0. . . . -.n +') op den balk aangrijpen. Dan zullen dé krachten,noodig, orn den veeren in dat geval gelijke doorbuigingeai te ver-
leenen elijk zijn an bet -_ e gedeelte van de overeenkomstige

:aten, dus P, (i o Ù +1) (zie slotopmerking
S 2). Hieruit voigt dat het laststelsel Q (i=o z)
dè:om wordt vn

-;J

Bg gtoote m zal
A

(k 2 n), wegens het groQter
worden van met toenemende k, zeer Idem worden. t o z -vin

A
zoodat het stelsel Q,,, (:= o n + i) mt zeer vol-i

doende nauwkeurighead evenredig za! zijn met de eerste eigen.
belasting BliJkt het, dat de stelsels Q1, en Q2, reeds eenlgszins
gelijkvorrnig zijn, dan behoeven we niet verder dan Q, te gaan
De grootte van de eetste .eigenwaarde ? kan in het -algerneen
met ruim iioldoend aauwkeurigheid bepaad word4ei uit

Q,, Q2, t3, 0 Ph, - Ph, Jii=b i=o k=, *=,Ak'+1 - ---. -*4t "a:----
aii=O b.niÀh . -

h-.-i
k=1Ak -;--- -h:=ii.01 - Ah --

h=rAb2-. -. -
- : g2 .j2

VoorT - het bepalen van-- hgere. einwaarn - en
lastrngen kan verwezen worden naar de vorige hoofdstukke; 3We
gaan bg het bepaen van dezé eigçnwanrden slechts zó6ver, tot -
de waarde i overschreden wordt, omaat ooals onder 5 nader
ulteen zal worden gezet, eigenbelastingen met A> olgens de
in § i genoemde iteratiemethode behandeld kunnen worden

Uitdrukkelijk worde vermeld, dat de in § 5 tuteen te Zettn,
methode uitsluitend aanbeveling verdient, wanneez' de ierati.

- - methôdi --- - - - - .. - - -

':,-.tç--eat.-tT ..-,.-'--- ?--t?



Nieuwe benaderingsmethode. tOt.hetberekenen van
balken op veeren

De gegeven helasting B wordt allereerst in twee deelen B1 en
82 gesplitst; B1 is een laststelsel, uitsluitend estaande-ujt krachten
ter plaàtse van de knooppunten, B2 een evenwichtskrachtsysteem,r
dat1 werkend op den lossen balk, de knooppunten in ecu rechte
liju doet blijven. De belasting B2 zal dus geen invloed op de
veérkrachtei2 uitoefenen. De splitsing in B1 en B2 is enduidig.
Orn B2 te bepalen, plaatsen we op den balk, dien we in alle
knooppùnten vast ondersteunen, het gegeven laststelsel B en be-
palen met behuip van een der bekende methoden deopIegreactjes.
Deze oplegreacties, tezamen met de gegeven belasting B, .vormen

- B2; 82 bestaat dus, krachtens de betrekking B = B1 + B2 uit d
oplegreacties in tegengestelden zin. -

B1 wordt weer gesplitst in een evenwichtskrachtsysteem B3
en een laststelsel B, dat de eigenschap bezit, de uiteinden der
veeren op een rechte Iijn te houden, wanneer bet op e veerenallé geplaatst wordt. Plaatse we dus B op de geheele constructie,
dan blijft de balk recht en ondervindt geen krachten, terwiji de

r veeren het geheele laststelsel opnemen. B en B1 ziju statisch ge-
lijkwaardig, daar B3, bet verschil van B1 en B4, een evenwichts-
krachtsysteem vormt. 1)

We kunnen de krachten B. (i = o n + i) van het stelsel
B gelijkstellen aan:

'z+Px2 . »B41= (t==o n+i) .

zoodat de statische gelijkwaardighejd der belastingen B1 en B4 wordt
uitgedrukt door:

,7+1 "+' -L R . '+z ¡ zBzB4jr
0 ¡0 - i0 i io 0 i=o j

x B1 - B4, '' - (a + P z,) ' xi
, z2

.22)
) B1 is, daa»r .B = 'B - B2 çn .82 een evenwichtskrachtsystee,n

I

vormÇ weer stati8ch gelijkwaardig met B, zoodat ook Ba eu B
Statisch gelijkwaardig zijn.

-'r

De krachen B3. zijn bepaald door B, - B11 Gebruiknakend
van de ontwikkclbaarheid naar de eugenbelastingen kan $ als voigt

fl41 (

-B -P - (k = i ., u)- i0 .-- ---

Plaatsen wc-de eigenbelasting Pk (:=- o -

balk met veeren, dän iulÏen de vèerreactks het - de 'gedeèlte

van de eugenbelasting bed ragen Inimers de balk ondervrndt het
verschil van de belasting en veetreacties, dus

( - i -.» = 1' ( = o n + i),

zoodat de 'per knooppunt resulteerende krachten op den balk
Ak maal zoo groot zijn als de, de veeren belastende krachte»,
Balk en veeren zullen dus juist op elkaar passen, bhjkens de -
definitie van de eigenbelastingen (begin § 2)

Op de veeren komt derhalve tengevolgevax de belastiug- B

o-



Het ugt dus voor de hand de belasting B3, =
- :deelten- -r

d--z- n
- - E ah P, en - E ah PhI

-, h=x---
zó6 dat: hçt eerste gedeelte- alleen eigenbelastingen bevat met
A. i, het. tweede, B5, alleen eigenbelastingen met A> i. Alleen
de A's van de eerstgenoemde eigenbelastingen behoeven:dan be-
paid te wórden, evenals de bijbehoorende krachten. De belasting

- --n.- - -
- gx

B5; = E 3k Ph,, die als verschil van B31 en E 3k Phi bepaald
-.

- k=x-. -

is wordt in haar geheel met behuip van rneergenoemde iteratie-
- -methode behandeld. -

Wordt op -hét Iaststelsel B5 het iteratieproces éénmaal. toegepast,
dan -wordt.vòor- het eerste stel .veerkrachten gevonden

Evenzoo vinden we vervolgens:

- h=d
Phi (i=o

R1 kd -4-Pk; (í=o .......n -I--')

-
h =d Ah"'' Ph; (i = O

Rrni = h
Pi (i=

Dit proces wordt voortgezet, totdat R,,,_,, en- R,1
= o n ± i) voldoende gelijkvormig zijn. 'Splitsen we de

:veerkrichten V1, behoorende bU bela.sting. B3 in twee deelen,
- Pi en I Vi', resp. behoorende bij de .bekende eigenbelastingen èn
- -bu de -belasting -B51, dan' kunnen we aantoonen, dat:

-

a
- PhI (i -= : + i

- - h=dl+Ak - r

oòk Wet zeer goede benadering geschreven kan worden als -

VI' R, ± R3 -. . . + ( - i)" Rm._,, ': +- -

(E-':3 - Ad

- &-,-'
-ã

-- -

-: -' -
e vindeii n 1, in verband met vejg.,

weedeì&d van vdg 3t
-

1 i
Z ah

ah

-E-- --hd +Ak
vçôrwaarde,. oncer

hd Ak'"
r--- a

h=d Abe"

- .1:a inf--I ----------k / Ah" i + i + ?'h

te verwaarIoozen is, luidt Ad + > L, waaraan zker is voldaan,
daar krachtens de veronderstelling A reds > i Is

We behoeven slechts een zoodanig aantal eigenbelastingen- te
bepalen, dat de eigenwaarde van de eerstvolgende eigenbelasting
> i is Daar het echter in het algemeen nietmogelijiç lst-vobr-
spellen hoe groot de eigenwaarde van en nog niet bepaakle
eigenbelasting is, zullen we meestaL een- eignbetastng te veel -,

.bepaIen, zoodat reeds Ä4-> i isIiidat evalzi hrA$4
zóóveel grooter dan z zijn, dat zeker met slechts én tteratie en ,.

voldoend nauwk_eurig resuttaat wordt bereikt ' î
De A4, gebrqikt in de yerg 3O kan benadçrd gevônden worden

uit -

- - 4---- ---..--,-----------------i4i U4-E st

E R, -, , Rrni J Phi 't=o q,54m_I , (=,"' hi

- ---r
- :

'-t a

j - I # -
Ap' - I

:kd-l-z 3d2 - -

- . - ï ___2'. ?- - - -

- - Het spreekt. .vânzelf,,. dat edureiíde het: ierati prqces de -iaget,
cigenbelastingen in de R-belastingen3kunnen optrede* ppidat 4e

r. - ;-: --------t t -4 -
-- ' t__



V
V:

coeffieiuten a (k i d. i) slechts met en bepaaltkn
graad van nauwkeurigheid bepaald kunnen worden, zoodat de
belasting B niet geheel vrij van laete eigenbelastingen beheft te -
zLJn, en ook omdat btj de opeenvolgende iteraties onnauwkeurig..
heden kunnen insluapen Het bedrag waarniee deze lagere eigen.
belastingen in een. bepaald. stadium van de iteratiè voorkomen
is echter gemakkelijk te bepalen (zie verg. 25)), zoodat
verwijderd kunnen wOrden. -

de eersteResumeerend vinden we voor . de totale kracht, die
veer op den balk uitoefent : -

- +Px d!_zLk+ V1 +
V Oj

-
;Q IÀ

+ j)rnr. +dRmi(-0. 33)

Plaatsen we op den balk de,egeven belastingen de. zoo gvon-.
-den veerkrachten, dan kan demomentenljn geconstrueerd worden.

6. Voorbeeld.

Als voorbeeld za! behandeld worden de berekenng vaneen V

prismatischen balk met stijfheidsfactor EZ== 12.108 kg. cm., rustende

1200

1680 3360
t.204. loo 100 . 100 A

.iO5O 588 2O68;.1

cmfkg op gelijke: V

- V

Ret 1itsteJsI 1, 1echts bçstaande uit láteu de !çipopuntenq 'e1tjk aatl det vn teeken omgedraaidt oplegreacties üjt igr
rep -., 42?.(j88 lo5o, 88, o3JI466fcg

Mebehulp rah verg t).e 3) bpalen 4i dafla' hèiasj.stelsel
V
B hëtwelk zoo gekozen is, daf de balk recht- blijft$

resp 270, 6ó 390, 720, roso- £38b, ¡7go k
Doer B4 vail . al' te trkken vinden we

resp ;3, i8, 558, 33QJ-4z, 678,-2
vorm een evenwlchtskrachf,systeem op de knooppuntep

kan dus in de elgenbelastingen gesplitst worden
Bij prismatische balken met een gering aantaI'veren (hier 7)kunnen de vervormingen van den balk het eenvoudit bereiçendworden door gebruik te maken van de invloedsgetaflen , zools4eze gedefinjeerd ziju tn S 2 In dit gevaf zIjn de groothedenz8E1 -

VV

te ont leenen 'aan: abe1 IV:.

t. V;4<V..,V
Tot het benaderihgsgeze bepalen van de cerste elgenbelastingnenen we het 1asttelse1

V -.
V

V

V

VQ,,
V

resp.:...5; °.3;.4o :..
V aan. Met behuip van de invloedsgetailen bepalen we: de zdkkingen..ygj van de tusschcnknoÖppunten t o z van dverbindidgsIn van..de knooppunte O en 6, f

- -e. . -
. s ..

V

V V_

VV I V _V -. (S
s

. V j¿_. ,__..

r s
J $._ - j



x8 Ef:
esp. 363;

De werkelijke zakkingen , zijn gelijk aan -f x + ¡3 x ende krachten, welke de veeren deze indrukking zouden verleenen zijn
--=

De groot1eden en ¡3 worden bepaald uit de voorwaarde datQ2, een etrenwiclltskrachtsysteem vormt Wé vinden:
¡8 EI

= resp 39I__-28,245,34824
I¡8-. i2.io88EI, -

- zzoo
i8.¡JHierin is

= 0,2222 6

Voor de g-enormeere eerste eigenbelasting vinden we: T-resp.:r8,27;_13j; 11,45; 17,26; "4;',3';I8,2.
Vermoed wordt, dat de volgende eigenwaarde () reeds grooter-dan ¡ zal zijn.
Het bédrag a1, waarmede P. in de ontwikkeling van R3 naarde elgenbelastingen voorkomt, wordt gevonden uit:

a1 R2, P1, , = 6,46
Trekken we het laststelsel
a P,, resp 118, 9, 74, - io6, 7, 9, iz8 kgvan B3, al, dan vinden we

resp.: 145; 27; 484; 436; - 388; 669; 351 kg.
welk latstelsel P. dus ntet bevat, zoodat hierop de iteratie-
methPdetoegepast kan warden.

I Na én .lteratie vinden we :1
= ¡01, 86, 132, 4, 110, Ii

Flet laststelsel Q2 is nu practisch zuiver evenredig metde - -eerste elgenbelasting De eerste elgenwaarde wordt gevonden uit

i
:Q,:, Q,, ,

resp 76, 32, 43 463, 58g, 23 lqVan het laststejsel a1 P, wordt door de veeren. gedragen'
P2, resp 97 8, - 6i, - 88, - 6i' 8; kg ei

Kg;De totale belastmg van den bik voigt uit fi 12, waarin ookde mornentenln van dn balk is geteekend '

3360

239

;4Uï



I-IOOFDSTUJC VI.

Berekening van baikramen.

. Inleiding.
Onder baikramen zuilcii in dit hoofdstuk constructjes wordenvcrstaan, bestaaricìe uit tvee stellen balken (ter onderscheidiiiglangs- en dwarsbalken genoemd) die in de knooppunten

sleclitskrachten loodreclit Op bet 'lak van de colistructie op elkaar kunnennitoefruen We beperken oils tot die gevallen, waarbij de balken"an én stelsel op dezelfde wijze uitwendig gesteun zijn cii waarbijbet verloop van bet
traagheidsnio11111 van alle balken van éénstelsel op CCII constafiten factor na hetzelfde is.Evenals bij de balketi op veeren VOeren We hier twee samenwerkende constructics in, n.l. langs- en dwarsbalkeii Het gegevenlaststelsel zal gesplitst worden in cellige Jaststelsels waarvaii sonhrnigealleen door (le langsbalke sommige alleen door de dwarsbalkenen andere door beide balkstelsejs Samen gedragen worden. Delaatste zullen 'veer gesplitst worden in eigenbelastjnge Ondereigenbelasting wordt hier verstaan een laststelsel, dat geplaats opde langsbalken alleen, aan deze zoodanige doorbuigingeji geeft,dat zu passend geplaatst kunneii worden op de dwarsbalken,wanneer hierop een gelijkvormjg laststejsel van doelmatig te bepalenintensjteit geplaatst worcit. Wordt ecu dergelijk laststejsel op hetgelleele baikraarn geplaats, dan zal elk der beide balkstelsejsaan een krachtsysteern onderworpen zijn, dat met bet gegevenIaststelsel gelijkvormjg is.

2. Splitsing van het gegeven laststelsel B in B en 113.l-let gegeven laststelsel B splits we in een laststelsel B1 eneen laststelsel 119. Bet laststelsel 1 bcstaat uit de gegeven belastingB en de oplegreacj5 van bet in de knooppun
vast ondersteuiidebalkraam l-let laststelsel b'2 bestaat uit deze, van teekeri omgekeer

oplegreacties Orn de splitsing uit te voeren wordt elke ball< inde knooppunten vast ondersteund en wordeij de dairbU oPtre(jehdeplegreactjes berekend. Dit kan bij niet prismatische balken graphisch,bij prismatische balken het beste met behulp van den 3-rnomenfen_regel uitgevoer worden. Het gegeven IaststelseI B Samen met desom der aldus gevonde oplegreacie vormen het Iaststelsel B1.l-let behoeft geen betoog, dat het onverschillig is tt welk balk-stelsel de in de knooppunte
werkende belastingen gerekend wOrden.

3. Splitsiflg van het Iaststelsel
b'2

Beschouweii we. bet meest gecompfice geval, dat zoowejlangs- als dwarsbalken niet uitwendig bevestigd zijn, dan Splitnwe bet lastsfejsel B2 in twee laststelsel5 113 en B. b'2 wordt zóógekozen, dat bet alleen door dc langsbalke opgenomen wi-dt,die daarbij zóó gebogen worden, dat de crop rustende dwarsbalkeñrecht blijven. Het laststelsel B moet aan den eisch voldoen voorelken dwarsbalk afzonde,-lijk een evenwichtskrachtsystee teVormen
Het laststelsel B moet zijnerzjjds %veer gesplitst worden in eenstelsel B en Bij het laststelsel B nemen de dwarsbalke,i allesop. terwijl de langsbalk

recht blijven. Het laststejsel b'6 Vormtop elken langs- en dwarsbalk een evenwicl]tskrachtsyste zoodathet zoowel door de langs- als door de
dwarsbalken afzonderljjkgedrageji kaR worden. Langs.. en dwarsbajken kunnen dus samen-werken tot bet Opnemen van het laststelsej 4. Dit laatste is b.v.niet het geval met bet laststelsel 113, dat alleen door de langs-balken kin worden opgenome

4. Vervolg.
Daar het laststejsel B voor elken dwarsbalk een evenwjchtskrachtsyst vormt, moet laststelsel B2 per dwarsbalk met last-stelsel B3 statisch ge!ijkwaardjg zijn, dus:

(io ......
1) In bet vervolg vordt onder B, verstaan de kracht van bet ysteemmet de knooppuntsifldjce

)



"4-xB (i=o. m-f-I).. i)jr!

lan:.ba1k dWarsbajkn+1

X
Fig. i.

De eisch, dat bij laststelsel B3 de dwarsbalken recht blijven,kan als voigt uitgedrukt worden:
zj 1i=o ......m+I\y,) = ---------,° + +,

) 2)3.-1In § i hebben ve ons de beperkiiig opgelegd, dat het traag-heidsmoment van alte tangs- en van alle dvarsba!ke1i gelijkvormjginoest verloopen. We zullen dc verhouding van de stijfheid van
langsbalk I tot die van langsbatj( O en de verhouding van de
stijfheid van dvarsba1k i tot die van dwarsbalk o --_ noemen.
1-let ¡s dan thogelijl( de krachten B. in B en B,, + nit te drukken.Orn langsbalk j de zakkingeny,.0 (i= o vi + i) te verleeneii

B,'0hebbcn we noodig de krachten -- (i o vi + i). Orni)langsbatkj de zakkingen Y/, n , (i = o ni + r) te verleenen
hebben we noodig de krachten (i=o ni + '),zoodat uit de verg. 2) voIgt:

-r 5, - -_-_-_

Substituceren we de zoo gevonden waarden van B, in de verg.dan krijgen we:

B cz,, + z) -_ B3j = o j = o j Z +

Kn+t zj(zn+r_._g.)

n+IK

B
L.

73

z-i2

j= X1

B ß,'. _3.

Xi
Yof+z,,, + X,,, +

B X1 B, z1 (J O n + i)

I
rn+r,jl

O

B31 F p -¿Ii Z,;
. \J1.. n

Zn +

(i O

tilt de verg. 4) zijn B en .8 n+ (i = o -f- i) teberekenen, zoodat de verg. 3) ons B (i - O ni + ';o n + i) level-en. Alle B3-ki-achten zijn dus bekend,waarna de B,1-ki-achten als het verschjj van de B2- en de Bj-ki-achtengevonden worden.

(t=o
\J=o n-i-i

+

5)-Il-let splitsen van het krachtstelsei B in de krachtstelsels B5 enB6 geschj op dezelfde manier. Er zal hier volstaan worden methet neerschrijven van de formules:

(x,,, . - x) = (z,,, +

ni

B5 L,,, ,
B5 / .1 = i . -of +

L1 Xm+r 'n + ¡,f
O. . n + i

7)

Zn + i
L ±i
J;.

2n + i

t, + i
B. j B0 ± zj(z1. ).J=I



+ 115,'-fxj

o (j o .....m + i) ¡ ONu gcldt voor elk knooppijnt
afzonderljjk.

7i o .....m + io.....
B (x,,,, x) + E'B (Xi,,+X)

zoodat ook

!' (x,, z1)

B - z)

j.-. 135ii1j rj

r
,fl

X1 == 1350f
27

ff»+ X1

r

. z1 2

9)
i = r LIj

13' (i- O. " +
. o)fl-fil

Ter vereeflFogjj1g kan in de verg. 9) B door B2, vervangen wordefl miniers het laststelscl B.1 wordt alleen door de langs-balken gedragen. Dit is slechts rnogelijk indien het voor èlkenlangSba!k afzonderl uk een CVCII
vormt. Voordit Systeezn geldt dus Per Iangsbalk

n
B - Xj) o

nr 4-r
r' 7)3

r L)

L"r 4-' X1 (x,,,+. - z1)
i = L

- (z.+, -.- z1)

fi + r
,,,- rB x1=

Bx1r
inrI

5. Eigenbe1astjng
Noemel) we ev,,. de zakking van

tengevolge van een éénheidskracht
deze balk in de knooppuiitn O en

-t-

X,n.. r

12)

+ I)
13)

knoopptint i van langsbalk jin bet knooppui3t r, wanneer
rn + ¡ is Opgelegd en de

z

75

zakking van knooppunt j van dwarsbalk i tengevolge van eenénheidskracht in 1et knooppunt s, wanne deze dwalsbalk in deknooppunten o en n + i is opgelegd, dan Juidt de vOorwaarde,dat de tangs- en dwarsbalkeji op elkaar passen, wanneer de tangs-balken met een laststelsel belast worden, hetwelk A maal zoo grootis als het laststelsel F,, (i==o .....m-J-. z; j=o n + x)opde dwarsbalken: (zie fig. ¡a).

a ß'; p0,

n,
-c = Ar:i "+1P

14)

- 15)

Fig. 14.

Waarjn: ±g=f+fl
+ , xie = a + b;_l:,,, + r +

1f
Verder is:



'i3J
. 16)

Substitutie van 15) en 16) in 14) ievert:
Z1,1

X,,, +

2,1+1 -
s = r r,,, + ¡ s = t r =

Pos + ß'" + +i, + A Prj

2,, +

Pr, ±;
Zu i

À 4 P,o À '1)
2fl +1 ,.=I

firrr=_jin\is==i ......n '7)
Bovendien hebben 've de beschikking over de evenwichts_vergeiijkjngn:

1t
,,, -- zP, (z,,,+ Xv') o; P,-. Z,. o (s

,l + z
0P,-S (z,, - z,) o;P,32 o (r

waaruit Voigt:

Pn, - X,,, +, -
; p,,, + ,, - Frsr= X,,,f

r= t x,,,

t z,

22)

77

De verg. 22) zijn mn lineaire homogene vergelijkjngen met,nonbekenden. Ecn van nul verschullende opiossing is slechts mogelijk, -wanneer de determinant bepaald door de coëflicienten nui is. Deze
- determjnagf t is een infle machtsvergeljjking in À, zoodat mn waardenvan A gevonden kunnen worden, waarbij mn eigenbelastjngen -behooren. Dit alles geldt nog voor baikramen met willekeurigebalken.

- Hebben echter de langsbalken gelijkvormjg Verloopende traagL -heidsrnonenten en is dit ook het geval met de dwarsbalken, dankunnen de wortels van deze vergelijkjng eenvoudig gevonden worden.We bepalen de eigenbelastingen en eigenwaarde van langsbalk- -o, wanneer deze gesteund wordt door veeren ter
- plaatse - van deknooppunten met veerconstanten L (i o..... ± i) en noemende lasten van de ke eigenbelasting Q en de bijbehoorende eigen-waarde . Hetzejfde doen we met dwarsbalk 0, welke dan inde

-knooppunten gesteund word t door veeren met veerconstantenK = o n + r). De lasten vail de l eigen belasting -worden dan R, genoenicj en de erbij behoorende eigenwaarde v1Het blijkt nu, dat de eigenbelastjnge P' van het geheele baikraam -uit de genoen-icje eigenbeiastinge bepaaid kunnen worden doorte stellen:

(jO

.....ifl -f- i - -

:::::t+i) .

terwiji de eigenwaard van bet vraagstuk gevondenworden uit:

in
VI \11 .....n

Maken we gebruik van de vergelijkingen:

- A

en f3' Lpo
is

(J - I
j5 j

r - i

;'
X,, , X,.

S=I r1 X,,,

y + 'p ± ± A ' 4 Pr)J,,,, -- I S = s r = i r,,, + , =

A

r= -5 f±tj2s
Z,,

A ! ± 'p + p_s pisr, s=, 1+t 3=1(ir=I .....in

Pr, ,, + t Pr5
Z,

SubstItut van 20) Cn 21) in 17) geeft:
5=! Z,11

in +')
19)

- f3;,s = t

-
Z,, ,



(2-Y E E QrR,1° (3°isr=r s

7i

welke volgen uit de gelijkvormiglejd van langs- resp. dwargbalkenen substitueeren we 23) en 24) fl 22), dan voigt na eenig orn-werken en bet bijvoegen van den term

aan beide zijden van het geiijkteeken:

v R [- Q1 L + r=s Qr { -
(X,,, + z,) (z,,, + z,.) 2: Zr j

- -X'+l

r
r Qr R

- + R. { -
s = t

2 An+i1 UZn + i Zn + t J \j - S J n
Wanneer Q en R de eigenbelastingen van langs- en dwarsbaiko zijn, dan zijn de vornierl tusschen [] blijkens de verg. 7) hoofd..stuk 5, nul, zoodat de verg. 27) bevredigd worden.

6. Orthogonaliteit van de eigenbelastingen.
Gebruikinakejide van de orthogonalitcit van de eigenbelastingen

van Iangsbalk o en dwarsbalk o zullen we aantoonen, dat alsorthogonaIiteitseigenscjp voor de eigcnbelastiigen van het balk-raam geldt:

E E F! pq K1 L, o (k ß en/of ¡ q)

Door substitutie van de verg. 23) in verg. 28) vinden we:
In -+- y n -f- z 7,, + z n + £EEPt! yI-L1EE QQRK,LI.

("+1
' (n+'t E E R"RR.,

. 29)l=0
) J0 j

De linker vorm tusschen accoladen is nul voor k p en derechter voor ' q, hetgee voigt uit hooldstuk verg. 8), zoodat

ak,

ni + i
n 4- i

waarin akt, gebruikmakende van de orthogonaijtejt en van het ge-

1=0
We bepalen dus eerst de b's,

de belasting van elken Iangsbalk
balk o en bepalen daarna met
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-, de verg. 28) bevredigd worden. Zijn de elgenbelastingen enR, genortneerd, dan is de eigenbelasting Pk,00k genormeerd, immers:
n + z n + i ,, + I 1 + i
¿.noj=o

(P')2 K3L,

(n-fr
E- (Qfl2L J E (R)JK

. 30)( 0 jo

Ontwikkeling van het Iaststelsel B6 nur de
- eigenbelastingen. -

Daar het laststelsel B6 per langs- en per dwarsligger een even- -
wichtskrachtsysteem vormt, bestaat het Hit mn onafhankejljkekrachten. Daar we de beschikking hebben over mn eigenbelastingen, -
is een ontwikkeling van '6 naar de eigenbelastingen altijd niogelijk.

normeerd zijn van de eigenbelastingen, berekend kan
,n + z t +

E E'B1 P' J L, ¡k = z

1o3o = i
Substjtutje van 23) ifl 32) levert:

in-j-x 'i-f-r n-f- r 7l+1= E E B Q R K L = E R J E B Q L¿o j=o 1=0 l=o
fk= ni

n
Stellen we in de verg. 33)

?U+i -

B Q,kL,r_b

dan gaan de verg. 33) over in:
n +

akt E R1 bk1
:,

fk=i ni

'3+1

¡'k z

I

dat vil zeggen, we ontwikkelen
in de eigenbelastingen van langs-
de verg. 35) de coefficienten ah,

'n
n

3')

33)

34) -

35)

= akIp1(0
k0 1=o

worden uit:
'n
n 32)



FIet is echter ook mogelijk eerst de belasting van elken dwarg-balk in de cigenbelastjnge van dwarsbalk o te ontwikkelen endaarna de a's te berekenen. De verg. 33) kunnen n.I. ook als Voigtgeschrevei1 worden:
J-ET +1 "+' ?2+IIOf B. Q, R L,QkL B6 R' K..........m

\. i ......nwaarjn we nu

/1=1 nIÇ R1 K1 = c11
= , +

stellen, waardoor 36) overgaat in:
n: + i

Zijn alle a's bekend, dan kunnen we de verschjllende eigen-belastingei over langs- en dwarsbalken verdeeleti. Vatten we b.v.de kl-de eigenbelasting in bet 00g. Wanneer we hiervan hetAh,
I--de gedeelte op de langsbalken en bet --degedeeltei -J-- Ai.,

1 + A.,op de dwarsbalken zetten, dan zullen beide systemeii balken, blijkensde definitie van de cigenbelasting op elkaar passen. De aangegevenverdeeling van de eigenbelastijig Ph, zal us de juiste zijn.Maken we gebruik van Verg. 24) dan vinden we;

t + A1 =;-4ii

,,, i:

vi

(2k + V1

akt
= Q C'i L

. 38)
(k = r m
\ 1=: i n

B6= Phi

f' k ¡

'\lf= . 39)

Plaatsen we bet gehcele laststelsel op bet balkraam, danzullen hiervan de langsbalken een laststelsel 116 en de dwarsbalken
een laststelsel 1 dragen, waarbij 11 en J gegeven worden door:

36)

37)

m n
- ç, ç, Vi

L. °k11'JI.hiI,r (-'k+Y, \j 0

- 8. Benaderingsmethode
Wanneer we geen prijs stellen op een exacte bepaling vanen H, doch deze krachtsverdeeling slechts met een bepaalden graadvan nauwkeurigheki willen kennen, dan kan de volgende bénaderings_ -methode toegepast worden.
We bepalen van langsligger o en van dwarsligger o de -eerste eigenbelasting. We berekenen daarna de coefficient 6,1(j - o n + I) met behulp van de verg. 34) en hieruit a11,met de verg 35). Eveneens bepalen we c,, (i o ni -j- t)met de verg. 37) en eventueel hteruit als controle nogrnaals a11.De belasting B6 kan nu in de volgende 4 deelen gesplitst worden:

B = B- +B B0Ç.

waarjn:

B, = a11 P'

B, =a,1 P,' = a, Q; -
B

= k=2 ak, P' = c,, R - B
pki/'iO m+I\

2IJ\j
. 4)

Bij het bepalen van het laststelsel B9 kunnen we ook uitgaanvan bet laststelsel, hetwelk verkregen wordt door B7 en B8 van B6af te trekken.

= a/
k=, ¡

B - B - B, B - b,1 Q:
,,, n

k2 ¿=1 43)
Hierujt bepalen we de coefficjenten:

d,1 =' (B. - B B) R- IC, (i o m + t).

f

A

'i--
(2;

vi /2

I

en
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onbepaatd. De balken hebben alle een gelijk constant traaghejdgmoment; de knooppLlntsafstanden zijn i. Deze afstand wordt alslengteeenhejd ingevoerd. -

De belasting B is uit fig. i alte lezen; zij bestaat uit eenigekrachten in de knooppunten en uit een gelijkmatjg verdeelde lastop dwarsbalk 4, totaal groot 12.
Het Iaststelsel B1 bestaat uit een gelijkniatige belasting groot 12op dwarsbalk4 en krachten : - ''79; 3,429; 2,786; 3,429 én-1,179 ') in de knooppunten 4,0; 4,,; 4,2; 4,3 en 4,4 2)De krachten van laststelsel. B2 zijn in tabel V vereenigd -

TABEL V.
B, BB,

I 1,179

12 8 f 3,429

o

j
2,786-

0 o 3,42v

O
¡

o
f 1,179

o

o

o

o

o

i1
De resultaten vari de splitsing van B, in B3 en B en van B inB5 en B ziju te vinden in de volgende tabellen.

3)

De waarden voor 11 worden gevonden met behuip van de verg.en 4). De waarden voor ¡1 met behulp van de verg. 8) en

Ecu naar boyen iverkende kracht ivordt met het minusteeken aangegeveii.Dit laststelsel Bi bestaat inimers volgens definitie uit de %verkelijkebelasting B van bet balkraam en de oplegreactjes die zouden ontstaan,wanneer het balkraa,i ii alle knooppunten vast onderste,nd was. Dekrachten, welke bij B op de knooppunten staan zullen in B, geenbijdrage leyeren, orndat de door deze krachten veroorzaakte oplegreactiesop het teeken na e aan gelijk zijn. Het is dus voor het bepalen vanslechts noodig dwarsbalk 4 te beschoriwen De berekening is uitgevoerd -¡net den driemomentenreget -

De belasting B9 worth nu bepaald door:

B-==d, R.(i.O
n-fi

Voor het laststelsej B7 gescliiedt de verdeeling over langs- end%varsbalken volgens de Verg. 40).
Laststelsel B8 word t behandeld volgells de iteratiemethodebesclireveii in hoofdstuk 5, § , waarbij de dwarsbalken gesteui,dworden door veeren met veercollsta,iteii K (j o n + i).Evenzoo wordt bet laststelsel B0 belìandeld, waarbij t.o.z. vanB8 tangs- en dwarsbalken van fuliCtie verwisselen.
Het Iaststele1 13 wordt naar schatting over tangs- en dwars-balken verdeeld. Willen we zeker zijn, dat niet ecu te gunstigebelasting voor een van de balkstclje,, gevonden worth, dan kunnenwe B10 in zijn volle grootte zoove1 op de langs. als op de dwars-balken plaatsen. In het algerneeti zullen ve B10 in gelijke deeleiiover tangs- en dwarsbalken verdeelen.

Zijn alle lasten over tangs- en dwarsbalken verdeeld, dan kunnende momentenhjj,ei geconstrue worden.

9. Voorbee
Als voorbeeld zullen ive ecu baikraam doorrekenen met 5 langs.balkeii en 7 dwarsbaltcen (m 5. n = 3), welke balken nergensuitweiidig gesteund worden. De coustructjc is dus [5-voudig statisch

4 21 o

3 0

2 0 2

0 2

3=0 is o

ici ci

12
o

o

o7
6



4

3

2

z = o

134

-10,4

8,4

6,z

4

8,2

-6
9,2

- i,6
0,4

- 1,2

I

TABEL VII.
B,, =B9-B3.

4,8

8,4

2,4

- 1,2
o

2

TABEL VI.

TABEL VIII.
B..

4 -2,834

3 -o,86
5,387

I 3,X64

Z0 -4,848

0,558

1,24!

0,75 2

1,747

85

TABEL LX:

B6 =B5-11,,.

1,346

0,253

- 2,284
- 1,576

- 2,260

2,318

-3,022
0,2 55

-0,263

0,674

' ¡

2

I -1

2,534

- 2,735

- 0,598

-0,736
1,532

5

3,371

- 3,245

2,084

-4,032

Voor de cerste genorrneere eigenbelastjng van langsligger ôwoi-dt gevonden: i)

resp.: -0,529; -0,038; 0,331; 0,472; 0,331; -0,038;-0,529
en voor de eerste eigenwaarde = 0,222 EI.

Evenzoo vinden we voor de eerste genormeer eigenbetastingvan dwarsliggers o:

= -0,528; 0,244; 0,568; 0,244; -0,528
en voor de bijbehoorene eigenwaarde 1 = 0,912 EI.We gaan nu over tot het bepalen van de cofficinten b,1(j = o d.), dat wit zeggen, we bepalen met welk bedragde eerste eigenbelastjng vaii langsbalk o in de ontwikkeling vande belastingen van de verschi1leide langsbalken naar de eigen-belastingen van langsbalk o voorkoint. Voor deze cofIcintenvinden we (zie verg. 34)

b,1 =. resp.: 5,500; - 1,602; -6,650; - 4,010; 6,720,
waaruit we niet bebuip. van verg. 35) vinden:

a11 = -xi,6o.
De belasting B7 is hierdoor bekend:

1) Zie vom- de berekening hierva hoofdstuk ,

4 -io,6 6 4,8 3,2 2,4 o - 5,8
3 -8,4 4,8 3,6 2,4 2,4 o -4,8
2 -6,3 3,6 2,4 1,6 2,4 o 3,8
I -4 2,4 1,2 o,8 2,4 o 2,8- i,8 1,2 o o 2,4 o - i,8

- 3,2 - 1,221 o - 6,2
5,6 1,029 o 4,8

- i,6 0,386 o 3,8
- o,8 1,029 o 2,8

o 1,22! o - 5,2

3 4 HJ

3 6
= o 1J2

- 2,370
- 1,2X6

1,788

-3,X27
- 1,996

2,624
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TABEL X.

BJ = a11 P' = - 11,60 Q,' R,

(A 0,222Van deze belasting B7 wordt het = -
(Ai + 0,222 + 0,912

0,196-de gedeelte door de langs- en het 0,804-de gedeelte door
de dvarsba1ken gedragen. De -belasting op de Iangsbalken
wordt dus:

TABEL XI.

B7.

- en de belasting opde dwarsbalken:

X = o

87

TABEL XII.

B7.

4

Alvorens we belasting B8 bepalen, berekenen we eerst B7 ± B8en trekken daarvan B7 af:

TABEL XIII.

Door hiervan B7 af te trekken vinden we. voor

4 -3,227 - 0,231 2,021 2,876 2,022 - 0,231 -3,227
3 2,490 0,107 - 0,934 - 2,327 -U-- 0,934 0,107 2,490
2 3,480 0,249 - 2,180 -- 3,100 - 2,180 0,249 3,480
1 1,490 0,107 -0,934 -2,327 -0,934 0,107 1,490

Z 0 -3,227 - 0,231 2,021 2,876 2,021 -0,231 -3,227

B7 x 1 2 3 4 6

4

3

0,633

0,292

- 0,045
0,021

0,396

- 0,183
0,564

- 0,260
0,396

- 0,183
- 0,045

0,022

- 0,633

0,292
2 0,682 0,049 - 0,428 - o,6o8 - 0,428 0,049 0,682
j 0,292 0,021 -0,183 -0,260 -0,183 0,021 0,292

2=0 -0,633 - 0,045 0,396 0,564 0,396 -0,045 -0,633

B7 Io 1 2 3 4 5 6

B + B =a,1 P'' = b, Q

4 -2,900 -0,208 1,829 2,582 1,819 0,208 - 2,900
3 0,846 o,o6 i - 0,530 --0,753 - 0,530 o,o6 z 0,846
2 3,505 0,251 - 2,X95 - 3,120 - 2,195 0,251 3,505
I 2,1 i8 0,252 1,326 - 1,882 - 1,326 0,157 2,1 i8

Z 0 -3,550 -0,254 2,223 3,160 2,223 -0,254 -3,550

B7+13sIx.o I 2 3

4 2,5 94 --o,z861 2,625 2,312 2,625 - o,i86
3 1,198 o,o86 -0,751 - 1,067 -0,75 I o,o86

2,594T

2 2,798 0,200 - 1,752 2,492 - 1,752 0,200 2,798
I 1,298 o,o86 .075i - 1,067 -0,751 o,o86 1,19820 -2,594 -o,i86 1,625 2,312 1,625 - o,i86 - 2,594
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TABEL XIV.

B, =a,1 pf

Op deze belasting '8 wordt een iteratiemethode toegepast, door
eerst de geheele B.5 op de dwarsbalkcn te plaatsen en dan te
onderzoeken, welke lasten op de langsbalken geplaatst moeten
worden orn aaiì de kuooppunten gelijke doorbuigingen te verleenen.
Het is slechts noodig de vervormingeli van dwarsbalk o te bepalen,
daar de andere dwaisbalken immers met een gelijkvormig last.-
stelsel belast worden. Eén iteratie blijkt voldoende te zijn.

Van B5 vordt door de langsbalken gedragen:

TABEL XV.

B8

en door de dwaisbalken:

89

TABEL XVI.

B8.

TABEL XVII.

Be,.

Uit het laststelsel B - B7 B8 beQalen ve vervolgens volgens
de verg. 44) de coefflcinten d,1, waarvoor resp. ge'çnden wordt:

1,573; -3,046; 0,215; 1,940; 1,450; -3,805; 1,664,
waarna het laststelsel B9 bepaald wordt uit de verg. 45).

De verdeeling van B5 over langs- en dwarsbalkeri gehkdt evn
als bij B5 met een iteratiemethode. I-Iierbij zijn editer dwars- -

Iangsbalken van functie verwisseld. Op de dwarsbIken komt

4 0,327 0,023 -0,202 -0,294 -0,202 0,023 0,327

3 -0,644 -0,046 0,404 0,574 0,404 -0,046 -0,644
2 0,025 0,002 - 0,015 - 0,020 - 0,015 0,002 0,025

I 0,628 0,045 - 0,392 - 0,555 - 0,392 0,045 0,628

2=0 -0,323 - 0,023 0,202 0,284 0,202 - 0,023 - 0,323

X0 I 2 3 4 5 6

4

3

0,321

-o,6p
0,023

-0,045
-0,198

0,396

-0,289
0,562

-0,198
0,396

0,023

-0,045
0,3Z1.

.-o,6
2 0,025 0,002 -.0,015 -0,030 -0,015 0,Q03 0à2$

r o,6j6 0,044 -0,384 -0,544 -0,384 0,044 o,6i6

Z0 -0,317 - 0,023 0,198 0,279 0,198 - 0,023 Q317

X0 I 2 3 .4 6

4

3

-0,823
0,380

1,593

-0,736
-0,112

0,052

- 1,015
0,469

--0,759

0,351

1,992

-0,919
-'---0,871

0,402

2 o,886 - 1,718 0,120 1,093 o,8i8 - 2,145 0,938

I 0,380 -0,736 0,052 0,469 0,35! -0,919 0,402

z=o -0,823 1,593 - 0,112 - 1,015 - 0,759 1,992 - 0,871

BYJx=o 1 2 3 4 5.6
4

3

o,00ó

-0,013
o

- 0,00!
- 0,004

o,008

- 0,005

0,012

- 0,004

o,008

0

- 0,001
o,006

- 0,013
2 0 0 0 0 0 0 0

I 0,012 o,00i - o,008 - 0,011 - o,008 0,00! o,olz
zo -o,006 0 0,004 o,005 0,004 o - o,006

sfx=.o 1 2 3 4 5 6



en op de langsbalken:

TABEL XIX.
Bq.
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TABEL XVIII.
Bq.

Door de Ia.ststelsels 137, B1 en B1 van B al te trekken vindeii
we liet restlaststelsel B1,

TA BEL XX.
B10.

91

welk laststelsel gelijkelijk over langs- en. dwarsbalken verdeeld za!
worden.

Door sommatie van B3,
, h, en B10 vinden we de

totaalkrachten op de langsliggers B.

TABEL XXI.

B.

Voor de dwarsliggers Inoeten we sommeeren:

= B1 + B5 + B7 + B8 + B9 + /2 B10

TABEL XXII.

B.

Bovendien staat op dwarsligger 4 nog cen verdeelde belasting,.
groot 12.

Voorde momenten, die in langs- en dwarsbalken optreden1
resp. M en if genaarnd, vinden we:

4

3

-0,115
0,053

O,19L

- o,o88
0,044

- 0,020
-0,171

0,079

-0,047
0,022

0,163

- 0,075
--0,067

0,031
2 0,124 - 0,206 - 0,048 0,184 0,050 - 0,176 0,072
1 0,053 - o,o88 0,020 0,079 0,022 - 0,075 0,031

ZO -0,115 0,191 0,044 -0,171 -0,047 0,163 -0,067

X0 1 2 3 4 5 6

4

3

-11,491
- 8,839

6,945 4,559

4,609

2,805

2,810

2,709

1,133

2,159

- 2,762
-7,681
-3,089

2 -- 4,258 i,686 1,614 2,773 3,301 -- 1,272 - 2,851
I - 3,036 1,458 .0,720 0,838 3,157 - 0,807 - 2,343

- 3,384 2,782 0,500 - 0,2 18 2,693 i,68i -3,049

.8 lx=0 1 2 3 4 5 6
4

3

-0,708
0,3 27

1,404

- 0,648
- o,i6

0,07 2

- 0,844

0,390

- 0,712

0,329

2,829

- 0,844
- 0,804

0,37 I
2 0,762 - 1,512 o,i68 0,909 0,768 - 1,969 o,866
I 0,327 - 0,648 0,072 0,390 0,329 - 0,844 0,371

zo --o,o8 1,404 - 0,156 -0,844 -.0,712 1,829 - 0,804

B9 2

4 5 6

3

9,509

8,839

-6,945
8,870 7,391

- 2,805
5,190

-. 2,709

- 1,133
- 2,159

1,762

- 4,319
3,089

2 4,258 0,324 - 1,614 - 2,773 -3,301 1,272 2,851
I 3,036 0,542 - 0,720 - 0,838 - 3,257 o,8o7 2,343

z=o -6,6x6 - 2,782 - 0,500 0,2 r8 - 1,693 - i,68x - 3,951

BIx=o I 2 3 4 6

4

3

o,88

-2,091
- 0,829

1,916

- 0,955

2,224

- 0,221

0,537

I 1,258

- 2,843

0,750

- 1,877
- 0,901

2,123

2 0,996 - 0,903 - 1,052 - 0,257 2,122 1,296 - 1,198
i o,666 -0,632 -0,723 -0,163 1,238 0,031 -0,436

2=0 -0,475 0,447 0,513 0,115 -0,790 -0,206 0,389

X O I 2 3 4 6
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TABEL XXIII.

M.

TABEL XXIV.

M.

Voor dwarsligger 4 moet per veld flog een parabolisch momenten-
viak worden toegevodgd met middenordinaat

0m te onderzoeken welke fout we maximaal gemaakt kunnen
hebben, door B10 willekeurig in twee gelijke deelen te splitsen,
geven we hier flog de momenten, veroorzaakt in langs- en dwars-
balken, wanneer deze afzonderlijk met 1/2 B10 belast worden, resp.
M10 en M0.

.93

TABEL XXV.
M.

TA BEL XXVI.
M10.

Het maximum moment in de langsbalken is 16,039, terwi.jl dat,
hetwelk veroorzaakt wordt door 1/2 B10 slechts 1,192 bedraagt. De
grootste fout, dien we dus hebben kunnen maken is 7,4 oIe; Voor
de dwarsbalken zijn deze getallen resp. 10,196; 0,631. en 6,20/o.

De werkelijk gemaakte fout za waarschijnlijk kleiner, maar kan
zeker niet grooter zijn. Een grootere nauwkeurigheid zou ver-
kregen kunnen worden door van langs- en dwarsbalken meerdere
eigenbelastingen te bepalen.

3

0

0

0,447

- 1,044
0,479

- 1,130
0,034

-0,103
-0,522

1,X92

-0,449
1,065

0

0

0,496 0,541 o,o6o -0,551 -0,599 -0

I 0 0,336 0,356 0,015 -0,409 -0,213 O

Z=O 0 -0,237 -0,25! -o,008 0,293 0,X98 o

Iíiojxo
I 2 3. 4 5.

4

3

0

0

-I 1,492

- 8,837
-16,039

-12,543
-16,027

-11,641
-13,2X1

- 7,929
- 7,685
-3,083

0

0

2 0 - 4,256 - 6,826 - 7,782 - 6,964 -2,864 0

O - 3,033 - 4,599 - 5,454 - 5,472 - ,332 O

20 O - 3,387 - 3,992 - 4,098 - 4,421 - 3,05! 0

J/ .!0 I 2 3 4 5 6

4 0 0 0 0 0 0
- 0.1

3 0,452 -0,414 -0,481 -0,117 0,63! 0,376 -0,442
2 -0,142 0,131 0,151 0,035 -o,i6o -0,187 0,178
I -0,237 0,223 0,25 0,059 - 0,389 -0,101 -- 0,198

z=0 o o o o o o o--

Mj0 X0 I 2 3 4
- 5 . -- 6.

4 0 0 0 0 0 0 0

3 - 9,517 -6,945 --4,556 - 2,796 - 1,212 -2,159 -4,328
2 -10,196 -5,020 - 1,72! - 0,403 -0,555 -2,556 -5,567
i - 6,6i6 -2,781 - 0,50! - 0,218 - 0,200 - ï,68i

z=o o o o o o o o

M xo I 2 3 4 6

I



HOOFDSTUK VII.

Berekening van vliegtuigvleugels.

i. Inleiding.

Het in dit hoofdstuk te berekenen geraarnte van een vrijdragenden
ééndekkervlcugel, zooals deze bij de Fokker-verkeersvliegtujgen
wordt toegepast, is in fig. i6 schematisch aangegeven.

Fig. 6.

Ter vereenvoudiging van het vraagstuk beperken we ons tot het
- tegenvoordig trouwens alleen iìog toegepaste - geval, dat de
hoofdliggers evenwijclig loopen. Verder woidi aangenomen, dat de
ribben tegen buiging in een viak loodreclit op lict viak van dcii
vlcugel oncindig stijf zijn en tegen wringing oneindig slap. De
hoofdtiggers worden beschouwd als zijnde elastisch tegen bulging,
schuiving en wringing. De constructie worth alleen loodrecht op
haar vlak belast. De ¡nvloed van het, lict geraamte oingevcnde
triplex blijft onbesproken.

Het verschil tusschcn cleze vieugelconstructie en de baikramen,
behandeld in hoofdstuk 6 bestaat hierin, dat in dit geval slcchts
2 langsbalken (de hoofdliggers) aanwezig zijn. Daattegenover staat
dat bij de baikramen geen wringing van de balken kon optredcn
daar deze slechts vertikale krachten op elkaar konden uitoefenen'
terwiji de hoofdliggers der vliegtuigvleugels tengevolge van de
buiging der ribben we! gewrongen worden.
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2. Splitsing van het Iaststelsel B.

De uitwendige belasting B, verdeeld over hoofdliggers en ribben,
- wordt in twee deelen B1 en B2 gesplitst. I) Het eerste gedeelte B1

is zóá gekozen, dat alle knooppunten in één plat viak blijven liggen,
terwiji het tweede, 2, slechts bestaat uit krachten, aangrijpende
op de knoopunten. We vinden het eerste gedeelte door hoofd-:
liggers en riben in de knooppunten vast te ondersteunen en ed
daarbij optredende oplegreacties te bepalen.

Het tweede gedeelte B2, het verschil van B en B1 bestaatuit
de oplegreacties met tegengesteld teeken. Het dee! vail deze opleg-
reacties, dat van dc belasting der ribben afkomstig is,- kan iecht-,
streeks uit het evenwicht van deze ribben bepaald worden. Daar
de hoofdliggers echter balken op meet dan 2 steunpunteii geworden
zijn, inoeten we voor het berekenen van de steunpuntsreacties van =
de hoofdliggers vormveranderingsvergelijkjngeii te huip roepen.
Zijn de hoofdliggers prismatische balken, dan kan, indien de ver-
vorming door de dwarskracht verwaarloosd wordt, de driemomenten-
regel gebruikt worden. Is dit niet het geval, dan verdient de -

hieronder gegeven berekeningswijze aanbeveling.
We snijden den balk boyen elk steunpunt door, belasten elk

veld met de gegeven belasting en bepa'len, graphisch of numerisch
de hoeken, die twee aangrenzende stukken bij elk steunpurit met
elkaar makeii. Deze hocken, die we q,, zullen noemen
worden gesplitst in een hock W' die bet gevolg is van de bulging
en een oek W" gevolg van schuiving. We moeten nu met een
std overgangsmomenten trachten deze hocken q weer tot nul
terug te breiigen. Het overgangsmoment bij het jO steunpunt za!
alleen zijn unvloed uitoefenen op de hocken boyen bet (i
jO en (i + steunpunt. De hoekveranderingen in deze punten bij
il'Z, I zullen resp. en genoemd worden. Ze
zijn evenals de hocken P samengesteld uit ccii term afkoinstig van
de buiging en eei term afkomstig van de afschuivung. De
overgangsmomenten ziju bepaald door de vergelijkingen:

1) Onder de belasting B wordt verstaan de krachten, door he triplex
op het geraamte van hoofdliggers en ribben uitgeoefend. De vraag, hoe- -
deze krachten berekend worden uit de luchikrachten, die op het triplex
inwerken, wordt hier niet behandeld. - -- . -
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Daarbij is aangenomen dat tusschen ledere twee knooppunten
Iineair Vcr!oopt.

Voor bet berekenen van de vervorming tengevolge van de af-chuiving zal een nadere beschouwiiig noodig zijn. Ook hierbijzullen we eenige vereenvoudigingen invoeren, die echter geen alte groote fout veroorzaken.

De vorm van de dwarsdoorsnede der
hoofdliggers is uit fig. z8 te zien. Bij het
berekenen van het traagheidsmoment kunnen
voor het hier in ht oog gevatte doe! de

van boyen - en
onderfiens, evenals de traagheidsmornen hvan de zijkanten verwaarloosd worden. Bij
de bepaling van het statisch moment worden
de L'edragen, die geleverd worden door de
zijkanten, verwaarloosd.

De schuifspanning in de zijkanten wordt
gevonden uit d bekende formule: -
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We stellen ons nu de vraag,
hoe groot in punt I (fig. 19) de
zakking en hoekverdraaiing is,
wanneer de, in punt 2 ingeklernde
balk willekeurig belast is en wel
alleen, voor zoover deze ver-
plaatsing en verdraaiing afhanke-
lijk zijn van de vervorming door
de afschuiving. -

We plaatsen daarvoor in punt
Fig. , i een kracht D0 en een momentop den balk, berekenen den schuifkrachtenarbeid, differentjeerendezen naar D0 en .I7Í en stellel3 daarna D0 en M, nial.

Het moment en de dwarskracht in punt z zijn samengesteld uithet moment Ai en de dwarskracbt D veroorzaakt door de gegeven
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uitwendige krachten en uit het moment M0 + D0x en de
dwarskracht D0 tengevolge van het extra moment M0 en de kracht D0.

- M + M0 + D0 z
D, =D+D0

-=x, I,

- I,o

dli) i dh-r--;- dx
2 Gh

dx

dh
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I) De schuifarbejd in boyen- en onderilens is verwaarloosd.
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Maken we de vereenvoudigende veronderstelling, dat lt tusschen

twee opeenvoigende knooppunten lineair verloopt; dan is o
dh h2h,en

¡ -

- De zakking en de verdraaiing van punt x
gaan dan over in: -
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0m tot de coefficienten " en " te komen moeten de volgeude
belastingsgevaljen onderzocht worden.
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-\Ve vinden met behuip van de waarden, afgeleid in de verg.¡2) en 13) voor de z"s en de q"s
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Zijii de eX's en de q's eenmaal bekend, dan kunnen de overgangsmomenten uit de verg. r) berekeiìd worden, waarna de oplegreactiesuit het evenwicht volgen.
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4. Splitsing van het laststelsel BI.
Hierdoor zijn dus ook de krachten van liet laststejsej 112 bekend,daar deze gelijk zijn aan de oplegreacties in tegengestelden zin.Dit laststelsel 119 zullen we nu weet- in twce laststelsels 113 ensplitsen: Laststelsel B. moet de twee lloofdliggers zóó buigen, datdc zakkiiigcn van deovercerikomstige knooppunten der twee hoofd-liggers gelijk ziju en laststelsel B, Inoet bestaan uit krachten, diein overeenkomstige knooppunten van de twee hoofdliggers op hetteeken na gelijk zijn.

resp.

waaruit voigt:

10f

Qm deze splitsing nit te voeren deñken we ons de twee hoofd-liggers naast elkaar gelegd en in de knooppunten scharnierend -.gekoppeld. We plaatsen op dit sarnenstel van baIkenhetlaststels112 en bepalen de verplaatsing van de knooppunten. Vervolgensgaan we na, welk lastste!sel in de knooppunten bij de twee balkenafzonderlijk moet worden aangebracht orn aan deze knooppunten.
dezelfde .verplaatsingen te geven. Deze lasten vormen het last-stèlsel 113. Het verschjl tusschen B2 en 113 is het laststelsel B.Het gemakkeljjkst is het bovengenoemde voorschrift nit te voereñmet de zooeven gebruikte veranderde 3-momeutenvergeljjkingaangevuld met een term, welke de verplaatsingen van de knoop.punten bevat. De tennen afkonistig van de krachten in de veldenzijn hier o. Noemen we verder eX en M de grootheden voor denia" ligger (voorligger), en Mdie voor den 2e" ligger (achterligger),vercjer eX eX + en M M + ii, dan vindt men:
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. ¡6)
Íliervoor schrijven we:

eXj,, (-+ eX1+:

of:
(j j n) . . . '7)

tX1,1..1 Mi_.r+eXiiM+eXii+ M1+,= -

,i_iMi_,+1M1+1+, 1,(i='i . ;n) .-.;x8).
Noemen we bij bet laststelsel 2 de krachten op den terstenligger 2, die op den tweeden ligger .Ñ en B2 = + .i de soin

i a
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van tvee overeenkomstige krachten, verder bij het laststelsel B3
de krachten op den eersten ligger B3, die op den tweeden ligger
B3 en B3 = 133 + 133 de som van twee overeenkomstge krachteil,
dan is

'9)
1-let laststelsel B op den eersten ligger wordt dan:

B4 =B - B3, en op den tweeden ligger 1J2 -i = - B.
113 en B zijn dus gegeven, 133, B3 en B4 rnoeten bepaald wprden.

De momenteii M kunnen het eenvoudigst bepaald worden uit:
M1 = B, l
M2 = 1320 A + (B20 + B21) 12
M3 = B4O 1 + (B20 + B01) 13 + (B20 + B21 + 1339)13

enz 20)

Deze waarden van M worden gesubstitueerd in de verg. 18),
waarna de M's bepaald worden. Zijn deze bekend, dan kunnen
met behuip der vergelijkingen:

B3 =-+OIL-M_l)- ' (M-M+) . 21)

de p3's bepaald worden, De Ba's en de 134's volgen uit verg. ¡9).

. Splitsing van het laststelsel .84.

Tot nu toe is de wringing van de hoofdliggers niet ter sprake
gekonien, daar de laststelsels en B zóó gekozen waren, dat
geen wringing optrad. Bij het laststelsel B4 is dit wel het geval.
'Ne zullen bet laststelscl 134 nu nog splitsen in de laststelsels B5
en B,;, waarbij het eerste záó gekozen is, dat de hoofdliggers uit-
sluitend gewroiìgen en niet gebogen worden, terwiji het laststelsel

6 per hoofdligger eeii evenwichtskrachtsysteem vorrnt. Onder
iiivloed vati dit laatste laststclsel zullen de liggers zoowel gebogen
als -gewrollgen worden.

De laststelsels B en B6 hebben beide dezelfde eigenscliap als
134, n.l., dat de krachten op overeenkomstige knooppunten van de
twee liggers gelijk en tegengesteld zijn.

Daar bij bet Iaststelsel 135 de liggers niet gebogen mogen worden,
moeten zij recht blijven. Hun hartlijnen kunnen echter een hoek

waarin

¡03

û insluiten. Twee opeenvolgende knooppuntsdoorsneden i z en i
li -.zullen dus t. o. z. van elkaar een hoek O verdraaien. (b is de

afstand van de hoofdliggers). Noemen we bij den eersten Iigger
de verwringing van de twee einddoorsneden van veld i (liggende
tusschen de knooppunten i - i en i) tengevolge van een eenhelds-.
wringmoinent: j3., dezelfde grootheid voor den tweeden ligger: 73 en

dezeifde grootheid voor de twee door ribben gekoppelde liggers,
dan vinden we voor het wringmoment in het ¡e veld:

n+').....22)
23)

(i=i

(i=i .....
De hiervoor benoodigde in de knooppunten aangrijpende uit-

wendige krachten B5 volgen uit het évenwicht, n.l.

B51 = o

-
(:= i

B50

B5,,, - .
'J +

T 24)b P+1
Daar het laststelsel B6 per ligger een evenwichtskrachtsysteem

inoet vormen, moet het laststelsel B5 met B4 per ligger statisch
gelijkwaardig zijn. Noemen we x den afstand van knooppunt i
tot k'iiooppunt o, dan luiden de twee vergelijkingen, die deze
statische gelijksvaardigbeid uitdrukken:

n-4-,
E B41 r = E 1351 z . . . 25)

'2+1 n+1
EB41 = E B5, . 26)

1=0

Verg. 25) stelt ons in staat den evenredigheidsfactor O in de
verg. 24) te bepalen, terwiji verg. 26) slechts ceri identiteit op-
levert, daar beide leden nul zijn. Dat het rechterlid nul is voigt.
uit ccii sommatie van alle vergelijkingen 24). Het nul zijn van -
het linkerlid is noodzakelijk voor bet evenwicht van de geheeie
constructie. Bij een symmetrisch belasten vleugel is uit Symmetrie-
overwegingen O = o, zoodat het geheele laststeisel B verva1t



6. Eigenbelastingen.

Het laststelsel B4; zullen we splitsen in eigenbelastingen. Onder
eigenbelasting verstaan ve een laststelsel dat:

uitsluitend bestaat uit in de knooppunten aangrijpende
krachten, die voor overeenkomstige punten der hoofdliggers op
het teeken na geiijk zijn,

20. per hoofdligger een evenwichtskrachtsysteem vormt,
30. geplaatst op de van de ribben vrijgemaakte hoofdliggers,

aan deze een doorbuiging geeft, welke zij ook als onderdeel van de
geheele constructie vcrkrijgen, wanneer daarop bet voud
van de eigenbelasting gepiaatst wordt.

Van een dergelijk laststelsel zullen de hoofdiiggers het -j-- e

gedeelte opnernen terwiji de ribben de rest doen.
Voor bet evenwicht van de ribben zijn momenten noodig, ge-

leverd door de hoofdliggers. De reactiernomenteii, werkende van
de ribben op de hoofdliggers zullen deze wringen. Het laststelsel
wordt dus gecleeltelijk door de buiging en gedeeltelijk door de
wringing van de hoofdliggers opgcnomen.
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Fig. 2.

We noemen de kracht op knooppunt i van den eersten ligger
P (op den tweeden ligger is dc overcenkomstige kracht dus Pi),
de zakking van hetzelfde knooppunt, wanneer de eigenbelasting
op de gehecle constiuctie staat t.o.z. van de rechte verbindingslijn
van de niterste knooppunten , en de zakking van dit knooppunt

tengevoige van een éénheidskracht in knooppunt j van den
eersten ligger wanneer alle ribben doorgezaagd zijn en de ligger
aan de uiteinden is opgelegd f3j.

Dezeifde grootheden bij den tweeden ligger worden resp. en
73y genoernd. Bovendien worden de volgende grootheden ingevoerd:

(i= j n) . . . 27)
(i= n) . .. . . 28)

Met wordt voorts aangegeven de verdraaiing van de ligger
in knooppunt i tengevoige van een, de liggers samen belastend,
énheidskoppel ter plaatse van de knooppunten j, wanneer de

liggers in knooppunt o vastgeklernd worden. De hoofdiiggers wordenhierbij met de ribben gekoppeld, zoodat zij gedwongen zijn in
correspondeerende knooppunten gelijke hoekverdraaiingen te ondër-.-
gaan. De liggers worden hierbij verondersteld geen buigingsstijfhejd
te bezitten. 1)

We zullen van den vooriigger knooppunt o en n + I en van
den achterligger knooppunt o vasthouden. In de zakkitig c van -knooppiint n + i van den achterligger en de hiervóór gedefinieerde
invloedsgrootheden 3 en y kunnen de knooppuntstierplaatsjnget1welke onder invioed van een elgenbelasting optreden, dan als voigt
uitgedrukt worden:

L.,. in reKening gebracht wordçn.r14 :..------------------------

(i=i n). 30)

Voor de verdraaiingen van de hoofdliggers vinden we:
I "+'

= IA P b (i X n + i)

De voorwaarden, dat ribben en liggers aan elkaar passen luiden:

- i-. c-_fL-_ = b st',, of volgens verg. 27)xn+i

i) Indien noodig kan bier de verhooging van de tórsiestijfhejdor.-

3')

, (i=z n 29)
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xi- c - b (i (t I n) 32)zu + e

en c= h
33)

Substitutie van de aan 28), 29), 30) en 33) te ontleenen waarden
vorn- /3, , en C in 32) levert:

iA
E P /3 + b

+ b-f-. A1 x,,, i

I- b E P1 b1 (i - i n) . .
- 34)I +

Daar een eigenbelastillg per ligger een evenwichtskraclitsysteem
nloet vormen, kan P,,+, in de andere krachten uitgedrukt worden.

- Ej X1,P.
35)j1 +'

Hierdoor gaan de verg. 34) over in:

p [ P + b2
1

(r + - +. ' + ) -1=' xfl+I

- 7i +
LI

= O (j
I n) . 36)

Van nul verschillende oplossingen van dit stelsel zijn slechts
dan iuogelijk, wanneer de determinant van de ne orde gevormd
door de cofflcinten, nul is. Deze determinant levert ons n ver-
schillende positieve reëele wortels voor A. Bij elke waarde van A
(A:.) kan een eigenbelasting gevonden worden, zoodat er ook
n verschillcnde elgenbelastingen hestaan. Daar de belasting B6 n
onafhankelijke krachten bevat, kan elke belasting zonder rest
naar deze n eigenbelastingen ontwikkeld worden.

Voegen we aan het rechterlid 2 termen met en toe,
dan verandert de waarde daarvan niet, daar beide termen nul zijn.
l3ovendien kunnen we de vergelijkingen uitbreiden tot de indices--
waarden i = o en i = n + r, daar ìoor deze waarden van i
beide leden identiek nul zijn. De verg. 38) gaan hiercloor over in; -

- A1 "i'1ii-

Dit gesubstitueei-d in verg. 37) geeft:
- s + e n + z n -f- e

- E - P,1 =
- , u ßs -1=0 i 10j0

Eveneens geldt dus: - --

71 + I

P11 1hi = Ah

I+Ak
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71+1 71+1
E E P,1P*j131j:.

1=01=0 -

Door in het rechterlid van verg. 41) i en j te verwisselen en
daarna 13,j door /3k, te vervangen vinden we: - - -

'1+1.7+1 71+1 11+1 -

E E P,, PR1 Pj = E E Ph1 Pu /3 . . 42)10J0 10 J0
Bovendien is volgens de stelling van BErn I)

77-j--1

E P,, mi 43)
f

zoodat uit de verg. 40), 41), 42) en 43) voIgt:
1lA n-j-i 11A ,Z+TE PhI = i k E PR, iu. . .4.4)A1 ¿=0 Ak 10

N+1
of E P1, i/j = O (x A,)

¿=0

71+1
E PA, A-j =

J=0
- heeten genormeerde eigenbelastingen.

1) LOVE, Lehrbuch der Elastizität, p. 405.

dus voor ¡ k.

1+) -, 39)

4k).-

45)

Eigenbelastingen, waarbij de absolute waarde der krachten zóó
gekozen is, dat

- 46)

7. Orthogonaliteit van de eigenbelastingen.
De orthogonaliteitsejgenscliap van de eigenbelastingen Iuidt:

,, -i- I
P Vflj 0 Voor (k 1) 37)

Uit de verg. 29) en 30) voIgt:

'1i = ;;
= I -- A1

Pii f3j (i = I n) . 38)
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8. Benaderfngsmethode tot bet bepalen van de eigenbelastjngen,
We plaatsen op de knooppunten van den VOorligger een even-wichtskrachtsysteem Q, (i o n + i), op die van denachterligger - Q,, (i o n + i) en bepalen, wanneer deribben zijn doorgezaagd, de zakkingen

IZ en (i i .....n)van de knooppunten t.o.z. van de verbindingslijn van de uiterstedezer punten.
We onderzoeken daarna, welk evenwichtskrachtsysteem Q,(i o - n ± i) extra op de knooppuriten geplaatst moetworden, orn de liggers in denzelfden vorm te brengen, nu echtermet niet doorgezaagde ribben. We plaatseii daartoe weder knoop_punt o en n -J- ï van den voorligger en knooppunt o van denachterligger Op vaste steunpuntcii, terwiji de zakking van knoop-punt n + i van den achterligger, 'elke voorloopig nog onbekendis, c gcnoeind wordt. Deze c woidt dan gevonden nit de voorwaarde,dat Q2 (i o + î) ecn evenwichtskrachtsysteem is.Denken we ons het laststelsel Q,1 (i o n + î) ontvjkkeldin de eigeiibelastingej1:

s

Q,, = a4 P.1 (i O n + 1) . . . 46)4= s

en zouden we bet zooeven genoemde proces toepassen op eenlaststelsel Q1, dat identielc is met dc eigenbelastiiig F4 van den
vieugel, dan zou bet bijbehoorende laststelsel

Q2 bet gedeelte
A4van Q1 = P4 bedragcn hebben. Neemt echter Q, den vorm aanvan de verg. 46), dan zullen we voor Q2 vinden:

Q21=
=, A4 47)

Plaatse,j we dit laststelsel Q weer op de liggers met doorge-
zaagde ribben en bepalen we op analoge wijze Q3, dan vinden wedaarvoor:

= '
- P, 48)

Zoo voortgaande zullen we na eenige malen dit proces te hebben
toegepast, een laststelsel vinden, hetwelk (doordat A4 met toe-
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nernencle k sterk toeneemt) met de eerste cigenbelasting gelijkvormig zal zijn. Bij doelmatige keuze van Q kan dit reeds met
Q2 het geval zijn. J jeder geval behoeven we het genoemde proces
sleclits zooveel malen te herhalen totdat twee opeenvolgende last-
stelsels eel:1g'szifls gelijkvormig ziju. De eerste eigenwaarde kan
reeds als we y stellen, bepaald worden uit:
n + i - ,, + i '5 i -4- Aio 1=0

) a1 P41 a4
Ak F- t4-, ,:

Q21y, a4P44. E
1=0 A4

t, -

E a42 i + L± A4 A1

- A4 42a12 I +A1 A4
- a42 + À4 - A1

L± A4 A -

A4 42a12 I 4- A1 A,

Voorhet bepalen van de hoogere eigenbelastingen èn eigen-
waarden kan naar de voorgaande hoofdstukkèn verwezen worden.
Ook hier kan men zich beperken tot het zoeken vari- die eigen-
belastingel), waarvan A < i is, daar voor de overige eigenbelas-
tingen de hieronder volgende iteratiernethode viugger tot het doel
Voert. -

9. Iteratjemethode. - - -

Het laststselsel B6 zou, indien alle eigenbelastingen bekend waren,
in de eigenbelastingen ontwikkeld kunnen worden.

z - -

B61 = a4 P41 (i = o n + i) .4=1 -

Waarin G4 bepaald is door: -

a4 = B6, 1 (k = i n) - 51)'

Zijn echter slechts eenige eigenbelastingen bekend, dan kunnen
ook alleen de overeenkomstige bedragen, waarmede zij voorkornen
in de ontwikkeling van de verg. 50) bepaald worden. Het last-
stelsel B6 wordt dan gesplitst in bet bij debekende eigenbelastingen
behoorende gedeelte en in een rest R welke alleen de eigenbelastingen
bevat, waarvan de bijbehoorende eigenwaarden Ak> I zijn.d, -

B61 E a4 P4, +- R (i = o n
- -

- a1,
- 1141

A.- -



waarin dus:

R =a P41 (i = O + ¡) 53)

0m het gedeelte van het laststelsel R te bepalen, dat door -de
wringing van de liggers wordt opgenomen maken ive, evenals in
hoofdstiik gebruik van een iteratiemethode.

Plaatsen we het laststelsel R op de hoofdliggers, terwiji de
ribben doorgezaagd zijn en onderzoeken we, welk laststelsel noodig
is, orn de hoofdliggers zóó te wringen, dat de ribben weer aan
elkaar passen, dan vinden we:

R,1
= k=dAk P41 (i = O n + I) 54)

Na nog eenige malen ditzelfde proces te hebben toegepast
krijgen ive: v 34

k = ,i ' -'
p,

P41

R,,,1
k=d : P41 (i = O n + i) . .

.

Het gedeelte van R, dat gebruikt wordt orn de liggers te vringen
woidt gegeven door:

+4
k=d Ì4"
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L'. y ,I,,, - .1 hi4=1 I -t-- A,
(i=o n-j-I) . . . 56)

I-let blijkt, dat dit met goede benadering voorgesteld wordt door:
= R,1 - R31 -j--. R31 - .-J-- (- i )'-' R,,, - ,

+ (- 'Y" i + 6 R,1 (i = o n +') 57)

waarin de factor 6 gevonden wordt uit:

: L=11A'fl-' F4,
(-,l--A4)

+i kpj a " a (I-l-A)R,,, Yn'.,e k k
1kii o & o h / I

H 21 + ' a2 t +A4 Ai"'a4 - ¡ +k=d À. I +ki
I + a42 1+ 1'-h Ad2"

k=d+,3d2 I+Ad

8)

R,1

I t L

1:)itingevuld in de verg. ) geeft:

Rwi=okt_+_.

Dan heeft men:

" A4'

A,j Il 34-
I + A, - A'M k=d ¡ -+ A4

+ f\m_i - A4 \- -

k_-d-f-.. - ' A4" ',1 ± A,j 1 + A4)
(t - n i).

Deze waarden zullen, daar dikwijls reeds Ad_i> ¡ is, bij genoegzaarn -

groote rn zeer weinig vaii de juiste -R1 verschillen. We zullen -
echter aan een getallenvoorbeeld laten zien, dat ook voor het -.
geval Ad, Ad+., enz. weinig van elkaar verschillen (dit treedt b.v. op bij
het in rekening brengen van de vervorming door de dwarskracht)
en in slechts 2 is, toch een zeer bevredigend resultaat verkregen
wordt.

Stet dat alle a's gelijk aan i zijn, dat de opeenvolgende eigen-
waarden A gelijk zijn aan 0,40; i,--; 1,38; 1,60; 1,73; 1,80;
en dat in de rest R nog de e tot en met de 7e eigenbelasting
aanwezig zijn.

R = P3 + P41 + P + P61 + P,1

I38 + i,6o + 1,73 51 + 1P61 + Pli

R91 = ¿82P31 + 2P1 + ¿32P51 + + 152P,1. -

(i=o n+') .6o)
2,38 2,60 2,73 2,80 2,85 - - -

I,38 + i,6o + I,733 + i,8o3 + 2,9960
2,38 2,60 2,73 2,80 2,85 1,865 1,6oi. -

I,38 + x6o + 1,73k + x,8o +
- -. -

O _i,604
6 -. - -Ii 2,604

0, 15 -



f I o,6i5\ f I o,6i\ / i b,6i5\
1,73... 1,732) 5+(8O 1,802) 6i+I8.5 1,852)

71 =

=0,401 P31 +0,385 Pi--+ 0,372 P51 + 0,366 P61 + 0,362 P71
(i_o u+i) 62)

Dit moest zijn:

\ 1,38 - 1,382/ '
' \ i,6o i,6o/

= '8 31 + ' + 2,73 51 + 2,80P61 +
2,85 =

0,420 P31 + 0,384 P41 + 0,366 Psi + 0,357 Poi + 0,35! P71
(i=o n+') . 63)

zoodat de fout zeer gering blijkt te zijn.
4

STELLING.EN.

I.

Wanneer bij de in de hoofdstukken 4, 5 en 7 behandelde con-
structies alle eigenwaarden > I zijn, verdienen de op pag. 53, 56
en 109 beliandelde iteratiemetlioden de voorkeur.

Is slechts ééu eigenwaarde < i, dan zijn de genoemde methoden
gelijkwaardig. Zijn rucerdere eigenwaarden < i, dan ijn de iteratie-
methoden niet zoncler meer bruikbaar.

II

Bij het bepalen van liet trillingsgetal van een schip, is bet be-
rekende trillingsgetal dikwijls sleclits door het invoeren van een
abnormaal Lage EJ in overeenstemming te brengen met bet expe-
rimenteel gevondene. Hierin kan verbetering verkregen worden
door het in rekening brengen van het meetrillende water.

III.

De door MANTEL 1) geciteerde methode tot het op knik be-
rekenen van staven, veIke aan ééne zijde zijn ingeklernd en àver
hun geheele lengte door axiale krachten belast worden, blijkt
onjuiste resultaten te geven bij een aan twee zijden scharnierend
bevestigde staaf.

Iv.

De benaderingsformule f - fo ter berekening van de maxi-

male doorbuiging van een op druk en buiging betaste staaf, is
ook bruikbaar voor negatieve n-waarden.

V.

De door O. FÖPPL gegeven methode ter bepaling van de eigen-
trillingsgetallen van staven (Z. f. a. M. u. M. 1927, blz. 72) moet
in meer dan één opzicht worden afgekeurd.

I) ,,De Ingenieur" 1915, blz. 465.
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berekenen van het moment in de spaken van tandwielen geven

voor dit moment veel te groote waarden.

De gebruikelijke berekeningsmethOde voor door steunbouten

verstijide viakke ketelpiaten leidt tot constructieS, waarin de

spanning tot dicht bij de vloeigrens optoopt.

Voor dè sterkteberekening van de wikkelkoppen van een draai-

stroomgeneratOr onder de bij kortsluiting optredende belasting,

kan volstaan worden met een statische berekening.

Ix.
a

Onder de verschillende experimenteele methoden ter bestudeering

van de djfferentiaalvergelijking u = o, verdient althans voor

het quantitatieve onderzoek de electrische methode de voorkeur.

X.

Bij het grooter worden der vliegtuigen zullen uit een oogpunt

van sterkte tweedekkers de voorkeur verdienen boyen eendekkers.

XL

I-let einddiploma H. B. S. in zijn tegenwoordigen vorm biedt

onvoldoenden waarborg voor geschiktheid tot de studie aan de

V Technische Hoogeschool. V

XII.

Het
: instituut der prijsvragefl aan de Technische Hoogeschool

mist grootendeels zijn doel, omdat zij die voor de beantwoordini

dezer vragen het meest in aanmerking komen door een te beperkt

V

geredigeerd wetsartiket van mededinging worden uitgesloten.
V

Zie o.a.: V

WEsTENDORP. Handboek voor Werktuigkundigefl, blz. 465.

HÜTTE. 24.e druk, Bd. II, blz. 1114. V


