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" ‘Bij het voltooien van dit proefschrift is het mij een beﬁdeftc,

viting te geven aan mijn gevoelens van. dankbaarheid jegens allen, -

die tot mijn wetenschappelijke vorming hebben bijgedragen, in het -.
bijzonder jegens de hoogleeraren van de afdeelingen Werktuig=
en Scheepsbouwkunde en Electrotechmek van -de Techmsche
Hoogeschool. ‘ :

. Pooggeleerde BIEZENO, ‘hooggeachte promotor, de acht ]aren,‘ LR
. gedurende welke ik als Uw assistent onder Uw leldmg heb mogen: -,

werken, hebben mij een groote voldoening gegeven; steeds vond

ik U bereid, mij met Uw raadgevingen, die voor mij van zooveel ’
waarde waren, en met Uw vruchtbare kritiek ter zijde te staan., '’

De dank voor Uw steun, mij bij de bewerking van dit proefschrift

verleend, laat zich niet in enkele woorden uitdrukken. De vele leer- - - -

rijke gesprekken, die ik met U mocht voeren en de ondersteuning
met Uw groote kennis hebben een diepen indruk op mij gemaakt.
Hooggeleerde BURGERS, ook U dank ik voor het vele, wat gij

~in het belang van dit geschrift hebt willen doen.

Hoogfeleerde FELDMANN, het aandeel dat gij in mijn vormmg' )
tot ingenieur hebt gehad, zal steeds in mijn herinnering blijven; °

met het door U gestelde probleem bij het ingenieursexamen hebt -

gij mij aangemoedigd tot het in dit proefschrift ncergelegdé we|='k

In het tweede hoofdstuk is de oplossing van dit probleem .in = - :

algemeenen vorm neergelegd.

Het is mij een voorrecht allen, die op eenigerlei wijze bij het
tot stand komen van dit proefschrlft hun hulp hebben verleend :
D deze plaats dank te zeggen. :
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- laatste 20 ‘jaren heeft zich, —.behalve door de-'ontslgitingfvan het

_3_"'é_l_asticiteitst—heoiie'__ meer . en .meer ' voor- numerische beh'z'mde_'l__i_ng'
.. toegankelijk te.maken: ' ~" - - - ST S g
. .+ Hiertoe bestond een natuurlijke aanleiding. De zich steeds onta

:.. . doch™die nu een numerieke behandeling eischten. .- o

L4 }. }'jllnleiqi'li.'g-. o Lt

;'Dé'dr‘ltwikkeling véﬁ,é;lg toegepaste mechanica in den loop '._d_tjar—?'

- wetenschapsgebied, waarop het onderzoek naar de plasticiteit valt —
gekenmerkt . door ‘een streven, de - vraagstukken der . klagsicke -

| ‘wikkelende techniek kwam ‘meer en miser voor- vraagstukken te--
-staan, die tot nog toe slechts theoretische beteekenis hadden gehgd,‘_,

Tengevolge hiervan werd - een - leemte voelbaar, die in sterke -
-mate de — weliswaar vaak kunstmatig opgeblazen, doch in’ wer- o
kelijkheid inderdaad bestaande — tegenstelling tusschen »ntheorie en .-
“praktijk” verscherpte. . : IR RPN
Eenerzijds immers werd " vastgesteld dat van. ménig vraagstuk
de oplossing ,bekend” was terwijl anderzijds:werd=aangemerkt,__
dat deze oplossing in een vorm was gegoten, die voor technisch
gebruik ten eenenmale ongeschikt was, L R
Hierin is sindsdien door een groot aantal ondejzoekers, die hun -: _
voorgangey in W, RITZ vinden, verbetering gebracht. Wij wijzen ° i _
.in dit verband slechts op een aantal verhandelingen van TIMOSHENKO, "~
VON KarMaN, STopoLA, GRAMMEL, Marcus, H. LORENZ, POSCHL, ~- . - _
TERZAGHI, HENCKY, COURANT, VON MISES, GALERKIN; T REFFTZ,” - . '
SOUTHWELL, BIEZENO en vele anderen, die er alle op gericht zijn ;-
wiskundige methoden dienstbaar te- maken aan het zoeken naar . pL
numerieke eindresultaten. o - - S
Ook de hieronder “volgende :verhandeling tracht een_ bijdragein - -~ C -
genoemde richting te leveren, en wel door het aanpassen vande : .f £
in de wiskunde reeds tot volle. ontwikkeling gekomen. leer- der, -
eigenfuncties aan verschillende vraagstukken der: ,:toegepaste,':_i_ne}--,}
chanica. Daarbij WOrdeh een’ tweetal v_e(eenvouc!igi'rige.l} ihge\(o'ér_d '

. Yo




" In de eerste plaats wordt de elasticiteit eener constructie in een - S
- eindig aantal, doelmatig te kiezen punten geconcentrcerd, zoodat =
steeds een eindig aantal eigenfuncties optreedt en de te behandclen'
vraagstukken van het terrein der differentiaalvergelijkingen (rcSp in- -
tegraalvergelijkingen) naar dat van de algebra worden overgebracht.
In de tweede plaats (en in verband. hiermede) wordt iedere
_“continue belasting “vervangen door cen met het getal der eigen-
belastingen overeenkomend, eindig aantal geconcentreerde krachten
of momenten, _ o . v
_ Uit den aard der zaak zijn de gegeven oplossingen dus alle
benaderingsoplossingen. De graad der benadering wordt echter
steeds onderzocht. In meerdere gevallen blijkt de uitkomst die -
" van met andere hulpmiddelen verkregen antwoorden te overtreffen.
Behalve aan de concrete oplossing der behandelde vraagstukken
worden de eigenoplossingen dienstbaar gemaakt aan het verdiepen
van het inzicht in- den aard jan reeds bestaande iteratie-
methoden (hoofdstuk 1 § 3, hoofdstuk 5) en de draagwijdte en
beteekenis van reeds bekende benaderingsfornililes (hoofdstuk 4 § 3).
Het proefschrift is gesplitst in twee deelen, waarvan het eerste .’
~ trillings- en stabiliteitsvraagstukken behandelt, het tweede deel
. samenwerkende constructies.

HOOFDSTUK I

Kriusche toerentallen van sneldraaiende assen,
_ - Buigings--en- torsietrillingen van’ staven,

2

Krmsche toerentallen. Het opstellen van. de vergeh)kmgen.

Geven we een oorspronkelqk rechte — voldoend ondersteunde -
“a as, dle met een. hoeksnelheid. w draalt _een- kleine . ultwukmg, dan
is het mogelijk, dat deze . uitwijking onder inwerking. van de.-
traagheidskrachten blljft bestaan. Een toerental,: waarbij - dlt ges:
schiedt, heet een kritisch toerental; de daarmee correspondeerende
hocksnelheld een kritische hoeksnelheid w. S

We . beschouwen voorlooplg het gcval dat de ‘as een emdlg 3
aantal geconcentreerde massa's (f=1. .'#) draagt, gelegen - .
" . op afstanden 2; (f=1.....#):van &n der steunpunten en dat
# . de massa van de as zelve ten.opzichte van deze massa's te ver-
~ waarloozen is. Beperken we ons tot het geval, dat de doorbungmg
van de as in één enkel vlak plaats heeft en noemen we op de.;
- gebruikelijke wijze a; de verplaatsing van het ‘punt ¢ van de stll- X
~ staande as ten gevolge van een éénheidskracht in het punt Jen:
: de verplaatsing van het punt § ten gevolge van alle krachtén, - -
- dan vinden we, gebruikmakende van het principe van D’ALEMBERT, "

~ dat voor de blj een kritisch toerental optredende doorbulgmgen
geldt , e

Y = E'n,wzws, o . (f=1.

J=1

Z " ay i ,—-——‘-—-O (f=1.
TETR . L
~ Deze #, in de grootheden % homogene, vergelxjkmgen latexi
slechts dan een valn nul verschillende oplossing toe, wanneér’ de
determinant .van-de: #* orde, gevormd uit" de’ ¢06ﬂiclenten, nul is
dat w1l zeggen, ‘wanneer: ~ -7 UL




. My Al -
. :x,,‘l d -
B == Q0 R 3)
K ”I_] 27" 1”2 .27 CIM, 0y, — Zi‘
. ° : . A

- Dezene machtsvergelijking in szheeft uitsluit
: .'wo__i'tels, zoodat er # waarden w2 (=1 #) bestaan,
wadrbij aan de verg. 1) en 2) door van nul verschillende waarden
"o Wi wordt. voldaan. !) Deze waarden van w* zijn gerangschikt naar
“1 hun grootte,” 266, dat ol < w2 wll < w2 Het bij de
waarde .2 behoorende systeem’ van verplaatsingen 4 wordt .met
#s aangeduid; Meer in het bijzonder de verplaatsing van het punt
-4 deor yy; . Een uitzonderingsw-pirde w,? waaronder de vergelijkin-
gen 1) een -andere oplossing toelaten dan Wi = ofs )

=1I...., ﬂ)_,
-heet een eigenwaarde van 2 Een bijbehodrend stelsel waarden
Wei (F=1..... m) een eigenoplossing van het stelsel 1). De bij

een eigenwaarde w,? behoorende eigenoplossingen verschillen slechts
- in een evenredigheidsfactor, In de keuze van. deze

',-f-ﬂ'voorloopig vrij. Wordt hij 266 gekozen, ‘dat; -

n factor zijn we .

: ) Em,- 11,&,‘2= . . ‘. e, ’4)
i=1 . . "L
is, dan heet de oplossing y;, (¢ == 1
We zullen voortaan steeds aannemen, da
_normeerd zijn, '

- .« 7) genormeerd,
t de eigenoplossingen ge-

"~ 7 2. Orthogonaliteit van de eigenoplossingen,

" Een’ belangrijke .eigenschap van de eigenoplossingen s hunm_a.
‘orthogonaliteit, welke wordt uitgedrukt door: :
: [ 8 _ o . B .
1) " Door de rijen resp. met ,le, Viﬂz, ce L, ]/_m,z te ver-- -
: menigvuldigen en. de kolommmen door resp. le, sz, vy Vo,
o te -deelen; .gaat verg. 3) over in een seculairvergelijking. Zijn in cen secu-
-+ lairvergelijking alle coéfficienten reéel, dan zijn ook alle wortels recel,
-, Zie 0. SciuH, Lessen over de Hoogere A
'+ ‘coéflicienten bovendien (zooals in verg. 3))

RY

invioedsfactoren van Maxwell,

end positieve regele .

. ‘r - : 2 ”zl"nb-l; _‘711'_ wlz z Z .m; mj % ki
RIS L NSRRI ST R
T De “uitdrukkingen’ onder het ¥ ¥ teeken in -verg: 6) en. 7) zijn

L tweede lid van verg.. 7)'}' en

Igeb - 489. Zijn de - - _ _ ot
B Deel I blz. 489. Zijn de o~ " -7 DELAPORTE..Revue de fécanique, 1903 B, 1L p, 51y~

dan zﬁp_' alle wortels positief, (Zie Brezeno, Z, f. a; M. a, M. Bd. 4 p. 93).

. 3 D t’”-';"l-bi'-h
i - S i g R

S

oo

Volln 50 Soor . e wainde i
gdat verg.'s) ovér in: . RS

c o

. L “ e Cow a f . K -
X gy =wl. B Y M Qi Wiy Wy
4=1x. e . RN

E=1 j=1

" aan elkaar gelijk, lletgeén"onmiddellijk blij_l:(‘t, '(v_ahncef we-in’ het
| e ' met elkaar verWisséler'lfeh ~daarna,

- gebrutkmakende van de stelling van MAXWELLJx,j== @;; stellen:

' 'WF vinden dus: " - - A e T T :

“n ” - T n n.“:_ . . -
Wt XX o M @i Mg i =wr T % ey My @i Wa g
. . 4 24 , & . - ; -
B L i=1x j_-_=!'1 _ o ) - IFI J=1 N o, et

zoodat, wanneer wg? £ w?:-

- -

“q

n ” o : T
P X mimiay Wej Wi ==0. .

i=1 j=1

Uit. verg. 6) en o) volgt daarna:. - .7 e 5
V - i 78, !4;;,'_”[1 =="0, Voor wk_z # w;z. ] ,A .: g ‘ 3
i=p - PR oot - . o
<3 Convergentiebewijs van de gebruikelijke o

. benaderingsmgthogie. D

De algemeen ~gebruikelijke_im;t}hode tot het be
. eersle eigenwaarde’ is de volgende : "Neem een w

bTigin_g Yy van de as aan, '
i (= 1..... %) dan v

palen van de’
illekeurige® door-
d,w.z. neem een willekeurig stel waarden -
oor de doorbuigingen der massapunten

DI "

l); Zie b..v. S'robOLA, sé druk,.blz; 381,
- - VIANELLO (voor knik) Z. d. V. d. L 1898, p. 1436.

¢ 7., Ben convergentiehewijs komt in deze werken 't_‘.c_hier
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oy

Fi = a,

.-

" Daar yy = Z anu,

L OP H

PR h .__. ‘al 2, 7 > . . s
}'m’ = ;l—a Wu + ;2—, Yoi -t oo W Mt (=1 ”_)_-’-.14)7 -
Care Op de’ '\)'oc_)rgeschreven wijze verder gaande, vinden.we ve_r__-," S

“ieg - volgens:’

S krzic'hge'n’ werken van
7 hoeksnelheid w == 1),
* doorbuigingen y,; en h

L Yu=ay e + ay

-+

~ Passen we " het bovengenoemde proces nu op de doorbuigingen
W (F=1..... n) — geleverd door den %" term van
bovenstaande ontwikkeling — toe, dan vindt men: ‘ '

J=1

A

&

--:hi,_:-:(¢'='. I..... 7 en laat in die punteniin de richting van y, ¢
de grootte #z 3, ‘(massakrachten bij een
Noem de bij dezé krachten “optredende

: erhaal hetzelfde proces zédlang, totdat twee .
_.opeenvolgende krommen y,_, en y, gelijkvormig zijn,

=a' . .. ... 10

.. bepaalt de eerste eigenwaarde w2 van w?, :
- We zullen de juistheid dezer uitspraak nader onderzoeken ‘met
~ behulp van de leer der eigenfuncties. We analyseeren daartoe 52
- in" de eigenoplossingen van de as, hetgeen steeds mogelijk is, daar
er.# doorbuigingen y,; en ook 7 lineair van elkaar onafhankefjke
-+ eigegoplossingen # zijn. Men kan dus stellen: -

—{—‘....;...a,,nm- (z°=.'.-......n) 1)

A

-|'&

-

17.;=_Z My Wy, =1y ...8). . . 12) .

ag

- of, indien ‘we gebruikmaken van verg. 1):

=S g

léver_t het genoemde proces toegepast

a

-~

Het quotient - -:‘.“. '

" zeer klein worden ten opzichte van d't_eii_ég'rétgnft_'e’_rm;
- - »_:. We kunnen da.nxsch-rijvenﬂ:;:.b.’_ A amoe - .

.-, technische. Méc

"n "groot genoeg is;: de- termen met de hoogere _(‘eigenopl(‘)ssi_'

erl D e g )
e v < e .
L P G

J_;m" ~ % Wu '(Az"= ) G

- (I N " “ay23(m —~—1
‘en bij # = co (omdat % . _:;TL-T:-;? .
vergeert)rabsolute gelijkvormigheid wordt' veri(re_gen. R

Tevens blijkt, dat verg. 10) voor 7 = oo exact is, en’ voor:,
voldoend groote waarde van een_l:_ye_vredigende_b:cnad'_eringso& :
lossing geeft. B R AR

VOOr # = .0 .naar;

EIER

e 4.~ Nieuwe benadering'smeyhod'e: H i
Het is echter mogelijk reeds uit de %\/aérdeﬁ'van'?,} ._eﬁ,y,;__
(f="1....0n) .« met zeer grootq nauwkeurigheid te bepalen
en wel. uit: I e

.'. ) 2:='>.-—__.__..._...*_..=‘ A o=
= Wyt = - L

- Z . ”.z'. J’.li | y" :.. . ‘ N .

. 1) J.J. Kocu, Bestimmurg ‘ hoherer
Jaufender ‘Wellen, Verharidlungen des
hanik, Ztrich, 1§26,

¥




v - . &
; _"_Substltueeren we voor y,; en Fu de waarde uit verg. 1) en 14)
. in 17), dan vinden’ we, gebru:kmakende van de orthogonaliteit
sl van de exgenfunctl_es : booo
- - ” . .
z ”; _y:l }'51 = { a; ¥y + A; Yay + ----- . Ay Yy } -
==z H - .
l %, % 2y '
3‘0—‘54"-. T w22ﬂ,i + e, w”’”ni ==
: '3 = 2 o«
- aq, a, a <
=3 Z w4 2 B gy, Mai' o B oy
Wty Wo® j =y Wn® p—y :
- 2,2 2
a, a, a,
= 4 £ e — L 18
; 3 w,? + w,? + . 18)
‘n 9 # ' ; a, 2
! 2 i Yai = X L ¥ ) 7 M + g Yai + e g Vi ==
i=1 i=1 Wy
. '2 ” ’ 22 ” a2 »
”
: =— 2 P + —= X, ; Yei + ..... . M b My Yy © ==
Y1 f=1 2 i=1 # i=1
2 2 2
a a. a
. 22 ) idl
) w + w, + w,’ T A 19)
- ﬂ
N ” a2 a a2
X 7 Y1i Pai L2 coo 2
Pl i Vi Yai @ + w2 w,2
et a a
5 ”m; ! L4, .
Pl i _ym w];, + w_" + w,,"
. . . w,? 2,2 w2
+ 2 + “ e e .. 3 € —3
. a?’ w a W
== “’12 2 : - 20)'
o + a, + a,? wh
..... PRy “
Deelen we teller en noemer van de laatste breuk ujt verg. 20)
op elkaar en verwaarloozcn we de termen, waarm~ (2= o 1)
in een zesde of hoo

gere macht voorkomt, dan Oaat het laatste .’

lid van verg, 20) over in:
.2
(I—Zb)z 21)

a,?

3

2
ot Il

W,

R I .2

I 25 { — 1 .

T s (1= o) ¢

Verwaarloozen we bovendxen de termen met de hoo
w,?

waarden omdat L (k

85e eigen-
e+ %) met £ zeer sterk afneemt

w

elgenwaarde uit ;

bedraagt.
‘ .

bedragen terwul

bevredlgd w0rdt Nu zal

-t

._5.

- Men vindt _immers :

z m{ym }’3. = 2 mi

2

2
2,

;(,

G
)

: o, m.. +

a1 L ey
wlk ”n + 1‘ ”m'.+ .
— SR

a

ull '
|l Yni

“in een normaal geval ongeveer{“

bl_] een doelmatlge keuze van g, met grooter

dan 1 00 behoeft te zijn. De relatleve fout in’ “’1 zal dus Jin hetl
algemeen kleiner dan o,1 °/¢, zijn. -

‘Willen we - een; ‘nog grootere nauwkeungheld berelken,, dan
construeeren we bovendlen de kromme Y3 em bepalen de eerste

¢ I . ”
wzz Yai + .. "'w,,

|

a2 _




10

-, - Y Y

TR s 2 C g
[ R 2 ”; bt 1 . a2—~ Lo a_"_
. iei yﬂl J’3: wl"+w25 + ."""'.QJG
PN - _= ad
9 ===
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5. Het bepalen van de hoogere eigenwaarden en
elgenopfbssmgen.

Voortbouwende op het in § 4 behandelde kunnen we nu ook
de ‘hoogere eigenwaarden en eigenoplossingen bepalen. Zooals
uit § 3 blijkt, zal y, bij geschikte keuze van 7y — hierdoor be-
bepaald, . dat @, £ o en @, ....a, voldoende klein zijn — bij
voldoend groote waarde van » met ; gelijkvormig zijn. Door de

ordinaten van deze kromme met een zoodanigen factor 8 te ver-
memgvuldlgen, dat 2 #; (8 ¥ai )2 = 1 wordt, verkrljgt men dus de

eerste elgenfunctle ;1,, practisch nauwkeurig, Dikwijls is dit reeds

het' geval met y,, nl. dan, wanneer Yy en y, reeds eenigermate

gelijkvormigheid vertoonen,
We nemen nu een kromme s, aan en bepalen in de ontwikkeling :

”

£Byi _=k2 Ay Nir . . e e . :26)
,de coéfficient ;. Dit geschiedt naar anologie van de wijze, waar-
op bij een functie de coéfficienten van haar FOURIER-reeksont-
kakelmg worden gevonden. We vermenigvuldigen dus beide leden

. van verg: 26) met -m; y,; en sommeeren daarna dg ;beide leden -
I« over ¢ Men vindt dan: .

I £ 3
RN ST »7>vn‘:n”" LT
2 n.: 2 rmab m:_——— 2 Emia m. Mia=
f=1x . . ‘r:“&"‘" .1' . 3.

'-”' bm. Wi’ = E ay 3 my mx’!,.r

4 bl’.i-—l'

¥ -

Wegén\s de. orthogonal:telt van; m, en. n, (k ;é x) wordt dlt'.'f S
DT e et e e s T
Bepalen -we daarna- een meuwe functle 31 mtk RS T

8:: = 311 — ax "li _k z a,«b "k: , -. B -4-; .- 28)

2

dan zal deze functle in hare ontwnkkelmg naar de elgenoplossmgen'.'
geen term met y,; bevatten. Op deze #, wordt het in §3 aange- - -
geven proces toegepast, waardoor een kromite #; verkregen wordt, - -
Door onnauwkeurigheid in de constructie ‘of de berekening van'a,.- T
zal echter de eerste elgenfunctxe voor .een zeker bedrag in 5, zijn

blqven steken en.dus vermemgvuldlgd met den factor w—li in &, in-
geslopen zijn, Evenals uit & kan dit bedrag wederom ullt 8, .ver- ..
wijderd worden, waardoor een kromme g, ontstaat, welke y; niet - ..
bevat. We vinden uit g, en g, nu als volgt met groote benadermg de 0

tweede elgenwaarde' _ : o

2
a, : -
. zml su 39: 2+ + ..... — . e =
i=zx i Wat ) ’ Lo -
& ek L e
z ”; zai' + + . St N - -
=1 Wy o ‘
L 4 . . i
2 2
a : a () s
3 2 Gn )
R T s 2 T aR R R ‘ . .
= w,2 ) 3 " Wy o~ : B ;
2 1 +a32.w_2’l+ anz w._.v"— B :'.,'-’ :
a,? ws’i_ e a22 w,“ o .
) 2 2 DA ) e RS Ce
@, w w - - . -
TP G WS R A B ), [Rus B B RPN BRI PR
=% +a2_2 w32 w32 — %1 o 9) Sl

_De tweede exgenop1055mg wordt op een factor na meestal voldoende
nauwkeurlg door &, voorgesteld, n.lL steeds dan, wanneer g, en--
#, blijken ongeveer gelijkvormig te zijn." Laat' deze gelukvormlg-
held te wenschen over, dan kunnen we achtereenvolgens "a» ‘
e n,, berekenen resp. teekenen. R
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Tot het bepalen van de derde eigenwaarde gaan we uit van

¢en “kromme #y die noch de eerste noch de tweede eigenfunctie
bevat, welke kromme analoog met 2, bepaald wordt. Men neemt

dus een kromme %, aan;

i = 2 ax ., . . . 30)
‘ k_:: 1 .
en bepaalt;
” ' ”
@y =X M Uy Wi; @ =3 my; Uy Yo . . . 31)
=1 i—1 -
zoodat :
;u' = U — a,; ¥, — Bai Hai =\kZ e Wi o . 32)
=3 .
w;? is dan bepaald door:
L =%
2 & ei Uy A
W32 Do _’: — C e e e . 33)
3 om ut
i=1

Zoo voortgaande zijn ook, zij het met aanmerkelijk meer reken-

~of teekenwerk, de hoogere eigenwaarden te bepalen.

/

6. Trillende staven.
—_—

We zullen allereerst een staaf beschouwen, waarbij de hoofd-
assen’ der dwarsdoorsneden in twee onderling loodrechte vlakken
vallen. Het is dan slechts noodig de trilling in elk van deze vlakken
afzonderlijk te onderzoeken.

De staaf zij voldoende ondersteund en draagster van een aantal

massa’s t.0.z. waarvan de massa der staaf zelve verwaarloosd mag
worden. Voor de nomenclatuur zij verwezen naar § 1.
We kunnen ter bepaling van den oogenblikkelijken buigings-

“toestand het bewcgende systeem vervangen door een stilstaand

systeem, dat in de punten z; belast is door de krachten

_ .qur.‘.'- 'de'i'doofbui;ging‘ Y \;f;ldt men dan HE _ A

N vormige beweging uitvoeren met gelijke frequentie en ihhse,_z_ooddt_ i

~‘;_.-'__’-:;-:_ 13 1 co ';..j'. _.‘ t 1:4

e oo dry, o v .
S = —jzlmj % —gp = : -”).:.'f SERSE R
. Stellen we den eisch, dat alle massa’s een naar den tijd

sinugs

et =W sinwt

) sz’ ?"_-’5‘,"’*11- sinwt (3v=1{:{"-_----_.”). v i88) e

~dan gaan de verg. 34) over in: . - -F
W sin wt = :2, m; Wy yysinwt
S - S
- o Ty, =X mptay y (F=1.....m) . , . . 36). - -
i . e .

De verg. 36) stemmen volkomen overeen met de verg. 1), zoodat
voor hunne behandeling verwezen kan worden naar de §§ 1 tot L
en met 5. In het bijzonder blijkt, dat slechts voor bepaalde waarden %
~van o? aan den door de verg. 35) gestelden eisch kan worden . ',"“"
voldaan, dat met elke eigenwaarde van w? één trillingsvorm van -
de staaf (één eigenoplossing) correspondeert en dat een willekeurige -
trilling van de staaf als een lineaire combinatie van de n ,eigen- - .
trillingen” kan worden opgevat, De # ,eigenwaarden” van a? ° ‘
stellen het kwadraat van de trillingsgetallen der eigentrillingen voor. . :

Een ruimtelijke trilling van een staaf kan steeds ontbonden ., - v :
gedacht worden in twee onderling loodrechte vlakken, gaande door -

v , B
de as van de staaf en door de hoofdtraagheidsassen der. dwags-. .FF .
doorsnede. We hebben hier te maken met twee series van eigen- - et
-waarden en eigenoplossingen, . - T e,

7.> Trillende staven. (Vervolg).

Bij staven, waarvoor de hoofdtraagheidsassen van de opeen-: !.°
volgende dwarsdoorsneden niet in twee platte vlakken liggen, zal": -
het aangrijpingspunt eener kracht werkend in de richting vanéén™ . §
der hoofdassen van de betrokken dwarsdoorsnede niet alleen een‘
i_rerplaatsing in de richting van de kracht ondervinden, doch ook
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éen verplaatsing loodrecht daarop. De trillingen in twee loodrechte
viakken zijn dus niet onafhankelijk van elkaar.
"~ Geven we nu met de oneven y's (71 73 Vs enz.) de normale
verplaatsingen van de massa’s in één bepaald vlak aan en metde
even ¥'s (¥y, ¥, ¥ enz.) de verplaatsingen van dezelfde massa’s
in een daarop loodrecht vlak en noemen we de eerste massa, naar
het ons goeddunkt #z, of s, de tweede #2; of m,, enz., dan kun-
nen de verg. 1) of 34) onveranderd opgeschreven worden. Hierin
beteckent dan b.v.: «;, de verplaatsing van de massa , in de
normale richting van het tweede vlak tengevolge vaneen éénheids-
" kracht — werkende op hetzelfde massapunt — in de normale
| richting van het eerste vlak. De verplaatsing «;, valt dus 7z het
| eerste vlak.
 Bij het bepalen van de grootte der «’s denken we ons de staaf
‘

IR T

horizontaal, terwijl de even verplaatsingen in een vertikaal en de
oneven verplaatsingen in een horizontaal- %vlak gemeten worden,
resp. naar beneden en naar voren positief. Gezien van rechts
naar links zij de hoofdas t.o.z. waarvan het traagheidsmoment /
wordt genoemd (z-as) een hoek 3 vanaf de horizontale as (g-as)
rechtsom gedraaid.

We moeten nu 8 formules aflelden, n.l. voor de grootheden «,; .,
Coi v, 25y Xaiiaj41, €0 Xsiy s .54, en wel voor het geval, dat x,;
< #x, en dat x,; > x,,. We beperken ons tot de berekening van
Qai, 3j €Nl Xajyy, 45 VOOT het geval X < %x,; en geven van de
andere 6 berekeningen slechts het resultaat.

{ . Z

X2
/)

X 21

NI

YY

Fig. «

Allereerst gaan we de verplaatsing na vap het punt z,;, wanneer -

-, de geheele staaf stijf is op een stukje dx na ter plaatse x (gemeten

\., o - 3 . . : _— SRS
vanaf het lmker st'eunpunt. .Werkt op het punt x./ ‘cen.. vertlkalc

" éénheidskracht, dan is- het moment in het vertxkale -vlak ¢ op- de'™
plaatsx-. SRR S

. - x 1—7‘:' .‘ b‘_:_vv-. :'-‘. Cu." '.%
‘ M='(*1—@'2 < wy) S
U=y
‘ M= ——7J __(x > x’j) P R . . o 37) ~.“. -
. terwijl het moment m het horizontale vlak nul is, De momenten | ,
-om de z- en y-as wofden resp.. -\ . L T

M, = M cosrﬁ enf]l{2 — M -"_i'ﬂﬂ-_, S ." _ 38)

-x]

EI,

EI,.¢

Mdx

- Fig, a

Uit fig. 2 is af te lezen, dat de verplaatsingen van het punt x o
in de rxchtmg van de y- en z-as resp, . : o

M, x({— z) S
. . 1 ) : E
_ EL" 7 9%
en - |
My z(l— z)- RO
—El' 7 dx o e e 39?,- '

bedragen. De ontbondenen dezer verplaatsmgen in honzontale en
vertikale richting zijn resp S - \.;'-.. S

M, ] — R
: E}l_ 7" ca.rﬁdx+ z x(»z x) Smﬁd: en . o
—M—-—l—ii_:i) M, x([.._x)
£1, ‘ - Bl 7

.ﬂ'nﬁ dzx M

co.rﬁ dx.. -
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6 = _ U . 17
" De verplaatsingen van het punt x,, m vertlkale ‘en horizontale N g Schrljve;x wé te;r afkor‘t-:n.ng :
) nchtmg worden resp : ) ' e : "'7 S T S
JM] x(l— Xai) ]l’fz & (l xm‘) , L xz (1— xﬂl) (l_ x") T fl o
CEL T ePdrt g sinfdr (s <) _k o xa (= xop) (1;- N=4f AT
: Ml Xai (l— ) _2' Xai (l—'x) . = S xn} « Xai (l — x) = f3 . ‘. . . o '3: T’» .
i S wsp et gy PO singas (x> ) =D C—m) =f o
.~ en ' N ST S S
M, z({—x,) M, x (!l —x) e - Tcost B sin? 8 -
E]——l“smﬁdx_Ejz_-[—wsﬁdx('_r<x“") R T + 7 _gl
My 2 (I 2) My i =) ooy AR s
CELT 7 El,~ 7 bl ra)an , | cosBeinf v x\_ ool et
D M A X o S T E 7, A “ng B T ‘
e gevraagde a,;,,; €N &, 4, . worden verkregen door achter- ST ‘ NP T T A
eenvolgens alle deelen van de staaf elastisch te veronderstellen en e P - oL - sint B costB . - ~j-‘l R
~ de daardoor verkregen verplaatsingen te sommeeren. Substitueeren 1 SR 4, ¥ =gy .. . 45).
we bovendien de uitdrukkingen 37) en 38) iE““)' dan vinden we - : ) o - B E L ,ﬁ s
‘voor de a’s: ) . . . - - . - : : ; z 7
_ dan vinden we; ,
: I cos? [3 sin? 3 ' T me z 3
) Zoiv2f = Sy fxz (l—x,,) (l——xm') - dx + t 9 25
IJEO ) ‘]l ; - “,,' ,_, == ff‘lgl dx+ ff?gl dx+ff3gl dx (x., <x’j)
. : ! ZTayj - .
Lay F) ) ﬁ ﬁ { i ; - E S ‘
I cos stn 2j Zai -
+-,—fx-xni(l—x,-)(l——x) dx 4 ) |
rEJ ’ | 4 7| | L sy -ff.gl dx+ffm dz + ffa £ dx(xaf>x.,)
Zai X ' Zoj _zm . E o
cos* 3 sin® 1 en op overeenkomstlge wijze ; o R ) o :_- Lo
l L fx’/ Fai (l_— )2l : ﬁ‘ ax . . 42) . . ' Zai Taj | » . ‘
' ‘ i _ “w+x.fu—ffl & dx + ffzgzdx+ffagz dx(xm<xnj) “
ZLai . | . zﬂf RS -.'1_.'.
I f 2 . I 1 ) 2o - el
@ai t 1,05 =555 | F —2x4) ({—xa) cosﬁsmﬂ<~——-+—>; dr 4 % L
TR T | ho 4 | ¢=.+uj——ff. 5 dz +ffugzdx+ffagzdx(xm>x.,) S
' LN Zaj : Toi ST
z'l ! ) - ° PR . o
: I ' | . 1 I - Tai aj
. =5 | X xu(r—2,)(l—=x cosﬁsmﬁ(————-—)‘dx-l— .
o AE ) (r—=))(U—2) A A : i ..,+.—ff1g2 ixt [fa dx+ffagz dx(x..<x»,).
. ai ' . } v,1r oai . |
o 1 . I 1 “ ; g 2ot B S R
it g | Xay e & ({— )2 cos smﬁ(-———) dx . 43 ]
.fzzbzf; ( )! B 7, 12_.3 ) | | %,.',},‘_,__fflgzdx +fﬁgzdx+ff,g2dx(x_i>,u
- Y. . ) ‘. . i - . &




10
a ' ) Zad Zaj - l- - .
strnire= [ figgdx + [ figax + [ figdz (i <iayy)
_ 0 ) Zaf Zaj :

Zay . Zad] - i 4

_ “n-'+:.=.:'+:-_=_ffx gy dx +ng3dx +£f3g3d.r.(x,,;>.?',j)_

Tof i

A T3))

8. Behandeling van continy verdeelde massa’s.

In werkelijkheid zal bij trillende staven de massa dikwijls niet
in eenige punten geconcentreerd zifn, doch continu over de lengte-
as verdeeld. Ook de combinatie van beide gevallen doet zich voor.
Van mathematisch standpunt ligt het voor de hand voor deze
. gevallen aan de in § 4 en 5 behandelde methode uitbreiding te

geven door het uitvocren van een limietovergang naar # = o ,”

Deze overgang is dan ook reeds lang gemaakt, ") Wij zullen er
echter hier niet op ingaan, omdat we juist omgekeerd het geval
van continu verdeelde massa’s willen terugbrengen tot dat met
geconcentreerde massa’s, teneinde het daardoor voor numerische
behandeling makkelijker toegankelijk te maken,

Wij vervangen derhalve de continu verdeelde massa door een
z00 gering mogelijk aantal geconcentreerde massa’s die er als
ngelijkwaardig” mee kunnen beschouwd worden en plaatsen daar-

. bij ter vereenvoudiging van het cijferwerk, deze massa's op gelijke
afstanden.

We verdeelen de staaf dus in een zeker aantal gelijke inter-
vallen;4) is voor het bepalen van het eerste eigentrillingsgetal van
een staaf reeds ruim voldoende) en vervangen de massa van elk
interval door 3 geconcentreerde massa’s, resp. in de uiteinden en
het midden van het interval gelegen, Om de vervanging z00 nauw-

- keurig mogelijk te doen zijn, stellen we den eisch, dat voor elk
interval het werkelijke en het vervangende massasysteem dezelfde
massa hebben en voorts t.o.v. hunne lineaire en quadratische momen-
ten gelijkwaardig zijn, d.w.z. dat (ve;g. fig. 3)

1) Zie voor de uitvoerige behandeling b.v. R, Courant und D. HiLBERT,
", Methoden der mathematischen Physik, : :

', .fn,j—m2+m3':=
—myd -y S = fmxdx=S=‘5§
—3a

+d . ) '
m,52-+m332= f marlde = [T .

Uit deze vergelijkingen vindt men ;

=l (I— S)
= F—7 .

my= I+ 8. .. . ... 48)

S
l

Daar bij elke intervalgrens 2 massa’s samenvallen, zullen in totaa] . -

bij 4 intervallen slechts 9 massa’s overblijven,

Wanneer behalve de verdeelde massa nog geconcentreerde massa’s =~

aanwezig zijn, die zich nijet bevinden in de Punten, waarin de
verdeelde massa geconcentreerd is, zoo is het voor de numerische

behandeling van het vraagstuk " wenschelijk ook -elk van deze .
massa’s te vervangen door drie geconcentreerde massa’s in de -
uiteinden en het midden van het bijbehoorende interval, Men stelt -

in dit geval: (zie fig. 4)

Jd )

2 Tt my=m

ot

v . Fig, 4




ioodat: :
: my= ym (@*,— a)
my = m (I — a?)

my=lhm@+a . . . | g
Als voorbeeld ter illustratie van de nauwkeurigheid van de hier
behandelde methode diene de berekening san het eerste trillings-
getal van een prismatische staaf met constante massaverdeeling,
welke aan één zijde ingeklemd is en aan deandere zijde vrij. De
staaf is slechts in twee intervallen verdeeld, zoodat de massa in
5 punten (x = o, 1/, /, 1,/ % [ en /) geconcentreerd is.” Wanneer
de totale massa van de staaf genoemd wordt, zijn de gecon-
centreerde massa’s resp. !/, 2,y m, s 7, Vym, Y, m. Nemen
we voor de y,’s aan: »
O, I, 4, 9 en 16, dan volgt hieruit voor de I's:

e l3
1152 £7 E]X resp. 0; 128; 449; 874 en 1332.

We vinden dan voor w,?:

5
'§l7”i Yii Yai EJ
w2 = = = 12_,37’”7,. e 19
) Z m; J’nz’z

De exacte berekening met behulp van de differentiaalvergelijking
voor de staaf met gelijkmatig verdeelde massa levert :

Er Er
CU12= 1,87511‘1”"13 = 12’367”7!’ e e 52)

waaruit blijkt, dat bij een onderverdeeling in slechts 2 inter-
vallen een resultaat bereikt wordt, waarbij de fout in @,? kleiner
dan o,1 9/, blijft.

9. Het vervangen van een elastische staaf, door een stijve staaf
met elastische scharnieren.

Doordat de massa’s in een aantal op den onderlingen afstand &
gelegen punten geconcentreerd zijn, zal de momentenlijn, behoorende
bij de krachten m, y,; (¢ = 1..... #), ontleend aan de willekeurig

aangenomen doorbuigingen y,;, bestaan uit een aantal rechte -

I v

“greerd worden. Wanneer E7, een onregelmatig verloop heeft,

_stukken, De elasticiteit van een staafinterval gelegen tusschen twee .

- gelijk zijn,

21 '

zal deze integratie, al wordt 2ij graphisch uitgevoerd, zeer tijd- '

* roovend zijn, Wij vervangen daarom de werkelijke ‘staaf door een’

andere bestaande uit stijve, door elastische scharnieren verbonden - R

opeenvolgende massa’s za] geconcentreerd worden in drie schar- _
nieren, resp. aan de uiteinden en in het midden van dit interval. -

De afstand van twee op elkaar volgende scharnieren_is dus -—I—B o 2
: p N

We stellen nu den'volgenden eisch: Wanneer we van de werkelijke - 3
en- van  de vervangende staaf een interval (lengte d) aan één zijde ©

a. Werkelijke staaf

fu
J

b4

=
o]
AN

Uit fig. 5 is af te leiden:




e -_-b) Vérvangende staaf,

w
ANNNNNNAN

=

Fig. 6.

We vinden hier (zie fig. 6):

My=M; My=M+ D3 My— M4 D3 . 55

Noemen we de scharnierconstantén !) in de punten 1, 2 en 3
resp. £y, #, en #;, dan vinden we voor de relatieve verdraaiings- -

hoeken 4 van de scharnieren:

b= Mk by = (U + Y, Dd) by 0, = (i1 + D) ky,  56)

waarna verder uit fig. 6 is af te leiden, dat . _
So=10;.1,0 4 (6, + 63). o9 = 26,3 + 0y o = ‘
=M (", %+ k) + D2 (/s ey + #3)
Po=10; + 0, 4 0, = : ‘
=M('é1+'€'2+'{'3)+Da(l/2'é2+'é3)- - - - 57)

De eisch dat voor elke waarde van 7 en D:fu=/foen ¢,=g,
levert de volgende vergelijkingen ter be aling van %, %, en ky:

58)

1) Onder scharnierconstante wordt verstaan de hoekverdraaiing van
een scharnier onder inviced van een éénheidsmoment, '

- 'f_’.'- Wt

- L 23

.‘_wagruiftf-'na. 'u_itwe'_rking:volgt": Doe

R AU S
b — dx 3 fﬁra’x'
T;. 0--—_ ’ ] o . 3
E' . i x_a’x':_ 4 -
273 EI,
Ce 3 S S
N 1 (xdx 2 ey
el e s s

o o

10. fl_'oepa,S(sing op het bepalen van trillingen van '"s‘chepeq. :

Eén in het water dr-ijvend schip kan beschouwd worden als eénA'

. -staaf op een elastische onderlaag, welke onderlaag echter zoo slap’

C - veranderd blijven. De uiteinden van het schip blijven niet op hun ~ . -

“is, dat bij de vervorming van het schip de krachten practisch on- i

- * plaats, zoodat de \ierg-‘w§ 6 niet gebruikt kunnen worden. -

Denken 'we echter voorloopig het schip in zijn uiteinden, ter
plaatse van de massa’s 0 en » + 1 opgelegd, dan kan de definitie
“van de invloedsgetallen «; onveranderd gehandhaafd blijven. In
werkelijkheid krijgt een willekeurig punt nu nog een extra ver-
plaatsing ten gevolge van de vefplaatsingen van de punten o en
:#-41, daar de opleggingen in de uiteinden niet aanwezig zijn, .

Fig. 7 . T «

Xnp

7l

zoodat de waarde die y, (zie fig. 7) aanneemt wanneer het schip . =% " |

aan de bij de trilling optredende massakrachten is onderworpen, o
. gelijk wordt aan: ) R

nga = X; x;

" ’ x . .
‘ "i =.Emj'wz¢tj "/_I_ - ”0+ .iz”_"_l (ﬂ::l..-
J=x - R - . L

ETET Eupa




De grootheden u, en y.,, kunnen in Yi-+...ys worden uit-
gedrukt door de voorwaarde op te stellen, dat alle traagheids-
krachten een evenwichtskrachtsysteem moeten vormen en dat dus:

.zam_;' w? (xn-{-x —_— xj) 4 =0

j=0
”n 41
Zmpty =0 . . ., . 61)
j=1 : .
Hieruit volgt: -y
o M; X, — %
140 _— e— z il 3 # ”j’!
=13 Mo -rn-{_-z
l e X
'11!+| == - z el £l 117 - . . . . 62)

j=1 My, Eotr

’
Door deze waarden van 4, en u,,, te substitueeten in de verg.
60), gaan deze over in:

: 2 x —X; & m; X, —x;
R 2 = . n+1 [] "y NI g
wi= X mwta;y — 2t 70 D I/ NP
J =1 xn+l J=1 7”0 xn+x -
xi z m; x; . :
— z W (f=1...... ®). . 63)

xn-{-x = 7”u+x xn-{-l

of anders geschreven :

”

X — X; X, -—X; I
wi= X m; % | w? 2 — nte L, Ik EA _—
=1 1“"-{-! - xn+l m,
iy xj I .
-_— t=1......m) . . 63
xll+l xﬂ-{-l 7”u+|

Het verdere verloop van de berekening der eigentrillingsgetallen
en van de bijbehoorende trillingsvormen geschiedt als in § 1, alleen
leiden de verg. 64) tot een determinant van de e orde, !) zoodat
ook slechts 7 eigenoplossingen gevonden kunnen worden, terwijl
er # + 2 massa’s zijn. Intusschen kan toch ook iedere willekeurige
trillingsvorm van het systeem worden opgevat als ‘een lineaire
functie van de eigenoplossingen, omdat onder de 2 + 2 waarden
i van_een dergelijken trillingsvorin er slechts # onafhankelijke
voorkomen. (b.v. y,.....5,). Voor de orthogonaliteitsbetrekking :

1) Deze determinant kan omgewerkt worden in een seculairverge-
lijking. Zie verder noot op blz. 4.

'ddoorb!uiging‘ ay + B, x; bij op, dat ;,,- = j},- + «, + B, x; aan -

R . ?"-"+l . . -T - :. ... ‘- _ lg '..;
z Wi Wpt W = O -_.‘“:(k ;é I) 4 "= ‘--_;.

kan naar § 2 verwezen worden, 1) T

1. Benaderingsmethode voor het bepalen van de :
eigentrillingsgetallen van schepen. - E

De benaderingsberekening is analoog aan de in de §§ 4 en 5 i .

- ontwikkelde methode. We moeten er echter zorg voor dragen, dat - . - -

de op het schip werkende krachten samen een evenwichtskracht-
systeem vormen. Daartoe nemen we een willekeurige uitwijkings-
kromme y, aan en tellen hier een zé6danig rechtlijnig verloopende

den gestelden eisch voldoet, -
Daartoe moet : ‘

"+ 1 - et r+1r - w4

X o y,,-=_2 m; ¥+ .E mi+B X mar;=0"

j=o J=e T j=o . j=o ]
%+ _ ntx ot e oo I - "‘
X omj x; gy =L om; x; 9, + « X m; x;+ ﬂ.zomf r2=o0. . 66) Ca
j=° l=° j=° j= . .

De bepaling van « en 8 uit de verg. 66) kan graphisch geschie-
den. Wanneer echter de massa’s m,; (j=o0....n4 1) op gelijke
afstanden gelegen zijn, is een numerische - oplossing  minder 5 .
bewerkelijk. . 7 o

1) Weliswaar moet een kleine wijziging in "de bewijsvoering worden
aangebracht, hierin bestaande dat in verg. 6) de termen -
' n+4 1

w2 T mi my &io Mii Mo - L . e
i=° - ) - s
” + I . 3 T N -
S w2 T M Mags Xiwgs Wi W onga . .
i=o
en in verg. 7) de termen
"4 1 : : I -
wWi2 B mi My %o Wi Ypo. €N 3
f=o . o - R
” 4+ 1 - N e ’ ¢ ;
Wil T omi mpss @i wid Mu Uk ntx :
i=o E. : . X
welke indentiek nul zijn wegens aio = @i, nt: = o, mocten worden” “- %

bijgevoeld.




Op de kromme _;; kan nu het in de §§ 3 en 4 beschreven proces
toegepast worden, waardoor een kromme p, ‘ontstaat. Hieraan
voegen we, even alg bij y; een lineair verloopende doorbuiging
toe, zoodat de adn JT,_,- = J2; + @y 4 3, x; te ontleenen krachten
mi g (j=o0....n =+ 1) andermaal een .evenwichtskrachtsysteem
vormen. Uit 3, eny, vinden we de gewone manier:

ni-x — __
2 My Y Y .
2 r=—o
W= —— . . ... .. 6
- LR . ‘
b 111,'],,'2
i=o
Het bepalen van de hoogere eigenwaarden levert geen bijzondere
moceilijkheden op, zoodat hiervoor naar § 5 verwezen kan wo,r\den.
Vooral bij de berekening van de cigentrillingsgetallen van
schepen is het raadzaam zoowel de elasticiteit als de massa van het
schip volgens de in de §§ 8 en 9 ontwikkelde methode in eenige
punten te concentreeren, omdat zoowel m: als EJ zeer grillig
veranderen,

Voor de massa moet niet allee de massa van_het schip, doch
e T

ook de gereduc nassa_van het mectrillende water in rekenin
gebracht worden.

M
Indien het noodig mocht blijken, ook de vervorming van het

schip tengevolge van de dwarskracht in rekening te brengen, dan
kan dit zonder bezwaar geschieden, daar immers alleen de iuvloeds-
grootheden z; eenige‘wijziging ondergaan,

12.  Torsietrillingen.

We beschouwen een as met » = 1 gecentreerde massa’s, waar-
van de polaire traagheidsmomenten 7, (f=o0...... #7) genoemd
zullen worden. De afstand van massa # tot massa o worde x ge-
noemd, terwijl onder «;; de verdraaiing verstaan wordt, welke de
doorsnede ¢ ondergaat tengevolge van een eenheidskoppel werkende
ter plaatse 7, wanneer doorsnede o vastgehouden wordt. Noemen
we de hoekverdraaiing van doorsnede 7 0;, dan levert het beginsel
van D'ALEMBERT de volgende vergelijkingen :

_ ” d0.
7017_‘00=—'j§’]j“ij dtzj =1......m), . . 68)

.

;.

e wa.a'r.in "Bo.bépaal_d-WQrdt uit de vergelijking: - _ ‘

27

SR 220, 3 ._':;-. _
: :"AJE.,]"-Z}:TJV*_"QW- R R

) wélke uitdrukt, dat de geheeié as onder invloed 'van alle .t"raggl_lerids; SN
- krachten in evenwicht is. C .

Stellen we weer den eisch, dat alle massa’s een'naar den tijd - - L
_sinusvormige beweging uitvoeren met gelijke frequentie en phase; e
zoodat gesteld kan worden: : : p ST
0; =— @; sinwt
d;

TR = — w?@; .\‘l'if wl (z' = 0 . :- _." n) . ) 70) |
dan leveren de verg. 68) en 69): - .- s o Leild
a (9: — @) sin wt‘i_‘]jwzrx,j Qjsinwt ({=1.....%). 71) R
J=z . IR L -
—Z’S]jwzwj.rz'nwt——-_o._.‘ . e ___72)_
j=o - : . -
resp.: : : o
$— Q=2 Lita; ¢ f=1......0). . . 73)
Jj=x . ‘ : :
i Ij @ ;=0. . . . . .V . 74)
. - J=e ] .
Uit verg. 74) volgt: - _ _ )
%:'— -—I— b ]j Piv o o . .. 75).
Iy j=» ' ’ S :
zoodat de verg. 73) bij substitutie van deze uitdrukking worden: = - B

9i= X I wza,.j___;?} =0 (i=1....m) . 76)°

Het verdere verloop van de berekening .wordt door § 1 weer-
gegeven; alleen krijgen we hier slechts » eigentrillingsyormen,
terwijl er # |- 1 massa’s zijn. Daar er echter wegens verg. 74) slechts _
» onafhankelijke hoekverdraaiingen zijn, kan wederom elke.vcr-_ B
vorming . in de eigenoplossingen ontwikkeld worden,

De orthognaliteitseigenschap luidt: ; .. >_ .

}3 Louou=0 (k7] . . ..

J=x
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13. Benaderingsmethode tot het bepalen van de tnll
bij torsietrillingen.

Neem een stelsel verdraaiingshoeken ,; (z— I.
tel bij deze waarden een constante 2,

dat de nieuwe waarden ¢,; — ¥ + « voldoen aan de vergelijking :

n) aan en

S L= Sy, ta 8 I —o .

i=o i=o

. 78)

i=o

Laat nu op de as momenten werken van de grootte /; 1/;,,.

(f=o0.....2%) en bepaal daarbij nieuwe verdraaiingen. Tel bij
deze waarden Y (t=o0..... 7) opnieuw een constante @, op,

266 datlEI I; t,b,, = 0 wordt en bepaal met tlT] en ¢72 tenslotte w,?

als volgt: -
i; Ii QJ—"' . A‘[u’ )

i ]l —‘Zziz

{=o

2 o
W ® ==

Voor de motiveering van verg. 79) i(an naar § 4, voor het bepalen
van de hoogere eigentrillingsgetallen w, naar § 5 verwezen worden.

BE:
ingsgetallen

van zoodamg bedrag op, .. .

N

SR HOOFﬁsTUK I

Berekening van staven, waa;Op penodiek veranderli]ke
krachten inwerken. S

CL Het opstellen van de bewegmgsvergeh]kmgen.

" Werken op de staaf van hoofdstuk I,'inde punten ; (f =1.....#) e

met den tijd veranderlijke krachten Q;( = 1.....#), dan gaan
de bewegingsvergelijkingen, hoofd_stuk_ I, verg. 34)'ovef- in:""

- : - diy
yi=Z (QJ"_"”/' dz)“u SRR x)

J=1\

Zijn er bovendien nog krachten, welke niet aangrljpen in de',': .

punten x; (f=1......#), dan vervangen we het door hen ge-
vormde krachtstelsel door twee andere stelsels, die tezamen met

het eerste identiek zijn. Het eene is zoo gekozen, dat de punten -
ri{i=1..... #n) geen verplaatsing -ondergaan, - terwijl het andere -

slechts bestaat uit in de genoemde punten aangrijpende krachten.
Het ecerste krachtstelsel zal als gevolg van de eraan gestelde

voorwaarde geen invloed op de beweging van de massa’s uitoefenen.

L 4 . : - - .
2. Behandeling van het vraagstuk met behulp van de -
leer der eigenfuncties.

We denken ons de doorbuiging y op eenig tijdstip - van de
beweging ontwikkeld in de in hoofdstuk 1 § 6 bepaalde elgen-
doorbuigingen van de staaf :

bgakmr (t'él......n)' L 2)

waarin de coefficiénten @, (welke nu als functies van den tljd

moeten worden opgevat) ederom bepaald zijn . door

ab= z mz}'l "ki s
f= .

‘(k =T...... »7




punten x; aangrupende krachten (PH

de staaf deze doorbuigingen te’ geven..-_

a0 B de # verschillende elcrendoorbulgmgen behoOren dus ook

1 v iverschillende ,,exgenbelastmgen » zoodat het steeds mogelijk is een
i wxllekeurm in de punten z, aangrijpend krachtsysteem te ontbmden
."‘ de bu de staaf behoorende exgenbelastmgen e

Qx = Z h Py,

W2 (z=ln)

"De bepalmg van de coeﬂicxénten 5;: in deze ontwnkkelmg, is op

eenvoudnge ‘manier mogehjk mdxen men - gebrulk maakt van de
'.-betrekkmgen',__'.: R e o -

'

(Z; 1),

'm te’ substitueeren, o
~ We vinden dan uit verg. 4): :
" — z 6k Pki Pli‘

z==-l......n
7”[ k=1 m; ( ) )

'-.,,-Waaruit door sommatie over den index 7 in belde leden volgt
Z": o 3 P/h Pr . Pu Py
e ey m, L i1 ke . m; ; m;

. of .ihet vervanging van den i_ndex 4 door 4:
: R on Pu T o
b,bé E;‘j—'x vy (k _..'F.....ﬂ)

. Substxtutle v!n de verg 2) en 4) in 1) levert nu:

_y-.:-l k=1

dza T . H
Z ab rm .5 (bk Pk_, — - i 11/:;) a,j =,

‘A, . T
x dtz)m,a,, 7 (z=== 1....

— B ek o
= fraup,.

De coéfﬁcxénten C};. en- Ck, kunnenf
begmvoorwaarden. Bevindt _het’ systeem zxch ten tl_;de t*—-,

' den mlddenstand en m rust dan lmden deze begxnvoorwharde"

S o=wCn4 X _"-&——

Wbis .
— f='l_“,_'p._¢...“




mlddenstand dan moeten de ultwukmgen y,, ‘en; de snelheden
; eerst in’ de elgenfunctles ontwikkeld worded .

z m}'m Wh

f=o

I n)

door @ en ,13,(, :

wnsselende krachten _reeds geruimen tijd op het- systeem hebben

‘- zondere integraal van de dan geldende dlﬁ'erentlaalvergehjkmg
Is de demping bovendien zeer klein, dan kan met groote benade-
rmg voor deze bijzondere mtegraal de uitdrukking

by . ' :
" @y = bko + s —~———2—.rm (2ut+ qu) (k=1.....:). 18)
P=1 I — Vs .
R w3
"g'eéchreven worden,
Voor de totale uitwijking vinden we dus:
n - iy .
y,== Z a,, Wit kZ bio -{; z 7 P’ 5 Stn (put 4 tpk,) Wy ==
wi?

6"0 + 2 b,, sin (put + 'Pkf) Mii -+

7_‘__’ . B o :

.

sin (Pt G (=1 n)

R b;;

Ry pi

QFZ

De. eerste leden van de verg. 15) moeten dan vervangen worden'
3 Benadermgsmethode. L IR
Beschouwen we het geval, dat demping aanwezng is,; en" dat de -

ingewerkt, ‘dan is de beweging onafhankelijk geworden van de .
begmvoorwaarden zoodat ze alleen beheerscht wordt door de bij- -

Waarloosd kunnen worden Bovendlen kunnen alle termen’ met grootek
verwaarloosd worden omdat wb voor groote waarden van k zee

vin; ide dubbelreeks un: de verg.: 21) op te tellcn _
i Deze. benadermg -is hiet’ toelaatbaar
::'een resonantlepunt komen (w;, ~ Py P fi
v geval zal- in--d¢ - verg IS) in plaats van de betreﬂ'ende term de
exacte waarde, ﬂvolgende uxt de dlﬂ'erentxaalvergehjkmg gescilraveu
moeten- worden. e T AT ’




U I

' l Knik Va_liv staven,

' 1, ;’Hezt-obs-tgllén'v;axi de’vei-g'elijkxiﬁg'er_xz."'__' “

3. R

5 . % . P miat :
. .7 'Als eerste " voorbeeld van een op knik belaste staaf zal het in. .
= fig. 8 aangegeven belastingsgeval béschouwd worden. De krachteri ~*

= P.werken alle in de richting van de aanvankelijk-i-ccht_e staaf.

. Zij zijn wvoorloopig onbekend, doch staan in constante verhouding

. _tot de krachten van een gegeven krachtsysteem (;, zoodat i

Pi=2rQi(f=1......041)

: " Bij niet te groote krachten (voldoend kleine waarde van' A) icéh_-' A
#". s de staaf slechts bij een.rechte staafas in evenwicht zijn. Er.zijn ~ = -
T ~-ev§hwel wadrden van A aan te wijzen (de ., eigenwaarden” van
‘ “: 7. het vraagstuk) ‘waarbij ook evenwicht bij een uitgebogen staafas:::
1.7 . imogelijk is. Het is de bedoeling ‘deze A-waarden te bepalen en . -
“i_ " wel'in de eerste plaats voor het geval dat de staaf uit een (eindig) -
aarital___"'stij've .stﬁkke;i' - bestaat, . door elastische scharnieren 55@n_ e

-4

elkaar verbonden, - . - PR LR

3
-

-

niéren behalv

R :Woiden ‘alle ‘schar

w dit-"scharnier :een hoekverdraaiin

- R R L A

» ¥ ondét invliged:van de
P ' &

vastgezed ‘en’ worde: {
opgewekt, dan

g W) lunstmatig




4»";-';7-1-'.-'- -5

en dé erdoor opgewekte reactle D (zne ﬁgs

LS -

nvloedsgetal a,, néemen, Ult ﬁg 9 is: ; e_grootte van’ a:y geﬂ
;makkeluk te berekenen We ‘vinden achtereenVolgenﬁ : '

_ "-"i' ; ' x, (.1’,[.;_, — x,,) _ .‘t, (xn+| _ xj)
: k=J+l AU xn+x R N -;':5 ) -xn-i-x

._.é xé (xﬂ-H - xj) (4’,.-1-; — x,)
"—l;;_";,'_. _xn+x .

‘Q;e."l‘f |

fa

]z_ Il (xu—l-x - xj) (JL’,,_,_, -; x/') Q +
» xn-{-x

o (x,.+, — 2x,,+. x,+xkx o
: . 'J\Qk(xi<fj)-

.- mﬂ—{—l

Voor twee punten » en ¢, waarbij ? rechts vah_q ligt,
_ men op overeenkomstige wijze ' - i

S E8 (T — 2 @y — ) [
4, = & o e ,Qk+

2y (s — ED) (x,,+. —xk)
) xn+x

Qk+

.7 (2-’,,+, -—2 x,,_,_, x, + x,gx,)
- X, Z,
k==)+x;_ P Q/e( I> q)__.

Vervangt men in deze laatste formule p door -J en q door 7 dan N

blukt dat o; = a,, : .
De _vergelijking -welke het kmkvraagstuk beheerscht kan nu

in"de. hxerbqven gedeﬁmeerde grootheden OPBeschreven worden.

.p. een eirenw:chtsstand trig elijk is;.
M, h__oekverdraaunge'ri;q: '
~ter pl "een

; wann:ef ._de ult\;/endlge krachten Or
en ~dus’ ‘eén h 7

zoodat " reéele waarden Jvan A’ gevonden worden ‘) Bu elk deze

)&-waarden behoort _een - stel ‘p-wadirden , (of én 2.ge efgen-
functle)' In totaal: znjn er dus ook # elgenfunctles. 1
vcrandermg van.-de staaf bepaald. wordt door rr_

- elke willekeurige . staafvorm dus zonder rest AN
: _.onthkkeld worden ' ’




e

ST i=
De uttdrukkmgen onder het. Z‘ X teeken in verg 9) ‘en IO) zijn.
‘aan ‘elkaar gelijk. hetgeen bhjkt wanneer. in_één van belde £enj-
verwisseld worden en daarna & door.’ dy wordt _Vervangen,
VVanneer A, ;é A;,, dus wanneer l # £ is, moet derhaIVe B

zun De elgenfunctles zijn ook hit weer slechts tot op een constanten :
factor bepaald Wordt deze factor 266 gekozen, dat o

s, dan heeten de functles genormeerd

3 Benadermgsmethode tot het bepalen van de
_eerste elgenwaarden. SRR

e,

“-Behalve de in § 1 beschreven exacte methode tot het berekenen
“van de eigenwaarden en elgenfunctleq welke voor een groot aantal .
~_scharnieren zeer bewerkelijk is, zal hier een benaderingsmethode
- gegeven worden, waarmee de eerste eigenwaarden en eigenfuncties

met zeer voldoende nauwkeungheld op: eenvoudlge wuze bepaald el

'kunnen worden. : A . 2
“. Neém een stel re]atleve hoekverdraaungen (0) in de scharmeren
o aan construeer hierbij de elastische lijn, bepaal daarbij de momenten
tengevolge van de gegeven uitwendige belasting en bereken bij -
“deze momenten de nieuwe hoekverdraaiingen (6;), door ze met de

. bijbehoorende #'s te vermemgvuldlgen. De eerste eigenwaarde volgt
dan bn_] benadermg ult. T

.z"‘ ‘Pt; ‘#‘liv__'-' 10)""-'

-9,834 £7

: exacte waarde

Berekenen Wé bv volgens de vaangegeven methode de knikis?

“kracht ‘van een aan beide zijden scharmeren'd,bceyeétigd'e";pi'i'sm.aﬁsqhé

staaf, .alléén belast door krachten, aah de’ uxtemden" 1 Vi
we, ‘Wwanneer - ‘we._ 7 elastlsche scharmeren ahnbrengen (vo]ggns'
hoofdstuk X § 9 verdeelmg in 4. mtervallen) voor. de kmkkraéht,

12 ~5 zoodat dlt bedrag slechts 037
R ET '
AV
Voor het bepalen van de hoogere e:genwaarden en elgenfuhcties

kan verwezen worden naar hoofdstuk-r § 5. - -

Ter illustratie volgt hier een. voorbeeld van een staaf, belﬂs4
door één ‘samendrukkende kracht aan het emde bn eén even groote:
_en gelijkgerichte kracht i het midden: De- staaf wordt mBmter
vallen ‘verdeeld, - zéodat 1 5 scharmeren* ontgtaan Be'v

- @ en: Q.6 sijn. dus O, terwijl .de. ahdere ‘nul.

resultaten van de” verschnllehde Sepekemngén

wt
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‘de ;angenomen _hoekverdraaungen
d‘e daarblj behoorende ux(vvqkmge'

5!6.' 2416EJ
le .2y

":—nomen, dat: de . hoofdassen van, opeenvolgende dwarsdoorsnedenv
‘twee’ vaste. nchtmgen hadden., Hlerdoor kl‘xjgen we twee onderfng“ % =




door ~genoemde asscn bepaalde

&

olge* hiét: de; bérekenitig. van een”tegff_pfaav %
, hg:ékiehid'e-eﬁ- overigens 3 Viijé staaf, -beIast cfoor ‘eén’ové;

de geheele 1engte gelljkmattg'verdeeld S

staaf is hiertoe in vler“‘lnterv?flen verdee d,

‘staaf’ 'bestaat;mt 8 stijve stukken’ verbonden p me

:'ngcren de hoofdassen van de verschlllende‘
niet in twee platte vlakken dan moeten we,
S als in § 1 weer door met elastische scharniere
- stijve .stukken - vervangen wordt, aan ieder s
“hoeken toekennen om de plaatsehjke hoofda
" zal de draaiing om de eerste hoofdas met één streep ‘en "die om
" de tweede hoofdas met twee strepen _aangegeven. worden, Z60 bes.
: teekent 9; «5, 7 het-moment om de eerste hoofdas in het punt zitet-
"- O'eVolge var alle .O-krachten, wanneer het scharnier ter plaatse Z;om,

_‘de- tweede . hoofdas een verdraaiing ¢; krijgt. Noénien we' 'B: den-
hoek dien de ‘eerste -hoofdas’ van scharnier # maakt met een . ge-
"-j‘geven lijn loodrecht op. de staafas .en - kennen we -aan’ ;- de

waarde toe, volcrende uit de verg. 4) en 5), dan vmden we voor
) ~de-n1euwe mvloedsgrootheden o :

ATy = ay cos (B — ﬁ)
- aT7= ay dos (B — .6 .
S ey s g—py L
L eT = —ay sin (8 — ﬁl) L e
Met .deze mvloedsgrootheden kunnen de verg 6) onveranderd
opgeschreven worden, alleen is het aantal vergelijkingen en onbe- . ' o
. kenden twee maal zoo groot als het aantal (dubbel-) scharnjeren, . . %
‘o7 Elke uitwijkingsvorm . wordt nu gegeven door 2# scharnierver- SERE T

draanngen Er bestaan echter ook 2 eigenfunqtles,;zoodatlhgt- )
T steeds mogelijk blijft elke willekeurige (ruimte-) kromme in d_ereigen-l w i
~_' o functxes te ontwnkkelen o S R

3.

dwarsdoorsnedem s
, indien de staaf evén-
n aan elkaar verbonden
charnier twee draaiings- ~ -
ssen. Ter onderscheldmg

'-si::Béf;nierén”(iié ‘tabel. 1,1 v00r de beteekems van d

¢ ‘hoofdé - 2]
verwezen . naar'§ 3) We vmden

-y L St

»' e 5. Andere statisch bepaalde 1mxkgevallen ":_'-‘"

lzé' _zoodat het versclul van dc hfgr. g vonden 'Waarae mét
o R _ o _ di‘na .
De in de’ vornge paragrafen ontwikkelde methode bhjft zooa]s DU (T o noemde schnjvers resp 2 / : /°,e,n_ 9.5.‘/“ bé g.
vanzelf spreekt ook - nog geldig voor ‘andere _statisch _bepaalde - : SR - Zle voor de “exacte hehandehng -van dit knikgeval, ;
ktﬁkgevallen, b.v. voor een staaf, die aan de ééne zijde mgeklemd 1. L ,-A 'G. GREENBILL, ‘Cambridge: Phll Soc.” Proc,, *Vol. 3" (‘.!8811»-
en aan de andere vrij is. Alleen de @ s S nemen een “andere waarde aan. . CHREE, Cambridge - Phil. Soe: "Proc.; vol.: 7 (189:?' : .
— '  'W.MANTEL, Een buzondergeval van knik, ,;De Ingenienr” rga§ blz
_C. B, Bmzm:o, Over eenige bijeondére kmkgevalleu, »,,De Iﬂgemem”’"“
B i Pk A




- "In plaats _\_{aq_ d¢ vprg. 6) moeten we nu schruven' n

IQ m tegenstellmg met het in vonge paragrafen behandeldc, de

. staaf ultwendlg statisch onbepaald, b.v. aande ééne zijde ingeklemd .~
" en aan de andere’ door een rolopleggmg ondersteund dan treedt :

een Wwijziging in de berekening -op. :

~We maken: eerst van de mklemmmg eén scharmer en laten
daama een z66 groof’ moment’ J/, aangrijpen,, dat de staafas-
plaatseluk weer in haar oorspronkeluken stand teruggebracht wordt

XN

%

—--.-M +A‘ 5‘.. a,, tp, (z——l..r....ﬂ)

wowaarinoc T TSR ‘

Xuir — ¥ e
M= frie = 7 LMy -
i xn-(—l " S

JII wordt vervolgens bepaald uit de voorwaardc, dat dé'-ve;rdréai'ing;

" van® scharmer o evenredlg is met M,

: Xn+1

& 11~ X} .
H;Knd) (pd

) .l:xu . !l_‘ . ; .
g, Zrtr T % =g, _‘k My (zxe ﬁg Io)
. xn+x K :

- 'De vergelqkmgen 18), 1g) en 20) vormen een stelsel van # —{— I
omogene lineaire vergelijkingen. met # |- 1 onbekenden, nl’
. » g-waarden en Mo. :Van nyl verschillende oplossingen voor-g z1_|n

'slcchts mogelijk, wanneer .de determmant van de (n+ l) orde,‘.

bepaald door de coéﬂic:énten nul 15'

E- ¢k: ‘Ph Mlo i ﬁi.:_._.

=o lé, o 1r=o _1-‘,,41 F -"='

Dé eetste term van het. tweede lud van verg 22) is, zooals volgt

e ult verg. 20) gelnjk sul, Aan den tWeeden term kuqnen we, ionder




8 Benad‘e?rings_metﬁd;c!ef

gsmethode irqlbij__het ‘statisch ‘ol

L

De. benaderin nbepaalde knikgeval -
kam;i.llit’:gévberd' worden ‘op dezelfde wijze als in.§ 3, % syl

We nemen weer. eeii ‘stel hoékverdraan_'in'gg_n:__-ﬂ,,:{'(i.s 1.
_aan,f.jédns_tmeeren_:daa:bij de elastische . lijn
""_.m:o',_'nié‘riten'_ (M » - vdn :

2

_f,sjilijtsen in twee deelen: ° S Tl
I, de momenten, dje zouden ontstaan, wanneey de linke
" steuning zuiver :'scha“i'niejrex_lq was, (M), en . s
S 28, de momenten: tengevolge van
'« inklemming (M,). . Lol

Voor beide momenten worden de'hoekverdraaiingen en de el
dijn- bepaald. - De, tweede elastische lijn moet een zoodani
“malen: (ﬂ) op de eerste gesdperponeerd worden, dat de ve
van 5‘hetf,lixj_kers‘charnier_ met het
./ pondeert. De eerste

het.. moment jn de linker~
astische :
g aantal -
rdi-aaiing_'
daar aanwezige moment . corres- .

'Dé‘et_:rste_.._eigenwaérde wordt weer gevonden uiti' ;. o
L _ o o . . .0“. 02{ - o . , . ! - :":‘
i H ? - Al = % . e s 26) ’

2¢ deel van § 3 ka
S Alé”voorbec;ld' vo

" van éen links ingekl
- ..belast door kracht
B -3charnierverdeeling
" Voor de eerste ej

-ondersteunde staaf,
Q), met dezelfde
5. (Zie tabel III). .

€n aan de uiteinden (Qy =
als bij het voorbeeld in §
genwaarde vinden we: -
24.8 EI 176500 .
I 1690000

Er

. o :

. . . ' . 7 ] . ‘
" Deze’ waarde- wijkt slecht

s 0,6 °/o> af van de exacte waarde
ng

. 20,19

r-onder-

= 2007 g5 . .o2p)

TABEL 1L, .

=80

M
RN
el eyl
LN

-

27
M|

E N j_i

ki

Le

8.24.800.£7 — |87,

#H,

24.800 £ ;

.24}5‘1’-'é




-_Berekening van staven, belast met samendrukkende
- Live.en doorbuigende krachten. }

'aarunt blqkt dat'de elgenmomenten ook gé
We stellen (nir; : -

We zullen voor de staaf die’ door samendrukkende en dopr
bulgende krachten tezamen belast wordt alleen het statisch bepaalde
C.geval. behandélen, - daar . de berekenmg van uxtwendxg statisch -
“onbepaalde . staven in begmsel geen nieuwe moellljkheden mee-
_brengt De nomenclatuur komt met die van hoofdstuk 3 overeen; :
.de staaf wordt opnieuw . door ,scharnierend met elkaar verbonden
“stijve ‘stukken vervangen, de krachten worden opnieuw op de in’
- hoofdstuk -3 § I aangegeven wijze over de scharnieren verdeeld. .~
"-_ : Noemen wé de momenten, voor zoover .ze veroorzaakt worden - - C7

" door 'de doorbuigende krachten alléén: M, (f==1.....#), dan . .
R Iulden de vervormmgsvergelxjkmgen, wanneer de hoekverdraaungen
"__ -in de punten 1. see. .72 met t,u, .. ¥, worden aangeduid: H

¢;- =AMk Eoay gy G=rm. '-)-'1

"' Zij vormen ‘een stelsel van 7 niet homogene vergehjkmgen met

Ebk (Pln = k Ea,, Iﬁkl + é E"‘ E 6, “y:‘m
n onbekenden » ’

Cke=xo - k=g «_y:x h=z

M +

P | 2 Behandehng van het vraagstuk met behulp van

Met gebrunkmakmg ‘van de verg. 6), hOOfdstuk 3
de leer der eigenfuncties. = SR

: ;.’_' .' verg 7) herle;d worden tot:

, . Zijn. de elgenoplossmgen (¢) van .de staaf behoorend bij de
.. . “gegeven samendrukkende belasting bekend, dan kunnen we de door de :
", 7 momenten M, (=1, - #) alléén veroorzaakte hoekverdraaungen
b F=1.....9%) in de elgenoplossmgen ontwikkelen, Noemen
“iwe-de momenten die noodig zijn, om de staaf de hoekverdraaiingen
‘te doen. verkrijgen, behoorende bij een genormeerde eigenoplossing, ,
engenmomeuten (=), dan is het ook mogeh_]k M, direct in de -
;ngenmommten te analyseeRen SRR . S

1E




Voor é ;ﬁ / wordt Z %'\J’L

Vem ll) overgaat in: "':__?7

');17— SR 0
. Lo br=—a,, ...
Y =

'o_ff-r'lal'_\:r'ex_-;'ahging"\_r'én._‘l_ door £: -

SR R e bp=1ay . .
: : Mo AT
Hieruit volgt ;- ' ) R
: Ay ' - R
by = a =aq T %k A
: Ak'—-l # 'é+ k_—-l 5 ST 4)

: ¢ - 5& %.

s : Ch= . —xA,b I
e M+ b5

A P -
t)‘k_"l . .

S e 3 Benaderingsmethode: . . -
- ’ In verschlllende leerboeken

') komt een benadermgsformule voor
ter bepaling van de’ doorbui

- ging f in het midden van een staafy
i -die behalve. door twee samendrukkende krachten in de uxtemden, .

_ bovendlen op buiging belast is, door symmetrisch verdeelde lood-
S recht op de staafas staande krachten , .

. ' . ) ” V . ’
.";'-:. e f;”_lﬂ e T,
:2.Y  Zieo.s. J. Kropper,

T p. g00. -
~TIMOSHENKO and LESSELS, Apphed Elasthlty, . 163. - .
,_A FGPPL, Vorlesungen ﬁber technlsche Mecha.nik III, 4e druk, p- 338

;'js) |

o e

Leerboek der toegepaste Mecha.nlca II, ze druk

i

(=1.... .2 ‘."'is_)»

.

Zawk. .+Z oY %Pm = T

v
L

ERRRE ¢,=“kM=kM+”‘

ﬁ,- dé do ,rbmgmg tengevolge van de daorbuigende krachf
igjen n - de verhoudmg svan. de bl_| de staaf behoorend
khikkrddht vai * *EULER ‘tot “de grootte dér in Werk¢lljkheld>op-
~ tredénde *drukkrachten, :
De geldigheid dezet betrekkmg (dlé er-

-wordt opgesteld) —zoowel als de factorem ;/velke deze geldlghel

in §ii- en 2 gevond

van den balk, doch toonen aan, dat verg
i alle. punten :van’ de staaf een’ voldoende
“Te’ dien- einde stellen - ‘we ‘vast
e dat de doorbulgmgen van de staaf geheel bepaald 21_]n”door
de m de- scharmeren optredende gb-waardcn, :

2e.” dat’ de percentische fout in een - stel benadermgswaarden
vOor de: .doarbuigingen - even groot is als dle in het
‘stel \,b -waarden, © - U7 gL

s 3el dat de waarde n'&an verg. 16) bvereenkomt met de- eerste'
’ elgenwaarde M. . :

: Het is dus voldoende aan te tooﬁen" dat' de exact
voldoende benaderd wordt door'

e functlc Ny

“ Ay
¢' b A‘l — l'
afkomstlg van de dom-bulgende krachten: allecn
- Nu ns.

+l

L "'Al
PR ‘- -

e zoodat de fout t.o z; van het exacte ahtwoofd uttverg 15) wordt

n B ‘l. : Sy . "
V""“P ‘“f‘,,m ﬁﬁir:;

d|e bl} kleme waarden van a,¢ (é== 2.

veeds n)t o z.vanalgermg
. wordt,

Een nog _betere benadermg welke ook voor het geval da

“ay (,é ==2.0,.. n) ‘niet meer- klem is.t. o. z, tot ,cen-:goed :
resultaat leldt xs- - nohTn j :

van a;




i,ll,==l—-‘ Z r— al:q)/u .
° . —2 .

" A, met stijgende 4 zeker klein zal zijn.

NS ‘gebruik te maken van de eerste eigenoplossing, vindt zijn oorzaak

zijn, omdat *anders reeds zonder doorbuigende belasting - knik "op

k"‘"

groot, zoodat A—I—— (k

_we in de vex;g. I4),‘-;de splitsing vaﬁ >A

- j — bo—

moeten worden.
-De ‘gang van de berekemng van het in § 1 opgeworpen vraag-
~stuk is nu de volgende: Bepaal bij de gegeven samendrukkendé
belasting de eerste eigenwaarde en de eerste eigenoplossing op de
in § 3, hoofdstuk 3 aangegeven manier. Construeer de momenten-

‘waarmede de eerste eigenoplossing in de ontwikkeling van deze
momentenlljn naar de eigenmomenten voorkomt, uit:

T G= kM — Z Mo . . .. 21)
: De optredende hoekverdraaungen zijn dan uit de verg. 19) te

SR vinden, waarna de elastische lijn geconstrueerd kan worden.

" " - Werkt de axiale belasting in plaats van samendrukkend, uitrekkend,

.- zoodat alle A-waarden negatief uitvallen, dan kunnen meerdere

Hoeo }-__-Ir,vah deze A’s in absolute waarde klein zijn en zelfs beneden 1 liggén.
' .. Dit geval doet_zich b.v. voor bij een aan twee zijden scharnierend

'trekkrachten, gelijk adn 10 maal de kmklast.

R welk bedrag -tengevolge van de grooter wordende waarden van .
-Dat een voldoende nauwkeungheld bereikt woxdt door slechts
-, in “het feit, dat. de eerste eigenwaarde zeker ‘grooter dan 1 zal

'zou treden .De- volgende cxgenwaarden zijn dups reeds tamclljk RUNE

. #) voldoende _klcm_ 15._ Hadden o

I .
m Ien —— met -
A 1

N ultgevoerd dan zou de uitdrukking —A—I niet klem zun geworden,:

.. zoodat alle termen van de reeks in de verg 15) gebrulkt hadden: .

lijn behoorende bij de doorbuigende belasting en bcpaal den factor, - -

gesteunde prlsmatlsche staaf axiaal aan de ultemden belast door -

38/ 65 enz In_» zoo'n ‘geval zal het’ noodxg__ in
N waarden en eidenoplossingen (hler mmstehs '3)

»‘fé

. €

4 !teratxemethode

0 Wanneer de staaf behalve aan een doorbulgende belastmg ool
+ aan een samendrukkende of een met te groote untreklrende belasl‘
-tmg ( [2»1]>l) i blootgesteld kunnen we gebrulk maked v_an

L berekenen van balken op. Veeren. ‘) :
' ‘Bepaal ‘de “momenten. (M) optredende i i
_'f-'.van “de . doorbu:gende krachten, bepaal daarblj__?de hoekverdréaun-
s gen (0-—-k M) en- construeer hiermede’ de* elastlsche UL TR
-"Plaats nu op de zoo. doorggbogen en. voorlooplg onvervormbaar;

_ gedachfe staaf de axiale belasting en hepaal.de hierdoor optredende:‘:
' -extra momenten (Il{,,) Worden daarna de’ scharnieren wéer elag- -
s a7 tisch gedacht dan zouden tengevolge van de-M,;’s hoekverdraau
) gen 8, =k M. optreden Deze extra hoekverdlaalmgen veroor
_zaken extra doorbuigingen,waardoor. de ‘axiale krachten weer extraa
.i*" momenten’ (M,;) leveren. Zoo* voortgaande zullen de opeenvolgende
i * t extrakrommen telkens kieiner ordmaten knjgen en bl] ohbepaafde
' " herhaling van het proces naar nul convergeeren: De som van alle
hoekverdraaungen ﬂ,,,, levert dan de’ gevraagde hoek gb, RN

- Lo A

=¢._o+ z By < ?-'.(¢'=—;:-j'z,f,,..n)

| Het verloop van dlt proces zal nader beschouwd worden ‘aan* """
de ‘hand' van de ontwikkeling naar- de enoenoplossmgen. De ont- :
s . wnkkelmg van §; luidt: o R
L = s aw,._ (i-%jX'._ L)

t . k=

van de ax‘ale belastmg zqn - :-:_

0“_— Z 2. k;akaytp;.— 2 —-—am,,. ‘.'u ==
o jmrher- A SR

Blj de tweede 1terat|e vmden we:




' e
8, 5 L a
i _—‘_—=ﬁ__ v kl 0?51

We vmden dus voor t,b

=1

¢,==.0+2 : i'zLa;,qw_kM-{_-

k=| "

W)
é M-+k§r" Ak"—l ak (ka '.: ”(z—- I.L-.i.n)

e

,‘.

k=1 Apg—1

(z:e de verg. 15)

5. Uitbreiding van de itetatiemethode. o

K

- N Wanneer niet alle A’s in absolute waarde grooter zun dan I,

hetgeen mogeluk is bij negatieve A’s, dan nadert— bij : grooter
k

bovengenoemde iteratiemethode een dlvergent proces zou geven.

> 1, dan kan met een kleine wijziging de xteratlemethode toch

R gehandhaafd worden, ') Deze wijziging zal bovendien in de gevalled, :

werk opleveren. We passen het in § 4 aangegeven proces p-maal

t.oe en: bepalen uit de waarden 0,,_, ;en 0,, de ultdrukkmg

o

- 1) ZlC"C B, Bmznno, Een toepassmg van de leer der mtegraalver-
geltjkmgen op de bepdling van'. de elastische lijn_ van “een over zijn

 gehegle lengte elastisch oridersteunden_ balk, Konmkhjke Academie van,
Wetetischappen, Deel XXXII, No.‘ 5.0

Wordt p onemdlg, dan nadert( ) tot, nul daar A;,> 1
A

=1.....n) zoodat de verg, 27) overgaan in: . : .:"- f' E

i,b, == k M + Z _h*ak @i (i: I . .f:.‘..-. ";).‘_:'l .‘.i 28) L

o y .de untdrukkmgen 30). dan. gaan deze over m-." :
" waaruit blijkt, dat de z00 gevonden waarden ¢, de juiste zijn ° -

baar );,> X' ;voor é> 1, wordt de laatste terdh van 32) bg e

P _ noegzaam groote ; nul zoodat. we" tenslotte deen.c_,
" wordende. 2 niet voor alle waarden van £ tot nul, zoodat de _;.' - :

Is alleen A< 1, en zijn alle overige A's absoluut genomen ‘

.dat alle X’s grooter dan - ‘I.zijn een besparing in reken- e teeken~ R

Substltueeren ‘we. nl .de w:larden van G -ug’t__.deivq{g. 2

01+ Z 0,f.1+'—'——5ﬁ 0."-|— =

m=, k*x)‘b

¢ De’ tudsbcsparmg ten 0pz|chte van de in § 4. gegeven methode .
bestaat hierin,; datin §°4 het proces fnoest worden voortgezet tot °
de waarden 0,,,, klem _werden, - terwijl hier: slechts een zoodamg

aantal malen het genoemde proces behoeft te _worden toegepast,




- x ,HOOFDSTUK V“ LR

il o Ben{ekening,_ van balken op veeren,

‘ _l‘. S, c : ¢ ‘ '».‘ -:‘..-
o .. 1. Bestaande iteratiemethode.

~ De gra'phiséh_er bei‘ekéning van elastische balken | p veeren met
. behulp-van een’ iteratiemethode is door BIEZENO behandeld in
‘ZfaM.uM. Bd. 1 p, 93. 1) De daar ontwikkelde methode stelt ons

in staat ‘de berekening van de veerreacties uit te voeren voor ‘het
7 geval, dat of de veeren betrekkelijk slap, of betrekkelijk stijf .zijn
T toa van den balk.. - : [

' Bij deze methode plaatsen
_Stijf gedachten balk en berekenen
; uit het evenwicht en uit de vo

. veeren op een rechte lijn moeten blijven. Hadden ‘w

" . onbelasten, doch. veerend ondersteunden balk deze "nu

" “veerreacties - in omgekeerden zin als lasten gezet, . da
balk, al ware hij elastisch geweest, toch recht zijn gebleven
en iedere veer had de erboven geplaatste last moeten dragen,
Men behoeft dus slechts te onderzoeken

» wat de veerreacties zijn
". wanneer op den balk het verschil van het gegeven en van het

200 juist genoemde laststelsel geplaatst wordt. Uit den aard der |

.. tzaak zal dit krachtsysteem een evenwichtskrachtsysteem zijn, Dit
S evenwichtskrachtsysteem plaatsen we op
genomen balk en bepalen de vervorming, -
-Daarna wordt nagegaan,

e op den

n zou de

passend op te kunnen leggen. Dit zoo gevonden laststelsel wordt

- in omgekeerden zin op den balk geplaatst en de vervorming van
- dezen bepaald, enz, Bij herhaling van dit proces zullen de kracht-
‘stelsels onder bepaalde omstandigheden tot nul convergeeren. De .

R )Y '_E?ie"o'o_kl Proceeding of the, First International Coﬁ.gresﬁ..for’uzﬁpp}i‘ed
 Mechanics. Delft, tgz4. p. 58 ot e T

i

2 N

we het gegeven laststelsel op den . ¢4
de daarbij ‘optredende Veerreacties. <
orwaarde dat de uviteinden van de . -

gevonden - . 1:

den, van -de veeren ‘los-".

welk evehwicht_skrachtsysteeh op, de ~ oo
veeren geplaatst moeten worden, om den doorgebogen balk ‘er--. -

e B i,—_.,-i-."{.r :

o van de opeensolgénde krachtstéisels — met wisselend ek
Zal dan gelijk: Zijn ‘aan het ‘totale veerkrachtenstelsel, -, '+

%77 Meestal blijkt,- dat yeéds na eeft “gerigg " aantal iteraties” opegps,

#Nolgende : krachtstelsels gelijkvormig ' zijn, waardoor bedoelde. st

“van dit oogenblik af a3 die van een meetkundige’ reeks-is. op-te

vatténs:. T T cle ST ESNT L
Dezé 'methode. zal ‘bij* éen. Lri::l'a‘n".'; ve'rhvoﬁaling stijven balk ‘goed :
‘convergeeren. Ts de balk daarentegen zeer $lap t.0.z; van de veeren,
. -dan geeft ‘een. dergelijke methode, waarbij echter de*rol van:balk
i en veeren. yerwisseld i§, uitkomst,. T e

S i

1y

22.'De bij het viaigstuk behoorende eigenbelastingen
S Ohdé'r.."'éen':"cigénbelas:ting"“{ ztllen’ we, ‘een’ Z,qvénﬁi;}ft’s!cra“cl}t:
o systeem vérs’téém;: d:z-it, ig'eplaats't:_L op de:veeren, aan’ de.z_gl zdodanige

. indrukkingen - verleent, dat’de Josse balk, belast met een gelijk-
. yormig laststelsel van geschikt 'gckozén._inte_ns'it.gil".,“ aangfijpende
.- op " dé "punten; . waar dé’ balk " door. de.-veeren -gesteund ‘wordt,
. . (verdet knooppunten: gerioemd). passéﬁd op de veeren gephal_st kan

~-worden, De verhouding X van de lasten op den balk ;tot' die - op.

- de veeren wordt éen’ eigenwaarde van het probleem ‘génceid, -
_ Om° dit ,,pé‘séen’”_ van_den bélk'op de veeren: tot uitﬂi‘lukkingﬂte-‘.

" ‘brengen trekken we ‘een_rechte lijn door de -uiterste knooppunten -
* . en bepalen ‘de zakkingen t.0.z. van deze Iijh.‘?No’emen_ we % de?
-+ - = Veerconstante (de zakking-.per .eenheid van kracht) van.de ¢ veer
7 en) '@y --de verplaatsing’ van knooppuint 7 ten _gevolge: van een
" --‘-_""“'éénheidék;'acht in knooppunt 5 wanneer de balk alieen in de- ixitf;{st_e
.. ".-_knooppunten yaét is opgelegd, dan vinden we .voor de zakking vari de’

¢ = f*veert.o.z van de rechte lijn dje de ui,t'e_indén.\"/an‘de o e.n,ti.,-[vv— 1%veer:

« .. - .verbindt: - - ., R T
Py T Pipy T Popidyyr  (F=1

. en voor de zakking- van het #* knooppunt +.0,z. van dbel’y
- lijn der uiterste -knooppunten o Bl

erbindin

Hr

Dy AEPj-wv N (’.=='
) ;- =‘t -!: J=a B .é_-'!r.i '.._l-.:,—.-"" o -ﬁ. Db iy
.. Stellen- we. glén!: eisch, _'rda_t_'-;<_i¢____l_cr;i§l'|;l_;;:§1}' P; (=0




- een ;e:‘géhb:elnsting “vormen, dan v-iﬂocf.e.n
';verg l) en 2) aan elkaar geh_]k zn_]n

.‘ xn+: ‘.— ) '.'
P 3 ..M._po p
s xu-}-x. ) x,,+,

_ In de verg. 3) kunnen Py en P,.; in de overlge krachten
ultgedrukt worden, met behulp van de voorwaarde, dat de elgen- i
o belastmg een evenwnchtskrachtsysteem moet - vormen. :

=1 Znis

. - ‘ :, :
- nty niy : - . . P P
; > Pj x;—OenZP (xn+x“"xj) ) . .'.+Ply.:+:-.~° x"+! ?&, :l"‘-h] 2 2 4 “w Ly
. S=o . - : e
- waarult vo]gt Lo SRRE TSR gt
.:-f X Pn+x -——"‘—' Z P L P)__ — EP x'l+| - ,1.51

j-—l xn+x
Deze waarden, ingevuld in de verg 3) levert'-

J 1 Ma‘ x,,+, x, ton ) ) xj :-_-
P + Fnt /§1P Znts + x,,+l 5"‘*‘! z e :

+.h1 Z Z PH P:) Gy

t::xj—x,

' E Co 1n+l ._"xi
woe Z A P dy -,-' e e . 6)
.o . . a ) . J=1 . : . :
e 'of_r.__ .

Nu is zoowel Z }?{,-

i=o | xn-}-:_ -

--_'_"-_'omdat het krachtstelse] PA, (f= o . on + I) een evenwnchts--
- krachtsysteem vormt, en de termen met %o en’ a,,+, j _Eunnen

:..~‘_, i Pj{ A“ij —_ (x"‘*" —xf)(xn-{-x x,) a x,xj 5,,+, } _—
R Y Al :

Zougy . E : '.-worden weggelaten, omdat a,; ‘en a, 4 ;,j nul ZI_]!I S
S —Pid=o0 = (s=1., e m) L Tl e ) Tk Het tweede hd van verg 9) gaat - dan over in: G _.-‘
. T o een stelsel van 7 homogene lineajre vergelijkingen met » onbekenden - o LT T - A, 2 2 Py P” a,, Q‘ _" . -
5 , (P (/= .. ...7)), waarvan een van o verschillende oplossmg e D=ty A
i . slechts mogelijk is, in

dien de determinant van de n°_orde, gevormd
_uit de coefficienten de waarde nul heeft. Deze determmant levert -

ST een me graadsvergeh_]kmg voor A, die in het algemeen 7 verschil- -
N .- lende positieve re¢ele wortels heeft. 1) Bij elke wortel A, ‘behoort

-;- een op een.factor na bekende eigenbelasting Py, (f==o0 .. w7 1)
“ . Wordt op het samenstel van

Qp dezelfde mamer vmden we.-.

“ E Pﬂ P[, _3,- A/, E 2 P” P}, dd

1=o: . . 1::1/:::-

Door in het tweede lid van. verg 1) ¢ eh j te verw:sseieu_

onder toepassing van de stellmg van Maxwell daarna &g
stellen, vmden wer Coow S o

balk en veeren een elgenbelastmg
e geplaatst dan ‘wordt daarvan het

A -~ deel door den balk en

- A‘E ZPI,PLj“y——AhE EP‘[P".dg
' ‘:het :

. i=tjfet aE J=l;=i oAl
3 + A"\‘ deel door de veeren gedragen, daal lmmers in dat .

_.geval -dé veeren en de balk passend aan elkaar blljven slulten
1) Zie noot op blz. 4. ' .

waarult weer volgt*




V~"+r 7..._
Lz _PA. Pu

n+ x o -
X Py Py o=

1
. E=o

De e:genbe]astmgen, waarvoor .
S -_’_‘_ - cmx .

S - > Pk,zé—r
i=o

. noemen we' wederom genormeerde exgenbelastmgen.’"

N

4 Benadermgsmethode tot het bepalen van de
. exgenbelastmgen. |-

_ We plaatsen op de knooppunten van den lossen balk een even-
wxchtskrachtsysteem O (F=o0.:.. %+ 1) en bepalen (b.v.
- graphisch) de: daarbij optredende verplaatsmgen t.o.z. van de
- rechte .verbindingslijn tusschen de knooppunten-o en # + 1. We
i " onderzoeken nu welk evenwichtskrachtsysteem (,, (f=o0....n + 1)
"op de_veeren geplaatst moet worden,

verbindingslijn van de uiteinden der ui

-doende nauwkeungheld evenredxg zal leﬂ met de eerste elgen-
S _belasting. - qukt het,":dat: de stelsels Q. en’ in -reeds | eemgszms_

gehjkvormlg zn_m dan behoeven. we niet .verder. dan” Q., te- gaan;
. De -grootte van;de . eefste mgenwaarde A kan iti: Ret algemeen
met rulm voldoende nauwkeur:ghexd bepaald worden mt S

.fi+xi'."ii§;—'»-
z Qu Qm i 'z; > a/f Pk{"

om dezet. 0. z. van de rechte

terste veeren, gelijke door- . "":;- :,ii " "-": — _.kn——{—_'i ' 'i-;ak;*-'; 2
buigingen te. doen verkrijgen als die van de overcenkomstige ' > -'Z'Q,;,-;z & . 1.501 ;él',;,,, Pk“
. knooppunten van den balk t.o. z. van de verbmdmgslun der ulterste' _ - Y S PR Ay
.~ knooppunten.’ _ L - oo l_._-+£ E",.t? N
“". 7 We denken ons het stelsel Q,, (f=o0...... n—]— I) ontwikke}ld =2 — ._‘: ‘na Al =
T in de elgenbelastmgen ' - o : RN O PR e

b=s a, TR

Q,,_ b a; Py, (z'_=0..-.‘...n—[-:l)ﬁ.

. B R=1

Voor het bepalen van. de hoogere elgenwaarden “en elgedbe-_..»--;
lastmgen kan verwezen worden naar.de vorige hoofdstukken..We:

. gaan  bij het _bepalen van dezé elgcnwaarden slechts zédver, tot.,

- de -waarde 1. overschreden “wordt, omdat,--gooals ‘onder 5, nader a

" uiteen zal worden gezet, eigenbelastingen met A 33-x. volgens de‘ 4

in § 1 genoemde iteratiemethode behandeld kunnen worden
- Uitdrukkelijk worde . vermeld, ‘dat de in § 5 ulteen te zettcn
. methode uitsluitend. aanbevelmg verdnent, wanneer de |teratie~~

o e methode van BIEZENO geen uxtkomst geift;
L e it

oA
B en’, laten voorloopxg slechts één van die e:genbe]astmgen ar Py .
L. (f=o0..

EE R .. (=0 . #-1) op den balk aangrijpen. Dan zullen dé krachten, _
Tl 'noodig, om den veeren in dat geval gelijke doorbuigingen te ver-

;.f leenen gehjk zijn aan het —Le gedeelte van de overeenkomstlge

balkkrachten ‘dus A— P;., G=o0......04 I) (zie slotopmerking

. 4
§ 2) erruxt volcrt dat het laststelsel Q,, n—l— l)

(z-o...».i

de som wordt van alle elgenbelastmgen —PH e



. R . - -'_;' u“‘ ' )
Nxeuwe benadenngsmethode tot het berekenen van.

g balken op veeren. - LT e = -..’;_' oS
De gegeven belastmg B wordt allereerst in twee deelen B, en -_.
B, gesplitst; B, is een laststelsel, ultslultend bestaande uit krachten,_ .
.. .. -ter plaatse van de knooppunten, B, een evenwnchtskrachtsysteem,..' -
=i - 'dat, werkend op den lossen balk, de knooppunten in een rechte . - -

- lijn  doet: bluven De . belasting B, zal dus geen invloed op de
'veerkrachten uitoefenen. De splitsing in B, en B,

is eendundlg

7 .~ . Om B, te bepalen, plaatsen we op den balk, dlen we in alle:

knooppunten vast ondersteunen, het gegeven laststelsel B ‘en be-
- palen met behulp van een der bekende methoden de' oplegreactles

Bz, B, -bestaat -dus, krachtens de betrekking B = = B, +B -uit de
oplegreactxes in tegengestelden zin. :

B,  wordt weer gesplitst in een evenwnchtskrachtsysteem Ba

veeren op een rechte lijn te houden, wanneer het op de veeren

_-Deze oplegreacties, tezamen met de gegeven belastmg B, vormen .

h

en "een laststelsel B,, dat de eigenschap bezit, de uiteinden der

~alléén geplaatst wordt. Plaatsen we dus B, op de geheele constructie,

 lijkwaardig, daar B,, het verschil van B, en B,, een evenwichts-
+ - krachtsysteem vormt. !) S

:° " We kunnen de krachten By f=o0......n + 1) van het stelsel
3 B. gelijkstellen aan: ‘ : '

a x;
. Bﬂ' = —'-aﬁ

- zoodat de statische gelij kwaardlgheld der belastmgen B, en B, wordt
" uitgedrukt door: ' :

.o

e N ’ "+' V ﬂ+! "+! ‘ )
SR .,—-EB "‘+ﬂ”‘ zi+ﬁza o
. L . l—~o f=o0 i=:o i=o l f=o i_. .
iy n+1-.' T m . nt1 w41 ‘2
RN By=72x B, =% Mﬂ 3+p ‘;
EE R Ao =0 . i=o 9 i=o 07 =0 Y%

conl AR 22)

v

Y1y By is, daar By = B — Bz ¢n B, een evenwnchtskrachtsysteem '

~stat|sch gelljkwaardlg zijn,

-dan blijft de balk recht en ondervindt geen krachten, terwijl de .
T l,-.- ;" veeren het geheele laststelsel opnemen. B, en B, zijn statisch ge- .

(i=o...;..r;+l)"'.“ 21)

vormt, weer statisch gelukwaardlg met B, zoodat ook B, en B . L

- De krachten B,, zun bepaald door -B,, --84; . Gebrunkmaken, !
van’ de ontW:kkelbaarheld naar de elgenbelastmgen kan‘
geschreven:

L6 n +
. -:’.balk met veeren, dan zullen de veerreactles het
:.< b :V -0
-van de elgcnbelastmg bedragen. Immers de. balk ondervmdt he '
verschil van de belastmg en veerreactles, dus i

fih =

-de g‘édeelte

-’ _15.:—'"’(I"_--x+A)P I-I—Ab - ‘

FRRR zoodat de ¥ per - knooppunt: resulteerende krachten op den balk;
i maal zoo groot zijn als de, de veeren: belastende krachten.
-". Balk -en veeren zullen dus juist op elkaar. passen, blijkens de.

‘. definitie van. de ‘cigenbelastingen (begm §2) ERRES 7
Op de veeren komt derhalve tengevolge van de be!astmg 83

. - V- — a4

>§=11+Ab‘.

(z_o....v.u+;) »

Het is echter niet noodlg alle elgenbelastmgen te bepal(m daar
" een belastmg, welke slechts bestaat uit elgenbelastingeng waarvau’ g
.- de, elgenwaardeh grooter dan T zl_]n veel beter mét'dé nteratne-r




d-—x
. z akP;, en
. ﬁ——l

;‘zdo, ‘dat het eerste gedeelte alleen elgenbelastmgen bevat met
A= 1, het, tweede, B, alleen eigenbelastingen met A> I Alleen
N de A's van de eerstgenoemde eigenbelastingen behoeven: ‘dan be-
paald te worden evenals de bubehoorende krachten. De belastmg

= - d—1

.' B = - E ak P;,, ,,dle a,ls verschll van B gen 2 a Pk, bepaald
L ked - Fei -

'ls, wordt in haar geheel met behulp van meergenoemde |terat|c-
~methode behandeld. :
._ Wordt op -het laststelsel By het lteratleproces éénmaal toegepast
- -’vdan wordt voor het eerste stel veerkrachten gevonden S

.R,, == %d v P{u . (t=0”+l) ;J. ’ 27’)_

: We behoeven slechts een zoodamg' aantal elgenbelastmgeu
’bepalen dat” de’ elgenwaarde van_de eerstvolgende engenbelastmg
> I is. Daar het echter m het algemeen met gelqk ls"tevobr

Evenzoo vmden we vervolgens: Ce e Rl

I

Y Ry = ¥ %p, f=o0...cnt1) T

' _— ” a; x . . A
CEPR ,R"f_" T kE P ékl - ¢ =Oree® +. I), sea d s z66veel ‘grooter dan”1 zqn, dat Zeker niet slechts één ltetatle ee
plmeE "oay o ST Tt e _voldoend - nauwkeung resultaat ‘wordt bereikt; ,; 3 . 5
co Rt = kEd gm Lm(F=0.. SRRk 1) o 28) L . De My gebrmkt it +de verg 30} kan benaderd_ gevbnden wm'den

}-_\'Dit .proces  wordt  voortgezet,- totdat R, _.i: en Ruy

(F=o0..... ” 4 1) voldoende gelijkvormig zijn. Splltsen we de-
':;:ieerki'zii:hten Vi, behoorende blj belasting. By in twee deelen,_
sV{en VY, resp. " behoorende bij de bekende e;genbelastmgen en’

| blj de belastmg Biiy dan’ kunnen we aantoonen, dat' .

s - n Tl

"V’”*kzd 1+A Py, (z__o n+x) . 29)

Het spreekt vanzelf,, dat | gedurende het |terat|e prqces de .lage;e
p;ndatr(!e




- coéffk'eiéij'ten" @ (BF==1.."" d-— 1) slcchts met een bepaalde ; slechts b st dé ; :
“graad van nadwkeurigheid - ‘bepaald | kunnen worden, zoodat de-; %k gelljk aan g m;)_ o e aan ¢ 4

belastmg B; niet geheel vrij van lagefe elgenbelastmgen behoeft te ek R Ry . Lol
zijn, en ook omdat bij ‘de opeenvolgende iteraties onnauwi(eung-
- lieden kunnen insluipen. Het bedrag ° waarmee deze lagere eigen-’
belastmgen in een: bepaald stadium’ van' de iteratie voorkomen
-is' echter gemakkelxjk te bepalen (zxe vcrg 25)) zoodat le stecds
23 verwxjderd kunnen worden. : - . *

‘Resumeeérend vinden we voor . de totale kracht dle de eerste '
veer op den balk uitoefent: 1 -

---.«'_'ffl:"_-x+;az, _atBa f’-'f‘
AR +hﬂ+l

+ Ra, (= l)m+: I+A R,,., (2—-0 . ..‘n—}— I) 33)

Met ‘behu!p “van verg 2 .
stelsel B,,, hetwelk. 200 gekozen i

s, dat de balk reoht _blljft.;“’

ormt een evenw;ehtskrachtsysteem op"_ de:
kan dusin. de elgenbelastmgen gesphtst wordén

By prlsmatlsche ‘balken - :met _een. ge mg aantaL S vee
7 kuitfien de: vervormmgen vzm den balk het eenvoudlgst berekend

wordén door- ‘gebruik. te maken van de mvloedsgefalle

) . n 'ay ¥ zoo.’nls
deze gedeﬁmeetd zx_m fn"'§2 " In" dlt gevaf zun de grboth’
18 Ef .o : %

a,, t ontleenen an’ Iabel V|

_ Pla'\tsen ‘we op den balk de gegeven belastmg en de Z00 gevon-»
den veerkrachten dan kan de- momentenlun geconstrueerd worden

e 6 Voorbeld. |+

Als voorbeeld zal - behandeld worden de berekemng van.een’
prlsmatlschen balk met stx]f heidsfactor £/ = i2.108 kg cm., rustende

; " op 7 gehjke veeren (veerconstante § =

cm/kg) op gelxjke
. . afstanden van 100cm. Het 4e veld is met 1680, het Ge met
' 3360 kg ‘'gelijkmatig belast. : ' :

~ ..We plaatsen den balk ter plaatse van de knooppunten op vaste .
steunpunten en bepalen met behulp van den drlemomentenregel de

oplegreactles. Deze, tezamen met de gegeven- belasting,’ vormen -
het laststelsel Bz, hetwelk in fig. b is afgebeeld _

2 34

’ Tot het ben::lderlhg-*ig‘ﬂ‘".l“e be

_ palen van: de eerste elggnbclastmg
168 1680 L Lo o ‘ | R
100 . 100 "'_z ‘V—q B . ) Q" =_resp“f'—570 3; 4 QE - i,
1050 588 ";.‘aan Met Behulp van de mvloengetallen bepalen we dezakkgﬂge

Yt van de tusscheh-knoOppunten t.0.z; A
de: knooppunten 01en 6, :f :



. :De werkeluke zakkmgen Vui,
de krachten welke de veeren dez

zgn gelqk aan y,,‘ + @+ B en
e mdrukkmg zouden verleenen zijn -

'18 E!5

TQ,, = resp..'-—391 —-28 245 348 245,—28 —391 kg
Hlerm is = —'\31_22 = 18. "

P e IOO ‘ i )
o Het laststelsel Qe, is nu practlsch zuxver evenredlg met . de _
s eerste e:genbelastmg De eerste elgenwaarde wordt gevonden ult )

Z Qll, Qﬁ‘

Ti=o

=
| Qo

“éi=o

s
Ela 8 ”'_°~:,'

—0222

* Voor de ge”armeerde eerste elgenbelastmg vmden we:

,_.resp.:-—IS 27,—1,31 11,45; 17,26; 11,45,—1

“*Vermoed wordt, dat’ de volgende elgenwaarde
dan I zal zijn,

~ Het bedrag a;, waarmede P,
de elgenbelastmgen voorkomt, w

31, —18 27

(A2) reeds grooter

1468 i729 kg _
. van den balk volgt uit ﬁg ‘I3, waarm‘ ook=
en balk. s, geteekend--‘ ‘

'De totale beiastmg

in de ontwnkkelmg van B naar ; de. momentenhjn van d

ordt gevonden uit;
e ay=% B, P, a,_ —-646 :
Trekken we het laststelse] o

—_—

= resp.: 118; g; —-74 —106 —74: 9»
; af, dan vinden we: - ’ _

3.4 Tesp.: 145 ; —27; —484; 436 - 388; 669.
»welk laststelsel L, dus fet bev

methodc toegepast kan worden

at, zoodat hlerop de lteratle-




HOOFDSTUK vT,

Berekening van balkramen,

——

I. Inleiding.

Onder balkramen zullen in dit hoofdstuk constructies worden
verstaan, bestaande yit twee stellen balken (ter onderscheiding
langs- en dwarsballken genoemd), die in de knooppunten slechts

krachten loodrecht op het vlak van de constructie op elkaar kunnen’

uitoefenen. We beperken ons tot die gevallen, waarbij de balken
van één stelsel op dezelfde wijze uitwendig gesteund zijn en waaurbij
het verloop van et traagheidsmoment van alle balken van é&¢n
stelsel op een constanten factor ny hetzelfde is, :

Lvenals bij de balken Op vecren voeren we hier twee samen-
werkende constructies in, n.], langs- en dwarsbalken. Het gegeven
laststelsel za] gesplitst worden in eenige laststelsels, waarvan sommige
alleen door de langsbalken, sommige alleen door de dwarsbalken
en andere door beide balkstelsels samen gedragen worden. De
laatste zullen weer gesplitst worden in eigenbelastingen. Onder
eigenbelasting wordt hier verstaan een laststelsel, dat geplaatst op
de langsbalken alleen, aan deze zoodanige doorbuigingen geeft,
dat zij passend geplaatst kunnen worden op de dwarsbalken,
wanneer hierop een gelijkvormig laststelse] van doelmatig te bepalen
intensiteit geplaatst wordt. Wordt een dergelijk laststelse] op het
gcheele balkraam geplaatst, dan 4] elk der beide balkstelsels
aan een krachtsysteem onderworpen zijn, dat met het gegeven
laststelsel gelijkvormig is,

2, Splitsing van het gegeven laststelsel B jn By en B,

Het gegeven laststelsel B splitsen we in een laststelsel B, en

.‘oplegrea.(‘:_ties. Om de s-plit‘si-ng uit te>\}oer_en.w."ordf"

elke ba_lk?'ih,

~ de knooppunten yast ondersteund en worden de daarbij optred'ehdeif ..; a3

"som der aldus gevonden oplegreacties vormen het laststelsel B, .
Het behoeft geen betoog, dat het onverschillig is tot welk balk- - . &
stelsel de 7 de knooppunten werkende belastingen gerekend worden, - '

3. Splitsing van het laststelge] B, -

Beschouwen we. het meest gecompliceerde geval, dat zoowe] °

langs-" als dwarsbalken pjet uit\vendig,bev'estigd zijn, -dan splitsen

-we het laststelse] 2 In twee laststelsels By en B, B, wordt—z'd('),A
gekozen, dat et alleen door de langsbalken opgenomen wordt,
die daarbij 266 gebogen worden, dat de erop rustende dwarsbalken - . -

recht blijven. Het laststelse] B, moet aan den eisch .voldoen voor -
elken dwarsbalk afzonderlijk een evenwichtskrachtsysteem, te
vormen, Co ) T :

Het laststelse] 5, moet zijnerzijds weer gesplitst worden in een

stelsel B, en By. Bij het laststelsel B nemen de dwarsbalken alles

Op, terwijl de langsbalken recht blijven, Het laststelsel B; vormt.
op elken langs- ep dwarsbalk een evenwichtskrachtsysteem, zoodat -

het zoowel door de langs- als door de dwarsbalken afzonderlijk
gedragen kag worden. Langs- ep dwarsbalken kunnen dus samen-

4. Vervolg, o - -'_ -

Daar het laststelse] B, voor elken dwarsbalk een evenwichts.-
krachtsysteem vormt, moet laststelse] B, per dwarsbalk met last-
stelsel B, statisch gelijkwaardig zijn, dus:

J=
—_— : : :
1) In het vervolg wordt onder Bj; verstaan de kracht van het systeens :
B, met de knooppuntsindiceé,y-- I IR

% B @Gy —2)= 3 B (ot —2) 1) F=o.....om41) -+
o J=o . . 2




nix Er i '
% Big= 3 Bz (f=o..... m1).,. . I)

S=x J=1

Z

langsbalk dwarsbalk
n+i /

/
o
N
oo ' L e
e Xi X, X

Fig. 13,

De eisch, dat bij laststelsel B, de dwarsbalken recht blijven,

kan als volgt uitgedrukt worden :

L4, — 2z g i=o...... w41
j — ] PV ) 3 - . 2
]” Ty 41 J © + £, +1 y" b J=I1...... 7 )

In § 1 hebben we ons de beperking opgelegd, dat het traag-
heidsmoment van alle langs- en van alle dwarsbalken gelijkvormig
moest verloopen. We zullen de verhouding van de stijfheid van

\ . I .
langsbalk ; tot die van langsbalk o %, €n de verhouding van de
¢

stijfheid van dwarsbalk 7 tot die van dwarsbalk o —LL noemnien,

H

Hetis dan mogelijk de krachiten B} in B2 en B}, .. uitte drukken.

Om langsbalk 7 de zakkingen y,, (f=—=o0,.. . . 7 - 1) te verleenen
B’
hebben we noodig de krachten = (f=o...... # 4 1). Om
7
langsbalk ; de zalckingen Yinit: (i=o0...... # - 1) te verleenen
hebben we noodig de krachten %,t’ B,,.(¢=o..... m =+ 1),
7

. zoodat uit de verg. 2) volgt:

) I ;,,' ,—z oy Ky oz - z'=o:.r.n' I ‘ L
By = — A8 gy +—i—’~B.’-,,,_+I(j:.L_”+-> 3) - co

" 73
-K;'_ zn-{-l- o K[’ Zy 4y

Substitueeren we de 200 gevonden waarden van B} inde verg, 1, .-

dan krijgen we:

D m . : ' n | —g)2 o
2 B} (5,4 —2)= Bl § Lj i — g + o

Jj= Jj=o0 zﬂ-{-x..
- i Kn l:- 8"(8',, - ) »
B}, D i A Lt 74
+ » 7+ Pt Kj P ;
741 . _ n o .Z'(Zn r_,z_)-‘ . ‘ ‘ :A
ZB;-z-:B?OZ—.%\’ L
RS = A e
) 4 x . 2 o
+ By, 2 5 mt) g
‘ - f=x K; zn-f—! .
Uit de verg. 4) zijn Bl en BaiiG=o0.... .. m 4 1) éc |
berekenen, zoodat de verg. 3) ons B} ({ = o ...... m4oa;
J=o...... 7 - 1) leveren. Alle By-krachten zijn dus bekend,

waarna de B,-krachten als het verschi] van de B,- en de By-krachten
gevonden worden, ‘

2 f=o0..... m 1
B,_‘, = g B!JI . + . . . s)
- J=0..... n 41

Het splitsen van het krachtstelsel B, in de krachtstelsels B, en
B, geschiegt op dezelfde manier. Er zal hier volstaan worden met
het neerschrijven van de formules:

"

E B,j (x,,,+, -—_ x;) = 2 B; (x,,,+, —_ 2.',')

”m 4y mx .
% B = X B (j':o.....n+l) .. 6
t=1 1= R .
) _ x,,,+,—x,- .- € . i:l ..... m . K
Ji = T 11 —~ Joj -+ a;,,,+,]”'+"’(j=o...-..'n +l) : 7) B

I xm-{-l_xi 5 Ll"+l Z S z':l..m P
By = Zudr—% po | Ly, B, . . * .
7 Ll' xlll‘-f—l i + &3 T + ¢ "t ng




m

" .. —_ )2
2 B; (xm-f—l -_— -Ti) = ng 2 _\-l . \(zm-,_' x') i

i=o i=o ‘ zm-f—x T
EY Iil\ Lm 4 ¥ x; (wlll-f—l - x.’)
+ va—{—l,j z‘ T_ e A
i1 ] Tinga
ko O B N —
2 Byn=p, ¥ 1w, —ay +
=1 f=1 i Yingx
. "L it
+ B"m+x,j b T (J=o...... n41) | 9)
. =1 Lg' xm-}-x
. . s {t=o...... m -1
.B",j = B",‘j — B",‘j ( R Ijl: [) [ IO)
J=0..... . 7

Ter vereenvoudiging kan in de verg. 9) B% door B%; vervan-

gen worden. Immers het laststelscl B, wordt alleen door de langs-
balken gedragen, Dit s slechts mogelijk indien het voor elken
langsbali afzonderlijk een eveuwichtskrachtsysteem vormt. Voor

dit systeem geldt dus per lungsbalk :

) g B; (Corgs — %)=o

"y 3
X2 B} 4= o F=o..... CC o B 13
$ =1
Nu geldt voor ejk knooppunt afzonderlijk :
i=o .. .,, m -1
2 e —, e . .
Bj = By + Bj <j: o..... 7+ I) '2)

zoodat ook

" i

1
X B; (xm-f—l - xi) = ‘\:l B; (xm»}-x ‘xi)‘f‘.z -Blj (Q:lu-f—z_xi):

i=o f=o

I=o
7
=2 By (@,,, — g
t=o
ni--y L/ n-f-t m-Fx
Y Bjz=y B4+ 3 Bz, = 'y B} 2i(/=o0... .5 + 1)
f==x s =1 i=1x f=1

<« . 13)
5. Eigenbelastingen.

Noemen we &/, de zakking van knooppunt 7 van langsbalk ;
tengevolge van eep éénheidskracht in het knooppunt », wanneer
. deze balk in de knooppunten o en s +1 s opgelegd en ﬁfs de
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' zakking van “knooppunt 7 van dwarsbalk 7 tengevolge van een S
éénheidskracht jn het knooppunt §, wanneer deze dwarsbalk in de = .
knooppunten o en 72 4 1is opgelegd, dan luidt de voorwaarde, : -.-'

dat de langs- en dwarsbalken op elkaar passen, wanneer de langs- -
balken met een laststelsel belast ‘worden, hetwelk 3 maal zoo groot

is als het laststelse] P;(i=o0.....m +1; j=o.... n+ I)op

de dwarsbalken : (zie fig. 14).

Z

19 a T

;+g:f+/t Coe e . 14)

waarin :

E 1T X; 7 .
€ — ~+\a+ /R
vrm-f—r Iill-f—l

f:ﬁﬂ'\‘—fd-}_ % T 1))
z"-f—l zu-f—x

.
Verder js:

a = i B P,

SF=1x

< w4
b — 2 ﬁj_g Pm-}— 18
S=1
m
-l == A 2 “,"’p’--'—lpr,n-f—l

r=1u




k=3 g, P, . T . De verg.” 22) zijn mn lineaire homogene vergelijkingen met sy

s=1 ' - onbekenden, E¢n van nul verschillende oplossing is slechts mogelijk, - o o
Substitutie van I5) en 16) in 14) levert ' E wanneer de determinant bepaald door de coéfficiénten ri_ul is. f)eze'f__:. ‘
Togy — a5 soon o - : determinant is een e machtsvergelijking m A ZOOdflt mn wa:.lrden
T:E:ﬁﬂ P, - % B;; P, . .+ ArZ aly Pj= = : | van ) gevon.den kunnen worden, waarbij elgenb.elastmg.en ' ,
T s=a = behooren. Dit alles geldt nog voor balkramen met willekeurige
=St = 5 ¥ Py 2y S rtep PRRETES  A) , . balken. :
Futa r=a N e s=c T ~ . Hebben echter de langsbalken gelijkvormig verloopende traag- -
I=r=1.,...m . : heidsmomenten en is dit ook het geval met de dwarsbalken, dan .
{j =5=I....,. n) I, ) ’ " kunnen de wortels van deze vergelijking eenvoudig gevonden worden,

We bepalen de eigenbelastingen en eigenwaarden van langsbalk-

Bovendien hebben v d ikki ichts-
¢ de beschikking over de evenwichts O, wanneer deze gesteund wordt door veeren ter .plaatse “van de .

vergelijkingen :

. knooppunten met veerconstanten L, (i—=o. . . .. #2 + 1) en noemen , _
:::' m Ly . . . % . ) . o Tl
B Py (T, — )= ;X P.gt,=o0(s=1... . . #n 4 1) ~ de lasten van de 4 cigenbelasting Q% en de bijbehoorende eigen-. = - -
r=o re=1 o . waarde w,. Hetzelfde doen we met dwarsbalk O, welke dan in de o
. - 18) " knooppunten gesteund wordt door veeren met veerconstanten - ST
: ” +‘X ) . . e . . .
Py (a0, — 2)=0;, % P2 = o r=1... . co ) _ K (j=o0...... 7 1). De lasl.t'en van de / 'exgenbelastmg
s=o . s=1 worden dan &! enoemd en de erbj behoorende ej enwaarde ;.
;8 J g
< - . 19) Het blijkt nu, dat de eigenbelastingen L% van het geheele balkraam - -
waaruit volgt: ' ©uit de genoemde eigenbelastingen bepaald kunnen worden door
o T g1 — 2, e . te stellen: ‘ ' '
PO.\‘='—‘ 2’ Pr: =t :P;;l-}-:,::'—‘ ZP;-_\- z . 20) .
r = xm-}-[ r=1 x;u-f_[ 2=0..... 7’l+ 1
” Zugy — 2, ” z . bl " ! j.: O..... n + I
1):-0 = Z Pr: \;"__h; P’, n4 g = — 2‘ Pr-\‘ : . 21) Pl” h Q"‘ Rj 1? =1 m ) 23) -
s=r z’l+l s=1 zu-}-x e )
—_— . =1I..... P
Substitutie van 20) en 21) in 17) geeft: :
terwijl de *bijbehoorende eigenwaarden van het vraagstuk gevonden
Zon 4+ = X \’i \”\‘ o T +1— &) H
T T & Xgn p I % worden uit: )
xm-}-x S=1 r—;x -’vm—fx .
L EA=1.....m )
& v om " w o et = = (1-— I n) 24)
oo EoXgptep, P8 P, = ‘ o
TTrs=a = T x r=a Maken we gebruik van de vergelijkingen :
2, S % "1' ’\’ 7y * .
=Tt % 8 Xa P, — 8 B VA SR
z;:+x S=1 r—1g Z,,_{_, “,j,.=1(1 “": z.= I . m 25) S
Z2; ”: ua ” I £ ’." i =TI..... - .‘
—ZL2 3 T atp, 4 3 AP FELeem _ CoT
8::—{-1 r=1g5=1 Zu 41 s=1 ¢ . - T
r t=1., m -1 ) s ‘
i=yr=1...,. m 22) . en ﬂj', =L; ﬂ}’: J=1.....m . 26) 1
J=s=1 . oo S=1.....n




welke volgen uit de gelijkvormigheid van langs- resp. dwarsbalken
en substitueeren we 23) en 24) in 22), dan volgt na eenig om-
werken en het bijvoegen van den term

“ky %z Q,R,xijﬁ; ' -

r—i1x S=1x

aan beide zijden van het gelijkteeken :

2GR 0L+ F 0 fuwy —

$S=1

(xm 41— xi) (rm +1 xr) X2, L ]
xm—{-x‘ xm+x£ ot

”

THEES O —RE+E R (v

=1 S=1I

(2uge — 2) (2., — z2)  zz =y=1,,
—eE T B m 8) g2 K,,+,}]<Z. ”’)27)

zn-ﬁ-xl Znt 1 J=§sS=1..n

Wanneer Q en R de eigenbelastingen van langs- en dwarsbalk
O zijn, dan zijn de vormen tusschen [ ] blijkens de verg. 7) hoofd-
stuk 5, nul, zoodat de verg. 27) bevredigd worden.

6. Orthogonaliteit van de eigenbelastingen.

Gebruikmakende van de orthogonaliteit van de eigenbelastingen
van langsbalk o en dwarsbalk o zullen we aantoonen, dat als
orthogonaliteitseigenschap voor de eigenbelastingen van het balk-
raam geldt:

R R T T (% 5%
“ Pl KL #enjof /3£ g)

i=o0 j=o

Door substitutie van de verg. 23) in verg. 28) vinden we:

m-|:)n-J:x . m-f:xn-‘:x .
f:o,-io‘P'é'l Py I(j[,,._-=i;o ,-Eo o RO ROK; L=

_ Ill§l Qﬁ 0‘0 L n%x R/ R K

=9 .2 "”""",-=oj"j < .. 29)

"De linker vorm tusschen accoladen is nul voor k£#p en de
rechter voor /3 g, hetgeen volgt uit hoofdstuk § verg. 8), zoodat
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.—'—ﬁ_ c

- : s de verg.. 28) bevredigd"' wbrden.j Zijn de eigenbela'\stingén.Q‘,&. er{ i

. &; genormeerd, danis de eigenbelasting P00k genormeerd, immers - ;';.'.
m+4xn4x M1
2 PP KL= "E"E orpry KL=
fe=oj=o i=o j_=o ] ) .
mx . ”n4x .
={ b5 (Q,‘?)zL,-}.{ (R K };', =1 . 30
i=o Jj=o

7. Ontwikkeling van het laststelsel By naar de -
- - eigenbelastingen. . - :

Daar het laststelsel B, per langs- en per dwarsligger een even- -
-wichtskrachtsysteem vormt, bestaat het uit mn onafhankelijke

krachten. Daar we de beschikking hebben over m# eigenbelastingen, - ©~

is een ontwikkeling van B, naar de eigenbelastir_ngen altijd mogelijk.
@S ad ud 4l 7= O..'...,m>+l -
B’f, = kioiz'oa“ Py (J= o ..... n I)_ : 31)_-

waarin @, gebruikmakende van de orthogonaliteit en van het ge-
normeerd zijn van de eigenbelastingen, berekend kan worden uit:

w3 edx = e
ay = % X By PV K L ("’ ! ’”) . 32)
i=o0j=o / = I..... ”
Substitutie van 23) in 32) levert;
m+t x4 6 3 J _n+l ’ m-{—.x 5 +
=2 ZB} O'R K L<=3%REK"SBQoL
i=o0 j=o Jj=o0 i=o .

L - A=1..... ” »
6 OF [.o= .
.-Eo By GiLi=ty (j=o ..... n+l> e 34) ;
dan gaan de verg. 33) over in:
el E=1.....m\ -
m= S Eu k(T g

We bepalen dus eerst de b’s, dat wil zeggen, we bntwikk_elen -
de belasting van elken langsbalk in de eigenbelastingen van langs- -,
balk 0 en bepalen daarna met de verg. 35) de coefficiénten @




Het is echter ook mogelijk eerst de belasting van elken dwars- . -

balk in de cigenbelastingen van dwarsbalk o te ontwikkelen en
daarna de a’s te berekenen, De verg. 33) kunnen n.l, ook als volgt
geschreven worden :

m-_]‘-r l.'i~l mi-x 71
Gt = ii'o jio‘Bg Qf RJI 1(" Li = iio Qf Li 'Eo B;"’ RJI K"
k=1, ., m
I=t1.....n) * © = - 36)
waarin we ny
nir l=1,....»n
X B RK —
= 7 R &, cu <z'=o ....m+1> 37)
stellen, waardoor 36) overgaat in:
ko, £ =1, .. m
Ak =i__2_-° O i L; I=1. ”> 38)

Zijn alle a's bekend, dan kunnen we de verschillende eigen-
belastingen over langs- en dwarsbalken verdeelen. Vatten we by,

de #£/-de eigenbelasting in het oog. Wanneer we hiervan het

A
#-de gedeelte op de langsbalken en het —
]

1 I+ Ay

op de dwarsbalken zetten, dan zullen beide systemen balken, blijkens

de definitie van de eigenbelasting op elkaar passen. De aangegeven

verdeeling van de eigenbelasting P, zal dus de juiste zijn,
Maken we gebruik van verg. 24) dan vinden we:

-degedeelte

3

v 7

Aay

I+ 2y Ko T +
O
41

en
I _ _I_.‘ _ 17 £ = I..... " )
1—[-).,,,_1 _/*‘i_'“/c"l‘”l l=1.....n -39

7 ’
Plaatsen we het geheele laststelsel B, op het balkraam, dan

zullen hiervan de langsbalken een laststelsel By en de dwarsbalken
een laststelsel By dragen, waarbij B, en B, gegeven worden door:

_ w ” .
By= % 3 _ M

by
ay P
k=1l=: pp + v, y

" methode toegepast worden, : o e
We bepalen van langsligger o en van dwarsligger ‘0 de . -

% y, Z77] P;'l (

'=O_...:..

o o om i .
’“-_B-G-:/,E j:nb_...‘.',.

ti=1 oy,
" Wanneer we geen prijé stellen op een exacte bepalirig van’ B-G

x

van nauwkeurigheid willen kennen, dan kan de volgende benaderin

U=o.....n+4 I) met behulp van de verg. 34) en hieruita,,,

- . met de verg. 35). Eveneens bepalen we ¢,, C=o0.....m + 1)

met de verg. 37) en eventueel hieruit als controle nogmaals g,
De belasting B, kan nu in de volgende 4 deelen gesplitst worden: .

' wlf=0.....m4 1\ .
By = By + B + m + B (j=o...‘..,.j;‘1> SPUR

waarin ;
7 1 9§
B = a, P}

Bj =3 a, P} = b, O — B

=3

Bg. = Eah P;! = ¢y R_;—BZI

k=2
o m M' .b.l z':O ..... ”m +l
G A (IS ) I

Bij het bepalen van het laststelsel B, kunnen we ook uitgaan
van het laststelsel, hetwelk verkregen wordt door 8, en By van By
af te trekken, -

.Bg' ___BZ’ — BZ= B;—b,j Q:=

=B Eam (ot

k=2 ({=1x Y =o.-...”+l

Hieruit bepalen we de coéfficiénten :

J=o0

8. Benaderingsméthodg. S '

- en By doch deze krachtsverdeeling slechts met een bepaalden graad” -

eerste eigenbelasting. We berekenen daarna de coefficient 6;,-' T

i

. - 8 , SUEREE
dy =X (B,)-—B,’,-—Bg)R}K}(i=o....-.m+l).'j_ﬂ)»




. De belasting By wordt nu bepaald door;

7

B —du R (z.=-o ..... m - 1)

Voor het laststelsel B, geschiedt de verdeeling over langs- en
dwarsbalken volgens de verg. 40). )

Laststelsel B; wordt behandeld volgens de iteratiemethode,
‘beschreven in hoofdstuk 3, § s, waarbij de dwarsbalken gesteund
worden door vceren met veercoustanten K; (= o ... . 2+ 1)

Evenzoo wordt het laststelsel 3, behandeld, waarbij t.o.z. van
By langs- en dwarsbalken van fuiuctie verwisselen,

Het laststelsel By, wordt naar schatting over langs- en dwars-
balken verdeeld. Willen we zeker zijn, dat niet een te guustige
belasting voor een van de balkstellen gevonden wordt, dau kunnen
we B in ziju volle grootte zoowel op de langs- als op de dwars-
balken plaatsen. In Jiet algemeen zullen we By, in gelijke deelen
over langs- en dwarsbalken verdeelen.

Zijn alle lasten over langs- en dwarsbalken verdeeld, dan kunuen
de momentenlijnen gecoustrueerd worden.

9. Voorbeeld.

Als voorbeeld zullen we een balkraam doorrekeney met 5 langs-
balken en 7 dwarsbalken (m =5, n= 3), welke balken nergeus
uitwendig gesteund worden. De constructic is dys [5-voudig statisch

B moment; ‘de knooppuntsafstanden zijn

lengteeenheid - ingevoerd. S .
De belasting B is uit fig. 15 af te lezen; zij bestaat uit " eenige .
krachten in de knooppunten €n uit een gelijkmatig verdeelde Jast
op dwarsbalk 4, totaal groot 132, _ T T
§ ' Het laststelsel B, bestaat uit een gelijkmatige belasting groot 12

~ opdwarsbalk 4 en krachten : — 1,179; —3,429; —2,786; —3429en_ -,
1179 ") in de knooppunten 405 415 4,25 4,3 en 4,4 7). L
- De krachiten van _laststelsel-B2 zijn in tabel V vereenigd, - -

TABEL V.

B, =p__ B, .
4 | —21 o © /-0 | nLiy9 | o —12
3 ol 14 12 8 | 3,429 o- o
2 ol 2 o o | 2,786 | o ‘0
X o 2 o ° [ 3429 | o o
=0 —rxo0 o o o L,179 o |— 7
By jx=0] 2 3 4 [ 6

De resultaten van de splitsing van B, in B, en B, en van B, in

'B5 en B; ziju te vinden in de volgende tabellen,

De waarden voor B, worden gevonden met behulp van de verg.
3) en 4). De waarden voor B, met behulp van de verg. 8) en g). -

1) Een naar boven werkende kracht wordt met het minusteeken aangegeven.
2) Dit laststelse] By bestaat immers volgens definitie uit de werkelijke
belasting B van het balkraam en de Oplegreacties die zouden ontstaan,
wanneer het balkraam i alle knooppunten vast ondersteund was, De

- krachten, welke bij B op de knooppunten staan zullen in B, geen
bijdrage leveren, omdat de door deze krachten veroorzaakte oplegreacties - -
Op het teeken na er aap gelijk zijn, Het is dus voor het bepalen van by

slechts noodig dwarshalk 4 te beschouwen, De berekening is uitgevaerd .
met den driemomentenregel. - o ." )

S
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TABEL VI , ~ - TABEL IX. :
B, . B, = B, — B,. i
4 |—10,6 6 4,8 3,2 2,4 o —538 4 |—2,834] 0,558 0,752 ) 1,346 2,318 2,534 — 4,672 o ,
3 |— 384 4,8 3,6 2,4 2,4 o —4,8 = 3 }—o,865 1,241 1,747 . 0,253 — 3022 ——-2,735 ' 3,31 R
2 |— 6,2 3,6 24 1,6 2,4 o — 38 2 5:387| — 2,370 | — 3,127 — 22841 —0,255 | — 0,598 " 3,248 s
I 11— 4 2,4 1,2 0,8 2,4 o — 2,8 1 | 3,164) — 1,216 | — 1,996 | — 1,576 ‘0,263 | —o0,736 | . 2,084 - . _,‘"-;.j
3=ol— 1,8 1,2 ° ° 24 ° —158 =0 1—4,848 1,788 2,624 2,260 . 0,674 1,532 — 4,032 SEEES
By |l x=o0 1 2 3 4 5 6 By lx=0 I ’ 2 ) 3 4 5 6

TABEL VIIL S : o coLmo
‘Voor de eerste genormeerde eigenbelas_ting van_langsligger o .

B, = B, — B, wordt gevonden: !) _ _
4 [—104| —6 —48 | —32 | —1z2 ° — 6,2 Qi = resp.: —o0,529; —0,038; 0,331; 0,472; 0,331; —0,038;
3 8,4 9,2 8,4 5,6 1,029 o 4,8 — 0,529 ® . )
2 6,2 —1,6 [ —2,4 —1,6 0,386 ) 3,8 en voor de eerste eigenwaarde : # = 0,222 EJ _ '
I 4 04 | —1,2 | —o8 1,029 o 2,8 Evenzoo vinden we voor de eerste genormeerde eigenbelasting —
- ’ ’ »e o
' ’ ‘ van dwarsliggers o: : ' ‘ oo
Z=o|— 8,2 | —1,2 o o — 1,221 o — 5,2 :
R} = —0,528; 0,244; 0,568; 0,244; — 0,528
By x=o0 I 2 3 4 5 6 en voor de bijbehoorende eigenwaarde: v = o912 ET
We gaan nu over tot het bepalen van de coéfficienten b,; .
TABEL VIIL (/= o0.. e 4), dat. wil zeggen, we bepalen met 'welk. bedrag v
de eerste eigenbelasting van langsbalk o0 in de ontwikkeling van ‘
B . de belastingen van de verschillende langsbalken naar de eigen- ER
i belastingen van langsbalk o voorkomt. Voor deze coefficienten
4 —7,566l—~6,558 T 51552 — 4,546 | — 3,540 | — 2,534 | — 1,528 vinden we (zie verg. 34) ‘ _
3 9265, 7,9591 6,653 5,347 4,041 2,735 1,429 by = resp.: 5,500; — 1,602; — 6,650; — 4,010; 6,720, - - oL
‘a 6 8 . . ' S ’ :
| o813 o770| o727| 0,684] o641 059 %555 waaruit we met behulp. van verg. 35) vinden:
0,836 0,816 0,796 0,776 0,756 0,736 0,716 .
: 896 532 1,168 “n = — 11,60,
=0 [— — 2,088 | — 2,624 — 2,260 — 1 —1I —
PEO TS o2 ’ 9 ’ ' De belasting B, is hierdoor bekend:
H; |x=o0 I 2 3 4 5 6

1) Zie voor de berekening hiervah hoofdsguk 5 § 6 :
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TABEL X, , TABEL XII. . -
B} =ay Py = — 1160 O\ R, SRR B,
n
I

4 |—3,227| — 0,231 2,021 2,876 2,021 [ — 0,231 | — 3,227 j' 4 |—2,504 —'0,186’ 1,625 2,312 1,625 — 0,186 __ 2,504 '

3 1,490 0,107 | — 0,934 | — 1,327 | ~— 0,934 0,107 1,490 : N .3 1,198 0,986 .;0'751 — 1,067 —o0,751 6,086 ' 1’198 -

2 3,480 0,249 | — 2,180 | -— 3,100 | — 2,180 0,249 3,480 - 1 ' z 2,798v 0,200 [ — 1,752 | — 2,492 ——1,755 © 0200/ - '2,798‘ :

X 1499 0,107 | —0,034| —1,327 | —0,934| o,107| 1,490 1 1,198] 0,086 _‘6,751_ ;1,067 —0,751| . 0,086 1,18
#=01-—3,227| — 0,231 2,021 2,876 2,021 | — 0,231 | — 3,227 ' z2=o —2,594 — 0,186 1,6?5 2,312 - 1!625 — 6,186 _'_2,594' - Nt
B7 X =o0 I 2 3 4 5 6 El] X =o0 I-. 2 3 4 5 6

| | | Al belasting 5, bepulen, berek
) #y _ 0,222 _ ) vorens we belasting g Depalen, berekenen we eerst B7 + By
Van deze belasting B, wordt het it 6272 F oz = ‘ en trekken daarvan B, af: o T :
= 0,196-de gedeelte door de langs- en het 0,804-de gedeelte door
de dwarsbalken gedragen. De ‘belasting B, op de langsbalken
wordt dus:
TABEL XI. TABEL XIIIL
B, . . 3 L
; ’ BZI + B; =lz 227 Plyl == bxj Q: . . o .

4 |79033 —o045| 0,396| 0,564| 0,396 | —o0,045|— 0,633

3 0,292 0,021 | — 0,183 | — 0,260 | — 0,183 0,021 0,292 i 4 ~—2,900/—0,208 1,819 2,582 1,819 | — 0,208 — 2,900
2 0,682 0,049 | — 0,428 | — 0,608 — 0,428 0,049 0,682 3 0,846/ 0,061/ — 0,530 | —- 0,753 | — 0,530 0,061 0,846
0,292 0,021 | — 0,183 | — 0,260 | — 0,183 0,021 0,292 . , 2 31505 0,251 — 2,195 | — 3,120 —2,195! - 0,251 3,505
£=0]—0,6331 —o0,045| 0,396! 0,564| 0,396 | — 0,045|—o0,633 _ I 2,118 0,152| — 1,326 | — 1,882 — 15,326 o152 2,118
2=o ——3,550—0,254 2,223 3,160 2,223 —o0,254 — 3,550

57 X = o0 I 2 3 4 5 6 . - .

Bit Byl x =0 1 2 3 4 |5 6
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TABEL XIV. ' © en door de dwarsbalken: T _ . - e ;
1 _ ‘ . . .
Bg— = ¥ a, P}j’ . ' . S -TABEL XVIL . , S
I=2 : e T . . . : S
Bs-
4 0,327 0,023 | — 0,202 | — 0,294 | — 0,202 0,023 0,327 i i K 8
: X — 8|— 0,289 | — 0,1 0,02 0,321,
3 |[—o.644/ —0,046| 0,404 ©0,574| 0,404 |— 0,046 | — 0,644 4 i B B o9 9 % i

. —o0,631| — 6 0,562 0,396 | — 0,0 —~ 0,631
2 0,025/ 0,002 | — 0,015 | — 0,020 | — 0,015 0,002 0,025 3 B3 10,045 %390 | @5 39 45 3

2 0,025 0,002 | — 0,015 [~ 0,030 | 0,085 | 0,002 ' 0,025

0,628 0,045 | —0,392 | — 0,555 | — 0,392 0,045 0,628

b ¢ 0,616 0,044 |—0,384|—0,844|—0,384| " 0,044| . o0616! - e ‘
£=o0 [—o0,323| — 0,023 0,202 0,284 0,202 | — 0,023 | — 0,323 . : : :

£=0 |—0,317| — 0,023 0,198 0,279 0,198 — 0,023 |- 0,317 I |

Op deze belasting By wordt een iteratiemethode toegepast, door
eerst de geheele By op de dwarsbalken te plaatsen en dan te
onderzoeken, welke lasten op de langsbalken geplaatst moeten

Uit het laststelsel B; — B, — B, begnlen we vervolgens volgens S ‘
de verg. 44) de coefficienten &,;, waarvoor resp. gevonden wordt:

worden om aan de knooppunten gelijke doorbuigingen te verleenen. 1,573; — 3,046; 0,215; 1,040; 1,450; — 3,805; 1,664, ' k
Het is slechts noodig de vervorminger van dwarsbalk o te bepalen, : waarna het laststelsel B, bepaald wordt uit de verg. 45). |
daar de andere dwarsbalken immers met een gelijkvormig last- : _
stelsel belast worden. LEén iteratie blijkt voldoende te zijn. TABEL XVIL . 7 : ‘
Van B; wordt door de langsbalken gedragen: ‘ B
i3
- +
TABEL XV, 4 |—o,823 1,593 | —o,I12 |— 1,015 | — 0,759 1,992 | —o0,871
-‘BTB 3 0,380 — 0,736 0,052 0,469 | . 0,351 | — 0,919 ool4°_2 ‘
2 0,886/ — 1,718 0,120 1,093 0,818 | — 2,148 0,938
4 0,006 o — 0,004 | — 0,005 | — 0,004 o 0,006 1 0,380 —0’7'36 0,052 0,469 0,351 | — 0,919 0402
3 |—o,013] — 0,001 0,008 0,012 0,008 | — 0,001 | — 0,013 - z=o0|—o0,823 1,593 | —o,112 | — 1,075 1 — 0,759 1,992 | — 0,871
2 o o] o o] o] o] o] .
By |[x=o 1 2 3 4 s - |. 6.
1 0,012 0,001 | — 0,008 | — 0,011 | — 0,008 0,001 0,012 : : Lo ;
8=0 |—o0,006 o 0,004 | 0,005 0,004 o — 0,006 . S
oo B De verdeeling van B, over langs- en dwarsbalken geschledt even-. . .
By fx=.0 1 2 3 4 5 6 - ; ~ als bij By met een iteratiemethode. Hierbij zijn echter dwajs—.cn

- - Iangsbalken van functie verw:sseld Op de dwarsbalken komtf

.i‘-».
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TABEL XVIIIL. welk laststelsel ge]ukelljk over langs- en dwarsbalken verdeeld zal_'." SRR

B, worden. ‘ -
' . Door sommatie van B,, B3, Ba» Bq en /2 o vinden we-dg_ IR
4 |—o,t15| o,191 0,044 (— 0,171 | — 0,047 0,163 | — 0,067 totaalkrachten op de langshggers B. o ) _ s
'3 0,053/ — 0,088 | — 0,020 0,079 0,022 | — 0,075 0,031 TABEL XXIL . ) .
2 0,124 — 0,206 | — 0,048 0,184 0,050 | — 0,176 0,072 : B
I 0,053/ — 0,088 | — 0,620 0,079 0,022 | — 0,075 0,031 :
z=o [—o,115 0,191 0,044 ,— 0,171 | — 0,047 0,163 [ — 0,067 4 [Tr49r | G945 |- 4,559 | 2,805 |- 2,709 %159 _-'-7’681,
- : 3 |— 8,839 5,130 4,609 | . 2,810 133 |— 1,762 | — 3,089
By lx=o 1 2 3 4 5 6 2° |— 4,258 1,686 1,614 1,773 | 3,301 |— 1,272 | — 2,851
T L7 3036 1458 | 0720 | 0,838 3,157 | — 0,807 |— 2,343 _
‘en op de langsbalken: $=o0|— 3,384 2,782 0,500 | — 0,218 1,603 1,681 — 3,049
B,. B x=0 I 2 3 4 5 6
4 '|—o,708 1,404 — 0,156 | — 0,844 | — 0,712 1,829 | — 0,804 - : . , R -
0,327 — 0,648 0,072 0,390 0,329 | — 0,844 0,371 Voor de dwarsliggers moeten we sommeeren: - E
2 0,762 — 1,512 0,168 0,909 0,768 | — 1,969 0,866 B = B, + B, + §7 + Es + 1_;9 + 1, By,
B 0,327 — 0,648 0,072 0,390 0,329 | — 0,844 0,371
’ ’ ’ ’ ’ ' TABEL XXIL
z3=o0|-—o0,708 L,404 | — 0,156 | — 0,844 | — 0,712 1,829 | — 0,804 -
! B.
7, : 6
X =0 T
o 3 4 5 4 [*9,509| — 6,945 — 4559 — 2,805 — 2,709 | — 2,159 | — 4,319

8,8 8,870 o|—1,1 1,762 | 08
Door de laststelsels B;, By en B, van B, af te trekken vinden 3 239 ot 7,391 519 33 7 3%

we het restlaststelsel B,,: : : i ' 2 4258 o314| —1,614|— 1,773 | — 3,301 1,272 ‘_‘2,351
TABEL XX. I 3,036| 0,542 | — 0,720 | — 0,838 | — 3,157 0,807 2,343
By, £=01—6,616| — 2,782 | — 0,500 0,218 | — 1,693 | — 1,681 | — 3,951

4 0,889/ — 0,829 | — 0,955 | — 0,221 1,258 0,750 — 0,901 ' ﬁ

3 |—2,001 1,916 2,224 0,537 | — 2,843 | — 1,877 2,123
2 0,996| — 0,903 | — 1,052 | — 0,257 1,122 1,206 | — 1,198

Bovendien staat op dwarsllcrger 4 nog een verdeelde belastmg,.‘:'
groot 12. . .

£=0|—0,475 0,447 o©0,513| o©,115|—o0,790{— 0,206 0,389 . Voor de momenten, die in langs- en dwarsbalken optredcn,_i
o ' resp, M en M genaamd vmden we: ‘ : : :

I 0,666; — 0,632 | — 0,723 | — 0,163 1,238 0,031 [ — 0,436
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TABEL XXIIIL

4 °© | —II,492 |—16,039 [—16,027 |[—13,211 — 71,685 o
3 °© |— 8837 |—12,543|—11,641 |— 7,929 — 3,083 o
2 .9 |— 4,256 |— 6,326 [— 7,782 |— 6,964 | — 2,864 o
I ‘0|7 3,933 |— 4,599 — 5,454 |— 5,472 | — 2,332 °
§=o] o |— 3,387 |— 3,992 |— 4,098!— 4,421 | — 3,051 °
M |a=o I 2 3 4 5 6
TABEL XXIV.
.
4 o o o o o o o

— 9,517 |—6,945| -~ 4,556 | — 2,796 | — 1,212 | — 2,159 | — 4,328
2 [—10,196 |—5,020] — 1,721 | — 0,403 — 0,555 | — 2,556 | — 5,567

1 |— 6,616 |—2,781| — 0,501 | — 0,218 | — 0,200 | — 1,681 — 3,955
z=o o o o o o o o
M |x=o0 I 2 3 4 5 6

Voor dwarsligger 4 moet per veld nog een parabolisch momenten-
vlak worden toegevoégd met middenordinaat — 3.

Om te onderzoeken welke fout we maximaal gemaakt kunnen
_hebben, door B,, willckeurig in twee gelijke declen te splitsen,
geven we hier nog de momenten, veroorzaakt in langs- en dwars-

.. balken, wanneer deze afzonderlijk met ', By, belast worden, resp,

My en M,

- . P -
PR A . .

S ._':'T. ) ._" N -. ' '93 ) -’. R :j‘ j'_:‘-_."__ . .7...

- “TABEL XXV.
. .A[lo- . :
4 | o | o441| 0479| .0034|—0522|—0449| - © .
3 P o — 1,044 f; 1,130 | —o,103 | - l.,192. . »x‘,o6'5' - ol .
2 | o - 0,496 0,541 | " ©0,060{— 0,551 — 0,599 t__:'o
I o 0,336 | - 0,356 | 0,015 _014_09 — 0,213 o “
s=o0 © [—o237| —o0251|—0,008{ 0,293 0,198 : o'b_'r
J—ll—m x =0 1 2 3 4 5 6

" TABEL XXVL
i,

4 o o .o o o o ; Ny
3 0,452 — 0,414 | — 0,481 [ — 0,117 0,631 0,376 | — 0,442
2 |—o,142 0,131 0,I§I 0,035 | —o0,160! — 0,1871 - 0,178
. 1‘ —o0,237 0,223 0,251_ 0,059 | — 0,389 [ -— 0,101 o,f98

zZ=0 o] o] (] o] (] [+ o -

Het maximum moment in de langsbalken is 16,039, terwijl dat,
hetwelk veroorzaakt wordt door 1/, B, slechts 1,192 bedraagt. De .
grootste fout, dien we dus hebben kunnen maken is 7.4 o/(,.'r_\/g:»or _
de dwarsbalken zijn deze getallen resp. 10,196; 0,631 en 6,29/,

' De werkelijk gemaakte fout zal waarschijnlijk kleiner, maar kan =

zeker niet grooter zijn, Een grootere nauwkeurigheid zou ver- -

kregen kunnen worden door van langs- en dwarsbalken meerdere -
eigenbelastingen te bepalen. VT




HOOFDSTUK VII.

Berekening van vliegtuigvleugels.

I. Inleiding.

Het in dit hoofdstuk te berekenen geraamte van een vrijdragenden
ééndekkervicugel, zooals deze bij de Fokker-verkeersvliegtuigen
wordt toegepast, is in fig. 16 schematisch aangegeven,

Fig. 16.

Ter vereenvoudiging van het vraagstuk beperken we ons tot het
— tegenwoordig trouwens alleen nog tocgepaste — geval, dat de
hoofdliggers evenwijdig loopen. Verder wordt aangenomen, dat de 4
ribben tegen buiging in een vlak loodrecht op het vlak van den
vleugel oneindig stijf zijn en tegen wringing oneindig slap. De
hoofdliggers worden beschouwd als zijnde clastisch tegen buiging,
schuiving en wringing. De constructie wordt alleen loodrecht op
haar vlak belast. De invioed van het, het geraamte omgevende
triplex blijft onbesproken. ‘

Het verschil tusschen deze vleugelconstructie en de balkramen,
behandeld in hoofdstuk 6 bestaat hierin, dat in dit geval slechts
2 langsbalken (de hoofdliggers) aanwezig zijn. Daartegenover staat

dat bij de balkramen geen wringing van de balken kon optreden

daar deze slechts vertikale krachten op elkaar konden uitoefenen’
terwijl de hoofdliggers der vliegtuigvleugels tengevolge van de
buiging der ribben wel gewrongen worden,

- de oplegreacties met tegengesteld teeken. Het deel van deze opleg-

vorming door de dwarskracht verwaarloosd wordt, de driemomenten-

Lz Sphtsmg van het laststelsel B. = B o

De uitwendige belasting B, verdeeld over hoofdhggers en rnbben -

i " wordt in twee deelen B, en B, gesplitst. ') Het eerste gedeelte B,
-is 266 gekozen, dat alle knooppunten in één plat vlak blijven liggen,

’
terwul het tweede, B,, slechts bestaat uit krachten, aangrijpende et T

op de knooppunten We vinden het eerste gedeelte door hoofd-:
liggers en ribben in de knooppunten vast te ondersteunen en ed- :

- daarbij optredende oplegreacties te bepalen,

Het tweede gedeelte B,, het verschil van B en B, bestaat uit -

reacties, dat van de belasting der ribben afkomstig is, kan recht-.
streeks uit het evenwicht van deze ribben bepaald worden Daar
de hoofdliggers echter balken op meer dan 2 steunpunten geworden -
zijn, moeten we voor het berekenen van de steunpuntsreacties van -
de hoofdliggers vormverandermgsvergelljkmgen te hulp roepen.
Zijn de hoofdliggers prismatische balken, dan kan, indien de ver- -

regel gebruikt worden. Is dit niet het geval, dan verdient .de -
hieronder gegeven berekeningswijze aanbeveling.

We snijden den balk boven elk steunpunt door, belasten elk
veld met de gegeven belasting en bepa‘len graphisch of numerisch
de hoeken, die twee aangrenzende stukken bij elk steunpunt met g
elkaar maken. Deze hoeken, die we Proe ... 9. zullen noemen - . o
worden gesplitst in een hoek ¢' die het gevolg is van de buiging -
en een hoek 9" gevolg van schuiving. We moeten nu met cen .
stel overgangsmomenten trachten deze hoeken ¢ weer tot nul
terug te brengen. Het overgangsmoment bij het s steunpunt zal

alleen zijn invioed uitoefenen op de hoeken boven het (7 — 1),
# en (z 4 1)° steunpunt. De hoekveranderingen in deze punten bij . -
M; = 1 zullen resp. Xiy,iy @i €N a;y,; genoemd worden. Ze

zijn evenals de hoeken @ samengesteld uit een term afkomstig van
de buiging en een term afkomstig van de afschuiving. De
overgangsmomenten zijn bepaald door de vergelijkingen: o

1) Onder de belasting B wordt verstaan de krachten, door het, tnplex .
op het geraamte van hoofdliggers en ribben uvitgeoefend. De vraag, hoe- - - - | ;
deze krachten berekend worden uit de luchtkrachten die op het tnplexT o
inwerken, wordt hier niet behandeld. - St T




-

ay My 4 llf]z_= ?,
% My + ay My + %y My = g,
@i ey Moy + ay M; & ipe Miy, = @,
Eonms Moei + w0 My=9, . . ., | | 1)

3. Het bepalen van de grootheden « en ¢,

De berekening van de grootheden « en ¢ voor zoover afkomstig
van de buiging moge hier achterwege blijven. Het resultaat is

. P. . Pi. )
-1 L ‘ L+1
a; , &in
8:’. &M
Fig, 17 .
, 4 I

I
Hien i = 12537,-_, 7
i = _L ii /i+! ' I 3}
= E t[,-_, + AR 125 |7, +7,-

’, . _ /i+x I I‘
i = 5 it 5

v 5 Piai (li—a) :/.2+ bai—a® 24 [ a4 a.’:
¥ 12 4,2 E— ]:—1 s
o Pipy aie (lyy, — ay s ) (e Ly @i, — a2 '
\ _j_ } + i} 5+ ui—L -1 i+t
+ - 12 /i-l-l *E , ]H-x +
4+ 3 big:i? — 3 /.'+:. Qs+ apy, 2‘ DL 2)

P I .
Daarbij is aangenomen dat 7 tusschen iedere twee knooppunten

lineair verloopt.

Voor het berekenen van de vervorming tengevolge van de af-
schuiving zal een nadere beschouwing noodig zijn. Ook hierbij
.zullen we eenige vereenvoudigingen invoeren, die echter geen al
‘te groote fout veroorzaken.

De vorm van de dwarsdoorsnede’ der

" hoofdliggers is uit fig. 18 te zien. Bij het . - FPZT _l—
‘berekenen van het traagheidsmoment kunnen
voor het hier in.het oog gevatte doel de ¢
eigentraagheidsmomenten van boven - en —H
. : 2
onderflens, evenals de traagheidsmomenten h .
van de zijkanten verwaarloosd worden. Bij . J d e '
~ de bepaling van het statisch moment worden M 1T
de tedragen, die geleverd worden door de Iy '
zijkanten, verwaarloosd., : : F Rilled 1
De schuifspanning in de zijkanten wordt Fig. 18
gevonden uit de bekende formule : -
1 d /MS I |DS d (S )}
T=;5,7;(1> 25 T"‘de(T 3)
F, 2 F, \* FF
I=F e} F, et F( 2 lz) F( Lh)= 172 g
R = wE R ) Y AETEY = ik
FF, S I
S—F‘lel——-erz—ﬁ.l_l_Fz II’T_Z— 4)
{2 wﬁ{- ak )
T—;} 7’— -_— h.., . dx . - ... : 5

We stellen ons nu de vraag,
hoe groot in punt 1 (fig. 19) de
zakking en hoekverdraaiing s,
wanneer de, in punt 2 ingeklemde
balk willekeurig belast is en wel
alleen, voor zoover deze .ver-

de afschuiving. -
‘ We plaatsen daarvoor in punt
Fig. 19 I een kracht Dyeneen moment M,
op den balk, berekenen den schuifkrachtenarbeid, differentieeren
dezen naar D, en M, en stellen daarna Dy en My nul. '
Het moment en de dwarskracht in punt zijn samengesteld uit

het moment A7 en de dwarskracht D veroorzaakt door de gegeven -

i

plaatsing en verdraaiing afhanke-~
lijk zijn van de vervorming door

“«
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uvitwendige krachten en uit het moment -Mo + Dyx en de

dwarskracht D, tengevolge van het extra moment M, en de kracht D,

M.=M-+ M, + D, x -
D. =D 4 D, |
M. oM,
3D, "V =
3D, D,
GDO—'X’TMO—O . . 7)7
M, dh)?
4 fr’.zéltdx HD” k dz ‘”) )
= 2G 4G
) M di x  dh
ié_f’D—TTml =7 &)
3D, Z2Gok
in M dh 1 dk _
o4 _ ({P= %l =% & )
M, 2 G i s 9

Hieruit volgt:

: M dk . .
°oA4 1 M  Dx *a / 1 j'qxdx +
3D, 2G3 YAEY B 2 /2 T h

2
2 %dx
+|/2 fo 52

W

d’ ah
.24 1 ’2' M?E/ ,fqu |j'de—z dz
M, 2G3 2k 24 )/ T hf 5+ /2

T (o))

1) De schuifarbeid in boven- en onderflens is verwaarloosd.

-
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"~ Maken we de vereenvoudigende veronde'rs-l:élling,'dat A tusschen -

twee opeenvolgende k’nooppuntgn lineair verloopt; dan is % =0 ..

en% = lzz—?ll' De zakkiﬁ_g en de verdraaiing van _punty-: o
gaan dan over in: - ,

Fld4 My, M Dy -Mz(hz—hl)__f_;_gxdx_;:. ,

—_—

I e oy
24 1 zp.z Dy My (ly—h)
(p.——-a o 4Go &, by ”’2? '
_ (/,2—1;,)_[ L guds oy
S AT ‘

Om tot de coefficienten «” en ¢” te komen moeten de volgendg
belastingsgevallen onderzocht worden.

a. )
My=1; M, — o; , .:r
SRk S~ - N
. 15—
) Fig. 20
o S L N et I I _--lz,-'4~lz2
=9 1_463‘ T T Y Tt TGS Tt
S S N N -
ﬁl*'1‘463“717,—172‘—__463111,/,2 o 12)
fap
Ml = Ilfz =0, }g Bg'P ) 3
1— T
D,=~—T“P,D,=;P b a [ p
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Y

Hy e

Lo 1o

_ f P (a 1—g / a ,

hi=9~7 46313/7‘+ A s a, Ity

2 1 y3 ) 2 3

It gk g

[

L Pa (1 — a) (b — &) .
17a41+%"z 4G3In [1/,,+_a (hg — 2)}"
3 =1_L,g_\j\ =_Pa(l— a) (b — i)

2T UT4G =

B BTG L T 5 U )

13)

We' vinden met behulp van de waarden, afgeleid in de verg.

12) en 13) voor de a”’s en de 9"’s

" /zi+/li—l
@iy = —

i ki, -t ki .
403/,/!,Z 4G3/,'+,/l,‘2,

ki_l" /li+1

" .
Xifgi=— — L Tt

4034‘4-;/lifli+1'
P; a; (b — @) (i, — %)
AGCVI‘/A'!/.'/I:‘—x"l‘ai(/li—/li—l):

“"ii —

5 Pi+|ai+x(1i+x—ai+x) (/lii:'—-/h)_
4Gt§/i+: 2, ’/i+ 1 /li+ﬂi+ 1(/11'-;- : — l’i),
Zijn de a’s en de ¢’s eenmaal bekend, dan kunnen de overgangs-

momenten uit de verg. 1) berekend worden, waarna de oplegreacties
uit het evenwicht volgen,

14)

4. Splitsing van het laststelsel B5,.

Hierdoor zijn dus ook de krachten van het laststelsel B, bekend,
daar deze gelijk zijn aan de oplegreacties in tegengestelden zin.
Dit laststelsel 3, zullen we nu weer in twce laststelsels By en B,
splitsen: Laststelsel B, moet de twee hoofdliggers z66 buigen, dat
de zakkingen van de overeenkomstige knooppunten der twee hoofd-
liggers gelijk zijn en laststelsel B, moet bestaan uijt krachten, die
in overecenkomstige knooppunten van de twee hoofdliggers op het
teeken na gelijk zijn.

* liggers naast elkaar- gelegd en. in de knooppunten scharnierend - -

gekoppeld. We plaatsen op dit samenstel van balken het laststelsel -

B, en bepalen de verplaatsing van de knooppunten. Vetvolgens *
" gaan we na, welk laststelsel in de knooppunten bij de twee balken . o

afzonderlijk moet worden aangebracht om aan deze knooppunten-

dezelfde Vverplaatsingen te geven. Deze lasten vormen. het last-

stelsel B;. Het verschil tusschen B, en By is het laststelse] B,.
Het gemakkelijkst is het bovengeno'emdet voorschrift uit te voeren °

met de zooeven gebruikte veranderde 3-momentenvergelijking, . - .-
- aangevuld met een term, welke de verplaatsingen van de knoop-

punten bevat. De termen afkomstig van de krachten in de velden
zijn hier 0. Noemen Wwe verder « en M de grootheden voor den
1°* ligger (voorliggsr), a en M die voor den 2¢" ligger (achterligger),

verder @ = a 4 & en M= M + M, dan vindt men:

ll 1i+l
(f=1...... n);
resp : '
d?i—-: ﬁi—, + fiiﬁ + 7i,i-;-: E-}-: =w+&ll+;yl

(f=1...... 7). .. ... I5)
waaruit volgt:

;i,i—l 1‘71'-! + ‘1—111‘71 + Xiyiyoq 1T{i+: = z,:‘-—-: 1—,’7—1 +

+§iiﬁ7i+d:i,f+xﬂf.-+”(i=1.....':.n) .. 16).

Hiervoor schrijven we:

@isms @i ) Fos - G 2) Tt Gy L 4 iy ) Moy, =
iis (M, 1‘7:—:)4- ;,-,-(117,- =+ 1'71) + @iiq. (I, =+ EM)

R ||

. Noemen we bij het laststelsel 8, de krachten 'op'_den'e.é'x;qt'én
ligger B,, die op den tweeden ligger B, en B, =§2 + B, de som

3

(f=1..... uy .. . 17)
of : _ _ :
L7 E—:"I" &;; JE + X ity E+ 1= ] .
iy My - g My 1 Firn Mo (=1L a8

W
LR

o
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van twee overeenkomstige krachten, verder bij het laststelsel B,

de krachten op den eersten ligger By, die op den tweeden ligger
B, en B, = By + B, de somvan twee overeenkomstige krachteii,
dan is

B+ B,=B,=8,=B+B . ... 19)

Het laststelsel B, op den eersten ligger wordt dan:

B, = B, — By, en op den tweeden ligger B —BJ = — B,
5, en B zijn dus gegeven, B,, B en B, moeten bepaald worden.
De momenten M kunnen het eenvoudigst bepaald worden uit:
My = By 4y
My = By 4y + (By + Byy) 4,
My = By by + (By + By &y + (Bog -+ By + Byy) 4
enz. . . . . . . . . . . 20
Deze waarden van M worden gesubstitucerd in de verg. 18),
waarna de M’s bepaald worden. Zijn deze bekend, dan kunnen
met behulp der vergelijkingen:

= I
By =— 4 (M —Mimy)— ™

W—Ty) . 21)
de B,'s bepaald worden. De 1;;’5 en de B,’s volgen uit verg. 19).

5. Splitsing van het laststelsel B,.

Tot nu toe is de wringing van de hoofdliggers niet ter sprake
gekomen, daar de laststelsels 3, en 2B, 266 gekozen waren, dat

geen wringing optrad. Bij het laststelsel B, is dit wel het geval.

We zullen het laststelsel B, nu nog splitsen in de laststelsels B
en B;, waarbij het eerste z66 gekozen is, dat de hoofdliggers uit-
sluitend gewrongen en niet gebogen worden, terwijl het laststelsel
B, per hoofdligger een evenwichtskrachtsysteem vormt. Onder
invloed van dit laatste laststelsel zullen de liggers zoowel gebogen
‘als -gewrongen worden.

De laststelsels B; en Bg hebben beide dezelfde eigenschap als
- B, nl,, dat de krachten op overeenkomstige knooppunten van de
twee liggers gelijk en tegengesteld zijn.

Daar bij het laststelsel B, de liggers niet gebogen mogen worden,
moeten zij recht blijven. Hun hartlijnen kunnen echter een hoek

-

wendige krachten B, volgen uit het evenwicht, n.l
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zullen dus t.o.z. van elkaar een hoek G-ZL. verdraaien. (5 is de .. -

b

-8 insluiten. Twee opeenvolgende knooppuntsdoorsneden s — ienz . .

afstand van de hoofdliggers). Noemen we bij den eersten ligger -

- de verwringing van de twee einddoorsneden van veld ¢ (liggende

tusschen de knooppunten ¢ — 1 en i) tengevolge van een eenheids- -
wringmoment ; B: dezelfde grootheid voor den tweeden ligger: B; en N

B: dezelfde grootheid voor de twee door ribben gekoppelde hggers,

. dan vinden we voor het wringmoment in het 1° veld

W,-=02" ﬂ;.' F=1..... n+x) - “22)-
waarin ﬂ;.- = %‘ -+ ﬂ% (f=1..... n-—}—i). .. 23)

De hlervoor benoodigde in de knooppunten aangrljpende UIt--

_ Wi — W 0 li+.
By = /] 82 ﬁi+x ﬁl’ €=
6 7
Bso=—fﬁ~
6 ll‘ I ‘ c
Bs,1¢+, = —ﬁ . ﬁ”—:_' . . . . . . . . . . . . 2{’.)

Daar het laststelsel B, per ligger een evenwichtskrachtsysteem
moet vormen, moet het laststelsel B, met B, per ligger statisch
gehjkwaardlg zijn. Noemen we z; den afstand van knooppunt ¢
tot knooppunt 0, dan luiden de twee vergelijkingen, die deze
statische gelijkwaardigheid uitdrukken:

n+tx n-fr - .
Z B4i x; = .Z Bsixi s e el e 25)
i=1 =1 -
n+4x n4a

Z Bu- = E BSI S S 26)
i=o i=o0

Verg. 25) stelt ons in staat den evenredigheidsfactor 8 in de
verg. 24) te bepalen, terwijl verg. 26) slechts een identiteit op- .
levert, daar beide leden nul zijn. Dat het rechterlid nul is volgt -
uit een sommatie van alle vergelijkingen 24). Het nul zijn van .
het linkerlid is noodzakelijk voor het evenwicht van de geheele-* | ..
constructie. Bij een symmetrisch belasten vleugel is uit symmetne- o '

overwegmgen 0 = o, zoodat het geheele laststelsel B5 vervalt

T3
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6. Eigenbelastingen,

Het laststelsel By zullen we splitsen in eigenbelastingen. Onder -

eigenbelasting verstaan we een laststelsel dat:

19, uitsluitend bestaat uit in de knooppunten aangrijpende

krachten, die voor overecenkomstige punten der hoofdliggers op
het teeken na gelijk zijn,

2% per hoofdligger een evenwichtskrachtsysteem vormt,

3% geplaatst op de van de ribben vrijgemaakte hoofdliggers,
aan deze een doorbuiging geeft, welke zij ook als onderdeel van de

1+ voud

geheele constructie verkrijgen, wanneer daarop het
van de eigenbelasting geplaatst wordt. .
A
Van een dergelijk laststelsel zullen de hoofdliggers het I—+—'A-e

gedeelte opnemen terwijl de ribben de rest doen.

Voor het evenwicht van de ribben zijn momenten noodig, ge-
leverd door de hoofdliggers. De reactiemomenten, werkende van
de ribben op de hoofdliggers zullen deze wringen. Het laststelsel
wordt dus gedecltelijk door de buiging en gedeeltelijk door de
wringing van de hoofdliggers opgenomen.

/’/ /,
. / /
L7 g e
/ 4
: A
ToxPi 1ox P
2 nst
Fig. ze.

We noemen de kracht op knooppunt 7 van den eersten ligger

P; (op den tweeden ligger is de overcenkomstige kracht dus — P),
de zakking van hetzelfde knooppunt, wanncer de eigenbelasting
op de gehecle constructie staat t.o.z. van de rechte verbindingslijn
van de uiterste knooppunten y; en de zakking van dit knooppunt

ros - ° ¢

tengevolge .van een éénheidskracht in knoo'ppunt:‘_'j van den
- eersten ligger wanneer alle ribben doorgezaagd zijn en de ligger - N
:aan de viteinden is opgelegd B;. - o
_ Dezelfde grootheden bij den tweeden ligger worden iresp. j,-_en
B4 genoemd. Bovendien worden de volgende grootheden ingevoerd :

. .,'" vl 27)
ﬁy=p—3y—|—ﬁq F=1....0m), .« . . 28) .

Wo== oy — g G=1.....m) .

Met y; wordt voorts aangegeven de verdraaiing van de liggers

in knooppunt 7 tengevolge van een, de liggers samen belastend,
éénheidskoppel ter plaatse van de knooppunten ‘7, wanneer de
liggers in knooppunt o vastgeklemd worden. De hoofdliggers worden -
hierbij met de ribben gekoppeld, zoodat zij gedwongen zijn in .
correspondeerende knooppunten gelijke hoekverdraaiingen te ondér- .

- gaan. De liggers worden hierbij verondersteld geen buigingsstijfheid

te bezitten. 1) L.

We zullen van den voorligger knooppunt o en + 1 en van -
den achterligger knooppunt o vasthouden. In de zakking ¢ van -

knooppunt 7 + 1 van den achterligger en de hiervéoér gedefinieerde

invloedsgrootheden 8 en y kunnen de knooppuntsverplaatsingen

welke onder inviced van een eigenbelasting optreden, dan als volgt
uitgedrukt worden : .

— A . . o
L4 Ve = [—.I_AJ-E,Pj ﬁlj ) (Z=I ..... ”)_- 29)
— x; oAz = X .
i + ol = ,HJEIPJ- ﬁej+cx"+' f=1..... 7) 39)
Voor de verdraaiingen van de hoofdliggers vinden ‘we:
1 ntx . .
\bi= l+Aj§]P,‘b')’,‘j .(1-_=l.....”+l) .- 3!)
De voorwaarden, dat ribben en liggers aan elkaar passeﬁ_ lu_ideﬁ_:
— = x; ) ' R
Wi — ¥ — Cx,.+, =} gb,-,_ - of volge}ns ve:fg'r '.27) S

1) Indien noodig kan hier de verhooging van de tOrsi‘esti;ifh:'eidr'giqb-l"-.‘_l
de triplexbekleeding in rekening gebracht worden, =~ ... i i ¢ -

R C <, . LI T S .
B T R AT AT P C.omh e (SR o
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X

i — ¢ = by (f=1..... 7)) . . . 32)

xn+:
en —c= b, . . . . . 33)

Substituti_g van de aan 28), 29), 30) en 33) te ontleenen waarden
voor B8, 4, ¥ en ¢ in 32) levert:

A ” - ‘ i 1 n

Fut s I-T)—\j=|

1 "o .
———bijijj’}’[j(Z:l...-.n) . ._34)
- Daar een eigenbelasting per ligger een evenwichtskrachtsysteem
moet vormen, kan P, , in de andere krachten vitgedrukt worden.

Pj. e e .. 35)

P,,+'_‘, —_— e £| xj -

j=1 ztl+l

Hierdoor gaan de verg. 34) over in:

” x; E
E Pj )\/3,']' +62{x (7/n+x.j— " J 7/n+r,n+|)_
J=1 w41 a’n+l
— 75 + zi— View+ 1 x:’ =o0(l=1..... n) . 36)
n 1

Van nul verschillende oplossingen van dit stelsel zijn slechts
dan mogelijk, wanneer de determinant van de #® orde gevormd
door de coéfficienten, nul is. Deze determinant levert ons # ver-
schillende positieve redele wortels voor i Bij elke waarde van 2
(»;) kan een eigenbelasting gevonden worden, zoodat er ook
n verschillende eigenbelastingen bestaan. Daar de belasting B, »
onafhankelijke krachten bevat, kan elke belasting B, zonder rest
naar deze 7 eigenbelastingen ontwikkeld worden,

7 Orthogonaliteit van de eigenbelastingen.

De orthogonaliteitseigenschap van de eigenbelastingen luidt:

"3 1
- Py gy =ovoor (B £ . . . . 37)

i=o

Uit de verg. 29) en 30) volgt:

— Ed

- — !

M=M=y = o= B OPyBii=a. . n) . 38)
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Voegen we aan het rechterlid 2 termen ‘met ﬁ,-o_et_l ,B,,,.+, toe, .-

dan verandert de waarde daarvan niet, daar beide termen nul zijn.

Bovendien kunnen we de vergelijkingen uitbreiden tot de indices~..~ - -

waarden 7 = 0 en 7 = # -} 1, daar voor deze waarden van z-
beide leden identiek nul zijn. De verg. 38) gaan hierdoor overin: .

)‘l n41

=S P =0 ) g
i : T ,-i'o Py B; (_z :o " + ) 39_) |
Dit gesubstitueerd in verg. 37) geeft: - o .
n+4 1 . )\ n41x "_'4_1 T .
2 Py = ! pX z'PﬁP[jﬁfj ...__-_..:40)"_

im0 L4+ Ao j=o

Eveneens geldt dus:

n41 ) )\b- n41 w41

2 Pyvu = T 2 2 Py Py By o 41) - -
i=o =0 f=o - . o

Door in het rechterlid van verg. 41) ¢ en j te verwisselen en. _

daarna §;; door B; te vervangen vinden we:

nt1 w4 At nta

2 2 PiPyfi= 3 2 PuPyf;. . . 42) .

i=o0 j=o i=o0o j=o
Bovendien is volgens de stelling van BeTTI 1)
n 41 . nt o1
_ .P,._-,' W = Z P(,‘ Nk -« « o L. 43)

zood'at uit de verg. 40), 41), 42) en 43) volgt:
#4oa n+4 1
t+ N 2 ka"ﬂ.'i—l—*_)%

)‘l s=o & ’i=o
. » . Lt L
of Z Py =0 (M # N) dus voor J# k. . 48)

i=o0

Eigenbelastingen, waarbij de absolute waarde der krachten £66 -

gekozen is, dat
74 1

j=o :

heeten genormeerde eigenbelastingen.

1) Love, Lehrbuch der Elastizitat, p. 405, ~ - - SR

% Py, . . 44) .

2 Py =1 . ., e 46)
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8. Benaderingsmethode tot het bepalen van de eigenbelastingen,

We plaatsen op de knooppunten van den voorligger een even-

wichtskrachtsysteem Qi (f=o0..... 7 -+ 1), op die van den
achterligger—Q,,- f=o0..... ” I) en be_palen, wanneer de
ribben zijn doorgezaagd, de zakkingen y,; en Ju (F=1... .. n)

van de knooppunten t.0.z. van de verbindingslijn van de uiterste
dezer punten,

We onderzoeken daarna, welk evenwichtskrachtsysteem O.:
(f=o0..-...2 + 1) extra op de knooppunten geplaatst moet
worden, om de liggers in denzelfden vorm te brengen, nu echter
met niet doorgezaagde ribben. We plaatsen daartoe weder knoop-
punt 0 en # + 1 van den voorligger en knooppunt o van den
achterligger op vaste steunpunten, terwijl de zakking van knoop-

punt 2z 4 1 van den achterligger, welke voorloopig nog onbekend -

is, ¢ genoemd wordt. Deze ¢ wordt dan gevonden uijt de voorwaarde,

dat Q. (= o0..... 77+ 1) een evenwichtskrachtsysteem s,
Denken we ons het laststelsel Q,; f=o0..... # -}- 1) ontwikkeld
in de eigenbelastingen :

o =k2 & Py ({=o0..... n41) ... 46)

en zouden we het zooeven genoemde proces toepassen op een
laststelsel (), dat identiek is met de £ eigenbelasting P, van den

vleugel, dan zou het bijbehoorende laststelsel 0, het Alc gedeelte
)

van O, = P, bedragen hebben, Neemt cchter Q; den vorm aan
van de verg. 46), dan zullen we voor @, vinden:

- x % p
Q".—ki:)\kpk‘ e e e e 47)
Plaatsen we dit laststelsel @0, weer op de liggers met doorge-
zaagde ribben en bepalen we op analoge wijze (,, dan vinden we
daarvoor:
n ak

Qgi : z - P‘-,' . . . . . . . 48)

ket M

Zoo voortgaande zullen we na eenige malen dit proces te hebben
toegepast, een laststelsel vinden, hetwelk (doordat A, met toe-

S bt el S T AL L

PHT Y G

" reeds als we ;'—y = y stellen, bepéald worden uit: Sl

ST g

nemende % sterk toeneemt) met de eerste éigenbelasting gelijl

© vormig - zal zijn. Bij doelmatige keuze van @, kan dit reeds met . .

, het geval zijn. In ieder geval behoeven we het genoemde proces
slechts zooveel malen te herhalen totdat twee opeenvolgende last- -

stelsels eenigseins ‘gelijkvormig zijn. De eerste eigenwaarde'vk_éﬁ‘_,-_. -

wtx o 114:1 .x ” T A .
2 Oy e % , 2 a; Py z{ 2 a j: km-z‘.
f=o __f=o0 k=1 k=1 7] o
1{+! T a4 ” n X AL N
2Q0iyi X2 akiP,(-i’., z<a/;—-_t—i_—ki1.wi

=o0 . )\k ’ k=1

f=o \k=1 )‘k

”

SR SN oyt L A,

S g2l ‘14 3 "Z.i—k.—l-- _
k=s S An -, k=2 @y I—}—A1 Ak EA SR y
B Zn)azl-}—)»k— 11A+ 2':‘-“*2 L R trow 4,9..2

PtV R N A e :

. Voor_het_bepalen van de hoogere eigenbelastingen en (_eigeﬁ-

"waarden kan naar de voorgaande hoofdstukken verwezen worden,. . -

Ook hier kan men zich beperken tot het zoeken van:die eigen-
belastingen, waarvan A < 1 is, daar voor de overige eigenbelas<"
tingen de hieronder volgende iteratiemethode viugger tot het doel
voert, ) ’ ) : o ‘

9. Iteratiemethode.

Het laststselsel B; zou, indien alle eigenbelastingen bekend waren,

in de eigenbelastingen ontwikkeld kunnen worden. ] o

. By = @ Pu(G=o0.....n41) . . . 50)
k=1 - . R -

‘waarin dk bepaald is door: )
ak=_k2 Bei e (B=1....,. n .. .. SI):.

Zijn echter slechts eenige eigenbelastingen bekend, dan kunnen
ook alleen de overeenkomstige bedragen, waarmede zij voorkomen
in de ontwikkeling van de verg. 50) bepaald worden. Het last-
stelsel B, wordt dan gesplitst in het bij de bekende eigenbelastingen
behoorende gedeelte en in een rest R welke alleen de eigenbelastingen -
bevat, waarvan de bijbehoorende eigenwaarden Ay > 1 zijn.

d :

. Ba =Az % Pu + R, (i= SAREE ""‘1) ' 59)




waarin dus:

R‘- =k$:dak Pki (i = 0..... -ﬂ—{— l) . . . 53)

Om het gedeelte van het laststelsel R te bepalen, dat door -de -

wringing van de liggers wordt opgenomen maken we, evenals in
hoofdstuk 5 gebruik van een iteratiemethode.
Plaatsen we het laststelsel R op de hoofdliggers, terwijl de
ribben doorgezaagd zijn en onderzoeken we, welk laststelsel noodig
~is, om de hoofdliggers z66 te wringen, dat de ribben weer aan
elkaar passen, dan vinden we:

Rll.:.éﬂ]’k,-(i:o ..... 1:—}—1)..-54).

k=d Mk

Na nog eenige malen ditzelfde proces te hebben toegepast
krijgen we:

"
a;
Rm—:,i = E Pki

L::d)\::_'
S A .

R, = — Py (f=o0..... n4-1). . . 35)
k=a A,

Het gedeelte van R, dat gebruikt wordt om de liggers te wringen
wordt gegeven door:

]

=y % _ p. =
R, Ry enrw P, (Z=o0..... n1) . . . 56)
Het blijkt, dat dit met goede benadering voorgesteld wordt door:
Rwi = Ru’ - Rni "," R3i T e e s + (_ l)m Rm-—l,i +
] .
— Dt R i=0..... n-t1) .
waarin de factor § gevonden wordt uit:
ntx L ” " (1 A
Z Rm it Y —ni z % :z,k__lPk." !’ z’ ﬂ‘(“—,{,-,_‘k) Wi ‘ '
f= =0 _i=olp=ads "Waca A .
‘n-l_-‘x T At "f" . ” - A -
Z Rmi Vi —1, ¢ Z 2‘ LP,“ ', >" M { kz Wki ‘
i=o . ! i=o =d )\A"" k=d )\L‘m
" ‘ ‘m 2 A — 1
S g2ttt 14 3 %0 M AT
Y LN boddel LEM MR s g
) N 1 + )% — M " a,l-2 1 + M Allilll - * S !
2 gl r4+ X . S—_——
h=d M PEVESY: YL & S VRN YO

, Dlt ingevuld in_'de verg. 57) geeft: o

onetd e e . B e

L P

T S

J » 3 I 1 | - N 228 . .- :. a
. ARW‘—kzdak{B\:_m A?—.—{—(—— l)‘j)sl,”’"{,__*— -

R YRRVYC B

N

A=d4-1 - 7

(= ) '(x ‘;‘j)\d—-.l _’:M)’(;=“°,:,,,;n}§_k{), 59).

- Deze waarden zullen, daar dikwijls reeds A, > 1 is, bij genoegzaam
__groote m zeer weinig van de juiste .R,, verschillen. We' zullen
echter aan een getallenvoorbeeld laten zien, dat ook voor het
geval A4 Azy,, €nz. weinig van elkaar verschillen (dit treedt b.v. op bij
het in rekening brengen van de vervorming door de dwarskrac’ht) on
en 7z slechts 2 is, toch een zeer bevredigend resultaat verkregen .

wordt. . ) .

Stel dat alle a's gelijk aan 1 zijn, dat de opeenvolgende eigen-
waarden A gelijk zijn aan 0,40; 1,—; 1,38; 1,60; 1,73; 1,80; 1,85,

en dat in de rest R nog de 3e tot en met de 7e eigenbelasting
aanwezig zijn,

Dan heeft men:

Ri=Py+ Py + Py + Py + P,

I
1,38

I
1,85

I+

I I I
Py + Pyt 17 Pu+ 55 Poi +

1,60 1,73 i

1 1
1,802 Poi + 1,852

I I I
.Rm. = 1,382P3i + 1’602P4'.+ l’732P5‘+

E=o0..... n4+1) . . . . . . 60)

2,38 2,60 2,73 2,80 2,85 .
1,383 + 1,60° + 1,733 + 1,803 + 1,859 2,096
2,38 2,85 1,865
1'38h + + 1,85'. .

2,60 2,73

2,80
+ 11601‘ + 1173“

1,80"

1,604

1 -?—9 = 2,604 0,615 : - ,'.':61)

:":-—-‘_--i-(—-l)”'-" 2 tP/,,= g % P,,;—{—

P, .

=1,604.
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Y _ 0615 1 _ 0615 . ( 1 0615 P _ -
}%” o ‘_+( .73 LI 732> 5‘_*_(l 80 I 802 P + ll8.5 11852 T ‘
3 = o4or Py 40,385 Py + 0372 Py + 0366 Pa + 0,362 Py, ' - L - -
EE’ _ . P . G=o0.....m4+1) . . . . . . 62) Wanneer bij de in dc hoofdstukken 4, 5 en 7 bechandelde con-
5 o " Dit moest zijn . . structies alle eigenwaarden > 1 zijn, verdiencn de op pag. 53, 56
4 T . en 109 behandelde iteraticinethoden de voorkeur, -
. _. ’_Rm- = ,38 Py + — 2 60 P4, + 0= 2.73 P+ —— 3 80 —=Ps: + 2—851’,.- = ' Is slechts één cigenwaarde <Z 1, dan zijn de genoemde mcthoden

- . gelijkwaardig. Zijn meerdere elgenwaarden < 1, dan zijn de iteratie-

. = 0,420 P3‘ + 0,384 Pyi-+ 0,366 Py + 0,357 P + 0,351 P j methoden niet zonder meer bruikbaar.
) (f=0..... n+1). . . . 63) .
zoodat de fout zeer gering blijkt te zijn. .

Bjj het bepalen van het trillingsgetal van een schip, is het be-
rekende trillingsgetal dikwijls slechts door het invoeren van cen
abnormaal lage L7 in overeenstemming te brengen met het expe-
rimenteel gevondene. Hierin kan verbetering verkregen worden

door het in rekening brengen van het meetrillende water.
—

III.
De door MANTEL !) geciteerde methode tot het op-knik be-

hun geheele lengte door axiale krachten belast worden, blijkt
onjuiste resultaten te geven bij een aan twee zijden scharnierend
bevestigde staaf.

V.

" De benaderingsformule f = PP d fo ter berekening van de maxi-

 male doorbuiging van een op druk en buiging belaste staaf is
ook bruikbaar voor negatieve n-waarden.

V.

De door O. FOPPL gegeven methode ter bepahnu van de eigen-
~ trillingsgetallen van staven (Z. f. a. M. u. M. 1927, blz. 72) moet
- in meer dan één opzicht worden afgekeurd. :

1) ,,De Ingenieur” 1915, blz. 465,

rekenen van staven, welke aan ééne zijde zijn ingcklemd en over * :
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_ berekenen van het moment in de spaken van tandwielen geven
voor dit moment veel te groote waarden. :

Sl

e

VIL

" De gebruik'elijké berekeningsrr;et11ode voor door steunbouten
“verstijfde vlakke ketelplaten leidt tot constructies, waarin de
" spanning tot dicht bij de vloeigrens oploopt. '

VIIL

Voor de sterkteberekening van de wikkelkoppen van een draai-

stroomgenerator onder de bij kortsluiting optredende belasting,

kan volstaan worden met een statische berekening.
&

IX.

- Onder de verschillende experimenteele methoden ter bestudeering
van de differentiaalvergelijking & # =0, verdient althans voor
het quantitatieve onderzoek de electrische methode de voorkeur.

X.

~ Bij het 'groofcr worden der vliegtuigen zullen uit een oogpunt
van sterkte tweedekkers de voorkeur verdienen boven eendekkers.

. - , XL _

°. % Het einddiploma H.B.S. in zijn tegenwoordigen vorm biedt
- onvoldoenden waarborg voor geschiktheid “tot de studie aan de
©. - Technische Hoogeschool. ' :
R ' XIL L
n de Technische Hoogeschool

de beantwoording
en te beperkt

~» - Het instituut der prijsvragen aa
S ‘mist grootendeels zijn doel, omdat zij die voor
“.dezer vragen het meest in aanmerking komen door e
-+ geredigeerd wetsartikel van mededinging worden uitgesloten.

Ci. L. 1)--Zie oa.: o - L .
©© . WESTENDORP. Handboek voor Werktuigkundigen, blz. 465.
" HATIE. 24° druk, Bd. II, blz. x114. T :




