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SAMENVATTING

Chemotaxis is een verschijnsel uit de biologie dat zich op verschillende wijze
voordoet in het menselijk lichaam en bij bacterién. Er is onderzocht hoe het
ééndimensionaal geval op te lossen is met de discontinue Galerkinmethode. Hierin
is het model eerst behoorlijk versimpeld en steeds verder uitgebreid. Zo is ge-
keken naar de discontinue Galerkinmethode en de toepassing op de transport-
vergelijking en kleine aanpassingen hierop én op de toepassing op de warmte
vergelijking.
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L1JST MET GEBRUIKTE SYMBOLEN

k: De orde van de Legendre-polynomen,
i Het k°-orde Legendre-polynoom,
2;: Element j uit de discretisatie,

Ax: De grootte van een element,

At: De tijdstap.

VERKLARENDE WOORDENLIJST

DG-methode: Discontinue Galerkinmethode,

Discretisatie: Het continue gebied omzetten in een discreet gebied,
Elementen: Deelintervallen uit de discretisatie,
Legendre-polynomen: Polynomen van de vorm

1,
= — [(z? = 1)
il (CRE DB

en(z)

e PDV: Partiéle differentiaalvergelijking,
e Steady-stateoplossing: De stabiele oplossing waar een differentiaalverge-

lijking naar convergeert.



1. INLEIDING

In dit verslag wordt een toepassing van de numerieke discontinue Galerkin-
methode, kortweg DG-methode, bekeken. Numerieke methoden worden ge-
bruikt om oplossingen van differentiaalvergelijkingen te benaderen. Voor ge-
wone differentiaalvergelijkingen zijn er de ’bekende’ methoden als Euler voor-
waarts, Fuler achterwaarts, de trapezoidal methode en de Runge-Kutta me-
thode (Vuik, C et al. 2016). Voor partiéle differentiaalvergelijkingen is dat
een lastiger verhaal en moet gekeken worden naar discretisatiemethoden zoals
eindige-elementenmethode of eindige-volumemethode (van Kan, J et al., 2014).
In dit laatste rijtje past de DG-methode, de DG-methode is namelijk een dis-
cretisatiemethode. De DG-methode lijkt enigszins op een tussenvorm van de
eindige-elementenmethode en de eindige-volumemethode, maar er zijn ook ver-
schillen. Dit zal kort worden toegelicht in het hoofdstuk Numerieke Methoden.

In dit onderzoek zal er specifiek gekeken worden naar het toepassen van de
DG-methode op chemotaxis. Per definitie is de chemotaxis “de richtingsbewe-
ging van een organisme of een levende beweeglijke cel in reactie op bepaalde
diffusieerbare chemicalién in het milieu,” aldus Biology Online (z.d.). Oftewel,
cellen verplaatsen zich met een bepaalde snelheid in een bepaalde richting athan-
kelijk van de gradiént van concentraties in de omgeving. Voorbeelden hiervan
zijn spermacellen die aangetrokken worden door chemische substanties die van
de buitenste laag van de eicel komen of de beweging van fibroblasten - dat zijn
de belangrijkste cellen van bindweefsel - in beschadigde delen van het lichaam
(Roberts et al., 2012) (britannica.com, z.d.). Andere situaties waar chemotaxis
voorkomt zijn tumorgroei en genezing van wonden. Wondgenezing gaat in een
aantal stappen. Allereerst gaat een wond bloeden, dat bloed stolt na verloop
van tijd, zodat een soort beschermlaag ontstaat. Vervolgens worden door witte
bloedcellen de afvalstoffen afgevoerd. Het verplaatsen van deze wittebloedcellen
kan ook beschreven worden met behulp van chemotaxis.

Allereerst zal in worden gegaan op het wiskundig model behorend bij de che-
motaxis. Vervolgens zal dit wat vereenvoudigd worden. Vanuit dit wiskundig
model zal de numerieke aanpak worden beschreven. Wat op zijn beurt weer
simulaties genereert, waaruit conclusies getrokken kunnen worden over de che-
motaxis.



2. WISKUNDIG MODEL

"Het klassieke Keller-Segelmodel (KS-model) wordt weergegeven door een
tweetal vergelijkingen. Daarbij representeert (1) de ’cell density variation over

time’ en (2) de ’chemical attractant concentration variation over time”, aldus
Roberts et al. (2012).
ou
i V- (D1Vu — xuVv) + f, (1)
ov
— = DA — h. 2
BN 2080 + g (2)

Aangezien het eendimensionale geval beschouwd wordt, kan dit herschreven wor-
den als

ou 0%u 0 ov
i Dlw—%(xu%)‘i‘ﬁ
ov 0%

E = DQ@ + g — h.

Het model dat hier bekeken gaat worden is kleine modificatie, en daarmee een
kleine versimpeling, hiervan. Er zal namelijk gekeken worden naar het mo-
del waarbij f = 0,9 = h,Dy = € > 0,D; = 0 en x = (, met Neumann-
randvoorwaarden. We beschouwen dus het volgende stelsel vergelijkingen dat
de chemotaxis beschrijft:

0= Gk se0t>0

0257?‘%73 xE(O,l),t>O, (3)
u(x,t) = up(x) z € (0,1),

O:@(t,()):%(t,l) t>0.

Echter, dit stelsel zal niet in één keer opgelost worden. Dit gaat versimpeld
worden tot verschillende vergelijkingen. Eerst zal een oplossing gezocht wor-
den voor de vergelijking waarbij % = 1 over heel het interval (0,1) én met
uo(z) = cos(x). Dan zal dus het volgende stelsel - dit wordt ook wel de trans-
portvergelijking genoemd - opgelost worden:

{o:%‘;jtcg;; z € (0,1),t >0, @
u(z,t) = cos(x) z € (0,1).

Deze vergelijking zullen we eerst bekijken met randvoorwaarde u(z + k,t) =
u(z,t), k € Z en later met randvoorwaarde u(0,t) = 1.
Daarna zal gekeken worden naar onderstaande PDV (deze zal in dit verslag
de gemodificeerde transportvergelijking genoemd worden):
{0:%;+g§(c'u) z € (0,1),t>0, -
u(z,t) = cos(x) z € (0,1),

—

met c(z) = e .



Vervolgens zal worden gekeken naar de tweede vergelijking van (3), ook wel
de warmtevergelijking genoemd:

0=2 ¢ z € (0,1),t>0,
0=9(t,0) = 9(t,1) >0, (6)
c(x,0) = sin(mx) x € (0,1).

Tot slot zal dit alles gecombineerd moeten worden tot een oplossing voor het
stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen (3).



3. NUMERIEKE AANPAK

3.1. Discontinue Galerkinmethode. De discontinue Galerkinmethode, kort-
weg DG-methode is een discretisatiemethode, zoals ook de eindige-elementenmethode
dit is. Dit is niet de enige overeenkomst. Zo introduceren ze beide een testfunc-

tie en basisfuncties. Er zijn echter niet alleen overeenkomsten. Zoals de naam al
doet vermoeden kan de DG-methode discontinuiteiten in een oplossing verwer-
ken (L.Y.D. Crapts, 2012).

Zoals gezegd wordt het gebied opgedeeld in elementen. Een interval [a, ]
wordt opgedeeld in n deelintervallen Q; = [~ ’1;% ! +§j+1], zie figuur 1. Voor

het gemak zal Q; vanaf hier geschreven worden als €2;.

F1cuur 1. Het interval [a,b] opgedeeld in kleinere deelintervallen.

Verder zullen als testfuncties de Legendre-polynomen gebruikt worden. Deze
Legendre-polynomen hebben de vorm: ¢, (z) = 5 (fx—nn[(arz —1)"]. Hierbij is de
graad van ¢, gelijk aan n.
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3.2. De transportvergelijking. Allereerst zal geprobeerd worden probleem
(4), met randvoorwaarde u(z + k,t) = u(z,t),k € Z op te lossen. Zonder verlies
van algemeenheid kan dit bekeken worden met { = 1. Dit betreft dan de volgende
PDV:

gu 1 gu— ,z€(0,1),t>0,
PDV: ¢ u(x + k,t) = u(z,t) ,t>0, (7)
u(z,0) = cos(2mz) ,z € (0,1).

Deze PDV zal bekeken worden met behulp van de zwakke formulering van
de discontinue Galerkinmethode. Er is bekend dat u(x,t) te benaderen is met
polynomen, dus ook met zogeheten Legendre-polynomen, ¢, (x). Daartoe wordt
geschreven u(z,t) = uN(z,t) = Z@]L ¢i(t)pi(z). Dit invullen in (7) geeft:

ou Ou
ot " ox 0
N N
A ch(t)%(x) +Zci(t)90§(%’) =0
i=1 i=1

Vervolgens vermenigvuldigen met de testfunctie ¢/, (z) en integreren over het
controle-interval 2;, geeft het volgende:

N N
D cipit ) cigh =0
i=1 =1

N

N
& / <Zc;@,-+zcigog><pmd9:/ 0 d€.
Qj Q

=1 =1 J

De eerste integraal splitsen én de tweede integraal uitrekenen geeft

N N

/ Zcégpmm dQ + / Z cioipm dQ = 0. (8)
i i=1 Q5 =1

Daarna kan de sommatie en de integratie omgedraaid worden, zo wordt het

volgende verkregen:

N N
Zc;/ ViPm dac—}—Zci/ Oipm dx = 0.
i=1 7% i=1 7%

Daarna wordt een codrdinatentransformatie van €2; naar [—1, 1] toegepast. De
coordinatentransformatie zorgt voor een extra constante - de Jacobiaan is in
dit geval een constante - waarmee vermenigvuldigd moet worden, namelijk J =
T, 1%, 1
%. Geschreven wordt ¢;(t) = Jc;(t). In het vervolg wordt geschreven
¢i(t) = ¢;(t). Dit geeft dan de volgende vergelijking:

N 1 N 1
Zcé/ ©iPm dx + ZCZ/ hom dor = 0.
i=1 -1 i=1 -1



Door partiéel te integreren, wordt dan verkregen

N 1 N N 1
> Ci/ piom dz + Y ci[pipmlL — Zcz/ Qi dz=0. (9
i=1 -1 i=1 i=1 -1

3.2.1. Discretisatiematrices. Nu wordt de eerste som uit (9) apart genomen:

N 1
Zc;(t)/ Yiom dz
i=1 -1

4
(1 1 1 €2
= f,l P1¥Pm dx f,l ©2Pm dz --- f,1 PNPm dw

N

Wordt dit zo voor iedere m gedaan, dan kunnen die vergelijkingen in de volgende
matrixvergelijking gevangen worden:

f,ll 11 d f,ll pap1 dr - f,ll onp1 dz c
1 1 1 /
dzx de - N2 dT c
S s S e , Jve ' 2l = M. (10)
: : . : :
f_ll 1N dz f_ll papy dx - - f_ll onyn dxr ) \EN

Merk op: de ¢; zijn eigenfuncties en derhalve orthogonaal. Dat wil zeggen dat
de f_ll pjpidx = 0, als @ # j. Hierdoor is de matrix M een diagonaalmatrix met

op de diagonaal fil p2da:

e da 1 0 0
M= 0 ffl Y202 dSL‘ e 0
0 0 e [ onen da

Op dezelfde manier valt te beargumenteren dat de derde som uit (9) gerepre-
senteerd kan worden door

1 1 1
fil p1¢) da fil oy Az - fil ong dz\ /¢
Sc [ipehdz [C eaghdr oo [D onghda | | e
J = ) : ) . :
1 ’ 1 . . 1 ’ '
oy de [2ieephyde - [2ongly da) \ON

De tweede som voor de stoktermen ligt iets gecompliceerder. Deze produceert
immer twee matrixvergelijkingen, met gebruik van een upwind discretisatie Bij
de berekening van de matrices A en B zal gebruik worden gemaakt van upwind
flux. Ter herinnering, up-wind flux:

Merk op:
N N

N
Y le®ei@)em(@)]ly =) le)pi@)pm(@)],my = Y i) pi(@)om(@)] -y -(11)

=1 i=1 =1
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Eigenlijk moet ;(x) geschreven worden als ¢ (x), anders is immers niet bekend
over welk element 7 het hier gaat. Merk op:

30}'](1) = U, (12)
pi(-1) = (-1 (13)
Dan wordt verkregen:
N N
[ (el @em@)],_, = D[ O] (@)],_, ep(1) en
i=1 i=1
N N
Yl Opi@)em@)],__, = > [ Oef (@), em(=1)
=1 i=1
N
= Y[ we! T @] _ en-)
=1
En met upwind flux geeft dit:
N N
>0 em) = > ¢l (t), vanwege (12) en
N =1 z;l
DT el T e (1) = Y ()" ).
=1 =1

Vergelijking (11) kan dus ook weergegeven worden door Acy — Bej_q

11 --- 1 c1
11 --- 1 C2
ACJ = . . . . . ’
11 1 CN
1 1 1 et
-1 —1 -1 0‘2]71
BCJ_]_ =
DY DY e (DY) A\

Hierbij is cj_1 een representatie van c(t) van het controle-interval ©;_; naast
het huidige controle-interval 2; — of, als J=1, het interval [zx,1], dit vanwege
de periodiciteit van de oplossing. Vanaf hier zal echter, voor de leesbaarheid,
geschreven worden cj_q.

Op bovenstaande wijze is het probleem dus gereduceerd tot een matrixverge-
lijking, en wel de volgende:

MC:]—SCJ+ACJ—BCJ_1:O.

Het hele bovenstaande verhaal kan ook toegepast worden op de transportverge-
lijking met randvoorwaarde u(0,t) = 1:
gu 4 ou = cx e (0,1),t>0,
PDV: ¢ u(0,t) =1 ,t >0, (14)
u(z,0) =sin(2rz) ,z € (0,1).
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Dat resulteert eveneens in de matrixvergelijking Mc’;, — Sc;+ Ac;—Bcj_1 = 0.
Hierin zien de matrices er alleen iets anders uit. Matrices M,S en A blijven

exact hetzelfde als voorheen én in matrix B verandert alleen de eerste kolom in
1o ...J%.

3.2.2. Tidsintegratie. De vergelijking kan opgelost worden met verschillende
methoden. FEr is voor gekozen om de simpelste methode te gebruiken, name-
lijk Euler Voorwaarts. Met Euler Voorwaarts wordt de volgende vergelijking
verkregen voor de k-de tijdstap

McET = (M + At(S — A))ch + AtBck_,.

Er had ook gekozen kunnen worden voor een methode met een hogere orde, zoals
Runge-Kutta methode. Omdat dit vooral een illustratief voorbeeld is, is gekozen
voor de simpele methode Euler Voorwaarts, waardoor er dus een iets mindere
nauwkeurigheid is.
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3.3. De gemodificeerde transportvergelijking. Een kleine uitbreiding van
2

T

het bovenstaande is het toevoegen van de functie ¢(z) = e < , zoals in (5). Ook
nu kan zonder verlies van algemeenheid ( gelijk worden genomen aan 1. Wat
resulteert in de volgende PDV, :

0=%+%(c’u) xz € (0,1),t >0,
PDV : ¢ u(0,t) = u(1,t) t >0, (15)
u(z,0) = cos(2mz) xz € (0,1).
Deze vergelijking wordt op dezelfde manier aangepakt als de transportverge-

lijking. Eerst wordt vermenigvuldigd met testfunctie ¢,, en vervolgens wordt
geintegreerd over het interval 2;.

ou

9
_ " dQ2.
0 . 50 ¢ +(ax(cu))go d

Vervolgens schrijven we u(z,t) weer als ZZ]\L 1 €i(t)pi(z) en vullen dit in

0 0, &
0 = /Qj (at;Ci(Pi)(Pm + (M(C’;cm)%omdﬁ

N N N 9
= > C;/ PipmdQ+ > deipipom|  + Z/ c'c,-goia—mdQ.
=1 Y% i—1 o i=17-1 x

Ook nu weer wordt de codrdinatentransformatie van §2; naar [—1,1] toege-

past, wat zorgt voor een extra constante, ten gevolge van de Jacobiaan, waar-
T, 1—%, 1

mee vermenigvuldigd moet worden, namelijk J = % Geschreven wordt

¢i(t) = Jei(t). Daarna wordt geschreven ¢;(t) = ¢;(t). Hiermee wordt de boven-

staande vergelijking geschreven als

N 1 N 1 N 1 Dy
0 = Z c, /1 Yiemdr + Z deipiom| + Z /1 c'ciapi—agdx.
=1 =1 1 =1
3.3.1. Discretisatiematrices. Nu wordt de eerste som apart genomen:

N 1
Z c;/ Viom dx
=1 /1

y
c
1 1 1 2
= (f,l oremdz [ paomdr o [T oNem dx)
N
Wordt dit zo voor iedere m gedaan, dan kunnen die vergelijkingen in de volgende
matrixvergelijking gevangen worden:

f_11<P1<P1 dz f_11<P2801 dz .- f_1180N<P1 dz c

1 1 1 !
Jo 901.302 J5 @?902 . o 80]\'7902 2 = Mc;.  (16)

[erendr [Yospndr o [1onendz) \eN
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Vanwege de eerder genoemde orthogonaliteit, is ook nu weer M te schrijven als
de diagonaalmatrix,

I e da 0 0
M= 0 f_ll Y2P2 dez --- 0
0 0 o [ enen da

Ook weer op dezelfde manier valt te beargumenteren dat de derde som gere-
presenteerd kan worden door

1 1 1
f_11 1) d f—ll oy dz - f_ll donprdr\ (¢
Sc Jodepnde 2 deaphde oo D donppda || e
J = . . . . .
1 : 1 : o : :
f—l doi1¢y dz f—l dooply dz - f—l dongy dz CN

De tweede som ligt iets gecompliceerder en produceert twee matrixvergelij-
kingen. De som kan als volgt ontleed worden:

N N N
S [eipiom)t = [Ceipiom] oy — D [Ceipipom) .- (17)
=1 i=1 i=1

Bij de berekening van de matrices A en B zal gebruik worden gemaakt, net als
in de berekening in sectie 3.2.1, van upwind discretisatie.

Merk op: Eigenlijk moet ; geschreven worden als gp;-] , anders is immers niet
bekend over welk element 27 het hier gaat.

Dan wordt verkregen:

i=1 i=1
N N
Yo ld@e Opi@)em@)],__; = Y[ Oef (@)],__, (=D (1)
=1 =1
N
= Y| el @] e
=1
En met upwind flux geeft dit
N N
Y ! ()M (1) = ¢(1)Y ¢ (1), vanwege (12) en
i=1 i=1
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Vergelijking (11) kan dus ook weergegeven worden door Acy — Bej—;

d1) J1) --- dQ) e
o = [0 202G ()
d(1) (1) 1)) \en
R T A ) (s
Bcej_1 = : . ) : .
—(~)N(-1) —(-DNI(-1) - —(~DN(-1) C}fvil

Hierbij is cj—1 een representatie van c(t) van het controle-interval ©;_; naast
het huidige controle-interval §2; — of, als J=1, het 'virtuele’ interval [—Az;, 0],
waardoor de randvoorwaarde zich op de juiste manier manifesteert. Vanaf hier
zal echter, voor de leesbaarheid, geschreven worden cj_1.

Op bovenstaande wijze is het probleem dus wederom gereduceerd tot de ma-
trixvergelijking Mc’; — Scy + Acy — Bej—1 = 0.

3.3.2. Tijdsintegratie. In tegenstelling tot eerder, bij de transportvergelijking,
wordt nu gebruik gemaakt van een integratiemethode met hogere orde, namelijk
de Runge-Kutta methode. De fout wordt hiermee van orde O(Az?) in plaats
van O(Az).

De Runge-Kutta methode wordt toegepast op de matrixvergelijking. Het
betreft de volgende vergelijking

Mc; = Scy — Acy + Bey_;.
Die kan worden omgeschreven tot
;= M~ (Sc; — Acy+ Bejy_1).
Noem f(cy) = M~*(Sc; — Acy+ Bcy_1). Dus ¢; = f(cy). Dan geldt:
Cit1 = C;+ AGt(lq + 2ko + 2ks + ky),
ki = f(ey),
ko = fles+ %kﬁ,

At
ks = f(csj+ ?kQ),
k4 = f(C] + Atkl).
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3.4. De warmtevergelijking. De volgende vergelijking die bekeken wordt is
de warmtevergelijking met c(z,0) = sin(nz):

0—%—53—2‘3 z e (0,1),t>0,¢>0,
0_30(075):%( t) t >0,
¢(x,0) = sin(mx) z € (0,1).

In wezen is de aanpak ook hier weer gelijk aan de aanpak van de vorige pro-
blemen. De vergelijking wordt vermenigvuldigd met een testfunctie, vervolgens
geintegreerd én uiteindelijk zal door discretisatie een aantal matrices gevonden
worden waarmee een oplossing voor deze vergelijking benaderd wordt. Ech-
ter de dubbele afgeleide naar x maakt het een beetje lastig. Daarom wordt
de tweede-orde differentiaalvergelijking eerst omgeschreven naar een stelsel van
twee eerste-orde differentiaalvergelijkingen. Daartoe wordt een dummyvariabele
p geintroduceerd:

0=2% 2 z€(0,1),t>0,e>0,
0=2¢(0,t) = g5(1,t)  ¢>0,
c(x,0) = sin(mx) z € (0,1).

Wat met geintroduceerde dummyvariabel geschreven kan worden als:

0=2% - egg z € (0,1),t>0,e>0,
0=p-— 83& x € (0,1),t>0,
0=2¢(0,t) = 22(1,t)  t>0,

¢(x,0) = sin(mz) z € (0,1),

p(x,0) = wcos(mx) z € (0,1).

Nu kan worden verder gegaan met het toepassen van de DG-methode. Op die
manier wordt verkregen:

__ Oc op
{0 ot 68337

=r-

0= — e )omdS2,
N fQ 6x 90

0= fQ Bac SomdQ

o 0= fQ 1 Pmd — fQj ea*’;somdf?’
0= fQj PP d — fQj 2 P d Q.

Vanaf nu schrijven we c(z,t) = YN | ¢;(t)pi(x) en p(x,t) = SN | pi(t)@i(x). Te-
vens zal wederom de codrdinatentransformatie van ; naar [-1,1] worden door-
gevoerd, waardoor eigenlijk dus geschreven zou moeten worden ¢;, ook nu weer
zal dit, voor de leesbaarheid, geschreven worden als ”¢;”. De berekening wordt
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weer hervat door bovenstaande aanpassingen door te voeren:

0= f (gt Zz 1 Ci¥Pi Jpmdr — . f 1p@<,0@)80md$,
0= f ZZ 1 Piipmdr — f (ax Zz 1 Cz%)‘ﬁmdfz

N

- 0=3Nc Zf LPipmdr — e, lf,lpwéwmdw,
N

0=, /2 pigiomdzr — SN, [1) cilpmda,

1
N
0= Zz 16 f 1 pipmdr + € ZZ 1 f 1p290190md53 6ZZ~:1 pi [SOiSDm} 0

1
0= pi 1) eigmdr + X0, [ chpiomdr — L, ¢ [sowm] N

=

Deze laatste sommen komen overeen met de sommen uit sectie 3.2.1. Zodoende
kan dit gezien worden als

0= Mcy—e(S—A)py —eBpj_1,
0= MpJ - (S — A)CJ — BCJ_l.

Waarbij de matrices M, S, A en B gelijk zijn aan de gelijknamige matrices bere-
kend in sectie 3.2.1.
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4. SIMULATIES

4.1. De transportvergelijking. De oplossing van het simpele model van dif-
ferentiaalvergelijking (7), met bijbehorende randvoorwaarde kent een exacte op-
lossing, namelijk een lopende golf: u(x,t) = cos(2m(xz — t)). Dit komt overeen
met de uitkomsten van het model (zie Figuur 2).
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Ficuur 2. Een numerieke benadering van de oplossing, met k =

2, Ar = %, At = ﬁ, t is respectievelijk 0, 0.25 en 0.5.
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Het kan interessant zijn bovenstaande simulatie te bekijken met een discon-
1 ,alsx<05
0 , elders N
de heavisidefuctie. In dit geval wordt nog steeds een 'lopende golf’ verwacht als
uitkomst, met periode gelijk aan 1. De DG-methode gaat redelijk om met de
discontinuiteiten, zie figuur 3 . Merk op: de wiggles bij de sprongen zijn met
filteringstechnieken weg te werken.

tinue beginvoorwaarde u(z,0) = 1 — H(x —0.5), met H
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FiGUuUR 3. Een numerieke benadering van de oplossing, met k =

8, Ax = g5, At = 15055, t is respectievelijk 0, 0.25 en 0.5.
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De oplossing van het model van differentiaalvergelijking (14), kent een iets
andere oplossing. Deze convergeert, als t maar groot genoeg, naar de steady-
stateoplossing : u(x,t) = 1. Dit komt overeen met de uitkomsten van het model
(zie Figuur 4). Er is hier alleen gekozen voor de Runge-Kutta methode voor een
kleinere fout.

1.077‘7\: ‘

1

0.0 \\ /

\ /,/

-1.0 S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

0.5

-0.5

-1.0
0.0 O.‘Z 0.‘4 O.‘G O.‘S Lo

1L0f——- —

0.5

0.0

-0.5

-1.0
0.0 O.‘Z 0.‘4 O.‘G O.‘8 Lo

FiGUUR 4. Een numerieke benadering van de oplossing, met k =

2, Ax = %, At = ﬁ, t is respectievelijk 0.25, 0.75 en 1.0.
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4.2. De gemodificeerde transportvergelijking. Bekend is dat % = —adu
een oplossing heeft die naar 0 convergeert, als ¢ naar oneindig gaat én dat de
oplossing van % = —a?u divergeert, als t naar oneindig gaat. Ter herinnering,
de gemodificeerde transportvergelijking luidde:
0="2"+ 2 (cu) z € (0,1),t >0,
PDV : ¢ u(0,t) = u(1,t) t>0,

u(z,0) = cos(2mx) xz € (0,1).

Wordt het bovenstaande bekeken met over karakteristieken dan is het volgende
te zien:

{&u(m(f%t) =~ (a()u(x(t), 1),
& = (a(1)),

(Voor het gemak en de leesbaarheid wordt geschreven x = z(t))

;12 2
N %u(x,t) = —E%e 2c2 (26% — Du(z,t),
(zl—at: = _z%e;?

2
—E%e?(ii; -1)>0« (26%2 — 1) < 0. Ongeacht welke e gekozen wordt komt

is er een waarde waarvoor geldt dat alle x kleiner dan die waarde divergeren.
Als we kijken naar de karakteristicken. Dan zien we dat % < 0. Dus zien de
karakteristieken er ongeveer uit als in figuur 5:

ANY

FiGuur 5. Een schets van hoe de karakteristieken lopen.

0.

Kortom, z(t) wordt als maar dichter naar nul getrokken, de vergelijking zal
dus na verloop van tijd divergeren, ongeacht de keuze van e.

Ter illustratie daarvan is in figuur 6 de numerieke oplossing weergegeven met
€=2.
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F1GUUR 6. Een numerieke benadering van de oplossing, met k =

2, Ax = %, At = Wloo’ t is respectievelijk 0, 0.5, en 1.0.

Daar deze divergeert is het misschien interessanter om te kijken naar dezelfde

partiéle differentiaalvergelijking, maar dan met ¢(z) de primitieve van de ¢(x) =
2

e . In dat geval kan weer gekeken worden naar de karakteristieken. Dan is
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het volgende te zien:
Su(z(t),t) = —c"(z(t)ulz(t),t),
& = ((t)),

(Wederom voor gemak en leesbaarheid wordt geschreven xz = x(t))

_g?
o %u(:p,t) = i—gezju(:ﬂ,t),
o2
% = e €2 .

2 2
Hierbij zien we dat E—geﬁ > 0 én ook % = >0. Kortom, de karakteris-
tieken lopen tegenovergesteld en deze differentiaalvergelijking zal altijd conver-
geren.

Het programma laten runnen met k = 2 laat dit al zien (zie figuur 7), ech-
ter geeft de benadering met tweede-orde Legendre-polynomen een grote fout.
Hoewel ook de benadering met Legendre-polynomen van orde acht nog wat rim-
pelingen (Engels: 'wiggles’) vertoont, is duidelijk te zien dat dit convergeert (zie

figuur 8).
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4.3. De warmtevergelijking. De exacte oplossing van de warmtevergelijking
met randvoorwaarden zoals besproken in sectie 3.4, is
clx,t) = sin(ww)e_wzt.
De oplossing zal dus steeds verder naar nul gaan, immers
0 < lim | sin(wx)e*”%]
t—o0

— ; : —72t
= Jlim [sin(mz)[[e™™"|

< lim e ™
t—o0

= 0,

wat ook ondersteund wordt door figuur 9. Dit alles echter komt niet overeen

— t=00
— t=0.04]]
— t=0.16

10

0.8

0.6

clx.t)

0.4

0.2

X

FiGuUR 9. De exacte oplossing van de warmtevergelijking, op
t = 0.0, 0.04, 0.16.

met de verkregen simulaties. Het runnen van de achterliggende python-code
geeft een divergerende, discontinué en verre van redelijke oplossing. Er zijn
hiervoor verschillende redenen te bedenken:

(1) De integratiemethode is niet stabiel door de gekozen tijdstap;

(2) De DG-methode is verkeerd toegepast;

(3) Er zit een fout in de programmacode;

(4) Python kan niet goed omgaan met vermenigvuldigingen van matrices
met hele kleine getallen.

3
4

Hierin zijn mogelijkheid (1) en (2) direct af te schrijven. Er kan geen spraken zijn
van een te kleine tijdstap, volgens C. Vuik et al. (2016) is bij de Runge-Kutta
methode, die hier gebruikt is, stabiliteit als At < —%, met A\ = — x5 = A;g;?'
Dus stabiliteit met At < %. Er is gebruik gemaakt van At =
Az = %. Dus er is zeker aan deze voorwaarde voor stabiliteit voldaan.

Ook mogelijkheid (2) kan direct uitgesloten worden. De DG-methode is na-
melijk exact zo toegepast als bij de vorige problemen én toen kwam er ook een
goed resultaat uit.

1
o000 ©1
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Dat betekent dat er dus ofwel een fout in de programmacode zit ofwel een
narigheid in de programmeeromgeving. Al met al zijn er dus geen bruikbare
resultaten behaald voor deze laatste vergelijking.



27

5. CONCLUSIES

Resumerend: er is een aantal vergelijkingen in relatie tot de chemotaxis, dat
het volgende stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen kent:
0=2u+ %{jc%m z e (0,1),t>0,
0=20—elt z e (0,1),t >0,
u(z,t) = up(x) z € (0,1).
De vergelijkingen die zijn bekeken zijn
(1) de transportvergelijking,
(2) een kleine variatie op de transportvergelijking,
(3) én de warmtevergelijking.
De DG-methode geeft voor de eerste twee vergelijkingen een goede benadering
(zie figuur 2 3, 6 en 8). Hierin is de methode dus succesvol gebleken. Ook is
laten zien dat hogere orde van de orde verkregen kan worden. Ook is te zien
dat bij discontinue randvoorwaarde het gewenste resultaat verschijnt. Uiteraard
is er wat ’overshoot’. Deze overshoot kan nog wel verkleind, en dus verbeterd,
worden door zogenoemde filtering technieken en slope/flux limiting technieken.
Er kan dus zeker geconcludeerd worden dat de discontinue Galerkinmethode hier
succesvol blijkt.

Ook is nog gekeken naar het gedrag van deze partiéle differentiaalvergelij-
kingen door te kijken naar het gedrag over de karakteristicken. Aan de hand
daarvan is geconcludeerd dat het gedrag de numerieke oplossing overeenkomt
met het gedrag dat bij deze vergelijking hoort.

Verder is er nog gekeken naar de laatste vergelijking, de warmtevergelijking,
hoewel hier geen bruikbaar numeriek resultaat uitgekomen is - en het derhalve
ook nog niet mogelijk is de resultaten van de eerste en de tweede vergelijking te
combineren tot een resultaat voor het gehele model - is wel laten zien wat het
gedrag van de oplossing is, het gaat richting nul.

Kortom, er is laten zien dat de DG-methode een hele nuttige methode is,
onder andere in het bekijken van discontinuiteiten, maar ook zeker voor het
oplossen van problemen als de transportvergelijking.
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6. BIJLAGEN

Bijlage 1: Pythoncode behorend bij de transportvergelijking en de
gemodificeerde transportvergelijking:



import numpy as np

import matplotlib as mpl

from math import *

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

from matplotlib.ticker import LinearLocator, FormatStrrormatter
from sympy import *

from matplotlib.pyplot import figure, show
from numpy import arange, sin, pi

import pylab

import scipy.integrate as integrates

def diff(y,n):
#Differentieer y naar x n keer
return y.diff(x,n)

def diff2(y,n):
#Differentieer en vermenigvuldig met float(n-i) om extreem grote getallen te voorkomen.
for i in range (@,n):
y=y.diff(x)/(float(n-i)
return y
x = Symbol('x")
def k(x, x@, eps):
#de functie c¢' uit de gemodificeerde transportvgl
return ((-2*(x-x@)/(4%eps))*(exp(-(x-x@)*(x-x@)/(4%eps))))
#of de andere die gebruikt is
#if (t=-0.0):
# return 1.0
#return (-2*(x-x0)/(4%eps))*(exp(-(x-x@)*(x-x0)/(4*eps))/sqrt(4*eps*pi))
def phi(n):
#bereken de eigenfuncties
y=x**2 - 1
z= 1/(factorial(n)*2**(n))*diff(y**(n),n)
return z
def phiafgel(n):
#bereken de afgeleide van phi
y=x**2 - 1
z= 1/(factorial(n)*2**n)*diff(y**n,n+1)
return z

def Waarde(z,x@):
#bereken de warde van f, waarbij voor x z wordt ingevuld
f = lambdify(x, z, 'numpy')
return f(xe)

#4 verschillende integraties:

def Inti(a,b):
g = phi(a)*phiafgel(b)
f=integrate(g,x)
return Waarde(f,1)-wWaarde(f,-1)

def Int2(a,b):
g = phi(a)*phi(b)
f=integrate(g,x)
return Waarde(f,1)-wWaarde(f,-1)

def Int3(a,b):
g = phi(a)*phiafgel(b)*k(x, 0.0, 2.0)
f= integrates.quad(lambda xv: g.subs(x,xv), -1.0,1.0)[0]
return f

def Int4(a,b):
g = phi(a)*phi(b)
return waarde(g,1)

de

i

CreateM(Orde):
#bereken M, waarbij bekend is dat alleen elementen
#buiten de diagonaal een waarde ongelijk @ hebben
m=[]
for i in range (@,0rde+1):
a=[1]
for j in range (@,0rde+1):
if ifds=g)n
a.append(Int2(i,i)/2)
else:
a.append(e.9)
M.append(a)
M=np.array(M)
return M



def CreateS(Orde):
#bereken S, door het simpelweg uit te rekenen
5=[]
for i in range (@,0rde+1):
a=[]
for j in range (@,0rde+1):
a.append(Int1(j,1i))
S.append(a)
S=np.array(Ss)
return §

de

el

Creates2(oOrde):

s=[1

for i in range (@,0rde+l1):
a=[]
for j in range (@,0rde+1):

a.append(Int3(j,1i))

S.append(a)

S=np.array(s)

return S

de

-+

CreateB(Orde):
#construeer B uit de gegevens bekend uit het verslag
s=[]
a=[]
b=[]
for i in range (@,0rde+1):
a.append(-1.0)
b.append(1.0)
for j in range (@,0rde+1):

if (j%2)==e:
S.append(a)
if (j%2)==1:

S.append(b)
S=np.array(s)
return S

def CreateB2(Orde):
s=[1]
a=[]
b=[]
for i in range (®,0rde+1):
a.append(-1.@)
b.append(1.@)
for j in range (@,0rde+l):
if (j%2)==e:
S.append(a)
if (J#%2)==1:
S.append(b)
S=np.array(s)
S=k(-1.0,0.0,2.0)*S
return S

def Createa(Orde):
#construeer A uit de gegevens bekend uit het verslag
s=[]
for i in range (@,0Orde+1):
a=[]
for j in range (©,0rde+l1):
a.append(Int4(j,i))
S.append(a)
S=np.array(s)
return s

def Createa2(Orde):
s=[]
for i in range (@,0rde+l):
a=[]|
for j in range (@,0rde+1):
a.append(Int4(j,1i))
S.append(a)
S=np.array(s)
5=5%k(1.0,06.0,2.0)
return S

31



from math import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pylab

from Matrices import *

Stap = "discont”
#Stap = "cont"
#Stap = "mod"

def P(orde,x):
#return het achtste orde Legendre-polynoom

if (orde==8):
return x**7 + 21*x**5*(x**2 - 1.8)/2 + 105%x®*3*%(x**2 - 1.0)**2/8 + 35%*(x**2 - 1.0)**3/16
if (orde==7):
return x**6 + 15*x**4%(x**2 - 1.0)/2 + 4A5*x**2*(x**2 - 1.0)**2/8 + 5*(x**2 - 1.0)**3/16
if (orde==6):
return x**5 4 S5FxFF3F(x**3 - 1,0) + 15%x*(x**2 - 1.0)%*2/8
if (orde==5):

return x**4 + 3.0%x¥*2¥(x**2 - 1.0) + 3*(x**2 - 1)**2.0/8.0
if (orde==4):
return x**3 + 3*x*(x**2 - 1.0)/2.0
if (orde==3):
return 3*x**2/2 - 1.8/2.9
if (orde==2):
return x
if (orde==1):
return 1.0

def e(x):
#andere notatie voor de e-macht
return exp(x)

def g(x):
#definieer de beginvoorwaarde
if (stap == "discont"):
if (x<@.5):
return 1
else:
return @
elif (Stap == "cont" or Stap == "mod")
return cos(2*pi*x)
#of

#return sin(pi*x)

k=2 #=orde
n=40@  #=aantal elementen
dx = 1.@/n #=grootte element

def x(3j):
return (j-1.0/2.0)*dx

s = [-9.93246951, -0.66120939, -0.23861918, 0.23861918, 0.66120939, ©.93246951]
= [©8.17132449, ©.36076157, ©.46791393, ©.46791393, ©.36076157, ©.17132449]

u=(np.indices((k,n+1))[@]).tolist()
#genereer startvector u
for j in range (@,n+l1): # over elements
for m in range (®,k): #over polynomen
ufm][(j-1)] = e.0
for i in range (@,6):
u[m][(j-1)%n] = u[m][(F-1)%n] + (2.0%(m)+1.@)/2.0%g(x(J)+dx*r_s[i]/2)*P(m+1,r_s[i])*w_s[i]

#genereer matrices
M = dx*CreateM(k-1)
if (Stap == "mod"):
S=Creates2(k-1)
A=CreateA2(k-1)
B= CreateB2(k-1)
else:
S=Creates(k-1)
A=CreateA(k-1)
B= CreateB(k-1)

#twee clones van u

uuu=np.transpose(np.array(u))
uuul=np.transpose(np.array(u))

dt = 1.0/10000.0

niter = 100

invM = np.linalg.inv(M) #inverse van M
eye=np.dot(M,invM) #eenheidsmatrix

invMS_A = np.dot(invM,S-A) #de inverse van M keer (5-A)

def f(uuu,uuu_1):



#6én integratiestap
eenh = list(uuu_1)
eenh = np.array(eenh)
if (stap == "cont"):

for i in range (8, len(eenh[©])):

eenh[@][i]=0.0

eenh[0][0]=1.0

eenh = np.transpose(eenh)
k = np.transpose(np.ar‘ray(np.dot(invMsiA,np.matrix.tr‘anspose(uuu))fhp.dot(np.dot(invM,B),np.matr‘ix.transpose(eenh))))
return k

#Runge-kutta

for it in range (o,niter):
v=(np.array(uuu)).tolist()
for i in range (@,len(v)):

v[len(v)-i-1]=v[len(v)-i-2]

v[o]=v[len(v)-1]
v[len(v)-1]=((np.array(uuu)).telist())[len(v)-1]
uuu_1=np.array(v)
ki=f(uuu,uuu_1)

v=(np.array(uuu+dt/2.0*k1)).tolist()

for i in range (@,len(v)):
v[len(v)-i-1]=v[len(v)-i-2]

v[e]=v[len(v)-1]

v[len(v)-1]=((np.array(uuu)).tolist())[len(v)-1]

uuu_1=np.array(v)

k2=f (uuu+dt/2.0*k1,uuu_1)

v=(np.array(uuu+dt/2.0*k2)).tolist()

for i in range (@,len(v)):
v[len(v)-i-1]=v[len(v)-i-2]

v[e]=v[len(v)-1]

v[len(v)-1]=((np.array(uuu)).tolist())[len(v)-1]

uuu_1=np.array(v)

k3=f (uuu+dt/2.8*k2,uuu_1)

v=(np.array(uuu+dt*k3)).tolist()

for i in range (8,len(v)):
v[len(v)-i-1]=v[len(v)-i-2]

v[o]=v[len(v)-1]

v[len(v)-1]=((np.array(uuu)).tolist())[len(v)-1]

uuu_1=np.array(v)

ka=f (uuu+dt*k3,uuu_1)

uuu=uuu+dt/6.8* (k1+2.0%k2+2.0%k3+ka)

u=(np.matrix.transpose(np.array(uuu)))

##plotten:
if (kl=1):
for j in range (@,n):
xx = np.linspace(x(j)+dx/2.0, x(j)+3.0%*dx/2.8, 1000)

uu = B8.e
for p in range (0,k):
uu=e.e

for b in range(e,k):
uu= uu + u[b][J1*P(b+1,2.0/dx*(xx-dx-x(J)))
pylab.axis([e,1, -0.2,1.2])
pylab.plot(xx,uu)
pylab.show()

if (k==1):
=[]
yy =[]

for j in range (e,n)
for i in range(e,100):
xx.append(float(j)/float(n)+(float(i)/(n*100.0)))
yy.append(u[e][]])
plt.axis([e,1,-0.2,1.2])
plt.plot(xx, yy)
plt.show()



