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1. Inleiding.

Het doel van dit onderzoek is het, vinden van een verkla­

ring voor de invloed van relatief dunne lagen afzettin­

gen op de transportkapacitoit van leidingen. Grote ener-
r

gieverliezen in wat.er-t-ranspor-t.Le.ldängen, waar-schi.jnl.Ljk

veroorzaakt door plastische afzettingen aan de binnen-
"zijde van de buis wordenin een groot aantal publikaties

beschreven. Slechts van twee gevallen staat vast dat de

plastische laag een ribbelvormig oppervlak had, en '\'lel

de Ecker Fernwasserleitung en de Bévercé-transportlei­

ding. Aan beide leidingen is reeds tamelijk \'Iat onder­

zoek gedaan omhet verschijnsel te verklaren.
\.
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1.1 Voorbeelden.

~:'~~~_~~~.!~~~~~~~~~~2s(iJest Duitsland)

zie ook Wi~~~~~~~~,~ei~~~!~ en ~~~~~~.
Een buis met een binnendiameter van 0•.5 ra vertoonde na.

drie jaar gebruik een afname van 43 1. van de transport­

kapaciteit. De buis, voorzien aan de binnenzijde van
,

een laag bitumenisolering van 2 rum, vertoonde een afzet-

ting van gemiddeld 0.7 ~n dikte. Deze plastische afzet-

ting vertoonde een ribbelstructuur. De ribbellengte va­
rieerde van .3 tot 8 nnn, ter'i·,rijl de ge:middeldehoogte

van de ribbels circa 0.7 mmbedroeg. Schijnbaar had cü.t

laagje de weerstandsfaktor uit de formule van Darcy-:-i'Jeis­

bach vergroot van 0.012 tot 0.048 bij de aanwezige ge­

middelde snelheid van 1e '7;5 m/ s en het verval van 12• .5 x 10-.3.

Deze wordt bepaald met behu'Lp van de onderstaande for-

mule:
f ;:::2.g.Db

-2v

1.4
figuur 1. 1 Snelheids­
verdeling van de dimen­
sieloze afstand tot de

wand van de buis.

U-----------1 oS

a = meting aan de buis

met afzetting.

b = meting aan gereinigde

buis.

o
----t0

O.S
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~§~~!:~~tra::~p0::tl~~~~~ (België)
zie ook Schlag & Simons en Thibessard.------------ ----,---
De buis met een birmendiameter van 1.96 mvertoonde na

een gebruik van 17 jaar een afzetting met een dikte van

12 - 17 mm.Ookhier vertoonde de afzetting ribbels.

De ribbellengte variëerde van 20 tot .500mm,met een
gemiddelde van 110 mm, De hoogte van de ribbels bedroeg

2 tot 6 mm, gemiddeld 3•.5mm./Deweerstandsfaktor ver­

minderde na schoonmakenvan.0.030 tot 0.016 bij een ge­

middelde snelheid van 1 mis. Een bijzonderheid Vlasdat

de afzetting niet homogeenwas, maar een duidelijke ge­

laagdheid aanwezig was.

Bij beide leidingen bleek het niet mogelijk de mechani­

sche eigenschappen van de afzettingen te bepaleno Bij

droog zetten van de leidingen droogde het rrateriaal snel

uit waardoor de eigenschappen veranderden. Bij verdere

droging verviel het materiaal zelfs tot stof.

_.
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1.2 Reeds uitgevoerd ond.erzoek.

Dit onderzoek is een voortzetting van dat van ~~~~.
In zijn verslag is allereerst een overzicht gegeven van

alle publikaties die het verschijnsel beschrijven. Hij

geeft een korte samenvatting van de resultaten van het

onderzoek naar de chemische samensteJJing van de plas­

tische laag. Verder wordt,de waarschijnlijke oorzaak

van het neerslaan van deze afzetting gegeven. De nodige

aandacht is ook besteed. aan het onderzoek dat tot nu

toe is uitgevoerd met betrekking tot plastische afzet­

tingen in buizen en aan hun invloed op de afvoerkapaci­

teit van buisleidingen.

Allereerst is het experimentele werk van ~~tWî~~~~~~en

~~~~~~~bekeken, waarbij een poging het grote verval te
verklaren uit de vormvan de ribbels niet erg succesvol

waa, Vervolgens wordt, een artiJcel van Koltorff bespro­

ken, gebaseerd op een theorie die een verklaring probeert

te geven van zandribbels in alluviale rivieren, waarbij

de resultaten van deze theorie wordentoegepast op de

ribbe~chtige afzettingen zoals die in een aantal pijp­

leidingen zijn aangetroffen. Denodige bezwar-enworden

tegen het artikel ingebracht, zoals de gelaagdheid, die

gevondenis bij de Bévercé leiding.

Uit dit reeds uitgevoerde onderzoekwordt, de konklusä,e

getrokken dat slechts een deel van het grote verval dat

bij de verschillende waterlransportleidingen is gekon­

stateerd, verklaard kan wordenuit de bijzondere vorm.

van de ribbels in de slijmlaag.

Aan het onderzoek dat in de rest van het rapport van

Klaassen beschreven HOrdtligt de veronderstelling ten

grondslag dat het energieverlies niet alleen plaats vindt

in het, "laters maar dat ook een deel van de enérgie ver-
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!
loren gaat in de slijmerige afzetting. Doordat de slijm­

laag in golvende bewegi.ngzou komen,kan energie in de

laa~worden gedissipeerd door viskositeitseffecten. De

energieoverdracht van water naar afzetting zou voorname­

lijk door nonnale drukkrachten tot stand worden gebracht.

In beschouwing zijn golven genomendie zich met een be...

paalde snelheid in de richting van de hoofdstroom ver­

p'Laat.sen,

Ondankshet feit dat de afzetting v.raarschijnlijk een

nfet.-Newtons gedrag vertoont, wordt in de rest van het

verslag aangenomendat de afzetting een Newtons gedrag

heeft, daar dit de enige mogelijkheid is omeen idee

te krijgen van de optredende verschijnselen.

In het verdere van zijn verslag is geprobeerd' een ths­

orethische beschrijving te geven van zowal,water als

afzetting.

Wat betreft de b~ieging van het water is van de aanna­

me uát.gegaan dat de snelheid onafhankelijk is van de

, hoogte. Voorts is de viskositeit en de samendr'ukbaarheád

van hèt water nul verondersteld. Bij deze afleiding blijkt

er geen energie-overdracht gevondente worden; Vervolgens

wordt een vergelijking gemaaktmet het ontstaan van vànd­

golven, veroorzaakt door over water stromende lucht.

Een goede beschrijving hiervan geeft de theorie van 12~!~s,

de zogenaamde11shear flmv t.heory'", die later experilnen­

teel bévestigd is. l'liles neemt aan dat het zee-oppervlak

reeds gegolfd is en onderzocht dan of energie-overdracht

plaats kan vinden. De samendrukbaarheid en de viskosi­

teit van de lucht worden nul gesteld, terwijl aangenomen

is dat een bepaald snelheidsprofiel zich heeft ingesteld.

Toepassing van deae theorie op het onderhavige probleem

zon moeten uit\djzen in hoeverre deze van toepassing is

op de golfvor.mingtussen wat~r en een viskeuzé afzetting.
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Teneinde een beschrijving te geven van de beweging van

de afzetting is aangenomen dat het materiaal onsamendruk­

baar is en een viskeus gedrag heeft. Een uitclru.Y..kingwordt,

afgeleid voor de druk op het grensv.Lak tussen vrat.er en

afzetting en voor de hoeveelheid energie die in een vis­

keuze vloeistof wordt gedissipeerd als in het grensvlak

een sinusoïdale verstoring optreedt.

Om de ontwäkke'Ide theorie te testen zJ..Jnenige experimen­

ten uitgevoerd. In de proefopstelling kon de stroming van

water over een iets dichtere en aanzienlijk meer viskeuze

vloeistof worden bestudeerd. De resultaten van de proeven

tonen aan dat op het grensvlak tussen een laag viskeuze

olie en er langs stromend water golfvormige verstoringen

kunnen optredeno Dit heeft een duidelijk konstateerbaar

groter verval tot gevolg.

Het blijkt niet mogelijk om het gemeten extra verval,

veroorzaakt door een dergelijke viskeuze vloeistof, ge­

heel te verklaren met behulp van het opgezette model.

Ook door ~~~yer zijn proeven gedaan met betrekking tot

energie-overdracht van wat.er naar een afzettiP..g...raarbij

op het grensvlak een golfvonnige verstoring ontstond.

Hij nam voor de afzetting een visko-elastisch materiaal.

Daarbij is geen wi.ekundf.gmodel opgesteld, maar is de

energiedissipatie in de afzetting op empirische wijze

bepaald.
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/
W Nadere preciesering va.nbet doel van dit onderzoek.

(1) Een beschrijving geven van de bewegángvan het vlater

uitgaande van de theorie van Kilcs.

(2) Een beschrijving geven van een visko-clastische af­

zetting. Hierin ligt het model van de viskeuze af­

zetting van Klaassen besloten als de elasticiteit

eruit geëlimineerd l"lordt.,Daarbij komt naar voren

dat een rekenfout in het verslag van Klaaes en tot

gevolg had dat de met behup van dit model bereken­

de verliezen te laag uit.1nfé'L1en.

{.3} Het aan elkaar knopen van de modellen van vlater en

afzetting, omte komentot een verband tussen voort­

plantingssnelheid en de Lengt-evan de golven die

optreden in het gr-ensv.Lak,

t,-
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2. Bevregipgvan het \-later.

2.1 Inleiding.

Uitgaande van de IIshear flO"l'ltheory" van l1i~;:~wordt,

een beschrijving gegeven van de beweging van het 'vater •

Het vers.....aarlozen van enkele termen levert de gewenste
.'

vereenvoudiging op. Dit leidt tot de zogenacmdeniet-

viskeuze Orr-Son:nnerfeldvergelijking. De randvoorwaarde

aan de "Tandis dezelfde als bij Hiles, de tweede echter

niet. Hiles legt deze namelijk op oneindig, ter\-r.ijl die
in dit geval uit synanet.r-te-overweglngen gelegd wordt, ter

plaatse van de as van de buis. De gevondenbewegingsver­

gelijking l'iordt numeriek ui.t.gewerkt zoals dit gebeurd

is ,door Conte &. Hiles voor de lucht, terwijl niet à priori

eert verband wordf aangenomentussen voorlplantingssnelbeid

en golflengte van de verstoring in het grensvlak.

In eerste instantie wordt uitgegaan van een parabolisch

snelheidsprofiel. Later ,....ordt de berekening nogmaal.s

uitgevoerd, maar dan voor een logaritmische snelheids-.
. verdeling. Hiermee wordt, in eerste Lnst.arrt.Legeprobeerd

de snelheidsverdeling, zoals gemeten bij de Ecker leiding

te benaderen.
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2.2 Theoretische beschrij'\rirlB,.van dc be-'leging van het ''later ••

Aang'ezien zowel ribbelhoogté als dikte van de afzetting

klein zijn ten opzichte van de pijpiiameter; lijlct het

voldoende omeen tweedirnensionaal stroombeeld te beschou-

wen, Als referentie-systeem wordf aangenomen een 'x-as

in het ongestoorde grensvlru~ tervàjl de y-as loodrecht
op het grensvlak staat. ..

Het systeem is symmetrisch ten opzichte van de centrale

as van de buis op y = + h/2. Deze as nemenwe aan als
de eerste grens van het model. De tweede grens wordt ge­

vormd door de bu.i.swandop y = - d-. (zie figuur 2.1)

Y-a~ y

-- -- .- --fY:::+hh I--._._._'~

/'
./

../
./L- u

hh.

figuur 2.1 Defi...'1itieschets van het beschouwde geval.

De oorsprong van het assenkruis is aangebracht

in het ongestoorde gr ensv.Lak,

Tengevolge van een drWeverschil in de richting van de
positieve x-as, stroomt het water- in de richting van

de positieve x-as, waarbij zich een snelheidsverdeling

U ::::Ü(y) heeft 'ingesteld. Ook op de afzetting Hordt een

schuifspanning uitgeoefend, zodat ook de afzetting zal

bel-legen, zij het met een aanzienlijk lagere snelheid.
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We nemen aan dat de dichtheid en de viskositeit konstant

zullen zijn en ongeveer gelijk aan deze waarden voor

gedestilleel~ water:

( 2.1 a)

(2.1b),) / -6 1ï.
Vw = 1.~){- 10 rn S

De bewegi.ng van het wat er-wor-dt, beschreven door de ver­

gelijkingen van Navier-Stokes, die voor het aangenomen

assenstelsel en de hiervoor gedane veronderstellingen

luiden:
óU W. V),U . ~p 'iv. + )}cJ J

_ P ot + pU 'èx +p ~y = - ~ +1-'.[ ~z '?Jy'1. (2.2a)
'0Ij ö\) "0V ~_fl_ ??V 'l'v

Pn+ fU. ~x+pV d'{ =-oyTf[ è>xOZ-# ~"tJ (2.2b)

en de massabalansvergelijking:
"3U èV
o~ + è>'( = 0 (2.2c)

Verstoringen in het grensvlak tussen wat-er en afzetting

zullen in het systeem water-afzetting in elk punt klei­

ne variaties in horizontale en vertikale snelheid en

in·druk veroorzaken (perturbaties). Zo is de horizonta­

le snelheid in een \villekeurig punt opgebouwd te denken

·uit de vol~ende drie komponent en:

, (t) een konstante snelheid U, die ontstaat door middelen

van de horizontale snelheid over een langere tijd

(een tijd die lang is ten opzichte van de trillLDgs­

tijd van de verstoring in het grensvlak en van de

turbulente fluctuaties).

(2) een komponent UI die de turbulente beweging van het

water of van de afzetting in dat punt weergeeft.

(3) eeh komponent u ten gevolge van de verstoring in

het grensvlak.

Het zelfde geldt uitèraard voor de vertikale snelheid

en de druk in een uillekeurig punt, \'ffiarbijopgemerkt.

kan worden dat de door de keuze van het assenstelsel

als boven is gedaan, de eerste komponent V van de verti­

kale snelheid nul is.
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In formulevorm wordt het bovenstaande beschreven door:

U = U + ut + u (2•.3a)

V = v' ... v (2 •.3b)

P = p -+ p' + p (2•.3c)

-
De komponenten U + u' J vt en P + p' bepalen het

stro~nbeeld indien geen verst9ring in het grensvlak aan­

wezd.gis. Deze beweging zal verder Horden aangeduid als

de hoofdstroom. De hoofdstroom moet dan voldoen aan de

vergelijkingen (2.2), dus:
- Iou' - ou.' 6U' , 'ou. , ~

P 'SE +P U Cl X + pu' ?r)l+p" "öY + p" 'oy =.

~p ~ "?Ju' o'lV -l il}
::- ~ - 'bt + r"'Ox2+ p- oyZ r óy2.

(N' - 'cW' ,,?>v' I ()V' _
p ?>t; +pLL ~ + pu ~>' +pv 0'( -

- z 'Z f~p 0 I ?>v' ss
=- ~'(- ~ + ~ ~2 +- ~ ~y2. - f 9 .

'O(,,' 'bil'
oX -t- 0'( =- o,

(2.4a)

(2.4b)

(2.4c)

Nu kunnen de vergelijkingen voor de hoofdstroom (2.4)

, af'get.rokken worden van de vergelijkingen, die het stroom­

beeld van de verstoorde bewegi.ngbeschrijven (2.2), na­

dat hierin de veronderstelling (2•.3) over de gedaante

van U, V en P is gesubstitueerd. Dit levert de volgende

vergelijkingen op:

" - otL ou. od I 'Ou. '011 "à(Lr-ot +- p U. 'bX +pu. ~ +,pu 'SX ,+,P (). ~, +,F"~y,-t pV '0Y +-
'1 2 ?Ju.' ~'bu. ip 't}-~ 'b?(.L 7

+P~oy+fV ~y::::--~)(+P-?)}(,2+P.oy'Z.· (2 • .5a)
9 I 90 ~ ~"I~OVOV T. i>1/ V I01/ ~ + v i:'.P?Jt+fl.)."5"")(+pLL~+p{). ~+fU.o)( P ?Jy

~ I 14ov', I iSo I I q1! "O'V17 • ! 'lJI I

-f-.p~ly'+pl/'?/y,==- oy+~+t ~. (2 • .5b)
.... 20 =tr" 22 2.5

~Lt 0"~+ --0 .
'0,)( ~-, (2 • .5c)
2~ 25

Om bovenstaande vergelijkingen te ver-eerrvoudä.genworden

nu hree aannamen gedaan. De eerste veronderstelling is
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dat de termen 4, 5, 8, 9 en 16, 17, 19 en 20, die de

wissehrerkLng aangeven tussen de turbulente fluctuaties

en de variaties in sne.Iheäd en druk, te verwaarlozen

zijn ten opzichte van de andere-termen. Vergelijken van

bijvoorbeeld term 2 en .5 toont aan dat in feite Hordt

verondersteld dat de turbulente fluctuaties klein zijn

ten opzichte van de hoofdstroom. In de buUl~ van het

grensvlak watcr=af'zet.t.Lngis siit zeer dubieus, te:n..d.jl

ook op andere plaatsen in de vloeistof deze aanname niet

juist is. De verwaar-Los.lng moet echter gedaan worden

omde vergelijld.ngen op te kunnen lossen.

De tHeede aanname is dat de variaties in de snelheid klein

zijn ten opzichte van de horizontale snelheid van de hoofd­
stroom, dus:

u « U
V «. U

(2.6a)

(2.Gb)

Door deze veronderstelling kan bijvoorbeeld term .3 ver- .

waarloosd worden ten opzichte van tenn 2. Hetzelfde geldt
voor term 7 en voor de termen 15 en 18 ten opzichte van

term 14. DE:?volgende vergelijkingen worden dan verkregen:
:~u. - ou. "0II ~ [~?(J. -tu. ..,

p Ot +p u "bX +fV ~==-ox+!L O)(~+ O'{2J. (2,,7a)

'OV - èV . ~p [t}V è}-Vîf ~ {f II "0)( :=-oy +f èrl{z-f D'(LJ. (2. 7b)

(2.7c)

Voorts wordt;de viskositeit van het wat.er nul veronder­

steld. Zodat we overhouden voor de bewegi.ngsver-gel.Ljki.n­

gen betreffende een kleine perturbatie van een tHeedi­

mensionaa;Lstroombeeld U(y) in een niet-viskeuze en on­

samendrukbare vloeistof met dichtheid p:

p ( Ut. + U u X T V Uy) :=: - Px

P ( V t + U V X î z: - Py

(2.8a)

(2.8b)

(2.8c)
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Hierin duidon de onderschriften t, x en y de partiële

afgeleiden aan naar respektievelijk t, x en y.

Het probleem is nu teruggebracht tot het vinden van op­

lossingen, die voldoen aan (2.8) en die behoren bij een

bepaalde verstoring in het grensvlak tussen wat.er en

afzetting. Voor de vormvan de verstoring wordt nu aan­
genomen:

i.kex-ct.)
"1== Q·e ( 2.9)

waarbij uiteindelijk alleen het reële deel besehouwd

zal worden. Verondersteld is dat ·de verstoring periodiek

is in de tijd en in de x-richting. Hierin is k het golf­

getal en c de voortplantingssnelheid van de verstoring.

Indien L de golflengte en T de per-iode is van de golf,

dan geldt het volgende verband (n is de frel:Gventie):

k:: 2E (2. 1Oa)

(2.10b)

( 2.1 Oe).
Verondersteld wordt,verder dat u, v en p dezelfde afhan-
kelijkheid van x en t zullen hebben als '1).. Het behulp

van scheiding van variabelen zijn u, v en p dan ook te
schrijven als:

1\ i.k()(-d:)
(2.11a)u :: (...L (2) . e

1\ i..k:()( -d.)
(2.11b)v = v (z)' e

A i.k (x-ct)
P = p (z). e (2.11c)

Aangezien fase-verschuiving ten opzichte van de versto­

ring ~ waar-sohdjnl.Ljk is zullen de amplituden ~, v en
p in het alg~een ook een imaginair deel bevatten.

De per-turbat.Ledrukbevat in het a.Lgemenegeval naast

een periodiek deel ook een lineair deel:
" Lk (X-cUP = P (:z). e. -I- Ct, X (2.12)

Haar bij het afleiden van de be\veeingsvergelijkingen

(208) Zijl~ de k...radrat.äeche termen vorwaaz-Loosd, In dit
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gelineariseerde geval zal C. = 0 aêngezien de energie-
1

overdracht kwadrat.Lschis •.
Verder wordt nu de oplossingsmethode gevolgd, zoals dat

ook is gedaan door Hiles.
. -----

Nuwordt een stroomfunktie lp geïntroduceerd, d.ie gede­

finieerd wordt door:

( 2. l.3a)

V :::: (2.13b)

zodat ook 'P dezelfde afhankelijk van x en t heeft als

Invullen van deze vergelijkine;en in (2.8) levert het vol­

gende op:

p [( U-c.) cpy - Uy cr'] :::p
'2. _' 'P k (U - c: ) cp == py

(2.14a)

{2.14b}

Nadat (2.14a) éénmaal naar y is gedifferentieerd gaan

deze vergelijkingen er als volgt uitzien:

f [eU-c.) CfJyy - UXY LP ] = py
p.k'2. ( LA- G') Cf ., Py

{2.15a}

{2.15b}
.,

Door deze vergelijkingen van elkaar af te trekken wor-dt.

p hieruit geëlimineerd. He houden dan de volgende ver­

gelijking over:

(U-L) 'PY't' (2.16)

Vergeb.jldng (2.1 6) is de niet:"viskeuze vormvan de be­

kende Orr-Sonunerfeld vergelijking. Opgemerktdient te

worden dat het weglaten van de viskeuze termen aanlei­

ding geeft tot een singulariteit voor U = c.

De oplossing wor-dt,Hat gemakkelijker te hanteren indien

overgegaan wordt op een assenstelsel dat met een snel­

heid. c met de verstoring meebeueegt. Tevens wordt gebruik

gemaakt.van de dimensieloze variabelen z, 'i en c:J> die

gedefinieerd worden door de volgende vergelijkineén:
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, z:=ky

,U-c = U1'W(z')

<r (y) = U1' </> (z) '1(X ,t)-

(2017a)

{2.f7b}

(2.17c)

De differentia:.',l-vergelijking (2.16) gaat dan over :in:
.l.L J2vJ

VI ( d z2 - f ) - (cl z2 ) cf := 0 (2. 18)

De r-andvoorwaar-denwaaraan ~I moet voldoen Horden bepaald

door het feit dat het grensvlak een stroomlijn moet zijn

en door de symmetrie.
De eerste randvoorwaarde wordt verkregen door te eisen

dat de horizontale komponentvan de perturbatie-snelheid

moet voldoen aan:
d!] , "O!J

V= Ot + U oX (2.19)

In het gelineariseerde geval veronderstellen we u :: U.

Opgemerktwordt, dat deze benadering veronderstelt dat

de golfhoogte klein is ten opzichte van de golflengte
(dus alL 1 of strenger ka 1 ). 11e kunnen dan schrij­

ven voor (2. 19) :

V - U '- 'Ot ,.. (2.20)

Dit is met behulp van de dimensieloze variabelen volgens

(2017) te schrijven ais:

( 2.21)

Zodat de eerste r-andvoorwaardewordt.:

( 2.22)

'Haarbij het nul-ondres chrift inhoudt

Uit symmetrie ove~ieging moet voor

van de buis) het volgende gelden:

z = z .o
Y = YH (het, midden

v.=. 0 (2. 2.3a, b)

Net behulp van de dimensieloze variabelen wor-df dit:

U l' cf . Ll'· '1') ~ 0 Voor z=Zf;1 ( 2.24)
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Aangezien dit moel gelden op ied0r tijdstip op iedere

plaats Haar z =. 71,1kan dit ook geschreven worden als:

Voor z=-zM {2.25}

De per-bur-bat.Ledruk volgt uit (2. Sa) :

pcuc+-Uux + VUyl= -Px (2.26)

Na over-gang op de dimensieloze grootheden l'lordt dit:

U~·Lk~p' ( cf ~~ - w1f') '1 == -i.k· P (2.27a)

p zz: - U~kP .( ?W) - vJ <?1 )~ ( 2 .2 7b)

De druk op het grensvlak tussen water en afzetting wordt,

dus geg~ven door:
'2 ) ik (X-ei)p= - Urk.p.(cjJw1-vI/(f) ·a·e . (2.28)

. I 0

Hier impliceert het onderschrift weer z:: Z • Aangezieno
op het grensvlal<:moet gelden dat %=-wo volgens (2.22)

mogenHe dit dus ook schrijven als:
2 ? i} (X-d:)

p = - U1 . k.F' WO ( LV) - 1Jo a e . (2.29)

De resulterende perturbatiedruk op de wand is dus gege"

ven door: , I
. Z ik (X-ct)

P "" (0< +(. f3 ') P U1 k C( e (2.30)

waar-In

cl. + L~:::: (2.31)
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2.3 Hnny~.riekeintegrat.ie van dè niet-viskeuze Orr-Sommerfeld

yerEclijkin[~ Y.Q.0r_I??rabolisch snelheidsJ2..rofiel.

Tervrljl de randvoo~waardenzijn:

( 2. 33a)

( 2.33b)

Om dit probleem op te lossen is het tevens noodzakelijk
dat we 1;1( z) expliciet kennen. De Lnt.egrat.Lewegin (2.32)

.' moet gekozenwor-denboven of onder de singulariteit in

z = z ,waar w(z) = ° , en deze keus bepaalt het te-e c
ken van ~. Deze moeilijke en beslissende vraag is in

detail behandeld door ~~~ (1955, § 4.3 en eh. 8) a~hier
wordt alleen vermeld de konklusie dat de integratiev.reg

gekozen moet Horden onder de singulariteit.

Er bestaat slechts één analytische oplossing ~= O(w)

in de omgevingvan de singulariteit. De tweede, lineair

,onafhanlceli'jke oplossing heeft daar een logarithmisch

vertak.1<ingspunten kan worden geschreven als:

waarin 4>3 analytisch is en O(1) in de omgevingvan vl = 0,
en voldoet aan de ~rlhomogenedifferentiaalvergelijking

bepaald door (2.32) en (2.34).
De te volgen oplossingsmethode zal zijn eerst successie­

velijk 'çf1 en SZ>,3 op te lossen en daarna cA en 1>3 zo samen
te voegen dat voldaan is aan de randvoorwaarden (2.33a,b)
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Ue zullen 0<. en (3 bepalen voor het parabolische snel­

heidsproficl:

U{y) = a _ b y2 ( 2.3.5)

Na overgang op dimensieloze variabelen kunnen we dan

schrijven voor v-T:

(2.36 )

waar-in de dimensielozc konstánten A en B de volgende

waarden hebben:

A = (a - c) I U1

B = b I (U1 k2)

( 2.37a.)

(2.37b)

Allereerst .-rordt bekeken waaraan a, b en U 1 moeten

voldoen (zie ook figuur 2.2).

voor y = !. ~ h

voor y = 0 moet U(y) = vmax

(2.38a)

(2.38b)

moet U(y) = 0

Hieruit kunnen we ogenblikkelijk afleiden dat

Vaïb = h

a = Vma.x
., b = v I h2max

(2.39)

(2.40a)

(2.40b)

.> 'Vle mogen U1 vrij kiezen, daa.-om nemenwe die waar-de die

ons het beste uitkomt:

U1 = 1 mis (2.40c)

Resumer-endkunnen we dan voor A en B schrijven:

Ä = (v - c) I 1 mismax
(2.41a)

2 2B = v I (k h 1 mis)max
(2.41b)
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I.

h

I

figuur 2.2 Parabolisch snelheidsprofiel in de buis met

de plaats van de singulariteiten.

'i{elossen het probleem op voor die helft van de buis

"laar y negatief is. De singulariteit verschijnt dan voor

z= -z • We gaan uit van de volgende differentiaalverge-e
lijking:

li d21JIN( J 2 - 1» - (-d Z') cf> =- D ( 2.42 )aZ Z .

Br ontst~t dan een singulariteit voor z = -ze' waarvoor

geldt:

l'1=A-Bz2=O (2.43)c
_/ zodat gevonden wordt voor z :e.

. A. fA1 (2 4)ze ::: V B -.4

We kunnen voor w dan ook het volgende schrijven:

A 2W(2} = B ( - - z ) = B (B

\1emerken op dat
J'l.w
dz2= -zB ( 2.46)

Zodat voor de differentiaalvergelijking (2.42) geschre­

ven kan worden:
2 '2 ~B (Ze - Z )( d Z2. - cf) -+ 2 Bef z: 0 (2.47)
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Hieruit kan B Horden geëlimineerd door deling. Anders

gerangschikt wordt de vergelijking dan:
'2. 7. cfJ
(Ze-2 ) d:z2 + (z'2_z~ +2) cf =- D ( 2048)

Fe gaan nu over van z-coördinaat op q-coörclina.a.t volgens:

z + Z = qc of z = q - zc (2 ..49)

De berekening is wat eenvoudiger uit te voeren op deze
,J

wijze omdat de singulariteit nu verschijnt voor q = O.

De differentiaalvergelijking kan dan worden geschreven

als:
. ~
·-1('3_-2ZC)d'l2. + ('l?-ZZc'i+2.)<f=o (2 • .50)

Definieer R en S als volgt:

R(q)

S{q)

= - q ( q - 2 ze
2

= q - ze q + 2

(2 •.51a)

(2.51b)

.Dan 1'..2.n voor (2.50) geschreven worden:
. cf_i_Lp= Rd 2 + Sc/>=oct .

(2.52)

De operator L is hierdoor tevens bepaald. De q-as is dus

gedefinieer~ als· de reële as behalve in de omgevingvan
q = 0 , waar- de Lntegratd.eweggenomenmoet worden onder

de singulariteit.
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Nadere bepaling van de te vo.Lgenopl.oasángsmet.hodoi---------------------------------~------------------
daarveer moeten we dus:

(a) (2 ...32) oplossen voor de ana.Iyt.hä sche oplossing rA.
(b) (2 • .34) substitueren in (2.32) en uit de resulteren-

de vergelijking P3 oplossen.

(c) c?1 en 0/3 z6 kombineren dat voldaan is aan de rand-
voorwaarden (2 .32a" b) • .I 0

(d) (i en {3 bepalen met behulp van (2 •.31).

Om de numerieke integratie te kunnen starten moeten we

eerst weg komenvan de singulariteit. Daarvoor hebben

we t\-lee r eeksontwfkke'Hngen nodig (lineair onafhanke'l.i.jk},

vle schrijven daartoe ~ in de vorm van een macht.r-eeks ,

waarna deze gesubstitueerd wordt in de vergelijki.ng Haar­

aan voldaan moet worden, Daarna kunnen de coëfficiënten
van de machtreeks bepaald worden,

De eerste" analytische oplossing verkrijgen we als volgt:
. Stel <f1 is te schrijven als:

A. _ 2.3 4 .5 6 .._ n ('"' t::?)'(1 - aO+a1:- +a2q +a.3q+a4q +a,q +a6q +•••. anq +••• ~•»>

Zodat,we voor de tweede afgeleide vinden:

(2 • .54)

Invulling van de ·machtreeks voor 1>1 en <p~'in (2 •.50) geeft:

2 .3 4-q(q-2zC) (2a2+6a.3q+12a.3q+20a5q +.30a6q+••• }+

( 2 2)( 2.3 4 5 ) 0 (2.hh)+ q - zcq+2 aO+a1q+a2qva.3q+a4q +a5q +••• = //
Dit moet gelden voor alle q <S zodat alle coëfficiënten

voor respektievelijk qO, ql" q2, ••• alle nul moeten

zijn. Dit levert de volgende vergelijkingen op:

qO: 2a = 0 (2c56a)
0

1 -2z a +28.1+4Za2 = 0 {20.56b}q : COC
2

aO-2zc8.1+2a2-2a2+12zc8..3= 0 (2.56c)q :

~.3: 8.1-2Zca2+2a.3-6a.3+24zca4= 0 (2.56d)
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4
q : a2-2zca)+2a4-12a4+40zca5 = 0

q5: ~)-2zCa4+2a5-20a5+60zca6 :::0

(2.56c)

(2•.56f)

etc •••••

Uit (2 •.%a) volgt "o = O. Indien we nu voor at = 1 ne­
men dan volgt uit {2056b} da.t a2 = - 1/(2Zc). Uit {2.56c}

volgt dan a). Op deze manier kunnen respektievelijk a4,

a5 en a6 gevonden worden, \ie vinden op deze vlijze de

volgende waarden voor de coëfficiënten van de machtreeks:

a = 0 (2 ...57a)0

al = 1 (2.57b)

1 (2 •.57c)a2 :::-'2Z
c

1 (2 •.57d)a) =(;
h

1 {2.570}a =_-
4 18zc

1 (2.57f)a5 =-_120 720z2
1 c 1 (2 •.57g)a6 - _

2400z)10800zc c

\'le hebben dus de volgende r-eeksorrtwfkke'läng gevonden

voor 11 :
A.. 1 2 1) 1 4
'(1 = q - ~ q +"6 q - T8Z q +

c c
{.J._ _ 1 . } q5 +
120 720z2

c
2)+ (- _,;;;.::..._

l0800zc

6
) ) q + •••

2400zc
( 2 • .58)

ivaarbij de reeks z6 genormaliseerd is dat ~~q_ als q_~o .
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Omde tweede reeks te vinden makenwe gebruik van de

volgende veronderstelling (in verband met het logarith­

mische vertakkingspunt):

(2 •.59)

Door differentiëren vinden we de eerste en de tweede

afgeleide:

.:14>2 deP dcf 1
~. z: d q_1 loj'i -t ~ *' ~1' 'i.

d2f3 .= cf:b tolj 'l. + d2c?3 + 1- d<P1 - ~2. <P1
d <l. d '3- ëfi1 <j_ ei q_ -J.

Indien we dit invullen in (2.52) krijgen ''Ie:

d2.cj,z
Rd':J_2 + Scf2.=-o (2.62)

R(~2~2~j <J_+~ of ~ ~ ~ - ~ <kt ') +S(4iLo3 :Lof fS )::0 (2.63 )

lc3~ 11<{~+ Scf-1~~rRd;:;tSJ>3~t Rf~~-~2 q"tt ==o( 2.64}

!oBi' L?1 -f. L 0/3 =- -Rf~ d~ - ~'2q..d· (2.65)

(2.60)

(2.61)

Aangezien L~=o wordt dit:

~4 j_~1L f3 -:: - R f 'i d q - :e ~ 5 . (2.66)

'</>3wordt weer in de vorm van een machtreeks geschreven

met coëffiënten bo' bl, ••., bn, ••• :

Á._ 234:> 6 n~3 _ bo+b1q+b2q +b3q +b4q +b5q +b6q +•••+bnq +••• (2.67)

Voor de t\'leede afgeleide wordt dan gevonden:

..(3"= 6 2 3 4y: 2b2+ b3q+12b4q +20b5q +30b6 q +••• (2.68)

Voor <A hadden we reeds gevonden:

J.. -1 'l.A~1 ?t(1 1 \Ç~;:: cr - 'ZZc. '1+ 7:i -iBïc <i + 1zö - 72.0 ze? )1

(
23 -1') {,

- 10800 Ze.+ 2.400 zl 9. + ... (2.69 )

Door (2.69) te differentiëren vinden we C/>~:
, 1 -1 '2. '2 3 j__~) 4 (21, ~\ s-

41==1-z/1+:Z1-9z,'i+(24 1'1QZt 9.- 1800Zc.+4ooz2J~+-·· (2.70)
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Zodat nu voor de inhomogene differentiaalvergelijking

(2.66) geschreven kan worden:,

Het feit dat de coëfficiënten voor r-espektievelijk qO,
ql, q2, q?, etc. nul moeten zijn levert een aantal'ver­

gelijkingen op waaruit dan achtereenvolgens bO' b1, b2,

etc. volgen.

~o: lbo"4Z.:::.-2Z.:::::O

q_1: -22'c.b042b144Zè.c2-4.j.1~1 =0

'12: -262-f 122cb3.f.bO- 2ZCb142 62+~f n(.- 2~c.- ~z.:::.::0

3 I ~ ( 1ti: -tb.3i2IfZcb4-t~-22cbz.j203-1-0-{610~:: 0

, q i: -12b,{~'Ioicbstb2-22cb3"'2b4+B~+(t7c-3-h:)-1~Z;(itC.-~oJ::0

(2.72a)

(2.72b)

(2.72c)

( 2~72d)

(2.72e)

Uit (2.72a) volgt rechtstreeks dat bo = - ze. We kunnen

bl vrij kiezen. Neemdan bl = 0, zodat 93geen veelvoud

van 1>1 bevat. Uit de ander-e vergelijkingen (2.72) zijn

b2, b3, b4, etc. te berekenen. Dit levert dan op:

b ::; -Ze (2.7.3a)0

1,1 ::; 0 (2.73b)

62 = -{.2e + ~
(2.7.3c)2e.

b~:: " " (2.7.3d)""18 - 8zt

64 :. 2e 61 .{. 1 {2.7.3e}-Vi+~ 4821
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6 - - _1_ - 1?9 2 - -'1-fI5 - l2S 2:f.600Zè 192~
I 'Zt:. -13.333 _ 1> + _..:..1~.,..0, = :- 720 - 1h2.0.0770 Z(. 72.00C>Z; b40 Zc.S

(2.73e)

(2.7.3f)

Dit alles resulteert in de volgende reeksonhrikkeling

voor

..
~ ~o9 ~) S

+ (-ï25- 21.600 'c.2 - 1qZl(." '1.. +

"Ze. H.333 t~) S
;. (-720 - '1.6z.o.ooc>Zc. bl{o z.:.S '1 -+ .. ,

Haarbij ~'!J z6 genormaliseerd is dat zij geen lineaire

veelvoud bevat van f,,"
De algemene oplossing van (2 • .50) ja dan:

(2.74.)

1- = E ~1 + F 12 (2.75)

waartin E en F konstant en zijn en zó gekozen moeten wor-.
den dat voldaan is aan de z-andvoorwaarden (2 •.33a·,b).
De vergeli.jkingen waaruit E en F bepaald moeten worden
zijn:

[ 4>1 (,&jo) + ~ <he 10) =- Wo (2. 76a)

[ 4>1 (qM) t F th_cqM)::; 0 (2.76b)

. waa:;:'Lij% en ~,rde q-coördi~ten aangeven voor respek­

tievelijk de Hand en het midden van de bu.i.s ,

Hierbij geldt dat:

Clo = Zc - k-h / 2 (2.77a)

~~ = ze (2.77b)

Verder wordt opg~nerkt dat

Ct;! fe» (2.59)

Alvorens verder te gaan moet eerst de definitie van een
. .

Logar-Lt.hrne van een complex getal voor ogen stcan, Deze

luidt als volgt:

(2.78)
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Zodat l..e kunnen schrijven voor q reëel en <3..)0:

{2.79}

vraarbij 1N'e log( q) reëel gekozen. hebben voor q reëel en
1.>0.

figuur 2.3 .Int.egratd ewegverloopt onder de

singulariteit voor q = O.

Als q_ )0 en reëel en i<'0 en reëel dan kunnen we schrijven
(zie ook figuur 2.3):

.Aangezien we log( q+} reëel hebben gekozen moet dus

arg( q+) = 0, zodat v~or q_(0 gevonden wordt:

Resumerend kan dan voor 4>z. geschreven wordent

</>2. =: c/>1 LoB(q_) + c?3
<?2 = f1 [og{-<j_) + 4> ~ - i.7[~

(2.80)

(2.81)

(2082a)

(2.82b)

Terug komendop het probleem omE en F te' vinden wei-dt.

opgemerkt' dat deze konstanten i~ het algemeen komplex

zullen zijn. Om het probleem verder te ontrafelen wor-­
den deze konstant en gesplitst in een reëel en een äma­

ginair .dee'Le

t ;:.f1 -t L (,2

F ;: F-1 + (. FQ.

{2.83a}

(2.83b)
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Randvoorwaarde (2.7 5a) is dan te schrijven als:

(rekening houdend met g_ <D)
, 0

([1 + (_(2) W, (10)-+ l ~ + L Fz ) 4>2(q 0') =: Wo

of. ((;1 + 1. ~2)4>-/qO) +lF1-+ i. V2) (<;:(3 - L 1:(8)=0 Wo

waaräm Cl(~: 4>-1 C1o)Lo5(-<J.o) + CP3(CloJ
en: <X8 -= "TC ~1 C<1o}

(2.84)

(2 ..85)

(2.86)

{2.87}

Voor de reële delen geldt dan:

(2.88a)

En voor de imaginaire delen:

(2.88b)

Omdat q )0 is randvoorwaarde (2.7 5b) te sehri jven als:,..,
([;1+ l [2) 1>1('111) t- (~f i Fz) ~(qH")=0 (2.89)

of: ([1+;' 't-t)%CqM)+ (~-f LFz ){q,l1.M} Lo0(iH)+ cP'6 (CJ.,...,J)=0 ( 2.90)

O{f( = !..Do (q_ ) + J.3(QH)
..) 11 q,1( q H)

.Voor de reële delen geldt dan:

rmarin: (2.92)

{2.93a}

En voor de i.m9.ginaire delen: .

(2.93b)

Uit de vergelijld.ngen (I) ••• (IV) worden daarna El' E2,

F1 en F2 opgelost. Het resultaat daarvan kan als volgt

"lorden 'samengevat:

(2.94a)

[2. = - ()(4 «8 Wo
D

F1::._ 0(6Wo
D

(2.94b)

(2.94c)

(2.94d)
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Hierin is dan: I:l(b=- ~1 ('lol (X4 - (\'3
2 'l

en: D == eXb + ex B

( 2.953.)

( 2.9 5b)

Vervolgens worden dan 0( en ~ berekend. Vo'l.gens (2.31) is:

(2.31 )

Om bij de tweede term te beginnen hebben 'He de bérekening

van <f uitgevoerd voor het parabolische sneD1eidsprofiel:

2vl=A-Bz (2 • .36)

zodat we nu kunnen schrijven voor ~~:

dW'
dz. := -2 Bz

ui.t.gedrukt in dimensieloze var-î.abe'Lenwor-dt,dit:

(2.96)

dw' Ddz::; -2 D (q-Ze)
Zodat de tweede term van (2. 31) nu vrordt:

-WD(~~)O z: ZWo B ('lO-Zc.) (2.98)

Voor de tweede term moeten we de afgeleide van cf vinden.

Voor cf hadden we gevonden:

(2.97)

ti> ~ ~ cf1 + F ~2
'Voor 9.<0 kan dit geschreven Horden als:

{2.75}

~ :0 ~ ~1 + F ( cP1 LoB(-q_) +4~- LICQ1 )
Voor de afgeleide van ~ wordt, dan afgeleid.:

(2.99)

Indien we de afgeleiden naar q aangeven met een accent
kan voor de eerste term van (2•.31) geschreven wordene

wo(ïJo ~WD~{ ~ cP;+ 4>; {o3Ht)t cJ.i -i..Tt~1'i-~ cfi]40 (2.101)

:: Wo (- \t6ülXg){ Wo[~: Lo9(-g_').. 4>IJ + w;_ 4>1- 't'fwt/N-lvJ07L~ni (2.102)
D 0

:< 6(-t(b.+i.<;(8)((X'S-~0(7) (2.10.3)

waarin: ~s:: i'-Jo[cP~lo~l1)~cPlJ+W~~-(X4WO(N~<1. (2.104)
o

(2.105)
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Of't ewe.L;

waarán dan: R::: -Wolo<.sdG - 0(1C(8)

en: I = - Wo ( O(b 0(7 1- c:($ O(g ')

zodat nu gevonden is voor (2.31):

Hieruit kunnen we dan afleiden voor en :

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109 )

(2.110)

(2.111a)

(2.111b)
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De perturbatiedrulc op de grens wat.er'-cf'zet.tdng ,-.rordt

gegeven door (2.30):
\ . 2 ikcx-ct')F= (ex + L ~) f U1 ka e. (2 •30)

Hiervan moeten we alleen het reële deel in rekening bren­

gen. Deze uitdrukking is overigens •.,reinig overzichtelijk.

Tevens reden omde druk in de volgende vorm te schrijven:

(2.112)

waarin CPzz de dimensieloze amplitude is en </>pde fase­
verschuiving ten opzichte van de verstoring in het grens­

vlak. Cpzz wordt bepaald door de volgende uitdrulddng:

Cp. ::: - V 0('2 + (3,i'. U~/ c2 (2.113)
22

En fp wordt bepaald door het volgende stelsel:

voor O()o cfp=-ard:."n (_(3/00+ TI/.

voor 0(.(0 en P»o ~p-;:: arcto..t'I(P.>/o() + 2TC.

en voor rJ..(o en f-><o ?p=-o..rcb (~/Q(.).

(2.114a)

(2.114b)

( 2. 114c)



-34-

De aànwez.i.ghe.idvan de singuln.riteit in w-o noodzaakte

ons tot de r-eeksontwikke'Längen(2•.58) en (2074) tot

twee punten :ëi, voldoende vendjderd van de singulari­

teit voordat de numerieke berekening kon worden uitge­

voerd. Van deze reeksontwikkelingen verkregen vte <kt, r.p3
en hun afgeleiden in :!:. q. De-numerd.eke integratie werd

vervolgens uitgevoerd vJaarbij gebruik gemaakt is van de
methode van Runge-Kutta. De gekozen vlaarde van q en de

stapgrootte zijn z6 gekozen dat verder verkleining nauwe­

lijks meer effect had op de uitkomsten.

Voor het berekenen van ~ en ~ zijn de hieronder volgende

stappen in volgorde uitgevoerd:

(A) Ql.3::' f, (s. )lcC3(-9_ )~ cf?:,(.9_ ) (2.86)
1 0 0 0

~ (B) lo tP3, (9.M) (2.92)tJ.4 :: ~ (CIM) + cP.
1('1.1'1">

(c) «5 =-{ kiD [cP~lc~(-9..)+J.; J + W;_q,1- 0/4Wo 4>1' 19.0 (2.104)

(D) 1/.6 :: 1-1{(jd «I.( - "',3 (2.9.5a)

. (E) rl.7=- Wo -rr: c$1'( 9.0) (2.105)

(F) ciS:. 1CcP1(Cjo) (2.8'1)

( G) b=> z. 2 (2.95b)rl.b + t1Cg.

(H) R. ::. -wo (~so(~ - ç(7o(g.) (2.108)

(I) I :.-Wo (C(6rf.7T O<S0l'8) (2.109 )

R
(J) eX :. 15 -f. 2WoB (q0 - Ze) ( 2. 11la)

I (2.111b)(K) f,7=--
D

"
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De differentiaalvergelijlüng is van de volgende vorm:

d2.ef
:J2 = ':(<1,7) (2.115)cr

Voer een rri.euwe variabele 'X in, gedefinieerd door:

tV _ ~
I'v - dg_ (2.116)

,1

zodat de tweede orde differentiaalvergelijking overgaat

in het volgende stelsel differentiaalvergelijkingen van

de eerste orde:

(2.117a)

{2.117b}

Voor q = ~ q zijn de begi.nvoorwaarden bekend door de

reeksontwikkelingen voor ~ en ~?:>.

Het stelsel differentiaalvergelijkingen is dus van de

algemene vorm:
4Y_ _ (\ :"\
d'/( - T(X,'{,Z)

d2 '( )d:x .:= 9 X,Y,2

met de beginvoo~waarden:

(2.118a)

(2.118b)

y(xo) =- Yo

Z('/.o):. Zo

Als stapgrootte wordt, genomen:h,
Indien gebruik gemaakt Hordt van de methode van Heun ,

( 2. 119a)

( 2. 119b)

dan verloopt de pr0cedure als volgt:

)<1': "0 +h

y;=- h lf t( ~OJ'{o,1o) + Yo

z; = h "t 9 ('.(OlYo,:zo) + Zo
i' ~ ~Y1 = 2. h * { f (~o) YD,70) ~ f ()(1 'Y1 ) 21 )1 + Yo

i ~ .
21= ~h)f { ~(X()J~o,1D)-t 0(X1)Y1 ,Z1 ~ 4- Zo

(2.120a)

(2.120b)

(2.120c)

(2.120d)

(2.120e)
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Iets nauwkeurf.ger werkt de methode van Runge-Kutta, lil
l'ielk: geval de procedure verloopt volgens:

~1= Xo-fh

k1.: h;"t..ç( 'l.o,Yo/zo)

(2.121.'l.)

(2.121b)

m1:: h-l' 9 (')(o,Yo,Zo)

k h r h k"1 (1)
2= 'l{- rC 'Xc-+ï: ,Yo+ 2" ,20+ '"2

(2.121c)

(2.121d)

(2.121e) ,

(2.121f)

I, kL mz)
1Y12':: h>tj (Xo+"2) Yo+ ~ ,ZOof T

k4" h~ .ç (XOf h)'(o + k',L20 + 1Y15)

:1T14c h't~()(o+~)Yo+k3)20+f'(I3), ,

k= ~)(k1-+2k2-+ 2k3,+k'i)

t.-1 = ~ (mi + 2.lYIz+ 2 ti?3 -f 'rr14')

(2.121g)

(~.121h)

(2.121i)

(2.121j)

(2. 121k)

(2.1211)

(2. t 21m)

Gekozen is de methode van Runge-Kutta, vamvege de gro­

tere nauwkeur'Lghe'i.d ,

Dit levert wedrii.gproblemen op. cA moet voldoen aan ver­

gelijking (2•.50),zodat deze geschreven kan worden als:

~ '2d9'-1 _ q - 2 Zeq + 2 . <p
dq_'2 - '1 ( q_ _ 2OZe) 1

Zodat de funktie F uit (2.115) dan wordt:
'2

F ( ,/.. q - 2 Ze q_ + 2. <3.')'f')= . ~
'q.( '3.-'2 "Ze.)

(2.122)

(2.123)
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!
l

De beginvoorwaarden volgen uit de gevonden r-cekeont-zik-.

keling voor 11en zijn ~('Ï) en <A'({) voor integratie in
positieve richting. De integratie eindigt in <1t-1" Voor
integratie in negatieve richting zijn de beginvoorwaar->
den ~(-î) en t?;{-~)en deze integratie eindigt in Cio"

In het volgende \1ordt verstaan onder ~:

een ~aarde gelijk aan q of q vermeerderd met een

veelvoud van de integratie-stapgrootte h,

,
Alle gevondenvmarden,voor 4'1(QI) en ~(q,) worden opgesla-
gen in arrays.

cP3 moet voldoen aan vergelijking (2.66). Dit is ook te
schrijven als:

cl~3 = q'l_l'Zc. '1-+ 2
dq, QCCJ.-2ZG}

. (2. 124)

zodat de funktie F uit (2. 115) dan wordt.:

, J:( tl ~):. q_2-2Zdl.+2 4> _ ~ dJ1+.i <p. - (2.12.5)
'"1., ca. (q_ -22',) S. dq g2 '1

Het probleem,dat zich nu voordoet is, dat <k, e114~bekend
moeten zijn voor de waarde van q waarvoor F(q,1') gevraagd

wordt" Indien F(q,~) gevraagd HOrdt voor q = qH' dan is
dit probleem niet aanwezig, daar de waarden voor ~1 en 4>;
opgeslagen zijn in arrays voor waarden van q gelijk aan qH.

Indien echt er F (q,cp) gevraagd wordf voor q = C1tI + E' 11. ,
met o<~X1, dan moet dus eerst de.waarde van 4>1(q) en cf>1(Q)

bepaald worden, Dit gebeurt door numerieke integratie

van </>1 (met behulp van de methode van Runge-Kutta) met

beginvoorwaarden 11(q- (.h) en 1'~(q-.!.h) en stapgrootte E·n

De beginvoorvaarden voor de integratie van ?3volgen uit

de gevonden r'eekaorrtwikke.Li.ng voor 4>3en zijn c:fo/q) en~j(q)
voor integratie in positieve richting, vre.Ike integratie

eincligl:.in CJr1. Voor integratie in negatieve richting zijn

de beginvoorwaarden ~'b(-éj) en <j{(-ii) en cle~e integratie eindigt

in <10
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2.4 Numerieke integratie van de niet-vIskeuze Orr-Sommerfeld_ .. ~ ~ __ •• _ -_.- 0 - .. ._ ... _

vergelijkine voor Logar-Ltmt sch :mclheidsprofiel.,------------------------------------------------

Wegaan uit van de onderstaande d.ifferentiaalvergelijking

voor de stroomfunktie cf :
l-L iw\IJ ('._Y_ - <p) - (d-"2) f = 0dz2 Z

(

(2.126)

De randvoorwaarden zijn:

10=Wo

cf>::o

(2.127a)

{2. 127b}

Daarbij geeft. z==zOde coördinaat van de bui.swand en z=zIY1

de coördinaat van de as van de buis.

De oplossing zal nu bepaald worden voor het volgende

logarithmische sneL~eidsprofiel:

( 2.128)

Nuwor-dt,overgegaan op de dimensieloze variabelen z en ,-1,
die bepaaäd wor-dendoor de volgende trans formatzi.es :

2.: k'.y

U (y) - 'c ~ Ui w(z)

(2.129a)

(2.129b)

Voor ''l kan dan ook geschr-even worden:

w(z) :: Lo9 (z/zo) - c/U1

w( z) .= Lo~ (z.!ze-)

(2.130a)

(2.130b)

l'1aarbij geldt dat w(z )=0 en z wordt, bepaald door:c c
ClU1 ClU1

Ze:;' ZDe '" k·yoe {2.131}

Voor z=zO (of y=yO) geldt U{y)~O. Dit is in dirnensieloze

variabelen te schrijven als:

(2.132)

De differentia9:1vergelijking voor? kan dan ook als volgt

worden geschreven:

iJ. 11.I.cj (-z./zc)( d-z2 - cf ) + 22 cr ::. 0 (2.133)

(2.134)
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Er ontstaat dan een singu.lariteit voor z=z (vr=o) • Omc
de berekening t'fat te vergemakkelijken wordt nu over-ge-

gaan'van de z-coördinaat op s-coördinaat volgens:

z - z == sc of Z ::: S + Z
C

(2.135)

Zodat nu de singulariteit verschijnt voor s=o; Do diffe-,
rentiaalvergelijld.ng geschreven in s wordt, dan als volgt:

iJ I
1o~("+~)d.s.~+[(2<:.-+S)Z -Io.:JcHt.)J 4>;::'0 (2.136)

Of na vermenigvuldiging met (z +5) 2:c
2 S. J2q, [ '2./ s ] _jLf = (~+s) Loe(1+ z.e.) dç.2 + 1~('Z'c'{S)l.oj(1-+.~) o=c» (2.1.37)

Hierdoor is tevens de operatot L bepaald. Indien VlO nu

de furuçties Q on R invoeren volgens:

Q..:: ('2'e.-+~ )2lo~ (1-t ie.')

R .:. 1 - CZc:..fs.f ~(1 + ~)

(2.138)

( 2. 1.39)

dan is de differentiaalvergelijki_~g kort samen te vatten
als:

L cP =- Q cf" + Q cf :::0 (2.140)

Om de numerieke procedure te kunnen starten hebben we

. twee 1:L.YlOélÏronafhankelijke r-eeksorrtwákke'längen nodig

omlveg te komenvan de singulariteit. De eer-st.e , ana'Iy-

- tische oplossing verkrijgen we als volgt:

Stel 4:!, is te schrijven als volgt:

s; 2.3 4 5 n
'f"1 ::: aO+a15+a25 +a.35+a4s -t'a,s + ••• +ans + ••• (2.141)

Zodat we dan voor de tweede afgeleide kunnen schrijven:

..J.." 2 3 4~1 :::2a2+6a.3s+12é1.4S+20a5s +30a6s +•••

yle merken op dat:

'1.1. :x3 "f.~
~~LH x) :: ~ - T +-:3-Lï+·"
Substitutie van (2.141), (2.142)

(2.142 )

1-x.\<1 (2.143)

en (2.143) in de dif-
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Dit moet gelden voor alle S<C5 zodat alle coëfficiënten

kt, li ik 0 1 2 11 u1 t ' ,voor respe ~eve J S, S , S , •••a e n moe en z~Jn.

Dit ~evert de volgende vergelijkingen op:

(2. l45a)

"6: (2.145b)

(2.14_5c)

(2.145d)

.,. etc. .

Uit (2. 145a) volgt: él.O=0. Indien we nu al =1 nemen dan

volgt uit (2. 145b) dat, a2= - ~z • Uit (2. 14·5c) volgt

dan a3 .:'Op deze manier worden rgspektieve1ijk a4 en a_5

gevonden. De volgende waarden Hort),"lr.dan gevonden voor

de coëfficiënten van de machtreeks:

ao = 0 (2.146a)

a :.1 (2. 146b)
1

i
(12.;:. - - (2.146c)2."Z(

I 1
a~= 'b+ l'2 (2 .146d)z,, I
aLl: -- - (2.146e)'Sz" ~z'3G,

+- 2l_ I
aS = 12..0 72..0z? + f: zif (2.146f)

z, z

vle hebben dus de volgende r-eeksont.wäkke'läng gevonden

voor +1:

vraarbij de reeks z6 genormaliseerd is dat t/!...:, s als 5...,,0.
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Omde tl1eedc r-eeks te vánden maken He gebruák van de

volgende ver-ondci-st e'Lläng in verband met het logarith­
mi.sche vertakkLngspunt:

( 2.148)

Door differentiëren vinden ..re de eerste en tweede afgeleide:

~~= *lo,1{S)+*-I-1J1 (2.149)

( 2. 1,50)

Indien we dit invullen in de differentiaalvergelijking
(2.140) krijgen '\tre:

L <f2. e, Q cf;' -+ R 4>2 =0 (2.1.51 )

L 42: Qf~:~(oS5i-~:~-t~ -:/~ - ~ ~di-R{</>i~~s+cf3!=0 (2. 1.52)

L ~ ""Iog5tQ*, -I- R.,b1 ~ 4- fQ~ + Rf.d of Q{{ d.Jt. ~2~-f ~:o (2. 1.5.3)

1.00 s . Lp" -f L +3 .:::- qi~1*- ~2. J-f î (2. 1.54)
Aangezien L cP,,= 0 wordf dit:

Lct3 = - Q ~ ~ ~t1 - ~2q,1J (2.1.5.5)
.

. Stel dat cf~ geschreven kan worden als:

,/,. 2.3 4.5 n
13 = bO+b1s+b2s +b.3s +b4s +b.5s + ••• +bns + •••

Voor de t.weede afgeleide ''i'ordt dan gevonden:

A." _ I' 2 "'.3.... .,,4iz - 2b2+ob.3s+12b4s +20b.5v •.30b6u + •••

Voor ~1 hadden we reeds gevonden:

).. I % I 1\) (' I)'" (' Z3 '\~
'1'1 : S - lZ/'" ({;of iZ!)5 -1- - ,gz; '1'Zc~ S..j. 12..0+72.0Z;+~~q)~ of .••

Zodat we vinden voor ~; :

, , {J 2.(1. ,)~(r I ')11
~1-:;' 1-ïS-+(î+z1h- qz +zl ~+ 24-lqljZt+Z-I,- 5-1-...

, Co c, (; G

(2.1.56)

(2.1.57)

(2.158 )

( 2.159)



-43-

I
De voorwaarde dat alle coëfficiënten voor 5°, s , 2s , etc.

alle nul moeten zijn levert de voleende verGelijkingen op:

sO: bot 22c..-4,:"0

~
1
: Z~ bl. - z<\+11+l -2 + i~-i ::0

(2.161a)

(2.161b)

(2.161c)

... ek.

Uit (2.161a) volgt onmiddelijk dat bO= - zc' "Tekunnen bl
vrij kiezen. Neemdan b, = 0, zodat P3 geen veelvoud van

?1 bevat. Uit de andere vergelijkingen (2.161) zijn b2,

b3 en b4 te berekenen. Dit levert dan op:

b(); -"Ze (2.162a)

b1=o (2.162b)

b2~- -; (2.162c)

b ' I. 3:' - iS + 24t;. (2.162d)

bI( = "Ze. I/ 7---- -_ (2.162e).- zl( 4l>22, 14(J zt
Dit alles resulteert in de volgende r-eeksorrtwäkkeldng

voor rfJ:
'" ~ 2 J , \ ~ {Ze. J!__ -+ 7 \ s~
'fa=:'-Zc.~ -;z:S+(-i8TlCfZc.2)'i.- ïq+lfi2Zc; (1.[l.{zl) +"', (2.163)
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Nu kan de numerieke integratie worden gestart. Van de

r-eeksorrtwäkkeklrigcn voor f1 en 4>1 verkrijgen we de "mar­

den voor 4>1 en c/>3 en de waarde ~n hun afgeleide in Lwee
punten! s, voldoende ver vervd.jderd van de singulariteit.

De gebruikte numerieke integratie-methode is die van

Runge-Kutta.

Het de gevonden waarden voor Q>1 (~o), +/(50), 43(so), <f; (s.),
~1 (SM) en ~(Sl1î kunnen dan vervolgens 0( en p., berekend

worden. Volgens (2.31) worden deze bepaald door;

«-t i.f$ = Wo(:t - ~~'>o (2 • .31)

De eerste term hiervan is dan gelijk aan:

d<P) Rl,WO(dz D :=. D - ïS l
(2.164)

'\'marbij R, I en D bepaald ......orden op d'ezelfde vrijze zoals

dit aangegeven is bij het parabolische snelheidsprofiel

door de stappen A tot en met I.
Bij de berekening zijn •.,rehier uitgegaan van het volgende

snelheisprofiel:

(2.165)

dwzodat we vinden voor d z :
dl.J ,
E~ z

zodat de t"leede term dan wordt e

-LJ. (dt./) _ '_ Wo
o dz (> - Zo

(2. 166)

(2.16'1)

Hierin wordt Zo bepaald door het snelheidsprofiel. Immers

voor z=zOmoet gelden \'[=wO' zodat:

lIIo=.lo:J(ZofZc) (2.168)

Zodoendemogenwe ook voor Zo schrijven:
lilz :. Z e 0

C> e. (2.169 )

En de tweede term uit (2.31) is dan gelijk aan:

- Wo (~~)o =- - wo/(zceWO) (2.170)
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Voor ex en ~ moet dan gelden (2.32) met daarin ingevuld

de gevonden waarden voor het rechter lid (2.164) en (2.170):

, ()_. RI. I' \Jo (()(+r~l =. D - Dl. -wo (zee ). 2.171}

Zodat dus moet gelden:

(2. i72a)

(2.172b)
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.2.1 ':_Ipleidingyisko-elastisch model.

Weveronderstellen het materiaal niet-samendrUkbaar.
Tevens"lOrdthet model 2-dimensionaal opgezet, daar het
anders te gekompliceerdzou worden.Dezelaatste Veron­
derstelling is \'tel gerechtvaardigd omdatde laagdikte
klein is ten opzichte van de buisdiameter.

77777777 } 7 ) J 7 7;;;; 7;; 77/ ? 77 /" ;> :; ;> /7

figuur .3.1 Afzetting met de aangebrachte assenstelsels.

"Ie beschouweneen mootje waaropde spanningen o"x, {ty
en Oï. werken. Als positieve spanningnemenwe de trek­
soanning. Debijbehorende ververvormingenzijn dan res...
'pektievelijk fx' ty en Ëz. \-[egebruiken het gesche­
matiseerde modeluit figuur .3.2 omhet verband tussen
spanndrlgenen vervormingente krijgen.

figuur .3.2 Schematischevoorstelling van een
visko-elastisch materiaal.

De spanningen en vervormingenbehorendebij het elastische
deel duiden we aan met het onderschrift "e" en de spanningen
en vervormingenbehorendebij het viskeuze deel met het
onderschrift "v".
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Voorde totale spanningen en vervormingenvinden wedan
de volgende betrekkingen:

(3.1a,b)

(3.2a,b)

cr ::. Gë =- (Jv

E. ::: te + Ev

2.2 Elastisch deel.

Voorhet elastische deel van het model geldt dat de ver­
vormingenevenredig zijn met de spanningen. Algemeen
geldt:

Ex:::..r[G')( - y(ûy+(jzJ ] (3 •.3a)

f.y== I[Cfy - -y (<rx + v-z')l (.3 •.3b)

~z ~ ~ [G-z - Y (6)< + Ciy)J (.3.,3c) ,

\ie beschouweneen 2-dimensionaal geval dus: fy=o:

(.3.4)

Aangezienwehet materiaal als onsamendrukbaarbeschou­
lorenmoet l)( + éy+ [z=o zodat bij eindige E: v." i

(St:: ~ (G"1( T <:iz) (3•.5)

Zodat we nu voor ~~ en Ez kunnen schrijven:
3

Ex=4f ((J>< -VZ)
3,'

éZ";4E. (<Sz-(J/<)

(.3.6a)

(.3.6b)

Als wenu u en w definiëren als de snelheden in respek­
tievelijk x- en z-richting, dan is:

à€>< óu., hl': 'ö,?< (.3. 7a)

';l€z Ó~
~.:: 0"2 (.3.7b)

Met f4e= G=- § kunnenwe dan schrijven:

Olt _ I
(>')( - 4pe
bW :: _,
1)2. 4t-tfl

( .3.8a)

( .3.Bb)

)
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figuur .3•.3 Definitie van de
spanningen in het
materiaa.I.

De schuifspanningen moeten voldoen aan:

1:xz", Tzx= (b.'('l<Z (.3.9)

Het verband tussen O~Z en u en w is de volgende:

)'(lIZ ~u. +~ (.3.10)
ot- = oz Ï)X

Zodat we voor het verband tussen Lu en u en 1'1 het vol­
gende kunnen stellen:

or. "z 6(.(. (Jw ,7ir =- p-e ( öZ + ~ ) (.3.11)

of ook: (.3.12)

'.îe.3 Viskeus deel.

Voor het viskeuze deel geldt dat de vervormingssnelhe­
den evenredig zijn met de spanningen. Om met de schuif­
spanningen te beginnen:

OOlCZt.)(z.:. rtv' ~ (.3• 1.3)

l-1etbehulp van (.3.10) kunnenwenu het verband tussen
de schuifspanning en de snelheden van de deeltjes vinden:

OU _t (JyJ - j_ 1: ('" 14), "0z ,. "0 y. ~ I-'-v' 1;Z / •

Opa.nalogel'rl.jze als bij het elastisch deel 'Wordtgevonden:

~
I .

( .3.1.5a):r;: - C (f'I - V'Z)~t ti fAv
"0 Ez .:. -' (CTz -Cïl') (.3.1,5b)-of:; 4~1I
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Dit is met behulp van (2.7a,b)

~ :: -' (<fx - Çlz)• "0 IC iJ f-tv
ow I ( ')_.= - G'z -~x
'0 -z.. -4 fLv

ook te schrijven als:

(2.16a)

(2.16b)

).4 Samenvoeaen van elastisch en viskeus dael.

Volgens (3.1a,b) moeten de spanrángen in het elastische
an in het viskeuze deel gelijk zijn aan elY~ar. Dit kan
worden geschreven als:

<S' x =- (<I)() e =- (CS""x)V

(f;2. =- (<:SZ) e =. ( r:s-z') V

Txz;: {-Cl(z.\~=- ('"CKZ)V

(3.17a)

(3.17b)

(3.17c)

Volgens (3.2a,b) ·zijnde totale vervormingen gelijk aan
de som van de vel~ol~ngen van het elastisch en het vis­

keus deel. Hieruit volgt dat ook de totale vervormings­
snelheden gelJ.jkzijn aan de som van de vervormingssnel­
heden van elastisch en viskeus deel:

(3.18a)

(3. t8b)

(3.18e)

Het behulp van de snelheden van de deeltjes kan dit ook
geschr-even worden als:

0(4 _ (ÓU. \ -+ (_ ~t{"\
Z>;x. - ~ )e 0><-hl

~ =- ( ~w:\ -+- (~\Cl Z ()z je c>z·)v

kt 010 s: ('ou. -f- ow \ -t (~ + ~ \
02 Ol" "2 Ol< )e "07 U)< Jv

(3.19a)

(3.19b)

(3.19c)

Tevens geldt de massabalansvergelijking:

~l(_ + ~-o
0>< 07- (3.20)
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Het behulp van (3. 8a) en (.3.1 6a) wordt dan de volgende
uit~dng gevonden:

(.3.21j

Dit kan wordengeschreven op een ~mt overzichtelijker
manier als we een nieuwe (afhankelijke) variabele p in­
voeren volgens:

(3.22)

Dankan voor (2.21) wordengeschreven:

~~ -== (z~~ ~ + 2~v)(pof v)() ~ ét-Cpt Ifx">
Daarbij is tevens operator er ingevoerd,
is door:

A-S:) (-' z. +-' ) ~
V ('/ "" 2pe o~ 2~v '-;

(.3.2.3)

die gedefinieerd

( .3.24)

Uit (2.2.3) kan dan een uitdrukking wordenafgeleid voor

(J.,.~ -p of éJ-1( ~~) (.3.25)

wa.a.ri.n (f' de inverse operator is van tJ:

( .3.26)

Opanaloge \djze wordt eenzelfde soort uitdrukking afge­
leid voor CSZ. Metbehulp ~ (.3.Bb) en (.3.1 6b) kan ge­
schreven wordenvoor (3.19b):

èNJ = /-!- ~ ((Ix - <!zJ ++ (vx- <J"Z)C>Z "1~ ut ..,t'v
Dit is ook te schrijven als:

( 3.27)

(3.28)

zodat voor ~Z de volgendeuitdrukking gevondenwordt:
-I ~\

Ciz ::,.- p + ét ( (2) (3.29)

Opdezelfde wijze kan voor (3.19c) geschrevenworden
met behulp van (3.12) en (3.14):
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Zodoendewordt de volgende uitdrukking voor de schuif­
spanning gevonden:

( .3.32)

De algemenebe''feg:ingsvergelijkingen voor een 2-dimensio­
naal geval worden gegevendoor de onderstaande vergeliJ­
kingen:

~~ ~"' 0 ( ) b r> Ó -' kP '${:+PóXu +Pèz uw -~)\ \Jx-oz r)<"Z", "

~w Q_ ) 0 '2 (> ~ - kP 'ót +1' 0" ((1[10) + f Oz W - OX "C>cz - azt;iy- Y

( .3•.3.380)

{ .3• .3.3b}

en de massabalansvergelijking:

~u.. + ~-ob)< oZ- (.3•.3.3c)

Indien we in (3 •.33a,b) de gevondenuitdrukkingen voor
OX, G'z en r)(-z~TzX substitueren dan levert dit het vol­
gende stelsel vergelijkingen op:

r ;~ +rt)(d-+pg;/L<W)+ ~-g)( ~I{~~)_~ gz5'(~z+ ~~)",k~(3.348.)

P ~ tp~(ûw)+f~,·}-ttx§f(~~ +~)~~-fz6'(~~ )==ky ().34b)
.,

(.3.34c)

Dit kan nog verder worden uiteengerafeld als we bedenken
dat (f Ieen lineaire operator is:

1. • '/ '}
~u.. 0 '2. 0 ~ -f"3") 1-/0(1.) f -I DIJ \~kPotifQxlJ..if~(t(w)+ox -(f(-~X1. -î.()(OZ2 -ï."(dÛ)Z)- Y-. (.3.35a)

~ ~ 0 '2 ...tiu. -I 'iW) ~ -I -lw \ kf ~~+ f~(liw)+rbï kJ-{ f}{ox?e)-i &( ox2 + '02 - o (~ J::' Y ( .3.35b)

(.3.35c)

De horizontale snelheid is opgebouwdte deru{enuit een
komponentü, die ontstaat door het middelen over een
langere tijd (lang ten opzichte van de trillingstijd
van de verstoring in het grensvlak) en uit een komponent
u' ten gevolge van de verstoring in het grensvlak. Op
dezelfde manier kunnenwe de vertikale .snelheid en de
druk splitsen. In formule-vormkan dit worden'geschreven
worden als ,,('leer.gegevenin (:3. 36a,b, c) •
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u = ü + u'

p = p + p'

(3.36a)

(3.36b)

(3.36c)

,"VI'" W + w'

Dekomponenten ü, W en p bepalen het stroombeeld, indien
geen verstoring in het grensvlak aarrsezd.gis. Dezebewe-.
ging wordt aangeduid als de hoofdstroom. Devariaties
in deze beueging wordenperturbaties genoemd.
Daarbij 1'I'ordtopgèmerktdat de vertikale snelheid van
de hoofdstroomnul is:

w=O (3.36d)

Dehoofdstroommoet voldoen aan ne vergelijkingen (3.;5)
dus:

(3.37a)

(3.37b)

En aangezien de bewegingvan de hoofdstroomeenparig
is, moet dus gelden:

(3.37c)

Nu kunnende vergelijkingen (3.37a,b) afgetrokken worden

van de vergelijlcingen (3.35a,b), nadat hierin de veron­
derstellingen (3.36) en {3.37c} in zijn gesubstitueerd.
Het volgende stelsel vergelijkingen wordt, dan verkregen:

P a,,} p"O,'1. ~ (- I) Ó I I 0 - I ~Df
oé1-\ê"<(,l -i-'l(JOl< (,c.u +rozLLw-+p~lLk.I+?!;"

..,.7. I Z '\2 (-tf'(~ \ - J.«: Ol.(' \ _2. Fr-I / ~ x ;
?i';<'t) "Z 2rzz ) 2 o l 2> ICoZ ) - C>

P ~~' +rt)'(,,-ICv')+r~(i4I(JI)+f ~WI'2-+ 1~
I -I 'l,,') I -'( ;32W'\ CJ-I( '/w') == 0-2.8 (OI(~Z -:z. () u)C'2. r cyz.2'

(3 • .38a)

( 3 • .38b)

(3.38c)
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Om deze vergelijkingen op te lossen moetener nog een
aantal vereenvoudigingenwordenuitgevoerd. De eerste
aannameis dat de variaties in de snelheid klein zijn
ten opzichte van de snelheid van de hoofdstroom, dus:

-u'« u . (3•.39a)

'(3.39b)

Devergelijkingen zijn dan al/vereenvoudigd tot de vol­
gende gedaante:

à ' è> ' \ .. 1 _1....,2 I -;,,'2, . 'Z, IP ,g.-t-?oli. ~ +pc; 010\) _ (J r ~ +i ~ +-l ~ '2. ~- ~
Ot I~)( & t 0)1;2 2 é)z2 2. oxoZ l e»

f ow' + fk. Ol\)' _ o-rf ó'2w' +1 ?}w' +j tJ-(,/ 7:=._~
'Ot; ~ à z» Z èJx'L 2. o><oZ '5 02

'0(.1..1 (>W'
~+ n=O

(3.40a)

(3.40b)

(3.40c)

.
Uit (3.40c) kunnenweafleiden dat:

l 1 '1'2u.'--.J!L - _ -oxoz - 01(2

ZJ2",' ??vJ
")\0"'2 - - ~Z2

(3.41a)

(3.41b)

Zodat (3.40) daarmeevereenvoudigdkan worden. Teneinde
.de oplossing van deze vergelijkingen te vergemakkelijken
wordt aangenomendat de niet-lineaire termen te vervm.ar­
lozen zijn. Achteraf zal moeten"lOrdennagegaan of hiel:'­
aan voldaan wordt. Doorde niet-lineaire termen ....leg te
laten wordt het volgende stelsel differentiaalvergelij­
kingen verkregen (daarbij wordende accenten weggelaten):

(3.42a)

(3.42b)

(.3.42c)
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Het probleem wordt nu opgelost voor de volgende vorm

van de verstoring in het grensvlak tussen water en af­
zetting:

i.kCx-d.)
'f)=-ae (.3.4.3)

waarin k het golfgetal en c de voortplantingssnelheid
is van de verstoring. Alleen het reële deel moet uitein­
delijk beschouwd worden, Devariabelen u, \'1 en p zullen
dezelfde afhankelijkheid van x en t hebben, terwijl ze
tevens een funktie van z zijn. Met behulp van scheiding
van variabelen zijn u, w en p dan ookte schrijven als:

A ik Cl(_ c,t) ( .3.44a)u. '" lA- ("2.) e
Wo: C (z) /.l-: (,,-c~) (.3.44b)

p: p(z) eLk (7C-c!) (.3.44c)

Daar faseverschuiving ten opzichte van waarschijnlijk
is, zullen de amplitudes.ft, w en p in het algemeenook
.een imaginair deel bevatten. Substitutie van (2.44) in
de vergelijldngen (.3.42) levert het volgendestelsel
vergelijlr.ingen:

(.3.45a)

(.3.45b)

(.3.45c)

Het is nu ookmogelijk "lat meer te zeggenover de ope­
-I

rator (J. Indien ~ dezelfde afhankelijkheid van t heeft
als ~ dan kunnenwevoor ~ schrijven:

.Ct(~):: (l~e~~t + l..''tJo). ~ (.3.24)

(.3.46)

(.3.47)
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-I
Voorvde inverse operator moet gelden dat "(CT(5)':'~,

zodat:

éf'( ~) ::: '2 ~ep.v ~ ( :3.48)
I-te - i.lc< !-tv

Om de verder berekeningwat overzichtelijker te maken
wordt een faktor 0( ingevoerd die gedefinieerd 't..rordt

,J

door:

(.3.49) .
~e -Ucq.l.t/

Het stelsel vergelijkingen (3.45) is dan nu ook te schrij-
ven als:

2/1. k 1\ I .2 ti ti l,. . I. A-{. P> O(~'-'- + ex. - ;.-(.P"'<lA.
l'Z2

~ I.Z" ....2Q . I I-
- ~z - C(F-IIJ +0{ ~=- t.pI<CW

,A
.1 Á OvJu: lA. + 02 =0

( 3•.50a)

(3 •.50b)

(.3.50c)

Met (3 •.50c)kan û wordenuitgedrukt in w:
• "Ac_ :::. 1.. ~IN
K: az

(3 •.51) .
..

Met behulp van (3.51) wordf u geëlimineerd uit (.3•.5Oa,b),
,..

, waarna. uit deze vergelijkingen p geël:im.i.neer'<iwordt. Dit
resulteert in de volgende vergelijldng:

ov~ 1.2 • eJ::. \ i~ .e~c "\ (\
"Oz.I(-(2~-t. o: )022-(1. 0( -k)w:::;o <:3.52)

Om de algemeneoplossing van deze vierde orde differen·­
tiaalvergelijking te vinden splitsen wedeze in twee
tweede orde vergelijkingen. Dit wordt aanzienlijk over­
zichtelijker indien we een faktor f.> invoeren, die gede­
finiëerd wordt door:

2. i.. r=
f; ::. I - kO( (.3.5.3)

Zodat nu vergelijking (2.52) geschrevenkan "lordenals:
2.' 'Z..

(.L _.k2 ) ( L _k2r{l.) ~ - 0 ( .3.54)
022. è>z I::> -
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De algemeneoplossing hiervan is:

1
/\ A -kz 'V b C -kB-z D k'~"Z I. ,'Y.J =- e -+- De -t- e -t- e . ( 3.55)

Met behulp van (2.51) vinden 'ie .dan {;,:

I ~ .A -kz . B kz . n..c - kf?,z . n. D k~z I
.1).::;-(.. e +t.. e -l..,,,, e +1..,,,, e. . (3.56 )

A-

Door invulling van de gevondenuitdrukkingen voor u en,
w in de vergelijking (2 .5aa) wordt de onderstaande uit-
druYJcLng gevondenvoor p:

Ip ::.- ifC. A e-k-z + (pc Bekz I
Dekonstant en A, B, eenD kunnennu bepaald wordenuit
de fysische randvoorwaarden.De eerste twee randvoorwaar-­
den wordenverkregen door te eisen dat de snelheid aan
de wand in beide richtingen nul moet zijn zodat voor

... ...
z = - d moet gelden u=Oen w=0:

A kei B -kd C k'l?>d D _kgJ (3.1:8)e + e of e -+- e =0 ~

-~A iJ + L Be-kd_l- {Sc ekf2.,d +- (_6 De-kt\J ::::0 (3 •.59)

Aanhet oppervlak geldt de volgende betrekking:

~~ ~ W - I,(.~1 Voor Z=-1'\ (3.60)

.'- In gelineariseerde vormwordt dit:

~:!I :: W \Tl)or Z = 0 (3.61 )~t
Wekrijgen dan als derde randvoorwaardee

A + B + C of D = - i.-kc a. (3.62)

Deviercte randvoorwaardekrijgen we door evenals Klaassen
te veronderstellen dat de schuifspanningsvariatie in het
grensvlak te veI'\~aarlozenis.

(>1:
Ot:: 0 voor z= "'l (3.63)

Of in gelineariseerde vorm:
ere
o{::=:o voorz:::o. (.3.64)
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Na invullen van de gevonden oplossingen voor·u en W wordt,

dit:

De randvoor-saarde wordt dan als volgt:

ei. Ok A + dd3> + è. k(.) '2C -+ i.k ~'7.D -+ i..k A .J l_k r.s -e iJ.< C+ LieD) =0

(3.65)

Om deze vergelijkingen op te lossen worden eerst de kon­
stanten A, B, C en D dimensieloos gemaakt en daarna wordt
iedere konstante, die in het algemeen een komplex getal
is, gescheiden in een reëel en een imaginair deel. Dit

levert op:
A A, + i. Al- (3.66a)o.k (. c;;

B B, +L ~ (3.66b)a.1le. =-

C = Cl + l.C2.. (3.660). c:tk (.
__Q__ ::- D, +i.~ (3.66d)
ala

Hierin zijn Al' A2, •••, Dl en D2 reële dimensieloze
getallen. Na substitutie ,~nhet hierboven gestelde gaan

de vier randvoo~~rden (3.58), (3.59), (3.62) en (3.65)
over in:

ekJ. (A,+ LAl) + é<a( B,t(. B2)+lp.>&(C,+i.Ll}t ét.J(D,t~D'2)=O (3.6'7a)

-{_IJ(A, +L A2)+LèkJ (e,/ tL B2\H.f.,€fl.J(C,+tC2)+ijl;,t'\~D, +1. D.z )::0 (3.6']b)

Alt lAt + ~,+ iB2 + e,+ ~ C1;- Dit L D2 =-"(3.6'70)

. z (AI + i. A '2.) t 2.ll2> I+ i. g2)t ( ~'H)( C, f-i.Gz)+ (t+I)(D/f-l Dz)= 0 (3. 6'7d)



-58-

Voorts 'lt/ordtomde vorige vergelijkingen verder uit te
vlerkende faktor ~ nog "lat nader bezien.

0( =
/-'-e - i..kc)-Lv

nJ.. - I - pc L'1;1 - k .

(3.49)

'k ZI-Le - ~ c:. .... V _ ( pC.) {('c",\. )
IJ-e-p-v - 1- i)"e - ~PII,l (3.68a)

Stel dat:

reep,'2.)=
pc~

rn = 1- kflv

'2 pc )
j yn (p.:; ).:::: Y\ - - - ( 3.68c

K fit-----__,
Nu is: modulus(~) = '\} modulus (01.) I

en: argument (~ ) = ~ argument (fJ'2) + k rtt:

zodat wenu kunnenstellen dat:

. rnod t~)~ ,y-m'2.+n'2.1 ( 3.69)

rle kiezen arg (f.» zodanig dat f.> een positief reëel deel
heeft, zodat wekunnenschrijven voor arg ( f-> ) :

",>0 : or8 (f» ~ ~ web,.. (.nIM) (3.70a)

lYI..(o en n)o : ().r~(~) =-1 IlI"ctaM en Im)+1 (3.70b)

(\1 <0 €..f'\ n<o ; Cl-rt) (0) :; "ÎarcJQ,+t (n/rYl) -1 (.3e 70c)

zodat we nu fl.> kunnenschrijven als:

(3- 71)

waarin ~, en ~2. reële getetallen zijn waarbij geldt dat:

~,,:, rnod(~). Go.s[CU"~c~)l

~2.': f'YloJU~). SL-v, [ tV'?) ( ~) J

(3.72a)

(3.72b)

Voorts kunnenwe schrijven:

l~J~ekJ(f."ti.~2)~ /lkJ [~( hkJ) + i. ç,j". (~lkcJ.) ] (.3.7.3a).

_k~J -kef ( ~ 1-1 i.~t) -hikje J (~7~b)e ~ e : e (..0<;. (~1..kJ. )-l sc:.. (~z.~J) ,/-,/



-59-

Terwijl wekunnen schrijven voor (f)2+1):

2. 2 2 1. . ()~ + 1, = ( f.>, + L~z ')+ 1 =- ~, - ~z.+ 1 +- 2 f.>, "'2 (.. 3.14

Substitutie van (3.11), (3.13) en (3.14) in de vergelij­
kingen (3.61) levert vier vergeli~kingen op, die na split­
sing in reële en imaginaire delen overgaan in acht ver­
gelijkingen waaruit de acht onbekendenAt' A2, ••• , U1
en D2 kunnenwordenopgelost. ,op de volgende pagina. zijn
deze vergelijkingen in matrix-vormweergegeven.
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Bij gegevenwaardenvan k, c, d, P , ~e en .!-Lv kunnende
konstanten Al' A2, ••• , Dl en D2 uit de matri.xvergelijking
(3.75) wordenopgelost.
Dit is gebeurt met behulp van een c~~v~ter.
Het stelsel vergelijkingen A x=r js opgelost door matrix

. -1 - - . A-' d .A te änvert.er-en zodat::;A !:, waar-in e inverse as
van A. Zijn de konstant en Al' A2, ••• , D, en D2 bekend
dan kunnen daarmeede uitdrukldngen voor {i en i) gevonden
worden:

( .3• .51)

(3.76)

(.3 •.56)

\'le kunnenschrijven voor de drukspanning in het väsko­
elastische materiaal:

Dit is met behulp van (.3.48) en (.3.49) ook te schrijven
als:

PZ"Z:' r - 2.0( 'owoZ (3.79)

Uit {3.4.5c}volgt dat:

"'),.11 "~::: -i...k ......
'Oz

Wesplitsen 0<. in een reëel en een :i.ma.ginair deel:

(3.80)

()(:: cx1 4- L c< 1. (3.81 )

waarin 0(1 en C(.2. reële getallen zijn.
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Met behulp van (3.49) kunnen "Te dan afleiden dat:
'2

,"',;;. !-te~v ( 8 )V\ ,3. 2a
j.t~ -t ~2C'2~

0(2..= kc.p.el:v
~~ + k2~2 rty

Nadat we 1'1 en p in de vormvan (,3.44) hebben geschreven
)

vinden we de volgende uitdrukking voor de normale druk:

( ,3.82b)

(,3.8,3a)

(,3.8,3b)

Hierin wordende gevondenuitdrukkingen voor p en û ge­
substitueerd:

De druk op het grensvlak tussen water en afzetting uordt,
in gelineariseerde vorm, gegevendoor (,3.84) indien we

, daarin substitueren z=O; Dit levert dan de volgende ver­
gelijking op:

Bovenstaandevergelijking is weinig overzichtelijk, omdat
niet zonder meer af te lezen is hoe groot de amplitude
van de normale druk is en hoe groot de faseverschuiving
is ten opzichte van de oppervlakte-verstoring '1. Daarom
wordt de vergelijking voor k (x - ct) = 0 gesplitst
in een dimensieloos reëel deel RE en imaginair deel n1.
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We kunnen dan voor de normale druk schrijven:

I. 2 < ikc")(-d)
Pzz; f~J<C. t RE:+ L lMJ:){- e
waarin:

(3.86)

Rf':::. ÄZ-B2+ 2~'~ ~fAI-B,t-~IC/-·f.>zC'2-f3IDI-!-~2D2~+

+ 2~~k *tA2.t'Bz_-f.>2C/-f.>l2-t-fS2-DI t f.>,D2~'

IM::: ..A/-fB/ + 2~~[(*iA2-B2-+~2CI+fJ,cZ-f->2D,- f,>,Dz~+

+2i~*fA,-&,+f.>,C,- {>zC2-f>,D(+ f.>2D21.
De grootte van de amplitude van de nonnale druk: aan het
oppervlak wordt dan gegeven door de vergelijking:

" 1.'2.1\/ 2 '2'pzz = - fo.l(c I V Rt of. IM . (3.88 )

terwijl de faseverschuiving ten opzichte van de opper­
vlakte-verstoring gegeven wordt door:

Voor RE '/0

RE..(o,JM)o: ~p=ardan (IM/R~) i-21C

RE<o,lH <0: ~p=arc.tan C!M/RE)

(3.89b)

(3.890)

Omdat alleen het reële deel fYsische betekenis heeft wordt
de druk aan het oppervlak beschreven door de onderstaande

vergelijking:

(3.90) .

Deze vergelijking is nog te herschrijven als:

(3.91)

waarin C~z een dimensieloze faktor is, die bepaald
'\-lOrdt door: .

(3.92)
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4. Energie-overoracht.

4.1 'Inleiding.

Doorhet water wordt een zekere h~eveelheid energie over­
gedragenaan de afzetting. \'Ie hebbenverondersteld dat dit
voornamelijk gebeurt door drukkrachten, Deperturbatie­
schuifspanning aan het gren3v~akis dan ook ve~laarloosde
Verondersteld wordt dat de hoeveelheid energie die in de
afzetting wordt gedissipeerd gelijk is aan de hoeveelheid
arbeid die door de aan het grensvl.akwerkendekrachten
wordt verricht.
Dehoeveelheid arbeid die het water per eenheid van breedte
per tijdje dt en over een lengte dx verricht door de druk­
krachten aan het oppervlakvan de afzetting is gelijk aan:

df -::Pzz -*" (- W) >f dx ~dt (4.1)

waarin wde vertikale snelheid is van de deeltjes aan het
oppervlak. Per eenheidvan oppervlak en per trillingstijd
wordt dit:

T
[. = -J P vJ de {4.2}

0' zz
Voor pzz wordt de volgendeuitdrukking ingevuld:

~zz.~ pakc'l·co (.os[tl",~c.t)-+cfpJ (4 • .3), rzz

en voor w kunnenweafleiden dat:

w=- ~1'-:.t o.kc sin [k{x-ct) 1 (4.4)

Zodat wekunnenschrijven voor de energie-overdracht:

[:::.-JCR pttklGos[k(X~cJ) 4cfp}L o..~c)sv".[k(j'(-c..DJ
o ZZ

, '1. 3 T
.::- CR pCt kc. {J ws(ku-cJ))·sw.( kcx-ck))~rp dt+

27 i)

- J .s~2(.k (X-(..f.)) S~" cfp' J,J 1. (4.5)
o



-66-

Integratie van deze uitdrukking over een gehele trillings­

tijd levert voor het eerste deel van deze vergelijking
nul op. Voorts is:

T
J 6i()\ kex-d,) di:. ::; (4.6)
o

Hieruit volgt dat door de normale drukkrachten dé volgende
hoeveelheid energie per oppervlakte-eenheid en per tril­
lingstijd wordt overgedragen door het water aan de af­
zetting:

r I C Zk'Z 3 - 1.
r:;.'::'"2 Pzz P a elS (IYl Y'p (4.7)

Dus per tijdseenheid en per eenheid van oppervlak l~rdt
aan de afzetting de volgende hoeveelheid energie toegevoerd:

E,;: f /T::: ~ CPzz pJl/c3Tsi~ cfp lr
E ,~ ~ Cpz z . Sirt cf p . rJ k-'Zc1

(4.8'

(4.9 )

Voorts wordt een dimensieloze coëfficiënt Cél ingevoerd,
welke gedefiniëerd \-Tordtdoor:

(4.10)

Zodat we vinden voor de gedissipeerde energie per een­
heid van oppervlak en per tijdseenheid:

2k23f_, z: CE, f a c (4.1 t)

4.2 Extra verval veroorzaakt door de afzetting.

Beschouw een gedeelte van een buis met lengte 1, waarvan
de doorsnede A is en het gedeelte van de omtrek waardoor

energie getransporteerd wordt 0 is.

Het ~ter in d~ buis verplaatst zich met een gemiddelde
snelheid v. Over de lengte 1treedt een drukverlies van
hf op.
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~~--------~~--------~
-'

..figuur 4.1 Buisgedeelte met lengte 1en dru.kverlies hf-

Aangezien we de toestand als permanent beschcuwen moet

de totale energie-inhoud van het beschouwde gedeelte van

de buis konstant zijn. Of in andere woorden: de toename

minus de afname is nul:

E IN - [ UIT - f T =0 ( 4. 12)
L1N~S P.ECIi1~ Ut A;:GIFTE AAN AFZ6TTfNC-

De eerste twee samen zijn gelijk aan de hoeveelheid in­
gegane (::: uitgegane) massa vermenigvuldigd met het druk­
verlies hf en de zwaartekrachtsversnelling g. We beschou-

.wen deze twee termen over een tijdje d:. en zijn dan gelijk

aan:

[nI - AVtrc.Q ../·hl'·a
WJK)-R.ËCH7~ - I W t J

(4.13)

De tvreede term is gelijk aan fl::CE1 Po. 0.2k2c..3, vemenig­
vuldigd met het opperblak yroardoor energietransport op

treedt en vermenigvuldigd met het tijdje At..

tu ,TAr:zni/),J6:: tt. e· CEl po. J ~c3 .Dl: (4.14)

Numoet dus gelden dat de toename minus de afname nul

is, of te 'ofel:

(4.15)
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Uit vergelijking (4.15) kan wordenafgeleid dat:

hç Pa 7. 23 o,I ::-:; CG -v- - ~ CA kc.-=-
E t I pw * A\)9

. '2.
Voorde rondebuis geldt dat e-= 2!CÎ en A=ïCi zodat
e-/A= 2./r=4/D waarin r en Drespektievelijk de straat en

(4 ..16)

de diameter zijn van de buis, zodat het extra verval voor
een buis kanwordenweergegevendoor:

po: Q. k'2. 3 L/,'
JE = CG * p..J*o. C ~ D-I w ·v·~ (4.17)

4.3 Toelichting op het visko-elastische materia~l.

Wezoekeneen verklaring voor hoge energie-verliezen.
Vooreen bepaald geval is de faktor CE./ berekendvoor
diverse kombinatiesvan f'vi enf-ec1'la8.rden. Dit is uit­
gezet in een grafiek' (zie figuur 4.2). Het blijkt dat
het visko-elastische materiaal bij dezelfde c en k van
de verstoring lagere energie-verliezen geeft als een
puur viskeus materiaal, d."I.Z. het elastische deel wordt
oneindig stijf verondersteld of ookwel:

liet. »/fvi (4.18)
1 k.1h1~-1 1m'ls-I

Dit geldt voor iedere ldllekeurige waardevan c en k.
Daaromis verder bij de koppelingvanmodellenvoor l'la­
ter en afzetting alleen gevlerktmet het modeldat gedrag
van de afzetting als een viskeus materiaal beschrijft.
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.5.. Aanellmar knopenvan de modeJJ.envoor water en afzetti;!K~

Willen de t'l'leemodellenvoor "later en afzetting hetzelfde
geval beschrijven dan moet op het grensvlak een evenwichts­
toestand aanwezigzijn. Dus bij eenzelfde verstoring moet
de druk voor beide modellen in het grensvlak gelijk zijn.
Daaromstellen irle de eis dat de druk än amplitude en in
fase gelijk moet zijn voor water en afzetting. De druk
van het water op het grensvlak '\.-Tordtgegevendoor de vol­
gende uitdrukking:

(5.1)

Voorde druk van de afzetting in het grensvlak is een
soortgelijke uitdrukking afgeleid:

(5.2)

Indien nu wordt verondersteld dat

?w ~ fA (,5 • .3)

dan kunnenwede genoemdeeis samenvattendoor te stellen
--- dat de dimensieloze amplitude en faseverschuiving voor

water en afzetting aan elkaar gelijk moetenzijn:

Cf2z JWATt~ = CPZZJAFZETTIN6

f.p JWATE({ = 4p JAf:"ZrrTtrv6

(.5.4a)

(5.4b)



-71-

2.2 Afzettin~.

Debèvregingvan de afzetting is, indien daze als viskeus
wordt verondersteld (zie 4.3), à.lleen afhankelijk van de
waardenvoor kd en voor cfottk.Zie hiervoor ookhet ver­
slag van ~~~~. Dit houdt in dat de kenmerkendecoëf­
ficiënten C'hen #p als funktie van de beide parameters
kd en c/v"k kunnenworden bepaald. Het resultaa.t is in
een grafiek weergegeven (zie figuur 5.1). Voor,een aan­
tal kd-lomardenzijn lijnen getekendwaarlangsCpzzen <fop
beschouwd zijn als funkties van c/))ak,

5.3 Water.

De coëfficiënten CPn en fp voor het water hangenin de
eerste plaats af van de gekozen?inde buis en de afme­
tingen van de buis en in de ti1eedeplaats van de c en k
van de verstoring. Dezetwee laatste zijn equivalent met
voortplantingssnelheid en golflengte van de vertoring.
Om dit modelte kunnenkoppelenaan het modelvan de
afzetting wordenook hier epu en t/>p voor bepaalde kd­
waarden uitgezet tegen c/Vet.k.Uitgaandevan zekere waar­
den voor kd en c/Vo-k moetenwehieruit de waardenvoor
c en k destilleren om C~l en ~p te kunnenberekenen.
Daarvooris het nodig dat we d (dit is de dikte van de
afzetting) en )Ja. (dat is de viskositeit van de afzetting
kennen.
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lei Koppeling_

Algemeenkunnenwe dus van een bepaald geval de twee
modellen aan elkaar koppelen. \-Jé gaan er daarbij varruit
dat gegeven zijn:

( 1) buisdiameter
(2) snelheidsverde~1g over de hoogte
( :3) dikte van de afzetting
(4) viskositeit van de afzetting

Voor de waardenvan kd = 0.10, 0.20, 0.50, 1.00 en 2.00

'\'lordenCpZ2 en fp uitgezet tegen e/vqk voor zowel "Y1a.ter
als afzetting. \Afatbetreft de lijnen voor Cpzz levert
dit een aantal snijpunten op. Dezewordenuitgezet in
een nieuwe grafiek waarin de waardevan eh.hk uitgezet
'\'lOrdttegen de kd-waarde, Doordeze punten wordt,een
lijn getrokken.

!g. Ookde lijnen voor ~p van \ro.ter en afzetting leveren
een aantal snijpunten op. Ookdeze wordenin de nä.euwe

. grafiek uitgezet, en ook door deze punten wordt een lijn
getrokken. De twee op deze gevondenlijnen geven de kom­
binaties van kd - eh'ok aan waar- respektievelijk Cpzz en
.fp voor l'l8.ter en afzetting gelijk zijn. ria zoeken echter
naar de punten '\'JaarCr'>zz èn ~p gelijk zijn voor water en
afzetting. Dit is het snijpunt van de twee laatstgenoemd.e
lijnen. Dit punt wordt verder aangeduid als "koppelings­
punt" •

Het de gevondenwaardenvoor CPZ2 en ~p kan dan CGt berekend
worden, Dezewaarde kan ook afgelezen wordenuit figuur 5.2
waar CEl bepaald is als funktie van de bijbehorende waarden
van c/Vak en kd,
De l'laarde van CGJis berekendvoor ellce kombinatie van
c/Vak en kd ui~ de hierbij behorendewaardenvoor Cpzz.
en 1p voor de afzetting volgens:

C6 ::. 1.. C,., ~((l cPp
I 2 '2Z

Dit resul.taat is uitgezet in de grafiek.

(5.5)
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Indien de waardenvoor de dikte en de viskositeit van
de afzetting bekendzijn, dan is uit de bij het koppe­
lingspunt behorendewaardenvoor c/va. k en kd de waarde
van k en c te berekenen.
Wegaanhier nog steeds uit van de veronderstelling dat
de dichthedenvan water en afzetting ongeveeraan elkaar
gelijk zijn. Indien tevens de buisdiameter en de gemid­
delde snelheid van het lmter bekendis, dan valt hier­
meehet extra veF~l te berekenen, dat veroorzaakt wordt
door de afzetting:

I C '2k'L.3
f.= 1:,.6 c .

D·v·S
4 (5.6)
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5.5 KeuzesneTheidsprofiel van het water

Nade bepaling van het Cpzz- en ~p-verloopvoor par-abo.Li-­
sche snelheidsprofielen voor diverse gevallen blijld dat
een koppelingspunt, zoals hiervoor beschrevenniet te
vinden is. Dit is te verklaren doordat met dit snelheids­
profiel slechts kleine energieverliezen zijn te verklaren.
Een parabolisch snelheidsprofiel hoort eigenlijk ook bij
een lanrinaire stroming, en deze wordt gekenmerktdoor
lage energieverliezen.
Uit grafd.ekenvoor Cfk en c?pblijkt tevens dat slechts
redelijke energieverliezen plaats vinden bij hoge voort­
plantingssnelheden van de verstoring (ca. 1m/s). Naar
analogie van de experimentenvan Klaassenwordt echter
gezocht naar een verklaring van hoge energieverliezen
bij lage voorlplantingssnelheden (ca. 1 - 10 cm/s).
Een parabolisch profiel l'10rdtslechts gekenmerktdoor
één parameter. Hiervoor kan gekozenwordenVrnaxof v.
In tegenstelling daarmeestaat het logarithmische pro­
fiel, welke gekernnerktwordt door 2 parameters. In de
eerste plaats moet de gemiddeldesnelheid wordenvast-
, gesteld. Detweedeparameter is vrij te kiezen en deze
bepaalt de snelheidsgradiënt nabij de wand (in ons geval:
nabij het grensvlak \'la.ter-afzetting). Voorhet logarith­
mische snelheidsprofiel wordt de volgendevormgekozen:

(5.7)

waarin dus U1en YOde twee parameters zijn.
In het volgendewordt de theorie getoetst aan een prak­
tijk geval. Daar is gekozenvoor eml logarithmisch sne1-
heidsprofie1. U1 is daarbij zodarri.ggekozendat de ge­
middeldesnelheid slechts weinig af\djkt van de gemeten
snelheid. Vooryo zijn verschillende waardengeprobeerd.
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5.6 Voorbee~~

vle toetsen de theorie op een geva.lwat bekendis uit de
praktijk. Daarvooris gekozende Ecker-leiding. De ge­
bruikte gegevenszijn de vo'Lgender

buisdiameter 0.4956m
gemiddeldesnelheid 1.7, mIs
dikte van de afzetting
amplitude van de ribbels

0.7 mm
0•.3.5 mm

Omdathet werkenmet een vastgelegde gemiddeldesnel­
heid nogal lastig is met een logarithmisch snelheidspro­
fiels is er vanuit gegaandat de ma:x:i.mum sneTheid

v = 1.4 x v = 1.4 x 1.7, = 2.45 mIsmax
Deafwijldng met de werkelijke gemiddeldesnelheid is dan

m:inima.al.

Verder zijn er nog t\-reeonbekendennl. de snelheidsgra­
diënt nabij de wand en de viskositeit van de afzetting.
In de eerste plaats is verondersteld dat YO = 10-4x H,
waarin H de buisdiameter voorstelt. Voorde viskositeit
van de afzetting is in eerste instante aangenomen

, "" -.3 21 kVa = 10 m se.

Uitgaandevan deze gegevenszijn lijnen voor Cp2Zen <fop
getekend (zie figuur .5• .3). Indien wedeze lijnenbundels
nu zoekenvoor een andere waardevan Va' dan behoeven
wealleen de lijnen te verschuiven evenwijdigmet de
c/"Jb. k-as. ImmersCPzz en <pp hangenalleen af van c en k.
Opdeze l"djze is voor verschillende waardenvoor de vis­
kositeit \)c:a van de afzetting het koppelingspunt gevonden.
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Na vergelijking van divers e gevallen blijkt dat het

koppelingspunt slechts een geringe a~djking vertoont

met het punt wá.ar de lijnen voor Cp-.zr1'fa8.rdenvoor
water en afzetting elkaar raken~

In plaats van de voorafgaande procedure omhet punt te

vinden waar- CPZI en cPP voor wat er- en afzetting aan elkaar
gelijk zijn (dat is het koppelingspunt ) kunnen we dus

ook het punt bepalen waar de lijnen voor Cpzzvoor water

en afzetting elkaar raken (bij eenzelfde kd-waarde na­

tuurlijk) •

In het algemeen kunnen we nu de gevonden koppelingspunten

grafisch uitzetten in een c/vak - kd - diagram, en door
deze punten kan een lijn getrokken worden.. Elk koppeäänga­

punt, en dus ieder punt van die lijn, hoort bi,j een be­
paalde waarde van va. Deze waarde is bekend voor de kop­
pelingspunten. Dit verband kan weer uitgezet worden 1."1
een diagram. Voor het onderhavige geval is dit gedaan

in figuur 5.10
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In het beschouwdegeval (de Ecker-leiding dus) weten we
niet wat de viskositeit is van de afzetting. De golflengte

,
van de verstoring is echter wel bekend, zodat k hierdoor
vastgelegd is.

L ~ 4.4 mm.
k = 2rr./L = Z1t" /4.4X1O-.3 '" 14.30 m-1

d = 0.7 mm
kd = 14,30 x o.Î x 10-.3 = 1'.00

In het c/Va.k - kd en in het ~ - kd - diagramzijn de
hierbij behorende punten dus vastgelegd. Dit geeft dan

de volgende uitkomsten:
c/Vak '" 0.02

Va = 10-.3 m2/s
Uit de waardevoor c/Vakkan de waardevoor ebI gevonden
worden.Dit gebeurt met de grafiek in fi~ur 5.2. Dit
levert dan de volgendewaardeop:

C~I = 200
Wehebbennu voldoendegegevensom het extra verval te
berekenen dat veroorzaakt l'lOrdtdoor de verstoring. De
voortplantingssnelheid volgt uit de gegevensdat

c/vak = 0.02
_ Va '" 10-.3 m2/s

-1k = 14,30 m
C '"0.02 x Va X k = 0.02 x 10-.3 x 14.30 mIs
C = 0.0286 mIs
Het verval ~~rdt berekendmet behulp van de volgende
formule:

Pd 2.1("2. 'l 11
IE s: CEl' pvJ . a. c Dv ~

v-ieveronderstellen dat Po.~f"", zodat:
2 ~ ~ 3 4

IE::> 2.DO· 3,5 .10 . 14~D . o,02g6 . o
O,LfQs;6 'l,7ç .qpl

Dit is circa. ,30j. van het gemetenextra verval.
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De procedure wordt nu in het kort herhaald, rMar nu met
Y'o = 10-3 x H. Voor'de viskositeit van de afzetting wordt
in eèrste instantie gekozen: Vet = 10-4m2/s. Hiervoor
worden CPzz en cPp uitgezet tegen' c/Vakbij verschillende
kd-waarden.
Het koppekingspuntwordt,nu gezocht voor kd = 1.00.
Daartoe wordende lijnen voor Cpzj"waardenzodanig vers wo­
ven dat voor kd = 1.00 de Cp.-lijnen van water en afzet-

22

ting elkaar raken. Dit gebeurt bij c/vak = 0.02 indien
voor -Va. gekozenwordt v~= .3 x tO-4 m2/s. Debijbehorende
waarde voor CE, wordt, opgezocht en dit resulteert in
Cfil = 200.
Voor de voortplantingssnelheid wordt gevondendat:

c = 0.02 x ~ x k = 0.02 x 3 x 10-4 x 14.30 = 0.0086 m/s
aangezien k = 1430m-1•
Voor het extra verval wordt dan gevonden:

Dit is slechts een fraktie van het gemeten extra verval.
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Ookwordt gekekennaar het geval dat y0 = 10'-.5x H.
Voorde viskositeit van de afzetting wordt eerst de waarde
'\}a :. 10-4 m/s aangenomen. De gevondenCp -waarden wordenzz .
grafisch uitgezet in figuur 5.1.3. Deze lijnen worden daar-
na zodanig verschoven dat voor kd ... 1.00 de Cp -lijnen van

22
~mter en afzetting elkaar raken.
Dit gebeurt bij c/1.hk ... 0.002 als voor va gekozenwordt:
'\h :: 6 x 10-.3m2/s. ~
Hierbij hoort een waardevan CEl:: 2.000

Devoorlplantingssnelheid van de verstoring is dan:
c = 0.002 x Va x k = 0.002 x 6 x 10-.3x 1430 ...0.017 mis
. k 'l-1aangez~en = 14/0 m •

Het extra verval is dan:

-3
IE. = 1.15 . 10

Dit is circa 20 ~ van het gemeten extra verval.
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6. Enkele andere modellen.

6. 1 'Inleiding.

Voorde afzetting is tot hier g6'\"/erktmet een rlsko-elas­
tisch model, waarbij wedus denkenaan een serieschakeling
van een elastisch en een viskeus element. Er is voorna­
melijk gewerkt.met het uiterste, nl. dat het elastische
element oneindig stijf \'l'aS, zodat dit model overeenkwam
met het. puur viskeuze model.Het is echter ookmogelijk
eenmodelop te zetten waarbij uitgegaan wordt van een
parallelschakeling van een elastisch en een viskeus ele-
.ment. Dit model is bekendonder de naam. van Maxtlell. In
het volgendeis aangegevenhoe dit modelopgezet wordt.
Het zou in het kader van dit onderzoekechter te ver gaan
indien dit modelnumeriekuitgellferkt zouworden.

Tot nu toe is ook aangenomendat 1'1ete doen haddenmet
lopende golven. In kort bestek is hier verder aangegeven
wat het resultaat zou zijn indien er vanuit zou worden
gegaandat in het grensvlak tussen water en afzetting
staande golven zoudenvoorkomen.
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6•2 M.aJ...vlell-model.

Het modell'TOrdtanaloog opgezet als bij het visko-elas":'
tische model. Hier wordt echter -het volgende-schemati­
sche modelgebruikt om het verband tussen spanningen
en vervormingente krijgen:

figuur 6.1 Schematischevoorstelling van het
Haxwell-model.

De spanningenen vervormingendie behoren bij het elasti­
sche dan wel viskeuze deel wordenweer aangeduid met
respektievelijk de onderschriften It e" en 11Vil. Voor de
totale spanningen en vervormingengelden de volgende
betrekkingen:

(6.1a,b)

(.= ée= Cv (6.2as-b)

Voorde afzonderlijke delen gelden dezelfde betrekkingen
als reeds bij het visko-elastische model is afgeleid.
Kort samengevatzijn de resultaten voor het elastische
deel:

'dLl ~ (vI( - 'V-z) (6.3a)o){ :::
l.( P.Q "Dt:

èW I '0 (6.3b)-:;::.- it (_vz - G;<)'2>2: '-I f-t<2
èu. -f 'bIJ) _ I ê)
~ 2: ox- "Fe ?J-t:. L}eZ (6.30)
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Voor het viskeuze deel zijn deze betreYJcingen:

( 6.4a)

(6.4b)

c (6.4c)

Vervolgens moeten de afzonderlijke delen worden samen­
gevoegd, zodanig dat de vervormingen van beide delen
dezelfde is, dus

( 6.5a)

( 6.5b)

(6.5c)

I. De totale spanningen zijn de som van de spanningen van
de afzonderlijke delen:

<î)'.::. ( ()}( ') ~ + ( \j~)V

() -z s: . (~""2-)e + ((fz) V

"Clc-z = (C'((z.J€ + (1:XZ.)V

(6.6a)

(6.6b)

(6.6c)

.Uit (6•.3a)kunnen we afleiden dat

4 fA-e ~::; ~t: [ (G',,)€ -lG"z)eJ
En uit (6.4a):

'2

4/-{v ~)<~t::: ft[ (O'lC)"; - (<Sz)..;1
Optellen van deze vergeJijkingen levert de onderstaande
betrekking op tussen de totale vervor.mingenen totale
spanningen:

'1
4LL Ol.!. 4 ~u.r-e ?;i. + f-tv~)C è>t. :; (6.7a)
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Opanaloge wijze viordende vol.gendebetrekkingen afgeleid:
L

,4~e ;~ + l{ Pv :2~1;;;c oOt ('\)2 -\iF-)

~e(~~ + O{)~)t- ~V ~t(~t~~ )=:1;- "(xz.

(6.7b)

(6.7c)

\vevoeren de variabele p in die gedefdrrl.eerd\vordt doer-e

( 6.8)

Daardoor kan het stelsel vergelijkingen ookworden geschr~
ven als:

(2Ll~4 'Lu../ " \ OLL .:: ~ 1- oVfr r-vë>i;)o,x al:: ';?Jt;

f7. Q_'\ OW _ ~ 0 ~z
l }te + :2~II2>t) b Z - '0 t + ~

(pe+ ~v ~ ') (~~ + ~~ ) s: o~:

(6.9a)

(6.9b)

(6.9c)

Voer tevens een operator cp in die gedefL.'1ieerdwordt door:

(6.10)

Dankunnende vergelijldngen nog eenvoudiger worden ge­
schreven als:

_.
'()G',x = _ ~ + cp(dl-<-:\
'0 t ?>t os !
"O~2 == _ ~ +-C?(~)
01:1(2 1 cve óu. of 'Ow,
~..::::; 2. oz "à 1-") (6.11C)

(6.11a)

(6.11b)

. Op dezelfde \djze als bij .3.4 is gedaan kunnen de ge­
lineariseerde bewegingsvergelijkingen "lordenafgeleid
voor de perturbaties. Deze luiden als volgt:

P )1.(. _ '0 '\ït: o 'Cl' 2ot - '0 x + 'Oz ( 6.12a)

(6.12b)

En de massa balansvergelijking:

(6.120)
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Door ~énmaal differentiëren naar de tijd van (6.12a)

krijgen we de volgende vergelijking:

(b.13)

Hierin worden de gevonden uitdrukkingen voor ~~ en ';1~~

gesubstitueerd. Dit levert dan op:

(6.14)

Aangezien <P een lineaire operator is mag dit ook worden
geschreven als:

""''I......."t ,.' 1 "
0... u: Î.)( OlL I s: r ~'w \P 7)fî = - ~)(bt + 'IJ hl. + î ~~l. + '2 bX"l>Z ) (6.1,5)

Uit (6.12c) kan worden afgeleid dat:

"',lw __ k
~x(>z - èl ~2

Zaadt (6.1,5) overgaat in:

'b'l.(.J.. -; () I Q( -tIL o"l(A. \
P ot'1. :::-- ~ + '2 r ~}C2 of ?>zz.) (6.16a)

Op dezelfde wijze '"TOrotafgeleid dat:

( 6.16b)

.- Tevens hadden we nog de massabalansvergelijking:

(6.16c)

Het probleem wordt weer opgelost voor de vorm van de ver­

storing zoals die gegeven werd in (3.43):

i.k (1C-d)
1'" o..€ (6.17)

En voor u, w en p wordt, aangenomen dat ze te schrijven

zijn in de volgende vorm:

A i.k Lx - cl:)
( 6.18a)!Á = I,.A.. e

" Lk ex - "J)
(6.18b)w c: w e

" llA Cl( - cU
( 6.18c)P = P e
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Operatorcp kunnenweschrijven als volgt; indien ~ de­
zelfde afhankelijkheid van t heeft als 1'} :

( 6. t 9)

Voorhet gemakvoeren wede variabele ..n in, die gege­
ven 'flOrdtdoor:

( 6.20)

zodat wevoor 9 kunnenschrijven:

(6.21)

En het stelsel (6.16) is dan als volgt te schrijven:

( 6.22a)

{6e22b}

(6.22c)

Uit (6.22c) volgt dat
1\/' i.. ol'll

I,.A..::. lZ oZ'

Hiermee\"lOrdtû uit de vergelijking (6,,22a) geëlimineerd.
Daarna ',,"ordtuit de betz-ekkángen (6.22a,b) p geël:ilni.neerd

(6.23)

door de eerste vergelijking eerst naar z te differenti­
eren en daarna beide met bepaalde gewichtsfaktoren op
te .tellen. Dit resulteert in de volgende betrekldng:

I(

c/'~ (I~ p'ic-"2.)è}~ (k plcc.)~=oz I( - "2 J::: - ~ dz 2 + - J2. 0
(6.24)

Hetgeenmet variabele f>, gedefinieerd door:
z

f} =- 1- e::..sz:
ook te schrijven is als:

.( ~2 _ k2) / ~2 _ KLf} )~=0
t,z"L L Dz2.

(6.2,5)

( 6.26)
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De algemeneoplossing hiervan is:

IA A -k"'Z· B k z C - k"a"'Z D kr.."Z Ipil = e -l- e + e + e.. (6.27)

A

Metbehulp van (6..23) wordt dan gevondenvoor u:

I a. = - LAëb.+ i.. l?>eI<Z_ i.. (3Cê)(P-"~ .. i..P->Del<?-,z.1 (6.28)

A

Nainvullen van de gevondenu:j.tdrukldngvoor u in (6.22a)
wordt gevondenvoor p:

I p= _~p~Aëkzf- i..pc..Bek, I (6.29)

De konstanten A, B, C en D wordenbepaald uit de fysi­
sche randvoorwaarden.Dit zijn dezelfde als in 3.4 zodat
de vergelijkingen waaruit de konstanten opgelost moeten
wordenook dezelfde zijn. A, B, C en D worden daarbij
weer dimensieloos gemaakten gescheiden in een reëel
en een imaginair deel; zoals dat aangegevenis in (3.66).
Indien de konstanten A" A2, ••• , D, en D2 bekend zijn
dan kunnenvoor û en Î> de volgende uitdrukkingen worden
opgesteld:

(6.30)

(6.31 )

Voor de drukspanning kunnewe de volgende uitdrukking
afleiden uit (6.11b), als webedenkendat ?z,z=-O-z:

(6.32)

~ wordt uitgedrukt in û volgens (6.23) zodat ook geldt
dat:

(6.33)
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i'le mogendan ook schz-Ljven voor pzz:

opzz ~ k °k:1!.t., ?it::::' ~é -t 2L tte' Ik + 2 L.. ~II· ?;t ( 6.34)

Indien dit geschrevenwordt in de vormvan (6.18) wordt
de volgende uitdrukking verkregen:

( 6.35)

"Daarbij is verondersteld dat ook pzz dezelfde afhankelijk-

heid heeft van t als "1. Zodat voor de normaledruk op
het grensvlak geldt:

Pzz':' jO - ('2. f.L: - :;1 i.. k )olv ") ~ (6.36)

Hierin ~lOrdende gevondenuitdI1llCkingenvoor p en u ge­
substitueerd:

.~
(6.37)

(6.38 )

Hetgeen dezelfde notatie is als in (3.8.3). Daarvoor moet
dus gelden dat:

o(l=--t~V

ei'). = -I- lAe
kc.

(6.39a)

(6.39b)
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6.2 Staande golven.

6.2.1 Inleiding.

Een staande golf ~IOrdtgedacht opgebouwdte zijn uit
t\o;reegolvenmet dezelfde amplitude en golflengte maar
waarvande voortplantingssnelheid slechts van teken
verschilt ,I

c~--

'1'1..= ~ coS (kx + kd.)

\) figuur 6.1 De opbouwvan een staande golf uit twee lopende golven.

Demomentaneui twijldng is evenals de druk op het grens­
vlak gelijk aan de somvan respektievelijk de uitwijkin­
gen en de drukkenvan de afzonderlijk~ golven.

'1 = '1, + 'Y}2.

f = P, + P2

(6.41)

(6.42)
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6.3.2 Afzetting.

Voor'de afzetting is het niet belangrijk wat de richting
is, waarin de golf zich voorplant zodat de reeds afgeleide
formules op bed.degolven toepasbaar zijn.

P,:= Cf>zz' f .o.k! ces (kx-k-ci -tePp)
P2.:: CPzz' p. 0.kc?-(.0s C k'*+Ic(c:l: - cPp}

( 6.4.3a)

( 6.4.3b)

Zodat we nu vinden voor de uitwijking en de druk op het
grensvlak van de staande golf:

'1-= a Cos (t:-X- t-ct ')+ ocos r; k'x+ ket)

::.a. ~ Cos (~I(- k d· J+ Cos Ck)(-t kc t)~

s: 2 a.cos (kx) Gos(k C-t) ( 6.44)

p -= CPzz.p' o..kc·Cos(kt-kd +~p ')+CPzi? ·aklCos(~)( ~I::-(.~ - cfp)

=- CPZ2 Pakc.'1 { Cos(k)(- kd· -tcfp)+ CoS (k)( 4- kc.t -qp)

=Cpzzpttkc·2.c.os(kl<) wS( kd:-o/p}
-- Cpzz pakl. 2.. Cos Ck'l') ~Cos(kcJ) CoS qp + sÎ(\(kd:) sin cjp1 (6.45

De energie-overdracht van rm+.ernaar afzetting is dan

gelijk aan:

E"::. - «J •. P (6.46)

waarbij gemiddeld moet worden over x en t ,
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f.= _1 . _1 J J -11- kJ ax at
,T L TL I I

= i· L J J -[-Zake. ces (kx)S\M(kd)] *
TL

-V{2 CPzzP c:d-<l LosCkx) f COS (kd:)CosPp+$if\( \::d),sif\q,p~Jdx di:
r

I

= 4paf k:2c\:'Pzzttcot(.kK)ch {u,s4p+~5i()(_kd)Cö~(kd-)d~t- 'l1.qp i-+çÏ-M'l{kct)~*1
;::t.,pch!c3Cpzz . ~ . {Cos. tfp . 0 + s."vM-~p' ~ 1

(6.47)

Dit is dus de energiedissipatie in de afzetting per tijds­
eenheid en per eenheid van oppervl.ak.Dezeis tweemaal
zo groot als de lopende golvenwaaruit ze is opgebouwd;
Of ook: de energie-dissipatie in een staanciegolf is
tweemaalzo groot als de energie-dissipatie in een lopende
golf met dezelfde golflengte en trillingstijd, waarvan
de amplitude de helft is van die van de staande golf •
.Wekunnendit ook noganders formuleren:
De energiedissipatie in een staande golf is de helft van
de energiedissipatie in een lopende golf met dezelfde
amplitude, golflengte en trillingstijd.
Dit mogenwedoen omdatCPZ1 en ~p niet afhangenvan de
amplitudev~h de verstoring.
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6•.3,.3. Hater.

Voor'het \'iater is het wel belangrijk te wetenwat de rich­
ting is "Waarinde verstoring zich voortplant ten opzichte
van de richting van de hoofdstroom,daar "Ie anders niet
kunnenlieten wat de druk is op het grensvlak. De bere­
kening van deze druk verloopt in beide gevallen geheel
verschillend.

Indien de golven zich voortplanten in de stramingsrichting
van het water, dan verloopt de berekening zoals hiervoor
reeds is aangegevenin dit onderzoek.

Wekijken daaromnu naar golvenmet een negatieve voort­
plantingssnelheid, d.w.z. de golven planten zich voort
tegengesteld aan de stramingsrichting van het l'r.ater.
Wewerkenweermet een stroomfunktie <fJ, zoals reeds
eerder is aangegeven.De snelheidsverdeling over de hoog­
te wordt gegevendoor U(y). In d.imensielozevariabelen
ontstaat weer de differentiaalvergelijking, zoals wedie
kennenuit het gedeelte met positieve voortplantings­
snelheid.

c<o
figuur 6.2 Waterbewe.gingmet negatieve voortplantings­

snelheid van de verstoring.
U- (, = U1 W(z.) (6.48)

Z. ::: k.y (6.49)

( 6.,50)
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Voor de verstoring wordt weer de volgendevorm
aangenomen:

(6•.51)

waarbij uiteindelijk vTeeralleenhet reële deel beschouwd
moet worden,
De differentiaalvergelijking waaraande dimensieloze stroom-

;

funktie nu moetvoldoen luidt als volgt:

lJ. i2.""
W (~ - cf) - ( ó-z.2) C}-:.O ( 6•.52)

Deze heeft dezelfde vormals voor positieve voortplantings­
snelheid, maarnu treedt er geen singulariteit op. De
randvoorwaardenzijn dezelfde en luiden als volgt:

(6.5.3a)

(6.53b)

Als wede differentiaalvergelijking oplossen volgens de
methodevariRunge-Kutta(numeriek) dan doet zich viel

een klein probleemvoor, namelijk:
. Om te starten zij tuee randvoorwaardennodig.
Als we in Zo (Yo) starten is alleen ~obekend.

/ Als we in ;'i (YU)starten is alleen ~Mbekend.
vle lossen dit probleemop met de zogenaamdelIinschiet­
methode". \ie starten in bijvoorbeeld Zo en we nemendaar­
voor rf'· de waarde 9>~= sl aan. Daarmeewordt de integratie
uitgevoerd tot z.t,p 'h"aarbijwe cp (ZM)=V,:/:O vinden.
Daarna'wordt de integratie nogmaalsuitgevoerd, maar nu
met de beginvoorwa.a.rde~~= s2. riTevinden dan in ~l voor
cfM : 1> (zM) = Vz :/: o, .
Door interpolatie, of extrapolatie, wordt dan de.start-
waardevoor ~; geschat op 8,3 (zie figuur 6.3).
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figuur 6• .3
Bepaling van de t,·reede
randvoorwaar-de door
extrapolatie.

Yz = (6:.54) .

( 6 • .5.5)

Met de nä.euwebeginvoorwaarde?~::;5.3' die bepaald wordt
door (6 • .5.5), wordt de berekening nogmaalsuitgevoerd.
l~et de waarde voor (*)0 wordt de dr-uk berekend op het
grensvlak volgens:

2. . ik.()(-cl:)
p::: (0. + L (b) P UI k tl e (6 • .56)

waarin:
dl dw)

0\1- LIL = lIJ (~ -I,) 0 dz - d-z D (6•.5?)

Het samenvoegenvan de drukkenvoor de golvenmet posi­
tieve en negatieve voortplantingssnelheid zal voor het
water wel '\'lat problemengeven. De cli.mensielozeamplitude
en faseverschuiving zullen nl. in het algemeenniet gelijk
zijn aan elkaar, zodat de druk een komplexgeheel zal
worden. En daaruit volgt dat voor de energie-overdracht
niet zo één twee drie te zeggen valt hoe groot deze zal
worden.
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1. Toepassing op de experimentenvan Kla.asse~.

,
AangezienKlaassen door een fout in zijn verslag heel
andere uitkomsten kreeg voor de.waardenvan CPzz en ~P'

en dus ook van CE r is op de volgende pagina. weer-gegeven
welk gedeelte van het gemetenextra verval in de 'proef­
buis verklaard kan wordenmet het viskeuze model.
Het blijkt dat de resultaten nu wel gunstiger uitkomen.
Het berekendeverval ligt echter toch nog 'vel een orde
lager dan het gemetenverval.
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8. Beper~e geldigheid van de Ä~vonden oplossing.

8.1 'I!Ü.eicling.

Bij het oplossen van de beschrijv::endevergelijkingen
voor de afzetting en het \-tater zijn enkele aannamen ge­
daan. Hier wordt in het kort nagegaanin hoeverre hier-
aan is voldaan.
Daarvoormoetenweallereerst een idee krijgen van de
orde van grootte van de beweging van de afzetting. Op
de afzetting ..ferkt een schuifspanning 1: I die gelijk
doch tegengesteld gericht is aan de schuifspanning die
op het water werkt. Dezemaakt evemrichtmet het druk­
vervaä, I in de buis en is gelijk aan:

-c = Pw . c;3 R..l (8.1)

waarän R de hydraulische straal is. Aangeziende dikte d
van de afzetting klein is ten opzichte van de buisdia­
meter.lijkt het gerechtvaardigd omaan te nemendat deze
schuifspanning konstant is over de hoogte van de afzetting.
Aangeziende stromingvan de afzetting· in dit geval la­
minair is, moet gelden:

ótt
1:;::; ~o.. . ~z. (8 ..2)

of, bij invullen:

(8•.3)

Integratie van deze vergelijking en invullen van de rand­
voorwaardedat de snelheid aan de wandnul moet zijn, levert
dan de snelheidsverdeling van de afzetting over de hoogte.
De snelheid is ma.x:i.ma.alter hoogte van de grenslaag en
heeft daar de grootte:

(U] = Pw
2-=0 r« (8.4)
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8.2 Gevondenoplossingen voor het wat~r.

De eerste aannameis dat de variaties in snelheid klein
zijn ten opzichte van de hoofdstro~~:

(2.6a)

v <::'< LL (2.6b)

Deperturbatie-snelheden zijn niet expliciet bepaald
voor de bewegingvan het water. Wekunnenechter wel
stellen dat deze in de grenslaag van dezelfde orde van
grootte zijn als de perturbatie-snelheden van de afzet­
ting. Dezelaatste zijn volgens (.3.71) van de volgende
orde van grootte:

(8.5)

Zodat wevoor (2.6a) kunnenschrijven:

Pw ~ RIJ
c:t.kc« fa Va (8.6)

Nainvulling van de gegevensvoor de Ecker-leiding:
, R ~~tj:> =:. 0,/2.'5 m ) 1:.;: /2/~·,ö3 m!m', Pw~ Po..., Vo;::; ro-'?> fV''l./.s.
wordt dit:

a.kc /. 6d~< I (8.7)

VoorL< Smm en C>1 cm!s wordt dit

E.. « 2.
d

(8.8)

Aandeze voorwaardeis eigenlijk niet voldaan, maar deze
moest gedaanworden,daar het probleemanders niet op­
losbaar is.
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De tl'leede aannamedie gedaan wordt, is dat de termen,

waar-de viskositeit in voor komt verwaarloosd worden.

Dit geeft aanleiding tot een singulariteit in het stro­

mingsveld, welke aanleiding geeft tot oneindig hoge snel­

heden en een wervellaag ter plaatse van de singulariteit.
Deze toestand is niet stabiel.

Miles kende dit probleem ook en heeft de somook benaderd

zonder de viskositeit te ve~laarlozen. Het op deze wijze
verkregen resultaat (d.w.z. de druk aan het grensvlak)

vertoonde veel gelijkenis met het berekende met het niet­
viskeuze model.

Wel zullen de met het niet-viskeuze model berekende snel­

heden voor de deeltjes in het algemeen niet overeenkomen

met de juiste snelleden (geheel niet ter plaatse van de

singulariteit). Het model is echter opgezet om een uit­

drukking te vinden voor de druk op het grensvlak water­
afzetting.

De theorie van Miles is ook experimenteel geverifiëerd.

door Z~~~t~L. Hs~_.:::_~~~~~~(1968) en door Ke~~~ (19'70)•
Beide onderzoekingen blijken de juistheid van de theorie

van Miles te bevestigen ten aanzien van de energie-over-
. dracht van lucht naar water.

Blijft de vraag of deze theorie ook toegepast ~ worden
op de golfvorming in het grensvlak tussen \'mter en afzet­

ting. Zoals ~~~~~~_~~~j~' (1959)op pagina 170 van zijn
artikel opmerkt, is deze hele theorie alleen toepasbaar
als er zich een viskeuze grenslaag kan vormen, zodat
nagegaanzoumoetenwordenof de viskeuze grenslaag aan­
wezig is.
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B.) Gevonden0Elossingenvoor de afzetting_

Allereerst is weeraangenomendat de variaties in snel­
heid klein moetenzijn ten opzichte van de hoofdstroom:

u « Ll
V « U.

().39a)

().39b)

Dit leidt tot dezelfde eis die gesteld is bij het water;
voor L<9mm en c)1cm/s wordt dit:

~« 2-a (B.9)

Tentweedezijn de niet-lineaire termen verwaarloosd
ten opzichte van de lineaire termen. Dit levert drie
voorwaardenop, namelijk:

(B.10)

(8.11)

(B.12)

.\vehebbenreeds gezien dat de snelheid op het grensvlak
gelijk is aan:

(U-) -_ f!!_ • 9Rld
f (8.1)z=o ti 'la

Westellen echter dat fw~Pa' zodat dit nogwat te ver­
eenvoudigenis. i'fehebbenafgeleid dat de orde van groot­
te van u gelijk is aan:

(B.14)

Zodathieruit is af te leiden dat:

(8.1.5)

(B.16)

(B.l?)

omdatu dezelfde afhankelijkheid van x en t heeft als '1.
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Verder is reeds afgeleid dat de orde van grootte van
~~ gelijk is aan:

, er( ~ ) =. tJ (P a_ktc'l) (8.18)

o...'c/c (<, )-'L~ ~~ c.

k.» _gR].
d \)0.'2.

In de voorwaarden (8.20) en (8.23) wordende gegevens

Devoorwaarde(8. 10) is dan te schrijven als:

De voorwaarde(8.11) is te schrijven als:

D ~ RId o..k'lc. «Î.} o.k2c.e,r~ Yo-· I a

Hetgeendezelfde vooI'"riaardeoplevert als (8.19).

Verder is voorwaarde(8.12) nog te schrijven als:

van de Ecker-leiding ingevuld. Dit resulteert dan in:

Cl.
,d '> b~ 'V(}..
k Id>> 6-Q-v.-a":"'2.

-3 ?/
Indien ingevuld wordt )Ja'>10 m /s
dit op:

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.2.3)

(8.24)

(8.2.5)

-3en d.:.cn·10 m dan levert

c» (),011 ty\)~

L« 0,G7 rYl

(8.26)

(8.27)

Aanvoorwaarde(8.27) is zeker voldaan. Devraag is het
echter wel of voldaan is aan (8.26). Dit is zeer dubieus.
Bij lagere waardenvan va wordt echter hieraan ook vol­
daan.
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Konklusie... .
Het b~ dat met de opgezette modellen voor zowel water
als afzetting grotere energieverliezen zijn te verklaren
dan met behulp van de theorie dié dit energieverlies \1il
verklaren uit de vorm van de ribbels.

Indien gezocht wor-dt,naar een verklaring van grote energie­
verliezen, dan moet voor de afzetting een viskeus gedrag
worden aangenomen, daar dit hogere energie-verliezen geeft
dan een visko-elastisch materiaal.

Het blijkt dat de keuze van het snelheidsprofiel van het
water nabij de wand van grote invloed is. Er zou dan ook
eens gekeken moeten wor-dennaar deze snelheidsverde15ng
in een proefopstelling.

Bij de uitkomsten moet er wel rekening worden gehouden
met het feit dat niet voldaan is aan de voorwaarde dat
~ «2. , zodat de invloed van de niet-lineaire termen
niet te verwaarlozen is.

Met het gekoppelde model voor het systeem water-afzetting

kan - uitgaande van een bepaalde golflengte - een benadering
worden gegeven voor de voortplantingssnelheid. De met dit
model berekende energie-verliezen verklaren het grote
energieverlies, zoals gemeten bij de Ecker-leiding. Indien
echter.de theorie wordt toegepast op de Bévercé-leiding,
dan lijkt dit nergens op (verklaard van het gemeten verval
wordt hoogstens 1 i)~Voor dit geval zijn de berekende
lijnen voor Cpzz en tfp weergegeven in de bijlagen. Dit geldt
voor een logarithmisch snelheidsprofiel, omdat voor deze
leiding daarover verder niets bekend is. Hisschien dat daar­
in de reden zit dat het voor dit geval niet klopt. v/allicht
is het zinvol om eens verder onderzoek te verrichten naar

de snelh~verdeling indierr er een afzetting 'aanwezigis.
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11. Bij1aeen..

Als bijlagen zijn opgenomen:
(a) lijnen voor C PZ2 en ~p voor de Bévercé-leiding voor

drie verschillende waarden~n y •o
(b) algol programmavoor de berekening van CPn en ?p

voor het ''later als funktie van k en c,
(c) algol programma.voor de berekening van Cftz en 9>p

voor de afzetting als funktie van k en c,

. -
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.ALGOL PROGRAHrvIA VOOR DE BEREmITNG VAN CPZZ EN FIP VOOR HET llATER
F /\ ST/.\ L Gr j L C:-Jr'iP I U:"'; Ijr: r) r. !_ t= T , .~.-: I_I. {I S [: fH': 11 1G / 1 SI7 j

G
1
2
2
2
3
4.
5
6
7
8
9

10
11
12
15
lB
21
24
27

.~ 28
29
30
31
32
33
3ó
37
38
39
40
41
42
43
lt4
"'-.~"' .•b
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
5E>
59
60
61
62
63

I Ki: GIl" I

, r~E 1\ L ' H ,C , 1<', \I j"1 1\ X , V 0 , IJ I-' , S ,t\ , R • ze, l·J 0 , PO, !-' i~;, S ()I'I , P , F 1 , 1\ F \, F I ,
FIlfJO,A r:IlfJ\.),FIlP,·I,Á FHfJ,vl,FI3PO,A fI3PO,FI3PiJI,À r-:I3Pr'I
A :3 , .Ü4 , /.\5 , A 6 , (\ 7 , AB, PI, RE, I I'1 , lJ , Î\ L F IJ.. , L~f: 1 ,I), , GR ;

I ReA L ' t\l , l\ 2 ;
'REAL'T;
, f<' t liI_ ' IJ I KTE, [-..[ J t\ ;

'REAL'CU,FVU,CE1;
'R~AL'VGEM.Ul.ENV:
,REA L I j~ J" P L :

, I f\j TE G Er;.' II'J [J EX 1 , 1 [\J [) t: X 2 , 1 , J , 1\1, I~Ai'H AL, T 1\ L ;
, fZ t: tI J_ I , tIR f~A Y I A K C ( / 0 : 6 / ) , /1,. I [) ( / °:6 / ) :
'REAL' 'ARRAY'CflEf(/l:lO/) ,KU(/l:S/);
'IfHi:GER' 'b ..RR/\Y'/\R4(/1:4/);

IRt i\ L ' , PRO C E UU P,E ' F 1 ( X ) ; ',;1. r. A 1_ I X ; f 1 : = K Y ( X , ARC ) ;
'REALI'PR.OC~LJURE IF3(X); 'REAL'X;t=3:=R.Y(X,t\RU);
, R ê 1\ L I , PRO C E IJLJ R i:: I .L\ F G F 1 ( X) ; , REA L I X ; 1\ F GF 1 : = r<. Y i\ ( X , A f< C ) ;
'REi',L"PROCEUURE'/.\FGF3(X);'I<.EAL'X;AFGF3:=;.',Y, (X,AR.D);
I R ë !.\ L I , PRO C t: L) U r<. EIK Y ( V , \,) ) ; I r{ E A L I V; , tIK RA Y I 1'1 ;

, ti EG I I\! I
SOH:=O;
'FOR' I : =0 ' STEP 111 Ui\jT I L' 6. S 11)1] 1

50M:=5UM+~(/I/)*V**I;
RY: =SO"1;

I E l\l IJ ' ;
, ~ E /~ L ' I p:.:z 0 C E IJ l.P E I R Y A ( V , I,'} ) ; , ~ C: .t. L ' V: ' 1\ R K A Y , VI ;

I '5ë G I !\j ,
5o lvi : =0 ;
,r 0 ~ I I : = 1 ' ST E t=l ' 1 ' U,\I T II_ , 6. 5 ' LH) ,
5 Clj"Î : = S 0 i'1+ 'ri ( / I / ) ':' 1 ':' \j ':'':' ( 1 - 1 ) ;
RY A: = SO I-I ;

I E !\l!) I ;
S;:: r r I ;\1C; ( 1 • 1 2 .) , ó J ) ;
Ii-JRcll.L((J,H);
I i'~R t L\ L ( 0 , V G t: i'i ) ;
I i\l R E IJ L ( o , DIK TE) ;
I I'~R t: A L ( 0 , j\J U t\ ) ;
I l\l k E 1\ L ( 0 , D P) ;
P-JI.\RRI\Y(O,CClëF) ;
Ii'J.û.RR4 Y ((J, KLJ) ;
Ai-iPL : =0.0003:5;
OU r S IR r i'J G ( 1 , ' ( I H _, ) I ) ;
FIX(1,1.,4,H);
OUT S fR I Î'lG ( 1 , I ( I ."1 , ) , ) :
L I!-JE ( 1 , 1 ) ;
OU 15 T'<_II'IG( 1,.' (I vr~ll\X = ')');

. VHAX:=1.4(i:;'VGEi1;
f I x ( 1 ,1,4, Vr'j/.\X) ;
II U r S rR I r'J G ( 1 , ' ( 'i'l / SF. C') I ) ;

LI,~~( 1,1 );
UU rS rl) Hl G ( 1 , , ( I V (; r: , I = ') I ) ;

r I X ( 1. , 1, '+ , \jG I~!JI ) ;

[) U rSI;..; IJ'l (; ( 1 , I ( , fll/ S1:(: ' ) , ) ;

L I I~~ ( 1 ,1 ) ;
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H\ ~ rAL (jij L cr J I'I;J 1 I.l:,!, U r-- ! if: L i~T , 1), r~ L t: 1\S t-: [1f 1 I 10 I 1 '17 3

M· 0 UTS rR I ;.!C; ( 1, I ( I I)

6:) r= I X ( 1 , 1 ,4 , U I i,TE) ;
= I) I ) ;

66
S7

. 68

u U rs r t-; I i'·! (; ( 1 , I ( I r I I ) I ) ;
1_ I i\JE ( 1 , 1 ) ;
o IJ T S I .J, Ih!(j ( 1 , I ( I fl IV; PL = I) I ) ;

F I X ( 1 , 1 ,5 ? (!, I'IP L ) ;
ClIJ TS m r [,\G ( 1 , I ( I ,·'i t ) I ) ;

L I i\! E ( 1 , l ) ;
o IJTS TR, 1[\1G ( 1 , I ( I NU A = I) I } ;

,.::I X ( 1 , 1 , i:i ,,'.) Ui\ ) ;
OIJTSTRIi"C;(l, I (11"":":'2/ScC,l) I);

óCJ
70
71
72
73
7 il·
75 LH'JE(l,l};
7 6 0 IJ rS IR Ii'J C ( 1 , I ( I
77 r=rX(l,l,b,OP);
78 pû,GE(ll;
79 Tt\L:=O;
80 C:=o;
81 CI\iF:
BI At\f\Jrr\L:=O:
83 fAL:=U,L+l;
84 K:=KD(/TtL/)/UI~TE:
8 5 tJU T S rR. L\! G ( 1 , I (I K D = I) I ) ;

86 ~IX(1,1,2,K0(/TAL/)):
8 7 0 U rS r ') I !\IG ( 1 , I ( , K = I)');

DS = I) I) ;

88 r=IX(1,:i,5,~);
89 UIJTSrRING(l, I (I

90 LH'liE(l,3);
91 OU TS TR I i,JG ( 1, I (I C II\itJI'.':'K
92 SETA ALT.SER C
92 L I;~t (1 ,2 );
93 cr'; Df'!1 :
93 ti. A'~ LJ\ L : = t\ 1\ \; TA.L +1 ;
95 :'I.2:=C;
9 6 C : = hlIJts; ':' K ,;,ClJEr (I (I :\ i\JT J\ L I ) ;
97 I I F I C<Viii [,X I TH t i\j I I (~[IT lJ ' rF Y \I ;
99 C:=~\2;

100 'GOTLJ',IIJi,;
101 FFYV:
leil
1Ol IJ1 : =Vi·i f~XI U~ ( 501 ) :
103 dO:=-C/Ulj
104 ZC:=-K*H*~XP(-WO)*O.OOl;
105 P():=-ZC::'(1-EXP(I'ICi));
106 Pi·I:=PJ-i";'H/2;
101 S:=A8S(PO)/l0;
108 r:=ABS(P~)/5;
109 INL!t:Xl::::-'tIHIER( (tic~S(Piji)-UP';'().Y99999)/T+1):
1 1 0 H u~X2 : =C l\j T IE I'. ( ( ABS ( PO) - [) P ':' 'J • Y9 9 9 9 9 ) I S + 1 ) :
111 ARCI/O/) :=0;
112 ARC(/l/)::::l;
1 1 3 ARC ( I 2 I ) : = - 1 I ( 2 ':' ZC ) ;
IJL} !1,RC(/31): =1 16+11 (3';'1C';":'2);
1 1 ? /\ I~C ( I '+ I ) : :::- 1 I 1ti - 1 I ( ~I ':' ze':' ','3 ) ;
l1A ARC(15/):=1/12G+?1/(72j*ZC**2)+1/(~*ZC**4);
117 ARC(/5/):=Q;

ECHER LEJl)If'-!G

CEL

I ) I ) ;

f I P B>:1.4
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118
119
12C'
121
122 .
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
132
135
138
139
142
145
149
1':):)
151
152
153
154
156
157
158
Li9
1 60
161
162
163
163
164
164
165
166

.6.RD (101) : =-ZC;
/1:<'u(/1/):=\1;
/J.RD( 12/) :=-ZC/2:
A~L.)(/3/':=-1/1B+l/(24*ZC**2) ;
AKU(/4/):=-ZC/24-11/14j2*ZC)-1/(144*ZC**3';
L\RD(/~/) :=0;
6.RD( Ir->l) :=0;
ti.R tI ( I 1 I ) : = () ;
l\RA(/Z/) :=1;
AR/,(/3/): =1;
f'>.Rf_\(/4/) : =2;
j) I : =Lr ':' l\ R C T t\ hl ( 1 ) ;

IBEGli-~'
I K t /\L ' , IX RRA Y I t\ P I I II'~IJ t x i : HW f X;;: I ) , r=I1 ( I II\] IJE xi . I I\!0 E X2 I ) ,
l\FGFIl (/Ii\!Di:Xl: Iî\jDEX2/),
, R t I\L I , P R OC E uu KEI 0 ( X, Y , Z ) ; , RE ti. L ' X, Y, Z; o : = Z ;
'Ktf\LIIPROCEfJURE'R(X,Y,Z); 'vt,LUE'X; 'REfJ.L'X,Y,Z;

R := Y':'((ZC -I-X )':":'2':'L 1\) I1+X I Ze) - J. ) I ( ( ze + X )':":"2':'LN (1+ XII C ));
,REA L I I PRO CE!) tjREI R R I X X , Y Y • L Z) ; I V A LU E ' X X ; , K E 1\ L ' X X , Y Y , Z Z ;

, f3EG I j\j , , I;\) T EG ER' f'l ; , i ~E 1-\ L I U 11 U 2 , SS;
, IF'XX<0'THEN'SS:=T'ELSE'SS:=S;

~ i'-i : = S I GI'J IX X ) ':' ICI\ITI E;.z I ( Lx cl S ( X X ) - IJ P ':':] • 9 9 9 99 ) I SS) + 1 , ;
'BEGF~'

167
168
169
170
171
).72
174
175

'REöL'RRKO,R~~0,GE~lfGER2,GER3,GVW;
, HJTEGER.' L;
, R t: t\ L I ,~\ RJ<'A Y , RR 1\R K ( I 0 : 4- I ) , k R (',R (I ( I 0 : 4 I ) ;
RRARK (101): =0 :RR.lI.::(I·'iI101) :=u;
Gë Rl: = t\ P ( / I~i/ ) ;
GER2:=FI'll/h/);
Gt ~3 : = t.\ F GrIl ( /i'-II ) ;
GVi:J :=XX-AP( 11.11) ~
, F üi~ , L : = 1 ' STEP' 1 ' U!\!T I L ' L,. 5 I j) f) ,
'BEGIN'

RRARK(/L/):=GV~*DIG~Rl+A~A(/L/)/2*GVW,Gtk2+ARAI/L/)/2*RR~RK(/L-l/),G~R3+
1\RA (I L I ) 12 ':'R ï< tIR ,-1 ( I L -11 ) ) ;
R R A R 1\1 ( I L I ) : =GV ,! ':'~ ( G b~ 1 +M<'!\ I I L / ) I 2 ,;, G \J ~" , GE R.2 + A RA ( I L I ) / 2 q<_ RIl K K ( / L - 1 / ) , Gt iU +
A K 11.I I L I ) I 2 ':' R R l\ R '''I I I L - 11 ) ) ;

'EÎ\jl), ;

RRKO:=1/6*(RRARK(/1/)+2*RRARKI/2/)+2*RRARK(/3/)+RRARK(14/));
RRMO:=1/6*(RRARN(/l/)+2*kRARri(/2/)+2*RRARM(/3/)+RRARMI14/));
U1:=GER2+RRKO; ,
U2: =GER3+r<t-U'tO;

, E 1'-10 ' ;
R R :=- (2 I X X:;, 1 J 2 - 1 I IX X ':";'.2 ) ':' U 1 ) + R (X X , Y Y , Z Z ) ;

'U,D I;
'PRUCI:DURE' RK I XO, YO, 7.0, DX, F, G, x i, v i , z i :~'V/1.LUE' DX;
, REA L ' X0 ,.Y 0, ZO, x i ,Y 1 , Z 1 , L)X;
'Rt/~L' 'PRDCL:UURE'F,G;

176 'COi';i!,lEr'H'RK II'JlEGREr-RT HET SYSTEEr/!
176 Y'=FIX,Y,Zl
176 l'=GIX,Y,Z)
176 VUUR 1 STAP, GRDOT nx , EI'J .!'ii: r STf'>.KhU\AF~l)tl\i XO, V,) bi Z'J:
1 7 Ó ' [3l G I r\t '

~77 ';:J,t:::rIL I «o , 1'10;
17H I P,EflL' '/\i(i~Jj_Y I !\RK (10 :41) ,!\kl'i I IU :41) ;
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179
1(',1
lö2
183
1Ei tt
]_Bic
185
185
1H6
1él7
Ul8
189
190
191
192
192
194
195
196
201
203
204
205
207
207
209
210
211
21'.)
218
219
220
222
222
223
224
225
225
228
229
230
232
232
233
234
235
235
238
239
240

AKK(/ü/):=O:~R~I/O/):=Q;
1 f CJK ' .J : = 1 I S T L=ÇJ I 1 I tJ; J TIL I 4. ? I i)! I I

I ~3Ud N I

Af;; 1<', ( / J / ) : = IJX':' r I Xo + l\ ~ l\ ( / j / ) / 2 :::I)X , Y()+ /1.1 ~ 1 (/.J / ) / 2 ::'i\ ;.< ,( ( / J - 1 / ) , '- 0 +A fH\ I / .J / ) / 2
*ARNI/j-l/)I; .
MU 'I I/J / ) : = I)X':' G ( X ':i+/\K?\ ( / J / ) / 2 ':'ÛX , Y0 + i\ R tI, ( / J / ) / 2 :;,1\ K i< I/ .J - 1 / ) , 7.. 0 +A RtI I/J / ) / 2
:;,f~P, 1'1 ( / .J - 1/ ) ) ;

,J

KC: = 11 ' :;, ( /If~K ( / 1. / ) + 2 ::'IJ. :~:( ( /2 / ) + 2 ::'/\ k K ( / 3/ ) + AKK ( /4/ ) I ;
I'io : = 1 / f"l ::' ( A i<'/VI ( / 1 / ) + 2 0:' 1\ ~ I'i ( / 2/ ) + 2 ::' t; Rf.; I / 3 / ) +A k j'l ( / 4 / ) ) ;

X1:=XO+DX;
Y1:=YO+KO;
Z 1: =ZO+f'ï();

, E i\iD I V Ai'J K K ;
'COHiv'icl\lTI :1\ilJ VOLGT DE UHEG;<..[\TIE \I A f\j r i li'J PCJSlTIEVE P-RICHTlI\lG;
P : == ijP; I\J: =~);
t=I:=FUP);
AFGFI :=.I\FGFIIP);
Ii"H F 1 POS: I': = ,'H 1; {\ P (/ "l /) : = P ; F 1 1 (/ I\)/) : = f-I; 1.\. F C;F I 1 (/ ;\j / I :== r~~ GF I ;
I I F I IP+S) > P <) I TH E 1\' , I GU TOl L P 1 ;
RKIP,FI,AFGFI,S,Q,q,P,fI,AFGFI):
'GO~0'INTFIPUS;LP1:
RKIP,FI,AFGFI,ABSIPO-P),Q,k,GR,FIIPO,A FIIPOI;
'COI;oI;;EI'~TI :I~U VOLGT Ut II\!TEG--'.~\Tlt VA,'j Fl II\! t\jEG6.TIEVc P-RICHTll\j(_;;
P:=-t)P; N:=Oj
rI:=F1IP);
A.FGFI:=AFGF].(P) ;
HJ I F Hl cG: i~:= :\J - ].: L\ P I/,\]/ ):= P; F I1 ( / rIJ / ) : = r= I; AF GF I1 (/.\)/ ) := ,'I F GF I;
, I F' (P - T) "< PH' T H t:: i\1 , , GO T () I L ,'l 1 :
r~KIP, F I , t\ F G r I ,- T , 0 , q , P, F I , A r= GF 1 ) ;
, G [I ro ' I I I T F 1 Î ~ EG; L 1\]1 :
R K ( P , F I ,A. F G F I • - A P, SIP i'l,- P ) , Q , .), , GR, F I 1 P 1'1 , 1\ f I 1 ~ ('I I ;
IC(]FiIlIErH' :r'~u VOLGT DE INTEG:.),/:l.Tlf: VAI\j F3 IIIJ PUSITIEVE P-RIU1TI:\lG;
rl:=DP:
FI:=F3(P);
AfGFI::::AFGF31f));
Hl TF 3POS:
I I F' (P + S) > PO' TH E N" GO T U I L P 3 ;

RK I iJ, F I , i\ r= G r= I,S ,Q , R R , P , F I ,A F G F·I I ;
'GO TIJ I If~TF 3Pl.1S; LP 3:
RK(P,FI,AFGFI,A3S(P0-P),U.RR,G~,FI3PO,A FI3PO);
'CUi':lviEi\!T' :IIJU VUI_GT DE INTEGr<.ATIF. VAN F3 Ir-J f'jEGfdIEVE P-Rlf:HTlt\lG;
p:=-I)P;
rl : =F 3 lP) ;
L\rGFI :=AFGF3IP);
1~'IrF 3i') EC;:
'IF' IP-T.I < P,V" 'Trlt~·)' 'G'tITU'I_(\J3;

R K ( P , r I , A I- GF I , - T , Ij , r~R , P , F I , AF G F I ) ;
I C;(I r 1 ' I 1\1T F 3 j\] I: G ; L !'13 :
I~ 1<. lP, F 1 , 1\ F G F I , - M-I SIP t\j-? ), ,), KR. C; R. , f I3P "I , L\ F 13 p 1'1 ) ;

242 A3:=FI1PO*lN(PO)+FI3P0;
2Lt3 i\4: =Lt-.J I -P!'I) +F 13J->"I/F 11 }J"I;
244 ~~:=~O*(A FIIPO*L~IPJ)+A F13~~I+WO/~O*FI1PO-WO*A4*A FJ1PO;
245 16:=FIIPO*A4-A3;
246 A7:=+~O*PI*A f-IIPO;

->; ".
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S T /\ L Gd L CUI'I':; I L c;~ 0 F I) I::L FT, ;~ê L F i\ S l; IJ F 1/ 10/ 1 Lj 7 :5

247 A8:=+PI*FTIPU;
2 4 8 i'U: : = - !/~ 0 ,;,( tI j ,;,A6 + t: 7 ,;:/~8 J ;
24,9 Ih : = -Ir~O,;: ( t.. ~':< A7 + l\ ') ':' 1\ 8 ) ;
2~O Q:=A6**?+A8**2;
2 5 1 tI L F /1 : = - R f: / i)+ v·! 0 / ( ZC ,;,[- X p ( ~,J0 ) ) ;
2':) 2 h::: r ~ : = + I i'l / i) ;
2 5 3 ' l:I'W' ;
2 5 -'i. 4 1 : = S0 R 1 (,IJ. U: A ':":' ~ + r.i, r: TA,;,,;,2 ) ,;,IJ 1,;:,;,2 / C,;,,;,ç_ ;
255 'IF'ALFA>O'THEN'A?:=h~CTAN(nflA/ALFA)+PI'ELSE'
2 ') 8 ' BE (; I i ! I I I f I 5 F -I f\>0 1TH E j'J ' J\ 2 : =AI~C I A,',) ( [IETIJ. / ALF 1\ ) + 2 ,;,PI' r: ,_St'
262 A2:=ARCTAN(BETA/ALFA)
263 't::NU';
264 vJ IJK:
264 FIX(1,2,5,C/(NUA*K) J;
266 FIX(I,7,~,Al);
267 FIX().,3,8,i\2J;
268 i=IX(1,2,H,BëT/\):
269 FIX(1,2,8,-PI*ZC*WO*WO/D);
270 FIX(1,3,8,C);
271 CEl:=-O.5*Al*SIN(AZ);
272 FIX(1,5,8,CEl);
2 7 3 :: i\i \j ~=A ,'1P L ':' !.\ I' lP L ':'C ,;,C ,;,C '::K ,;,K ,;,CEL ':'4 / ( V C;E,'.\,;,H ,;,9 • 8 1 ) ; , C ClJV'Ii"lE 1'\ T ' V IJ U k BU IS:
274 FIX(1,1,8,::j'~V);
2 7 5 ,_I i'IJ E ( 1 ,2 J;
2 7 6 'I F ' t.1A I\J T .f', L. -. = 1 0 ' T HF;,) , , c;0 T Cl 1 C '\I D "I ;
278 Pi\GE(l);
279 'IF' TAL...,=5'THE\l"GlJTO'CNF;
2 p, 1 ' CO l"rl"Î E I'JT '
2 RI;\] U VOL G E '\l GE TAL K ,1\ t\ RTt .\!
281 UP OE t:t:RSTE ST~l\N /ICHTEf·U:t'\lVlJLGEI\IS:H t:I" VGI::I"i
28 1 UP 0 E VOL Gt f\j IJE : IJ IK1E ~ 1\1 t\IU VA "J DE AF Z t 1 T 11'4G
281 OS
2 8 1 UE CnE t= F I C I ErH t (\j AR i<JI. Y VUIJK ItJ A ,t>JW E I\] VA.i\j C / :\1U~ ,;,K
2 8 1 Ehl I)E A.~R/.\Y VMI K I) - ~-J1\A r.,z UE i\J ;
281 I Ei~O I

) E RRURS FOU,\]O
: P U - r I 1'1E US E ij F 0 R CO i"1 PIL AT ID I\) : 184 C EI'4Tl SEC.
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ALGOL PROGRAHHA VOOR DE BEREKEIITHG VAN CPZZ EN FIP VOOl DE AFZET'l'IEG
S T 1\ Lr; (J L C (jHPIL. t ? U f I) .~LI- ï ,R /:U: tI S =- U1- 111:)11C)F:s

o
1
2
2
3
4
5
6
7
R
9

12
13
16
18
19
21
22
23
25
29
30
31
33
33
34
36
39
40
41
42
43
45
48
49
50
51
52
54
57
59
62
63
64
65
66
67

'bEGIN'
, P. E /l L ' C , K , ,,) EL, j,11/ I ,R IJ , I) • C,)1 i,z , l\ K G p, 'I , PI, 1'·10 UH T , :<, !) , ,,'j 1 , .'I;; 7 R. r: , I, ,I 1 C P Z I. , r= 1 I) ~
Al, A2 , 8 1 , :.!, 2 , C J, , C? , Dl, U 2 , LITl, B T 2 , 1: i\!V , 1.11"1 P L , C r: 1 , VG E: r'l ~ r! ;

'REAL ' t PI/,l, EI'JI'-'! 1 ,C !'12, S i!/12 ;
'REAL'ALFAl,ALFA2;

'RE/U'VAR,S;
'INT~Gt:R'X,Y;
, REA 1_ ' 1A R~{A Y 1 iI ( 1 1 : g , 1 : BI) ;

, P Q_ (Je E: u II RI.:' F·) IJG A Ij ([l , ,\J , Et-' S , S I (\,C; IJL I f: R ) ;
'VALUr:'j\!;
1 I i'H EG E R 1I'J ~ I 1~EI ....L ' E f-' S ~ , 1\R R A Y I tI ;

'LA.BEL I S H~(;l)L 1[1<,;
1 REG 1 1\1' I I Î'-l lEG E Ril , J , K ; , Rtl:.. L ' P I \j D T , Z ;

, A.R RAY , B ,C ( 1 1 : f\!1 ) ; , I !\) TE GE R ' I.L. RR.~ y lP, 0 ( I 1 : ,\11 ) ;
'FOR'K:=l'STEP'I'U~TIL'~IUU'

,R t G I[\11PI VO T := 0 ;
, F0 R' I : = K ' ST l::P I 11 U i~TIL' N IOC) I

I F ClR ' J : =KIS T I:: P , 1 ' UI\I TIL' ''.) , l) Cl '
, 8 EG IN' , I F ' /I. b S ( 1\ ( 1 I , j 1 ) )> .413S ( iJ I 1j[J T ) , TH i:: ,\! '
,~ E GIN' PI VO T := A (1 I, j I) ; P (I KI ) :::: I ;0 (I KI) : =J ;
'Er'!Q'
'UW' ;

, I F 1 A3 S ( P I VClT ) <:: cP S ' THH, ' , GO Tn '
SINGULIeR;
, I F ' P ( I KI) -, =K ' T t'l E 1,1 '

, BEG IN' , F 0 R ' j : = 1 ' S T EP' 1 ' Ui'i TIL' '\1 ' Û0 '
, f3 E GIN' Z : =A (I P (/ KI) ,j /) ;A ( I P (IK /) ,J I ) ': = A (IK !J /) ;

A(/-<,j/):=L
'Ei\)O'
'Ei'JO' ;

'IF'Q(/K/)-,=K'THEN'
, BE C;IN' , F OR ' I : = 1 ' ST EP' 1 ' U,\! TIL ' ~'J' 1)0 '
, :!> E C;I N 1 Z : = A ( 1 I , 0 ( 1KI) 1 ) ; p, ( I I , U ( 1KI) 1 ) : :::A ( 1 I , !< 1 i ;

A(/I,K/):=Z
, Er'ID' "
, E!\I D ' ;

'FOR'j:=l'STEP'l'UNTIL'N'DO'
'5EC;I1~' 1 I F' J=K' THE,\j'
, BEG I i\j , B ( 1j 1 ) : = 11 PI V[J T ; C ( 1J 1 ) : = 1
'Ei\jD"ELSE'
IBEGIN'~(/J/):=-A(/K,j/)/PIVOT;C(/J/):=A(/j,K/)
, Ei\JO ' ;

A(jK,j/) :=l\(jj,K/) :=C
'i:;W' ;

, F 0 ~ , I : = 1 ' S T EP' 1 ' LJ '\J TIL 'hl ' I)U '
'FOR'J:=l'STfP'l'UNTIL'N'OO'
/1. ( 7 I , j 1 ) : =1\( I I , j I ) +C .(1 I 1 ) ,;,h ( I J I )

68 'ëND I ;

6 9 ' F (I , IK: = i\] 1 S H: P , - 1 ' I_j,nI L ' 1 I Df j ,
70 ' BEG I i\! ' , I r.: I e ( 1 KI) -,:::K ' TH EI\] ,

72 1 BEG 1I'~, , F (IK ' I : = 1 ' ST r:P , I' U ,-'J TIL 1,\1 I UCI I

7 4 ' :i t: G I 1\1' Z : = i\ ( 1 I , P ( I KI) / ) ;.L\ ( 1 I ,P ( 1KI) ; ) : ::::J\ ( 1 I 7 1<. 1 )
77 t\(/I,K/):=ï_
78 'Ei\WI
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126 LINE(l,S);
127 OlJTSTRII\lG(l,'(' C
128 FI P EN.VERLIES
128 INREAL(O,K);
129 KD:=Ko::[);
13 0 HER.1-1Á i\ L :
13l) LIIJE:(ld);
13 ;.' H~ ,~E1\ L (0 , C ) ;
1 :, 3 1\ L F 1\], : = ,'J V I ;
I 31t /.\ L F t.? := - i'J F':L ::q( ,;:C ;
I ::.'5 () : :: ( ',1E !_':::;:2 +,~\j r ':";:2 ,;:K ~":: ? :;:C ,;,,;: 2 - ,\jf: L ':: f', I_) :;: C ,;,,;: 2 ) / ( I'~ l: L ;;,,;: 2 + i\J \I I ,;::;: 2 ':'1< ,;,,;? ,;:C ;;:;;: 2 ) ;

79
80
81
B3
86
H7

,FlR
89
'10
91
92
93
94
95
96
97
':18
99

100
10 I
102
103
104
105
106
10 -I
lOB
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
I:::' 3' ,
124
125

I j\) C;-\ • "I r< • +S LJ U H

I t: i'lD I ;

I I F I(_) ( / K/ i -,::i<' I HIl: hl I

I 8 F. (~ I 1\;I I F Cli<. IJ: = I I S T r: PIL I U;\, T !L I 1\)I i,)f J I

, B Er; I r'l I1: =- Ä ( /0 ( / K / ) ,J / ) ; /.\(/ (I ( / K I I~,I I ) :'= 1\ ( /:< , ,I / ) ;
ld/!<,J/) :=Z

'EN[)'
'ENDI
I E f\l El '
I E [\11) I ;

PI: = Lo;: /Î,R,CTt.N ( I ) ;
II\JREAL (O,I\iELI;
INREi\L(O,NVI) ;
INK.ElIL(O,RO);
I f\jREt-\L (0 .o : ;
OUT S TRI i'J C; ( I , I ( I I\j E ,_ = I) I );

FLO(1,3fl,r,jEL) :
Cl UTS TRI i\1G ( 1, I ( I i'~;,.;,? I ) I ) ;

LINE(I,l);
OUT S TRI f\j G ( 1 , I ( I 1'1 V I = I) I );
F LU ( 1 ,3, 1 , t",lV I ) ;
OUT S TRI ! 1G ( 1 , I ( I ,",2 / S F: Cl) I ) ;

LIf'iiE(l,l);
OUT STRI ~,lG ( 1 , I ( I RrJ = ') I):
F I X ( ]. ,4, (1, RG ) ;
OUT ST R. I l\lG ( 1 , ' ( I KG I [,3 ' ) 1 ) ;

LIi"JE(l,l);
OUTSTRING(l,' (I D = 1)1 I;
FIX(l,l,lr,DI;
OUT S TRI I\JG ( 1 , • ( • 1.1' ) I ) ;
Ii\!RU ..L (0 ,.lH'lPL);
Ir\jR~[\,L (O,HI;
INRElI,L (O,VGEflt);
L I [,j t (1 , 5 ) ;
(JUTS TRI Î\: G ( 1, , ( I ,!I,r'i P 1_ = I) I ) ;

/\FIX(1,l,4,i\(,iPL) ;
OUT S T ~ I h!G ( 1 , I ( 1 h'l I ) , ) ;

'HiE(l,]_);
LUTSTRING(l,1 (I H = 1) I);
AFIX(1,1,4,H) ;
OUTSTRING(l,' (IM1) I);
L I NE (1,1 ) ;
OUTSTRING(l,' (I VGEM = 1) 1);
1-\ F I X ( 1 , 1 , 4 , VG E 1'1 ) ;
OUTSTRING(l,' ('M/SEC') ');

K CP ZZ
CEl
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,
1 36 R : =- 1'1V I';' RCl::' :<. ':' C ,;,,;,-_"I (!.' f: i_. ,;, ,;, 2 + "j IJ I:;' ,;,~:,;,K ,;_:.;,:!. ,;, J ,;, ::' 2 ) ;
137 I I r.: t f\ f>, S (())< c - 1:) I ',11,. 1-; I
138 IP,EGlli'l1f-1:-~>;)IT!-!êl'JII~.I~GE$T:=I)I/41i::LSt'
142 f\ R (;R T : = - i-> I I 1I ~
1 L~3 I C;ClT U IG I U_ :
14 Lj- I E r\; Ll I ;

145 I I 1=I f) >() I T Ht :,i ' i~RG f\ T : ::;0 • j ;;,.cd-'.C I Arl (RIO ) IEL Sf'
148 I BH~ I N 1 1 I F- 1 f< > IJ I Trl[= "I I i'- r\ C; Ti T : = () • 5 ,;,1\~,CT1\ i\) { ~j (.J ) +PIl 2 f f LS E I

152 ARGBT:=0.j*ARCT~~(R/W)-PI/2
153 'EfWI;
154 GIEL:
154 MODGT:=(O*~+q*R)**O.25;
1 56 P, T 1. : ::: i'l Cl0 R T ':' C L! S ( 1\1< Cf) 1 ) :
157 BT2:=~OD3T*SIN(ARG~T);
1 5 8 i'i 1 ::::f~T 1.,;,1<. 0 ;
159 t'i2:=bT2';'Ki);
160 EPM1.::::EXP(~1);
161 Ei\j rH : =EXP (-('11) ;
162 CM2::::(OS(MZ);
16 3 Sf'i 2 : :::SH·!(i'Î 2 ) ;
164 1\ 1 I 1 ,1I ): = CX PIK I) ) ;

165 !\1)1,21l:=Ü:
166 Al/1,3/):=EXPI-K01;
167 Al/l,4/):=O;
168 A.(I 1,51) : =E P"II ':'C"12 ~
169 6.( I 1 ,61 ) : = - EPi<ll ':'S:-'i 2 ;
170 AI/1,7/):=Ei,j,\i1';'Ci'12:
1 -, 1 !J. 1 I 1 , 8 I ) := Ei\ ;"i 1 ,;,S "i 2 ;
172 A(/2,l/):=!);
173.6.I/Z,2/):=r:XP(r(i));
174 A(/2,3/):=O;
175 A(/Z,L~1l :=EXf-'(-KIJ):
176 A ( 12 , 5 I ) : = t: P, i1 ':' Si/i 2 ;
17 7 tI 1 I 2 , 6 1 ) ::.::i:: P i' I }. ':' CI';2 ~
1 7 a A ( 12 ,71 ) : =-[:: !'j;il I :;:S ; i? ;
1 7 9 A 1 I 2 , g 1 ) : = c ['F i 1 ,;:C !'! 2 ;
180 f 1/3,1/):=0;
181 ~1/3,2/):=EXP(~U);
182 AI/3,3/):=0;
183 AI/3,4/):=-EXP(-KO};
1 8 1+ 1\ ( I 3 , 5 1 ) : = E F'!:\ 1 ':' i=\ T2 ,;,C ;I'i2 + t: P i'oi 1 :;,Bl 1 ,;,S 1·,2 ;
1 ~ 5' i-\ 1I 3 , 6 1 ) : = f:: PI '\1 ,;,b Tl':' CIA 2 - E: P f·j 1 ,;,d I 2 ::'S :/12 ;
1. (3 6 I'J. ( / 3 , 7 1) : =- c: ;'I I"I 1 :n3 T2 ,;,C IJ\ 2 + E: ,\11"\ 1 :;'() T 1 ,;-S 1/12 ;

1 Ei -f ti ( 13 , p. I ) : :::- E ;.j ).1]. :::[n 1 ';'C "12 - r: 1\) I'i 1 ,;, t:'> f 2 ,;,S 1'.'12 ;
1. R 8 A ( I ~, , 1 1 ) : = - C iZ P ( :<.1) ) ;
189 A(/4,2/):=0;
190 A(/4,31l.:=-:Xf'(-i<I));
191 AI/4,4/) :=0; .
192 A ( I <I_ ~ 51 ) : :.::-f. P i·i 1 ':'!, I l « C i"iZ+ E ~ -n ,;:~\T2 ,;,S [AZ:
193 r~( Ilf , 61 ) : :::[ p 1'11 ,;, f': T 20:' C. IJ: (' + E: f) /"11 :;'t.! I l ,;, S ,"12 ;
1 94 IX ( I/I , 7 I ) : =:: 1\1I I 1 ::'(\Tl';' C :'-'\? + t j'J hl ,;,b L:: :;,S :'I/' ;
195 (I (14 ,(~/): =-f::"I·,l':'t',-I:?·:'C,<:'+l:,\II"ll::q-~ll:;'SI·i;~;
196 A(/5,1/) :.=1;
197 (.\(/:)!2/)::::,J;
1 9 d 1\ ( I '.. , :31 ) : =; 1 ;
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\$r ALGUL co~rILER OF DtL~T,REL~ASË UF 1/10/1973

1('01,
200
201
20?
203
204
2() iS
206
2en
208
209
210
211
212
213
21Ll-

215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228

!\ (/5 r 4/) :=0 ;
,L\(/5,,)/):=1;
1\(/5,6/):=0;
/.\(/5,7/):=1;
~\(/5,ij/):=Ü;
b{/6,1/):=O;
t.,(/6,Z/) :=1;
1\(/6,3/) :=0;
l!,(/6,4/):=1;
{\(/6,5/) :=0;
A(/6,6/):=1;
/1,,(/6,7/):=0;
1~(/6,P,/):=1;
,\(/7,1/}:=2;
A(/7,2/):=O;
L\ ( /7,3/ ) :=2 ;
,U/7,4/):=O;
A(/7,S/):=BTl*HT1-RT2*BT2+1;
A(/7,6/):=-Z*BT1*8T2;
1\(/7,7/):=8T1*BTl-812*6T2+1;
A(/7,8/):=-Z*STl*aT2;
1l(/>8,1/):=0;
~\(/S,2/):=2;
A(/R,3/):=O;
A(/8!4/):=2;
A(/8,5/):=2*5T1*BT2;
A(/8,6/):=BT1*3T1-B12*3T2+1;
A(/8,7/):=2*BT1*ST2;
1\(/S,8/):=BT1*ST1-BT2*dT2+1;

I

22.':3
228 INVGAU(A,B,'-12,EINUE);
229
229 A1:=-A(/1,6/);
230 A2:=-A(/Z,6/);
231
231 61:=-1\(/3,6/);
232 B2:=-A(/4,6/);
233
233 Cl:=-A(/5,6/);
234 C2:=-I\(/6,6/);
235
235 01:=-A(/7,6/);
236 U2:=-I\(/8,6/);
237
237 RE:=A2-B2+2*ALFAl*K/(RO*C)*(AI-B1+BTl*CI-BT2*C2-BTI*Dl+BT2*OZ)
238 +2*AlFA2*K/(RU*C)*(-A2+B2-HT2*CI-BT1*C2+BT2*Ul+~Tl*02};
238 IM:=-Al+él+2*ALFA1*K/(RU*C)*(A2-B2+H12*Cl+bTl*CZ-RTZ*U1-S'fl*D21
2 39 +2 ':' t\L F [1,2':'K / ( q_! ) ,;, C ),;,(A 1 - B 1+ BTI':'C 1 - B T2 ,;,C2 - BT 1q) 1+ [)T 2 ':'u2 I ;
2 :3 9 C P Z Z : =- s ()R T ( RE';' R l~+ Hl ':' I jij ) ;

240 I IF I RE> 0 I TH E j\J I F lP: = l\Re T r~Î\j ( Ir'1/ K E )+ fl I·IeL S E I
2 L, 3 ' H E. G I I\! I I !F I I 1'-1>C) , TH t: I\), ~ I~ := li.RCT1\ (\I ( 11'1/ RE) +2':'PIIEL S I: I
247 FIP:=ARCTAN(IG/REI
24[3 , Er-,jI) I ;
2~9 CEl:=ü.5*CPZZ*SIN(FIP);
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2 5 Cl r::;'J V ; = - ;\i·i P ,_,;,P.I·/IP L ,;,C::C,;,C:~< ,;,1<:;,CEl ,;,'ti (1/Gt i'l ;;q-j :;,9 • b 1 ) : I C l)r/IIJII: i,1 T ' Ij IJ IJ i<. DU IS;
251 FIX(1,2,5,C);
2~?
253
25 <'j.
255
2:56

FIX( 1 ,8,5,K.);
~IX(1,lO,8,CPZZ):
rIX(1,8,51FlfJ) ;
FLCJ (1, '5,2, ENV);
FIX(1,5,4,CE1) ;
F I X ( 1 ,2 , 3 , C :;,R. 0 / ( i'JV I ::'K ) ) ;
I (;(J TI]' S HJ P ;
tI,·JDE:
CW TS T R Hl G ( 1 , , ( , PI \f ERS It r'ÎA TK IX GES TRtIr~U I ) I ) ;

STOP:
I i\j I ,'H E GE Q. ( 0 , X ) ;

257
258
259
259
261
ZAl
ZA 3
2 '5

I I F I X=l' THEf\) I' Gene! I HER_HAAL;

266
PLI.Gt= ( 1 1 ;
I t !\![) I

::~ K :»< S F (JUiW
J - T I :vîl~ US E 0 F 0 R C LJ i iP I U\ T IlJ,\):




