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1. Inleiding.

.

Het doel van dit onderzoek is het vinden van een verkla-
ring voor de invloed van relatief dunne lagen afzettin-
gen op de transportkapaciteit van leidingen. Grote ener-
gieverliezen in watertransportleidingen, waarsclﬁjn]ijk
veroorzaakt door plastische afzettingen aan de binnen-
zijde van de buis worden in e/en groot aantal publikaties
beschreven., Slechts van twee gevallen steat vast dat de
plastische laag een ribbelvormig oppervlak had, en wel
de Ecker Fernwasserleitung en de Bévercé-transportlei-
ding. Aan beide leidingen is reeds tamelijk wat onder-
zoek gedaan om het Yerschijnsel te verklaren.



1.1 Voorbeelden.

.

Ecker Fernwasserleitung (West Duitsland)

Een buis met een bimnendiamcter van 0.5 m vertoonde na
drie jaar gebruik een afname van 43 % van de transport—
kapaciteit, De buis, voorzien zan de binnenzijde van

een laag bitumenisolering ven 2 mn, vertoonde een afzet-
ting van gemiddeld 0,7 mn dikte, Deze plastische afzet-
ting vertoonde een ribbelstructuur. De ribbellengte va-
rieerde van 3 tot 8 mm, terwijl de gemiddelde hoogte

van de ribbels circa 0,7 mm bedroeg. Schijnbaar had dit
laagje de weerstandsfaktor uit de formule van Darcy-Weis-
bach vergroot van 0,012 tot 0,048 bij de aanwezige ge-
middelde snelheid van 1.75 m/¢ en het verval van 12,5 X 10™2,
Deze wordt bepaald met behulp van de onderstaande for-
male:

£ = 2.2.Db
;2
414 \ .
a figour 1.1 Snelheids-
L v verdeling ven de dimen~
TV sieloze afstand tot de
1.0 wand van de buis,
a = meting aan de buis
met afzetting.
0.5 b = meting aan gereinigde
buis,
(6]
0 5

— Y/db ’
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Bévercé transportleiding (Belgié)

zie ook Schlag & Simons en Thibessard.

De br;zis met een binnendiameter van 1,96 m vertoonde na
een gebruik van 17 jaar een afzetting met een dikte van
12 - 17 mm, Ook hier vertoonde de afzetting ribbels,
De ribbellengte variéerde van 20 tot 500 mm, met cen
gemiddelde van 110 mm., De hoogte van de ribbels bedroeg
2 tot 6 mm, gemiddeld 3.5 m. De weerstandsfaktor ver-
minderde na schoommaken van 0,030 tot 0.016 bij een ge-
middelde snelheid van 1 m/s. Een bijzonderheid was dat
de afzetting niet homogeen was, maar een duidelijke ge~
laagdheid aanwezig was.

Bij beide leidingen bleek het niet mogelijk de mechani-
sche eigenschappen van de afzettingen te bepalen, Bij
droog zetten van de leidingen droogde het materiaal snel
uit waardoor de eigenschappen veranderden. Bij verdere
droging verviel het materiaal zelfs tot stof.,



1.2 Reeds uitgevoerd onderzoek,

Dit onderzoek is een voortzetting van dat van Klaassen.
In zijn verslag is allereerst een overzicht gegeven van
alle publikaties die het verschijnsel beschrijven. Hij
geeft een korte samenvatting van de resultaten van het
onderzoek naar de chemische samenstelling van de plas-
tische laag. Verder wordt de waarschijnlijke oorzaak
van het neerslezan van deze afzetting gegeven. De nodige
aandacht is ook besteed aan het onderzoek dat tot nu
toe is uitgevoerd met betrekking tot plastische afzet-
tingen in buizen en aan hun invloed op de afvoerkapaci-

teit van buisleidingen.

e e e s e g

Gessner bekeken, waarbij een poging het grote verval te
verklaren uit de vorm van de ribbels niet erg succesvol
was, Vervolgens wordt een artikel van Koltorff bespro-
ken, gebaseerd op een theorie die een verklaring probeert
te geven van zandribbels in alluviale rivieren, waarbij
de resultaten van deze theorie worden toegepast op de
'ribbelachtige afzettingen zoals die in een aantal pijp-
leidingen zijn aangetroffen., De nodige bezwaren worden
tegen het artikel ingebracht, zoals de gelaagdheid, die

gevonden is bij de Bévercé leiding,

Uit dit reeds uitgevoerde onderzoek wordt de konklusie
getrokken dat slechts een deel van het grote verval dat
bij de.verschillende watertransportleidingen is gekon-
stateerd, verklaard kan worden uit de bijzondere vorm
van de ribbels in de slijulaag.

Aan het onderzoek dat in de rest van het rapport van
Klaassen beschreven wordt ligt de veronderstelling ten
grondslag dat het energieverlies niet alleen plaats vindt

in het water, maar dat ook een deel van de energie ver-



loren gaat in de slijmerige afzetting. Doordat de slijm-
laag in golvende beweging zou komen, kan energic in de
laag worden gedissipeerd door viskositeitseffecten. De
energieoverdracht van water naar afzetting zou voorname-
1ijk door normale drukkrachten tot stand worden gebracht,
In beschouwing 2zijn golven genomen die zich met een be-
paalde snelheid in de richting van de hoofdstroom ver-
plaatsen, ,
Ondanks het feit dat de afzetting waarschijnlijk een
niet-liewtons gedrag vertoont, wordt in de rest van het
verslag aangenomen dat de afzetting een Newtons gedrag
heeft, daar dit de enige mogelijkheid is om een idee
te krijgen van de optredende verschijnselen.

In het verdere van 2zijn verslag is geprobeerd een the-
orethische beschrijving te geven van zowel water als
afzetting.

Wat betreft de beweging van het water is van de aanna-

me uitgegaan dat de snelheid onafhankelijk is van de

" hoogte. Voorts is de viskositeit en de samendrukbaarheid
van het water nul verondersteld., Bij deze afleiding blijkt
er geen energie-overdracht gevonden te worden. Vervolgens
wordt een vergelijking gemaakt met het ontstaan van wind-
golven, veroorzaakt door over water stromende lucht.

Een goede beschrijving hiervan geeft de theorie van I-_i__i}g_s_,
de zogenaamde ,shear flow theory", die later experimen-
teel bévestigd is. Miles neemt aan dat het zee-oppervlak
reeds gegolfd is en onderzocht dan of energie~overdracht
plaats kan vinden, De samendrukbaarheid en de viskosi-
teit van de lucht worden nul gesteld, terwijl aangenomen
is dat een bepaald snelheidsprofiel zich heeft ingesteld,
Toepassing van deze theorie op het onderhavige probleem
zou moeten witwijzen in hoeverre deze van toepassing is

op de golfvorming tussen water en een viskeuze afzetting.



Teneinde een beschrijving te geven van de beweging van

de afzetting is aangenomen dat het materiasl onsamendruk-
baar is en een viskeus gedrag heeft. Een uitdrukking wordt
afgeleid voor de druk op het grensvlak tussen water en
afzetting en voor de hoeveelheid energie die in een vis-
keuze vloeistof wordt gedissipeerd als in het grensvlak
een sinusoidale verstoring optreedt.

Om de ontwikkelde theorie te testen zijn enige experimen-
ten uitgevoerd. In de proefopstelling kon de stroming van
water over een iets dichtere en aanzienlijk meer viskeuze
vloeistof worden bestudeerd. De resultaten van de proeven
tonen aan dat op het grensvliak tussen een laag viskeuze
olie en er langs stromend water golfvormige verstoringen
kunnen optreden., Dit heeft een duidelijk konstateerbaar
groter verval tot gevolg.

Het blijkt niet mogelijk om het gemeten extra verval,
veroorzaakt door een dergelijke viskeuze vloeistof, ge-
heel te verklaren met behulp van het opgezette model,

| Ook door Lindeyer zijn proeven gedaan met betrekking tot
energie-overdracht van water naar een afzetting waarbi]
op het grensvlak een golfvormige verstoring ontstond.
Hij nem voor de afzetting een visko-elastisch materiaal.
Daarbij is geen wiskundig model opgesteld, maar is de
energiedissipatie in de afzetting op empirische wijze
bepaald.,
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Nadere preciesering van het doel van dit onderzoek.

(1)

(2)

(2)

Een beschrijving geven van de beweging van het water
uitgaande van de theorie van liiles,

Een beschrijving geven van ecen visko-elastische af-
zetting. Hierin light het model van de viskeuze af-
zetting van Klaassen besloten als de elasticiteit
eruit geélimineerd wordt. Daarbij komt naar voren
dat een rekenfout in het verslag van Klaassen tot
gevolg had dat de met behulp van dit model bereken~

"de verliezen te laag uitkwamen.

Het aan elkaar knopen van de modellen van water en
afzetting, om te komen tot een verband tussen voort-
plantingssnelheid en de lengte van de golven die '
optreden in het grensvlak.
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2, Beweging van het water,

s

2.1 Inleiding,

Uitgaende van de ,shear flow theory" van liles wordt

een beschrijving gegeven van de beweging van het water.
Het verwaarlozen van enkele termen levert de gewenste
vereenvoudiging op. Dit 1eidt/ tot de zogenaomde niet-
viskeuze Orr-Sommerfeld vergelijking. De randvoorwaarde
aan de wand is dezelfde als bij Miles, de tweede echter
niet, liles legt deze namelijk op oneindig, terwijl die
in dit geval uit symmetrie-overwegingen gelegd wordt ter
plaatse van de as van de buis. De gevonden bewegingsver-
geli jking wordt numeriek uitgewerkt zoals dit gebeurd

is door Conte & Miles voor de lucht, terwijl niet 3 priori
een. verband wordt aangenomen tussen voortplantingssnelheid
en golflengte van de verstoring in het grensvlak,

In eerste instantie wordt uitgegaan van een parabolisch
snelheidsprofiel, Later wordt de berekening nogmaals
uitgevoerd, maar dan voor een logaritmische snelheids-

- verdeling., ‘Hiermee wordt in eerste instantie geprobeerd
de snelheidsverdeling, zozls gemeten bij de Ecker leiding
te benaderen.
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2,2 Theoretische beschrijving van de beweging van het water.

Aangezien zowel ribbelhoogte als dikte van de afzetting
klein zijn ten opzichte van de pijpdiameter; 1ijit het
voldoende om een tweedimensionaal stroombeeld te beschou-
wen, Als referentie-systeem wordt asngenomen een x-as

in het ongestoorde grensvlak terwijl de y-as loodrecht
op het grensvlak staat.

Het systeem is symmetrisch ten opzichte van de centrale
as van de buis op y = + h/2, Deze as nemen we aan als

de eerste grens van het model, De tweede grens wordt ge-

vormd door de buiswand op y = -~ d. (zie figuur 2.1)

YA
(SE—— S— . 5 % . s Y= h/Q e . —
' * =]
-
h/2 ?
—7
- %05 :
d y=-d > (|

figuur 2.1 Definitieschets van het beschouwde geval.
De oorsprong van het assenkruis is aangebracht

in het ongestoorde grensvlak.

Tengevolge van een drukverschil in de richting van de
positieve x-as, stroomt het water in de richting van
de positieve x-as, waarbij zich een snelheidsverdeling
U = U(y) heeft ingesteld., Ook op de afzetting wordt een
schuifspanning uitgeoefend, zodat ook de afzetting zal

bewegen, zij het met een aanzienlijk lagere snelheid.
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We nemen aan dat de dichtheid en de viskositeit konstant
zullen zijn en ongeveer gelijk aan deze waarden voor

gedestilleerd water:

py= 1000 kg/m3 (2.1a)

Y, = 1.6 %155 s (2.1Db)
De beweging van het water wordt beschreven door de ver-
gelijkingen van Navier-Stokes, die voor het aangenomen

assenstelsel en de hiervoor gedane veronderstellingen

luiden- _
U Su b
P35+Pu>x+PV>Y=— +F[51 ] (2,22)
b

psﬁpu +(>\/ 3\,— EEY‘ﬂL[%‘“ ‘5‘1 (2.2b)

en de massabalansvergeli jking:
U 2V
wxt ey = e (2.2¢)

Verstoringen in het grensvlak tussen water en afzetting
zullen in het systeem water-afzetting in elk punt klei-
ne variaties in horizontale en vertikale snelheid en

in druk vercorzaken (perturbaties). %o is de horizonta-

le snelheid in een willekeurig punt opgebouwd te denken

uit de volgende drie komponenten:

' (1) een konstante snelheid ﬁ, die ontstaat door middelen
van de horizontale snelheid over een langere tijd
(een tijd die lang is ten opzichte van de trillings-
tijd van de verstoring in het grensviak en van de
turbulente fluctuaties).

(2) een komponent u' die de turbulente beweging van het
water of van de afzetting in dat punt weergeeft.

(3) eeh komponent u ten gevolge van de verstoring in
het grensvlak.

Het zelfde geldt uiteraard voor de vertikale snelheid

en de druk in een willekeurig punt, waarbij opgemerkt

kan worden dat de door de keuze van het assenstelsel

als boven is gedaan, de eerste komponent V van de verti-
kale snelheid nul is.
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In formulevorm wordt het bovenstaande beschreven door:

U=0U+nu' +u . (2.3a)
P=P+p +p (2.3c)

De komponenten U+ ut* , v' en E’r p' bepalen het
stroombeeld indien geen verstoring in het grensvlak aan-
wezig is. Deze beweging zal verder worden aangeduid als
de hoofdstroom., De hoofdstroom moet dan voldoen aan de

Verge113 cingen (2 2), dus:
|
u

, V| u'+ IL .
Pae*PU 57 tpu'y *P TPV oy B
};P 7_:_9_ X owd B

=-2x T ox t P tp av“f‘ % (2.42)
v/ IBV '
Pae*P“S?*P“»x V'S
> rd i" '
ai %&‘"}*axz - oyz P9 (2.4b)
2’ !
kTt Ry TO. (2.4c)

Nu kunnen de vergeli jkingen voor de hoofdstroom (2,.4)

_afgetrokken worden van de vergelijkingen, die het stroom-

beeld van de verstoorde beweging beschrijven (2,2), na-
dat hierin de veronderstelling (2.3) over de gedaante
van U, V en P is gesubstitueerd, Dit levert de volgende

vergeli jkingen op:

—

W
f *‘Pu "’P‘l“ox*‘Pu bx*’P“ bx*l"’sz’" oy +
w
+P"b~(+/°" DY ?x P‘bxzﬂ*wz' (2.5a)
i Y v, v +praL
Pgﬁ P15‘x' :x a—ex,,f; ,av
_ﬂ_z*ﬁ'if‘”b’/ ”3" N (2.5b)
23
"L —
2K, Jl"a (2.5¢)
29 25

Om bovenstaande vergelijkingen te vereenvoudigen worden

nu twee aannamen gedaan, De eerste veronderstelling is
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dat de termen 4, 5, 8, 9 en 16, 17, 19 en 20, die de
wisselwerking aangeven tussen de turbulente fluctuaties

en de variaties in snelheid en druk, te verwzarlozen

zijn ten opzichte van de andere termen, Vergeli jken van
bijvoorbeeld term 2 en 5 toont aan dat in feite wordt
verondersteld dat de turbulente fluctuaties klein zijn
ten opzichte van de hoofdstroom., In de buurt van het
grensvlak water-afzetting is dit zeer dubieus, terwijl
ook op andere plaatsen in de vloeistof deze aanname niet
juist is, De verwaarlozing moet echter gedaan worden

om de vergelijkingen op te kunnen lossen.,

De tweede aanname is dat de variaties in de snelheid klein
zijn ten opzichte van de horizontale snelheid van de hoofd- ‘

stroom, dus:

u « U (2.6a)

v « U - (2.6b)
Door deze veronderstelling kan bijvoorbeeld term 3 ver-
waarloosd worden ten opzichte van term 2, Hetzelfde geldt

voor term 7 en voor de termen 15 en 18 ten opzichte van

term 14. De volvendc vcrfrell;ﬂcmgen worden dan verkregen:

2 2p
"Pu bx PV 5y = bx+I‘L[‘oxz+ Y (2.72)
¥y
Pl 3 (5 bv;-‘ (2.70)
%_‘- %‘{-{:o- (247¢)

Voorts wordt de viskositeit ven het water nul veronder-
steld. Zodat we overhouden voor de bewegingsvergelijkin-
gen betreffende een kleine perturbatie van een tweedi-

mensionaal stroombeeld U{y) in een niet-viskeuze en on-

samendrukbare vloeistof met dichtheid p:
plug+ Uuy + vUyy =-p (2.82)
PC Vt+u V) = — Py (2.8b)

Uy + W = 0 ’ (2.8¢)
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Hierin duiden de onderschriften t, x en y de parti€le
afgeleiden aan naar respektievelijk t, x en y.

Het probleem is nu teruggebracht tot het vinden van op-
lossingen, die voldoen aan (2,8) en die behoren bij een
bepaalde verstoring in het grensvlak tussen water en
afzetting, Voor de vorm van de verstoring wordt nu aan-

genomen:

ik (x-ct) ,
'r]:: a-e (2.9)

waarbij uiteindelijk alleen het reéle deel beschouwd

zal worden, Verondersteld is dat de verstoring periodiek
is in de tijd en in de x-richting. Hierin is k het golf-
getal en ¢ de voortplantingssnelheid van de verstoring.
Indien L de pgolflengte en T de periode is van de golf,
dan geldt het volgende verband (n is de frekwentie):

k= 3 (2.10a)

n= 2% (2.10b)
n

c= -1 (2.10¢c)

Verondersteld wordt verder dat u 5 vV en p dezelfde afhan-
kelijkheid van x en t zullen hebben als 1. et behulp
van scheiding van variabelen zijn u, v en p dan ook te

schrijven als:

Lk(x—ét) '
w = C_(z)- e ) (2.112)
' ] —ct)
v =) ek e (2.11b)
ik (x—ct) .
p = ?(2). e’ (2.11¢)

Aangerzien fase-verschuiving ten opzichte van de versto-
ring M waarschijnlijk is zullen de amplituden ﬁ, ¥ en
ﬁ in het algemeen ook een imaginair deél bevatten.

De perturbatiedruk bevat in het algemene geval naast
een periodiek deel ook een lineair deel:

k cx—cb)
p=pe + Cpo X (2.12)

Maar bij het afleiden van de bewegingsvergeli jkingen

(2,8) zijn de kwadratische termen verwaarloosd. In dit
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gelineariseerde geval zal Ci = 0 aangezien de energie-

overdracht kwadratisch is,

Verder wordt nu de oplossingsmethode gevolgd., zoals dat
ook is gedaan door Miles,
Nu wordt een stroomfunitie ¢ geintroduceerd, dic gede-

finieerd wordt door:
u= - Py ‘ (2.13a)

zodat ook (p dezelfde afhankelijk van x en t heeft als .,
Invullen van deze vergelijkingen in (2.8) levert het vol-

gende op:
P[(U—-C) Gy —-UY(}/T] =p (2.14a)
pkz(U—C)qJ=PY - (2.14Db)

Nadat (2.142) éénmeal naar y is gedifferentieerd gaan

deze vergeli jkingen er als volgh uitzien:

P[(J"‘C) (PYY-— GYY(‘P J-= Py (2.152)
pk? (U= <) qz' = Py (2.15b)

Door deze vergelijkingen van elkaar af te trekken wordt
p hieruit geélimineerd. We houden dan de volgende ver-

geli jking over:

Vergelijking (2,16) is de niet-viskeuze vorm van de be-
kende Orr-Sommerfeld vergelijking. Opgemerkt dient te
worden dat het weglaten van de viskeuze termen aanlei-
ding geeft tot een singulariteit voor U= c.

De oplossing wordt wat gemakkelijker te hanteren indien
overgegaan wordt op een assenstelsel dat met een snel-
heid ¢ met de verstoring meebeweegt, Tevens wordt gebruik
gemaakt van de dimensieloze variabelen z, W en 4> die

gedefinieerd worden door de volgende vergelijkingen:

Btk cimmyan o N JGT
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z=ky (2.17a)
‘U-c = Uy w(z) (24170)
G () =Uq- ¢ mxt) (2.17¢)
.De differentia~l-vergelijking (2.,16) gaat dan over in:
2 2
. d dw
w(gfa —f) - (FR)¢=° (2.18)

De randvoorwaarden waaraan ¢’moet voldoen worden bepaald
door het feit dat het grensvlak een stroomlijn moet zijn
en door de symmetrie,

De eerste randvoorwaarde wordt verkregen door te eisen
dat de horizontale komponent van de perturbatie-snelheid

moet voldoen aan:

’a .
v:%n,__ + ugq'l ' (2.19)

In het gelineariseerde geval veronderstellen we u = U
Opgenerkt wordt dat deze benadering veronderstelt dat
de golfhoogte klein is ten opzichte van de golflengte
(dus a/L 1 of strenger ka 1 ). We kummen dan schrij-

ven voor (2,19):
2 7o

-
Dit is met behulp van de dimensieloze variabelen volgens
(2.17) te schrijven als:

ik-Ug--m =~ tkem + U ik (2.21)
Zodat de eerste randvoorwaarde wordt:

B, =W, (2.22)

wazrbij het mil-ondreschrift inhoudt z = Zgs
Uit symmetrie overweging moet voor y =y (het midden

van de buis) het volgende gelden:
V=0 of P, =0 ' (2.23a,b)
Met behulp van de dimensieloze variabelen wordt dit:

Uy¢-tk-m=0  voor z=z,, (2.24)
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Aangezien dit moet gelden op ieder tijdstip op iedere
placts waayr 2z = o kan dit ock geschreven worden als:
5 ‘4
$=0 Voor z=Zp (2.25)

De perturbatiedruk volgt vit (2.8a):

p(ub+gux+vay‘)=—Px (2.26)
Na overgang op de dimensieloze grootheden wordt dit:

ui-tlfp- <¢j§ ~w‘§%\q=~&-p (2.27a)

p= - u%kp-( Fw - w ¢ )m (2.27b)

De druX op het grensvliak tussen water en afzetting wordt

dus gegeven door:
2 ) ; Wk (x-ct)

Hier impliceert het onderschrift weer 2 = Zye Aangezign
op het grensvlak moet gelden dat 5% =W, volgens (2.22)

mogen we dit dus ook schrijven als:

itk (x—ct)

p=—Uikpw,(w-¢ )o ae’ . (2.29)
De resulterende perturbatiedruk op de wand is dus gege~
ven door;
' ) g ik (x-<®
p= <o<+¢(5)pu1l<ae ; (2.30)
waarin

dé clw>

«tif= w(Jz ~ dz/, (2.31)
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2.3 Imerieke intezratie van de niet-viskeuze Orr-Sommerfeld

vergeli jking voor<parabolisch snelheidsprofiel.,

.

We hebben dus te doen met de voigende vergeli jking:

% ~) — (Cl 5)P =0 (< 2<2y) (2.32)

Terwijl de randvoorwaarden zijn:
/
¢o = WO (Z:"Zo) (20338')
¢ =o (z=2;)  (2.33b)

Om dit probleem op te lossen is het tevens noodzakelijk
dat we w(z) expliciet kennen, De integratieweg in (2,32)
moet gekozen worden boven of onder de singulariteit in

z =%, , vear w(zc) = 0 , en deze keus bepaalt het te-
ken van [3. Deze moeilijke en beslissende vraag is in
detail behandeld door Lin (1955, § 4.3 en ch, 8) en hier
wordt alleen vermeld de konklusie dat de integratiewveg
gekozen moet worden onder de singulariteit.

Er bestaat slechts één analytische oplossing 9%== O(w)

in de omgeving van de singulariteit., De tweede, lineair
-onafhankelijke oplossing heeft daar een logarithmisch

vertakkingspunt en kan worden geschreveﬁ als:

b= & logw + ¢y (2.34)

waarin 4% analytisch is en O(1) in de omgeving van w = 0,
en voldoet aan de inhomogene differentiaalvergelijking
bepaald door (2.32) en (2.34).

De te volgen oplossingsmethode zal 2zijn eerst successie-
velijk ¢ en ¢% op te lossen en daarna q% en 4% zo Samen

te voegen dat voldaan is aan de randvoorwaarden (2.33a,b)
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We zullen « en f3 bepalen voor het parabolische snel-

heidsproficl:
' 2
Uly) =a-by _ (2.35)

Na overgang op dimensieloze variabelen kunnen we dan
schrijven voor w:

2

w(z) =A -8Bz (2.36)

> . . P4
waarin de dimensieloze konstanten A en B de volgende

waarden hebben:

A

(a-c) /U, (2.372)

B=b/ (U, ) (2.370)

Allereerst wordt bekeken waaraan a , b en U1 moeten

voldoen (zie ook figuur 2.2 ).

(2.38a)

voor y=*+h moet U(y) =0
voor y =0 moet U(y) = Voo (2.38b)
Hieruit kunnen we ogenblikkeli jk afleiden dat
a/b = h (2.39)
a = Voo (2.402)
- b B - / B (2.40b)

~ We mogen U1 vrij kiezen, daa:’om nemen we die waarde die

ons het beste uitkomt:

U1 = 1 mn/s (2.40c)

Resumerend kunnen we dan voor A en B schrijven:

A= (vm&{ -c) /1 n/s | (2.41&1)
B=v__/ (k% h% 1 m/s) (2.41Db)



22

/////////////////////Y.’\/——

Y-as z=z, : b F
Z-as
' L U
' h
i . e o — ._.__.__....._\/50
; _1_w(z)xU4
|
Z==7 a
TJ77 777777777 /77 //C// 2T //Y",\}: X

7

b

figuur 2.2 Parabolisch snelheidsprofiel in de buis met
de plaats van de singulariteiten,

we lossen het probleem op voor die helft van de buis
waar y negatief is. De singulariteit verschijnt dan voor
2= =2 . We gaan uit van de volgende differentiaalverge-

1i jkings 2
W(Z—Zéi ?s) - (32234’-—0 (2-42)

Er ontstaat dan een singulariteit voor z = ~Z,s Waarvoor

geldt: ‘

& =B zi =0 (2.43)

zodat gevonden wordt voor Zy

AR - |
z, =\/5 (2.44)

We kunnen voor w dan ook het volgende schrijven:

wz) =B (F-2°) =8 (32 ~2") (2.45)
We merken op dat |

dw _ 2B 6

dz2 = = (2.46)

Zodat voor de differentiaalvergelijking (2.42) geschre-
ven kan worde*x-

B(z% z)(dzz $) +2Bd=o0 (2.47)
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Hieruit kan B worden geéliminecerd door deling. Anders
gerangschikt wordt de vergelijking dan:

o 2.4

(2 —2) qé + (27 +2)4 =0 (2.48)
We gaan nu over van z-codrdinaat op g-codrdinaat volgens:

Z+ 2, =q of z=q -2, (2.49)

De berekening is wat eenvoudiger uit te voeren op deze
wijze omdat de singulariteit nu verschijnt voor q = O.
De differentiaalvergelijking kan dan worden geschreven

4.

_q((i_zzc>daz -+ (q:Z—ZZCCl_+2)¢=O (2.50)

als:

Definieer R en 5 als volgt:

]

R(q)
S(q)

Dan kan voor (2.50) geschreven worden: ,
F (& 2¢52
L4= REE + S¢- (2.52)

De operator L is hierdoor tevens bepaald. De g-as is dus

~qla-22) (2.51a)

qz -,Zc q+ 2 (2.51b)

1t

gedefinieerd als de reéle as behalve in de omgeving van

'q = 0 , waar de integratieweg genomen moet worden onder

de singulariteit.
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Nadere bepaling van de te volgen oplossingsmethode:

—

daarvoor moeten we dus:

(a) (2.32) oplossen voor de analythische oplossing <}51 .

(b) (2.34) substitueren in (2.32) en uit de resulteren-
de vergeli jking 5153 oplossen,

(c) 951 en 423 z6 kombineren dat voldaan is aan de rand-
voorwaarden (2.32a,b). - -

(d) o en 3 bepalen met behulp van (2,.31).

Om de numerieke integratie te kunnen starten moéten we
eerst weg komen van de singulariteit, Daarvoor hebben

we twee reeksontwikkelingen nodig (lineair onafhankelijk).
We schrijven daartoe 95 in de vorm van een machtrecks,
waarna deze gesubstitueerd wordt in de vergeli jking waar-
aan voldaan moet worden., Daarna kunnen de coéffici@énten
van de machtrecks bepaald worden.

De eerste, analytische oplossing verkrijgen we als volgt:
Stel 951 is te schrijven als:

- 2 3 4 5 6 n
¢1 - ao"’al(% +8.2q +a3q +a4q +asq +a6q +ooo+anq +..o(2053)

' Zodat we voor de tweede afgeleide vinden:

3

" 2 4 g
45,, = 232+6a3q+12§4q +2035q +30a6q *eee (2.54)

Invulling van de machtreeks voor 95,, en ¢ in (2,50) geeft:

3"‘308.6(14*‘ es o )+

+( q2-220q+2) (a *a, cr‘azqz*?ajq3 *a4q4+a 5q5 +eee)=0 (2,55)

2
-q( q-ZZc) ( 22+ 6a 3q+1 2a3q +20a 54

Dit moet gelden voor alle q {§ zodat alle coéfficiénten

1

voor respektieveli jk qo, q q2,' «ee alle nul moeten

zijn. Dit levert de volgende vergelijkingen op:

q s 2ao =0 (2.56a)
1, -

q -2zcao+2a1+4zca2 = 0 (2.56b)
2, ) - P

q s ::10--2263.‘+2a12--2az+1cha3 0 (2,56¢)
3

Qs 31—2an2+233-6a3+24zca4 =0 (2.56d)
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40 D e = -/
q s a2-2&CaB+2a4 12a4+4Ozca5 0 (2.56e)
5- . = >
qQ”: a3—220a4+2a5-20a5+60zca6 0 (2.56f)

e‘l;C.....

Uit (2.562) volgt ay = 0. Indien we mu voor a; =1 ne-
men dan volgt uit (2.56b) dat a, = - 1/(220). Uit (2.56¢)
volgt dan a

a

3¢ Op deze manier kunnen respektieveli jk 3,

5 en ag gevonden worden, We vinden op deze vijze de

volgende waarden voor de coéfficiénten van de machtreeks:

a, =0 - (2457)
a, =1 (2.57b)
32 = 'é-;- (2.&70)
C
ay = .16 : (2.57d)
3-4 = s '1%2— (20570)
[+
1 1
ap = = — (2.57f)
2 120 720z§
ag = = = — (2.578)

108002z 240023
. Cc A Cc

e hebben dus de volgende reeksontwikkeling gevonden

voor ?54:
i 2 1 3 1 4 1 1 5
=q-5—q +7q -T5a * 55 - ) a” +
9‘4 2a 4 182 120 7zoz§
¢ (m B L L (2.58)
108OOzc 2400zc

waarbij de reeks zé genormaliseerd is dat 129(1 als 450.
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On de tweede reeks te vinden maken we gebruik van de
volgende veronderstelling (in verband met het logarith-

mische vertakkingspunt)s

4’2:‘ 4’4 log q + &4 ‘ ' (2.59)

Door differentiéren vinden we de eerste en de tweecde

afgeleide: :
e o 3‘75’ oga + 5% 4 4G (2.60)
32753 2 C’[ 4 2
Aﬁ, 3% Loa 14- 3—? 4 -q: Jé__ ¢ ( .61)
Indien we dit invullen in (2.52) krijgen we:
4 |
Rda_i + S?‘z =0 (2062)

R bgq She 291 10 S(@logat d)eo (2,69
%ig'?é%! 489‘4 _'_iRJGb; +S¢J§+R§‘Z€Jﬂ % =0(2,64)

1dg "¢
lbgq-L ¢ + Ly = -REG ;‘é{*;{z‘m- (2.65)

Aangezien L%:O wordt dit:

Lt/,,-—R{;éﬁ’ T Ht. (2.66)

'793 wordt weer in de vorm van een machtreeks geschreven
met coéffiénten bo, b1, cesy bn, ceet

- 2 3 4 5 6 n
¢3 - bo+b1q+b2q +b3q +b,q +b5q *begteeatb gt (2.67)
Voor de tweede afgeleide wordt dan gevonden:

3

& = 2b2+6b3q+12b4q2+20b5q +30bg q*+... (2.68)

Voor ¢, hadden we reeds gevonden:

4.3 1 1 1 5
‘?5 q- zzc‘j,’féi csz 3+(1zo 720zc7)9.
é
~<108002 2./{00 z3 >‘3. ¥ ua (2.69)

Door. (2.69) te difi‘erenti’éren vinden we # :

1 <
¢4 1“?9- 29. 923."'(2/-{ 1‘1‘{22)9. 180025 40°z’>)9. e (12.770)
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Zodat nu voor de inhomogene differentiaalvergeld jking

(2.66) geschreven kan worden:

~q.(q-22)(2b,y16b,q+ 1254f42055q3430b6q"+ L)

, wr o (2,71)
45 (q__zzccl+2)dgo+|:ﬁ_+ bqurbsq + b,,(f +bsg+...3+

-q (ﬁ -—'22‘,_35 s0-% 9_ 2 q 24— K4 é)g (l$ooz 40023 & J+

”;?fi‘é‘l*gq 1$29 G 775—?)9- (Ioeoazc 140023)3* J}"

Het fcit dat de codfficidnten voor respektievelijk q°,
q1 ’ q2 ’ q3 s etc. nul moeten zijn levert een aantal ver-
gelijkingen op waaruit dan achtereenvolgens bo, b1 » b2 R

etc., volgen,

9" 2br4z,-22,=0 : (2,72a)
q': -2z 12bpazby2-th1az0 (2472b)
iz" ~zbz4qzzcb3+bo~2zcb44zb AL zz -42.:0 (2.72¢)
q: ~ébs1zqzcb4+b,—225524263-1-—4é*é’w . (2.72d)
.qﬁ -12L4+4ozcbs+bz-2zcb3+zb4+ + (37~ 32365 ®Z e 35%) (2.72¢)
q ~20bsbog byeby-2zby2bt 1‘2*7?41}) "i50 1oozg)+(w ;zog)"{svoo 12594_2) 0(2,721)

Uit (2.72a) volgt rechtstreeks dat by = - % We kunnen
b1 vrij kiezen, Neecm dan b1 = 0, zodat ¢3 geen veelvoud
van ¢ bevat. Uit de audere vergelijkingen (2,72) zijn
bz, bj’ b4, etec. te berekenen, Dit levert dan op:

Lo: -Z¢ (2.73a)
b= o | (2.73D)
b, = -1;: 2 + :;:C | (2.73¢)
by= -fg - 32 | (2.734)

. - I : -
4t~ Yozt ggp Vel
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1 1 4
55‘"2‘2?’2%5{3'1%2(4 (2.73¢)

Y Ze 13333 3 + o o
bo = = 526 " izieem 7, Trooerd | GHSZS (2.735)

Dit alles resulteert in de volgende reeksontwikkeling

voor H
61 4
P =2+ 524239+ Cig 322)7* 241 7322, qsz})‘l*
109 __
"‘('225‘ 21, 69022 1422(_‘/)1 + (2.74)

Ze_ 13.333 1o\ 5
+ ( 720 1.610.000Z, = bYo Z;g ) 1

waarbij g% zé genormzliseerd is dat zij geen lineaire
veelvoud bevat van 954 .

De algemene oplossing van (2,50) is dan:

¢=E¢ +F¢ (2.75)
wéa.i‘in E en F konstanten zijn en z6 gekozen moeten wor-
den dat voldaan is aan de randvoorwaarden (2.33z,b).
De vergelijkingen waaruit E en F bepaald moeten worden
zijn:

¢
E¢,c9)+ Fdeqa)=w, (2.762)
E ¢, + Féap=o (2.76b)

waai‘Lij 9y en Gy de g-~codrdinaten aange%ren voor respek-
tievelijk de wand en het midden van de buis.
Hierbij geldt dat:

qp = 7, - keh /2 | \2.7%a)

4y = 2, ' -~ (2477D)
Verder wordt opgemerkt dat | ‘

¢, log a+ ¢ (q#0) (2.59)

Alvorens verder te gaan moet eerst de definitie van een
logarithme van een complex‘getal voor ogen staan, Deze
Juidt als volgt:

log x = log|x] + L.arg(x) T (2.78)
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Zodat we kunnen schrijven voor g resdel en qro:

log q = legcgd (4>2) (2.79)
waarbij we log(q) regel gekozen hebben voor q reécl en

avo.

Tlmcl

figour 2,3 Integratieweg verloopt onder de

singulariteit voor q = 0,

+ -
Als q >0en reéel en q<o en reéel dan kunnen we schrijven
(zie ook figuur 2,3):

arg(q) = arq(q") -7 (2.80)
Aangezien we log( q+) reéel hebven gekozen moet dus

argla’) = 0 » zodat voor g<o gevonden wordt:

log g9 = log(-q)-tt  (g<e) (2.61)
Resumerend kan dan voor ¢, geschreven worden:

¢,= ¢ logg) + 44 (q>0) (2,82)

&, = ¢ loglq) + ¢, - i, (g <o) (2.82b)

Terug Lkomend op het probleem om E en F te vinden wordt
opgemerkt dat- deze konstanten in het algemeen komplex
zullen zijn. Om het probleem verder te ontrafelen wor-
den deze konstanten gesplitst in een retel en een ima-

ginair deel:
E=F4+4 L2 (2.832)
F = F4 + (.—FQ " ’ (2083b)
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Randvoorwaarde (2.75a) is dan te schrijven als:

(rekening houdend met q O( o)

.(E4+L Ez§¢§(9034(ﬂ+t&)¢zcgo\=wo (2.84)
of: (Eq4iEq)ehy(q) +(Fy+iF) (d3-L dg)=tlg (2.85)
waarin: oa= ¢ (q)log(-q) + #3(a,) - (2.86)
en: &g= TC b (q ) (2.87)
Voor de reéle delen geldt dan:
(1) E4dy(q) + %3F +ag f =w, (2.88)
En voor de imaginaire delen:
(11) E2 gy(q) + va Fa~ g Fy= 0 | (2.86b)
Ondat q 50 is randvooriearde (2.75b) te sehrijven als:
(Es+ib) by + (Bt iR) dlay)=c (2.89)
of:  (Eg+iEDdy g )+ (FitiR)( @ )loald )+ $,@q,))0(2.90)
of: E4t by ¢ Ny (FH4LR) =0 (2.91)
waarin: Ky = L°3 (q,) + ﬁg;’:{; (2492)

Voor de reéle delen geldt dan:
(III) E4 + ay F =0 (2.93a)
En voor de imaginaire delen:.
(IV) E, + Xy ks =e , (2493b)

Uit de vergelijkingen (I)...(IV) worden daarna E, Ez,
F1 en F2 opgelost, Het resultaat daarvan kan als volgt

worden ‘samengevat:

0(4 Q’éWo

Eo] = —p (2.94a)
£y s "“f"g‘"’_o (2.94b)
Fa = — M.Q 2; 4

4 = (2.94¢c)
Fp= %BWo (2.944)



Hierin is dan: o = 454 (qo\ Xy - A3 (2.95a)

2 2
en: D = oy + Xga (2.95b)

Vervolgens worden dan & en [ berekend., Volgens (2,31) is:

O(‘f'i,{?): wo(i.é.—g—?jzo (2.31)

Om bij de tweede term te beginnen hebben we de bérekening

van 9& uitgevoerd voor het parabolische snelheidsprofiel:

=h-B32° (2.36)
zodat we nu kunnen schrijven voor a—‘—"—’
31;-/- = -2 Bz (2'96)
uitgedrukt in dimensieloze varizbelen wordt dit:
aw
Zodat de tweede term van (2.31) nu wordt:
dw) _
“"’(Q?o = 2w, B(q -2 (2.98)

Voor de tweede term moeten we de afgeleide van 4) vinden.

Voor 75 hadden we gevonden: -

b= E 4,51 + F ¢, (2.75)
‘Voor q<o kan dit geschreven worden als:
§ = Edy + Flhlog-q)+dy-ircdy) (2.99)

Voor de afgeleide van ¢ wordt dan afgeleid:

d 4
éé :l% Ed_g_' % F[_dgjlﬂg( 1\-’-44’3 L'Ediw + q¢j(2 100)

Indien we de afgeleiden naar q aangeven met een accent

kan voor de eerste term van (2,31) geschreven worden:

d £ ’ T
Wo('d‘é)o = WDF{F gé',-f- QS,, (03(—9_)+ 43’, —-LTC(#,, +é¢1’}ﬁ(o (2.101)

=N e «6'”'“8) W0[¢:(°9(’SD+ ¢z]+ &‘ﬁ - Wo‘ﬁ" LW0W¢’
D 271 4 139
[+
] %O«b.“’iquofs—.i—“]) (2.103)

n

waarin: dg

§VoLbllogcq)+eb] 1+ 3 & = hytlod] fq  (2.108)
O

n

ent 7= Wox () (2.105)

(2.102)
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Oftewvel:
d .
jé)o_ B‘ —-(KsO(é—Ol7Q’g>” ‘—(«6"(7’“’(5 “8)} (2.106)
W (dz)o - D ~ (2.907)
waarin dan: R = ~ Wy (dg oy ~ “70(8) {2.108)
en: I = ~Wo(#y%; +d5xQ) (2.109)

zodat nu gevonden is voor (2,31):

d
X+ifo= Wo(‘d]%so“wo(ﬁ)o

R X .
=5~F¢ B(qo-zc5 (2.110)

Hieruit kumnen we dan afleiden voor en

a= T+ 20 B (g -2) (2.111a)
- -L
b = E (2.111b)



De perturbatiedruk op de grens water-afzetting wordt
gegeven door (2.30):

ikex-ct)
e .

\’o= (ot-«—iB)(JU: ka (2.30)

Hiervan moeten we alleen het reéle deel in rekening bren-
gen. Deze uitdrukking is overigens weinig overzichteli jk,
Tevens reden om de druk in de volgende vorm te schrijven:
2
p:CPzZ-p-akc cos[ kex-cb) + Sﬁpj (2.112)

waarin CB_Z de dimensieloze amplitude is en 95? de fase-
verschuiving ten opzichte van de verstoring in het grens-
vlak, Cp, ,vordt bepaald door de volgende uitdruitking:

Cp,= ANeZa@ . WP (2.113)

En ‘#’P wordt bepaald door het volgende stelsel:
voor «)o $o= arctan (B/O)+TT, (2.114a)
voor «<o en pdo ¢P= arctan(B/) + 27T (2,114Db)
en voor w<o en (o fp=arctam (BAK). (2.114c)

\



De berekeningsprocedure,

De adnwezigheid van de singulariteit in w=0 noodzazkte
ons tot de recksontwikizelingen (2.58) en (2.74) tot
twee punten fg, voldoende verwijderd van de singulari-
teit voordat de numerieke berekening kon worden uitge-
voerd. Ven deze reeksontwikkelingen verkregen we 4;1 R ¢3
en hun afgeleiden in * q. De-numerieke integratie werd
vervolgens uitgevoerd waarbij gebruik gemaakt is van de
methode van Runge-Kutta. De gekozen waarde van g en de
stapgrootte zijn 26 gekozen dat verder verkleining nauwe-
1ijks meer effect had op de uitkomsten,

Voor het berekenen van « en B zijn de hieronder volgende

stappen in volgorde uitgevoerd:

() %3= g rlogl-a )+ $3¢a ) (2.86)
(B) wy=logeq, + ‘%1—((%% (2.92)
(c) «s={u‘,c¢;u3(—g_)+¢;z+"—;¢1-«,,w,,¢1’}% (2.104)
(D) dg= %) oy -3 (2.952)
"(E) “°‘7= w;vt ¢(q,) (2.105)
- (F) dg= Tdy(g,y _ (2.87)
(¢) D= «f« «} | (2.95b)
(H) R = -w, (dsd, - &; () (2.108)
(1) I = -wol%e;7+ xs¥g) (2.109)
() «-= E-D’rzwoBqu-zc) (2.111a)
(K) (5=——% | (2.111b)



Nunerieke integratie.

De differentiaalvergelijking is van de volgende vorm:

2
A .
sz = Fq, (2.115)

Voer een nieuwe variabele X in, gedefinieerd door:

d
X = ?-Té (2.116)
zodat de twcede orde differenéiaalvergelijldng overgaat
in het volgende stelsel differentiaalvergelijkingen van

de cerste orde:
%: Feg (2.117a)
d
J‘?{ =X (2.117b)

Voor q =% g zijn de beginvoorwaarden bekend door de
reeksontwiklielingen voor é‘ en 455.

Het stelsel differentiaalvergelijkingen is dus van de

algemene vorm:

‘iy; = fx,y,2) (2.118a)

d .

a_Z; = 9(%,Y,2) (2.118b)
met de beginvoorwaarden:

Y()(o) = Yo i - (2.119&)

z(% )= Zp (2.119b)

Als stapgrootte wordt genomen: h.
Indien gebruik gemaakt wordt van de methode van Heun ,

dan verloopt de procedure als volgt:

Xq= X, +h , (2.120a)
Y4*= h¥ £(%.Y0,2,) + Yo (2.120b)
zﬁ=h ¥ 9(Xp,Y0,20) * 2 (2.120¢)
Vo= $h § F00.Y,,25) 4 F(xh\(f,z,f\} +Yo (2.120d)

* X .
24=5h ¥ { 90X, Y0,20) 4 9(%4,Y4 ,21 § *Z5 (2.120e)
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Iets nauvkeuriger werkt de methode van Runge-Kutta, in

welk geval de procedure verloopt volgens:

‘x1= Xoth . (2.121a)
ko= h¥ £Cx0,Y0,20) (2.121b)
My h¥9(¥o,‘/o,zo\ (2.121¢)
kpe b LOxg 2 Yor D 2o+ ) (2.121d)
m,_-h*s(x +2)~(0 ,“z + z) (2.121¢)
kyshr Rt Yot 2 20+ 7F) (2.1215)
mzzhxj(xo’f’i)‘fo‘%,zo* m—{') (2.121g)
l<4=h* ?(xom,‘{w ki 2o+m3) (2.121h)
my < L¥3(xo+k,Yq+ ks, 25 +m3) (2.121i)
k=%(h+“ﬁ+ﬂg+hh (2.1213)
M:%(m,“l- Myt 2ma 4 iy (2.121k)
Y1= Yot k (2.1211)
24z 20tM (2.121m)

Gekozen is de methode van Runge-Kutta, venwege de gro-

tere nauwkeurigheid.

Integratic van dy.

Dit levert weinig problemen op, 991 moet voldoen aan ver-
geli jiking (2.50), zodat deze geschreven kan worden als:

(2.122)

2
dédy . 9%-22.9 + 2 é
dq? q(a-2%) !
Zodat de funktie F uwit (2.115) dan wordt:

' 2
F( _ 4-22,9+2 ‘
q,%) 2022 5) ¢ (2.123)
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De beginvoorwaarden volgen uit de gevonden reeksontwik-
. .. - 9, . L s
keling voor 431 en zijn 43,((1) en <ﬁ4(1) voor integratie in
positieve richting. De integratie eindigt in e Voor
integratie in negatieve richting zijn de beginvoorwaar--

den 4%(—5]) en 43,’(—@ en deze integratie cindigh in q.
In het volgende wordt verstaan onder CHE
een waarde gelijk aan q of g vermeerderd mect cen

veelvoud van de integratie-stapgrootte h.

Alle gevonden waarden voor dgl(qk) en 4%’(‘1“) worden opgesla-

gen in arrays.

Integratie van ¢3.

¢3 moet voldoen aan vergelijking (2.66). Dit is ook te

schrijven als:

d¢3 q2—224q4~2 _2 JJZ{ g
+ b (2.124)
da ~ “aca-zzy 2 4 dg 2%
zodat de funktie F uit (2.115) dan wordt:
| . 8-22942 4 2 déy _ (2.125)
F( q ¢) q(q._zzc) ¢ ﬂ dg. g2¢1

Het probleem, dat zich nu voordoet is, dat(é‘ en q‘: bekend
| moeten zijn voor de waarde van g waarvoor F(q,¢) gevraagd
wordt. Indien F(q,¢} gevraagd wordt voor q = Agps dan is
dit probleem niet samwezig, daar de waarden voor ¢, en ¢
opgeslagen zijn in arrays voor waarden van g gelijk aan Qe
Indien echter F(q,¢) gevraagd wordt voor q = Gy +Eh
met o<é’<1, dan moet dus eerst de waarde van ¢,(q) en 491’(@
bepaald worden. Dit gebeurt door numerieke integratie
van ¢, (met behulp van de methode van Runge-Kutta) met
beginvoorwaarden ¢ (q-€h) cn ¢: (q~£h) en stapgrootte €h

De beginvoorwaarden voor de integratic van ¢3 volgen uit
de gevonden recksontwikkeling voor 4>3 en zijn ¢3(r}' ) en ;b;(q )
voor integratie in positieve richting, welke integratie
eindigt in Qe Voor j.ntegratie in negatieve richting zijn

de beginvoorwadrden 4’3(-(']') en 4’:(—?1) en deze integratie eindigt

in g
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inlezen van : buisdiometer,
max.snelheid , § 2n stop-

grootte Aq

-

{inlezen van ¢ enk]|

A:z Vimax -C
Bz Vmax /KEhE

|

bereheni ng vanZg:

z.:='VA/B

berelihnin g van q eng.
L T

q”:: 'Zc

berekening van A en B

herelcenin

R "T]

van de fackoren van de
machireek<en vior &, en &, :

(dp40),02,4a,, ... b b“Bz,.....

-

Lerelwn.‘ng van @ ,¢;» ¢y endy

- Vosr q:ic’i

)

numericke int2grotic in positieve en negatieve g-richting van ¢l
opslaan in arrays:de waarden van gﬁ,qu\ en ¢)(qq\. 1
bepoling van #14q,) » ?5,)(%\ . ¢aa) en P1(qu)-

I

Numarieke in{agra{fie in ,oog}l:}eve en neaakieve q-r'«cHingmnag
5000 » $3Cqw) €1 4 (qm)

kepaling van ¢y(q,)

! |

bopalingvan % en b mby
Sappen A E/imk.

REREKENIG VAN Cpyy e Gp UITBR |

LiTve Lk

end



-39

2.4 lumericke integratie van de nict-viskeuze Orr-Somuerfeld

s o i e e . e S e~ . . e Bt 1 S B . B B W et B0 S

verg peli jking voor logaritmisch snelheidsprofiel.

We gaan uit van de onderstaande dlf_Lc,reatiaulvefgoll‘)lan"

voor de stroommn}{tle ¢
w(f‘;—é} (dzz)‘)” o (z,22<2) (2.126)
De randvoorwoarden zijn:

2.,127a
4o (2 20) (2.1272)

¢=o (2= z,) (2.127D)
Dagrbij geeft 2=2, de cobrdinaat van de buiswand en %=
de codrdinaat van de as van de buis,
De oplossing zal nu bepaald worden voor het volgende

logarithmische snelheidsprofiel:

Uey) = Uglog CY/Y,) | (2.128)
Nu wordt overgegaan op de dimensieloze variabelen z en w,

die bepaald worden door de volgende transformaties:

z=koy (2.129a)

uw)-'e = Uywiz) (2.129D)
Voor w kan dan ook geschreven worden:

w(z) = log(2/7,) - </u, (2.130a)

wizy = lbog (z/z.) (2.130b)

waarbij geldt dat w( zc)—O en z, wordt bepaald door:

e/ 1 _ ey ec/dq

oZ
0

(2.131)

Voor z=z, (of y=yo) geldt U(y)=0. Dit is in dimensieloze

variabelen te schrijven als:
W(Zo)z Wy = - C/U.1 (2.132)

De dj_.i'ferentiaalvergelijking voor 75 kan dan ook als volgt

worden geschreven:

2
log (2/2) (3%, -4) + L4 -0 (e
lon(2fzy £2, 4 (- leg(ehd)b=e (2a3a)
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Er ontstaat dan cen singulariteit voor %7, (w=0)., Om
de berekening wat te vergemakikelijken wordt nu overge-

gean' van de z-codrdinaat op s—coordinaat volgens:

Z -2, %5 of Z =8+ 3z ' (2.135)

Zodat nu de singulariteit verschijnt voor s=0. De diffe-

rentiaalvergeli jking geschreven in s wordt dan ais volgt:
2
d ]
b3(4+%\222+[@)2-53(14%c\j ¢=0 (2.136)
Of na vermenigvuldiging met (2 c-i-s) %3
b4 2
Lé= (7;54-5)2 log (1+ Zéc,) éj—é‘;? +[’l»—(?c4s) (aﬁ(ﬂ—f%}]cﬁto (2.137)

Hierdoor is tevens de operatot L bepzald. Indien we nmu

de funkties Q en R invoeren volgens:
QK= Cz(_-bs)zlog (44 —;—;§ (2.138)
R=1-(z4s) logc1+$) (2.139)

dan is de differentiaalvergelijiking kort samen te vatten
als:

L= R¢”+ Re =0 (2.140)

Om de nunerieke procedure te kunnen starten hebben we

- twee ln_neau' onafhankeli jke reeksontwikkelingen nodig
om weg te komen van de singulariteit., De eerste, analy-
tische opleossing verkrijgen we als volgt:

Stel ¢ is te schrijven als volgt:

_ - 2 3.. 4 5 n

¢4 agta,s+a,s +a38 *ta,s +a5s teeota 5L, (2.141)

Zodat we dan voor de tweede afgeleide kunnen schri jven:
" _ 2 3 4 '

@ = 2a,+6as+12a, 57420855 4 308,5 *. s (2.142)

We merken op dat:

y
+... |xV<1 (2.143)

&%

2 3

X X
log (14 %) = X =7 *+3F~
Substitutie van (2.141), (2.142) en (2.143) in de dif-
ferentiaalvergeli jking levert de volgende betrekicing op:

L

2 2,8 .S z ki
Z 42Z2-S+ e + - +ius
( e cS s ) z2 1 z: SZ} "Z! )(za,»r éa_;s«uzaqsf‘zaass 4 )+

+[ o 'lé_é‘l+él_§1+) Ziad \=o (2
1= 2c+12c5+$)(z¢ zz‘_‘ 32‘} ;‘,_Cl/ (a°1a|9+az mss«;...\ zo . 144)
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Dit moet gelden voor 2lle §<§ zodat alle coéfficiénten

voor respektievelijk so, s], 52, ee. alle nul moeten 2zijn.

Dit levert de volgende vergelijkingen op:

S Q,= © (2.145a)
4
&: 29,z ~a,Z tay=0 (2.145Db)
& 3agebayz.-}a,ata0 (2.145¢)
3 244 : 3a-2a,40,=
S 8 32(_02 9"3*120476—5_2:_00— 7 Y~ %" Az=0 (2.145(1)
4 1 =
S —Z—zgoz+ 5_,2-6—034 18oq+20asz¢+.|—;-;:zao—3—]‘,2a.,—§_—az-2¢as+a.f,-b (2.145€)
Ve etc.

Uit (2.145a) volgt: ao=0. Indien we mu a,=1 nemen dan
volgt uit (2.145b) dat ay= - o= . Uit (2.145¢) volgt

dan a3.‘ Op deze manier worden rgspeld;ievelijk a2, en a

4 5

gevonden., De volgende waarden worder dan gevonden voor

de coéfficiénten van de machtreeks:

dy: 0 (2.1462)

01:. 1 . (2.146b)
1 :

02° ~ 1%, (2.146c)

Qqp= J.+ A

S v:! : (2.146d)

a :-—-—L — L.

47 18z, 443 (2.146¢)

Qe == + 22 4 o

$7 120 T J2072 t ez (2.146f1)

We hebben dus de volgende reeksontwikkeling gevonden
voor &, :

: 3 1 (3
b s— sk @4 (hr ) el - ) (et i 2N (214

waarbij de recks zé genormaliseerd is dat t;é,-)& als s-=o0.
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Om de tweede recks te vinden mzken we gebruik van de
volgende verondcrstelling in verband met het logarith-

mische vertekldngspunt:

b= ¢, log (<) + b5 | (2.148)
Door differentiéren vinden we de eerste en tweede afgeleide:
99 W loge) 2414, (2.149)
d}} 4—1Lo5(s) "% 4‘2% S (2.150)

Indien we dit invullen in de differentiaalvergeli jking
(2.140) krijgen we:

L~ Qdy +R¢,=0 (2.151)
Ld,= Q{d"f L 146 L 4} +R{dlogs+d 3 =0  (2.152)

L Pr R TP |

Lé,- ‘0955Qf$¢+2¢4§ @ dh i3 QB HL-L4 -0 (2.153)

2dé
Logs-l.é‘ * L%s:—Q{EZ‘Si—';z‘é!} (2.154)
Aangezien | 4:0 wordt dit:
2 d 4

Ldy=-Qfi%Tet~a3 (2.155)
- Stel dat 43 geschreven kan worden als:

¢ = by*b,s+b,s 24b,57+b 574 35+...+b sT. .. (2.156)

3 4° "Ps

Voor de tweede afgeleide wordt dan gevonden:

57 , 2 ‘_3 A

¢ = 2b,#+6b,5+12b 5 +20b 55 +30b, 5 +. 0 (2.157)

Voor ¢, hadden ve reeds gevonden:

Pz 0 s
¢1 = 5"2'"1654(34‘3\{3353‘;( ’82 4zc)s (D—O 71’021"'5’”‘5"‘-'- (2.158)
Zodat we vinden voor y‘,, g
, VI PR R TRy P A T A R
é,: 1~ zcs+ ('2""2255' (?,"Z“C",‘ 2C3)3+(2(’ “‘qz‘l z“l) +. (20159)
Voor de inhomogene differentiaalvergelijking (2.155) kan
dan geschreven worden--

5
(114 22 s4§)(z 24,1- Nzb,+Ebys+ 12, snoL f.) +

z”;zl K |

2 2.160
4[_:’ (Zc4zzs+3)(zc [z —r_;-=; qzqf ?](E+bs+‘> svbgfbs-e D+ ( )

‘I
4({+22$-lz \z 1‘(;: “, q:"‘ )x{—z—%[‘l—z 54(£+ )ﬁ’(qzc z,§$+(—zq ,sz Z“) J+-

5'1 [s—ﬁf‘(3“3—295—(751:171‘3‘3*(\—):0 7294 S \S'* J%
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wgnms o sun o 1 2
De voorwearde dat alle coéfficignten voor s, s , s, etc.

alle nul moecten 2zijn levert de volgende vergeli jkingen op:

soz 501 22,-2,<0 . (2.161a)

& Zkbz-zcl’ +by43-2 +3{;2 =0 (2.161b)
$ dhlgh b abprbr S e oAt Te (2.161c)
¢ igi_l’zf@k’z“lz: JzJ’o z("zck’ *5\3 72" 321 f,_ 22> _:._3/__?2;

tag t B TY e e g 7O (2.161a)
... ete.

Uit (2.161a) volgt onmiddelijk dat b= = 2z We kumnen b
vrij kiezen. Neem dan b1 = 0, zodat 453 geen veelvoud van
9&1 bevat., Uit de andere vergelijkingen (2.161) zijn b
b3 en b4 te berekenen. Dit levert dan op:

1

2,

by= 2 (2.162a)
4 =0 (2.162b)
Bz;—% : (2.162¢c)
b, = {8 g 57«& (2.162d)
%W 7
YT 774 4vz, 14ezd v (2.162¢)

Dit alles resulteert in de volgende reeksontwikiceling

voor 993 :

. Sy My 7 N
$=-2, -E—{s+( ,3*21,2‘: -(5* YOI A (2.163)
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llu kan de numerieke integratie worden gestart. Van de
recl:gontx-rikkelingcn voor #1 en q@z verkrijgen we de waar-
den voor ¢1 en cﬁz en de waarde van hun afgeleide in twee
punten * S, voldoende ver verwijderd van de éing,ulariteit.
De gebruvikte nmumerieke integratie-methode is die van

«

Runge-Kutta.

Met de gevonden waarden voor $1 (so) 5 4;,’( So) » 43( so) 3 9‘»3’ (S,
41 (sy) en 9‘3(5“\ kunnen dan vervolgens & en [ berekend
worden, Volgens (2.31) worden deze bepaald door:

«+ifp = wo(% —dg‘fz/— o , (2.31)

De eeréte term hiervan is dan gelijk aan:

déy R 1.

wo(dzj‘):-b-— B (2.164)
waarbij R, I en D bepaald worden op dezelfde wijze zoals
dit aangegeven is bij het parabolische snelheidsprofiel
door de stappen A tot en met I.

Bij de berekening zijn we hier uitgegaan van het volgende

snelheisprofiel:
R dw
zodat we vinden voor 37 :
dw 1
zodat de tweede term dan wordt:
d._k’. = “J_o‘ r
—uo(dz)b = (2.167)
Hierin wordt Z4 bepazld door het snelheidsprofiel. Inmers
Voor 2=z, moet gelden WEWo zodatb:
Wp = Log CZOIZC) (2.168)
Zodoende mogen we ook voor 24 schri jven:
W
ZD= ZCQ 0 » (2.169)

En de tweede term uit (2.31) is dan gelijk aan:
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Voor « en P moet dan gelden (2.32) met daarin ingevuld
de gevonden waarden voor het rechter 1lid (2.164) en (2.170):

q+{aLL: -5 D(,—-IAI/(ZCQ ) . (2.171)
Zodat dus moet gelden:
=& —w, [(z. ") (2.172a)

- L 2.172b
p=-L (2.172b)
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3. Beweging van de afzetting.

3.1 'Inleiding visko-elastisch model.,

We veronderstellen het materiaal niet-samendrukbaar.
Tevens wordt het model 2-dimensionaal opgezet, daar het

anders te gekompliceerd zou worden. Deze laatste veron-
derstelling is wel gerechtvaardigd omdat de laagdikte
klein is ten opzichte van de buisdiameter.

r77 7777777777 7 77777 7T Ty

figuur 3.1 Afzetting met de aangebrachte assenstelsels.

Ve beschouwen een mootje waarop de spanningen Oy, Oy
en 0; werken. Als positieve spanning nemen we de trek-
soanning. De bijbehorende ververvormingen zijn dan res-
‘pektievelijk Ex, €y en €. We gebruiken het gesche-
matiseerde model uvit figuur 3.2 om het verband tussen
spanningen en vervormingen te krijgen.

—— WM

figuur 3.2 Schematische voorstelling van een
visko-elastisch materiaal,

De spanningen en vervormingen behorende bij het elastische
deel duiden we aan met het onderschrift ,e" en de spanningen
en vervormingen behorende bij het viskeuze dee?. met het
onderschrift ,v",
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Voor de totale spanningen en vervormingen vinden we dan
de volgende betreklkingen:

a

n

G_e = G‘V T = Te =Ty ‘ (3.1&,}))

€ = €p + Ey §= fet v (3.2a,b)

1"

3.2 Elastisch deel.

Voor het elastische deel van het model geldt dat de ver-

vormingen evenredig zijn met de spanningen. Algemeen
geldt:

€= £ L0 = V(Oy+Gy) ] (3.2a)
€y=1 (O - 7 (Gx+ 0V] (3.3b)
€2 =FL[Gz - V (Gx+ ] (3.3¢)

We beschouwen een 2-dimensionaal geval dus: €Y=a:

()-Y = V(Gx+623 (304)

Aangezien we het materiaal als onsamendrukbaar beschou-
wen moet &y +€y+£,=0 zodat bij eindige E: V=7

Gy = 5 (Gx + G | - (3.5)
Zodat we nu voor Ex en gz kunnen schrijven:
3
£¥=2E- (Gx —st . (3-63)
57_:;'3—5 (62 -Gx) (3.6b)

Als we nu u en w definiéren als de snelheden in reépek—
tievelijk x- en z-richting, dan is:

P >

XL Sk (3.72)
Wz oW |

S{_— - )2 (3.7b)

Met p,= G:—E:;- kunnen we dan schrijven:

WL 2 g -
3 ,
53 - zifzg 2 (-T2 (3.8b)
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62
Tzx
. Txz
Giéit ?—;q;
T2
~ 1:2,(@—\1/— figuwur 3.3 Definitie van de
G spanningen in het
; materiaal.
De schuifspanningen moeten voldoen aan:
-szs -CZX: G.sz (309)

Het verband tussen §,, en u en w is de volgende:

VD¥xz 2w 42w
2t ~ 2z ¥
Zodat we voor het verband tussen T, en u en w het vol-

gende kunnen stellen:

(3.10)

é__
Wiz e (35 + 50 (3.11)
of ook: 2 4 2 _ 9Tz (3.12)

|
ot & .
oz 37& ) 2t

" 3,3 Viskeus deel,

Voor het viskeuze deel geldt dat de vervormingssnelhe-
den evenredig zijn met de spammingen. Om met de schuif-
spanningen te beginnen:

28xz

Met behulp van (3.10) kunnen we nu het verband tussen

de schuifspanning en de snelheden van de deeltjes vinden:

»%‘;"" ?Tw; = f“\/ Tz . (3.14)

Txz = My -

Op analoge wijze als bij het elastisch deel wordt gevonden:

pY: l
i = iy (Ty -02) (3.152)
2z . L (G, -5%) ~ (3.15D)
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Dit is met behulp van (2.7a,b) ook te schrijven als:

% - i, (Sx-92) (2.162)
ow _ 1 3 ' ; 2.16b
2= apy (72790 ( |

3.4 Samenvoegen van elastisch en viskeus deel,

Volgens (3.1a,b) moeten de spanningen in het elastische
en in het viskeuze deel gelijk zijn aan elkaar. Dit kan

worden geschreven als:

(GX)e = (GX)V (30173)
0z = (G2)e = (T2 (3.170)
Z = (txzﬁe= ('sz\)u (3.17¢)

Volgens (3.2a,b) -zijn de totale vervormingen gelijk aan

de som van de vervormingen van het elastisch en het vis-
keus deel., Hieruit volgt dat ook de totale vervormings-

snelheden gelijk zijn aan de som van de vervormingssnel-
heden ven elastisch en viskeus deel:

2x . (2&), + (352), (3.18a)

?z_i_'g_ 'Béz )@ ( afz’)\/ (3018b)
28xz _ >
(), (3, oo

Met behulp van de snelheden van de deeltjes kan dit ook

geschreven worden als:

= (%uT eJ’ (%’,‘%v (3.19a)

Y= (2, + (2L, (3.19b)

%2 5‘*‘ (33, (53, G
Tevens geldt de massabalansvergelijklng:

L, 2w _ (3.20)

X 272
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Met behulp van (3.8a) en (3.16a) wordt dan de volgende
uwitdrukicng gevonden:

Du L
D% 4’}.( 3{:

Dit kan worden geschreven op een wat overzichteli jker

2 (G- crz)+ Co‘x—o‘z) (3.21)

manier als we een nieuwe (afhankelijke) variabele p in-
voeren volgens:

SOy +G) = p y (3.22)
Dan kan voor (2.21) worden geschreven:

BDL; ~(z;;e YA zyv><P+Gx> & (p+Tx) {3.23)

Daarbij is tevens operator ¢~ ingevoerd, die gedefinieerd

is door:

OF)- (s 5 * 357§ (3.24)
Uit (2.23) kan dan een uitdrukking worden afgeleid voor

G- -p+ O(LY (3.25)
waarin & de inverse operator is van O:

67 Geey) = & (3.26)

Op analoge wijze wordt eenzelfde soort uitdrukking afgé-
leid voor G, Met behulp van (3.8b) en (3.16b) kan ge-
schreven worden voor (3.19b):

W__ L2 Loy
5z “ipo st (T B g5 (Ox- T2) (3.27)

Dit is ook te schrijven als:
ow _ [ _I . - 2
2 = (3 e + 7)) (pr %) = O(pr) 320
zodat voor T, de volgende uitdrukking gevonden wordt:

G=-p + O () (3.29)
Op dezelfde wijze kan voor (3.19c) geschreven worden
met behulp van (3.12) en (3.14):

e, W _ 10t L (3.30)
22 T o T e e+ v OF7

du ) _ .
% v 8% - 2(a 5 g )T 200 OO0
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Zodoende wordt de volgende uitdrukking voor de schuif-
spanning gevonden:

-4 (5L ( bx ‘ (3.32)

De algemene bewegingsvergeli jkingen voor een 2-dimensio-
naal geval worden gegeven door de onderstaande vergelij-

kingen:
>
%*(’%“2"5’%(‘@’%} Oy - 55 Tnz = b (3.332)
¢ %‘Z’*P 2wy +p &'~ 2. Ty - 2oy=ky (3.33b)

en de massabalansvergeli jking:

2
T %.%=o (3.33c)

Indien we in (3.33a,b) de gevonden uitdrukkingen voor
0x s Oz en Ty,~T5y substitueren dan levert dit het vol-
gende stelsel vergelijkingen op:

f%“ +Pax“+l’az(uw)*%xe’ %6 ) 556 (53 % L+ 30 kx (3.342)

P2 (itpd b1 26 (AL ) +38 - 26 (W )ky (3.340)
U, Bu (3.34¢)

2% t oziT®

Dit kan nog verder worden uiteengerafeld als we bedenken
=1
dat ¢ een lineaire operator is:

z -
plespidiphtoi - cf%%—:z»-;e%%z)-z' (24 Nk (3.350)
—’ 3«; -1, Xuw = k
P f’zb‘(“”)"f’az”i@(bx 6y 1602+ 26155 = by (3.35)
_g

g._ =0 (3.35¢)

o‘

De horizontale snelheid is opgebouwd te denken uit een
komponent u, die ontstaat door het middelen over een
langere tijd (lang ten opzichte van de trillingstijd
van de verstoring in het grensvlak) en uit een komponent
u' ten gevolge van de verstoring in het grensvlak. Op
dezelfde manier kunnen we de vertikale snelheid en de
druk splitsen. In formule-vorm kan dit worden geschreven
worden als weergegeven in (3.36a,b,c).
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u=14+u (3.36a)
W= ﬁ + W' (3-36b)
P=Dp+p' : (3.36c)

De komponenten U, W en p bepalen het stroombeeld, indien
geen verstoring in het grensvlak aamwezig is. Deze bewe-
ging wordt aangeduid als de hoofdstroom. De variaties

in deze beweging worden perturbaties genoemd.

Daarbij wordt opgemerkt dat de vertikale snelheid van
de hoofdstroom nul is:

Ww=0 (3.36d)

De hoofdstroom moet voldoen aan de vergelijkingen (3.35)
dus:

P @ + 2B 5 33;3 %a' -5913 - g (3.37a)
-y (2x>?> - (3.37b)

En aangezien de beweging van de hoofdstroom eenparig
is, moet dus gelden:

Nu kunnen de vergelijkingen (3.37a,b) afgetrokken worden
van de vergelijkingen (3.35a,b), nadat hierin de veron-
derstellingen (3.36) en (3.37c¢c) in 2zijn gesubstitueerd.
Het volgende stelsel vergelijkingen wordt dan verkregen:

P 2t +(>'3x uﬂ 4“'th’bx (““)4'(’32 “w'+(>§—z w4+ éﬁ'-

- i’ (3.382)
-6 (aw\ 26 ’( -377—'\ 4 ‘( bvaz)”
P %—t P35 2 (u.to)+pa—x(uu')+[: xwﬂ {—2
(3.38b)

_%3‘(5;5) D-I(bxz) O_-t(,_by__

., 2w _
2w 4 22 <o - (3.38c)
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Om deze vergelijkingen op te lossen moeten er nog een
aantal vereenvoudigingen worden uitgevoerd. De eerste
aanname is dat de variaties in de snelheid klein zijn

ten opzichte van de snelheid van de hoofdstroom, dus:

-

PARZERT - (3.39a)
Wi U (3.39b)

De vergelijkingen zijn dan al vereenvoudigd tot de vol-
gende gedaante:

W AT B B 4 2p
Pvap e -0 m*“i'a— St S (B0
W' o ow' | Zw Z !
PSe1P% 3% -0 { az”-+—i é a:;z = —%% (3.400)
du! '
2% * % =@ (3.40c)

Uit (3.40¢c) kunnen we afleiden dat:

2 1 2
2w X2
2x0Z >x? (3.412)
2 2 '
ou 2w
37&2'2 - 222 (3-41b)

Zodat (3.40) daarmee vereenvoudigd kan worden. Teneinde

. de oplossing van deze vergelijkingen te vergemakkeli jken

wordt aangenomen dat de niet-lineaire termen te verwaar-
lozen zijn, Achteraf zal moeten worden nagegaan of hier-

-aan voldean wordt. Door de niet-lineaire termen weg te

laten wordt het volgende stelsel differentiaalvergelij-
kingen verkregen (daarbij worden de accenten weggelaten):

2
ple+s ‘952?2*%2}*‘5% ietis]
-1 ?
d %%} +201 3% axz+ bazz %%' el
2 184 =0 (3.42¢)
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Het probleem wordt nu opgelost voor de volgende vorm
van de verstoring in het grensvlaic tussen water en af-

zetting:

ik (x-ct)

Mz ae ) (3.43)

waarin k het golfgetal en ¢ de voortplantingssnelheid
is van de verstoring. Alleen het re€le deel moet uitein-
deli jk beschouwd worden, De variabelen u, w en p zullen
dezelfde afhankelijkheid van x en t hebben, terwijl ze
tevens een funktie van z zijn. Met behulp van scheiding
van variabelen zijn u, w en p dan ook te schrijven als:

W= &) g x=eh) (3.44a)
we ez et e (3.44b)
e po ofk oo tsabc)

Daar faseverschuiving ten opzichte van waarschijnli jk
is, zullen de amplitudes i, ¥ en D in het algemeen ook
.een imaginair decl bevatten. Substitutie van (2.44) in
de vergelijkingen (3.42) levert het volgende stelsel
vergeli jkingen:

- 2A .
~ikf 10 (KL s 2= ipkel (3.45a)
2 —t 1A
=3 48 By iphke (3.450)
A
el + 2':' e ‘ (3.45¢)

Het is nmu ook mogelijk wat meer te zeggen over de ope-
rator & . Indien % dezelfde afhankelijkheid van t heeft
als v dan kunnen we voor ¢ schrijven:

08 = (5,58 + ) B (3.24)

- /_tke A 46
OE)= ( e i) ¥ (3.46)
0'(§) -~ He ~ikecpuy . ; (3.47)

pepy
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Voor.de inverse operator moet gelden dat O ( 0(;))=§ 3
zodat:

Olky = ety (3.48)

HPe —ike Hv
Om de verder berekening wat overzichtelijker te maken

wordt een fakbor o ingevoerd die gedefinieerd wordt
door: .
O L (3.49)
e —lkepy
Het stelsel vergelijkingen (3.45) is dan nu ook te schrij-

ven als:
2A

~ikf - w22 + o 2__ =—ipket (3.50a)
A
g& <8 - . %ﬁ_ﬁ_apkc'&; (3.50D)
A
kit + O o (3.50¢)

Met (3.50c) kan u worden uitgedrukt in %:
% A .
- L 2w .
£-= i oy (3 51}
Met behulp van (3.51) wordt u ge€limineerd uit (3.50a,b),

~waarna uit deze vergelijkingen 5 geélimineerd wordt. Dit
resulteert in de volgende vergelijking:

3“’ - (ki &3322 -(EE ?‘ ~Kyw =0 (3.52)

Onm de algemene oplossing van deze vierde orde differen-
tiaalvergelijking te vinden splitsen we deze in twee
tweede orde vergelijkingen. Dit wordt aanzienlijk over-
zichtelijker indien we een faktor £ invoeren, die gede-

finiderd wordt door:

2 _ ipe
p=1-p (3.53)

Zodat mu vergelijking (2.52) geschreven kan worden als:

.,
(2 RN Z - EfY & =o (3.54)



—56-

De algemene oplossing hiervan is:

= AEX%iB k7, ckB?, p kB2 (3.55)

Met behulp van (2.51) vinden we dan s

fa—tASH 2 BFTipc e B%ipDEP]| (5.55)

Door invulling van de gevonden uitdrukkingen voor U en
W in de vergelijking (2.50a) wordt de onderstaande uit-

-~

drukking gevonden voor p:

Q;-chAe-kz+ L{)cBekz (3.57)

De konstanten A, B, C en D kunnen nu bepaald worden uit
de fysische randvoorwaarden. De eerste twee randvoorwaar-
den worden verkregen door te eisen dat de snelheid aan
de wand in beide richtingen nul moet 2zijn zodat voor

z = - d moet gelden 2=0 en w=0:

At "“'4 Ce d o e g (3.58)

A B u{%Cel‘MH(%De ~kwd_ (3.59)
Aan het oppervlak geldt de volgende betrekking:
B/ QPR & Voor za1 (3.60)
In gelineariseerde vorm wordt dit:

%3 = W .\mor z=o0 (3.61)

We krijgen dan als derde randvoorwaarde:
A+ B+ C+D=—-ikea (3.62)

De vierde randvoorwaarde krijgen we door evenals Klaassen
te veronderstellen dat de schuifspanningsvariatie in het

grensvlak te verwaarlozen is.
2T

—_—

2t =0 voer Z="\ (3-63)

Of in gelineariseerde vorm:

%—E—’-o voor Z=o (3.64)
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dT P AW O s dw , 2w
56 = Fel( 53 + 5O+ Woe( 52+ 5¢)

= lpet b BN 35+ B

Na invullen van de gevonden oplossingen voor u en w wordt
dit: .
. —k ko
ab’% = (pe - thepy)(ik A5k2+ ik B2y kfce P2 et
= —k k
+ik (Ae ’(2-4- Bel(z+ Ce (52+ De 5?) ).

De randvoorwaarde wordt dan als volgt:
ALk A+rthkBe il@®C+ kD +ik A4ik B+ h C+ikD)=0

aA+2B 4+ (BH1)C+ (F+DND=0o (3.65)

Om deze vergelijkingen op te lossen worden eerst de kon-
stanten A, B, C en D dimensieloos gemzakt en daarna wordt
iedere konstante, die in het algemeen een komplex getal
is, gescheiden in een reéel en een imaginair deel, Dit

levert op:

Al Ak ,  (3.66a)

- Bi+LB, (3.66b)
C

m— = C| -+ LC?. (3.663)

a% =D, +iD, (3.664)
Hierin zijn A,, Ay, «ee, Dy en D, reéle dimensieloze
getallen, Na substitutie van het hierboven gesteclde gaan
de vier randvoorwaarden (3.58), (3.59), (3.62) en (3.65)

over in:

ekd(A,+LA1)+ é'kd( BtiB)+ ekM(C,+£Cg§+ékM(D,f£D,\=o (3.672)
—Lew(A, i Az)+l.€kd([’>,+t Bz)-iﬁébd(CﬁtCz‘)+lP>éW(D,+‘LDA=0 (3.67b)
v thg + B,4i8y 4 €+ ¢ G+ Dy i Dy =-(3.67c)

'2(A,+£ Ao)+2(R,+0 Bz)+((’}H)(C,HC/z)a*(l’aZHYD,HDz): 0 (3.67d)
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Voorts wordt om de vorige vergelijkingen verder uit te

werken de faktor B nog wat nader bezien.

- e .
= - 2= .53}
P a . (3.53)
= Ltely - (3.4)
Fe - ikepy ,
. ~itkepv .
= 1o Boy. Mesikewy :(\-%ie)- %}. (3.68a)
Stel dat:
pe? .
re (ﬁi)z m = l-k';'v (3.68b)
. 2 P< .
m ([’b): »n = —QT‘-V (3.680)

Nu is: modulus (p) = \}modulus (F)

en: argument (g ) = 4 argament ([5) + k.T
zodat we nu kunnen stellen dat:

: 4
mod({’:)?—‘\} mZ4n? (3.69)

We kiezen arg ((3>) zodanig dat 5 een positief regel deel
heeft, zodat we kunnen schrijven voor arg (f3):

md>o 3 Ol‘g(ﬁ)='|iw¢{a“(”‘/m) (3.70a)
m<o en nYo:org(R) =‘;afd:am ('\l"‘)*‘%‘ (3.70b)
m<o on 6(0 :arg () = ’zl"_arclam (n/m)-ltz— (3.70¢)

zodat we nu [5 kunnen schrijven als:

p=p+if (3.71)

waarin fp en (3, reéle getetallen zijn waarbij geldt dat:

= mod(p) - cosfarg (7] : (3.722)
poz mod(p)- sin [ arqcp) ] (3.72b)

Voorts kunnen we schrijven:

P Jd B BOr kYt i sm (k)] (3.73a)

kpd - { b,k
elfﬁ ;e’cd(f'u# fa)_ eﬁ' [CO.S({sQ_I‘d)"LS;“(ﬂZlfJ)] (3.73b)



~59-

Terwijl we kunnen schrijven voor ( [52»,1):

Rat = (BrifS+t = [ fott + 2Byt (3.74)
Substitutie van (3.71), (3.73) en (3.74) in de vergelij-
kingen (3.67) levert vier vergelijkingen op, die na split-
sing in reéle en imaginaire delen overgaan in acht ver-
gelijkingen waaruit de acht onbekenden A, A,, ..., D1

en D, kunnen worden opgelost. Op de volgende pagina zijn

2
deze vergelijkingen in matrix-vorm weergegeven.
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Bij gegeven waarden van k, ¢, d,  , o en p, kumen de
konstanten A1 s Boy eeey D1 en II)2 uit de matrixvergeli jking
(3.75) worden opgelost.

Dit is gebeurt met behulp van een coumputer.

Het stelsel vergelijkingen A x=r is opgelost door matrix
A te inverteren zodat ;_E=A"1£ , waarin £~ de inverse is
van A, Zijn de konstanten A , Ay, eees Dhen D, bekend
dan kunnen daarmee de uwitdrukicingen voor u en P gevonden

worden:

(3.57)
- - tpe(Aprid;)ake &%+ ipe (BipiBy)ake &7

= pcﬁkd (AZ-LA;)e"yz+kaa (—Bz-LLBbeyz (3.76)
=i AT* LB N LpOSPE L p kP (3.56)
= alcc§-i(Api Az)él‘z+ L (glragz)e”“'ﬂ.

= = o>

. -kp=z z
- L(f”{‘ ‘:(L‘I)(Cﬁ t Cz)e ﬁ‘f‘ (Rt ':f)’l)(Dl'“ Dy ekb % (3.77)

We kunnen schrijven voor de drukspanning in het visko-
elastische materiaal:

- W
Ry e =Ty pe O (22) (3.78)

Dit is met behulp van (3.48) en (3.49) ook te schrijven

Pzz = p - 2 =3 (3.79)
Uit (3.45¢c) volgt dat:
?_.‘2’- = —Lka (3.80)
2z
We splitsen ® in een reéel en een imaginair deel:
K= O+ Ly ' (3.81)

waarin &, en «, re€le getallen zijn.
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Met behulp van (3.49) kunnen we dan afleiden dat:

Q
oy = ﬁ;ﬁ (3.82a)
o, = —kcHetty : (3.820)

pé + Ko py
Nadat we w en p in de vorm van (3.44) hebben geschreven
vinden we de volgende uitdrukking voor de normale druk:

A ikex-ct)
=P

Lo th¢x-ct)
we

+ 2+ L) L (3.83a)

e (x~ct;
Pzz=§8-zk<o(2—to(,5a§ed‘0“) (3.83b)

Hierin worden de gevonden uitdrukkingen voor p en u ge-
substitueerd:

oy = Spcka (hp- A €% poka (B BT (3.80)

; . kez
-21((0(240(‘\& ake¥ [~L(AriLA)E 4 L(B,M’-Bz\ekz
" uE .« ~kpz | L ik (x~ct)
U ) E TR ils i) DD Ji¥e
‘De druk op het grensvlak tussen water en afzetting wordt,
in gelineariseerde vorm, gegeven door (3.84) indien we

daarin substitueren z=0., Dit levert dan de volgende ver=~
geli jking op:

Pzzj = {P“kCQCAZ'LAl‘Bz" iB)~ 20V (Rg—TK) ¥
F#[~L (A+ iAg) 4 L(BHiB)—L (B i) iCY+  (3.85)
Lk (x-ct)
+L(AH ) ( D,+¢Dz)] %‘Y e’

Bovenstaande vergelijking is weinig overzichtelijk, omdat
niet zonder meer af te lezen is hoe groot de amplitude
van de normale druk is en hoe groot de faseverschuiving
is ten opzichte van de oppervlakte-verstoring 4’1 . Daarom
wordt de vergelijking voor k (x - ¢ t) = 0 gesplitst

in een dimensieloos reéel deel RE en imaginair deel IMM.
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We kunnen dan voor de normale druk schrijven:

t
PZZ-T {30‘1‘6 -E RE + i IM}* elkc}( & (3.86)

waarin:

RE = Ay-B,+ % PC *fA; B, +RCi o, C2— 3D + 3,D8 +

(30873)
2“2 % § Mgt By-,Cm b Cot B, D, + DY
o(!(
IM= -A, 4B, +2(,c #§ Ar-B ot B,CrtaCa-BaD, - DS +
(3.87b)

+ 20 XD B o=y Dt DR,

De grootte van de amplitude van de normale druk aan het
" oppervlak wordt dan gegeven door de vergelijking:

By, = - pakNREZ41M?. (3.88)

terwijl de faseverschuiving ten opzichte van de opper-
vlakte-verstoring gegeven wordt door:

Voor RE o : ¢P= arctan (IM/REY +TC (3.89a)
RE<o,IM Y0 : gp=arctan (IM/RE) +2TC (3.89b)
RE<0,IML0O :  di=arctan ( IM/RE) (3.89¢)

Omdat alleen het redle deel fysische betekenis heeft wordt
de druk aan het oppervlak beschreven door de onderstaande
vergeli jking:

Prz> Py cos[ kex-cby+ 4] (3.90)
Deze vergelijking is nog te herschrijven als:
= pakd k ¢(x-ct '
pa cszzwsE (x-cb>+d,7] (3.91)

waarin Cp,, een dimensieloze faktor is, die bepaald
wordt door:

Cp_ = -V REZ+ 1M? | - (392)

zZ
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4, Energie-overdracht.

4.1 ‘Inleiding.

Door het water wordt een zekere hoeveelheid energie over-
gedragen aan de afzetting. We hebben verondersteld dat dit
voornamelijk gebeurt door drukkrachten. De perturbatie-
schuifspanning aan het grensvlak is dan ook verwaarloosd.
Verondersteld wordt dat de hoeveelheid energie die in de
afzetting wordt gedissipeerd gelijk is aan de hoeveelheid
arbeid die door de aan het grensvlak werkende krachten
wordt verricht.

De hoeveelheid arbeid die het water per eenheid van breedte
per tijdje dt en over een lengte dx verricht door de druk-
krachten aan het oppervlak van de afzetting is gelijk aan:

dE = p,, % (W) ¥ dx 24t (4.1)

waarin w de vertikale snelheid is van de deeltjes aan het
oppervlak. Per eenheid van oppervlak en per trillingstijd
wordt dit:

E--f by w dt (4.2)
Voor P, wordt de volgende uitdrukking ingevuld:

Pze= P oke®: Cp,, coslkx-ch 44y ] e
en voor w kunnen we afleiden dat: v

W= g—? = takc sin [ k(x—cE)] (4.4)

Zodat we kumnen schrijven voor de energie-overdracht:
T .
E-= -.j CF%Z (Ja](c?‘ c,os[l( (%-cb) 495P] A ake) Sw[ k(x -c_U]
o}
T
2= CPZ_Z p a1k2¢3{ ;4 we (kex-cby)-sim (kex-cb)) e 7LP db+

-fw‘zck(x—ot\)slmfp dt . (4.5)
(o]
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Integratie van deze uitdrukiking over een gehele trillings-
tijd levert voor het eerste deel van deze vergeli jking
nul 6p. Voorts is:

T ' ’
fs%nzc kcx-e)) dt = 4——2[ _ (4.6)

Hieruit volgt dat door de normale drukkrachten de volgende
hoeveelheid energie per oppervlakte-ecenheid en per tril-
lingstijd wordt overgedragen door het water aan de af-
zetting:

2T s ' '
E-= —21 CPZZPazkc | swn 94P (4.7)

Dus per tijdseenheid en per eenheid van oppervlak wordt
aan de afzetting de volgende hoeveelheid energie toegevoerd:

Ey= E)T =14 CpppdlSTsing, [T (4.8
E;=5 Cp,, - Singp - pdk'’ (4.9)

Voorts wordt een dimensielozé coéfficiént CE‘ ingevoerd,
welke gedefiniéerd wordt door:

CEI = Ji CPZZ ang{;P (4.10)

Zodat we vinden voor de gedissipeerde energie per een-
heid van oppervlak en per tijdseenheid:

E = Cg pdke (4.11)

4.2 Extra verval veroorzaakt door de afzetting.

Beschouw een gedeelte van een buis met lengte 1, waarvan
de doorsnede A is en het gedeelte van de omtrek waardoor
energie getransporteerd wordt O is,

Het water in de buis verplaatst zich met een gemiddelde
snelheid V. Over de lengte 1 treedt een drukverlies van
hf OP.
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figuur 4.1 Buisgedeelte met lengte 1 en drukverlies hf.

Aangezien we de toestand als permanent beschouwen moet
de totale energie-inhoud van het beschouwde gedeelte van
de buis konstant zijn. Of in andere woorden: de toename
minus de afname is nul:

E'N _ E - =0 (4.12)
LINKS U'TREcmg E wTAFéIFTE AAN AFZETTING

De eerste twee samen 2zijn gelijk aan de hoeveelheid in-
gegane (= uitgegane) massa vermenigvuldigd met het druk-
verlies hf en de zwaartekrachtsversnelling g. We beschou-
~wen deze twee termen over een tijdje st en zijn dan gelijk
aan:

MUnks-gecuTs
De tweede term is gelijk ean EFCE, Pa. o k2c3, vermenig-
vuldigd met het opperblak waardoor energietransport op
treedt en vermenigvuldigd met het tijdje at.

Eur
“Toeerrivg

= &Q'CE, PauOH‘zC:"At (4.14)

Nu moet dus gelden dat de toename minus de afname nul
is, of te wel: ‘

AV st pyhea - OLCe pa ok’at =0 (4.15)
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Uit vergelijking (4.15) kan worden afgeleid dat:

he -0 *P ¥ak o (4.16)
T pw * AVg

Voor de ronde buis geldt dat &=27r en A=rr” zodat

6/A= 2/r=4/D waarin r en D respektievelijk de straat en
de diameter zijn van de buis, zodat het extra wverval voor
een buis kan worden weergegeven door:

Tg=

Ty = Ce, ¥ {FJ," 2k D\7c3' (4.17)

4,3 Toelichting op het visko-elastische materiasl.

We zoeken een verklaring voor hoge energie-~verliezen,
Voor een bepazld geval is de faktor ( berekend voor
diverse kombinaties van [, en [, ~wearden. Dit is uit-
gezet in een grafiek (zie figuur 4.2). Het blijkt dat
het visko-elastische materiaal bij dezelfde c en k van
de verstoring lagere energie-verliezen geeft als -een
puur viskeus materiaal, d.w.z, het elastische deel wordbt
oneindig stijf verondersteld of ook wel:

Her .~y _Hu (4.18)

7 éj/h_,ls"’ 7 mts™!
Dit geldt voor iedere willekeurige waarde van ¢ en k.
Daarom is verder bij de koppeling van modellen voor wa-
ter en afzetting alleen gewerkt met het model dat gedrag
van de afzetting als een viskeus materiaal beschrijft.
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Se__Aan elkaar knopen van de modellen voor water en afzetting,

561 ‘Inleiding,

Willen de twee modellen voor water en afzetting hetzelfde
geval beschrijven dan moet op het grensvlak een evenwichts-
toestand aanwezig zijn, Dus bij eenzelfde verstoring moet
de druk voor beide modellen in het grensvlak gelijk zijn.
Daarom stellen we de eis dat de druk in amplitude en in
fase gelijk moet zljn voor water en afzetting, De druk

van het water op het grensvlak wordt gegeven door de vol-
gende uitdrukking:

R= Cpyy Pu- ek cos[k(xnebd 1ehp] (5.1)

Voor de druk van de afzetting in het grensvlsk is een
soortgeli jke vitdrukking afgeleid:

Pa= Cay Parake cosl kex—ct) +¢p) (5.2)

Indien nu wordt verondersteld dat

dan kunnen we de genoemde eis samenvatten door te stellen
‘dat de dimensieloze amplitude en faseverschuiving voor
water en afzetting aan elkaar gelijk moeten zijn:

C
fzz -SwATuz CPZZJAFZETTING

4’.9 -lwATeg = ‘?LPJ AFZETTING (5.4p)

(5.4a)

n
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5.2 Afzetting,

De beweging van de afzetting is, indien deze als viskeus
wordt verondersteld (zie 4.3), alleen afhankelijk van de
waarden voor kd en voor cAyk. Zie hiervoor ook het ver-
slag van Klaassen, Dit houdt in dat de kemmerkende co&f-
ficiénten (p_en ¢P als funktie van de beide parameters -
kd en c¢/1k kurmen worden bepaald. Het resultzat is in
een grafiek weergegeven (zie figuur 5.1). Voor een aan-
tal kd-waarden zijn 1lijnen getekend waarlangs C, en 4’?
beschouwd zijn als funkties van c/Y,k.

5.3 Water.

De coéfficiénten Cp, en <}p voor het water hangen in de
eerste plaats af van de gekozen[in de buis en de afme~
tingen van de buis en in de tweede plaats van de ¢ en k
van de verstoring. Deze twee laatste zijn equivalent met
voortplantingssnelheid en golflengte van de vertoring.
Om dit model te kunnen koppelen aan het model van de
afzetting worden ook hier Cp,, en ¢p voor bepaalde kd~
waarden uitgezet tegen ¢/V, k. Uitgrande van zekere waar-
den voor kd en ¢/, k moeten we hieruit de waarden voor

¢ en k destilleren om Cp, en ¢p te kumen berekenen.
Daarvoor is het nodig dat we d (dit is de dikte wvan de
afzetting) en », (dat is de viskositeit van de afzetting

kennen.,

? snelheids \Ierdelina)
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5.4 Koppeling,

Algemeen kunnen we dus van een bepaald geval de twee
modellen aan elkaar koppelen., We gaan er daarbij vamuit
dat gegeven zijn:

(1) buisdiameter

(2) snelheidsverdeling over de hooghte

(3) dikte van de afzetting

(4) viskositeit van de afzetting
Voor de waarden van kd = 0,10, 0,20, 0,50, 1.00 en 2.00
worden (p,, en ép uitgezet tegen ¢/Vpk voor zowel water
als afzetting, Wat betreft de lijnen voor CPzz levert
dit een aantal snijpunten op, Deze worden uitgezet in
ecen nieuwe grafiek waarin de waarde van c/\hk uitgezet
wordt tegen de kd-waarde, Door deze punten wordt een
1ijn getrokken,
Ook de 1lijnen voor ¢P van water en afzetting leveren
een aantal snijpunten op. Ook deze worden in de nieuwe
grafick uitgezet, en ook door deze punten wordt een lijn
getrokken, De twee op deze gevonden lijnen geven de kom~
binaties van kd - c¢/y,k aan waar respektievelijk szé en
'gﬁvp voor water en afzetting gelijk zijn. We zoeken echter
naar de punten waar CPzz &n ¢p gelijk zijn voor water en
afzetting, Dit is het snijpunt van de twee laatstgenoemde
1lijnen, Dit punt wordt verder aangeduid als ,koppelings-
punt”,

Met de gevonden waarden voor Cp,, en :}P kan dan Gz berekend
worden., Deze waarde kan ook afgelezen worden uit figuur 5.2
waar £ bepazld is als funktie van de bijbehorende waarden
van ¢/, k en kd.

De waarde van CE’ is berekend voor elke kombinatie van
c/vak en kd uit de hierbij behorende waarden voor CPZZ

en cj»P voor de afzetting volgens:

Ce

22
Dit resultaat is uitgezet in de grafiek.
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Indien de waarden voor de dikte en de viskositeit van
de afzetting bekend zijn, dan is uit de bij het koppe-
lingspunt behorende waarden voor ¢/V, k en kd de waarde
van k en ¢ te berekenen, '

We gaan hier nog steeds uit van de veronderstelling dat
de dichtheden van water en afzetting ongeveer aan elkaar
gelijk zijn. Indien tevens de buisdiameter en de gemid-
delde snelheid van het water bekend is, dan valt hier-
mee het extra verval te berekenen, dat veroorzaakt wordt
door de afzetting: |

L u Cp, QP e (5.6)
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5.5 Keuze snelheidsprofiel. van het water.

Na de bepaling van het CPzz" en qép—verloop voor paraboli-
sche snelheidsprofielen voor diverse gevallen blijkt dat
een koppelingspunt, zoals hiervoor beschreven niet te
vinden is. Dit is te verklaren doordat met dit snelheids-
profiel slechts kleine energieverliezen zijn te verklaren,
Een parabolisch snelheidsprofiel hoort eigenlijk ook bij
een laminaire straming, en deze wordt gekemmerkt door
lage energieverliezen,

Uit grafieken voor szz en qLP blijkt tevens dat slechts
redeli jke energieverliezen plaats vinden bij hoge voort-
plantingssnelheden van de verstoring (ca. im/s). Naar
analogie van de experimenten van Klaassen wordt echter
gezocht nzar een verklaring van hoge energieverliezen
bij lage voortplantingssnelheden (ca. 1 - 10 cm/s),

Een parabolisch profiel wordt slechts gekemmerkt door
één parameter. Hiervoor kan gekozen worden v, ‘maxe OF Ve

In tegenstelling daarmee staat het logarithmische pro-
fiel, welke gekemmerkt wordt door 2 parameters. In de
eerste plaats moet de gemiddelde snelheid worden vast-

" gesteld, De tweede parameter is vrij te kiezen en deze
bepaalt de snelheidsgradi€nt nabij de wand (in ons geval:
nabij het grensvlak water-afzetting). Voor het logarith-
mische snelheidsprofiel wordt de volgende vorm gekozen:

viy)= U, log (y/Y,) (5.7)

waarin dus U1 en Yo de twee paranmeters zijn.

In het volgende wordt de theorie getoetst aan een prak-
tijk geval. Daar is gekozen voor een logarithmisch snel-
heidsprofiel. U1 is daarbij zodanig gekozen dat de ge-
middelde snelheid slechts weinig afwijkt van de gemeten
snelheid. Voor Yo zijn verschillende waarden geprobeerd,
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5.6 Voorbeelden,

VWe toetsen de theorie op een geval wat bekend is uit de
praktijk. Daarvoor is gekozen de Ecker-leiding. De ge-
bruikte gegevens zijn de volgende:

buisdiameter , 0.4956 m
gemiddelde snelheid 1.75 mn/s
dikte van de afzetting | 0.7 am

amplitude van de ribbels 0.35 mm
Omdat het werken met een vastgelegde gemiddelde snel-
heid nogal lastig is met een logarithmisch snelheidspro-
fiel, is er vanuit gegaan dat de maximm snelheid

Vo = 1ed XV = 1.4 X 1,75 = 2,45 n/s
De afwijking met de werkeli jke gemiddelde snelheid is dan

minimaal,

Verder zijn er nog twee onbekenden nl., de snelheidsgra-
diént nabij de wand en de viskositeit van de afzetting.
In de eerste plaats is verondersteld dat Yo = 10"4x H,
waarin H de buisdiameter voorstelt. Voor de viskositeit
van de afzetting is in eerste instante aangenomen
Vg = 1072 mz/sek.

Uitgaande van deze gegevens zijn 1ijnen voor szzen 99,;
getekend (zie figuur 5.3). Indien we deze lijnenbundels
nu zoeken voor een andere waarde van Y, dan behoeven

we alleen de lijnen te verschuiven evenwijdig met de

/Y k-as. Imers Cp,, en ¢y hangen alleen af van ¢ en k.,
Op deze wijze is voor verschillende waarden voor de vis-
kositeit y, wvan de afzetting het koppelingspunt gevonden.
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Na vergelijking van diverse gevallen blijkt dat het
koppelingspunt slechts een geringe afwijking vertoont
met het punt waar de lijnen voor C'P_zz-.waarden voor
water en afzetting elkaar raken.

In plaats van de voorafgaande procedure om het punt te
vinden waar Cp, en ¢p voor water en afzetting aan elkaar
gelijk zijn (dat is het koppelingspunt) kunnen we dus
ook het punt bepalen waar de lijnen voor (p,,voor water
en afzetting elkaar raken (bij eenzelfde kd-waarde na-
tuurlijk).

In het algemeen kunnen we nu de gevonden koppelingspunten
grafisch uitzetten in een c/)k - kd - diagram, en door
deze punten kan een lijn. getrokken worden, Elk koppelings-
punt, en dus ieder punt van die lijn, hoort bij een be-
paalde waarde van ;. Deze waarde is bekend voor de kop-
pelingspunten, Dit verband kan weer uitgezet worden in
een diagram, Voor het onderhavige geval is dit gedaan

in figuur 5.10



~85-

0.0 : : : .
016 020 oso 1oo \ 200

—>kd
0A0 020 050 1.00 2.00
i 1 1 -d

Va

40 -
¥4

//'9ua/' s40



-8 6~

In het beschouwde geval (de Ecker-leiding dus) weten we
niet wat de viskositeit is van de afzetting. De golflengte
van de verstoring is echter wel bekend, zodat k hierdoor
vastgelegd is. .

L~4.4mm

kK = 21/L = 27T/4.4x1072 = 1430 m™

d=0,7m

kd = 1430 x 0.7 x 1072 = 1,00
In het ¢/} k - kd en in het 1)~ kd - diagram zijn de
hierbij behorende punten dus vastgelegd., Dit geeft dan
de volgende uitkomsten:

c/%k = 0,02

Yy =102 n’/s

Uit de waarde voor c¢/1k kan de waarde voor Cg‘ gevonden

1

worden, Dit gebeurt met de grafiek in figuur 5.2. Dit
levert dan de volgende waarde op:

CEl = 200
We hebben nu voldoende gegevens om het extra verval te
berekenen dat veroorzaakt wordt door de verstoring. De
voortplantingssnelheid volgt uit de gegevens dat

e/Yk = 0,02

Vp = 1072 mz/s
k=143 @
¢ = 0,02 XV X k = 0,02 % 1072 x 1430 m/s
¢ = 0,0286 n/s
Het verval wordt berekend met behulp van de volgende
~ formle:

- Pe. AR y
Te= ) pu 4 by g

Ve veronderstellen dat (A% py, zodat:

y
04956 - 1,75 -q,8I

- 2 3
Ig= 200 - 3,5'2-:08- 1430 - 0,0286 -

IE = 1,9-- 10'-3

Dit is circa 30 % van het gemeten extra verval,
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De procedure wordt nu in het kort herhaald, maar nu met
Yo = 10 7 x H. Voor ‘de viskositeit van de afzetting wordt

in eérste instantie gekozen: Vg= 1 o4

m /s Hiervoor
worden (p, en ¢p vitgezet tegen c/ W,k bij verschillende
kd-mrden. :
Het koppelingspunt wordt nu gezocht voor kd = 1.00.
Daartoe worden de lijnen voor sz ~waarden zodanig verscho-
ven dat voor kd = 1,00 de sz;ll,jnen van water en afzet-
ting elkaar raken, Dit gebeurt bij ¢/ k = 0,02 indien
voor V), gekozen wordt W = 3 X 10~% mz/s. De bi jbehorende
waarde voor CE, wordt opgezocht en dit resulteert in
Ceg, = 200.
Voor de voortplantingssnelheid wordt gevonden dat:

¢ =0.02x% xk=0.,02x3x 107 x 1430 = 0.0086 m/e
aangezien k = 1430 n!,
Voor het extra verval wordt dan gevonden:

I.=¢C.-a 3. .
I, = 200. 3€ &% - 43d - 00036 1
04956 - 1,75 -9,81

Dit is slechts een fraktie van het gemeten extra verval.,
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Ook wordt gekeken naar het geval dat Yo = 10
Voor de viskositeit van de afuzetting wordt eerst de waarde
Vg = 10"6' m/s aangenomen, De gevonden szfwaarden worden
grafisch uitgezet in figuur 5.13. Deze 1ijnen worden daar-
na zodanig verschoven dat voor kd = 1,00 de szi-li;}nen van
water en afzetting elkaar raken.
Dit gebeurt bij ¢/t k = 0.002 als voor Y, gekozen wordt:
Va = 6 x 107 n°/s. ;
Hierbij hoort een waarde van CE,’ 2000
De voortplantingssnelheid van de verstoring is dan:
¢ = 0,002 x V3 X k = 0.002 x 6 x 1077 x 1430 = 0.017 n/s
aangezien k = 1430 o .
Het extra verval is dan:
IE = CE a" k'LCS ‘i
I D-v-j

Yy
04956 1,75 9,81

2 - 2
IE = 2000 -35- 108- 433 - o017 -

-3
IE = 1415 - 1o

Dit is circa 20 % van het gemeten extra verval.
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6. Enkele andere modellen.

6.1 ‘Inleiding,

Voor de afzetting is tot hier gewerkt met een visko-elas-
tisch model, waarbij we dus denken aan een serieschakeling
van een elastisch en een viskeus element. Er is voorna-
melijk gewerkt met het uiterste, nl. dat het elastische
element oneindig stijf was, zodat dit model overeenkwam
met het puur viskeuze model. Het is echter ook mogeli jk
een model op te zetten waarbij uitgegaan wordt van een
parallelschakeling van een elastisch en een viskeus ele-~
"ment, Dit model is bekend onder de naam van Maxwell. In
het volgende is aangegeven hoe dit model opgezet wordt.
Het 2zou in het kader van dit onderzoek echter te ver gaan
indien dit model numeriek uitgewerkt zou worden.

Tot nu toe is ook aangenomen dat we te doen hadden met
lopende golven. In kort bestek is hier verder aangegeven
wat het resultaat zou zijn indien er vanuit zou worden
gegaan dat in het grensvlak tussen water en afzetting
‘staande golven zouden voorkomen.
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6.2 Maxwell-model.,

Het model wordt anmaloog opgezet als bij het visko-elas-
tische model, Hier wordt echter het volgende schemati-
sche model gebruikt om het verband tussen spanningen
en vervormingen te krijgen:

RS

—
T

7

figaur 6.1 Schematische voorstelling van het
Haxwell-model,

De spanningen en vervormingen die behoren bij het elasti-
sche dan wel viskeuze deel worden weer aangeduid met
respektieveli jk de onderschriften ,e" en ,v". Voor de
totale spanningen en vervormingen gelden de volgende
betrekkingen:

|l

GQ + ¢V T

"

£= £e= €y ¥= e = &v (6.2a,b)

Voor de afzonderlijke delen gelden dezelfde betrekkingen
als reeds bij het visko-elasiische model is afgeleid,
Kort samengevat zijn de resultaten voor het elastische
deel:

w1t 2. _

5 > 5 of (Gy - T2) (6.3a)
ow _ 1 2 -

vz = g 7€ (92790 (6.3b)
du 2w _ L 2

2z ox = e b Ux2 (6.30)
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Voor het wviskeuzZe deel zijn deze betrekkingen:

2 =y (G- T2) (6.42)
? ‘ .

£ - ‘T};v(G? - Gx) | (6.4b)
. dw _ L ,

it ox T v T¥2 (6.4c)

Vervolgené moeten de afzonderlijke delen worden samen-
gevoegd, zodanig dat de vervormingen van beide delen
dezelfde is, dus

2 2 ?&
3;12' = (—D%) = ( oK IV (6.5&)
%%= (8= (as“ri' (6.5b)
)
+ 'sz ( T ox Bx D; bau’/‘ (6.5¢c)

De totale spanningen zijn de som van de spanningen van
de afzonderli jke delen:

(e + (SOv (6.6a)
(e + (Dv (6.6b)
[ Ctxz)e t (_-CKZ-)\/ (6.6¢c)

‘Uit (6.32) kunnen we afleiden dat

2k 2
Hke ox = \—O_f_:(:m")e ’@Z)e]

En uit (6.4a) :

ey 2k = 2 Gy~ 62),)

Optellen van deze vergelijkingen levert de onderstaande
betrekking op tussen de totale vervormmingen en totale

spanningen:
-1

‘f}‘-e o l’f"v Sxot - a:’ag(vx "Vz> (6.72)
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Op analoge wijze worden de volgende betrekkingen afgeleid:

LY dw _ 2

Hhe 2 *+ Uy 55r = 56 (T2 6 70)
> ow

ke (35150 kuZe(5e T ) st Tre (670

We voeren de variabele p in die gedefinicerd wordt door:

1 (o +aN=p (6.8)

4

Daardoor kan het stelsel vergelijkingen ook worden geschre-
ven als:

| 2 op 2
(2pe+2py 8 ) 2e = S8 + 27 (6.92)
1y
(e +2p 5p) L= 35+ 252 (6.50)
P 2T
Cpet v gE) (B + 52) = 252 (6.90)

Voer tevens een operator P in die gedefinieerd wordt door:
2
P&y= (2pe+ 24,5208 (6.10)

Dan kunnen de vergeli jikingen nog eenvoudiger worden ge-—
schreven als:

20« _ 2 2

S S;L +P(2L) (6.112)
202 _ _ 2B +Q@(gY) (6.11b)
ooz . 4 P+ 3% (6.11c)

Op dezelfde wijze als bij 3.4 is gedaan kunnen de ge-
lineardseerde bewegingsvergeli jkingen worden afgeleid
voor de perturbaties. Deze luiden als volgt:

R _ 0% 'thz
Pye = oz

>x T Tz (6.12a)
2w, - oW 2T
56 = B3 T 52 (6.12b)

En de massa balansirergeli;)ld.ng:

3—‘:+ oo . (6.12¢)



Door éémmaal differenti®ren naar de tijd van (6.122)
krijgen we de volgende vergeli jking:

{o £7'= 3?._6]_ DTz
I

swot ¥ 2zt . (6.13)
Hierin worden de gevonden uitdrukkingen voor éa% ot ?’_g_zg
gesubstitueerd, Dit levert dan op:
?
4 B l Ba Bw
Pl =SB+ LR H SO 5 (6.14)

Aangezien q) een lineaire operator is mag dit ook worden
geschreven als:

2
2& - d I ?u. ¢ T
‘ Fb{" - )x)t (P( T T T Mz»z3 (6.15)
Uit (6.12¢) kan worden afgeleid dat:
Yw_ __du
222~ 2x2?
Zoadt (6.15) orvergaat in:
du K 2
Pla - 25 e ik g (6162
Op dezelfde wijze wordt afgeleid dat:
Yw _ bw
P e~ ‘bz'at (P( oz T 22 (51607
Tevens hadden we nog de massabalansvergeli jking:
%-:f' + %i:——_o (6.16c)

Het probleem wordt weer opgelost voor de vorm van de ver-
storing zoals die gegeven werd in (3.43):
th (x-cb)

’q: ae (6.17)

En voor u, w en p wordt aangenomen dat ze te schrijven
zijn in de volgende vorm:

: sk
. § SR (6.18a)
5 _ L)
o O g ‘ (6.18b)
A kix-ct) . |
p = P £

(6.18¢c)
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Operatorq) kunnen we schrijven als volgt, indien ¥ de-
zelfde afhankelijkheid van t heeft als 7 :

NEY< (2pe —2pythe Y- (6.19)
Voor het gemak voeren we de varigbele o in, die gege-
ven wordi door:

2= pp - Py the , (6.20)

zodat we voor P kunnen schrijven:

Pz)=2.0% (6.21)

En het stelsel (6,16) is dan als volgt te schrijven:

~pREL - Kep us (<120 + T (6.22a)
e R - ch%% 2 EG+ b;%_‘) (6.22b)
&+ Y=o (6.22¢)
Uit (6.22¢c) volgt dat
fo bW (6.23)

k& 2%z
Hiermee wordt 4 wit de vergelijking (6.222) gedlimineerd,
Daarna wordt uit de betrekkingen (6.22a,b) p getlimineerd
door de eerste vergelijking eerst naar z te differenti-

eren en daarna beide met bepaalde gewichtsfaktoren op
te tellen, Dit resulteert in de volgende betrekking:

79 VZ 2 24 v ch_ A
DwW 2 pkKe\ oW P =
22V —(2k - i) 222 +k ~ 5 D <o (6.24)

Hetgeen met veriabele 5, gedefinieerd door:

PR | (6.25)

-2
ook te schrijven is als:

2. bz A
(?__;1 _ l{Z)Cg;z _ k2ﬂ2> w=o (6.26)
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De algemene oplossing hiervan is:

A —-k'Z B k'Z+ C ~-kaz Dekﬂz

(6.27)

Met behulp van (6.23) wordt dan gevonden voor u:

- A, pek? L/scg“’hq;b KBzl (6.28)

Na invullen van de gevonden uitdrukking voor u in (6.22a)
wordt gevonden voor p:

p = ~5P¢Aékz¢. ipe Bek? (6.29)

De konstanten A, B, C en D worden bepaald uit de fysi-
sche randvoorwaarden., Dit zijn dezelfde als in 3.4 zodat
de vergelijkingen waaruit de konstanten opgelost mocten
worden ook dezelfde zijn. A, B, C en D worden daarbi]
weer dimensieloos gemaakt en gescheiden in een reéel

en een imaginair deel, zoals dat aangegeven is in (3.66).
Indien de konstanten Ai’ Apsy eces D1 en D2 bekend zijn
dan kunnen voor U en p de volgende uitdrukkingen worden
opgesteld:

ﬁ: ‘oa,lcc (Aa-LADE +Pak€1(—82+i3|3€kz (6.30)
b= ake {-i (A +ih)e % i g, 1B+ (6.31)
LRGN R e ) D) PR

Voor de drukspanning kunne we de volgende uitdrukking
afleiden uit (6.11b), als we bedenken dat p,=-Ty:

P} 2
._%a: }P 21“‘6' "PV?‘E 2oy (6.32)

%ﬂ wordt uitgedrukt in u volgens (6. 23) zodat ook geldt
dat:

Q

Y
52 = —ku (6.33)
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We mogen dan ook schrijven voor p,,:

P22

el %%-»zckye.u.+ Zikyv'bu (6.34)

ot

Indien dit geschreven wordt in de vorm van (6.18) wordt
de volgende uitdrukking verkregen:

~(ke Pzzz..clccp-#zi,quew.— 2‘ch py v (6.35)

Daarbij is verondersteld dat ook Pz, dezelfde afhankeli jk-
heid heeft van t als 7. Zodat voor de normale druk op
het grensvlak geldt:

Ry=p- (2 ﬁf - 2itkpy)w (6.36)

Hierin worden de gevonden uitdrukkingen voor p en u ge~
substitueerd:

(k¢ x-<b)

Rep=§p (2 EE —aikp, )k Y e (6.37)

L (x~cb)
Pzz={p— 2k xz—i &) Me‘ux ‘

(6.38)

Hetgeen dezelfde notatie is als in (3.83). Daarvoor moet
dus gelden dat:

o, = + pv (6.39a)

4 Fe '
Ay = g== | (6.39b)
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6.3 Staande golven.

6.3.1 Inleiding.

Een staande golf wordt gedacht opgebouwd te zijn uit
twee golven met dezelfde amplitude en golflengte maar
waarvan de voortplantingssnelheid slechts van teken
verschilt ;

. .
/ 3

\ \__/
B = . C <—
’rh = a ws(kxf kct) Ne= a cos (kx + keb) (6.40a,b)

v figuur 6.1 De opbouw van een staande golf uit twee lopende golven.,

De momentane uitwijking is evenals de druk op het grens-
vlak gelijk aan de som van respektieveli jk de uitwijkin-
'gen en de drukken van de afzonderlijke golven.

"Yl-.; tr]' + 1M, _ ' (6.41)
P= P, +Pa v (6.42)
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6.3.2 Afzetting,

Voor'de afzetting is het niet belangrijk wat de richting
is, waarin de golf 2zich voorplant zodat de reeds afgeleide
formules op beide golven toepasbaar zijn.

Pi=Cp ok cos Ckx—ket +dy) (6.430)
Py = CPZZ-[J-alCc’,L(pS Ckx+lecl —qép) (6.43Db)

Zodat we nu vinden voor de uitwijking en de druk op het
grensvlak van de staande golf:

M= a cos (kx— ket )+ acos (kx+ ket)
= a{cos (kx-kebt) + cos Ckx—+(<c¥)%

"

2acos (kx) cos(iet) (6.44)

szz.f)-a_lccf‘- ws(kx~kck+¢P)+CPZZ-;>-akc?'aas(kx ckeb-¢2)
=Cp_pakc{ oslex-leck +¢hp)+ cos (kx+lect ~¢p)
_—szzpakcz-z.ws(kx) cos( lect —4p)

=Gp,, pakd- 2. tos (ke § Cos(leck) tos g + sinchet) singot (6,45

3
i

De energie-overdracht van water naar afzetting is dan
geli jk aan:

E=-m.p (6.46)

waarbij gemiddeld moet worden over x en t.
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_4 A )
E____r_. 2 4{—1}}0&7{&&
=4 t{_{ [-2ake cos (ki)sim clect) ]+

¥[2 o, P al costhx) fcos (kc’c)cosyép-a-gnckct)sim}p‘g] dx dt

—1
= 'l'_’ Apa kchPzz !{{w.‘f(kx)sin(hc{)ws(kd)wS¢P+cchkx)si.«z(lc&)sim}Pg drdt
= ¢ Pa? k’cchzz ll_ chofzkoa % l‘ los gtP-,-—'-{ sindect)os (ke d b + im:h,-.'i_ stq(l(c(:\ﬁ }
. 7 _
:Llpakzécp ; i . —{6054>P.o + Sim P'Ii}
= Pa?'gc Sim 47’) (6.47)

Dit is dus de energiedissipatie in de afzetting per tijds-
eenheid en per eenheid van oppervlak. Deze is tweemaal

zo groot als de lopende golven waaruit ze is opgebouwd,

Of ook: de energie-dissipatie in een staande golf is
tweemaal zo groot als de energie-dissipatie in een lopende
golf met dezelfde golflengte en trillingstijd, waarvan

de amplitude de helft is van die van de staande golf,

‘We kunnen dit ook nog anders formuleren: '

De energiedissipatie in een staande golf is de helft van
de energiedissipatie in een lopende golf met dezelfde
amplitude, golflengte en trillingstijd.

Dit mogen we doen omdat (p,, en ¢p niet afhangen van de
amplitude van de verstoring.
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6+3¢3. Water,

Voor het water is het wel belangrijk te weten wat de rich-
ting is waarin de verstoring zich voortplant ten opzichte
van de richting van de hoofdstroom, dzar we anders niet
kunnen weten wat de druk is op het grensvlak, De bere-
kening van deze druk verloopt in beide gevallen geheel
verschillend,

Indien de golven zich voortplanten in de stromingsrichting
van het water, dan verloopt de berekening zoals hiervoor
reeds is aangegeven in dit onderzoek,

We kijken daarom nu naar golven met een negatieve voort-
plantingssnelheid, d.w.z. de golven planten zich voort
tegengesteld aan de stromingsrichting van het water.

We werken weer met een stroomfunktie (), zoals reeds
eerder is aangegeven, De snelheidsverdeling over de hoog-
te wordt gegeven door U(y). In dimensieloze variabelen
ontstaat weer de differentiaalvergeli jking, zoals we die
kennen uit het gedeclte met positieve voortplantings-
“snelheid,

: .U W
n;z_;i_./,f_.\:..x | -,

c<Lo

figuur 6,2 Waterbeweging met negatieve voortplantings-
snelheid van de verstoring.

U-c¢ = U, we) ' (6.48)
Zz = kY (6.49)
y= U- 75(2)-41 gty ~ (6.50)
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-

Voor de verstoring wordt weer de volgende vorm
aangenomen:
thex-ed)

n= 0 2 b - (6.51)
waarbij uiteindelijk weeralleen het reéle deel beschouwd
moet worden.
De differentiaalvergelijking waaraan de dimensieloze stroom—
funktie nu moet voldoen luidt als volgh:

2 2
d dw .\ .

w(zi;‘—%) __(a—_;?)#—v (6052)
Deze heeft dezelfde vorm als voor positieve voortplantings-
snelheid, maar nu treedt er geen singulariteit op. De
randvoorwaarden zijn dezelfde en luiden als volgt:

490 = Wo (Z=Zo) (6.53a)

$y= o (z=2y) (6.53b)

Als we de differentiasalvergeli jking oplossen volgens de
methode van Runge-Kutta (numeriek) dan doet zich wel
een klein probleem voor, namelijk:

'Om te starten zij twee randvoorwaarden nodig.

Als we in z (y,) starten is alleen ¢, bekend.

Als we in z, (y;) starten is alleen ¢, bekend.

VWie lossen dit probleem op met de zogensamde ,inschiet.-
methode", We starten in bijvoorbeeld Z, en we nemen daar
voor ¢ de waarde ¢p= s, aan. Daarmee wordt de integratie
uitgevoerd tot z,, waarbij we ¢(z)=y #0 vinden.
Daarna‘wordt de integratie nogmaals uitgevoerd,; maar mu
met de beginvoorwaarde 95;= Sy We vinden dan in %y Voor
¢M: ¢(ZM)=VZ¥ o,

Door inmterpolatie, of extrapolatie, wordt dan de start-
waarde voor % geschat op s, (zie figuur 6.3).
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figuur 6.3

randvoorwaarde door

- extrapolatie.
[e]
Va V, =V ’ ;
S, ~S3 $2 =8|
.
S3= $2- VY '\'/;‘:J’L (6.55)

Met de nieuwe beginvoorwaarde g%= 83, die bepaald wordt
door (6.55), wordt de berekening nogmaals uitgevoerd.
Met de waarde voor (3-?)0 wordt de druk berekend op het
grensvilak volgens:

k(x-ct)
p= (a+ip) pUlkae " (6.56)
waarin:
o d dw |
®t+ (5= “’o(Eg - 2250 (6.57)

Het samenvoegen van de drukken voor de golven met posi-
tieve en negatieve voortplantingssnelheid zal voor het
water wel wat problemen geven. De dimensieloze amplitude

Bepaling van de tweede

en faseverschuiving zullen nl. in het algemeen niet gelijk

zijn aan elkaar, zodat de druk een komplex geheel zal
worden.. En daaruit volgt dat voor de energie-overdracht
niet zo één twee drie te zeggen valt hoe groot deze zal
worden. .
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Te Toepassing op de experimenten van Klaassen,.

Aangézien Klaassen door een fout in zijn verslag heel
andere uitkomsten kreeg voor de waarden van Cp,, en ¢P .
en dus ook van CE, is op de volgende pagina weergegeven
welk gedeelte van het gemeten extra verval in de ‘proef-
buis verklaard kan worden met het viskeuze model.

Het blijkt dat de resultaten nu wel gunstiger uitkomen,
Het berekende verval ligt echter toch nog wel een orde
lager dan het gemeten verval.



Woar - |frekwenks | golfhoogte 301.(501:5.1- lea k| e 1 gwkeu berekond verval parcim tage " dak
nemin.a n [ 8 k : extra oloor enrgie — ‘\ﬂ}'b&’d‘%ﬂ Uﬁf"ﬂl-
[sec™] Cm] Cm ] vervad OVer droohk vwk&é}emm Uik maalt
Cm /m!] Cm /mi 2 L o1
1-3 —1.46 ~O.(D %10 105 0.315 | o.50 135 615 1573 o.620 * 45 12
3-9. ~0.gb 0.35 ¥I5° b3 0,630 | 0,222 | So 0.6 x153 0.07% x5 > 12,5
3-3 —14Yy 0,36 ¢ 452 78 0.625 | a2 bo 10 »153| 0.086 X152 86
3-4 | =359 |o2ov1s™| 157 |o0628|ony | 85 |22x45°| o6 « 253 27

...80 L~
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8. Beperkte geldigheid van de revonden oplossingz,

8.1 *Tnleiding.

Bij het oplossen van de beschrijvende vergeli jkingen
voor de afzetting en het water zijn enkele aannamen ge-
daan, Hier wordt in het kort nagegaan in hoeverre hier-
aan is voldaan. p

Daarvoor moeten we allereerst een idee krijgen van de
orde van grootte van de beweging van de afzetting. Op
de afzetting werkt een schuifspanning T, die gelijk
doch tegengesteld gericht is aan de schuifspanning die
op het water werkt. Deze maakt evenwicht met het druk-
verval I in de buis en is gelijk aan:

T=py-q RI (8.1)

waarin R de hydraulische straal is. Aangezien de dikte d
van de afzetting klein is ten opzichte van de buisdia-
meter 1lijkt het gerechtvaardigd om aan te nemen dat deze
schuifspanning konstant is over de hoogte van de afzetting.
Aangezien de stroming van de afzetting in dit geval la-
minair is, moet gelden:

2 ' |
T=Ra 37 _ (8.2)
of, bij invullen:
U
Pw gRI - Pa Va ey | (8.3)

Integratie van deze vergelijking en invullen van de rand-
voorwaarde dat de snelheid aan de wand nul moet zijn, levert
dan de snelheidsverdeling van de afzetting over de hoogte,
De snelheid is maximaal ter hoogte van de grenslaag en
heeft daar de grootte:

71 _ Pw 94RId
(ulz:o"' F\"i : T ’ (804)
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8.2 Gevonden oplossingen voor het water,

De eerste aanname is dat de variaties in snelheid klein
zijn ten opzichte van de hoofdstroom:

w << W ’ (2.6a)
v < L—L (2.6b)

De perturbatie-snelheden zijn niet expliciet bepaald
voor de beweging van het water., We kunnen echter wel
stellen dat deze in de grenslaag van dezelfde orde van
grootte zijn als de perturbatie-snelheden van de afzet-
ting. Deze laatste zijn volgens (3.77) van de volgende
orde van grootte:

0 (w) = 6 (aka | (8.5)
Zodat we voor (2.6a) kunnen schrijven:
Pw RIJ
ake < x5 (8.6)

Na invulling van de gegevens voor de Ecker-leiding:
Rzg¢=025m 1212513 mm' p %P , Vo216 m?/s
wordt dit:

%‘3 &« 16 | (8.7)

Voor L<8mm en c¢S>1cm/s wordt dit
a (8.8)
a XK 2

Aan deze voorwaarde is eigenlijk niet voldaan, maar deze
moest gedaan worden, daar het probleem anders niet op-
losbaar is,
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De twecde aanname die gedaan wordt is dat de termen,
waar de viskositeit in voor komt verwaarloosd worden.

Dit peeft aanleiding tot een singulariteit in het stro-
mingsveld, welke aanleiding geeft tot oneindig hoge snel-
heden en een wervellaag ter plaatse van de singulariteit.
Deze toestand is niet stabiel,

Miles kende dit probleem ook en heeft de som ook benaderd
zonder de viskositeit te verwaarlozen, Het op deze wijze
verkregen resultaat (d.w.z. de druk aan het grensvlak)
vertoonde veel gelijkenis met het berekende met het niet-
viskeuze model. '

Wel zullen de met het niet-viskeuze model berekende snel-
heden voor de deeltjes in het algemeen niet overeenkomen
met de juiste snelheden (geheel niet ter plaatse van de
singulariteit). Het model is echter opgezet om een uit-
drukking te vinden voor de druk op het grensvlak water-
afzetting.

De theorie van Miles is ook experimenteel geverifigerd
door Zagustin, Hsu en Street (1968) en door Kendall (1970).
Beide onderzoekingen blijken de juistheid van de theorie

van Miles te bevestigen ten aanzien van de energie-over-

“dracht van lucht naar water.

Blijft de vraag of deze theorie ook toegepast kan worden

op de golfvorming in het grensvlak tussen water en afzet-
ting. Zoals Brooke Benjamin (1959) op pagina 170 van zijn

artikel opmerkt, is deze hele theorie alleen toepasbaar
als er zich een viskeuze grenslaag kan vormen, zodat
nagegaan zou moeten worden of de viskeuze grenslaag aan-
wezig is,
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8 Gevonden oplossingen voor de afzetting,
ek

Allereerst is weer aangencmen dat de variaties in snel-

heid klein moeten zijn ten opzichte van de hoofdstroom:

w << U ’ (3.39a)

V & U (3.39b)

Dit leidt tot dezelfde eis die gesteld is bij het water;
voor LK8mm en c)racmls wordt dit:

& 8.
d K2 (8.9)

Ten tweede zijn de niet-lineaire termen verwaarloosd
ten opzichte van de lineaire termen. Dit levert drie
voorwaarden op, naneli jk:

Pa'a-'% &< Pa%% (8.10)
A )

pa.\f.g).(« & (8.11)

Pa O S8 g 2%, (8.12)

'We hebben reeds gezien dat de snelheid op het grensvlak
gelijk is aan:

_ _ pw 9RId
(W, = pa" " (8.13)

We stellen echter dat {’w’k',pa, zodat dit nog wat te ver-
eenvoudigen is. We hebben afgeleid dat de orde van groot-
te van u gelijk is aan:

O (W= O(ake) | (8.14)
Zodat hieruit is af 1;6 leiden dat:

O(28) = beake) (8.15)

0—(?;% = O (ake) | (8.16)

O(2ey = 0 (aKC). (e

omdat u dezelfcie afhankeli jkheid van x en t heeft als 'f] .
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Verder is reeds afgeleid dat de orde van grootte van

g% geli jk is aan:

O %%\z &(Pak"cz) | (8.18)

De voorwaarde (8.10) is dan te schrijven als:
aRI s
fo 35 akc «p, o

C gR1
7> Vo (8.20)

)Cacz (8.19)

De voorwaarde (8.,11) is te schrijven als:

Pa, EId ak!C <« Pﬁ O-kzcz (8.21)

Hetgeen dezelfde voorwaarde oplevert als (8.19).
Verder is voorwaarde (8.12) nog te schrijven als:

gRId 2

fo Va ake << pg alle (8.22)
1
'5_ > J 52_ (8.23)

In de voorwaarden (8.20) en (8.23) worden de gegevens
van de Ecker-leiding ingevuld. Dit resulteert dan in:

Swak Vo (8.24)
K 1o | (8.25)
d 64 - .

Indien ingevuld wordt ¥,»10 *wife en 42718 dan levert
dit op:

C>> 0,011 m/s (8.26)
L<< 0,57 m ' (8.27)

Aan voorwaarde (8.27) is zeker voldaan. De vraag is het
echter wel of voldaan is aan (8.26), Dit is zeer dubieus.
Bij lagere waarden van V, wordt echter hieraan ook vol-
daan,
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9, Konklusie.

Het b]_'y‘}cb dat met de opgezette modellen voor zowel water
als afzetting grotere energieverliezen zijn te verklaren
dan met behulp van de theorie dié dit energieverlies wil
verklaren uit de vorm van de ribbels.

Indien gezocht wordt naar een’verklaring van grote energie-
verliezen, dan moet voor de afzetting een viskeus gedrag
worden aangencmen, daar dit hogere energie-verliezen geeft
dan een visko-elastisch materiaal.

Het blijkt dat de keuze van het snelheidsprofiel van het
water nabij de wand van grote invloed is. Er zou dan ook
eens gekeken moeten worden naar deze snelheidsverdeling
in een proefopstelling.

Bij de uitkomsten moet er wel rekening worden gehouden
met het feit dat niet voldaan is aan de vocrwaarde dat
%((2_ , zodat de invloed van de niet-lineaire termen
‘niet te verwaarlozen is,

Met het gekoppelde model voor het systeem water-afzetting
kan - uvitgaande van een bepaalde golflengte - een benadering
worden gegeven voor de voortplantingssnelheid. De met dit
model berekende energie-verliezen verklaren het grote
energieverlies, zoals gemeten bij de Ecker-leiding. Indien
echter, de theorie wordt toegepast op de Bévercé-leiding,

dan 1lijkt dit nergens op (verklaard van het gemeten verval
wordt hoogstens 1 %). Voor dit geval zijn de berekende

1i jnen voor szz en ¢, weergegeven in de bijlagen. Dit geldt
voor een logarithmisch snelheidsprofiel, omdat voor deze
leiding daarover verder niets bekend is. Misschien dat daar-
in de reden zit dat het voor dit geval niet klopt., Wellicht
is het zinvol om eens verder onderzoek te verrichten naar
de snelheidsverdeling indiemnr er een afzetting ‘aanwezig is.
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11 Bijlagen,

Als bijlagen zi;jn opgenomen:

(a) lijnen voor sz ,en <}P voor de Bévercé-leiding voor
drie verschillende waarden van yo.

(b) algol progremma voor de berekening van szz en ¢p
voor het water als funktie van k en c.

(e) algol programma voor de berekening van CFzz en SI’P
voor de afzetting als funktie van k en c.
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ALGOL PROGRAMMA VOOR DE BEREKENING VAN CPZZ EN FIP VOOR HET WATER

FAST ALGHL COMPILER Ur DELFT2=LEASE OF 17107219753 InCK
0 PREGTMT . .
1 YREALYH C oKy VirlAX g VD s DP 3SyA R ZC 4 W0 gPOyPiig SOMg Py FI4AFGFI,
7 FIIPOsA FILPUGFI1PH4A FIAPE,FI3PO A FI3POsFI3PH A FI3PHN
2 NB3gAh g A5 g A6 ATy AByPTyREyIMaDeALFALZBETAY GRS
2 'REALYAL,A2
3 VREALYT ;.
&4 . VREALYDIKTE ¢ ™A
5 VREAL'CU,FVU,CE1; ’
6 VREALVWGEM.ULENV
T TREALYAMPL 3§
8 VINTEGER VINDEXY ¢ INDEX2,I9JeiNg AANTAL 3y TAL S
9 "REALVYARRAYYARC(/0:6/)4ARD(/0:6/)
10 VREALYVTARRAY'ICOEF(/1:10/) 4KD(/1:57)
11 'INTEGER"ARRAY'ARA(/l:Q/):
12 VREALVI'PROCEDUREYFI(X) 3 'REALYX3FL12=RY(X4ARC)
15 IREALYITPROCEDUREYF3(X) s YREALYX3F3:=RY(X,ARD) 3
18 VREALYIPROCEDUREYAFGFLIX) s "REALYXSAFGFL:=rRYA(X4ARC) 3
21 'REALY'PROCEDUREYAFGF3(X) 3 '"REAL'X3AFGF3:=RYA(X4ARD)
24 VReALVIPROCEUDUREYRY (Vo) s "REALYYV S VARKRAY V43
27 VREGIN?
w 28 SCM:=03
29 VFOR'I e=0VSTEPYLWUNTIL'6.5'DO!
30 SOMe=SuM+Ad (/17 )=y=ee] s
31 RY:s=SUm;
32 TEND Y S
33 'REALYIPROCEDUREYRYA(V 4l ) s YREALTWIVARRAY Vi 3
36 VBEGINY
37 ‘ SQMe=03
38 'FOR'YTIe=1'STEP'LYUNTILY6,5 D0
39 SOMe=SOM+w (/T/ )%=y (I-1) 3
4G . RYA:=SUis
41 VEMDDY S

G2 SETTING(14123452):
43 INREAL(O4H) S

44  INREAL(D,VGEM) ;s

45 INREAL(DWDIKTE)
46  INREAL(D4NUA)

47  INREAL(G4DP);

48 INARRAY(O,COEF) 3
49  INARRAY(G4KUD)

50 AMPL:=0,00035;

51 OUTSTRING(Ly (! H = 1)V)
52 FIX(lyledeH)s

53 OUTSTRING(Ly¥(tmr)v)3

54 LInNE(ls1)3

55 UOUISTRING(14(? VMAX = 1)v)g
56 " ViHMAX:=1,40%VGEIT;S

o7 FIX(l’l,lfQVle/\‘/():

58 QUTSTRING(L4"('si/SECY) 1)

59 LInz(141)2 ‘

50 UUTSTRIMG(LV (! VGEW = v) V)3

A1 FIX(I,I,@,VGtﬂ);
52 OUTSTRING(Le'(*M/SECY)Y);
H3 LIvt=(Le1)3
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FAST ALGDL COMPILERA JF DELFTRcbLcASE OF 1/10/19753 INCR K o + 8
AL DQUTS TRTIHG( LM (! D = ¥)v}s
55 EIX(]!‘[,”!"“I;/\A"‘
Ah ‘lUfol\I ((19‘("‘)|);
57 LINE(1,1);3 ’
68 QUTS IRTIRGILe Y (! AMPL = §)v)3s g
69 FIX(1lslebaAMPL)S
70 OUTSTRING(Lg Y (' vyv)s
71 LIME(L141)5 y
e DUTSTRING(Lgyv (! NUA = t)v),
13 ;IX(l 1yéedUA) S
T4 OUTSTRING(LgV( Va2 /SECT) V)
75  LINE(Ls1l):
T65 OUTSTRING(Ly ' (F DS = V)v);
17 rIX(ls1484DP);
18 PAGE(1);
79 TAL:=0;
80 Cr=0;
81 CiF ¢
81 AANTAL :=0zs
83 TAL:=TAL+1:
84 Ki=KOD(/TAL/)/DIKTE:
85 MUTSTRING(Ly' (" KD = 1) 1)
86 FIX(Ly142,4X0(/TAL/))
87 UUTSTRING(1L,1' (! K = t)t);
88 rIX(1ly3545,X):
89 OUTSTRING(L, (! ECHER LEIDING L)
90 LINE(143);
91 OQUTSTRING(L, " (Y C/hUA%RK - FACTOR F P FI P BETA
g2 BETA ALT.BER C CEl ENJYERLIESY) 1)
92 LINE(142)3
93 CiuD#e
93 AANTAL :=AANTAL+1:
95 - A2:=(C;
95  Cr=NUARKRCIEF (/AANTALYZ) 3
97 VIFICKVIHAX T THENY T GOTOYFrYV 3
99 C:=A2;
100 YGOTOYATJKS
101 FFYV:
101 '
101 Ul:=VHAX/LN(501);
03 dGei==C/Ul3s |
104 ZC s==KiHu=XP (=WD)%0,001 3
105 POt==7Ck(1-EXP(WT) )3
106 Pris=PO=-K&H/2
107 St=A8S(PO)/10s
108 [¢e=ABS(Pr)/53
159 INDEX :=-tNIIFR((A35(P|)—UP <0,999%99)/T+1) s
110 INUDEX2 s -t:n]lhx((d[.S(P ) =DP2g.99999G9)/S+1 )
111 ARC(/70/) 1=t
11z ARC(/1/): =l,
113 ARC(/2/)i==1/(2%7C )
114 ARCH(/3/):=1/5+1/(73% C ------ 7).
115 ARC(/4/)i==1/18=-1/ (43 «J);
Ll1a ARCI(/>/7): -1/12&+?%/(7?J2 W2V+1 /(D2 0wy
117 ARC(/5/) =03
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ST ALGOL COMPILER UF DELFT425LEASE- JF 1/10/1Y973 INCRoNR o +SUURC
118 ARD(/O/):==7C3
119 ARD(/1/) =D
120 ARD(/2/):=-2C/25
121 ARU(/3/)e==1/18+1 /(2437 (C%%2) 3 ‘

122 ARD(/4/)e==0C/24=001/(432=2C)=1T/(144%]C%%3);
123 ARDI(/5/):=0;

124 ARD(/4A/):=03

125 ARA(/1/):=03

126 ARA(/2/) =13

127 ARA(/3/):=1;

128 ARA(/4/):=23

1729 PI:=4*ARCTAH(]):
120 TBEGIN

131 'YREAL'VARRAY!'AP(/INDEXL:INDEXZ/) ¢ FILT(/INDEXL:INDEX2/) 4
132 AFGFIYL(/INDEX1I:INDEX2/);:

132 TREALVIPROCEDURE'OQ( XY Z) 3 'REALYKe Y, Z230:=273

135 VREALY'PROCEDURE'R (XY 4Z) s/ VALUE"Xs "TREALYX,3Y 473

138 Re=Yo((ZC+X)5n2% L N(L+X/ZC)=1) /((ZC+X) %525 N (1+X/ZC ) ) 3
139 YREAL''PROCEVDURE VAR (XX,YYoZ7) 5 VWALUF 'XX 3 'REALYXX,YY, 273
142 PREGIN' Y INTEGER Y Si3 "AEAL 'UL,U24SS;

145 VIFVXX<OV THENSS =TV ELSE 155 :=5;

149 S r=SIGN(XX)H(EMTIER((ABS(XX)=DP%0.99999)/SS)+1)
150 VREGIN'

151 IREAL VRRKO § RR4D 4 GERL y GER2 y GERF 4 GV

152 VINTEGER VL

153 TREAL ' VARRAYVRRABK(/0: A/),K« RiA(/0:4/) 3

154 RRARK (/07 ) :=03RRARM(/0/) ¢

156 GERl:= AP(//) 3

157 GER2:=FI1(/M/):

158 GER3:=AFGFIL(/M/);

159 GV s=XX=AP(/1/)3

1560 TFQRYL:=1PSTERP VIV UNTIL Y 4.5 DO

161 VBEGIN?

1562 RRARK(/L/):=GVu=xO(GERL+ARA(/L/)/2%GVH, GERZ2H+ARA(/L/)/2%ERARK(/L=1/) yGERZH
163 ARA(/L/)/2%RRARA(/L=1/))3
163 RRARM(/L/):=GVusR(GERT+ARA(/L/) /2% GV, GERZHARA(/L/) /2%RRARK(/L=1/) 3 GER3H
164  ARA(/L/)/2%RRARM(/L=1/));

164 VEND Y S

165 RRKO:=1/6% (RRARK(/1/)+2%RRARK(/2/ ) +2%RRARK (/3 /) +RRARK(/4/)) 3
166 RRMO:=1/6%(RRARM(/1/ ) +2%RRARM( /2/ )+ 2xRRARM(/ 3/ )+RRARM(/4/)) 5
167 Ul:=GERZ+RRKO; ¢

168 - U2 :=GER3+RRMO;

1569 YEND':

179 RR1==(2/XX%12=1/( XX#%2 )==UL)+R(XX,YYy22)3

171 VEND Y S

172 TPROCEDUREYRK(XOe YO 920y DX FeGyXLyeY1yZ1) 3 ' VALUEY DX

174 ‘RiAL'Xu,YquU'XI Y1, /l,UX,

L5 PREALTYPROCEVURE'F, G35

175 'COMMENT'RK TINTEGREFRT HET SYSTEEM

176 Y'=F(X,Y,Z)

176 27=G(XeYel) : .

176 VUUR 1 STAP, GROUT DX, EN Gk T STARTWAARDEN X0, YO EN 703
176 '"BEGIN!Y .

L "‘AL'thmﬁ:

178 TREAL P VARRAYVARK (/04 /) ARM(/C24/)
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ST ALGUL COMPILER UF DFLEFTGRELEASE OF 1/10/1973 INCR¢MR o +S1IURC

179
161
182
183
164
184
185
1865
186
187
188
189
190
191
192
192
194
195
196
201
203
204
205
207
207
209
210
211
215
218
219
22Q
222
222
223
224
225
225
228
229
230
232
232
233
234
235
235
238
239
240
242
243
244
245
2h 5

ARK(/G/ ) s=0shRi4(/0/):=03

VEFOR Y Y= 1VSTEP YL YUNTIL Y 4,57 00!

YREGINY
ARK(/J/) :=0X%F (XO+ARA(/J/) 723D X g YO+ARAM( /I /) /2%ARK(/I=1/7) s ZO+ARL(/ U/ )/ 2
BARM(/Jd=17))5 ¢
ARM(/ZIZ) s =DXG(XO+ARA(/ I/ ) 725DX g YOFARA( /I ) 7 25%ARK (/=17 ) s 20+ARA(/J/ )/ 2
SARM(/J=1/) )3

1ERMDY; ’
KGOe=1/6%(ARK(/L/)+2%ARK(/2/)+2%ARK(/3/ V+ARK(/4/)) 3
MO s=L/8%(ARM( /L) +2%030 (/27 ) +2%LRM(/3/)V+ARM(/4/) ) 3

X1:=X0+0DX3

Y1:=YO+KO3;

Z1:=20+4M03

FERNDTY VAN RK;

TCOMMENT Y sni) VOLGT DF INTEGRATIE VAN F1 IN POSITIEVE P-RICHTINGS

Pe=DPs Ne=03

rle=Fr1(P)3

AFGFIs=AFGF1(P);

INTFIPOS: me=N+1: AP(/0i/) =Py FIL(/N/)e=F1s AFGFIL(/N/) t=AFGF];

VIFY (P+S) > PO VYTHENYIGUTOYLPLS

RK(P,FI,I\FGFIQS,Q,Q,PQFI,AFGFI):

TGOTOVYINTFLIPUS;LPL:

REK(P4gFIJAFGFIJABS(PO=P)4Q4R4yGR4yFILIPO4A FIL1PO);

VTCOMAENTY slU VOLGT DE INTEGRATIE VAN F1 InN NEGATIEVE P-RICHTING;S

Pe==0DP: MN:=0; )

rl:=r1(P);

AFGFI::=AFGF1(P):

INTFINEG: ne=N=13: AP(/N/):=P35 FIl(/n/):=r13 AFGFIL(/N/):=AFGFI3

VIFY (P=T) < Pt YIHEMY'GOTOYLMNDLS

RKIP gFIgAFGFI 4=T304R4PyFIZAFGFI);

VGOTOYINTFIMEGsLNY S ’

REK(PFIJAFGFI ¢=ARS(PH=P) g0y yGR,FI1PM,yA FILPM) S

PCOMMENT Y sy VOLGT DE INTEGRATIE VAN F3 In POSITIEVE P=RICHTING;

Pi=DP:

FIse=F3(P);

AFGFTs=AFGF3(P)

INTF3POS:

VIEY (P+S) > PO 'THENY'GOTU'LP3:S
REK(PyFIgAFGF I ¢S s04RRyPHFI JAFGFT) S

1GOTOYINTF3PUSILP3:

RK(P4FTJAFGFIZABS(PO=P) 4QeRRyGR4yFIZPC,A FI3PD);

1COMMENT Y sNU VOLGT DE INTEGRATIE VAN F3 I MEGATIEVE P—-RICHTING;

Pe=—=DP;

rls=F3(P)3

AFGFT e=AFGF3(P) 3

INTF3NEGS

VIFY (P=T) < P VIHENTIGUTOYLNZS
RK(P,EI’A"_(;*‘IQ—'"),"’\a‘(,P,FI,I\F(;*—I);

VGO TOYINTF3NEGs LN

REA(P 4FT gAFGFT ¢ =ARS(PHM=P) s UyRRyGRyFI3PMsa  FI3PM)3 .

AB:=FI1PORLN(PO)+FI3PO;

Ag s=Lri(=Pr)+EI3PH/FT 1PMS

Ao e=p O (A  FILPOXLN(PO)I+A  FI3ZPY)+WO/PORFTILIPG=-wOxAGxA  FI1POS

ANas=rT11P0O=A4~A3;

ATet=+d0%PIxA  FILPO;

Ho
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.

247 AB:=+PI%FIT1PO;

246 &é:=-WC S(ASHAS=AT=AEL) S

249  Thi==HWOu(ASRATHALEAE) S

250 De=ARRRP2HNGEHRE2 S ‘

251 ALFA:==RE/D+WQ/ (ZCHEXP(W3G)) s .
252 BzTAs=4+In/D3

253 VEND?' S

254 &l:= SORT(ALFAR2 +3F TAR2 Ysel) w2 /C%%2 3

255 VIFYALFADOYTHENYA2 :=ARCTAN(ETA/ALFA)+PIYELSE!

258 VREGINYVIFYRETADOYTHENYAZ :=ARCTAM(BETA/ZALFA)+2%PIYEILSE!
252 A2 :=ARCTAN(BETA/ALFA)

263 TEND?Y

264 WIJK:

264 rIX(142454C/7 (NUAEK)) S

256 FIX(147y H9A1) s

2671 rIX(143484A02)3

268 FIX(14248,RETA):

269 rFIX(142983=PIwZCx3xW0/D) 3

270 FIX(143:8,C)3

271 CE1:==0,5%A1%SIN(AZ);

272 FIX(1e5484CEL)

273 SNV APL A MPLRCCHC K KRCE L %4/ (VOEM HR9 481 )5 "COMMENMT ' VOLR BUIS:
2174 FIX(l 1,5,_NV)9

275 LINE(142 )3

2716 VIFYAANTAL == lU'THg\"'G(JTL]'C‘\JUH,

278 PAGc(1)3

279 VIFYTAL-=S5'THEN' YGOTDYCNF 3

28l VCOMMENT?Y

251 NU VOLGEN GETALKAARTEXN

281 0OP DE ceERSTE STAAN ACHTEREECMVOLGENS:H Enft VGEM
281 UP DE VOLGENDE:DIKIE =i NU VAN DE AFZETTING

281 Ds
281 DE COEFFICIENTENARRAY VOUR WAARDEN VAN C/nUA%K
28l EM DE ARRAY VAN KD=WAARDENS

281  TEND?

) ERRORS FOUND
PU-TIME USED FOR COMPILATION: 184 CENTISEC,
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ALGOL PROGRAMMA VOOR DE BEREKENING VAN CPZZ EN FIP VOOR DE AFZETTTNG

ALGUL COMPILER GF UELFTGRELEASE OF 1/10/1973 IMCE o9& , +SOUKE
0 TBEGIN® -
1 TREALVC g KyMEL yNVI RO s UeQyRyARGRT yPIyMODB T 0 g ML 942 gRE 3 1, CPZZyFIP,
2 Al yA2,381482,C14C2yD14024BT14BT2 3NV eAMPLyCELyVGEM4H ¢ :
p IREAL VEPIML g ENML yCM2 4 SM2 3
3 VREALVALFAL JALFA2S
4 'REALYWAR,S;
5 VINTEGERYX,Y
6 IREALYVARRAYVA(/1:8,1:5/)3 !
7 PPROCEDUREY TNVGAU (A gy EPS ,STHRGBUL TER ) ;
8 VWALUE T3
9 VINTEGER Y M3 "REALVEFS s P ARRAY VA :
12 VLABELYSINGUL TER S
13 VREGIN''INTEGERYI,JeX:'REAL'PIVOT,Z:
16 PARRAY'B4C (/1 N/ )3V INTEGERV VARRAY Y P, O(/1:04/) 3
18 PFORVYK:=1 S TERPYLVUNT IL PN DO
19 'BEGIN'PIVOT:=03
21 PEORY I :=KYSTEPYIVULTIL YWY D0
22 VEFOR'J e =K STEPYLYWNTILY N DO

23 'BEGINYYIFYABS(A(/I4J/))>ABS(PIVOT) *THENT?
25 YBEGIN'PIVOT:=A(/TI,J/)3P(/K/):=13Q(/K/):=d3
29 VENRB? ’

3C YEND':

31 VIF'ASS(PIVOT)<=EPSYTHENYYGOTN !
33 SINGULIERS
33 VIFYP(/K/ ) ==K Y THEN?Y

34 'BEGIN''FOR'J:=1'STEPYLYUNTIL'N'DO?

36 'BEGIN'Z:=A(/P(/K/)Y3J/I3A/P(/K/)4d/)e=A(/Ked/ )
39 A/ Jd/) =2

40 YEND®

41 'END';

42 VIF'O(/K/) ==KV THEN?

43 'BEGIN''FOR'YI:=1'STEPYLYUNTILYN!'DU!

45 VBEGIN'Z:=A(/I1,0(/K/)/)35A(/14Q(/K/)/)V2=A(/14K/)

48 A(/T4K/) =7

49 VYENDY

50 'END';

51 'FORYJ:=1'STERPYLYUNTIL*N'DOY

52 TBEGINYYIF V=K VTHEN?

54 - YBEGIN'B(/J/):=1/PIVOT;C(/J/) =1

57 YENDY'ELSE!

59 'BEGIN'S8(/J/)i==A(/KyJ/)V/PIVOT;C(/I/):=0(/I4K/)
62 VEND Y :

63 A(/KyJZ)2=A(/d4K/) =0

64 VENDY S

65 YFORYI:=1'STEPYLYUNTIL 'R DO

66 VEORYJ e=1 P STEPYLYUNTIL MY DO

67 A(71437) =R (/143/)V4C(/1/)%B(/J/)
68 VEND!' 3 »

6G VEORIK $=NISTEPY =LV UNTILY L YD

70 TBEGINYVIFYR(/K/) ==K Y THEN! .

72 'BEGINY'FORYI:=1'STEPYLtUNTILYNIDOY

T4  VYBEGIN'Z:=a(/T14P(/K/Y/)sA(/T 4P (/R )2=A(/14K7) ¢
T A(/T4K/) =7

T8 YEND
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79 VEND': '

80 VIFYO(/K/ ) ==KV T HEm Y

81 TBEGINIIFORYJ =1 YSTEPY LY UNTIL MDY
83 BEGIMN'Z:=A(/0(/K/ )3/ )38 (/0(/K/ ) e/ )2=A(/X407) 5
86 Al/K,d/) =1

87 YEND!

- B8 YEND?

89 YEND!? ' P
90 VENDTY S

91 Plei=4=pARCTAN(L)

92 INREAL (O ¢NEL) 3

93 INREAL(O,NVI);

94 INREAL(Q.R0O);

95 INREAL(O4D)3

96 QUTSTRING(L41V (10 NCOEL = v)t)s

G7 FLO(1,3,14NEL):

98 OUTSTRIMG(Lg ' (Fi/M21V) V)

9G  LINE(l41)3
100 OUTSTRING(L4' (! VI o= t)t)g

lol FLU(IyB,lgNVI);

102 ODUTSTRING(la*('wm2/SECY)1):

103 LIME(1,1)3

104 CUTSTRING(1, (! RO = 1)r);

105 FIX(144404R0);

106 ODUTSTRING(La"('KG/M3V)V);

107 LIME(1,41)5

108 OUTSTRING(L, V(! (B = )r);

109 FIX(l41l,4,0);3

110 OUTSTRING(1aY(tmt)t);

111 INREAL(O,AMPL)

112 INREAL (C,H);

113 INREAL(O,VGEM);

114 LINE(1,5):

115 OUTSTRING(L,'(? AMPpL = 1) 1)

116 AFTX(141444AMPL)

117 OQUTSTRING(L,P ('Yt ) 1)

118 T INE(141);

119 CUTSTRING(L, (! H = 1)V)3

120 AFIX(141l44,4H);s

121 OUTSTRIMG(Ll,*(tidt)v)s

122 LIMNE(Ls1)3

1237 OUTSTRIMG(Ll, (! VGEM = v) V)3

124 AFIX(14143443VGEM)

125 OUTSTRING(L,'('"M/SECY) V)

126 LINE(1l48);

127 OUTSTRING(l,'("' C K cr 717
128 Fl1 P CENGVERLIES . CE1 CHRO/(NVI=K)V) V)
128  INREAL(O,K);

129 KD:=K3x:0D;

130 HERHAAL:

130 LINE(1.1);

132  INREAL(O,C);

123 ALFAY:=nVI;

134 ALFAZ t==NEL%*xC 3

135 Qe (Bl 24ny] e K S 2 Qo 2= NI L S ek 2 ) / (P bl sene 2 gy [ oo 2o s posie (el

N
-~
I
~—
-
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136
137
1328
142
143
144
145
148
152
1653
154
154
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
121
182
183
184

185

186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
a7

98

COMPILER UF

Rei=—=p0IVI #K e :;: YA N P B N ATE [ RS G S R T P ch
VIFEA fs(')('~l)'|‘ i) 4
TREGIHNITVIFYADDVTHEMYARGB T s =PI /4 ELLSE!
ARGET:==pP1 /4 #
YEOTUY LT ELS
FEND Y S
PIFYOSOVTHENYARGBT s =0 o =ARCTAN(R/G)Y"ELSE!
VBEGIN'TIFYROOVTIHENTARGBT :=0,5
ARGBT : =0 (Oo%ARCTANM(R/G)=PI/2
VEND® 3
Glel:
MODB T = (O0+RRR ) 50,253
BTL :=MODBTCUS{ARGRT )
BT2:=MDOD3T=SIN(ARGET) ¢
il e =RT1xKD};
M2 :=BT2%Ki
EPML s=FXP (1)
EnNMl e=EXP(=M1)3
Cim2:=C0OS(M2);
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DELFT RELEASE e 1/10/1973

SMz:=STIN(iM2) 3 i
A(/L41/)e=cXP(KD);

A(T1427):=03

A(/143/)=E5P(=KD)3

A(/Y4/) =00 :

A(/1,5/):= PrilCme
A(/146/)t==EPrlSH23
A(/l,(/)‘=Eﬂ%l*CM2:
A(/148/):=ENmil®S142 3

A(/2417) =03

A(/2 42/ ) :=EXP(KD)

A(/2437) =03

A(/2, 4/)‘=EXJ(—YH)

A(/24+5/) =P ‘1 2Sih2 3

A(/246/) =P C ?

A(/2, 7/).3"'al] 7?
A(/Z,S/):=t|:'~Cn29

"(/3e)/) =0 .

A(/34,2/7):=EXE(AD);

A(/343/):=0¢

A(/ 3447 ) s==EXP(-K “)s

A(/3,5/):=EP11 SBT2RCM2+EPMLABT 15%Sm2 ¢
A(/346/):=EPrLlxs '%]‘__ lnl/‘t:Plll BT2Z2%SHM2 3
A(/347/) s ==Eiim ]t 5(7 A2 +ENML A3 TLSM2 3
A(/ 348/ ) s=—=Eniml=BT 1% l?"f\\l!l B 2%SHM2 8
A(/&41/ )=~ :/H(*U)

A‘/’q?/):=

A(/&437) =23 t(—hﬂ)

A(/Gqy4/)e=03

A(/4y5/) s==ERPH Y eRTIHCM2+EP ML HHT25S5H2 3

A(/446/)t=ERLx
A(/4Gs T/ ) =201
A(/lv’/)::-ﬁwﬂl
Al/75.17) =13
Al/D42/7)2=0%
A/ ) =13

B2 "/4””N]-bll*5A2§
BT1CM2+ENMLEBTZ2SM2 3
|° kH2+l!H1 B 1 1:SiA2 3

HARCTAN(R/Q)+PI/2 Y ELSE?

I",‘C?{ -

o
- e

L. sheas

MR ¢ +SUUR
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$9
200
231
2072
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
225
2728
229
229
230
231
231
232
233

==

233"

234
235
235
236
237
237
238
238
239
23G
240
243
24a
2410
249

A(/H,Q/)
A(/by)/)
f(/)qﬁ/)
A/DeT/)s
M(/)’d/)
A(/641/):
A(/642/)¢
A(/643/):

A(/be4/):

A(/6457):
Al/646/):
A(/64T/):
A(/648/):
A(/TeL/)2
A(/Tg2/ )2
A(/T43/)¢
A/ T e84/ )
A(/T45/):
A(/T46/)0
A(/TT/)

A(/7,8/)‘
A(/MB,1/):

A(/8427):
Al/B,43/7):
A(/844/):

LER UF DELFT4RELEASE

IIHIIH

:H(-\}—lt.)
se we we we e

-—-1¢o~c @s we we we Be ae B We e we

HRTL=8T2%3T2+41 %
Z«bll BT2 3
TIBT1I-BT2%5T2+13
2xBT1xRT23

NOoONVO L@ lw‘JNWJ\JH’DH‘”“‘O*“C

HIIH HIIH HIIHIIH HllH HIIH HIIH

*r we Be ae

A(/R,b/)°=2 <3T1I%BRT2:

Al/B,467)

$=RTL*3T1-212%3T2+13

AL/84T/)2=2%BTL*BT23
A(/848/):=B8TL*BT1-8T2%3T2+13

INVGAU(A

189 V=12, EINDE) S

Ali==A(/1,6/)}
A2:==A(/2+6/)

Bli==A(/3,6/);
B2:==A(/4,6/)3

Cli==A(/5,6/)}
C2:==A(/646/)3

Dli==A(/T,67);

D2:==A(/846/)3

RE:$=A2-82+2%ALFAL1=K/(RU*C )= (A1-BL+BTL= Ll bl/ FZ %11
+2%ALFAZ2K/ (RUO*C ) *

IMe=—A1+B1+2%ALFALS h/(RU*C)

+23 A'rA? K/(\u'

CPZZ +==SORT(RE=RE+ Tk Il),

'IF'QE>O'THEN'FIP
PREGIN' VIF ' IN>0 THENTF 1P :=

FIP:=ARCTAN(TIM/RE)

VENDY :

CEL:=0.5%CPZ2Z=SIN(FIP);

§ 2

OF

ARCT AN (

1/10/1973

(=A2+32=-BT2=
<(A2~-B2+B12% rl+b|1 <C2- HI)
#(Al-8B1+BT1*Cl-BT2%C2-BTL=

-ARFIAI(IM/%E)+PL'ELSE'

TM/RE)+2%P I

TMCH o0

U1+RT) <D2)
e ) s

2
ul+>lz*u2);

« +SUURC

"
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250 SV 3 == ARPLAEAMPLA#CHCCaCKECE LR/ (VOE %9401 ) s "COMMENT ' YINR 3UILS:
251 FIX(142454C)3 ' ’

252 FIX(1438,5,K)3

253 FIX(1,10,8,CPZZ)3

254 FIX(19845,FIP)3

255 FL‘:'(].,S,Z,ENV);

256 FIX(195,4,CFE1)

257 FIX(1492,3,CHRO/(NVIHK) )3

258 YGOTOYSTORS

25G  EINDE: :

259 OUTSTRIMG(L V" (' IMVERSIE MATRIX GESTRANDY)')3

261 STNP:

261 ININTEGER(Q4X) 3

A3 VIFVX=1YTHENYIGOTOYHERHAAL 3

65 PAGE(1):

266 TENDDY

“RRORS FOURD
J=TIAE USED FOR COMPILATION: 172 CENTISEC.






