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Nmen~~:Resultaten van twee 3-D simulatiemodellen worden getoond en deels

vergeleken met de resultaten van een 2-D model. Tevens wordt

achtergrondinformatie gegeven over de aangebrachte vereenvoudigin

gen in de beschrijvende vergelijkingen en over de gebruikte

numeriek-wiskundige technieken.

De uitkomsten van de berekeningen sluiten zowel kwalitatief als

kwantitatief redelijk aan bij de waarnemingen. Overigens is de

invloed van diverse empirische parameters in de modelvergelijkin

gen op de uitkomsten groot. Naast gevoeligheidsberekeningen is dan

ook zowel ondersteunend fysisch modelonderzoek als meten in de

natuur nodig om het inzicht in de te simuleren processen te

vergroten.
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DRIE - DIMENSIONALE NUMERIEKE SIMULATIE VAN DE
WATERBEWEGING VOOR DE NEDERLANDSE kUST

1. Inleiding

De laalsle decennia hebben numerieke
simulaliemodellen ruime loepassing gevonden in de
walerloopkunde. Mel succes , gegeven hel ~eil dal hel
gebruik van deze modellen voor hel beanlwoorden van
beleids- en beheersvragen nog sleeds loeneeml.

Voor de lol nu gerealiseerde loepassingen voor
praklische gevallen is hel doorgaans geoorloo~d de
malhemalische basisvergelijkingen die in essenlie
een drie-dimensionaal karakler hebben. door
vereenvoudigingen om le schrijven lol 2-dimensionale
o~ zel~s I-dimensionale vergelijkingen. De binnen de
Rijkswalerslaal veel gebruikle pakkellen IMPLIC en
WAQUA zijn op dergelijke vereenvoudigde vergelijkingen
gebaseerd.

Alhoewel bij de huidige sland van kennis omlrenl
allerlei processen deze simulaliepakkellen in veel
geval1en naar levredenheid worden loegepasl. vall le
voorzien dal door uilbreiding van die kennis binnen
enkele jaren de vraag naar 3-dimensionale
simulaliemodellen die nu nog gering is, slerk loe zal
nemen.

Binnen Rijkswalerslaal is daarom beslolen naasl
de nodig geachle uilbreidingen van de 1-0 en 2-0
pakkellen ook aan de onlwikkeling van een 3-0 pakkel.
genaamd TRlSULA. le werken. In samenwerking mel de
Rand Corporalion en hel Walerloopkundig Laboralorium
hee~l dil eind 1986 geleid lol een eersle release van
hel pakkel.

Recenl is mel TRISULA een aanlal simulalies
gedraaid van lwee gebieden voor de Nederlandse kusl.De
bedoeling van deze modellen is om enerzijds na le gaan
waar verschillen oplreden lussen 2-0 en 3-0 simulalies
en anderzijds om de invloed van de empirische
paramelers. die in de modellen voorkomen. vasl le
slellen.

In de voorliggende nola z~Jn de verkregen
inzichlen op schri~l gesleid. Achlereenvolgens wordl
aandachl aan de volgende aspeklen besleed in
hoofdsluk 2 wordl aangegeven wal de gebruikle
basisvergelijkingen en diskrelisalielechnieken zijn.
In de hoo~dslukken 3 en 4 worden de
simulalieberekeningen behandeld voor respeclievelijk
een slrook langs vrijwel de gehele Nederlandse kusl
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(zie figuur 1) en een smallere st.rook langs de kust.
van Zuid-Holland. (zie figuur 2) In hoofdst.uk 5 st.aan
enkele konklusies en aanbevelingen .
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Figuur 1 I Rekengebied Nederlandse Kus~ Model

In een bijlage wordt. ge~oond hoe via int.egrat.ie
van de model vergelijkingen per laag een syst.eem
part.i~le different.iaalvergelijkingen da~ per laag
geldt. kan worden afgeleid. Dit. syst.eem dient. als basis
voor de in TRISULA gebruikt.e gediskret.iseerde
vergelijkingen.
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Figut.D'"2 I Grenzen model "Zuid-Holland"
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2. De Basisvergelijkingen en de diskretisatie

In het TRI SUL A model wordt uitgegaan van deondiepwatervergelijkingen voor incompressibele niet.-homogene st.roming. Deze luiden :

Cl) ûu iJ u) iJ v) IJ w) -fv 1 ~-- -+- --Cu -+- --Cu -+- --Cu -+- -+-iJt. 8x iJy iJz p 8x
1 iJ iJ IJ

) 0C--T -+- --T -+- --T =iJxxx iJyxy éIz :xzp

C2) ûv IJ v) iJ v) IJ w) fu 1 ~-+- --Cu -+- --Cv -+- --Cv -+- -+- -+-iJt. iJx iJy i1z p iJy
1 iJ IJ iJ

) 0C--T -+- --T -+- --T =
P iJxyx iJyyy iJz y.z

C3) ~ -+- pg = 0
iJz

C4) ûu -+- av iJw 0-- -+- =
iJx iJy iJz

CS) lIS IJ
S) iJ IJ

S)-+- --Cu -+- --Cv S) -+- --Cw -+-iJt. iJx iJy iJz
iJ lIS IJ lIS IJ lIS- --CD --) - --CD --) - --Cx --)=0
iJx x iJx iJy y

iJy iJz iJz
C6) et IJ n IJ IJ n-+- --Cu -+- --Cv n -+- --Cw -+-iJt. iJx iJy i1z

IJ öT IJ et IJ iJT- --CM --) - --CM =o - --C #-l --)=0
iJx x 8x iJy y

iJy iJz i1z

C7) P = P -+- p' CS, T )

met

x,y,z
U,V,w
t.
f
p
S
e
p

Cartesiaanse coordinaten
Snel heidscomponent.en
Tijd
Paramet.er van Coriolis
Druk
Saliniteit.
Dicht.heid
Referent.ie dicht.heid
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Afwijking ~.o.v. de referen~ie dich~heid
Temperat.uur
Spannings~ensor
Diffusiecoefficien~en salini~ei~
Diffusiecoefficient.en~empera~uur

De derde bewegingsvergelijking is gereduceerd
t.o~ de hydrost.at.ischedrukvergelijking. Di~ is in
veel, met.name groot.schalige,~oepassingen. ~oeges~aan
vanwege de relat.ieve onbelangrijkheid van de overige
~ermen. In de ~oes~andsvergelijking (7) word~
ui~gedrukt.da~ de dicht.heidmet.de salini~ei~ en/of de
~emperat.uurkan variëren.

He~ sys~eem vergelijkingen (1) (7) leid~,
voorzien van begin- en randvoorwaarden na
diskret.isat.ie en me~ gebruik van de juis~e
geomet.rischegegevens ~ot.een numeriek model. Alhoewel
nie~ ui~pu~~end zullen in deze no~a enkele s~appen van
he~ diskret.isa~ieprocesnader worden besproken.

Bij de diskret.isa~ie van het. s~elsel in
ver~ikale rich~ing (z) zal een ~ot.aal andere
roost.erfijnheid worden aangehouden dan in de
horizont.ale rich~ingen vanwege he~ specifieke
t.oepassingsgebied, ~e wet.en wat.erbewegingen en
~ranspor~en in ondiepe kus~zeeën en es~uaria.

Voor de diskret.isat.iewordt. aangenomen da~ he~
oppervlak van de ~e beschouwen wat.ermassa word~
gegeven door

CS) z = ( Cx,y,~)

en de bodem door

(9) z = - h Cx,y)

Varia~ies in de bodemligging worden in di~ rapport.
verder buit.enbeschouwing gela~en !

Het. rekenroos~er wordt. gevormd door he~ ~o~ale
t.e beschouwen 3-Dimensionale gebied in regelma~ige
blokjes ~e verdelen. Deze verdeling gaa~ in ~wee
st.appen In de eers~e s~ap word~ een aan~al
horizont.ale vlakken in de vert.ikaal geformeerd.
Hierdoor ont.s~aande lagen. In de t.weedest.apwordt.op
de bekende w~Jze in ieder horizont.aal vlak een
verspringend roost.er("gest.aggered") opgebouwd. C zie
figuur 3 en [SJ).

Indien in de ver~ikaal word~ gekeken,
bijvoorbeeldin een vIale parallel aan de x-as dan
volgt.een plaat.jezoals gegeven in figuur 4.

De u-waarde is st.eeds represent.at.iefvoor één
1aag van het. model evenals de in de figuur niet.
vermelde v-waarden.

Door de vergelijkingen, in de vert.ikaal, per
laag t.eint.egrerenwórden per laag vergelijkingen met.
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j+1 + + +

• t.J+- 0 02

j + + +

tj-- 0 02

j-1 + + +

i-i t-
i i.!- i+1i--

2 2

Figuur 3 a vlak z • cons~an~ ,
u pun~
v pun~

+ , 0 andere parame~ers

laaggemiddelde groo~heden gevonden. Teneinde enig
inzich~ in di~ proces ~e geven word~ in een bijlage de
in~egra~ie voor de vgln (4) en (1), zijnde
respec~ievelijk de con~inui~ei~svergelijking en de
impulsvergelijking, verder ui~gewerk~.

+ u + u +

w o w o w

+ u + u +

w o w o w

Figuur " a Ver~ikale doorsnede y • cdns~an~.
me~ ( , w en u pun~en.
+ en 0 a andere variabelen
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3. Simulatie Nederlandse Kust

Het eerste t.estgeval betreft. een st.rook langs
een gedeelte van de Nederlandse kust.. t.e wet.en vanaf
Schouwen-Duiveland t.ot en met het Eems-Dollard
est.uarium. (zie figuur 1) Doel van deze t.est.simulat.ie
is na t.e gaan waar duidelijke verschillen opt.reden
t.ussen de uit.komsten van het 3-0 model TRISULAen de
resul tat.en van het 8-0 diept.egemiddelde model WAQUA
(zi e ook [gJ).

De horizont.ale maaswijdte van de beide modellen
is 3800 meter terwijl een t.ijdstap van 50 seconden is
aangehouden.

In dit. hoofdst.uk wordt kort. ingegaan op enkele
van de vele t.estberekeningen die met het model zijn
ui t.gevoerd. Uit.gebreide informat.ie is t.e vinden in
[1].
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Figuur 5 I Waterstand in Ij~den berekend met
TRISULA en WAQUA.

Resultaten 3-D model met een laag

Er is t.er cont.role een vergelijkende berekening
ui tgevoer d voor het TRISULAmodel met een 1aag en
WAQUA.Zoals uit. de figuren 5 en 6 blijkt. komen de
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resul~a~en zowel wa~ wa~ers~and als diep~e gemiddelde
snelheid be~re~~. goed overeen.

0.9
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8 12 16 20 21

Figuur 6 a Snelheid'voor WAQUA en TRISULA

Resultaten 3-D model met drie lagen

Er zijn berekeningen ui~gevoerd me~ een
modelversie me~ drie lagen waarbij zes me~er als
laagdik~e is aangehouden. Daar de diep~e in gro~e
delen van he~ gemodelleerde gebied gro~er is dan 1B
me~er be~eken~ di~ da~ de onders~e laag vrijwel s~eeds
een dik~e gro~er dan zes me~er zal hebben.
Vergelijking van wa~ers~anden laa~ zien da~ de
ampli~ude bij meerdere lagen aanzienlijk ~oeneem~ (zie
~iguur 7). De oorzaak van de ~oename lig~ in he~ ~ei~
da~ de Chezy coe~~icien~. de parame~er voor de
bodemweers~and. in beide gevallen he~zel~de is
gehouden. Aangezien de bodemwrijving in he~ 2-0 model
gerela~eerd is aan de over de ver~ikaal gemiddelde
snelheid en bij TRlSULA aan de veel kleinere snelheid
in de onders~e laag mag duidelijk zijn da~ bij TRlSULA
een aanzienlijk kleinere Chezy-coe~~icien~ vereis~ is.
(zie ook hoo~ds~uk 4 en [3]).

Bij de snelheidsvelden is bij de driel agen
versie een duidelijk pro~iel over de vertikaal
aanwezig en is bovendien op veel plaa~sen een draaiing
van richting in de ver~ikaal waar ~e nemen (zie ~iguur
8). Dergelijke drie dimensionale e~1'ek~en zijn
ui~eraard niet me~ he~ 2-0 model ~e simuleren.

Resultaten sto~transportberekeningen

Tenslot~e zijn berekeningen vergeleken van het
concen~ratieverloop van een verontreinigende s~o~ voor
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FigU1.D'"8 a St..roomrozen in t..weelagen in lokat..ie
(22,20) voor de kust..bij Noordwijk
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een eenvoudig ~es~geval. Ter hoog~e van de mond van de
Nieuwe Wa~erweg is ini~ieel een uni~orm over de
ver~ikaal verdeelde concen~ra~ie gede~inieerd.
Vervolgens is gekeken naar de verspreiding van de vlek
na negen dagen zoals berekend met. WAQUA en met.
TRlSULA met.drie lagen. (zie ~iguren 9 en 10)

.. ' • • • 11 I • • • .... • • • las' • • I Ittl • I • IK' • • I bet • I • bi' • • •.Is

- ·• al

- ·a. 11

- ·a 11

- ·&1 11

- ·1I 1I

- -..\ L

• • , • ,. • I I ,.t. , . . P', • • I ", • • • PS. • • • PI. • • • PS. • • • rei
Figuur 9 , Concent.rat.iena 9 dagen simuleren met.

WAQUA. ( Wind , Z-W. 10 BV's)

Uit.de ~iguren blijk~ dat.er een groo~ verschil
in t.ransport.is t.ussen de lagen onderling als ook
t.ussen het. WAQUA model en het. drie lagen TRlSULA
model. De st.erke verandering over de vert.ikaal van de
concent.ra~ie. die in di~ st.adium van he~ onderzoek
uit.sluit.endkwalit.at.ievewaarde hee~t..gee~t.duidelijk
de meerwaarde van een 3-0 model t.egenover een 2-D
model aan. De kwali~at.ieve beperking is uit.eraard
gelegen in het. ~ei~ da~ de kennis van de diverse
di~fusiecoefficient.en. die voor een belangrijk
gedeelt.e bepalend zijn voor de vert.ikale menging. nog
zeer gering is.
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de wind zw I 10 m ~ s•
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4. Simulatie Zuid - Hollandse Kust

Het tweede testgeval betre~t het gebied voor de
Zuid-Hollandse kust van de Maasvlakte tot de
provinciegrens met Noord-Holland. (zie f'iguur 2). De
lengte van dit beperkte gebied is 55 km en de breedte
15 km. De maaswijdten van het simulatiemodel zijn in
de horizontaal 1000 meter en in de vertikaal 5 meter
met de beperking dat er maximaal vier 1agen mogen
zijn.

Doel van dit experiment het krijgen van
inzicht in de gevoeligheid voor variaties in een
aantal parameters te weten

de vertikale turbulente viscositeitscoe~f'icient
de horizontale turbulente viscositeitscoef'f'icient
de Chezy-coef'f'icient
de dif'f'usiecoef'f'icient

naast uiteraard controle op de realiteitswaarde van de
uitkomsten. Daar zich in het betre~f'ende gebied enige
meetlokaties bevinden is vergelijkingsmateriaal
beschikbaar.

Met name in de meetraai Noordwijk bevindt zich
een aantal lokaties waar vrijwel permanent op
verschillende dieptes snelheden worden gemeten. Ook
za j n er rond de Maasgeul en het gebied Loswal-noord
13-uursmetingen beschikbaar in de vorm van graf'ieken
van snelheids- en zoutvertikalen.

Evenals in hoof'dstuk 3 zullen de resultaten niet
uitputtend worden behandeld maar slechts kort vermeld
worden. Gedetailleerde inf'ormatie is te vinden in [4].

Unif'ormevertikale turbulente viscositeitscoef'f'icient

Na een aantal experimenten waarin waarden van
0.001 m2/s tot 1 m2/s zijn gebruikt voor de vertikale
turbulente viscositeitscoef'f'icient is besloten een
waarde van 0.01 mZ/s aan te houden. De snelheden in
het model zijn dan qua orde-grootte redelijk in
overeenstemming met de waargenomen snelheden zoals uit
de f'iguren11 en 12 blijkt. Merk op dat d~ tijdas niet
precies dezel~de is in beide f'iguren.

Niet Unif'ormeVert. Turb. Viscositeit

Het water voor de Zuid Hollandse kust is over
het algemeen gelaagd als gevolg van de uitstroming van
zoet Rijnwater bij Hoek van Holland. Deze zoete
bovenlaag (dikte 2-5 meter) mengt zich slechts
langzaam met de onderlaag en impulsoverdracht en
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Figuur 11 : Snelheden in m/s als funk~ie van de ~ijd
Geme~en~ in mee~raai Noordwijk~ 5 km ui~
de kus~ op resp " ~ 8 en 13 me~er diep~e
Snelheid is in bovens~e laag he~ groo~s~
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Figuur 12 I Berekende snelheden in dezelfde loka~ie
als fig. 11. op resp 2.5 , 7.5 , 12.5
en 16.5 m diep~e. Ver~ikale ~urbulen~e
viscosi~ei~scoefficien~ is .01 mZ/s
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Figuur 13 I Berekende snelheden in dezel~de loka~ie

als ~ig. 11 Ver~ikale ~urbulen~e visco
si~ei~ per laag anders I .002,.01 en .05

slo~uilwisseling z~Jn dan ook een orde kleiner dan bij
homogeen waler. Om dil le simuleren is de ver~ikale
viskosilei~scoë~~icienl in de bovenlaag op .002 mZ/s

Zgezel. aan de bodem op .OS m /s en daarlussen op .01
Z. t./zm /s. lerw~jl de Chezywaarde op 3S m /s is gehouden.

Dil gee~l evenwijdig aan de kusl realislische
snelheidsverlikalen (Vergelijk de ~iguren 11. 12 en
13). Mel name de onderlinge verhouding van de
snelheid in de verschillende lagen wordl mel een
variabele coe~~icienl beler weergegeven. Ook wordl dan
duidelijker zichlbaar dal de kenleringslijdslippen per
laag verschillend zijn. (zie ~iguren 11 en 13) een
verschijnsel dal ook uil de waarnemingen bekend is.

Horizon~ale viscosi~ei~scoe~~icien~

De horizonlale viscosileilscoef'f'icienl die een
zekere male van slabilileil in de uilkomslen
bevorderl. is in analogie mel de 2-D modellen. op de
realislische waarde van 10 mZ/s gezel. Dit, lasl de
nauwkeurigheid niel aan daar hel model een maaswijdle
hee~l van 1000 m. Kleinere waarden. 0.1 en 1.0 in
pIaals van 10. geven duidelijk schommelingen in de
berekende snelheidswaarden le zien.
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De Bodemwrijving

Variat.ies van de Chezy-waarde, die bepalend is
voor de invloed van de bodemwrijving, geven aan dat.in
het.onderhavige voorbeeld een waarde van 35 m~/z/s de
best.eresult.at.enoplevert., als wordl uilgegaan van de
eis dal een dieplegemiddelde snelheid die overeenkoml
mel de werkelijkheid moet. worden gevonden. Deze
Chezy-waarde is aanzienlijk lager dan de
gebruikelijke OC65) m~/z/s voor 2-D modellen van de
zuidelijke Noordzee, en wel om lwee redenen ( zie ook
[2) ):

i) De groolt.evan de bodemwrijvingst.erm wordt.
bepaald door de snelheid in de onderst.e
laag, waar de snelheden veel kleiner z~Jn
dan de over de dieple gemiddelde snelheid.
(Vergelijk ook hoo~dsluk 3)

ii) Het.model beslaat.in hel onderhavige geval
alleen een vr~J ondiepe kuslst.rook
waardoor de invloed van de bodemwrijving
relat.ie~ groot. zal zijn. Ook in 2-0
modellen wordl de Chezy-waarde dan kleiner
genomen.
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Figuur 14 : Snelheidsvec~oren voor alle lagen. Per
pun~ hoor~ de langs~e vector bij de
bovens~e laag.

Spiraal

Een de verschijnselenvan die in een
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dieptegemiddeld 2-D model niet gesimuleerd kan worden
is de variatie van een grootheid over de vertikaal. In
~iguur 14 is de spiraal ~engevolge van de
bodemwrijving en het eoriolise~~ect in de opge~reden
snelheden duidelijk waarneembaar. De snelheden worden
zoals reeds gemeld s~erk beinvloed door de ver~ikale
viscositei~scoe~~icien~.

Sto~verspreiding

Er is geexperimenteerd met meerdere waarden voor
de di~~usiecoe~~icienten in zowel de x- y- en
z-richting. Zoals bekend ([7)) moet in het geval van
een lineaire convectie-di~~usie vergelijking een
cel-Pecle~ getal (u ~) kleiner dan ~wee genomen
worden. Dit is een zo strenge eis dat hieraan alleen
in de z-richting voldaan kan worden. Gelukkig blijkt
evenwel ui~ de resultaten dat de overige termen van de
bewegingsvergelijkingen en de niet-lineariteit een
dermate gunstige invloed hebben dat er nauwelijks
slingeringen in de berekende concentraties ontstaan.

In horizontale richting is een di~~usie
coe~~icient gekozen ( D = 30 mZ/s ) die in
overeenstemming is met de a~me~ingen van een vlek van
een to~ enkele km doorsnede. Kleinschalige
toepassingen (concentratievlekken met a~metingen
kleiner dan twee maal de maaswijdte Ax) zijn hierdoor
uitgesloten. maar voor het weergeven van het ~amelijk
gladde salinitai~spatroon voldoet deze waarde goed.
(zie ~iguur 15). ook al word~ de cel- Peclet eis lang
niet gehaald. Kleinere coe~~icienten geven ~e sterke
slingeringen in de concentratie en grotere een
onrealistisch grote uitsmering van de concentratie.

Bij sterke gelaagdheid is per de~ini~ie geen
sprake van een glad vertikaal concentratieverloop. en
voor deze situatie zijn er daarom speciale
aanpassingen in het programma nodig.

De invloed van de horizontale dichtheidsgradient

Om de invloed van de horizontale
dichtheidsgradient in beeld te brengen zijn twee runs
gedraaid : een met homogeen water en een met zowel een
horizontale als vertikale dichtheidsgradient. Zie
~iguur 16 voor de resultaten. Hierin staan de
getijgemiddelde snelheidsvectoren voor drie lagen in
een tweetal pun~en bij Loswal Noord.

Oe verandering van de snelheidsvectoren is
opvallend : enerzijds wat betre~t de richting welke in
de bovenlaag tegengesteld is aan de verandering in de
onderlaag en anderzijds de absolute groo~te welke
duidelijk kleiner is in de situatie met een
dichtheidsgradient. Dit is in overeenstemming met
metingen. (zie voor een verklaring van di~ e~~ekt
[2D.
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5. Konklusies en aanbevelingen

Alhoewel slechls lwee gebieden gemodelleerd zijn
is hel aanlal berekeningen vr~J grool geweesl. Op
grond van deze berekeningen en de daarmee verkregen
resullalen zijn de volgende konklusies le lrekken :

Mel de modellen zijn resullalen verkregen die.
kwalilalie~ en kwanlilalie~. redelijk bij de
waargenomen waarden aansluilen.
De invloed van de diverse paramelers is grool.
mel name de variabilileil in de verlikaal vraagl
nog om veel gevoeligheids-berekeningen. Daarnaasl
is ondersleunend ~ysisch modelonderzoek nodig om
de kennis van de le simuleren processen le ver
grOlen.
Slo~verspreiding gee~l vergelijkbare problemen
als bij 2-0 modellen mel belrekking lol
negalieve concenlralies.
Gezien de rekenlijd per slap is hel de vraag o~
een expliciel schema in de lijd hel meesl voor de
hand ligl. Mel name in die gevallen waarbij gede
lailleerde in~ormalie nodig is en de maaswijdle
overeenkomslig klein waardoor de rekenlijden per
simulalie onacceplabel kunnen oplopen.
Er is grole behoe~le aan goede programmaluur voor
de weergave van 3-0 resullalen.
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Bijlage

In he~ volgende worden als voorbeeld enkele
vergelijkingen in de ver~ikaal per laag gein~egreerd
zoda~ per 1aag gerniddelde groo~heden on~s~aan. Voor
deze in~egra~ie word~ gebruik gema.ak~ van
laaggerniddeldegroo~heden die als volg~ gedef'inieerd
worden :

(10) f G dz
Zk+~/z

waarbij G een willekeurige groo~heid en hkde laagdik~e
van de k'de laag.

De vlakken z C zk en z = zk begrenzen laag k.
+~/z -~/z

Merk op da~ de posi~ieve z-as me~ de x- en y-as
een recht.sdraaiend assenkruis vormt. en da~ de
nummering van de lagen juis~ in ~egenges~elde rich~ing
~oeneem~.

In~egra~ie van de con~inui~ei~svergelijking

In~egra~ie over laag k geef'~voor (4)
(S~el k~ = ~o~aal aan~al lagen. dan geld~ voor
k=2.3 •...• k~-l)

-( 11) w = w - --Chkuk) - --Chkvk)
zk_~/Z zk+~/Z iIx iJy

daar voor de vlakken z geld~ :

Aan de bodem. da~ is laag kt , volg~ door gebruik ~e
maken van (g)

(12)
dz

wZkt.+~/Z = d~ lkt.+~/Z =

= u --Cz ) + v --Cz )
Z .A.._ kt.+~/z Z A.., kt.+~/z
kt.+~/Z UA. kt.+~/z vJ

zoda~ in~egra~ie van (4) over de onders~e laag me~ de
regel van Leibniz (zie [6l) lever~ :
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IJ
C13) 'lil =

Zkt.-J./Z
Chk u )

i1x t. kt.
Chk v )

ity t. kt.

~erwijl aan he~ vrije oppervlak op dezel~de wijze ui~
CS) volg~ :

iJ( iJ( iJ(
C14) 'lil

Z
J./Z

= + u
=»: + V

1/Zity

zoda~ me~ C4) gecombineerd

8(
C1S) = 'lil

Z
8/Z

8
--eh u )
i1x J. J.

IJ
--eh v)
ity J. J.

Door combina~ie van de vergelijkingen voor alle
1agen volg~ :

C16)
iJ( kt. IJ

+ 1: [--eh.u.)
8t.. \.=1 i1x \. \.

IJ
+ --eh.v.)]= 0

ity \. \.

Hiermee is zowel voor
~ussenvlakken als voor
ui~drukking gevonden.

de ver~ikale snelheden
de vrije wa~erspiegel

op de
t; een

In~egra~ie van de x - impulsvergelijking

In~egra~ie van de nie~-lineaire impuls
vergelijking lever~ meer problemen op. Op de
gebruikelijke w~Jze. zie ook [6]. zullen diverse
~ermen parame~risch benaderd moe~en worden door
di~~usie-ach~ige ~ermen.

Omda~ in de loop van de a~leiding gebruik
gemaak~ zal worden van de gein~egreerde vorm van
vergelijking C3). word~ deze vorm eers~ ui~geschreven:

z
1/Z

I iJp
8z dz

Z
J./Z

+ I P9 dz = 0

z
Z
J./Z

z

p(z) = PJ./Z + 9 J p(z) dz =
z
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Z
1/2

Z
3/2

= P1/2 + g C I pCz) dz + I pCz) dz + ... J. .)
Z
3/2

Z
!5/2

z

waarui~ ~enslo~~e volg~ C i=1.2•...•k~ ) :

C17) p = p + g Cp h + P h + .••.. + p,h.)
\.+1/2 1/2 1 1 2 2 1. 1.

me~ P1/2 de

wa~erspiegel.

a~mospherische druk aan de vrije

Beschouw nu vergelijking Cl)

.C18)
iJ iJ iJ

+ --Cu2) + --Cu v) + --Cu w) - f'v+
8x ity iJz

+
1iJp

P8x

1 iJ iJu
C- CA-) +

p 8x x8x CT ))=0xz

Merk op da~ er een vereenvoudiging heef'~
plaa~sgevonden door de aanname :

iJu

{
T = Axx x 8x

C19)
iJu

T = Axy x ity

de in~roduk~ie van de "Eddy-viscosi~y" coef'f'icien~A .
Vanwege de invloed die de .horizon~afe
schuif'spannings~ermen hebben. een invloed die
vergelijkbaar is me~ dif'f'usieprocessen.is voor C19)
gekozen. Af'hankelijk van hel beoogde doel van he~
ma~hema~hische model kunnen geavanceerdere ~echnieken
gebruik~ worden. Czie ook [8l).

In~egra~ie van C18) over de ver~ikale laag k
geef'~Cui~gewerk~ per ~erm)

Z)c_1/ZJ: dz =(20)
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+
iJ

u --Cz)
Zk_t./ZiJt.. k-t./z

iJ
--Cz )
iJt.. kH/Z

di~ leid~ voor k = 1 ~o~

iJ iJ{
= --Ch u ) u

iJt.. t.t. Z
iJt..t./z

en voor k > 1 ~o~

iJ
= --Chkuk)

iJt..

voor de ~weede ~erm volg~ (maak s~eeds gebruik van de
regel van Leibniz)

z Zk-t./z k-t./zJ ~U2)
iJ J u2 dz)-(21) dz = --C

iJx iIxz Zk+t./z k+t./z

2 iJ
2 IJ

+ u --Cz ) + u --Cz )
zk_t./ziIx k-t./z zk+t./ziIx k+t./z

de laa~s~e ~wee ~ermen ui~ (21) vallen voor alle
~ussenvlakken z = kons~an~ weg, zoda~ voor 1 < k < k~
volg~ :

~erwijl indien k = 1 :zt./Z
iJ iJ J( - 2 2 iJ{

Ct --Ch ~) + --C u-u ) dz) - u
iIx s t. iIx s zt./z8xZ./z

en als k = k~

iJ
--Cuv) ui~ de oorspronkelijke vergelijking
iJy

wordl op dezel~de wijze verwerk~.

De ~erm
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Daarna volgt.

Zk_t./Z

(aa) I: (uw) dz z

Zk.t./z
ZI k-t./z

uw =u W -u wZ k-t./z k-t./z k.t./z k.t./zk.t./z

en
Zk-i/Z

(23) I ~v dz c ~hkVk

Zk.t./z

met. de nodige verwaar1ozi ngen gel dt. voor de drukt.erm
voor alle lagen k ( 1 ~ k ~ kt. ) :

ZJe_i/Z
Je-iI: IJ - t. iJPk

(24) dz = gh ( C I: p.h. :> + hk -)k iJx ~= t. " " Z iJx
zk.i/Z

Samenvoegenvan de verschi 11ende t.ermen zorgt.
voor de uit.eindelijke vorm van de vergelijking:

laag k = 1 :

iJ iJ( IJ 2 iJ(
--eh u ) u + --eh ~) u +
8t. i t. Z Bt. /Ix t. i zt./z/Ixs/zzs/Z
iJ I c - 2

iJ iJ(
u ) dz + --eh u v:> u v +

/Ix t.
~

sst. Z z
~s/z i/ZZ8/Z

Zt./z
iJ I c - ....u v ) dz + u w u w ~h v +
8y s S s/z t./z 8/Z 8/Z t. s

z8/Z

1 1 2 iJp t. _ iJ( 1 IJ 8u IJ iJu IJ
-(::;;g2h. +ghP -)=-(--eA -)+--eA -)+--eT :>:>
p .. iJx t. t./Ix P /Ix xiJx 8y x~ 8z xz
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Indien wordl aangenomen dal geldl

Z
1./2J~2 iIu iIu~

P UI. dz + A = Ax Itx x 8xZ
B/2

opnieuw een aanname dal hel effekl van bepaalde
processen op een specifi~ke wijze gemodelleerd kan
worden, dan volgl mel vgl (14) voor de eersle laag :

IJ IJ
(h ;:;2) "(h u) + + (h u v) u w +

iJl I. I. Itx I. 1 8y 111. B/2 B/2

1 s
h2

iJp iJ{
(25) fh v + c _s + ghsps -:) =I. 1 2 9 s

Itx 8xp

1 IJ iIu~
(---CA -:) +
8x Xitx

IJ iIu IJ~ ~
--CA -:) + --CT ))
ity x8y az xzp

Op dezelfde wijze kan door combinalie een
bewegingsvergelijking voor de andere lagen worden
afgeleid mel hel voorgaande maleriaal.






