oy o v " i i

¥
CJ
)

I
T
ADC

il i B e S

e e

o B b Sart 3 5 3
SRR, M i S s

T R




BIBLIOTHEEK 16 JULI 1975

Waterloopkundig Laboratorium
Postbus 177 - DELFT

berekening van stroming in een getijrivier

keuze van de differentiemethode

verslag wiskundig onderzoek

R 897 deel |

maart 1975 &



INHOUD

NOTATIE

blz.
1 Inleiding ...... e & SRR E E B Eed £ RS AR £ R B e ]
2 Probleemstelling ... ... e ¢ bW 8 ESERTRRSARTE & ¥ a6 R €8 § e Eeee 2
2.1 De ondispwater Benadefing cwmem vos o5 s msiensss s s s Svaaue ¢ 55 s oo wome 2
2.2 Koppeling aan de diffusie vergelijking ....... S5 RARTEE LS E SaaD 5
2.3 De randvoorwaarden ........ Cesaeeseaaean C e e ssiesea e 6
3 Differentiemethoden .......... S § R SRS § LR N T B E e 7
3.1 Eigenschappen van differentiemethoden ....... e 7

3.2 Overzicht van de verschillende differentie schema's voor de trans-

portvergelijking, met de resultaten van een aantal afleidingen ... 10

. 77
Conclusies sasissass SEGTEE £ S 55 R P4 e § T e SR E e s e 20 AL

4.1 Praktisch voorbeeld ......eevveeeann AP - ot 41/

4.2 Conclusies naar aanleiding van het praktische voorbeeld .......... 25

LITERATUUR

APPENDIX

A Afleiding van de afbreekfouten
B Stabiliteitsanalyse

C Afleiding van de numerieke diffusie



NOTATIE

concentratie

@]

numerieke diffusie-coéfficient in de x-richting

o
5

afbreekfout
getal van Froude (betrokken op u)

turbulente zout flux in de x—-, resp. in de z-richting

"
eS|
[

versnelling van de zwaartekracht
karakteristieke hoogte
stapgrootte in de x-richting

positie van het vrije oppervlak

w

diffusie coéfficient

stapgrootte in de z-richting

[ R - B S = S =~ S v = e > L I 5 I

karakteristieke lengte
n normaal

& Coww) orde symbool van Landau

P druk

P, p’ gemiddelde, resp. fluctuatie van p

¥ turbulente intensiteit

T tijdschaal

t tijd

u snelheid in de x-richting

u, u’ gemiddelde, resp. fluctuatie van u

U karakteristieke snelheid in de x-richting

w snelheid in de z-richting

%, w’ gemiddelde, resp. fluctuatie van w

X lengte coordinaat

z hoogte coordinaat

.5 € turbulente viscositeit in de x-, resp. in de z-richting
- turbulente diffusiecoefficient in de x-, resp. in de z-richting
0 middelingsoperator

v kinematische viscositeit

p dichtheid

sz schuifspanning in de z-richting, in een vlak loodrecht op de x-richting
Txx’ Tzz normaalspanning in de x-, resp. de z-richting

T stapgrootte in de tijd

o dichtheidsverschil

gs O gemiddelde, resp. fluctuatie van o



BEREKENTING DICHTHEIDSSTROOM

1 Inleiding

Dit rapport maakt deel uit van de ontwikkeling van een 2-dimensionaal rekenmodel
voor gelaagde stroming. In het kader van deze ontwikkeling zijn al twee onder-
delen afgerond, te weten, diffusie in twee dimensies bij een gegeven snelheids-
veld [lj] en een literatuur onderzoek betreffende de rekenmethoden voor 2-dimen-—
sionale homogene stroming [lq . In aansluiting op het tweede onderdeel geeft dit
rapport een overzicht van een aantal in [1]] aangestipte mogelijkheden, waar nu
uitvoeriger op in wordt gegaan.

Op basis van een aantal numerieke aspecten wordt dan de meest economische methode
geselecteerd, dat wil zeggen een methode die snel rekent, maar nog wel fysisch be-
trouwbare resultaten levert.

Teneinde de problemen en de oorzaken van de problemen zo goed mogelijk te lokali-
seren wordt met een sterk vereenvoudigd model begonnen. Dit houdt in een vertikaal,
2-dimensionaal model, waarbij over de breedte gemiddeld wordt. Verder wordt er
gerekend op een rechthoekig gebied met eenvoudige randvoorwaarden. De koppeling
aan de diffusie vergelijking wordt voorlopig achterwege gelaten.

Op dit betrekkelijk eenvoudige basismodel worden systematisch allerlei variaties
aangebracht om tenslotte tot een zo natuurgetrouw mogelijke voorstelling van het
prototype te komen. De toepasbaarheid van het uiteindelijke model zal geheel af-
hangen van de mate waarin het prototype kan worden benaderd en de benodigde re-
kentijd.

Uit de tot nu toe bekende literatuur [2], [6] zijn alleen enkele voorbeelden be-
kend die kwalitatief wel redelijk lijken.

Dit rapport werd samengesteld door ir. P.A.J. Perrels, die tevens het verdere

numerieke onderzoek zal uitvoeren.



2 Probleem stelling

2.1 De ondiepwater benadering [11]

Algemeen kan men stellen dat het snelheidsveld beschreven wordt door de Navier-—
Stokes vergelijkingen gekoppeld met de continuiteits vergelijking.
Voor een vertikaal 2-dimensionaal model en een onsamendrukbare vloeistof worden

deze vergelijkingen:

u2 w 1 8ap T 82u 82u

&.;. ﬁ._+ oW #® ___.p_,dp\) (-—-—-—2-+ ——E) =0 (2:1)
st 0x 3z  p dX ax 3z

2 2 2
.a_‘i-p..a_l.‘l.‘i.;.ﬁa_ﬂ_.;.i_a_p..q.g—p'\) (B;+§—-‘g-):0 (2.2)
st Ox oz p 3z X 9z
g8 9. (2.3)
3% 9z

Splitsing van de variabelen in een gemiddelde waarde plus een fluctuatie geeft:

u=u+u

= 5 »
P=PpP*+P
enz.

Substitutie in (2.1), (2.2) en (2.3) levert:

- - == - 9T aT

B B  0wn 13p L o, 2. 8B _p (2.4)
3t 9x dz p 9X p A% Az

£ - -2 = 9T oT

E.i + aU_W +'E.‘i_. + l_a_p + g - l( Xz + ZZ) = {J (2.5)
at ax dz p 9z p ox 0z

_B_Li.'. 8_w= O (2-6)



met: “x§ _ 2 v (QE _ u,Z
p 9x
T = -
. v (Bx + T u’ w
T2z ow .
—= =24 ) -
p 3z

Voor het geval dat de vertikale versnellingen verwaarloosbaar zijn t.o.v. de
zwaartekracht, kunnen bovenstaande vergelijkingen nog aanzienlijk vereenvoudigd
worden.

Dit is het geval, als de lengteschaal L veel groter is dan de diepte H. Uit de

continuiteits vergelijking volgt dan:

1
(=
(=3

=

De termen van (2.5) kunnen nu vergeleken worden met de versnelling t.g.v. de
zwaartekracht g. Als verondersteld wordt dat de variaties in de tijd worden ge-

karakteriseerd door de tijdschaal T, volgt:

)
v

2|%,
o2

HUu _ H?2 K
L. T (L) E

waarbij U typerend is voor de grootte wvan u en F het getal van Froude aangeeft,
1

4
g

Bla

A
g

dat meestal vrij klein is (v 10 ). Bij een regelmatig verloop van de bodem kan

L gelijk genomen worden aan de golflengte en T gelijk aan de golfperiode, zodat:

N

Vei T

Bij een onregelmatige bodem wordt L gelijk aan de obstakel lengte. In dat geval

geldt:

L ® ],

zodat algemeen mag worden aangenomen:
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Voor de convectieve termen volgt hieruit:

3—2 n H,2 2
az v (f)

=8
g1

quw v 1 = 2 g2 . (H2
S o F s

Q2
2|9

.
g

Voor de schuifspanningen levert het turbulente gedeelte de vcoornaamste bijdrage,
bovendien domineren de vertikale afgeleiden door het verschil in lengteschaal.
Bij elkaar levert dit:

1 aTzz ny przU2 2 2

e = F
og o0z * pgH

waarbij r de relatieve turbulente intensiteit is. (r " 10—1). Hoewel de schuif-
spanningstermen in (2.5) dus niet van de orde (%)2 zijn, mogen ze toch worden

verwaarloosd.

Voor het geval van ondiep water (H << L) kan dan de benadering worden gemaakt,dat

de drukverdeling hydrostatisch is.

8p
2= - og £2:7)
oT
B% vergelijking (2.4) blijkt de term Bix eveneens verwaarloosbaar t.o.v.
BZZ' Uit de stabiliteitsanalyse zal echter blijken dat het in bepaalde gevallen

toch wel zin heeft om deze term mee te nemen.

Als tenslotte voor de schuifspanningen de klassieke '"eddy viscosity" benadering

wordt gesubstitueerd, wordt het stelsel vergelijkingen:

_2 s e -
du du duw _ 9 au, P du _ 1 9p
5t Ix M PR (Ex 0% Az (Ez 9z p 9x (28
3p _
2 - - pg (2.9)
au p
284 2R i (2.10)



2.2 Koppeling aan de diffusie vergelijking

De diffusie vergelijking in zijn algemene 2-dimensionale vorm luidt:

§,E+3UC+3WC__§(K§£).._.§(K%)=0 (2.11)

at 9x 9x 9X )¢ 9z

Als voor de concentratie c het dichtheidsverschil ¢ wordt gekozen, waarbij
g =p - p ref

p ref = p gedestilleerd water

volgt:
a0 oug wo 3 39, _ _3 30y _
St mt e T e e TR By 0 (2.12)
Substitutie van u = u + u’
c=o0+a’
enz
levert:
= e — dF oF
LA L . . (2.13)

ot oxX 9z X Az

waarbij: B, = g’u’” - K g%
F =¢g'w' - K .3_0..
z 9z

Als voor F een analoge benadering wordt gebruikt als voor t, waarbij eveneens

de moleculaire bijdrage verwaarloosd wordt t.o.v. de turbulente, volgt:

F =—- € 97
X oX 9X
F = - £ é..o_‘-
z gz 9z

Substitutie in (2.13) geeft:

at 9x 9z 90X ox 09X 0z gz 0z

o dug _ dwg _ _3 (e d3y _ 3 (e ?Eg =0 (2.14)



Voor het gemak wordt de streep als notatie voor het gemiddelde voortaan wegge-

laten. Het totale stelsel vergelijkingen komt er dan als volgt uit te zien:

%% = - pg (2.16)
%1.%‘5:0 240

2.3 De randvoorwaarden

De randvoorwaarden aan de bodem zijn:

u =0
w =0
90 _

an &

o = de normaal

De randvoorwaarden aan het oppervlak zijn:

De kinematische voorwaarde: geen deeltjes verlaten het oppervlak z = hs:

en indien geen windinvloeden worden meegenomen

Ju

0
verder is er geen stof transport door het oppervlak, m.a.w.
Bhs
T =
By w2 + Fz 0

en tenslotte geldt -

p=0



Voor de bovenstroomse rand moeten snelheidsprofielen worden opgegeven.

fl (ty Z)

g, (t, z)

e
1

=
]

Verder wordt verondersteld dat de bovenstroomse rand zover weg ligt, dat geldt:

Op de benedenstroomse rand moet behalve de snelheidsverdeling ook een dichtheids-

verdeling opgelegd worden.

u = f2 (t, 2)
w = g2 {t, Z)
o = h2 (t, 2)

3 Differentie methoden

3.1 Eigenschappen van differentie methoden

Om de verschillende differentie methoden goed te kunnen vergelijken worden een
aantal definities en begrippen ingevoerd. Deze zijn niet alle even exakt. Voor
de exakte formuleringen wordt verwezen naar [8].

Afbreekfout : Als voor de verschillende termen van de diffe-
rentie vergelijking Taylorreeks ontwikkelingen
worden gesubstitueerd, wordt de afbreekfout ge-
geven door het verschil van de differentie ver-

gelijking en de differentiaal vergelijking.

Orde van de afbreekfout : De orde van de laagste orde term is de orde van

de afbreekfout.

Consistentie : FEen differentie vergelijking heet consistent met
een differentiaal vergelijking als de afbreek-
fout naar nul gaat, wanneer At, Ax enz. naar nul
gaan, m.a.w. als de orde van de afbreekfout po-

sitief 1is.



es

Discretisatiefout De discretisatiefout wordt gegeven door het
verschil tussen de oplossing van de differen-
tiaal vergelijking en de oplossing van de diffe-

rentie vergelijking.

Convergentie : Een differentie vergelijking levert een conver-
gerende oplossing als de discretisatiefout naar

nul gaat, wanneer At, Ax enz. naar nul gaan.

Stabiliteit : Een differentie vergelijking is stabiel als
eventuele verstoringen niet onbeperkt aan kun-

nen groeien.

Numerieke diffusie : Indien in de afbreekfout termen van de vorm
Bzu
nx sz

tot de diffusie, in dit geval in de x-richting.

D

voorkomen, leveren deze een bijdrage

an heet de numerieke diffusie coéefficiént in

de x-richring.

Conservatief : Bij het opstellen van een differentiaal verge-
lijking wordt vaak gebruik gemaakt van de be-
houdswetten. Als deze wetten voor de differen-
tie vergelijking behouden blijven heet de dif-

ferentie vergelijking conservatief.

Invloed van de randvoorwaarden: De afbreekfout aan de randen is vaak van een
lagere orde dan in de rest van het gebied. Dit
kan relatief grote fouten opleveren, die de op-
lossing over het hele gebied sterk kunnen bein-
vloeden. Een nauwkeurige kwantitatieve schatting
van deze invloed is meestal niet,dan wel moei-
lijk te geven.

Begrensdheid : Stel L is een lineaire differentiaal operator,
dan heet L uniform begrensd als er een reeel
getal K bestaat zodanig dat:

L u| £ X |u| voor elke willekeurig u.



Lineair

Stabiliteitsanalyse

Oscillatie

Heuristische stabiliteit

Een differentiaal operator L heet lineair als
L (Au+v) =XALu+Lv voor willekeurige u

en v,en A een willekeurige konstante.

Voor de stabiliteitsanalyse van lineaire par-
tiéle differentiaal vergelijkingen wordt veelal
gebruik gemaakt van de methode van Von Neumann
[9]. Voor niet-lineaire problemen, en het hui-
dige probleem hoort daar ook toe, is deze metho-
de niet toepasbaar. In dat geval wordt de ener-
giemethode gebruikt, maar daartoe wordt eerst
een iets andere definitie van stabiliteit inge-

voerd. Deze luidt:

Een systeem heeft stabiel, als het tweede mo-

ment van het systeem begrensd blijft.

Uit de differentiaal vergelijking is af te lei-
den dat de energie van het oorspronkelijke sys-
teem begrensd is. Daarna moet aangetoond worden,
dat dit ook voor de differentie vergelijking

geldt, zij het onder bepaalde voorwaarden. [4],

(7], [1d]-

Als m.b.v. de energiemethode stabiliteit is
verzekerd, worden nog steeds slingeringen toe-
gestaan, mits begrensd, die toch mniet fysisch

reeel zijn, z.g.n. oscillaties.

Als de som van de fysische en de numerieke
diffusie coefficienten kleiner dan nul is, geeft
dit een negatieve totale diffusie coéfficiént,
wat fysisch onjuist is en oscillaties tot ge-
volg kan hebben. Het heuristische stabiliteits—
criterium eist nu dat dat deze totale diffusie

coéfficient positief blijft. [3].
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Equivalentie stelling van Lax : Voor een consistent differentieschema is sta-
biliteit een nodig en voldoende voorwaarde voor

convergentie.

N.B. Deze stelling geldt alleen voor lineaire problemen. Voor niet-lineaire
problemen moet convergentie apart bewezen worden, b.v. met behulp van de

energiemethode.

De minimum eisen waaraan een goed differentieschema moet voldoen zijn:

] consistentie
2 stabiliteit

3 convergentie
Andere eigenschappen waarop gelet kan worden zijn:
orde van de afbreekfout

numerieke diffusie

conservatief zijn

~N o U B

invloed van de randvoorwaarden

Omdat de vergelijking die bekeken zal worden niet—lineair is, zou punt 3 apart
bekeken moeten worden. Uit de literatuur blijkt echter dat convergentie aange-
toond kan worden m.b.v. de energie methode en dat dit geen extra voorwaarden
oplevert [7]. Wat punt 6 betreft kan opgemerkt worden, dat deze eigenschap de
lokale ophoping van fouten tegengaat. Aan de hand van de punten 1, 2, 4 en 5

wordt nu een vergelijking gemaakt tussen diverse differentie vergelijkingen.

3.2 Overzicht van de verschillende differentieschema's voor de transport ver-

gelijking, met de resultaten van een aantal afleidingen [9].

3.2.1 Algemene aanpak

Vanwege het niet—lineaire karakter ligt het in de lijn der verwachting dat de

transportvergelijking
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Ju 3u2 ouw Bzu 32 _

ot - - — = -

u ap
3.1
T 32 X, 2 72 (3.1

x

'Dl»—-

de meeste moeilijkheden zal geven, bij het zoeken naar een geschikt differentie-

schema. Daarbij worden e, en g nog constant gehouden, zodat alleen de convec-

tieve termen een niet—-lineair karakter tonen.

Bovendien zullen de strengste restricties, wat betreft tijdstap en dergelijke,

ook van deze vergelijking afkomstig zijn. Zodoende heeft het onderzoek zich in

de eerste plaats gericht op deze vergelijking.

De algehele aanpak van het probleem is dan verder als volgt:

uit de snelheden in de x-richting kunnen met behulp van de continuiteitsverge-

lijking de snelheden in de z-richting uitgerekend worden. Vervolgens kan de
diffusie vergelijking opgelost worden. Bijvoorbeeld met de reeds in [12] ont-

wikkelde methode. Met behulp van de nieuwe dichtheidsverdeling kunnen dan de

nieuwe drukken uitgerekend worden, waarna de cyclus herhaald wordt.

3.2.2 Expliciete schema's

A: Het eerste differentieschema is een niet-conservatief schema. Hierbij wordt

uitgegaan van de niet-conservatieve vorm van de transportvergelijking.

_8_121.4. 3_9_+W3U_ M_eau ﬁ (3.2)

1
ot " x 5z x 2 z 2 p ax

Voorwaartse differenties in tijd en centrale in plaats leveren het volgende

differentieschema:
un+1 = g ey s u? =g
1] % n i+1,] i-1,] no 1;j%1 I |
== g g1 7h byt b
url - 2 ” un un - 2un un
~ i+1,j i3 i-1,i, _ i,j+1 i,j i,j-1
X { 2 } g { 2 }
. bh” k
pn _ pn
1,Piv1,3 7 Pi-1,j
=___p_{ - ’JZh 1 I:J} (3.3)

waarbij W' L =unT, i by T k)
1,1

tijdstap

met T

stapgrootte in de x-richting

stapgrootte in de z-richting
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De afbreekfout E wordt gegeven door (zie appendix A):

T 82u h2 33u k2 83u h2 84u k2 BAu h2 1 33p
sy e 3" " 3T T R A B % T B "
ot ax az 9x 0z 9x
+0 (%, 1%, 1t

De numerieke diffusie wordt gegeven door (zie appendix C):

= -~ B 52 du
an - 2 {u AEX 9X

g du _ aw
Dnz - 2 {w 282 9x 2€z 3z

Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door (zie appendix B):

2 €

-
lA

e A }
L h2 k2

L

Het tweede schema is een conservatief schema. Uitgegaan wordt van de con-

servatieve vorm van de transport vergelijking:

2
du , du _ dwu 3 u du _ _123p

S - € = -€

at  9x dz X . 2 z 2 p 9x

Voor de convectieve termen wordt de z.g.n. upstream differencing toegepast
[9], verder voorwaarts in tijd en centraal in plaats.

Het differentieschema wordt dan:

n n

u, . u, . u., . + u, .
u9+{ . ( i+1,j 1,3y no o (s 1—1,J) ot
(Lol 1.0y, o 2 L 2 Ly +
T h
n n n n
W. . + W, .
i,j+1 1,7, .n _ Wi,j " wi,j-—l n
( 5 ) up ( 5 ) u
+ { 2 2} +
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n n n n n
11,5 7 28,5t V-1, S PEr S Mis I P
__Ex{ 2: 9}_82{ 3 29 3 ]_
h k
n _.n
_ 1_{pi+l,j i-1,,
p 2h
sy M W n
waarbi] uR} = iy als Sorkt 3 i3 >0
n _ n n
uR] = ui+1, als ui+1,j s 3 <0
n _ n n
uLl = ui_]’ als ul’J Ui—l,j 0
ot o= ut als u. . * <0
L, L % i-1,3
n n
analoog voor u en u
R L
2 2
De afbreekfout E wordt gegeven door:
T Bzu h 9 ou k 3 ou h2 9 Ju, 2 kz ) ju, ,ow
B = = 5‘;z§‘+ E’sg'{u 5;} + E'EE'{W EE} ~ {(5;9 } = Z—'EE'{(EEJ(5;J}+
R T L U I
2 6 k] »
6 Bx3 ) 323 12 x Bx4 12 g 324 p 3X3
De numerieke diffusie wordt gegeven door:
% 2 du oW h h2 du
D =-gli’ -8 -2 G772 5%
T 2 Ju ow k k2 ow
D, =zl e, TR T2 T T
Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door:
1
T <
EZ €2z 1 1 4
G Th i G
h k h k

N.B. Zowel voor schema B als voor schema E geldt dat,

4

)
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+u. .) (u. . + Y <0

R N N N

of als (w. ;) (i ) <0

5 W « B s
1,4l "1,] 1,] 1531

de stapgrootte aangepast moet worden, omdat het differentie schema
anders niet consistent is met de differentiaal vergelijking.(zie ap-
pendix A)

Het derde schema is eveneens conservatief. Uitgegaan wordt van vergelijking

(3.1), voorwaartse differenties in tijd en centrale in plaats leveren:

oS5 - tal )2 - )2 oo oo _.n o2
1e]  “hafe il Yi-1,] i+1,5 Sitl,i - Yi-1,5 Ti-1,]
{ T }+{—F 7h }+{ 7k } #*

n

n n n n
ui+1 . - 2u + ul
E o 2]

R . u. . o u. .
1y ul—l,J}_ & 7 15]¥] 1. 1,3—1} _
2 z 2
h k

- 2u

n _ =T
el Bintd — Bica g
p 2h

De afbreekfout E wordt gegeven door:

2
T .8 1 h P ou, 2 k 9 .9u W
A% {(5;) } T {az 3Z} *

De numerieke diffusie Dn wordt gegeven door:

B oo &l e, B8 . gy BNy .yt B
nx 2 X 9X X 3z 9%
2 12
D ==L qw* -4 38y B_W}_____B_ﬁi
nz 2 Z 9% Z 92 7 oz

Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door:
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Het vierde schema komt overeen met het derde schema, maar dan voor de ge-
splitste vergelijking. Na splitsing ontstaat het volgende stelsel differen-

tiaal vergelijkingen:

lﬂ-‘_ BU_E au_—__lE.E. 3.4

%3¢ T 9% X sz p 3x (3.%)
2

; du Juw _ o u _

T PRI 0 (3.5)

Voorwaartse differenties in tijd en centrale in plaats leveren het volgende

stelsel differentie vergelijkingen:

n+} n n 2 n 2 n Lo o T

PRI T 15 S S s U3 1% LA S % LIRS £ I it 9% M ) P O
< it 2h X w2 (>
n = n
:__]_ {pi+19j pi_l,j}
0 2h

GO un+5 un+§ n+} _ un+£ n+}

% { i.,'! i,j} + { i,j+l i,j"‘l i,j_l i,j—]} +
2T 2k
1
TR i SO ok I
- 2l 2’.] LI b T 0
z le
De afbreekfouten zijn:
2 2 2 4 2 3

=-13u_,23u3u h su_h 13°p 2 b

=78 2 0 x 2 YT Z g 300
ot ] 9x 9x
2 2 2 4

--fdu_ Lk 3 .0u 3w k 3u 2 i u

Ez B 8 at2 2 3dz i« z) (Bz)} * Ez 1 824 +0 (17, k')

De numerieke diffusie coéfficiénten zijn:

- 2 _ duy _ .2 du
an a 8 {16u 32€x 9x H 9x
b = =T m? - 16e 29y _ Ko Dw

nz 8 z 9z 2 0z

De stabiliteitscriteria zijn:
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2
X

EX 2
ol = 2 3

2€
VA
€ 12
e+ 2 ]

Dit schema ontstaat door de vergelijkingen van schema D nogmaals te splitsen

A

Er ontstaat dan het volgende stelsel differentiaal vergelijkingen.

l_au " 8u2 _ ___ap
4 dt ox 20 0x

—

1ou_ 2% _1 2
4 3t p s sz 2p 3x
13u, Buw _

i 3t 3z .
1au_ 2%

4 3t z 822

Voor een expliciet schema wordt de stabiliteitsvoorwaarde

h2 kz}

e 7 2e
X z

p h k
<
T:mln. {lul 9 IW_I Iy 2

Voor de convectieve stukken zijn de afbreekfouten van de 4 orde, door de
diffusieve stukken zijn de afbreekfouten van de 1% orde in tijd en van de

2% orde in plaats.

Voor een uitgebreidere beschouwing wordt verwezen naar [hﬂ.

3.2.3 Impliciete schema's

e

Het eerste impliciete schema is de impliciete versie van schema A. Uitgaande

van vergelijking (3.2)
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3p
- (3.6)

O |=

2
e o W = 2z - E. = i =
ot 90X 9z X x2 z

Ju ou Ju ] 82u
+

2

9 z

Q

Voorwaartse differenties in tijd en centrale in plaats, bovendien impliciet

met middelingsoperator O, leveren:

un+] — (un+] _ un+] ) (un - )
Ls] I n i+1,] i=1,] iy i+1,] i=1,7
T tu; ;10 7h * $378) h b+
+1 n+l n n
(u? . u. L) (u. . u, . )
i+1,]3 1=1,] Ny 1,3+l i,7-1
o o 1B " + (1-0) 7K b
(un+l _ un+] un+] n _ n _ un
-e {0 i+l,] iij e + (1-0) i+1,9 iéj i-1,] 1} +
h h
n+l n+1 n+1 n n n
S - 2u. . v S - &g g
-e {0 ( 1,]+1 1,] ul!J_] + (1-0) (uly_]+l ul;.] ul’.]_l)} -
kZ k2
n+l n+1 n n
= - l {9 ( i+19j pi-]!j) + (1_@) (pi+]!j pi_l!j)}
0 2h 2h
De afbreekfout E wordt gegeven door:
2 2 3 3 2
T 9 u 3 u a7 u d"u 1 37p
E = (1-20) = {u + W - € - € + = }
2 otox otoz X Btaxz Z aen 2 p 9tox
w2« 3n 33u 5" 3% .1 3%
B luy e we gy, e, gy b g g
ot ox ot oz gt 9x ot oz gt~ ox
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2 3 2 3 2 mlh 2 2 w3

4
h a’u  k a u h™ 9 u k™ 9 'u 1 h™ 97p
-——_— gy — - — g —a+E ———— F+E - — L 4
6 3x3 6 o x 1 axa z 1 824 p 6 ax3
T ,0u du dw du 2 2 4 2 4
+§{a—t§;+atax}+0(T,Th,h,Tk,k)

De numerieke diffusie coefficienten worden gegeven door:

_I. du 28y L = u2 du
T ™0 T T (1-28) 2 =" ® Ey Bx} *
7 5 Su 3u. 2 o i Ju, 2
+62—{—6U—a—£"4uw§;+€x[]2(a—x +6§;E]+2Ez(a—x)}
T . 9d —20) L {- &2 du w
Dnz =5 &y ox + (1-20) 2 Ll Ez ox * 2€z Bz} *
TZ ow 2 du 2 9w ow, 2
'*'92—'{" buw BX_ZW E‘“&W ‘é-z—"' ('5-}‘2) +

du, 2 du ow 9w 2u ow, 2
ve, [2 G “*5;53*65?3—2*6(@)]}

Schema E is onvoorwaardelijk stabiel mits O > 1.
Het tweede impliciete schema is de impliciete versie van schema B. Daarbij

is tevens splitsing toegepast omdat de differentie schema's anderste inge-

wikkeld worden om nog handelbaar te zijn. Uitgaande van (3.1) volgt na split-

sing:
2 2
m o . U 35
d ot * ox €x 8x2 T p 3x (3.7)
ou ouw Bzu
]l == - s
2ot * dz E:z.‘ 822 0 (3.8)

Om een conservatief differentieschema te krijgen wordt voor de convectieve
termen weer de zgn. upstream differencing toegepast, verder voorwaarts in tijd

en centraal in plaats. Het differentieschema in de x-richting wordt dan:

ol + o W N
N i+1,3 i,j, n+y  Ti,j i-1,3, n+l
M . I ( 3 S 7 )
1,] 1,] + 0 { 1 ] ]. 4
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1 n n n
bl 3 i,]j n 9 i=1,3 n
e L,
|
+ (1-0) { - +
+1 n+} n+i n n n
(u? 2o, - 2u, o+ -, 0 : .
_ ex {0 i+l,] 153 1=1,] + (1-0) i+1,] 153 1—1,3)} _
h h
n n
o1 Ping T PiarLg)
P 2h
en in de z-richting:
n n o .
- o ( i,j+1 i,J) un+] ~ ¢ i,] ',j—l) n+l
t gt - Ay . ]
3 H
7 +0 { © } o+
n n n n
( 1,J+]2 i’.]) un"'% ( s ] sJ"l) n+%
Ry 2 I
+ (1-0) { ¥ &
k
n+l _ .o+l n+l n+i n+i n+l
Yi,j+1 Bed TV e N ; toug 3—1)
-€, 10 3 + (1-0) 2 2 2 } =0
k k
De afbreekfouten zijn:
E -0 D6l wdy o uy LoD 2 (u )}—ez{a(uﬂ>}+
x e 2 "9t ox X 2 ata ox 2
Jtox ot
2
roTh 2w By gl 3w o th’ —3(——33“)
16 9% Bt23x 8 "9x "9x Btax 9x 2

ot~ 9x



De

nx

nz

T Ju, 2
0 =— { 3281{ (3‘;)
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Th Bzu 83u Tzh Bzu 34u T2 34u
1 == T Rl o w Bl W ey
9x~ otdx 9x 9t 9 9t 9x
b8 duy b0 uoty 02 afua ol aby
2 "9x ox” 2 ox 2 8 2 12 4
] ax o0xX

3
3" u T ;0w du T ;0w Ou
(4-0) 7 v 5557 = <, o A TS =l &L 8 T

2 2 2 2
Ttk (0 A&l el d u Tk [0
B 5> gz (w ataz} © 5 {32 (w atz)} +0 15 {57 (v >, aZ)}+
2 2 2.2 3
Tk 9 ,0w d u 7Tk 9 ,0w d u 3 W 8 u
0 5 Gram! "9 e & ~eZs. )} +e g {a 2 3502 7
2.2 4 2 A 2 L4
T°h 3 u 3w T 3 u k™ (3 u k ;9
0 { } +0 { } +e = {—5} + 5 (5= (
64 8t28x2 S 8 3t2322 z 12 324 2 "2z
2 2 2 3 w2 2
k Ju 9w 9w 3°u kW 37w 2°u 2 4 4
ralkt i I T L a2
9z 0z dz~ 0z
numerieke diffusie coefficienten zijn
2
el =B 90 s T E R du, Th _ du
=gu gt (0 g - 4w - 10e, B} + 0 75 {- 16u e
2 2

o @1+ 0 T2 famsu %%

+2p2 "
- {- 16 (——J } - i et {954 ( ) }

ow ooy T FL el owy _ o T oW
5’;"' (z 0) 2 ‘[ 2w+ 682#8_2} e 3 {ZEZ BZ}

S



-21-

2 2
ro (- 8w 2% -0 T (320" 39 4+ 0 TE (sow €D +

ow, 2 ow

2,2 -
=) } +OEZS—{28w§E}

32

2
Th o owy2y T
=g F—{=6 (7 -0

g {28w (

Schema F is onvoorwaardelijk stabiel mits © > 3.

N.B. Zie opmerking bij schema B.

3.2.4 Leapfrog schema's

G: Schema G is een zgn. 3-level schema en staat ook wel bekend als de Dufort-

Frankel Leapfrog methode. Dit schema wordt ondermeer gebruikt in [5].

Uitgaande van (3.1) wordt het differentieschema:

o - n n
R 52 1 i % F% A 5 M ol B 1Y
147 Ted o o { 2 2 I+
2T h
uh oL At L we L twh . uh Lhub L wh LAwh
( i,]3+1 1!.])( 1,3+1 19])_( 1,] 19]-1)( 1,] 133—1)
= 2 ' 2 2 2 .
&
u?:i . - ZU?_! u?’l @ u?_!+ -2 ?_! + ?—! I
+ it ls) 153 o lady o o ptal®l 1,] 1,171y,
b4 % z k2
P
e i-1
=l h } (3.9)
De afbreekfout E wordt gegeven door
2
e -1 _ % audlu i 9 pudwy o 2w 2%,
6 at3 2 9x axz 4 93z "9z oz X Btaxz z 8t822

+0 (12, n*) kY
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Het stabiliteits criterium wordt gegeven door:

s 2y
Rk ¢ R . = 1}
u w2 €x E:z 2
E+E) 4(;2—*'1{—2

De numerieke diffusie wordt gegeven door:

DHX={

nz

4  Conclusi

du

ou
Pl BT _é.;

2
~h ox

ow
Te (6 +—§-E)}

k~ dw ou ow
e tTE, a3l

es

4.1 Prakti

sch voorbeeld

Teneinde to
voorbeeld ve
methoden, i

Daartoe 1is

Gegeven zij

=
I

[

u max

W max =

=g
]

m
L}

Opmerking:

t een definitieve keuze te komen, wordt aan de hand van een praktisch
rgeleken wat de restricties, verbonden aan het gebruik van bepaalde
nhouden.

het volgende voorbeeld gekozen:

een estuarium:

20.000 m
20 m
1 ms_]
0,001 msdl (volgt uit de continuiteits vergelijking)
1.000

I m

g

200 ms & (zie opmerking)

0,05 ms 2
9 ouy . 9 du
D — — 0. V. ™ -_
e term % (Ex Bx) is verwaarloosbaar t.o.v 5z (EZ aZ) en zou dus

weggelaten mogen worden. Uit stabiliteits overwegingen volgt echter

dat het ivm. de maximale tijdstap gunstiger is deze term mee te nemen,
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en dan liefst met een zo groot mogelijke € -
De vraag is nu, hoe groot mag E, gekozen worden?

vit [12] volgt dat:

2
1
—2 a4 3 zonder gelaagdheid

u' w'

n 10 met gelaagdheid

Uit dimensie overwegingen volgt dan:

gu
T " u,2 v € (2 "
E T T - o
Xz u' w e §2_+ v
z "3z 9x
— du , 3w i i
e AN (g + ——)
e - 92 X % (3210 —F—
T T ou s
z u' w (2 ax) (2 L)
€x
=5 E—-m 1500 a 5000
z
; ; 32u
Bij deze verhouding van €. en e, blijft e —ui-verwaarloosbaar 2 0 1
9x
" 32u
¥ 5,2 '

Schema A: Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door:

2e
T < .
= [I l EXZ EZZ %Jz
al,_ e 2 122+ 23
Leo h2 kZ

=> T £ 0,071 s

Het heuristische stabiliteitscriterium wordt gegeven door:
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{u2 - 4EX (%EJ} >0

m
1
oA

=> T < 384 s

2 au ow
{w* - 2€Z (gg) - 2€Z (523} >0

m
|
oA

=> T < 9000 s

Schema B: Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door:

2 2
€ &2 1 "
i f—g *=5) ¥4 |ujyg tg +—)
h

= 1 < 0.24 s

Het heuristische criterium wordt gegeven door:

=> geen oplossing als u < - 0.4 ms

T2 3u dwy, . k. _ k> dw
e, "z v —he, gy by gy >0
=> T < 5000 s

Schema C: Het stabiliteitscriterium wordt gegeven door:

2
B 2 7 o2
! I {sx EZ }%
u + 2 |— +
Leo h2 k2

= 1 < 0.071 s -

Het heuristische stabiliteitscriterium wordt gegeven door:
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Tl g B9 g By 2 0u
e E—{Au 8Ex = 2€X Bz} h o >0
= TH 5

g 2 du ow k2 ow
g, gl s, gmede, gt gt 0
= T < 5000 s

Schema D: De stabiliteitscriteria worden gegeven door:

2e
X

EX
Iu|Lw + 2 _"H

= §:200 s

<
T= 2

2e
X

T K

= . 2
{IWILOU + 2 —IZ;:]

=> T §=10 s

Het heuristische stabiliteitscriterium wordt gegeven door:

o E 2. duy _ .2 3u
e, -3 {16u” - 326 =} -n° 2= >0
== 1< 75 8
e =k [yt = Joe 25 = Ll L
z B8 €292 T 7 3z

=> 1 < 10.000 s

Schema D': De stabiliteitscriteria worden gegeven door:
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=> T £ 1000 s
TS k
9] {0

==, 8 1000 s

2

h
TEms
X
=> T < 2000 s
2
&
= LE
Z

$>T;IOS

Het heuristische stabiliteitscriterium wordt hier niet bekeken, maar

levert vanwege de hoge orde van de afbreekfout geen extra beperkingen

op.
Schema E: Schema E is onvoorwaardelijk stabiel mits © > 5.

Het heuristische stabiliteitscriterium wordt voor © = } gegeven door:

2

T du | T du _ Ju ou, 2 oW, du

€X+§€X3—X+4_{ 61.15; AUWBZ“'EX[]'Z(BX) +6(3X) (BZJ'F
du, 2
+ 2% (5_15)}>0

=> 1 < 1300 s

T du T2 ow 2 du 2 dw ow, 2
Ez+§€z§'£+?[—{_ buw oo = 2w m— = bwT =+ 26 (RD)T 4

90X X 9z

du, 2 Jdu ow ow Ju
+sz[2 EH2 4 D GH + 6 §D G +

+ 6 (:gl;)z]b 0



Schema F:

Schema G:
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=> 1 < 3000 s

Rol=—
.

Het schema is onvoorwaardelijk stabiel mits @ >

Het heuristische stabiliteitscriterium voor © = | is:
2 2
h h™ 3u Th au, 2
g ¥ g o gues ¥ g (- l6u (——)} —g-{ 32 (53
2 2
h h du, 3
5“—'{288 ( ) } {— 16 ( ) } (EEJ }
=> geen oplossing als|u| > 0,4 ms_]
K K2 ow 1 v, . Tk i T
e, t 3V TG g, g2, P g - 8w () - g 132w
2 2 2.2
Tk w2y _ Tk® £ . AW\ 2y _ Tk w2y,
+ SEdeme €57 - 1o 1- 5 D% - T Lo £
T2 ow
hr Ez TE—{ZSW EEJ >0
= 1 < 2500 s
Het stabiliteitscriterium luidt:
€ E, — .
W ol
T<2 { 1+ -1}
- u ;)2 4 (Ex 63)2
(= + =) — 4+ —
h k h2 k2
= 1T%£ 38

Het heuristisch criterium luidt:

—hza—u-f-"['

au
€y = g, (6

L
o az) > 0

=> 1 < 700 s

gu? 20
>0
2 Bw

+

e
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k™ 9w du aw
EZ—TS—Z+TEZ(2§;+3$)>O
=> T < 4000 s

4.2 Conclusies naar aanleiding van het praktische voorbeeld

Blijkens de resultaten van het praktische voorbeeld komen vier schema's in aan-
merking voor het oplossen van dit probleem, te weten de schema's D, D', E en G.
Van deze schema's hebben D, D! en G het voordeel dat ze expliciet zijn, dus makke-
1lijk hanteerbaar bij het programmeren. Bovendien zijn de schema's D en G conserva-
tief, wat gunstig is in verband met de lokale opeenhoping van fouten [!].

Het stabiliteitscriterium geeft voor de schema's D, D! en G een vrij strin-

gente beperking, zodat voor het doorrekenen van langere perioden vrij veel tijd-
stapjes nodig zijn, zeker als zou blijken dat met een nog fijner netwerk gerekend
moet worden dan in het praktische voorbeeld. Wellicht is deze beperking bij de
schema's D en D' echter te omzeilen door &én impliciete stap te doen in

de z-richting,en de overige stappen expliciet, waarbij de grootte van de fout voor
de implicietestap van de zelfde orde zou moeten zijn als voor het expliciete deel.
Schema E is impliciet en daardoor onbeperkt stabiel mits © > 1. Hier geeft het
heuristische stabiliteitscriterium wel een beperking, maar als wordt geeist dat
de numerieke diffusie niet meer dan 10% van de fysische diffusie mag zijn, worden
nog altijd tijdstappen toegestaan die een factor 10 groter zijn dan voor schema
D of D'. Verder is het wellicht aan te raden ook dit schema te splitsen. Dit in-
troduceert weliswaar extra moeilijkheden voor de randen, maar het oplossen van
een aantal tridiaéonale matrices gaat veel makkelijker en ook sneller dan het op-
lossen van @én grote penta diagonale matrix.

Rekening houdend met het extra werk dat verricht moet worden om het impliciete
stelsel op te lossen, is schema E ongeveer een factor 3 smeller dan de schema's
D, D! en G wat een betrekkelijk klein verschil is.

Indien voor de schema's D en D! met &&n impliciete tijdstap wordt gewerkt, worden
de schema's D, D! en E ongeveer even snel.

In dat geval moeten punten als nauwkeurigheid, conservatief zijn en aanpassing
aan de randvoorwaarden uitwijzen welk schema het geschikste is. A priori is over
deze punten echter geen uitsluitsel te geven, zodat bij de eigenlijke numerieke

berekeningen pas een definitieve keuze gemaakt kan worden.
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APPENDIX

Inleiding

appendix

In deze appendix worden de afleidingen gegeven van de resultaten vermeld in
hoofdstuk 3.2.

In A worden de afbreekfouten afgeleid, in B volgt een stabiliteitsanalyse

m.b.v. de energiemethode en in C volgt een heuristische stabiliteitsanalyse.

A: Afbreekfout [9]

Schema A:

De differentiaal vergelijking is:

2 2

du du du 97 u 0 u 1 3p
YR Y TR T IRT TFh
9% oz
Het differentieschema is:
B
W n n n n
u,”. - u u, . - ou, L) (u. . u., . )
Ly 1 + ot ( 1+, o 101 1 + Wl 1,]+1 i,7—1 M
T 1,] 2h 1] 2k
n n n n n n

BT IR M ¥ M 5 LSS 15 13 Wil 08 Ml ¥ I LA

X h2 z k2

n n

_ 1 Piar,g TP,

p zh

n+l TDt th sz n

Substitutie van ui+1,j+1 = e e e ui,j enz. geeft:

D hD =hD D -
{(E €= 1) un + un (e * e X) n }+ wl:l . {(ek - e < I -

T i,50 T, 7h Ui,it T YiLj 7k wy g
hDX -hD kD -kD

_e {(e -2+ e ) m } - e (fe -2+ e ) Y=

X h2 1,] z 12 1,]

hD -hD

olfe Fme B onoy -




Schema B:

appendix

A2
W, .
Substitutie van e =1 + TDt + %— Dt enz. geeft:
2 n n h2 3 n
T
L —— L)+
D, gD T ug g #ug o LB, * 2B g
2 2
n k 3 n 2 4 n
Fowg o O, 40T wy ob -8 WL R gy DLy gt
2 k> _ 4 n | h’ 3, n
- Ez {(Dz ¥ TEﬁDz ) Ui,j} -7 5—{(Dx * g—-Dx ) pi,j} v
Uitwerking levert:
2 2
3_u+u8_u+wa_u_e a_."i_e M:—l_a_E+E
at 9x 9z X 2 z 2 p 09X
9x 97
waarbij de afbreekfout E gegeven wordt door:
2
=l 82u n? u 33u K = 5 i h* . 34u Lk . B&u "
S o 15 SR T 5 W D £ 2 7
Bt2 ) ax3 6 5z 12 7x 8x4 12 ~& gt
2 3
- 13,0 % nt, &Y
h p 3
ax
De differentiaal vergelijking is:
au 8u2 L ouw e 32u - e 82u - _1op
L
9 ox 2z X sz z az2 p 9x
het differentieschema is:
n 5 ol 0 n
u. ; u: s .o .y
wtl _ n (Arlad o fady o0 o (el Azhady B
u. : -ou ; 2 I 2 I
3 3
- * R = 1 *
n n n n
Pi,96 T Y54 on Fpo YV . g
( ) u, = ( ) u
2 R2 2
+ { 2+
k
n n n - n n n
. = Zu, u. . 5 S = AU ; i .
~ 1t+l,] 1,] -1y _ { 1,j+] 1,] 1,]1-1,
Cx { 2 } z 2 !
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_A3_
n . .n
_ l_{pi+1,j pi—l,j}
p 2h
bij ut = ul als + u >0
et RI isJ ui+],J 1,] =
B g™ <0
uR1 ial,d *% B 5 i,]
n
= . : . 0
uL1 ul_t,J als ul,J ul—l,J-
n n
u u als u. u. : 0
L = ﬂ“ij Ly] 1=1,]
3
analoog voor up enup
2 2
S ’ .+t u. ., u. . + u, . A P
tel u1+1,J u1,3 ul’J ul_l’J, W1,3+l wl,J en
Wi,j + Wi*ﬂ,j—? 0, dan volgt:
n n n
“iel,i T %5 n Mg 3T By d.
n+l _ n ( 2 5 2y, . - (—2 > =) Ui
i O T o )
T i h )
n n n n
( i,j+1 i,j) - i,] i,j—l) n
2 157 2 i,j-1
# { T }
n n n n n n
TIPS M % i % 0 W O, i 15\
- Ex { 2 - EZ { ) }
h k
n _.n
I Py 0 M PR
P 2h
n+l TDt th sz n
Substitutie van u. : = e e e u. . enz. geeft:
1+] ;5 )+1 1,]
D
e *_ 4
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=AlL—

hDX o " —th - -hDX - }
# 1 3 . .= {a o+ - «F 1
- tie ) ulaJ} ulsJ {( = : ulsJ e g sl
2h
sz n n -sz n _sz
_{(e +1)wﬁ,J} ui,j-{(l+e )Wi,j} {(e )u,J}+
2k
hDX —hDX kD —sz
+e {(e -2 + e ) n T g {(e -2+ e ) noy,
X hz 1,] z k2 s 0 |
hD -hD
1: (e - e ) n
p{ 2h 1,3}
TDt T2 2
Substitueer e =1+ TDt + 7 Dt enz., volgt:
2
€ =5 wiog S
(> + LI 2) o s 2 =% 4 X s } o N
t 27t i,] h s | 153
P
a - % Dx * %_-sz) n ¢ 2 n
+ { h ui,j} {(] = hD'X * —DX ) ui,j}+
2
(1 +5D +£—D 2)
- 2 7z 4 Tz “y. } !
k 1,i° 1i,]
2
(- %-Dz * %_.Dzz) n k2 2 n
- o B
# - wi’j} {1 KB =B ui’j} -
2 h2 4 n 2 k2 4 n
# Ex {(Dx ¥ Ti-Dx ) Ui,j} * 8z i@ * 12 "z ) ui,j} *
2
| h 3 n
5 {(Dx * €-Dx ) pi,j}
Uitwerking levert:
2 2 2
du ., du 3 wu 3 u d U 13p
__+__._ =, e R — I T " S,
Jt o= e .2 57 g ix " E
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waarbij de afbreekfout E gegeven wordt door:

2 2
oz, h 3 By k 3. Buy hE 3 B2
8= 2., trgx WPy v P - 1GRY
S TR T TN G T S D S
4 Bz 9z 9z 6 3 6 ? a23 1 X 8x4
2 4 2 3
L T
oz P oax
Gy . " n _ n
Opmerking: Indien ui+1,j + ui,j > 0= uRl ui,j
en ui,j + ui-l,j < 0= uL] = ui,j
8u2
De term e uit de differentiaal vergelijking wordt dan in
de differentie vergelijking benaderd door:
(ui+13j * uisj) i - (uisj * ui'lsj) u
{ 2 147 2 i,j}
h
(ui"'lsj ul!j 3 uis.] 3 l_lrJ) i -
2h 1,]
=1 (ui+l!j 3 ui_]:j)
i,] 2h
. 3u2
en deze term is niet con51stentnet?gr-
Dergelijke situaties ontstaan als
. . ) %
(ui+],j + ui,j) (ui’J + ul_l’J) 0 of als
' <
@iger * ¥,y (g Ty e) S0

In die gevallen moet de stapgrootte dus aangepast worden.
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Schema C: De differentiaal vergelijking is:
.a_li-j- g.u'_2.+ B_UE— 8 .a_zll_—— E 32u = - -.LQ.E
at Ix 9z ple sz z az2 p 9x
het differentieschema 1is:
un+] _.n o )2 = 2 S o R o
i,j l,j i+l’j 1% 5] + isj+] i’j+1 ivj-] i,j—1+
T 2h 2k
n n n n n n
) - = .. . . .. - R A
_ (u1+1,3 Yi,j 1-1,J) (ul,J+1 2ul,J ul,J—l) "
& h2 Z 1{2
n _.n
1 Pie1,g TPy
T op 2h
+] TDt hD kD
Substitutie van u- : = e g - Z 4yt . enz geeft:
1-1,3+1 147
D
£
g8 =iy omo
T 1,]

§ th n th n *th n —th n i
{(e e «F {{e u. .} — {(e u. .} {(e ) u, .}
Jue M up e Do e B AR
L 2h u
- kDZ kDZ n —sz o —kDZ 5 %

) e A S w. .} {(e u. .}

Jre e g - te Bl te B

L 2k J

hDX -hD kDZ —sz
e (et PO b Fep (R TAtE .0 1.
2 he 15 z k2 p |
th -hD
__ 1 {(e -—e Y n }
b 2h Pij
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D 2
Substitutie van e t = I ® <D, + %——D enz. geeft:

(Dt + %-D ) ul +

2 2
{(1 + hD +V%—-D 2) ul .}2 - {(1 - hD + E——D 2) W }2
" X 2 X 1 X 2 &

2 h 4 n 2 k 4 n
- £ ‘[(D + ']-EDX ) ui’J} EZ {(DZ + Tsz ) ui,J =
2
1 h° 3 n
p{(DX+6 Dx)pi,j}
Uitwerking levert:
ou Buz duw 32u 32u _ 1 op
3t T YT %% 2 %% 2" "o tE
ax 9z
waarbij E gegeven wordt door:
2 2 2
=_-xd3u_h 3 ,0u2y k 3 38u 3w
Esrr 2 GRG0 G



Schema D:

AR

De differentiaal vergelijking in gesplitste vorm is:

2 2

; au du 9 u _ 1 3p

ferFa-mg —mw wE

ot ox sz p 9x
T 3z Stz __ 2
90X

Het differentieschema in de x-richting is:

appendix

n+j _ n n 2 . pn 2
e Y e 5 DU S Ll 1% LA
< It 2h
n n n n n
Co Sy T2 5 ey 1 Pae,y T Pi )
% h2 P 2h
n+} lTDt =
Substitutie van u. ? . = e e *ul . enz. geeft:
1+1,] 1,]
?D th n 2 _th n 2
(& © =i} 5 (& "oy o =le ")
b ——— =k : al )+
3T 1573 2h
th *th hD -hD
- B L -—2+e ) n _ _1( *-e ® 1
X =7 iad b 2h i
11
1
Substitutie van e © = 1 + it Dt + (—2--21)2 th enz. geeft:
2 n
— D e
% (Dt * t ) u1,] *
2 2
2 2 h 2 2
(1 +bD_+5D%u .} -{(1-w +35 D7) o o
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2 2
2 h 4, n I B o ds 0
g, {(DX by B ) ul,j} " (D + z D ) P
Uitwerking levert:
2 2
! du  du” _ 5 du_ _13p . E
at ox X 2 p X X
9x
waarbi j EX gegeven wordt door:
E =—£a_2'll.—h2.§.‘i(§.—2_l_l.)+€ ﬁa_qg—lﬁi:;_p_{_o(,r h‘l)
X 8 at2 9x sz x 12 8x4 p 6 Bx3
Analoog volgt voor de z-richting:
2 2 2 .4
__xdu_ kK 3 2y ow K 3 2 o
E, 8.2 2 3z G2 GPrre, g g v 0 (T, KD
at 9z
Schema E: De differentiaal vergelijking is:
£+ u_a_li+w£— _8_2_11- -?.E.E: —_l_._a_.p_
ot Ix oz €x 2 €, 2 p 9x
ax 0z
Het differentie schema is:
n+l1 n n+l n+l n
i s u, . u, .) u, . . .
1,] 1sd 4 .0 {0 ( itl,] 1=151 + (1-0) ¢ 1+1, ] 1—19_])} +
T 1y 2h 2h
(un+] Lln+] (un "
n i,]+] 175 fd TR i,j+] i;5-1
by 18 7K (1-8) 7k h
n+1 n+l n+l n n n
e I B O I IR L Yie1,d T 20,3 T Yie1,g
- e {e 3 2! ] + (]_e) ¥ 2: 3 }
% h h
n+l n+l n+l n n n
(B e = By g FU: g R ¥ B P L
- Ez {e 5] 2’3 »] + (1-6) s ] éJ 1,] } =

k
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(pn+l _ pn+1 (pn _ pn )
. . o« o & Loy i S
= - % {0 1+}s_J_2h I=1s] (1-0) 1+1,7 o 1=1,] 1
_— TDt hD sz
Substitutie van u. : = e g T enz. geeft:
T+l5+1
D
(e . 1) n
e e e
T 159
hD -hD hD -hD
+uj [9 {emt ¢ T-e D g gple e D }}
2sd 2h Ll 2h 8

+
g

D sz -kDZ kDZ —sz
“.[e fe Ple _—e D B . gyl —e ) B .}}+
2k 1] 5]

D X p
"EX;[G {e t (e =2 % e ) uz,j} + (]_O){(e -2 + e X) n

kD ~-kD kD -kD

1l
|

D th *th th -hDX
[e{e BAE. )p?j}"'(]"@){(e od.. )p‘.‘.}J

D z z Z z n
Ez[a{e t (e -2 F & )u?j}."(l_@){(e -2 + e ) U
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TDt 2 2
Substitutie van e =1 + rDt + TTZ— Dt enz. geeft:
T 2 n
< +
(B # 5 D b Uy
n 4 T2 2 h2 3 n
+ou. . +031D 0 — 2 L.
uj {1 E)'j-rt+ 7 Dt) (Dx+6 Dx) ul,J} +
2 2
jui T 2 k 3 n
g {(1+0 0, b BT y (o, D, ) ui,j} +
2 2
T 2 2 h 4 n
i o 5
£ {(1+0 TDt + 5 Dt ) (D + 3 DX ) ul,_'] ¥
2 5 2
- { T 2 2 k 4 n _
% A ™, * 8 2 Pe ) (Dz 12 V2 ) ui,j}
2 2
1 T . h 3 n
= 1 AL
5 {(1+0 W+ 03 Dt) (D * e Dx)pi,j}
Uitwerking levert:
2 2
1
£+u3_§+w%_ Exa_l-zl__ Ez_a_;= ___%§+E
g g X X P
waarbij E gegeven wordt door:
2 2 3 3 2
7 u 9 u 3 u o~ u 1 9
E = (1-20) 5 {u + W - € =B + L 903
2 3t ox ot 9z X at8x2 z ataxz p 3tox
4 3
12 83u B3u Bl‘u 9 u 1 97p %%
= B =3 7 ST 3 w33 B el
9t~ 9x at” 9z ot~ ox at” 9z ot~ 9x
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-Al12-
_ﬁu&_ﬁw&.pg ﬁﬁ.&&: E.Z,i_]_ﬁa_zap.q-
6 8x3 6 5z % 1 3x4 z 12 24 p 6 3x3
i u Ju ow du 2 2 4 2 4
ty {cgg) (g;) + (EEJ (5;)} +0 (t°, th", b, k", k)
Het stelsel differentiaal vergelijkingen is:
3u . 2 52 13
%_21.__“ - g A SRR L
2t 9% X 2 p 9x
9x
%i‘i B_U'E— € 3_2.E= 0
ot 9% Z 822
Het differentieschema in de x-richting is:
(un+% 2 L)
1,.] l,J
5 %T +
lln u u u
1%l 43 143 n+j 1] i=1,] n+i
{( 5 ) uR1 } i 2 ) uLl }
+ 0 5 +
n n n n
Yi+1,5 T Yi,j, o Y. " Yi-1,3, o
» 3 - s )
{( 3 ) uRl} {( 5 ) uLl}
+ (1-9) o +
(u. | T L ) (u. . — 2u, . + u, i)
22 I i =1, 1% 1 =1
- Ex[e { 1 .] ; J 1 J } +(1"’®){ J 2!3 1 !J }} =
h h
n n
_ 1 (pi+1,j Pyt 5!
p 2h

Evenals bij B wordt verondersteld dat (u? .+ .
1+1,] i,]

(un +ul ) >0, m.a.w. u =1 en u =qu
i,] i—-1,] B SRR Rl 1,] L] i-1,3°
i ; n+l TDt th sz
Substitutie van u, = e 2 e enz. levert dan:

i+1,3+1
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-Al13-
D
t
(e - 1) n
{ = ui,j} +
ehDX + 1 n %-Dt n ehDX + n % L —th n
( 7—) Ui,j} {(e ) ui,j} -{C— ul,j} {(e e ) ug
+ 0|1 ™
hD -hD
e * ] n n 1 + e n _th
_ ’ ’ > 3
+ (1-0) m *
ko kD -hD -hD
= +
- EX 0 {ez t (e §+e ) u? J+ (1-0) {(e g = u? )=
h ’J h aJ
hD —th
] =
O e
p 2h 1,]
TDt T2
Substitutie van e =1 + TDt + 5—-Dt enz. geeft:
D
t 2 n
G-*gh,)u, .
0 hy B 528 3 eIp +Ip2
¥ g AT+ 5 D ¥y o 7 " g 4 55,5
2 2 2
h h 2y .M T T - . E—D 2, n 4
{1 - 5D +7-D, ) ui,j} {1 + = Dt * 3 Dt Y (1 th 7~ D ) ui,j}
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-Al4-
T T
_EX[O{(I +§Dt+§— ¢

2 h° _ 4, n )
+ (1-9){( ° + 5D ) u }]_

2

1 h 3 n
= = — 4 ia= T) :
D{(Dx e x)pl’J
Uitwerking geeft:
2 2
du Ju 3 u 13
ot e TR 2T T
9x

3 2
E=(£“9)1{—a-(u-—a—g)—g _3L}+®{_E{3(uau)}+

X 2 "ot X X atax2 ox atax
2 2 2 3
3 3 u T h 9 9 u
-0 B (u s 0 — (== (u )} +
8 29X Bt2 16 9x Btzax
_@-:Zh{a(au Bzu)}+e'r2h2{8(au 9% Vi
8 99X '9x 9tdx 32 X 90X 2
At 9x
Th3 azu 33u T2h3 azu 34u T2 BAu
+ 045 1 gt ¢ B g e S 8 e g%
ax~ 9tdx dx“~ o9t 9x g 9t ox
2 2 3 2 2 4
h ;9 du h® Au 8°u h 9°u, 2 h® 9 u
P il ol == G TR S 2 Bl o L O
w5 il = gl —5l s g U b+ g, 35 g
dx dx 9x
2 3
h® 137p 2 4 4
B 14p 2, h', k
A 0834'0( . > )
X
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Het differentieschema in de z-richting is:

appendix

-

3 2 5
Tk w 3 u
ba By, b )} + 0 1% e 2 5!
93t oz 9z dtdz

- - W -
n+1 n+i ( 15]%] i’J) un"'] = i Ly i&j"']) un+1
u. g - ou ; 2 R] 2 LI
..,,.’—T_’_ + 0 { T } +
1 n wn + wn
( 1’J+12 lsj) UE+2 ( 1] 5 isj_]) U“'*"é
L
+ (1-0) { 1 Ly
k
n+l n+l n+1 I 1 1
(uy 391 i, toug j—]) u?+?+1 utte ?+?_1
- ¢ {e 3 ) > e (]_9) 1,] 1,] 1,7
z k2 k2
Op analoge wijze als voor de x-richting volgt:
2
; 9u ouw _ a u _
Y * 9z €, 2 0+ Ez
9z
waarbij Ez gegeven wordt door:
i 82u 83u T ,0W du T ,0W du
= (=0 — = T My Oy oy F Ny R
E,= -0 s v G52) — &, (8t822)} t7 G G "7 G G Y
2 2 2
1k ] 9 u T 3 9 u
+0 g Iy Wam)t -0 g iy W P
ot
2 3 2 2
Tk @ 3 u o Tk” 3 Bw 97u
+O g gy W5t -0 iy Gusgmt Y
ot oz
N S N U
32
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-Al6—
2.3 4 2 2 4 2
T h 9 u 3w T 3 u k u k ;3 u.
+ { P ¥ g == TSl e Bl el LR
4 p
64 at%3x2 822 z 8 at%azz z 12 - 2 oz 9z
_ BE {(EE 32w o azu} @ Ei_azw 82u + 0 (12 h& ké)
b o= az2 8z 822 4 322 322
De differentiaal vergelijking is:
du ,du” _duw 32u Bzu _ 19p
3t 3x 5z €x 7 " B 2 D 3%
9% dz
Het differentieschema wordt gegeven door:
n + n n n
n+l _ n-l i1, T YL502 0 ML, T Yi-1,4.2
ug soToug ( T ¢ )
el o) e § Z 2 } o+
2T h ’
n L n r n n n N
u. . otu. . ow. . tw. . u. .+u. . W, .+tw. .
( 1,]3+1 l:J)( 1:J+I l’.])__( 1,] lsJ_])( 1,] 13.]_1) +
= § 2 2 2 2 }
k
un—l g un—l un-l un—l . un—l un—]
& Ex { 1414 153 1-],3} + Ez { 1. J%] 153 1,3—]} "
h k
n n
_ L Pivr ~ Pimgy
p 2h
skl TDt th sz 0
Substitutie van ui+l,j+1 = e e ui,j geeft:
TDt -1D hDX -hD hD —hDX
(e - e ) % {(e + 2 + e ) o (e - e ) A
2T i,] 2 i 2h i
hD_ hD -hD_ ~hD_
(e +1) n (e +1) N (1+e )un (1+e ) n
2 i,] L 2 i,j 2 i,]
-{ 5 } o+
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hD -hD
b4 X =T
+ € {(e S8 7 (e t) TUAI,
X 2 1,]
h
hD -kD
X X -TD
+ E {(e A E ) (e t) i } o+
Z 2 1,]
k
hD —hDX
l- (e - e ) n
p{ 2h p;}
TDt 2 9
Substitutie van e =1+ TDt + %w-Dt + enz. geeft:
2 2 2
T 3, n_ _ h™ 2, n ™ o B
(P + g D) vy = = (@ 3= D7) vy O+ = D7) uyh
k2 2 n n k2 n n
- {1+ E—-DZ ) u, (Dz) wi+(1+ o Dz) W (Dz) ui} +
2 2
2 . h 4 T 2 n
t e, {(Dx + 330,00 TDt+E-—Dt)ui,j} +
2 2
2 h 4 T n
* e {(Dz ¥ 75 D, WCE ™, + 2—Dt) ui,j} +
2
1 h 3 n
) (Dx % E__Dx ) Pl}
Uitwerking levert:
du _ _ du’ _ Juw . azu b azu 13 -
at ax X X axz z 322 p 3x
waarbij E gegeven wordt door:
2 .3 ' 2
T B u 9 du, 2 k 3 Ju, , w
E = oo i o s e — e haiteny U Gasbid
6 43 2 = a1 T Ut
2 .4 2 .4 2 3
h k
+]—az+l——aZ—T{E a—;i»sz a;}+0(fz,11,k“)
X 3z X -~ otz
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B Stabiliteitsanalyse [4] Y [7] : [ID]

B.l Definities en begrippen

Vanwege het niet-lineaire karakter van de differentiaal vergelijking wordt
bij de stabiliteitsanalyse gebruik gemaakt van de energiemethode. Daartoe

worden eerst de volgende ruimtes en begrippen gedefinieerd.

Zij Q een open begrensd gebied in K met rand , zodanig dat de stelling
van Green geldt. Beschouw slechts funkties met reéele waarden en noem H'(f)

de Sobolevruimte van de eerste orde. H'o (1) is de deelruimte wvan H'(f)

waarvan de funkties nul zijn op de rand " van Q.

Debinities: L, @) = (£]7]£]% aq < =)
Q

du
' — 1 —3
H' () {u|u € L2 «), Bxi € L2 (). 1 1, 2, ..., m}

H') (@) = {ulu]en’ @), ulp_}

L2 () en H'O (2) zijn Hilbert ruimten, indien de volgende inwendige produk-

ten, respectievelijk normen gedefinieéerd worden:

In L2 Q): (f, g) =/ f (x) g (x) dx
Q
|
€], = (£, £)*
&
T
InHO(Q)! ((u, v)) =é§ ﬁ—ﬁ—dx
1=1 1 1

1
[lul g0 = (Cu, w))?
o]

Verder bestaat er een constante E (Q), zodanig dat

< E (Q) ||u||H, voor elke u € H'O Q)

| ul
LZ 0
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Definitie: Zij b: (H'O)3"¢ R™ een continue lingaire afbeelding.
Deze wordt gedefinieerd door:
m
v ow
(uy, v, W) = b (u, v, w) =1 J u. ( w - v —) dX
. i "9x. 0X.
1=1 Q 1 1
Opmerking: 1° Als v = w, dan geldt b (u, v, w) = o
m
2% % (u, v, w) = L [ ug gﬁ— w dx, mits div u = o.
i=] i

Als x een Banachruimte is, dan noemt met C (o, T; X), voor willekeurige
T > o, de ruimte van continue funkties op [o, T] met funktiewaarden in X;
L (o, T; x) (p 2 1) is de ruimte van funkties, die Lp integreerbaar zijn

op [o, T], met waarden in ¥, m.a.w.
¢ (o, Ty ¥) = fu] !|u||x < s, ||u||X continue in t, t € [o, T]}

T i
L, (05 T3 X) = {u] |£||u (t)llpx‘P < =}

Opmerking: Als p = = geldt:
T
||u||Loo (o5 Ty X}t elo, T]IIu (t)lix
Stelling van Cauchy - Schwartz (voor normen):

2[u| v | < Kk |u|2 + l—|v|2 k > o, willekeurig.
k

B.2 Probleemstelling

Er wordt gezocht naar een oplossing u = u (x, t), x € &, t € [o, T], van
de vergelijking:
31" d

du
Bt ¥ ? axi - ? ox. {Ei o9x.

Y= £ x; ©) (1B)

met beginvoorwaarde: u (x, o) = uolxeﬂ

s ¥
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I

randvoorwaarden: u (x, t) = 0 voor x € r;, t e [o, T]

du(x, t) _ iy
== = o] XE 92 t € [0, Tl

Het probleem wordt nu als volgt beschreven:

Tracht voor gegeven ug € L2 (), £ € L2 (o, T L2 (R)) een oplossing

u te vinden met u € L2 (o, T; H'O R NL_ (o, T L, (Q)) die vol-

doet aan:
T
[ i-(u (#), " (£)) + (e u (£), P (£))) + b (u, u,?)} dt =
(o]
T (2B)
= i (f (+), ¥ (£)) dt + (u ,F )

voor iedere f, met ¥ € C(o, T; H'O (2))
T .
' e L2 (o T3 L2 (2))

en ¥ (T) = o

Opmerking: a Er kunnen nu ook discontinue funkties toegelaten worden.
b (2B) kan verkregen worden uit (1B) door deze laatste met
een funktie Y te vermenigvuldigen en te integreren over
het tijdsinterval [o, T] en het gebied R.
c Een oplossing van (2B) wordt wel een zwakke oplossing van

de partiéle differentiaal vergelijking genoemd.

Van de vergelijking (2B) kan nu aangetoond worden, dat hij tenminste gén
oplossing u bezit en dat deze oplossing u voldoet aan de volgende energie

ongelijkheid:

Hellie o, 3 L, @) Bl e ||ul|L2~(o, mow @) 8T e £)

(3B)

waarbij L gegeven wordt door:
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2 T
_ 2 2 E7 (R) 2
L=2 IIU’OH L2 (Q) ¥ IE - J Hf (t)H L2 (ﬂ) dt

(0]
De bedoeling van de energiemethode is nu om voor de gediscretiseerde ruimte
ook een dergelijke energie ongelijkheid op te stellen, waarbij dan al of

niet een aantal restricties volgen voor bepaalde discretisaties.

B.3 Benadering door eindige differenties

Stel h (hl,---, hm) is de stapgrootte in de verschillende richtingen
(h. > o).
i

Er volgen nu enige definities:

m : .

Rh = {x = (xi,---, xm) € R |xi = Jhi,met j geheel}
m hj Ei
De tegel 1 (M, o) E'ZI (uj - = Uj + 2)

4

met M = (Uls"'s Um)

b.v. in de 2-dimensionale ruimte

ha

SR R B W 77 777

2 [
woot2 | __ 1 _ | V7
2 |
| i
1
| |
l |
& ||

hy hy h
}"1‘—2— M P'!"?

whm (x) is de karakteristieke funktie van de tegel T (M, o)

W () = 1 als x € 2N (M
)

i oalsx/‘rh

v i=1, 2,..., m 1is de eindige differentieoperator

—> 2
v (x + h.) =Y
_ i (x) =
vi ¥ o(x) = hi met hi & 0y, O as w Hiswsos 0)
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De verzameling 2, wordt gedefinieerd door:

h

T = {M|M ¢ R T, (M, 0) e Q}

m.a.w. de verzameling van de middelpunten van die tegels die geheel binnen

2 liggen.

Vh is de verzameling van alle stapfunkties, constant op een tegel.

. . - P . e
Z1ij Dh. L2 Vh gedefinieerd door Pyt U uy
1
- = P ameateooe J’ 1 1
Py u (%) u (x) wo @ oL o) u (x') dx Whm (x)
“h 7 h, 'h V7
; i
1=1
Op Vh worden de volgende scalaire produkten gedefinieerd:
= [
(Uh, vh)h o uy (x) v (x) dx
h
- 2
met luhlh = (uh, w )y

m
((uh, vh))h =i£1 Qf (Vi uy {2 (Vi vy (x)) dx
h
™ :
met u 1y = ((uh, uh))h

Deze produkten definiéren een Hilbert ruimte. Daar Vh een eindige dimensie
heeft, zijn de normen |uh|h en ||Uh||h equivalent. Men heeft dan de onge-

lijkheden

|uh|h §=EO ||uh||h voor elke CHEL Vh (ED is de diameter van Qh)

[ T 28 ) fu 1,

—_ e
9 u (x + h,) - u (x) 9
Opmerking: ||uh||h = I J 4 ; }odx
i i
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<z 52 T W) + 2 W)y 4%
i h, @
1
<3 i%,r ) ax = P [u |

=

met S (h) = 2 {f —}
m
{(e Uy s Vh))h = i S g (Vi up (x)) (Vi Vi (%)) dx

(e up, v))y =€ ((w, v))

Makkelijk valt in te zien dat: min|€i| ;=|E| §=max|ei|
1 i

Tenslotte wordt de tri-lineaire vorm gedefinieerd:

m
- 1 = Q
bh (uh, Ve i wh) 3 -Z {s u. (Vi vh) woT v (Vi Wh) dae}
i=l Q
h
met bh (uh, Vi vh) = 0
m.b.v. Gauss divergentie theorema volgt, mits div u =0
m
bh (uh, Vi wh) = .E f u Vi vy W dx
i=]1 Q
h
| nT
£ = = iF (p ) (s) ds met n =1, 2, & N
h n
(n=-1)t T
T = =
en N
W =p u
h h o
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B.4 Stabiliteitsanalyse voor niet-conservatieve schema's

Achtereenvolgens zullen nu een aantal stabiliteitsbeschouwingen worden ge-
geven voor de verschillende differentieschema's, te beginnen met de schema's

A en E, waarbij A als bijzonder geval van E wordt behandeld, nl. het geval:

0 = o.

De differentie vergelijking wordt gegeven door:

u1'1+l - (un+] _ un+1 ) " -
Ly 15 + u'[l {e l+1,j i_],j + (]_e) i+1,j i_l)i} +
T i3 2h 2h
un+l _ un+] it = 5 )
n i,j+1 i;3~1 N i,j+1 i,j-1
"%y 19 2K + (179 7k b
+1 n+l n+l n n n
(u? . e s s (u. ; AT u. :
- g (0 1+1,] ;:J 171,00 4 (1-g) —ELad 15_3 1-1,3°y
h h
(u?+! ?+! ?+! (u? . - e
- ¢ {0 1,7+1 15.] Ly]=1 + f 1= 1s1%] 15.] Ll I e
k k
(pn+i _ pn+l e _ .n )
D s . B o 15 L LS S S T
p 2h 2h

Vermenigvuldiging van de differentie vergelijking met een willekeurige
funktie v, en integratie over het tijdsinterval [o, T] en het gebied Qh
geeft, mits bij homogene randvoorwaarden, na vervanging van u? i door

n ]

I.lh:
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=1

1 n =1 n n
¥(uh uL s vh)h + ((e (1-0) u o vh))h + ((e © u vh))h +
(4B)
n-1 n n-1 . n-| _ n
+ bh (u o 0 U s vh) - bh (u h o (1-0) u h o vh) = (fh, vh)h

Vanwege de lineariteit van ((...))h en bh (...) mag (4B) ook geschreven

worden als:

%-(ungl = uE, vh)h + ((e [@ uﬁ + (1-0) un;I 5 vh)) +

(5B)
=1 n n—1 _ n
+bh (U.h > @u_h -+ (]'_O) u 1 \)h) - (fh! \)h)h
. n n=1
Substitueer nu % = C] uy + (1-0) u - dan volgt met
n-| n n-1 n n-l
bh (u h o C] u * (1-8) u - 0 E (1-0) u h ) o
A S L Rt T N N RO Rt |
T ‘'h @ h “n’h “h h ''h
n n n
- 0 -4
(£7, 0w + (1-0) ) (68)
Al . n n-l, _ jmnj2 n=lj2 _ o _ _6-1j2 .
gemeen geldt: 2 (uh, u )h ]ublh + |u h |h |uh uy ]h waaruit volgt
n n-| n—1 n n n-1 n n-1 n-1
- -0 0 = - -
2 (uh U (1-0) u h + uh)h 2 (uh uy s 0 (uh Uy ) +u h )
_ n _ n-12 n n-l
=20 Ju - w2 G, w4
n-1,2 _
= 2]u h |h =
n|2 n-1)2 n n-12
= - - -
e e Gt DI Lt

Substitutie in vergelijking (6B) geeft na vermenigvuldiging met 2T:

n|2 n-12 n n-12 - n n-1,2
i R N 6 DI R i A 1 C RS OO IR N
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n n n-1
= e -0
2t (fh, uh + (1-9) u h )h (7B)

De berekening valt nu uiteen in de volgende twee gevallen:

1° 20-1 > 0 m.a.w. I <0 <1

(4B) kan nu gemajoreerd worden door:

n|2 n-12 = n n-1(]2 n n ke
lof o = W™ 12+ 2t & [low + (1-0) u" VD <2t [e7] 6w+ (1-6) W T

h
s 200 [, |2,
+ 21 (1-0) |f2 hlun;]|h
geeft na toepassing van Couchy-Schwartz: Sk T (1-0) |£E|i +
" (-0 Pl

n|2 T n|2
+ kOT 6|fh h + E; 0 |uhlh

(ko > o, willekeurig)

volgt:
[ugli - IU“;I Iﬁ +21 & [lo ] + (1-0) u“;1||121 Lk T |f;Iﬁ P L 1({1'@) |u“;l|§ +
. ;—E o2} (88)
Als (8B) gesommeerd wordt over n, lopend van | tot N, volgt:
WIZe2xE T llo e oo w12 g 112+ kg 1aDI2 -
g 3 -
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N T A R R o e M LR I
=1%ly *BE I 15y N “W'n Tk T a'n k h'h
n=1 o] o n=1 o

Verdere uitwerking geeft:

W2 2e s 2 [fo v 10y W1|2 s

“h'n - “h P iy

n=1
N N
(1-8) T o2 n2 , t nj|2

€ £ = ———————}]uhlh + kT i Ifhlh + X~ i |uh|h (9B)

Kk
(o]
(vgl.(3B)blz. B3)

Nu geldt volgens [4] de stelling van Gronwell:

Stelling: Zij ¢, een rij getallen met ?S 2 en ?0 < ¢, en geldt verder:

s—1
+ a < + &8t I

LFs s =¢ Lrr 9
r=0

fia

8 £ T

met ¢ > 0o, § > 0 en a, 20, dan volgt hieruit:
¢S + US < c exp. (01s) < c exp. (8T)
Met dit resultaat kan de volgende stelling worden afgeleid:

Stelling: Zij ?s en rij getallen met ?s 2 0 en %L < c, en geldt verder:

i~

s
P+ B Besdx Ty 6 ST AT

s

met ¢ > o0, 6 >0 en Bs > o, dan volgt hieruit:
¢ + B <c exp. (81s) < c exp. (8T) (t < %)
Als deze stelling wordt toegepast op(9B), dan volgt voor T < ko:

N
N2 - - 2 T
luhlh + 2T € nil|19 u; + (1-0) unhl}|h £ ¢ exp. (E;J
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bij dt door: —{1+ﬂ_e)—1}|°2+k §|fn|2

waarbij c gegeven wor oor: c = m u iy o7 n=] hin
Deze ongelijkheid levert de volgende afschattingen:

n;2 2 1 _
|uh|h'; c, £ & Exps (E;) s €y = constante > o (9B2)

¥ n n—-1,2 2 T
T n£1|19 u + (1-0) u h ||h §=c2 < c exp. (ESJ y Gy = constante > o (9B3)

2° %8 % |

De koéfficient van |u§ - un;i|ﬁ in (7B) wordt nu negatief. In dit geval

n n—-172 3 ; i 4
moet Iuh —uy g worden gemajoreerd. Daartoe wordt ultgegaan van vergelij-
king (5B). Substitutie van Vh = uE - un;I geeft:

% -t NS + ((E[Q up *+ (1-9) ”n;l]’ wh - R )y *
(10B)

n-l n n=l n _ n
+ b, (u h €] u + (1-0) u ho? Y u ) = (fh, u Cu )y

Algemeen geldt:

n
bh (uh’ vh, Wh) + ((E Vh’ wh))h = E

dus er volgt:

lbh (uh, Vi Wh) + ((e Vi wh))h] ;{:i



appendix

-Bl12-

iy %
< {z (3 cht s |ule}th|1h|wh|h
i=1 i

m
Stel N (h) = 2 { I

Dan volgt
b, (u, v, w) + ((ev, wh))[ <N () [ ey g lwy | (11B)
Door (11B) toe te passen op (10B) volgt:
2 | n n-1 2 n " n-1 n _  n-l
= |uh -uy l <2 N (h)||9 u + (1-0) u h Ilh up Tu
n n n-1
+ Zlfh nlYy 0o |h
2 n n-1p2 1| n n=-1 2
< o 2 -
<N"(h) al|6 up + (1-0) u b Ilh + uluh uy !h +
n2 Ly i n-12
. . + n]fh[h + -ﬁluh i h Ih Ct" rl >0!
Uitwerking geeft:
2 1 1 n n-12 2 n n-12 n|2
_____ = < -
G-og-ply - L 2aw@ [low + (-0 o]+ nlgl |
Stel: a = (1 + &)
§ > o, willekeurig
T1—(1+1)
N Ky
2 1 1 1
dan volgt: R g wT =
Substitutie levert:
n n-12 2 .2 n n-1p(2 2 1 n|2
- =B
R R 0 R RO R CEO R § I QT N g
Vergelijking (7B) kan nu geschreven worden als:
02 n-1,2 - 5 B n n-12
g i lh+[z €T+ T N(h) (1+6) (ze—n]lle up + (1-0) w Tl <
1 n;2 1-0, | n-1,2 B 1 ong2
k + I+ = e £y
;ZT[ ot 5)}|fh|h * k0)|“ e i kO|uh[h Can
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Na sommatie van (12B) over n, lopend van | tot N, kan de stelling van
Gronwell weer toegepast worden, er volgt:

N
n

Iuﬂlﬁ + 1 {26+ TN (1+8) (20-1)} £ ||o w + (1-0)

T
: B, | gy e
1=]

waarbij L een constante is.

Om een energie ongelijkheid te krijgen, zodanig dat:

| N2 < c2 < L c. = constante > o
Yhln =32 ©3
N
n n-1,,2 2 _
en: T 'i ||O u * (1-0) u h |]h L¢3 2 L c, = constante > o

dan moet gelden: 2 e + T N2 (h) (148) (20-1) >0

. 2¢ (1-8)
: <
waarult volgt T (1=20)

= N (h)

B.5 Resultaat van de stabiliteitsanalyse

Definitie: w is de stapfunktie gedefiniéerd op o, T met waarden in v

waarvan de waarde gegeven wordt door:

u (£) = ug voor t € (nT, (n+l) 1), n=0, 1, ..., N-1

m+1

Stel F is de Hilbertruimte (L2 (2)) (m is de dimensie)

P» P, €L (vh, F), is de lineaire afbeelding, gedefiniéerd

door:

Up TPy Uy T (s Vs e Vo)

Qs G € L (vn, L2 ()), is de lineaire afbeelding, gedefi-

nieéerd door:

“h 7 % Yh T Y

(13B)

(14B)

(15B)

h’



W
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Definitie: U heet Lp (o, T; x) stabiel met betrekking tot Sh als geldt:

|Sh uhILp (as T3 %) < A, onafhankelijk van h en 1

Voor 3 £ © < 1 volgt uit vergelijking (982) dat

&

N
luhlhécz

dus is u,_ L= (o, T; LZ) stabiel m.b.t.

h 9y

Uit vergelijking (933) volgt dat:

N
2 2
NI TEP.
n=1

dus is u, L. (o, T; Lz) stabiel m.b.t.

Ty ™2 Py

Evenzo volgt deze stabiliteit voor o £ © < } uit de vergelijkingen (14B)

en (15B). Dit is echter een voorwaardelijke stabiliteit met als voor-

waarde:

- 2 2
T {e s (h) + |u|L°°} _Sz'("l—-_%-e-j' (1-68) (16B)
2 e (1-8)
of wel: T 5 = =
Tl s @yt (1729

B.6 Stabiliteitsanalyse voor niet-opwaartse, conservatieve schema's

Voor de conservatieve schema's C en D wordt een iets andere bh (uh, Vo Wh)

gedefiniéerd:

m
By, Wy Ve W = B PV g

i=1 ﬂh
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waarna de differentie vergelijking in dezelfde vorm als (4B) is te

schrijven.

Verder kan m.b.v. divh Ry, 0 aangetoond worden dat:

' =
bh (uhl vh! wh) bh (uh’ vh’ Wh)

waardoor de stabiliteitsbeschouwing voor de schema's A en E ook geldt

voor de schema's C en D.

B.7 Stabiliteitsanalyse voor upstream differencing schema's [3]

De differentie vergelijking wordt gegeven door:

o + b . S
i€l lyfs B#ls i,] 1=l . 0l
u?+! - uf . t 2 ) uR1 } t« 2 ) uL]
= = 2] 4 0 o +
un + 1 un n
{( 1+1’JZ ls.]) u; T {( 1,] 5 1 1:3) u;
+ (1-0) - Ll &
. . Wl . n
{( 133""]2 l;J) 1’1+1} {« 1,] 5 1,.]-1) UE+1
+ 0 2 m ! +
n n
Yi,i+1 T Yi,i. n v i,j=1, n
{ el 5 ’J) up } = (¢ s] 2] ) ur
+ (1-6) : - Ll
un+l _ 2un+l + un+l o2 o o+
- Ex 0 { 1%];] 153 l“I,J} + (1-0 { 141, 153 1—1,1} .
h h

n+1 n+l n+1 n n n
i =2, . H s . B a = 24 b W s
_— o { 1,1+l 1,] l,J*l}.b(]_e){ 1,j+1 i,] 1,3*1} -

2
Z k B k
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n+l n+l1 n n

P 5 P i P- i P ;
1 1+143 1157 _ i+l,] 1% 1y
De{ 70 P+ (1-9) { = }

Vanwege de conservatieve vorm wordt hier gebruik gemaakt van de trili-

neaire vorm gedefinieerd door:

. . . Q
Vh) vy dx (m is de dimensie van h)

m
) v
b EoIV Gy

Vermenigvuldiging van de differentie vergelijking met een willekeurige

funktie ¢h en integratie over het tijdsinterval [o, T] en het gebied ﬂh

: - . n
geeft, mits bij homogene randvoorwaarden, na vervanging van us v door
3

- e+ e[0T v -0y W], 4y, ¢

n n+l n _ n
by (up, Ou + (1-9) u", ¢h) = (f, ¢h)h

Substitueer ¢h = 0 unﬁl + (1-9) uE in (17B), dit geeft:
n+l (2 n|2 n+1 2
s 6- -
|u h 'h |uh h + (2 l)|u h uh'h L ¢n’ ¢n)) *

n _ n
+ 27 bh (uh, ¢h ¢h) = 2% (fh, ¢h)

De berekening valt wederom uiteen in twee delen, te weten:

12 (20-1) 2 0o, ma.w. 5§ £06 <1

Algemeen kan de volgende stelling afgeleid worden:

(17B)

(18B)



appendix

-B17-
Stellings B, (i, 6.s .y » 2 £ L], | |4 - |2'1+
g By WHpe P Py 2ij R, i+1,] iy
k 2
+3 B Tl | 1oy 5pp =9y 507

i 1
Voor het bewijs wordt verwezen naar [4].
Omdat altijd geldt: bh (uh, ¢h’ ¢h) > o, kan (18B) afgeschat worden tot:

|n+1|2 In I’H‘]_ 1’1|2

2
T P P 2 DI i Sa2r ((e 4y #)) £ 20 (Fps 8)

(19B)

Deze vorm kan analoog aan (7B) behandeld worden, waaruit volgt dat de

differentie vergelijking voor } < © < | onvoorwaardelijk stabiel is.

(20-1) < 0, ma.w. 0<0 < 1

n+l n| 2 . ; _n+l n
Nu moet ]u h lh afgeschat worden. Dit dan door 1in (17B) ¢h =u uh

te substitueren, er volgt:

n+l _ n|2

W oo by G, b p) ¢ (G by, pO)Y T (D By (20B)

Algemeen gelden de volgende eigenschappen:
}
<
b, (s ws 0] SN (0, Ky w) oy (o, w, w6l

met N, (h, k, u) = 2 {|d] - Loy —LJ%}%
1 L h2 kZ

w I, <%, (hy 0 |y

met N2 (h, k) =2 (— + —)?2

(€ w, 00), 28y ol Tyl
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th ~em)
h2 k2

met Né (h, k) = 2 (

Voor de bewijzen wordt verwezen naar [4].

Met behulp van deze eigenschappen is (20B) te majoreren tot

I 2 |
PR LI ST o0t + gy lle Il + [E8] M - W

Verdere uitwerking geeft:

n+l n

_ 4 ' n
AR S A N O N SLES U DRI MR toA 4T}

Algemeen geldt:

1
(a+b+c)* (1 +a+n) 32 + (1 + o + %) bz + (1 + %) c2

(21B) kwadrateren en deze regel toepassen levert:

B2 carasm N b (g, b, ) r G rar D (o]l

lu
2. .2 | 2
+ (1 + E) T |fh h (22B)

Substitutie van (22B) in (18B) levert:

IUH;II}ZI _ |un 2 + T {2 - (l + d + n) (1—20) T N?} bﬂ (uh, ¢h9 ¢h) *

h'h
(23B)
i 1 2 2 2 2
+ 1 {2 e = (1+0+ ?? (1-20) T Né }|[¢2I|h ;=21|£E|h1¢h]h + (1'29)|fﬁlh (I% =3 £
Substitutie van ¢h = un;] = UE geeft:
-20) | g1 ]2 2 1
< (1-2 )lfh[h (1+ &) + 21 (1—e)|ff1|h|u2|h + 21 O]fﬁ h]u“ﬁ 1h;

OT' n+1|2

T IRE
(8]

_ n2 2 e TR o B 7. a2 n|2
£ 020 [g ], (e D vk w A0 [f ]+ 3 O o) gly + &, Tolely +
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& E] +1,2
< (l—26)[f§]i (1+ 3 + kT £2]2 + LR il by (24B)
o
& 2
1 1 1- 8
Stel4r(—x—+——-.z:-—)+4|u|w’c -+ £ T
hZ k2 L hZ k2 1-2 ©
: &
kies o = > 9 9
€x €z
=+ )
— w2 it
Mo o
h2 k2
dan geldt
1 1 =3 1-a 1 1
b\l +— |ule (D <5577 T T20
h k
(1+a+n) 4t Lo s |u], = (n*1) < (1+a) 4t i RPN B lul,  (n+1) < ]
h2 k2 Leo h2 k2 Leo 1-2 &

= 2 = (l4q+Nn) T N2 = 2 [1 = (1+0+4n) 47T I Iuk (n+1)] >0
1 hz k2 22

= 2 - (1404n) (1-20) T N? % 5

analoog volgt:

2 & = (1+a+n) (1-20) T Néz > 8

Substitutie van dit resultaat in (24B) geeft na sommatie van (24B) over n van

1 tot N:
Als
4t (-——-+ ) AR —L- —L- met 0 < §<1 o<n<N -
dan geldt
n+1

]2 % & % & z||eu (-0 w2 g

n=o

h
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N
< {1 +-Ltjzl¥£} |u§|§ +* k0 r ¢ |f Iuﬁli (25B)

k
o] n=1 o n

Deze vorm is vrijwel gelijk aan (9B). Toepassing van de stelling van Gronwell

levert dan dat de oplossing stabiel is mits aan onderstaande voorwaarde vol-

daan 1is.
2 2
4 (X+E—)+4|| (-—1-+-1_)2< I=8 o E T 2
T ) 2 “LThz 2 i~7 B

o
fin
@
A
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Stabiliteitsanalyse voor 3-level schema's

Omdat bij deze methode van Fourier transformatie gebruik wordt gemaakt, wordt
uitgegaan van de gelineariseerde vergelijking (3.2). De differentie vergelijking

wordt dan:

i O L Wl -ut ) (u®

T e T8 L S 15 1N B o P LA S 00 15 W 09 A
27 i,] 7h i,j 2k
n-1 n-1 -1 n-1 n—-1 n-1

£ (Mi41,5 T %5 * Uie1,g) = e TR s M V% Ml V% 1 LAY

X h2 z k2
n n

B (B — P (3.9)

p 2h ’

Als de differentie vergelijking in de volgende algemene vorm wordt geschreven

1_1'n+1 -G EP
n+l

.. -
waarbij EP ! =(u n )

u

dan volgt uit de differentie vergelijking (3.9) dat de amplificatie matrix G ge-

geven wordt door:

£ cos 0O £ co
s =i,

_ e fE A 5 B . x
2i {h u; 4 sin 0 + k Wi,j 31n.?} 1+4 1 { 5 + 5
~ h k
c =
1 0
met : @ =mh
$ =nk
Voor stabiliteit moet gelden : |A| <1 + 0 (1)
De eigen waarden volgen uit:
us sin © w? . sinp e, Ccos © €, cos
=% {= % =2ir (=2 Mt )} = 11 % by (g ) % B

h k
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9 u? . sin © uT . sin £ €,
A5+ 1 for (2 + —2d )} A = {1 + 41 (K cos O+ —2cose)} =0
h k hZ . kz
u sin O W siny V——ﬂ
_ - i,j is] D
A1L2 i {2 (=g * el 2
9 ug . sin O w? . sin g 9 €, €,
met D = =417 ( 2] + 2] V" + 4 {1+47 (—= cos O + — cos 9)} >0
h k h2 12
n F n % '
u. = 8in® w. : sin ¥
= _1_ 2 1’-] l,_] 2
|x] 5 \/;T ( A + = )" + D
Ex Ez o
[A|= 1 + 41 (= cos @ + — cos {)
2 2
h k
EX Ez
[X] <1 + 21 (5 +=5) = 1 %0 (1)
h k

M.a.w. het schema is stabiel mits D > 0.
Een nadeel is echter dat de amplificatie factor iets groter is dan | zodat bij

langdurige berekeningen steeds grotere fouten geintroduceerd worden.

D>0=>

9 u? . sin © w. . sin Y 5 £ >
~tt( 5] 412 Y +4{1+4T (—%—cos 0 + —f—costp)} >0

" . h k

—_—

In het meest ongunstige geval met sin © = sin ¥

I
1
vt

cos O = cos ¢

E = max (ui,j)
W = max (Wi,j)
levert dit:
2 4 . w2 ®x %2
-~ 4T e+ )" +ha bt (5 +2Y >0
h k 2 297 =
h k
Ex Ez
(—E + —f) -
2 4 4 1{_ _E i 1 <0
(u + 3)2 (E w)2



appendix

—B23-

rekeninghoudend met T > 0, volgt hieruit:

E £ E £

% + 2) =+ -5°

i j - gL 4
u F_.Z u Wb u W, 2
G*% @R Gty
g, & —

(= * =35l L, w2

ek k

T 2 ———= { LR — = 1}

u . w X .2

& * e s %=y
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C Numerieke diffusie [3], [9}

Omdat de energiemethode alleen een bovengrens garandeert en nog wel begrensde
oscillaties toestaat, die fysisch toch onjuist zijn, wordt in deze appendix nog
een z.g.n. heuristische stabiliteitsanalyse toegepast, een methode afkomstig
van Hirt [3], waarbij geéist wordt dat de som van de fysische en de numerieke

diffusiekoéfficient positief is.

2
]
Schema A: Voor schema A levert alleen de term - %-——%—een bijdrage tot de
ot
numerieke diffusie. Omwerking levert:
2 2 2
3t t X z X - z 3z p ox
2 ; 3
ou du 9 u ow du u 9 u
= .= {22y rZ¥y - g By _ f ¥y 2N €
D) D - v o) - D) D - ) * 5, ) 4
o9tdx
9 u 1 gg
L S L
3tdz pakex
u  du du,2 .  du 3u su 3%u du 3%u . 1 du 3p
1 1 ig: — — —_— = — —_— £ ———— = D KR il
Hrera La at " 9 (BX) 9% dz X 9x 2 z 9% . 2 ® p 39X 90X
09X 9z
Ca Py @w2, 2%, dw du 2%u 2 u
3tox ax 2 ax 0 %9 Y T3
ax 9x
33u u sz
S )
% 9xdz P ox
2 2
_Bwbu _  dwdu, dudw _ . dudw _ . dudw 13 du
ot dz 9x 9z 9z 9z X 0z 2 z 0z 2 p 9z 9z
oz az
- Bzu _ ., du du BZU w2 Bzu e _ _ . 33u
ot oz 9xX 0z 9x9 2 0z 9z X 2
a9z 9X 902z
] 32
A
z ., p 9xdz
%a 5 8 Su Pu 5%n u dw 82u
& 3=~ S T2t 25 7 il s S i
Z dtoz z 3z i dx 9z 3z 9z
3
su 8% 5% 5% 1 37p
+ S e £ - € % = 2}
Z 3z *oaxTz Z 2z O axaz
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....CZ.._
53y 5u 3%y 33: 8%y su S dow . 8
5 T - B It 3t IRt iy me Y
* stox * * ax ax>  9x~ % z ax“ 3z
4 4 3
- € a‘:_e ??_u +laP}
% o 2 ptnyt ol
Bzu
Voor de numerieke diffusie worden alleen de termen met — en
ox
2
9 u .
— meegenomen, waaruit volgt:
9z
T 9 du
s - g =t
an 2 tu 4 X 9ox
T 2 du ow
Dnz 2 fw 2 Zz 9X 2 z 3%

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt worden dan:

T 2 Ju
E o - 4 & =2} >
L {u 4 - Bx} 0
T 2 ou Iw
B g 2R UE iR
T 32u h 29 du, k 9 Ju
Schema B: Voor schema B leveren de termen - = —5, > — {u —}, — — (W =1,
2 8t2 2 9x "’ z Jz 0z
h% 3 5u2 K2 3 v ow
TR {(EE) } en - T {55-52% van de afbreekfout E een bijdrage

tot de numerieke diffusie D_ . Omwerking levert:

LI TP TG A L W 1 S T
]
8t2 t 9x oz % aXZ z az?. p ox
_pdudu_, 2w vt %y Budw  Bw du
At ox Y Jeox Y Btez " Btez 9t 9z ot oz
be 2w w1 9%
X ataxz 3t322 p 9todx
2 2 2
s u _ du, 2 2 3u du v 2 3w 9w du
Hierin is: 2 u e Ei 4 u (Bx + 4 u 3X2 + 2 u = T 2 u %3 + 2 U3
2 3 3 2
+ 2 uw ;;5; = P Ex u E—% -2€ g u + 2 u E—E-
X z 33822 P sz
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_C3_
ou au ou, 2 du ow ou Jdu u 82u
u
=3 F & il - L 20 H0 L e ST OT
2 ot 9 4 n (ax * 2 9x 9 2 X Jz X X 2
o9x
Z
2 du 3 u 2 3p 9du
Tty L2 T ax
0z P
2 2
- u W, o u g4 oW u2 R + u Lo uw *é——-+ 2y (-QE)2 +
atdz dZ 09X ax9z 0Z 99X X9z 9z
2 3 2
+ T Y- E 82W -~ uE E—%—+ 53 g
Sz X ax“ oz az> P 3z
82u Ju 3u u Ju 9w 3w 2 32u
TV %tez 2 3% 9z L x93z Faw EE-EE_+ g 2
9z 8z
3 3
—swazu—s w33+3‘7—838p
90X 9z 2z S
ou Iw 9u 9w ow, 2 9u oW ow azu ow 32u
- ——=2u—"—+u () twe——=-g —— - — =
ot 3z 9X 23z 9z 3z 9z X 92 2 Z 82
ox oz
+ 1 3p aw
p 0X 9Z
_ e dwdu, dudu,, W dw o udlw ldp
ot 9z X & X dz dz 0dz XBZBXZ 28232 0 9x 0oz
83u i du 9 u 33u w 82u qu Bzw
il 2" " A {—6§—5—2u——§_—z__—_2—- 9% A%z
% atax 9 9% 3%
_ou 3w ow azu 33w 9 u 34u
e % 959z 2 V3. tE T
82 9x 0z 9% 9z ox
__l-iP_}
p ax3
33u du 32u -, du 32u 33u ow 32u
G r Ll g imgTyt iy =B E——g = Apme
ot oz oz Z 3x9z 9x 9z 2 23z
-3 du 32w u 33w o 33u - 34u P 34u
9z az2 az3 az3 X szazz z 324
h 3 {u EE} - h {(ﬂl_)2 % 32”
-2 dx x 2 ox 2}



Schema C:

appendix

"‘Cll-"
k 3 Ju k 9w 3du Bzu
792 Vo T2 525 TV D
0z
- BE.iL 5% - - EE.{EE.EEE}
4 3x 0 2 ox . 2
9x
__IEE_")_{B_U?E}=_.EE ?.‘iazWJ,ﬂ‘iazu}
4 3z "9z dz 4 2z 2 07 2
9z dz
2 a2
Als alleen de termen met ; en ; worden meegenomen, volgt voor
X a9z

de numerieke diffusie:

2
N 5 2 _ du _ 9w, . h ~_h du
Do =55 [4u Sex X ZEX az} T T
2
o £ ol ou _ ow ko _k w
Dnz h 2 w 4€z X AEZ az} a 2 v 2 2z

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt worden dan:

- X (4d? - & vy ,h ,_h 3u
Ex 2 t4u Sex ox 2€z Bz} * 2 v ) X g
] 2 du ow k k2 ow
e R -kt T A A T

Voor de omrekening van de verschillende termen wordt verwezen

naar schema B. Volgt voor de numerieke diffusie

- =i S L oWy .. 2 AU
an - 2 {4u SEX 90X 2 X Bz} b 9x
D = - I.{WZ -4 du _ 4 3y _ K2 dw

nz 2 Z 0x z 3z 2 3z

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt worden:
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_C5_
T 2 au ow 2 du
. -8 =-22 2} - —
X 2 {4u 8 X 90X 2“x 0z h 90X ik
T 2 ou ow k2 ow
E = — = 2 - S e BN
z 2 {w 482 90X 482 Bz} 2 23z ol

Schema D: De termen van E_ die een bijdrage leveren aan de numerieke diffu-

b
2 2
sie zijn: - %_Q_H,en = h2 EE-E~%u Omwerking levert:
at X ax
Bzu 9 Buz 32u 2 9py_
o e e~ o Wy Sl -
ot 9x
o du du _ % Bzu 4 9 33u _ 2 32
9t 9x 9tdx X 3t3x2 dtdx
_4Budu w2 o dud’u, 8 dulp
3t 9x Y x 39X , 2  p 9x ox
9x
2 2 3 2
_ 3"u _ du,?2 Z 0" . d°u 8 3d'p
4u O 16u {BX) + 16u —5 BEX 3+ 5 u—5
9% 9% 9x
83u du Bzu 3u 2 34u 4Ex 33p
2e 2="'245 —a“——'é-—BE u—-§—+4 Z 3
* drox X X ax X ax X 9x P ax

De numerieke diffusie in de x-richting wordt dus gegeven door:

- - 2 _ duy _ 2 3%u
an SRl {16u 325x aX} h =

De termen van E_ die een bijdrage leveren aan de numerieke diffu-

z
2 2 2
sie zijn: - %—B—g-en - %T-%E-E—%. Omwerking levert:
ot P
2 2
9 u a ow du u
— = =— (- 2u - 2w 5 + 2€ )=
Btz ot 9 oz 822
B 5% S5 B 5%y 7




Hierin is:

Schema E:

appendix

=06=
du dw ow, 2 du ow w azu
T2z T MG YRR T %5 2
2 2 3
- 2u 8 w2 = 8u (%g)z + 8uw E—%—— 4e u-iJi
otoz 9z dz
2
9w ju du dw du 3w
*Btaz V2T 2772
Z
-2 32“—8 B 8w o 4 —2—‘i+42f—‘1—4 wi
A TY) Y9z D ‘“"azz B z " 5,3
3 2 2 3 3
3 3 3 9
2¢ em - 12 B-‘iﬁ—“—lz g“—‘;—a u—g -4 w—z+
Z 3tdz Z 2 3y Z 9% 3 3z i
4
41_Z+€23u
ZBz

Volgt voor de numerieke diffusie in de z-richting:

2
o o8 B dwy _ kT 9w
D,="% {4w 16e ‘“‘az} 5

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt zijn:

T 2 du 2 du
] _ - U
€, " 3 {16u 328x Bx} h 5 > ©
2 o k2 3
T w W
€ "3 {4w™ - ]6€z ﬁEJ 55 > 0

Vanwege het grote aantal termen worden alleen die termen gegeven
die een bijdrage leveren, en dan alleen die bijdragen bestaande

uit termen bevattende de eerste afgeleide en lager.

T3udu T e du (8 uy , I du (Bzu)
2 9x ot 2 x ox 2 2 9x az2
T 32u T 32u
(1-20) g Wogre= (1-20) 7 u {r u—
ox
T 82u T 82u
(1-20) 5 ® e (1-20) 5w {-w —5}
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) e, 2% o - o) Te g 328 2y
2R 8tax2 2 Tx X sz
T 20 T Iu . 56
- (1-20) 5 ¢ vo- (1-20) = e {(- =-2 2 —}
2 Tz athz A ox oz az2
2 3 2 5 2
. u . il Ju ouy 37u dw, du
Ogt—g—n -0 5w (6t W) — F Qig) =5
£t % ox Az
) 3 2 ;)
o B e g i e i B du, du 3v du dwy 3u
G-vmgee v=le=w (Megl —5* o W ep® iy azz}
2 4 2 2
T 3 u T du, 2 % du 3 u dw.2 3 u
0 —¢ o i msp T ST #8 tas e BT 20
2 X at28)(2 2 b4 ox 3X 9z sz ax az2
2 4 2 3
T " T Su,2 3°u du, 2 du dw
O3 €, 5 V05 ¢, {2G) —z*[Z(a—x) = T=
9t Az ox
9w du w, 2 32u
T 6%’];@'
A
Volgt voor de numerieke diffusie:
N g ] ~BE E L g 2u
an—2€x8x+(]29)2{ u +3€x8x +
2
T . ou _ ou du,2 9w du du,2
+ 0 5 {- 6u = buw 5z * Ex 12 (Bx) + 6 " 52 T 2€z (Bx) }
=T . 3u —20) T 1- 3u w
Dnz T 2%z 3 + (1-208) 2 ="+ €2 & * 262 Bz} +
? Yw 3 2w o, 2
F B b e, — B sl e — 2, By
Ju, 2 Ju ow aw Jdu ow, 2
te 2 lg) g v hy VR G



Schema F:
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-C8-

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt zijn:

g 3 Lp P24 g2y &I~ o By
X * 2 Ex 9X + (1-20) 2 {=um s 3€x Bx} *
2 B B Ju, 2 % Bu Ju, 2
S P B Rtk sl 2 2e et
8 2{ bu 9x L 82+Ex 12 (Bx) +68x 9z * Z (Bx)}>o
T au T 2 du oW
S rgl gt U gi-w +& o+ 26 5+
T2 ow 2 3du 2 ow ow, 2
L W - ol bl £ =7
+ 0 5 {- 4uw — 2w - 4w =t 2 . (Bx) +
ou, 2 du dw ow du ow, 2
+ € e e S =
zz(Bx) +48XBZ+ 3X32+6(32) ] w

Evenals bij schema E worden alleen die termen meegenomen die bij-

dragen van de eerste afgeleiden en lager bevatten.

2
gy T3 s S8 1-0y X Ju _ 442y 3
(10) 3 57 (wg) v (4-0) 5 {26 5 - 4u”) 32
x
3 2
T 37u T du, d°u
(1-9) = ¢ v (3-0) = e (- 12 =} —
2 x Bthz 2 x 0x sz
2 2
Th , 9 97 u Th duy 9°u
ST egl vl gt
X
2 2 2
_ T ) du B T 3 du, 2 2 ,ou 9 u
ot Ix
2 3 2 2
Th 49 9" u T°h du, 2 du,2y 3°u
It 9x 9%
2 -2 2
Oth 9 du 9 u OTh du.2, 9 u
g I Ewn! v s e —
dx
2.2 3 2.2
o0 83 w3 °h 3 2
= B Ve s u Y] e {32 (_3_3 du,3, 9 u
32 ‘9x ‘9 a5 )T+ 192 ()7 —
b4 X atzax 32 9% 9x BX2
2 b 2 ) 2
T 9 u o du,2 9 u
BB et w0 B 102 ()T e
x 8 8t23x2 x 8 9x sz
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_Cg._

de overige termen die een bijdrage leveren zijn:

h 3 (u du, _ Ei (EE.EEE)
2 2 X 2
ox

Volgt voor de numerieke diffusie in de x-richting:

2

T
P "3 8"

ou Th du
ot I hi
nx b # B 4 {= 16u Bx}

I e (S - be® # 10e 2%

3x

2
T du, 2 2 ,9u 2 du, 2
e ) e Al GL Siteas) +
0 3 { 3ZEX (Bx) + 96u (Bx)} + 0 1°h {288u (BX) 1

2 2.2

th du, 2 T h du, 3
C) 8 {- 16 (-a-;) } e 32 {224 (3;) }
Voor de z-richting volgt:
2 3 2
1-0) I (w2 - 3y 1-0) L (- 24 Swy 3w
(3-0) 3 {w T 2} v (4-0) 5 {- 2v° + 6 az}
dtoz oz
g Tydw iy 8T s 29 oy
2 "9z 3t 2 dz 5.2
zZ
2 7
Tk , 9 a7y Tk dw, 9°u
QO — {— — v e —= {- —
7 {Bz (w Btaz)} 7 {- 8w Bz} azz
2 2 2 2
e £ 3 3"u o 2 ow, dTu
6] 5 {"3-'7:' (w _—5)} u C] g {32w 32} 5
at 9z
2 3 2 2
™k .9 3 u Tk dw,2, 9 u
@ =g 5y W—F)} v 8 — {60w (27} —
A+~ 0z 9z
2 2 2 2
Tk 9 9w Jdu Tk ow,2, 9" u
2.2 3 Z 2 2
ATk 3w u.y, LTk w2, du
O g G DI e W
ot~ 9z dz
2 4 2 2
]
0 ¢, § =gt v 0 g, G (28w 50} 23
ot 9z = 9z
: . . s k 9 du
De overige termen die een bijdrage leveren zijn: 5 Tz (w 35) en
K o %
4 3z
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Volgt voor de numerieke diffusie in de z-richting:

=k kE 3w By T = Oy il
Dnz 2V TG z (1-0) 2 [~ 2" + 68z az}+
T aw Otk ow 12 2 dw
T 05 ik, Gl -8l -6 g {357 e
2 2 2.2
Tk 9w, 2 Tk ow, 2 Tk 9w, 2
* 0T (60w 7} -0 g—{-6 G} -0 55— (28w (5 )71+
Tz ow
+OEZ§-—{28W'—B—E}
De stabiliteitsvoorwaarden volgens Hirt zijn:
h h2 ou T 2 Ju th du
Sx PV T T ax t (10) g {- 4w+ 108, b v 0 T (- 16u g}
T2 du, 2 2 3u Z. du, 2
—eg—{" 328}{ ('é-}'(-) + 96u 'é-;(-}+9'th‘[288u (ﬁ) *
2 2.2
he . du,2, _ _ t°h du, 3
-0 T 16 (5071 - 0 55— {224 ("1 > o
k k2 ow T 2 ow e ow
IV gt O g -t v ee, ) -0 5 {2e, 57} 4
Tk ow Tz 2 3w Tzk 9w, 2
+ O‘Z"‘{" BW—B—Z"} - GE—{BZW 3-2-} +@T{6OW (-a—-z—) I+
2 2.2 2
Tk ow, 2 Tk ow, 2 T ow
B == 6(——-32)} 0 —5— (28v (57) }+oe o {28w-——az}>o

Schema G: De termen van de afbreekfout E, die de belangrijkste bijdragen tot de

numerieke diffusie geven zijn:

2 3 3
h 3 ou k 3 Ju ow 27 u 2 u
et [ - K B dUy (DR o L -t
2 ox 2 3z az 3z X 8t3x2 z at822

M.b.v. de uitwerking bij schema B volgt voor de bijdrage van de ver-—

schillende termen



—c11-
Pu_ o 3ud’u _ dw 2u
i = 2 3z .2
Pu S e S50
7 V22 3% 2
ot 9z oz 3z

De numerieke diffusie wordt dan gegeven door:

o fo 32 BU
an ={-n ox Ix
2 -8
Dnz={"§——a;+rez (2—3;+3

De stabiliteitsvoorwaarden van Hirt zijn:

20 du, B
Ex h ox % Ex (6 ox 9z

k2 9w u .
=T prTlgvig

2
3u Ju ow o u
+ T € (6——+—az)}—«-—2

+ =) >0
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