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UBERSICHT

Das Problem eines an oder nahe der freien Wasseroberflidche mit
endlicher Amplitude vertikal schwingenden zylindrischen K&rpers
beliebiger Querschnittsform wird als nichtlineares zeitabhdngi-
ges Randwertproblem gemischter Art unter den Voraussetzungen
der Potentialtheorie zweidimensional beschrieben.

Die nach Behandlung der Randbedingungen mit Hilfe der Stdrungs-
methode bis zur z we i t e n Ordnung beziiglich des Entwick-
lungsparameters erhaltenen linearen Randwertprobleme werden
unter Beriicksichtigung der G r e e n schen Sidtze auf
Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art zurlickge-
fithrt.Danach werden Existenz- und Eindeutigkeitsfragen von L&-
sungen untersucht.

Eine verbesserte Ldsungsdarstellung durch eine Integralglei-

chungsmethode,die sowohl das i nn e r e als auch das 4 u s-
s er e Problem beriicksichtigt,sichert auch fiir die Eigenfre-
quenzen des inneren Problems physikalisch vertretbare Ldsungen.

Durch Singularitédtenanordnung entlang der getauchten Kérperkon-
tur werden das Geschwindigkeitspotential und die damit verbunde-
nen BewegungsgréBen bis zur zweiten Ordnung beziiglich des Ent-
wicklungsparameters fiir den Fall unendlicher Wassertiefe ermit-
telt und die Ergebnisse fiir verschiedene Spantformen graphisch

aufgetragen.
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Symbol Dimension Bezeichnung
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plexe Zahl z
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Fy MT_2 Hydrodynamische Gesamtkraft in Ver-
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Féx) Mr~2 Hydrodynamische Kraftamplitude n-
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VEREINBARUNGEN

a) Die Dimensionen wurden im Physikalischen Mafsystem mit den
GrundgroéBen Linge (L),Zeit (T) und Masse (M) angegeben.

b) Obere Indizes in runden Klammern zeigen die Ordnung der in-
dizierten GrofRe beziiglich des Entwicklungsparameters e an.

c) Die GrdRe k (0,1,...,N) als unterer Index zeigt die k-fache
zeitharmonische Abhingigkeit der indizierten GréBe an.Unter
"k-fache zeitharmonische" Abhidngigkeit wird die zeitharmoni-
sche Oscillation der indizierten GrdRe mit der k-fachen Er-
regerkreisfrequenz verstanden.

d) Die GroBen c¢ bzw. s als untere Indizes zeigen den Zeitreal-
bzw. Zeitimagindrteil der indizierten GréRe an.

e) Die GrdBen x, y, n und t als untere Indizes bedeuten eine
partielle Differentiation der indizierten GroBe beziiglich
der jeweiligen Indizes.Wenn jedoch gleichzeitig untere Indi-

zes nach ¢) und d) vorkommen,sind die partiellen Ableitungs-
3 3 3

X Ay * on
stidndnisse zu vermeiden.

zeichen und %f verwendet worden,um MifBver-

f) Bei komplizierten Formelausdriicken werden die Argumente der
dort vorkommenden Funktionen nur beim deren ersten Auftreten
ausfithrlich angegeben und sonst in der Gleichung nicht mehr.

g) Die Einfihrung von dimensionslosen Gréfen (vgl. S. X) erfolgt
im Abschnitt Z(Probleml&sung).

h) Bei der Multiplikation zweier GréRen,die beide als Realteil
von komplexen Produkten definiert sind,mit a = Rej{aAe'Ju}
-jB 1 / )
bzw. b = Rej{bAe I8} und ay = a. * jag bzw. by = b_ + jb,,
ist der physikalisch interessante Realteil des Produkts
nach folgender Regel zu ermitteln:

? a-*b= % Rej{ aAbAe'J(“'B)} + % Rej{aABAe-j(a-s)}
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EINLEITUNG

Untersuchungen iliber die Hydrodynamik von zylindrischen Kérpern,
die an oder nahe der freien Oberfliche infolge einer HuBeren
Erregung schwingen,sind fiir die Behandlung der praktisch wichti-
gen Schiffsschwingungen durch Seegang von grundsitzlicher Bedeu-
tung.Die in den letzten drei Jahrzehnten intensiv betriebene
Forschung auf diesem Gebiet hatte vorwiegend 1 ineare
Schwingungsvorgidnge zum Gegenstand,wobei die Bewegungsamplitude
relativ zur betrachteten Kérperbreite als verschwindend klein
angenommen wurde.Ebenso wurde zumeist eine unendlich grofe Was-
sertiefe betrachtet.Das unter diesen Annahmen mathematisch for-
mulierte potentialtheoretische Randwertproblem wurde von mehre-
ren Autoren griindlich untersucht und nach verschiedenen Methoden
mit zumeist sehr gutem Erfolg geldst.

Durch die wachsenden Schiffsgréfien war es zunichst notwendig ge-
worden,den Einfluf der endlich groBen Wassertiefe auf das Bewe-
gungsverhalten von Schiffen genauer zu untersuchen.Ebenso zeigte
der Vergleich von experimentell ermittelten Ergebnissen mit sol-
chen nach einer linearen Theorie,daB beim Vorhandensein einer
endlich groBen Bewegungsamplitude der EinfluB der bislang ver-
nachldssigten nichtlinearen Glieder erheblich sein kann.

Letzteres wurde hiufig bei Schwingungsvorgidngen von meerestech-
nischen Konstruktionen festgestellt und mit halbempirischen For-
meln relativ ungenau erfaBt.Xhnliches ist bei der Untersuchung
des Bewegungsverhaltens von kleinen Wasserfahrzeugen zu beriick-
sichtigen,wenn die WellenhShe des erregenden Seegangs relativ
zur betrachteten Schiffsbreite nicht als verschwindend klein
angenommen werden kann.Das gleiche gilt inshesondere fiir die Be-
handlung der Rollschwingungen von Schiffen mit '"normalen' Ab-
messungen,wo neben den hydrostatischen auch die hydrodynamischen
nichtlinearen Glieder erfalt werden miissen,wenn die Rollamplitu-
de nicht als verschwindend betrachtet werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht,einerseits das hydrody-
namische Problem eines an oder nahe der freien Wasseroberfliche
einfach harmonisch und mit endlicher Amplitude vertikal schwin-
genden zylindrischen - zweidimensionalen - Kérpers beliebiger
Querschnittsform fiir den Fall endlicher Wassertiefe potential-
theoretisch zu 18sen und dariiber hinaus fiir den Fall unendlicher
Wassertiefe numerische Ergebnisse der in Frage kommenden physi-
kalischen Gréfen anzugeben.
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Obwohl die Behandlung der restlichen zwei Freiheitsgrade in der
Ebene,ndmlich der Roll- und Querbewegungen,methodisch dhnlich
verlaufen wiirde,wird im Rahmen dieser Arbeit darauf nicht ein-
gegangen,da der EinfluB der Singularitdt im Schnittpunkt der
Korperkontur mit der freien Oberfliche bei diesen Freiheitsgra-
den,insbesondere bei einer nichtlinearen Theorie,einige besonde-
re Probleme aufwirft,die den beschriebenen Rahmen der Arbeit

sprengen wiirden.

Die hier behandelte nichtlineare Glattwasserschwingung eines
zweidimensionalen Kérpers infolge einer #duBleren,einfach harmo-
nischen Erregerkraft ist die Grundlage fiir die Berechnung der
Bewegungen und Belastungen von schwingenden Kérpern in schwerem
Seegang.Zwar diirfte das bisher in diesem Zusammenhang zugrunde-
gelegte Prinzip der linearen Superposition von Grundpotentialen
ohne die gleichzeitige Definition eines neuen Ubertragungsmo-
dells nicht mehr haltbar sein.Liegt jedoch ein solches Ubertra-
gungsmodell vor,so lassen sich Parallelen zum linearen Fall
ziehen.

Die moderne Entwicklung der Forschung auf dem Gebiet der linea-
ren Schiffsschwingungen beginnt mit der potentialtheoretischen
Arbeit von F. Ur s e 1 1 (1949),der das Problem des an der
freien Oberflidche vertikal schwingenden Kreiszylinders bei un-
endlicher Wassertiefe nach der sog. Mu l tipolmetho-
d e 1ldste,indem er das Geschwindigkeitspotential als Summe der
Wirkung unendlich vieler,am Kreismittelpunkt angeordneter,sog.
Multipole ansetzte;durch die Erfiillung der kinemati-
schen Kérperrandbedingung in einer bestimmten Anzahl von Punk-
ten entlang des Kdrpers hat er schlieflich die unbekannten Koef-
fizienten des Reihenansatzes bestimmt.

Eine Weiterentwicklung der Methode von F. U r s e 1 1 hat
zunichst 0. G r i m (1953) benutzt,um das gleiche Problem

durch konforme Abbildung von zweiparametrigen L e w i s -
Spanten auf den Kreis allgemeiner zu l&sen.Spidter konnte die
Multipolmethode,b die die gleichzeitige Anwendung
der Methode der konformen Abbildung voraussetzt,durch die Ver-
wendung einer allgemeiner giiltigen Transformationsformel,nim-
lich der Theodorsen - Transformation,weiter verfeinert
werden.Obwohl die Behandlung bestimmter Spantformen,wie von
Wulstspanten,Spanten mit Ecken,oder Schlingerkielen,oder Flossen,
eine erhebliche Anzahl von Gliedern in der Theodorsen Transfor-
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mationsformel-wenn iiberhaupt mdglich-erfordert,so hat die
Multipolmethode heute noch sehr viele Anhinger.

Eine Auswahl aus einer Vielzahl von Arbeiten auf dem Gebiet der
linearen Schwingungen von Zylindern bei unendlicher Wassertie-
fe ist im Literaturverzeichnis - Gruppe I aufgefiihrt.

Nach der gleichen Methode haben zunidchst Y. Y u und

F.UTr s el1 (1961) versucht, den EinfluB der endlichen Was-
sertiefe zu erfassen; deren numerische Ergebnisse waren jedoch
fiir kleine Frequenzen falsch, wie H. K e i 1 (1974) nachge-
wiesen hat. Inzwischen liegen jedoch gesicherte Ergebnisse iiber
den EinfluB der endlichen Wassertiefe vor; die interessantesten
Arbeiten auf diesem Gebiet sind dem Literaturverzeichnis -
Gruppe II zu entnehmen.

Ungeachtet der Erfolge der Mu 1l tipolmethode, die
eine indirekte Problemldsung fiir bes timmte
Spantformen liefert, hat die rasche Entwicklung der elektroni-
schen Datenverarbeitung eine neue Methodengeneration eingelei-
tet, die d i r e k t e Problemldsungen fiir vor gege -

b e n e Spantformen (fast) beliebiger Form gestatten.

Dazu gehdren insbesondere die F inite-Elemente -
Me t hoden, wie sie etwa von K. Bai und R. Yeung
(1974) praktisch vorgefithrt wurden, und die sog. C 1l o s e -

F i t - Methode, auf die im folgenden nidher eingegangen wird.

Die im Zusammenhang mit Schiffsschwingungsproblemen zunichst
von J.Lebreton-A, Margnac (1966) fiir endli-
che Wassertiefe und W. F r an k (1967) fiir unendliche Was-
sertiefe praktisch angewandte C 1 o s e - F i t - Methode
sieht eine Singularitdtenbelegung der getauchten Zylinderober-
fldche mit Quellen unbekannter Stidrke vor; #hnlich wie bei der
Multipolmethode wird die Singularititenstirke
nach der Erfiillung der kinematischen K8rperrandbedingung in
bestimmten Kdérperaufmaflpunkten festgelegt; dazu muB eine
Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art geldst
werden.

Die nach der C 1 o s e - F i t - Methode erzielten Ergebnisse
waren bei einer geniigenden Anzahl von entlang der Kdrperkon-
tur angelegten Quellen im Vergleich zu denen nach der
Multipolmethode zumindest genau so gut; fiir die
der konformen Abbildung nur schwerlich zuginglichen Spantfor-
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men, was etwa fiir wulstdhnliche Spanten gilt, ergaben sich zum
ersten Mal gesicherte theoretische Ergebnisse.

Ein Nachteil der bisher bekannten C 1 o s e - F i t - Methoden
besteht jedoch darin, daB fiir gewisse, als Eigenfrequenzen des
adjungierten inneren Problems erkannte Frequenzen, die Ldsungs-
darstellung nach den iiblichen Integralgleichungsmethoden, wie
etwa die Einfachschicht - Potentialdarstellung,
versagt. Obwohl F. J o h n (1950) dieses Problem erkannt hat
und W. Fr ank (1967) fiir ein Rechteckprofil diese Eigen-
frequenzen angegeben hat, ist bis heute kein theoretisch fundier-
ter Ausweg bekannt geworden, der diesen Mifstand dndert. Man
hat sich vor allem insofern zufrieden gegeben, als die erwdhn-
ten Irregularititen zumeist jenseits des interessanten Anwen-
dungsbereichs fiir Schiffsschwingungen liegen. Bei einem #dhnli-
chen Diffraktionsproblem der Akustik hat jedoch H. S ch e nk
(1968) eine befriedigende Lésung gefunden.

Nicht unerwidhnt sollte eine von H. S 8 d i n g (1973) prak-
tisch ausgewertete Methode bleiben, die Singularitdten sowohl
in der Kdrperachse als auch Multipole entlang der Kdrperkontur
im Innern des Kérpers vorsieht, wodurch auch Wulstspanten er-
faft werden kdnnen.

Nachdem das lineare Schiffsschwingungsproblem sowohl fiir unend-
liche als auch endliche Wassertiefe griindlich erforscht worden
war, begann -in den letzten Jahren verstdrkt- eine neue Phase

der Forschung auf diesem Gebiet mit einigen Arbeiten iiber nicht-
lineare Schiffs-Wellenprobleme, die sowohl die Theorie des nicht-
linearen Wellenwiderstandes, als auch die im Rahmen dieser Arbeit
interessierenden nichtlinearen Schwingungen.

Die dabei angewandte Losungstechnik beinhaltet eine S t & -
rungsrechnung , wodurch das formulierte nichtline-
are Randwertproblem auf mehrere lineare Randwertprobleme zu-
riickgefithrt wird, deren Anzahl von der Ordnung der angewandten
nichtlinearen Theorie abhingt und deren Ldsung grundsdtzlich
nach den oben dargestellten Methoden der linearen Theorie

moglich ist.

Diese neue Forschungsphase auf dem Gebiet der Schwingungen be-
gann anscheinend mit der Arbeit von P. Fontanmnet

(1961) iiber eine nichtlineare Wellentheorie von Wellenerzeugern,
obwohl die Behandlung der Randbedingungen mit Hilfe der S t § -
rungsmethode schon viel frither durch die Arbeiten
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von F. J o hn (1950) und J. St ok er (1957) bekannt
wurde. Erst die Arbeit von F. O g i 1 v i e (1963) iliber das
nichtlineare Wellenproblem eines nahe der freien Wasserober-
fldche schwingenden Kreiszylinders nach der Stérungsmethode

in Verbindung mit Multipolentwicklungen gibt jedoch erste kon-
krete Hinweise iiber die nichtlinearen Effekte von endlichen
Bewegungsamplituden an; dabei wurden nur die anfallenden zeit-
unabhdngigen Potentialterme zweiter Ordnung ermittelt, die sich
direkt durch die Potentialterme erster Ordnung ohne L&sung

des Randwertproblems zweiter Ordnung angeben lassen.

Es folgten zwei Arbeiten von E. Tu c k (1965) und N. S a 1 -
vesen (1966) tiber die nichtlinearen Freien-Oberflichen-Ef-
fekte durch die gleichfdrmige Umstrémung von nahe der Wasser-
oberfliche getauchten Kreiszylindern bzw. tragfliigeldhnlichen
Kérpern.

Mit dem gleichzeitigen Erscheinen der Arbeiten von C. M. L e e
(1966) und G. Parissis (1966) iiber nichtlineare Wel-
lentheorien zweiter Ordnung fiir an der freien Oberflidche ver-
tikal schwingenden Lewis- bzw. Kreisspanten wurden erstmalig
ziemlich vollstdndige Entwicklungen in der Theorie, sowie
numerische Ergebnisse filir den nichtlinearen Fall von schwimmen-
den Spanten bei unendlicher Wassertiefe prisentiert.

Die von C. M. L e e angewandte Methode enthdlt eine Be-
handlung der Randbedingungen mit Hilfe der S t 6 run g s -
me thode und Losung der sich ergebenden linearen Rand-
wertprobleme nach der Mu 1 t i polme thod e. Dabei
wird das sich ergebende lineare Randwertproblem fiir die zweite
Ordnung durch eine einfache Modifizierung des zu bestimmenden
Potentials zweiter Ordnung auf den griindlich erforschten Typ
des linearen Randwertproblems erster Ordnung zurlickgefiihrt.
Einige der aufgestellten Randbedingungen von C. M. L e e
(1968), nach Elimination der Zeit aus dem Geschwindigkeits-
potential, sowie manche der numerischen Ergebnisse fiir Gréfen
zweiter Ordnung waren falsch,sind aber z.T. bereits korrigiert
worden. Die von C. M. L e e (1971) nach dem gleichen Ver-
fahren durchgefiihrte Arbeit iiber ein #hnliches nichtlineare
Wellenproblem infolge einer nicht einfach harmonischen Erre-
gung zeigt unter anderem, daB die Einschrinkung der hier vor-
liegenden Arbeit auf einfach harmonische Erregerfunktionen fiir



die angewandte L3sungstechnik der Stdrungsmethode entfallen kann.

Obwohl die Arbeit von G, Par is s i s (1966) auf Kreiszy-
linder beschrdnkt ist und die angewandte Methode der von

C. M. L e e dhnelt, da sie ebenfalls eine S t drungs -
rechnung und Multipo lentwicklungen vorsieht,
so ist sie jedoch in bezug auf die Bestimmung des Potentials
zweiter Ordnung von der obigen Methode verschieden.

G. Pariss is benutzt hierfiir die Methode der G r e e n-
schen Funktionen und erhdlt das gesuchte Potential mit Hilfe
der G r e e n schen Sdtze durch Integration lings der Problem-
berandung. Die hierbei anfallende F r e d h o 1 m sche Inte-
gralgleichung wird durch Mu 1 t i p o 1 - Reihenentwicklun-
gen fiir den Kreiszylinder ndherungsweise geldst.

Eine von C. H. K i m (1967) vertffentlichte Arbeit iiber den
EinfluB nichtlinearer Effekte auf die hydrodynamischen Kridfte
bei erzwungenen Tauchbewegungen prismatischer Kérper, die etwa
gleichzeitig zu den obigen Arbeiten entstand, greift auf die
Multipolentwicklungen von 0. G r i m zuriick und liefert nur
fiir Dreieckspanten konkrete Ergebnisse; die dabei verwendeten
Potentialausdriicke sind jedoch nicht allgemeingiiltig.

Das hier vorliegende Problem bei unendlicher Wassertiefe wur-
de ebenfalls von R. Po t a s h (1970) untersucht,und zwar
erstmalig mit Hilfe einer C 1 o s e - F i t - Methode neben
einer Stdrungsrechnung, d.h. fiir - fast - beliebige Spantfor-
men und alle drei Freiheitsgrade der Ebene, also Tauch-, Roll-
und Querbewegungen einschliefflich deren gegenseitiger Kopplung.
Die Ermittlung der Potentiale erster und zweiter Ordnung er-
folgt direkt durch numerische Ldsung von mit Hilfe der

G r e e n schen Sdtze aufgestellten inhomogenen F r ed ho 1 m -
schen Integralgleichungen zweiter Art. Die in dieser Arbeit ge-
lieferten numerischen Ergebnisse sind jedoch infolge des ver-
stirkten Einflusses der schon erwdhnten I rregulari -
tdten zweifelhaft. Ebenso scheint die nach Elimination der
Zeit aus dem Geschwindigkeitspotential aufgestellte Freie-Ober-
flichen-Randbedingung nicht richtig zu sein.

SchlieBlich wurde in einem kurzen Bericht von H. S 6 d i ng
(1976) eine Méglichkeit aufgezeigt, wonach sich relativ ein-
fach auf der Grundlage der G r e e n schen Sidtze die g e -
s amten hydrodynamischen Kraftwirkungen zweiter Ordnung
fiir alle drei Freiheitsgrade der Ebene und beliebige Spant-




formen berechnen lassen. Der Kérper wird dabei durch eine an-
kommende Welle zum Schwingen gebracht. Der dort vorgenommene
Vergleich der numerischen Ergebnisse beziliglich der Werte der
hydrodynamischen Gesamtkraft eines tauchenden Kreiszylinders
mit den oben erwidhnten Autoren offenbart eine gewisse Unsicher-
heit des derzeitigen Standes der Forschung auf diesem Gebiet,
obwohl die Tendenzen von verschiedenen nichtlinearen Effekten
klar erkennbar sind.

Sie bestehen hauptsidchlich darin, daf ein zeitunabhidngiger
Druckterm zweiter Ordnung die Bewegung beeinflufit, was z.B.
bei Tauchbewegungen ein Absinken der Schwingungsmittellage des
Koérpers zur Folge hat; ferner treten sdmtliche nichtlinearen
Effekte mit wachsender Schwingungsfrequenz verstidrkt in Er-
scheinung. Beide Effekte sind aus der Modellversuchstechnik,
wie etwa von J. Vug ts (1968) gezeigt wurde,wohlbekannte
Phidnomene.Im Literaturverzeichnis - Gruppe III - sind wei-
tere interessante Arbeiten im Zusammenhang mit nichtlinearen
Freie-Oberflichen-Problemen aufgefiihrt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einige der erwidhnten Un-
sicherheiten auf diesem Gebiet auszuridumen und den mathemati-
schen Hintergrund richtig und erginzend zu durchleuchten.
Durch die Anwendung einer C 1 o s e - F i t - Methode bei der
Losung der anfallenden Randwertprobleme werden nahezu belie-
big geformte Spanten erfafit, was fiir die praktische Anwendung
der vorliegenden Theorie von groBer‘Bedeutung ist. Der Einfluf
endlicher Wassertiefe wird theoretisch beriicksichtigt. Das er-
stellte EDV-Rechenprogramm enthdlt jedoch zunidchst nur den
Fall unendlicher Wassertiefe. Einige der erzielten numerischen
Ergebnisse sind graphisch dargestellt und werden mit bekannten
Resultaten anderer Autoren verglichen.

Das beim Verfassen dieser Arbeit zugrundegelegte Konzept setzt
die in den Anhidngen aufgefiihrten Gedankenginge voraus. Diese
wurden auf der Basis der Grundgleichungen der Potentialtheorie
und der mathematischen Analysis als in sich selbstidndige Ein-
heiten zusammengefaBt aufgefithrt, um den Hauptteil dieser Ar-
beit zu entlasten. Deswegen wird im Laufe des folgenden Textes
oft auf die Anhinge und die dort aufgestellten Formelausdriicke
hingewiesen.




PROBLEMFORMULIERUNG

1.1 Annahmen

Es werden zylindrische Kdrper betrachtet, deren Spantform to-
pologisch ein einfach zusammenhingendes Gebiet beschreibt und
analytisch oder durch Aufmafpunkte vorgegeben sein kann.

Bei den im Anhang B .4 angegebenen Existenzbeweisen von L&sungen
wird dariiber hinaus oft die stetige Differenzierbarkeit der
Kérperkontur vorausgesetzt. Ferner werden zundchst nur bezlig-
lich der Vertikalachse symmetrische, also schiffsdhnliche Span-

ten betrachtet, obwohl dies fiir das angewandte L8sungsverfah-

ren nicht zwingend ist.

Der zu untersuchende Zylinder soll vertikal an oder dicht unter
der freien Oberfliche einer vor der Stdrung in Ruhe befindli-
chen Fliissigkeit endlicher Wassertiefe schwingen. Die Korper-
bewegung soll einfach harmonisch und mit endlicher, jedoch re-
lativ zur Kérperbreite kleiner, Amplitude vor sich gehen.

Es wird vorausgesetzt, daR die Bewegung geniigend lang aufrecht-
erhalten wurde, so daB die Anfangsstdrungen der Fliissigkeit
abgeklungen sind und eine stationidre Fliissigkeitsbewegung sich
eingestellt hat, die durch beiderseits des Kdrpers bis zum Un-
endlichen abgehende fortschreitende Schwerewellen gekennzeich-
net ist.

Das sich ergebende hydrodynamische Wellenproblem kann zweidi-
mensional betrachtet werden, indem man sich auf einen belie-
bigen Schnitt senkrecht zur Erzeugenden des Zylinders be-
schrankt.

Unter der Voraussetzung, daR die Flissigkeit als reibungsfrei
betrachtet werden kann, was bei dem vorliegenden Schwingungs-
vorgang im Wasser anndhernd angenommen werden darf, 148t sich
die entstandene Strémung durch die E u 1 e r schen Bewegungs-
gleichungen beschreiben. Da die Flissigkeit als inkompressibel,
homogen und reibungsfrei behandelt werden darf und die Bewegung
unter alleiniger Wirkung der Schwerekraft - neben der dufBleren
Erregerkraft - rotationsfrei stattfindet, besitzt die Bewegung
unter Vernachlidssigung von Oberflichenspannungseffekten ein

sie beschreibendes Geschwindigkeitspotential P , das eine
skalare Funktion des Ortes und der Zeit darstellt. Durch Ein-
setzen von P(x, v; t) in die Kontinuititsgleichung ergibt
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sich die im gesamten Flilssigkeitsbereich auBerhalb des Zylinders

gliltige Potentialgleichung
APCsx,y;4) =0, (1)

el 2
wobei A\ Ea&;z * %;, den L ap 1l ace schen Differential-

operator bedeutet.

Die hier getroffenen Annahmen betreffen die Formulierung des
Randwertproblems und der daraus folgenden Integralglei-
chungen.

Bei der numerischen LGsung der in Frage kommenden Integral-
gleichungen sind zus#tzliche Annahmen erforderlich.

1.2 Geometrie

Zur Beschreibung der sich unter den getroffenen Annahmen er-
gebenden Bewegung wird zusitzlich zum ortsfesten kartesichen
Rechtssystem o - x - y ein ihm dhnliches, jedoch mit dem ein-
fach harmonisch schwingenden Kérper mitbewegtes Koordinaten-
system © - X - y eingeffihrt. Die x-Achse verliuft ldngs der
ungestdrten Ruhewasserlinie, die gleichzeitig als Schwingungs-
mittellage definiert wird; die y-Achse ist vertikal positiv
nach oben gerichtet.

Die Kérperkontur S, sei punktweise durch kartesische Koordina-
ten im schiffsfesten Koordinatensystem © - X - y vorgegeben.
Die nach oben gerichtete y-Achse bildet die Kérpersymmetrie-
achse, wihrend die horizontale X-Achse durch den schiffsfesten
Koordinatenursprung o, der als Schnittpunkt der Kérpersymme-
trieachse mit der Schwimmwasserlinie im Ruhezustand definiert
wird, verlduft.

Es sei B die Breite der Schwimmwasserlinie, T der entspre-
chende Tiefgang, So die Bogenlinge der getauchten Kérper-
kontur im Gleichgewichtszustand und S die entsprechende Linge
der augenblicklich getauchten Kontur; ferner sei die entlang
So verlaufende Bogenlidnge s,die nach auBen ggrichtete Einheits-
normale T und die entsprechende Einheitstangente T einge-
fiihrt. SchlieBlich wird in der Wassertiefe y = -h ein fester,
gerader Boden angenommen. (Abb. 1)
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Unter Beriicksichtigung einer einfach harmonischen, erzwungenen

Bewegung in Vertikalrichtung der Form

Yo lt) = a sivwt (2)
die komplex als der negative Imaginirteil von (a reell)

- 5wt
= (2)"

1>

I8t
yor =-Im,foe” 8

geschrieben werden kann, wobei a die Schwingungsamplitude und
w die entsprechende Kreisfrequenz bedeuten, lassen sich fol-
gende Beziehungen zwischen den Kdrperkoordinaten in beiden
Koordinatensystemen aufstellen:

XxCS;t) = XS)
YOS ) = F () + Yolt), (3)

mit (x,y)€S,(x,y) € S,
SchlieBlich wird die Erhebung der infolge der Bewegung entste-
henden Wellen {iber dem Ruhewasserspiegel auBerhalb des Kdrpers




v o= Y x;¢d (4)
eingefiihrt.

Der Fliissigkeitsbereich wird damit offenbar durch folgende de-
finierte Rinder begrenzt: die augenblicklich getauchte Kérper-
kontur S, die freie Wasseroberfliche beiderseits des Kdrpers

bis zum Unendlichen, mit y = Y(x,t), auBlerhalb des Kérpers, die
feste Bodenlinie y = -h sowie zwei vertikale Kontrollinien

im positiven und negativen Unendlichen. Dabei ist die freie Ober-
fldche (4) zundchst unbekannt und stellt einen sogenannten
freien Rand dar.

1.3 Randbedingungen

Es sei
Hex,y;t) = v -Yex;¢> = O (5)
die implizite Darstellung der freien Oberfliche.

Aus der physikalischen Forderung, daf kein Fliissigkeitsteilchen
die freie Oberflidche verlassen darf, folgt mathematisch, daB
das totale Differential von (5) gleich Null sein muB

g%%i = Hyg +'Hoew, sy van= 1O

oder unter Berilicksichtigung des Geschwindigkeitspotentials P,
mit den Geschwindigkeitskomponenten in x bzw. y Richtung

u=P, , v==,,

ergibt sich fiir y = Y(x,t) auBerhalb des Kdrpers:

Yth;é_)+chCx,Yc><,€),-é)yx —qb\/ = QO . (6)
Gleichung (6) stellt die von P zu erfiillende kinematische
Randbedingung an der freien Oberfliche dar.

Unter der Annahme eines konstanten atmosphidrischen Druckes,mit
P, = 0, ergibt sich durch Anwendung der Bernoulli -
schen Gleichung an der freien Oberfliche y = Y(x,t) auBerhalb
des Kdrpers:

P, Yex, 83,8 +gY + %lV‘P(z= O, M

mit dem \/ -Nablaoperator, die von P zu erfiillende dynami-
sche Randbedingung an der freien Oberfliéche.
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Aus (6) und (7) ergibt sich durch Substitution des Wellenpro-
fils folgende kombinierte Freie-Oberflichen-Randbedingung
(vgl. (&K« 1.70)):

q:{k(x’YQx)e)'li)-ﬁ- %pr = =7 C<chp-kx +<p\/cP«y) =

2 z (8)
_<Px <Pxx_2q>><q>\/cpiy —q)‘/ qDYY -

Die kinematische Randbedingung entlang der Kdérperkontur S be-
sagt, daB die Stromungsgeschwindigkeit normal zur festen Kor-
perkontur gleich der Normalkomponente der Kdrpergeschwindig-
keit V_ sein muB, oder fir (x,y) € S

CP,TE(WV><P<><,WQ=VW. (9)
mit
V, = - ¥ ()%,

(10)

wobei der Strich eine Differentation nach der Bogengrofie s ,
der Punkt eine entsprechende Differentation nach der Zeit t
und (A-V ) die Ableitung in Richtung der &uBeren Normale be-
deuten (s. Abb. 1).

Bei einer Beschrinkung der Untersuchung auf beziiglich der
Y-Achse symmetrische Kdérper u n d Bewegungen ergibt sich
fir P noch folgende Symmetriebedingung:

Pox,v;t) = Pe-x,y;¢), (1)
oder fiir die Geschwindigkeit in x-Richtung

PLo,y;E)= O, (1)

Da durch den geraden festen Boden nichts hindurchflieBen kann,
muf} dort die vertikale Geschwindigkeitskomponente verschwin-

den, oder

CPy(x,~h,’{)= 0. (12)
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SchlieBlich muB im Unendlichen in x-Richtung beiderseits des
Kérpers die sog. S omme r f e 1 d sche Ausstrahlungsbedin-
gung erfiillt werden, da es sich um einen bis zum Unendlichen
reichenden Schwingungsvorgang infolge von im Endlichen sich
befindenden Quellen handelt L[78J. Das bedeutet physikalisch,
dafl im Unendlichen in x-Richtung beiderseits des Kdrpers abge-
hende, regelmiBige, ebene Schwerewellen die Strémung charakte-
risieren und mathematisch, daf die Eindeutigkeit des soeben
beschriebenen Schwingungsproblems garantiert wird. (vgl. An-
hang C.1).

1.4 Stdrumgsrechnung

Die Storungsrechnung nimmt ihren Ausgang von einer auf der Ba-
sis eines geeignet definierten kleinen Stdrungsparameters ent-
wickelten Schar von Randwertaufgaben, die die zu lésende so-
genannte g e st & r t e Aufgabe sowie die sogenannte u n -
gestodrte Aufgabe enthdlt, deren L8sung existiert und
als schon bekannt vorausgesetzt wird. Sie ist ein unentbehrli-
ches Linearisierungsverfahren fiir die Behandlung von nichtli-
nearen Randwertaufgaben, die nur in einigen wenigen Sonderfidl-
len "exakt'" 18sbar sind [63], L797.

Das vorliegende zeitabhingige Randwertproblem, bestehend aus
der Potentialgleichung (1) und den Randbedingungen (8) bis
(12) einschlieBlich der Somme r f e 1 d schen Ausstrahlungs-
bedingung, enthdlt an der freien Oberflidche einen mathematisch
f reien Rand, der zusdtzlich durch eine nichtlineare Rand-
bedingung gekennzeichnet ist. Diese Schwierigkeit kann beim
dhnlich gestellten Problem f r e i e r steilen Wellen nach ei-
ner von Lev i-Civita eingefithrten Methode durch kon-
forme Abbildung behandelt werden [54]. Im folgenden wird je-
doch die von A. Pe ters und J. Stoker [55]geprig-
te Storungsmethode angewendet.

Man nimmt zuerst an, daB die gesuchte L&sung nur wenig von der
schon bekannten Losung der unge s t & rt en Aufgabe,
hier die Null-L®ésung, abweicht. Mathematisch kann das wie

folgt ausgedriickt werden:

Es sei P’ die bekannte und exakte Null-Lésung des Problems;
P sei die gesuchte Problemlésung, die sich vom bekannten
P°? durch einen kleinen Parameter & unterscheidet.
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Nun soll gelten:

€ e, it sE ) =P Sem, ) (13)
£—-0

Bei einer geeigneten Wahl des kleinen Parameters & muBl be-
riicksichtigt werden, daB es sich um einen dimensionslosen phy-
sikalischen Parameter handelt, mit der Eigenschaft, daB fiir

£ — O die Stérung der Grundldsung <:FD“”nach (13) verschwin-
det. Er muBl also den jeweiligen geometrischen Verhdltnis-
sen angepalit werden.

Da bei dem vorliegenden Problem angenommen wurde, dafl die
Schwingungsamplitude relativ klein zur Kdrperbreite ist und
alle abhdngigen Variablen von diesen Gréfen abhdngen, wird &
als das Verhidltnis der Bewegungsamplitude a zur maximalen Halb-
breite des Zylinders b

€=% (14)

angesetzt. Fir a—Q , d.h. fiir verschwindende Bewegung, er-
gibt sich & —w-0©, d.h. verschwindende Stérung der Fliissig-
keit, wie oben gefordert wurde.

Es 148t sich feststellen, daB der eben definierte kleine Para-
meter & fiir das vorliegende Problem der einzig mégliche ist,
da keine andere physikalische GroBe die in (13) aufgestellte
Bedingung erfiillt.

Damit wird im folgenden angenommen werden, daB das gesuchte
Geschwindigkeitspotential P nach dem kleinen Parameter &
in Form eines Stérungsansatzes entwickelt werden kann

N
)
P, p it Y= 2o 6 P tsgniotd, (15)

n=q

(o )
wobei P =0 vorausgesetzt wurde [57] .

Ahnliche Ansidtze lassen sich fiir alle in Frage kommenden ab-
hingigen GroBen, wie etwa fiir das Wellenprofil Y(x;t) oder den
Fliissigkeitsdruck p(x,y;t), aufstellen, wie spidter gezeigt
wird.

Die Konvergenzfrage von (15), im Zusammenhang mit (13), insbe-
sondere die gleichmdBige Konvergenz, bleibt zundchst offen.
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Es wird jedoch angenommen, dafl bereits eine Theorie zweiter Ord-
nung (N = 2) eine brauchbare Ndherungsldsung fiir P liefert. Die
Ergebnisse werden umso giinstiger ausfallen, je benachbarter
ungestorte und gestdédr te Aufgabe sind, d.h.

je kleiner € wird. Beim dhnlich gelagerten Wellenproblem der
freien fortschreitenden Wellen sind Konvergenzbeweise von
Levi-Civita angestellt und spdter durch Rechnungen
von Theorien htherer Ordnungen (z.B. N = 5) von mehreren Auto-
ren bestédtigt worden [54].

Da die erzwungene Bewegung zeitlich einfach harmonisch voraus-
gesetzt wurde, kann im folgenden angenommen werden, daff die
sich ergebende Stérung der idealen Fliissigkeit und der entstan-
dene Strémungszustand zeitlich per i od i s ch sind.
Aufgrund der zu berlicksichtigenden Nichtlinearitidten des Pro-
blems sind sie jedoch i.allg. n i ¢ h t einfach harmonisch.
Die Verbindung zwischen Ursache und Wirkung soll durch das fol-
gende nichtlineare Ubertragungsmodell N-ter Ordnung beschrieben
werden k&énnen

N a
2= FOPg o)
ww=0Oo
wobei X ein Input-Signal, Z das entsprechende Output-Signal
und An konstante Faktoren bedeuten.

Unter Berlicksichtigung von (16) in Verbindung mit einem einfach
harmonischen Input-Zeitsignal und von P als das entsprechende
Output-Signal ergibt sich aus (15)

.S G =5t
CPcX,yje,a>=iZe"c§‘K’cx,\/>e’, (17
=1 k=0

Py
wobei die ?t&eitunbahéngige Teilpotentiale in komplexer Form

) <) (2]
P T k=1 (18)
sind. Da das Geschwindigkeitspotential F in (17) eine reelle

GréBe ist, bedeutet das, dafl nur die Realteile auf der rechten
Seite von (17) einen physikalischen Sinn besitzen.

Im folgenden wird vereinbart, daf, sobald das Produkt von zwei
sog. z e i t komplexen Funktionen auftritt - im Unterschied
zu den spidter eingeflihrten sog. o r t s komplexen Funktionen
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mit i = /=1 - nur das Produkt der Realteile beriicksichtigt
wird(vgl. S. IX).

Entsprechend zum Ausdruck (17) fir P ergibt sich unter Be-
ricksichtigung des gleichen Ubertragungsmodells (16) folgende
Entwicklung fiir das Wellenprofil Y(x;t)

LM
e e
Y(x;t,e)=ezi & yw, (x;¢) (19)
=4 wazQ
mit
23 @) — swwt
Yo 6,82 = y 00 €
und
cer we> ced
Wl T Ve T 7 Yias , WA =g

Mit Hilfe der Stdrungsansitze fiir <F> (17) bzw. Y (19) 1liBt
sich das unter 1.3 im Zusammenhang mit der L ap l ace -
schen Gleichung (1) aufgestellte nichtlineare Zeit-Randwert-
problem mit z.T. f r e i e r Berandung linearisieren und in
mehrere - flir die Theorie zweiter Ordnung in drei - Randwert-
probleme mit festem Rand umwandeln. Dabei werden beim Ein-
setzen von cp(l7) in die Randbedingungen der freien Oberfli-
che (8) und der Kérperkontur (9) die Teilpotentiale @y in
Tay1lor -Reihen beziiglich der unge s t drten und
bekannten Lage dieser Rinder entwickelt, vorausge-
setzt, daBl sie sich dort analytisch verhalten, was aus der Er-
flillung der L a p 1 a ¢ e schen Gleichung folgt.

Durch Ordnen der sich ergebenden Ausdriicke nach der gleichen
Ordnung beziiglich € sowie der gleichen zeitharmonischen Ab-
hingigkeit ergeben sich bei Beriicksichtigung von Gliedern bis
0(€*) drei lineare Randwertprobleme, wie im Anhang A genauer
gezeigt wird.
Gleichzeitig 14Bt sich nachweisen (vgl. Anhang A.3), daB die
Potentialausdriicke qr) fir n# k 2 0 , mit Ausnahme von
;;z> fiir die zweite Ordnung, nur triviale Losungen liefern,
weshalb sie auch vernachlidssigt werden kénnen. Damit verein-

facht sich der Stdrungsansatz (17) fir sp zu (vgl. A.3.6):
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0 -5t
Pox,y;t;e)= € ¢, x, ¥ € +
cay =32 (20)

" ot
+ &2 (G, v G © )+ OCe®).

Entsprechendes gilt fiir alle in Frage kommenden Stdrungsan-
sitze fiir die verschiedenen von P abhidngigen GréBen.

Y5 Randwertprobleme

Die nach der Stérungsrechnung sich ergebenden linearen Rand-
wertprobleme fiir die verschiedenen Teilpotentiale q:) , die
zur vollstidndigen Bestimmung von P (20) beitragen, werden
im folgenden unter Beriicksichtigung von im Anhang A abgelei-
teten Formelausdriicken zusammengefalt aufgestellt. Zur Abkiir-
zung werden folgende Differentialoperatoren an den Rdndern
(Abb. B.1) verwendet:

Freie - Oberflidchen - Differentialoperator

FfFy=(Fy -vF)| (21)
(x,y)E SF
Kérperoberflidchen - Differentialoperator

B {FO,y’ E(?’Fx—i’\:y)‘ , (22

x,y) € So
Ausstrahlungs - Differentialoperator

R (v)§Fox = Qe.){F,‘ T 3% F—‘gl . (23)
=
x, ) ELTR
T isL
mit der Wellenzahl der Erregerfunktion ¥

vz & (24)

und der Wellenzahl der abgestrahlten Wellen im Unendlichen ¥o,
die sich aus

Vo thiyv,h) = ¥ (25)

ergibt.
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Beim Grenziibergang h + = ergibt sich:

elvﬂ Vo = ¥oa
h—=+oco

LINEARES RANDWERTPROBLEM ERSTER QRDNUNG

(&)
Gy - Problem
)
A gixy) = O
fir (x,y) € D,
«“) —
BLG.cxy§ = -wbX
fur (x,y) € S, ,
Cy
(?CV)E(F‘ 7(><’y) = 0O
fur (x,y) € Sg
(<5]
Qly(x)y) = O
fir (x,y) € S,
@(Vo)iQ:l’(x,y)g = 1O

Sk
fiir (x,y) e{s
L
o “)
B ORyr i = LG G )
(fir symmetrische Spantformen).

LINEARE RANDWERTPROBLEME ZWEITER ORDNUNG

@)
¢, - Problem

(8]

A ey = O

fir (x,y) € D ,

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(31

(32)
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cay . €4 W
Big. ok = -3% (%iq,wg (33)
fir (x,y) € S,
ca) . a2 2
Fefeltond = s 2660 60T~ .
) cay
N ~ G gﬂ(v) iq;wg]
fiir (x,y) € Sg ,
)
@2\/(5(,\/) = O (35)
fir (x,y) € SB =
62(4y°>{<§‘:’<x,y>$ - (36)
S
£ir (x,y) e{S‘L‘ ,
@) @)
€2C% V2 = G, C-x,y) (37)
(fiir symmetrische Spantformen).
€2)
@o - Problem
2y
A Gox,v) = O (38)
fur (x,y) € D ,
RBEgocxwl = 58S igu3 (39)
fir (x,y) € S, »
<y ' —_— CA)
Goy Cx,v)‘-—z‘*’% Im, te) Fevd i@ygg (40)
flir (X:YJ € SF >
c2?
Foyx,¥) = O (1)
fir (x,y) € Sy,
GoCi,y) = Fa C=x,y) (42)

(fir symmetrische Spantformen) ,



o
Q
€2

€imn Gox Oy dy = konst . (43)
I%|— oo

Wie im Anhang A.3 dargelegt wurde, miissen im Unendlichen fir
die Potentialausdriicke @:fi insbesondere fir <;:’, die alle
keine Potentiallésungen von Diffraktionsproblemen sind, beson-
dere Randbedingungen formuliert werden. Fiir das bei der zwei-
ten Ordnung nichttriviale @:ﬁProblem wird zundchst die Er-
fiillung einer allgemeinen Endlichkeitsbedingung im Unendlichen
gefordert.

Nun tritt bei einer nichtlinearen - N22 - Wellentheorie von
fortschreitenden Schwerewellen endlicher Amplitude, wie sie
hier beiderseits des Kérpers bis zum Unendlichen ausgestrahlt
werden, das Phinomen eines in Wellenfortschrittsrichtung mit
konstanter Geschwindigkeit stattfindenden Massentransports €in.
Es 148t sich nachweisen [37], daB die Lésung des ?::lProblems
eine Senkensingularitdt enthdlt, deren Stidrke nach (43) zeit-
unabhingig ist und der durch die Wellen transportierten Fliissig-
keitsmasse entspricht, so daR das Massenerhaltungsprinzip sei-
ne Gliltigkeit behdlt. Auf die Berechnung des Massentransports
wird nicht nidher eingegangen, sondern auf eine frithere Arbeit
des Autors [54] verwiesen.

Wie man leicht durch Einsetzen von P (20) in die B e r -
noullische Gleichung erkennen kann, ist der Einfluf von
qf’ auf die entsprechenden Driicke sowie auf das sich er-
gebende Wellenprofil von v i e r t e r Ordnung beziiglich € .
Da sich die vorliegende Arbeit auf die Theorie zweiter Ordnung

beschridnkt, wird im folgenden das ?Z" -Problem nicht n&her
betrachtet.

Die aufgestellten linearen Randwertprobleme fiir das $?)-
(G1.(26)-(31)) bzw. g?l- (G1.(32)-(37)) Potential sind sog.
Rob i n sche-Probleme, deren Randbedingungen auf Teilen des
Randes durch inhomogene bzw. homogene N e um a n n sche oder
R o b i n sche (gemischte) Beziehungen charakterisiert sind.
Ein Vergleich des ¢f” mit dem entsprechenden Q?’-Problem
zeigt, daB der zu ldsende Randwerttyp genau der gleiche ist,
mit Ausnahme der homogenen Freie -Oberflidchen-Randbedingung
(28) fur das an-Problem im Vergleich zu der entsprechenden

Bedingung (34) des Q::Problems.
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Insofern 148t sich das @?)-Problem als Spezialfall des QTZ
Problems behandeln, wenn fiir das letztere ein Lésungsverfahren
vorliegt. Umgekehrt kann durch eine leichte Modifizierung des

Q:) -Potentials das G:”—Problem auf den ¢:0 -Typ und ein
zusdtzliches Randwertproblem zuriickgefiihrt werden, wobei hier-
fiir bewdhrte Losungsmethoden vorliegen.

Existenz-, und Eindeutigkeitsfragen von Ldsungen der qr:’ =
€

bzw. @, -Probleme, sowie verschiedene Moglichkeiten zur Lo-
sung der Randwertprobleme durch Integralgleichungen sind im
Anhang B unter Zuhilfenahme der G r e e n schen Sitze der Po-
tentialtheorie ausfithrlich behandelt worden.
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2. PROBLEMLOSUNG
2.1 Integralgleichungen

Durch die Zuriickfithrung der in 1.5 beschriebenen Randwertpro-
bleme zur Bestimmung der @,m bzw. ?:, Teilpotentiale mit
Hilfe der G r e e n schen Sitzeder Potentialtheorie auf In-
tegralgleichungen lassen sich sowohl Existenz- und Eindeutig-
keitsfragen der Losungen behandeln, wie im Anhang B.4 gezeigt
wird, als auch die gesuchten Potentiale durch L8sung der sich
ergebenden Integralgleichungen bestimmen. Die Aufstellung der
Integralgleichungen ist vom Auffinden geeigneter G ¥ 'ele nl =
scher Funktionen abhingig, die zu den Potentialrandwertprob-
lemen dquivalente, jedoch einfachere Randwertprobleme erfiillen
miissen, wie im Anhang B.1 gezeigt wird. Die Bestimmung der

G reen schen Funktionen fir unend 1 i c h e und
endliche Wassertiefe erfolgt im Anhang C.

Da es verschiedene Moglichkeiten fiir die Aufstellung von 18s-
baren Integralgleichungen gibt, wie im Anhang B.3 vorgefiithrt
wird, werden im folgenden n u r die spdter numerisch ausge-
werteten Integralgleichungen angegeben. Im Anhang B.5 wird
dariiber hinaus eine sog. ko mb inier te Integral-
gleichungsmethode vorgestellt, deren Name einen Hinweis auf
die gleichzeitige Berficksichtigung des inneren und
4uBeren Potentialproblems geben soll und die Eigen-
frequenzen des adjungierten inneren Problems,in der Litera-
tur als I rregularitidten bekannt, auszuschalten
vermag. Ebenso ist im Anhang B.Z (vgl. Abb. B.3) eine Mog-
lichkeit zur Zuriickfithrung des @:’LRandwertproblems auf ein

€y

dem ¢, -Problem dhnliches sowie ein weiteres mit bekann-

ter Losung aufgezeigt.

Die zu den in 1.5 dargestellten Randwertproblemenfiir ??)
bzw. QT’ passende G r e e n sche Funktion wird durch das
komplexe Potential in P(x,y) einer in der unteren Halbebene

im Punkt Q(g’,z ) pulsierenden Einheitsqu:ile ausgedriickt,
wobei die Schwingungsfrequenz fiir das ¢, -Problem doppelt so
groB wie fiir das qf” -Problem ist; entsprechend ist bei der
G reen schen Funktion erster Ordnung die Wellenzahl der
Erregung y bzw. der ausgestrahlten Wellen S durch 4 v
bzw. 4 v zu ersetzen, um die G r e e n sche Funktion zweiter
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Ordnung zu erhalten (vgl. Anhang B.1)

Nach der im Anhang C abgeleiteten Formel (C.1.24) nimmt die
G reen sche Funktion bei end 1 icher Wassertiefe h
folgende Form an

ch) ch) ch)

mit

G’ = Cog R+ €ogR -2€0gh -

= ~xh
-2 [(\(n/)e ch XCpihdch klyth) cos klx-T)
kCx shkh- v chrh)

o -Xxbh 45
e har

-V ln
GCh) = -2n Cr+ve) € K Sh ¥oh ch v (g +h) chh v, Cy+ h) €OS vex-5 ) y
S

- Yo lvhht sh Yoh)

wobei die Radien (Abb. C.1)
R=L[Cx-¥2"+ cy-¢2* 17

R!=ECX~"§)l+ (\/+Z§2h)‘]'/z, (46)

und V¥ bzw. 52k in (24) bzw. (25) eingefiihrt wurden.

Der im Rahmen dieser Arbeit numerisch ausgewertete Ausdruck
fiir die G r e e n sche Funktion bei unend1licher
Wassertiefe( h—-eo) ergibt sich nach (C.2.5) zu:

Gix,v,;%,2)= G +5Gg , (47)

mit oo

kCy+y ) -k
G = eog R - é[(kw) N T kix-%)+ & Jolk
kCk-v) K

o

viy+y ) (48)
Gg=-2ne cos v Cx-§ D,

oder nach Einfilhrung der o r t s komplexen Variablen
(vgl.(C.2.9)
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E2= Cx+iy)

§=(E+"Z)/Z):C€—i‘z) : (49)
Gez2d = Rey {@o%C‘z—‘g)— @ocg C2-Z) +
. Zéje-aku-mdk_ 5% e—nvCE-C)g : (50)
e
o

Die G r e e n sche Funktion (50) wird als harmonische Funktion
der Zeit im z e i t komplexen Raum wie folgt dargestellt:

CRE ) - R, St G0e 8
= Re, L G e’ -y

2

mit GC bzw. GS nach (48) und G mnach (50).

Die vorstehenden Formeln fiir die G r e e n sche Funktion gel-
ten fiir eine Quellsingularitdt in der unteren Halbebene

(Z< 0). Je nach deren Lage im d r i t t e n (§<0, ¢ <0)
oder vierten Quadranten (§>0, 2< 0) ergeben sich fir
die Integralausdriicke iiber G verschiedene Formeln, wie im
Anhang D gezeigt wird.

Durch Anwendung der G r e e n schen Sitze der Potentialtheorie
auf das q:”-Problem ergibt sich das folgende gekoppelte, line-

are Fredho 1msche Integralgleichungspaar z we i ter
<4 A

=3 <) cA) b @) y c
Art fir &, bzw. G,o , mit Tr = Pag. & S B
nach (B.3.6) (dimensionslose Darstellung):

e
(<]
-n$f2<x,v> ¥ Sl—_?:;c;c.s),z@)) 3G Cx,v;55,22
DdVq
s + L
@ A — ) CcAd
RS %Gﬂi]dbz FCE,\Z)GO As (52)
Q
Y o e e BELS

=M@ eC%, YD+ S[qw 9Gs , Ggiu Jols =

—it Dﬂcl + ‘aﬂq

w2

(_:' c”Gs As , x, e S,,

—

Il
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mit der dimensionslosen Halblinge der K&érperkontur zum Zeitpunkt
t=0

.
L = = So , (53)
und der dimensionslosen Inhomogenitdt entlang So
' 7on ) =
— = 9X - =’ (54)
e VS

nach Gl. (27), wobei fiir P —Q

BB (55)
A g dvip
(s. G1. D.2.3) beriicksichtigt wurde.

Durch Lésung des Integralgleichungspaares (52) lassen sich die
)

Potentialausdriicke $:;bzw. §:: entlang der Kérperkontur S°
direkt ermitteln. Das Potential wird dabei durch ent-
lang der getauchten Kérperkontur angeordnete einfache Quellen
und Dipole ausgedriickt, wie genauer im Anhang B.3.2 dargelegt
wird.

Neben dieser Integralgleichungsmethode wurden numerische Er-
gebnisse fiir @‘:bzw. Q:: unter Verwendung einer Einfachschicht-
potential-Darstellung (vgl. Anhang B.3.1) erzielt, wie sie von
den meisten Autoren im Bereich der linearen Schiffsschwingun-
gen (vgl. [ 5),[11] ,[29] ) nach einer C 1l o s e - Fi t
Methode angewendet wurde. Das Potential 14B8t sich als Linien-
potentxal von entlang der Kérperkontur mit der Belegungsdichte
SC’; z) angeordneten einfachen Quellen ausdriicken (vgl.
B.3.4)):

(8] 1 Iy} (%]

@, x,y2 = = SG Cxes), nesn GCx,y;S,Z) ol s, (56)
-L

wobei sich die unbekannte Quellstirke s“)('s_;,z) durch L&-

sung der folgenden linearen Fr e d h o 1 m schen Integral-
gleichung zweiter Art bestimmen 148t (vgl. (B.3.5.)):

+C
4
EG “tx, v)- 4 Ss s, p s Mg)ds d

— )

=" Ty <x,y)€S.,r

mit (") nach G1.(54)und L nach (53).
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c4) (SR )

& = 6 + 5og (58)
ergibt sich aus (56)

@) ) @)

o) (29}
- Do
®ic 2n Gc Ss Gs S (59)

fl
‘»
m
a

o

1) " o) ) 4 (€]

$45 =;1‘§CG’° GS +G’$Gc )0(5,

und aus (57) das folgende zu ldsende Integralgleichungspaar,
©“y <

vom Typ (52), zur Bestimmung von o (x,y) bzw. s’slfx,y),

(x,y) € S,

+L o
) ) DG Cciny b b}
- o g[s'cc $es),p0s)) SZe T 22 S
-C
g aG;)Jdé =-20 F:“Zx )
TEeiEE, - ¥ (60)

e

<
== GSCXy>+g s
-

@y R W) B
Cel’2Gs 4 g5’ 2Ge Jos =
dVp D Ve

(L%

mit I_:U) nach Gl.(54). Die Bestimmung der Teilpotentiale G,
bzw. q:‘; erfolgt damit i nd i re k t tiber G1.(59) nach
Lésung von (60).
Entsprechend 1dft SlCh durch Anwendung der G r e e n schen
Sdtze auf das @__, -Problem das folgende Integralglelchungs—
paar, vom Typ (SZ), zur direkten Bestlmmung von <{;1c bzw.
q;‘; s MAE 62 G:: * 3 Gz_., , nach (B.3.6) aufstellen,
wobei die Inhomogenitdt der Freie -Oberflidchen-Randbedingung

nach (33) beriicksichtigt wurde:
L c2)

cay = ca) .
R SR AP I SLGzccgcschsﬂ 3Gec Cx, v, 3,72

aﬂq

=5

_(FzsaGbld&-S (;Z)G —|: GSJO(S:‘*

(61)

) ca) ca)

+ [ CS)G’ Cx,y,§0> HsGsldE;

’

b
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I NCRER g'i <éu<scs> ges) 2GeOay;5.0)

D Vg

c2)?

+<§:§BaGC Jds = S[ = C”Sz)Ger \: G Jd5+

' g[m (;)G ny,g o)+ Jd§ (61)

mit (x,y) e So'
Die dimensionslosen Inhomogenititen ?gzl(x,y) bzw. Féz)(x,y)

entlang So
2 D 2 cAd

— ca) _ 4 -3 e ) DR . > : %
< yd=zl dy* 35 dx0y 35] -8
— 2> 2
SN ) x,v) D o)
F5 O, y) z,[ —%%—y—l -S\:L; -Q_Gg_ug _5_] (63)

ergeben sich aus Gl. (33) unter Berucksicht1gung von Gl. (55)
und der dimensionslosen Faktoren(S. X).
Entsprechend ergeben sich die dimensionslosen Inhomogenitidten
ﬁgz)(x,y) bzw. ﬁ(z)(x,y) entlang Sp

—CRD

M cX\/)——cvb)Lc@wcxo)( g& (vb)a$.°)+
oy (64)

" ‘a o = €A
+<F1c(~—q’—f——(vb) i—é}—4(aa%§_§;s Qa%‘"agif)]’

— C 2D

Ms Gx,y) = Lo b)[<§4SC>< o) (_ﬁ_ <vb)§£u;)_

(65)

_Qqc(?a%%—(vb)b%\«/_c>+z({%_g% { mz{a@‘;g]
nach G1. (34).

Schliefllich ist zu beriicksichtigen,daB die untere Grenze der
Integration entlang SF(y-O)

‘b’l:A%TO(%+Ag>’ (66)

mit b”= O fiir vollgetauchte Zylinder,den singuldren Punkt
gl = % ausschlieBt
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Die Ermittlung der Teilpotentiale q;:’ bzw. G;:) er-
folgt damit durch d i r e k t e Losung des gekoppelten In-
tegralgleichungspaars (61), das dhnlich (52) vom Integralglei-
chungstyp Fredholm-2zwedilter Art ist. Die In-
homogenitidten in (61) erfordern die Kenntnis der Teilpoten-
tiale e r s t e r Ordnung und ihrer Ableitungen entlang der
Kérperkontur bzw. der Ruhewasserlinie; diese werden nach einer
vorangegangenen Ldsung des Integralgleichungspaares (52) und
anschliefBender Differentiation in der geforderten Richtung be-
stimmt.

Physikalisch 1dRt sich das Integralgleichungspaar (61) wie
folgt deuten: Das gesuchte ?ZT’Potential zweiter Ordnung
setzt sich zusammen aus einem Do ppelschichtpo-
tential mit der noch zu bestimmenden Belegungsdichte
q.:_ﬂ(g,z) infolge von entlang So angeordneten D i p o 1 e n,
einem Einfachschichtpotential mit der
bekannten Belegungsdichte - F(Z)( L3 ,Z ) infolge von entlang
So angeordneten einfachen Q u e 1 1 e n und schlieflich ei-
nem weiteren E i n £ a ¢ hs c hich t potential mit der
aus PotentialgréBen erster Ordnung gebildeten, bekannten Be-
legungsdichte L(z)(g ) von entlang der Ruhewasserlinie y = 0
angeordneten einfachen Q ue 1 1 en (vgl. Anhang B.2)

22 L' & sungsver fahtriedn

Die in 2.1 aufgestellten Integralgleichungen e r s t e r

- (52) bzw. (60) - und zwe iter Ordnung - (61) - sind
alle inhomogene lineare Fredholm-

s che Integralgleichungen zweiter
A r t von folgender allgemeinen Form:

gcs) — ) )<C5,t)g;(t)o(t = £Cs) . (67)

Se
wobei @ (s) die gesuchte Funktion, K(s,t) den sog. K e r n,
f(s) die Stdérungs funktion und A einen Zah-
lenfaktor der Integralgleichung bedeuten.
Existenz- und Eindeutigkeitsfragen von L&sungen der hier in
Frage kommenden Integralgleichungen sind im Anhang B.4 ausfiihr-
lich behandelt worden,



- 20 -

Aufgrund der speziellen Form des Integralkernes K(s,t), der
die komplizierte G r e e n sche Funktion (45) oder (48) ent-
hdlt, als auch der Stoérungsfunktion £(s), die insbesondere
beim q?lproblem ein uneigent1liches Integral
enthdlt, ist eine ge s ch1los s ene Lbésung der vorlie-
genden Integralgleichungen fiir b e 1 i e b i g e Spantformen
nicht méglich.

Neben den Ndherungsmethoden, die auf Entwicklungen des Integral-
kernes und der gesuchten Funktion nach Eigenfunktionen basie-
ren und nur fiir bestimmte Spantformen mdglich sind - vgl. auch
Multipolmethode -, ergibt das hier angewandte
Quadraturverfahren nach W. F r a n k [5], die sog. C1lo s e -
F i t Methode, ausreichend gute Ldsungen fiir fast beliebige
Spantformen. Die Methode bildet eine konsequente Ausdehnung

des von He s s und Sm it h(72] fiir die gleichférmige
Umstrdmung von getauchten Koérpern eingefiihrten Verfahrens.

Es wird zundchst angenommen, daf die getauchte Kdérperkontur

So ausreichend genau durch einen aus N Strecken bestehenden
Polygonzug approximiert werden kann, der durch eine endliche
Anzahl von N + 1 Ecken definiert wird (Abb.2).

V

K
=

Bnag »Oner)

Abb. 2
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Da sich die numerischen Untersuchungen auf die beziiglich der
Vertikalachse symmetrischen Schiffsspanten beschrinken, wird
zunichst nur der vierte Quadrant betrachtet und die Symmetrie-
bedingungen der geometrischen GrdBen sowie des Potentials aus-
genutzt, um den EinfluB des dritten Quadranten zu erfassen.
Es werden N+1 Punkte entlang der im vierten Quadranten liegen-
den Koérperkontur %So so gewdhlt, daB der erste Punkt ( %, ,Z.)
auf der negativen y-Achse und der entsprechende letzte
(BNeqp» ZN+1) fiir t e i 1 getauchte Zylinder auf der positi-
ven Xx-Achse liegt, widhrend fiir v o 1 1 getauchte Zylinder
Sy e L, wund 2 ., <0 gilt.
Die mit den j-ten Segment zusammenhingenden geometrischen
GroéRen sind durch den Index j gekennzeichnet, wobei die ent-
sprechenden Grdfen des spiegelbildlich liegenden dritten Qua-
dranten den Index -j besitzen, so daB folgendes gilt:

(68)

fur L £ 5 < N4q

Das gesuchte Potential bzw. der daraus resultierende hydrody-
namische Druck wird im Mittelpunkt eines jeden Segmentes be-
rechnet, wobei von der tatsidchlichen Kdrperkontur nur uner-
heblich abgewichen wird, wenn ein genligend groBier Polygonzug
angenommen wird. Die Genauigkeit der erzielten Ergebnisse wird
jedenfalls nicht wesentlich verbessert, wenn die tatsdchliche
Kérperkontur beriicksichtigt wird.

Fiir die Aufpunktkoordinaten im Mittelpunkt des i-ten Segmentes

gilt
X} = % C.gi *.gi+4)
(69)
y: =_iz_(‘2i*2:.4)r
fir
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Die Linge der Sehne des i-ten Segments ist

P %
(s, -5+ C2,, -2 ], (70)

P44

und deren Neigungswinkel zur positiven X-Achse,positiv entgegen
dem Uhrzeigersinn gerechnet,

ML ; (71)
=

)

. = AAYC f 8

SchlieBlich gilt fiir die nach auBlen gerichtete Einheitsnormale
in P(x;,¥;)

_ﬁi :?S]qu;—chsu}’ (72)
mit den Einheitsvektoren 1 bzw. ? in der positiven Xx- bzw.
y-Richtung.

Es wird nun angenommen, daf die Quellstdrke der entlang der
Kérperkontur S, angeordneten Singularitdten - dies gilt fir
alle in 2.1 aufgestellten Integralgleichungsmethoden - nur
langsam entlang So sich idndert, so daB sie entlang des zum
i-ten Segment gehdrenden Bogenstiickes als konstant betrachtet
werden darf. Dies erlaubt uns,die zu l&senden linearen Inte-
gralgleichungspaare (nach 2.1) in lineare algebraische Glei-
chungssysteme umzuwandeln in folgender Weise (vgl. (57)):

L]

? Cxl,\/ ) = L
(28]
- L 6 C)(,‘/\/|)— i U C; 7 BG cxllvl'J-;/‘?)ds
& 2 S,
N
2L e e, v )— R i,y 5.9
23 € Cxi,v;) Z 4s & ng) e 2 -

(12

«) 5! . v
L s o1y )—i'-n Z c“’cx-,/vs)gds CAGHS.IATIA 2
5=1 B anp
2

;fi 5" C><,,\/ - —LZG ;5,52 S 2G" CX.,Y.,‘S 2)0(5
3=4q anp
(37)
fiir 7 % § SN




Da jedoch die hier in Frage kommenden Integralterme

(F V) GCxi,yi%,p)ds

€S5)
bzw.

S G C.Xi, ) 8 2”\2 Y,

€553

fiir den Fall unend 1l icher Wassertiefe in g e -

s chlossener Form auswertbar sind (vgl. Anhang D),
148t sich das in (73) dargestellte Gleichungssystem zur Be-
stimmung der komplexen Funktion 6(1)(xi, Y;) nach einem ge-
eigneten Ldosungsverfahren bequem behandeln (s. 3.1).

Ahnlich lassen sich alle in Frage kommenden Integralgleichungs-
paare nach 2.1 vereinfachen, wie noch unter 2.3 bzw. 2.4 genau
vorge fithrt wird.

Ein Nachteil der hier dargestellten Methode besteht darin, daf
fiilr eine endliche Anzahl von Strecken - mit endlicher Linge -
die gleiche Anzahl von mathematischen Unstetigkeiten im Funkti-
onsverlauf der Quellstidrke entlang S, auftritt. Dies wdre je-
doch eine Verletzung einer der Hauptforderungen der Theorie
iiber Oberflichenbelegungen, wonach die Quellstidrke kontinuier-
lich entlang S, verlaufen soll [70]. Da jedoch die Existenz-
und Eindeutigkeitsfragen von L&sungen in einem fritheren Sta-
dium beantwortet wurden, ist nunmehr allein die Erzielung von

Ndherungsergebnissen von praktischer Bedeutung.

Nicht unerwihnt sollte eine von A. Tr oe s c h [18] ver-
folgte Méglichkeit bleiben; er erh#dlt einen kontinuierlichen
Funktionsverlauf der Quellstidrke dadurch, daB er einerseits
Punkte auf Bogenelementen der tatsdchlichen Kérperkontur be-
trachtet und andererseits die oben erwdhnten Integrale iiber
die G r e e n schen Funktionen nume r i s ¢ h durch
verschiedene Quadraturverfahren 18st. Die Wahl eines geeigne-
ten Quadraturverfahrens und der entsprechenden G e -
wichts funktion in Abhingigkeit von der jeweils
vorliegenden Spantform und dem zu untersuchenden Schwingungs-
fall erfordert jedoch eine nur durch Rechenbeispiele zu ge-
winnende Erfahrung; dabei kann eine geschickte Wahl durch die
geringere Anzahl von Eingabepunkten zur Beschreibung der Kor-

perkontur einige Rechenzeit ersparen.
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2.3 Potentiadl 'er s tre.n0pd B a ng

Nach der Algebraisierung der zu lésenden Integralgleichungen und
vor deren numerischen Auswertung ist es zweckmifig,durchgehend
dimensionslose Darstellungen zu verwenden.Damit vereinfachen sich
einerseits die auszuwertenden Formelausdriicke und andererseits
wird eine einfache qualitative Interpretation der Ergebnisse er-
méglicht.Alle Lingen werden auf die maximale Halbbreite bezogen,
widhrend die Zeitvariablen durch die Kreisfrequenz der Erregung
dimensionslos gemacht werden.Ferner wird der in der Schiffshydro-
dynamik itibliche dimensionslose Frequenzparameter

Bl = »b (74)

eingefiihrt,obwohl im folgenden die Schreibweise (¥ b) vorgezogen
wird.

Die zugrundegelegten dimensionslosen Faktoren und die Bezeichungen
der dimensionslosen GrdéBen sind der entsprechenden Liste am Anfang
dieser Arbeit (S. X) zu entnehmen.Es ist darauf zu achten,daB alle
FeldgroBen (Koordinaten, Lingen und Potentiale) a b Punk t 2.1
o h n e Anderung ihrer Bezeichnung als dimensionslose GrdBen be-
trachtet werden sollen.Nur die in 2.5 abgeleiteten physikalischen
Kenngroflen (Driicke, Krdfte, Wellenprofile) sind als dimensionlose
Koeffizienten besonders gekennzeichnet.

Ebenso wird im folgenden der Rahmen dieser Arbeit auf das Problem
unend1licher Wassertiefe beschridnkt, wobei die anfallen-
den Integralausdriicke der G r e e n schen Funktionen fast aus-
schlieBlich analytisch ausgewertet werden kénnen,wie im Anhang D
gezeigt wird.

Unter Anwendung des in 2.2 beschriebenen Losungsverfahrens auf
das Integralgleichungspaar (52) ergibt sich das folgende lineare
algebraische Gleichungssystem,bestehend aus 2N Gleichungen zur
Bestimmung von 2N unbekannten Potentialausdriicken ¢§l)(xi,yi) und
(1)(xi,yi) y 1 =1,2, ... ,N im Mittelpunkt der zu den N Seg-

$ls
menten gehdrenden Sehnen entlang der Kérperkontur Syt

N ~
<5 @) S s
_Zﬂ@c’(xuy;) +% ?‘c(“s/Vj)Iia("h‘/:/‘<5:‘/;)‘z $45(X5'\/§> s
= 3=4
St N — o )
3:)(’<'/\/;)’<5'\/)) = Z F<"ar¥">7 Kis(xn,\’;)ﬁ)ﬁ\/j) » (75)
)

~N ) N ~
cad cA) W > ——1
-2 Q‘bc)(.‘;‘ﬁ)*z‘ Gic("i'\/))sl) *z §45<"j,‘/,)155=2 [ L]é’
5= 5=4 351

fir i = 1,2, ... ,N , mit Ii(;) =M + ... ,fdr i=j nach (D.2.7).
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In Matrizenschreibweise 1#Bt sich (75) vereinfacht wie folgt

schreiben:
€4, CA D 4
{-2n[I1+[H"13-[P"] =[R™] (75)"
2N F—nN——N— 1
1 o d s | d T
. o | Tl - s
[I1= SR T P
33 | T s S5 e
o) 1 | |
& 4
& No—w, I
R
= i B
ZE |y

mit der Einheitsmatrix [I], der sog. EinfluB-Koeffizientenma-
trix erster Ordnung ()] , der Stérmatrix erster Ordnung
ER(1)] und schlieBlich der gesuchten Potentialmatrix CLPT .

Dabei gilt fiir den EinfluBkoeffizienten erster Ordnung in Pha-
se mit der Geschwindigkeit der Bewegung in Punkt P(xi,yi), in-
folge des j-ten Sementes (vgl. 2.1):

= |
o éwdkj ads +

> 6) =% (76)
(e}

+ SC%’(—g,Z)-V)[eog(zi+E)- 608 €2+ ) +

CS_3) oo
: ~ikC2,+7)
e
$i2 % T dk]dé}.

(¢}
Entsprechend gilt fiir den EinfluBkoeffizienten erster Ordnung

in Phase mit der Beschleunigung

3

< —jeve) C2i~T

G

(77)

o3

=-2rnRe, E g (WCE,Z)-V)[G
39

— v D)
. SCVY’C-S,Z)-V)[e o )CZ T e

cs_;,)

SchlieBlich ergibt sich fiir die Stdérfunktionen :
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N
= C4) 1)
Z F Cx,«'yi) Kij —s

as

-

ZCosu,-[QeiZSE&sz;—;)-eogcz;-a)+
3=4 (55) .
T _-ik(2;~8) 3
+Z§/%T\<_~dkld5* g[eog C?;i—;)—

Te.)
¢ 2 -ik(a;sf?_;)
= i D+ 2 e T el oS
()g C2,+G) + §; s ] g'] ’
o

—itvb>C2;-Z)

N
Zcoszx,[in Qe;zgte 1ds + (79
> €sy)
—itvb)C2i+5 )
+ g Ce st_?)]_

<s_y)

Die in (76) bis (79) anftretenden Iﬁtegralausdrucke sind im
Anhang D auf analytischem Weg geldst, wobei die Ca uchy -
schen Hauptwe rt integrale zusdtzlich numerisch behan-
delt wurden.
Wenn die Potentialausdriicke Qf:(xj,yj) bzw. Q:: (xj,yj)
entlang S, durch Losung des Gleichungssystems (75) nach einem
geeigneten L&sungsverfahren (z.B. G a u B scher Reduktions-
algorithmus, vgl. Punkt 3.1) ermittelt wordem sind, lassen
sich die gleichen GréBen entlang der Ruhewas ser -

. > < w
linie ?4; (x;,0) bzw. Fus (xi,O) aus folgenden alge-
braischen Gleichungen bestimmen:




-~ 36/ =

Y T
= ?‘\chﬁ:\/)) i)cxi/o) Xj,V';’*‘

=2 @szxi,o)
i e i
= .W@«50%1\/-;73;5(&,0;X),\/Q * (80)
N — D €D
*Z = Cx%5,Y50 K'ljcxiloix'),yj)
3=4

€4)

N
w2 )
=2 Qqsbq,oﬁ =—%§4CCX'},\/))3,3(3(;,0,')()‘,\/'))-

~
<) A
| %<§45CX5,V57I;)(xi,O;x_sly))+ (81)
N —w >
) +Z = C><5,\/<,7L-,,C><;,O;><5,y>),
mit x; > EN 44" 2

Ahnlich 14Rt sich das Q:U—Problem durch Ldsung des Integral-
gleichungspaares (60) und Anwendung von Gl. (59) indire kt
16sen. Unter Beriicksichtigung von (75) ergibt sich aus (60)

das folgende, lineare algebraische Gleichungssystem mit 2N
Gleichungen fiir die 2N unbekannten Ausdriicke der Quellstirke
6% (s;) und 6;)(51)' i = 1,2...N im Mittelpunkt der zu den

N Segmenten gehdrenden Sehnen entlang der getauchten Kdrperkon-

tur SO:

~N ~N
<P) [P €9} e 0
= 2B, )+ 2, LSy B —ngcs,)g;b:
2= >=q

= 2 COs K (82)

N €A B 13
(@B 2 <) L
-Z2n &g CS;)+%GOCS>)5~,-} +% Gécsj)Iij =

=. O,

fir i = 1,...,N, mit Ig}) =M #... flix i = j nach (76),
(D.2.7).
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Fiir die EinfluBkoeffizienten gelten die entsprechenden Formel-
ausdriicke (76) (77) im Zusammenhang mit einer Differentiation
in Richtung der 4 u B e r e n Normale nach den A u f -
pun k t koordinaten (vgl. Anhang D).
Das Gleichungssystem (82) 148t sich #hnlich dem in (75) nach
einem Reduktionsalgorithmus l&sen (vgl. Punkt 3.1). Damit k&n-
nen die Potentialausdriicke ¢::(xi,yi) bzw. $,:) (xi,yi)
entlang SO und der Ruhewasserlinie SF mit Hilfe von Gl.(59)
angegeben werden:

~N
O @)

S SV )'5;7[ < 6 csy Re, {[géogc:s )=
¢s3)
% ~ikiR-2)
- €og (3, ‘4)+2§,—_b)__——olk]o(s+ (83)

= —ikl2;+5)
3 S[COgCi‘if‘;)—eogcz-,+‘q)+Z %dejds}‘f
S ) (&)
— iCvb)C2;~ ;)

+2nie'écs)\2e {SLe Jos 4

(s5)

—icvbd(2;4Z )
S Ce 1ds¥ ] »

(s_-,)

N
@) 1 @ L
Fre XL YiD :3‘——:[‘;6’5 cs;) Re, g[éfogca -z)
—ikCQ)*Z)
_608C2 :)+2§T——d\<]d5 + (84)

—\kCE‘ﬁz,’)
b)) —Xk

g[éog 2+~ Cog 27+ Zé

'S )

dk]ds}-

. - i(vb)cz;-;)
-Zn_ZS’OCS',)Qe-,{gEE: Jdds +
3=4 3

. SEe—»va)Ci'g) g ]

CS_',)
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Aus den Potentialausdriicken q.‘;‘c’bzw. qf:am Rande des Fliissig-
keitsbereichs, die hier nach (82) bzw. (83) und (84) ermittelt
worden sind, lassen sich sowohl verschiedene in Frage kommen-
de physikalische Gréfen e r s t e r Ordnung ermitteln, wie
in Punkt 2.5 gezeigt wird, als auch die Stérfunktionen der
Integralgleichungen zweiter Ordnung erzeugen, wie im folgen-
den dargelegt wird.

2.4 Potential zweiter Ordnung

Durch Anwendung der in 2.2 dargestellten Ldsungsmethode auf
das Integralgleichungspaar (61) 14Bt sich das folgende lineare
algebraische Gleichungssystem, bestehend aus 2N Gleichungen
fiir die Bestimmung von 2N unbekannten Potentialausdriicken
q;:j (x ¥ 4 ) und g::) (xi,yi), i=1,2...,N im Mittelpunkt
der zu den N Segmenten gehdrenden Sehnen entlang der getauch-
ten Kérperkontur S, aufstellen:

)

-2”¢1cc’<|fY.)+Z(f-’icc’()'yp):[ (Xs'Y;;‘x‘);\g)-
—Z lecxj,\/))g va:V, /X);\/> =

— ) c2? o — )
Z FQ CX}/Y)) K ) (Xu\/ / X) y)) _Z t_-b Cx)l y))
= =4

c2) cad p(l)

'l_-,)Cx;,\/;;Xs,y,)+p:, O w3 = T O ¥ 0,
(85)
~N

c2) 2 ) 2y ca)y
—2”$15C’<i;yi)+2q’zc iy +.Z ‘7 A
& —cz) (&) c2? <2
oz S +Z r Koy + Q + Q
I=H 2= A4

£ 1 = Lis e 5 MIt Ii(_?) =M+ .. fitx i = j  unter Be-
riicksichtigung von (86) und (D.2.7)".
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In Matrizenform 148t sich (85) vereinfacht wie folgt schreiben:

($3

2

J =E RC:.)]

(85)"

{-2n[I] + £ HJE TP
2N g L = A
1 o | I Q ~ |
NES N R
= - ] |
[I] - ZN[H ]_ <2y ca) I [?J €2 I
3!3 II’ N Fas |
o 1 I l
7
1
%E;”K:’-%E;MCA; D p:n_ P;” T
5 R e |
%E;”L:,+,I“ Fs ,Kix ¥ Qc” Qs) T

mit der Einheitsmatrix [I], der EinfluB-Koeffizientenmatrix
Ordnung [H(z)], der Stdrmatrix zweiter Ordnung tr(2);

gesuchten Potentialmatrix zweiter Ordnung [ P 7.

zweiter
und der

U

[R"]-
i
|
|

Filr die EinfluBkoeffizienten zweiter Ordnung gilt (vgl. 2.1):
c2> iy B =
I.)%: Qei{cg,igwcg,z>V)[€o%(2,~z;) €0g(2;-T)+

ik(a';-_;-)

e el ST

2 émdk]ds +SCV\C .70 | (86)
o CS.5)
‘[ €og (2,47~ o <2.+;>+zg_,__e-"“*"?’dk]ds?
O% - gc2; e ’
(@]

< —i4cve)(2i-Z
3, =-2n QE;{QCWCS»Z)V)[E e N
€s5) (87)

—i4vb)(2i+7)
+ Scﬁc-s,p‘?)[e o i ]oés}.
CS_Q

Fiir die Storfunktionen zweiter Ordnung ergibt sich mit (62)
bis (66):




= B0~

N — c2) c2?

_Z F.-C (xblY))K\)(x V]Ix)/\’)

5=4

1 o D :0 _ 3* (LY :
'ZZ[-BL\/?(h/\/))COSM ixa§\/5 wocsl -
'[Re.{g[@ogcz.-m—eo%m-,-;) 3 5

o0 (5

<ileC 2= G) il

+2§%—c‘€)‘—'k—dk]db+ S[eogczﬁz;)_

= cs )
_ZOQCE G 2% 2%4(»«,) kdk]dszj

(@]

ez D

“Z Fs CX,,\/D)I_,D(x,,\/, 5%, Y5 =

a_ )
4 Z[.ﬁ«.& Cx3,Y5) S1N o5 — %%f-cosoc’].
o)

D% 0Y
.[znreeigg[e"““b“"fﬁds ; =
s H g [e_-.z,wb)c;pz;)]dsgj,
CS_rJ)
P exi i) = va)g{[@SCIg o)(i_ cyb)aijc_) +
5]

cad) €a) (<b) (<P cA)
ag 15 (v 9%1s) — aq;«; a@«s a@'«c €15 ).
'OC B 3\/) 4(a>< 9 % = 9y oy )]

oo
ks
e icos kK (x;=% 2 e .
+[§ 4vb)y— Kk oLk + (90)

@)

£ (v —

%/ Lo&.k(x +E)dk:lgd~g’
(@)
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—p CXI/YI)~

oo
LCvbIVY .
atvod e Si[‘?fs’cg oX L ub)”*)

oy

1)

ca_s-; —Cvb) m) +z(g “’g 23y,

ga fl’g Ea@sg)} [ cos 4 v6)Cxi-) +

+ coS 4cvb)C><;+<,)]§a(§. 91)
N -_—C2) c2)
3=
b 2 LSV
‘LZE —é-(x,,y,)CO>°< -2 @ 5mo(]
25 Dx v
-i{(vb)ca‘;—g)
[2n Re,zgte Jods +
)
- i4db)C2i45 )
+ SL—:S stg] , o
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il 2 =

N 2) ca)
B 5,C x3,v5) Wi 5 Oxi,yisx5,y5) =

=

>

(EP]

_;:1[3 Q:Zc,( y))smu—aiig_cosu]
{Qe-,{g[eog (2,-5)-Cog (2;-7) +
- & = (93)
-1 (2~ = =
42 %T:b)———j dx]ds + S]_€og(3;+§)_

o
=illelC2; *Z;)

- €og (245D + 2 ém k]dsg]

c2)

—QO CX,',\/',) =

oo
4("6)\/{ D 2 52
M ewo) e §£[$15C§'0)( %
- (ve) Q&C_) + q;::(_& —v6d ——i—s—) -
-4 (BQ‘.C a—@-i) Ogic ——@-—‘5)] (94)
o %X oV

'[wb 4G Cx =D + cob4va)CX;+§)]§d§ ,




c2)

OS C’<I‘/\/4|) =

)

CVb)S{[\?::(S-O)C m; <) __?:_5.)

2 )

_Q,‘Z(&-(vb)a_aL\*:fj)Jrz({aa_?_j:i_
2 w _2
£y’ fagt 138

e Vico s xlx;-€ ) B gt eV cos WCxi+% )d_k]gdg.
[ 4 Cvb)—X 4 Cvb)-k

(95)

(@] o]
Die in (86) bis (95) auszuwertenden Integralausdriicke sind z.T.
im Anhang D behandelt worden, insbesondere diejenigen, die mit
den G r e e n schen Funktionen des Problems zusammenhingen und
analog zu denen e r s t e r Ordnung geldst werden kénnen.

Die Stérfunktionen in (85) erfordern dariiber hinaus die Kennt-
nis von PotentialgréBen e r s t e r Ordnung, in Zusammenhang
mit den Ausdracken FEZ) , F{2) | m(Z) una Mé” nach Gl.(62)
bis (65), ndmlich von:

C CRCS), TS, )(96)
ay axay Byz G"’ 24 q«s

entlang der getauchten Kérperkontur So,und

- R - o e (97)
i1,ax/-a*; g—;—,g(@cci'O)z ?15)

entlang der Ruhewasserlinie Sg-

Die erforderlichen Potentiale e r s t e r Ordnung entlang
der Kdrperkontur werden durch die vorangehende Ldsung des Glei-
chungssystems (75) bestimmt. Anschliefend lassen sich die ent-
sprechenden Werte entlang der Ruhewasserlinie nach G1.(80) und
(81) bestimmen.
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Einige typische numerische Ergebnisse fiir einen tauchenden
Halbkreiszylinder ( Q:: bzw. q:; entlang S, und Sg) sind in
den Diagrammen Nr.1 und Nr.2 wiedergegeben.

Um die nach (96) bis. (97) erforderlichen partiellen Differen-
tiationen, die numerisch durchgefithrt werden, in mdglichst we-
nigen numerischen Schritten zu erhalten, werden die Gleichun-
gen (62) bis (65) umgeformt mit dem Ziel, mdglichst wenige
verschiedene Differentiationsausdriicke berechnen zu missen.
Man bedient sich hierzu insbesondere der L a p 1 a c e schen

: Gleichung, der B e rn o ul 1 i schen Gleichung entlang SF und der
Differentiationsmbglichkeit in Richtung s entlang S .

Damit ergibt sich aus (62):

= [a G.s 3% ’a’@‘;"ag]
oy? 95 Ix a‘y 95

[39'15 9% , ?° Grn @l],
dx* ?¥s Ox9oy 08

oder
— b €1
= e 32_@‘5 : (98)
5 2  2x09s
Entsprechend bekommt man aus (63)
——c2) az (€9
|:5 = 4 9 @c . (99)
2 9%x9s

SchlieBlich ergibt sich fiir die Ausdriicke Méz) bzw. Méz) ent-
lang SF in dimensionsloser Form nach Gl.(64) bzw. (65):

= A @) ) n)
Mo = va)[§ m + 6(\/6) §tc T
(100)
) 2 _ (A) )
+ Gue 2 ¢ 4 2% _@_s]
o x? O x
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—_— C2)

Mg = va)[Gm a f-) + BCvo) ({

(%}

(101)
@)

>l @ w2 2
-feiel)- s Loz, 2(§28T - (280:7)]

Damit reduzieren sich die erforderlichen partiellen Differen-
tiationen entlang So bzw. Sg auf:

21 . _a_.. : i—g ( Q “)Ci($7 ?CS))' Q f;’) 102
" 9x ! @xos e ’ e (82
entlang So und
fiy 2 §CQ T oD e
/ E;; ) ac 1 (103)

entlang SF

Einige numerische Ergebnisse dieser Ausdriicke sind in den Dia-
grammen Nr.1 bzw. Nr.2 wiedergegeben. Die fiir die numerische
Differentiation zugrundegelegten Verfahren werden noch unter
3.1 angesprochen ebenso wie die numerischen Quadraturverfah-
ren zur Auswertung der theoretisch bis zum Unendlichen reichen-
den Integralausdriicke in Péz) . Péz) % Qéz) bzw. Qéz) 3

Nicht unerwihnt sollte der besondere EinfluB der Singularitit
im Schnittpunkt von S, mit SF bleiben, insbesondere auf die zu
bildenden Ableitungen nach (102) bzw. (103). J. Xt a v -
tschenko hat gezeigt, daB die zweiten Potentialablei-
tungen dort unendlich groB werden, wihrend sie sonst kontinu-
ierlich verlaufen. Obwohl dieses Problem numerisch umgehen
148t , erhdlt dieser Punkt bei der Behandlung der restlichen
zwei Freiheitsgrade in der Ebene - der Roll- und Querbewegun-
gen - eine zusdtzliche Bedeutung, da die dort zu bildenden Ab-
leitungen an dieser Stelle das Strdmungsbild erheblich mehr
als beim Tauchen beeinflussen.

Nach der Ermittlung der PotentialgrdBen ?ac(XJ:YJ) bzw.
?25 (x ,y ) entlang S durch L8sung des in (85) aufgestell-
ten Glexchungssystems nach einem dem G, —Problem (75) #hnli-
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chen Ldsungsverfahren folgt die Berechnung der gleichen Gréfien

entlang der Ruhewasserlinie S, unter Beriicksichtigung der fol-
genden algebraischen Gleichungen:

)

N
=7 c2)
= 20T QJCCK;,OB‘—‘—i @ Cx5.V5) I;j C)(;,O,'xj,y-))+
2=A4

"’.i (;15(%,,\/3)3 C" ;95 X5ona &

(104)
el G, —C2)
+ :Z:- Cx):y)) k:IJ CX|'C) X3/y)> :Z; CK)'yS)
3=A
c2) c2) €22

L k1,05 %5,5) + Petxi0d- Py 0,00,

~N c2)
(4%, c2)
-2 QQSCX;,O)=—1 QQCCXD-,\/'))B; = Cxy e X)‘,\/»))-
5=1

(105)

& c2) c2)
_—Z—lecxil\/j)Iij X360, ’<5,\/'3) +

_c27

~N
_— C2)
+Z CX),\/J) L‘)CX|,O X),\/)>+Z FS CX)/\/’)
) =1

Cl) €2 €a )
-)<',>C><;,O)7<5,\/5)+ Qc, CX; O+ Qs g ST 2
mit x; > \SNﬂ

Damit sind die Potentiale zweiter Ordnung entlang der uns in-

teressierenden Ridnder So und SF ermittelt, so daf alle in Frage

kommenden physikalischen GréBen z w e i t e T Ordnung, wie

in Punkt 2.5 genau angegeben wird, bestimmt werden kdnnen.
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2.5 Physikalische GrdBen
GRUNDGLEICHUNGEN

Die hydrodynamische Druckverteilung relativ zum konstanten
atmosphédrischen Druck ergibt sich durch Anwendung der B e r -
noullischen Gleichung

Pix,y;¢d = -98y-9PFex, vt )_%?‘Vq)'z (106)

am jeweils interessierenden Ort als Funktion der Zeit. Ins-
besondere gilt fir den hydrodynamischen Druck entlang der sich
bewegenden Kdrperkontur S unter Berlicksichtigung von (3)

pr»’;t)=—§%C§cs)+)@Cé)) - b
107

-9 <P{C>?cs),965>+ yoCt))-i-’y, VCD‘z,

Nun 148t sich P(x,y;t) nach (107) in einer Taylor-Reihe beziig-
lich der "ungestérten'" Ruhelage des Kdérpers, die durch die
Kontur So(i(s), y(s)) gekennzeichnet ist, entwickeln.

Unter Berilicksichtigung des Stdrungsansatzes fiir <:FD(ZO) und
von vy,(t) (2) ergibt sich flir den Druck entlang S bis zur

zweditemn Ordnung:

_i§ p(>?c5),\7cS))t) = g FCsd 4

(108)
CA) w
+&[gb§hf>w‘t +thC><,;/)t)] +
@) cad car 2 “r2
+E[bsinwt R + P, L (BT PTH] L Oce.
ty t 2 X b7
Durch Integration des hydrodynamischen Druckes P nach (108)

iber die getauchte Kérperkontur S ergibt sich die auf den Kér-
per wirkende hydrodynamische Kraft pro Léngeneinheit:

F ) ==\ Pcxesrgesredrd os, (109

S
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wobei n die nach auBen gerichtete Einheitsnormale bedeutet.

Wenn L nach (53) die halbe Bogenlidnge der Kdrperkontur S, zum
Zeitpunkt t = O in der Kdrperruhelage bedeutet, so kann ange-
nommen werden, daf flir die entsprechende Kontur S zum Zeit-
punkt t gilt [43]:

") %) 2. €2
L rEeg s £ g O@ISSELrE. + £ Er4 (110)

Qce>),

mit
) )
_ee = ef )
"= cald (111)
-€e = €y

>

fiir die beziiglich der y-Achse symmetrischen Tauchbewegungen;
S wird dabei durch die Schnittpunkte der freien Oberfldche mit
der Kérperkontur beiderseits der y-Achse begrenzt.

Unter Anwendung der Regel von L e i bn i z [691 wund einer
Taylor-Entwicklung beziiglich & 148t sich folgendes nachwei-

sen: o AT,
Lty v e € i
oL jey= fCs)ds = fesdads +
(1e2)
) a2 ta)
—L+EECtE € =15

re[el Fer-e F-0)) + Oce®,

fiir beliebige Funktionen f(s); dabei wurden die egi)-clieder
vernachldssigt, da f(s) mindestens von der Ordnung & ist,

so daB schon die Ausdriicke mit egl) von zweiter Ordnung sind.
Unter Verwendung von (112) 1dRt sich das Druckintegral in (109)
auf ein Integral liber S, und einen von eEL) abhéngigen Zusatz-
term zuriickfithren. Fiir den Schnittpunkt der freien Oberflidche

Y(x;t) (4) und der Kérperkontur y(s;t) (3) gilt

ycs;é):YCxCS%t)’ (113)
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mit [s[ = % . Durch Taylor-Entwicklung von (113) beziiglich
der Lage s = L und Gleichsetzung von Gliedern gleicher Ordnung
beziiglich & ergibt sich fir e(') = |e(‘1)l - ‘e(l)l nach
(11

(4P
& Y (xeue) -bsivat

= 114
DYCLY/ DS B

wobei der Stdransatz (19) fir Y(x,t) beriicksichtigt wurde.

Durch Einsetzen von Y$1)(x;t) (A.1.4) und Yol(t) (2) in (114)
ergibt sich fir e(1) in dimensionsloser Form

{114)"

Lt T (LF)
em - [cvb)@,oc xu_),o)—dsmwt ~vb) GrscOSwt
dVcLd/2s

DRUCKGROSSEN
Entsprechend den unter 1.4 angestellten Uberlegungen 14Rt sich
P(x,y;t), dhnlich dem Geschwindigkeitspotential P(x,y;t)(15),
bezliglich € folgendermaBen entwickeln:
~N
pr,y)£)=Z e’ pm’CX,y,'t) . (53
n=9
Durch Entwicklung von (115) in einer Taylor-Reihe beziiglich
der Ruhelage So(i(s), y(s)) und Einsetzen in (108) ergeben
sich unter Berticksichtigung von <P (20) und nach Ordnen der
anfallenden Glieder bis zur zweiten Ordnung beziiglich & die
Druckausdriicke p(n) entlang der Kérperkontur, fiir 0 =n < 2

cod

(Xcs),yes)d=-@g ycesd , (116)

2% i

oy o . CEY puad | -
p cRe,Fesutd=sp[we, cx,yr-gble
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= 4D = t
p(1)(§<‘c5),ycs>,'{)+jbp;c?,?;t)eJ =
) — ) — CAd
‘9 ("/y)"—(q;1>< $4x +¢4y q«y) (118)

4D 2 g — 520t

-9 [—529\)(5;“ (51\/ + i CQE:: * ?«y ):Ie

Der hydrostatische Druckterm p(o) wird im weiteren nicht mehr
beriicksichtigt.

Mit den Abkilirzungen

(€D
CAD = | gt
FD =P CXx,Yy s 3
(119)
pcm 2 Jwt
= p (xl>//€ )33l F3 CX Tk g
und nach Einfithrung von dimensionslosen Gréflen (siehe ent-

sprechende Liste am Anfang dieser Arbeit) 14@t sich der hydro-
dynamische Druck nach G1.(115) bis (119) entlang der getauch-
ten Kérperkontur S folgendermaflen darstellen:
pC>’<cs>,7cs>;t) :_P_
£9b

= €4) — c2? (120)
=P s &2 P Vs Gee> )"

Unter Beriicksichtigung der einfach harmonischen Sinus-Bewegungs-
funktion (2),des nichtlinearen Ubertragungsmodells (16), kdnnen
die Druckglieder e r s ter bzw. zwe i ter Ordnung wie
folgt geschrieben werden.

Es ergibt sich fiir das hydrodynamische Druckglied e r s ter
Ordnung

(A)

| s cot + &5 (121)

=K '—(>

— CA) — C4D
pcf coswt 4 Ps &' uﬁ,
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mit (117) in dimensionsloser Form

-_

- il
. =-wvb) G, CX, 9D,

- C4) (<h)

Ps. = ) Fac €X, ¥ 1.

(122)

Die Druckamplitude §£1) bzw. die Druckphase é;é]) relativ
zur Bewegungsfunktion ergeben sich zu:

el b _ a i arw V2
i = pe=e gt ",

X;U = @TEC ég z:(:,g

mit o<8(')< 2n.

(123)

-

Der Druckterm zweiter Ordnung P( ) besteht aus einem
zeitunabhidngigen statischen Druckanteil, wie
anhand der ersten zwei Glieder auf der rechten Seite von (118)
erkennbar ist, und einem z e i tabhdngigen Druck-
anteil zweiter Ordnung, der mit der doppelten Erregerfrequenz
schwingt. Dies entspricht auch der Form des Stdrungsansatzes
fiir CF>(20). Das Vorhandensein eines zeitkonstanten Druckterms
impliziert die Ausilbung einer zusidtzlichen Auftriebs- oder
Sinkkraft auf den K&rper, die bei der Theorie erster Ordnung
nicht erfaft wird.

Mit

5“’: 5 + l pAlbl\/) C2w€+5—(“)

g 3 3

(124)

—c2)
+ ﬁél)ws 2t + Py s1n 2wt

= Ik

ergibt sich aus (118) in dimensionsloser Form fiir den .z e i t -
unabhdngigen Druckterm zwe i t er Ordnung

ca

S ) ©w)
P = iz-va)[a_;_;_C.(_Q,Q) _

(125)

~$(§28Y (25, f2ey fagiar)].
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Man erkennt daf zur Bestimmung von P( ) die Lésung des line-
aren ?« —Problems ausreicht und nur die Kenntnis der Ablei-
tungen des $‘-Potent131< in x- und y-Richtung entlang der
Kérperkontur erforderlich sind.
Diese werden zweckmdBig iiber die Ableitungen in s- und A-Rich-
tung berechnet, da sonst bei vertikalen Spantformen numerische
Schwierigkeiten auftreten wiirden.
Es gilt
(2%
<P (Xces),yesd) = CP C,osoc +<P SnNX ,
(126)

(€0

CP (xc57 \/cs)) ‘:P 5wnx-—cp cosx ,

wobei die Ableitung <;?; in Richtung der HuBeren Normale auf-
€A
grund der vorgegebenen Kdérperbewegung bekannt ist und nur P

in Richtung der Bogenlinge s ( Abb. 1 ) numerisch zu ermitteln
verbleibt.

SchlieBflich bekommt man aus einer dimensionslosen Darstellung
von (118) die folgenden Ausdriicke fiir den 2z e i t a b h @ n -

g i g e n dynamischen Druckterm z w e i t e r Ordnung nach
(124):

c«;

— cyb)[ 2 q,“’ Q/;)—i‘i ’a —

1

(127)
) 2

e e §°“S§ feeat]),

e (5]
P. - cued[ 2G4 e, vr-% 8%as ..

W (128)
LA (a?nc ag 5 )3
Entsprechend den Grdfen erster Ordnung (122) ergibt sich:
5‘17 — )R — ca» 3) "2
A = PC. * P.S > (129)
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Die Berechnung des z e i t a bhdngigen dynamischen
Druckterms zweiter Ordnung erfordert, wie nach (127) bzw.(128)
ersichtlich, die LSsung sowohl des ¢?L als auch des ;?1
Problems.

Fiir verschiedene Spantformen und Erregerfrequenzen sind die
hier dargestellten Druckausdriicke e r s ter und z we i -
t e r Ordnung numerisch ermittelt und in den angehingten Dia-
grammen einige Beispiele davon graphisch wiedergegeben, Eipe
Diskussion der erhaltenen Ergebnisse wird unter Punkt 3.3

durchgefiihrt.

KRAFTGROSSEN

Unter Bberiicksichtigung von (109) bzw. (112) und (114) fiir die
Auswertung des sich ergebenden Druckintegrals sowie des zu in-
tegrierenden hydrodynamischen Druckes P (120) ergibt sich fiir
die hydrodynamische Druckkraft in V e r t i k a 1 richtung
FV in dimensionsloser Form folgende Darstellung:

— )

——l'd &
F:v(e)=EL_z =eR T+ & Ry Oce). a3
2p9b
Dabei gilt fiir die hydrodynamische Druckkraft e r s te r
Ordnung unter Berilicksichtigung von (122)

- <4 _—

R =|FVAl51\nth+5’Fm)
(131)

— €4 — Ca)
ve coswt + £ o stn ot

mit

— CA)
ve S—Cvo)

CA) ==
Gy CXCS2, T ?’a—’; ds ,

(0} 5" s

(132)

-

—_Cu)

@wy ] -
vs = (v q,‘cczc:ﬁ,ycs))_aa_’;_o(s

o
= Be€ LA™
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und

p——clll 4. b} < — iR
=S =iF o +7[v5> ;

= 1N,

o et arcég {vag

wobei 5( ) auf die Bewegungsfunktion bezogen wird,mit
0o <5(1 o

(133)

c\/(
"
l

Der Kraftterm z w e i t e r Ordnung ?‘SZ) besteht, wie Jer
entsprechende Druckterm (124), aus einem z e i t un ab -
hdngdigen statischen und einem z e i tabhidngi-
g e n dynamischen Anteil, mit

—l P—

S =

(2)

|E.. (2evt + 8¢

I

I

(134)
el —s ) T e

Unter Beriicksichtung von (125) und (112) mit (114)' ergibt sich
fur F2)

w

L 5

— Y

= = ievb g[‘a@‘C’CXCS7 eSS =
o

|

NI~

ov DY

2 “
zaﬁmg+ ag:; " ansz g E,\;
3\/

L9X g 4 (DXCLI/35) (135)

2s ° T 4 CdyCLI/35)D

.[{(_vb) @::C 5?(1.),(3)524- {va) q;f?(;zcu/o)—@zl
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Schliefilich bekommt man unter Anwendung von (127) und (128)
und Beriicksichtigung von (112) mit (114)" die folgenden Aus-
driicke fiir die z e i t a bh &4 n g i g e dynamische Kraft-
groBe zweiter Ordnung nach (134):

s
—— 2D

Fee = —Zva)gQ:;C>_<CS),§/cs))%_§. s —

L IS
()
—-‘Z-’Cyb) g[ mCXCS) JsN + L(E 3(5402 +
o
w2.2 )

+ aq;j‘,’_z g_?;ég {3@5{ aa’—; ads +

2
4 COXCLI/B5) B S e
"z cayco/as)[{(y@q"s L

- §Cvid q;:ZC ZCL),0d - 4%2]

L

— 2 c2ad .
F;; = ZCvb) gq;lCCicsv,§/cs))%>_;_o(5_
L (@)
C4
—%va) g[ai_sCxcs) ) +
o
A @)
+..ii& %.& _Q_S._ E ; Jax - -
D X =

L CBRA/29) [§evi) & ¢ 2ein oo -
* % C@?co/as)[{ 76 g CXeL,0¢

fro) groCcRCL), 00 — 1 ﬂ .
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SchlieBlich ergibt sich die dazugehtrige Kraftamplitude und
Phase beziiglich der Bewegung zu

=t X ~c2.71 cz;z
2 c T

VA

575 megg‘zzg

Die hier aufgefiihrten Kraftgréfen e r s ter und z we i -

(138)

t e r Ordnung sind far mehrere Spantformen und Erregerfrequen-
zen dhnlich den DruckgrdBen numerisch ausgewertet und graphisch

aufgetragen (vgl. 3.3) worden.

HYDRODYNAMISCHE MASSE
HYDRODYNAMISCHE DAMPFUNG

Die in der Hydromechanik im Zusammenhang mit Schiffsschwingungs-
problemen iiblichen Begriffe der hydrodynamischen Masse und hy-
drodynamischen Ddmpfung lassen sich nur dann sinnvoll definie-
ren, wenn die erregende Bewegung und der sich ergebende hydro-
dynamische Druck mit der g 1 e i ¢ h e n Frequenz harmonisch
schwingen, d.h., wenn ein 1 i n e a r e s UObertragungsmodell
zugrundegelegt wird, was hier jedoch nach (16) nicht vorliegt.

Da die sich ergebenden hydrodynamischen Druckkrédfte zweiter
Ordnung diese Bedingung nicht erfiillen, werden im folgenden
nur die linearen Ausdriicke betrachtet, obwohl der physika~
lische U r s p r un g der Druckkomponenten f&i) bzw. féi),
nimlich der aufgrund der Bewegung aufgebaute hydrodynamische
Druck, zu ver gleichbaren Begriffen filhren konn-
te, wenn ein b e k ann t e s Ubertragungsmodell zur Ver-

fligung steht.

Die Koeffizienten der hydrodynamischen Hasse‘y und der hydro-
dynamischen Ddmpfung A werden als diejenigen Kraftkoeffi-
zienten der hydrodynamischen Druckkraft definiert, die phasen-
gleich zu der Beschleunigung bzw. der Geschwindigkeit des
schwingenden K8rpers stehen. Unter Berlicksichtigung der zu-
grundegelegten sinusfdérmigen Erregerfunktion Yb(t] (2) lassen
sich aus der hydrodynamischen Druckkraft erster Ordnung nach
(131) und (132) mit
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6Fv =_k'y°°'3;/°’

die GroBen der hydrodynamischen Masse bzw. hydrodynamischen

Ddmpfung in dimensionsloser Form folgendermafen darstellen:
L.

— _ F‘ - 4 (<P] L =) ai‘
}» = = o= Bac (XC),TCH) T)Eds'

oL (139)

-4 (g Pczesy, g%
= Bas, XS, CSDD S s,
Qo

S
0
pS]

Fneb
Die iibliche physikalische Interpretation der hydrodynamischen
Ddmpfung als ein MaB filir die in Form von Wellen abgestrahlte
Energie ist hier nicht mehr haltbar, da die Amplitude der ab-
gestrahlten Wellen ebenso von Termen zweiter Ordnung abhingt,
wie im folgenden noch gezeigt wird. Filir verschiedene Spant-
formen sind die Werte von F; bzw. 3. nach verschiedenen Me-
thoden ermittelt und in Diagrammen aufgetragen (s. 3.3) worden.

Fiir die praktische Auswertung der hier aufgestellten Druckin-
tegrale wird angenommen, dal das nach einer C1 o s e - Fit -
Methode berechnete Potential bzw. der daraus abgeleitete hy-
drodynamische Druck im i-ten Mittelpunkt einen Mittelwert fiur
das i-te Segment darstellt, so daB die Integration in eine
Summation umgewandelt werden darf.

Dies angewendet auf Gl. (139) bedeutet:

N
. €Ay
b= f%‘ :zz_ Pac Cx3,v¥30C0S °‘j| S50,
T (140)
— Lo ($R)
) o= éﬁ' i GusCs, ;) coso | S5 .
i)
WELLENPROF ILGROSSEN

Aus der Be rmnoul 1l i schen Gleichung an der freien Ober-
fldche (7) folgt fiir das Wellenprofil y = Y(x;t)(implizit):

VYiex; ) =—-‘8- fP O Yex,2:0) + L 7P J1en
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Durch Einsetzen der Stdransdtze fiir <+ (17) und Y (19) in
(141) und nach Gleichsetzen von Gliedern gleicher Ordnung be-
zliglich des Entwicklungsparameters und gleicher harmonischer
Zeitabhingigkeit ergibt sich fiir die nichttrivia-
1 en Wellenprofilgrdfien Yﬁn)(x;t) nach Anhang A.1:

) _ca) ; €2
Yix,t)=eY, 80+ & (Yo Ot Y080+ (142)

i OC&5)1
mit
w) ) - et
2 CX;€>=5% qs“c)(,o>e, ~ ; (143)
ca)
ol A 40 ) — ) ) — )
S/o x) = 48[?”‘(%/0)?“( i §1y g«y ]+
* o (144)
) CAD — (&
+ 181 ?4 ?4\/ >
) )

oy ) c2) 2 €AY
Y, i) = g[gzw chx,o)—-z&% Fa By~
(145
w2 cAy2 "52“‘Jt )

_i—(q”‘ + Gay, )]e

Entsprechend der Form der Stdrungsansdtze von <D(ZO) und der
bisher aus P abgeleiteten physikalischen GroRen verhdlt

sich das Wellenprofil nach (142) dhnlich. Neben zwei z e i t -
abhadangigen Wellenprofiltermen erster bzw. zweiter
Ordnung tritt mit Yéz)(x) (144) ein ze i tkonstamn -~

t e s Glied zweiter Ordnung auf, das eine zeitunabhingige
Wirkung auf das Wellenprofil zur Folge hat, was die lineare
Theorie nicht zu beschreiben vermag.Aus (144) ergibt sich die

folgende dimensionslose Form fir YO



- 59 -

< 7 (2) 3 02 w2
Y, 0 :1‘7 (v ) (q,j:,Cx,O7 P T

o RS ED.

Es 148t sich aus Beispielrechnungen von (146) erkennen, dal
einerseits in der Nidhe des Kdrpers, dessen Schwingungsmittel-
lage durch die konstant wirkende S i n k kraft (135) aus der
Ruhelage verschoben wurde, u.a. entsprechend die Schwingungs-
mittellage der abgehenden Wellen verindert wird, ein aus der
nichtlinearen Theorie der freien Wellen wohlbekanntes Phéinomen
[54]. Andererseits ist das asymptotische Verhalten von (146)
im Unendlichen

— 2

Y, (Uxl— o) =2 O, (147)

" @ @D 1
was aus der asymptotischen Form von Pic bzw. ¢,y Tesultiert,
wie im folgenden noch gezeigt wird.

Nach Umschreiben der Wellenprofilgréfe e r s t e r Ordnung
Y1(1)(x;t) (143) in reelle und dimensionslose Form

Xm(x,'é)=(vb) [Qi’;Cx,o) s1vmwt — (148)
- Grscoswi],

soll deren asymptotisches Verhalten im Unendlichen durch Uber-
prifung der S omme r f e 1 d schen Bedingung (30) unter-
sucht werden.

Das asymptotische Verhalten der Potentialausdriicke

§f§ (|x| = 02,0) bzw. Q:: ist dadurch gekennzeichnet, daf

QT: bzw. qf:einfach harmonisch und mit konstanter Amplitude
schwingen, wobei §:21m190° phasenverschoben der Gréfe Q::
vorauseilt, wie in Diagramm Nr. 1 und Nr. 2 gezeigt wird.

Daraus ergeben sich die folgenden asymptotischen Ausdriicke :
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—C4)
(€] ~ h 1)
Gre (IXI—>00,00 2 22 sinlivedx-Sw ],
- — A (149)
Gus Clx]—>0c0,0Od= e cosCoredx- S 3
S2°Y)

die die Somme r f e 1 d sche Bedingung (30) erfillen.
Dabei bedeutet His die dimensionslose Wellenprofilamplitude

erster Ordnung , mit

TTCAD

kS
b :va)[((@fé’(lxl—-oo,o)+ “’“j_]’z (150)

(€h]
und 51~ die entsprechende Wellenprofilphase beziliglich der

Bewegungsfunktion. Sie wird durch die Bestimmung eines Null-

€4 A
durchganges von Qf;? oder G,g nach (149) fiir geniigend
groBe x-Werte ermittelt.

Bekanntlich 1idBt sich die Wellenamplitude erster Ordnung im
Unendlichen durch den hydrodynamischen Ddmpfungskoeffizienten
A (139), der ein MaB flir die in Form von Wellen abgehende

Energie bei der linearen Theorie darstellt, ausdriicken:

/2

E:)_ (vb)[(— ))] (151)

Die in (151) aufgestellte Beziehung ist eine gute Kontrolle

fiir das asymptotische Verhalten der Potentiale erster Ordnung
fiir y = O und grofe x-Werte, da sie direkt mit (150) vergli-
chen werden kann. Dies ist fiir die numerische Lésung des Pro-
blems zweiter Ordnung von groBer Bedeutung, insbesondere fiir
die Auswertung der in 2.4 dargestellten,bis zum Unendlichen
reichenden, Stérungs-Integrale.

(1)

Damit 148t sich die asymptotische Form von Y; wie folgt dar-
stellen:

(4 — CA)

\/1 Cix|— 00, t)2 hy cos[ve)x—wi- (152

-—Svj”J_
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Entsprechend wird das asymptotische Verhalten im Unendlichen
von Y( (x,t)(145) untersucht, wobei sich in dimensionsloser
% reeller Form aus (145) ergibt:
[

= Eay

Y, (x;t) =——ch>[—8<(;;:¢><,0) - 3¢ved?

G- QiD= ({2852 23]

C oS Lot F (153)

w2

)
s

c2) 2 (4Y]
oo sel-60re

@)

2§28 [l o2t

(<R @)
Ahnlich dem asymptotischen Verhalten von ®4c bzw. G.s nach

G1.(149) ergibt sich fiir q.‘,,_ bzw. q;s unter Beriicksichti-
gung der zu erflillenden S omm e r f e 1 d schen Bedingung
(36) im Unendlichen

—Ca)
c€2)
fac CI1XI—>00,00 = by 5\V7[4va)x 5:_:”]’
(v o)
(154)
o L g, T SO L o e
Cvb)

mit der dimensionslosen Wellenprofilamplitude zweiter Ordnung

T Ca)

Va2
hw CV‘O)[(QQCCIXI—OOO O)*Qn) ] : (1553

und der Wellenprofilphase zwelter Ordnung g;:z), die durch
einen Nulldurchgang von qlc oder G:s) bestimmt werden
kann.

Durch Einsetzen von (154) in (153) und unter Berlicksichtigung
von (149) ergibt sich fiir Y( ) das folgende asymptotische
Verhalten im Unendlichen
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~ 7Cx? — 22 (&3]

Y, Cixl—00,0> X2 h,, cos[4trbdx-20t-8 |+
(156)
—Ca)d
Ty, cos[200) x— 208 -28"],

mit
— ca) — €2 )
hee, =2hy
(157)

— ) i —em) 2
W2 — =z (v) l’\w.

Unter Beriicksichtigung von (152) und (156) 146t sich fiir die
nichtlineare Theorie zweiter Ordnung feststellen, daB das auf-
grund einer e i n f a ¢ h harmonischen Erregung entstehende
Wellenprofil im Unendlichen durch die Superposition d r e 1 -
e r Wellensysteme beschrieben wird; ndmlich eines zeitlich

e in fach harmonischen Systems mit der Wellenzahl ( vb)
nach (152), eines zeitlich z w e i £ a ¢ h harmonischen Sy-
stems mit der d o pp e 1 t en Wellenzahl und schliefilich
eines weiteren zeitlich z w e i f a ¢ h harmonischen Systems
mit der v ier £fachen Wellenzahl nach (156).

Insofern 148t sich die abgefiihrte Energie in Form von bis zum
Unendlichen reichenden Wellen durch e i n e n hydrodynami-
schen Koeffizienten nicht beschreiben, wie schon vorher fest-
gestellt wurde. Es widre deswegen unkorrekt,von hydrodynamischen
Dimpfungskoeffizienten zweiter Ordnung im linearen Sinn zu
sprechen.
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3. NUMERISCHE ERGEBNISSE

3.1 Rechengang

Zur numerischen Auswertung der im vorigen Kapitel (2.3 bzw.2.4)
aufgestellten Integralgleichungen bzw. der aus den Potential-
groflen abgeleiteten physikalischen GréBen ist ein EDV-Rechen-
programm entwickelt und an der CDC-6600 Rechenanlage der Tech-
nischen Universitdt Berlin als Permanentfile installiert wor-
den [821] .

Als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung dieses Programms diente
eine Arbeit von W. Frank und N. Salvesen [C7]1]
iiber die Berechnung der 1 i ne a r e n Tauch- und Stampfbe-
wegungen eines Schiffes im Seegang.

Da die bei der Auswertung der G r e e n schen Funktionen (50)
anfallenden C a u ¢ h y schen Hauptwertintegrale sehr viel
Rechenzeit in Anspruch nehmen, war es zundchst notwendig, die
von W. Fr an k zu deren Auswertung verwendeten Reihenent-
wicklungen, die fiir hohe Frequenzen und/oder relativ breite
Spanten sowie filir getauchte Zylinderformen sehr langsam kon-
vergieren, durch schnellere Rechenverfahren zu ersetzen. Des-
wegen wurden mehrere numerische L&sungsméglichkeiten gegeniiber-
gestellt, wobei eine Polynomapproximation hohen Grades die
ginstigsten Ergebnisse flir beliebige Frequenzen und Spantfor-
men lieferte (s. Anhang D.3).

Ferner war es notwendig, die in der N#he der Eigenfrequenzen
des Problems, der sog. I rregularitdten ,sich er-
gebenden L8sungen zu korrigieren, da dort die konventionelle
Close=~-Fit Methode versagt, wie ausfithrlich im Anhang
B.4 bis B.6 dargelegt wird. Zur praktischen Abhilfe ist eine
relativ einfache Korrekturmethode entwickelt worden, die im
linearen und z.T. im nichtlinearen Fall sehr gute, sinnvolle
Ergebnisse auch fiir die Eigenfrequenzen des inneren Problems
liefert.Diese Methode mit einigen typischen Beispielrechnungen
wird genauer unter 3.2 dargestellt.

Dariiber hinaus wurde als Vorbereitung zur L&sung des Problems
zweiter Ordnung neben der E in fachschicht poten-
tialdarstellung die Einfach-und Doppel -

s chicht potentialdarstellung im linearen Fall behandelt,
was insbesondere die Ableitung der G r e e n schen Funktion
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nach den Quellpunktkoordinaten erfordert (vgl. Anhang D.2).
Aus fithrliche Vergleiche dieser beiden Darstellungsarten im
linearen Fall findet man in einer Arbeit von P.
Chataignier und K B vyt ziElds

Nach der Eingabe der Spantform durch eine vorgegebene Anzahl
von N+1 Aufmafpunkten und des zu untersuchenden Erregerfrequenz-
bereichs in Form von dimensionslosen Wellenzahlen lassen sich
zunidchst die frequenzunabhdngigen logarithmischen Terme des
Einflulikoeffizienten Ig}) und K%;) mit Hilfe der im Anhang

D.1 und D.2 aufgestellten Formeln ermitteln, nachdem die
Spantform durch einen Polygonzug approximiert worden ist. An-
schliedend werden tiir die erste zu untersuchende Wellenzahl

die restlichen, frequenzabhingigen Terme der Koeffizienten-

und Stérmatrix ermittelt, wobei fiir die Berechnung der

C auc hy schen Hauptwertintegrale die im Anhang D.3 angege-
bene Polynom - Approximationsformel verwendet wird. Das dadurch
aufgestellte Gleichungssystem, bestehend aus 2N Gleichungen

filr 2N Unbekannte , kann mit H{ilfe einer Re d u k t i on s -
methode, wie etwa durch einem A u s t a us c¢c h - Algorithmus
mit Pivotisierungs strategie zur Verkleinerung
von Rundungsfehlern C711, ohne besondere Probleme geldst werden.
Die gleiche Rechnung wird fiir alle in Frage kommenden Wellen-
zahlen wiederholt, es sei denn,diese liegen im Einfluflbereich
der schon vorher erkannten Eigenfrequenzen des inneren Problems.
In diesem Fall werden die Ergebnisse durch eine S p 1 i n e -
Interpolation zwischen brauchbaren Ldésungen erzielt.Die Ab-
schitzung der GroBe und Lage des EinfluBlbereichs der Eigen-
frequenzen kann entweder durch eine stindige Beobachtung der
Determinantenwerte der EinfluBmatrix erfolgen oder durch vor-
herige Rechnung niherungsweise im voraus bestimmt werden,wie ge-
nauer unter 3.2 gezeigt wird.

Nachdem einerseits im Falle einer E in £ ach - und
Doppelschuichtpotentialdarstellung die Potential-
werte er s ter Ordnung d i r e k t entlang der getauch-
ten Kérperxontur ermittelt worden sind und andererseits im Fal-
le der Einfachschich t potentialdarstellung die
unbekannten Quellstirken und somit i nd ir e k t die glei-
chen Potentialwerte feststehen, lassen sich anhand der in 2.3
aufgestellten Integralbeziehungen die Potentialwerte e rs ter
Ordnung entlang der Ruhewasserlinie bis zur Einsteliung eines
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asymptotischen Verhaltens im Unendlichen berechnen. Praktisch
wird dieser Zustand schon viel frither erreicht, so daB die Rech-
nung in einem Abstand von ca. s e c h s Halbbreiten des Zy-
linders, fiir (¥b)>0,1 , abgebrochen werden darf. Ein sehr
gutes Kriterium fiir das praktische Erreichen des asymptotischen
Zustandes der Potentiale ist die GréBe des hydrodynamischen
Dampfungskoeffizienten, der sich, wie im vorigen Kapitel (2.5)
gezeigt wurde, einerseits aus den Potentialwerten entlang der
getauchten Kérperkontur und andererseits aus der Wellenprofil-
amplitude e r s t e r Ordnung im Unendlichen errechnen 1iBt,
wobei die letztere aus den asymptotischen Potentialwerten ge-
bildet wird.

Damit sind die Potentialwerte e r s t e r Ordnung entlang der
hier interessierenden Problemrinder ermittelt, so daB alle in
Frage kommenden hydrodynamischen GréBen e r s t e r Ordnung,
wie die Druckverteilung entlang der getauchten Kdérperkontur und
die daraus resultierende hydrodynamische Kraft sowie die Wellen-
profilform bis zum Erreichen des asymptotischen Zustandes

nach den in 2.5 aufgestellten Formeln berechnen lassen.

Andererseits werden die Potentialwerte entlang der getauchten
Kérperkontur und der freien Oberfliche numerisch in der gewiinsch-
ten Richtung mit Hilfe von S p 1 i n e - Funktionen oder von
anderen Polynomverfahren differenziert und die Stérungsmatrix

zur Ldsung des Problems z w e i t e r Ordnung gebildet.

Dabei wird die bis zum Unendlichen reichende Integration lings
der Ruhewasserlinie nur bis zum praktischen Erreichen des
asymptotischen Verhaltens der Potentialwerte e r s t e r
Ordnung, d.h. nur bis ca. x = 6-b, durchgefithrt, da der In-
tegrand entsprechend gegen Null strebt.

Es verbleibt die erneute Berechnung der frequenzabhidngigen In-
tegrale, diesmal fiir die v i er f a c h e Wellenzahl,
wdhrend die frequenzunabhingigen Integralgrdfen in der Koeffi-
zientenmatrix sowie in der St&rungsmatrix gleich wie in der

er sten Ordnung bleiben, so daB sie erneut verwendet wer-
den konnen. Dabei wird unterstellt, daR zur Lésung des Problems
zweilter Ordnung die gleiche Anzahl von Segmenten die
Kérperkontur approximieren wie bei der e r s t e n Ordnung.

Nach Aufstellung des in 2.4 dargestellten Gleichungssystems be-
kommt man durch dessen L8sung, nach dem gleichen Lésungsver-
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fahren wie in der e r s t e n Ordnung direkt die Po-
tentialwerte z we i t e r Ordnung entlang der getauchten
Kérperkontur und iiber eine Integralbeziehung anhand dieser
Werte, die entsprechenden Potentialgrdfen entlang der Ruhewasser-
linie. Dies wird filr alle in Frage kommenden Wellenzahlen wie-
derholt, es sei denn,diese liegen im EinfluBbereich der Eigen-
frequenzen des Problems z we i ter Ordnung und zusidtzlich,
falls dies nicht berilcksichtigt wurde, des Problems e r s ter
Ordnung, welches "irreguldre” rechte Seiten geliefert hitte.

Die Abschdtzung der Lage und GrdBe des EinfluSibereichs der Bi-
genfrequenzen zweiter Ordnung 148t sich dhnlich dem Vorgehen
beim 1 inearen Fall vornehmen, wie noch unter 3.2 dar-
gelegt wird. Auf jeden Fall ist die Beriicksichtigung der Lage
der Eigenfrequenzen beim Problem z we i ter Ordnung
unerl#&Blich, da diese schonca. viermal f£ri-
her im Frequenzband auftreten als beim entsprechenden Problem
erster Ordnung.

Anhand der Potentialwerte z we i ter Ordnung und
erster Ordnung entlang der hier interessierenden Rinder
ergeben sich schlieBlich mit Hilfe der in 2.5 aufgestellten
Formeln alle in Frage kommenden physikalischen Grofen z w e i-
t e v Ordnung.

Das an der CDC-6600 Rechenanlage der Technischen Universitit
Berlin installierte EDV-Rechenprogramm ist zundchst auf N = 24
AufmaBpunkte zur Beschreibung der halben Spantform im vierten
Quadranten begrenzt. Es erfordert zum Laden und Rechnen einen
Speicherplatz von 136000 WORDS (Oktal) Einheiten. Die in An-
spruch genommene Zentralrechnerzeit betridgt bei 24 AufmaBpunk-
ten und e i n em Frequenzfall ca. 12 sec. zur vollstédndigen
Berechnung aller in Frage kommenden physikalischen Grdéfien
erster und zweiter Ordnung. Die Rechenzeit widchst
etwa quadratisch mit zunehmender Anzahl von Aufmafi-
punkten. Die Wahl der Anzahl und der Lage der die Kdérperkontur
approximierenden Segmente wird noch im folgenden besprochen.

Mehr Informationen {iber den Rechenablauf im verwendeten EDV-
Programm sind in [82] zu finden.
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3.2 Irregmliéritdtenprobilen

Im Zusammenhang mit den Existenz- und Eindeutigkeitsfragen von
Lésungen der aufgestellten Integralgleichungen e r s t e r und
zweiter Ordnung ist im Anhang B.4 nachgewiesen worden,

dafl das Auftreten von sog. i rreguldren Wellenzahlen,
bei denen die Lésungsdarstellung sowohl nach der E i n f ac h -
schicht- als auch nachder Einfach- und Dop -
pelschicht potential - Close - Fit Methode versagt, di-
rekt mit dem Vorhandensein von nichttrivialen Losungen fiir die
entsprechenden homogenen adjungierten
Integralgleichungen zusammenhingt.

Durch die gleichzeitige Betrachtung des i nneren und
duBeren Problems (nach Anhang B.4.3) lassen sich jedoch
eindeutige und flir alle Wellenzahlen gliltige Lésungen
erzielen. Dies wird praktisch durch die Anwendung einer sog.
kombinierten Integralgleichungsmethode erméglicht,
wie genau im Anhang B.S5 dargelegt worden ist.

Da jedoch das dafiir notwendige L8sungsschema einige umfangreiche
organisatorische Umstellungen des Rechenprogramms erfordert hit-
te, werden zundchst einige einfachere Behelfsmethoden zur erfolg-
reichen Behandlung der Irregularititen untersucht.

Nachdem festgestellt worden ist, daB das Irregularititenproblem
praktisch einem E i genwertproblem zugeordnet ist,
d.h. keine typische Eigenschaft der Close - Fit Methode, sondern
der zu 18senden Integralgleichung ist, ist es zunichst erforder-
lich, die Lage dieser Wellenzahlen auf dem Frequenzband auf ein-
fachem Weg, ohne die vollstdndige Ldsung eines Eigenwertproblems,
abzuschitzen.

Ein guter Indikator fiir das Erreichen einer Irregularitidt auf
dem Frequenzband ist der Determinantenwert der Koeffizientenma-
trix, der von der GréBenordnung ION, bei N AufmaBpunkten, ist.
Theoretisch wiirde dieser Wert, bei einer exakten Lésung der In-
tegralgleichung, beim Vorhandensein einer Irregularitit gleich
Null werden.

Da jedoch die Integralgleichung durch ein algebraisches Glei-
chungssystem approximiert wurde, wird beim Vorliegen einer Irre-
gularitdt einerseits der Determinantenwert zwar stark abnehmen,
jedoch nie Null werden und andererseits beginnt dieses Abnehmen
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schon vor der Irregularititenlage; ebenso allmdhlich geht der
Wiederanstieg des Determinantenwertes nach dem Irregularitdten-
punkt auf etwa den urspriinglichen Wert vor sich. Wdhrenddessen
sind die gelieferten algebraischen L8sungen physikalisch

nicht vertretbar, obwohl mathematisch vorhanden (s.Diagramm Nr.3).

Je genauer die Integralgleichung durch ein Gleichungssystem
approximiert wird, d.h. je gréfer N angenommen wird, umso
kleiner wird der EinfluBbereich einer vorhandenen Irregularitit
ausfallen und umso plétzlicher wird der Determinantenwert der
Koeffizientenmatrix abnehmen. Diese Aussage wird anhand der er-
rechneten Werte der hydrodynamischen Masse fiir ein Rechteckpro-
fil, das fiir verschiedene N untersucht wurde, im Diagramm
Nr.4 graphisch wiedergegeben.

Eine genaue Antwort auf die Frage nach dem funktionellen Zusam-
menhang zwischen der Breite des Irregularititen-EinfluBbereichs
und N kann fir be 1 iebige Spantformen nicht gegeben
werden.

Aufgrund von mehreren Beispielrechnungen fiir schiffsdhnliche
Spantformen wurde folgender empirischer Zusammenhang zwischen
dem Irregularitdten-EinfluBbereich (Z&;b)* und der Segmentan-
zahl N aufgestellt:

kownst~08;N<8,

*
(Agb) = kOV\S{' m % *r—il—' (158)
kOW,}+V4,2;N>3

Dabei besitzt Gl. (158) alle im Zusammenhang mit dem Irregulari-
titenproblem wichtigen Informationen; insbesondere gilt

Cim (AT DY =0,
N — oo

und
Ciwr (AT, Y =0

B—O

Die Frage nach der ungefidhren Lage der er s ten Irregulari-
tit im 1 inearen Fall sowie der ersten u n d der fol-
genden beim Problem z we i ter Ordnung, da im letzteren
Fall die Irregularititen ca. v i e rmal frither und dichter
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zueinander bei wachsender Erregerfrequenz auftreten,kann prak-
tisch auf zwei verschiedenen Wegen beantwortet werden.

Einerseits 1dBt sich durch stindiges Nachpriifen des Determinan-
tenwertes der Koeffizientenmatrix sowohl im Fall e r s t e r
als auch z w e i t e r Ordnung eine pldtzliche Anderung, die
umso klarer ist, je groBer N wird, durch die noch gréRere
Anderung der Differentialwerte des beobachteten Kurvenverlaufs
erfassen, so daB der oben angegebene EinfluBbereich (158) aus
der folgenden Auswertung ausgespart bleibt. Dies wird anhand
eines graphisch aufgetragenen Beispiels im Diagramm Nr. 3 demon-
striert.

Andererseits kémnen die e r s t e n Irregularititen e r -

s ter und zwe it er Ordnung anhand einfacher Formeln
abgeschidtzt werden, wie genau im Anhang B.6 gezeigt wird. Dabei
wird die offensichtliche Abhingigkeit des Auftretens von Irregu-
laritdten vom (B / T) - Verhdltnis ausgenutzt, insbesondere

die feststellbare Tatsache, daf filr B — 0, also fiir getauchte
schwingende Spantformen, die erste Irregularitit gegen Unendlich
strebt, widhrend fiir relativ breite Spanten, mit groBem B / T,
die erste Irregularitidt in entgegengestzter Richtung gegen Null
wandert. Insofern darf angenommen werden, daf fiir Spantformen,
die nicht er he b 1 i ch von einem Rechteckprofil mit glei-
chem B/ T Verhdltnis abweichen - das gilt praktisch fiir die
meisten schiffsdhnlichen Spantformen - die erste Irregularitit
des '"dquivalenten'" Rechteckprofils(Ersatzrechteckprofil) eine
zumeist sehr gute Abschitzung fiir die Lage der ersten Irregula-
ritdt der zu untersuchenden Spantform ergibt.

Diese Erkenntnis reicht jedoch allein nicht, um das Problem
zweiter Ordnung analog zum entsprechenden Problem e r -
s t e r Ordnung zu behandeln, denn das i nn e r e Rechteck-
problem z w e i t e r Ordnung ist komplizierter als das ent-
sprechende e r s t e r Ordnung,bei welchem relativ einfach die
Lage der Irregularitidten anzugeben sind.Durch Zuriickfithrung
des Problems z we i t e r Ordnung auf ein dem Problem e r -
s t e r Ordnung dhnliches Problem und ein weiteres irregulari-
tidtenfreies Randwertproblem, wie im Anhang B.3 gezeigt wird,
148t sich jedoch zumindest die e r s t e Irregularitit
zwedilter Ordnung relativ genau angeben.

Nach Anhang B.6 gilt fiir die e r s t e Irregularitit e r -
ster und zweiter Ordnung:
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£35 ) =2 ‘th —— (159)
c 3
( YV ‘3) 2 (6/T>

mit

=]
n

1 fir die e r s t e Ordnung,
n =2 fiirdie zweite Ordnung.

Diese Beziehung ist im Diagramm Nr.5 fiir verschiedene (B / T)-
Verhdltnisse eines Ersatzrechteckprofils graphisch wiedergegeben.
Nachdem die Lage der Irregularitédten und die Breite ihres Ein-
fluBbereichs abgeschdtzt worden sind, lassen sich alle diejeni-
gen Potentialldsungen, die im kritischen Frequenzbereich gefragt
sind, dadurch ermitteln, daB durch die auflerhalb dieses Bereichs
beiderseits der Irregularitdt liegenden, sinnvollen Lésungswerte
ein S p 1 ine - Polynom dritten Grades gelegt wird, welches
einen glatten Funktionsverlauf ergibt.Die Potentialldsungen

im kritischen Bereich kénnen dann durch Interpolation ermittelt
werden. Ein typisches Beispiel ist anhand des hydrodynamischen
Massekoeffizienten eines Rechteckprofils im Diagramm Nr. 6 auf-
getragen.

Bevor jedoch die dadurch erhaltenen Potentialldsungen weiter
verwendet werden k&nnen, mufl sichergestellt werden, daf die ober-
halb der e r s t e n Irregularitdt auBerhalb des kritischen
Bereichs liegenden Potentialldsungen nicht innerhalb des kriti-
schen Bereichs der z we i t e n Irregularitidt liegen, was den
richtigen Verlauf des Interpolationspolynoms erheblich beeinflus-
sen wiirde.

Dieses Uberlappen der kritischen Bereiche von mehreren aufeinan-
der folgenden Irregularitdten bedeutet praktisch das Ende einer
sinnvollen Close - Fit - Rechnung. Obwohl diese Er-
scheinung beim Problem e r s t e r Ordnung praktisch keine
Bedeutung besitzt, es sei denn,es liegen entweder sehr breite
Spantformen oder sehr wenige Aufmafpunkte vor (vgl. Gl. (158)),
so ist sie jedoch beim Problem z we i t e r Ordnung eine
nicht zu unterschidtzende Erscheinung, die bei der Interpretation
der Ergebnisse zwe iter Ordnung unbedingt be-
riicksichtigt werden muB. In diesem Zusammenhang sind manche von
R. Pot as h[43] gelieferten Ergebnisse zwe i ter
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Ordnung nach einer Close - Fit Methode ein markantes Beispiel
nicht sinnvoller L8sungen.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Vermeidung solcher Uberlappungen
ist entsprechend Gl. (158) die Erhdhung der die Kdrperkontur
approximierenden Segmentanzahl und die verstidrkte Verteilung
dieser Segmente in Richtung K8rperboden. Letzteres folgt aus
der feststellbaren Tatsache, daB die in der Nihe der freien
Oberfldche befindlichen Kdrperpunkte stdrker von der Irregula-
ritdtenerscheinung betroffen werden, als die restlichen Kérper-
stellen. Da sie jedoch, insbesondere bei den Tauchschwingungen,
physikalisch relativ wen i g das Strémungsbild
beeinflussen - entscheidend ist der Ric htungskos i-
nus an der betreffenden Stelle in Vertikalrichtung - diirfen
sichauch mathematisch nicht mehT r die
Potentialldsungen entscheidend ver#dndern. Diese Erscheinung ist
aber bei den Roll- oder Querbewegungen nicht mehr so beeinfluf-
bar, jedoch war dies nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Die hier beschriebene L&ésungstechnik zur praktischen Handhabung
des Irregularititenproblems ist zwar einerseits einfach im Auf-
finden der Lage und des Einflufbereichs der Irregularitditen, er-
fordert jedoch einen relativ komplizierten Kontrollmechanismus
in einem EDV-Rechenprogramm, das automatisch alle vorangegange-
nen Schritte méglichst schnell und speicherplatzsparend erle-
digt.

Schliefllich sollte nicht unerwdhnt eine L&sungsmethode fiir das
Irregularitdtenproblem bleiben, die zwar bisher in der Theorie
offentlich nicht untermauert wurde, jedoch als Spezialfall der
im Anhang B.5 dargelegten kombinierten Integralgleichungsme-
thode interpretiert werden kénnte.

Entsprechend einer Arbeit von K. Johannessen [10],
der wiederum einem Vorschlag von C.M. L e e (1971) nachge-
gangen ist, wird die Ausdehnung der freien Oberfliche bzw. der
Ruhewasserlinie als innerhalb der Zylinderkérperkontur fortge-
setzt gedacht. Unendlich nah unterhalb dieser Ausdehnung wird
der Verlauf eines die Spantform abschlieBenden horizontalen
Decks angenommen. Nun wird entlang dieser Deckskontur die Er-
fiillung einer der beiden Bedingungen gefordert:

a) entweder F,= 0, was der kinematischen Randbedingung ent-

lang der restlichen Kérperkontur entsprechen wiirde,
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b) oder P =-0.

Die erste dieser Méglichkeiten wurde von K. J o hanmnes -
s e n systematisch untersucht mit dem Ergebnis, dafl einerseits
zwar die ersten Irregularitdten zu h © h e r e n Frequenzwer-
ten verschoben wurden, andererseits jedoch offenkun-
dig die Ergebnisse im niedrigen Frequenzbereich von der zusdtz-
lichen Bedingung nicht immer in der richtigen Richtung beein-

fluBt worden sind. Ahnliches ist bei der Erfiillung der zweiten
Bedingung entlang der oben definierten Deckskontur zu erwarten.

Obwohl die StoBrichtung dieser Ldsungsmethode sicherlich nicht
falsch ist - es geht hauptsichlich um eine g e s ¢ Bick
t e Wahl von inneren Punkten in einem Spezialfall der
im Anhang B.S5 dargestellten allgemeineren Methode - wurde diese
Mbglichkeit hier praktisch nicht beriicksichtigt, da keine ge-
sicherten Ergebnisse fiir niedrige Frequenzen erwartet werden
konnten.

3.3 Phys'tEkalische Kenn g 6B en

Aus einer Vielzahl von Rechenergebnissen, die die Potentialgrés-
sen erster und zwe iter Ordnung sowie die daraus
abgeleiteten physikalischen Grdfien betreffen, sollen im folgen-
den nur diejenigen herausgestellt und kommentiert werden, die
ein abgeschlossenes Bild iber die Qualitdt der numerischen Aus-
wertung von im 2. Kapitel angegebenen L&sungen und der daraus

zu ziehenden Folgerungen zu vermitteln vermdgen.

Obwohl die hier vorliegende Theorie fiir - fast - beliebige

und zundchst beziiglich der Vertikalachse symmetrische Spantfor-
men giiltig ist, wurden im Rahmen dieser Arbeit nur in der Litera-
tur bekannte und sowohl theoretisch als auch meBtechnisch geni-
gend untersuchte Spantformen fir die Rechenbeispiele ausgewidhlt.
Ein Verzeichnis der im Rahmen dieser Arbeit u.a. untersuchten
Spantformen mit Aufmaftabellen ist am Schluf dieser Arbeit

(S. 171) angegeben.

Die zum Vergleich herangezogenen entsprechenden Ergebnisse stam-

men bei der e r st en Ordnung von F. Ursell Ezo 3 .,
W.Porterf[is], W.Frank[s5],F.0gilvi e [41]
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und fir die er s te und zweite Ordnung von C. M.
Lee[37[39] ,G. Parissis[42], R.Potas h[43]
und in einem Fall von H. S 6 d i n g[45] . Fir manche der unter-
suchten Spantformen lagen dariiberhinaus MeBergebnisse von
W.Porter[15] und J. Vugts[23] zum Vergleich vor.

Bei den im folgenden angestellten Vergleichen, insbesondere be-
zliglich der Gréfen z we i t e r Ordnung, ist stets zu beriick-
sichtigen, daB die r e 1 at i v en Unterschiede zwischen

den verschiedenen Autoren a b s o1l ut um ein Vielfaches
kleiner sind, da sie mit der GréBe 62
miissen (s. 2.5), wobei & geniigend klein und von der GroBenord-
nung des Verhdltnisses der Schwingungsamplitude a zur maxima-
len Halbbreite b ist.

multipliziert werden

HYDRODYNAMISCHE DRUCKGROSSEN

Fiir drei verschiedene, jeweils angegebene Spantformen (Kreis-,
Lewis - U - und Bugwulstspant), sind in den Diagrammen Nr. 7
bis Nr. 10 die in 2.5 definierten dimensionslosen Druckkenn-
gréBen ers ter und zweiter Ordnung anhand der
Amplitudenkenngréfen F (1), F (2) Po(z), sowie die dazu-
gehdrigen Druckphasen S (1) 5'(2) gegeniiber der Erreger-
funktion, tiber dem dlmen51onslosen Frequenzparameter Sb' mit
0= f}) < 2.0, graphisch aufgetragen. Die Auftragungen gelten
flir z w e i ausgezeichnete Punkte der Kérperkontur, einerseits
in Kielndhe des Spantes und andererseits nahe der freien Ober-
flédche (erstes und letztes Segment).

Der dimensionsbehaftete G e s amtdruck an der jeweili-
gen Kdrperstelle 148t sich anhand dieser Diagramme fir gleiche
Spantformen nach folgender Formel berechnen (s. 2.5):

P(x,9,,00=-93 3, +
= o 160
+Ege b|P C‘ZQ;,Qi)lblnths* 5922;,QE)+)
‘—(27
+E 98 b{

’ . 2

P

SN Rewt + 5';”)

mit & =

o
b
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Physikalisch lassen sich die erzielten Ergebnisse wie folgt
interpretieren:
Bezogen auf den atmosphidrischen Druck Po kommt zum hydrostati-
schen Uberdruck ( —9|% 71 ) nach der Theorie z we i ter
Ordnung ein zusdtzlicher z e i tunabhidngiger Druck-
term (529313 -?O(Z)) hinzu, der ebenfalls s t at is ch
wirkt, dessen Ursprung jedoch hydr odynamisch ist.
Dieser Druckanteil wirkt z.T. in Bodenndhe als U b e r druckund
i.allg.sonst entlang der restlichen Kdrperkontur bis zur freien
Oberfliche als Umn t e r druck. Die daraus resultierende Kraft-
komponente in Vertikalrichtung ist im allgemeinen eine S i n k -
kraft, wie noch im weiteren gezeigt wird. Die Abhdngigkeit die-
ses Druckterms von dem Frequenzparameter E;b ist fast
linear, wie aus Gl. (125) ersichtlich wird; dabei mufl jedoch be-
riicksichtigt werden, daR der aus den Potentialgrdflen e r s terT
Ordnung bestehende Proportionalitdtsfaktor, je nach Stelle,
mehr oder weniger schwach auch von Zb abhdngig ist.
Zu diesen hydrostatischen Drucktermen kommen
noch zwei hydrodynamische, mit der Zeit e i n -
fach (egegb -IF!(\”|sin (wt + Sél))) bzw. zweifach
(c}g g b 4?&2)bin (2wt + Séz))) harmomn is ch eszil-
lierenden DruckgréBen, hinzu. Das Verhdltnis der Amplituden-
grofen, ?A(l) zu ?A(Z), ist zwar etwa von der GroBenordnung
0 (1). Es muB jedoch das tatsidchliche Absolut - Grofen-
verhdltnis aﬁA 1) zu &2 ?A(Z) beriicksichtigt werden, das von
der GréRenordnung O (-%) ist, um den EinfluB der Glieder
zweiter Ordnung nicht zu iliberschidtzen.
Die Ubereinstimmung der erzielten Rechenergebnisse mit denen der
anderen Autoren ist relativ gut bis sehr gut. Naturgemdf ist die
Ube{einstimmung bei den GréBen e r s t e r Ordnung ﬁA(1) bzw.
éf;’am besten, zumal diese Ergebnisse mehrfach von verschiede-
nen Autoren bestitigt worden sind.Eine sehr gute Ubereinstimmung
ist auch bei den z e i tunabhdngigen Grdlen
zwediter Ordnung ?0(2) zu vermerken,weil  hierfir die
Lésungen des Problems e r s t e r Ordnung und die Bestimmungs-
formel (125) im Vergleich zu den angefiihrten Autoren #hnlich
bzw. dquivalent gleich waren.
Beim Vergleich der hydrodynamischen Gréfen zweiter Ordnung ist
zu bemerken,daB einerseits die Ausgangsgleichungen bei den ver-
schiedenen Autoren nicht exakt die gleichen waren,wie genau
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insbesondere im Angang A gezeigt wurde, und andererseits die
Ldsungsmethoden nicht gleich waren, mit Ausnahme der Arbeit von
R. Pot as h , der jedoch das Irregularitidtenproblem nicht wie
hier behandelt hat. Die Ubereinstimmung der Ergebnisse ist trotz-
dem - mit einigen Abstrichen - relativ gut.

Die bereits korrigierten Ergebnisse von C. M. L e e [397 1ie-
fern fur % , — O unendlich grofie Werte fiir FA(Z), was phy-
sikalisch nicht sinnvoll ist, da fiir verschwindende Erregung der
hydrodynamische Druck zum hydrostati-
s chen Teil abklingen muf.

Die vergleichbaren Ergebnisse von R. P o t a s h sind unter
Berilicksichtigung der Irregularititeneffekte, die dort nicht aus-
geschaltet worden sind, zu interpretieren. Jedoch zeigen die Ver-
gleichsergebnisse fiir den Bugwulstspant, dessen e r s t e
Irregularitidt relativ hoch liegt - da ein kleines B/l Verhdltnis
vorliegt - eine relativ gute Ubereinstimmung.

Die nur fiir den Kreisspant gelieferten Vergleichsergebnisse von
G. Paris s is 1liegen im ganzen Frequenzbereich relativ
gleich abweichend.

KRAFTGROSSEN

Fir die gleichen Spantformen sind in den Diagrammen Nr. {1 bis
Nr. 13 die in 2.5 definierten dimensionslosen Kraftkenngréfen
in Vertikalrichtung e rs ter und zwe iter Ordnung
graphisch aufgetragen, insbesondere die AmplitudenkenngréBen
?v£1), fvﬁz), ?062), mit den entsprechenden Kraftphasen

5%(1)’ JF(Z) gegeniiber der Erregerfunktion, iiber dem dimen-

sionlosen Frequenzparameter Sb' mit O é‘gb £ 20k

Die dimensionsbehaftete G e s amt k r a £ t, die auf den
Kérper in Vertikalrichtung ausgeiibt wird, 148t sich anhand die-
ser Diagramme fiir gleiche Spantformen nach folgender Formel er-
mitteln:

FL (t) =og A+ e20g6 R Isincwt + 5
(161)

— )

+&'299 b {—F_ofﬁ | =

sivi (et + S:,)g ,
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mit € = g und die Hauptspantfliche A .

Zwei charakteristische Beispiele fiir die auf einen Kreiszylin-
der pro Lingeneinheit in Vertikalrichtung ausgelibte hydrodyna-

mische Kraft als Funktion von (w,t), bei festem € = 0,5, sind
in den Diagrammen Nr. 14 (yb = 1,0) bzw. Nr. 15 (vb = 2,0) auf-
getragen.

Die physikalische Interpretation der errechneten Ergebnisse ist
schon z.T. im vorigen Abschnitt bei der Erklirung der Druckko-
effizienten geliefert worden.

Zu der hydrostatischen Auftriebskraft g:ng) kommt nach der
Theorie z we i t e r Ordnung eine zusdtzliche z e i tun -
abhdngige Druckkraft ( 522§>gb2 Fov(z))

folge des Druckterms 62P0 , der im vorigen Abschnitt er-

hinzu, in-

klirt worden ist. Diese s t at i s ¢ h e Druckkraft wirkt
im allgemeinen dem Auftrieb e n t g e g e n, d.h. sie
s en k t den Kérper gegeniitber der Schwimmwasserlinie in der

Ruhestellung ab. Sie hidngt direkt von Sb ,etwa wie Po(z)

,ab.
Die noch dazukommenden hydrodynamischen Druck-
2 |5y (V)] s s (1) 2 2
kraftterme €2¢gb Fya sin (Wt + Op ) bzw. E&°2pgb”-
1FVA(Z)| sin (2wt + SF(Z)) oszillieren e i n f a c h bzw.
doppelt zeitharmonisch beziiglich der Erregerkreisfre-
quenz w. Das A b s o1l ut - GréBenverhdltnis zwischen erA(])
i 2= (2)
€ FVA

Die zum Vergleich herangezogenen Ergebnisse anderer Autoren sind

ist etwa von der GréBenordnung O (é).

z.T. im Rahmen des vorigen Abschnitts iiber die hydrodynamischen
Druckkoeffizienten e r st er und z we i t er Ordnung
kommentiert worden.

Insbesondere scheinen die von C.M.L e e gelieferten Ergebnis-

se fiir die hydrodynamischen KraftgréBen z we i t e T Ordnung
= (2)
Fya

groR werden, wihrend die Ergebnisse fiir Sb:>0,4 in relativ

guter Ubereinstimmung zu den hier erzielten Ergebnissen stehen.

flr gb-—-o nicht richtig zu sein, da sie unendlich

Die vergleichbaren Ergebnisse von R. P o t as h sind nach
Ausschaltung der Irregularitidteneffekte z.T. relativ gut. Dort
scheint jedoch die von ihm angegebene Kraftgréfe e r s ter
Ordnung ?VA(1) fiir einen Bugwulstspant nicht richtig zu sein.

Schlieflich sind die von G. Paris s is und H. S8 -
d ing [45] gelieferten Ergebnisse fiir einen Kreisspant beziig-
lich FVA voneinander erheblich abweichend, obwohl tendenz-
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mdBig dhnlich; jedoch sind die jeweils verwendeten L&sungsmetho-
den im analytischen u n d numerischen Teil gidnzlich verschieden.
Die entsprechenden Ergebnisse des Autors liegen dicht unter-

halb der Werte von H. S 8 d i n g (Diagramm Nr. 11).

HYDRODYNAMISCHE MASSE
HYDRODYNAMISCHE DAMPFUNG

Die in der Hydrodynamik der linearen Schiffsschwingungen defi-
nierten Gréfen der hydrodynamischen Masse und hydrodynamischen
Dédmpfung sind in dimensionsloser Form fiir verschiedene, jeweils
angegebene Spantformen {iber dem Frequenzparameter g p in den
Diagrammen Nr. 16 bis Nr. 20 graphisch aufgetragen. Diese ergeben
ein gutes einfaches MaB fiir die Qualitdt der zur Auswertung der
Theorie z we i t e r Ordnung vorausgesetzten Gréfen e r -

s t e r Ordnung. Dabei sind sowohl an der freien Oberfliche
schwimmende, als auch getauchte Zylinder~
formen beriicksichtigt. Die Ubereinstimmung mit bekannten Ergeb-
nissen der Literatur, insbesondere relativ zu F. Ur s e 1 1,
W.Porter, W.Frank, F.0gilvie, ist sehr gut.
Einige bekannte physikalische Phinomene im Zusammenhang mit ver-
tikal an der Wasseroberfliche schwingenden Wulstspanten, wie

das Verschwinden der hydrodynamischen Dampfung bei gewissen Fre-
quenzen [ 61, ebenso wie fiir schwingende getauchte Kreisspanten
[41], konnten bestitigt werden (Diagramm Nr. 19 und 20).

Eine weitere physikalische Interpretation dieser GréBen wurde
bereits unter 2.5, soweit hier erforderlich erschien, gegeben.

SchlieBlich wurde im Rahmen dieser Arbeit auf eine Wiedergabe
der Ergebnisse fiir die WellenprofilgréBen im Unendlichen, die
bereits unter 2.5 formelm#Big erfaBt und physikalisch interpre-
tiert wurden, verzichtet, da die Potentialausdriicke z w e i -
ter Ordnung an der freien Oberfliadche,
die fiir die Berechnung von ‘R:::(157) erforderlich sind, von

den Irregularititen am meisten beeinfluft werden (vgl. 3.2),

so daf die erzielten Ergebnisse z we i t e r Ordnung, wenn
auch nicht schlechter als sonst, mehr zufillig erscheinen. Die
von R. Potas h[43] gelieferten, sehr stark oszillierenden,
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Ergebnisse fiir die Wellenkenngrdfien z we i ter Ordnung
sind ein Musterbeispiel fiir die Richtigkeit der oben angefithrten

Argumentation.
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4. ZUSAMMENFASSUNG

Das Problem eines an oder nahe der freien Oberfliche einer end-
lich tiefen Fliissigkeit mit endlicher Amplitude vertikal schwin-
genden zylindrischen Kérpers beliebiger Form ist als nichtline-
ares Zeit-Randwertproblem gemischter Art potentialtheoretisch
behandelt und fiir den Fall unendlicher Flissigkeitstiefe fiir
einige schiffsihnliche Spantformen numerisch ausgewertet worden.

Unter den diblichen Annahmen der Potentialtheorie und der Voraus-
setzung einer zeitlich fortlaufend wirkenden, einfach harmonischen
Erregerfunktion ist das sich ergebende nichtlineare Zeit-Rand-
wertproblem unter Zugrundelegung eines nichtlinearen Ubertragungs-
modells zweiter Ordnung mit Hilfe der Stérungsmethode auf drei
lineare Randwertprobleme gemischter Art zuriickgefiihrt worden.
Dabei ist eins der anfallenden linearen Probleme zweiter Ord-
nung nur diskutiert und von der weiteren Betrachtung ausgeschlos-
sen worden, da es keinen entscheidenden Beitrag fiir die Theorie
zweiter Ordnung liefert.

Unter Anwendung der G r e e n schen Sitze der Potentialtheorie
sind die sich ergebenden Randwertprobleme in lineare, inhomo-
gene Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art umge-
wandelt worden.

Auf der Grundlage der aufgestellten Integralgleichungen sind
Existenz-und Eindeutigkeitsfragen von Losungen behandelt worden.

Nachdem mehrere Méglichkeiten zur Lésung der erhaltenen Randwert-
probleme durch verschiedene Integralgleichungsmethoden vorge-
stellt worden sind, ist das sich ergebende lineare Randwertpro-
blem erster Ordnung durch eine Einfachschicht- sowie eine Ein-
fach- und Doppelschichtpotentialdarstellung geldst worden, indem
entlang der getauchten Kdrperkontur einerseits Quell- und an-
dererseits Quell- und Dipolsingularitidten angenommen worden

sind.

Das sich ergebende lineare Randwertproblem zweiter Ordnung ist-
unter Beriicksichtigung der Ldsungen erster Ordnung - durch eine
Einfach- und Doppelschichtpotentialdarstellung, nachdem entlang
der getauchten Kérperkontur Quell- und Dipolsingularitidten und
entlang der Ruhewasserlinie Quellsingularititen angenommen wor-
den sind, geldst worden.
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Die fiir die Integralgleichungsldsungen notwendigen G r e e n -
schen Funktionen sind fiir den Fall endlicher und unendlicher
Wassertiefe abgeleitet und fiir den Fall unendlicher Wassertiefe
analytisch-numerisch aufbereitet worden.

Die bei der Auswertung der aufgestellten Integralgleichungen
angewandte, numerische Lésungsmethode (Close-Fit) ist dargestellt
und einer dhnlichen Losungstechnik gegeniibergestellt worden.

Auf der Grundlage einer gleichzeitigen Betrachtung des inneren
und AduBeren Randwertproblems ist eine sog. kombinierte Integral-
gleichungsmethode vorgestellt worden, die auch fiir die Eigenfre-

quenzen des jeweiligen inneren Problems sinnvolle L8sungen ergibt.

Numerisch ist das sich ergebende sog. Irregularititenproblem
jedoch nur durch eine einfache praktische Lésungstechnik behan-
delt worden, die fiir schiffsdhnliche Spantformen ausreichend
gute Ergebnisse geliefert hat.

Die aus den erhaltenen Potentialldsungen abgeleiteten, verschie-
denen physikalischen Kenngrofien erster und zweiter Ordnung sind
in Diagrammen dargestellt, mit Ergebnissen anderer Autoren ver-

glichen und diskutiert worden.

Das Ergebnis der vorliegenden Arbeit besteht einerseits in der
Beantwortung einiger im Zusammenhang mit der Aufstellung und
Lésung der sich ergebenden Randwertprobleme bisher nicht griind-
lich geklirten Fragen; andererseits bringen die hier erzielten
Ergebnisse physikalischer Gréfien zweiter Ordnung die bei der
Theorie der Schiffsschwingungen zugrundegelegten Ubertragungs-
modelle den entsprechenden Naturmechanismen e i nen Schritt

niher.

Die nichtlinearen Effekte zweiter Ordnung, die direkt dem Qua-
drat des kleinen, jedoch endlichen Verhdltnisses der- Erregeram-
plitude zur Spant - Halbbreite proportional sind, nehmen mit
wachsender Erregerfrequenz zu. Sie bestehen einerseits aus mehr-
fach zeitharmonisch oszillierenden Ausdriicken und andererseits
aus zeitunabhingigen Termen, die insbesondere bei Tauchschwin-
gungen ein Absinken des Kdrpers bewirken. Diese Phdnomene ent-
sprechen bekannten Versuchsmeflergebnissen.

Der konsequent folgende Schritt auf die hier untersuchte, er-
zwungene Glattwasserschwingung wire - dhnlich dem linearen Fall -
die Behandlung der nichtlinearen Bewegung eines einer Welle



endlicher Amplitude ausgesetzten, frei schwimmenden Kérpers.
Dieses Problem ist jedoch ohne eine Kldrung der Frage nach den
erregenden Wellenkrdften zweiter Ordnung sowie der sich ergeben-
den Storstromung bei festgehaltenem Kdrper unter Zugrundelegung
eines nichtlinearen Ubertragungsmodells nicht 1&sbar.
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ANHANG A
Behandlung der Randbedingungen mit Hilfe der Stérungsmethode

Allgemeines
Durch Einsetzen der in Frage kommenden allgemeinen Stdrungsan-
sitze fiir das Geschwindigkeitspotential(17)

v

Pox,y;t;ed= i &P oo,y

(A.1.)

~ <
D ey
= B ?chy)e :
k=0
und das Wellenprofil(19)

N e & e e
[CX;t;&>=Z_§; € Y. ex;ty, Wz

in die Randbedingungen des vorliegenden Problems soll e1ner—
seits nachgewiesen werden, daf die Potentialausdriicke $,<

fiir n#k=0, mit Ausnahme von <§:)filr die zweite Ordnung, nur
triviale L&sungen liefern, weshalb sie auch vernachldssigt wer-
den kénnen; andererseits sollen die Freie- Oberflachen -Randbe-
dingung sowie die Kdrperrandbedingung durch die ?x des iqui-
valenten 'ungestérten' Problems dargestellt werden, wodurch

die L8sung des vorliegenden nichtlinearen zeitabhingigen Rand-
wertproblems auf die L8sung von linearen,nur ortsabhidngigen,

Randwertproblemen zuriickgefiihrt wird.

A.1 Randbedingungen an der freien Oberfliche

Bei der Formulierung der Randbedingungen an der freien Ober-
fliche vy Y(x t) ist im Argument der q\‘ nach (Asls) i ip—
}7(x t; &) einzusetzen, wodurch die QK von der Zeit t und

dem Entwicklungsparamenter € abhingig werden; dies wiirde die
Lésung des Problems erschweren, ohne die Genauigkeit im Ver-
gleich zu dem folgenden Ausweg zu erhdhen.

Unter der Annahme, daB die Wellenerhebung klein,von der GréfBen-
ordnung von & ist, lassen sich die Potentialausdriicke
Q:?x,ﬁ’(x;t;c)) in Taylor-Reihen beziiglich der Ruhelage y = 0
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entwickeln (ungestértes Problem):

w ) ) a
ql’cx,Vc‘,o) =g, xod+ Ve 6, + OCYY),

oder fiir die zweite Ordnung bezﬁglxch E mit (A.2.)

91( CX Yx;t;e))= Q cx oD+ 5Z_Y (" e ¢ky (A.1.1)
+ OCED.

Entsprechendes gilt fiir die Ableitungen von ?k).

Bernoullischen Gleichung fiir die freie Oberflidche(7)

Aus der

S
YCx;{):-%ECP£C)<,VCX;{),'£)+ L | VP g (A.1.2) |

ergeben sich nach (A.1.), (A.2.), (A.1.1) und Ordnen der Glie-
der bezliglich Ef'e‘-"k‘“Jt @sn<=2, 0<k<2) folgende Beziehungen
zwischen den WellenprofilgréfRen Y (x t) und den Potential-
gréBen (,‘ (x 0):

nt4/k=o
Yoo =0 , (A.1.3)
=l k=1 2
) ) "5""
Y, (x; t)-,sq‘ : (A.1.4)
4, k=2 o,
) . -3 Rw
VY, <x; t>_52§’q;’e , (A.1.5)
n=2,x=0

cad oy —

it R (43
Yoo = LelF T el T

r— ¢ ) i) [P ]
qq 1y _—[$2K sz * ?:lv qay *

18
m— ) s e ml
» B0 e [9 o
n=2 k=4
c2) ) — n
Y, Cxt)= = [aw@ +“3’ Gt Gayt
(A.1.7)
(A)_u) w) )
* ? ) ?Ox Q‘lx QOy qdy
-3

_u) ({p] — ) )
"‘i( 1;( $:.x + $4V sz )]




=2,x=2

2> 2 ) )
2 (xlt)-_-.‘_[z“) ‘a)_i")_
2 2 ¢=2 2 @4 g«y (A.1.8)

w32 - 32wt

1 w2
=T CG«X % ) ?Ox?:i ?oy gzy]
Die substantielle Differentiation von (A.1.2) nach der Zeit
liefert unter Beriicksichtigung der kinematischen Randbedingung
an der freien Oberflidche(6)

Yth;t7+chCx,VCx;t);t)‘s/;‘cpy=O ,  (A.1.9)

nach Substitution des Wellenprofils,die folgende kombinierte
Freie-Oberflidchen-Randbedingung:

P, x Ve 8258)+ 9P, = -2 (cquix*quqDey}-

(A.1.10)

PP, -2BRRB-PR

Unter Beriicksichtigung von (A.1.),(A.1.1), (A.1.2) und Ordnen
_',kw

der Glieder beziiglich €’e Y ¢ (14n€2, 0£k<2) ergeben
sich fiir die Potentialgrdfen ?k(x,O) die folgenden Beziehun-

gen:

n=1{,k=0
@;:Cx,o)=o ’ (A.1.11)

wet, k=1
‘§;u>{<;j"c><,y>§=o : (A.1.12)

-4, k=2
$C4v)2q2‘7Cx,y)g=O, (A.1.13)

-2, k=0

Q; ("O)'—’IW’ E@ %( ia‘;ggm.nu)

¥ ——Imgqg% F 4§ Fay 88,
= k=" (CP)
fx F D5, Cx,y)z=‘5-g-[§q Fouyt G FIEELS

“ A-T-15)
%CAV)EQZ‘Ii 2 G‘\x qog_ C?«KQ&X * G‘\(‘/)Qi‘/))ﬁ
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=2 =2 ca ) )
g Foanferom-s 22 ten a3

(A.1.16)

@) (<Y S > S | @) v
— G %’(V) EQWE"' & @ax Pox” 4 @a ?Oyy] 2
mit der Wellenzahl der Erregerfunktion ¥

a
y =« % (A.1.17)

3

und dem Freie-Oberflidchen-Differentialoperator

chv)?‘FCx,y)iE (aa_"-:—-v F)l . (A.1.18)

x,y) € S:
A.2 Randbedingungen an der Kdrperoberfliche

Unter der Annahme, daf die Bewegungsamplitude relativ klein
zur Kérperbreite b, d. h. von der GréfRenordnung von & ist,
lassen sich die Potentialgrdfen F‘:’entlang der Kdrperober-
fliche in Taylor-Reihen beziiglich der Kdrperruhelage (Mittel-
lage) entwickeln; unter Beriicksichtigung der vereinbarten
Koordinatensysteme (o - x - y Inertialsystem, 0 - X - y mit-
bewegtes System) und einer einfach harmonischen Erregung nach
Gleichung (2) in Vertikalrichtung ergibt sich fiir die ?::’
an der Kdrperoberfliche:

) WAy CH b
G O, VA= G CXFI+ Cy-VI) G X, +...,

oder fiir die zweite Ordnung

W) C ey st .
P (X, YVCEED =G, CXFO+a6, € +QC) ,

mit a = £-b. (A.2.1)

Das gleiche Verfahren ist sinngem#f fiir die Ableitungen der
Q‘:)entlang der Kdrperoberfliche anzuwenden.

Aus der kinematischen Randbedingung filir die K8rperoberfliiche

&Cx,y(t);t)'—‘\/‘m . (A.2.2)
own
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mit der Differentiation in Richtung der #Zufleren Normale

3 R xRy (A.2.3)
2w Ox oy

und nach der Vereinbarung fiir \/n mit (2)5 (10)

V, ='1M5£5&bw e_juti'g, (A.2.4)

ergeben sich unter Beriicksichtigung von (A.1.) tézw. (A.2.1)
w -3k
und nach Ordnen der Glieder beziiglich & e i fl=n<2,

0<k<2) folgende Randbeziehungen fiir die Potentialgrdfen
q;‘:)('x', y¥) entlang der Kérperoberfldche:

n=1{,x=0
(6{({»;”(&\/)%:0 , (A.2.5)
ﬂ=4:k=4
@i?:izx,y) =—bwx’, (A.2.6)
=1’k=2 @y
6> ¢ Gzcxl\ﬂg =1 ) (A.2.7)
=2, %=0

Bieoxyi=32 @08 . (o

n=2, k=1
@i?:xk"N@:—jb&igo‘:g ; (A.2.9)
n=2, %=2

@EQ;Z'Cx,yﬁ:_j%@g%:'g ; (A.2.10)

mit dem Kérperoberflichen-Differentialoperator

&52 FCx,y)iE(:}@.E _;_aﬁ)‘ _(A.2.11)
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A.3 Vereinfachung der Stbrungsansidtze

Unter Beriicksichtigung der erhaltenen Randbeziehungen fiir die
$:nentlang der freien Oberfldche (A.1) und der Kdrperober-
fliche (A.2) sowie der vom Potential P bzw. von den @i:)zu
erfiillenden S omme r £f e 1 d schen Ausstrahlungsbedingung
im Unendlichen (Ausn.: fiir k = 0 sind andere Randbedingungen
im Unendlichen zu erfiillen; s. (A.3.5) und (43)fir Gg):

QC\C’V‘,)gG:’(x,\/)§=O , k#O (A.3.1)

mit dem Ausstrahlungs-Differentialoperator

&(V.,)ngx,vﬁE\?ejC%—i T % F)), (A.3.2)

xX— oo
wobei die Wellenzahl der abgestrahlten Wellen V¥,
Vo‘é‘ﬂ(volﬂ): ¥ oy (A.3.3)
mit € iwn Yo = Voo
h— oo

iterativ bestimmt werden kann,und schlieflich der am Boden

y = -h zu erfiillenden kinematischen Randbedingung
w)
kch,y=—l«\)=O . (A.3.4)

148t sich der allgemeine Stdrungsansatz fiir P nach (A.1.) -
und damit alle daraus folgenden Stdrungsansidtze - veriagfachen,
indem gezeigt werden kann,daB manche der Ausdriicke ¢, nur
auf die trivialen Lésungen fithren,so daf sie unterdriickt werden.
Man bedient sich hierfiir der G r e e n schen Sitze unter den
iiblichen Voraussetzungen der Potentialtheorie (s. Anhang B),
wodurch die Potentialwerte aus den ?::an beliebigen Punkten
des Fliissigkeitsbereiches durch die Randwerte der $T)auf der
Bereichsbegrenzung ausgedriickt werden kdnnen. Es ergibt sich
damit fir Q:’unter Berlicksichtigung von (A.1.11), (A.2.5),
(A.3.4) und der speziellen Bedingung im Unendlichen

@ va
eiM Qo we,y) =0 L Cxl*ya) , (A.3.5)
Y= oo

“y
da das G, - Randwertproblem kein Diffraktionsproblem darstellt,
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daB das $:)-Randwertprob1em nur die Trivialldsung hat.
Ebenfalls trivial ist die Losung des <§:)-Prob1ems unter Be-
riicksichtigung von (A.1.13), (A.2.7), (A.3.1) und (A.3.4);
obwohl nach (A.3.1) im Unendlichen eine Wellenbewegung zu er-
warten wire, bleibt hierfiir nach (A.2.7) die 4duBere Stdrung
aus, was jedoch physikalisch erforderlich ist.

Nach Anwendung dieser Erkenntnisse liber das §;’ bzw. $:’- Pro-
blem auf die Formeln (A.1.15) und (A.2.9),deren rechte Seiten
dadurch verschwinden,liRt sich Ahnliches liber das Q?l Problem
aussagen: auch dieses Randwertproblem hat nur die triviale
Losung(vgl. F. J o h n [51], S. 74).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB die restlichen
Potentialausdriicke zumindest aufgrund der mathematischen Struk-
tur der Randbeziehungen einen mathematisch nichttrivialen und
physikalisch sinnvollen Charakter besitzen. Damit vereinfacht
sich der Potentialansatz nach (A.1.) (N = 2) zu:

@) -3 gwt
Pexy;t;ed= EGix,yNE + (A.3.6)

g P
v G g e T oce®.

Entsprechend sind sdmtliche Stdrungsansédtze fir die verschie-
denen physikalischen Gréfen, die sich aus dem Potential ab-
leiten lassen, zu vereinfachen.

Ebensolches gilt fiir die Randbeziehungen der verbliebenen ?::)

nach (A.1) und (A.2).

»)
A.4 Vergleich der Randbedingungen fiir @« mit anderen Auto-

ren

Wihrend die formulierten Randbedingungen an der freien Oberfld-
che und Kérperoberflidche vor der Elimination der Zeit aus dem
Geschwindigkeitspotential P nach (A.1.10) bzw. (A.2.2) in

der Literatur unumstritten sind, ist dies bei den entsprechen-
den Randbeziehungen fiir die G:jnicht mehr der Fall.

Zum direkten Vergleich der Gleichungen nach (A.1) bzw. (A.2)
bietet sich einzig die erste Arbeit von C.M. L e e [ 37] iiber
ein dhnliches Problem an. Diese Arbeit enthdlt in diesem Zu-
sammenhang einige offensichtliche Druckfehler, aber auch eine
Reihe von vermutlich sonstigen Fehlern in den aufgestellten
Gleichungen. Die wesentlichen Unterschiede zu der vorliegenden
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Arbeit sollten hier erwihnt werden:
a) S.-316 [373.

@{q’c f__ {Iww mg

sollte heiflen: (A.4.1)

B3~ 5[Tm,BE e

(diese Gleichung 148t sich aus (A.2.8) entwickeln,wenn die-
selbe Erregerfunktion wie bei C. M. L € e verwendet wird).

b) S. 316, Gl. (30) [37],
(ﬁc‘{\/){q g i[z,ZC$1x(xo)+ @wag =
m ng b Eﬁmg 3 IMDXQ‘ g(v)gﬁ;ff]

sollte heifBen:

Fl4vIfe2= [zg Ly g

‘\/

(A.4.2)
o
T Qn %C v )E g]
(vgl. mit (A.1.16) ohne Trivialterme).
c) S. 322 [371,
23] D -Jw
Y x40 =-3Z § o e
3
sollte heifen:
(€D A
(€] -3@6
Y. cx)t>=5-€8¥—¢4 e (A.4.3)
. -—C4) ” €D
(vgl. mit (A.1.4)) , mit ? Q‘C -y @“5.
d) S« 326, 61. (52)Lz71,
3 . 8 : 2 32wt . .
In dieser Gleichung sind die E & -Glieder nicht voll-
stdndig (z.B.: &‘g;ﬂe =aRmt U.s.w.).
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Da auf die Berechnung von ;::)im Rahmen einer Theorie zweiter
Ordnung verzichtet wird (s. 1.5) wund die physikalisch wichti-
gen Amplituden von (A.4.3) gleich sind, verbleiben die Diffe-
renzen in (A.4.2) von Bedeutung; diese Differenzen bestehen
nur beziliglich der Imaginidrteile der komplexen Gleichung
(A.4.2), die jedoch die vollstindige Bestimmung des Potentials
zweiter Ordnung entscheidend beeinflussen kénnen (s. Zsl)s

Zum indirekten Vergleich der betreffenden Gleichungen kann
einerseits eine spitere Arbeit von C.M. L e e [38] und anderer-
seits eine Arbeit von R.L. P o t a s h[43] herangezogen wer-
den.

Die zweite Arbeit von C.M. L e e [38] behandelt zwar den Fall
eines nichtlinearen Systems, dessen Erregung aus der Summe
szweier harmonischen Funktionen besteht; jedoch lassen sich fiir
den Grenzfall w, =@, #quivalente Gleichungen zu denen nach
(A.1) und (A.2) ableiten. Dieser Widerspruch zwischen den bei-
den Arbeiten von C.M. L e e konnte nicht gekldrt werden C39).

SchlieBlich wurde im Zusammenhang mit der Priifung von Glei-
chung (A.4.2) die Arbeit von R.L. Po tas h [43] untersucht;
unter Beriicksichtigung des dort gemachten vergleichbaren
Potentialansatzes undder Beziehungen zwischen den hier benutz-
ten Grofen $‘::bzw. q‘:: und den dort verwendeten P bzw.
?‘“’wurde festgestellt, daB die Imagindrteile von Gl.(A.4.2)
{ibereinstimmen, jedoch nicht die Realteile (S. 299, G1l. (23)
[43]), deren Form nach R.L. Potash nicht gerechtfertigt
erscheint.
Es mufl deswegen an dieser Stelle betont werden, daf diese
Diskrepanzen die Interpretation der Ergebnisse zweiter Ordnung
nach den obigen Autoren erschweren, da schon die Randbeziehun-

gen voneinander abweichen.
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ANHANG B

Behandlung der Randwertprobleme mit Hilfe der Greenschen

Sdtze der Potentialtheorie

Allgemeines

Die mit Hilfe der Stdrungsmethode aus dem nichtlinearen
Zeit-Randwertproblem entstandenen linearen Randwertprobleme
werden im folgenden durch Anwendung der G r e e n schen Sitze
auf Integralgleichungen zuriickgefithrt; deren Aufstellung
ist jedoch von dem Auffinden geeigneter sog. G r e e n scher
Funktionen (s. Anhang C) abhdngig, die zu den Potentialrand-
wertproblemen dquivalente, jedoch einfachere Randwertprobleme
erflillen miissen.

Jede der hier vorliegenden Randwertaufgaben kann als
inneres oder duferes Problem von einfach zu-
sammenhidngenden beschrinkten Gebieten des zweidimensionalen
Raumes beschrieben werden.

Ebenso 148t sich das Zuriickfilhren der Randwertaufgabe auf eine
Integralgleichung zur Bestimmung des Potentials auf verschie-
denen Wegen bewdltigen,indem man z.B. das zu bestimmende
Potential als Einfachschichtpotential
ansetzt [111LC51 und damit die Berechnung der Potentialfunk-
tion auf die einer Belegungsfunktion zuriickfiihrt; man kann
aber auch das Potential als Wirkung von Uber die Begrenzung
verteilten e infachen upd Doppelquellen
auffassen [43]1, wodurch der Wert des Potentials fir einen
beliebigen Fliissigkeitspunkt in Form einer Integralgleichung
durch die Randwerte des Potentials und dessen Normalableitungen
auf der Begrenzung ausgedriickt wird.

Die Existenz- und Eindeutigkeitsfragen der aufgestellten Rand-
wertprobleme sind z. T. von F. J o h n[51] beantwortet wor-
den. Sie lassen sich unter gewissen Voraussetzungen liber das
Grundgebiet sowie iiber dessen Rand und die Art der Randbe-
dingungen auch fiir die vorliegenden gemischten (R o b i n schen)
Problemeallgemeiner durchfiihren (vgl. Sauer-Szabo, II, S. 369
££.0750).
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B.1 Formulierung der Randwertprobleme

Mit Ausnahme der Homogenitidt der gemischten Randbedingung an
der freien Oberflidche nach (A.1.12) im Vergleich zu (A.1.16)
ist die Art der Randwertprobleme zur Bestimmung der Potentiale
erster bzw. zweiter Ordnung ?fu bzw. ?;” grundsdtzlich die
gleiche: Es liegen Randwertaufgaben d r i t t e r Art

(sog. Robin - Probleme) vor, deren Randbedingungen auf
Teilen des Randes durch inhomogene bzw. homogene N e um a n n-
sche oder R o b i n sche Beziehungen gekennzeichnet sind.
Das Randwertproblem zur Bestimmung des Potentials erster
Ordnung 148t sich als Spezialfall des linearen Randwertpro-
blems zweiter Ordnung behandeln, indem man die rechte Seite
der Randbedingung fiir das Potential an der freien Oberfliche
gleich Null setzt (vgl. Gl. (26)-(37)).

Die Geometrie der zu untersuchenden Randwertprobleme ist aus
Abb. B.1 ersichtlich.

y o
y Sg= SUSEUS USZUS,

X=+00 SR

ot Yok 5

Abb. B.1

Bei den hier vorliegenden linearisierten Randwertproblemen
werden Potentialfunktionen in einem einfach zusammenhingenden
Gebiet D gesucht, dessen Rinder nicht von vornherein voll-
stidndig bekannt waren;jedoch lieB sich mit Hilfe der Stdrungs-
rechnung und von Grenzwertbetrachtungen fiir die Bedingungen

im Unendlichen das Gebiet einschridnken (s. Anhang A) .
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Dessen Berandung S besteht somit aus der Kérperkontur des ge-
tauchten Korpers in seiner Ruhelage (oder einer Mittellage)
So,der Ruhewasserlinie der freien Oberfliche auBerhalb des
Kérpers (oder der mittleren Wasserlinie) SF' der festen Boden-
linie Sp und zwei vertikalen Kontrollinien im positiven und
negativen Unendlichen. Mit D” wird das von der Kérperkontur
S0 in der unteren Halbebene eingeschlossene Gebiet bezeich-
net. Es wird vereinbart, dafl die Normalen des Randes des
Grundgebietes von inneren Problemen stets in das Innere des
entsprechenden Grundgebietes der duBeren Probleme gerichtet
sein sollen.

Die von der Potentialfunktion zu erfiillenden Bedingungen sind
neben der Potentialgleichung in D (26),(32)

)
ACP‘CX,\/>=O , (x,y2€D , (B.1.1)

die kinematische Kérperrandbedingung auf S, (27),(33)

) )
P,ox,yd)= F v, x,yeS,, (B.1.2)

i

(n - = ol
k=1, F %,(x ) fur das @, - Problem,

(L <)
k = 2, F(2) 8,(64)fﬁr das q:- Problem,

die kombinierte Freie-OberflédchenBedingung auf Sp (28),(34)

k) ) Cw)
P oK =l Cx,0), (%, yD€S_,(B.1.3)
mit
(1) @)
k=1, 1L = 0 flir das ¢, - Problem,

( 2) (D] . ca)
k=2, L = f(¢,xo )flr das G, - Problem,
die kinematische Bodenrandbedingung auf S (29),(35)

()
P, exyr= 0, txyr € Sq, (B.1.4)
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und schlieBlich die S omme r £f e 1 d sche Ausstrahlungsbe-

dingung im Unendlichen auf Sp bzw. S, (30),(36)

)

)
Cpx ¢, ) F ) klvocp = O, (x,\/)—’{-s; o (B8]
&

@)
k = 1, flur das %, - Problem

€2y

k = 2, fir das €. - Problem ,

>

und der Wellenzahl der abgestrahlten Wellen v, , die durch
die transzedente Gleichung

Yoth G h) = ¥ (B.1.6)
gegeben ist.
Das Zurlickfiilhren der soeben beschriebenen linearen Randwert-
probleme (B.1.1) bis (B.1.6) fiir die Potentiale erster bzw.
zweiter Ordnung auf Integralgleichungen erfordert die Kennt-
nis der zu diesen Randwertproblemen "passenden'" G r e e n -
schen Funktionen, auch G rund -, Hawupt - oder
Elementar l3sungen genannt; solche Ldsungen sind Funk-
tionen zweier Punkte P (x, y) (Au f pumnk t) und Q (gyz)
( Quellpunkt) in einem endlichen Gebiet der Ebe-
ne und haben die Eigenschaft, die Wirkung einer "Einheitsquel-
le” in Q (Slz) auf P (x, y) unter den speziellen Problem-
randbedingungen beschreiben zu kdnnen. Mathematisch werden die
hier gesuchten G r e e n schen Funktionen G (P, Q) durch
folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

a) G (P, Q) ist als Funktion von P (¥*) harmonisch (also
Potentialfunktion) in dem untersuchten Gebiet, mit Ausnahme
des Punktes Q (¥,); dort ist erst

3CRQ)=GCP,Q)—€OQIT‘—?’°] , (B.1.8)

2

mit I¥-+.l =[(x-‘g)1+ (\/-2)'] ’
harmonisch.

b) G (P, Q) geniigt am Rande des Gebiets den den Problemrandbe-
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dingungen entsprechenden h om o g e n e n Bedingungen, wo-
bei jedoch das Verhalten von G entlang der mit Quellpunkten
belegten Kdérperkontur So durch Gl. (B.1.8) beschrieben wird.

Das Randwertproblem fiir die G r e e n schen Funktionen
G (x, ¥; %,%) sieht somit folgendermaBen aus (einschlieBflich
(B E.B) )

(43

AG =O,~ 'h<Y<O,""<Z<O,<>‘,v7#ci,z).(5"-9)

5 ¢
G;"- e G e , fiir y = 0 , (B.1.10)
e
G, =0 , fiir y = -h , (B.1.11)
3 )
Gy 235G O I, farx—=tos, (B.1.12)

mit
. ( 1 ) @)
k=1 fir G des ¢. - Problems ,

. (Z) )
k= 2 fir G des @2 - Problems

und oA nach (B.1.6).

In Abb. B.2 sind die Randwertprobleme fiir die Potential- und
die entsprechenden G r e e n schen Funktionen erster und zwei-
ter Ordnung schematisch gegeniibergestellt.

Randwertprobleme erster Ordnung

Greensche Funktion o Potential
cx @) ) A
w Y=0 GV’ZVG =O i I_L fe Y=O q)y_ycp“-o
s £3 5 e
Yo P 1 ‘“: @y
“
QaQ
- (3] - = ) 3
[ o AG=0., > B L, BP0, om
G +5%G =0 G, = 7%G=0 P+ 5veP=0 <R-jv,q3‘0
h Gy=0 yetn  PL=O
e — L —¢ 45 - £

Abb. B.2
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Randwertprobleme zweiter Ordnung

Greensche Funktion Potential
y Ay
a . -
o e Gy-4vG=0 x « Y=O P-4 "CP :
ph = T . ¥ 'ﬁ'
X . (2%
o P 1 i - F(I’
Q
(&bl ca)
AG=0 AP-=0
KHe=00 u-"p % = ~00 K= 400
< 5 car a o
Gi% 347,G2R0 Ge-24%G =0 DL s4vnP o FulshPo
W y=-h GY=0 e i PR .
3 el = ]
Abb. B.2

Die hier beschriebenen R o b i n schenRandwertaufgaben sind
sog. selbstadjungierte Randwertprobleme,
da sowohl der L ap 1l a c e sche Differentialoperator als
auch die Randbedingungen selbstadjungiert sind C751 .

B.2 Zuriickfithrung der Randwertprobleme auf Integralgleichungen

Die Existenz- und Eindeutigkeitsfragen von Ldsungen der in
B.1 beschriebenen Randwertprobleme lassen sich,abgesehen von
einer physikalischen Begriindung, durch die Zuriickfithrung der
Randwertprobleme auf Integralgleichungen mit Hilfe der

G reen schen Sitze behandeln.

Es sei B ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet
der (x, y) - Ebene mit dem Rand M: u(x, y) und v (x, y) ge-
horen in B zur Klasse C(Z) und auf [ zur Klasse C(1.

d M sei das Bogenelement von ™ im Uhrzeigersinn; d B sei
Flichenelement von B und # die i nn e r e Normale von
B. Es ergibt sich unter Anwendung des Integralsatzes von
GaufB diesog. zweite Green sche Formel (zx T
auch als -erste- Greensche Formel bekannt) der
Potentialtheorie:

gg(u Av — v Au)db= g(uv,.—vu,.)o(r', (B.2.1)

Spétestens an dieser Stelle ist es erforderlich,die vorliegen-
den Randwertprobleme als innere oder dufliere
Probleme zu kennzeichnen, weil dies nicht eindeutig ist. Da
das Grundgebiet des Problems D den unendlich fernen Punkt
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enthdlt,wird vereinbart, da@l die Probleme nach B.1 als
duBere Robin sche Probleme behandelt werden. Dem-
nach ist das durch die getauchte Kdérperkontur So in der un-
teren Halbebene beschrinkte Gebiet D” das Grundgebiet der
entsprechenden i nne r en Probleme. Mit Hilfe einer Trans-
formation durch das Verfahren der re z i proken Ra-=-
dien [75]1lassen sich jedoch, unter gewissen Voraussetzungen,
4uBere Probleme auf i nn e r e zuriickfiihren.

Nach Anwendung von (B.2.1) auf die Potentialfunktion <P
(B.1.1) und die dquivalente G r e e n sche Funktion G
(B.1.9) in D 14Bt sich zundchst die linke Seite von (B.2.1)
vereinfachen, da <P {iber das Integrationsgebiet D die
Laplacesche Gleichung erfiillt und NG (x, ¥; 'S,Z) nach
(B.1.8) dem Verhalten einer D i r ac - De 1t a - Funktion
folgt, mit (5‘,2 )eSo, also am Rande von D.

Es ergibt sich unter Beriicksichtigung von

(remse-n«r= F, (8.2.2)
B

fiir beliebige Funktionen F (s. Kaplan,S. 520[69]),folgender
Ausdruck fiir die linke Seite von (B.2.1)

20 Pox,y), cx,yd)e O

SS(GACD—@AGM@: n Py, x,y) €S, (B.2.3)
D O xyd)eD ,

wobei der Wert 2m mathematisch eine Vereinbarungssache ist

und physikalisch als das i nnere Doppelschicht-
potential eines Kreises mit Einheitsbelegung sich deu-
ten 14Bt.Dieses Ergebnis bekommt man,wenn man bei der Integration
iiber ds (s. Abb. B.1 ) im Gebiet D die Singularitit

beim Quellpunkt Q (;,Z ) vom Integrationsgebiet ausschliefit,
indem man sie mit einem Kreis k von beliebig kleinem Radius

€0 umschlieft. Die anschlieBende Integration zwischen

S und k der linken Seite von (B.2.1) liefert den Wert Null,

da AP- 0,0AG = 0 iber das Integrationsgebiet gilt. Der
Integralbeitrag der ausgeschlossenen Singularitidt ist im

Innern von D gleich 2m. (s. § 57 Lamb[53])

Aus (B.2.1) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (B.2.3)

die soag. dr i tte G reen sche Formel(z.T. als He 1m -
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h ol t z sche Integralgleichung bekannt) fiir die Potential-
theorie, wobei die Integration entlang S wund die Differentia-
tion in Richtung der inneren Normale von D, ¥, nach den Quell-
punktkoordinaten (Index Q) erfolgt:

C aGCX, ph ) o
S{CP $.2) —7’-‘5'1—30“
Se 21 Px, v, tx,v)e D
= GCxy;s )&2"2—)30(3— 1 Plx,y),0x € S, (8.2.4)
7’ IZ ana a ,
O yCx,yD € D

Diese Formel gibt den Wert von P fiir einen beliebigen Beob-
achterpunkt an, ausgedriickt durch die Randwerte von P und
<;3 auf der Begrenzung S bzw. als Summe eines Doppel -
schichtpotentials mit der Belegungsdichte P
und eines Einfachschichtpotentials
(auch Linienpotential genannt) mit der Dichte
Jﬂ?; pro Belegungsldngeneinheit.

Als nichstes werden die Randbedingungen fiir <P und G nach
B.1 entlang S beriicksichtigt, wodurch (B.2.4) nach Elimina-
tion von cFa zu einer Integralgleichung fiir 92 allein umge-
wandelt wird. Dazu werden die Integrale auf der linken Seite
von (B.2.4) nacheinander entlang So, SF’ SR' SL und SB be-
rechnet, unter Beriicksichtigung von

.9_:_3_ auf SF’SB'
ong a\/

f-h > T suf 8,08
ovia D%

Auf So gilt nach (B.1.2)

G X VG (12)
G135, G3E3ons (038 o s
S

An der freien Oberflédche S erg1bt sich mit (B.1.3) und
(B.1.10) und Elimination von (k y) der folgende Integralaus-
druck:

Sgcp o _ ﬁzdsa = SG B 5 2 (B.2.6)
Q



mit L ) pach (B.1.3).

Im Unendlichen, entlang SR bzw. SL' 14Rt sich unter Beriick-
sichtigung von (B.1.5) und (B.1.12) und Elimination von

(k2 ¥l das Verschwinden des entsprechenden Integralausdrucks

nachweisen:
é,g_ _a_CP_ ds.=0O Ny (B.2.7
SECP dg < anag 2 p
Se,S.

Das gleiche gilt am Boden, auf SB ,unter Berilicksichtigung von
(B.1.4) und (B.1.11):

2G P 2 4 (B.2.8)

P < S, =X

SS{ ana -G anqg <

Somit ergibt sich aus (B.2.3) nach Anwendung von (B.2.4) bis
4

(B.2.8) folgender Integralausdruck fiir <pm(x,y), mit (x, y)

€ D:

ced ) “
20 P cx,y>= gchc; 2> Mz GCC:‘N}EZ)'
s, (B.2.9)
w) e
. f:(cg,z)go(sa + S G“:C)x,yg’g,o) L ¢x2d%
mit SF
k =1 fur das G, - Problem,

ca)
k = 2 fiir das &%, — Problem .

Fiir P—Q € S‘_J mufl die linke Seite von (B.2.9) entsprechend
(B.2.4) abgeidndert werden.

Der 1n (B.2.9) angegebene Integralausdruck zur Bestimmung von
CP (x, y) kann, entsprechend der Deutung von (B.2.4), phy51-
kalisch folgendermaBen erklédrt werden: Das Potential CP (x, y)
setzt sich zusammen aus einem Doppelschichtpo-
tential mit der unbekannten Belegungsdichte CP“CEpz)
infolge von entlang der Kdrperoberfliche So angeordneten
Dipolen,einem Einfachschichtpoten-
tial mit der bekannten Belegungsdichte - F(k)(;,z) in-
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folge von auf S0 angeordneten einfachen Quellen und schlief-
lich, im Falle des Potentials zweiter Ordnung, einem weiteren
Einfachschichtpotential mit der aus den
PotentialgrdBen erster Ordnung gebildeten Belegungsdichte

L (2)(5) infolge von entlang der Ruhewasserlinie SF ange-
ordneten einfachen Quellen.

Infolge der inhomogenen Randbedingung fiir das <¢>(2) -Problem

an der freien Oberfliche (L(Z)(S) # 0) lassen sich erprobte
Losungsmethoden fir das P (1) -problem (L(1) (¥) = 0) nicht

ohne weiteres auf das <;>(2) -Problem anwenden. Mit Hilfe eines
mathematischen Kniffs 148t sich jedoch das Ldsungsschema ver-
einheitlichen.

Bekanntlich erlaubt die lineare Laplacesche Gleichung die Super-
position mehrerer Potentiall8sungen. Das beim <F>(2) -Problem

in (B.2.9) auftretende zusdtzliche Einfachschicht -
potential mit der Belegungsdichte L(Z)(S ) 148t sich
als Losung eines bekannten Randwertproblems (Handbuch der Phy-
sik,681, § 21,b), S.595ff) berechnen, das zu 18sen wire, wenn

an der freien Oberfliche eine variable Druckverteilung

L(Z)(g) wirken wiirde, in Abwesenheit des Schiffes. Das sich
ergebende Strdmungsbild lieBe sich dann durch das obengenannte
Potential berechnen. Das zu l8sende Randwertproblem fiir das

im folgenden <1>gi) genannte Potential sieht folgendermas-
sen aus:

€2y
AP,,x,v>=0, y<o (B.2.10)

cay

-~ €
Cpa:;cx,y)—Jch_‘,, =L o>, y=0O,  (8.2.11)

Qaﬂycx/\/)=o ’ y=—h ) (B.2.12)

cay c2)
s
Cpax(xly)—; 34}/0@ =O'x—‘t°°. ( )

2 22

mit Vo nach (B.1.6) und L(z) nach (A.1.16).

Die Lésung eines dhnlichen Problems ist nach We hausen -
Laitone (Handb. der Physik,S. 597, 21.23) bekannt.

Es verbleibt nun die Bestimmung der restlichen zwei Potential-
ausdriicke in (B.2.9), die als L8sung des folgenden modifizier-
ten Randwertproblems zweiter Ordnung ermittelt werden kdnnen,
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mit
cz) c2> €22
Pz 0yd =P Geyr = Poexyy,  (B.2.18)
c2?
AP, x> = O, x> e, , (B.2.15)
c2? ) )
%{ CPQ Cx,y)g = F(x,\/)— &%quZZCx,V) »(B.2.16)
Cx, ) € So 5

@)
(§C4"){CPQCX/\/12>: O, ex,y) e 5.: ’ (B.2.17)
¥
—~ R

S
@(4»/0){@‘2(_)@\/)};: O, CxoehiE isg > (B.2.19)

(&5

vy S90S O Tx,g0 & Se > (B.2.18)

mit @,‘ﬁ = = Differentialoperatoren nach A.1, A.2, A.3

Wie man leicht erkennen kann, ist das q’gg) - Problem dem
U Problem dhnlich, was die Anwendung von #hnlichen Lésungs~-
methoden erlaubt. In Abb. B.3 sind die aus dem CP(Z)(x,y)

ar P2 P(2)
Problem entstandenen Randwertprobleme fiir 22° bzw. 12
schematisch dargestellt.

Ergdnzende Randwertprobleme zweiter Ordnung

€y €12 ca) a) (£ 3]
Foay — 4w Faa =L I 24y PO
=5 — o\ =

ioa
2

ca) ca) a
<F.>,M =F _<Pzzn

A@;:)z O ACF)&U: O

X =—00 X=+o0 X =-00
car

car ay (=5 ca) c2) " (T8 ) F
Pas s PI0, P FR0| B 4RO P TR0

€2y cay
© <Pzzy =0 e i CP‘1Y =0 iG
Y==-h Ly V==l 3F

Abb. B.3
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B.3 L¥sung der Randwertprobleme durch verschiedene

Integralgleichungen

Im folgenden werden verschiedene Méglichkeiten aufgezeigt, wo-
nach der 1n (B.2.9) angegebene Integralausdruck zur Bestimmung
von <F> (x, y) abgedndert und auf die Ldsung von Integralglei-
chungen e i nf a c h er Oberflichenverteilungen zuriickge-
fiihrt werden kann. Durch die Zuriickfilhrung des Randwertpro-
blems zweiter Ordnung auf zwei weitere Randwertprobleme mit
bekanntem bzw. dem <;3 0 Problem dhnlichen Verhalten

(s. (B.2.10) - (B.2.19)) lassen sich alle Aussagen iiber die
Integralgleichungen des CPU) -Problems auch auf das P2) -
Problem iibertragen.

Es sei P des Geschwindigkeitspotential in dem uns interessie-
renden Gebiet D und P* das entsprechende innere Potential
in dem von S_ eingeschlossenen Gebiet D”. Ferner sei =

o
die i nnere Normale von D und Nn° die innere Normale

von D” (Abb. B.1),so daB

9 =--2 (B.3.1)

gilt. Fir den Fall P (x, y) € D gilt fiir das innere Potential
P~“ nach (B.2.4)

S{<p’(SIZ)BGCx,v;§,z) s acp'gds: O ,Pepn. (B-3.2)
% own’ v’
Unter Beriicksichtigung der Integralformel fiir P(x, y), P € D
nach (B.2.4) und Addition von (B.3.2) ergibt sich mit (B.3.1):

qDCx,y7— SCCP CD) o(s
B ca‘P 2P) G s ,PeD.

Dieser Integralausdruck Zur Bestimmung von Px, y) vervoll-
stdndigt jenen nach (B.2.4), da hier noch die Randwerte des

(B.3.3)

inneren Problems berticksichtigt werden, das fiir die Existenz
und Eindeutigkeit der L&sungen des entsprechenden dufleren Pro-
blems entscheidend ist. ( s. Sobolev [77] ).
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B.3.1 Integralgleichung aus der Belegung der Kérperkontur mit

einfachen Quellen (Potential einer einfachen Schicht)

Unter der Voraussetzung, daf entlang der Kdrperkontur

’
CP(x,y) =P Cx, ) 5 Cx, ) E So

angenommen werden kann - das nach der Potentialtheorie

(s. Lamb,[53]) beim Durchtritt durch die Kdrperkontur s t e -
t i g e Tangentialkomponenten und uns te tige Normal-
komponenten der Geschwindigkeit zur Folge hat - 148t sich der
recht komplizierte Integralausdruck (B.3.3) vereinfachen:

L ol 2P ., 2P
Poex, v - S( == aw,)Gds -

S
oder =

CPCx,\/) =§L|:( g G CS,\z) G—Cx,y;g'z) ds (B.3.4)
So

mit

scsp)=- (L + 2F),

d. h. q:‘(x, y) 148t sich als Potential einer e i n f a c hen
Schicht darstellen, infolge von entlang der Kbérperkon-
tur mit der Belegungsdichte GC(,z)(Quellstérke) angeordneten
einfachen Quellen (Linienpotential). Diese Inte-
gralgleichungsdarstellung benutzten mehrer Autoren, um dhnliche
Schwingungsprobleme zu lésen( z.B. [11]1,[53,[29]).Sie hat den
Vorteil, daB die Existenzfragen von L&sungen dhnlicher Inte-
gralgleichungen fiir das N e um a n n sche Problem ziemlich
vollstidndig beantwortet worden sind. [73] [74].

Bei vorgegebener Verteilung der Normalkomponenten der Geschwin-
digkeit F (%,y) entlang der Kirperkontur (vgl. P .
q?,!” -Problem) 148t sich die unbekannte Quellstidrke s(%, va )
nach (B.3.4) durch Lésung folgender Integralgleichung bestimmen:

BG(X,\/}gl‘ZD

dMp
S (x,yd€E So-

ds=2nFo,y,
(B.3.5)

—MGCx,y) + G‘Cg,z)
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Dabei riihrt der Wert m&(x, y) auBerhalb des Integrals von der
Singularitit der Funktion ?’_G.’ im Punkt P(x, y) = Q(¥,2) her
und wird, dhnlich den unter B.2 angestellten Uberlegungen iiber
A G, durch Umfahren beim Integrieren beriicksichtigt. Die
Differentiation erfolgt in Richtung der #uBeren Normalen von

So nach den Aufpunktkoordinaten (x, y).

B.3.2 Integralgleichung aus der Belegung der Kérperkontur mit
einfachen Quellen und Dipolen (Potential einer einfachen und

Doppelschicht)

Diese Moglichkeit wurde in (B.2.9) aufgezeigt. Um das Potential
<:P(x, y) fiir (x, y) € D angeben zu kénnen, ist es erforder-

lich, sowohl die Randwerte <Fi als auch <F>‘K)

(x, y) € S (L‘k) (%) ist entweder aus der Losung des

<P( -Problems bekannt oder gleich Null) vorher zu kennen.

Deren Ermittlung kann durch Lésung der folgenden Integralglei-

chung nach (B.2.9) erfolgen:

'3 = o)
m qD C)x,y) = S SCP‘ C)'S,Z) M) =
s, ®vig (B.3.6)
Cw)
- cx,y,i »F Z>§°‘5a+ S G mE o)LC;)olg,

CX,wv) € Sg. m
Diese Integralgleichungsdarstellung 1st sowohl fiir das P

und das dem CFﬂ1) dhnlichen c;zf -Problem anwendbar
(L(1) = LEE) = 0), als auch fiir die direkte L&sung des <;3(Z)
-Problems (L E # 0). Sie bietet im Vergleich zu der nach
B.3.1 dargestellten Moglichkeit den Vorteil, daR das gesuchte
Potential am Kérper direkt, ohne eine zusdtzliche Integration
wie in (B.3.4) erforderlich, erhalten wird. Dagegen sind die
Existenzbeweise fiir die L8sungen solcher Integralgleichungen
komplizierter. Sie lassen sich jedoch unter gewissen Voraus-
setzungen auf die von einfacheren Integralgleichungen nach
(B.3.4) bzw. (B.3.5) zuriickfilhren. Nur wenige Autoren benutz-
ten diese Integralgleichungsdarstellung im Zusammenhang mit
Schiffsschwingungsproblemen ([423,0431).

Mehr Erfahrungen {iber dhnliche Integralgleichungen liegen

aus dem Bereich der Hydroakustik vor ([56 ], [493,[5013,L641).
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B.3.3 Integralbeziehung fiir die Randwerte von P aus der Be-

trachtung des inneren Problems

Da der in (B.2.9) angegebene Integralausdruck fiir cF>(x, ) s
mit (x, y) € D, unabhingig davon ist, wie die erforderlichen
Randwerte filr <Ff?;, y) auf So ermittelt werden - diese
kénnten gegebenfalls auch experimentell approximiert werden
([56]) - lassen sich diese Werte auch durch Anndherung des Ran-
des von i nnen her, durch Betrachtung des inneren Problems,
bestimmen. Dabei beschridnken wir uns auf das Verhalten des
inneren Problems des CF)(]) bzw. <¥?£2) -Potentials (L = 0),
da das <¥>(2) -Problem auflier von S noch von dem mit ein-
fachen Quellen bekannter Stdrke (L(2 = f(cpi‘)) belegten

Sg
ndhert werden kann, dessen Einflufl auf S

Rand beeinfluBt wird, der zwar von innen her nicht ange-
5 jedoch iliber das

<¥?£2) -Problem demonstriert werden kann.
Unter Beriicksichtigung von (B.2.4) ergibt sich bei Betrachtung

. ("3 ]
des inneren Problems von

('S) ,aG_C\-Z)x ) > ' 0,0—(\‘) o L
é{cp 3,92 —mjﬁ—awq G F cgygds, -

= O, ey e,

d. h. eine Integralbeziehung zur Bestimmung der Randwerte
<x)

%)
P T(x.2) als Funktion von F (%, y ). Fir (x, y)—S,
ergibt sich wieder die entsprechende Integralgleichung nach
(B.3.6). Jedoch stellt (B.3.7) selbst %k e i n e Integral-
gleichung e r s ter Art sonderneine Integral-
odler Funktionalbeziehung zwischen

b I3 & : ;

<¥D (;,Z) und F (g,z ) anhand eines be liebigen

inneren Aufpunktes (x, y) € D” dar.

Diese Methode wurde bisher im Zusammenhang mit Diffraktions-
problemen der Akustik ([49]) sowie Elastizitdtsproblemen

(C83]) angewandt. Im Bereich der Theorie der Schiffsbewegungen
dirfte sich die von H. M a e d a eingefiilhrte und von H. S & -
d ing [16]verfolgte Methode auf einem dhnlichen physi-
kalischen Hintergrund stiitzen. Fiir (x, y) = (0, 0) lassen

sich daraus die sog. Mul tipolmethoden ([17])
nach (B.3.7) entwickeln, die jedoch mit der Methode der
konformen Abbildung und den ihr zuginglichen
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Spantformen gekoppelt sind.

B.3.4 Sonstige Mdglichkeiten fiir die Aufstellung von Inte-

gralgleichungen

SchlieRlich soll eine fiir lineare R o b i n sche Probleme
giiltige Integralgleichungsmethode angegeben werden, die durch
die lineare Kombination eines Einfachschicht -
potentials mit dessen Normalableitung

148t (s. [75], S. 395 ).

Es sei folgende lineare gemischte Randbedingung am Rande SG

eines Gebiets D gegeben:

K%,y cpcx,y) + BCx,yd q?,,(x,y):b(x,\/ d,
(B.3.8)

(x,y€ SG,DL2+ﬂz>O_
Die Quellstdrke s(*«g,z) eines Einfachschicht -
potentials, dghnlich dem nach (B.3.4), 1#Bt sich
durch L8sung folgender Integralgleichung fiir ein duBleres Pro-
blem angeben:

OB CxydECx, ) — S § Box,y DGk ;8.2 ,
Dwn
S

G (B.3.9)
+ocxd GCx,y; ’;,\27?,G’C§,2)0(5 =y Ox<,y?

2

mit (x, y) € SG -
Unter Berilicksichtigung der speziellen Randbedingungen der
hier vorliegenden Randwertprobleme, insbesondere von

J

X Cx,y)=0O, ,SC\(,y) =4, yx,y2 = F“‘Cx,y); x,yeS,,
%)

x (X, y2=~ \czv, BCOx, =4, slxyd= L Wxy);06,y) € Sg,

148t sich (B.3.9) auf die Integralgleichung (B.3.5) zuriick-
fithren, wobei der Einfluf der im Falle des <P(2) -Problems
mit einfachen Quellen belegten Ruhewasserlinie, getrennt als
<F¥f) -Problem behandelt wird.

Die in B.3 dargestellten Mdglichkeiten fir die Aufstellung
von sinnvollen Integralgleichungen zur Ldsung der vorliegen-
den Randwertprobleme sind unter dem Aspekt der praktischen
und bequemen Handhabung ausgewZhlt worden. Theoretisch
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existieren unendlich viele mdgliche Oberflichenverteilungen
von Quellen und entsprechend viele Integralgleichungsformen,
welche alle denselben Wert von P liefern (L a.m biBE31).

B.4 Existenz- und Eindeutigkeitsfragen

Allgemeines

Die hier angesprochenen Existenz- und Eindeutigkeitsfragen
von Losungen der in B.3 aus den Randwertproblemen erhaltenen
Integralgleichungen sollen im Rahmen dieser Arbeit auf der
Basis von Theoremen aus der Theorie der Fredholm-
schen Integralgleichungen diskutiert werden. Beweise fiir die
hier verwendeten Theoreme findet man u.a. bei S auerr -
Sz abé 753

Die uns interessierenden Integralgleichungen nach (B.3.5)
bzw. (B.3.6), entsprechend dem Potentialansatz als E i n -

fachsch icht- bzw. als E i n f a ¢ h- und
Doppelschichtpetedtial,sind iaho-=
mogene Fredholmsche I'ntegralglei-=
chungen zweiliter Art folgender allgemeinen
Form:

gcs> = ) SKCS,t) ¢CtD olt=Fs). (B.4.1)
So

Die zugehdrige homogene Integralgleichung ist dann

$oc5> =2 SKC5,€) quf)o(f =0 . (@®.4.2)
Se

Jedes A , fiir das die homogene Integralgleichung (B.4.2) durch
eine nichttriviale stetige Losung ?0 (s) gelést werden kann,
heit ein E i genwe r t des Kernes K (s, t) und die
zugehdrigen Losungsfunktionen @0 (s) sind die sog. E i =
genfunktione n.
Bevor die Existenz- und Eindeutigkeitsfragen der Integral-
gleichungsldsungen behandelt werden koénnen, ist es erforder-
lich, die Art der dort auftretenden Kerne festzustellen. Dies
fiihrt zu Existenzbeweisen fiir die G r e e n schen Funktionen
bzw. deren Normalableitungen, wie man durch Vergleich von
(B.4.1) mit (B.3.5) und (B.3.6) erkennen kann.
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Solche Existenzbeweise sind fiir die hier in Frage kommenden
G r e en schen Funktionen von F. J o h n[51]durchgefiihrt
worden. Sie lassen sich ebenso nach S auer - Szabed
(s. 368,[75]) unter gewissen Voraussetzungen nachvollziehen.
Wenn das zu untersuchende Gebiet Ecken oder Kanten auf sei-
nem Rand aufweist, was meist bei den Existenzbeweisen ausge-
schlossen wird, kann man sich durch Grenziibergidnge zu "abge-
rundeten" Gebieten helfen. (vgl. [75], § 13).

Die am Rande vorkommenden Singularititen fiir G bzw. Gn
(vgl. (B.1.8)) sind integrabel. Besonders beriicksichtigt muf
jedoch die Singularitdt beim Zusammentreffen von S/ mit

SF werden, wenn der Winkel von So mit SF an dieser Stel-
le kein rechter ist([51]).

SchlieBlich kann man feststellen, daR die hier in Frage kom-
menden G r e e n schen Funktionen existieren, es sei denn
es liegt ein Eigenwertproblem vor L75].

Dadie Resolvente - hier die G r e e n sche
Funktion - einer selbstadjungierten Randwertaufgabe, die hier
vorliegt, unter den gleichen Voraussetzungen wie fiir deren
Existenz symmetrisch ist ([75]5. 368), folgt die Symmetrie
der Integralkerne von (B.3.5) bzw. (B.3.6), oder

Kulss ) = K (t; sk, (B.4.3)

Gleiches folgt aus der Symmetrie der G r e e n schen Funk-
tionen nach F. J o h n ([511S. 88) fiir die Normalableitung

2 G CPCX,V)IQC§£2>)=3 G CQ,P) (B.4.4)

Damit findet hier der sog. Al ternativsatz von
Fredholm filir symmetrische Kerne eine Anwendung, wo-
bei Integralgleichung und deren t ransponierte
(adjungierte) identisch sind. Dieser Satz besagt:

Entweder ist 4 kein Eigenwert der homogenen
Integralgleichung (B.4.2); dann ist die inhomogene Integral-
gleichung (B.4.1) und die damit verbundene Randwertaufgabe
fiir jedes stetige f (s) eindeutig lésbar.
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0Oder A ist ein Eigenwert von (B.4.2); dann ist die
inhomogene Integralgleichung genau dann 1l3sbar, wenn die Stér-
funktion £ (s) zu allen Eigenfunktionen der homogenen Integral-
gleichung or thogonal ist, d. h. wenn

SFCs) Foy € ds = O (B.4.5)
=

Ch=1,..., kD

fiir K linear unabhdngige Eigenldsungen erfiillt ist.
Folgende Sidtze tiber F r e d h o 1 m sche Integralgleichungen
mit symmetrischen Kernen sind noch von Bedeutung:

a) Sdmtliche Eigenwerte sind reell.

b) Es existiert mindestens ein Eigenwert.

c) Die Eigenwerte konnen sich im Endlichen nicht hiufen.

d) Zwei zu verschiedenen Eigenwerten A und 2 gehdrige
Eigenfunktionen ng)und ?o;(s>sind zueinander o r t h o -
gonal.

Alle erwdhnten Sdtze iiber die F r e d h o 1 m schen Integral-
gleichungen gelten unter der Voraussetzung, daB die Stdrfunktion
f(s) quadratisch integrabel ist, d.h. daB gfz(s)ds
Uber S, existiert, und ebensolches fiir den reellen Kern K (s,t)
iiber das Integrationsgebiet gilt. Das ist dann gegeben, wenn in
einem endlichen Integrationsgebiet, das hier vorliegt, £ (s)
und K (s,t) beschrinkt und stiickweise stetig sind ([75]).

B.4.1 Anwendung der Fredholmschen Integralsidtze auf die In-

tegralgleichung des Einfachschichtpotentials

Durch den Vergleich von (B.3.5) mit (B.4.1) kdnnen wir folgende
Identitédten feststellen:

QG ¢, v;%5,7 )

elx,y) ; Kesitr=L
%,54 ) - ) o

§c5)
(B.4.6)

A= & 4 ; f s =%I-F(><,y),
mit (x, y) € So'

Dabei mufl beriicksichtigt werden, daB der Kern K (s,t) durch
die G r e e n schen Funktionen eine Funktion der Wellenzahl
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V= wt ist. Fir jedes » gibt es nach den vorangegangenen
Sdtzen mindestens einen Eigenwert A. Jedes y , das den Ei-
genwert 2 =4+1 fiur K (s, t) beinhaltet, wird in Anlehnung
an entsprechende angelsdchsische Arbeiten(511,[561 c h a r a k-
teristische Wellenzahl oder ITrre-
gularitidt genannt und mit ¥° bezeichnet.

Flir diese Wellenzahlen ¥° gibt es k e i n e L8sung von
(B.3.5), es sei denn, daf folgende Bedingung nach (B.4.4)

gilt:

SFCE,ZD'G%CS,Z)OCS=O (B.4.7)
So

fiir alle nichttrivialen ng['g,z) Lésungen der h om o -
g en e n (identisch adjungierten) Integralgleichung

MG ,Cxn )=\ 6€%; )DGC;"Z”‘/WV)O{S = (B.4.8)
2 = a
Q

L%, = O, cx,y>€S,-

Im allgemeinen 14Rt sich jedoch die Bedingung (B.4.7)
nicht erfillen, es sei denn fiir spezielle Funktionen

F (jg,g) bzw. spezielle vorgegebene Geschwindigkeitsvertei-
lungen. Daraus kann man folgern, daB die Formulierung des
Potentials als Einfachschichtpotentiaidl
fir die i r r e g ul & r e Wellenzahlen versagt, ebenso
die Losung des entsprechenden Randwertproblems.

B.4.2 Anwendung der Fredholmschen Integralsidtze auf die In-
tegralgleichung des Einfach- und Doppelschichtpotentials

Durch Vergleich von (B.3.6) mit (B.4.1) ergeben sich folgende

Beziehungen: 25 —_—
GCsd = == x,y) ; KEs,8d>= ‘F ‘a_G’a‘:;;;S‘g )/_
A=+1; (B.4.9)
fcsd=- ‘E gG“E’x,y,-;,Z) F(c":;,zwsﬂ :,—Sc;“i_‘“c’;m g;

Se S,

cx, v € Sy.
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Wir beschridnken uns auf den Fall L>= 0 ( <Pu)-li‘roblern),
da sonst die Forderung nach Beschréinktheit von £ (s) ver-
letzt wdre. Erst nachtridglich kann man feststellen, daB

| Aiats (%) mit wachsendem ¥ schnell gegen Null geht, d.h.,daB
f (s) auch fiir den Fall L iy # O beschridnkt bleibt.

Die Integralgleichung (B.3.6) hat eine eindeutige L&sung, es
sei denn, daB ¥= ¥ “ wird. Fiir diese charakteristische Wel-
lenzahl ¥ gibt es nur dann eine L&sung, wenn nach

(B.4.5)gilt:

S <P°>C§'Z>°(5 SGC*N;S,Z) FCZ,7)ols, (B.4.10)

S
° o =0, tx,yeSe

fiir alle nichttrivialen qi.) ( S,Z) Lésungen der homogenen
Integralgleichung

Loy ) - SCDC;IZ) G X, v, 3,9 ;V’)o(sq(a.zt.n)
= dvig

= oz CY,\/)E SO

Im Unterschied zu der Quellstirke & (“g,z) nach Punkt (B.4.2)
hat das Potential @(g,z) eine physikalische Bedeutung,

so daB Gl. (B.4.9) fiir beliebige vorgegebene Geschwindigkeits-
verteilungen F ( X,7) erfiillt wird ([56], S. 56),

Jedoch geniigt die Integralgleichung (B.3.6) a 1l 1l e in

nicht, um P (S,Z ) zu bestimmen, sondern versagt ebenso

wie die Darstellung nach (B.3.5) fiir bestimmte,die oben er-
wihnten i rregul dr en Wellenzahlen(s. C51], S. 85 ff.).

B.4.3 Existenz und Eindeutigkeit von L&sungen des inneren

Problems

SchliefRlich w1rd die Integralbeziehung (B 3.7), die die Rand-
et (*g ¢ ) als Funktion von Sx ,Z ) anhand
eines beliebigen inneren Aufpunktes (x, ) € D” liefert,
untersucht. Fir (x, y) € D* —= S ergibt sich aus (B.3.7)
die entsprechende Integralgleichung nach (B.3.6). Wdhrend
jedoch fiir gewisse Wellenzahlen v° die Integralgleichung
(B.3.6) zur Bestimmung von <P(§,Z) versagt, liefert die
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Integralbeziehung (B.3.7) fiir alle (x, y) € D” und alle v
eindeutige Losungen fiir P(X,y ) ([513S. 85). Firden i rr e -
guldidren Fall v~ kann nachgewiesen werden ([56], Anhang
B), daB von allen L®sungen,die (B.3.6) erfiillen, nur e i -
n e gleichzeitig die Integralbeziehung (B.3.7) des inneren
Problems erfiillt. Damit 14Bt sich tiber die Integralbeziehung
(B.3.7) auch die Eindeutigkeit von Ldsungen der Integralglei-
chung (B.3.6) nachweisen.

Zusammenfassend 14Rt sich folgendes feststellen:

a) Wenn die Wellenzahl » vonder charakteristi-
s ¢c hen Wellenzahl ¥° verschieden ist, liefert sowohl
die Einfachschichtpotential-Darstellung (B.3.5) als auch die
Einfach- und Doppelschichtpotential-Darstellung (B.3.6)
eindeutige LbOsungen.

b) Fir den i rre gul & r e n Fall ¥~ versagen beide Dar-
stellungsmethoden, und zwar aufgrund der Aquivalenz von
(B.4.8) mit (B.4.11) fiir gleiche irreguldre Wellenzahlen.

Die Einfachschichtpotential-Darstellung liefert nur fiir
spezielle vorgegebene Geschwindigkeitsverteilungen
auf So Lésungen, wihrend die Darstellung (B.3.6) ke ine
eindeutigemn L8sungen liefert.

¢) Durch Betrachtung des inneren Problems nach (B.4.3) 1dRt sich
jedoch eine eindeutige Lésung nach (B.3.6) erzielen.

d) Vom Standpunkt der numerischen Auswertung der vorliegenden
Integralgleichungen durch Diskretisierung
14Rt sich feststellen, daB wihrend die Integralgleichungen
selbst nur fiir ¥ = ¥ ° versagen, so wird das die Integral-
gleichung approximierende algebraische Gleichungssystem auch
schon fiir ¥ in der Nihe von v° s t a r k beeinfluBit.

e) Da die hier vorliegenden Randwertprobleme aufgrund der kom-
plizierten Berandung praktisch nur durch numerische Aus-
wertung von Integralgleichungen gelést werden kdnnen, ge-
winnen die entsprechenden Eigenwertprobleme als numerische
Probleme fiir die Ldsungsfindung erheblich an Bedeutung.

B.5 Verbesserte L8sungsdarsteliung durch eine kombirnierte In-
tegralgleichungsmethode

Die unter B.4 dargestellten Schwierigkeiten bei den Existenz-

und Eindeutigkeitsfragen von Ldsungen der in Frage kommenden
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Integralgleichungen (B.3.5) bzw. (B.3.6) sind seit lidngerer
Zeit bekannt [51]. Jedoch erst in den letzten Jahren durch die
Entwicklung von numerischen Methoden mit Hilfe der EDV wurden
diese Fragen nochmals {iberpriift mit dem Ziel, numerische L&-
sungen fiir alle Wellenzahlen ¥ zu bekommen. Ein wichtiger
Schritt in diese Richtung wurde zunichst von L. C o pley
[50Jund H. Schen k [56] fir Diffraktionsprobleme der
Akustik getan. Mehrere Arbeiten aus dem gleichen Gebiet ent-
standen in der Nachfolgezeit L[611

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein von H. S c h e n k L5611 ein-
gefiihrtes und fir Diffraktionsprobleme der Akustik erfolgreich
gepriiftes numerisches Verfahren vorgestellt, das auch auf
Diffraktionsprobleme der Schiffstheorie sinngemdfl angewandt
werden kann.

Die verbesserte Integralgleichungsmethode besteht hauptsédchlich
darin, praktische Wege fiir das Auffinden der Potentialwerte

auf S0 anzugeben, die sowohl (B.3.6) als auch (B.3.7) erfil-
len; durch Einsetzen dieser Randwerte in die Integralformel
(B.2.9) 14Bt sich anschlieBend das Potential in beliebigen Punk-
ten von D bestimmen. Die Integralgleichung (B.3.6) (L“) = 0)
wird mittels des Quadraturverfahrens dis-
kretisiert, d. h. die Kdérperkontur So wird durch einen aus

Ng Segmenten bestehenden Polygonzug approximiert, wobei die
Segmentgrife so klein sein sollte, daB der Wert des Poten-
tials und dessen Normalableitung fiir jeden Punkt eines Segments
durch dessen Wert im Mittelpunkt des Segments ndherungsweise
ausgedriickt werden kann. Diese Annahme erlaubt uns die folgen-
de Vereinfachung von (B.3.6) (s. auch 2., G1.(75)).

Ns
a @cg;l\/] )= Z@Cx,‘,y»)) SCWCS’Z)V) G(K,y;%,Z)O(S
2=4

5
Ns ? (B, 56
=- z— =Ox, w30 SGCX Y, By ds ) O ydeS,,
5=4 <s5) P4, .. Ng.

Das ergibt ein lineares algebraisches Gleichungssystem von

Ng Gleichungen fiir die Ng unbekannten Werte des Potentials
in Bezug auf die Mittelpunkte der Ng Segmente.

Ebenso 148t sich die Integralbeziehung (B.3.7) diskretisieren,
indem man die Kérperkontur durch die gleiche Anzahl von Seg-
menten, was nicht zwingend ist, approximiert:
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N,
= P e, g AL, PVIGx{ v/ p) dls

( 4
262 (B.5.2 )

Ns
= ;_pCX5,\/~)‘> GCX;”\/I//'E,»Z)O(S 3 CX{,\/()EDI,
%50 ll=1l.._lNI.

Das sind Ny lineare algebraische Gleichungen, die durch Anwen-
dung von (B.3.7) in NI ausgewdhlten, inner en Punkten von
So’ zur Bestimmung von N ¢ unbekannten Werten von P auf So
entstanden sind.

Die Anzahl der inneren Punkte und die Wahl des Ortes im Innern
von S0 ist frei wdhlbar. Jedoch ist nach der Umwandlung von
(B.3.7) zum numerischen Problem (B.5.2) bei der Wahl des Ortes
das Verhalten und die Struktur der Koeffizientenmatrix zu beriick-
sichtigen. Solche Probleme sind jedoch insbesondere von H.
S6ding [16] im Zusammenhang mit Mu l t i po 1lan -
ordnungen in der Ndhe und im Innern von Sj aus fihr-
lich behandelt worden.

Mit den Abkiirzungen:

ng;-)— gca'o;,?)V) S (x;, v, ;s,@ds,
(S',) (“(,,..,Ns >
I.= 4 (B.5.3)
]
s ca’cgtz7-V)GCx<,,yi’; LRLEY
) 1= N, NG+ N,

Sibz Kronecker - Symbol ,
Ao, Ny

>



- GCX;,\/”-‘{),»Z>0(S ,
5D
? bl L N
Ki’;E < (B.5.4)
B GCX:’;Y;//€IZ>d5/
(s L= ONgt4), ..., CNgs NgD

ergibt sich folgendes tiberbestimmtes Gleichungs-
system fiir die Ng unbekannten q)(xj_yj):

—T-i': qu i Ki‘) l:-; . (B.5.5)

q)b:—:CPst,\/,) ; F‘_JEFCXS,\/,> -

Dieses Gleichungssystem kann man z.B. nach der sog. F e h -
lerquadratmethodﬁ_’e [75] 16sen. Nach dieser
Methode 148t sich eine L&sung CP) finden, die fiir gegebene
Geschwindigkeitsverteilung FJ. den folgenden Fehler minimiert:
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~J

e, =X, F',‘Iibcpj' BL5)

Wenn die Randwerte des Potentials <¥> auf So bestimmt sind,
148t sich iiber (B.2.9) der Potentialwert in jedem Aufpunkt aus

D bestimmen. Die hier vorgeschlagene verbesserte Ldsungsmetho-
de, die auf der Basis einer Arbeit von H. S ¢ h e n k {iber
akustische Diffraktionsprobleme entwickelt wurde, er-
innert in manchen Punkten an die von H. S 8 d i n g [16ver-
folgte Methode . Wihrend jedoch die Methode von H. S 6 d in g
unter Beriicksichtigung einer Achsenbelegung

(z.B. nach G r i m) zusdtzliche Mul tipolanord-
nungen im Innern des Kdrpers vorsieht, arbeitet die vor-
liegende Methode grundsdtzlich auf der Basis einer
Oberflidchenbelegung und von zusdtzlichen Be-
trachtungen in inneren Kdrperpunkten. Der numerische Aufwand und
die damit verbundene Rechenzeit diirfte #hnlich hoch ausfallen;
dagegen scheint in bezug auf die Anwendbarkeit der L&sungsmetho-
den auf beliebige Spantformen und beliebige Wellenzahlen die vor-
liegende Methode iiberlegen. Dafiir bleibt jedoch der numerisch
durchgefithrte Nachweis im Rahmen dieser Arbeit noch aus.

B.6 Irregularititenproblem eines vertikal schwingenden Recht-
eckprofils

Unabhingig von der Anwendung einer 'verbesserten' und fir alle

Wellenzahlen giiltigen Integralgleichungsmethode, wie sie z.B.

in B.5 beschrieben wird, soll hier anhand eines einfachen Bei-
spiels das Auftreten der bereits angesprochenen sog. "irreguld-
ren" Wellenzahlen demonstriert werden. Das im folgenden angege-
bene Beispiel des vertikal schwingenden Rechteckspants bietet
einerseits den Vorteil, eine relativ einfache innere Potential-
18sung zu besitzen; andererseits geben die fiir die Rechteck-
spantform giiltigen irreguldren Wellenzahlen ein gutes R i c h t-
m a B fiir die entsprechenden Wellenzahlen dhnlicher Spantformen
mit gleichem Breite- zu Tiefgang-Verhdltnis an.

GemdR den unter B.4.2 angestellten Uberlegungen lassen sich die
nichttrivialen Lésungen der homogenen Integralgleichungen von
(B.3.5) bzw. (B.3.6) bzw. deren”charakteristischen" (irregulid-
ren) Wellenzahlen durch Betrachtung des adjungierten (hier
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selbstadjungierten) inneren Problems ermitteln ( [51] ,S.85 £ff.).
Gesucht wird das Potential “ in D" ,also im Innern von So'
das folgende Bedingungen erfiillen mufl:

’

x) ’
AP ZX,\/) =0 ,cxweD .6.1)
CP(E;,y) = QO ,(><,\/)eS=| (B.6.2)

’ i v ) v
\,‘a,y) Xy P O ,wx,ye S, (3.6.3)

‘e s )
P x,vy) :—x,y), (B.6.4)

mit S% : Komplement von SF auf y =0,
entspricht der Spantbreite in der Schwimmwasserlinie;
¥* : irregulidre Wellenzahl;
1° : innere Normale von 8,3
k = 1 fur das P - problem,
= 2 fiir das CP%g) - Problem;

Inneres Randwertproblem eines Rechteckprofils

W

. LRSS S ‘Cx)
Avd 1\ SF R S »Po -3
- 0

x= &

'(\:’ s e) s
il AFTO 2o

La' y==T
¢‘ &&’2 o s

Abb. B.4

Dieses Potentialproblem 148t sich einfach durch T rennung
der Variabllen 18sen.Durch Einsetzen von

Pixy) = X oo Yo (B.6.5)

in (B.6.1) und Trennung der Variablen ergibt sich:




-
|
|

20 s g =__22 (B.6.6)
Wegen (B.6.2) bzw. (B.6.4)

Xe2-=-X2)=0
ergibt sich aus (B.6.6)

X =CycosAx (B.6.7)
mit

2 =00 42
’ ’ ¢ TR .

Nun beriicksichtigen wir das folgende partikuldre Integral fiir
die Differentialgleichung (B.6.6)

?—%@EY=O

N C2wn-4)n =
Y=C,sh§ =BT X mn=1,2,..., (B.6.8)
mit Y (-T)=O nach (B.6.2).

Unter Beriicksichtigung von (B.6.7) und (B.6.8) ergibt sich

far P mit C=0C; - C,

CP/= C glmE&ﬁ_é:_"Lx] 5h%7—‘%)ﬂ{y+T]g. (B.6.9)

Durch Einsetzen von (B.6.9) in (B.6.3) lassen sich die irregu-
liren Wellenzahlen vy’ ermitteln:

L0 ’
Mo = ’;{’6 C“”{w—él"l’g ) (B.6.10)

. S
k =1 fiir das ‘?3(1) ~ Problem,
k = 2 fiir das <4ng) ~ Problem.
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Die fiir den Praktiker besonders interessante e r s t e

(n = 1) Irregularitdt ergibt sich zu:

/€8

e 5 Céh{”—-T} , fir das P« -Problem,
k B B3

(B.6.11)
/(27__‘_1 ﬂ_ = (1’_
Vi e 605‘4{)3_‘?, fir das Cpu Problem.
Fiir O < <4 148t sich (B.6.11) in einer Potenzreihe ent-
wickeln:
@) ™~
v e - P AT ﬂT> o) 2
! GL nT T & B 4% ]+ O( e,) )

Zusammenfassend 148t sich aufgrund von (B.6.12) und den tibrigen
Gleichungen folgendes feststellen:

a) Die i rregulidren Wellenzahlen ¥° sind unab-
hingig von der sonst das #duBere Problem beeinflussenden
Wassertiefe h wund allein von der Kérperkontur 5, ab-
hidngig.

s can

b) Fir die erste Irregularitit v; gilt mach (B.6.12)

e o,

1 —

I (B.6.13)

-
eine Beziehung,die F. J o hn ([511S. 86) unter bestimm-
ten Voraussetzungen fiir b e 1 i e b i g e Spantformen
nachgewiesen hat (F r a n k CS5 J).

c) Die Abhdngigkeit der ersten Irregularitdt von B / T wird
durch Gl. (B.6.11) (vgl. auch Diagramm Nr. 5 ) fiir ein
Rechteckprofil beschrieben. Numerische Untersuchungen haben
ergeben, daBl offensichtlich eine #hnliche Abhidngigkeit von
B/ T fir v ie 1 e Spantformen, die sich nicht erheblich
von einem Rechteckspant unterscheiden, besteht.

d) Eine wichtige Erkenntnis fiir das CFi?iproblem - ebenso
fiir das F“*Lproblem - ist, daB die Losungen czweiter
Ordnung schon erheblich f r it h e r auf dem Frequenzband
von den Irregularitdten beeinfluBt werden und zwar bei
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einer Wellenzahl von etwa 25 % der ersten Irregularitidt er-
ster Ordnung.

Fiir B — O riickt die erste Irregularitit gegen Unendlich,
was dem Grenzfall des vollgetauchten Spantes entspricht.
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ANHANG C

Bestimmung geeigneter G r e e n schen Funktionen

Allgemeines

Nachdem unter B.1 die die G r e e n schen Funktionen der vor-
liegenden Probleme kennzeichnenden Randwertaufgaben formuliert
und unter B.4 Fragen iliber die Existenz solcher Grundl&sungen
besprochen wurden,soll nun deren Bestimmung erfolgen.

Dabei wird von dem allgemeineren Fall endlicher Wassertiefe aus-
gegangen; durch Grenzwertbetrachtungen wird anschliefBend der
spdter numerisch ausgewertete Fall unendlicher Wassertiefe ab-
geleitet. Die von mehreren Autoren ( [513, [17], (581, L[29]) zum
Vergleich angegebenen Endformeln haben oft verschiedenartige
Form, weshalb sie auch durch Umformung iiberpriift werden sollen.

Im folgenden werden die G r e e n schen Funktionen fiir das
cpm—Problem ermittelt. Aus der schematischen Darstellung der
entsprechenden Randwertaufgaben e r s t e r bzw. z we i -
t e r Ordnung ist ersichtlich, daB die G r e e n schen Funk-
tionen z w e i t e r Ordnung die gleiche Form wie die der
ersten Ordnung haben, mit dem einzigen Unterschied, daf die
Schwingungsfrequenz der betrachteten "Einheitsquelle' doppelt
so hoch ist( vgl. Abb. B.2 ).

C.1 Gr e e n sche Funktion der Ebene bei endlicher Wasser-

tiefe

Physikalisch wird das Potential in P (x,y) einer im Punkt Q
(E;,z ) pulsierenden Einheitsquelle unter den speziellen
Randbedingungen des jeweiligen Problems gesucht.

Mathematisch ausgedriickt ist dies die Lésung folgenden Randwert-

problems:
AG =323 y-v) , (. 1.1
G~y G=0Q, y= (€.1.2)
Gy & (O | ==k ! (C.1.3)
(€C.1.4)
Gy=-3v%G =0, Ix|—=0o,
mit

V= Sl J Vot"’(“’o(">: Y ; & : Dirac-Funktion
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d = —
un gcp,a)—G €og R ,
harmonisch, fir )/<O,IQ—'O E (C.1.5)

wobei

L 2 1/
R = Lox-gd™r (y-92°] ¢

bedeutet.

Wir betrachten im folgenden nur den vierten Quadranten, wenn
das vorliegende Problem in bezug auf die Vertikalachse symme-
trisch ist.Die Ausstrahlungsbedingung (C.1.4) sichert die
Eindeutigkedit der sich ergebenden G r e en -
schen Funktionen,die dazu den Bedingungen (C.1.1) bis (C.1.3)
unter Beriicksichtigung von (C.1.5) geniigen.

Die Funktion g(P, Q) nach (C.1.5) ist harmonisch, reguldr und
endlich in der untersuchten unteren ( y< 0,x>0) Halbebene. Sie
ist ebenso eine g e r a d e Funktion von x und soll ferner
eine Abnahme der Oberflicheneffekte mit zunehmender Tauchtie-
fe beschreiben konnen.

Da die sog. Dirich1letschen Bedingungen ((69])
erfiillt sind, 148t sich G (P, Q) durch eine Fourier-
sche Integraldarstellung beziiglich x aus-
driicken, der Form [78 ]

GCE@)s ggck;\/,f)CObklx—'glo(k,(c-l.s)
o

Dann ergeben sich durch Einsetzen von (C.1.6) in (C.1.1) bis
(C.1.3) - (C.1.4)wird spédter berilicksichtigt - folgende Bedin-
gungen fiir die sog. Fourier-Trans £formierite
G (k; y.g):

~ 2 ~

s, "' k G = SCy—z), (C.1.7)

gy—v§=0,y-—0 ’ (C.1.8)
~ C.1.9
Cs'y =0 , v ==l . ( )

Dieses Differentialgleichungssystem 148t sich mit Hilfe fol-
gender Ansitze 18sen [291:




CA';CK;Y,Z):@C—[;’—Z\)CG#K—), Y>2 . (C.1.10)
'z

G Ck; V)= Gy C\E')vzc) E:C)\c;\/) )
kv

y<g , (C.1.11)
DCk;»g)=:—2[ ,ZC\c,-Z)’\(::r__!Ck,-Z)—E4 EZZ] . (E.1.12)

~ ~
Dabei sind die Funktionen G1 und G2
gen der homogenen Gleichung (C.1.7); E} wird so gewdhlt, daf
(C.1.8) erfiillt wird, widhrend T die Erfiillung von (C.1.9)

sicherstellt.

zwei unabhidngige Losun-

2

Bekanntlich sind die Lésungen der homogenen Gleichung (C.1.7)
Hyberbelfunktionen. Man bekommt somit fol-

gende Ausdriicke fiir El’ E} und D:
a4Ck;y)=\<cb\ky+vs\nky, (C1.13)

~

GoCX;y) = ch kly+h) , 119

DCk;Z) =klvechxh=-Xshih). (C.1.15)

Durch Einsetzen von (C.1.13) bis (C.1.15),unter Berilicksichtigung
von (C.1.10) bis (C.1.12),in (C.1.6) ergeben sich folgende Aus-
driicke fiir die G r e e n sche Funktion:

oo

GCPQ)=2 \ Ckchky+vshkydchk Open) ’
’ Cvahklh= skl ) cos k|x-gld ¥ ,

(e} (C.1.16)

und

3

GC‘D/Q)__.Z (Kchkytvshky)chkCyin)
kCvaochkh— kshichh)

cosk|x-gldk,

(C..T. 7Y

6]

fiir v < 2.
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Unter Beriicksichtigung folgender Identitdten:

(kechkys+rvshxy) _ cxivdchkCy+h) = e'kc7+h7

X Cvenkh-x shih) X Cvchikh-kshkh) 3 >
(C.1.18)
Xl .
(kchkyp+vshkg) _ (kivdchklgrhde e k(»zw»)’
REMCHEEH=k SHERY TRECGHELRY —k ik "3
ferner nach [64]
‘ =)
— 0% - A%
e - e _ 5B . >0,
g x dx = Cog - i oB>0, (1.9
o
oo
— X 2
e (4—C05E>X>dx____ 4 603('1"’@—5)} 2100
X 2 24
&% S0,
@

bekommt man aus (C.1.16) bzw. (C.1.17)

den folgenden Aus-
druck fiir die

G r e e n sche Funktion:

GCpP Q) = fog R + €og Ry - 2@og h -

_2 [(k+v) e en k(2+h)ch XCy+h) cos klx-%|
k Ck shkh-vchXxh)
O

~Xh (C.1.21)
+ ek ]dk,

mit

R = [CX—§31+ (\/——2)1]'/2;
R1=[Cx—§)z+ (y+z+2h7z]’/,z

Abb. C.1
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Einen dhnlichen Ausdruck findet man bei F. J o hn ([C511S. 99)
der die G r e e n schen Funktionen durch das "S p i e g e -
lungsprimnzip" abgeleitet hat. Dort sind auch die mit
(C.1.21) verbundenen Konvergenzfragen erdrtert worden.

Man erkennt, daf der Integrand in (C.1.21) fir k = ¥
mit (B.1.6)

o°*

Vo thGy,h) = v K01 23]
singuldr wird; deswegen ist es erforderlich,diese Singularitidt
(Pol) beim Integrieren lidngs der positiven reellen Achse zu
umfahren und im folgenden den C au c hy s ¢ h e n Haupt-
wert des betreffenden Integrals einzufithren.

Gleichzeitig wird die Erfiillung der Bedingung im Unendlichen
(C.1.4) erstrebt, die ein eindeutiges Verhalten von (C.1.21)
durch die Somme r f e 1 d sche Ausstrahlungsbedingung
festlegt.

Der Integrationsweg entlang der positiven reellen Achse wird so
vereinbart, dal ein infinitesimaler Halbkreis um den Pol v,
herum in der unteren Halbebene ausgespart wird (Kennzeichnung:
—_— ). Diese Wahl des Integrationsweges ist zwingend, da
sonst die Bedingung (C.1.4) nicht erfiillt widre [291].

Mit Hilfe des Re s iduensatzes [62] 148t sich das
Integral in (C.1.21) dadurch auswerten,daf die Integration in
der komplexen Ebene ausgefilhrt wird und der erhaltene Wert des
Residuums der Integrationsfunktion im einfachen Pol

k =V, in die reelle Ebene zuriicktransformiert wird. Dabei
1d468t sich das Residuum nach folgender einfacher Regel berechnen:

In der komplexen Zahlenebene sei f (z) als Quotient zweier
Funktionen P bzw. Q gegeben, die in der Umgebung von o
regulidr sind. Ist = eine einfache Nullstelle von Q mit
P (20) # 0, so gilt:

PC2e)

Res ( £C2),2,)= =
Q'Cz,)

(€ .23)

Damit ergibt sich aus (C.1.21) folgender Ausdruck fiir G
(vgl. auch Punkt D):
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G(?P,Q)=i€o% R + €og Ry-2¢€ogh -

o0
-2 [(\c.w) e-khc,in W Cprin) chh keCy+in) cosk Cx—§)+
X Ckshkh—vYchkh)
o

5 (C.1.24)
2 %(—kh]dkg =

—j{lﬂ (VY + Vo) e’v"hshvohchvcc\g»fh) Chh Yo Cyth ) cOS Yo (X-5) ,
Vo (vl + sh?vehh)

mit R, R] nach (€.1.21)
Gl. (C.1.24) wird oft abgekiirzt in folgender Form geschrieben:

. %) )y .
Gc )CP,Q) ) Gc g Gs. (C.1.24)

Die hier erhaltene Formel fiir die G r e e n sche Funktion

stimmt mit einem entsprechenden Ausdruck nach [5815.483,(13.34)
-xb

iberein, mit Ausnahme des Vorzeichens von (3;. ) im Integral-

ausdruck, der dort offensichtlich falsch gedruckt ist. Sonstige
Vergleiche sind unter Punkt C.3 angestellt worden.

Die G r e e n sche Funktion nach (C.1.24) erfiillt die Bedin-
gungen (C.1.1) bis (C.1.3); ebenso ist die Bedingung (C.1.5)
offensichtlich erfiillt. Die Erfiillung der Ausstrahlungsbedingung
im Unendlichen (C.1.4) wird unter Beriicksichtigung einiger Theo-
reme aus der Theorie der F ou r i e r - Integrale im folgenden
nachgewiesen.

Dafiir wird zunichst die Bedingung (C.1.4) durch folgende
iquivalente, einfachere Gleichung ersetzt

3 Vo I x|
Civn &G = A-€ , (C.1.25)

|§(|—90a

die offensichtlich (C.1.4) erfiillt. Unter Beriicksichtigung
folgender Theoreme nach [58],S. 477
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- Vo

: *OCC:-5)> ’

gﬁk)s"":\:"'i"““@ldk =n Feve) +

(C.1.26)
o0
cos LOx-%)ck-voD] {
for) €22 % dx = O ,
- Ve Cx—E>
(@]
ferner des folgenden Ausdrucks
Cos klx-5 D= oS V, (x5 Cos[ (-vo)(x-5D] -
(€. 1.27)

- 51V V,Cx-8 D s1n LCx-1) -3,

148t sich der Grenzwert der G r e e n schen Funktion in der
Form (C.1.6) in Verbindung mit (C.1.16) bis (C.1.18) im Unend-
lichen fir |x - S}—*-oo als der erstrebte Grenzwert (C.1.25)
nachweisen.

Das Verhalten der G r e e n schen Funktion nach (C.1.24) ent-
lang der uns interessierenden Rdnder 1dBt sich wie folgt zusam-

menfassen [51]:

a) 6 (P {x, ¥), Q(E, b4 )) ist eine regulire Funktion mit Aus-
nahme des Punktes P = Q, der dem Wert R = 0 entspricht.

b) g (P, Q) =G - log R ist auch fiir P = Q reguldr.

c) Das gleiche Verhalten besitzen die in den Integralgleichungen
erforderlichen Normalableitungen von G bzw. g

d) Die vorhandenen Singularitdten flir P = Q sind integrabel.

e) Der Kreuzungspunkt des Kérperrandes S0 mit der freien Ober-
flidche Sg (P —Q5 y,2 — 0) liefert eine Singularitit,
die besonders schwierig zu behandeln ist. Es kann nachge-
wiesen werden, dafl fiir den Fall senkrechten Einlaufs der
Korperkontur zur freien Oberflédche diese Singularitidt so-
wohl fiir G als auch fir deren Normalableitung integra-

bel ist.
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C.2 G r e en sche Funktion der Ebene bei unendlicher Wasser-

tiefe

Dieser relativ zu C.1 vereinfachte Fall, der spdter auch auf
analytisch-numerischem Weg (s. Punkt D) ausgewertet wird.
148t sich aus (C.1.24) fiir den Grenzfall h —oo ableiten. Da-
zu werden zunidchst die Hilfsformeln (C.1.19) bzw. (C.1.20) be-
ndétigt. Es ergibt sich mit

-k =
2 S L= e ge_ k —2@ogh , (ciz. 13
X X
© o

<

A
(€]
ol
i
0
GL"\8
I
x

cCytp+20)
gk—o(k- €  tos wGegidk, €.2.2)
o

wobei R] = [Lex -‘5)2 + (y+ \Z+2h)2__[1/2 bedeutet, und den
bekannten Entwicklungen der Hyperbelfunktionen in Form von Ex-
ponentialfunktionen folgender Grenzwert fiir den Gc - Teil
nach (C.1.24)" fiir h-—oo (vo—-v):

) il KcyZ)
Ciwn G loa R+ Cesv) o _
Fig Soata EoR (RS ST e m g
-k
= €r2.3
—%go(k = G, ( )

wobei R=[(x-‘5)Z + (y-2)2]1/2 bedeutet.
Entsprechend 148t sich der Grenzwert von GS nach (C.1.24) fir
h — oo ableiten:

Ch) v(y+z)
éim Gy =-21me cos vix-g) = Gy, (C.2.4)
~» Co

Zusammengefafit sieht die G r e e n sche Funktion unendlicher
Wassertiefe folgendermafen aus:

e CX-v)

G CP,Q)=CogR - g,[“‘“’ e lios k-3

vCy+p) (€C.2.5)

+%Kgo(k —35ane cos vix-%)D.
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Nach Einfithrung der o r t s k omp 1l e x e n Variablen

2 = i »
xr Y (C.2.6)
Z=§+iz,2; =‘g—iz,
und von
’ 2 2 172
R =[c=sdslyigX ] ", (€C.2.7)
ergibt sich mit (C.1.19), (C.1.20) und (y +? ) <.0:
oo oo
) -k KCY+2)
608 R :ge_ o(k—ge Zc.os\cc)og)o(k,(c'z'm
'S %
© o
folgende in der Literatur bekannte Formel:
GCrPQ ):}Qeiggog Cz-£I-€og C2-T )+
o0 . - [€..2+9)
_IkCQ—Z,’) —ivC2-Z)
+2Z (& odk —52n € g
v-k
Q
C.3 Vergleich der G r e e n schen Funktionen G(h) P, Q)

bzw. G (P, Q) mit anderen Autoren

Das Grundpotential einer pulsierenden Einheitsquelle unter den
hier vorliegenden Randbedingungen eines Freie-Oberflichen-Wel-
lenproblems wurde von mehreren Autoren auf verschiedenen Wegen
ermittelt und in verschiedenen Formen angegeben.

Aus der Vielzahl der in der Literatur bekannten Endformeln wur-
den diejenigen zum Vergleich herangezogen, bei denen die Vor-
gehensweise bei der Ableitung ersichtlich war.

Zum direkten Vergleich in bezug auf Ggh) bzw. GC nach
(C.1.24) bzw. (C.2.5) bietet sich die grundlegende Arbeit von
F. J o h n[511(5. 99 ff.) an,der dhnliche Ergebnisse auf einem
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anderen Weg erzielt hat.
Dagegen ist die von J. Leb re ton-A.MaTgmnac
[29Xs. 15, Gl. (16)) angegebene Endformel fiir Ggh) aufgrund
eines Druckfehlers (?) nicht ganz richtig, obwohl die Vorge-
hensweise bei der Ableitung richtig erscheint. Der entsprechen-
de Ausdruck fir Géh)
vorliegenden Arbeit (C.1.24) angegebenen Darstellung.
Eine weitere Vergleichsméglichkeit besteht durch die nach 581
Handb. der Physik (S. 475 ff.) verdffentlichten Formeln fiir
die Grundpotentiale einer pulsierenden Quelle. Der entsprechen-
de Ausdruck fir Géh) (C581,5. 483, (13.34)) enthdlt einen
offensichtlichen Vorzeichen - Druckfehler im Integranden. Eben-
482 GC F.J ohn (s. auch (C.2.5) mit
verkehrtem Vorzeichen vor dem Integralausdruck zitiert. Die

steht in Ubereinstimmung mit der in der

so wird auf S. nach

in (13.31) bzw. (13.33) angegebenen
entsprechen denen nach (C.2.9) bzw.
SchlieBlich wurde ein Vergleich mit
von R. T horne([17]angestellt;
einige z. T. mithevolle Umformungen,
R: Thoxne

148t sich relativ einfach die Identitdt von Gsh)

Formeln in komplexer Form
(Cal=24)"

entsprechenden Formeln
dieser Vergleich erfordert
da die Formeln von

anders abgeleitet und aufgebaut sind. Dabei

nach

(C.1.24) mit dem entsprechenden Ausdruck nach R. Th or ne

([17 Iss 714)

chd

S A Vo Cy+n) ch vo g +ind

(C.3.1)

Gs

2 volnh + S 2Vl

COS Volx-%D

nachweisen. Ebenso kann man aus dem entsprechenden Géh) Aus-

druck nach R. Thorne

ChXlythnd ch k(g +0)

Ge = Cog B -2 g(
R

-k

-

X chxh

ShEgsheylcos kix-5Jdk ,

Chich(kshikh-vchkh)

(€.3.2)
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mit

R= [cx=%>"+ Cy-p>*]"

’ 2 2412
R'= [ (x-)*+ Cyep)' ]
relativ einfach den Grenzfall unendlicher Wassertiefe
(h—-o00, th(k h)—= 1) in der Form (C.2.9) ableiten. Da je-
doch die Form (C.2.9) aus der entsprechenden Formel (C.2.5),
die mit dem Fall unendlicher Wassertiefe nach F. J o h n

S. 100) identisch ist, abgeleitet wurde, erscheint dem Ver-
fasser die Bemerkung von R. Thorne ([17)S. 715)), daB
in den damaligen Formeln von F. J o h n ein Vorzeichenfehler
vorlag, nicht richtig.
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ANHANG D

Auswertung von Integralausdriicken

Allgemeines

Bei der Lésung der in Frage kommenden Integralgleichungen

(s. Punkt 2.1) mittels eines Quadraturverfahrens und D i s -
kretisierung von Gréfen entlang der Kérperkontur
fallen einige auf analytischem Weg auswertbare Integrale an,
die im folgenden mit Hilfe der Theorie der komplexen Integrale
behandelt werden.

Die wesentlichen Gedankengidnge bei der Auswertung dieser In-
tegrale gehen auf die Arbeit von W. F r an k[ 5] zuriick.
Die Problemgeometrie nach der Diskretisierung
ist aus Abb. D.1 ersichtlich (s. a. 2.2).

A_
y

Re

Abb. D.1
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Bei vorausgesetzter Kdrpersymmetrie beziiglich der y - Achse
bestehen offenbar folgende geometrische Beziehungen, ausgedriickt
durch die Quellpunktkoordinaten (;5, s ) s 1245 =N + 1

und die Aufpunktkoordinaten (x;, , y; ) , 1 £ i< N , entlang

der Korperkontur:
Fiir die Koordinaten und Winkel im dritten Quadranten:

E"b = _Zo ¥
(D 1.)

2-3= Cs >

Fiir die Aufpunktkoordinaten, entsprechend den Annahmen fiir die

Diskretisierung:

xi=4L (x.+x. ),

2 144 (D.2.)
yi = ,%, Cfi i) ZEM)’

Flir die Lidnge der Sehne des i-ten Segmentes:

| 5 | :[CSM—ZIYXCZM_\Z,%] j/l (D.3.)

Fiir die Neigung des i-ten Segmentes relativ zur positiven
X - Achse:

it = 2; ) (D.4.)
§i+«— Ei

X . =arcfg

Flir die nach a u B e n gerichtete Normale im Punkt P.

1
ESTIRAE

W, = CTosvun -3 cosx, , (D.5.)

1
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wobei i , 3  die Einheitsvektoren in Richtung der X bzw.
¥ - Achse sind.

Die im folgenden ausgewerteten Integrale der Form (s.2. ,
Gl. ( 48))

gC}Cm,%;g,Z)ds (D.6)
Cs3)

und
_S (A V)GCx-,,y;;;,f) ds (D7)
€S

betreffen den Fall unend1licher Wassertiefe und be-
zliglich der ¥ - Achse s ymme tris che r Spantformen.
Durch Anlegen des ersten Quellpunktes im Schnittpunkt der Kor-
perkontur mit der Ruhewasserlinie im d r i t t e n Quadran-
ten 148t sich nach der gleichen Methode der Fall a s ymme -
trischer Spantformen behandeln. Letzterer wiirde prak-
tisch bei Tauchschwingungen von g e k r @ n g t e n Schiffs-
spanten vorliegen.

D.1 Berechnung von Integralen der Form Ee;g_g ECa,yzo(ﬁz_

<s;d

Es sei F (z,% ) die G r e e n sche Funktion in der Form
(C.2.9), mit

go= X ¥ 3oy,

L=%+iy ,Z5=%-ig.

(D.1.1)

Daraus ergibt sich mit

"

dg =d¥% +i O(f? Zds Ccosx;+isimney),
(D.1.2)

Ag-iolp = As Ccosey— istan ),

A7
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o s

Re, § e ' *ar,

(D.1.2)

ds = Qeigeididgg.

Damit werden die gesuchten Integrale auf solche der folgenden
Form zurilickgefiihrt:

gi?'\

)?e,g g e % Fc:zg;)o(;g, (D.1.3)
,

Unter Berilicksichtigung von (D.1.3) ergibt sich:

Tiva
Re, Seog (2;-g)ds§= Qe{gei ’638C3 ;)dgg
(552 z,
oder Wy
Qe-‘ZCcoso()—isx\/NxD)geog Czi-z;)o(;g:
\;)

cos og[Cx-; £, 608V(x-\~§3)1+Cy‘—25);+ (il P

—Oxi- SSM) 608_\16)(' F §5+4)z+ ;- ?34-«

Ly =P )arc_tgcc\’; g)+ e, Barct%%;_%;:_;)}+
: D 3+1

+ 51\001-)[(5/-,—2.)) eog\l(x;—s.))zir Cy-,—??‘ T P

=0 =g €oﬂ(x-,—gsﬂ) N = Paead

= Cv; (v;- 'E.
O g)orctgi_sj O ~%. . )arct%CX g.i_:T_

(D.1.4)
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Entsprechend ergibt sich aus (D.1.4) unter Beriicksichtigung
der Unterschiede zwischen Z und T :

Re {{ eogca,-gras3 =

<sy)

COS X [CX —'§>€o%\lcx §> +C\/;+\Z)z +g) §3+1

2 2
—(x;-% >+4) 608\‘Cx )n) +Cyi+‘2§+) -

! 2 344

+oim o[- cy e g eoﬂu-‘—g,)ﬁ CYi+ 250" + 25 Psp,t

* Cyyd ?5+4) 6081()(" - §5+4)z+ Cy;+ ‘25“)1 3

L v+ 23D 8 G 42
cxi- 3 ave dg SALZD + (x5, parc gt ad).

(D.1.5)

Die entsprechenden Integralausdriicke fiilr den s ymme t r i s ch
liegenden dritten Quadranten ergeben sich aus (D.1.4) bzw.
(D.1.5) unter Berticksichtigung von (D.1.):

Re'.{ g €og¢z,+2)dsg =

sy

cCOS [—Cx + % )QOQVCX n;) + Coyl= \gJ) +‘§ -%.

JM
+ Cx; + 55440 eoﬂcm«&{m)ﬂ C\/i_z'w)z‘

+ CYy,- Darctqg ¥i=25> - ¢ dorcegShzlnng,
ZD gcx]’sj) Y' 25*4 %CX'*‘E’*“
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2 3
+ S u)[Cyi—Qj)503VCx,+§>) + (YI_Z)) § 2 )-f)+1-

——

3 z
‘C\/,-?wm) 603\1("'*?5“) * OV Ps,,)  *

+6x,+gj)qrc{:%_b_£;>—(x+3 )arci%w]
Cxy +5 D Cx;, +§)+4

(D 1.6)

Qe,i g @og(z;nj)o{sg =

s

Ccos & [—Cx +% )eo%\l(x + g +Cy; +2)) T T

-

+ Ox; 4 g5+4) QO%_VO«, + §5+4)z+ Cy, + ‘f.JH)z +

+ Cy,+ ;) arc t{% C_Z%Z_:_w ~Cyirpy. ) arct%é;/.:§>“)]
3440

+S1n “;[“(Y,*?a)eogvcxi*§37z+CV;*fa)z* 5" st

¥ (yl + 2__”.4) eog‘\]Cxﬁ- g)*‘) + Cy +‘Z’*4)7- -
- (x. +‘§ Jovxc é% Coi+ Z__+ €5 Ty )Qrcé% v +‘Z;u>]
Xu*E; Cx; % S

(D.1.7)
Ahnlich wird bei der Auswertung der Integralausdriicke verfahren,

die ein C a u ¢ h y sches Hauptwertintegral enthalten:

Re.{{I {

CSy) ©

—ikCcz-8)

e~ d.k]o(s} =

Z'Nt

Re.{ fe

2

-;kcz )

e 1

O\-@r—\g
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oder nach einem Wechsel der Integrationsreihenfolge, die hier
erlaubt ist, da der Haup twert vom zweiten Integral

genommen wird,

o0 " Z'+
A ) S =
L ke e
Qe‘{e %y-k dx \e o(gg_
3 =
s

) - =
-ik2 [} 22 ‘k;:
= - e

Der letzte Integralausdruck ergab sich durch Partialbruchzer-
legung des vorletzten Integranden. Das erste der nun erhalte-
nen Integrale 148t sich in geschlossener Form nach ([643,313)

00

i oLx i x
g e —e dx:eogi ? O(ﬂ)>O,
O

lésen.
Auf die L8sung der iibrig gebliebenen Hauptwe rtin-
tegrale wird genauer unter Punkt D.3 eingegangen.

Es ergibt sich somit die folgende Integralbeziehung:



Qeigg[ge_“_y“;’:_‘i)dk}qz
|
|

i_[suno(j[eo% Cxi-B5) +Cy;+ 252
Y Cxi=%5, 0™ Cyi4 2540

oo

Cy 4+ o 0
+§e Zsw cosS \(Cx‘.»35+4>d\<
=1l
(@] oo
_é/ekcy”g'))cos\dx-.-ij) dk] .
w— X
o
+ DS u)}_arg«t%w —QY’C—‘E% Yt Z)i-/l)
20 =S50 —X3440
o0
\<Cy,+
+ 2)5“0\( x—”g,)dk
Y-k oo
kCy;+ )
¥ %e L ?)MS\W\CCK ‘S:ﬂ),“i]([) 1.8)
¥ —C

Der entsprechende Ausdruck fiir den dritten Quadranten ergibt
sich einfach aus (D.1.8) unter Beriicksichtigung der Unter-

schiede zwischen Z und &

Re, ‘ig[é T +;>dk]d5§=

s O

2
‘_[S\wclezeog\}cxi‘rgj) LAY % MY
¥ C><;+‘55M)2+Cy;+25‘”7

v -k

o0
vy +
B §e VM5 s ke Oy s Yo +
v -k

oo
é e\cCy-, +‘25+4) cos Xl +%354m) Al —
D

O

¥ CoS 0<~3[-— Qrct%w 4-0((,&3% =

Cxi+ 55D CX;+$3534)
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z % C D
g
_ée Yi+?s Sl i s D gy o

v—-k
O
= WOV 45440
+§e ?)Hslw\(CXngH)o{kﬂ.
o =

(D.1.9)

SchlieBlich bekommt man nach einfacher Rechnung auf der Grund-
lage von (D.1.3):

ivCz-T)
FZEE} g: e . 2; Cifig =
D.1.10
(s3) if 1R8]

v Y 50 -
%7 [ (2 i sw L V(:)<i-‘;f))‘— ijjl =

YO+ 5440

e S CVCX'-“Sy,D"“i] :

und fir den entsprechenden Ausdruck des s ymme tr i s ch
liegenden d r i t t e n Quadranten:

)Qeig g e—iv C2,1§)dsg 0

C>_'))

vOVi+Y5 ) =
i[-e i swlvexi+ZTd + o1 + (D.1.11)
»

V5 :
% e‘/ Y *’?)"‘)E_VCX',*NS)‘.}«)*' 0‘3]] =
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D.2 Berechnung von Integralen der Form Qeigg(ﬁ V) FC&;)C‘SZ

€s5)
Es sei wieder F (z,g ) die G r e e n sche Funktion in der

Form (C.2.9). Der Nab laoperator \V4 kann durch
die Aufpunktkoordinaten (x,y)

=9 7 9 T (0.2.1)

oder die Qu el lpunktkoozrdinaten (S,Z)

2 X R B (.2.1)"
Vi or " T ey

ausgedriickt werden. Entsprechendes gilt fiir den N o r m a 1-
operator (m 'V ) mit ® nach (D.5):

C\—’; v)_?:Sl\/)D(Q_ _CObo(’b_E'é_ ) (D-Z.Z)
Ox Dy ovip
fir P €S,
oder
A V) =SIX o —c,o5<><_a_ = = 5 (B2 2)"
C °% o7 g

fiir Q € So'

Je nach Integralgleichungsmethode (vgl. Punkt B.3) wird der
Operator in der Form (D.2.2) bzw. (D.2.2)" angewandt. Flr

P —= @ € So geht jedoch der gesuchte Integralausdruck nach
(D.2.2) in dem entsprechenden nach (D.2.2)" in folgender Form
iiber (vgl.[74]S. 35):

Cim \ (A V), Flaz)os=- (TA’V)QI:C},;')O(s. (D.2.3)

27
(S')) (55)
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Im folgenden werden die Integralausdriicke nach beiden Darstel-
lungsarten angegeben ( [5 J,[433). Dabei wird der Normalen-
operator (I V); zum direkten Vergleich mit (A V )Z entspre-
chend (D.2.3) in Richtung der i nn e r e n Kdrpernormale
angewandt, im Gegensatz zum Normalenoperator (A V)z in Rich-
tung der 4 u B e r e n Kdrpernormale.

Uber die Cauc hy -Riemann schen Bedingungen er-
gibt sich:

Re, V), FcazX=Re {-i e‘“%-@ﬁ: (0.2.4)

Re {4 V), Fez)3=Re, {+1e " 2EGDR. @207

Unter Beriicksichtigung dieser Beziehungen lassen sich die ge-
suchten Integrale auf solche folgender Form zurlickfihren, wo-
bei F (z,g ) als von der Klasse C(Z) angenommen wird:

Re,§ \ & VD, Feaglase =

<H
o (D.2.5)
i Coti—ody D
Qe-.{g—ie = owc:z)d;g
s
Re, § gc\‘/’n Vo F(2;,z0ds¢ =
(S)> Z;-su
Qei£+i So(FC?;J,’)Z
s
(D.2.5)"

.IVV)», i FCE‘,’,E)) . FCE;':M«)%
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Damit ergeben sich folgende Integralausdriicke:

Qeii SCW Vo, 60‘5 C.’z*-,—c)o(sg =

s>

0N

st Co- ot5) €og “*i-isf’f Bl 4
Cx;—‘$5“32+Cy;—?3“)1

(D.2.6)

4+ cos ot~ ot )L arc,tg Yi=25
X _gD

-o\rc,t% yv—;_?j"] , L$3,

X = C544

QE]ESCF\' Vg €og 63;~;)o(s§ =

Cs.)

>

O\\’C,t% C__yl ?’ = R C. .b\a E 3 34D ,L%j.

=55 C>< —‘;5,1) (D.2.6)°

Fir 1 =j (P=0Q) wird der Integrand in (D.2.4) bzw. |
(D.2.4)" s inguldr, so daB die Differentiation nach |
z bzw. & nicht direkt ausgefiihrt werden kann. In diesem

Fall verfdhrt man wie folgt:

Re, § (e v), €og (2, -72dls3 -

S5
Sy =%
Re, E—-{ ‘o’(-(; géma C25—§>0{;_ZZQ€-,€L§(E;’ €og ﬁde’EZ
gt 25785

Re;§ i 6084_3'2_‘_55_“lg T, § €og (257532

C25‘~45> C25-5 540
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wobei Z° =z, - eingefiihrt wurde.

Daraus ergibt sich:

Re. {gCJ%V) €og C2;- 1;70(53 M, =5 . (D.2.7)
€ss)

Entsprechend:

Qe;{ SCV\ V) ?og Cai-z;)o(sg =

&5
G 544
Re;§ 0(?; géogcs 52058
Gy
2578504
Re, §.
oder
Re, { SCWV),; €og C2;-Tlolsg =1 ,i=5¢ 0-2.7)
55>

Die Identitdt von (D.2.7) und (D.2.7)" stellt einen nachtridg-
lichen, jedoch eingeschridnkten,Nachweis von (D.2.3) dar.
Entsprechend erhilt man fiir die restlichen Integralausdriicke:

Qei{gcﬁ V. 608 cz,-f)dsg:

€53

s oty 4 o) €09 Cxi=%3)"+ Cyirps)
Cx5—§§+1)=+ Cy;+ 'ZSHY

(D.2.8)

+tcosCx;+ uj)[arc t%ccy"_%_))
-5

—O\f(,t% CYi+ 2544 ]
it ‘5344
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Re, { S AV, @a%cz,—f)dsg A1

($5)

Aavc t% Cvi 8% 00a ). = (D.2.8)"
(X;—E5+4 )

ottt £ Rl
% Cx-,—‘;-))

Fir den s ymme t r i s ch liegenden dritten Quadranten
sehen die entsprechenden Integralausdriicke folgendermaBen aus:

_)Qe,{gcz V), €og € 2,45 0ls3 =

s

2 a
SV + o) 0o Cxi+ %50 +Cvi=25d fi5.5.5)
1 J % C)(l'-{-\g_s*")z-ﬁcy-’—?’_"")z i

+c_o>(o<i+o(-))[argt%6\/i"gs) B arcf%CV -2 42],

Cx; 455D i+ s,
Qe,g gcﬁ Vy 603 C};+2)o(sg =
€S.5)
arc,t% CYVi=25440 _ (D.2.9)"
Cx;j +SSM)

Cx;+"§>)
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= Fz(z; E: f; %) <;7):2 E?CJES R +Z; Dd S:i =

Soi)

=3

1

Sw (o —oty) @aa (xi+55) + Cyi+ 232"
CX; + 550074 Cyi 4 25400

+ cos(ui—yj)[arct% Cyi+ 252

- Avc f%cyi*Ziia)],
O+ S544)

Re, § g A Vg Cog (247 Jdl sg B

(S_,))

O(ct% Cvi+ @55 _ \Jrc‘c% CYi #2554

G T ) Qx;ﬁ-sjﬂ)
Entsprechend:
i Z)
= KR~
A S
Re, {g[c«w VDE%T o] ols
Sy o

PR

(D.2.10)

(D=2.10)%

oo
— wlyi+ «)) ‘
Sy ot o/))l_é/e 2 cosklxi=%3D o)k -
(@]

|
N Y
o™

V=l
\c(y-,+\2-)-)
Y- K

~coS Cotj+ 03D e

Oy i+ Psas)

-

|
VN2 N

e\ccv; +'Zﬁ+«>oob % Cx;=5 544 o(\:J_

(D.2.11)
S1v) \1()<i—‘5i>)ci\< =

(= Slﬂkcxj:-sif_t)dk:l,
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—ieC2;=%5 )

Re; E SEC%VOG éf—e’——T o(y:[ ol =

€s4) o
e 25" i ke Coes =52 )
v— Kk

oAk —

oL

KO£ 2500

e St klx; -5

i <

3"’4>O(l<, (D:2. 117

o g

—(VCE‘;—I’;;)

Qe.]{gca v, e w53 =

sy

Y OGRS )
S Co(ﬁo(ﬂ[@ whes COS WICR =T 27 —

va,+\Z~+ D
-e )Lovax,—gjﬂjj_ (0.2.12)

i v C 7 =)
con il A B

R O S RS
- e fambamvi,—‘ng)},

Re, g gc%‘ V3, e—iv(?,ﬂ;)d&g:
sy

VCy,'s-vg))
e S wiG= T =

V(yi+25+4> )
-€ Stvi vCx-%5,, 0. (D.2.12)
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SchlieBlich ergeben sich fir die zu (D.2.11) bis (D.2.12)~
entsprechenden Ausdriicke des symmetrisch liegenden dritten
Quadranten:

- rze.ggccr» @ e L Felsd =

st ’)

oo
X Cv; +f)
é\nCo(,'—o/-) c/o_s\(Cx+§ J al'te L
(@]

€ it 2542
_ (= cosS Oxis Ty, ) 0(1(]
v —

KOyt f
~coS5Co;- & )[é Szkc"*mo(k(DZM)
%
(@]

oo
wC
— é/e erZ’“ s\nka +§)+1) 0(‘(]
v -k
o

—ikC2+7)
Re AL e =
Cs_.’) o
5 Ve B = )

_§ e 4 st kCxi+E5) o), 4
pt w=ia (D.2.13)"
oo

Wy _
- %e Y'*‘?,w)slkaxﬁ“;—su) A key
v -k
o
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"Qei € S CA V)E e-ivczi+:)o(52 =

s, )
vaif-vZ'))
él\/)Co(,'-o()')[e 605VC><<,+‘§-))—

YOVt 2 3440
ol = e oS \/Cx'+‘g‘_”1):[_. (D.2.14)

vyt )
ARz 5!4chi*€))—

—CO'S Cm;—o«))[ﬁ

MCnpenZ D
- e g”d&.l\n VCX,+‘§_3M)],

QeiEgCﬁ 7 O e B0

)

(D.2.14)"

YO P )
e ) f3+451/7\/c><;+‘$5+47—

C %
—eV Y.+‘Z>)5|m \/CX‘+€)).

D.3 Auswertung von C a u c h y schen - Hauptwertintegralen

In den vorangegangenen Punkten D.1 bzw. D.2 ist mehrfach der
Real- und Imagindrteil des Hauptwertes von Inte-
gralausdriicken der folgenden allgemeinen Form benutzt worden:

oo -kz;/
I<KI>E = dk, (D.3.1)

vi— e
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mit ‘é/:o(/+i/5/, mis0, £ =0k

Im folgenden sollen diese Integralausdriicke analytisch so auf-
bereitet werden, da sie numerisch bequem ausgewertet werden
kénnen. Nach einer Integration in der komplexen Ebene ergibt
sich mit Hilfe des Re s iduensatzes und unter
Beriicksichtigung des Residuums des Integranden in der Polstel-
le k =V, die vom Integrationsweg ausgeschlossen wird, folgen-
der Ausdruck fiir (D.3.1)[72]:

[e%5]
T =kt —xzg’
é,e dk = S SRyl
i v-k
5
O (D.3.2)

’ _l. z’
+ Ggny dine i

7/

mit b//=arc Jc% —6—/
<

Die Integrale auf der rechten Seite von (D.3.2) werden an-

schlieBend durch Substitution und unter der Voraussetzung, daf

Re;i?;'g positiv ist, auf die bekannten E X ponential-

integrale zurilickgefithrt.

Mit

w=—Cv——k)§/ -

ergibt sich

0o oo

2yt Y —
dk =-e £ ol

kK w

(@) —vg’

e

(D.3.3)
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|
e
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Fiir die Berechnung der Exponentialintegrale
stehen verschiedene Tafelwerte und Approximationsformeln zur
Verfiigung.

Im folgenden werden einige erprobte Méglichkeiten fiir deren

Auswertung aufgezeigt.

Mit [59 3 (D.3.4)

E.C¥E)==-y- 60%(— v e Z——C”)ﬂ(‘“C') :

1
Vi=a L T U

( 3 bedeutet die Eulersche Konstante),

T L

ferner mit

(D.3.5)
O = cxfwg C—-v@f') 407 = ng>c-¥8 & . M,
"
ergibt sich aus (D.3.2):
©a p 4
e»— kZ —vo ’ ,
é, B dk =e ECOSCV/S)—ISHACvﬂS)]
y_
>ciatt
. [ + Coa v + ¥ COS CnS) M
g: J %3 o VA v ! .]
(D.3.6)

oo
. vl -~
+L[ ¥ 5\ch»O)+
V2L

V=4

© , B =0

+ ]3

B+ 215 RO
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Gl. (D.3.6) 148t sich durch deren Real- und Imaginirteil aus-
driicken:

—\(bL/ ’
e coskfp ol k =
w— e

OL@”\X

[CCT Qcos v + Steosivmyp 1,

€i
oo (D.3.7)
O

—vo/

e CCLr@) sin vﬁ/— SIC{jQ)c,os v/S]

mit den Abkiirzungen:

oo
C’Cr,e)z y+ €og~ + D *Tcoswnmed

]

L7 R T
(D.3.8)
o0 ’
o S smemer 1O FZO
o0 == SRR ©-2m, <O

Unter Beriicksichtigung von (D.3.1) bis (D.3.8) ergeben sich

die gesuchten Integralausdriicke von Punkt D.1 und D.2, durch
Einsetzen von nacheinander

‘= { c2-T),
bzw. Z; ¢ Z;

G = LT D

in die obigen Gleichungen, mit

Re § ¢ ¢=-Cy+pd>O.
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Xy +vw)
e ¥ Zco&k(xt‘g) dle =
Y-k
Cy-&z D

C CCrIG)cos vxt%) + Sr,@ siv vextxd] ,
(D.3.9)

¥ C 2
e v s kextrg) e =
Y -k

™3 ® X Zm\'s

o
viy+9 )
= z[CCT,@)&N\ vex:tg)- Sr@)cos vexsyg)l.

Dabei bedeuten

ol

Y = VVCX tS)1+ (y+\e)2’ "

(D+3:::10)

o

Cy o+ ? )
und € ( r,©®), S ( r,®) die entsprechenden Ausdriicke zu
(D.3.5) bzw. (D.3.8).

Bei den Formeln (D.3.9) und (D.3.10) gelten die oberen Vor-
zeichen jeweils fiir den Fall g” =i ( z + 7 ) und die unteren
filr . £ =4z =% ).

Fiir die numerische Auswertung von (D.3.9),die die Berechnung
der Reihenentwicklungen C ( r,©) und § ( r,©) mnach (D.3.8)
voraussetzt,sollte ein mdglichst schnelles Rechenverfahren an-
gewendet werden,da diese Rechnungen i. allg. fiir die verschie-
denen Quellpunkte/Aufpunkte bei mehreren Frequenzen mehrmals
durchgefithrt werden miissen.

Deswegen wurden verschiedene Moglichkeiten anhand deren Rechen-
geschwindigkeit fiir das Erreichen einer gewiinschten Genauigkeit

miteinander verglichen.
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Die sich anbietenden M8glichkeiten lassen sich in solche mit
Reihenentwicklungen und in Quadr a -
turverfahrten zur Bestimmung der Exponentialinte-
grale unterscheiden.

Die Reihenentwicklungen in (D.3.8) konvergieren immer schlech-
ter, je groBer r wird, d.h. fiir entweder relativ breite Spanten
oder hohe Frequenzen. Der Rechenaufwand zur Erzielung guter
Ergebnisse ist erheblich.

Ebensolches gilt fiir die von 0. G r i m [27] angegebenen Rei-
henentwicklungen, die flir kleine r den Darstellungen (D.3.8)
entsprechen und fiir r > 6 eine flinfgliedrige s em i -
konvergente Reihe enthalten, die nicht immer genaue
Werte liefert.

Besser ist eine von O. Faltinsen C43 verfolgte Me-
thode, der fiir groBe r folgende asymptotische Entwicklung
C591fir E, (z) bzw. entsprechend fiir deren Real- und Imagindr-
teil verwendete:

=
~ e " VI +4) (N+4)Cn42
E«C2>—‘;-[4 =+ 2: —— ;;"*2""‘]:
D.3.11)

=14 largz| <3 n .

7
Diese Reihenentwicklung konvergiert schnell, insbesondere fiir
groBe r ,und liefert genaue Ergebnisse.

SchlieBlich ist auf der Grundlage von (D.3.8) eine Polynom-
reihenentwicklung nach dem Unterprogramm D AV I D [ 7 J aus-
getestet worden, die zwar genaue Ergebnisse liefert, jedoch fiir
groRe Werte von r erhebliche Rechenzeit in Anspruch nimmt.

Die seit der intensiven Nutzung von schnellen EDV-Anlagen er-
heblich an Bedeutung gestiegenen Quadraturfor -
me 1 n, die die gesuchten Integrale durch geeignete Polynom-
ausdriicke approximieren (z.B. Laguerre, Cheby-
s h e vV - Polynome (673, liefern bei Vorhandensein von grofien
Rechenanlagen mit einer groBen Anzahl von gilltigen Dezimal-
stellen auch ohne Verwendung von DOUBLE-PRECISION-GroRen am
schnellsten genaue Ergebnisse.

Fiir die Berechnung von ExponentialintegrTa-
1 en sowie des damit zusammenhingenden Integralsinus und
Integralkosinus [59]stehen bei der CDC-6600 Rechenanlage der
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T.U.-Berlin Standard-Unterprogramme (Programmpaket :
FREMDE ANWENDUNGSSOFTWARE) zu Verfiligung, die eine L a g u -

e r r e - Quadraturformel beriicksichtigen und sehr gute Resul-
tate ergeben.

SchlieBlich sollte eine von J. He s s und A. Smi t h (721
angegebene Méglichkeit Erwdhnung finden, bei der der Integrand
zundchst in eine rationale Bruchfunktion entwickelt wird und

nach einer partiellen Integration folgende Approximationsfor-
mel erhalten wird:

e E,2)= -‘vl[;—N— + €£C2), (D.3.12)

mit
v 2 3 <4
M=-Clew,ztw, 2 +m2 +mg2 ) €og 2,

! < s
N'=-5€0,99883207+,2 +,2 +2 4,2 + 1,2,

’ < <
D=14+d,2 +o(_,~22+0(3,25<t-o(424 +0(52 rolg2

’

und
Wiy = &, 25F 21365, n,=-1,435<58 86 ,
™2=0,02065< 300, Ny= 0,044806426,
W= 0,000 %63 23200, V,=-0,03000S531 ,
W =0,000009 ?68F00%, v,= 00013383339 ,
o, =-0,26273617, Ng=-Q000S1801SSS,
oAy= 0, 28388363,
dv=-0,066786033, X=0S792156643,
dy=0012982713
ds=-000082008G10,
dg= 000029892040,

mit W Eulersche Konstante.
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Die Approximationsformel (D.3.12) ist fiir O < |zl< oo giitig,
wobei der Approximationsfehler =it x 10°%  maximal betrigt;
im uns interessierenden Bereich fdllt er sogar noch kleiner aus.

Da Gleichung (D.3.12) ohne die Verwendung von DOUBLE-PRECISION-
GroBen bei der CDC-6600 programmiert werden kann, wurde diese
Mbglichkeit als die einfachste, schnellste und genaueste im
endgliltigen EDV-Programm vorgezogen.
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