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; 
�; ���� ��

�k�� �
 ���m��� ��� ��
�
������; G
φ
� G′

=

A?

A=@= S�k���

,�

�@���
��� >
� @�

�@������

M� �������H���� 
F�� �� 	����� n ∈ N �� G �� k ������m� 
� �
��� (x0, . . . , xn)
��m� ��k� xi �� k �����l
�� 
� xi−1 �
� k

 i ∈ [n]= U� ����� �� ��m� k �k��; ��

�k� ��� �
��� x0 k�� xn k�� m
���m��� l� k �k��=

M ��k�� �� H����H��� �� �km� �k�� 
� �
��� �� m
���m��� l� k �k��= U� k ��k��

�� �
� m
���m���; �� mk

 �� ���H����H��� M �k�� 
� 
����� k� 
�k�� @ ��k� ��k���

k�� ���� k� ��� �k�� �
�� �� mk

�� k H�H	�= M ��k�� ����
�� m�m
�� �� k ������ ;

k�� k m
���m��� �
���� �� k ����=

M �
F����� ���� 
� k ��k�� G �� k m
���m��� ��l��k�� T 
� G ��m� ��k�

V (G) = V (T ) k�� T �� k ����= M ��k�� �k� k ��k����� ���� �2 �� �� m
���m���=

M �������� 
F�� �� k �k�� 
� �����k
 
�����; k�� ��� ����F�H� dG(x, y) ��

��� 
����� 
� k ��
����� �k�� l������ x k�� y= U� ����� �� �
 �k�� l������

x k�� y; �� ����� dG(x, y) = ∞= R
� k m
���m��� ��k�� G; ��� ��F
����

diam(G) 
� G �� ��� �k���k
 
����� 
� k ��
����� �k�� �� G; �=�= diam(G) =
minx,y∈V (G) dG(x, y)=

M ��k�� �� k<m
���m��� �� 
�� ����� �
 ���
�� k� 
�k�� k ����� ��
� G �


�k	� �� ���m
���m���=

�

`�� H����H������� 
� k ��k�� �� ��� ��
����� 
� l����

m
���m���; �����k� ��� H����H������ 
� k ��k�� G �� ��� �k���k
 ���l�� k
��m� ��k� G �� k<m
���m���=

M ��k�� �� G�H����H��� �� �� �� 2<m
���m���= M G�H����H��� H�

����� 
� k

��k�� G �� k �k���k
 ��l��k�� 
� G ��k� �� l�m
���m���

5�������>���

M
��
��� �� �����k

� k����� ��k��� �
 �
� m
��k�� ��
�<


�� 
� �k�k

�
 �����;

����� �
 ��
� �� 
� �����k
 
mmk��
��= S�k��� ��k� �
 k


� �
� ����� ����m�����

k�� mk

�� ��
����k���; k�� k�� ��3��� k� �



��= M 
�	�� ��F
� G = (V,E, ε)
m
������ 
� k ��� 
� �
��� V ; k ��� 
� ����� E; k�� k� ����
��� �k�����

ε : E → V ×V = R
� ����
�m���; �� ����� �
 k� ���� e l� ��� ��k�� ε(e) = {x, y}
����� ε; �
 ��k� �
�k��
� �
� ��k��� k�� ��
����k��� l�m
��� ��� �k��=

5������
� ��>���

X�� {u, v} l� k� ���� �� k ��k��= A�G�������� {u, v} m
������ 
� ��
����� �� ��
�

��� ��k�� k�� k����� k ��� �
�� x k�� ����� {u, x} k�� {x, v}= M ��G��������


� k ��k�� G �� k�� ��k�� 
l�k���� ��
� G l� ����k���
� ��l�������� �����=

`�� ������� 
���k��
� �� ��

������� k ������<A �
��= X�� x l� ��m� k �
��

���� k��km��� ����� {u, x} k�� {x, v}; ���� ����������� x m
������ 
� ���
����

�
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`��� m�k���� ��
����� k� 
������� 
� ��� ���m�3m �
�k��
� k�� ��3����
��

���� ���
���
�� ���� ������= U� k
�
 ��m
���� �
�� ��
��k�� lk��m ����
�� ��
�

�k����k��mk
 ���

������m�= R
� ��k��k�� �
�k��
�; �=�=; ������� N �
� ���

�k���k
 ���l���; ����� �
 ��� _��l

 U���� k� ��� ��� 
� ���� ������=

c� k����� k lk��m 	�
�
���� 
� �
�� �k����k��m� ��m� k� m
��
����� ���<


��; ��m
����� Z\<�k������ k�� l��<[ �
�k��
�= T
�����; �� ��

 ����k� �
��

��k�� ���
�� lk��m�; k� ��k�� ���
����mk
 �
�k��
� �� ���
�k
 �
� ��� ��3����
�


� ���

������m ����
�	�=


̀ ��3�� ��� �k�� �
��m 
� ���� ������; �� ��k�� ���� k �����k
 ����
��m��
�

�
� ��k���= `��� �� �



��� l� k� ��m��k����
� ���m�k
���� ����
��m��
� �
�

���

������m ����
�	� k�� ����� ��
�������; m�
���k���� �� ��� ����
��m��
� 
�

��k��k������� �
��� k�� ��� m
�����
����� ��km�� 
� ����
�	�=

��� (
6���

`��� ������ m
�m���� ���m�3m ����� 
� ��k���; �
 �� ��k�� ���� k �����k
 ����
<

��m��
� 
� ��k�� ���
����mk
 m
�m����= c� �
��
� �



� ��k��k�� �
�k��
� �
�

��k���; ��m� k� mk� l� �
��� �� gP��@Ah=

����� 2
��
�6��� �
4���

M� ������H��� ��F
� G = (V,E) m
������ 
� k ���; V ; 
� �����H�� 9
� �����:; k��

k ��� E ⊆
(
V
2

)

� �����= Z
�� ��k� ���� ��3����
� ���m
���� ��� �������m� 
�


F�F		�	 �����I ��
 ����� k�� 
F�F		�	 �� ���� ��k�� l
�� ����
����=

c� ����� V (G) �
� ��� �
��� 
� k ��k�� G; k�� E(G) �
� ��� ��� 
� �����=

`�
 �
��� x k�� y k�� �����G���� �� G �� G m
��k��� ��� ���� {x, y}; k�� ��

�k� ��k� x 9����= y: k�� {x, y} k�� ��H����� = `�� ������ 
� k �
�� �� ��� ���l��


� ����� �� �� ��m����� �
=

M {1, 3} ��F
� �� k ����
� ��k�� ���� �
��� 
� ������ @ k�� ������ B= _��<

�
k�
� k {1, 2, 3} ��F
� �� k ����
� ��k�� ���� �
��� 
� ������ @; ������ A; k��

������ B= M ��k�� ���� �
��� 
� ������<B 
�
� �� mk

�� k H�G�H ��F
�=

M ��k�� G′ = (V ′, E′) �� k ��G��F
� 
� G = (V,E) �� V ′ ⊆ V k�� E′ ⊆ E=

X�� G; G′
l� ��
 ��k���= `��� k� ���
��
���
 G������ G F�� G′

�� k l���m��
�

φ : V (G) → V (G′) ��m� ��k� ����� �� k� ���� {u, v} ∈ E(G) �� k�� 
�
� �� �����

�� k� ���� {φ(u), φ(v)} ∈ E(G′)= c� �k� G k�� G′
k�� ���
��
��H �� �����

������ k� ��
�
������ l������ G k�� G′
; k�� �� ����� G � G′

; 
�; ���� ��

�k�� �
 ���m��� ��� ��
�
������; G
φ
� G′

=

A?

A=@= S�k���

,�

�@���
��� >
� @�

�@������

M� �������H���� 
F�� �� 	����� n ∈ N �� G �� k ������m� 
� �
��� (x0, . . . , xn)
��m� ��k� xi �� k �����l
�� 
� xi−1 �
� k

 i ∈ [n]= U� ����� �� ��m� k �k��; ��

�k� ��� �
��� x0 k�� xn k�� m
���m��� l� k �k��=

M ��k�� �� H����H��� �� �km� �k�� 
� �
��� �� m
���m��� l� k �k��= U� k ��k��

�� �
� m
���m���; �� mk

 �� ���H����H��� M �k�� 
� 
����� k� 
�k�� @ ��k� ��k���

k�� ���� k� ��� �k�� �
�� �� mk

�� k H�H	�= M ��k�� ����
�� m�m
�� �� k ������ ;

k�� k m
���m��� �
���� �� k ����=

M �
F����� ���� 
� k ��k�� G �� k m
���m��� ��l��k�� T 
� G ��m� ��k�

V (G) = V (T ) k�� T �� k ����= M ��k�� �k� k ��k����� ���� �2 �� �� m
���m���=

M �������� 
F�� �� k �k�� 
� �����k
 
�����; k�� ��� ����F�H� dG(x, y) ��

��� 
����� 
� k ��
����� �k�� l������ x k�� y= U� ����� �� �
 �k�� l������

x k�� y; �� ����� dG(x, y) = ∞= R
� k m
���m��� ��k�� G; ��� ��F
����

diam(G) 
� G �� ��� �k���k
 
����� 
� k ��
����� �k�� �� G; �=�= diam(G) =
minx,y∈V (G) dG(x, y)=

M ��k�� �� k<m
���m��� �� 
�� ����� �
 ���
�� k� 
�k�� k ����� ��
� G �


�k	� �� ���m
���m���=

�

`�� H����H������� 
� k ��k�� �� ��� ��
����� 
� l����

m
���m���; �����k� ��� H����H������ 
� k ��k�� G �� ��� �k���k
 ���l�� k
��m� ��k� G �� k<m
���m���=

M ��k�� �� G�H����H��� �� �� �� 2<m
���m���= M G�H����H��� H�

����� 
� k

��k�� G �� k �k���k
 ��l��k�� 
� G ��k� �� l�m
���m���

5�������>���

M
��
��� �� �����k

� k����� ��k��� �
 �
� m
��k�� ��
�<


�� 
� �k�k

�
 �����;

����� �
 ��
� �� 
� �����k
 
mmk��
��= S�k��� ��k� �
 k


� �
� ����� ����m�����

k�� mk

�� ��
����k���; k�� k�� ��3��� k� �



��= M 
�	�� ��F
� G = (V,E, ε)
m
������ 
� k ��� 
� �
��� V ; k ��� 
� ����� E; k�� k� ����
��� �k�����

ε : E → V ×V = R
� ����
�m���; �� ����� �
 k� ���� e l� ��� ��k�� ε(e) = {x, y}
����� ε; �
 ��k� �
�k��
� �
� ��k��� k�� ��
����k��� l�m
��� ��� �k��=

5������
� ��>���

X�� {u, v} l� k� ���� �� k ��k��= A�G�������� {u, v} m
������ 
� ��
����� �� ��
�

��� ��k�� k�� k����� k ��� �
�� x k�� ����� {u, x} k�� {x, v}= M ��G��������


� k ��k�� G �� k�� ��k�� 
l�k���� ��
� G l� ����k���
� ��l�������� �����=

`�� ������� 
���k��
� �� ��

������� k ������<A �
��= X�� x l� ��m� k �
��

���� k��km��� ����� {u, x} k�� {x, v}; ���� ����������� x m
������ 
� ���
����

�
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��� ����� {u, x} k�� {x, v} k�� ��� �
�� x; k�� ���� k����� k� ���� {u, v}=
U� ��� ��k�� k
��k�� m
��k��� ��� ���� {u, v}; ���� ����
�� �� k ��
����k�� ����

��
 m
���� 
� ��� ���� {u, v}=
X�� G = (V,E) l� k ��k�� ���� �
��� x, y ∈ V ; ���� ����������� ���

�
��� x k�� y ����
�� �� ��� �



���� ��� ��k�� G′ = (V ′, E′)= U� ���� ��k��

V ′ = V \ {y}; k�� E′ = {{u, v} ∈ E : u, v �= y} ∪ {{x, u} : u �= x, {y, u} ∈ E}=
M�� ��k�� G′


l�k���� ��
� G l� ����k���
� ����������� �k��� 
� �
��� ��

mk

�� k �������� 
� G= U� ∼ �� k� �����k
��m� ��
k��
� 
� V (G); ���� G/∼
�� ��� ��
����� 
� G 
l�k���� l� ����������� �km� �k�� 
� �
��� �� ��� �k��

�����k
��m� m
k�� 
� ∼=

����� %�
�6��� �
4���

M ����H��� ��F
� 9
� ����F
�: D = (V,A) m
������ 
� k ���; V ; 
� �����H�� 
�

�����; k�� k ��� A ⊆ V × V 
� F�H�= c� ����� V (D) �
� ��� ��� 
� �
���;

k�� A(D) �
� ��� ��� 
� k�m� 
� k ����k�� D= X�	� ������m��� ��k���; ����m���

��k��� �
 �
� �k�� 
F�F		�	 F�H�; ����� ��
 k�m� (u, v) k�� (w, z) k�� �k�� �
 l�


F�F		�	 �� u = w k�� v = z= X�� e = (u, v) l� ��� k�m ��
� u �
 v 
� k ����k��;

���� �� �k� ��k� u �� ��� �F�	 
� e; k�� v �� ��� ��F� 
� e=

X�� D; D′
l� ��
 ����k���= `��� k� ���
��
���
 G������ D F�� D′

�� k

l���m��
� φ : V (D) → V (D′) ��m� ��k� ����� �� k� k�m (u, v) ∈ A(D) �� k��


�
� �� ����� �� k� k�m (φ(u), φ(v)) ∈ A(D′)= c� �k� D k�� D′
k�� ���
��
��H

�� ����� ������ k� ��
�
������ l������ D k�� D′
; k�� �� ����� D � D′

; 
�;

���� �� �k�� �
 ���m��� ��� ��
�
������; D
φ
� D′

=

M ��G��F
� 
� k ����k�� D = (V,A) �� k ��k�� D′ = (V ′, A′) ��m� ��k�

V ′ ⊆ V k�� A′ ⊆ A= X�� D = (V,A) l� k ����k��; k�� 
�� Y ⊆ V l� k ��l���


� ��� �
���; �� ��

 ����� D[Y ] �
 ���
�� ��� ��l��k�� 
� D ����m�� l� Y ;

�=�=; ��� ��k�� (Y,A ∩ (Y × Y )) k�� �� ��

 ����� N \ Y �
 ���
�� N [V \ Y ]=

,�

�@���
��� >
� @�

�@������

Qkm� ����m��� ��k�� D = (V,A) �k� k� �����	���� ������H��� 
�	�� ��F
�

U(D) = (V,E) ����� E = {{x, y} : (x, y) ∈ A}= U� �
� k

 �k��� 
� �����m��

x, y ∈ V k� �
�� 
�� 
� ��� k�m� (x, y) k�� (y, x) �� �� A k�� (x, x) �∈ A �
� k



x ∈ V ; ���� U(D) �� k ��k��=

M �����H���� 
F�� �� 	����� n ∈ N �� D �� k ������m� 
� �
��� (x0, . . . , xn)
��m� ��k� (xi−1, xi) ∈ A(D) �
� k

 i ∈ [n]= M� �
 ���� 
F�� �� k ����k�� D
�� k ������m� 
� �
��� (x1n1

, . . . , x10, t, x
2
0, . . . , x

2
n2
) ��m� ��k� (t, xi0, . . . , x

i
ni
) �� k

�k�� �� D �
� l
�� i ∈ [2]= M �����H���� H�H	� �� k �k�� 
� 
����� k� 
�k�� 
��

��k����� k�� ������ k� ��� �k�� �
��=

AA

A=@= S�k���

M ����k�� D �� H����H��� �� U(D) �� m
���m���; �� �� ������	� H����H��� ��

����� �� k ����m��� �k�� ��
� �km� ������ �
 k�� 
���� ������= M ��l��k�� D′


� D �� k G�H����H��� H�

����� �� U(D′) �� k l�m
���m��� m
��
���� 
� U(D)=

5������
� ��>���

_��������
� 
� �
��� k�� ��l������
� 
� k�m� k�� ��3��� ����
k� �
� ����k��� k�

�
� ��k���; ����� ��� ��� k�m� ������� ��� ����m��
� 
� ��� 

� k�m�= X�� (u, v)
l� k� k�m �� k ����k��= A�G�������� (u, v) m
������ 
� ��
����� �� ��
� ��� ��k��

k�� k����� k �
�� x k�� k�m� (u, x) k�� (x, v)= M ��G�������� 
� k ����k�� G
�� k�� ��k�� 
l�k���� ��
� G l� ����k���
� ��l�������� k�m�=

`�� ������� 
���k��
� �� ��

������� k� ��������<@; 
��������<@ �
��= X�� x
l� ��m� k �
�� ���� ��<k�m (u, x) k�� 
��<k�m (x, v); ���� ����������� x m
������


� ���
���� ��� k�m� (u, x) k�� (x, v) k�� ��� �
�� x; k�� ���� k����� k� k�m

(u, v)=

P���k�� ��
������ k�� ��3��� k�k

�
�� �
 ��k�� ��
������I �����������

��
 �
��� x, y ∈ V (D) ����
�� �� k ��� ����k�� D′ = (V ′, A′) ���� V ′ =
V \ {y} k�� A′ = {(u, v) ∈ E : u, v �= y} ∪ {(x, v) : (y, v) ∈ E, v �= x, y} ∪
{(u, x) : (u, x) ∈ E, u �= x, y}=

-*0�

M ����H��� FH�H	�H ��F
� 9PMS: �� k ����k�� ����
�� ����m��� m�m
��= `��

kl���m� 
� ����m��� m�m
�� ���
��� ����� �� k �k���k
 �k���k
 
���� 
� ��� �����m��


� k ����k��=

`��� 
���� ��
k��
� �
� PMS� ������� ��
� ��� �
�k��
� �
� �

��� ����� ��

gP��@Ah; k� �� ��k���� ��� k�m� 
� k PMS �
 l� �
����� �
���k���; �����k� 
�

���k��� k� �� gP��@Ah= M �
�� u �� FG��� k �
�� v �� ����� �� k ����m��� �k��

��
� u �
 v; �� k
�
 �k� ��k� v �� G�	�� u= Z
�� ��k� �
� �km� �
�� u; �����

�� k ����m��� �k�� (u) ��
� u �
 u; �
 �km� �
�� �� l�

� k�� kl
�� ����
�= M

�
�� u �� ����H�	� kl
�� 9����= l�

�: v �� u �� kl
�� 9����= l�

�: v k�� u �= v=
Y
��
���; k� k�m (x, y) �� kl
�� k �
�� u �� y �� kl
�� u; k�� �� �� l�

� u �� x
�� l�

� u=

a���� ������


�� ������� ��
� ���

������m�; �� k
����k����
� ��� ��� �

<



���� ����� �
 ����mk�� ��k� u kl
�� v= U� ��k� mk��; �� �k� ��k� u �� k�

F�H����� 
� v k�� v �� k ���H���F�� 
� u= _���
k�
�; �� (u, v) ∈ A(D); �� �k� u
�� k 
F���� 
� v k�� v �� k H��	� 
� u= M m��
� 
� k �
�� u �� 
���� ���
��� c(u);
k�� �� ����� p(u) �
� k �k���� 
� u= M
����k����
�; �� �k� u �� ����H�	� FG���

v; k�� v �� ����H�	� G�	�� u= M 	����� ���� �� k PMS �� k �
�� ��k� �k� �


���m���k���=

AB
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2����

��� ����� {u, x} k�� {x, v} k�� ��� �
�� x; k�� ���� k����� k� ���� {u, v}=
U� ��� ��k�� k
��k�� m
��k��� ��� ���� {u, v}; ���� ����
�� �� k ��
����k�� ����

��
 m
���� 
� ��� ���� {u, v}=
X�� G = (V,E) l� k ��k�� ���� �
��� x, y ∈ V ; ���� ����������� ���

�
��� x k�� y ����
�� �� ��� �



���� ��� ��k�� G′ = (V ′, E′)= U� ���� ��k��

V ′ = V \ {y}; k�� E′ = {{u, v} ∈ E : u, v �= y} ∪ {{x, u} : u �= x, {y, u} ∈ E}=
M�� ��k�� G′


l�k���� ��
� G l� ����k���
� ����������� �k��� 
� �
��� ��

mk

�� k �������� 
� G= U� ∼ �� k� �����k
��m� ��
k��
� 
� V (G); ���� G/∼
�� ��� ��
����� 
� G 
l�k���� l� ����������� �km� �k�� 
� �
��� �� ��� �k��

�����k
��m� m
k�� 
� ∼=

����� %�
�6��� �
4���

M ����H��� ��F
� 9
� ����F
�: D = (V,A) m
������ 
� k ���; V ; 
� �����H�� 
�

�����; k�� k ��� A ⊆ V × V 
� F�H�= c� ����� V (D) �
� ��� ��� 
� �
���;

k�� A(D) �
� ��� ��� 
� k�m� 
� k ����k�� D= X�	� ������m��� ��k���; ����m���

��k��� �
 �
� �k�� 
F�F		�	 F�H�; ����� ��
 k�m� (u, v) k�� (w, z) k�� �k�� �
 l�


F�F		�	 �� u = w k�� v = z= X�� e = (u, v) l� ��� k�m ��
� u �
 v 
� k ����k��;

���� �� �k� ��k� u �� ��� �F�	 
� e; k�� v �� ��� ��F� 
� e=

X�� D; D′
l� ��
 ����k���= `��� k� ���
��
���
 G������ D F�� D′

�� k

l���m��
� φ : V (D) → V (D′) ��m� ��k� ����� �� k� k�m (u, v) ∈ A(D) �� k��


�
� �� ����� �� k� k�m (φ(u), φ(v)) ∈ A(D′)= c� �k� D k�� D′
k�� ���
��
��H

�� ����� ������ k� ��
�
������ l������ D k�� D′
; k�� �� ����� D � D′

; 
�;

���� �� �k�� �
 ���m��� ��� ��
�
������; D
φ
� D′

=

M ��G��F
� 
� k ����k�� D = (V,A) �� k ��k�� D′ = (V ′, A′) ��m� ��k�

V ′ ⊆ V k�� A′ ⊆ A= X�� D = (V,A) l� k ����k��; k�� 
�� Y ⊆ V l� k ��l���


� ��� �
���; �� ��

 ����� D[Y ] �
 ���
�� ��� ��l��k�� 
� D ����m�� l� Y ;

�=�=; ��� ��k�� (Y,A ∩ (Y × Y )) k�� �� ��

 ����� N \ Y �
 ���
�� N [V \ Y ]=

,�

�@���
��� >
� @�

�@������

Qkm� ����m��� ��k�� D = (V,A) �k� k� �����	���� ������H��� 
�	�� ��F
�

U(D) = (V,E) ����� E = {{x, y} : (x, y) ∈ A}= U� �
� k

 �k��� 
� �����m��

x, y ∈ V k� �
�� 
�� 
� ��� k�m� (x, y) k�� (y, x) �� �� A k�� (x, x) �∈ A �
� k



x ∈ V ; ���� U(D) �� k ��k��=

M �����H���� 
F�� �� 	����� n ∈ N �� D �� k ������m� 
� �
��� (x0, . . . , xn)
��m� ��k� (xi−1, xi) ∈ A(D) �
� k

 i ∈ [n]= M� �
 ���� 
F�� �� k ����k�� D
�� k ������m� 
� �
��� (x1n1

, . . . , x10, t, x
2
0, . . . , x

2
n2
) ��m� ��k� (t, xi0, . . . , x

i
ni
) �� k

�k�� �� D �
� l
�� i ∈ [2]= M �����H���� H�H	� �� k �k�� 
� 
����� k� 
�k�� 
��

��k����� k�� ������ k� ��� �k�� �
��=

AA

A=@= S�k���

M ����k�� D �� H����H��� �� U(D) �� m
���m���; �� �� ������	� H����H��� ��

����� �� k ����m��� �k�� ��
� �km� ������ �
 k�� 
���� ������= M ��l��k�� D′


� D �� k G�H����H��� H�

����� �� U(D′) �� k l�m
���m��� m
��
���� 
� U(D)=

5������
� ��>���

_��������
� 
� �
��� k�� ��l������
� 
� k�m� k�� ��3��� ����
k� �
� ����k��� k�

�
� ��k���; ����� ��� ��� k�m� ������� ��� ����m��
� 
� ��� 

� k�m�= X�� (u, v)
l� k� k�m �� k ����k��= A�G�������� (u, v) m
������ 
� ��
����� �� ��
� ��� ��k��

k�� k����� k �
�� x k�� k�m� (u, x) k�� (x, v)= M ��G�������� 
� k ����k�� G
�� k�� ��k�� 
l�k���� ��
� G l� ����k���
� ��l�������� k�m�=

`�� ������� 
���k��
� �� ��

������� k� ��������<@; 
��������<@ �
��= X�� x
l� ��m� k �
�� ���� ��<k�m (u, x) k�� 
��<k�m (x, v); ���� ����������� x m
������


� ���
���� ��� k�m� (u, x) k�� (x, v) k�� ��� �
�� x; k�� ���� k����� k� k�m

(u, v)=

P���k�� ��
������ k�� ��3��� k�k

�
�� �
 ��k�� ��
������I �����������

��
 �
��� x, y ∈ V (D) ����
�� �� k ��� ����k�� D′ = (V ′, A′) ���� V ′ =
V \ {y} k�� A′ = {(u, v) ∈ E : u, v �= y} ∪ {(x, v) : (y, v) ∈ E, v �= x, y} ∪
{(u, x) : (u, x) ∈ E, u �= x, y}=

-*0�

M ����H��� FH�H	�H ��F
� 9PMS: �� k ����k�� ����
�� ����m��� m�m
��= `��

kl���m� 
� ����m��� m�m
�� ���
��� ����� �� k �k���k
 �k���k
 
���� 
� ��� �����m��


� k ����k��=

`��� 
���� ��
k��
� �
� PMS� ������� ��
� ��� �
�k��
� �
� �

��� ����� ��

gP��@Ah; k� �� ��k���� ��� k�m� 
� k PMS �
 l� �
����� �
���k���; �����k� 
�

���k��� k� �� gP��@Ah= M �
�� u �� FG��� k �
�� v �� ����� �� k ����m��� �k��

��
� u �
 v; �� k
�
 �k� ��k� v �� G�	�� u= Z
�� ��k� �
� �km� �
�� u; �����

�� k ����m��� �k�� (u) ��
� u �
 u; �
 �km� �
�� �� l�

� k�� kl
�� ����
�= M

�
�� u �� ����H�	� kl
�� 9����= l�

�: v �� u �� kl
�� 9����= l�

�: v k�� u �= v=
Y
��
���; k� k�m (x, y) �� kl
�� k �
�� u �� y �� kl
�� u; k�� �� �� l�

� u �� x
�� l�

� u=

a���� ������


�� ������� ��
� ���

������m�; �� k
����k����
� ��� ��� �

<



���� ����� �
 ����mk�� ��k� u kl
�� v= U� ��k� mk��; �� �k� ��k� u �� k�

F�H����� 
� v k�� v �� k ���H���F�� 
� u= _���
k�
�; �� (u, v) ∈ A(D); �� �k� u
�� k 
F���� 
� v k�� v �� k H��	� 
� u= M m��
� 
� k �
�� u �� 
���� ���
��� c(u);
k�� �� ����� p(u) �
� k �k���� 
� u= M
����k����
�; �� �k� u �� ����H�	� FG���

v; k�� v �� ����H�	� G�	�� u= M 	����� ���� �� k PMS �� k �
�� ��k� �k� �


���m���k���=

AB
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M 	F�� H�

�� F�H����� 9
� 	����� H�

�� F�H�����: 
� ��
 �
��� u k��

v �� k� k�m���
� w 
� u k�� v ��m� ��k� �
 �
�� l�

� w �� k� k�m���
� 
� l
��

u k�� v= `�� ��� 
� 

���� m
��
� k�m���
�� 
� u k�� v �� ���
��� LCA(u, v)=

M ��l��� Y ⊆ V (D) 
� ��� �����m�� 
� k PMS D �� ���� H	���� �� ����� ��

�
 k�m (y, z) �� D ���� y ∈ Y k�� z �∈ Y = _���
k�
�; k ��l��� Y ⊆ V (D) 
� ���

�����m�� 
� k PMS D �� �
 H	���� �� ����� �� �
 k�m (z, y) �� D ���� y ∈ Y k��

z �∈ Y =

����� *45���� �
4���

M 	FG�	�� ������F
� �� k 9��:��k�� G �
������ ���� k l���m���� 
kl�
��� l : W → X

� k ��l��� 
� ��� �
��� W ⊆ V (G) ���� 
kl�
� X=

-��
����
 !� � X�� G1; G2 l� ��
 9��:��k��� 
kl�
�� l� �k�� l1 : W1 → X1

k�� l2 : W2 → X2= U� G1
φ
� G2 ��m� ��k� �
� k�� 
kl�
 x ∈ Y ⊆ X1 ∩X2; ���

�
�� φ(l−1
1 (x)) = l−1

2 (x); ���� φ �� k 	FG�	�� ���
��
���
 l������ G1 k�� G2

���� �����m� �
 Y = c� �k� G1 k�� G2 k�� 	FG�		�� ���
��
��H ���� ���
�H� ��

Y �� ����� ������ k 
kl�
�� ��
�
������ l������ G1 k�� G2 ���� �����m� �
 Y ;

k�� �� ����� G1
φ
�Y G2=

��� %�
�8��� 
����
��

U� ���� ��m��
�; �� ��3�� ����m��� ���

������m ����
�	�; ��� ���
�m�� ��������<

�k��
� 
� k� ��

���
�k�� ����
��= M���� ���� ��3����
�; �� ����
��m� �����k


��
������� ��m� k ����
�	 �k� �k��= `���; �� m
������ ��
��k�� ����m�����

��k� �k� l� �
��� �� k ����m��� ���

������m ����
�	; k�� k ��� ��k��
�� 
�

9m
k���� 
�: ����
�	�= Xk��
�; �� ����
��m� k ���m�k
 ���� 
� m
��k������ 
�

����
�	� ������ 
���� ����
�	�=

-��
����
 !�!� M ����H��� 
��	�������H ������� N = (V,A, l) 
� k ��� 
� �F�F

X �� k PMS (V,A) 
kl�
�� ���� l : L(N) → X; ����� L(N) ���
��� ��� ��� 
�


�k��� 
� N ; ���� �
��� 
� ��� �



���� �����=

:��� U�������<?; 
��������<@ �
��; �� �k� ��km�
� 
�� 
� �����J

<��� 
���� U�������<@; 
��������<k �
��; ���� k ≥ 2J

:���@��>���
 U�������<k; 
��������<@ �
��; ���� k ≥ 2J

4�>� U�������<@; 
��������<? �
��=

U� k ��G������� 
��	�������H ������� ; k 3��� ���� 
� �
�� �� k


���=

AC

A=A= P���m��� ����
�	�

R����� A=@I `�
 �
�<l��k�� ����
�	� k�� k l��k�� ����
�	 9
kl�
� k�� �
�

��
��:= _��k�� �
��� ����mk�� ����m�
k��
��; k�� ��� �
��� ����mk�� �
�<l��k��

�
���= `�� ����
�	 
� ��� ����� �� l��k�� l�mk��� �� �k� �
 �
�<l��k�� �
���=

-������! 6��� U�������<@; 
��������<@ �
��=

U�m
���� k�m� 
� ����m�
k��
� �
��� k�� mk

�� ����H�	F���� F�H� k�� ��m
����

k�m� 
� 
�k��� k�� mk

�� 	�F� F�H�= `�� �

� 
� k ����
�	 �� 
���� ���
��� k� ρ=

-��
����
 !�"� M� ������F		� 	FG�	�� ���G�������� ����H��� ������� �� k 9��l<

�������: ����m��� ����
�	 Ṅ = (V,A, l) 9N̈ = (V,A, l): �� ���m� ��� 
kl�
���

�� k l���m���� �k� l : V → X= `�� ��� 
� 
kl�
� X mk� l� �k�����
��� ���
 ����

��k� m
�����
�� l���m����
� �
 ��� ����� 
� �
���= `�� ��� 
� 
�k� 
kl�
� �� X l
;

��� ��� 
� ���� �
�� 
kl�
� �� Xt
; ��� ��� 
� ����m�
k��
� 
kl�
� �� Xr

; ��� ��� 
�

�

� 
kl�
� �� {xρ}; k�� ��� ��� 
� ������<A �
�� 
kl�
� �� X(2)
=

N�mk��� �km� 
�k� �k� k ������ 
kl�
 �� k ����
�	; �� ��

 
���� �����m�k���

l(v) k�� v ����
� �
� 
�k��� �� ����
�	�= R
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; �� �


���� �
� k

 �
���=

-��
����
 !�#� X�� N̈ l� k ��l������� ����m��� ����
�	; ���� ��� ���������
�


� N̈ ; S(N̈); �� ��� ��
��<����k�� 
l�k���� ��
� N̈ l� ����������� k

 ��������<@


��������<@ �
���= U� S(N̈) �� k ����m��� ����
�	 9�=�=; �� �� �� k ����k�� ����
��

�k�k

�
 k�m� 
� ��
�<


��:; ���� �� �k� N̈ �� ��

����FG	�=

-��
����
 !�$� M ����
�	 �� G��F�� �� k

 ��� �
��� k�� l��k��; �=�=; �� k

 ����

�
��� �k�� 
��<������ ���k
 �
 ��
 k�� k

 ����m�
k��
�� �k�� ��<������ ���k


�
 ��
 9R����� A=@:=

U� ���� ������; �� ��

 
�
� m
������ l��k�� ����m��� ���

������m ����
�	�;

�
; ���m��
���; �� ��

 ��
� ���

������m k�� l��k�� �������� �� ����� �


k l��k�� ���

������m ����
�	= R
� ��k��
�; �� ��

 �k� �����m��� ����
�	 

�����k� 
� �����m��� l��k�� ���

������m ����
�	 = c��� �� �� m
�k� ��
� m
�����

��k� ��� ����
�	 �� ����m���; �� ��

 ����
� ����� �
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� u k�� v ��m� ��k� �
 �
�� l�

� w �� k� k�m���
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� l
��

u k�� v= `�� ��� 
� 

���� m
��
� k�m���
�� 
� u k�� v �� ���
��� LCA(u, v)=

M ��l��� Y ⊆ V (D) 
� ��� �����m�� 
� k PMS D �� ���� H	���� �� ����� ��

�
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�; k ��l��� Y ⊆ V (D) 
� ���

�����m�� 
� k PMS D �� �
 H	���� �� ����� �� �
 k�m (z, y) �� D ���� y ∈ Y k��
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����� *45���� �
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M 	FG�	�� ������F
� �� k 9��:��k�� G �
������ ���� k l���m���� 
kl�
��� l : W → X

� k ��l��� 
� ��� �
��� W ⊆ V (G) ���� 
kl�
� X=

-��
����
 !� � X�� G1; G2 l� ��
 9��:��k��� 
kl�
�� l� �k�� l1 : W1 → X1

k�� l2 : W2 → X2= U� G1
φ
� G2 ��m� ��k� �
� k�� 
kl�
 x ∈ Y ⊆ X1 ∩X2; ���

�
�� φ(l−1
1 (x)) = l−1

2 (x); ���� φ �� k 	FG�	�� ���
��
���
 l������ G1 k�� G2

���� �����m� �
 Y = c� �k� G1 k�� G2 k�� 	FG�		�� ���
��
��H ���� ���
�H� ��

Y �� ����� ������ k 
kl�
�� ��
�
������ l������ G1 k�� G2 ���� �����m� �
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k�� �� ����� G1
φ
�Y G2=
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�8��� 
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U� ���� ��m��
�; �� ��3�� ����m��� ���

������m ����
�	�; ��� ���
�m�� ��������<

�k��
� 
� k� ��

���
�k�� ����
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��
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�
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� ��� �



���� �����=

:��� U�������<?; 
��������<@ �
��; �� �k� ��km�
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�� �� k
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��; k�� ��� �
��� ����mk�� �
�<l��k��
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���= `�� ����
�	 
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�
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deg−(v)− 1,

����� R(N) ���
��� ��� ��� 
� ����m�
k��
� �
��� 
� N =

7?����>���
 !�&� X�� N = (V,A, l) l� k l��k�� ����
�	 ���� n 
�k���; m
������<A �
���; k�� ����m�
k��
� ���l�� k; ���� N �k� 2n + 3k +m − 1 k�m�

k�� 2n+2k+m �����m��; 
� ���m� n k�� 
�k���; 1 �� ��� �

�; k k�� ����m�
k��
�

�
���; m k�� ������<A �
���; k�� n+ k − 1 k�� ���� �
���=

-��
����
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��
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kl�
�� ��
�
����m ����

�����m� �
 ����� 
�k� 
kl�
� X l
9R����� A=A:=

����� 0�5��
�6��
��

R
� k ����
�	 N k�� k� ������k
 �
�� v; N ↓ v �� ��� 9��l�������: ��l����
�	


� N ����m�� l� v k�� k

 �
��� l�

� v= U� v �� k ���� �
��; ���� k ��� �

�<k�m

�� k���� �
 ��� ����
���� ����k��= M ��l��k�� S 
� k ����
�	 N �� k 
���F��

��G������� �� S = N ↓ v �
� �
�� v ∈ V (N) k�� k

 ������<A �
��� 
� S k��

k
�
 ������<A �
��� �� N = U� S �� k ����; �� �� mk

�� k 
���F�� ��G����; k�� �� S
�k� ��km�
� ��
 
�k��� l k�� l′ �� �� mk

�� k H����� (l, l′) 
� l k�� l′=

M ����
�	 N �k� k H�F�� (x1, . . . , xl) 
� 
����� l �� xi k�� 
�k��� 
� N ; k��

N m
��k��� ��� ��l��k�� m
�������� 
� ��� k�m� {(pi, xi) : i ∈ [l]}∪{(pi, pi+1) :
i ∈ [l − 1]}; k�� pl �� k ���� �
��=

AE

A=A= P���m��� ����
�	�

M� ���
��k�� ��l����m���� �� k ����
�	 �� ��� ���k��
�= `��� ����m���� �k�

k 
k��� ���km� 
� ��� ��k��k�������� �� mk� �
 �� k ����
�	=

-��
����
 !�(� U� k ����
�	 N �k� k�m� (x, y); (x, z); k�� (y, z); ���� �� �k�

x; y k�� z �
�� k ���F��	� �� N ; 
� 〈x, y, z〉 ∈ N = U� y �� k ���� �
��; �� �����

〈x, y, z〉t; k�� �� y �� k ����m�
k��
�; �� ����� 〈x, y, z〉r=
c� mk

 x ��� ��
 
� ��� ���k��
�; y ��� ���� 
� ��� ���k��
�; k�� ��� ����m<

�
k��
� z ��� G����
 
� ��� ���k��
�= `�� k�m (x, z) �� mk

�� ��� 	��� F�H k��

(y, z) �� mk

�� ��� G����
 F�H 
� ��� ���k��
�=

R
� k ��l������� ����
�	 N̈ ; �� ��

 
���� ���� �
 m
������ ��l����m�����


� S(N̈) k�� ��� m
�����
����� �k��� 
� N̈ = 
̀ ����
��� ��� �
�k��
� �� �����

mk���; �� ����
��m� �
�� ����� �
� ����� ����m�����; ����� �� ����
� ���
km�

k�m 9�� S(N̈): ���� �k�� 9�� N̈:=

`�� ���� 
F�� 
� N̈ �� ��� �k�� m
�����
����� �
 ��� �

� k�m 
� S(N̈)=
_���
k�
�; ��� 	�F� 
F�� 
� k 
�k� x �� N̈ �� ��� �k�� ��k� m
�����
��� �
 ���

��m
���� k�m 
� x �� S(N̈)=
U� S(N̈) �k� k �k�� 
� �k�k

�
 k�m� ��
� x �
 y; ���� ��� m
�����
����� �k��


� �k��� �� N̈ k�� mk

�� 
F�F		�	 
F���=

Xk��
�; �� S(N̈) �k� k ���k��
� 〈x, y, z〉; ���� �� �k� N̈ m
��k��� ��� ��l��<

����� ���k��
� 〈·x, y, z·〉 ���m� m
������ 
� ��� �k��� m
�����
����� �
 ��� �����

k�m� 
� 〈x, y, z〉=

-��
����
 !� �� M G	�G 
� k 9��l�������: ���

������m ����
�	 N = (V,A, l);
�� ��� ����
�	 �
���� l� k l�m
���m��� m
��
���� 
� ��� �����
���� PMS

D = (V,A) 
� N ; �
������ ���� ��� 
��<�
��� k�m�; ����� �km� 
�k� l �� 
kl�

��

���� ��� ��� 
� 
�k��� 
� N l�

� ��� �
�� m
�����
����� �
 l �� N =

-��
����
 !�  � `�� 	���	 
� k ���

������m ����
�	 N �� ��� �k����� ����m<

�
k��
� ���l�� �� k l

l 
� N =

R
� k� ��k��
� 
� l

l� 
� k ����
�	; ��� R����� A=B= `�� ����
�	 �� ����

3���� �k� ����� l

l�; 
�� 
� ���m� �� 
���
<@ k�� ��� 
���� ��
 k�� 
���
<A

l

l�=

Z
�� ��k� k�� 
���
<A l

l ���� 
��������<@ 9�� k�� ����
�	: �� ��
�
����m

�
 ��� 
���
<A l

l ���� 
�� 
���
��� k�m �� R����� A=B=

AF
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k�� Ṅ ′′

k�� 
�k� ��
�
����m= Z
�� 
� ����� ����
�	� k��


kl�
�� ��
�
����m ���� �����m� �
 ��� ��

 
kl�
 ���=

-��
����
 !�%� `�� ����H�	F���� ��
G�� 
� k 9�
�<l��k��: ���

������m ���<

�
�	 N �� ∑
v∈R(N)

deg−(v)− 1,

����� R(N) ���
��� ��� ��� 
� ����m�
k��
� �
��� 
� N =

7?����>���
 !�&� X�� N = (V,A, l) l� k l��k�� ����
�	 ���� n 
�k���; m
������<A �
���; k�� ����m�
k��
� ���l�� k; ���� N �k� 2n + 3k +m − 1 k�m�

k�� 2n+2k+m �����m��; 
� ���m� n k�� 
�k���; 1 �� ��� �

�; k k�� ����m�
k��
�

�
���; m k�� ������<A �
���; k�� n+ k − 1 k�� ���� �
���=

-��
����
 !�'� `�
 ����
�	� k�� �	FG�	��� ���
��
��H �� ���� k�� 9
kl�
��:

��
�
����m k� 
kl�
�� ��k���; k�� ��� �
�k��
� �� ��� �k�� k� �
� 
kl�
�� ��k���=

c� �k� ��
 ����
�	� k�� 	�F� ���
��
��H �� ���� k�� 
kl�
�� ��
�
����m ����

�����m� �
 ����� 
�k� 
kl�
� X l
9R����� A=A:=

����� 0�5��
�6��
��

R
� k ����
�	 N k�� k� ������k
 �
�� v; N ↓ v �� ��� 9��l�������: ��l����
�	


� N ����m�� l� v k�� k
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��G������� �� S = N ↓ v �
� �
�� v ∈ V (N) k�� k
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��k��� ��� ��l��k�� m
�������� 
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U� ���� ��m��
�; �� ��
k�� �
�kl�
��� 
� k� k�m �
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���� �� 
F� H����� w �� G� ��� 
F���� �� x!
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k��
�� 9���� �
���: 
� N1 �
 ����m�<


k��
�� 9���� �
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�� N1 F�� N2 ��H� ��F� N1[Y1]
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���; ������ 
�� 
�

(zx1 , x1), (z
y
1 , y1) �� �
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X���k A=CC; ��� �k�
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���� ���� �k�
 �
��

9��� R����� B=E: k�� ��� Y ′
1 = Y1 ∪ {zx1}= `���; k� zx1 �� k m
��
�

�k���� 
� x1 k�� y1 �� N ′
1 k�� N ′

1[Y1] � N1[Y1]; �� �k�� N ′
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���m� �� ��
�
����m �
 N2[Y2] = N2; k�� �
 dtail(N1, N2) = 0 = 3 · 0 + 2 · 0= U�

|N1 \ Y1| = 1; ����; k� Y1 �� �
��<m

���; N1 \ Y1 m
������ 
� ρ1; ��� �

� 
� N1;

k�� l� k ����
k� k������� N2 \Y2 m
������ 
� ρ2= X�� x1 l� ��� 
�
� m��
� 
� ρ1
k�� x2 ��� 
�
� m��
� 
� ρ2= N�mk��� x1 9����= x2: �� ��� 
�
� �
�� 
� ��������

0; 
�������� 2 �� N1[Y1] 9����= N2[Y2]:; �� �



�� ��k� φ(x1) = x2= `���; ��

mk� ������ φ �
 k� ��
�
������ l������ N1 k�� N2 l� ������� φ(ρ1) := ρ2=
M�k��; ���� ���
��� ��k� dtail(N1, N2) = 0 ≤ 3 · 0 + 2 · 0=

Z
�; �� �k� k����� ��k� |N1 \ Y1| > 1; �
 ��� ���� 
� 

���� �
��� 
�

N1 \ Y1 k�� N2 \ Y2 k�� �
�<�����= M� L(N1) ⊂ Y1; �km� �
�� �� ����� ���� ��

������ k ���� �
�� 
� k ����m�
k��
�= c� m
������ ����� mk��� ��������� 
� ���

m
��
����
� 
� ����� ����=

@= <���� ������ > ������ 
��� u2 �� N2\Y2 ��@� ��>� u2 �� > ����@��

�>���
� N� X���k B=D; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
1 ���� k �
��<

m

��� ��� Y ′
1 ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2∪{u2}] k�� dtail(N

′
1, N1) ≤ 3= c�

�
� ��m
��
�� ��� ����k�m� dtail(N1, N2) ≤ dtail(N1, N
′
1) + dtail(N

′
1, N2)=

M� Y2 ∪ {u2} m
��k��� 
�� �
�� ����m�
k��
� ��k� Y2; �
 �
�� Y ′
1 m
�<

�k�� 
�� �
�� ����m�
k��
� ��k� Y1= T��m�; l� ����m��
� dtail(N
′
1, N2) ≤

3(r−1)+2t; k�� �� �



�� ��k� dtail(N1, N2) ≤ 3+3(r−1)+2t = 3r+2t=

EA

B=A= O
���m������� k�� ��k����� l
����

A= <���� ������ > ������ 
��� u1 �� N1 \Y1 ��@� ��>� u1 �� > ����@�

��>���
� N� ��������m k�������� �
 Ok�� @%��m�k����� ��� �

�� 
�

N1 k�� N2%�� �k�� ��k� ����� �� k ������m� 
� k� �
�� 3r + 2t �k�


�
��� ������� N2 ���
 N1= M� k

 �k�
 �
��� k�� �������l
�; ����� �� k
�


k ������m� 
� k� �
�� 3r + 2t �k�
 �
��� ������� N1 ���
 N2=

B= 6� ������ 
��� ��N1\Y1 
�� >
� ������ 
��� ��N2\Y2 �� > ����@�

��>���
� N� X���k B=E; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
1 ���� k �
��<

m

��� ��� Y ′
1 ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2∪{u2}] k�� dtail(N

′
1, N1) ≤ 2= c�

�
� ��m
��
�� ��� ����k�m� dtail(N1, N2) ≤ dtail(N1, N
′
1) + dtail(N

′
1, N2)=

M� Y2∪{u2} m
��k��� 
�� �
�� ���� �
�� ��k� Y2; �
 �
�� Y ′
1 m
��k�� 
��

�
�� ���� �
�� ��k� Y1= T��m�; l� ����m��
� dtail(N
′
1, N2) ≤ 3r+2(t−1);

k�� �� �



�� ��k� dtail(N1, N2) ≤ 2 + 3r + 2(t− 1) = 3r + 2t=

R
� k

 (n, k) �= (2, 1); �� ��� ��� �



���� l
��� 
� ��� ����k�m� l������

k�� ��
 ����m��� ����
�	� �� ��� �k�� ���� l� ������� Y1 = L(N1) k�� Y2 =
L(N2) k�� �
���� ��k� k ����
�	 �� N (n, k) �k� n + k − 1 ���� �
��� k�� k
����m�
k��
�� 9[l����k��
� A=F:

`��� 
�k��� ��� ��km� Ntail(2, 1); ���m� m
��k��� ��km�
� ��
 ����
�	�= N
��

m
����� 
� k ���k��
� 〈a, b, c〉t ����� c �� ��� m��
� 
� ��� �

�; k�� ��� m��
� x 
�

c k�� ��� m��
� y �= c 
� b k�� 
�k���= `�� ��
 ����
�	� k�� �
��� l� ��k�����

��� 
kl�
� 
� ��� 
�k���= N� m��m	��� k

 �
���l
� �
���; �� �� �k�� �
 ��� ��k�

����� �� �
 �
�� ��k� ��k���
��� ��� 
�� ���
 ��� 
����= T��m�; m
�l����� k




� ��� kl
��; �� 
l�k�� ��� �



���� ���
���=

<�����	 "�' 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=F:� ;�� n ∈ Z≥1 F�� k ∈ N ��H� ��F�

(n, k) �= (2, 1)� ���� diamtail(n, k) ≤ 2n + 5k − 2! B�� �
FH� Ntail(2, 1) ��

���H����H���!

M� �_\^ �
��� m
����� 
� ��k� �
��� k�� �k�
 �
���; `��
��� B=G k
�


��
����� k� ����� l
��� �
� ��� ���l�� 
� �_\^ �
��� ������ �
 ���� N1

���
 N2= U� O�k���� D 9`��
��� D=@H: �� �
���� ����� k�������� �
 ����
��

���� l
��� �
� ��� �_\^ ��k�����=

����� 1�� ��4	���
 �� tail1 ��46��

T���; �� ��
� ��k� ��� tail1 �
�� ��km� Ntail1(n, k) �� m
���m��� �������� ���

�k�
 �
�� ��km� Ntail(n, k) �� m
���m���; k�� �� ���� ��k����� l
���� �
� �����

��km�� 
� 

mk
 �k�
 �
���= `�� �k�� ��2����m� l������ tail �
��� k�� tail1
�
��� �� ��k� �� k tail1 �
�� ��� �k�
 �k� 
�
� l� �
��� k ��k

 ����k�m�;

�����k� �� tail �
��� ��� �k�
 
� ��� �
���� k�m �k� l� �
��� �
 k�� �
km�

�� ��� ����
�	= `�� �



���� 
���k ��
�� ��k� �
���� k �k�
 
��� k 

��

EB



�� 02�� *����

l: (zy
1 , y1) �� 	��>?��) `��� mk�� mk� l� �k��
�� l� ��m�k����� ���

�

�� 
� x1 k�� y1 k�� k��
���� Ok�� Ak=

m: 6������ (zx
1 , x1) 
�� (zy

1 , y1) �� 	��>?��) U� ���� mk��; �����

���� ����� �
��� dx1 , c
x
1 , d

y
1, k�� cy1 ��m� ��k� 〈cx1 , zx1 , dx1〉 ∈ N1; k��

〈cy1, z
y
1 , d

y
1〉 ∈ N1= Y
��
���; k� zx1 k�� zy1 k�� ��2����� �
��� ���� 
��

�k���� �km�; �� �k�� cx1 �= cy1 k�� �� �



�� ��k� 
�� 
� cx1 , c
y
1 �� �
�

��� m��
� 
� ��� �

� 
� N1= _���
�� ����
�� 

�� 
� �����k
��� ��k�

cx1 �� �
� ��� m��
� 
� ��� �

�= `���; (zx1 , x1) mk� l� �k�� �
�kl
�

l� ��� ���k��� �k�
 �
�� cx1
(cx1 ,d

x
1 )−−−−→ (ax1 , b

x
1); ����� bx1 �� ��� �k����


� cx1 k�� ax1 �� k �k���� 
� bx1 9X���k B=A:= U� ��� ����
���� ����
�	

M1; (z
x
1 , x1) �� �
�kl
�; �
 Ok�� Ak k��
��� �
 M1 k�� N2=

U� �



�� ��k� ����� �� k ����
�	 N ′
1 ���� �
��<m

��� ��� Y ′

1 ��m�

��k� N ′
1[Y

′
1 ] � N2[Y2 ∪ {u2}] k�� dtail(N

′
1, N1) ≤ dtail(N1,M1) +

dtail(M1, N
′
1) ≤ 2=

4�		> "�& 9gVVQ

+
@Gh X���k C=E:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) ��H� ��F� N1 �� NA�

F�� 	�� Y1 ⊇ L(N1) F�� Y2 ⊇ L(N2) G� ���� H	���� ���� �� ����� �� N1 F��

N2 ��H� ��F� N1[Y1]
φ
�X N2[Y2]! A�

��� N1 \ Y1 H���F��� t ���� ����� F�� r

����H�	F����� �� N1� ���� dTail(N1, N2) ≤ 3r + 2t!

?����! c� ��
�� ��� m
k�� l� ����m��
� 
� t k�� r= R���� �� m
������ ��� lk��

mk�� ����� t = r = 0; �=�=; |N1 \ Y1| ≤ 1= U� |N1 \ Y1| = 0; ���� N1 = N [Y1];
���m� �� ��
�
����m �
 N2[Y2] = N2; k�� �
 dtail(N1, N2) = 0 = 3 · 0 + 2 · 0= U�

|N1 \ Y1| = 1; ����; k� Y1 �� �
��<m

���; N1 \ Y1 m
������ 
� ρ1; ��� �

� 
� N1;

k�� l� k ����
k� k������� N2 \Y2 m
������ 
� ρ2= X�� x1 l� ��� 
�
� m��
� 
� ρ1
k�� x2 ��� 
�
� m��
� 
� ρ2= N�mk��� x1 9����= x2: �� ��� 
�
� �
�� 
� ��������

0; 
�������� 2 �� N1[Y1] 9����= N2[Y2]:; �� �



�� ��k� φ(x1) = x2= `���; ��

mk� ������ φ �
 k� ��
�
������ l������ N1 k�� N2 l� ������� φ(ρ1) := ρ2=
M�k��; ���� ���
��� ��k� dtail(N1, N2) = 0 ≤ 3 · 0 + 2 · 0=

Z
�; �� �k� k����� ��k� |N1 \ Y1| > 1; �
 ��� ���� 
� 

���� �
��� 
�

N1 \ Y1 k�� N2 \ Y2 k�� �
�<�����= M� L(N1) ⊂ Y1; �km� �
�� �� ����� ���� ��

������ k ���� �
�� 
� k ����m�
k��
�= c� m
������ ����� mk��� ��������� 
� ���

m
��
����
� 
� ����� ����=

@= <���� ������ > ������ 
��� u2 �� N2\Y2 ��@� ��>� u2 �� > ����@��

�>���
� N� X���k B=D; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
1 ���� k �
��<

m

��� ��� Y ′
1 ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2∪{u2}] k�� dtail(N

′
1, N1) ≤ 3= c�

�
� ��m
��
�� ��� ����k�m� dtail(N1, N2) ≤ dtail(N1, N
′
1) + dtail(N

′
1, N2)=

M� Y2 ∪ {u2} m
��k��� 
�� �
�� ����m�
k��
� ��k� Y2; �
 �
�� Y ′
1 m
�<

�k�� 
�� �
�� ����m�
k��
� ��k� Y1= T��m�; l� ����m��
� dtail(N
′
1, N2) ≤

3(r−1)+2t; k�� �� �



�� ��k� dtail(N1, N2) ≤ 3+3(r−1)+2t = 3r+2t=

EA

B=A= O
���m������� k�� ��k����� l
����

A= <���� ������ > ������ 
��� u1 �� N1 \Y1 ��@� ��>� u1 �� > ����@�

��>���
� N� ��������m k�������� �
 Ok�� @%��m�k����� ��� �

�� 
�

N1 k�� N2%�� �k�� ��k� ����� �� k ������m� 
� k� �
�� 3r + 2t �k�


�
��� ������� N2 ���
 N1= M� k

 �k�
 �
��� k�� �������l
�; ����� �� k
�


k ������m� 
� k� �
�� 3r + 2t �k�
 �
��� ������� N1 ���
 N2=

B= 6� ������ 
��� ��N1\Y1 
�� >
� ������ 
��� ��N2\Y2 �� > ����@�

��>���
� N� X���k B=E; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
1 ���� k �
��<

m

��� ��� Y ′
1 ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2∪{u2}] k�� dtail(N

′
1, N1) ≤ 2= c�

�
� ��m
��
�� ��� ����k�m� dtail(N1, N2) ≤ dtail(N1, N
′
1) + dtail(N

′
1, N2)=

M� Y2∪{u2} m
��k��� 
�� �
�� ���� �
�� ��k� Y2; �
 �
�� Y ′
1 m
��k�� 
��

�
�� ���� �
�� ��k� Y1= T��m�; l� ����m��
� dtail(N
′
1, N2) ≤ 3r+2(t−1);

k�� �� �



�� ��k� dtail(N1, N2) ≤ 2 + 3r + 2(t− 1) = 3r + 2t=

R
� k

 (n, k) �= (2, 1); �� ��� ��� �



���� l
��� 
� ��� ����k�m� l������

k�� ��
 ����m��� ����
�	� �� ��� �k�� ���� l� ������� Y1 = L(N1) k�� Y2 =
L(N2) k�� �
���� ��k� k ����
�	 �� N (n, k) �k� n + k − 1 ���� �
��� k�� k
����m�
k��
�� 9[l����k��
� A=F:

`��� 
�k��� ��� ��km� Ntail(2, 1); ���m� m
��k��� ��km�
� ��
 ����
�	�= N
��

m
����� 
� k ���k��
� 〈a, b, c〉t ����� c �� ��� m��
� 
� ��� �

�; k�� ��� m��
� x 
�

c k�� ��� m��
� y �= c 
� b k�� 
�k���= `�� ��
 ����
�	� k�� �
��� l� ��k�����

��� 
kl�
� 
� ��� 
�k���= N� m��m	��� k

 �
���l
� �
���; �� �� �k�� �
 ��� ��k�

����� �� �
 �
�� ��k� ��k���
��� ��� 
�� ���
 ��� 
����= T��m�; m
�l����� k




� ��� kl
��; �� 
l�k�� ��� �



���� ���
���=

<�����	 "�' 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=F:� ;�� n ∈ Z≥1 F�� k ∈ N ��H� ��F�

(n, k) �= (2, 1)� ���� diamtail(n, k) ≤ 2n + 5k − 2! B�� �
FH� Ntail(2, 1) ��

���H����H���!

M� �_\^ �
��� m
����� 
� ��k� �
��� k�� �k�
 �
���; `��
��� B=G k
�


��
����� k� ����� l
��� �
� ��� ���l�� 
� �_\^ �
��� ������ �
 ���� N1

���
 N2= U� O�k���� D 9`��
��� D=@H: �� �
���� ����� k�������� �
 ����
��

���� l
��� �
� ��� �_\^ ��k�����=

����� 1�� ��4	���
 �� tail1 ��46��

T���; �� ��
� ��k� ��� tail1 �
�� ��km� Ntail1(n, k) �� m
���m��� �������� ���

�k�
 �
�� ��km� Ntail(n, k) �� m
���m���; k�� �� ���� ��k����� l
���� �
� �����

��km�� 
� 

mk
 �k�
 �
���= `�� �k�� ��2����m� l������ tail �
��� k�� tail1
�
��� �� ��k� �� k tail1 �
�� ��� �k�
 �k� 
�
� l� �
��� k ��k

 ����k�m�;

�����k� �� tail �
��� ��� �k�
 
� ��� �
���� k�m �k� l� �
��� �
 k�� �
km�

�� ��� ����
�	= `�� �



���� 
���k ��
�� ��k� �
���� k �k�
 
��� k 

��

EB



�� 02�� *����

����k�m� mk� k
�k�� l� �
�� �� �����; �
���� ��� �k�
 �
 k� k��km��� k�m �km�

����= `��� �k�; �� ��
� ��k� �km� �k�
 �
�� mk� l� ���
km�� l� k l
�����

���l�� 
� tail1 �
���= T��m�; �� 3�� k� ����� l
��� �
� ��� ��k����� 
� tail1
��km��=

4�		> "�( 9gVVQ

+
@Gh X���k C=@@:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� ��� ��������

��H� ��F� N2 �� ��� ����	� �� u (u,v)−−−→ (s, t) �� N1! B��� ����� �� F ������H� ��

F� 
��� d ≤ n+ 3k − 1 tail1 
���� ���
 N1 �� N2 ���H� 
���� ��� F�H (u, v)
�� �FH� ���
� ����� d �� ��� 	����� �� F� �
 ���� 
F�� G������ u F�� s!

?����! Z
�� ��k� ����� ����� ����m��� �k��� Pu k�� Ps ��
� k�� t ∈ LCA(u, s)

�
 u k�� s 9���m� k�� �
� ��m���k��
� ������:= c� ��
�� ��k� u (u,v)−−−→ (a) ��

�k
�� �
� k

 k�m� a ∈ Pu ∪ Ps= `��� ����� k ������m� 
� tail1 �
���I U�����; ��

b, c ∈ Pu ∪ Ps ��k�� k �
�� k�� l
�� �
��� u (u,v)−−−→ b k�� u (u,v)−−−→ c k�� �k
��;

���� ����� �� k tail1 �
�� u (u,v)−−−→ c l������ ��� ����
���� ����
�	�=


̀ ��� ��k� u (u,v)−−−→ (x, y) �� �k
�� �� N1 �
� k

 (x, y) ∈ Pu ∪ Ps; �� m��m	

��� m
�����
�� 
� X���k A=CC= R����
�; (u, v) �� �
�kl
�; l�mk��� ��� �
��

u (u,v)−−−→ (s, t) �� �k
��= _�m
��
�; v �= y; k� ��k� �
�
� ���
� v 
��� kl
�� u

� kl
�� s; ���m� m
���k��m�� ��� km�m
�m��� 
� N1 
� ��� �k
����� 
� ��� �
��

u (u,v)−−−→ (s, t)= Xk��
�; v �� �
� kl
�� y= U�����; �� (x, y) ∈ Pu ���� ���
��� �����

�� k m�m
� �� N1 m
�������� 
� ��� �k�� ��
� v �
 y; �
������ ���� ��� �k�� ��
�

y �
 u ��k Pu= _���
k�
�; �� (x, y) ∈ Ps k�� v ���� kl
�� y; ����� �
�
� l� k

m�m
� �� N2 m
�������� 
� ��� �k�� ��
� v �
 y �
������ ���� ��� �k�� ��
� y �


s �� Ps k�� ��� k�m� (s, u) k�� (u, v)=

Z
���� ��k� k �k�� l������ ��
 �
��� ���� k� �
�� |E|−n k�m�; �� ��� ��k�

k� �
�� |E| − n = n+ 3k − 1 tail1 �
��� 9[l����k��
� A=F: ��5m� �
 ����
k��

k�� �k�
 �
��=

X���k B=H ������k��
� ����� �� ����� l
���� 
� tail1 ����k�m�� k�� ��<

k������ �� ����� 
� ��� �k�
 �
�� ����k�m�� k�� ��k������=

<�����	 "� � 9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N F�� F		 N,N ′ ∈ N (n, k)� ��� �F�	


��� F�� 	�HF	 �F�	 
��� ����F�H�� �F����� dtail1(N,N ′) ≤ (n+3k−1)dtail(N,N ′)!

?����! X�� S l� k ������m� 
� �k�
 �
��� l������ N k�� N ′

� 
����� dtail(N,N ′)=

N� X���k B=H; �km� �k�
 �
�� �� S mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
� k� �
��

n + 3k − 1 tail1 �
���= `��� ����
�� �� k ������m� 
� tail1 �
��� l������ N
k�� N ′


� 
����� k� �
�� (n+ 3k − 1)dtail(N,N ′)=

,�����>�� "�  9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N� ��� �F�	 
��� F�� 	�HF	 �F�	 
���

��F
����� �F����� diamtail1(n, k) ≤ (n+ 3k − 1) diamtail(n, k)!

EC

B=A= O
���m������� k�� ��k����� l
����

,�����>�� "� ! 9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N� ��� 	�HF	 �F�	 
��� ��F
�����

�F����� diamtail1(n, k) ≤ (n+ 3k − 1)(2n+ 5k − 2)� ��H�
� ���� (n, k) = (2, 1)!

����� *���
 5��
��

c� ��

 ���m��� 

��� l
���� �
� Ntail1(n, k) �� O�k���� D= `����; ����� ���

�km� ��k� �km� tail1 �
�� �� k� �ZZU �
��; �� ���� k l
��� 
� 
���� On,k((n+
k) log(n+k))= R
� �k�
 �
���; �� ���� k 

��� l
��� lk��� 
� ��� 

��� l
���

�
� �����=

4�		> "� "� ;�� N,N ′
G� �������� ��H� ��F� dtail(N,N ′) ≤ 1! B��� ��� �FH�

T ∈ T (N) ����� �� F ���� T ′ ∈ T (N ′) ��H� ��F� dtail(T, T
′) ≤ 1!

?����! X�� ��� �k�
 �
�� ��
� N �
 N ′
l� u (u,v)−−−→ (x, y); k�� 
�� T ∈ T (N) l�

k�l���k�� ���� ��l������ i=

U� (u, v) �∈ i(T ); ���� T mk� l� ��l����� �� N ����
�� ��� k�m (u, v)= `���

��k�� T mk� k
�
 l� ��l����� �� N ′
= T��m�; �� k����� (u, v) ∈ i(s, t) �
�

�
�� k�m (s, t) 
� T = X�� P ⊆ i(s, t) l� ��� �k�� ���
��� i(T ) ��
� i(s); �
 i(v)=

U� (x, y) ∈ i(p, q) �
� �
�� k�m (p, q) ∈ A(T ); m
������ ��� ��l������� ����

T ′
s = i(T ) \ (P ∪ {(x, y)}) ∪ {(x, u), (u, y)}= M� T ′

s 
�
� ���� k�m� ��
� N ′
; �� ��

k ��l��k�� 
� N ′
k�� T ′ = S(T ′

s) ∈ T (N ′)= R�������
��; dtail(T, T
′) ≤ 1 k� T ′

mk� l� 
l�k���� ��
� T l� ��� �
�� s (s,t)−−→ (p, q)=

[��������; 
�� Q l� k �k�� ��
� k �
�� w �� ��� ��l������ 
� T �
 x ��k�

�
�� �
� ��� k�� k�m� �� ��� ��l������ 
� T = `��� �k�� ������ k� (x, y) �∈ i(T );
�
 �� mk� 3�� �� l� �
��� �� ��
� x ����� k�m� �
� �� i(T ) ����
 �� ��km� k

�
�� w ∈ i(p, q) �
� �
�� k�m (p, q) 
� T 9�� �� �
���l
� ��k� x = w k�� Q = ∅:=
_�� T ′

s = i(T ) \ (P ∪ {(x, y)}) ∪ Q ∪ {(x, u)}; k�� �
�� ��k� T ′
s �� k ��l��k��


� N ′
k�k��; k� T ′

s 
�
� ���� k�m� ��
� N ′
= T��m�; T ′ = S(T ′

s) ∈ T (N ′) k��

dtail(T, T
′) ≤ 1 k� T ′

mk� l� 
l�k���� ��
� T l� ��� �
�� s (s,t)−−→ (p, q)=

8���������
 "� #� ;�� T, T ′ ∈ N (n, 0) G� F�� 
F�� �� ������ ���� ��� F��

k > 1� ��� ��� 	F���� ����� N,N ′ ∈ N (n, k) ���� �����	���� ����� T F�� T ′

�F�� ����F�H� dtail(T, T
′) ≤ dtail(N,N ′) ≤ dtail(T, T

′) + 2!

?����! Qkm� �k�
 �
�� 
� ��� ����
�	 �
�� k� �
�� 
�� �k�
 �
�� 
� �km� 
�

��� ��l����� ����� 9X���k B=@B:= T��m�; �
� N,N ′
; �� �k�� dtail(N,N ′) ≥

dtail(T, T
′)= [� ��� 
���� �k��; k�� ������m� 
� �k�
 �
��� 
� ��� ����� T k��

T ′
mk� ����m�
� l� k��
��� �
 ��� ����
�	� k� ��

= T��m�; �
 m�k��� N ���
 N ′

�� 3� ��� �����
���� ���� ���� k� �
�� dtail(T, T
′) �
���; k�� ���� ��k� ���

��
 ����k�� ��l����� l�

� ��� 
k���� ���� k� �
�� ��
 �
��� �
 
l�k�� ���

l
��� dtail(N,N) ≤ dtail(T, T
′) + 2=

ED



�� 02�� *����

����k�m� mk� k
�k�� l� �
�� �� �����; �
���� ��� �k�
 �
 k� k��km��� k�m �km�

����= `��� �k�; �� ��
� ��k� �km� �k�
 �
�� mk� l� ���
km�� l� k l
�����

���l�� 
� tail1 �
���= T��m�; �� 3�� k� ����� l
��� �
� ��� ��k����� 
� tail1
��km��=

4�		> "�( 9gVVQ

+
@Gh X���k C=@@:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� ��� ��������

��H� ��F� N2 �� ��� ����	� �� u (u,v)−−−→ (s, t) �� N1! B��� ����� �� F ������H� ��

F� 
��� d ≤ n+ 3k − 1 tail1 
���� ���
 N1 �� N2 ���H� 
���� ��� F�H (u, v)
�� �FH� ���
� ����� d �� ��� 	����� �� F� �
 ���� 
F�� G������ u F�� s!

?����! Z
�� ��k� ����� ����� ����m��� �k��� Pu k�� Ps ��
� k�� t ∈ LCA(u, s)

�
 u k�� s 9���m� k�� �
� ��m���k��
� ������:= c� ��
�� ��k� u (u,v)−−−→ (a) ��

�k
�� �
� k

 k�m� a ∈ Pu ∪ Ps= `��� ����� k ������m� 
� tail1 �
���I U�����; ��

b, c ∈ Pu ∪ Ps ��k�� k �
�� k�� l
�� �
��� u (u,v)−−−→ b k�� u (u,v)−−−→ c k�� �k
��;

���� ����� �� k tail1 �
�� u (u,v)−−−→ c l������ ��� ����
���� ����
�	�=


̀ ��� ��k� u (u,v)−−−→ (x, y) �� �k
�� �� N1 �
� k

 (x, y) ∈ Pu ∪ Ps; �� m��m	

��� m
�����
�� 
� X���k A=CC= R����
�; (u, v) �� �
�kl
�; l�mk��� ��� �
��

u (u,v)−−−→ (s, t) �� �k
��= _�m
��
�; v �= y; k� ��k� �
�
� ���
� v 
��� kl
�� u

� kl
�� s; ���m� m
���k��m�� ��� km�m
�m��� 
� N1 
� ��� �k
����� 
� ��� �
��

u (u,v)−−−→ (s, t)= Xk��
�; v �� �
� kl
�� y= U�����; �� (x, y) ∈ Pu ���� ���
��� �����

�� k m�m
� �� N1 m
�������� 
� ��� �k�� ��
� v �
 y; �
������ ���� ��� �k�� ��
�

y �
 u ��k Pu= _���
k�
�; �� (x, y) ∈ Ps k�� v ���� kl
�� y; ����� �
�
� l� k

m�m
� �� N2 m
�������� 
� ��� �k�� ��
� v �
 y �
������ ���� ��� �k�� ��
� y �


s �� Ps k�� ��� k�m� (s, u) k�� (u, v)=

Z
���� ��k� k �k�� l������ ��
 �
��� ���� k� �
�� |E|−n k�m�; �� ��� ��k�

k� �
�� |E| − n = n+ 3k − 1 tail1 �
��� 9[l����k��
� A=F: ��5m� �
 ����
k��

k�� �k�
 �
��=

X���k B=H ������k��
� ����� �� ����� l
���� 
� tail1 ����k�m�� k�� ��<

k������ �� ����� 
� ��� �k�
 �
�� ����k�m�� k�� ��k������=

<�����	 "� � 9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N F�� F		 N,N ′ ∈ N (n, k)� ��� �F�	


��� F�� 	�HF	 �F�	 
��� ����F�H�� �F����� dtail1(N,N ′) ≤ (n+3k−1)dtail(N,N ′)!

?����! X�� S l� k ������m� 
� �k�
 �
��� l������ N k�� N ′

� 
����� dtail(N,N ′)=

N� X���k B=H; �km� �k�
 �
�� �� S mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
� k� �
��

n + 3k − 1 tail1 �
���= `��� ����
�� �� k ������m� 
� tail1 �
��� l������ N
k�� N ′


� 
����� k� �
�� (n+ 3k − 1)dtail(N,N ′)=

,�����>�� "�  9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N� ��� �F�	 
��� F�� 	�HF	 �F�	 
���

��F
����� �F����� diamtail1(n, k) ≤ (n+ 3k − 1) diamtail(n, k)!

EC

B=A= O
���m������� k�� ��k����� l
����

,�����>�� "� ! 9gVVQ

+
@Gh:� 5�� F		 n, k ∈ N� ��� 	�HF	 �F�	 
��� ��F
�����

�F����� diamtail1(n, k) ≤ (n+ 3k − 1)(2n+ 5k − 2)� ��H�
� ���� (n, k) = (2, 1)!

����� *���
 5��
��

c� ��

 ���m��� 

��� l
���� �
� Ntail1(n, k) �� O�k���� D= `����; ����� ���

�km� ��k� �km� tail1 �
�� �� k� �ZZU �
��; �� ���� k l
��� 
� 
���� On,k((n+
k) log(n+k))= R
� �k�
 �
���; �� ���� k 

��� l
��� lk��� 
� ��� 

��� l
���

�
� �����=

4�		> "� "� ;�� N,N ′
G� �������� ��H� ��F� dtail(N,N ′) ≤ 1! B��� ��� �FH�

T ∈ T (N) ����� �� F ���� T ′ ∈ T (N ′) ��H� ��F� dtail(T, T
′) ≤ 1!

?����! X�� ��� �k�
 �
�� ��
� N �
 N ′
l� u (u,v)−−−→ (x, y); k�� 
�� T ∈ T (N) l�

k�l���k�� ���� ��l������ i=

U� (u, v) �∈ i(T ); ���� T mk� l� ��l����� �� N ����
�� ��� k�m (u, v)= `���

��k�� T mk� k
�
 l� ��l����� �� N ′
= T��m�; �� k����� (u, v) ∈ i(s, t) �
�

�
�� k�m (s, t) 
� T = X�� P ⊆ i(s, t) l� ��� �k�� ���
��� i(T ) ��
� i(s); �
 i(v)=

U� (x, y) ∈ i(p, q) �
� �
�� k�m (p, q) ∈ A(T ); m
������ ��� ��l������� ����

T ′
s = i(T ) \ (P ∪ {(x, y)}) ∪ {(x, u), (u, y)}= M� T ′

s 
�
� ���� k�m� ��
� N ′
; �� ��

k ��l��k�� 
� N ′
k�� T ′ = S(T ′

s) ∈ T (N ′)= R�������
��; dtail(T, T
′) ≤ 1 k� T ′

mk� l� 
l�k���� ��
� T l� ��� �
�� s (s,t)−−→ (p, q)=

[��������; 
�� Q l� k �k�� ��
� k �
�� w �� ��� ��l������ 
� T �
 x ��k�

�
�� �
� ��� k�� k�m� �� ��� ��l������ 
� T = `��� �k�� ������ k� (x, y) �∈ i(T );
�
 �� mk� 3�� �� l� �
��� �� ��
� x ����� k�m� �
� �� i(T ) ����
 �� ��km� k

�
�� w ∈ i(p, q) �
� �
�� k�m (p, q) 
� T 9�� �� �
���l
� ��k� x = w k�� Q = ∅:=
_�� T ′

s = i(T ) \ (P ∪ {(x, y)}) ∪ Q ∪ {(x, u)}; k�� �
�� ��k� T ′
s �� k ��l��k��


� N ′
k�k��; k� T ′

s 
�
� ���� k�m� ��
� N ′
= T��m�; T ′ = S(T ′

s) ∈ T (N ′) k��

dtail(T, T
′) ≤ 1 k� T ′

mk� l� 
l�k���� ��
� T l� ��� �
�� s (s,t)−−→ (p, q)=

8���������
 "� #� ;�� T, T ′ ∈ N (n, 0) G� F�� 
F�� �� ������ ���� ��� F��

k > 1� ��� ��� 	F���� ����� N,N ′ ∈ N (n, k) ���� �����	���� ����� T F�� T ′

�F�� ����F�H� dtail(T, T
′) ≤ dtail(N,N ′) ≤ dtail(T, T

′) + 2!

?����! Qkm� �k�
 �
�� 
� ��� ����
�	 �
�� k� �
�� 
�� �k�
 �
�� 
� �km� 
�

��� ��l����� ����� 9X���k B=@B:= T��m�; �
� N,N ′
; �� �k�� dtail(N,N ′) ≥

dtail(T, T
′)= [� ��� 
���� �k��; k�� ������m� 
� �k�
 �
��� 
� ��� ����� T k��

T ′
mk� ����m�
� l� k��
��� �
 ��� ����
�	� k� ��

= T��m�; �
 m�k��� N ���
 N ′

�� 3� ��� �����
���� ���� ���� k� �
�� dtail(T, T
′) �
���; k�� ���� ��k� ���

��
 ����k�� ��l����� l�

� ��� 
k���� ���� k� �
�� ��
 �
��� �
 
l�k�� ���

l
��� dtail(N,N) ≤ dtail(T, T
′) + 2=

ED



�� 02�� *����

a���� ��� 

��� l
��� �
� ��k������ 
� ���� ��km� 9`��
��� A=E?:; �� mk�

�
� ��� k 

��� l
��� 
� ��� ��k����� 
� �k�
 ����
�	 ��km��=

<�����	 "� $� B�� ��F
���� �� �F�	 
��� �
FH�� �� �� ����� diamtail(n, k) ≥
n− Ω(

√
n)!

Z
�� ��k� ���� 

��� l
��� 
�
� ������� 
� ��� ���l�� 
� 
�k��� k�� �
�


� ��� ���l�� 
� ����m�
k��
��= U� _�m��
� D=A=B; �� ��

 ���� k ��2����� 

���

l
��� ��k� ��m
��
�k��� k k� ��

=

��� *
��

6� �67���

Z
� �� ���� �
 ��km�� 
� ����
�	� ���� ������k

� 
kl�
�� �
���; �

= `���


�k�� �
 ����������� ��
l
���; k� �
��� ��k� ����
� �� k 
�k�<��
�
����m ����
�	

�k� ���� k ����
�	 ��k� �� �
� 
kl�
�� ��
�
����m ���� �����m� �
 k

 
kl�
�= R
�

��k��
�; �
���� ��� l
��
� k�m 
� k ���k��
� �
 ��� ��m
���� k�m 
� ��� ���k��
�

��k�� ��� 
kl�
� 
� ��� ��
 ���� �
��� 
� ��� ���k��
� 9R����� B=F; l
��
�:=


̀ m�k�km������ ���� ����� ����
�	� mk� l� ��km��� ��
� 
�� k�
����; ��

��
�� ��k� �� mk� ��k� ��� 
kl�
� 
� ��
 ���� �
��� 
� ����m�
k��
��= 
̀ ��k� ���


kl�
� 
� ����m�
k��
��; �� 3��� ��k���
�� ��� ����
�	� ���
 
k���� mk�����

k��=

����� *45���� ���	�
����	� ������� ���
���� 
����

c� ��

 3��� ��
� �
� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� ��
 ���� �
��� ����� k m
���k��

���l�� 
� tail �
��� �� k�� ����
�	= M���� ���kl
������ ���� �km�; �� ���� �
 ���


kl�
� 
� ��� ����m�
k��
� �
���= 
̀ ������� �����; �� ��k���
�� ��� ����
�	

���
 k 
k���� mk�����

k�= U� ��
�� ����
�	�; �� mk� ��k� ��� 
kl�
� 
� F��FH���

����m�
k��
�� ����� k m
���k�� ���l�� 
� tail1 �
���=

<��� 
��� �>?���


̀ ������� ��� ���� �
�� 
kl�
�; �� �� ��� �



���� ���k����= c� ��
� ��k�

�� mk� �k	� k�� ��
 ���� �
��� k��km���; k�� ��k�; ���� ��
 ���� �
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4�		> "� '� ;�� Ṅ G� F �������� F�� x F�� y ��� ���� �����! B���� �����

F ������H� �� F� 
��� 4 �F�	 
���� �� 2n + 6k tail1 
����� ��� 	FG�	� �� x F��

y HF� G� ��F

��!

?����! N� X���k B=@E; �� mk� ��� 
�� �k�
 �
�� 9
� n+3k− 1 tail1 �
���: ��

Ṅ �
 �k	� ��� �
��� 
kl�
�� l(x) k�� l(y) k��km���= `���; ����� X���k B=@F;

��� 
kl�
� 
� ����� ��
 �
��� mk� l� ��k���� ���� k� �
�� ��
 tail1 �
���=

EF



�� 02�� *����

Xk��
�; ��� 3��� �
�� �� ��������= `��� ����
�� �� k ����
�	 ��
�
����m �
 Ṅ ;
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 "� (� ;�� Ṅ G� F ������� ���� s ���� ������ F�� 	�� π G� F 
�� 


��F���� �� ��� ���� ���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 4s �F�	


���� F�� F ������H� �� F� 
��� (2n+ 6k)s tail1 
���� ��F� 
��
���� ��� ����

���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 ����� 	FG�	� ��� �F
�!

?����! Qkm� ������k��
� 
� n �
������ ��m
��
��� �� k� �
�� n ��k��= Qkm�


� ��� ��k�� 
� ��
 ���� �
�� 
kl�
� mk� l� km������ ����� k� �
�� 4 �k�
 �
���


� 2n+6k tail1 �
��� l� X���k B=@G= T��m�; �
 ������� ��� ���� �
�� 
kl�
�

���� π; �� ���� k� �
�� 4s �k�
 �
���; 
� (2n+ 6k)s tail1 �
���=

:���@��>���
 �>?���

R
� ��� ���k����� �k�� 
� ���� ��m��
�; �� ��

 �
�	 ���� 
k���� mk�����

k��=

`���� ����
�	� �k�� k

 ����m�
k��
�� �� 
�� �k��; ���m� �k	�� �� �k�� �
 ���<

���� ��� 
kl�
� 
� ����m�
k��
��=

U� ��� �



���� ��
 
���k�; �� ��
� ���� k�� �
� �� mk� ������� ���


kl�
� 
� ��� ����m�
k��
��= `�� 3��� 
���k ��
�� ��k� ���� mk��
� k
�k�� l�

�
��; k�� ��� ��m
�� ��
�� �
� �� mk� l� �
�� ���� �� �� �
���l
�=

4�		> "�!�� ;�� Ṅ G� F ������� ���� ��� 	�F�� ����� 
F���� p �� 	FG�		��

l(p)! B���� F���� F�� �F�	 
��� �� Ṅ � ��� 
F���� �� ��� 	�F� ��		 ���		 G� 	FG�		��

l(p)!

?����! `�� �k���� 
� ��� 
�k� 
� Ṅ �� k ����m�
k��
�; �
 �� mk��
� l� �
��� �����

k �k�
 �
��= T��m�; ��� 
�
� �k� �
 m�k��� ��� 
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� ��� �k���� 
� ��� 
�k�


� Ṅ ; �� �
 �
�� k�
���� �
�� �
 ��� 
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�����; ���� k�m �� l�
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� Ṅ = `�����
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 �
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��� ����� ����� k �k�
 �
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m
�m
��� ��k� �
 �k�
 �
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� ��� �k���� 
� ��� 
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4�		> "�! � ;�� Ṅ G� F 	F���� HF���
�		F� ���� ��� F��FH��� ����H�	F����� x
F�� y� F�� F� 	�F�� ��� ���� ����! B���� ����� F ������H� �� F� 
��� 5 tail1

����� ��� 	FG�	� �� x F�� y HF� G� ��F

��� ��H�
� �� Ṅ �F� ��FH�	� ��� 	�F� l
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� �����k
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�� x= `�� ������m��
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 ��k� ��� 
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� x k�� y ���� k�

�
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�
� 
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Z
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 ��k� 
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k��
�� �� k 
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mk� ������� k

 ����m�
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kl�
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� ��m� k ����
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�

u v u v u v u v u v
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R����� B=GI `�� ������m� 
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��� ���� �� X���k B=A@ �
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 k��km���
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k��
�� �� ��� 
k���� 9xI l
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���� ����m�
k��
� ���� ����� �� 
�
� 
�� 
�k� �� ��� ����
�	= R���� k��
� ���
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��� �� ��� 3��� �
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� ������� u �= v 
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� ���

�
��� �
 k�� ������ ��� ��m
�� 
� ����� l
�= `�� ������m�� �� ���� 3���� �k	�

k� �
�� 5 tail1 �
���=

8���������
 "�!!� ;�� Ṅ G� F 	F���� HF���
�		F� ���� k ����H�	F������ F�� 	�� π
G� F 
��
��F���� �� ��� ����H�	F���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� 5k2 �F�	1


����� ��F� 
��
���� ��� ����H�	F���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 ����� 	FG�	�

��� �F
�� ��H�
� �� Ṅ �F� ��� 	�F� ���� 
F���� p 	FG�		�� l(p) F�� l(p) �= π(l(p))!
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k��
�� k�� �� 
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<�����	 "�!"� ;�� Ṅ , Ṅ ′ ∈ Ṅ (n, k) ������F		� 	FG�		�� ��������! B���� �����

������ F �F�	 
��� ������H� �� 	����� F� 
��� 2 diamtail(n, k)+5k2+4(n+k−1)
F�� F tail1 ������H� �� 	����� F� 
��� 2 diamtail1(n, k)+5k2+(2n+6k)(n+k−1)
���
 Ṅ �� Ṅ ′

� ��H�
� �� ��� ��		����� HF���-

• (n, k) = (2, 1) F�� Ṅ ��Xl Ṅ ′
.

• n = 1 F�� l(p) �= l′(p′) ��� p F�� p′ ��� 
F����� �� ��� ����	� 	�F� �� �FH�

�������!
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=
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�� ��k� ��� l
��� �
� �k�
 �
��� m
��k��� k ��k��k��m ����= c� ��
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�� O�k���� D ��k� ���� ��k��k��m ���� ���k���k�� �
� �_\^ �
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� �k�
 k�� ��k� �
���= U� �� ���
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��� ������
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 �
���=
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̀ ��
� m
���m������� �� ��� ������m� 
� ������<A �
���; �� ��

 ����m� �
 ���

mk�� ����� �� k�� ����
� �
�	��� ���� ��������� ����
�	�= `��� ��

 �
�	 ��
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 mk���; ��m��� �
� Ṅ (1, k,m) k�� Ṅ (2, 1,m)= U� ��� �����k
 mk��; �� 3���
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�� k
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��� �
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�k� ���� �� k �
�� 3��� 
����; k�� ���� 3� k
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�k��� k�� ������<B �
���= `��� �� �
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� �
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4�		> "�!#� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��G������� ������F		� 	FG�	�� �������!

B��� ����� �� F ������H� �� F� 
��� m tail1 
���� ��F� ����� N̈ ���� F �������

N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F���� ��H�
� ���� (n, k) = (1, 1)!
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� ��� �

�; ���� ����� �� k ������� ���� �
�� z ����m�
�
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� y; l�mk��� (n, k) �= (1, 1)= [�� 
� ��� 
���
��� k�m� 
� z mk� l� �
���
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���� k�m 
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 �k��� l� k� 
�k�� 
��=
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�����
���; k�� ����� �� 
�
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�� �k� �
 m��k�� ��� �k�k

�
 �k���= `�k� �� ��;

�� ��� ��m
�� mk��; ����� �� k ��l������� ���k��
� 〈·u, v, w·〉 ∈ N̈ k�� ��� �
��

�� k��
� �� (u′, v, w′) (v,·)−−→ (x′, y′); ����� u′ �� 
� ��� ��l������� �k�� ��
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�� 
� ��� ��l������� �k�� ��
� v �
 w; k�� (x′, y′) �� k� k�m 
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��� ����� �� F �F�	 
��� H�F����� S(N̈) ���� N ′
� ���� ����� �� F �F�	 
���

H�F����� N̈ ���� F ������� N̈ ′
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!

5������
���� �� ��� �F�	 
��� �� S(N̈) �� F tail1 
���� ���� ����� �� F �� 

����H� �� F� 
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���� H�F����� N̈ ���� N̈ ′
!

?����! _���
�� ��� �
�� m�k����� S(N̈) ���
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�� u (u,v)−−−→ (x, y)= X�� w l�

��� 3��� �
�� 
� ��� �k�� l������ u k�� v; k�� z l� ��� 3��� �
�� 
� ��� �k��

l������ x k�� y �� N̈ = `��� ��� �
�� u (u,w)−−−→ (x, z) �� �k
�� �� N̈ ; k�� ����
��

�� k ����
�	 N̈ ′
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=

R
� ��� ��m
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������ ��� 
����� 
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4�		> "�!%� ;�� N̈ G� F ��G������� ������� ���� F ���� ���� t ��H� ��F� S(N̈)
�F� F�H� (p, t)� (t, c1)� F�� (t, c2)� ���H� F�� ��G������� G� ��� ��� �� ������ %

����� Y ! ;�� y1, . . . , ys G� F�� �������� �� Y � ���� ����� �� F ������H� �� F�


��� 2s+2 �F�	 
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 N̈ �� ��� ������� �G�F����

���
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<�����	 "�!"� ;�� Ṅ , Ṅ ′ ∈ Ṅ (n, k) ������F		� 	FG�		�� ��������! B���� �����

������ F �F�	 
��� ������H� �� 	����� F� 
��� 2 diamtail(n, k)+5k2+4(n+k−1)
F�� F tail1 ������H� �� 	����� F� 
��� 2 diamtail1(n, k)+5k2+(2n+6k)(n+k−1)
���
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� Ṅ �
 Ṅ ′
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� �_\^ �
���; ���� �� ���
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4�		> "�!#� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��G������� ������F		� 	FG�	�� �������!

B��� ����� �� F ������H� �� F� 
��� m tail1 
���� ��F� ����� N̈ ���� F �������

N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F���� ��H�
� ���� (n, k) = (1, 1)!

?����! X�� x k�� y l� ��
 �
��� �� N̈ ��m� ��k� ����� k�� �k�k

�
 �k��� l������

x k�� y= U� x �� �
� ��� m��
� 
� ��� �

�; ���� 
�� 
� ��� 
���
��� k�m� 
� x

F?

B=B= U�����k
 
kl�
�

�� �
�kl
�; k�� �
���� �� �� ����m�� ��� ���l�� 
� �k�k

�
 �k��� l� k� 
�k��


��= U� x �� ��� m��
� 
� ��� �

�; ���� ����� �� k ������� ���� �
�� z ����m�
�

l�

� y; l�mk��� (n, k) �= (1, 1)= [�� 
� ��� 
���
��� k�m� 
� z mk� l� �
���

�� �
 k� ��m
���� k�m 
� y 9X���k B=B:= M�k��; ���� ����m�� ��� ���l�� 
�

�k�k

�
 �k��� l� k� 
�k�� 
��=

U�����; �
� �km� 
� ����� �
���; ��� �k�k

�
 �k��� l������ x k�� y k��

�����
���; k�� ����� �� 
�
� 
�� �k� �
 m��k�� ��� �k�k

�
 �k���= `�k� �� ��;

�� ��� ��m
�� mk��; ����� �� k ��l������� ���k��
� 〈·u, v, w·〉 ∈ N̈ k�� ��� �
��

�� k��
� �� (u′, v, w′) (v,·)−−→ (x′, y′); ����� u′ �� 
� ��� ��l������� �k�� ��
� u
�
 v; w′

�� 
� ��� ��l������� �k�� ��
� v �
 w; k�� (x′, y′) �� k� k�m 
� ���

��l������� �k�� l������ x k�� y= T
�����; �� ��k� mk��; u �� k ������ ����

�
�� l�

� y; k m
���k��m��
�=

4�		> "�!$� ;�� N̈ G� F ��G������� ������� ������� 
F�F		�	 
F���� F�� ��
 


��� ����� �� F �F�	 
��� H�F����� S(N̈) ���� N ′
� ���� ����� �� F �F�	 
���

H�F����� N̈ ���� F ������� N̈ ′
��H� ��F� S(N̈ ′) = N ′

!

5������
���� �� ��� �F�	 
��� �� S(N̈) �� F tail1 
���� ���� ����� �� F �� 

����H� �� F� 
��� m+ 1 tail1 
���� H�F����� N̈ ���� N̈ ′
!

?����! _���
�� ��� �
�� m�k����� S(N̈) ���
 Ṅ ′
�� u (u,v)−−−→ (x, y)= X�� w l�

��� 3��� �
�� 
� ��� �k�� l������ u k�� v; k�� z l� ��� 3��� �
�� 
� ��� �k��

l������ x k�� y �� N̈ = `��� ��� �
�� u (u,w)−−−→ (x, z) �� �k
�� �� N̈ ; k�� ����
��

�� k ����
�	 N̈ ′
���� S(N̈ ′) = N ′

=

R
� ��� ��m
�� �k��; m
������ ��� 
����� 
�� �k�� �� S(N̈) ��k� ����������

��� ����k�m� 
� ��� �
��= `��� ��� m
�����
����� �k�� �� N̈ �k� 
����� k� �
��

m+ 1; k�� �� mk� �
�� ��� �k�
 k

�� ���� �k��=

4�		> "�!%� ;�� N̈ G� F ��G������� ������� ���� F ���� ���� t ��H� ��F� S(N̈)
�F� F�H� (p, t)� (t, c1)� F�� (t, c2)� ���H� F�� ��G������� G� ��� ��� �� ������ %

����� Y ! ;�� y1, . . . , ys G� F�� �������� �� Y � ���� ����� �� F ������H� �� F�


��� 2s+2 �F�	 
���� �� s2+4s+2 tail1 
���� ���
 N̈ �� ��� ������� �G�F����

���
 N̈ G� ��
����� ��� ��G������� F�H� ��H����� �� t� F�� ��
	FH��� ���
 ����

(p, t)� (t, c1) F�� (t, ys, . . . , y1, c2)!

?����! R���� �
�� s − 1 �
��� �
 ��� ��m
���� k�m 
� t ����� k� �
�� ��
 �k�


�
���%�
���� k

 s ������<A �
��� �
 ���� k�m �k� 
�k� �
 k �k�� 
� �k�k

�


k�m� �� c1 = c2= U� ��� ������<A �
��� k�� �
� k

 k� (p, t) k
��k��; ���� ��

�k� ����
�� 9����
�� 

�� 
� �����k
���: ��k� (t, c1) �� ��l������� ���� k� 
�k��


�� �
��= X�� q1 l� ��� ������<A �
�� ��
�� m��
� �� c1; 
�� (t, v2) l� ���


���
��� k�m 
� t 
� ��� �k�� �
 c2; k�� (r1, q1) ��� ��m
���� k�m 
� q1= `���;

k

 y ∈ Y \ {q1} mk� l� �
��� �
 (p, t) ����� ��� ��
 �
��� t (t,v2)−−−→ (r1, q1) k��

t (t,q1)−−−→ (·, c2)=

F@



�� 02�� *����

_�m
��
�; �� �k	� y1 ��� ����
� �
�� 
� ��� ����� 
���
��� k�m (t, c2) 
� t
����� k� �
�� 2 �k�
 �
���= U� y1 ��l������� (t, c1); ���� �� ��m�k��� ��� �

�� 
�

c1 k�� c2= [��������; ���� mk� l� km������ l� k��
���� ��� �
��� t (t,c2)−−−→ (y1, x)

k�� t (t,x)−−−→ (·, y1) �� x �= t; 
�; �� x = t; ��� ����
� �
�� t (t,z)−−→ (·, y1) �����

z �= c2= Z
�� ��k�; �
�; ��� k�m (t, c2) �� ��l������� ���� ��� ����
� �
�� y1=


̀ �
�� ��� ���k����� ������<A �
���; �� �
 ��� �



����I M����� (t, c2) ��

��l������� l� yi, . . . , y1= M��
� ��� �
��� t (t,yi)−−−→ (yi+1, w) k�� t (t,w)−−−→ (·, yi+1)
9R����� B=H:= `��� �k	�� k� �
�� ��
 �
��� �
� �km� i ∈ {2, . . . , s}= 
̀������

���� ��� �k����� 
� 4 �
��� ���� �� ��� �����
�� �����; �� ���� k� �
��

2s+ 2 �k�
 �
��� �� �
�k


p

t

c
1

c
2

y
1

yi+1

yi

p

t

c
1

c
2

y
1

yi+1
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t
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c
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c
1

c
2

y
1
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R����� B=HI O


�m���� k� k�����
�k
 k�m 
� (t, . . . , c2) �� ��� ��

� 
�

X���k B=AE=

U� c1 = c2; ��� ������m� 
� �
��� ���

 �
�	�; l�� 
�� �k� �
 m
��������
�

�������� 
�� 
� ��� �k�k

�
 �k��� k� ��� ��k�� kl
�� c1 ; k�� ��� 
���� k� ���

��k�� kl
�� c2 =

R
� ��� tail1 ������m�; ���
km� �km� �k�
 �
�� l� k ������m� 
� tail1 �
���;

�
���� ��k� �km� ��m
�� �
�� �� ��� �
����� ������m� �� k tail1 �
�� k
��k��;

k�� k

 
���� �
��� k�� k

�� k� ��<�
�� �k�� 
� 
����� k� �
�� s + 1= `���

����� k tail1 �
�� ������m� 
� 
����� k� �
�� (s+1)(s+2)+s = s2+4s+2=

<�� @>�� Ṅ (1, k,m)

c� 3��� m
������ ��� mk��� Ṅ (1, k,m); ����� �km� ����
�	 �k� 
�� 
�k�= c�

��

 ��
� ��k� ����� ��km�� k�� m
���m���; ��
����� ��� ������<A �
��� 
� ���


�k� k�m �k�� ��� �k�� 
kl�
�= U� �km�; k

 ����� ��km�� 9��m��� �
� k = 1: �k�� k

m
���m��� m
��
���� �
� �km� 
������ ������m� 9
� �km� ��l���: 
� ��� ������<A

�
�� 
kl�
�= 
̀ ��
�� ����; �� 3��� ���� �
 ��
� ��k� ��� ������<A �
��� 
�

��� 
�k� k�m mk��
� l� m�k���� ����� �k�
 �
���=

N� ��� �k�� k�������� k� �
� X���k B=A?; �
����� 
� ��� ��l������� 
�k�

k�m mk� l� m�k���� ����� �k�
 �
���=

FA

B=B= U�����k
 
kl�
�

4�		> "�!&� ;�� N̈ ∈ Ṅ (1, k,m) F�� 	�� N̈ ′
G� ��� ����	� �� F �F�	 
��� ��

N̈ ! B��� ��� 	�F� 
F�� �� N̈ �� 	FG�	�� ���
��
��H �� ��� 	�F� 
F�� �� N̈ ′
!

8���������
 "�!'� 5�� k = 0� F�� ��� �FH� m ≥ 0� ��� �
FH� Ṅtail(1, 0,m) ��

��� ����	��� ��F
� �� m! �����!

?����! `���� �� ��km�
� 
�� ����
�	 �� Ṅ (1, 0,m) �
� �km� ������k��
� 
� ���

m ������<A �
���= M� ����� k�� �
 ���� �
���; ����� k�� �
 �k�
 �
��� �
���l
�

�� k�� 
� ����� ����
�	�=

7?����>���
 "�!(� Qkm� ����
�	 �� Ṅ (1, 1,m) m
������ 
� k �

� �k��; �

<



��� l� k �k�� 
� �k�k

�
 �k���; k�� ���� k 
�k� �k��=

4�		> "�"�� 4FH� ������� �� Ṅ (1, 1,m) �F� F 	�F� F�H ��F� �� ��G������� G�

F� 
��� m− 1 ������ % �����!

?����! U� ��� 
�k� k�m 
� k ����
�	 N̈ ∈ Ṅ (1, 1,m) �� ��l������� l� m ������<

A �
���; ���� k

 ��� ������<A �
��� k�� 
� ��� 
�k� �k��= `��� ��k�� ���

�k�k

�
 �k��� 
� ��� ����
�	 k�� km��k

� �k�k

�
 k�m� 9[l����k��
� B=AH:; ���m�

m
���k��m�� ��� �km� ��k� N̈ �� k ����
�	=


̀ �
�� ��� ���k����� ������<A �
��� k�
���; �� ��� X���k B=AE=

8���������
 "�" � 5�� �FH� m ≥ 1 F�� ������� ������H� �� ������ % ����� S =
(x1, . . . , xs) ���� 0 ≤ s < m� ����� �� F H����H��� H�

����� �� Ṅtail(1, 1,m)�
����� �������� �F�� F 	�F� F�H ��G������� G� ��� ������ % ����� S!

5������
���� ����� F�� F		 ��� H�

������ �� Ṅtail(1, 1,m)� F�� �� �F�� ���

G����� dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2m+2 F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ m2 +4m+2 ��� �FH� 
F�� ��

�������� �� ��� �F
� H�

�����!

?����! X�� m k�� S l� k�l���k�� m
��
����� �
 ��� ������m��
�� 
� ��� 
���k=

Qkm� ����
�	 N̈ �� ∈ Ṅ (1, 1,m) ���� ��� 
�k� k�m ��l������� l� S; �k� k



��� 
���� ������<A �
��� 
� ��� ���k����� ����� k�m� k�� k� 
�k�� 
�� 
� ���

������<A �
��� ��l������� ��� �k�� 
� �k�k

�
 k�m�=

N� X���k B=AF; �km� ����
�	 �� ��� m
���m��� m
��
���� m
��k����� N̈
�k� ��� 
�k� k�m ��l������� l� S= T��m�; �� ���� ��
�� ��k� �km� ����
�	 ����

k 
�k� k�m ��l������� l� S mk� l� ��km��� ��
� N̈ =

Qkm� ��m� ����
�	 �k� ��� ���k����� m − s ������<A �
��� 
� ��� 
����

����� k�m�; k�� k� 
�k�� 
�� 
� 
�� 
� ��� �k�k

�
 k�m�= N� X���k B=AE; �����

�
��� mk� l� k��k���� 
� 
�� 
� ��� �k�k

�
 k�m� �� k�� �����3��� 
���� �����

k� �
�� 2(m−s)+2 �k�
 �
���; 
� (m−s)2+4(m−s)+2 tail1 �
���= `�����
��;

�km� ����
�	 ���� m ������<A �
��� ��
�� 
�k� k�m �� ��l������� l� S mk� l�

��km��� ��
� N̈ =

FB



�� 02�� *����

_�m
��
�; �� �k	� y1 ��� ����
� �
�� 
� ��� ����� 
���
��� k�m (t, c2) 
� t
����� k� �
�� 2 �k�
 �
���= U� y1 ��l������� (t, c1); ���� �� ��m�k��� ��� �

�� 
�

c1 k�� c2= [��������; ���� mk� l� km������ l� k��
���� ��� �
��� t (t,c2)−−−→ (y1, x)

k�� t (t,x)−−−→ (·, y1) �� x �= t; 
�; �� x = t; ��� ����
� �
�� t (t,z)−−→ (·, y1) �����

z �= c2= Z
�� ��k�; �
�; ��� k�m (t, c2) �� ��l������� ���� ��� ����
� �
�� y1=


̀ �
�� ��� ���k����� ������<A �
���; �� �
 ��� �



����I M����� (t, c2) ��

��l������� l� yi, . . . , y1= M��
� ��� �
��� t (t,yi)−−−→ (yi+1, w) k�� t (t,w)−−−→ (·, yi+1)
9R����� B=H:= `��� �k	�� k� �
�� ��
 �
��� �
� �km� i ∈ {2, . . . , s}= 
̀������

���� ��� �k����� 
� 4 �
��� ���� �� ��� �����
�� �����; �� ���� k� �
��

2s+ 2 �k�
 �
��� �� �
�k


p
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R����� B=HI O


�m���� k� k�����
�k
 k�m 
� (t, . . . , c2) �� ��� ��

� 
�

X���k B=AE=

U� c1 = c2; ��� ������m� 
� �
��� ���

 �
�	�; l�� 
�� �k� �
 m
��������
�

�������� 
�� 
� ��� �k�k

�
 �k��� k� ��� ��k�� kl
�� c1 ; k�� ��� 
���� k� ���

��k�� kl
�� c2 =

R
� ��� tail1 ������m�; ���
km� �km� �k�
 �
�� l� k ������m� 
� tail1 �
���;

�
���� ��k� �km� ��m
�� �
�� �� ��� �
����� ������m� �� k tail1 �
�� k
��k��;

k�� k

 
���� �
��� k�� k

�� k� ��<�
�� �k�� 
� 
����� k� �
�� s + 1= `���

����� k tail1 �
�� ������m� 
� 
����� k� �
�� (s+1)(s+2)+s = s2+4s+2=

<�� @>�� Ṅ (1, k,m)

c� 3��� m
������ ��� mk��� Ṅ (1, k,m); ����� �km� ����
�	 �k� 
�� 
�k�= c�

��

 ��
� ��k� ����� ��km�� k�� m
���m���; ��
����� ��� ������<A �
��� 
� ���


�k� k�m �k�� ��� �k�� 
kl�
�= U� �km�; k

 ����� ��km�� 9��m��� �
� k = 1: �k�� k

m
���m��� m
��
���� �
� �km� 
������ ������m� 9
� �km� ��l���: 
� ��� ������<A

�
�� 
kl�
�= 
̀ ��
�� ����; �� 3��� ���� �
 ��
� ��k� ��� ������<A �
��� 
�

��� 
�k� k�m mk��
� l� m�k���� ����� �k�
 �
���=

N� ��� �k�� k�������� k� �
� X���k B=A?; �
����� 
� ��� ��l������� 
�k�

k�m mk� l� m�k���� ����� �k�
 �
���=

FA

B=B= U�����k
 
kl�
�

4�		> "�!&� ;�� N̈ ∈ Ṅ (1, k,m) F�� 	�� N̈ ′
G� ��� ����	� �� F �F�	 
��� ��

N̈ ! B��� ��� 	�F� 
F�� �� N̈ �� 	FG�	�� ���
��
��H �� ��� 	�F� 
F�� �� N̈ ′
!

8���������
 "�!'� 5�� k = 0� F�� ��� �FH� m ≥ 0� ��� �
FH� Ṅtail(1, 0,m) ��

��� ����	��� ��F
� �� m! �����!

?����! `���� �� ��km�
� 
�� ����
�	 �� Ṅ (1, 0,m) �
� �km� ������k��
� 
� ���

m ������<A �
���= M� ����� k�� �
 ���� �
���; ����� k�� �
 �k�
 �
��� �
���l
�

�� k�� 
� ����� ����
�	�=

7?����>���
 "�!(� Qkm� ����
�	 �� Ṅ (1, 1,m) m
������ 
� k �

� �k��; �

<



��� l� k �k�� 
� �k�k

�
 �k���; k�� ���� k 
�k� �k��=

4�		> "�"�� 4FH� ������� �� Ṅ (1, 1,m) �F� F 	�F� F�H ��F� �� ��G������� G�

F� 
��� m− 1 ������ % �����!

?����! U� ��� 
�k� k�m 
� k ����
�	 N̈ ∈ Ṅ (1, 1,m) �� ��l������� l� m ������<

A �
���; ���� k

 ��� ������<A �
��� k�� 
� ��� 
�k� �k��= `��� ��k�� ���

�k�k

�
 �k��� 
� ��� ����
�	 k�� km��k

� �k�k

�
 k�m� 9[l����k��
� B=AH:; ���m�

m
���k��m�� ��� �km� ��k� N̈ �� k ����
�	=


̀ �
�� ��� ���k����� ������<A �
��� k�
���; �� ��� X���k B=AE=

8���������
 "�" � 5�� �FH� m ≥ 1 F�� ������� ������H� �� ������ % ����� S =
(x1, . . . , xs) ���� 0 ≤ s < m� ����� �� F H����H��� H�

����� �� Ṅtail(1, 1,m)�
����� �������� �F�� F 	�F� F�H ��G������� G� ��� ������ % ����� S!

5������
���� ����� F�� F		 ��� H�

������ �� Ṅtail(1, 1,m)� F�� �� �F�� ���

G����� dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2m+2 F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ m2 +4m+2 ��� �FH� 
F�� ��

�������� �� ��� �F
� H�

�����!

?����! X�� m k�� S l� k�l���k�� m
��
����� �
 ��� ������m��
�� 
� ��� 
���k=

Qkm� ����
�	 N̈ �� ∈ Ṅ (1, 1,m) ���� ��� 
�k� k�m ��l������� l� S; �k� k



��� 
���� ������<A �
��� 
� ��� ���k����� ����� k�m� k�� k� 
�k�� 
�� 
� ���

������<A �
��� ��l������� ��� �k�� 
� �k�k

�
 k�m�=

N� X���k B=AF; �km� ����
�	 �� ��� m
���m��� m
��
���� m
��k����� N̈
�k� ��� 
�k� k�m ��l������� l� S= T��m�; �� ���� ��
�� ��k� �km� ����
�	 ����

k 
�k� k�m ��l������� l� S mk� l� ��km��� ��
� N̈ =

Qkm� ��m� ����
�	 �k� ��� ���k����� m − s ������<A �
��� 
� ��� 
����

����� k�m�; k�� k� 
�k�� 
�� 
� 
�� 
� ��� �k�k

�
 k�m�= N� X���k B=AE; �����

�
��� mk� l� k��k���� 
� 
�� 
� ��� �k�k

�
 k�m� �� k�� �����3��� 
���� �����

k� �
�� 2(m−s)+2 �k�
 �
���; 
� (m−s)2+4(m−s)+2 tail1 �
���= `�����
��;

�km� ����
�	 ���� m ������<A �
��� ��
�� 
�k� k�m �� ��l������� l� S mk� l�

��km��� ��
� N̈ =

FB



�� 02�� *����

Z
� �
�� ��k� �km� ����
�	 �� �� k m
��
���� 
� ���� ����= U�����; 
��

N̈ ∈ Ṅ (1, 1,m) l� k� k�l���k�� ����
�	 ��
�� 
�k� k�m �� ��l������� l� k ��<

����m� 
� ������<A �
��� S; ���� |S| < m l� X���k B=B?= R�������
��; ���

������m��
�� 
� ��� 
���k k��
� �
 m k�� S= `�����
��; N̈ �� �� ��� m
��
<

���� 
� ∈ Ṅ (1, 1,m) ��
�� ����
�	� �k�� k 
�k� k�m ��l������� l� ��� ������<A

�
��� S=

4�		> "�"!� 5�� �FH� k > 1� m ≥ 0� F�� 0 ≤ s ≤ m� ����� �� F �������

N̈ ∈ Ṅ (1, k,m) ����� 	�F� F�H �� ��G������� G� s ������ % �����!

?����! R
� �km� k > 1; 
�� Ṅk ∈ Ṅ (1, k, 0) l� ��� 
k���� mk�����

k� ���� 
��


�k� k�� k ����m�
k��
��= _�m� k ����
�	 ������ �
� k

 k > 1= 
̀ 
l�k�� k

����
�	 �� Ṅ (1, k,m) ���� s ������<A �
��� 
� ��� 
�k� k�m; ��l������ ��� �

�

k�m ���� m− s ������<A �
���; k�� ��� 
�k� k�m ���� s ������<A �
���=


̀ m�k�km������ ��� m
���m��� m
��
����� 
� Ṅ (1, k,m) �
� k

 m k�� k;

�� 3��� ���k� ��� mk�� �
� k = 2 ���k�k��
� �� ��� ���� ��
�
����
�=

8���������
 "�""� 5�� �FH� H�
G��F���� �� F H���H� �� m ≥ 1� F ����H�	F����

r� F�� F� ������� ������H� �� ������ % ����� S = (x1, . . . , xs) ���� 0 ≤ s < m�

����� F�� 1 + (m− s)! H����H��� H�

������ �� Ṅtail(1, 2,m)-

• >�� H�

����� ��� �FH� �������� S′
�� ��� m − s ��
F����� ������ %

������ ���H� H������� �� ��� ��� 	F���� HF���
�		F�� ���� ��� 	�F� F�� ���

����H�	F������ �FH� ���� ����� 	�F� F�H (r, l) ��G������� G� S F�� F�H G������

��� ����H�	F����� ��G������� G� S′
.

• B�� ����� H�

����� H������� �� F		 ����� �������� �� Ṅ (1, 2,m) �����

	�F� F�H� (r, l) F�� ��G������� G� S!

5������
���� �������� ���� ��� ����	� H�

����� ����� s = m� ����� F�� F		 ���

H�

������ �� ∈ Ṅ (1, 2,m)� F�� �� �F�� ��� G����� dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2(9+2(m−
s)) F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ 2((m− s)2 +6(m− s) + 5) ��� �FH� 
F�� �� �������� ��

��� �F
� H�

�����!

?����! R���� �
�� ��k� �
� �km� ����
�	 N̈ ∈ Ṅ (1, 2,m); ��� �����
���� PMS


� S(N̈) �� ��
�
����m �
 
�� 
� ��� �



���� ��
= U� �� ������ ��� ������

�����
���� PMS 
� N ∈ Ṅ (1, 2); ���m� m
������ 
� ��
 ���k��
�� ��k���� k� k�mJ


� �� �� ��� ����m��� ��
��<��k�� m
�������� 
� k �

� k�m; k �k�� 
� �k�k

�
 k�m�;

k ����
� k�m; k�
���� �k�� 
� �k�k

�
 k�m�; k�� 3�k

� k 
�k� k�m= U� ��� 
k�� mk��;

�km� �k�� 
� �k�k

�
 k�m� ���� l� ��l������� l� k� 
�k�� 
�� ������<A �
��=

T��m�; �� s = m; ���� ����� k�� 
�
� ��
 ����
�	�; ���m� k�� m
���m��� l� k

�k�
 �
��= `�����
��; �� ���m��
��� k����� ��k� s < m=

FC

B=B= U�����k
 
kl�
�

R����; m
������ k�� ����
�	 
� ��� ��m
�� ���� 9�=�=; ���� �k�k

�
 �k���:

��
�� 
�k� �k�� �� Pl = (r, x1, . . . , xs, l)= N� �
���� k� 
���
��� k�m 
� ���



���� ���� �
�� �
 k� 
���
��� k�m 
� ��� ������� ���� �
��; �� 
l�k�� k ����
�	


� ��� 3��� ���� ��
�� 
�k� �k�� �� Pl; �� ���m� 
�� 
� ��� m− s ������<A �
���

�
� 
� Pl ��l������� k� k�m 
� ��� ������� ���k��
�= c� ��
� ��k� k�� ��m�

����
�	 mk� l� ��k���
���� ���
 k ����
�	 N̈ ′ ∈ Ṅ (1, 2,m) ����
�� �k�k

�


�k���; ��
�� �

� k�m �� ��l������� l� S′ = (y1, . . . , ym−s); k�� ��
�� 
�k� k�m

�� Pl= Z
�� ��k� ����� k�� ��km�
� ��
 ��m� ����
�	� 9�� �k� 
�
� ��k� ���


kl�
� 
� ��� ��
 ���� �
���:; k�� ��k� ����� k�� ��km�
� 
�� �k�
 �
�� k�k��=

X�� N̈ ∈ Ṅ (1, 2,m) l� k� k�l���k�� ����
�	 ����
�� �k�k

�
 k�m� ��
�� 
�k�

�k�� Pl �� ��l������� l� S; k�� k� 
�k�� 
�� 
� ��
�� ���k����� m− s ������<A

�
��� �� �
� 
� ��� k�m l������ ��� ��
 ����m�
k��
��= `��� N̈ m
��k��� ��


��l������� ���k��
��; k �
� ���k��
� 〈·s, t, q·〉t k�� k l
��
� ���k��
� 〈·t, q, r·〉r=
_���
�� N̈ �k� s′ > 0 ������<A �
��� 
� ��� �k�� l������ q k�� r= 
̀ ��km�

N̈ ′
��
� N̈ ; �� 3��� �
�� ��� m − s − s′ ������<A �
��� �
� 
� Pl k�k� ��
�

��� �k�� l������ q k�� r= `��� mk� l� �
�� k� �



��= R���� �
�� k

 ������<A

�
��� 
� ��� 
���
��� �k��� 
� t �� �
 ��� ��m
���� �k�� 
� t; ����� k� �
�� ��


�k�
 �
��� 
� m−s−s′ tail1 �
���= Z
�; 〈·s, t, q·〉 �� ��l������� l� k� 
�k�� 
��

������<A �
��= T��m�; ����� ��� tail1 �
�� t (t,r)−−→ (q, ·); �� 
l�k�� k ����
�	

���� �k�k

�
 �k���= M� k

 ������<A �
��� 
� ��� �k�� ��
� t �
 r ���� �
���

��; ��� ����
���� ����
�	 m
��k��� ��� k�m� (t, r) k�� (q, t)= `���; �
 lkm	 �
 k

����
�	 ����
�� �k�k

�
 �k��� ����� ��� tail1 �
�� t (t,z)−−→ (·, q); ����� z �= r=
`��� ������� ��� ����
���� ����
�	 m
��k��� ��� k�m (q, r) 9R����� B=@?:=

N̈

r
x1
xs
l

s

t

q

r
x1
xs
l

s

t q

r
x1
xs
l

s

t q

r
x1
xs
l

s

t

q

r
x1
xs
l

s

q

t z

r
x1
xs
l

s

q
t

z

R����� B=@?I ^��
���� k

 ������<A �
��� ��
� ��� k�m l������ ��� ����m�
k��
��

q k�� r �� ��� ��

� 
� \�
�
����
� B=BB ����� k� �
�� C �k�
 �
���=

FD



�� 02�� *����

Z
� �
�� ��k� �km� ����
�	 �� �� k m
��
���� 
� ���� ����= U�����; 
��

N̈ ∈ Ṅ (1, 1,m) l� k� k�l���k�� ����
�	 ��
�� 
�k� k�m �� ��l������� l� k ��<

����m� 
� ������<A �
��� S; ���� |S| < m l� X���k B=B?= R�������
��; ���

������m��
�� 
� ��� 
���k k��
� �
 m k�� S= `�����
��; N̈ �� �� ��� m
��
<

���� 
� ∈ Ṅ (1, 1,m) ��
�� ����
�	� �k�� k 
�k� k�m ��l������� l� ��� ������<A

�
��� S=

4�		> "�"!� 5�� �FH� k > 1� m ≥ 0� F�� 0 ≤ s ≤ m� ����� �� F �������

N̈ ∈ Ṅ (1, k,m) ����� 	�F� F�H �� ��G������� G� s ������ % �����!

?����! R
� �km� k > 1; 
�� Ṅk ∈ Ṅ (1, k, 0) l� ��� 
k���� mk�����

k� ���� 
��


�k� k�� k ����m�
k��
��= _�m� k ����
�	 ������ �
� k

 k > 1= 
̀ 
l�k�� k

����
�	 �� Ṅ (1, k,m) ���� s ������<A �
��� 
� ��� 
�k� k�m; ��l������ ��� �

�

k�m ���� m− s ������<A �
���; k�� ��� 
�k� k�m ���� s ������<A �
���=


̀ m�k�km������ ��� m
���m��� m
��
����� 
� Ṅ (1, k,m) �
� k

 m k�� k;

�� 3��� ���k� ��� mk�� �
� k = 2 ���k�k��
� �� ��� ���� ��
�
����
�=

8���������
 "�""� 5�� �FH� H�
G��F���� �� F H���H� �� m ≥ 1� F ����H�	F����

r� F�� F� ������� ������H� �� ������ % ����� S = (x1, . . . , xs) ���� 0 ≤ s < m�

����� F�� 1 + (m− s)! H����H��� H�

������ �� Ṅtail(1, 2,m)-

• >�� H�

����� ��� �FH� �������� S′
�� ��� m − s ��
F����� ������ %

������ ���H� H������� �� ��� ��� 	F���� HF���
�		F�� ���� ��� 	�F� F�� ���

����H�	F������ �FH� ���� ����� 	�F� F�H (r, l) ��G������� G� S F�� F�H G������

��� ����H�	F����� ��G������� G� S′
.

• B�� ����� H�

����� H������� �� F		 ����� �������� �� Ṅ (1, 2,m) �����

	�F� F�H� (r, l) F�� ��G������� G� S!

5������
���� �������� ���� ��� ����	� H�

����� ����� s = m� ����� F�� F		 ���

H�

������ �� ∈ Ṅ (1, 2,m)� F�� �� �F�� ��� G����� dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2(9+2(m−
s)) F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ 2((m− s)2 +6(m− s) + 5) ��� �FH� 
F�� �� �������� ��

��� �F
� H�

�����!

?����! R���� �
�� ��k� �
� �km� ����
�	 N̈ ∈ Ṅ (1, 2,m); ��� �����
���� PMS


� S(N̈) �� ��
�
����m �
 
�� 
� ��� �



���� ��
= U� �� ������ ��� ������

�����
���� PMS 
� N ∈ Ṅ (1, 2); ���m� m
������ 
� ��
 ���k��
�� ��k���� k� k�mJ


� �� �� ��� ����m��� ��
��<��k�� m
�������� 
� k �

� k�m; k �k�� 
� �k�k

�
 k�m�;

k ����
� k�m; k�
���� �k�� 
� �k�k

�
 k�m�; k�� 3�k

� k 
�k� k�m= U� ��� 
k�� mk��;

�km� �k�� 
� �k�k

�
 k�m� ���� l� ��l������� l� k� 
�k�� 
�� ������<A �
��=

T��m�; �� s = m; ���� ����� k�� 
�
� ��
 ����
�	�; ���m� k�� m
���m��� l� k

�k�
 �
��= `�����
��; �� ���m��
��� k����� ��k� s < m=

FC

B=B= U�����k
 
kl�
�

R����; m
������ k�� ����
�	 
� ��� ��m
�� ���� 9�=�=; ���� �k�k

�
 �k���:

��
�� 
�k� �k�� �� Pl = (r, x1, . . . , xs, l)= N� �
���� k� 
���
��� k�m 
� ���



���� ���� �
�� �
 k� 
���
��� k�m 
� ��� ������� ���� �
��; �� 
l�k�� k ����
�	


� ��� 3��� ���� ��
�� 
�k� �k�� �� Pl; �� ���m� 
�� 
� ��� m− s ������<A �
���

�
� 
� Pl ��l������� k� k�m 
� ��� ������� ���k��
�= c� ��
� ��k� k�� ��m�

����
�	 mk� l� ��k���
���� ���
 k ����
�	 N̈ ′ ∈ Ṅ (1, 2,m) ����
�� �k�k

�


�k���; ��
�� �

� k�m �� ��l������� l� S′ = (y1, . . . , ym−s); k�� ��
�� 
�k� k�m

�� Pl= Z
�� ��k� ����� k�� ��km�
� ��
 ��m� ����
�	� 9�� �k� 
�
� ��k� ���


kl�
� 
� ��� ��
 ���� �
���:; k�� ��k� ����� k�� ��km�
� 
�� �k�
 �
�� k�k��=

X�� N̈ ∈ Ṅ (1, 2,m) l� k� k�l���k�� ����
�	 ����
�� �k�k

�
 k�m� ��
�� 
�k�

�k�� Pl �� ��l������� l� S; k�� k� 
�k�� 
�� 
� ��
�� ���k����� m− s ������<A

�
��� �� �
� 
� ��� k�m l������ ��� ��
 ����m�
k��
��= `��� N̈ m
��k��� ��


��l������� ���k��
��; k �
� ���k��
� 〈·s, t, q·〉t k�� k l
��
� ���k��
� 〈·t, q, r·〉r=
_���
�� N̈ �k� s′ > 0 ������<A �
��� 
� ��� �k�� l������ q k�� r= 
̀ ��km�

N̈ ′
��
� N̈ ; �� 3��� �
�� ��� m − s − s′ ������<A �
��� �
� 
� Pl k�k� ��
�

��� �k�� l������ q k�� r= `��� mk� l� �
�� k� �



��= R���� �
�� k

 ������<A

�
��� 
� ��� 
���
��� �k��� 
� t �� �
 ��� ��m
���� �k�� 
� t; ����� k� �
�� ��


�k�
 �
��� 
� m−s−s′ tail1 �
���= Z
�; 〈·s, t, q·〉 �� ��l������� l� k� 
�k�� 
��

������<A �
��= T��m�; ����� ��� tail1 �
�� t (t,r)−−→ (q, ·); �� 
l�k�� k ����
�	

���� �k�k

�
 �k���= M� k

 ������<A �
��� 
� ��� �k�� ��
� t �
 r ���� �
���

��; ��� ����
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��k��� ��� k�m� (t, r) k�� (q, t)= `���; �
 lkm	 �
 k

����
�	 ����
�� �k�k

�
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N̈

r
x1
xs
l

s

t

q

r
x1
xs
l

s

t q

r
x1
xs
l

s

t q
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2m(2 + diamtail1(n, k, 0) + n + 3k + m) + 2n + 6k + 2 ��� �FH� 
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 m
���m��� m
��
����� 
�
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�� (t, r) �� ��l������� l� (yi, . . . , ym−s); ���� �� �k� �
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F�� �� ��� �F
� H�

����� �� ����� 	�F� 
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��
��H F�� ������ ����� �� F ��G������� F�H G������ ��� 	�F� F�H F�� ���

F�H G������ ��� ��� ����H�	F������ �� ����� F�� �� ��H� ��G������� F�H� F�� ���
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���m���; �� mk��
� ��� ����
�� kl
�� 
�k�<
kl�
�� ����
�	� �
 ��
�� m
���m�<

������= `�����
��; �� ����� ���� mk�� ���k�k��
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��H �� ��� 	�F� 
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 �
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 ��� �k�� (r′, y1, . . . , ym−s, r, x1, . . . , xs, l); k�� �
 k�m 
� ����

�k�� mk� l� �
���= T��m�; k���� �km� �k�
 �
�� �� N̈ ; ���� �k�� ��
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� Ṅtail(1, 2,m)=

<�����	 "�"&� 5�� �FH� m > 0� ��� �
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� Ṅtail(2, 1,m)=

0�
��>� @>��

R��k

�; �� ��������k�� ��� ��km�� Ṅtail(n, k,m) �� �����k
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� �
�kl
� �� S(N̈)= U� x �� �
�

��� m��
� 
� ��� �

� �� S(N̈); ���� (t, l) mk� l� �k�� �
�kl
� l� �
���� (x, y)
�� ����� 
�� �k�
 �
��= [��������; ��� m��
� c 
� y �� S(N̈) �� k ���� �
��

9l� ��� ������m��
�� 
� n k�� k:; k�� (t, l) mk� l� �k�� �
�kl
� l� �
����


�� 
� ��� 
���
��� k�m� 
� c �� �
 k� ��m
���� k�m 
� y ���� 
�� tail1 �
��=

N� X���k B=AD; ����� tail1 �
��� �� S(N̈) m
�����
�� �
 
�� �k�
 �
�� 
� k�

�
�� m tail1 �
��� �� N̈ �km�; ����
���� �� k ����
�	 N̈ ′
���� ��� ��������

��
�������=

Z
� ����
�� �km� 
�k� �� S(N̈) �� ��� m��
� 
� k ����m�
k��
�= N�mk��� n > 1;
�� mk� m�

�� ��
 k�l���k�� 
�k��� l k�� l′; k�� m
������ k� XOM x 
� �����=

N� X���k B=C; 
�� 
� ��� 
���
��� k�m� (x, y) �� �
�kl
� �� S(N̈); k�� ���� k�m

�� �
� kl
�� k� 
�k�� 
�� 
� l k�� l′= M����� ����
�� 

�� 
� �����k
��� ��k�

y �� �
� kl
�� l; ���� ��� �
�� x (x,y)−−−→ (·, l) �� �k
�� �� N̈ ; k�� �� ����
�� ��

FH
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k ����
�	 N̈ ′
���� ��� �������� ��
�������= `�� �
�� mk� l� ���
km�� l� k

������m� 
� k� �
�� n+ 3k − 1 +m tail1 9X���k B=H:

U� ��� 3��� mk��; ��
 �k�
 �
��� 
� 2m tail1 �
��� ��5m�J �� ��� ��m
��

mk��; �� ���� k� �
�� 1 �k�
 �
�� 
� n+ 3k +m− 1 tail1 �
���= `�� ���l��


� �k�
 �
��� mk� ������
�� l� l
����� l� A; k�� ��� ���l�� 
� tail1 �
��� l�

n+ 3k + 2m− 1=

4�		> "�"(� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ������� ������� 
F�F		�	 
F��� �� ���H�

����� �� F 
��FG	� F�H (t, l) G������ F ���� ���� F�� F 	�F� F�� 〈·x, t, y·〉 �∈ N̈ ′
�

F�� 	�� (v1, . . . , vm) G� F�� �������� �� ��� ������ % �����H��! B��� ����� F��

������H�� �� F� 
��� 2m + 1 �F�	 
���� F�� F� 
��� (m + 1)(n + 3k + m)
tail1 
���� �� ��� ������� N̈ ′

���� S(N̈) = S(N̈ ′) �� ���H� ����� �� F 
F��

(t, v1, . . . , vm, l)!

?����! _���
�� ��� ����
�	 k
��k�� m
��k��� ��� �k�� (t, vi+1, . . . , vm, l)= 
̀

k�� ��� ���� ������<A �
�� vi �
 ��� �k��; k��
� ��� �
��� t (t,vi+1)−−−−→ (vi, z)

k�� t (t,z)−−→ (·, vi)= N�mk��� 〈·x, t, y·〉 �∈ N̈ ′
k�� N̈ ′

�k� �
 �k�k

�
 �k���; ���

����
���� ����
�	 mk��
� m
��k�� ��m� k ���k��
� ������= T��m�; �� mk� m
������

���� ��
m��� �
� �km� vj ; ����� k� �
�� 2 �
��� ��� ������<A �
��= Xk��
�; ��

���� 
�� k�����
�k
 �
�� �
 �
km� ��� �
���� �k�� lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
�;

�
 dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2m+ 1=

Z
���� ��k� m 
� ��� �k�
 �
��� k�� km��k

� tail1 �
���; k�� ��� ���k�����

�
��� mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
� k� �
�� (n+ 3k +m− 1) tail1 �
���;

�� ��� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ (m+1)(n+3k+m−1)+m < (m+1)(n+3k+m)=

<�����	 "�#�� ;�� N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅ (n, k,m) ���� n > 1 F�� (n, k) �= (2, 1)� ����

dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2 diamtail(n, k, 0) + 5k2 + 4n+ 4k + 6m+ 2 F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤
2 diamtail1(n, k, 0) + 2n+ 6k+ 8m− 2 +m(2n+ 6k+ 2m) + 2n2 + 8nk+ 11k2!

?����! R����; �� l
�� ����
�	�; �� �����
� �k�k

�
 �k��� ����� k� �
�� m tail1
�
��� 9X���k B=AC:= `���; ����� k� �
�� 2 �k�
 �
��� 
� n+3k+2m−1 tail1
�
���; �� m��k�� k �
���� k�m l������ k ���� �
�� k�� k 
�k� 9X���k B=BG:=

`���; �� �
km� k

 ������<A 
�k��� 
� ���� �
���� k�m ����� k� �
�� 2m + 1
�k�
 �
��� 
� (m + 1)(n + 3k + m) tail1 �
��� ����� X���k B=BH= R��k

�;

`��
��� B=AB ���
��� �� �k�� ������m�� 
� k� �
�� 2 diamtail(n, k, 0) + 5k2 +
4(n+ k− 1) �k�
 �
��� 
� 2 diamtail1(n, k, 0) + 5k2 + (2n+ 6k)(n+ k− 1) tail1
�
��� l������ ��� ��
 ����
���� ����
�	�= T��m�; ����� k�� ������m�� 
� k�

�
�� 2 diamtail(n, k, 0)+5k2+4n+4k+6m+2 tail �
��� k�� 2(m+n+3k+
2m−1+(m+1)(n+3k+m))+2 diamtail1(n, k, 0)+5k2+(2n+6k)(n+k−1) =
2 diamtail1(n, k, 0) + 2n+ 6k + 8m− 2 +m(2n+ 6k + 2m) + 2n2 + 8nk + 11k2

tail1 �
��� ��
� N̈ �
 N̈ ′
=

G?

B=C= O
�m
���
�

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ��
�� ��k� k

 ��km�� Ntail(n, k) k�� Ntail1(n, k) k��

m
���m���; ��m��� ���� (n, k) = (2, 1)= `�� ��k������ 
� ����� ��km�� k�� k�

�
�� 2n+5k− 2 k�� (n+3k− 1)(2n+5k− 2) �����m����
�= R
� �k�
 �
���; ��

�k�� k
�
 ��
��� k 

��� l
��� 
� n−Ω(
√
n); ���m� �� ����m�
� ��������� ��
�

�����=

c� �k�� k
�
 �������� ��� ����
�� �
 ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; �
� ���m�

�� ��
� ��k� �
�� ��km�� k�� ���

 m
���m��� l� �k�
 �
��� k�� tail1 �
���=

`�� 
�
� ��m����
�� k�� ��� ��km�� ���� 
�� 
�k�; k�� ��� ��km�� ����� (n, k) =
(2, 1)= R
� ����� ��km��; �� �k�� ��

� m�k�km������� k

 m
���m��� m
��
�����=

c� �k�� k
�
 l
����� ��� ��k������ �� ����� mk��� l� 2 diamtail(n, k) + 5k2 +
4n+4k+6m+2 tail �
� �k�
 �
���; k�� 2 diamtail1(n, k)+ 2n+6k+8m− 2+
m(2n+ 6k + 2m) + 2n2 + 8nk + 11k2 �
� tail1 �
���=

c� �
 �
� 	�
� ��� ��km� ��k����� �
� k�� 
� ����� ��km�� 9��m��� �
� k ���

��k

 
��� ����� �� mk� ���
�m��
� m
����� ��� ��

� ��km�:= R�������
��; ��

�
�� mk��� �� �
 �
� ���� 	�
� ������� 
�� l
���� k�� k�����
��mk

� �����=

[�
� �
� �k�
 �
��� k�� ����
�	� ����
�� ������k
 
kl�
�; �� 	�
� ��k� 
��

����� l
��� �� k�����
��mk

� �����; k� �� ��

 ��� �� _�m��
� D=A=B= P�������<

��� k�����
��mk

� ����� l
���� �
� 9

mk
: �k�
 �
�� ��km�� ���k��� k� 
���

��
l
��=

G@
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k ����
�	 N̈ ′
���� ��� �������� ��
�������= `�� �
�� mk� l� ���
km�� l� k

������m� 
� k� �
�� n+ 3k − 1 +m tail1 9X���k B=H:

U� ��� 3��� mk��; ��
 �k�
 �
��� 
� 2m tail1 �
��� ��5m�J �� ��� ��m
��

mk��; �� ���� k� �
�� 1 �k�
 �
�� 
� n+ 3k +m− 1 tail1 �
���= `�� ���l��


� �k�
 �
��� mk� ������
�� l� l
����� l� A; k�� ��� ���l�� 
� tail1 �
��� l�

n+ 3k + 2m− 1=

4�		> "�"(� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ������� ������� 
F�F		�	 
F��� �� ���H�

����� �� F 
��FG	� F�H (t, l) G������ F ���� ���� F�� F 	�F� F�� 〈·x, t, y·〉 �∈ N̈ ′
�

F�� 	�� (v1, . . . , vm) G� F�� �������� �� ��� ������ % �����H��! B��� ����� F��

������H�� �� F� 
��� 2m + 1 �F�	 
���� F�� F� 
��� (m + 1)(n + 3k + m)
tail1 
���� �� ��� ������� N̈ ′

���� S(N̈) = S(N̈ ′) �� ���H� ����� �� F 
F��

(t, v1, . . . , vm, l)!

?����! _���
�� ��� ����
�	 k
��k�� m
��k��� ��� �k�� (t, vi+1, . . . , vm, l)= 
̀

k�� ��� ���� ������<A �
�� vi �
 ��� �k��; k��
� ��� �
��� t (t,vi+1)−−−−→ (vi, z)

k�� t (t,z)−−→ (·, vi)= N�mk��� 〈·x, t, y·〉 �∈ N̈ ′
k�� N̈ ′

�k� �
 �k�k

�
 �k���; ���

����
���� ����
�	 mk��
� m
��k�� ��m� k ���k��
� ������= T��m�; �� mk� m
������

���� ��
m��� �
� �km� vj ; ����� k� �
�� 2 �
��� ��� ������<A �
��= Xk��
�; ��

���� 
�� k�����
�k
 �
�� �
 �
km� ��� �
���� �k�� lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
�;

�
 dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2m+ 1=

Z
���� ��k� m 
� ��� �k�
 �
��� k�� km��k

� tail1 �
���; k�� ��� ���k�����

�
��� mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
� k� �
�� (n+ 3k +m− 1) tail1 �
���;

�� ��� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤ (m+1)(n+3k+m−1)+m < (m+1)(n+3k+m)=

<�����	 "�#�� ;�� N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅ (n, k,m) ���� n > 1 F�� (n, k) �= (2, 1)� ����

dtail(N̈ , N̈ ′) ≤ 2 diamtail(n, k, 0) + 5k2 + 4n+ 4k + 6m+ 2 F�� dtail1(N̈ , N̈ ′) ≤
2 diamtail1(n, k, 0) + 2n+ 6k+ 8m− 2 +m(2n+ 6k+ 2m) + 2n2 + 8nk+ 11k2!

?����! R����; �� l
�� ����
�	�; �� �����
� �k�k

�
 �k��� ����� k� �
�� m tail1
�
��� 9X���k B=AC:= `���; ����� k� �
�� 2 �k�
 �
��� 
� n+3k+2m−1 tail1
�
���; �� m��k�� k �
���� k�m l������ k ���� �
�� k�� k 
�k� 9X���k B=BG:=

`���; �� �
km� k

 ������<A 
�k��� 
� ���� �
���� k�m ����� k� �
�� 2m + 1
�k�
 �
��� 
� (m + 1)(n + 3k + m) tail1 �
��� ����� X���k B=BH= R��k

�;

`��
��� B=AB ���
��� �� �k�� ������m�� 
� k� �
�� 2 diamtail(n, k, 0) + 5k2 +
4(n+ k− 1) �k�
 �
��� 
� 2 diamtail1(n, k, 0) + 5k2 + (2n+ 6k)(n+ k− 1) tail1
�
��� l������ ��� ��
 ����
���� ����
�	�= T��m�; ����� k�� ������m�� 
� k�

�
�� 2 diamtail(n, k, 0)+5k2+4n+4k+6m+2 tail �
��� k�� 2(m+n+3k+
2m−1+(m+1)(n+3k+m))+2 diamtail1(n, k, 0)+5k2+(2n+6k)(n+k−1) =
2 diamtail1(n, k, 0) + 2n+ 6k + 8m− 2 +m(2n+ 6k + 2m) + 2n2 + 8nk + 11k2

tail1 �
��� ��
� N̈ �
 N̈ ′
=

G?

B=C= O
�m
���
�

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ��
�� ��k� k

 ��km�� Ntail(n, k) k�� Ntail1(n, k) k��

m
���m���; ��m��� ���� (n, k) = (2, 1)= `�� ��k������ 
� ����� ��km�� k�� k�

�
�� 2n+5k− 2 k�� (n+3k− 1)(2n+5k− 2) �����m����
�= R
� �k�
 �
���; ��

�k�� k
�
 ��
��� k 

��� l
��� 
� n−Ω(
√
n); ���m� �� ����m�
� ��������� ��
�

�����=

c� �k�� k
�
 �������� ��� ����
�� �
 ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; �
� ���m�

�� ��
� ��k� �
�� ��km�� k�� ���

 m
���m��� l� �k�
 �
��� k�� tail1 �
���=

`�� 
�
� ��m����
�� k�� ��� ��km�� ���� 
�� 
�k�; k�� ��� ��km�� ����� (n, k) =
(2, 1)= R
� ����� ��km��; �� �k�� ��

� m�k�km������� k

 m
���m��� m
��
�����=

c� �k�� k
�
 l
����� ��� ��k������ �� ����� mk��� l� 2 diamtail(n, k) + 5k2 +
4n+4k+6m+2 tail �
� �k�
 �
���; k�� 2 diamtail1(n, k)+ 2n+6k+8m− 2+
m(2n+ 6k + 2m) + 2n2 + 8nk + 11k2 �
� tail1 �
���=

c� �
 �
� 	�
� ��� ��km� ��k����� �
� k�� 
� ����� ��km�� 9��m��� �
� k ���

��k

 
��� ����� �� mk� ���
�m��
� m
����� ��� ��

� ��km�:= R�������
��; ��

�
�� mk��� �� �
 �
� ���� 	�
� ������� 
�� l
���� k�� k�����
��mk

� �����=

[�
� �
� �k�
 �
��� k�� ����
�	� ����
�� ������k
 
kl�
�; �� 	�
� ��k� 
��

����� l
��� �� k�����
��mk

� �����; k� �� ��

 ��� �� _�m��
� D=A=B= P�������<

��� k�����
��mk

� ����� l
���� �
� 9

mk
: �k�
 �
�� ��km�� ���k��� k� 
���

��
l
��=

G@
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a�
�	� �k�
 �
��� k�� �_\^ �
���; ��k� �
��� �
 �
� m
�������� k �k���k


�����k
��k��
� 
� ��k��k������� �
��� ��
� ����� �
 ����
�	�= `��� k��; �
�<

����; �k�� 
� �_\^ �
���; ���m� k�� ����
� ��� m
�l��k��
� 
� �k�
 �
��� k��

��k� �
���= T��m�; �
 �������k�� �_\^ ��km��; �� �k�� �
 �������k�� ��k�

�
��� k� ��

 k� �k�
 �
���= `���; k

��; �� ��
��� ��k�
� �
 ����� ��km�� 
�

��k� �
���= U� ���� m�k����; �� ��
� ��k� ��km�� 
� ��k� �
��� �k�� �����k


����������� ��
������� 
� ����� 
�� k� ��

=

R
� ��k��
�; �� ��
� ��k�; ���� ��
��� ��� ��k� �
�� �����l
���

� ��

����mk

� ��m� ��k

�� ��k� ��� �k�
 �
�� �����l
���

�; ��� ��k������ 
� ���

�����m���� ��km�� ��
� ����
k�
� �k�� �� ��� ���l�� 
� 
�k��� k�� ����m�
k��
��=

U� O�k���� D; �� ��

 ��
� ��k� ���� ���� �

�� �
� ��� ����k�m� l������ �km�

���m�3m �k�� 
� ����
�	� �� ��� �



���� �����= Qkm� �k�
 �
�� mk� l� ���
km��

l� k� �
�� @E ��k� �
���; k�� �km� ��k� �
�� l� k� �
�� @B �k�
 �
���=

T��m�; �
 3�� k� 
����k
 ����
�	 ����� ��k� �
���; �� �k�� �
 m
������ �����

�����l
��� ��k� �
� �k�
 �
���; l�� �� ��

 l� kl
� �
 3�� k� 
����k
 ����
�	

�� k ����
k� ���l�� 
� �����=

X�	� ��� �����
�� m�k����; ���� m�k���� �
m���� 
� ���kl
������ m
���m�������

k�� ��k������ 
� ��k� �
�� ��km��= c� ��k�� l� ��
���� ��k� �km� ���� 
�

���

������m ����
�	 ��km� �� m
���m��� l� ����k�m�<A ��k� �
���; l�� �
�

l� ����k�m�<@ ��k� �
��� 9_�m��
� C=A:= `�� m
���m������� 
� Ṅhead2(n, k) �
�

n, k > 0 �� ��
��� l� 3��� m
�����m���� k ������m� ��
� �km� ����
�	 �
 k 
k����

����; k�� ���� ���m��l��� �
� �
 3�� k ������m� l������ k�� ��
 
k���� �����=

R
� ��� 3��� �k��; �� ����
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�
� k
����k����
� ��� k �k�� ����� ��� 
���� ��<k�m 
�

v= T��m�; k���� ��� ��k� �
��; q �� ���

 l�

� s= Z
� �� ��
� ��k� ��� �k�����

u k�� z 
� v �� N ′
k�� l�

� s= M� u �� ��� �k���� 
� ��� ���m�
k��
� v �� N ;

�� �� ���

 l�

� s l� ��� �����
�� k�������= R
� z; �� �
�� ��k� ��� �
�� �� k

����k�m�<@ �
��; �
 ������ z = y 
� w = x= U� ��� 3��� mk��; z �� l�

� x; ���m�

���k��� l�

� s= U� ��� ��m
�� mk��; ������ x �� k ����m�
k��
� k�� ��� �k���� z
�� l�

� s; 
� x �� k ���� �
��= U� x = s; ���� ��� �
�� �� ���k
��; l�mk��� u ��

l�

� xJ �� x �= s; ���� ��� �k���� z ���� l� l�

� s k� ��

= c� m
�m
��� ��k�

k

 ����m�
k��
�� k�� ����� �k����� k�� l�

� s �� N ′
=

1 2 3 n− 1 n 1 2 3 n− 1 n

s

s

t tN N ′

R����� C=AI `���� �� �
 ������m� 
� ����k�m�<@ ��k� �
��� l������ N k�� N ′

9\�
�
����
� C=D:=

8���������
 #�$ 9gVk�A@h \�
�
����
� @:� 8� F		 ����� �� 
��	�������H �
FH� ����

n ≥ 3 	�F���� ����� ����� ��� �������� ��� H����H��� G� F ������H� �� ����F�H� $

��F� 
����!

?����! X�� T l� k mk�����

k� 
� n ≥ 3 
�k���; k�� 
�� s l� ��� m
��
� �k����


� ��
 
� ��� 
�k���; k�� 
�� t l� ��� ������� ���� �
�� �� T = Z
� m
�����m�

k ����
�	 N l� k����� k ����m�
k��
� k�m� l������ ��� 
���
��� k�m� 
� s;
k�� ��� ����
�	 N ′

l� k����� k ����m�
k��
� k�m� l������ ��� 
���
��� k�m�


� t 9R����� C=A:= U� N ; k

 
� ��� ����m�
k��
�� k�� ����� �k����� k�� l�

�

s= X���k C=C ���
��� ��k�; ����� ����k�m�<@ ��k� �
���; 
�
� ����
�	� ����

k

 ����m�
k��
�� l�

� s mk� l� ��km���= R�������
��; l�mk��� �
 �k�� kl
��

s mk� ���� l� ���

���; ��� mk�����

k� ����m���� kl
�� s ��

 ���k�� ���km�=

T��m�; k�� ����
�	 ��km�kl
� ��
� N ����� ����k�m�<@ ��k� �
��� m
������ 
�

k m�k�� 
� ����k�� 
�k��� �



��� l� ��� �
�� s; ���m� ���� ���

 l� kl
��

GF



�� '�2� *����

?����! X�� (u, v) l� ��� k�m ��k� �� �
��� �� ��� ��k� �
�� ��
� N �
 N ′
=

`��� v �� k ����m�
k��
� k�� �� �k� k�
���� ��m
���� k�m (w, v)= `���� �� k�

��l����� ���� T ∈ T (N) ��k� ���� ���� k�m; k�� ������
�� �
�� �
� ��� (u, v)=
`��� ��k�� ��k� m�k����� ��� 

mk��
� 
� (u, v) �
�� �
� m�k��� ��� �km� ��k�

T �� ��l����� �� ��� ����
�	; k�� T ∈ T (N ′)=

R
� ��� ��m
�� �k��I 3��� ����
�� ��� ��l������ 
� T ′
�� N ′

�
�� �
� ���

��� ��� k�m (u, v) ∈ N ′
= `��� m
�k�
� T ′

mk� l� ��l����� �� N ����
�� ���

k�m (u, v)= `��� ��k�� �� mk� k
�
 l� ��l����� �� N =

Z
� ����
�� ��� ��l������ 
� ��� k�m (t, z) 
� T ′
�� N ′

���� ��� k�m (u, v) ∈
N ′

= X�� P l� ��� �k�� ���
��� ��� ��l������ 
� T ′
�� N ′

��k����� k� ��� ��k��


� t; k�� ������ k� v= Z
�� ��k� ���� �k�� �k���� ���
��� (u, v)= Z
� m
������

��� ���� 
l�k���� l� �k	��� ��� ��l������ 
� T ′
; ���
���� P k�� k����� k

�k�� 
�k���� ��
� k �
�� w �� ��� ��l������ 
� T ′
�
 v ��k ��� 
���� ��m
����

k�m 
� v= `��� ���� 
�
� ���� k�m� ��k� k�� k
�
 �� N = T��m�; �� �� ��l�����

�� N k�� �� �� k� �
�� 
�� �k�
 �
�� k�k� ��
� T ′
I ��� 
�� ��k� �
��� ���

��l���� l�

� v �
 w=

��� $�

�8���
���

U� ���� ��m��
�; �� m
������ ��� m
���m������� 
� ��� ����� N (n, k) 
� ����
�	

��km� ����� 

mk
 ��k� �
���= [�� ����� �
�� ��k� ����� ��km�� k�� m
���m���

����� ����k�m�<@ ��k� �
���; l�mk��� k ����
k� ����
� �

�� �
� ����k�m�<@ �k�


�
��� k� ��

= c� ��
�� ��k� ���� ��; ���
����k��
�; �
� ��� mk��= T
�����; ��

��

 ��
� ��k� ����k�m�<A ��k� �
��� �
 ��5m�=

����� %���4
6��� �� 
�� �
����

c� ��
� l� m
�������k��
� ��k� ����k�m�<@ ��k� �
��� k�� �
� ��
��� �
 m
�<

��m� ��� ����� 
� ���

������m ����
�	 ��km� 9R����� C=A:= R
� ����<@ ����
�	�;

���� ��k��
� mk� �k��
� l� m��m	��; k� ����� k�� �
 ����k�m�<@ ��k� �
��� ��

��� 
��� ����
�	 ��k� ����
� �� k ��2����� ����
�	= R
� ������ �����; �
�����;

�k�� �k
�� ����k�m�<@ ��k� �
��� �k� l� �
���l
�= T
�����; ����� ��m� �
���

�� k�� �
� ���� �
 m�k��� ��� ����m���� 
� ��� ����
�	 �� k�� �k� �� �
�
�

������= U�����; ����� ��� �



���� 
���k; �� ��

 ��
� ��k� ��� ����m�
k��
��

���k�� �
���
� k� ��� �k�� �
km� k�� ����
�	 ����
���� ��
� k ����k�m�<@ ��k�

�
��=

4�		> #�# 9gVk�A@h X���k C:� ;�� N,N ′
G� �������� ���� dhead1(N,N ′) ≤ 1!

8�� �� N � F		 ����H�	F����� F�� ����� 
F����� F�� G�	�� ��
� ���� ���� s� ���� ���

�F
� ��	�� ��� N ′
!

GE

C=A= O
���m�������

?����! _���
�� ��� head1 �
�� l������ N k�� N ′
�� (x, v, y) (u,v)−−−→ (z, w)= X��

q l� k ����m�
k��
� 
� k �k���� 
� k ����m�
k��
� �� N ; ���� q �= v; ���� ����� ��

k �k�� ��
� s �
 q �� N = R�������
��; �� �k� k����� ��k� ���� �k�� �
�� �
�

�k�� ���
��� (u, v); k� �� m
�
� k
����k����
� ��� k �k�� ����� ��� 
���� ��<k�m 
�

v= T��m�; k���� ��� ��k� �
��; q �� ���

 l�

� s= Z
� �� ��
� ��k� ��� �k�����

u k�� z 
� v �� N ′
k�� l�

� s= M� u �� ��� �k���� 
� ��� ���m�
k��
� v �� N ;

�� �� ���

 l�

� s l� ��� �����
�� k�������= R
� z; �� �
�� ��k� ��� �
�� �� k

����k�m�<@ �
��; �
 ������ z = y 
� w = x= U� ��� 3��� mk��; z �� l�

� x; ���m�

���k��� l�

� s= U� ��� ��m
�� mk��; ������ x �� k ����m�
k��
� k�� ��� �k���� z
�� l�

� s; 
� x �� k ���� �
��= U� x = s; ���� ��� �
�� �� ���k
��; l�mk��� u ��

l�

� xJ �� x �= s; ���� ��� �k���� z ���� l� l�

� s k� ��

= c� m
�m
��� ��k�

k

 ����m�
k��
�� k�� ����� �k����� k�� l�

� s �� N ′
=

1 2 3 n− 1 n 1 2 3 n− 1 n

s

s

t tN N ′

R����� C=AI `���� �� �
 ������m� 
� ����k�m�<@ ��k� �
��� l������ N k�� N ′

9\�
�
����
� C=D:=

8���������
 #�$ 9gVk�A@h \�
�
����
� @:� 8� F		 ����� �� 
��	�������H �
FH� ����

n ≥ 3 	�F���� ����� ����� ��� �������� ��� H����H��� G� F ������H� �� ����F�H� $

��F� 
����!

?����! X�� T l� k mk�����

k� 
� n ≥ 3 
�k���; k�� 
�� s l� ��� m
��
� �k����


� ��
 
� ��� 
�k���; k�� 
�� t l� ��� ������� ���� �
�� �� T = Z
� m
�����m�

k ����
�	 N l� k����� k ����m�
k��
� k�m� l������ ��� 
���
��� k�m� 
� s;
k�� ��� ����
�	 N ′

l� k����� k ����m�
k��
� k�m� l������ ��� 
���
��� k�m�


� t 9R����� C=A:= U� N ; k

 
� ��� ����m�
k��
�� k�� ����� �k����� k�� l�

�

s= X���k C=C ���
��� ��k�; ����� ����k�m�<@ ��k� �
���; 
�
� ����
�	� ����

k

 ����m�
k��
�� l�

� s mk� l� ��km���= R�������
��; l�mk��� �
 �k�� kl
��

s mk� ���� l� ���

���; ��� mk�����

k� ����m���� kl
�� s ��

 ���k�� ���km�=

T��m�; k�� ����
�	 ��km�kl
� ��
� N ����� ����k�m�<@ ��k� �
��� m
������ 
�

k m�k�� 
� ����k�� 
�k��� �



��� l� ��� �
�� s; ���m� ���� ���

 l� kl
��

GF



�� '�2� *����

k

 ����m�
k��
�� k�� �k����� 
� ����m�
k��
��= Z
� �
�� ��k� N ′
�� �
� ��m� k

����
�	= c� m
�m
��� ��k� ����� �� �
 ����k�m�<@ ��k� �
�� ������m� l������

N k�� N ′
=

\���k�� ����������
�; �
� ����
�	� ���� 
�
� 
�� 
�k�; �� mk� �k��
� ��
��

m
���m�������=

8���������
 #�% 9gVk�A@h \�
�
����
� A:� B�� �
FH� Nhead1(1, k) �� H����H���

��� F		 k ∈ Z≥1!

?����! `��� �



�� ��
� ��� �km� ��k� k

 ����� 
� ���

������m ����
�	 ��km�

���� 
�� 
�k� k�� m
���m��� l� ����k�m�<@ �k�
 �
��� 9`��
��� B=@?:= U�����; ��


�� �������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�; k ����
�	 ���� 
�� 
�k� l�m
��� k�
����

����
�	 ���� 
�� 
�k�; k�� �km� ����k�m�<@ �k�
 �
�� �� ��� �������� ����
�	 ��

k ����k�m�<@ ��k� �
�� �� ��� 
�����k
 ����
�	=

����� %���4
6��� ���6��


̀ ��
�� ��� m
���m������� 
� ����� 
� ����
�	 ��km� ����� ����k�m�<A ��k�

�
���; �� ������� k ��
m����� �
 �����k�� k ������m� l������ k�� ��
 ����
�	�

�� ��� �k�� ����= `��� ������m� 3��� ����� l
�� ����
�	� ���
 
k���� �����;

����� k

 ����m�
k��
�� k�� m


�m��� k� ��� �
�= Z���; ��� ���� ����m���� 
� �����

����
�	� �� k�������; l� ����
k���� �_\^ �
��� 
� ��� ����� ����� ����k�m�<A

��k� �
���=

,����@��
� ��� ����@��>���
� >� ��� ���

U� ���� ��l��m��
�; �� ��
� �
� k

 ����m�
k��
�� mk� l� m


�m��� k� ��� �
�


� ��� ����
�	 ����� ����k�m�<A ��k� �
��� 9_�� P�3����
� A=@F:= `��� ��

 l�

km������ l� m��k���� ���k��
��; k�� �
���� ����� ���
��� ��� ����
�	=

`�� �



���� 
���k ������� ��k� ��� �
� ����m�
k��
�� mk� l� ����m���

��k�
� ����� 

mk
 ��k� �
���= `�� �
��� k�� ����
k� �
 ��� 
�� ���� �
 m�k���

��� ����m��
� 
� k ���k��
� 9m�= [l����k��
� C=@:=

-��
����
 #�&� X�� N l� k ����
�	 ���� k ����m�
k��
�� k� ��� �
�= 2�F�����

��� ����H���� 
� k� k�m (ai, bi) 9k� �� P�3����
� A=@F: m
������ 
� m�k����� N ���


k ����
�	 N ′
��k� �� ��
�
����m �
 N ���� (ai, bi) �� ���
km�� l� (bi, ai)= Z
��

��k� ���� m�k���� ai ��
� k ���� �
�� �
 k ����m�
k��
�; k�� bi ��
� k ����m�
k��
�

�
 k ���� �
��; ���m� ��

 �
� l� �
���l
� ���� k��
���� ��� ��k��k�������

�
��� �� ���� ������= O�k����� ��� ����m��
� 
� k ��� 
� ��m� k�m� k� ��� �k��

���� �� ��3��� k�k

�
��
�=

GG

C=A= O
���m�������

4�		> #�' 9gVk�A@h X���k D:� ;�� N G� F ������� ���� k ����H�	F����� F� ���

��
! B��� ��� ����H�	F���� F�H� (ai, bi) HF� G� ������H��� �� ��F� ���� F�� ��F�	�

F� ��� ��
 ���� F� 
��� k ����F�H� $ ��F� 
����! B�� ������� G�	�� ak F�� bk
����F���� F� �� 3�������� %!$*� �� ��� F	����� �� ���� 
��H���!

?����! c� ������m� ��� �
� ����m�
k��
� k�m� (ai, bi) ��k����� ���� ��� 

����


�� 9i = k:= `�� �
�� bi
(ui−1,bi)−−−−−→ (ai, vi+1); ����� ui−1 �� ��� �k���� 
� bi

��k� �� �
� ai k�� vi+1 ��� m��
� 
� ai ��k� �� �
� bi 9R����� C=B:; m�k���� ���

����m��
� 
� ��� m�
��� k�m (ai, bi) k�� k

 ��� ����m�
k��
� k�m� (aj , bj) kl
�� ��

9�=�=; j < i:J �� 
�k��� k

 
���� k�m� 3��� k� ���� ����=

ui−1

bi

ai

vi+1

ui−1 ui−1
ai ai

vi+1 vi+1

bi
bi

R����� C=BI `�� �
�� ���� �� X���k C=G �
 ������m� ��� i ������� ����m�
k��
��

k� ��� �
�; ��� ��� �
�� bi
(ui−1,bi)−−−−−→ (ai, vi+1)= `��� �
�� m�k���� ��� ����m��
�


� k

 ����m�
k��
�� k� ��� �
� ��k� k�� ������ ��k� ��� �
��� k�m= `�� �k�� 
�

��� ����
�	 l�

� ai k�� bi �
�� �
� m�k���=

-��
����
 #�(� X�� N l� k ����
�	 ���� F ���F��	� F� u 9�=�=; k ���k��
�

〈u, v, w〉t: k�� 
�� u k�� s l� ��� m��
���� 
� k ���� �
�� s= <����� F ���F��	�

���
 u �� s m
������ 
� ���
���� ��� k�m (v, w) k�� ����������� ��� ����
����;

k�� ��l�������� ��� 
���
��� k�m� 
� s ���� ��
 ��� �
���; k�� k����� k� k�m

l������ ����= `�� ������� 
� ���� ��
m��� �� mk

�� �
���� k ���k��
� ��
� s �


u=

-��
����
 #� �� X�� N l� k ����
�	 ���� k ����m�
k��
�� k� ��� �
� 9�
�k��
�

k� �� P�3����
� A=@F: k�� k ���� �
�� x ����m�
� l�

� ak= @�
����� F ���F��	�

���
 ��� ��
 m
������ 
� m��k���� k ���k��
� k� x l� k ��k� �
�� bk
(ak,bk)−−−−→ (x, c);

����� c �� k m��
� 
� x= 0����� F ���F��	� �� ��� ��
 �� ��� ������� 
� ����

GH



�� '�2� *����

k

 ����m�
k��
�� k�� �k����� 
� ����m�
k��
��= Z
� �
�� ��k� N ′
�� �
� ��m� k

����
�	= c� m
�m
��� ��k� ����� �� �
 ����k�m�<@ ��k� �
�� ������m� l������

N k�� N ′
=

\���k�� ����������
�; �
� ����
�	� ���� 
�
� 
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�� �� ��� 
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 �����k�� k ������m� l������ k�� ��
 ����
�	�

�� ��� �k�� ����= `��� ������m� 3��� ����� l
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�; ����

�k	�� k� �
�� 7 head2 �
���=
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� ��� ������

�k��; ��m��� k� ��� �
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�; �� ���� �
 �
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���� ����m�
k��
�

k�m k� ��� �
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���� ��� ��k� 
� (u, v)
��
� k� 
���
��� k�m 
� c �
 ��� 
���� 
���
��� k�m (p, w) 
� p �� �����k
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���� ��m
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��� ��� �k�� 
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���m��� l� ����k�m�<A ��k� �
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F�� 	�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H� ��F�

N1[Y1]
φ
� N2[Y2]! A�

��� ����� �� F ������� ���� x1 �� N1 \ Y1 ��H� ��F� x1 ��

F ���� ����! B��� ����� �� F ������� N ′
2 ���� �
 H	���� ��� �� ����� Y ′

2 ��H�

��F� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
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′
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′
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?����! N�mk��� x1 �� k ������� �
�� �
� �� Y1; ��� �k���� p1 
� x1 �� �� Y1 k��

����� �� k m
�����
����� �
�� p2 = φ(p1) �� Y2= `��� �
�� ���� �k�� k� 
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� x2 ��k� �� �
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�������� ��� ������� 
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��m���=
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��� x2 �� > ���� 
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 �k	� ���� �������
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��� x2 �� > ����@��>���
� c� �k	� ���� p2 �k� k ���� �
�� y2 k�

k m��
� �
� �� Y2; ����� k� �
�� 3 ��k� �
���= c� mk� ���� k�� x1 �
 Y1
k�� y2 �
 Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ ���� φ(x1) = y2= 
̀ m��k�� ����

���� �
��; �� ��� k ���� �
�� c2 ∈ N2 \ Y2; ���m� ������ l�mk��� ����� ��

k ���� �
�� �� N1 \ Y1=

k: <�� >�@ (p2, x2) �� 	��>?��� X�� t2 l� ��� �k���� 
� c2= M��
�

x2
(p2,x2)−−−−→ (t2, c2); ���m� �� �k
�� l�mk��� c2 mk��
� l� kl
�� p2

9
�������� c2 ∈ Y2; k m
���k��m��
�: k�� t2 �= p2%�� t2 = p2 ���� ��

mk� k�� c2 �
 ��� ��
�
������ ����m�
�; k� �� �� k ���� �
�� m��
� 
�

HE

C=B= P�k����� l
����

p2 �
� �� Y2= Z
� ��� ��k� �
�� x2
(z2,x2)−−−−→ (c2, ·) ����� z2 �= p2 ��

�k
�� l�mk��� �� �
��� k ��k� �
��= M���� ���� �
��; ��� ���� �
��

c2 �� ��� m��
� 
� p2; �
 �� mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ����

�
�� φ(x1) = c2 ����� k� �
�� 2 ��k� �
��� 9R����� C=F:=

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

Y2

p2

c2
N2 \ Y2

x2 Y2

p2

c2

N2 \ Y2

t2 t2 t2

R����� C=FI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@G Ok�� Ak=

R
� �
��� 
������ 
� ��� ��k��� ����
�; �� �� �
� 	�
�� ������� ���� k�� �� Y2=

l: <�� >�@ (p2, x2) �� 
�� 	��>?��� `��� ��k�� ��k� x2 �� 
� ���

���� 
� k ���k��
� 〈z2, x2, d2〉r; ���� z2 �= p2= `�� k�m (z2, d2) ��

�
�kl
�; k�� d2
(z2,d2)−−−−→ (u2, v2) �� �k
�� �
� �
�� k�m (u2, v2) ����

v2 �
� �� Y2 k�� (u2, v2) ������m� ��
� l
�� (x2, d2) k�� ��
� ���


���
��� k�m 
� d2= _�m� k� k�m (u2, v2) ������I m�

�� k 
�k� l �
�

���k
 �
 ��� m��
� 
� d2 9�� ��k� �
�� �� k 
�k�:J k� k

 
�k��� k��

k���� �
 ��� ��
�
������ 
k��; ��� 
�k� �� �
� �� Y2; ��������
��; l
�� �
� kl
�� z2; k�� ��� ��m
���� k�m 
� l �� �
� ���k
 �
 (x2, d2) �
�

�
 ��� 
���
��� k�m 
� d2= M��
���� ��� ��k� �
�� d2
(z2,d2)−−−−→ (·, l)

m��k��� ��� ����k��
� 
� ��� �����
�� mk�� 9Ok�� Ak:; k�� �� mk� ���

A �
�� ��k� �
��� �
 m��k�� k ����
�	 ���� k ���� �
�� c2 l�

� p2
���m� �k���k��� ��� ��
�
������ 
� ��� ����� �k�� Y2= T��m� ��

mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ���� �
�� φ(x1) = c2 ����� k�

�
�� 3 ��k� �
���=

B= <�� 
��� x2 �� > ��>�� M�k��; �
�� ��k� ����� �� k ���� �
�� c2 ��

N2 \ Y2; k�� 
�� ��� �k���� l� t2= Z
�� k
�
 ��k� N2 �k� k ����m�
k��
�

�
�� r2 ���� ��m
���� k�m (s2, r2); ���m� �� �
�kl
� �
 (p2, x2) ��
���

r2 = p2 9�� p2 = s2; ���� ��� 
���� ��m
���� k�m (q2, r2) �� k
�
 �
�kl
�;

k�� mk� �����k� l� �
��� �
 (p2, x2):=

k: <�� 
���� p2 >
� t2 >�� ��� �>	�� `�� �
�� c2 ∈ N2 \ Y2 �� k

���� �
�� k�� k m��
� 
� p2= T��m�; �� mk� ������k��
� ������ ���

��
�
������ ���� k ���� �
�� l� ������� φ(x1) = c2=

HF



�� '�2� *����

`�� ���� m
�


k�� �



�� ������k��
� ��
� `��
��� A=E?; ���m� m
��k���

k� ����� l
��� �
� diamrSPR(n, 0)=

,�����>�� #� &� 5�� F		 n, k > 0� �� �F�� diamhead2(n, k) ≤ 12n2 + 10kn +
10k2 + 52n+ 2k + 13

��� %�6	���
 7��
��

`�� �k�
 �
�� ��k����� l
���� ��
� ��� �����
�� m�k���� k�� 
l�k���� ����� k

��m������ ����� k� ��
�
������ �� l��
� ��m������k

�= R
� ��k� �
���; �� mk�

���

� k ����
k� ��m������= R
� k�� �k�� 
� ����
�	�; �� l��
� k� ��
�
������

l������ ��
���� ��l��k��� �����; �� �km� ����; �� 
�
� �k�� �
 ��� k ��k



���l�� 
� �
��� �
 ��
� ��� ��
�
������= R
� �k�
 �
��� k�� �_\^ �
���; ��

�� m
�������� �
 l��
� ���� ��
�
������ l
��
�<��= T�k� �
��� k�� �������k

�

������<�
�� �k�
 �
���= T��m�; �
� ��k� �
���; �� l��
� k� ��
�
������

��k����� k� ��� �

�=

4�		> #� ' 9gVk�A@h X���k AA Ok�� @:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) ���� k > 0�
F�� 	�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H� ��F�

N1[Y1]
φ
� N2[Y2]! A�

��� ����� �� F ������� ���� x1 �� N1 \ Y1 ��H� ��F� x1 ��

F ���� ����! B��� ����� �� F ������� N ′
2 ���� �
 H	���� ��� �� ����� Y ′

2 ��H�

��F� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
2[Y

′
2 ] F�� dhead(N2, N

′
2) ≤ 4!

?����! N�mk��� x1 �� k ������� �
�� �
� �� Y1; ��� �k���� p1 
� x1 �� �� Y1 k��

����� �� k m
�����
����� �
�� p2 = φ(p1) �� Y2= `��� �
�� ���� �k�� k� 
�k��


�� m��
� x2 ��k� �� �
� �� Y2; k� 
�������� ��� ������� 
� p1 k�� p2 �� N1[Y1]
k�� N2[Y2] �
 �
� m
��m���=

@= <�� 
��� x2 �� > ���� 
���� U� ���� mk�� �� mk� k�� x1 k�� x2 �


Y1 k�� Y2 k�� ��� φ(x1) = x2 �
 ��� k� �������� ��
�
������= Z
 ��k�

�
��� k�� ��m���k�� �
 �k	� ���� �������
�=

A= <�� 
��� x2 �� > ����@��>���
� c� �k	� ���� p2 �k� k ���� �
�� y2 k�

k m��
� �
� �� Y2; ����� k� �
�� 3 ��k� �
���= c� mk� ���� k�� x1 �
 Y1
k�� y2 �
 Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ ���� φ(x1) = y2= 
̀ m��k�� ����

���� �
��; �� ��� k ���� �
�� c2 ∈ N2 \ Y2; ���m� ������ l�mk��� ����� ��

k ���� �
�� �� N1 \ Y1=

k: <�� >�@ (p2, x2) �� 	��>?��� X�� t2 l� ��� �k���� 
� c2= M��
�

x2
(p2,x2)−−−−→ (t2, c2); ���m� �� �k
�� l�mk��� c2 mk��
� l� kl
�� p2

9
�������� c2 ∈ Y2; k m
���k��m��
�: k�� t2 �= p2%�� t2 = p2 ���� ��

mk� k�� c2 �
 ��� ��
�
������ ����m�
�; k� �� �� k ���� �
�� m��
� 
�

HE

C=B= P�k����� l
����

p2 �
� �� Y2= Z
� ��� ��k� �
�� x2
(z2,x2)−−−−→ (c2, ·) ����� z2 �= p2 ��

�k
�� l�mk��� �� �
��� k ��k� �
��= M���� ���� �
��; ��� ���� �
��

c2 �� ��� m��
� 
� p2; �
 �� mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ����

�
�� φ(x1) = c2 ����� k� �
�� 2 ��k� �
��� 9R����� C=F:=

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

Y2

p2

c2
N2 \ Y2

x2 Y2

p2

c2

N2 \ Y2

t2 t2 t2

R����� C=FI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@G Ok�� Ak=

R
� �
��� 
������ 
� ��� ��k��� ����
�; �� �� �
� 	�
�� ������� ���� k�� �� Y2=

l: <�� >�@ (p2, x2) �� 
�� 	��>?��� `��� ��k�� ��k� x2 �� 
� ���

���� 
� k ���k��
� 〈z2, x2, d2〉r; ���� z2 �= p2= `�� k�m (z2, d2) ��

�
�kl
�; k�� d2
(z2,d2)−−−−→ (u2, v2) �� �k
�� �
� �
�� k�m (u2, v2) ����

v2 �
� �� Y2 k�� (u2, v2) ������m� ��
� l
�� (x2, d2) k�� ��
� ���


���
��� k�m 
� d2= _�m� k� k�m (u2, v2) ������I m�

�� k 
�k� l �
�

���k
 �
 ��� m��
� 
� d2 9�� ��k� �
�� �� k 
�k�:J k� k

 
�k��� k��

k���� �
 ��� ��
�
������ 
k��; ��� 
�k� �� �
� �� Y2; ��������
��; l
�� �
� kl
�� z2; k�� ��� ��m
���� k�m 
� l �� �
� ���k
 �
 (x2, d2) �
�

�
 ��� 
���
��� k�m 
� d2= M��
���� ��� ��k� �
�� d2
(z2,d2)−−−−→ (·, l)

m��k��� ��� ����k��
� 
� ��� �����
�� mk�� 9Ok�� Ak:; k�� �� mk� ���

A �
�� ��k� �
��� �
 m��k�� k ����
�	 ���� k ���� �
�� c2 l�

� p2
���m� �k���k��� ��� ��
�
������ 
� ��� ����� �k�� Y2= T��m� ��

mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ���� �
�� φ(x1) = c2 ����� k�

�
�� 3 ��k� �
���=

B= <�� 
��� x2 �� > ��>�� M�k��; �
�� ��k� ����� �� k ���� �
�� c2 ��

N2 \ Y2; k�� 
�� ��� �k���� l� t2= Z
�� k
�
 ��k� N2 �k� k ����m�
k��
�

�
�� r2 ���� ��m
���� k�m (s2, r2); ���m� �� �
�kl
� �
 (p2, x2) ��
���

r2 = p2 9�� p2 = s2; ���� ��� 
���� ��m
���� k�m (q2, r2) �� k
�
 �
�kl
�;

k�� mk� �����k� l� �
��� �
 (p2, x2):=

k: <�� 
���� p2 >
� t2 >�� ��� �>	�� `�� �
�� c2 ∈ N2 \ Y2 �� k

���� �
�� k�� k m��
� 
� p2= T��m�; �� mk� ������k��
� ������ ���

��
�
������ ���� k ���� �
�� l� ������� φ(x1) = c2=

HF



�� '�2� *����

l: <�� 
���� p2 >
� r2 >�� ��� �>	�� R���� �
�� ��k� �� s2 = t2

9����= q2 = t2:; ���� ��� �
�� p2
(q2,p2)−−−−→ (t2, c2) 9����= p2

(s2,p2)−−−−→
(t2, c2): �� �k
��; k�� �
�� �
� k2�m� ��� ��
�
������ l������ ���

��<m

��� ���� l�mk��� x2, c2 �∈ Y2= R�������
��; ���� �
�� ����
�� ��

k ����
�	 �� ���m� ��� ���� �
�� c2 �� k m��
� 
� p2= T��m�; k���� ����

�
��; �� mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ���� �
�� l� �������

φ(x1) = c2=

Z
� k����� ��k� s2, q2 �= t2= M� r2 = p2 �� �� Y2 k�� c2 �� �
� ��

Y2; �� 	�
� c2 �� �
� kl
�� p2= T��m�; k� (s2, r2) �� �
�kl
� k��

s2 �= t2; ��� �
�� p2
(s2,p2)−−−−→ (t2, c2) �� �k
��= `���; k� q2 �= t2; ���

�
��� p2
(t2,p2)−−−−→ (q2, x2) �



��� l� p2

(q2,p2)−−−−→ (s2, c2) k�� �k
�� k�

��

= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� ���� �
�� c2 �� k m��
� 
� p2; �


�� mk� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� k����

k� �
�� ����� �
���=

m: <�� 
���� t2 >
� r2 >�� ��� �>	�� R���� k��
� ��� �
��

r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)= U� p2 = q2; ���� ����
�� �� k ����
�	 ����� c2 ��

k m��
� 
� p2; �
 ��k� �� mk� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2
���� k ���� �
��= [��������; �� mk� k��
� ��� k�����
�k
 ��
 �
���

r2
(p2,r2)−−−−→ (q2, c2) k�� r2

(q2,r2)−−−−→ (s2, x2); ���m� k
�
 ����
�� �� k

����
�	 ����� c2 �� k m��
� 
� p2= T��m�; �� mk� ������ ��� ��
�
�<

����� l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� k���� k� �
�� ����� �
��� ��

���� mk��=

�: <�� 
���� s2 >
� t2 >�� ������
� 
���� >
� r2 �= p2, t2� R����

�
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� k�m (p2, r2) ��

�
�kl
�; k�� ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (t2, c2) �� �k
�� l�mk��� c2 �� �
�

kl
�� p2 k�� p2 �= t2= `��� �k	�� (t2, r2) �
�kl
�; k�� �� mk� k��
�

��� �
�� r2
(t2,r2)−−−−→ (s2, x2) l�mk��� s2 �= t2 k�� x2 �� k 
�k�; �
 ��

�� �
� kl
�� t2= Z
� 
k��
�; �� ����
�� ��� ����m�
k��
� l� �
����

(s2, r2) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
�= T��m� �� ���� ����k��
�; 4 ��k�

�
��� ��5m� �
 �k	� p2 ��� �k���� 
� k ���� �
�� c2; �
 ��k� �� mk�

������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� 9R����� C=G:=

�: <�� 
���� s2 >
� t2 >�� ��� �>	� >
� r2 �= p2, t2� Z
�� ��k�

k m��
� 
� t2 �� k ���� �
�� k�� k m��
� 
� s2 �� k ����m�
k��
�= `���

��k�� ��k� s2 = t2 �� k ���� �
��; k� �� �k� ��
 ������m� m��
����=

M� (p2, x2) �� k 
�k� k�m; �� �k� k��
� ��� �
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)=

Z
�; ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (s2, c2) �� �k
��; l�mk��� p2 �= s2 k�� c2

�� �
� kl
�� p2 9
�������� c2 �k� �
 l� �� Y2; m
���k��m���� 
��

k�������
�:= U� ��� ����
���� ����
�	; �� mk� �
�� (s2, r2) lkm	

HG

C=B= P�k����� l
����

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2

r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2

r2 Y2

p2

x2

c2

N2 \ Y2

t2 s2
r2

R����� C=GI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@G Ok�� B�=

R
� �
��� 
������ 
� ��� ��k��� ����
�; �� �� �
� 	�
�� ������� ���� k�� �� Y2=

�
 ��� 
�����k
 �
����
�= `��� k

 �k	�� ����� ��k� �
���; k�� �k	��

���� ��k� k m��
� c2 
� p2 �� k ���� �
��= `��� ��k�� �� mk� ������

��� ��
�
������ l� ������� φ(x1) = c2 9k�� �� r2 �k� �� Y2; m�k�����

φ(φ−1(r2)) = r2 �
 φ(φ−1(r2)) = r2: ����� k� �
�� 3 ��k� �
��� �


k�� k ���� �
��=

4�		> #� ( 9gVk�A@h X���k AA Ok�� B:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) ���� k > 0�
F�� 	�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H�

��F� N1[Y1]
φ
� N2[Y2]! A�

��� �FH� ������� ���� �� N1 \ Y1 F�� �� N2 \ Y2 ��

F ����H�	F���� �� F 	�F�� F�� ��

��� N1 \ Y1 �F� F ������� ���� x1 ��F� �� F

����H�	F����! B��� ����� �� F ������� N ′
2 ���� �
 H	���� ��� �� ����� Y ′

2 ��H�

��F� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
2[Y

′
2 ] F�� dhead(N2, N

′
2) ≤ 2!

?����! `��� ��k�� ��� ��
 �k����� p1 k�� q1 
� x1 k�� �� Y1; k�� m
��������
�

�k�� m
�����
����� �
��� p2 k�� q2 �� Y2= N
�� ����� �
��� k
�
 �k�� k� 
�k��


�� m��
� �
� �� Y2; �k� cp2 k�� cq2=

@= <�� @������
 �� p2 >
� q2 >�� �
�>� ������ cp2 = cq2�� U� ���� mk��; ��

mk� ������k��
� ������ ��� ��
�
������ ���� φ(x1) = cp2=

A= +��� 
���� cp2 >
� cq2 >�� ��>���� Z
�� ��k� l�mk��� x1 �� k ����m�
k<

��
� �
�� �
� �� Y1; ����� ���� k
�
 l� k ����m�
k��
� �
�� r2 ∈ N2 �
� ��

HH



�� '�2� *����

l: <�� 
���� p2 >
� r2 >�� ��� �>	�� R���� �
�� ��k� �� s2 = t2

9����= q2 = t2:; ���� ��� �
�� p2
(q2,p2)−−−−→ (t2, c2) 9����= p2

(s2,p2)−−−−→
(t2, c2): �� �k
��; k�� �
�� �
� k2�m� ��� ��
�
������ l������ ���

��<m

��� ���� l�mk��� x2, c2 �∈ Y2= R�������
��; ���� �
�� ����
�� ��

k ����
�	 �� ���m� ��� ���� �
�� c2 �� k m��
� 
� p2= T��m�; k���� ����

�
��; �� mk� ������ ��� ��
�
������ ���� k ���� �
�� l� �������

φ(x1) = c2=

Z
� k����� ��k� s2, q2 �= t2= M� r2 = p2 �� �� Y2 k�� c2 �� �
� ��

Y2; �� 	�
� c2 �� �
� kl
�� p2= T��m�; k� (s2, r2) �� �
�kl
� k��

s2 �= t2; ��� �
�� p2
(s2,p2)−−−−→ (t2, c2) �� �k
��= `���; k� q2 �= t2; ���

�
��� p2
(t2,p2)−−−−→ (q2, x2) �



��� l� p2

(q2,p2)−−−−→ (s2, c2) k�� �k
�� k�

��

= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� ���� �
�� c2 �� k m��
� 
� p2; �


�� mk� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� k����

k� �
�� ����� �
���=

m: <�� 
���� t2 >
� r2 >�� ��� �>	�� R���� k��
� ��� �
��

r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)= U� p2 = q2; ���� ����
�� �� k ����
�	 ����� c2 ��

k m��
� 
� p2; �
 ��k� �� mk� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2
���� k ���� �
��= [��������; �� mk� k��
� ��� k�����
�k
 ��
 �
���

r2
(p2,r2)−−−−→ (q2, c2) k�� r2

(q2,r2)−−−−→ (s2, x2); ���m� k
�
 ����
�� �� k

����
�	 ����� c2 �� k m��
� 
� p2= T��m�; �� mk� ������ ��� ��
�
�<

����� l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� k���� k� �
�� ����� �
��� ��

���� mk��=

�: <�� 
���� s2 >
� t2 >�� ������
� 
���� >
� r2 �= p2, t2� R����

�
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� k�m (p2, r2) ��

�
�kl
�; k�� ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (t2, c2) �� �k
�� l�mk��� c2 �� �
�

kl
�� p2 k�� p2 �= t2= `��� �k	�� (t2, r2) �
�kl
�; k�� �� mk� k��
�

��� �
�� r2
(t2,r2)−−−−→ (s2, x2) l�mk��� s2 �= t2 k�� x2 �� k 
�k�; �
 ��

�� �
� kl
�� t2= Z
� 
k��
�; �� ����
�� ��� ����m�
k��
� l� �
����

(s2, r2) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
�= T��m� �� ���� ����k��
�; 4 ��k�

�
��� ��5m� �
 �k	� p2 ��� �k���� 
� k ���� �
�� c2; �
 ��k� �� mk�

������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = c2 ���� k ���� �
�� 9R����� C=G:=

�: <�� 
���� s2 >
� t2 >�� ��� �>	� >
� r2 �= p2, t2� Z
�� ��k�

k m��
� 
� t2 �� k ���� �
�� k�� k m��
� 
� s2 �� k ����m�
k��
�= `���

��k�� ��k� s2 = t2 �� k ���� �
��; k� �� �k� ��
 ������m� m��
����=

M� (p2, x2) �� k 
�k� k�m; �� �k� k��
� ��� �
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, x2)=

Z
�; ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (s2, c2) �� �k
��; l�mk��� p2 �= s2 k�� c2

�� �
� kl
�� p2 9
�������� c2 �k� �
 l� �� Y2; m
���k��m���� 
��

k�������
�:= U� ��� ����
���� ����
�	; �� mk� �
�� (s2, r2) lkm	

HG

C=B= P�k����� l
����

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2

r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2
r2

Y2

p2

x2

c2
N2 \ Y2

t2 s2

r2 Y2

p2

x2

c2

N2 \ Y2

t2 s2
r2

R����� C=GI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@G Ok�� B�=

R
� �
��� 
������ 
� ��� ��k��� ����
�; �� �� �
� 	�
�� ������� ���� k�� �� Y2=

�
 ��� 
�����k
 �
����
�= `��� k

 �k	�� ����� ��k� �
���; k�� �k	��

���� ��k� k m��
� c2 
� p2 �� k ���� �
��= `��� ��k�� �� mk� ������

��� ��
�
������ l� ������� φ(x1) = c2 9k�� �� r2 �k� �� Y2; m�k�����

φ(φ−1(r2)) = r2 �
 φ(φ−1(r2)) = r2: ����� k� �
�� 3 ��k� �
��� �


k�� k ���� �
��=

4�		> #� ( 9gVk�A@h X���k AA Ok�� B:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) ���� k > 0�
F�� 	�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H�

��F� N1[Y1]
φ
� N2[Y2]! A�

��� �FH� ������� ���� �� N1 \ Y1 F�� �� N2 \ Y2 ��

F ����H�	F���� �� F 	�F�� F�� ��

��� N1 \ Y1 �F� F ������� ���� x1 ��F� �� F

����H�	F����! B��� ����� �� F ������� N ′
2 ���� �
 H	���� ��� �� ����� Y ′

2 ��H�

��F� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
2[Y

′
2 ] F�� dhead(N2, N

′
2) ≤ 2!

?����! `��� ��k�� ��� ��
 �k����� p1 k�� q1 
� x1 k�� �� Y1; k�� m
��������
�

�k�� m
�����
����� �
��� p2 k�� q2 �� Y2= N
�� ����� �
��� k
�
 �k�� k� 
�k��


�� m��
� �
� �� Y2; �k� cp2 k�� cq2=

@= <�� @������
 �� p2 >
� q2 >�� �
�>� ������ cp2 = cq2�� U� ���� mk��; ��

mk� ������k��
� ������ ��� ��
�
������ ���� φ(x1) = cp2=

A= +��� 
���� cp2 >
� cq2 >�� ��>���� Z
�� ��k� l�mk��� x1 �� k ����m�
k<

��
� �
�� �
� �� Y1; ����� ���� k
�
 l� k ����m�
k��
� �
�� r2 ∈ N2 �
� ��

HH
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Y2= X�� ��� �
�kl
� ��m
���� k�m l� (s2, r2)= M� p2 �= q2 �� 	�
� ��k� s2
mk� l� ���k
 �
 k� �
�� 
�� 
� p2 k�� q2; ���m� �� mk� k����� ����
��



�� 
� �����k
��� ��k� s2 �= p2= `��� ��� ��k� �
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, c

p
2) ��

k


���; l�mk��� ��� 
�k� cp2 mk��
� l� kl
�� s2= Z
� (p2, r2) �� �
�kl
�

l�mk��� ��� m��
� 
� r2 �� k 
�k�; k�� ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (q2, c

q
2) �� �k
��

l�mk��� p2 �= q2 k�� cq2 �� k 
�k�; k�� ���m� �
� kl
�� p2= M���� ���� ��k�

�
��; p2 k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := r2; k�� ��� ��
�
������ mk�

l� �������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 ����� k� �
�� 2
��k� �
���=

B= +��� 
���� cp2 >
� cq2 >�� ����@��>���
�� M����� ����
�� 

�� 
�

�����k
��� ��k� cp2 �� �
� l�

� cq2=

k: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 	��>?��� M��
� ��� �
�� cp2

(p2,c
p
2)−−−−→ (q2, c

q
2);

���m� �� k


��� l�mk��� cq2 �� �
� kl
�� p2; k�� p2 �= q2= Z
� p2
k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := cp2; �
 �� mk� k�� 
�� ����m�
k��
�

�
 Y1 k�� Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = x2 ����� 1
��k� �
��=

l: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 
�� 	��>?��� N�mk��� (p2, c

p
2) �� �
� �
�<

kl
�; cp2 ���� l� ��� ���� �
�� 
� k ���k��
� 〈t, cp2, z〉; k�� ������
��

��� 
���
��� k�m (cp2, z) �� �
�kl
�= U� t = q; ���� �� mk� ������ ���

��
�
������ l� ������� φ(x1) = cp2 ����
�� k��
���� k�� �
��= [��<

������; cq2 �� �
� kl
�� cp2 l� k�������
�; �
 ��� �
�� z
(cp2,z)−−−→ (q2, c

q
2)

�� �k
��= M���� ���� �
��; ��� 
���� ��m
���� k�m (t, cp2) 
� cp2 l�m
���

�
�kl
�; k�� �� k��
� cp2
(t,cp2)−−−→ (z, cq2) �
 �
�� �� �
��= Z
� p2

k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := z; k�� ��� ��
�
������ mk� l�

�������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 ����� k� �
��

2 ��k� �
��� 9R����� C=H:=

Y2
p2

N2 \ Y2

q2

cp2

cq2

z

t

Y2
p2

N2 \ Y2

q2

cp2

cq2

z
t

Y2

p2

N2 \ Y2

q2

cp2
cq2

z
t

R����� C=HI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@H Ok�� Bl=

@??

C=B= P�k����� l
����

C= 7
� �� ��� 
���� cp2 >
� cq2 �� > ����@��>���
� >
� ��� ����� �� >

��>�� M����� ����
�� 

�� 
� �����k
��� ��k� cp2 �� k ����m�
k��
� k�� cq2
�� k 
�k�= `�� ��lmk��� ���� �
�	 ��km�
� 
�	� ��� �����
�� ��lmk��� ��

Ok�� B=

k: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 	��>?��� M��
� cp2

(p2,c
p
2)−−−−→ (q2, c

q
2); ���m� ��

k


��� l�mk��� cq2 �� �
� kl
�� p2; k�� p2 �= q2= Z
� p2 k�� q2 �k��

k m
��
� m��
� x2 := cp2; �
 �� mk� k�� 
�� ����m�
k��
� �
 Y1 k��

Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = x2 ����� 1 ��k� �
��=

l: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 
�� 	��>?��� N�mk��� (p2, c

p
2) �� �
� �
�kl
�;

cp2 ���� l� ��� ���� �
�� 
� k ���k��
�; k�� ������
�� ��� 
���
���

k�m (cp2, z) �� �
�kl
�= N�mk��� cq2 �� k 
�k�; �� �� �
� kl
�� cp2; �
 ���

�
�� z
(cp2,z)−−−→ (q2, c

q
2) �� �k
��= Z
� ��� 
���� ��m
���� k�m (t, cp2) 
�

cp2 l�m
��� �
�kl
�; k�� �� mk� �
�� �� �
�� ���� cp2
(t,cp2)−−−→ (z, cq2)=

Z
� p2 k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := z; k�� ��� ��
�
������

mk� l� �������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 �����

k� �
�� 2 ��k� �
���=

4�		> #�!� 9gVk�A@h X���k AA:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� �������� ����

n, k > 0 �������� F�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� N1 F�� N2

��H� ��F� N1[N1] � φN2[N2]! A�

��� N1 \ Y1 H���F��� t ���� ����� F�� r
����H�	F������ ���� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 4t+2r 
���� ��F� ��F�����
�

N1 ���� F ������� N ′
1 ��H� ��F� N ′

1 � N2!

?����! c� ��
�� ��� m
k�� l� ����m��
� 
� t k�� r= R���� �� m
������ ��� lk��

mk�� ����� t = r = 0= U� ��k� mk��; |N1\Y1| k�� |N2\Y2| m
����� 
� 
�
� 
�k���; �


N1 k�� N2 k�� ��
kl�
�� ��
�
����m= `�����
�� dhead(N1, N2) = 0 ≤ 4 ·0+2 ·0=
Z
�; �� �k� k����� ��k� t �= 0 
� r �= 0; �
 ����� ������ k ������� ����m�<


k��
� 
� ���� �
�� �� N1 \ Y1 k�� N2 \ Y2= c� m
������ ����� mk��� ���������


� ��� �������m� 
� ����� �
���=

@= <���� �� > ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 ��@� ��>� x1 �� >

���� 
���� N� X���k C=@G; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
2 ���� k�

��<m

��� ��� Y ′
2 ��m� ��k� N1[Y1∪{x1}] � N ′

2[Y
′
2 ] k�� dhead(N

′
2, N2) ≤ 4=

M� N1\(Y1∪{x1}) m
��k��� 
�� ���� �
�� ����� ��k� N1\Y1; l� ����m��
�

����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
�� 4(t− 1) + 2r ��
� N1 �
 k ����
�	

N ′′
1 ��m� ��k� N ′′

1 � N ′
2= N� k��
���� ��� ������� 
� ��� C �
��� ��
�

N2 �
 N ′
2 �� N ′′

1 ; �� �



�� ��k� ����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
��

4 + 4(t− 1) + 2r = 4t+ 2r ��
� N1 �
 k ����
�	 N ′
1 9��k N ′′

1 : ��m� ��k�

N ′
1 � N2=

@?@



�� '�2� *����

Y2= X�� ��� �
�kl
� ��m
���� k�m l� (s2, r2)= M� p2 �= q2 �� 	�
� ��k� s2
mk� l� ���k
 �
 k� �
�� 
�� 
� p2 k�� q2; ���m� �� mk� k����� ����
��



�� 
� �����k
��� ��k� s2 �= p2= `��� ��� ��k� �
�� r2
(s2,r2)−−−−→ (p2, c

p
2) ��

k


���; l�mk��� ��� 
�k� cp2 mk��
� l� kl
�� s2= Z
� (p2, r2) �� �
�kl
�

l�mk��� ��� m��
� 
� r2 �� k 
�k�; k�� ��� �
�� r2
(p2,r2)−−−−→ (q2, c

q
2) �� �k
��

l�mk��� p2 �= q2 k�� cq2 �� k 
�k�; k�� ���m� �
� kl
�� p2= M���� ���� ��k�

�
��; p2 k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := r2; k�� ��� ��
�
������ mk�

l� �������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 ����� k� �
�� 2
��k� �
���=

B= +��� 
���� cp2 >
� cq2 >�� ����@��>���
�� M����� ����
�� 

�� 
�

�����k
��� ��k� cp2 �� �
� l�

� cq2=

k: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 	��>?��� M��
� ��� �
�� cp2

(p2,c
p
2)−−−−→ (q2, c

q
2);

���m� �� k


��� l�mk��� cq2 �� �
� kl
�� p2; k�� p2 �= q2= Z
� p2
k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := cp2; �
 �� mk� k�� 
�� ����m�
k��
�

�
 Y1 k�� Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = x2 ����� 1
��k� �
��=

l: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 
�� 	��>?��� N�mk��� (p2, c

p
2) �� �
� �
�<

kl
�; cp2 ���� l� ��� ���� �
�� 
� k ���k��
� 〈t, cp2, z〉; k�� ������
��

��� 
���
��� k�m (cp2, z) �� �
�kl
�= U� t = q; ���� �� mk� ������ ���

��
�
������ l� ������� φ(x1) = cp2 ����
�� k��
���� k�� �
��= [��<

������; cq2 �� �
� kl
�� cp2 l� k�������
�; �
 ��� �
�� z
(cp2,z)−−−→ (q2, c

q
2)

�� �k
��= M���� ���� �
��; ��� 
���� ��m
���� k�m (t, cp2) 
� cp2 l�m
���

�
�kl
�; k�� �� k��
� cp2
(t,cp2)−−−→ (z, cq2) �
 �
�� �� �
��= Z
� p2

k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := z; k�� ��� ��
�
������ mk� l�

�������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 ����� k� �
��

2 ��k� �
��� 9R����� C=H:=

Y2
p2

N2 \ Y2

q2

cp2

cq2

z

t

Y2
p2

N2 \ Y2

q2

cp2

cq2

z
t

Y2

p2

N2 \ Y2

q2

cp2
cq2

z
t

R����� C=HI `�� �
��� k�� ��m�������� ��
�
������ �
� X���k C=@H Ok�� Bl=

@??

C=B= P�k����� l
����

C= 7
� �� ��� 
���� cp2 >
� cq2 �� > ����@��>���
� >
� ��� ����� �� >

��>�� M����� ����
�� 

�� 
� �����k
��� ��k� cp2 �� k ����m�
k��
� k�� cq2
�� k 
�k�= `�� ��lmk��� ���� �
�	 ��km�
� 
�	� ��� �����
�� ��lmk��� ��

Ok�� B=

k: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 	��>?��� M��
� cp2

(p2,c
p
2)−−−−→ (q2, c

q
2); ���m� ��

k


��� l�mk��� cq2 �� �
� kl
�� p2; k�� p2 �= q2= Z
� p2 k�� q2 �k��

k m
��
� m��
� x2 := cp2; �
 �� mk� k�� 
�� ����m�
k��
� �
 Y1 k��

Y2 k�� ������ ��� ��
�
������ l� φ(x1) = x2 ����� 1 ��k� �
��=

l: <�� >�@ (p2, c
p
2) �� 
�� 	��>?��� N�mk��� (p2, c

p
2) �� �
� �
�kl
�;

cp2 ���� l� ��� ���� �
�� 
� k ���k��
�; k�� ������
�� ��� 
���
���

k�m (cp2, z) �� �
�kl
�= N�mk��� cq2 �� k 
�k�; �� �� �
� kl
�� cp2; �
 ���

�
�� z
(cp2,z)−−−→ (q2, c

q
2) �� �k
��= Z
� ��� 
���� ��m
���� k�m (t, cp2) 
�

cp2 l�m
��� �
�kl
�; k�� �� mk� �
�� �� �
�� ���� cp2
(t,cp2)−−−→ (z, cq2)=

Z
� p2 k�� q2 �k�� k m
��
� m��
� x2 := z; k�� ��� ��
�
������

mk� l� �������� ���� 
�� ����m�
k��
� l� ������� φ(x1) = x2 �����

k� �
�� 2 ��k� �
���=

4�		> #�!� 9gVk�A@h X���k AA:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� �������� ����

n, k > 0 �������� F�� Y1 F�� Y2 G� ��� �

�� �
 H	���� ���� �� N1 F�� N2

��H� ��F� N1[N1] � φN2[N2]! A�

��� N1 \ Y1 H���F��� t ���� ����� F�� r
����H�	F������ ���� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 4t+2r 
���� ��F� ��F�����
�

N1 ���� F ������� N ′
1 ��H� ��F� N ′

1 � N2!

?����! c� ��
�� ��� m
k�� l� ����m��
� 
� t k�� r= R���� �� m
������ ��� lk��

mk�� ����� t = r = 0= U� ��k� mk��; |N1\Y1| k�� |N2\Y2| m
����� 
� 
�
� 
�k���; �


N1 k�� N2 k�� ��
kl�
�� ��
�
����m= `�����
�� dhead(N1, N2) = 0 ≤ 4 ·0+2 ·0=
Z
�; �� �k� k����� ��k� t �= 0 
� r �= 0; �
 ����� ������ k ������� ����m�<


k��
� 
� ���� �
�� �� N1 \ Y1 k�� N2 \ Y2= c� m
������ ����� mk��� ���������


� ��� �������m� 
� ����� �
���=

@= <���� �� > ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 ��@� ��>� x1 �� >

���� 
���� N� X���k C=@G; ����� ������ k ����
�	 ����
�	 N ′
2 ���� k�

��<m

��� ��� Y ′
2 ��m� ��k� N1[Y1∪{x1}] � N ′

2[Y
′
2 ] k�� dhead(N

′
2, N2) ≤ 4=

M� N1\(Y1∪{x1}) m
��k��� 
�� ���� �
�� ����� ��k� N1\Y1; l� ����m��
�

����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
�� 4(t− 1) + 2r ��
� N1 �
 k ����
�	

N ′′
1 ��m� ��k� N ′′

1 � N ′
2= N� k��
���� ��� ������� 
� ��� C �
��� ��
�

N2 �
 N ′
2 �� N ′′

1 ; �� �



�� ��k� ����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
��

4 + 4(t− 1) + 2r = 4t+ 2r ��
� N1 �
 k ����
�	 N ′
1 9��k N ′′

1 : ��m� ��k�

N ′
1 � N2=

@?@



�� '�2� *����

A= <���� �� > ������� 
��� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ��@� ��>� x2 �� > ����


���� N� ��������m k�������� �
 ��� �����
�� mk��%��m�k����� ���

�

�� 
� N1 k�� N2%�� �k�� ��k� ����� �� k ������m� 
� k� �
�� 4t+ 2r
��k� �
��� ������� N2 ���
 k ����
�	 N ′

2 ��m� ��k� N1 � N ′
2= M� k



��k� �
��� k�� �������l
�; ����� �� k
�
 k ������m� 
� k� �
�� 4t+2r ��k�

�
��� ������� N1 ���
 k ����
�	 N ′
1 ��m� ��k� N ′

1 � N2=

B= .>@� ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 >
� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ��

> ����@��>���
 
��� �� > ��>��

k: <���� ������ > ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 ���@� �� >

����@��>���
 
���� N� X���k C=@H; ����� ������ k ����
�	 ����
�	

N ′
2 ���� k� ��<m

��� ��� Y ′

2 ��m� ��k� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
2[Y

′
2 ] k��

dhead(N
′
2, N2) ≤ 2= M� N1 \ (Y1 ∪ {x1}) m
��k��� 
�� ����m�
k��
�

����� ��k� N1 \ Y1; l� ����m��
� ����� �� k ������m� 
� 
����� k�

�
�� 4(t−1)+2r ��
� N1 �
 k ����
�	 N ′′
1 ��m� ��k� N ′′

1 � N ′
2= N�

k��
���� ��� ������� 
� ��� A �
��� ��
� N2 �
 N ′
2 �� N ′′

1 ; �� �



��

��k� ����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
�� 2+4t+2(r− 1) = 4t+2r
��
� N1 �
 k ����
�	 N ′

1 9��k N ′′
1 : ��m� ��k� N ′

1 � N2=

l: <���� ������ > ������� 
��� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ���@� �� >

����@��>���
 
���� P
 ��� �k�� k� �� ��� �����
�� mk��; ����m����

��� �

�� 
� N1 k�� N2=

m: *�� ������� 
���� �� N1 
�� �
 Y1 >
� �� N2 
�� �
 Y2 >��

��>���� U� ���� mk�� t = 0 k�� r = 0; k�� �� k�� �� ��� lk�� mk�� 
�

��� ����m��
�=

N� ������� Y1 = {ρ1} k�� Y2 = {ρ2}; k�� �
���� ��k� k ����
�	 �� N (n, k)
�k� n + k − 1 ���� �
��� k�� k ����m�
k��
�� 9[l����k��
� A=F:; �� ��� ���

�



���� l
��� 
� ��� ����k�m� l������ k�� ��
 ����m��� ����
�	� �� ���

�k�� ����=

4�		> #�! 9gVk�A@h X���k AA:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� �������� ����

n, k > 0 ��������� ���� ����� �� F ��F� 
��� ������H� �� F� 
��� 4n + 6k − 4

���� ���
 N1 �� F ������� N ′

1 ��H� ��F� F�� N ′
1 � N2!

4�		> #�!! 9gVk�A@h X���k AB:� ;�� N � N ′ ∈ N (n, k) ���� n, k > 0� ����

dhead(N,N ′) ≤ 2n!

?����! N�mk��� N � N ′
; ��� 
�
� ��2����m� l������ N k�� N ′

�� k ������k��
�


� ��� 
�k���; �k� π = (l11, . . . , l
1
Π1

)(l21, . . . , l
2
Π2

) · · · (lP1 , . . . , lPΠq
) �
 ��� ��
� N �


N ′
9����� k

 lji k�� ������m�:= Z
�� k
�
 ��k� ����� �� k ����m�
k��
� �� N ����

k ��k�<�
�kl
� k�m (t, r); ���m� �� �
�kl
� �
 ��� ��m
���� k�m 
� k�� 
�k�;

@?A

C=B= P�k����� l
����

��m��� ��� 
���� m��
� ct 
� t; �� �� �� k 
�k�= U� ct = ljΠj
; ����� ����m�� 
� ��� m�m
�

l� 
��= M ������m� 
� �
��� ��
� N �
 N ′
m
������ 
� ��� �
���

• r (t,r)−−→ (p(ljΠj
), ljΠj

)J

• r
(p(ljΠj

),r)

−−−−−−→ (p(ljΠj−1), l
j
Πj−1)J

• r
(p(ljΠj−1),r)

−−−−−−−→ (p(ljΠj−2), l
j
Πj−2)J

• . . .

• r
(p(lj2),r)−−−−−→ (p(lj1), l

j
1)J

• r
(p(lj1),r)−−−−−→ (t, ljΠj

)J

• r (t,r)−−→ (s, c);

�
� �km� m�m
� πj 91 ≤ j ≤ q: 
� π; ����� c = πj(c
′); ���� c′ ��� m��
� 
�

r �� N 9�� c′ �� k 
�k� �� ��� j<�� ������k��
�; ��� m��
� 
� r l�m
��� π(c′):
k�� s �� ��� 
���� �k���� 
� r �� N = `��� �������� ��� 
�k��� �� N l� π �


��k� ��� ����
���� ����
�	 �� N ′
= `�� ������m� �� k


���; ��
����� ��k� �


��
 ��l������� 
�k��� �� k m�m
� �k�� k m
��
� �k���� 9�=�=; p(lji ) = p(lji−1):=
`���� �� k
�k�� k ������k��
� �� ���m� ���� �
�� �
� �k����= U�����; ����
��

���� ���� �
 �k���� ���� 
�k��� x k�� y; �
 ��k� �� �k�� �=
=
=�= π(z) = x;

π(x) = y k�� π(y) = w= `���; ����3���� k�� k��
���� π ���� π(z) := y;
π(y) := w; k�� π(x) := x ����
�� �� k� ��
�
����m ����
�	; ��
��� z = y k��

w = x; �� ���m� mk�� �� ����3�� π k� π(x) := x k�� π(y) := y=

`�� �
��� mk�� �� k��k���� ���� ����� k�� k �k���k
 ���l�� 
� m�m
�� ��

��� ������k��
�; ���m� �k����� ���� π m
������ 
� 
�
� A<m�m
��= U� ��m� k

mk�� ����� ��

 l� n/2 m�m
�� 
� 
����� 2= Qkm� ��m� k m�m
� �k	�� �
�� �
���=

M� ����� l
��� �
 ��� 
����� 
� ��� ������m� �� ������
�� 4(n/2) = 2n=

M ����m� m
�


k�� 
� ��� �����
�� ��
 
���k� �� ��� �



���� ���
���;

������ k� ����� l
��� 
� ��� ��k����� 
� ��k� �
�� ��km�= 
̀ ��� ����; �
��

��k� k�� ��k� �
�� �� �������l
�; k�� ���m� �� mk� m
�mk���k�� ������m�� ��

��2����� ����m��
��=

<�����	 #�!" 9gVk�A@h `��
��� C:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ���� n, k > 0� ����

dhead(N,N ′) ≤ 6n+ 6k − 4!

@?B



�� '�2� *����

A= <���� �� > ������� 
��� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ��@� ��>� x2 �� > ����


���� N� ��������m k�������� �
 ��� �����
�� mk��%��m�k����� ���

�

�� 
� N1 k�� N2%�� �k�� ��k� ����� �� k ������m� 
� k� �
�� 4t+ 2r
��k� �
��� ������� N2 ���
 k ����
�	 N ′

2 ��m� ��k� N1 � N ′
2= M� k



��k� �
��� k�� �������l
�; ����� �� k
�
 k ������m� 
� k� �
�� 4t+2r ��k�

�
��� ������� N1 ���
 k ����
�	 N ′
1 ��m� ��k� N ′

1 � N2=

B= .>@� ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 >
� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ��

> ����@��>���
 
��� �� > ��>��

k: <���� ������ > ������� 
��� x1 �� N1 
�� �
 Y1 ���@� �� >

����@��>���
 
���� N� X���k C=@H; ����� ������ k ����
�	 ����
�	

N ′
2 ���� k� ��<m

��� ��� Y ′

2 ��m� ��k� N1[Y1 ∪ {x1}] � N ′
2[Y

′
2 ] k��

dhead(N
′
2, N2) ≤ 2= M� N1 \ (Y1 ∪ {x1}) m
��k��� 
�� ����m�
k��
�

����� ��k� N1 \ Y1; l� ����m��
� ����� �� k ������m� 
� 
����� k�

�
�� 4(t−1)+2r ��
� N1 �
 k ����
�	 N ′′
1 ��m� ��k� N ′′

1 � N ′
2= N�

k��
���� ��� ������� 
� ��� A �
��� ��
� N2 �
 N ′
2 �� N ′′

1 ; �� �



��

��k� ����� �� k ������m� 
� 
����� k� �
�� 2+4t+2(r− 1) = 4t+2r
��
� N1 �
 k ����
�	 N ′

1 9��k N ′′
1 : ��m� ��k� N ′

1 � N2=

l: <���� ������ > ������� 
��� x2 �� N2 
�� �
 Y2 ���@� �� >

����@��>���
 
���� P
 ��� �k�� k� �� ��� �����
�� mk��; ����m����

��� �

�� 
� N1 k�� N2=

m: *�� ������� 
���� �� N1 
�� �
 Y1 >
� �� N2 
�� �
 Y2 >��

��>���� U� ���� mk�� t = 0 k�� r = 0; k�� �� k�� �� ��� lk�� mk�� 
�

��� ����m��
�=

N� ������� Y1 = {ρ1} k�� Y2 = {ρ2}; k�� �
���� ��k� k ����
�	 �� N (n, k)
�k� n + k − 1 ���� �
��� k�� k ����m�
k��
�� 9[l����k��
� A=F:; �� ��� ���

�



���� l
��� 
� ��� ����k�m� l������ k�� ��
 ����m��� ����
�	� �� ���

�k�� ����=

4�		> #�! 9gVk�A@h X���k AA:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) G� �������� ����

n, k > 0 ��������� ���� ����� �� F ��F� 
��� ������H� �� F� 
��� 4n + 6k − 4

���� ���
 N1 �� F ������� N ′

1 ��H� ��F� F�� N ′
1 � N2!

4�		> #�!! 9gVk�A@h X���k AB:� ;�� N � N ′ ∈ N (n, k) ���� n, k > 0� ����

dhead(N,N ′) ≤ 2n!

?����! N�mk��� N � N ′
; ��� 
�
� ��2����m� l������ N k�� N ′

�� k ������k��
�


� ��� 
�k���; �k� π = (l11, . . . , l
1
Π1

)(l21, . . . , l
2
Π2

) · · · (lP1 , . . . , lPΠq
) �
 ��� ��
� N �


N ′
9����� k

 lji k�� ������m�:= Z
�� k
�
 ��k� ����� �� k ����m�
k��
� �� N ����

k ��k�<�
�kl
� k�m (t, r); ���m� �� �
�kl
� �
 ��� ��m
���� k�m 
� k�� 
�k�;

@?A

C=B= P�k����� l
����

��m��� ��� 
���� m��
� ct 
� t; �� �� �� k 
�k�= U� ct = ljΠj
; ����� ����m�� 
� ��� m�m
�

l� 
��= M ������m� 
� �
��� ��
� N �
 N ′
m
������ 
� ��� �
���

• r (t,r)−−→ (p(ljΠj
), ljΠj

)J

• r
(p(ljΠj

),r)

−−−−−−→ (p(ljΠj−1), l
j
Πj−1)J

• r
(p(ljΠj−1),r)

−−−−−−−→ (p(ljΠj−2), l
j
Πj−2)J

• . . .

• r
(p(lj2),r)−−−−−→ (p(lj1), l

j
1)J

• r
(p(lj1),r)−−−−−→ (t, ljΠj

)J

• r (t,r)−−→ (s, c);

�
� �km� m�m
� πj 91 ≤ j ≤ q: 
� π; ����� c = πj(c
′); ���� c′ ��� m��
� 
�

r �� N 9�� c′ �� k 
�k� �� ��� j<�� ������k��
�; ��� m��
� 
� r l�m
��� π(c′):
k�� s �� ��� 
���� �k���� 
� r �� N = `��� �������� ��� 
�k��� �� N l� π �


��k� ��� ����
���� ����
�	 �� N ′
= `�� ������m� �� k


���; ��
����� ��k� �


��
 ��l������� 
�k��� �� k m�m
� �k�� k m
��
� �k���� 9�=�=; p(lji ) = p(lji−1):=
`���� �� k
�k�� k ������k��
� �� ���m� ���� �
�� �
� �k����= U�����; ����
��

���� ���� �
 �k���� ���� 
�k��� x k�� y; �
 ��k� �� �k�� �=
=
=�= π(z) = x;

π(x) = y k�� π(y) = w= `���; ����3���� k�� k��
���� π ���� π(z) := y;
π(y) := w; k�� π(x) := x ����
�� �� k� ��
�
����m ����
�	; ��
��� z = y k��

w = x; �� ���m� mk�� �� ����3�� π k� π(x) := x k�� π(y) := y=

`�� �
��� mk�� �� k��k���� ���� ����� k�� k �k���k
 ���l�� 
� m�m
�� ��

��� ������k��
�; ���m� �k����� ���� π m
������ 
� 
�
� A<m�m
��= U� ��m� k

mk�� ����� ��

 l� n/2 m�m
�� 
� 
����� 2= Qkm� ��m� k m�m
� �k	�� �
�� �
���=

M� ����� l
��� �
 ��� 
����� 
� ��� ������m� �� ������
�� 4(n/2) = 2n=

M ����m� m
�


k�� 
� ��� �����
�� ��
 
���k� �� ��� �



���� ���
���;

������ k� ����� l
��� 
� ��� ��k����� 
� ��k� �
�� ��km�= 
̀ ��� ����; �
��

��k� k�� ��k� �
�� �� �������l
�; k�� ���m� �� mk� m
�mk���k�� ������m�� ��

��2����� ����m��
��=

<�����	 #�!" 9gVk�A@h `��
��� C:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ���� n, k > 0� ����

dhead(N,N ′) ≤ 6n+ 6k − 4!

@?B
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X�	� �� ��� �����
�� m�k����; �� �
� ������ ��� ����
�� �
 ������k

� 
kl�
��

����
�	�= `�� ��m������� k�� ����� ����
k�; k� ��; k�k��; ��� ��� ����m���� 
�


k���� mk�����

k�� �
 ������� ��� ���� �
��� k�� ����m�
k��
��; k�� �� m


�m�

k

 ������<A �
��� �� 
�� �k��=

����� *45���� ���	�
����	� ������� ���
���� 
����

Y
�� 
� ��� ��

�� �� ���� ��m��
� �



� �������k

� ��
� ��� ��

�� �� ���

�����
�� m�k���� l� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 ��� k�m�= [� m
����; ����


�
� ����
�� �� k ����
�	 ���� ����� �� 
�
� 
�� 
�k�= Z�������
���; ��� ����
��

�����k
��� ���� k 
���
� ����k mk��=

c� ��

 3��� ��
� �
� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� ��
 ����m�
k��
�� ����� k m
�<

��k�� ���l�� 
� head �
��� �� k�� ����
�	= M���� ���kl
������ ���� �km�; ��

���� �
 ��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
��� �
���= 
̀ ������� �����; �� ��k���
�� ���

����
�	 ���
 k 
k���� mk�����

k�= U� ��
�� ����
�	�; �� mk� ��k� ��� 
kl�
�


� F��FH��� ���� �
��� ����� k m
���k�� ���l�� 
� head �
��� 
� k ���l�� 
�

head1 �
��� 
���k� �� ��� ���l�� 
� 
�k���= Z
�� ��k� ���� ����� k �
����
� �
���

����
� ��k� �
� �k�
 �
���; k�; �����; �� ���� kl
� �
 ��k� k��km��� ����m�
k��
��

����� k m
���k�� ���l�� 
� tail1 �
���=

:���@��>���
 �>?���

4�		> #�!#� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) G� F ������� ���� ��� ����H�	F����� x F�� y 	F 

G�		�� l(x) F�� l(y)! B��� ����� �� F ������� Ṅ ′
�� ���H� ��� ����� 	FG�		�� l(x)

F�� l(y) F�� F��FH���� ��H� ��F� dhead(Ṅ , Ṅ ′) ≤ 1! 8� Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�

����� �� ��H� F Ṅ ′
���� dhead1(Ṅ , Ṅ ′) ≤ k!

?����! U� x �� kl
�� y k�� y �� kl
�� x; ����� �� k m�m
�= c���
�� 

�� 
�

�����k
���; k����� ��k� y �� �
� kl
�� x= [�� 
� ��� ��m
���� k�m� 
� x �� ��k�

�
�kl
� 9X���k C=A:; k�� �� mk� l� �
��� �
 k�� k�m k��km��� �
 y �����


�� ��k� �
��= `��� �
�� m��k��� k �
�� 
kl�

�� l(x) k��km��� �
 y; ���m� ��


kl�

�� ���� l(y)=

Z
� ����
�� Ṅ �� k 
k���� mk�����

k�= M� k

 ����m�
k��
�� k�� 
� 
�� �k��;

k�� ��� ��m
���� k�m 
� �km� ����m�
k��
� ��k� �� �
� 
� ���� �k�� �� �
�kl
�;

�� �k� ����
� �
�� ��� ������� 
� ��� ��
 ����m�
k��
�� �
�� �
 ��� 
����

����m�
k��
�; k

�� ���� �k��= `�� �k�� �k� 
����� k� �
�� k; �
 �� mk� �
 ����

����� k ������m� 
� k� �
�� k head1 �
���=

@?C

C=C= U�����k
 
kl�
�

4�		> #�!$� ;�� Ṅ G� F� ������F		� 	FG�	�� �������� F�� 	�� x F�� y G� F 
F��

�� F��FH��� ����H�	F�����! B���� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 2 head1 
����

��F� ��F
� ��� 	FG�	� �� x F�� y!

?����! `�� ���� ������m�� 
� head1 �
��� k�� 
l�k���� l� �k	��� ��� �
���

��
�� �� R����� B=F k�� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�=

4�		> #�!%� ;�� Ṅ G� F �������� F�� x F�� y ��� ����H�	F�����! B���� �����

F ������H� �� F� 
��� 4 ��F� 
���� ��� 	FG�	� �� x F�� y HF� G� ��F

��! 8�

Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�� x F�� y HF� G� ��F

�� ����� F� 
��� 2k + 2 head1

����!

?����! N� X���k C=AC; �� mk� ��� 
�� ��k� �
�� �� Ṅ �
 �k	� ��� �
���


kl�
�� l(x) k�� l(y) k��km���= `���; ����� X���k C=AD; ��� 
kl�
� 
� �����

��
 �
��� mk� l� ��k���� ���� k� �
�� ��
 head �
���= Xk��
�; ��� 3��� �
��

�� ��������= `��� ����
�� �� k ����
�	 ��
�
����m �
 Ṅ ; ����� 
�
� ��� 
kl�
�


� x k�� y k�� ��k����=

a���� ��� �k�� ���k����; ��
 ����m�
k��
�� �� k 
k���� mk�����

k� mk� l�

�k�� k��km��� ����� k head1 �
���= `��� ���� mk� l� ��k���� ���� 2 head1
�
���; k�� ��� 3��� k �
��� mk� ���� l� �������� k�k��= `��� ����
�� �� ��k�<

���� x k�� y ����� k� �
�� 2k + 2 head1 �
���=

8���������
 #�!&� ;�� Ṅ G� F ������� ���� k ����H�	F������ F�� 	�� π G� F


��
��F���� �� ��� ����H�	F���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 4k
��F� 
���� ��F� 
��
���� ��� ����H�	F���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 �����

	FG�	� ��� �F
�!

8� Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�� ���� HF� G� FH������ ����� F ������H� �� F� 
���

2k2 + 2k head1 
����!

?����! Qkm� ������k��
� 
� n �
������ ��m
��
��� �� k� �
�� n ��k��= Qkm�


� ��� ��k�� 
� ��
 ����m�
k��
� 
kl�
� mk� l� km������ ����� k� �
�� 4 ��k�

�
��� 
� 2k + 2 head1 �
��� �� k 
k���� mk�����

k� 9X���k C=AE:= T��m�;

�
 ������� ��� ����m�
k��
� 
kl�
� ���� π; �� ���� k� �
�� 4k ��k� �
���; 
�

2k2 + 2k head1 �
��� �� k 
k���� mk�����

k�=

<��� 
��� �>?���

U� ���� ��l��m��
�; �� ��

 �
�	 ���� 
k���� mk�����

k��= `���� ����
�	� �k��

k

 ���� �
��� �� 
�� �k��; ���m� �k	�� �� �k�� �
 ������� ��� 
kl�
� 
� ����

�
���= Z
�� ��k�; ��
�	� �
� ��� ����m�
k��
�� k�� �k�
 �
���; ���� �� �k�� ����

�
��� ��k� k�� 
������ 
� ��� 
k���� 9�=�=; ��� l�m
���m��� m
��
����: k� ��

=

T��m�; ����� ���� �
�� ���m�k
 k������
� l��
�� ��� 
l����k��
� ��k� �� mk�

������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�=

@?D
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X�	� �� ��� �����
�� m�k����; �� �
� ������ ��� ����
�� �
 ������k

� 
kl�
��

����
�	�= `�� ��m������� k�� ����� ����
k�; k� ��; k�k��; ��� ��� ����m���� 
�


k���� mk�����

k�� �
 ������� ��� ���� �
��� k�� ����m�
k��
��; k�� �� m


�m�

k

 ������<A �
��� �� 
�� �k��=

����� *45���� ���	�
����	� ������� ���
���� 
����

Y
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� �



� �������k

� ��
� ��� ��

�� �� ���

�����
�� m�k���� l� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 ��� k�m�= [� m
����; ����


�
� ����
�� �� k ����
�	 ���� ����� �� 
�
� 
�� 
�k�= Z�������
���; ��� ����
��

�����k
��� ���� k 
���
� ����k mk��=

c� ��

 3��� ��
� �
� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� ��
 ����m�
k��
�� ����� k m
�<

��k�� ���l�� 
� head �
��� �� k�� ����
�	= M���� ���kl
������ ���� �km�; ��

���� �
 ��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
��� �
���= 
̀ ������� �����; �� ��k���
�� ���

����
�	 ���
 k 
k���� mk�����

k�= U� ��
�� ����
�	�; �� mk� ��k� ��� 
kl�
�


� F��FH��� ���� �
��� ����� k m
���k�� ���l�� 
� head �
��� 
� k ���l�� 
�

head1 �
��� 
���k� �� ��� ���l�� 
� 
�k���= Z
�� ��k� ���� ����� k �
����
� �
���

����
� ��k� �
� �k�
 �
���; k�; �����; �� ���� kl
� �
 ��k� k��km��� ����m�
k��
��

����� k m
���k�� ���l�� 
� tail1 �
���=

:���@��>���
 �>?���

4�		> #�!#� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) G� F ������� ���� ��� ����H�	F����� x F�� y 	F 

G�		�� l(x) F�� l(y)! B��� ����� �� F ������� Ṅ ′
�� ���H� ��� ����� 	FG�		�� l(x)

F�� l(y) F�� F��FH���� ��H� ��F� dhead(Ṅ , Ṅ ′) ≤ 1! 8� Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�

����� �� ��H� F Ṅ ′
���� dhead1(Ṅ , Ṅ ′) ≤ k!

?����! U� x �� kl
�� y k�� y �� kl
�� x; ����� �� k m�m
�= c���
�� 

�� 
�

�����k
���; k����� ��k� y �� �
� kl
�� x= [�� 
� ��� ��m
���� k�m� 
� x �� ��k�

�
�kl
� 9X���k C=A:; k�� �� mk� l� �
��� �
 k�� k�m k��km��� �
 y �����


�� ��k� �
��= `��� �
�� m��k��� k �
�� 
kl�

�� l(x) k��km��� �
 y; ���m� ��


kl�

�� ���� l(y)=

Z
� ����
�� Ṅ �� k 
k���� mk�����

k�= M� k

 ����m�
k��
�� k�� 
� 
�� �k��;

k�� ��� ��m
���� k�m 
� �km� ����m�
k��
� ��k� �� �
� 
� ���� �k�� �� �
�kl
�;

�� �k� ����
� �
�� ��� ������� 
� ��� ��
 ����m�
k��
�� �
�� �
 ��� 
����

����m�
k��
�; k

�� ���� �k��= `�� �k�� �k� 
����� k� �
�� k; �
 �� mk� �
 ����

����� k ������m� 
� k� �
�� k head1 �
���=

@?C

C=C= U�����k
 
kl�
�

4�		> #�!$� ;�� Ṅ G� F� ������F		� 	FG�	�� �������� F�� 	�� x F�� y G� F 
F��

�� F��FH��� ����H�	F�����! B���� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 2 head1 
����

��F� ��F
� ��� 	FG�	� �� x F�� y!

?����! `�� ���� ������m�� 
� head1 �
��� k�� 
l�k���� l� �k	��� ��� �
���

��
�� �� R����� B=F k�� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�=

4�		> #�!%� ;�� Ṅ G� F �������� F�� x F�� y ��� ����H�	F�����! B���� �����

F ������H� �� F� 
��� 4 ��F� 
���� ��� 	FG�	� �� x F�� y HF� G� ��F

��! 8�

Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�� x F�� y HF� G� ��F

�� ����� F� 
��� 2k + 2 head1

����!

?����! N� X���k C=AC; �� mk� ��� 
�� ��k� �
�� �� Ṅ �
 �k	� ��� �
���


kl�
�� l(x) k�� l(y) k��km���= `���; ����� X���k C=AD; ��� 
kl�
� 
� �����

��
 �
��� mk� l� ��k���� ���� k� �
�� ��
 head �
���= Xk��
�; ��� 3��� �
��

�� ��������= `��� ����
�� �� k ����
�	 ��
�
����m �
 Ṅ ; ����� 
�
� ��� 
kl�
�


� x k�� y k�� ��k����=

a���� ��� �k�� ���k����; ��
 ����m�
k��
�� �� k 
k���� mk�����

k� mk� l�

�k�� k��km��� ����� k head1 �
���= `��� ���� mk� l� ��k���� ���� 2 head1
�
���; k�� ��� 3��� k �
��� mk� ���� l� �������� k�k��= `��� ����
�� �� ��k�<

���� x k�� y ����� k� �
�� 2k + 2 head1 �
���=

8���������
 #�!&� ;�� Ṅ G� F ������� ���� k ����H�	F������ F�� 	�� π G� F


��
��F���� �� ��� ����H�	F���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� F� 
��� 4k
��F� 
���� ��F� 
��
���� ��� ����H�	F���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 �����

	FG�	� ��� �F
�!

8� Ṅ �� F 	F���� HF���
�		F�� ���� HF� G� FH������ ����� F ������H� �� F� 
���

2k2 + 2k head1 
����!

?����! Qkm� ������k��
� 
� n �
������ ��m
��
��� �� k� �
�� n ��k��= Qkm�


� ��� ��k�� 
� ��
 ����m�
k��
� 
kl�
� mk� l� km������ ����� k� �
�� 4 ��k�

�
��� 
� 2k + 2 head1 �
��� �� k 
k���� mk�����

k� 9X���k C=AE:= T��m�;

�
 ������� ��� ����m�
k��
� 
kl�
� ���� π; �� ���� k� �
�� 4k ��k� �
���; 
�

2k2 + 2k head1 �
��� �� k 
k���� mk�����

k�=

<��� 
��� �>?���

U� ���� ��l��m��
�; �� ��

 �
�	 ���� 
k���� mk�����

k��= `���� ����
�	� �k��

k

 ���� �
��� �� 
�� �k��; ���m� �k	�� �� �k�� �
 ������� ��� 
kl�
� 
� ����

�
���= Z
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�	� �
� ��� ����m�
k��
�� k�� �k�
 �
���; ���� �� �k�� ����

�
��� ��k� k�� 
������ 
� ��� 
k���� 9�=�=; ��� l�m
���m��� m
��
����: k� ��

=

T��m�; ����� ���� �
�� ���m�k
 k������
� l��
�� ��� 
l����k��
� ��k� �� mk�

������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�=
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���k�; �� ��
� ���� k�� �
� �� mk� ������� ���


kl�
� 
� ��� ���� �
���= `�� 3��� 
���k ��
�� ��k� ���� mk��
� k
�k�� l�

�
��; k�� ��� ��m
�� ��
�� �
� �� mk� l� �
�� ���� �� �� �
���l
�= `�� ��

�


� ��� 3��� 
���k �� ������mk
 �
 ��� ��

� 
� X���k B=A? ���� ��� ����m��
� 
�

k

 k�m� ��������=

4�		> #�!'� ;�� Ṅ G� F ������� �� ���H� ��� H��	� c �� ��� ���� �� 	FG�		��

l(c)! B���� F���� F�� ��F� 
��� �� Ṅ � ��� H��	� �� ��� ���� ��		 ���		 G� 	FG�		��

l(c)!

4�		> #�!(� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) �k > 0� G� F 	F���� HF���
�		F� ���� ���

F��FH��� ���� ����� x F�� y! B���� ����� F ������H� �� F� 
��� 8 ��F� 
����

�� 2n + 6 head1 
����� ��� 	FG�	� �� x F�� y HF� G� ��F

��� ��H�
� �� x �� y
�� ��� H��	� �� ��� ����!

?����! c���
�� 

�� 
� �����k
���; �� k����� ��k� x �� kl
�� y= R���� ����
��

x k�� y k�� l
�� �k�� 
� ��� 
k����; ���� ��� ������m�� ��
�� �� R����� B=G

mk� l� ���� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� x k�� y ���� k� �
�� 5 head1 �
���; ��m���

�� x �� ��� m��
� 
� ��� �

�= Z
� ����
�� ��k� y �� �� ��� mk�����

k�; ���� ���

��� ������m� �� R����� C=@? mk� l� ���� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� x k�� y ����� k�

�
�� 8 ��k� �
���; 
� 2n+ 6 head1 �
���=

Z
� �� 	�
� �
� �
 ��k� 
kl�
� 
� ���� �
��� �� k 
k���� mk�����

k�; ��

mk� ������� k

 ���� �
�� 
kl�
� 
� ��m� k ����
�	=

8���������
 #�"�� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) G� F 	F���� HF���
�		F�� F�� 	�� π G�

F 
��
��F���� �� ��� ���� ���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� F� 
���

8(n+ k− 1)2 head 
����� �� (2n+ 6)(n+ k− 1)2 head1 
����� ��F� 
��
����

��� ���� ���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 ����� 	FG�	� ��� �F
�� ��H�
� �� ���

H��	� �� ��� ���� c �� 	FG�		�� l(c) F�� l(c) �= π(l(c))!

?����! Z
�� ��k� k

 n + k − 1 ���� �
��� k�� �� 
�� �k��; k�� ��k� �� mk�

��k� k��km��� 
kl�
� 
� ���� �
��� ����� k� �
�� 8 head �
��� 
� 2n+6 head1
�
��� 9X���k C=AH:= M�� ������k��
� 
� m �
������ 
� k ������m� mk� l�

��m
��
��� ���
 k� �
�� m2
�����l
�� ��k��= T��m�; �
 ������� ��� ���� �
��


kl�
� �� k ����
�	; �� ���� k� �
�� 8(n+ k− 1)2 head �
���; 
� (2n+6)(n+
k − 1)2 head1 �
���=

a���� ��� ����
�� kl
��; �� mk� ������� k

 
kl�
� 
� k ����
�	 ����� ��k�

�
���= T��m�; �� mk� 3�� k ������m� l������ k�� ��
 ������k

� 
kl�
��

����
�	� 9���� 
�
� k ��� ��m����
��:=

@?E

C=C= U�����k
 
kl�
�

x
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z

v
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v
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v
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R����� C=@?I `�� ������m� 
� 8 ��k� �
���; 
� 2n + 6 head1 �
��� ���� ��

X���k C=AH= `�� 3��� �
� ��
�� ��� ���� 
���
 ���k 
� ��� ������m�I 3���

�
�� k ����m�
k��
� l������ ��� ���� �
���; ���� ��� ��� ��m
�� �
� �
 ��k�

��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
���; k��; 
k��
�; �
�� ��� ����m�
k��
� lkm	 �
 ����� ��

mk�� ��
�= Y
���� ��� ����m�
k��
� �k	�� k� �
�� n head1 �
���; 
� 
�� ��k�

�
��; k�� ��� ��m
�� �
� ��
�� k ������m� 
� 6 head1 �
���= U� u = v; ���


k�� ��
 �
��� �� ��� ������m� 
� ��� ��m
�� �
� k�� �
� ��m���k��=

<�����	 #�" � ;�� Ṅ1, Ṅ2 ∈ Ṅ (n, k) G� ��������! 8� l1(c1) = l2(c2) ��� c1
F�� c2 ��� H��	���� �� ��� ����� �� Ṅ1 F�� Ṅ2� ����� ������ F ��F� 
��� ������H�

�� 	����� F� 
��� 2 diamhead(n, k)+ 4k+8(n+ k− 1)2 F�� F head2 ������H� ��

	����� F� 
��� 2 diamhead2(n, k) + 2k2 + 2k + (2n+ 6)(n+ k − 1)2 ���
 Ṅ1 ��

Ṅ2! >��������� ����� �� �� ������H� ���
 Ṅ1 �� Ṅ2!

?����! c� 3��� 
l����� ��k� ��� 
kl�
� 
� c1 k�� c2 mk��
� l� m�k���� �����

��k� �
��� 9X���k C=AG:= T��m�; ����� �� ������ �
 ������m� l������ Ṅ1 k��

Ṅ2 �� l1(c1) �= l2(c2)=

U� k

 ���k����� mk���; `��
���� C=AB k�� C=@E ��
� ��k� �
� k�� ����
�	

Ṁ ∈ Ṅ (n, k); �� mk� ���� Ṅ1 k�� Ṅ2 ���
 ����
�	� Ṅ ′
1 k�� Ṅ ′

2 ��m� ��k�

Ṅ ′
1 �Xl Ṅ ′

2 �Xl Ṁ = U� �k���m�
k�; �� �k� m�

�� Ṁ �
 l� k 
k���� mk�����

k�

l� X���k A=A@= `���; �� mk� ������� ��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
��� ����� k� �
��

8(n+k−1)2 ��k� �
��� 
� (2n+6)(n+k−1)2 head2 �
��� 9\�
�
����
� C=B?:=

Xk��
�; ����� k� �
�� 4k head �
��� 
� 2k2 +2k head2 �
���; �� mk� �������

��� 
kl�
� 
� ��� ����m�
k��
�� 9\�
�
����
� C=AF:= O
�l����� ����� ������m��;

�� ��� k ������m� ��
� Ṅ1 �
 Ṅ2 
� ��� ������� 
�����=

@?F



�� '�2� *����

U� ��� �



���� ��
 
���k�; �� ��
� ���� k�� �
� �� mk� ������� ���


kl�
� 
� ��� ���� �
���= `�� 3��� 
���k ��
�� ��k� ���� mk��
� k
�k�� l�

�
��; k�� ��� ��m
�� ��
�� �
� �� mk� l� �
�� ���� �� �� �
���l
�= `�� ��

�


� ��� 3��� 
���k �� ������mk
 �
 ��� ��

� 
� X���k B=A? ���� ��� ����m��
� 
�

k

 k�m� ��������=

4�		> #�!'� ;�� Ṅ G� F ������� �� ���H� ��� H��	� c �� ��� ���� �� 	FG�		��

l(c)! B���� F���� F�� ��F� 
��� �� Ṅ � ��� H��	� �� ��� ���� ��		 ���		 G� 	FG�		��

l(c)!

4�		> #�!(� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) �k > 0� G� F 	F���� HF���
�		F� ���� ���

F��FH��� ���� ����� x F�� y! B���� ����� F ������H� �� F� 
��� 8 ��F� 
����

�� 2n + 6 head1 
����� ��� 	FG�	� �� x F�� y HF� G� ��F

��� ��H�
� �� x �� y
�� ��� H��	� �� ��� ����!

?����! c���
�� 

�� 
� �����k
���; �� k����� ��k� x �� kl
�� y= R���� ����
��

x k�� y k�� l
�� �k�� 
� ��� 
k����; ���� ��� ������m�� ��
�� �� R����� B=G

mk� l� ���� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� x k�� y ���� k� �
�� 5 head1 �
���; ��m���

�� x �� ��� m��
� 
� ��� �

�= Z
� ����
�� ��k� y �� �� ��� mk�����

k�; ���� ���

��� ������m� �� R����� C=@? mk� l� ���� �
 ��k� ��� 
kl�
� 
� x k�� y ����� k�

�
�� 8 ��k� �
���; 
� 2n+ 6 head1 �
���=

Z
� �� 	�
� �
� �
 ��k� 
kl�
� 
� ���� �
��� �� k 
k���� mk�����

k�; ��

mk� ������� k

 ���� �
�� 
kl�
� 
� ��m� k ����
�	=

8���������
 #�"�� ;�� Ṅ ∈ Ṅ (n, k) G� F 	F���� HF���
�		F�� F�� 	�� π G�

F 
��
��F���� �� ��� ���� ���� 	FG�	�! B��� ����� �� F ������H� �� F� 
���

8(n+ k− 1)2 head 
����� �� (2n+ 6)(n+ k− 1)2 head1 
����� ��F� 
��
����

��� ���� ���� 	FG�	� ���� π F�� 	�F��� F		 ����� 	FG�	� ��� �F
�� ��H�
� �� ���

H��	� �� ��� ���� c �� 	FG�		�� l(c) F�� l(c) �= π(l(c))!

?����! Z
�� ��k� k

 n + k − 1 ���� �
��� k�� �� 
�� �k��; k�� ��k� �� mk�

��k� k��km��� 
kl�
� 
� ���� �
��� ����� k� �
�� 8 head �
��� 
� 2n+6 head1
�
��� 9X���k C=AH:= M�� ������k��
� 
� m �
������ 
� k ������m� mk� l�

��m
��
��� ���
 k� �
�� m2
�����l
�� ��k��= T��m�; �
 ������� ��� ���� �
��


kl�
� �� k ����
�	; �� ���� k� �
�� 8(n+ k− 1)2 head �
���; 
� (2n+6)(n+
k − 1)2 head1 �
���=

a���� ��� ����
�� kl
��; �� mk� ������� k

 
kl�
� 
� k ����
�	 ����� ��k�

�
���= T��m�; �� mk� 3�� k ������m� l������ k�� ��
 ������k

� 
kl�
��

����
�	� 9���� 
�
� k ��� ��m����
��:=

@?E

C=C= U�����k
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�
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R����� C=@?I `�� ������m� 
� 8 ��k� �
���; 
� 2n + 6 head1 �
��� ���� ��

X���k C=AH= `�� 3��� �
� ��
�� ��� ���� 
���
 ���k 
� ��� ������m�I 3���

�
�� k ����m�
k��
� l������ ��� ���� �
���; ���� ��� ��� ��m
�� �
� �
 ��k�

��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
���; k��; 
k��
�; �
�� ��� ����m�
k��
� lkm	 �
 ����� ��

mk�� ��
�= Y
���� ��� ����m�
k��
� �k	�� k� �
�� n head1 �
���; 
� 
�� ��k�

�
��; k�� ��� ��m
�� �
� ��
�� k ������m� 
� 6 head1 �
���= U� u = v; ���


k�� ��
 �
��� �� ��� ������m� 
� ��� ��m
�� �
� k�� �
� ��m���k��=

<�����	 #�" � ;�� Ṅ1, Ṅ2 ∈ Ṅ (n, k) G� ��������! 8� l1(c1) = l2(c2) ��� c1
F�� c2 ��� H��	���� �� ��� ����� �� Ṅ1 F�� Ṅ2� ����� ������ F ��F� 
��� ������H�

�� 	����� F� 
��� 2 diamhead(n, k)+ 4k+8(n+ k− 1)2 F�� F head2 ������H� ��

	����� F� 
��� 2 diamhead2(n, k) + 2k2 + 2k + (2n+ 6)(n+ k − 1)2 ���
 Ṅ1 ��

Ṅ2! >��������� ����� �� �� ������H� ���
 Ṅ1 �� Ṅ2!

?����! c� 3��� 
l����� ��k� ��� 
kl�
� 
� c1 k�� c2 mk��
� l� m�k���� �����

��k� �
��� 9X���k C=AG:= T��m�; ����� �� ������ �
 ������m� l������ Ṅ1 k��

Ṅ2 �� l1(c1) �= l2(c2)=

U� k

 ���k����� mk���; `��
���� C=AB k�� C=@E ��
� ��k� �
� k�� ����
�	

Ṁ ∈ Ṅ (n, k); �� mk� ���� Ṅ1 k�� Ṅ2 ���
 ����
�	� Ṅ ′
1 k�� Ṅ ′

2 ��m� ��k�

Ṅ ′
1 �Xl Ṅ ′

2 �Xl Ṁ = U� �k���m�
k�; �� �k� m�

�� Ṁ �
 l� k 
k���� mk�����

k�

l� X���k A=A@= `���; �� mk� ������� ��� 
kl�
� 
� ��� ���� �
��� ����� k� �
��

8(n+k−1)2 ��k� �
��� 
� (2n+6)(n+k−1)2 head2 �
��� 9\�
�
����
� C=B?:=

Xk��
�; ����� k� �
�� 4k head �
��� 
� 2k2 +2k head2 �
���; �� mk� �������

��� 
kl�
� 
� ��� ����m�
k��
�� 9\�
�
����
� C=AF:= O
�l����� ����� ������m��;

�� ��� k ������m� ��
� Ṅ1 �
 Ṅ2 
� ��� ������� 
�����=

@?F



�� '�2� *����

X�	� ��� l
��� �
� �k�
 �
���; ��� ����� l
��� 
� ��� ��k� �
�� ��k�����

�
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	� m
��k��� k ��k��k��m ����= M� �����
��� l��
��;

���� ��k��k��m ���� ���k���k�� �
� �_\^ �
���; ����� �� ��� k m
�l��k��
� 
�

�k�
 k�� ��k� �
��� 9O�k���� D:= M� �
� �k�
 �
���; �� �� ��m
�k� ������� ����

��k��k��m ���� �� ��m���k��=

����� %��
���� 
����

U� ���� ��m��
�; �� ������� k ��
m����� �
 �
�� k

 ������<A �
��� 
� k ����
�	

�
 
�� k�m= `���; m
�l����� ���� ���� ��� �����
�� ����
��; �� ��
� �
� �


3�� k ������m� l������ k�� �k�� 
� ����
�	� �� Ṅhead(n, k,m); ���� k �
��

��m����
�� ��
k��� �
 ��� �

� �k��=

R
� ����
�m���; �� ������m� 
�� k������
� �
 �
�<

mk
 ��k� �
���= `��� ��;

�
�� ���
��k��
�; l�mk��� ����k�m�<A ��k� �
��� ��2�� ��
� k ����
k� ��
l
��

�� ��� ������m� 
� ������<A �
���; k� ����k�m�<@ ��k� �
��� ��� �� ����� kl���m�

9R����� C=@@:=

1 2 3 1 2 3

x1
xm

x1
xm

R����� C=@@I `�
 ����
�	� �� Ṅ (2, 1,m) �
� m
���m��� l� k ������m� 
�

headm+1 �
���= `�� m ������<A �
��� x1, . . . , xm �
�� k lk����� ���m� ���<

����� k�� ����k�m�<9m−1: �
�� ��k� ���

��� k �k�� 
� ��� ����
�	 kl
�� �����

�
���=

Z���
�	� ���� 
�� 
�k� k�� ���k��� ���k�k��
�; k� ����� ��km�� k�� �����
� ��<


k��� �
 �k�
 �
�� ��km��= U� �km�; �� �k�� k� ��
�
������ ��km� Ṅhead(1, k,m)
φ
�

Ṅtail(1, k,m); ����� φ(N̈) �� ��� ����
�	 
l�k���� ��
� N̈ l� ��������� ��� ��<

��m��
� 
� �km� k�m= T��m�; l� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�; `��
��� B=BD

��

� m�k�km������� Ṅhead(1, k,m) k� �



��=

<�����	 #�"!� 5�� F		 k ≥ 0 ��H�
� k = 2� ��� �������� N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅhead(1, k,m)
F�� �� ��� �F
� H�

����� �� ����� ���� 
F��� F�� 	FG�	�� ���
��
��H! 5�� k = 2�
N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅhead(1, 2,m) F�� �� ��� �F
� H�

����� �� ����� ���� 
F��� F�� 	F 

G�	�� ���
��
��H F�� ������ ����� �� F ��G������� F�H G������ ��� ���� F�H F��

@?G

C=C= U�����k
 
kl�
�

��� F�H G������ ��� ��� ���� ������ �� ����� F�� �� ��H� ��G������� F�H� F�� ���

��G������� F�H� G������ ��� ��� ���� ����� �� G��� �������� F�� ���
��
��H!

c� mk� �
� �
m�� 
� ��km�� 
� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���=

4�		> #�""� ;�� n > 1� k > 0� F�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m)! B��� ����� �� F ������H�

�� F� 
��� m head 
���� ��F� ����� N̈ ���� F ������� N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F���!

?����! R
� �km� �k�� 
� �k�k

�
 �k���; �
�� k l
��
� k�m �
 k 
�k� ��k� �� �
�

��� m��
� 
� ��� l
��
� �
�� 
� ��� �k�k

�
 �k���= M� �km� �k�k

�
 �k�� �����

k� 
�k�� 
�� ������<A �
��; ����� k�� k� �
�� m �k��� 
� �k�k

�
 �k���=

4�		> #�"#� ;�� N̈ G� F ��G������� ������� ������� 
F�F		�	 
F���� F�� ��
 


��� ����� �� F ��F� 
��� H�F����� S(N̈) ���� N ′
� ���� ����� �� F ��F� 
���

H�F����� N̈ ���� N̈ ′
��H� ��F� S(N̈ ′) = N ′

!

?����! _���
�� ��� �
�� m�k����� S(N̈) ���
 Ṅ ′
�� v (u,v)−−−→ (x, y)= X�� w l�

��� 
k�� �
�� 
� ��� �k�� l������ u k�� v; k�� z l� ��� 3��� �
�� 
� ��� �k��

l������ x k�� y �� N̈ = `��� ��� �
�� v (w,v)−−−→ (x, z) �� �k
��; k�� ����
�� �� k

����
�	 N̈ ′
���� S(N̈ ′) = N ′

=

`�� kl
�� ��
 
���k� �k	� mk�� 
� ��� ���� k�� ����m�
k��
� 
kl�
�= U�����;

�� m
�
� k
��k�� �
�� ��
�� k������� �� ����
�	� �� Ṅ (n, k); k�� ���� ���

kl
�� ��
 
���k�; �� mk� ��� ��
�� �
��� 
� ��l������� ����
�	� k� ��

= 
̀

�
�� k�� ������� ��� ������<A �
��� k� ��

; �� �
 ��� �



����= R����; ��

�k	� k �
�kl
� k�m; ���m� mk� l� �
��� �������k

� k������� �� ��� ����
�	=

`���; �� ��� ���� k�m �
 m


�m� ��� ������<A �
��� �� 
����; 
�	� �� ��� ��

��� ��

� 
� X���k B=BH �
� ������<A �
��� ����� �k�
 �
���= 
̀ m


�m� ���

������<A �
��� ����
�� m�k����� ��� �����
���� ���������� ����
�	; �� ����

3��� �k	� ���� ���� �����
���� ����
�	 �k� �
 �k�k

�
 k�m�=

4�		> #�"$� ;�� n > 1 F�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��G������� ������� �������


F�F		�	 
F��� ����� ���� 
F�� ���� �� ��� ���� x! B��� ����� �� F ������H� ��

F� 
��� 3 ��F� 
���� �� F ������� N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F��� �� ���H� ����� ��

F ��G������� ���F��	� 〈·x, y, z·〉 ���� (x, z) ��� ��G�������!

?����! O��k�� k ��l������� ���k��
� k� ��� �
� l� �
���� ��� ��k� z 
� k �������

����m�
k��
� k�m �� �
 ��� �

� k� �
�� ���m�= M� ���� �� �
���l
� �� S(N̈) k
��k��;

���� mk� l� �
�� �� N̈ ����
�� ����
��m��� �k�k

�
 �k���= M���� ����� �
���;

��� 
k�� k�m �� ��� �k�� (x, . . . , z) �� �
�kl
�; k�� �
 �� ��� 
���� ��m
���� k�m

(w, z) 
� z= N� �
���� (w, z) �� �
 ��� ������� k�m �� ��� (x, . . . , z) �k��; ��

m��k�� ��� ������� ����
�	=

@?H



�� '�2� *����

X�	� ��� l
��� �
� �k�
 �
���; ��� ����� l
��� 
� ��� ��k� �
�� ��k�����

�
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	� m
��k��� k ��k��k��m ����= M� �����
��� l��
��;

���� ��k��k��m ���� ���k���k�� �
� �_\^ �
���; ����� �� ��� k m
�l��k��
� 
�

�k�
 k�� ��k� �
��� 9O�k���� D:= M� �
� �k�
 �
���; �� �� ��m
�k� ������� ����

��k��k��m ���� �� ��m���k��=

����� %��
���� 
����

U� ���� ��m��
�; �� ������� k ��
m����� �
 �
�� k

 ������<A �
��� 
� k ����
�	

�
 
�� k�m= `���; m
�l����� ���� ���� ��� �����
�� ����
��; �� ��
� �
� �


3�� k ������m� l������ k�� �k�� 
� ����
�	� �� Ṅhead(n, k,m); ���� k �
��

��m����
�� ��
k��� �
 ��� �

� �k��=

R
� ����
�m���; �� ������m� 
�� k������
� �
 �
�<

mk
 ��k� �
���= `��� ��;

�
�� ���
��k��
�; l�mk��� ����k�m�<A ��k� �
��� ��2�� ��
� k ����
k� ��
l
��

�� ��� ������m� 
� ������<A �
���; k� ����k�m�<@ ��k� �
��� ��� �� ����� kl���m�

9R����� C=@@:=

1 2 3 1 2 3

x1
xm

x1
xm

R����� C=@@I `�
 ����
�	� �� Ṅ (2, 1,m) �
� m
���m��� l� k ������m� 
�

headm+1 �
���= `�� m ������<A �
��� x1, . . . , xm �
�� k lk����� ���m� ���<

����� k�� ����k�m�<9m−1: �
�� ��k� ���

��� k �k�� 
� ��� ����
�	 kl
�� �����

�
���=

Z���
�	� ���� 
�� 
�k� k�� ���k��� ���k�k��
�; k� ����� ��km�� k�� �����
� ��<


k��� �
 �k�
 �
�� ��km��= U� �km�; �� �k�� k� ��
�
������ ��km� Ṅhead(1, k,m)
φ
�

Ṅtail(1, k,m); ����� φ(N̈) �� ��� ����
�	 
l�k���� ��
� N̈ l� ��������� ��� ��<

��m��
� 
� �km� k�m= T��m�; l� ��������� ��� ����m��
� 
� k

 k�m�; `��
��� B=BD

��

� m�k�km������� Ṅhead(1, k,m) k� �



��=

<�����	 #�"!� 5�� F		 k ≥ 0 ��H�
� k = 2� ��� �������� N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅhead(1, k,m)
F�� �� ��� �F
� H�

����� �� ����� ���� 
F��� F�� 	FG�	�� ���
��
��H! 5�� k = 2�
N̈ , N̈ ′ ∈ Ṅhead(1, 2,m) F�� �� ��� �F
� H�

����� �� ����� ���� 
F��� F�� 	F 

G�	�� ���
��
��H F�� ������ ����� �� F ��G������� F�H G������ ��� ���� F�H F��

@?G

C=C= U�����k
 
kl�
�

��� F�H G������ ��� ��� ���� ������ �� ����� F�� �� ��H� ��G������� F�H� F�� ���

��G������� F�H� G������ ��� ��� ���� ����� �� G��� �������� F�� ���
��
��H!

c� mk� �
� �
m�� 
� ��km�� 
� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���=

4�		> #�""� ;�� n > 1� k > 0� F�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m)! B��� ����� �� F ������H�

�� F� 
��� m head 
���� ��F� ����� N̈ ���� F ������� N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F���!

?����! R
� �km� �k�� 
� �k�k

�
 �k���; �
�� k l
��
� k�m �
 k 
�k� ��k� �� �
�

��� m��
� 
� ��� l
��
� �
�� 
� ��� �k�k

�
 �k���= M� �km� �k�k

�
 �k�� �����

k� 
�k�� 
�� ������<A �
��; ����� k�� k� �
�� m �k��� 
� �k�k

�
 �k���=

4�		> #�"#� ;�� N̈ G� F ��G������� ������� ������� 
F�F		�	 
F���� F�� ��
 


��� ����� �� F ��F� 
��� H�F����� S(N̈) ���� N ′
� ���� ����� �� F ��F� 
���

H�F����� N̈ ���� N̈ ′
��H� ��F� S(N̈ ′) = N ′

!

?����! _���
�� ��� �
�� m�k����� S(N̈) ���
 Ṅ ′
�� v (u,v)−−−→ (x, y)= X�� w l�

��� 
k�� �
�� 
� ��� �k�� l������ u k�� v; k�� z l� ��� 3��� �
�� 
� ��� �k��

l������ x k�� y �� N̈ = `��� ��� �
�� v (w,v)−−−→ (x, z) �� �k
��; k�� ����
�� �� k

����
�	 N̈ ′
���� S(N̈ ′) = N ′

=

`�� kl
�� ��
 
���k� �k	� mk�� 
� ��� ���� k�� ����m�
k��
� 
kl�
�= U�����;

�� m
�
� k
��k�� �
�� ��
�� k������� �� ����
�	� �� Ṅ (n, k); k�� ���� ���

kl
�� ��
 
���k�; �� mk� ��� ��
�� �
��� 
� ��l������� ����
�	� k� ��

= 
̀

�
�� k�� ������� ��� ������<A �
��� k� ��

; �� �
 ��� �



����= R����; ��

�k	� k �
�kl
� k�m; ���m� mk� l� �
��� �������k

� k������� �� ��� ����
�	=

`���; �� ��� ���� k�m �
 m


�m� ��� ������<A �
��� �� 
����; 
�	� �� ��� ��

��� ��

� 
� X���k B=BH �
� ������<A �
��� ����� �k�
 �
���= 
̀ m


�m� ���

������<A �
��� ����
�� m�k����� ��� �����
���� ���������� ����
�	; �� ����

3��� �k	� ���� ���� �����
���� ����
�	 �k� �
 �k�k

�
 k�m�=

4�		> #�"$� ;�� n > 1 F�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��G������� ������� �������


F�F		�	 
F��� ����� ���� 
F�� ���� �� ��� ���� x! B��� ����� �� F ������H� ��

F� 
��� 3 ��F� 
���� �� F ������� N̈ ′
������� 
F�F		�	 
F��� �� ���H� ����� ��

F ��G������� ���F��	� 〈·x, y, z·〉 ���� (x, z) ��� ��G�������!

?����! O��k�� k ��l������� ���k��
� k� ��� �
� l� �
���� ��� ��k� z 
� k �������

����m�
k��
� k�m �� �
 ��� �

� k� �
�� ���m�= M� ���� �� �
���l
� �� S(N̈) k
��k��;

���� mk� l� �
�� �� N̈ ����
�� ����
��m��� �k�k

�
 �k���= M���� ����� �
���;

��� 
k�� k�m �� ��� �k�� (x, . . . , z) �� �
�kl
�; k�� �
 �� ��� 
���� ��m
���� k�m

(w, z) 
� z= N� �
���� (w, z) �� �
 ��� ������� k�m �� ��� (x, . . . , z) �k��; ��

m��k�� ��� ������� ����
�	=

@?H



�� '�2� *����

4�		> #�"%� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ������� �� ���H� ��� ���� 
F�� H�������

�� ��� F�H (ρ, x)� F�� ����� �� F ��G������� ���F��	� 〈·x, y, z·〉 ���� (x, z) ���

��G�������! ;�� v1, . . . , vm G� F�� �������� �� ��� ������ % ����� �� N̈ � ����

����� �� F ������H� �� F� 
��� 2m + 2 
���� �� F ������� N̈ ′
���� F 
F��

(x, v1, . . . , vm, z) F�� S(N̈ ′) = S(N̈)!

?����! R����; �� (x, y) �� ��l�������; �� ��� k ������m� 
� ����� �
��� �
 �k	�

���� l
�� (x, y) k�� (x, z) k�� �
� ��l�������= X�� c l� ��� m��
� 
� z; ���� ����

mk� l� �
�� ����� ��� ������m� z (x,z)−−−→ (w, y); z (w,z)−−−→ (y, c); k�� z (y,z)−−−→ (x, v);
����� (x, v) �� 
� ��� �k�� ��
� x �
 z=

Z
�; �� k�� �km� ������<A �
�� �
 (x, z) �� 
����; ��km�
� k� �
� �k�
 �
���I

M����� ��� ����
�	 k
��k�� m
��k��� ��� �k�� (x, v1, . . . , vi, z); ���� �� 3��� �


z (vi,z)−−−→ (p, vi+1) k�� ���� z (p,z)−−−→ (vi+1, ·)= M���� ����� ��
 �
���; ��� ����
�	

m
��k��� ��� �k�� (x, v1, . . . , vi+1, z)= T��m�; l� �
��� ����� ��
 �
��� �
� �km�

i ∈ [m] k�� ���� �
���� (vm, z) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
� l� z (vm,z)−−−−→ (y, ·);
�� 
l�k�� k ����
�	 N̈ ′

���� ��� ������� ��
�������=

<�����	 #�"&� ;�� n > 1 F�� N̈1, N̈2 ∈ Ṅ (n, k,m) G� ��� �������� ����

�

�� ���� 
F��� ������ �� ����� ���� ��� �F
� 	FG�	� ���� dhead(N̈1, N̈2) ≤
diamhead(n, k, 0) + 6m+ 10!

?����! R����; ���
�� k

 �k�k

�
 �k��� ��
� l
�� ����
�	� ����� k� �
�� m
��k� �
��� ��� ����
�	 9X���k C=BB:= X�� �� ���
�� ��� ����
���� ����
�	�

k� N̈p
1 k�� N̈p

2 = Z
�; ����� k� �
�� diamhead(n, k, 0) �
���; �� mk� m�k���

N̈p
1 ���
 k ����
�	 N̈p′

1 ��m� ��k� S(N̈p′
1 )

φ
�X\X(2) S(N̈p

2 ) 9X���k C=BC k��

`��
��� C=B@:=

`���; m��k�� k ��l������� ���k��
� k� ��� �
� 
� �km� ����
�	; ����� ���



�� �k�� m
������ 
� 
�� k�m= `��� mk� l� km������ ����� k� �
�� 3 ��k� �
���

�� �km� ����
�	 k�� ����
�� ��<����
��m��� �k�k

�
 �k��� 9X���k C=BD:= N�

����� ��� j�k��8 �k��� 9�=�=; �k���� �
 �km� 
���� l� φ:; �� mk� k�����
�k

�

�k	� ���� ��k� ��� ����
���� ����
�	� N̈ t
1 k�� N̈ t

2 �k����� S(N̈ t
1) �X\X(2) S(N̈ t

2)=
U� ��� ����
���� ����
�	�; k

 ������<A �
��� mk� l� m


�m��� �� k�� 
����


� ��� 

�� �k�� 
� ��� �
� ���k��
� ����� k� �
�� 2m+ 2 ��k� �
��� �� �km�

����
�	= N� X���k C=BE; ���� mk� l� �
�� ����
�� m�k����� ��� �����
����

���������� ����
�	�; �
 ��� ����
���� ����
�	� k�� 
kl�
�� ��
�
����m= `��

�
�k
 ���l�� 
� ��k� �
��� ���� �� diamhead(n, k, 0) + 6m+ 10=

@@?

C=D= O
�m
���
�

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ��
�� ��k� k

 ��km�� Nhead(n, k) k�� Nhead2(n, k) k��

m
���m���= `�� m
�����m���� ��

�� ��k� ����� ��km�� k�� m
���m��� k
�
 ����

����� l
���� �
� ��� ��k������ 
� ����� ��km�� 
� 6n+ 6k − 4 �
� ��k� �
���

k�� 12n2 + 10kn + 10k2 + 52n + 2k + 13 �
� head2 �
���= `��� l
��� �
�

��k� �
��� �� k�����
��mk

� �����; k� �� ��

 ��� �� _�m��
� D=A=B= R
� k

 
����
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mk
: ��k� �
�� ��km��; �� �k�� �
 

��� l
����; �
 �� �
 �
� 	�
� �������


�� ����� l
���� �
� ����� ��km�� k�� k�����
��mk

� �����=

Z
�� ��k� ��� 

mk
 �����
� 
� ��� ��k� �
�� �� �k�� m
�������� �� ���

����k�m�<A ��k� �
��; k�� �
� ��� ����k�m�<@ ��k� �
��= `��� �� l�mk��� �


��km� 
� ����k�m�<@ ��k� �
��� �� m
���m���= U� �k� ���

 l� ����������� �


��������k�� ��� m
���m��� m
��
����� 
� Ṅhead1(n, k); �� 
���� �
 
�k�� �
��

kl
�� ��� 
���� ���� �ZZU �
�� k� ��

=

X�	� �
� �k�
 �
���; ����� ����
�� �
� ��k� �
��� k
�
 ������ �
 �����<

�k

� 
kl�
�� ����
�	�; ���� k ��� ��m����
��= M

 ��km�� Ṅhead(n, k,m) k��

Ṅhead2(n, k,m) k�� ���m
���m���= T
�����; ��� m
���m��� m
��
����� 
� ���

��km�� Ṅhead(n, k,m) k�� Ṅhead2(n, k, 0) mk� �k��
� l� m�k�km������� l� ��� ��<

����m� 
� �
��� �� ��� �

� �k��I ��
 ����
�	� k�� �� ��� �k�� m
��
����

�� ����� �

� �k��� k�� 
kl�
�� ��
�
����m= U� �k���m�
k�; ���� ����� k�� �


������<A �
��� ����� �� k m
���m��� m
��
���� �
� �km� 
kl�
 �� Xt
= c� �k��

k
�
 m
������ ��� ��k������ 
� ��� m
��
����� 
� k

 ����� ��km��=

Z
�� ��k� �� �k�� �
� m�k�km������� ��� m
���m��� m
��
����� 
� ��� ��km��

Ṅhead2(n, k,m) �
� m > 0= `��� �� l�mk��� ����� ��km�� ��2�� ��
� ��� �k��

��
l
�� k� Nhead1(n, k)= U� �� k� 
��� ������
� ������� ����k�m�<(m+2) �
���

��
���� ��5m���� m
���m������� 9���� 
�� m
��
���� �
� �km� �

� �k�� ����m<

����:=

@@@



�� '�2� *����

4�		> #�"%� ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ������� �� ���H� ��� ���� 
F�� H�������

�� ��� F�H (ρ, x)� F�� ����� �� F ��G������� ���F��	� 〈·x, y, z·〉 ���� (x, z) ���

��G�������! ;�� v1, . . . , vm G� F�� �������� �� ��� ������ % ����� �� N̈ � ����

����� �� F ������H� �� F� 
��� 2m + 2 
���� �� F ������� N̈ ′
���� F 
F��

(x, v1, . . . , vm, z) F�� S(N̈ ′) = S(N̈)!

?����! R����; �� (x, y) �� ��l�������; �� ��� k ������m� 
� ����� �
��� �
 �k	�

���� l
�� (x, y) k�� (x, z) k�� �
� ��l�������= X�� c l� ��� m��
� 
� z; ���� ����

mk� l� �
�� ����� ��� ������m� z (x,z)−−−→ (w, y); z (w,z)−−−→ (y, c); k�� z (y,z)−−−→ (x, v);
����� (x, v) �� 
� ��� �k�� ��
� x �
 z=

Z
�; �� k�� �km� ������<A �
�� �
 (x, z) �� 
����; ��km�
� k� �
� �k�
 �
���I

M����� ��� ����
�	 k
��k�� m
��k��� ��� �k�� (x, v1, . . . , vi, z); ���� �� 3��� �


z (vi,z)−−−→ (p, vi+1) k�� ���� z (p,z)−−−→ (vi+1, ·)= M���� ����� ��
 �
���; ��� ����
�	

m
��k��� ��� �k�� (x, v1, . . . , vi+1, z)= T��m�; l� �
��� ����� ��
 �
��� �
� �km�

i ∈ [m] k�� ���� �
���� (vm, z) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
� l� z (vm,z)−−−−→ (y, ·);
�� 
l�k�� k ����
�	 N̈ ′

���� ��� ������� ��
�������=

<�����	 #�"&� ;�� n > 1 F�� N̈1, N̈2 ∈ Ṅ (n, k,m) G� ��� �������� ����

�

�� ���� 
F��� ������ �� ����� ���� ��� �F
� 	FG�	� ���� dhead(N̈1, N̈2) ≤
diamhead(n, k, 0) + 6m+ 10!

?����! R����; ���
�� k

 �k�k

�
 �k��� ��
� l
�� ����
�	� ����� k� �
�� m
��k� �
��� ��� ����
�	 9X���k C=BB:= X�� �� ���
�� ��� ����
���� ����
�	�

k� N̈p
1 k�� N̈p

2 = Z
�; ����� k� �
�� diamhead(n, k, 0) �
���; �� mk� m�k���

N̈p
1 ���
 k ����
�	 N̈p′

1 ��m� ��k� S(N̈p′
1 )

φ
�X\X(2) S(N̈p

2 ) 9X���k C=BC k��

`��
��� C=B@:=

`���; m��k�� k ��l������� ���k��
� k� ��� �
� 
� �km� ����
�	; ����� ���



�� �k�� m
������ 
� 
�� k�m= `��� mk� l� km������ ����� k� �
�� 3 ��k� �
���

�� �km� ����
�	 k�� ����
�� ��<����
��m��� �k�k

�
 �k��� 9X���k C=BD:= N�

����� ��� j�k��8 �k��� 9�=�=; �k���� �
 �km� 
���� l� φ:; �� mk� k�����
�k

�

�k	� ���� ��k� ��� ����
���� ����
�	� N̈ t
1 k�� N̈ t

2 �k����� S(N̈ t
1) �X\X(2) S(N̈ t

2)=
U� ��� ����
���� ����
�	�; k

 ������<A �
��� mk� l� m


�m��� �� k�� 
����


� ��� 

�� �k�� 
� ��� �
� ���k��
� ����� k� �
�� 2m+ 2 ��k� �
��� �� �km�

����
�	= N� X���k C=BE; ���� mk� l� �
�� ����
�� m�k����� ��� �����
����

���������� ����
�	�; �
 ��� ����
���� ����
�	� k�� 
kl�
�� ��
�
����m= `��

�
�k
 ���l�� 
� ��k� �
��� ���� �� diamhead(n, k, 0) + 6m+ 10=

@@?

C=D= O
�m
���
�

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ��
�� ��k� k

 ��km�� Nhead(n, k) k�� Nhead2(n, k) k��

m
���m���= `�� m
�����m���� ��

�� ��k� ����� ��km�� k�� m
���m��� k
�
 ����

����� l
���� �
� ��� ��k������ 
� ����� ��km�� 
� 6n+ 6k − 4 �
� ��k� �
���

k�� 12n2 + 10kn + 10k2 + 52n + 2k + 13 �
� head2 �
���= `��� l
��� �
�

��k� �
��� �� k�����
��mk

� �����; k� �� ��

 ��� �� _�m��
� D=A=B= R
� k
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��� l
����; �
 �� �
 �
� 	�
� �������


�� ����� l
���� �
� ����� ��km�� k�� k�����
��mk

� �����=

Z
�� ��k� ��� 

mk
 �����
� 
� ��� ��k� �
�� �� �k�� m
�������� �� ���

����k�m�<A ��k� �
��; k�� �
� ��� ����k�m�<@ ��k� �
��= `��� �� l�mk��� �


��km� 
� ����k�m�<@ ��k� �
��� �� m
���m���= U� �k� ���

 l� ����������� �


��������k�� ��� m
���m��� m
��
����� 
� Ṅhead1(n, k); �� 
���� �
 
�k�� �
��

kl
�� ��� 
���� ���� �ZZU �
�� k� ��

=

X�	� �
� �k�
 �
���; ����� ����
�� �
� ��k� �
��� k
�
 ������ �
 �����<

�k

� 
kl�
�� ����
�	�; ���� k ��� ��m����
��= M

 ��km�� Ṅhead(n, k,m) k��

Ṅhead2(n, k,m) k�� ���m
���m���= T
�����; ��� m
���m��� m
��
����� 
� ���

��km�� Ṅhead(n, k,m) k�� Ṅhead2(n, k, 0) mk� �k��
� l� m�k�km������� l� ��� ��<

����m� 
� �
��� �� ��� �

� �k��I ��
 ����
�	� k�� �� ��� �k�� m
��
����

�� ����� �

� �k��� k�� 
kl�
�� ��
�
����m= U� �k���m�
k�; ���� ����� k�� �


������<A �
��� ����� �� k m
���m��� m
��
���� �
� �km� 
kl�
 �� Xt
= c� �k��

k
�
 m
������ ��� ��k������ 
� ��� m
��
����� 
� k

 ����� ��km��=

Z
�� ��k� �� �k�� �
� m�k�km������� ��� m
���m��� m
��
����� 
� ��� ��km��

Ṅhead2(n, k,m) �
� m > 0= `��� �� l�mk��� ����� ��km�� ��2�� ��
� ��� �k��

��
l
�� k� Nhead1(n, k)= U� �� k� 
��� ������
� ������� ����k�m�<(m+2) �
���

��
���� ��5m���� m
���m������� 9���� 
�� m
��
���� �
� �km� �

� �k�� ����m<

����:=
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`�� �����
�� ��
 m�k����� m
�m����� �k�
 �
��� k�� ��k� �
��� k� ���k�k��

����� 
� �
���= [�����k

�; ���� ������m��
� �k� 
�
� �k�� k� k m
�������� �k�

�
 ����
��m� �_\^ �
��� �� gS�UV

+
@Flh= U� ���� m�k����; �� ������ �
 ���


�����k
 ��k��k������� �
�� �
� ����m��� ����
�	�; ��� �_\^ �
�� k�� ���



mk
 �k��k��; ��� �ZZU �
��=

M� �_\^ �
��� m
����� 
� �k�
 �
��� k� ��

 k� ��k� �
���; ��� ������
�


� m
���m������� 
� �_\^ k�� �ZZU ��km�� �k� k
��k�� l��� k������� �� ���

�����
�� ��
 m�k�����%�� �km�; �� �k� l��� k������� �����k
 �����; ����� ����<

������� ��

��=

�

R
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; ����� ���� �
�� ��m����
��

�
� m
���m������� �
� �k�
 k�� ��k� �
��� ���k�k��
�= c� ��

 ��
� ��k� �����

��m����
�� ���k���k� ���� �� ��� ��� ���
� 
� ����� �
���=

M
��
��� ��� ������
� 
� m
���m������� mk� l� k������� ���m	
� �����

��� ����
�� ��
� ��� �����
�� ��
 m�k�����%�� �km�; �� �k�� NrSPR(n, k) =
Ntail(n, k) ∪ Nhead(n, k)%�� mk� ���

 ��m
������ ��� ��k����� k�� ����k�m�

l
����= U� �� �k� ��
� m
�k� ��k� ����� 
�
� ��k� �
��� 
� �k�
 �
��� �� m

��

�
 l���� k� �5m���� k� ����� l
�� k� ��� �k�� ����= T��m�; �� ���� m�k����; ��

��

 ����� ��� ������
k� l������ �k�
 k�� ��k� �
���=

R����; �� ��

 ��
� ��k� ����� l
�� �
��� �� �
� ��m� �
�� �5m���� ��k�

����� ������ �
�� ���k�k��
�= c� ��
� ���� l� ��
���� ��k� ��� �k�
 �
��

����k�m� k�� ��� ��k� �
�� ����k�m� l������ ��
 ����
�	� 9���� n > 1: mk�

��2�� l� k� �
�� k ��
���
�mk���� �km�
� 
� 16= U� ����� ��

��; �� ���� ���
�m��

����
�� �
 ���
km� k�� �k�
 �
�� l� k ������m� 
� k� �
�� 13 ��k� �
���

9_�m��
� D=@=@:; k�� k�� ��k� �
�� l� k ������m� 
� k� �
�� 16 �k�
 �
���

9_�m��
� D=@=A:= Z
�� ��k� ���� ��m��
� 
�
� m
�m���� ����
�	� ����
�� ������k



kl�
�=

`���; �� _�m��
� D=A; �� ��

 ������ �
 ��k����� l
���� �
� �_\^ k�� �ZZU

�
���= M
��
��� ��� �k�
 k�� ��k� �
�� ��k������ ����m�
� ���� ����� l
����

�
� ��� �_\^ ��k�����; �� �� �k�� �
 ����
�� 
� ����� l
���� l� k�k�����

��� ��

� �
� ��� �k�
 �
�� ��k����� �
 ��m
��� ��k� �
��� k� ��

= `���

�
��3�� ��

� �k��
�� 

���� ����m�
k��
� �
��� ����� 
�� ��k� �
�� �����k�


� k ������m� 
� �����k
 �k�
 �
��� 9_�m��
� D=A=@:=

R
� ����� l
���� �
� ��� ��k������ 
� �ZZU ��km��; �� ���

� k ��m������

�������m��� 
� ��� ��m������ ���� �
� ����k�m�<A ��k� �
��� 9_�m��
� D=A=A:= U�

���� ��m������; ���m� �k� 3��� ���� �
� ������m��� ����
�	� �� gVW@Hh; �km�

����
�	 �� 3��� ��k���
���� ���
 k ����
� ����<
�	� ����
�	; ��
�� �����
����

���� �� ���� m�k���� ����� k ��k

 ���l�� 
� �
���= U� ��� ��k� �
�� ��

�;

�

7� 
��� H� ����� ��G� E5�78

+
&,HF ���� ��� ���� �� 
������ G 
���� ��� ���� I����I�������

����	�# 6������! G� �� ��		 ��� �� ?�I���� +#&! ����� 
���� �G� HG��� �� G �G	�� 	�

G! �� ���

���� I����I� 
���� �G� ����� �� E883

+
&-F#

@@C

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

m�k����� ��� ���� �������� k ��k��k��m ���l�� 
� �
���; �����k�; �� ��� �ZZU

��

�; m�k����� ��� ���� �������� k 
���k������m ���l�� 9�=�=; O((n+ k) log(n+
k)): 
� �
���= U� ��� 3�k
 �k�� 
� ���� ��m��
� 9_�m��
� D=A=B:; �� k
�
 ��
��

�����k
 

��� l
���� �
� ��� ��k������ 
� ����
�	 ��km��=

X�	� �� ��� 
k�� ��
 m�k�����; ��� 3�k
 �k�� 9_�m��
� D=B: 
� ���� m�k����

m
�m���� ��km�� 
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�= c� ��
� ��k� ����� ��km�� k��

k

 m
���m��� �
� �ZZU �
���= `��� �� �k��
� ��� �
 ��� �km� ��k� ��� �

� �k��

mk� l� ��� 
� ������<A �
��� ����� �k�
 �
���; k��; ����
k�
�; k

 ������<A �
���


� k 
�k�<�k��� ��k����� k� k ����m�
k��
� mk� l� �
��� �� ����� ��k� �
���=

��� 1��
���
� ��6� 6
� �6�� 	����

U� ���� ��m��
�; �� ��
� ��k� �km� �k�
 �
�� mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
�

k� �
�� @B ��k� �
���; k�� �km� ��k� �
�� mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
�

k� �
�� @E �k�
 �
���=

����� 14�� 	��� 
���46�� 5� ��4� 	����

T���; �� ��
� �
� �
 ���
km� k �k�
 �
�� l� k ������m� 
� ��k� �
��� 9`��<


��� D=F:= `�� ��

� �
�	� l� mk�� ������m��
�; ����� ��� �k�� mk��� �����<

���� ��2����� ����� 
� �k�
 �
���= `�� 3��� ��
 
���k� ��
�� ��k� �� mk�

���
km� m���k�� ����� 
� ����k�m�<@ �k�
 �
���I �� X���k D=@; �� ���
km� k

����k�m�<@ �k�
 �
�� l������ ��� ��
 
���
��� k�m� 
� k ���� �
��; k�� ��

X���k D=A; �� ���
km� k ����k�m�<@ �k�
 �
�� l������ ��� ��
 ��m
���� k�m�


� k ����m�
k��
�= `���; �� ���� �
 ��� ���k����� mk���; ����� ��� �k�
 �
��

(xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) �� ��m� ��k� aL �= aR k�� 9�=
=
=�=: aL �� �
� kl
��

aR 9X���k D=D:= `��� mk�� �� ��
�� �� ���
 ��
 
���k�; ��������� 
� �����

��� ��k�<�
�kl
� k�m� k�� 

mk��� �� ��� ����
�	 �� ��
k��
� �
 aR 9X���k� D=B

k�� D=C:=

U� ���� ��m��
�; ��
��� ��k��� 
��������; �km� �
�� �� k ��k� �
�� k��

�
�kl
� ��k�� ��k�<�
�kl
�=

4�		> $� 9gVk�A@h X���k @@:� ;�� n, k > 0 F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F�

��� �F�	 
��� (x, u, aL)
(u,v)−−−→ (x, aR) ����� N ���� N ′

� ���� dhead(N,N ′) ≤ 4!

?����! 
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� �
������� �� ��� ����
�	
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���=

Z
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�
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�� l�

�
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� ��� ��m
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 ��m� ����m�
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 m�k�����%�� �km�; �� �k�� NrSPR(n, k) =
Ntail(n, k) ∪ Nhead(n, k)%�� mk� ���

 ��m
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 ����
�	� 9���� n > 1: mk�

��2�� l� k� �
�� k ��
���
�mk���� �km�
� 
� 16= U� ����� ��
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k�� aR = xL 9l�� �
� ����
�k��
��
�:; k
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 �k�k
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; k m
���k��m��
� ���� ��� m
�����
� �aL �� �
�
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� k �����k
 ����k��
� ����� ��� �k�
 �
�� 
�k�� �
 k� ��
�
����m

����
�	= `�� 3��� 
� ����� ��
 ������3mk��
�� �k�� l��� ���k��� �� ��� �����
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 �� �k� k����� aL �= aR k�� xL �= xR= c� �
� �����������

�����k
 mk��� �
 ��
�� ��� �k�
 �
�� mk� l� ����
k��� l� k m
���k�� ���l�� 
�

��k� �
��� �� k

 mk���=

@= (t, aR) �∈ N �

k: r = xR= M� (t, r) �� �
�kl
� k�� �
� l�

� aL 
� v; �� �k� k��
�

��� ��k� �
�� (s, r, z) (t,r)−−→ (xL, u)= M� (xL, r) �� �
�kl
� �� ���

����
���� ����
�	; �� �k� �
�� ��� ��k� �
�� ���� r (xL,r)−−−−→ (u, aL)=
_��m� u �= s 9
�������� ��� 
�����k
 �k�
 �
�� �k� �
� k


���:; ���

��k� �
�� r (u,r)−−−→ (s, aR) �� �
� �k
��= Xk��
�; r (s,r)−−−→ (t, u) ����
��

�� N ′
=

l: r �= xR= U� t = xR ���� (t, aR) ∈ N ; ���m� m
���k��m�� ��� k�<

������
�� 
� ���� mk��= T��m�; t �= xR; k�� ��� �
�� (s, r, z) (t,r)−−→
(xR, aR) �� �k
�� �� N = N�mk��� ������� aL �
� v mk� l� kl
�� xR

k�� xL �= xR; �� mk� �
� k��
� ��� �
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�; ��
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r �= aL k�� u �= t 
� r �= v; �� k��
� ��� �
��� r (xL,r)−−−−→ (u, aL) ���m�
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��� l�mk��� �� �
��� k �
�kl
� ��k� �
��; k�� r (u,r)−−−→ (t, aR)=
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����
� �	�� ����� �
���= Xk��
�; �� �
�� r (t,r)−−→ (s, z) �
 k����� k�

N ′
= T��m� ��� �k�
 �
�� 
� ���� ����k��
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���=

t

z
r
sxL xR

aL aRv

u

t

z

sxL xR

aL aRv

u

t

z

sxL xR

aL aRv

u

t

z

sxL xR

aL aRv

u

t

z

sxL xR

aL aRv

u

t

z

sxL xR

aL aRv

r

r

r r

r

u
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 �
�� �� Ok�� @l 
� X���k D=B=

A= (t, aR) ∈ N = M�k�� (t, r) �� ��� ��k�<�
�kl
� k�m= X�� z l� ��� m��
� 
�

r k�� s �= t ��� 
���� �k���� 
� r=

k: z = aR= R���� �
�� ��k�; �� ���� mk��; �� ���� �k�� ������ xR = t

� xR = r= [��������; 
�� 
� ��� k�m� (t, aR) k�� (r, z) �� �
� �� N =

�= xR = t N�mk��� r k�� t = xR k�� ������m�; aR = z �� k

����m�
k��
� �
�� ���� �
�kl
� k�m (t = xR, z = aR)= T��m�;

���� mk�� mk� l� �

��� �k��
� ���� ��� �



���� B ��k� �
���I

(r, z, c) (t,z)−−→ (xL, u); z
(xL,z)−−−−→ (u, aL); k�� z (u,z)−−−→ (r, c)=

��= xR = r Z
�� ��k� ��� �F�	 �
�� u (u,v)−−−→ (t, aR) �� k
�
 k


���

l�mk��� (u, v) �� �k�
<�
�kl
�; v �= aR k�� v �
� kl
�� t 9
��<

������ ��� �k�
 �
�� �
 (r, z) �� �
� k


��� ������:= `��� �k�


@A?

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

�
�� �� 
� ��� ���� 
� ��� �����
�� mk��; k�� mk� l� ���
km�� l�

k� �
�� B ��k� �
���= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� �k�
 �
��

u (u,v)−−−→ (r, z) �� 
� ��� ���� 
� X���k D=A; ���m� �k	�� k� �
��

C ��k� �
��� �
 ����
k��= c� m
�m
��� k�� �k�
 �
�� 
� ����

���� mk� l� ����
k��� ����� k� �
�� 7 ��k� �
���=

l: z �= aR=

�= aR �= r=

M= xR = t k�� v �= r= `�� ������m� �
� ���� mk�� �� ��m�


�	� ��� ������m� ���� �� Ok�� A9k:�= `�� �F�	 �
�� u (u,v)−−−→
(xR, aR) mk� l� ���
km�� ���� ��� 4 ��k� �
��� (s, r, z) (t,r)−−→
(xL, u); r

(xL,r)−−−−→ (u, aL); r
(u,r)−−−→ (t, aR); k�� r (t,r)−−→ (s, z)=

N= xR = t k�� v = r= M� aL �� �
� kl
�� xR; ��� �



����

������m� 
� 4 ��k� �
��� ��5m��I v (xR,v)−−−−→ (xL, u); v
(xL,v)−−−−→

(u, aL); v
(u,v)−−−→ (xR, aR); k�� v (xR,v)−−−−→ (u, z)=

O= xR �= t k�� aR �= s= N�mk��� aR �= s; ��� k�m (xR, aR) ��

�
�kl
�= M
�
; l�mk��� xR �= xL k�� u �� �
� kl
�� xR;

��� �
�� (t, aR, c)
(xR,aR)−−−−−→ (xL, u) �� �k
��= Z
� (xL, aR) ��

�
�kl
�; �
 ��� �
���k�� ��k� �
�� aR
(xL,aR)−−−−−→ (u, aL) ��

k


���= R��k

�; ��� ��k� �
�� aR
(u,aR)−−−−→ (t, c) ����
�� ��

N ′
= T��m�; �� ���� mk�� �� ���� k� �
�� 3 ��k� �
���=

P= xR �= t k�� aR = s= M� aR �� k m��
� 
� t k�� u �k�

m��
���� v k�� aL; l
�� 
� ���m� k�� ������m� ��
� aR; ��

	�
� t �= u= T��m�; ��� �
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��� ���� B ��k� �
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(xL,aR)−−−−−→ (u, aL); k�� aR
(u,aR)−−−−→

(s, z)=

N= xR = s= U� (s, r) �� �
�kl
� 9�=�= ����� �� �
 k�m (t, z):;
���� �� mk� ��
kl�
 t ↔ s k�� ��� ��� ������m� 
� ���

�����
�� mk��= [��������; ����� �� k� k�m (t, z) k�� ��

��� ��� �
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(u,z)−−−→ (t, c); k��

aR
(t,aR)−−−−→ (z, c)= `�� �k�
 �
�� 
� ���� ����k��
� mk� �����<

�
�� l� ���
km�� l� k� �
�� 5 ��k� �
���=
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� ��� k�m� (t, aR) k�� (r, z) �� �
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�= xR = t N�mk��� r k�� t = xR k�� ������m�; aR = z �� k

����m�
k��
� �
�� ���� �
�kl
� k�m (t = xR, z = aR)= T��m�;

���� mk�� mk� l� �
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(r, z, c) (t,z)−−→ (xL, u); z
(xL,z)−−−−→ (u, aL); k�� z (u,z)−−−→ (r, c)=

��= xR = r Z
�� ��k� ��� �F�	 �
�� u (u,v)−−−→ (t, aR) �� k
�
 k


���

l�mk��� (u, v) �� �k�
<�
�kl
�; v �= aR k�� v �
� kl
�� t 9
��<

������ ��� �k�
 �
�� �
 (r, z) �� �
� k


��� ������:= `��� �k�


@A?
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���
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�� �� 
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� ��� �����
�� mk��; k�� mk� l� ���
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k� �
�� B ��k� �
���= U� ��� ����
���� ����
�	; ��� �k�
 �
��

u (u,v)−−−→ (r, z) �� 
� ��� ���� 
� X���k D=A; ���m� �k	�� k� �
��

C ��k� �
��� �
 ����
k��= c� m
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��� k�� �k�
 �
�� 
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���=

l: z �= aR=

�= aR �= r=

M= xR = t k�� v �= r= `�� ������m� �
� ���� mk�� �� ��m�


�	� ��� ������m� ���� �� Ok�� A9k:�= `�� �F�	 �
�� u (u,v)−−−→
(xR, aR) mk� l� ���
km�� ���� ��� 4 ��k� �
��� (s, r, z) (t,r)−−→
(xL, u); r

(xL,r)−−−−→ (u, aL); r
(u,r)−−−→ (t, aR); k�� r (t,r)−−→ (s, z)=

N= xR = t k�� v = r= M� aL �� �
� kl
�� xR; ��� �
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������m� 
� 4 ��k� �
��� ��5m��I v (xR,v)−−−−→ (xL, u); v
(xL,v)−−−−→

(u, aL); v
(u,v)−−−→ (xR, aR); k�� v (xR,v)−−−−→ (u, z)=

O= xR �= t k�� aR �= s= N�mk��� aR �= s; ��� k�m (xR, aR) ��

�
�kl
�= M
�
; l�mk��� xR �= xL k�� u �� �
� kl
�� xR;

��� �
�� (t, aR, c)
(xR,aR)−−−−−→ (xL, u) �� �k
��= Z
� (xL, aR) ��

�
�kl
�; �
 ��� �
���k�� ��k� �
�� aR
(xL,aR)−−−−−→ (u, aL) ��

k


���= R��k

�; ��� ��k� �
�� aR
(u,aR)−−−−→ (t, c) ����
�� ��

N ′
= T��m�; �� ���� mk�� �� ���� k� �
�� 3 ��k� �
���=

P= xR �= t k�� aR = s= M� aR �� k m��
� 
� t k�� u �k�

m��
���� v k�� aL; l
�� 
� ���m� k�� ������m� ��
� aR; ��

	�
� t �= u= T��m�; ��� �
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��5m��I r (t,r)−−→ (u, aL); s (xR,s)−−−−→ (xL, u); s (xL,s)−−−−→ (u, r);

s (u,s)−−−→ (t, z); k�� 3�k

� r (t,r)−−→ (s, z)=

��= aR = r= U� ���� mk�� ������ xR = t 
� xR = s=

M= xR = t= `��� mk�� �� �k��
� �

��� ���� B ��k� �
���I

aR
(xR,aR)−−−−−→ (xL, u) ; aR

(xL,aR)−−−−−→ (u, aL); k�� aR
(u,aR)−−−−→

(s, z)=

N= xR = s= U� (s, r) �� �
�kl
� 9�=�= ����� �� �
 k�m (t, z):;
���� �� mk� ��
kl�
 t ↔ s k�� ��� ��� ������m� 
� ���

�����
�� mk��= [��������; ����� �� k� k�m (t, z) k�� ��

��� ��� �



���� ������m� 
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���I aR
(t,aR)−−−−→ (u, aL);

(t, z, c) (xR,z)−−−−→ (xL, u); z
(xL,z)−−−−→ (u, aR); z

(u,z)−−−→ (t, c); k��

aR
(t,aR)−−−−→ (z, c)= `�� �k�
 �
�� 
� ���� ����k��
� mk� �����<

�
�� l� ���
km�� l� k� �
�� 5 ��k� �
���=
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4�		> $�# 9gVk�A@h X���k @C:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR� aL �� ���

FG��� aR� F�� F		 
��FG	� ����H�	F���� F�H� F�� G�	�� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤
13!

?����! N�mk��� ��� ����
�	� �k�� k� 
�k�� 
�� ����m�
k��
�; �� mk� ��m	 k ����<

��� ����m�
k��
� r �� N = M� �km� ����m�
k��
� �k� k� 
�k�� 
�� �
�kl
� ��m
����

k�m; ����� �� k �
�kl
� k�m (t, r) �� N = M� �km� �
�kl
� ����m�
k��
� k�m �� l�

�

aR; �
 �� (t, r)= X�� �� ���
�� ��� �

� 
� N ���� ρ; ��� m��
� 
� r ���� z; k��

��� 
���� �k���� 
� r ���� s �= t= c� �
� ����������� ��
 mk���I

@= xR �= ρ= N�mk��� xR �� kl
�� aR; �� ���� l� k ���� �
��; �
 �� �k�

k�
���� 
���
��� k�m (xR, b) ���� b �= aR �
� kl
�� tI �� b ���� kl
�� t;
����� �
�
� �k�� �
 l� k ����m�
k��
� kl
�� r; m
���k��m���� 
�� m�
�m� 
�

r=

k: r �= b= U� ���� mk��; ��� �
�� r (t,r)−−→ (xR, b) �� �k
�� �� l
�� N k��

N ′
%����� ��� �k���k
 �k� l������ �
��� 
� N k�� N ′

����m�� l�

��� �k�
 �
��%����
���� �� ����
�	� M k�� M ′
��m� ��k� (xR, r) ��

�
�kl
� �� M = Z
�; l� ��
kl�

��� t k� xR; �� mk� ��� ��k� ����� ��


�� �k�
 �
�� l������ M k�� M ′

� ��� �k�� ���� k� Ok�� A9l:� 
�

X���k D=B; ���m� mk� l� ����
k��� ����� k� �
�� 5 ��k� �
���= 
̀

��� ����; �k	� r k� ��� ��
��k�� ����m�
k��
� ���� �
�kl
� k�m (t, r)

k�� m
������ ��� �k�
 �
�� u (u,v)−−−→ (xR, aR) ��
��m��� M ′
= `��� mk��

mk� ������
�� l� �

��� ���� k� �
�� 5 + 2 = 7 ��k� �
���=

l: r = b >
� (t, z) �∈ N = U� ���� mk��; (xR, r) �� �
�kl
�; k�� �
�

l�

� aR; m
���k��m���� 
�� k�������
��=

m: r = b >
� (t, z)) ∈ N = N�mk��� N �k� k� 
�k�� ��
 
�k���;

����� ���� ������ l� k� 
�k�� A 
�k��� l�

� r; 
� ����� �� k 
�k�

�
� l�

� r= X�� l l� k� k�l���k�� 
�k� l�

� r �� ��� 3��� mk��;


� k 
�k� �
� l�

� r �� ��� ��m
�� mk��= Z
�� ��k� ��� ��k� �
��

(r, z, c) (t,z)−−→ (·, l) �� �k
��; k�� �� �k	�� (xR, r) �
�kl
�= Z
� ���

�k�
 �
�� u (u,v)−−−→ (xR, aR) �� ���

 k


��� l�mk��� v �= aR; v �� �
�

kl
�� xR; k�� (u, v) �� �k�
<�
�kl
�= R
� ���� �k�
 �
�� �� k�� �� k

mk�� 
� X���k D=B l�mk��� (xR, r) �� �
� l�

� aR= T��m�; ���� �k�


�
�� �k	�� k� �
�� F �
���= M���� ���� �
��; �� mk� �
 
�� ��k�

�
�� z (t,z)−−→ (r, c) �
 ��� (t, z) lkm	; �
 ���� mk�� �k	�� k� �
�� 9
�
���=

A= xR = ρ= X�� y, z l� ��� m��
���� 
� aR= Z
� 3��� �
 ��� �k�
 �
��

u (u,v)−−−→ (aR, z)= `��� �� k


��� l�mk��� aR �� ��� ������� ���� �
��= `��

@AA

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

������m� 
� ��k� �
��� ���� �
 �
 ���� �k�
 �
�� �� k� �� ��� �����
��

mk��= Z
�� ��k� N ′
�� �
� 
�� �k�
 �
�� k�k�I u (u,z)−−−→ (aR, y)= `��� ��

k �
���
��k
 �k�
 �
�� k

�� k ���� �
�� k� �� X���k D=@; ���m� �k	��

k� �
�� 4 ��k� �
���= M� ��� �����
�� mk�� �

	 k� �
�� 9 ��k� �
���;

���� mk�� �k	�� k� �
�� 13 ��k� �
��� �� �
�k
=

4�		> $�$ 9gVk�A@h X���k @D:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR F�� aL ��

��� FG��� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! `��� �� k ����m� m
�������m� 
� ��� �����
�� ��
 
���k�=

4�		> $�% 9gVk�A@h X���k @E:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR F�� aL ��

FG��� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! Z
�� ��k� �� ���� mk�� aR �� �
� kl
�� aL �� N ′
= _�k����� ��� 
kl�
�

xL ↔ xR k�� aL ↔ aR �� k�� �� ��� ����k��
� 
� X���k D=D �
� ��� �������

�k�
 �
�� N ′
�
 N = `��� ���
��� ��� �k�
 �
�� mk� l� ���
km�� l� k ������m�


� k� �
�� @B ��k� �
���=

<�����	 $�& 9gVk�A@h `��
��� A:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k)!
8� dtail(N,N ′) ≤ 1� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! `��� �



�� ��
� ��� �����
�� 
���k�=

����� (�4� 	��� 
���46�� 5� �4�� 	����

U� ���� ��m��
�; �� ��
� �
� �
 ���
km� k ��k� �
�� (xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR)

l� k ������m� 
� �k�
 �
��� 9`��
��� D=@E:= U� ��� ��

�; �� 3��� ��
� �
� �


�5m����
� ���
km� �
���k�� ��k� �
��� l� �k�
 �
��� 9�=�=; ���� aL �� kl
��

xR:= `��� �� ���� ���� ����k���
� �
 ����
k�� k�l���k�� ��k� �
���=

a�
��� ��k��� 
��������; �km� �
�� �� ���� ��m��
� �� k �k�
 �
�� k�� �
�kl
�

��k�� �k�
<�
�kl
�=

-���>
@�� ��>� 	����

c� 3��� ��mk

 k ����
� ��
� gVVQ

+
@GhI k�� ����k�m�<@ ��k� �
�� mk� l� ���
km��

l� k m
���k�� ���l�� 
� �k�
 �
���; �
 ��� �



���� ����
� �

��=

4�		> $�' 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B:� ;�� n > 1 F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) �� F ����F�H� $ ��F� 
��� ��F� ����� N ���� N ′

!

B��� dtail(N,N ′) ≤ 4� ��H�
� �� N �� N ′
F�� (n, k) = (2, 1)!

@AB
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4�		> $�# 9gVk�A@h X���k @C:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR� aL �� ���

FG��� aR� F�� F		 
��FG	� ����H�	F���� F�H� F�� G�	�� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤
13!

?����! N�mk��� ��� ����
�	� �k�� k� 
�k�� 
�� ����m�
k��
�; �� mk� ��m	 k ����<

��� ����m�
k��
� r �� N = M� �km� ����m�
k��
� �k� k� 
�k�� 
�� �
�kl
� ��m
����

k�m; ����� �� k �
�kl
� k�m (t, r) �� N = M� �km� �
�kl
� ����m�
k��
� k�m �� l�

�

aR; �
 �� (t, r)= X�� �� ���
�� ��� �

� 
� N ���� ρ; ��� m��
� 
� r ���� z; k��

��� 
���� �k���� 
� r ���� s �= t= c� �
� ����������� ��
 mk���I

@= xR �= ρ= N�mk��� xR �� kl
�� aR; �� ���� l� k ���� �
��; �
 �� �k�

k�
���� 
���
��� k�m (xR, b) ���� b �= aR �
� kl
�� tI �� b ���� kl
�� t;
����� �
�
� �k�� �
 l� k ����m�
k��
� kl
�� r; m
���k��m���� 
�� m�
�m� 
�

r=

k: r �= b= U� ���� mk��; ��� �
�� r (t,r)−−→ (xR, b) �� �k
�� �� l
�� N k��

N ′
%����� ��� �k���k
 �k� l������ �
��� 
� N k�� N ′

����m�� l�

��� �k�
 �
��%����
���� �� ����
�	� M k�� M ′
��m� ��k� (xR, r) ��

�
�kl
� �� M = Z
�; l� ��
kl�

��� t k� xR; �� mk� ��� ��k� ����� ��


�� �k�
 �
�� l������ M k�� M ′

� ��� �k�� ���� k� Ok�� A9l:� 
�

X���k D=B; ���m� mk� l� ����
k��� ����� k� �
�� 5 ��k� �
���= 
̀

��� ����; �k	� r k� ��� ��
��k�� ����m�
k��
� ���� �
�kl
� k�m (t, r)

k�� m
������ ��� �k�
 �
�� u (u,v)−−−→ (xR, aR) ��
��m��� M ′
= `��� mk��

mk� ������
�� l� �

��� ���� k� �
�� 5 + 2 = 7 ��k� �
���=

l: r = b >
� (t, z) �∈ N = U� ���� mk��; (xR, r) �� �
�kl
�; k�� �
�

l�

� aR; m
���k��m���� 
�� k�������
��=

m: r = b >
� (t, z)) ∈ N = N�mk��� N �k� k� 
�k�� ��
 
�k���;

����� ���� ������ l� k� 
�k�� A 
�k��� l�

� r; 
� ����� �� k 
�k�

�
� l�

� r= X�� l l� k� k�l���k�� 
�k� l�

� r �� ��� 3��� mk��;


� k 
�k� �
� l�

� r �� ��� ��m
�� mk��= Z
�� ��k� ��� ��k� �
��

(r, z, c) (t,z)−−→ (·, l) �� �k
��; k�� �� �k	�� (xR, r) �
�kl
�= Z
� ���

�k�
 �
�� u (u,v)−−−→ (xR, aR) �� ���

 k


��� l�mk��� v �= aR; v �� �
�

kl
�� xR; k�� (u, v) �� �k�
<�
�kl
�= R
� ���� �k�
 �
�� �� k�� �� k

mk�� 
� X���k D=B l�mk��� (xR, r) �� �
� l�

� aR= T��m�; ���� �k�


�
�� �k	�� k� �
�� F �
���= M���� ���� �
��; �� mk� �
 
�� ��k�

�
�� z (t,z)−−→ (r, c) �
 ��� (t, z) lkm	; �
 ���� mk�� �k	�� k� �
�� 9
�
���=

A= xR = ρ= X�� y, z l� ��� m��
���� 
� aR= Z
� 3��� �
 ��� �k�
 �
��

u (u,v)−−−→ (aR, z)= `��� �� k


��� l�mk��� aR �� ��� ������� ���� �
��= `��

@AA

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

������m� 
� ��k� �
��� ���� �
 �
 ���� �k�
 �
�� �� k� �� ��� �����
��

mk��= Z
�� ��k� N ′
�� �
� 
�� �k�
 �
�� k�k�I u (u,z)−−−→ (aR, y)= `��� ��

k �
���
��k
 �k�
 �
�� k

�� k ���� �
�� k� �� X���k D=@; ���m� �k	��

k� �
�� 4 ��k� �
���= M� ��� �����
�� mk�� �

	 k� �
�� 9 ��k� �
���;

���� mk�� �k	�� k� �
�� 13 ��k� �
��� �� �
�k
=

4�		> $�$ 9gVk�A@h X���k @D:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR F�� aL ��

��� FG��� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! `��� �� k ����m� m
�������m� 
� ��� �����
�� ��
 
���k�=

4�		> $�% 9gVk�A@h X���k @E:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, u, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� aL �= aR F�� aL ��

FG��� aR� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! Z
�� ��k� �� ���� mk�� aR �� �
� kl
�� aL �� N ′
= _�k����� ��� 
kl�
�

xL ↔ xR k�� aL ↔ aR �� k�� �� ��� ����k��
� 
� X���k D=D �
� ��� �������

�k�
 �
�� N ′
�
 N = `��� ���
��� ��� �k�
 �
�� mk� l� ���
km�� l� k ������m�


� k� �
�� @B ��k� �
���=

<�����	 $�& 9gVk�A@h `��
��� A:� ;�� n > 1� k > 0� F�� N,N ′ ∈ N (n, k)!
8� dtail(N,N ′) ≤ 1� ���� dhead(N,N ′) ≤ 13!

?����! `��� �



�� ��
� ��� �����
�� 
���k�=

����� (�4� 	��� 
���46�� 5� �4�� 	����

U� ���� ��m��
�; �� ��
� �
� �
 ���
km� k ��k� �
�� (xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR)

l� k ������m� 
� �k�
 �
��� 9`��
��� D=@E:= U� ��� ��

�; �� 3��� ��
� �
� �


�5m����
� ���
km� �
���k�� ��k� �
��� l� �k�
 �
��� 9�=�=; ���� aL �� kl
��

xR:= `��� �� ���� ���� ����k���
� �
 ����
k�� k�l���k�� ��k� �
���=

a�
��� ��k��� 
��������; �km� �
�� �� ���� ��m��
� �� k �k�
 �
�� k�� �
�kl
�

��k�� �k�
<�
�kl
�=

-���>
@�� ��>� 	����

c� 3��� ��mk

 k ����
� ��
� gVVQ

+
@GhI k�� ����k�m�<@ ��k� �
�� mk� l� ���
km��

l� k m
���k�� ���l�� 
� �k�
 �
���; �
 ��� �



���� ����
� �

��=

4�		> $�' 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B:� ;�� n > 1 F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� (xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) �� F ����F�H� $ ��F� 
��� ��F� ����� N ���� N ′

!

B��� dtail(N,N ′) ≤ 4� ��H�
� �� N �� N ′
F�� (n, k) = (2, 1)!

@AB
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R�������
��; ���� 
���k �k� ��� �



���� ���m�k
 mk���; �
� ���m� �� ����k�

��� ��

�� ����; k� �� ��

 ��� ���� ����k���
� �� ��� ��

�� 
� ���� ��m��
�=

4�		> $�( 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B Ok�� m:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F�

(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL = xR F�� xR �� F

���� �
��� ���� dtail(N,N ′) ≤ 1!

?����! X�� c �= aR l� ��� 
���� m��
� 
� xR; ���� ��� �k�
 �
�� xR
(xR,c)−−−−→ (xL, v)

��5m��=

4�		> $� � 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B Ok�� k:� ;�� (n, k) �= (2, 1) F�� N,N ′ ∈

N (n, k) ��H� ��F� (x, v, aL)
(u,v)−−−→ (x, aR) ����� N ���� N ′

� ���� dtail(N,N ′) ≤
4!

?����! c������ p �
� ��� �k���� 
� x; �� ����������� ��
 mk���I u �= p k�� u = p=
Q�m��� �
� ���� ������3mk��
�; k

 �
��� �� {p, u, v, x, aL, aR} ���� l� ������m�%

��� 
�
� 
���� ������3mk��
� �� aL = aR; l�� �� ��k� mk�� ��� ��k� �
�� ����
��

�� k� ��
�
����m ����
�	=

@= u �= p� U� ���� mk��; �� mk� ��� ��� ������m� 
� ��
 �k�
 �
��� x (x,aR)−−−−→
(v, aL) k�� x (x,aL)−−−−→ (p, v) 9R����� D=D:= `�� ���������k�� ����
�	 m
�<

�k��� �
 �k�k

�
 k�m� k� aL �= aR k�� u �= p; k�� �� �k� �
 m�m
�� �
�

��� �



���� ��k�
�= U� ��� ���������k�� ����
�	 ���� m�m
�m; ���� ���

9����m���: m�m
� ���� ���

�� ��� k�m (x, aR); k�� ����� �� k �k�� ��
� aR
�
 x= `��� ���
��� ����� �� k �k�� ��
� aR �
 v; ���m� ���� ���
��� �����

�� k �k�� ��
� aR �
 ������ u 
� �
 p= `��� �k�� ���� k
�
 ����� �� ���

����
�	� l��
�� k�� k���� ��� ��k� �
��= `��� 
�k�� �
 k m
���k��m��
�;

l�mk���; ����; 
�� 
� ����� ����
�	� k
��k�� m
��k��� k m�m
�; �k	��� ���

��k� �
�� ���k
��= T��m�; ���� mk�� mk� l� �

��� ����� k� �
�� 2 �k�


�
���=

aL

u

v

aR

x

p

aL

u

v

aR

x

p

aL

u

v

aR

x

p

aL

u

v

aR

x

p

R����� D=DI `�� ������m� 
� �k�
 �
��� ������ �
 ����
k�� ��� head1 �
�� ��

X���k D=@? Ok�� @=

@AC

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

A= u = p� Z
�� ��k� N m
��k��� ��� ���k��
� 〈p, x, v〉= U� ���� ����k��
�;

�� mk��
� ����m�
� ��� ��� �k�� ������m� k� l��
��; ���m� ���� ������m�

�
�
� m��k�� �k�k

�
 k�m�= c� mk� �

�� ���� ��
l
�� �� ��
 �k��=

k: <���� �� > �>���	��>?�� >�@ (s, t) 
�� >?��� v� U����k� 
�

�
���� k�m (x, aR) ����m�
�; �� 3��� ��l������ �� ���� s l� �
�<

��� (q, s, c) (s,t)−−→ (x, aR)= `���; �� mk� �
 ��� ������m� 
� �
���

����m��� �� R����� D=E k�� 3�k

� �
�� s lkm	 ���� s (s,t)−−→ (q, c)=
Nk����� ��� k�����
� 
� ��� ����k �k�
; ��� ������m� 
� �
��� �� �����

����
k� �
 ��� �
��� �� mk�� @=

l: <�� ���� �� 
�� > �>��
� �� p� `�� 

�� k�m 
� ��� ���k��
� (p, v)

�� �
�kl
�; k�� �� mk� l� �
��� �
 ��� �

� ���� (r, p, x) (p,v)−−−→ (ρ, ·)=
Z
�; �� k�� �� ��� ����k��
� 
� mk�� @= P
 ��� ������m� 
� �
��� �
�

��k� mk��; k�� �
�� ��� (p, v) lkm	 ���� p (p,v)−−−→ (r, x) �
 
l�k�� N ′
=

aL

v

aR

x

u

q
s

c t

aL

v

aR

x

u

q

s

c t

aL

v

aR

x

u

q

s

c t

aL

v

aR

x

u

q

s

c t

aL

v

aR

x

u

q
s

c t

aL

v

aR

x

u

q
s

c t

R����� D=EI `�� ������m� 
� �k�
 �
��� ���� �
 ����
k�� ��� head1 �
�� ��

X���k D=@? Ok�� A= `�� ����k �k�
 s 
� k�m (s, t) �� ���� �� ��� ������m� 
�

�
���I (q, s, c) (s,t)−−→ (x, aR); s
(s,aR)−−−−→ (v, aL); s

(s,aL)−−−−→ (x, t); k�� s (s,t)−−→ (q, c)=

@AD
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���� ���m�k
 mk���; �
� ���m� �� ����k�

��� ��

�� ����; k� �� ��

 ��� ���� ����k���
� �� ��� ��

�� 
� ���� ��m��
�=

4�		> $�( 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B Ok�� m:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F�

(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL = xR F�� xR �� F

���� �
��� ���� dtail(N,N ′) ≤ 1!

?����! X�� c �= aR l� ��� 
���� m��
� 
� xR; ���� ��� �k�
 �
�� xR
(xR,c)−−−−→ (xL, v)

��5m��=

4�		> $� � 9gVVQ

+
@Gh X���k B=B Ok�� k:� ;�� (n, k) �= (2, 1) F�� N,N ′ ∈

N (n, k) ��H� ��F� (x, v, aL)
(u,v)−−−→ (x, aR) ����� N ���� N ′

� ���� dtail(N,N ′) ≤
4!

?����! c������ p �
� ��� �k���� 
� x; �� ����������� ��
 mk���I u �= p k�� u = p=
Q�m��� �
� ���� ������3mk��
�; k

 �
��� �� {p, u, v, x, aL, aR} ���� l� ������m�%

��� 
�
� 
���� ������3mk��
� �� aL = aR; l�� �� ��k� mk�� ��� ��k� �
�� ����
��

�� k� ��
�
����m ����
�	=

@= u �= p� U� ���� mk��; �� mk� ��� ��� ������m� 
� ��
 �k�
 �
��� x (x,aR)−−−−→
(v, aL) k�� x (x,aL)−−−−→ (p, v) 9R����� D=D:= `�� ���������k�� ����
�	 m
�<

�k��� �
 �k�k

�
 k�m� k� aL �= aR k�� u �= p; k�� �� �k� �
 m�m
�� �
�

��� �



���� ��k�
�= U� ��� ���������k�� ����
�	 ���� m�m
�m; ���� ���

9����m���: m�m
� ���� ���

�� ��� k�m (x, aR); k�� ����� �� k �k�� ��
� aR
�
 x= `��� ���
��� ����� �� k �k�� ��
� aR �
 v; ���m� ���� ���
��� �����

�� k �k�� ��
� aR �
 ������ u 
� �
 p= `��� �k�� ���� k
�
 ����� �� ���

����
�	� l��
�� k�� k���� ��� ��k� �
��= `��� 
�k�� �
 k m
���k��m��
�;

l�mk���; ����; 
�� 
� ����� ����
�	� k
��k�� m
��k��� k m�m
�; �k	��� ���

��k� �
�� ���k
��= T��m�; ���� mk�� mk� l� �

��� ����� k� �
�� 2 �k�


�
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R����� D=DI `�� ������m� 
� �k�
 �
��� ������ �
 ����
k�� ��� head1 �
�� ��

X���k D=@? Ok�� @=

@AC

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

A= u = p� Z
�� ��k� N m
��k��� ��� ���k��
� 〈p, x, v〉= U� ���� ����k��
�;

�� mk��
� ����m�
� ��� ��� �k�� ������m� k� l��
��; ���m� ���� ������m�

�
�
� m��k�� �k�k

�
 k�m�= c� mk� �

�� ���� ��
l
�� �� ��
 �k��=

k: <���� �� > �>���	��>?�� >�@ (s, t) 
�� >?��� v� U����k� 
�

�
���� k�m (x, aR) ����m�
�; �� 3��� ��l������ �� ���� s l� �
�<

��� (q, s, c) (s,t)−−→ (x, aR)= `���; �� mk� �
 ��� ������m� 
� �
���

����m��� �� R����� D=E k�� 3�k

� �
�� s lkm	 ���� s (s,t)−−→ (q, c)=
Nk����� ��� k�����
� 
� ��� ����k �k�
; ��� ������m� 
� �
��� �� �����

����
k� �
 ��� �
��� �� mk�� @=

l: <�� ���� �� 
�� > �>��
� �� p� `�� 

�� k�m 
� ��� ���k��
� (p, v)

�� �
�kl
�; k�� �� mk� l� �
��� �
 ��� �

� ���� (r, p, x) (p,v)−−−→ (ρ, ·)=
Z
�; �� k�� �� ��� ����k��
� 
� mk�� @= P
 ��� ������m� 
� �
��� �
�

��k� mk��; k�� �
�� ��� (p, v) lkm	 ���� p (p,v)−−−→ (r, x) �
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R����� D=EI `�� ������m� 
� �k�
 �
��� ���� �
 ����
k�� ��� head1 �
�� ��

X���k D=@? Ok�� A= `�� ����k �k�
 s 
� k�m (s, t) �� ���� �� ��� ������m� 
�

�
���I (q, s, c) (s,t)−−→ (x, aR); s
(s,aR)−−−−→ (v, aL); s

(s,aL)−−−−→ (x, t); k�� s (s,t)−−→ (q, c)=
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�

kl
�� v=

`���� k�� ��
 ����
�	� �
 ���m� ������� 
� ����� m
�����
�� k��
�= `��

3��� �� ��� ����
�	 
� 
�� 
�k� ���� ��
 ����m�
k��
��= U� ���� ����
�	

�
 ��k� �
�� 
�k�� �
 k ��2����� 9�
�<��
�
����m: ����
�	= `�� 
�
�

�
�<�����k
 mk�� �� ��� ��m
���� ����
�	 ����� (n, k) = (2, 1)= `�� ��k�

�
�� mk��
� l� ��l�������� l� k ������m� 
� �k�
 �
���; l�mk��� ����� ��

�
 �k
�� �k�
 �
��=

-��
�>�� ��>� 	����

U� ���� ��m��
�; �� ��
�� ��k� ��� ��k� �
�� mk� l� ���
km�� l� k ������m� 
�

m
���k�� 
����� �� aL �� kl
�� xR= c� ��k�� l� m
��������� ��� mk�� ��k� xR
�� k ���� �
��= U� ��� ��

� �� ��� k m
���k�� ���l�� 
� �
��� �
 m��k�� k

����k��
� ����� �� ����
� ���� �
 �
 k ����k�m�<@ �
���k�� ��k� �
��=

4�		> $�  9gVk�A@h X���k @H:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F� ��� 
���

(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL �� FG��� xR� aL �=
xR� F�� xR �� F ���� ����� ���� dhead(N,N ′) ≤ 4!

?����! c� ��
�� ���� ��

� �� ��
 mk���I (xR, aR) �� �
�kl
�; 
� �� �� �
�= c�

��
�� �� l
�� mk��� ����� ������ k m
���k�� 
����� ������m� 
� �k�
 �
��� l������

N k�� N ′
=

@= (xR, aR) �� �>���	��>?��� M� (xR, aR) �� �
�kl
�; �� �k� �
�� �� ��

���� (s, xR, z)
(xR,aR)−−−−−→ (v, aL) 9O
�


k�� A=CF:= Z
� (u, v) �� ���

 ��k�<

�
�kl
�; �
 �� mk� �
�� �� �
�� �
 (xR, aR)= M� ���� �� ��km�
� ���

����k��
� 
� X���k D=H; �� mk� ���
km� ���� ��k� �
�� l� ��� �k�
 �
��

xR
(xR,aL)−−−−−→ (xL, v)= Z
�; �k�
<�
���� ��� ��l������� (xR, aR) lkm	 �
��

���� xR
(xR,v)−−−−→ (s, z) ����
�� �� N ′

; �
 ���� �
�� �� k


���; �

= T��m�;

����� �� k ������m� 
� 3 �k�
 �
��� l������ N k�� N ′
=

A= (xR, aR) �� 
�� �>���	��>?��� N�mk��� xR �� k ���� �
�� k�� (xR, aR) ��

�
� �
�kl
�; ����� �k� �
 l� k ���k��
� 〈p, xR, c〉t ∈ N ���� c �= aR= Z
��

��k� (p, xR) �� �k�
<�
�kl
�; k�� ��k� �� mk� l� �
��� �� l� (s, p, c) (p,xR)−−−−→
(v, aL)= M���� ���� �
��; ��� �k���� v 
� p �� k ����m�
k��
�; �
 (p, aL) ��

�
�kl
�; k�� �� mk� l� �
��� �� ���� p (p,aL)−−−−→ (xL, v)%���� �
�� ��

�����k
��� �
 ��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (p, xR)= `�� ���� ���� �� �
 �k�


�
�� ��� ��l������� (p, xR) lkm	 �
�� ���� p (p,v)−−−→ (s, c)= `�� ����
����

����
�	 �� k


��� l�mk��� �� �� 
�� �k
�� ����k�m�<@ ��k� �
�� k�k� ��
�
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�� xR
(xR,c)−−−−→ (p, v) 9X���k D=H:= Z
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l������ N k�� N ′
=

xL

aL

v

u

p

c
xR

aR

s

xL

aL

v

u

p

c
xR

aR

s

xL

aL

v

u
p

c
xR

aR

s

xL

aL

v u
p

c
xR

aR

s

xL

aL

v
u

p

c

xR

aR

s

R����� D=FI `�� �
�� �
��� ���� �� Ok�� A 
� X���k D=@@= `�� �k��� k�m

���������� ��� k�m����� ��
k��
� aL �� kl
�� xR; ���m� ���� l� ��k k �k��

�k����� ���
��� s=

4�		> $� ! 9gVk�A@h X���k A?:� ;�� n > 1� F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F�

(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL �� �����H�	�� FG���

xR F�� xR �� F ����H�	F����� ���� ����� F�� �������� M F�� M ′
��H� ��F� ���

��		����� ��	�-

$! dtail(N,M) ≤ 1.

%! dtail(N
′,M ′) ≤ 1.

&! ����� �� F ��F� 
��� (x′L, v
′, a′L)

(u′,v′)−−−−→ (x′R, a
′
R) ������� M ���� M ′

��H�

��F� a′L �� FG��� x′R F�� x′R �� F ����H�	F����.

'! ����� �� F �F�	 
��FG	� F�H (s, t) �� M ���� t ��� FG��� xR!

?����! Z
�� ��k� �� �k�� �
 3�� k ������m� ��
� N �
 N ′
m
�������� 
� k �k�


�
�� �



��� l� k ��k� �
�� k�� 3�k

� k �k�
 �
�� k�k��; ��m� ��k� ���

��k� �
�� �� 
� ��� ������� ���� k�� ��� ����
�	 k���� ��� 3��� �k�
 �
�� �k� k

�
�kl
� k�m �
� kl
�� ��� �
� �
�� xR 
� ��� ��m������ k�m 
� ��� ��k� �
��=
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 ��k� �
�� 
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 k ��2����� 9�
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����m: ����
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�
�

�
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 mk�� �� ��� ��m
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�
�� mk��
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 �
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��=
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� ����� �� ����
� ���� �
 �
 k ����k�m�<@ �
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��=

4�		> $�  9gVk�A@h X���k @H:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F� ��� 
���

(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL �� FG��� xR� aL �=
xR� F�� xR �� F ���� ����� ���� dhead(N,N ′) ≤ 4!
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�


k�� A=CF:= Z
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R����� D=FI `�� �
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k��
� aL �� kl
�� xR; ���m� ���� l� ��k k �k��
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(xL, v, aL)
(u,v)−−−→ (xR, aR) ����� N ���� N ′

! A�

��� ��F� aL �� �����H�	�� FG���

xR F�� xR �� F ����H�	F����� ���� ����� F�� �������� M F�� M ′
��H� ��F� ���

��		����� ��	�-

$! dtail(N,M) ≤ 1.

%! dtail(N
′,M ′) ≤ 1.

&! ����� �� F ��F� 
��� (x′L, v
′, a′L)

(u′,v′)−−−−→ (x′R, a
′
R) ������� M ���� M ′

��H�

��F� a′L �� FG��� x′R F�� x′R �� F ����H�	F����.

'! ����� �� F �F�	 
��FG	� F�H (s, t) �� M ���� t ��� FG��� xR!

?����! Z
�� ��k� �� �k�� �
 3�� k ������m� ��
� N �
 N ′
m
�������� 
� k �k�


�
�� �



��� l� k ��k� �
�� k�� 3�k

� k �k�
 �
�� k�k��; ��m� ��k� ���

��k� �
�� �� 
� ��� ������� ���� k�� ��� ����
�	 k���� ��� 3��� �k�
 �
�� �k� k

�
�kl
� k�m �
� kl
�� ��� �
� �
�� xR 
� ��� ��m������ k�m 
� ��� ��k� �
��=

@AF
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U� ����� �� k �k�
<�
�kl
� k�m (s, t) �� N ���� t �
� kl
�� xR; �� k�� �
��

l� ��� �����
�� 
���k�I ����
� �k	� M := N k�� M ′ := N ′
; k�� ��� ��k�

�
�� 
� ��� ��k������ 
� ��� 
���k= T��m�; �� �k� k����� ��k� ����� �� �


��m� k�m �� N =

^�mk

 ��k� n > 1 k�� ����
�� ��k� k

 
�k��� k�� l�

� aR; ���� ����� ����

k
�
 l� k ���� �
�� l�

� aR= R�������
��; k� 
�� 
� ��� m��
� k�m� �� �
�kl
�;

����� �� k �k�
<�
�kl
� k�m l�

� aR 9k�� ���m� �
� kl
�� xR:= T��m�; �� k




�k��� k�� l�

� aR; �� mk� k�k�� m�

�� M := N k�� M ′ := N =

N�mk��� 
�� ����
�	� �k�� k� 
�k�� 2 
�k���; ��� ���k����� �k�� �� �
 ��
�

��� 
���k k������� ��k� ����� �� k 
�k� l1 ��k� �� �
� l�

� aR= Z
�� ��k�

����� ���� k
�
 l� k 
�k� l2 l�

� aR= Z
� m
������ k� XOM j 
� l1 k�� l2= M�

j �∈ {l1, l2}; j �� k ���� �
�� 
� ���m� k� 
�k�� 
�� 
���
��� k�m (j,m) �� 
��

>?��� xR= U� (j,m) �� �k�
<�
�kl
�; ���� M := N k�� M ′ := N ′
��5m��; �


k����� (j,m) �� 
�� �>���	��>?��= X�� i l� ��� �k���� 
� j; k�� k l� ���


���� m��
� 
� jJ l�mk��� j �� k ���� �
�� k�� (j,m) �� �
� �
�kl
�; ����� �� k

���k��
� 〈i, j, k〉 ∈ N 9R����� D=G:=

xL

aL

u
i

j
k

m

l2
l1

xR

aR
v

xL

aL

v

u
i

j
k

m

l2
l1

xR

aR

R����� D=GI `�� ����k��
� 
� X���k D=@A �� ���m� �� �k�� �
 �k	� ��� ���m	

k�m (j,m) �
�kl
� �� l
�� ��� ����
�	 l��
�� 9
���: k�� k���� 9�����: ��� ��k�

�
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR)= P
���� 
���� ����mk�� k�m����k
 ��
k��
��; l�� k�� �
�

��m���k��
� k�m� �� ��� ����
�	=

`�� ���k �� �
 �����
� ���� ���k��
� ���� 
�� �k�
 �
�� �� N k�� N ′
����
<

�k��
��
�; �������k

� l� �
��� j��� �k�� �
��8 �� N k�� N ′
= U� �� mk� �����
�

��� ���k��
� �� l
�� ����
�	� 	������ (u, v) �
�kl
�; m��k���� ��� ����
�	� M
k�� M ′

; ���� m�

���� (s, t) := (j,m) �� M ��

 �
�	= 
̀ ��
� �
� �
 km�����

����; �� ��
�� ���
 ��
 mk���I

• i �� ��� @���� �� ��� ����� U� ���� mk��; �� �����
� ��� ���k��
� l�

@AG

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

�
���� k �k�
 �
 ��� ���k��
�= M� v �� k ����m�
k��
� k�� ����� �� �
 �k��

��
� k�� �
�� l�

� m �
 v 9�� �
; ����� �� k �k�� ��
� m �
 xR:; �����

���� l� k ���� �
�� p l�

� k k�� 9�
� ��m���k��
� ����m�
�: kl
�� l
��

�k����� 
� v= M� 
�k�� 
�� 
� ��� 
���
��� k�m� (p, q) �� �
�kl
� �� N = U�

v �� k m��
� 
� p k�� (p, v) �� �
�kl
�; ���� �� m�

�� q = v; 
��������

k�� m�
�m� 
� (p, q) ��

 ��5m�=

N�mk��� (p, q) �� �
�kl
� k�� k �� kl
�� p; ��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (j, k) ��

�k
��= Z
� ��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR) �� �k
��; l�mk��� xR �� l�

�

v; (u, v) �� �
�kl
� 9k� (u, v) �k� �
�kl
� �� N:; k�� ��� 
�
� �k�� �


m��k�� k ���k��
� 〈·, v, ·〉r ���� 
�� �k�
 �
�� k��I

� ����������� 
�� �
�� 
� k �
��<m�m
� ��k� ��m
���� v �
 m��k�� k ���<

k��
� l� �
���� ��� 
���
��� k�m 
� ��k� �
�� ��k� �� �
� ��m
����

�� ��� �
��<m�m
�= M� ���� �
�� �� p; k�� p �� kl
�� l
�� �k�����


� v; ��� ���������� �
�� ���� l� 
� ��� ��m
���� k�m 
� v �� ���

�
��<m�m
� 9R����� D=H �
�:= T
�����; �� ��k� mk�� v �� k m��
� 
� p
k�� (v, p) �� �k�
<�
�kl
�; �
 �� m�

�� �
 �
�� (v, p) �� �
� ��� 3���

�
��; ���m� 	���� (u, v) ��k�<�
�kl
�=

� k��
���� ��� �
�� x (x,v)−−−→ (y, c); ����� c �� ��� m��
� 
� v; x �= u k��

y �= v= N�� k� ��� �k�
 �
�� �
��� (p, q) �
 (j, k); �� ��� ��k� k = c
���m� m
���k��m�� ��� �km� ��k� v �� ����m�
� l�

� k �� N = T��m�; ����

mk��
� ����
� �� k ���k��
� ���� v 
� ��� ���� 9R����� D=H l
��
� 
���:=

� k��
���� ��� �
�� y (y,c)−−−→ (x, v); ����� c �� ��� m��
� 
� v; x �= u

k�� y �= v= M� �� �
�� p (p,q)−−−→ (j, k); �� ��� ��k� v = k k��

u = i= N��; ����; c = q ���� l� l�

� ��� 
���� m��
� m 
� j;
k��; k� xR �� l�

� q; ���� m
���k��m�� ��� �km� ��k� (j,m) �� �
�

kl
�� xR= T��m�; ���� mk��
� ����
� �� k ���k��
� ���� v 
� ��� ����

9R����� D=H l
��
� �����:=

`�� ���m����� ��
�� ��k� (u, v) �� ���

 ��k�<�
�kl
� k���� ��� 3��� �k�


�
��= N�mk��� p �� kl
�� xR ���
��� ��
 �k���; aL �� ���

 kl
�� xR k����

��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (i, j)= Z
�; ��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR) �� ���



�k
�� k�� 
� ��� ����� ����= R�������
�� (j,m) �� k �k�
<�
�kl
� k�m ����

m �
� kl
�� xR= R��k

�; k���� ��� ��k� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR); ��

mk� �
�� (p, q) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
� �
 
l�k�� N ′
=

T��m�; �� M �� 
l�k���� ��
� N l� ��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (i, j); k�� M ′

��
� N ′
l� �
���� ��� m
�����
����� k�m p′ (p′,q′)−−−−→ (i, j)= c� mk� �
 ����

l�mk��� (i, j) �� ���

 k� k�m �� N ′
I ������ �� �� �
� ��l������� l� ��� ��k�

�
��=

@AH
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U� ����� �� k �k�
<�
�kl
� k�m (s, t) �� N ���� t �
� kl
�� xR; �� k�� �
��

l� ��� �����
�� 
���k�I ����
� �k	� M := N k�� M ′ := N ′
; k�� ��� ��k�

�
�� 
� ��� ��k������ 
� ��� 
���k= T��m�; �� �k� k����� ��k� ����� �� �


��m� k�m �� N =

^�mk

 ��k� n > 1 k�� ����
�� ��k� k

 
�k��� k�� l�

� aR; ���� ����� ����

k
�
 l� k ���� �
�� l�

� aR= R�������
��; k� 
�� 
� ��� m��
� k�m� �� �
�kl
�;

����� �� k �k�
<�
�kl
� k�m l�

� aR 9k�� ���m� �
� kl
�� xR:= T��m�; �� k




�k��� k�� l�

� aR; �� mk� k�k�� m�

�� M := N k�� M ′ := N =

N�mk��� 
�� ����
�	� �k�� k� 
�k�� 2 
�k���; ��� ���k����� �k�� �� �
 ��
�

��� 
���k k������� ��k� ����� �� k 
�k� l1 ��k� �� �
� l�

� aR= Z
�� ��k�

����� ���� k
�
 l� k 
�k� l2 l�

� aR= Z
� m
������ k� XOM j 
� l1 k�� l2= M�

j �∈ {l1, l2}; j �� k ���� �
�� 
� ���m� k� 
�k�� 
�� 
���
��� k�m (j,m) �� 
��

>?��� xR= U� (j,m) �� �k�
<�
�kl
�; ���� M := N k�� M ′ := N ′
��5m��; �


k����� (j,m) �� 
�� �>���	��>?��= X�� i l� ��� �k���� 
� j; k�� k l� ���


���� m��
� 
� jJ l�mk��� j �� k ���� �
�� k�� (j,m) �� �
� �
�kl
�; ����� �� k

���k��
� 〈i, j, k〉 ∈ N 9R����� D=G:=

xL

aL

u
i

j
k

m

l2
l1

xR

aR
v

xL

aL

v

u
i

j
k

m

l2
l1

xR

aR

R����� D=GI `�� ����k��
� 
� X���k D=@A �� ���m� �� �k�� �
 �k	� ��� ���m	

k�m (j,m) �
�kl
� �� l
�� ��� ����
�	 l��
�� 9
���: k�� k���� 9�����: ��� ��k�

�
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR)= P
���� 
���� ����mk�� k�m����k
 ��
k��
��; l�� k�� �
�

��m���k��
� k�m� �� ��� ����
�	=

`�� ���k �� �
 �����
� ���� ���k��
� ���� 
�� �k�
 �
�� �� N k�� N ′
����
<

�k��
��
�; �������k

� l� �
��� j��� �k�� �
��8 �� N k�� N ′
= U� �� mk� �����
�

��� ���k��
� �� l
�� ����
�	� 	������ (u, v) �
�kl
�; m��k���� ��� ����
�	� M
k�� M ′

; ���� m�

���� (s, t) := (j,m) �� M ��

 �
�	= 
̀ ��
� �
� �
 km�����

����; �� ��
�� ���
 ��
 mk���I

• i �� ��� @���� �� ��� ����� U� ���� mk��; �� �����
� ��� ���k��
� l�

@AG

D=@= ^�������� ��k� k�� �k�
 �
���

�
���� k �k�
 �
 ��� ���k��
�= M� v �� k ����m�
k��
� k�� ����� �� �
 �k��

��
� k�� �
�� l�

� m �
 v 9�� �
; ����� �� k �k�� ��
� m �
 xR:; �����

���� l� k ���� �
�� p l�

� k k�� 9�
� ��m���k��
� ����m�
�: kl
�� l
��

�k����� 
� v= M� 
�k�� 
�� 
� ��� 
���
��� k�m� (p, q) �� �
�kl
� �� N = U�

v �� k m��
� 
� p k�� (p, v) �� �
�kl
�; ���� �� m�

�� q = v; 
��������

k�� m�
�m� 
� (p, q) ��

 ��5m�=

N�mk��� (p, q) �� �
�kl
� k�� k �� kl
�� p; ��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (j, k) ��

�k
��= Z
� ��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR) �� �k
��; l�mk��� xR �� l�

�

v; (u, v) �� �
�kl
� 9k� (u, v) �k� �
�kl
� �� N:; k�� ��� 
�
� �k�� �


m��k�� k ���k��
� 〈·, v, ·〉r ���� 
�� �k�
 �
�� k��I

� ����������� 
�� �
�� 
� k �
��<m�m
� ��k� ��m
���� v �
 m��k�� k ���<

k��
� l� �
���� ��� 
���
��� k�m 
� ��k� �
�� ��k� �� �
� ��m
����

�� ��� �
��<m�m
�= M� ���� �
�� �� p; k�� p �� kl
�� l
�� �k�����


� v; ��� ���������� �
�� ���� l� 
� ��� ��m
���� k�m 
� v �� ���

�
��<m�m
� 9R����� D=H �
�:= T
�����; �� ��k� mk�� v �� k m��
� 
� p
k�� (v, p) �� �k�
<�
�kl
�; �
 �� m�

�� �
 �
�� (v, p) �� �
� ��� 3���

�
��; ���m� 	���� (u, v) ��k�<�
�kl
�=

� k��
���� ��� �
�� x (x,v)−−−→ (y, c); ����� c �� ��� m��
� 
� v; x �= u k��

y �= v= N�� k� ��� �k�
 �
�� �
��� (p, q) �
 (j, k); �� ��� ��k� k = c
���m� m
���k��m�� ��� �km� ��k� v �� ����m�
� l�

� k �� N = T��m�; ����

mk��
� ����
� �� k ���k��
� ���� v 
� ��� ���� 9R����� D=H l
��
� 
���:=

� k��
���� ��� �
�� y (y,c)−−−→ (x, v); ����� c �� ��� m��
� 
� v; x �= u

k�� y �= v= M� �� �
�� p (p,q)−−−→ (j, k); �� ��� ��k� v = k k��

u = i= N��; ����; c = q ���� l� l�

� ��� 
���� m��
� m 
� j;
k��; k� xR �� l�

� q; ���� m
���k��m�� ��� �km� ��k� (j,m) �� �
�

kl
�� xR= T��m�; ���� mk��
� ����
� �� k ���k��
� ���� v 
� ��� ����

9R����� D=H l
��
� �����:=

`�� ���m����� ��
�� ��k� (u, v) �� ���

 ��k�<�
�kl
� k���� ��� 3��� �k�


�
��= N�mk��� p �� kl
�� xR ���
��� ��
 �k���; aL �� ���

 kl
�� xR k����

��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (i, j)= Z
�; ��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR) �� ���



�k
�� k�� 
� ��� ����� ����= R�������
�� (j,m) �� k �k�
<�
�kl
� k�m ����

m �
� kl
�� xR= R��k

�; k���� ��� ��k� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR); ��

mk� �
�� (p, q) lkm	 �
 ��� 
�����k
 �
����
� �
 
l�k�� N ′
=

T��m�; �� M �� 
l�k���� ��
� N l� ��� �k�
 �
�� p (p,q)−−−→ (i, j); k�� M ′

��
� N ′
l� �
���� ��� m
�����
����� k�m p′ (p′,q′)−−−−→ (i, j)= c� mk� �
 ����

l�mk��� (i, j) �� ���

 k� k�m �� N ′
I ������ �� �� �
� ��l������� l� ��� ��k�

�
��=

@AH
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R����� D=HI `�� �k�� 
� �k	��� (u, v) �
� ��k�<�
�kl
� �� X���k D=@A= 
̀�I

m��k���� k ���k��
� l� ����������� k �
�� �� k �
�� m�m
�= `�� 3��� ��
 
� �����

k�� ���k
�� l�mk��� p �� �
� kl
�� l
�� �k����� 
� v= `�� ����� 
�� �
�� �
� ����

k�� m
���k��m��
��; l�� �
�m�� �� �
 m�

�� �
 �
�� (p, v); �
 ��k� �
 ���k��
�

�� ��
��m��= N
��
�I m��k���� k ���k��
� l� �
���� k� k�m �
 l�m
�� �k�� 
�

��� ���k��
�= N
�� ����� 
���
�� m
���k��m� 
�� k�������
��=

• i �� 
�� ��� @���� �� ��� ����� U� ���� mk��; �� mk� �
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xR; s ���� l� k ���� �
��= T��m�; �� �k� 3��� k��
� ��� ��k� �
��

v (u,v)−−−→ (xL, t) ����� t �= aL; ���� �k	�� k� �
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X���k D=@?= Z
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�� v (u,v)−−−→ (xL, aR) ����� k�

�
�� C �k�
 �
��� 9X���k D=@?:= `���; �
�� xL
(xL,aL)−−−−−→ (s, z)

lkm	 �� �
 m��k�� N ′
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���� ����
�	;

��� ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (xR, aR) �� ���

 k


���; ��m��� �� �����

k�� ���k��
�� 〈s, u, v〉 k�� 〈u, v, aL〉 �� N = T
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��� B:� ;�� n > 1 F�� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H�

��F� dhead(N,N ′) ≤ 1 F�� (n, k) �= (2, 1)� ���� dtail(N,N ′) ≤ 16!
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��� �
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ZZU �
��� �� gVW@Hh; ���m� ��k��
� ���� ��� ZZU l
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� �����= Xk��
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_�m��
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� X���k B=F �
 ��� k l����� l
��� �
� ��� �_\^

��k�����= ^�mk

 ��k� ��� ��

� 
� X���k B=F �
�	� l� ��k��k

� ���k�����

��
 �
��<m

��� ��l���� Y ⊆ V (N), Y ′ ⊆ V (N ′) �
� ���m� N [Y ] �� ��
�
����m

�
 N ′[Y ′]; ����� k� �
�� 3 �k�
 �
��� �km� ���� ��� ���� 
� Y k�� Y ′
�� ��m��k���=

c� ��
� ��k� �� Ok��� @ k�� A 
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� X���k B=F; �� �k� �����k� ���


�� ��k� �
��= M� ����� mk��� l
�� ��� X���k B=D; �� ����
�� ���� 
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� ��� mk�� ��k� �� mk� ��� l
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 k�� ��k� �
���=
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��� C=G:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) ��H� ��F� N1 ��

NA� F�� 	�� Y1 ⊇ L(N1) F�� Y2 ⊇ L(N2) G� ���� H	���� ���� �� ����� �� N1 F��

N2 ��H� ��F� N1[Y1]
φ
�X N2[Y2]! A�

��� ����� �� F 	����� ���� u2 �� N2 \ Y2

��H� ��F� u2 �� F ����H�	F����! B��� ����� �� F ������� N ′
1 ���� F ���� H	����

��� Y ′
1 ��H� ��F� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] F�� drSPR(N1, N

′
1) ≤ 1!

?����! X�� x2 ∈ Y2 l� ��� m��
� 
� u2; 
�� x1 = φ−1(x2) ∈ Y1 l� ��� m
���<

��
����� �
�� �� N1; k�� z1 k �k���� 
� x1 �
� �� Y1= U� z1 �� k ����m�
k��
�

9X���k B=D Ok�� @: ���� �� ��� N ′
1 = N1 k�� Y ′

1 = Y1 ∪ {z1}= U� ���� �
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��k� N ′
1[Y

′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] k�� drSPR(N1, N

′
1) = 0 ≤ 1=

U� z1 �� �
� k ����m�
k��
�; ���� ����� ������ k ����m�
k��
� �
�� �� v1 ∈ N1\Y1
9k�k��; ��m� k �
�� ���� �����; k� u2 ������ k�� N1 \ Y1 k�� N2 \ Y2 �k�� ���
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� (u1, v1) �� �
�kl
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��; x1 �� �
�

kl
�� u1; l�mk��� x1 ∈ Y1; u1 �∈ Y1 k�� Y1 �� �
��<m

���= T��m�; ��
���

u1 = z1; ��� �
�� v1
(u1,v1)−−−−→ (z1, x1) �� �k
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�� �� k ����
�	 N ′

1

���� ��� �
��<m

��� ��� Y ′
1 = Y1 ∪ {v1} ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}]

k�� drSPR(N1, N
′
1) ≤ 1=

Z
�; �� u1 = z1; ���� ������ (v1, x1) ∈ A(N1); 
� ��� �
�� v1
(p1,v1)−−−−→ (z1, x1)

�� �k
�� 9���� p1 �= u1: k�� �� ����
�� �� k ����
�	 N ′
1 ���� ��� �
��<m

��� ���

Y ′
1 = Y1 ∪ {v1} ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] k�� drSPR(N1, N

′
1) ≤ 1=

R��k

�; �� l
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1 = N1 ���� ��� �
��<m

��� ��� Y ′
1 = Y1 ∪ {v1}
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1[Y
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′
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 k�� ����m�
k��
�� �
 ���

�
��<m

��� ����=

4�		> $� ' 9gVVQ
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@Gh `��
��� C=G:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) F�� 	�� Y1 ⊇

L(N1) F�� Y2 ⊇ L(N2) G� ���� H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H� ��F�

N1[Y1]
φ
�X N2[Y2]! A�

��� ��F� N1 \ Y1 H���F��� r ����H�	F����� F�� t ����

����� �� N1� ���� drSPR(N1, N2) ≤ 2t+ r!

N� ������� Y1 = L(N1) k�� Y2 = L(N2); k�� �
���� ��k� k ����
�	 ��

N (n, k) �k� n+ k − 1 ���� �
��� k�� k ����m�
k��
�� 9[l����k��
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��� �
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diamrSPR(n, k) ≤ 2n+ 3k − 2!
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 ��k� ��� ��
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� X���k B=F �
�	� l� ��k��k

� ���k�����
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��� ��l���� Y ⊆ V (N), Y ′ ⊆ V (N ′) �
� ���m� N [Y ] �� ��
�
����m

�
 N ′[Y ′]; ����� k� �
�� 3 �k�
 �
��� �km� ���� ��� ���� 
� Y k�� Y ′
�� ��m��k���=
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NA� F�� 	�� Y1 ⊇ L(N1) F�� Y2 ⊇ L(N2) G� ���� H	���� ���� �� ����� �� N1 F��

N2 ��H� ��F� N1[Y1]
φ
�X N2[Y2]! A�

��� ����� �� F 	����� ���� u2 �� N2 \ Y2

��H� ��F� u2 �� F ����H�	F����! B��� ����� �� F ������� N ′
1 ���� F ���� H	����

��� Y ′
1 ��H� ��F� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] F�� drSPR(N1, N

′
1) ≤ 1!

?����! X�� x2 ∈ Y2 l� ��� m��
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� u2; 
�� x1 = φ−1(x2) ∈ Y1 l� ��� m
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�kl
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kl
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��<m
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u1 = z1; ��� �
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�� k�� �� ����
�� �� k ����
�	 N ′

1

���� ��� �
��<m

��� ��� Y ′
1 = Y1 ∪ {v1} ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}]

k�� drSPR(N1, N
′
1) ≤ 1=

Z
�; �� u1 = z1; ���� ������ (v1, x1) ∈ A(N1); 
� ��� �
�� v1
(p1,v1)−−−−→ (z1, x1)

�� �k
�� 9���� p1 �= u1: k�� �� ����
�� �� k ����
�	 N ′
1 ���� ��� �
��<m

��� ���

Y ′
1 = Y1 ∪ {v1} ��m� ��k� N ′

1[Y
′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] k�� drSPR(N1, N

′
1) ≤ 1=

R��k

�; �� l
�� �
��� k���8� �k
��; ���� (v1, x1) ∈ A(N1); ����� v1 �� k



���� ����m�
k��
� kl
�� Y1= T��m�; �� ��k� mk��; �� mk� ������k��
� k�� v1
�
 ��� ��
�
������; ������� N ′

1 = N1 ���� ��� �
��<m

��� ��� Y ′
1 = Y1 ∪ {v1}

��m� ��k� N ′
1[Y

′
1 ] �X N2[Y2 ∪ {u2}] k�� drSPR(N1, N

′
1) = 0 ≤ 1=

`�� ���� 
���k �



�� l� k� k������� ������mk
 �
 ��� ��

� 
� X���k B=F;

����� �� ��� X���k D=@F �����k� 
� X���k B=D �
 k�� ����m�
k��
�� �
 ���

�
��<m

��� ����=

4�		> $� ' 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=G:� ;�� N1, N2 ∈ N (n, k) F�� 	�� Y1 ⊇

L(N1) F�� Y2 ⊇ L(N2) G� ���� H	���� ���� �� ����� �� N1 F�� N2 ��H� ��F�

N1[Y1]
φ
�X N2[Y2]! A�

��� ��F� N1 \ Y1 H���F��� r ����H�	F����� F�� t ����

����� �� N1� ���� drSPR(N1, N2) ≤ 2t+ r!

N� ������� Y1 = L(N1) k�� Y2 = L(N2); k�� �
���� ��k� k ����
�	 ��

N (n, k) �k� n+ k − 1 ���� �
��� k�� k ����m�
k��
�� 9[l����k��
� A=F:; �� ���

��� �



���� l
��� 
� ��� ����k�m� l������ k�� ��
 ����m��� ����
�	�=

<�����	 $� ( 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=G:� ;�� n ∈ Z≥1 F�� k ∈ N� ����

diamrSPR(n, k) ≤ 2n+ 3k − 2!

@BD
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U� ���� ��m��
�; �� ��
�� k 
���k������m ����� l
��� �
� ��� ��k������ 
� �ZZU

��km��= U� �� �
� m
�k� ������� �km� head �
�� mk� l� ���
km�� l� k ��
��

������m� 
� rNNI �
���= T��m�; �� �
 �
� ��� �
 ��� ��� l
���� �
� �_\^

�
���; l�� �� ��� k� ����������� ��

�=

`��� ��

� �� k �
��3�� �����
� 
� `��
��� @B �� gVW@Hh �
� _\^ �
���=

U� ��k� �k���; k

 ����
�	� ����� m
������k��
� ���� 
�����kl
� 9
�; ��
���; k�

�� �k� mk

�� �� ��k� �k���:= T��m�; ���� k 
���
� mk��; �� mk� ��� ��� �k��

��

� k� �� �
 ���� k 
���k������m l
���� 
� ��� ��k����� 
� �ZZU ��km��= [��

��
m��� �
� ��
���� ��k� NrNNI(n, k) �� m
���m��� ���� k 
���k������m ��k�����

�� k� �



�� 9R����� D=@A:=

;���  � �̀k���
�� k�� ����
�	 N ���
 k ����
�	 NT ��k� �� ����<lk��� 
�

T ∈ T (N)=

;��� !� �̀k���
�� NT ���
 �k��m�2�� ���� NH l� k����� �k��m�2� l�<

����� ��� �

� k�m k�� ��� ��m
���� k�m 
� 
�k� 1=

;��� "� �̀k���
�� NH ���
 k �
���� �k��m�2�� mk�����

k� N∗
=

N

1 2 3 4

NT

1 2 3 4

NH

1 2 3 4

N∗

1 2 3 4

R����� D=@AI `�� ��
m��� ���� �� ��� ��

� 
� D=AB= c� ��k���
�� k ����
�	

N ���
 k ����<lk��� ����
�	 NT ; ���� ���
 k �k��m�2�� ���� NH ; k��; 3�k

�;

���
 k �
���� �k��m�2�� mk�����

k� N∗
=

4�		> $�!� 9_��� @:� ;�� n > 1 F�� N ∈ N (n, k)� ���� ����� �� F ���� GF���

������� NT ��H� ��F� drNNI(N,N ′) ≤ 2k − 2!

?����! X�� T ∈ T (N) ���� ��l������ ψ= Z
�� ��k� N �� ���� lk��� �� |V (N)|−
|V (ψ(T ))| = 0; k�� ��k� ���� ��2����m� �� k� �
�� 2k − 2=

_���
�� |V (N)| − |V (ψ(T ))| = d > 0; �� ��
�� ��k� ����� �� k ���<

�
�	 N ′
���� T ��l����� k� ψ′(T ) ��m� ��k� |V (N)| − |V (ψ′(T ))| < d k��

drNNI(N,N ′) ≤ 1= M� d �� k� �
�� 2k − 2; ���� ��
��� ��� 
���k=

@BE

D=A= P�k����� l
����

M� �
� k

 �
��� 
� N k�� �� ψ(T ); ����� �� k� k�m (u, v) ���� u ∈ ψ(T ) k��

v �∈ ψ(T )= O�

�� (u, v) �
 ��k� ����� �� �
 
���� ��m� k�m (x, y) ���� x l�

�

u=

U� v �� k ���� �
��; ���� k� 
�k�� 
�� 
���
��� k�m (v, w) 
� v �� �
�kl
�; k��

��� �ZZU �
�� v (v,w)−−−→ (p, u) �� �k
��= Z
�; 
�� ψ′(T ) l� ��� ��l������ 
� T ��

��� ����
���� ����
�	 N ′
; 
l�k���� l� ���
���� (p, u) ��
� ψ(T ); k�� k�����

(p, v) k�� (v, u)= Z
� ψ′(T ) �k� 
�� �
�� �
�� ��k� ψ(T ) 9�k��
�; ��� �
��

v:; �
 |V (N ′)| − |V (ψ′(T ))| < d 9R����� D=@B X���:=

Z
� k����� v �� k ����m�
k��
� k�� 
�� y �= u l� ��� 
���� �k���� 
� v; w
��� m��
� 
� v; k�� z �= v ��� 
���� m��
� 
� u= U� (y, v) �� �
� ��k�<�
�kl
�;

���� z = w k�� �� mk� ����
� 3�� k ��� ��l������ ψ′

� T ���
 N ; l�

���
���� (u, z) ��
� ψ(T ) k�� k����� (u, v) k�� (v, z) 9R����� D=@B Y���
�:=

T��m�; �
� ���� ��� ��l������; |V (N)| − |V (ψ′(T ))| < d= [��������; (y, v)

�� ��k�<�
��kl
�; k�� �� mk� �
�� ��� ��k� 
� v (y,v)−−−→ (u, z); l�mk��� y �= u
k�� y �� �
� l�

� u 9R����� D=@B ^����:= M�k��; T �k� k� ��l������ ψ′(T )
�� ��� ����
���� ����
�	 N ′

m
�������� 
� ψ(T ) ���� (u, z) ���
��� k�� (u, v)
k�� (v, z) k����; �
 |V (N ′)| − |V (ψ′(T ))| < d=

v
u

p

w

v

u

p

w

u

v

u

v u
v

y

z

u

v

y

z

R����� D=@BI �̀k���
��k��
� k�� �ZZU �
��� ���� �� X���k D=A? �
 
l�k�� k

����<lk��� ����
�	 NT =

4�		> $�! 9_��� A:� ;�� n > 1 F�� NT ∈ N (n, k) G� F ���� GF��� ��������

���� ����� �� F �F��H���� ���� NH �� 	�F� 1 ��H� ��F� drNNI(NT , NH) ≤ 5k +
5n+ (k + 2) log(k + 2)!

?����! X�� ψ(T ) l� ��� ��l������ 
� ��� lk�� ���� T ���
 NT ; k�� 
�� M =
A(NT \ ψ(T )) = {(u1, v1), . . . , (uk, vk)} l� ��� k�m� ��k� k�� �
� �� ��� ��l��<

���� T ���
 NT = c���
�� 

�� 
� �����k
���; k����� ��k� �
� i ∈ {1, . . . , r} ���

����k�m� l������ ui k�� ��� �

� �� ψ(T ) �� k� �
�� ��� ����k�m� 
� ui+1 �


�

� �� ψ(T )= `�� ���k �� �
 mk��� k

 ui �
 ��� �

� k�m l� �������� ��
� ���


�k��� �
 ��� �

�; k�� ���� �
 �
������� ����
k� �
 �
�� ��� vi �
�k��� 
�k�

1=

@BF
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������k��
� ���� 
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� mk��; �� mk� ��� ��� �k��
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���k������m l
���� 
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��
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���� ��k� NrNNI(n, k) �� m
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�� 9R����� D=@A:=

;���  � �̀k���
�� k�� ����
�	 N ���
 k ����
�	 NT ��k� �� ����<lk��� 
�

T ∈ T (N)=

;��� !� �̀k���
�� NT ���
 �k��m�2�� ���� NH l� k����� �k��m�2� l�<

����� ��� �

� k�m k�� ��� ��m
���� k�m 
� 
�k� 1=

;��� "� �̀k���
�� NH ���
 k �
���� �k��m�2�� mk�����

k� N∗
=

N
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NT

1 2 3 4

NH

1 2 3 4

N∗
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R����� D=@AI `�� ��
m��� ���� �� ��� ��

� 
� D=AB= c� ��k���
�� k ����
�	

N ���
 k ����<lk��� ����
�	 NT ; ���� ���
 k �k��m�2�� ���� NH ; k��; 3�k

�;

���
 k �
���� �k��m�2�� mk�����

k� N∗
=

4�		> $�!� 9_��� @:� ;�� n > 1 F�� N ∈ N (n, k)� ���� ����� �� F ���� GF���

������� NT ��H� ��F� drNNI(N,N ′) ≤ 2k − 2!

?����! X�� T ∈ T (N) ���� ��l������ ψ= Z
�� ��k� N �� ���� lk��� �� |V (N)|−
|V (ψ(T ))| = 0; k�� ��k� ���� ��2����m� �� k� �
�� 2k − 2=

_���
�� |V (N)| − |V (ψ(T ))| = d > 0; �� ��
�� ��k� ����� �� k ���<

�
�	 N ′
���� T ��l����� k� ψ′(T ) ��m� ��k� |V (N)| − |V (ψ′(T ))| < d k��

drNNI(N,N ′) ≤ 1= M� d �� k� �
�� 2k − 2; ���� ��
��� ��� 
���k=

@BE

D=A= P�k����� l
����

M� �
� k

 �
��� 
� N k�� �� ψ(T ); ����� �� k� k�m (u, v) ���� u ∈ ψ(T ) k��

v �∈ ψ(T )= O�

�� (u, v) �
 ��k� ����� �� �
 
���� ��m� k�m (x, y) ���� x l�

�

u=

U� v �� k ���� �
��; ���� k� 
�k�� 
�� 
���
��� k�m (v, w) 
� v �� �
�kl
�; k��

��� �ZZU �
�� v (v,w)−−−→ (p, u) �� �k
��= Z
�; 
�� ψ′(T ) l� ��� ��l������ 
� T ��

��� ����
���� ����
�	 N ′
; 
l�k���� l� ���
���� (p, u) ��
� ψ(T ); k�� k�����

(p, v) k�� (v, u)= Z
� ψ′(T ) �k� 
�� �
�� �
�� ��k� ψ(T ) 9�k��
�; ��� �
��

v:; �
 |V (N ′)| − |V (ψ′(T ))| < d 9R����� D=@B X���:=

Z
� k����� v �� k ����m�
k��
� k�� 
�� y �= u l� ��� 
���� �k���� 
� v; w
��� m��
� 
� v; k�� z �= v ��� 
���� m��
� 
� u= U� (y, v) �� �
� ��k�<�
�kl
�;

���� z = w k�� �� mk� ����
� 3�� k ��� ��l������ ψ′

� T ���
 N ; l�

���
���� (u, z) ��
� ψ(T ) k�� k����� (u, v) k�� (v, z) 9R����� D=@B Y���
�:=

T��m�; �
� ���� ��� ��l������; |V (N)| − |V (ψ′(T ))| < d= [��������; (y, v)

�� ��k�<�
��kl
�; k�� �� mk� �
�� ��� ��k� 
� v (y,v)−−−→ (u, z); l�mk��� y �= u
k�� y �� �
� l�

� u 9R����� D=@B ^����:= M�k��; T �k� k� ��l������ ψ′(T )
�� ��� ����
���� ����
�	 N ′

m
�������� 
� ψ(T ) ���� (u, z) ���
��� k�� (u, v)
k�� (v, z) k����; �
 |V (N ′)| − |V (ψ′(T ))| < d=
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�	 NT =

4�		> $�! 9_��� A:� ;�� n > 1 F�� NT ∈ N (n, k) G� F ���� GF��� ��������

���� ����� �� F �F��H���� ���� NH �� 	�F� 1 ��H� ��F� drNNI(NT , NH) ≤ 5k +
5n+ (k + 2) log(k + 2)!

?����! X�� ψ(T ) l� ��� ��l������ 
� ��� lk�� ���� T ���
 NT ; k�� 
�� M =
A(NT \ ψ(T )) = {(u1, v1), . . . , (uk, vk)} l� ��� k�m� ��k� k�� �
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���� T ���
 NT = c���
�� 
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� �����k
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� i ∈ {1, . . . , r} ���
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R
� k� k�m a 
� T ; 
�� Pa l� ��� �k�� 
� ψ(T ) m
�����
����� �
 a= X�� aρ
l� ��� k�m 
� T ��m����� �
 ��� �

�= X�� ≺ l� k 
���k� �������
� 
� ��� j

���

��k�8 
���� 
� ��� k�m� 
� T 9�
 ��k� a′ ≺ aρ �
� k

 a ∈ A(T ):
X�� a = (x, y) l� ��� ������� 
� ≺ ������m��� �
 k�m� a′ 
� T ��m� ��k� Pa′

m
��k��� k ui= X�� Pa = (x, . . . , y) l� ��� m
�����
����� �k�� �� ψ(T )= \�
m���

k� �



�� k

�� Pa ��
� y �
 x=

9�: U� ����� �� k� k�m (vl, ui) �� Pa; ���� tail1<�
�� ui
(ui,c)−−−→ (p, vl) ����

(ui, c) �∈ Pa p �= ul 9�=�=; �
 ��k� �� (p, vL) ∈ Pa:=

9��: U� ����� �� k� k�m (ul, ui) �� Pa ���� tail1<�
�� ui
(ui,c)−−−→ (ul, vl); �����

(ui, c) �∈ Pa=

9���: [��������; �� ����� �� k� k�m (x, ui) �� Pa; ���� tail1<�
�� ui
(ui,c)−−−→ (·, x);

����� (ui, c) �∈ Pa=

`��� �� �

����k��� �� D=@C= M���� ���� ��
m���; k

 ui 
� Pa k�� �
��� �
 ���

��k�� ψ(a′) 
� ��� k�m a′ ����m�
� kl
�� a �� T = U��
��k

� ���k	���; �� ��km	

ui 
��
 ul �
 ���� mk� �
�� �
������ �
�k��� aρ= ^���k� ���� ��
m��� �
� �km�

k�m �� ��� 
���� ����� l� ≺= R
� ��� 
k�� k�m aρ; ���
�� mk�� 9���:= Z��� ����km	 

��� ��km	�� ui8� 
� aρ=
c� �
� m
��� ��� ���l�� 
� tail1 �
��� ������= R����
�; �km� vl �� ��k����

k� �
�� 
�m� ���� k ui 9k �
���:= _�m
��
�; �km� ui �� �
���� �
 k�� ��
�

k�
���� k�m (ul, vl) k� �
�� 
�m� 92k �
���:= R�������
��; �km� ������ 
� ψ(T )
m
�����
����� �
 k ������ 
� T �� ��k���� k� �
�� ���m� 92n �
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�� ui
(ui,c)−−−→ (ul, vl); �����

(ui, c) �∈ Pa=
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� NrNNI(n, k); �� ��� ��� �



���� 

��� l
��� ��
�

R�k�m�� �� k
= �
� ZZU ��k������ 9gRTYc@Fh:=

<�����	 $�!% 9gRTYc@Fh `��
��� A k�� \�
�
����
� C:� ;�� n ∈ Z≥2

F�� k ∈ N� ���� ����� ����� ��� 4H����F �������� U,U ′ ∈ U(n, k) ��H� ��F�

dNNI(U,U
′) �� F� 	�F��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

F�� ����� ����� ��� 4H����F �������� U,U ′ ∈ U(n, k) ��H� ��F� dSPR(U,U
′) ��

F� 	�F��

diamSPR(n, k) ≥
(vnk − 3) ln(

vnk
2 − 2)− (2k − 1) ln(k − 1)− (2n− 2)

4 ln(2(vnk + k))
,

����� vnk �� ��� ��
G�� �� ����� �� F� ������H��� ������� ���� n 	�F��� F��

����H�	F���� ��
G�� k! �

M� Qm����k ����
�	� k�� 
�����kl
� 9X���k A=F?: ��� k������� 
� R�k�m��

�� k
= ������� �
 ����m��� ����
�	�=

4�		> $�!& 9gVVQ

+
@Gh:� ;�� n ∈ Z≥1 F�� k ∈ N� ���� ����� ����� ��� ��� 

����� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F� dNNI(N,N ′) �� F� 	�F��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

����� vnk �� ��� ��
G�� �� ����� �� F� ������H��� ������� ���� n+1 	�F��� F��

k ����H�	F���� �����!

?����! R�� n k�� k; k�� 
�� U k�� U ′
l� ��
 Qm����k ����
�	� �� U(n, k) ��m�

��k� dNNI(U,U
′) �� k� 
�k��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

���m� ����� l� `��
��� D=AE= N� X���k A=F?; ����� k�� ��
 ����
�	� N,N ′ ∈
N (n, k) ��m� ��k� N(U) = U k�� N(U ′) = U ′

= N� O
�


k�� D=AD; �� �k��

drNNI(N,N ′) ≥ dNNI(U(N), U(N ′)); ���m� ��
��� ��� ��k������=

�

@�� ���G���� �� ����� 
G
�� �� ��
���G� ��I	�G�! G� ���� I	G�
 ∆SPR
i (n) �� ��� ��G
����

�� ��� ?=> �
GI� USPR(n, k)! H�� ���� G	�� ��� n ��� ��� ��
H�� �� ����� vnk �� ��I� G

�������#

@C@
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U� ��� ���� m�k����; �� k��
� 
�� ��

� 
� m
���m������� 
� ����m��� ���<

�
�	� ����� �ZZU �
 ������m��� ����
�	� 9k� �� 
�����k

� �k� �� gVW@Hh:= X�	�

�
� ����m��� ����
�	�; 
�� ��

� mk��
� l� k��
��� ������k��
� �
 ������m���

����<lk��� ����
�	�; k� ��� m


�m��
� 
� ��� ����m�
k��
� k�m� k�� ��k��k���<

���� 
� ��� mk�����

k�� �
�� �
� k


� ����= `�� ��

� mk� l� �
��3��; 
�	� �
�

����m��� ����
�	�; �
 ���� k ��k��k��m ����� l
��� 
� ��� ��k����� 
� ����<

��m��� ����<lk��� ����
�	 ��km�= Z�������
���; R�k�m�� k�� R��m��� m
k�� ��k�


�� ��

� ��m������ �� �
� k��
�mkl
� �
 ������m��� ����<lk��� ����
�	� k� k



gRRA?h= T
�����; l� ����
����� ��� ��k���
��k��
�� �k���
� k� ���m��l�� �
�

��� ����m��� mk��; �� �������k

� 
l�k�� ����� ��

�= `��� l�m
��� ���� m
�k���

���� �����m���� ����� ���������k�� ����
�	�; �
<mk

�� ���F� ����
�	�; ���m�

k�� ��� �k�� k� 
�� ���������k�� ��k�� 
� �k��m�2�� �����=

����� "��	�����6 5��
��

R�k�m�� �� k
= 9gRTYc@Fh: ��
��� 

��� l
���� �
� ��� ��k������ 
� ��km�� 
�

������H��� ����
�	� ����� ZZU k�� _\^ �
���= 
̀ k��
� ����� l
���� �
 ���

mk�� 
� rNNI k�� rSPR �
���; �� ���� �
�� ���
��k��
� kl
�� ��� ��
k��
�

l������ ����� �
��� k�� ����� ��km��=

4�		> $�!# 9gVVQ

+
@Gh X���k C=@H:� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ��H�

��F� drSPR(N,N ′) = 1� ���� dSPR(U(N), U(N ′)) ≤ 1!
5������
���� �� drNNI(N,N ′) = 1� ���� dNNI(U(N), U(N ′)) ≤ 1!

?����! _���
�� ��� �_\^ �
�� �� N ����
���� �� N ′
�
��� ����
��� u 
� k�m e

��
� f �
 k�
���� k�m g= `���; �
���� ����
��� u 
� ���� e �
 ���� g �� U(N)
����
�� �� U(N ′)= U� ��� �_\^ �
�� �k� km��k

� k �ZZU �
��; ���� ��� _\^

�
�� �� U(N) �� k� ZZU �
��= `��� �



�� ��
� ��� �km� ��k� f k�� g k��

k��km��� �� N �2 ���� k�� k��km��� �� ��� ������m��� ��k�� U(N)=

,�����>�� $�!$ 9gVVQ

+
@Gh O
�


k�� C=A?:� 5�� F�� 
F�� �� �������� N,N ′ ∈

N (n, k)� �� �F�� drSPR(N,N ′) ≥ dSPR(U(N), U(N ′)) F�� drNNI(N,N ′) ≥
dNNI(U(N), U(N ′))!

R
� ��� k��
�mk��
� 
� ���� m
�


k��; �� �� ���
��k�� �
 �
�� ��k� �
� �����

������m��� ����
�	 �k� k� 
�����k��
� k� k ����m��� ����
�	= U� �k���m�
k�; ��

mk��
� ����m� ����
� ��
k��
�� l������ ��k����� l
���� �
� USPR k�� NrSPR=

U�����; ��� ��k����� 
� ��� ��km� 
� ������m��� ����
�	� m
�
� l� ����������

l� �k��� 
� ��� ��km� m
�������� 
� ����
�	� ��k� k�� �
� 
�����kl
�=

Z�������
���; �� mk� ��� ���� m
�


k�� �
 ����� ��k������= R
� 

��� l
����


� N (n, k); �� ����
� m
������ 
�����kl
� ����
�	� �� U(n, k)J k�� �
� �����

l
���� 
� U(n, k); �� l
��� ��� ���l�� 
� �
��� ������ �
 �k	� k� ����<

��m��� ����
�	 
�����kl
� 9_�m��
� E=@:=

@C?

D=A= P�k����� l
����

R
� ��� 

��� l
��� 
� NrNNI(n, k); �� ��� ��� �



���� 

��� l
��� ��
�

R�k�m�� �� k
= �
� ZZU ��k������ 9gRTYc@Fh:=

<�����	 $�!% 9gRTYc@Fh `��
��� A k�� \�
�
����
� C:� ;�� n ∈ Z≥2

F�� k ∈ N� ���� ����� ����� ��� 4H����F �������� U,U ′ ∈ U(n, k) ��H� ��F�

dNNI(U,U
′) �� F� 	�F��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

F�� ����� ����� ��� 4H����F �������� U,U ′ ∈ U(n, k) ��H� ��F� dSPR(U,U
′) ��

F� 	�F��

diamSPR(n, k) ≥
(vnk − 3) ln(

vnk
2 − 2)− (2k − 1) ln(k − 1)− (2n− 2)

4 ln(2(vnk + k))
,

����� vnk �� ��� ��
G�� �� ����� �� F� ������H��� ������� ���� n 	�F��� F��

����H�	F���� ��
G�� k! �

M� Qm����k ����
�	� k�� 
�����kl
� 9X���k A=F?: ��� k������� 
� R�k�m��

�� k
= ������� �
 ����m��� ����
�	�=

4�		> $�!& 9gVVQ

+
@Gh:� ;�� n ∈ Z≥1 F�� k ∈ N� ���� ����� ����� ��� ��� 

����� N,N ′ ∈ N (n, k) ��H� ��F� dNNI(N,N ′) �� F� 	�F��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

����� vnk �� ��� ��
G�� �� ����� �� F� ������H��� ������� ���� n+1 	�F��� F��

k ����H�	F���� �����!

?����! R�� n k�� k; k�� 
�� U k�� U ′
l� ��
 Qm����k ����
�	� �� U(n, k) ��m�

��k� dNNI(U,U
′) �� k� 
�k��

1

20

(
(vnk − 3) log6

(
vnk
2

− 2

)
− (2k − 1) log6(k − 1)− (vnk − 2k) log6 e− 2vnk

)
,

���m� ����� l� `��
��� D=AE= N� X���k A=F?; ����� k�� ��
 ����
�	� N,N ′ ∈
N (n, k) ��m� ��k� N(U) = U k�� N(U ′) = U ′

= N� O
�


k�� D=AD; �� �k��

drNNI(N,N ′) ≥ dNNI(U(N), U(N ′)); ���m� ��
��� ��� ��k������=

�

@�� ���G���� �� ����� 
G
�� �� ��
���G� ��I	�G�! G� ���� I	G�
 ∆SPR
i (n) �� ��� ��G
����

�� ��� ?=> �
GI� USPR(n, k)! H�� ���� G	�� ��� n ��� ��� ��
H�� �� ����� vnk �� ��I� G

�������#

@C@
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<�����	 $�!' 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=@A:� B�� ��F
����� �� ����� �� �������

�
FH� ��� 
����H� ����H�� G� �==8 F�� tail1 
���� �F����� diamrNNI(n, k) =
Θ((n+ k) log(n+ k)) F�� diamtail1(n, k) = Ω((n+ k) log(n+ k))!

a���� ��� �k�� k�������; �� ��� k 

��� l
��� �
� ��� ��k����� 
� ��km��


� ����m��� ����
�	� ����� �
�<

mk
 �
��� k� ��

=

<�����	 $�!(� B�� ��F
����� �� ����� �� ������� �
FH� ��� 
����H� ����H�� G�

�A?@� head� F�� tail 
���� �F����� diamrSPR(n, k) = Θ(n+k)� diamhead(n, k) =
Θ(n+ k)� F�� diamtail(n, k) = Θ(n+ k)!

��� *
��

6� �67���

M� l��
��; �� ��k�� ���� ��km�� 
� ����
�	� ����
�� ������<A �
���= R
� rSPR
�
���; �� ����
� �k	� ��� ����
�	� 
�k�<��
�
����m; k�� ���� ������� ���

���� �
��� k�� ��� ����m�
k��
�� ����� k ��k

 ���l�� 
� �k�
 k�� ��k� �
���

�����m����
�= R
� rNNI �
���; �� 
�m� k�k�� ��� ��� ����m���� 
� 
k���� mk���<

��

k��=

<�����	 $�"�� 5�� F		 n ≥ 1 F�� k ≥ 0� ��� �
FH�� ṄrSPR(n, k) F�� ṄrNNI(n, k)
F�� H����H���! 5������
���� ����� ��F
����� F�� G������ G� diamrSPR(n, k, 0) ≤
diamrSPR(n, k) + 4n+8k− 4 F�� diamrNNI(n, k, 0) ≤ 2 diamrNNI(n, k) + 2n2 +
8nk + 8k2 − 2n− 4k!

?����! X�� Ṅ1, Ṅ2 ∈ Ṅ (n, k, 0) l� k�l���k��; �� ��
�� ��k� ����� k�� �_\^ k��

�ZZU ������m�� ��
� Ṅ1 �
 Ṅ2 
� ��� ������� 
�����=

N�mk��� ��� ��km�� 
� �_\^ �
��� k�� m
���m���; ����� �� k ������m� 
� k�

�
�� diamrSPR(n, k) �
��� ��
� Ṅ1 �
 k ����
�	 Ṅ ′
1 ��m� ��k� Ṅ ′

1 �Xl
Ṅ2

9`��
��� D=@H:= `��� ����� k� �
�� 4k ��k� �
��� k�� 4(n + k − 1) �k�


�
���; �� mk� ������� ��� ����m�
k��
�� k�� ��� ���� �
��� �
 �k	� ��� ���<

�
�	� 
kl�
�� ��
�
����m ���� �����m� �
 ��� ��

 
kl�
 ��� X 9\�
�
����
�� B=@H

k�� C=AF:= O
������ ��� ���l�� 
� �
��� �
� �km� 
� ����� �����; �� ���

diamrSPR(n, k, 0) ≤ diamrSPR(n, k) + 4n+ 8k − 4=

R
� ��� �ZZU �
���; �� �k	� k ����
k� k���
km�; l�� m�k����� l
�� ����
�	�

���
 
�k�<��
�
����m 
k���� mk�����

k�� 3��� ����� k� �
�� diamrNNI(n, k) rNNI
�
��� �� �km� ����
�	= `��� �� mk� ������� ��� ����m�
k��
�� ����� k� �
��

2k2 + 2k head1 �
���; k�� ��� ���� �
��� ����� k� �
�� (2n+ 6k)(n+ k − 1)
tail1 �
��� 9\�
�
����
�� B=@H k�� C=AF:= O
������ ��� ���l�� 
� �
��� �
�

�km� 
� ����� �����; �� ��� diamrNNI(n, k, 0) ≤ 2 diamrNNI(n, k) + 2n2 + 8nk +
8k2 − 2n− 4k=

@CA

D=B= U�����k
 
kl�
�

Z
�� ��k� diamrSPR(n, k, 0) ≥ diamrSPR(n, k) = Ω(n + k); ���m� ���
���

��k� �� �k�� k� k�����
��mk

� ����� l
��� diamrSPR(n, k, 0)Θ(n + k) �
� ��<

����k

� 
kl�
�� ����
�	� k� ��

=

����� %��
���� 
����


̀ ��
�� m
���m������� k�� ��k����� l
���� �� ��� ������m� 
� ������<A �
���;

�� �������k

� ����m� �
 ��� mk�� 
� �
 ������<A �
��� l� 3��� m


�m���� k



������<A �
��� k� ��� �

�= `��� �
�	� �
� k

 (n, k) ��m��� ���� (n, k) = (1, 0)
9���� ��� ��km� �� �
� m
���m���: k�� ���� (n, k) = (1, 1) 9���� ����� �� �


m
�����
����� ����
�	 ����
�� ������<A �
���:=

4�		> $�" � ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��

����FG	� �������� ���� ��� ������ %

����� HF� G� H�		�H��� F� ��� ��
 �� F 
�������� ����� ����� F ������H� �� F�


��� 2n + 3k + 2m + 2 rSPR 
����� �� F� 
��� m(2n + 3k) + m2 + 4m + 3
rNNI 
����� ��H�
� ���� n = 1� k = 0� F�� m > 0!

?����! c� �k� �
�� k

 ������<A �
��� �� �
 ��� �

� k�m l� ��k����� k� ���

l
��
�; k�� �
���� k

 ������<A �
��� �� 
�� k�m �� S(N̈) k� k ����= Y
����

k

 ������<A �
��� �� 
�� k�m �k	�� k� �
�� 
�� �_\^ �
��= U�����; 
�� mk�

�
�� ��� ������ ��m����� �
 l
�� k�m� �
�� l�

� k

 ��� ������<A �
���= `��

�k�� mk� l� km������ ����� 
�� �ZZU �
�� ��� ������<A �
�� 
� ��� 

��� k�m=

M� ����� k�� k� �
�� m ������<A �
��� 
� ���� k�m; �� ���� k� �
�� m �ZZU

�
���= `�� ����
�	 S(N̈) �k� 2n+3k− 1 k�m�; �
 �� �k	�� k� �
�� 2n+3k− 1
_\^ �
��� 
� m(2n+ 3k − 1) �ZZU �
��� �
 m


�m� k

 ������<A �
��� k� ���

�

� k�m= 
̀ �
�� ��� ������<A �
���; �� ���� k� k�����
�k
 2m + 3 �_\^ 
�

m2 + 5m+ 3 �ZZU �
��� 9X���k� B=AE:=

<�����	 $�"!� B�� �
FH�� Ṅ (n, k,m) F�� H����H��� ��� F		 n, k,m > 0� �� 

H�
� ���� n = 1� k = 0� F�� m > 0! 5������
���� ��� ��F
���� �� ���

�
FH� �� ��G������� �������� ����� �A?@ �� G������ G� diamrSPR(n, k,m) ≤
diamrSPR(n, k, 0)+4n+6k+4m+2 F�� diamrNNI(n, k,m) ≤ diamrNNI(n, k, 0)+
4mn+ 6mk +m2 + 2m+ 2!

?����! c� 3��� �
�� ��k� Ṅ (1, 0,m) �� �
� m
���m���= 
̀ ��� ����; �
�� ��k� �
�

�km� ������k��
� x1, . . . , xm 
� ��� m ������<A �
���; ����� �� k ������ ����
�	

�� Ṅ (1, 0,m) m
�������� 
� ��� �k�� (ρ, x1, . . . , xm, l); ����� ρ �� ��� �

� 
� ���

����
�	 k�� l �� ��� 
�k�= M� k

 ����
�	� �� Ṅ (1, 0,m) ��m���k��
� m
����� 
�

��m� k �k�� k�� �
�� 
� ��� k�m� 
� ��m� k ����
�	 mk� l� �
��� ��� ��km�

Ṅ (1, 0,m) m
������ 
� m! �
��� k�� �
 k�m�=

`���; �
 ��
�� m
���m������� �� k

 
���� mk���; �� 3��� ���� �
 ��� mk��

n = k = 1 k�� m > 0= T���; �� mk� 3��� �
�� k

 ������<A �
��� ��
�
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<�����	 $�!' 9gVVQ

+
@Gh `��
��� C=@A:� B�� ��F
����� �� ����� �� �������

�
FH� ��� 
����H� ����H�� G� �==8 F�� tail1 
���� �F����� diamrNNI(n, k) =
Θ((n+ k) log(n+ k)) F�� diamtail1(n, k) = Ω((n+ k) log(n+ k))!

a���� ��� �k�� k�������; �� ��� k 

��� l
��� �
� ��� ��k����� 
� ��km��


� ����m��� ����
�	� ����� �
�<

mk
 �
��� k� ��

=

<�����	 $�!(� B�� ��F
����� �� ����� �� ������� �
FH� ��� 
����H� ����H�� G�

�A?@� head� F�� tail 
���� �F����� diamrSPR(n, k) = Θ(n+k)� diamhead(n, k) =
Θ(n+ k)� F�� diamtail(n, k) = Θ(n+ k)!

��� *
��

6� �67���

M� l��
��; �� ��k�� ���� ��km�� 
� ����
�	� ����
�� ������<A �
���= R
� rSPR
�
���; �� ����
� �k	� ��� ����
�	� 
�k�<��
�
����m; k�� ���� ������� ���

���� �
��� k�� ��� ����m�
k��
�� ����� k ��k

 ���l�� 
� �k�
 k�� ��k� �
���

�����m����
�= R
� rNNI �
���; �� 
�m� k�k�� ��� ��� ����m���� 
� 
k���� mk���<

��

k��=

<�����	 $�"�� 5�� F		 n ≥ 1 F�� k ≥ 0� ��� �
FH�� ṄrSPR(n, k) F�� ṄrNNI(n, k)
F�� H����H���! 5������
���� ����� ��F
����� F�� G������ G� diamrSPR(n, k, 0) ≤
diamrSPR(n, k) + 4n+8k− 4 F�� diamrNNI(n, k, 0) ≤ 2 diamrNNI(n, k) + 2n2 +
8nk + 8k2 − 2n− 4k!

?����! X�� Ṅ1, Ṅ2 ∈ Ṅ (n, k, 0) l� k�l���k��; �� ��
�� ��k� ����� k�� �_\^ k��

�ZZU ������m�� ��
� Ṅ1 �
 Ṅ2 
� ��� ������� 
�����=

N�mk��� ��� ��km�� 
� �_\^ �
��� k�� m
���m���; ����� �� k ������m� 
� k�

�
�� diamrSPR(n, k) �
��� ��
� Ṅ1 �
 k ����
�	 Ṅ ′
1 ��m� ��k� Ṅ ′

1 �Xl
Ṅ2

9`��
��� D=@H:= `��� ����� k� �
�� 4k ��k� �
��� k�� 4(n + k − 1) �k�


�
���; �� mk� ������� ��� ����m�
k��
�� k�� ��� ���� �
��� �
 �k	� ��� ���<

�
�	� 
kl�
�� ��
�
����m ���� �����m� �
 ��� ��

 
kl�
 ��� X 9\�
�
����
�� B=@H

k�� C=AF:= O
������ ��� ���l�� 
� �
��� �
� �km� 
� ����� �����; �� ���

diamrSPR(n, k, 0) ≤ diamrSPR(n, k) + 4n+ 8k − 4=

R
� ��� �ZZU �
���; �� �k	� k ����
k� k���
km�; l�� m�k����� l
�� ����
�	�

���
 
�k�<��
�
����m 
k���� mk�����

k�� 3��� ����� k� �
�� diamrNNI(n, k) rNNI
�
��� �� �km� ����
�	= `��� �� mk� ������� ��� ����m�
k��
�� ����� k� �
��

2k2 + 2k head1 �
���; k�� ��� ���� �
��� ����� k� �
�� (2n+ 6k)(n+ k − 1)
tail1 �
��� 9\�
�
����
�� B=@H k�� C=AF:= O
������ ��� ���l�� 
� �
��� �
�

�km� 
� ����� �����; �� ��� diamrNNI(n, k, 0) ≤ 2 diamrNNI(n, k) + 2n2 + 8nk +
8k2 − 2n− 4k=

@CA

D=B= U�����k
 
kl�
�

Z
�� ��k� diamrSPR(n, k, 0) ≥ diamrSPR(n, k) = Ω(n + k); ���m� ���
���

��k� �� �k�� k� k�����
��mk

� ����� l
��� diamrSPR(n, k, 0)Θ(n + k) �
� ��<

����k

� 
kl�
�� ����
�	� k� ��

=

����� %��
���� 
����


̀ ��
�� m
���m������� k�� ��k����� l
���� �� ��� ������m� 
� ������<A �
���;

�� �������k

� ����m� �
 ��� mk�� 
� �
 ������<A �
��� l� 3��� m


�m���� k



������<A �
��� k� ��� �

�= `��� �
�	� �
� k

 (n, k) ��m��� ���� (n, k) = (1, 0)
9���� ��� ��km� �� �
� m
���m���: k�� ���� (n, k) = (1, 1) 9���� ����� �� �


m
�����
����� ����
�	 ����
�� ������<A �
���:=

4�		> $�" � ;�� N̈ ∈ Ṅ (n, k,m) G� F ��

����FG	� �������� ���� ��� ������ %

����� HF� G� H�		�H��� F� ��� ��
 �� F 
�������� ����� ����� F ������H� �� F�


��� 2n + 3k + 2m + 2 rSPR 
����� �� F� 
��� m(2n + 3k) + m2 + 4m + 3
rNNI 
����� ��H�
� ���� n = 1� k = 0� F�� m > 0!

?����! c� �k� �
�� k

 ������<A �
��� �� �
 ��� �

� k�m l� ��k����� k� ���

l
��
�; k�� �
���� k

 ������<A �
��� �� 
�� k�m �� S(N̈) k� k ����= Y
����

k

 ������<A �
��� �� 
�� k�m �k	�� k� �
�� 
�� �_\^ �
��= U�����; 
�� mk�

�
�� ��� ������ ��m����� �
 l
�� k�m� �
�� l�

� k

 ��� ������<A �
���= `��

�k�� mk� l� km������ ����� 
�� �ZZU �
�� ��� ������<A �
�� 
� ��� 

��� k�m=

M� ����� k�� k� �
�� m ������<A �
��� 
� ���� k�m; �� ���� k� �
�� m �ZZU

�
���= `�� ����
�	 S(N̈) �k� 2n+3k− 1 k�m�; �
 �� �k	�� k� �
�� 2n+3k− 1
_\^ �
��� 
� m(2n+ 3k − 1) �ZZU �
��� �
 m


�m� k

 ������<A �
��� k� ���

�

� k�m= 
̀ �
�� ��� ������<A �
���; �� ���� k� k�����
�k
 2m + 3 �_\^ 
�

m2 + 5m+ 3 �ZZU �
��� 9X���k� B=AE:=

<�����	 $�"!� B�� �
FH�� Ṅ (n, k,m) F�� H����H��� ��� F		 n, k,m > 0� �� 

H�
� ���� n = 1� k = 0� F�� m > 0! 5������
���� ��� ��F
���� �� ���

�
FH� �� ��G������� �������� ����� �A?@ �� G������ G� diamrSPR(n, k,m) ≤
diamrSPR(n, k, 0)+4n+6k+4m+2 F�� diamrNNI(n, k,m) ≤ diamrNNI(n, k, 0)+
4mn+ 6mk +m2 + 2m+ 2!

?����! c� 3��� �
�� ��k� Ṅ (1, 0,m) �� �
� m
���m���= 
̀ ��� ����; �
�� ��k� �
�

�km� ������k��
� x1, . . . , xm 
� ��� m ������<A �
���; ����� �� k ������ ����
�	

�� Ṅ (1, 0,m) m
�������� 
� ��� �k�� (ρ, x1, . . . , xm, l); ����� ρ �� ��� �

� 
� ���

����
�	 k�� l �� ��� 
�k�= M� k

 ����
�	� �� Ṅ (1, 0,m) ��m���k��
� m
����� 
�

��m� k �k�� k�� �
�� 
� ��� k�m� 
� ��m� k ����
�	 mk� l� �
��� ��� ��km�

Ṅ (1, 0,m) m
������ 
� m! �
��� k�� �
 k�m�=

`���; �
 ��
�� m
���m������� �� k

 
���� mk���; �� 3��� ���� �
 ��� mk��

n = k = 1 k�� m > 0= T���; �� mk� 3��� �
�� k

 ������<A �
��� ��
�
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�� 
� ��� �k�k

�
 �k��� ����� 
�� ��k� �
�� 
� k� �
�� m
head1 �
���= `���; l� X���k B=AE; k

 ������<A �
��� mk� l� �
���� 
� ������


� ��� �k�k

�
 k�m� ����� k� �
�� 2m + 2 �k�
 �
��� 
� m2 + 4m + 2 tail1
�
���= T��m�; Ṅ (1, 1,m) �� m
���m��� �
� k

 m > 0= R�������
��; k� �� mk�

m


�m� k

 ������<A �
��� 
� 
�� k�m �� k�l���k�� 
���� �� 
�� 
� ��� ����
�	�

����� k� �
�� 3 �k�
 �
��� 
� 2m tail1 �
���; diamrSPR(1, 1,m) ≤ 2m+ 6 k��

diamrSPR(1, 1,m) ≤ m2 + 7m+ 2=

R
� k

 
���� mk��� 9�=�=; n > 1 
� k > 1: k�� ����
�	 �� Ṅ (n, k,m)
mk� l� ��k���
���� ���
 k ��������kl
� ����
�	 ����� k� �
�� m tail1 �
���

9X���k B=AC:= `���; �� �k� �
�� k

 ������<A �
��� �� �
 ��� �

� k�m �����

k� �
�� 1 ��k� �
�� 
� m head1 �
��� ��� ����m�
k��
�; k�� k� �
�� 2 �k�


�
��� 
� 2m tail1 �
��� ��� ���� �
��= T��m�; ���� mk� l� km������ ����� k�

�
�� 2n+ 3k − 2 �_\^ �
��� 
� m(2n+ 3k − 2) rNNI �
��� �� �
�k
= 
̀ �


����; �� ��k�� k� ��� l
��
�; k�� �
�� k

 ������<A �
��� �� 
�� k�m k� k ����=

M�k��; ����� ������<A �
��� mk� l� �
���� k� ��� �

� k�m ����� k� �
��

2m + 2 �k�
 �
��� 
� m2 + 4m + 2 tail1 �
��� 9X���k B=AE:= _�k����� ����

��
 ����
�	� k�� k��
���� ���� ��
m����� �
 l
�� 9�
���� ��k� �� 
�
� �k��

�
 �
�� ��� ������<A �
��� �� 
�� 
� ��� ����
�	�: �� mk� �k��
� ��� ��k�

diamrSPR(n, k,m) ≤ diamrSPR(n, k, 0) + 2(m + 2n + 3k − 2) + 2m + 2 =
diamrSPR(n, k, 0)+4n+6k+4m+2 k�� diamrNNI(n, k,m) ≤ diamrNNI(n, k, 0)+
2(m+m(2n+3k−2))+m2+4m+2 = diamrNNI(n, k, 0)+4mn+6mk+m2+
2m+ 2=

,�����>�� $�""� B�� �
FH�� Ṅ (n, k,m) ����� �A?@ F�� F�� �==8 
���� �F��

��F
����� G������ G� diamrSPR(n, k,m) ≤ 10n+ 17k + 4m− 4 F��

diamrNNI(n, k,m) ≤2n2 + 8nk + 8k2 + 4mn+ 6mk +m2

+ 2(k + 2) log(k + 2) + 2(n+ 1)(1 + log(n+ 1))

+ 20n+ 24k + 2m− 6.

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ������� ��� ��km�� 
� ����
�	� ����� �_\^ k�� �ZZU

�
���= c� �k�� ��k���� l� ��
���� ��k� ��k� �
��� k�� �k�
 �
��� k�� �����
�

��
k��� �� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���I k ��k� �
�� mk� l� ���
km�� l� k

������m� 
� k� �
�� @B �k�
 �
��� 9�� n > 1:; k�� �km� �k�
 �
�� l� k ������m�


� k� �
�� @E ��k� �
���=

`��� ��
����� k ��� ��

� �
� m
���m������� 
� Ntail(n, k) ����� ��� m
���m�<

������ 
� Nhead(n, k) k�� ��m� ����k= R�������
��; m
���m������� 
� Ntail(n, k)
k
�
 ���
��� ��� m
���m������� 
� NrSPR= a���� l
�� �k�
 �
��� k�� ��k� �
���;

@CC

D=C= O
�m
���
�

�� ���� k l����� ����� l
��� �
� ��� �_\^ ��k������ ��k� ��� 
�� �



����

����m�
� ��
� �k�
 �
���=

R
� ��� m
���m������� k�� ��k����� 
� �ZZU �
��� �� ��� k ��2����� ��m�<

�����= `��� ��m������ �� k� k�k��k��
� 
� ��� m
���m������� ��

� �
� ZZU

�
��� �� gVW@Hh= `�� m
�����m��
� ����� k ��k����� l
��� �
� NrNNI(n, k) 
�


���� O((n+k) log(n+k)) �
� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���= `��� l
��� ��

k�����
��mk

� ����� l� `��
��� D=AG; ���m� ���� ��� 
���k������m 

��� l
���

�
� ZZU ��km�� ��
� gRTYc@Fh=

R
� ����
�	� ���� 
�� 
�k�; 
�� ��k����� l
��� �
� NNNI(1, k) �� 
����

O(k2); ���m� �



�� l� ����� ��� l
��� �
� �k�
 �
���= Z
�� ��k� ���� �� �
�

k� �

� k� ��� 
���k������m l
���� �
� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���= c�

m
���m���� ��k� k 
���k������m ����� l
��� mk� l� 
l�k���� �
� n = 1 k� ��

;

l� ����� ��� �



���� ���k����= Yk	� k ���k��
� 〈a, b, c〉r k� ��� l
��
� 
� ���

����
�	 ����� k ��k

 ���l�� 
� �
���; k�� ���� ���k� a k�� b k� ��� 
�k��� 
�

k ����
�	 �� N (2, k − 2)= `�� ����
� ���� �



�� ��
� 
�� 
���k������m �����

l
��� �
� ����
�	� ���� k� 
�k�� ��
 
�k���= U� �
�
� k
�
 l� ����������� �


m��m	 ������� ���� ��

� ��m������ mk� l� ���� �
 ��
�� 
���k������m �����

l
���� �
� ��� ��k������ 
� Ntail1(n, k) k�� Nhead2(n, k)=
`�� ����
�� �k��
� ������ �
 ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; �

= M

 ��km��

ṄrSPR(n, k,m) k�� ṄrNNI(n, k,m) k�� m
���m���; ��m��� ���� (n, k) = (1, 0)
k�� m > 0= `�� ����� l
��� �
� ��� �_\^ ��k����� �� 
���k�; ���� ����

m
��������� ������<A �
��� k� ��

= `��� �� l�mk��� �� mk� ��k� ���� �
��� �����

k m
���k�� ���l�� 
� �k�
 �
���; k�� ����m�
k��
�� ����� k m
���k�� ���l�� 
�

��k� �
���=

^�mk

 ��k� 
�� ����� l
���� �
� ��� ��k������ 
� ��� ��km�� Ṅtail(n, k,m)
k�� Ṅhead(n, k,m) m
��k�� ��k��k��m �����= `�� �km� ��k� �km� �k�
 �
�� mk� l�

���
km�� l� k m
���k�� ���l�� 
� ��k� �
��� k�� ��m� ����k �k	�� �� l�
���kl
�

��k� ����� ��k��k��m ����� k�� �
� ��m���k��= U�����; �� ����� ���
km����� 
��<

�k� ���

 �

� �
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�; ��
 ����m�
k��
�� mk� l� ��k����

���� k m
���k�� ���l�� 
� �k�
 �
���= T��m�; �� �
�
� l� ����������� �
 ��<

�

�� ���� 
��� ������
�; l� mk����

� m��m	��� ��� ������m�� 
� �
��� �� �����


���k� �
 ��� ��k� �k����� �
 ��� 
kl�
� 
� k

 �
��� ���

���=
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 ������<A �
��� mk� l� �
���� 
� ������


� ��� �k�k

�
 k�m� ����� k� �
�� 2m + 2 �k�
 �
��� 
� m2 + 4m + 2 tail1
�
���= T��m�; Ṅ (1, 1,m) �� m
���m��� �
� k

 m > 0= R�������
��; k� �� mk�

m


�m� k

 ������<A �
��� 
� 
�� k�m �� k�l���k�� 
���� �� 
�� 
� ��� ����
�	�

����� k� �
�� 3 �k�
 �
��� 
� 2m tail1 �
���; diamrSPR(1, 1,m) ≤ 2m+ 6 k��

diamrSPR(1, 1,m) ≤ m2 + 7m+ 2=

R
� k

 
���� mk��� 9�=�=; n > 1 
� k > 1: k�� ����
�	 �� Ṅ (n, k,m)
mk� l� ��k���
���� ���
 k ��������kl
� ����
�	 ����� k� �
�� m tail1 �
���

9X���k B=AC:= `���; �� �k� �
�� k

 ������<A �
��� �� �
 ��� �

� k�m �����

k� �
�� 1 ��k� �
�� 
� m head1 �
��� ��� ����m�
k��
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e = {pl−1, pl} k�� v �∈ {p0, p1}; ���m� 
�������� Ü ′
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�
�
� l� ���m
���m���= X�	�

�� X���k B=H; ��� ���k �� �
� �
 �
�� u k

�� P �
 e ���� ZZU �
���=
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�	� Üj−1 k�� Üj �
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<�����	 %� &� 5�� F		 n > 1 F�� k ≥ 0� �� �F�� diamSPR(n, k, 0) ≤
diamSPR(n, k) + 4n + 8k − 8 F�� diamNNI(n, k, 0) ≤ diamNNI(n, k) + (n +
2k − 2)(4n+ 6k − 2)!

?����! X�� U̇1, U̇2 ∈ U̇(n, k, 0) l� k�l���k�� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�= a����

k� �
�� diamSPR(n, k) �
���; �� mk� ��k���
�� U̇1 ���
 k ����
�	 U̇ ′
1 ��m� ��k�

U̇ ′
1 �Xl U̇2=

R
� k�� ������k��
� 
� ��� i ������k
 �
���; �� ���� k� �
�� i ��k��; �


�� �
�k
; ��� ������k��
� m
��� 4i _\^ �
��� 9X���k� E=@D k�� E=@E:= a����

��k� i = n+2k− 2; ����� �� k ������m� 
� k� �
�� diamSPR(n, k)+ 4n+8k− 8
_\^ �
��� ��
� U̇1 �
 U̇2=

R
� ��� ZZU l
���; ��� X���k E=@B �
 ��� ��k� �� ���� k� �
�� 2n+3k−2
ZZU �
��� �
 �k	� ��
 ������k
 �
��� k��km���J k�� �
�� ��k� �� mk� �k	�

��� ����
�	� 
�k�<��
�
����m ����� k� �
�� diamNNI(n, k) �
���=

X�	� �
� �_\^ �
���; diamSPR(n, k, 0) ≥ diamSPR(n, k) = Ω(n+ k); ���m�

���
��� ��k� �� �k�� k� k�����
��mk

� ����� l
��� diamSPR(n, k, 0)Θ(n + k)
�
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	� k� ��

=

@DH
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���
 k� 
�����kl
� ����
�	 ���� k ��k

 ���l�� 
� ZZU �
��� 9\�
�
����
� E=F:

�� mk� ��� `��
��� @B ��
� gVW@Hh 
� `��
��� D=AB �
 ��� ��� �



���� ����
�=

<�����	 %� #� B�� �
FH� UNNI(n, k) �� H����H��� F�� diamNNI(n, k) ≤ 12n+
20k − 15 + 2(k + 2) log(k + 2) + n log n!

?����! X�� U,U ′ ∈ U(n, k)= R����; ����� k� �
�� 3k ZZU �
��� ��� ����
�	; ��

��k���
�� U k�� U ′
���
 
�����kl
� ����
�	� Uo k�� U ′

o 9\�
�
����
� E=@?:= N�

X���k A=EH; ����� ����� 
�����k��
�� N,N ′ ∈ N (n−1, k) 
� Uo k�� U ′
o ���� ���

�k�� 
�k� m�
��� k� ��� �

�= M��
���� `��
��� D=AB �
 ����� ����
�	�; �� ���

��k� ����� �� k ������m� 
� k� �
�� 12n+14k−15+2(k+2) log(k+2)+n log n
�ZZU �
��� l������ N k�� N ′

= a���� X���k D=AC; ���� ����� dNNI(U,U
′) ≤

12n+ 20k − 15 + 2(k + 2) log(k + 2) + n log n=

^�mk

 ��� 

��� l
���� ��
� R�k�m�� �� k
= `��
��� A 9D=AE:; ����� ����

�k�� k 

��� l
��� 
� 
���� Ω((n+ k) log(n+ k)) �
� diamNNI(n, k)= Z
�� ��k�


�� ����� l
��� �� 
� 
���� O((n + k) log(n + k)); �
 �� mk� m
�m
��� ��k�

diamNNI(n, k) = Θ((n+ k) log(n+ k))=

��� *
��

6� �67���

X�	� �� ��� �����
�� m�k�����; �� ��

 �
� ��
�� ��k� ��� ��km�� 
� ������k

�


kl�
�� ����
�	� k�� k
�
 m
���m��� l� _\^ k�� ZZU �
���= `�� ��

�� �



�

k ����
k� ���k���� k� �
� ����m��� ����
�	�I �� 3��� ��
�� ��k� ��� ������k


������<B �
��� mk� l� ��������; k�� ���� �� ������ ���� �
 ����
�	� ����

������<A �
���=

����� -�
	���
� �
��

4� 
����

`�� ����
�� �
� ����m��� ����
�	� mk��
� ����m�
� l� ���� �
� ���� ����
��;

l�mk��� 3���� k� 
�����k��
� 
� ��� ������m��� ����
�	 k
�
 3��� k �k�����
�


� ��� �
��� ���
 ���� �
��� k�� ����m�
k��
��= P
��� ���� �
� l
�� ����
�	�;

����� �k�����
�� ����� �
� l� m
��k��l
� 9k 
kl�
 k��km��� �
 k ���� �
�� ��

��� 3��� ����
�	 ����� l� �k���� �
 k ����m�
k��
� �� ��� 
���� ����
�	:=

`��� ��
l
�� mk��
� l� m��m�������� l� ����
� m�

���� �
�� ������k
 �
���

�
 l�m
�� ����m�
k��
��; l�mk��� �
� �
�� m�
�m�� ��� ����
�	 �k� �
� l�


�����kl
� gT�UV

+
@Hh=

T��m�; �� ����
� ����
�� ��k� ����� �� k ��
�� ������m� 
� �
��� �k	���

k�� ��
 ������k
 �
��� k��km���; k�� ��k� ����� �� k ��
�� ������m� 
� �
���

��k����� ��� 
kl�
� 
� k��km��� �
���=

@DG

E=B= U�����k
 
kl�
�

4�		> %� $� ;�� U̇ ∈ U̇(n, k)� F�� 	�� x F�� y G� ��� ������F	 ����� �� U̇ !

B��� ����� �� F ������� U̇ ′
�� ���H� x F�� y F�� F��FH���� F�� dSPR(U̇ , U̇ ′) ≤ 1!

?����! Z
�� ��k� k� 
�k�� ��
 
�� 
� ��� ����� ����� ��m����� �
 x k�� �
�kl
�

���� x k� ��� �
���� ����
���; k�� ��k� k� �
�� 
�� 
� ����� ����� �� k m��<

���� ��k� ���k�k��� x k�� y= T��m�; ����� �� k� ���� {u, x} ��k� �� �
�kl
�

���� x k� ��� �
���� ����
��� k�� ��k� �� �
� k m��<���� ���k�k���� x k�� y=

M� ��� x<����
��� 
� {u, x} �� �
�kl
� k�� {u, x} �
�� �
� ���k�k�� x k��

y; ��� _\^ �
�� x {x,u}−−−→ {y, z} �� �k
�� k� 

�� k� u �∈ {y, z}= U� u = y; x
�� k��km��� �
 y �� U̇ ; k�� U̇ ′ = U̇ ��5m��= U� u = z; ���� �� �k� ����
�

m�

�� k�
���� ���� {y, z′} ��m����� �
 y; k�� k��
� x {x,u}−−−→ {y, z′} �
 
l�k��

k ����
�	 U̇ ′
�� ���m� x k�� y k�� k��km���=

4�		> %� %� ;�� U̇ ∈ U̇(n, k)� F�� 	�� x F�� y G� ��� F��FH��� ������F	 �����

�� U̇ ! ;�� U̇ ′
G� ��� ������� �G�F���� G� ��F

��� ��� 	FG�	� �� x F�� y� ����

dNNI(U̇ , U̇ ′) ≤ 2!

?����! X�� a k�� b l� ��� 
���� �����l
��� 
� x; k�� c k�� d ��� 
���� �����<

l
��� 
� y= U� {a, b} ∩ {c, d} �= ∅; ���� x k�� y k�� �k�� 
� k ���k��
�; k�� ��

mk� ��k� ��
 �
��� �� k ���k��
� ���� 
�� ZZU �
��= [��������; k

 
� a; b;

c; k�� d k�� ������m�; k�� �� �k� k��
� x {a,x}−−−→ {c, y} k�� y {b,y}−−−→ {a, x} �


��km� ��� ������� ����
�=

<�����	 %� &� 5�� F		 n > 1 F�� k ≥ 0� �� �F�� diamSPR(n, k, 0) ≤
diamSPR(n, k) + 4n + 8k − 8 F�� diamNNI(n, k, 0) ≤ diamNNI(n, k) + (n +
2k − 2)(4n+ 6k − 2)!

?����! X�� U̇1, U̇2 ∈ U̇(n, k, 0) l� k�l���k�� ������k

� 
kl�
�� ����
�	�= a����

k� �
�� diamSPR(n, k) �
���; �� mk� ��k���
�� U̇1 ���
 k ����
�	 U̇ ′
1 ��m� ��k�

U̇ ′
1 �Xl U̇2=

R
� k�� ������k��
� 
� ��� i ������k
 �
���; �� ���� k� �
�� i ��k��; �


�� �
�k
; ��� ������k��
� m
��� 4i _\^ �
��� 9X���k� E=@D k�� E=@E:= a����

��k� i = n+2k− 2; ����� �� k ������m� 
� k� �
�� diamSPR(n, k)+ 4n+8k− 8
_\^ �
��� ��
� U̇1 �
 U̇2=

R
� ��� ZZU l
���; ��� X���k E=@B �
 ��� ��k� �� ���� k� �
�� 2n+3k−2
ZZU �
��� �
 �k	� ��
 ������k
 �
��� k��km���J k�� �
�� ��k� �� mk� �k	�

��� ����
�	� 
�k�<��
�
����m ����� k� �
�� diamNNI(n, k) �
���=

X�	� �
� �_\^ �
���; diamSPR(n, k, 0) ≥ diamSPR(n, k) = Ω(n+ k); ���m�

���
��� ��k� �� �k�� k� k�����
��mk

� ����� l
��� diamSPR(n, k, 0)Θ(n + k)
�
� ������k

� 
kl�
�� ����
�	� k� ��

=

@DH
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����� %��
���� 
����

<�����	 %� '� 0		 �
FH�� U̇NNI(n, k,m) F�� H����H��� ���� ��F
���� G�����

diamSPR(n, k,m) ≤ diamSPR(n, k, 0)+4n+8k+2m+1 F�� diamNNI(n, k,m) ≤
diamNNI(n, k, 0) + 4mn+ 6mk+m2 + 6k+ 5m+ 3� ��H�
� �� n = 2� k = 0 F��

m > 0� �� ���H� HF�� U̇SPR(2, 0,m) �� ��� ����	��� ��F
� ���� m! �����!

?����! X�� Ü , Ü ′ ∈ U̇(n, k,m) l� ��
 ����
�	�= 
̀ 3�� k ������m� l������

����� ����
�	�; �� 3��� �k	� ��� ����
�	� 
�����kl
� ����� k� �
�� k _\^

�
��� 
� 3k +m ZZU �
��� ��� ����
�	 9\�
�
����
� E=F k�� E=@?:=

`���; ����� k� �
�� 2n+3k−1 rSPR �
��� 
� k� �
�� m(2n+3k−1) rNNI
�
��� �� ��� 
������� �����
�� 
� �km� ����
�	; �� m


�m� ��� ������<A �
��� k�


�� 
�k� ���m� �� m�

�� �
 l� ��� �

� 
� ��� 
������� �����
�� 9X���k D=B@:=


̀ �
�� ��� ������<A �
��� �� 
�� 
� ��� ����
�	�; �� ���� k� k�����
�k
 2m+3
_\^ �
��� 
� m2 + 5m+ 3 ZZU �
��� 9X���k D=B@:=

Xk��
�; �
 �k	� ��� ����
�	� 
kl�
�� ��
�
����m �=�=�= ��� ��

 
kl�
 ���;

�� ��� k� �
�� diamSPR(n, k, 0) _\^ �
��� 
� k� �
�� diamNNI(n, k, 0) ZZU

�
��� 9`��
��� E=@F:= `�� �
�k
 ������m� 
� �
��� ���� m
������ 
� k� �
��

diamSPR(n, k, 0) + 4n+ 8k + 2m+ 1 _\^ �
��� 
� diamNNI(n, k, 0) + 4mn+
6mk +m2 + 6k + 5m+ 3 ZZU �
���=

��� $�
8�����


U� ���� m�k����; �� �k�� ��������k��� ��� ��km�� 
� ������m��� ����
�	�= R����;

�� m
�������� ��� ��
k��
� l������ ����m��� k�� ������m��� ����
�	�= `���

��
k��
� ����� 
�� �
 l� �
����
� ��k	�� ��k� k������ �� gS�UV

+
@Flh= c� �k��

��������k��� ����� 
��� 
� ��
���� �� �
�� ���k�
; k�� ��
��� ��k� k� _\^ �
��

mk��
� �����k

� l� ���
km�� l� k m
���k�� 
����� ������m� 
� �_\^ �
��� ��

��� 
������� �����
� 
� ��� ����
�	= `��� �� ������������; k� ���� k
��k�� �

��

�
� ����� gMY@Hh= U� �� ���

 ��m
�k� ������� ���� ����
� �

�� �
� ZZU �
��� ��

����
�	�= R
� �����; �
�����; �� k
��k�� 	�
� ��k� �km� ZZU mk� l� ���
km��

���� k ����
� �ZZU �
�� 
� �km� 
�����k��
� 
� ��� ���� 9X���k A=EC:= c�

����m� �� �
 l� �k
�� �
� ����
�	� �� 
���� 
� Q�k��
� E=B=


̀ ��� �

� ����� l
���� �
� ��� ��k������ 
� _\^ k�� ZZU ��km��; ��

������
�� mk��
� ����m�
� ��� ��� ����
�� �
� �_\^ k�� �ZZU �
���= 
̀ ���

����� ����
��; �� �k�� m
�������� 
�����kl
� ����
�	�; k�� �� �k�� ��
�� ��k�

�km� ������m��� ����
�	 mk� l� ������ ���
 k� 
�����kl
� ����
�	 ����� k ��k



���l�� 
� _\^ 
� ZZU �
���I k _\^ �
��� �� m > 0; k/3 _\^ �
��� �� m = 0;
k�� 3k + m ZZU �
���= `��� 
k�� l
��� mk� �
���l
� l� ����
��� l�mk���

�
� �km� m��<����; �� ���� k l

l m
��k����� k� 
�k�� 5 ����� 9�� m = 0:=
N� 
�������� ��� 
l�k���� 
�����kl
� ����
�	� k�� ����� ��� ����
�� ��
� ���

@E?

E=C= O
�m
���
�

�����
�� m�k����; �� 
l�k�� ����� l
���� 
� ��� ��k����� 
� _\^ k�� ZZU

��km��= R
� ��� _\^ ��k�����; �� �
����
� ����
�� ���� l
��� l� �k	��� ��k



k
���k��
�� �� ��� ��� 
� ��� �_\^ ����
�=

`�� ��km� 
� ����m��� ����
�	� �� �� �
�� ����� ��l����� �� ��� ��km� 
�


�����kl
� ����
�	� O(n, k)I �k	� ��� ��
����� N (n, k)/∼; ����� N ∼ N ′
��

U(N) = U(N ′); ���� N (n, k)/∼ �� k ��l��k�� 
� O(n, k)= U� �
�
� l� ��<

��������� �
 ��������k�� ����� ��k��� �� �
�� ���k�
= c� m
�
�; �
� ��k��
�;

k�	 ������� ����� ��k��� k�� ��
�
����mL U� 
���� �
���; �
� �km� �k�� 
�


�����kl
� ����
�	� U,U ′ ∈ O(n, k) ��m� ��k� dSPR(U,U
′) = 1; k�� ����� 
����<

�k��
�� N,N ′

� ����� ����
�	� ��m� ��k� drSPR(N,N ′) = 1L

`�� �������
� �
 ������k

� 
kl�
�� ����
�	� �� k�k�� ����� ���k�����
��k��=

`�� ���k���� �� ���� �� ����� ����
k� �
 ��� 
��� ���� �� ��� �����
�� m�k�����I

�
 ��k� ��� 
kl�
� 
� ��
 �
���; �k	� ���� k��km���; ��k� ����; k�� ������

���� �
 ����� 
�����k
 �
����
��= R
� _\^ �
���; ���� ����� 
���k� ����� l
����

�
� ��� ��k������ 
� U̇SPR(n, k,m)= T
�����; �
� ZZU �
���; 
�� ���k���� ��<

����
��m�� ��k��k��m ����� ���
 ��� ��k����� l
���� 
� U̇NNI(n, k,m); ���m� ��

�k�� �k����k	���
� ���
��� �
� UNNI(n, k)= U� �� ���

 k� 
��� ������
� �������

����� ��k��k��m ����� k�� ��m���k��=

@E@
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<�����	 %� '� 0		 �
FH�� U̇NNI(n, k,m) F�� H����H��� ���� ��F
���� G�����

diamSPR(n, k,m) ≤ diamSPR(n, k, 0)+4n+8k+2m+1 F�� diamNNI(n, k,m) ≤
diamNNI(n, k, 0) + 4mn+ 6mk+m2 + 6k+ 5m+ 3� ��H�
� �� n = 2� k = 0 F��

m > 0� �� ���H� HF�� U̇SPR(2, 0,m) �� ��� ����	��� ��F
� ���� m! �����!

?����! X�� Ü , Ü ′ ∈ U̇(n, k,m) l� ��
 ����
�	�= 
̀ 3�� k ������m� l������

����� ����
�	�; �� 3��� �k	� ��� ����
�	� 
�����kl
� ����� k� �
�� k _\^

�
��� 
� 3k +m ZZU �
��� ��� ����
�	 9\�
�
����
� E=F k�� E=@?:=

`���; ����� k� �
�� 2n+3k−1 rSPR �
��� 
� k� �
�� m(2n+3k−1) rNNI
�
��� �� ��� 
������� �����
�� 
� �km� ����
�	; �� m


�m� ��� ������<A �
��� k�


�� 
�k� ���m� �� m�

�� �
 l� ��� �

� 
� ��� 
������� �����
�� 9X���k D=B@:=


̀ �
�� ��� ������<A �
��� �� 
�� 
� ��� ����
�	�; �� ���� k� k�����
�k
 2m+3
_\^ �
��� 
� m2 + 5m+ 3 ZZU �
��� 9X���k D=B@:=

Xk��
�; �
 �k	� ��� ����
�	� 
kl�
�� ��
�
����m �=�=�= ��� ��

 
kl�
 ���;
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���� ��� ����� 
���; ����
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�
������ 
� H ���� ���

��l��k�� 
� B �
���� l� ����� �
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KAF := {x ∈ X|ex,i ∈ K ∀i ∈ [1, 2n]} ∪ (K ∩ {ρ}),
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l
�� F ′
k�� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

= X�� ��� ����
���� ��k��� l� F s
k��

Bs
= _�l�������
� ������� ��� ����m��
� 
� �km� k�m �� l
�� Bs

k�� �� F s
����

����
���� ��k��� Br
k�� F r

= Z
�� ��k� ��� ����
���� ��k��� k�� Br = T k�� ���

���
� F r = ∪K∈KT |KAF
; k�� k

 ��� ������m��� ����� T |KAF

k�� �
�� ����
���=

c� ����k� ���� k������� �
�

`′
; k�� �
�� ��k� ��� �
��3mk��
�� ��
� F �


F r
k�� ����������� 
�

`

; �
 �� �k�� ��� ���k
��� F r = ∪K∈KT
′|KAF

; �����

��� �k��� T ′|KAF
k�� k�k�� �
�� ����
���= `��� ��k�� T |KAF

≡ T ′|KAF
�
� �km�

K ∈ AF m
�����
����� �
 k �
�<�����k
 m
��
���� 
� F ; k�� T |Pi k�� T |Pj k��

�
�� ����
��� �
� k

 �
������k
 �k��� Pi k�� Pj 
� AF 9����
k�
� �
� T ′
:= T��m�;

�
 �k�; ��� �
������ 
� AF m
�����
����� �
 �
�<�����k
 m
��
����� 
� F ; ����

k

 ��� ������������ 
� k� MR=

`�� 
�
� 
���� �
������ 
� AF m
��k�� 
�
� 
�� 
kl�
; �km� 
� ���m� �� �
�

�� k�� 
� ��� �
�<�����k
 m
��
����� 
� AF = T��m�; �
� k�� ��m� 
kl�
 x; ���

������m��
� T |{x} m
������ 
� 
�
� ��� �
�� 
kl�

�� x; ���m� �� �
� m
��k����

�� k�� 
���� m
��
���� l� ��3����
� 9k�� ����
k�
� �
� T ′
:= R�������
��; ���

�<��
�
������ T |{x} ≡ T ′|{x} �� �����k
= T��m�; AF �� ������ k� k��������

�
����=

`�� ���m����� 
���k ��
�� ��k� k� ��MR �
� ��
 ������ �
�� ����� �����

k� MR �
� ��� 
�����k
 ����� 
� ��� �k�� ����= c� ���

 
km	 k m
���m��
� l������

��� ���l�� 
� ��k� �
��� k�� k� ��MR; �
�����= `�� �



���� 
���k ��
��

��k� k���
���k�� ��k� �
�� ������m�� m
�����
�� �
 ��MR� 
� ���� ��
k��� �


��� ���l�� 
� ��k� �
���=

4�		> &� ! 9gVk�A@h X���k AE:� ;�� T F�� T ′
G� ����� ���� 	FG�	 ��� X� F��

|X| = n! A�

��� S �� F ������H� �� ��F� 
����

B

= N0, . . . , N|S| =

B′
��

	����� |S| < 2n! B��� ����� �� F� ��05 F ��

B

F��

B′
���� F� 
��� |S| + 1

H�

������!

?����! X�� B l� ��� l
��
� �k�� 
�

`

= c� ��
�� ���� ����
� ����� ����m��
� 
�

��� ���l�� 
� �
��� �
 ��
�� ��k� ����� ����� ��l��k��� Fi 
� Ni ���m� mk�

l� �<��l����� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

k�� �k�� |Fi| ≤ i m
��
�����= R��k

�

�� ��
�� ��� ��l��k�� F|S| 
� N|S| =

`′
���� km��k

� l� k ��l��k�� 
� ���

l
��
� �k�� 
�

`′
=

M� k lk�� 
� ��� ����m��
�; ��� F0 = B; ���m� �� m
���m��� k�� mk� m
�k�
�

l� �<��l����� �� ����
� k�� �� k ��l��k�� 
�

`

=

Z
� ����
�� �� �k�� ��l��k��� Fi 
� Ni ���� �<��l������� 
� Fi �� B k��

|Fi| ≤ i �
� k

 i < j ≤ |S|= c� ��
�� ��k� ����� k
�
 ������ k ��l��k�� Fj 
�

Nj ���� k� �
�� j m
��
����� ��k� mk� l� �<��l����� �� B=

Z
�� ��k� Fj−1 �� k ��l��k�� 
� Nj−1 k�� ������
�� ��� �
���� k�m ej =
(u, v) mk� l� ������ k� k�m 
� Fj−1; 
� �� �� �� ��� m
��
����� Nj−1 \ Fj−1=
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� ��� ����
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• ���
�� k�m ej = (u, v) ��
� Fj−1 �� �� �k� m
��k���� �� ��J

• m
�k� �� ��� ����
���� ��k�� l� ���
���� k

 k�m� �
� m
��k���� �� k��

������m��� �k�� l������ ��
 
�k���; k�� ����������� v �� �� �� k ������ 2
������ k���� ���
�k
 
� (u, v)=

• k�� ��� ��� ����
��� �� ��m���k��= `�k� ��; 
�� ��� �k���� k�m 
� ��� �
��

l� t; �� t �� m
��k���� �� ��� ��k�� k���� m
�k���� ��; ��l������ t=

Z
�� ��k� Fj mk� l� �<��l����� �� Fj−1 l�mk��� ��� 
�
� 
���k��
�� ����I

������m��
� �
 k ��l��� 
� 
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�; ��l������
�; k�� ���������
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N�mk��� Fj−1 �<��l��� �� B; ����� �� k
�
 k� �<��l������ 
� Fj ���
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R�������
��; Fj �� k ��l��k�� 
� Nj l� m
�����m��
�I ��� ����� ����� m
�����
��

��km�
� �
 ��� ������� k�� ��k��km���� ����� 
� k ��k� �
�� �� Nj−1= Xk��
�;

Fj �k� k� �
�� 
�� �
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��
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�
� 
���k��
�
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����� �� ��� ���
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� ��� k�m �� ���
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��� ��k� ��� ������� ��l��k��� Fi 
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� ��� ��
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��
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� ��� l
��
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�
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�� �k�� 
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���
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�
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�� t 
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�����
���
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 k ���� �
�� 9���m� �� k
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 t: �� ��� ����� �k�� 
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`′
= M ���� �
�� 
�

F ��m���k��
� �k� ��
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���� c1 k�� c2; k� F �<��l��� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

= [�� 
� ����� m��
���� 9�=
=
=�= c1: ���� �k�� k ������ 
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���� m��
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� ��� ���� �
�<������<A ���m���k�� �� k ����m�
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� �
��=

U� c2 �k� k 
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�� ��� �
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k�� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`
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���� ��k��� l� F s
k��
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= _�l�������
� ������� ��� ����m��
� 
� �km� k�m �� l
�� Bs

k�� �� F s
����

����
���� ��k��� Br
k�� F r

= Z
�� ��k� ��� ����
���� ��k��� k�� Br = T k�� ���

���
� F r = ∪K∈KT |KAF
; k�� k

 ��� ������m��� ����� T |KAF

k�� �
�� ����
���=

c� ����k� ���� k������� �
�

`′
; k�� �
�� ��k� ��� �
��3mk��
�� ��
� F �


F r
k�� ����������� 
�

`

; �
 �� �k�� ��� ���k
��� F r = ∪K∈KT
′|KAF

; �����

��� �k��� T ′|KAF
k�� k�k�� �
�� ����
���= `��� ��k�� T |KAF

≡ T ′|KAF
�
� �km�

K ∈ AF m
�����
����� �
 k �
�<�����k
 m
��
���� 
� F ; k�� T |Pi k�� T |Pj k��

�
�� ����
��� �
� k

 �
������k
 �k��� Pi k�� Pj 
� AF 9����
k�
� �
� T ′
:= T��m�;

�
 �k�; ��� �
������ 
� AF m
�����
����� �
 �
�<�����k
 m
��
����� 
� F ; ����

k

 ��� ������������ 
� k� MR=

`�� 
�
� 
���� �
������ 
� AF m
��k�� 
�
� 
�� 
kl�
; �km� 
� ���m� �� �
�

�� k�� 
� ��� �
�<�����k
 m
��
����� 
� AF = T��m�; �
� k�� ��m� 
kl�
 x; ���

������m��
� T |{x} m
������ 
� 
�
� ��� �
�� 
kl�

�� x; ���m� �� �
� m
��k����

�� k�� 
���� m
��
���� l� ��3����
� 9k�� ����
k�
� �
� T ′
:= R�������
��; ���

�<��
�
������ T |{x} ≡ T ′|{x} �� �����k
= T��m�; AF �� ������ k� k��������

�
����=

`�� ���m����� 
���k ��
�� ��k� k� ��MR �
� ��
 ������ �
�� ����� �����

k� MR �
� ��� 
�����k
 ����� 
� ��� �k�� ����= c� ���

 
km	 k m
���m��
� l������

��� ���l�� 
� ��k� �
��� k�� k� ��MR; �
�����= `�� �



���� 
���k ��
��

��k� k���
���k�� ��k� �
�� ������m�� m
�����
�� �
 ��MR� 
� ���� ��
k��� �


��� ���l�� 
� ��k� �
���=

4�		> &� ! 9gVk�A@h X���k AE:� ;�� T F�� T ′
G� ����� ���� 	FG�	 ��� X� F��

|X| = n! A�

��� S �� F ������H� �� ��F� 
����

B

= N0, . . . , N|S| =

B′
��

	����� |S| < 2n! B��� ����� �� F� ��05 F ��

B

F��

B′
���� F� 
��� |S| + 1

H�

������!

?����! X�� B l� ��� l
��
� �k�� 
�

`

= c� ��
�� ���� ����
� ����� ����m��
� 
�

��� ���l�� 
� �
��� �
 ��
�� ��k� ����� ����� ��l��k��� Fi 
� Ni ���m� mk�

l� �<��l����� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

k�� �k�� |Fi| ≤ i m
��
�����= R��k

�

�� ��
�� ��� ��l��k�� F|S| 
� N|S| =

`′
���� km��k

� l� k ��l��k�� 
� ���

l
��
� �k�� 
�

`′
=

M� k lk�� 
� ��� ����m��
�; ��� F0 = B; ���m� �� m
���m��� k�� mk� m
�k�
�

l� �<��l����� �� ����
� k�� �� k ��l��k�� 
�

`

=

Z
� ����
�� �� �k�� ��l��k��� Fi 
� Ni ���� �<��l������� 
� Fi �� B k��

|Fi| ≤ i �
� k

 i < j ≤ |S|= c� ��
�� ��k� ����� k
�
 ������ k ��l��k�� Fj 
�

Nj ���� k� �
�� j m
��
����� ��k� mk� l� �<��l����� �� B=

Z
�� ��k� Fj−1 �� k ��l��k�� 
� Nj−1 k�� ������
�� ��� �
���� k�m ej =
(u, v) mk� l� ������ k� k�m 
� Fj−1; 
� �� �� �� ��� m
��
����� Nj−1 \ Fj−1=

@FA
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U� ��� 
k�� mk�� ej mk� �k�� 
�
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���� �� Fj−1= Z
� m
�����m� Fj k�
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• ���
�� k�m ej = (u, v) ��
� Fj−1 �� �� �k� m
��k���� �� ��J

• m
�k� �� ��� ����
���� ��k�� l� ���
���� k

 k�m� �
� m
��k���� �� k��

������m��� �k�� l������ ��
 
�k���; k�� ����������� v �� �� �� k ������ 2
������ k���� ���
�k
 
� (u, v)=

• k�� ��� ��� ����
��� �� ��m���k��= `�k� ��; 
�� ��� �k���� k�m 
� ��� �
��

l� t; �� t �� m
��k���� �� ��� ��k�� k���� m
�k���� ��; ��l������ t=

Z
�� ��k� Fj mk� l� �<��l����� �� Fj−1 l�mk��� ��� 
�
� 
���k��
�� ����I

������m��
� �
 k ��l��� 
� 
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�; ��l������
�; k�� ���������
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N�mk��� Fj−1 �<��l��� �� B; ����� �� k
�
 k� �<��l������ 
� Fj ���
 B=
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��; Fj �� k ��l��k�� 
� Nj l� m
�����m��
�I ��� ����� ����� m
�����
��

��km�
� �
 ��� ������� k�� ��k��km���� ����� 
� k ��k� �
�� �� Nj−1= Xk��
�;

Fj �k� k� �
�� 
�� �
�� m
��
���� ��k� Fj−1; l�mk��� ��� 
�
� 
���k��
�

��k� mk� ��m��k�� ��� ���l�� 
� m
��
����� �� ��� ���
�k
 
� ��� k�m �� ���

3��� ����= R�������
��; l�mk��� ��k� �� k� k�m ���
�k
 �� k ��k��; �� m��k��� k�

�
�� 
�� ����k m
��
����=

c� m
�m
��� ��k� ��� ������� ��l��k��� Fi 
� Ni ����� �
� k

 i ∈ [|S|]=

Z
�� ��k� �� �k�� �
� ��� ��
��� ��k� F := F|S| �� k� ��MR �
�

`′
; k� F

����� �
� �<��l�� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
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� ��
�� ��k� F �� �� �km� k

��l��k�� 
� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
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N� m
�����m��
�; F �� k ����m��� ��l��k�� 
�

`′
= _���
�� 9�
� k m
���k��m<

��
�: ��k� F �� �
� k ��l��k�� 
� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
; �=�=; �
�� �k�� 
� F 
���

�� ��� �
� �k�� 
�

`′
= `��� ��k�� ��k� ����� �� k �
�� t 
� F ��k� m
�����
���

�
 k ���� �
�� 9���m� �� k
�
 mk

 t: �� ��� ����� �k�� 
�

`′
= M ���� �
�� 
�

F ��m���k��
� �k� ��
 m��
���� c1 k�� c2; k� F �<��l��� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

= [�� 
� ����� m��
���� 9�=
=
=�= c1: ���� �k�� k ������ 
�k� ���m���k�� ex,i=
`�� 
���� m��
� 9c2: ������ �k� k 
�k� ���m���k�� ex,j%���� ��� �k�� x k� ���

���m���k�� 
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� ��� ���� �
�<������<A ���m���k�� �� k ����m�
k��
� �
��=

U� c2 �k� k 
�k� ���m���k�� ex,j ; �� �
�� ��� �
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��� 9��m��� �
� ��� 
�k�

m
�����
����� �
 ��� �

� 
� T ′
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k��
� �
��; ���� ����

�
�� �k�� �
 k ����m�
k��
� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
= `��� ��k�� ��� k�m (t, d)

�k�� �
 k �k�� ��
� ��� �
� �k�� 
�

`′
�
 k ����m�
k��
� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
= _�m� k �k�� ���� ��m���k��
� m
��k�� ��� k

 �k����� 
� ��� 
�k��� ex,i �
�

�
�� x ∈ X= M� ��� �<��l������� 
� k

 m
��
����� �� F k�� �
�� ����
���;

k�� �km� 
�k� e·,· �� k �
�� 
� F ; �km� 
�k� ex,i 93��� x; �
� k

 i ∈ [2n]: �� ���


�� m
��
���� �� F = T��m� F �k� k� 
�k�� 2n+ 1 m
��
�����; ���
���� ��k�

|S| ≥ 2n; ���m� ����� �� k m
���k��m��
� ���� ��� k�������
�� 
� ��� 
���k=

c� m
�m
��� ��k� ����� ������ k� �<��l������ 
� F �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

; k�� F �� k� ��MR �
�

`′
���� k� �
�� |S|+1 m
��
�����; k� F �k� k� �
��

|S|+ 1 m
��
�����=

R��k

�; �� ��� ���������� �
������ �� ��� �
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���I

�km� mk����k�� ��k� �
�� ������m� ��3��� k� ��MR; ���m� �� ���� ����� k�

MR �
� ��� 
�����k
 �����; ���m� l
���� ��� �_\^ ����k�m� l������ ����� �����=

4�		> &� " 9gVk�A@h X���k AF:� ;�� T1 F�� T2 G� ����� ���� F H�

�� 	FG�	

���� ����

drSPR(T1, T2) = dhead(
B

1,
B

2).

?����! `�� �����k
��� drSPR(T1, T2) ≥ dhead(

`

1,

`

2) �� 
l��
��; k� ��� �_\^

������m� �
� ��� ����� ����m�
� ��k��
k��� ���
 k ��k� �
�� ������m� �
� ���

������ �
�� �����=

c� �
� ��
�� ��� 
���� �����k
���= M� 2n > d
����

(T1, T2) ≥ dhead(

`

1,

`

2)
�� 
�
� �k�� �
 m
������ ��k� �
�� ������m�� 
� 
����� 
��� ��k� 2n= _���
��

�� �k�� k ������m� 
� ��k� �
��� S l������

`

1 k��

`

2 
� 
����� 
��� ��k� 2n;

���� ����� ������ k ��MR 
� ���� k� �
�� |S|+ 1 �
�

`

1 k��

`

2 9X���k F=@A:=

Z
� X���k F=@@ ��

� �� ��k� ����� �� k� MR �
� T k�� T ′

� ���� k� �
�� |S|+1=

a���� ��� �km� ��k� ��� ���� 
� ��� YMR 
� T k�� T ′
����� 
�� �� ���k
 �
 ���

�_\^ ����k�m� l������ T k�� T ′
gN_?Dh; �� ��� ��� �
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|S| ≥ |AF | − 1 ≥ d
����

(T1, T2).

c� m
�m
��� ��k� drSPR(T1, T2) = dhead(

`

1,

`

2)=

<�����	 &� # 9gVk�A@h `��
��� D:� B�� 
��G	�
 '�2� $���2
4� �� =? 
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	���!

?����! `��� �� k ����m� m
�������m� 
� ��� �����
�� 
���k; k� m
������� ���

�_\^ ����k�m� l������ ��
 ����� �� Z\<m
��
��� gN_?Dh=
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F=A= M
�
������

��� "���
���	�

U� ���� ��m��
�; �� ������� �����
m
�� 
� k
�
������ �
� m
������� 9l
����

�
�: ��k��k������� ����k�m��= `�� ��km� k
�
����� �� ����
� k l��k��� 3���

��k�m�= `�� k
�
������ �
� ��� ����� l
���� k�� lk��� 
� ��� ��
�
������

l��
���� ��

�� ��������� �� ��� �����
�� m�k�����= R
� �_\^ k�� �k�
 �
���;

�� ��� ��� l
��
�<�� ��
�
������ ���k���� 9`��
���� B=G k�� D=@H:; k��; �
�

��k� �
���; �� ��� ��� �
�<�
�� ��
�
������ m
�����m��
� 9`��
��� C=AB:=

����� &�46� 4���
���	

U� ���� ��m��
�; �� ���� k ����
� l��k��� 3��� ��k�m� k
�
�����= `��� �����k

�

��
�� ��k� ��� ����k�m� �� m
����kl
�; k
l��� ���� k ���� lk� ������� ����=

M� ��� ��� 
� ���� m�k����; �� ��

 ���m��� �����k
 
���
�� �
� ����
���� ����

������� ����; ������ l� �k	��� k
�
������m m�k����; 
� l� ����� �
�� ��
�������


� ��� M <����k�m� ��
k��� �
 ��� ����m���� 
� ��� ����
�	�=

U� ��� l��k��� 3��� ��k�m� �� ���
������� k� �� �� �
�� 
���� ��3���%

���� k �����%��� ����� ��

 �k���k

� ��
� �k���� 

��= `��� �� l�mk��� ���

�����l
���

� 
� �km� ����
�	 �� ����� 
k���= R�������
��; �
��k

�; k 
���


� ������� �
��� 9����
�	�: �� 	��� �
 ������� ��k�m���� �� m�m
��= `��� �
�
�

k
�
 �k	� ����� k l�� 
� ���
��= Y
��
���; m��m	��� ������� k ����
�	 ��

k
��k�� ������� ����� �
� l� ���� ���k�����
��k��; k� ��� mk����k�� ����
�	

�k� �
 l� m
��k��� �
 �km� ����
�	 ��k� �k� k
��k�� l��� �������= M
��
���

���� 
������ ���	������	 ��
l
�� mk� l� �

��� �� �

��
��k
 ���� 9�
�

l��k�� ����
�	�:; ���� ���

 �k	�� k 

� 
� ����=

*�������	  ) (���2���$%/(N,N ′)
����� )�� +��*�� �������� N *�� N ′

�� ��� �*
� �
*,� S�
��
���� "� M ������,� ���
 N �� N ′

� (�� i = 0!
� %�� D +� *� �

�� +���� ��� ��� 	*����� ��*
���� *
��� ��� ,�

������ �� S!
� 
���� i ≤ D ��

� %�� s +� * ��*,� ,���*����� ��� �	�
���� ��� �

�� ������,� �� 
����!

� 
���� |s| > 0 ��

� )*�� * ������,� �� 
���� S �� ��� ��
 �� ��� ��*,�!

� %�� NS +� ��� ����	� �� 
�����
��� S �� N !

� �� |S| = i �	� NS �X N ′
����

� 	���	� S!

�� �� |S| < i ����
�� ��	 ���� ����� M �
�� t �	 NS ��

�� "�� S ◦ t �� ��� ��
 �� ��� ��*,�!

�� (�� i = i + 1!

�� 	���	� ���
�!
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��; ���� ����

�
�� �k�� �
 k ����m�
k��
� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
= `��� ��k�� ��� k�m (t, d)

�k�� �
 k �k�� ��
� ��� �
� �k�� 
�

`′
�
 k ����m�
k��
� �� ��� l
��
� �k�� 
�

`′
= _�m� k �k�� ���� ��m���k��
� m
��k�� ��� k

 �k����� 
� ��� 
�k��� ex,i �
�

�
�� x ∈ X= M� ��� �<��l������� 
� k

 m
��
����� �� F k�� �
�� ����
���;

k�� �km� 
�k� e·,· �� k �
�� 
� F ; �km� 
�k� ex,i 93��� x; �
� k

 i ∈ [2n]: �� ���


�� m
��
���� �� F = T��m� F �k� k� 
�k�� 2n+ 1 m
��
�����; ���
���� ��k�

|S| ≥ 2n; ���m� ����� �� k m
���k��m��
� ���� ��� k�������
�� 
� ��� 
���k=

c� m
�m
��� ��k� ����� ������ k� �<��l������ 
� F �� ��� l
��
� �k�� 
�

`

; k�� F �� k� ��MR �
�

`′
���� k� �
�� |S|+1 m
��
�����; k� F �k� k� �
��

|S|+ 1 m
��
�����=

R��k

�; �� ��� ���������� �
������ �� ��� �
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���k k�� ���
���I

�km� mk����k�� ��k� �
�� ������m� ��3��� k� ��MR; ���m� �� ���� ����� k�

MR �
� ��� 
�����k
 �����; ���m� l
���� ��� �_\^ ����k�m� l������ ����� �����=

4�		> &� " 9gVk�A@h X���k AF:� ;�� T1 F�� T2 G� ����� ���� F H�

�� 	FG�	

���� ����

drSPR(T1, T2) = dhead(
B

1,
B

2).

?����! `�� �����k
��� drSPR(T1, T2) ≥ dhead(

`

1,

`

2) �� 
l��
��; k� ��� �_\^

������m� �
� ��� ����� ����m�
� ��k��
k��� ���
 k ��k� �
�� ������m� �
� ���

������ �
�� �����=

c� �
� ��
�� ��� 
���� �����k
���= M� 2n > d
����

(T1, T2) ≥ dhead(

`

1,

`

2)
�� 
�
� �k�� �
 m
������ ��k� �
�� ������m�� 
� 
����� 
��� ��k� 2n= _���
��

�� �k�� k ������m� 
� ��k� �
��� S l������

`

1 k��

`

2 
� 
����� 
��� ��k� 2n;

���� ����� ������ k ��MR 
� ���� k� �
�� |S|+ 1 �
�

`

1 k��

`

2 9X���k F=@A:=

Z
� X���k F=@@ ��

� �� ��k� ����� �� k� MR �
� T k�� T ′

� ���� k� �
�� |S|+1=

a���� ��� �km� ��k� ��� ���� 
� ��� YMR 
� T k�� T ′
����� 
�� �� ���k
 �
 ���

�_\^ ����k�m� l������ T k�� T ′
gN_?Dh; �� ��� ��� �
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|S| ≥ |AF | − 1 ≥ d
����

(T1, T2).

c� m
�m
��� ��k� drSPR(T1, T2) = dhead(

`
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`
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<�����	 &� # 9gVk�A@h `��
��� D:� B�� 
��G	�
 '�2� $���2
4� �� =? 

H�

	���!

?����! `��� �� k ����m� m
�������m� 
� ��� �����
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���k; k� m
������� ���

�_\^ ����k�m� l������ ��
 ����� �� Z\<m
��
��� gN_?Dh=

@FC

F=A= M
�
������

��� "���
���	�

U� ���� ��m��
�; �� ������� �����
m
�� 
� k
�
������ �
� m
������� 9l
����

�
�: ��k��k������� ����k�m��= `�� ��km� k
�
����� �� ����
� k l��k��� 3���

��k�m�= `�� k
�
������ �
� ��� ����� l
���� k�� lk��� 
� ��� ��
�
������
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���� ��

�� ��������� �� ��� �����
�� m�k�����= R
� �_\^ k�� �k�
 �
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�� ��� ��� l
��
�<�� ��
�
������ ���k���� 9`��
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��k� �
���; �� ��� ��� �
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�
������ m
�����m��
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U� ���� ��m��
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�
�����= `��� �����k

�

��
�� ��k� ��� ����k�m� �� m
����kl
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l��� ���� k ���� lk� ������� ����=

M� ��� ��� 
� ���� m�k����; �� ��
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� ����
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������� ����; ������ l� �k	��� k
�
������m m�k����; 
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�� ��
�������


� ��� M <����k�m� ��
k��� �
 ��� ����m���� 
� ��� ����
�	�=

U� ��� l��k��� 3��� ��k�m� �� ���
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�� 
���� ��3���%
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���
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��k
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� ������� �
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k
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k
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��� ��� ,�

������ �� S!
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���� i ≤ D ��

� %�� s +� * ��*,� ,���*����� ��� �	�
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��� S �� N !

� �� |S| = i �	� NS �X N ′
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� 	���	� S!
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 �� ��� ��*,�!
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����k
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��� ��
�� F�� N F�� N ′
��� �������� �� ���

�F
� �
FH� �� ���G������� ������F		� 	FG�	��� ��������! 8� N F�� N ′
F�� ��

��� �F
� H�

������ ���� "��$���2
4�*(N,N ′) ������� F 
���
F	 	�����

M  ������H� G������ N F�� N ′
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�
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�
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`�� ������� ���� 
� ���� k
�
����� ������� 
� ��� ��km� k�� ��� ���� 
�

�
��= U� �����k
 �� ��� k ������� ���� 
� O(poly(n, k)|Nbh|D); ����� |Nbh| ��
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 ���l�� 
� �����l
��� 
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�	 �� ��� ��km� 
� ����
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�� ������k
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� ��k��
�; �� �k� �k	� D = 2n+3k−2
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��� D=@H: k�� ��� ���l�� 
� �k
�� �_\^ �
��� �� k�� ����
�	 �� S mk� l�

l
����� l� 2(2n+3k−1)2 9�
���� �km� ����
��� 
� �km� k�m �
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����
�	:= `�� ������� ���� mk� ���� l� l
����� l� O(poly(n, k)(
√
2(2n+3k−

1))4n+6k−4)= c� ��

 �
� ����� ���� ������� ���� �� �
�� ���k�
 �
� ��
 ��k�
��=

R����; �� mk��
� mk
m�
k�� ��� ������� ���� ���� ��

 l�mk��� �� ������� 
� ���

���� 
� ��� �����l
���

� k�� 
� ��� ��k������ 
� ��� ��km��= R
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� �����;

�� �k�� �
�� k�����
��m l
����; l�� ���� k���8� k

 k�����
��mk

� �����= `��

��m
�� ��k�
� �� ��k� ��� k
�
����� �� �
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� �� ��km��m� 9_�m��
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� ���� ����������� �
 	�
� ��� ���
����mk
 ������� ����=
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0-/ ����4
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�
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� ���� ��������m �� �k	�� ��
� ��� ��
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� `��
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� ��� �
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��� �
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���
���; ��k����� ���� M
�
����� A ���m� �� �
��
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F=A= M
�
������

*�������	 !) )�����.���4��/-.(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �����,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
�X N [Y ′] *�� * 	����� ���� u′

�� N \ Y ��*� �� * ����,�	*�����

��
���� (�����,�� �� 
���� S, S′
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��
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�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� x′
+� ��� ,��	� �� u′

*�� x = φ−1(x)!
� %�� z +� * ��*���
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*���� �� x ��� �� Y !

� �� z �
 � ����������
	 ����

� (�� u = z!
� ��
�

� %�� v +� * ��*���
� ����,�	*���� �� N \ Y !

� �� N ��
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��� ���� v (u,v)−−−−→ (z, x) �
 ����� ����
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� ��� ��
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�
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�
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�
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̀ 	��� ��� m
�����
����m� l������ ���

k
�
����� k�� ��� ��

� 
� X���k D=@F; �� �k�� �
� ���
������� ���� �
���l
�

����
������=

4�		> &� %� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� ���� H	���� ���� Y F�� Y ′
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�� �� )�����.���4��/-.(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)�
F�� M F�� M ′
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� O(poly(n, k)|Nbh|D); ����� |Nbh| ��

��� �k���k
 ���l�� 
� �����l
��� 
� k ����
�	 �� ��� ��km� 
� ����
�	�= R
�

�_\^ �
��� ����
�� ������k
 
kl�
�; �
� ��k��
�; �� �k� �k	� D = 2n+3k−2
9`��
��� D=@H: k�� ��� ���l�� 
� �k
�� �_\^ �
��� �� k�� ����
�	 �� S mk� l�

l
����� l� 2(2n+3k−1)2 9�
���� �km� ����
��� 
� �km� k�m �
 �km� k�m �� ���

����
�	:= `�� ������� ���� mk� ���� l� l
����� l� O(poly(n, k)(
√
2(2n+3k−

1))4n+6k−4)= c� ��

 �
� ����� ���� ������� ���� �� �
�� ���k�
 �
� ��
 ��k�
��=

R����; �� mk��
� mk
m�
k�� ��� ������� ���� ���� ��

 l�mk��� �� ������� 
� ���

���� 
� ��� �����l
���

� k�� 
� ��� ��k������ 
� ��� ��km��= R
� l
�� 
� �����;

�� �k�� �
�� k�����
��m l
����; l�� ���� k���8� k

 k�����
��mk

� �����= `��

��m
�� ��k�
� �� ��k� ��� k
�
����� �� �
 �

� �� ��km��m� 9_�m��
� F=B=C: ��k� ��

�� �
� ���� ����������� �
 	�
� ��� ���
����mk
 ������� ����=

����� 2���
 5��
�! 
0-/ ����4
6�

c� �
� ���� k ��������m �
� 3����� k� �_\^ ������m� l������ k�� �k�� 
� ���<

�
�	�= `�� ����m���� 
� ���� ��������m �� �k	�� ��
� ��� ��

� 
� `��
��� D=@H=

Qkm� 
� ��� �



���� ��l�
������ m
�����
��� �
 k 
���k ���� �
 ��
�� ����

���
���; ��k����� ���� M
�
����� A ���m� �� �
��
�� k���� X���k D=@F=

@FE

F=A= M
�
������

*�������	 !) )�����.���4��/-.(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �����,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
�X N [Y ′] *�� * 	����� ���� u′

�� N \ Y ��*� �� * ����,�	*�����

��
���� (�����,�� �� 
���� S, S′
*�� * ���� u �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

��

N ′
�� ��� N [Y ∪ {u}] φ′

� N ′[Y ′ ∪ {u′}]� ����� φ′
�� φ �������� ���� φ′(u) = u′

�

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� x′
+� ��� ,��	� �� u′

*�� x = φ−1(x)!
� %�� z +� * ��*���
� 
*���� �� x ��� �� Y !

� �� z �
 � ����������
	 ����

� (�� u = z!
� ��
�

� %�� v +� * ��*���
� ����,�	*���� �� N \ Y !

� �� N ��
 �	 ��� (u, v) 
��� ���� v (u,v)−−−−→ (z, x) �
 ����� ����

� "�� v (u,v)−−−−→ (z, x) �� S!

�� (�� u = v!

�� 	���	� S, S′, u!

`�� k
�
����� �



�� ��� ��

� ����m���� 
� X���k D=@F; �
 m
���m����� 
�

��� k
�
����� �



�� k
�
�� ������k��
� ��
� ��� ��

� 
� ���� 
���k; �k��

�
� ��� �



���� ��k

 k���������= `�� k
�
����� 
�
� m��m	� 
�� �k���� 
� x
�
� l���� k ����m�
k��
�= U� ��� 
���� �k���� 
� x �� k ����m�
k��
� �� N \ Y ; ����

�
�� m
�
� l� k���� �
 ��� ��
�
������= T
�����; ��� k
�
����� 
�
� mk�m���

���� �� ����� �� k ���k��
� 〈z, v, x〉= 
̀ 	��� ��� m
�����
����m� l������ ���

k
�
����� k�� ��� ��

� 
� X���k D=@F; �� �k�� �
� ���
������� ���� �
���l
�

����
������=

4�		> &� %� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� ���� H	���� ���� Y F�� Y ′

��H� ��F� N [Y ]
φ
�X N ′[Y ′] F�� u′ F 	����� ���� �� N ′ \Y ′

��F� �� F ����H�	F����!

<�������� 	�� S, S′, u G� ��� ���
�� �� )�����.���4��/-.(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)�
F�� M F�� M ′

��� �������� �G�F���� G� F

	���� S �� N F�� S′
�� N ′

!

B��� |S|+ |S′| ≤ 1� Y ∪ {u} F�� Y ′ ∪ {u′} F�� ���� H	���� ���� �� M ���
!

M ′
� F�� M [Y ∪ {u}] φ′

�X M ′[Y ′ ∪ {u′}]� ����� φ′
�� φ �������� ���� φ(u) = u′!

8� ����� ������ 0	������
 % �� H����H�!

`�� m
���m����� 
� M
�
����� B �



�� ����m�
� ��
� X���k B=E ���� k





���� �
��� kl
�� ��� �
��<m

��� ���� k�� ���� �
���= T
�����; �� m
k��

���� k
�
����� �� k��
�mkl
� �� �
�� �����k
 mk��� k� ��

; l�� �
� �� k

 mk���;

�� �
�� ������ %2��� �
�������= `���� �� k
�k�� k 

���� �
�� �
� ���m� ����

k
�
����� �
�� �
� ������ %2���; �
 �� ��� k
�
����� �
�� ������ %2���; ��

�k� ����
� ��m	 k ��� 

���� �
�� k�� ��� k�k��=

@FF



�� #�	����
� /�
��
4��

*�������	 ") )�����0����02��(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �����,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
�X N [Y ′] *�� * 	����� ���� u′

�� N \ Y ��*� �� * ���� �����

��
���� (�����,�� �� �*�	 
���� S, S′
*�� * ���� u �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

�� N ′
�� ��� N [Y ∪ {u}] φ′

� N ′[Y ′ ∪ {u′}]� ����� φ(u) = u′
� �� ���
��

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� x′, y′
+� ��� ,��	���� �� u′

!

� (�� x = φ−1(x′) *�� y = φ−1(y′)!
� �� x �	� y ���� � �
��
	 ����	� �	 N \ Y ����

� (�� u �� +� * ��*���
� ,�

�� 
*���� �� x *�� y �� N \ Y !

� ��
�

� %�� zx +� * ��*���
� 
*���� �� x ��� �� Y !

� %�� zy +� * ��*���
� 
*���� �� y ��� �� Y !

� �� (zx, x) �
 ������
����� ����

�� "�� zx
(zx,x)−−−−→ (zy, y) �� S!

�� (�� u = zx!

�� ��
� �� (zy, y) �
 ������
����� ����

�� "�� zy
(zy,y)
−−−−→ (zx, x) �� S!

�� (�� u = zy !

�� ��
� �� �
�� zx �	� zy ��� ���� 	
��
 ����

�� %�� 〈cx, zx, dx〉 +� ��� ���*��	� ���� dx �= x!
�� %�� 〈cy, zy, dy〉 +� ��� ���*��	� ���� dy �= y!
�� �� cx �
 ��� ����� 
� ��� �

� ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� x *�� y!
�� %�� bx +� ��� 
*���� �� cx!
�� %�� ax +� * ��*���
� 
*���� �� bx!

�� "�� cx
(cx,dx)−−−−−→ (ax, bx) *�� zx

(zx,x)−−−−→ (zy, y) �� S!
�� (�� u = zx!

�� ��
�

�� 	���	� ���
�!

�� 	���	� S, S′, u!

4�		> &� &� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� ���� H	���� ���� Y F��

Y ′
��H� ��F� N [Y ]

φ
�X N ′[Y ′] F�� u′ F 	����� ���� �� N ′\Y ′

��F� �� F ���� ����!

<�������� 	�� O G� ��� ���
�� �� )�����0����02��(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)!

8� O =%2���� ���� N �F� F 	����� ���� FG��� Y ��F� �� F ����H�	F����!

>��������� ��� ���
�� O �� F ���
	� S, S′, u! ;�� M F�� M ′
G� ��� ��������

�G�F���� G� F

	���� S �� N F�� S′
�� N ′

!

B��� |S|+ |S′| ≤ 2� Y ∪ {u} F�� Y ′ ∪ {u′} F�� ���� H	���� ���� �� M ���
!

M ′
� F�� M [Y ∪ {u}] φ′

�X M ′[Y ′ ∪ {u′}]� ����� φ′
�� φ �������� ���� φ(u) = u′!

8� ����� ������ 0	������
 & �� H����H�!

?����! R���� �
�� ��k� �
� ��� k
�
����� �
 ������ %2���; �� �k� �
 ��km� X��� AD;

���m� �� 
�
� �
�� �� ��� m
�����
� �� X��� @D �� �
� �k���3��= U� ��k� mk��; k�


�k�� 
�� 
� zx k�� zy �� k ����m�
k��
�= Z
�� ��k� ���� k
�
 ���
��� 
�� 
� �����

�
��� �� k 

���� �
�� 
� N \Y = T��m�; ��� k
�
����� mk� 
�
� ������ %2��� ��

N �k� k 

���� �
�� kl
�� Y ��k� �� k ����m�
k��
�=

`�� m
���m����� �� k

 
���� mk��� �



�� k
�
�� ������k��
� ��
� ��� ��

�


� X���k B=E= c� 
�
� ���� �
 l� mk����
 �� X���� F$@C= U� ��� ��

� 
�

@FG

F=A= M
�
������

X���k B=E; ����� mk��� k����� ��k� k

 

���� �
��� kl
�� Y k�� ���� �
���=

T��m�; �� �k�� �
 ��
�� ����� 
���� ���� ��� ������� 
��m
��; ���� �� ���� �� �
�

����=

R���� ����
�� ��k� x k�� y �k�� �
 m
��
� �k����; k�� 
�� zx k�� zy l�

�k����� 
� ����� �
��� �
� �� Y = U� (zx, x) �� �k�
<�
�kl
�; ���� zx
(zx,x)−−−→ (zy, y)

�� �k
��; ���� �� zy �� �
� k ���� �
��= U�����; zx �= zy l�mk��� x k�� y �k�� �


m
��
� �k����; k�� x �� �
� kl
�� zy l�mk��� Y �� �
��<m

���; x ∈ Y ; k��

zy �∈ Y = R�������
��; �� ��� ����
���� ����
�	 M ; u = zx �� k m
��
� �k����


� x k�� y; �
 Y ∪{u} k�� Y ′ ∪{u′} k�� �
��<m

��� ���� �� M ����= M ′ = N ′
;

k�� M [Y ∪ {u}] φ′

�X M ′[Y ′ ∪ {u′}]; ����� φ′
�� φ �������� ���� φ(u) = u′=

`�� mk�� �� ���m� (zy, y) �� �
�kl
� �� m
���m� l� �������� �� x k�� y=

X�	� �
� M
�
����� A; �
�� mk��� ��k� m
�
� �k�� l��� ���� �
 ����
�� ���

k
�
����� k�� �
� km��k

� ���
�������= R
� ��k��
�; ���� (zx, x) �� �
� �k�
<

�
�kl
� l�mk��� 
� k ���k��
� k�� zy �� k ����m�
k��
�; �� m
�
� ���

 l� �
���l
�

�
 �k	� zx �
�kl
� ����� 
�� �k�
 �
��; k�� ���� ��� 
�� �k�
 �
�� �
 �k	�

zx k m
��
� �k���� 
� x k�� y= M�k��; ���� ����
������ �� �
� ��m���k�� k��

�
�
� �k	� ��� k
�
����� ����k�� ��
� ��� ��

� 
� X���k B=E=

*�������	 #) "����	�1� �/-.(N,N ′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N1 *�� N2 �� X
��
���� "� �(&' ������,� ���
 N1 �� N2

� (�� φ(x1) = x2 ��� *		 	�*��� x1 *�� x2 �� N1 *�� N2 ���� ��� �*
� 	*+�	!

� %�� S1 *�� S2 +� �

�� ������,�� �� 
����!

� 
���� | im(φ)| < |V (N)| − 1 ��

� �� N2 ��
 � �
��
� ����������
	 u2 ��
�� im(φ) ����
� S′

1, S
′
2, u1 =����
�������	���(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, u2)!

� ��
� �� N1 ��
 � �
��
� ����������
	 u1 ��
�� dom(φ) ����

� S′
2, S

′
1, u2 =����
�������	���(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, u1)!

� ��
�

� %�� u2 +� * 	����� ���� ���� *+��� im(φ)!

�� S′
1, S

′
2, u1 =����
��	�������(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, u2)!

�� "

	� S′
1 �� N1 *�� *�� �� �� S1!

�� "

	� S′
2 �� N2 *�� *�� �� �� S2!

�� (�� φ(u1) = u2!

�� (�� S−1
2 �� ��� ������� �� S2!

�� 	���	� S1 ◦ S−1
2 !

c��� M
�
������ C k�� D; �� mk� 3�k

� 3�� ������m�� l������ k�� �k��


� ����
�	�= `�� 3��� 
� ����� �



�� ��� ��

� 
� X���k D=@GI k 

����

����m�
k��
� �
�� �� m�
��� �������� �
���l
�; k�� �
 �k��
����� �� ��������

�� ��� ��l�
������ M
�
������ A k�� B 9�=�=; ����
� m�

���� �
��� 
� k�m� �����

k� k�l���k�� ����
� �
�	� k� ��

:= U� M
�
����� D; �� 
�� �
 
� ���� ������m��
�


� 3��� m�

���� 

���� ����m�
k��
��; k�� �� ��� ��� �����
�� 
� ��� ��l�
������

��k� km��k

� m�

�� �k��
� �
��� �������� ��k������
 9�=�=; �������� k�

������m��
� ��m
���� ��� �
�� �k��
� ������ �k���������:=

@FH



�� #�	����
� /�
��
4��

*�������	 ") )�����0����02��(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �����,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
�X N [Y ′] *�� * 	����� ���� u′

�� N \ Y ��*� �� * ���� �����

��
���� (�����,�� �� �*�	 
���� S, S′
*�� * ���� u �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

�� N ′
�� ��� N [Y ∪ {u}] φ′

� N ′[Y ′ ∪ {u′}]� ����� φ(u) = u′
� �� ���
��

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� x′, y′
+� ��� ,��	���� �� u′

!

� (�� x = φ−1(x′) *�� y = φ−1(y′)!
� �� x �	� y ���� � �
��
	 ����	� �	 N \ Y ����

� (�� u �� +� * ��*���
� ,�

�� 
*���� �� x *�� y �� N \ Y !

� ��
�

� %�� zx +� * ��*���
� 
*���� �� x ��� �� Y !

� %�� zy +� * ��*���
� 
*���� �� y ��� �� Y !

� �� (zx, x) �
 ������
����� ����

�� "�� zx
(zx,x)−−−−→ (zy, y) �� S!

�� (�� u = zx!

�� ��
� �� (zy, y) �
 ������
����� ����

�� "�� zy
(zy,y)
−−−−→ (zx, x) �� S!

�� (�� u = zy !

�� ��
� �� �
�� zx �	� zy ��� ���� 	
��
 ����

�� %�� 〈cx, zx, dx〉 +� ��� ���*��	� ���� dx �= x!
�� %�� 〈cy, zy, dy〉 +� ��� ���*��	� ���� dy �= y!
�� �� cx �
 ��� ����� 
� ��� �

� ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� x *�� y!
�� %�� bx +� ��� 
*���� �� cx!
�� %�� ax +� * ��*���
� 
*���� �� bx!

�� "�� cx
(cx,dx)−−−−−→ (ax, bx) *�� zx

(zx,x)−−−−→ (zy, y) �� S!
�� (�� u = zx!

�� ��
�

�� 	���	� ���
�!

�� 	���	� S, S′, u!

4�		> &� &� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� ���� H	���� ���� Y F��

Y ′
��H� ��F� N [Y ]

φ
�X N ′[Y ′] F�� u′ F 	����� ���� �� N ′\Y ′

��F� �� F ���� ����!

<�������� 	�� O G� ��� ���
�� �� )�����0����02��(N,N ′, Y, Y ′, φ, u′)!

8� O =%2���� ���� N �F� F 	����� ���� FG��� Y ��F� �� F ����H�	F����!

>��������� ��� ���
�� O �� F ���
	� S, S′, u! ;�� M F�� M ′
G� ��� ��������

�G�F���� G� F

	���� S �� N F�� S′
�� N ′

!

B��� |S|+ |S′| ≤ 2� Y ∪ {u} F�� Y ′ ∪ {u′} F�� ���� H	���� ���� �� M ���
!

M ′
� F�� M [Y ∪ {u}] φ′
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�� ��
� �� r = t ����

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x) �� S!
�� �� p �= q ����

�� "�� r (p,r)−−−→ (q, c) *�� r (q,r)−−−→ (s, x) �� S!

�� ��
� �� s �= t ����

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x)� r (p,r)−−−→ (t, c)� r (t,r)−−−→ (s, x)� *�� r (s,r)−−−→ (q, w) �� S!

�� ��
�

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x)� r (p,r)−−−→ (s, c)� *�� r (s,r)−−−→ (q, w) �� S!

�� 	���	� S, S′, c!

@GE

F=A= M
�
������

*�������	 ') '������.���4(N,N ′, Y, Y ′, φ, x′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �
�,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
� N [Y ′] *�� * ������� ����,�	*���� x′

�� N ′ \ Y ′
�

��
���� (�����,�� �� �*�	 
���� S, S′
*�� * ���� r �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

�� N ′
�� ��� N [Y ∪ {r}] φ

� N ′[Y ′ ∪ {x′}]� ����� φ(r) = x′
! �� ���
��

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� p′
*�� q′ +� ��� 
*����� �� x′

� p = φ−1(p′)� *�� q = φ−1(q′)!
� %�� cp �∈ Y *�� cq �∈ Y +� ��*���
� ,��	���� �� p ���
� q!
� �� cp 
� cq �
 � ���� 	
�� ����

� 	���	� ���
�!

� �� cp = cq ����

� (�� r = cp!

� ��
� �� �
�� cp �	� cq ��� �����
 ����

� %�� (s, r) +� * ��*���
� 
��*+	� *�, ���� r ∈ N \ Y !

�� �� s = p ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� p *�� q!

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, cp) *�� r (p,r)−−−→ (q, cq) �� S!

�� ��
�

�� �� cp �
 ��
�� cq 
� cp �
 � ���� ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� p *�� q!

�� �� (p, cp) �
 �
����� ����

�� "�� cp
(p,cp)
−−−−→ (q, cq) �� S!

�� (�� r = cp!

�� ��
�

�� %�� 〈t, cp, z〉 +� ��� ���*��	� ���� t �= p!
�� �� t = q ����

�� (�� r = cp!

�� ��
�

�� "�� z (cp,z)
−−−−→ (q, cq) *�� cp

(t,cp)
−−−−→ (z, cq) �� S!

�� (�� r = z!

�� 	���	� S, S′, r!

4�		> &�!"� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� �
 H	���� ���� Y F�� Y ′

��H� ��F� N [Y ]
φ
� N ′[Y ′] F�� x′ F ������� ���� �� N ′ \Y ′

��F� �� F ����H�	F����!

<�������� 	�� O G� ��� ���
�� �� '������.���4(N,N ′, Y, Y ′, φ, x′)!

8� O =%2���� ���� N �F� F ������� ���� G�	�� Y ��F� �� F ���� ����! >�� 

������� ��� ���
�� O �� F ���
	� S, S′, r! ;�� M F�� M ′
G� ��� �������� �G�F����

G� F

	���� S �� N F�� S′
�� N ′

!

B��� |S| + |S′| ≤ 2� Y ∪ {r} F�� Y ′ ∪ {x′} F�� �
 H	���� ���� �� M ���
!

M ′
� F�� M [Y ∪ {r}] φ′

� M ′[Y ′ ∪ {x′}]� ����� φ′
�� φ �������� ���� φ(r) = x′!

8� ����� ������ 0	������
 + �� H����H�!

?����! `�� m
���m����� �



�� ������k��
� ��
� X���k C=@H; l� k ���k�����
�<

�k�� �k����� 
� ��� mk��� 
� ��� ��

� �
 �k��� 
� ��� k
�
�����= `�� ����m����


� ��� k
�
����� �������� ��
� ��� ��

�; k� �
�� mk��� ��� k ���� ����
k� ��<

����m� 
� �
���=

R���� �
�� ��k� ��� k
�
����� 
������ %2��� 
�
� �� X��� D= `��� 
��� ��


�
� ���m���� �� cp 
� cq �� k ���� �
��= Ok��� @ k�� A m
�����
�� �
 X���� E$

F k�� X���� G$@A= `�� ���k����� mk��� k

 m
�����
�� �
 X���� @B$AD= Y
��

@GF



�� #�	����
� /�
��
4��

Xk��
�; Ok�� Bk �� ��� ��lmk�� ����� t = p; ���m� �� mk���� l� X��� AB= U� ����

mk��; ��� k���� �
�� �� ����
� ��� ���� �
�� c=

*�������	 &) '������0���(N,N ′, Y, Y ′, φ, x′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �
�,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
� N [Y ′] *�� * ������� ���� ���� x′

�� N ′ \ Y ′
�

��
���� (�����,�� �� �*�	 
���� S, S′
*�� * ���� c �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

�� N ′
�� ��� N [Y ∪ {c}] φ

� N ′[Y ′ ∪ {x′}]� ����� φ(c) = x′
�

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� p′
+� ��� 
*���� �� x′

� p = φ−1(p′)� *�� x �∈ Y * ��*���
� ,��	� �� p!
� �� x �
 � ���� 	
�� ����

� (�� c = x!

� ��
� �� x �
 � ����������
	 ����

� %�� c +� * ��*���
� ���� ���� �� N \ Y !

� %�� t +� ��� 
*����� *�� b �= x * ��*���
� ,��	� �� c!
� �� p �= t �	� (p, x) �
 ������
����� ����

� �� x = t ����
�� %�� q �= p +� ��� ����� 
*���� �� x!

�� "�� x (q,x)−−−→ (c, b) �� S!

�� ��
�

�� "�� x (p,x)−−−→ (t, c) *�� x (t,x)−−−→ (c, b) �� S!

�� ��
� �� p �= t ��	� (p, x) �
 	
� ������
������ ����

�� %�� 〈z, x, d〉 +� ��� ���*��	� ���� z �= p!
�� %�� (w, l) +� ��� ��,�
��� *�, �� * ��*���
� 	�*� l ���� w �= d!
�� %�� b �∈ {l, x} +� * ��*���
� ,��	� �� c!
�� �� d = t ����

�� "�� d (z,d)−−−→ (w, l) *�� x (z,x)−−−→ (c, b) �� S!
�� ��
�

�� "�� d (z,d)−−−→ (w, l)� x (p,x)−−−→ (t, c)� *�� x (t,x)−−−→ (c, b) �� S!

�� ��
�

�� %�� c +� * ��*���
� ���� ���� �� N \ Y ���� 
*���� t!
�� �� t �= p ����

�� %�� (s, r) ∈ A(N) +� * ��*��
��*+	� *�, ���� s �= p!
�� %�� q +� ��� ����� 
*���� �� r� *�� w ��� ,��	� �� r!
�� �� r = p ����

�� �� t = s ����

�� "�� p (q,p)−−−→ (t, c) �� S!
�� ��
�

�� "�� p (s,p)−−−→ (t, c) �� S!
�� �� t �= q ����

�� "�� p (t,p)−−−→ (q, x) *�� p (q,p)−−−→ (s, c) �� S!

�� ��
� �� r = t ����

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x) �� S!
�� �� p �= q ����

�� "�� r (p,r)−−−→ (q, c) *�� r (q,r)−−−→ (s, x) �� S!

�� ��
� �� s �= t ����

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x)� r (p,r)−−−→ (t, c)� r (t,r)−−−→ (s, x)� *�� r (s,r)−−−→ (q, w) �� S!

�� ��
�

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, x)� r (p,r)−−−→ (s, c)� *�� r (s,r)−−−→ (q, w) �� S!

�� 	���	� S, S′, c!

@GE

F=A= M
�
������

*�������	 ') '������.���4(N,N ′, Y, Y ′, φ, x′)
����� )�� +��*�� �����k �������� N *�� N ′

���� �
�,	���� ���� Y *�� Y ′
��,� ��*�

N [Y ] φ
� N [Y ′] *�� * ������� ����,�	*���� x′

�� N ′ \ Y ′
�

��
���� (�����,�� �� �*�	 
���� S, S′
*�� * ���� r �� N ��,� ��*� *���� *

	���� S �� N *�� S′

�� N ′
�� ��� N [Y ∪ {r}] φ

� N ′[Y ′ ∪ {x′}]� ����� φ(r) = x′
! �� ���
��

� (�� S *�� S′
�� +� �

�� ������,�� �� 
�����

� %�� p′
*�� q′ +� ��� 
*����� �� x′

� p = φ−1(p′)� *�� q = φ−1(q′)!
� %�� cp �∈ Y *�� cq �∈ Y +� ��*���
� ,��	���� �� p ���
� q!
� �� cp 
� cq �
 � ���� 	
�� ����

� 	���	� ���
�!

� �� cp = cq ����

� (�� r = cp!

� ��
� �� �
�� cp �	� cq ��� �����
 ����

� %�� (s, r) +� * ��*���
� 
��*+	� *�, ���� r ∈ N \ Y !

�� �� s = p ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� p *�� q!

�� "�� r (s,r)−−−→ (p, cp) *�� r (p,r)−−−→ (q, cq) �� S!

�� ��
�

�� �� cp �
 ��
�� cq 
� cp �
 � ���� ����

�� (�*
 ��� ��	�� �� p *�� q!

�� �� (p, cp) �
 �
����� ����

�� "�� cp
(p,cp)
−−−−→ (q, cq) �� S!

�� (�� r = cp!

�� ��
�

�� %�� 〈t, cp, z〉 +� ��� ���*��	� ���� t �= p!
�� �� t = q ����

�� (�� r = cp!

�� ��
�

�� "�� z (cp,z)
−−−−→ (q, cq) *�� cp

(t,cp)
−−−−→ (z, cq) �� S!

�� (�� r = z!

�� 	���	� S, S′, r!

4�		> &�!"� ;�� N,N ′ ∈ N (n, k) G� �������� ���� �
 H	���� ���� Y F�� Y ′

��H� ��F� N [Y ]
φ
� N ′[Y ′] F�� x′ F ������� ���� �� N ′ \Y ′

��F� �� F ����H�	F����!

<�������� 	�� O G� ��� ���
�� �� '������.���4(N,N ′, Y, Y ′, φ, x′)!

8� O =%2���� ���� N �F� F ������� ���� G�	�� Y ��F� �� F ���� ����! >�� 

������� ��� ���
�� O �� F ���
	� S, S′, r! ;�� M F�� M ′
G� ��� �������� �G�F����

G� F

	���� S �� N F�� S′
�� N ′

!

B��� |S| + |S′| ≤ 2� Y ∪ {r} F�� Y ′ ∪ {x′} F�� �
 H	���� ���� �� M ���
!

M ′
� F�� M [Y ∪ {r}] φ′

� M ′[Y ′ ∪ {x′}]� ����� φ′
�� φ �������� ���� φ(r) = x′!

8� ����� ������ 0	������
 + �� H����H�!

?����! `�� m
���m����� �
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�� mk��� ��� k ���� ����
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���=

R���� �
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�
����� 
������ %2��� 
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�
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��= Ok��� @ k�� A m
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�� �
 X���� E$

F k�� X���� G$@A= `�� ���k����� mk��� k
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�� #�	����
� /�
��
4��

���m���
�; �
� Ok�� B; ��� k�������
� ��k� cp2 �� �
� l�

� cq2 �� ���
�m�� l�

X���� @C$@D; k�� ��� ���k����� 
���� ����
� �



� ��� ����m���� 
� ��� ��

�=

_���
k�
�; �
� Ok�� C; ��� k�������
� ��k� cp �� k ����m�
k��
� k�� cq k 
�k� ��

���
�m�� l� X���� @C$@D; k�� ��� ���k����� 
���� ����
� �



� ��� ����m���� 
�

��� ��

�=

*�������	 () -��	��� )�2��� '�2�(N1, N2, φ)

����� )�� +��*�� �����k �������� N1
φ
� N2 ∈ N (n, k) 	*+�	�� l1 *�� l2

��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 	*+�	�� ���
��
��, �� N2

� $��� ��� 
��
��*���� �*� * ��� �� �������� ,�,	��� �� ��� 	�*��� π : L(N1) → L(N2) ��*� 
*���

��� �������� 	*+�	�� ���
��
��,!

� %�� S +� *� �

�� ������,� �� 
����!

� %�� (t, r) +� * ��*� 
��*+	� *�,!

� %�� c +� ��� ,��	�� *�� s �= t ��� ����� 
*���� �� r!
� ��	 ���� ����� (l1, . . . , lm) �	 π ���� m ≥ 2 ��

� �� t �
 ��� ����	� 
� lm ����

� (�� (l1, . . . , lm) := (lm, l1, . . . , lm−1)!

� %�� pm +� ��� 
*���� �� lm!

� �� r �= pm ����

�� "

	� r (t,r)−−−→ (pm, lm) *�� *�� ���� 
��� �� S!

�� %�� e
�����

= (t, r)!
�� ��	 i = m, . . . , 1 ��

�� %�� pi �= �*�	(e
�����

) +� * 
*���� �� r� *�� pi−1 ��� 
*���� �� li−1!

�� �� pi �= pi−1 ����

�� "

	� r (pi,r)−−−−→ (pi−1, li−1) *�� *�� ���� 
��� �� S!
�� (�� e

�����

= (pi, r)!

�� �� c = li ����
�� (�� c = li−1!

�� "

	� r (t,r)−−−→ (s, c) *�� *�� ���� 
��� �� S!
�� 	���	� S!

4�		> &�!#� ;�� N1
φ
� N2� ���� -��	��� )�2��� '�2�(N1, N2, φ) �������

F ������H� �� ��F� 
���� ���
 N1 �� N2!

?����! R����; �� X��� @; ��� k
�
����� 3��� ��� ������k��
� 
� ��� 
�k��� ��k�

�k	�� ��� ����
�	� 
kl�
�� ��
�
����m= 
̀ ��� ���� ������k��
� �� ��� k
�
<

�����; �� ���� l� ����� �� ����� 
� k ��� 
� ����
��� m�m
��= _�m� k ���������k��
�


� ��� ������k��
� mk� �k��
� l� �
��� k� �



��= _�k�� ���� k�� 
�k� x1 
�

N1; 3�� ��� �
�� x2 = φ(x1) ∈ N2 ���� �
�� �� �k���� �
 l� ��� m������

��
�
������; k�� 3�k

� 3�� ��� 
�k� x′1 = l−1
1 (l2(x2)) 
� N1 ���� ��� �k��


kl�
 k� x2= Z
� ����k� ���� ���� x1 := x′1; k�� m
������ ����
 x′1 �� ��� 
�����k


x1= `��� ����� 
�� 
� ��� m�m
�� 
� ��� ������k��
�= M

 
���� m�m
�� 
� ���

������k��
� mk� l� �
��� �� ���� �k�; ����
� l� ��k����� ���� k 
�k� ��k� ��

�k�� 
� ���� m�m
�=

`�� ��k��k�� ������m� 
� m+2 �
��� �
� k m�m
� (l1, . . . , lm) k�� ����
����

�� X���� G$@G= `�� 3��� 
� ����� �
��� �� �	����� �� r �� ��� �k���� 
� lm; k�

��� ����
�� 
� ��k� �
�� �� �
 �k	� r ��� �k���� 
� lm= Y
��� 2 �� �
 m+ 1
X���� @A$@E= `�� ��<��k������ �� ���� �
�<


� ������� ��k� �
 m
��������� 
�k���

@GG

F=A= M
�
������

�� ��� m�m
� k�� �k�� 
� k m�����= R��k

�; ��� 
k�� �
�� �� �	����� ��m��� �
�

�km� m�m
�; k�� �� 
�
� ����
���� 
�m� k� ��� ��� �� X��� @H= `��� �� �
���l
�

l�mk��� ��� 3��� k�� ��� 
k�� �
�� �
� �km� m�m
� �� ��� ������k��
� �
�� ���

�k�� k�m= 
̀ �k	� ���� ���� 
k�� �
�� km��k

� ���� (t, r) lkm	 �� ��� 
�����k


�
����
�; ��� ��k� 
� ��� ��
�<k�m (s, c) �� m�k���� k� ������ �� X���� @F$@G=

*�������	  �) 0���$��
 '�2�(N1, N2)
����� )�� +��*�� �����k �������� N1, N2 ∈ N (n, k)� ���� k ≥ 2
��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 ���
��
��, �� N2

� (�� φ(ρ1) = ρ2 ��� ��� ������ *�� 	�� S1 *�� S2 +� �

�� ������,�� �� 
����!

� 
���� | im(φ)| < |V (N1)| − n ��

� �� N1 ��
 � �����
� 	
�� x1 ���
� dom(φ) ���� �
 � ���� 	
�� ����

� (�� S′
2, S

′
1, x2 =�����
��	��(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, x1)!

� ��
� �� N2 ��
 � �����
� 	
�� x2 ���
� im(φ) ���� �
 � ���� 	
�� ����

� (�� S′
1, S

′
2, x1 =�����
��	��(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, x2)!

� ��
�

� %�� x1 +� * ������� ����,�	*���� ���� �� N1 \ dom(φ)!

� (�� S′
2, S

′
1, x2 =�����
������(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, x1)!

�� "

	� S′
1 �� N1 *�� *�� �� �� S1!

�� "

	� S′
2 �� N2 *�� *�� �� �� S2!

�� (�� φ(x1) = x2!

�� #����� ��� ���
��
���
 φ �� ��,	��� ��� 	�*���!

�� (�� Sπ =��	���� ���
�
 ����(N1, N2, φ)!

�� (�� S−1
2 �� ��� ������� �� S2!

�� 	���	� S1 ◦ Sπ ◦ S−1
2 !

*�������	   ) 0���$��
 '�2� .2
��	(N1, N2)
����� )�� +��*�� �����k �������� N1, N2 ∈ N (n, k)� ���� k ≥ 2
��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 ���
��
��, �� N2

� (�� φ(ρ1) = ρ2 ��� ��� ������ *�� 	�� S1 *�� S2 +� �

�� ������,�� �� 
����!

� 
���� | im(φ)| < |V (N1)| − n ��

� %�� H +� ��� ��� �� *		 ������� ����� �� N1 \ dom(φ) *�� N2 \ im(φ)!
� ��	 h �	 H ��

� �� h �
 � ���� 	
�� �	 N1 ����

� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
��	��(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, h)!
� ��
� �� h �
 � ���� 	
�� �	 N2 ����

� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
��	��(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, h)!
� ��
� �� h �
 � ����������
	 �	 N1 ����

�� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
������(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, h)!
�� ��
�

�� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
������(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, h)!

�� �� O �
 	
� ���
� ����

�� �� h �
 � 	
�� �	 N1 ����

�� (�� x1 = h!

�� (�� S′
2, S

′
1, x2 = O!

�� ��
�

�� (�� x2 = h!

�� (�� S′
1, S

′
2, x1 = O!

�� #��� ��� ����	��
!

�� "

	� S′
1 �� N1 *�� *�� �� �� S1!

�� "

	� S′
2 �� N2 *�� *�� �� �� S2!

�� (�� φ(x1) = x2!

�� #����� ��� ���
��
���
 φ �� ��,	��� ��� 	�*���!

�� (�� Sπ =��	���� ���
�
 ����(N1, N2, φ)!

�� (�� S−1
2 �� ��� ������� �� S2!

�� 	���	� S1 ◦ Sπ ◦ S−1
2 !
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���m���
�; �
� Ok�� B; ��� k�������
� ��k� cp2 �� �
� l�

� cq2 �� ���
�m�� l�

X���� @C$@D; k�� ��� ���k����� 
���� ����
� �



� ��� ����m���� 
� ��� ��

�=

_���
k�
�; �
� Ok�� C; ��� k�������
� ��k� cp �� k ����m�
k��
� k�� cq k 
�k� ��

���
�m�� l� X���� @C$@D; k�� ��� ���k����� 
���� ����
� �



� ��� ����m���� 
�

��� ��

�=

*�������	 () -��	��� )�2��� '�2�(N1, N2, φ)

����� )�� +��*�� �����k �������� N1
φ
� N2 ∈ N (n, k) 	*+�	�� l1 *�� l2

��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 	*+�	�� ���
��
��, �� N2

� $��� ��� 
��
��*���� �*� * ��� �� �������� ,�,	��� �� ��� 	�*��� π : L(N1) → L(N2) ��*� 
*���

��� �������� 	*+�	�� ���
��
��,!

� %�� S +� *� �

�� ������,� �� 
����!

� %�� (t, r) +� * ��*� 
��*+	� *�,!

� %�� c +� ��� ,��	�� *�� s �= t ��� ����� 
*���� �� r!
� ��	 ���� ����� (l1, . . . , lm) �	 π ���� m ≥ 2 ��

� �� t �
 ��� ����	� 
� lm ����

� (�� (l1, . . . , lm) := (lm, l1, . . . , lm−1)!

� %�� pm +� ��� 
*���� �� lm!

� �� r �= pm ����

�� "

	� r (t,r)−−−→ (pm, lm) *�� *�� ���� 
��� �� S!

�� %�� e
�����

= (t, r)!
�� ��	 i = m, . . . , 1 ��

�� %�� pi �= �*�	(e
�����

) +� * 
*���� �� r� *�� pi−1 ��� 
*���� �� li−1!

�� �� pi �= pi−1 ����

�� "

	� r (pi,r)−−−−→ (pi−1, li−1) *�� *�� ���� 
��� �� S!
�� (�� e

�����

= (pi, r)!

�� �� c = li ����
�� (�� c = li−1!

�� "

	� r (t,r)−−−→ (s, c) *�� *�� ���� 
��� �� S!
�� 	���	� S!

4�		> &�!#� ;�� N1
φ
� N2� ���� -��	��� )�2��� '�2�(N1, N2, φ) �������

F ������H� �� ��F� 
���� ���
 N1 �� N2!

?����! R����; �� X��� @; ��� k
�
����� 3��� ��� ������k��
� 
� ��� 
�k��� ��k�

�k	�� ��� ����
�	� 
kl�
�� ��
�
����m= 
̀ ��� ���� ������k��
� �� ��� k
�
<

�����; �� ���� l� ����� �� ����� 
� k ��� 
� ����
��� m�m
��= _�m� k ���������k��
�


� ��� ������k��
� mk� �k��
� l� �
��� k� �



��= _�k�� ���� k�� 
�k� x1 
�

N1; 3�� ��� �
�� x2 = φ(x1) ∈ N2 ���� �
�� �� �k���� �
 l� ��� m������

��
�
������; k�� 3�k

� 3�� ��� 
�k� x′1 = l−1
1 (l2(x2)) 
� N1 ���� ��� �k��


kl�
 k� x2= Z
� ����k� ���� ���� x1 := x′1; k�� m
������ ����
 x′1 �� ��� 
�����k


x1= `��� ����� 
�� 
� ��� m�m
�� 
� ��� ������k��
�= M

 
���� m�m
�� 
� ���

������k��
� mk� l� �
��� �� ���� �k�; ����
� l� ��k����� ���� k 
�k� ��k� ��

�k�� 
� ���� m�m
�=

`�� ��k��k�� ������m� 
� m+2 �
��� �
� k m�m
� (l1, . . . , lm) k�� ����
����

�� X���� G$@G= `�� 3��� 
� ����� �
��� �� �	����� �� r �� ��� �k���� 
� lm; k�

��� ����
�� 
� ��k� �
�� �� �
 �k	� r ��� �k���� 
� lm= Y
��� 2 �� �
 m+ 1
X���� @A$@E= `�� ��<��k������ �� ���� �
�<


� ������� ��k� �
 m
��������� 
�k���

@GG

F=A= M
�
������

�� ��� m�m
� k�� �k�� 
� k m�����= R��k

�; ��� 
k�� �
�� �� �	����� ��m��� �
�

�km� m�m
�; k�� �� 
�
� ����
���� 
�m� k� ��� ��� �� X��� @H= `��� �� �
���l
�

l�mk��� ��� 3��� k�� ��� 
k�� �
�� �
� �km� m�m
� �� ��� ������k��
� �
�� ���

�k�� k�m= 
̀ �k	� ���� ���� 
k�� �
�� km��k

� ���� (t, r) lkm	 �� ��� 
�����k


�
����
�; ��� ��k� 
� ��� ��
�<k�m (s, c) �� m�k���� k� ������ �� X���� @F$@G=

*�������	  �) 0���$��
 '�2�(N1, N2)
����� )�� +��*�� �����k �������� N1, N2 ∈ N (n, k)� ���� k ≥ 2
��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 ���
��
��, �� N2

� (�� φ(ρ1) = ρ2 ��� ��� ������ *�� 	�� S1 *�� S2 +� �

�� ������,�� �� 
����!

� 
���� | im(φ)| < |V (N1)| − n ��

� �� N1 ��
 � �����
� 	
�� x1 ���
� dom(φ) ���� �
 � ���� 	
�� ����

� (�� S′
2, S

′
1, x2 =�����
��	��(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, x1)!

� ��
� �� N2 ��
 � �����
� 	
�� x2 ���
� im(φ) ���� �
 � ���� 	
�� ����

� (�� S′
1, S

′
2, x1 =�����
��	��(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, x2)!

� ��
�

� %�� x1 +� * ������� ����,�	*���� ���� �� N1 \ dom(φ)!

� (�� S′
2, S

′
1, x2 =�����
������(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, x1)!

�� "

	� S′
1 �� N1 *�� *�� �� �� S1!

�� "

	� S′
2 �� N2 *�� *�� �� �� S2!

�� (�� φ(x1) = x2!

�� #����� ��� ���
��
���
 φ �� ��,	��� ��� 	�*���!

�� (�� Sπ =��	���� ���
�
 ����(N1, N2, φ)!

�� (�� S−1
2 �� ��� ������� �� S2!

�� 	���	� S1 ◦ Sπ ◦ S−1
2 !

*�������	   ) 0���$��
 '�2� .2
��	(N1, N2)
����� )�� +��*�� �����k �������� N1, N2 ∈ N (n, k)� ���� k ≥ 2
��
���� " ��*� 
��� ������,� 
*���� N1 ���
��
��, �� N2

� (�� φ(ρ1) = ρ2 ��� ��� ������ *�� 	�� S1 *�� S2 +� �

�� ������,�� �� 
����!

� 
���� | im(φ)| < |V (N1)| − n ��

� %�� H +� ��� ��� �� *		 ������� ����� �� N1 \ dom(φ) *�� N2 \ im(φ)!
� ��	 h �	 H ��

� �� h �
 � ���� 	
�� �	 N1 ����

� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
��	��(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, h)!
� ��
� �� h �
 � ���� 	
�� �	 N2 ����

� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
��	��(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, h)!
� ��
� �� h �
 � ����������
	 �	 N1 ����

�� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
������(N2, N1, im(φ), dom(φ), φ−1, h)!
�� ��
�

�� %�� O +� ��� ���
�� �� �����
������(N1, N2, dom(φ), im(φ), φ, h)!

�� �� O �
 	
� ���
� ����

�� �� h �
 � 	
�� �	 N1 ����

�� (�� x1 = h!

�� (�� S′
2, S

′
1, x2 = O!

�� ��
�

�� (�� x2 = h!

�� (�� S′
1, S

′
2, x1 = O!

�� #��� ��� ����	��
!

�� "

	� S′
1 �� N1 *�� *�� �� �� S1!

�� "

	� S′
2 �� N2 *�� *�� �� �� S2!

�� (�� φ(x1) = x2!

�� #����� ��� ���
��
���
 φ �� ��,	��� ��� 	�*���!

�� (�� Sπ =��	���� ���
�
 ����(N1, N2, φ)!

�� (�� S−1
2 �� ��� ������� �� S2!

�� 	���	� S1 ◦ Sπ ◦ S−1
2 !

@GH
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a���� ��� �����
�� k
�
������ �
������ ���� ����� m
���m����� ��

��; �� ��

������k��
� m
�k� ��k� ��� M
�
������ @? k�� @@ ��k� ���� ����� l
���� �
�

��� ��k� �
�� ����k�m� k�� m
���m�=

��� 3����
� ��� ���
����8�

U� ���� ��m��
�; �� ������� k� ���
�����k��
� 
� ��� k
�
������ �� ���� m�k�<

���= `��� ����
� ���
�����k��
� �� ������ �
 ��������� ��� ������� ���� ��

��km��m�= R�������
��; �� ��������k�� ��� ��k
��� 
� ��� �

���
�� l� �������

��� ��������m� 
� k 
k��� ���l�� 
� ������= M� �� mk��
� �k��
� 3�� ��� km��k


����k�m� l������ �k��� 
� ����
�	�%���� ��
l
�� �� Z\<�k��; k�� �
 �5m����

k
�
������ k�� 	�
��%�� m
�����m� ����������� �� ���m� �� mk� ����� ���

��k
��� 
� ��� �

���
�� l� m
��k���� ���� �
 �km� 
����; 
� �
 
���� 	�
��

l
����= M

 �k�k ��
� ����� ����������� mk� l� �
��� k� ��� C�� �k�k ���
��<

�
��; P[UI@?=C@A@>@BE?CBGF=

����� )	���	�
�4���
 ���4���

c� �k�� ���
������� ��� ��������m� �� ����
� 9�A=F: ���� k ���� ����
� ��<

����km� �
� k 9
����: ������k
; ���m� mk� l� �
��� k� ����� �������0�1�	�

+�	��%/
���
�+�/

/
��	�
�$��
����1�= `�� �m���� �������� k� ����� 3
�

m
��k����� ��
 ����
�	� 9�� �������� Z���m	 �
��k�; 
� k� ��� 
� ����� ��

����
� 
��� �
��k�:= [���� ������k
 
���
�� k�� ���� ���� �
 m�

�� ��� ������<

��m k�� ��� 
����� 
���
��=

`�� ���
�����k��
� ��
��� 
� ��� ����
� �km	k�� j����
�	�8 9�A=A:; �


��������� ��� ����
�	� k� ��k���= X�k� 
kl�
� k�� k��km��� �
 �
��� k� k

�
�� k����l��� mk

�� j
kl�
8= c��� ���� ���������k��
�; �� �� �k�� �
 ���������

������� ��
 ����
�	� k�� 9
kl�
��: ��
�
����m ����� ��� ����
�	� ���m��
�

��i��
�
����m= R
� 
�� ����
���; ���� �k	�� ��
�
������ m��m	��� 
� ����
�	�

�k�� ��
���= `�� 
�
� 
���� �k�� ���� �km	k�� �� ���� k�� �
 m��m	 �
� k�m����k


��
k��
�� l������ �
���; k�� �
 �k����
k�� ��� ��k��� 9k��
���� �
��� k��

���k���� �
���:=

����� /�

�
� ��	� �
 �
46��6�

U� _�m��
� F=A; �� �k�� ��
��� ��k� ��� ������� ���� 
� ��� ��������m� �� �

�<

�
��k
; l�� �� �k�� �
� ���������� ��� ������ 
� ��� �

��
��k
= T���; ��

��������k�� ��� ��km��mk
 ������� ���� 
� ��� ��������m�=


̀ ���� ��� ������� ����; �� �����k��� k 
k��� ���l�� 
� ����
�	 �k���=

Z���
�	� ���� 
l�k���� ����� ��� 
�
��� jZ�	 �����k�
�8 gf�k@Eh=

�

c� �����<

�

�����������
����
���	����
�������
&
��	�����
�
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����
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F=B= �̀����� ��� ��������m�

k��� A? ����
�	� �
� �km� 
� ��� �



���� �k�k������I ��� ���l�� 
� 
�k��� ��

n ∈ {5, 10, 20, 50, 100} k�� ��� ���l�� 
� ����m�
k��
�� k ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100}=
R
� k

 �k��� k�
�� ����� ���� ��� �k�� ���l�� 
� 
�k��� k�� ����m�
k��
��

9��m
����� ��� �k��� m
�������� 
� ��
 m
���� 
� ��� �k�� ����
�	:; k

 ���

��������m�%�
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� �
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� ��� ����� �
�� ����� �k�
; ��k�;
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�m�; k�� ��� ���� ���� �
 ��� ��� ��������m �k� ��m
����

����� ��� l��
�<�� j����8 �km	k�� 
� ����
� 9��� ���� �
 ��k� ��� ����� k��

�k�k������ �k� �
� ��m
����:=

M

 ����� ���� ��� 
� k X���� ������ ���� k� U���
 O
�� �F<GED?a O\a

������� k� 1.90ST� k�� 8192YN 
� PP^C ^MY m

m	��� �� k� 2400Y`>�=

`�� 
���k���� ������ �k� al���� @G=?C=C ���� k C=@D=?<@@G<������m 	����
=

`�� �
���k�� �k� ������� �� \���
� �����
� A=F=@F=

R����� F=EI `�� ��������m� 
� ��� ������� ���� 
� ��� ����� ���� �
� ��� ���

��2����� ��������m�=

:������

`�� ����
�� 
� 
�� ����������� k�� ��
�� �� R����� F=E= Z
�� ��k� ��� �k��
�

�����
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����
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�<�k��
� �����
��= R�������
��;
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; ���m� �k� l� k ����
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� ���
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��� �
 
l�k�� k ����
�	 ���� ��



���
��� k�m� k� 
� ��� �����= `��� �
�� mk� l� ����
k��� ����� k� �
�� ��


�k�
 �
���= Z
�� ��k� �� ��� ���������k�� ����
�	 
� ��� ����� �� �
� �k
��; ����

y �� ��� ����� m��
� 
� c; l�� ���� 
�
� 
�� �
�� ��5m��I x (x,y)−−−→ (c, d); �����

d �� ��� 
��� m��
� 
� c=

U����������
�; ��� �
m�����k��
� 
� ����� ����
�� �����
� �
�� �
���
��k


�
���; k�� �
� ��
=

�

`��� ����� k �
�k
 
� ����� �
���I k����� k ����m�
k��
�

�
��; ��
����� k ����m�
k��
� �
��; ��

mk���� ��� ��k� 
� k ����m�
k��
� ����; ��<



mk���� ��� �k�
 
� k� ����; ��������� ��� ����m��
� 
� k ����m�
k��
� ����; ���
km<

�

�������������
�(������(�
����
(�������&��!�$� ��#��
��
�����
�%�� G��

�������������
�(������(�
����
(�������&��!�$� ��#��
��
�����
�%�!�

ABA

M=A= \��

Z��

��� k ����m�
k��
� ���� k�� m�k����� l�k�m� 
������ k�� �������k�m� ��
lkl�
�<

����= `�� ���k�
� ������� �
� ����� �
��� k�� (0.1, 0.1, 0.15, 0.55, 0.15, 0.15, 2.8)
�����m����
�= M������� ��k� ����� ����
�� ��� ��� �k�
 k�� ��k� �
��� ��<

�m��l�� �� ��� �k���; k�� �
� k�
���� ��� 
� �
��� k� �����
��� �� ��� �
m�<

����k��
�; ��� ����
� ������ ���� ��km�� ���� m
���m��� �����=

"���� +$+$30&.

`�� 
k�� \��

Z�� ���m��
� �� m
������ �� YOYOi_Q]; ���m� ���� k Nk����k�

��m������ �
 m
����� k �
�����
� ������l���
� lk��� 
� ������m� �k�k gcZ@Gh=

`�� �
��
 
� ������m� ��

���
� �����
���� ���� ���m��
� �k	�� UX_ k�� ��<

l�����k��
� ���
 kmm
��� �� k ��
��<���m��� ����
�	 m
k
��m��� 9<A=2 : �������=

X�	� �
� ��� �����
�� ���m��
��; ��� �k��� �
�� �����
� ��� ���� �
���;

l�� �
�� �
� ��������k�� ��� ����
���� ��km� 
� ����
�	�= U� ���� mk��; ��� �
��<

�k�� m�

��� k �
�� ��
� ��� �



���� ���
�� �����I _mk
�<\
�_���; O�k���<

\
�_���; O�k���<U������k�m�; _mk
�<`���; O�k���<`���; _�k�<Z
���; R
��<

^���m�
k��
�; _
���<_�lZ��; Y
��< k̀�
; Y
��<T�k�; M��<^���m�
k��
�; k�� P�
���<

^���m�
k��
�= `�� 3��� 3�� 
� ����� k�� ������mk
 �
���= M�k��; �� �� �k�� �
 ���

��k� k

 �
���l
� �k�k����� �k
��� mk� l� ��km��� �
� k ����� ����
�	 �
�


��;

�
 �� ���� �
 ��� m
���m������� 
� ��� ��km� 
� ����
�	�=

`�� �
��� Y
��< k̀�
 k�� Y
��<T�k� k�� 
�	� ��� �k�
 k�� ��k� �
���

�� U����Z���
�	iYX; �� ��k� ���� ��� 
��������<A �

� �
���= M�k��; 
��

m
���m������� ����
�� mk� l� 
����k��� �
 ��
� ��� m
���m������� 
� ��� ��k�m�

��km�� 
� ���� �k���= T
�����; �� ���� �
 l� mk����
; k� ����� Y
��< k̀�
 k��

Y
��<T�k� �k	� ���
 kmm
��� ��� ������mk
 �k�k������ k� ��

I k Y
��<T�k�

�
�� �� k ��k� �
�� v (u,v)−−−→ (x, y) ����� t(y) < t(u); ��k� ��; �� �� ��k� ���

����
�	 ���� ��� ���� 
� ��� �����mk
 k���; u ���� l� ������ ��k� y=
M� k

 �
���l
� ������mk
 �k�k����� �k
��� mk� l� ��km��� ����� ��� �����<

�mk
 �
���; �� 
�
� ���k��� �
 ��
�� ��k� ����� �� ��m� k ��k���� 9�=�=; ��� 
�

�k�k����� �k
���: 
� ��� ����
�	 �
� �km� ��k� �
��= `��� �� �k�� �
 ��
��I

�� v (u,v)−−−→ (x, y) �� �k
��; ���� y �� �
� kl
�� u; �
 ����� ������ k �
�k
 
����

t : V → R ��m� ��k� t(y) < t(u)=
`��� ���
��� ��� ���k����� ��
 �
���
��k
 �
���%_�k�<Z
���; ���m� ��k��

��� �k����� 
� ��
 �k��
�
� ��
�m��� �
���; k�� _
���<_�l���; ���m� �� k �k�


�
�� ��k� �
��� ��� �k�
 �� 
� �
��%k�� �
� ����m�
� ��m���k�� �
 ��k�m� ���

��

� ��km�=

M�k��; ��� 
k�� ��
 �
��� k�� �����mk
 �
���; ��k� k


� �
� ��� ��k�m� �


��km� �����= T��m�; ��� m
���m������� �� �k��
� ��
���= Y
��
���; k��
���� 
��

����
�� kl
�� ��� m
���m������� 
� ����� �
 Y
��< k̀�
 k�� Y
��<T�k� �
���; ��

�� �k�� �
 ��� ��k� k ��k�m� mk� l� �2�m���� ���� ���� �����mk
 �
��� k�� kl����


� �k��=

ABB
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"���� ������	��
����

`�� NQM_` A=D �km	k�� /��4���+������ �� k Nk����k� ����
� lk��� 
�

������m� �k�k ��k� m
<�����k��� k ������l���
� 
� ���� ����� k� ��

 k� k ����
�	

gf[P_@Gh= M� ��m�; �� �� ��m� 
�	� ��� \��

Z�� ���m��
� YOYOi_Q]; ����

�
�� �k�� ��2����m�� k� 
����� �� ��� �k���= `���� 
� ����� ��2����m�� m
�m���

��� ��

���
�k�� �
��
� k�� ��� ���
��; �
 ���� k�� �
� ����m�
� ��
��k�� �
 ����

���m����
�= `�� �
���� ��2����m� �� ��k� /��4���+������ k


�� �
� �k�k

�


k�m� �� ��� ����
�	�; �����k� YOYOi_Q] �
�� �
�= ^�mk

 ��
� _�m��
� G=A=A

��k� ���� �� �
 �����; k� �k�k

�
 k�m� mk� l� ���
��� ���� 
�	� �k�k

�
 �k���=

`�� �
��� ���� �� ���� �km	k�� k�� k
�
 �
����
� ��2����� ��
� ��� 
��� ����

�� YOYOi_Q]= U� /��4���+������; ��� �
��� k��I Z
�� _
����; Z
�� a��<

�
��; U������k�m�<\�
lkl�
��� a���
��; U������k�m�<\�
lkl�
��� ^k��
�<ck
	;

^�

mk�� N�k�m�; M��<^���m�
k��
�; k�� P�
���<^���m�
k��
�=

`�� 3��� �
�� k�� ������mk
 �
���; ^�

mk�� N�k�m� �� k �
���
��k
 �
��;

k�� ��� 
k�� ��
 k�� �����mk
 �
���= ^�

mk�� N�k�m� ��m
���� �_\^ �
���; l��

k
�
 k


�� �
� k �
����
� �
�� �����k
 �
��= `��� �
�� m
�l���� k� 9���k
��:

�_\^ �
�� ���� k R
��<^���m�
k��
� �
��= Y
�� ���m���
�; �� ��� �_\^ �
��

u e−→ f ����
��m�� k m�m
� ���� ���� �
�� �� �



��� l� k R
��<^���m�
k��
� 
�

e= U� ���� ����
�� �� k ����
�	; ���� ���� m
�l��k��
� 
� k� �_\^ k�� R
��<

^���m�
k��
� �� m
�������� k �k
�� ^�

mk�� N�k�m� �
��= N�mk��� ���� �
��

��m
���� ��� �_\^ �
��; 
�� ����
�� ���
� ��k� ��� ����� 
� ��� ��k�m� ��km��

���� l� /��4���+������ k�� m
���m���=

"���� #"$1&/

NMO`Q^ gbcP

+
@Fh ���� k Nk����k� k���
km� �
 3�� ��� ����k


�� 
� lkm<

����k
 �k��
�� ����� ������m� �k�k k�� k� ��

���
�k�� ������m�>m
k
��m��m�

�
��
 �k�

��� �
 lkm����k
 �k�k= `�� ���m�3m k�� �� �
 3�� k ����<lk��� ���<

�
�	; ����� k ����� lk�� ���� ���������� ��� ���� ����
��m���� ����k

�� 9k
�


mk

�� ��� H	��F	 ��F
�: k�� ��� ����m�
k��
� k�m� ��������� ��m
�l��k��
�=

M� ��� ����
�	� k�� ���� lk���; ��� ����� 
� �
��� ���� �� ��� YOYO

Nk����k� �������m� k�� ����� ��2����� ��
� ��� �
��� �� ���� ������= U����k� 
�

�
���� k�m� �� ��� ����
�	; ���� �������k

� m�k��� ��� lk�� ����; k�� ����
�k<

��
��
� ��

mk�� ����m�
k��
� k�m� �
 m
������ ��� ���� k� ���m� ���� 
mm�����

9_�� R����� A �� ��� �k���:= T��m�; �� mk��
� ����m�
� k��
� 
�� m
���m�<

������ ����
�� �
 NMO`Q^= Z
��; �
�����; ��k� NMO`Q^ k
�
 ���� �����mk


�
���; ���m� mk� ���� ��� ����
�	 ���
 k ����; k�� ��k� ���� ���� ��km� �� m
�<

ABC

M=C= \��

Z���
�	�I _Zk]

��m��� ����
� l� �k�
 �
���; �
 �� �� �k�� �
 ��� ��k� NMO`Q^8� ��k�m� ��km�

�� m
���m��� ��������
���=

"���� $�4�/�

O
k
^� �� k �km	k�� ��k� ���� Nk����k� �������m� �
 3�� ����
�	� �
������ ����

��l����� ����� �
� ������m �������� �
� ������� gY_P

+
A?h= U� �k�

��� �
 ����

������� k� �� ���� k m
k
��m��� �
��
 ���� ��k��
������=

U� ��� YOYO ��
m���; O
k
^� ���� ��� �



���� �
���I �mk
� 
���k�
�;

������� �������
� 
���k�
�; k��>���
�� 
���k�
�; ��l����
�	 �
��� 
���k�
�;

��m�k��� 
���k�
�; ��ll� 
���k�
�; ����� ������� ���
���k�
�= M�
�� �����;

��� �mk
� 
���k�
� k�� ��� ������� �������
� 
���k�
� k�� ��� 
�
� �
��� ��k�

mk��
� m�k��� ��� ����
�	 �
�


��= `�� �
��� �� ���� ����
� k�� �����������;

�� ��k� ���� ���� �
���
� m�k��� ��� ��l������ 
� ��� ������� ����� ���� ���

����
�	 �
�


�� �� k
�����=

R
� ��� �k	� 
� m
���m�������; �� �
�� ��k� �km� ��� 
� ��l������� mk� l�

��km��� �� k ����� ����
�	 ����� ��� ������� �������
� 
���k�
�= `�� ������
�


� m
���m������� ���� ����
� m
��� �
�� �
 ��� m
���m������� 
� ��� ��km� 
�

����
�	 �
�


���� ����� ��� ���k����� �
���= M� ��� k��<���
�� 
���k�
� ��

��� �����mk
 �
�� ���� l� _Z\^ �
��� 9��� _�m��
� A=C=@:; k�� ��� ��m�k���


���k�
� ��m
���� rNNI �
��� ���� ������m��� �
 �����; �� �� �k�� �
 ��� ����

��km� �� m
���m���=

c� �
� m��m	 ������� ����� 
� ���� ��km� k�� k
�
 m
���m��� ����� ���

����� �
���= `��� mk� �k��
� l� ���� �
 l� ��� mk��; k� ��� ��l����
�	 �
���


���k�
� �� �
�


��mk

� ��� �k�� k� ��� _
���<_�lZ�� 
���k�
� �� \��

Z��8�

YOYOi_Q]I �� �� ����
� k� ���k�� 
� �
���k�� �k�
 �
��= M� k

 �����

k�� m
���m��� ����� �k�
 �
��� 9��m��� N (2, 1):; k�� �km� �k�
 �
�� mk� l�

���
km�� l� k� ���k�� �k�
 �
�� �



��� l� k �
���k�� �k�
 �
��; �km� ����

�� k
��k�� m
���m��� ����� ��� ��l����
�	 �
��� 
���k�
� k

��=

"�� /����-����
�� 2-60

`�� _Zk] ����
� 9_��m��� Z���
�	� k��
���� ]�k�����: �� k �k����� �����
<


�	�
��

� ����
�; ��k� m
������ ��� �����
<
�	�
��

� 
� k ��
� ����H��� ���<

�
�	 9�=�=; 
�
� ��� ����m�
k��
� k�m� k�� ����m���: l� mk
m�
k���� ��� 
�	�
��

��


� k

 ��� ��l����
�	� ���� �
�� 
�k��� g_XNM@Fh=

`�� ��k�m� ��k��� �� k ���� ���m�3�� ����; k�� ���� ��
m���� �
 ��k�m� ���<

�
�	 ��km� ����� ��� �



���� �
���I @: �
�� ��� 
����� 
� k� �������� ��l���

����J A: �
�� ��� �k���� 
� k� �������� ��l��� ����J B: ����
�� k ��k����<

�����l
� �����m�k��� �
�� 9ZZU: 
� k ���� ����J C: m�k��� ��� ����m��
� 
� k�

ABD
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"���� ������	��
����

`�� NQM_` A=D �km	k�� /��4���+������ �� k Nk����k� ����
� lk��� 
�

������m� �k�k ��k� m
<�����k��� k ������l���
� 
� ���� ����� k� ��

 k� k ����
�	

gf[P_@Gh= M� ��m�; �� �� ��m� 
�	� ��� \��

Z�� ���m��
� YOYOi_Q]; ����

�
�� �k�� ��2����m�� k� 
����� �� ��� �k���= `���� 
� ����� ��2����m�� m
�m���

��� ��

���
�k�� �
��
� k�� ��� ���
��; �
 ���� k�� �
� ����m�
� ��
��k�� �
 ����

���m����
�= `�� �
���� ��2����m� �� ��k� /��4���+������ k


�� �
� �k�k

�


k�m� �� ��� ����
�	�; �����k� YOYOi_Q] �
�� �
�= ^�mk

 ��
� _�m��
� G=A=A

��k� ���� �� �
 �����; k� �k�k

�
 k�m� mk� l� ���
��� ���� 
�	� �k�k

�
 �k���=

`�� �
��� ���� �� ���� �km	k�� k�� k
�
 �
����
� ��2����� ��
� ��� 
��� ����

�� YOYOi_Q]= U� /��4���+������; ��� �
��� k��I Z
�� _
����; Z
�� a��<

�
��; U������k�m�<\�
lkl�
��� a���
��; U������k�m�<\�
lkl�
��� ^k��
�<ck
	;

^�

mk�� N�k�m�; M��<^���m�
k��
�; k�� P�
���<^���m�
k��
�=

`�� 3��� �
�� k�� ������mk
 �
���; ^�

mk�� N�k�m� �� k �
���
��k
 �
��;

k�� ��� 
k�� ��
 k�� �����mk
 �
���= ^�

mk�� N�k�m� ��m
���� �_\^ �
���; l��

k
�
 k


�� �
� k �
����
� �
�� �����k
 �
��= `��� �
�� m
�l���� k� 9���k
��:

�_\^ �
�� ���� k R
��<^���m�
k��
� �
��= Y
�� ���m���
�; �� ��� �_\^ �
��

u e−→ f ����
��m�� k m�m
� ���� ���� �
�� �� �



��� l� k R
��<^���m�
k��
� 
�

e= U� ���� ����
�� �� k ����
�	; ���� ���� m
�l��k��
� 
� k� �_\^ k�� R
��<

^���m�
k��
� �� m
�������� k �k
�� ^�

mk�� N�k�m� �
��= N�mk��� ���� �
��

��m
���� ��� �_\^ �
��; 
�� ����
�� ���
� ��k� ��� ����� 
� ��� ��k�m� ��km��

���� l� /��4���+������ k�� m
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�	; ���� �������k

� m�k��� ��� lk�� ����; k�� ����
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� 
���k�
� k�� ��� 
�
� �
��� ��k�

mk��
� m�k��� ��� ����
�	 �
�


��= `�� �
��� �� ���� ����
� k�� �����������;

�� ��k� ���� ���� �
���
� m�k��� ��� ��l������ 
� ��� ������� ����� ���� ���

����
�	 �
�


�� �� k
�����=

R
� ��� �k	� 
� m
���m�������; �� �
�� ��k� �km� ��� 
� ��l������� mk� l�

��km��� �� k ����� ����
�	 ����� ��� ������� �������
� 
���k�
�= `�� ������
�


� m
���m������� ���� ����
� m
��� �
�� �
 ��� m
���m������� 
� ��� ��km� 
�

����
�	 �
�


���� ����� ��� ���k����� �
���= M� ��� k��<���
�� 
���k�
� ��

��� �����mk
 �
�� ���� l� _Z\^ �
��� 9��� _�m��
� A=C=@:; k�� ��� ��m�k���


���k�
� ��m
���� rNNI �
��� ���� ������m��� �
 �����; �� �� �k�� �
 ��� ����

��km� �� m
���m���=

c� �
� m��m	 ������� ����� 
� ���� ��km� k�� k
�
 m
���m��� ����� ���

����� �
���= `��� mk� �k��
� l� ���� �
 l� ��� mk��; k� ��� ��l����
�	 �
���


���k�
� �� �
�


��mk

� ��� �k�� k� ��� _
���<_�lZ�� 
���k�
� �� \��

Z��8�

YOYOi_Q]I �� �� ����
� k� ���k�� 
� �
���k�� �k�
 �
��= M� k

 �����

k�� m
���m��� ����� �k�
 �
��� 9��m��� N (2, 1):; k�� �km� �k�
 �
�� mk� l�

���
km�� l� k� ���k�� �k�
 �
�� �



��� l� k �
���k�� �k�
 �
��; �km� ����

�� k
��k�� m
���m��� ����� ��� ��l����
�	 �
��� 
���k�
� k

��=

"�� /����-����
�� 2-60

`�� _Zk] ����
� 9_��m��� Z���
�	� k��
���� ]�k�����: �� k �k����� �����
<


�	�
��

� ����
�; ��k� m
������ ��� �����
<
�	�
��

� 
� k ��
� ����H��� ���<

�
�	 9�=�=; 
�
� ��� ����m�
k��
� k�m� k�� ����m���: l� mk
m�
k���� ��� 
�	�
��

��


� k

 ��� ��l����
�	� ���� �
�� 
�k��� g_XNM@Fh=

`�� ��k�m� ��k��� �� k ���� ���m�3�� ����; k�� ���� ��
m���� �
 ��k�m� ���<

�
�	 ��km� ����� ��� �



���� �
���I @: �
�� ��� 
����� 
� k� �������� ��l���

����J A: �
�� ��� �k���� 
� k� �������� ��l��� ����J B: ����
�� k ��k����<

�����l
� �����m�k��� �
�� 9ZZU: 
� k ���� ����J C: m�k��� ��� ����m��
� 
� k�

ABD



!� .�2��2
��	�
� *���� �
 /����2��

�������� ��l��� ����J k��; D: k�� k ��l�����k��
� �� ��� m������ �
�


�� �k�

k < km; ����� km �� ��� ���� ���m�3�� �k���k
 ����m�
k��
� ���l�� m
��������

�� ��� ��k�m�=

U� ��� 3��� ��
 
� ����� �
���; ��� �
<���� �� m�
��� ��
� ��� j��m�����8 
�

��� m������ �
����
� 
� ��� �
���� ����
���= c� k����� ���� ��k�� ��� �
��

�� km��k

� k� ZZU �
�� ��k� �
��� k� ����
��� 
� k ����m�
k��
� k�m= R
� ���

����� ���� 
� �
��; �� �� �
� ��3��� ��k� �� ��k�� �
� k� ZZU �
�� �
 l�

����
���� 
� k ���� ����; l�� k �������m� �
 gTXYc@Eh �� ����� �
� k ����
k�

��3����
�= `����; k� ZZU 
� k� k�m (u, v) �� ������ k tail1 �
�� v (v,·)−−→ (·, u)
����� u �� k ���� �
��; 
� k tail1 �
�� v (v,·)−−→ (u, z) ���� z �= v=

U� _Zk] ���� ���� ��3����
� �
� ZZU �
���; ���� ��� �
��� ���� l� _Zk]

��m
��� 
�� �ZZU �
��� �
� ��� �



���� ��k�
�= M

 �ZZU �
��� ��k� �
�� k�

����
��� 
� k ����m�
k��
� k�m 9������ �k�
 
� ��k�: k�� ��m
���� �� ��� 3��� ��


�����= M

 
���� �ZZU �
��� �
�� k ���� k�m; k�� ���� ���� l� tail1 �
���=

`�� 
�
� 
� ����� ��k� k�� ��m
����; k�� 
� ��� ����� ����= O
�k�
�; ���� ����


� �
�� �
�� �
� ��m
��� k

 �ZZU �
��� k� ��3��� �� ���� ������; k� �� mk��
�

�
�� k �k�
 �
��; �� �
 k ����m�
k��
� k�m; 
� �����k�� ���
��� k ����m�
k��
�

�
��= T
�����; k

 ����� �
��� ����
� �� k ����
�	 ��k� mk� k
�
 l� 
l�k����

����� ��2����� ����� 
� �
��� ���� l� _

-�<X���� k�� M�*; k� mk� l� ���� ��

R����� M=B=

x

y

u

v

yv

u

x

x

y

u

v

w

w

w

SNaQ-3

tail1

x

y

v

SNaQ-2

tail1

uw

z

x

y

v

uw

z

x

y
v

uw

z

x

y

v

SNaQ-2

tail1

u

w

x

y

v

u

w

x

y

v
u

w

x

y

v

u

w

SNaQ-2

R����� M=BI `�� �ZZU �
��� �
� ��m
���� �� ��� _Zk] �
��� mk� k

 l� ��<

�
km�� l� �
��� ���� l� _Zk]= Qkm� ����� �
�� �� k tail1 �
�� �
� ���
�m��
�

��m
���� �� ��� �
��� ���� l� _Zk]; k�� ��� l
��
� ������m� �� k ����
k��
�


� ���� �
�� 3����� ������ ��� _Zk] ��k���
�	=

`�� ����m��
�<m�k����� �
��� k�� ����������� k� ��

; k� ���� k�� k��
��� �


����<����m��� ����
�	�= `���� �
��� 4�� ��� ����m��
� 
� k ����m�
k��
� k�m; �


��k� ��� ��k� 
� ���� k�m l�m
��� k ���� �
�� k�� ��� �k�
 l�m
��� k ����m�
k��
�

�
��= U� k ����m��� ����
�	; 	������ ��� ����m��
�� 
� k

 
���� k�m� �
�
� ��

�

ABE

M=D= S`���

��3�� ��� ��� ����
�	; l�� �
� k ����<����m��� ����
�	; ��� ��� ����m�
k��
�

�
�� 
�
� �k� 
�� ��3��� ����m�
k��
� k�m k���� ���� �
��= `�� �k��� �
�� �
�

���m��� �
� ��� ��� ����m�
k��
� k�m k��km��� �
 ���� �
�� �� m�
���=

`�� ����
�� ������m� �
 ����<����m��� 
���
<@ ����
�	� 9���� �k�k

�
 k�m�:=

R
� m
���m�������; ��� �k��� �����
�� T�l�� �� k
= gTXYc@Eh; ���m� ��
���

m
���m������� 
� ��� ��km� 
� ������m��� 
���
<@ ����
�	� ����� X_` �
���; k

m
�l��k��
� 
� ZZU k�� k �����mk
 �
�� mk

�� k B���� 2�H	� 
���k��
�= Mm<

m
����� �
 _

-�<X���� k�� M�* 9g_XNM@Fh:; ���� �������� ��k� ����� �
���

k�� ��5m����= T
�����; ���� ��

� 
� m
���m������� ���� ������m�� ��k� �
 ��k



��� ����� 9_�� R��= @ �� gTXYc@Eh; k�� 
l����� ��k� ��� ����<A ����
�	� k��


�
� m
���m��� �
 ����<@ ����
�	�:= _�m� ������m�� k�� ��
�	�
� �
 
mm�� �� ���

��k�m� l� _Zk]; k� ��� 
�
� ��
�
��� �����mk
 �
��� ��m��k�� ��� ����m�
k��
�

���l��= ^���m�
k��
� k�m� k�� 
�
� ���
��� ���� ����� �� �
 �������k�m� 
�

������m ���
��k��
� ��k ��k� k�m 9k� ����� l� ��� ������mk
 �k�k������:= Y
��<


���; �� T�l�� �� k
=; ����
�	� �
 �
� �k�� �k�k

�
 k�m�; �
 k �
�� m
��
���

��

� 
� m
���m������� 
� ����� 
� ����
�	 ��km� k� ���� l� _Zk] �� �k��k����I

��� ����
�� �
� ����m��� ����
�	� �� ���� ������; �
������ ���� ��� �km� ��k� k

����<����m��� ����
�	 
�����kl
� 9l� ��� ��3����
� �� g_XNM@Fh:; ���
� ��k�

��� ��k�m� ��km�� 
� _Zk] k�� m
���m���=

"�� (3	��

S`��� ���� k �k����� 
�	�
��

� k���
km� �
 3�� k�������� ��k��� lk���


� 

mk
 ����k

����%���m� mk� l� ��
���� 
� k� ���� �����%�� k �k�����


�	�
��

� ������� ������ k m
k
��m��� ������� gc�A?h= R�
� k ��k�� ���
����mk


������m����; k�������� ��k��� k�� ��� �k�� k� ���

������m ����
�	�= `��

�k�� ��2����m� �� ��k� k�������� ��k��� k�� ���� �
� ��k

�� �mk
� ��
m����� ��

�
��
k��
��; �����k� ��� �k�� ��k��� k�� mk

�� ���

������m ����
�	� ����

���� ��������� ����
k� ��
m����� 
��� 

���� ���� ����
��=

M�k��; ����m�
� m
������� ��� 
����k
 ����
�	 �� �k��; �
 k ��

<m
��l���

��������m �� ����= 
̀ ��k�m� ��� ��km� 
� ����
�	�; S`��� ���� �ZZU �
��� 
�

��� �



���� ����I vp
(vp,vc)−−−−→ (vq, vsp); ����� vq �� k ���� �
�� ���� m��
���� vsp

k�� vp; ��� 
k���� 
� ���m� �� k ���� �
�� ���� m��
���� vc k�� vs= Mmm
����� �


��� �k���; ��� ����
� 
�
� ���� ����� ����� 
� �
���; k�� 	���� ��� ���l��


� ����m�
k��
�� 9k�������� �
���: m
���k��=

U����������
�; ��� ����
���� ��km�� 
� ����
�	� k�� ���m
���m���; ���� 
����

k 
k��� ���l�� 
� m
��
�����= R
� ��k��
�; l�mk��� 
�k��� mk��
� �
�� �k��

����m�
k��
�� 9R����� M=C:= M
��
��� ��� ����
� �� k ��������m k�� �
�� �
�

m
k�� �
 3�� k� 
����k
 ����
�	; ���� mk� ���

 
�k� �
 
k��� ��
l
���= `��

�k��� �
�� m
k�� ��k� ��� ����
�� 
l�k���� ����� S`��� k�� 
� k �

� ��k
���;

ABF



!� .�2��2
��	�
� *���� �
 /����2��

�������� ��l��� ����J k��; D: k�� k ��l�����k��
� �� ��� m������ �
�


�� �k�

k < km; ����� km �� ��� ���� ���m�3�� �k���k
 ����m�
k��
� ���l�� m
��������

�� ��� ��k�m�=

U� ��� 3��� ��
 
� ����� �
���; ��� �
<���� �� m�
��� ��
� ��� j��m�����8 
�

��� m������ �
����
� 
� ��� �
���� ����
���= c� k����� ���� ��k�� ��� �
��

�� km��k

� k� ZZU �
�� ��k� �
��� k� ����
��� 
� k ����m�
k��
� k�m= R
� ���

����� ���� 
� �
��; �� �� �
� ��3��� ��k� �� ��k�� �
� k� ZZU �
�� �
 l�

����
���� 
� k ���� ����; l�� k �������m� �
 gTXYc@Eh �� ����� �
� k ����
k�

��3����
�= `����; k� ZZU 
� k� k�m (u, v) �� ������ k tail1 �
�� v (v,·)−−→ (·, u)
����� u �� k ���� �
��; 
� k tail1 �
�� v (v,·)−−→ (u, z) ���� z �= v=

U� _Zk] ���� ���� ��3����
� �
� ZZU �
���; ���� ��� �
��� ���� l� _Zk]

��m
��� 
�� �ZZU �
��� �
� ��� �



���� ��k�
�= M

 �ZZU �
��� ��k� �
�� k�

����
��� 
� k ����m�
k��
� k�m 9������ �k�
 
� ��k�: k�� ��m
���� �� ��� 3��� ��


�����= M

 
���� �ZZU �
��� �
�� k ���� k�m; k�� ���� ���� l� tail1 �
���=

`�� 
�
� 
� ����� ��k� k�� ��m
����; k�� 
� ��� ����� ����= O
�k�
�; ���� ����


� �
�� �
�� �
� ��m
��� k

 �ZZU �
��� k� ��3��� �� ���� ������; k� �� mk��
�

�
�� k �k�
 �
��; �� �
 k ����m�
k��
� k�m; 
� �����k�� ���
��� k ����m�
k��
�

�
��= T
�����; k

 ����� �
��� ����
� �� k ����
�	 ��k� mk� k
�
 l� 
l�k����

����� ��2����� ����� 
� �
��� ���� l� _

-�<X���� k�� M�*; k� mk� l� ���� ��

R����� M=B=

x

y

u

v

yv

u

x

x

y

u

v

w

w

w

SNaQ-3

tail1

x

y

v

SNaQ-2

tail1

uw

z

x

y

v

uw

z

x

y
v

uw

z

x

y

v

SNaQ-2

tail1

u

w

x

y

v

u

w

x

y

v
u

w

x

y

v

u

w

SNaQ-2

R����� M=BI `�� �ZZU �
��� �
� ��m
���� �� ��� _Zk] �
��� mk� k

 l� ��<

�
km�� l� �
��� ���� l� _Zk]= Qkm� ����� �
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� ���� k�m l�m
��� k ���� �
�� k�� ��� �k�
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� ��� ��� ����m�
k��
� k�m k��km��� �
 ���� �
�� �� m�
���=
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���

m
���m������� 
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� _Zk] k�� m
���m���=

"�� (3	��
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������m ����
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����k
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���� ����I vp
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��� �k���; ��� ����
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�
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� �� k ��������m k�� �
�� �
�

m
k�� �
 3�� k� 
����k
 ����
�	; ���� mk� ���
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l���
�<R
�
�� ����k�m�

l������ ��� ����� T k�� T ′
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U� ��� ���m����
� 
� ���� ������; �� �k�� k
��k�� �����
��� �����k
 
���

��
l
��� ���k����� ��� ����� 
� ��k��k������� �
���= M� ����� ���� ����
<

��m�� ���m���k
; �� ��

 �
� ���� k �
�� m
��
��� 
������� 
� ��m� ������
��=

`��� 
��� �� 
�
� �k��
� �������� l� ������
�� ���k����� ��� �5m���m� 
� �
��� ��

��������m� k�� Nk����k� �������m��= M 
k���� �k�� 
� ����� ������
�� k�� lk���


� ����
k� ������
�� �
� �����; 
� 
� 
��� ����m��
�� �



���� ��
� ������� ��

���� ������=

#�� (6�� �
 ���� ������

#���� $�

�6���
���

c� �k�� ��

� m�k�km������� ��� m
���m������� 
� ��km�� ����� tail1; tail; head;

head2; rSPR; rNNI; SPR; k�� NNI �
���; ��m��� �
� ��� ��km�� Ṅhead2(n, k,m)
���� m > 0= M� �����
��� �� _�m��
� C=C=A; �� 	�
� ����� ��km�� k�� ���m
�<

��m���; l�� �� �
 �
� 	�
� �
 ��k� ������= `���� k�� ��
 
��� ��
l
��� �


���� ���k��=

• U� ����� k ����
� m�k�km�����k��
� �
� ��� m
���m��� m
��
����� 
� head2
��km��L

• M�� k

 ��km�� Ṅ (n, k,m) m
���m��� ����� headm+2 �
���L

`�� ��k�
� �
� ��� ���m
���m������� �� ����
k� �
 ��k� �
� head1 �
���; �����

k ��k� mk��
� l� �
��� �k�� ��� �k�
= M� head1 �
��� k�� k �
�� 

��mk
 m�
�m�

�
� k 

mk
 �
�� ��k� head2 �
���; �� �� �
��� ��������k���� ��� m
��
����� 
�

head1 ��km� k� ��

=

• U� ����� k ����
� m�k�km�����k��
� �
� ��� m
���m��� m
��
����� 
� head1
��km��L

#���� %�4	���
 5��
��

N������ m
���m�������; ��� 
���� �k�� �
m�� 
� ���� ������ ���� ��� ��k������


� k

 ������� ��km�� 
� ����
�	� 9 k̀l
�� G=@; G=A; k�� G=B:= Yk�� 
� �����

l
���� k�� k�����
��mk

� �����%����� ��� k�����
��m l
��� �� ����� �� Θ<
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�k��
� �� ��� �kl
��%���� ��
��� ��� 

��� k�� ����� l
���� �k� l� �����
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� ��k� 
�� l
���� �
� ����
�	� ����
�� ������k
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�
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� ����� �
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R
� ����
�	� ���� ������k
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�
� ����� l
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���J k�� �
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�	� ���� ������<A �
���; �
�� 
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�� l
���� �k��
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N=@= Sk�� �� ���� ������

l��� ��
��� �����; k� �
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���� ��m
��� ��� ���l�� 
� ������<A �
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 ��� �
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���� �
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��� ��m��� �
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���

���� �����
���=

• P�������� k�����
��mk

� ����� l
���� �
� ��� ��k������ diamM (n, k);
diamM (n, k, 0); k�� diamM (n, k,m)=

c� m
���m���� ��k� diamtail1(n, k) = Θ(n log n+k log k) ���m� �k� l� ��
�kl
�

����� k ��m������ ����
k� �
 ��� 
�� ���� �
� �ZZU �
���= `�� �k�� ����� �
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�� k�� ��k� k�� ����
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� l� ������ ���
 k ����<lk��� ����
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���m���� ��k� ��� ��k����� l
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�
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� ���
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�� �
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�� ����� k 
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� ��k� �
���= c� �k�� ��
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���k�� ���l�� 
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���; l�� �� �k�� �
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���m������� 
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���m������; �
� ��k��
�; l� �
��m��� ��k� �
� �km�

���� T 
� n 
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��� �� Tk��
�
��k�= M� N (n, 0) � U(n+ 1, 0)
9X���k A=EC:; ���� k
�
 ��
��� Tk��
�
��m��� 
� �

��� ZZU ���� ��km��=

R
� ���� ������
�; �� �� k
�
 �
��� ���������� ��� ��3����
� 
� k ����
�	 ��km�=

U� 
�� ��3����
�; �� �� k ����
� ��k��; ����� ��
 ����
�	� k�� m
���m��� �� �����

�� k �
�� ��k���
����� 
�� ���
 ��� 
����= U� �k�� k��
�mk��
��; �
�����; k

�����l
�� �� m�
��� l� ������ k �k��
� �
�� 9�
����k� ����
��
�:; k�� �
�

l� m�
���� k �����l
�� ����
��
� k� �k��
�= 
̀ ��4�m� ����; �� �k� �k	� �
��

ACG

N=B= ^�k��k������� �
��� �� ��m
�����m��
�

����� �
 ���� ��km�� 
� ����
�	� k� ��
����k���; ����� �km� ���� ���������� k

�
��=

• c�k� k�� ��� ������� k�� �k����� �����l
���

� �����L

• c�k� k�� ��� ������� k�� �k����� ���l�� 
� �k
�� �
��� �
� k ���<

�
�	 �� k ����� ��km�L U� 
���� �
���; ��k� k�� ��� �����k
 k�� �k���k


������� 
� ��� �
��� �� ����
�	 ��km�� ���� ������ k� ��
����k���L

Z����l
���

� ����� �k�� l��� ������� �� ���k�
 �
� ����<m��
� ����
�	� gW
k@Glh=

Z
 ��������� ����� �k� l��� �
�� ���
 �����l
���

� ����� �
� �����k
 ����
�	�;

�
�����= R
� ����� ����
�	�; �� �
 �k�� �
�� �����k
 
l����k��
�� kl
�� ���

�k���k
 �����l
���

� �����; l�� ���� �
 �
� ��4�m� ��� �k��k��
� �� �
���l
�

�����l
���

�� �
� ��2����� ����
�	�=

• T
� k�� ��l������� ��km�� ��
k���L U� 
���� �
���; m
��k�� NrSPR(n, k)
�
 NrSPR(n+ 1, k) k�� NrSPR(n, k + 1)=

R
� �km� ����
�	 �� NrSPR(n, k); �� mk� k�� k� ����k 
�k� �
 3�� ��
���
�

����
�	� �� NrSPR(n + 1, k); k�� k

 ����� ��� ����
�	� k�� ����� ����
k�=

T��m�; ����� ���� l� �
�� ��
k��
� l������ NrSPR(n, k) k�� NrSPR(n+ 1, k);
l�� �� �� �
� m
�k� �
 ��k� ������ �� mk� 3�� NrSPR(n, k) ������ NrSPR(n+1, k)=
M ����
k� 
l����k��
� �

�� �
� NrSPR(n, k) k�� NrSPR(n, k+1)= 
̀ ��� k� ���k


� ��m� ��
k��
��; �� ����� l� ����������� �
 ��

� ���m��l� NrSPR(n, k) �
� ��k



n k�� k= R
� �����; ����� �k� k
��k�� l��� �
�� �������� �� ��

� ���m��l���

����� ��km�� gcYU@Gh=

#���� )
��
46���
 ���� 
�6�
��
�6���
 	������

N������ 	�
���� �
�� kl
�� ��� ��km� k� k ��k�� 
� ����
�; �� mk� ��� �
 ��<

�����k�� ��� ������
k� l������ ��� ����
�� k�� ���� ��k��= U� �k���m�
k�; ��

��
�
� ��� �
 �������k�� ��� l��k��
�� 
� �k��
� �k
	� 9�=�=; Yk�	
� m�k���:


� ����
�	 ��km��; k�� ��� �����km��
� 
� 
������k��
� m������k ���� ��k��k���<

���� �
���= `�� �
���� 
�k��; k�
�� 
�����; �
 ��� �



���� ��
l
���=

• a������k�� �k��
� �k
	� 
� ����
�	 ��km��=

• P�������� ��� ^�mm�$[
���� m���k���� 
� ����
�	 ��km��=

`�� ��m
�� 
� ����� �� �����
� ��
k��� �
 ��� 3���; k�� �k� l��� ������� �
� ����

��km�� gcYU@Fh= U� �� ��
�	�
� �� ��

 �������k�� ����� �k��
� �k
	� ���
���

�k����k��mk
 ������� k

��; k�� ��km��mk
 ����������� ��

 l� ������ k� ��



�
 ��������� ��� l��� m
�l��k��
�� 
� �
��� �
� ��2����� �����
���� �
��
�=

ACH



"� ,��
 -��3��	�

R
� 
������k��
� ��
l
���; �� ��

 ���� �
 �������k�� ��� ������
k� 
�

�
��� k�� 
l��m���� ���m��
��= `��� ��k�� �� �k�� �
 k����� ������
�� 
�	� ���

�



���� �
� k

 
������k��
� m������k; ��m� k� �k����� �k����
��; �k�����


�	�
��

�; k�� ���� m
k
��m��m�=

• U� ��� ��l��km� 
� 
����k
 ����
�	� m
���m���L

• Ok� 

mk
 
����k l� k�l���k��
� lk� m
��k��� �
 ��� �

lk
 
������L

• T
� ��m� mk� ��� 
l��m���� ���m��
� m�k��� k���� 
�� �
��L

`���� ����� 
� ������
�� �k�� l��� ��������k��� ��k����
�; l�� ����� �k� l���

�
�� �������� �� ����� ��
l
��� �
� �����= R
� ��k��
�; ��� �����km��
� �k�

��������k��� �
� 
�	�
��

� �� gYc@Ah; k�� �
� �k����
�� �� gaR_V@Eh= Y
��<


���; k�
�� ��� ����
�� �� �k�� �������� �� O�k���� M; 
�
� Yk�	�� k��

Q�
������� gYQ@Hh ����� k �����
� 
� ��� ����� ������
�=

#���� $�	�4
�
� 
����
��

R��k

�; ��� ��k��k������� ����k�m� mk� k
�
 l� ���� k� k �k� �
 m
��k��

����
�	� 
� 3�� k� k���k�� 
� m
������� ����
�	= M� ��� ��k��k������� ���<

�k�m�� k�� �k�� �
 m
�����; k�� �����k
 
���� ����k�m�� k�� �k�� �
 m
�����

g�=�=; VY^_@Hh; �� �� ���
��k�� �
 	�
� ������� ��� ��k��k������� ����k�m��

km��k

� k�� ���
��k��
�=

• T
� �
 ��� ��k��k������� ����k�m�� m
��k�� �
 
���� ����k�m�� ��m� k�

��� ^
l���
�<R
�
�� ����k�m�L

_�m� k �
m�� 
� �k������ ����k�m�� �� 
��� �����
 ���� �� ���� �
 m
��k�� k

��� 
� ����
�	�= U� ��k� mk��; �� �k� ���� �
 m
����� ��� �F���� 
� ��m�

k ��� {Ni}li=1 
� ����
�	� 9�=�=; ��� �����k
 ����k�m� d �
 ��k� ����� ������ k

����
�	 N ���� d(N,Ni) ≤ d �
� k

 i:= O
������� ���� �� k� 
�k�� k� �k�� k�

* $���2
4�; l� k ����m��
� ����� ��� ��� m
������ ����
� 
� ��
 ����
�	�=

`��� m����k
 ����
�	 mk� �
���l
� l� ���� k� k H�������� ������� =

• _���� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	� �� ����
�	 ��km�=

• T
� �k�� ����
�	� mk� ����� l� ��k� ��k
��� ��� �k���� 
� k ��� 
� ���<

�
�	�L

• M�� ����� ����
�	� �����
 k� m
������� ����
�	�L

U����������
�; �� ����� 
�� �k�
 �
�� k�� �_\^ ��������m� mk� l� ���� �
 3��

����� l
���� 
� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	� k� ��

= R
� ��k��
�; �� �_\^

AD?

N=B= ^�k��k������� �
��� �� ��m
�����m��
�

k�� �k�
 �
�� ��������m� 
� ���� ������; �� mk� ����
� ��m	 k 

���� �
�� �� 
��


� ��� ����
�	� k�� k��
� ��� ��l�
������ �
 �
���� k

 
���� ����
�	� ����


�
 ��k� k �
�� mk� l� k���� �
 ��� ��
�
������� l������ k

 ����
�	�=

• Y
���� ��� ��������m� �
 ���� m
����� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	�=

`��� �
�� �
� �
�	 �
� ��k� �
���; k� ��� ����
�	� 
�
� l�m
�� �
�<
kl�
��

��
�
����m k���� ��� �
�<�
�� �k�� 
� ��� k
�
�����= `��� �� k�
���� ��k�
� �


3�� k ��� l
��
�<�� ��������m �
� ��k� �
���=

AD@



"� ,��
 -��3��	�

R
� 
������k��
� ��
l
���; �� ��

 ���� �
 �������k�� ��� ������
k� 
�

�
��� k�� 
l��m���� ���m��
��= `��� ��k�� �� �k�� �
 k����� ������
�� 
�	� ���

�



���� �
� k

 
������k��
� m������k; ��m� k� �k����� �k����
��; �k�����


�	�
��

�; k�� ���� m
k
��m��m�=

• U� ��� ��l��km� 
� 
����k
 ����
�	� m
���m���L

• Ok� 

mk
 
����k l� k�l���k��
� lk� m
��k��� �
 ��� �

lk
 
������L

• T
� ��m� mk� ��� 
l��m���� ���m��
� m�k��� k���� 
�� �
��L

`���� ����� 
� ������
�� �k�� l��� ��������k��� ��k����
�; l�� ����� �k� l���

�
�� �������� �� ����� ��
l
��� �
� �����= R
� ��k��
�; ��� �����km��
� �k�

��������k��� �
� 
�	�
��

� �� gYc@Ah; k�� �
� �k����
�� �� gaR_V@Eh= Y
��<


���; k�
�� ��� ����
�� �� �k�� �������� �� O�k���� M; 
�
� Yk�	�� k��

Q�
������� gYQ@Hh ����� k �����
� 
� ��� ����� ������
�=

#���� $�	�4
�
� 
����
��

R��k

�; ��� ��k��k������� ����k�m� mk� k
�
 l� ���� k� k �k� �
 m
��k��

����
�	� 
� 3�� k� k���k�� 
� m
������� ����
�	= M� ��� ��k��k������� ���<

�k�m�� k�� �k�� �
 m
�����; k�� �����k
 
���� ����k�m�� k�� �k�� �
 m
�����

g�=�=; VY^_@Hh; �� �� ���
��k�� �
 	�
� ������� ��� ��k��k������� ����k�m��

km��k

� k�� ���
��k��
�=

• T
� �
 ��� ��k��k������� ����k�m�� m
��k�� �
 
���� ����k�m�� ��m� k�

��� ^
l���
�<R
�
�� ����k�m�L

_�m� k �
m�� 
� �k������ ����k�m�� �� 
��� �����
 ���� �� ���� �
 m
��k�� k

��� 
� ����
�	�= U� ��k� mk��; �� �k� ���� �
 m
����� ��� �F���� 
� ��m�

k ��� {Ni}li=1 
� ����
�	� 9�=�=; ��� �����k
 ����k�m� d �
 ��k� ����� ������ k

����
�	 N ���� d(N,Ni) ≤ d �
� k

 i:= O
������� ���� �� k� 
�k�� k� �k�� k�

* $���2
4�; l� k ����m��
� ����� ��� ��� m
������ ����
� 
� ��
 ����
�	�=

`��� m����k
 ����
�	 mk� �
���l
� l� ���� k� k H�������� ������� =

• _���� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	� �� ����
�	 ��km�=

• T
� �k�� ����
�	� mk� ����� l� ��k� ��k
��� ��� �k���� 
� k ��� 
� ���<

�
�	�L

• M�� ����� ����
�	� �����
 k� m
������� ����
�	�L

U����������
�; �� ����� 
�� �k�
 �
�� k�� �_\^ ��������m� mk� l� ���� �
 3��

����� l
���� 
� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	� k� ��

= R
� ��k��
�; �� �_\^

AD?

N=B= ^�k��k������� �
��� �� ��m
�����m��
�

k�� �k�
 �
�� ��������m� 
� ���� ������; �� mk� ����
� ��m	 k 

���� �
�� �� 
��


� ��� ����
�	� k�� k��
� ��� ��l�
������ �
 �
���� k

 
���� ����
�	� ����


�
 ��k� k �
�� mk� l� k���� �
 ��� ��
�
������� l������ k

 ����
�	�=

• Y
���� ��� ��������m� �
 ���� m
����� ��� �k���� 
� k ��� 
� ����
�	�=

`��� �
�� �
� �
�	 �
� ��k� �
���; k� ��� ����
�	� 
�
� l�m
�� �
�<
kl�
��

��
�
����m k���� ��� �
�<�
�� �k�� 
� ��� k
�
�����= `��� �� k�
���� ��k�
� �


3�� k ��� l
��
�<�� ��������m �
� ��k� �
���=

AD@



���������� ����

1�	�� �	�����

@?<?B<@HHA N
�� �� S����; `�� Z�����
k���=

A??C$A?@? S���k���� 9S�k��k� _m�


:

_����
��	 S���k���� Z�������; Z�������

A?@?$A?@C N=_m= N�


��

a���m�� a���������

B�����- Yk�	
�	����� �� �� U����


��� �� Q��<

����


���

A�
������� $- O������kk� T= �k� P
��; Y=_m=

A�
������� %- \�
�= P�= ^=V= �� N
��

A?@A$A?@C N=_m= Yk����k��m�

a���m�� a���������

B�����- P��k��mk
 \�
������� 
� O�

�
k� M��
�k�k

A�
�������- P�= _�k�k	 k̀k��

A?@C$A?@F Y=_m= Yk����k��mk
 _m���m��

a���m�� a���������

B�����- ^k��
� S�
�����m O
��
����

A�
�������- P�= 
̀l�k� Y1

��

A?@F$A?A@ \�=P= ^���k�m�

P�
�� a��������� 
� �̀m��


��

B�����- ^�k��k����� \��

������m Z���
�	�

?��
����- \�
�= ��= W= Mk��k


2�
��
����- P�= ��= X=V=V= �k� U����


ADA

��
� 
� ���������
	


+��

6� "
��8���

#! ����� �������� :E�� 7����� =���� 9 2����� 9�� �E� 6����	� E�� 0�	��� ?G�� 

�E�EGGE! 2�
	����� ��� ����� �� ������ 
��	�������G ������� �
EG� ����� �E�	


����! !������	 
� �+����+��-+� ,�
�
��� *"�*�,$#))�$$"*� $"#*

$! C������� :��E�E
�� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� E�� A�� 

G��� :��	���! >�G������G���� ���� G��	� �������� ���
 ����G�	E�� ���� ��	����

��F��������! !������	 
� �+����+��-+� ,�
�
��� *#�#"�,%*$%�%*(%� $"#+

%! ����� �������� :E�� 7����� ?����� 8�	�� 4������� ?�E
��	��� E�� @E��E��

B�! @�������� �� ���
	E� ��E
��, /������ F�E
F	�� E�� E

	�GE�����! &
��	+�


� $�+��  ��
�����
 +	�  ����-+��
	
� $%�&�� $"#+

&! ����� ������� E�� 7��E��E� 8	E������! >�E��E���
��� �
��E����� �� �� 

������ 
��	�������G ��������! )��
�� +	�  ����-+��
	
 
� $�+��
� (�$�� $"#+

'! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! =�	���
�E	 ��
� E	������
� ��� 
��	�������G �������G� 
��F	�
� ����	� 

��� ��
	�GE���� E�� ����G�	E����! %###� "' )�+	
+-��
	
 
	 "
����+��
	+�

!�
�
�� +	� !�
�	�
��+��-
� #)�#�,#&�$(� $"#+

(! ����� �������! @�� F������ ��
F�� �� ����G��� ��E
��, /����� E�� G�

� 

�E����E	 G�

	�����! )��
�� +	�  ����-+��
	
 
� $�+��
� )�#�,*� $"$"

)! ����� ������� E�� C������� :��E�E
�! <� G����� 
�G���� E�� ������� G�� 

�E��
���! )��
����-+� "
������ (-��	-�� $"$"

*! ����� �������! 5�E���� �� ��� ����� ����G����- ����� ��E� 
���� �� ��E�����


��	�������G ������� �
EG�! &
��	+� 
� $�+��  ��
�����
 +	�  ����-+��
	
�

$'�#�,$(%�%#"� $"$#

$�
��
�
8� /6��
�

#! 9�� AE� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;�� 

F��� D��! =�	���
�E	 ��
� E	������
� ��� 
��	�������G �������G� 
��F	�
�! 6�

%	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
� "
����+��
	+� !�
�
�� � 
E��� 9;/6

#"*&+, %)�&+! ?
������� $"#*

ADB



���������� ����

1�	�� �	�����

@?<?B<@HHA N
�� �� S����; `�� Z�����
k���=

A??C$A?@? S���k���� 9S�k��k� _m�


:

_����
��	 S���k���� Z�������; Z�������

A?@?$A?@C N=_m= N�


��

a���m�� a���������

B�����- Yk�	
�	����� �� �� U����


��� �� Q��<

����


���

A�
������� $- O������kk� T= �k� P
��; Y=_m=

A�
������� %- \�
�= P�= ^=V= �� N
��

A?@A$A?@C N=_m= Yk����k��m�

a���m�� a���������

B�����- P��k��mk
 \�
������� 
� O�

�
k� M��
�k�k

A�
�������- P�= _�k�k	 k̀k��

A?@C$A?@F Y=_m= Yk����k��mk
 _m���m��

a���m�� a���������

B�����- ^k��
� S�
�����m O
��
����

A�
�������- P�= 
̀l�k� Y1

��

A?@F$A?A@ \�=P= ^���k�m�

P�
�� a��������� 
� �̀m��


��

B�����- ^�k��k����� \��

������m Z���
�	�

?��
����- \�
�= ��= W= Mk��k


2�
��
����- P�= ��= X=V=V= �k� U����


ADA

��
� 
� ���������
	


+��

6� "
��8���

#! ����� �������� :E�� 7����� =���� 9 2����� 9�� �E� 6����	� E�� 0�	��� ?G�� 

�E�EGGE! 2�
	����� ��� ����� �� ������ 
��	�������G ������� �
EG� ����� �E�	


����! !������	 
� �+����+��-+� ,�
�
��� *"�*�,$#))�$$"*� $"#*

$! C������� :��E�E
�� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� E�� A�� 

G��� :��	���! >�G������G���� ���� G��	� �������� ���
 ����G�	E�� ���� ��	����

��F��������! !������	 
� �+����+��-+� ,�
�
��� *#�#"�,%*$%�%*(%� $"#+

%! ����� �������� :E�� 7����� ?����� 8�	�� 4������� ?�E
��	��� E�� @E��E��

B�! @�������� �� ���
	E� ��E
��, /������ F�E
F	�� E�� E

	�GE�����! &
��	+�


� $�+��  ��
�����
 +	�  ����-+��
	
� $%�&�� $"#+

&! ����� ������� E�� 7��E��E� 8	E������! >�E��E���
��� �
��E����� �� �� 

������ 
��	�������G ��������! )��
�� +	�  ����-+��
	
 
� $�+��
� (�$�� $"#+

'! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! =�	���
�E	 ��
� E	������
� ��� 
��	�������G �������G� 
��F	�
� ����	� 

��� ��
	�GE���� E�� ����G�	E����! %###� "' )�+	
+-��
	
 
	 "
����+��
	+�

!�
�
�� +	� !�
�	�
��+��-
� #)�#�,#&�$(� $"#+

(! ����� �������! @�� F������ ��
F�� �� ����G��� ��E
��, /����� E�� G�

� 

�E����E	 G�

	�����! )��
�� +	�  ����-+��
	
 
� $�+��
� )�#�,*� $"$"

)! ����� ������� E�� C������� :��E�E
�! <� G����� 
�G���� E�� ������� G�� 

�E��
���! )��
����-+� "
������ (-��	-�� $"$"

*! ����� �������! 5�E���� �� ��� ����� ����G����- ����� ��E� 
���� �� ��E�����


��	�������G ������� �
EG�! &
��	+� 
� $�+��  ��
�����
 +	�  ����-+��
	
�

$'�#�,$(%�%#"� $"$#

$�
��
�
8� /6��
�

#! 9�� AE� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;�� 

F��� D��! =�	���
�E	 ��
� E	������
� ��� 
��	�������G �������G� 
��F	�
�! 6�

%	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
� "
����+��
	+� !�
�
�� � 
E��� 9;/6

#"*&+, %)�&+! ?
������� $"#*

ADB



)��� �� -�3��42���
�

$! ����� �������� :E�� 7����� E�� C������� :��E�E
�! 0�
F����� ��������

����� G����� 
�G���� ������G��! 6� %	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
�

"
����+��
	+� !�
�
��� 
E��� ))�+$! ?
������� $"$"

%! ����� ������� E�� C������� :��E�E
�! 9���E� ��
� E	������
 ��� ���� G��	�

������� G���E��
���! 6� %	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
� "
����+�

��
	+� !�
�
��� 
E��� +%�#")! ?
������� $"$"

/
��
�
��

#! 8E��E���E @ 5�F��� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� A��G���

:��	���� C������� :��E�E
�� E�� 0�E�	�� ?�

	�! >������ ��� 
��	�������G

��������! +�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

$! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! . 
�EG��GE	 ���� 
E�E
���� E	������
 ��� G������G���� ���� G��	� ��������

���
 
�	��
	� F��E�� �����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

%! :E�� 7����� =��	�

� 4E
F����� 9�� �E� 6����	� ����� �������� ?����� 8�	��

3EF�� =E���� E�� 0�	��� ?G���E�EGGE! 0������ E� E	���
��� ���� �G��E
�� �E���!

+�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

&! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! . �������� G�E�EG�����E���� �� ���� FE��� �������� E�� ��G�E�� ��������

����� G����� G�����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$"

'! 2	��EF��� 4����� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� 0�	F� 9���� E��

C������� :��E�E
�! 1������������� 	���	 # 
��	�������G �������� �� ��� FE���

�� �E�E �����E��� F� 
E���� 
��G�����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$"

(! 8E��E���E @ 5�F��� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� A��G���

:��	���� E�� C������� :��E�E
�! >�G������G��F�	��� �� 	���	 2 �������� 
�� 

	�������G �������� ���
 �������� ����E�G��! +�*�� ������	� +�*��������������

$"$#

)! ����� ������� E�� 9����� �E� ?�����! 0����G������� �� ���� ����E�G� ��F 

��E
�� ����G�� F� G	���� G����� ����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$#

ADC

�����
������

gMMM

+
@Bh ^�m�k�� Mll
��; P��	 M
lkm�; _������ M���

; Vk� c M������;

_��k�� VQ Nk���; Z�m

k� N�����; V N
����k�; M
k� N��
��
��;

O M
�� N���	
�; ^�m�k�� N����; �� k
= T�l�����k��
� k�� ���m�k<

��
�= 9����F	 �� 4��	�����F�� 1��	���; AE9A:IAAH$ACE; A?@B=

gM
�HEh Pk��� M
�
��= \�
lkl�
��� ������l���
�� 
� m
k�
��k��= U� @F� 

��
 ���H���� ����H�����; �k��� @$@G= _�������; @HHE=

gMY@Hh ^
�� M�	��� k�� O

�� YmP�k����= Q�����k
 ����k�m�� �
� ��l<

���� ��k����� 
���k��
�� �� l��k�� �����= 0��F	� �� 2�
G��F����H�;

AB9@:I@$AE; A?@H=

gM�m@Ch V Pk��� M�m��lk
�= 0������	��� 	F����� 3F������ ����- B�� ���	� 

���� �� ����F	 
��F
���� ��� G��	���HF	 �����= O

��l�k a���������

\����; A?@C=

gM�kGBh Y�	�k�
 V M�k

k�= M ��k�� 
�����k��
� ��
l
��= @HGB=

gM`P@Gh T��k
 M�k�; Z��mk� `��mlk�; k�� �̀�mk P
�k�= \��

������m k��


���� m
�����k��
�<lk��� k���
km��� �
 �����m� ��
���� ���m��
�k


�����= U� 2�

��F����F	 3��� 3��H����� F�� 3�����; �k��� D@$EH=

_�������; A?@G=

gNMA?h O�����
���� N
k�� k�� O*m�
� M�*= \��

������m ����� k�� ����
�	�

mk� ����� k� �
�����
 k�� m
��
�����k�� k���
km��� �
� k�k
����


� ���
��m �k�k= A����
F��H 1��	���; EH9B:IDHB$E?@; A?A?=

gNk�?Ch Y��k�
k Ok���� Nk�
��= T�l��� ���

������I k ��k��<lk��� k�<

��
km� �
 ��������� ����m�
k�� ��

���
�= A??C=

gNNPb\@Hh S��
�k N���k�����; \k

k N
����
��; S�k�
�mk P�

k b��
�k; k��

Y���k� \k�����
�= M ��k��k������� ����k�m� �
� ��

�<
kl�

��

�����= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#'!#$&%$; A?@H=

gNOcW@Gh \k�
 P N
��m�k	; V�
�k O����k�; M����k P c

��; k�� Xk��k _

W�lk�	
= T���I k ����
� �km	k�� �
� ���
��<�mk
� ��l�����k��
�

����m��
�= A����
F��H 1��	���; EF9D:IGA@$GAH; A?@G=

ADD



)��� �� -�3��42���
�

$! ����� �������� :E�� 7����� E�� C������� :��E�E
�! 0�
F����� ��������

����� G����� 
�G���� ������G��! 6� %	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
�

"
����+��
	+� !�
�
��� 
E��� ))�+$! ?
������� $"$"

%! ����� ������� E�� C������� :��E�E
�! 9���E� ��
� E	������
 ��� ���� G��	�

������� G���E��
���! 6� %	���	+��
	+� "
	����	-� 
	  ��
�����
 �
� "
����+�

��
	+� !�
�
��� 
E��� +%�#")! ?
������� $"$"

/
��
�
��

#! 8E��E���E @ 5�F��� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� A��G���

:��	���� C������� :��E�E
�� E�� 0�E�	�� ?�

	�! >������ ��� 
��	�������G

��������! +�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

$! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! . 
�EG��GE	 ���� 
E�E
���� E	������
 ��� G������G���� ���� G��	� ��������

���
 
�	��
	� F��E�� �����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

%! :E�� 7����� =��	�

� 4E
F����� 9�� �E� 6����	� ����� �������� ?����� 8�	��

3EF�� =E���� E�� 0�	��� ?G���E�EGGE! 0������ E� E	���
��� ���� �G��E
�� �E���!

+�*�� ������	� +�*�������������� $"#+

&! 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� C������� :��E�E
�� E�� ;��F���

D��! . �������� G�E�EG�����E���� �� ���� FE��� �������� E�� ��G�E�� ��������

����� G����� G�����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$"

'! 2	��EF��� 4����� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� 0�	F� 9���� E��

C������� :��E�E
�! 1������������� 	���	 # 
��	�������G �������� �� ��� FE���

�� �E�E �����E��� F� 
E���� 
��G�����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$"

(! 8E��E���E @ 5�F��� 9�� �E� 6����	� ����� �������� :E�� 7����� A��G���

:��	���� E�� C������� :��E�E
�! >�G������G��F�	��� �� 	���	 2 �������� 
�� 

	�������G �������� ���
 �������� ����E�G��! +�*�� ������	� +�*��������������

$"$#

)! ����� ������� E�� 9����� �E� ?�����! 0����G������� �� ���� ����E�G� ��F 

��E
�� ����G�� F� G	���� G����� ����! +�*�� ������	� +�*�������������� $"$#

ADC

�����
������

gMMM

+
@Bh ^�m�k�� Mll
��; P��	 M
lkm�; _������ M���

; Vk� c M������;

_��k�� VQ Nk���; Z�m

k� N�����; V N
����k�; M
k� N��
��
��;

O M
�� N���	
�; ^�m�k�� N����; �� k
= T�l�����k��
� k�� ���m�k<

��
�= 9����F	 �� 4��	�����F�� 1��	���; AE9A:IAAH$ACE; A?@B=

gM
�HEh Pk��� M
�
��= \�
lkl�
��� ������l���
�� 
� m
k�
��k��= U� @F� 

��
 ���H���� ����H�����; �k��� @$@G= _�������; @HHE=

gMY@Hh ^
�� M�	��� k�� O

�� YmP�k����= Q�����k
 ����k�m�� �
� ��l<

���� ��k����� 
���k��
�� �� l��k�� �����= 0��F	� �� 2�
G��F����H�;

AB9@:I@$AE; A?@H=

gM�m@Ch V Pk��� M�m��lk
�= 0������	��� 	F����� 3F������ ����- B�� ���	� 

���� �� ����F	 
��F
���� ��� G��	���HF	 �����= O

��l�k a���������

\����; A?@C=

gM�kGBh Y�	�k�
 V M�k

k�= M ��k�� 
�����k��
� ��
l
��= @HGB=

gM`P@Gh T��k
 M�k�; Z��mk� `��mlk�; k�� �̀�mk P
�k�= \��

������m k��


���� m
�����k��
�<lk��� k���
km��� �
 �����m� ��
���� ���m��
�k


�����= U� 2�

��F����F	 3��� 3��H����� F�� 3�����; �k��� D@$EH=

_�������; A?@G=

gNMA?h O�����
���� N
k�� k�� O*m�
� M�*= \��

������m ����� k�� ����
�	�

mk� ����� k� �
�����
 k�� m
��
�����k�� k���
km��� �
� k�k
����


� ���
��m �k�k= A����
F��H 1��	���; EH9B:IDHB$E?@; A?A?=

gNk�?Ch Y��k�
k Ok���� Nk�
��= T�l��� ���

������I k ��k��<lk��� k�<

��
km� �
 ��������� ����m�
k�� ��

���
�= A??C=

gNNPb\@Hh S��
�k N���k�����; \k

k N
����
��; S�k�
�mk P�

k b��
�k; k��

Y���k� \k�����
�= M ��k��k������� ����k�m� �
� ��

�<
kl�

��

�����= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#'!#$&%$; A?@H=

gNOcW@Gh \k�
 P N
��m�k	; V�
�k O����k�; M����k P c

��; k�� Xk��k _

W�lk�	
= T���I k ����
� �km	k�� �
� ���
��<�mk
� ��l�����k��
�

����m��
�= A����
F��H 1��	���; EF9D:IGA@$GAH; A?@G=

ADD



"�3�����2���

gNPQY

+
A?h _k���
 N��k��; O�����
��� P�����
�; Zk��k Q
<Ykl�
�	; Yk���


Xk�
��; k�� Skl���
k X
l���	k= M �����k
���� �
l���
�<�
�
�� ���<

�k�m� �
� 
kl�
�� �����= U� ?��H������� �� 0?12; A?A?=

gNR?Eh Y�m�k�
 SN N
�� k�� [
����� R�k�)
��= c��m� �k��
� ��
m�����

���m��l� ��� ���� 
� 
���L k 
k���<�mk
� ����� 
� ���

������m ����

��lk
k�m�= A����
F��H 1��	���; DD9C:IEGD$EH@; A??E=

gNRX_@Fh O�����
���� N��k��; Yk���	� R��m���; _��
�� X���; k�� O�k�
��

_���
�= [� ��� ����	� 
� �k����� �k����
�� k�� 
�	�
��

� 
�

���

������m ����
�	�= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; C@FI@??$@?G;

A?@F=

gNS@Gh R�k�	 ` N��l���	 k�� Yk�m�

 S��k�k= `�� l�
��
��k��� 
� ����

���� ���

������m ����m�
k��
�= A����
F��H G��	���; EF9D:IFCB$FDD;

A?@G=

gNSY_?Dh Y��k�
k Nk�
��; _���k� S�1���k
�; b��m��� Y
�
�
�; k�� O�k�
��

_���
�= N
������ ��� ���l�� 
� ��l�����k��
� ������ �
� k m
�<

������� ��

���
�k�� ����
��= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

D@9A:I@F@$@GA; A??D=

gNTY_@Gh Yk���� N
�����m�; Wk��k���k ` T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k��

O�k�
�� _���
�= ^�m
������ �
��k
 ����
�	� ��
� ��
����� �����<

�k�k ����k�m� ���
��k��
�= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

FF9B:IDF@$DHC; A?@G=

gNX_@Fh Yk���� N
�����m�; _��
�� X���; k�� O�k�
�� _���
�= X
�� ��

��km�L S����k
����� ��l���� ����� k�� ����k�� �
 ��km�� 
� ���

<

������m ����
�	�= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; CABI@$@A; A?@F=

gNX_A?h R�k�)
�� N�������; M�k��� Xk�l���; k�� Y�	� _���
= O
�l��k�
<

��k
 k�� ��
m�k���m ��
������� 
� �k�	�� ����<m��
� ����
�	�= F�E��


��
���� F�E��-%##*!#,*#$; A?A?=

gN_?Dh Yk���� N
�����m� k�� O�k�
�� _���
�= [� ��� m
����k��
�k


m
��
����� 
� ��� �

��� ��l���� ����� k�� ����k�� ����k�m�= 0� 

�F	� �� H�
G��F����H�; G9C:IC?H$CAB; A??D=

gN_@?h Q��	 c N


������ k�� Yk�m M _�m�k��= a������� �����mk
 k��

�
������mk
 ��

���
�I k ��
m�k���m k��<lk��� ��k���
�	= A����
 

F��H G��	���; DH9@:IAF$C@; A?@?=

ADE

N�l
�
��k���

gN_@Eh Yk���� N
�����m� k�� O�k�
�� _���
�= P���������� ���

��<

����m ����
�	� ��
� �����<�k�k ����k�m��= 9����F	 �� 
F���
F��HF	

G��	���; FB9A:IAGB$B?B; A?@E=

gN_\

+
@Hh Ok���
� N�
���; P����� VZV _
�����; #��m \�����; Yk�����

_�������
�; Y�m�k�
 O
��k�; ck
��� O����; `������ P��k�
��; Q�<

��� P���k�; R��� T
��; _����� W�
	; �� k
= R
���k��
�� 
� �����k


k�m�k�

��


��= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#(!$&($); A?@H=

gN_`c@Fh Yk���� N
�����m�; O�
��� _m
��k�kmmk; Z��k� 
̀	km; k�� Yk��<

�k� c�

��= [� ��� 3��� �k�k����� ��km�kl�
��� 
� k��������<lk���

���

������m ����k�m��= 9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���; FC9@<

A:IABH$ADF; A?@F=

gNbN_

+
@Hh ^��m
 N
�m	k���; `��
��� S bk���k�; V
,

� Nk���
<_
��k��; _�<

lk���&� P�m�+��; Yk����� R
������; M
��k���k Sk������	��k;

V
���� T�
��; S�k�k� V
���; P����� W1�����; Z�m

k P� Yk�
;

�� k
= N�k�� A=DI M� k��k�m�� �
���k�� �
k��
�� �
� lk����k� ��
<


���
�k�� k�k
����= ?;�A H�

��F����F	 G��	���; @D9C:I�@??EED?;

A?@H=

gOk�@Ch O
���
 Ok���

�mm��
= Q�

���
� �
� �k���= 1�F�� 6F
� A������

9����F	; �k��� @$A; A?@C=

gOQR

+
@Hh X��k O


�����; W���k� Q
���; Yk���	� R��m���; Pk��� N��k��;

k�� M
�� Sk������	��= S�
����� 
� �k�	�� ��k���� �����l
��

�����m�k��� ��km� 
� ���

������m �����= G��@���; A?@H=

gOTc@Fh f��<f�
�� O���; e
��k Tk�k�k; k�� X������ ck��= M ��� A<

k���
���k��
� k
�
����� �
� ���� ����k�m�= U� 8�����F����F	 A�
 


����
 �� 1�������
F��H� @���F�H� F�� 0

	�HF�����; �k��� @AG$

@BH= _�������; A?@F=

gO\^@Dh Skl���
 Ok��
�k; V
k� Ok�
�� \
��; k�� R�k�m��m ^
���

/= M

��m
�����m��
� ��
l
�� �
� k m
k�� 
� ���

������m ����
�	� ����


k���k
 ���� ��k������= 0	������
� ��� <�	�H�	F� 1��	���; @?9@:I@$

@D; A?@D=

gO`?Eh N���� O�
� k�� k̀��� �̀

��= R������ k �k����� 
�	�
��

� ����

�� �k��= 9����F	 �� ��� 02< �902<�; DB9D:IFAA$FCC; A??E=

gOfA?h Skl���
 Ok��
�k k�� X
���� f�k��= O
������ k�� ������k����

����<m��
� ����
�	� k�� ����� ��lm
k����= 9����F	 �� 2�

���� F��

A����
 AH���H��; A?A?=

ADF



"�3�����2���

gNPQY

+
A?h _k���
 N��k��; O�����
��� P�����
�; Zk��k Q
<Ykl�
�	; Yk���


Xk�
��; k�� Skl���
k X
l���	k= M �����k
���� �
l���
�<�
�
�� ���<

�k�m� �
� 
kl�
�� �����= U� ?��H������� �� 0?12; A?A?=

gNR?Eh Y�m�k�
 SN N
�� k�� [
����� R�k�)
��= c��m� �k��
� ��
m�����

���m��l� ��� ���� 
� 
���L k 
k���<�mk
� ����� 
� ���

������m ����

��lk
k�m�= A����
F��H 1��	���; DD9C:IEGD$EH@; A??E=

gNRX_@Fh O�����
���� N��k��; Yk���	� R��m���; _��
�� X���; k�� O�k�
��

_���
�= [� ��� ����	� 
� �k����� �k����
�� k�� 
�	�
��

� 
�

���

������m ����
�	�= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; C@FI@??$@?G;

A?@F=

gNS@Gh R�k�	 ` N��l���	 k�� Yk�m�

 S��k�k= `�� l�
��
��k��� 
� ����

���� ���

������m ����m�
k��
�= A����
F��H G��	���; EF9D:IFCB$FDD;

A?@G=

gNSY_?Dh Y��k�
k Nk�
��; _���k� S�1���k
�; b��m��� Y
�
�
�; k�� O�k�
��

_���
�= N
������ ��� ���l�� 
� ��l�����k��
� ������ �
� k m
�<

������� ��

���
�k�� ����
��= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

D@9A:I@F@$@GA; A??D=

gNTY_@Gh Yk���� N
�����m�; Wk��k���k ` T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k��

O�k�
�� _���
�= ^�m
������ �
��k
 ����
�	� ��
� ��
����� �����<

�k�k ����k�m� ���
��k��
�= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

FF9B:IDF@$DHC; A?@G=

gNX_@Fh Yk���� N
�����m�; _��
�� X���; k�� O�k�
�� _���
�= X
�� ��

��km�L S����k
����� ��l���� ����� k�� ����k�� �
 ��km�� 
� ���

<

������m ����
�	�= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; CABI@$@A; A?@F=

gNX_A?h R�k�)
�� N�������; M�k��� Xk�l���; k�� Y�	� _���
= O
�l��k�
<

��k
 k�� ��
m�k���m ��
������� 
� �k�	�� ����<m��
� ����
�	�= F�E��


��
���� F�E��-%##*!#,*#$; A?A?=

gN_?Dh Yk���� N
�����m� k�� O�k�
�� _���
�= [� ��� m
����k��
�k


m
��
����� 
� ��� �

��� ��l���� ����� k�� ����k�� ����k�m�= 0� 

�F	� �� H�
G��F����H�; G9C:IC?H$CAB; A??D=

gN_@?h Q��	 c N


������ k�� Yk�m M _�m�k��= a������� �����mk
 k��

�
������mk
 ��

���
�I k ��
m�k���m k��<lk��� ��k���
�	= A����
 

F��H G��	���; DH9@:IAF$C@; A?@?=

ADE

N�l
�
��k���

gN_@Eh Yk���� N
�����m� k�� O�k�
�� _���
�= P���������� ���

��<

����m ����
�	� ��
� �����<�k�k ����k�m��= 9����F	 �� 
F���
F��HF	

G��	���; FB9A:IAGB$B?B; A?@E=

gN_\

+
@Hh Ok���
� N�
���; P����� VZV _
�����; #��m \�����; Yk�����

_�������
�; Y�m�k�
 O
��k�; ck
��� O����; `������ P��k�
��; Q�<

��� P���k�; R��� T
��; _����� W�
	; �� k
= R
���k��
�� 
� �����k


k�m�k�

��


��= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#(!$&($); A?@H=

gN_`c@Fh Yk���� N
�����m�; O�
��� _m
��k�kmmk; Z��k� 
̀	km; k�� Yk��<

�k� c�

��= [� ��� 3��� �k�k����� ��km�kl�
��� 
� k��������<lk���

���

������m ����k�m��= 9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���; FC9@<

A:IABH$ADF; A?@F=

gNbN_

+
@Hh ^��m
 N
�m	k���; `��
��� S bk���k�; V
,

� Nk���
<_
��k��; _�<

lk���&� P�m�+��; Yk����� R
������; M
��k���k Sk������	��k;

V
���� T�
��; S�k�k� V
���; P����� W1�����; Z�m

k P� Yk�
;

�� k
= N�k�� A=DI M� k��k�m�� �
���k�� �
k��
�� �
� lk����k� ��
<


���
�k�� k�k
����= ?;�A H�

��F����F	 G��	���; @D9C:I�@??EED?;

A?@H=

gOk�@Ch O
���
 Ok���

�mm��
= Q�

���
� �
� �k���= 1�F�� 6F
� A������

9����F	; �k��� @$A; A?@C=

gOQR

+
@Hh X��k O


�����; W���k� Q
���; Yk���	� R��m���; Pk��� N��k��;

k�� M
�� Sk������	��= S�
����� 
� �k�	�� ��k���� �����l
��

�����m�k��� ��km� 
� ���

������m �����= G��@���; A?@H=

gOTc@Fh f��<f�
�� O���; e
��k Tk�k�k; k�� X������ ck��= M ��� A<

k���
���k��
� k
�
����� �
� ���� ����k�m�= U� 8�����F����F	 A�
 


����
 �� 1�������
F��H� @���F�H� F�� 0

	�HF�����; �k��� @AG$

@BH= _�������; A?@F=

gO\^@Dh Skl���
 Ok��
�k; V
k� Ok�
�� \
��; k�� R�k�m��m ^
���

/= M

��m
�����m��
� ��
l
�� �
� k m
k�� 
� ���

������m ����
�	� ����


k���k
 ���� ��k������= 0	������
� ��� <�	�H�	F� 1��	���; @?9@:I@$

@D; A?@D=

gO`?Eh N���� O�
� k�� k̀��� �̀

��= R������ k �k����� 
�	�
��

� ����

�� �k��= 9����F	 �� ��� 02< �902<�; DB9D:IFAA$FCC; A??E=

gOfA?h Skl���
 Ok��
�k k�� X
���� f�k��= O
������ k�� ������k����

����<m��
� ����
�	� k�� ����� ��lm
k����= 9����F	 �� 2�

���� F��

A����
 AH���H��; A?A?=

ADF



"�3�����2���

gPST@@h ek�� P���; _���k� S�1���k
�; k�� \���� V T��������= [�

k�������� �
�����= 9����F	 �� 2�
G��F����F	 B������ A����� 0;

@@G9F:IA?DH$A?ED; A?@@=

gP��@Ah ^����k�� P�����
= 6�F
� B�����- A
������ 6�F��F�� B��� 6B<

$*&; �

��� @FB= ^����k�� P�����
; A?@A=

gPXPR@?h dk���� P���

�; Pk���
 Xk��
�; Mk�
� Pk�
���; k�� Pk���
 Rk
���=

U������m� 
� �
�


�
�� ��m
�l��k��
� �� lkm����k ����� ��

�<

���
�� ������m��= 6�����H�; @GE9C:I@CBD$@CCH; A?@?=

gPY?Eh k̀
 Pk�k� k�� c�

�k� Yk����= `�� ���� 
� 
�� ���m���= 6���
�

G��	���; F9@?:I@@G; A??E=

gP

HHh c R
�� P


���
�= \��

������m m
k���3mk��
� k�� ��� �������k


����= AH���H�; AGC9DCAB:IA@AC$A@AG; @HHH=

gP\^_@@h Q��m e P��k��; Z�m	 \k�����
�; Pk��� ^��m�; k�� Y
���
����

_
k�	��= �̀����� �
� k�m���� k�������� l������ m

��
� ��
k���

�
��
k��
��= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; AG9G:IAABH$AADA;

A?@@=

gP��@Dh Y�m�k�
 P���= Xk���k�� ���

������= B�� @���	���� �F��G��� ��

�������HF	 	��������H�; �k��� @H?$A@@; A?@D=

gPc?Ch O�k�
�� O Pk��� k�� W������ V c���km	= T
��<�
<�k�k����

���� ��k����� �� 4
������ �
k���I ���

������m ������m� ��
�

�k
�����k
��= AH���H�; B?D9DEGC:IEFE$EFG; A??C=

gQRYA?h \*��� X Q��!�; M����� R�k�m��; k�� k̀�&� ^/l��� Y����= ^

���

��� �
��� 
� ����<lk��� ���

������m ����
�	�= F�E�� 
��
����

F�E��-%##&!#*%+&; A?A?=

gQ[fZ@Hh ^M X�
 Q
�
���; T�� M [��
���; V�k�k� f��; k�� X�k� Zk	�
��=

M��k�m�� �� m
����k��
�k
 ����
�� �
� ���

������m ����
�	� ��

��� ������m� 
� ��l�����k��
�= U� 1�������
F��H� F�� ?��	������ 

�H�; �k��� B@F$BE?= _�������; A?@H=

gQ��@?h Yk�m Q�������	�= Y�m�
l�


�� k�� ��� ���m��� ��
l
��= 1��	���

� ?��	���
��; AD9C:IDDB$DEG; A?@?=

gQ__@Hh \*��� X Q��!�; O�k�
�� _���
�; k�� Y�	� _���
= M m
k�� 
� ���<



������m ����
�	� ��m
�����m�kl
� ��
� k�m����k
 ��
3
��= <F�� 

�
F��HF	 G���H���H��; B@BIBB$C?; A?@H=

ADG

N�l
�
��k���

gQ`FEh _���
� Q��� k�� ^
l��� Q���� k̀��k�= O
������� k� ��<

���l�����= B�������HF	 2�

���� AH���H�; A9B:IBBH$BCC; @HFE=

gRNXA?h Pk��� R���&����<Nkmk k�� X�� X��= �̀����� ��� k�������� 
� �����

���� ������k
 
kl�
�= F�E�� 
��
���� F�E��-%##%!#,*%(; A?A?=

gR�\^M^A?h O������k S R���k����; V
�* O �� \��k; V
��� X��� ^k�-��� M
<

�
��-�; k�� _��k� ^
l���= O�l�m ��k���; ����� ����k�� ��k��<

�

��
��k
�; k�� k �m���
�� m
������m� ����
���
�= 3��H���� �

2�

��F����F	 6��
����; �k��� @$@F; A?A?=

gR�
?Ch V
���� R�
��������= 8�������� ?��	�������; �

��� A= _��k��� k�<

�
m�k��� _�����
k��; YM; A??C=

gRRA?h Yk���	� R��m��� k�� M����� R�k�m��= `�� ��km� 
� ����<lk��� ���<



������m ����
�	�= 1�		���� �� <F���
F��HF	 1��	���; GA9E:IF?$F?;

A?A?=

gRR^RA?h \���� R
�����; X�m� R
�����; O

�� ^������; k�� Y�m�k�
 R
�����=

\��

������m ����
�	 k�k
���� 
� �k��<m
�<A ���
���= ?��H�������

�� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@F9@F:IHAC@$HACB; A?A?=

gRSGAh X�� ^ R
�
�� k�� ^
�k
� X S�k�k�= `�� ������� ��
l
�� �� ���<



���� �� ��<m
��
���= 0��F�H�� �� 0

	��� 
F���
F��H�; B9@:ICB$

CH; @HGA=

gRSYA?h Y�m�k�
 R�m��; N����k�� S�����l�����; k�� Yk���k�


k� Yk�<

�
���= O
������ ���

������m ����
�	� ���� ��� ����m�
k��
�

�����m��I Q�km� ������k��
� k�� m
���m��
��= F�E�� 
��
����

F�E��-%##)!$(*+'; A?A?=

gRTYc@Fh M����� R�k�m��; Wk��k���k `= T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k��

k̀
�k�� c�= N
���� �
� ���

������m ����
�	 ��km� �����m�=

9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���; M�� A?@F=

gR��F@h ck
��� Y R��m�= 
̀�k�� ��3���� ��� m
���� 
� ��

���
�I ���<

���� m�k��� �
� k ���m�3m ���� �
�


��= A����
F��H 1��	���;

A?9C:IC?E$C@E; @HF@=

gR_@Dh M����� ^ R�k�m�� k�� Y�	� _���
= c��m� ���

������m ���<

�
�	� k�� ����
� ����� ���� k�����
�k
 k�m�L A����
F��H G��	���;

EC9D:IFEG$FFF; A?@D=

ADH



"�3�����2���

gPST@@h ek�� P���; _���k� S�1���k
�; k�� \���� V T��������= [�

k�������� �
�����= 9����F	 �� 2�
G��F����F	 B������ A����� 0;

@@G9F:IA?DH$A?ED; A?@@=

gP��@Ah ^����k�� P�����
= 6�F
� B�����- A
������ 6�F��F�� B��� 6B<

$*&; �

��� @FB= ^����k�� P�����
; A?@A=

gPXPR@?h dk���� P���

�; Pk���
 Xk��
�; Mk�
� Pk�
���; k�� Pk���
 Rk
���=

U������m� 
� �
�


�
�� ��m
�l��k��
� �� lkm����k ����� ��

�<

���
�� ������m��= 6�����H�; @GE9C:I@CBD$@CCH; A?@?=

gPY?Eh k̀
 Pk�k� k�� c�

�k� Yk����= `�� ���� 
� 
�� ���m���= 6���
�

G��	���; F9@?:I@@G; A??E=

gP

HHh c R
�� P


���
�= \��

������m m
k���3mk��
� k�� ��� �������k


����= AH���H�; AGC9DCAB:IA@AC$A@AG; @HHH=

gP\^_@@h Q��m e P��k��; Z�m	 \k�����
�; Pk��� ^��m�; k�� Y
���
����

_
k�	��= �̀����� �
� k�m���� k�������� l������ m

��
� ��
k���

�
��
k��
��= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; AG9G:IAABH$AADA;

A?@@=

gP��@Dh Y�m�k�
 P���= Xk���k�� ���

������= B�� @���	���� �F��G��� ��

�������HF	 	��������H�; �k��� @H?$A@@; A?@D=

gPc?Ch O�k�
�� O Pk��� k�� W������ V c���km	= T
��<�
<�k�k����

���� ��k����� �� 4
������ �
k���I ���

������m ������m� ��
�

�k
�����k
��= AH���H�; B?D9DEGC:IEFE$EFG; A??C=

gQRYA?h \*��� X Q��!�; M����� R�k�m��; k�� k̀�&� ^/l��� Y����= ^

���

��� �
��� 
� ����<lk��� ���

������m ����
�	�= F�E�� 
��
����

F�E��-%##&!#*%+&; A?A?=

gQ[fZ@Hh ^M X�
 Q
�
���; T�� M [��
���; V�k�k� f��; k�� X�k� Zk	�
��=

M��k�m�� �� m
����k��
�k
 ����
�� �
� ���

������m ����
�	� ��

��� ������m� 
� ��l�����k��
�= U� 1�������
F��H� F�� ?��	������ 

�H�; �k��� B@F$BE?= _�������; A?@H=

gQ��@?h Yk�m Q�������	�= Y�m�
l�


�� k�� ��� ���m��� ��
l
��= 1��	���

� ?��	���
��; AD9C:IDDB$DEG; A?@?=

gQ__@Hh \*��� X Q��!�; O�k�
�� _���
�; k�� Y�	� _���
= M m
k�� 
� ���<



������m ����
�	� ��m
�����m�kl
� ��
� k�m����k
 ��
3
��= <F�� 

�
F��HF	 G���H���H��; B@BIBB$C?; A?@H=

ADG

N�l
�
��k���

gQ`FEh _���
� Q��� k�� ^
l��� Q���� k̀��k�= O
������� k� ��<

���l�����= B�������HF	 2�

���� AH���H�; A9B:IBBH$BCC; @HFE=

gRNXA?h Pk��� R���&����<Nkmk k�� X�� X��= �̀����� ��� k�������� 
� �����

���� ������k
 
kl�
�= F�E�� 
��
���� F�E��-%##%!#,*%(; A?A?=

gR�\^M^A?h O������k S R���k����; V
�* O �� \��k; V
��� X��� ^k�-��� M
<

�
��-�; k�� _��k� ^
l���= O�l�m ��k���; ����� ����k�� ��k��<

�

��
��k
�; k�� k �m���
�� m
������m� ����
���
�= 3��H���� �

2�

��F����F	 6��
����; �k��� @$@F; A?A?=

gR�
?Ch V
���� R�
��������= 8�������� ?��	�������; �

��� A= _��k��� k�<

�
m�k��� _�����
k��; YM; A??C=

gRRA?h Yk���	� R��m��� k�� M����� R�k�m��= `�� ��km� 
� ����<lk��� ���<



������m ����
�	�= 1�		���� �� <F���
F��HF	 1��	���; GA9E:IF?$F?;

A?A?=

gRR^RA?h \���� R
�����; X�m� R
�����; O

�� ^������; k�� Y�m�k�
 R
�����=

\��

������m ����
�	 k�k
���� 
� �k��<m
�<A ���
���= ?��H�������

�� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@F9@F:IHAC@$HACB; A?A?=

gRSGAh X�� ^ R
�
�� k�� ^
�k
� X S�k�k�= `�� ������� ��
l
�� �� ���<



���� �� ��<m
��
���= 0��F�H�� �� 0

	��� 
F���
F��H�; B9@:ICB$

CH; @HGA=

gRSYA?h Y�m�k�
 R�m��; N����k�� S�����l�����; k�� Yk���k�


k� Yk�<

�
���= O
������ ���

������m ����
�	� ���� ��� ����m�
k��
�

�����m��I Q�km� ������k��
� k�� m
���m��
��= F�E�� 
��
����

F�E��-%##)!$(*+'; A?A?=

gRTYc@Fh M����� R�k�m��; Wk��k���k `= T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k��

k̀
�k�� c�= N
���� �
� ���

������m ����
�	 ��km� �����m�=

9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���; M�� A?@F=

gR��F@h ck
��� Y R��m�= 
̀�k�� ��3���� ��� m
���� 
� ��

���
�I ���<

���� m�k��� �
� k ���m�3m ���� �
�


��= A����
F��H 1��	���;

A?9C:IC?E$C@E; @HF@=

gR_@Dh M����� ^ R�k�m�� k�� Y�	� _���
= c��m� ���

������m ���<

�
�	� k�� ����
� ����� ���� k�����
�k
 k�m�L A����
F��H G��	���;

EC9D:IFEG$FFF; A?@D=

ADH



"�3�����2���

gR�UW_@Dh Yk���	� R��m���; X�
 �k� U����
; _����� W�
	; k�� O�
��� _m
�<

�k�kmmk= [� m
������� ��� �k����� �k����
�� �m
�� 
� k

���

������m ����
�	= A80< 9����F	 �� 3��H���� <F���
F��H�;

AH9@:IDDH$DGD; A?@D=

gSMZM

+
@Fh O�����
��� S�����; Nk��k� M
<Z�k���; Nk��k� M
W����; V�k�<

R�k�)
�� O
�m�
�; k�� Y�m��
 _k

�
�= [� ��� kl�
��� �
 ��m
�<

����m� k�m����k
 ���
��� ��
� ��m
lkm������ �����= U� 8�����F 

����F	 2�������H� �� 1�������
F��H� F�� 1��
���HF	 4����������;

�k��� ECA$EDG= _�������; A?@F=

gSN^

+
HHh R��� Sk
; Q
��kl��� Nk�
��; Pk��� X ^
l����
�; ek
� O���; O��<

���k Y ^
���l���; _m
�� R Y�m�k�
; Xk��� N O������; Xk��� [

M�����; Yk����� \������; S�
��� Y _�k�; �� k
= [����� 
�

TUb<@ �� ��� m����k���� �k� ��
�

����� ��
�

�����= =F����;

BHF9EF@G:ICBE; @HHH=

gSRV@Bh W��k���� S
��
�; Q��m R
��; k�� Wk������� _� V
��= Tk��
�
<

��k� �k
	� 
� ���

������m ������km��= 8444"02< ��F��FH����� ��

H�

��F����F	 G��	��� F�� G�������
F��H�; @?9C:I@?FE$@?FH; A?@B=

gSX@Gh Q
��kl��� S�
�� k�� O

l� X
��= P������������� ���

������m ���<

�
�	�= A80< 9����F	 �� 0

	��� 0	��G�F F�� 6��
����; A9@:IFA$

HB; A?@G=

gS�kGHh M
k� S�k���= `�� ���

������m ��������
�= ?��	���
��HF	 B�F�� 

FH����� �� ��� @��F	 A�H���� �� ;�����! 1� 1��	���HF	 AH���H��;

BAE9@ABB:I@@H$@DF; @HGH=

gS�UV

+
@Fkh \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; Yk���
 Xk�
��;

Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�k��k������� �
��� 
�

�

��� ���

������m ����
�	�= 0HH�
��� ��� 
�G	�HF���� �� ?;>A

2�

��F����F	 1��	���; A?@F=

gS�UV

+
@Flh \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; Yk���
 Xk<

�
��; Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�k��k������� �
���


� �

��� ���

������m ����
�	�= ?;�A H�

��F����F	 G��	���;

@B9G:I�@??DE@@; A?@F=

gS�UV

+
A?h Q
��kl��� S�
��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

O

l� X
��; k�� e�	����
 Y��k	k��= P������������� 
���
<@ ���<



������m ����
�	� 
� ��� lk��� 
� �k�k �����k��� l� �k�	
� ��
<

m�����= F�E�� 
��
���� F�E��-%##*!#+*+%; A?A?=

AE?

N�l
�
��k���

gSc_P@Ch M
��k���k Sk������	��k; Pk��� c�
m�; k̀��k _�k�
��; k��

M
���� V P����
��= Nk����k� �������m� 
� �k��
�� k�m���
�

����� �
� �������


�� k�� �
���
 mk
�l�k��
�= ?;�A 2�

�� 1��	;

@?9@A:I�@??BH@H; A?@C=

gTP^ON?Gh S
��� T�m	��; R�k�	 P����; M����� ^k�<O�k�
��; k�� O������k�

N

���= _�� ����k�m� m
����k��
� �
� ���

��� �����= 4��	�����F��

1�������
F��H�; CIQN[$_C@H; A??G=

gT��?@h V
�� T��= `�� ���� 
� ��� ���m��� ��
l
��= B����� �� 4H�	��� �

4��	�����; @E9F:IBAE$BAH; A??@=

gTR@Fh X��k T��l�� k�� Yk���	� R��m���= M�m����k
 ������m� ��m
�����m<

��
� ���� �k����� �k����
��= 1�		���� �� <F���
F��HF	 1��	���;

FH9@A:IAGED$AGGE; A?@F=

gTVT

+
@Bh X�k��� _ Tk������; \�����<M
k�� Vkm����; c�

�k� \ Tk�k��;

Pk��� M R����k���m	; \��
���� X
���; Yk�� V [8O
���

; Pk����

\��k��; Yk�	 c�
	���
�; Q��m Nk������; k�� Vk��� [ YmU������=

M �
��k
����m kmm
��� 
� �
�


��I k�k����� ��� �
��
� �
 ���

�k�k= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; B@9B:ID?@$D@E; A?@B=

gTXYc@Eh Wk��k���k ` T�l��; _��
�� X���; b��m��� Y
�
�
�; k�� k̀
�k��

c�= _�km�� 
� ���

������m ����
�	� ��
� �����k
���� ��k����<

�����l
� �����m�k��� 
���k��
��= 9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���;

FA9B:IEHH$FAD; A?@E=

gTY\@?h \����� Tk����; Z��k� Y
k���
���; k�� V
�* M Y
���
 \*���=

bk��kl
� �����l
���

� ��k�m�I ����
�� k�� k��
�mk��
��= 0� 

�F	� �� >
��F����� @���F�H�; @FD9@:IBEF$C?F; A?@?=

gTYc@Eh Wk��k���k ` T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k�� k̀
�k�� c�= �̀k��<

�
����� ���

������m ����
�	�I Y
���� l��
�� ���� ��km�= 9��� 

�F	 �� B�������HF	 1��	���; C?CIB?$BH; A?@E=

gT
�@Ah c�l
 T
�	��= k̀
�� 
� �


� k�� �����I \��

������m k�k
���� k��

���
k�k��
� �� ��

���
�k�� k�m�k�


��= U� 4?A0 ?��	���
�� ��

AH���H�- 0
�����F
 %##,; �k��� GH$@??= _�������; A?@A=

gT^_@?h Pk���
 T T��
�; ^���
k ^���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ?��	� 

������H =�������- 2��H�
��� 0	������
� F�� 0

	�HF�����= Ok�<

l����� a��������� \����; A?@?=

AE@



"�3�����2���

gR�UW_@Dh Yk���	� R��m���; X�
 �k� U����
; _����� W�
	; k�� O�
��� _m
�<

�k�kmmk= [� m
������� ��� �k����� �k����
�� �m
�� 
� k

���

������m ����
�	= A80< 9����F	 �� 3��H���� <F���
F��H�;

AH9@:IDDH$DGD; A?@D=

gSMZM

+
@Fh O�����
��� S�����; Nk��k� M
<Z�k���; Nk��k� M
W����; V�k�<

R�k�)
�� O
�m�
�; k�� Y�m��
 _k

�
�= [� ��� kl�
��� �
 ��m
�<

����m� k�m����k
 ���
��� ��
� ��m
lkm������ �����= U� 8�����F 

����F	 2�������H� �� 1�������
F��H� F�� 1��
���HF	 4����������;

�k��� ECA$EDG= _�������; A?@F=

gSN^

+
HHh R��� Sk
; Q
��kl��� Nk�
��; Pk��� X ^
l����
�; ek
� O���; O��<

���k Y ^
���l���; _m
�� R Y�m�k�
; Xk��� N O������; Xk��� [

M�����; Yk����� \������; S�
��� Y _�k�; �� k
= [����� 
�

TUb<@ �� ��� m����k���� �k� ��
�

����� ��
�

�����= =F����;

BHF9EF@G:ICBE; @HHH=

gSRV@Bh W��k���� S
��
�; Q��m R
��; k�� Wk������� _� V
��= Tk��
�
<

��k� �k
	� 
� ���

������m ������km��= 8444"02< ��F��FH����� ��

H�

��F����F	 G��	��� F�� G�������
F��H�; @?9C:I@?FE$@?FH; A?@B=

gSX@Gh Q
��kl��� S�
�� k�� O

l� X
��= P������������� ���

������m ���<

�
�	�= A80< 9����F	 �� 0

	��� 0	��G�F F�� 6��
����; A9@:IFA$

HB; A?@G=

gS�kGHh M
k� S�k���= `�� ���

������m ��������
�= ?��	���
��HF	 B�F�� 

FH����� �� ��� @��F	 A�H���� �� ;�����! 1� 1��	���HF	 AH���H��;

BAE9@ABB:I@@H$@DF; @HGH=

gS�UV

+
@Fkh \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; Yk���
 Xk�
��;

Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�k��k������� �
��� 
�

�

��� ���

������m ����
�	�= 0HH�
��� ��� 
�G	�HF���� �� ?;>A

2�

��F����F	 1��	���; A?@F=

gS�UV

+
@Flh \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; Yk���
 Xk<

�
��; Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�k��k������� �
���


� �

��� ���

������m ����
�	�= ?;�A H�

��F����F	 G��	���;

@B9G:I�@??DE@@; A?@F=

gS�UV

+
A?h Q
��kl��� S�
��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

O

l� X
��; k�� e�	����
 Y��k	k��= P������������� 
���
<@ ���<



������m ����
�	� 
� ��� lk��� 
� �k�k �����k��� l� �k�	
� ��
<

m�����= F�E�� 
��
���� F�E��-%##*!#+*+%; A?A?=

AE?

N�l
�
��k���

gSc_P@Ch M
��k���k Sk������	��k; Pk��� c�
m�; k̀��k _�k�
��; k��

M
���� V P����
��= Nk����k� �������m� 
� �k��
�� k�m���
�

����� �
� �������


�� k�� �
���
 mk
�l�k��
�= ?;�A 2�

�� 1��	;

@?9@A:I�@??BH@H; A?@C=

gTP^ON?Gh S
��� T�m	��; R�k�	 P����; M����� ^k�<O�k�
��; k�� O������k�

N

���= _�� ����k�m� m
����k��
� �
� ���

��� �����= 4��	�����F��

1�������
F��H�; CIQN[$_C@H; A??G=

gT��?@h V
�� T��= `�� ���� 
� ��� ���m��� ��
l
��= B����� �� 4H�	��� �

4��	�����; @E9F:IBAE$BAH; A??@=

gTR@Fh X��k T��l�� k�� Yk���	� R��m���= M�m����k
 ������m� ��m
�����m<

��
� ���� �k����� �k����
��= 1�		���� �� <F���
F��HF	 1��	���;

FH9@A:IAGED$AGGE; A?@F=

gTVT

+
@Bh X�k��� _ Tk������; \�����<M
k�� Vkm����; c�

�k� \ Tk�k��;

Pk��� M R����k���m	; \��
���� X
���; Yk�� V [8O
���

; Pk����

\��k��; Yk�	 c�
	���
�; Q��m Nk������; k�� Vk��� [ YmU������=

M �
��k
����m kmm
��� 
� �
�


��I k�k����� ��� �
��
� �
 ���

�k�k= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; B@9B:ID?@$D@E; A?@B=

gTXYc@Eh Wk��k���k ` T�l��; _��
�� X���; b��m��� Y
�
�
�; k�� k̀
�k��

c�= _�km�� 
� ���

������m ����
�	� ��
� �����k
���� ��k����<

�����l
� �����m�k��� 
���k��
��= 9����F	 �� <F���
F��HF	 1��	���;

FA9B:IEHH$FAD; A?@E=

gTY\@?h \����� Tk����; Z��k� Y
k���
���; k�� V
�* M Y
���
 \*���=

bk��kl
� �����l
���

� ��k�m�I ����
�� k�� k��
�mk��
��= 0� 

�F	� �� >
��F����� @���F�H�; @FD9@:IBEF$C?F; A?@?=

gTYc@Eh Wk��k���k ` T�l��; b��m��� Y
�
�
�; k�� k̀
�k�� c�= �̀k��<

�
����� ���

������m ����
�	�I Y
���� l��
�� ���� ��km�= 9��� 

�F	 �� B�������HF	 1��	���; C?CIB?$BH; A?@E=

gT
�@Ah c�l
 T
�	��= k̀
�� 
� �


� k�� �����I \��

������m k�k
���� k��

���
k�k��
� �� ��

���
�k�� k�m�k�


��= U� 4?A0 ?��	���
�� ��

AH���H�- 0
�����F
 %##,; �k��� GH$@??= _�������; A?@A=

gT^_@?h Pk���
 T T��
�; ^���
k ^���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ?��	� 

������H =�������- 2��H�
��� 0	������
� F�� 0

	�HF�����= Ok�<

l����� a��������� \����; A?@?=

AE@



"�3�����2���

gT��A?h _�
�k T��k�
��m= k̀�
 �
�� ��k��k������� k
�
����� �
� �

���

l��k�� ���

������m ����
�	�= Nkm��

�8� ������; P�
�� a���������


� �̀m��


��; A?A?=

gT�UV

+
@Hh Wk��k���k ` T�l��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

b��m��� Y
�
�
�; e�	����
 Y��k	k��; k�� O�k�
�� _���
�= ^

�<

��� �
� ���

������m ����
�	�= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#)!#*'&#;

A?@H=

gT�UV

+
A@h Wk��k���k ` T�l��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

b��m��� Y
�
�
�; k�� e�	����
 Y��k	k��= ^�m
�����m��l�
��� 
�


���
<2 ���

��� ���

������m ����
�	� ��
� ��
����� ����k�m��=

F�E�� 
��
���� F�E��-%$#$!#+(+#; A?A@=

gTfWT?Gh �̀km� M T�k��; P����m	 V f��m	
; V����
�� W��; k�� Pk��� Y

T�

��= k̀�
� �k��
��� k2�m�� �������m�� 
� �km�
��

���
�k�� ��
<

m����� ��
� ���

������m �����= A����
F��H G��	���; DF9@:I@E?$@EE;

A??G=

g�k�UVV

+
@Gh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= \

��
��k
<���� k
�
������ �
� ���

������m

�������m� ��
l
���= U� 8�����F����F	 2�������H� �� 0	������
�

��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� XZNU @?GCHI BF$CH= _�������;

A?@G=

g�k�UV_@Fh X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= U���
���

�k����� �k����
�� �
��
� �
� ���

������m ����
�	�= A����
 

F��H G��	���; EF9B:ID@G$DCA; A?@F=

gVk�A?h :�	�� 3>
���
= `�� l������ ���l�� 
� ����m��� ��k���I

N
���� k�� m
����k��
�k
 m
��
�����= B����� F�� 0

	�HF�����

�� 6�F
��; F9@:IG; A?A?=

gVk�A@h :�	�� 3>
���
= T�k���� �� ��� ����� ����m��
�L ����� ��k�

�
��� �
 ��k����� ���

������m ����
�	 ��km�= 9����F	 �� 6�F
�

0	������
� F�� 0

	�HF�����; AD9@:IAEB$B@?; A?A@=

gVNfA?h Wk��k���k Vk��; Z�	
 N��������	�
; k�� X
���� f�k��= `��

l
����� ����k�m�� �
� ���k��
� ����� 
� mk�m���= G��@���; A?A?=

gVS�U

+
@Hh Yk�	 V
���; \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
;

_����� W�
	; Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= O������ k�

k
������� ���� 
m	�k�8� �k�
�= F�E�� 
��
���� F�E��-$,$#!$$#'$;

A?@H=

AEA

N�l
�
��k���

gVVQ

+
@Gh :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; \*��� X Q��!�; X�
 �k� U����
; k��

O�
��� _m
��k�kmmk= Q��

���� ��� ����� 
� �

��� ���

������m

����
�	 ��km� ����� �k�
 �
���= 1�		���� �� 
F���
F��HF	 G��	���;

G?9G:IA@FF$AA?G; A?@G=

gVVW

+
@Hh :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; _����� W�
	; S�
���
� _�k�
�
��;

k�� k̀
�k�� c�= �̀������� 
� ����
k� ��k���I N
����; l�k�l
��

k�� k��
�mk��
��= 9����F	 �� 6�F
� 0	������
� F�� 0

	�HF�����;

AB9C:; A?@H=

gVVYA?h :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; k�� e�	����
 Y��k	k��= O
�<

l����� ����
�	� ����� m����� ��m	��� ������m��= U� 8�����F����F	

2�������H� �� 0	������
� ��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� FF$

HA= _�������; A?A?=

gVW@Hh :�	�� 3>
���
 k�� V
�k��k� W
k������= ^�k��k������� 
���k<

��
�� 
� ���

��� ���

������m ����
�	�= B����� F�� 0

	�HF�����

�� 6�F
��; E9A:; A?@H=

gVX@Hh S��

k��� Vkm���� k�� V
�k��<Yk���� X���= _k�� ��� �����= 9��� 

�F	 �� 7������HF	 ;��������H�; H9@:I@AG$@EE; A?@H=

gVXY

+
@Eh V�2��� N V
�; ^�m�k�� T X�k��; ^
���k�� Y YmO

�	��;

` Z�����; k�� M�� Re \

�= M�m����k
 ��m
�����m��
�= ?;�A

H�

��F����F	 G��	���; @A9F:I�@??CFEB; A?@E=

gVX`f??h N�k�	k� Pk�S���k d�� T� k̀
 V�k��; Y��� X�; V
�� �̀
��; k��

X
���� f�k��= [� m
������� ��� ��k���� �����l
� �����m�k���

����k�m�= U� 3��H���� <F���
F��HF	 ?��G	�
� ���� <���HF	 0

	� 

HF�����- 38<02A D������
 3��H���� <F���
F��HF	 ?��G	�
� ����

<���HF	 0

	�HF������ 3�H�
G�� + $#� $,,,� 38<02A 2�����; �

<

��� DD; �k�� @AD= M����mk� Yk����k��mk
 _
m=; A???=

gVYA?kh :�	�� 3>
���
 k�� e�	����
 Y��k	k��= X���k� ���� k
�
�����

�
� ����<m��
� ����
�	 m
��k������= U� 8�����F����F	 2�������H�

�� 0	������
� ��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� HB$@?F= _�������;

A?A?=

gVYA?lh :�	�� 3>
���
 k�� e�	����
 Y��k	k��= [� m�����<��m	��� k��

����
�	 m
��k������= B�������HF	 2�

���� AH���H�; A?A?=

gVY^_@Hh V����� Vk���
�; W
���k����
� Yk����������; ^k���� ^k�kl�; k��

c���<W�� _���= O
������� ��� �

��� ����
�� ����k�m� l������

���

������m ����
�	�= U� 8�����F����F	 D������
 �� 2�
G��F�� 

��F	 0	������
�; �k��� AH?$B?B= _�������; A?@H=

AEB



"�3�����2���

gT��A?h _�
�k T��k�
��m= k̀�
 �
�� ��k��k������� k
�
����� �
� �

���

l��k�� ���

������m ����
�	�= Nkm��

�8� ������; P�
�� a���������


� �̀m��


��; A?A?=

gT�UV

+
@Hh Wk��k���k ` T�l��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

b��m��� Y
�
�
�; e�	����
 Y��k	k��; k�� O�k�
�� _���
�= ^

�<

��� �
� ���

������m ����
�	�= F�E�� 
��
���� F�E��-$,#)!#*'&#;

A?@H=

gT�UV

+
A@h Wk��k���k ` T�l��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

b��m��� Y
�
�
�; k�� e�	����
 Y��k	k��= ^�m
�����m��l�
��� 
�


���
<2 ���

��� ���

������m ����
�	� ��
� ��
����� ����k�m��=

F�E�� 
��
���� F�E��-%$#$!#+(+#; A?A@=

gTfWT?Gh �̀km� M T�k��; P����m	 V f��m	
; V����
�� W��; k�� Pk��� Y

T�

��= k̀�
� �k��
��� k2�m�� �������m�� 
� �km�
��

���
�k�� ��
<

m����� ��
� ���

������m �����= A����
F��H G��	���; DF9@:I@E?$@EE;

A??G=

g�k�UVV

+
@Gh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= \

��
��k
<���� k
�
������ �
� ���

������m

�������m� ��
l
���= U� 8�����F����F	 2�������H� �� 0	������
�

��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� XZNU @?GCHI BF$CH= _�������;

A?@G=

g�k�UV_@Fh X�
 �k� U����
; Yk�	 V
���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= U���
���

�k����� �k����
�� �
��
� �
� ���

������m ����
�	�= A����
 

F��H G��	���; EF9B:ID@G$DCA; A?@F=

gVk�A?h :�	�� 3>
���
= `�� l������ ���l�� 
� ����m��� ��k���I

N
���� k�� m
����k��
�k
 m
��
�����= B����� F�� 0

	�HF�����

�� 6�F
��; F9@:IG; A?A?=

gVk�A@h :�	�� 3>
���
= T�k���� �� ��� ����� ����m��
�L ����� ��k�

�
��� �
 ��k����� ���

������m ����
�	 ��km�= 9����F	 �� 6�F
�

0	������
� F�� 0

	�HF�����; AD9@:IAEB$B@?; A?A@=

gVNfA?h Wk��k���k Vk��; Z�	
 N��������	�
; k�� X
���� f�k��= `��

l
����� ����k�m�� �
� ���k��
� ����� 
� mk�m���= G��@���; A?A?=

gVS�U

+
@Hh Yk�	 V
���; \��
���� Sk�l����; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
;

_����� W�
	; Rkl�
 \k���; k�� O�
��� _m
��k�kmmk= O������ k�

k
������� ���� 
m	�k�8� �k�
�= F�E�� 
��
���� F�E��-$,$#!$$#'$;

A?@H=

AEA

N�l
�
��k���

gVVQ

+
@Gh :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; \*��� X Q��!�; X�
 �k� U����
; k��

O�
��� _m
��k�kmmk= Q��

���� ��� ����� 
� �

��� ���

������m

����
�	 ��km� ����� �k�
 �
���= 1�		���� �� 
F���
F��HF	 G��	���;

G?9G:IA@FF$AA?G; A?@G=

gVVW

+
@Hh :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; _����� W�
	; S�
���
� _�k�
�
��;

k�� k̀
�k�� c�= �̀������� 
� ����
k� ��k���I N
����; l�k�l
��

k�� k��
�mk��
��= 9����F	 �� 6�F
� 0	������
� F�� 0

	�HF�����;

AB9C:; A?@H=

gVVYA?h :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; k�� e�	����
 Y��k	k��= O
�<

l����� ����
�	� ����� m����� ��m	��� ������m��= U� 8�����F����F	

2�������H� �� 0	������
� ��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� FF$

HA= _�������; A?A?=

gVW@Hh :�	�� 3>
���
 k�� V
�k��k� W
k������= ^�k��k������� 
���k<

��
�� 
� ���

��� ���

������m ����
�	�= B����� F�� 0

	�HF�����

�� 6�F
��; E9A:; A?@H=

gVX@Hh S��

k��� Vkm���� k�� V
�k��<Yk���� X���= _k�� ��� �����= 9��� 

�F	 �� 7������HF	 ;��������H�; H9@:I@AG$@EE; A?@H=

gVXY

+
@Eh V�2��� N V
�; ^�m�k�� T X�k��; ^
���k�� Y YmO

�	��;

` Z�����; k�� M�� Re \

�= M�m����k
 ��m
�����m��
�= ?;�A

H�

��F����F	 G��	���; @A9F:I�@??CFEB; A?@E=

gVX`f??h N�k�	k� Pk�S���k d�� T� k̀
 V�k��; Y��� X�; V
�� �̀
��; k��

X
���� f�k��= [� m
������� ��� ��k���� �����l
� �����m�k���

����k�m�= U� 3��H���� <F���
F��HF	 ?��G	�
� ���� <���HF	 0

	� 

HF�����- 38<02A D������
 3��H���� <F���
F��HF	 ?��G	�
� ����

<���HF	 0

	�HF������ 3�H�
G�� + $#� $,,,� 38<02A 2�����; �

<

��� DD; �k�� @AD= M����mk� Yk����k��mk
 _
m=; A???=

gVYA?kh :�	�� 3>
���
 k�� e�	����
 Y��k	k��= X���k� ���� k
�
�����

�
� ����<m��
� ����
�	 m
��k������= U� 8�����F����F	 2�������H�

�� 0	������
� ��� 2�

��F����F	 1��	���; �k��� HB$@?F= _�������;

A?A?=

gVYA?lh :�	�� 3>
���
 k�� e�	����
 Y��k	k��= [� m�����<��m	��� k��

����
�	 m
��k������= B�������HF	 2�

���� AH���H�; A?A?=

gVY^_@Hh V����� Vk���
�; W
���k����
� Yk����������; ^k���� ^k�kl�; k��

c���<W�� _���= O
������� ��� �

��� ����
�� ����k�m� l������

���

������m ����
�	�= U� 8�����F����F	 D������
 �� 2�
G��F�� 

��F	 0	������
�; �k��� AH?$B?B= _�������; A?@H=

AEB



"�3�����2���

gV_[@Bh S�k�k� V
���; _���	 _k���
�; k�� N���� [��
�k�= _�k�����mk


�������m� 
� k


�

��

�� ���m��� ����
�	� �� ��� ������m� 
� ��<

m
��
��� 
���k�� �
�����= A����
F��H 1��	���; EA9B:ICEF$CFG; A?@B=

gV_`@Dh b���m�
 P M����
� Vk�k��


; _�����

k M _�	�
; k�� Y�m�k�
 ^

`�
�= U�����3mk��
� 
� �
���
��k

� ��k�������� ����� �� ��� �����

m


��
���m��� ����k
� k ���k�� ����
 
� lkm����k
 �
 ����k
 ����

��k�����= 1<2 ����
�H�; @E9@:IA; A?@D=

gVbP

+
@Ch c�� V�k
; _�k�	k� b��l�; M��� S P����k�; X��m

� _����; k��

]�k�� Y
����= U�������� m

�k
 ��

���
� 
� ���
�� ��
� ����
� ��<

m
�
���� �
�k��m ���k��
��= 1<2 G�������
F��H�; @D9@:IBD; A?@C=

gV�_A@h :�	�� 3>
���
 k�� X�
��� �k� _�����= O
���m������� 
� ����

����k�m� ��l��k��� ����m�� l� m

��� m
���� ����= F�E�� 
��
����

F�E��-%$#%!$%+$(; A?A@=

gWSP[?Dh b�m�
� W����; X�
� S

�
��	�; Z�	
� Pk�����k�; k�� O�����
� M

[��
����= `�� ��� 
� 
���I ��m
�����m���� ��� ��m�
l�k
 ���

��<

����m ����
�	= 6���
� @���F�H�; @D9F:IHDC$HDH; A??D=

gWX@Gh V= W
k������ k�� _= X���= [� ��� _�l��� \���� k�� ^���k�� P��<

�k�m�= 0�E�� � 
�����; 9@G?D=?FGBH:; Yk� A?@G=

gW
k@Gkh V= W
k������= `�� k�������� ����k�m� 
� �

��� ���

������m ���<

�
�	�= 0�E�� � 
�����; 9@G?E=?DG??:; V��� A?@G=

gW
k@Glh V
�k��k� W
k������= `�� _Z\^ �����l
���

� 
� ����<m��
� ���<

�
�	�= 9����F	 �� 6�F
� 0	������
� F�� 0

	�HF�����; AA9A:IBAH$

BDD; A?@G=

gW
kA?kh V
�k��k� W
k������= `�� k�������� ����k�m� 
� ���

��� ���

<

������m ����
�	�= 3��H���� <F���
F��H� � B�������HF	 2�

����

AH���H�; �

= AA �
= @; V�
� A?A?=

gW
kA?lh V
�k��k� W
k������= A
FH�� �� 
��	�������H ��������= \�P ������;

\�P ������; a��������� 
� M�m	
k��; A?A?=

gWYO

+
?Fh Ok�

� W��ll�; [
����� Yk���; Rkl��� O�k�����; V�k�<Y�m��
 Rk<

�k��; k�� S��

k��� N��

�= Q�

���
�k�� m
��
��� l������ ���

��
�����
������ 
� ���� ���k��
�� k�� ��� k�
��� 
� �
�<m
����

������m��= 9����F	 �� B�������HF	 1��	���; ACC9C:IEA@$EB?; A??F=

AEC

N�l
�
��k���

gWZ`d?Gh U�k� M Wk��; X�k� Zk	�
��; O�
�� `�k�; k�� S� d�k= _�����

��� ����� k�� ����� l�k�m��� �� ��� ����
�	 �� �k��= B�������HF	

2�

���� AH���H�; C?@9@<B:I@DB$@EC; A??G=

gW\?Gh \k���m	 V W��
��� k�� V�2��� P \k
���= T
���
��k
 ���� ��k�����

�� ��	k��
��m ��

���
�= =F���� @������ 6�����H�; H9G:IE?D$E@G;

A??G=

gW�k??h M
�� ^ W�kk�����
�= [����� 
� m����$k ���

������m ������m����=

1�F�� 6F
�� A������; BIBH$D?; A???=

gW_`HBh V
�k���� W
l
��; a�� _m�0����; k�� Vkm
l
 
̀�&�= B�� ��F
�

���
��
���
 
��G	�
- ��� ����H���F	 H�

	�����= _������� _m���m�

7 N������� Y���k; @HHB=

gW�
@@h ^�� N��� T��� W�
	= \��

����; ����k

�� k�� ��� 
���k�k�

����k�m��I k 

��mk
 k�k
����= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

EB9@:IFB$@?G; A?@@=

gWe`A?h \k�m�k
�k Wk�
�; f����� ek��; k�� Yk����
�k� V �̀
�
��= \��

��<

����m ���� l��
���� �� ��� ���
��m k��= =F���� @������ 6�����H�;

�k��� @$@F; A?A?=

gWfZX?Ah T����	 Wk����k��; _�lk���k� f0

���; M��
� Z�	�����	
; k��

c��<T����� X�= _���k����� 
� �
�k�� ���6��� �� ��� ���k�

���
��= 6���
� @���F�H�; @A9@@:I@ECA$@ED?; A??A=

gXk�?Dh N��� Xk����= U���
��m��
� �
 �k�	
� m�k�� �
��� mk�

 ����
�� ��

�

�m�
k� ��

���
�= U� A�F�����HF	 
������ �� 
�	�H�	F� ���	�����;

�k��� CD$EA= _�������; A??D=

gXk�A?h Z�m

k� Xk���


�= `�� lk����k� k���
km� �
 �

�m�
k� ���

����;

A?A?=

gXOW

+
@Eh V����� X���
��; X�
�k T O�k���
�; Xk���� Y W�m��	k; ]��k�� N�;

W��k S�k���; T����	 _k
��; M����k O Ok�m�
��; Ok��k���k ` [��;

V�k��� _ _��5�
�; Z��
 Y R�����
�; �� k
= M�������� ��� �

lk


����k� ��
� ��	k �����= AH���H�; BDB9EB??:Ikk�G@E?; A?@E=

gXQOEFh Ml�k�k� X����
; _���
� Q���; k�� U��k�
 O����lk��= M� k
<

�
����� �
� �
k�k���� ������� 
� ��k���= U� B����� �� 6�F
��-

8�����F����F	 A�

����
; �

��� EF; �k��� A@D$ABA= S
��
� k��

N��km�; Z�� e
�	; @HEF=

AED



"�3�����2���

gV_[@Bh S�k�k� V
���; _���	 _k���
�; k�� N���� [��
�k�= _�k�����mk


�������m� 
� k


�

��

�� ���m��� ����
�	� �� ��� ������m� 
� ��<

m
��
��� 
���k�� �
�����= A����
F��H 1��	���; EA9B:ICEF$CFG; A?@B=

gV_`@Dh b���m�
 P M����
� Vk�k��


; _�����

k M _�	�
; k�� Y�m�k�
 ^

`�
�= U�����3mk��
� 
� �
���
��k

� ��k�������� ����� �� ��� �����

m


��
���m��� ����k
� k ���k�� ����
 
� lkm����k
 �
 ����k
 ����

��k�����= 1<2 ����
�H�; @E9@:IA; A?@D=

gVbP

+
@Ch c�� V�k
; _�k�	k� b��l�; M��� S P����k�; X��m

� _����; k��

]�k�� Y
����= U�������� m

�k
 ��

���
� 
� ���
�� ��
� ����
� ��<

m
�
���� �
�k��m ���k��
��= 1<2 G�������
F��H�; @D9@:IBD; A?@C=

gV�_A@h :�	�� 3>
���
 k�� X�
��� �k� _�����= O
���m������� 
� ����

����k�m� ��l��k��� ����m�� l� m

��� m
���� ����= F�E�� 
��
����

F�E��-%$#%!$%+$(; A?A@=

gWSP[?Dh b�m�
� W����; X�
� S

�
��	�; Z�	
� Pk�����k�; k�� O�����
� M

[��
����= `�� ��� 
� 
���I ��m
�����m���� ��� ��m�
l�k
 ���

��<

����m ����
�	= 6���
� @���F�H�; @D9F:IHDC$HDH; A??D=

gWX@Gh V= W
k������ k�� _= X���= [� ��� _�l��� \���� k�� ^���k�� P��<

�k�m�= 0�E�� � 
�����; 9@G?D=?FGBH:; Yk� A?@G=

gW
k@Gkh V= W
k������= `�� k�������� ����k�m� 
� �

��� ���

������m ���<

�
�	�= 0�E�� � 
�����; 9@G?E=?DG??:; V��� A?@G=

gW
k@Glh V
�k��k� W
k������= `�� _Z\^ �����l
���

� 
� ����<m��
� ���<

�
�	�= 9����F	 �� 6�F
� 0	������
� F�� 0

	�HF�����; AA9A:IBAH$

BDD; A?@G=

gW
kA?kh V
�k��k� W
k������= `�� k�������� ����k�m� 
� ���

��� ���

<

������m ����
�	�= 3��H���� <F���
F��H� � B�������HF	 2�

����

AH���H�; �

= AA �
= @; V�
� A?A?=

gW
kA?lh V
�k��k� W
k������= A
FH�� �� 
��	�������H ��������= \�P ������;

\�P ������; a��������� 
� M�m	
k��; A?A?=

gWYO

+
?Fh Ok�

� W��ll�; [
����� Yk���; Rkl��� O�k�����; V�k�<Y�m��
 Rk<

�k��; k�� S��

k��� N��

�= Q�

���
�k�� m
��
��� l������ ���

��
�����
������ 
� ���� ���k��
�� k�� ��� k�
��� 
� �
�<m
����

������m��= 9����F	 �� B�������HF	 1��	���; ACC9C:IEA@$EB?; A??F=

AEC

N�l
�
��k���

gWZ`d?Gh U�k� M Wk��; X�k� Zk	�
��; O�
�� `�k�; k�� S� d�k= _�����

��� ����� k�� ����� l�k�m��� �� ��� ����
�	 �� �k��= B�������HF	

2�

���� AH���H�; C?@9@<B:I@DB$@EC; A??G=

gW\?Gh \k���m	 V W��
��� k�� V�2��� P \k
���= T
���
��k
 ���� ��k�����

�� ��	k��
��m ��

���
�= =F���� @������ 6�����H�; H9G:IE?D$E@G;

A??G=

gW�k??h M
�� ^ W�kk�����
�= [����� 
� m����$k ���

������m ������m����=

1�F�� 6F
�� A������; BIBH$D?; A???=

gW_`HBh V
�k���� W
l
��; a�� _m�0����; k�� Vkm
l
 
̀�&�= B�� ��F
�

���
��
���
 
��G	�
- ��� ����H���F	 H�

	�����= _������� _m���m�

7 N������� Y���k; @HHB=

gW�
@@h ^�� N��� T��� W�
	= \��

����; ����k

�� k�� ��� 
���k�k�

����k�m��I k 

��mk
 k�k
����= 9����F	 �� 
F���
F��HF	 G��	���;

EB9@:IFB$@?G; A?@@=

gWe`A?h \k�m�k
�k Wk�
�; f����� ek��; k�� Yk����
�k� V �̀
�
��= \��

��<

����m ���� l��
���� �� ��� ���
��m k��= =F���� @������ 6�����H�;

�k��� @$@F; A?A?=

gWfZX?Ah T����	 Wk����k��; _�lk���k� f0

���; M��
� Z�	�����	
; k��

c��<T����� X�= _���k����� 
� �
�k�� ���6��� �� ��� ���k�

���
��= 6���
� @���F�H�; @A9@@:I@ECA$@ED?; A??A=

gXk�?Dh N��� Xk����= U���
��m��
� �
 �k�	
� m�k�� �
��� mk�

 ����
�� ��

�

�m�
k� ��

���
�= U� A�F�����HF	 
������ �� 
�	�H�	F� ���	�����;

�k��� CD$EA= _�������; A??D=

gXk�A?h Z�m

k� Xk���


�= `�� lk����k� k���
km� �
 �

�m�
k� ���

����;

A?A?=

gXOW

+
@Eh V����� X���
��; X�
�k T O�k���
�; Xk���� Y W�m��	k; ]��k�� N�;

W��k S�k���; T����	 _k
��; M����k O Ok�m�
��; Ok��k���k ` [��;

V�k��� _ _��5�
�; Z��
 Y R�����
�; �� k
= M�������� ��� �

lk


����k� ��
� ��	k �����= AH���H�; BDB9EB??:Ikk�G@E?; A?@E=

gXQOEFh Ml�k�k� X����
; _���
� Q���; k�� U��k�
 O����lk��= M� k
<

�
����� �
� �
k�k���� ������� 
� ��k���= U� B����� �� 6�F
��-

8�����F����F	 A�

����
; �

��� EF; �k��� A@D$ABA= S
��
� k��

N��km�; Z�� e
�	; @HEF=

AED



"�3�����2���

gX\@Fh Pk��� M X���� k�� e��k
 \����= <F���� H�F��� F�� 
����� ��
��;

�

��� @?F= M����mk� Yk����k��mk
 _
m=; A?@F=

gX^Y

+
@Dh Rk�<c�� X�; Ok�
 V ^
����
�; Y�m�k�
 Y�
	
��k�; V�k� O b�

k���k
;

P����� c _������
�; _�k� c S�k�k�; Sk�� W<_ c
��; _k�k�

Yk�����; k�� Wk��
��� Y \����= `�� 
����� k�� ��

���
� 
�

��
�
��
����= 5�������� �� ?	F�� AH���H�; E; A?@D=

gX_@Hh _��
�� X��� k�� O�k�
�� _���
�= M��km���� 
�k��� k�� ��m	���

m������� �
 m�k�km������ ��� ��l�����k��
� ���l�� �
� k ��� 
� ���<



������= 0��F�H�� �� 0

	��� <F���
F��H�; @?DI@?A$@AH; A?@H=

gX_A?h V
�k��<Yk���� X��� k�� Zk��k�k�
 Q��	 _m����	�k��= Y
��
���

�
�� ����� �� ����
��mk
 
��������m�I \��
����k�� ���k� �
� ��� ��m<


�m�
�k��
� 
� �
�� ����� k�� 
k���k�� �����= A?A?= a��������

��������; ��l������ �
� ��� _�	��
��lk�� T���
���m�� X��������	=

gX_b?Hh \��
���� X����; Yk�m
 _k
���; k�� M���<Y��	� bk��k���= B��


��	�������H �F��G���- F 
�FH��HF	 F

��FH� �� 
��	�������H F�F	 

���� F�� ��
������� �������= Ok�l����� a��������� \����; A??H=

gX`fHEh Y��� X�; V
�� �̀
��; k�� X
���� f�k��= [� ��� ��k���� �����<

l
�� �����m�k��� ����k�m� l������ ��

���
�k�� �����= 9����F	 ��

B�������HF	 1��	���; @GA9C:ICEB$CEF; @HHE=

gX�	GAh Q����� Y X�	�= U�
�
������ 
� ��k��� 
� l
����� �k
��m� mk�

l� ������ �� �

��
��k
 ����= 9����F	 �� H�

���� F�� �����


�H���H��; AD9@:ICA$ED; @HGA=

gXbPYT

+
?Gh O
����� Xk	���; \k�
 bk� P�� Yk�	; V
�� \ T��
���l�m	; N���

Xk����; k�� R�����	 ^
������= Q5m���m� 
� �k�	
� m�k�� �
���

mk�

 ���� ��
�
�k
� �� lk����k� ���

������m�= A����
F��H G��	���;

DF9@:IGE$@?B; A??G=

gXbW

+
@Ch Rk�<c�� X�; V�k� Ok�

� b�

k���k
; _����� W�

�; Ok�
 V ^
��<

��
�; Y�m�k�
 Y�
	
��k�; Q���m��
� R�k����k	��; Yk�	�� ^��<

�k�; Q��� Y _���
; V
���k \ P��; Vk���
k \������k��; �� k
=

T
���
��k
 ��k����� 
� k� k�k����� m������m ��
�
��m���
� ��
�

l��
������ �
 �����= ?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH� 

��H��; @@@9@G:IEEFA$EEFF; A?@C=

gYk�@Bh M��� Q Yk����k�= <�F������ G��	���HF	 ���������= V
�� c�
�� 7

_
��; A?@B=

AEE

N�l
�
��k���

gYk�A?h Yk���k�


k� Yk��
���= O
������ �����k
 ���

������m ����
�	�=

F�E�� 
��
���� F�E��-%##(!$'('*; A?A?=

gYk�A?h M
���� Yk�	��= \��

������m m
��k���
� ��k��������� k�� �����

k��
�mk��
� �
�k��� ��� kmm��k�� �������m� 
� ��

���
�k�� ����
<

����= A?A?=

gYMbQ@Hh M
���� Yk�	��; k̀��� W M�����
�; b��	k�k _W` bk�k
�; k��

[
���� Q�
�������= ^
l���
�<�
�
�� ����m�
k��
� ����
�	�= G��@���;

�k�� ECAFHB; A?@H=

gYk�HFh ^�m�k�� X Yk����= M ����k�m�� 
� ���m��� m
�m����I ��� ���
��<

���� �� ��� �k�k 
� ��� ���m��� ��
l
��= @HHF=

gYQ@Hh M
���� Yk�	�� k�� [
���� Q�
�������= O
������� m
������ ��

�
l���
�<�
�
�� ����m�
k��
� ����
�	�= U� $,�� 8�����F����F	 D��� 

���
 �� 0	������
� �� 1�������
F��H� �D018 %#$,�= _m�

��

Pk�����
<X��l���<f������ ���� U��
��k��	; A?@H=

gYZc

+
?Ch N���k�� YQ Y
���; X�k� Zk	�
��; k̀��� ck��
�; O ^k��k
 X��<

���; M��k `�

��; M���	� \k�

��k; V���� _��; k�� ^��� `����=

\��

������m ����
�	�I �
��
���; ��m
�����m��l�
���; k�� kmm��km�=

8444"02< B�F��FH����� �� 2�

��F����F	 1��	��� F�� 1������� 


F��H�; @9@:I@B$AB; A??C=

gY
�@@h PM Y
����
�= 8������H���� �� ?��	�������H =�������= ^V^ \�
<

��m��
��; A?@@=

gY
�@Bh Pk��� Y
����
�= Rk
�� k�k

���� l������ k����
�


��

k�� l�


��= ����� �������
����
���0��������1�	������

����/����/
/�������0�����
�/
��
����������	�; A?@B= Mm<

m�����I [m�
l�� D; A?A?=

gY^@Ah M���k M
mk
k Y��k k�� R�k�m��m ^
���

/= �̀��k�� ��k��

��
�
������ �� �

��
��k
 ����; k���� 
�	�= F�E�� 
��
����

F�E��-$%#,!#+*$; A?@A=

gY_P

+
A?h Z�m

k R Y1

��; a���� _�

�; S���� P��k�; k̀��k _�k�
��; k��

`��
��� S bk���k�= Nk����k� �������m� 
� ��k��
������ ����
�	�

����k
� 3����� l���3�� 
� ��k��
������ �� ���k� ��4����k �������=

?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@F9AH:I@F@?C$

@F@@@; A?A?=

AEF



"�3�����2���

gX\@Fh Pk��� M X���� k�� e��k
 \����= <F���� H�F��� F�� 
����� ��
��;

�

��� @?F= M����mk� Yk����k��mk
 _
m=; A?@F=

gX^Y

+
@Dh Rk�<c�� X�; Ok�
 V ^
����
�; Y�m�k�
 Y�
	
��k�; V�k� O b�

k���k
;

P����� c _������
�; _�k� c S�k�k�; Sk�� W<_ c
��; _k�k�

Yk�����; k�� Wk��
��� Y \����= `�� 
����� k�� ��

���
� 
�

��
�
��
����= 5�������� �� ?	F�� AH���H�; E; A?@D=

gX_@Hh _��
�� X��� k�� O�k�
�� _���
�= M��km���� 
�k��� k�� ��m	���

m������� �
 m�k�km������ ��� ��l�����k��
� ���l�� �
� k ��� 
� ���<



������= 0��F�H�� �� 0

	��� <F���
F��H�; @?DI@?A$@AH; A?@H=

gX_A?h V
�k��<Yk���� X��� k�� Zk��k�k�
 Q��	 _m����	�k��= Y
��
���

�
�� ����� �� ����
��mk
 
��������m�I \��
����k�� ���k� �
� ��� ��m<


�m�
�k��
� 
� �
�� ����� k�� 
k���k�� �����= A?A?= a��������

��������; ��l������ �
� ��� _�	��
��lk�� T���
���m�� X��������	=

gX_b?Hh \��
���� X����; Yk�m
 _k
���; k�� M���<Y��	� bk��k���= B��


��	�������H �F��G���- F 
�FH��HF	 F

��FH� �� 
��	�������H F�F	 

���� F�� ��
������� �������= Ok�l����� a��������� \����; A??H=

gX`fHEh Y��� X�; V
�� �̀
��; k�� X
���� f�k��= [� ��� ��k���� �����<

l
�� �����m�k��� ����k�m� l������ ��

���
�k�� �����= 9����F	 ��

B�������HF	 1��	���; @GA9C:ICEB$CEF; @HHE=

gX�	GAh Q����� Y X�	�= U�
�
������ 
� ��k��� 
� l
����� �k
��m� mk�

l� ������ �� �

��
��k
 ����= 9����F	 �� H�

���� F�� �����


�H���H��; AD9@:ICA$ED; @HGA=

gXbPYT

+
?Gh O
����� Xk	���; \k�
 bk� P�� Yk�	; V
�� \ T��
���l�m	; N���

Xk����; k�� R�����	 ^
������= Q5m���m� 
� �k�	
� m�k�� �
���

mk�

 ���� ��
�
�k
� �� lk����k� ���

������m�= A����
F��H G��	���;

DF9@:IGE$@?B; A??G=

gXbW

+
@Ch Rk�<c�� X�; V�k� Ok�

� b�

k���k
; _����� W�

�; Ok�
 V ^
��<

��
�; Y�m�k�
 Y�
	
��k�; Q���m��
� R�k����k	��; Yk�	�� ^��<

�k�; Q��� Y _���
; V
���k \ P��; Vk���
k \������k��; �� k
=

T
���
��k
 ��k����� 
� k� k�k����� m������m ��
�
��m���
� ��
�

l��
������ �
 �����= ?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH� 

��H��; @@@9@G:IEEFA$EEFF; A?@C=

gYk�@Bh M��� Q Yk����k�= <�F������ G��	���HF	 ���������= V
�� c�
�� 7

_
��; A?@B=

AEE

N�l
�
��k���

gYk�A?h Yk���k�


k� Yk��
���= O
������ �����k
 ���

������m ����
�	�=

F�E�� 
��
���� F�E��-%##(!$'('*; A?A?=

gYk�A?h M
���� Yk�	��= \��

������m m
��k���
� ��k��������� k�� �����

k��
�mk��
� �
�k��� ��� kmm��k�� �������m� 
� ��

���
�k�� ����
<

����= A?A?=

gYMbQ@Hh M
���� Yk�	��; k̀��� W M�����
�; b��	k�k _W` bk�k
�; k��

[
���� Q�
�������= ^
l���
�<�
�
�� ����m�
k��
� ����
�	�= G��@���;

�k�� ECAFHB; A?@H=

gYk�HFh ^�m�k�� X Yk����= M ����k�m�� 
� ���m��� m
�m����I ��� ���
��<

���� �� ��� �k�k 
� ��� ���m��� ��
l
��= @HHF=

gYQ@Hh M
���� Yk�	�� k�� [
���� Q�
�������= O
������� m
������ ��

�
l���
�<�
�
�� ����m�
k��
� ����
�	�= U� $,�� 8�����F����F	 D��� 

���
 �� 0	������
� �� 1�������
F��H� �D018 %#$,�= _m�

��

Pk�����
<X��l���<f������ ���� U��
��k��	; A?@H=

gYZc

+
?Ch N���k�� YQ Y
���; X�k� Zk	�
��; k̀��� ck��
�; O ^k��k
 X��<

���; M��k `�

��; M���	� \k�

��k; V���� _��; k�� ^��� `����=

\��

������m ����
�	�I �
��
���; ��m
�����m��l�
���; k�� kmm��km�=

8444"02< B�F��FH����� �� 2�

��F����F	 1��	��� F�� 1������� 


F��H�; @9@:I@B$AB; A??C=

gY
�@@h PM Y
����
�= 8������H���� �� ?��	�������H =�������= ^V^ \�
<

��m��
��; A?@@=

gY
�@Bh Pk��� Y
����
�= Rk
�� k�k

���� l������ k����
�


��

k�� l�


��= ����� �������
����
���0��������1�	������

����/����/
/�������0�����
�/
��
����������	�; A?@B= Mm<

m�����I [m�
l�� D; A?A?=

gY^@Ah M���k M
mk
k Y��k k�� R�k�m��m ^
���

/= �̀��k�� ��k��

��
�
������ �� �

��
��k
 ����; k���� 
�	�= F�E�� 
��
����

F�E��-$%#,!#+*$; A?@A=

gY_P

+
A?h Z�m

k R Y1

��; a���� _�

�; S���� P��k�; k̀��k _�k�
��; k��

`��
��� S bk���k�= Nk����k� �������m� 
� ��k��
������ ����
�	�

����k
� 3����� l���3�� 
� ��k��
������ �� ���k� ��4����k �������=

?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@F9AH:I@F@?C$

@F@@@; A?A?=

AEF



"�3�����2���

gY�UV

+
@Hh e�	����
 Y��k	k��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

k�� b��m��� Y
�
�
�= ^�m
�����m���� ����<m��
� ����
�	� ��
�

����m�
k��<����<��
���� ��l����
�	�= 1�		���� �� 
F���
F��HF	 G� 

�	���; G@9@?:IBGAB$BGEB; A?@H=

gYc@Ah Pk���
 Y
��� k�� _��
� c��
k�= O�k�km�������� ��� ���

������m

����<��k�m� ��
l
��= A����
F��H G��	���; E@9A:IAAG; A?@A=

gYeW@?h Ml���
k��� Y
�k����; Mk�k� e��; k�� e
���k� W��= Y�k������

��� ������ ���� 
� �
m�k
 ��k���= U� ?��H������� �� ��� $#�� 02<

A862><< H�������H� �� 8������� 
�F����
���; �k��� BGB$BGH;

A?@?=

gZ_�TY@Ch Xk�<`��� Z�����; T��	
 M _m�����; M���� �
� Tk���
��; k��

N�� ]�k�� Y���= U�<����I k �k�� k�� �2�m���� ��
m�k���m k
�
�����

�
� �����k���� �k�����<
�	�
��

� ���

������= <�	�H�	F� G��	���

F�� ���	�����; BA9@:IAEG$AFC; A?@C=

gZc?Dh X�k� Zk	�
�� k�� X�<_k� ck��= \��

������m ����
�	�; �����; k��

m
������= U� 8�����F����F	 2�������H� �� 2�

��F����F	 AH���H�;

�k��� H@H$HAE= _�������; A??D=

g[NN

+
@Ch Y�m�k�
 V ['��N����; Yk����� ` N
�
k����; N����� N�m�k�k�;

Yk�	 O


k��; ^ X�� X��k�; k�� V
�� Pk�����= U��
�k��
� k��

m�
���k
 ��k�������
� �� ��� k����mk� �k
�

����mI ���

������m

k�k
���� 
� �k����� �k
�
����k� ��
��m��
�<�
��� m
k����= 9����F	

�� 0�����
�	���HF	 0�H�F��	���; BCI@??$@@H; A?@C=

g\��@Hh M��k Yk��� \�������= 7F��G��� �� ���	�����F�� ����F�H� �� F� 

H�F��	���= _�������; A?@H=

g\_@Dh Rkl�
 \k��� k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�m
�����m��l
� ���

������m

����
�	�I �
 �
� ����������� ��� �������������kl
�= ?;�A 2�

��

1��	; @@9C:I�@??C@BD; A?@D=

g\_O@Hh V
k� Ok�
�� \
��; O�
��� _m
��k�kmmk; k�� Skl���
 Ok��
�k= S��<

��k��
� 
� 
���
<	 
�� ����
�	�= 8444"02< B�F��FH����� �� 2�
 


��F����F	 1��	��� F�� 1�������
F��H�; @F9@:I@DG$@EC; A?@H=

g^k�?Hh Yk�	 M ^k�k�= �̀��� k�� ����
�	� l��
�� k�� k���� �k����= 1� 

�	��� ����H�; C9@:ICB; A??H=

g^O?Eh M��
��� ^
	k� k�� _�k� N Ok��


= N����� �� ��� ���� 
� 
���= ?;�A

1��	; C9@@:I�BDA; A??E=

AEG

N�l
�
��k���

g^
m?Eh _�lk����� ^
m�= M ��
�� ��

� ��k� ���

������m ���� ��m
�����m<

��
� l� �k����� 
�	�
��

� �� �k��= 8444"02< B�F��FH����� ��

2�

��F����F	 1��	��� F�� 1�������
F��H�; B9@:IHA$HC; A??E=

g_PSA?h O�
��� _m
��k�kmmk; R�*�*��m P�
��m; k�� Z�m

k� Sk
����; ����
��=

?��	�������H� �� ��� 6���
�H 4�F= Z
 m
����m�k
 ��l
����� �

M���
�� 
��� kmm��� l

	; A?A?=

g_R�Z@Hh `�
�k� _k	
�k����; O���� R��
�; k�� Q��	 �k� Z�������= c�

�

���
�� ���

������ ��4�m� 

��<�k�
�� ������l���
�� 
� ��m
�l��k<

��
� �k��� �� �k�� lkm����k
 ���m���= 1��@���; �k�� E?@H@C; A?@H=

g_SR@Dh Pk��� _��k��; R������m	 Q S����; k�� V
�� S R
�k�
�= M�k
�����

�
����� ���

����I m
k�����m k���
km�= 7F��G��� �� 
F	��F����� 


�	���; �k��� @HGH$A?@C; A?@D=

g_��HAh M
���k�� _��m
k��= U���
��� l
���� �
� ������ �k��� 
� �k�	
�

m�k��� k�� ��
��m
��
���� 4
�= 2�
G��F����H�� 
��GFG�	��� F��

2�

�����; @9C:IBD@$BF?; @HHA=

g_V@Fh Wk������� _�= V
��= `�� ��k�� 
� ���

������m ������km�= A����
 

F��H G��	���; EE9@:I�GB$�HC; A?@F=

g_W_HCh UZ _�����k

�; ZM W

m�k�
�; k�� OT^U_ _k����= Ok� �����<

�������
�k
 m
��km�� �� ��
���� ����m����� l� �����m��� l� k�k
<

���� 
� m
���
k��� ���k��
��L ?������ 4����������� 3����� F��

A�	�H����; F9B:IBCH$BDG; @HHC=

g_XM@Eh O
k���k _

-�<X���� k�� O*m�
� M�*= U�������� ���

������m ���<

�
�	� ���� �k����� �����

�	�
��

� ����� ��m
��
��� 
���k��

�
�����= ?;�A ������H�; @A9B:I�@??DGHE; A?@E=

g_XNM@Fh O
k���k _

-�<X����; \k�
 Nk�����; k�� O*m�
� M�*= \��

���<

�
�	�I k �km	k�� �
� ���

������m ����
�	�= <�	�H�	F� G��	���

F�� ���	�����; BC9@A:IBAHA$BAHG; A?@F=

g_XOMA?h O
k���k _

��<X����; M����
 O
��; k�� O�m�
� M��= [� ��� ������<

3kl�
��� 
� ���

������m ����
�	� ����� k �����

�	�
��

� �
��
=

F�E�� 
��
���� F�E��-%#$#!#$*(+; A?A?=

g_\W\_

+
A?h _k���k�
 V _&�m���<\km��m
; _�����	 W
��; \k

k \�
��
<

_k��km���; ^
l��� c Y�����; k�� Xk��k W�lk�	
= Y���k�<

�
����� ����
�	 k�k
���� 
� �k��<m
�<A ���
��� �� ������� ���

<

������m �
� ��

���
�k��= ?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� ��

AH���H��; @@F9AB:I@AD@G$@AD@H; A?A?=

AEH



"�3�����2���

gY�UV

+
@Hh e�	����
 Y��k	k��; X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���;

k�� b��m��� Y
�
�
�= ^�m
�����m���� ����<m��
� ����
�	� ��
�

����m�
k��<����<��
���� ��l����
�	�= 1�		���� �� 
F���
F��HF	 G� 

�	���; G@9@?:IBGAB$BGEB; A?@H=

gYc@Ah Pk���
 Y
��� k�� _��
� c��
k�= O�k�km�������� ��� ���

������m

����<��k�m� ��
l
��= A����
F��H G��	���; E@9A:IAAG; A?@A=

gYeW@?h Ml���
k��� Y
�k����; Mk�k� e��; k�� e
���k� W��= Y�k������

��� ������ ���� 
� �
m�k
 ��k���= U� ?��H������� �� ��� $#�� 02<

A862><< H�������H� �� 8������� 
�F����
���; �k��� BGB$BGH;

A?@?=

gZ_�TY@Ch Xk�<`��� Z�����; T��	
 M _m�����; M���� �
� Tk���
��; k��

N�� ]�k�� Y���= U�<����I k �k�� k�� �2�m���� ��
m�k���m k
�
�����

�
� �����k���� �k�����<
�	�
��

� ���

������= <�	�H�	F� G��	���

F�� ���	�����; BA9@:IAEG$AFC; A?@C=

gZc?Dh X�k� Zk	�
�� k�� X�<_k� ck��= \��

������m ����
�	�; �����; k��

m
������= U� 8�����F����F	 2�������H� �� 2�

��F����F	 AH���H�;

�k��� H@H$HAE= _�������; A??D=

g[NN

+
@Ch Y�m�k�
 V ['��N����; Yk����� ` N
�
k����; N����� N�m�k�k�;

Yk�	 O


k��; ^ X�� X��k�; k�� V
�� Pk�����= U��
�k��
� k��

m�
���k
 ��k�������
� �� ��� k����mk� �k
�

����mI ���

������m

k�k
���� 
� �k����� �k
�
����k� ��
��m��
�<�
��� m
k����= 9����F	

�� 0�����
�	���HF	 0�H�F��	���; BCI@??$@@H; A?@C=

g\��@Hh M��k Yk��� \�������= 7F��G��� �� ���	�����F�� ����F�H� �� F� 

H�F��	���= _�������; A?@H=

g\_@Dh Rkl�
 \k��� k�� O�
��� _m
��k�kmmk= ^�m
�����m��l
� ���

������m

����
�	�I �
 �
� ����������� ��� �������������kl
�= ?;�A 2�

��

1��	; @@9C:I�@??C@BD; A?@D=

g\_O@Hh V
k� Ok�
�� \
��; O�
��� _m
��k�kmmk; k�� Skl���
 Ok��
�k= S��<

��k��
� 
� 
���
<	 
�� ����
�	�= 8444"02< B�F��FH����� �� 2�
 


��F����F	 1��	��� F�� 1�������
F��H�; @F9@:I@DG$@EC; A?@H=

g^k�?Hh Yk�	 M ^k�k�= �̀��� k�� ����
�	� l��
�� k�� k���� �k����= 1� 

�	��� ����H�; C9@:ICB; A??H=

g^O?Eh M��
��� ^
	k� k�� _�k� N Ok��


= N����� �� ��� ���� 
� 
���= ?;�A

1��	; C9@@:I�BDA; A??E=

AEG

N�l
�
��k���

g^
m?Eh _�lk����� ^
m�= M ��
�� ��

� ��k� ���

������m ���� ��m
�����m<

��
� l� �k����� 
�	�
��

� �� �k��= 8444"02< B�F��FH����� ��

2�

��F����F	 1��	��� F�� 1�������
F��H�; B9@:IHA$HC; A??E=

g_PSA?h O�
��� _m
��k�kmmk; R�*�*��m P�
��m; k�� Z�m

k� Sk
����; ����
��=

?��	�������H� �� ��� 6���
�H 4�F= Z
 m
����m�k
 ��l
����� �

M���
�� 
��� kmm��� l

	; A?A?=

g_R�Z@Hh `�
�k� _k	
�k����; O���� R��
�; k�� Q��	 �k� Z�������= c�

�

���
�� ���

������ ��4�m� 

��<�k�
�� ������l���
�� 
� ��m
�l��k<

��
� �k��� �� �k�� lkm����k
 ���m���= 1��@���; �k�� E?@H@C; A?@H=

g_SR@Dh Pk��� _��k��; R������m	 Q S����; k�� V
�� S R
�k�
�= M�k
�����

�
����� ���

����I m
k�����m k���
km�= 7F��G��� �� 
F	��F����� 


�	���; �k��� @HGH$A?@C; A?@D=

g_��HAh M
���k�� _��m
k��= U���
��� l
���� �
� ������ �k��� 
� �k�	
�

m�k��� k�� ��
��m
��
���� 4
�= 2�
G��F����H�� 
��GFG�	��� F��

2�

�����; @9C:IBD@$BF?; @HHA=

g_V@Fh Wk������� _�= V
��= `�� ��k�� 
� ���

������m ������km�= A����
 

F��H G��	���; EE9@:I�GB$�HC; A?@F=

g_W_HCh UZ _�����k

�; ZM W

m�k�
�; k�� OT^U_ _k����= Ok� �����<

�������
�k
 m
��km�� �� ��
���� ����m����� l� �����m��� l� k�k
<

���� 
� m
���
k��� ���k��
��L ?������ 4����������� 3����� F��

A�	�H����; F9B:IBCH$BDG; @HHC=

g_XM@Eh O
k���k _

-�<X���� k�� O*m�
� M�*= U�������� ���

������m ���<

�
�	� ���� �k����� �����

�	�
��

� ����� ��m
��
��� 
���k��

�
�����= ?;�A ������H�; @A9B:I�@??DGHE; A?@E=

g_XNM@Fh O
k���k _

-�<X����; \k�
 Nk�����; k�� O*m�
� M�*= \��

���<

�
�	�I k �km	k�� �
� ���

������m ����
�	�= <�	�H�	F� G��	���

F�� ���	�����; BC9@A:IBAHA$BAHG; A?@F=

g_XOMA?h O
k���k _

��<X����; M����
 O
��; k�� O�m�
� M��= [� ��� ������<

3kl�
��� 
� ���

������m ����
�	� ����� k �����

�	�
��

� �
��
=

F�E�� 
��
���� F�E��-%#$#!#$*(+; A?A?=

g_\W\_

+
A?h _k���k�
 V _&�m���<\km��m
; _�����	 W
��; \k

k \�
��
<

_k��km���; ^
l��� c Y�����; k�� Xk��k W�lk�	
= Y���k�<

�
����� ����
�	 k�k
���� 
� �k��<m
�<A ���
��� �� ������� ���

<

������m �
� ��

���
�k��= ?��H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� ��

AH���H��; @@F9AB:I@AD@G$@AD@H; A?A?=

AEH



"�3�����2���

g__?Bh O�k�
�� _���
� k�� Y�	� M _���
= ?��	�������H�; �

��� AC= [�<

�
�� a��������� \���� 
� P��k��; A??B=

g__@Hh X��k _m�
��� k�� V��� Y _m�����= _���
� m
����k��
� 
� ��<����<

k�� ��<���l������ ��
� �k� ��m
��
����
��= 8����
F���� ?��H��� 

��� ;������; @CDIDG$EB; A?@H=

g_��@Eh Y�	� _���
= ?��	�����- ���H���� F�� �F���
 
��H����� �� ���	�����=

_UMY; A?@E=

g_��@Hh Xk����k Y���
�k _��k2
�= `�� ���� 
� m�
���k
 ���

������m� ��

k�m�k�


��= U� 7F��G��� �� 4��	�����F�� @���F�H� �� 0�H�F��	���;

�k��� @CH$@E?= _�������; A?@H=

g`^Z?Gh O�
�� `�k�; P���	 ^����; k�� X�k� Zk	�
��= \��

���I k �
��<

�k�� �km	k�� �
� k�k
����� k�� ��m
�����m���� ����m�
k�� ��

�<

��
�k�� ��
k��
������= 1<2 1�������
F��H�; H9@:IBAA; A??G=

g �̀�HEh ek����	� �̀�	��= �̀k���
��k��
�� 
� m�l�m ��k���= 9����F	 �� ���

5�F��	�� 8��������; BBB9C:IDED$DFD; @HHE=

g �̀�HGh ek����	� �̀�	��= �̀k���
��k��
�� 
� ����<m


���� m�l�m ��k���=

3��H���� 
F���
F��H�; @GC9@<B:I@GB$@HC; @HHG=

gaR_V@Eh Q

�� a�����; Q��m R
��; k�� Wk������� _�= V
��= O�k�km��������



mk
 
����k �
� �k����� �k����
��= 1�		���� �� 
F���
F��HF	

G��	���; FG9D:I@?DG$@?FD; A?@E=

gbN@Dh _*������ b��

������ k�� _�lk���k� N
��
�2��= O
����l���
� 
�

��m
�l��k��
� �
 ��� ��

���
�k�� ����
�� 
� ���= 2������ >
�����

�� 78C F�� 083A; @?9A:IGC$GH; A?@D=

g�PYOT@Hh N�k� �k� P��	; V��
�� Y�����; `�
�k� P O������; k�� \k�
���

T
�����= �̀������ ��� �k�� ��k� �����I ��m�
l�� ��

�� �
 k���m<

��k�� k ����k
 ��k����� ��
�
m

 k� ��������k
� 
� m


�m�����= 1<2

���	�����F�� G��	���; @H9@:IA?@; A?@H=

gb��A?h N��k� b������kk
= U���
���� k
�
������ �� ���

������m�

����� �km���� 
�k�����= Yk����8� ������; P�
�� a���������


� �̀m��


��; A?A?= ���� ��
������
���������
������ 

��������������������0�����/���������=

g�UVV

+
@Hkh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y�<

�k	k��; k�� Z
�l��� f��= \

��
��k
<���� k
�
������ �
� ���

<

������m �������m� ��
l
��� ���

���� ���
�mk��
� k�� ����m�
k��
�=

AF?

N�l
�
��k���

8444"02< B�F��FH����� �� 2�

��F����F	 1��	��� F�� 1���� 

���
F��H�; @F9@:I@C$AE; A?@H=

g�UVV

+
@Hlh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= M ��km��mk
 3���<�k�k����� k
�
����� �
� m
�<

����m���� ����<m��
� ����
�	� ��
� ��
���
� l��k�� �����= F�E��


��
���� F�E��-$,#*!#+'*'; A?@H=

g�UVV

+
A?h X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= M �������� m�k�km�����k��
� 
� ����<lk��� ���<

�
�	� k�� 
�m�k�� ����
�	� ����� m����� m
����= F�E�� 
��
����

F�E��-%##'!#*)**; A?A?=

g�UYYA?h X�
 �k� U����
; b��m��� Y
�
�
�; k�� e�	����
 Y��k	k��= ^�m
�<

����m��l�
��� 
� ���

��� 
���
<	 ���

������m ����
�	� ��
� ���<

�k�m��= 0��F�H�� �� 0

	��� <F���
F��H�; @A?I@?A?FD; A?A?=

gbYY

+
@Ch X
�k� b

	�k��; Uk�� Yk����; b��m��� Y
�
�
�; M����k� _��

<

���; k�� M��� [ Y

���= \��
�������� �
��
k��
�� �
� m
�����k��
�

����� ���

������m ����
�	�= ?;�A >��; H9A:; A?@C=

gb`\X?Dh O�������� b
��
; _k�k� M �̀�m��k��; k�� V
�� \�����k<X�k
= `��

��
k��
����� l������ �
�k�� ���
�mk��
� k�� ��m
�l��k��
�= 9��� 

�F	 �� 
�	�H�	F� G��	���; BCE9@:IBDD$BED; A??D=

gbcP

+
@Fh `��
��� S bk���k�; Pk��� c�
m�; M
���� V P����
��; \k���m	 V

N����; �̀��� S�
���; k�� Z���
 \ R���m�= U�������� k�m����k


��m
�l��k��
� ��k��� ��
� lkm����k
 ���
��m �k�k= 6�����H�;

A?D9A:IGDF$GF?; A?@F=

gcNf@Bh O���� c������; ^
l��� S N��	
; k�� Z
�l��� f��= R����<

�k�k����� k
�
������ �
� �k����� k�������� �
�����= A80<

9����F	 �� 2�

�����; CA9C:I@CB@$@CEE; A?@B=

gcR@Fh W������k c�m	� k�� Yk���	� R��m���= O
��k���� ��� �k�	���� 
l<

�k���� ��
� ��
 l�
��������� ����m��I ��� �k�� ��
�
���
� �����

k�� ��� ��k�
�� �k
��= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; CB?IA?F$A@C;

A?@F=

gcR@Gh W������k c�m	� k�� Yk���	� R��m���= \��

������m ��������� k��

l�
��������� ����m�� 
� ���

������m ����
�	�= <F���
F��HF	 G�� 

�H���H��; AHGIG?$H?; A?@G=

AF@



"�3�����2���

g__?Bh O�k�
�� _���
� k�� Y�	� M _���
= ?��	�������H�; �

��� AC= [�<

�
�� a��������� \���� 
� P��k��; A??B=

g__@Hh X��k _m�
��� k�� V��� Y _m�����= _���
� m
����k��
� 
� ��<����<

k�� ��<���l������ ��
� �k� ��m
��
����
��= 8����
F���� ?��H��� 

��� ;������; @CDIDG$EB; A?@H=

g_��@Eh Y�	� _���
= ?��	�����- ���H���� F�� �F���
 
��H����� �� ���	�����=

_UMY; A?@E=

g_��@Hh Xk����k Y���
�k _��k2
�= `�� ���� 
� m�
���k
 ���

������m� ��

k�m�k�


��= U� 7F��G��� �� 4��	�����F�� @���F�H� �� 0�H�F��	���;

�k��� @CH$@E?= _�������; A?@H=

g`^Z?Gh O�
�� `�k�; P���	 ^����; k�� X�k� Zk	�
��= \��

���I k �
��<

�k�� �km	k�� �
� k�k
����� k�� ��m
�����m���� ����m�
k�� ��

�<

��
�k�� ��
k��
������= 1<2 1�������
F��H�; H9@:IBAA; A??G=

g �̀�HEh ek����	� �̀�	��= �̀k���
��k��
�� 
� m�l�m ��k���= 9����F	 �� ���

5�F��	�� 8��������; BBB9C:IDED$DFD; @HHE=

g �̀�HGh ek����	� �̀�	��= �̀k���
��k��
�� 
� ����<m


���� m�l�m ��k���=

3��H���� 
F���
F��H�; @GC9@<B:I@GB$@HC; @HHG=

gaR_V@Eh Q

�� a�����; Q��m R
��; k�� Wk������� _�= V
��= O�k�km��������



mk
 
����k �
� �k����� �k����
��= 1�		���� �� 
F���
F��HF	

G��	���; FG9D:I@?DG$@?FD; A?@E=

gbN@Dh _*������ b��

������ k�� _�lk���k� N
��
�2��= O
����l���
� 
�

��m
�l��k��
� �
 ��� ��

���
�k�� ����
�� 
� ���= 2������ >
�����

�� 78C F�� 083A; @?9A:IGC$GH; A?@D=

g�PYOT@Hh N�k� �k� P��	; V��
�� Y�����; `�
�k� P O������; k�� \k�
���

T
�����= �̀������ ��� �k�� ��k� �����I ��m�
l�� ��

�� �
 k���m<

��k�� k ����k
 ��k����� ��
�
m

 k� ��������k
� 
� m


�m�����= 1<2

���	�����F�� G��	���; @H9@:IA?@; A?@H=

gb��A?h N��k� b������kk
= U���
���� k
�
������ �� ���

������m�

����� �km���� 
�k�����= Yk����8� ������; P�
�� a���������


� �̀m��


��; A?A?= ���� ��
������
���������
������ 

��������������������0�����/���������=

g�UVV

+
@Hkh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y�<

�k	k��; k�� Z
�l��� f��= \

��
��k
<���� k
�
������ �
� ���

<

������m �������m� ��
l
��� ���

���� ���
�mk��
� k�� ����m�
k��
�=

AF?

N�l
�
��k���

8444"02< B�F��FH����� �� 2�

��F����F	 1��	��� F�� 1���� 

���
F��H�; @F9@:I@C$AE; A?@H=

g�UVV

+
@Hlh X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= M ��km��mk
 3���<�k�k����� k
�
����� �
� m
�<

����m���� ����<m��
� ����
�	� ��
� ��
���
� l��k�� �����= F�E��


��
���� F�E��-$,#*!#+'*'; A?@H=

g�UVV

+
A?h X�
 �k� U����
; :�	�� 3>
���
; Yk�	 V
���; e�	����
 Y��k	k��;

k�� Z
�l��� f��= M �������� m�k�km�����k��
� 
� ����<lk��� ���<

�
�	� k�� 
�m�k�� ����
�	� ����� m����� m
����= F�E�� 
��
����

F�E��-%##'!#*)**; A?A?=

g�UYYA?h X�
 �k� U����
; b��m��� Y
�
�
�; k�� e�	����
 Y��k	k��= ^�m
�<

����m��l�
��� 
� ���

��� 
���
<	 ���

������m ����
�	� ��
� ���<

�k�m��= 0��F�H�� �� 0

	��� <F���
F��H�; @A?I@?A?FD; A?A?=

gbYY

+
@Ch X
�k� b

	�k��; Uk�� Yk����; b��m��� Y
�
�
�; M����k� _��

<

���; k�� M��� [ Y

���= \��
�������� �
��
k��
�� �
� m
�����k��
�

����� ���

������m ����
�	�= ?;�A >��; H9A:; A?@C=

gb`\X?Dh O�������� b
��
; _k�k� M �̀�m��k��; k�� V
�� \�����k<X�k
= `��

��
k��
����� l������ �
�k�� ���
�mk��
� k�� ��m
�l��k��
�= 9��� 

�F	 �� 
�	�H�	F� G��	���; BCE9@:IBDD$BED; A??D=

gbcP

+
@Fh `��
��� S bk���k�; Pk��� c�
m�; M
���� V P����
��; \k���m	 V

N����; �̀��� S�
���; k�� Z���
 \ R���m�= U�������� k�m����k


��m
�l��k��
� ��k��� ��
� lkm����k
 ���
��m �k�k= 6�����H�;

A?D9A:IGDF$GF?; A?@F=

gcNf@Bh O���� c������; ^
l��� S N��	
; k�� Z
�l��� f��= R����<

�k�k����� k
�
������ �
� �k����� k�������� �
�����= A80<

9����F	 �� 2�

�����; CA9C:I@CB@$@CEE; A?@B=

gcR@Fh W������k c�m	� k�� Yk���	� R��m���= O
��k���� ��� �k�	���� 
l<

�k���� ��
� ��
 l�
��������� ����m��I ��� �k�� ��
�
���
� �����

k�� ��� ��k�
�� �k
��= 9����F	 �� ��������HF	 G��	���; CB?IA?F$A@C;

A?@F=

gcR@Gh W������k c�m	� k�� Yk���	� R��m���= \��

������m ��������� k��

l�
��������� ����m�� 
� ���

������m ����
�	�= <F���
F��HF	 G�� 

�H���H��; AHGIG?$H?; A?@G=

AF@



"�3�����2���

gcY@?h _��
� c��
k� k�� Pk���
 Y
���= `�� ����k
��m� 
� ��
�����mk<

��
�� �� ����<��km� k�� ����� ���
�mk��
�� �
� ����<��k�m�= <�	�H�	F�

G��	��� F�� ���	�����; AF9@A:IAEFC$AEFF; A?@?=

gcY@Gh O���� c������ k�� R������m	 M Yk����= Ok
m�
k���� ��� ���

���

��l���� �����<k��<����k�� ����k�m�= 8444"02< ��F��FH����� ��

H�

��F����F	 G��	��� F�� G�������
F��H�; @E9B:IGHG$H@@; A?@G=

gcYU@Fh O���� c������ k�� R������m	 M Yk���� Ub= ^�mm�$


����� m���k<

���� 
� ��� �

��� ���

������m ��l����$�����$����k�� ��k��= B�� 

�����HF	 2�

���� AH���H�; EHHI@$A?; A?@F=

gcYU@Gh O���� c������ k�� R������m	 M Yk���� Ub= Q5m����
� ���������

�k������ ��l���� �����<k��<����k�� k��km��m��� l������ ���

��<

����m �����= U� %#$+ ?��H������� �� ��� 5�������� D������
 �� 0� 

F	���H 0	������
�H� F�� 2�
G��F����H� �0=0;2>�; �k��� FF$H@=

_UMY; A?@G=

gcZ@Gh P�����k
 c�� k�� X�k� Zk	�
��= O
�����k���� ����m�
k�� ���

<

������ k�� ���� ����� ��
� ��
��

m�� ������m� �k�k= A����
F��H

1��	���; EF9B:ICBH$CDF; A?@G=

gc\^@Hh Yk����� V ck
��; M��k Yk��� \�������; k�� R�
�� ^����= U�<

��
��m��
� �
 m�
���k
 ��m�
��

���
�k�� ����k�m� �� k����
�


��

k�� k�m�k�


��= U� 7F��G��� �� 4��	�����F�� @���F�H� �� 0� 

H�F��	���; �k��� AD$CF= _�������; A?@H=

gc�A?h e����� c�= U������m� 
� �
��
k��
� k�������� ����
�	 ��
� 

<

mk
 ���� ����k

����I k m
k
��m���<lk��� �k����� 
�	�
��

� k�<

��
km�= 1�������
F��H�; BEI�BAE$�BBC; ?F A?A?=

gceTZ@Eh P�����k
 c��; e�� e�; Yk����� c Tk��; k�� X�k� Zk	�
��=

^���m�
k�� ��

���
�k�� ����
�� k�� ��������� ����
������
� ��

�
�����
 ���m��� ����k
�� l� ���

������m ����
�	 k�k
����=

<�	�H�	F� �H�	���; AD9@@:IABE@$ABFA; A?@E=

gceZ@Eh P�����k
 c��; e�� e�; k�� X�k� Zk	�
��= Nk����k� �������m� 
�

����m�
k�� ���

������ ����� ��� ��
�����m��� ����
�	 m
k
��m���=

?;�A ������H�; @A9D:I�@??E??E; A?@E=

gcf?Hh O���� c������ k�� Z
�l��� f��= M �������� ���� 
� k���
���k<

��
� k�� ��� 
� k�������� �
�����= U� 8�����F����F	 D������
 ��

0	������
� �� 1�������
F��H�; �k��� BH?$C?A= _�������; A??H=

AFA

N�l
�
��k���

gcfN@Ch O�����
���� c������; Z
�l��� f��; k�� ^
l��� S N��	
= _�<

�������� lk��� 
� ��� ��l���� �����<k��<����k�� ����k�m�= A����
 

F��H G��	���; EB9C:IDEE$DG@; A?@C=

geNZ@Bh e�� e�; ^ Yk����� Nk�����; k�� X�k� Zk	�
��= \k����
��
��

�������m� 
� ��l�����k��
� �� ��� ������m� 
� ��m
��
��� 
���k��

�
�����= A����
F��H G��	���; EA9D:IFBG$FD@; A?@B=

geOXZA?h f�� ek�; f��� Ok
; e���� X��; k�� X�k� Zk	�
��= Yk�����

�k����
�� �������m� 
� ���

������m ����
�	� �� ��� ������m� 
�

�

��

�� m
��
����= G��@���; A?A?=

gePXZ@Ch e�� e�; V�k��
�� P
��; W���� V X��; k�� X�k� Zk	�
��= Yk��<

��� 
�	�
��

� �������m� 
� ����m�
k�� ��

���
�k�� ����
����= ?�� 

H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@@9CE:I@ECCG$

@ECDB; A?@C=

geTNT@Dh ek� e�; M
k� V Tk����; O�����
���� N
k��; k�� d������ T�= ^k��

9��m
�����m� k�m����k
 ��k�� �� ���

������:I k �


 �
� ����
��mk


l�
��
��k���= <�	�H�	F� 
��	�������H� F�� ���	�����; GFICE$CH;

A?@D=

geZ@Dh e�� e� k�� X�k� Zk	�
��= M �k����� �����
<
�	�
��

� k�<

��
km� �
� ���

������m ����
�	�= 1<2 ����
�H�; @E9_@?:I_@?;

A?@D=

ge�Nc@Bh ^

� VR e��k; c Yk���� �k� Nk

��

����; k�� Vkmm
 ck

���k=

^�
k���� ���

������m ����� �
 ��k�������
� ����� 
� ����m��
�� ���<

�k�� 
��l��k	�= 6�����H�; @HD9B:I@?DD$@?EA; A?@B=

gfk
C?h M�k� fk
�"k��	&"�= <������ ���GF��F� 	�G�� ����= � O


���


\k
�����k�
; @HC?=

gfP@@h [
�k f�k��lk���k k�� c R
�� P


���
�= Xk���k
 ���� ��k�����=

2������ 1��	���; A@9F:I^ACA$^ACE; A?@@=

gf�k@Eh X
���� f�k��= [� ����<lk��� ���

������m ����
�	�= 9����F	 ��

2�

��F����F	 1��	���; AB9F:IDDB$DED; A?@E=

gf[P_@Gh O�� f�k��; T�� M [��
���; M
���� V P����
��; k�� k̀��k

_�k�
��= Nk����k� �������m� 
� ���m��� ����
�	� ��
� ��
��

m��

������m� �k�k= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; BD9A:ID?C$D@F;

A?@G=

AFB



"�3�����2���

gcY@?h _��
� c��
k� k�� Pk���
 Y
���= `�� ����k
��m� 
� ��
�����mk<

��
�� �� ����<��km� k�� ����� ���
�mk��
�� �
� ����<��k�m�= <�	�H�	F�

G��	��� F�� ���	�����; AF9@A:IAEFC$AEFF; A?@?=

gcY@Gh O���� c������ k�� R������m	 M Yk����= Ok
m�
k���� ��� ���

���

��l���� �����<k��<����k�� ����k�m�= 8444"02< ��F��FH����� ��

H�

��F����F	 G��	��� F�� G�������
F��H�; @E9B:IGHG$H@@; A?@G=

gcYU@Fh O���� c������ k�� R������m	 M Yk���� Ub= ^�mm�$


����� m���k<

���� 
� ��� �

��� ���

������m ��l����$�����$����k�� ��k��= B�� 

�����HF	 2�

���� AH���H�; EHHI@$A?; A?@F=

gcYU@Gh O���� c������ k�� R������m	 M Yk���� Ub= Q5m����
� ���������

�k������ ��l���� �����<k��<����k�� k��km��m��� l������ ���

��<

����m �����= U� %#$+ ?��H������� �� ��� 5�������� D������
 �� 0� 

F	���H 0	������
�H� F�� 2�
G��F����H� �0=0;2>�; �k��� FF$H@=

_UMY; A?@G=

gcZ@Gh P�����k
 c�� k�� X�k� Zk	�
��= O
�����k���� ����m�
k�� ���

<

������ k�� ���� ����� ��
� ��
��

m�� ������m� �k�k= A����
F��H

1��	���; EF9B:ICBH$CDF; A?@G=

gc\^@Hh Yk����� V ck
��; M��k Yk��� \�������; k�� R�
�� ^����= U�<

��
��m��
� �
 m�
���k
 ��m�
��

���
�k�� ����k�m� �� k����
�


��

k�� k�m�k�


��= U� 7F��G��� �� 4��	�����F�� @���F�H� �� 0� 

H�F��	���; �k��� AD$CF= _�������; A?@H=

gc�A?h e����� c�= U������m� 
� �
��
k��
� k�������� ����
�	 ��
� 

<

mk
 ���� ����k

����I k m
k
��m���<lk��� �k����� 
�	�
��

� k�<

��
km�= 1�������
F��H�; BEI�BAE$�BBC; ?F A?A?=

gceTZ@Eh P�����k
 c��; e�� e�; Yk����� c Tk��; k�� X�k� Zk	�
��=

^���m�
k�� ��

���
�k�� ����
�� k�� ��������� ����
������
� ��

�
�����
 ���m��� ����k
�� l� ���

������m ����
�	 k�k
����=

<�	�H�	F� �H�	���; AD9@@:IABE@$ABFA; A?@E=

gceZ@Eh P�����k
 c��; e�� e�; k�� X�k� Zk	�
��= Nk����k� �������m� 
�

����m�
k�� ���

������ ����� ��� ��
�����m��� ����
�	 m
k
��m���=

?;�A ������H�; @A9D:I�@??E??E; A?@E=

gcf?Hh O���� c������ k�� Z
�l��� f��= M �������� ���� 
� k���
���k<

��
� k�� ��� 
� k�������� �
�����= U� 8�����F����F	 D������
 ��

0	������
� �� 1�������
F��H�; �k��� BH?$C?A= _�������; A??H=

AFA

N�l
�
��k���

gcfN@Ch O�����
���� c������; Z
�l��� f��; k�� ^
l��� S N��	
= _�<

�������� lk��� 
� ��� ��l���� �����<k��<����k�� ����k�m�= A����
 

F��H G��	���; EB9C:IDEE$DG@; A?@C=

geNZ@Bh e�� e�; ^ Yk����� Nk�����; k�� X�k� Zk	�
��= \k����
��
��

�������m� 
� ��l�����k��
� �� ��� ������m� 
� ��m
��
��� 
���k��

�
�����= A����
F��H G��	���; EA9D:IFBG$FD@; A?@B=

geOXZA?h f�� ek�; f��� Ok
; e���� X��; k�� X�k� Zk	�
��= Yk�����

�k����
�� �������m� 
� ���

������m ����
�	� �� ��� ������m� 
�

�

��

�� m
��
����= G��@���; A?A?=

gePXZ@Ch e�� e�; V�k��
�� P
��; W���� V X��; k�� X�k� Zk	�
��= Yk��<

��� 
�	�
��

� �������m� 
� ����m�
k�� ��

���
�k�� ����
����= ?�� 

H������� �� ��� =F����F	 0HF��
� �� AH���H��; @@@9CE:I@ECCG$

@ECDB; A?@C=

geTNT@Dh ek� e�; M
k� V Tk����; O�����
���� N
k��; k�� d������ T�= ^k��

9��m
�����m� k�m����k
 ��k�� �� ���

������:I k �


 �
� ����
��mk


l�
��
��k���= <�	�H�	F� 
��	�������H� F�� ���	�����; GFICE$CH;

A?@D=

geZ@Dh e�� e� k�� X�k� Zk	�
��= M �k����� �����
<
�	�
��

� k�<

��
km� �
� ���

������m ����
�	�= 1<2 ����
�H�; @E9_@?:I_@?;

A?@D=

ge�Nc@Bh ^

� VR e��k; c Yk���� �k� Nk

��

����; k�� Vkmm
 ck

���k=

^�
k���� ���

������m ����� �
 ��k�������
� ����� 
� ����m��
�� ���<

�k�� 
��l��k	�= 6�����H�; @HD9B:I@?DD$@?EA; A?@B=

gfk
C?h M�k� fk
�"k��	&"�= <������ ���GF��F� 	�G�� ����= � O


���


\k
�����k�
; @HC?=

gfP@@h [
�k f�k��lk���k k�� c R
�� P


���
�= Xk���k
 ���� ��k�����=

2������ 1��	���; A@9F:I^ACA$^ACE; A?@@=

gf�k@Eh X
���� f�k��= [� ����<lk��� ���

������m ����
�	�= 9����F	 ��

2�

��F����F	 1��	���; AB9F:IDDB$DED; A?@E=

gf[P_@Gh O�� f�k��; T�� M [��
���; M
���� V P����
��; k�� k̀��k

_�k�
��= Nk����k� �������m� 
� ���m��� ����
�	� ��
� ��
��

m��

������m� �k�k= <�	�H�	F� G��	��� F�� ���	�����; BD9A:ID?C$D@F;

A?@G=

AFB



����
� �	���

#4��6�

�2 �� k�� 
�
� ��

�=
=
=�= ����
�� 

�� 
� �����k
���

∼ M� �����k
��m� ��
k��
�

ln 

�k����� lk�� e
log 

�k����� lk�� A

log6 

�k����� lk�� E

�x� ��� 4

� 
� k ��k
 ���l�� x
R ��� ��k
 ���l���

Z ��� ��������

Z≥n ��� �������� ���k��� 
� ���k
 �
 n
N ��� �k���k
 ���l��� {0, 1, 2, . . . }
[n] ��� ��� 
� n ���l��� {1, 2, . . . , n}
|X| ��� mk����k
��� 
� k ��� X
A ⊆ B A �� k 9�
� ��m���k��
� ��
���: ��l��� 
� B
A � B A �� k ��
��� ��l��� 
� B
P (X) ��� �
������ {Y : Y ⊆ X} 
� k ��� X(
X
n

)
��� ��� 
� n<�
����� ��l���� 
� X

dom(f) ��� �
�k�� 
� ��� ���m��
� f
im(f) ��� ��k�� 
� ��� ���m��
� f
f−1(y) ��� ���<��k�� {x ∈ dom(f) : f(x) = y} 
� y ����� f
f−1(y) ��� ���<��k�� x 
� y �
� ��� l���m���� ���m��
� f

'
4���

G = (V,E) k� ������m��� ��k�� ���� �
��� V k�� ����� E
D = (V,A) k ����m��� ��k�� ���� �
��� V k�� k�m� A
V (G) ��� ��� 
� �
��� 
� k 9��:��k�� G
E(G) ��� ��� 
� ����� 
� k ��k�� G
A(D) ��� ��� 
� k�m� 
� k ����k�� D
dG(u, v) ��� ����k�m� l������ u k�� v
diam(G) ��� ��k����� 
� G

AFC

G[X] ��� ��l��k�� 
� G ����m�� l� X ⊆ V (G)
G/∼ ��� ��
����� 
� G �
� ��� �����k
��m� ��
k��
� ∼
G \X ��� ��l��k�� G[V (G) \X] 
� G
deg−(v) ��� �������� 
� k �
�� v 
� k ����k�� D
deg+(v) ��� 
�������� 
� k �
�� v 
� k ����k�� D
G � G′ G �� ��
�
����m �
 G′

G
φ
� G′ φ �� k� ��
�
������ l������ G k�� G′

(G, l) ��� 
kl�
�� ��k�� ���� 
kl�
� l(w) �
� w ∈ W ⊆ V (G)
(G, l) �X (G′, l′) G �� 
kl�
�� ��
�
����m �
 G′

�
� ��� 
kl�
 ��� X ⊆ l(V (G)∩
V (G′))

(G, l)
φ
�X (G′, l′) φ �� k 
kl�
�� ��
�
������ l������ G k�� G′

�
� ��� 
kl�


��� X ⊆ l(V (G) ∩ V (G′))
(G, l) ≡ (G′, l′) S(G) �X S(G′)
|G| ��� ���l�� 
� �
��� 
� G; �=�=; |V (G)|
(·, x) ��� 9������: ��m
���� k�m 
� k ���� �
�� 
� ������<A �
�� x
(x, ·) ��� 9������: 
���
��� k�m 
� k ����m�
k��
� 
� ������<A �
��

x

-������
���6 
����
��

T = (V,A, l) k ����m��� ���

������m ���� 
� X; ���� 
kl�
� l : W → X
T = (V,E, l) k� ������m��� ���

������m ���� 
� X; ���� 
kl�
� l : W → X
N = (V,A, l) k ����m��� ���

������m ����
�	 
� X; ���� 
kl�
� l : W →

X
U = (V,E, l) k� ������m��� ���

������m ����
�	 
� X; ���� 
kl�
� l :

W → X
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