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6.1 

6.1 INLEIDING . 

Het beste inzicht in een verschijnse1 verkrijgt men gew'00n1ijk ' door een 

anal;ytische oplossing van de differentiaal-,vergelijkingen. Voor een 

handelbar e analyti::;che oplossing moeten de differentiaal-verg~lijkingen 

echter aan bepaalde eisen voldoen. 

Zo zijn bijvoorbeeld voor lineaire vergelijkingen met konstante coeffi­

cienten in een aanta1 geva1len gemakke1ijk analytische oplossingen te 

vinden. 

In dit hoofdstuk Horden analytische oplossingen besproken, waarbij veron­

dersteld w"Ordt dat het op te lossen probleem een periodiek karakter he eft. 

Bij verschillende golf-problemen lS dit het geval (getij-golven, seiches ) , 

doch er doen zich twee prob1emen voor: 

1 e de differentiaal- vergelijltingen zl Jn niet- lineair; 

2e de op te lossen funkties hebben niet de vorm van een enke1e sinusvormige 

funktie. 

Verondersteld ,vol'dt nu eerst dat de differentiaal- vergelijkingen ,vel 

lineair zlJn. Dat "Til zeggen dat in de vergelijkingen bijvoorbeeld in 

h en Q, aIle termen lineair zlJn 1n: 

ah ah aQ 
h, Q, a; , at ' as aQ 

of at 

Als dat zo lS dan kan men ook voor funkties met een betrekkelijk wi11e­

keurig verloop oplossingen geven . 

Omdat de vergelijkingen lineair zijn kan men n1. gebruik maken van het 

beginsel van superposi ti e . De funkties h en Q (of h en v) "TOrden opgevat 

als een som van sinusvormige funkties. Men kan voor elk van deze sinus­

vorml.ge komponenten een oplossing vinden. Achter af vTOrdt de gezochte op­

los sing verkregen door de oplossingen voor alle komponenten te superponeren. 

Opm.: Om een indruk te krijgen van de mogelijkheden va.n een dergelijke 

aanpak kan men b.v. 2 harmonischen bij e1kaar optellen. Zet b.v. achtereen­

volgens op schaal uit: 
~ 2 'IT 

h1 = ~1 Sln wt met hl .- 0,50 m en w = 
T 

'IT 

h2 = h2 81n (2wt - K2 ) met h2 = 0,20 III en K2 =-2 
h = h 1 + h2 

en 
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\ 
en 

h1 = h1 Sln wt 

h3 = h3 Sln ( 3wt - K3 ) 

h = h1 + h3 

6.2 

Zl C bove n 
~ TI 

met h3 = 0 . 30 m en K3 = 2 

In paragraaf 6.6 1wrdt het principe van een benadering, vTaarbij de funkties 

worden opgevat als reeks en van harmoni sche n nader besproken . 

Daarbij zal blijken dat het onder 1e genoemde feit een belangrijke beperking 

geeft bij h et uitvoeren van dat principe, omdat de oplossingen voor de 

verschillende komponenten elkaar beinvloeden. 

In 6.2 en 6.3 1'Tordt eerst een oplossingsmethode besproken, vraarbij ver­

ondersteld vTordt dat de funkties h en Q overal slechts een sinusvormige 

funktie bevatten. Als deze veronderstelling vTordt gemaakt spreekt men 

1vel van de enkelvoudige Harmonische Methode. 

In 6.2 werden eerst de differentiaal-vergelijkingen lineair gemaakt . 

De In 6.3 besproken analytische oplossing 1wrdt in paragraaf 6.4 toege­

past . Daarbij vTordt yoor een konkreet probleem een getallenvoorbeeld ge-

geven. 

Een belangrijke toepassing heeft betrekldng op de voortplanting van z. g. 

seiches in een havenbekken. Zoals in 6.5 zal blijkr:m leent de Harmonische 

Methode zich bijzonder goed voor het onderzoek naar resonantie- verschijn­

selen. Daarbij kunnen in de praktijk zelfs vrij ingeHikkelde sytemen 

(met splitsingspunten e.<1.) op overzichtelijke 'iTij ze Horden berekend . 
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6 .3. 

6.2. nET LINEARISEREN VAN DE DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN. 

Zoals 1n hoofdstuk 2 (deel I ) is a fgel e i d kan men de voortplanting van een 

lange golf in een open leiding beschri jven met een stelsel van tvree simultane 

partiele diff erentiaal-vergelijkingen. 

De continuiteits-vergelijking Iwrdt vaak uitgedrukt 1.n h en Q. lop.V. 1.n 

h en v. 

II! di t hoofdstuk Hordt voor de bevregingsvergelijldng eveneens een vergelij ­

king in h en Q gekozen. Ge zocht VTordt naa:c een oplossing voor het volgende 

stelsel D.V.n: 

- de continuiteitsvergelijki~ ( 2- 11) 

~
-.-----

dQ = _ b Clh I as at en 
I 

de belyegingsvergelijking ( 2- 17) , indien verondersteld "Tordt dat de 

bodemhelling Ib gelijk nul is; 

I dh 
I as = 1 ClQ 

gA at 

Indien Iwrdt uitgegaan van de ve rgeli jkingen ( 2- 11) en ( 2- 17) dan impliceert 

dat een aantal veronderstellingen , d i e in hoofdstuk 2 1wrden omschreven . 

Ter wille van de e envoud 1wrdt in het volgende ge1'Terkt met de vergelijkingen 

( 6- 1) en (6-2 ) . 

Indien VTe de niet-analyti sche ui tdrtl.kking QIQI even buiten beschomying 

laten, zijn deze vergelijkingen reeds nie t lineair , omdat de faldoren 

b , 
gA 

en varier en met d e plaats en met de hoogt e van de 

waterstand. Deze faktoren zijn dus funkties van G en t. 

In het algemeen zal het dl·rarsprofi e l van b . v . een ri vier- arm in de 

s - richting VrlJ grillig varieren. Daa rui t voIgt dat de grootheden 

A, b, R (en in principe ook c)varieren i n de s-rictting. 

In de pral<.t ijk oven-Tint men dez e moeilijkheden door een d ergelijke ri vier 

1n een aantal (niet ·te grote) v akken t e ve rde.len. V~~r e lk val<. Iwrdt een 

voor dat yak representatief dVTarsprofi e l vas tgesteld. Nadat een z. g. 

schematisati e is uitgevoerd mag men de drie hierboven genoemde faktoren 

(voor een bepaald vak) konstant stellen in de s - richting. Deze aanpalc wordt 

ook bij andere oplossingsmethoden gevolgd. 

Omdat de faktoren nog I'Tel afhankeli jk zijn van de vraterhoogte zullen deze 

nog met de tij d varieren. 
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Bij het afleiden van bovenstaande vergelijkingen lS reeds verondersteld 

dat de hoogte vraarover de vraterspiegel varieert klein is t. o. v . de gemid­

delde ,·,aterdiepte . Ui tgacUlde van deze veronderstelling is de volgende be­

nadering mogelijk~ ,-Taarbij voor elk van de fa.ldoren een gemiddelde "lmarde 

wordt bepaald . 

Voor het representatief di'larsprofi el van een bepaald yak ,{Orden bij de ge­

middelde Hat erstand de grootheden b, A en R bepaald. 

De juiste bepaling van de coe fficient van d e Chezy vormt ln de praktij keen 

apart probleem. Ret blijkt in vee l gevallen noodzakelijk deze grootheid door 

"ijken" te bepalen (vraarbij het verloop van het debiet Q moet "rarden gemeten! ) . 

Hierop 'vordt op deze plaats niet verder ingegaan. 

We werken verder met de konstante faktoren: 

b ( h ) -+ b 
gem. 

-+ b 

1 
gA gAgem . 

m 

1 1 
C2A2R 

-+ 
( C2A2R) gem. 

De vergeli j kingen (6-1 ) en (6-2 ) gaan dan over I n het volgende stelsel : 

ah 
as 

ClQ 
m-­

at 

ClQ = _ b ah 
as at 

In de volgende paragraaf Vlordt een oplossing volgens de z.g. Enkelvoudige 

Harmonische Methode besproken. Dat is een ANALYTISCHE oplossingsmethode 

die alleen mogeli jk lS a ls cle D.V.n LINEAIR zlJn . 

Dit vTil zeggen dat elk de termen lineair moet zijn h, Q, 
ah 

van 1.n 
as 

ah ~ of 
aQ 

at 
, 

os at' 

BeschomTen "lve de vergelijkingen (6-3) en (6- 4 ) clan Zlen ,·re dat n8. het voor ­

gaande alleen de vreerstandsterm nog een niet-lineaire term lS. 

De modulus-strepen geven aan dat de term van teken "I·risselt indi en de 

funktie Q van teken vTisselt . Een analytische oplossing voor de hier be­

schouvTde vergelijkingen Hordt pas mogelijk indien men er 1.n slaagt de 

weerstandsterm te vervangen door een lineair e term: 
1-------: 

1 
.- It Q I 

------

De vraag 1.S nu ,·rat men het best voor de lwns tante k kan invoeren. Di t 

probleem 1.S het eerst door prof. dr. H .A . Lorentz opgel ost. 
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6.5 

Voor periodi eke problemen, vTaarbij de funkti e Q mag vTOrden opgevat als een 

enkelvoudige s i nusvormi ge funkti e: 
A 

Q = Q cos ( w t - ~ ) 

wordt in het "Verslag Staatskommi ss i e Zuiderzee ll beschreven op Helke 'HJ ze k 

kan .TOrden be paald (1 926 ). Deze benader ingsvTij ze ,wrdt hi erna in het kort 

beschreven~ waarna enige aandacht Hordt besteed aan de interpret atie van 

het resul taat. 

De arbeidsvoonTaarde . 

Ret leri terium dat door Prof. Lorent z, ,·rerd ges teld lean a ls volgt ,rarden ge ­

formuleerd: 

"Bepaal k zodanig dat de arbeid~ die gc durende een geh e l e periode verricht 

Hordt, voor de beide termen gelijk is H. 

De weerstandsterm uit de be"T. verg. ( 6- 3) heeft de dimensie van een verhang , 

het geen lean worden opgevat a ls een VERVAL per eenhe id va n lengte s. Als 

,ye dez e term met pg vermenigvuldi gen lerijgen ,'re een dru1\: (d.w.z. een kracht 

per eenheid van oppervlakt e ) p er eenhei d van lengte: 

r N/m2/m
1 = N/m31 

~ -
De arbeid ~ die gedurende een gehele periode Hordt verricht, kan nu "rorden 

uitgedrul<:t als : (T 
.J (kracht)("reg) 
o 

Volgens de arbeidsvoorYraarde moet gel d en (indien vre door Pg delen) : 

T T 
j' w Q I Q I ds = J' k Q ds 

o o 

Indien voor Q gesubst i t ueerd Hordt Q = Q cos wt en omdat voor ds lean ,vorden 

geschreven : ds = v at = * dt, vindt men achtereenvolgens: 

T T 

f = r 1<: R dt 
J A 

dt 
o 0 

Indien ,·re stell en A = A dan valt deze grootheid e rui t . 
gem. 

T 'I' 
"'3 J 2 I cos I 

A2 

.~ 
2 

wt dt ,'T Q co s wt wt dt - ' k Q co s 
0 
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6 .6 

We v i nden dan voor Ie: 
T 

A ~ COS
2Cllt /cos wtl dt 

k = w Q T ~ = cost:. wt dt 
~ 

2rr 
I l cos wtl 

2 wt. d( wt ) cos 
0 ... 

k = w Q 
2rr 

J . 
0 

rr 

2 
( 

A J o 
k = i·' Q rr 

J 2 

0 

... 
k=~ 

2 

2 
cos wt. d (wt ) 

( cos3Wt + 
4 

(cos2 Wt 
2 

3coswt ) d (wt) 

+ 1) d (wt) 

'IT 

2 

( 1 . .) I _. 3" sln3wt + 3slnwt 0 

( s i n2wt 
2 

2 

+ wt ) I 
o 

== 

'n' 
2 

J cos 3 d (wt ) wt. 
9 H Q --
.'!!.. 
2 

J 2 
cos wt . d(wt) 

0 

Voor k Hordt na invoering van de int eg~atiegrenzen gevonden: 

... ( - k{·3) 
0, -"-----­

'IT 

gem. 2 

== 
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10faarde - ~ 0,85 Hordt "het getal van Lorentz " genoemd. 

31f 
De 

We zien dat l)ehal ve d i t getal ]. n de u.i tdrukking voor kook voorkomen: 

een gemiddelde ,·raarde voor de faktor ' .. 1' in de "Teerstandsterm 

de amplitude van de funkti e Q! 

.. 
en 

Voor het bepal en van de faktor k dient men dan oak een goede indruk. van de 

gezochte oplossing te hebben. 

Di t fei t maakt het noodzai(elijk dat een berekening Hordt ui tgevoerd a ls 

een ITERATIE-PROCES. 

Voor de eerste berel<;.ening zal men (voor el k van de verschillende vakken) 
~ 

de onbel(ende amplitude Q zo goed mogelijle schatten. 

Uit de resultat en van de eerst e berekening lean men een betere schatting 
"'-

voor de grootheden Q verkrij gen. De berekeningen l<;.unnen nu opniem-T Horden 

uitgevoerd. Indien nodig zal men daarna de berekeningen nag een (of b'Tee) 

keer herhalen . 

Het is mogelijk de hierboven beschreven benadering volgens Lorentz nader 

te interpreteren m.b.v. een figuur , die hieronder is ",eergegeven. 

Voor de funktie QIQI 1'Tordt geschreven Q2 cos wt I cos wt I 
In het voorgaande ging het er am het verloo}? in de tijd van de funktie 

I cos wt I cos wt I 
zo goed mogelijk te benaderen met een funkti e I::: cos (j.\t . 

In fig. 6- 1 is het verloop van de funkti e (6- 6) uitgezet tegen de tijd 

(dikgetrokken lijn) 0 tenTijl ook het verloop van de funkti e cos wt is 

weergegeven. 

8 'V 8 3rr 'V 0, 5 

0,17 

245. -
fi g . 6 .1 



245. -

6. 8 

Het is mogelijk om de funktie cos wt I cos (JJt I te benaderen met een 

reeks van Fourier : 

cos wt I c os wt l = ~ a + o 

00 

L 
n= 1 

(a 
n 

cos n wt + b 
n 

S l n n wt) 

Indi en men deze reeks afbreekt bij de termen met n = 5 , dan kan men de 

volgend e coe fficienten bepal en : 

8 
a = 0 a =-

o '1 31T 
% 0, 17 8 

en a 5 = - 1 051T 

tenrijl blijkt dat a
2 

= a4 = 0 en b
1 

= b
3 

= b 4 = b
5 

= 0. 

~ - 0,02 

In de figuur 6. 1 zijn d e comp onenten van de reeks van Fourier met stippel­

lij nen ,.eer gegeve n . 

De b enadering vol gens Lorentz geeft dus een resultaat dat overee nlwmt 

met de eel'ste c os-t. erm van de bovenst aande reeks v an Fourier. 

Met behulp van fi guur 6 .1 kr i jgen I.e e .en goe d beeld van de nauvrkeurig­

h e id van d e l ineariserine volgens Lorentz. 

Opmerkingen: 

1. In deze pal'agraaf ,'re rd een open leiding beschouvTd. Het i s natuurli jk 

duide lijk dat ools:: bij een gesloten leiding het lineariseren van de 

vTeerstandsterm (noodzalteli jk voor een anal ytische oplossing ) op de­

zelfde vrij ze kan .rorde n aangepakt. 

2 . In de kolleges b73B ilGetij -berek e ningen; ' \-Tordt aa n h et linear iseren 

van de differentiaal-vergelijki ngen nadere aandacht b e steed . 

Teneinde eni g inzicht mogelijlt t e maken In de invloed van het niet­

lineaire karakt er van de D. V. n iwrdt in di t hoofdstulc onder 6 .4 het 

principe van de z. g . meervoudige Harmonische Methode besproken. 

In de volgende paragraaf 6 . 3 Iwrd t voor de g~lineari seerde D. V . n: 
ah aQ 
as = - m at - Ie Q 

aQ = _ b .ah 
as at 
een analytische oplossing besproken . 
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In deze paragraaf Hordt een analytische o:plossi:lg besproken voor het In 

6.2 verkregen stelsel van hree li!J.eaire differ entiaal ,.vergelijkingen 

( 6-7) en ( 6-8). 

In zeer verschilleno.e va};:gebieden ontmoet men verschijnselen, die met 

lineaire differentiaal-vergeliji<;:ingen kLmnen 1varden beschreven (zie b. v. 

de kolleges Alg, Mechanica I (b8 ) en Ai g . iVlechanica n(b9)). 

Bij het oplossen van dergelijke D.V. is het gebruikelijk om met expo­

nentiele funkties te verken. 

Zoals in het volgende zal blijken krijgt men te maken met uitdrukkingen, 

waarin complexe grootheden voorkomen. Het lijkt daarom zinvol om eerst 

nog enlge aandacht te besteden aan de Zln van het rekenen met complexe 

funkties. Daarbij kunnen tevens enkele eigenschappen van complexe getallen 

worden genoemd. 

Voor een meer volledige informatie t. a. v. complexe getallen 1wrdt venre­

zen naar handboeken (Analyse) of het stencil "Complexe getallen" dat 10T0rdt 

verstrekt bij het kolleg b9 (verkrijgbaar bij de concierge) . 

Beschom·,d ,rordt even een ge,·,one lineaire D. V . : r 9 + ag 
vaarin 8 een r eeel getal i s. 

Als He hierin substitueren y = Ceo.x , vinden He de volgende karakteristieke 

vergelijking: a 2 + 8
2 :: 0 

Hieruit voIgt C/, = + i e vaarbij i = v-:=-1. 
De algemene oplossing van de D.V. VTordt dus: 

i8x 
Y = C e 

1 
.J. C - i8x 
, 2e 

In deze algemene oplossing kunnen de konstanten C
1 

en C2 nog e lke 

waarde hebben (ook complex). De gevonden oplossing lS blijkbaar de som 

van twee compl exe oplossingen. 
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6.10 

Zoals ook uit fig . 6. 2 blijkt is de 80m van t1·Tee complexe grootheden 

die elkaars complex toegevoegde zijn, een reel e grootheid. 

- i8x 

I 1\/1 
. / v \ 

2i Sln~~+~ _ _ __ _ /" 
I lex // 

~ I e.,;;::, ' 
-"''-' ,- ! /~/ ..... 

'1/' /' ":::,. . 
r~ ------.--- - ------';:,;-------

I ........ 1 -;::' 2 cos ex 

I~/"/ 
- i 8x 

e 

P£ 

Re { 2e
i8x

} = 2 cos ex 
fi g . 6.2 

Men kan m. b. v. reeksonhlil<Jceli ng aantonen dat de volgende vergelijkingen 

gelden: 

i 8x e = cos 8x + 1 sln 8x 

- i8x e = cos ex - 1 sln 8x 

Ui t deze betrekkingen voIgt d.at resp . : 

i8x -i8x 
cos 8x = _e ___ + __ e-'--__ 

2 

i8x - i8x 
Sln 8x = e e 

2i 

De oplossing voor y ( zie terug ) 
- i8x 

lS dus reeel als C2e de complex toege-
. - i8x 

voegd.e 1S van C
1
e 

Men kan eenvoudig aantonen dat ab == a b . 
:L8x - i8x ( . Omdat e = e Zle fig. 6.2), moet dus gelden C2 = C1 • 

Indien C
1 

reeel is, dan moet C2 gelijk zijn aan C1 • 
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He kurmen de relne ' oplossing als voIgt schrijven: 

j6x 
Y = Ce . + cc 

i6x 
Hierin staat cc voor de complex toegevoegde van Ce Deze uitdrukking 

voor y .Tillen 1.e nog tot e en meer gebruil';:elijke vorm herlei den. 

Als C reeel is kUlmen He schrijven (zie ook fig . 6.2) 

y = C( e
i6x + cc) 

ry = 2 C 
1 

cos 

Als C complex is, b.v. 

ui t druklting af1eiden : 

C + 'b - I~I i(arg.C) == a l - l,; e , dan kunnen we de volgende 

l,_Y_"_=_2_IC_I_C_O_S_{_6._x_+_<_arg . C )}j 
In de laatst e ui tdrultking kunnen 1'Te de faktor 2 met I C I (de modulus-waarde 

van C) c ombineren. 

Di t betekent dat \,re gebruik maken van de volgende gelijkheid: 

Ce i6x + cc = Be {2Ce i0x} 

• Passen we dit in een bepaald geval toe, dan geeft nat aan1eiding tot iets 

eenvoudiger uitdrukkingen. In het voorbeeld komt dit als voIgt tot uiting. 

Nadat 'YTe voor een complexe oplossing vinden: 

C* e i6x , kunnen ','le l' neens d "1 l ' h .. Y = voor 2 ree e op osslng sc r1Jven: 

y = Re {c* e
i6x 

} = ~ *-I c~ l cos {6x + (arg . C )} 

Vergeleken met het bovenstaande is C* ge1ijk aan 2C, 

Na deze opmerkingen kunnen He het oplossen van het stelsel partie1e 

D.V.n (6-7) en ( 6-8 ) nog in1eiden met de vo1gende opmerkingen, 

Bekend lS dat aan deze D, V. 1wrdt vo1daan door periodieke funkties 

h< s ,t ) en Q( s ,t ), die op verschillende manieren kunnen .TOrden ui tgedrukt • 
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Bijvoorbeeld voor de funktie h( s, t) kunnen vTe drie ui tdrukkingen onderscheiden: 
-------------------

1e h( s ,t ) = a(s) cos wt + b(s) sin wt 

2e h( s, t) = h(s) cos {wt - K(S) } , \"aar1n 
~ 

= ~+b2" h 
1> en K = arc tg -
a 

3e h(s,t) = Re {hc(s) eiu)t } 

h(s,t) = Re {l~( s) e -iK( s) e iwt} 

In deze ui tdrukking vTOrdt met_ hc (s) een comElexe funktie h van s be­

doeld, die een dubbele informatie bevat namelijk betreffende de amplitude 

h(s) en de fase-hoek K(S) van de funktie h(s,t). 

We kunnen de complexe funktie hc(s) nog alsvolgt uitdrukken: 

h (s) = h(s) {cos {- K(S)} + 1 sln {-K (s) }} c 
Het verband, dat door de ui tdrulddngen (6-9 ) onder 2e en 3e en (6 - 10) 

gegeven vTOrdt, lS een afspraak \faar He ons in het volgende aan houden. 

We stellen de oplossing in de vorm van e-machten, omdat dit een­

voudige bewerkingen geeft. We vinden dan complexe oplossingen, die zelf 

geen direkte fysische betekenis hebben. Omdat He te maken hebben 

met lineaire D.V., geldt het beginsel van superpositie. 

Aan dit beginsel ontleent het complex rekenen zij~ waarde. We 

kunnen na:-.lelijk reele _ oplossingen vinden door superrosi tie van 

complexe oplossingen. 

n 
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In het volgende Hordt een analytische oplossing behandeld voor het volgende 

stelsel simultane partiele differentiaal-vergelijkingen: 

ah aQ kQ = mat as ( 6-7 ) 

aQ ah 
= - bat as ( 6·-·8 ) 

Hierin Z].Jn zoals He in 6.2 gezlen he'oben TIl, k en b konstante faktoren. 

De funkties h en Q ZlJ n funkties van de onafhankelijk variabelen s en t: 

h ( s ,t ) en Q ( s , t ) . 

Differentieren ,ye ( 6· ·7 ) naar s dan krijgen He: 
a2~ ( s,t ) a2Q( s,t ) k aQ(s.t ) 

a s2 . = - m --at~ ~. as 

Differenti1hen ,·re ( 6-8 ) naar t dan geeft di t 

2 a Q(s,t ) 
as at 

2 
b a h(s,t ) 

at2 

Door uit ( 6-8 ) aQ~:,t) en uit ( 6-12 ) :2~(~~t ) te substitueren In 

vergelijking ( 6- 11) krijgen He d e z.g . :ltelegraaf-vergelijkingH 
• 

. ah (s&l 
at J + kb = mb 

Opm.: Door h ( s, t ) te elimineren in plaats van Q( s, t ) lS een vergelijking 

in Q( s, t ) te verlrrijgen van dezelfde gedaante. Een dergelijke vergelijking 

komt, zoals ui t de naam bli jkt, ook in de eleldrotechniek voor. 

Volgens het principe van scheiding der variabelen kunnen I,re In verg. 

(6- 13 ) substitueren: 

h ( s,t ) = H( s ) . G(t ) 

We vinden dan: G(t) = mb H (s) + kb H(s ) a G( t ) 
a t 

Als lye nu beide leden van deze vergelijlcing delen door H( s) . G( t ) dan 

geeft dit: 

mb 
=G( t ) 

kb a G( t ) 
+ G( t) a t 



( 6- 16 ) 

( 6-17 ) 

(6- 18 ) 
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Volgens verg. ( 6- 15 ) moet het linker lid ( een funktie van s ) voor aIle 

waarden van s en t gelijk zijn aa:, het rechter lid (een funktie van t ) . 

Dit is aIleen het geval als beide leden gelijk zijn aan een konstante. 

We noemen deze konstante, di e eventueel compl ex mag zijn, r2. 

Opm.: We zullen later zien wat de fysische betekenis ' lS van deze grootheid r. 

Ui t verg. ( 6- 15 ) volgen. dan t'fee vergeli j kingen, 'l>Taaraan tegeli j kertijd 

moet worden voldaan: 

a
2

H&s ) H( s )r 2 = 0 as 

+ kb aG( t ) 
at - G(t ) r2 = 0 

Een oplossing voor (6- 16 ) lS t e vinden, door te substitueren H( s ) = Ce~s. 
Dit geeft de volgende vergelijking 'l>Taaruit ~ kan 1fOrden opgelost ( indien 

Ce ~s 'f 0 ) : 
2 2 

~ - r = 0 --+ ~ = + r 

Dus twee gelijke 1vortels met tegengesteld teken . 

De algemene oplossing voor ( 6- 16 ) 'l>Tordt : 

\H ( S) = C1 ~r s + c
2
e-

rs 

Voor de algemene oplossing van ver g. ( 6- 17 ) stellen 'fe G(t ) = c3e
iwt 

en substitueren dit in deze vergelijking: 

c
3

eiwt (mb w2 - kb w i + r 2 ) = 0 

iwt Omdat C
3 

e t: 0, voIgt hieruit de volgende "lcaralcter istieke 

vergelijking\f: 



(6-19 ) 

(6-20) 

( 6-21) 

(6-22 ) 

(6-23 ) 

6.15 

Hierui t kan r 1wrden opgelost: 

V 2 
r 1 ,2 = ~ - mb w + kb w i 

We hebben dus tvree gelijke complexe 1wrtels gevonden met verschillend teken: 

en r 2 = - r 

Met het bovenstaande lS een complexe oplossing voor h(s,t) gevonden: 

h (s,t) = H(s). G(t) c 

Als we stellen 

(c
1
ers + C2e-rs ) C

3 
= 

over In : 

= 

ah (s,t) 
Uit verg. (6-20 ) voIgt ook ~ t 

dan gaat deze laatste uitdrukking 

Als vTe deze ui tdrukking in de vergelijking ( 6-8 ) substi tueren, 

krijgen we: 

aQ(s,t) = 
as - b 

Integreren vTe deze vergelijking naar s dan geeft dit: 

( 
b w i Q s,t) = - .::..-..:.:.......:....­

r 

Omdat verondersteld vrordt dat Q(s,t) aIleen bestaat uit een periodieke 

funktie (met de f~uentie w), is hierin f(t) = o. 

Voor Q( s , t) vinden vTe dus de volgende complexe ui tdrukking: 

1 __ Q_C_(_S_,_t_)_= __ b_W_r_l __ {C1 e
rs 

- Cn e - rs} e
iwt 

I 

De reele oplossingen , die worden gezocht kunnen we nu als voIgt uitdrukken 

(zie (6-9 )): 

h(s,t) = Re 

Q( s, t) = Re 

{h (s) eiwt } 
c 

{Qc( s) e
iwt

} 



I ) 

I 

(6-24) 

(6-25 ) 
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In deze uitdrukkingen kamen complexe funkties van s voor, die zaals 

blijkt uit de oplossingen ( 6-20) en (6-21) voldoen aan de valgende ver­

gelijkingen: 

h (s) 
c 

rs -rs ::: C
I 

e + C
II 

e 

') b w i Q ~ s :::-
C r 

C e -rs} 
- II 

iwt 
De faktor e , die de periodieke variatie in de ti.jd aangeeft, is zonder 

meer hekend. Deze faktor kan dus bij de berekeningen verder buiten be­

schauwing blijven, om later aan de camplexe oplossing te 1varden toegevoegd. 

Als de complexe funktie h (8) en Q (s) berekend vorden 
c c 

m.b.v. de uitdru}{-

kingen (6-24) re8p. (6-25 ), dan zijn de gezochte 

gen door volgens (6-22) en (6-23 ) het reele deel 

reele fWlkties te verkrij­

te nemen van h (s,t) 
c 

resp. Q (s, t ) . 
c 

Opm. De relatie tussen de reele funkties en de complexe funkties ( zie 

afspraken (6-·9) en (6- 10) zal vooral duidelijk ,varden , indien in 6.4 een 

taepassing ,vardt beschaulvd . 

er 
Na het voargaande gaat het nu 1n de eerst e plaats om de funkties h (s) 

c 
en Qc(s) te bepalen. De konstanten Cr en Cn in de uitdrukkingen (6-24 ) 

en (6-2)) zijn in het algemeen complex en kunnen warden bepaald uit 

hTee . noodzakelijke r andvooT1Vaarden . 

Beschomvd ,,rordt een gedeelt e van een leiding: 

een yak met een l engte /:"s ::: L, ,·raarvoor aan een zijde (8=0) zowel h (0) c 
als Q (0 ) gegeven zlJn (zie fi g . 6 .3). 

c 

!hC(0'l hc(L) 
Q (a) Q (L) 

c c 
l~==-----------------I 
s ::: 0 ---7 +8 S ::: L 

I~----· /:"s ::: L >1 
fig. 6. 3 . 



I 

I 
( 6-26 ) 

I( 6-27 ) 

/( 6-28 ) 

I 
(6-32 ) 
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ui t de vergelijkingen ( 6-24) en ( 6-25 ) voIgt voor s = 0 resp .: 

h ( 0 ) = 
c 

Q (0) 
c r 

Als we uit deze vergeli jkin(3en C1 en err oplossen vinden ve : 

-I h ( 0) 1 r 
Cr = 2 - 2 c b W l 

Q (0) 
c 

Crr 
1 h ( 0) + 1 r 

= 2 2 c b W l 
q (0) 

c 

Substi t ueren vTe deze beide ui tdrukkingen In de ui tdrukkingen ( 6-24) en 

( 6-25 ) dan krijgen we : 

h ( s ) --
c 

o h (0) _ 1 r _ Q ( o )} 
C 2 bwl C 

rs 
e + 

Q (s) 
c 

1 
- 2 

__ r _ _ Q ( O)} 
b W l C 

rs 
e 

{ ~ h (0) - ~ -----b r _ Q (o)} e-rsJl 
c W l C 

We kunnen deze vergel i jkingen nog herleiden tot 

h (s) = h ( 0) cos h rs 
c c 

r 
b W l 

Sln h rs Q ( 0 ) 
C 

Q (s) = - h ( 0 ) b W l s l n h rs + cos h rs Q ( 0 ) 
c er e 

Q (o)} 
c 

- rs 
e 

De ver gelijkingen ( 6-28 ) en ( 6-29 ) geven voor s = L de volgende uitdrukkingen: 

r
~c(LT = co;- h rL 

Q (L) = cos h rL 
c 

Q ( O) __ b lJ.li 
c r 

sin 11 rL Q (0) 
c 

s in h rL h (0) 
c 

Dit laatste stel vergeli j kingen staat bekend als de "vierpoo±-vergeli jkingen". 
I I 

Ze leggen een verband tussen de h (0) en Q ( 0 ) aan de ingang van een yak 
c c 

en de he (L) en Qc (L) aan de \ ui tgang
i 

van dat vak. 

Men schrijft het stel sel ( 6--30) en (6-31) ,-reI in de vorm: 

11 (L) = L h (0 ) + 1-1 Q ( 0 ) 
c v c v c 

Q (L) = N h ( 0) '" Q Q ( 0 ) 
c v c v c 



(6- 19) 

( 6-33 ) 

(6- 34 ) 
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waarbij dus gesteld lS: L = cos h rL v 

M 
r 

h rL = - --- Sln 
v b w 1 

III 
-b w J. 

h rL = ~ Sln 
V I' 

'0 = COS h rL. 
V 

De hier gedefinieerde groothed en L , M , 11: en 0 'vorden de vakkonstanten 
V v - v v 

genoemd . 

De grootheid rL "Tordt de voortplantingskonstante van een yak genoemd. 

De voortplantingskonstante pe r l e ngte-eenheid langs de s - as is r. Deze 

grootheid .rordt nu ,·rat nader beschomTd . 

In het voorgaande "Tas de ui tdrukking ( 6-19) ge vonden: 

V .. m b w 2 + k b w i I 

Als .re stellen 

r = p + 1q dan kunnen we na Inradrate ren schrijven : 

2 2 P - q + 2pqi 

Hieruit voIgt: 

Substi tueren .Te q 

2 k2b2w2 

P - l+PZ-

2 
mb w + kb wi 

2 2 
- mb 

2 
p - q = w 

kb w 
of q = kb (tl 

pq = 
2 2p 

dan vinden we : 

2 + mb (u :: 0 

Als we di t verd~r ui hre rken dan kunnen .re pals voIgt ui tdrukken: 

"-V -mb 

12 \ 
.,-

2 
b 2 4 + It;: 2b 2 2 

w + Vm w w 
p = 2 ,-

V · ·1 

\ I ~t \ 
P = + wVmb' \If + \ I 1 + (£..) 

Ii WID 

. k b 
Men v1ndt voor q v e rvolgens: q = 2p 

I r \ / /---k---;2",1 
q = .!. (.)\!::o \i ~ ~/ + 1 + V 1 + (&.1m) 

Zmve l voor pals voor q vinden vre afgezi en van h e t 2:. t eken, een posi tieve 

reele groothe id. 



I( 6-35) 
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Substi tueren VTe 1n vergelijking (6-20 ) resp.: 

I' = P + iq en - I' = - P - 1q 

dan gaat deze uitdrukking over in: 

he (s, t) {C
I 

(p+iq )s 
+Cn 

( -p--iq)s } iwt 
= e e e of 

h (s,t) Cr 
ps 1qS iwt 

+ C e" Ps e-1qs iwt 
= e e e e 

e II 

Ps 1qS iwt ")8 i(wt+qs) 
De term C

I 
e e e = Cr e ~ e besehrijft een golf, die 

zieh voortplant in de pegatieve s·,riehting. Als men de tijd t vat laat 

toenemen dan moet men een stukje in de negatieve s-riehting verplaatsen 
. i(qs+wt) 

om dezelfde \'Taarde van (qs + wt) en dus van e te vinden. 

iqs 
e geeft de fase-versehui ving weer als funktie van s; q is de faktor 

voor de f a se-verschuiving per eenheid van lengte langs s. 

ePs geeft de demping veer t. g. v. Iveerstand en berging; de golf 

loopt 1n de negatieve s-richting, dus deze term lvordt inderdaad 

kleiner; p is de faktor voor de demping per eenheid van lengte 

l angs s. 

-ps 1qS iwt -ps (wt -qs ) 
De term C

II 
e e-· e = ell e e beschrijft een golf, die 

zich voortvlant in de positieve s-richting. 

De oplossing volgen8 (6-36) bestaat dus 1n het 8.lgemeen steeds uit de som 

van tlvee lopende golven. De grootte van de beide golven ivordt bepaald door 

de vTaarden C
I 

resp. C
II

, die volgen ui t de randvoorwaarden ( zoals we hebben 

gez1en 1n het voorgaande). 

Opm.: Het is mogelijk dat een van beide konstanten nul is, dan is er slechts 

sprake van een lopende golf. In het algemeen is dit echter niet het geval, 

omdat (partiEne ) reflektie plaats vindt door een obstakel (b.v. stmr) 

of door profiehTij ziging. 

Ook de uitdrukking (6- 21 ) voor Q ( s,t) 18 met het 1n (6-35 ) gestelde te 
c 

schrijven als de som van twee golven. 

De VTaterbe,veging op een bepaalde plaats (horizontaal Q(s ,t ) en vertikaal 

h( s, t)), die Ive berekenen r es]J . in de natuur meten, is dan ook steeds de 

resultante van twee interferer ende golven. 



(6-38 ) 

(6-39 ) 
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6.4. TOEFASSING VAl"Vj DE ENKELVOUDIGE HARMONISCHE METHODE. 

Om de in 6.3 behandelde oplossingsT:lethode te illustreren vordt in deze 

paragraaf een eenvoudige berekening bespl'oken. Gezien het bijzondere 

karakter van de methode betreft het een lange.,go l fprobleem, Haarbij de 

funkties h resp. Q (of v) in de tijd verlopen als een enltelvoudi ge sinus-· 

vormige funktie . 

BeschoU'Vrd "lvordt eerst een gedeelte van een open leiding, "lVaarln zich een 

periodieke lange golf voortplant. Verondersteld vTOrdt dat men te maken 

heeft met een prismatische bak, \olaarvan de lengte niet te groot is, zodat 

het gedeelte als een yak mag "\-TOrden behandeld. 

In 6.3 zijn voor een dergelijk yak de vierpoolvergelijkingen afgeleid, 

die onder de volgende figuur "I·rorden gegeven . 

. i 

+ 

f----~ +s fig. 6.4 

k 
L 

De positieve s-as lS gekozen van (1) naar ( 2 ), de vergelijkingen ( 6-32 ) en 

(6-33 ) geven dan: 

h (2) = L h (1) c v c 
+ M Q (1) 

v c 

Q(2)=N h(l) c v c 
+ 0 Q (1) 

v c 

De verschillende mogelijke problemen kunnen gezlen de vergelijkingen 

(6-38 ) en ( 6- 39) Horden enderscheiden in 3 gevallen: 

1e h(l) en Q(l) bekend 

2e h( 1) en Q( 2 ) 

3e h(l) en h(2) 

11 

II 

Hierna zal van het geval ad 3e een getallenvoorbeeld vorden gegeven. 

In de vergelijkingen ( 6-38 ) en ( 6- 39) k7)men hyperbolische funkties van 

een complex getal veor. 



( 6-40 ) 

( 6- 41) 

( 6-42 ) 

( 6-43 ) 
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cos h rL = cos h (pL + iqL) 

Sln h rL = Sln h (pL + iqL) 

6.21 

Deze funkties kunnen worden berekend, door spli tsing van reine en imaginaire 

delen . Daarbij zijn de hierna volgende reBels van belang. 

cos h (a + i h) = cos h a cos h i b + sin h a Sln h b 
coshi b = cos b en sin h i b = i sin b 

Dus voor (6-40 ) kan men scl1rijven: 

cos h ( a + i h) = cos h a cos b + i Sln h a Sln b. 

sln h ( a + i b) = Sln h a cos h 1 b + cos h a sln h 1 b 

Voor ( 6-42) kan men schrijven: 

sin h ( a + i b) = sin h a cos b + 1 cos h a Sln b 

Voorbeeld : 

Stel dat bij een bepaald probleem van een yak aIle noodzakelijke gegevens 

bekend ZlJn en dat de funkties h(1,t) en h (2 ,t ) bekende periodieke funkties 

zijn. (1) (4) 

+ i 
i > +s 
! 
j~ ?i 

fig. 6.5 

Het verlool} van de Haterstanden op de beide vakgrenzen is gegeven t. o. v. 

een referentie- vlak dat overeenkomt met de gemiddelde vaterstand: 

h(1,t) = 0,00 + h(1) cos {wt 

h ( 2,t ) - 0,00 + h(2) cos {wt 

le ( 1)} 

1( 2 )} 

De hoek frehrentie w, de ampli t uden h ( 1) en h( 2) en de fasehoeken k ( 1 ) 

en k (2 ) zijn gegeven op bijlage 6 .1 bIz. 1 . 

De vak1wnstanten van het yak kunnen ,varden berekend L , M ,N en ° . v v v v 
De funkties h& 1) en he (2) .rorden bepaald. 

Met (6-38 ) en (6-39 ) kunnen achtereenvolgens de grootheden q (1) en Q ( 2 ) c c 
w·orden berei<.end. 

De berekeningen zijn ui tgevoerd op bijlage 6. 1, tenTijl de resultaten 

zijn verzru~eld op bijlage 6.2. 
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Bijlage 6.1 blz. 1. 

Voorbeeld .-soepassing Harmonische M~thode . 

Gegevens vak (1) - (2) 

(2) 
+ 8 

~---------------------------------------~-

1- + 
~-------------------------------------------~~ 

L = 5000 m 

Gemiddelde diepte t. o. v. de gem. ,yaterstand 

Stroomvoerende breedte b = bergende breedte b = s 
Vaklengte L 

Coefficient van de Chezy C:: 

5.00 m' , 
300 m; 

5000 m; 

50 
1 - 1 m2 s 

Van de genoemde randvoor"Taarden h( 1 , t) en h( 2, t) zlJn gegeven: 

h(2) = 0,60 m, K(1) = 1000 en h(1) = 0 , 50 m, K(1) = 1050 • 

. 44 . 2~ 4 - 4 / De pe:node 'r = 700 s ,zodat de frekwentle w= T = " , 05 10 rad s. 

Geschatte waar de voor de amplitude van het debiet in het midden van het vak 
.... 1 
Q. = 800 m3 s-gem 

Volgens (6- 33) is: 

p = w V;;:;; \{f V-r1-+-V-;"1==+=(=~=m=) 2=;' ~ .0 , 1862 10- 4 

V~~r ~ vindt men dan ~ = 0 ,2738 10- 4 

Dus rL = pL + iQL = ~ ,0931 + 0 ,1369 l en 

cos h pL = 1, 0043 

sin h pL = 0,0932 

cos ~L = 0,9907 

Sln ~L ·- 0,1365 

Bij het bepalen van de vakkonstanten wordt rekening gehouden met (6- 41) 

en (6- 43). 

Men vindt achter eenvolgens: 

L = cos h rL = cos h pL cos qL + i sin h pL Sln ~L v 

M -­v 
r 

bwi 

= 0,9950 

sln h rL = 
+ 0 , 0127i 

- (0,6495 - 0,4418 i) 10- 3 (0 , 0924 + 0,1370 i) = ( - 0 ,1205 
- 3 

0,0482 i)10 



Bijlage 6.1 blz. 2 . 

bDi 
Nv = - -~ Sln h rL = - (1,0526 + 0,7160) 103 (0,0924 + 0,1370 i) = 

+ 0,;900- 0,2104 103 i 

0v = Lv = 0,9950 + 0,0127 1 

Uit de gegeven randvoorwaarden volgt: 

h (2) = 0,60 {cos ( - 100°) + i sin ( - 100° )} = 
c 

= 0,60 {-0 , 17365 +i ( - 0 ,98481) } - - 0 , 1042 - 0,5909 1 

h (1) = 0,50 {cos ( - 105°) + i sin ( - 105°)} = 
c 

= 0,50 {- 0925882 + i ( - 0,96593 } - - 0,1294 0 ,4830 1 

Uit(6- 38) volgt nu dat: 
Q (1) = {he ( 2 ) -:- Lv he (1) } 

c M v 

Q (1) = {{ - 0,1042 ~ 0,5909 i) - ( + 0,9950 + 0,0127 i)( - 0,1294 - 0,4830 i)} 

c (- 0,1205 - 0,0482 i) 10-3 

- 0,0184 - 0 , 1087 i = (0 ,1792 + 0,8303 i)103 
--0,1205 - 0,0482 i - -

Uit dit resultaat voor Q (1) volgt: Q(l):t 850 m3/s en ~(1) = 282°11° 
c 

Uit (6- 39) volgt: 

Q (2) = N h (1) + 0 Q (1) = (* 08900- 0,2104 
c v c v c J 

103 i) (- 0,1294 - 0,4830 i ) + 

(0 ,9950 + 0,01 27 i)(+ 0,1792 + 0,8303 i) ~03 = 
~ -O, 1017 + 0,0268 i)_ + (0, 1678 ~ 0 , 8284 i)J103 

[(+0,0660 + 0,8552 i)J 103 . 

Uit dit laatste resultaat volgt 

Opm.1. 

2. 

3. 

4. 

De randvoorwaarden bij dit getallenvoorbeeld zijn willekeurig gekozen. 
~ A 

De eerste schatting di e voor Qgem 'ferd gemaakt was Q = 500 m3/s. gem 
Nu vinden "le) bi j een schatting Q = 800 m3/ s ) : 
A A gem 
Q(2) + Q(l) = 860 + 850 ~ 855 3/ 

2 2 ~ m s. 

Men zou de berekeningen nog een keer kunnen hC! rhalen voor een 

schatting b . v. Qgem = 840 m3/s . 
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Bijlage 6.2. 

Voorbeeld. toepassing Harmonische Methode. 

OVERZICHT RESULTATEN ( i) 

+s < 

! 
i 

~ 
i 

I 
r = p + iq = (0 , 1862 + 0,2738 i) 10- 4 

rL = pL + iqL - 0,0931 + 0,1369 i 

L = 0,9950 + 0,0127 i 1 M = (-0,1205 - 0,0482 i) 10- 3 
v 1 v ............................. _ ................................... ........................................... _ ...... 3 ............... 1 ...................... ......................... ............................................................................................... ... . 

~ = (+0,8900 - 0,2104 10 i) I 0 = 0,9950 + 0,0127 i 
v . I v . 

VAKGRENS (2) 

h (2) = - 0,1042 - 0,5909 i c 
.... 
h(2) = 0,60 m, K(2) = 1000 

Q (2) = (- 0,0066 + 0,8552 i) 103 
c 

Q(2) ~860 m3/s, $(2) = 2740 25 ' 

VAKGRENS (1) : 

h (1) = - 0,1294 - 0,4830 i c 

h(1) = 0,50 m, K(1) = 1050 

Q (1) = (- 0,1792 - 0,8303 i)103 
c 

Q(1) ~ 850 m3js , $(1) = 2820 11' 

Opm. 1. Met bovenstaande grootheden is een e6nvoudige kontr ole mogelijk 

door uitgaande van gegeven h(1,t) en Q(1,t) de funkties h(2,t) en 

Q(2,t) te berelcenen. 
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De toepassing van de Harmonische Methode komt blijkbaar daarop neer, dat 

voor een bepaald yak van twee bekende fllnkties de amplitude en de fase­

hoek wordt ingevoerd en van t,·ree onbekende funkties de fas e en de ampli­

tude ,varden berekend . 

. Het verloop van de funkties 111 de ti jd ligt van het begin af aan vast. 

Opm.: 1. De complexe funkties bevatten dubb ele informatie, namelijlc be­

treffende de amplitude en betreffende de faseheek. 

2. In paragraaf 6.5 wordt een -probleem ad 2e besproken, ,marbij 

naast h( 1 ,t) de t"eede randvoorvraarde gegeven 1.S als Q( 2, t) = 0 veor aIle 

waarden van t. 

3. Vanzelfsprekend zal men bij de mee ste praktijkproblemen .niet 

kun nen volstaan met een schematisatie tot slechts een vak. In het kollege 

b73B \,ordt besproken hoe een benedenrivier (-engebied, delta) of een 

havencomplex kan worden geschematiseerd tot een systeem van takken en 

knooppunten. 

Voor ieder yak geldt een stel vierpool-vergelijkingen . Het kornt er op neer 

de vakken aan elkaar te schakelen, "raarbij aan "spli tsingspunt-voorwaarden" 

moet .rorden voldaan. 

In het kollege b73A wordt hierop ni et verder ingegaan. 

4. Het verdelen in ni et te grote vakken is ook in het geval van 

een onverte.kte prismatische open l e iding nodig . 

In de gelineariseerde ,·reerstandsterrn kornt in de faktor k ondermeer de 

amplitude van de funktie Q (in het midden van het yak) v~~r. 

Teneinde de weerstand voldoende namrkeurig te verdiskonteren zal men de 

vaklens;te dienen te "!?eperken_. 

Voor berekeningen in de praktijk kan men b.v. denken aan een maximum vak­

lengte van b.v. 1/50 maal de golflengte. In het algemeen is het verstan­

dig om de invloed van de vaklengte na te gaan door bij een bepaald probleem 

de vaklengte te varieren. 

Voor nadere gegevens betreffende de toepassing van de Harmonische Methode 

voor getij -problemen kan worden vervTezen naar de bij di t gedeel te van het 

kollege behorende oefening 4. 

In het lwllege b73A \·Tordt deze oplossingsmethode toegepast t eneinde de voort ­

planting van z.g. seiches in een havenbekke n t e berekenen. (zie volgende pa­

ragraaf 6.5). Daarbij zal duidelijk worden dat de verhouding tussen de 

golflengte en de lengte van het bekken van groot belang is voor het golf­

verschijnsel. 
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6.5 RET BEREKENEN VAl"J DE VOORTPLAl"JTING VAN Z.G. SEICHES IN EEN HAVENBEKKEN. 

/6.5.1. Inleiding. 

245.-

In een haven, of langs de kust in zee, kunnen doorlopend getijw'"8.arne­

mingen vTOrden verricht m. b. v. een registrerende peilschaal. Een dergelijke 

pe i lschaal Hordt meestal zo gekonstrueerd, dat de golven met een hoge fre­

quent ie (,.,indgol ven ) ,·rorden ui tgedempt , 

Indien men de ,.raarnemingen bestudeert, dan blijkt, dat zich veel vuldig sto­

ringen in de normale getijbevreging voordoen. Deze storingen zijn van hreeerlei 

aard: 

1. langzaam verlopende storingen, die een gevolg zijn van opstm.,ing van het 

water door vrind (l.J'indeffekt, verloopt meestal over meerdere dagen ). 

2. snel verlopende storingen, die veelal ,·rorden veroorzaakt door snelle 

veranderingen in de meteorologische omstandigheden. 

Het opvallende wat betreft de laatstgenoemde storingen lS, dat de l.J'ater­

spiegelvariaties, die in een havenbekken ,vorden geregistreerd, meestal 

veel groter zijn dan die in de aangrenzende open zee. 

De waterstandsvariaties vinden in een relatief korte tijd plaats. Di t 

feit en de aanzienlijke stroomsnelheden, die hier een gevc>lg van zijn, 

maken het verschijnsel zeer himlerli jk voor de scheepvaart.: 

a. grote troskrachten; 

b. stoten tegen aanleGsteigers o.d.; 

c. moeilijkheden bij het schutten, vooral bij een sluis met roldeuren; 

d. onvoorZlene veranderingen in de stroom (snelheid en richting ) . 

De verstoringen, die verantI<Toordelijk ZlJn voor deze hinder, kunnen l<Torden 

veroorzaakt door: 

1. zware stormen op een gedeelte van het zee-oppervlak; 

2. plotselinge veranderingen van de luchtdruk; 

3. veranderingen van l.J'indkracht of ,.rindrichting; 

4 .. aardbevingen, grondafschuivingen e.d. 

De verstoringen, die zich op zee voordoen, kunnen ,vorden onderscheiden in: 

1. "buistoten", als het gaat over min of meer solitaire verstoringen van de 

vTaterspiegel; 

2. "bui-oscillaties", indien de V'erstoringen zich in een m1n of meer regel­

matige reeks voordoen (die vrij lang kan zijn). 

~. 
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Indien een havenbctken £',an zeezijde ,vordt aangestoten door een solitaire 

verstoring dart zal 7, :~c h iLl de haveu een golf gaan voortplanten. Aan het 

gesloten einde en aan de havenmoncl yindt (partiele) terugkaatsing plaats, 

zodat het "rater in d e J.1.aven gaat schonunelen. Ns. de incidentele storing 

zal deze bevTegj.ng na verloop van tijd ,li tdcmpen. 

Indien de verstoring aan de havemo1ond min of meer periodiek lS dan zal 

deze worden ve-rst e:.'kt. 

De mate van versterking \<Tordt bepaald door: 

a. de len[,rte .• .:'.11 de reeks oscills.ties, die zich vool'doen aan de haven­

ingang; 

b. de periode van de oscillaties; 

c. de afrnetinEen yan het havenbekken. 

Het verschi jnsp}_ wOTdt zeer hinderlijk, indien de verhouding tussen de 

genoemde faktor :~n ongunsti g 1S. De variaties van de vraterspiegel in havens, 

die door bui - os ::ille..ties vTOrden veroorzuakt, worden SEICHES genoemd. 

De naam seiches st .runt uit Zuitserland , v1O..a1' op het meer van Geneve reeds 

lang dergelijke s choUl) r.elingen ge:r.egistreerd zijn . 

Later is het ee::1 verzamelnaam geHorden voor bovengenoemd. 2 golven, met een 

peri ode van enkAle minuten tot soms l~leer dan een uur. 

De amplitude yen de bui -·r::~c illat~ p, lU z;ee (b.v. mee-cpaal Katwijk) is 

bijna steeds k...1..ei ner dan C ~2f) m, In de haven -van IJmuiden zijn weI water ­

standsvariaties geregistreerc. '(<1,n c a. 'j , 50 m gedurende ongeveer 20 minu­

ten (zie: de bijICl.f~) ' Di t oetekent iri. dat geval een verst erking met een 

faktor 8. De "i el."s't;erld ngs fvl{,tor is ondermeer afhanke lijk van de afrnetingen 

van de ha.-lien -;c de ha'lcntoesang. 

Bij het ont .... re lTen VLl.n een nieuwe haven of voor de ui tbre iding ("ver­

betering't ) van een bestaande taven, mag een onderzoek van het verschijn­

sel daarom niet acht er~vege blijven. 

Een dergelijk onderzoek besta.a-c ui t t1~ee del en: 

1. Een uitgebl'eid statistisch ollderzoek naay het v66rkomen van seiches 

in de open zee t el' plaats e . 

2. Een onderzcek om het hinderlijke effekt van de seiches te verminderen. 

" 
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ad 1. Wat betreft het eerste punt volstaan ,.e met de opmerking, dat voor­

al gelet moet ,varden op de betrouwbaarheid van vraarnemingen. Enige 

faktoren die de ze betrou,.baarheid ongunstig kunnen beinvloeden zijn: 

a. de nauwkeurigheid ',"an de registrerende peilschaal voor golven met 

een dergelijke vrij grote frequentie. Deze peilschalen zijn meestal 

zOdanig ontworpen, dat golven met een hoge frequentie (vrindgolven ) 

worden uitgefilterd. In de loop van de tijd kan de konstruktie zo zijn 

beinvloed dat 66k de seiches met een hogere frequentie niet worden ge­

registreerd. 

b. de plaats van de registrerende peilschaal. Ret zal hierna duidelijk 

worden dat door resonantie-verschijnselen een fout beeld kan ontstaan 

w.b. de hoogte van de seiches, di e zich op zee voordoen. 

ad 2. Om de hinder, die van seiches wordt ondervonden, te beperken, kun­

nen b. v. de volgende mogelij kheden ,varden nagegaan: 

a. het verbinden van verschillende havenbekkens; 

b. het ont,.erpen van geschikte overlaat; 

c. de haven een bijzondere vorm geven; 

d. de haven aansluiten op een lang kanaal of' op een r:tv:ter. 

De grote moeilijkheid, die we bij een dergelijk onderzoek ontmoeten, 

is dat de spreiding in de perioden van de bui- oscillaties , die worden 

waargenomen op een bepaalde plaats, meestal vrij groot is. 

Rierdoor is het onmogelijk om in een ontwerp de hinderlijke invloed 

van de seiches geheel te voorkomen. Men zal slechts kunnen streven naar 

een optimum :tn die zin, dat de verhouding tussen de kosten en de schade­

verwachting verantwoord lS. 

6.5.2. Een eenvoudige berekening. 

Na de korte inleiding vordt in deze paragraaf voor een erg eenvoudig 

geval een berekening opgezet. Daartoe 1vordt een havenbekken geschema­

tiseerd tot een prismatische baIt met een lengte L. (zie figuur 6.6 ) . 
De randvoorYraarde h(L,t) in zee i s bekend. De randvoor,.aarde aan de 

andere zi jde volgt uit het feit dat het bekken is afgesloten: 

Q( 0, t ) = 0 voor alle "raarden van t. 
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De positieve s-richting (de richting 1-marin W"ordt gerekend) is gekozen 

van 0 naar L. In deze richting wordt het debiet positief genoemd. 

\ 

..... 

<.: ......... ,' ....... . .... ,'...... ...... ...... " .............. " ....... . . .•.... 

h( L, t ) = h(L) cos wt Q( 0, t) ::: 0 

ED ~ L + S<E-------
0 

I-E- L :;:;.1 

fig. 6.6. 

Omdat Q(O,t) = 0 geven de vierpool-vergelijkingen (Qc(O) _. 0): 
h (L) = 

c 
L h (0) 

v c 

Q (L) = 
c 

N h (0) 
v c 

Met deze vergelijkingen kunnen de beide onbel{enden h (0) en Q (L) worden 
c c 

bepaald indien L en N bekend zijn ( zie verg. (6-30 ) en (6-31 »). v v 
De relatie tussen de complexe grootheden, \vaarmee \,e rekenen, en de 

reele grootheden, \'Taarin "I,e geintere sseerd zijn, is bekend (zie (6-9 ) en 

(6-10 ) ) . 
We 1-Tillen nu In de eerste plaats een uitdrukking vinden voor de verhouding 

.... 
tussen h( 0) en h(L). Deze uitdrukking kan Horden gevonden door de ver-

houding tussen de absolute waarden van de complexe funkties te bepalen. 

Uit verg. (6-44) voIgt dat: 

Ih (L)I = IL h (0)1 c v c 

Men kan aantonen dat in het algemeen geldt: 

We kunnen dus schrijven: 

Ih (L)I = IL I· Ih (0)1 eve 



6- 46) 

6- 47) 

6- 48) 

245.-

6.27 

Uit deze laatste betrekking volgt dat : 

Met de 

h(O) 
h(L) 

1 = ~. 
l!..Jvl 

uitdrukking voor L ( zie 
v 

= Icos \ rLI I 
blz. 6. 18 ) vinden lye: 

De 'amplitude' van een complex getal z = a + ib i s ~ = I a + ibl - ~ + b2~ 

Als ,ye rekening houden met (6-4 1) dan kunnen we schrijven: 

Icos h rL I ycos h
2 

pL 
2 

qL + h2 pL 2 qL = cos Sln Sln 

Vcos h
2 

pL 
2 

qL h
2 

pL 
2 

qL + h
2 

pL = cos - Sln cos Sln 

\j:s2 
. 2 

-, 
= qL + Sln h pL 

V~~r (6- 46) vinden vTe d a n : 

1 1 

Deze v-erhouding vTordt d e versterkingsfaktor genoemd. 

Opill.: De groothede n qL en pL (dimensieloos) Iwrden ui tgedrukt 1n radialen, 

omdat ()) is ui t gedrukt in radialen per sekonde. 

Eenvoudigheidshalve Hordt nu eerst v erondersteld dat de vTeerstand mag 

worden verwaarloosu. In dat geval mag men s t e llen .k = O. uit (6- 33) volgt 

dan p = 0, tervijl (6- 34) voor q ge(; f t: 

q = wVmb 
We vinden dus l.n een geval zonder weer s tand: 

r = p + iq = 0 + i w Vmb 
Ui t (6- 46) of (6- 4'7) volgt in dat gev a l (me t weerstand lS nul) de volgende 

uitdrukking: 

h( 0) _ 1 
'ii(L) - Icos qLI = I cos w vimY ·tl 

We kunnen ons nu afvragf'n vTanneer in dat geval de opslingerfaktor maximaal 

wordt. Indien de I-Teerstand vTOrdt v enraarloosd, dan blijkt volledige 

rEsonantie op te tred en, d.w.z. 
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£'(0) 
h(L) = OJ voor cos ql = 0 dus voor: 

qL = (2n + 1) 1T 

2 
(n = 1,2 , 3, ... ) 

Deze voonraarde kan "rorden geschreven als: 

w ~L = ( 2n -

1T 
W = (2n - 1) -2 

1) 2!. 
2 

1 
Vmb'L 

of 

I 
Met (6-50 ) kan de frequentie van de randvoonraarde, waarbij resonantie op zal 

treden, worden bepaald. 

We Zlen dat voor een bepaald bekken (met bepaalde ,·raarden voor Vnib en L ) 

voor een aantal waarden w resonantie mogelijk lS. 

Men duidt deze "raarden volgens (6-48) ,·rel aan met wo ' de elgen frekwenties 

van een bekken. 

Op verschillende plaatsen In de voorgaande hoofdstukken is gesproken over 

de voortplantingssnelheid van een verstoring in een bepaald bekken 

(wrijving venraarloosd): 

b mb c =V~ ;' = ~_1, 
21T 

Als 'ole nu nog bedenken dat 
w 

= T = de periode en dat de golflengte 
"re ) A = c T, dan kunnen 1.p.V. (6-50 ook schrijven: 

L = (2n - 1) ~ ; = (2n - 1) ~ 

Uit (6-52 ) voIgt dat resonantie optreedt, indien de lengte van het bekken 

gelijk is aan een oneven aantal maal een lnrart van de golflengte_. 

Opm.: De funktie h(s, t) ( cen staar!de golf) heeft een knoop, aan de lngang 

van het bekken. De funktie Q( s, t) heeft een knoop aan het afgesloten 

einde, I'Taar Q = 0 voor aIle vraarden van t. In de mond zijn de stromen 

maximaal. 

Omdat in het bovenstaande de weerstand l.S ver,·raarloosd (p=O ) , kan de ver­

sterkingsfaktor oneindig ,varden. In de natuur zullen de I'Taterstandsvariaties 

beperkt blijven door de weerstand. 

Als we terugkeren naar de uitdrukking (6-47) dan is het mogeli jk om voor 

bepaalde ,.aarden van pL en qL de versterkingsfaktor te berekenen. 

Zowel pals q zijn afhankelijk van de grootte van ~ (zie verg . ( 6-33) wm 
en (6-34 ». 
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In het boek "Tidal Computations, in rl vers and coastal ,vaters II van 

dr. J.J. Dronkers (1964) wordt de invloed van de weerstand nagegaan 

(zie bIz. 235 e.v.). Om een indruk te geven van de invloed van de (rela­

tieve) Heerstand vTordt hierna een figuur uit het bovengenoemde boek be­

sproken. 

Ingevoerd w·orden de volgende dimensieloze parameters: 

k 
w m 

2TIL wL ,r-7' 
s2 = - A- = C = wLv mb 

(J = \ff V-1 + \/1 
(3 = \jr J+1 + \/1 

2) I 

+ s1 
::::-0 

2' 
+ s 1 

Ui t de defini ties (6-53) tim (6-56 ) voIgt dat vTe voor pL resp. qL kunnen 

schrijven: 

pL = s2 a en qL = s2 B 

Als k = 0 dan lS s 1 = 0 en dus 

en qL = s2' 

, 
tJ= 0 en B= 1, zodat In dat geval pL = 0 

Men kan nu, voor een bepaalde Haarde van s1' de versterkingsfaktor als 

funktie van s2 berekenen. In fig. 6.7 zijn de resultaten voor een aantal 

s ~0 J I \ L- S = 0 
l~' I :"" 1 
! 1 : 

fig . 6.7 

2. 

1 

a 
a 
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Behalve de grootheid s2 is langs de horizontale as de korresponderende 

Ifaarde van de bekkenlengte L ui tgedrukt in de golflengte A = cT, waarbij 

c is gedefinieerd volgens (6-51). 

Voor s1 

groat. 

'If = 0 Zlen ,,,e dat de kromme voor s2 --7 "2 assymptotisch naar oneindig 

Di t komt overeen met de voorl-raarde (6-50) als yoor n =: 1 Hordt gekozen: 

Deze waarde van W l'lOrdt de eerste resonantie-frekHentie genoemd. o 
We zien dat de versterkingsfak.tor afneemt, naarmate de waarde van s1 

toeneemt. Voor bijvoorbeeld een waarde s1 = 
sterkingsfak.tor voorkomt bij een vTaarde van 

Verder zien we in fig. 6.7 duidelijk dat de 

0,5 zien we dat de maximale ver­
'If 

s2' die kleiner lS dan "2 . 
versterkingsfaktor voor de 

eerste resonantie-frekwentie, het grootst is. 

De versterkingsfaktor is voor kleine ,'Taarden van s2' d. H. z. bij een kleine 

verhouding tussen bekkenlengte en golflengte, slechts vTeinig groter dan 1. 

Opm.: Men kan een Haarde voor s2 bepalen bij een dubbeldaagse sinusvormige 

getijgolf en een bekken met de lengte L = 3000 m en een gemiddelde diepte 

van 5 m. Ret resultaat kan in verb and ''lOrden gebracht met de in Deel I 

onder 4 .2 besproken kombergingsbeschouwing. 

Men zal trachten een haven-ontwerp t e mal{.en da;!:; voor de frebTenties van de 

seiches, die ter plaatse het meest voorkomen, zo goed mogelijk voldoet. 

Daarvoor is een onderzoek naar het v66rkomen van seiches in de zee ter 

plaatse nodig ( zie 6.5.1). Een globale berekening met een betrekkelijk 

grove schematisatie geeft r eeds een vrij goede indicatie in hoeverre bij 

een bepaalde situatie van versterking sprake is. 

Vanzelfsprekend zal men in veel-gevallen niet kunnen volstaan met een 

schematisatie tot een yak. Voor :let ui tvoeren van een berekening voor een 

systeem van takken en spli tsingspunten vordt venTezen naar de kolleges b73B . 

'vat betreft de Rarmonische Methode kan men de volgende paragraaf 6.6 

als een overgang van b73A naar b73B zien. 
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6.5 HET PRINCIPE VAN DE MEERVOUr IGE HARMONISCHE METHODE . 

Bij problemen in allerlei verschillende vakgebieden ontmoet men funkties, 

die betrekkelijk. vrillekeuri g kunnen verlopen. In dergelijke gevallen wordt 

gebruik gemaakt van de mogelijkheid om een ,.rillekeurige funkti e te bena­

deren door een of ander e .reek.§.. van h andelbare funkti es . 

Indien me n te maken heeft met lineaire vergelijkingen dan kan men gebruik 

maken van het be &..insel van s~perposi tie . Di t i-Til zeggen dat oplossingen, 

die voor elk van de in d e r eeks voorlwmende lwmponenten kunnen ,verden 

gevonden, achteraf mogen vrorden gesuperponeerd tot de gezochte oplossing. 

In deze paragraaf Vlordt verder slechts gesproken over periodieke funkties. 

Zoals door Fourier is aangegeven kan e l ke periodieke funktie iverden be­

naderd door een reeks van s inusvormige funkties (komponenten ). 

Hoewel d e b enaderingsvijze als zodanig voor een groot aantal problemen 

kan "orden toegepast, ,verdt ook in het onderstaande de voortplanting 

van periodieke lange golven In een open l e iding beschom,d. 

Uitgegaan Vlordt van de in hoofdstuk 2 (deel I) afgeleide vergelijkingen 

(2- 1 5) en (2- 11) . 

Voor de afleiding van deze vergelij k ingen en de daarbij gemaakte veronder ­

stellingen vTOrdt hier naa r hoofdstuk 2 terug vervrezen . 

Verondersteld vordt nog dat: 

de bodemhelling t g Ib = Ib = 0 en 
v2 

de verhouding --« 1 
gh 

In d e vergelijking ( 2- 15 ) ioTOrdt de faktor a gelijk 1 en verdwijnt de term 

met de bodemhelling. He vrerken verder met de volgende vergelijkingen: 

ah _1 aQ ~ + 2b
2 

Q ah as- = gA at C2A R gA at 

aQ = _ b ah 
as at 

2b ah. 
Opm.: In de bevregingsvergelijking is de t erm gA2 Q at m .et vervraarloosd. 

Ook deze term is duideli jk niet lineair. 

De gezochte funktie s h en Q z ijn afhanlcelij k. van de plaats s en de tij d t: 

h(s , t) en Q( s, t) . 
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Zoals op blz. 6.3 en 6 .l~ "Tordt beschreven ivordt een leiding afhankelij k 

van de figuratie in niet t e grot e vakken verdeeld. Voor elk yak wordt een 

representatief dwarsprofi el bepaald . 

Daardoor mag men voor een bepaald yak stellen dat de faktoren A, b , R en c 

konstant zlJn 1n de s- richting. 

Deze faktoren zijn dan toch nog geen konstanten, omdat ze nog met de water­

stand en dus in de tijd varieren . 
1 2b 

Afgezien van het varieren van de faktoren C2A2R en gA2 zijn de 

weerstandsterm en de laatste term ui t de be1{egingsvergelijking (6- 57) 

reeds niet - lineair. 

Voor het oplossen van de vergelijkingen (6- 57) en (6- 58) zal men tegen­

woordig onmiddellijk denken aan een numeri eke benadering m.b.v. een com­

puter. 

Voor de hier bedoelde problemen 1{orden in het kollege b73B numerieke 

oplossingsmethoden besproken en toegepast. 

Om een inzicht te kri,jgen 1n het golfverschijnsel en 1n de mate waarin 

de verschillende fysische grootheden di t verschijnsel beinvloedens blijken 

echter andEre oplossingsmethoden onmisbaar. Daarom 1vordt ook in het 

kollege b73B nog aandacht besteed aan Analytische oplossingsmethoden . 

In deze paragraaf "Tordt ten behoeve van een beter inzicht slechts het 

princ ipe aangegeven van een bes choU'Vring met funkties bestaande ui t meer­

dere harmonische komponenten. 

Zoals we gez1en hebben in 6 .3 en 6.4 is het voor een ANALYTISCHE OPLOSSING 

noodzakelij~ dat alle t ermen in de vergelijkingen LINEAIR zijn. We moeten 

dus streven naar t ermen , "Taarin fal:toren v66r: 

ah ah aQ 
h, Q, as- ' at ' as 

konstant zlJn. 

of 

We nemen nu aan dat de funkti es h(s,t) en Q(s,t) veer elke plaats s 

periodieke funkties zijn. Dit wil zeggen dat deze funkties, op een be­

paalde plaats, in achtereenvelgende perieden T dezelfde gedaante hebben. 



(6- 59) 

(6-60) 

( 6-61) 

(6- 62) 

(6-63) 

(6-64) 
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Een periodieke funktie F(t) kan volgens Fourier ~n een z.g. trigonometrische 

reeks worden ont1vikkeld: 
N=ro 

F{t) = Ao+ L (~ cos N wt + BN s~n N wt) 

N=1 

In plaats van deze uitdrukking lean men ook schrijven: 
N=oo 

F(t) = F + ~ F cos (N wt - eN)' vTaarin o L. N 

F = A o 0 

N=" 

FAN =VA2 + B
N
2 ' ~ -~ en eN = arctg AN 

In het volgende 1vordt van de funkties h en Q het gedrag in de tijd be­

schouwd. Voor iedere willekeurige plaats kunnen de funktie s h(t) en 

Q(t) als volgt worden uitgedrukt: 

h( t) 
A 

(w
1
t 

A 
= h + h1 cos K 1 ) + h2 cos (2w1t K

2
) + 

0 

Q( t) (w 1t ¢ 1 ) 
A 

(2w
1
t cp ) + = Qo + Q1 cos + Q

2 cos 2 

In deze uitdrukkingen is w1 = 
21T 

tervrijl: 
T 

~ = de amplitude van de N- de h komponent (een funkti e van s) ; 
.... 

~ = II II " " N- de Q komponent " II II s) 

= de fasehoek II " N- de h komponent ( I' 11 " s) KN 

</>N = II II " " N- de Q komponent ( " II " s) 

Terwille van de eenvoud kunnen we voor (6~59) en (6-60) schrijven: 

h = ho + h1 + h2 + 

Q = Qo + Q
1 

+ Q
2 + 

Met deze ui tdrulekingen voor h en Q kunnen 1ve voor de lineaire termen 

uit het linker lid van de vergeli~kingen (6-57) en (6-58) achtereenvolgens 

schrijven: 

ah = ~ + B!.l + l!:!2. + 
as as as as 

aQ = ~ + Mh + ~ + 
as as as 1S 

Voor de traagheidsterm uit de vergelijking (6- 57) kunnen we schrijven: 

aQ mat 



) (6-65) 
I 

I (6-66 ) 

(6-67 ) 

( 

\ (6-68 ) 

( 
(6- 69) 
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we vTeten dat de faktor m = iA van h a fhanlcelijk is. 

Omdat h periodiek in de tijd varieert is het mo gelijk om de fructor m in 

het algemeen als voIgt uit te drukken: 

m = iii. [no + n 1 cos (w 1 t - K 1) + ... .. ] 

De variatie van de faktor met de hoogte ,vordt dus zo goed mogeli jk benaderd, 

door de faktor te vervangen door een r eeks, die in het algemeen de ge­

daante heeft van de ui tdrukking (6-6 5) . 

aQ k .. 
V~~r at unnen He schrJ.Jven: 

Met de uitdrukkingen (6-65 ) en (6-66) kan men voor de t raagheidsterm 
aQ 

- m at dan schrijven : 

- iii. [no + n 1 cos (w 1t - K 1 ) -I- n2 cos 2(w 1t -K .
1

) + .... ] 
+ aQ

t
2 + ....• J 

a 

aQ 
Uit de uitdrukking (6-60) voIgt achtereenvolgcns dat: ~ = 0, 

~ - Q' ( +- ,j, ) ~'2. - 2 Q.... • (2 t ,k ) at - - w 1 1 s 1n w 1'" - 't' 1 'at - - (.oj 1 2 s 1n w 1 - 'I' 2 ' ..... etc. 

Als "l-1e (6- 67) nu verder ui twerken vinden ,.,e een groot aantal termen. 

TerwiIIe van de overzichtelijlcheid nemen He in het volgende nog Hat min­

der termen van de reeksen mee. Voor (6-67 ) schrijven we eerst: 

- m h+nlCOS(Wlt - Kl)J[;~l J 
Uitwerken geeft dan: 

- .... 

[no (w 1 t - <P 1) cos (w 1_ -.~ 1 ~ m w1 Q1 Sln (w
1
t cp 1 ) + n1 

Sln = 
'- - - .. f -

\\ -
[no (UJ 1t - <1>1 ) 

.!u . ~ _ !U (K ~l~J m w
1 

Q
1 

81n + 2 Sln ( 2w 1 t - cj> 1 - K 1 ) 2 1 
'-- - - - - - - ~ - - __ I '- ..- -- -

Voor de eerste term van (6- 69) kunnen vTe sch:r:i.jven: 

sln dat is een Iineaire term. 

Verder zien vTe dat behalve deze term 1n (6-69 ) nog een lwnstante term 

voorkomt en een I i neair e term met de frekwentie 2w l (zie opmerkingen later), 
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Indien we 1n plaats van ( 6-68 ) uitgaan van de uitdrukking ( 6-67 ) dan 

vinden we uiteraard een vee l groter aantal t ermen : 

termen die konstant zijn in d8 tijd, 

- Iineaire termen met een frekvrenti e ~ " 
" " " " rr 

2 w1 ' 
11 " II 11 " 3 w1 ' 

" 11 11 11 " 4w
1 ~ 

..... etc. . .... etc. 

Omdat het hier slechts gaat om het pr1nc1pe , ,.rarden de ui tdrukkingen verder 

niet uitgew·erkt. 

Opm.: In het kollege b73B ,.rardt deze meervoudige harmoni s che methode aan 

de hand van een diktaat nog nader uit geHerkt en besproken. 

De overige termen ui t de vergeIijlcing (6-57) en (6 - 58) kunnen eveneens op 

de boven aangegeven 'fij ze worden aangepakt. We vinden dan ui tdrukkingen, 

die als voIgt 

- ~~~~R or 

2b ah 
+ gAr:! Q at or 

_ b ah -)-

at 

kunnen worden 

fko"~stante 

L~rmen 

aangegeven: 

flineaire termen met I 
+ Len frekuentie w 1 +-

idem 

idem 

lineaire termen 

met een freklfentie + ... 
2w 1 

Als 'fe de vergeIijkingen (6- 57 ) en ( 6- 58) nu beschomren, dan vinden 'fe, 

na substitutie, hiervoor de volgende algemene gedaante: 

(I) ~ + £..121 + ~ + 
as as as 

:: twnst-ant eJ 
termen 

------

( II ) ~ + ~ + aQ2 + .. •. = 
as as as 

+ Ilineaire termen 1 + Iineaire termen I 
met een frekHentie m:t een frekwen - I " 

L W 1 --l f.-t_1_e __ 2_w_1 ___ ~ 

idem 

Omdat op ieder tijdstip aan deze vergelijkingen ( I ) en (II) moet worden vol-

daan, kunnen deze "\>lorden opgespli tst in een aantal vergeIijlcingen, waarin 

termen voorkomen met een zeIfde frekwenti e 



In plaats van de vergelijkingen I en II krijgen yre de volgende stelsels: 

( Ia ) ~= som konstante t ermen 1n het rechter lid van ( I ) 
dS 

( IIa ) dQa = H !! " " 11 " 11 " (II ) 
as 

( Ib ) ~ = som termen met frek",enti e 
dS 

tll 1 1n het rechter lid van ( I ) 

( lIb ) aQl = " II 11 It w
1 

n 11 II 11 11 ( II ) 
as 

( Ic ) dh2 = II " n " as 
2W 1 " II \I " " ( I ) 

( lIe) aQ2 = " " " 
; , 2w 1 

if \I II II " ( II ) 
oS 
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etc. etc. 

We vinden dus een (vrij groot ) aantal lineaire D.V. met konstante coef­

ficienten, die twee aan tifee kUlmen Horden opgelost: 
~ ... stel voor de onbekenden h en Qo - een 

0 
I I tI " Ii " h1 en Q1 

" " 11 II " h2 en Q2 

etc. etc. 

Nadat elk stel vergelijkingen lS opgelost en aan de randvooT"'Ivaarde is 

voldaan kan men de resultaten superponeren tot de oplossing die gezocht 

wordt: 

h = ho + h l + h2 + 

Q = Qo + Q
1 

+ Q2 + 

+ h( s,t ) 

+ Q( s , t) 

De gezochte funkties h ( s,t ) en Q(s,t ) ,-rarden, volgens het hierboven aange­

geven principe, dus verkregen door de oplossingen, die voor elk der 

harmonische komponenten yrorden gevonden, achteraf te superponeren. 

Zoals ook r eeds op blz. 6 is gesteld, geldt het beginsel van superpositie 

alleen indien de op te lossen vergelijkingen lineair zijn. 

Voor het beschouwde probleem hebben de vergelijkingen een duidelijk 

niet-lineair karakter. 



I 
I I 
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ui t het bovenstaande lean men konklucleren dat in prlnClpe elke ge"enste graad 

van nauwkeurigheid is te bereilcer: , door het aantal termen van de reeksen 

uit te breiden. Indien echter de differentiaal-vergelijkingen niet lineair 

zijn dan zullen daFtrbij om praktische redenen duideli,jke beperkingen moeten 
-----~.-----.--- -----

worden opgelegd. Voor het beschomlde probleem blijkt dat men de stelsels 

vergelijkingen Ia en IIa, Ib en IIb, etc. piet geheel onafhankeli,ik van 

ellcaar kan oplossen. In de z.g. konstante coefficienten van de verschil­

lende termen blijken falctoren voor t e komen, die a fhankelijlc zijn van de 

oplossing. Zo lwmt b.v. in de laatste termen van de uitdrukking (6-69 ) de 

amplitude van de funktie Q
1 
v~~r. 

Indien men ook de overige termen uit de vergelijkingen (6- 57 ) en (6-58 ) 
nader uitw·erkt, dan blijkt dat in de verschillende "konstante ll coeffi ­

cienten grootheden voorkomen, di e van de oplossing afhankelijk zlJn. 

Omdat de vergelijkingen niet lineair zijn blijken de verschillende 

harmonische komponenten e lka.ar 1federzijds te belnvloeden. 

Een goede benadering van de juiste oplossing is daarom slechts moge­

lijk door het uitvoeren van een ITERATIE- PROCES: 

de benodigde faktoren worden zo goed mogelijk geschat ; 

de stelsels vergelijldngen worden voor de eerste maal opgelost; 

- met de resultaten kunnen de faktoren bet er ''lOrden geschat; 

- de stelseJs vergelijlcine;en 1-lOrde n opniemr opgelost; 

etc. 

Indien de geschatte grootheden voldoende in overeenst emming Z].Jn met de 

resultaten Hordt het i teratie- proc e s belndigd. 

Omdat men ged1wngen i s een it eratie- proces uit t e voeren, zal men om 

praktische redenen het aantal lwmponenten zovee l mogelijk beperken. 

Dat 1fil zeggen dat men in de r eeksen (zie b. v. de ui tdrukkingen (6- 59) 

en (6-60 ) slechts een beperkt aant a l termen zal meenemen. 

De meervoudige harmoni s che methode is in de praktijk uitgewerkt en toe­

gepast voor het berekenen van de voortplant ing van getij golven op bene­

denri vieren ( Stroband , 1947· , De Ingenieur No. 36). Daarbij 1-lOrden in de 

reeksen termen meegenomen 1·1aarvoor N < 2 

- konstante termen; 

d. Yl. Z. 

termen met de frek1-1entie w1 = ~~ (T
1 

= 44700 sek. , dit 1.S de periode van 

het dubbeldaags Maansgeti5); 

termen met de freln.rentie 2w 1 ( een hoger harmonische). 
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Bij de ui twerking en de toepassing van cteze benaderings"rij ze waarbij 

N ~ 2 stui t men voor meer ingevrikke1de prob1emen reeds op vrij grote moei -

1ijkheden. 

• Omdat door de computer tegemloordig andere benaderingsmethoden mogelijk 

zijn, zal men zich "Tat de harmltmische methode betreft zelfs beperken tot 

het meenemen van termen lvaarvoor n ; 1 • Di t betekent dat bij de analy­

tische benadering van een probleem vrordt verondersteld dat: 

de w'aterstanden en de debieten in de tijd varieren volgens een ZU1 vel' 

sinusvormige kromme; 

er a1 of niet een konstant debiet Qo (bovenaf'voer op benedenrivieren) 

aanwezig 1.S ; 

en het verloop van de middenstand ho kan 1';rorden berekend. 

In het kollege b73B lvordt een praktisch voorbeeld voor een derge1ijke be ­

rekening besproken 3 vraarbij voor hetze1fde probleem ook andere (numerieke ) 

berekeningsmethoden 'Vlorden toegepast. 

In het bovenstaande vrerd, in aansluiting op het in de paragrafen 6.2 

tim 6.4 behandelde, het principe van de meervoudige Harmonische Methode 

slechts summier aangegeven. Dit maakt toch reeds ~nkele opmerkin€jen 

mogelijk, die tot het inzicht kunnen bijdragen. 

Bij het ui hlerken 'Van de ui tdrukking ( 6-68 ) voor de traagheidsterm von den 

we de ui tdrukking (6- 69). l-lierin komen drie termen voor en wel: 

een term met de frekw'entie w1 ; 

een term die konstant 18 in de tijd; 

een term met de frekwentie 2w 1 • 

We zien hieruit dat een niet - lineaire term produkten van COS1nus - en sinus -

termen geeft, die gespli tst kunnen "rorden in tvree termen met resp. een hogere 

en een lagere frelnrentie. 

Ret is duidelijk dat oak bij het ui tw'erken van de overige niet - lineaire 

termen uit de vergelijkingen (6-57 ) en (6- 58) een ze1fde beeld ontstaat. 

Indien men slechts uitgaat van enkelvoudige sinusvormige funkties dan 

krijgt men dus te maken met terrnen met een hoger ( resp. lagere) frekvrentie. 

Ret niet-lineair karakter van de verge1ijkingen , heeft dus blijkbaar tot 

gevolg dat in het systeem hoger harmonischen w'orden opge"rell:t ( gegenereerd ) . 

Ret gevolg hiervan is dat de funkties h(S3t) en Q(s,t) vervormingen ondergaan. 
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Laten we ter illustratie veronderstellen dat aan de zee- zijde van een 

afgesloten ri vier arm de randvoonlaarde bestaat ui teen enkele harmonische : 

~ = h1 cos (w1t .. <iJ). 

Q :: 0 

zee 
~ -+-1 ~ 

Dam 
De funkties h ( t ) ~n punten landiuvTaarts zullen nu naast een komponent met 

de frekwentie w
1 

ook enige komponenten bevatten met een hogere (resp. 

lagere ) frek,.,entie. 

Met name als gevolg van de yrrijvine:sterm maar ook tengevolge van de overige 

niet - lineaire termen ,-rarden harmonischen opge1'lekt, yraardoor de funkties 

h en Q vervorml zijn. Di t verschijnsel k.an men in de praktijk duidelijk 

konstateren door d e op verschillende plaatsen gemeten kromrnen onder ling 

te vergelijken. 

Indien men volstaat met het toepassen van de enkelvoudige harmonische 

methode dan blijven dez e vervormingen uiteraard J~E:heel buiten beschoUYTing! 

DELFT , JANUARI 1973 

c. Verspuy 
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Na de oplossingsmethode ilIntegratie m.b . v . Karakteristieken ll vwrdt in het laatste 

gedeelte van het college b 73 A de Harmonische Methode behandeld. Omdat hier 

sprake is van een ANALYTISCHE oplossingsmethode mag men een belangrijke bijdrage 

t.b.v. het inzicht verwachten. 

Gebleken is dat deze methode bij velen als moeilijk wordt ervaren, niet in de 

laatste plaats om het feit dat gewerkt wordt met complexe funkties. Besloten is 

om de mogelijkheden voor zelfs·tudie ui t te breiden door het beschikbaar stellen 

van deze oefening 4. Door een aantal gerichte vragen wordt a.h.vl. gedemonstreerd 

hoe men bij de methode te werk gaat en welke mogelijkheden men heaft. 

V~~r de theorie van de Harmonische Methode kan worden verwezen naar het betreffende 

gedeelte van het dictaat. De beschri jving van de hierna volgende opgaven sluit 

daar zeer nauw bij aan. 

Voorgestelde gang van zaken: 

De opgaven zijn gesplitst in tHee gedeelten. 

Gedeelte 4 A bevat een paar eenvoudige Vl~ager', die het best kunnan worden beantwoord 

in aanslui ting op de behandeling van de Harmonische t1ethode op het college. 

Deze vragen hebben betrekking op de theorie en op het rekenen met complexe funkties. 

In gedeelte 4B zijn enkele opgaven onder gebracht, die betrekking hebben op het 

lange golf-probleem dat reeds in oefening 1 is beschreven . De uitwerking van deze 

laatste opgaven zal ook niet meer dan enkele uren vergen. 

Deze o~fening 4 in zijn geheel is een introductie tot de berekeningsmethode. Gead­

viseerd wordt om t.z.t. (bij de definitieve zelfstudie als veorbel'eiding voor het 

tentamen) aansluitend op het gedeelte 4B ook enkele tentamen-opgaven betreffende 

dit onderwerp zelfstandig uit te werken . Indien daarna de uitwerh.ingen van deze 
'i!I1 

tentamen opgaven word geraadpleegd moet men er rekening mee houden dat deze "in 

telegramstijl" zijn gesteld, waarbij ervan is uitgegaan dat de benodigde informatie 

in het college-dictaat is te vinden. 

Voor deze oefening 4- behoeft geen antwoord-formulier te worden ingeleverd. 

Omdat de opgaven vOlledig aansluiten op het bestaande college-dictaat, is ook 

geen bespreking nodig. 
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~ Beschouwd wordt een riviergedeelte met een lengte 1, dat als een yak mag worde~ 
opgevat. Zoals bekend wordt bij de Harmonische He thode verondersteld dat de 

golfbeweging PERIODIEK i s (vol1edig ingespeeld ) en zijn de D.V.n vooraf 

gelineariseerd. De voortplanting van een SINUSVORl1IGE periodieke golf kan worde"l 

berekend m.b.v. de Itvierpool-verge1ijkingen ll
• In een eenvoudige gedaante kunnen 

deze verge1ijkingen a1svolgt "lOrden geschreven: 

(I 

(II 

) h (1) = L : h (0) + [.1 Q (0) 
eVe v c 

Q (1) = N h (0) + 0 Q (0) 
eve v c 

In de nu ingevoerde grootheden L , 1-1 ,N en 0 komen vooral de eigenschappen v v v v 
van het tussen het punt A en het punt B be1egen vak~~ tot ui tdrukking. 

Deze grootheden vlOrden de VAK-KONSTANTEN genoemd. 
A : B 

+ + 
s=O 
,~ +s 

1< 
s ::11 

1 

1. Hoe ziet de uitdrukking voor elk van de grootheden L , M ,N en 0 eruit? v v v v 
2. De voortp1antingskonstante r is in het a1gemeen een comp1exe grootheid be-

staande uit een reeel dee1 p en een imaginair dee1 q. 

Geef voor de beide delen p en q een defi nitie. 

3. Op welke wijze komt de ~eerstand resp. de traag~~id in de voortp1antings­

konstante r tot uiting? 

Indien de weerstand v011edig "lOrdt verwaarloosd wat worden dan de ui tdruk­

kingen voor p en q ? 

Bovengenoemde vierpoo1- verge1ijldngen 1eggen een verband t ussen de funkties 

h (0) en Q (0) aan de ene zijde van een vak en de funkties h (1) en Q (1) c c c c 
aan de ander'e zijde van het beschouwde yak. 

De funkties h (0), Q (0), h (1) en Q (1) zijn comp1exe grootheden. c c c c 
Om dat te onderstrepen zijn deze funkties met een index C onderscheiden. 

Het is van be1ang dat de RELATIE tussen de reele grootheden, waarin we geinteres­

seerd zijn, en de comp1exe grootheden, waarmee gerekend wordt, DUIDELIJK vast 

wordt ge1egd. 

Deze re1atie is een afspraak, die men een maal moet maken en N'aaraan men zich 

daarna moet houden. 
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Als voorbeeld wordt een funktie h(A,t) b e schouvld, die alsvolgt kan worden 

beschreven: 

(III 

Bij de Enkelvoudige Ha rmonische He', ' ode zonde r bovenafvoer gaat het aileen om 

de tweede term van he 't r e chter lid . 

De complexe funk-tie, di e vaor h(A, t ) i n de berek eningen IVordt ingevoerd, kan 

nu als voigt worden ge definie erd : 

f cos 
') 

h (A) = h1 (A) K
1

(A) + i sin K1 (A) ). 
c t J 

Stellen we nu h (A) 
c = ® + i (b') 

~ 
dan is @= ~(A) cos K 1 (A) en 

@ = h(A) sin K 1 (A) 

Voigt nu bv. uit e en berekening dat de complexe f unktie hc(B) = @ + i 0 ' 
dan kunnen we (1,aaruit de r e ele funktie h(B,t) afle ide n. t1en is daarbij nat":0.rlijk 

aan de gemaakte afspraak gebonden . 

h(B,t) = h1 (B) cos [ wt + K 1 (B) } 

Hierin is dan h
1

(B) = Vc2 2 ' 
en K 1 (B) 

d 
+ d = arctg 

c 

~: Uit het bovenstaande blijkt direkt de zin van de complexe rekenwijze. 

Een complexe funktie bevat een dubbele informatie : 

n.lo b e tre ffende de AMPLITUDE en de FASE van de ree le funktie . 

Ste l nu da t h(A , t) door (III) i s gege ve n , \vaarbij 

hO(A) = 0,33 m (het nive au v . d. middenstand t.o . v. e en refe-

r entie-vlak) 
A 
h1 (A) = 0,75 m (de amplitude v.d. s inusvormige variatie) 

K
1

(A) = - 200 0 
[de fas e hoek (vaor t = 0) J 

4. Bepaal het reele deel G:..') en het imag inaire de e l G0 van de complexe funktie 

h (A), die in een berekening zulle n worde n ingevoerd bij de hierboven gemaakte 
c 

afspraken. 

5 . Kontroleer de gevonden waarde n , door' ui t (~ en (0 de amplitude h 1 (A) en de 

fasehoek K
1

(A) weer t e b epalen. 

111 
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6. Veronderste llen Vie vervolgens dat in het punt B (s - i ) de rivier is afge­

sloten, dan voIgt daaruit de randvoorVlaarde: 

Q (B,t) = ° voor aIle Vlaarden van t. 

Wat krijgt men in dat geval voor de vergelijkingen ( I ) en ( II )? 

7 . Indien men de positieve s- as kiest van B ... " naar A dan geven de vierpool -

vergelijkingen in het onder 

relaties. 

6. veronderstelde geval ( Q (B) = 0) eenvQudige 
c 

Welke zijn dat? 

8. Uit een van de onder 7. bedoelde relaties voIgt direkt: 

h (B) = 
c 

1 
L 

v 
h (A) 

c 

Stel dat bij een bepaalde t€r~kening bli jkt dat 

L = 0,48 + 0,57 i 
v 

L gelijk is aan: 
v 

wat Hordt dan h (B) als voor h (A) het onder 4·. gevonden complexe getal Hordt 
c c 

aangehouden? 

9. Bepaal de amplitude en de fase voor het gevonden complexe getal h (B) . 
c 

Na de onder 9 gevonden resultaten lijkt het interessant om voor het relatief 

~ korte bekken, dat in de oefening ~ i s beschouwd ~ een waarde voor de grootheid 

L te bepalen. 

We keren in gedeelte 4 B terug naar een probleem, Vlaarvan He reeds veel Vleten. 

a Een toepassing van de enkelvoudige Harmonische Methode voor het ijrobleem van 

oefening 1. 

Voor aIle benodigde gegevens vlOrdt vervle zen naar de tekst en de bij lagen van 

de oefening 1 (eerste en tVleede gedeelte). 

Door de vakgroep Vloeistofmechanica is een berekening uitgevoerd, die nu eerst 

vrij uitvoerig zal Horden besproken. 

Het bekken met een lengte van 12 .000 m werd verdeeld in twee vakken. Voor deze 

twee vakken is de Harmonische ~!Jethode toegepast. De daarbij gebruikte grootheden 

zijn allen vermeld op de bijlage 1 van deze oefening L~. De randvoorwaarde h(1,t) 

is weergegeven op bijlage 3 van oe fening 1. 

Deze funktie is periodiek in de tijd. 

We moeten deze funkti e nu door een enke lvoudige sinusvormige funktie vervangen. Men 

kan de funktie ontwikkelen in een reeks volgens Fourier. Doet men di t dan vindt mer~, 
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2 TI 
W = - - en T :.: 12 uur 25 min . = 44700 s econden : 

T 
als 

h(l,t) = hO + A1 cos wt + 81 sin wt + A2 cos 2wt + B2 sin 2wt + .•.•.• 

De componenten met een hoger e frekwentie 3 w , '+w e t c . blijken leleiner dan b. v. 

0,04 m te zijn, zodat deze verder bui t en be s~houwing bli jven. 

Bij de Enleelvoudige Harmonische Methode I'wrdt aileen de eerste hamonische 

component in de berekening betrokken. Di-t bet ekent dat de funktie wordt vervangen 

door: 

h(1,-t) = h 0 
-t-

Afgerond blijken hO' Al 

De laatste 

IV ) 

Hierbij is 

hO = 0,31 m, 

Al = - 0,75 

B1 - 0,25 

uitdrukking 

h(l,t) = h o 

m 

m 

is 

Al cos wt + Bl cos lilt 

en 8
1 

resp. : 

en 

t e zijn. 

ook t e schrijven als: 

cos 

en K = 1 
arctg 

v1e vinden ui t de reeksontwiklee ling dan ook dat: 

h = 0,79 m 
1 

o 
en Kl = 198 

10. Zet de nu gevonden f unktie (IV) uit -tegen de tij d door de periode van 12 uur 

25 minuten = 44700 s in 12 ge li jke delen t e verdelen . 

Deze delen worden lfmaanuren" genoemd. Kies voor de tijdschaal: 

1 uur = 30 millimet er (millimeter-papier A3-f ormaat) dan is 

1 maanuur = 31 millimeter 

Kies voor de hoogte - schaal 1 m :.: 0 . 10 m. 

Het verdisconteren van de weerstand: ] 

De weerstandsterm i n de bewegingsverge lijking kan worden gelineariseerd volgens 

Lorentz (zie college-dictaat). De term wordt daarbi j vervangen door de term: 

B, waarin k = (c2~2R)gem 3
8
• 

., ... 

Q 

Het gevolg van een en ander is dat men voor de grootheid Q een goede schatting 

moet maken. D:t t impliceert he t ui tvoer en van een ITERATIEPROCES; 

He t bekken is verde eld in twee vakken dat bet ekent dat voor e lk vale een schatting 

voor Q is gemaakt ; 
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- eerst m. b. v. een kombergingsbeschouwing (zie oef. 1 eerste gedeelte) 

- daarna door rekening te houden met de uit een eerste berekening verkregen 

uitkornsten. 

De gegevens op de bijlage hebben betrekking op de twee de berekening. 

V~~r di t korte bekken is de ze ·t",eede berekening peeds voldoende naUlvkeurig, 

omdat de weerstand een geringe invloed heeft . 

V~~r elk val< zijn de vakkonstanten berekend. De vierpoolvergelijkingen geven 

voor de beide vakken 2 maal 2 dus in totaal 4 vergelijkine;en. 

h (L) h (L/ 2 ) h (0) 
c c c 

Q (L) 
c 

Q (L/2) 
c 

Q (0) 
\ c 

I I I 
(L) (L/2) + s~ (0) 

Als we er rekening mee houden dat uit de splitsingspunt-voorwaarden in dit geval 

voIgt dat voor de beide vakken in het punt (L/ 2 ) de funkties h en Q dezelfde 
c c 

zijn, dan zijn er in totaal 6 onbekende funkties. 

Er zijn dus twee randvoorwaarden nodig. 

Gegeven zijn: h (L) en Q (0) 
c c 

Door het oplossen van 4 vergeli?~ ingen met 4 onbekenden kunnen de overige complexe 

funkties worden bepaald ( zie bIz. 2 van de bijlage van deze oefening 4) . 

De resultaten van de uitgevoerde berekeningen , die zj~n vermeld op bIz. 3 van de 

bijlage kunnen worden gebruikt bij de volgende opgaven. 

~ Gevraagd wordt het gehele bekken als ~en vai( te beschouwen: 

Na de bovenomschreven berekening komen de volgende berekeningen Deer op controle­

berekeningen, waarbij voor het benaderen van de invloed van de weerstand het debiet 

in het midden van he t beschom'iEle vak bekend is : Q( L/ 2, t). 

11. Bepaal een waarde voor de faktor k voor het beschouwde val< s = 0 tot s = L. 

12. Bereken ,vaarden voor de grootheden p en q. 

13. Bereken de vakkonstanten voor het beschouwde vak. 
h (L) 

14. Omdat gegeven is Qc(O) = 0 kan men de verhouding hC(O ) eenvoudig bepalen. 

Als gegeven is h (L) _. 0,75 + 0,25 i, bereken dan c h (0). 
c c 

15. Wat worden de amplitude en de fase-hoek van de funktie h(O,t)? 

16. Bepaal tevens de amplitude en de fase-hoek van de funktie .Q(L,t) 

17. Vergelijk de onder 15 en 16. verkregen resultaten met de resul taten van de 

oefening 1 (zie de bijlage 7 en 3 van oefening 1). 

Ui teraard blijkt ook nu dat er geen grote ver'schillen zi:n tussen de funktie h( 0 , t) 

en de funktie h(L,t). Het fase-verschil tussen de funkties Q(L,t) en h(L,t) bedraagt 

nog ongeveer 
1T 

2 
of 900 ,omdat he t bekken re l atie f kort is . 
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+ S "Il'o(-----l! 

vaklengte ---==---f-~~ I:~~:;--;=~i--=~~: I~ =-1 
stroonlV'oe r ende bree dt, e 160 m I 1 60 m I 

I 
215 lJl 

!) O t ··-1 
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bergende breedte 

coiff. van de Ch6zy 

geschatte 220 

215 m 
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50 mas 
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_
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_ . _d_, 1_' e. pt_e _____ . ________ ~l--~----.~ ,:~ ~ ~~~._._. _______ 3~90~__ I 
I ( 0, 21 77+0,3,,61 ) 10.4 ( 0 096700 ,28041)10.4 

I 0, 13061+0,904961 I 0 ,05801+0,168271 

r = p + 

r l _. pI + i ql 
I _ _ ____ , ___________ ---..J· ____ " ______ ~· ___ ·l---------. 

I I vakkonstanten 

L 
v 

I 0,98743 +0,026661 . 0 , 98753 +0,009721 

k -0,2930-0) 1:597:i.) 10'" J~,,:. (} ~ ;l068-0 ~ 1374i) 10"-3 

N
v 

1 1 ,620Q-O,1812 103, i 0,5900 . 0 , 1805 1031 

~~ _ ___ o_v _______ . ____ J~~874~O_, 02666~_1. O. 9875j :°,0097
2 ._ 

M 
v 

RANDVOORivAAItDEN o vo r a lle waarden van t $ dUB 

waarin 

e n 

Voor el k yak ge d en t wee viel'p ool-'Irergalijkingcn 1 waarmee vier onbekende 

funktie s kunnen wo rden opge 10 st . De berdQ1f;ingen 2,iju verzamel d op d e vo 1gende 

hladzijde van deze bijlage. 
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V he \ J - (u"''' to9· 0"7"; .'<: - \ ~ _ JJ oj- O,00972i) I\JO) I 

! 
M Q (0) "" {} i 
_v c ____ .~_~_.--,-~-~. 4- I 

I- hc(tL) , "" (O ~9 8753 + ()~Ot~~~.2:L) }~~:..( O ) _____ , ___ ... (a! __ 1 

I 

N h (0) ; (0. 59000 - O , 180~9 ~1 03i) h . (O) I 
I v C (; I 
I 0", Qc (0) ::< 0 .' I 
! -- ---~-. ~~-~~- 'V' : 

l Qc( '~L) :;: (0,5900.~~~04~.10)i ) J\:;.~ O) _~.I; ) .~_\ 

Yak I 

~-;;~L) = (;0 :9'71'86-.-;':;:;9}; )-~o (0) --~----l 
I M Q (12L) = ( -0.02538 i 0.OS27Qi'/' h (,0) v c · " , e ' ~ --- =~--~.--- I 

hc(L) g (+O,949~8 + 0,08872i) hG(U) (c) I 
= (0 1 00336 - O,17895i) lU) h (D) ! 

c 
N h (+'-L) v c-

0" QcH'L) '"' (0,00539 - 01 1782(ii) lO~) h,.(O) .-- - - .~~-~-~-.---~--.--~---."",--.--{-

Q(,(L) "" (O p00875 ~- O,,~'>571rh):o3 hc(O) (d ) I 
1_- ' __ .~ __ ,_. __ .,,~ __ ~_. ___ .. __ . __ ~._ . ..1 

Al s de f;weede randvoot'\-iao,rd" '\<iordt v.,'x-o.i seont./:'fH'rl 

hC( L) (-U.7500 + 0,2500 i) 

dan volgt uit ( c) 
o -~~O r 2~~O' 

11 (()) "" "'::':"'d..,' ),~,.~~.~L:.2..... ;:: 
(;. 

- 0 ,75868 +0,33419i 
---.'ft_ 

O,9~94R + O.08S72i 

II ' . /.. 1 t 1 t ('- ( '. ') '~C"> ,. '", ( .. ) (' 0,··0 I . L I . 1erU1~ vo g weer (8. n U = G.e) ill en ~. U _ ~) ~o 
• ______ ~_.. w __ ~·___.._ ... _,, __ ~._ ...... .. -.- .-..... --=---.~ .. _-

Daarna voIgt uit (a) , (b) en (d) achtereenvolgens 

h. elL) ~ -0 ,75247 + Op32~G~i 
G 

-~J> 
A , . , ( \ 0 
h(*Ll\~ 0 818 ill v L ~ 20~' 11~ ~ r... 1 :-.... ) ..J ._ 

A ~ 0 
Qe(tL) "" +0 ,05987 + °, 1 3'113) --~"> Q(1L)= 150 mY/ s P(L) -= 293 35 '. 

Qc(L) . :~:~1272 ,. 0,2738Bi ---+ ~(~-296-::i/ s 'f eLl" 292~ 2:J 
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