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VERANTWOORDING

In dit rappbft~is de Stof weefgegevenAvan'éeﬁ'cursué"Mechénicé van -Composiet—
materialen' die de éutepr gedurende het curspsjaarvl983/1984 heeft verzorgd vobri
weteﬁéchappelijke personeel van ENKA B.V.), een firmé die zich o. a. b921ghoudt
‘met het fabriceren van vezels .die in modefne comp051etmater1alen wo;den

gebruikt. De cursus besloeg in totaai 11 middagen..

vDe onderwerpen zijq..gekbzen in ovéfleg met de. deelnemers. :dmdat‘ ervan moest. -
wbrdén uitgégaan dét niet. alle cursisten (nog) vertrouwd waren met dé~elastici~ 

teltsleer 21Jn hoofdstukken toegevoegd met elementalre onderwerpen als vervor-
mlngsleer en spannlngsleer, Als ba51s voor deze hoofdstukken heeft gedlend het

college 'Elasticiteitstheorie' van prof dr.ir. W. T. K01ter.

‘De w1Jze van behandelen van spannlngsconcentratles {n' ahisdtfdpe' platen ﬁet
gaten is overgenomen uit het collegedlctaat 'Versterkte Materlalen van prof.ir,
G.J. Sples, evenals een aantal uitgewerkte voorbeelden. De kwalltatieve -methode
voor het analyseren van kokerconstructies is van ‘prof. dr ir. A. yan der VNeut.
Het hoofdstuk over het wikkelen van drukvaten bgvat resultatenvvan eigen_ondér—’
‘zoek van de vakgroep 'Vormge?ing, Fabricage en Materialen"waartoe'de'auteuf

behoort..

Belaﬁgfijke onderwerpeﬂ als aynamische belasting van composieten, knik en in—.
'vvloed van de omgev1ng (temperatuur ‘en vocht) z1Jn nlet behandeld. De onderwerpen
die wel 21Jn behandeld z1Jn gekozen omdat z13 inzicht geven in het mechanisch
‘gedrag. van de comp051etmater1alen zelf maar vooral ook in- het functloneren van_

“deze materialen in hun structurele omgeving (de constructie)

Mijn bijzondere'dank gaat uit naar-mw; M. van‘Laren'die'mij door haar snelle en

goede typewerk iedere week - in staat stelde -de cursisten van documentatle te.

voor21en. .
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HOOFDSTUK 1

VERVORMINGSLEER

la. Verpiéatsingen'

: Beéchoﬁw een lichaam. dat onder invloed vén pitwendige krachten van‘vorm'kan ver=
anderen. . : ‘ o . |
Topologlsche eisen 21Jn ‘ ,

A—;twee punten die voor: de vervorming onelndlg dicht bl] elkaar liggen blljven:‘
ook na de vervormlng oneindlg dlcht blj elkaar dus geen opengaande scheuren,
- een punt. op de rand (resp. in het 1nwend1ge) bllth op de rand (resp. in het'

. inwendige).

.Verder nemen we aan dat de som van de:uitwendigévkrachten'eﬁ.het resulterend

moment nul zijn zodat  het lighaém niet 'weg vliegt' of gaat draaien.

Een willekeurig punt ‘van het'_lfchaém beviﬁdt. zi@hl yﬁér de: vervorming in P

 waarvan‘we de cobdrdinaten (kl,‘x2, k3) of koftweg.xi‘(met i.=“1, 2, 3) noemen.

X3
i x3 . ' ‘A//‘, .
) Xé o )(2
v Y vd
.. - ' //\
~ I/
_______ —
Figuur 1.1 -

Na vervorming van het lichaam bevindt bef‘willgkeurig:punt zich in P' met de
‘codrdinaten x} waarbij ‘ ' o

| . = . !
X3 'xi'+ Ui _ ‘ (i 1, 2,_3> 




»Ui zijn hlerin de comgonenten van de verplaatsinggyector U. De verplaat51ngs—'

,vectoren van alle punten van het llchaam vormen ‘samen een vectorveld (in dlt*'

"_geval dus een verplaat51ngsveld) voor het 11chaam onder de beschouwde ultwendige‘ -

l krachten. Er zijn nu voor de beschrljving van- het veld twee mogelljkheden. i

Cass De vectoren worden beschouwd als (contlnue ‘en zo - nodig 1n voldoende mate. :

d1fferent1eerbare) functles van xl, ofwel de verplaat51ngscomponenten U 21Jn )
' functies van de p051ties xi d1e de. punten vbor de deformatie 1nnemen._; g '

.'s< B

 «.Te¢schr1Jven_a1s,

.b. De vectoren worden beschouwd ‘als’. functles ‘Van xi, ofwel de verplaat51ngScOm_f
« {ponenten Ui ZlJp,funktleg Van.de;positijes'xk die de pnnten né de Vervormlng
- . innemen. ’ " ) o e T Loaa ‘

Te schrijventéié; g

Vg UG o a

Nu is het een fundamenstele verénderstelling van de klassieke elasticiteitsleer

dat verplaatsingen tijdens de vervorming klein zijn;_Daafmee verdwijnt. het ver—

schil in,échrijfwijzen (1.1) ‘en (1.2).

De fundamentéie'veronderstelling bétekentreén grote‘néfeenvoudiging;'Zn kan- bij

'gevallen waarbij successieve vervormlngen worden’ aangebracht de invloed. van. de .

vormverandering zelf ‘(op b.v. het spanningsvraagstuk) ‘buiten’ beschouwing worden‘f

gelaten, Hetzelfde geldt uiteraagd ook‘big continue aanggbraghte vervormingen.

'lb.'Vervormingen_(deformdties;“fekken)' ”;}“

We beschouwen nu de verplaatsing van _een punt in P(x ) en de verplaat51ng van
een punt in Q met coordinaten xJ + de dicht An de buurt van P. voor de ver— -
.iplaat51ngsvector van het punt Q wordt nu,geschreven. R
- .an

U, (Q) U, (P) + 7. (P) de + hogere orde termen
: SN : : . ‘ ;
'waarmee dus de verplaatsingsvector in Q is ultgedrukt in de verplaatsingsvector
in P en zijn afgeleiden. ngt Q inderdaad in een voldoend kleine omgev1ng van P -’

‘dan mogen de hogere orde termen worden verwaarloosd en is dus s




u, (@)

= U (@) +

v
ox
]

i
— (P) dx,.
‘ (P) 3

1,3 = l;'zy

3

(1.3)

'Met de- sommatie—conventie (sommeren over de index die tweemaal in een term voor-

komt)' kan voor de tweede term achter het gelijkteken. worden geschreven,

weglatlng van. (P)

voor 1

voor i

voor i

of in matrix-notaties:

‘Terwijl U een vector is met 3vcomponenten UJ
(2e-orde tensor).

en een anti-symmetrische tensor W,

waarin

en

o

-

, 17,
T dx 4+ —dx, + 7T dx
bxl -1 ax2 2 6x3> 3
3u,, - 3u,, . 3U, .
2 2 2 .
cx—dx, T dx, + T dx
6x1 1 bxz 2 6x3. 3
dU dU, ouU
3 3 3
oo dx, + o dx, + 17— dx
.‘axl 1,' 6x2 2 633 3
‘_._aUl . _6U,17 ‘d}% A
;axz 6x3 I
U ouU, . -
2 2
Py Py < dx, »
axz 6x3 ‘ - 2
16U3‘ 5U3 :d%‘
bxz bx3 \ 34:A.}'

dU, A
dx, - 1j i3
J .
, L oU BU,
€13 7 %‘(6x. 6xi)
(auj ou,
w, .= % - =)
ij kaxi axj

is 6U /ax

i en wel zo dat

met - -

een tensor met 9 termen

Deze tensor ‘wordt ultgesplltst in een symmetrische tensor elJ

(Lby

©(1.5)



- Met (1.4) en (1.5) kan'(1.3)”wordeﬁ geschreven als

U(Q) = U, (p) - wy ,(P) dx, e, (p) ax R (1.6)
(1.6) geeif duéfdrie Gergelijkingéh'vobr de‘drie verplaafsingscomponenteh in Q

(dus voor i = 1, 2 en 3): met ieder 7 termen achter het gelijkteken. mij wordt - -

'rotatle—tensor genoemd éij de vervormlngstensor.

N,B;:,Aaﬁ het'begrip tensor‘zai hier‘verdef geen‘inhoudbworden gegeven.
De rotatle-tensor en vervormlngstensor zijn in- het - voorgaande nogal formeel in-
gevoerd BlJ nadere . beschouw1ng van' (1 6) blijkt echter '~dat het

verplaat51ngsveld in een voldoend klelne omgev1ng van P tot .stand "’ ‘komt door

superpositie wvan 3 verschlLlende 'soorten'’ verplaat51ngen met een - duidelijk

Ehysische{betekeﬁis en wel:

le de translatle U (P) (als een stukje’ star, dus onvervormbaar lichaam rond- P)
- 2e Qe rotétie —wij(P) dxjj(als een_s;ukJeZEEEEJ ‘dus onvervormbaar llchaam rond
3e dg yervo;ming'eing) d33 vanAhet's§qkje 1iéhaamfrond’P;:

ad le Het is duidelijk dat met.
v;(Q) = 0, (P) S SR ¢ YA

de verplaats1ngen in Q en P geliJk 21Jn en het beschouwde stukje lichaam
rond P bij een verplaat31ngsve1d (1 7) .zich als een onvervormd, star

lichaam beweegt.

ad 2e De phjsische.betekenis van miins,bijvoorbeeld af te leidén uit

ouU, U,

12 - ¥ (axl agz)

waarin‘wlzvde, draaiingshoek (infinitesemaal) van een element om de

X3—as is.

OUI ovu _
Met T— = - en — = @

0%, o %)




ad 3e

Figuur 1.2

wqrdt“w12$= e
Zo geven Ul(Q) = —wlz(P) dx2 f -a d¥2.3~“
en . Up(Q) = =wy (B) rdxy =« dxy

de‘verplaatsingscpmponenten van het punt in Q bij een rotatie over de
draaiingshoek a om éeh‘as‘evenwijdig de Xj—as door P.

De physiéche betekenis van de Vervormiﬁgsteﬁsof}eij,wordt onderzocht door .-
te kijken naar de lengte d1' van het 1ijnstukje P'Q", waarbij P' ‘en Q" de

plaatsen. zijn -waarf‘de puﬁten die zich. dorspronkelijk, in P -resp. Q

- .. bevonden nd de vervorming zijn: terechtgekomen, en naar de lengte df van

‘Tijastukye pQuve o o

) Figuur 1.3 . . -



, Diexléngﬁés worden gecombineerd»;ot‘%{(d%f)?fé-(di)z}. 

. ﬁé$qhouw,eers;  .

@D = dx,.dx, = 6, dx, d%.. . cc oo (1.8)
R L I e S S P .

sij ié:hierin'de Kroﬁeckerfdélta;' C

“;f_,,ul VdgtglijJJ;;,

NI B
;iJ ' é~f’7A0”vbor i#'3

Verder is

.:(dx )4 ‘4xi‘dxi G R S g.FlfQ)”i

. 5ofwel, met-

Cdx! =-dx, + dU, = dx_ ¥ —dx, -~ o Ime
T i i e T

0x,
507

e Uy U, U
(dl')z-dx ax, +2—-——dx dx + =L ax, L xk

.bxjv_;b va ax J bxk

’waarln om . Verwarrlng te voorkomen in de 1aatste term éen (dode) 1ndex J is ver—j"
.Avangen«door k..Dit mag. uiteraard als k.- de zelfde waarden 1, 2 en 3 doorloopt als-
"jQ We verwaarlozen overigens die 1aatste (Ze-graads) term zodat '
(de')? .= dx, dx, +.2 7= dx dx,’
A i i ~6xj;_ i-"73

(65 +.2 35 ) axy 455

= (8yy % 2egy - 2ugp dxy dx

i

Met. “ w,; . dx dx., = 0 ,»x

vi‘é-dan:" (dx )2 = (5 §F 28 )dx dx SN o aao



Met (1.8) wordt dus gevonden:

1 1y2 _ 2 __‘___ . - . ' . ‘: (1.11

b {(d2") ‘(dl)_} ey s dx; dx; - | o . ( | )
We kiezen nu P en Q op de Xl—as en- zorgen ervoor dat zij ook nd de vervormlng op
de Xl—as liggen. Dit betekent dat dx2 en dx3 nul 21Jn en (1.11) overgaat in

} {(aan? - <d1>2}g= e, (dx)? - S T aa

In deze vervormingssituatie is uiteraard
dr = dx
1

zodat uit (1.12) volgt

o o (d2h? - (dn)? _d - A Fdr
11 20d2)2 & o

SNt AN . S | |
STy - o aay

Uit (1.13) blijkt dat el de reiatieve vérlenginé'van een element met de lengte"

d2 in Xl—richting is. We noemen e de rek in- Xl—richtlng. Op. identleke wiJze

bli jken &,y en e, de rekken te zijn in resp. X2

- en X3—r1chting.

Voor het antwoord op de’ vraag ‘wat de termen eij voor i # j voorstellen kijken we T

biJvoorbeeld naar de vervorming van een 1iJne1ement in het X1

—Xz-vlak en schrlj— -

~ven daartoe (1.10) voluit:

Y 32 : ‘ 2 .
(dl Yer= (1 + 2e )(dxl) + (1 + 2e22)(dx2) + 4e12 dx1 dle

of, met de benadering

1.+ e11_=\’1 + 2611 etc..

(da")2 + {(1 + e dxl} Ja + e 9g) dx } + hey, dx, dx, (1.14)
© waarin (1 + ell) dx1 de lengte na vervorming is van het lijnelement dx1 dat oor-
spronkelijk in- Xl-richtlng 11ep en (1 + e22) dx2 de 1engte na -vervorming. van het

' llJnelement dat oorspronkelijk in X -richting llep.

2




Inﬁyékeniﬁg:- 

Xy

. Figuur- 1.4

Met de cosinus-regel uitgerekend wordt -

(di{)2’= {(1.+”eli)idxl}2’+7}(1'+ ézé) dxz}%',

o L o L T ' ,
- 2(1 + ell),dflv(l + e,,) dx, cos (2 +‘Y12)'..°'1 - (1.19)
Vergelijking van (1.15) en (1.14)“geeft
. B « " - N .> . . Ze N )

h1A ‘ 12 .
—cos_(—'+ Y ) =7 = — s
- v2- >:12 1+ e}l)(l f e22);

2y, -
(1 + ell) (1 + e..)

ofwel sin y,, =
. 12
- 22

-Bij kleine ?11’ ey, en ey, geldt bij benadering

]

Y12 T Zep

ofwel e12‘=‘% Y12 v L e L - (1.16)

Y12 wordt de afschuifhoek genoemd; kennelijk fé &9 een maét voor deze afschuif-
hoek, ' S A o




In de techniek worden waak gébfuikt.de notaties-

‘verplaatsingenfU;'V en W'in fésp;~X—,'Y4 en Z—richtihg

S .

30 _dv . -3

" .o .oV L - (1.17)
rekken e = ==, ey ay'en €, =%z - f_» )
afschuifhoeken - o

3U oV, AW _w ou T

Yxy oy * x| Ysz_”a 6 S Y T ax Yoz o L - (1.18)

Vergelijken van (1.18) en (1.4) geeft

x.=.e11;:ny =#2e12 ete.

In verband met de factor 2 biJ de relatie ‘tussen afschulfhoek en de term van. de
‘f_vervormlngstensor is het raadzaam bij- het raadplegen van llteratuur altljd te

controleren hoe de afschu1fvervorm1ngen zi]n gedefinieerd.;

lc. Transformatie van rekken

Het is regelmatig nodig (vooral bij de meéhgnica véhiéniéotropé materialen zoals .

lamihaten). de rekken, . die in het“ene coﬁrdinaatassenstelsél 'bekend zijn, te

'»kennen in. een ander stelsel dat t 0.V, het oorspronkelljke assenstelsel 5ero— .f’

‘teerd- is.
- Bij rotatie van het oude assenstelsel Xi naar het niéﬁwe’assenételsellii geldt:

ofwel de componenten van een vector:x in een nieuw assenstelsel X zijn llnealre

. i
functies van de componenten van die vector in. het oude assenstelsel. In (1. 19)A

-as en de XJ—as, waarvoor geldt

" zijn Aij de r1cht1ngscosinussen tussen de Xi

=5, . (5.

Aij-Aik' & Jk: Kronecker'Qelya) . I ‘(1.20)

_N;B."Befrekkiﬁgen (1.19) en (1.20) ziJn eenvoudlg te verlfieren door bijvoor-

beeld een rotatie om de X3-as te beschouwen.a.




—10-

%7 oeos (XX p)exy o+ cos(Xy X)X,

=R cos @ +.x

S y sing

o Xg = eos¥y XDk + cos(X,,X,) Xy

. .-_-' -lesj_n (P +X2 COS QP

Figuur 1.5 . -
"'iAijuAik~= éjkf4f 1,3,}“= %}2’3 ,.?éﬁgge‘eos(x X ) 0 etc.
zodat o ‘ ‘ .

: eos(leXl) QQS(XL;X11:+~QOS(X2’X&) cos(X,,X;) =1 en

|

L cos(Xp X)) eos(XyL X)) # cos(X,,X,y) cos(Xy0X,) =
© ofwel ‘

5

s2 @+ sin? ¢ =1

.tcos
,coéz (n/éxé w)v+ coe27¢ 31n w + cosz’¢‘= 1.
e_De grootheld %{dl')2 - (dl)z} u1t (l 11) (samengesteld u1t gekwadrateerde leng--
‘tes) is . een scalalre grootheid en daarom. onafhankelljk van het assenstelselA‘
) waarln hlj wordt’ ultgerekend. Dus ook in het nieuwe assenstelsel X met de- ver~,
vvormlngstensor elJ is ) '

oot -ggEE o aa)

 zodat:: e, . dx dx = e.;Ldi Sdx o S o ‘_4(1;22)
_ S , R 5 R S R e » S Y 7

1,2,3)

1]
' Met’e4 .dxi‘= Ail dxi(i: -isl

en .i‘.".:—-dxj.'=vAjk dxk‘ : :(K» 1?2,3)

wordt _:_‘eij d%i dxj %:éij‘Ail'dXi‘Ajk‘d*kﬁ

“of, na. omrullen van de’ dode 1nd1ces ) A en k met respectlevelljk de dode indlces i

en J in de term achter het gelljkteken



,;11‘

eij QXi dxj f ekk A‘li'_dxi Akj dxj 1‘
Vergelijking met (1.22) geeft dan

. N - L (1l
eij Ali Akj elk . o . | ST <:( )

-~ Links en rechts van het gelijktéken vermenigvuldigen met Ami en Anjjgeeft g

'eij:Ami'Anj ) Ali>AmifAkj.Ahj‘ekk'
" Om %kn Bk L | .
=ec S L (L)

waarmee de belangrijke transformatieformule'voo:_de,vervormingstensor is gevon-

‘den
R T Aki Alj eijf»-:’ S v 'ﬂ ‘»;-f‘, B L "(}.ZS?W

,We zullen later uitsluitend rotaties om de X3—as beschouwen zoals weergegeven in

Flguur 1.5. Voor dergelijke rotaties wordt (1. 25) uitgeschreven

‘EI;_%veli éosz ® ;'ezz.sinz ¢‘+”2éié’§%nl¢'b§;>é .ﬂ! f ‘v   ;i k1.2§)i 
E;; = éil sin? o + ééé_cosz @ '_?e£2 g;wa C;%:@  7 i . : vifif27)f
»EI;,=.(§22 f-eli? siéf?‘cégl¢ +;?12{é§é%A¢ - ;inz‘éjir f:’;i ;5(¥;28)
  ;;; =.e13 cosf@ ¥.e23‘sip~¢ _ {~, :;; ‘: | 3 .:'v B ":(f;gég

E;; = e23‘c08:¢ ivél3 sipf¢ ‘*. . - “- ":;ZJ; . | :‘A) “_>(1.30). 

Sommatie van (1.26), (l.27)’en (1;31)1geéft

e1‘1t+- e22 + e33 = e].l + 622._+v83‘3_ ]

waaruilt het invariante karakter van eii (dus onafhankelljk van de keuze van het

assenstelsel) bli]kt. Later zullen we hierop nog terugkomen.




ve12-

" De termen met s1n ¢ 1n (1 26) t/m (1, 28) 21Jn gevoellg voor het. teken van w. De.

. rotatlerlchtlng wordt 2051t1ef genomen ‘als de Xl—as t 0.V, de Xi—as roteert in-

de rlchtlng van. de p031tieve X2 -as. - ,»i' -§7 R 'j;;‘?
E Door de transformatleformules voor e11 en éiz’iets‘éﬁders‘té séhrijyen
: ‘ e ! +* el" . e .»— e R S T L A
= 117 %22 11T "22 . ST S -
ell S T =) _M;Fosv2¢ + e12{§1n z?ffl ? e ~.(1.32?;
_ e —;e T “‘ ,f5A.1f:-f e

' en deze herschreven uitdrukkingen te,kyddratéren"éﬁ~opAtélteiien wordt ¢ geéli-~

mineerd: - A S
.- : 2 L a2
: -.e + e e, , = &,
— - 11 22 —p (Ll - 722y, VIR
(ell‘ o 2 :) +;e12f = ( .:2 .) *_?12 N

De beeldpunten. van. de rek— en afschulfvervormlngen in een 'fék—éfschuivings—v
Vlak' 11ggen kennelljk op - een cirkel met straal B o
. Y

{(E}i T;ezé) ‘+be22f§1,gf; {:f*f

el +e

en met_miédelpunt'( 11 2?

 Afsch.
€y

_Rek é‘b

" Figuur 1.6




"_,X -X -vlakken) optreden.'Deze rekken,-k

-13-

Uit deze cirkel zijn de betrekkingen (1.32):én.(1,33) éenVoudig tgtug'fevvihden:
e + e

- 11 12
11 2

e, — e
11 722 L
o cos 2¢p + e.12

[¢]
|
[

R cos (2a - 2¢) sin 2p

-— . ) - : N ) | 11'
812, R sip (?q - 2p)

, + e eds :
sin 2o e, Qgs 2@1 o
De cirkel wordt de vervormingscirkel van_Mohrzgenoémd.'Zij is .niets anders "dan
een graphische voorstelling van de'tréhsformatieformules (1;26)4t/m'(i;28).yoor
een rotatie om de X3-as. o ' .

14. De hoofdrekken

Bij een rotatie van het aésensfelsel om~de X3—as'overv1805 zijn’de'getransfor4
" meerde vervormingscomponenten. weer geliJk aan die in de uitgangssituatle. De
c1rkel van Mohr uit Figuur 1.6 is bij een dergelljke rotatie volledlg, dus over

360° doorlopen. Er wordt nu verondersteld dat de vervormlngscomponenten e5 e

é23 nul 21Jn. Uit Flguur 1.6 is -dan af te lezen dat ‘er. kenneli jk twee . onderling;
loodrechte richtlngen zijn waarln de vervormingen ultslultend rekken 21Jn en

waarin ‘geen afschuifvervormingen (noch in. het X X2 vlak noch in de: X2-X3- en

1

3 1»en XZ’ worden hoofdrekken genoemd,‘ de

rlchting waarin zij optreden de. hoofdrichtingen;'Omdat ezé en e 3.nulﬁzijn'is

eyq 4'X3 eveneens een hoofdrek en de X3—r1chting een- hoofdrichting._

- Er zijn dus drle onderling loodrechte .richtingen waarin uitsluitend rekken op—

treden..Overigens mag e33 ook nul .worden verondersteld. De vervorming351tuatief

waarin het Xl—Xz-vlak zich dan bevindt wordt een vlakke—vervormingstoestand ge—t

noemd.

In de 51tuatie waarin e;3 en e13 nul ziJn ziJn de hoofdrichtingen eenvoudlg te

vinden t.o.v. de. richtingen waarin e1 (resp. e ),en e12 bekend . zijn.. Formule

(1. 28) geeft met e12 =.0 ' ' N
tg 20 = g2 e S € 5 VS N

» 1 T22 0 : . .

Deze betrekking: is ook zeer eenvoudig uit Figuur 1.6 terug te vinden.

: In het hierna volgende wordt aan het begrip hoofdrekken eer meer mathematlsche
inhoud gegeven. We beschouwen daartoe een algemene vervormingstoestand en gaan

daarvoor terug naar . Figuur 1.3 waaruit is af te. 1ezen
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'”u () ue)

ofwel ﬁu"'éui ,Ui(Q) Ui(P) €y deL P AR SR n( .:)
waarb13 we de rotatle-tensor wlj bﬁiten béséhoﬁwing hebben gelaten.. We‘&ragen "
”ons nu af of het mogelijk is-'dat. dax (het lijnelement tussen P en Q) b13 vervor—»
.ming wel van lengte doch nlet van richtlng verandert. Dat : kan alleen alsh o

- dU = A dx

of AUl =Adx, .o u T T (1.36)
e e LR . AR ) . )
CMet . dx' = dx +4dU

ié éényqudigiin te zien dat
| | ': dx' - dx
' dx¥“-
'een-rek is. M is echter éen scalair (geeft de grootte van de rek) en is dé reeds

eerder genoemde hoofdrek.

Uit (1;355,en%(l,ae)’vglg:»ﬁﬁ“

eij‘dxj —‘K;dxi =‘0>

'ofwelvmef_dé Kronecker delta
(e, -AB, ) dx.=0 - o o 1.37)
( 1] ‘iJ) I o S _ ¢ )

'.Deze vergeliJkingn kunnen worden opgevat als drie homogene vergelljkingen voor
de drie onbekenden de die slechts een van nul verschillende oplossing toelaten
als de coefficienten—determlnant nul is. '

S

eij- K'éij = 0

of, voluit geschreven: |
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-\ . e e

®11 12 13
€12 e ey =0
e e.. . =A

13~ %23 . °33
~ Uitgeschreven geeft de deterﬁinant .

) A2 +(e e, +e -e2, =

11%22%%22%337 ®33°117%127 23 31> A-det{e .} = 0

S 33_(a.
'x (e11+e22+e33

Deze derde-graads vergelijking heeft‘drie reéié{wortels_kl,_szen'KB4die‘vdldoeﬁ,
aan ' . ) ' S '

xl + K2’+ K3 = e11 + e22 f e331f - ~L . ‘ (1.38?‘
L . L L 2 2 a2 2
Mhg FAghg T A = eqpegy toegpay o eggey ey T o037 ey
MAgA, =‘det;{eij}

De richtingen van de hoofdrekken kunnen als Golgt worden gevondén. Normeer dx. op
de eenheid zodat dax, de =1 en ‘dxj = cos (dx, dkj).= cos aj' Formulé'(l;37) o
. wordt dan geschreven als o ' S

A cos @, = eij cog aj‘ (1,3 =11,2,3)
Een wortel A ingevuldf in deze drie ‘vergelijkingen'. bepaalt de v?erhoudingen‘

cos a;/cos @, en cos az/cos ay ‘zodat met
cos a, cos a, = 1
J ]
de bij deze hoofdrek behorende. richting bekend is.

De drie hoofdrekken beﬁalen in feitg é;cirkels van. Mohr:
‘ = tussen kl en Xz'bij.rotatie'om X3—as,. '

»—itussen‘xz en A bij rotatie om Xl-as,

- tussen k3 en x bij rotatie om X2 as. -

Figuur 1.6 is dan ook niet compleet. Bij de c1rkels van’ Mohr - voor. de sBanningen '

zal hiérop nog nader worden ingegaan.

"~ Bij de rotatie van het'assensteisel rond een as evenwijdig met de'X3—as is reeds

gewezen op het invariante karakter van. e, (zie formules (1.26) etc.). De physi-

-sche betekenis van (1.38) -

ii




elg;r:l

s AL+ A, = 4= 2,3
xl.+1K2'fIK3 eii‘. , (1 ; 11 , )
is ‘eenvoudig . 1n te 21en als een- parallelleplpldum met zinen al, az en a3 even— o
w1Jd1g ‘aan de hoofdrlchtlngen van de vervormlngen wordt genomen. Na vervormlng
van dit. parallelepipldum zijn de lengtes van de’ 21Jden resp. a, (l+k ) -a (1+X )
en a (1+X ) zodat de volumeveranderlng is - . ' S ’

AV = ajaja (1+X ) (1+A )(lfk3?;f_aia2aé

"z a1a2a3(x +X 3) = V(}1+52T§3)
» HieruitAvolgt‘dat
EEE Ve VY =&

RS SN R T

de relatieve volumeverandering is. )

-Een voor de technlek 1nteressant geval treedt op als in een vlakke—vervormlngs—"
situatie de hoofdrekken xl en K gelijk van grootte doch met tegengesteld teken
ziJn.,Het middelpunt van de c1rkel van Mohr komt dan 1n ‘de oorsprong te 1iggen

' en het: is eenvoudig in- te zien dat -onder 45’ met de hoofdrlchtingen (90 - in de

cirkel van Mohr) - een toestand van zuivere afschuifvervormlng (dus zonder rek-e

Aken') heetst. ‘ ‘ h R i |
Een’ ander interessant geval is- de vervormingstoestand ‘waarbi j Xl Kz =nk3. De
~c1rkel van. Mohr schrompelt dan ineen tot een punt: kenneliJk .zijn. dan in alle -
richtingen de vervormingen rekken (gelijk aan de hoofdrekken) . ‘Bij -1sotroEe
meter;alen»kan deze vervormingstoestand Veroorzaakt worden’ door: hYdrqstatiSche"
druk, .

le. Compatibiliteitsvergelijkingen = .-

De zes vervormingscomponenten eij zijn=efhankeiijk van de drie vefplaatsing5com4

ponenten Ui' Er zullen dus verbanden moeten zijn tussen de vervormlngscomponen— -

ten"deze verbanden zijn de compatibiliteitsvergelljkingen of aanslultvoorwaar—

den. - ZiJ vormen de noodzakelijke en voldoende voorwaarden -om _uit- ‘een gegeven

deformatle de.. verplaat31ngen te - bepalen. De compatibiliteitsvergelljkingen zijn -

de mathematlsche vorm waarin de physische voorwaarden zijn gegoten waaraan. de
-vervormlngen moeten voldoen ter voorkoming van - het ontstaan van discontinuitei—,

ten:(holtes,_gaten). Vandaar ook de tweede naam:’ aansluitvoprwaarden.;
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Beéchouw in een willekeurig lichaam twee punten A en B. In A zijn zowel de com—

ponenten Ui van de verplaétsing als-de rotatieéomponenteﬁ wlj' bekend. De vraag
A . . . . A . .
is nu of we die componenten in B 2zouden kunnen v1nden als dU /ds en dw, J/ds

langs -een w111ekeur1ge kromme S die A en B verbindt bekend 21Jn.

}s dU, dx
g, .=1U + = 1 gs
iB. iA] A 6x ds.
?& o,
=7, . + | — dx
tlA‘ )A‘éx b
v; | - ST
o CU o =U = (e, —w, ) dx,  (1.39)
X
U, - Ui,-moet'steéds’het zélfde iijﬁ; ongeacht de weg (b13v.«weg 1, 2 of 3 in -
B A ; : g
Figuur‘ 1.7) tussen A en B waarlangs wordt geintegreerd Ui moet uitsluitend'

afhangen ‘van de coordinaten van B t.o.v. die 'van A. BlJ enkelvoudig samenhangen—;,'

de gebieden (llchamen) is een noodzakelljke en voldoende voorwaarde hiervoor dat
Y e (1.40) -

Met behulp van - (1. &) ‘en (1.5) is eenvoudig in te zien dat ‘hieraan triviaal is

voldaan.

+ Voor de rotatie in B ligt de zaak iets geComplicéer&er :

]

£
- ]
(0%] o
:?‘Lﬁ

o

F

55,0 B,

en schrijven:
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R R AL TE T PO | X
= 35 n F U 5T Ungn T U g .
L= U 4+ U . U, ) .
%{( J,h ’J xl‘ ( ha i h nJ}
= Chi,i 7 %hi, o
- B S : L
: ‘ - = -e, . d ‘ 1.41)
zodaF 'hwijB ‘;wijA ﬂi"ehj,i ehi,J) Xy (1.41)

ﬁOok hler geldt dat de 1ntegraal lEiElElEEEQ afhangt van de coordlnaten van A en .
"B enlgigg_van de contour’ Van de 1ntegratieweg als f‘ . _
(e = (e

'_ ,hjji‘f'eﬁ1;j?,k ki,i eki;j),h

. ; ) ‘ . + | L - {,»‘ o —‘ o ) "= ; . PR ’ ’ :. : ‘ .4 4
dus als ehi,jk(f ejk,hij 'ehj,ik ‘éik,hj“ 0 - _ o (1.42)
,J, k en h kunnen volledig onafhankelljk van elkaar worden gekozen. Dit houdt‘
in dat er in principe 3“ = 81 Vergelijkingen (1.42) ziJn. Vele daarvan vallen
echter samen of geven de 1dentiteit O O (biJv.,als i=3= k =h = 1). Er

‘bliJven dan ook slechts 6 over, en wel

62e 62 .'bze ’ ’
z*axf~éi = L, 2 (1.43)
1% exd  oxd

(door de cyclische verwisseling xl,xz,x3 > xz,x3,x1 > x3x1x2 worden nog. 2 gevon— '

den)
%11 _ a2 Py °e12)

en - = =— (- + +
=  ax. dx 6x1.f 6x1 ‘?XZ | §¥3,‘

(1.44)
2 °%3 ' '

(plus nog 2 door éjclische‘verwisséling).

- De compatlbiliteltsvoorwaarden ziJn biJ enkelvoudig samenhangende gebieden de

" noodzakeliijk en voldoende voorwaarden “om uit gegeven deformaties eenduidig de

verplaat51ngen te kunnen bepalen,

N.B.rth“het'voorgaande is énkéle‘keréd‘het begrip 'enkelvoudig‘sémenhangend'
gebruikt. Dit begriﬁ"houdt in dat in Figuur 7 -bijvoorbeeld weg 3 door

-contipué deformatie uit weg Zbéfgeleidkgedacht kan worden._
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) iBev1ndt 21ch echter tussen weg 2 en weg 3 een holte dan kan dat niet meerf

en is het gebled meervoudlg (1n dlt geval tweevoudlg) samenhangend. De?f 

‘voorwaarden (1. 40) en.(1.41) d1e erop neerkomen dat

(e;. -w, ) dx. . o * Cuit (1.39)
4 . R . ‘ : . N : . . y .4
en (ehj;i ‘ehi;j?;dxh. uit (l.41)

L3

totale differentialen (peffect‘differentials) moétenazijd,.zijn.dén nog .’

wel noodzakelijk doch niet ‘meer voldoende{ Hier wordt echter verdertniet‘-"

: op 1ngegaan.

Als voorbeeld wdr&t; hier .de vraag gesteld. of het'_ﬁogélijkf'is uit de

veranderingen
o _ 5 -
e "C xg
T C X

andere .2zijn nul, C is een constaﬁte;.de verplaat51ngen te bepalen. De gegeven:
vervormlngen geven in.5 van de 6 vergelljklngen (r. 43) en (1 44) de 1dent1te1t O

-0 en alleen
215,12 = ®11,22 T 222,11

éeeft’- ;0.=.4C

A Dit betekent dat niet aan alle compatlbillteitsvergelljkingen is. voldaan en het

antwoord op bovengestelde vraag is dus ontkennend.
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SPANNINGSLEER

" "2a. Het spanningsbegrip

‘.Figuur'Z.l;

Figuur 2.3. =

220-

A+ o

jAls een lichaan belast is door krachten;

‘en het 1s'1n evenw1cht dan 1s er op. elk:

'snlgvlak door dat llchamn -een krachten—:”
u‘en momentenpaar te tekenen.,Het beglnsel

'actie = reactie geeft de waarborg dat de B

krachtwerklng van het’ linker deel op het .’

"rechter deel .even 'groot is (doch met .
:“tegengesteld teken) als. de krachtwerklng"

"van rechts op llnks. o

'71Met de resultanten van de krachtwerklngﬁ
van het linker deel op het rechter deel
"“kan. nu het “beeld van Flguur 2.2 worden
~f}geschetst.l K. is daarin de resulterende‘

:’:kracht en M het resulterend moment.

-fDe grootte en de richting van zowel K alsffv

M ziJn hierbiJ gedlcteerd door de even—-

~*‘wichtsvoorwaarden ~van d1t rechter deel.

Nu zal het duldelljk zijn dat de - krachtenwerking van 11nks op rechts 1n werke— )

, rlitheld niet als resultanten in éen punt 1is geconcentreerd doch continu is.

verdeeld over’ het - sniJvlak. Daarom wordt

'feen , oppervlakte—elementje AA van hatf"
1;:sn13vlak beschouwd .waarop een resulterendﬂ

'Tkrachtje AK en een resulterend 'momentje:

AM werken, zie Figuur 2. 3. .Het - lijktj'

‘aannemeliJk dat bij verschrompeling -van

‘_AA tot een punt

) AR :
C o 1im —_ p bestaat ‘en
AA >0 AA
lim  — =0

AA




fZl;-

- p wordt de sgpanningsvector in het beschouﬁde punt genoémd. Een defgelijke sﬁan—
ningsvector kan in elk punt-van het snijvlék worden gedefinieerd.

P heeft als elke vector een- grootte en een richting., Bij het begrip sEannlng ‘
denkt men. echter meteen aan een vlak waarop deze spannlng werkt in tegenstelllng '
tot‘een.kracht“waarvan alleen grootte en richting (met werklljn) moeten worden

aangegeven.,

N.B.: 1. De- kracht AK wordt een oppervlaktekracht genoemd dit 1s de kracht die
o .de omrlngende materie op. een oppervlak uitoefent. Massa—krachten enu
schljnkrachten worden voorloplg bulten beschouw1ng gelaten. Dat mag als .
de te beschouwen volumes zeer klein 21Jn' de massa—krachten zijn via de
massa evenredlg met de‘dlmensle L3 en z13,vallen in het nlet,vergeleken,i

_bij ae oppér§lakte€krachtenvdie evenredig zijn_mét de dimensie L2.A,
2. Een nqodzakelijke voorwaarde voor de Iimietovergang AA'+> o is dét het
matefiaal geideaiiseerd is, dus. atomalre struktuur en micro—scheurtjes'

worden buiten beschouw1ng gelaten.

Bij de spanningsvectqr>moet dué—het oppervlakfe;elemeﬁt wéardpﬂhijlwérkt mede  in
beschoﬁwing worden: genomen. Nu zijn- er door een punt nz,oppefvlakte—élémeﬁten
denkbaar, bepaald door de twee Vrij te kiezen richtlngsc051nussen van. de: normaal-
op het: element (de derde ligt immers door cos2 a + cos B+ cos? Y' 1 vast)

een punt is de spanningsvector dan eveneens afhankelljk van »2 factoren.'

Het is gemakkelijker om in plaats van de fiChtingscosinussen.van-de normaal op-

een oppervlakte-element gebruik te maken van“de componenten n van de eenheids=—. .-

i :
normaalvector- n waarvan er ook twee vrij te kiezen zijn en.de derde vastligt.
door |n| =f(n§'+'n§ + ngj%-= 1 en waarvoor geldt .

cos (g, x,) = n,

Dus: De sbanningsvectof P héngt niet aileen af van de poéitie'Gan het inﬁéﬁdig‘
o punt waar Il aangrijpt, maar is tevens afhankelijk van de eenheidsnormaal—
(n)

, vector n-in dat punt. We schrijven p =, daarmee aangevend dat hij werkt op "

een’ oppervlakte—element met eenheidsnormaalvector n.

Belangrijk is nu dat p bekend is op alle » 2 vlakken door _een E unt als_R bekend
is op slechts drie vlakken door - dat E nt, of anders gezegd' er 1is een’ verband
tussen de spanningsvectoren op vier verschillende vlakken door een punt (Cauchy,‘

',1822) Om dit te bew1Jzen gebruiken we een infinitesimaal tetraeder waarvan de;




réchtﬁoeksvlakken 3"'de:-, Vlakken X .O,i

. 1
X, ‘= 0 en X, = O'zijn. Deze vlakken ‘zul- -
- len: worden aangegeven met xl-vlak resp.f

"V‘xz -vlak en x3—vlak omdat ~ hun - normaal—: }

vectoren evenwijdig aan de cébfr&inaa_t:-
aésen : ibpen. Het schuine ‘vlak - van het
tetraeder heeft een e‘enhéidsno‘maalvector-
a. Op de rechterhoeksvlakken 'werken span—-'.

(1)

: "ningsvectoren £ (1= l 2 3) en -op het

- schuine. ylak E

 ‘ Een probleem is nog dat de vier vlakkenv

X ‘ L : : () o . o "".‘.' ‘van - het tetraeder ‘niet door 'één Eimt .
3 R Z‘ A - -~ - . gaan.‘en dat <de l,vieAr spannlngsvectoren

D oy

: , 00k " niet ‘in ‘dat ene punt
Figuur 2.4. "~ ~© aangrijpen, zij worden nl. geacht in de
' o " zwéartepunten van de respectlevelljke,

ziJvlakken aan te grljpen. Wordt echter het ‘viervlak " 1nderdaad zeer klein geko=-

zen dan wordt aangenomen dat in’ het viervlak een. E unt kan worden - gevonden waar T

de spannlngsvectoren gelljk 21Jn aan d1e op de ziJvlakken, ofwel er wordt ver- .
ondersteld dat’ tussen dat punt en de aangrijpingspunten op de zijvlakken de'g"-”'

""'spanningsvectoren niet varieren. . e e

(n) -
, : . i.
dig- aan de. c’o'c'>rdinaatassen. -In" het - algemeen staan ‘deze componenten dus niet

‘De .spanningsvector E( m, -wordt nu- ontbonden in- de drle comi)orienten P evenwiJ—"

. 1oodrecht __R noch liggen 1n ‘het n—vlak.

N ) (1)

De arie spanningsvectoren i: - Worden ieder ontbonden' in drie componenter{ ‘tj

‘loodrecht op ofllggend in de rechthoeksvlakken. De "in" totaal négeﬁ componenten ..

g ) Worden de sEanningen 6 genoemd dus o

‘ O'.. (i)
B Lt I

In woorden UiJ is de spannlng werkend op het Xi—vlak in de xJ-richting. Een

"spanning - is- Eos1tief als " hij. op .'een ‘, vlak - met de .normaal- in positieve

X‘i;richting.werkt in de posu:‘ie've‘ xj-r_iéht'ing.’ e

110 %2 0 %53
'nlek worden 213 aangegeven met: o , 0 en 0' . positief b13 trek en negatief b13 :
X v .

~druk.,/ %l eté. worden schuifspanningen genoemd in de technlek Tx&' etc.

~ De componenten o worden de-. normaalspanningen genoemd. In de tech-

;
4

/
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)

Xy

-

De evenwichtsvergelijkihgen‘voor het tetraeder worden nu, zie Figpur 2.5¢

(l'l) _ . S ‘ - . =‘-‘ » - o
.AA Lop4 bA nL"qui‘AA n2-”.o3i-AA By = o A(;‘;_1,2,3)
of&el pi?).= Gji nji

(2.1)

(2.1)iisfdevgrondformuie van de spannihgéleer‘bij de afleiding wa#rvén,we het'

spanningsbegrip hebben gelntroduceerd. Let op dat-de»spanhingen:altijd evénwij;

dig met &&n.van de codrdinaatassen zijn; bij de spanningsvectoren is dét juist»'

- meestal niet het geval.

Het {is. eenvoudlg in te zien dat de negen getallen g,, een tensor vormeri,

ji
schouwen hiertoe een rotatie van het assenstelsel Xi naar X waarbij

n, = A, ., n,

en "o, n n =g

‘We be—

(2.2).



iHét.sga}airuprodukt

T

Py T3 Ty g

is invariant-tegernover eeq’rotatie:van—hetﬁassenstelsel; dus is-

951 Py P T G MM T T

@f&éifﬁétg(z.z)"
e Gt T e

s transformeert dus ‘als  een: tensor, vergelijk met formules (1 23) en (1 25)}‘

' hvoor de vervormingstensor. Gji wordt de spanningstensor genoemd.>.

" 2b. Algemeen evenwicht

"AIn het voorgaande hebben we een volume~e1ement beschouwd waarbiJ we ons beperkt
:  ,hebben tot “het evenw1cht van krachten klein van de 2e—orde..Krachten kleln van -
- de 3e—orde zoals massakrachten hebben we daarbiJ buiten. beschouw1ng gelaten. Dit

‘kon omdat e impliciet hebben verondersteld dat het volume—element in een homo—-

gene spanningstoestand verkeerde: de spannlngen waren gee functies van de coor—-

dinaten. :

V‘ VoSrl;lgemeea;éeenhiéhfiis hef”echtér nﬂdig’daf iedéé,Awillekéufig deéitje vant:v
een lichaam in evenwicht is onder invloed van -de: daarop werkende krachten. Voor -
bestudering van" dat algemene evenwicht tekenen we nu een’ blokje dat ‘in eenlgigg: .
homogene spanningstoestand verkeert. De spanningen varieren dus met de coordlna—'
ten ‘en- dat “betekent dat de- krachten op: tegenover elkaar 1liggende. vlakken ver—“
schlllen met" krachten klein van de 3e-orde. Dit- 1aatste is -de reden waarmn nu"
ook de andere krachten klein van de’ 3e—orde, nl. de: massakrachten in de beschou—

" wing worden betrokken. PR } R "Z L

. Krachtenevenwicht van het blokJe uit Figuur 2 6 geeft voor de krachten klein van'A"

de 3e-orde:

+ T 0 ey )




»
X

-Figuur 2.6.f

terwijl het momehtenevenwicht-geeft'(evénéenvaoor”krachten.klein van de 3e-
orde) ' o B )
C127 %1 . . %37 %3 931 713 R
in (2.4) is F de kracht per volume—eenheid die dbor'uitwendige;oorzaken'(zwaaf—:
tekracht, traagheidskrachten) in X, —richting wordt uitgeoefend.~ Uit (2 5) bliJkt
. dat de spanningstensor g zggetrisch is, dus” '

cj‘i; oy o S o S 2le)

Met (2.4) en (2. 5) zijn de evenwichtsvoorwaarden voor de krachten en voor de
momenten Vervangen door drie partiéle differentiaalvergellJklngen en drie symme-.

-trie~relaties voor de spanningen waaraan in elk.punt van het lichaam moet . zijn




vy

voldaan. Aan het uitwendig oppervlak kunnen ‘bovendien nog randvoorwaarden gelden"

'voor de spanningen in de vorm van voorgeschreven waarden van de spannlngsvector.u

Het vraagstuk van de spannlngsverdeling in een’ 11chaam kan nlet worden opgelost

Jmet de evenw1chtsverge113k1ngen (2. 4) en de symmetrle—voorwaarden (2 5) Er zijn
'1mmers negen spanningen o, 15 en . slechts .zes vergelljklngen. ‘De. drle aanvullende

vergelljklngen ‘komen” ult de Elastlciteitsleer de leer van ‘de relatles tussen

: 4ft§Pann1ngenlen vervormingen.. i . . . R "-.f-‘i7{3A'

- 2c. -Transformatie van spanningen

- Zoals eerder reeds opgemerkt is G, J “een (Symmétrisehe)”tenSQrzdie transformeert

volgens.‘

%ug T et Bag iy (2.7)

waarln Aki (resp. Ax ) de rlchtlngscosinussen 'zijn tussen de Xk—assen (resp."

o X ) en-de Xi—assen (resp.‘XJ) De overstreepte assen - z13n de nieuwe, gero—

"teerde assen.” We zullen regelmatig gebrulk maken van rotatles om de X,-as. De

3.

K formules d1e dan gevonden worden” ziJn identiek aan die van de vervormingen.

‘sin o cos ¢ .. ,~‘ l»' ‘&Z-Sjv ‘

,‘;éé =0y, eiﬁz ¢b¥ 9y cbszm@fé 2 cizmsin ¢ cos w‘*,dﬁ'f'  f.‘ ©(2.9)
;12‘= kdzz 1) sin ® cos ¢'+ 512 (cosz ¢‘_fsing.95’v‘ - (i;lo)‘

| 013 =03 08 @ ¥ Oy S.ir? o R
323;?'623.é950¢ +A013qsin @» L 7"v ‘.%;"{,4 L . ,  , (?“121;
;3‘3 = 933 “ o | | S @ad

- Dok hier:wordt'gewezen op het invariante krakter van

933 = 01T Ot 0337 "1;1,+ 922 *;:“33
* 0p identieke w1jze als b13 de vervormingen kan uit (2.8) t/m (2 10) de cirkel
van Mohr, echter nu voor de sEanningen, worden geconstrueerd.vHierop wordt in de-

volgende paragraaf nader ingegaan.




Worden o.. en o,, nul verondersteld en is de richtlng a met o (of g, )‘bekend

13 . 23
waarinv'glz nul is dan zijn ©

110 %32 %" 93
zij optreden hoofdrlchtlngen voor de-spanningen. - -

en o hoofdpannlngen, de rlchtlngen waarin -

Is bovendien o,, = 0 dan’ 1is de spannlngstoestand waarin het X —Xz—vlak zich -be- ..

33 1

v1ndt een vlakspannlngstoestand.

Er zij h1er opgemerkt dat uitslultend le 1sotrope materialen de- hoofdrlchtlngen. o

-voor de spannlngen altljd samenvallen met die voor, de rekken.')

2d. Hoofdspanningen en de cirkel van Mohr

Een spanningsvector p( ? kan worden ontbonden in een- component loodrecht op het -
n—vlak (de normaalspanningscomponent) en, een’ component evenwijdlg met het nfvlak
(de schulfspannlngscomponent) "Er ziJn nu 1n 1eder punt altljd drle _onderling

loodrechte vlakken aan te- w1Jzen waarop de componenten van. de spannlngsvector

' '_evenw13d1g met d1e vlakken nul 21Jn. Anders gezegd er z1Jn in ieder punt drie

3 onderllng loodrechte vlakken waarop de spannlngsvector loodrecht staat. ‘Deze

vlakken worden hoofdvlakken genoemd.

: De spannlngsvector op een. hoofdvlak is evenredlg met de normaalvector op dat
vlak ‘ ' o -

ofwel

I
o
=]

b -

waarin p een.scalair is. L wordt hoofdspanning genoemd geeft dus de grootte van
de spanning. Met " ' ' ’

F(n) _

ERC I
wordt 'cij nj f,p‘?i =0 . g ..n"i S vi.,"'(Z.té)‘u
ofwel - (o, . - pvo dn, =0 ° . ;:_<“:' S g o . (2.15)

i3 13773

Uitgeschreven geeft (2.15):
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(o 11 _p) oyt c12 2 ¥1913 737 0
612 n1 + (c - p) n, + 023_n3nf‘9"' :
‘gﬂathFn’1+(%3 ey my =0

EN

: Deze vergelijklngen kunnen worden opgevat.als drle homogene vergelljklngen voor*“
f~de: rlchtlngscosinussen n1 (1 = 1, 2 3) d1e alleen ieen van nul verschlllende-
',oplossing toelaten als de: coeff1c1entendeterm1nant nul 1s. De verdere ultwerklng

- is ldentlek aan die blj de vervormlngen._ ‘

P o+ 92 + p3 ii = 1nvar1ant ﬁAA7? *‘;ni'*— i #ﬂ B 7“§2’¥6?1
- ' g = g2 e g2 g2
plpz * p293 P3P T % % *+ c22"33 933917 %1277 %3 7 ©
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p p2p3 det {qijk: ;i“ ‘A;ﬁ;veA ,"V_';.-w;iajtif37"

- Bij een;viaRSpanningstoeetandiisfeénéven de“ﬁepfdsnenningen nul, en is dus ook

e

det {..

,1J}'?'Qf],§f: Ce mIT T e S EAD

19293

Bij'éen 1ijnspanningétdestand_zijn-}ggg_van'deeﬁsdfdspanningen[nn;;<enqi§ dus
0 P A Bupa A pap = 00, 0y 0rs F Oan = 02 = 02, = 02 =0
A S R A 371 711322 2233 00733711 - U120 . 723 0 731 T
: S , ST : S SR
O . R s

.Bij bekende spenningen dij

zijn deze spanningstoestanden door (2 17) en (2 18),
altljd gemakkelijk te: herkennen. ‘
‘ De hoofdspannlngsrichtingen ziJn te vinden door ‘de wortel p1 (resp. Py en p3) in
(2.14)  te substitueren en de* verhoudingen, van de richtingscosinussen. uit te

i“i

: rekenen. Met n,n, = 1 zijn dan de richtingscos1nussen zelf te vinden waarmee het
eerste (resp. tweede en derde) hoofdvlak bekend is. ' ’

<y

We nemen als assenstelsel het hoofdassenstelsel m.a We. de e06rdinaetassen val—

“len samen ‘met de hoofdrichtingen van de spanningssituatie, zie Figuur 2.7 De
o spanningsvector p(_) kan op twee manieren worden ontbonden, nl.
4'in. de componenten p(n? evenwinigivaan, de coo;dinaataseen.‘ Dit is gedaan. in.
' Figuur 2.5~ o | . . R ‘ > 
—‘1n de normaalspannlngscomponent c 1oodrecht op het n—vlak en schulfspanningSf
' ;component T evenwinig met het nrvlak. Hieraan is reeds gerefereerd b13 het

introduceren van het begrip hoofdvlakken.
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Voor de verschillende componenten (zie Figuur 2. 7) geldt de betrekklng

| . o (2,2, (2, (m)2 .
Xz L . I 2+1: { } {‘pz,, } +{‘ | } (2 19)
&aarin;fvoigénd:ditﬁ(Z;l)-7
. (n) _ o
Py TPt
By =0y a0y
/ol P3 ;, T p3n3
; ‘ terwijivvoor de normaalspanningscompo—Trfif1:
l )b&’~-t ' ‘  o ) 'nent eh op,het n—vlak met de transfor—_t
X%n 4T ~ : :_.’ri mat1eformule (2. 7) wordt gevonden

CRigaur 2.7 . sepmiemZiomd o (2.21)
235335‘3*13 N T Tpyny * gy o (2fz%)
en voor de schuifspanningscomponent,.volgend uit.(2:19), (2.20) en (2.21) @

24 pfpd -2 o (2.22)3

(2. 21) en- (2. 21) geven dus u1tdrukk1ngen voor . de-. normaalspannlng en de schu1f-~

L spannlng op een. willekeurig .vlak" als functies -van- de hoofdspannlngen. en de:

richtingscosinussen .van ‘het- w1llekeurig vlak.;a ?Jr*f‘

Met (2 21)- en- (2 22) kunnen in een c—m—vlak beeldpunten van de spanningsvector;;"”

‘ ( ) &orden gecreeerd. Hiertoe wordt .met nlni = 1 eerst-.bijyoorbeeld n2 uit
(2 21) en (2 22) geelimlneerd ~vaarma- elimineren van ni resulteeftAinQ{" .

2+ fo- iy + o2 -ty 'pzf'F’Cp3i?~9§)(P3 -»pi) § @

.Voor~ een bepaalde - waarde ‘van n3 geeft (2 23) dus het verband tussen c.en't-op

_vlakken met dezelfde hoek ‘met -de: . X3—as. - 1Is biJvoorbeeld n3~
cos (n Xy ) = O) dan ziJn dit vlakken d1e loodrecht op het Xl-Xz—vlak staan.

Vérgelijking (2.23) geeft in het o-t-vlak een cirkel weer met st;aélg

R f_prL-15)?+Aﬁgf'szpaj‘pﬁlnﬂ%f

3

.0 (dus:‘?__J



, _130 _ - ‘ Lo

feﬁ'middélpﬁnt '

5 14y + 00100

. : ! ‘.— . : 1 ' _ N ,* .>
(Voor my = 0.1s Ry = #(pj ~p)) S
voor ny # 0-is Ry > %(pl -0,) a;sypl.};pz > ey

. en R

3 (P .pz) t.valsup1‘>‘p3 > oy

A

‘iﬁ Figuuf"Z;szijnj&eie;gevailén;getéképd.lf

T prpop T POPfa :

J'FiguufHZQS. ,

' Was in (2 21) en (2. 22) eerst n% geelimineerd en daarna n3 dan was: voor het G—T

verband gevonden~_
2y {o —f%(p3“+»91)}24= 4(91 - p3) + (p2 pl)(p2 p3) n - (2.24)_

' Deze* uitdrukking geeft voor een: bepaalde waarde van n, de relatie tussen ocen<

opr vlakken met dezelfde hoek’ . met de X -ag. Is n, = 0 dan ziJn dit dus vlakken -

2
loodrecht op het X2—X3—v1ak. o

(2.24) geef; in het o-T vlak een cirkel met straa1‘ 
32.. {A(pl 93) + (pz pl)(pz P3)~n2“

.en middelpunt
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M, {%(p3:+ pi)so}

i __. P L | ) ; __‘ : .
Voor..n2 0 1; R2 7(91 _93) , L
0 i 1 - : ‘
vgor nz f‘O is R2‘< z(p1 93) : al‘svp1 > Py > Py

-en R, ?;%(pi - Pé) B als Pl > Py > Py

. Dezeﬂgévallen'zijn»ipgetekéhd*in Figuug 2.8,7fesulterend in Figuur 2.9.

'27;ﬁ3357352fjﬁ?;4‘f:;.t,tf:.'-;E.;' ??7 9/53€ii/f%32;ifé?’~;".

: 'Figuur 2.9. ‘

- De derde manier van elimineren“van~richtingscosinussen,_nl;'eérs; ngyen»daarna

2 .
nd geeft. .

__fz'f;{Qj--%(pz +-p$)}2k=r%(pz,- P2 +'(piﬂf Py)lpy = py) n% | (2.25) -

4met‘straal

: leéj{%(pz,- 93)2‘+'(pia- pé)(pI;- p3ji§§}%.

en’ﬁiddelpUntn

{4, +04),00
‘ w2018 R = o — e
Voor n). = 0 is Ry z(p2 - 93)»

;Yoor n, ¢-Q_1s altljd'R1f> %(pz_"p3?
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In Flguur 2.10° is: (2 25) getekend voor o, =0, te Zaﬁeq met deAcirkéisebanAMohf'A"’ 

' voor n2( 0 en’ na = 0. a « o

:Figqﬁr;Z;Id;.;‘ﬁf
Het beeldpunt van. eén spanningsvector op een w1llekeurig vlak zal altin in- eén‘-'
"van de gearceerde gebieden van Figuur 2 10 liggen. Met bekende hoofdspanningen-f
Pys Py N Py ‘en (twee) bekende richtingscosinussen kan dit punt in Figuur 2. 10

‘geconstrueerd' worden.

_ Voof de“ spenningen‘op de'cifkeieVeln Flguur 2. 10 is het eenvoudlg de richting
te vinden met &&n van de. hoofdspanningen,.of anders gezegd het is eenvoudig de(e”
‘ richting te Vinden van het vlak waarop de spannlngen werken t.o.v.‘een .van de"
' ,hoofdvlakken. Neem bljvoorbeeld de vlakken n3 0,. dit ziJn de vlakken 1oodrecht{vry

1 72
- vlak a “dan 1s

‘op het X=X -vlak. Is de hoek tussen &én van deze vlakken en - het eerste hoofd—3? .

cos a'eTCOS(E,:xl) = n,.

en wordt (2;21), met n§w+ n% = coszug +'ﬁ§'= 1

Q
|

, 2 o
(pl pz) ‘cos? a + p2

z(pl + 92) + %(p1 pz) cos 2a

-ofwel = - cos 2=
I S 1(p) = 0y)

2.2e)
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”Fignuf.ZZII. i

Bij bekende O, Py en pz is. wvoor- n3 =0 deustand t.0.v. het. eerste”hbofdvlak (of
de richting van O t.0.Ve de. eerste hoofdspannlng) direct uit (2. 26) te’ vinden of
in de cirkel van Mohr te cpnstrueren?u Let ‘op dat een rotatie van 90°. van het

_beschouwde vlak.in de. cirkel van%Mohrwovereenkomt met een rotatie over: 180°.

Uit Figunr‘Q;lo.blijkt‘dat de bisectrice-vlakken tussen. de-vlakken die de uiter- -

ste' hoofdspanningen dragen- de grootste'schuifspénningen‘dragen; In Figuuf 2. 10a1"

is het‘Xz-X3 3 1”

(n1 = n, = 0) werkt p3. De bisectrice-vlakken ‘zoals- getekend: in Figuur- 2 12

2
dragen dus de grootste: schuifspannlngen. Vooral. bij vlakspanningstoestanden moet
hierop goed worden gelet. Is- biJvoorbeeld Pg = 0 dan treedt de grootste schuif-

spanning op op een vlak onder 45° met het spanningsloze ofwel vlakspanningsvlak.

-vlak (n = = 0) het vlak dat. pl draagt en op het X X2 vlak L

Een lijnspanningstoestand is een ontaarde vlakspanningstoestand waarbij twee s

hoofdspannlngen, b.v. Py en p, nul nul zijn. De spanningsvectoren op’ willekeurlge
vlakken lopen altljd evenwigdig met de- snijlijn van de twee vlakspanningsvlak—

ken.




N T

 Figuur 2.12.

»

" N.B.: In het voorgaande is gebleken dat b13 spanningen altle moet worden ge—

“dacht” aan de- vlakken: waarop (in richtingen loodrecht op of evenwinlg met)
o ziJ Werken. Toch wordt:. bi] vlakspanningstoestanden zoals die biJvoorbeeld
“optreden in dunne platen vaak gesproken over spanningen in het vlak van de

”w'plaat. Formeel is de plaat’ Juistvhef‘spanningsloze derde hoofdvlak. Het

" zal echter duidelijk 'zijn dat dit ébanningSloze betrekking heeft op de -
_normaalspannlng loodrecht op de plaat en niet ‘op de spannlngsvectoren (of‘
:’hun componenten) die in. het vlak van’ de plaat liggen, doch formeel werken \

p vlakken 1oodrecht op de. plaat.»
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HOOFDSTUK 3.

HET VERBAND TUSSEN SPANNINGEN- EN VERVORMINGEN

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat in ‘een n1et—homogene spannings--
situatie de evenw1chtsvergelijk1ngen niet voldoende z1Jn voor oplossing van. het
spanningsvraagstuk. Er. ziJn‘aanvullende relaties’ nodlg,.en wel relaties tussen'_
de vervormingen en .de rekken., Voor deze<relatiés,diént de algemeﬁe'wet van Hooke.

als basis.

De behandellng van deze wet concentreert zich voornamelljk op de elastic1teits—
coéfficiénten die de relaties tussen spannlngen en rekken geven. Deze elastici-

‘teitscoéfficiénten zijn materlaalelgenschappen. De wet ‘zal zowel -voor isotrope

materialen als voor anisotrope materialeh worden behandeld; bij'de laatste komt

dan de klassieke laminatentheorie aan de ofde.(Hoofdstukiﬁ),_'

Voor isotroge materialen zal ‘worden aangegeven hoe een compleet stel vergelij-
'klngen wordt verkregen voor: oplossing van het spanningsprobleem. Voor anisotrope

materialen zal in Hoofdstuk 5 een_dergelijk probleem worden opgelost.

- 3a. De algemene wet van Hooke

De algemene wet van Hooke is een generalisatie van ervaringen met constructies..
Ervaringen in die zinrdat'waafgénomen verplaatsingen van punten van constrﬁcties
1evenred1g zijn met de. belastingen ‘op..dier constructies. Verplaatsingen z1Jn dus

lineaire funkties van de belastingen.

Het ‘generaliseren: naar inwendige verplaatsingen en’ belastingen letdt als van—

zelfsprekend naar de evenredigheid van de plaatselljke vervormingen en de Elaat-.

selijke spanningen, ofwel:
) = A% !
13 = Mink %nk (3.1

Hierin is A;jhk'een tensor van elasticiteitscoéfficiénten met 3% = 81 kentallen
en dus zijn er 81 coéfficiénten die relaties geven tussen 9 vervormingen en 9
spanningen. Van deze 81 coéfficiénten zijn er in het algemene geval echter

slechts 21 onafhankelijk.

Dit kan als volgt worden ingezien:
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- de vervormlngstensor e. ij- is"éimﬁétrisch' dit betekent dat A Jhi('ook symme— .
',trlsch moet zijn in de kentallen i en j. In plaats van 9 groepen (i, = 1,2,3)~
van 9 coefficlenten (h, k 1,2,3) zijn e: slechts‘6‘ grgepen _van 9 coeffl—‘
~ ciénten. ' - o T

De spannlngstensor “is eveneens symmetrisch. waardoor. een. eventueel keer—

‘ hk
.symmetrisch deel van A hk geen rol kan spelen in de relatle tussen rekken en
spannlngen.AImmers, veronderstel dat Ai hk een niet symmetrlsche tensor is.

»Spllts deze dan 1n een symmetrisch en een keersymmetrisch deel en beschouw

A Al ‘ .
»Aijhk.chk . %<A13hk Al jkh’ hic

COHE(A' L =AY g
O e T A k) O

"Hiefuit'ﬁaltidOOf de syhmetrie van Uﬂk de tweede term achter het geliJkteken

- weg zodat in Al alleen een eventueel symmetrisch deel

1jhk hk .

- *'bv = 'v' R -

Ak v%(éijhk ‘ 1th) 1th
- een- rol spgélt. Er'Zijn gagrdOOE nog»slechtsx6 'grdepen' vaﬁ 6 goéfficiénten
over.. ' - o o :

- Het -aantal coéfficiéhfen wordt'verder teruggebracht tot 21'd00r de stelling

Van Waxwell.:Deze zegt dat de arbeld d1e door een krachtenstelsel 1 wordt .

1verricht b13 een verplaatsing die door een krachtenstelsel 2 wordt veroorzaakt

gelijk is aan de arbeid die wordt verricht door krachtenstelsel 2 biJ de’ verQ

plaat51ng d1e door krachtenstelsel 1 is- veroorzaakt.»Ofwel

(1) (2 (z) (1) ﬁ_ i SRR

lJ . iJ . iJ ' iJ
Waarmee-"
A* (2) (1) A% V'G(l) (2)

jhk hk %3 ° “ijbk “hk iJ

Na verwisseling van de dode ihdices i,j met h,kin de term“achter‘het gélijk—

teken wordt

B » (2) (1)
*
Mg~ hkiJ) % 13 9;;
en dat kan alleénrals A¥ =‘A§'_.,'i o
kij 5

ijhk
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Met de mnog resterende 21 elasticiteltsconstanten wordt de wet van Hooke nu ge—

* schreven: als een relatie tussen 6 spanningen ‘en 6 rekken

r Yoo T ) . . (

. B
11 A 1122 A Arizz A Az | i
S| | A2 Aazz Aoz Aozar Aaona | |2
SR PSR R : A CAqann  Aga. Again I foaa | B
» Bl | R T S i I
B X T & VL B X & SR X D P R AP E |
®31 :  symmetrisch f3131 M2 | |73
e | - Y VR B
Pz} L o | Cha ] 2]
en-uiteraard is, cij = dji nn eij = ejiﬂ

Het is belangrljk op te merken dat in de algemene wet van Hooke een koppeling -
bestaat tussen normaalspannlngen en afschulfvervormlngen en tussen schulfspan-

.ningen en rekken.

" 3b.. De wet van Hooke voor- isotrope materialen

Bij een eenvoudige trekproéf Op een homogene‘prisnatische staaf blijkt er een
lineair verband te zijn tussen de specifieke verlenging ‘(de rek) van de staaf en

de spanning in de staaf, althans zolang de rekken klein zijn.

1}
=1

"Dus. o e ) : y' ‘ S : "(3:3),
" waarin E. de elasticiteitsmddulus'wordé genoemd. Behalve een verlenging zal ‘de
staaf echter ook een dwarscontractie ondergaan. Als het materiaal isotroop is-

zal dan ook elk liJnelement loodrecht op de as van de staaf een gelljke speci-

'fieke verkortlng ondergaan
: s . o | : B i :

waarin'p de‘f (dimensiéloze) dwarscontractie-coéfficiént. van Poisson wordt '
genoemd. Verder zal'erndoor de isotropie~in de- staaf geen neiging tot hoekver-
draaiingen (afschuifvervormingen) bestaan zodat € en ea de enige vervormlngen

~zijn ten gevolge van de trekspanning %] 1n 1angsrichting van de staaf.
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Beschouwen we nu- een rechthoeklg blokJe met 21Jden dx waarop een hoofdspannlng*

pl werkt. De hierdoor veroorzaakte rekken zullen hoofdrekken ziJn omdat het'%

: materiaal 1sotroop is

| o ;.,1 I -5 SR S
o -1 S = ey b - -y L
N eE  NmvE L g m e
ﬂEen'tWeedé.ﬁbof&spéhhiﬂg'pzvzaLfalé fekkeﬁ geven: .
: o P [
Mg MR MoZTVE

©
(V]
|3

Als de rekken klein ziJn geeft sﬁperpositiehvén de pekkéﬁ:ten“gevolgé van pl;

tng,en P3 EM e )
M= ::_1 f %.(p:z'-* 93_)?',’ .
Ay = %2—" -‘ %,_(91, +::p3:) .‘ , ;
o =1Z_3 ‘% oy, J}"\‘:.‘»’z) .
‘vofﬁéi;t‘
e EGi ey deniy D o

- Na égbstitutie:ﬁah (3;5)'in de'transfbfmatiefbfmule

557 A N T

(voor;de"dverStreepte rekken'méetepvdus,de hoofdrekken worden genomen) wordt met

de tfaﬁsfbrﬁatiefbrmule:

PR . Pl

%357 Aaa Ay e

-(de'overstreépte.spahningeﬁ‘Ziﬁn hief{ﬁide~hOofdspanhingen) gevoﬁden{:
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(3.6) is de gegeneraliseerde wet “van' Hooke voor isotrope materialen voor een. -
willekeurige - spanningssituatie - in een willekeurig aséénstelsel. In &én
uitdfukking zijn"hierin zowel de normaalspanningstermen als de afschuifspan- -

ningstermen opgenomen. Uitgeschrevent

P

)

: 1+vy v,
11 = E °11.7E 1t 92t 33
&2 =" F %2 "% (1l T ot “33),: EEE T  ;(3.7)
.1+U‘ v o '
207 F %37 EF it oty
Lty R - R e
?12 =7E %12 €93’ T g .93 > é = é, - (3f8)

Formules (3.8) kunnen met behulp van de technische afschulfhoek Y12 "Zelz_etc,'
geschreven worden als S
; (3.9

%12.7 Y12 2(T+0)
etc..
&aafin G = E

- 2(14v)

‘de giijdingsmodulus wordt genoemd..

De wet van Hooke kan ook in 'geinverteerde"vorm worden gegeven. Deze is eenvou-—

dig uit (3.6) af te leiden. Hiertoe worden de drie- hoofdrekken volgens (3 5) op~

- geteld:
' 1=, ’
MR A= (e tey TRy
Nu is Kl +»x2 + h3 = 1nvg?iant = ?hh,'
en_. . p1 + p2 +~.p3 é’lnvariant = chh
E >. "1 . g Ah ) » : ’
zodat . - O e, ., . ' , R : : - (3.10)

hh ~ 1-2u “hh
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Uit3(3.6) vbigt dan
13 7 Teo %157 T-20 °mh éij)f'» - N ‘3'1¥)f

(3.11) wprdtjbok wel geschreven als- .~ . b : vi“,“

A

2o 4 Y L G
Oy = b 2 gij_+xx ehh éij» e . - R (‘ 12)
SRR E -
vaarin BT qriey. 09
vE -

em A= (1+u)(1 =

~de constanten van Lamé worden genoemd. . .- ." o S

Hoewel" biJ isotrope materlalen het elastlsch gedrag altljd wordt gekenmerkt door‘
drie elasticiteitsgrootheden e '
- de elastic1teitsmodulus E

- de dwarscontractlecoeff1c1ent v L h C L

,‘_- de glijdingsmodulus G.

'bliJkt‘uit “het voorgaande dat slechts twee. van deze grootheden onafhankelljk

‘zijn. De derde is afhankelljk via de relatie tussen G,‘u en E.

We kunnen bij klelne vervormlngen 1edere spannlngstoestand opvatten als een
superpositie van twee andere spanningstoestanden. We gaan nu een willekeurige

V spanningstoestand}éij=splitsen:iﬁ'een hydrbgtgﬁiéghe spannlngstoestand
(k)
iJ P 513

en de resterende_spanningstoestand‘

s, . =o0,,-p.5 (3.13)

ij

p kan vele\waarden aannemen; er 1s echter slechts &én waarde waarvoor de speci-

fieke érbéid VerrichtrdoorAde spanningengin;het ontbonden systeem gelijk is aan

de arbeid’verriéht‘ddor’de~spanningeﬁ in het niet-ontbonden systeem. Deze waarde

is:

_Llo . ﬁ S pee ' i
P=3 (Gll + 022'+.c33)J5 3vchh» : S (3.14)
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Met (3.10) kunnen we nu séhrijven

. - v
YL Yo e (3.15
P = 3(1=20) °© (3.15)
ari = = S + - é! de'“relatievé 'vﬁlﬁméFverénderihg' is en
waarEn €y = epn = 11 T eyt ey =3 | ) ieve | 1 rar ng. ‘ :
Szj:igy de compressie-modulus.
Met de gegeneraliseerde ﬁet_van_Hooke (3.11) énA(3;15) wordt7(3.13);'
5137 %3 7P 8157 Tru (815 ¥ T-2v & 81y - 3(1-v) v %15
A A RS T
1+o "°1ij 1-2v . - 3(I=2v) "V .°ij
_E 1
T+ (1373 % 855
Sij wordt de spanningsdeviator genoemd‘én'
1373 % %137 Sy
de vervormingsdeviator. We kﬁﬁnen dus ook schrijvénm
S S,.=2Ge.. . I (3.16)

i3, 1]

Bij isotrope materialen i§de hydrostatische spanning’ verantwoordelijk voor de -

" volumeverandering en de spanningsdeviator is verantwoordelijk voor: de vormver—

andering. Bepaalde- breukhypothesen gebrulken deze spannlngsdeviator voor. het
bepalen van de grensspannlngstoestand. Zi] stellen daarblj de’ vormverandering en
niet de volumeverandering van een elementair deel verantwoordelijk voor breuk of.
voor afwijking van het lineair gedrag. Physisch gezien past deze zienswijze bij

begrippen als gliJvlakken en. dlslokatiebewegingen.

3c. De vergeliikingen van Navier—CaucHy en van Beltrémi-Micﬁe1~

Voor de oplossing van een spaﬁhingév:aagstuk moet tegelijk wordénvﬁoldéan aaﬁ 3?

- evenwichtsvergeli jkingen (2.4),‘aan'6'relaties'(3.6) tussen spanningen en ver-
vormingen en aan 6 cbmpé;iﬁiliteitsyertgelijkingen,(1.43)‘en;(1.44). Er zijn dus
15 vergelijkingen voor 6 spanningen, 6 verVormingen en' 3 verpléatéingécompohen—
ten. Het is nu in het algemeen moeilljk oplossingen te v1nden dle aan het

'uitwendig oppervlak corresponderen met hetzij gegeven spannlngsvectoren hetziJ
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A-‘tgegeven verplaat51ngen. Worden 'voor- een zelfde deel van - dat oppervlak spannlngs—'

. vector en verplaatsingen tegelljk voorgeschreven dan heeft het spannlngsvraag—

: stuk zelfs geen op10351ng.

Het spannlngsvraagstuk kan ‘als opgelost worden beschouwd als de 3 verplaat31ngs— :

_componenten in 1eder punt van llchaam bekend 21Jn. Immers dan 21Jn ook de ver—

"1vormingen en via“ de- wet van Hooke de spanningen bekend. De vergelljklngen waar-

‘aan de: verplaatsingscomponenten moeten voldoen opdat tegelljkertljd aan de o

L evenwichtsvoorwaarden, de wet “van Hooke en de compatibillteitsvergelljklngen is,

~yoldaan worden de vergelijkingen van Nav1er—Cauchy genoemd. Zi] kunnen eenvoudlg

, worden gevonden door rechtstreekse substitutie van

" R ‘
e,. =% (u, ., +u, )
iy 2 i,y 3.1
SAmee e ogg T w28t K”ehh‘éij
~en daarna de spannlngen dij te substitueren in de evenwichtsvoorwaarden
(N#6) u, S+ G "1:'+:Fﬁ“¥ 0 i':vNavief—Cavéhﬂl'3‘:H{.fv ‘3;17
X _ ) T3, ui,JJ; i T TR U' Y . )(4 )
. Met"ala ‘V‘.‘ 5;-5;— (Operator van Laplace)
A f:G f'l—Zv

-en Cw, L= ( + T + = = ¢
, , ;qu% bxi ‘§$1u ‘sz. »6%3; axi \'
kan‘(3.l7):ook:wbrdén‘éééchreVen als .
¢ 1%y =r v, v ui]'f_Fi=' 0 =123 0 (B8

"De oplossing van. het spanningsvraagstuk ‘wordt ‘dus gegeven door de 3 verplaat-
bsingscomponenten u die aan de 3 vergelljkingen van Navier—Cauchy (3. 18) voldoen“.
en aan het uitwendig oppervlak voorgeschreven waarden hebben of aanleiding ‘geven -
: tot voorgeschreven waarden -van de spannlngsvectoren. Is dat laatste het geval
dan ' moetén deze tandvoorwaarden voor de - spanningen vertaald worden naar rand-
' voorwaarden naar de verplaat51ngen. Dit kan met (2 1 voor de’ spanningsvectorenr‘

. Ti op het ultwendlg oppervlak '
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Zo is bijvoorbeeld, met (3.12) voor i.= 1

SRR RS T PR IS E R
= {Kehh + ZeIl} n + P'Ze12 n2.+:p Zei3 n3
= K‘eﬁg +‘u(eijif_ejlj nj
= A uj,j él +v'p,(e1«’j +:u~j,1)_nj
In'he; algepeen'wordt:deze raﬁdﬁoorwaar&éﬁdﬁsu
T, = X u: . n ; ulu,. . +'u. .) ﬁj »i - | ", »'. - . A(3¢19). a3

i 33 1 1,3 3,1

Het spanningsprobleem is uiteraard ook als opgelost te beschouwen als overal de

6 'épanningscomponenten bekend zijn. - De vraag kan dan ook -worden: gesteld aan |,

welke vergelljklngen de  spanningen moeten voldoen opdat tegelljkertijd aan het .

evenwicht, de wet van Hooke en aan de compatiblli;eitsvergeligklngen is voldaan..

De. vergeli jkingen waaraan de spanningen moeten voldoen worden de vergelijkingen.J

van Beltrami-Michel genoemd; Zij zullen hier. slechts worden vermeld en niet:f"
worden afgeleid. Omdat biJ hun afleiding gebruik is -gemaakt. van. de gedlfferen—:

tleerde vergelijkingen‘van ‘Navier-Cauchy kunnen de’ vergeligkingen ‘ook "oplossin~""

gen geven die niet .aan de evenwichtsvergelijkingen' voldoen. Die oploséingeﬁ

moeten worden geélimineerd door te stellen dat. de spanningen aan de evenw1chts—

vergelijken moeten voldoen. De vergelljklngen van Beltrami-Michel worden dan ook

gezamenlljk‘met die evenwichtsvergglljkingen vermeld:

2 B SR Vo s +F =0
V2% P T %nn,g T Too Thyn 81y T FiLy Ty <O
- ST (3.20).
g,, ,+F, =0
i3,] i

[

Bij oplossingen van problemen .uit de elasticiteiﬁstheorie vormen de Vergelijkin—'

gen van Navier-Cauchy of d1e van Beltrami-Michel het uitgangspunt. Het spreekt

vanzelf dat zij u1tslu1tend gelden voor isotrope materlalen..
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HOOFDSTUK 4

DE KLASSTEKE LAMINATENTHEORIE

Veel voorkomende constructle—elementen in anisotroEe materlalen ziJn elementen.;
waarvan de lengte en breedte zeer veel groter ziJn dan hun dikte en .die worden

aangeduid met laminaten. ‘Laminaten mogen in het algemeen worden verondersteld in
een vlakspannlngstoestand te verkeren, evenals ~hun samenstellende 1agen. Door‘

aan een referentlevlak in het - laminaat (meestal het geometrlsche middenvlak)'

drie vervormlngscomponenten, een specifieke tor51everdraa11ng en twee kromm1ngen13

toe te kennen kan met behulp van de algemene wet van Hooke voor de afzonderlljke
lagen een verband worden gelegd tussen de vervormingen en krommingen van het .
referentlevlak enerzijds en de resulterende normaalkrachten, schuifkrachten,

wringende en buigende momenten anderzins. ‘Aldus wordt de klassieke laminaten—

* theorie verkregen- waarin het‘spannlngsprqbleemVwordt_beschreven met eenvoudlge
_Vergelijkingen in plaats van'de'paftiéle differentiéalvergelijkingen (3.18) en
- (3.20) 2zoals die zijn afgeleld voor algemene elastlciteitsproblemen in isotrope.
materialen. Voordat nu de laminatentheorle kan worden opgebouwd moet eerst het

(anisotrope)~gedag van de enkelvoudige laag<worden bestudeerd.

; 4a.”Het.éedrag van de'enkélvoudige laag

- Een ~belangri jke VeronderStelling‘bij de'behandeling van elasticiteitsproblemen
~in anisotrope materialen is dat. de materlalen macroscoplsch homogeen- zijn. De

'micro—struktuur z0als d1e bij breukverschllnselen een belangrijke rol speelt

wordt . dus geheel buiten beschouw1ng gelaten. Verder -wordt 11nea1re elasticitelt
verondersteld en wordt het niet—lineaire gedrag van met name kunstharsen buiten

"_beschouwing gelaten.

‘:Deralgemeng wet.van Hooke (3.2) geeft.door middel{van'Zl onafﬁankeiijke_elééti-
citeitsconstanten - ' ‘ ' '
Aij'hk_= Ajine = A 1th Aka

‘een relatle tussen 6 spanningscomponenten en 6 vervormlngscomponenten. We

herschrijven (3.2) mu in matrix—notatie



3 [— . . -1 » N
<, Su S B3 S Sis o S °
% o Sa2 Sp3 San Sps Sy %
e : ' s, S S.. -S| o, |
< e | 30 % B B0 L3 Gl
2 | CSan o Bas o Busl % |
_es : o sypmetrisch . R Sss' ‘ 856 . 65\
e, s, | o
oy L 661 6 )
6f korter
e, = o i, j=1lt/me (4.2)

waarin e, = e ‘e = e

1~ %1 2~ %22 | 37 ©33

e T 203 T Yp3 85 T 283y = Y5y %" 2ey = Y1o
o = 9y oy = oy % o33 o
9 =:°é3'“ %23 95 =93 77 (9= 0 =T

‘12

‘ In (4.1) en (4.2) zijn de afschuifhoeken dus de technlsche afschuifhoeken y-en .

‘niet de componenten %y van de vervormlngstensor.

-Sij uit (4 2) wordt de compllantlematrix genoemd. Inverteren Yan (4.2) geeft de =

‘algemene wet van . Hooke waarin de. spanningen als. funkties van de vervormingen

‘worden geven:

" N.B.: Het‘lijkt onlogisch voor‘de‘compliantiematrix de'S en voor de -stijfheids-’
matrix de C te gebruiken. Deze notatie is echter in overeenstemmlng met de
meeste literatuur op dit gebled Bij raadpleging van literatuur moet de

betekenis- van de symbolen S en C altijd geverifiéerd,worden! r

De meeste'materialen zijn elastisch symmetrisch. En hoewel'er vele vormen van
symmetrie mogelijk zijn is voor lamlnaten meestal alleen van belang de symmetrie

t.0.v. een orthogonaal assenstelsel. Het materiaal wordt dan orthotroop genoemd.

Worden de codrdinaatassen (het assenstelsel waarin de spanningen en. vervormingen
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zijn besthrevén) evenwijdlg gelegd met de orthotrople—assen (materlaalassen,

assen van’ elastlsche symmetr1e,.pr1nc1gal material axes) -dan verdw13nt in de_

-algemene wet van Hooke (4 1) de koppellng tussen normaalspannlngen en afschulf—ﬁ\:

: vervormlngen en die tussen schuifspannlngen en rekken (4 1) vereenvoudlgt tot -

el S S Sipe 20 0 0 e
Sl | B2 Sy 20 0 0 qoy
e b m | S.. 0w 0 - o N P
9 - B ST SR
e, B . .‘ 544 - 0 O 9, o
&g ‘isymmef;rigct}" Lo 555 _7,0_ S _‘0'5”
6 : 6

waarin zich nog 9 onafhankelijke“élasticiteitsdonsténten'bevindén;

Bestaat een laag uit. evenwijdlge vezels in het X1 X2 -vlak d1e in de X2-X3— door—.

 snede n1et geordend, doch geheel w111ekeurig verspreid zijn: dan is. de: X
doorsnede 1sotroogfen ziJn in die doorsnede’ de eigenschappen niet rlchtings—

afhankelijk.- De XZ— en X3

-as ziJn in dat geval gelikaaardig geworden hetgeen
tot gevolg heeft dat .

899 =833 . -
5127 813
S55 = S

66

]férwijl in de isotrope doorsnede de typische isotrope relatie geldt

S By By
723 2<1+U'3)> 2(1+u 2)
_waardoorvsaa / 'niet meer een. onafhankelljke grootheid ‘in de compliantie—

_ 23
matrix is. - :

(4.3) -veresenvoudigt nu' tot .

3 T
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~ -~ r— ) — I N\

| 11 512 5. 0 0 0 !
e ' S22+ Sp3 0 0 0 %
e 1 - ‘ - s.. 0 0_. 0o - o, |+

J°3 - 22 S R A A ) sy

e4 . S44 Q . 0 04
eg 866 0 O
e6 » _ L ) B TS 'S66 ' ‘”66 ‘

\ J — . . : . ,_> ) .~ “

- waarin zich nog é_onafhankélijke;ﬁermen bevindéﬁ.en &él
S11 S12. S22 - Sge
en naa? keuze S of $44.

23

In het vooréaande is'het aantal‘onafhénkelijke compliantietermen teruggebracht .

van 21 naar 5 door uitsluitend orthotrope materialen met isotrope X2~X3—door—

snede te beschouwen; Door nu bovendlen uitsluitend ‘naar een bijzonder belas- -

tingsgeval op het laminaat te kiJken kan het aantal compliantietermen nog verder
‘worden‘teruggebracht. Dit belastingsgeval is»de vlakspanningstoestand ('state of
: genefalized plane stress'). Deze spanningstoestand - ontstaat -als op de buiten-
vlakken van een (relatlef) dun laminaat geen spanningsvectoren werken ‘en daar
dus de spanningen .

37 933» 9% T Tp3 5 7 T3poul
ultsluitend belast door spanningsvectoren 'in het vlak' van het lamlnaat zullen‘

en ¢ ‘nul ziJn. Bij dunne laminaten

dan overal 633, Ty3 en T3y - nul ziJn. (4.4) voor de enkelvoudlge laag vereenvou-

digt daardoor nog verder tot

3 12

e S11-+ - 812 O
e, = | S99 0 (4.5)
126 ; symmetrisch 866
en ) e, =-§ Gl + 52302 | . o R C : - (4.?)

Hoewel er dus nog wel S”Onafhankelijke compliantietermen zijn;QZijﬁ er vdof de

oplossing van het. spannlngsvraagstuk in een vlakspannlngstoestand nog slechts 4

interessant, nl. Sll’ 12° 22 en S66° De 5e is alleen nog van belang indien men
e, zou willen uitrekenen met de van (4.5) onafhankelijke vergelijking (4.6).
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.1De’tompliantie§ Sij:uit (4.5) kunnen worden uitgédrukt in de zogenéamde 'enginf;

~eering constants’.

E ;’ 4de elasticiteltsmodulus van de enkele laag in de StlJfSte rlchtlng, b13
unidirektionele lagen dus de’ richting van de vezels.

de elasticiteitsmodulus van de enkele laag in de rlchtlng loodrecht op

Ba
.~ de a-richting. . i \ '
: UdB’ de. dwarscontractiecoefficient die de dwarscontractie in"B—richting
S geeft als ‘gevolg van een spanning in a-richting. . ‘
GdB’ de glijdingsmodulus  in de maté;iaalasrichtingen;
L L. SETES . .
‘uTE S22 TE S
A S Lo P RN (%
s - _oaB o ol S
12 E - 66 - G _,
a T TaB

Inverteren van (4.5)‘géeft :

~ ' ’ ) .
o Q1 Qo el .

1% (= Q. e, (4.8).
% ] symmenrincn e

waarin symbool Q wordt gebruikt voor de stitheidstermen om aan te geven dat het
hier gaat om. een biJzondere laag in een biJzondere spanningstoestand en dus nietk
om het algemene geval ‘zoals .in (4.3) waar voor de stijfheidstermen de C is ge- -

"bruikt. In (4.8) is

22 By

R s 5. -s2 1- :
11°12 - 12 5 T YapUBa
. S1y  VeeFs v aFg
12 . _ Q2 - P :
_ 811822 512' .1’ UGBUBG ; vanBa
' - — (4.9)
| S Eg
Q = - = ~
22 5§ =82 - 1 - v
11922 ~ "12 " YapUBa -
1 :
Qe =5—=C
§6 »,866 i‘,aﬁ

Er wordt 6p gewezen dat door de definitie van v in’(4.5);forneel geldt

af
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S, = -u, /E
V8o’ Ep
cen -~ 8, = -UaB/Ea

Op g_rbnd van de symmetrie van Sij (Maxwell) is ec_hte'r

ol le | o e

of Ve By = Vga o ha
Relaties (4.10) en (4.11) worden veelvuldig gebruikt. Het is gebleken dat VUaB ‘
“(of UBa) bij anisotrope materialen soms (re'latief)_ hoge .waarden heeft in de-
~buurt van de eenheid. Bij isotrdpé materialen ligt v meestal in de buurt ‘van‘
0.33. | e

5’ v B - en G o8 worden ook wel hoofdconstanten genoemd. Er 21Jn verschillende

theorieen om ze uit de elgenschappen van de samenstellende materialen van.: een. .
‘composiet ‘te -berekenen. Uiteraard kunnen ‘ze ook experimenteel worden bepaald. ‘

Hier wordt daar verder niet op ingegaan. -

- NeB.l.: In een vlakspanningssituéfie is de isotropeX —X3—doorsnede van een.

2
laag niet een noodzakelljke voorwaarde om tot een eenvoudige vervor-

‘= =0 wordt uit

mlngsspanningsrelatie te komen. Immers met: 0'3 9, =05 =

(4.3) altijd gevonden

66 |

Voor een’ eventuele berekening»van-e3 bij ni‘et—iéofrope XZ—X3-ddofsnede



NeB.2.

o, =

50—

. ej f“313°1 +‘$2362 . (Vérgeiijk (4.6))3
is dan- echter wel éen extra materlaalgegeven nodlg, nl.. Slgi(Ofwel'

Uay’ Y is ‘de derde orthotrople-as)

”Het 1is uiteraard ook nwgelljk een vlakke vervormlngstoestand voor een

'laminaat te veronderstellen, hoewel die bij  dunne laminaten mlnder‘

realistisch 1s. Voor het onderzoek van de vlakke vervormlngstoestand

~'van - een. laag met één 1sotrope doorsnede 'is’ het handig (4 4) eerst te 

 :inverteren
,A ~w.‘ - e ";‘ T B :"F: ;
R U % Qo O RANEREETN B Ss'S
o . i ) B L . i ‘.' . . ;-, T - i
S | %2 %000 ey
) Oy .$'= o . ‘:  . FQ22‘. 0 . 0 o {0_ §3
Jof | oy o . 0 Ve, (
7% D I o Y o 4
765 v o . ,As§ﬁmetfiséh ‘ , ’»Qéé .  0. : éS' .
9, | , L o e
en daarﬁa e33= e, =
N
o
1%2(° (4120
¥/
L8

1
3 1281 + Q23 9 is de spannlng loodrecht op ‘het vlak van de laag,‘

nodig om de vlakke vervormlngssituatie te handhaven.

1

Het is duldelljk dat Qi' uit (4 12) niet. geliJk is aan’ Q Luit (4 8)

Immers Q'j is ontstaan door inverteren van de hele matrix in (4.4) en B

"daarna zijn 'bepaalde rekken nul gesteld. Qi daarentegen 1is ontstaan

‘door inverteren van de . veel kleinere matrix in (4. 5) nadat bepaalde

spanningen nul waren gesteld..Zo is bijvoorbeeld

S Sy, + S, R L T
Q= 4 22 723 é L Gy
S ( 22 + S53) = 2312 e -
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. ,AS !

terwijl Q,, = .22
1 $1,S,, = 82

11722 12 , o ‘

In een vlakspannlngstoestand heeft een laag dan ook andere stijfhéden'

" dan in een vlakke vervormlngstoestand.

Zou een laag in.een vlakke vervormlngstoestand geen 1sotrope XZ-X3—

doorsnede hebben, dan moet niet (4.4). maar: (4 3) worden gelnverteerd om.

het verband -

1
l QlJ J

te vinden. De_uitdfukkiﬁg die dan bijvoorbeeld voor Qii word; gevonden

is aanzienliijk geqompliceerdér dan uitdrukking (4.13).
N.B.3.: Een orthotroop materiaal onderscheid zich van isotroop'maferiaél door

E #E of . E /E
[¢ 4 a

B- B = Spp/Syp * 1
, O E . 28+ S
o4 o S 12 66 | .
en G, #sr—2—— of =—2--y  =-—=_20,
‘ aB 2(1+Ua6) IZGdB' aB- ZS11

Er zijn dus twee orthotropie parameters, namelijk

2 _ o _ . . . ' :
r 822/511 | (dlrectlogality factor)
. 2S + S »
en a = —12_ 66 (angularity factor) .-
'2811‘ _ : .

Voorwaarde voor isotropie is a = r=1. Bij orthotrope materialen kun—-

nen nooit beide gelijk &én zijn!

4b. Elastische eigenschappen van de enkelvoudige laag ondér een: hoek met de

materiaalassen

In de vorige paragraaf is het aantal onafhapkelijke élasticiteitsconstanten

teruggebracht

- van 21 naar 9 door codrdinaatassen en materiaalassen te laten samen vallen
- van 9 naar' 5 door materialen te beschouwen met é&n isotrope doorsnede
- van 5 naar 4 door uitsluitend een bijzondere spanningstoestand te beschouwen,

nl. de’Vlakspannings:oestandj
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"In 1am1naten 21Jn de afzonderliJke lagen meestal in verschlllende rlchtingen ge—

' orlenteerd. Om het gedrag van een laminaat als geheel te - kennen is het daarom

i‘nodlg ‘het. gedrag van -de afzonderlijke lagen in willekeurlge rlchtingen (1n het

vlak van de lagen) te. kennen.

In. het ‘hiervoor beschreven vereenvoudigde geval

van een laag (met eén 1sotrope doorsnede) in .een vlakspannlngstoestand 21Jn die

: eigenschappen in: -een’ w1llekeurige rlchting betrekkelijk eenvoudlg te- v1nden met

de transformatieformules voor de vervormingen en de spannlngen zoals “'die in

fﬂHfdst 1 en- 2 zijn gegeven voor ‘rotaties om de X3—as. We schrijven formules (1.26)

'-t/m (l 28) met de technlsche afschuifhoek Yip = 2e,

) ey

"~ sin w
o 26 4 2e 4+ mm e .
) §1 m e1 f “‘?2 + mn é6'
e = n2 2e - mne,
lez ne, f;m élA’ mn é6
e, = 2mnle. - &.) 2
,e6  _%mn(e2 _el) +,(?
df,:in,matrixndtatie
= L2 2
e V mﬁu_ n
:—>;_.’ 2 2
w e2 . ne m
e | ] -2mm - 2mn
L %) B o .

iﬁverteren,Vanr(A.LA) geeft

[
1

De'trahsformatiefdrmules

geschreven als

—_— 5
9 me
?2' = | n?
T, -mn

~2mn -

voor'sﬁanningen (2.8) t/m‘(z.loj worden met ©

12

e -

3o p =N
o

15 - Y
%6

= e

en

m .

A‘-

"cos @, n =

(4¢14)

- (4.15)
g

12 6

©(4.16)
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Uit (4.15) en (4.16) blijkt'dét_[N_l]ié [M]T zodat we kunnénfschrijven:

Ceg=0tE L geLn2e T haD)

Q
il

Ml o, P 1;2,6 L - »(4.?18).

. Door (4.17) te substitueren in de wet van Hpoké zoals die in}(4?8)_isjgegeyen in

de richting van de materiaalassen

o = Qijej _.1,q = l,2,§
en daarna o, te substitueren ‘in (4;18)-&ofdt geﬁonden
, T
5 = M1 o, T e
pfwel ciA= Qij ej ‘ i}J =,1’2’6 o L . T _(4.19)_

(4. 19) is dus de wet van Hooke voor een orthotrope laag in een vlakspannlngstoe-

.stand in een willekeurige rlchting t.o.v. de materiaalassen.

_— <T 
Qij = [M] Qij [Ml:

geeft uitgewerkt de zeer belangrljke relaties voor de stitheldstermen Q 1 in

een w1llekeurige rlchtlng

. =‘ ‘ |+‘  . .y ' 2 2
Q11 ‘Qll cos @ + Q22 sinte +_2(Q12+2Q66) sin“p Fos.¢

T = it +. - : b 91 ;02 o2 '/.,
Q22 Q11 sinte + sz costp + 2(Q12+2Q66) sin®p cos‘y

"

\Q 111, 4Q66) sin ¢ cos2e + le(sin ) + cos ¢) j(4 20y
Aagg = (Q11+Q22 2Q12 2Q66) sin? ¢ cos m + Q66(sin ¢ + cos! w) '

6;; = (Q22-Q12 2Q66) cos@ 31n (Q11 le 2Q66) cos3 @ sin¢f
'-Q"2_6>= (Q22 Q12 2Q66) cos (P Sin(p (Qll_Q].Z 2Q66) cosg sin

Er wordt aan herinnerd dat Q, ..uitgedrﬁkt"in-'éﬁginggfing constants;.in (4}9)"15‘

gegeven.



B ' -54=
); Doot shbéti;uﬁievvén;w'h -
R
o= [M 7] o,
'y = 1 B
in 7 e =8, o,
. énidéafﬁa:ég}teﬁsﬁbstifﬁeren‘in 1 ( ;
= -13T - - .
Aei —[M] ‘;ei.'
”,wordfvgéVCQQen o ;

e = 545 °j,

~WaarinfSiJ = ['M'-.l]'T [M ] de;re1atie§ ‘zijn voor de;
willekeurige richting.'. L . ' B
‘ Uitgewerkt - ‘Efil
—r—;;_" oy . ' 1
Sll- _Sll‘qos @ + 822 sin® ¢ + (ZS +S ) sin @ cos2p T
11 ‘ H O E,
, ; 11
BN R ’*.4 ) 1
522 SIL‘Sin 0] +‘522 cos ¢ o+ (2812 66) sin? ¢ cos w =
: . i ‘ Lo E
L 2 e 22
— 12
‘§12,= (S +822 66) sin m cos @ + S (51n ® + cos! ¢) = - ==
12 E
. 11
S66 = 2(25 +ZS22 4 12 66) sin ¢ cos ¢ e 866(51n tp + cos Q)
Si6,='(2$22'2 12~ 66) ;os¢ sin @ - (ZS l 2512 66) cosdp sinm

S

waarin de- compliantietermen S J uitgedrpkﬁ'5in’{de"'engineering-:cénstantsf

. gegeven in (4 e

(a2

compliantietermen in een-

‘ll”

._i_
G1p 7

<
N
—

s

26 74(2522 =2815" 66) cos ¢ Si“¢ - (23 12 S¢6? cos®.. sin ¢

(4.22)

'zijn

In het algemene geval ziJn Q16’ Q26’ 6'én'S" dus ﬁiet nul zoals dat wel het

26

»geval is bij samenvallende coordlnaatassen. en materiaalassen en bij 1sotrope

'materialeny
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De elementen Sl6 26 geven aanleiding tot het invoeren van nieuwe 'engineer- - -
ing constants' viad S T '

— _Mi2,0 M2

S . = -
, S - (4.23) .
5 - M2,2 _T2,12 o

22 - C12

waarin‘de n's de 'codfficiénten vén_wedérzfjdse'beihvldeding"(Coefficientrqf~~

mu;ual'iﬁflugnce) worden genoemd:

ny i =1 is de coéfficiént van de éerste soort, geeft de rek in i-richting
? B oo N
: Yij‘lt g.v. een afschuifspanning T i (alle andere spanningen nul)..
Yo : ‘
‘nij'i = :él is de’ coefficient ‘van de tweede soort geeft de afschuifvervorming
17, :
e in 1J-r1cht1ng t g.v. een normaalspannlng G (alle andere spannin—

,gen nul)

- Er. moet bij de hier Behandelde maﬁerialeq'goed ohdérscheid worden gemaakt7tus—{

sen:-

- de hoofdrichtingen;van het materiaal (de‘assen_ﬁangeléétische éymmetrie),g:j

- Qe»hbofdfichtingen van de sﬁanningen_(geen’afséhuifépanningen),

- de héofdrichtingen van de'rekkenf(geen-afséhuifvervbrmingen),

L De - hoofdrlchtingen van de spannlngen vallen meestal niet samen met de- hoofd-

’rlchtingen van de- rekken. Veronderstel

- het §I;§;;assensteléel'geeft délhbofdrichﬁingen voor de spanningen,
- het. X 42_—assenstelse1 geeft de hoofdrlchtingen voor de rekken,
- de hoek tussen de twee . assenstelsels is 6, -

dan is in het 1 X2 assenstelsel

.. =35..39.
i 715 73
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ﬁ:De rekken in het —X assenstelsel zijn met de transformatieformules (4 14) u1tj

, 1 2
d1e 11 het Xl—X2 assenstelsel te vinden. Voor de afschulfhoek is d1e formule o
e 5 (ev1 ez) 2sin 8 cos_9L+ ?6§C9§”{9",Slq’j62"f3'.
= ~(e) = ez)'sin:29¥f'e6f§o§ ZQf.4 ﬁ: {“f,f'1i 
»>:E¢hter “u'?;; é:0/(.tmqofdrékken!) : E»
zodar "1 tg 20 = =P = ——— B2 T
el ST By 12) g1‘+'('3:12'322“) .f’zj P

De. hoek tussen’ de hoofdrichtingen -voor de spannlngen en die voor de rekken is

Vdus afhankelljk van de verhouding van de hoofdspanningen en van de compliantie—ﬂ

» termen Sil _i¢,l'ﬁ

Een konsekwentie van hHet niet samenvallen van de verschillende hoofdricht1ngen7'5

is dat uit metlngen Twaarbij rekken czijm bepaald (en dat- gebeurt biJ de meeste "

V‘meetmethoden’ rekstrookjes, holografie, Moire, maar ook simpelweg verplaatsings—; i

~opnemers') niet zonder ‘meer - voldoende informatie voor het berekenen van spannin—

gen wordt verkregen.

Bl] proeven op anisotrope materialen moeten de randvoorwaarden altijd goed gede—  '

finieerd worden. Als toellchting daarvan dlent het Volgende.

".‘.x -

De elastic1teitsmodu1us E geeft het verband tussen een trekspanning “in een“

bepaalde richting en de rek in die richting biJ afwezigheid van andere span—
nlngen. ) o : L

Moet nu van cen. bepaald materlaal .de- elastic1teitsmodulus worden bepaald onder .
een - hoek met . de materlaalassen ‘dan geldt f ‘ ) “ ’

o, =Q,,e, ..
17 %%



Een normale trekbank waarin dergelljke proeven worden gedaan laat geen afschulf—
vervorming van het proefstuk toe omdat -daar de inklembekken niet voor zijn 1nge-‘
. richt. Dus is e6 = 0. Bovendien zal ‘bij een- aangebrachte trekspannlng 61 de

- spanning A

) nul zijn bij smalle proefstaven en e2 # 0,

- de rek e2 nul zijn bij brede proefstaven.en 62 # 0. - ,
Er zijn bij een eenvoudige trekproef nu 4 verschillende randvoorwaarden moge— g

11ijk:

1. Smalle proefstaaf, inklembekken‘hiet draaibaar..

T SRR T T I SR S
O = Q16 e + Q26'§21¢_O » . SR i . v" - ‘ : (4,27)

uit (4.25) en (4.26) volgt:

v -
op = (Q; ~ =) e (4.28)
1 11 3 1 )
22
QZ, - ' L _ .
‘waarin Q,, - _lZ_= E dus een schijnbare-elasticiteitsmodulus:is;
! 11779, - "1 sticitelt .
. 2. Brede proefsﬁaven,'inkleﬁbekken niet draaibaar; ,'
o9 = Q¢
2= Qe *0 .

Hierbij is Q) = E11 de séhijnbare‘elasticitéitsmodulugu_f

3. Smalle proefstaven, inklembekken draaibaar waardoor een afschulfvervorming '
wordt toegelaten en 66 = 0.

- We gebruiken nu

e, =S o,
i 5
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- waaruit:volgt>

T S %
A o (4.29)
& =59 - :»~)J.
%~ °16 1
: oﬁdét‘sz = 06 O geeft S ‘ = l/E11 volgens de deflnitle dus de echte elastl—'
- c1te1tsmodu1us. C ‘
4. Brede proefstaveﬁ, inklembekken draaibaar.
=Sy *tSpe o (630
QSR tSp o (=Y
% = 516 %1 " S26 %2 ,
(4.30) en (4.31). geven
PR P By (632
. S Spy" - : . o _ | B
é - : ”.:MTﬂw: - | -
. = o 12 B '
..waarin 511 T n———vweer een schijnbare elasticiteitsmodulus geeft.
) 22 E

Een ander voorbeeld van de - zorgvuldlgheid waarmee randvoorwaarden moeten worden -

v’gehanteerd is de afschulfproef op een plaat door mlddel van een stigf frame ter

bepallng van de gligdingsmodulus.

De gliningsmodulus G geeft het verband tussen een’ schuifspannlng in een be-
paalde rlchting en de afschuifvervorming in d1e richting biJ afwezigheld van

andere spanningen.

Maken de materiaalassen een hoek met de belastingsrlchting dan- wordt een schiJn—

bare glljdingsmodulus gemeten. Immers ~een Stijf frame geeft een afschuifvervor—

© ming maar zal ‘de rekken e1 en e2 verhlnderen waardoor



’59.—

1 = Qg € * 0
'62 = Q26 e6 #.0
96 = Q4 %6

en Q66 = G12 is dus de .schlqnbare cglij-

B dingsmodulus.

Wordt deé proef-zo ingericht dat de rekken .
e en e,
1 o DL
nen er geen normaalspanningen ontstaan.

niet worden verhinderd dan kun--

Dan geeftlin '

Figuur 4.1. A _ e = 866 §6
‘866 = 5/612 de ech;e glijd@qgsmodulué.

. In de hiernévolgendeAtabel zijﬁ'de schijnbare E11

voor. smalle proefstaven en de -

echte Ell; samen met de schijnbare en de echte G gégeven van .een materiaal met.

12
de volgende hoofdconstanten: C

E, = 145 ' GPa
EB' = 7 _GPa
Gas = 3,5 GPa
o uaB = 0.34 '

¢ is de hoek tussen materiaalassen en Beléstingsrichting

o= '\ E11 schijn Ell géht G12 séhijnr G12 echt
GPa " GPa ) ~ GPA GPA
0° 145 s . | 3,5 - 3,5
15° ' 113,55 ©41,31 11,88 . 3,95
30° | 40,31 15,27 28,64 5,34
45° 12,86 9,29 © 37,02 6,47
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- 4c. De.algemene vervormingstoestand van -laminaten

“Bij de behandellng van de algemene vervormingstoestand .van u1t _verschillende
xlagen samengestelde laminaten wordt de vlakspanningstoestand .van de afzonder—
ligke -lagen ‘en het laminaat als’ geheel nog steeds .als ultgangspunt genomen.v'

Echter ! nu zullen ook de verplaatsingen 1n X —rlchtlng,_alsmede bulgende en'

3 ;
wringende momenten op de’ plaatranden in de beschouw1ng worden betrokken. -

In Figuur 4.2 is een plaatdeel. uigfteen':iaminaét; getekend. ﬁét als ‘lengte en
_ breedte. deffeenheid en- dikté ‘h.. De getekende Vrandbelastingen' géldenf-dus pe:'
;engté?‘resﬁ.;breedte—eenheid._Héﬁ-Xl-gz%ﬁlakgwordt:op.de:haive dikte “gelegd;

het zal het referentievlak worden genoemd. Er wordt aangenomen dat vde' lagen

'onderling onverbrekeli jk aan'elkaarpzijn gelijmd. Vervbrmiﬁgen zijn dan continue

funkties van x

A , >(3,

™

/ M .

 Figuur 4.2.

"- De' krachten in het vlak van het reféréntieviak de z.g. 'inrplane' krachten

' 0 0
1, NZ 12 = 6 geven in eerste instantie de verplaatglngen uy en u2 van de

punten van dat . referentlevlak in X - resp. Xz—richting.

en N

1
1"M2 en M12 : M6 op de plaatranden geven in eerste instantie de”
verplaatsing u3 van de punten van. het referentievlak in X3-r1chting. Een

moment heeft een Eositieve kromming tot gevolg als de bolle kant na kromming

. = De momenten M

zich aan de kant van de positieve X3—as bevindt.

Uit Figuur 4.3 kan nu'worden afgeleid dat voor de verplaatsing van u; van een

willekeurig punt P‘op afstand x

4 van het referentievlak geldt:
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m)rﬁ_‘

voor. vervorming o R . na vervorming

‘ Figuuf‘4.3;

‘ dul ‘ ' o s _ _ o
U 1 3 axi s ' L - S 02l
Evenzo geldt voor_de_verplaatsing,hé 1n-X2—richting:'
u, = u, - x.3 aX2> (4.34)

‘N;B.:‘Er is hierbii.stilzﬁijgendiyerondersteld'dat feéh£e'doorsnedenfloodfecht
) -op het refereﬁtievlak né_ve?Vofming-nog sfeeds 1oqdpecht op- het reféren—
tievlak stéan en .recht zijn gebleven:;hétgeen erop. néerkomfA dét- overa1 
Y13 ° Y23:= 0 is verquérsteld;'ﬁovéndien:is'Verondérsteld dat de éfstaﬁd.;
X, van P. tot het referentievlak niet 'is veranderd,  hetgeen neerkomt -op
'1§3 =0 en in strijd is metideAaangenomen.vlakspanningstoestand voor de
lagen. Bij- kleine:vervormingen zal de fout echter zeer klein zijn. De ver-
onderstellingeﬁ 713 = Y23v=4é3 =0 bij pﬁigen van gunﬁe plateﬁ wor&eﬁ.dg-
Kirchhoff-hypothese genocemd: =~ o '

Met (4.33) en (4.34) worden de vervormingen in pr

(4.35)
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";ofwél;.mét'deftéchniSChe‘afééhuifhogk Yy, = 2e

m
PR

~o Mg T Y12 + X3 2p12 ~“(4.37) 

RS ‘::aZﬁg : _ff" a2y0:
Py en p,
11 o ox? - 22 dx2 S
L T2 T 820

(4.36)

‘éijn de krommingen van ‘"vhet'v refé‘r'e‘nt‘ie\ilak tegeV. -

l 2.

'v_‘df'aai‘ing" tig.v. het torsiemoment Mlé ggngé,md.‘ P
‘Met pll‘ =p1 '

Py =P
2045 = Pg

‘worden (4.35), (4.36) en (4.37) geschreven als -
= a0 el -

ei_‘ ey + Xy'Py
Als het l’a’minaat’ bestaat uit n iaéén’ b'e.n“c'lie“ ‘will‘ek’e‘uri‘ge ke4laag wbrdt ~begtensd

3)k 1
wel per lengte- of breedte—eenheid')

door (x ‘en (x )k dan worden de krachten en. momenten uit Figuur 4 2 (let-

LT ](g'),?“‘ PR
. C+h/2 0 om T3k . R
N = [ ojdmg=f o —i<k> dx3 S
- -n/2 k=1 (x3)k L SRR

"rb‘l

o +h72" - .n (X3)k
M, =~ f‘c.xvdx‘,=-2 [
c-h/2 - k=l (x3)k !

‘——<k) PRE
op T Xy dxy

M r'(_aSp"MZ".ZDe’ torslekromming fP(lZ,b a—x——a-;c- wordt wel‘ de spe,cifblekveb hgekye?- o

B S T R (1 L

4_1;2;65?2f_(4,39)

=1,2,6) (4;40) 
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P . o 4 o e
waarin de overstreepte o's worden gebruikt omdat de. materiaalassen van de k -
laag in het algemeen een hoek maken met de in Flguur 4 2 getekende coordlnaat—

assen.

Voor de k© -laag geeft de wet van Hooke (4.19) met uitdrukklng (4 38) wvoor de -

vervormlngen van die laag:

—(k) _ ——k) ——(k) -———(k) 0 N
% . QiJ %5 : lJ Cey +bx3,pj)

waarmee uit (4.39) en (4.40)’volgt:

n : n . . .
= o0 (k) : (k) L 200232 V.
MiTes Y () =Gy} + 0 oy Yy T2 {Gpg F?3)k—1} (4.41)
'0“—(k>1A 2" n.;_(k)l ,_3 3 - o
Mmool I %y 3 {Gepy —<x3>k l} °5 .2, Uy '_3"{(x3)k'(’f3)k-1}" (4.42)
Er wordt aan herinnerd dat 6;; 1is. gegeven in (4.20)
Mer  Ay= I RICON <x3)k N N o 443
o —(k) 1 ) ) | e
By T 1‘<§1 Uy 7 {(X3)k (x50~ 1} T e
kunnen-(A;Aly
Ni S N . : : . :
(1,3 = 1,2,6) - (4.46)
M. - . o _
.1

A, Ben D zijn submatrices d1e worden bepaald door de QiJ’ de dikte en de Volg—

orde van de diverse lagen. De hele 'ABD' matrix ‘wordt vaak de koppelmatrlx,

genoemd. Alle termen van deze matrix die niet nul ziJn geven een verband tussen

een N of M en een e of p.. In het algemeen kunnen biJ-laminaten normaalkrachten,

schuifkrachten, buigende en wringende momenten elk voor zich zowel als in combi- _
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nétie'dus:rekken, adehuifvervormingeh; bﬁigihg en torsie of combinaties daarvan o

-tot gevolg hebben.” We zullen tefltoelichéing een aantal gevalleq §ade:vBé$tudef

ren.

l. De isotrope plaat

e (x )2-(x )2 = 0 is
Omdat (x3)=(%3)y_y = 0 18 By g

en géen koppeling M

I .
B,
]

lOmdatrQlé =»Qéé = 0 is A16 = Ay e O dus gee koppellng

en gee koppellng

. en Dy =D,y = O,idus geén'koppeling

26 -
. en geen koppeling M

'o,‘dds geen kbppeling'N -

ER

U
o

;- e. ‘A .
dA-:Y‘
T:- e
M (M ) ~ Pg

6 91(?2) :

_'Voor de 1sotrope plaat vereenvoudlgt (4 46) daarom tot twee (van elkaar onaf- -

hankeliJke) stelsels Vergelijkingen ‘
N 20 ned+o . n e
Np=Qhep+Qyhe
= ) 0 © o0
Ny = Qphep* Qb e
_N6 Q66,h e6
- : h,3“ .
Mp= oy Qpyt ey Qpp) 1
h
M=y Q12 * p2 Q2 12
Me = Ps Qes T
‘ . E . " VE L IR o
Met Qi =Qy = Qg =—— " Q=
’11 22 1_92. 12 l—u2 _ | 6§‘.
. 1 '
en I =‘TE h3 (biJ breedte. de eenheld)
worden (4.47) .
g, = C,. &%
i D s I

C(4.4T)

(4.48)
‘E
2(1+v)
(4.49)
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1,2 50)
P2 T TFET T ET ) (4"50)
P2 T EL oo e e

In (4 51) is M6 het wringmoment per eenheid van lengte of breedte. Op een
plaat met lengte a en breedte b geeft M6 dus als torsie—moment over de totalev
lengte en breedte M6.a resp. é'b’ zie Flguur 4.4, Deze momenten kunnen wor—‘”
den gerepresenteerd door 2'krachten M6 in ieder hoekpunt van de plaat d1e in .
paren het uitwendig M geven. )

. Kennelljk kan M (het moment per 1engte- resp. breedte—eenheld) op alle zij-

kanten vertaald: worden uit een u;twendig moment_,Mw met
Mo=mEo T (4,5)
In devléatste‘fbrmuie (4.48) geeft dit

la
. MW =3 G h® b p12
en dit is de formule voor . de relatie tussen de spec1f1eke hoekverdraailng en -
een uitwendlg wrlngmoment op een dunne (b > h) isotroge plaat zoals d1e

'onder meer in 'Theory of Elasticity van Timoshenko en Goodler is.gegeven. . .

Figuur ‘4.4,
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2. De unidirectionele plaat
'bdk’hier geldf,éltijd" o .if}‘wf‘ SR "ff;f:4w’;ﬂf e  ,~g;>'

“';<X3)k (X3)kfl 0 zo'dat‘Bi,J O dus gee koppellng N p |
Lo S "~ “en geen koppellng M=~-e
Qg b geeft °i-=‘91jf9j,..' LT

0

‘AL,
i3
0 e T LW geeft M, = —Q L_,gaipt !
NS T & I P AL ij 12 7 T

‘of gelnverteerd.12 h.k?i.:,?ij ﬁj

-B13 een"rechﬁhoekige plaat lengte a in Xl-richting ‘en- breedteﬁ,b, en de

' materiaalassen onder: een hoek met de - lengte-richting, hebben S16 en 26 en

waarde ‘en 'zal een. bulgmoment M1 als zadelkromming pz'niet wordt verhinderd

a > b) tot gevolg hebben.'"f

=)=l
1A

wn

A L
,pz

I L
ol

2
—

e B Mp e
L, c T T e

e fi—
N

 Dus behalve zadelkrommihg;pz’géeﬁtiéen»Buigmo@ent‘Mi ook een,tqrsiekromming'

e TR
S sy

ZOu, zoals. biJ ‘een brede plaat, p2 worden verhlnderd dan heeft M2 een waarde

- d1e volgt uit




' Bestaat een laminaat- uit &&n of meerdere lagen met materiaalassen in X, -

_67__.

en~is: = (E_"' -—lg) L
. °y 117~ T 3
' ' 22 12 T
U STEsT ow ”
= %26 P12y 1
en _2p12 = (816 — ) l—-h3

Een brede- plaat biedtbeen andere.weersfénd‘tegen buigen dan een .smalle.. .-

De cross-ply

1

richting en &&n of meerdere lagen met de materlaalassen 1oodrecht daarop enll'

zijn de lagen van identlek materiaal dan is’

(k) _ () ~"0-en dus is A, .= A, = 0"

fe T % s T T
. B16 = = 0 »
. D = = 0
en Q.. =4Q
.120, 1290°
Q = Q.. ' " zodat 06k B.. = =
" '6600 6690° . 12 )

immers met betrekklng tot le en Q66 gedraagt
—"Oo .

" en is dus (x )2—(x

De felaties

krommingen anderzijds wordt mu voluit geschreven:

[—Au%

(

O

tussen krachten

A

10

B

12

22

11~

12

en . momenten

het laminaat zich' als &é&n laag‘

'enerzijds

en. vervormingen ' en

> (4.53)
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Uit (4.53) blijkt dus de zeer bszdndere koppeliﬁg tussen-tfekkfachtén‘Ni en

2

" willekeurige cross-ply uitsluitend belast door een trekkracht N. dan zal toch

.- een krommlng pl optreden!. Wbrdt p1 verhinderd door ‘een moment M dan zal. .de .

1
1.

plaat een andere Stltheid hebben. Bij eenvoudige trekproeven waarbij de

~inklembekken van de trekbank geen p1 toelaten éen dus -een M1 1ntroduceren

: wordt van een dergelijke w1llekeur1ge céross=- ply dus een schljnbare elastic1—

teltsmodulus gemeten.

'N‘B ., en B ‘worden uitslultend nul biJ een symmetrlsche opbouw van de

11 22
cross—ply. Hlerop wordt in de volgende paragraaf teruggekomen.

De angle-ply .

Een laminaat met &&n of meerde:e:lagen onder een hoek @ met -de Xl—és en &én
of meerdere lagen onder -¢ wordt eéﬁ;'éngle—plz"’gendémd.‘Bestaat de angle-
- ply uit 2 identieke lagen (dezéngle—ply-is dan'antivsymméfrisch) dan is

%6 - = "Ye
—) . —(2) T S
Q26 o= 926 R -Waardoo?<A16 = A26 = Dlﬁ _KD26T*=O
(1) _ 7—(2)
9 T,
(1) _ =—(2)
Q2T Qo
~(1) _ 5=(2) o ah
Uy T T Yo waardoor B)y = By, = By = 0

N, .en krommingen p. en Wordt b13voorbeeld een rechthoekige plaat van een:
1 " P

R R B T S U ®2 |
ol Lo 0 h me s oo | el
b o fee Pie o Pze o Do | J% Ly
" B B 0 L0 0 D, o
L6 ) e 26 es_| |76
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Met NZ =0 en Pg = 0 wordt uit de eerétettweéﬁvergelijkingen (4.54) gevonden
. : N .

,=0’.=(Q _SQ) e

1 11 E;—— 1.

22

zodat b13 een trekproef op een angle—ply waarblj torsie wordt verhlnderd een

:IHz

' schljnbare elastlciteltsmodulus'g

wordt verkregen. Vergelijking met (4.28) laét zien dat'deze‘elasticiteits—
modulus. dezelfde is’ als die welke wordt gemeten bij--een trekproef op een
'enkele laag met materlaalaséen onder. hoek ¢ met de trekrichtlng als de
'1nk1embekken‘3£gg draaiend zijn en Eggg'afschuifvervoming toelaten.. BiJ de

'angle-ply dw1ngen de lagen: elkaar tot zodanige vervormlngen -dat geen

: afschuifvervormingen in de afzonderlljke lageén kunnen optreden. Om p6 = 0 te:

houden is een moment M6 nodig dat uit de laatste vergelijking (4 54) wordt.

verkregen:
woo ot Qg Q) 7 Yy Qe
6 R
Q1 Q2 = U
'Zou M, = 0 zijn en heeft daardoor P, een waérde'(dé'aﬁgle;pfy krijgt‘daﬁ’bij

6
pure. trek Ni een tors1ekromm1ng') dan wordt .dus een andere elasticiteits— .

"modulus gemeten.

" 4d. De invloed van de‘B-matrix

'Ieder element van de B matrix legt een koppellng ‘tussen normaal— of afschuif—.
krachten en krommingen door buiging of torsie of een koppellng tussen buig- of'.
wringmomenten en rekken of afschuifvervormingen. -Over het- algemeen zijn deze‘
koppelingen ongewenst, Niet alleen geven zij’ onverwachte vervormingen onder_'
mechanische. belasting  van lamihateh, ook bij de produktie van die 1aminaten

kunnen zij: door warmtespanningen ongewenste resultaten geven..

In het voorgaande is reeds gebleken dat B-elementen nul werden bmﬂverschillende

redenen. In
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oen ) S S S
e o=—(k) 1. 2 e Y2 ). , FURERTR L T (4.55)
. Z ' Qi_j .2 {(33_)1{ T (?{3)1(_1}_.« ' . ' e . . : ,(4_9,55)
k=L .77 - s e - : 4 -
was ‘soms Q J:k) nul of b13 voor - alle lagen 1dent1eke QiJ:k) werd (4. 55)-nn1 om—‘

'1dat met betrekking tot. die. Qlj:“) het laminaat zich gedroeg als één 1aag waar- ,

| f‘door (x )2 (X )2 "51 0. ;,;,f'

TEen princ1piele methode om alle B—elementen nul te maken is’ de symmetrische op—

bouw van het laminaat t.0.ve het referentlevlak.

Dlt is eenvoudlg in te’ zien met

N
[ =]
Jol Co
N

z o

R NN (x)+<x>
o -——{ K) | 3 | 3 (%3 )y 1
~?1_3‘ = ki, % { 3)k (X )k 1} ;U3 " {xg)y w(x3)k 1 2
&}n‘ ‘1.7 .
EE (k)f
= ¥  Q,. t, (% )
k=1 3 ;k' 3gem k-

ﬁaarih‘t£ de'dikté van .de kgfiaag‘is eﬁ'(x3 'f) dg gemiddelde afstand “van de’

. . T o gem k. S ,

-.k laag tot het referentievlak. Blj een symmetrische opbouw Van het ‘laminaat - is:

" voor 1aag 1 en laag n het produkt - Q 3 te identiek terwijl (x ) gelijk is»dqch

a met tegengesteld teken., ‘Het zelfde geldt voor laag 2 en laag n—l etc., zodat

.élle'elemgptgn Bij ntl wqtdep._k . : . S ] . .

Aangetoond kan worden dat de grootte van- de elementen Bij omgekeerd evenredig ié
met het aantal lagen. In laminaten met veel 1agen is hun effekt dan ook ‘gering.

- UBijy laminaten met weinlg lagen moet met hun 1nvloed echter wel degelijk rekening

: worden gehouden.

Is'B, ; = O‘dan'is altijd;

ij
' 1N' . ; 6__(k) .
1 =1 i kﬁ J
' oo vn “ : ht-:
~ofwel . o, = I Q .:k) —E~e.
o i. Vk=1 iJ h J
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: - _
Met Q. .= I Q  (4.56)

" wordt dan_di'= Q

s . (4.57)

*Nan
(4.56) is de 'rule of mixtures' voorde 'inplanef'stijfheidsgrootheden van. het
laminaat., Het sﬁreekt‘vanzelf dat deze regel niet geldt vgof'de complianties van
het laminaat. Deze kunnen alleen worden berekend’door'inversie van (4.56) en

niet door. 'optellen' van de complianties:.van de afzonderlijke lagen.
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~ 'HOOFDSTUK .5

;SPANNINGSCONCENTRATIES IN PLATEN

Bij de behandeling van de relatie tussen spannlngen en vervormingen is ~aangeno—
men dat -spanningen en vervormingenlggg_ funktie z1Jn van de codrdinaten X en
Xy Vlakken (lagen) evenwijdig aan het Xl Xz-vlak werden 'verondersteld in een
homogene spanningssituatie té verkeren. In werkelijkheid komen homogene -span—
ningsvelden zelden voor door constructieve oorzaken als krachtsinleidingen .

(verbindingen), gaten en doorsnedeveranderingen. De nlet—homogene sﬁannings—

velden en de daarmee samenhangende spanningsconcentraties worden in dit hoofd-
stuk behandeld.,’ '

0ok als een laminaat zich in een homogené-spaﬂningssituatie bevindt verschillen -
in het algemeen de spanningen van laag tot laag. Desalniettemln zullen laminaten

worden beschouwd- als vlakke platen van elastische, homogene materlalen met

.anisotrope eigenschappen. In ieder' punt 'is -er een vlak van elastische symmetrie'

evenwijdlg aan het middenvlak van het laminaat. '

In de vorige hoofdstukken 1is reeds ultvoerig gewerkt met begrippen als vlak-
_ spannlngs— -en vlakke vervormingstoestand. De hier beschouwde homogene, aniso-

trope platen, belast door krachten: in " hun eigen'uﬁlag, zullen. Ziéh echter

“bevinden in een zogenaamde'gegeneraliseerde vlakspaﬁningétoestand.*Dit begrip

_zal 1n de volgende paragraaf worden. toegelicht waar zal blijken dat de vergelij-
kingen voor het oplossen van de spanningen in een vlakke - vervormingstoestand

gelijk zijn aan die voor een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

5a. De vlakke vervormingstoestand envde‘éegeneraliseefde-vlakspanningétoeétand

Het X1 Xz—vlak wordt in het middenvlak van de homogene anisotrope plaat gelegd.

De plaat verkeert nu per definitie in een vlakke vervormingstoestand bljvoor—

beeld parallel met het X, -X —vlak als

1 72
=~ de verplaatsing u, overal nul is »
- de verplaatsingen u, en u2~uitSluitend afhangen van X, en x,.

Omdat gr in ieder punt een vlak Qan elastische symmetrie evenwijdig met het

Xl-Xz—vlak is verondersteld is  er in willekeurige richtingen ‘1 en X (X =X )

geen koppeling tussen 723,,Y31, 123 en 131,enerzijds‘en de andere vervormingen R

en spanningen anderzi jds.
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v - Dus

Y3 ™ Sus Ta3 F Sy Typ . o

Y31 7 %45 23 T Ss5 T3y

Echter, door de gédefinieerde vervormingssi;ﬁaﬁie is'-'

Y23‘;"‘;”““—:% =0
S ox oOx
3 %%
, . " du, du
en Y P R
S Y el
3 1

zodat'ﬁitg(S.l) volgt:

Ty3 = Ty =0

Omdat'u3.overal nul is is uiteraard e33
vérvopmingssituatie~ook is gedefinieerd door

4.

——— cr—

833 T T3 = T3y =0

De évenwiéhtsvergelijkingen (2.4) vereenvoudigen nu tot

90,, . Ot

STt

bxi , bxz

0T, 00, .,

24+ 2.

bxl ax2 -

.6633‘5 . . - S A R
- = 0 of ¢ = constant over de dikte van het laminaat
6x3 33 ‘ o '

(5.1)

"au3/bx3 overal ‘nul, ~zodat een vlakke .

(5.2)

(5.3)

3q werkt ook op de: zijvlakkén van'de plaat physisch gezien is het de spanning

loodrecht op het plaatvlak nodig om de vlakke vervormlngstoestand te handhaven..

De relatie tussen spannlngen en vervormingen voor een vlakke vervormlngstoestand

wordt:



U o7as

‘611'=:Sll-011~+ﬁ$12fq22.+:813 6335+“6

—
[=))
—
[y

v v
a

T8 = 512 %11 ¥ Spp Ppp * S5 933 T80 12

(0%
(98]

wl
ON

®33 % 513 %11t Sp3 90 533 933 T

m|3”

=5, 9. .+ 35S

© Y127 516 911 * S26 %22 536 337 Se

'9#Velflmet'e33'= o,eg'pa eliminergn_vag 933._~

T =% o g% T
11 C11 %11 T %12 %22 T Cle 12

waarin-

\ l o
|

: v‘s*"= s .. _(.2;_;;1? | i, = l}i;ﬁf ;'i S '.zﬁ . {f (5ﬁ5)“

S35

de gereduceerde compliahties“worden genoemd... -

© NeBa: ':.Het gebruik van het woord . reduceren heeft te. maken met het reduceren
.van een algemene spannings- of vervormingstoestand naar- een vereenvou—f

dlgde - toestand. . Zo ziJn biJvoorbeeld de Q s in. (4. 9) gereduceerde .

stijfheidstermen.

VerohderStel nu een homogene, anisotrope plaat die dun is met d1kte h en met -

ziJvlakken parallel aan het middelvlak die vrij ziJn van uitwendlge belastlngen.

Dat betekent dat‘_

2’ i-h/z) =

T31(31’ ¥2’ th/z); (xl, XZ’ fh/Z) = G (xl’ X

Uit de evenwichtsvergelijkingen (234)-VoorfiA#<3

ST eT.. dos,
=2 B B

’i;volgt dan.voor die zijy;gkken‘ﬁét-

e, = S* o + 8% o, + S5 T ‘. ‘ o ;_”' oo :;f11 j»1,’ (5445
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0Ty, (x5 %, th/2) =§r_23(x1, Xy, £h/2). Y
6x1 ‘ - » 6x2 :

dat

60'33(};-1, XZ’ +h/2) o
6x3

Dus - behalve dét 033(;I, ;;, +h/2) = 0 is aan de zijvlékken ook. de afgelgide naar -
x, nul. Dit betekent datfd33 over de (kleine) dikte Qan'de'plaat’klein zal zijn

~en overal nul mag worden verondersteld.

Door nu de andere twee evenwichtsvergelijkingen alsvolgt te integreren

+h/2 6611 31 L

-}1; — + _1_2 + _13) dxy =0
fh/2' bxl | bxz 6x3 oo
_+h/2 o7, 30 a7
2V C T, Ty,
. -h/2 axl 6x2 : §x3
wordt met - v ‘
1'+h/2' 07)4. : +h/2
B, —am=Ty | =0
-h/2 6x3 -h/2
) ] +h/2 6123 - +h/2 -
en 7 ) ==dxy =1, | =0
—h/2'6x2 _ T =h/2
gevonden
do* ek
T, M
axl 6x2 |
(5.6)
otk dok
%,
axl 6x2 ,
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+h/ 2

S waarin - of) = % 2 o1 9% |

| 4~h(5.z) ’* 
S — »1-.+h/2 - o |
;e 0'52 =F -—h/2 9y 9%5

de gemiddelde waarden van’ Gll resp.”déz dygr‘dé‘plaatdikte'zijn, o

be spanningssitﬁatie waafbij O35 overal nui is ‘en 113_23'T23 op de Zijvlakken{

evenwijdig aan het middenvlak nulvzijn:wordt een gegeneraliseerde vlakspannings-—

toestand genoemd.:

Bij een dunne plaat zal in het algemeen: u3 klein zijn en de variaties van G; en -

u, over de plaatdikte gerlng. u xl,xz,x3) en u (xl,xz,x ) worden dan ook ver—- -
vangen door hun gemlddelden over de plaatdlkte.
_— 1+}1/2j______,___ S
Cur(x,,Xx,) = = u, (X, ,X. ,X,) dx,
S S S N P e i A M
(5.8)
— b2 -
% : = —-— - s
Vuz(%l’xz) h / uz(xl,xz,x3) dx3‘.;

, -h/2

" Met in ieder_puﬁt een vlak van elastische s§mmetrie,evenwijdig aan het‘iz;fz;

~vlak kan er ook 1in éen' gégeneraliéeéfde:‘vlakspanningstoestahd “geen koppeling

- zijn tussen enerzijds y23,.y31, 123 en T, en anderzijds de andere.vervormings-.

en spanningscomponenten. Met 133 0 worden de spannings-vervormingsrelaties in'

een. gegeneraliseerde vlakspanningstoestand dan ook

e11 7 51 %t 512 92 S16 T

@y, = S, T

22 = S12 911 T S22 99 * S5 Ty

Y127 516 %11t S26 922 F 56 T

of, na middeling over-de plaatdikte '

— auT —_— —_— S —
ek = — = + S ok, 4+ S
15— TS TS Bt Sy T
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——  du%. —_ _— L R
- —2_3 " T ok o+ T ok, ,.
5y = T = 815 1+ Spp 9By * Sy Ty (5.9)

0x .
2' e
dut’ duk -
iy = (= + —=2) = 514 0%y + 556 5yt Sge )

Vergelijking van (5.3) en,(5;6)‘enAvanx(5.A) en (5;9) 1aat zien dat

- in een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand de gemlddelde waarden van  de

spanningen Gll’ Ty en 022 (over de plaatdlkte) moeten voldoen aan dezelfde
vergelijkingen als die voor een vlakke vervormlngstoestand. )
~ de wvergelijkingen voor- de relatles tussen spannlngen en- vervormingen eveneens
gelijk zijn. In een vlakke vervormlngstoestand moeten in de vergelijkingen de
Vgereduceerde complianties (5 5) .worden gebruikt. In een gegeneraliseerde vlak-
: spannlngstoestand gelden de relaties voor de gemiddelde waarden van - de- span-..

ningen en de vervormingen.

In Hoofdstuk 2 is op formele wiljze de. vlakspanningstoestand geintroduceerd door
éen van de hoofdpanningen nul te stellen, doch zonder de vraag te . stellen hoe
zo'n Vlakspanningstoestand zou kunnen- ontstaan. ‘Dunne platen d;e in hun vlak‘
~worden vervormd -door krachten die eveneens in hun viak werken verkeren in een
‘gegéngraliseerde .vlakspanningstbestand,’ Oploésing. van het 'spanningsprobleem
ggeft dus niet .de echte éﬁapnihgen doch;hun gemiddéide waarden over de plaat—
dikte. De echte spanningen kunnen uiteraérd-,eeﬁ>fVlakspahningssituatie' geven

volgens de formele definitie van Hoofdstuk 2.

In het voorgaande is steeds uitdrukkeligk gesproken over de homogene,‘anisotrope'

plaat. Bij lamlnaten zullen de in afzonderlljke lagen optredende spannlngen uit’

de dij en eij resp. ogj en eij van het laminaat alq geheel moeten‘worden.bere

'kend ‘met behulp van de laminatentheorie uit Hoofdstuk 4,., In de zin van de-

laminatentheo;ie is de cij bij dg v¥akke—yervormingstpestand dus ook een §emid—

delde spanning! -

5b. De spanningsfunktie van Airy

- De evenwichtsvoorwaarden (2.4) zullen nu gebruikt worden in de vorm



- gelaten.

,.__l/+ _iz -0 :
uéxl 6x2 - B
. “(5.10)
fbr 0. l‘.*‘ ;
2, 22 _,
bxl 6x2>,

.',waarblj het’ verschil tussen de gegeneraliseerde vlakspanningstoestand met a, J*

" en de.~v1akke vervormingstoestand 'met o, . 13 verder buiten: ‘beschoqw1ng -wordt

. 7 . e

" Uit (5 10) bllet dat er. altljd een funktie U(xl,x ) ‘moet bestaan waarmee de'

i} spanningen alsvolgt kunnen worden uitgedrukt

SOy ,

bx R ox ) bxl axz.

'Het is duideliJk dat spanningen gedefiﬁieerdhdbor'(S 11)'altijd aén de .even-

w1chtsvoorwaarden (5 10) voldoen. U(xl,x ) wordt de spanningsfunktie van A1ry

',*1(1862) genoemd._

"aaneengesloten blljft.

‘ fSc;,De compafibilitéit

" De spannlngen, gedeflnieerd door (5 11) voldoen weliswaar aan de evenw1chtsvoor- SO
fwaarden doch hoeven .nog geen vervormlngen te geven die met een. werkelljk ver—
“.;fplaatsingsveld overeenkomen. Daarvoor moeten de door ‘de spanningen veroorzaaktef

;vervormingen voldoen aan de compatibiliteitsvergeliJkingen. De enige_compatlbif

litéiiévergélijkingVWaéraan de vervormingen inleen_vlakke,vervormingsfoestan&-of

 een QEgéneraliseerde vlakspanningstbestand niet triviaal voldoen is

AT a2v T a2e T ala
0%ey, . 0%y, @ 1, .78y,

'6xl~6x2,'ﬂbx1 axz ' ax ax

. De vervormingen zoals die in (5. 4) of (5.9) zijn:éegeven moeten dus- voldoen Eéﬁ :

_(5 12) : om een zodanig verplaatsingsveld te geven dat het vervormde materiaal‘

O

5d. De differentiaalvergelijking VOOTr dé-spanningsfunkfié’van Ary

onrden de spanningen (5 11) gesubstitueerd “in de uitdrukklngen (5 4) of (5. 9)
voor de vervormingen en worden de vervormingen daarna gesubstltueerd in de;"

' compatiblliteitsvergeliJking (5 12), dan ontstaat de volgende differentlaal—
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vergelijking in U(xl,xz):

50 Q:% - 25, _S.U + 25+ S0 =

631 6gl.bx2 bxl axz
',; (5.13)

L —_ :
23 0 U _ 5. &8.
16 o oxd M oax
Er wordt wellicht ‘ten overvlqede op gewezen dat Sij in de vlakke-vérvormiﬁgstoé—'
‘stand de'gereduceerde‘compliantiés-(5 5). zijn; Worden nu de §;.§;;richtingen‘

gekozen in ‘de elastische hoofdrichtingen van het laminaat als geheel dan wordt

(5.13) met SZ6 Sl6 0;‘
S22 EL{%'* @ S12 566)-"f§'llii'f 511 EL%% =0 - (5.4
axl . | : axl axzv. .;t'axz 3 :
-ofwel, met de 'dirgctionalifyvfaétor'.A. '
T4 = 890811 A S 5
'en,dé:‘angulérity:factor'
a =AK2'S +'Sé6)/2 Sil‘ | (5.16) -
A Db b C S
22 z 2 a 2 U —+ a_g,= o . S (5.17)
6x1 .6x1 bxz _6x2<

De, funktie U(xl,x ) als oplossing van (5.17) gerandeert dus dat
- de spanningen O11s Ogp eM 112Aaan de evenwichtsvergelijkingen voldoen-
- de door . de spanningen veroorzaakte vervormingen aan de compatibiliteitsvoor—

. waarden.voldoen, '

De spanningen zelf kunnen met een zeer eenvoudig differentiatié—recept uit de

funktie U(xl,xz)'wotden afgeleid. .

-S5e. De differentiaalvergelijking voor isotrodp materiaal

Voor isotroop materiaal geldt zowel voor de vlakke vervormingstoestand-als voor

de gegeneraliseerde vlakspanpingstoestand:
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Az';: = ok /o -1
= S22/311 322/511' 1

a = (2 sl )/2 s (2 s o+ s* )/2 s ;11;
Waarin,ggbruik'is gemaakt van de isotropé,betrékking

B

¢ = 2wy

7,Vobr'isotroop-materiaél‘véréénvoﬁdigt (5;17)‘dué tot: o

MY +2 3'U + U, _ o . £ ST G
.bx?' 6x2 ax2 axl+ ‘ U B

(5. 18) wordt de biharmonlsche d1fferentiaalvergelljklng genoemd en -de oplossin—l

'gen ervan zijn biharmonlsche funktles, Terw131 in de d1fferentiaalvergelijking ‘

(5.17) voor anisotr52e materialen via r_en aAmateriaalconstanten;yoorkomen komen

deze niet voor in (5 18). Kenneli jk zijﬁ spanningsverdelingen in iédtroge

materialen onafhankelijk van de materlaaleigenschappen. In platen van verschil-~

1ende materialen doch met gellgke geometrle en geliJke belastingen zijn dé
spanningsverdelingen dus identiek. - ‘Bij anisotrope materialen is dat zeer.zeker'v

niet het géval . de materiaaleigenschappen hebben daar ~een zeer essentiele.

invloed op de spanningsverdellngen en daarmee op de spanningsconcentratiefacto—

- ren.

'Sf. De éigeﬁeﬁéﬁbpig;ginéﬁﬁanfdeV&iffeféﬁtiéélvérgelijkiﬁéLf“”””

Vergelijking (5.17) wordt in operator vorm

B —)(
1 .2 2°°72 2 2
| axl, 6x2 _bx1 6*2
of | |
D 5 1, D T L SV : L
(= + ) - Yz + )= - )’ U =0 (5.20)
‘0X -Pl bxz Vaxl ul axz a$14.~“2 agz 56X1"Vu2 ax2 | o

1
" Vergelijking van (5.19) met (5.17)‘geeft'
122 o 2

uipg = rl

, (5.21)
pl + “2 = -2a V

v=0 L (5a19)
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Vergelijkingen (5.21) hebben behalve als wortels

fl \\/—__— \Vr_—_—
V_V—

(5.22).
Hy = .
ook alS‘wortels
-92-=.H1 (5,23).
en =By
" (de streep betekéntihier; toegevoegd complexe). )
- Er worden nu 4 complexe grootheden gedéfinieéfd“i"‘
2 = Xt X, -~ k=1,2 : (5;24)
en: .. 'z =X +.uk,x2 k=1,2- (5.25)
wéarmee (5.20) wordt'geschrevenvélsv
Y o
: 2 U;_ — =0 (5.26)
azi dz 621 az : ) ‘ o Ny
N.B.:- Het is eenvoudlg in te zien dat de stap van (5 20) naar (5.26) kan wor--
den gemaakt. Immers: ' '
0. 4 %A g4
oxydzy Ox) dzy
| A .8 d
- | > d‘zk z( u, 0% )
3 _ 4 ‘azk ‘;7= ' d (5 27)
‘ha(ukxz)-‘ dzk 6(ukx2) dgk J-' =

In (5. 26) worden uiteraard d's gebruikt i p.v. d's omdat U van 4 varia-

belen: z, afhangt.

Uit (5. 26) volgt dat iedere, willekeurige differentieerbare. funktie F (z ) zal

’voldoen -aan de- dlfferentiaalvergeliJking. Immers, er geldt altlgd



g~

-N.B;E ”r‘Een funktle F(z) van de complexe z = X + 1x2 dlfferentleren naar de -

>~toegevoegd complexe Z .= xlf ix,. d.

'gezien,met3(5.27) voﬁr‘; '

."V .. d ' _.: ) ) 6 : ‘ “..aﬂv N
= - )
iz iox,

: ._eh"de'iGéuchy—RieﬁannfjrélatiévaQdor ”differentieerbare f(ahalytische)

"_funktiés_

B v Bu B e L
== = =——. en = - . L
axl : bxz o 6x» o ?xl~f o _

-waariﬁUU'en~Vbhet reéle resp; imaginaire'deel vaﬁ'dg funktie.zijn:

-F(z)_=ju +iiV‘

o dz . L s 4
LD 6;.' -'a _ 6:p ? - ”l:
= ‘%(62 _,- 6;, 4.-»_1(6;_,:4.,". 6; ))=o0 .

2

" Voor —een funktie F (z ) van de’ complexe zk‘x +ukx "is het bewijs iets
gecompllceerder omdat o zowel imaginalr als complex ‘kan" zijn. Er kan.
'_echter altin worden geschreven ‘2

‘ ko 1 772
. bew1js 1dentiek wordt met . het bovenstaande.

‘Uiteraard geldt ook dat iedere,'w1llekeurige differentieerbare funktle F (z )

‘zal voldoen aan (5 26), evenals’ iedere funktle F (z ) en F (z ) De . algemene
'oplossing van de differentiaalvergelijking is dan ook )

;o

v =v-Fi(‘z.1) + F'é('zzv) +F3(’z'1) +,;f4(?2~)";;

. U moet een reéle, dlfferentieerbare ‘Funktie 213n om reele spanningen te kunnen

t/m F

geven. De 1magina1re delen van Fl

4 moeten dan ook tegen elkaar wegvallen
en dat kan ‘alleen als ‘ -

2. ix ‘geeft altijd nul. Dit kan worden 1n—"

= x*+ix%® en. F (z )—u*+iv* waarmee het
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F3<51> = F.(z

1]
wl
~
N
~

F4<zz)

(U kan'nog een.eventuele particuliere Opldssing Clxl+C2x2+C3 hebben die. echter

voor ‘de oplossing van het spanningsvraagstuk geen betekenis heeft. )

o

- Uiteindelijk wordt U

a
1]

Fl(zl) +AF2(22).+ Fl(zl) + Ez(zz)_ . e (5;?8)
= 2Re.[F1(zi) + Fz(zz)] S | ' o (5.29}‘
"N.B.: - U volgens (5 28) of - (5 29): kan nooit aan de’ relatles van Cauchy-Rlemann

" voldoen en is daarom geen analytische funktle.

Met (5%28) kan nu de algemene oplossing voor de spannlngen (5. 11) en via de wet -

van Hooke dus ook die voor de vervormingen of de verplaatsingen worden opge=-

schreven..
© Zo iS' ,
o 62U‘_A 3 dFl(zl) 6z1 dFZ(zz)f§ZZ dFl(zI)'bzi .dF(zz) 622
i T " o mt Tam ot T =t T =5
dx2 2 1 *2 2 2 dz 2 dz 2
2 1 =2
df (z.) dF (z.) dF (z.) dF. (z.)
0 B + u 2 + 1 +
0x, “"1 dz; 2 dz, L 2 4
1 2
We noemen hierin. : ' : : .
R U
dz, &%k
) .
ar — (zk) =2 0 (2) = 00(z)
zodat ¢k z ¢k zk
: ‘dzk o

waarmee O

2 4 2 4 —2"_1— —5—1—-
11 ul’cbl(zl)‘ + s 05(2,) + ug 61z + L 05(z,)

2re[u] 01(z) + W 03(z)]
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 Dergel1Jke formules kunnen uit (5 11) worden gevonden voor de 622 en”112, Dev

algemene oplossing voor de spanningen is nu:

0}1 =f ZRe[pf‘¢i(zi?”+,u%'¢é(zz)]
o), =. 2Re[ <I>i(zl)+ 5(z,)] ‘ S Lo .;‘(.5,’30') :

g = T2Re[py 0y 4 ”2'¢§(221}f:

Dejalgeméné‘oploésing onr‘de‘verpléatsihgenivolgt uit die voor degSpanpingen'

“door integratie van de rekken

L 6ui: _
11 7% S T % f]7; .
=‘2R€[< 1 ul + 312) ¢ (z ) + (8 11 u2 + 312) ¢2(z )] |
%22 T 3x, T 12 %11 %22 T2

= 2Re[(s S12 ul + 522) 4] (z )+ (5, uz + s22> ¢2(z )]

resulterend in

Jup o= 2Re[(8 ) b *S1p) 0y (z) ¥ Sy F 5190 (2] + ¢y Xy * G
S ,2 2 .
pe - : p + S
- 2 M S12 H2 * Sy
u, = 2Re[——-f-1;;———jf (z ) + ———_—1§;___—— ¢2<ZZ)] + C3x1 +.C4
Uit
6ul : Bué

- L .__1. == S, 2Re[u1 ,¢1'(zl)‘+ ) ‘Pé(‘z’z)l

De. termen u, = C2 en u, =C zijn plaatsonafhankelijk en stellen daérom een

translatie van een star lichaam voor, de termen u, = Cixz“en u, = —Cix geven

een rotatie om de oorsprong van het codrdinatenstelsel.
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e 2 - o T | o . :
Met Py S11 k + 512 . k 1?2:_ - L o (5.31)
v S, u2 + S, % - , o B : : ‘ :
qk‘=- 12 k"~ 22 Skl L s

e

worden de algemene oplossipgen voor: de verplaatsingen u, en u2 geschreven als

u = 2Re[p1 ¢ (z ) -+ Py ¢ (Z )] +fC1? fvcz

(5.33)

8
[

Een sﬁanningsprdblean oplossen voor een gegeneraliéeerde vlakspaﬁningstoeétand
of een vlakke vervormlngstoestand betekent dus het zoeken naar - twee analytische'

funkties van de complexe Varlabelen z resp.» 2.-In. het Voorgaande is echter;‘

1

reeds gesteld dat iedere’ analytische funktie van- zZ, -resp. .z, aan dlfferentlaal-

1 2.
vergelijking (5.17) voldoet en dus als algemene ‘oplossing . kan gelden. Aan de
’ evenwichtsvoorwaarden en de’ compatibiliteitsvergelijkingen -1s dan. altijd
voldaan. Het ‘zal echter duldelljk zijn dat de’ analytische funkties 26 moeten

' worden gekozen dat ZiJ op de- rand(en) van de beschouwde plaat

df ¢ voorgeschreven belastlngen (of spanningen) geven,’randvoorwaardenpro—

bleem van de le soort

of ' voorgeschreven verplaatsingen geven; randvoorwaardenprobleem” van de 2e .
soort ’ ' S
3f | ;qu:geschreven_belastingen.op_gedeéitenfvan de rand en voorgeschreven

) vérplaétéingen op andere gedeelpén geven ('Mixed boﬁndary problems').

Zijn de. spanningen op de randen voorgeschreven dan?kunnen.formules (5.30) als

randvoorwaardenformulés worden  gebruikt; hetzelfde geldt voor formules (5.31)

als de verplaatsingen ziJn voorgeschreven. Voor voorgeschreven belasting zullen»

in de volgende paragraaf formules worden afgeleid.

Met bekende aigemene oplossingen 1s het opidssen Qan spahningsvraégétukken in
vlakke platen dus een randvoorwaardenprobleem geworden. Omdat de algemene oplos—'
sing 1is gebaseerd op het voorstellen van de reéle funktie U(x ,x ) door complexe
funktles,van de complexe: variabelen‘zk wordt de hier gepresenteerde methode van

oplossen wel de 'complexe methode' - genoemd. De . methode maakt gebruik van een

aantal 'prettige” eigenschappen van analytische funkties.



.j;86f:;
V;q?<1sotfoog mégéri;alis“fv

r=a= 1

én'wofden; ST T .:k%[? 'gj s .ffin .

p.l =. uz =1 : . i 3
zoéafu(géié)lyordt _ .

v .
'—fé—H:— = 0.
‘62?462?

3

' Hiéra;n voldoet behalve iedére*&illekeﬁrigé5differentieérbafe fﬁnktie';'

G(z) of G(z) ook iedere funktle z F(z) of z- F(z) De;ﬁlgemene;bplossing’

voor 1sotroop materiaal 1s dan ook

U= z,'ﬁ(?) +z F_(.v;)-+--g(‘z>j:;‘a‘(;)‘;_‘ LIRS EE RS sy

N

waaruit op dezelfde wiJze als le anlsotrope materialen de formulesr:

~voor de spanningen en de Verplaatsingen zijn af: te lelden.

SgQ'De rand@obrwéardenfdrmules voor dé‘belastingéﬁ.»-'

Een stukJe ds Van de omtrek van:

waarbiJ het gebied llnks 1igt.

e .wéndige bélaStihg’ op. ds wordt

' tieve X1

. . _b)()i o f(Zfl),geeffu
Figuur 5.1. = S e

(n) . o e
pl.f - ?11 cos(gjgl) +vt12“cqu3,X2)

W

p;n) Tp CoS(mED 9, cos(n,X,)

een belast gebied wordt positief;;
. gerekend in die- richtlng gaand'

De spanningsvecto;-p als uit-.
 ontbonden “in een horizontale en ;
een verticale component (posi—‘

‘tief in de richting van- de posi-

- resp. .X —as) WAArvoor
espe Xy R

L (5.35) |
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Vergelijkingen (5.35) zijn de evenwiéhtsvergeiijkingen voor een elementair deel-
tie begrensd door ds, dx1 en dxz.

In de situatie van Figuur 5.1 met het gebied links is .

coé(g,xl) = — .

' cos(g,xz) =

Verder is

) > dx1 B dx2v

- +
ds . bxl ds 632 ds

' zodatr(5.35) ﬁordt

A pin) =4 &

2 . (5.36)
(n) _ _d (03U o
Py =74 (6XI)
:ofwel
eV |
T | o - ) - " (5.37)
%g"’= - f Pgn) ds + C2
1 .
Cet - i gz +0(z,) + F(ED + ay()
e TR U S A RS U R 2
=»2Re[¢1(zl) +‘¢2(zz)]
dU_ " | —— e —
3, M1 010z )) +uy 05(25) + iy 0,(2)) + by 0,(2,)

=‘zRe[p1 8,(z)) + 1y 0,(2))]
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' ‘Qorden (5;3?):
2Re[¢ (z ) + ¢ (z )] -”— f p(n) ds + C5

ZRe[ul ¢ (z ) + ¢2 uz(z )] = f p(n} ds + C6

(5.38) zijn de randvoorwaardenformules voor ‘de’ belastlngen op een plaat in vlak—_w

ke vervormlngstoestand of gegeneraliseerde Vlakspannlngstoestand.«-

De constanten C. en Céviﬁ (5L38),betekenen dat ¢1(zl) én_¢2(z2)lin'het algemeen.

v 5T
constante delen zullen bevatten. Omdat ¢1(zl) en ¢2(z2) voor het bepalen van de

spanningen moetenvworden gedifféfentieerd spelen de constanten verder geen rol.

Sh.. De,compléxe'materiaalpafaﬁeters uk'
" In paragraaf 5.6 ié voor uk gegeveh:7. :
{rt+a

2

A\
w =\ i\/_

(5;22)

'Evenals r en a zijn W, en “2 (als in principe complexe grootheden) een maat voor>

‘de- anlsotropie van het materiaal.

Als r > a zijn de parametefé'pk complex én‘wofdt geschreven:

b= a+.ip g '
: ' (5.39)
| By = ~-q¢ + i | :
Is r < a dan zijn de parameters zuiver imaginair
me=18 . k=12 . . (5.0)

De situatie r = a kan alleen optreden als r = a = 1; dus bij isotrope materia-’

len. Dan is,.ioals reeds in paragraaf 5.7 is vermeld
Hy T 5 1

Reélé parameters uk.zouden alleen kuhnen«worden verkregen in;dé'situatie r+a<0;

ofwel met

(5.38) -
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Ea .
N
: B
en. - a = a -y
o 2GaB ~ TaB

E
Ea
E, .
B
" is in die situ;fie dan ook )
P E, o [B, :
v, > —B N\ /Z8 )\ [Fs
Ba 2G E E
, “af a a
zodat dan | "A 3 e
o E, -
ﬁUaB PBa.> Eg . '1:

en ! 1 _AUaB UB“ <0

.DitvlaaESte betekent bijvoorbeeldAdat de gereduceerde stijfheids;oéfficiént
E

. 4, A o e 'v‘ ' 3 -
1 - v ' o | |

af Ba
negatief is- hetgeen zou inhouden dat trek in a-richting bij verhlnderde dwars-
_contractle in B-richting een negatieve rek in a—richtlng zou geven en dit is

physisch onwaarschijnlijk. De materiaalparameters zijn dus altin complex of

imaginair.

51. Spanningeﬂ rond een ellibtisch‘gat in een in“zijh'vlak belaste'piaat

Een belangrijke veronderstelling isldat de plaét oneindig grob; is; Voor prak—
" tische constructies betekent dit dat de léngte en breédte van een plaat ‘een
aantal malen de karakteristieke afmeting van het gat (biJ een elllps bijvoor-

beeld de lange as) moeten ziJn. B13 isotrope platen mag een breedte van 3x de
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_dlameter van ‘een. aanwe21g c1rkelvorm1g gat reeds als oneindlg worden beschouwd;

‘.;¢biJ anisotrope materlalen is dat getal afhankelljk van de aard van het materiaal‘,.L

’en de orlentatie. Desalnlettemin is. de: aanname van de oneindlg grote afmetlngen-v

1n de meeste gevallen geoorloofd. .

. Ve veronderstellen verder een belasting531tuatie d1e aanleldlng geeft tot even— L

B w1cht ‘en die aangegeven ‘kan’. worden met
—-spanningen pl en p12 “op- ‘de- randen van de plaat evenw13d1g met de Xz—as,

'..)— spannlngen p2 ‘en. p12 op de- randen van de plaat evenwijdig met de Xl-as.

kaier wordt dus-- het symbool ) dat normaal wordt gebruikt ‘Voor de ontbondenen vanf

(n)

"~ de spannlngsvector_g in .de rlchting vam de. coordlnaatassen gebruikt voor de
..sganningen op de plaat- in het onelndlge. Dit mag omdat deze ontbondenen in dep

Xi- resp.&Xz—richting loodrecht staan op en evenwijdig ziJn ‘met de randen van de.

1

plaat en ‘daarmee per. definitie spanningen ziJn. Voorwaarde voor evenwicht van*de

(1) (2)

prlaat is uiteraard dat p2 even groot 1s als Py zie Flguur 5 240"

//*10/ -/012 .
w P
£ =/_0/2~ /O(//
AR N SRR [ E i B
e ey
OVL‘i} -~ L S ' - EREURE S S
&4 g,

L <' #éw,p /9(””‘ -

~Figuﬁf“5.2.

Zouvde-plaat geen gat hebben dan is er sprake .van eenbﬁomogene‘eﬁanningSSifuatié

met overal spanningen .

117 P

%27 P2
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"12 T P12
en dit betekent dat in’ d1e situatie de gedlfferentleerde funkties ¢k(z ) uit
formules (5.30) voor de spannlngen constant moeten zijn en de funktles zelf

lineaire funkties wvan zZ, - Stel biJvoorbeeld in dat geval dat‘

0 (2 =.gf )zk S | 6D

De gpanningsformules (SQSO)ZWOrden hiermee

s omafy? oD 272
oy 7 melbp g’ +uye ] 3!
S ¢ S N ¢ S 543
Ty = 2Re| g + 'g ] = P, o o (5.43)
- - (1) g7 2 5
Tip = 2Refp 80 4wy 6] = by
~ofwel
| 2 1 S (@) 2T 2 T
g(l) + 2, g(l) + g 2) . P, (5.44)
ey @, & <>;' — D _
(v @ . . e Ay e
g " eng zijn in het algemeen complexe coéffici®nten waardoor  (5.43)  drie
vergelijkingen geeft met,vier onbekenden, nl. _twee reéle delen van~g(k) en twee

imaginaire. 0f, anders gesteld: de vergelljkingen (5.44) zijn dr1e vergelljkin—,f 

(1 ) (2) ' (1) (2)

gen voor de vier ‘onbekenden g
'Er moet dus nog een vierde vergelijklng bijkomen die'zo gekozen moet worden dat
de formules: (5.43) of (5. 44) niet aangetast worden. Deze vergelljking kan bij-
. voorbeeld zijn

Im g(l)'= =Im g‘z)

of, op het zelfde‘neerkomend

g 4 gD gD B o (5w

Oplossing‘van (5.44) en (5.45) geeft uiteindelijk




L =92- -

(1) PrT Pk ‘Plz(“l + uz)

=- , - L (5w

7 2. -
.z(ul,- uz)" e
g tb1<e pz‘ui ol JPAC +}Qi5 o o
g L 2L T2 Tl (5.4)
2 uhy B '
_.uz _Hl_'

waarmee de~compleief(spanningsffunkties voor eén.oneindigzgro;e pléat in een.-

homogene spanningséituaﬁie;met randspanningen pr,'pzjen plz-kennelijk-zijp::

2 o S
pl - pz ul - Plz(“k +:Hk)

Oy kK

2 S ,

N.B.:  Omdat (5. 45) in felte willekeurlg 1is gekozen 21Jn ‘de funkties (5 48)

';niet volledig bepaald door de randvoorwaarden. Fen andere. vergelijking‘

(5.45) zou ook andere funkties (5. 48) geven . die echter in de randvoor— :

'waardenformules (5 43) -weer dezelfde waarden. voor de randspanningen
. geven. (5. 45) is  zo gekozen omdat in het resultaat (5 48) de indices k

" en l cyclisch verwisselbaar z1Jn.

Het spreekt vanzelf dat. (5 48) ook geldt voor situatles met bljvoorbeeld alleen
- een trekspannlng p1 op- de plaat in het onelndige, p2 en, p12 zijn.dan nul.

Heeft de plaat nu ergehs een opening dan zal het“homogene épanninngeld‘Ver-"

stoord’ worden en de spanningen zijn dan uiteraard niet meer- constant en- overal
gelijk. Wel is het zo dat de verstoring beperkt blijft tot de naaste omgeving
van de oorzaak en de plaat veraf zich' 'gedraagt alsof er geen’ verstoring in het

spanningsveld is. Veraf 'gedraagt de plaat zich dus volgens de funktles (5. 48)'

de stoorfunkties die gesuperponeerd moeten worden “mogen alleen Elaatselilk hun )

invloed doen gelden.

We zullen uitsluitend ellipsvormige gaten béschbuwen; uiteraard vallen hieronder

ook het c1rke1vormig gat en de platte ellips of 'scheur'. Lange~ en‘qute'és

worden langs de coordinaatassen gelegd.

In paragraaf 5. 7 is reeds geconstateerd dat de funkties ¢k(z ) analytische,

d. W.z. naar zk dlfferentieerbare funkties 'ziJn.n Ook - hun afgelelden zijn dan

analytisch. Een eigenschap van analytische funkties is dat ze kunnen. ~worden -

(z,) = , R z, . k=12 0 ‘(5.48)'5
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voorgesteld door machtreeksen. De eerste afgelelde var de funktle zoals dle

. voorkomt in de spanningsformules (5.30) stellen we dan’ook alsvolgt voor

_' T w L =3y o
| ¢ (z ) g + Ak zk (gl fk + %gz_ ot ,....)' I (SfA?)
" ‘'waarin g(k? dus. Qobr het constante, homogene spannlngsveld zorgt zoals 1n het(i,

voorgaande 1is besprokeﬁ. De- rest van, de termen in (5. 49) vertegenwoordigt de
verstoring -door het gat ‘in het homogene spannlngsveld. De algemene vorm van .een.
reeksontwikkellng voor - een analytische funktle bevat ook Eositleve machten van
O deze zouden in de onelndlg grote plaat echter aanlelding geven tot oneindlg
grote spanningen in het oneindige ‘en dit zou.in strijd zijn met de gegeven rand-
spanﬁingen die eindig .zijn. Positieve. machten van .z mogen in ‘de gediffgren-'

tieerde funkties zoals die voorkomen in de spanningsformules niet aanwezig zijn.

De funkties zelf WOrdenugevondeh,door’intégratié-vgn (5.49):

S : d,: (k)' %n
Z + Ak_kn 2z + I 8y P
n?l"
VergeliJk hierin de homogene termen. g( ) zk met (5 42) Deze termen geven in de,v 

verplaatsingsformules waarin ¢k(z ) in niet gedifferentieerde vorm - voorkomen .

'¢k(zkj’=.g(k?_ .f}cpﬁsﬁ; | ' L (5}56)

' aanleiding tot oneindlg grote verplaatsingen in het oneindlge. )

Dit is vanzelfsprekend -omdat constante sEannlngen constante vervormingen geven3v

die gelntegreerd naar het oneindlge resulteren in. onelndlg grote verplaatsingen.

¢

.De termen Ak n zk moeten in de spanningsfunktles aanwe21g 21Jn als op de gat-.

rand krachten werken die een ‘resultante ongelijk nul geven. ‘Hier zullen echterf

uitsluitend onbelaste gatranden- worden beschouwd en daarom worden de . termen ,

Ak 2 2, ‘weggelaten.

De- constante . in (5.50) is -voor . de gplossing van het~ spanningéprobleém"niet
interessant en- wordt eveneens weggelaten. Schrijven we voor de reeks in (5. 50)

de funktie ¢k(z )} dan werken we dus verder met

-

"%ug=g“)§+¢g¢),}” ”fj ” -. C (55D

(n)

B13 een onbelaste gatrand 21Jn de componenten p - van de spanningsvectoren op -

de gatrand ulteraard overal. nul en: dus worden: de randvoorwaarden voor de belas-

tingen (5. 38) op- de rand van’ een onbelast gat in een in het onelndlge belaste

‘plaat:




‘ J,1,-§4l'
2Re[¢ (z, D + ¢ (z )]
fl"f?—Re[hﬁ. 4>-1<z,1>‘ +.-u'z el =0 R

5
' zouden de nlet 1nteressante constantes "in (5 50) bepalen.;_v?”

Ook 1n (5 52) zijn‘dé éonstéﬁfés (Cv"én?C6, zie (5 38)) w@ggelaten. zijfsamén,

Mét'(5551)1wofdf*(SLSZ);nﬁi{V:?‘i}{iﬂl"f?iif

s+ D s @ ] <o

"<1>' oy

e T (553
2Re[u1 g + “2 8 “szf*‘“rf¢1921)‘+ by 63(z0} =00 )

; wa;rin, met ?k,= Xl + uk 5 (zie 5 24)

2Re[ (1) z, + gQ%?UZ]_ 2Re[x (g(l) (2)31 ffxg(gilg(}) e “2 (2))]

V'*‘-"Zx‘ Re[g g + pz

2Re[u1 S<\)(z ) + uz g(z) é]f%iZ%;RéfuiJg<¥) *+ “2 (2?]

Lo g oy, 2 @y
f;2x21R§[ul”g "+r“2'5'j-]1w
' Hierin ziJn, zie. (5 43)

(1) (2)]

2Re[g = p2 ,

q

'<1) <z>]

 ":;. fZRe[pifg + “2 ’  (5;55)

i .
— -

: jkg[ﬂ%‘ggl? + “2 (2)] =

De randvoorwaarden voor de belastingen op de gatrand (5 53) Worden dan ook ‘met

(5 54) -en (5 55)°

2Re[¢;<zl) + 03(zy) ] = =p, x ¥ pjyx,

2Re[p; 03z + p, 05(z)] = by, ® = By Xy

RO S

I o

(1) (2)] v o, ﬁéfuif’(l) (2)].

REEDI

L (5.56)
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Formules (5.56) zijn de randvoorwaarden voor: de;rand'van‘het«elliptische gat.

X, en x, in de rechter leden van (5.56) zijn de .codrdinaten van de punten van

1 2 T _ ;
die gatrand. De. zelfde (redéle) codrdinaten komen uiteraard voor -in de complexe
‘codrdinaten z, in de machtreeksen, echter op zeer . ingewikkelde wijze via de -

"negatieve machten wvan Zh n

spanningsfunkties volledig te kennen is dan ookvnieﬁ mogelijk. We zullen daarom

. Zonder meer oplossen van g uit (5.56) teneinde:de“
een vertaling (transformatie)'gaan'tgepassén van de ddor'algemehe oplossing van

het spanningsprobleém geintroduceerde -z, naar eenvoudiger te 'verwerken' codrdi-

. k .
naten. Bij die vertaling maken we gebruik wvan de’ eenheidscirkel

6= cos 8+ 1 sin® v o . . (5.57)

N.B,.: In het =zogenaamde complexe vlak kan een meetkundige voorstelling van .
'  éen complex getal z =‘x1 + ix2 worden gegevemn. De Xl-as is ‘dan de reéle

as en de Xz—as de- imaginaire.
: . 0z is een vector waarvan de lengte

R =-/x% + x% dé modulus van het com—

plexe getal wordt genocemd. -

//’ZT‘Z Met
X, =R qosfe
| &

. ; xz,é R sin 6

I .
X Y o .

: kan. een complex getal ook in de
. ‘ vpbolcoﬁrdinaten R en 6 worden uitge~

X, Rz .

drukt

z = xl+ix2$R cos B+ iR sin 6

Voor de eenheidscirkel, die we ¢ zullen: ﬁoemen, geldt per definitie

R = 1, zodat
o=cos 6 +1sin 6
Met behulp van reeksontwikkeling is. aan te tonen dat

cos 8+ i sin 6 = e16
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" zodat VOpr'de‘éeﬁheidscirkei,geldt:
18
ag=e |
Verder is

o coé 8 = ijéin 9 = e—19

a
(]

ofwel

' Van- deze laatste betrekking, die uitslultend voor de eenheldscirkel .

geldt, zal veel gebruik worden gemaakt. Verder geldt uiteraard

cos 6‘='G~; ?‘ (5.59)
._U;'B .
sin 8 = 51 (Siép)

De vergelijking Vodf eén ellips.ﬁet'halvé as d op de Xlrés en halve as b .op de.

,XZ—as is. c ' - —~ ; o o L
:;-v<+b—:-=1
ofﬁel X = Q'coé 8 - é ?.;‘3 V.‘_ o ‘l  E'. . ;‘ - t$,61).
cbetn o= b IO (5.62)

%2 TS

 Met (5.61) en (5.62) kunnen dus de reele coordlnaten x1 en x, iﬁ de rechterleden
van (5. 56) worden uitgedrukt in de comglexe eenheldsclrkel c. In de 1inker1eden
staan echter nog steeds’ reeksen van. de- complexe grootheden 2y s d1e eveneens eenr

Voudig in o kunnen worden ultgedrukt via .

, zk,=x1'+“_1<"2
' d - ipb Cd+dwbo , , - .
-k ge—E L ka2 (5.63)

2. - 2 ¢

Met bijvoorbeeld

S o (545

L
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ol 2 L1 “j'q
k d - iubo d+ ipy, b . -
; k k™1
‘ SR e Tr
‘ - e 024
= 44;—%———-L (reeks van'negafieﬁé'machteh van. o)
- d —,1pkb lof . ” : .

Kan worden ingezien dat'(op de gatrand) de reeksén'met'négatieve'machten van‘zi
- resp. 22 beide mogen worden vervangen door reeksen van negatleve ‘machten van de B
eenheidscirkel o ‘ ,

(l) -n

® (1) “n @’ . - E
nfl gn ?1"— nzl hn N 7‘¢1CQ) : S
o » | (5.64) -
) g(z) z, s Z h(Z) ='¢§(o)

" n=1 'j' } =2

,waarmee dus randvoorwaarden formules (5 56) voor. de gatrand van een elliptisch

gat in het (reele) coordinaatassenstelsel X —X2 geheel zijn ultgedrukt in de

) 1
complexe eenheldscirkel 0, en, wel ’

» ) —1 ) . 3 B - —1
o %) = -p g &FE O 9= c
 2Re [¢r(°)_+ ) e I BRI P R B s -
‘ (5.56)
- [- () + ;( ﬂ S q ot dfl o b o ;,c—l
el 0)(0) + w00 = pyy 2 TP YTz
of (e e+ ¢l(c)f¢2(o)’= -3 (p2d+ip12b)'— = (pzq-lplzb)
. . : . ’ : ;1
pl¢ (c)+p2¢ (d)+ul¢1(c)+u2¢ o) =2 (P12d+iplb) + & (plzd iplb)
Na eliminéren van ¢§(c)'respr ¢i(6) wordt hieruit verkregen
(u[vg¢go)+(u[mk)§g0)+(u[mlféﬂ°)=
6 ' - . . ' ‘ ‘ : ) ' .
._ §.{d(P2p1+p12).+ ib(p12u1+plz} - | (5.66)
d_l ' S ' o : N
T {d(szxfplz) - 1b(1’12“ﬁl+pl)} S E : é E‘k

(5 66) geeft twee vergelljklngen met ieder drie complexe resp.. toegevoegd com—'
plexe funkties. : De toegevoegd complexe funkties worden nu verwinerd ’door

toepassing van_ de integraalvoorstelling van Cauchy. Deze zegt dat voor een
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" funktie ¢£(Cé)'dié' analytisch~:is1'inaCquﬁ~'en \Buitéﬁ. een igesigten_ contour en

%" waarvoor geldt

~ kan worden geschreven:

”lwaarln ¢k(c) de randwaarde van de funktle ¢k(C ) 1s en O de randwaarde van C

,‘De 1n (5. 66) voorkomende funkties 21Jn 1nderdaad randwaarden van funktles dle

analytlsch zijn. en. omdat het stoorfunkties ziJn een limlet nul in. het onelndlge

' hebben. En hoewel c 1s gelntroduceerd als de eenhe1dsc1rkel is ¢ tevens de ‘rand-

waarde van twee varlabelen C - en CZ' Dat dit “zo 1s kan. worden 1nge21en door“

~;(5 63) te beschouwen als éen kwadratische vergelijklng 1n o met wortels

\/;2 _ P.2b2 - d2

Avoor;.kv,='l o= T e T seed)

d - 1p1

i \/ = u - d?’

d - iuz

',voor'k#Z c

‘en de nieuwe variabelen in te-vberen-

. \/ 1 - }J%bz - a2 . o S : L ) o )
Cl  = d - p. A T e m(‘v5.70)
2 _ 2. q2 L | L

\/;é .“ b d S R

d - 1u2b

.152.

~ 0p-de gatrand van de ellips met .

z, d cdS“S»% uib sin éff

(]

en . - z, ‘ d cos 6 + pzb Sig 9

zijn €, en C, weliswaar gelijk, en wel

o (5.69).

”T‘<5;71)

g. =C,=0=cos 6+ isin® ..o R - o : (5.7
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echter Buiten'de gatrand. zijn. zij verschillend. .

~ Voor de toegevoegd complexe funkties geldt volgens Cauchy onder de genoemde Om;“,?

standlgheden
RONG) A : T
pE— -0 e (5:73)
2ni g - Ck ' . Lo LT ' S . o

. Linker—en rééhté:lid vén (5,66);verﬁéniévuldigenimetg

) . L d(p2u2+p12) + ib(PlzlJ'l"'Pl)

 dlp,u*p ) - ib(é Botp) o
;H: AZ:% 012 SE12VR 7 1 (5.74) g}

? "
waérinfjéiagzgg— nog ééﬁ complicafie'geeff‘Omdat G‘niét de randWaardé»iS'van een
funktie die een 11m1et nul in het oneindlge heeft. Echter :;5175— iS‘wel de rand-
. 2k .

~vwaarde van eén funktie die binnen de beschouwde contour geen singularltelten.—

'heeft zodat

g do _
g --Ck_‘

. en de stoorfunktles worden dan ook

d(pz“fpu 1b(p12ux+p )1_
2(u, - N

55 = 575

Kennelijk hebben de'stodrfunﬁties,;ﬁitgedruktgin:Ck,vslechts één term!

De coéfficignten ggk) uit de machtreéksen»vaﬁ,zkfzijn,hdg'steeds.niet ngeiés£.,
. Dat is nu ethter ook niet meer nodig. De spénniﬁgsfuhkties;-bestaahdeﬂuit een
homogeen deel als. funktie van zk en een. stoordeel als funktie van. Ck is wvia

- (5.70) resp. (5 71) afhankelijk- van 2y alleen, en differentieren naar zk, nodlg _

voor het ‘berekenen van spanningen, 1evert geen problemen.
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' fDe complexe spannlngsfunktles ‘voor een met’ pl, p2 en p12 An’ het onelndige belas—.

‘  te plaat met een elllpsvormlg gat met halve assen d- en b langs de coordlnaatas—;

:Jsen worden u1teinde113k B . : :j“43}Q f”}~ﬂ,»"‘
SN Py - p2 p,k , p12 et p.l) ' N RN
‘9, (z, ) = . .z J S P P
ko k L 2( - ) : k T T .
- ' - o uk ul ‘ d‘;ﬂf.j‘mf o T (5.76)
. + A‘Av‘.'-.’ - X " b -
. STy d(pz “x + Plz) ,‘lb(plz by ¥ Py ) s T o
o ot T ‘ - + - 2 .42 -
et 2(uk “x?_ o \\/»k pZ.b b d

We, zullen ons, nlet uitlaten 6ﬁer“dé’kéuze van het + of - teken in (5 76) en.

. werken’ verder met het + teken. De’ gedlfferentleerde funktles worden dan 37

L p1 - Pz'“k B Plz(“k + “x)

' 2(u - 2y,
k l
d(pzug * P12) ib(P12“Jz " pl) ‘ d - ipkb — :1’ '
S _‘__.k=1\,.2.-2 (577)~

L= 3=k
D60r,vopr>deeﬁﬁnten van" de gatrandean de ellibé te schrijven.

- ="a(cos'e +'Q:?9»siﬁ}eyi."-e'

P T R E T R g einal

15 eenvoudig in te. 21en dat de door (5 77) gegeven spannlngsverdellngen uit-
sluitend afhankelljk ziJn van- de- assenverhouding b/d “en niet van de absolute»~
grootte van de. ellips. Overeenkomstige punten_ op ellipsen. van. verschlllende'

tfgrootte doch geli jke verhouding b/d hebben. de zelfde spannlngen. Het zelfdej

_geldt voor overeenkomstige punten buiten de’ gatranden van de. elllpsen.. J

‘5. Eén numeriek voorbeeld
Beschouwd ‘wordt ‘een plaat in het oneindlge belast door uitsluitend p2 in XZ—
rlchting. De gedifferentieerde spanningsfunkties (5 77) worden in dat geval
-pé g . dpy. ”1 4= i“xb - L

‘é(uk-ul) : 2(uk be): zk+-\/zk ukbz-d2 -\/ 2-pZb2-d?

_ Meestal z1Jn alleen spanningen op de- gatrand zelf van belang omdat daar in het

~algemeen de hoogste Waarden voorkomen. Voor de gatrand worden de funkties (5 78)" -

P

(5.78)




-101-

o met - N
z, = d cos 8 + By b §in 8

) o | o
Py Gy 1 \ : L
2(“k—ul) Z(uk—ui)'(cos 0 + i sin 9) {1(d sin 0 - ukb cos 6)}

¢£(zk) = -

waarmee spanning o

11 op de gatrand wordt (z1e formule (5 30))

a
it

12 4t 2 4t
1y = 2Rel] oj(z)) + 42 ¢1(22)]

g u2u2 ¢ 2 L S
~P,yHoH Cdp,i, . o S
2Re[ 27271 - Tr2retl 1 1

b cos 6}

Z(pf—ug) , Z(uleuz) (cos 6 + iléinAO? {i(d sin.el- By

S22 2 T E
_ Pokiky dppbgby 1 | 1

2(p2-u1) Z(pééui) (cos 9 + i sin‘e) {i(d sin’e - pzb cos 6}

6f, verder uitgewerkt: =~

: fl; = {4, sin 6 Re [ i£c05.9 1-sin 6) B ] - (5.79)
Py ) : (51n 6 - pl-g cos 9)(sin 9 - “2 Jcos 6)

- . waarin By By aitijd'reéel is. Op de~zelfde wijze wordt geVondén‘voor de gétran&.

iCp,+u,) I—3-cos 6 - 1 sin 9}(cos 6 - i sin 8).
22 1 "2° d .

== 14k [- = = ] (5.80)
2 ‘ A (sln 9 - ul 3 cos e)(sin 8. - “2'3 cos 6) S
12 i(cos 6 - 1 sin 0) ' A-.

Py L E-cos 9 Re[ B 5 ] (5.81)
2 ' (sin e-pl E-cos 6)(sin 8- uz 5 cos’ 6) S

waarin gebruik is gemaakt van het feit dat p1+u2 altin imaginair is. De ver-

houdingen o/p worden spanningsconcentratles genoemd. -

Met formules (. 79) t/m (5. 81) kunnen direkt de spannlngen in een aantal karak-

teristieke punten worden bepaald.
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Zo 1is voor de. sni jpunten van‘deveilips met de_gl—as,'GVéfO’dfvﬂ

R L
P2 .
5y ,
-5,

i

- Py

N -4 T . - SRR N
Voor' een c1rkelvorm1g~gata(b‘— 1)) in isotroop mgs?rlaé; (ul = ¥y — 1) wordt voor

. -die punten de bekende factor gevonden

Onn - . S S : ‘ ' . ;: .
22 _ 4 U S S (5.83)
Voor de'snijpunfenfvaﬁ de ellips met de X,zas, 8 = g of'% 'wadt'gevonden
91 . u.
- AR T A . s
22 _ 5 e C L (5.84)
-
Q:_lg-= 0
P2

Kennelijk zijn de “spanningen daar onafhankelijk vén de verhouding %;.Voof iso-

- trope materialen wordt voor die .punten de békénde.factor_gevonden"

ey
P2

In Figuur 5.3 zijﬁfde spéﬁningen gegeﬁen langs de‘rand Qah een.girkeIVQrmig;gat

infeen.dfietai karaktéristiéke'laminatén van C.F.R.P:; (Carbon fiber reinforced

plastig) waarvan de. eigehsChappén' in de: hiernavolgende tabel'{zijn vermeld..

Gepresentéerd is de omtreksspe{nningvcelpz‘2 waarin
G, =0,, +0

6:- %117 %22

‘Figuur 5.4 geeft delschuifspanningen langs: de gétrandﬁv,

(5.82)
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Hﬁifgjrectioneél~ ' Quasi-Isotroop i45°[épglefgly'
Vezels in Xz—richting ‘ ‘ -

i : B P S 8
By, CPa S T e - S 12,86
E,, GPa | Cols. R 12,86
G, GPa 3, S v % S

. “ - ,. . ..' - ::, ) . " ) . . 7 .
Vipg e e 020{64” L | R 0283 o

v 034 E 0,837

i(u1+u2) . LT -1,5513 = e =2 . =0,8206
»u»lp,z | ‘ o - —O,2»197 R L -l

Elgenschappen van drie karakteristieke C F R P. laminaten,
f 60/
Voor de berekening van spanningen 1n punten buiten de gatrand moeten u1teraard o
formules (5. 77) worden gebruikt.‘Figuren 5 5 en 5.6 geven het verloop van 022 A
1angs resp. de Xl-as en de X2 as. We zullen deze formules verder toepassen op
een platte ellips (b=0) ofwel scheur met lengte 2d op de- Xl-as. Voor die scheur -

geldt bij belasting p2 “in het onelndige

2 e -
P2 "2 pz“x D B &
C 2(u2epl) C2u ) +\/ -d2 2—d2
kha " zk 2

_,¢£(zk) =

waarmee de spanningen worden

o a2 p, S
,}1'=-Re[u _i - ©(5.86)
Py Ry —d2+z -d2 —d2+z ) -d2 .
5 o A2 . o S e f el -

22 d ‘
==k Re[u - ’ ] (5.87)
Py o —d2+z \/ -d2 -d2+z \/ g2 :
12 12 : -
P T -d2+z \/ —d2 -d2+z \/ —d2 a




o Flguur 5. 3.

5 Fiduﬁr'5;4

belaste plaat in C F R.P..

ot

Schulfspannlng rond ‘sen, gat ln een op trek 2
: belaste plaat in C. F R. P : s

Omtrekspannlng rond een” gat 1n een op. trek e
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Voor de Xl—és is‘zk = Xl‘(k'= 1, 2) waarmee de spanningenllangs'die as worden

voorf|x1| > d

11 v i SR o C (5.89)

P 2_42 232 v . -

72 x1 d +x1 x1 d

Onn 2 ‘ ‘ . - |

pzz R a2 — - o 1(5.90)
, 2_ \ /w2_ : -

? ) » Xl q +x1 Xl.d'

T

L2 .

Py

Volgens (5.90) is ¢ ilangs de X, -as onafhankelijk ‘van deismateriaa1e13en—1

29/Py ] 1

schappen! .

Voor [x [ < d is x§-d? < 0 en wordt (5.86)

6. o 2y
1¥]=,Re . — 172 )
Py 4"x%—d2+ix d2-x%

1

a2 2921 -\ /q2-=27 ‘ .

y d ulpz(xl d ixl‘ /d ,xl) e | S |

= Re : . (5.91)
‘ _'(x%-d2)2+x%(d2—x§) : .

420 u. (x2-d2
d®p, by (x7-d%)

= pop
(x3-d2)24x2(d2-x2) 1 ?

‘ Langs de he1e~boven—'en onderrand van de scheur is o constant. Voor isotro-

| 11772
pe materialen wordt daar '

o
Al
Py
) .
—— 1is langs de hele boven- en onderrand nul.
2 L

Sk. De-Beﬁaderingen-Volgens de breukmechanica.

In de vorige paragraaf zijn formules afgeleid voor de spanningen rond eén~scheur
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in ‘een anlsotrope plaat.- De- daar afgelelde formules worden ‘wel de exacte‘A 

‘formules genoemd. De breukmechanlca maakt echter gebrulk van benaderlngsformules

. die uitsluitend. geldig ziJn in een klein gebledje rond de scheurtlp. Deze bena—v

deringsformules zullen hier worden afgeleld voor het geval van de . scheur met .

lengte . 2d langs  de’ Xl—as in een, onelndlg grote plaat die in Xzfrlchting is

. belast met pz{
In fbrmules'(5.86)vt/ﬁi(S.SS) komt steeds de uitdrukkiﬁg,vborf;
“'d2

2_2 2_,2
k d +zk k d-

Het centrum van het coord1naatassenstelse1 wordt nu verplaatst naar de scheurtlp

(k -1, 2) 1 o . (5.92)

waartoe nieuwe coordinaten Worden 1ngevoerd

a2y
2.42 N 2.2
zk g +zk zk d

o ' 02 .
Voor punten in de buurt van de scheurtip.iS'Eﬁ << 1. Door nur—;— te verwaarlozen
z?° z, ’

-ten opzichte van I T ten opzichte van 1 wordt

-d2+z —d2 \\/f \J[

. ‘z° - ) o
e S Y I I N el WP ¢ X 08
22; , [ 2z° ' ‘

De formules voor de spanningén worden mé;‘(5;93)



. - — o
S L L) d d
= Re[s=—{ » - u\ /=== s}
Py BT TN ge T2 ppe L T2
, 1 2 f
L o :
1% d d
Re[ — {u —_— - H + u,p . (5.94)
Bimhy 1 227 2V azy 1 ? R
22 _
Py
= Re[- ip {v, d° -y do}]
2™ 222 1\ 2zg
plz = Re[i== {\ /=5 -\ <] (5.96)
2 271 2z? 2z° .

Met behulp.van de poolcodrdinaten # en 6 Wbrdt;

o

2 =T cos: & + By r sin O

i ° ‘ ’ ! .
S X2 Xz -
‘ d d e
: ’ X
.In deze poolcodrdinaten worden devspanhingen'b' i
: e BB, W ST
s K Re[ 172 1 2

11 % V2nr Wy =l {/cos 9 + W, sin 5~ Vcos 8 + pz‘sin 6}]+p2“1u2 (5'97)



B

SRS SR { P e M
22 ki/an ' pz-ul Vcos 6 + “1 sin 6 - Ycos 6 + “2 sin 8

T a, == 5= Re[ : , =
‘,'?12 _“1}[23r B e Y Ycos 8+ By sin' @ Ycos' 9 +.u2 sin 8.~ .

fwaariﬁs ,~ 
"K‘=,§£:/Ea L (54100)

S..de spannlngsinten51te1tsfactor wordt genoemd.

Deze factor - ‘wordt gebruikt als’ toestandsparameter voor het vergelijken ‘van

: experimentele resultaten.

Voor isotroge materlalen is ul = u2 é i en krijgen formules (5 97) t/m (5 99) de

- ‘onbepaalde vorm 0/0. Het’ toepassen van de 1 Hopltal (teller en noemer afzonder—

B liJk naar bijvoorbeeld ul differentieren en. daarna ul =“u2‘" i substitueren)

1evert ‘dan: de bekende breukmechanicaformules vooTr isotrope materlalen

0y = T gqg-z,e.{l - sin 5 6 sin 3 9}“ P, | o (5.101)

Oyp 7.77?? cos 9%{1 + ?}2,2 Oxs§n 2-6} o - (5;102)

R 1L 1 | 3 L o i
Y19 = Vo ©°8 ‘? sin 5 6 cos Eae“‘ oo N T (5.103)

'Heﬁfébreekt‘vanzelf dat dergéiijké'fgrﬁules:kuﬁneﬁ worden afgeleid .voor andere

:belastingen'opﬁde plaat.

}] ;:}j  :(5{?8); 

(b L] (5i99)




Figuur 5.5. 022 langs de Xl-as voor drie iaminaten.van'C,F.R.P.

Figuur 5.6. ¢ langs de X_-as voor drie laminaten van C.F.R.P.

22 2
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" HOOFDSTUK 6 -
_BREUK

De klassieke manier voor de besturing van statische breuk van composietmateria=-

len is:

-—fBestuderlng van de Verschillende breukmechanlsmen op mlcromechanlsch niveau.

L-aBestuderlng van- verschlllende breukcriteria zoals ziJ op de enkele laag worden
‘toegepast het gedrag van de- enkele laag onder ‘een’ hoek met de materlaalassen. 

L - Berekenlng van de sterkte van lamlnaten op ba51s van. de’ sterkte van de samen-

.stellende lagen." o o SR '.,, : "f’%v‘f;, R

—.Berekenlng van de sterkte van 1am1naten met nlet—homogene spannlngsvelden.

In de micromechanica is het- materiaal pef 'definitieﬁ heterogeeh en.‘wordt de

interaktie tussen de matrix en de vezels beschouwd Door de- zeer complexe. aard

van breuk in comp051etmaterialen is er echter geen theorie beschikbaar die ‘breuk

op voldoend nauwkeurige wijze kan voorspellen. En. hoewel kennls van de versch11— 

lende breukmechanismen essentleel is voor. een goed begrlp van het functloneren.

 van composieten zal de- micromechanlca hier niet worden behandeld. ( :
: Wel wordt - opgemerkt dat het bij comp051etmater1alen altl]d de bedoeling is' dat
de (sterke) vezels de belasting dragen;. de weinlg meedtragende zwakke matrix zal

'doorgaans ‘echter het eerst bezw13ken. Scheuren in de matrix brelden zich dan ook

vaak niet uit in een richting 1oodrecht op de belasting maar in. andere richtin-

' gen omdat de vezels als scheurstoppers functloneren.

In de macromechanica wordt het materiaal als homogeen beschouwd met Bekénde'(met

de micromechanica berekende of experimenteel gémeten) eigenschappen.‘Dezé aanpék

zal worden gebruikt voor de bestudering van de enkelvoudlge laag met als doel de

berekening van de sterkte van het lamlnaat waarvan de lagen de bouwstenen vor-.

men. Niet aan de orde zullen komen overlgens wel belangrijke onderwerpen als

invloed van temperatuur .en vocht gedrag onder dynamlsche belasting, invloed van

,eindlge geometrle zoals randeffecten en niet—llnear gedrag Veroorzaakt doori{‘

gaten in overgens wel lineair elastische materialen.

ba. Breuk van de enkelvoudige laag ‘ B

Bij composieten kunnen grote verschillen voorkomen in de trek- en druksterkte..

Er moet dan ook onderscheld worden gemaakt tussen
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XE de. treksterkte inl'dé Arichtiﬁg Véni een:»ﬁétgriaalas.AFHiervoof. wordt de-.

S sterkste' materlaalas gekozen _ ‘ ¢
‘ Xc de gzgkgterkte in de zelfde rlchtlng ‘ ‘

Yt de £255§terkte in de rlchting van de andere materiaalas, in d;t gevgl;dus
~ de 'zwakste' materiaalas ' ' o

Y de‘g525§térkte in die rlch;ing ,:¥.

Soms worden de sterktes. niet in: de rlchtlngen van de materiaalassen gedefinleerd_':

" maar in de richtlngen van de coordlnaatassen. o
De afschuifsterkte. van de“enkele-laag,in de richting van de ma;eriaalassen‘zaf
worden .aangegeven met S. De.waarde ervan is witeraard ongevoelig;voorﬂhet.tékeﬁ;

van S

Alleen de sterkte X ‘Qan -een- uni-directionele 1aag kan 'redelijk goéd"wordeﬁ

berekend uit de elgenschappen van . ~de ba31smaterialen vezels en ‘hars.: Uitgaande
: van de veronderstelllng dat de breukrek van -de hars nlet kleiner is dan:die van
de vezels..en dat vezels en ‘hars altljd dezelfde. rek ondergaan geeft de.'law of

mixtures' voor de treksterkte in- vezelrlchting
R A S

’waarin'Vf en.v_ de. volumepercentages van respectlevelijk vezels " en - hars zijn,

tf de- treksterkte van de vezels en oq de spannlng in de hars op het - mbment van .

breken van de vezels (ofwel de spanning in’ de hars die optreedt bij een rek .ge-
: lle aan: de breukrek van de vezels) BiJ stijve vezels en. relatlef slappe hars -

is een goede en in de technlek veel gebrulkte benadering

, De druksterkte X in vezelrichting is. niet te berekenen en 1is meestal lager dan“
de t;eksterkte.QDat is o.a.:een gevolg van het uitknikken (mlcro—knlk) van de

vezels in de hars.

‘De treksterkte Y van een unidirectionele laag loodrecht op. de vezelrlchtlng'
wordt. sterk belnvloed door de spanningsconcentraties in de hars. veroorzaakt door '
de vezels en eventueel aanwe21ge holtes. Deze- spannlngsconcentratles zijn hoger

naarmate de vezels dichter bij elkaar liggen, zij veroorzaken scheuren in dex

hars zelf maar ook in het” grensvlak tussen vezels en hars. Scheuren kunnen -

:/



;j.worden geinitieerd- door de holtes ( v01ds ) en door eventueel aanwe21ge m1n1—

sl12-

ot

vscheuren die ‘tijdens - het uithardlngsproces van de hars door warmte—spannlngenn'
: ontstaan. Berekenlng van de treksterkte loodrecht op-de vezels is dan ook alleen-'

» "mogelljk in- theoretische, zeer sterk geschematiseerde gevallen. De druksterkte,;‘”
"1n die. richtlng wordt nlet bepaald door scheurvormlng op plaatsen met hoge span—“”

nlngsconcentraties. Deze sterkte is dan ook meestal aan21en113k hoger dan de"

~ftreksterkte.

o Voor - de afschulfsterkte geldt min 'of ‘meer hetzelfde als voor Y ; vezels' .en '

~holtes geven spannlngsconcentratles, echter veel mlnder geprononceerd. S Tigt

-meestal in de buurt van de afschulfsterkte van de zuivere hars.’

Voor weefsels 21Jn er geen theorleen beschlkbaar die’ de sterktes enlgermate be~
'trouwbaar kunnen voorspellen. Door het weven verllezen de vezels al een deel van

"hun sterkte..Op de knooppunten van vezels 1n scher1ng~ en 1nslagr1chting ziJn de

vezels gebogen. Onder belastlng zullen ziJ de neiging hebben zich . te strekken."‘
."Dlt heeft nlet veel 1nvloed op de elast1c1te1tsmodulus van de laag, echter wel

' op de treksterktes omdat de hars gedeeltelijk losbreekt ' 'witslaan' b13 glas—,-‘
vezel-hars composieten) De afschulfstitheld en afschulfsterkte in de richtin—.

gen van de materiaalassen worden : door’ de aanwe21ghe1d van de knooppunten Juist,‘

hoger, "onder 45 - met’ die rlchtlngen (de sterke rlchting voor afschuiving) geldt

dit niet.’

" Bij experimentéle>beﬁaling*van Stérktes van composietenTmoet in principe reke-

“nlng worden gehouden met de- zelfde moelllgkheden als die- welke optreden bl] het

meten van de- elasticiteltsgrootheden. 76 . kan bi] een treksterkte meting’ in '
"_vezelrlchting biJ een ‘brede proefplaat scheurvotming 1angs~de vezels plaatsvin— ,

~den door aanwez1ge dwarsspannlngen veroorzaakt door verhlnderlng van- de dwars—f

concentratle. BiJ een 'off-axis" trekproef voor de bepallng van de sterkte onder

een hoek met de materiaalassen wordt naast “'een trekkracht meestal 00k eenf'
‘»schulfkracht geintroduceerd dle de metlng -onzuiver maakt. Bovendien elndlgenA'r
bulten de 1nklembekken van de trekbank alle vezels op een vrije rand en hebbenir
daar geen trekspanning. De daardoor optredende randeffecten geven hoge schuif-= -
spannlngen in- de hars (de ‘vezels -moeten’ over een- kleine ‘afstand 4volled1g'

opgeladen worden) d1e de . sterkte Belnvloeden. Op plaatsén‘ aan> de rand vaar :
volbelaste vezels (die wel in de inklembekken uitkomen) grenzen aan ‘onbeélaste’

z13n de schulfspannlngen nog hoger meestal treedt daar dan ook de eerste breuk ‘
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6b. Breukcriteria  .

Als een laag met bekende sterktes  eeh gecombineerde. belasting heeft zal een .
‘bfeukcriterium'moéten aangevenfwelke'combinaties §ah'de‘optredende spanningen
en T tot breuk zullén"leiden., Er ziJn vele breukcrlterla, lhier-

11’ 22 12
; zullen slechts enkele met hun achtergrond worden behandeld

Het maximum spanningscriterium

Het maximum. spanningscriterium zegt dat geen breuk optreedt als dévspanningen in
de hoofdrichtingen van de- laag de respectlevelijke sterkte waarden in d1e rlch—

tingen niet overschrijden. Dus moet gelden _'

'(de 1nd1ces t en c voor trek en druk zijn hier, eenvoudlgheldshalve weggelaten,
in berekenlngen moet. uiteraard wel rekenlng worden gehouden met de verschlllende

sterkte—waarden voor trek en druk)

Het -maximum spanningscriterium houdt geen».rekeniﬁg ’metf'mogelijke:winteraétie‘
tussen de spanningen; voor TR is dit niet'erg omdat de sterkte varijwel ult-
slultend door de vezels wordt bepaald en. o

‘en T -weinig invloed op’' de maxi-

male waarde van gy kunnen ultoefenen., zize 1;2
belastlngen op de hars en- zullen 'in combinatie bepalen wanneer harsbreuk op~
treedt; hierblj kan SIE (dus voor  zover het harsbreuk betreft) ook nog een rolf
spelen. - Het maximum spannlngscriterium llet dan . ook alleen bruikbaar voor'
«vezel-gedlcteerde breuk, dus voor gevallen met u1tslu1tend trek of druk in of

ten naaste bij in vezelrlchtlng.'

Het maximum rekcriterium

Het maximum rekcriterium zegt\'dat geén bréuk' oﬁtféedt als de 'fekken in de -
hoofdrichtingen van de’ 1aag de respectieveligke max1maal toelaatbare waarden,

niet overschrijden. Dus moet gelden

€5y <Y i R o A . N ;".:u-; ‘ 'TIA"‘-(6'4)‘

leveren beide voornameliJk‘.-
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'waarln X ;"?e en. S de max1maal toelaatbare waarden van' de rekken 21Jn (ook hler

,'21Jn de 1ndices t en ¢ voor trek en. druk weggelaten)

R

'}'Wordt'lineare'elaéticiteit tot “breuk Qerondersteld‘dah~ken (6-4)*metede;ﬁet‘vaﬁff B

' 'Hooke worden geschreven'als = .

St S12%2 f %o
e S1% Tt Sp2%2
:Al§66712 Y

Kennelljk is via S12

van. de waarde van 0, , en omgekeerd. Phy51sch is dit een merkwaardlge 1nteract1e,

22

omdat Gll voornamelijk door de vezels wordt .gedragen én de maximale waarde .ervan

'door de vezels wordt bepaald terwiJl 622 voornamelljk de- hars belast.

Het Tsal-Hlll crlterium

w

- Het . Tsa1-H111 criterium lis een analogle van het ‘voor Mlses—Huber-Hencky'

Ceriterium voor. het vloeien van metalen. Dit laatste crlterlum ~gaat er vanuit dat o

de spanningsdev1ator

'3‘513' %n B (3113) en’ (3:14)

o, .
o

(d1t ziJn dus de spanningen dle de vormverandering van een isotroog elementalr

f-;blokJe veroorzaken en niet de volumeveranderlng) verantwoordelljk is voor afwij-
'klng van het linealr gedrag, het vloeien, of breuk.vDe specifleke arbeid ~gele=
verd door de spanningsdeciator, mag . een bepaalde ‘waarde - niet overschrinen. Voor

een vlakspanning531tuatie i§ deze specifieke arbeid (G” is de glljdlngsmodulus)

.°§11‘5 1112 '°§2 . °§z A R (é 6
' 6G 26 speé Lo e IR
"De toelaatbare waarde Aspec t‘kan met een - eenvoudige trekproef worden 'bepaald.

CBij trek in X1

—richtlng is op “Het moment dat vloeien begint (of biJ brosse
.'materlalen breuk optreedt) ' '

11 = %toel .
%92 =0

12 =

de. maximaal toelaatbare waarde van. 611 fu mede afhankelljk
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Deze waarden gesubstitueerd in (6.6) geven.

2 .
- Gtoel o

Aspec..t 6G
waarmee het breukcriterium van vodr Mises-HuberéHencky vdor een vlakspannings-—
toestand wordt L ‘

+ 3'1:12 toel- R | | (6.7)

9 911%2 T %22

(6.7) houdt in dat 'er een verband bestaat tussen ide max1maal toelaatbare waarde

van de schuifspanning S en . ¢ “Immers, bij zulvere afschu1v1ng

toél

112 =.S
Olp =.99 =0
dt I 3 L Do (éjs)"&
wore ST 3 Troel. T B T T

_Vobr materialen die niet de ductiel zijh~ge1dt deze relatie inderdaad.

‘Hill stelde voor anlsotrope .materialen een analoog. kwadratlsch crlterlum dus
ook gebaseerd op max1male vervormlngsenergle,‘voor

(e + H).qﬁl +(F 4 d% + (F +6) 033

- 2H011“22 - 2Gc11"33 - 2F°22 33

+ 2L1:23 + 2M'r13 + 2N1:12 1 o .- R (6.9)

Door'beurtelings

11* %22
22° 33
33> 11
12° 23
"23° 31
T310 T2

4 Q Qq
Q a Qa

k]
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vnul te stellen kunnen de coeff1c1enten in (6.9) worden opgelost als functles vanri

~ de Verschlllende,sterktes X, Y en»S.,Voor een vlakspannlngstoestand wordt dan
ggvondgn:‘ ‘ ‘ . ' , - ’ '
2 oL 2

)+ (5

Tsai stelde dat dit breukcriterium bruikbaar is voor een composietlaag door de

stgrktes te»beSChouWén'als de sterktes Qan die:laag'iﬁ dexhoqfd;ichtingen.'.

 Het Tsal—Hlll criterimm gaat er evenals het voor Mlses—Huber—Hencky crlterlum‘.
vanuit dat de vervormlng en niet- de volumeveranderlng van een elementalr blokJe.
’ultelndeliJk tot . vloelen of breuk leidt.< Bij 1sotroEe materlalen kunnen- de

~vormveranderende spannlngen altijd eenvoudig worden gevonden door de spannlngs-‘

toestand te splitsen in ‘de” hydrostatische spanningen ; 94 (die de volumever—

'anderlng geven) en de deviator. BiJ anisotrope materlalen is dit echter niet zo”

‘omdat de spanningsdev1ator daar ook volume—verandering geeft’ en. de hydrostatl—

sche spannlngen vormverandering. Formeel kan het Tsal-Hlll criterimn dan. ook

geen vervormingsenergie crlterium worden genoemd hoewel dat wel- vaak gebeurt.v,

Blj het phy51sch. ultgangspunt moet overlgens voor comp051eten een.'vraagteken
- worden geplaatst{ BlJ isotrope materialen past de theorle van max1male vervor—
mingsenergie goed bij begrlppen als glijvlakken en. dislokatlebewegingen, “bij
comp031eten met hun vezelstructuur is d1t uiteraard niet het geval. Desalniette—
min - geeft het Tsai-Hill crlterium vaak goede overeenstemming met . experimenteel

: gevonden sterktewaarden.

Een.voordeel van het Tsai-Hill critéri@m is'de‘interacﬁie tussen aile spannin- -

gen. “Een probleem blj het gebruik in de praktijk is de gevoeligheid van de term

11,22/X voor het teken (trek of druk) . van de spanningen dll en g, Vandaar
da;-deze,term wel wordt vervangen door de tekenongevoelige term cll 22/XY.

- Voor een«sparihing'c11 bnderieeﬁ)hoek e'met%de materiaalassén geldt

* -

%11 T %y 08 S ) |
022¢‘,°11 sin® -9 o SRR . DU (6fL1)
TlZ = ciI'sipéG c?s Q :

waarmeef(6.10).kan.Wordén_geschreven als -

12) 60y
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oZ {222__9_+ (l—-— l—) sin? 6 cos? 0.+ 212——3}34 1" - (6.12) ¢
Mooy s2 - x? Y2 S ’ o

(6.12) kan worden gebruikt voor berekening van _de'”'off4axis‘. sEerkté“‘Yén. de

enkele laag.”

Het criterium van Puck

Het criterium van Puck maakt onderscheid‘tussen:
- vezelbreuk (trek of druk - resp.‘micro—knlk)

—'matrlxbreuk. B
Puck stelt dat voor matrixbreuk het criterium.van Tsai-Hill kaanofdeﬁ-gebruikt. '

Wordt een laag belast door spanningen'cll,'ozz"eﬁ-rl2 dan kén;‘bij 'bgnadering‘

worden gesteld dat de spanningen in de matrix zijn:

(0 n= 2By~ (57 B~ O bij grote E./E,
(0'22_)m== 0'22
(11200= T12

Het twéedeligé breqkériterium wordt daarmee:

voor de vezels: -

o
11
X—(-l
Vopr de matrix: ‘ R 1  ’;i‘m SIS ;(6;13)
.2 . L2 "
22 12y - .
=) + (57 <1

Y

Het Tsai-Wu tensorcriterium

_Het Tsai—Wu criterium omvat in feite alle vorige criteria. Het bestaat uit -
- llnealre termen waardoor op eenvoudige wiJze rekenlng wordt gehouden met dej
verschlllen in trek- en druksterktes,.

- kwadratlsche termen die -een koppeling geven . tussen de verschillende toelaat—

bare spannlngen. . -
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. In meest algemene vorm is het criterium. .

RIS SITULII R P K%JJt” T

’wéarin de "6 ‘constanten F, 'en de 21 constanten F, (F \ is'symmetfisch) -experi="

i

menteel moeten worden bepaald. Voor een vlakspannlngstoestand vereenvoudlgt“

'(6 14) echter tot "‘_~ 

L Fo Y R% T R

+ F11"11 + F12"11"22 16“11112’

+F 0011 ¥ Fpp%y + er“zz 12

F6171é°11 * 62112922 " Foe®12 <1

De afschulfsterkte in de richtlng van: de materlaalassen is onafhankelijk van het

rteken van de schuifspannlng. In een ‘zuivere. schuifspanningstoestand T ;(posi— :

tief of negatlef) zou op het moment van breuk dan moeten. gelden

FgTip * FSSTIZ =1
Fs‘ 66 12 =

en - dii'kan alléén als F6
voudigt dan ook verder tot
UFOy) F FyOyy + Py 0l t 2F12 1 2 fzz?zz f_F66712g_

1 11
;'Voor de:brgukwaarden X en. X geldt

'E en F kunnen worden bepaald ‘uit’ een trek— en drukproef in de Xl-richting.

2 -
le + FllXt

g : 2:-;-'
ﬂlec,+ Fllg¢  L.

|

waaruit volgti

- (6.15).. ' ‘

0.. Het zelfde geldt voor FlG en: F26 (6 15). vereen

< 1. "j ',"(6}16)i
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. Uit een trek- en drukproéf’in X.-richting wordt ‘gevonden

2
1 1.
By =y ty
B (6.18)
1
F = = =
22 Yth
Uit een afschuifproef
Foo=— S O (6.19)

F12 kan worden bepaald met (bijvoorbeeld). éen trekproef onder. 45° met.de hoofd-'

tichtingen. . Op het moment van bereiken van de maximale trekspanning;Xas is

S
%11 73 X5
S
%2 =7 %45

I
T12 T 7 K45

wéarmée-uit'(6,16) volgnyf

— (E L 4+ +p
(F 2(F1'1 + F22_ + F66)

CF F

ﬁqIN. .

+ F)) i - (6"'-.2'0) .

12
X5

45

Breukcriteria met schaaleffecten

In parégraafESi,is voor - oneindig grote plaﬁén aangégéven dat overeenkonstige
‘punten»op en buiten ellipsvormige gaten van verschillende grootte dbch~géiijke.
assenverhouding b/d dezelfde spanning hebben. Met overeenkomstige punten worden.
bedoeld punten met- gelijke dimensieloze codrdinaten X /d resp. /d. Trekproeven
op platen met gaten: van verschillende. grootte. (en: overigens dezelfde plaatgeome—
trie—gatgeometrleverhoudingen) tonen echter aan dat grotere gaten. grotere. reduc-
ties van de sterkte geven dan kleinere. Er ziJn breukcriteria die met dit ‘gat-

grootte effect rekenlng houden (Whltney en Nuismer)

In Figuur 6.1 zijn de spanningsverdelingen gegeven'langs dehxl-as in isotrope

platen met cirkelvormige gaten met respecﬁievelijke stralen Ri én R2 ='5R1.
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o Figuur'6.1.:De épanningsverdeling;czz/p2‘naast gaten van verschillende grootte.

De platen worden ver van de gaten belast met trekspanning pz,'ZiJ hebben dezelf—
- de breedte—gatdiameterverhouding en deze ‘is zo _groot dat de.‘formule ~voor - de
’ spanningsverdellng in een onelndlg gro;grplaat kan worden gebruikt
2. 3 R[ g

g

o
22 - 1/R
Zo 1+
Py ‘ _2x1

'

Hoéwel‘dé_numerieke waarden van dzz/pz‘in pﬁnten'mét gelijke xlfR‘gelijk zijn ‘is

‘het hoogét belaste gebied. naast het grote gap,veél groter dan-ﬁét naast het
,;kieine.fBij brosse materialen zou in ‘beide gevallen fhéofetiSch.bredk optreden

als ‘de spanning op de gétfénd de. ‘waarde Y, bereikt”'én dit geBeurtl bij

P, = Yt/3,-ongeacht dévgrootte van het gat. Breuk wordtlbij'brosse méterialeﬁ

‘echter geinitieerd door in het materiaal aanwezige z.g. 1inhererte fouten en de

) kéns>daﬁ een kritische fout aanwezig’is in het grote hoogbelaste gebied bij het

grote gat 1s veel groter dan bij. het kleine gat, resulterend in een lagefe:

sterkte van de plaat met het'grote gat. BoVendien zal er altijd sprake zijn Vaﬁ

‘enige plastische vervorming van het materiaal op plaatsen met de - spanningspie-

ken., De piek bij het kleine gat is echter - veel localer en sterker -dan die bij

‘het grote gat waardoor gemakkelijker spanningsherverdellng optreedt van hoog-
-~ belaste plaatsen via plastlsche vervorming (' meegeven ') naar naastllggende lager
belaste" plaatsen, resulterend in een nog hogere sterkte van de - plaat.met het

kleine gat ten opzichte van die met het grote.
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Voor orthotrope materialen zal de spanningsverdeling ‘léngé de'Xl-as'uiteraard
» anders zijn dan diexgegeven<in Figuur 6.1, deze ‘is .immers -afhankelijk Van .de
materlaalelgenschappen. In Figuur 6 2 is Aeen,v overlgens fictleve, yerdeling,_

gegeven voor gaten met dezelfde stralen als die van Flguur 6 1.,f*

ar,
3/

’ ‘Figuur 6.2. Illustratie van het 'pbiﬁt—sﬁress' criterium,

’ Het"point—stress"criterlmm zegt nu dat “breuk’ optreedt als de spanning.o;

op"
22
een bepaalde afstand d van de gatrand de krltlsche waarde Y overschrint. do

is de afstand waarover het materiaal krltisch moet worden belast om - breuk - te
veroorzaken, binnen afstand do is dus een voldoend grote,iqherente fout aanwezigf
om. breuk te initiéren. do»iSV in feite . een materiaaleigenschap, hij. wordt de

karakterlstieke afstand  genoemd.. Flguur 6.2 verklaart eenvoudlg waarom de plaat*‘

met het grote gat een lagere sterkte heeft dan die met het kleine.

"Het 'average stress' criterium gaat er‘vanuit'dat_breuk_dptreedtials‘de geﬁid;vf
delde spanning»pver'een bepaalde afstand a, naast het ‘gat (zie Figuur 6.3) de

kritische waarde Y overschrijdt.

‘Het probleem met'het"point—stress' én het 'averageiétresé' criterlum is uiter—
aard dat. de afstanden d en a bekend moeten- ziJn, en niet alleen 1angs de
Xl-as zoals in Figuren 6. 2 en 6. 3 ‘maar langs "de hele gatrand.‘Hlervoor moeten
- dan . verdelingen worden aangenomen die voorspellingen mogelljk moeten. maken
wanneer en E@gg_breuk optreedt, ‘Het aannemen van die verdelingen beperkt het nut

van deze criteria sterk.
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‘ FiguUrf6.3. Illustratie van hetq'éverageQStress'_érite:idm.

Enkele numerleke waarden

In-de, Figuren 6.4 en 6 5 1s de treksterkte resp.. druksterkte van een unldlrec—m
‘tlonele C.F. R P. 1aag gegeven, berekend volgens de- in de figuren genoemde breuk— :

o criteria. De sterktes 21Jn uitgezet tegen..de hoek 0. tussen belastlngsrichting en’

Vvezelrlchtlng. In de crlteria z1Jn de transformatles (6 11) gebruikt, voor Tsai-

‘.'Hlll 1eidend tot (6 12) De gehanteerde sterktes ziJn :

¥j1750 MPa T . el

xt‘=
. X = =1350 MPa
Y= B3MPa e (6.21)
Y ‘= 210 MPa . |
c _ . b .

"Uit de figuren bllet dat het maximum spannings— en maximum rekcriterium, even-
als het criterium van Puck onder kleine hoeken met de vezelrlchting -een geringe

: toename.- van de:- sterkte geven. Daarna volgt een zeer snelle teruggang - in’ de

sterkte, het Tsal—Hill criterlmm met interactle tussen alle spanningen geeft -

deze teruggang al dlrect. Bij kleine-hoekenzzijn de verschillen tussen ener21st

nmax1mum spannlngs- maximum rek— en. Puck—crlterlum en anderzins het criterium

~ van Tsal-Hlll erg groot.'Desalniettemin geeft ook “het meest optimistische crite-

rium bij 5° -alﬁbijpa een halverlng van de- sterkte.
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‘Ook zijn er relatief grote verschillen bij overgang van dé;éfséhuifdomiﬁante‘f

_breuk naar dwarsbreuk (bij treklﬁij ca,40°‘eh‘bij druk bij ca 7Q°).

6c. Breuk van laminaten

Alsvde riéhting van de'belasting niét nauwkeutig,is‘gédéfinigerd/maar variabel
is, of als er meerassige belastingen optreden, moeten. laminatentworden_toege— -
past. Bij breuk van lamlnaten moet onderscheid: worden gemaakt tussen ' '
~- eerste bliJvende schade (first 31gn1ficant damage) [

- ultelndelljke breuk (ultlmate fallure) waarmee. de totale des1ntegratie van het

materiaal wordt bedoeld .
Ter toelichting dient het: volgende.
Stel een cross-ply héeft'de meeste lagen in‘de'BeiastingSrichting,(O“)‘en enkele

‘lagen in de 90°-richting. De.lagenvmet'de vezels in de-90'—fichting hébben-een.

felasticiteitsquulus in de belastingSrichting van-7 GPa (zie de tabel in para-

graaf 5j) en eén.treksterktefin diéfrichting van 63'MPa (zie de’ tabel in déitoi?~-'

"gende paragraaf). De’ breukrek van de dwarslagen. in de - belastingsrlchting is‘ .
daarmee O; y9%.. De: lagen met de vezels in de. belastlngsrichtlng ziJn le die rek:
echter nog. niet kapotw Bij een treksterkte van 1750 MPa en een elastic1teits-d
modulus' van. 145 GPa hebben zij een breukrek van 1 21/ ~'Zij blijven dus nog
dragen met hoogstens. een gering verlles aan- Stljfheid door breuk van de. eigen

hars. In een spannings~— rek dlagram van zo'n cross~ ply geeft een.'knle ~aan waar

eerste beschadlging is. opgetreden (meestal geen punt in het diagram maar een

overgangsgebled van hogere: elastlciteitsmodulus naar - lagere) Als het kapot gaan

van de dwarslagen desastreus is voor de goede werklng van de constructle of voor-

de duurzaamheid ‘dan is de toegestane belastlng dus slechts '75% van de belastingff'

die uitelndelijk breuk geeft.

: Soms treden eerste bliJvende beschadiglng en uiteindelljk breuk tegelljk op,.'

biJvoorbeeld bij  een optimaal gewikkeld drukvat waarvoor een taaie’ hars: (grote L

breukrek) en stijve vezels (met kleine breukrek) ziJn gebruikt. De wiJze vanAv-»

breken is dan explosief, hetgeen voor een constructie een zeer ongewenste eigen-
schap is. U1t het oogpunt van sterkte—gewichtsverhouding kan een dergeliJk
drukvat opt1maal zijn, uilt het oogpunt van veiligheld moet dan toch een 1aag,;

‘belastingsniveau worden voorgeschreven.
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" Laagsgew1Js onderzoek van lamlnaten

"Voor het bepalen van de belastlng waarblj de eerste beschadlglng optreedt moetf

. VOOr - elke laag van een lamlnaat één van de: eerder behandelde breukcrlterla uit-

“iwiJzen biJ welke belasting op het lamlnaat de bewuste laag kapot gaat. Daarblj-
‘_ bllet dan welke laag’ het eerst kapot gaat ‘en hoe dat gebeurt. Daarna kan de

reststerkte van .de overblljvende lagen (of welllcht een’ tweede nlveau van bllJ—

.;vende schade) op. dezelfde ‘wijze. worden ‘berekend. De’ eerst bezweken laag kan

| daarblj geheel worden verwaarloosd of gedeeltelljk 1n rekenlng worden gebracht A:

ﬁl\doot EB =G B = 0-te stellen. Lo 'g' L ¢,¥;, . n‘,ﬁﬁbﬁ-

'Een nadeel Van deze aanpak is dat nlet 1n rekening. kan worden gebracht dat een_;
laag als onderdeel van een lamlnaat 21ch anders gedraagt dan een afzonderlijke:“
1aag. Lagen 1n een lamlnaat beinvloeden elkaar door bev. scheurstoppende werk1ng~ -

door sterke lagen ultgeoefend op zwakkere, maar ook door scheurlnltlerende wer-'

'zklng van- de - zwakke lagen. Bovendien oefenen lagen in een laminaat randkrachten

‘op elkaar uit omdat ziJ ‘elkaar tot min of ‘meer dezelfde- vervormingen dw1ngen.

Deze randkrachten veroorzaken drie—dlmen51onale spanningen die onbekend 213n en

‘,waarmee in - de: laagsgewijze behandellng van de. sterkte geen rekenlng wordt ‘ge-

houden. Een methode om deze problematiek te omzellen is. de . toepassing van breuk—

E criteria op het lamlnaat als geheel waarblj dan gewerkt Wordt met de sterkte—“

'"waarden van het 1aminaat zelf. BlJ de (experlmentele) bepallng van die’ sterktes.

hebben de genoemde 1nteracties hun rol dan reeds gespeeld.,r"'u ‘QVV ' o

Voor het laagsgewijs onderzoek van 1aminaten wordt ultgegaan van- randbelastlngen-Afa‘

pl, pz, p12 op ‘het 1aminaat. .Van- dat lamlnaat worden bekend verondersteld de

ucompllantiematrix [Sq ] (in de rlchtlngen van de coordlnaatassen Xl-X ) of de.

stitheldsmatrlx [C 'Ix. o

: Verder wordt aangenomen ‘dat- de elasticiteltseigenschappen van de afzonderllgke"

lagen in de rlchtingen van hun materiaalassen bekend ziJn. Deze materiaalassen _ ”5

zullen in- een lamlnaat 1n het algemeen een hoek ¢ met de coordlnaatassen maken.
“Zo ziJn dus “van de k -laag bekend de - [C ]k of [S ]k
} X1 X2 assen dle een hoek ¢ maken met de coordinaatassen.

.Vobr'herllémiﬁaét‘;ls geheel geldt nu in de' X, -X,-richtingen:

1n de richtlngen van. de?
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De rekken in de —I;—;;richtingen worden gevonden dpdr transformatie:

. IR . - o - .v - =
== = . S . o N 6.23 .

(el = Digglg! fogh = D It Tsg ], G 7 e

"'Als er yanﬁit;wordt.gegaan dat alletlageﬁ deV2elfde vervormingen ondergaan dan -

- is dus

k

v e S N o
de vervormingen van de k —laag zijn. Met de spannings-rek-relatie
in de richting van de materiaalassen R '

waarin'{ej}

{oyh = Loyl feghy

 wo:d£ nu voor die_ke-laag gevondeﬁ:l
{Gi}k - [,Cvij]k {qu] [S ]2 {Pr}:A
 ofwel, met
It [é ], =[], P L ety
qr-% ir‘k - S - ' ' St
{oi}k = {Tir]k'{pr} Ny -, . ", »;' : "vr '(6725)-"
Een bréukcriterium moet - nu aangeVen‘welke iaag-(k)‘het eerst breekt, dpsfbij

welk niveau van de- belastingen p. op het laminaat;’ Zo"kan.'bijvoorbeeld de

sterkte Xl van het laminaat in Xl—richting'worden bepaald (Xl.is dus de maximaal

toelaatbare'ﬁaarde van pl)

Oy, =T,. p
‘llk, llk.l

Gy =Ty, P
22k s Zlk 1
T,, =T - Py

, 12 - 31k 1 |

Tk
Het breukcriferium van Tsai-Hill geeft

T,, 2 T,. 2 T .T ' 2 .
(Z1Ly  ol21y  T11721 31 e
(5 + 3 - s (2Y 1 82 <

XY
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2_ . Tfl 2 . -T' 2 _%“'

X

- . . T . R :
’ . SIS 21 | (31 | o »
‘pfwel . (Xx)k‘=’{( 11) T (_%¥).'_ . 1 »—+ ( g ) }k o L ‘(6;26)

" De léagstefwaardé'vaﬁ (X ) geeft dus de sterkte van het laminaat iﬁ,Xi4richting'

en welke laag (k) het eerst breekt.

Als codrdinaatassen X, ~X Zullen meestal de materiaalassen van het lamlnaat als '

172

: geheel worden gekozen., Wil men de sterkte Xl van het lamlnaat 1n een w1llekeu—

rige richting © met,de Xl-as\weten dan geldt voo: de belastlng op het lamlnaa;

- cos? 6
= in iy
{pr} .~Sl9 ] ) Py
sin 6 cos 6

waarin pl de belastlng onder hoek o met de Xl—as is; Voor de spanningen in dé

A laag geldt dan

cOsz;e

o . ) . = R R ) : S
»{g'}k - [Tir]k {pr} - [Tir]k ?%n 0 "_pl
o R |.sin 8 cos 8

|
——
v}
-
—
~ .
o
-

Het criterium van Tsai;HiIIAgéeft.voof:de‘maximale waarde XX'Van Py

p, 2 P. 2 PpP. - P, 2

| (§1)£J=‘{f§l)' f;(f_) - x * pgf) he. o , _, ‘..(6~27)'

In Figuur 6.6 is de ‘treksterkte van _twee.-quasi-isotrope laminéfen in ‘verschil~’

~ lende richtingen uitgezet waarbij het- criterium van Tsai-Hill in de vorm (6. 27)

is gebruikt. Uit de figuur bli jkt dat, hoewel de laminaten .qua elastische eigen= "~

‘schappen 1sotroop zijn, de sterkte anisotroop is. Voor de lagen zijn de sterkte-
waarden (6.21) gebruikt. ' - e ‘ ' ’ ‘ ;
Als een ‘laminaat in willekeurige richting op afschuiv1ng p12 wordt belast dan
geldt' ’ ’ ' :

. -siané' _
(o = { stn 201 5y,
cos 20 |°



_1.29“_‘.

6
. . . : . ” h
MPa T~ | T T 1o%907245
" 200}
.o\ s - - N i °
) zo % 90 %0 6 7o %0 9o
2 > o

'Flguur 6.6. De treksterkte Xl van twee quasi-lsotrope C F R. P. lamlnaten, bere—V

kend met het criterium van Tsai-Hill.
‘De spanningen in de kevlaag zijn dan -

_ . |-sin 26 | ‘ ‘ .
loghe = ITypdy § om0 28 12y = {oghepyy.
L - cos 26 L .. .

en het breukcriterium van Tsai-Hill geeff voor'de.makimale;waarde §i_van 512
; _ , T _ S o
B =) ) - e o (6.28).

In Figuur 6.7 zijn de’ treksterkte. en de afschuifsterkte van een 0°/90° laminaat °
uitgezet berekénd _met (6 27) respectieveliJk (6. 28) Ook'.is. uitgezet ,dér
afschuifsterkte berekend met het criterium van Puck. "Bij 6 = 45° is de 0°/90°

cross-ply invfe%te een +45° angle-ply met_lage tpgksterkte-ép hoge afséhuifr:m
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: stefktn.i_Alleen. bij',457L.verécﬁillen de 'aféChuifstgfﬁtésw»vﬁlgéns ’TSai-Hill{ en . - 1
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L Figuur.6.7r Dé treksterkte en de afschuifsterkte van’eénvC.F.R.P..cfpss-ply}

6d. De4§tErkte‘van laninaten'bij;niet;hdmogenefépanningsvelden.";ii'

.In hoofdstuk 5 21Jn nlet-homogene spanningsvelden behandeld veroorzaakt door
'elllpsvormlge gaten in onelndlg grote: platen. Deze platen werden verondersteld

' jhomogeen .té\ 21Jn met - anlsotropev elastische 'eigenschappen., Laminaten ziJn
uiteraard gelaagd en daarom niet homogeen van samenstelllng. De oplossingen van.
hoofdstuk 5 kunnen voor lamlnaten dan- ook alleen gemiddelde spannlngen over de
"ldlkte van het laminaat geven.‘De berekening van de spanningen in de afzonder—
liJke lagen, “het- toepassen van een breukcriterium en het bepalen van het niveau
nvan de belastingen op het 1aminaat op. grond van breuk van de ‘eerste laag gaat op-

prec1es dezelfde w1Jze als in de vorige paragraaf.

_ Hét grote verschll met homogene spanningsvelden is uiteraard dat biJ niet--. .
‘homogene velden de gemlddelde spanningen over de dikte van punt tot punt “ver—

schillen, In princ1pe moet dan ook de: berekenlng van de vorige paragraaf voor
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ieder punt worden gedaan, zeker in.de buurt van de verstoorder (het gét) vén het
homdgene veld Een intuitieve benaderlng As- de berekening alleen te doen voor
die punten d1e de hoogste theoretische spannlngsconcentratlefactoren geven. Dat'

dit tot foute conclusies kan leiden blijkt uit de volgende voorbeelden.

In Figuur 5.3 is de omtrekspannlng rond een c1rkelvorm1g gat in een met Py be-
laste plaat van drie verschillende laminaten gegeven. Dé hoogste spannlngscon—'
‘centratle wordt gevonden voor het UD materiaal met de vezels in Xz—richtlng, nl.
8,06 bij 6 =0° . De treksterkte in vezelrichtlng ‘van UD materlaal is 1750 MPa,
dé ~toegestane waarde van de trekspannlng p2 op  het lamlnaat (het’ laminaat

bestaat ‘hier dus uit &én laag vezels 1n X

2—richt1ng) zou dan.ook z1Jn

'Y, = 1750/8,06 = 217 MPa’
.

Overschrljding van deze waarde zou; scheuren ‘geven naast het gat in een- r1chting“
loodrecht op de richting van de vezels)

v . .
Wordt de rand van het gat in het UD materiaal echter puntsgew13s onderzocht dan.

geeft’

124,6 MPa

Tsai-Hill: Y, =
.
Puck: .- Y, = 127,5 MPa ,
Bij beide criteria is 6 = 8° de kritieke plaats, beide geven een veel lagere

waarde dan. de eerder berekende 217 MPa. Bij 6 = 8° is de omtrekspanning gedaald
tot 4,48 Pys volgens Figuur 5.4 1is de schuifspanning er echter het hoogst en
wel O, 62 Pye In de breukcriteria blijken de afschuiftermen dominant te ziJn en
breken van de plaat zal dan ook door uitschuiven van de stroken boven en onder

het gat plaatsvinden volgens scheuren evenwijdig met de belastlngsrlchting,abef

ginnend bij @ = 8° (en.uiteraard 1727, .188° en 352%). Deze breukvorm is experi- -
menteel eenvoudig te constateren. De plaat versterken tégenAde hoge treképan—
nlngsconcentratie 8,06 naast het gat is dan ook 21nloos.»De plaat breekt op.de’
(numeriek weliswaar veel lagere). schulfspanningsconcentratie, waarvan de- physi-"
‘sche reden is de zeer lage. afschuifsterkte van UD materiaal. De afschuifsterkte

moet dan ook verbeterd worden door toevoeglng van t45° lagen rondom, het gat.

Een meer praktisch voorbeeld van een laminaat is een;[9057+45°/-45’] laminaat. -

Bij zo'n laminaat moet de maatgevende belasting dus worden gevonden door punts;
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gewijs in alle afzonderlijke lagen een breukcriterium toe te passen.. De. hoogste

_omtrekspanning bij een dergelljk laminaat -met c1rkelvorm1g gat wordt gevonden

b13.6 " 0°; de waarde is 3,51 Py dus veel lager dan die’ voor het. D materiaal. 

En toch is in dit geval ‘het punt 8 = O kritiek voor de maximale’ waarde van p2

Volgens Tséiinll: Y> 288,4'MPa,.breukvofm is afschuiving in de,i45°'ﬂlagen

e
_ . bij &= 0 . A Ce
. Volgens Puck: = Y’Q = 276 6 MPa, vezelbreuk in de 90 -1agen (') biJ 9 =.0°

Zowel blj Tsai-Hlll als bi] Puck llggen de waarden van Y}Q gébaéeérd op dé ‘bere=

kening van alle afzonderlljke lagen dlcht bij elkaar, zodat tegelijk bezwiJken

van meerdere lagen bij 9 = 0° zeer waarschljnliJk is. Wordt- overigens de breuk-:

sterkte van het Yaminaat: zonder gat berekend met de zelfde criteria (op basis

~ van de sterkte waarden van 'de afzonderlljke lagen) dan geeft

Tsail-Hill: fi

1015 MPa

Puck: ' Y. 968 MPa.

N

X

De eff1c1ency van de constructie met gat is volgens beide - crlteria dan ook ‘

\28,54,‘ hetgeen spec1f1ek een gunstlg getal is ten op21chte van' de - 33/ bij

‘metalen.

Een geval van meer academisch belang is de’ +45 angle-ply. De. hoogste omtrek-:

spanning .is 3, 47 Py (zie Figuur 5 3) toch is 6 '= O° met de veel lagere spannlngf .

1,82 p2 kritiek voor de belasting..De toelaatbare waarden ziJn hier -

volgens Tsai—Hill:_Y2 87,3 MPa

2

87,1 MPa. - o o
t ' ‘ ’

volgens Puck: - Y

De angle-ply zonder gat heeft in X —rlchting een. sterkte van 158 MPa zodat de

2

efficiency van het laminaat met. gat toch zo ‘n S5% is. Vergelljk deze waarde met:

de 28,5% van het voor trek in X -rlchting veel geschiktere: [90 /+45 /- 45] lami-

2

'naat en de (124 6/ 1750x100). = 7,12%) van het b13 ultstek geschikte UD materiaal

’met de vezels ‘in X -richting. Kennelljk wordt een voor een bepaalde taak zeer

2

4gesch1kt materiaal door een. verstorlng veel essentleler Verzwakt dan een minder

geschikt materiaal.
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HOOFDSTUK 7

ENKELE CONSTRUCTIEVE -ASPECTEN

De weerstand d1e een constructie b1edt tegen vervormlng wordt bepaald door:.
" - de geometrie van de constructle,4

~ de eigenschappen van het materlaal waaruit de constructle is opgebouwd. ‘

Een vlakké:plaat, in.iijn;vlaknbelast*door drukkrachteﬁ, zal weinig.ﬁeerstand"
" bieden en snel uitknikken. Krijgf de plaat'echter een'andere geometrie door hem.
tot een profiel te vouwen "dan blljkt hij wel degelljk draagkracht . te hebben en

een zekere weerstand te bieden tegen uitknikken.

Een vlak laminaat onder +45°- gelamlneerd ‘met de belastlngrlchting biedt - meer
weerstand tegen afschu1fvervorm1ng in zijn vlak dan bijvoorbeeld unldirectloneelf

-materlaal of een [0° /90 ] laminaat.

vEen.intéfessant Aspéét van‘hef;construeren met . composietmateridlen is dat er
-tussen -de geometrie van de cpnsﬁructie en deugigenséhéppen #an het toegepaste
materiaal een relatie bestaat. die gevoelig is voor‘optimaliséren.‘Deze'relétie
bestaat bij isotrope materialen niet omdat .daar de elasticiteltselgenschappen

vaste gegevens zijn die niet kunnen worden gevarleerd.

Enkele voorbeelden van de relatie tussgﬁwhéfefiééléiéénsdhébpggfgh'ggbmeﬁf{évﬁij

constructies van composietmaterialen: -

- De klass1eke laminatentheorie geeft een verband tussen belastingen op €n ver-

: vormingen van een lamlnaat

(4.46)

De. A,B D-termen' Bevatten reléties tuésen de elésticiteitsgrootheden ‘van de
"~ lagen van het laminaat en geometrische grootheden als de d1kte Van "de lagen en
hun afstand tot een referentievlak. Deze relaties kunnen worden _geoptimali-~
seerd  naar b.v. minimale vervormlng onder belasting of maximale draagkracht..
Zo 1s het verstandlg bij een 11m1naat op bulging belast de vezels in belas—

tingrichting aan de buitenkant te leggen. Bij een plaat op wringlng belast is
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" het daarentegen beter. de lagen aan de buitenkant onderqf45°_te leggen.

- Voor de reeds genoemde tot profiel’ gevouwen plaat 113kt het in eerste instan~

' t1e logisch de vezels in de rlchtlng van de drukkracht te- leggen. In formules

voor. de krltieke kniklast z1Jn geometrlsche elgenschappen van " het’ prof1el

4 echter gekoppeld ‘aan de D—termen van de koppel-matrix uit (4 46) _Onder .

' bepaalde oms tandigheden, nl..dle waarblj de geometrie van het profiel zo 1is

gekozen dat locale ‘knik optreedt, zijn i45 laminaten -beter dan andere. Optl— .

mallsatle kan plaatsv1nden door profielgeometrie en 1am1naat zo op elkaar af -

" te stemmen dat locale knlk en totale 1nstab111te1t (Euler-knik) . tegelljk op—

treden.

- Voor een. metalen drukvaf is dé ‘meest optimale'vorm de - bol., Bij een.. drukvat
gewikkeld uit vezels wordt de optlmale vorm (1soten901de) medebepaald ‘door de
' eigenschappen van de vezels. Een, isoten501de van b.v. glasvezels heeft dan ook

een iets andere geometrie. dan &én van koolstofvezels.

Bij het ontwerpen van.constructies in'composiétmateriaal‘moet het ontwerpen van

het materiaal zelf altijd in hec ontwerpproces worden betrokken.'Aaﬁ,de_hand van

de beschrijving van een kokerbalk zal dit. worden toegelicht. Dit vo6fbeel& is

gekozen omdat de kokerbalk in velerlei’ uitvoering voorkomt in constructies die-

op buiging en op wringing worden: belast zoals boten, rompen van vllegtuigen,'

vliegtulgvleugels, moderne hljskranen etc. Karakterlstiek voor de genoemde voor—
beelden is dat de wanddlkte klein is ten opzichte van. de overige afmetingen.
Voor b.v. skl S, tennisrackets,‘masten, onderdelen van vele. constructles, geldt
‘dat niet. Desondanks zijn de hier toe te lichten facetten van het construeren in

o versterkte ‘kunststoffen ook op d1e voorbeelden van toepa551ng.

7a. Het begrip schuifstroom

Bij het analyseren(vén kokerconstrugties‘wqrdt veeialimép het begrip schuif-

~stroom gewerkt. Dit begripzwordt toegelichﬁ’aan de hand_vad‘een 2eer‘eenvoudig
voorbeeld: twee aa@grenzende piaaﬁvelden die door dwarskrachten in hun vlakken

en door elkaar op afschuiving wardgn;belasti zie Figuur 7.1
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1 Verstijvér’l, bélast door'D1;.geeft;in plaétveld 1 een schuifspanning -
.,1;12 _-—-_:-Dl/htl . - o ' | _A - (7.1).

waari’n.t1 de dikte van de plaat is. Plaatveld 1 kan alleen in evenwicht. zijn als
op. alle vier randen deze'sdhuifspanﬁing werkt;’zie formule (2.5). Op' de.boven—
en onderrand moet die schuifspanning,ﬁorden verzorgd door gordingen, zie Figuur-

A
-

RS

4 Figuurf7.2;.
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'D1e gordlngen 21Jn 1n evenw1cht door- normaalkrachten (trek boven en’ druk onder)
'die naar nul afnemen naar de einden van de gordlngen. ]

A‘In plaatdlkte 2 heerst ‘éen schuifspannlng T waarvan:’ de grootte berekend kan,

12°

' ﬁe‘worden met behulp van het evenwicht van. verstljver 2 zie Flguur 7 3

: E;guﬁfﬁz;é;:;' JRET
ig) t, (1) 't + D /h - , ‘(;‘7‘;.3)‘ »:

2_ 12 1

RS &

v Het product Tt wordt schuifstroom (shear—flow) genoemd de dlmensie 1s kracht—’g

'eenheid per lengte—eenheid. Essentieel 1s nu dat als op verstiJver 2 geen kracht |

werk (D = O) ,voor de schulfstromen in plaatvelden 1 en- 2 geldt
o oy

12 ty = 12 2
met. andere woorden de schuifstroom in de plaatvelden is gelljk als op. de grens
' tussen de plaatvelden geen uitwendige kracht werkt.

4 Is-t, # t | dan is’ eveneens T< ) (2). "De schulfs annin -verandert dan bij;
. 17 2 : 12, 712 tspanning

,overgang van plaatveld 1 naar plaatveld 2 wel de schuifstroom echter’ niet.~Dit

1s een prettige elgenschap b13 de behandellng van kokerconstructies.

. Plaatveld 2 heeft 00k . gordingen nodlg voor evenwicht de normaalkracht in die

gordingen bij de inklemming (gearceerd in Figuur 7. 1) zal ziJn
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. (1) D |
Ny = %, t1‘21 T 5 22 : . e | o (7.5)

afnemend .naar N b13 de overgang van plaatveld 2 naar plaatveld 1. Op de llnker—

(2) |

rand van plaatveld 2 wordt door de inklemmlng een schulfspannlng T1g

fend.

uitgeoe-

In het theoretlsche geval . van oneindlg .grote. stljfheden van plaatvelden, ver—’
stljvers ‘en gordlngen 21Jn de vervormingen onder belastlng nul en verlopen de
‘normaalkrachten in de gordlngen llnealr. Anders gezegd het opladen van de gor—4ﬁ
dingen door de: constante schulfstromen op de randen van de. plaatvelden geeft
lineair verlopende normaalkrachten in de gordlngen. »

Bij eindige stijfheden van de cqnstructle-elementenvzullen deée aitijd versehil-,
lend tén opzichte van elkaat-willen vervormen:onder"de\opgeiegde'belastingen.
Door onderlinge gedwongen>aanpassing vaﬁ"de vervntmingen‘iﬁllen staofkrachtenﬁ
worden gelntroduceerd die het normaalkrachtsverloop 1n de gordlngen niet-lineair
.maken en de schuifstromen op de’ randen van de platen n1et constant over . de
lengte. Op dit probleem ‘van spanningsconcentraties wordt hier verder niet. inge—
; gaan, wel wordt opgemerkt dat b.v." plotselinge dlkte-veranderingen 1n de gor- g

dingen plaatselljk hoge schulfspannlngsconcentratles kunnen geven..

. »7b.}Dertorsiedops

De torsiedoos is een kokerconstructie dle op bulglng en op wringing kan worden

belast.. Essentleel daarle is- dat de. platen (of de- huid) die de koker vormen. ‘de

dragende functie hebben;.andere elementen van de’ constructie dienen om de. platen N

te ondersteunen (en daarmee de dragende functle mogelle te maken) en .om’ belas—
tingen in of uit. te leiden. Een-dergelljke constructie is de tegenhanger” van de
vakwerkconstructle waarbij geen plaatvelden aanwe21g hoeven ‘te- ‘zijn. Het -zal
duidelijk - zijn dat kokerconstructies een - mogelljk toepassingsgebled zijn voor>

laminaten van versterkte kunststoffen.

Hoe kan nu eenvplaatveld als'huid'een essentiéie dtagende functie ~vervullen?
Immers, een plaat kan in zijn vlak u1tslu1tend op trek en: afschuiving worden
belast en dat laatste. alleen als - de d1mens1es zo. zijn dat geen plooivorming
optreedt. Tegen druk of bulglng uit z'n vlak" blent een plaat nauwelijks weer—z

stand. En hoe kunnen. de spec1f1eke mogelljkheden die versterkte kunststoffen

bieden daarbij worden u1tgebu1t’
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- De. koker waarmee dit probleem zal worden’ geanalyseerd is getekend in Flguur 7 4,

"De analyse zal u1tsluitend kwalltatlef 21Jn en dus niet leiden tot gekwantlfl—:

ceerde grootheden. De koker is. aan eén kant vast 1ngeklemd gedacht goede con-.

. structieve uitvoeringen ‘van inklemmingen zijn, voor werkeligke constructies

uiteraard van groot belang, er'zal hler echter geen. aandacht aan worden ge=

'schonken.'

: Xy

. Figuir 7.4.7 "

Aan “het’ andere ulteinde wordt de koker belast door een’ dwarskracht D. Elndschot

zi jplaat en bovenplaat zijn’ ‘aangegeven ‘met resp. D, () en 3. De tegenoverllggende

platen’ zullen voorlopig niet worden beschouwd 213 spelen in- de- analyse dezelfde
rol. In Figuur 7.4 is tevens een coordinaatassenstelsel Xl X2 X3 ingetekend.

Belastingen .etc.: worden aangegeven in dit coordlnatensysteem. Als restrlctie

wordt gegeven dat de assen van elastlsche symmetrie van de toe te passen lamina—z

ten’ in de richtingen vano de coordinaatassen lopen en dat d1e laminaten zo zijn
opgebouwd dat er geen bljzondere koppeleffecten (in ‘dé . zin van klassieke lamina-

tentheorie) optreden.

De dwarskracht,D grijpt'aahropléeﬁ willekéﬁrige plaats op het reindschot waardoor
devkoker.zowelfzal:dooibuigen&als:tof&ereﬁ.'Door de aan:de toe te passen lamina- -

. ten 'opgelegde restrictieé ‘kan " het. bélastingsgeval vwordén gescheiden in (zie

- Flguur 7.5)

- een dwarskracht D aangrljpend in het symmetrievlak van . de koker die ultslul-'

tend bu1g1ng veroorzaakt
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- een wringend moment door krachten Da/b in de hoekpunten ‘dat zuiver torderen.

van de koker geeft.

Opgemerkt wOrdt ‘dat eeh 'eindschdt' 'b'el‘ast door een dwarskracht D.op een willekeu— ' :

rige plaats constructlef om een andeéere oplossu1g vraagt -dan een elndschot belast '

door krachten in- symmetrlevlak en- hoekpunten.

{“~_‘ ""“‘“'-.—‘—';"‘
| ‘a . ]

[ M

Y

'Figuﬁr 7.5.

De twee gevallen, nl. buiging door’.}eén ‘dwarskracht .en zuivere wringing zullen

apart worden, b’eha_nd'eld.,

" 7c. De koker belast door een 'dwarskfaéht

De koker wordt uit elkaar gehaald en gedeeld over het symmetrievlak als. getekend"
in Figuur 7. 6 '

In Figuur 7.7 is helft ‘ vén het eindschot. 'ge'tekend.' De- kracht D/2 moet: door
een’ verstljver in het plaatveld worden 1ngeleid via een schuifstroom (voortaan -

aangeduid met Q).

9 =55 . » o : B o "': (7.6)
" die voor evenwiclflt’ van de plaat of) alle vier randen moet: wérken..‘~ }
De schuifstromen op boven—, onder- en llnkerzijrand moeten komen uit de afsteu— .

.nlngen van plaat . door mlddel van andere platen van de koker “of - eventuele

verstljvers, gordingen of andere constructie—elementen.
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De voorrand van de z:.Jplaat@wordt door’ elndschothelft. belast met q, zi{e
“ Figuur 7.8. Ook hier geldt dat voor evenwicht’ van plaat(Z)schulfstroom q op de

andere randen moet werken.

De afsteuning van de achterzijde van plaat(:>wordt door de inklemming van de'

koker verzorgd. Deze geeft daar dus in verticale richting een kracht qh = D/2 op-_

de qbnstrﬁctiem Samen met'de D/2 op de tegenoVerliggende zijplaat en belasting’ D

op het eiﬁdschqt is de koker in verticale richting dus in evenwicht.

Voor -de boven-— en onderrand van plaat<:>kan de afsteunlng worden verzorgd door

- gordingen. Deze zijn nodig als de inklemming van de constructie via" geconcen—
treerde krachten plaatsv1ndt. De zijkant. van de koker vormt op zichzelf dan
‘een llgger ‘bestaande uit 1lijfplaat (shear—web) en’ gordlngen..

. = een boven— resp. onderplaat. Deze situatie is reeds getekend in Figuur 7 b,

) Hierbij wvindt de inklemmlng ;van -de - boven— en onderplaat via (min of meer)

gelijkmatig verdeelde.krachten plaats.

Afsteuning door gordlngen

De gordingen aan’ boven— en onderrand van plaat<:>worden opgeladen door q en in

evenwicht gehouden door normaalkrachten N, zie Figuur 7.9.
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Figuur'7r9;

De krachten N ziJn de eerdergenoemde geconcentreerde krachten biJ de. 1nk1emm1ng,‘

“hun grootte is --

2h-

»_ZlJ zijn horizontaal onderllng in evenwicht en het horlzontale evenwicht van de

hele koker" is daarmee, dus- verzorgd. Samen met dwarskracht D op_ het elndschot,‘

verzorgen - zij ook het’momentenevenwicht van -de constructle. In het" belastings~

geval van dwarskracht D in het symmetrlevlak van de koker is er bij gebrulk van

_ gordlngen kennelijk geen boven— resp. onderplaat nodig om plaat<:>af te steunen..

De boven4'en'onder:and van het eindshot zijn nog niet gesteﬁnd,_Omdatwer geen

boven en onderplaten zijn:moet.dat'evénéens gebeuren. met gofdingen. In Figﬁur.

7.10- is égngggeven.hoe de krachten op'de‘halvejéindschotten‘in evenwightizijn en

hoe dit SChot;als'géheei in feite zelf een iigger vormt op‘driepuhtsbuiging be-

last.
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.Figuur 710

: Afsteuning door platen

Figuur 7.11 laat zien hoe de (halve) -bovenplaat door de zinlaat wordt belast"
met schulfstroom q. ‘Belangrijk is - nu ‘dat er in het symmetrievlak van de boven—

plaat_gggg schuifstroom aanwez1g kan zijnh Die: zou immers moeten komen uit: de .
andere, identiek belaste helft van de bovenplaat.’ Aan de voor- en achterrand van

de- bovenplaat moet de schuifstroom dan ook ‘afnemen van q aan de zijkant tot nul

- bij het symmetrievlak.. Bij de 1nklemm1ng wordt de bovenplaat verder afgesteund':~

i
door (min of: meer) gelijkmatig verdeelde trekspanningen ‘die als resultante
DX/Zh (vergelljk (7 7)) moeten hebben.,

Uit Flguur 7.11 bliJkt dat de afnemende schuifstroom op de voorrand van de
bovenplaat niet in staat is de schuifstroom qop de’ bovenrand van het eindschof
te verzorgen,,zij hebben immers dezglfde~;ichting. Ook nu,_dus bljigebruik van’
" boven— en onderplaat, zijn er dus nog goraingen'ﬁodig die een tweelédige'functie

hebben: afsteuning van de bovenplaat (resp.. onderplaat) eh'afsteuning vén‘dé

plaaﬁ van het eindschot. In Figuur 7.12 is aangegeven hoe de krachten op de: -

halve elndschotten weer in evenwicht ziJn en hoe het eindschot als geheel een

ligger vormt op driepuntsbuiging en .door schulfstromen belast._gx~ g
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Figuur 7.11.

| Figuur 7.12.°
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De keuze van de laminaten

'De keuze van de laminaten is door de voorgaande analyse in principe vrij eenvou-

dig geworden.

De plaat van het eindschot en de'zijplatén worden op zuivere afschuiving belast.

Hiervoor is een $45° laminaat dus het meest. geschikt. Voor eventuele gordlngen,
waarln door de schuifstromen normaalspanningen worden, opgebouwd lijkt toepas-'
sing van unldlrectloneel materiaal voor de hand 1iggend,(h1erop wordt nog'qut
teruggekomen in. paragraéf 7£). De doorsnedé ‘van de  gordingen ' zal geiijkmatigA L

‘kunnen verlopen.

Bij een intuitieve benadering van het-prqbléaﬂ van de kokerconstructie belast
door een dwarskracht wordt'meestal geconcludeerd»dat boven-. en-onderplaat moeten .
’bestaan uit unidirectioneel materiaal met de vezels in Xl—rlchtlng. De parallel

met b.v. een I-balk van isotroop materiaal ligt hieraan ten grondslag: veel (en’

stiJf) materiaal ver weg van de neutrale 1ijn. Een nadere. beschouw1ng van.de . be- _

lastingen op de bovenplaat laat zien dat. dit niet Juis; is. Belangrijk hlerblj

is de functie van de bovenplaat in hefihnéring te roepen: het'omzetten van dé~ o

“schulfstromen q op de zijranden in. (min of meer) gelijkmatlg verdeelde normaal- -

spanningen op de ingeklemde- achterrand.

1

a: de unidirectionele bovenplaat b: een 0°/£45° laminaat als o
' EE bovenplaat. -

" Figuur 7.13.
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'Figuur 7.13 geeft de bo&énpiaat twee maal1weer.bln Figuur '7.13a bestaaﬁ-de»plaat

. 4it unidirectioneel materiaal, in Figuur 7.13b uit een laminaét waarin zich wuni-

dlrectloneel materiaal en +45° lagen bevinden. Omdat het uhidirectionele mate-

riaal. een zeer lage gllelngsmodulus heeft in het niet goed in. staat de schuif-
“stroom. op de- Z1Jranden om ‘te zetten .in- normaalspannlngen op.- de achterrand. Het
materlaal bij. het" symmetrievlak zal 'achterblijven' en niet worden opgeladen. In"
felte doet de plaat prec1es hetzelfde als gordlngen zouden doen: de-:schuifstroom
omzetten in mln of meer - geconcentreerde krachten. Het zal duldelijk z13n dat dit
»geeniefflc;ente Qp10531ng is omdat de bovenplaat niet functlonee; is: het mid-

" denstuk doet helemaal niet mee bij het dragen van de'belésting.,," o o o

Figuur 7.13b ‘geeft een bétere Oplqséing; hbéwel ook hier het middendeel vaﬁade
“plaat altijd"zél%achtErblijven (bij métalen constructies staat dit bekend als
- het shear—lag probleem) Door toéVoegéhivan t45°‘lagen Qerbefert de glijdings-
modulus aanzienlijk en 1s de bovenplaat dus - beter in-staat de schuifstromen op-

. de z13randen om te zetten in ultgesmeerde normaalspannlngen op de achterrand.

‘Uit de voorgaande beschouwingen bliJkt duidelijk het belang van de aanwez1ghe1d
van +45° lagen in. een door een dwarskracht in feite op buiging belaste construe~
tie; Wel wordt er op gewezen dat-de efficiénte bovenplaat bij overschrljden ‘van -

de breuklast een exploSieQé-breﬁkvorm‘kan hebben hetgeen meestal ongewenst is.

Enkele eenvoudlge formules.

' BlJ buiging van constructies wordt voor berekeningen in .eers'te benadering vaak
: teruggegrepen naar- de z.3. vergeetmijnletjes ‘waarmee voor 1ange slanke con-
'structies van isotroop materiaal doorzakkingen. en hoekverdraaiingen kunnen wor— 
' . den berekend. De vraag . is nu of deze eenvoudlge formules mogen worden toegepast

op constructies, als beschreven in het voorgaande, gemaakt van- composieten.'

" Voor - de beantwoordlng van deze vraag. zullen de uitgangspunten en de beperklngen :

van de vergeetmignietjes nader worden beschouwd.

De formule die ten grondslag ligt aan de Ve?géetmijﬁietjes' is formule (4.49)

. voor M, = 0 en isotrope materialen o
waarin ‘plfde kromming-is-fen gevblgé4vén dgﬂbuiging

M. is het buigend moment
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E de elasticiteitsmodulus van het toegepaste materiaal .
I het traagheidsmoment dat van iedere mathematisch te beschrijven

~doorsnede te berekenen is -

Formule (7.8) geldt voor zuivere buiging (dus niet bniging-t.g.n. een dwars-

kracht) en enkele aannames die zijn gedaan bij dé_afleiding ervan'zijn:

>f:de‘vervormingen zijn klein;;de'kromming van de neutrale Vezplﬁis in ieder punt
van~dievvézel>geiijk'en kan worden benaderd met

62ug‘

2
bxl

(vergelljk formules 4.35 t/m 4.37 etc.).

o, = - (7.9)

- = -vlakke doorsneden van de constructle blijven onder belastlng vlak
- het materiaal is homogeen over de hele doorsnede, dus overal heeft het matgrié'

aal dezelfde E.

:De eerste aanname is ulteraard voor metalen constructies net’ zo. beperkend als
voor comp031etconstruct1es. Voor de tweede: aanname‘lljkt hetzelfde te gelden..
Dat is echter niet juist;;dezé aanname‘iszmeef bepérkéndvvoor‘een koker‘met“

- bovén—< en. onderplaat van unidirectioneei"maEériaaI waafbij' het mlddendeel'v

“achterblijft onder' vervorminga.~Boven:; en onderplaat gaat welven. waardoor de

tweede aanname niet meer julst is,.

De derde aanname is zeker niet Juist als de bovenr en onderplaat enerzins en de;
ziJvlakken anderzijds van verschillende lamlnaten zijn gemaakt. Een identieke
afleiding als die welke ten grondslag ligt aan de koppelmatrlx van de k1a551eke‘
laminatentheorie geeft voor het buigend moment in een willekeurige doorsnede van
de koker loodrecht op de Xl-as (waarbiJ de normaalspannlngen in boven— en onder-
plaat constant over de breedte van de- platen 21Jn verondersteld niet over de

dikte, zie Figuur 7.l14).
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Figuur 7.14.

, [ ‘ +?/2 (1) L
M, =2 [t , x, dx +‘b
R 11 *3 R

h/2+t /2
(2) :

' x, dx ]

n/2-t /z 1 %35

, .. +h/2 e 1
o= 2”[;1 [ (1) de +h Z f (k)

. Q dx ]
L En ey %0
w2 T T kel (x3)k 1o

e gD BT W s SRV
- 20t E " py-#:el“bszl‘ Q11 g{§x3)k (x3)k 1}] (7.10)

. wéarih,gebruikAis'gemaakf.VénErelatiéb(4;552 voor zuiver/bdigeh (égil: 0).

oL Omdat de referentievlakken van bovenr en onderplaat ver buiten die platen 1iggen

v(het vlak x, = 0 is immers het middenvlak van de constructie als geheel) mogen

3

de volgende benaderlngen worden gedaan

<x3)k (X3)k ) {(x3)k (x, )k l}{(x >2+<x 8 (x3)k 1+<x i 1=t 3<x3>gem |



-149-

(2)

2
1l t (h/2)

(&), 3_ 3 ..n (k) 2
. Q11 {(x3)k'(x3)k—1}'izl Q11 £y 3(X )%

Mg

&

zodat (7.10) wordt
NS BRS¢ ) 2 5 (2)
M, =20 [z ¢, b Enpt bt (h/2) ]

- Y il : | g 7.
pl[(E;)zijplaten.+ (El?boven— en'ondetplan _<- %l)
Met .de 'law of mixtures' - voor elast1c1te1tsmodu11 in- Xl—richtlng en traaghelds—’

momenten ten op21chte van het mlddenvlak o

(ED)

CERI* = S . 5
EXL ‘ <EI)21Jplaten boven- en onderplaat A(7'lza)
' worﬂt (7.11) ..
W R .

Het'spréekt vanzelf dat als de cdnstructieuis’uitgevoerd met gordingen geldt

+(EI) o L gz

CERTR =
: E I (EI)lljfplaten gordlngen

(7.13) en~(7}8) zijn gelijkéfbetfekkingen. Bij:het gebruik van (7.13)~moét ech-
ter worden bedachtvdat de formule een benadering is voor‘composietconstructies.
en dat E*T* dus moet worden samengesteld uit de eigenschappen van de afzonder— »

(1 )

1i3ke elementen. Overigens zal. E (de elastic1te1tsmodulus in X —r1chting van

1
een +45°. laminaat) klein zijn ten opzichte van E( ) (de elastlciteitsmodulus van
een laminaat met voldoende vezels in Xl-richtlng of van unldirectloneel materi—

aal) en kan (EI) in (7.12) meestal worden verwaarloosd.

21Jplaten
'Er‘is.:eeds opgemerkt dat forﬁules~(7;8) en;(7.l3) uitsluitend geldeﬁ vobr'het

belastingsgeval van zuivere buiging.bDe tot~nd-ﬁqe)beschoﬁWde kékercbnstructier
wordt echter niet op zuivere buiging belast dochybp bﬁiging>door een dwars- .
kracht. Wat dit voor conseduenties heeft ten aanzien van hetvgebruik;van (7.13)
wordt duidelijk gemaakt door de zijplaat van een koker voorzieh~Van gor&ingen te
.beschquwen (De redenering'voon de uitéoe;ing metwbo§en;onaérplaat is. in wezen
gelijk). De zijplaat met‘gordingen'vormt een zeifstanaigé liggér aan het éinde
belast door een’ dwarskracht D/2 in de .richting van de negatieve X3-as, zie

Flguur 7 15.
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 Figuﬁr‘7;1S;

In -een . doorsnede van de ligger op afstand x1 van de 1nklemm1ng is behalve de

dwarskracht D/2 ook een moment werkzaam e
M, = -+ (L < x )fv‘ IR R : (7.14)

(M is volgens in Hoofdstuk & gemaakte afspraken positlef D/2 is negatief) Het
is dit moment M1 waarop formule (7.13) van toepassing is. Substitutle van (7. 9)
en (7.14) in (7.13) geeft na-tweevkeer_lnpegreren voor het»uitelnde van de'balk
‘de doorzakking W . : e | |
ji3 ’
3E*T*

~ (7415)
(Met: D/2 = P en E*I*~% EI'is-(7.15)¢het'k1assieke 'vergeetmijnietje' voor de
,dporzakkihg aan het einde van een lange, .slanke isotrope  balk belast door een

dwarskracht P).

De .dwarskracht D/2 werkzdam 6§,derin4Figuur 7.15 getekende doorsnede van de conf




{151—“

structie veroorzaakt aan het uiteinde uiteraard ook een doorzakking die Wy 8es ..

noemd zal worden. Deze doorzakking ‘wordt veroorzaakt door afschu1v1ng, die ‘door .

de plaat (en niet door de aanwezige gordlngen) wordt opgenomen.

(1) D/2

"13 htl

Met‘

en voor de hier beschouwde vervormingsmogéiijkheid

dU dU, - dU

o ly o3 3
13 »,Q*3‘ .Qxl jbxi'
Wordt 6-U_3. = ‘.._D/.z_
ST 6xL hth13 -

waarmee aan het einde van de 11gger de doorzakklng ten gevolge van afschu1v1ng-

~ van de plaat wordt

/24

w. = L
d hth13

(De indices 1 en 3 z1Jn hier om. formele redenen gebrulkt. De plaat staat immers

-X -vlak )

verticaal evenwijdig aan het X1 Ky

Uit (7.15) bli]kt dus -dat de doorzakking ten gevolge van het door D/2 ontstane  -
moment evenredig is< met 13, uit (7 .16) volgt dat de. doorbuiging ten. gevolge van |

afschuiylng.slechtsfevenredlg is.me;;l.,Het'zal“duldelijk'ziJn dat. voor'lange,-

' ,(7.1é)l34ﬂ» ;  ,

slanke balken (7.15) sterk overheerst- en bij toepassingen. van metaal wordt..

.(7.16) .dan ook altijd~verwaaridoSd'fen'opziéhte van (7. 15). Mag dat nu ook als

composieten worden gebruikt? Belangrijk biJ de beantwoordlng van- deze vraag is

hoe ‘groot de verhouding Wy /w is (omdat het hier om onderlinge vergelljklng gaat“‘

.is de absolute waarde van de doorzakklngen niet zo interessant)

Wordt de bljdrage (EI) 1h‘E*I*'verwaaflbbéd daq'is“dus:‘

plaat
CEATE =
B (EI)gordlngen
W, 3(EI)
_en wordt W—d = v gordlngen
Com . 12 t. h

G)s 1 B

LW E
 ofwel ;g-%4—59£§%2522~
o m o G At




.- Voor. metalen is altijd 6-3;2(1+v)é=-§g“

‘féedafyvddr isotrope‘materieienrf EER *-?“ R ‘;i ¥ . : QJ(7;17)

=
.é.o,I‘NQ_' R
LN . o R

e;Zde,delheiefliggeq van unidireetioneel«materiéal worden gebQuﬁd,mefl'?k‘
= l45e"G?a:J'-

11 : _
3,5 GPa

13

O .moc
I

CdEnois’ Vw1
; , Eahgerat

o :Wordttdefgdede oplossihé gekozen met het j45°ilamineat elsvpiaatf5'37‘

i

%13

'.qgﬁ*lé,;~f> N e T T ey i (7'19) o

<]
o
N

Bi] deze berekenlngen 21Jn ulteraard de geometrische grootheden I ﬁlfen»h'qur”
alle gevallen gelljk verondersteld. - o

Uit (7 17), (7 18) en- (7 19) bliJkt dat de afschuifcomponent van de doorzakklng<'
}bl] de unidirectionele plaat veel groter is dan -bij een- netalén of- +45 plaat,

en dus tot’ veel grotere waarden Van 2 niet mag: worden verwaarloosd. Voor de - op~

lossing met de +45° ‘plaat- mag de afschuifcomponent globaal reeds bij dezelfde

-lengte worden verwaarloosd ten opz1chte van, de andere component ‘als” biJ metalenv

"g constructies. B13 een goed ontworpen, functionele constructie uit composietmate—f

'.rlaal is de toepasbaarheld van (7 15) dus’ ‘even goed als de toepasbaarheld van
'(7 8) bij metalen.~ ’ ' '

- Met reiaéie;kég35)nvoor egr = 00

117 1Py,
wor@tﬂgeVOndeﬁ‘ha eubsti;utie'van’(7.l35‘"
LM x

»e<‘:f ao A?;,'”il ef‘i’kfzifii(?i ”Mf";;‘; t ‘}- (.0

,.(7Q20) kan:worden.gebfuikt voor de.befekéning.van SBanﬁingeﬁ}’Bij de constructie - '

SALE T gy
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met gordingen geldt voor deze gordingen, die lang en slank zijn

SO b
11 E_ .. '
gordingen
M x E . C 4 S
waarmee O, = 1 3 gordingen : R o (7.21)

11 . E*I*
" In de buitenété vezels van de gordingen is de spanning het hqogst,rnlf

_ h/2 Egordingen L . SRR (7 22)
11 < EXT* = S ST
max : L ' '

. Voor 1sotrope materialen geeft deze formule met W =;E%§‘de welbekénde formule .

s ==t
max W

_ Voor de conmstructie met boven- en onderplaat geeff (7.20) vdor iedere lamel van-
die platen de vervorming- waarmee met de stljfheldsmatrix van de respectlevelljke:
lamellen in het Xl—Xz-assenstelsel de spannlngen kunnen worden bepaald.

7d. De koker belast door eenrwringendfmomént';‘

In Figuur 7.16 wordt Het'wfingend ﬁoment Vérzorgd door twee krachten Da/b, aan—
grijpend op verstijvers.in de hoekpunten. Die verstljvers worden afgesteund door

Jieven grote schulfstromen -in- elndschot en. zi]platen,
q = 5= : T (a2
De koker op wrlnglng belast wordt niet zo ultvoerig ‘behandeld als de koker be-

'last door een: dwarskracht. "Figuur 7. 16 is voor een goed begrip voldoende.{f

Uit Figﬁur 7'16 blijkt dat de voor-, 213- . boven— en - onderplaat volledig inv
staat zijn elkaar te steunen en gordlngen zijn dan ook nergens nodlg. Eventueel
aanwezige gordingen voor de buigfunctie wvan de koker hebben bij wringing dus

geen functie.
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&

‘Figuur 7.16.

Alle vlakken van de getordeerde koker worden puur op afschulving belast ‘zodat

overal 145 lamlnaten kunnen worden’ gebrulkt. Wbrdt de achterkant’ van de koker

niet gelijkmatig ingeklemd doch voorzien van een plaat met Verstijvers in- de‘

" hoeken dan is de zeer torsiestljve gesloten doos verkregen d1e in evenw1cht is .

als getekend in Flguur 7. 17. S

F"Figuﬁr 7.17. .
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‘Enkele eenvoudige formules

.,Onder de gegeven, restrlctles met betrekking ‘tot de lamlnaatelgenschappen (mate—
rlaalassen vallen samen met coordlnaatassen,’geen bljzondere koppellngen 1n de

zin van de klas31eke lamlnatentheorie) gelden de formules van BredtT Voor'de‘
afleldlng ervan wordt verwezen naar de betreffende litératuur};ln Figuur 7.18_153
'een doorsnede van een kokerconstructle voor en na vervorming van de .koker door

een erngend moment M gegeven

. -
- ~é | RIS .“fol Q?f’/ ,

- Figuur 7118._3‘ R

q = (7.26) -

Vaariﬁ'O het oppervlak. is van -de doofsnedé (vergelijk(7,23) métLO = Bh en'Mw_=
Da) . . . . L i, s e e el BT e

Verder is = N ~,.V” '_: o v  ' ? S ;' L
M 2, o ' PR N
dé W i : i ' ) : S -
R = .= . : e N o . (7;25),

dx, 40?2 ity co L S

waarin - li “de lengte 1s van de 21Jden van. de 1n Figuur 7.18 getekende door—
snede '
i de dikte van de bijbehorende platen v
Gi de glinlngsmodulus in Xl-X2 rlchting van de 1aminaten waarult de'

platen zijn gemaakt (de Xl—as valt, samen met de momentenvector van
Mw’ i; is '‘de. geroteerde X2 as, " is uiteraard voor de respectieve—

llee zijden verschlllend)

de/dx1 is 'de specifieke hoeverdraa;ing> uitgedrﬁktA in" radialen ‘per lengte-

eenheid. Is het rechterlid van (7.25) ‘comstant over de lengte van de koker (dus
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geen functie van,xi)faén<i§ 
MR

- (9_-; g A (7.26)

402 .‘. G.ti

Bij 1sotrope materlalen is- G een constante grootheld en kan in (7 26) voor het " .

sommatle—teken worden geplaatst, BiJ comp031eten kan men voor de verschlllende

”Q21Jden lamlnaten klezen met: verschlllende glijdlngsmodull,.b ' omdat de kokerfa
| ook: nog een andere functie heeft. Formule (7+26) is dan ook.een voorbeeld vany de:
"mogelitheld d1e comp051eten bieden ‘om te optlmallseren tussen. geometrlsche en

-fmaterlaalgrootheden.

Te. béﬁknkér‘ondervgecombineétdé’beiasting 2

s

'ﬂ»Als de dwarskracht D op het elndschot van de koker aangrljpt op een willekeurlge
'afstand a van het symmetrle—vlak dan wordt de koker dus gebogen en getordeerd.
'Vervormlngen en spanningen kunnen dan Worden bepaald door superpositie van ‘de
vervormlngen en spannlngen behorend biJ de in het voorgaande twee belastlngs—
'51tuat1e5r Ulteraard mag d1t alleen zolang de vervormingen kleln z1Jn "en het

.elastlsch gedrag van de materlalen lineair is.}.

giFlguur T 19 geeft de superpositle biJ de koker met boven— en onderplaat zonder
“5ordingen, Flguur 7 20 geeft de 51tuatie biJ de koker met gordlngen en- gesloten

nachterkant.'ﬁ

fIn de Flguren 7. 19 en 7 20 geven de getrokken pljlen de Schuifstromen en krach—
ten behorend biJ de belastingssituatie bulglng door de dwarskracht de gestreep—
te pljlen horen bij de torsie. Het bliJkt dat in beide gevallen- zinlaat 2 wordt
afgeschoven door schulfstromen die hetzelfde teken hebben. BlJ de berekenlng van
de dlkte van 21Jplaat 2 moet daar ulteraard terdege rekenlng mee worden gehou—
s den. Het - tegenoverllggende plaatveld wordt “Juist belast door schulfstromen met

"'ktegengesteld teken, deze plaat zal dus dunner kunnen 21jn.n‘

K Juist bij het beschouwen van de gecombineerde belastingen bliJkt het grote be—

8 lang Van de- aanwe21ghe1d van. voldoende +45°; lagen._‘
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, " Figuur 7.20. = . -
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In F1guur 7.21 is een analyse gegeven van het e1ndschot van de koker met de. n1et

in het mldden aangrijpende dwarskracht voor de 51tuat1e van - de koker zonder gor—

dingen.

e D

=D

fEighur'7.21;;

De in Figuur 7.21 getekende, niet evengrote plaatvelden zijn in- evenwicht. De

af- .en toenemende schuifstromen op “de gordlngen, veroorzaakt door de  'buig-.

_functle van de . boven— en’ onderplaat zijn ook in. evenw1cht. De rest van.de

schulfstromen op de- gordlngen is in evenwicht volgens

S (%‘1.4 2) - (3 G+ jaj' +‘z(ﬁ E)"b:‘ 0o L

7t Gbrdiﬁgen'en‘verstijvers; stabiliteit’

In de vorige paragrafen is beschreven dat op verschlllende plaatsen in de koker

gordingen en- verstijvers aanwezig moeten zijn. .In eerste 1nstantie wordt Jhier-

voor meestal gedacht aan proflelen die.op de plaatvelden z13n gelide of geklon—i

l—ken zoals’ dat biJ metalen constructies gebeurt. Bij livaerbindingen. kan def.

'gelaagheid van compOSLeten een’ negatieve -rol spelen met betrekking tot de
sterkte van de verbinding (o.a. losscheuren van de bultenste laag) Een .goede

optie bij composieten is echter het wegwerken van verstijvers en gordingen in

de 1aminaten van de plaatvelden zodat de platen en de verstijvers en gordingen

: worden geintegreerd. Gebeurt het wegwerken laagsgew1js ‘tussen de lamellen van de
lamlnaten dan wordt het aantal contactvlakken tussen platen en verstijvers c.q.

gordlngen verveelvoudigd. Ter plaatse zijn feitelijk laminaten van de [0°/%45° 1-
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familie aanwezig.

Voor hetj npklinken’ van vefétijvers en . gordlngen moet worden gewaarschuwd.
Imméré‘ deze elementen zullen in verband met hun functle vaak unldlrectloneel’
worden ultgevoerd.h De voor de kllnknagels geboorde gaten zullen ‘desastreuze
gevolgen hebben voor de sterkte vin de betreffende elementen, tussen de gaten n
zullen de stroken materiaal in vezelrlchting gemakkelljk kunnen ultschulven”
zoals reeds in het vorige hoofdstuk is beschreven._Blj gelntegreerde verstljvers"
en gordingen heeft het lamlnaat ter plaatse redeliJk goede vlaktedrukelgenschap-l
. pen.. Gaten dle nodlg 21Jn, bljvoorbeeld voor het 1nle1den van krachten zullgn‘
dan minder invloed hebben door de steunende: werklng van de 145° lagenfop de

unldlrectlonele Iagen van de verstljvers of . gordlngen.

. De . tot nu toe gehanteerde flguren om. kokerconstructles te analyseren suggereren.
een vrij klelne lengte ‘te0.v. de. breedte van de koker. Reallstische constructles
hebben meestal een veel grotere lengte—breedte verhoudlng en bij de dlmensione-,A

'rlng ervan gaat de stabilltelt van de- plaatdelen een.essentidle rol spelen. Zo -

" zal” 213p1aat 2 onder invloed van de schulfstromen kunnen gaan plooien en de

onderplaat zal onder 1nvloed van de drukkrachten ultknlkken.

. Een belangrljk wapen om de knik-,of p10011ast te verhogen is het . verklelnen',
van de. plaatvelden door’ het aanbrengen van verstljvers. Deze ‘geven door- hun
.ruimtelijke vormgeving (proflelen) plaatseligk een aan21enliJke verst13v1ng,
‘waardoor de plaatvelden niet alleen aan hun randen maar ook in de velden zelf op
meerdere plaatsen worden gsteund. De plaatselljke verst13v1ng vormt als het ware

een barridre tegen het ontstaan .van- p1001en.

Uiteraard geeft dé bevestigingvvan de verstijvers de reeds'genoémde-probiemen.-:

Verstijvers ter vérbeteringuvan de. kniklast kunnen niet integraél~in de lamina-‘~'

ten worden ingebouwd omdat - ziJ hun functie - immers -ontlenen aan de’ rulmtelljke
vormgeving...Een aantrekkelljk alternatief is dan ook, gegeven in Flguur 7 22

waarop overigens- vele varlanten mogeliJk zijn.
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A Figuur57.225f

“ Figuur 7 22 stelt een cellulalr paneel als onderplaat (dus niet als hele koker')>“‘f

‘:rvoor. Het. lamlnaat is ruimtelljk uit elkaar gehaald en ‘de verstljvende werklngl'*

'door de rulmtelljke vormgev1ng is in het laminaat xngebouwd. De" celafmetlngen in -
' irelatle tot- de " materiaal - elgenschappen kunnen Zo . worden geoptlmallseerd dat
locale Knik' ‘en’ algemene 1nstab111teit tegelljk optreden. ' R
1 Figuur: 7. 22 geeft een” tussenvorm tussen verstijfde plaatconstructie en de echtef

‘ sandw1chconstructie zoals getekend in Flguur 7. 23.

. Figuur:7¥23;i

=;vDe platen van de sandwich moeten: sterk en Sti]f ziJn in- richtingen in hun vlak.
FVoor de kern geldt dat niet,‘deze moet juist. Stljf zijn in een richting 1ood—sf
recht daarop om. de platen‘ op afstand van elkaar te houden: en om te garanderen
dat deze vlak bliJven ter voorkomlng van locale knik. Een essentiele els is-
'verder dat de kern afschuifstljf is zodat de sandwich dwarskrachten kan opnemen'-j

'(dit laatste is te vergeliJken met de functie van +45°—zijplaten van de koker)

De werking ‘van de sandwich berust in feite op. de vergrotlng van EI uit formule
(7.8) waardoor de buigstljfheid (maar ook de weerstand tegen uitknikken) aan—‘
»zienlijk verhoogt in vergelijklng met een, even zware constructie zonder kern en
. op elkaar gelidee platen.- Het 1nle1den van’ belastingen in sandwiches kan pro-

blemen geven omdat’ de krachten niet in eén, maar in twee- gelljkwaardlge platen
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‘moeten worden ingeleid. Hiervoor zijn dan ook meestal zeer bijzondere construc-

ties nodig.

Een nadeel van sandwiches uit comp051etmater1aal is hun gevoellgheld Voor stoot—
belastlngen. ‘Sandwiches zijn bedoeld om de stabilitelt -van de constructie te
) vergroten, 2ij verklelnen echter tevens' de mogelljkheid om- plaatselljk "mee -te -
geveﬂ; bij een stootbelastlng (antl—kreukel—zone werklng) Voor metalen .die een
~ grote plastische rek hebben voordat :breuk  optreedt is dat- geen probleem een .
'plaatselljke bllJvende vervormlng van zowel plaat -als kern belnvloedt -de werklng3
A van -de sandwich niet of nauweliJks. Comp031etmaterialen (zeker die met koolstof—“
vezels) hebben echter een relatief klelne breukrek die’ bovendlen voor het’ groot—-"
ste deel elastlsch is. Een plaatselljke stoot doet df het materlaal bezwiJken
(witslaan), 3f inveren en- daarna terugveren. Dit laatste kan loslatlng van de -
kern tot gevolg hebben. Zeker onder invloed van wisselende belastingen,kan het
'gebied-van loslating =zich uitbreiden’wéa:dodp;op'den»duur‘dé werkihg Van de
sandwich volledigg?erloren‘gaat. Een tweede hadeel van sandwiches' van compésiét¥
materiaal is deAgevoeligheid voor vocht.. De platen zijn nooit. helemaal water—
dicht ﬁaafdoor*vocht zich kan ophbpen in de kleinevcellen Van'het kernmateriaal.  '
Met name’ de eigenschappen van de llJm die is- gebruikt voor de verbinding tussen
kern en platen worden hierdoor sterk beinvloed- waardoor uiteindeliJk eveneens - -

loslatlng kan optreden.
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HOOFDSTUK 8 - . - - . “.": o .

HET WIKKELEN VAN DRUKVATEN

_In d1t hoofdstuk wordt het ontwerp van- gew1kkelde drukvaten behandeld volgens de

- nettlng—theorle . Deze ‘theorie veronderstelt dat de Stltheid en daarmee de’

draagkracht van het matrix—materlaal Verwaarloosbaar kleln 1s ten opzichte van
de stljfheld.van de vezels. De vezels kunnen volgens deze theorle dus _geen. be-
lasting op elkaar overdragen v1a-afschu1ving in de hars..Het_systeem_yan draden

©in een "géwikkelde> constructie moet dan' ook ' worden - opggVat. als &én lange,

ononderbroken draad met een overal even.grote trékbelastiqg;

- Er wordt bij het ‘éntwerpen - van drukvaten*aéngenomen'dat'tijdens het Eroduktie—

proces  de vezels geen. wrijving onderv1nden van het onderllggende oppervlak

omdat 213 bovendlen geen bulgStltheld hebben zullen zij tussen twee punten op
het oppervlak. de kortste weg zoeken. Geometrlsch houdt dat 1n dat de vezels 1n
een ggwikkeld_liéhaam 1iggenyiéngSfgeo@etische.lljnen.

-

Het probleem vah'het,ontwerp'vaﬁ een drukvat wordt nu. teruggebracht tot de vraag -

welke vorm dé'méfidiaan van het drukvat mdet hebbén'opdat het‘systeem van draden

met overal dezelfde trekbelastlng en llggend volgens geodetische liJnen, kan

voldoen aan het evenw1cht onder hydrostatische druk..

8a. De'ligging van de vezels

© Op een omwentelingsoppervlak zullen voorgeétrékte vezé1S'gaan liggen'volgené'een

‘geodetische 1lijn -

Sy sin «.= constant’ .. - S S : . o - (8.1)
waarin a de hoek is tussen een. vezel en de merldlaan in een bepaald punt en y de
afstand van dat punt tot de onwentelingsas. Bij de poolopenlngen van een drukvat
v 'kereq,de vezels tinens het wikkelen om' zodat daar o = /2. Is de straal van
de poolopening yoﬂdan wordt .(8.1) dusJ V .

yé/y = sina ° - o S ?, L (8.2)

Een drukvat is een dunwandige ¢onstructie zodat de invloéd'ﬁan het 'aangroeieﬁ'

van de wanddikte tijdené het wikkelproces'op formule (8.2) buiten beschouwing
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wordt’gelaten; In een bepaald punt»van het"drnkvatvhebben dus dlle vezels de-

zelfde wikkelhoek a resp. -u.

8b. . De vorm van de meridiaan -

Een noodzakeli jke Veronderstelllng b13 het gebru1k van de nettlng—theorle is dat4'
het drukvat een membraan is. Dit. betekent "

- er zijn geen dwarskrachten op de wand

- -er zijn geen momenten met vector 1n het vlak .van de wand

- spannlngen zijn gelljkmatlg over de dlkte van de wand verdeeld.,

U1t Flguur 8 ' kan worden afgeleld_
“dat voor de .component van’ de. vezel-

, kracht F in X—rlchtlng op een wille—

,keurlge snede van het drukvat lood—5

i:recht op de. X—as geldt -~

.Ex f_F_cds a cog ¢

f.kracht }die*;dev vezels in * de) X=-

r1chting leveren,‘

nF cos .u cos. ¢.

Deze kracht moet in. evenwicht zijn

" met de druk’ op het 'weggesneden'

deel van':het ‘drukvat, = zodat moet
“gelden " - - V
.7 " nF cos. a cos @ =Any2p,: ;";. (8.3). .

waarin cos a = (1 - Yg/Yz)z

Figuur 8.1.

en’ T cos ¢ = {1 +:(%§)2}f§ B

Evenwichtsvergelijking (8.3).kan dan ook worden gésghreven als-

‘Alleein‘"veZeis~'sanén “geven dan de f:“
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: _T_tn%(l— yé/yzt.);zv {1 + (%) _‘ } Jf= yz E

‘;of;iin diménsielpze grootheden . .

T X =‘x/yo"‘r.1; "‘ ' ;?fifﬂll'_*ﬂ- “_'i‘-Hf“ff fi éﬁ:ajJ”Lj;fﬁfﬁn:

e
'

y/YOV;

o
i

dY
dX

R (—) I I R )

Uit (8.4) volgt . - .

T 2 - 16!

Y3AYJ
{ 2(Y2 1) - Ye}% :

ot xetf

PwaariﬁlK = O als het centrum .van het assenstelsel op de rotatie—as t.p. v. de;

*max1ma1e straal Y ‘wordt: gelegd. Het + of N teken kan worden weggelaten als‘

'slechts &én helft van’ het axiaalsymmetrische drukvat wordt beschouwd. De. vorm

' die door (8 6) wordt beschreven is een 1sotensoide.-'

'>(8 6) wordt nu als volgt gebrulkt

Y(X) Y3dY

. T 2 _ b6
xu‘ .{ 2(Y 1)‘ Y }.

X kan als funktie van Y slechts met, numerieke methoden worden opgelost.»Toéﬁ

‘ kunnen u1t (8.7) reeds 1nteressante conclus1es over de- vorm van de merldlaan van

been optimaal drukvat worden getrokken. -De meest interessante daarvan is’ wellichtf'

dat de vorm het resultaat van het ontwerpproces is en niet een uitgangspunt.

IR

"8c. Karakteristieken. van het drukvat

7inide;noemer vanj(8.7)‘mogt S

a2(¥2-1) - Y6 > 00 - e L (8.8)

8.5
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Het 1s meteen in te zien dat y = y , dus Y = I niet ‘aan deZe-voorwaérde voldoet.
Dit Verklaart waarom (8.3) voor y = v, en dus av= n/Z tot een tegenstrigdlgheld

leldt. In de buurt van de poolopenlngen 21Jn er. kennelljk gebieden waar de

belasting door 1nwend1ge overdruk niet ‘geheel door de vezels ‘kan worden opgeno- -
meén. Er zijn echter grenzen te bepalen waafbinnen dit wel kan.

: Uit'Eiguur 8.2 blijkt dat voor feéie»,
/(yz) : tussen Y.

i
voorwaarde (8 8) ‘wordt voldaan

‘ ‘waarden ' van'. Y en. Y aan -

In Y.,en Y is
i u =

C

vat moet zijn als in Flguur 8.3 is

weergegeven.

Hlerin 'moet dus worden onderschei-'-

den;rf

az(y}d-yé G l..Y -;'1, | de_5 straal van de. pool-
v L S ' of omkeeropenlng, S
Figuur 8.2. 2.y %'Yi,'vde kleinste straal:'waaf'
' ' ~de volgens geodetische
‘ de belasting door inwen= -
dige overdruk noguvbllef"
dlg Kunnen opnemen
de grootste straal- van,

E het drukvat.

De' meridiaan heeft tussen Y, en YJ

een buigpunt waar -

2
Figuur -8.3. ' dX

Met (8.5) in de vorm-

(d—Y)2 a2y - Y5
dx w6

Zbdat~dé vorm van hét‘optimale druk—; .;

lijnen»gewikkelde.vezels -
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‘ wdrdt»V6or‘he£_buigpunt =

v iy a(hes) &Y

0
ax ax?2 . ¥ ax.
ofwel .~ ‘Yé =-% ‘

Voor de wikkelhoek geldt in het buigpunt '

l..
2

b-

;&aafmee;l qﬁ'%?54,7°3, o ST N  “,f - = v o (8.10)

“Van alle meridlanen die door (8. 7) worden beschreven 11gt het bulgpunt ‘onveran—

T

, derl13k blj Y =(3/2)%

en 1is de w1kke1hoek t.p.v. het bulgpunt onveranderlljk

' 8d. De.vormparametér g

Dé:Vergelijking 1,~5 

(8.11)

S
=]

a2(Y2-1)j-,Y6'-

is een derdegraadsvergelljking in Y2 Waarvan Y2 en Y2 wortels 21Jn. Omdat - de

2

3 eenvoudlg worden ge-

‘coeff1c1ent van Y‘+ in (8 11) nul is kan de derde wortel Y

vonden met

¥2 +¥2 + Y2 = 0.
i Tu. '~3 e

: Deze derde wortel” is overigens niet - 1nteressant hij geeft aanleiding tot imagi-

nalre waarden van Y3

" Ingevoerd wordt nu de vormparameter:. .- .

_ w2 2
q :-Yu/Yi,

Voor delﬁortels'Yi ehAYi = q Yg wordt (83Ll)j

C(8.12)
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a2(y2-1) - ¢ =0 - g S (asy
resp.. a?(qy3-1) - Gy§=0 o Co o (8.14)
Eliminereh"vaﬁ'ézngeeft’

2 -9 *+q+1 o S © . (8.15)

i q(g+l)..

. Met,(8;12) wofdt dén‘

g2 o 2tg+l | . T Gae

u - q+1

~De vorm van het optimale drukvat wordt door slechts. &n grootheid bepaald, hame-

1lijk de verhoudlng van de’ grootste en de kleinste- dlameter van het optimale ge—-_'j

deelte. :
Voor q = ltwor’dt‘Yi =Y = (3/2)% ., (8.17)
q = I .geeft ‘éen cilinder met straal’(3/2)%.en wikkelhoek a = 54, 7°“ Dit 1s

dezelfde straél reép. wikkelhoek als “die voor het buigpunt van een meridlaan
voor willekeurige q. o , » , IR >‘
'Omdat een volgens geodetische. llJnen gew1kkelde c1linder voor Y- < Y de- belas—
ting niet meer geheel kan opnemen zal van een c111nder met elndschotten alleen
het c111ndrische gedeelte optimaal kunnen- worden gewikkeld en moeten de
“_elndschotten worden versterkt, Een oneindig lange c111nder is een. llmietgeval.‘

van het in Figuur 8.3, geschetste type van drukvaten.
Met sin a = 1/Y -,;'5-' R . o L (8.18)

rwordén'voor de wikkelhoeken t.p.v. Yi en-Yu gevonden:
sin ai“ = {—_q(Ji'l.)_} s ' ; - I '(8.19)"‘
{—"——+ — S (8.20)

resp. sin a

Uit (8. 20) volgt dat voor een drukvat met q > 1 de w1kkelhoek t.p.v. Y alti;d 7
kleiner is dan 54,7°., Wordt t. PV, Yu tussen twee 1soten501den een cillndrlsch

tussenstuk gewikkeld dan heeft ditptussenstuk.een wikkg}hpek < 54,7° en het moet. .
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~ dan ook in omtreksrlchting versterkt worden. ‘met - extra vezels. Worden op d1t‘

'c111ndrlsch tussenstuk alle vezels evenveel belast dan zullen overal de rekken

gelljk ziJn en: treden er geen dlscontlnuitelten op tussen c111ndrlsch tussenstuk

' en.e1ndschotten. De formule die’ het optimaal aantal vezels 1n omtreksrlchting

'lgeeftiis,

n/n_ = <..2'q2'—q-.1)/{q(q'2+q+1>lz‘}.. Lo e TR (e

waarln nh het aantal vezels op het cillndrlsch gedeelte in omtreksrlchting is enf*‘

?nu het ‘aantal - vezels dat onder hoek a‘ de" overgang tussen elndschot en . c111n—.

a drisch gedeelte krulst belde per 1engte—eenhe1d.

:Voor q S>> 1 wordt “het niet—optimale gedeelte tussen Y l en Y Yi éeeiwklein.  o

Zo is voor q 5. de straal Y reeds dicht tot 1 genaderd. In de praktlgk is het. 
tﬁwel degelljk mogelijk geheel optimale drukvaten te w1kkelen door q groot .te

'kiezen. De- altijd aanwe21ge versterklngen rond de poolopenlngen (afsluitlngen en

"aanslultingen) kunnen dan zo klein mogelljk worden gehouden.

8e. Enkele;groothedeﬁ van het optimaie'druk&atT;A

Het gew1cht per volume—eenheld

Uit Flguur 8. 1 wordt gevonden

. ‘;1.;*%"'.5: a'.;icos'i.fp’ ___d
’ w?arin vélgéﬁéi(8:3?

cos é?s wy —%fz-,‘;;{
rioéa;“
“df;'indi;énéiélagédgrbbﬁheden_>.

-dL _a

'dx,, Y2
; 4 B R
&d_L_a__g_x_;f ey
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De lengte van een vezel tussen Yu'en_Yi is - dan. .

‘»(8,22)

Y o
'L =a f.“ it dY PTY
Y {a%(¥2-1) - Y8}
Als C het gew1cht per lengte—eenheld is. van- de gelmpregneerde vezel dan is het
gewicht van het. optlmale gedeelte van het drukvat h
, A Yi . o -
w = 2nCL = 2nCLyd = -2CnayO f ’ Y dY L (8.23)
, : v ’Yu'{ 2(Y2 1) - Y6} oL ‘

Het volume van het optimale gedeelte is ~

X(Y.) . Y, \
1 1 dX X
V=2 Y2 ax = 2n [ ¥2 22 g4y~ o
. . dY ;
0 ‘ Y -
’ u
I, L
. _ Y> dy
= -27

A'Yu {a2(¥2-1) - Y§f§~'

M fevi-aatyyt L Lazy o o
Y |a 2(Y2 1) - v8)? {a2(3%-1) - ¥6}* :
' Y 2. Yiv o LT
= %2.{a2(Y2_1) _st}% i __2; T - 2Y de«.g . |
- L S St o S
_ waarin de eerste termlggl_is.zodaﬁ het volume van het optimalé‘gedeelte
e Y, . ol '
A -—Zazny3 i LT ' ) ' o »
v =V yg = 3 o f Y-dY 4 ; . . (8.24)

Y {a?(y2-1) —QY6}% '

dezelfde integraal bevat als formule (8.23) voor hetAgewiéht.

Het gewicht per volume-eenheid wordt dan ook~

<|=g

Omdat C het gewicht per léngte-eenheid van de geimpregneerdé vezels is is

Q=
1
=la

en wordt,(8;25)

3p (8.26)

<=
i

a




~l70—

Bij~ een optlmaal gew1kkeld drukvat is het gewicht per volume—eenheld van het>

Joptlmale gedeelte onafhankelljk van de vorm, dus van q, en wordt ultslultend

bepaald -door .‘de inwendige overdruk en de toegelaten specifieke spannlng c/y in

de gelmpregneerde vezels. Deze specifleke spannlng kan' de spec1f1eke breukspan—_,

ning 21]n (de inwendlge overdruk is dan de barstdruk) of biJvoorbeeld de speci-

fleke spannlng waarblj ultslultend de- hars bezw1Jkt (de 1nwendige overdruk is

dan de. zweetdruk) ‘Bij zeer brosse vezels treedt breuk in de vezels op bij. een:

&, 1a5ere rek dan ‘de. breukrek van de hars’ en is c/y dus .de spec1fieke breuksterkte

van de gelmpregneerde vezels, zweetdruk en barstdruk vallen dan samen.

- De: relatie aantal vezels = inwendlge overdruk

Voor het -afleiden van de relatie tussen het aantal vezels n en de inwendige
.overdruk P kan (8 4) - als ultgangspunt worden genomen. n is het aantal. vezels dat:

{edere doorsnede 1oodrecht op de. rotatle—as Snljdt .dus ook de doorsnede t.0.v.

‘de grootste straal Y . Voor Y is

__nF - u -v“,
2 v2.1)2 -
Py~ (.Yu 1)*

Of”het>uitdrukking'(8616) voor:YQ.?
“of (q2+q+1) 3/2

. ‘ +1
| Wpyg . aletD)

(8.27).

‘nF is de  totale - kracht in alle ‘n vezels, deze-vezéls'worden echter in de V6rm

van’ bundels gewikkeld (rovings tows) Het g dAn ook eenvoudiger Foor m’ het'

antal bundels’ te nemen en voor F de trekkracht in. de bundels vezels, de toe—
'laatbare trekkracht F (biJ vezelbreuk: of! harsbreuk) is immers relatief eenvoudlg
te meten met behulp van- unidirectionele proefstaven waarin het aantal bundels

: bekend is.

Is voor een drukvat de maximale overdruk voorgeschreven en ziJn q en y gekozen

dan geeft (8. 27) dus het aantal . bundels n (met toelaatbare trekkracht F) dat,"

nodig - is om de inwendige overdruk te weerstaan.;f

 8f. Wikkelen volgens de 'continuimtheorie'

De ’netting—theorie 1s goed toepasbaar als de Vezels zeer Stljf zijn in verge-

llelng met de hars. Voor het’ bepalen van de optlmale vorm voor een ZO0. hoog
: mogelljke zweetdruk is de theorle echter niet geschikt. Zijn de vezels bovendien

relatlef slap dan zullen de elgenschappen van de hars mede de optlmale vorm. van
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" het drukvat bepalen. In datfgeval’zal~ﬁbor hét ontwerpen Qandeén'optimaal druk- -

- vat- gebruik moeten worden gemaakt van de 'continulmtheorie' die een .composiet

als een continuim beschouwd waarvan de eigenschappen door vezels en hars samen

‘worden bepaald.

In het &rukvat mogen de vééels nu - niet'worden beschouwd als losliggende draden
en kan dus niet als ultgangspunt een overal gelljke vezelkracht worden genomen.'

Er moet nu als ontwerpvoorwaarde worden gesteld dat de vezels overal geliJk be-”

zlast moeten worden en dat kan, .alleen worden bereikt als: het drukvat zo is ‘ont= ..

worpen dat onder inwendlge overdruk overal in alle rlchtingen de rekken: gelijk

-21Jn. Pas dan is met zekerheld te zeggen dat ook de vezelkracht overal -gelijk
is.
Voor een drukvat met vezels langs geodetische llJnen kan de vorm nu worden’:ﬁ
afgeleld uit de eis van- overal gelljke rekken en de evenwichtsvoorwaarde.

van- een oppervlakte—element onder inwendige overdruk.

.De formules volgend uit de continuumtheorle zullen hier n1et worden afgeleld.} 

ZlJ worden zonder verder toelichting hler gegeven.ﬁf

De vorm van de meridiaan wordt gégeven door

Y, e S
i 3 . s . s ﬂ . oL
X =% J Y CdY . el (828,
T feep Powp 3 |
L g2 ' '
q = -2
! Y2
].' N
3/¢c, . 3/c, . L » o
12 =0C(a “~1)/(qg ‘-9 TR (8.29)
3/02;“ ~,»,3/c2 . o | .
Yg=aCi(a  -D/(@ =) e (g.30)
7 'cl+1 3/c 3' ¢, 3/¢c,’ A'cl+1 ’ . o L
¢ =c¢° (¢ =D /{(q-l) ( R oL (843D
Gy 832
c =2-¢ - 7 R . : l(s.:'3"3')__"

2 1



TP BRGNS O
. UB.@reép.:UdéVisfde,dwatscéntractieétoéfficiént van de toegepaste geimpregneerde
Ba T ' SR s ) TR BRI

" bundel vezels.:
Y DeﬂEéwiChts;vbiﬁmevérhbuding wordt gegéVen'débr

Y .—‘3p_c3 y/e & L e ’:(8:3§):.

waarin -

e e ey

=u(1fU Bd; Bd:‘aﬁg*?‘

“Ba’ap’
" .en oly de*Specifieke‘épanning wéarbij'harsbréuk optréedt;. '

" Het- totaai aantal bﬁndéls Véiels'n‘met toegestane'bundélkracht F in,iedefé‘door— '

snede loodrecht op de rotatie—as kan worden ultgerekend met ‘ o

4 Y3C c (Y2 1) e T T
» Eﬁ;-"ﬁpyo : '{Yu?cll TR ‘ ‘ : . PR :

‘ Vdér;éeﬁvcilindef,isfq=1 én ié'dus'5w:

. vnEl

T SR SCCR s e e - (8.36)
v"De‘higfﬁijtbehbténde wikkelhoek wordt geﬁohdeﬁ met -
eyl LT e . ,£, B

lqcyl zal Yolgens de continuumtheorie groter ziJn dan de 54 7° ?an de'nettlng

’ theorie.

. De. vorm, Wikkeihoéken; fgewichté—volumevérﬁéuding en ‘alle: ahdere eigenschappen
;van gewikkelde drukvaten volgens de continuumtheorie zijn blleens bovenstaande

: ‘fqrmules _gggg afhankeliJk svan. de‘ materiaalelgenschappen van de, toegepaste,

- véze;s, uitgedrukt in de materlaalconstanten Cl,“vz.en C3. Voor “de neﬁting-

.Atheorie VZiJn deze constanten 1 omdat de dwarskrachtcoefficient UB“ in dieh
'theorie nul -is. Voor C,=C,=C,=1 ziJn de nettlng-theorieformules dan ook eenvou-~

1 2 73
’ d1g terug te Vinden uit die van de contlnuumtheorie.
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8g. Enkele voorbeelden

In Figuur 8.4 is een'aantal isdtensoiden:gegeveh voor verschillende materialen
en verschillende q-waarden. De in de berekeningen gebru1kte materlaalelgenschap-

pen zijn gegeven 1n Tabel 8.1. -

- A | ‘e VBa
E-glas—epoky " 0,26 70;039 ‘)
S-glas-epoxy - : 0,26 0,032
Aramid;epoxy . »'_0;33 . ‘0,031
Carbon H.T.-epoxy ~ 0,30 0,0184

Carbon H.M.-epoxy . 0,30 - - 0,0143

‘Tabel 8.1: Dwarscontractiecoéfficiénten van verschiilende'

'composietmatefialen (unidirectibneel).

In Tabel 8.2 is de gew1chts-volumeverhoud1ng (w/v)/p “gegeven waarblj voor de
’contlnuumtheorle een zweetspanning (weeplng—stress) 9, is aangenomen behorend‘
blj 17 rek in de vezels. Voor de breukspanning in de‘ nettlng—theorie is de
breukspannlng van de bundels biJ Ve 60/ gebruikt. In de meeste gevallen zal’
"daar’ harsbreuk aan vooraf zijn gegaan. Voor de'in*het voorbeeld gebrﬁikﬁe carboh

H.M. vezels. is c = g, . Voor een drukvat ‘van die . vezels 1s de zweetdruk dus.

br .
tevens barstdruk en het ontwerp volgens de contlnuumtheorie 1s llchter dan dat'

volgens de nettlng—theorle omdat de hars 'meedraagt’..

E—glés o B , - Continuiim-theorie - Netting—thébrié
T /A2 1. . W (w/v)/p
10%N/m® MN/m? ol . MN/m2 e
E-glas-epoxy 2,05 432 1,1475.107% 2070 3,5969.107>
 S-glas-epoxy 2,00 .. 522 9,6502.1075 2748 - 2,1943.1075
Aramid-epoxy . 1,35 750  4,6234.1075 - 1620  2,5000.1075
Carbon H.T.-epoxy. - 1,55 1440  2,9243.1075 1870  2,4866.107
Carbon H.M.-epoxy 1,62 ~ - . 1800 ' 2,4978.1075 1800 2,700 .1075

Tabel 8.2: De gewichts—volumeverhoudlng voor: drukvaten uit

verschlllende materialen.
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‘In Flguur 8. 5 1s de w1kkelhoek a tepsVe de grootste straal Y gegeven als funk—
‘tie van q. Voor de verschlllende materlalen .is " bij q—l dus de w1kkelhoek voor

c111nders af. te lezen.

Figuur 8.6 geeft de relatle voor het aantal bundels vezels met toegestane
trekkracht F in een: w1llekeur1ge doorsnede loodrecht op de rotatle—as _als

‘fantie van q.

e , o Yy . -:;.:
It S R P
' ‘ \\\'.\- : ) '
S A e NN / \
B ] R . - ..‘ \V;‘.."‘
- N R = 72
y Ai= 49 ".. B ! “._ .\\\ . l -4q | Y./Y‘
r-—?“"k : - . '\\ i i . )
‘ /‘~\f::\_ 8 .'-g}*\ ———— Glas-epoxy
6—$$** NN AU h-———'Cmbm1HM-egmy
\\\‘f§>: ' - %ﬂ“ —«=— Netting theorle»_
¥ -\\\\\» AN
‘4-16 . \\\;. : \
4 ML
W I NN ‘\\
3k \\\\\ : = \\'\ L \.i : :
S N — L —
T
L
l% _il- SRR 1 SR A | . -
— — VAT SR
0 1 2 4 ] 6 -8 )
’ —X

Figuur 8.4. Isotensoiden vbOr»één aantdl ‘q=waarden.
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60 — - — -
2, N : i . ’ o - :
% \K SR . Glas-epoxy
T N ; === Carbon H.M.-epoxy
N | ‘e + == - Netting theorie
|

104~

Figuur ' 8.5. De wikkelhoek t_.p.\f. de. .grootste straal a‘lsif'unctie‘ van q..

100,

nF N
xpys.

/// .Glas= epoxy o
- — = = == — Carbon H.M.-epoxy
' / Netting theorie

~
LA
=
sl
@
(=
8

_Figuur 8. 6 Het aantal bundels vezels van gegeven sterkte F Voor een -

bepaalde druk P als functie van q. 7~
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