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6 INHOUDSOPGAVE

Abstract

Het getal 5 is op meerdere manieren schrijven als som van positieve gehele getallen, waarbij
volgorde niet uitmaakt. Even rekenen geeft snel dat dit op 7 manieren kan: 5=5,5=4+1,5=
342,5=3+14+1,6=2+24+1,5=24+1+14+1enb5=14+14+1+1+41. Zo is voor ieder positief
geheel getal uit te vinden op hoeveel manieren het te schrijven is als som van positieve gehele
getallen. Toch heeft de wiskunde hier niet een makkelijke berekening voor, al voelt dit proces
wel als iets wat zo triviaal is als het uitrekenen van een combinatie of een permutatie. Dit werk
gaat in op, formuleert en bewijst de formule die Hans Rademacher gaf voor deze partities. Ook
probeert het een dieper inzicht te schenken achter deze formule, wat de inspiratie was en welke
achterliggende theorie er gebruikt is.



Hoofdstuk 1

Voorgeschiedenis en
inspiratiebronnen

1.1 De benaderingen van Hardy en Ramanujan

Iedereen heeft natuurlijk wel gehoord van Srinivasa Ramanujan en de paar jaar die hij in Cam-
bridge doorbracht, waarin hij een onbeschrijfelijke hoeveelheid wiskunde heeft ontwikkeld. In
1918 hield hij zich, samen met Godfrey Harold Hardy, bezig met de partitiegetallen en werkten
ze aan een manier om deze te beschrijven.

Het aantal manieren waarop n € N geschreven kan worden als som van positieve gehele
getallen wordt in dit boek genoteerd met p(n), met p(0) = 1. Hardy en Ramanujan ontdekten

in 1918 in [2] dat
eK‘/ﬁ K \/5
n) ~ VOOor n — 00 en =T/ = 1.1
p(n) ~ ; ()

en in 1920 ontdekte J.V. Uspensky onafhankelijk hetzelfde in [3]. Maar Hardy en Ramanujan
vonden meer. Ze ontdekten de asymptotische formule

p(n)= Y Pi(n)+O0m '/ (1.2)
k<ayn

met « een constante en Pj(n) de term van de benadering. Ps(n), Ps(n),--- zijn vergelijkbare
termen, maar met een kleinere K. Omdat p(n) een geheel getal is, geeft een exact antwoord
als n groot genoeg is zodat de foutterm kleiner is dan % Dit is een van de zeldzame voorbeelden
van een formule die zowel asymptotisch als exact is. Helaas divergeert de som

> Pi(n), (1.3)
k=1

zoals bewezen door D.H. Lehmer [4] in 1937.
Ramanujan vond zelf nog een hele hoop eigenaardige eigenschappen, die nu bekend staan als
Ramanujan’s Congruenties.

p(5k +4) =0 (mod 5)
p(7k +5) =0 (mod 7)
p(11k +6) =0 (mod 11).
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Hans Rademacher gaf in 1937 een lecture over ((1.2]) en vond bij het voorbereiden zelf een andere
reeks, door kleine aanpassingen te maken in de berekeningen van Hardy en Ramanujan. Zo
kwam Rademacher op termen Ry(n), die erg lijken op Py(n), maar wel zodat

) = 3 Riy(n) (14)
k=1

convergeert.
Dit werk geeft een gesloten formule voor p(n) en bewijst deze, op de manier die Rademacher
ook voor ogen had.

1.2 De stelling van de partitiefunctie van Rademacher

De formule van Rademacher is als volgt:

& g (sinh (243 (n )
p(n) = ?ﬁ ;Ac(”)ﬁdn (1.5)

n— 2
met
Ak(n) _ Z em’s(h,k)—?m’nh/k
0<h<k
ged(h,k)=1
en

k—1
r (hr hr 1
hik)=S"" *_L*J_’ .
s(h, k) Z:: k ( ko Lk 2>
Dat is even slikken. Het is vooral opvallend dat deze vreselijke som, van een parti€le afgeleide

van een sinh, maal een som van bepaalde complexe eenheidswortels, die achteraf gedeeld wordt
door m/2, convergeert naar een geheel getal.

1.3 Uitwerking van de eerste term

Als we de eerste term van deze som uitwerken, dus ¢ = 1, dan zien we dat

0
s0,1) =) -+ =0

r=1

en
A1(n) — Z 67ris(h,1)—27rih _ e7r7js(0,1) -1

0<h<1
ged(h,1)=1

Van de som blijft dan over

| (s (o= g0)|_ BB E ) i 5 8)

n—o

Nlw
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Als n — oo, vallen de negatieve exponenten weg. Gelijknamig maken van de breuken zorgt voor

een term Ky/n — 2%1 in de teller links, en die is dominant over de term rechts. Wat over blijft, is
K\/nefvn B /2eKVn
477,% 4?’L\@ ’
waar de mv/2 wegvalt tegen de %\/5 in 1) dus de eerste term convergeert zoals 1’

1.4 Bewijs van convergentie

Om te laten zien dat ((1.5]) convergeert, moeten we bijna dezelfde berekening doen. Omdat A.(n)
sommeert over ten hoogste ¢ termen die allemaal norm 1 hebben, geldt |A.(n)| < c¢. Dus

1 & d sinh(% %(n—i)) 1 & sld sinh(% %(n—i))
w2 Ve : <52 | :

n—og n—og

Merk op dat sinh als Taylor-reeks te schrijven is door sinh(z) = 3 (e* — e %) = o + §25 + - - -.
Als we % % (n — 2—14) invullen en delen door 4/n — i, staat hier

sinh (2 :)2,(“—214)>_W\F 1 (= [2)° 1
no “eVsTalevs) \Pta) T

Als hier de afgeleide naar n wordt genomen, staat er een constante maal ¢~3, plus hogere orde
termen met sterker negatieve machten van c¢. Dit convergeert dus asymptotisch als Mc¢™3, met
M een constante die van n athangt. Bij elkaar staat hier

L& g (s (23 (- 5) M & s

n—o4

en dit convergeert, want dit is een p-reeks.

1.5 Overzicht voor het bewijs

De genererende functie voor de partitiecoéfficiénten
o
Pla) =3 pln)e" (16)
n=0

wordt gebruikt om informatie te krijgen over deze coéfficiénten. Eerst wordt er bewezen dat
deze som convergeert op |x| < 1. Vervolgens is duidelijk

o0

T .I'k >
F( ) _ p(ill _ Zp(k>$k—n—l
k=0

pn+1 T
k=0
met 0 < |z| < 1. Deze laatste som is een Laurentreeks voor F(x)/z""!. Makkelijk is te zien dat
deze reeks een pool van orde n + 1 op o = 0 heeft en als coéfficiént p(n) voor de x~!-term, dus
Cauchy’s Residuenstelling geeft
(n) 1 F(x)
n)=—
b omi J o+l

(1.7)
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als C' binnen de eenheidscirkel gekozen is zodat deze eenmaal tegen de klok in om z = 0 heen
gaat. Dit is een van de eerste bewijzen met deze zogenaamde cirkelmethode, van Hardy en
Littlewood. C wordt in deze cirkelmethode slim gekozen, zodat hij naar de singulariteiten op
de eenheidscirkel convergeert. Hoewel er veel cirkels in dit bewijs gaan voorkomen, refereert de
cirkel hier naar de eenheidscirkel.

Dan wordt de link gelegd met modulaire vormen: dit geeft twee eigenschappen van F'(z) die
gebruikt worden om een makkelijke contour C' te kiezen waarover F(z)/x"*! integreerbaar is.
Dit pad wordt omgevormd tot een kromme van i tot ¢ + 1 en dan wordt gebruik gemaakt van
Ford-cirkels om deze kromme op te splitsen in meerdere stukken, waarvoor een hoop termen in
de integraal verdwijnen.

Dit houdt een integraal van e-machten over. Deze kan met een Taylor-reeks analytisch
uitgeschreven worden tot iets wat erg lijkt op een sommatie over Gamma-integralen. Hier komt
de Taylor-reeks van een afgeleide van een sinus hyperbolicus uit en dat completeert het bewijs.



Hoofdstuk 2

Beschrijvingen van de genererende
functie van de partitiegetallen

2.1 De productformule voor de genererende functie

Eerder is de genererende functie voor p(n) beschreven als
o
Fo) =3 p(n)e” (2.1)
n=0

op |z| < 1. In deze sectie bewijzen we de gelijkheid

1

F(x) = -, 2.2

@ =Tl (2.2
=0

Merk op dat dit iedere factor in dit product een meetkundige reeks is met variabele z’.

Wegens absolute convergentie van de meetkundige reeks op |z| < 1 mogen we dit product dus

als volgt schrijven:

ﬁ)l—lxi - (1193) <1—1$2> <1—1x3>
= (1+ @+ @) (14 @)+ (@) ) (1 @)+ (@) )

Als de coéfficiént voor z™ in deze expressie bekeken wordt, zou hier dus p(n) uit moeten komen;
het uitwerken van dit product moet op exact p(n) manieren een factor z™ gemaakt kunnen
worden. Om te illustreren dat dit inderdaad gebeurt, wordt er hier in een voorbeeld n = 5
genomen. Men kan een partitie van 5 nemen, zeg 5 = 34+ 1 + 1. Dit komt overeen met twee
factoren voor 2!, een factor voor z3 en nul factoren voor alle andere termen. Dit geeft:

(l+z+a>+ )1+ +a2*+ )1+ +20+- ) (L+at +2%+-) -

Als hier de rode termen vermenigvuldigd worden, komt er precies een 2° uit. Op dezelfde manier
staat de partitie 5 = 3 + 2 voor het product

(I+z+2*+) QA+ +a'+- ) Q+2" +20+- ) (L+at +2%+-) -

Dit geeft een bijectie tussen het aantal manieren om 5 te schrijven als som van positieve gehele
getallen en manieren om z° te maken in dit product: de coéfficiént van x° in dit product moet
dus wel gelijk zijn aan p(5). Hier is 5 niet bijzonder: dit werkt voor alle n en dus is (2.2]) waar.

11
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2.2 Het verband tussen de genererende functie en Dedekind’s
n-functie

In de theorie van modulaire vormen, is een bekende en veel gebruikte functie de n-functie van
Dedekind, gedefinieerd door

Definiéer ¢ = €?™7. Dan staat hier

»‘H

1;[(1—q) F(2:1)'

Merk op dat qi enkel notatie is voor e27/24,

Er is een hoop informatie over F(q) te behalen uit de theorie over deze n-functie. n(7) is
(bijna) een modulaire vorm van gewicht 3. Dat houdt in dat

at +b 1
n<c¢+d> =€(a,b,c,d) (et +d)2 n(T) (2.3)

als a, b ¢,d € Z met ad — bec = 1. De wortel van ¢t + d wordt hier gekozen met argument tussen

—5 en 5, de snede ligt dus op de negatieve reéle as.

. b . .
De matrices (CCL d> met determinant 1 zijn elementen van de groep SLy(Z), de 2 x 2
inverteerbare matrices met determinant 1 en gehele coéfficiénten.

€(a,b,c,d) is een juist gekozen eenheidswortel. Als deze e-term er niet had gestaan, was de
functie een zuivere modulaire vorm geweest. Er geldt

e(a,b,c,d) = emi( 5 ©)=3) als ¢ # 0en €(a,b,c,d) = ™t als ¢ = 0,d=1.

met s(h, k) zoals in ((1.5)).

Merk op: SL9(Z) = <<(1) D , (_01 é) > Als we voor deze beide matrices de formules

uitwerken, is iedere matrix in SL2(Z) te construeren uit samenstellingen. Deze matrices geven
n(r +1) = etzi(r) (2.4)

en

1 (1
1(-3) = intne, (25
(2.4) is direct af te lezen uit de definitie van n(7), omdat e2™™ = e2™(7+1) (2.5 wordt
verderop in dit werk bewezen.
Een bewijs voor (2.3) wordt in dit werk niet formeel behandeld, maar is te vinden in [I],
hoofdstuk 3.
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2.3 De vijfhoeksgetalstelling van Euler

De vijthoeksgetalstelling van Euler zegt het volgende:

oo

[[a-2=3 (-)Fa"s. (2.6)
n=1

k=—o00

Dit is simpel te herschrijven tot de vorm

e k(3k—1)
n(r)=¢" Y (-1)q e

k=—o00

met nogmaals ¢ = e?™". Deze formule wordt verderop in dit werk vaak gebruikt.

Als we een poging doet het product in de linkerhand van uit te schrijven, merken we
al snel dat er veel termen wegvallen. Nou blijkt dat de coéfficiént van x* in de som gelijk is aan
het aantal even disjuncte partities van k, min het aantal oneven disjuncte partities van k. Neem
bijvoorbeeld k = 7.

ledere disjuncte partitie van 7 met een even aantal termen telt positief in mee in deze
coéfficient: 7 =1+ 6 geeft dat in iedere term de 1 wordt gekozen, behalve voor n =1 en n = 6.
Hier vallen de min-tekens weg.

Iedere partitie van 7 met een oneven aantal termen telt juist negatief mee: voor 7 =1+2+4
neemt men overal de 1, behalve voor n = 1,2,4. Hier komen dus een oneven aantal min-tekens
bij.

7 is op drie manieren te schrijven als disjuncte som van een even aantal getallen, namelijk
1+6 =2+5=3+4 =7, en op twee manieren als disjuncte som van een oneven aantal getallen:
14+2+44=7=17. Vervolgens is 3 — 2 = 1, dus de coéfficient van 27 wordt 1. Dit klopt, want

voor k = —2 staat er rechts (—1)72 2(=2(1)/2 = 57,
Let hierbij op dat dubbele termen niet meetellen, omdat die op geen manier uit het product
van ([2.6)) te halen zijn.

Nu is het idee om een involutie maken op de disjuncte partities van een getal k, die oneven
en even partities met elkaar matcht. Men kan een disjuncte partitie altijd van hoog naar laag
rangschikken, zoals 20 = 7+ 6 4+ 4 + 3. Dit is makkelijker te zien met Ferrer-diagrammen, zoals
hieronder.

000000
[ONONORORORORC) 00000
[ONORORORORO) 0000
0000 000
000 [ON¢]

Neem m het kleinste getal in zo'n partitie, in het geval links geldt m = 3. Neem s het aantal
punten dat op de meest rechtse schuine lijn in het diagram liggen. In het geval links geldt s = 2.
s telt links de rode punten. Als m > s, zijn deze rode punten naar onderen te verplaatsen, zodat
men de figuur rechts krijgt. Als m < s, is exact het tegenovergestelde te doen, zodat men van
de rechter figuur de linker maakt.

De functie die dit Ferrer-diagram links naar het Ferrer-diagram rechts stuurt, is dus zijn eigen
inverse. Zo worden de meeste disjuncte partities met een oneven aantal getallen geidentificeerd
met even disjuncte partities en vice versa. Deze vallen dus allemaal weg.
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00000 (CRoNoNONON)
[eXoXoXe) (CRONONON)
eoeo ®

In het geval dat m = s, zoals hierboven, is deze functie geen involutie. De figuur links wordt
door de functie naar de figuur rechts gestuurd, maar de figuur rechts niet naar de figuur links.
Deze valt dus niet weg en moet geteld worden in de som. Het aantal punten is duidelijk

m(B3m+1) k(Bk+1)

n=m+m+1)+---+2m—-1)= 5 =~

als we k = m nemen. Het teken van deze partitie is het aantal rijen, oftewel s. Maar s = m = k,
dus de coéfficiént van 2™ is (—1)*. Dit geeft een term van (—1)kxw
(ONoNoNORON )

(ONONONOR )

coooe

In het geval dat m = s + 1, zoals hierboven, geeft de functie een illegale partitie, namelijk
15 =544+ 3 + 3. Deze is niet te identificeren met een andere partitie en deze moet dus ook
apart geteld worden.

(m—1)(3m — 2)

n=m+m+1)+---+2m—-2)=
als we k = 1 — m nemen. De coéfficiént is weer (—1)*, hier dus s = m — 1 = —k, en (—1)F =
(—1)7*. Dit geeft nogmaals dezelfde term.
Het is dus duidelijk dat alle even en oneven partities tegen elkaar wegvallen, behalve als
n = W en in dat geval blijft er precies een Ferrer-diagram over. Dit komt exact overeen
met de rechterkant van , dus hiermee is deze bewezen.

2.4 Een transformatie-eigenschap van de vijfhoeksom

In deze sectie bewijzen we (12.5) met Poissonsommatie, waarmee we de constructie van ([2.3))
kunnen afsluiten.

In het complexe vlak nemen we ¢ = >™7, zodat
o i o & 1
F(q)_1 _ Z (_1)k €7ri'rk(3k:—1) _ 6%2” Z (_1)k eSmﬁT(kQ—g-f—%) (27)
k=—00 k=—o00
i ° 1 i s 7ri‘r(6k—1)2
_ e_ﬁ” Z (_1)k 637ri7'(k—6)2 _ e—fgf Z ekt T
k=—o00 k=—00

Bekijk de functie
flz,7) = gria+ Tz
,T) =

en

G(‘T7T) = Z f(l’—}—ki,T)
k=—0o0
zodat

n(r) =R = Y f(k.T) = G(0,7).

k=—00



2.4. EEN TRANSFORMATIE-EIGENSCHAP VAN DE VIJFHOEKSOM 15

We bekijken |g| < 1, dus dit houdt in dat I(7) > 0 en dus R(i7) < 0. Dus f(x,7) ~ e~ en
dus convergeert de som van G(x,7) absoluut in x.

Ook geldt G(z,7) = G(z 4+ 1,7) en dus heeft G een Fourier-getransformeerde in x. Poisson-
sommatie geeft

77(7—) - G(OvT) = Z f(naT)
met
nT / me—{—k:T —2ming g0

k=—o00
Alles bij elkaar:

Z / (Z flx+k,T)e _27rm> dz. (2.8)

n=-—0o k=—00
Omdat k en n hier allebei over gehele getallen sommeren, is 2% = 1 en deze mag dus met
de integrand vermenigvuldigd worden, zonder dat er iets verandert. De substitutie £ = =z + k

en nogmaals het gebruik van deze absolute convergentie geeft dan de volgende formule:
Z / f 7271'in§cdj;.
n=-—oo

Uitschrijven geeft

T(Gx 1)
Z / 7T’L£E+7TZT<()I 1) 727"and Z / e £U+ —an) dw

n=—oo n=—oo
De exponent kan simpel herschreven worden:

- 7(6z — 1)?

G —2nm=37x2+(1—7—2n)x+%

127 + 12

w\»-t

2
(37)% 1—7'—2n 14+ 7244n2% — 27 — 4n + 4dnt T
- _
2(37)%

2
(37) +1—¢—2n (2n—1)2 2n-1
= T)2 X — —
(127_)% 127 6

waarbij we de vertakking van de wortel kiezen zodat /7 in het rechter halfvlak ligt; de snede
van de wortel ligt op de negatieve reéle as. Dit geeft

2
2
oo Wz((?ﬂ')%w-f—l;;_in) _(22;—1) _2n6_1>
E / (127) dx

=

n=-—o0o
2
oo : i 1—7—2n
_m((zn 1)2 +2n 1) oo i (37)2z+ T
= Z e 2 / e 2n2 / dx
n=—oo —00

. . . . -\ 2
Neem in de exponent in de integrand wi = (—\/ m) met dezelfde snede van de wortel, zodat de
integraal na substitutie een Gaussische integraal wordt. Dat geeft

© (2n 1)2 +2n-1 1 y <(2” H? 7)
_ 1271 7T'L 6 1271 3
n(r) = _Z ‘ \/ —7rz37' T Z '
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Nu is het idee om de som rechts op te splitsen in drie sommen: voor n = 3k, n = 3k + 1 en
n = 3k + 2. Uitschrijven geeft

oo [ (6k—1)2 [ (6k+1)2 [ (6k+3)2

n(r) = 1/ L rifs Z 6—7”(7< 7 +k) e—m(7< = +’“+%) 6"”(%”“?%)

—3iT i '
=—00

De eerste term in deze som is exact gelijk aan f (k, }1) De tweede term is dat ook bijna, maar
dan vermenigvuldigd met e~™/3. Dit is in te zien door de termen met —k in te vullen op de
termen met k. De derde term valt weg, want iedere term voor k valt exact weg tegen de term
voor 1 — k. Al met al wordt dat

[ 1 L6 — : —1
_ /6 —7i/3
n(T) —3.¢ k_g (1 +e )f </~c, - ) .
Dit geeft

n(r) = (e™/% + e‘”/(")\/gn <?> = 2cos (%) —;irn <_rl> = (=i <_Tl> '

De laatste formule, anders geschreven, geeft

wat precies is wat we wilden bewijzen.



Hoofdstuk 3

Constructie van een integratiepad

De cirkelmethode van Hardy en Littlewood wordt hier gebruikt om een formule voor p(n) te
vinden. Duidelijk is:

F(x)
xn+1

= Zp(k)xk_"_l = p(0)2 " p(1)z " +p(2)x " 4 Ap(n)z T Fp(nF1) +p(nt2)zt- - -
k=0

Dit is een Laurentreeks rond z = 0 van F(z)x~'~". De oneindige som van is analytisch
op |z| < 1, dus op een pool van orde n + 1 na is deze functie analytisch op dit gebied. Op de
eenheidscirkel gebeurt er echter iets vervelends, wat snel duidelijk wordt als men de product-
formule bekijkt:

1
F)=]] —
k=1
Dit product heeft een essentiéle singulariteit op iedere complexe eenheidswortel: kies % e Q

willekeurig, dan geldt dat als x = eQWi%, iedere term in dit product die een veelvoud van k is een

eerste orde pool heeft in x. Neem bijvoorbeeld de breuk % De bijbehorende eenheidswortel is

x = e2™57. Deze is een oplossing van 1 — 237 =0, 1 — 2™ =0, 1 — 2! = 0, etc.

Zolang het integratiepad binnen de eenheidscirkel blijft, gaat er dus niet veel fout. De enige
singulariteiten liggen namelijk op = 0 en op de eenheidscirkel. Cauchy’s Residuenstelling geeft
dat een integraal van een functie over een gesloten kromme gelijk is aan 27¢ maal de som over
de singulariteiten van het windgetal maal het residu in die singulariteit. Kies als kromme C
een cirkel met straal kleiner dan 1, heeft de singulariteit rond x = 0 windgetal 1 en alle andere
singulariteiten windgetal 0. Dat betekent:

F(x . F(x
fg $7L(+3 dxr = 2miRes,—g (;UTSH) dx) .

Het residu rond z = 0 van de integrand is makkelijk uit te rekenen: dit is de coéfficiént van =~
in de Laurentreeks rond x = 0. Dus

F(x )
%C x"(H) dx = 2mip(n)

1

en dus ook
p(n) = 1 [ F(q)
271 Jo qn+1

Neem nu C de cirkel rond de oorsprong met straal e=2™, dus C kan geparametriseerd worden
als ¢ = €™ met 7 over de rechte lijn van i naar i + 1. Dat geeft g—g = 2miq. Deze transformatie

17
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ingevuld in de integraal geeft

1

i+1 i+l hn
p(n) :/ F(q)e 2™ dr :/ = gr. (3.1)
i i n(7)

De transformatie beeldt met de eenheidscirkel af op het interval [0, 1), het punt ¢ = 0 op icc en
de eenheidsschijf op de strip I'm(7) > 0,0 < Re(7) < 1. De polen van de integrand liggen dus
op iedere reéle breuk tussen 0 en 1 en op ico. Alle informatie voor onze integraal ligt dus op de
reéle as. Daarom wordt in plaats van de rechte lijn van ¢ naar ¢ + 1 het pad gekozen zodat het
willekeurig dicht bij iedere breuk op [0, 1) komt. Dit wordt gedaan met behulp van Ford-cirkels,
die als gunstig bijeffect hebben dat ze veel te maken hebben met SLy(Z).

3.1 Rakende cirkel-probleem

Als boven 0 en 1 cirkels met straal % geplaatst worden, zodat deze de reéle as precies raken,
raken deze cirkels elkaar ook, zoals te zien hieronder.

Waar moet de grootst mogelijke cirkel komen die beide cirkels en de reéle as exact raakt?
En als die er is, waar moet dan de grootst mogelijke komen?

Het blijkt, dat als de cirkels boven breuk 2, met gecd(a, c) = 1, straal ﬁ hebben, deze cirkels
elkaar precies raken en nergens overlappen. Hieronder een plaatje met deze stralen, alle cirkels
met noemer kleiner dan 5.

Dit heeft een prachtig bewijs, dat in dit hoofdstuk gegeven wordt. Hier zijn Farey-breuken
essentieel voor het bewijs.
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3.2 Farey-breuken en hun eigenschappen

De rij Farey-breuken van orde n bestaat uit alle gereduceerde breuken in [0, 1], gesorteerd op
volgorde. Een paar voorbeelden:

£t
Rl

-0 1 1 112123 1432534561
T 1979625947939 59 79297959835 79495960 701

Hier gelden een paar mooie eigenschappen voor. Als ¢ < % Farey-breuken zijn, dan ¢ < ZTJFZ < %.

Dat is al snel duidelijk:
a+b a bc—ad

c+d ¢ clct+d) >0

en

é_a—l—b_ bc — ad >0
d c+d d(c+d) )

. .. . . b
Beide ongelijkheden volgen direct uit 2 < 4.

a
c

en g opeenvolgende breuken in een Farey-rij. Omdat bc — ad = 1, is ged(a, ¢) = ged(b,d) = 1.

Een andere, erg belangrijke eigenschap, is dat als 0 < £ < % <1len bc—ad=1, dan zijn

Ze zijn niet opeenvolgend als er een breuk % bestaat met k < c of k < d. We weten:
k = (bc — ad)k = bck — adk — cdh + c¢dh = ¢(bk — dh) + d(ch — ak) > c+d

omdat bk —dh > 1 en ch — ak > 1. Deze laatste ongelijkheden volgt uit ¢ < % < g. Dus er
bestaat geen breuk tussen £ en g met noemer kleiner dan c of d, dus in ieder geval vanaf max ¢, d
staan deze breuken tijdelijk naast elkaar.

Dit geeft een erg mooi inzicht, duidelijk zichtbaar in de voorbeelden aan het begin van deze
sectie: Als men twee opeenvolgende breuken ziet als een 2 x 2-matrix, heeft deze een determinant
van —1. Verwisselt men de kolommen, krijgt deze matrix dus duidelijk een determinant van 1,

oftewel elementen van SLs(Z).

3.3 Ford-cirkels

Gegeven een breuk 2 met ged(a, c) = 1. De Ford-cirkel bij deze breuk is de cirkel in het complexe
vlak met middelpunt ¢ + 2’? en straal ﬁ Deze cirkel wordt in dit werk genoteerd met C'(a, c).
Deze cirkels zijn vernoemd naar L.R. Ford [5], die ze voor het eerst bestudeerde. De claim is
dat de oplossing van het rakende-cirkel probleem gegeven wordt door Ford-cirkels, horende bij
Farey-breuken.

Kies de horizontale lijn (t) = 1 en de Ford-cirkel C'(0,1). De horizontale lijn zou beschreven
kunnen worden als een cirkel met straal co en middelpunt 700. Duidelijk is dat deze cirkels elkaar

raken in 7 = 1.
at+b
ct+d

Als men de Mdobiustransformatie 7 — toepast, met ad — bc = 1, worden deze cirkels

vervormd naar andere cirkels.
Voor de Ford-cirkel C(a,c) geldt ged(a,c) = 1, dus er bestaan b,d € Z zodat ad — bc = 1.
We bekijken de Mobiustransformatie

at+b  L(ct+d) ad—bc a 1 dr 1

TTdrd dtd Pt ¢ 2+ d (c+d?
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Deze transformatie stuurt de lijn 3(t) = 1 eerst naar zichzelf door de transformatie t — ¢ —|— <
vervolgens naar de lijn \s(t) = ¢? door t — c?t, vervolgens naar de c1rkel met middelpunt 202
en straal 55 door t — =1 en deze vervolgens naar C(a,c) door t — % —t. C(0,1) wordt door
deze transformatie op eenzelfde manier naar C(b,d) gestuurd. Omdat de lijn &(¢) = 1 en de
Ford-cirkel C(0,1) elkaar duidelijk alleen raken in ¢ = i, raken de Ford-cirkels C'(a,c) en C(b,d)
elkaar ook in een enkel punt als ad — bc = 1.

3.4 Een beschrijving van het Rademacherpad

Eerst is het belangrijk om op te merken dat het punt 7 =7 en 7 = ¢ + 1 in de integrand van
geidentificeerd kunnen worden, omdat ze oorspronkelijk van hetzelfde punt op de cirkel in
g-ruimte kwamen. Als N € N vast gekozen wordt, kan men de Ford-cirkels horende bij breuken
in Fy tekenen. De cirkel bij C'(0,1) gaat door het punt 7 = i en de cirkel bij C(1,1) gaat
door het punt 7 = i + 1. Merk op dat deze cirkels door 7 geidentificeerd worden. Neem met
de klok mee het pad rond C(0,1), tot de Ford-cirkel horend bij de volgende Farey-breuk wordt
geraakt. Neem dan met de klok mee het pad over die cirkel, tot de Ford-cirkel bij de volgende
Farey-breuk wordt geraakt. Herhaal dit tot op een gegeven moment het punt 7 = ¢ + 1 wordt
bereikt. Noem dit pad P(N). Voor N = 4 staat dit pad geillustreerd.

] i+ 1

\ //
/,
A I
0 11 1 2§ 1
4 3 2 34

Nu geldt dus:

i+1 qﬁ—n qi—n
p(n) = dT:/ dr
() /z n(r) P(N) n(r)

We kunnen in plaats van over dit pad, de integraal ook per Ford-cirkel bekijken: over iedere
Ford-cirkel wordt helemaal geintegreerd (op het snijpunt met de reéle as na) en we bekijken alle
Ford-cirkels horend bij breuken met noemer kleiner dan N. Oftewel:

%C(ac 77 T

waarbij over alle cirkels met de klok mee wordt geintegreerd.
Als N — oo, wordt P(N) een pad dat alle Ford-cirkels helemaal, met de klok mee doorloopt,
behalve het punt op de reéle as. Dat betekent dat

c= 1 0<a<c
ged(a,c)

. q24 -n
p(n) = lim dT = ]{ (3.2)
N=oo P(N cz:l O;Kc
ged(a,c)=1

onder de voorwaarde dat de som rechts absoluut convergeert.



Hoofdstuk 4

Transformatie en absolute
convergentie

4.1 Absolute convergentie van de som over de Ford-cirkels

We willen laten zien dat )

q2a "
Z Z ﬁ'(a,c) 77(7-) "

c=1 0<a<c
ged(a,c)=1

convergeert. Merk op:

oo 1 _n 00 L_pn
q2 d 7{ q2
; OSZKC %C(a,c) 77(7) = ; OSZKC C(a,c) 77(7—) ik

ged(a,c)=1 ged(a,c)=1

vanwege de driehoeksongelijkheid. C(a, c) is een cirkel met straal 5 51>, dus deze heeft omtrek -
We hebben ten hoogste ¢ van deze cirkels, dus al met al weten we

—n

24 —-n e 24
)IED DI N L B ot
c=1 0<a<c Clae) c=1 ¢
ged(a,c)=

met het deel in de absolute waardestrepen op deze Ford-cirkels. We gebruiken de Mébiustransformatie
uit sectie 3.3 om de 7 af te schatten. Er bestaan een b, d € Z zodat ad—bc = 1, want ged(a, ¢) = 1.

Alsnu T = gis, ligt ¢ op de lijn van i + oo naar i — co. Ook geldt
n(r) = e(a,b,e, d)(ct + d)zn(t).
le(a,b,c,d)| = 1, want de exponent is zuiver imaginair. Dit geeft |n(7)| = ‘(ct + d)% (t)].

Omdat t op de horizontale lijn door i ligt, geldt ’(ct + d)% )] =

In(z +i)|, met x € R. Deze is periodiek volgens (2.4)), en heeft geen nulpunten in deze periode,

dus deze heeft een minimum op dit interval, zeg N. Dus n(t) > N. Bij elkaar genomen hebben

we dus |n(7)| > N\f
|q24 271'27'(

geeft

" = )\ en voor vaste n is deze begrensd door een constante M. Alles ingevuld

iz <Z]\47r Afvﬂic_g.

c=1 01N02 c=1

le

ﬁ

dT

21
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Deze is natuurlijk convergent en dus geldt

=3 5 %

c=1 0<a<c
ged(a,c)=1

4.2 Uitwerking voor C(0,1)

In deze sectie wordt de integraal uitgewerkt voor de eerste Ford-cirkel. Deze is erg intuitief en
het idee van het bewijs wordt zo erg snel duidelijk

Neem z = —2, zodat 7 = —l en ¥ = L1 Dan
T dz = =z

1

Ln 1—00 22 (nff) i—oo .
7{ * g :/ %dz :/ 627(”75)z_Q(—iz)_%n(z)_ldz
C

(0,1) n(t) itoo  221) (—;) i+o0

miz/12

volgens 1) Hier vullen we in dat F(e?™%) = en(z) en we krijgen

oo . 1—00 )
[, EeR e s [ B2 i b B R

i+00 i+00
Uitwerken van de definitie van F(e*™*) geeft
i—00 27 1 1 Tz . i—00 -(2n 1 z 1 s .
/ 67(”_ﬂ)z*Q(—z’z)*ie*ﬁF(e%”z)dz = / em(?_@_ﬁ)zﬁ(—iz)*i Zp(k)e%”kzdz.
i+00 i+00 k=0

Omdat we in het absolute convergentiegebied van deze som werken, mag de sommatie over k
uit de integraal gehaald worden. Dan staat hier

Zp /+OO emi((26—13) +24175z1)z_2(7iz)_%dz. (4.1)

Nu willen we bewijzen dat de integraal van gelijk is aan 0 als k£ > i.

Bekijk de rechthoek van ¢ + R naar i — R, naar Ri — R, naar Ri + R, naar i + R. Als we
over deze rechthoek de integrand van integreren en R naar oneindig laten gaan, krijgen we
sowieso 0, want deze integrand is analytisch op het bovenhalfvlak. De integraal van ¢ + R naar
t — R wordt gelijk aan de integraal van . We laten zien dat de integralen over de andere
lijnstukken gelijk worden aan 0 als 2k — % > 0.

Ri+R
Jus
De lengte van dit pad is 2R, maar 2~3 drukt dit snel naar 0 en als 2k — 1—12 > 0 is de e-macht
begrensd, dus gaat deze integraal naar 0 als R — co.
Met dezelfde redenering gaan de andere twee integralen ook naar 0 als R — oo, waarbij we

gebruiken dat J(z) > 1. Dat betekent dat de integraal over de lijn van ¢ + R naar ¢ — R ook
absoluut naar 0 moet convergeren, als R — co. Dus

24n—
TR(2k—L%)+m TR ‘QZ Sds|

Ri+R
eﬂ'i((Qk*ﬁ)erMlg;l)2_2(—iz)_%dz’ = / e
Ri—R

1—00

Zp / e’ ((Qk_)Z+241221)22(—iz)§d2;:/ em(zﬁgzl_é)zfz(—iz)fédz,
+o0o

1400

Integralen van deze vorm worden verder uitgewerkt in het volgende hoofdstuk.
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4.3 Toepassing van Dedekinds Functievergelijking op C(a,c)

We weten al dat

b at
n (Z:;z) = mi(BE 5@ =1) (e 4 d) ()
als ad — be = 1, volgens ([2.3)). Voor C(a,c) geldt dat ged(a,c) = 1, dus er bestaan een b,d € Z
zodat ad — bc = 1. Nu bekijken we nogmaals de Mobiustransformatie die deze cirkel omvormt

in een lijn van ¢ 4+ co naar ¢ — oo:

az+b a 1 dr 1

T = = — =
cz+d ¢ 2(+9)dz (cz+d)?

c

Invullen geeft

Nu geldt:

pin) = % e DV e o

c—l 0<a<c

ged(a,c) ged(a,c)=1
0 1—00 51—
Y ¥ | e
c=1 0<a<ec +oo e\ T2e 4 (CZ + d)2 ( )
ged(a,c)=1
Als nu de transformatie z — z — ¢ uitgevoerd wordt, staat hier

ged(a,c)=1
o) \[ 1—00 —1
T _iatd 1 . _5 d
— Z Z ?eﬂzs(d,c) i Ga / g1 n, 2 (Z - > dz.
c=1 O0<a<c c2 itoo ¢
ged(a,c)=1

4.4 Uitwerking van de somformule van de genererende functie

We vullen nu in dat

d -1 —miz | wid 27 27rui > 2 27id k 1
n\z—— = e 12 +12CF<6 miz— ) Z (2miz—27id)( —ﬂ).
C
k=
Dit geeft
0 i—00
. -a+d . 2mid 1
Z Z \/Zfewzs(d,c)—ﬂ’zai% / q24 § :p 27”'277)(]67%)(12:
c=1 0<a<c 1+00
ged(a,c)=1
= ; catd [T e . 2mid 1
— E § : ﬂeﬂzs(d,c)—wz e / Zp 271'1 -5 (ﬁ—n)—i—(%mz— 5 )(k_ﬂ)dz.
c=1 0<a<c +00

ged(a,c)=1
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Deze integraal is 0 voor k > i, op dezelfde manier als bewezen voor C'(0,1). We hoeven dus
alleen te kijken naar k = 0. Dat geeft

e 1—00 ad
- . 5 Laz—S2+b .
=Y X Vet [ ) i S ) s,
c=1 0<a<c 400
ged(a,c)=1
>0 1—00 )
: ; 5 i(e—_1 ) 1 p)_miz
= E E \['Lleﬂ—zs(d’c)_ﬂ—zlgc/ (CZ)_5€27”(C 2z (24 n) 12 g,
c=1 0<a<c 1+00
ged(a,c)=1
e 1—00 .
; ; 5 —2mi( 1 _ miz
= E g \[Z-ems(d,c)an‘;/ (cz) 2e e (2:—n)- 15 dz
c=1 0<a<c i+o00
ged(a,c)=1
> 1—00
- o i a 5 m(24n—1_i)
- 5 E \ﬂems(“’c) 27mnc/ (CZ) 2e 12¢22 12 dZ.
c=1 0<a<c 1400
ged(a,c)=1

Merk in de laatste formule op dat ad = 1(mod c¢), dus s(d,c) = s(a,c), volgens [I], stelling
3.6 (b), pagina 62. Deze laatste som convergeert duidelijk absoluut, want de exponent van de
e-macht is zuiver imaginair en deze integraal gedraagt zich als een Gamma-functie. Dit geeft
ons

s . Qrin @ i—00 5 m(24n—1_i)
p(n) = E E Viemis(ao)=2ming (cz) 2e \ 1222 12/
c=1 0<a<c itoo
ged(a,c)=1

Let op de definitie van Ag(n) in (L.5). Nu staat er dus

24n—1_ =

p) =S Vi [ (e2) 3 (aE ) g, (42)
c=1

1+00




Hoofdstuk 5

De uitwerking naar
Gamma-integralen

5.1 Omvormen van het integratiepad

Bekijk nu het integratiepad dat van ¢ + co naar ¢ — co loopt, een kwartcirkel tegen de klok in
maakt tot vlak voor de negatieve imaginaire as, langs de negatieve imaginaire as loopt tot de
reéle as, een halve cirkel met de klok mee maakt om 0 heen, terugloopt naar —ioco en dan een
kwart cirkel terug naar zijn beginpunt, zoals hieronder geillustreerd.

Als Im(z) < 1, gaat de integraal van (4.2)) naar nul, dus de kwartcirkels met straal co vallen
weg en we kunnen de integraal vervangen door de integraal die aan de positieve reéle kant langs
de lijn —ioo naar 0, loopt, om 0 heen draait en terug loopt naar —ioco. Dit pad noteren we met

1—00 ot
i+00 —1300

De 07 staat hier voor de positieve oriéntatie van de cirkel om 0. We verleggen de snede van de
wortel dan ook naar de negatieve imaginaire as. Dit maakt van (4.2))

ot 4(24n71_i

p(n) = ZAc(n)/ i%(cz)_%em 1222 12)dz.

25
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Neem nu w = —iz. Dit geeft:

O+ ("7ﬁ w
_5 2m|{ —mttog
E Ac( / (cw)"2e \ dw.

Neem t = % Nu staat hier

5 ™= 0 3 ot
T 3 27r( 224+ )12 ™\ 2 . 5 t—l—i 1
A <7) 12c4t -“ — (7> A 2 (n 24) ]
Z / 12et) © _ Zl 1) Acm)i [ ety e dt
Als nu UT = é% (n — i), staat hier
= 5 /5 ot 2
p(n) = Zc‘i (E) ? Ac(n)i/ t—2et Tt dt. (5.1)
— 00

5.2 De Hankelrepresentatie voor de Gammafunctie

Een bekend resultaat is de Hankelrepresentatie [6] van I'(2):

1 oF
Mz)=—— = ar.
(2) 2isin(7z) /_Oo °

Als we de Taylor-reeks voor de e-macht opschrijven, zodat

2 o 2r

EEDIE=
4t = _—
c 22r¢ryp!

r=0

dan staat er in (5.1)):

— u¥ . 3 3
= Tz% 227“7“!22 sin <7r <—7“ — 2)) r (—r - 2>

. oo (_1)7"u27" 3
=2 ()

1 (—4)"2(r +2)
I(-—r—2+2)=
( " +2) VT (2r + 4)!
Invullen geeft
o 3 0 r 2r r+202r+4
5 (T \2 ( 1)rHe2er 2 (r + 2)!
) =>"c 3 (55) " A Z gzr ™ (2r +4)!
c=1 r=0
s 5 3 > UQT(T + 2)(7‘ + 1) s 5 3 s 2r
= 4722372 A, = 272 T2 A ( )
; ¢ msE ("); 2r + 4)! ;c s rz:; 2r+1 N(2r + 3)

Als we de Taylor-reeksen van cosh en sinh bekijken, zien we snel dat

p(n) = Zc_%w23_%Ac(n) <cosh(u) B sinh(u)> _ Zc‘gw%_%flc(n)ismh(w. (5.2)

u2 u3 udu  u
c=1 c=1
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5.3 Uitwerking en conclusie

Invullen van u = % % (n — 2—14) geeft

3 /cu 1 dn B 3c2u

2
”25(?) T d T a2

Invullen in (5.2]) en de kettingregel gebruiken geeft

— sinh ( 2 n_i
p(n):zc—%ﬁg—gAc(n) 1 % (c 5 24))32
NI SN
°° PR o) Pt

c el
c=1 \/ﬁﬂ— dn n — i
o0 sinh (T4/2 (n — &
*LZ\/EAc(n)d (c 3( 24))
ﬂ-\/i c=1 d n*i

en hiermee is ((1.5) bewezen.

27
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