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INLEIDING 

Mechanica i s de l e e r van de beweging en v e r v o r m i n g van m a t e r i e onder 

i n v l o e d van u i t w e n d i g e k r a c h t e n . Een b e l a n g r i j k o n d e r s c h e i d i s d a a r b i j 

t e maken t u s s e n v a s t e s t o f f e n e n e r z i j d s ( E n g e l s : " s o l i d s " ) en v l o e i 

s t o f f e n ( " l i q u i d s " ) en gassen ("gases") a n d e r z i j d s ( i n h e t Engels 

g e z a m e n l i j k aangeduid a l s " f l u i d s " , d.w.z. s t o f f e n d i e kunnen v l o e i e n , 

o f s t r o m e n ) . D i t o n d e r s c h e i d i s h i e r i n g e l e g e n d a t een s c h u i f s p a n n i n g 

i n v a s t e s t o f f e n a a n l e i d i n g g e e f t t o t een e i n d i g e v e r v o r m i n g , en i n 

v l o e i s t o f f e n en gassen t o t een v o o r t g a a n d e v e r v o r m i n g , z i j h e t met een 

e i n d i g e s n e l h e i d . D i t i s i n f e i t e de d e f i n i t i e van b e i d e categorieën 

v o o r z o v e r h e t hun mechanisch gedrag b e t r e f t . 

S t r o m i n g e n v a n v l o e i s t o f f e n en gassen z i j n vaak i n s t a b i e l ; de beweging 

k r i j g t d a a r b i j v e e l a l een c h a o t i s c h f l u c t u e r e n d , w e r v e l e n d k a r a k t e r 

( t u r b u l e n t i e ) . Voor de b e p a l i n g van de (gemiddelde) eigenschappen v a n 

t u r b u l e n t e bewegingen moet een zwaar beroep op h e t e x p e r i m e n t worden 

gedaan ( v e e l meer dan n o d i g i s v o o r de b e p a l i n g van de v e r v o r m i n g v a n 

c o n s t r u c t i e s ) . G e l i j k v o r m i g h e i d s b e s c h o u w i n g e n s p e l e n d a a r b i j een 

b e l a n g r i j k e r o l . Een en ander r e s u l t e e r t v e e l a l i n w i s k u n d i g e m o d e l l e n 

v a n s e m i - t h e o r e t i s c h e a a r d , a a n g e v u l d met e m p i r i s c h e i n f o r m a t i e o v e r de 

s t r o m i n g . 

De beweging van v l o e i s t o f f e n en d i e v a n gassen kunnen v o o r een b e l a n g 

r i j k d e e l op d e z e l f d e manier worden behandeld. De l e e r v a n d i e bewe

g i n g e n h e e t " s t r o m i n g s l e e r " ( E n g e l s : " F l u i d M e c h a n i c s " ) . Een p r i n c i 

p i e e l v e r s c h i l t u s s e n b e i d e media, g e z i e n u i t h e t oogpunt v a n de 

s t r o m i n g s l e e r , i s d a t a l l e e n b i j v l o e i s t o f f e n sprake kan z i j n v a n een 

v r i j o p p e r v l a k . Een meer g r a d u e e l v e r s c h i l i s d a t gassen meer compres-

s i b e l z i j n dan v l o e i s t o f f e n . 

I n de c i v i e l e t e c h n i e k komen zowel problemen v o o r van s t r o m i n g v a n 

gassen ( v o o r a l l u c h t ) a l s van v l o e i s t o f f e n ( v o o r a l w a t e r ) . L u c h t 

bewegingen z i j n b i j v o o r b e e l d van b e l a n g i n v e r b a n d met w i n d b e l a s t i n g op 

c o n s t r u c t i e s , w i n d h i n d e r i n de bebouwde omgeving, en k l i m a a t r e g e l i n g 

i n gebouwen. De c o m p r e s s i b i l i t e i t v a n de l u c h t i s n i e t van b e t e k e n i s 

i n deze problemen omdat de h i e r i n voorkomende snelheden en d r u k v a r i a 

t i e s d a a r v o o r n i e t g r o o t genoeg z i j n . 



Het merendeel v a n de c i v i e l — t e c h n i s c h e s t r o m i n g s p r o b l e m e n h e e f t met 

waterbeweging t e maken, d e e l s i n g e s l o t e n systemen ( p i j p l e i d i n g e n ) , 

maar overwegend met een v r i j o p p e r v l a k (waterbewegingen i n k a n a l e n , 

r i v i e r e n , e s t u a r i a en zeeën en door/over/rondom d i v e r s e d a a r i n v o o r k o 

mende c o n s t r u c t i e s ) ; d a a r n a a s t z i j n problemen van g r o n d w a t e r s t r o m i n g 

van b e l a n g . 

Het v a k b70 g e e f t een i n l e i d i n g i n de s t r o m i n g s l e e r , g e r i c h t op c i v i e l 

t e c h n i s c h e problemen. De s t o f h e e f t daarom p r i m a i r b e t r e k k i n g op v l o e i 

s t o f s t r o m i n g e n ; d i t komt ook i n de naam van h e t vak t o t u i t i n g . D esal

n i e t t e m i n z i j n de r e s u l t a t e n v o o r een d e e l w e l van t o e p a s s i n g op bewe

g i n g e n v a n gassen, z i j h e t i n de b e n a d e r i n g van onsamendrukbaarheid. I n 

h e t v e r v o l g z a l e c h t e r k o r t h e i d s h a l v e n i e t steeds v a n " v l o e i s t o f f e n en 

gassen" worden gesproken maar van " v l o e i s t o f f e n " . 

V e r e i s t e v o o r k e n n i s v o o r b70 i s v o o r a l Analyse B ( a l ) , A n a l y s e / D i f f . 

v g l . (a6) en Algemene Mechanica I ( b 7 ) . U i t de a n a l y s e z i j n i n h e t 

b i j z o n d e r de partiële a f g e l e i d e en de v e c t o r r e k e n i n g v a n b e l a n g ; u i t de 

algemene mechanica z i j n d a t de onderwerpen k i n e m a t i c a v a n k r o m l i j n i g e 

bewegingen, imp u l s en h e t behoud daarvan, k r a c h t , a r b e i d en e n e r g i e . 

Het o n d e r w i j s i n h e t vak b70 k e n t de volgende componenten en 

h u l p m i d d e l e n : 

component: 

mondelinge 

k e n n i s o v e r d r a c h t 

plaatsje 

c o l l e g e s 

hulpmiddelj^ 

h a n d l e i d i n g 

b e h a n d e l i n g van 

v r aags t u k k e n 

c o l l e g e s v r a a g s t u k -

k e n b u n d e l 

d e m o n s t r a t i e s c o l l e g e s d e m o n s t r a t i e -

a p p a r a t u u r 

p r a c t i c u m l a b o r a t o r i u m s t r o o m g o t e n 



A l l e onderwijscomponenten b e t r e f f e n h e t z e l f d e onderwerp maar benaderen 

h e t v a n u i t v e r s c h i l l e n d e i n v a l s h o e k e n en met v e r s c h i l l e n d e a c c e n t e n . 

De k e n n i s o v e r d r a c h t i n de c o l l e g e s i s g e r i c h t op h o o f d l i j n e n v a n de 

t h e o r i e en op h e t o n t w i k k e l e n van f y s i s c h i n z i c h t . V o l l e d i g h e i d i n 

(mathematische) f o r m u l e r i n g e n s t a a t d a a r b i j n i e t v o o r o p ; d a a r v o o r i s de 

h a n d l e i d i n g een meer g e s c h i k t h u l p m i d d e l . 

De b e h a n d e l i n g van v r a a g s t u k k e n g e b e u r t geïntegreerd i n de c o l l e g e s om 

de t h e o r i e d i r e c t t o t t o e p a s s i n g t e brengen; d i t b e v o r d e r t de m o t i v a t i e 

e v e n a l s h e t i n z i c h t i n de t h e o r i e en i n de t o e p a s s i n g s m o g e l i j k h e d e n 

daarvan. 

A l s o n d e r s t e u n i n g b i j de mondelinge k e n n i s o v e r d r a c h t worden i n de 

c o l l e g e s r e g e l m a t i g d e m o n s t r a t i e s gegeven van d i v e r s e t y p e n s t r o m i n g , 

gebruikmakend van i n de c o l l e g e z a a l aanwezige f a c i l i t e i t e n . I n v e e l 

g e v a l l e n gaat h e t zowel om een k w a l i t a t i e v e i n d r u k a l s om een k w a n t i t a 

t i e v e u i t w e r k i n g op g r o n d van de t e r p l e k k e gemeten g r o o t h e d e n . 

T e n s l o t t e i s e r een p r a c t i c u m d a t door e l k e s t u d e n t moet worden 

v o l t o o i d . H i e r gaat h e t e r om d a t de s t u d e n t z e l f d i v e r s e s t r o m i n g e n 

waarneemt, daaraan m e t i n g e n v e r r i c h t , en de u i t k o m s t e n v e r g e l i j k t met 

t h e o r e t i s c h e b e t r e k k i n g e n . D i t v e r l a a g t de drempel d i e b e s t a a t v o o r h e t 

h a n t e r e n van de t h e o r i e i n c o n c r e t e s i t u a t i e s , en g e e f t e n i g i n z i c h t i n 

de v o o r s p e l l e n d e waarde en de b e p e r k i n g e n v a n de t h e o r i e . 

Voor de s t u d e n t i s h e t v a n b e l a n g v o l l e d i g p r o f i j t t e t r e k k e n v a n 

bovengenoemde m o g e l i j k h e d e n door d i e i n hun samenhang t e z i e n en door 

aan e l k daarvan a c t i e f d e e l t e nemen. D i t v e r h o o g t h e t rendement van de 

z e l f s t a n d i g u i t t e v o e r e n s t u d i e waar h e t u i t e i n d e l i j k om g a a t . 

A l s h u l p m i d d e l b i j de s t u d i e en v o o r a a n v u l l e n d e o e f e n i n g e n i n toepas

s i n g e n i s een b u n d e l b e s c h i k b a a r met s t u d i e v r a g e n en v r a a g s t u k k e n 

v o o r z i e n van u i t w e r k i n g e n o f antwoorden. 

Er z i j n v e e l boeken b e s c h i k b a a r d i e een i n l e i d i n g geven i n de v l o e i 

s t o f m e e h a n i c a . Enkele daarvan worden genoemd i n een o v e r z i c h t opgenomen 

aan h e t e i n d e v a n deze h a n d l e i d i n g . 
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2. VLOEISTOFEIGENSCHAPPEN 

2.1 Continuümmodel 

T h e o r e t i s c h e m o d e l l e n kunnen n i e t b e t r e k k i n g hebben op de t o t a l e com

p l e x i t e i t v a n de w e r k e l i j k h e i d , maar s l e c h t s op e n k e l e a s p e c t e n daar

v a n d i e v o o r een bepaalde v r a a g s t e l l i n g v a n b e l a n g worden geacht. 

Bovendien worden d i e aspecten i n een m i n o f meer benaderende, geïdea

l i s e e r d e vorm weergegeven. 

Mechanische eigenschappen van de m a t e r i e worden b e p a a l d door de mole

c u l a i r e massa's en hun o n d e r l i n g e p o s i t i e s , bewegingen en w i s s e l 

w e r k i n g e n . De a f m e t i n g e n van t e c h n i s c h e systemen z i j n v e e l a l e c h t e r 

v e e l g r o t e r dan de m o l e c u l a i r e l e n g t e s c h a a l . Voor de mechanica van 

z u l k e systemen kunnen we daarom a f z i e n v a n de m o l e c u l a i r e m i c r o s t r u c 

t u u r , en op macroniveau doen a l s o f de m a t e r i e c o n t i n u v e r d e e l d i s i n de 

f y s i s c h e r u i m t e . W i j spreken dan van een continuümmodel v a n de m a t e r i e . 

Een eigenschap d i e l o k a a l aan h e t continuüm w o r d t toegekend ( b i j v . 

m a s s a d i c h t h e i d ) i s i n f e i t e h e t r e s u l t a a t v a n de b i j d r a g e n ( b i j v . 

massa's) van de m o l e c u l e n i n een k l e i n g e b i e d j e . E n e r z i j d s moet zo'n 

g e b i e d j e g r o o t genoeg z i j n om zo v e e l m o l e c u l e n t e b e v a t t e n d a t de som 

van hun b i j d r a g e n s t a t i s t i s c h s t a b i e l i s ; a n d e r z i j d s k l e i n genoeg t e n 

o p z i c h t e van de a f m e t i n g e n van de beschouwde systemen om t e kunnen 

spreken van de eigenschappen i n een p u n t . ( Het f e i t d a t d i t m o g e l i j k i s 

vo r m t de b a s i s v a n de continuüm-benadering.) Die eigenschappen kunnen 

dus worden b e h a n d e l d a l s f u n c t i e s v a n de c o n t i n u e f y s i s c h e r u i m t e . 

Z u l k e f u n c t i e s h e t e n velden. Voorbeelden d a a r v a n z i j n h e t v e l d van de 

t e m p e r a t u u r , de m a s s a d i c h t h e i d en h e t d r u k v e l d ( z . g . s c a l a r v e l d e n ) en 

h e t s n e l h e i d s v e l d (een v e c t o r v e l d ) . 

De r u i m t e l i j k e v a r i a t i e van een v e l d g r o o t h e i d i n de k l e i n e omgeving v a n 

een p u n t w o r d t mathematisch beschreven met de partiële a f g e l e i d e n naar 

de v e r s c h i l l e n d e coördinaten; d i t l e i d t t o t h e t b e g r i p gradiënt ( z i e 

c o l l e g e a^, A n a l y s e ) . Daarnaast kan e r nog v a r i a t i e i n de t i j d z i j n , 

waarvoor de partiële a f g e l e i d e naar de t i j d een maat i s . W ij komen i n 

h e t v o l g e n d e h o o f d s t u k h i e r o p t e r u g . E e r s t worden e n k e l e mechanische 

eigenschappen v a n v l o e i s t o f f e n behandeld. 
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2.2 M a s s a d i c h t h e i d 

De massa per ee n h e i d van volume h e e t de ( v o l u m i e k e ) m a s s a d i c h t h e i d , 

algemeen weergegeven door h e t symbool p. De dimensie v a n p v o l g t d i r e c t 
_ 3 

u i t de d e f i n i t i e : [ p ] = ML ; de S l - e e n h e i d e r v a n i s 1 kg/m^. 

De m a s s a d i c h t h e i d van z u i v e r w a t e r en andere v l o e i s t o f f e n zonder 

t o e v o e g i n g e n i s s l e c h t s a f h a n k e l i j k van de heersende t e m p e r a t u u r en 

dru k . Voor de v a r i a t i e met de t e m p e r a t u u r w o r d t verwezen naar hand

boeken z o a l s Hütte ( 1 9 5 5 ) . Daarop w o r d t h i e r n i e t ingegaan. De v a r i a t i e 

v a n de m a s s a d i c h t h e i d met de d r u k komt i n p a r . 2.3-1 aan de o r d e . 

I n de c i v i e l — t e c h n i s c h e p r a k t i j k hebben we n i e t met z u i v e r w a t e r t e 

maken, maar a l t i j d met o p l o s s i n g e n . G l o b a l e waarden van de d i c h t h e i d 

v a n z o e t r e s p e c t i e v e l i j k z o u t w a t e r z i j n p = 1000 kg/m^ r e s p e c t i e v e l i j k 

P = 1025 kg/m3. 

T e n s l o t t e v e r m e l d e n we nog d a t de d i c h t h e i d van l u c h t b i j een tempera

t u u r v a n 20 "C en een d r u k van 10^ Pa (ca. 1 a t m o s f e e r ) ca. 1,2 kg/m^ 

b e d r a a g t ( z i e Hütte, 1955, v o o r meer gegevens). 

2.3 C o n s t i t u t i e v e v e r g e l i j k i n g e n 

E l k e s t o f h e e f t een s p e c i f i e k v e r b a n d t u s s e n de spanningen i n de s t o f 

e n e r z i j d s ( b i j v o o r b e e l d a l s g e v o l g van u i t w e n d i g e k r a c h t e n ) en de 

daarmee samenhangende v e r a n d e r i n g e n van volume en vorm a n d e r z i j d s . D i t 

v e r b a n d w o r d t i n geïdealiseerde vorm weergegeven door zogenaamde 

c o n s t i t u t i e v e v e r g e l i j k i n g e n . Een bekend v o o r b e e l d daarvan z i j n de 

v e r g e l i j k i n g e n , genoemd naar Hooke, d i e h e t mechanisch gedrag b e s c h r i j 

ven van v a s t e s t o f f e n i n de i d e a l i s e r i n g van e l a s t i c i t e i t , i s o t r o p i e en 

l i n e a r i t e i t ( z i e c o l l e g e b i l . Toegepaste Mechanica). 

1. Spanningen_ 

De s p a n n i n g s t o e s t a n d i n een p u n t v a n de m a t e r i e w o r d t b e s c h r e v e n met 

een zogenaamde s p a n n i n g s t e n s o r . De negen componenten h i e r v a n t e n 

o p z i c h t e van een r e c h t h o e k i g a s s e n s t e l s e l Oxyz z i j n t e s c h r i j v e n a l s 

. enz. ( z i e b i l ) . H i e r i n s t e l l e n de d r i e componenten a , a 
XX xy XX y y 



en a de normaalspanningen v o o r , en de o v e r i g e zes de s c h u i f s p a n -
zz 

n i n g e n , d i e p a a r s g e w i j s aan e l k a a r g e l i j k z i j n (CT = a , e n z . ) • 
xy y x 

Wanneer i n een p u n t a l l e s c h u i f s p a n n i n g e n g e l i j k z i j n aan n u l , onge

a c h t de oriëntatie van de beschouwde v l a k j e s , dan hebben a l l e 

n ormaal spanningen i n d a t p u n t d e z e l f d e waarde: cr^^ = a^^ = «^^z" 

s p r e e k t dan van een i s o t r o p e s p a n n i n g s t o e s t a n d . I n s t i l s t a a n d e 

v l o e i s t o f f e n kan geen s c h u i f s p a n n i n g h e e r s e n en i s de s p a n n i n g dus 

a l t i j d i s o t r o o p (wet van P a s c a l ) . 

I n bewegende v l o e i s t o f f e n en i n v a s t e s t o f f e n z i j n de s c h u i f s p a n n i n g e n 

i n h e t algemeen n i e t n u l , en i s de spanning n i e t i s o t r o o p . We kunnen 

dan dus n i e t spreken van "de" nor m a a l s p a n n i n g i n een p u n t . Men kan 

e c h t e r b e w i j z e n d a t h e t gemiddelde van de normaalspanningen i n d r i e 

o n d e r l i n g l o o d r e c h t e v l a k j e s ( n o t a t i e : = i ^°y^y^ + '^yy ^zz^^ 

waarde h e e f t d i e o n a f h a n k e l i j k i s v a n de oriëntatie v a n d i e v l a k j e s . 

Men noemt d i t gemiddelde h e t i s o t r o p e d e e l v a n de spannin g . De a f 

w i j k i n g e n van de w e r k e l i j k e spanningen t e n o p z i c h t e van h e t i s o t r o p e 

d e e l h e t e n d e v i a t o r s p a n n i n g e n ( z i e b i l ) . De s c h u i f s p a n n i n g e n b e h o r e n 

i n hun t o t a l i t e i t t o t de d e v i a t o r s p a n n i n g e n . 

B i j de g e b r u i k e l i j k e t e k e n a f s p r a k e n komt een p o s i t i e v e waarde v a n een 

no r m a a l s p a n n i n g overeen met een t r e k s p a n n i n g . I n gassen r e s p e c t i e v e l i j k 

v l o e i s t o f f e n komt t r e k e c h t e r n i e t r e s p e c t i e v e l i j k v r i j w e l n i e t v o o r . 

Voor deze s t o f f e n v o e r t men daarom h e t b e g r i p d r u k i n , g e d e f i n i e e r d a l s 

h e t i s o t r o p e d e e l van de dru k s p a n n i n g e n : p = - cr^ = - i (^^^x ^ "^yy ^ 

G ) . 
zz 

V a r i a t i e s i n h e t i s o t r o p e d e e l v a n de spanning ( t r e k e n / o f d r u k ) v e r 

o o r z a k e n v o l u m e v e r a n d e r i n g e n , en de d e v i a t o r s p a n n i n g e n v e r o o r z a k e n 

v o r m v e r a n d e r i n g e n . I n de vol g e n d e twee p a r a g r a f e n w o r d t op de c o n s t i 

t u t i e v e v e r g e l i j k i n g e n v o o r deze twee a s p e c t e n a f z o n d e r l i j k i n g e g a a n . 

2. Samendrukbaarheid 

B i j v e r h o g i n g van de d r u k worden gassen en - i n v e e l mindere mate - ook 

v l o e i s t o f f e n ( " l i q u i d s " ) gecomprimeerd, o f samengedrukt. I n e e r s t e 

b e n a d e r i n g kan d i t a l s een z u i v e r e l a s t i s c h proces worden b e n a d e r d . D i t 

h o u d t i n d a t h e t proces omkeerbaar i s : de a r b e i d d i e w o r d t v e r r i c h t i n 



h e t comprimeren w o r d t a l s ( e l a s t i s c h e ) inwendige e n e r g i e opgeslagen, 

d i e b i j h e r s t e l van de o o r s p r o n k e l i j k e d r u k h e t volume weer t o t z i j n 

o o r s p r o n k e l i j k e waarde doet toenemen. 

Het v e r b a n d t u s s e n volume (V) en d r u k ( p) v o o r gassen en v l o e i 

s t o f f e n w o r d t i n de b e n a d e r i n g van e l a s t i c i t e i t u i t g e d r u k t i n termen 

van de z,g. compressiemodulus K v o l g e n s 

^ = -1 (2 1) 
dp K ^ 

G e b r u i k makend van h e t behoud van massa (pV = c o n s t a n t ) kan d i t 

worden h e r l e i d t o t 

1 = 1 <^-^> 

B l i j k b a a r h e e f t K d e z e l f d e dimensie a l s een spann i n g ; de S I - e e n h e i d 
_1 _2 

e r v a n i s de Pas c a l ( 1 Pa = 1 N/m^ = 1 kg m s ) . 

De waarde van K neemt i n p r i n c i p e t o e met toenemende d r u k . I n een g r o o t 

b e r e i k v a n de d r u k i s K v o o r w a t e r (zonder g a s b e l l e n ! ) e c h t e r a l s een 

c o n s t a n t e t e beschouwen, met een waarde van ca. 2,2 X 10^ Pa. 

Voor gassen i s de v a r i a t i e van K met de d r u k n i e t v e r w a a r l o o s b a a r . Voor 

i s o t h e r m i s c h e compressie g e l d t immers pV = c o n s t a n t , wat i n h o u d t d a t 

K = p. Voor a d i a b a t i s c h e compressie ( w a a r b i j geen w a r m t e — u i t w i s s e l i n g 

met de omgeving p l a a t s v i n d t ) g e l d t pV/T = c o n s t a n t , wat kan worden 

^ 1 O Ic 

h e r l e i d t o t pV = c o n s t a n t o f w e l p/p o = c o n s t a n t , w a a r b i j k^ v o o r e l k . 

gas een c o n s t a n t e i s ( v o o r l u c h t i s k = 1,40). Voor a d i a b a t i s c h e 
O 

compressie g e l d t dus K = k^p. 

D a n k z i j h e t e l a s t i s c h e k a r a k t e r van de samendrukbaarheid kunnen d r u k -

d r u k g o l v e n z i c h v o o r t p l a n t e n i n een samendrukbaar medium. Men kan 

aantonen ( z i e h o o f d s t u k 8) d a t v o o r de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d daarvan, 

de z.g. g e l u i d s s n e l h e i d ( c ) , g e l d t : 

c (2.3) 

G e b r u i k makend van (2.2) kan d i t worden h e r l e i d t o t 
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c2 = ^ (2.4) 
P 

S u b s t i t u t i e van bovengenoemde g e t a l s w a a r d e n l e v e r t v o o r z u i v e r 

w a t e r r e s p e c t i e v e l i j k l u c h t b i j een d r u k van 10^ Pa ( c a . 1 

a t m o s f e e r ) de waarden c - 1480 m/s r e s p e c t i e v e l i j k c - 340 m/s. 

S t e l nu d a t i n een g e b i e d van een s t a t i o n a i r e s t r o m i n g v a n een v l o e i 

s t o f o f gas de s t r o o m s n e l h e i d i n de r u i m t e v a r i e e r t t u s s e n de waarden 

n u l en u. Zoals we nog z u l l e n z i e n z a l de d r u k i n d a t g e b i e d dan 

variëren met een waarde (Ap) d i e ongeveer g e l i j k i s aan hpu"^ . I e t s 

g l o b a l e r u i t g e d r u k t g e l d t d a t Ap van de g r o o t t e - o r d e pu^ i s ( n o t a t i e : 

Ap - 0(pu2). De hiermee overeenkomende v a r i a t i e v a n de m a s s a d i c h t h e i d 

(Ap) l s v o l g e n s (2.3) van de orde pu^/c^. 

De v e r h o u d i n g van s t r o o m s n e l h e i d (u) t o t g e l u i d s s n e l h e i d ( c ) h e e t h e t 

k e n t a l van Mach: Ma = u/c. De r e l a t i e v e d i c h t h e i d s v a r i a t i e (Ap/p) i s 

dus van de g r o o t t e - o r d e u^/c^ o f w e l Ma^ ( n o t a t i e : Ap/p ~ u^/c^ 

r e s p e c t i e v e l i j k Ap/p ~ Ma^). 

Stromingen waarvoor Ma < 1 r e s p e c t i e v e l i j k Ma > 1 h e t e n subsoon 

r e s p e c t i e v e l i j k supersoon. A l s Ma « 1 g e l d t destemeer Ma^ « 1 , en 

z i j n de r e l a t i e v e d i c h t h e i d s v e r s c h i l l e n v e r w a a r l o o s b a a r . I n c i v i e l 

t e c h n i s c h e t o e p a s s i n g e n i s deze b e n a d e r i n g v r i j w e l a l t i j d g e o o r l o o f d . 

Nemen we v o o r de s n e l h e i d 1,5 m/s v o o r stromend w a t e r , en 35 m/s v o o r 

de w i n d ( i n g e v a l van een o r k a a n ) , dan z i j n de b i j b e h o r e n d e waarden van 
_ 3 _ i 

h e t g e t a l van Mach ca. 10 , r e s p e c t i e v e l i j k 10 , overeenkomend met 
- 6 - 2 

Ap/p i n de orde v a n 10 r e s p e c t i e v e l i j k 10 . Het w a t e r r e s p e c t i e v e 

l i j k de l u c h t z i j n dan a l s onsamendrukbaar t e benaderen. Merk op d a t 

deze i d e a l i s e r i n g een o n e i n d i g g r o t e waarde van K i n h o u d t , en dus ook 

v a n c. Een s t o r i n g ergens aangebracht i s v o l g e n s deze b e n a d e r i n g 

i n s t a n t a a n i n h e t h e l e g e b i e d merkbaar. 

D i m e n s i e l o z e k e n t a l l e n z o a l s d a t van Mach s p e l e n een b e l a n g r i j k e r o l i n 

de s t r o m i n g s l e e r . Het b e l a n g van d i v e r s e f y s i s c h e g r o o t h e d e n i n een 

s t r o m i n g s p r o b l e e m i s n a m e l i j k n i e t g e l e g e n i n de g r o o t t e e r v a n a l s 

z o d a n i g ( b i j v o o r b e e l d de waarde van de s t r o o m s n e l h e i d u ) , maar i n de 

v e r h o u d i n g daarvan t o t een andere v o o r h e t probleem r e l e v a n t e p a r a m e t e r 

( z o a l s de g e l u i d s s n e l h e i d ) o f c o m b i n a t i e van p a r a m e t e r s ( z o a l s (K/p) ) 
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van d e z e l f d e d i m e n s i e . D i t l e i d t p er p r o b l e e m - s c h e m a t i s a t i e t o t een o f 

meer k e n t a l l e n . Die z i j n p er d e f i n i t i e d i m e n s i e l o o s , Hun waarde i s dus 

o n a f h a n k e l i j k v a n h e t g e b r u i k t e e e n h e d e n s t e l s e l . Twee s t r o m i n g e n waar

v o o r a l l e o vereenkomstige r e l e v a n t e k e n t a l l e n d e z e l f d e waarde hebben 

( b i j v o o r b e e l d i n b e i d e d e z e l f d e waarde van h e t g e t a l van Mach) z i j n 

g e l i j k v o r m i g , n i e t a l l e e n i n meetkundige z i n maar ook i n dynamische 

z i n . H i e r o p b e r u s t h e t g e b r u i k van s c h a a l m o d e l l e n ( z i e p a r . 2.5). 

3. V l o e i b a a r h e i d 

I n v a s t e s t o f f e n v e r o o r z a a k t een s c h u i f s p a n n i n g ( h i e r k o r t h e i d s h a l v e 

aangeduid met r ) een e i n d i g e v e r v o r m i n g . A l s maat d a a r v o o r nemen we de 

v e r a n d e r i n g (7) van de hoek t u s s e n twee v l a k k e n d i e i n o n b e l a s t e 

t o e s t a n d haaks op e l k a a r s t a a n , i n h e t v l a k van de a f s c h u i v i n g respec

t i e v e l i j k haaks daarop ( F i g . 2.1a). I n de l i n e a i r e b e n a d e r i n g (wet v a n 

Hooke) z i j n r en 7 r e c h t e v e n r e d i g aan e l k a a r ; de e v e n r e d i g h e i d s f a c t o r 

h e e t g l i j d i n g s m o d u l u s (G). I n zo'n v a s t e s t o f g e l d t dus r = G7. 

V l o e i s t o f f e n en gassen daarentegen worden gekenmerkt door h e t f e i t d a t 

een s c h u i f s p a n n i n g v e r o o r z a a k t d a t de s t o f gaat v l o e i e n , d.w.z. d a t e r 

z i c h een v o o r t g a a n d e v e r v o r m i n g v o o r d o e t , met een e i n d i g e v e r v o r m i n g s -

s n e l h e l d ( d 7 / d t ) . 

Figuur 2.1 

Het v e r s c h i l l e n d gedrag van v a s t e s t o f f e n e n e r z i j d s en v l o e i s t o f f e n o f 

gassen a n d e r z i j d s , onder i n v l o e d v a n een s c h u i f s p a n n i n g , i s geïllu

s t r e e r d i n F i g . 2.2. 
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p l a s t i s c h e s t o f 

Binghamse s t o f 

n i e t - N e w t o n s e v l o e i s t o f 

Newtonse v l o e i s t o f 

^ T =0 ( i d e a l e v l o e i s t o f ) 

Él 
d t 

Figuur 2.2 

Voor een v a s t e s t o f g e l d t d7/dt = O ongeacht de waarde v a n T, m i t s deze 

k l e i n e r i s dan een zekere k r i t i e k e waarde w a a r b i j v l o e i g a a t o p t r e d e n 

( p l a s t i s c h g e d r a g ) . Wanneer T i n h e t p l a s t i s c h g e b i e d l i n e a i r v a r i e e r t 

met d 7 / d t s p r e k e n we v a n een Binghamse s t o f . 

Voor v l o e i s t o f f e n en gassen g e l d t ( p e r d e f i n i t i e ) d a t d 7 / d t = O alléén 

a l s T = 0. I n een s t i l s t a a n d e v l o e i s t o f o f gas h e e r s e n dus geen s c h u i f -

spanningen, en i s de s p a n n i n g s t o e s t a n d i s o t r o o p (wet v a n P a s c a l ) . Een 

s c h u i f s p a n n i n g h e e f t i n een v l o e i s t o f o f gas een v o o r t g a a n d e v e r v o r m i n g 

t o t g e v o l g ( d 7 / d t ^ O zo d r a T ^ 0). Wanneer r d a a r b i j r e c h t e v e n r e d i g 

i s met d 7 / d t s p r e k e n we van een Newtonse v l o e i s t o f . D i t i s ( o . a . ) v o o r 

w a t e r een r e a l i s t i s c h model. De e v e n r e d i g h e i d s f a c t o r t u s s e n s c h u i f s p a n 

n i n g en v e r v o r m i n g s s n e l h e i d h e e t (coëfficiënt van) dynamische v i s c o s i 

t e i t (ri): 

T = n 
d7 
d t 

( 2 .4) 

U i t ( 2 . 4) v o l g t d a t v o o r de dimensie van f? g e l d t [r}] = ML T . De SI-
_ i _ i 

e e n h e i d v a n i s 1 k g m s = 1 Pa.s. 

I n sommige s t r o m i n g s p r o b l e m e n h e e f t de v i s c o s i t e i t s l e c h t s een z e e r 

g e r i n g e i n v l o e d . Wanneer, i n een mathematisch model v a n z u l k e s t r o 

mingen, de v i s c o s i t e i t b i j b e n a d e r i n g g e l i j k aan n u l w o r d t g e s t e l d , 



-12-

g e l d t ( i n d a t model) r = O ongeacht de waarde van d7/dt. We s p r e k e n dan 

va n ( h e t model van) een n i e t — v i s k e u z e o f i d e a l e v l o e i s t o f c.q. gas. 

Het i s g e b r u i k e l i j k de s c h u i f s p a n n i n g i n stromende v l o e i s t o f f e n o f 

gassen u i t t e d r u k k e n i n gradiënten van de s t r o o m s n e l h e i d . Beschouw 

d a a r t o e een v l a k k e p a r a l l e l s t r o m i n g , w a a r i n de ( x , y, z)—componenten 

v a n de s n e l h e i d de waarden ( u , O, 0) hebben, en w a a r i n u s l e c h t s met z 

v a r i e e r t . De s t r o o m s n e l h e i d i n twee d i c h t b i j e l k a a r g e l e g e n v l a k k e n 

z = Zj^ r e s p e c t i e v e l i j k z = Z j = + Az i s Uj^ r e s p e c t i e v e l i j k xx^ = 

u^ + Au ( z i e F i g . 2.1b). Het v e r s c h i l i n v e r p l a a t s i n g v a n de v l o e i s t o f 

i n b e i d e l a g e n i n een t i j d A t i s As = (U j - u ^ ) A t = Au A t ; d i t g e e f t 

een v e r d r a a i i n g van de a a n v a n k e l i j k e normaal over een hoek A7 = As/Az 

o f w e l A7 = Au At/Az, overeenkomend met een h o e k s n e l h e i d A7/At = Au/Az. 

I n de l i m i e t A t O en Az -̂ O i s d7/dt g e l i j k aan de snelheids-gradiënt 

du/dz (de z.g. " s c h e r i n g " , i n h e t Engels " r a t e o f s h e a r " ) . Voor de 

s c h u i f s p a n n i n g g e l d t dan 

a = r = r,p^ ' (2.5) 
xz ' dz 

Bovenstaande f o r m u l e r i n g (2.5) b r e n g t mathematisch h e t f y s i s c h e k a r a k 

t e r v an de v i s c o s i t e i t t o t u i t d r u k k i n g . V i s c o s i t e i t i s n a m e l i j k h e t 

r e s u l t a a t van m o l e c u l a i r e d i f f u s i e v a n i m p u l s : door v e r s c h i l l e n i n 

s t r o o m s n e l h e i d t u s s e n n a b u r i g e v l o e i s t o f l a g e n w o r d t t u s s e n d i e l a g e n 

tangentiële i m p u l s u i t g e w i s s e l d . De s n e l s t stromende l a a g s t a a t i m p u l s 

a f aan de langzamer stromende l a a g , waardoor s n e l h e i d s v e r s c h i l l e n 

worden v e r e f f e n d . V e r g e l i j k i n g (2.5) h o u d t i n d a t de gemiddelde over

d r a c h t v a n tangentiële i m p u l s p e r e e n h e i d van o p p e r v l a k t e en t i j d , d i e 

we s c h u i f s p a n n i n g noemen, e v e n r e d i g i s met de snelheidsgradiënt ( z o a l s 

h e t w a r m t e t r a n s p o r t door g e l e i d i n g e v e n r e d i g i s met de gradiënt van 

t e m p e r a t u u r ) . De coëfficiënt v a n v i s c o s i t e i t h e e f t dus de b e t e k e n i s v a n 

een diffusie—coëfficiënt v o o r i m p u l s . 

Voor de i n v l o e d van de v i s c o s i t e i t op de r e s u l t e r e n d e s n e l h e i d ( = 

i m p u l s p e r massa-eenheid) i s n i e t zozeer de u i t w i s s e l i n g v a n i m p u l s 

z e l f v a n b e l a n g ( T ) a l s w e l de u i t w i s s e l i n g van i m p u l s p e r massa

e e n h e i d (T/P). Daarom w o r d t m e e s t a l n i e t gewerkt met de coëfficiënt v a n 

dynamische v i s c o s i t e i t maar met d i e v a n de zogenaamde kinematische 

v i s c o s i t e i t , g e d e f i n i e e r d a l s 
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>/ = ri/p ( 2 . 6 ) 

Voor de d i m e n s i e van u g e l d t [v] = [r)]/[p] = L'^ T .De S l - e e n h e i d 

e r v a n i s 1 m^/s. 

De waarden van r) en i/ v e r s c h i l l e n s t e r k t u s s e n v e r s c h i l l e n d e s t o f f e n , 

en variëren n o g a l met de t e m p e r a t u u r Enkele waarden v o o r l u c h t en w a t e r 

z i j n gegeven i n b i j g a a n d e t a b e l . 

Temperatuur -20 «C O «G 10 °C 20 °C 

>7/(10~%a.s) 1,80 1,33 1,00 

Water 

u/(lO^^ m V s ) 1,80 1,33 1,00 

f//(10~^Pa.s) 16,2 17,2 17,2 18,1 

L u c h t 
u/aO"^ m V s ) 11,6 13,3 14,2 15,1 

Zo a l s a l i s opgemerkt aan h e t e i n d e van p a r . 2.3.2 i s h e t b e l a n g v a n 

d i v e r s e g r o o t h e d e n v o o r een s t r o m i n g s p r o b l e e m n i e t g e l e g e n i n de 

waarden e r v a n a l s z o d a n i g , maar i n ( d i m e n s i e l o z e ) v e r h o u d i n g s g e t a l l e n , 

de z.g. k e n t a l l e n ( z o a l s d a t v a n Mach v o o r de c o m p r e s s i b i l i t e i t ) . We 

z u l l e n d i t u i t w e r k e n met b e t r e k k i n g t o t de v i s c o s i t e i t . We gaan d a a r b i j 

e e n v o u d i g h e i d s h a l v e u i t v a n de s t r o m i n g rondom een voo r w e r p , d a t met een 

c o n s t a n t e s n e l h e i d beweegt i n een naar a l l e r i c h t i n g e n o n e i n d i g u i t g e 

s t r e k t e v l o e i s t o f i n r u s t ( a f g e z i e n van de v e r s t o r i n g a a n g e b r a c h t door 

h e t bewegende v o o r w e r p ) . We gaan e r van u i t d a t h e t s t r o o m b e e l d g e h e e l 

i s b e p a a l d door de vol g e n d e g r o o t h e d e n : 

• m a s s a d i c h t h e i d ( p ) en dynamische v i s c o s i t e i t (tj) v a n de v l o e i s t o f 

( d i e a l s onsamendrukbaar w o r d t geïdealiseerd). 

H s n e l h e i d ( U ) , a f m e t i n g ( i ) , vorm en oriëntatie van h e t v o o r w e r p . 

U i t de dim e n s i e s van de g r o o t h e d e n p, »y, U en i i s a f t e l e i d e n d a t d i e 

v i e r g r o o t h e d e n t o t s l e c h t s één o n a f h a n k e l i j k , d i m e n s i e l o o s v e r h o u 

d i n g s g e t a l z i j n t e g r o e p e r e n , h e t z.g. k e n t a l van Reynolds: 



-14-

Re = (2.7) 

I n termen van de k i n e m a t i s c h e v i s c o s i t e i t (v = r]/p) w o r d t d i t 

(2.8) 

De vorm v a n h e t s t r o o m b e e l d rondom h e t voorwerp w o r d t v o o r gegeven vorm 

en oriëntatie v a n h e t voorwerp dus b e p a a l d door de waarde va n Re, on

geacht de waarden v a n p, rj, U en i a f z o n d e r l i j k . Een v o o r b e e l d van de 

v a r i a t i e van een s t r o o m b e e l d met Re i s gegeven i n F i g . 10.3 v o o r h e t 

g e v a l v a n een c i r k e l c y l i n d e r (de g e t a l s w a a r d e n v a n Re i n deze f i g u u r 

g e l d e n v o o r i = D, de d i a m e t e r van de c y l i n d e r ) . 

I s Re zeer k l e i n t . o . v . één (Re « 1) ( z o a l s i n F i g . 10.3a) dan i s de 

v i s c o s i t e i t r e l a t i e f van g r o t e i n v l o e d . We kunnen d a a r b i j denken aan de 

langzame s t r o m i n g v a n een s t r o p e r i g e v l o e i s t o f r o n d een k l e i n v o o r w e r p , 

maar de e s s e n t i e v a n h e t k e n t a l v a n Reynolds i s j u i s t d a t "langzaam", 

" s t r o p e r i g " en " k l e i n " r e l a t i e v e b e g r i p p e n z i j n , d i e r e s p e c t i e v e l i j k 

inhouden: U « 1^/2, i / » U i en i « m/U, a l l e n samengevat i n de 

voorwaarde Re « 1. Voor Re » 1 g e l d t n a t u u r l i j k h e t t e g e n d e e l . 

Osborne Reynolds (1883) was de e e r s t e d i e wees op de b e t e k e n i s v a n de 

naa r hem genoemde d i m e n s i e l o z e parameter. H i j deed d a t i n de c o n t e x t van 

de s t r o m i n g door een c i r k e l v o r m i g e b u i s . Zo'n s t r o m i n g kan op twee v e r 

s c h i l l e n d e m anieren v e r l o p e n : o r d e l i j k , g e l a a g d ( z . g . l a m i n a i r e s t r o 

ming) o f c h a o t i s c h , w e r v e l e n d ( z . g . t u r b u l e n t e s t r o m i n g ) . Reynolds 

c o n s t a t e e r d e d a t h e t vóórkomen van h e t ene dan w e l h e t andere t y p e be

p a a l d w o r d t door de waarde van UD/i/, w a a r i n U de over h e t d w a r s p r o f i e l 

gemiddelde s t r o o m s n e l h e i d i s en D de inwendige d i a m e t e r v a n de b u i s . 

Voor Re = UD/i^ < ca. 2300 i s de s t r o m i n g l a m i n a i r ; v o o r g r o t e r e waarden 

van Re w o r d t de s t r o m i n g t u r b u l e n t ; een p r e c i e z e waarde i s n i e t aan t e 

geven omdat de omslag van l a m i n a i r naar t u r b u l e n t een i n s t a b i l i t e i t s v e r -

s c h i j n s e l i s , en daarom e r g g e v o e l i g v o o r k l e i n e , n i e t meetbare 

i n v l o e d e n . 

Voor s t r o m i n g e n met een v r i j o p p e r v l a k en met een b r e e d t e d i e v e e l 

g r o t e r i s dan de d i e p t e i s een g e t a l van Reynolds t e definiëren door 



-15-

v o o r " i " de d i e p t e ( d ) t e nemen. Zulke s t r o m i n g e n z i j n l a m i n a i r a l s Re = 

Vd/u k l e i n e r i s dan ca. 500. 

Door e n k e l e r e a l i s t i s c h e waarden t e k i e z e n v o o r U en D o f d i s t e z i e n 

d a t v o o r de s t r o m i n g van w a t e r i n g e s l o t e n o f open l e i d i n g e n h e t k e n t a l 

van Reynolds a l gauw de waarde 10^ o f z e l f s 10^ h e e f t , overeenkomend met 

t u r b u l e n t e stromen. S t r o m i n g van wa t e r o f o l i e door een p a k k e t v a n f i j n 

zand i s da a r e n t e g e n l a m i n a i r . 

,4 G r e n s v l a k s p a n n i n g 

Aan w e e r s z i j d e n v a n een g r e n s v l a k t u s s e n twee v e r s c h i l l e n d e v l o e i s t o f 

f e n , o f t u s s e n een v l o e i s t o f en een gas, h e e r s e n v e r s c h i l l e n d e molecu

l a i r e a t t r a c t i e k r a c h t e n . Het e f f e c t h i e r v a n u i t z i c h op continuüm-

n i v e a u a l s een t r e k s p a n n i n g i n h e t g r e n s v l a k , de z.g. g r e n s v l a k s p a n n i n g 

(CT), met de di m e n s i e van een k r a c h t per l e n g t e - e e n h e i d . Een a l t e r n a t i e 

ve f o r m u l e r i n g i s d a t h e t g r e n s v l a k een potentiële e n e r g i e h e e f t waar

van de waarde p e r e e n h e i d van o p p e r v l a k t e g e l i j k i s aan a. Het grens

v l a k z a l daardoor een m i n i m a l e o p p e r v l a k t e aannemen ( b i j v . een b o l v o r m 

i n g e v a l v a n een d r u p p e l , i n a f w e z i g h e i d v a n u i t w e n d i g e k r a c h t e n ) . Om 

h e t u i t zo'n c o n f i g u r a t i e t e brengen moet a r b e i d worden v e r r i c h t . De 

w e r k i n g v a n de g r e n s v l a k s p a n n i n g i s ana l o o g aan d i e v a n een gespannen 

v l i e s . 

I n h e t g r e n s v l a k t u s s e n z u i v e r w a t e r en l u c h t , b i j 20 °C, i s a === 0,073 

N/m, o f w e l a = 0,073 J/m^. De f e i t e l i j k e waarde i s e r g g e v o e l i g v o o r de 

aa n w e z i g h e i d van andere s t o f f e n , z o a l s een f i l m v a n v u i l op h e t w a t e r , 

o f zeep i n h e t w a t e r . 

Waar h e t g r e n s v l a k gekromd i s v e r o o r z a a k t de g r e n s v l a k s p a n n i n g een 

g r o t e r e d r u k aan de h o l l e z i j d e ( p . ) dan aan de b o l l e (p, ) • 
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Beschouw een i n f i n i t e s i m a a l e l e m e n t j e van 

zo'n g r e n s v l a k , d a t s l e c h t s i n één r i c h 

t i n g gekromd i s , met k r o m t e s t r a a l R en 

b o o g - l e n g t e RS9 ( z i e s c h e t s ) . De grens

v l a k s p a n n i n g aan b e i d e randen h e e f t een 

naar h e t k r o m t e m i d d e l p u n t g e r i c h t e r e s u l 

t a n t e d i e p e r ee n h e i d van b r e e d t e g e l i j k 

i s aan aS6. Evenwicht v e r e i s t dan d a t 

( p ^ - p^) R S e = aSe o f w e l 

(2.9) 

B i j kromming i n twee r i c h t i n g e n , met h o o f d k r o m t e s t r a l e n R̂  en R j , 

g e l d t 

(2.10) 

Het r e l a t i e v e b e l a n g van de g r e n s v l a k s p a n n i n g a v o o r een s t r o m i n g met 

kenmerkende s n e l h e i d U en kenmerkende g r o o t t e van de k r o m t e s t r a a l van 

h e t g r e n s v l a k g e l i j k aan i i s b e p a a l d door h e t k e n t a l van Weber: 

W e = ^ ( 2 . U ) 

_5 

Voor h e t g r e n s v l a k w a t e r - l u c h t g e l d t a/p = 7,3 X 10 m^/s^, z o d a t de 

g r e n s v l a k s p a n n i n g a l l e e n van b e l a n g kan z i j n b i j zeer k l e i n s c h a l i g e en 

langzame bewegingen ( U ^ i = 7,3 X l O " mVs^ a l s We = 1) . Rimpels aan 

h e t w a t e r o p p e r v l a k met een g o l f l e n g t e van en k e l e m i l l i m e t e r s o f minder 

z i j n daarvan een v o o r b e e l d . 

B i j de d o o r s n i j d i n g van een v l o e i s t o f - o p p e r v l a k door een wand v a n v a s t e 

s t o f t r e e d t adhesie op, d.w.z. o n d e r l i n g e a a n t r e k k i n g t u s s e n v l o e i s t o f 

en v a s t e s t o f . Daardoor w o r d t h e t g r e n s v l a k i n de omgeving v a n de aan

r a k i n g gekromd en o n t s t a a t de z.g. meniscus ( F i g . 2.3a). Voor h e t 

c o n t a c t t u s s e n w a t e r , l u c h t en g l a s i s de meniscus h o l naar de z i j d e 

v a n de l u c h t , en ( v o o r z u i v e r w a t e r ) r a k e n d aan h e t g l a s . H i e r d o o r 

w o r d t w a t e r i n een open, nauw b u i s j e (een z.g. c a p i l l a i r ) gezogen ( F i g . 

2.3b). 
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l u c h t 

w a t e r 

(a) meniscus (b) c a p i l l a i r e o p s t i j g i n g 

F i g u u r 2.3 

De c a p i l l a i r e s t i j g h o o g t e kan i n g e v a l v a n e v e n w i c h t met h e t g e w i c h t 

v a n h e t opgezogen w a t e r worden berekend u i t 

(7rD)a = (i7rD2h^)pg 

z o d a t 

a pgD 

Deze c a p i l l a i r e s t i j g h o o g t e h ^ i s dus omgekeerd e v e n r e d i g met de d i a 

meter. (Voor w a t e r - l u c h t - g l a s en D = 1 mm i s h ^ 3 cm.) Ook h i e r u i t 

v o l g t d a t de g r e n s v l a k s p a n n i n g a l l e e n b i j k l e i n s c h a l i g e v e r s c h i j n s e l e n 

v a n b e l a n g i s . 

G e l i j k v o r m i g h e i d en d i m e n s i e - a n a l y s e 

I n h e t voorgaande z i j n e n k e l e ( d i m e n s i e l o z e ) k e n t a l l e n geïntroduceerd 

waarvan de waarde een maat i s v o o r h e t r e l a t i e v e b e l a n g v a n eèn b e p a a l 

de- v l o e i s t o f e i g e n s c h a p (bv. Mach v o o r samendrukbaarheid). Een bekend 

k e n t a l d a t n i e t aan een v l o e i s t o f e i g e n s c h a p i s verbonden i s h e t k e n t a l 

v a n Froude, Fr = U/Tgl, d a t een maat i s v o o r de r e l a t i e v e i n v l o e d v a n 

de. z w a a r t e k r a c h t i n een s t r o m i n g met kenmerkende s n e l h e i d U en ken

merkende l e n g t e i ( bv. van een v a r e n d s c h i p - de s i t u a t i e w a a r v o o r 

Froude (1810-1879) de g e l i j k v o r m i g h e i d o n d e r z o c h t i.v.m. s c h a a l p r o e v e n 

v o o r de b e p a l i n g van de w e e r s t a n d van schepen). B i j v l o e i s t o f s t r o m e n 
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met een v r i j o p p e r v l a k s p e e l t d i t k e n t a l m e e s t a l een b e l a n g r i j k e r o l . 

Weer een andere groep van d i m e n s i e l o z e parameters w o r d t gevormd u i t 

v e r h o u d i n g e n v a n l e n g t e n (bv. d i e van d i e p t e t o t b r e e d t e van een 

k a n a a l , o f d i e v a n b r e e d t e t o t k r o m t e s t r a a l van een r i v i e r b o c h t ) , van 

t i j d e n , v a n stroomsnelheden, enz. 

Twee v e r s c h i l l e n d e s t r o m i n g e n ( v e r s c h i l l e n d e v l o e i s t o f f e n , v e r s c h i l l e n 

de a b s o l u t e a f m e t i n g e n ) z i j n a l l e e n dan g e l i j k v o r m i g aan e l k a a r (geo

m e t r i s c h , k i n e m a t i s c h en dynamisch) wanneer e l k e r e l e v a n t e d i m e n s i e l o z e 

parameter d e z e l f d e waarde h e e f t l n b e i d e s t r o m i n g e n . 

Om v a s t t e s t e l l e n welke d i m e n s i e l o z e parameters een r o l s p e l e n i n een 

gegeven probleem w o r d t e e r s t op g r o n d v a n de b e s c h i k b a r e vóórkennis een 

opsomming gemaakt van de b e l a n g r i j k geachte o n a f h a n k e l i j k e v a r i a b e l e n 

w a a r u i t v e r v o l g e n s d i m e n s i e l o z e parameters worden ge f o r m e e r d . 

We l i c h t e n d i t t o e aan de hand van h e t v o o r b e e l d v a n een gegeven s t r o 

ming door een l e i d i n g , w a a r b i j h e t gaat om de wandweerstand a l s afhanke 

l i j k e g r o o t h e i d . I n c o n c r e t e gaan we u i t van een ruwe l e i d i n g met r e c h t 

h o e k i g e dwarsdoorsnede. We v e r o n d e r s t e l l e n d a t d a a r v o o r de gemiddelde 

w a n d s c h u i f s p a n n i n g r ( g e m i d d e l d over h e t h e l e w a n d o p p e r v l a k ) s l e c h t s 

v a n de v o l g e n d e o n a f h a n k e l i j k e g r o o t h e d e n a f h a n g t : 

• inwendige b r e e d t e ( b ) en hoogte (h) van h e t d w a r s p r o f i e l ; 

• a f m e t i n g wandruwheid ( k ) ; 

• m a s s a d i c h t h e i d (p) en v i s c o s i t e i t (f;) van de v l o e i s t o f ; 

• de over h e t d w a r s p r o f i e l gemiddelde s t r o o m s n e l h e i d ( U ) . 

S y m b o l i s c h weergegeven: 

We gaan na wat de dimensies van deze g r o o t h e d e n z i j n , u i t g e d r u k t i n de 

b a s i s d i m e n s i e s M, L en T v o o r massa, l e n g t e en t i j d : 

r = f i ( b , h, k, p, rj, U) (2.12) 

1 2 
7- = ML T 

1 

[ k ] = L 

[U] = LT 
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Omdat e r h i e r d r i e b a s i s d i m e n s i e s z i j n k i e z e n we d r i e o n a f h a n k e l i j k e n , 

z o d a n i g d a t de b a s i s d i m e n s i e s d a a r i n i n v e r s c h i l l e n d e v e r h o u d i n g e n 

vóórkomen, bv, h, U en p. De o v e r i g e n gaan we d i m e n s i e l o o s maken i n 

termen v a n deze d r i e gekozen grootheden. Dat kan l a n g s een f o r m e l e weg 

maar ook meer d i r e c t v i a i n s p e c t i e o f s t a p v o o r s t a p . De d i m e n s i e van 

de s c h u i f s p a n n i n g T bv. b e v a t M i n de e e r s t e macht. Van de d r i e gekozen 

v a r i a b e l e n ( h , U, p) b e v a t a l l e e n p de d i m e n s i e M, en w e l i n de e e r s t e 

macht. We z u l l e n r dus moeten d e l e n door p. De v e r h o u d i n g r/p h e e f t de 
1 2 3 2 2 

d i m e n s i e (ML~ T~ )/ML~ = L T~ ; d i t i s j u i s t de d i m e n s i e v a n z o d a t 

T/pU2 de gezochte d i m e n s i e l o z e g r o o t h e i d i s v o o r T. Zo v o o r t g a a n d gaat 

(2.12) over i n de v o l g e n d e d i m e n s i e l o z e vorm: 

^ = f k _ n _ . (2.13) 

Het l i n k e r l i d h i e r i n noemen we de w e e r s t a n d s f a c t o r A ( z o d a t T = ApU^). 

Deze f a c t o r i s i n h e t gegeven g e v a l dus u i t s l u i t e n d a f h a n k e l i j k v a n de 

vorm van h e t d w a r s p r o f i e l ( b / h ) , de r e l a t i e v e r u w h e i d ( k / h ) en een 

k e n t a l van Reynolds (Re^ = pUh/f/) . (Het f e i t d a t i n f e i t e de r e c i p r o k e 

v a n Re, i n 2.13 s t a a t d o e t n i e t s a f aan deze u i t s p r a a k . ) Er g e l d t dus 
h 

De keuze van de d r i e g r o o t h e d e n h, p en U om d a a r i n a l l e andere u i t t e 

d r u k k e n had i e t s w i l l e k e u r i g s . We hadden bv. b kunnen k i e z e n i n p l a a t s 

v a n h. I n d a t g e v a l zou h e t volgende v e r b a n d z i j n o n t s t a a n i . p . v . 

( 2 . 1 4 ) : 

D i t v e r s c h i l t u i t e r l i j k v a n (2.14) maar i s i n wezen daaraan g e l i j k w a a r 

d i g omdat de g r o o t h e d e n van (2.15) z i j n u i t t e d r u k k e n i n d i e v a n 

(2.14) ; immers, 

Z o l a n g we a l l e o n a f h a n k e l i j k e g r o o t h e d e n i n r e k e n i n g b r e n g e n z i j n d i t 

s o o r t omrekeningen m o g e l i j k en doet h e t e r i n wezen n i e t t o e w e l k e 
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v a r i a b e l e n we k i e z e n om de anderen d a a r i n u i t t e drukken. D i t v e r a n 

d e r t z o d r a we b e n a d e r i n g e n gaan i n v o e r e n . A l s b i j v o o r b e e l d h e t r e c h t 

h o e k i g p r o f i e l h e e l b r e e d i s ( b / h «> o f h/b 0) z a l de f e i t e l i j k e 

b r e e d t e v r i j w e l geen i n v l o e d hebben op A. I n (2.14) gaan we dan de 

i n v l o e d v a n b/h v e r w a a r l o z e n : 

A ^ f s ( ^ , Re^) a l s ^ ^ O (2.16) 

Het zou e c h t e r o n j u i s t z i j n om i n (2.15) de i n v l o e d t e v e r w a a r l o z e n 

van a l l e termen d i e b b e v a t t e n ( d a t zouden a l l e termen i n h e t 

r e c h t e r l i d z i j n ) . 

Een b u i s met c i r k e l v o r m i g d w a r s p r o f i e l h e e f t geen v a r i a b e l e 

v o r m f a c t o r ; d a a r v o o r g e l d t i . p . v . ( 2 . 1 4 ) : 

A = f , ( ^ , Rejj) (2.17) 

H i e r i n i s D de Inwendige d i a m e t e r , en i s Rê ^ = pUD/rj = UD/M . Voor een 

gladde b u i s (k/D -+ 0) r e s t e e r t s l e c h t s h e t k e n t a l v a n Reynolds a l s 

o n a f h a n k e l i j k e v a r i a b e l e ( z i e p a r . 2.3.3). 

Waarden v a n A v o o r b u i s l e i d i n g e n z i j n d e e l s t h e o r e t i s c h , d e e l s empi

r i s c h b e p a a l d a l s f u n c t i e van k/D en Re^- I n h o o f d s t u k 11 gaan we 

daarop i n . Het weerstandsprobleem was h i e r s l e c h t s a l s v o o r b e e l d 

g e b r u i k t v o o r h e t werken met dimensiebeschouwingen en h e t denken i n 

termen v a n d i m e n s i e l o z e g r o o t h e d e n en g e l i j k v o r m i g h e i d . D i t i s i n de 

v l o e i s t o f m e e h a n i c a van g r o o t b e l a n g ; we z u l l e n e r r e g e l m a t i g mee i n 

a a n r a k i n g komen. 
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3. KINEMATICA 

3.1 S n e l h e i d s v e l d 

I n h e t continuümmodel van stromende m a t e r i e i s de s t r o o m s n e l h e i d ( u ) 

g e d e f i n i e e r d a l s f u n c t i e van c o n t i n u e r u i m t e en t i j d . Deze s n e l h e i d i s 

i n i e d e r p u n t en op i e d e r t i j d s t i p g e l i j k aan de s n e l h e i d ( t . o . v . de 

gekozen r e f e r e n t i e ) v a n h e t massacentrum van de m a t e r i e d i e z i c h op h e t 

beschouwde t i j d s t i p b e v i n d t i n een zeer k l e i n e omgeving v a n h e t be

schouwde p u n t . 

De v e r z a m e l i n g v e c t o r e n u op een w i l l e k e u r i g t i j d s t i p i n een g e b i e d 

G h e e t h e t s n e l h e i d s v e l d i n G op d a t t i j d s t i p . 

Wanneer de s n e l h e i d i n een zeker g e b i e d n i e t v a r i e e r t met de p l a a t s 

h e e t h e t s n e l h e i d s v e l d i n d a t g e b i e d u n i f o r m o f homogeen. 

Wanneer h e t s n e l h e i d s v e l d i n een zeker t i j d s i n t e r v a l n i e t met de t i j d 

v a r i e e r t h e e t de s t r o m i n g gedurende d a t i n t e r v a l s t a t i o n a i r ; d a a r b i j i s 

de s n e l h e i d i n e l k v a s t p u n t dus c o n s t a n t i n de t i j d . B i j een s t a t i o 

n a i r maar n i e t - u n i f o r m s n e l h e i d s v e l d z a l een bewegend w a t e r d e e l t j e 

e c h t e r i n de l o o p v a n de t i j d w e l een variërende s n e l h e i d kunnen 

hebben; de v e r s n e l l i n g v a n de d e e l t j e s i s dan n i e t g e l i j k aan n u l . 

H i e r o p komen we t e r u g i n p a r . 3.3. 

Een beweging w a a r i n de v e r s n e l l i n g e n n u l z i j n noemen we e e n p a r i g . Een 

v o o r b e e l d daarvan i s de s t a t i o n a i r e s t r o m i n g door een p r i s m a t i s c h e 

l e i d i n g ( b v . een p i j p l e i d i n g met c o n s t a n t e d i a m e t e r ) . (De s n e l h e i d 

v a r i e e r t d a a r b i j w e l met de a f s t a n d u i t de wand, z o d a t d i t s n e l h e i d s 

v e l d n i e t u n i f o r m i s v o l g e n s bovenstaande d e f i n i t i e , maar v o o r een 

d e e l t j e , d a t e v e n w i j d i g met de wand beweegt, i s de s n e l h e i d c o n s t a n t . ) 

T u r b u l e n t e s t r o m i n g 

I n h e t v o r i g e h o o f d s t u k i s a l opgemerkt d a t een s t r o m i n g l a m i n a i r o f 

t u r b u l e n t kan z i j n , a f h a n k e l i j k van de waarde van h e t k e n t a l v a n 

Reynolds ( z i e p a r . 2.3). A l l e e n een l a m i n a i r e s t r o m i n g kan i n s t r i k t e 

z i n u n i f o r m en s t a t i o n a i r z i j n . B i j een t u r b u l e n t e s t r o m i n g t r e d e n 

p e r d e f i n i t i e o n r e g e l m a t i g e f l u c t u a t i e s op i n de momentane s n e l h e i d . 
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Het o p t r e d e n v a n t u r b u l e n t i e h e e f t een s t e r k e v e r g r o t i n g t o t g e v o l g van 

menging en van e n e r g i e v e r l i e s ( e i g e n l i j k : onomkeerbare o m z e t t i n g v a n 

macroscopische k i n e t i s c h e e n e r g i e i n m i c r o s c o p i s c h e k i n e t i s c h e e n e r g i e , 

o f w e l i n warmte). Daardoor i s h e t een zeer b e l a n g r i j k v e r s c h i j n s e l . 

I n de b e s c h r i j v i n g van t u r b u l e n t i e maken we o n d e r s c h e i d t u s s e n een 

gemiddelde waarde van de s n e l h e i d en de f l u c t u a t i e s rondom d a t gemid

d e l d e . De d e f i n i t i e van de over de t i j d gemiddelde waarde v a n de 

s n e l h e i d ( u ) i n een p u n t kan geschreven worden a l s 

t -H T 
O 

1 
T 

u ( t ) d t ( 3 . 1) 

t 
O 

H i e r i n i s u ( t ) de momentane s n e l h e i d i n een gekozen r i c h t i n g , t ^ h e t 

a a n v a n g s t i j d s t i p van de m i d d e l i n g , en T de duur e r v a n ( F i g . 3 . 1 ) . 

u ( t ) 

u=0 

t = t t = t +T 
o 

Figuur 3.1 Snelheid in turbulente stroom 

De m i d d e l i n g s d u u r T moet zo g r o o t gekozen worden d a t h e t r e s u l t a a t v a n 

de m i d d e l i n g s t a t i s t i s c h s t a b i e l i s . Een duur van e n k e l e m i n u t e n i s 

d a a r t o e v o o r s t r o m i n g e n i n open en g e s l o t e n l e i d i n g e n v e e l a l v o l d o e n 

de. Merk op d a t h e t r e s u l t a a t ( u ) d a a r b i j nog w e l met t ^ k a n variëren, 

b i j v o o r b e e l d a l s g e v o l g v a n h e t g e t i j . 

V o o r l o p i g gaan we ons beperken t o t h e t over de t u r b u l e n t i e gemiddelde 

s n e l h e i d s v e l d . De h i e r b o v e n i n g e v o e r d e b e g r i p p e n z o a l s u n i f o r m i t e i t en 

s t a t i o n a r i t e i t z u l l e n ook daarop b e t r e k k i n g hebben. We z u l l e n z e l f s 

zonder meer over "de s n e l h e i d " s p r e k e n , en de o v e r s t r e p i n g w e g l a t e n , 

ook a l be d o e l e n we i n f e i t e deze gemiddelde s n e l h e i d . 
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S t r o o m l i j n e n 

Een b e l a n g r i j k h u l p m i d d e l i n de b e s c h r i j v i n g v a n een s n e l h e i d s v e l d i s 

de s t r o o m l i j n , d . i . een zodanige l i j n d a t de s t r o o m s n e l h e i d i n e l k p u n t 

e r v a n r a a k t aan d i e l i j n ( F i g . 3.2). 

Figuur 3.2 Stroomlijn 

Een s t r o o m l i j n g e e f t dus een b e e l d van de r i c h t i n g van de stroom

s n e l h e i d ( a f g e z i e n van h e t t e k e n ) . S t r o o m l i j n e n z i j n g e d e f i n i e e r d op 

e l k w i l l e k e u r i g t i j d s t i p . 

Een v e r z a m e l i n g s t r o o m l i j n e n g e e f t een goede i n d r u k v a n de s t r o m i n g i n 

h e t b e t r e f f e n d e g e b i e d ; h e t g e b r u i k e r v a n i s een onmisbaar h u l p m i d d e l 

i n de a n a l y s e v a n v e e l s t r o m i n g s p r o b l e m e n , i n h e t b i j z o n d e r d i e v a n 

s t e r k n i e t - u n i f o r m e s t r o m i n g e n z o a l s d i e z i c h v o o r d o e n rondom c o n s t r u c 

t i e s en b i j a b r u p t e v e r a n d e - r i n g e n i n h e t p r o f i e l van een l e i d i n g . 

F i g u u r 3.3 g e e f t daarvan e n k e l e v o o r b e e l d e n . Eén daarvan i s a f k o m s t i g 

van Leonardo da V i n e i (1452-1519), d i e v e e l s t r o o m b e e l d e n h e e f t 

g e o b s e r v e e r d en getekend. 

B i j s t a t i o n a i r e stromen l i g g e n de b u i t e n s t e s t r o o m l i j n e n i n p r i n c i p e 

i n de g r e n s v l a k k e n (bodem, z i j w a n d , o p p e r v l a k e n z . ) . B i j a b r u p t e 

v e r a n d e r i n g e n i n h e t p r o f i e l kan de h o o f d s t r o o m e c h t e r v a n een v a s t e 

wand l o s l a t e n ( F i g . 3.3). D i t gaat gepaard met w e r v e l i n g e n en e n e r g i e 

v e r l i e z e n . De v o o r s p e l l i n g v a n de eigenschappen van de s t r o m i n g i n 

z u l k e s i t u a t i e s i s een m o e i l i j k probleem. Voor een b e l a n g r i j k d e e l moet 

h i e r e m p i r i s c h t e werk worden gegaan. I n v e r v o l g h o o f d s t u k k e n komen we 

h i e r op t e r u g . 



) s t r o m i n g over o v e r l a a t 

dekneer 

y//AW>/AVr/y/ 

s t r o m i n g onder s c h u i f 

s t r o m i n g i n v e r w i j d i n g met o b s t a k e l , g e t e k e n d door 

Leonardo da V i n e i ( o n t l e e n d aan Rouse en I n c e , 1963) 

Figuur 3.3 Drie stroombeelden met stroomlijnen 
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De s t r o o m l i j n e n d i e gaan door a l l e p u n t e n v a n een g e s l o t e n kromme (C) 

vormen tezamen een b u i s v o r m i g o p p e r v l a k d a t een z.g. s t r o o m b u i s i n s l u i t 

( F i g . 3.4a). ( H i e r b i j i s s t i l z w i j g e n d aangenomen d a t de kromme n i e t 

g e h e e l i n h e t v l a k van de s t r o m i n g l i g t . ) 

Figuur 3.4 Stroombuis (a) en stroomstrook(b) 

Per d e f i n i t i e v i n d t e r geen s t r o m i n g p l a a t s door de z i j d e l i n g s e , b u i s 

v o r m i g e b e g r e n z i n g van de s t r o o m b u i s , ongeacht o f deze b e g r e n z i n g 

s l e c h t s een d e n k b e e l d i g v l a k i s , midden i n de stromende m a t e r i e , o f d a t 

deze b e s t a a t u i t een f y s i s c h g r e n s v l a k z o a l s bodem, wand o f o p p e r v l a k . 

I n sommige s i t u a t i e s v i n d t de s t r o m i n g p l a a t s i n o n d e r l i n g e v e n w i j d i g e 

p l a t t e v l a k k e n , a l t h a n s b i j b e n a d e r i n g . Een v o o r b e e l d h i e r v a n i s de 

s t r o m i n g haaks over een p r i s m a t i s c h e drempel op een h o r i z o n t a l e bodem. 

I n z u l k e g e v a l l e n van een z.g. t w e e - d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g werken we 

n i e t met een s t r o o m b u i s maar met een stroomstrook, d . i . een d e e l v a n 

een v l a k w a a r i n de s t r o m i n g p l a a t s v i n d t d a t z i j d e l i n g s b e g r e n s d w o r d t 

door twee s t r o o m l i j n e n ( F i g . 3.4b). 

S t r o o m l i j n e n geven een b e e l d van de r i c h t i n g e n v a n h e t momentane s n e l -

momentane s n e l h e i d s v e l d . Z i j moeten n i e t worden v e r w a r d met de banen 

d i e w a t e r d e e l t j e s i n de l o o p van de t i j d a f l e g g e n . A l l e e n wanneer de 

s t r o m i n g s t a t i o n a i r i s v a l t de baan v a n een d e e l t j e samen met een 

s t r o o m l i j n . ( H i e r b i j z i e n w i j a f van t u r b u l e n t i e . ) 

3.2 V a r i a t i e s i n r u i m t e en t i j d 

I n deze p a r a g r a a f gaan we a c h t e r e e n v o l g e n s i n op v e r a n d e r i n g e n i n de 

r u i m t e , i n de t i j d en i n de c o m b i n a t i e daarvan z o a l s e r v a r e n door een 
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bewegende waarnemer. We b e g i n n e n met h e t v e l d van een w i l l e k e u r i g e 

s c a l a i r e g r o o t h e i d ( b i j v o o r b e e l d m a s s a d i c h t h e i d , d r u k , t e m p e r a t u u r ) . I n 

de v o l g e n d e p a r a g r a a f (3.3) v o l g t h e t meer gecomp l i c e e r d e g e v a l v a n h e t 

vectoriële s n e l h e i d s v e l d . Dat l e i d t t o t u i t d r u k k i n g e n v o o r de v e r s n e l 

l i n g .van een d e e l t j e van de stromende m a t e r i e . 

V a r i a t i e s ^ r u m t e 

Voor de b e s c h r i j v i n g van de r u i m t e l i j k e v a r i a t i e van een v e l d s p e e l t 

h e t b e g r i p gradiënt een b e l a n g r i j k e r o l . 

- * • - > - + - > 
Laat l n een g e b i e d G met p l a a t s v e c t o r r = x e - l - y e - I - z e een 

b r X y z 

s c a l a i r v e l d f ( r ) o f w e l f ( x , y , z ) z i j n g e d e f i n i e e r d . Om de v a r i a t i e v a n 

f i n de omgeving van een w i l l e k e u r i g p u n t t e berekenen b e k i j k e n we 

b e h a l v e d i t p u n t een n a b u r i g p u n t P j ( F i g . 3.5) d a t op een a f s t a n d A i 

van P̂  i s gele g e n , i n een w i l l e k e u r i g e r i c h t i n g e^ v a n u i t P̂  ( z o d a t r g 

-r,= Ar = Mt.). 

P 
2 

Figuur 3.5 

De a f s t a n d ( A i ) t u s s e n Pg en P̂  i s i n f i n i t e s i m a a l . Voor h e t ( i n f i n i t e -

s i m a a l v e r o n d e r s t e l d e ) v e r s c h i l i n de twee waarden v a n de v e l d g r o o t h e i d 

f , g e d e f i n i e e r d a l s 

Af = f ( ? 2 ) - f ( ^ i ) = f ( x 2 , y2> Z2) - Y l ' ^ i ) 

g e l d t dan 

a f , ^ a f ^ ^ a f . 

=̂  a^ + a^ a^ 
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Het r e c h t e r l i d h i e r v a n i s h e t i n w e n d i g p r o d u c t v a n de v e c t o r 
->• -> -+ 

Ar = Ax e + Ay e H 
X y 

f , g e d e f i n i e e r d a l s 

Ar = Ax e^ + Ay e^ + Az e^ en een tweede v e c t o r , de z.g. gradiënt van 

, ^ a f -> a f a f 
g r a d f = ^ e + — e e 
^ ax X ay y az z 

zod a t 

Af =̂  A r - g r a d f (3.2) 

Het i s g e b r u i k e l i j k de gradiënt-vector t e s c h r i j v e n i n termen v a n de 

z.g. n a b l a - o p e r a t o r V, d i e g e d e f i n i e e r d i s a l s 

V = e | - + e ^ + t ^ (3.3.) 
X ax y ay z az 

Dan g e l d t ( p e r d e f i n i t i e ) 

^ a f , a f ^ a f -> 
Vf = g r a d f = . ^ e + ^ e - l - ^ e 

° ax X ay y az z 

Hiermee kan (3.2) worden geschreven a l s 

Af = V f - A r ( 3 . 4 ) 

Met Ar = ( A i ) e ^ g a a t d i t over i n 

en i n de l i m i e t v o o r A i -> O i n 

Het r e c h t e r l i d h i e r v a n i s de waarde van de component v a n Vf i n de 

r i c h t i n g e^. U i t (3.5) v o l g t dus d a t de toeneming v a n f p e r e e n h e i d van 

l e n g t e (df/dJl) i n een w i l l e k e u r i g e r i c h t i n g ( e ^ ) g e l i j k i s aan de 

waarde v a n de component v a n de gradiënt van f i n d i e r i c h t i n g . ( D i t 

v o l g t ook o n m i d d e l l i j k u i t de d e f i n i t i e v a n g r a d f . ) 
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Ten tweede v o l g t u i t (3.5) d a t de toeneming van f p e r e e n h e i d v a n 

l e n g t e h e t s t e r k s t i s ( b i j gegeven V f ) wanneer e^ de r i c h t i n g v a n Vf 

h e e f t . De gradiënt-vector w i j s t dus i n de r i c h t i n g v a n de s t e r k s t e 

toeneming van de b e t r e f f e n d e f u n c t i e . D i t kan ook a l s v o l g t worden 

i n g e z i e n . 

I n h e t g e b i e d w a a r i n f ( r ) i s g e d e f i n i e e r d b e s t a a n v l a k k e n w a a r i n f 

c o n s t a n t i s . De componenten van de gradiënt van f i n zo'n v l a k hebben 

dus de waarde n u l . H i e r u i t v o l g t d a t de gradiënt v a n f haaks s t a a t op 

de v l a k k e n van c o n s t a n t e f , en dus de r i c h t i n g h e e f t v a n de s t e r k s t e 

v e r a n d e r i n g v a n f . I n twee dimensies g e l d t evenzo d a t de gradiënt v a n 

1 

Figuur 3.6 

f haaks s t a a t op l i j n e n w aarlangs f c o n s t a n t i s ( z o a l s "de" h e l l i n g v a n 

een t e r r e i n w o r d t b e p a a l d i n de r i c h t i n g haaks op de h o o g t e l i j n e n , o f 

z o a l s de gradiënt v a n de l u c h t d r u k op een b e p a a l d n i v e a u , bv. zee

n i v e a u , haaks s t a a t op de i s o b a r e n ) ( F i g . 3.6). 

V a r i a t i e i n de t i j d 

Wanneer h e t v e l d v a n f t i j d s a f h a n k e l i j k i s ( f = f ( r , t ) ) b l i j f t h e t 

voorgaande v a n k r a c h t , onder de voorwaarde d a t we h e t v e l d s t e e d s op 

één t i j d s t i p b e k i j k e n . D i t l i g t trouwens a l b e s l o t e n i n de b e t e k e n i s 

v a n de partiële a f g e l e i d e n . De n o t a t i e df/dx bv. h o u d t immers i n d a t 

s l e c h t s X w o r d t g e v a r i e e r d en d a t d a a r b i j a l l e o v e r i g e o n a f h a n k e l i j k e 

v a r i a b e l e n , waaronder de t i j d , c o n s t a n t worden gehouden. 

B i j een t i j d s a f h a n k e l i j k v e l d kan e r sprake z i j n v a n v a r i a t i e i n de 

t i j d i n e l k v a s t p u n t v a n de r u i m t e ( r = c o n s t a n t ) , weergegeven door de 

partiële a f g e l e i d e van f naar de t i j d : df/8t. Deze g r o o t h e i d h e e t de 

l o k a l e a f g e l e i d e v a n f naar t . 
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T o t a l e a f g e l e i d e 

S t e l nu d a t een waarnemer z i c h met een s n e l h e i d W = W ( r , t ) door h e t 

g e b i e d beweegt w a a r i n h e t v e l d f ( r , t ) i s g e d e f i n i e e r d , en op e l k t i j d 

s t i p de l o k a l e waarde van f waarneemt. I n een t i j d A t v e r p l a a t s t de 

waarnemer z i c h over een i n t e r v a l Ar = W A t . Ook a l zou h e t v e l d 

s t a t i o n a i r z i j n {df/dt = 0 ) , dan zou a l s g e v o l g van de v e r p l a a t s i n g i n 

h e t n i e t - u n i f o r m e v e l d t o c h een v e r a n d e r i n g van f worden waargenomen, 

en w e l A f ^ =̂  Ar»Vf = (W»Vf)At. A l s g e v o l g v a n de i n s t a t i o n a r i t e i t i s er 

e c h t e r i n e l k v a s t p u n t ook een v e r a n d e r i n g van f gedurende h e t t i j d s 

i n t e r v a l A t , en w e l A f ^ = ( a f / a t ) A t . De t o t a l e waargenomen v e r a n d e r i n g 

i s gegeven door de som v a n deze twee b i j d r a g e n : 

Af - (1̂  + W'Vf) A t 

De v e r h o u d i n g A f / A t gaat i n de l i m i e t A t -+ O over i n de z.g. t o t a l e 

a f g e l e i d e : 

f + ^ . V f = 1̂  + W |̂ -.W (3.6) 
d t dt dt X ax y ay z az 

Materiële a f g e l e i d e 

Een b i j z o n d e r g e v a l v a n (3.6) d a t van g r o o t b e l a n g i s v o o r s t r o m i n g e n 

s t r o m i n g e n i s de v e r a n d e r i n g van een v e l d g r o o t h e i d ( f ) ondergaan door 

een d e e l t j e van de stromende m a t e r i e . Daarvoor g e l d t W = u, de stroom

s n e l h e i d . De t o t a l e a f g e l e i d e noemen we i n d a t g e v a l de meebewegende 

a f g e l e i d e , en ook w e l de materiële a f g e l e i d e , omdat de "waarnemer" i n 

d i t g e v a l met de m a t e r i e mee beweegt. Vanwege de b i j z o n d e r e b e t e k e n i s 

k r i j g t de o p e r a t o r v o o r deze a f g e l e i d e een a p a r t symbool, D/Dt: 

Df 

Dt 

a f 

a t 
+ U'Vf (3 . 7 ) 

Deze meebewegende a f g e l e i d e b e s t a a t u i t de som v a n de l o k a l e a f g e l e i d e , 

df/dt, en de z.g. c o n v e c t i e v e a f g e l e i d e , u«Vf. Laatstgenoemde kan 

worden u i t g e s c h r e v e n i n de componenten van u en Vf t e n o p z i c h t e v a n h e t 

O x y z — s t e l s e l v o l g e n s 

a f a f , a f 
u«Vf = u — + u — + u -5— 

X ax y ay z az 
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De c o n v e c t i e v e a f g e l e i d e van f hangt samen met een v e r a n d e r i n g van f 

la n g s de s t r o o m l i j n , omdat d i e de r i c h t i n g van u h e e f t . Om d i t u i t t e 

dr u k k e n v o e r e n we la n g s de s t r o o m l i j n een lengte-coördinaat s i n d i e 

toeneemt i n de r i c h t i n g van u. S c h r i j v e n we v e r d e r u = u e^ dan g e l d t , 

met g e b r u i k m a k i n g van ( 3 . 5 ) : 

^ -+ (9f 
U'Vf = u e «Vf = u ^ 

s ds 

De meebewegende o f materiële a f g e l e i d e kan hiermee worden geschreven 

a l s 

(3.8) 

D i t kunnen we z i e n a l s de t o t a l e a f g e l e i d e naar de t i j d v an f ( s , t ) , 

g e d e f i n i e e r d op de s t r o o m l i j n en i n de t i j d , w a a r b i j v o o r een m a t e r i e 

d e e l t j e g e l d t s = s ( t ) en d s / d t = u: 

D f ^ a f a f d s ^ a f a f 

Dt a t as d t a t ^ as 

3.3 V e r s n e l l i n g van een d e e l t j e 

De v e r s n e l l i n g ( a ) van een d e e l t j e van de stromende m a t e r i e i s de 

meebewegende a f g e l e i d e van de s n e l h e i d van d a t d e e l t j e : 

o f w e l 
-+ 

a = |H + (^.v)u (3.10) 
d t 

Deze b e s t a a t u i t de l o k a l e v e r s n e l l i n g du/dt en de convectieve v e r s n e l ¬

l i n g (u<'V)u. 

De X—component v a n de v e r s n e l l i n g h e e f t de waarde 

au au au au au 

a = ^ + (u«V)u = - - ^ + u ^ + u ^ + u ^ (3.11x) 
X a t ^ ^ X a t X ax y ay z az 
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Voor de y- en z-componenten g e l d e n s o o r t g e l i j k e u i t d r u k k i n g e n . 

Het h i e r b o v e n g e b r u i k t e O x y z - a s s e n s t e l s e l h e e f t een w i l l e k e u r i g e oriën

t a t i e . Het h e e f t v o o r d e l e n de v e r s n e l l i n g i n componenten t e o n t b i n d e n 

t e n o p z i c h t e van h e t z.g. n a t u u r l i j k a s s e n s t e l s e l ( 0 ' s n b ) , d a t georiën

t e e r d i s t e n o p z i c h t e van de s t r o o m l i j n op een zeker t i j d s t i p i n een 

i n f i n i t e s i m a l e omgeving van h e t beschouwde p u n t O' ( F i g . 3.7). Voor de 

d e f i n i t i e v a n d i t s t e l s e l g e b r u i k e n we de v o l g e n d e b a s i s v e c t o r e n : 

• ®s' r i c h t i n g van de s n e l h e i d u i n O' , en dus r a k e n d aan de 

s t r o o m l i j n . 

m e^, g e r i c h t van O' naar h e t k r o m t e m i d d e l p u n t M v a n de s t r o o m l i j n 

i n O'; e^ h e e t de ( h o o f d ) n o r m a a l . 

• e, = e X e ; deze s t a a t dus haaks op e en e ; e, h e e t de 
b s n ' ^ s n b 

b i n o r m a a l . 

Het n a t u u r l i j k a s s e n s t e l s e l i n O' i s g e r i c h t l a n g s deze v e c t o r e n , met 

coördinaten ( s , n, b ) . 

I n een i n f i n i t e s i m a l e omgeving v a n O' l i g t de gekromde s t r o o m l i j n i n 

een p l a t v l a k , h e t z.g. o s c u l a t i e v l a k . D i t i s dus h e t v l a k opgespannen 

door e en e ; de b i n o r m a a l e, s t a a t haaks op d i t v l a k . 
s n b 

Figuur 3.7 Stroomlijn met 

natuurlijk 

assenstelsel 

We s p l i t s e n de s n e l h e i d i n O' nu naar g r o o t t e en r i c h t i n g v o l g e n s 

u = u e^. Voor de v e r s n e l l i n g g e l d t dan 

r̂  De 
^ Du Du s 
^ = D Ï = D t % " ' " D r 
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De b i j d r a g e (Du/Dt)e i s de i n v l o e d van de v e r a n d e r i n g v a n de g r o o t t e 
s 

v a n de s n e l h e i d . H i j i s g e r i c h t l a n g s e , dus l a n g s de s t r o o m l i j n i n 
s 

O'. De waarde e r v a n i s 

Du au , au au a 

Dïï = aï + " a l = a ï - ' a ^ 

De b i j d r a g e u De^/Dt i s de i n v l o e d van de v e r a n d e r i n g v a n de r i c h t i n g 

v a n de s n e l h e i d . Deze b i j d r a g e s t a a t dus haaks op de s t r o o m l i j n i n O', 

d.w.z. h i j l i g t i n h e t 0'nb-vlak. H i j i s t e s c h r i j v e n a l s 

-> -+ -+ 
De de de 

s s , 2 s 
U t t : — — U •—— + U Dt a t as 

De b i j d r a g e u de^/dt i s de i n v l o e d van de ( l o k a l e ) v e r a n d e r i n g e n van de 

r i c h t i n g van h e t s n e l h e i d s v e l d i n h e t v a s t e p u n t O'. Deze kan zowel een 

component i n de n — r i c h t i n g a l s i n de b — r i c h t i n g hebben. De waarde v a n 

deze componenten z u l l e n we k o r t h e i d s h a l v e weergeven met du^/dt respec

t i e v e l i j k du^/dt. ( D i t moet dan zo worden opgevat d a t i n O' w e l i s w a a r 

g e l d t u ^ = O en u^ = O op h e t beschouwde t i j d s t i p , maar i n de l o o p v a n 

de t i j d kan de s n e l h e i d u i n O' w e l een component k r i j g e n i n de oor

s p r o n k e l i j k e r i c h t i n g e n e^ en .) 

De b i j d r a g e u^ de^/ds t e n s l o t t e b e v a t de f a c t o r de^/ds, v o o r s t e l l e n d e 

de r i c h t i n g s v e r a n d e r i n g van de s t r o o m l i j n p e r e e n h e i d v a n b o o g l e n g t e , 

o f w e l de kromming van de s t r o o m l i j n . De r i c h t i n g v a n de /ds i s d i e van 
_ i ^ 

e^ ( z i e b 7 ) ; de waarde e r v a n s c h r i j v e n we a l s R , w a a r i n R de krom

t e s t r a a l i s van de s t r o o m l i j n i n O', zodat de^/ds = e^/R ( F i g - 3 .8). 

De b i j d r a g e u^ de^/ds i s dan t e s c h r i j v e n a l s (u2/R)e^; h i j s t e l t de 

c e n t r i p e t a l e v e r s n e l l i n g v o o r . 

R 

Figuur 3.8 
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Resumerend v i n d e n we de volgende waarden van de v e r s n e l l i n g s c o m p o n e n t e n 

t e n o p z i c h t e van h e t n a t u u r l i j k e a s s e n s t e l s e l : 

8u 5u au . a /i o\ /Q lo^N 
a =-x- + u ^ = -3-:-t--x- (hu^) (3.12s) 
s a t as a t as 

au au au , 
_ n n _ n uf 

\ ~ ds ~ a t R 
^ + u ^ = ^ + ^ (3.12n) 

^ ~ a t 
(3.12b) 

De termen a(^u2)/as en u^/ komen overeen met de b a a n v e r s n e l l i n g en de 

c e n t r i p e t a l e v e r s n e l l i n g v a n een d e e l t j e d a t beweegt l a n g s een krom

l i j n i g e , s t a t i o n a i r e baan i n een i n e r t i a a l s t e l s e l , z o a l s b e h a n d e l d i n 

de mechanica van een puntmassa ( b 7 ) . De daaraan toegevoegde l o k a l e 

v e r s n e l l i n g e n (du/dt enz.) z i j n i n deze a n a l o g i e op t e v a t t e n a l s 

v e r s n e l l i n g e n van d i e baan z e l f ( v e r g e l i j k met de v e r s n e l l i n g v a n een 

w a g e n t j e d a t l a n g s een achtbaan r i j d t t i j d e n s een a a r d b e v i n g ) . 

Bovenstaande r e s u l t a t e n v o o r de v e r s n e l l i n g z u l l e n i n h o o f d s t u k 6 

worden g e b r u i k t i n een a n a l y s e v a n de dynamica v a n een d e e l t j e . We gaan 

e e r s t v e r d e r met andere a s p e c t e n van de k i n e m a t i c a . 

3.4 Volumestroom en meevoering 

l n h e t voorgaande werd een d e e l t j e g e v o l g d en werd h e t daaraan v e r b o n 

den b e g r i p meebewegende a f g e l e i d e geïntroduceerd. D i t i s een b e s c h r i j 

v i n g v o l g e n s Lagrange. 

I n s t r o m i n g s p r o b l e m e n r i c h t de aandacht z i c h vaak n i e t zo zeer op de 

baan van een d e e l t j e , maar op een b e p a a l d d e e l v a n de r u i m t e ( b i j v o o r 

b e e l d rondom een b r u g p i j l e r i n een r i v i e r ) w e l k d e e l i n de l o o p v a n de 

t i j d door s t e e d s andere d e e l t j e s w o r d t d o o r s t r o o m d . Het i s dan g e s c h i k t 

een v a s t d e e l van de r u i m t e t e definiëren, een z.g. b a l a n s g e b i e d , en t e 

b e p a l e n i n h o e v e r r e de d a a r i n aanwezige massa, i m p u l s , e n e r g i e enz. 

variëren i n de t i j d . D i t i s een b e s c h r i j v i n g v o l g e n s E u l e r . De o v e r 

d r a c h t van massa, i m p u l s , e n e r g i e enz. door de b e g r e n z i n g e n v a n h e t 

b a l a n s g e b i e d heen s p e e l t d a a r i n een b e l a n g r i j k e r o l . Voor een d e e l 

v i n d e n deze o v e r d r a c h t e n p l a a t s i n de vorm v a n meevoering o f a d v e c t i e 

met de stromende m a t e r i e . Voor de b e h a n d e l i n g daarvan b e g i n n e n we met 

de volumestroom. 
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d 
ƒ dz 

(3.18) 

N.B. We g e b r u i k e n h i e r v o o r h e t z e l f d e symbool a l s i n ( 3 . 1 6 ) . Per g e v a l 

i s u i t h e t v e r b a n d op t e maken welke gemiddelde s n e l h e i d b e d o e l d w o r d t . 

d A: 

//////////zr 

k z 

z=z. 

Figuur 2.10 

^ u ( z ) 

( a ) ( b ) 
Meevoering 

Voor de b e p a l i n g v a n de stromen van massa, e n e r g i e enz. k e r e n we nu 

t e r u g naar de s t r o m i n g beschouwd i n F i g . 3.9. Het volume v a n de m a t e r i e 

d i e i n een t i j d A t door h e t v l a k j e met o p p e r v l a k AA s t r o o m t i s 

AV = u ^ A t AA. De massa er v a n i s Am = pAV = pu.^ A t AA. De massa d i e p e r 

t i j d s - e e n h e i d een doorgang p a s s e e r t noemen we de massastroom. Voor h e t 

infinitésimale v l a k j e h e e f t deze dus de waarde 

P AA = p AQ 

en v o o r de h e l e doorgang D : 

ƒƒ P dA 

Wanneer p u n i f o r m i s r e d u c e e r t deze u i t d r u k k i n g v o o r de massastroom t o t 

p ƒ J u ^ dA = p Q 

De S l - e e n h e i d h i e r v a n i s 1 kg/s (= 1 (kg/m^)(m^/s).) 

Op analoge w i j z e kunnen we de s t r o o m definiëren v a n andere meegevoerde 

g r o o t h e d e n met een ( v o l u m i e k e ) d i c h t h e i d . A l s v o o r b e e l d noemen we de 

k i n e t i s c h e e n e r g i e . De waarde daarvan v o o r de massa Am = pAV met 
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s n e l h e i d u i s ̂ (Am)u2= hpxx"^ AV. (N.B.; = |u|2 = + + u2 .) De 

k i n e t i s c h e e n e r g i e p e r ee n h e i d van volume, o f w e l de ( v o l u m i e k e ) d i c h t 

h e i d van de k i n e t i s c h e e n e r g i e , i s dus g e l i j k aan hpu^ . De s t r o o m van 

k i n e t i s c h e e n e r g i e door h e t i n f i n i t e s i m a l e v l a k j e i s dan 

{hpv?)n^ AA = hpxx^ AQ 

en door de gehele doorgang 

ƒƒ {hpn^)n^ dA 

De S l - e e n h e i d h i e r v a n i s 1 ( J / m 3 ) ( m V s ) = 1 J/s = 1 W. 

Algemener g e s t e l d g e l d t d a t de stroom door een doorgang (meevoering pe 

t i j d s e e n h e i d ) v a n een g r o o t h e i d X, waarvan de v o l u m i e k e d i c h t h e i d 

i s , gegeven i s door 

ƒƒ Px ^ 

De d i m e n s i e h i e r v a n i s [ X ] / T . 

Bovenstaande r e s u l t a t e n z u l l e n op een a a n t a l p l a a t s e n i n v o l g e n d e 

h o o f d s t u k k e n worden t o e g e p a s t . 
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i 
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BALANSVERGELIJKINGEN 

De b e r e k e n i n g van d i v e r s e mechanische eigenschappen v a n een s t r o m i n g 

gedurende een zekere t i j d i n een zeker g e b i e d gaat u i t van 

- b e g i n — en randvoorwaarden 

- b a l a n s e n v o o r massa, i m p u l s en e n e r g i e 

- c o n s t i t u t i e v e v e r g e l i j k i n g e n 

I n d i t h o o f d s t u k worden e n k e l e algemene opmerkingen gemaakt over de 

b a l a n s v e r g e l i j k i n g e n d i e i n d e r g e l i j k e b e r e k e n i n g e n voorkomen. 

S p e c i f i e k e t o e p a s s i n g e n komen i n v e r v o l g h o o f d s t u k k e n aan de or d e . 

Een b a l a n s v a n een g r o o t h e i d (bv. e n e r g i e ) b e s c h r i j f t de v e r a n d e r i n g 

v a n de h o e v e e l h e i d daarvan i n een ( e v e n t u e e l variërend) g e b i e d G 

gedurende een zeker t i j d s i n t e r v a l , i n r e l a t i e t o t p r o c e s s e n v a n 

o v e r d r a c h t v a n de beschouwde g r o o t h e i d door de b e g r e n z i n g e n v a n G, e 

t o t p r o c e s s e n van p r o d u c t i e ( o f a f b r a a k ) i n G. 

Tijd£interval 

Hèt t i j d s i n t e r v a l waarvoor een b a l a n s w o r d t o p g e s t e l d kan i n p r i n c i p e 

w i l l e k e u r i g z i j n ; m e e s t a l worden b i j d r a g e n p e r e e n h e i d v a n t i j d 

g e b r u i k t ( b a l a n s o p s t e l l e n v o o r t i j d s i n t e r v a l met i n f i n i t e s i m a l e duur 

A t , d e l e n door A t , l i m i e t b e p a l e n v o o r A t -> 0) . 

B a l a n s g e b i e d 

Het b a l a n s g e b i e d kan i n p r i n c i p e ook w i l l e k e u r i g worden gekozen, 

e v e n t u e e l variërend i n de t i j d , maar de kenmerken van een gegeven 

probleem z u l l e n i n de p r a k t i j k de keuze g r o t e n d e e l s b e p a l e n . Twee v o o r 

de hand l i g g e n d e m o g e l i j k h e d e n z i j n a l genoemd i n h o o f d s t u k 3: 

(a) Een variërend b a l a n s g e b i e d d a t ste e d s d e z e l f d e m a t e r i e b e v a t ; met 

andere woorden, i n de t i j d v o l g e n we een "brok " m a t e r i e . Er v i n d t 

i n d i t g e v a l per d e f i n i t i e geen m a s s a t r a n s p o r t p l a a t s door de 

b e g r e n z i n g van h e t g e b i e d , en dus geen meevoering van wat dan ook. 

Wé s p r e k e n h i e r b i j van een b e s c h r i j v i n g v o l g e n s Lagrange. 

(b ) Een r u i m t e l i j k v a s t b a l a n s g e b i e d ; e r v i n d t i n d i t g e v a l massa

t r a n s p o r t p l a a t s door de b e g r e n z i n g e n v a n h e t g e b i e d , e v e n a l s 

meevoering van i m p u l s , van e n e r g i e , enz. We s p r e k e n i n d i t g e v a l 

v a n een b e s c h r i j v i n g v o l g e n s E u l e r . 
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Een Lagrange-benadering i s i n p r i n c i p e v o o r a l g e s c h i k t v o o r ( i n s t a t l o 

n a i r e ) stromen met bewegende g r e n s v l a k k e n (bv. g o l v e n aan h e t opper

v l a k ) ; g r e n s v l a k k e n b e s t a a n Immers steeds u i t d e z e l f d e d e e l t j e s . Een 

E u l e r - b e n a d e r i n g daarentegen i s meer geëigend v o o r ( s t a t i o n a i r e ) 

p roblemen van stromen door l e i d i n g e n o f v o o r s t r o m i n g e n door, over o f 

rondom een c o n s t r u c t i e (bv. door een s l u i s , over een stuw, rondom een 

b r u g p i j l e r ) . I n z u l k e g e v a l l e n i s sprake van s t a t i o n a i r e g r e n s v l a k k e n 

met een gegeven g e o m e t r i e , een s i t u a t i e d i e z i c h b i j u i t s t e k l e e n t v o o r 

een E u l e r s e b e s c h r i j v i n g . 

B a l a n s g e b i e d e n kunnen naar g r o o t t e worden o n d e r s c h e i d e n i n twee t y p e n : 

gebieden met i n f I n i t e s i m a a l k l e i n e a f m e t i n g e n , en g e b i e d e n met e i n d i g e 

a f m e t i n g e n . 

B a l a n s v e r g e l i j k i n g e n v o o r i n f i n i t e s i m a l e gebieden l e l d e n t o t d i f f e r e n 

t i a a l v e r g e l i j k i n g e n v o o r de v e l d g r o o t h e d e n i n een w i l l e k e u r i g p u n t . Z i j 

z i j n n o d i g v o o r een b e s t u d e r i n g van de l o k a l e d e t a i l s v a n een s t r o m i n g 

(bv. de l o k a l e d r u k op de buiswand i n een b o c h t s t u k ) . 

B a l a n s v e r g e l i j k i n g e n v o o r een g e b i e d van e i n d i g e a f m e t i n g e n , bv. een 

d e e l van een l e i d i n g t u s s e n twee dwarsdoorsneden, l e l d e n t o t b e t r e k 

k i n g e n t u s s e n geïntegreerde groo t h e d e n . Z i j z i j n g e s c h i k t v o o r h e t 

v e r k r i j g e n van r e s u l t a t e n v o o r h e t beschouwde ( l e i d i n g ) g e d e e l t e i n z i j n 

t o t a l i t e i t ( bv. de k r a c h t d i e de s t r o m i n g i n een b u i s u i t o e f e n t op een 

b o c h t s t u k ) . 

Blj^dragen aan de b a l a n s 

I n de b a l a n s v a n een g r o o t h e i d X (bv. e n e r g i e ) s p e l e n i n h e t algemeen 

de volgende b e g r i p p e n een r o l : 

• De h o e v e e l h e i d van de beschouwde g r o o t h e i d X i n h e t b a l a n s g e b i e d G 

(de z.g. v o o r r a a d ) . 

• De n e t t o o v e r d r a c h t van X naar G door de grenzen v a n G heen. 

• De i n t e r n e p r o d u c t i e ( o f a f b r a a k ) v a n X d i e p l a a t s v i n d t i n G. 

De b a l a n s v o o r de beschouwde g r o o t h e i d i n h e t g e b i e d G d r u k t u i t d a t 

toeneming voorraad in G = overdracht naar G + productie in G (4.1) 

( I ) ( I I ) ( I I I ) 
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A l l e b i j d r a g e n h i e r i n z i j n n e t t o waarden (bv. n e t t o o v e r d r a c h t naar G -

o v e r d r a c h t naar b i n n e n minus o v e r d r a c h t naar b u i t e n ) i n h e t z e l f d e 

t i j d s i n t e r v a l . 

I n h e t algemeen kunnen v e r s c h i l l e n d e f y s i s c h e p r o c e s s e n aan de over

d r a c h t v a n een g r o o t h e i d b i j d r a g e n , evenals aan de p r o d u c t i e . E n e r g i e 

bv. kan worden overgedragen door meevoering ( b e h a l v e i n een Lagrange-

b e s c h r i j v i n g ) en door w i s s e l w e r k i n g e n v a n de m a t e r i e i n h e t b a l a n s 

g e b i e d met d i e e r b u i t e n . I n de d e s b e t r e f f e n d e h o o f d s t u k k e n komen w i j 

h i e r o p t e r u g . 

Een g r o o t h e i d waarvoor de p r o d u c t i e o f a f b r a a k ( I I I ) a l t i j d g e l i j k i s 

aan n u l (bv. massa) noemen we een behouden g r o o t h e i d . De b a l a n s v e r g e 

l i j k i n g d a a r v o o r r e d u c e e r t t o t een b e h o u d s v e r g e l i j k i n g : 

toeneming voorraad in G = overdracht naar G ( 4 . 2 ) 

( I ) ( I I ) 

We bep e r k e n ons nu t o t een s t a t i o n a i r e s t r o m i n g en t o t een r u i m t e l i j k 

v a s t b a l a n s g e b i e d . Dan i s ( I ) g e l i j k aan n u l . Wanneer we b o v e n d i e n met 

een behouden g r o o t h e i d t e doen hebben dan i s ook ( I I I ) g e l i j k aan n u l , 

en r e d u c e e r t de b a l a n s v e r g e l i j k i n g van de algemene gedaante ( 4 . 1 ) t o t 

overdracht naar G = O ( 4 . 3 ) 

( I I ) 

Merk op d a t d i t n i e t i n h o u d t d a t e r geen o v e r d r a c h t p l a a t s v i n d t door 

e l k d e e l v l a k j e ; h e t b e t e k e n t d a t de n e t t o o v e r d r a c h t naar b i n n e n door 

h e t gehele begrenzend o p p e r v l a k van h e t g e b i e d G g e l i j k i s aan n u l 

( e v e n v e e l ingaand a l s u i t g a a n d ) . 

Bovenstaande algemene b e g r i p p e n o m t r e n t b a l a n s v e r g e l i j k i n g e n komen i n 

de vol g e n d e h o o f d s t u k k e n b i j d i v e r s e t o e p a s s i n g e n aan de ord e . Dan 

z u l l e n z i j p e r g e v a l een c o n c r e t e i n v u l l i n g k r i j g e n . 
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5. MASSABALANS EN VOLUMEBALANS 

5.1 Onsamendrukbaarheid 

Massa i s een behouden g r o o t h e i d , waarvoor dus een b e h o u d s v e r g e l i j k i n g 

g e l d t . V o o rzover de stromende m a t e r i e a l s onsamendrukbaar mag worden 

benaderd (K -> «) kunnen we eveneens sp r e k e n v a n behoud v a n volume ( z i e 

v g l . 2.1). I n de meeste c i v i e l - t e c h n i s c h e s t r o m i n g s p r o b l e m e n i s d i t een 

goede b e n a d e r i n g ( z i e p a r . 2.3.2), zeker waar h e t v l o e i s t o f s t r o m e n met 

een v r i j o p p e r v l a k b e t r e f t . We z u l l e n ons daarom h i e r meteen b e p e r k e n 

t o t een onsamendrukbaar medium, en daa r v o o r v e r g e l i j k i n g e n o p s t e l l e n 

v o o r h e t behoud van volume. Zulke v e r g e l i j k i n g e n worden vaak c o n t i n u i -

t e i t s v e r g e l l j k i n g e n genoemd. 

Opgemerkt w o r d t d a t h e t behoud van volume f y s i s c h n i e t een fu n d a m e n t e e l 

k a r a k t e r h e e f t z o a l s h e t behoud van massa o f i m p u l s . Het i s een bena

d e r i n g d i e s l e c h t s g e l d t onder v e r w a a r l o z i n g v a n samendrukbaarheid. 

V e r g e l i j k i n g e n v o o r h e t behoud van volume v a n de stromende m a t e r i e i n 

een r u i m t e l i j k v a s t b a l a n s g e b i e d z i j n i n h e t algemeen van de gedaante 

( 4 . 2 ) . De toeneming v a n h e t volume i n een ze k e r b a l a n s g e b i e d (met een 

variërende w a t e r s p i e g e l ) w o r d t b e r g i n g genoemd. Wanneer deze g e l i j k i s 

aan n u l i s de gedaante (4.3) van t o e p a s s i n g . D i t d o e t z i c h v o o r b i j 

s t a t i o n a i r e stromen, en ook b i j i n s t a t l o n a i r e s t romen m i t s h e t b a l a n s 

g e b i e d t e n a l l e t i j d e g eheel g e v u l d i s met stromende m a t e r i e , bv. i n 

g e s l o t e n l e i d i n g e n . De p r e c i e z e vorm h a n g t a f v a n de beschouwde 

s i t u a t i e . Enkele g e v a l l e n worden h i e r n a b e h a n d e l d . 

5.2 Volumebalans v o o r een s t r o o m b u i s 

A l s e e r s t e v o o r b e e l d nemen we een s t a t i o n a i r e s t r o m i n g , en a l s b a l a n s 

g e b i e d G een r u i m t e l i j k v a s t d e e l van een s t r o o m b u i s t u s s e n twee 

doorgangen en ( F i g . 5.1). De doorgangen s t a a n n i e t n o o d z a k e l i j 

k e r w i j s dwars op de s t r o o m r i c h t i n g . 
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Figuur 5.1 

S t e l d a t de volumestroom o f h e t d e b i e t door i n g a a n d i s ( n a a r G 

t o e ) , en de stroo m Qg door Dg u i t g a a n d . Omdat e r geen s t r o o m p l a a t s 

v i n d t door de z i j d e l i n g s e b e g r e n z i n g v a n een s t r o o m b u i s i s de t o t a l e 

v olumestroom naar G t o e g e l i j k aan - Qg• Volgens (4.3) moet deze 

g e l i j k z i j n aan n u l : 

Qi - Q2 = O 

Omdat d i t g e l d t v o o r w i l l e k e u r i g e doorgangen kunnen we s c h r i j v e n 

Q i s c o n s t a n t l a n g s de s t r o o m b u i s 

o f w e l 

w a a r i n s een lengte-coördinaat i s l a n g s de as van de s t r o o m b u i s . 

H i e r u i t kunnen we v i a U = Q/A b i j gegeven Q de gemiddelde s n e l h e i d U 

berekenen i n e l k e doorsnede waar A bekend i s . We z i e n d a t c o n v e r g e n t i 

v a n de s t r o o m l i j n e n i n de s t r o o m r i c h t i n g een v e r s n e l l i n g v a n de v l o e i 

s t o f d e e l t j e s i n h o u d t i n de s t r o o m r i c h t i n g ( v e r g r o t i n g v a n de stroom

s n e l h e i d ) . . 
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A l s tweede g e v a l b e k i j k e n we een s t r o m i n g door een g e h e e l g e v u l d e , 

s t a r r e l e i d i n g . Ook wanneer deze s t r o m i n g i n s t a t i o n a i r i s , w a a r b i j U = 

U ( s , t ) en Q = Q ( s , t ) , v a r i e e r t h e t volume van de stromende m a t e r i e i n 

de l e i d i n g t u s s e n twee doorgangen n i e t i n de t i j d . I n d i t g e v a l g e l d t 

ondanks de i n s t a t i o n a r i t e i t dus t o c h (4.3) (nog ste e d s onder de 

v e r o n d e r s t e l l i n g van onsamendrukbaarheid), en daarmee ook ( 5 . 1 ) . 

5.3 Volumebalans v o o r n i e t - s t a t i o n a i r e s t r o o m i n open w a t e r l o o p 

We behandelen t e n s l o t t e de volumebalans v o o r een n i e t - s t a t i o n a i r e 

s t r o m i n g door een open w a t e r l o o p , bv. een g e u l i n een g e t i j d e n g e b i e d . 

Voor de g e o m e t r i e en de b e t e k e n i s van symbolen w o r d t verwezen n a a r F i g . 

5.2. 

B 

Dl Dz 

LengteprofLel Dwarsprofiel 

Figuur 5.2 

E l k e dwarsdoorsnede D (s = c o n s t a n t ) van de g e u l h e e f t op e l k t i j d s t i p 

( t = c o n s t a n t ) een doo r s t r o o m d o p p e r v l a k ( A ) , een d e b i e t (Q) en een 

n i v e a u (z ) van de w a t e r s p i e g e l ( h o r i z o n t a a l v e r o n d e r s t e l d i n dwars-
O 

r i c h t i n g ) . Deze variëren met s en t . Voor h e t b e p a l e n v a n een v e r b a n d 

t u s s e n deze v a r i a t i e s s t e l l e n we een volumebalans op v o o r een g e b i e d G 

v a n de g e u l t u s s e n twee dwarsdoorsneden s = s^ en s = Sg = - l - As, 

w a a r b i j As i n f i n i t e s i m a a l i s ( F i g . 5.2). 
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Het volume van h e t w a t e r i n G i s g e l i j k aan A As. Het kan variëren a l s 

g e v o l g van h e t s t i j g e n o f d a l e n van de w a t e r s p i e g e l . De toeneming e r v a n 

p e r e e n h e i d van t i j d (de b e r g i n g ) i s daarom t e s c h r i j v e n a l s 

SA , ^ ^^o , 
^ As = B ^ As 

De f a c t o r B h i e r i n i s de momentane b r e e d t e van de w a t e r s p i e g e l ( F i g . 

5.2). 

De n e t t o volumestroom naar G t o e i s g e l i j k aan - Qg> w a a r i n 

Qi = Q ( s j ^ , t ) en idem v o o r Qg . 

G e l i j k s t e l l i n g van deze twee ( c o n f o r m de b e h o u d s v e r g e l i j k i n g 4.2) 

g e e f t 

dz 

Na d e l i n g door As gaat d i t i n de l i m i e t v o o r As -+ O over i n 

(5.2) 

D i t i s de standaardvorm van de continuïteitsvergelijking v o o r een open 

w a t e r l o o p . Deze r e d u c e e r t t o t (5.1) wanneer de s t r o m i n g s t a t i o n a i r i s . 

Wanneer de w a t e r l o o p een c o n s t a n t e en r e l a t i e f g r o t e b r e e d t e h e e f t kan 

de s t r o m i n g i n sommige g e v a l l e n a l s t w e e — d i m e n s i o n a a l worden beschouwd. 

We kunnen dan een volumebalans o p s t e l l e n v o o r een e e n h e i d v a n b r e e d t e . 

Deze b a l a n s i s u i t (5.2) t e v e r k r i j g e n door s u b s t i t u t i e v a n Q = Bq, 

w a a r i n q = Ud h e t d e b i e t i s per e e n h e i d van b r e e d t e ( v g l . 3.17). 

Daarmee r e d u c e e r t ( 5 .2) t o t 
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( 5 . 3 ) 

I n sommige s i t u a t i e s i s sprake van een a b r u p t e v e r a n d e r i n g v a n de 

s t r o m i n g . Denk bv. aan de p l o t s e l i n g e t o e v o e r van een d e b i e t AQ aan een 

k a n a a l a l s g e v o l g van de b e d i e n i n g van een gemaal, een stuw o f een 

s l u i s . De t o e v o e g i n g AQ h e e f t een v e r h o g i n g Az^ v a n de w a t e r s p i e g e l t o t 

g e v o l g d i e a l s een g o l f (een z.g. t r a n s l a t i e g o l f ) h e t k a n a a l p a n d i n 

l o o p t met een zekere v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d , zeg c. Vanwege h e t a b r u p t e 

k a r a k t e r v a n de v e r a n d e r i n g e n worden z u l k e g o l v e n a l s sprongen o f 

discontinuïteiten behandeld. Ter p l a a t s e van de discontinuïteiten 

g e l d e n (5.2) en (5.3) n i e t , en moeten z i j worden v e r v a n g e n door een 

andere b e t r e k k i n g . Daartoe s t e l l e n we een volumebalans op v o o r een 

r u i m t e l i j k v a s t g e b i e d G d a t gedurende h e t beschouwde t i j d s i n t e r v a l de 

sprong b e v a t ( F i g . 5.3): 

Figuur 5.3 

De b e r g i n g i n G gedurende een t i j d j e A t i s B ( c A t ) A z ^ , o f w e l B c Az^ p e r 

e e n h e i d van t i j d . H i e r i n i s B de l o k a l e b r e e d t e v a n de w a t e r s p i e g e l . 

De n e t t o volumestroom naar G i s AQ ( z i e F i g . 5 . 3 ) . De vo l u m e b a l a n s v o o r 

h e t g e b i e d G g e e f t dan 
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B c Az = AQ 
O 

(5.4) 

Wanneer de s t r o m i n g a l s t w e e - d i m e n s i o n a a l kan worden beschouwd g e l d t 

Met v e r g e l i j k i n g (5.4) dan w e l (5.5) i s een v e r b a n d g e l e g d t u s s e n Az^ 

en h e t toegevoegde d e b i e t (AQ dan w e l Aq), d a t e c h t e r nog w e l c a l s een 

onbekende b e v a t . De i m p u l s b a l a n s , t o e g e p a s t op h e t z e l f d e g e b i e d G, k a n 

de ontbrekende v e r g e l i j k i n g l e v e r e n ( z i e h o o f d s t u k 9 ) . I n h e t v o l g e n d e 

h o o f d s t u k ( 6 ) gaan we e c h t e r e e r s t de i m p u l s b a l a n s b e h andelen v o o r een 

i n f i n i t e s i m a a l k l e i n d e e l t j e l n een w i l l e k e u r i g s t r o o m v e l d . 

c Az = 
O 

(5.5) 
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6. IMPULSBALANS VOOR EEN DEELTJE 

I n d i t h o o f d s t u k behandelen we de i m p u l s b a l a n s v o o r een d e e l t j e 

(Lagrange b e s c h r i j v i n g ) . Anders gezegd: we passen de tweede wet v a n 

Newton t o e op een ( i n f i n i t e s i m a l e ) massa i n de vorm k r a c h t = massa X 

v e r s n e l l i n g . 

6.1 I m p u l s v o o r r a a d 

We beschouwen een i n f i n i t e s i m a a l v l o e i s t o f p a k k e t j e d a t we i n z i j n 

beweging z u l l e n v o l g e n . Het volume e r v a n i s AV, de massa i s 

Am = pAV, en de im p u l s i s A I = (Am)u = (pu)AV. (Merk op d a t pu de 

vo l u m i e k e i m p u l s d i c h t h e i d i s . ) 

De massa v a n h e t beschouwde v l o e i s t o f p a k k e t j e v a r i e e r t n i e t i n de t i j d , 

z o d a t de v e r a n d e r i n g van de im p u l s p e r e e n h e i d v a n t i j d gegeven i s door 

-y -y 
D .̂ -z*. D . Du Du .„ /c IN 
Dt (^rau) = Am:^ = p ^ AV (6.1) 

6.2 I m p u l s o v e r d r a c h t 

.Omdat we h e t v l o e i s t o f p a k k e t j e v o l g e n kan e r s l e c h t s i m p u l s aan worden 

ove r g e d r a g e n v i a w i s s e l w e r k i n g e n met de o v e r i g e m a t e r i e . De u i t deze 

w i s s e l w e r k i n g e n r e s u l t e r e n d e o v e r d r a c h t p e r t i j d s e e n h e i d v a n i m p u l s 

naar h e t beschouwde p a k k e t i e d u i d e n we aan met F . Anders gezegd: 
^ WW 

F i s de u i t w e n d i g e k r a c h t d i e op de b e t r e f f e n d e massa w o r d t 

u i t g e o e f e n d . 

We o n d e r s c h e i d e n h i e r m o l e c u l a i r e w i s s e l w e r k i n g e n en z w a a r t e w i s s e l -

w e r k i n g e n . De eerstgenoemden z i j n s l e c h t s o v e r zeer k l e i n e a f s t a n d e n 

werkzaam; hun b i j d r a g e aan de o v e r d r a c h t v a n i m p u l s naar h e t beschouwde 

v l o e i s t o f p a k k e t j e i s op continuüm-niveau t e m o d e l l e r e n a l s een s p a n n i n g 

i n h e t begrenzend o p p e r v l a k . Het z w a a r t e v e l d v a n de aarde ( e n v a n de 

hemelli c h a m e n ) d a a r e n t e g e n s t r e k t z i c h u i t o v e r a f s t a n d e n d i e g r o o t 

z i j n v e r g e l e k e n met de a f m e t i n g e n van t e c h n i s c h e en g e o f y s i s c h e s t r o 

mingen, en de b i j d r a g e e r v a n aan de i m p u l s o v e r d r a c h t i s g e l i j k m a t i g 

over de gehele v l o e i s t o f m a s s a v e r d e e l d . 
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D r u k k r a c h t 

I n de u i t w e r k i n g van h e t bovenstaande m.b.t. de spanningen brengen we 

v o o r l o p i g s l e c h t s de d r u k i n r e k e n i n g , en gaan we de s c h u i f s p a n n i n g e n 

v e r w a a r l o z e n . (De t o e l a a t b a a r h e i d van deze i d e a l e - v l o e i s t o f b e n a d e r i n g 

komt l a t e r t e r sprake.) We b e p a l e n de r e s u l t e r e n d e d r u k k r a c h t op h e t 

beschouwde v l o e i s t o f p a k k e t j e op een moment waarop d i t de vorm h e e f t van 

een r e c h t h o e k i g p a r a l l e l e p i p e d t i m , met r i b b e n t e r l e n g t e Ax, Ay en Az 

e v e n w i j d i g aan de assen van een r e c h t h o e k i g i n e r t i a a l s t e l s t e l Oxyz 

( F i g . 6.1). 

v l a k X = X v l a k X = X, 

Figuur 6.1 

Op h e t z i j v l a k x = x^ w e r k t een d r u k k r a c h t p^ AyAz e , w a a r i n p^ de 

gemiddelde d r u k i s i n d a t z i j v l a k . Evenzo w e r k t op h e t z i j v l a k x = Xg 

een d r u k k r a c h t -pg AyAz e . De r e s u l t a n t e van b e i d e i s 

F = ( P i - P2) AyAz e^ 
^x 

Voor k l e i n e Ax kan d i t worden benaderd a l s 

^X 

We z i e n d a t F e v e n r e d i g i s met de x-component van de gradiënt v a n p. 

^x 

Omdat v o o r de y- en z-component v a n F^ overeenkomstige u i t d r u k k i n g e n 

g e l d e n kunnen we v o o r de r e s u l t a n t e s c h r i j v e n 
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Fp = - ( g r a d p) AV = (-Vp) AV 

Hiermee i s h e t volgende b e l a n g r i j k e r e s u l t a a t v e r k r e g e n : de d r u k k r a c h t 

per eenheid van volume i s g e l i j k aan het tegengestelde van de druk-

gradiënt. 

Z w a a r t e k r a c h t 

De z w a a r t e k r a c h t p e r e e n h e i d v a n massa s c h r i j v e n we a l s g. De waarde 

daarvan z u l l e n we a l s een c o n s t a n t e beschouwen ( g =̂  9,8 N/kg). Wanneer 

we de z-as v e r t i k a a l k i e z e n , p o s i t i e f omhoog, g e l d t g = -g e^. 

De z w a a r t e k r a c h t op de beschouwde massa i s 

F = (Am) g = -(Am) g e^ 

Hiermee komt overeen een potentiële ( z w a a r t e - ) e n e r g i e ( z i e hl) met de 

waarde (Am) gz = (pgz) AV, w a a r i n z de hoogte l s v a n h e t massacentrum 

van h e t p a k k e t j e boven h e t h o r i z o n t a l e v e r g e l i j k i n g s v l a k z = 0. De 

g r o o t h e i d pgz i s dus de v o l u m i e k e d i c h t h e i d v a n potentiële z w a a r t e -

e n e r g i e . 

De potentiële z w a a r t e - e n e r g i e p e r e e n h e i d van massa noemen we de 

z w a a r t e - p o t e n t i a a l Q. Met bovengenoemde keuze v a n h e t a s s e n s t e l s e l 

(e v e r t i k a a l omhoog) g e l d t O = gz. Het l o k a l e z w a a r t e v e l d i s v a n deze 
z 

p o t e n t i a a l a f t e l e i d e n v o l g e n s 

I = - g r a d Q = - g r a d ( g z ) = - V ( g z ) ( 6 . 2 ) 

Hebben we bv. de waarde n o d i g v a n de component v a n g i n de s t r o o m r i c h 

t i n g ( e ^ ) dan s c h r i j v e n we d i e v o l g e n s ( 6 . 2) a l s g^ = - a ( g z ) / a s . Een 

andere s c h r i j f w i j z e zou z i j n g = -g cos d a l s 6 de hoek i s d i e de 

s t r o o m r i c h t i n g (e ) maakt met de v e r t i k a a l ( e ^ ) . De g e l i j k h e i d i n 

waarde v a n b e i d e u i t d r u k k i n g e n i s geïllustreerd i n f i g u u r 6.2. 
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Figuur 6.2 

Met g e b r u i k v a n (6.2) i s F, t e s c h r i j v e n a l s 
ê 

F = -(Am) V(gz) = -(pAV) V(gz) 

Wanneer p u n i f o r m i s (Vp = 0) kan d i t worden geschreven a l s 

F = -V(pgz) AV 
S 

Da n k z i j de i n v o e r i n g van de z w a a r t e — p o t e n t i a a l i s deze v e r g e l i j k i n g van 

d e z e l f d e gedaante a l s d i e v o o r de d r u k k r a c h t , n l . i n gradiënt—vorm, D i t 

v e r g e m a k k e l i j k t de a n a l y s e . 

T o t a l e _ i m p u l s o v e r d r a c h t 

De t o t a l e i m p u l s o v e r d r a c h t per e e n h e i d van t i j d n aar h e t beschouwde 

v l o e i s t o f p a k k e t j e a l s g e v o l g van w i s s e l w e r k i n g e n , o f w e l de u i t w e n d i g e 

k r a c h t erop u i t g e o e f e n d , i s de som v a n F en F : 
P ë 

F = F -I- F = -V(p + pgz) AV (6.3) 
WW p g '̂'̂  

De a a n d r i j v e n d e k r a c h t v o o r de s t r o m i n g van een i d e a l e v l o e i s t o f w o r d t 

b l i j k b a a r g e l e v e r d door de gradiënt v a n de som (p + p g z ) . Deze som i s 

dus op t e v a t t e n a l s een k r a c h t p o t e n t i a a l v o o r de gecombineerde w e r k i n g 

v a n d r u k en z w a a r t e ( c o n s e r v a t i e v e k r a c h t e n ) . Omdat s l e c h t s de gradiënt 

van deze p o t e n t i a a l f y s i s c h b e t e k e n i s h e e f t , kunnen we naar w i l l e k e u r 

een c o n s t a n t e aan de p o t e n t i a a l toevoegen. D i t komt ook h i e r i n t o t 

u i t i n g d a t we de r e f e r e n t i e n i v e a u s v o o r z en p w i l l e k e u r i g kunnen 
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k i e z e n . Gemakshalve z u l l e n we de a t m o s f e r i s c h e d r u k a l s r e f e r e n t i e 

nemen voor de d r u k k e n i n de v l o e i s t o f . De waarde van p z a l dan n i e t de 

a b s o l u t e d r u k v o o r s t e l l e n maar de ( o v e r ) d r u k t e n o p z i c h t e van de 

a t m o s f e r i s c h e d r u k . I n de f o r m u l e r i n g i s d i t e e n v o u d i g weer t e geven 

door p = O t e s t e l l e n , 
'^atm 

6.3 I m p u l s b a l a n s v o o r een d e e l t j e 

Volgens de tweede wet v a n Newton g e l d t 

^ (AÏ) = F (6.4) 
Dt ^ ' WW 

S u b s t i t u t i e h i e r i n v a n (6.1) en (6.3) l e v e r t 

P ^ = -V(p + Pgz) (6.5) 

Deze z.g. v e r g e l i j k i n g van E u l e r (1750) i s de b a s i s v e r g e l i j k i n g v o o r de 

dynamica van (een d e e l t j e van) een i d e a l e v l o e i s t o f i n h e t z w a a r t e v e l d . 

I n h e t g e v a l van e v e n w i c h t z i j n de v e r s n e l l i n g e n o v e r a l g e l i j k aan n u l . 

I n deze s t a t i s c h e t o e s t a n d s p r e k e n we van een h y d r o s t a t i s c h e d r u k v e r d e -

l i n g ; de d a a r b i j horende d r u k (p ) v o l d o e t aan 
s 

V(p + pgz) = O (6.6) 
s 

D i t h o u d t i n d a t de d r u k n i e t v a r i e e r t i n e l k h o r i z o n t a a l v l a k i n de 

v l o e i s t o f , en d a t de d r u k v e r t i k a a l naar beneden toeneemt i n d e z e l f d e 

mate a l s h e t g e w i c h t van de v l o e i s t o f k o l o m boven h e t beschouwde p u n t 

( z i e b 7 ) . Voor een b e h a n d e l i n g - v a n v r a a g s t u k k e n u i t de h y d r o s t a t i c a 

v e r w i j z e n we naar de v r a a g s t u k k e n b u n d e l . 

Wanneer we i n e l k p u n t de d r u k s c h r i j v e n a l s de som v a n een h y d r o s t a 

t i s c h d e e l ( p ^ ) en een dynamisch d e e l ( p ^ ) . z o d a t p = p^ + p^, dan 

r e d u c e e r t de v e r g e l i j k i n g van E u l e r (6.5) t o t 
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(6.7) 

D i t b r e n g t e x p l i c i e t t o t u i t d r u k k i n g d a t Vp en g z e l f n i e t b e p a l e n d 

z i j n v o o r de dynamica van de s t r o m i n g , maar s l e c h t s de r u i m t e l i j k e 

a f w i j k i n g e n v a n de som (p -i - pgz) t e n o p z i c h t e van de c o n s t a n t e waarde 

daarvan b i j de h y d r o s t a t i s c h e d r u k v e r d e l i n g . 

• 4 Piëzometrisch n i v e a u 

B i j stromen v a n v l o e i s t o f f e n ( n i e t d i e van gassen) h a n g t de a a n d r i j v e n 

de k r a c h t vaak samen met een v e r s c h i l i n n i v e a u van v r i j e o p p e r v l a k k e n 

(een z.g. v e r v a l ) . I n z u l k e g e v a l l e n i s een meetkundige v o o r s t e l l i n g 

g e b r u i k e l i j k . Daartoe w o r d t (6.5) g e d e e l d door pg ( w a a r b i j we te v e n s 

g e b r u i k maken van de a l genoemde b e n a d e r i n g d a t p en g c o n s t a n t z i j n ) : 

Du 

g Dt ^ = - V ( ^ 4- z) 
Pë 

(6.8) 

De t e r m z h i e r i n h e e t de p l a a t s h o o g t e (boven h e t v l a k z = 0 ) , en de 

t e r m p/pg h e e t de dr u k h o o g t e ; deze s t e l t de hoogte v o o r o v e r welke de 

p l a a t s e l i j k e d r u k p de v l o e i s t o f zou kunnen doen s t i j g e n boven h e t 

beschouwde p u n t , t e g e n de w e r k i n g v a n de zwaarte i n . Het n i v e a u d a t 

d a a r b i j • b e r e i k t zou worden h e e t h e t piëzometrisch n i v e a u v o o r d a t p u n t ; 

de hoogte daarvan boven h e t v e r g e l i j k i n g s v l a k z = O geven we weer met 

een a p a r t symbool ( h ) : 

h = z + 
P& 

(6.9) 

Hiermee kan de v e r g e l i j k i n g van E u l e r (6.8) worden geschreven a l s 

Du 
= -g Vh (6.10) 

Het piëzometrisch n i v e a u i s van g r o o t b e l a n g omdat de gradiënt e r v a n de 

d r i j v e n d e k r a c h t l e v e r t v o o r de s t r o m i n g , en dus b e p a l e n d i s v o o r de 

v e r s n e l l i n g e n i n een i d e a l e v l o e i s t o f . [Merk op d a t Vh = V(z -t- p/pg) = 

V ( p / P g ) . ] 
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Om de b e t e k e n i s en h e t g e b r u i k van h e t piëzometrisch n i v e a u t o e t e 

l i c h t e n b e k i j k e n we e e r s t een s i t u a t i e v a n e v e n w i c h t , waarvoor de 

v e r s n e l l i n g e n n u l z i j n . I n d a t g e v a l g e l d t Vh = 0: a l l e p u n t e n i n een 

v l o e i s t o f i n ev e n w i c h t hebben h e t z e l f d e piëzometrisch n i v e a u . D i t komt 

overeen met de h y d r o s t a t i s c h e d r u k v e r d e l i n g . 

We passen h e t voorgaande t o e op een v l o e i s t o f i n e v e n w i c h t , met een 

v r l i o p p e r v l a k , waar z = z e n p = p ^ = 0 . Nemen we een w i l l e k e u r i g 
O atm 

p u n t A i n de v l o e i s t o f , en een ander p u n t B ergens aan h e t v r i j e 

o p p e r v l a k ( F i g . 6.3), dan g e l d t 

PA PB 
h. = h„ o f z^ + — = z„ + — = z = c o n s t a n t 
A B A />g B pg O 

I n de e v e n w i c h t s s i t u a t i e l i g t h e t v r i j e o p p e r v l a k dus h o r i z o n t a a l 

(omdat p = p = c o n s t a n t ) en v a l t h e t piëzometrisch n i v e a u v a n a l l e 
B atm 

p u n t e n i n de v l o e i s t o f daarmee samen. 

z = z 

z = O 

pg h. = h„ = z = c o n s t a n t 
A B o 

z = O 

Figuur 6.3 

Wanneer de v l o e i s t o f geen v r i j o p p e r v l a k h e e f t , maar gehee l i s i n g e s l o 

t e n door v a s t e wanden (bv. van een b u i s ) , i s h e t piëzometrisch n i v e a u 

( i n de f i g u r e n aan t e d u i d e n a l s p.n.) z i c h t b a a r t e maken door m i d d e l 

van open s t i j g b u i s j e s ( F i g . 6.4). De v l o e i s t o f z a l d a a r i n o p s t i j g e n t o t 

aan h e t piëzometrisch n i v e a u t e r p l a a t s e . I n g e v a l van e v e n w i c h t s t i j g t 

de v l o e i s t o f i n a l l e b u i s j e s t o t h e t z e l f d e n i v e a u . 
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Figuur 6.4 

S t e l nu d a t b i j p u n t C i n de bodem van h e t r e s e r v o i r v a n f i g u u r 6.3 o f 

6.4 een k l e p ineens w o r d t geopend, waardoor de v l o e i s t o f v r i j k an gaan 

u i t s t r o m e n i n de a t m o s f e e r . De d r u k t e r p l a a t s e w o r d t d a a r d o o r p l o t s e 

l i n g v e r l a a g d t o t p = p = 0. De d r u k v e r l a g i n g p l a n t z i c h a l s een 

e x p a n s i e g o l f v o o r t door de v l o e i s t o f i n h e t r e s e r v o i r . Vanwege de g r o t e 

s n e l h e i d van z u l k e g o l v e n (c = ( K / p ) ^ =̂  1480 m/s), en de b e p e r k t e afme

t i n g e n v a n h e t v l o e i s t o f d o m e i n , z u l l e n we doen a l s o f de s t o r i n g i n s t a n 

t a a n i n de h e l e v l o e i s t o f merkbaar i s . ( I n f e i t e l i g t d i t a l b e s l o t e n 

i n de i d e a l i s e r i n g van onsamendrukbaarheid.) 

Door h e t openen van de k l e p w o r d t h e t piëzometrisch n i v e a u b i j C v e r 

l a a g d t o t h^ = z^. Het komt dus l a g e r t e l i g g e n dan i n de o v e r i g e 

p u n t e n i n h e t r e s e r v o i r . Van een g e m e e n s c h a p p e l i j k piëzometrisch n i v e a u 

v o o r a l l e p u n t e n i n de v l o e i s t o f i s dan geen sprake meer. A l s g e v o l g 

van de gradiënten e r v a n w o r d t de v l o e i s t o f v e r s n e l d . Om meer i n z i c h t 

h i e r i n t e k r i j g e n gaan we de componenten i n de v e r g e l i j k i n g v a n E u l e r 

b e k i j k e n t . o . v . h e t n a t u u r l i j k a s s e n s t e l s e l . 

6.5 V e r g e l i j k i n g v a n E u l e r i n n a t u u r l i j k a s s e n s t e l s t e l 

Van de v e r g e l i j k i n g van E u l e r nemen we a c h t e r e e n v o l g e n s de componenten 

i n de r i c h t i n g van de s t r o o m l i j n (e ) , de normaal (e ) en de b i n o r m a a l 

( e ^ ) . Voor de componenten van de v e r s n e l l i n g Du/Dt s u b s t i t u e r e n we 

(3.12). Doen we d i t v o o r de v e r g e l i j k i n g van E u l e r i n termen v a n de 

dynamische d r u k (6.7) dan o n t s t a a t 
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.(__E1 + H!) = É ( 6 . l l n ) 
^^dt R ^ dn 

dvu dp, 

I n termen van h e t piëzometrisch n i v e a u (6.10) i s h e t r e s u l t a a t 

3H + u ^ = -K ^ (6.12s) 

a t s s ^ as 

au 
^ + = _ g | ! l (6.12n) 

a t j? ^ an 

We gaan i n de volgende p a r a g r a f e n de b e t e k e n i s h i e r v a n na, i n h e t 

b i j z o n d e r v o o r h e t g e v a l v a n s t a t i o n a i r e s t r o m i n g e n . 

1. V e r g e l i j k i n g _ l a n g s _ d e b i n o r m a a l 

I n een s t a t i o n a i r e s t r o m i n g i s du^/dt = O en r e d u c e e r t de v e r g e l i j k i n g 

van E u l e r l a n g s de b i n o r m a a l (6.12b) t o t 

S = 0 (6.13) 
ab 

Het piëzometrisch n i v e a u v a r i e e r t dan dus n i e t i n de r i c h t i n g haaks op 

h e t v l a k w a a r i n de gekromde s t r o o m l i j n l i g t ( h e t o s c u l a t i e v l a k ) . Nemen 

we a l s v o o r b e e l d een s t r o m i n g i n een r i v i e r b o c h t , en nemen we a l s bena

d e r i n g aan d a t deze s t r o m i n g h o r i z o n t a a l i s , dan i s de b i n o r m a a l v e r t i 

k a a l , en hebben a l l e p u n t e n i n een v e r t i k a a l h e t z e l f d e piëzometrisch 

n i v e a u , d a t i n de l o k a l e w a t e r s p i e g e l l i g t . De d r u k v e r d e l i n g i n e l k e 

v e r t i k a a l i s dan dus h y d r o s t a t i s c h . 

2. V e r g e l i j k i n g _ l a n g s _ d e normaal 

Voor een s t a t i o n a i r e s t r o m i n g r e d u c e e r t de v e r g e l i j k i n g v a n E u l e r l a n g s 

de normaal (6.12n) t o t 

(6.14) 
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Voor de component van de v e r s n e l l i n g naar h e t k r o m t e m i d d e l p u n t v a n de 

s t r o o m l i j n t o e ( u ^ ^n'^-^^ k r a c h t n o d i g i n d i e r i c h t i n g , over

eenkomend met een v e r l a g i n g van h e t piëzometrisch n i v e a u l n d i e r i c h 

t i n g v o l g e n s 

ah 

an 
(6.15) 

Het v e r s c h i l t u s s e n de waarden van h i n twee p u n t e n l a n g s de normaal 

( F i g . 6.5) i s h i e r u i t t e berekenen v o l g e n s 

Ah = h. h l 

n. 

n. 

dn 

H i e r i n kunnen zowel u a l s R met n variëren. 

(6.16) 

s t r o o m l i j n 

Figuur 6.5 

Daar waar de s t r o o m l i j n r e c h t i s ( i ? ^ - ») g e l d t dh./dn = 0. We z u l l e n v a n 

deze eigenschap v e e l g e b r u i k maken, v o o r a l v o o r de s t r o m i n g i n een 

doorsnede w a a r i n a l l e s t r o o m l i j n e n r e c h t z i j n . Daarvoor g e l d t : l n een 

dwarsdoorsnede waar de s t r o o m l i j n e n r e c h t z i j n i s h e t piëzometrisch 

n i v e a u c o n s t a n t ( m i t s dn^/dt = O en d\x^/dt = 0) . 

V o o r b e e l d 1 - R i v i e r b o c h t 

Voor h e t a l genoemde v o o r b e e l d van de h o r i z o n t a l e s t r o m i n g i n een 

r i v i e r b o c h t v o l g d e u i t de v e r g e l i j k i n g l a n g s de b i n o r m a a l d a t h e t piëzo

m e t r i s c h n i v e a u v o o r a l l e p u n t e n van een v e r t i k a a l i n de l o k a l e w a t e r 

s p i e g e l l i g t . U i t de v e r g e l i j k i n g l a n g s de normaal (6.15 o f 6.16) z i e n 

we nu d a t d i t n i v e a u aan de h o l l e z i j d e van de s t r o m i n g l a g e r l i g t dan 

aan de b o l l e z i j d e . Het n i v e a u v e r s c h i l i n een b o c h t i n een 200 m brede 
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r i v i e r waarvoor u = 1 m/s en J? = 500 m ( g l o b a l e waarden) i s v o l g e n s 

(6.16) ca. 4 cm. 

V o o r b e e l d 2 - Stuw 

A l s tweede v o o r b e e l d nemen we de s t a t i o n a i r e t w e e - d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g 

over een brede stuw ( F i g . 6.6a). Om i n z i c h t t e k r i j g e n i n de s t r o m i n g 

z i j n e n k e l e s t r o o m l i j n e n getekend, en ook e n k e l e doorgangen dwars daar

op ( 1 t/m I I I ) . Omdat de s t r o m i n g s t a t i o n a i r i s en t w e e - d i m e n s i o n a a l , 

l s de a f v o e r p e r ee n h e i d van b r e e d t e c o n s t a n t : 

i i = "ïn = ^ i i i 

C o n v e r g e n t i e van de s t r o o m l i j n e n h oudt dus een v e r g r o t i n g v a n de 

s t r o o m s n e l h e i d i n . 

We passen de v e r g e l i j k i n g l a n g s de normaal t o e i n de doorgangen l , I I 

en I I I . 

De stroomsnelheden i n h e t d i e p e r e s e r v o i r z i j n onbetekenend, en de 

s t r o o m l i j n e n z i j n e r s l e c h t s zwak gekromd, z o d a t h e t piëzometrisch e r 

l a n g s een normaal ( I ) n a u w e l i j k s z a l variëren. D i t g e l d t v o o r a l l e 

doorsneden op v o l d o e n d g r o t e a f s t a n d bovenstrooms v a n de stuw, op een 

a f s t a n d van t e n m i n s t e e n k e l e k e r e n de d i e p t e boven de k r u i n . 

I n de omgeving v a n de k r u i n van de stuw z i j n de sn e l h e d e n a a n z i e n l i j k , 

en z i j n de s t r o o m l i j n e n s t e r k gekromd ( i n h e t g e s c h e t s t e v o o r b e e l d 

i s R van d e z e l f d e g r o o t t e - o r d e a l s de p l a a t s e l i j k e d i e p t e ) . Het piëzo

m e t r i s c h n i v e a u z a l daardoor l a n g s een normaal ( I I ) a a n z i e n l i j k afnemen 

i n de r i c h t i n g van de k r u i n ( h < h ) . De d r u k i n p u n t B z a l daarom 

s i g n i f i c a n t l a g e r z i j n dan de h y d r o s t a t i s c h e waarde ( z i e g e t e k e n d 

d r u k v e r l o o p i n F i g . 6.6b), en kan b i j v o l d o e n d g r o t e s n e l h e d e n e n / o f 

kromming z e l f s n e g a t i e f worden. 

I n doorsnede I I I t e n s l o t t e z i j n de snelheden w e l i s w a a r g r o o t , maar z i j n 

de s t r o o m l i j n e n v r i j w e l r e c h t (R » d) waardoor h e t piëzometrisch 

n i v e a u l a n g s de normaal t o c h n i e t noemenswaard v a r i e e r t . We kunnen dan 

s t e l l e n h^^ = h^, wat samen met p^ = O i n h o u d t d a t Pj^ = Pêi^^ - Zj^) 

( F i g . 6.6c). De d r u k op de stuwwand i s dan u i t t e d r u k k e n i n de 



Figuur 6.6 
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p l a a t s e l l j k e l a a g d i k t e d (gemeten haaks op de wand) v i a Pj^ = pgd cos 6, 

w a a r i n d de hoek i s d i e de wand en de s t r o o m l i j n e n maken met h e t h o r i 

z o n t a l e v l a k . 

3. V e r g e l i j k i n g _ l a n g s _ d e s t r o o m l i j ^ n _ ( B e r n o u l l i ) 

Van de v e r g e l i j k i n g e n van E u l e r i n h e t n a t u u r l i j k a s s e n s t e l s e l b e k i j k e n 

we a l s l a a t s t e de v e r g e l i j k i n g l a n g s een s t r o o m l i j n v o o r een s t a t i o 

n a i r e stroom. U i t g a a n d van de f o r m u l e r i n g i n termen van de dynamische 

d r u k ( 6 . l i s ) i s h e t r e s u l t a a t 

au ^Pd 

a^ = - a r 

D i t h o u d t i n 

a _ 

a s 
( p , + W ) = O (6.17a) 

o f w e l 

p ^ -f- hpu^ = c o n s t a n t l a n g s een s t r o o m l i j n (6.17b) 

D i t i s (één gedaante van) de v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i ( 1 7 3 8 ) . 

Merk op d a t de v e r g e l i j k i n g v a n B e r n o u l l i i s o n t s t a a n door de k r a c h t e n 

op een d e e l t j e en de b i j b e h o r e n d e i m p u l s v e r a n d e r i n g e n t e i n t e g r e r e n i n 

de r i c h t i n g van de v e r p l a a t s i n g , waardoor i n f e i t e een e n e r g i e v e r g e l i j 

k i n g o n t s t a a t . Deze d r u k t de g e l i j k h e i d u i t van de a r b e i d g e l e v e r d door 

de u i t w e n d i g e k r a c h t e n e n e r z i j d s en de toeneming v a n de k i n e t i s c h e 

e n e r g i e a n d e r z i j d s . [ A l s F = m Du/Dt en As = u A t g e l d t v o o r de g e l e v e r 

de a r b e i d AA = F.As = m u.Au = A(hmn^).] 

I n termen v a n h e t piëzometrisch n i v e a u (6.12s) kan de v e r g e l i j k i n g van 

B e r n o u l l i worden geschreven i n de gedaante 



(6.18a) 

o f w e l 

h + y- = c o n s t a n t l a n g s een s t r o o m l i j n (6.18b) 

De g r o o t h e i d u^/2g h i e r i n i s de k i n e t i s c h e e n e r g i e {hpxi^AV) p e r e e n h e i d 

v a n g e w i c h t (pgAV). Deze h e e f t de dimen s i e van een l e n g t e , en h e e t 

s n e l h e i d s h o o g t e . Door v o o r een gegeven p u n t deze hoo g t e t o e t e voegen 

aan h e t l o k a l e piëzometrisch n i v e a u o n t s t a a t een nieuw n i v e a u , h e t z.g. 

e n e r g i e n i v e a u behorend b i j d a t p u n t ( i n de f i g u r e n aan t e d u i d e n met 

e . n . ) . De hoogte h i e r v a n boven h e t v e r g e l i j k i n g s v l a k z = O h e e t de 

e n e r g i e h o o g t e ( H ) : 

H = h -I- ^ = z + P - + H! 
2g pg 2g 

(6.19) 

Deze i s dus de som van p l a a t s h o o g t e , d r u k h o o g t e en s n e l h e i d s h o o g t e . De 

v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i i s hiermee t e s c h r i j v e n i n de vorm 

as 
(6.20a) 

o f w e l 

H = c o n s t a n t l a n g s een s t r o o m l i j n (6.20b) 

o f ook 

p u 
z + — + 2^ = c o n s t a n t l a n g s een s t r o o m l i j n (6.20c) 

Het i s van b e l a n g op t e merken d a t de v e r g e l i j k i n g e n van E u l e r z i j n 

a f g e l e i d v o o r een i d e a l e v l o e i s t o f i n een c o n s e r v a t i e f k r a c h t v e l d . I n 

w e r k e l i j k h e i d z a l e r w r i j v i n g kunnen o p t r e d e n . Die z a l t e g e n de stroo m 

i n z i j n g e r i c h t , en daardoor n i e t van i n v l o e d z i j n op de g e l d i g h e i d van 

de v e r g e l i j k i n g e n van E u l e r l a n g s de b i n o r m a a l en l a n g s de nor m a a l , 

maar j u i s t w e l op d i e l a n g s de s t r o o m l i j n , d . i . op de v e r g e l i j k i n g van 

B e r n o u l l i ; d a a r i n m a n i f e s t e e r t w r i j v i n g s i n v l o e d z i c h a l s een e n e r g i e 

v e r l i e s . B i j de t o e p a s s i n g van deze v e r g e l i j k i n g moeten we van g e v a l 
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t o t g e v a l dus goed nagaan o f deze e n e r g i e v e r l i e z e n i n d e r d a a d verwaar

l o o s b a a r z i j n . Wanneer d i t n i e t h e t g e v a l i s moeten we d i e i n v l o e d 

a p a r t i n r e k e n i n g brengen. D i t b l i j k t v o o r a l n o d i g t e z i j n b i j de 

v o l g e n d e twee s i t u a t i e s : 

( a ) a b r u p t e v e r w i j d i n g van een begrensd s t r o o m p r o f i e l , w a a r b i j de 

s t r o m i n g s t e r k w o r d t v e r t r a a g d ( z i e F i g . 3.3c) en t u r b u l e n t i e 

w o r d t opgewekt, l o k a a l a a n l e i d i n g gevend t o t een z.g. v e r t r a -

g i n g s v e r l i e s ; 

( b ) s t r o m i n g over g r o t e a f s t a n d l a n g s een v a s t e wand, w a a r b i j de 

i n v l o e d van wandweerstand z i c h c u m u l a t i e f kan doen g e l d e n , 

r e s u l t e r e n d i n w r i j v l n g s v e r l i e s . 

I n v o l g e n d e h o o f d s t u k k e n komen we op deze problemen t e r u g . I s daarente

gen sprake van een v e r s n e l l i n g over een k o r t t r a j e c t , dan b l i j k e n de 

v e r l i e z e n v e r w a a r l o o s b a a r , en kunnen we de v e r g e l i j k i n g v a n B e r n o u l l i 

goed toepassen. Voor de r e s t v a n d i t h o o f d s t u k gaan we d aarvan u i t . 

6.6 Toepassingen 

( 1 ) Stuwpunt en s t u w d r u k 

A l s e e r s t e t o e p a s s i n g b e k i j k e n we de s t r o m i n g t e g e n een o b s t a k e l ( F i g . 

6.7). Aan de bovenstroomse z i j d e daarvan b e v i n d t z i c h één s t r o o m l i j n 

d i e d o o r l o o p t t o t aan h e t o b s t a k e l , en w e l t o t aan h e t z.g. s t u w p u n t (S 

i n F i g . 6.7), waar de s t r o o m l i j n g e k n i k t i s (i? = 0 ) . Anders gezegd: de 

kromming i s daar o n e i n d i g g r o o t . Omdat de normale v e r s n e l l i n g ( u ^ / f f ) 

e i n d i g i s , moet de s n e l h e i d i n h e t s t uwpunt de waarde n u l hebben. 

Figuur 6.7 



-64-

We gaan de d r u k i n h e t stuwpunt berekenen door t o e p a s s i n g v a n de 

v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i op een s t r o o m l i j n van A naar S ( F i g . 6.7). 

Deze t o e p a s s i n g i s t o e l a a t b a a r , ondanks h e t f e i t d a t h e t h i e r een 

v e r t r a g i n g s g e b i e d b e t r e f t , omdat e r n i e t sprake i s v a n een a b r u p t e 

v e r w i j d i n g v a n een begrensd s t r o o m p r o f i e l en ér geen l o s l a t i n g o f 

( v e r h e v i g d e ) w e r v e l i n g o p t r e e d t . 

Op g r o t e a f s t a n d bovenstrooms van h e t o b s t a k e l i s de s n e l h e i d c o n s t a n t 

i n g r o o t t e ( u ^ ) en r i c h t i n g ; de dynamische d r u k ( p ^ ) i n d a t g e b i e d i s 

dus c o n s t a n t (en kan g e l i j k aan n u l worden g e s t e l d ) . Toepassing v a n de 

v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i (6.17) g e e f t 

( p ^ + hpxx^)^ = ( p ^ + 

o f w e l , met u. = u en u„ = 0: 
A O S 

Pd„ - Pd. = ^Pd. = 

D i t i s de z.g. stuwdruk. Hiermee komt overeen een s t i j g i n g v a n h e t 

piëzometrisch n i v e a u met de waarde u^/2g, z o a l s ook v o l g t u i t ( 6 . 1 8 ) . 

Een P l t o t b u i s ( F i g . 6.8) i s een c o m b i n a t i e v a n een z.g. dynamische 

b u i s , waarmee h e t e n e r g i e n i v e a u van de ongestoorde s t r o m i n g w o r d t ge

meten ( v i a h e t piëzometrisch n i v e a u i n h e t s t u w p u n t ) en een z.g. 

s t a t i s c h e b u i s , waarmee h e t piëzometrisch n i v e a u v a n de onges t o o r d e 

beweging w o r d t gemeten. Het v e r s c h i l i n s t i j g h o o g t e i n de twee p e i l b u i 

zen i s ( t h e o r e t i s c h ) g e l i j k aan de s n e l h e i d s h o o g t e (u^/2g) v a n de onge 

s t o o r d e beweging. Zodoende kan een P l t o t b u i s worden g e b r u i k t a l s s n e l 

h e i d s m e t e r ( v o o r n i e t a l t e l a g e snelheden, i n v e r b a n d met de nauw

k e u r i g h e i d ; v o o r u = 1 m/s i s u^/2g = 0,05 m; v o o r u^ = 0 , 2 m/s i s 

u2/2g = 0,002 m). 
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i s c h e 

u = u 
o 

Figuur 6.8 - Pitotbuis 

( 2 ) Opening 

A l s tweede v o o r b e e l d nemen we de s t r o m i n g u i t een r e s e r v o i r v i a een 

r e l a t i e f k l e i n e o pening. I n de omgeving v a n de o p e n i n g z i j n de stroom

l i j n e n r e l a t i e f s t e r k gekromd ( F i g . 6.9), maar v e r d e r benedenstrooms 

(zeg v a n a f doorsnede 1) i s de k r o m t e s t r a a l z o v e e l g r o t e r dan de s t r a a l -

d i k t e d a t ook i n h e t inwendige van de s t r a a l de d r u k v r i j w e l g e l i j k i s 

aan de a t m o s f e r i s c h e d r u k ( p j = p ^ ) • 

Figuur 6.9 

We passen nu de v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i t o e op een s t r o o m l i j n v a n 

een p u n t aan h e t v r i j e o p p e r v l a k i n h e t r e s e r v o i r , waar z = z^, p = 

p en u = u , t o t aan doorsnede 1: 
^atm O 
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p . u P l '̂ 1 
H = z H- + 7^— = z, + — + 

2 

pg 2g 1 pg 2g 

We mogen u^2/2g v e r w a a r l o z e n t e n o p z i c h t e van U j ^ / 2 g , g e z i e n h e t gege

ven d a t de o p e n i n g r e l a t i e f k l e i n i s ; v e r d e r g e l d t P i - p . ( z i e 
atm 

b o v e n ) . D i t r e s u l t e e r t i n 

U l = y2g ( z ^ - Z i ) = y2g A z i (6.22) 

D i t i s de z.g. wet van T o r r i c e l l l ( 1 6 4 3 ) ; deze had e x p e r i m e n t e e l v a s t 

g e s t e l d d a t de u i t s t r o o m s n e l h e i d i n een o p e n i n g e v e n r e d i g i s met de 

v i e r k a n t s w o r t e l u i t h e t v e r v a l ( A z ) . 

V o o r b i j doorsnede 1 i s e l k w a t e r d e e l t j e i n v r i j e v a l en neemt de s n e l 

h e i d t o e a l s y2g ( z ^ - z) ( z i e p u n t 2 i n F i g . 6.9). 

5.7 Strom i n g e n met u n i f o r m e e n e r g i e 

I n h e t r e s e r v o i r van h e t voorgaande v o o r b e e l d h e e r s t op r e l a t i e f g r o t e 

a f s t a n d van de o p e n i n g v r i j w e l een s i t u a t i e van r u s t en e v e n w i c h t . 

Vanwege h e t e v e n w i c h t g e l d t daar h = h = c o n s t a n t = z , en vanwege 

de r u s t (u'^/2g = 0) g e l d t H = h , zodat daar t e v e n s g e l d t H 
' ^ r e s r e s r e s 

c o n s t a n t = z . I n d a t g e b i e d i s de e n e r g i e h o o g t e dus u n i f o r m (VH = 
O J_ 6 S 

0 ) . Omdat H c o n s t a n t i s l a n g s e l k e s t r o o m l i j n , ook waar de v e r s n e l 

l i n g e n a a n z i e n l i j k z i j n ( z o l a n g B e r n o u l l i o p g a a t ) , en a l l e s t r o o m l i j n e n 

b e g i n n e n i n h e t r e s e r v o i r , i s H u n i f o r m (VH = 0) i n h e t h e l e stroom

v e l d . A l l e p u n t e n i n z u l k e s t r o m i n g e n hebben dus een g e m e e n s c h a p p e l i j k 

e n e r g i e n i v e a u , g r a f i s c h weer t e geven door één e n e r g i e l i j n , l i g g e n d i n 

h e t n i v e a u v a n h e t w a t e r o p p e r v l a k i n h e t r e s e r v o i r . H i e r i s dus sprake 

van een s t r o m i n g met u n i f o r m e e n e r g i e . 

De s n e l h e i d i n een s t a t i o n a i r e s t r o o m met u n i f o r m e e n e r g i e i s a f t e 

l e i d e n van een z.g. s n e l h e i d s p o t e n t i a a l (op d e z e l f d e m anier z o a l s een 

c o n s e r v a t i e v e k r a c h t i s a f t e l e i d e n van een k r a c h t p o t e n t i a a l ) . 

D e r g e l i j k e stromen worden daarom ook p o t e n t i a a l s t r o m e n genoemd. Z i j 

vormen een b e l a n g r i j k e c a t e g o r i e ; i n v e r v o l g v a k k e n komen z i j u i t v o e r i g 

aan de orde. 
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U i t de v e r g e l i j k i n g l a n g s de normaal weten we d a t i n een doorsnede met 

gekromde s t r o o m l i j n e n h e t piëzometrisch n i v e a u l a g e r w o r d t i n de 

r i c h t i n g naar h e t k r o m t e m i d d e l p u n t . A l s H u n i f o r m i s ( n i e t a l l e e n dü/ds 

= O maar ook dU./dn = 0) moet de s n e l h e i d s h o o g t e toenemen i n de r i c h t i n g 

v a n h e t k r o m t e m i d d e l p u n t , en w e l even s t e r k a l s de hoogt e v a n h e t 

piëzometrisch n i v e a u afneemt; immers, H = h -I- u'^/2g. (N.B. Wandweer

s t a n d , h i e r b u i t e n beschouwing g e l a t e n , kan d i t b e e l d n o g a l beïnvloe

den. ) 

I n een doorsnede met r e c h t e s t r o o m l i j n e n d a a r e n t e g e n v a r i e e r t h n i e t , 

en ( a l s H u n i f o r m i s ) u dus evenmin. B i j b e r e k e n i n g e n v a n d e b i e t e n 

w o r d t h i e r v a n v e e l g e b r u i k gemaakt. A l s v o o r b e e l d behandelen we de 

s t r o m i n g u i t een r e s e r v o i r v i a een k l e i n e o p e n i n g ( F i g . 6.9). I n de 

op e n i n g z e l f z i j n de s t r o o m l i j n e n s i g n i f i c a n t gekromd, en kunnen we u 

dus n i e t c o n s t a n t v e r o n d e r s t e l l e n . Bovendien v a r i e e r t de r i c h t i n g van 

de s n e l h e i d a a n z i e n l i j k o v e r de doorsnede van de opening. I n doorsnede 

1 d a a r e n t e g e n ( F i g . 6.9), waar de kromming van de s t r o o m l i j n e n t e 

v e r w a a r l o z e n i s , i s h e t piëzometrisch n i v e a u v r i j w e l c o n s t a n t ; vanwege 

de u n i f o r m i t e i t van de e n e r g i e h o o g t e i s u dus eveneens v r i j w e l con

s t a n t ( n l . U l = J2g A z j ) , z o d a t h e t d e b i e t gegeven i s door 

Q = U l A l , w a a r i n A j de o p p e r v l a k t e i s v a n de dwarsdoorsnede 1 v a n de 

s t r a a l . 

A l s g e v o l g van de r a d i a l e t o e s t r o m i n g u i t h e t r e s e r v o i r naar de o p e n i n g 

i s A l k l e i n e r dan de o p p e r v l a k t e (A) van de o p e n i n g z e l f . D i t 

v e r s c h i j n s e l h e e t c o n t r a c t i e ; de v e r h o u d i n g h^/A h e e t de c o n t r a c t i e 

coëfficiënt (n). (De waarde van n v o o r een n i e t - a f g e r o n d e o p e n i n g i s 

ca. 0,6.) Voor h e t d e b i e t kunnen we dus s c h r i j v e n 

q = H A n^Az (6.23) 

H i e r i n i s Az h e t v e r s c h i l i n piëzometrisch n i v e a u i n h e t r e s e r v o i r en 

i n de ( k l e i n e ) opening, h e t z.g. v e r v a l . 

Bovenstaand v o o r b e e l d t o o n t aan d a t de v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i kan 

l e i d e n t o t u i t s p r a k e n over de t o t a l e s t r o o m door een doorsnede, hoewel 

de v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i z e l f a l l e e n b e t r e k k i n g h e e f t op i n d i v i -
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d u e l e s t r o o m l i j n e n . D i t i s m o g e l i j k dank z i j de a a n w e z i g h e i d v a n door

sneden met r e c h t e s t r o o m l i j n e n ( w a a r i n h n i e t v a r i e e r t ) en h e t gegeven 

d a t de s t r o m i n g b e g i n t met een u n i f o r m e e n e r g i e h o o g t e . 

Door g e b r u i k t e maken van de eigenschap van u n i f o r m e e n e r g i e h o o g t e kan 

een goede a n a l y s e van een s t r o m i n g worden gemaakt. F i g u u r 6.10 g e e f t 

d aarvan een ( k w a l i t a t i e f ) v o o r b e e l d v o o r de s t r o m i n g o v e r een stuw met 

een scherpe k r u i n . De drukhoogte i n een v e r t i k a a l v l a k door de over-

s t o r t e n d e s t r a a l (doorgang 1-2) en l a n g s de b i n n e n k a n t v a n de stuw 

( s t r o o m l i j n 3—2) i s h o r i z o n t a a l u i t g e z e t , e v e n a l s de waarde ( H — z ) . Het 

v e r s c h i l t u s s e n b e i d e waarden i n een p u n t s t e l t de s n e l h e i d s h o o g t e i n 

d a t p u n t v o o r ( g e a r c e e r d ) . I n de p u n t e n 1 en 2 i s p = O, en i s de 

s n e l h e i d s h o o g t e g e l i j k aan de p l a a t s e l i j k e waarde v a n H—z. Punt 3 

daa r e n t e g e n i s een stuwpunt, waar u = O, zo d a t daar de d r u k h o o g t e 

g e l i j k i s aan H-z ( o f w e l g e l i j k aan H, a l s we z = O k i e z e n i n de 

bodem). 

Figuur 6.10 
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6.8 G e l i j k v o r m i g h e i d 

Naar a a n l e i d i n g van h e t v o o r b e e l d van f i g u u r 6.10 gaan we i n op e n k e l e 

a s p e c t e n v a n g e l i j k v o r m i g h e i d van s t r o m i n g e n . We maken d a a r b i j g e b r u i k 

v a n p a r . 2.5. 

I n f i g u u r 6.10 z i j n e n k e l e kenmerkende g r o o t h e d e n aangegeven, n l . a, q, 

d, U2/2g en H. H i e r i n vervangen we b i j v o o r k e u r de e n e r g i e h o o g t e boven 

de bodem (H) door de e n e r g i e h o o g t e boven de k r u i n e n (H^ = H - a ) , wat 

f y s i s c h een meer z i n v o l l e maat i s . S l e c h t s twee h i e r v a n z i j n onaf

h a n k e l i j k e v a r i a b e l e n ; de anderen v o l g e n d a a r u i t ( b i j gegeven g ) . 

Wanneer bv. b i j gegeven stuw-hoogte ( a ) h e t w a t e r p e i l bovenstrooms 

c o n s t a n t w o r d t gehouden, dus ook de d i e p t e d, dan s t e l t z i c h d a a r b i j 

een b e p a a l d s t r o o m b e e l d i n met b i j b e h o r e n d d e b i e t ( q ) en b i j b e h o r e n d e 

waarden v a n U, U2/2g en H^. Er g e l d t dan bv. 

q = f i ( a , d, g) 

Deze v i e r v a r i a b e l e n b e v a t t e n s l e c h t s twee b a s i s d i m e n s i e s ( l e n g t e en 

t i j d ) z o d a t er v i e r - twee = twee d i m e n s i e l o z e parameters u i t z i j n t e 

f o r m e r e n ( z i e p a r . 2 . 5 ) , z o a l s i n 

- J - = f , ( 5 ) (6.24) 

Evenzo g e l d t 

— = £ 3 ( 5 ) (6.25) 

I n bovenstaande u i t d r u k k i n g e n kunnen a f h a n k e l i j k e en o n a f h a n k e l i j k e 

v a r i a b e l e n van r o l v e r w i s s e l e n . Het kan bv. z i j n d a t Ĥ ^ en a gegeven 

z i j n , w a a r u i t waarden v o l g e n v o o r q, d en U. I n d a t g e v a l s c h r i j v e n 

i n p l a a t s van ( 6 . 2 4 ) ; 

we 
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q (6.27) 

D i t i s de b a s i s v o r m van z.g. a f v o e r f o r m u l e s ; i n h o o f d s t u k 9 komen we 

daarop t e r u g . 

S t e l nu d a t de s i t u a t i e getekend i n f i g u u r 6.10 een model w e e r g e e f t op 

k l e i n e s c h a a l v a n een g r o t e r p r o t o t y p e . U i t k o m s t e n v a n m e t i n g e n v e r 

r i c h t i n h e t model (bv. de vorm v a n de o v e r s t o r t e n d e s t r a a l , h e t 

d e b i e t , enz.) moeten v e r t a a l d worden naar h e t p r o t o t y p e . Dat kan a l l e e n 

dan o n d u b b e l z i n n i g gebeuren wanneer model en p r o t o t y p e g e l i j k v o r m i g 

z i j n aan e l k a a r . 

Voor g e l i j k v o r m i g h e i d t u s s e n model en p r o t o t y p e moet e l k v a n boven

genoemde d i m e n s i e l o z e v e r h o u d i n g e n d e z e l f d e waarde hebben i n h e t model 

a l s i n h e t p r o t o t y p e . D i t g e l d t ook v o o r U/Tgd, h e t k e n t a l van Froude 

v o o r h e t h i e r beschouwde probleem ( z i e p a r . 2.5): 

Het kèntal van Froude i s zeer b e l a n g r i j k v o o r a l l e s t r o m i n g e n w a a r i n de 

z w a a r t e k r a c h t een r o l s p e e l t . B i j s t r o m i n g e n met een v r i j e o p p e r v l a k 

v a n v a r i a b e l n i v e a u i s d i t a l t i j d h e t g e v a l . De e i s d a t h e t k e n t a l v a n 

Froude d e z e l f d e waarde moet hebben i n model en p r o t o t y p e i s dan ook 

m e e s t a l een voorwaarde b i j de i n r i c h t i n g van modelproeven met v r i j e -

o p p e r v l a k t e s t r o m e n . U i t deze e i s v o l g e n z.g. s c h a a l r e g e l s . S t e l bv. d a t 

a l l e a f m e t i n g e n i n h e t model een f a c t o r 100 k l e i n e r z i j n dan d i e i n h e t 

p r o t o t y p e ( l e n g t e s c h a a l 1:100), dan moet de s n e l h e i d s s c h a a l 1:10 z i j n 

( b i j d e z e l f d e g i n model a l s i n p r o t o t y p e ) . De t i j d s c h a a l i s dan even

eens 1:10. 

Het k e n t a l v a n Froude g e d e f i n i e e r d i n (6.28) h a n g t nauw samen met de 

v e r h o u d i n g v a n s n e l h e i d s h o o g t e t o t w a t e r d i e p t e ; immers, 

(6.28) 

(6.29) 



Hiermee h a n g t samen d a t Fr ^ g e l i j k i s aan de v e r h o u d i n g van k i n e t i s c h e 

e n e r g i e van de stroo m t o t de z w a a r t e - e n e r g i e e r v a n (^pU^d r e s p e c t i e 

v e l i j k ^pgd^ , b e l d e p.e.v. o p p e r v l a k t e ) . Deze i n t e r p r e t a t i e s onder

s t r e p e n nog eens h e t b e l a n g v a n h e t k e n t a l van Froude v o o r de dynamica 

van de s t r o m i n g , en de noodzaak d a t d i t k e n t a l d e z e l f d e waarde moet 

hebben i n twee s t r o m i n g e n om dezen g e l i j k v o r m i g t e doen z i j n . 
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7. ENERGIEBALANS VOOR EEN- STRÓOMBUIS 

I n h e t voorgaande h o o f d s t u k i s de v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i a f g e l e i d 

u i t de v e r g e l i j k i n g van E u l e r , d a t w i l zeggen u i t de b a l a n s v o o r de 

imp u l s v a n een d e e l t j e (de component daarvan l a n g s een s t r o o m l i j n ) . 

I n d i t h o o f d s t u k w o r d t een v e r g e l i j k i n g a f g e l e i d d i e v e r w a n t i s aan d i e 

van B e r n o u l l i , maar nu i n de vorm van een i n t e g r a a l - f o r m u l e r i n g v o o r de 

s t r o m i n g door een l e i d i n g ( g e s l o t e n o f open). Begonnen w o r d t met de t o 

t a l e e n e r g i e - o v e r d r a c h t door een doörgang. Hiermee i s een s o o r t e n e r g i e -

hoogte t e definiëren a l s eigenschap v a n de s t r o m i n g i n een gehele door

gang (dus n i e t i n een p u n t , z o a l s i n h o o f d s t u k 6 ) . V e r v o l g e n s w o r d t een 

E u l e r s e e n e r g i e b a l a n s o p g e s t e l d v o o r een s t r o o m - b u i s . I n a f w e z i g h e i d 

v a n e n e r g i e v e r l i e z e n l e i d t d i t t o t een s o o r t g e l i j k e v e r g e - l i j k i n g a l s 

d i e v a n B e r n o u l l i . E v e n t u e l e e n e r g i e v e r l i e z e n ( o f t o e v o e - g i n g e n , door 

een pomp) kunnen i n p r i n c i p e eenvoudig i n de f o r m u l e r i n g worden opge

nomen . 

7.1 Energ1e-overdr a c h t 

We gaan een u i t d r u k k i n g a f l e i d e n v o o r de e n e r g i e - o v e r d r a c h t p e r e e n h e i d 

v a n t i j d , o f w e l h e t vermogen (P, van "power"), door een doorgang D. 

Deze o v e r d r a c h t v i n d t p l a a t s op twee manieren, n l . v i a w i s s e l w e r k i n g e n 

t u s s e n de m a t e r i e aan w e e r s z i j d e n van de doorgang, en v i a meevoering. 

W i s s e l w e r k i n g e n 

Evenals b i j de b e r e k e n i n g v a n de i m p u l s - o v e r d r a c h t i s gedaan i n h o o f d 

s t u k 6 l a t e n we ook h i e r s c h u i f s p a n n i n g e n b u i t e n beschouwing. De dru k 

k r a c h t op een i n f i n i t e s i m a a l e l e m e n t j e van de doorgang, met o p p e r v l a k t e 

AA, en n o r m a a l v e c t o r e ( z i e F i g . 3 . 9), i s AF = pe^ M . Het vermogen 
-* -y P 

d a t deze k r a c h t l e v e r t i s AP = AF «u o f w e l 
WW p 

AP = pu„ AA (7.1) 
WW N 

Meevoering 

We gaan de e n e r g i e - o v e r d r a c h t door meevoering berekenen c o n f o r m de 

algemene f o r m u l e r i n g v o o r meevoering d i e i s gegeven i n p a r . 3.4. 
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De volumestroom door h e t beschouwde v l a k j e i s l i ^ AA. 

Per e e n h e i d v a n volume i s de z w a a r t e - e n e r g i e g e l i j k aan pgz ( z i e p a r . 

6.2), en de k i n e t i s c h e e n e r g i e g e l i j k aan ^pu^. Samen i s d i t 

(pgz + hpu"^) . De meevoering van potentiële en k i n e t i s c h e e n e r g i e p e r 

e e n h e i d van t i j d door h e t beschouwde v l a k j e heen i s dus 

AP^^ = (pgz + hpu^) AA (7.2) 

T o t a a l 

Sommatie van de b i j d r a g e n g e l e v e r d door de d r u k k r a c h t en door meevoe

r i n g g e e f t v o o r de t o t a l e e n e r g i e — o v e r d r a c h t p e r e e n h e i d v a n t i j d door 

h e t beschouwde v l a k j e heen: 

AP = (p + pgz + kpu2) AA 

Voor de h e l e doorgang D i s de overeenkomstige waarde 

! " = ƒ ƒ ( ? + pgz + ^pu^) u ^ dA (7.3) 

De d i m e n s i e h i e r v a n i s d i e van e n e r g i e p e r t i j d , o f w e l d i e v a n een 

vermogen ( S l - e e n h e i d : 1 J/s o f w e l 1 W). 

Merk op d a t deze e n e r g i e — o v e r d r a c h t a l l e e n kan p l a a t s v i n d e n door een 

e c h t e door—gang, d a t w i l zeggen een v l a k waar de s t r o o m door heen gaat 

(Uj^ 7̂  0) . Er v i n d t v o l g e n s bovenstaande b e n a d e r i n g geen e n e r g i e o v e r 

d r a c h t p l a a t s door een v l a k w a a r i n de s t r o o m l i j n e n l i g g e n , z o a l s de 

z i j d e l i n g s e b e g r e n z i n g van een s t r o o m b u i s , waar Uj^ = O. ( S c h u i f s p a n -

n i n g e n kunnen w e l e n e r g i e o v e r d r a g e n door z u l k e v l a k k e n , maar d i e 

b l i j v e n v o o r l o p i g b u i t e n beschouwing.) 

7.2 E n e r g i e - o v e r d r a c h t en e n e r g i e h o o g t e 

De u i t d r u k k i n g t u s s e n haken i n (7.3) i s t e s c h r i j v e n a l s pgH, w a a r i n H 

de l o k a l e ( p e r p u n t g e d e f i n i e e r d e ) e n e r g i e h o o g t e i s . Daarmee i s (7.3) 

t e s c h r i j v e n a l s 
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P = ƒƒ PgH dA (7.4) 

Wanneer de s t r o m i n g een u n i f o r m e e n e r g i e h o o g t e h e e f t , z o a l s h e t g e v a l 

i s b i j s t r o m i n g v a n u i t r u s t onder I n v l o e d v a n c o n s e r v a t i e v e k r a c h t e n 

( z i e p a r . 6.7), dan gaat (7.4) over i n 

P = PgH ƒƒ u^ dA 

o f w e l , gebruikmakend van ( 3 . 1 4 ) , i n 

P = p g Q H (7.5) 

Hiermee i s een b e l a n g r i j k e u i t b r e i d i n g gegeven aan h e t b e g r i p e n e r g i e -

h o o g t e : we kunnen d i e h o o g t e nu i n t e r p r e t e r e n a l s de v e r h o u d i n g v a n de 

p.e.v. t i j d o v ergedragen e n e r g i e (P) t o t h e t g e w i c h t v a n de p.e.v. t i j d 

d oorgestroomde m a t e r i e (pgQ). 

Wanneer H n i e t u n i f o r m i s i n de beschouwde doorgang (bv. a l s g e v o l g van 

wandweerstand) kunnen we t o c h v o o r d i e doorgang, conform bovenstaande 

i n t e r p r e t a t i e van H, één e n e r g i e h o o g t e definiëren ( h i e r weer t e geven 

a l s <H>): 

< H > ^ I ^ ^ (7.6) 

De t o t a l e e n e r g i e - o v e r d r a c h t i s hiermee t e s c h r i j v e n a l s 

P = pgQ <H> (7.7) 

Opgemerkt w o r d t d a t bovenstaande b e t r e k k i n g e n g e l d e n v o o r een w i l l e 

k e u r i g e doorgang. Z i j z i j n n i e t b e p e r k t t o t dwars-doorgangen o f t o t 

doorgangen waar de s t r o o m l i j n e n r e c h t z i j n . 

De v e r s c h i l l e n i n d e f i n i t i e v a n H en <H> z i j n b e l a n g r i j k : H i s gede

f i n i e e r d i n e l k p u n t , t e r w i j l <H> toegevoegd i s aan een gehele door

gang. I n f e i t e i s <H> een over de doorgang gemiddelde waarde v a n H, 

gewogen met u^. D i t b l i j k t u i t s u b s t i t u t i e v a n ( 7 . 4 ) en (3.14) i n 

( 7 . 6 ) : 
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ƒƒ H V. dA 
<H> = ( 7 . 8 ) 

V a n z e l f s p r e k e n d r e d u c e e r t d i t t o t <H> = H v o o r s t r o m i n g e n w a a r i n H 

u n i f o r m i s . 

Voor een dwarsdoorgang (waar u ^ = ± u) w o r d t ( 7 .8) 

ƒƒ H u dA 

<H> = 

ƒƒ u dA 

We s u b s t i t u e r e n h i e r i n H = h + u^/2g. Wanneer de s t r o o m l i j n e n i n de 

dwarsdoorgang r e c h t z i j n i s h c o n s t a n t i n d i e doorgang, en r e d u c e e r t de 

v e r g e l i j k i n g t o t 

ƒƒ u3 dA 

<H> = h + (7.9) 

J / u d A 

Per d e f i n i t i e v a n de over de doorgang gemiddelde s t r o o m s n e l h e i d U ( z i e 

v g l . 3.16) i s de noemer i n de l a a t s t e t e r m g e l i j k aan UA. Wanneer 

e c h t e r de l o k a l e s n e l h e i d u n i e t c o n s t a n t i s i n de doorgang ( b i j v . a l s 

g e v o l g van w e e r s t a n d bovenstrooms) i s de t e l l e r n i e t g e l i j k aan U^A, 

maar g r o t e r . De v e r h o u d i n g e r v a n t o t U^A w o r d t met een a p a r t symbool 

( a ) aangeduid: 

d e f // ^ - 1 , , 
a = = A ƒƒ (u/U)3 dA (7.10) 

U^A 

Hiermee i s <H> t e s c h r i j v e n a l s 

<H> = h + a ^ (7.11) 
2g 

Wanneer de s t r o m i n g een u n i f o r m e e n e r g i e h o o g t e h e e f t i s u i n (7.10) i n 

e l k p u n t g e l i j k aan U, en g e l d t a = 1. A l s g e v o l g van wandweerstand o f 

door andere oorzaken i s de l o k a l e s n e l h e i d u i n de meeste p u n t e n v a n 

een doorgang öf g r o t e r öf k l e i n e r dan U, en g e l d t a > 1. 

I n g e v a l l e n w a a r i n de n i e t - u n i f o r m e s n e l h e i d s v e r d e l i n g u i t s l u i t e n d h e t 

g e v o l g i s van wandweerstand i n een t u r b u l e n t e s t r o o m w i j k t u i n h e t 
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g r o o t s t e d e e l van de doorgang r e l a t i e f w e i n i g v a n U a f , en i s a s l e c h t s 

w e i n i g g r o t e r dan één ( z i e bv. T a b e l 1 1 . 2 ) ; i n d i e g e v a l l e n w o r d t a 

vaak e e n v o u d i g h e i d s h a l v e w e g g e l a t e n ( i n f e i t e g e l i j k g e s t e l d aan één). 

I n een t u r b u l e n t e stroom i s de b i j n a - u n i f o r m e s n e l h e i d s v e r d e l i n g i n 

d w a r s p r o f i e l e n h e t g e v o l g van de i n t e n s i e v e menging door de t u r b u 

l e n t i e . Deze h e e f t dus een i n d w a r s r i c h t i n g b i j n a — u n i f o r m e e n e r g i e 

hoogte t o t g e v o l g . De verhoogde e n e r g i e v e r l i e z e n d i e ook gepaard gaan 

met de wervelende t u r b u l e n t e bewegingen v e r o o r z a k e n d a a r e n t e g e n j u i s t 

een s t e r k e r e afneming van H i n de s t r o o m r i c h t i n g dan i n een n i e t -

t u r b u l e n t e , l a m i n a i r e stroom. H i e r o p komen we l n de h o o f d s t u k k e n 10 en 

11 t e r u g . 

7.3 E n e r g i e b a l a n s 

We s t e l l e n een b a l a n s op v o o r de s t r o m i n g s e n e r g i e i n een r u i m t e l i j k 

v a s t d e e l G van een s t r o o m b u i s t u s s e n twee doorgangen en 

( z i e F i g . 5 . 1 ) . We beschouwen een s t a t i o n a i r e s i t u a t i e . 

De e n e r g i e v o o r r a a d i n G v a r i e e r t n i e t i n de t i j d wegens h e t s t a t i o n a i r e 

k a r a k t e r v a n de stroom. 

Wanneer e r geen t o e v o e r o f o n t t r e k k i n g i s van e n e r g i e v a n b u i t e n a f ( z o 

a l s i n een pomp o f t u r b i n e ) , en we de inwendige e n e r g i e v e r l i e z e n v e r 

w a a r l o z e n (waarover l a t e r meer), dan g e l d t v o o r de e n e r g i e een behouds-

wet i n de eenvoudige gedaante ( 4 . 3 ) , inhoudende d a t de n e t t o o v e r d r a c h t 

v a n e n e r g i e naar G t o e g e l i j k moet z i j n aan n u l . De e n e r g i e - o v e r d r a c h t 

naar b i n n e n door de bovenstroomse doorgang D^, met de waarde , moet 

dan g e l i j k z i j n aan de o v e r d r a c h t naar b u i t e n door de benedenstroomse 

doorgang Dg, met de waarde Pg. (Door de z i j d e l i n g s e b e g r e n z i n g v i n d t 

immers geen e n e r g i e - o v e r d r a c h t p l a a t s , omdat d i e i n e l k p u n t e v e n r e d i g 

i s aan u^^.) Door e l k e doorgang van de s t r o o m b u i s w o r d t dus e v e n v e e l 

e n e r g i e overgedragen. D i t h o u d t i n d a t 

I? = O (7.12) 
ÖS 

H i e r i n i s s een lengte-coördinaat l a n g s de as v a n de s t r o o m b u i s . 
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Vanwege h e t behoud v a n volume, en h e t c o n s t a n t z i j n v a n pg, g e l d t 

a(pgQ)/as = 0. Samen met (7.12) g e e f t d i t 

^ = 0 (7 . 1 3 , 

Hiermee i s een v e r g e l i j k i n g v e r k r e g e n d i e nauw v e r w a n t i s aan d i e v a n 

B e r n o u l l i . De h i e r g e b r u i k t e f o r m u l e r i n g h e e f t de v o l g e n d e v o o r d e l e n 

t e n o p z i c h t e van de o o r s p r o n k e l i j k e : 

• de f o r m u l e r i n g g e l d t v o o r een s t r o o m b u i s met e i n d i g e dwarsdoorsnede, 

en i s a l s z o d a n i g meer g e s c h i k t v o o r t o e p a s s i n g op l e i d i n g e n dan de 

v e r g e l i j k i n g van B e r n o u l l i , d i e b e t r e k k i n g h e e f t op een i n d i v i d u e l e 

s t r o o m l i j n . 

• de f o r m u l e r i n g i s i n termen van e n e r g i e o v e r d r a c h t en kan daarom ge

b r u i k t worden i n een e n e r g i e b a l a n s ; e v e n t u e l e t o e v o e g i n g e n (pomp), 

o n t t r e k k i n g e n ( t u r b i n e ) o f inwendige v e r l i e z e n ( t u r b u l e n t i e , v i s c o 

s i t e i t ) v a n e n e r g i e kunnen zo i n r e k e n i n g worden g e b r a c h t , en worden 

v e r t a a l d i n v a r i a t i e s van de e n e r g i e h o o g t e . 

T e n s l o t t e w o r d t opgemerkt d a t (7.13) r e d u c e e r t t o t de v e r g e l i j k i n g v a n 

B e r n o u l l i i n z i j n o o r s p r o n k e l i j k e vorm wanneer we a l s b a l a n s g e b i e d een 

s t r o o m b u i s nemen v a n i n f i n i t e s i m a l e d w a r s a f m e t i n g e n . I n d a t g e v a l i s u ^ 

i n (7.8) n a m e l i j k t e beschouwen a l s een c o n s t a n t e i n e l k e i n f i n i t e s i -

male doorgang, en g e l d t i n d i e doorgangen <H> = H. 

7.4 Toepassingen 

I n de h i e r n a t e geven t o e p a s s i n g e n op g e s l o t e n en open l e i d i n g e n z a l de 

coëfficiënt a g e l i j k aan één worden g e s t e l d i n e l k e doorsnede met r e c h 

t e s t r o o m l i j n e n . I n z u l k e doorsneden g e l d t dan b i j b e n a d e r i n g 

< H > = h + g = h + ^ (2)2 (7.14) 

E l k e g r o o t h e i d h i e r i n h e e f t s l e c h t s één waarde p e r doorsnede, h e t z i j 

p e r d e f i n i t i e (A, Q, U, <H>), h e t z i j a l s g e v o l g v a n de b e p e r k i n g t o t 

r e c h t e s t r o o m l i j n e n ( h ) . 
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De over een doorgang gemiddelde e n e r g i e h o o g t e <H> w o r d t t e r w i l l e v a n 

een eenvoudige n o t a t i e i n h e t v e r v o l g met H aangeduid. I n a l l e toepas

s i n g e n i n deze p a r a g r a a f w o r d t de s t r o m i n g s t a t i o n a i r v e r o n d e r s t e l d . 

( 1 ) Vernauwing 

A l s e e r s t e t o e p a s s i n g behandelen we de s t r o o m door een p i j p l e i d i n g i n 

de omgeving van een g e s t r o o m l i j n d e v e r n a u w i n g a l s v e r b i n d i n g t u s s e n 

twee b u i z e n v a n c o n s t a n t e maar v e r s c h i l l e n d e d i a m e t e r ( F i g . 7.1). 

.Ui^/2g 

Figuur 7.1 - Vernauwing 

Voor de h e l e l e i d i n g g e l d t 

aq „ aH „ 

= ° aïï = ° 
(7.15) 

Voor e l k v a n de l e i d i n g g e d e e l t e n met c o n s t a n t e d i a m e t e r g e l d t b o v e n d i e n 

dA/ds = O, en vanwege (7.15) dan ook dV/ds = O en ah/3s = 0 . E l k v a n 

deze l e i d i n g g e d e e l t e n h e e f t dus een c o n s t a n t piëzometrisch n i v e a u . 

I n de v e r n a u w i n g , waar de s n e l h e i d g r o t e r w o r d t , neemt h a f , maar op 

een v e r s c h i l l e n d e manier v o o r v e r s c h i l l e n d e s t r o o m l i j n e n omdat deze 

daar gekromd z i j n . Het v e r l o o p van h i n de v e r n a u w i n g i s i n de f i g u u r 

s l e c h t s s c h e t s m a t i g weergegeven (met een o n d e r b r o k e n l i j n ) . 

G e l i j k s t e l l i n g van Q r e s p e c t i e v e l i j k H i n de doorsneden 1 en 2, waar 

s t r o o m l i j n e n r e c h t z i j n , l e v e r t 
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Qi = Q2 o f w e l U l A l = Ug Ag 

r e s p e c t i e v e l i j k 
U i ^ Ug2 

Hl = Hg o f w e l h, + -X— = hr, + — 
1 2 1 2g 2 2g 

zo d a t 
02 , 2 _2_ 

h l - hg = ^ [Ag - A l ] (7.16) 

B i j bekende waarden v a n A i en Ag en een gemeten waarde van h e t piëzo

m e t r i s c h n i v e a u v e r s c h i l ( h i - hg) kan Q h i e r u i t worden berekend. 

Merk op d a t de h e l l i n g van de l e i d i n g i n bovenstaande u i t d r u k k i n g e n 

n i e t voorkomt. I n een g e s l o t e n , gevulde l e i d i n g hebben v a r i a t i e s i n 

piëzometrisch n i v e a u ( b i j gegeven d e b i e t ) n a m e l i j k geen e n k e l e r e l a t i e 

met de h o o g t e l i g g i n g v a n de l e i d i n g i n h e t z w a a r t e v e l d . D i t i s b i j een 

s t r o m i n g met een v r i j o p p e r v l a k t o t a a l anders omdat daar h e t piëzome

t r i s c h n i v e a u nauw v e r b a n d houdt met h e t n i v e a u van de w a t e r s p i e g e l (en 

daar i n v e e l g e v a l l e n z e l f s mee s a m e n v a l t ) . 

( 2 ) V e n t u r i m e t e r 

l n p i j p l e i d i n g e n kan v o o r h e t d o e l van d e b l e t m e t i n g een g e s t r o o m l i j n d e 

l o k a l e v e r n a u w i n g z i j n aangebracht, w a a r b i j h e t v e r s c h i l t u s s e n de 

piëzometrische n i v e a u s i n een doorsnede v l a k bovenstrooms v a n de meter 

en i n de nauwste doorsnede (de k e e l ) w o r d t gemeten ( F i g . 7 .2). Men 

noemt d i t een V e n t u r i m e t e r . 

Figuur 7.2 - Venturimeter 
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I n de k e e l z i j n de s t r o o m l i j n e n e n i g s z i n s gekromd waardoor h afneemt en 

u toeneemt v a n de as van de b u i s naar de wand. De i n v l o e d h i e r v a n i s t e 

v e r d i s c o n t e r e n door een z.g. afvoercoëfficiënt (m) op t e nemen i n de 

t h e o r e t i s c h e b e t r e k k i n g (7.16) v o o r Q, d i e zou g e l d e n v o o r r e c h t e 

s t r o o m l i j n e n : 

Q = m [2g ( h l - h2)/(A;' - A ; ' ) ] ^ (7.17) 

De waarde v a n de coëfficiënt m w o r d t n o r m a l i t e r e m p i r i s c h b e p a a l d . 

De a b s o l u t e d r u k l n de k e e l van de V e n t u r i m e t e r moet g r o t e r b l i j v e n dan 

de dampdruk v a n de v l o e i s t o f om de v o r m i n g v a n dampbellen ( " c a v i t a t i e " ) 

t e voorkomen. 

(3) H e v el 

Een h e v e l i s een g e s l o t e n l e i d i n g waardoorheen v l o e i s t o f kan stromen 

onder n a t u u r l i j k v e r v a l v a n een r e s e r v o i r met een v r i j e v l o e i s t o f -

s p i e g e l naar een g e b i e d met een l a g e r piëzometrisch n i v e a u , w a a r b i j de 

l e i d i n g p l a a t s e l i j k boven h e t n i v e a u van de hooggelegen v l o e i s t o f s p i e 

g e l l i g t . Daardoor i s de d r u k i n de l e i d i n g p l a a t s e l i j k l a g e r dan de 

a t m o s f e r i s c h e druk. 

Figuur 7.3 - Hevel 

De i n F i g . 7.3 getekende h e v e l b e s t a a t u i t een b u i s v a n c o n s t a n t e d i a 

meter. Het piëzometrisch n i v e a u i n de h e v e l i s daarom c o n s t a n t a f g e 

z i e n van l o k a l e a f w i j k i n g e n i n de b o c h t s t u k k e n ( e n , z o a l s s t e e d s l n d i t 

h o o f d s t u k , a f g e z i e n van w e e r s t a n d ) . I n h e t v o o r b e e l d v i n d t aan h e t 

e i n d e van de h e v e l v r i j e u i t s t r o m i n g p l a a t s i n de a t m o s f e e r ; h e t 
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piëzometrisch n i v e a u i n de h e v e l l i g t daarom op de hoogte v a n ( h e t 

midden van) de u i t s t r o o m o p e n i n g ( z ^ ) . De s n e l h e i d i n de h e v e l i s dan 

g e l i j k aan Jlg ( z ^ - Z j ) ( T o r r i c e l l l ) . De d r u k h o o g t e p/pg = h - z i s 

n e g a t i e f ( o n d e r d r u k t . o . v . p^^^) i n p u n t e n boven h e t piëzometrisch 

n i v e a u . De minimumdruk t r e e d t op boven i n h e t hoogste d e e l v a n de 

h e v e l , waar z = z^^^. De druk h o o g t e daar i s n e g a t i e f , en g e l i j k aan 

Pmin^^^ = h - z^^^. D i t i s t . o . v . p^^^. De a b s o l u t e minimumdruk i s 

g e l i j k aan p^^^ + p^^^; deze moet g r o t e r z i j n dan de dampdruk om 

v o r m i n g van dampbellen i n de v l o e i s t o f ( z . g . c a v i t a t i e ) t e voorkomen. 

(4 ) Pomp_of t u r b i n e 

Een pomp i n een g e s l o t e n l e i d i n g v o e g t een vermogen (P ) t o e aan de 
pomp 

s t r o m i n g . Dat vermogen i s t e behandelen a l s een p r o d u c t i e t e r m i n een 

e n e r g i e b a l a n s ( z i e h o o f d s t u k 4 ) . De e n e r g i e b a l a n s v o o r h e t l e i d i n g -

g e d e e l t e t u s s e n twee doorsneden 1 r e s p e c t i e v e l i j k 2 v l a k bovenstrooms 

r e s p e c t i e v e l i j k benedenstrooms v a n de pomp ( F i g . 7.4), waar h e t doorge

voe r d e vermogen P̂  r e s p e c t i e v e l i j k Pg i s , l u i d t 

Figuur 7.4 - Pomp 
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Omdat een pomp i n een g e s l o t e n l e i d i n g geen massa t o e v o e g t o f o n t t r e k t 

aan de s t r o m i n g ( z o d a t pQ = c o n s t a n t ) g e e f t de pomp een s t i j g i n g v a n 

h e t e n e r g i e n i v e a u g e l i j k aan 

P 

Hiermee kan eenvoudig de opvoerhoogte van de pomp worden ber e k e n d , ook 

a l s de d i a m e t e r s aan w e e r s z i j d e n van de pomp v e r s c h i l l e n , z o a l s i n F i g . 

7.4. 

N.B. I n h e t bovenstaande s t e l t P h e t vermogen v o o r d a t e f f e c t i e f 
pomp 

aan de s t r o m i n g w o r d t toegevoegd. Vanwege een pompefficiëntie k l e i n e r 

dan 100% l s een g r o t e r motorvermogen n o d i g . 

I n g e v a l van o n t t r e k k i n g van vermogen aan de s t r o o m door m i d d e l v a n een 

t u r b i n e kan de b e r e k e n i n g v a n z e l f s p r e k e n d op ove r e e n k o m s t i g e m a n i e r 

p l a a t s v i n d e n a l s h i e r b o v e n . 

(5) O v e r l a a t 

A l s v i j f d e t o e p a s s i n g behandelen we de t w e e - d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g i n 

een open l e i d i n g ( k a n a a l o f r i v i e r ) over een l o k a l e v e r h o g i n g , een z.g. 

o v e r l a a t ( F i g . 7.5). De b e r e k e n i n g h i e r v a n v e r l o o p t i n p r i n c i p e a n a l o o g 

aan d i e v o o r de s t r o m i n g door een v e r n a u w i n g i n een g e s l o t e n l e i d i n g , 

maar de aan w e z i g h e i d van een v r i j e v l o e i s t o f s p i e g e l g e e f t t o c h a a n l e i 

d i n g t o t e n k e l e v e r s c h i l l e n . 

I n een gevulde g e s l o t e n l e i d i n g l i g t de g e o m e t r i e v a n de d o o r s t r o o m 

p r o f i e l e n v a s t , en p a s t h e t piëzometrisch n i v e a u z i c h aan p r o f i e l 

v a r i a t i e s aan v i a v a r i a t i e s i n de dr u k . B i j stromen met een v r i j e 

v l o e i s t o f s p i e g e l d a a r e ntegen i s de d r u k aan h e t o p p e r v l a k c o n s t a n t 

(p ) , en kan h e t piëzometrisch n i v e a u z i c h s l e c h t s aanpassen aan 
3. tm 

p r o f i e l v a r i a t i e s v i a v e r h o g i n g e n o f v e r l a g i n g e n v a n de v l o e i s t o f -

s p i e g e l . Deze hebben op hun b e u r t een bijkomende p r o f i e l v a r i a t i e t o t 

g e v o l g . 

Ten tweede z i j n i n een v l o e i s t o f met een v r i j o p p e r v l a k z.g. z w a a r t e -

k r a c h t s g o l v e n m o g e l i j k . D i t k a n a a n l e i d i n g geven t o t c o m p l i c a t i e s , 

waarop w i j h i e r o v e r i g e n s nog n i e t i n z u l l e n gaan. 
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De h i e r n a t e geven b e r e k e n i n g van de stroo m gaat u i t v a n een z.g. lange 

o v e r l a a t , d . i . een o v e r l a a t met een v l a k k e k r u i n d i e zo l a n g i s ( i n h e t 

v l a k v a n de s t r o m i n g ) d a t de s t r o o m l i j n e n erboven a l s v r i j w e l r e c h t 

kunnen worden beschouwd, en de d r u k dus a l s h y d r o s t a t i s c h i s t e 

benaderen. 

Toepassing v a n de behoudswetten v o o r volume en e n e r g i e op h e t v e r s n e l -

l i n g s g e b i e d t u s s e n de doorsneden 1 en 2, waar de s t r o o m l i j n e n r e c h t 

z i j n ( F i g . 7 . 5 ) , l e v e r t 

q = U l d l = Ug dg 

H 

l o s l a a t p u n t 

Figuur 7.5 - Lange overlaat 

(wegens t w e e — d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g ) en 

Ui2 Ug2 

H = h l + = 2 ^ 

De hoogte van de piëzometrische n i v e a u s moet v a n z e l f s p r e k e n d worden 

gemeten t e n o p z i c h t e v a n een h o r i z o n t a a l v e r g e l i j k i n g s v l a k . Leggen we 

d a t i n de kanaalbodem dan g e l d t 

h l = d l en hg = a + dg 

w a a r i n a de hoogte i s van de o v e r l a a t boven de bodem ( F i g . 7 . 5 ) . 
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Bovenstaand s t e l s e l b e s t a a t u i t zes v e r g e l i j k i n g e n v o o r negen v a r i a b e l e 

g r o o t h e d e n ( g w o r d t a l s een gegeven c o n s t a n t e beschouwd). Wanneer d r i e 

d aarvan bekend z i j n (waaronder m e e s t a l de hoogte ( a ) v a n de o v e r l a a t ) 

z i j n de o v e r i g e n t e berekenen, e v e n t u e e l i t e r a t i e f . 

Merk op d a t h e t piëzometrisch n i v e a u i n de doorsneden 1 en 2 w e l i s w a a r 

i n de l o k a l e w a t e r s p i e g e l l i g t , maar d a t de hoogt e e r v a n boven h e t 

( h o r i z o n t a l e ! ) v e r g e l i j k i n g s v l a k i n h e t algemeen n i e t g e l i j k i s aan de 

p l a a t s e l i j k e d i e p t e . D i t zou a l l e e n kunnen wanneer de bodem o v e r a l even 

hoog l i g t . 

Ten tweede w o r d t erop gewezen d a t bovenstaande v e r g e l i j k i n g v o o r h e t 

behoud v a n volume (q = c o n s t a n t ) s l e c h t s g e l d t v o o r een twee-dimensio

n a l e stroom. Wanneer e r bv. ook sprake i s van een b r e e d t e - v a r i a t i e , v a n 

een waarde B^ t o t een waarde Bg, g e l d t 

Q = Ul d l B i = Ug dg Bg 

De gegeven b e t r e k k i n g e n v o o r H en h b l i j v e n d a a r b i j o n v e r m i n d e r d v a n 

k r a c h t . 

Wanneer de o v e r l a a t aan de benedenstroomse z i j d e a b r u p t e i n d i g t l a a t de 

stroom daar l o s van de v a s t e b e g r e n z i n g ( p u n t A i n F i g . 7 .5). I n h e t 

daarop a a n s l u i t e n d e v e r t r a g i n g s g e b i e d v i n d t ( v e r h e v i g d e ) v o r m i n g v a n 

t u r b u l e n t e w e r v e l s p l a a t s . Bovendien o n t s t a a t een zóne b u i t e n de 

h o o f d s t r o o m waar h e t w a t e r langzaam c i r c u l e e r t ; men noemt d a t een ne e r . 

A l s g e v o l g v a n deze p r o c e s s e n v e r l i e s t de doorgaande s t r o o m een d e e l 

van z i j n e n e r g i e , en d a a l t h e t e n e r g i e n i v e a u d i e n o v e r e e n k o m s t i g ( F i g . 

7.5). We z u l l e n h i e r o p i n g a a n i n h o o f d s t u k 8. 

N.B. Zoals opgemerkt z i j n e r i n d i t g e v a l d r i e v a r i a b e l e n onafhanke

l i j k t e k i e z e n en n i e t twee, z o a l s b i j de s t r o m i n g o v e r de stuw i n 

F i g . 6.10. De r e d e n h i e r v a n i s d a t i n F i g . 6.10 sprake i s van een v r i j e 

o v e r s t o r t w a a r b i j e r geen beïnvloeding i s door de benedenstroomse 

c o n d i t i e s . I n F i g . 7.5 da a r e n t e g e n w o r d t h e t s t r o o m b e e l d b e h a l v e door 

d l en a ook door d^ beïnvloed. 
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(6) S c h u i f 

A l s l a a t s t e t o e p a s s i n g van de e n e r g i e b a l a n s v o o r een l e i d i n g b e r e k e n e n 

we h e t d e b i e t door een opening onder een v e r t i k a l e s c h u i f boven een 

h o r i z o n t a l e bodem, b i j gegeven w a t e r d i e p t e n aan w e e r s z i j d e n ( F i g . 7 .6). 

De s t r o m i n g w o r d t t w e e - d i m e n s i o n a a l v e r o n d e r s t e l d . 

2 3 

Figuur 7.6 - Schuif 

Ten gevolge v a n de n e e r w a a r t s e s t r o m i n g l a n g s de s c h u i f v i n d t v o o r b i j 

h e t p u n t waar de s t r o o m l o s l a a t van de s c h u i f (C) c o n t r a c t i e p l a a t s t o t 

aan een p u n t (D) waar de s t r o o m r i c h t i n g weer h o r i z o n t a a l i s . De gegeven 

w a t e r s t a n d o n m i d d e l l i j k benedenstrooms van de s c h u i f l i g t hoger dan d i t 

p u n t , waardoor v o o r b i j p u n t D (doorsnede 2) de h o o f d s t r o o m v e r t r a a g t , 

en z i c h boven de s t r o o m l i j n CDE een z.g. dekneer v o r m t , w a a r i n h e t 

w a t e r r e l a t i e f langzaam en s t e r k w e r v e l e n d rondgaand beweegt. Omdat 

deze bewegingen r e l a t i e f langzaam z i j n kunnen we v o o r h e t e f f e c t v a n de 

neer op de h o o f d s t r o o m doen a l s o f de d r u k v e r d e l i n g i n de neer h y d r o s t a 

t i s c h i s . Volgens deze b e n a d e r i n g l i g t h e t piëzometrisch n i v e a u v a n de 

p u n t e n v a n de s t r o o m l i j n CDE i n de w a t e r s p i e g e l erboven. 

De h o o f d s t r o o m v e r s n e l t t o t aan de doorgang 2, waar de door s t r o o m o p p e r -

v l a k t e m i n i m a a l i s (de "vena c o n t r a c t a " ) . I n h e t k o r t e v e r s n e l l i n g s -

g e b i e d t u s s e n de doorgangen 1 en 2 z i j n de e n e r g i e v e r l i e z e n verwaar

l o o s b a a r , en kunnen we H c o n s t a n t s t e l l e n . Met v e r w a a r l o z i n g v a n de 

i n v l o e d van de kromming van de s t r o o m l i j n e n i n de vena c o n t r a c t a 

r e s u l t e e r t d i t i n 
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U i t h e t behoud van volume v o l g t 

q = d j = Ug 

K i e z e n we z = O i n de ( h o r i z o n t a l e ) bodem dan g e l d t b o v e n d i e n 

h j = d j en hg = dg 

(maar n i e t hg = na\). Hiermee i s een s t e l s e l van zes v e r g e l i j k i n g e n 

v e r k r e g e n w a a r u i t ( b i j v . ) b i j gegeven waarden van g, a, n, d^ en dg de 

zes g r o o t h e d e n h^, hg, q, U^, Ug en H z i j n t e berekenen. 

De d r u k h o o g t e aan de bovenstroomse z i j d e v a n de s c h u i f i s t e r i l l u 

s t r a t i e i n F i g . 7.6 g e s c h e t s t . Deze v e r l o o p t v a n de waarde p/pg = O i n 

B, h e t stuwpunt i n de w a t e r s p i e g e l , waar z = H, t o t aan de waarde p/pg 

= dg - a i n p u n t C, waar z = a. Het i s m o g e l i j k deze d r u k v e r d e l i n g t e 

berekenen, maar d a t v e r e i s t meer geavanceerde methoden dan h i e r z u l l e n 

worden behandeld. De t o t a l e k r a c h t d i e h e t w a t e r op de s c h u i f u i t o e f e n t 

i s v e e l e e n v o u d i g e r t e berekenen, n l . door h e t o p s t e l l e n van een i m p u l s -

b a l a n s v o o r h e t g e b i e d t u s s e n doorsneden 1 en 2. U i t de volumebalans en 

de i m p u l s b a l a n s v o o r h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d t u s s e n doorsneden 2 en 3 i s 

v o o r t s de d i e p t e i n doorsnede 3 t e berekenen. I s d i e eenmaal bekend dan 

i s ook Hg t e berekenen, en daarmee eveneens h e t e n e r g i e v e r l i e s i n h e t 

k o r t e v e r t r a g i n g s g e b i e d benedenstrooms van de s c h u i f . Hoe d i t k a n ge

b e u r e n w o r d t i n h e t volgende h o o f d s t u k behandeld. 



I 
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8 IMPULSBALANS VOOR EEN STROOMBUIS 

I n d i t h o o f d s t u k w o r d t de i m p u l s b a l a n s behandeld v o o r een r u i m t e l i j k 

v a s t g e b i e d van e i n d i g e a f m e t i n g e n ( i n t e g e n s t e l l i n g t o t h o o f d s t u k 6, 

w a a r i n h e t g i n g om de i m p u l s b a l a n s van een i n f i n i t e s i m a a l w a t e r d e e l t j e 

d a t i n z i j n beweging werd g e v o l g d ) . 

8.1 I m p u l s v o o r r a a d 

_^ ^ ->• 

De i m p u l s A I i n een i n f i n i t e s i m a a l g e b i e d j e met volume AV i s A I = 

(pu)AV. Voor de t o t a l e i m p u l s ï i n h e t beschouwde b a l a n s g e b i e d G g e l d t 

I=JJ!p^dV ( 8 . 1 ) 

Voor b e r e k e n i n g h i e r v a n moeten de m a s s a d i c h t h e i d en s n e l h e i d i n e l k 

p u n t i n G bekend z i j n . Voor de i m p u l s b a l a n s v a n een s t a t i o n a i r e s t r o o m 

i s een d e r g e l i j k e b e r e k e n i n g e c h t e r n i e t n o d i g omdat h e t i n een b a l a n s 

n i e t g a a t om de impul s z e l f maar om de v e r a n d e r i n g d a a r v a n i n de t i j d , 

w e l k e v o o r een r u i m t e l i j k v a s t g e b i e d g e l i j k i s aan n u l a l s de s t r o m i n g 

s t a t i o n a i r i s . 

8.2 I m p u l s Ove r d r a c h t 

De o v e r d r a c h t van impul s p e r e e n h e i d van t i j d naar h e t g e b i e d G b e s t a a t 

u i t een b i j d r a g e F van w i s s e l w e r k i n g e n ( z w a a r t e en spanningen) en u i t 
WW 

een b i j d r a g e F̂ _̂  van meevoering door de ( r u i m t e l i j k v a s t e ) b e g r e n z i n g 

v a n G heen. B i j de w i s s e l w e r k i n g e n l a t e n we v o o r l o p i g de s c h u i f s p a n ¬

n i n g e n b u i t e n beschouwing z o d a t = F^ + F^. 

Z w a a r t e k r a c h t 

De b i j d r a g e van h e t z w a a r t e v e l d aan de i m p u l s o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d 

n a ar G, o f w e l de z w a a r t e - k r a c h t u i t g e o e f e n d op de m a t e r i e i n G, i s 

F = j ; / p i d V ( 8 . 2 ) 

D r u k k r a c h t 

Voor de f o r m u l e r i n g van de d r u k k r a c h t d i e de aangrenzende m a t e r i e 

u i t o e f e n t op de m a t e r i e i n G v o e r e n we i n e l k p u n t v a n de b e g r e n z i n g 
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v a n G een naar b i n n e n g e r i c h t e e e n h e i d s - n o r m a a l v e c t o r ê ^ i n . De 

d r u k k r a c h t op de m a t e r i e i n G u i t g e o e f e n d i n een i n f i n i t e s i m a a l d e e l 

v a n de b e g r e n z i n g , met o p p e r v l a k t e AA, i s dan 

AF = pe„ AA 
p ^ N 

De t o t a l e d r u k k r a c h t op de m a t e r i e i n G i s daarmee 

F p = j ; p e ^ d A (8.3) 

De i n t e g r a t i e h i e r i n s t r e k t z i c h u i t over h e t g e h e l e , g e s l o t e n opper

v l a k d a t G b e g r e n s t . 

Meevoering 

De naar b i n n e n g e r i c h t e volumestroom door een i n f i n i t e s i m a a l v l a k j e 

heen i s u ^ AA. De i m p u l s per e e n h e i d v a n volume i s pu, z o d a t de i m p u l s 

d i e p e r t i j d s e e n h e i d naar G w o r d t meegevoerd door d i t v l a k j e heen 

g e l i j k i s aan AF^^ = (pu) u^ AA ( z i e ook p a r . 3.4). De t o t a l e i m p u l s 

o v e r d r a c h t per e e n h e i d van t i j d naar G, a l s g e v o l g v a n meevoering, i s 

gegeven door 

= ƒƒ (Pu)uj^ dA (8.4) 

Ook h i e r s t r e k t de i n t e g r a t i e z i c h u i t over h e t g e h e l e g e s l o t e n opper

v l a k rondom G. 

8.3 I m p u l s b a l a n s v o o r w i l l e k e u r i g g e b i e d 

Omdat i m p u l s behouden b l i j f t l u i d t de i m p u l s b a l a n s v o o r h e t r u i m t e l i j k 

v a s t e g e b i e d G: 

| | = F + ? (8.5) 
dt WW mv 

(N.B.: Ga de v e r s c h i l l e n na t u s s e n deze i m p u l s b a l a n s en d i e i n v e r g . 

6.4.) 

Voor een i d e a l e v l o e i s t o f i n h e t z w a a r t e v e l d g a a t ( 8 .5) over i n 
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g = F +F +F (8.6) 
a t g p mv 

We beperken ons i n h e t v e r v o l g t o t s t a t i o n a i r e stromen, waarvoor 

aï/at = 0. D i t v e r g e m a k k e l i j k t de a n a l y s e s t e r k omdat anders de s n e l 

h e i d s v a r i a t i e i n h e t h e l e b a l a n s g e b i e d bekend zou moeten z i j n . D i t zou 

een d e t a i l b e r e k e n i n g v a n de gehele s t r o m i n g inhouden. A l s dl/dt = O i s 

d a t n i e t n o d i g en kunnen desondanks u i t s p r a k e n worden gedaan over 

i n t e g r a a l - e i g e n s c h a p p e n van de s t r o m i n g i n een e i n d i g g e b i e d . D i t w o r d t 

v e r d u i d e l i j k t met de h i e r n a t e geven t o e p a s s i n g e n . 

Voor s t a t i o n a i r e stromen r e d u c e e r t (8.6) t o t 

F + F + F = 0 (8.7) 
g p mv 

I n g e v a l van s t i l s t a n d i s F = O en r e d u c e e r t (8.7) v e r d e r t o t 
^ mv 

F + F = 0 (8.8) 

g Ps 

De hiermee overeenkomende h y d r o s t a t i s c h e d r u k p v o l d o e t ook aan (6.6) 
s 

( d a t i s de i n f i n i t e s i m a l e v e r s i e van 8.8) en kan eenvoudig u i t (8.8) o f 

(6.6) worden b e p a a l d zodra de d r u k i n één p u n t i n de v l o e i s t o f bekend 

i s (bv. p = O aan h e t v r i j e o p p e r v l a k , a l s d a t aanwezig i s ) . 

8.4 I m p u l s o v e r d r a c h t door een dwarsdoorgang 

Voor t o e p a s s i n g e n op stromen i n open o f g e s l o t e n l e i d i n g e n l i g t h e t 

v o o r de hand h e t b a l a n s g e b i e d G t e l a t e n s a m e n v a l l e n met een g e d e e l t e 

v a n de l e i d i n g t u s s e n dwarsdoorgangen ( z i e F i g . 5 . 1 ) . Voor z u l k e 

g e v a l l e n i s h e t n u t t i g om v o o r e l k e dwarsdoorgang de t o t a l e i m p u l s -

o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d (F) t e b e p a l e n , waaraan zowel de d r u k a l s de 

meevoering b i j d r a g e n ( v e r g e l i j k met de o v e r d r a c h t v a n e n e r g i e ) . 

I n een dwarsdoorgang g e l d t u = u ^ ê ,̂ w a a r b i j p o s i t i e f kan z i j n 

( s t r o m i n g naar b i n n e n ) o f n e g a t i e f ( s t r o m i n g naar b u i t e n ) . De a b s o l u t e 

g r o o t t e v a n xx^ i n een dwarsdoorgang i s g e l i j k aan d i e v a n u z e l f : 

Uj^ = u = u. Hiermee g e l d t 

AF = (pu) u ^ AA = pu^2 e^ AA = pu^ e^ AA. 
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o f w e l 

F = ƒƒ t dA 
mv •'•̂  N 

We z i e n d a t AF^^ i n een dwarsdoorgang a l t i j d de r i c h t i n g v a n ej^ h e e f t 

( n a a r b i n n e n ) , ongeacht h e t t e k e n van u^^ (dus ongeacht o f de s n e l h e i d 

naar b i n n e n i s g e r i c h t o f naar b u i t e n ) . De meevoering van Impuls door 

een dwarsdoorgang h e e f t dus d e z e l f d e w e r k i n g a l s een d r u k w i s s e l w e r k i n g . 

I n t o e p a s s i n g e n k i e z e n we de dwarsdoorgangen b i j v o o r k e u r daar waar de 

s t r o o m l i j n e n r e c h t z i j n (dynamische d r u k c.q. piëzometrisch n i v e a u 

c o n s t a n t ) en e v e n w i j d i g ( e ^ = c o n s t a n t ) . I n d i t g e v a l kan de meevoering 

van i m p u l s door een h e l e doorgang u i t g e d r u k t worden i n de over de door

gang gemiddelde s n e l h e i d ( U ) , analoog aan de meevoering van k i n e t i s c h e 

e n e r g i e ( z i e h . 7 ) : 

SS = ''̂ N ^ = ^ ''"'^ ^^-^^ 

I n wezen s t a a t h i e r de d e f i n i t i e van de f a c t o r ^, d i e i s t e s c h r i j v e n 

a l s 

A~' ƒƒ (u/U)2 dA (8.10) 

Deze snelheidsverdelingscoëfficiënt v o o r h e t i m p u l s t r a n s p o r t i s a n a l o o g 

aan de f a c t o r a d i e i n h.7 i s geïntroduceerd i n v e r b a n d met h e t t r a n 

s p o r t v a n k i n e t i s c h e e n e r g i e . Zoals gezegd i n h.7 i s de f a c t o r a i n 

v e e l g e v a l l e n w e i n i g g r o t e r dan één. D i t g e l d t i n nog s t e r k e r e mate 

v o o r /3. ( B i j b e n a d e r i n g g e l d t a-1 = 3 (0-1); z i e bv. Ta b e l 11.2) I n 

v e e l g e v a l l e n z u l l e n we /3 = 1 s t e l l e n ; de waarde v a n de meevoering v a n 

i m p u l s p.e.v. t i j d door een dwarsdoorgang w o r d t daarmee g e s t e l d op pU^A 

o f w e l op pQU. 

De t o t a l e i m p u l s o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d door een dwarsdoorgang i s 

F = ƒƒ (P + pu2) dA (8.11) 



De i n t e g r a t i e h i e r i n s t r e k t z i c h u i t over h e t doorstroomde o p p e r v l a k 

v a n een e n k e l e doorgang. Ook i n (8.11) z i e n we d a t de meevoering v a n 

im p u l s door een dwarsdoorgang e q u i v a l e n t i s aan een v e r h o g i n g v a n de 

d r u k , ongeacht o f de s n e l h e i d naar b i n n e n o f naar b u i t e n i s g e r i c h t . 

Voor een dwarsdoorgang met e v e n w i j d i g e s t r o o m l i j n e n kunnen we ( 8 . 9 ) 

s u b s t i t u e r e n ; de waarde van F i s dan gegeven door 

F = ƒƒ (p + pu2) dA = ƒ ƒp dA + ppM'^k (8.12) 

o f w e l door 

F = ƒƒ p dA + fipqu (8.13) 

I n een h o r i z o n t a l e s t r o m i n g met een v r i j o p p e r v l a k en d i e p t e d, en een 

h y d r o s t a t i s c h e d r u k variërend van p = O aan h e t o p p e r v l a k t o t p = pgd 

aan de bodem, i s de waarde van F p.e.v. b r e e d t e : 

F = -i-pgd^ + /3pU2d (8.14) 

o f w e l 

F = ^pgd2 + ^pqU = ipgd2 + ySpqVd (8.15) 

N.B. I n deze s t r o m i n g met een v r i j o p p e r v l a k dragen meevoering en d r u k 

b i j aan de i m p u l s o v e r d r a c h t i n de v e r h o u d i n g (gemakshalve yS = 1 

s t e l l e n d ) 

H i e r z i e n we een andere b e t e k e n i s van h e t k e n t a l v a n Froude dan i n h. 6 

was aangegeven. 
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8.5 I m p u l s b a l a n s v o o r een s t r o o m b u i s 

Met g e b r u i k m a k i n g van h e t voorgaande gaan we nu een i m p u l s b a l a n s op

s t e l l e n v o o r een g e d e e l t e G van een s t r o o m b u i s t u s s e n twee dwars

doorgangen en Dg ( F i g - 8.1a). 

De i m p u l s o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d naar G b e s t a a t u i t de b i j d r a g e n van 

• z w a a r t e k r a c h t (F ) ; 
g -> -+ 

• d r u k k r a c h t en meevoering i n doorgang 1 ( F i ) en l n doorgang 2 ( F g ) ; 

m d r u k k r a c h t i n de z i j d e l i n g s e b e g r e n z i n g v a n G (bv. een b u i s w a n d ) , 

met r e s u l t a n t e R. 

( a ) 

Figuur 8.1 

I n de s t a t i o n a i r e t o e s t a n d i s 3 I / 5 t = O en i s de n e t t o o v e r d r a c h t v a n 

i m p u l s naar G dus g e l i j k aan n u l ( 8 . 7 ) : 

F + F l + Fg + R = O (8.16) 
ê 

( z i e F i g . 8.1b). Voor de k r a c h t K d i e de v l o e i s t o f i n G op de z i j d e 

l i n g s e b e g r e n z i n g (bv. een buiswand) u i t o e f e n t (K = - R) g e l d t 

-y -> 
K = F -f- F, + F, 

g ^ 
(8.17) 
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I n de v o l g e n d e twee p a r a g r a f e n worden e n k e l e t o e p a s s i n g e n gegeven van 

h e t voorgaande. De t o e p a s s i n g e n en de manier van b e h a n d e l i n g e r v a n z i j n 

zo gekozen d a t z i j n i e t a l l e e n i l l u s t r a t i e s geven van de t h e o r i e maar 

ook a a n v u l l i n g e n daarop. 

Het gaat i n a l l e g e v a l l e n v o o r a l om een c o r r e c t e o p s t e l l i n g v a n de v e r 

s c h i l l e n d e b a l a n s e n , en n i e t om de daaraan v o l g e n d e algebraïsche u i t 

w e r k i n g (hoewel d i e v o l l e d i g h e i d s h a l v e en v o o r h e t g e b r u i k s r e s u l t a a t 

w e l w o r d t gegeven waar d a t m o g e l i j k i s ) . 

I n de h i e r t e geven t o e p a s s i n g e n gaat h e t om s n e l v e r a n d e r e n d e stromen 

waarvoor de l o k a l e w a n d w r i j v i n g mag worden v e r w a a r l o o s d . 

8 . 6 Toepassingen op stromen met een v r i j o p p e r v l a k 

( 1 ) Ŝ t r a a l _ t e gen_s cho ep 

Een v r i j e v l o e i s t o f s t r a a l met gegeven d i k t e d^ en s n e l h e i d w o r d t 

door een s t i l s t a a n d e schoep v a n r i c h t i n g v e r a n d e r d ( F i g . 8 . 2 ) . De 

beweging i s t w e e - d i m e n s i o n a a l i n h e t h o r i z o n t a l e v l a k . Gevraagd: de 

k r a c h t K door de s t r a a l op de schoep u i t g e o e f e n d p.e.v. b r e e d t e . (De 

t o e v o e g i n g "p.e.v. b r e e d t e " w o r d t i n h e t volgende n i e t s t e e d s 

h e r h a a l d . ) 

Figuur 8.2 

I n de doorgangen 1 en 2 z i j n de s t r o o m l i j n e n r e c h t , z o d a t h = c o n s t a n t , 

en h o r i z o n t a a l , zodat z = c o n s t a n t , zodat ook p = c o n s t a n t = P^^^j^ = O-
- y 2 _> -+ 

H i e r u i t v o l g t F j - p U j d i e^ ; idem v o o r Fg. 
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De k r a c h t K i s t e b e p a l e n u i t een i m p u l s b a l a n s v o o r h e t g e b i e d G; 

o f 

K = + Fg 

K = pU^d^e^ + pUgdge^ 

H i e r i n komen n a a s t de gegeven grooth e d e n d^ en ook de onbekenden dg 

en Ug v o o r . Er z i j n dus twee a a n v u l l e n d e v e r g e l i j k i n g e n n o d i g . Die 

b a s e r e n we op h e t behoud van volume en h e t behoud van e n e r g i e ( d a a r i n 

komt K o v e r i g e n s n i e t v o o r want K v e r r i c h t geen a r b e i d i n g e v a l v a n een 

s t i l s t a a n d e , w r i j v i n g s l o z e schoep). 

U i t h e t behoud van e n e r g i e ( B e r n o u l l i met p = O en z = c o n s t a n t ) v o l g t 

U l = Ug (= U). 

U i t h e t behoud van volume (q = c o n s t a n t ) v o l g t dan d^ = dg ( = d ) . 

Met bovenstaande r e s u l t a t e n v o o r s n e l h e i d en l a a g d i k t e w o r d t K: 

K = pU^d (t^^^ t^^) = pqU (e^^+ e^^) 

N.B. I n ' e e n v r i j e s t r a a l i n h e t z w a a r t e v e l d kan de beweging e i g e n l i j k 

n i e t geheel i n h e t h o r i z o n t a l e v l a k l i g g e n . B i j v o l d o e n d s n e l l e v e r 

a n d e r i n g e n i s de z w a a r t e - k r a c h t e c h t e r t e v e r w a a r l o z e n . I n g r o o t t e - o r d e 

i s de waarde daarvan (p.e.v. b r e e d t e ) pgRdd, a l s R de s t r a a l i s v a n de 

schoep en S de i n g e s l o t e n hoek. D i t i s v e r w a a r l o o s b a a r i n d i e n 

pgdRÖ « pU^dö 

o f w e l wanneer 

^ » 1 (8.18) 

Het l i n k e r l i d i s F r ^ , h e t kwadraat van h e t v o o r deze s i t u a t i e r e l e v a n t e 

k e n t a l van Froude. Het s t e l t tevens de v e r h o u d i n g v o o r van de c e n t r i 

p e t a l e v e r s n e l l i n g t o t g; daarmee i s weer een andere b e t e k e n i s 

toegekend aan h e t k e n t a l van Froude. 
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Wanneer Fr^ » 1 i s de l o k a l e i n v l o e d van de zw a a r t e t e v e r w a a r l o z e n en 

doet de oriëntatie van de s t r o m i n g t . o . v . h e t z w a a r t e v e l d e r n i e t meer 

t o e . 

( 2 ) S t r a a l _ t e g e n _ v l a k k e wand 

Een v r i j e v l o e i s t o f s t r a a l s t r o o m t t e g e n een v l a k k e wand, onder een hoek 

d met de normaal ( F i g . 8.3). De beweging i s t w e e - d i m e n s i o n a a l i n h e t 

h o r i z o n t a l e v l a k . Gevraagd: de k r a c h t K door de s t r a a l op de wand u i t 

g eoefend (p.e.v. b r e e d t e ) , en de l a a g d i k t e n dg en dg. 

Evenals i n h e t voorgaande v o o r b e e l d i s p = O i n de doorgangen met 

r e c h t e s t r o o m l i j n e n ( h i e r 1, 2 en 3) zo d a t F i n d i e doorgangen s l e c h t s 

u i t meevoering van i m p u l s b e s t a a t . Evenzo g e l d t h i e r = Ug = Ug ( = U) 

wegens behoud v a n e n e r g i e ( B e r n o u l l i met p = O en z = c o n s t a n t ) . 

Figuur 8.3 

Wegens behoud van volume g e l d t h i e r 
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q = V,d, = Ugdg + Ugdg 

z o d a t 

d l = dg -)- dg 

De k r a c h t K v o l g t u i t de I m p u l s b a l a n s 

- + - > - + - + 
K = F l + Fg + Fg 

Aan de component haaks op de wand ( r i c h t i n g e ) dragen Fg en Fg n i e t 

b i j z o d a t 

\ = ^ i x = P^i^^i'^i = pu'dicosö 

2 

(N.B.: n i e t d ^ ! ) . Voor de component e v e n w i j d i g aan de wand 

( r i c h t i n g e^) v o l g t u i t de i m p u l s b a l a n s 

2 2 2 
„ _ ^ ol 

y y 
= S F^ ;= pUidjSinö + pUgdg - pUgdg 

Wegens v e r w a a r l o z i n g van de w a n d w r i j v i n g moet K = O z i j n . Dus g e l d t 

v o o r de t o t a l e k r a c h t 

K = K e = (pUidiCosÖ) e 
X X X 

en v o o r de s t r a a l d i k t e n 

djsinÖ + dg - dg = O 

Samen met d^ = dg -h dg v o l g t h i e r u i t 

dg = i d i ( l - sine) 

= i d i ( l + sinö) 
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(3) Stroom_over o v e r l a a t 

We b e k i j k e n opnieuw de s t r o m i n g over een lange o v e r l a a t , z o a l s behan

d e l d i n v o o r b e e l d 5 van p a r . 7.4. Voor de d u i d e l i j k h e i d w o r d t f i g u u r 

7.5 h i e r g e r e p r o d u c e e r d . 

H 

l o s l a a t p u n t 

Figuur 7.5 

I n p a r . 7.4 werden b e t r e k k i n g e n a f g e l e i d t u s s e n ( d j , U^) e n e r z i j d s en 

(d g , Ug) a n d e r z i j d s ( b i j gegeven drempelhoogte a ) . Die waren gebaseerd 

op h e t behoud van volume èn van e n e r g i e i n h e t v e r s n e l l i n g s g e b i e d 

(G^ g ) . Door v e r v o l g e n s de bekende waarden van d i e p t e en s n e l h e i d i n de 

doorgangen 1 en 2 t e g e b r u i k e n i n een i m p u l s b a l a n s v o o r h e t z e l f d e 

g e b i e d kan de h o r i z o n t a l e k r a c h t worden berekend d i e h e t w a t e r op de 

v o o r k a n t van de o v e r l a a t u i t o e f e n t ( K i _ g ) : 

K i _ 2 = F l - Fg 

o f w e l 

K i _ 2 = ( i P g d i + p U i d i ) - ( I p g d g + pUgdg) 

I n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d G3_4 benedenstrooms v a n de o v e r l a a t t r e d e n 

z.g. v e r t r a g i n g s e n e r g i e v e r l i e z e n op; i n d a t g e b i e d kunnen we daarom 

n i e t van behoud van e n e r g i e u i t g a a n v o o r b e r e k e n i n g v a n de beneden

stroomse d i e p t e en w a t e r d i e p t e . I n d i t g e v a l b i e d t de i m p u l s b a l a n s 

d a a r v o o r een m o g e l i j k h e i d . Dank z i j de r e c h t e s t r o o m l i j n e n boven de 
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o v e r l a a t en de neer met l a g e snelheden er a c h t e r kunnen we n a m e l i j k de 

d r u k i n de h e l e doorsnede 3 h y d r o s t a t i s c h v e r o n d e r s t e l l e n , z o d a t we de 

d r u k k r a c h t i n d i e doorsnede kennen ( i n c l u s i e f de a c h t e r k a n t v a n de 

o v e r l a a t ) . De waarde daarvan i s eenvoudig ^ p g ( a + d g ) ^ . 

De meevoering van i m p u l s door doorsnede 3 v i n d t s l e c h t s p l a a t s i n h e t 
2 

g e d e e l t e boven p u n t A, met de waarde pV^d^. Daarmee w o r d t de i m p u l s 

b a l a n s v o o r g e b i e d G3 ^: 

i p g ( a + dg)2 + pUgdg = ^pgd^ -t- pU^d^ 

U i t h e t behoud van volume v o l g t 

Ugdg = U^d^ 

B i j gegeven waarden v a n Ug en dg ( n a a s t p en g) z i j n d^ en U^ u i t deze 

twee v e r g e l i j k i n g e n t e berekenen. 

Nu ook i n doorsnede 4 de d i e p t e en de s t r o o m s n e l h e i d bekend z i j n en dus 

ook , kunnen we door t o e p a s s i n g van de e n e r g i e b a l a n s h e t vermogen AP^ 

berek e n e n d a t i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d w o r d t g e d i s s i p e e r d (d.w.z. 

v e r l o r e n gaat v o o r de h o o f d s t r o o m ) : 

o f w e l 

AP^ = pgq (H3 - H J 

waarb i j 

H3 = Hg = Hl 

N.B. De t o t a l e h o r i z o n t a l e k r a c h t (K) op de o v e r l a a t kan worden be

p a a l d a l s de r e s u l t a n t e van de i n m i d d e l s bekende k r a c h t e n op de boven

stroomse r e s p e c t i e v e l i j k de benedenstroomse z i j d e ; v a n z e l f s p r e k e n d 

w o r d t h e t z e l f d e r e s u l t a a t v e r k r e g e n door t o e p a s s i n g v a n de i m p u l s b a l a n s 

op h e t g e b i e d ^: 
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Voor de e n e r g i e d l s s l p a t l e l n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d g e l d t evenzo 

AP = Pi - P4 
V '• * 

Het e n e r g i e v e r l i e s i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d i s een g e v o l g v a n een n i e t -

v o l l e d i g e o m z e t t i n g van k i n e t i s c h e e n e r g i e i n potentiële e n e r g i e ; een 

d e e l van de k i n e t i s c h e e n e r g i e v a n de aankomende s t r o o m w o r d t b i j 

v e r t r a g i n g omgezet i n e n e r g i e v a n wervelende, t u r b u l e n t e f l u c t u a t i e s en 

u i t e i n d e l i j k l n warmte ( v l a de v i s c o s i t e i t ) . Deze o m z e t t i n g i s n i e t 

omkeerbaar en i s daarom v o o r de mechanische e n e r g i e v a n de doorgaande 

stroo m een v e r l i e s p o s t . 

We z i e n l n d i t v o o r b e e l d d a t i n een s t e r k v e r t r a g e n d e s t r o o m de wand

w r i j v i n g w e l i s w a a r v e r w a a r l o o s b a a r kan z i j n a l s b i j d r a g e i n de 

i m p u l s b a l a n s , maar d a t e r desondanks w e l een s i g n i f i c a n t ( i n w e n d i g ) 

e n e r g i e v e r l i e s kan o p t r e d e n , d a t i n de e n e r g i e b a l a n s i n r e k e n i n g moet 

worden g e b r a c h t . ( Z i e i m p u l s b a l a n s en e n e r g i e b a l a n s v o o r een s t e l s e l 

v a n d e e l t j e s met n i e t - c o n s e r v a t i e v e w i s s e l w e r k i n g e n z o a l s b e h a n d e l d i n 

b7.) 

Merk op d a t v o o r b e i d e b a l a n s g e b i e d e n b e h a l v e de volumebalans zowel de 

b a l a n s v a n i m p u l s a l s d i e van e n e r g i e w o r d t g e b r u i k t . 

I n G i_2 z i j n de d r u k k e n op de o v e r l a a t a p r i o r i n i e t bekend. De d a a r u i t 

r e s u l t e r e n d e d r u k k r a c h t v e r r i c h t e c h t e r geen a r b e i d op de s t r o m i n g (pej^ 

haaks op u ) ; h i j komt dus n i e t v o o r i n de e n e r g i e b a l a n s , d i e we daarom 

e e r s t toepassen om - met behoud van e n e r g i e - de g r o o t h e d e n i n door

snede 2 t e berekenen u i t de gegeven g r o o t h e d e n bovenstrooms. De daarna 

r e s t e r e n d e onbekende k r a c h t i s v e r v o l g e n s u i t de i m p u l s b a l a n s v o o r Gi_2 

t e b e p a l e n . 

I n G3_4 i s AP^ a p r i o r i n i e t bekend, maar e r i s w e l een goede 

b e n a d e r i n g t e geven v o o r de d r u k k e n t e g e n de o v e r l a a t . Ondanks h e t 

inwendige e n e r g i e v e r l i e s b l i j f t de i m p u l s van de s t r o o m i n G3_4 

behouden. D a a r u i t kunnen de g r o o t h e d e n benedenstrooms worden b e p a a l d . 
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waarna de dan r e s t e r e n d e onbekende AP^ u i t de e n e r g i e b a l a n s i s t e 

berekenen. 

Het i s b e l a n g r i j k bovenomschreven s y s t e m a t i e k goed t e b e g r i j p e n , t e 

kennen en t e kunnen toepassen. 

8.7 Toepassingen op stromen l n g e s l o t e n l e i d i n g e n 

B i j s t r o m i n g e n i n een gevulde, s t a r r e , g e s l o t e n l e i d i n g i s h e t door

s t r o o m p r o f i e l o n a f h a n k e l i j k van de s t r o o m s n e l h e i d , en p a s t de d r u k z i c h 

aan p r o f i e l v a r i a t i e s aan ( i n t e g e n s t e l l i n g t o t stromen met een v r i j 

o p p e r v l a k ) . Wanneer b o v e n d i e n de v l o e i s t o f a l s n i e t samendrukbaar kan 

worden beschouwd i s de waarde van de massa i n de l e i d i n g n i e t afhanke

l i j k v a n de s t r o o m s n e l h e i d . De z w a a r t e k r a c h t op deze massa, en h e t 

daarmee overeenkomende, h y d r o s t a t i s c h e d e e l van de d r u k , kunnen dus 

worden b e p a a l d a l s o f de v l o e i s t o f i n e v e n w i c h t i s ( h y d r o s t a t i c a — 

v r a a g s t u k ) . I n de aanpak van de dynamica v a n de s t r o m i n g kunnen z i j 

v e r v o l g e n s g e z a m e n l i j k b u i t e n beschouwing b l i j v e n ( a l s o f g = 0 ) . I n d a t 

g e v a l r e d u c e e r t (8,7) t o t 

F + F = 0 (8.19) 

Pd '"̂  

H i e r i n s t e l t F^ de b i j d r a g e v o o r van h e t dynamische ( s t r o m i n g s a f -

h a n k e l i j k e ) d e e l van de druk. I n de v o l g e n d e t o e p a s s i n g e n w o r d t deze 

f o r m u l e r i n g s t e e d s g e b r u i k t . De dynamische d r u k z a l k o r t h e i d s h a l v e 

e c h t e r met p worden weergegeven. 

(1) Vernauwing 

Een g e s t r o o m l i j n d v e r l o o p s t u k i n een l e i d i n g v e r b i n d t twee b u i z e n ( F i g . 

8.4) waarvan de d w a r s p r o f i e l e n een o p p e r v l a k t e hebben v a n A^ respec

t i e v e l i j k Ag (A^ > Ag). De l e i d i n g i s g e v u l d met v l o e i s t o f d i e s t r o o m t 

i n de r i c h t i n g v a n 1 naar 2. De d r u k bovenstrooms r e s p e c t i e v e l i j k 

benedenstrooms v a n h e t v e r l o o p s t u k i s p^ r e s p e c t i e v e l i j k pg. Gevraagd: 

h e t d e b i e t ( Q ) , en de k r a c h t (K) d i e door de v l o e i s t o f op h e t v e r l o o p -

s t u k w o r d t u i t g e o e f e n d . 

B a l a n s g e b i e d ; l e i d i n g g e d e e l t e t u s s e n dwarsdoorgangen 1 en 2. 
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Behoud van volume; 

Q = U j A i = UgAg 

Behoud van e n e r g i e ( B e r n o u l l i met p = p^) 

X 

Figuur 8.4 

2 2 

P l + 2P^l = P2 + 2P^2 

H i e r u i t v o l g t 

'2 I 
U„ 

Q2 = 2 
P l - P2 

Ag A j 

Door b i j gegeven waarden van p, A j en Ag h e t d r u k v e r s c h i l t e meten kan 

Q h i e r u i t worden b e p a a l d . 

Behoud van i m p u l s ; 

-y ->• -> 

K = F l Fg 

F l en Fg z i j n a x i a a l g e r i c h t en K dus ook; de waarde e r v a n i s 

2 2 

K = F l - Fg = ( p i -t- p U i ) A i - (pg + pUg)Ag 

D i t i s t e s c h r i j v e n i n termen van Q a l s 

K = P i A i - PgAg -I- pQ2(Ai - Ag ) 

E l i m i n a t i e v a n Q g e e f t 
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K ( P i ^ i - P2A2) 

A-i - A.2 

A l + A2 

Wanneer we de s t r o o m r i c h t i n g omkeren i s e r sprake van een v e r w i j d i n g en 

dus ook van een v e r t r a g i n g . Wanneer we desondanks behoud v a n e n e r g i e 

b l i j v e n v e r o n d e r s t e l l e n (behoud van volume g e l d t so w i e so) b l i j v e n 

bovenstaande v e r g e l i j k i n g e n onveranderd, met d i e n v e r s t a n d e d a t de 

tekens van Ui en Ug v e r a n d e r e n ( n i e t d a t v a n K omdat de s n e l h e i d daar 

k w a d r a t i s c h i n voorkomt — z i e p a r . 8.4). I n h e t algemeen t r e e d t b i j 

v e r t r a g i n g e c h t e r een n i e t v e r w a a r l o o s b a a r e n e r g i e v e r l i e s op, waardoor 

bovenstaande f o r m u l e r i n g b i j omkering van de s t r o o m r i c h t i n g z i j n g e l 

d i g h e i d v e r l i e s t . Voor h e t g e v a l van een a b r u p t e v e r w i j d i n g i s de 

waarde van h e t e n e r g i e v e r l i e s t e berekenen; d a t g e b e u r t i n h e t v o l g e n d e 

v o o r b e e l d . 

(2 ) A b r u p t e Y®™ijding_ 

We behandelen nu h e t g e v a l van een a b r u p t e v e r w i j d i n g , w a a r b i j twee 

b u i z e n van v e r s c h i l l e n d e d i a m e t e r met een p l a t t e f l e n s aan e l k a a r z i j n 

v erbonden ( F i g . 8.5). De d r u k en de gemiddelde s n e l h e i d i n de b u i s met 

de k l e i n s t e d i a m e t e r z i j n gegeven ( p ^ r e s p e c t i e v e l i j k U^). De waarden 

daarvan benedenstrooms van de v e r w i j d i n g moeten worden b e r e k e n d , even

a l s h e t e n e r g i e v e r l i e s i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d . 

Vanwege de a b r u p t e v e r w i j d i n g l a a t de s t r o o m l o s van de wand, en v o r m t 

z i c h een neer i n de zóne p a l benedenstrooms van de f l e n s ( F i g . 8.5). De 

doorgaande str o o m v e r w i j d t g e l e i d e l i j k t o t h e t v o l l e b e s c h i k b a r e p r o 

f i e l . 

We o n d e r s c h e i d e n d r i e dwarsdoorsneden 1, 2 en 3: bovenstrooms v a n de 

f l e n s ( 1 ) , p a l benedenstrooms van de f l e n s ( 2 ) en v e r d e r beneden

strooms, z o d a n i g d a t daar de s t r o o m weer nagenoeg u n i f o r m i s i n h e t 

d w a r s p r o f i e l ( 3 ) . We s t e l l e n b a l a n s e n op v o o r h e t g e b i e d G2_3. Ter 

p l a a t s e van de p l o t s e l i n g e v e r w i j d i n g passen we d e z e l f d e b e n a d e r i n g t o e 

a l s benedenstrooms van de o v e r l a a t i n p a r . 8.6. 

I n de doorsneden 1 en 3 i s de s t r o o m s n e l h e i d min o f meer u n i f o r m , maar 

i n doorsnede 2 i s d a t s l e c h t s h e t g e v a l v o o r de k e r n ( b c ) . De s n e l h e i d 

en de d r u k i n d i e k e r n hebben d e z e l f d e waarde a l s l n doorgang 1 (u, = 
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Ui en p^^ = P i ) - Wanneer we de (dynamische) d r u k t e g e n de f l e n s (ab en 

cd) c o n s t a n t v e r o n d e r s t e l l e n , g e z i e n de r e l a t i e f l a g e snelheden l n de 

neer, g e l d t l n de gehele doorsnede 2: p = c o n s t a n t = P2 = P i • De t o 

t a l e i m p u l s o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d i n doorsnede 2 h e e f t dus de waarde 

F2 = ƒƒ (P + pu2)dA = P2A2 + p U i A i 

A2 

Omdat P2 = P l en A2 = A3 i s d i t t e s c h r i j v e n i n termen v a n de gegeven 

g r o o t h e d e n a l s 

2 
F2 = P1A3 + pUiAi 

De i m p u l s b a l a n s v o o r h e t l e i d i n g g e d e e l t e t u s s e n de doorsneden 2 en 3 

(met v e r w a a r l o o s d e w a n d w r i j v i n g ) l u i d t F2 + F3 = O zo d a t 

F2 - F3 = O 

o f w e l 
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2 2 
(PiAa + pU^Ai) - ( P 3 A 3 -1- P U 3 A 3 ) = O 

U i t de volumebalans 

Q = U^Ai = U 3 A 3 

i s U3 bekend, waarna pg u i t bovenstaande I m p u l s b a l a n s i s t e berekenen. 

Voor de d r u k s t i j g i n g i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d v o l g t dan 

Ps - P l = Ap = pCU^Ug - U3) (8.20) 

Het e n e r g i e v e r l i e s p.e.v. t i j d ( h e t g e d i s s i p e e r d vermogen) i n h e t 

v e r t r a g i n g s g e b i e d v o l g t u i t de e n e r g i e b a l a n s 

Pl - Ps = AP 
V 

z o d a t ( z i e ( 7 . 3 ) ) 

AP^ = [ ( P l + i p U J - (P3 + i p U 3 ) ] Q 

S u b s t i t u t i e h i e r i n van (8.20) g e e f t 

AP^ = i p ( U i - U3)2 Q (8.21) 

A l s g e v o l g van h e t e n e r g i e v e r l i e s i s de s t i j g i n g v a n de dynamische d r u k 

i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d , gegeven door ( 8 . 2 0 ) , k l e i n e r dan d i e zou z i j n 

v o l g e n s B e r n o u l l i : 

^ P B e r n = 2P(Ui - ^s) (8.22) 

Het t e k o r t aan d r u k s t i j g i n g i s Ap^ = Ap^^^^ - Ap. S u b s t i t u t i e v a n 

(8.20) en (8.22) g e e f t 

AP^ = i p ( U i - Ug)^ (8.23) 
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I n termen h i e r v a n l s h e t e n e r g i e v e r l i e s t e s c h r i j v e n a l s 

AP^ = (Ap^) Q (8.24) 

Z o a l s gezegd i s de z w a a r t e k r a c h t n i e t van b e l a n g v o o r de dynamica v a n 

de h i e r beschouwde s t r o m i n g . I n bovenstaande f o r m u l e r i n g i s h i j daarom 

w e g g e l a t e n , en s t e l t p de dynamische d r u k v o o r . Wanneer we d i t n i e t 

doen v e r a n d e r e n w e l i s w a a r de u i t d r u k k i n g e n v o o r de d r u k p (de h y d r o 

s t a t i s c h e d r u k komt e r b i j ) en d i e v o o r de e n e r g i e - o v e r d r a c h t P (de 

meevoering v a n z w a a r t e - e n e r g i e komt e r b i j ) , maar de u i t d r u k k i n g e n v o o r 

de v e r l i e z e n (Ap en AP ) b l i j v e n onveranderd, 
'̂ v V 

Ook a l i s de z w a a r t e k r a c h t n i e t van b e l a n g v o o r de dynamica v a n de i n 

g e s l o t e n s t r o m i n g , daarom kunnen we e r nog w e l g e b r u i k v a n maken om de 

optredende v a r i a t i e s i n e n e r g i e - o v e r d r a c h t en dynamische d r u k u i t t e 

d r u k k e n i n n i v e a u v e r s c h i l l e n (bv. v o o r een m e t i n g ) , n l . v i a h e t ener

g i e n i v e a u (H = P/(pgQ)) en h e t piëzometrisch n i v e a u ( h = p^/pg)• 

Zodoende komt met (8.21) een d a l i n g v a n h e t e n e r g i e n i v e a u overeen 

g e l i j k aan 

( D i t i s de z.g. r e g e l van C a r n o t . ) Deze waarde i s t e v e n s g e l i j k aan h e t 

t e k o r t (Ah^) van de s t i j g i n g i n piëzometrisch n i v e a u , overeenkomend met 

( 8 . 2 3 ) . Het v e r l o o p van h e t e n e r g i e n i v e a u en v a n h e t piëzometrisch 

n i v e a u i s i n F i g . 8.5 s c h e t s m a t i g weergegeven. 

Wanneer e r sprake i s van een a b r u p t e en zeer s t e r k e v e r w i j d i n g i s A3 » 

A l en dus ook U3 « U j . Dan g e l d t b i j b e n a d e r i n g 

(Ul - U3)2 

AH = 
2g 

(8.25) 
V 

2 
i p U i ( 8.26) 

V 

r e s p e c t i e v e l i j k 

2 

AH 
2g 

(8.27) 
V 
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I n d i t g e v a l gaat v r i j w e l de gehele k i n e t i s c h e e n e r g i e van de aankomen

de stro o m v e r l o r e n . D i t doet z i c h bv. v o o r b i j u i t s t r o m i n g i n een 

r e l a t i e f g r o o t r e s e r v o i r . Het v e r t r a g i n g s v e r l i e s d a t d a a r b i j o p t r e e d t 

h e e t h e t u l t t r e e v e r l i e s . 

I n een g e l e i d e l i j k e v e r w i j d i n g ( d i f f u s o r ) i s h e t t o t a l e v e r l i e s k l e i n e r 

dan i n een a b r u p t e v e r w i j d i n g . D i t kan p l a u s i b e l worden gemaakt met de 

r e g e l van Carnot. We gaan d a a r b i j e e r s t h e t g e v a l b e k i j k e n van een 

a b r u p t e maar r e l a t i e f k l e i n e v e r w i j d i n g , van t o t Ag = A^ ( 1 + e ) , 

w a a r b i j e « 1. Dan g e l d t b i j b e n a d e r i n g 

^ 2 

1+e 
U, 

S t e l nu d a t e n k e l e van z u l k e r e l a t i e f k l e i n e v e r w i j d i n g e n op e l k a a r 

v o l g e n , z o d a n i g d a t een g e t r a p t toenemend d o o r s t r o o m p r o f i e l o n t s t a a t 

( F i g . 8.6). De t o t a l e r e l a t i e v e p r o f i e l v e r g r o t i n g i s Se. Het t o t a l e 

v e r l i e s d a a r e ntegen neemt t o e i n e v e n r e d i g h e i d met Se^; d i t n a d e r t t o t 

n u l a l s we h e t a a n t a l t r a p p e n v e r g r o t e n b i j g e l i j k b l i j v e n d e t o t a l e 

p r o f i e l v e r g r o t i n g ( g e l i j k b l i j v e n d e waarde v a n Se). 

Figuur 8.6 

Een g e t a l l e n v o o r b e e l d : h e t v e r l i e s i n een a b r u p t e v e r w i j d i n g v a n A^ t o t 
2 

Ag = 2Ai i s :^(Ui/2g) . B i j t u s s e n v o e g i n g v a n één t r a p , waarvoor A2= -fAj , 

i s h e t t o t a l e v e r l i e s v o l g e n s de r e g e l van Carnot t e berekenen a l s 

(Ul - U^)^ (Ug 

- + 
U 3 ) " 

2g 2g 

Ul 

2 i 

A l A l A l 

( 1 - 1^)^ + ( r - - 1^)'-
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De waarde h i e r v a n i s (5/36) (V^/2g), o f w e l een f a c t o r 5/9 k l e i n e r dan 

zonder t u s s e n — t r a p . 

I n h e t bovenstaande i s v e r o n d e r s t e l d d a t p e r t r a p de r e g e l van Carnot 

g e l d t . Daarvoor moet e l k e t r a p t e n m i n s t e zo l a n g z i j n d a t de s t r o o m 

weer v r i j w e l u n i f o r m over h e t v o l l e b e s c h i k b a r e p r o f i e l i s v e r d e e l d 

( z o a l s g e s c h e t s t l n F i g . 8.6). De h i e r v o o r benodigde t r a p l e n g t e ( L) l s 

ca. 8x de t r a p " h o o g t e " ( A r ) . De v e r h o u d i n g van 1:8 i s tevens ( g l o b a a l ) 

de maat v o o r de maximale hoek van d i v e r g e n t i e ( $) v a n een c o n t i n u e , 

g e l e i d e l i j k e v e r w i j d i n g w a a r b i j de s t r o o m l i j n e n nog b l i j v e n a a n l i g g e n 

( h i e r i n i s 9 de hoek t u s s e n de z i j w a n d en de as v a n de l e i d i n g ) . 

Wanneer d i t h e t g e v a l i s ( z o a l s i n een goede d i f f u s o r ) b l i j f t h e t 

v e r l i e s b e p e r k t t o t een k l e i n e f r a c t i e v a n h e t C a r n o t - v e r l i e s . 

(3) L o k a l e v e r n a u w i n g 

I n a a n s l u i t i n g op h e t voorgaande behandelen we nu de s t r o m i n g door een 

l o k a l e v e r n a u w i n g i n een o v e r i g e n s c y l i n d e r v o r m i g e l e i d i n g . We v e r g e 

l i j k e n h e t e n e r g i e v e r l i e s en de w e e r s t a n d i n twee g e v a l l e n , een z.g. 

V e n t u r i m e t e r (een v e r n a u w i n g g e v o l g d door een d i f f u s o r , F i g . 8.7a) en 

een v e r n a u w i n g van d e z e l f d e vorm t o t aan de k e e l , g e v o l g d door een 

a b r u p t e v e r w i j d i n g ( F i g . 8.7b). Beide t y p e n v e r n a u w i n g kunnen worden 

g e b r u i k t v o o r d e b l e t m e t i n g , gebaseerd op B e r n o u l l i ( t o t aan de vena 

c o n t r a c t a ) . 

We s t e l l e n b a l a n s e n op van volume, e n e r g i e en i m p u l s v o o r de l e i d i n g -

g e d e e l t e n t u s s e n de doorsneden 1 en 3. Voor b e l d e g e v a l l e n s c h r i j v e n we 

deze b a l a n s e n i n de vorm 

Qi - Qa = O 

F, - Fg = K 

H i e r i n s t e l t K de g r o o t t e v o o r van de a x i a l e k r a c h t d i e de v l o e i s t o f op 

de wand u i t o e f e n t t u s s e n de doorsneden 1 en 3 (dus zowel v o o r z i j d e a l s 

a c h t e r z i j d e van de p l a a t s e l i j k e v e r n a u w i n g ) . 

Omdat Q = c o n s t a n t en A^ = Ag (= A) g e l d t = Ug (- U ) . 
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Z o a l s b i j de v o r i g e t o e p a s s i n g a l i s g e s t e l d i s h e t e n e r g i e v e r l i e s i n 

g e v a l v a n een g e s t r o o m l i j n d e v e r w i j d i n g ( V e n t u r i ) s l e c h t s een k l e i n e 

f r a c t i e van h e t v e r l i e s v o l g e n s Carnot, d a t o p t r e e d t b i j een a b r u p t e 

v e r w i j d i n g . Om de essentiële v e r s c h i l l e n t u s s e n b e i d e s i t u a t i e s t o t 

u i t i n g t e l a t e n komen gaan we h e t v e r l i e s i n de V e n t u r i m e t e r z e l f s 

g e h e e l v e r w a a r l o z e n (AP^ = 0 ) . I n d a t g e v a l g e l d t P3 = P^, en omdat Ug 

= Ul g e l d t ook pg = P l . H i e r u i t v o l g t Fg = F i , waarna h e t behoud v a n 

i m p u l s r e s u l t e e r t i n K = 0. De d r u k s t i j g i n g i n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d i s 

i n deze geïdealiseerde b e n a d e r i n g v o o r de g e s t r o o m l i j n d e v e r w i j d i n g 

g e l i j k aan de d r u k d a l i n g i n h e t v e r s n e l l i n g s g e b i e d bovenstrooms v a n de 

vena c o n t r a c t a , waardoor de n e t t o ( a x i a l e ) k r a c h t op de wand t u s s e n 1 

en 3 g e l i j k i s aan n u l . 

Figuur 8.7b 
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I n h e t g e v a l van de a b r u p t e v e r w i j d i n g kunnen we h e t e n e r g i e v e r l i e s i n 

h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d n i e t v e r w a a r l o z e n , en i s Pg < p^. Volgens Carnot 

g e l d t 

Pa = P l - Ap^ = P l - 2P(U2 - Ug)' 

H i e r i n i s Ug de gemiddelde s n e l h e i d i n de k e e l . S u b s t i t u t i e h i e r v a n i n 

de i m p u l s b a l a n s g e e f t 

K = (Ap^)A 

I n d i t g e v a l o e f e n t de v l o e i s t o f dus w e l een n e t t o a x i a l e k r a c h t u i t op 

h e t b e t r e f f e n d e wandgedeelte, en w e l een k r a c h t i n de r i c h t i n g v a n de 

s t r o m i n g . We kunnen ook zeggen d a t de v l o e i s t o f s t r o m i n g een w e e r s t a n d 

o n d e r v i n d t met een g r o o t t e (W) g e l i j k aan K: 

W = (Ap^)A (8.28) 

Merk op d a t deze wee r s t a n d u i t s l u i t e n d h e t g e v o l g i s van een t e k o r t aan 

d r u k , en n i e t van de l o k a l e w a n d w r i j v i n g (a.g.v. s c h u i f s p a n n i n g e n ) ; d i e 

was immers v e r w a a r l o o s d . 

Voor h e t g e d i s s i p e e r d e vermogen g e l d t ( 8 . 2 4 ) : 

AP^ = (Ap^)Q = (Ap^)UA 

z o d a t 

AP = WU 
V 

(8.29) 

We kunnen h e t voorgaande a l s v o l g t samenvatten: 

@ l n een a b r u p t v e r t r a g e n d e s t r o o m t r e d e n e n e r g i e v e r l i e z e n op; 

• daardoor s t i j g t de d r u k l n h e t v e r t r a g i n g s g e b i e d minder dan h e t 

g e v a l zou z i j n zonder e n e r g i e v e r l i e s ; 

H d i t t e k o r t komt i n de i m p u l s b a l a n s t o t u i t i n g a l s een l o k a l e 

w e e r s t a n d d i e de stroom o n d e r v i n d t ; 
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• h e t vermogen g e l e v e r d door de stroom om deze w e e r s t a n d t e overwinnen 

i s g e l i j k aan h e t e n e r g i e v e r l i e s p.e.v. t i j d i n de v e r t r a g i n g . 

( 4 ) Compressive g o l f 

I n t e g e n s t e l l i n g t o t de v o r i g e t o e p a s s i n g e n behandelen we nu een g e v a l 

van een n i e t — s t a t i o n a i r e beweging van een samendrukbare v l o e i s t o f o f 

gas. De beweging w o r d t geheel één-dimensionaal v e r o n d e r s t e l d ; i n de 

r i c h t i n g e n dwars op de b e w e g i n g s r i c h t i n g kan h e t g e b i e d v a n de beweging 

z i c h w i l l e k e u r i g v e r u i t s t r e k k e n ; de f o r m u l e r i n g z a l worden gegeven 

v o o r een c y l i n d r i s c h e , s t a r r e l e i d i n g . 

We gaan e r v a n u i t d a t een a b r u p t e d r u k v e r h o g i n g z i c h a l s een s c h o k g o l f 

i n de l e i d i n g v o o r t p l a n t (met t e berekenen s n e l h e i d c ) , w a a r b i j e r 

sprake i s van een o n g e s t o o r d g e b i e d waar u = u^ = O, p = c o n s t a n t = 

p^ en p = c o n s t a n t = p^ ( z i e F i g . 8.8a). A c h t e r h e t g o l f f r o n t s t e l l e n 

we p = c o n s t a n t = P i , p = c o n s t a n t = p^ en u = c o n s t a n t = u^, w a a r b i j 

P l — p^ = 5p en Pl — p^ = 8p. We z i e n a f van de d e t a i l s i n h e t g o l f 

f r o n t , d.w.z. h e t overgangsgebied t u s s e n b e i d e g e b i e d e n v a n u n i f o r m e 

t o e s t a n d . 

We s t e l l e n v o o r h e t t i j d s i n t e r v a l van t = t i t o t t = t g = t i + A t een 

massabalans en een i m p u l s b a l a n s op v o o r een r u i m t e l i j k v a s t g e b i e d G 

d a t h e t f r o n t b e v a t ( F i g . 8.8b). De beweging i s n i e t s t a t i o n a i r ; de 

b a l a n s e n d r u k k e n u i t d a t "toeneming v o o r r a a d " = " n e t t o o v e r d r a c h t naar 

b i n n e n " . 

Het f r o n t o n d e r g a a t een v e r p l a a t s i n g van s = s t o t s = s , o v e r een 
t l t g 

a f s t a n d As = c A t . I n h e t g e b i e d t u s s e n s en s ( g e a r c e e r d i n F i g . 
t l t g 

8.8b) i s de m a s s a d i c h t h e i d toegenomen van p^ t o t P i , en de i m p u l s 

d i c h t h e i d van p u t o t p i U , . 
o O ' ' 1 1 

De massabalans (toeneming v o o r r a a d = n e t t o i n s t r o o m ) l u i d t : 

( P i - p^) A As = ( p i U i - p^n^) A A t 

o f w e l , met As = c A t en u = 0 : 

O 
( 5 p ) c = P i U i (8.30) 
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Evenzo g e e f t de i m p u l s b a l a n s : 

2 2 

( P i U i - p^u^) A As = [ ( p i + P i U i ) - ( p ^ -1- PQU^)] A A t 

E l i m i n a t i e van p^u^ u i t (8.30) en (8.31) g e e f t 

Po 

Voor een zwakke d i c h t h e i d s v e r a n d e r i n g (5p « p^, dus P\/p^ ~ 1) i s d i t 

t e benaderen a l s 

(8.32) 
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D i t i s een zeer goede b e n a d e r i n g v o o r v l o e i s t o f f e n , omdat d i e s l e c h t s 

i n g e r i n g e mate samendrukbaar z i j n . Gebruikmakend v a n de d e f i n i t i e v a n 

de c o m p r e s s i b i l i t e i t s m o d u l u s K ( z i e p a r . 2.3.2) w o r d t ( 8 . 3 2 ) : 

c2 = - (8.33) 
P 

Hiermee i s de u i t d r u k k i n g a f g e l e i d van de g e l u i d s s n e l h e i d , d i e i n 

h o o f d s t u k 2 zonder b e w i j s a l i s genoemd. 

N.B. Voor 5p g e l d t v o l g e n s ( 8 . 3 1 ) : 

^1 

5p = P i U ^ c ( 1 - — ) 

I n c i v i e l — t e c h n i s c h e systemen van s t r o m i n g door een l e i d i n g g e l d t a l 

t i j d u « c ( o f w e l : Ma « 1, w a a r i n Ma h e t k e n t a l van Mach i s ) , en kan 

(8.31) worden benaderd a l s 

5p = P i u ^ c (8.34) 

D i t i s de z.g. f o r m u l e van Joukowski. H i e r u i t i s t e z i e n d a t de g e r i n g e 

samendrukbaarheid van v l o e i s t o f f e n (K g r o o t ) v i a g r o t e waarden v a n c 

( b i j n a 1500 m/s v o o r z u i v e r w a t e r ) l e i d t t o t r e l a t i e f hoge d r u k v a r i a 

t i e s wanneer de s n e l h e i d s n e l v a r i e e r t ( " w a t e r s l a g " ) . Te s n e l l e 

m a n i p u l a t i e v a n pompen en a f s l u i t e r s i n s t a r r e l e i d i n g e n moet daarom 

worden voorkomen, om ongewenst g r o t e d r u k v a r i a t i e s t e v e r m i j d e n . ( I n 

p i j p l e i d i n g e n h e e f t de e l a s t i c i t e i t van de buiswand ook i n v l o e d en i s 

c^ k l e i n e r dan K/p; de d r u k v a r i a t i e i s dan dus k l e i n e r dan i n een 

s t a r r e l e i d i n g ; z i e h e t v e r v o l g v a k "Lange g o l v e n " (b73) v o o r een be

h a n d e l i n g v a n deze m a t e r i e . ) 
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9. STROMING IN OPEN WATERLOPEN 

9 .1 I n l e i d i n g 

I n de voorgaande h o o f d s t u k k e n z i j n d i v e r s e problemen b e h a n d e l d van s n e l 

veranderende stromen; daarvoor kan w a n d w r i j v i n g worden v e r w a a r l o o s d . 

Enkele van d i e problemen hadden b e t r e k k i n g op open w a t e r l o p e n . W i j gaan 

i n d i t h o o f d s t u k u i t v o e r i g e r i n op d i e c a t e g o r i e ; d a a r b i j komen a s p e c t e n 

aan de orde d i e s p e c i f i e k samenhangen met een v r i j o p p e r v l a k . De aanwe

z i g h e i d daarvan i s een compli c e r e n d e f a c t o r d o o r d a t de p o s i t i e e r v a n , en 

daarmee de g r o o t t e van h e t d o o r s t r o o m o p p e r v l a k , a p r i o r i n i e t bekend i s 

maar a l s d e e l van de o p l o s s i n g moet worden b e p a a l d . 

We be p e r k e n ons v o o r l o p i g t o t t w e e - d i m e n s i o n a l e stromen en we b e g i n n e n 

met de o v e r d r a c h t i n de s t r o o m r i c h t i n g v a n im p u l s en e n e r g i e door een 

dwarsdoorgang D met ( v r i j w e l ) r e c h t e , h o r i z o n t a l e s t r o o m l i j n e n ( F i g . 

9.1). De t e g e b r u i k e n symbolen z i j n i n F i g . 9.1 aangegeven. 

P = 0^ 

e.n. _ 

p.n. 
7 = 7 

^ . _ . _ . -

O 

d 

'7 = 7 

h = z 
O 

E H 

'z' 

D 

^ b 

,z = 0 

r 
-+ 
e X 

Figuur 9.1 Definitieschets 

De hoogte van de bodem r e s p e c t i e v e l i j k de w a t e r s p i e g e l boven h e t w i l 

l e k e u r i g gekozen v e r g e l i j k i n g s v l a k z = O i s z^ r e s p e c t i e v e l i j k z^; h e t 

v e r s c h i l t u s s e n b e i d e i s de d i e p t e : d = z^ - z^. Wanneer de bodem i n 

h e t beschouwde g e b i e d h o r i z o n t a a l l i g t i s h e t m o g e l i j k h e t v e r g e l i j -

k i n g s v l a k daarmee t e l a t e n samenvallen. 
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Omdat we u i t g a a n van een doorgang met r e c h t e s t r o o m l i j n e n l i g t h e t 

piëzometrisch n i v e a u i n a l l e p u n t e n van de beschouwde doorgang l n de 

p l a a t s e l i j k e w a t e r s p i e g e l . Voor de hoogte e r v a n boven h e t v l a k z = O 

g e l d t 

h = z = z, -I- d 
O b 

De volumestroom o f h e t d e b i e t p e r e e n h e i d van ( p . e . v . ) b r e e d t e i s 

q = J u dz = Ud 

De i n t e g r a t i e h i e r i n s t r e k t z i c h u i t over de gehele d i e p t e . 

9.2 I m p u l s o v e r d r a c h t 

De i m p u l s o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d en p.e.v. b r e e d t e door de doorgang v a n 

F i g . 9.1 h e e f t de waarde ( z i e 8.14) 

F = -i-pgd2 + ^pU^d (9.1) 

We gaan nu na hoe F met d v a r i e e r t b i j c o n s t a n t e q. U i t g e d r u k t i n q, en 

met de b e n a d e r i n g fi = 1, w o r d t ( 9 . 1 ) : 

F = i p g d 2 + p q V d ( 9 . 2 ) 

De v a r i a t i e v a n F met d b i j een c o n s t a n t e q i s g e t e k e n d i n F i g . 9.2. 

Deze kromme g e l d t v o o r één waarde van q. Voor v e r s c h i l l e n d e waarden van 

q o n t s t a a t een f a m i l i e van o n d e r l i n g g e l i j k v o r m i g e krommen, e l k v o o r 

een c o n s t a n t e q, 

We z i e n d a t F b i j c o n s t a n t e q een minimum h e e f t v o o r een z e k e r e waarde 

van d. Om de l i g g i n g daarvan t e b e p a l e n berekenen we de a f g e l e i d e v a n F 

naar d ( b i j c o n s t a n t e q) : 

• ^ = pgd - p q V d ^ = pgd ( 1 - ^ ) ( 9 . 3 ) 
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min 

super- ^ 

k r i t i s c h 

^ s u b k r i t i s c h 

Figuur 9.2 Impulsoverdracht (F) versus diepte (d) bij constante afvoer 

(q) 

S u b s t i t u t i e h i e r i n van q = Ud en Fr = U/Vgd g e e f t 

Het minimum van F t r e e d t dus op v o o r Fr = 1; de b i j b e h o r e n d e d i e p t e 

i s d = ( q V g ) ' • 

B i j gegeven waarden van d e b i e t ( q ) en i m p u l s o v e r d r a c h t (F) i s b l i j k b a a r 

p a r a l l e l l e s t r o m i n g m o g e l i j k b i j twee v e r s c h i l l e n d e d i e p t e n ( m i t s F > 

F ) Welk van b e i d e t y p e n z i c h v o o r d o e t w o r d t door de ra n d v o o r w a a r d e n 
m i n • 

b e p a a l d . We komen h i e r o p t e r u g i n de t o e p a s s i n g e n , na b e h a n d e l i n g v a n 

de e n e r g i e - o v e r d r a c h t . 
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9.3 E n e r g i e - o v e r d r a c h t en e n e r g i e h o o g t e 

De e n e r g i e — o v e r d r a c h t p.e.v. t i j d en p.e.v. b r e e d t e door de doorgang i n 

F i g . 9.1 i s t e s c h r i j v e n a l s ( z i e 7.7) 

P = PgqH (9.4) 

H i e r i n i s H de over de dwarsdoorgang gemiddelde e n e r g i e h o o g t e ( e i g e n 

l i j k <H>). De waarde h i e r v a n boven h e t v l a k z = O i s g e l i j k aan 

2g b 2g 

De som van de l a a t s t e twee termen l s de e n e r g i e h o o g t e boven de bodem 

( F i g . 9.1). Deze k r i j g t een a p a r t symbool ( E ) : 

E = d + a g ( 9 . 5 ) 

Hiermee g e l d t 

H = z, + E 
b 

We gaan nu na hoe de e n e r g i e - o v e r d r a c h t (P) v a r i e e r t met de d i e p t e ( d ) 

b i j c o n s t a n t d e b i e t ( q ) . U i t (9.4) v o l g t d a t h e t d a a r v o o r voldoende i s 

na t e gaan hoe de e n e r g i e h o o g t e met d v a r i e e r t . We doen d i t i n h e t 

b i j z o n d e r v o o r de e n e r g i e h o o g t e boven de bodem ( E ) . De v e r g e l i j k i n g 

d a a r v o o r (9.5) i s i n termen van q, en met de b e n a d e r i n g a = 1, t e 

s c h r i j v e n a l s 

E = d + 2 j ^ ( 9 . 6 ) 

De v a r i a t i e v a n E met d b i j c o n s t a n t e q i s getekend i n F i g . 9.3. Deze 

kromme g e l d t v o o r één waarde van q. Voor v e r s c h i l l e n d e waarden van q 

o n t s t a a t een f a m i l i e van o n d e r l i n g g e l i j k v o r m i g e krommen, e l k v o o r een 

c o n s t a n t e q. 

Evenals F h e e f t E (en dus ook H en P) een minimum b i j een zekere 

d i e p t e . De a f g e l e i d e van E naar d b i j c o n s t a n t e q i s 
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g = l - 3 ^ = l - F r 2 (9.7) 

Het minimum van E ( e n van H en van P) t r e e d t dus op v o o r Fr = 1; de 

b i j b e h o r e n d e d i e p t e i s ( q ^ / g ) ^ ; d i t z i j n d e z e l f d e waarden a l s i n h e t 

g e v a l van de m i n i m a l e i m p u l s o v e r d r a c h t . 

s u p e r k r i t i s c h j ^ s u b k r i t i s c h 

F r > 1 ' F r < 1 

Figuur 9.3 Energiehoogte (E) versus diepte (d) bij constante afvoer 

(q) 

We z i e n d a t b i j gegeven d e b i e t ( q ) en e n e r g i e - o v e r d r a c h t (P) respec

t i e v e l i j k e n e r g i e h o o g t e (H o f E) p a r a l l e l l e s t r o m i n g m o g e l i j k i s b i j 

twee v e r s c h i l l e n d e d i e p t e n , evenals i n h e t g e v a l v a n gegeven d e b i e t en 

i m p u l s o v e r d r a c h t . 
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9.4 K r i t i s c h e s t r o m i n g 

I n h e t bovenstaande i s bewezen d a t de i m p u l s o v e r d r a c h t en de e n e r g i e -

o v e r d r a c h t b e i d e een minimum hebben v o o r Fr = 1. Wanneer d i t z i c h 

v o o r d o e t s p r e k e n we van k r i t i s c h e s t r o m i n g . De b i j b e h o r e n d e d i e p t e h e e t 

de k r i t i s c h e d i e p t e o f de g r e n s d i e p t e ( d ) : 

d = (qVg)^ (9.8) 

Omdat Fr = 1 b i j k r i t i s c h e s t r o m i n g g e l d t U = Vgd . De s n e l h e i d s h o o g t e 

g g 

i s dan de h e l f t v a n de d i e p t e . ( D i t v o l g t ook d i r e c t u i t 6.28.) De 

b i j b e h o r e n d e (minimum)waarden van F r e s p e c t i e v e l i j k E z i j n 

F . = f p g d ^ (9.9) 
mm g 

en 

E . = f d (9.10) 
mm ^ g 

Wanneer Fr < 1 spreken we van s u b k r i t i s c h e s t r o m i n g ; d a a r b i j i s d > d 

en U2/2g < ̂ d ( F i g . 9.3). Wanneer Fr > 1 s p r e k e n we v a n s u p e r k r i t i s c h e 

s t r o m i n g ( o f s c h i e t e n d w a t e r ) ; d a a r b i j i s d < d en U2/2g > ^d ( F i g . 

9.3) . 

De s t r o m i n g i n n a t u u r l i j k w a t e r l o p e n i s m e e s t a l s u b k r i t i s c h , b e h a l v e i n 

s t e i l e bergbeken en b i j p l a a t s e l i j k e o v e r s t o r t e n e t c . I n de Nederlandse 

r i v i e r e n b i j v . z i j n U = 1 m/s en d = 5 m r e p r e s e n t a t i e v e waarden; daar

b i j i s Fr = 0,14, dus v e r onder de k r i t i s c h e waarde. 

9.5 Toepassingen 

I n de h i e r n a t e geven t o e p a s s i n g e n w o r d t de stroo m s t a t i o n a i r en t w e e 

d i m e n s i o n a a l v e r o n d e r s t e l d , t e n z i j anders v e r m e l d . Omdat i n a l l e g e v a l 

l e n s l e c h t s een k o r t t r a j e c t w o r d t b ehandeld w a a r i n de s t r o m i n g s n e l 

v e r a n d e r t i s de w a n d w r i j v i n g ( s c h u i f s p a n n i n g ) v e r w a a r l o o s b a a r . I s de 

s t r o m i n g d a a r b i j v e r s n e l l e n d dan z i j n de e n e r g i e v e r l i e z e n , d i e ook l n 

h e t inwendige kunnen o p t r e d e n , o v e r d a t k o r t e t r a j e c t eveneens verwaa r 

l o o s b a a r ; b i j s t e r k v e r t r a g e n d e stromen z a l d a t n i e t h e t g e v a l z i j n . 
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( 1 ) S t r o m i n g _ o n d e r _ s c h u i f 

Gegeven: d e b i e t p.e.v. b r e e d t e ( q ) en de hoogt e v a n de o p e n i n g onder de 

s c h u i f (a) ( F i g . 9.4a). Aan benedenstroomse z i j d e i s v r i j e a f s t r o m i n g 

m o g e l i j k ; v o o r de d i e p t e dg g e l d t dg = fJ-a w a a r i n /J, de contractiecoëf

ficiënt i s d i e we op 0,65 s t e l l e n . 

Gevraagd: de d i e p t e bovenstrooms van de s c h u i f ( d ^ ) en de waarde v a n de 

h o r i z o n t a l e k r a c h t p.e.v. b r e e d t e door h e t w a t e r op de s c h u i f u i t g e 

o e f e n d (K) . 

B a l a n s g e b i e d : t u s s e n doorgangen 1 en 2 ( F i g . 9.4a). D i t i s een k o r t 

v e r s n e l l i n g s g e b i e d , dus e n e r g i e v e r l i e z e n z i j n v e r w a a r l o o s b a a r . 

B a l a n s v e r g e l i j k i n g e n : 

q i - q2 = 0 (volume) 

- P2 = 0 ( e n e r g i e ) 

- F2 = K ( i m p u l s ) 

o f w e l 

U i d i = Ugdg = q (9.11a) 

El = d l + - i ^ = Eg = dg + 

2gdi 2gd2 

(9.11b) 

i p g d i + p q V d i - ( i p g d g + pqVd^) = K (9.11c) 

D i t z i j n zes v e r g e l i j k i n g e n i n a c h t v a r i a b e l e n (p en g z i j n gegeven 

c o n s t a n t e n ) . Wanneer twee h i e r v a n z i j n gegeven ( i n d i t v o o r b e e l d waren 

d a t q en dg) z i j n de o v e r i g e b e p a a l d . 

De o p l o s s i n g kan i n d i t g e v a l a n a l y t i s c h worden u i t g e w e r k t . U i t (9.11b) 

v o l g t 

2 2 
d l drf 9 

i _ ! = ^ (= d^) (9.12) 
i(d, + dg) s g 
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Figuur 9. 4 
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B i j gegeven q en dg ( o f d^) i s d i t een v i e r k a n t s v e r g e l i j k i n g i n ( o f 

dg) w a a r u i t de o p l o s s i n g v o o r d^ ( o f dg) kan worden b e p a a l d . 

S u b s t i t u t i e van (9.12) i n (9.11c) g e e f t na e n i g h e r l e i d e n 

( d l - dg)3 

^ = d l . dg ^'-''^ 

De o p l o s s i n g i s g r a f i s c h t o e g e l i c h t i n F i g . 9.4. 

De s c h u i f v e r o o r z a a k t een overgang van s u b k r i t i s c h e naar s u p e r k r i 

t i s c h e s t r o m i n g b i j g e l i j k b l i j v e n d e e n e r g i e - o v e r d r a c h t (P) en g e l i j k 

b l i j v e n d e e n e r g i e h o o g t e boven de bodem (E) ( F i g . 9.4b). De i m p u l s o v e r 

d r a c h t (F) kan d a a r b i j n i e t d e z e l f d e waarde hebben aan w e e r s z i j d e n v a n 

de s c h u i f ; h e t v e r s c h i l (K) w o r d t door de s c h u i f opgenomen ( F i g . 9.4c). 

N.B.: I n de a f l e i d i n g z i j n we u i t g e g a a n v a n een v e r s n e l l e n d e stroom: 

bovenstroomse d i e p t e ( d i ) g r o t e r dan benedenstroomse d i e p t e ( d g ) , 

Algebraïsch l a a t (9.12) e c h t e r ook h e t t e g e n g e s t e l d e t o e : s t r o m i n g v a n 

de k l e i n s t e naar de g r o o t s t e d i e p t e . D i t zou een t e k e n w i s s e l i n g van de 

snelheden inhouden. I n h e t s t e l s e l (9.11) zou d a t n i e t merkbaar z i j n , 

maar i n d a t g e v a l zou de s t r o m i n g v e r t r a g e n d z i j n i . p . v . v e r s n e l l e n d , 

en de e r v a r i n g l e e r t d a t h e t e n e r g i e v e r l i e s dan n i e t v e r w a a r l o o s d mag 

worden. Daardoor i s de s t r o m i n g i n w e r k e l i j k h e i d o n d u b b e l z i n n i g be

p a a l d . (We weten so wie so u i t e r v a r i n g d a t b i j h e t b e e l d l n F i g . 9.4a 

een s t r o m i n g v a n r e c h t s naar l i n k s n i e t m o g e l i j k i s . ) 

I n d i t v o o r b e e l d i s aan de benedenstroomse sprake van v r i j e , s u p e r k r i 

t i s c h e u i t s t r o m i n g . M e e s t a l w o r d t op e n i g e a f s t a n d benedenstrooms van 

de s c h u i f ( o f een andere c o n s t r u c t i e d i e s u p e r k r i t i s c h e s t r o m i n g v e r 

o o r z a a k t ) de s t r o m i n g a b r u p t s u b k r i t i s c h i n een z.g. w a t e r s p r o n g ( z i e 

v o l g e n d v o o r b e e l d ) . B i j v o l d o e n d hoge w a t e r s t a n d aan benedenstroomse 

z i j d e komt de w a t e r s p r o n g t e g e n de s c h u i f aan t e l i g g e n ( z . g . " v e r 

d ronken w a t e r s p r o n g " ) , z o a l s g e s c h e t s t i n F i g . 9.5. De s t r o m i n g i s dan 

s u b k r i t i s c h aan w e e r s z i j d e n van de s c h u i f . I n v e e l g e v a l l e n w o r d t de 

p l a a t s van de w a t e r s p r o n g g e f i x e e r d i n een z.g. woelbak d i e dan een 
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dekneer 

/V/Avz/AV/// 

Figuur 9.5 Stroming onder schuif 

i n t e g r a a l d e e l v o r m t van de gehele c o n s t r u c t i e ( z i e F i g . 9.6 v o o r een 

v o o r b e e l d ) . 

Figuur 9.6 Stuw met woelbak; (a): vaste stuw; (b): beweegbare stuw 

( 2 ) S t a t i o n a i ^ r e w a t e r s p r o n g 

l n t e g e n s t e l l i n g t o t h e t voorgaande behandelen we nu de overgang v a n 

s u p e r k r i t i s c h e naar s u b k r i t i s c h e s t r o m i n g ; deze overgang v i n d t a l t i j d 

a b r u p t p l a a t s , i n de vorm v a n een z.g. w a t e r s p r o n g ( F i g . 9.7) ( E n g e l s : 

" h y d r a u l i c j u m p " ) . I n een w a t e r s p r o n g v i n d t een v r i j s t e r k e v e r t r a g i n g 

en l u c h t o p n e m i n g p l a a t s , samengaand met i n t e n s i e v e w e r v e l i n g e n en een 

n i e t t e v e r w a a r l o z e n e n e r g i e v e r l i e s . D a a r b i j b l i j f t de Impuls behouden. 

H i e r u i t i s een b e t r e k k i n g a f t e l e i d e n t u s s e n de d i e p t e n aan w e e r s z i j 

den ( d ^ en dg) en h e t ( c o n s t a n t e ) d e b i e t p.e.v. b r e e d t e ( q ) . V e r v o l g e n s 

kan u i t de 'energiebalans h e t e n e r g i e v e r l i e s i n de w a t e r s p r o n g worden 

berekend. 

stuwdrempel 

( a ) 

afsluitmiddel 
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l u c h t opneming 

Figuur 9.7 

We gaan u i t van een h o r i z o n t a l e bodem en een v e r w a a r l o o s b a r e bodemweer

s t a n d over h e t r e l a t i e f k o r t e t r a j e c t t u s s e n de doorsneden 1 en 2 aan 

w e e r s z i j d e n van de sprong, waar de s t r o o m l i j n e n (nog j u i s t o f n e t weer) 

v r i j w e l r e c h t z i j n ( F i g . 9.7 o f 9.8a). (N.B.: de w a t e r s p r o n g i s i n F i g . 

9.8a s l e c h t s s c h e t s m a t i g en n i e t op s c h a a l weergegeven.) 

B a l a n s v e r g e l i j k i n g e n : 

F, 

q2 

Fo 

Pi - p. = 

O 

O 

AP 
V 

(volume) 

( i m p u l s ) 

( e n e r g i e ) 

o f w e l 

U i d i = Ugdg = q 

^ p g d i + p q 2 / d i = i p g d g -I- p q V d s 

(9.14a) 

(9.14b) 

AP 

pgq 
E l - Eg = dl + ^ - (dg + ^ ) 

2gdi 2gdg 

(9.14c) 

Voor h e f a a n t a l onbekenden en v a r i a b e l e n i n d i t s t e l s e l g e l d t h e t z e l f d e 

a l s wat h i e r b o v e n i n h e t g e v a l van de s t r o m i n g onder de s c h u i f i s 

gezegd. Ook h i e r z i j n b i j gegeven p en g s l e c h t s twee o n a f h a n k e l i j k 

v a r i a b e l e n , bv. d j en dg, o f d i en q, o f d i en F r i ( = Ui/Tgd^). 

Ook h i e r i s een e x p l i c i e t e a n a l y t i s c h e o p l o s s i n g m o g e l i j k . U i t (9.14b) 

v o l g t 
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d, + 0-2 2 

d l d, (= dp (9.15) 

B i j gegeven waarde van q en d^ ( o f dg) i s dg ( o f d^) u i t deze v i e r 

k a n t s v e r g e l i j k i n g t e berekenen; v o o r de v e r h o u d i n g dg/d^ i s h e t 

r e s u l t a a t 

— = 1 [ ( 1 + 8 F r i ) ^ - 1 (9.16) 

Een v e r g e l i j k i n g van (9.16) met meetwaarden i s gegeven i n F i g . 9.9. De 

overeenstemming t u s s e n t h e o r i e en m e e t r e s u l t a a t i s goed. 

8 

d2 

d l 

V g l . 9 

A 0 Me 
Bakhm( 

t i n g e n 
3 t e f f - M a t z k e 

7 
/ 

•\ 

/ 

1 1 C 0 n "5 c ir 

F r , 

Figuur 9.9 

De twee d i e p t e n d i e - b i j gegeven q - v o l g e n s (9.15) o f w e l (9.16) v a n 

e l k a a r afhangen worden e i k a a r s geconjugeerde genoemd. 

S u b s t i t u t i e van (9.15) i n (9.14c) g e e f t na e n i g h e r l e i d e n 

1^ 

= 4^g 

g ( d i + dg) 

2did2 
(dg - di ) = (9.17) 

en 
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( d . 
AH 

d l ) ' 
AE = E. - E, = — , • • (9.18) 

De o p l o s s i n g i s g r a f i s c h t o e g e l i c h t i n F i g . 9.8. 

De w a t e r s p r o n g vormt een a b r u p t e overgang van s u p e r k r i t i s c h e naar 

s u b k r i t i s c h e s t r o m i n g b i j g e l i j k b l i j v e n d e i m p u l s o v e r d r a c h t (F) ( F i g . 

9.8b). De e n e r g i e - o v e r d r a c h t (P) kan d a a r b i j n i e t d e z e l f d e waarde 

hebben aan w e e r s z i j d e n v a n de sprong; h e t v e r s c h i l w o r d t g e d i s s i p e e r d 

( F i g . 9.8c). 

N.B.: Een e v e n t u e l e t e k e n w i s s e l i n g van de snelheden ( s t r o m i n g v a n 

g r o t e r e naar k l e i n e r e d i e p t e ) zou i n de v e r g e l i j k i n g e n v o o r h e t behoud 

van volume (9.14a) en van i m p u l s (9.14b) n i e t merkbaar z i j n maar i n de 

e n e r g i e b a l a n s (9.14c) wèl. I n d a t g e v a l zou AP^ n l . n e g a t i e f worden 

(want dan zou d^ > dg z i j n ) , d.w.z. h e t doorgevoerde vermogen van de 

s t r o o m zou toenemen b i j h e t p a s s e r e n van de sprong. Dat i s n i e t 

m o g e l i j k . Daardoor i s de o p l o s s i n g o n d u b b e l z i n n i g : v a n s u p e r k r i t i s c h 

overgaand i n s u b k r i t i s c h ( v e r t r a g e n d ) . 

(3) Lopende w a t e r s p r o n g 

Zoals h i e r b o v e n i s opgemerkt w o r d t de p l a a t s van de w a t e r s p r o n g b i j een 

w a t e r l o o p k u n d i g e c o n s t r u c t i e m e e s t a l g e f i x e e r d . Lopende w a t e r s p r o n g e n 

komen ook v o o r . Zo z i j n e r i n de w e r e l d e n k e l e b a a i e n o f e s t u a r i a met 

een s t e r k g e t i j waar z i c h b i j e l k opkomend w a t e r een ( s p e c t a c u l a i r e ) 

lopende w a t e r s p r o n g v o r m t (een z.g. v l o e d s p r o n g ; Engels: " t i d a l b o r e " ) . 

Bekende v o o r b e e l d e n z i j n de v l o e d s p r o n g e n i n de e s t u a r i a v a n de Severn 

(Engeland) en v a n de Qiang Tang ( C h i n a ) . 

U i t g a a n d e van een sprong d i e zonder v o r m v e r a n d e r i n g en met c o n s t a n t e 

s n e l h e i d een g e b i e d i n l o o p t met s t i l s t a a n d w a t e r , z u l l e n we de waarde 

van de l o o p s n e l h e i d ( c ) berekenen. D i t g e b e u r t i n p r i n c i p e op d e z e l f d e 

manier a l s de b e r e k e n i n g van de s n e l h e i d van een s c h o k g o l f i n een één

d i m e n s i o n a l e c o m p r e s s i b e l e s t r o m i n g ( p a r . 8.7). De w a t e r s p r o n g w o r d t 

a l s een discontinuïteit beh a n d e l d ( z i e ook F i g . 5 . 3 ) . Vóór de s p r o n g i s 

U = U^ = O .en d = c o n s t a n t = d^ ; a c h t e r de sprong i s U = c o n s t a n t = Ug 

en d = c o n s t a n t = dg. De m a s s a d i c h t h e i d s t e l l e n we i n h e t h e l e g e b i e d 

c o n s t a n t . 
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We k i e z e n een b a l a n s g e b i e d d a t gedurende een zekere t i j d de sprong 

b e v a t en s t e l l e n d a a r v o o r b a l a n s e n op v a n massa en i m p u l s v o o r een 

t i j d s i n t e r v a l van t ^ t o t t g = t ^ + A t ( z i e F i g . 9.10). 

_ ™ . 

d, - di: 

u,= o 

^ 2 ' t l 

h H 
As = c At 

Figuur 9.10 

Massabalans ( b e r g i n g = n e t t o o v e r d r a c h t naar b i n n e n ) : 

^ ( d g - d i ) A s = pUgdgAt 

I m p u l s b a l a n s (idem) 

pUgdgAs = (Fg - F i ) A t 

w a a r i n 

2 2 2 
F l = ^ p g d i en Fg = -i-pgdg + pUgdg 

S u b s t i t u t i e v a n As = c A t en u i t w e r k e n g e e f t 

C2 = g 
d l -f- dg dg 

(9.19) 

D i t r e s u l t a a t had ook kunnen worden a f g e l e i d u i t de u i t k o m s t e n v o o r de 

s t i l s t a a n d e s prong, door een t r a n s f o r m a t i e van h e t r e f e r e n t i e s t e l s e l . 

De z.g. " s t i l s t a a n d e " s p r o n g ( z i e v o r i g v o o r b e e l d ) i s b e s c h r e v e n i n een 
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a s s e n s t e l s e l t e n o p z i c h t e waarvan h e t w a t e r bovenstrooms een ( s u p e r k r i 

t i s c h e ) s n e l h e i d h e e f t . I n een met d i t w a t e r meebewegend assen

s t e l s e l z i e n we een lopende sprong d i e een g e b i e d met s t i l s t a a n d w a t e r 

i n l o o p t met een s n e l h e i d ( c ) g e l i j k aan = q/d^ u i t de s t a t i o n a i r e 

o p l o s s i n g . S u b s t i t u t i e van (9.15) g e e f t 

d l + dg d^ih 

o f w e l h e t z e l f d e r e s u l t a a t a l s ( 9 . 1 9 ) . 

Voor een l a g e sprong (dg d^ = d) g e l d t de b e n a d e r i n g 

c = (g d ) ' (9.20) 

D i t i s de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d ( t e n o p z i c h t e van h e t w a t e r boven

strooms) van een l a g e s t o r i n g i n open w a t e r . Hiermee i s bewezen d a t h e t 

k e n t a l van Froude v o o r de stroo m i n een open w a t e r l o o p de b e t e k e n i s 

h e e f t v a n v e r h o u d i n g van s t r o o m s n e l h e i d t o t g o l f v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d 

( F r = U/yp = U/c), z o a l s h e t k e n t a l v a n Mach d i e b e t e k e n i s h e e f t v o o r 

c o m p r e s s i b e l e stromen. 

I n een s u b k r i t i s c h e s t r o m i n g ( F r < 1) i s U < c; een s t o r i n g h i e r i n kan 

z i c h i n bovenstroomse r i c h t i n g v o o r t p l a n t e n . I n s u p e r k r i t i s c h e s t r o m i n g 

(F r > 1) i s d a t e c h t e r n i e t m o g e l i j k ( v o o r een l a g e s t o r i n g ) omdat daar 

U > c. H i e r i n l i g t de w e z e n l i j k e b e t e k e n i s van h e t o n d e r s c h e i d t u s s e n 

b e i d e t y p e n s t r o m i n g . 

(4) O v e r l a t e n 

A l s l a a t s t e t o e p a s s i n g behandelen we opnieuw de s t r o m i n g o v e r een z.g. 

lange o v e r l a a t , w a a r b i j h e t nu v o o r a l g a a t om h e t a l dan n i e t vóór

komen v a n k r i t i s c h e stroom. 

Tussen de doorgangen 1 en 2 ( F i g . 9.11a) l i g t een k o r t v e r s n e l l i n g s 

g e b i e d w a a r i n de e n e r g i e v e r l i e z e n t e v e r w a a r l o z e n z i j n , z o d a t 
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Figuur 9.11 Lange overlaat met onvolkomen afvoer 

Hl = Hg o f w e l 

d l + = a + dg + (9.21) 

2g d i 2gd2 
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U i t deze b e t r e k k i n g t u s s e n d^, dg en q i s één v a n deze g r o o t h e d e n t e 

berekenen wanneer de twee andere gegeven z i j n (a en g worden bekend 

v e r o n d e r s t e l d ) . 

Voor h e t g e v a l van s u b k r i t i s c h e s t r o m i n g i n h e t h e l e g e b i e d , z o a l s 

g e tekend i n F i g . 9.11a, i s de o p l o s s i n g g r a f i s c h geïllustreerd i n F i g . 

9.11b met b e h u l p van h e t E-d diagram. Ondanks h e t f e i t d a t = Hg 

g e l d t h i e r n i e t E^ = Eg omdat z, 7̂  z, . Daarom z i j n e r twee E-d 

diagrammen getekend, één v o o r doorsnede 1 met E = O i n de bodem v a n h e t 

k a n a a l , en één v o o r doorsnede 2 met E = O i n de k r u i n van de o v e r l a a t 

( v o o r d e z e l f d e q, dus met d e z e l f d e waarde van d ) . 
g 

We gaan nu na wat er g e b e u r t wanneer b i j g e l i j k b l i j v e n d e n e r g i e n i v e a u 

bovenstrooms ( b i j v o o r b e e l d b i j s t r o m i n g v a n u i t een d i e p r e s e r v o i r ) de 

benedenstroomse w a t e r s t a n d i e t s w o r d t v e r l a a g d en daarna weer c o n s t a n t 

w o r d t gehouden. Omdat i n de beschouwde s i t u a t i e de s t r o m i n g o v e r a l 

s u b k r i t i s c h i s , ook boven de o v e r l a a t ( z i e F i g . 9.11b), k a n deze v e r l a 

g i n g z i c h i n bovenstroomse r i c h t i n g v o o r t p l a n t e n . Daarmee neemt dg a f . 

Het d e b i e t q neemt daardoor t o e t o t d a t de nieuwe s t a t i o n a i r e s i t u a t i e 

z i c h h e e f t i n g e s t e l d waarvoor v e r g e l i j k i n g (9.21) g e l d t . I n deze 

s i t u a t i e h e e f t de benedenstroomse w a t e r s t a n d dus i n v l o e d op h e t d e b i e t . 

We s p r e k e n h i e r b i j van een onvolkomen a f v o e r . 

Wanneer de benedenstroomse w a t e r s t a n d steeds v e r d e r w o r d t v e r l a a g d z a l 

a a n v a n k e l i j k de d i e p t e boven de o v e r l a a t ( d g ) b l i j v e n afnemen, en dus 

ook de v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d Cg = (gdg) . D o o r d a t t e g e l i j k q toeneemt 

neemt Ug = q/dg i n s t e r k e r e mate t o e , en h e t k e n t a l v a n Froude Frg = 

Ug/cg i n nog s t e r k e r e mate, t o t d a t d i t de waarde één b e r e i k t ( F r g = 1) 

en de s t r o m i n g boven de o v e r l a a t k r i t i s c h w o r d t . Een v e r d e r g a a n d e 

v e r l a g i n g van de benedenstroomse w a t e r s t a n d kan z i c h dan n i e t i n 

stroomopwaartse r i c h t i n g v o o r t p l a n t e n . De s t r o m i n g boven de o v e r l a a t en 

bovenstrooms daarvan i s daardoor n i e t meer a f h a n k e l i j k v a n de beneden

stroomse w a t e r s t a n d . We s p r e k e n i n deze g e v a l l e n v a n een z.g. volkomen 

a f v o e r ( z i e F i g . 9.12). De s t r o m i n g boven de o v e r l a a t i s dan k r i t i s c h , 

w a a r b i j 

d2 = dg = fEg 
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en 

U2 

Voor de a f v o e r g e l d t dan 

q = f E ^ y f p ^ ( = 1.70 m V s E2) (9.22) 

w a a r i n 

E, = H - a 
k 
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I n deze u i t d r u k k i n g e n i s h e t s u b s c r i p t "2" v e r v a n g e n door "k" v o o r 

" k r u i n " , om t e h e r i n n e r e n aan h e t g e b r u i k van de k r u i n a l s r e f e r e n t i e 

n i v e a u . 

I n h e t bovenstaande i s de aankomende stroom s u b k r i t i s c h ( F r < 1 ) , z o a l s 

m e e s t a l h e t g e v a l i s . Daarvoor r e s u l t e e r t een v e r m i n d e r i n g v a n E ( z o a l s 

t u s s e n de doorgangen 1 en 2) i n een v e r m i n d e r i n g v a n de d i e p t e ( z i e h e t 

E-d diagram, o f v e r g e l i j k i n g 9.7) en dus i n een v e r s n e l l i n g v a n de 

stroom. Voor een s u p e r k r i t i s c h e s t r o m i n g g e l d t h e t t e g e n d e e l . A l s 

bovenstrooms v a n de o v e r l a a t de stro o m s u p e r k r i t i s c h i s dan t r e e d t 

t u s s e n 1 en 2 een v e r t r a g i n g op van de stroom en een s t i j g i n g van de 

w a t e r s p i e g e l , 

O v e r l a t e n komen o.a. v o o r t i j d e n s de u i t v o e r i n g v a n a f s l u i t i n g e n , bv. 

van een g e t i j g e u l . Door opbouw van een drempel over de v o l l e b r e e d t e 

w o r d t h e t s t r o o m p r o f i e l v e r k l e i n d en neemt h e t v e r v a l t o e , e v e n a l s de 

l o k a l e snelheden. Zodra de s t r o m i n g boven de o v e r l a a t k r i t i s c h i s 

geworden nemen de snelheden weer a f met toenemende k r u i n h o o g t e ( b i j een 

z e l f d e b u i t e n w a t e r s t a n d ) . Het m a t e r i a a l w a a r u i t de drempel w o r d t opge

bouwd kan qua s t r o o m b e s t e n d i g h e i d worden gekozen v o o r de c o n d i t i e s 

w a a r b i j de s t r o m i n g j u i s t k r i t i s c h w o r d t . 

I n i r r i g a t i e s y s t e m e n komen permanent geïnstalleerde o v e r l a t e n v o o r d i e 

worden g e b r u i k t v o o r d e b i e t m e t i n g e n . Toepassing met onvolkomen a f v o e r 

h e e f t d a a r b i j h e t v o o r d e e l van een g e r i n g e n e r g i e v e r l i e s , t e g e n o v e r de 

n a d e l e n van de noodzaak van twee p e i l r e g i s t r a t i e s en een g e r i n g e nauw

k e u r i g h e i d . B i j volkomen a f v o e r t r e e d t meer e n e r g i e v e r l i e s op maar 

d a a r b i j i s één p e i l voldoende v o o r b e p a l i n g van h e t d e b i e t , en i s een 

h o g e ( r e ) n a u w k e u r i g h e i d t e b e r e i k e n . 

Voor d e b i e t m e t i n g e n worden vaak z.g. k o r t e o v e r l a t e n g e b r u i k t , i . h . b . 

met een scherpe k r u i n . D a a r b i j z i j n de s t r o o m l i j n e n boven de k r u i n 

s i g n i f i c a n t gekromd, en i s h e t piëzometrisch n i v e a u p a l boven de k r u i n 

l a g e r dan h e t n i v e a u van de w a t e r s p i e g e l e r boven ( z i e F i g . 6.6c v o o r 

een k o r t e o v e r l a a t met ronde r e s p e c t i e v e l i j k scherpe k r u i n ) . De stroom

s nelheden z i j n d aardoor g r o t e r dan z i j zouden z i j n boven een l a n g e 

o v e r l a a t . Voor h e t d e b i e t g e l d t h e t z e l f d e . D i t w o r d t i n r e k e n i n g 
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g e b r a c h t door h e t r e c h t e r l i d van (9.23) t e v e r m e n i g v u l d i g e n met een 

e m p i r i s c h t e b e p a l e n afvoercoëfficiënt (m): 

q = m f E ^ / ï i Ë ^ (9.23) 

Voor de Rehbock-stuw met hoogte a ( F i g . 9.13a) en met b e l u c h t e s t r a a l 

i s m s l e c h t s a f h a n k e l i j k van E. /a. Deze v e r h o u d i n g i s ook b e p a l e n d v o o r 

de v e r h o u d i n g h /a ( z i e p a r . 6.8), z o d a t we i n p l a a t s v a n (9.23) kunnen 

s c h r i j v e n 

q = m' f h ^ J U \ (9-24) 

w a a r i n m' = f ( h ^ / a ) , b i j b e n a d e r i n g gegeven door 

h, + 0.11 cm 

m' = 1.045 + 0.141 — (9.25) 
a 

H i e r i n moet h ^ gemeten worden op een a f s t a n d 2a bovenstrooms v a n de 

s tuw. 

Wanneer r e l a t i e f k l e i n e d e b i e t e n n a u w k e u r i g gemeten moeten worden h e e f t 

h e t v o o r d e l e n de s t r o m i n g ook z i j d e l i n g s t e vernauwen, en w e l zó d a t de 

b r e e d t e van h e t d o o r s t r o o m p r o f i e l afneemt met afnemend d e b i e t . Een 

v o o r b e e l d daarvan i s de V-stuw (Thomson s t u w ) , g e t e k e n d i n F i g . 9.13b. 

Voor h e t ( t o t a l e ) d e b i e t daaroverheen g e l d t 

Q = m ( t a n J ) g^ E | (9.26) 
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M e e s t a l g e b r u i k t men d = 7r/2; d a a r v o o r i s m - 0.45. 

Voor b e s c h r i j v i n g e n van de v e l e t y p e n meetstuw d i e z i j n ontworpen en 

v o o r de d a a r b i j horende a f v o e r f o r m u l e s en coëfficiënten w o r d t verwezen 

naar de d e s b e t r e f f e n d e boeken. 
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10. STROMING ROND EEN STAR LICHAAM 

10.1 I n l e i d i n g 

I n d i t h o o f d s t u k behandelen we de s t r o m i n g rondom een l i c h a a m o f v o o r 

werp, b i j v . een d e e l van een waterbouwkundige c o n s t r u c t i e , zowel om 

i n z i c h t t e k r i j g e n i n h e t v e r s c h i j n s e l a l s om de k r a c h t t e kunnen be

rekenen d i e de v l o e i s t o f en h e t voorwerp op e l k a a r u i t o e f e n e n . Toepas

s i n g e n i n de c i v i e l e t e c h n i e k w a a r i n d i e k r a c h t s w i s s e l i n g v a n b e l a n g i s 

z i j n bv. 

- b e l a s t i n g van stroom en g o l v e n op o f f s h o r e c o n s t r u c t i e s ; 

- b e l a s t i n g van w i n d op (hoge) c o n s t r u c t i e s ; 

- s t r o m i n g s w e e r s t a n d a l s g e v o l g van b r u g p i j l e r s ; 

- s t a b i l i t e i t en beweging van l o s s e elementen ( z a n d k o r r e l , b e t o n b l o k ) 

i n stromend w a t e r . 

Voor de w i s s e l w e r k i n g e n t u s s e n v l o e i s t o f en voorwerp i s hun beweging 

t . o . v . e l k a a r van b e l a n g , en n i e t de e v e n t u e l e beweging ( o f r u s t ) v a n 

b e i d e t . o . v , een andere r e f e r e n t i e , b i j v . de aarde. We maken h i e r 

daarom geen o n d e r s c h e i d t u s s e n een " s t i l s t a a n d e " c o n s t r u c t i e i n s t r o 

mend w a t e r en een voorwerp d a t door o v e r i g e n s " s t i l s t a a n d " w a t e r be

weegt. Voor b e i d e categorieën g e b r u i k e n we een r e f e r e n t i e s t e l s e l d a t 

v a s t aan h e t voorwerp i s verbonden, z o d a t t e n o p z i c h t e daarvan h e t 

voorwerp i n r u s t i s en a l l e e n de v l o e i s t o f beweegt. 

De component van de k r a c h t van de v l o e i s t o f op h e t voorwerp i n de 

r i c h t i n g v a n de r e l a t i e v e s t r o o m s n e l h e i d i s de z.g. s l e e p k r a e h t ( F ^ ) 

( E n g e l s : d r a g f o r c e ) ; d i e i n de d w a r s r i c h t i n g i s de z.g. l i f t k r a c h t 

( F ^ ) . (De s l e e p k r a e h t kan ook worden g e z i e n a l s een w e e r s t a n d d i e h e t 

voorwerp en de v l o e i s t o f v a n e l k a a r o n d e r v i n d e n . ) 

We gaan u i t v a n de volg e n d e v e r o n d e r s t e l l i n g e n : 

- h e t l i c h a a m o f voorwerp i s s t a r en o n d o o r l a t e n d ; 

- de .massadichtheid en v i s c o s i t e i t van de v l o e i s t o f z i j n c o n s t a n t ; 

- de v l o e i s t o f s t r e k t z i c h i n a l l e r i c h t i n g e n z o v e r u i t d a t de 

s t r o m i n g om h e t voorwerp geen i n v l o e d o n d e r g a a t v a n e v e n t u e l e andere 

b e g r e n z i n g e n dan d i e v a n h e t beschouwde voorwerp; 

- de s t r o m i n g i s s t a t i o n a i r ( i n een r e f e r e n t i e s t e l s e l t e n o p z i c h t e 

waarvan h e t voorwerp i n r u s t i s ) . 
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De twee laatstgenoemde v e r o n d e r s t e l l i n g e n houden i n d a t de v l o e i s t o f 

s n e l h e i d ( u ) op g r o t e a f s t a n d van h e t voorwerp c o n s t a n t i s i n r i c h t i n g 

en g r o o t t e ( u = c o n s t a n t = U). 

Omdat we a f z i e n van de i n v l o e d van een e v e n t u e l e v r i j e v l o e i s t o f s p i e g e l 

kan de z w a a r t e k r a c h t b u i t e n beschouwing b l i j v e n ; we werken dan met de 

dynamische d r u k d i e we k o r t h e i d s h a l v e met p weergeven ( i . p . v . p ^ ) . I n 

de on g e s t o o r d e s t r o m i n g op g r o t e a f s t a n d van h e t voorwerp i s p c o n s t a n t 

(geen v e r s n e l l i n g e n ) . 

Op g r o n d van bovenstaande v e r o n d e r s t e l l i n g e n i s de s t r o m i n g v o l l e d i g 

b e p a a l d door de v o l g e n d e g r o o t h e d e n ( z i e ook p a r . 2 . 5 ) : 

— (dynamische) v i s c o s i t e i t (rj) 

— m a s s a d i c h t h e i d (p) 

— on g e s t o o r d e s n e l h e i d (U) 

— kenmerkende a f m e t i n g voorwerp ( i ) 

— vorm en oriëntatie van h e t voorwerp 

U i t de v i e r eerstgenoemden kan h e t d i m e n s i e l o z e k e n t a l v a n Reynolds 

worden geformeerd: 

Re = ^ = H l 

w a a r i n u = rj/p, de k i n e m a t i s c h e v i s c o s i t e i t . De vorm van h e t stroom

b e e l d i s h i e r b i j u i t s l u i t e n d een f u n c t i e van Re en de vorm en 

oriëntatie van h e t voorwerp. 

De v i s c o s i t e i t i s van g r o o t b e l a n g v o o r h e t s t r o o r a b e e l d d a t z i c h v o r m t 

rondom een voorwerp, maar de p r e c i e z e r o l e r v a n i s l a n g onbegrepen 

g e b l e v e n . Voorafgaand aan een b e h a n d e l i n g daarvan geven we e e r s t een 

s a m e n v a t t i n g v a n e n k e l e eigenschappen van de s t r o m i n g v a n een n i e t — 

v i s k e u z e ( i d e a l e ) v l o e i s t o f om een voorwerp. 

2 I d e a l e - v l o e i s t o f b e n a d e r i n g 

De beschouwde s t r o m i n g i s s t a t i o n a i r en op g r o t e a f s t a n d v a n h e t v o o r 

werp ook u n i f o r m . I n deze p a r a g r a a f gaan we b o v e n d i e n u i t v a n een 

i d e a l e v l o e i s t o f ; de s t r o m i n g h e e f t dan een u n i f o r m e e n e r g i e ; h e t i s 

een z.g. p o t e n t i a a l s t r o m i n g ( z i e p a r . 6.7). 
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I n de i d e a l i s e r i n g van een n i e t - v i s k e u z e v l o e i s t o f v e r v a l t r] a l s 

para m e t e r , en Re dus ook. I n d i t g e v a l i s h e t s t r o o m b e e l d dus s l e c h t s 

a f h a n k e l i j k van de vorm en oriëntatie van h e t v o o r w e r p , ongeacht de 

waarden van U en i . 

I n h e t g r e n s v l a k t u s s e n h e t voorwerp en de v l o e i s t o f g e l d t v o o r de 

s n e l h e i d de randvoorwaarde d a t de normaalcomponent e r v a n g e l i j k moet 

z i j n aan n u l ( u ^ = 0) wegens de o n d o o r l a t e n d h e i d en h e t s t i l s t a a n v a n 

h e t voorwerp. Voor een i d e a l e v l o e i s t o f w o r d t aan de tangentiële 

component ( u ^ ) geen b e p e r k i n g opgelegd ( s l i p i s t o e g e s t a a n ) . 

Het s t r o o m b e e l d van een p o t e n t i a a l s t r o o m r o n d een c i r k e l c i l i n d e r l s 

getekend i n F i g . 10.1. Een t y p e r e n d kenmerk van zo'n p o t e n t i a a l s t r o o m 

Figuur 10.1 Stroombeeld potentiaalstroom rond cirkelcilinder 

i s d a t h e t s t r o o m b e e l d omkeerbaar i s : de o p l o s s i n g v o o r de stroom

l i j n e n en d i e v o o r de d r u k v e r a n d e r e n n i e t b i j o m k e r i n g v a n de 

s t r o o m r i c h t i n g ( b i j t e k e n w i s s e l i n g van de s n e l h e d e n ) . De s t r o m i n g i s 

sym m e t r i s c h t . o . v . een v l a k haaks op de on g e s t o o r d e s t r o o m r i c h t i n g a l 

h e t voorwerp d a t ook i s . I n t e g e n s t e l l i n g t o t wat i n de f y s i s c h e 

w e r k e l i j k h e i d i n v e e l g e v a l l e n w o r d t waargenomen l a a t de p o t e n t i a a l 

s t r o o m n i e t l o s van h e t v o o r w e r p , maar b l i j f t deze a a n l i g g e n v a n a f he 

bovenstroomse stuwpunt ( p u n t 1 i n F i g . 10.1) t o t aan een s t u w p u n t 

benedenstrooms ( p u n t 3 ) . 

We gaan nu na hoe de dynamische d r u k p v a r i e e r t l a n g s de s t r o o m l i j n 

door de stuwpunten. We g e b r u i k e n d a a r v o o r de wet v a n B e r n o u l l i : 
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p + ^pu^ = c o n s t a n t = P^ + -̂ -pÛ  

Langs de beschouwde s t r o o m l i j n neemt de dynamische d r u k bovenstrooms 

van h e t voorwerp l n de s t r o o m r i c h t i n g t o e t o t aan h e t stuwpunt 1, waar 

u = O en Ap = p — p ^ = -^pU^ ( s t u w d r u k ) . Van d i t p u n t t o t aan de p l a a t s 

v a n de g r o o t s t e dwarsdoorsnede (2—2) v e r s n e l t de stroo m t o t snelheden 

g r o t e r dan U ( b i j een dwars aangestroomde c i r k e l c i l i n d e r t o t 2U; z i e 

F i g . 10.4a), waar dus een ond e r d r u k h e e r s t (Ap < O ; b i j een c i r k e l 

c i l i n d e r Ap = — -fpU^). V o o r b i j de g r o o t s t e dwarsdoorsnede v e r t r a a g t de 

st r o o m en neemt de d r u k t o e , t o t opnieuw de s t u w d r u k i s b e r e i k t (Ap = 

^pU2) i n h e t benedenstroomse stuwpunt waar u = 0. Vandaar v e r s n e l t de 

st r o o m i n s t r o o m a f w a a r t s e r i c h t i n g t o t deze a s y m p t o t i s c h weer de 

c o n s t a n t e s n e l h e i d u = U b e r e i k t , waar Ap = O. 

Bovenstaande i d e a l e - v l o e i s t o f b e n a d e r i n g l e i d t v i a p + ^pu^ = c o n s t a n t 

t o t een v o l l e d i g d r u k h e r s t e l aan de a c h t e r z i j d e . De b i j b e h o r e n d e druk

k r a c h t aan de a c h t e r z i j d e compenseert v o l l e d i g d i e aan de v o o r z i j d e 

z o d a t i n deze p o t e n t i a a l b e n a d e r i n g de n e t t o s l e e p k r a e h t n u l i s (F = 

0 ) . ( Z i e ook p a r . 8.7, pag. 109-110). D i t r e s u l t a a t , d a t i n s t r i j d i s 

met de e r v a r i n g , s t a a t bekend a l s de paradox v a n d'Alembert. De paradox 

i s pas opgeheven met de onde r k e n n i n g v a n de r o l v a n de v i s c o s i t e i t . 

.3 I n v l o e d v i s c o s i t e i t 

A l s g e v o l g van de v i s c o s i t e i t w o r d t s t r o m i n g s e n e r g i e g e d i s s i p e e r d ( i n 

warmte omgezet) i n gebieden met snelheidsgradiënten. Daardoor neemt 

p + -^pu^ a f i n de s t r o o m r i c h t i n g en i s h e t s t r o o m b e e l d n i e t omkeerbaar. 

Ee,n v i s k e u z e v l o e i s t o f b l i j k t n i e t t e kunnen s l i p p e n , i n t e g e n s t e l l i n g 

t o t wat w o r d t g e s t e l d v o o r een i d e a l e v l o e i s t o f . De s n e l h e i d i s een 

c o n t i n u e f u n c t i e v a n de p o s i t i e , zowel i n de v l o e i s t o f z e l f a l s i n 

g r e n s v l a k k e n met andere m a t e r i e . Ter p l a a t s e van een s t i l s t a a n d e v a s t e 

wand g e l d t n a a s t de voorwaarde van o n d o o r l a t e n d h e i d (normaalcomponent 

u ^ = 0) daarom v o o r een e c h t e v l o e i s t o f ( v i s c o s i t e i t n i e t g e l i j k aan 

n u l ) de z.g. k l e e f c o n d i t i e (tangentiële component u ^ = 0 ) . 

A l s g e v o l g van de k l e e f c o n d i t i e i s h e t s t r o o m b e e l d w e z e n l i j k anders dan 

b i j een n i e t — v i s k e u z e v l o e i s t o f , hoe k l e i n ( r e l a t i e f g e z i e n ) de v i s c o 

s i t e i t ook mag z i j n , m.a.w., hoe g r o o t Re ook mag z i j n . Het s t r o o m b e e l d 
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i s i n de l i m i e t v o o r rj -* O, Re -* «> dus w e z e n l i j k anders dan wanneer a 

p r i o r i f; = O w o r d t g e s t e l d . 

A l s g e v o l g van de v i s c o s i t e i t i s de s l e e p k r a e h t o n g e l i j k aan n u l 

( F ^ 0) . Er i s een d i r e c t e b i j d r a g e v a n de v i s c o s i t e i t aan F^ v i a de 

s c h u i f s p a n n i n g aan h e t o p p e r v l a k van h e t voorwerp (F^) en e r i s een 

i n d i r e c t e b i j d r a g e (F ) v i a de d r u k omdat p + -gpu^ afneemt i n de 

s t r o o m r i c h t i n g z o d a t e r geen o f geen v o l l e d i g d r u k h e r s t e l i s aan de 

a c h t e r z i j d e . I n t o t a a l g e l d t F = F -I- F . 
° w r p 

Het r e l a t i e v e b e l a n g van s c h u i f k r a c h t e n en d r u k k r a c h t e n i n de s t r o o m i s 

a f h a n k e l i j k van de waarde van h e t k e n t a l van Reynolds. Om d a a r i n i n 

z i c h t t e k r i j g e n geven we een dynamische i n t e r p r e t a t i e v a n Re. Daartoe 

gaan we u i t van de v e r g e l i j k i n g van E u l e r i n de s t r o o m r i c h t i n g ( 6 . l i s , 

6.17a) waaraan we een v i s c o s i t e i t s t e r m toevoegen: 

pu 
au 

as 
ap 

a s 

ar 
an 

(10.1) 

H i e r i n i s r de v i s k e u z e s c h u i f s p a n n i n g (T = rjdn/dn) en - dr/dn de 

d a a r u i t r e s u l t e r e n d e k r a c h t p.e.v. volume ( z i e F i g . 1 0 . 2 ) . 

9£ As 

T , - T. =̂ 1̂  An 
^ 1 9n 

Figuur 10.2 Definitieschets 

I n de omgeving v a n h e t voorwerp, met kenmerkende a f m e t i n g i , h e e r s e n 

over a f s t a n d e n van g r o o t t e - o r d e i s n e l h e i d s v e r s c h i l l e n v a n g r o o t t e - o r d e 

U. De t e r m pudu/ds ( t r a a g h e i d p.e.v. volume) i s dan v a n de g r o o t t e — o r d e 

p U ^ / i ( n o t a t i e : pudu/ds ~ pH'^/Jl). Voor r ( s c h u i f s p a n n i n g ) r e s p e c t i e -
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v e l i j k dr/dn ( s c h u l f k r a c h t p.e.v. volume) g e l d t dan r - f?U/i r e s p e c t i e 

v e l i j k dr/dn ~ f/U/i^ . De v e r h o u d i n g van de t r a a g h e i d t o t de s c h u l f 

k r a c h t i s dan van de g r o o t t e — o r d e 

t r a a g h e i d _ pU^/i ^ pUi ^ 
s c h u l f k r a c h t fyU/i^ ^ 

We z i e n h i e r u i t de b e t e k e n i s van Re v o o r de dynamica van de s t r o m i n g . 

A l s Re « 1 i s de t r a a g h e i d v e r w a a r l o o s b a a r en ( z i e 10.1) i s de d r u k -

gradiënt v r i j w e l i n b a l a n s met de v i s c o s i t e i t s t e r m . Z u l k e stromen 

noemen we s t e r k — v i s k e u s (denk aan een g l e t s j e r ) . A l s Re » 1 i s de 

l o k a l e i n v l o e d van de v i s c o s i t e i t v e r w a a r l o o s b a a r i n h e t g e b i e d waar 

bovenstaande g r o o t t e — o r d e s g e l d e n , en i s de drukgradiënt daar v r i j w e l 

i n b a l a n s met de t r a a g h e i d s t e r m ( B e r n o u l l i ) . We l a t e n deze twee h o o f d 

t y p e n a c h t e r e e n v o l g e n s de revue passeren. 

.4 S t e r k — v i s k e u z e s t r o m i n g (Re « 1) 

F i g . 10.3a g e e f t een v o o r b e e l d van een s t e r k — v i s k e u z e s t r o m i n g r o n d een 

c i r k e l c i l i n d e r . De s t r o m i n g b l i j f t a a n l i g g e n . De v a r i a t i e v a n de s n e l 

h e i d met de a f s t a n d u i t de wand i s v o o r de g r o o t s t e dwarsdoorsnede ge

s c h e t s t i n F i g . 10.4b. De s n e l h e i d neemt g e l e i d e l i j k t o e van de waarde 

u = O aan de wand ( k l e e f c o n d i t i e ) t o t u - U op een a f s t a n d van e n k e l e 

d i a m e t e r s daarvan ( v o o r een w i l l e k e u r i g voorwerp: e n k e l e malen de 

kenmerkende a f m e t i n g i ) . De s c h u i f s p a n n i n g e n i n d i t g e b i e d z i j n daarom 

van de orde r/U/i. H e t z e l f d e g e l d t v o o r de d r u k v a r i a t i e s want dp/8s en 

dr/dn maken ( b i j n a ) e v e n w i c h t a l s Re « 1. De r e s p e c t i e v e l i j k e b i j 

d ragen aan de s l e e p k r a e h t op h e t voorwerp z i j n i n g r o o t t e — o r d e dan 

gegeven door F^~ r i ^ _ r e s p e c t i e v e l i j k F ~ Ap _ ^ ^ u , z o d a t ook 

F^ = F^ + Fp ~ ?;iU. Met de i n v o e r i n g v a n een d i m e n s i e l o z e coëfficiënt 7 

kunnen we d i t s c h r i j v e n a l s 

F = 7r7iU (10.2) 
w 

Deze coëfficiënt 7 i s s l e c h t s a f h a n k e l i j k van de vorm en oriëntatie van 

h e t v oorwerp. Merk op d a t de m a s s a d i c h t h e i d h i e r i n n i e t voorkomt: de 

t r a a g h e i d i s v e r w a a r l o o s d omdat Re « 1. 
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Figuur 10.3 (a) Stroming van links naar rechts om 

cirkelcilinder bij Re = 0,16 

Figuur 10.3 (b) Stroming van links naar rechts om 

cirkelcilinder biJ Re = 2000 

A l s v o o r b e e l d van h e t bovenstaande geven w i j e n k e l e r e s u l t a t e n v a n 

Stokes (1851) d i e de s t e r k - v i s k e u z e s t r o m i n g rondom een b o l h e e f t 

berekend. Stokes v i n d t v o o r de maximale s c h u i f s p a n n i n g de waarde 3fyU/D 
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( w a a r i n D de d i a m e t e r i s v a n de b o l ) . De d r u k aan h e t b o l - o p p e r v l a k 

b l i j k t monotoon a f t e nemen i n de s t r o o m r i c h t i n g (dus ook aan de 

benedenstroomse z i j d e ) . Het maximale d r u k v e r s c h i l t . o . v . de onges t o o r d e 

waarde i s 3f?U/D. Voor de t o t a l e s l e e p k r a e h t v i n d t Stokes: 

= 3nrim (10.3) 

D i t r e s u l t a a t , a f g e l e i d v o o r Re ^ O, b l i j k t e m p i r i s c h g e l d i g t e z i j n 

v o o r Re < ca. 1 ( z i e p a r . 1 0 . 6 ) . 

Stokes' r e s u l t a a t (10.3) w o r d t v o o r a l g e b r u i k t v o o r b e r e k e n i n g van de 

v a l s n e l h e i d van een b o l (bv. een k l e i n s e d i m e n t k o r r e l t j e ) i n een 

v i s k e u z e v l o e i s t o f . I n p a r . 10.7 gaan we daar op i n . 

Figuur 10.4 Snelheidsprofielen naast cirkelcilinder 

• 5 Zwak-viskeuze s t r o m i n g (Re » 1) 

F i g . 10.3b g e e f t een v o o r b e e l d van een zwak-viskeuze s t r o m i n g (Re = 

2000) r o n d een c i r k e l c i l i n d e r . Het s t r o o m b e e l d i s w e z e n l i j k v e r s c h i l 

l e n d van h e t b e e l d b i j een s t e r k - v i s k e u z e s t r o m i n g ( F i g . 10.3a) en ook 

van d a t i n h e t i d e a l e - v l o e i s t o f model ( F i g . 1 0 . 1 ) . 
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Ook v o o r de zwak-viskeuze s t r o m i n g g e l d t de k l e e f c o n d i t i e z o d a t u = O 

t e r p l a a t s e van de wand. Het v e r s c h i l met de s t e r k - v i s k e u z e s t r o m i n g i s 

d a t i n i n een zwak—viskeuze s t r o m i n g om een voorwerp de s n e l h e i d v a r i 

e e r t i n een dunne l a a g , grenzend aan h e t voorwerp, van de waarde n u l 

t e r p l a a t s e van h e t voorwerp t o t de s n e l h e i d i n h e t b u i t e n g e b i e d ( F i g . 

1 0 . 4 c ) . I n deze z.g. g r e n s l a a g h e e r s t dus een s t e r k e s n e l h e i d s g r a 

diënt, en a l l e e n i n deze l a a g z i j n de s c h u i f s p a n n i n g e n v a n b e t e k e n i s . 

Het was P r a n d t l (1904) d i e d i t i d e e I n t r o d u c e e r d e en d i e daarmee 

b e l a n g r i j k h e e f t b i j g e d r a g e n aan de o n t w i k k e l i n g van de s t r o m i n g s l e e r . 

Hoe g e r i n g e r de v i s c o s i t e i t , hoe g r o t e r h e t k e n t a l van Reynolds, en 

( z o a l s we z u l l e n z i e n ) hoe dunner de g r e n s l a a g ( r e l a t i e f ) . Maar, de 

k l e e f c o n d i t i e b l i j f t en daarmee ook h e t essentiële v e r s c h i l t u s s e n de 

s t r o m i n g van een i d e a l e v l o e i s t o f ( F i g . 10.4a) en d i e van een v i s k e u z e 

v l o e i s t o f ( F i g . 10.4c; g r e n s l a a g d i k t e o v e r d r e v e n g r o o t g e t e k e n d ) . 

Een p r i n c i p e s c h e t s van de zwak—viskeuze s t r o m i n g r o n d een n i e t — 

g e s t r o o m l i j n d voorwerp i s gegeven i n F i g . 10.5. We o n d e r s c h e i d e n d a a r i n 

de v o l g e n d e gebieden: 

(a) een r e l a t i e f dunne g r e n s l a a g van de v o o r z i j d e t o t ongeveer de 

g r o o t s t e dwarsdoorsnede; 

( b ) een zone v a n l o s l a t i n g van de g r e n s l a a g s t r o m i n g ; 

( c ) een zog benedenstrooms v a n h e t voorwerp, v o o r b i j de l o s l a a t p u n t e n ; 

( d ) een b u i t e n g e b i e d b u i t e n g r e n s l a a g en zog. 

Fig. 10.5 Schetsmatig stroombeeld Re » 1 
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B u i t e n s t r o m i n g 

I n h e t b u i t e n g e b i e d v a r i e e r t de s n e l h e i d met een waarde ~ U over 

a f s t a n d e n ~ i , z o d at (10.2) daar van t o e p a s s i n g i s . Het f e i t d a t Re = 

U i / i / » 1 h o u d t dus i n d a t i n de b u i t e n s t r o m i n g de s c h u i f s p a n n i n g e n 

v e r w a a r l o o s b a a r z i j n . I n deze b e n a d e r i n g h e e f t de b u i t e n s t r o m i n g een 

u n i f o r m e e n e r g i e ( p o t e n t i a a l s t r o o m ) ( v e r g e l i j k F i g . 10.4a met F i g . 

10.4c, b u i t e n g e b i e d ) . De d r u k v a r i a t i e s i n de b u i t e n s t r o m i n g v o l d o e n dan 

aan p + -^pu^ = c o n s t a n t en z i j n daarom van de g r o o t t e - o r d e -^pU^ . 

Ondanks h e t bovenstaande kan n i e t gezegd worden d a t de b u i t e n s t r o m i n g 

i d e n t i e k i s aan d i e v a n een i d e a l e v l o e i s t o f r o n d h e t z e l f d e voorwerp. 

De b e g r e n z i n g e r v a n i s immers anders, v o o r a l a l s g e v o l g v a n de l o s l a 

t i n g v a n de g r e n s l a a g s t r o m i n g en de zogvorming; deze v e r s c h i j n s e l e n 

z e l f z i j n h e t g e v o l g van de w e r k i n g van de v i s c o s i t e i t en kunnen n i e t 

met de p o t e n t i a a l t h e o r i e worden beschreven. Voor een b e g r i p e r v a n gaan 

we i n op h e t fenomeen " g r e n s l a a g " , om t e b e g i n n e n v o o r de s t r o m i n g 

l a n g s een v l a k k e p l a a t . 

G r e n s l a a g l a n g s v l a k k e p l a a t 

We gaan u i t v a n een v l a k k e , gladde p l a a t d i e i n z i j n v l a k w o r d t 

aangestroomd ( F i g . 10.6). De d r u k i n de b u i t e n s t r o m i n g i s d a a r b i j 

c o n s t a n t . 

t u r b u l e n t 

U 

Figuur 10.6 Grenslaag langs vlakke plaat 

Langs de p l a a t b e s t a a t een r e l a t i e f dunne zone, de z.g. g r e n s l a a g , 

w a a r i n de s n e l h e i d v a r i e e r t i n d w a r s r i c h t i n g v a n u = O op de p l a a t 
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( k l e e f ) t o t u = U i n de b u i t e n s t r o m i n g . I n e l k e dwarsdoorsnede ( a f s t a n d 

X benedenstrooms v a n de bovenstroomse r a n d ) i s aan de g r e n s l a a g een 

zekere d i k t e ( 5 ) t o e t e kennen ( b i j v . de a f s t a n d van de p l a a t t o t h e t 

p u n t waar u = 0,99 U). De snelheidsgradiënt overdwars (au/5n) i n de 

g r e n s l a a g i s dus van de g r o o t t e - o r d e U/5, en de w a n d s c h u i f s p a n n i n g ( r ^ ) 

van de g r o o t t e — o r d e rjU/S . 

A l s g e v o l g van de wandweerstand neemt de s n e l h e i d v a n de v l o e i s t o f 

d e e l t j e s d i e d i c h t l a n g s de p l a a t stromen a f i n de s t r o o m r i c h t i n g . Deze 

d e e l t j e s remmen v e r v o l g e n s de v l o e i s t o f op wat g r o t e r e a f s t a n d . D i t 

l e i d t e r t o e d a t met toenemende a f s t a n d benedenstrooms de g r e n s l a a g d i k t e 

(5) toeneemt t e r w i j l de dwarse snelheidsgradiënt (du/dn - U/5) en de 

(wand) s c h u i f s p a n n ing ^ ~ f/U/5) afnemen. 

De g r e n s l a a g g r o e i i s a f t e l e i d e n u i t een I m p u l s b a l a n s . D i t h o u d t i n 

d a t de w a n d s c h u i f s p a n n i n g ('r ̂  ~ f]^/S) en de afneming van de i m p u l s -

o v e r d r a c h t i n de g r e n s l a a g (-pV^S) p.e.v. a f s t a n d (~x) i n b a l a n s z i j n . 

I n g r o o t t e - o r d e : 

rjV/S ~ pU2 5/x 

H i e r u i t v o l g t 

De g r e n s l a a g d i k t e neemt dus t o e e v e n r e d i g met de v i e r k a n t s w o r t e l u i t de 

a f s t a n d benedenstrooms van de aanstroomrand ( z i e F i g . 1 0 . 6 ) . 

Voor de g r o o t t e - o r d e van de maximale g r e n s l a a g d i k t e , aan h e t beneden

stroomse e i n d e van de p l a a t , waar x = i , g e l d t 

o f w e l 

» - (M)-»^ = Re-" (10.4) 

H i e r u i t z i e n we d a t v o o r een zwak—viskeuze s t r o m i n g (Re » 1) de grens

l a a g i n d e r d a a d r e l a t i e f dun i s ( 5 / i « 1 ) , z o a l s h i e r b o v e n a l werd ge

s t e l d ( i n de f i g u r e n i s de g r e n s l a a g d i k t e zwaar o v e r d r e v e n ) . Ook v o l g t 
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h i e r u i t d a t de s c h u i f s p a n n i n g e n i n de g r e n s l a a g (~ f?U/5) v e e l g r o t e r 

z i j n dan d i e i n de b u i t e n s t r o m i n g (~ rfM/Z) ; h i e r o p b e r u s t i n f e i t e h e t 

concept van de g r e n s l a a g . 

Omdat de g r e n s l a a g d i k t e 8 toeneemt i n benedenstroomse r i c h t i n g even-

h h 
r e d i g met x neemt de w a n d s c h u i f s p a n n i n g a f omgekeerd e v e n r e d i g met x 

Voor de over de p l a a t l e n g t e ( i ) gemiddelde s c h u i f s p a n n i n g g e l d t dan 

o f w e l 

< r > = c öU2 (10.5) 
O r ^ 

w a a r i n de coëfficiënt c^ van de g r o o t t e — o r d e Re i s . We z i e n d a t de 

w a n d s c h u i f s p a n n i n g i n een zwak—viskeuze s t r o m i n g (Re » 1, dus c^ « 1) 

v e e l k l e i n e r i s dan de stuwdruk (^pU^). 

Het bovenstaande i s gebaseerd op l a m i n a i r e s t r o m i n g i n de g r e n s l a a g . 

Waar Re^ = Vx/u een waarde van ca. 2 X 10^ o v e r s c h r i j d t s l a a t de 

g r e n s l a a g s t r o m i n g e c h t e r om naar t u r b u l e n t ( a f g e z i e n van een l a m i n a i r e 

s u b l a a g v l a k b i j een gladde wand). De g r o t e r e menging d i e daarvan h e t 

g e v o l g i s b r e n g t h o g e - s n e l h e i d v l o e i s t o f (met s n e l h e i d ongeveer g e l i j k 

aan U) t o t d i c h t b i j de p l a a t ; de snelheidsgradiënt 5u/an v l a k b i j de 

p l a a t w o r d t daardoor g r o t e r dan v o o r de l a m i n a i r e s t r o m i n g , en de 

w a n d s c h u i f s p a n n i n g en c ook. 

N.B. 1 I n s t r o m i n g e n van w a t e r door/over/rondom c i v i e l - t e c h n i s c h e 

c o n s t r u c t i e s i s de l e n g t e van de e v e n t u e l e l a m i n a i r e zone onbete

kenend. Neem bv. stromend w a t e r met U = 2 m/s; dan i s a l v o l d a a n aan 

Re > 2 X 10^ v o o r x > 0,1 m; d a t i n t e r v a l i s v e r w a a r l o o s b a a r t . o . v . 

a f m e t i n g e n van c i v i e l — t e c h n i s c h e c o n s t r u c t i e s . Bovendien i s d a a r b i j de 

aankomende s t r o m i n g z e l f a l t u r b u l e n t . 

N.B. 2 Ook de t u r b u l e n t e g r e n s l a a g d i k t e neemt t o e i n benedenstroomse 

r i c h t i n g , met a l s g e v o l g een i n d i e r i c h t i n g afnemende s c h u i f s p a n n i n g . 

D i t d o e t z i c h b i j v . v o o r i n de g r e n s l a a g b i j de bodem benedenstrooms 
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van een s c h u i f waar w a t e r onderdoor s t r o o m t ; d a a r b i j i s h e t afnemen v a n 

de s c h u i f s p a n n i n g b i j de bodem van b e l a n g v o o r h e t ontwerp van de 

benodigde l e n g t e en opbouw van een e v e n t u e l e bodembescherming; d i e kan 

u i t l i c h t e r e en minder s t a b i e l e elementen b e s t a a n op g r o t e r e a f s t a n d 

benedenstrooms. 

Gr e n s l a a g b i j voorwerp met d w a r s a f m e t i n g 

I n t e g e n s t e l l i n g t o t de i n z i j n v l a k aangestroomde v l a k k e p l a a t 

b e k i j k e n we nu een voorwerp met een d w a r s a f m e t i n g ( z i e b i j v . F i g . 

10.3b). D a a r b i j i s de d r u k i n de b u i t e n s t r o m i n g n i e t c o n s t a n t maar 

v a r i e e r t deze v o l g e n s B e r n o u l l i . Deze d r u k , met v a r i a t i e s Ap v a n de 

g r o o t t e - o r d e -^pU^, w.erkt door over de h e l e g r e n s l a a g d i k t e omdat d i e 

r e l a t i e f k l e i n i s . 

De drukgradiënt i n de s t r o o m r i c h t i n g (d-p/ds) beïnvloedt de g r e n s l a a g . 

Aan de v o o r z i j d e (bovenstroomse z i j d e ) van h e t voorwerp, waar de 

b u i t e n s t r o o m v e r s n e l t (d.w.z. t u s s e n p u n t 1 en p u n t 2 i n F i g . 1 0 . 1 ) , 

w e r k t de drukgradiënt i n de r i c h t i n g v a n de stroo m (öp/Ss < 0 ) . D i t 

compenseert v o o r een d e e l de i n v l o e d v a n de wandweerstand z o d a t de 

s t r o m i n g minder v e r t r a a g t en de g r e n s l a a g minder s t e r k g r o e i t dan b i j 

de v l a k k e p l a a t (waar dp/ds = 0 ) . Aan de benedenstroomse z i j d e , waar i n 

de i d e a l e - v l o e i s t o f b e n a d e r i n g de d r u k weer toeneemt (dp/ds > 0) , 

v e r s t e r k t de drukgradiënt de w e r k i n g v a n de wandweerstand, r e s u l t e r e n d 

i n een v e r s t e r k t e v e r t r a g i n g van de s t r o m i n g i n de g r e n s l a a g en een 

v e r s t e r k t e g r o e i van de g r e n s l a a g d i k t e . 

L o s l a t i n g van de stroom 

De door de tegenwerkende drukgradiënt v e r s t e r k t e v e r t r a g i n g l e i d t e r t o e 

d a t de g r e n s l a a g s t r o m i n g h e t l n F i g . 10.1 gemerkte p u n t 3 n i e t h a a l t , 

maar e e r d e r t o t s t i l s t a n d komt; v e r d e r benedenstrooms v e r o o r z a a k t de 

drukgradiënt l a n g s h e t voorwerp z e l f s een stroom t e g e n de o o r s p r o n k e 

l i j k e r i c h t i n g i n . Het p u n t waar de s n e l h e i d l a n g s de wand van t e k e n 

omkeert i s een stuwpunt; daar l a a t de stroo m l o s van de wand. U i t h e t 

bovenstaande v o l g t : l o s l a t i n g l s h e t g e v o l g van de c o m b i n a t i e v a n 

wandweerstand en een ( t e s t e r k e ) v e r t r a g e n d e drukgradiënt. 

N.B. De i n z i j n v l a k aangestroomde v l a k k e p l a a t g e e f t w e l w e e r s t a n d , 

maar omdat i n d a t g e v a l de drukgradiënt g e l i j k i s aan n u l t r e e d t daar 
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geen l o s l a t i n g op. B i j s t e r k - v i s k e u z e s t r o m i n g e n i s e r aan beneden

stroomse z i j d e z e l f s sprake van een i n de s t r o o m r i c h t i n g afnemende d r u k 

( z i e p a r . 1 0 . 4 ) ; om d i e reden t r e e d t i n d i e s t r o m i n g e n evenmin l o s l a 

t i n g op, z o a l s t e z i e n i s i n F i g . 10.3a. 

B i j toenemende waarden van Re w o r d t de g r e n s l a a g w e l i s w a a r r e l a t i e f 

dunner, maar h i j v e r d w i j n t n i e t omdat h e t v e r s c h i j n s e l k l e e f b l i j f t . 

Evenmin z a l de s t r o m i n g b i j een bepaalde g r o t e waarde van Re weer gaan 

a a n l i g g e n i . p . v . l o s l a t e n . Daarom i s de s t r o m i n g v a n een e c h t e v l o e i 

s t o f , ook a l s f/ -+ O en Re 00, t o t a a l anders dan d i e v a n een i d e a l e 

v l o e i s t o f . 

Het g e v o l g van l o s l a t i n g i s h e t o n t s t a a n van een zog met r e l a t i e f l a g e 

s n e l h e d e n en met een r e l a t i e f l a g e , v r i j w e l c o n s t a n t e d r u k aan de 

a c h t e r z i j d e van h e t voorwerp. Er i s geen d r u k h e r s t e l meer t o t aan de 

s t u w d r u k ; de d r u k k e n aan v o o r z i j d e en a c h t e r z i j d e z i j n n i e t meer ge

l i j k , waardoor een b i j d r a g e aan de s l e e p k r a e h t o n t s t a a t e v e n r e d i g aan 

^pU^ ( n a a s t d i e van de s c h u i f s p a n n i n g ) . 

De p l a a t s van l o s l a t i n g i s b i j gegeven Re nog a f h a n k e l i j k v a n de vorm 

en oriëntatie van h e t voorwerp. 

B i j een a b r u p t e beëindiging aan benedenstroomse z i j d e , z o a l s b i j een 

h o e k i g d w a r s p r o f i e l ( b i j v . v i e r k a n t e s t a a f ) , zou b i j n i e t - l o s l a t e n een 

s t e r k e v e r t r a g i n g o p t r e d e n , gepaard gaande met een s t e r k e tegenwerkende 

drukgradiënt. Die v e r o o r z a a k t dan j u i s t l o s l a t i n g . I n d a t g e v a l i s van 

e n i g d r u k h e r s t e l aan benedenstroomse z i j d e geen sprake ( z i e F i g . 1 0 . 7 ) , 

en i s e r een r e l a t i e f g r o t e s l e e p k r a e h t . 

Door s t r o o m l i j n i n g ( g e l e i d e l i j k reducerende d w a r s a f m e t i n g aan de 

a c h t e r z i j d e ) w o r d t de tegenwerkende drukgradiënt g e r e d u c e e r d en k a n de 

s t r o m i n g over een zekere a f s t a n d b l i j v e n a a n l i g g e n i n h e t v e r t r a g i n g s 

g e b i e d , w a a r b i j eveneens nog een zeker d r u k h e r s t e l o p t r e e d t ( F i g . 

1 0 . 8 ) . 
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Figuur 10.7 Drukverdeling langs vlakke plaat haaks op de stroming 

Figuur 10.8 Drukverdeling langs gestroomlijnd profiel 
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10.6 S l e e p k r a e h t 

We gaan nu na wat h e t voorgaande I n h o u d t v o o r de s l e e p k r a e h t . Deze 

b e s t a a t u i t de som van de b i j d r a g e n van s c h u i f s p a n n i n g en d r u k , geïnte

g r e e r d over h e t o p p e r v l a k v a n h e t voorwerp, w a a r b i j de component v a n de 

k r a c h t i n de ( r e l a t i e v e ) s t r o o m r i c h t i n g moet worden genomen. 

S t e r k — v i s k e u z e s t r o m i n g (Re « 1) 

I n d i t g e v a l z i j n de s c h u i f s p a n n i n g e n en de d r u k v a r i a t i e s v a n d e z e l f d e 

g r o o t t e - o r d e , gegeven door r ~ Ap ~ rjlS/Jl. Voor de t o t a l e s l e e p k r a e h t 

g e l d t dan ~ ??Ui ( z i e p a r . 10.4). 

Zwak—viskeuze s t r o m i n g (Re » 1) 

I n d i t g e v a l i s ~ rjV/S ~ c^ ^pU^ en i s Ap ~ -^pU^. Omdat c^ « 1 ( a l s 

Re » 1) i s T ^ « Ap en z a l F v e r o v e r h e e r s e n ( b e h a l v e b i j zeer l a n g 

g e r e k t e d w a r s p r o f i e l e n ) . Daarom s t e l l e n we F^ e v e n r e d i g aan -^pU^ en aan 

de o p p e r v l a k t e (A) van h e t voorwerp, g e p r o j e c t e e r d i n de s t r o o m r i c h t i n g 

(vaak i s d i t de o p p e r v l a k t e van de g r o o t s t e dwarsdoorsnede): 

F = c ^pH"^ A 
w w ^ 

(10.6) 

De z.g. s l e e p — o f weerstandscoëfficiënt c^ ( E n g e l s ; "drag c o e f f i 

c i e n t " , c^) i s een f u n c t i e van de vorm en oriëntatie van h e t voorwerp 

en van de waarde van Re. 

Hoewel (10.6) b e d o e l d i s v o o r zwak—viskeuze stromen l s h e t g e b r u i k e l i j k 

hem i n h e t h e l e b e r e i k van Re t o e t e passen. Voor l a g e waarden v a n Re, 

waar de s t r o m i n g i n f e i t e s t e r k - v i s k e u s i s , g e l d t dan 

F ~ f/Ui - c :l-pU2i2 
w w 

o f w e l 

c ~ ^ = ^ 
w pUi Re 

Voor een bo.1 b i j v . g e l d t i n h e t s t e r k - v i s k e u z e regime ( z i e v g l . 10.3) 

F = 37r??DU = c (|pU2) (^D2) 
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o f w e l 

c = 24 
w 

f? 24 

pUD Re 
(10.7) 

Het o n e i g e n l i j k e g e b r u i k van (10.6) v o o r s t e r k - v i s k e u z e stromen w o r d t 
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Figuur 10.9 Weerstandscoëfficiënt c^ voor bol 

10-1' ^ ^ v ' "''10^' " ' 1 0 ^ ' " ' 1 0 ^ ' '''10'' ' ' V ' ' ' V 

F i g . 10.9 g e e f t gemeten waarden van c^ v o o r een b o l a l s f u n c t i e van Re. 

We merken d a a r b i j h e t volgende op: 

• V g l . (10.7) s t e m t goed met de meetwaarden overeen v o o r Re < ca. 1. 

D i t b e v e s t i g t de g e l d i g h e i d van de t h e o r i e v a n Stokes en l e g t h e t 

t o e p a s s i n g s g e b i e d e r v a n v a s t . 

• Met toenemende waarden van Re van ca. 1 t o t ca. 10^ neemt de gevoe

l i g h e i d van c v o o r Re a f ; d i t i s h e t g e v o l g v a n h e t toenemend 
w 

r e l a t i e v e b e l a n g v a n de t r a a g h e i d . Voor Re t u s s e n ca. 10^ en ca. 

2 X 10^ i s c^ z e l f s v r i j w e l o n a f h a n k e l i j k v a n Re; i n d a t g e b i e d i s 

F dus v r i j w e l e v e n r e d i g met . 

• Voor Re t u s s e n ca. 2 X 10^ en ca. 3 x 10^ v e r t o o n t c een scherpe en 
, w 

s t e r k e d a l i n g . D i t i s h e t g e v o l g van de omslag van de g r e n s l a a g s t r o 

ming van l a m i n a i r naar t u r b u l e n t . D a n k z i j de daardoor v e r g r o t e 

menging van h o g e — s n e l h e i d v l o e i s t o f u i t de b u i t e n s t r o m i n g met de 

langzamere g r e n s l a a g - v l o e i s t o f l e i d t d i t t o t een l a n g e r a a n l i g g e n 

van de stroom, een s m a l l e r zog en d a a r i n een hogere d r u k dan b i j de 

l a m i n a i r e g r e n s l a a g s t r o m i n g . (Deze omslag v i n d t b i j een ca. t i e n 
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4 II III II 1 1 , 1 1 I I 

"-^ ffi^ cirkel-
U rj- vlakke 
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u i gestroomlijnd 
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Re = UD/v 

Figuur 10.10 Weerstandscoëfficiënt c voor cirkelcilinder, 
w 

vlakke plaat (dwars) en gestroomlijnd profiel 

k e e r l a g e r e waarde v a n Re p l a a t s a l s h e t o p p e r v l a k van de b o l ruw i s , 

z o a l s d a t v a n een g o l f b a l . ) 

F i g . 10.10 g e e f t gemeten waarden van c v o o r e n k e l e andere p r o f i e l e n . 
w 

We merken d a a r b i j h e t vol g e n d e op: 

B Voor de c i r k e l c i l i n d e r g e l d e n m.b.t. de l o s l a a t p u n t e n s o o r t g e l i j k e 

opmerkingen a l s v o o r de b o l . 

• I n de s t r o m i n g r o n d de dwars-aangestroomde v l a k k e p l a a t z i j n de 

l o s l a a t p u n t e n g e f i x e e r d , en i s de vorm van de d r u k v e r d e l i n g ( z o a l s 

gegeven i n F i g . 10.7) c o n s t a n t v o o r Re > ca. 10^. H e t z e l f d e g e l d t 

dan v o o r de waarde van c^. D i t i s i n h e t algemeen h e t g e v a l v o o r 

h o e k i g e p r o f i e l e n . 

• I n g e v a l v a n een g e s t r o o m l i j n d p r o f i e l i s de tegenwerkende d r u k 

gradiënt zwak, waardoor de s t r o o m l a n g kan b l i j v e n a a n l i g g e n en e r 

een s i g n i f i c a n t d r u k h e r s t e l o p t r e e d t ( z i e F i g . 1 0 . 8 ) . Daardoor k a n 

de c^—waarde b l i j k b a a r met ca. een f a c t o r 10 worden g e r e d u c e e r d 

t . o . v . de waarde v o o r n i e t — g e s t r o o m l i j n d e p r o f i e l e n . 
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Omdat F s t e r k samenhangt met de vorm van h e t voorwerp noemt men deze 
p 

de vormweerstand. De b i j d r a g e F noemt men de h u i d w e e r s t a n d . Z o a l s 

h i e r b o v e n a l i s opgemerkt i s « Ap v o o r zwak-viskeuze stromen; 

daardoor i s de vormweerstand l n de meeste g e v a l l e n v e e l g r o t e r dan de 

h u i d w e e r s t a n d . A l l e e n g e s t r o o m l i j n d e p r o f i e l e n (waarvoor de dwarsop-

p e r v l a k t e A k l e i n i s t . o . v . de f e i t e l i j k e o p p e r v l a k t e ) kunnen h i e r o p 

een u i t z o n d e r i n g maken, en d a t temeer naarmate Re l a g e r i s ( g r o t e r e 

I n s c h a a l m o d e l l e n v a n ( g r o t e r e ) p r o t o t y p e n kan men de c^-waarden v a n de 

p r o t o t y p e n b e p a l e n m i t s er sprake i s van g e o m e t r i s c h e g e l i j k v o r m i g h e i d 

( g e l i j k e vorm en oriëntatie), g e l i j k v o r m i g e a a n s t r o m i n g , en dynamische 

g e l i j k v o r m i g h e i d ( g e l i j k e waarde van Re). I n g e v a l v a n h o e k i g e p r o f i e 

l e n , w a a r b i j c c o n s t a n t i s v o o r Re > ca. 10», b e h o e f t de modelwaarde 

van Re n i e t g e l i j k t e z i j n aan de p r o t o t y p e w a a r d e , m i t s i n beide" g e v a l 

l e n Re > ca. 103. YOQ^ ronde p r o f i e l e n g e l d t i e t s a n a l o o g s , m i t s de 

g r e n s l a a g s t r o m i n g t u r b u l e n t i s . 

I n s c h a a l m o d e l l e n v a n de s t r o m i n g rondom c o n s t r u c t i e s i n open w a t e r , 

met i n v l o e d van een v r i j o p p e r v l a k , w o r d t e r m e e s t a l v o o r r a n g aan 

gegeven i n h e t model d e z e l f d e waarde t e hebben van h e t k e n t a l v a n 

Froude a l s i n h e t p r o t o t y p e , en w o r d t e r w a t e r i n de w i j n gedaan m.b.t. 

h e t k e n t a l van Reynolds. 

E n e r g i e v e r l i e s 

A l s g e v o l g v a n de w e e r s t a n d gaat s t r o m i n g s e n e r g i e " v e r l o r e n " (omgezet 

i n w a r m t e ) . Het g e d i s s i p e e r d vermogen i s 

P^. = F U 
d i s s w 

o f 

p ^ c ipU^A (10.8) 
d i s s w ^ 

Omgekeerd moet d i t vermogen g e l e v e r d worden om h e t voorwerp door een 

v l o e i s t o f o f gas t e bewegen ( l u c h t w e e r s t a n d van v l i e g t u i g e n , a u t o ' s 

e t c ) . Het e n e r g i e v e r l i e s door s t r o m i n g s w e e r s t a n d b i j o v e r b r u g g i n g v a n 

een gegeven a f s t a n d L, gedurende een t i j d t = L/U, i s t P ^ i s s ~ 

LP^. /U, wat ongeveer e v e n r e d i g i s met ( a l s c^ = c o n s t a n t ) . 
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10.7 V a l s n e l h e i d 

Een voorwerp d a t door de z w a a r t e k r a c h t i n een v l o e i s t o f v a l t ( o f op

s t i j g t ) o n d e r v i n d t een weersta n d . B i j een e e n p a r i g e beweging maakt h e t 

g e w i c h t minus de opwaartse h y d r o s t a t i s c h e d r u k e v e n w i c h t met de 

we e r s t a n d . De s n e l h e i d w a a r b i j d i t g e b e u r t i s de v a l s n e l h e i d ( w ) . 

S t e l M i s de massa van h e t voorwerp en V h e t volume, dan g e l d t i n de 

s t a t i o n a i r e t o e s t a n d ( v e r s n e l l i n g n u l ) : 

(M - pV)g = F 
w 

Voor een massieve b o l met u n i f o r m e m a s s a d i c h t h e i d p w o r d t d i t 
s 

(P, - P)gV = ( p ^ - p ) g ̂  D3 = F^ (10.9) 

o f w e l 

(P3 - P)g i = iPW^ 'i 

z o d a t 

w2 = 3 ^ A g D ( 1 0 . 1 0 ) 

w a a r i n A = ( p ^ - p)/p. Met g e b r u i k m a k i n g van h e t bekende v e r b a n d t u s s e n 

c^ en Re = wD/i^ ( F i g . 10.9) kan w h i e r u i t worden b e r e k e n d b i j gegeven 

waarden van A, g, D en . Het i s e c h t e r h a n d i g e r om (10.10) e e r s t a l s 

v o l g t d i m e n s i e l o o s t e maken: 

c — 2 - = c Re = ^ (10.11) 

H i e r i n i s h e t l i n k e r l i d u i t s l u i t e n d een f u n c t i e v a n Re, z o d a t 

R e = f = f , i ^ ) (10.12) 

E m p i r i s c h bepaalde waarden van deze f u n c t i e z i j n gegeven i n F i g . 10.11. 

Deze kan worden g e b r u i k t om zonder i t e r e r e n w t e b e p a l e n ( v i a Re) b i j 

gegeven waarden van A, g, D en 1/. 
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Figuur 10.11 Dimensieloos valsnelheidsdiagram voor een bol (figuur 

overgenomen uit Yalin, 1972). 

I n h e t Stokes regime (Re < ca. 1) g e l d t ( 1 0 . 3 ) , l n w e l k g e v a l 

F = 37rr;Dw en de v a l s n e l h e i d gegeven i s door 
w 

w = i ^ ^ (10.13) 
18 v 

Deze i s dus e v e n r e d i g met D^. De b i j b e h o r e n d e waarde v a n Re i s 

R e = ^ = l M D ! (10.14) 
u 18 

Deze e v e n r e d i g h e i d i s i n F i g . 10.11 t e z i e n a l s de t a k S^, d i e v o o r 

Re < ca. 1 de meetpunten goed w e e r g e e f t . S t e l l e n we i n d e r d a a d Re = 1 

a l s bovengrens v o o r h e t Stokes regime ( z i e ook F i g . 10.9) dan i s de 
X 

b i j b e h o r e n d e d i a m e t e r g e l i j k aan (18i / 2 / A g ) 3 . Voor een z a n d k o r r e l i n 
_ 6 

w a t e r (A 1,65) van ca. 20°C ^ 10 m^/s) i s d i t een d i a m e t e r v a n 

ca. 0,1 mm. 

Voor waarden van Re t u s s e n ca. 10^ en ca. 2 X 10^ i s c v r i j w e l 

c o n s t a n t ( z i e F i g . 1 0 . 9 ) , i n w e l k g e v a l w e v e n r e d i g i s met D, en Re^ 
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e v e n r e d i g i s met AgD^/iyZ ( z i e de t a k i n F i g . 10.11). G e b r u i k e n we 

v o o r d i t b e r e i k c =^0,4 dan gaat (10.10) o v e r i n 
w 

w = 1,83 JK^ • (10.15) 

Voor k w a r t s i n w a t e r (A = 1,65) r e d u c e e r t d i t v e r d e r t o t 

w = 2,35 TiD (10.16) 

S t e l l e n we Re = 10^ a l s ondergrens h i e r v o o r dan moet D m i n s t e n s g e l i j k 

z i j n aan ca. 3 mm ( v o o r A = 1,65). 
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1 1 . WEERSTAND I N PIJPLEIDINGEN 

11.1 I n l e i d i n g 

Het onderwerp v a n d i t h o o f d s t u k i s s t r o m i n g s w e e r s t a n d i n l e i d i n g e n . We 

beperken ons t o t s t a t i o n a i r e stromen i n r e c h t e , g e h e e l gevulde p i j p 

l e i d i n g e n van c o n s t a n t e d i a m e t e r , a f g e z i e n v a n p l a a t s e l i j k e p r o f i e l 

v a r i a t i e s z o a l s b i j s p l i t s i n g s p u n t e n , pompen, a f s l u i t e r s e t c . Het g a a t 

om h e t v e r b a n d t u s s e n w e e r s t a n d en d e b i e t . 

I n a a n s l u i t i n g op h e t voorgaande h o o f d s t u k v e r d e l e n we de t o t a l e 

s t r o m i n g s w e e r s t a n d (W) i n een l e i d i n g i n twee t y p e n b i j d r a g e n : 

• vormweerstand ( v e r t r a g i n g s v e r l i e z e n ) 

@ hu i d w e e r s t a n d ( w a n d w r i j v i n g ) 

Het eerstgenoemde t y p e w e e r s t a n d doet z i c h a l l e e n v o o r b i j l o k a l e , 

n i e t - g e s t r o o m l i j n d e p r o f i e l v a r i a t i e s , k n i k k e n enz., en i s v o o r e l k 

daarvan i n r e k e n i n g t e brengen a l s een s p r o n g s g e w i j z e d a l i n g v a n h e t 

e n e r g i e n i v e a u , h e t z.g. v e r t r a g i n g s v e r l i e s AH^. 

De tweede b i j d r a g e i s c o n t i n u v e r d e e l d over de l e i d i n g l e n g t e en g e e f t 

een g e l i j k m a t i g e d a l i n g van h e t e n e r g i e n i v e a u met een ve r h a n g ( v e r v a l 

p.e.v. l e n g t e ) g e l i j k aan —dH/ds. 

F i g u u r 11.1 g e e f t een s c h e t s van een l e i d i n g t u s s e n twee r e s e r v o i r s . 

V e r t r a g i n g s v e r l i e z e n t r e d e n i n d i t v o o r b e e l d op b i j de i n t r e e , b i j een 

a b r u p t e v e r w i j d i n g , b i j een l o k a l e v e r n a u w i n g en b i j de u i t t r e e . E l k 

van deze l o k a l e v e r l i e z e n AH^ w o r d t u i t g e d r u k t i n de p l a a t s e l i j k e 

s n e l h e i d s h o o g t e , met een ( d i m e n s i e l o z e ) verliescoëfficiënt a l s even

r e d i g h e i d s f a c t o r : 

AH = 
V ^ 2g 

I n p a r . 11.2 gaan we i n op de b e p a l i n g v a n de waarden v a n ^ v o o r 

v e r s c h i l l e n d e t y p e n van p r o f i e l v a r i a t i e . 

W r l j v i n g s v e r l i e z e n t r e d e n op over de h e l e l e n g t e van de l e i d i n g . Voor 

een l e i d i n g g e d e e l t e met c o n s t a n t e d i a m e t e r D w o r d t h e t w r i j v i n g s v e r h a n g 

(- dH/ds), k o r t w e g aangeduid a l s i ^ , e v e n r e d i g g e s t e l d aan de v e r h o u 

d i n g van s n e l h e i d s h o o g t e t o t l e i d i n g d i a m e t e r : 
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w ds 2gD 

I n p a r . 11.3 w o r d t ingegaan op de b e p a l i n g van de w r i j v i n g s f a c t o r f 

(van Darcy-Weisbach) a l s f u n c t i e van h e t k e n t a l van Reynolds (l!T)/u) en 

de r e l a t i e v e wandruwheid ( k / D ) . Het t o t a l e w r i j v l n g s v e r l i e s o v e r een 

u n i f o r m l e i d i n g g e d e e l t e met l e n g t e L i s 

T TT2 

i n t r e e v e r l i e s 

e.n. 

p.n. 

u i t t r e e v e r l i e 

Figuur 11.1 - Pijpleiding tussen twee reservoirs, met plotselinge 

vergroting van pijpdiameter en met een uitstekende 

flens in deel 2. 

Voor h e t t o t a l e v e r l i e s i n een l e i d i n g bestaande u i t e n k e l e i n s e r i e 

geschakelde u n i f o r m e l e l d i n g g e d e e l t e n g e l d t 

AH^ ^ = S AH + S AH 
t o t V w 

I n een g e s l o t e n l e i d i n g h e e f t h e t d e b i e t Q d e z e l f d e waarde i n a l l e 

doorsneden, ook a l v e r s c h i l l e n d i e i n d i a m e t e r . We s u b s t i t u e r e n daarom 

U = Q/A i n e l k e v e r l i e s t e r m , w a a r b i j A p e r t e r m een andere waarde k a n 
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hebben. Dan r e s u l t e e r t h e t gezochte v e r b a n d t u s s e n h e t t o t a l e v e r l i e s 

en h e t d e b i e t : 

^ \ o t = -

1^ 

2g 

v l _ + V f L l _ (11.1) 

B i j een r e l a t i e f k o r t e l e i d i n g met v e e l k n i k k e n , v e r n a u w i n g e n e t c . 

o v e r h e e r s e n de v e r t r a g i n g s v e r l i e z e n en kan de w a n d w r i j v i n g worden 

v e r w a a r l o o s d . I s daarentegen sprake v a n een l a n g e p i j p l e i d i n g met 

overwegend e e n p a r i g e beweging dan z i j n de v e r t r a g i n g s v e r l i e z e n 

v e r w a a r l o o s b a a r . Voorbeelden van b e i d e z i j n t e v i n d e n i n de v r a a g 

s t u k k e n b u n d e l . 

Voor h e t t o t a l e v e r l i e s aan e n e r g i e h o o g t e i n F i g . 11.1 g e l d t 

AH. 
t o t ^0 ~" ̂ 3 ~ ^0 

D i t i s g e l i j k aan h e t v e r v a l ( h Q - h g ) t u s s e n de r e s e r v o i r s omdat de 

s n e l h e i d s h o o g t e i n een r e s e r v o i r v e r w a a r l o o s b a a r i s . 

Het h a n g t van de t o e p a s s i n g a f welke v a n de g r o o t h e d e n i n (11.1) gege

ven z i j n en welke de a f h a n k e l i j k e v a r i a b e l e l s . Schematisch weergege

ven : 

geg. v e r v a l en l e i d i n g d e b i e t 

geg. l e i d i n g en d e b i e t -+ v e r v a l 

geg. v e r v a l en d e b i e t -> l e l d i n g ( d l a m e t e r ) 

I n sommige g e v a l l e n z a l de o p l o s s i n g i t e r a t i e f moeten worden b e p a a l d . 

I n de p r a k t i j k z i j n h i e r v o o r s t a n d a a r d s o f t w a r e - p a k k e t t e n b e s c h i k b a a r . 

V o o r b e e l d e n z i j n t e v i n d e n i n de v r a a g s t u k k e n b u n d e l . 

,2 V e r t r a g i n g s v e r l i e z e n 

I n h o o f d s t u k 10 i s de s t r o m i n g r o n d een voorwerp behandeld. We hebben 

g e z i e n d a t d a a r b i j l o s l a t i n g o p t r e e d t i n g e v a l v a n onvoldoende stroom

l i j n i n g , en d a t d a a r b i j i n h e t zog een r e l a t i e v e o n d e r d r u k h e e r s t 

waardoor e r een n e t t o s l e e p k r a e h t o n t s t a a t . Omgekeerd w e r k t deze a l s 

een w e e r s t a n d op de s t r o m i n g . 
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Z oals gezegd i n h o o f d s t u k 10 i s de waarde van de s l e e p k r a e h t o f weer

s t a n d v o o r gegeven g e o m e t r i e e v e n r e d i g met de st u w d r u k (-^pU^) en met 

een weerstandscoëfficiënt d i e a f h a n g t van h e t k e n t a l v a n Reynolds (Re) 

en i n d i r e c t dus ook van de s n e l h e i d . B i j v o l d o e n d g r o t e waarden van Re 

i s c c o n s t a n t en v a r i e e r t de w e e r s t a n d r e c h t e v e n r e d i g met h e t 
w 

kwadraat v a n de s t r o o m s n e l h e i d . 

B i j een s n e l l e v e r r u i m i n g van h e t d o o r s t r o o m p r o f i e l i n een l e i d i n g 

t r e d e n s o o r t g e l i j k e v e r s c h i j n s e l e n op. Het e n e r g i e v e r l i e s d a t daarmee 

gepaard g a a t , h e t z.g. v e r t r a g i n g s v e r l i e s , u i t z i c h i n een l o k a l e 

d a l i n g van h e t e n e r g i e n i v e a u (AH^), d i e eveneens b i j b e n a d e r i n g 

e v e n r e d i g i s met h e t kwadraat van de s t r o o m s n e l h e i d . Voor een w i l l e 

k e u r i g e p r o f i e l v a r i a t i e o f b o c h t s c h r i j v e n we AH_̂  i n de vorm 

A H ^ = ^ | (11.2) 

De coëfficiënt ^ h i e r i n i s i n hoofdzaak a f h a n k e l i j k v a n de l o k a l e geo

m e t r i e , maar z a l tevens afhangen van de a a n s t r o o m c o n d i t i e s en v a n de 

waarde van h e t k e n t a l van Reynolds v o o r de p i j p s t r o m i n g , Re = UD/i/.In 

h e t v e r v o l g v a n d i t h o o f d s t u k gaan we e r van u i t d a t de a a n s t r o m i n g 

e e n p a r i g i s en d a t Re zó g r o o t i s d a t ̂  e r n i e t meer mee v a r i e e r t . 

G e l e i d e l i j k e v e r w i j d i n g 

E m p i r i s c h e waarden van ^ v o o r een a a n t a l g e v a l l e n van g e l e i d e l i j k e 

v e r w i j d i n g z i j n gegeven i n Tabel 11.1. 

A b r u p t e v e r w i j d i n g 

Voor een a b r u p t e v e r w i j d i n g v a n een g e s l o t e n l e i d i n g ( F i g . 11.2a) i s de 

waarde v a n AH gegeven door de z.g. r e g e l van Carnot ( z i e h o o f d s t u k 8 ) ; 

AH = 
(U l - Ug) 2 

V 2g 

H i e r i n z i j n U^ en Ug de gemiddelde snelheden i n de l e i d i n g g e d e e l t e n aan 

w e e r s z i j d e n v a n de a b r u p t e v e r w i j d i n g . Omdat Q = U^ A^ = Ug Ag i s AH^ 

t e s c h r i j v e n a l s 

A l g Uf 
AH = ( 1 - — ) — (11.3) 

V ^ Ag^ 2g 
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Flguur 11.2 Stroomvertraging na abrupte vergroting van diameter ( a ) , 

en na contractie achter een flens ( b ) , achter een 

knik ( c ) en bij intree (d) 

Lokale_vernauwi^ng 

Het g e o m e t r i s c h d o o r s t r o o m p r o f i e l i n een p i j p met d w a r s o p p e r v l a k A en 

s t r o o m s n e l h e i d U = Q/A w o r d t p l a a t s e l i j k vernauwd t o t A^ ( z i e F i g . 

11.2b). Wegens c o n t r a c t i e i s h e t k l e i n s t e d o o r s t r o o m o p p e r v l a k k l e i n e r 

dan A^, zeg g e l i j k aan //Â  w a a r i n // de contractiecoëfficiënt i s , en i s 

de g r o o t s t e s t r o o m s n e l h e i d g e l i j k aan Q/(MA^). C a r n o t g e e f t dan 

AH = = ( 4 ^ - 1 ) ' T¬
V 2g V \ ^ 2g 

o f w e l 
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E m p i r l s c h bepaalde waarden van / i en ^ z i j n v o o r d i v e r s e v e r n a u w i n g e n 

v e r z a m e l d i n handboeken ( z i e b i j v . I d e l c h i k , 1986). T a b e l 11.1 g e e f t 

e n k e l e waarden. 

Bochten e n _ k n i k k e n 

I n een ( t e ) a b r u p t e b o c h t van een l e i d i n g t r e e d t l o s l a t i n g op g e v o l g d 

door c o n t r a c t i e (/i < 1) en v e r t r a g i n g ( F i g . 1 1 . 2 c ) . Dan z a l ̂  > O z i j n , 

ook a l s e r geen sprake i s van v a r i a t i e van de p i j p d o o r s n e d e . De waarde 

van ^ i s d a a r b i j a f h a n k e l i j k van de v e r h o u d i n g v a n b o c h t s t r a a l t o t 

p i j p d i a m e t e r en van de i n g e s l o t e n hoek (9). E m p i r i s c h e waarden v o o r 

v e e l g e v a l l e n z i j n v e r z a m e l d i n handboeken z o a l s d a t v a n I d e l c h i k . 

T a b e l 11.1 g e e f t enkele daarvan. 

I n t r e e 

B i j de i n t r e e v a n de s t r o m i n g v a n u i t een r e s e r v o i r i n een p i j p kan de 

s t r o m i n g l o s l a t e n , c o n t r a h e r e n (fi < 1) en daarna v e r t r a g e n ( F i g . 

11.2d). Toepassing van Carnot g e e f t i n d i t g e v a l 

B i j een goed g e s t r o o m l i j n d e a a n s l u i t i n g t r e d e n c o n t r a c t i e en v e r t r a g i n g 

n i e t op, i n w e l k g e v a l ^l = 1 en ^ = 0 . Voor de r e c h t h o e k i g e a a n s l u i t i n g 

g e t e k e n d i n F i g . 11.2d i s fi 0,6 zo d a t ^ 0,45.. 

Wanneer de p i j p door de wand van h e t r e s e r v o i r naar b i n n e n s t e e k t ( z i e 

F i g . 11.3) t r e e d t een s t e r k e c o n t r a c t i e op, d i e a l s v o l g t i s t e b e r e 

kenen . 

A 

P 
- O 

O 
G 

11.3 Reservoir met 

Borda 

buisje van 
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gele ide l i jke verwijding 

vernauwing 

knik 

( D c o n s t a n t ) 

D /D 
—2-1 ]_ 

1 ,5 

1,8 

2,0 

> 3 

g l a d 

ruw 

5 

0,03 

0,06 

0,07 

0,07 

0,08 

0,01 

0,60 

0,49 

10 

0,034 

0,045 

10 

0,10 

0,24 

0,28 

0,29 

0,31 

0,20 

0,62 

0,42 

30 

0,130 

0,16 

15 

0,16 

0,39 

0,44 

0,46 

0,49 

0,60 

0,70 

0,22 

60^ 

0,47 

0,69 

20--

0,19 

0,48 

0,54 

0,56 

0,60 

0,80 

0,77 

0,13 

90' 

5 = M | , |, Re, 0 } 

g l o b a a l gemiddelde: 

R / D 

90 

bocht 45° 

3Q 

0,67 

0 ^ 

0,2 

0,13 

O, 

O, 

0,07 

0,05 

Tabel 11.1 Plaatselijk energieverlies buisleidingen (^-waarden) 

N.B.: Bovenstaande ^-waarden komen overeen met de definities 
2 2 

^ = AHy(U^/2g) in geval (a) en ^ = AHy(U2/2g)in geval (b) (in beide 

gevallen de grootste van de twee snelheidshoogten aan weerszijden). 
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I n h e t r e s e r v o i r z i j n de v e r s n e l l i n g e n a l l e e n van b e t e k e n i s i n de om

g e v i n g van de i n s t r o o m o p e n i n g van de p i j p . D a a r b u i t e n i s de dynamische 

d r u k ( e n dus h e t piëzometrisch n i v e a u ) c o n s t a n t ( s t e l g e l i j k aan p ^ ) . 

I n de dwarsdoorsnede van de vena c o n t r a c t a s t e l l e n we de dynamische 

d r u k eveneens c o n s t a n t ( g e l i j k aan p ^ ) . 

Volgens B e r n o u l l i g e l d t dan 

2 Po - P l 

PQ = P l + "2pUi o f w e l 2 — = 2 

pUi 

We s t e l l e n v e r d e r een i m p u l s b a l a n s op v o o r h e t g e b i e d G, bestaande u i t 

h e t r e s e r v o i r p l u s h e t d a a r i n stekende b u i s g e d e e l t e t o t aan de vena 

c o n t r a c t a ( z i e F i g . 11.3) en gaan er d a a r b i j van u i t d a t over de h e l e 

wand v a n h e t r e s e r v o i r , ook d i e waar de p i j p doorheen s t e e k t (abcd) , de 

dynamische d r u k g e l i j k i s aan de ongestoorde waarde ( p ^ ) • De 

i m p u l s b a l a n s F^ = F^ g e e f t dan 

2 
p A = p (A - A ) + P i A + p U , u A 
o O O O ^1 r 1 r-

o f w e l 

Po - P l 1 
^ = 2 = 2 

D i t r e s u l t a a t i s o o r s p r o n k e l i j k door Borda (1776) a f g e l e i d ; h e t naar 

b i n n e n g e s t o k e n p i j p g e d e e l t e w o r d t h e t b u i s j e van Borda genoemd. De 

b i j b e h o r e n d e coëfficiënt voor h e t i n t r e e v e r l i e s i s g e l i j k aan 

e = ( i - 1)2 = 1 

U i t t r e e 

Z o a l s reeds genoemd i n h o o f d s t u k 8 kan Ug worden v e r w a a r l o o s d t . o . v . U^ 

i n g e v a l van een r e l a t i e f s t e r k e p r o f i e l v e r g r o t i n g , z o a l s b i j 
2 

u i t s t r o m i n g i n een r e s e r v o i r . Dan g e l d t b i j b e n a d e r i n g AH_̂  = U i / 2 g , 

o f w e l ^ = 1. De gehele meegevoerde k i n e t i s c h e e n e r g i e gaat dan 

v e r l o r e n . I n d a t g e v a l l i g t h e t piëzometrisch n i v e a u i n de p i j p b i j de 

u i t t r e e i n h e t w a t e r n i v e a u van h e t ontvangende r e s e r v o i r ( F i g . 1 1 . 1 ) . 
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11,3 Weerstand I n e e n p a r i g e s t r o o m 

11.3.1 O n t w i k k e l i n g t o t e e n p a r i g e s t r o o m 

B i j v l o e i s t o f s t r o m i n g v a n u i t een r e s e r v o i r i n een p i j p l e i d i n g o n t 

w i k k e l t z i c h een g r e n s l a a g l a n g s de p i j p w a n d , a a n v a n k e l i j k t e v e r 

g e l i j k e n met de g r e n s l a a g d i e z i c h v o rmt i n de s t r o m i n g l a n g s een 

v l a k k e p l a a t ( z i e h o o f d s t u k 1 0 ) . Vanaf een zekere a f s t a n d beneden

strooms v a n de i n s t r o o m b e g i n t de g r e n s l a a g g r o e i e c h t e r merkbaar 

beïnvloed (belemmerd) t e worden door de e i n d i g e p i j p d o o r s n e d e , 

t o t d a t op nog g r o t e r e a f s t a n d ( t i e n t a l l e n d i a m e t e r s ) geen g r o e i meer 

p l a a t s v i n d t en h e t s n e l h e i d s p r o f i e l v a n a f daar c o n s t a n t b l i j f t . Pas 

dan i s de s t r o m i n g e c h t e e n p a r i g ( v e r s n e l l i n g n u l ) . 

De h i e r n a t e geven b e h a n d e l i n g v a n wandweerstand h e e f t b e t r e k k i n g op 

e e n p a r i g e s t r o m i n g (na m i d d e l i n g over de e v e n t u e l e t u r b u l e n t i e ) , en 

i s s t r i k t gesproken n i e t van t o e p a s s i n g op bovengenoemd i n l o o p 

g e d e e l t e . I n de p r a k t i j k w o r d t met d i t v e r s c h i l e c h t e r m e e s t a l geen 

r e k e n i n g gehouden. 

11.3.2 Parameters 

I n p a r . 2.5 i s a l ingegaan op de parameters d i e b e p a l e n d z i j n v o o r 

de w e e r s t a n d b i j e e n p a r i g e s t r o m i n g door een l e i d i n g . V o l l e d i g h e i d s 

h a l v e doen we d a t h i e r opnieuw en voegen we daar e n k e l e opmerkingen 

aan t o e . 

We gaan u i t v a n een e e n p a r i g e s t r o m i n g van een v l o e i s t o f v a n con

s t a n t e m a s s a d i c h t h e i d ( p ) en v i s c o s i t e i t (fy) door een p i j p l e i d i n g 

met c o n s t a n t e inwendige d i a m e t e r D. Het d e b i e t i s Q en de over de 

dwarsdoorsnede gemiddelde s n e l h e i d i s U = Q/A = Q/(7rD2/4) . 

De b i n n e n k a n t van de p i j p w a n d kan ruw z i j n a l s g e v o l g van h e t f a b r i -

k ageproces, c o r r o s i e , b i o - a c t i v i t e i t , s e d i m e n t a t i e en e v e n t u e e l 

andere oorzaken. Gemakshalve doen we h i e r a l s o f de r u w h e i d i s weer 

t e geven door s l e c h t s één k a r a k t e r i s t i e k e l e n g t e m a a t e r v a n , d i e we 

met k aanduiden. I n de h i e r n a t e noemen p r o e v e n van N i k u r a d s e 
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b e s t o n d de r u w h e i d u i t k l e i n e , a a n e e n g e s l o t e n z a n d k o r r e l s v a n v r i j 

w e l e e n z e l f d e d i a m e t e r , g e l i j m d op de wand, en s t e l t k de gemeen

s c h a p p e l i j k e d i a m e t e r van deze k o r r e l t j e s v o o r . 

Het bovenstaande h o u d t i n d a t de beschouwde e e n p a r i g e s t r o m i n g 

s l e c h t s a f h a n k e l i j k i s van de volgende o n a f h a n k e l i j k e v a r i a b e l e n : 

(D, k, p, V, U) (11.4) 

Dezen z i j n t e combineren t o t twee o n a f h a n k e l i j k e d i m e n s i e l o z e 

p a r a m e t e r s : 

(Re, ^ ) (11.5) 

H i e r i n i s Re = pVD/rj = UD/v h e t k e n t a l v a n Reynolds, gebaseerd op de 

p i j p d i a m e t e r ; k/D i s de r e l a t i e v e r u w h e i d . 

Op h e t m i c r o — n i v e a u v a n de i n d i v i d u e l e r u w h e i d s e l e m e n t e n v e r s n e l t en 

v e r t r a a g t de stro o m en i s e r een s l e e p k r a e h t op de r u w h e i d s e l e m e n t e n 

d i e d e e l s u i t h u i d w e e r s t a n d en d e e l s u i t vormweerstand k a n b e s t a a n . 

Op h e t macro—niveau v a n de t o t a l e s t r o m i n g door de p i j p z i e n we daar 

e c h t e r van a f , beschouwen we de stroo m a l s e e n p a r i g en a l s r a d i a a l -

s y m m e t risch, en noemen we de t o t a l e a x i a l e k r a c h t , op de wand u i t 

geoefend p.e.v. o p p e r v l a k daarvan, de w a n d s c h u i f s p a n n i n g ('''̂ ) • We 

definiëren nu een ( d i m e n s i e l o z e ) weerstandscoëfficiënt A a l s de 

v e r h o u d i n g van r^ t o t pU^ ( v e r g e l i j k met c^ i n h o o f d s t u k 1 0 ) . 

M.a.w., we s t e l l e n 

O 
(11.6) 

Z o l a n g a l l e o n a f h a n k e l i j k v a r i a b e l e n gegeven z i j n door (11.4) i s 

g e h e e l daardoor b e p a a l d en kan A s l e c h t s een f u n c t i e z i j n v a n de i n 

(11.5) genoemde d i m e n s i e l o z e p a r a m e t e r s : 

A = f ( R e , | ) (11.7) 
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De waarde v a n A hangt samen met de vorm v a n h e t s n e l h e i d s p r o f i e l , 

d i e op z i j n b e u r t e r s t e r k van a f h a n g t o f de s t r o m i n g i n de p i j p 

l a m i n a i r i s o f t u r b u l e n t . F i g . 11.4 l a a t d a t z i e n : i n t u r b u l e n t e 

stromen v a r i e e r t de s n e l h e i d i n h e t g r o o t s t e d e e l v a n h e t 

d w a r s p r o f i e l a a n z i e n l i j k minder dan i n l a m i n a i r e stromen; d i t i s h e t 

g e v o l g v a n de door de t u r b u l e n t i e v e r o o r z a a k t e l a t e r a l e menging. 

H i e r moet b i j een gegeven gemiddelde s n e l h e i d n a t u u r l i j k een 

s t e r k e r e gradiënt b i j de wand tegeno v e r s t a a n , r e s u l t e r e n d i n een 

verhoogde wandweerstand dan b i j l a m i n a i r e stroom. 

Fig. 11.4 

Snelheidsprofielen in gladde 

buis voor laminaire stroom 

en voor twee gevallen van 

turbulente stroom. Zie Tabel 

11.2 voor enkele bijbehoren

de waarden. Figuur ontleend 

aan Rouse (1938) 

Nr Re A a 13 

1 < 2 x l 0 3 - 2 4/3 

2 3x10* 0,0029 1,063 1,022 

3 3x106 0,0012 1,027 1,009 

Tabel 11.2 Getalswaarden behorend bij Fig. 11.4; Re gegeven; A 

conform (11.38) c.q. Fig. 11.10; a en fi conform A.5 en 

A.6. 
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De s n e l h e i d s p r o f i e l e n i n F i g . 11.4 z i j n v o o r een gladde b u i s w a a r b i j 

A s l e c h t s v a n Re a f h a n g t . De b i j b e h o r e n d e waarden van Re en A z i j n 

gegeven i n T a b e l 11.2, evenals d i e v a n de snelheidsverdelingscoëf

ficiënten a en /3. (De b e p a l i n g van d i e waarden komt nog aan de o r d e . ) 

Gezien de g r o t e v e r s c h i l l e n t u s s e n l a m i n a i r e en t u r b u l e n t e s tromen 

worden deze twee g e v a l l e n a f z o n d e r l i j k behandeld. V o o r a f g a a n d daar

aan gaan we evenwichtsvoorwaarden o p s t e l l e n . D i e z i j n o n a f h a n k e l i j k 

v a n h e t f e i t o f de s t r o m i n g l a m i n a i r i s dan w e l t u r b u l e n t . 

11.3.3 Evenwichtsvoorwaarden 

De d r i j v e n d e k r a c h t v o o r de s t r o m i n g w o r d t g e l e v e r d door de gradiënt 

van de dynamische d r u k ( p ^ ) , o f w e l pg maal de gradiënt v a n h e t 

piëzometrisch n i v e a u ( h ) ( z i e h o o f d s t u k 6 ) . 

B i j e e n p a r i g e s t r o m i n g ( z o a l s h i e r v e r o n d e r s t e l d ) z i j n de s t r o o m l i j 

nen r e c h t en l s h e t piëzometrisch n i v e a u c o n s t a n t i n e l k e dwars

doorsnede. (Weerstand w e r k t a l l e e n t e g e n de s t r o o m r i c h t i n g i n en i s 

daarom n i e t van i n v l o e d op de g e l d i g h e i d v a n deze u i t s p r a a k . ) 

Omdat we u i t g a a n van e e n p a r i g e s t r o m i n g z i j n de v e r s n e l l i n g e n n u l , 

ook i n a x i a l e r i c h t i n g , en i s e r i n d i e r i c h t i n g e v e n w i c h t t u s s e n de 

d r i j v e n d e k r a c h t en de weerstand. We passen d i t e e r s t t o e op een 

c i l i n d e r v o r m i g e moot t u s s e n twee dwarsdoorsneden s = S i e n s = S 2 = 

S i + As, i n r a d i a l e r i c h t i n g (coördinaat r ) begrens d door de p i j p 

wand waar r = r = ^D ( F i g . 1 1 . 5 ) . (N.B. De i n deze f i g u u r d u b b e l 

gearceerde moot ( r < r ^ ) komt pas op p. 171 t e r spra k e , v g l . 11.19.) 

Omdat de s t r o m i n g e e n p a r i g i s h e f f e n de meevoeringen v a n i m p u l s naar 

h e t b a l a n s g e b i e d door de doorgangen s = e n s = S 2 e l k a a r op. De 

r e s u l t e r e n d e k r a c h t op de beschouwde moot i s 

5p, 

F l - F2 = ( P a ; Pd,)A - - A As = - pg ^ A As = - pg ^ A As 
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FLguur 11.5 Balansgebieden met lengte As en straal r of r^ 

Deze s t e l l e n we g e l i j k aan de w a n d w r i j v i n g (AW) op de moot. Dat 

g e e f t 

_ = ^ ^ (11.8) 
ds pgA As w 

H i e r i n i s i ^ h e t z.g. w r i j v i n g s v e r h a n g , p e r d e f i n i t i e g e l i j k aan de 

w r i j v i n g p.e.v. g e w i c h t . 

De omtrek waarover de w a n d w r i j v i n g w e r k t ( i n een dwarsdoorsnede) 

geven we weer met h e t symbool 0; daarmee g e l d t AW = r^O As, en g a a t 

(11.8) o v e r i n 

= p g ( A / 0 ) i ^ = p g R i ^ (11-9) 

H i e r i n i s R g e d e f i n i e e r d a l s de v e r h o u d i n g A/O, de z.g. h y d r a u l i s c h e 

s t r a a l . Voor de p i j p g e l d t R = -̂D = - ^ r ^ , z o d a t 

r = i p g r 1 (11.10) 

Wanneer we (11.6) s u b s t i t u e r e n i n (11.9) o n t s t a a t een v e r b a n d t u s s e n 

i en U: 
w 

1 = A H l (11.11) 
w gR 
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De hiermee overeenkomende d a l i n g van h e t e n e r g i e n i v e a u o v e r een 

p i j p l e n g t e L i s 

AH = i L = A ^ — = 8 A H H _ (11.12) 
w w R g D 2g 

I n de l a a t s t e vorm w o r d t AH^ u i t g e d r u k t i n de s n e l h e i d s h o o g t e , z o a l s 

ook g e b r u i k e l i j k i s v o o r de v e r t r a g i n g s v e r l i e z e n AH^. Deze vorm 

w o r d t v o o r p i j p l e i d i n g e n v e e l g e b r u i k t , w a a r b i j de f a c t o r 8A vaak 

nog w o r d t v e r v a n g e n door de z.g. w r i j v i n g s f a c t o r f van D a r c y -

Weisbach : 

f = 8A (11.13) 

r = A/9U2 = I pU2 (11.14) 

O ö 

^ « w = f ï ï l i ( ^ l - ^ ^ ) 

N.B.1 De i n t r o d u c t i e van een f a c t o r 8 i n de v e r h o u d i n g r^/pU^, 

n a a s t een evenredigheidscoëfficiënt z o a l s A, h e e f t f y s i s c h geen 

b e t e k e n i s en w e r k t i n f e i t e a l l e e n maar v e r w a r r e n d . Het i s b l i j k b a a r 

gedaan om h e t w r i j v l n g s v e r l i e s t e kunnen s c h r i j v e n z o a l s i n ( 1 1 . 1 5 ) . 

Dat w e r k t o v e r i g e n s a l l e e n v o o r l e i d i n g e n met een c i r k e l v o r m i g e 

dwarsdoorsnede. 

N.B.2 Het g e b r u i k van symbolen i n de v a k l i t e r a t u u r i s n i e t g e s t a n 

d a a r d i s e e r d . (Wat h i e r A i s w o r d t bv. ook w e l f genoemd, en 

omgekeerd.) Daarom moet pe r g e v a l de p r e c i e z e b e t e k e n i s v a n een z.g. 

" w r i j v i n g s f a c t o r " worden nagegaan, b i j v o o r k e u r v i a b e t r e k k i n g e n 

z o a l s ( 1 1 . 1 4 ) . 

N.B.3 Omdat U = Q/A = ^/D^ v o l g t u i t (11.15) d a t AH^ b i j gegeven Q 

omgekeerd e v e n r e d i g v a r i e e r t met D^, a l s we de o v e r i g e f a c t o r e n 

( i n c l u s i e f f ) eveneens c o n s t a n t v e r o n d e r s t e l l e n . Een g e r i n g e v e r g r o 

t i n g van de ( o n t w e r p ) d i a m e t e r b i j gegeven Q r e s u l t e e r t dus i n een 

r e l a t i e f s t e r k e d a l i n g van de w r l j v i n g s v e r l i e z e n . 

N.B.4 I n b e r e k e n i n g e n van wandweerstand w o r d t v e e l g e b r u i k gemaakt 

van de z.g. s c h u i f s p a n n i n g s s n e l h e i d ( u ^ ) , g e d e f i n i e e r d z o d a n i g d a t 

'"o = Pu2, o f w e l 
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= ( r /p)^ (11.16) 

S u b s t i t u t i e h i e r i n van (11.6) r e s p e c t i e v e l i j k (11.9) g e e f t 

u^ = yX U (11.17) 

r e s p e c t i e v e l i j k 

= ( g R i ) ^ (11.18) 

Voor de h i e r n a volgende b e r e k e n i n g van h e t s n e l h e i d s p r o f i e l moet de 

s c h u i f s p a n n i n g ( r ) bekend z i j n a l s f u n c t i e v a n de r a d i a l e coördinaat 

r . Toepassing van d e z e l f d e r e d e n e r i n g d i e l e i d d e t o t ( 1 1 . 1 0 ) , nu op 

h e t i n F i g . 11.5 dubbel gearceerde m o o t j e met w i l l e k e u r i g e s t r a a l r 

I . p . v . r ^ , g e e f t 

r ( r ) = i p g r i = — r (11.19) 

O 

De s c h u i f s p a n n i n g neemt dus l i n e a i r t o e van de waarde n u l i n de 

p i j p — a s t o t r aan de wand ( F i g . 11.6). 

r 
T 

T 

T 
O 

Figuur 11.6 Lineaire schuifspanningsverdeling in eenparige 

pijpstroming 

11.3.4 L a m i n a i r e s t r o o m 

Voor l a m i n a i r e p i j p s t r o m i n g (Re < ca. 2300) g e l d t 

, , du du 
r ( r ) = ri ^ = - V ^ 

(11.20) 
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S u b s t i t u t l e h i e r i n van (11.19) g e e f t 

du _ T _ ^ O 

d r ^ 

I n t e g r a t i e h i e r v a n naar r en g e b r u i k m a k i n g van de voorwaarde u = O 

waar r = r ^ ( k l e e f ) r e s u l t e e r t i n h e t vol g e n d e p a r a b o l i s c h e s n e l 

h e i d s p r o f i e l : 

u ( r ) = 2 ^ ( r 2 - r 2 ) (11.21) 

^ O 

D i t i s een a x i a a l symmetrisch, p a r a b o l i s c h p r o f i e l ( z i e F i g . 11.4, 

"c u r v e " 1) met een maximale s n e l h e i d u = -A-r r /». 
max o o 

Om T^ u i t t e kunnen drukken i n de gemiddelde s n e l h e i d b erekenen we 

e e r s t h e t d e b i e t : 

r 
O 

27rr u 
1 

Q = I 27rr u d r = ^ 

O 

H i e r u i t v o l g t v i a U = Q/A: 

T r 
o O 

U = (= ^ u ) (11.22) 
4f? ^ max 

en ook 

r = ^ l ^ Q = 4r?ï^ (11.23) 
O TT r ^ ^ 'r 

O O 

N.B.1 De ev e n r e d i g h e d e n i n bovenstaande b e t r e k k i n g e n v o o r Q, U en 

v o l g e n ook u i t dimensiebeschouwingen alléén. 

N.B.2 S u b s t i t u t i e van (11.21) en (11.22) i n de d e f i n i t i e s v a n de 

coëfficiënten a en /? voor de meevoering van k i n e t i s c h e e n e r g i e ( v g l . 

7.10) r e s p e c t i e v e l i j k Impuls ( v g l . 8.10) g e e f t a l s r e s u l t a a t a = 1 

en fi = 4/3. Deze waarden w i j k e n a a n z i e n l i j k a f v a n de e e n h e i d , v e e l 

meer dan i n e e n p a r i g e t u r b u l e n t e stromen waar de l o k a l e gemiddelde 

snelheden minder variëren i n h e t d w a r s p r o f i e l ( b e h a l v e v l a k b i j de 
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wand), a l s g e v o l g van de t u r b u l e n t e menging ( z i e F i g . 11.4 en de 

d a a r b i j behorende waarden van a en /3 i n Ta b e l 1 1 . 2 ) . 

Door s u b s t i t u t i e van (11.23) i n (11.10) v o l g t v o o r h e t w r i j v i n g s v e r -

hang 

De evenr e d i g h e d e n h i e r i n z i j n o o r s p r o n k e l i j k - o n a f h a n k e l i j k van 

e l k a a r - e x p e r i m e n t e e l v a s t g e s t e l d door Hagen (1839) en P o i s e u i l l e 

( 1 8 4 1 ) , maar ( 1 1 . 2 4 ) , en ook de l a m i n a i r e s t r o m i n g door een b u i s i n 

S t r o m i n g v a n grondwater door f i j n zand i s l a m i n a i r en v o l d o e t aan 

een s o o r t g e l i j k e b e t r e k k i n g a l s ( 1 1 . 2 4 ) . Het i s d a a r b i j g e b r u i k e l i j k 

de s n e l h e i d u i t t e dru k k e n a l s een z.g. d o o r l a t e n d h e i d (K) maal h e t 

ver h a n g ( i ) (wet van D a r c y ) . Deze K h e e f t de d i m e n s i e van een s n e l 

h e i d . U i t (11.24) v o l g t d a t K e v e n r e d i g moet z i j n met gD^/i/, w a a r i n 

D een kenmerkende k o r r e l g r o o t t e i s ( d i e b e p a l e n d i s v o o r de dwarsaf

m e t i n g v a n de poriën) . B i j c o n s t a n t e i / en g h a n g t K s l e c h t s v a n D 

a f , maar de waarden van K d i e v o o r g r o n d w a t e r s t r o m e n worden gegeven 

a l s f u n c t i e van D moeten v o o r t o e p a s s i n g op stromen v a n andere 

v l o e i s t o f f e n (bv. o l i e ) worden omgerekend v l a K ~ gD^/i^. 

De l a m i n a i r e s t r o m i n g i s s t r i k t e e n p a r i g (geen t u r b u l e n t e f l u c t u a 

t i e s ) en daarom komt p n i e t v o o r i n ( 1 1 . 2 3 ) . Bovendien i s i n 

(11.23) e v e n r e d i g met U, n i e t met U^. Op b e l d e p u n t e n w i j k t (11.23) 

a f van ( 1 1 . 6 ) . Passen we de l a a t s t e desondanks t o e op de l a m i n a i r e 

s t r o m i n g dan g e l d t 

8 t/Q _ 8i/U (11.24) 

z i j n t o t a l i t e i t , w o r d t g e w o o n l i j k s l e c h t s naar P o i s e u i l l e genoemd. 

T 
O 

= ApU2 = kri^ 

O 

o f w e l 

A = 4 
pUr Re ( f = - ) Re^ 

(11.25) 

O 

Het o n e i g e n l i j k e g e b r u i k v a n (11.6) i n h e t v i s k e u z e ( l a m i n a i r e ) 

regime w o r d t gecompenseerd door de coëfficiënt omgekeerd e v e n r e d i g 
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met Re t e l a t e n variëren ( e v e n a l s b i j de s l e e p k r a e h t op een b o l i n 

h e t Stokes-regime; z i e h o o f d s t u k 1 0 ) . 

F i g . 11.9 g e e f t meetwaarden van f vs Re v o o r gladde en ruwe b u i z e n . 

I n h e t l a m i n a i r e g e b i e d (Re < ca 2300) s t e m t de t h e o r e t i s c h e b e t r e k 

k i n g (11.25) v o o r t r e f f e l i j k met de meetwaarden overeen. 

11.3.5 T u r b u l e n t e stroom 

I n l e i d i n g 

Voor waarden van Re boven ca. 4000 i s de p i j p s t r o m i n g t u r b u l e n t . De 

ongeordende, wervelende, i n t i j d en r u i m t e f l u c t u e r e n d e s n e l h e d e n 

z i j n n i e t i n d e t a i l t e v o o r s p e l l e n . De b e r e k e n i n g van t u r b u l e n t e 

stromen i s daarom zeer v e e l m o e i l i j k e r dan d i e v a n l a m i n a i r e . 

T h e o r i e v o r m i n g i s s l e c h t s g l o b a a l ; e r i s een zwaar beroep n o d i g op 

h e t e x p e r i m e n t . 

De b e h a n d e l i n g van t u r b u l e n t i e - t h e o r i e v a l t b u i t e n h e t b e s t e k v a n 

d i t i n l e i d e n d e vak. We v o l s t a a n daarom met k w a l i t a t i e v e en g r o o t t e 

orde beschouwingen, aangevuld met een résumé van de b e l a n g r i j k s t e 

t h e o r e t i s c h / e x p e r i m e n t e l e g e b r u i k s r e s u l t a t e n . 

We maken o n d e r s c h e i d t u s s e n de s t r o m i n g i n de o n m i d d e l l i j k e omgeving 

van de p i j p w a n d ( r ~ r ^ ) en d i e i n de t u r b u l e n t e h o o f d s t r o o m daar

b u i t e n . Voor de b e s c h r i j v i n g van b e i d e g e b r u i k e n we a l s coördinaat 

de a f s t a n d u i t de p i j p w a n d ( y = r ^ — r ) . 

S t r o m i n g _ b i j _ d e wand 

W a n d w r i j v i n g i s h e t g e v o l g van z i j d e l i n g s e o v e r d r a c h t , t u s s e n v l o e i 

s t o f en p i j p w a n d , v a n v o o r w a a r t s e i m p u l s . Deze o v e r d r a c h t kan op 

v e r s c h i l l e n d e m anieren p l a a t s v i n d e n , a f h a n k e l i j k van de r e l a t i e v e 

r u w h e i d v a n de wand. 

V l a k b i j een gladde wand kan de s t r o o m n i e t t u r b u l e n t z i j n , en i s e r 

een dunne l a m i n a i r e s u b l a a g ( d i k t e 5) t u s s e n de wand en de t u r b u 

l e n t e h o o f d s t r o o m . De i m p u l s o v e r d r a c h t t u s s e n v l o e i s t o f en wand 

v i n d t dah p l a a t s v l a een v i s k e u z e s c h u i f s p a n n i n g ( h u i d w e e r s t a n d op 

m i c r o - s c h a a l ) . Daarvoor b l i j f t de overall-weerstandscoëfficiënt f 

afnemen met toenemende waarden van Re ( z i e F i g . 1 1 . 9 ) . 



-177-

B i j een r e l a t i e f ruwe wand s t e k e n de ru w h e i d s e l e m e n t e n ( h o o g t e : k ) 

door t o t i n de t u r b u l e n t e stroom. De I m p u l s o v e r d r a c h t op m i c r o -

s c h a a l v i n d t dan p l a a t s v i a de vormweerstand v a n de ruwheidselemen

t e n . D a a r b i j n a d e r t de overall-weerstandscoëfficiënt f v o o r een 

gegeven r e l a t i e v e r u w h e i d k/D t o t een c o n s t a n t e waarde b i j v o l d o e n d 

g r o t e waarden van Re ( z i e F i g . 1 1 . 9 ) . 

Wanneer de ruwheidselementen n i e t t o t i n de t u r b u l e n t e s t r o o m 

d o o r d r i n g e n maar ve r z o n k e n b l i j v e n i n de l a m i n a i r e s u b l a a g , m.a.w. 

wanneer k « 5, h e e f t een g e o m e t r i s c h ruwe wand op de h o o f d s t r o o m 

e e n z e l f d e e f f e c t a l s een gladde wand. "Glad" o f "ruw" i s dus r e l a 

t i e f . We s p r e k e n dan ook van h y d r a u l i s c h g l a d r e s p e c t i e v e l i j k 

h y d r a u l i s c h ruw. Om d i t o n d e r s c h e i d t e v e r d u i d e l i j k e n gaan we i n op 

de o n a f h a n k e l i j k e parameters d i e b e p a l e n d z i j n v o o r de s t r o m i n g b i j 

de wand. 

We gaan u i t van de s t r o m i n g van een gegeven v l o e i s t o f (p en r) 

bekend) l a n g s een p i j p w a n d van een gegeven r u w h e i d ( h i e r weer t e 

geven door een enkele r u w h e i d s a f m e t i n g k ) . We s t e l l e n nu d a t de 

s t r o m i n g i n de o n m i d d e l l i j k e omgeving van de wand s l e c h t s v i a de 

s c h u i f s p a n n i n g ( r ) a f h a n g t van de h o o f d s t r o o m , o n a f h a n k e l i j k van de 

p i j p d i a m e t e r , h e t d e b i e t o f de gemiddelde s n e l h e i d (Q/A). I n de 

wandomgeving g e l d t r r ^ en dus tevens r ( r ) = ( z i e 11.19). De 

s t r o m i n g i n deze omgeving i s dan s l e c h t s a f h a n k e l i j k v a n 

( p . n, k, TJ 

H i e r u i t i s één o n a f h a n k e l i j k e d i m e n s i e l o z e parameter t e f o r m e r e n , 

b i j v . (pr^)^ Wn o f w e l (T^/P)\/I>. Met s u b s t i t u t i e v a n u^ = (r^/p) 

v o o r de z.g. s c h u i f s p a n n i n g s s n e l h e i d ( z i e 11.16) i s deze parameter 

t e s c h r i j v e n a l s 

u k 

Re, = — (11.26) 

d.w.z. a l s een k e n t a l van Reynolds d a t t y p e r e n d i s v o o r de s t r o m i n g 

op m i c r o - s c h a a l b i j de p i j p w a n d met r u w h e i d . 

Voor een gladde wand ( k - i - 0) i s er een l a m i n a i r e s u b l a a g waarvan de 

d i k t e (S) s l e c h t s van p, f/ en r kan afhangen. Van deze g r o o t h e d e n 
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h e e f t a l l e e n de c o m b i n a t i e n/{pT ) o f w e l u/\x. de di m e n s i e v a n een 

l e n g t e . H i e r u i t v o l g t 5 ~ rj/ipr^) o f w e l 5 ~ i^/u^^ (een p r e c i e z e r e 

waarde v o o r 8 w o r d t gegeven i n v e r g e l i j k k i n g 11.33). Dan g e l d t ook 

u,k. , 
D * k 
Re, = - -

* u 8 

De waarde v a n Re^ i s dus b e p a l e n d v o o r de v r a a g o f de wan d s t r o m i n g 

i n h e t h y d r a u l i s c h gladde regime i s ( k « 5) dan w e l i n h e t hydrau

l i s c h ruwe regime ( k » 5) . 

I n de l a m i n a i r e s u b l a a g b i j een gladde wand g e l d t 

du 

dy 

I n t e g r a t i e h i e r v a n i n de b e n a d e r i n g T — c o n s t = en met de 

randvoorwaarde u = O op y = O ( k l e e f ) l e v e r t 

u = ^ y (11.27a) 

D i t komt overeen met (11.21) wanneer we d a a r i n r t o t r ^ l a t e n 

naderen ( z o d a t r ^ - r ^ -»• 2r y ) . I n d i m e n s i e l o z e vorm w o r d t ( 1 1 . 2 7 a ) : 
O O 

(11.27b) 

u, V 

T u r b u l e n t e _ h o o f d s t r o o m 

De t u r b u l e n t e w e r v e l i n g e n v e r o o r z a k e n i n de h o o f d s t r o o m een i n t e n 

s i e v e menging v a n v l o e i s t o f , r e s u l t e r e n d i n v e e l minder s t e r k e s n e l 

heidsgradiënten ( d u / d r ) dan b i j g e l i j k e s c h u i f s p a n n i n g h e t g e v a l zou 

z i j n i n l a m i n a i r e s t r o m i n g . Het p r o f i e l van de gemiddelde s n e l h e i d 

( u ( r ) ) i n t u r b u l e n t e s t r o o m i s daardoor v e e l v l a k k e r dan h e t parabo

l i s c h e p r o f i e l van de l a m i n a i r e s t r o o m ( z i e F i g u u r 1 1 . 4 ) . 
G l o b a l e t h e o r e t i s c h e beschouwingen van P r a n d t l en Von Karman l e i d d e n 

t o t de v e r w a c h t i n g d a t de s n e l h e i d s v e r d e l i n g i n de t u r b u l e n t e h o o f d 

s t r o o m l o g a r i t h m i s c h zou z i j n , d.w.z. d a t de l o k a l e gemiddelde s n e l 

h e i d (u) v a r i e e r t e v e n r e d i g met de l o g a r i t h m e v a n de a f s t a n d u i t de 

wand: 



-179-

u _ 1 
Zn ^ 

K 
^0 

H i e r i n i s K, de z.g. c o n s t a n t e van Von Karman; i s een i n t e g r a t i e -

" c o n s t a n t e " z o d a n i g d a t u = O waar y = y^. De waarde van y^ h a n g t a f 

v a n de c o n d i t i e s b i j de wand, z o a l s h i e r o n d e r w o r d t t o e g e l i c h t en 

u i t g e w e r k t . E e r s t l e i d e n we u i t (11.28) e n i g e eigenschappen a f d i e 

o n a f h a n k e l i j k z i j n v a n de p r e c i e z e waarde van y^. 

Door i n t e g r a t i e van u ( r ) over de p i j p d o o r s n e d e kan h e t d e b i e t Q 

worden b e r e k e n d en v e r v o l g e n s U = Q/A, met a l s r e s u l t a a t ( z i e 

Appendix, p. 190 e . v . ) : 

— = - i n ( e ~ 2 (11.29) 

^* yo 

Omdat u, = yX U ( z i e 11.17) g e l d t 

^ = i i n ( e " 2 = 5^75 (g 2 ^ ) (11.30) 
K ^ y / ' - V y 

O 

A l v o r e n s i n t e gaan op b e r e k e n i n g e n van A d u i d e n we k o r t op een 

v e r b a n d t u s s e n A en h e t s n e l h e i d s p r o f i e l . D i t p r o f i e l l s l o g a r i t h 

m i s c h , met u = O waar y = y^ ( d i c h t b i j de wand) t o t u = u ^ ^ ^ waar 

y = r ( i n de as van de b u i s ) . De waarde van de maximale s n e l h e i d 

v o l g t u i t 

u . r 
max 1 „ O 

= - i n —• 
u, K y 
* •'o 

S u b s t i t u t i e h i e r i n van u^ = TA U en v e r v o l g e n s v a n (11.30) g e e f t 

u rr ^ 
max yX i n = 1 + f ^ 
U K y ^ K 

•' O 

Een toeneming v a n I^Q/Y^> d.w.z. een afneming v a n de w a n d i n v l o e d , 

h e e f t t o t g e v o l g d a t de w e e r s t a n d s f a c t o r A afneemt ( z i e 11.30) en 

ook d a t u /U afneemt, t o t deze v o o r A O de waarde 1 n a d e r t . Het 
max' 
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s n e l h e i d s p r o f i e l b e n a d e r t met afnemende A dus meer h e t u n i f o r m e 

p r o f i e l ( z i e F i g . 11.4). Voor de snelheidsverdelingscoëfficiënten a 

r e s p e c t i e v e l i j k fi ( v o o r meevoering van k i n e t i s c h e e n e r g i e r e s p e c t i e 

v e l i j k i m p u l s ) h o u d t d i t i n a 1 en ^ -»• 1 a l s A -+ O. D i t b l i j k t ook 

u i t de berekende v a r i a t i e van a en y8 met A, gegeven i n de Appendix 

b i j d i t h o o f d s t u k . Voor een g e t a l l e n v o o r b e e l d w o r d t verwezen naar 

F i g . 11.4 en T a b e l 11.2. 

De g e l d i g h e i d van h e t l o g a r i t h m i s c h e p r o f i e l (11.28) i s 

e x p e r i m e n t e e l o n d e r z o c h t (en b e v e s t i g d ) door N i k u r a d s e (1932, 1933), 

d i e ook e m p i r i s c h de waarden v a n K en bepaalde. Een resumé v a n 

z i j n b e l a n g r i j k ( s t ) e r e s u l t a t e n w o r d t h i e r o n d e r gegeven. 

N i k u r a d s e v e r r i c h t t e g e d e t a i l l e e r d e m e t i n g e n v a n s n e l h e i d s p r o f i e l e n 

en w e e r s t a n d i n e e n p a r i g e stroom i n gladde en ruwe b u i z e n . De ruw

h e i d s e l e m e n t e n bestonden u i t d i c h t opeengepakte z a n d k o r r e l s v a n 

v r i j w e l d e z e l f d e d i a m e t e r ( k ) , g e l i j m d t e g e n de binnenwand v a n de 

b u i s . Z i j n m e t i n g e n v o o r t u r b u l e n t e h o o f d s t r o o m b e s t r e k e n h e t b e r e i k 

van h y d r a u l i s c h gladde w a n d c o n d i t i e s v i a een overgangsrégime t o t 

h y d r a u l i s c h ruwe w a n d c o n d i t i e s . 

H y d r a u l i s c h g ladde w a n d c o n d i t i e s 

Voor h y d r a u l i s c h gladde w a n d c o n d i t i e s kan y^ a l l e e n e v e n r e d i g z i j n 

met 5, de d i k t e v a n de l a m i n a i r e s u b l a a g . De v e r h o u d i n g y/y^ i n 

(11.28) w o r d t dan e v e n r e d i g aan y/5, o f w e l aan u ^ y A . De door 

N i k u r a d s e gemeten s n e l h e i d s p r o f i e l e n v o o r t u r b u l e n t e h o o f d s t r o o m en 

h y d r a u l i s c h gladde w a n d c o n d i t i e s s t a a n op s e m i - l o g a r i t h m i s c h e s c h a a l 

i n F i g . 11.7 i n de vorm u/u^ ( l i n e a i r ) t e g e n u ^ y A ( l o g a r i t h m i s c h ) . 

Het r e c h t l i j n i g v e r l o o p van de meetpunten b e v e s t i g t de g e l d i g h e i d 

van h e t l o g a r i t h m i s c h s n e l h e i d s p r o f i e l . U i t de h e l l i n g en p o s i t i e 

v a n de r e c h t e l i j n door de meetpunten i s a f t e l e i d e n d a t 

K = 0,4 (11.31) 

y^- 0,11 v/xx^ ( g l a d ) (11.32) 

I n F i g . 11.7 i s de g e l e i d e l i j k e overgang t e z i e n t u s s e n h e t l o g a 

r i t h m i s c h e p r o f i e l i n de h o o f d s t r o o m en h e t l i n e a i r e p r o f i e l i n de 

l a m i n a i r e s u b l a a g , gegeven door ( 1 1 . 2 7 ) . ( D i t l i n e a i r e p r o f i e l w o r d t 
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i n h e t s e m i - l o g a r i t h m i s c h e diagram van F i g . 11.7 k r o m l i j n i g a f g e 

b e e l d . ) De d i k t e v a n de l a m i n a i r e s u b l a a g ( 5 ) w o r d t g e l i j k g e s t e l d 

aan de a f s t a n d van h e t s n i j p u n t van b e i d e p r o f i e l e n u i t de wand. 

35 

V 

Figuur 11.7 Snelheidsprofielen gemeten door Nikuradse; gladde 

wandstroming (figuur ontleend aan Rouse, 1938). 

G e l i j k s t e l l i n g v a n u/u^ v o l g e n s (11.27b) en (11.28) en s u b s t i t u t i e 

van de e m p i r i s c h e coëfficiënt-waarden v o l g e n s N i k u r a d s e (11.31 en 

11.32) r e s u l t e e r t i n 

5 = 11.6 u/u^ (11.33) 

Voor de waarde van ( z i e 11.32) v o l g t h i e r u i t 

y^ - 5/105 (11.34) 

H y d r a u l i s c h ruwe w a n d c o n d i t i e s 

Voor ruwe w a n d c o n d i t i e s kan y^ a l l e e n e v e n r e d i g z i j n aan de ruw-

heidsmaat k. De v e r h o u d i n g y/y^ i n (11.28) w o r d t daarmee e v e n r e d i g 

aan y/k. De door N i k u r a d s e gemeten s n e l h e i d s p r o f i e l e n v o o r deze 

c o n d i t i e s z i j n i n F i g . 11.8 weergegeven i n de vorm v a n u/u^ 

( l i n e a i r ) t e g e n y/k ( l o g a r i t h m i s c h ) . Ook v o o r d i t g e v a l b e v e s t i g t 
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h e t r e c h t l i j n i g v e r l o o p de g e l d i g h e i d van h e t l o g a r i t h m i s c h p r o f i e l , 

z e l f s t o t aan y/k = 1 , d.w.z. t o t aan de bovenkant van de r u w h e i d s -

k o r r e l t j e s . B e p a l i n g van twee coëfficiënten u i t de r e c h t e l i j n door 

de meetpunten l e v e r t opnieuw /c = 0,4 ( d e z e l f d e waarde a l s b i j g l a d d e 

wandstroming) en da a r n a a s t 

Weerstandscoëfficiënt 

De weerstandscoëfficiënt f (Darcy-Weisbach) i s v o l g e n s (11.7) 

s l e c h t s a f h a n k e l i j k van de r e l a t i e v e r u w h e i d (k/D) en h e t k e n t a l v a n 

Reynolds (Re = UD/v). N i k u r a d s e h e e f t d i t v e r b a n d e m p i r i s c h v a s t g e 

s t e l d ; z i j n r e s u l t a t e n s t a a n i n f i g u u r 11.9 i n de vorm v a n f t e g e n 

Re v o o r een a a n t a l waarden van D/k. 
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Figuur 11.9 Meetresultaten van Nikuradse; f vs Re voor een reeks 

van waarden van D/k (figuur ontleend aan Rouse 1938) 

Voor een t u r b u l e n t e h o o f d s t r o o m (Re > ca. 4000) z i j n d r i e regimes t e 

o n d e r s c h e i d e n : 

m f v a r i e e r t met Re, o n a f h a n k e l i j k v a n k/D ( h y d r a u l i s c h g l a d ) 

•• f v a r i e e r t met k/D, o n a f h a n k e l i j k v a n Re ( h y d r a u l i s c h ruw) 

a overgang t u s s e n bovengenoemde 

Merk op d a t h e t v e r l o o p van f vs Re b i j gegeven k/D s t e r k l i j k t op 

d a t van c^ vs Re v o o r een gegeven voorwerp ( z i e h o o f d s t u k 1 0 ) . I n 

wezen g a a t h e t ook om overeenkomstige s t r o m i n g s v e r s c h i j n s e l e n . 

De v a r i a t i e van f met k/D en Re i s t e berekenen u i t de gemeten 

s n e l h e i d s p r o f i e l e n v i a ( 1 1 . 3 0 ) , S u b s t i t u e r e n we d a a r i n K - 0,4 en 

f = 8A dan o n t s t a a t 

i - = 2 l o g ( e ^ 

Jf 

(11.36) 
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Voor h y d r a u l i s c h gladde w a n d c o n d i t i e s g e l d t y^ = 0,11 i'/u.^ ( z i e 

11.32). S u b s t i t u t i e h i e r v a n i n (11.30) g e e f t na een k l e i n e 

a anpassing van de coëfficiënten v o o r b e t e r e a a n s l u i t i n g aan de 

meetwaarden van f : 

u D 
— = 2 l o g ( 1 . 1 — ) (11.37) 

Omdat u = JT/2, U i s (11.37) ook t e s c h r i j v e n a l s 

— = 2 l o g (0,4 Re Jt) (11.38) 

Tf 

H i e r u i t b l i j k t e x p l i c i e t d a t f i n h e t h y d r a u l i s c h g l adde regime 

s l e c h t s van Re a f h a n g t ( z o a l s ook v o l g t u i t de algemenere b e t r e k 

k i n g 1 1 .7). 

S u b s t i t u t i e van 5 = 11.6 i^/u.^ i n (11.37) g e e f t t e n s l o t t e 

— = 2 l o g (12 5) (11.39) 

N.B,: Ondanks hun v e r s c h i l l e n d e gedaante komen ( 1 1 . 3 7 ) , (11.38) en 

(11.39) v a n z e l f s p r e k e n d op h e t z e l f d e neer, a f g e z i e n v a n k l e i n e 

numerieke v e r s c h i l l e n wegens a f r o n d i n g e n . 

Voor h y d r a u l i s c h ruwe w a n d c o n d i t i e s g e l d t y^ - k/30 ( z i e 11.35). 

Daarmee gaat de algemene u i t d r u k k i n g ( 1 1 . 3 6 ) , v o o r h y d r a u l i s c h ruwe 

c o n d i t i e s en na e n i g e e m p i r i s c h e aanpassing van de coëfficiënten, 

over i n 

— = 2 l o g 3,7 5 = _ 2 l o g (0,27 h (11.40) 

Tf , ^ 

H i e r u i t b l i j k t e x p l i c i e t d a t f i n h e t h y d r a u l i s c h ruwe regime 

s l e c h t s v a n de r e l a t i e v e r u w h e i d k/D a f h a n g t ( z o a l s ook v o l g t u i t de 

algemenere b e t r e k k i n g 1 1 . 7 ) . 
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W i l l e k e u r i g e _ r u w h e i d 

N i k u r a d s e voerde z i j n p r oeven u i t i n b u i z e n met een k u n s t m a t i g 

aangebrachte r u w h e i d , bestaande u i t d i c h t gepakte z a n d k o r r e l s v a n 

v r i j w e l e e n z e l f d e ( z e e f ) d i a m e t e r ( k ) . I n p r a k t i s c h e t o e p a s s i n g e n 

gaat h e t om r u w h e i d d i e h e t onbedoelde g e v o l g i s van t e c h n i s c h e en 

n a t u u r l i j k e p rocessen; d a a r b i j i s sprake van a a n z i e n l i j k e v a r i a t i e 

i n vorm en a f m e t i n g van de ruwheidselementen. Om bovenstaande r e 

s u l t a t e n d a a r b i j t o c h t e kunnen g e b r u i k e n i s v o o r v e r s c h i l l e n d e 

t y p e n r u w h e i d e m p i r i s c h een waarde van k b e p a a l d d i e ( b i j h y d r a u 

l i s c h ruwe c o n d i t i e s ) e q u i v a l e n t i s aan d i e van N i k u r a d s e . T a b e l 

11.3 g e e f t een o v e r z i c h t v a n de u i t k o m s t e n ( n i e t b e p e r k t t o t p i j p 

l e i d i n g e n - z i e h. 1 2 ) . 

Colebrook en White (1937) hebben nagegaan hoe f v e r l o o p t i n de 

overgang van gladde naar ruwe c o n d i t i e s , a l s f u n c t i e v a n Re b i j 

c o n s t a n t e k/D. Z i j vonden d a t f b i j t e c h n i s c h - r u w e p i j p e n v e e l ge

l e i d e l i j k e r v e r l o o p t dan i n N i k u r a d s e ' s r e s u l t a t e n , en ook mono

t o o n , i n t e g e n s t e l l i n g t o t de r e s u l t a t e n v a n N i k u r a d s e w a a r b i j f een 

minimum h e e f t i n h e t overgangsgebied. Colebrook (1939) vond d a t deze 

monotone v a r i a t i e van f op eenvoudige manier i s t e benaderen, zoda

n i g d a t de l i m i e t g e v a l l e n v a n gladde en ruwe c o n d i t i e s c o r r e c t wor

den weergegeven, n l . door v o o r y^ i n de algemene u i t d r u k k i n g (11.36) 

de som t e s u b s t i t u e r e n van de waarde v o o r de gladde w a n d s t r o m i n g 

(11.32) en d i e v o o r de ruwe wandstroming ( 1 1 . 3 5 ) . Dan o n t s t a a t (met 

e n i g e a f r o n d i n g ) 

e r 
— = 2 l o g 

Jf 
0,lv/n.+ 0,03k 

O 

D i t i s t o t d i v e r s e andere vormen t e h e r l e i d e n , z o a l s 

— = 2 l o g 
k + 5/3,5 

3,7 D 
(11.41) 

o f 

— = - 2 l o g (0,27 ^ + (11.42) 

Jf " Re Tf 



-186-

0,5 

0,2 

0,1 

10"^m 

10~'rn 

be ton 

10-" m 

oud 

n i e t afge
w e r k t 

a f g e s t r e 
ken 

zeer g l a d 
a f g e s t r e 
ken 

g e c e n t r i 

f u g e e r d 

grond 

t e r r e i n met 

h i n d e r n i s s e n 

bedding met 

s e d i m e n t - t r a n s p o r t 

v l a k g r a s l a n d 

g l a d 

s t a a l hout 

s t e r k g e c o r r o -
deerd 

geklonken 

geklonken met 

verzonken koppen] 

v l a k g e l a s t 

g e a s f a l t e e r d 

oud 

n i e t ge

schaafd 

geschaafd 

steen 

b l o k k e n g l o b a a l 

diameter 

b i j 

s tenen 
mengsels 

ongeveer 

s t e e n  (zonder 

g r u i s t r a n s 

p o r t ) 

g r i n d 

s l e c h t m e t s e l 
werk van bak-
s teen 

bewerk te n a t u u r -

s t e e n 

goed metselwerk 
van baksteen 

PVC, g l a s 

0,5 

0,2 

O, 

10" 

IO" 

10' 

10-^ m 10-

Tabel 11.3 Gegevens k-waarden (equivalente zandruwheid volgens Nikuradse) 
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o f 

Jf 

- 2 l o g 0.27 ^ ( H - l ^ ) (11.43) 

D i t t y p e w e e r s t a n d s f o r m u l e s w o r d t genoemd naar W h i t e — C o l e b r o o k . 

Een g r a f i s c h e weergave van (11.42) i s gegeven i n F i g . 11.10, waar f 

i s u i t g e z e t t e g e n Re met D/k a l s parameter. Daardoorheen z i j n l i j 

nen getekend w a a r l a n g s Re^ c o n s t a n t i s . De wan d s t r o m i n g i s v r i j w e l 

ruw v o o r Re^ > ca. 70 en v r i j w e l g l a d v o o r Re^ < ca. 0,15 ( z i e ook 

11.43). 

Wanneer b i j gegeven p i j p (k,D) en v l o e i s t o f (p,r) o f w e l p,^) h e t 

d e b i e t i s gegeven (dus ook U) kan f worden a f g e l e z e n i n F i g . 11.10 

v i a Re = UD/i/ en D/k. ( B i j g e b r u i k m a k i n g van de f o r m u l e s zou i t e r e 

r e n n o d i g z i j n . ) Daarna v o l g t h e t w r i j v l n g s v e r v a l v i a de f o r m u l e van 

Darcy-Weisbach ( 1 1 . 1 5 ) . I s da a r e n t e g e n h e t v e r h a n g gegeven en moet U 

worden b e r e k e n d dan w o r d t e e r s t u^ b e p a a l d v o l g e n s u ^ = ( g R i ^ ) = 

• ^ ( g D i ^ ) ^ ( z i e 11.18) waarna Re^ = u ^ k / i / bekend i s . Samen met de 

gegeven waarde van de r e l a t i e v e r u w h e i d (k/D) kan f v e r v o l g e n s 

d i r e c t ( zonder i t e r a t i e ) worden bereke n d u i t ( 1 1 . 4 3 ) , o f i n F i g . 

11.10 worden a f g e l e z e n . 

V o o r b e e l d _ _ _ _ _ 

Bereken i v o o r de s t r o m i n g van w a t e r (v = 10 m^/s) met een d e b i e t 

Q = 0,1 m^/s door een p i j p met D = 0 , 3 m e n k = 0 , l m m ( a ) respec

t i e v e l i j k k = 1,5 mm ( b ) . 

Opl. : A = 7rD2/4 = 0,071 m̂  U = Q/A = 1,41 m/s -> Re = VD/u = 

4,2 X 1 0 ^ 

Geval ( a ) : k = 0,1 mm D/k = 3000; met Re = 4,2 X 10^ -+ F i g . 11.10 

- ^ f = 0 , 0 1 7 - * i = f 7 ^ = 5,8 X 10~ ( a n t w . ) 

N.B.1: u^ = JF/B U = 0,065 m/s S = 11,6 v/n^ = 0,18 mm. Merk op 
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Figuur 11.10 
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d a t S i n d e r d a a d zeer k l e i n i s t . o . v . de s t r a a l van de p i j p . (Voor 

^ S/105 g e l d t d i t nog s t e r k e r . ) 

N.B.2: I n d i t g e v a l z i j n 6 en k van d e z e l f d e g r o o t t e - o r d e , maar de 

i n v l o e d v a n 5 o v e r h e e r s t . ( Z i e de l i g g i n g v a n h e t p u n t Re = 4,2 X 

10^ en D/k = 3000 i n F i g . 11.10.) 

Geval ( b ) : k = 1,5 mm -» D/k = 200; met Re = 4,2 x 10^ F i g . 11.10 

^ f - 0 , 0 3 0 - > i = f , r ^ = l , 0 x l 0 ~ ( a n t w . ) 
w 2gD 

N.B.: u = 0,086 m/s -̂ 5 = 0,13 mm o f w e l v r i j w e l v e r w a a r l o o s b a a r 

t . o . v . k ->• ruwe regime ( v o l g t ook u i t Re^ = 86; z i e v o o r t s de 

l i g g i n g v a n h e t p u n t met Re = 4,2 x 10^ en D/k = 200 i n F i g . 11.10). 

11.4 L e i d i n g s t e l s e l s 

We geven i n h e t k o r t weer hoe bovenstaande r e s u l t a t e n kunnen worden 

g e b r u i k t v o o r de b e r e k e n i n g van de d e b i e t e n en de piëzometrische 

n i v e a u s i n een s t e l s e l van l e i d i n g e n , bestaande u i t z.g. t a k k e n ( 1 = 

1, 2, ....) d i e samenkomen i n knooppunten ( z i e F i g . 11.11). E l k e t a k 

w o r d t v e r o n d e r s t e l d een c o n s t a n t e d i a m e t e r en r u w h e i d t e hebben, 

A 

B 

Figuur 11.11 Leidingstelsel (principeschets) 

z o d a t de s t r o m i n g p e r t a k e e n p a r i g i s , met een v e r v a l v a n knooppunt 

1 t o t knooppunt 2 gegeven door 

Ah, 2 = h , - hg = Q.|Q.| (11-44) 

w a a r i n 

h^:^ 8 h\ 
^ 1 2g D.A? .A? TT^g Dï 

l i ^ 1 
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en waar > O b i j s t r o m i n g v a n 1 naar 2 en < O b i j s t r o m i n g van 

2 naar 1. 

Voor een knooppunt g e l d t d a t de som van de d e b i e t e n e r n a a r t o e , 

i n c l u s i e f een e v e n t u e e l (bekende) t o e v o e r Q̂ ^̂ . van b u i t e n a f , g e l i j k 

i s aan n u l : 

H i e r i n i s m h e t a a n t a l t a k k e n d a t i n h e t b e t r e f f e n d e knooppunt 

samenkomt. 

Met v e r w a a r l o z i n g van de v e r s c h i l l e n i n s n e l h e i d s h o o g t e en van 

l o k a l e v e r l i e z e n i n de knooppunten g e l d t b o v e n d i e n 

h, = h„ = h (11.46) 
^ m 

Samen met (11.45) l e v e r t d i t m v e r g e l i j k i n g e n p e r knooppunt, even

v e e l a l s h e t a a n t a l t a k k e n d a t e r samenkomt. Per t a k z i j n e r twee 

knooppunten. Samen met (11,44) z i j n er dus d r i e v e r g e l i j k i n g e n p e r 

t a k , j u i s t genoeg v o o r b e p a l i n g van de d r i e v a r i a b e l e n h,, hg en Q 

per t a k . We gaan e r h i e r b i j v a n u i t d a t de piëzometrische n i v e a u s 

b i j de systeemgrens gegeven z i j n ( p u n t e n A, B, C en D i n F i g . 

11.11). 

Het t o t a l e s t e l s e l v e r g e l i j k i n g e n i s n i e t l i n e a i r vanwege de kwadra

t i s c h e w e e r s t a n d , en - wanneer de s t r o m i n g n i e t o v e r a l h y d r a u l i s c h 

ruw i s - vanwege de v a r i a t i e v a n de weerstandscoëfficiënt f ^ met 

( v i a Re^ o f v i a 5 ^ ) . I n de o n t w e r p - p r a k t i j k z i j n d i v e r s e s o f t w a r e 

p a k k e t t e n b e s c h i k b a a r v o o r de o p l o s s i n g e r v a n . 

APPENDIX — Be r e k e n i n g van gemiddelde s n e l h e i d en coëfficiënten a en 

/3 u i t l o g a r i t h m i s c h s n e l h e i d s p r o f i e l 

De meevoering van massa, i m p u l s en k i n e t i s c h e e n e r g i e door een 

dwarsdoorgang i n een p a r a l l e l s t r o o m i s gegeven door r e s p e c t i e v e l i j k 

• massa: ƒƒ pu dA = pUA 

• i m p u l s : ƒƒ pu^ dA = /SpÛ A 

• k i n . e n . : ƒƒ i p u ^ dA = a^pU^A 
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Deze b e t r e k k i n g e n definiëren r e s p e c t i e v e l i j k 

m de gemiddelde s t r o o m s n e l h e i d : 

U = i J J u dA = 9 

• de snelheidsverdelingscoëfficiënt v o o r t r a n s p o r t v a n i m p u l s : 

^ = X / / ( V U ) ' dA 

• de snelheidsverdelingscoëfficiënt v o o r t r a n s p o r t v a n k i n e t i s c h e 

e n e r g i e : 

« = X / / ( V U ) ^ dA 

We gaan deze g r o o t h e d e n berekenen v o o r een l o g a r i t h m i s c h s n e l h e i d s -

p r o f i e l , gegeven door 

H- = i i n ^ 
" yo 

( A . l ) 

( I ) BUISSTROMING 

(a) G e m i d d e l d e _ s n e l h e l d 

Voor een a x i a l s y m m e t r i s c h e b u i s s t r o m i n g met l o g a r i t h m i s c h 

s n e l h e i d s p r o f i e l i n h e t i n t e r v a l < 7 < ( w a a r b i j « r ^ ) 

g e l d t 

o f w e l 

Q = u dA = u 27rr dr — ( i n ^ ) 27rr dr 

Q = 2? ^ ) (\ - y ) dy 
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Gebruikmaking van de onbepaalde I n t e g r a l e n 

i n X 

1 
dx = X i n X — X en X i n X dx = • ^ x 2 ( i n x - ^ ) 

en u i t w e r k e n g e e f t 

U = i n ! ^ - | - ^ 2 ^ - J ( ^ ) ^ 
y 2 r 4^r ' 
•' O O O • 

Omdat y « r kan d i t worden benaderd a l s 
O O 

u, 
U i n 

u, o r 
^ i n ( e - 2 ^ ) (A.2) 

( b ) Weerstandscoëfficiënt 

Omdat = ApU^ = pu^ v o l g t de weerstandscoëfficiënt A u i t 

U_ ^ 1 _ ^ 1 

fx ^ 

= ^ ( i n - f ) = i i n ( e - ^ (A.3) 

( c ) Snelheidsverdelingscoëfficiënten 

Omdat u, = y i U kan h e t s n e l h e i d s p r o f i e l ( A . l ) worden geschreven a l s 

^ = ^ i n y 
U / c y O 

(A.4) 

Met g e b r u i k m a k i n g h i e r v a n w o r d t fi: 

KJ 

^ = ^ - , ^ 1 i^^y-)' l.ir- y ) dy 

D i t kan worden u i t g e w e r k t m.b.v. de onbepaalde i n t e g r a l e n 

ƒ i n 2 X dx = x ( i n 2 x - 2 i n x -h 2) 

ƒ X i n 2 X dx = ^ x 2 ( i n 2 x - i n X -f- ^ ) 
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I n h e t r e s u l t a a t worden termen d i e t e n m i n s t e een f a c t o r (Y^/^Q) 

k l e i n e r z i j n dan de o v e r i g e v e r w a a r l o o s d ( e v e n a l s i n de a f l e i d i n g 

van A . 2 ) . Waar i n de r e s t e r e n d e termen de f a c t o r i n ( r ^ / y ^ ) voorkomt 

w o r d t deze geëlimineerd door s u b s t i t u t i e v a n ( A . 3 ) . Het r e s u l t a a t i s 

^ = l 4 - f A _ (A.5) 

Evenzo l e i d t b e r e k e n i n g van a tot 

D a a r b i j i s g e b r u i k gemaakt van de onbepaalde i n t e g r a l e n 

ƒ i n 3 X dx = x ( i n 3 x - 3 i n ^ x -I- 6 i n x - 6) 

ƒ X i n ^ x dx = ^ x 2 ( i n 3 x - f i n 2 x - l - f i n x - f ) 

( I I ) TWEE-DIMENSIONALE STROMING 

V o o r u i t l o p e n d op h o o f d s t u k 12 geven we h i e r een s o o r t g e l i j k e be

w e r k i n g a l s de bovenstaande, nu v o o r een t w e e - d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g 

met een v r i j o p p e r v l a k en d i e p t e d; h i e r b i j i s y de a f s t a n d boven de 

bodem. 

(a) G e m i d d e l d e _ s n e l h e i d 

d d 
^* f y 

u dy — i n — dy 
^ K, y 

O 

o f w e l 

y. 

u,d 

i n ^ - 1 - ^ 
yo ^-

d 
-

i n — -- 1 
K L yo -

- 1 d 
i n (e — ) 

^ ^o 

zod a t 
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( b ) Weerstandscoëfficiënt 

i n — - 1 = i i n ( e - ^ i - ) (A.8) 

c. Snelheidsverdelingscoëfficiënten 

Op analoge manier a l s v o o r de b u i s s t r o m i n g i s gedaan i s a f t e l e i d e n 

d a t v o o r de tw e e - d i m e n s i o n a l e s t r o m i n g g e l d t 

fi=l + 

= 1 + 3 
X -3¬

2 ( ^ ) ' 

(A.9) 

(A.10) 
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12 EENPARIGE STROOM IN OPEN WATERLOPEN 

12.1 I n l e i d i n g 

I n h e t v o r i g e h o o f d s t u k i s de ee n p a r i g e s t r o o m door een b u i s l e i d i n g be

ha n d e l d . I n d i t h o o f d s t u k gaan we i n op e e n p a r i g e s t r o o m i n l e i d i n g e n 

met een w i l l e k e u r i g d w a r s p r o f i e l , i n h e t b i j z o n d e r open w a t e r l o p e n . 

I n een e e n p a r i g e stroom variëren de s n e l h e i d en de s c h u i f s p a n n i n g n i e t 

i n de s t r o o m r i c h t i n g . Voor de b e r e k e n i n g e r v a n kunnen we dus v o l s t a a n 

met een e n k e l e dwarsdoorsnede. 

De e e n p a r i g e s t r o o m i n een b u i s l e i d i n g i s a x i a a l s y m m e t r i s c h , wat o.m. 

i n h o u d t : 

- de s n e l h e i d ( u ) v a r i e e r t a l l e e n l n r a d i a l e ( r ) r i c h t i n g , n i e t i n 

tangentiële (d) r i c h t i n g ; 

- i n a x i a l e v l a k k e n (door de p i j p - a s ) h e e r s t geen s c h u i f s p a n n i n g ; 

- de w a n d s c h u i f s p a n n i n g ( r ^ ) v a r i e e r t n i e t met 9 ( i s c o n s t a n t l a n g s de 

o m t r e k ) . 

Daardoor r e d u c e e r t h e t probleem van de b e p a l i n g v a n de v e r d e l i n g v a n 

s c h u i f s p a n n i n g en s n e l h e i d i n h e t h e l e d w a r s p r o f i e l van de b u i s i n 

f e i t e t o t een één-dimensionaal probleem l a n g s een s t r a a l v a n u i t h e t 

m i d d e l p u n t (O < r < r ) , o f w e l l a n g s een l o o d l i j n v a n u i t de wand 

(O < y < r ^ ) ( z i e h o o f d s t u k 1 1 ) . 

Een s o o r t g e l i j k e v e r e e n v o u d i g i n g doet z i c h v o o r b i j een e e n p a r i g e 

s t r o o m o v e r een v l a k k e bodem a l s d a a r b i j i n z i j d e l i n g s e r i c h t i n g geen 

v a r i a t i e s o p t r e d e n i n de d i e p t e o f s n e l h e i d , z o a l s b i j b e n a d e r i n g h e t 

g e v a l kan z i j n i n een bre d e , open w a t e r l o o p . I n deze s i t u a t i e s h e e r s e n 

er geen z i j d e l i n g s e s c h u i f s p a n n i n g e n i n v e r t i k a l e v l a k k e n i n de stroom

r i c h t i n g , en v a r i e e r t de bod e m s c h u i f s p a n n i n g n i e t i n z i j d e l i n g s e r i c h 

t i n g ( z i e F i g . 12.1a). I n d i e g e v a l l e n kunnen we dus v o l s t a a n met de 

b e r e k e n i n g van s c h u i f s p a n n i n g en s n e l h e i d i n een e n k e l e v e r t i k a a l 

( p a r a g r a a f 1 2 . 2 ) . 

Voor l e i d i n g e n met een w i l l e k e u r i g d w a r s p r o f i e l i s een v e r e e n v o u d i g i n g 

t o t een één-dimensionaal probleem n i e t m o g e l i j k . I n de open w a t e r l o o p 

i n F i g . 12.1b b i j v o o r b e e l d z i j n de str o o m s n e l h e d e n i n de d i e p e r e d e l e n 
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o 

Figuur 12.1 Dwarsdoorsnede van een stroming met vrij oppervlak; (a): 

twee-dimensionale stroom; (b): willekeurig dwarsprofiel; 

secundaire stromen aanwezig zoals geschetst. 

g r o t e r dan i n de o n d i e p e r e , r e s u l t e r e n d i n z i j d e l i n g s e s c h u i f s p a n n i n g e n 

en i n v a r i a t i e s v a n de bod e m s c h u i f s p a n n i n g l a n g s de omtrek. A l s g e v o l g 

h i e r v a n h e e f t de t i j d - g e m i d d e l d e s n e l h e i d een r e l a t i e f k l e i n e component 

i n h e t v l a k v a n de dwarsdoorsnede; deze z.g. s e c u n d a i r e stromen ( z i e 

F i g . 12.1b) h e r v e r d e l e n de s t r o o m a f w a a r t s e s n e l h e i d i n h e t dwarspro

f i e l , en z i j n ook van b e l a n g v o o r de o n t w i k k e l i n g van de b o d e m l i g g i n g 

i n h e t d w a r s p r o f i e l . 

Voor l e i d i n g e n met een w i l l e k e u r i g d w a r s p r o f i e l moet s t r i k t g esproken 

een twee - d i m e n s i o n a l e b e r e k e n i n g v o o r h e t h e l e d w a r s p r o f i e l worden 

u i t g e v o e r d v o o r de b e p a l i n g v a n de v e r d e l i n g van s n e l h e i d en s c h u i f 

spanningen. De b e s c h i k b a r e k e n n i s v a n de t u r b u l e n t i e i s d a a r v o o r e c h t e r 

n a u w e l i j k s v o l d o e n d e , nog a f g e z i e n van de r e k e n i n s p a n n i n g e n d i e per 

g e v a l n o d i g zouden z i j n . I n de p r a k t i j k b e p e r k t men z i c h t o t meer 

gr o v e , q u a s i één-dimensionale be n a d e r i n g e n . Voorzover d a t e n i g s z i n s 

t h e o r e t i s c h g e b e u r t , u i t g a a n d e v a n een l o g a r i t h m i s c h e s n e l h e i d s v e r d e 

l i n g , gaan we daarop i n i n p a r a g r a a f 12.3. Enkele oude, e m p i r i s c h e 

f o r m u l e r i n g e n komen aan de orde i n p a r a g r a a f 12.4. 

12.2 Twee-dimensionale s t r o m i n g met v r i j o p p e r v l a k 

Voor de b e h a n d e l i n g van w a n d w r i j v i n g i n stromen met een v r i j o p p e r v l a k 

b e g i n n e n we met h e t e e n v o u d i g s t e g e v a l , n l . een e e n p a r i g e , twee

d i m e n s i o n a l e s t r o o m (zonder v a r i a t i e s i n d w a r s r i c h t i n g , dus ook geen 

i n v l o e d v a n z i j w a n d e n o f o e v e r s ) . We b e s c h r i j v e n deze st r o m e n i n een 

v e r t i k a a l v l a k i n de s t r o o m r i c h t i n g . 
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We gaan u i t v a n een f l a u w e b o d e m h e l l i n g ( t a n i ^ = - dz^/dx « 1 ; z i e 

F i g . 12.2) waarvoor g e l d t 

cos i . =̂  1 
b t a n 1, sm 1, (12.1) 

I n p a r a l l e l e stromen met een v r i j o p p e r v l a k l i g t h e t piëzometrisch 

n i v e a u i n de l o k a l e w a t e r s p i e g e l . I s de s t r o m i n g e e n p a r i g dan variëren 

s n e l h e i d en d i e p t e n i e t i n de s t r o o m r i c h t i n g . D i t h o u d t i n d a t de 

e n e r g i e l i j n en de piëzometrisch-niveaulijn p a r a l l e l l o p e n aan e l k a a r 

( d i t g e l d t i n e l k e e e n p a r i g e stroom, ongeacht o f e r een v r i j o p p e r v l a k 

i s o f n i e t ) en aan de bodem, o f w e l 1 
w ^b 

1 

e.n. 

— 
s i - \ S2 

i 
1 d 

T-
1 V-Y 

y m 

X 

Figuur 12.2 Definitieschets 

We s t e l l e n een i m p u l s b a l a n s op ( e v e n w i c h t s v o o r w a a r d e ) v o o r een kolom 

( g e a r c e e r d i n F i g . 12.2) d i e z i c h u i t s t r e k t v a n een a f s t a n d y u i t de 

bodem t o t aan h e t v r i j e o p p e r v l a k , waar y = d. De d r u k k r a c h t en de 

meevoering van i m p u l s door de v l a k k e n s = en s = h e f f e n e l k a a r op 

omdat de s t r o m i n g e e n p a r i g i s . De component i n de s t r o o m r i c h t i n g v a n 

h e t g e w i c h t p.e.v. b r e e d t e i s (pg s i n i^^) ( d - y ) As - p g i ^ ( d - y ) As. 

Deze maakt e v e n w i c h t met de s c h u l f k r a c h t p.e.v. b r e e d t e werkend i n h e t 

o n d e r v l a k v a n de kolom ( r A s ) , z o d a t 

T(y) = /5gi^(d - y ) (12.2) 

De s c h u i f s p a n n i n g v a r i e e r t dus l i n e a i r van r = O aan h e t o p p e r v l a k t o t 

de waarde 

Pgdi, (12.3) 

aan de bodem ( F i g . 12.2) 
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De l i n e a i r e v a r i a t i e van r i s d e z e l f d e a l s d i e i n een c i r k e l v o r m i g e 

b u i s , v a n de as t o t aan de wand. A l s de v r i j e — o p p e r v l a k t e s t r o m i n g 

l a m i n a i r zou z i j n zou h e t s n e l h e i d s p r o f i e l i d e n t i e k z i j n aan d a t v o o r 

l a m i n a i r e b u i s s t r o m i n g , d.w.z. p a r a b o l i s c h . I n de c i v i e l e p r a k t i j k d o e t 

d i t z i c h e c h t e r n i e t v o o r . 

I n t w e e - d i m e n s i o n a l e t u r b u l e n t e s t r o m i n g met een v r i j o p p e r v l a k kan de 

t u r b u l e n t e menging anders z i j n dan i n de a x i a a l - s y m m e t r i s c h e - t u r b u l e n t e 

s t r o m i n g i n een p i j p . Ondanks h e t g e l i j k e ( l i n e a i r e ) v e r l o o p van de 

s c h u i f s p a n n i n g i n b e i d e g e v a l l e n zouden de s n e l h e i d s p r o f i e l e n dus 

kunnen v e r s c h i l l e n . We z i e n daar e c h t e r v a n a f en gaan h i e r eveneens 

u i t v a n h e t l o g a r i t h m i s c h e s n e l h e i d s p r o f i e l i n de t u r b u l e n t e h o o f d 

stroom: 

H - = i i n ^ (12.4) 

Door d i t over de d i e p t e ( d ) t e i n t e g r e r e n v i n d e n we h e t d e b i e t p.e.v. 

b r e e d t e ( q ) en d a a r u i t de gemiddelde s n e l h e i d U = q/d. I n de Appendix 

aan h o o f d s t u k 11 s t a a n de t u s s e n s t a p p e n . (Ook worden daar u i t d r u k k i n g e n 

gegeven v o o r de snelheidsverdelingscoëfficiënten a en fi.) Het r e s u l t a a t 

m.b.t. U i s 

— = - xn (e — ) 
u, K ^ Y 

(12.5) 

S t e l l e n we ook h i e r r = ApU^ = pu?. dan v o l g t 
O ^ 

1 1 - l d 
~ = - in (e — ) (12.6) 

TA ^o 

Voor de u i t w e r k i n g h i e r v a n kunnen we v o o r K en de r e s u l t a t e n g e b r u i 

ken d i e N i k u r a d s e en Wh i t e - C o l e b r o o k vonden v o o r t u r b u l e n t e p i j p s t r o 

ming ( z i e h o o f d s t u k 1 1 ) . Daarmee i s A b e p a a l d . Het w r i j v i n g s v e r h a n g , 

gegeven door 

i = A ^ , (12.7) 
w gd . • 
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i s dan b i j gegeven U, d, k en u t e berekenen. B i j een p a r i g e stroom 

( z o a l s h i e r v e r o n d e r s t e l d ) i s d i t tevens h e t verhang van de bodem en 

van de w a t e r s p i e g e l . B i j n i e t - e e n p a r i g e stroom z i j n d i e d r i e e c h t e r 

o n d e r l i n g v e r s c h i l l e n d . 

3 Stroming i n l e i d i n g met w i l l e k e u r i g d w a r s p r o f i e l 

We gaan nu i n op de weerstand van een eenparige stroom door een open o f 

g e s l o t e n l e i d i n g met een w i l l e k e u r i g d w a r s p r o f i e l . I n h o o f d s t u k 11 

( v e r - g e l i j k i n g 11.8) i s h e t w r i j v i n g s v e r h a n g ( 1 ^ ) g e d e f i n i e e r d a l s 

i = (12.8) 
w pgAAs 

d.w.z. a l s de v e r h o u d i n g van de weerstand op een s c h i j f v l o e i s t o f i n 

een l e i d i n g , met l e n g t e As, t o t h e t ge w i c h t van d i e s c h i j f . Deze d e f i 

n i t i e g e l d t ongeacht de vorm van h e t d w a r s p r o f i e l , v o o r stromen met o f 

zonder v r i j o p p e r v l a k . 

De weerstand AW i s de i n t e g r a a l van de l o k a l e w a n d s c h u i f s p a n n i n g 

over h e t weerstand—leverende o p p e r v l a k , met omtrek O. A l s c o n s t a n t 

i s over d i e omtrek, z o a l s i n de b u i s o f i n de twee—dimensionale s t r o 

ming, g e l d t eenvoudig AW = r^OAs. I n a l l e andere d w a r s p r o f i e l e n z a l 

e c h t e r variëren langs de omtrek. We werken dan met de waarde van r ^ , 

gemiddeld over de omtrek w a a r i n w e r k t , g e d e f i n i e e r d a l s 

< r > = ^ (12.9) 
O OAs 

Voor deze gemiddelde waarde van g e l d t dus ( z i e 12.8) 

<r > = pgRl (12.10) 
O w 

w a a r i n R = A/O, de h y d r a u l i s c h e s t r a a l . 

Om ook nu een verband t e leggen t u s s e n weerstand en gemiddelde s n e l h e i d 

kunnen we f o r m e e l s t e l l e n ( a l s d e f i n i t i e van A r e s p e c t i e v e l i j k u.,̂,) : 

<T > = ApU2 = pul (12.11) 
O " 

zodat ( z i e ook 11.11) 
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U2 ^ „ 1 
i o f U = — TgRi 12.12) 

gR TA ^ 

De eenvoud van deze u i t d r u k k i n g e n i s e c h t e r v o o r een d e e l s c h i j n omdat 

de coëfficiënt A h i e r i n op een onbekende manier a f h a n g t van de vorm van 

h e t d w a r s p r o f i e l ( i n t e g e n s t e l l i n g t o t de twee b i j z o n d e r e g e v a l l e n van 

a x i a a l — s y m m e t r i s c h e s t r o m i n g en twee—dimensionale s t r o m i n g ) . 

Een e e r s t e b e n a d e r i n g v o o r een p r a k t i s c h e o p l o s s i n g van d i t probleem 

b e s t a a t u i t de v e r o n d e r s t e l l i n g d a t h e t d w a r s p r o f i e l van een l e i d i n g 

s l e c h t s v i a z i j n h y d r a u l i s c h e s t r a a l (R) van i n v l o e d i s op de weer

s t a n d . De i n v l o e d van v e r s c h i l l e n i n vorm w o r d t hiermee dus verwaar

l o o s d . 

Om d i t u i t t e werken gaan we e e r s t de u i t d r u k k i n g e n v o o r de weerstands

coëfficiënt voor p i j p s t r o m i n g r e s p e c t i e v e l i j k v o o r twee-dimensionale 

s t r o m i n g met een v r i j o p p e r v l a k s c h r i j v e n i n termen van R. 

Voor een p i j p met s t r a a l r ^ g e l d t R = -^-r^, en kan (11.30) geschreven 

worden a l s 

^ = i i n (2 e" 2 R_) 1 i n (0,44 — ) (12.13) 

VA -̂ o •'o 

I n een r e c h t h o e k i g k a n a a l met b r e e d t e B en d i e p t e d g e l d t : 

R = Bd/(B + 2d) = d / ( l + 2d/B). I n een twee-dimensionale s t r o m i n g met 

een v r i j o p p e r v l a k (B/d ->• «) g e l d t dus R = d, en kan (12.6) geschreven 

worden a l s 

^ = i i n (e ' I - ) =̂  ̂  i n (0,37 ̂ ) (12.14) 

O O 

A l s g l o b a l e waarde van l/JX v o o r een l e i d i n g met een w i l l e k e u r i g 

d w a r s p r o f i e l nemen we nu. een s o o r t gemiddelde van (12.13) en ( 1 2 . 1 4 ) : 

^ = i i n (0,40 — ) (12.15) 
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S u b s t i t u e r e n we h i e r i n N i kuradse's waarden =̂  k/30 v o o r ruwe 

c o n d i t i e s en y^ - 5/105 v o o r gladde c o n d i t i e s , en passen we de 

o p t e l l i n g h i e r v a n t o e v o l g e n s Colebrook, dan o n t s t a a t 

o f w e l 

1_ 
i i n ^ 
K k + 5/3,5 

TA 
5,75 l o j 

12 R 
k + 5/3,5 

(12.16) 

H i e r i n i s 5 = 11,6 Wu, en u '= J\ U = ( g R i ) . Met b e t r e k k i n g t o t h e t 

o n d e r s c h e i d g l a d v s . ruw en met b e t r e k k i n g t o t de b e r e k e n i n g v a n A u i t 

deze v e r g e l i j k i n g g e l d t h e t z e l f d e a l s wat d a a r o v e r i s gezegd v o o r de 

s t r o m i n g i n een c i r k e l v o r m i g e b u i s . 

Bovenstaande v e r a l g e m e n i s e r i n g van de f o r m u l e van Colebrook w o r d t zowel 

op g e s l o t e n a l s open l e i d i n g e n t o e g e p a s t . G e s l o t e n l e i d i n g e n met een 

n i e t - c i r k e l v o r m i g p r o f i e l komen o.a. v o o r i n v e n t i l a t i e s y s t e m e n , waar 

de l u c h t k o k e r s vaak een r e c h t h o e k i g p r o f i e l hebben. Vanwege de r e l a t i e f 

g e r i n g e wandruwheid z a l de v i s c o s i t e i t daar v i a 5 van i n v l o e d kunnen 

z i i n ( b o v e n d i e n i s u-, , ̂  ca. 15 X i/ ^ ) . 
^ l u c h t w a t e r 

I n n a t u u r l i j k e open w a t e r l o p e n i n a l l u v i a a l m a t e r i a a l , w a a r b i j boven

d i e n i n de meeste g e v a l l e n b o d e m r i b b e l s o f andere beddingvormen aan

w e z i g z i j n , i s de s t r o m i n g v r i j w e l a l t i j d h y d r a u l i s c h ruw, en kan 

(12.16) worden benaderd met 

TA 

^ 1 12R 
= 5,75 l o g (12.17) 

H i e r i n i s A s l e c h t s a f h a n k e l i j k van de r e l a t i e v e r u w h e i d ( k / R ) . 

Z o als gezegd komt de s p e c i f i e k e vorm van een gegeven d w a r s p r o f i e l i n 

bovenstaande g l o b a l e aanpak n i e t t o t u i t i n g , en s t e l l e n we één gemid

d e l d e s n e l h e i d en één gemiddelde w a n d s c h u i f s p a n n i n g r e p r e s e n t a t i e f v o o r 

h e t h e l e d w a r s p r o f i e l . D i t i s n i e t a l t i j d een a c c e p t a b e l e b e n a d e r i n g . 
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Een v o o r b e e l d waar d i t n i e t opgaat i s gegeven i n F i g , 12.3, v a n een 

r i v i e r met een r e l a t i e f d i e p e g e u l en een r e l a t i e f ondiep d e e l . I n 

b e i d e d e l e n ( 1 en 2) i s de d i e p t e k l e i n t . o . v . de b r e e d t e (de d i e p t e n 

z i j n i n F i g . 12.3 s t e r k o v e r d r e v e n g e t e k e n d ) , z o d a t de w e e r s t a n d i n 

b e i d e d e l e n overwegend door de p l a a t s e l i j k e c o n d i t i e s w o r d t b e p a a l d 

( v o o r a l d i e p t e en r u w h e i d ) . Ten o p z i c h t e daarvan kan de s c h u i f s p a n n i n g 

i n h e t g r e n s v l a k t u s s e n b e i d e p r o f i e l d e l e n (ab i n F i g . 12.3) b u i t e n 

beschouwing b l i j v e n zodat we de stromen i n b e i d e d e l e n a l s onafhanke

l i j k v an e l k a a r kunnen behandelen. Het g r e n s v l a k d r a a g t dan n i e t b i j 

aan de w e e r s t a n d - l e v e r e n d e omtrek van e l k van de twee d e l e n (O, respec

t i e v e l i j k Og). Op deze b a s i s berekenen we v o o r b e i d e d e l e n a f z o n d e r l i j k 

een h y d r a u l i s c h e s t r a a l (R, r e s p e c t i e v e l i j k Rg) en d a a r b i j een waarde 

v a n de weerstandscoëfficiënt r e s p e c t i e v e l i j k Ag), bv. v o l g e n s 

( 1 2 . 1 7 ) . (Het ve r h a n g i n b e i d e d e l e n i s g e l i j k : 

B i j gegeven i v o l g e n h i e r u i t de waarden van en Ug z o d a t met de 

bekende en Ag ook de t o t a l e a f v o e r Q i s t e berekenen. 

Figuur 12.3 Dwarsprofiel met geul en ondiep gedeelte 

.4 E m p i r i s c h e w e e r s t a n d s f o r m u l e s 

A l v e l e eeuwen worden l e i d i n g s t e l s e l s aangelegd v o o r h e t t r a n s p o r t v a n 

w a t e r , a a n v a n k e l i j k v o o r i r r i g a t i e en h u i s h o u d e l i j k g e b r u i k , l a t e r ook 

v o o r de i n d u s t r i e . Ten behoeve van h e t ontwerp daarvan i s v e e l empi

r i s c h onderzoek v e r r i c h t van de a f v o e r c a p a c i t e i t van open en g e s l o t e n 

l e i d i n g e n , v o o r a l i n Europa i n de 18e en de 19e eeuw ( z i e Rouse en I n c e 
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(1963) v o o r een h i s t o r i s c h o v e r z i c h t ) . De o n t w i k k e l i n g van een t h e o r e 

t i s c h e b a s i s v o o r de aanpak van h e t probleem van de s t r o m i n g s w e e r s t a n d 

l n l e i d i n g e n l s pas l n de 20e eeuw t o t s t a n d gekomen. 

Het e m p i r i s c h onderzoek h e e f t g e l e i d t o t t i e n t a l l e n f o r m u l e s v o o r de 

a f v o e r c a p a c i t e i t van l e i d i n g e n c.q. de s t r o m i n g s w e e r s t a n d daarvan. We 

p r e s e n t e r e n h i e r s l e c h t s de twee meest bekende, d i e ook nu nog v e e l 

worden g e b r u i k t , ondanks h e t f e i t d a t ze n i e t homogeen z i j n i n de 

di m e n s i e s . We z u l l e n ook aangeven hoe d i e i n v e r b a n d s t a a n met de meer 

r e c e n t e r e s u l t a t e n d i e i n h e t voorgaande z i j n b ehandeld. 

Formule v a n Chézy 

Chézy beredeneerde ( ca. 1770) d a t de gemiddelde snelheden b i j e e n p a r i g e 

s t r o o m i n twee v e r s c h i l l e n d e open w a t e r l o p e n met een gegeven dwars

p r o f i e l e v e n r e d i g zouden moeten z i j n aan de r e s p e c t i e v e l i j k e waarden 

h 
van (E.i) . L a t e r i s d i t geschreven i n de vorm 

Hoewel de v e r g e l i j k i n g i n deze vorm n i e t van Chézy a f k o m s t i g i s w o r d t 

h i j w e l naar hem genoemd, en h e e t C de Chézy—coëfficiënt. 

C i s n i e t d i m e n s i e l o o s ; de d i m e n s i e e r v a n i s L /T, o f w e l m /s i n h e t 

S . I . De herkomst van deze dime n s i e i s t e z i e n aan ( 1 2 . 1 2 ) : 

(12.18) 

U = 
1 

TgRï (12.19) 

B l i j k b a a r g e l d t 

C = 7 ^ o f A = g/C2 (12.20) 

Voor de gemiddelde b o d e m s c h u i f s p a n n i n g g e l d t ( 1 2 . 1 1 ) : 

< r > = ApU2 
O 

Wanneer we werken met de coëfficiënt van Chézy w o r d t d i t 

<r> = pU2 (12.21) 
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Deze u i t d r u k k i n g s u g g e r e e r t t e n o n r e c h t e d a t g van b e t e k e n i s zou z i j n 

v o o r h e t v e r b a n d t u s s e n <7 > en U. De oorzaak h i e r v a n l i g t n a t u u r l i j k 
O 

i n h e t f e i t d a t n i e t een f a c t o r /g i s opgenomen i n (12.18) t o e n 

d e s t i j d s de e v e n r e d i g h e i d , gegeven door Chézy, i n deze v e r g e l i j k i n g 

v o o r U werd omgezet; daardoor i s C een v e r b o r g e n f a c t o r Tg gaan 

b e v a t t e n . 

Ondanks h e t f e i t d a t e r a l meer dan een h a l v e eeuw f o r m u l e r i n g e n be

s c h i k b a a r z i j n d i e f y s i s c h meer z i n v o l z i j n (Darcy-Weisbach, N i k u r a d s e , 

C o l e b r o o k ) i s i n de waterbouwkunde h e t g e b r u i k v a n de oudere f o r m u l e 

r i n g e n nog steeds gangbaar, en w o r d t de f o r m u l e v a n Chézy v e e l ge

b r u i k t . De compactheid e r v a n i s een v o o r d e e l i n r o u t i n e m a t i g rekenwerk. 

Toen de n i e u w e ( r e ) u i t d r u k k i n g e n v o o r A ( c . q . f v a n Darcy-Weisbach) 

b e s c h i k b a a r kwamen i s d i t n i e t b e nut om v i a (12.20) C t e e l i m i n e r e n . 

I n t e g e n d e e l , men h e e f t de oude C i n een nieuw j a s j e g e s t o k e n door 

s u b s t i t u t i e van de N i k u r a d s e - C o l e b r o o k u i t d r u k k i n g e n v o o r A i n ( 1 2 . 2 0 ) . 

Voor open w a t e r l o p e n i n n a t u u r l i j k e m a t e r i a l e n i s de complete u i t d r u k 

k i n g ( 1 2 . 1 6 ) , i n c l u s i e f k en 5, nodeloos i n g e w i k k e l d omdat de s t r o m i n g 

d a a r i n a l t i j d i n h e t ruwe regime i s . Daarvoor i s (12.17) meer g e s c h i k t . 

S u b s t i t u t i e daarvan i n (12.20) g e e f t 

C = 5,75 Jl l o g (12 \ ) (12.22) 

o f w e l 

C = (18 m^/s) l o g (12 ^ ) (12.23) 

De waarde van R/k l i g t i n v e e l ( n i e t a l l e ) g e v a l l e n t u s s e n 50 en 500; 

_ 3 _ 3 

d i t g e e f t A-waarden van ca. 4 X 10 t o t ca. 2 X 10 en C-waarden van 

ca. 50 m /s t o t ca. 68 m / s . (Merk op d a t een hogere C-waarde minder 

w e e r s t a n d b e t e k e n t . C i s dus geen w e e r s t a n d s f a c t o r maar een " g l a d -

h e i d s " - f a c t o r . ) 



-205-

Formule v a n M a n n i . n g - S t r i c k l e r 

Manning (1890) toonde aan d a t de b e s c h i k b a r e meetgegevens b e t r e f f e n d e 

e e n p a r i g e stromen i n open en g e s l o t e n l e i d i n g e n goed konden worden 

weergegeven met een u i t d r u k k i n g 

U = i R3 12 (12.24) 
n 

De f a c t o r n h i e r i n zou s l e c h t s van de r u w h e i d van h e t wand- o f bodem

o p p e r v l a k afhangen. U i t v o e r i g e t a b e l l e n h i e r v o o r s t a a n bv. i n Chow 

(1 9 5 9 ) . T a b e l 12.1 g e e f t een v e r k o r t e weergave. 

Glass, plastic, machined metal . . 0.010 
Dressed timber, joints flush 0.011 
Sawn timber, joints uneven . . 0.014 
Cement plaster 0 011 
Concrete, steel troweled 0.012 
Concrete, timber forms, unfinished 0.014 

Untreated gunite 0.015-0.017 
Briclcwork or dressed masonry 0.014 
Rubble set in cement 0.017 
Earth, smooth, no weeds . . . . 0.020 
Earth, some stones and weeds 0.025 
Natural river channels: 

Clean and straight 0.025-0.030 
Winding, with pools and shoals 0.033-0.040 
Very weedy, winding and overgrown 0.075-0.150 

Tabel 12.1 Waarden van de factor n van Manning (overgenomen uit 

Henderson, 1966). 

De f a c t o r n h e e f t de dimensie L ^T; de g e t a b e l l e e r d e waarden g e l d e n i n 

f e i t e v o o r h e t m , s - s t e l s e l hoewel de eenheden m e e s t a l n i e t worden 

genoemd. B i j c o n v e r s i e van de meter naar de v o e t a l s l e n g t e - e e n h e i d i s 

men z e l f s d e z e l f d e g e t a l s w a a r d e n v o o r n b l i j v e n h a n t e r e n , en werd a l s 

compensatie een v e r m e n i g v u l d i g i n g s f a c t o r toegevoegd g e l i j k aan 

( 1 m/1 f t ) 3 = 3,283 = 1,4865 , r e s u l t e r e n d i n 

U = i ^ R3 12 ( f t , s - s t e l s e l ) (12.25) 
n 

Deze vorm w o r d t zeer v e e l g e b r u i k t i n E n g e l s t a l i g e l a n d e n . 
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O n a f h a n k e l i j k van Manning kwam S t r i c k l e r ( 1 9 2 3 ) , eveneens u i t a n a l y s e 

v a n waarnemingen, t o t een u i t d r u k k i n g z o a l s ( 1 2 . 2 4 ) , d.w.z. U e v e n r e d i g 
2. i 

aan 1^. Bovendien s t e l d e S t r i c k l e r v a s t d a t de e v e n r e d i g h e i d s f a c t o r 

e v e n r e d i g i s met D 6, w a a r i n D een l e n g t e - m a a t i s v o o r de wand(bodem)-

r u w h e i d . T e r u g v e r t a a l d naar Manning's n b e t e k e n t d i t d a t n e v e n r e d i g i s 

met . I n termen van de N i k u r a d s e - r u w h e i d , en met t o e v o e g i n g v a n een 

f a c t o r Tg d i e zowel door Manning a l s door S t r i c k l e r was w e g g e l a t e n , i s 

h e t r e s u l t a a t t e s c h r i j v e n i n de vorm 

n = 7 g (12.26) 

H i e r i n i s 7 een d i m e n s i e l o z e c o n s t a n t e met een waarde v a n ca. 0,12. 

U i t een o n d e r l i n g e v e r g e l i j k i n g van ( 1 2 . 1 2 ) , (12.18) en (12.24) v o l g e n 

b e t r e k k i n g e n t u s s e n A, C en n, E l i m i n a t i e van n v i a (12.26) g e e f t 

A = 72 (|)i =.0,015 ( | ) 3 (12.27) 

en 

C = 7 - 8 fg (|)« (12.28) 

o f w e l 

C ^ (25 ̂ /s) ( | ) 6 

10 20 50 10^ 
R 

k 

500 10^ 

Figuur 12 A Vergelijking van C-waarden volgens Colebrook (¬

12.23) en Strickler ( vgl. 12.29) 

(12.29) 
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Laatstgenoemde b e t r e k k i n g s t a a t bekend a l s de v e r g e l i j k i n g van 

S t r i c k l e r . Deze i s t e z i e n a l s een b e n a d e r i n g , i n een b e p e r k t b e r e i k 

van R/k, v a n de t h e o r e t i s c h meer gefundeerde l o g a r i t h m i s c h e b e t r e k k i n g 

(12.23) ( Z i e F i g . 12.4). Voor waarden van R/k v a n 50 t o t 500 v a r i e e r t C 

v o l g e n s (12.29) v a n ca. 48 m^Vs t o t ca. 70 m^s, o f w e l maximaal 4% 

a f w i j k e n d v a n de waarden v o l g e n s ( 1 2 . 2 3 ) . 

12.5 S l o t o p m e r k i n g e n 

Bovenstaande f o r m u l e r i n g e n gaan u i t van een e e n p a r i g e h o o f d s t r o o m . De 

r u w h e i d w o r d t geacht k l e i n t e z i j n z o d a t a l l e e n op deze m i c r o - s c h a a l 

sprake i s v a n n i e t - e e n p a r i g e stroom; de w e e r s t a n d van de i n d i v i d u e l e 

r u w h e i d s e l e m e n t e n w o r d t d a a r b i j op de macro-schaal van de h o o f d s t r o o m 

i n r e k e n i n g g e b r a c h t a l s een w a n d ( b o d e m / o e v e r ) s c h u i f s p a n n i n g , met een 

coëfficiënt d i e geacht w o r d t s l e c h t s van de r e l a t i e v e r u w h e i d (k/R) a f 

t e hangen ( z i e bovenstaande v e r g e l i j k i n g e n ) . 

B i j de b e r e k e n i n g van de s t r o m i n g s w e e r s t a n d i n ( n a t u u r l i j k e ) w a t e r l o p e n 

i n l o s k o r r e l i g m a t e r i a a l doen z i c h e c h t e r e n k e l e problemen v o o r d i e i n 

bovengenoemde aanpak n i e t t o t u i t i n g komen. 

Eén probleem i s de v o o r s p e l l i n g van de e f f e c t i e v e bodemruwheid ( k ) , d i e 

bv. i n r i v i e r e n en g e t i j w a t e r e n v a r i e e r t met de s t r o m i n g s c o n d i t i e s 

vanwege h e t o n t s t a a n o f weer v e r d w i j n e n v a n beddingvormen i n h e t 

l o s k o r r e l i g e b odemmateriaal ( r i b b e l s , d u i n e n e n z . ) . 

Een tweede probleem i s d a t n a t u u r l i j k e w a t e r l o p e n n i e t r e c h t z i j n , 

z o d a t a l l e e n a l daardoor de h o o f d s t r o o m n i e t e e n p a r i g k a n z i j n . De 

b o c h t e n v e r o o r z a k e n gecompliceerde s p i r a a l s t r o m e n met een verhoogde 

weerstand. 

Ten derde i s e r vaak sprake van een o p e e n v o l g i n g v a n n a t u u r l i j k e o f 

k u n s t m a t i g e p r o f i e l v a r i a t i e s ( o n d i e p t e n en g e u l e n ; v a r i a b e l e a f s t a n d 

t u s s e n o e v e r s ; dammen; k r i b b e n enz.) v a n z o d a n i g g r o t e a f m e t i n g e n d a t 

z i j n i e t z i n v o l a l s een r e l a t i e f k l e i n e r u w h e i d i n r e k e n i n g kunnen 

worden g e b r a c h t . A n d e r z i j d s z i j n e r t e v e e l van en v o l g e n z i j e l k a a r t e 

d i c h t op om e r i n d i v i d u e e l h e t l o k a l e v e r l i e s conform een C a r n o t -

f o r m u l e r i n g aan t o e t e kennen. I n f e i t e i s h i e r v o o r de h o o f d s t r o o m 

geen o n d u b b e l z i n n i g o n d e r s c h e i d t e maken t u s s e n w a n d ( b o d e m ) w r i j v i n g en 
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v e r t r a g i n g s v e r l i e z e n . E m p i r i s c h bepaalde w e e r s t a n d s f a c t o r e n w e e r s p i e 

g e l e n s l e c h t s h e t t o t a a l e f f e c t . U i t d r u k k i n g e n z o a l s d i e v a n Co l e b r o o k 

o f S t r i c k l e r hebben d a a r b i j geen b e t e k e n i s . 

D i t a l l e s l e i d t e r t o e d a t h e t v r a a g s t u k v a n de t o t a l e w e e r s t a n d aan

z i e n l i j k g e c o m p l i c e e r d e r i s v o o r ( n a t u u r l i j k e ) w a t e r l o p e n i n l o s k o r 

r e l i g m a t e r i a a l dan v o o r ( p i j p ) l e i d i n g e n met gegeven r u w h e i d . Voor 

p r a k t i s c h e t o e p a s s i n g e n z a l z o v e e l m o g e l i j k g e s t r e e f d moeten worden 

naar een i j k i n g op grond v a n l o k a l e metingen. 
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