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HAU PTA UF SÄTZE

Über Stoß- und Gleitvorgänge an der Oberfläche
von Flüssigkeiten.

Von Herbert Wagner in Berlin.
(Aus dent tlugwisenscbaftlichen Ilthtitut der Technaeheit Hochechule zu Berlin.)

Diese
Überlegungen wurden im Hinblick auf Start und Landung von Seetiugzeugen an-

gestellt1). E wird reibungsfrt-ie unzusamwendrûckhare Flûssigkeit vorausgesetzt. Die
Erdbeschleunigung wird vernachflissigt; die folgenden Überlegungen gelten daher um so ge-
nauer, je kleiner der Körper ist und je schneller er sich bewegt. Bei lange währenden, vor allem
bei stationären Vorgängeii gelten diese Überlegungen nur in naher Umgebung des Körpers.

Zuerst werden die Grenzbedingungen an der freien Oberfläche hinsichtlich auftretender
Unstetigkeiten untersucht. Je nach Art dieser Unstetigkeiten lassen sich zwei Arten von
FlQssigkeitsbewegung unterscheiden, die man vielleicht als Sto und Gleitvorgange') an-
sprechen kann.

Bei Stovorgangen (Abb. 1, 2, oben) besteht die freie Oberflähe wahrend des
betrachteten Zeitabscitnittes aus den gleichen Flussigkeitsteilchen 3). Ist eine Kontur zwischen
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freier Oberfl.che und K?Srper vorhanden, so wird diese in ihrer ganzen Länge von Spitzen
(Kanten von FlüssigkeiLskeilen, Abb. 7) gebildet. Diese Spitzen arten oft zu Spritzern aus,
die als Atisdruk der beim Sto ,,vernieht,tten" Bewegungsenergie aufgefa5t werden konnen.
Sto&vorgange sind durch die ursprüngliche Bewegung der Flüssigkeit und den Verlauf der
Bewegung des Körpers eindeutig bestimmt.

Bei GleitvorgAngen (Abb. 12, 26) gibt es 1ngs der Kontur zwischen Körper. und
Flüssigkeitoherfläche Bereiche (z. B. Glcitkanten), längs weidter neue Flüsstgkeitsteilchen an
die Oberfläche treten. Zur Bt'stimrnung von Gleitvorgängen sind auter der Angabe der ur-
sprunglichen Bewegung der Flüssigkeit und des Verlaufs (1er Bewegung des Körpers Annahmen
über die Lage (1er Abkssiingsstelle der Strömung von der Körperoherfläche erforderlich. Ist
im Bereich der S&ömung eine vorspringende Kante vorhanden und o11 unendlich grofwr Unter-
druck an dieser Stelle vermieden verden. so mu die Ablösung äng dieser Kante stattfinden4).

Der Gleitvorgang 1äft sich vergleichen mit der Fiûssigkeitshewegung um einen Körper,
von dem sich eine Wirbelfiäche loslöst: die Bestimmung der Tangentialgesehwindigkeit der
neu an die Oberfläche tretenden Flüssigkeitsteilchen entspricht der Bestimmung der Wirbel-
stärke der neu entstehenden Wirbelfäden.

Eingehend untersucht wird die Bewegung von Körpern mit sehr (unendlich) flachem
Beden an der Flüssigkeitsoberfläche Abb. 12). 1)ie bisherige Behandlung des Problems mit
Hilfe von l)ruekpunkten) berücksichtigte dio Erdheschleunigung und gab eine Klärung des
Wellenhildes. Sie war aber wegen Nichtbeachtung der am Vorderrand auftretenden Un-
stetigkeit (Spritzer) nur in Sonderfällen in der Lage, die Strömungsvorgänge in Körpernähe
zu beschreiben und den Widerstand richtig zu berechnen. Vorliegende Arbeit zeigt, da im
betrachteten Grenzfall stationäre oder nicht stationäre Gleit- oder Stoübewegungen eines
flachen Bodens an der freien Oberfläche durch die gleiche Tragflügelbewegung"
bestimmt sind: Mit Ausnahme des Spritzerbereiches herrscht an der Druck fläche des
Bodens der gleiche Druck wie an der Unterseite des gleichen Tragflügels; statt der
beim Tragflügel auftretenden Saugk raft löst sich am Rande der Druckflftche ein Spritzer ab,
dessen Energie der Widerstandsvermehrung infolge des Wegfails der Saugkraft entspricht.
Während beim Tragflügel der Widerstand nur vom Auftrieb abhängt (induzierter Widerstand),
ist beim Boden der zusAtzliche Widerstand infolge Wegfalls der Saukraft auch bei gleichem
Auftrieb für verschiedene Formgebung des Bodens verschieden. Einige Beispiele zeigen, wie
sich die Randhedingung für die Kontur der Druckfläche (Erhebung der FlüsMigkeitateilchen
gleich Höhe des Bodens, vgl. * 10) erfüllen Jttfìt.

Ferner werden Beziehungen für zweidimensionale Flüssigkeitsbewegung mit freier Ober-
fläche abgeleitet, wenn ein Ahnlichkeitszentrum vorhanden ist. Beispiele solcher Bewegung
sind: das ebene Problem dea Eindrirgens eines Keiles mit konstanter Geschwindigkeit V1 in
eine Flüssigkeit, die ursprInglieh ebene oder keilformige Oberfläche besas (Abb. 2, 26, 29)
und das achsensymmetrische Problem des Eindringens eines Kegels mit konstanter Geschwin
digkeit in eine Flüssigkeit mit ursprünglich ebener oder kegelförmiger Oberfläche.

Schlieûlich wird der m. W. noch nicht behandelte Fall des stationären Gleitens einer
ebenen Platte durchgerechnet (ebenes Problem, endlich gro&er Ansteliwinkel).

B e z e ich n ungen: Skalare mit lateinischen oder griechischen Buchstaben, Vektoren mit
deutsch en Buchstaben

t Zeit
Geschwindigkeitapotential

o grad 'p, t' Geschwindigkeit der Flüssigkeit

Stockesacher Operator (für die substantielle Änderung)
e,, Einheitsvektor senkrecht zur Oberfläche
b,,, r,, e,, b Normal- ) Komponente der Geschwindigkeit
bt, Vt Tangential- J der Flüssigkeit an der Oberfläche
)13, V Translationsgeschwindigkeit eines starren Körpers
V, Normalgeschwindigkeit der Kontur eines (ini allgemeinen seine

ForTn verändernden) Körpers
o spec. I)ichte der Flüssigkeit.

4) Auch dr in Abb. 3 Mitts zeIte Vorgang Ist wfgen der Atlösungsstclle ( (,Glitkante') pin (ìleitvorgang.Seine alifällige Behandlung als Stoßvorgang Ial eittp Nheringsibsirzhtung. die nur iii, Grenzfall unendlich dünnerSprItp.erdkke zu genanen Ergehniasaiì fuhrt.
6 f am b - 1Tydrodynrnik. deutach von tinIly. 19:11. S. 44 if. (inbesoudere Abb. S. 414) und S. 4$7 if.



Rar,d 12. Eeft 4
August Wagner, ti'er Stoß- uad Gleitvorginge au der Orche von V!Uaskeit

Ferner für das ebene Problem der Flüssigkeitsbewegung

a Neigungswinkel der Oberfläche (meist bezogen auf die uriprünglich
ebene Oberfläche)

Bogenlange der Oberfläche
ej Einheitevektor in Richtung der Tangente an die Oberflbe

Stromfunktion
z z ± i y kompleze Koordinate
w = ç' + i komplexe Strömungsfunktion
div

¡ i komplexe Gesch windigkeit.

1. Grundilagen.

1. Grenthedingung. Als g e orn e tris ch e G r e n z b e ding un g bezeichnen wir im folgenden
die Beziehung, daÍ an der Oberfläche der Flüssigkeit (am Körper und an 4er freien Ober
fläche) die Normalgeschwindigkeit v der Flüssigkeit gleich ist der Forthewegungsgeschwindigkeit
der Oberfläche senkrecht zu sich selht). An der freien Oberfläche werden wir sie beim
ebenen Problem oft durch ihre ,.Differentialform' (vgL Abb. 3)

Da ?i»

Dt

ersetzen 7), müsen dann aber an einer Stelle die ursprüngliche Bedingung sellM befriedigee.
hierzu kommt an der freien Oberfläche die dynamische Grenzbedingung. Da

die freie Oberfläche eine Fläche konstanten Druckes ist, steht der Druckgradient und folglich

die Beschleunigung senkrecht auf die freie Oberfläche. Also fürs ebene Problem

D o
e,Ï)tr=

Oder mit
Da

Dt

I't ¡)ctb 1)e, I)'z
I)t Dt lit "

L'

-' ,
Abb. 4.

" Ian, b, °. . "

v.'rs 'tid,,, . ' cil a ir hier uni i''i aIl'!, paterini A ,,gaw,, über d&y, in der

111.,rIlii,'it.' I.'dgli.Ii Ii,' t,hik'it ilt I'Iii'Migk-ihteil.'hi'il d.'r UI.e'rfluit'h' i'tt,t iii Uctrarhit ziebeu wollen.

Wir fassen dir dynamische Grenzhedingung GL (3) mit der geometrischen GL (1) zusammen

1t - i'C (4)

Auch beim räumlichen rrbtii ist wegen der geometrischen Grenzbedingung be

'..tiiuriit durch (lie Angabe von b au der freien O'ertläche:

e,, e,, zrad)] . o

0.1

l5

(t)

u.
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Der dynamischen Grenzhedingniig c--- =0 woflen wir die f't,rni giuii:

. Ifl:t, I) I)e,
J) I hi entcn] = Cn ¡ j + e » - ,., .

¿(i).

\V*g-n G!. (4) bzw. (I. () und (1. i gilt

Satz 1: It zu eineiii Zeitpunkt flit alle FlfÌssigkitstilrIIoT1 der frien ( )hrfläcln di* Ge
schwindigkeit insrli1ieûIich ihrtr ¡ itIitung'ablitting in R irlitting (]t'l ( )rflrkoi I ekant,
so ist ftr diese Teilchen auch die zeitlülic Anderung ihr Tangtiitialgerhwindigkeit , htkannt,.

Grerzbedingung bei tinstetiger Krümmung. V orb r t r acht titi g: Für rin ebenes I'rohk'nì
der Flüssigkeitshewegiing gite folgende V o ra u s e titi ii g Abb. 4): Auf einem Stürk s1 der
freien Oberflc.he verschiebe sich die Form der lurtlärlii jiarallel zu sich selbst mit der
zeitlich unverânderlichen Geschwindigkeit Alle jeweils attI Beginn U von s befindlichen
Flflssigkeitsteilchen sollen an dieser Stelle die gleiche Geschwindigkeit haben.

Wegen der geometrischen Grenzbod ingting gilt längs x für ¿lie prelati ve" Geschwindigkeit
der Flüssigkeit_steilcheti e ¡T= b , wobei I der Betrag der relativen Geschwindigkeit ist.

Daraus in die dynamische Grenzhedingung GI. 2 eingesetzt, gibt O. d. h. für Jedes
flüsigkeitsteilchen ist hei seiner Bewegung längs . tier Ret rag L' konstant. Da ¡ni Punkte l
für alle Flüssigkeitsteilcherì 1'= b

I gleich grnß ist, folgt aus obiger Voraussetzung:
U ist längs s, konst&nt.

Grenzübergang; Wir wenden diese Betrachtung auf einen sehr (unendlich) kleinen
Bereich s,-O an, längs dessen sich die Neigung der freien Oberfläche im allgemeinen um
einen endlichen Winkel ändere (Abb. 5). An der B benachbarten Oberfläche auerhalb s sei
die Krümmung der Oberfläche und das (ìesehwindigkeitsfeid stetig und zeitlich stetig ver
änderlich. Fûr die Verschiebung dieses Bereiches s, mit einer stetig veränderlichen Ge.
schwindigkeit b1 ergibt obige Betrachtung: ändert sieh die Form der Oberfläche s auf einem
(endlichen) Wege W stetig'), so ist längs s in jedem Augenblick L' von einer Konstanten nur

- . AU R,
nm AU versci,ieden, wobei

-
klein ist wie

.
Oder kurz gesagt:

Satz 2: Für jedeit kleinen Bereich s-*O der freien Oberfläche mit stetiger 0(1er unstetiger
Krümmung, dessen Form sich nahezu unverändertTM mit einer Geschwihdigkeit b1 verschiebt.
gilt mit U= konst.: --- t, -I'et U; d. h. die Grenzbedingung an der freien Oberfläche ist für
das relative Geschwindigkeitsfeld b - b, die gleiche wie bei einer stationären Strinuitg.

Mit entsprechenden Stetigkeitsbedingungen läût sich diese Betrachtung auch räumlich
acstellen. Es ergibt sich mit den für das ebene Problem festgelegten Bezeichnungen
b = b, + U + Q wobei Q eine längs , konstante Geschwindigkeit in Richtung der Kante
darstellt.

Strung l Berek imstetiger Krummung. Ecken. Durch den unendlich kleinen
1re.s r1 i,mschlie&en wir die Unstetigkeit s, (Abb. 6) nd das Flüssigkeitsgebiet G1. Da.s
Figksitebiet G, liegt zwischen dem Kreis rL und dem (z. B. konzentrischerm) grÖeren
(aber immer noch unendlich kleinen) Kreis r,. Wegen Satz 2 ist R längs RB1 und längs
CC, konstant. Wegen des Satzes') der Funktionentheorie Besitzt eine in einem Gebiet (G,)
a&ytische Funktion an einem glatten Kurvenhogen die Rndwerte Null, so ist sie identisch

ç-

') d. h. die ini Maßittab vergrößerte Oberfl,hp ttII Ihren thar,kler einer (iiiindeten, tUrkweie) glatten
Kurve beibehalten. Ferne- ott et möglich eiii. euf s eine urletidliehe Fnige vcn Punkten (Abstand 4) s ansznwhkn.
daS ataf darn W.g, W je4es J eine zeitlich ,Lplig verinderliehe Drehung nit, ¿9IiCIl (till ahletiieiii..n) iid1iihe WinkelCit bTt.

) !arw Us-Courant, Funktionenthpnrir, SprInger S. -

A bb. Abh. t.
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Nu1l mn im Gebiet G, gelten: b -- 0. Daraus folgt D' = D8. was wegen Sat& 2 nur
mit ¡T =0, also mit b = b, verträglich ist. Längs dtr ganzen Kontur von GL Ist folglich b I,,
als&°) auch in G, selbst.

S]tz 3: In einer einspringenden oder vorspringenden Unstetigkeit der freien OberflÄche,
die mindestens um r, von anderen Unstetigkeiten oder der Körperoberfläehe entfernt ist, Ist
die Geschwindigkeit der FIssigkeit gleich der Geschwindigkeit D, der Unstetigkeit.

Spitze des Spritzers. Mit Hilfe des gleichen Satzes der Funktionentheorle LAM

sieh für den Fall Abb. 7, daf längs ' die Kontur des Körpers und der freien OberflÄche

stetig gekrümmt ist und daf die Norrnalgeschwindigkeit V am Körper stetig und zeitlich
stetig veränderlich ist, beweisen

Satz 4: Bildet die freie (herfläche mit der Körperoberfläche eine Spitze, so ist die Ge-
schwindigkeit der Flüssigkeit in der Spitze gleich der Geschwindigkeit der Spitze.

Wurzel des Spritzers. Wir betrachte den Fall einer Unstetigkeit in Körpernähe.
Mit Hilfe der Methode von Schwarz.Christoffel't) finden wir für die Strömung Abb. 8

dn' 1±1 dz . dT
und din =tr

T ist die komplexe Hilfsebene. ist -- ti die Geschwindigkeit an der freien Oberßkhe und
5 die Spritzerdie.ke, so erhalten wir daraus

lT(l+lnr+r)

(II.T+4iv+T±5) (8)

7 6$ cjJ ¿
7 15 - -

z-teie

5
q

i
¡rx ix

6 3 1 ¿

¿'z iv-Ebene

Alt. .. Abb. il.

Die frcil Oberfichc ist gegeben durch

r ± ¡; - i) In
(

.._ i) (9).

Am Boiler, rwgativ reelle t) Illrl-eht der Flüssigkeitsdruck (vgl. A hb. 9:

Il (10).
- (l-f-j

Der niaxiniale Druck p, L' ' tritt an der Stell.' r =- 1, alsn r =0 auf. Die Druck-

kraft l'e. ¡tuf das Stük d.' Uodcns zwisclicn r uni! r = + ist P,,. = -i- o 3 U' j r . Für

t-* -cv ist nach f1. (.') -. also

fiÌr r -* - wird J' . 4 ¡' V ° '---x (11)

I vgl. . i b I. .

I , I,. '- 5. llII.

----fu
t.

-q , -?
-

¡

/

197
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Überlagert man der Strömung Abb. eine konstante Geschwindigkeit y. so entstehteine im engen Sinn dea Wortes niclmt.stationäre Stromung, ohne daf3 sieh die Druckverteilungändert. Überlagert man insbesondere eine Geschwindigkeit r, U in Richtung des Bodens(Abb. 9), also wegen G!. 7

n.I=vI (1±lilr±T)±z1 (12),

so herrscht an der freien Ohertlädie hinreichend weit au&crhalb des Spritzers die Tangential-geschwindigkeit Null. Für so gro'e z bzw. r, da& man in r gegenüber Vr vernachlässigenkann, geht Gi. 12 hei Beachtung von G!. S über in

te, -*4 r, z (12).

Eine der hier beschriebenen ähnlichen Strömung tritt in einem kleinen Bereich wohl beijedem Sto- und Gleitvorgang auf.

Gleitkante. Wir wenden Satz 2 auf die freie Oberfläche hinter einer Gleitkant,e an.Stetige Krummung der Korperoberfiache an dieser Stelle vorausgesetzt, wird (vgl. Abb. 10)die relative Strömung in einem Bereich (unendlich) kleiner z gegeben durch

din
. (14), a1so==24"1dA',. (15).

u

A ist eine den Ma&stab bestimmende Konstante. U ist die relative Tangentialgeschwindigkeit.
& E eutkeit Bei einem Sto I vorgang sei zur Zeit = O die Form von freier Ober.fläche und Körperoberfläche und das Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit gegeben. Für t Osei der Verlauf der bewegten Grenze der Körperoberfläche (V,,) gegeben. Treten im Verlaufder Zeit keine neuen Flüssigkeitstei1then an die freie OberAche (Stoûvorgang), so ist durchdiese Angaben der zeitliche Verlauf der Stromung eindeutig bestimmt, denn:
Durch Angabe des Geschwindigkeitsfeldes (also auch von e,,) zur Zeit t ist die Formder Oberft&die sur Zeit t+dt eindeutig bestunmt. An der Körperoberft*.che ist voraus-semgsgem&I V,, auch zur Zeit t ± dt gegeben. An der freien Oberfläche ist b zur Zeitt ± dt (nach Satz 1) und daraus bei einfach zusammenhängender Oberfläche auch q' (abge-sehen i-on einer bedeutungslosen Konstanten) eindeutig bestimmbar. Durch diese AngabenV,, bzw. q ist das Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit zur Zeit t + dt eindeutig bestimmt ")und somit auch e,, an der freien OberAche eindeutig berechen bar. Usw. für alle späterendt. Dabei dürfen nur die oben geklärten Unstetigkoiteu (suber Gleitkanten) auftreten. Aufdem Wege dieses Beweises lieben sich (wenn auch sehr umstAndlieh) allgemeine FLue nicht-stationärer Stoävorgnge tatsächlich berechnen.

f

Abb. 18.

Bei GleitvorgAngen ist es nach Abb. 10 für die Strömung in Umgebung der Ab-1ö.imgsstelle gieichgnit.ig, ob die Ablösungsstelle eine Gleitkant.e ist oder ob sich hinter der
') L*iib, 1. C. P. 4.

Abb. 11. Abb. 1?.

p J La
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Ablösungsstelle der Boden stetig gekrümmt fortsetzt. ¡st für letzten Fall der zeitliá. Ver-
lauf der Lage der Ab1ÖsttnssteJIe gegeben "), so sind beide Probleme gloichwertág.

Es scheint mir zweifelsfrei, da ein Gleitvorgang eindeutig bestimmt ist durch An,,be
von Oberfläche und Geschwindigkeit.sfeld der Flüssigkeit zur Zeit t=O und durch Abe
des Verlaufs von Korperkontur und Lage der Ablösungsstelle für tO. Die für StovorgI.age
gebrauchte Beweisführung stöft hier aber auf folgende Schwierigkeit. Wãhrd der Zeit dt
hat sich ein neues Stürkchen der freien OberfiAche gebildet, dessen Tangentiaigesthwingkei
nicht nach Satz I bestimnihar ist. Es scheint nun, dafì diese Geschwindigkt o fOr das un-
endlich kleine neue Stückchen der Oberfläche durch die Strömung Abb. IO bestimmt ist: es
müf3ten sich für die Zeit t ± dt die Gröüen A und If der GI. 15 so bestimmen laem, dai
dieses Geschwiiidigkeit.sfeld glatt übergeht in den angrenzenden Bereich. Ich habe aber dieee
Überlegung nicht nAher durchgeführt.

Ab h e b e y org ä n g e. Es ist mir nicht gelungen. Klarheit über die Vorgange beim Ab.
heben eines Körpers von der Oberfläche der Flüssigkeit zu erhalten (Abb. 11), wenn in einem
Bereich C sich zurückziehender Körperoherfläche andere als die bisher besprochenen Arten
VOfi Unstetigkeiten auftreten. Von solchen StrömungsvorgAngen i weiterhin nicht mehr
die Rede.

II. Unendlith fladier Boden.
Bezekhn ungen und Bereiche. Die den halben Raum voU.stndig erf011ende F1üigkeit

besitze ursprünglich ebene Oberfläche. Sie sei ursprünglich in Ruhe. Durch che Bewegung
des Bodens eines Körpers an der Oberfläche (Abb. 12) entstehe eine Flssigkeitsbewegung
(räumliches Problem). Wir betrachten den Grenzfall, dai die Neigung fi der DrnckAcbe
gegenüber der ursprünglichen Oberfläche der Flüssigkeit an jeder Stelle unendlich klein ist.

Die Drucktlkche besitze im Grnndrifì nach jeder Richtung endliche Ausdehnu. Die
Normalgeschiwindigkeit V,, an der Druckfläche, deren Groienordnung wir willkArlich fest.
setzen können, sei klein wie

fi.
Die seit Beginn des Vorganges verlaufene Zeit, wibrend

welcher die unendlich kleine Eintauchtiefe (klein wie fi) erreicht wurde, ist folglich endlich.
Wir zerlegen den von Flüssigkeit erfüllten Raum in die Bereiche (Abb. 12)

Uaiiptbereith (hlauptströmnng)
Spritzersvurzel (Wurzelst.römung)")
Spritzer.

1-Iauptbereicli und Spritzerwurzel haben gemeinsam den Grenibereich.

Die zeitlich veränderliche Kontur der Druckfläche wird gebildet (Abb. 12)
am Vorderrand, d. h. an Stelleii, an welchen sie sich (mit der Gciìwindigkeit b)

ausbreitet, durch d je Spritzerwurzel
an Stellen, an welchen sie sich zurückzieht, durch die Gleitkaut.e.

Als gleiche Tragflügclhewegung bezeichnen wir die nich tationAre Bewegung
einer unendlich dünnen Platte. die in jedem Augenblick gleiche Forni, Kontur und Geschwin.
digkeiten V,, besitzt wie die 1)ruckflache, in allseitig ausgedehnter, im Unendlichen ruhender
Flüssigkeit (vgl. Abb. 13 rechts).

Geometrische Beziehung. In beiden Fallen Abb. 13 werde im betrachteten Augenblick
lurch dic gleiche Beweguiìg gleicher Platten die gleiche Geschwindigkeit V,, hervorgerufen:

i aIL.re. i i, ¡bi. r,'iilllllllg
it cifl,I..lt g I,.--)j,ni,,t ,i,.r,'l,
li A itgab., voti L,, ait 1.-r
I)rw'lf!a.h,- utid voi t to
rreieit 4 Iartlti& Ile lii.. Au-
gail.' 't haijit ,r-.,t /1 tvt-rdt'ii
durch di,' .\ 'ttthu '.111,-',
rirktihitt iorui,fr.ieut 4 c.. jI'. j

di gli,' I f.-Id .-,i t ari .1.- f ut' ien
lila- r haul t,.

l.,_) B

\,.__.___

,\ 1.1.. 13.

1 t) t' SV.. h I it.' i' A lull... u'u u'II,. it be i LIe) i g gekrönt uil cou Ibid.- ru der e ¡net- hrk,uker,den Be(hingung tini e rwcrf e n,thihi sib ii.- 0 ri.tu.iuitg tar h ti u Bu' it vini der Huidenilduhe ablöst. l)ies ist entsprechend der Ströriiung ,\ bb. lu mit,'iin,iu J)r,ie kanal jag in lt ¡el,) ltg .b' r I 1Cc.' 'twj,td igl..- it vi.rhti,idp,i. Es liegt rua he, die b1i,sunste II.- e.0 ati wähle,,, daBje...' r J )ru.-ka n-1 u i-g r e ri i, 'eh- i. e i rd. Ile.. kat.iu .h.t lii a I', lì re,,de II inöglic he Bed itigrin.g stetiger Krünt nu uttg an,liee.'r Stell,' r-rad,' ,u,glu . rreui-ltt wer,le,'. Beini lilt' uit-ii von I" lughouten (cbwav It gekrünituter B4on, große
Il vii ..lds ..u.Ia' Zahl) ju.et ciulu uhu,' F'Ìn.e.igkt-il. win I,,)), aus S','r..uuh,.ri schlieh3en kMLil. unter L'rniM.ziden erst weitlui,,l.-r ,1,unt I trink tllirtiuuuilul, t,!..

zI Fur tlnat'r)u (1 rt-nxtull -. O curd ït'h erg,-ls-ru, titilO di.' Spritzcrwurz.el unendlich dünn ist.

4; leIche Trugflügel,,trö-
u)) Il t g: Dipee Strörnnizg im
einfach zizamiueuhzigeudeu
Haum ¡M eindeuligbe,tixnwt
durch die Angabe der 0c-
aehwludigkeit V,, tiiderTrng-
flugelfitehe und .11e Aagabe
der I usletlgkeiteu. Als solche
aeien in der Hanptebene
Wirbe1Í1chpa Voll der Starke

[cr, 'ti vorhanden.
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Siffl1 gItiebe gegebtn. so fn1it dic ltivntitat btidr im iinterexi IIa1b
raum für (IiCSOt1 Zeitpunkt aus kr Identität und Eiiiti..utikit hider Grvn7Itetlingurlgen.

lui Sinnt 1itses Vergleicl)es sple(:I)Pn 'vir aurli hei dr Stj(311In1t!. ¡ni I Ial})raunl V(mfl

,,Wlrbt1Mt,ärke" 2 1cbt1 und ,Zirkiilat.ion" l'=
Es I1t sich leicht bwtisen : Jst b, und (Iesen HitI,ttingsah1t'if.ung an der freien Ober

thiche stetig (dies woilen wir voraiissetuii) und it D, eb'n,o w l. klein wit fi. so ist
auch an der freien Oberthche stetig und klein wie' ¡. Nur gegen dvii Uand der Drucktläclie
hin wird v im a11gerneintn unstetig (nnctd1iclt groü).

Wir zeigen noch (der Einfaelihtit halber fürs ebene Probleni), daü die stillschweigende
Voraussetzung unendlich kleiner Neigung der freien be.rtläche zutrifft: In stetigen Bereichen

Da bist wegen 61. (1) r,, und wegen u -- U für =0 die Neigung a der freien Obcrfldclie
klein wie b, also klein wie 1. Dies gilt auch fürs räumliche Problem.

Dynamlcbe Beiehung. Für die Änderung A v der Tangcntialgeschwindigkeit t,
während eines Zeitabschnitts At gilt in stetigen Bereichen nach GI. (:) fürs ebene I'roblem:

.jt Jrfjfp
i r,,

A Vg ist folglich klein wie y,, J a, also klein wie , also hinsichtlich der Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes Abb. 13 aus den Grenzhedingungen gegenüber den anderen Ge
schwindigkeiten vernachläighar klein. Da sich fürs räumliche Problem aus GI. (6) das
gleiche ergibt, gilt

Sitz 5: In einem stetigen Bereich der freien OberfiAche ist die Tangentialgeschwindig.
keit Dg zeitlich unveränderlich. Flüssigkeitsteilchen, weiche seit t = O der freien Oberfläche
angehören, besitzen die Tangentialgeschwindigkeit Null. Treten Flüssigkeitsteilchen hinter
einer Gleitkante mit einer Tsngentiaigeschwindigkeit b, (klein wie ß) an die freie Oberfläche,
so behalten sie diese unverändert bei.

Dies entspricht genau der Bedingung für den Fortbestand der Wirbelflftche hinter dem
gleichen Tragflügel ").

Entstehung von b,. Nach Satz können nur neu an die Oberfläche getretene
Fluasigkeitsteilchen , beMaen. Wie bereits bemerkt, würde durch willkürlich gegebenes
b1 im allgemeinen an der Gleitkante unendlich groäe Geschwindigkeit t',, bedingt. Längs der
Gleitkante mu aber nach GI. (14) r,, endlich sein. Wir bestimmen folglich das neuent
gehende b1 fúr jeden Augenblick aus der Stetigkeitsbedingung an der Gleitkante. Dies ist
zufolge der bereits gezeigten Identitäten 6 und Satz 5 identisch mit der Berechnung der
Wirbeifläche hinter dein g'eichen Tragflügel ans der Stetigkeitabedingung an der Hinterkante'7J.

84tzerw.rL Am Vorderrand wird b (im allgemeinen) unstetig. Wir legen durch
einen Pwikt des Vorderr,.ndes senkrecht zu dkisem eine komplexe Zablenebene s.

Behn gleichen Tragflûgel sind Strömungsfunktion ir5 im nahen Bereich der Vorder.
kante und hier ausgeübte spezifische Saugkraft gegeben durch (C = Konstante) t)

(1 und

Wie 1eicla , is klein wie
B.ei G4eit- SLo&vorgang wird nh Gi. (1) durch unstetiges t',, unstetige Krötamung

der freien Ober6kM bedingt. Da auMrhalb der Unstetigkeit an der freien Ober&che b1 Oist, vercken wir, ob im zwtetigen Bereich das Geschwindigkeitsfeld iv, nach Gl. (12)
(Abb. 9) herrscht:

Wir wthlen u, Durchmesser des Grenzbereiches einerseits unendlich klein (klein wieß)
gegenäber den Abeaziangen der DruckflAche, so daä dort die der Tragflügelströmung identische

(17).

li
") Z.t dftsb.0 the (..ekwige4t so lut F-2(u--) d ,, eetzen.

.41,.Vest. ,.tbut Stu ts&e« Su. S ..abei Aut?r.bpu vc,,i Tr..g$ehe, zAMU. L. fleft 1, 4 2.LV) Verf. 1. . 1. 04s,er Vu,e . Sasin eiaêeiftlg, wenz' dIe ae.ttmInrng der W&rbeL1rk. beIm?rutppbIs s Sur StettØaát.b dIa4a$ eu du, lAte eindeutIg iM. Dieu ecbe4it *5er uweiletufrel. Seht.si.. i. a. hender.. 1Iu. io.t ItII!S w rö.lte dl, Meflrdeetlgkeht In eine MehrSindlgEelt dr iutOrd Suseur S4nglAef Mtezrs1.1eie5u uum Atdr,yt kt,m,eu... Dl In gr.Jgle4etma ZAMM J92.I. $-.s4*t SindSGUC 1 IVID." Qr*.a.l, ,.Ny eu$r. OrndIug*n due '1ugne. Sr neeh'wehg 1917. 5. 21.
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Bafld 1?, Heft 4 Wagner. E ber ktoß- iin1 1tvorgngt an Itr Oberf1h yrm F1itsgkitn 2O

4trrnung ries (ileit. O(It!r Stovorganes g4gchen ist durch G!. (16), andererseits aber uniidhh
groC (groE wie ) gegenûh.r dtr pritzerdicke , Mo (IaE In i gegenüber j" t vrnacbiSit
werden kann [v1. GI. (13)J. In dies.m (ir411zberich gehen Ilauptströmung und WurwJ
str()inung glatt ineinander über (n1 tvX). w*nn wir 1äng des ganzen Vorderrande die
Spritzerdick wh1en zu [vgl. GI. (13) mit GI. (1g) und Ql. (17)]

(18)

Tht sieh klein vi . also k]in w ß ergibt, erweist sich unsere Gröfaenordnungs-
betrachtung nachtraglicli ab ziiHssig.

Bereuhnct inn für den Hanpthi'reieli ggen den Vorderrand zu die Form der freien
oberfläche entsprechend der dúrt IierrseIienkii Sröiiìungsfunktion n , so erkennt man. da
im Grenzbereich auch die Form (1er ()brflächt re Hauptbereiches glatt Übergeht in die der
Spritzerwurzel (iP. (9), wenn Gi. (1M) erftiilt ist1). Ferner erkennt man, da im Grenzbereich
die Neigung der Ç)hrfläd,e noch unc'ndlich klein ist und daf hier auch b: unendlich klein
ist gegeunber v, dati hi&r also die trenz1edingungen wie im Hauptbereich erffl]lt sind.

9. Zusammenfassung. Wir v4rgleieben unsern
Uleit. oder Stotvorgang mit der gleichen

Tragflügell;ewegung. Bei der gleichen Tragfingelbewegung herrscht in dec Hauptebenc
auferhalh des Tragilügels aus Syiiinetricgründen der Druck p=O. Die tleichheit dieser
Bedingung und (lie tileichheit der Normalgeschwindigkeit l an DruckflAche bzw. Tr*güge1,
ferner die gleiche Stetigkeitshedingung an Gleitkante bzw. Hinterkante fthren dazu, da im
Hauptbereich (unterer Halbraum) iii beiden FMlen jederzeit gleiche Strömungen herrchen.
Nur im unendlich kleinen EJnstetigkeitsbereich am Vorderrand tritt statt der Saugkraft unser
Spritzer auf.

1)ieses aus zwei örtlich verschiedenen Bereichen zusammengesetzte Geschwindigkeitsfeld
erfüllt im Grenzfall fi -*0 (vorausgesetzt, dak Gl. (18) zeitlich stetig verrtndrliches 5 ergibt, dafi also
die Stetigkeitshedingungen erfüllt sind). langs der ganzen freien Oberflehe (Hauptbereich,
Grenzhereich, Spritzerwurzel) die geometrische und die dynamische Grenzbedingung und
erfillt die Grenibedingung i',, an dec Druckflche. Haupt- und Wu.rzeLströmung gehen
glatt ineinander über; das Gesehwindigkeitsfeld Ist im ganzen Bereich drehungs- und quellenfrei.

Das im Spritzer abgesclileuderte Wasser bewegt sich mit zeitlich unverndertr Ge-
schwindigkeit fort.

Kraftwirkung. I)er Druck auf dié Bodenfläche istan jederStelle des Hauptbereiche
genau so grot wie der I)rtick auf die untere Seite des Tragttügels, in diesem Grenzfall also
halb so groü wie die l)ruckdifferenz zwischen Oberseite und Unterseite.

Der Wurzelbereicli bis -* in Gl.(11)} ist klein wie fi. Folglich ist nach G!. (11)
dic ini Bereirli der Spritzervurzel ausgeübte Kraft klein wie ß/ und kann beztglich Auftrieb
uitd Widerstand vernachlässigt werden.

Satz 6: Iii jedem Augenblick ist die Grö&e der Auftriebskraft der Bodenflhe (nicht.
stationäres riiumliches Problem) halb so grog wie bei der gleichen Tragflügelbewegung. Auch

e J.ae d.-r Kräft stimmt in beiden Fl1en überein.
(eeiiüher dem Widerstand r des gleichen Tratlügels fällt die Saugkraft Weg. Ffr

den Wiilrstatul 1 iler ( deitthich hejni iiichtstationären räumlichen Problem gilt also

(114) (191.

T Integral Ist tiher alb FIineiìte 1 ti Abb. 12) des Vorlerrandes zu erstrecken.
n e r g i e h (f r a e h L u n g. Das auf der Hreiteni'inlieit .1 u - 1 (1er Spritzerwurzel in der

Ze't- i! t 11(11 entstelientle Spritiervolunien ô i (I t hesitt eine (ìescliwindigkeit 2v1 und Ng-
lidi eine Ikweungseneiie 't T . ) r, d t. (2 r1f. MIL GI. (18) wird (1 'T = , di . DIes
agt. ditf die auf ihiji \Vs s, 1 t der Vorderkante infolge Wegfalls der halben Saugkraft

gegenüber dejit L'leiulis'IJ Tragflügel erforderliche Mehrarbeit als Bewegungs.
energie lin Sp;it/.wLser rrsrlieiiit.

'i \i 'iii 11111 ejsø ll,',, Ii-1 sliiIsg ,.ur . Iz(.tl'tistrst V011 11. i l) erwisd,r.
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10. lntegralgleichung der Stoßbewegung. Für den betrachteten Grenzfall ¡ O einer Stofi-
bewegung sei ursprünglich ruhende Flüssigkeit bei ebener Oherflüche gegeben. Ferner sei
(Abb. 14) für den ganzen zeitlichen Verlauf die Ei-hebung aller Punkte r,, iler Bodenflärhe
gegeb"n. also Ib ' (t, Tb) und daraus ihre Normalgescliwindigkeit. V,, V,, (t, Tb). Es ist
der zeitliche Verlauf der Kontur der I)rucktláclie zu suchen; die Rathienvektoren r der Kontur
(vgl. Abb. 12) wollen wir angeben durch ihren Betrag r (f, A).

Abb. 14.

Wir denken fürs erste den zeitlichen Verlauf der Kontur r (1, 1) gegeben. Durch Lösung
des in Abb. 13 gezeiMten Strömungsproblems in grundsittzlieh bekannter Weise erhalten wir
nun die Geschwindigkeit e,, = v, (r, f) für (he freie Ùberfläche. Wir bezeichnen diese Ge-
schwindigkeit mit r,, {r, V, [i, r, - r, (f. A)]), um anzudeuten, (1a diese Gchvindigkeit an der
Stelle r zur Zeit t ahh&ngt von den gegebenen Geschwindigkeiten V,, zu dieser Zeit t für alle
Tb, soweit Tb innerhalb der augenblicklichen Kontur r (i, A) der Druckflädìe liegt. Die Er-

hebung der Flflssigkeitsteilehen ist dann ij = r,, dt. Das Flüssigkeitsteilchen hebt sich immer

weiter dem Boden entgegen und erreicht ihn schlieMich zur Zeit t,. wenn seine Erhebung
so groe geworden Ist wie die des Bodens an dieser Stelle r der Kontur der Druckfiäche ")
zu dieser Zeit t,, also

b [f0, r t,, A)] =v,, (t,,, 2), V,, [1. Tb r (t, A)] tAt (20).

Aus dieser Integralgleichung, die für jedes t, lsngs der ganzen Kontur (also von A = O bis
2 ,t) erfüllt sein mus, ist r (I, A) zu bestimmen.

Beim Gleitvorgang ist voraussetzungsgemAf der zeitliche Verlauf der Gleitkante gegeben.
Die an der Gleitkant.e autoaatisch erfüllte Bedingnng Gi. (20) ist nur für den Voriierrand
auszuwerten. Als KotnphikMiozi kommt hinzu, da r,, noch von b abhingt, wobei D seiner-
seits aus der als Integraigleichung aufzufassenden Stetigkeitsbedingung an der Gleitkant.e zu
bestimmen ist.. Von näheren Ausfülwungen wollen wir absehen.

Die folgenden Beispiele geben Lösungen für dieses Problem in besonders einfachen
FAllen. Wir werden dabei aber nicht auf die allgemeine Form der Integralgicichung zur1ck-
greifen.

Ill. Beispiele für unendlid flachen Boden.
1LStatnkes (7in. Ebenr4 Prskizn. Beim stationAren Gleiten ist der Auftrieb 4 gleich

dem halben Auftrieb des statiopir bewe«ten gleichen Tragßügel.s; der Widerstand W ist gjech
der halben Saiugkraft dieses 1gdelà. So Ist z. B. entsprechend der Tragfltge1theorie für
eine kreisft*wige Druk*,elze aút dem WöJbunpfeil f, der Tiefe (Profiltiefe) 2 c der Druck-
&che (vgl. Abb, 15) und dn Anstellwinkel ß er Sehne

=nV'(f+cß.)

tev'c(í+-cfi.) t5=cß,'

M = to.ent n& & Vorderkante, b = (enendlich grole) Spannweite. Die Gleitkrs.ft ist ìnier
zum Mitlelpunkt der Druckliche gerichtet.

In Abb. 15 sind Mr einige Druckfl*.chen die KrAfte vergleichweise malst*blich einge
zeichnet Wir erkennen, dal für fi, = O widerstlndslnees Gleiten mglich ist. Obige Gleichungen
gelten a»ch für uegativ f, nicht aber für negativesfi,, da dann die Vorderkante Oberpfllt
wird und eine andere Struing eintritt

") f1n nìhcre Cb.rte ietg(, dal ma liber 6.* Wnreebeteich integriere. lann, oht. von der p.drLbe
Fo d.r Ui.t.tigtMt (WuroeMr5n.oag) 1*otiz za

(21).

e
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Denken wir uns die GleitfiAche ruhend und die Flissigkeit bewegt, w erkennen wir,
da (abgesehen von unendlich kleinen Grep höherer Ordnung) die freie Obrfiäbe identieeh
ist mit der Stromlinie (Bahnlinie), dic bei der Tragfiogelbewegung vom Trag.ngel ausgeht.

Die in § 17 berechnete Plattenströmung geht für fi. -*0 in die hier gezeigte Strôwung über.

W

A. 1
WO3 i

Âhb:.

CI

-tI ------
Abb. i.

Abb. Ii.

TTh
V

12. StatIonäres Gleiten. Grenztall breiter Gieitßlche. Die Spannweite b ") (Abb. 17) sei
im betrachteten (renzfall unendlich gros gegenüber der über b vernderJichen Tiefe 2c der
Drucktläche (h - e). Die Schwerpunkte" C (Abb. 16) der Zirkulation f' um die einzelnen
ebenen Profilsehnitte sollen im Grundri1 auf einer geraden Linie liegen "). Der Ansteliwinkel ß
kann Ober die Spannweite veränderlich sein.

Nach der P r a n d tischen Tragilügeitheoric besteht die Beziehung

T=-4RVc(ßßp) (22),

ßp ist der Abwindwinkel nach Prandtl.

Würde nìan bei der Gleitfläche die Höhenlage der einzelnen Proflischnitte (den Verlauf
von ,,) Andern, so würde auch die Druekfliclic ihre Form ändern, die Vorderseite taucht mehr
oder weniger weit ein). Unser Ziel (im sinne des § 10) ist die Beziehung G!. (27) zwischen
dent Verlauf der Hiihenlage i=iìu(z) der Proflischnitte und dein Verlauf der Tiefe 2c2c(z)
der DruekflAche, wobei wir uns I' in GI. (27) durch 2c nach Gi. (2) ersetzt denken ").

Die Geschwindigkeit r,, cines Teilchens e, z der Oberflitehe infolge der tragenden Linie
1' () '-'i und infolge dci- Virb.'lt1äclir '[.' d lA1t sich nach H el ni holtz ohne weiteres

berechnen (Alih. 17). Pa die Flüssigkeit aus dem neudlirlien ¡uit 1= ariströmt, ist
(lie Erhebung , eine T.'ilriiens

fl

Einsetzen Von r,, und À LiSführung ¿1er integration gibt,
I h

i I' i. 1 .r4- -- z - rd !'- t I
,.- n,, - . . (3).L,'I :i' 4l - z

II Ii

l)as erste Glied fltsJirirlit. mier tragenden Linie. mla zweit.' der \Virbclfläehv.
i 5,t,,itl,. lu iItz. i,- hriw,g',, .nI ;,ii ..ih. und Ati. 7 eruuuduar lu'cItnit,'i ¡n diu .-itt B.'kpi.'l die rem ¡1m.K.',u rdin,at. \ iulj_ i;.

R,i N i,lu)7uuIr, ?Ti ,ji.'s.r ', oruuu-...0 '.uug ï.. H. u, i, JI. .-nIuo, '. u u.i,'heu.,) ,1iurft,, ìi,uiujnh ¿roln' AIn,iehui,gn'mulu, orwart,-nu ,,,',,, Andr,,-.,u,, ,l,rti, uiu,- l",IllOTia.4..,'n, du,..r Vun-uuo..olzuunjg keinm' albom grB..n Suhwerirkm.,U,i gn-bnuu.?u hale-i I..uuu,u uuue;u z,sIu,uuuiuun ... j. g.g.,,;ier vn -uìa,iui..ugun,.t, (li,. hi.i.u.l,n,u,u,i / /u,! lu, /.irltuul,,t unni au, i,, ';miI. - ,i.,, lututor d.-nuu I,e(ra,-hi,.t.'u, l''liu-.aigk.-iis.In-ii, ut), v,,rznit,. .itiu,i, Iï.i'Iiuu,iu un i ut,, Zurisiulci ¡u)I) Lau LiJIi u,lurinui Stuiln)u ,,,it
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Entsprechend unserm Grenzfall h 2c betrachten wir nun eine Stel1e., für die
b . 2c»). Für kleine erhalten wir aus G!. (23) durelì Reihentvicklung nani

unter Beachtung der ersten Glieder (stetiges

h

r ist die Zirkulation an (lcr Stelle z (vgl. Al.h. 17).
1m Vergleich zur Strömung um die unendlirhe breite Platte ist die Strömung im Be-reich des Profilquerschnitts uni p geneigt (Ahh. 16). Im übrigen ist aher (wie sich zeigen

l&t) in naher Umgebung des Profils (b> ) die Form der ()berflche in erster Näherung die
gleiche wie beini ebenen Problem. Folglich ist iAbh. i(4

'1.±Yb= xßp (25)

lA&t sich für den Grenzfall x.2e und für -*() z. B. aus GI. (SO) ermitteln:

!/b,V(1 4-ln) (26).

Wir setzen dies und ' nach GI. 424) in G!. (25) ein "(:

h

)
(27).

Noch eine Betrachtung über den Widerstand. Bezeichnen wir mit die Auftriebs-
dichte, o ist, da die Kraft an jeder Stelle um fi geneigt ist, der Widerstand

b b h
Ç dA Ç dA dAßdzßpddz+\(ß fip)ddz... .....(28).

Der erste Teil entspricht wie beim Tragflügel der Bewegungsenergie des sich abwArtsbewegenden Wassers hinter der Gleitfläche. Der zweite Teil wird zur Erzeugung des Spritz.wasuers aufgewendet. Dieser Teil kann durch Wölbung des Profils vermieden werden.

V

T-

L
T

- i?XL

I, (Y i)i: 4z(bz+ln
U

vorausgesetzt)")

2 y + P'F' (24).

IS) Diese dappelte ieietzuug r h. die wegen (l. 24) und GI. (6u flotwendig Ist, läßt erwarten, daßbei eidlkh.n Spanuwet-n grere Ahweieburijen nuttret n ala bI der P r a rid t I chen Trag1ig*ltbeoi le And eraeitachei.nt the Voa-a&..ntzwig b . r siebt alIu einsehränkind, da berelta für r + c tzw. für r 1,8e die Erhebungen ydar Iren (Pbei-fläe.he für unendlich breiten Trag ügel vnn den dnrch GI. () egeenen kauxu zu ufflrseheiden alud.
) Fflr X=I gibt dan welte Integral von Gi. (21) "i,. tias Glied z 3p können wir nbiìe reehnerli«ù.-n

Naehwea bluzatügeu, la p über x=e hiTta'eg atatig erläuft.
57) Dnz letzte (lied In der Kininrijer, nìnilloh .,-' - it entsprechend unserm Grenzfall klein gegenüber denbeiden er,tarm Gliedern. Ea aeb.int aber zwerknmlßlg. dieses Glied bel etwr uhteimmnäßlgen Re imwm zu berückiehtigeu.

VQ'

Abb. 1& Abb.
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Stat1onLre Gleiten. Grenzfall langer GlekUcbe. Wir betxathteo (Abb. 18) deim
Grenzfall - . ist dec Boden (unendlich tlach) gekielt und lwamcbt du WeEner i
vorderen Teil der Gleitfiarlie die LAnge i1, um den seitlichen Rand des Boden. zu erreichei.
so sei auch 2e

Bewegt sich eine unendlich lange Platte von der Breite 2e in ahlseiUg .edehnter
Flüssigkeit senkrecht zu ihrer Ebene mit der Geschwindigkeit V,,, so lAAt sieh du Vrtaltendes umgebenden Wassers auf das einer mitgeführten Wassermasse von der Gröãie e(pro Langeneinheit der Platte) zurückführen. Hinter unserer GleitfiAche entsteht im unterenHaibraum in jeder Sekunde auf einem Stück von der LAnge V das Geschwindigkeitste!d umeine sich mit der Geschwindigkeit V,, Vß, abwArts bewegende Platte von der Breite 2 e,der Stufe. Der auf das Wasser pro Sekunde ubertragene Impuls

B/sek V - r e» Vfi, P

ergibt die Gleitkraft P vor' gleicher Gröfie.

Bei unendl ich flach gekieltem Boden
V,, = V fi und = V' durch

Neigung des Bodens Drücke auf: p = -
im Wasser zurückbleibenden Energie

A/Meter e e,' (Vfi,' = IV,
O)

verbraucht, der ein Widerstand W, gleicher Gröfce entspricht Beim Boden mit gerademKiel fi = fi, betrAgt (vgl. GI. (2f))) der Gesamntwiderstand W= P fi, gerade das Doppelte von W,.Eine Energiemenge gleicher Gr(Sf3e wird also im Spritzwa.sser entführt, das im Bereich ¡entsteht Vermindert man den Winkel fi im Bereich 1, so 1At sich dieser Energieveriustini gleichen Mafe verringern und schlieühich ganz vermeiden. In Abb. 19 sind KrAfte-verteilung und Resultierende I' für einzelne Fälle dargestellt.

Der AutscWag gekielter Figcben. Di ursprünglich ebene Wasseroberfläche bewegesich nach oben gegen den ruhend gedachten Boden (Abb. 20). Die Geschwindigkeit V desWassers ira Unendlitthen sei in Abhängigkeit von der Zeit gegeben: V V(1).
B"i diesem Stofvorgang ist an der freien Oberäche ire Hauptbereich dio Geschwindig-keit vertikal gerichtet ('=O). I)ie Geschwindigkeit am Boden fällt in Richtung des Bodens.Die durcir diese Grenzbedingtingen eindeutig gegebene Strömung (vgl. Abb. 20) stimmt sehr(unendlich) angenähert mit der Strrnnung einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit um eineruhende ebene Platte überein ivgl. § 6). Die Breite 2e der Platte ist die augenblicklicheBreite der I)ruckfläche. Die Geschwindigkeit des Wassers an einer Stelle z> e der Ober.fläche ist "

1)ie Erh.hung i,, ¿hs Vae'rs. mmnr Mo,nent des Einiauclìeiìs (1 -=- O) geicehnet. ist

= ) d I -

2'r A U. irr Tlt,rt..I loll lIII , T.,

(29)

ist auf dem Stûck Z, die Druckverteihiig mit
GI. (45) gegeben; hinter l treten nur bei ver&nderlither

e V' "--x'. Zur Erzeugung der hinter dem Boden
wird pro Meter Weg die Arteit

(32).

V=
j.,
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Die Breite 2c dcr Drflrkflärlle nimmt mit der rZeit zu : r = e ti. VäliIeri wir fürs erste e

als unabhPngige Variable, also t t (e) und auch U V (e), so k?'nncn wir 1 t lC

setzen, aiqo (wegen u siehe wtiter uutt'ti

dl r.r
L u (e drd r . .

C.» ' . j
lin Augenblick. %Cflfl unser %Vasserteildien an (1er te1le L die Kontur der I)ruckfläehe
erreicht, ist C - s un] = , geworden:

(It
I

t u nt 'i e
'1" dc = 1 3l

I.

Die beiden abhängig Veränderlichen V und haben wir in

V y
u u (e) = dr p', (;5)

dl
zusanìmengefaht. G!. 34j muû für alle z gelten; sie ist als Integralgicichung zur Bestimmung
von u (c) aufzufassen (vgl. 10). Die unendlich kleine GrÖ&e u ist eine rein geometrische
Gröêe; sie hängt nur von ijg, (z), nicht aber von V V (t) ah. Es wird immer möglich sein,
die gegebene Bodenform durch die Reihe

/h=/ts+ß,x'+ß,x3+Ix4+ß4 r'-)-... (36a)

daftustellen. Die Lösung von GI. 34) lautet dann (Probe durch Einsetzen!)
9 16

14 44(C) = /1 ± ß, C + C ± ¡ 4 / 4 + ........b)
ist nun z. B. in Abhängigkeit von t gegeben, so kann man nach G!. (35), nämlich aus

C t

Çu(c)dc=Ç iT(t)dt (37)
t, u

e = e (t) bestimmen. Die Form der Wasseroberfläche , = (z) läüt sich aus G!. (33) be
stimmen, indeni man nach Ausführung der Integration jeweils e als gegeben und z als
ver5nderlich ansieht. Man erhält z. 13. für geradlinig gekielten Boden

27=rß.xart'sm (38).

Vin die Kraft P auf den Körper zu bestimmen, denken wir uns die Flüssigkeit
uraüglich ruhend und dcn Körper gegen die Fh.ssigkeit mit der Geschwindigkeit Vz= V(t)
bewegt. I)ie ,,Bewegungsgrö&e" der Flüssigkeit ist

B=ec2V (39).

Durch Differentiation nach 1 bei Beachtung von GL (35) erhalten wir

r -'r dVP-- 7T L' -- +2 C (40).

Für den besonderen Fall, dali ein Körper von gegebener Masse m mit der ursprünglichen
Geschwindigkeit V aufs Wasser aufschl.ügt, setzen wir die Bewegungsgröe der Flüssigkeit
(GL 39) gleich der voni Körper abgegebenen Bewegwigsgrölie in (V -. V) und erhalten

L
I

(41), wobei
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Dies gibt z. 13. fiìr den geradlinig gek leiten Boden /h = fix, also u fi:

= :' 41 -1-L4r-/

Et. niag interessieren, weiche F'rui mau dem Boden bei gegebener Masse des Kôrpers
geben mub, damit P - F' zeitlich korttuuit ist. Man hat dann u = u(c) entsprechend GI. (4e)
in GI. (34 einzusetzen und für konstantes J'-= P. zu integrieren, wobei aber zu beachten ist,
daü u nach G!. (42) von r ahhngt. I)ie Integration ergibt

in V,,2 3 3 In (" + i'T+ ;)
1Jh 21',, 1 f r +31+,iriI iy

wobei = Ein Boden dieser Art ist in Abb. 21 dargestellt.

Wir berechnen die Druckverteilung am Boden. Für I .r <e ¡st das Gchwindigkeit&
potential - L' e' e2. Der Flüssigkeitsdruck p ist")

I' ; tx'+F(t).

Mit q = q (V, c und r q erhalten wir mit GI. (35)

J)

(2

u2 i dV I V'
11 1i .' dl 2

e' .r' -

Das letzte Glied, das vom (Jeschwindigkeitsquadrat herrührt., Ist unendlich klein gegenüber

tlen beiden ersten Gliedern, clic von herrühren (dies gilt nicht für den Bereich der Spritzer
wurzel).

Für den Fall des Aufch1ags eines Körpers mit gegebener Masse ,. ethilt man aus
Gi. (41) mud G!. (43)

l'-J.'
I +,u .t' u(1+u)

(44i).

1)a.s erste Glied, ilas von -- herrührt, gibt m Rand der Druckflche groüe positive Drücke,
wihrend das zweite Glied negati'. e Drücke mit elliptischer Verteilung ergibt, welche da.
durch entstehen, daü gleichzeitig uuuit den, Körper auch das Wasser im Verlauf des Aufschiages
verzögert wird. 1)a deni ersten Glied in iier Mitte des Bodens verhltnisin1%&ig geringe Drücke
entsprechen, koninit es in praktischen Fällen sehr wohl vor, da in der Mitte des Bodens
negativer Druck herrelut, wthireuui1 am Rande der Druekfläche sehr hohe positive Drücke, die
in ihrer Gesamtheit überwiegen. ilie Verzögerung des Aufachiages bedingen. Hat die. Druck-
fluche sdilieû!ich dru cit1irhen Rand des Bodens erreicht, so ist, der Sto&vorgang beendet.

Wir berechnen die Spritzerdicke (3. Wir legen (vgl. * 8) bei der Plattenstromung (vgl.
Ahh 20 unten) l.n Ursprung der komplexen Koordinate z in Iem 1'un .c = e. Die komplexe
Strömungsfunktion der Plattenströniung up I V V2c

1' 2e -- geht für kleine z über in

V- 2e -- z. Durch Vergleich mit G!. (13) erhalten wir

(3= ru' (47).

u) I e ru h, 1. -. 5. tU.

i) -

1'
. e

(43 a).

Setzen wir 1 -- n in GI. (40) ein, so erlialt'n wir bei Beachtung von GI. (41' und (II '42)
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Den gleichen Wert crilaltIn wir, wcnn wir iii fcr.nli khiiir .r iv ¡'ru! dt'r iI,,rtliirhe
der Spritzerwtirzel gleidisetz'ti dIr Fûiiu der )IrlläIliv df r J tau t.tröu,!t,nL' hr w.wi wii
die vorn auísclilagvntlen Kör1 er ahgegf'hcne Eilergif' gl('uf1u.tz'uI rt'r Hvwfguwg nvri der
flauptströuuung plus dvrjnigt'rì dr iitzrtruuiuiug gi. § 9). Es s'i I ,i'iui 'uk t, i la ü hj
Beginn (les Aufschlags die liall' 1vwi'guuiugvnvrgie (1fr FIiiIkf'it ini iFuI ¡vr tldtri ist
gegen Ende des Atifsehlags ciii hält ilt'r lritìMr last (III' gvauuut*' VIlO Kñr1.i' ìhiegh.'iit'
Bewegungsene.rgie.

Urn den (hergang von Plutten't rSinung in Sjiritz'rstriuiuwg IIi e ii iii i h e ni N icluungs.
winkel zu zeigen, sind in Abb. fui' len Wurzelle'rvi*li l'urw von freier )tf'rt!äeluf (1. 113I
und Druckverteilung G!. 4i 'uutspree!i*'rul iler Plat t* utröunhung für (nhIll'lien \Viuik*1 ç 0.1
verglichen mit diesen Angaben ans fIrr Spritzerstruiuuurig. "I. t9 lv. ;t lü.

f- C -04

r

z

TTT

///
Abb. ii.

Abb. 22.

C

Abb. 23.

Abb. 23 zeigt den Druckverlauf w.hrend des Aufschiags eines Körpers von 2b=2 ni
Breite, 11(X) kg Gewicht pro Meter LAnge bei einer Sinkgeschwindigkeit V 5 mtsek. Die
angegebenen Zahlen sind die StokrAfte in Tonnen.

15. AuIetzen einer Stufe. Ebenes Problem. Als Beispiel einer nichtstationäreu Gleit-
bewegung besprechen wir das Aufsetzen einer Stufe (Abb. 4). Wir denken uns gegeben:
die zeitlith konstante Geschwindigkeit W") der Stufe und die Normalgeschwindigkeit
W,1 = W(ß+x); ferner die (zeitlich veränderliche Tiefe 2e der Druckfläche im Vergleich
zum Weg WI, den d Stufe in der Zeit f zurückgelegt hat; der Kürze halber whletf wir
die Zeit I, in welcher e = i ist. Das Ziel unserer Rechnung. nhmlich (im Sinne des § 10)
die Ermittlung von i bzw. x, erreichen wir über die Bestimmung des Geschwiridigkeitsfeldes
und die Berechnung der freien Oberflehe (insbesondere von ifl).

Wir erkennen (vgl. 16), da& eine zentrisch ahnliche Flüssigkeitsbewegung entsteht.
Abnlichkeit,szentrum ist der Punkt der ursprünglichen OberfiAche, an dem die Stufe aufsetzte

') In diuem &ikpeI bezetchnen wir die Körper'fchwir.digkeit nut W statt vif' hiMber mit V.

L z
Abb. 21.
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(in Abb. 24 der Ausgangspunkt dea Vektora We). Auf dem von der Glsátkante flb.aniek
Stflck der freien OberfiLcbe z, z c besteht eine Hoizontalgeac}windigkeit e, vgl. $ 7),
welcher bei der gleichen TragftAelbewegung eine Wirbelftohe mit d Gesthwindigkeits
sprung i = 2vt entspricht. Da die Gr(e von u an jeder Stelle ze4tlich iipvetI,rI.ich ¡M
(Satz 5), wegen der Ahnlichkeit aber Zirkulation um die Wirbeifliche und L&ige darielben
linear mit der Zeit ziinehnien, mu auf dem Stück z z e die Gr*1e s te, Un
stetigkeit anch ortlich konstant sein.

Um das Gesehwindigkeitsfeld zu beherrschen, müssen wir vor allem den Zevamwsnhaot
zwischen W,, und u kennen "). Wir bezeichnen (Abb. 25) die KOOt'ditee ds einze.
Wirbelfaden mit , die Zirkulation um einen Faden mit w d . In der konforren Abbilthmg
der Plattenstromung um einen reiszylinder bezekhnen wir alle Gróßen mit den großen
Buchstaben. Es gilt")

X = z + v'x'-hl . . (48) und = + '' 1 . (49)

Das Geschwindigkeitsfeld zerlegen wir in die beiden Felder I und IL

L.

- cl

z

C.,

d V=--2

- L

dl' df
E Xl2X--31)

z
X,

G e se h w i n d i g k e i t s feld I infolge Zirkulation um Wirbelflcbe und ruhend gedachten
Tragflugel bei ruhender Flüssigkeit im Unendlichen. I)ie Geschwindigkeit an einer Stelle X

der Oberfläche im System (1er Kreiskontur infolge eines Wirbelfadens ist mit . =

Da sich bei der konfuntien Abbildung die Zirkulation nicht ändert, gilt d I'= Ud E'= ud ¿.
Folglich ist

dX
Wir setzen - nach (jI. 49) ein ((lid integrieren. Bei kunformer Abbildung ist r dx

dX
Wir multiplizieren daher (il. (SO) mit - entsprechend GI. (48) und erhalten:

il j.

'+i) (51).

1 A u Verf. I. ( I. i', e rgi 1 'i,tI rn ¡ t n TIS,retl Bei.. i. b n iii e t, tti r u koi,,t c,htu' w. ile rea t, ,,err G 1. 44).
Wir ti;,be,, Iii.'r Weg u i.derh.tt, mU wi iuh the Gest'hwiudigI.-it,ii ., an 1er freien Oberfliwhc Prhulten (Ca. 5).

) Verf. L t. (i!. 4t.

j Verl. I .l. II
14

Abb. 24 Abb. .
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An der Gleitkante wird für X i

VII1=liIj_O.TIXI X0-1 -4- 2lnX (5?).

Geschwindigkeitsfold Il ist das zirkulationsfreic Feld urn tien mit W, bewegten
Tragflügel bei ruhender Flüssigkeit im Ujiendlichen. Es ist ) e,, - it',, ( ' i ). Wir

führen entsprechend GI. (48 statt x die Variable X ein:

Wir setzen W,, nach dieser Gleichung in GI. (53 ein und hilden nut 61. (51) r,, r,, ± r,,

u X0 X''I= 2( -fin

Die Erhebungen i berechnen wir am einfachsten mit 61. 75, wobei in unserm Grenzfall
s = - z ist. So wird z. B. im Bereich negativer z:

X

v,t dx (56).

Damit Ist auch 7), fflr .r = -- i bekannt. Wegen 2 c fi - W t x = r,, (vgl. Abb. 24) und
W,, = W (u + fi) sind jetzt die Winkel und fi einzeln bekannt.

- Um die Spritzerdicke t zu ermitteln, legen wir den Ursprung unseres Koord.inaten-
kreuzes in die Spritzerwurzel (x= -- 1) und entwickeln r,, (GI. (55)) nach Potenzen dieser

ieuen Abesisse. Diese Geschwindigkeit r,, vergleichen wir mit V,, d1 für reelle s > O

nach GI. (13), wobei nach Abb. 24 für die Geschwindigkeit e1 der Spritzerwurzel gilt
r, = '

W. Wir erhalten mit unseren alten Bezeichnungen

'T(X,- 1\'' c-4--ß \'2X1+1)j1 2lnX0
\ i_,i.

Wir ermitteln die Kraft (2F) auf den zugeordneten Tragliugel"). Es ist")

ç d F = i W,, +

wobei wir b 1, r5 sin fi = W,,, ['= u d ¿ gesetzt haben und statt z,,, X,, unsere Bezeichnungen
E, .E eingeführt haben. Ferner haben wir bereits das Integral ûber all-e Wirbelfden ude
angedeutet. B ist die ,BewegungrÖfe" der FlüssigkeiL

S4) L*wb, I. e. S. IS.
U) Verf. i. e. 01. (z4).
") Verf. I. e. G). (IS). (2S, (SI).

(54).

Gesarntfeld. Damit nach Bedingung 7 an der Gleitkaiite für X - 1' r,, - r,, ± r
endlich bleibt, inu nach 01. (52) und 01. (53) gelten

4 ?i W,,
X0 '±1r'X,

1\ B-
e

2
I

(53).

(57).

(58),
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Es ist (2F) . Da (vgl. %16) sowohl das Potential ç wie auch dl. FlAchen eir
DB 2Bmit t zunehmen, ist B proportinal t, also

- .
Nach Abb. 94 kmi,en wir s

Durch Au.fûhrnng der Integration GL () erhalten wir schlie1iich di. G1itkraft:

P="1)(1+X.)'(1 X,') (59).

Ich habe das Beispiel z,= 2,5 e durchgerechnet. Es ergab sieh (GI. (U)) Vg 0,818 W,ferner nach Berechnung von nach GI. ( ß = 1,25 ; die Oberfläche Ist fr fi 0,21 in
Abb. 26 gezeichnet. lin Bereich um r = s, ist wegen Unstetigkeit (Neigung der Oberfläche
nicht unendlich klein) unsere Rechnung ungoltig. hier geben aber Satz 3 und GI. 64) und
G). (65) auch ohne Rechnung guten Anhalt für das Zeichnen der ObertlAche. An einzeLnen
Stellen der Oberflache ist die Geschwindigkeit eingezeichnet.

IV. Verschiedene GrenzfIIe.
16. Zentrisch ähnliche Flüssigkeltsbewegung. Wir lassen die Annahme useadlich kleiner

Neigung der Oberflüche fallen. Taucht z. B. der geradlinig gekielte Boden mit zeitlich
konstanter Geschwindigkeit V, in die Flüssigkeit ein, so Ist diese Flüesigkeitabewegung, wie
leicht einzusehen, dem allgemeinen dynamischen Ahnlichkeitagesetz unterworfen: Die Formen
der Oberfläche zu verschiedenen Zeiten sind geometrisch ähnlich und ft5 einander ent
sprechenden Stelle!) herrschen dann die gleichen Geschwindigkeiten. Denken wir uns die
Flüssigkeit gegen den ruhenden Boden bewegt, so stellt der tiefste Punkt des Bodens das
Ahnlichkeitszentruin (J dar.

- M

Abb. %.

K r r.' k t r E muß beßt-ii t statt Df.
.bt,. 27. Abb. 8.

Wir kennzeichnen .\hb, 27j die einzelnen F'lüssigkeitsteilchen der freien Oberfläche
durch ihre Abszissen E zur Zeit t = O. Ihre Lage zu einer späteren Zeit t werde gegeben
durch den auf 11 bezogenen Hadinsvektor r = r . t). Die Geschwindigkeit ist u - »(E. t)
lias Ähnlichkeitsgesetz sagt aus (Abb. 27 Hat ein Flüssigkeitsteilchen zur Zeit t die Lage r
und die Geschwindigkeit. D, so hatte (mit a I) das Flüssigkeitsteilchen n E zur Zeit n t dieLage n r und die (eschwindigkeit t Mathematisch formuliert:

r r r (E'
f -

(, ) [lUd D b -

li.
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Wir differenzieren beide Gleichungen partiell nach i

t
(1 ('ti)

(4Ì) iiii'l
d' (.4

- ('t
(I

Für einen beati min ten Zeitpu ii k t i fülirin wir ul iinah1iängie Varu4hle statt
die Bogenlange s = s () der freien Oberflärl,e ein: r - r (s), t' t_ is i Ile ( d. 11 I). if1 I

jetzt die Forni an

r

dr d.
as (i.e

itu (It' ds
( tutu

-- (Is ili t

G!. (63) zeigt, dai die licbtung von besitzt, abot wegen (1er dnarnischeii (renz-

bedingung senkrecht zur Oberfläche gerichtet ist. Wir differejizitisu (1. (6) utauli

db dt d'rds dr d jis
td ds" ds)'d dads

Die ersten Glieder beider Seiten stehen senkrecht auf . Folglich ist
==

i.

Konstanten A und B ist E-=s + A und daraus s±A B5. Mit e1 geht G]. (621 über

in t=ret(s+A). In unserm Fall (Abb. 27) ist =O für s=O und für

Folglich ist A = O, B =1; also

(64) und

61. f64) sagt aus (Abb. ): Bei bekannter Form der freien (berfiäciie erhalt man für einen
Punkt d6rselben dea andern Endpunkt dea Vektors t'i, indem atan vom Ahnlichkeitszentrum
a die BoenlAnge s der freien Oberiläche, vom Ende des Spritzers gerechnet, parallel zur
Tangente an die Oberflache auftr.gt").

GI. (64) li&t sich (durch Multiplikation mit e,, und et) ersetzen (lurch die beiden skalaren
Behungen

(66) und rjt=- e1r--s (67).

Darsaa folgtmlt d''=v5ds bzw. dq=v1ds

v = 2F 4- koust. . . (68) und ç i = - (s' -- r2) ± konst (69).

Stronifunktioo, q' Potential. F ist die in Abb. 28 schraffierte Fläche.

(63).

$2') Rs sel erwkhat. daS die ïuirandung des den, Flössigkeitsraunj eu,tsprechen&ru Bereiches der Hilf'gri,ße

V'' dr geradlinig verlÄuft. Die Oeechwindigkeltsinderung u Richtung der freie,, Oberfläche steht nämlich
sack 01. (63) enkrccht duf die Eichtung der Otwrflhieh. sii dala ini! y = t' - i vu das Produkt du dz u,,, der freien
Ob.rIbe dle Riektung der imaginkren Achse
besitzt. i/idi = dz besitzt also tAng,, 4er

tr.eIe eb.rabcbe die Richtung f -. Längs des

Bodes. besitzt e, dis Riehtuag der reellen Achse
(vgL asabeusiabejide Abb. 34).

Rel Aufeteliang eir zweiten, Von der
ebigen abhängigen komplexen &,ziehung ist
men versucht, davon Gebrauch su mathen, daß
(vgl. Abb. f5) sa der freien Ober.z - -
Mob, reell Ist. D. dise aber die zu r knejugierte
Q,öfr euthEt, let su mir nickt gelungen, eine ge-
seblon. Lösung fur des ganze Problem ru linde,,. Ahi'. 34.

z-tie

a- dz
do
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Für spätere Zwecke leiten wir noch eine Beziehung ab. Das im Zeitpunkt t0 an der
Stelle r,, der Oberfläche befindliche flûssigkeit.steilchen E. hat sich im Verlanf von t, urn

10

r,, - E,, =f b 1t verschoben. Nach dem Ähnlichkeitsgesetz (Abb. 27) war die Geschwindig.

keit » dieses Teilchens zu einer kleineren Zeit t ebenso gro& wie dic augenblickliche Ge-
schwindigkeit des Teilchens E=: e,,. Wir können daher d=----t,,E0dE inunserintegral
einsetzen. Wegen G). (65) s = gilt also

(70).

Wir multiplizieren diese Gleichung mit e,1 (Abb. 28) und erhalten G!. (75). Dabei haben wir
die nicht mehr notwendigen Indizes O weggelassen.

Stofkraft. I)ie Stokraft auf den Körper sei 3r, seine benetzte BodenfiAche F, die
freie Oberfläche der Flüssigkeit F. Denken wir uns die Flächenelemente d von der
Flüssigkeit nach auten gerichtet, so wird38)

DÇTr=_2Dtyrdf.
Fr 4-F0

Da wegen der Ähnlichkeit ç und F linear mit der Zeit t wachsen, ist der Integralwert
proportional f'. Seine zeitliche Änderung ist folglich das fache seines jeweiligen Wertes.
Also

fi3r=-2nf93df .2q'df (71).
FT A

Wegen dt- linearen Anwaehsens von T uìid wegen der konstanten Aufsehlaggeschwindig.
keit V. des Körpers ist die dtr Flüssigkeit zugeführte Energie E= - -- , t 3r Folglich ist")

q'bdf+ iq'odf+ qibdf (72)
FT Fo

Wie sieh zeigen lüt, wird das Integral über die unendlich ferne Grenzfläche F unendlich
klein; es kann weggelassen werden. An der KiSrperoberflche Fr ist wegen der geometrischen
;riiizbedingtirìg b ti f - ,, d . Wir ht hen daher aus dem ersten Integral der rechten Seite

,, heraus, iiiultiplizieren I. (l mit '13,, und eliminieren aus Cl. (71) und G!. (72) das erste
Integral der rechten Seite:

'1 i.i t t) (f' (b 4- ti f (73).
Eu

o und q' durcit (1 fil) und (d. (69) in .l)Ilängigkeit von der Form der freien Oberfläche
bekannt sind, ist durcit (. 73) die in 'l,,-Richtung fallende Komponente der Stokraft. rdurch tut F' rm (1fr f )ht'rHäche hestiittint.

lt e r a t i tt n Mit IItlfe von CI. ((4'1 kann ¡tian die Form der freien Oberfläche beim
Stofvoroang dadtirtit hestinitneri, daft man eine geschättzte Form durch Iteration verbessert.
Man katiti z. U. -t vorgt'hciì: Mari schätzt dit Form der freien Oberfläche r=t(x) und be.stimmt nach dtr 1t'ieliuiig

(74),

aus ( l. (f I du 'cli M ultn1]ikatiun ¡tilt e, (vgl. Al h. 25) ent4eht, die Geschwindigkeit van der fitieji I 1)aratis Tinti aus dir Grenzhedingung um Boden bestimmt man
mit hilfe les r e e u schini Satzes 40) ait alien Stelleji der freien Oberfläche die der tiuellen.

3; vgl. ''r i. r
(0) l.a i, I, I. 5.
'"i Etti. itiii'It 11,, (iiitii t i,t Z M( :if', Il't L a,i-g'Iuiir) wor,h',i : T.zi uIt. Ihr r),.rrnIl ilbir ein Wehr''.
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und drehungsfreien Strömung entsprechende Geschwindigkeit r uni verwendet dieses e,,
zur Berechnung neuer

t

(vgl. (i1. (70)). Mit dieser neuen F'nruuu der )builädie kann nian (Ia erfabren wiedeiFiolen
neue r nach 61. (74), neUe !/ mit 1111fr des ( r te n scheu atzes, nelle u flach t1. (75).

f

4,

1

4,

fi-.,,

II (75)

t ..______._.__-TI'Ti

y

.5
t.,- ix
¡ J

'
I__________fiç.

o ZØ° q x ? i t J s
E!E ìz'-[ôe t -[òeftv

Abb. 3i. .tìh. :n.

17. Stat1onres Gleften. Ebenes Problem. Für das ebene l'roblem des stationären Gleitens
einer ebenen Platte (vgl. Abb. 31) gilt nach der Methode von S ch w arz- C' h r i stoffe 142)

d' dz i
(I ) - 1's' 1 (1 -

41) Euh hit, }1rr A. W. Qui uk. Danrug, hir di. veratunuuiMvu,lI, I! If. hI dir fltur,-jtfiihruuuig dur hluuuriiäUig,ii
uurhnitig a,'hr zu [)a,ik vi-rptli,lut,.l. Vr,-rur dauik,,' k'h uln L,'hr.tuihI Prnt,as(,r l'uili h a u -.' r,, T,'utiii. llu-h,i,-h. l)anzig,
r r da,i Le i heu ir ir. r Her'h,'v, un srh rie.; In n t und R a irr - llydrod% uia,u,jk, Ti l-id." ird ait S. T4 riti rtuaIheriiuI kiki aluuitich,. Bciiuinl
d irr heu' reeh uit.

Ï

N
I'

IM 9.

Ich habe dieses Verfahren (nach erheblicher .ruderung, um es den speziellen Bedingungen
unseres Beispiels anzupassen) zur Berechnung ulcu Oberfläche beim Aufschlag eines sym-
metri8chen Bodens mit ß- 18° Kielungswiuukel verwendet°) (Abb. 29). 1)araus und mit
GI. (73) ergibt sich die Stokraft

P = 49, T o (76).

Im Gegensatz zu 14 ist die Stokraft P auf die Enitauchtiefe T uÀhh. 29) bezogen. da die
Breite der Eintauchfliehe bei endliehern Xielungswink.'l keine definierte (Jröüe ist.

Wir wollen für konstante Eintauchgeschwindigkeit V,, die Aluluängigkeit der Stofikraft P

für den ganzen Bereich der Kielungswinkei /1 von O bis abschätzen. 1)azu wollen wir

Gi. (43a) ( i, ß = r) durch Einführung eines Wertes K vcrallgcnieinern:

P=K'4L) Ve' (77).

Für fi *O gilt G!. (43 a), also K= 1. FÛr/I - l4° gibt 61. (7f) K O»5. Si'hlieûlich ist die Kurve
des Wertes K entsprechend CI. (83) für das Eintauchen einer Schneide in Abb. 30 eingetragen.

Als NAherungsangahe könnte die eingezeichnete l'arabel K (i
)

, also mit 61. (77)

P=2z(_. i) r (78)

dienen.
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folglich

dz dz (Any (It- l_± i i (121(2
dt dn rl t -- I - ii

--u(l+t)-(1 a)1n --& '1l'±ip'1ln( -tEt) . (80).

An der Kontur gilt längs i, , 4 bzw. das obere, mittlere, untere Vorzeichen. Für Loga-
rithmen ist (1er llatiptwert einzusetzen. 1)abei ist 1äng 4 zu beachten, da 4ì eijien
Bereich mit positivem lrnaginärt.eil umgrenzt. Es ist a co fi. Die Konstante A 1*t sich
z. B. durch die Sprzerdicke 4 darstellen: 4 (1 a) A. Die gleitende Plane liegt
(logaritlimisch) unendlich hoch über dem Flussigkeit.sspiegel im Unendlichen.

Aus der leicht zu berechnenden Druckverteilung erh1t man durch Integrstion die
Gleitkraft P (V Zr Gleitgeschwindigkeit)

P = .1 z o V' sin fi = o 4 V cot - (81).

1m Grenzfall fi-1t besteht in jeder 11linsiclit Übereinstimmung mit Abschnitt IL

n- Q:)((lf=7 df
F

II 1.:
¡

1H

fi- V T (('t jI
/ '(i

J)'i Vektur il f ist ein Elenwnt der Fich' P, die in Abb. : als Kontur A CD C1 A1erselici nt. / ' ist i la Fui k der (Jan tua funktion.

Wir hcti'arht*n nun das Fintauclicui einer scharfen Schneide (- - - O (Abb. 33).
Es li-fjt sich zeieii. lat unit À iiuialinì unendlich kleiner, hedeutiingsloser Bereiche uni Cdie freie )bertic!ut, tiri.nulliílu flaili geneigt ist und folglich da.s Geschwindigkeitsfeld Abb. 32herrscht. Fur du f:intl mit. konstanter Geschwindigkeit V, gilt wie ii 16 (Sto&kraft)

¡H IL Mit V I T und utuit Ii fir den Klautmerwert der (JI. (82)
f

für fi -* - wird

F? t).-t4.

.2 L, /rit»./? l,7o V02T( -

Àtuili d,ts Luit a uurlirui ei lier srtutjt.jil, nut vt.ránderljcjuvuuu Selineidenwinkel hiuìt sich
uu:i ¡1111*' viw uu -ttiuitir1 aui l:rgihiiis ableiten. Ferner läfìt sich wie ¡ri 14 der

. uf.iiulag 111(1 li It it iz'gi- rn r .\l;u'.'n' rc,li run. 235

(79)

Abb 3i1.

18. Eintauchen einer Schneide. Ein ebenes Geschwindigkeitsfeld Abb. 32 besitze y, =0(also auch 4)) längs A ( und .1 ( und r = V cos fi konst. längs Cl) (. Seine Bc-rechnung bietet keine Schwierigkeit. Insbesondere ist (lie ,,Bewegungsgröûe

-(f

().

) i,
(82).


