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"HAUPTAUFSATZE

Uber Stof3- und Gleitvorgange an der Oberfliche
von Flissigkeiten.

Yon Herbert Wagner in Berlin.
(Aue dem flugwissenschaftlichen Institut der Techniachen Hochschule zu Berlin.)

iese Uberlegungen wurden im Hinblick auf Start und Landung von Seeflugzeugen an

gestellt’). Es wird reibungsfreie unzusammendrckbare Flassigkeit vorausgesetzt. Die
Erdbeschleunigung wird vernachléssigt; die folgenden Uberlegungen gelten daher um so ge-
nauer, je kleiner der Korper ist und je schncller er sich bewegt. Bei lange wahrenden, vor allem
bei stationiren Vorgingen gelten diese Uberlegungen nur in naher Umgebung des Korpers.

Zuerst werden die Grenzbedingungen an der freien Oberfliche hinsichtlich auftretender
Unstetigkeiten untersucht. Je nach Art dieser Unstetigkeiten lassen sich zwei Arten von
Flassigkeitsbewegung unterscheiden. die man vielleicht als Stos- und Gleitvorginge?®) an-
sprechen kann.

Bei StoBvorgAngen (Abb. 1, 2, 28 oben) besteht die freie Oberfliche wahrend des
betrachteten Zeitabschnittes aus den gleichen Flussigkeitsteilchen®). Ist eine Kontur zwischen

-
/Angﬂ
Abh. 0L Abb. 2,

'} Vgl Vortrag des Verf. am Int. Kongr. f. Mech., Stockbholm 1930, und Vortr. d. Verf. vor der Wiss. (les. f.
Laftfahri 1930, Z f. Flugtechnik u. Mot. (ZFM) 1981, Helft 1. Mit der Abschiitzuug der StoBkraft beim Lauden vou
Reeflugzeugen heschlftigan sich die beiden mir nachiriglich bekannt gewordenen Arbeiten: v. Kurmadn, . The Impaet
on 8eapinne Floats during Landing (Sonderdruck Washington, 1. Oktober 1929) und W. Papst, , Theorie de« Lande-
stoer von Seaflugzeugen (ZFEM 14930, Heft 9).

?) Gleitvorgauge sind das gleiche wie Ausfluvoargiuge. dach schien letgte Bezeichuung ju diesein Zusammenhang
unzweekmdBig.

3) Will wan den Greozfall vollkommen gleiehzeitigen Aufschilages einer Kirperfidche micht als Grenzfall eines
sehr sehnellen Aufschlaged (etwa nach § 14) betrachten, so scheidet der entspractende Teil der |lissigkeitsoberflicte
ans der freien Oberfliche ans nnd ex cutsteht kein Spritzer. Man nuB dann dle Kompressibilitat beriicksichtigen ; statt
der Spritzerenergie entstebt Sehallenergie.  Aber aneh in diesem Grenzfall treten 1m Gegensatz zum Gleitvorgang
kewne nenen Fhissigkeltstcilehen an die OberQiche.
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freier Oberfliche und Karper vorhanden, so wird diese in ihrer ganzen Linge von Spitzen
(Kanten von Flissigkeitskeilen, Abb. 7) gebildet. Diese Spitzen arten oft zu Spritzern aus,
die als Ausdruck der beim Stok ,vernichteten* Bewegungsenergie aufgefabt werden konnen.
Stohvorgdnge sind durch die urspriingliche Bewegung der Fliissigkeit und den Verlauf der
Bewegung des Korpers eindeutig bestimmt.

Bei Gleitvorgngen (Abb. 12, 26) gibt es lings der Kontur zwischen Korper- und
Flassigkeitsoberfliche Bereiche (z. B. Gleitkanten), langs welcher neue Flassigkeitsteilchen an
die Oberflache treten. Zur Bestimmung von Gleitvorgiingen sind auBer der Angabe der ur-
spriinglichen Bewegung der Fliissigkeit und des Verlaufs der Bewegung des Korpers Annahmen
Ober die Lage der Ablosungsstelle der Stromung von der Kérperoberfliche erforderlich. Tst
im Bereich der Strdmung eine vorspringende Kante vorhanden und soll unendlich groBer Unter-
druck an dieser Stelle vermieden werden, so mub die Ablosung langs dieser Kante stattfinden?).

Der Gleitvorgang li6t sich vergleichen mit der Flassigkeitsbewegung um einen Korper,
von dem sich eine Wirbelfliche loslsst: die Bestimmung der Tangentialgeschwindigkeit der
neu an die Oberfliche tretenden Flassigkeitsteilchen entspricht der Bestimmung der Wirbel-
stirke der neu entstehenden Wirbelfiden.

Eingehend untersucht wird die Bewegung von Korpern mit sebr (unendlich) flachem’
Boden an der Flussigkeitsoberfliche (Abb. 12). Die bisherige Behandlung des Problems mit
Hilfe von Druckpunkten®) beriicksichtigte die Erdbeschleunigung und gab eine Klarung des
Wellenbildes. Sie war aber wegen Nichtbeachtung der am Vorderrand auftretenden Un-
stetigkeit (Spritzer) nur in Sonderfillen in der Lage. die Stromungsvorgidnge in Korpernahe
zu beschreiben und den Widerstand richtig zu berechnen. Vorliegende Arbeit zeigt, dak im
betrachteten Grenzfall stationire oder nicht stationire Gleit- oder Stohbewegungen eines
flachen Bodens an der freien Oberfliche durch die ngleiche Tragfligelbewegung*
bestimmt sind: Mit Ausnahme des Spritzerbereiches herrscht an der Druckfiche des
Bodens der gleiche Druck wie an der Unterseite des gleichen Tragflogels; statt der
beim Tragfliigel auftretcnden Saugkraft 16st sich am Rande der Druckflache ein Spritzer ab,
dessen Epergie der Widerstandsvermehrung infolge des Wegfalls der Saugkraft entspricht.
Wahrend beim Tragfligel der Widerstand nur vom Auftrieb abhiéngt (induzierter Widerstand),
ist beim Boden der zusatzliche Widerstand infolge Wegfalls der Saugkraft auch bei gleichem
Auftrieb fir verschiedene Formgebung des Bodens verschieden. Einige Beispiele zeigen, wie
sich die Randbedingung fior die Kontur der Druckfliche (Erhebung der Flassigkeitsteilchen
gleich Hohe des Bodens, vgl. § 10) erfillen Jigt.

Ferner werden Beziehungen firr zweidimensionale Flassigkeitsbewegung mit freier Ober-
fliche abgeleitet, wenn ein Ahnlichkeitszentrum vorhanden ist. Beispiele solcher Bewegung
sind: das ebene Problem des Eindringens eines Keiles mit konstanter Geschwindigkeit V, in
eine Flassigkeit, die ursprtinglich ebene oder keilformige Oberfliche besab (Abb. 2, 26, 29)
und das achsensymmetrische Problem des Eindringens eines Kegels mit konstanter Geschwin-
digkeit in eine Flissigkeit mit urspringlich ebener oder kegelformiger Oberflache.

Schlielich wird der m. W. noch nicht behandelte Fall des stationaren Gleitens einer
ebenen Platte durchgerechnet (ebenes Problem, endlich groBer Anstellwinkel).

Bezeichnungen: Skalare mit lateinischen oder griechischen Buchstaben, Vektoren mit
deutschen Buchstaben

¢ Zeit

@ Geschwindigkeitspotential

b=gradg, v  Geschwindigkeit der Flossigkeit

Dﬂt Stockesscher Operator (fiir die substantielle Anderung)

ey Einheitsvektor senkrecht zur Oberfliche

Dy, Uy =€, 0 Normal- } Komponente der Geschwindigkeit

v, vy Tangential- | der Flassigkeit an der Oberfliche

B,V Translationsgeschwindigkeit eines starren Korpers

Ve Normalgeschwindigkeit der Kontur eines (im allgemeinen seine
Form verandernden) Korpers

0 spec. Dichte der Flussigkeit.

%) Auch der in Abb. 28 Mitte gezeigte Vorgang ist wegen der Ahlirungsstelle (° G.Gleitkante) ein Gleitvorgang.
Seine alifiillige Behundlung als StoBvorgang ist eine Néherungshetrachtung, die nur im Grenzfall uneudlich dinner
Spritzerdicke zn genaven Ergebnissen fithrt.

5) Lamb, Hydrodynamik, deutsch von Helly, 1931, 8. 446 f. (insbesondere Abb. S. 434) und S, 487 1,
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Ferner for das ebene Problem der Flassigkeitsbewegung

a Neigungswinkel der Oberfliche (meist bezogen auf die urspringlich
ebene Oberfliche)

& Bogenlange der Oberflache

e Einheitavektor in Richtung der Tangente an die Oberfische

Y Stromfunktion

g=x+iYy komplexe Koordinate
w=g iy komplexe Stromungsfunktion
%1: =r, ir, komplexe Geschwindigkeit.

I. Grundlagen.

1. Grenzbedingung. Als geometrische Grenzbedingung bezeichnen wir im folgenden
die Beziehung, dab an der Oberfliche der Flissigkeit (am Korper und an der freien Ober-
flache) die Normalgeschwindigkeit v, der Flussigkeit gleich ist der Fortbewegungageschwindigkeit
der Oberflache senkrecht zu sich selbst®). An der freien Oberfliche werden wir sie beim
ebenen Problem oft durch ihre ,Differentialform* (vgl. Abb. 3)

Da ép
]]t_e"é-ar"(l)

ersetzen’), miissen dann aber an einer Stelle die ursprangliche Bedingung selbet befriedigen.
Hierzu kommt an der freien Oberfliche die dynamische Grenzbedingung. Da
die freie Oberfiiche eine Fliche konstanten Druckes ist, steht der Druckgradient und foiglich

die Beschleunigung gl: senkrecht auf die freie Oberfliche. Also furs ebene Problem

Do
e'_I)_t:ﬂ'-'""""".'.'."'t?)'
Qder mit
D(‘f Da — . . —
=i, 2ET. r 2%,z 22
o 24 v D¢ € DC-
!N'(_DC[D B ]LQ' ’)l{
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v n

[ I /TR 1Y)
Wir fassen die dyuamische Greuzbedingung Gl (3) mit der geometrischen GL (1) zusammen

Dy dv
TYERALEY

{4).

. ., D
Auch beim raumlichen Problem ist -Et" wegen der geometrischen Grenzbedingung be-

D
<tilumt durch die Angabe von b aun der freien Oberfliche:
D ‘
Dc;_ »_c,,[e,,gmd]]wv,.n o ] 8

Ahb, Abbh, ¢
4 Lamhb, 1 oo N0
. \\ . .
T Wir verwenden N ¢il wir hier und hei allen spiteren Angaben iiber den (eschwindigkeitsveriaul an der
Oberliche Jeduelich die Gesehw indigkeit der Flitssigheitsteilchen der Oberfidche selhst in Betracht ziehen wollen.

n
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n

. : Do ‘ L
Der dynamischen Grenzbedingung {C’”—Iﬁ‘ - 0 wollen wir die Form geben:

Do, D e, lie, .
i prlalesdl=eao e

Wegen Gl (4) bzw. Gl. () und Gl. (6) gilt

Satz 1: Ist zu einem Zeitpunkt fiir alle Flissigkeitsteilchien der freien Oberfliche die Ge-
schwindigkeit o einschlieBlich ihrer Richtungsableitung (in Richitung der Oberfliiche) hekaont,
so ist for dicse Teilchen auch die zeitliche Anderung der Tangentialgeseliwindigkeit v, bekannt.

2. Grenzbedingung bei unstetiger Kriimmung. Vorbetrachtung: Fir ein chenes Problem
der Flassigkcitshewegung geite folgende Voraussctzung (Abb. 4): Aufl einem Stiick ¢, der
freien Oberfliche verschiebe sich die Form der Oberflache parallel zu sich selbst mit der
zeitlich unverBnderlichen Geschwindigkeit v,.  Alle jeweils am Beginn B von s, befindlichen
Flossigkeitsteilchen sollen an dieser Stelle die gleiche Geschiwindigkeit vy hahen,

Wegen der geometrischen Grenzbedingung gilt langs s, fiir die _relatives Geschwindigkeit
der Flussigkeitsteilchen e,/"=10—b,, wobei /" der Betrag der relutiven Geschwindigkeit ist.

. . 5 . ., . L DU .
Daraus v in die dynamische Grenzbedingung Gl. 2 cingesetzt, gibt I3 ; 0, d. h. for jedes

Floseigkeitsteilchen ist bei seiner Bewegung langs s, der Betrag I” konstant. Da im Punkte I
for alle Flassigkeitsteilchen I'=|by - v, | gleich groB ist, folgt aus obiger Voraussetzung:
U ist langs &, konstant.

Grenztibergang Wir wenden diese Betrachtung auf eincn selir (unendlich) kleinen
Bereich s, >0 an, langs dessen sich die Neigung der freien Oberfliche im allgemeinen um
einen endlichen Winkel dndere (Abb.5). An der B benachbarten Oberfliche auberhalb s, sei
die Krammung der Oberfliche und das Geschwindigkeitsfeld stetig und zeitlich stetig ver-
Anderlich. For die Verschiebung dieses Bereiches s, mit einer stetig verinderlichen Ge-
schwindigkeit v, ergibt obige Betrachtung: &ndert sich die Form der Oberfliche s, auf einem
(endlichen) Wege W stetig®), so ist l&ngs &, in jedem Augenblick U von einer Konstanten nur

um AU verschieden, wobei fdl—fq klein ist wie %‘,. Oder kurz gesagt:

_ Satz 2: For jeden kleinen Bereich s, >0 der freien Oberfliche mit stetiger oder unstetiger
Krommung, dessen Form sich ,nahezun unverindert* mit einer Geschwindigkeit b, verschiebt,
gilt mit U=konst.: b — b, »¢,U; d. h. die Grenzbedingung an der freien Oberfliche ist for
das relative Geschwindigkeitsfeld b — v, die gleiche wie bei einer stationdren Stromung.

Mit entsprechenden Stetigkeitsbedingungen 1a6t sich diese Betrachtung auch riumlich
sostellen. Es ergibt sich mit den for das ebene Problem festgelegten Bezeichnungen
p="b,+¢;U+4 R, wobei ® eine lings s, konstante Geschwindigkeit in Richtung der Kante
darstelit. '

3. Strdmung im Bereich unstetiger Krimmung. Ecken. Durch den unendlich kleinen
Kreis s, umachlieben wir die Unstetigkeit s, (Abb. 6) und das Flassigkeitsgebiet G,. Das
Fltssigkeitagebiet G, liegt zwischen dem Kreis r, und dem (z. B. konzentrischen) groeren
(aber immer noch unendlich kleinen) Kreis r,. Wegen Satz 2 ist b, lings BB, und bc lings
CC, kounstant. Wegen des Satzes®) der Funktionentheorie ,Besitzt eine in einem Gebiet (G,
apalytische Funktion an einem glatten Kurvenbogen die Randwerte Null, so ist sie identisch

Abb. 5. Abb. 7.

A~ 1 . . A
8) d. h. die im Ma#fstad H vergroBerte Oberfliche soll ihren Charakter efner (miudestens utickweise) glatten

1
Kurve beibebalien. Ferner soll es méglich sein, aof s, eine uncudliche Folge von Punkten (Ahstand 4) 8o austuwi hlen.
d.f.ii;‘tt dem Waege W jedes 4 eine zeitlich stetig verknderliche Drebung um sinen (im aligemeinen) endlichen Winkel
er 0
®) Hurwitz-Courant, Funktionentheoric. Springer 1929, 8. 375.
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Null* mub im Gebiet G, gelten: v-- 85 =0. Daraus folgt bc=">bp, was wegen Satz 2 nur
mit 17 ==0, also mit b =D, vertriglich ist. Lings der ganzen Kontur von G, ist folglich b=w,,
also!®) auch in 7, selbst.

Satz 3: In einer einspringenden oder vorspringenden Unstetigkeit der freien Oberfiiche,
die mindestens um r, von anderen Unstetigkeiten oder der Korperoberfliche entfernt ist, ist
die Geschwindigkeit der Flissigkeit gleich der Geschwindigkeit b, der Unstetigkeit.

Spitze des Spritzers. Mit Hilfe des gleichen Satzes der Funktionentheorie laMt

sich fir den Fall Abb. 7, dab langs 52* die Kontur des Korpers und der freien Oberfliche
stetig gekrimmt ist und dag die Normalgeschwindigkeit V, am Korper stetig und zeitlich
stetig verinderlich ist, beweisen

Satz 4: Bildet die freie Oberfliche mit der Korperoberfliche eine Spitze, so ist die Ge-
schwindigkeit der Flassigkeit in der Spitze gleich der Geschwindigkeit der Spitze.

Wurzel des Spritzers. Wir betracuted den Fall einer Unstetigkeit in Korperndhe.
Mit Hilfe der Methode von Schwarz-Christoffel®!) finden wir far die Stromung Abb. 8

dw 141 dz . dr
dt~ T gnd dl“a“m-_'(r-;-l)ﬁ'

r ist die komplexe Hilfsebene. Ist — U die Geschwindigkeit an der freien Oberfliche und
d die Spritzerdicke, so erbalten wir daraus

n~_~-UJ(:(1+lnt+:) P )

z=f’(m‘!!+uy?+v+5) R -

,'y ' - 7 |
| o> ‘ |
i ] !
| 3. 7 £5 93 2z
7 s Ve -ca -7 voe
z-Loene r-Lbene
: 17
i) 5 7 's
r-— : P _—_=3- — -7
X xr i
ll_ ) g —r—r3
in % Lbone w-ttene ¥
LEAn O
Abh. b,

Die freic Oberflache ist gegeben durch

xr . i.'ﬂ !, 2 :-,'.’ y 2
e ..+m(() 1.) In 1—0(\(s —1) (9).
Am Boden (negativ reelle 1) hervscht der Flissigkeitsdruck (vgl. Abb. 9):
p Zol® bt O 0 (R
(1+y) 7 i
. 1
Der maximale Druck p,,, - 5 o!? tritt an der Stelle 1= 1, also x=0 auf. Die Druck-

RS

kraft I’, aof das Stiick des Bodens zwischen « und &=+~ ist Pu.=i 0odl"} 1. Far
=
z 3}

t-» —cc ist nach Gl (%) ; > _ i also

fir x> ~ wird ]',,.—»491,"l//2}/~~x N 0 S U

vl hbamb, 1o SO
Y Lawh, Loe SO
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Uberlagert man der Stromung Abb. 8 eine konstante Geschwindigkeit »,, so entsteht
eine im engen Sinn des Wortes nichtstationare Strémmung, ohne dab sich die Druckverteilung
&ndert. Uberlagert man insbesondere eine Geschwindigkeit v, = /7 in Richitung des Bodens
(Abb. 9), also wegen GI. 7

n,=uv,

P !
o +ne4n4z (12),

80 herrscht an der freien Obertlache hinreichend weit auierhalb des Spritzers die Tangential-

geschwindigkeit Null. Fuar so grofe z bzw. 7, dak man In: gegenitber 1z vernachllissigen
kann, geht Gl. 12 bei Beachtung von (1. 8 ber in

m,-nv‘l/g-y'z C e

Eine der hier beschriebenen ahnlichen Strémung tritt in einem kleinen Bereich wohl bei
Jedem Stok- und Gleitvorgang auf.

Gleitkante. Wir wenden Satz 2 auf die freie Oberfliche hinter einer Gleitkante an.
Stetige Kroimmung der Korperoberfliche an dieser Stelle vorausgesetzt, wird (vgl. Abb. 10)
die relative Strémung in einem Bereich (unendlich) kleiner z gegeben durch

dz _ idw s _ {2l
dln E‘m— iV’E S (14). also 2 —-2Se AL g

.
R (15).
]

4 ist eine den Mahstab bestimmende Konstante, I7 ist die relative Tangentialgeschwindigkeit.

4. Eindeutigkeit. Bei einem Stokvo rgang sei zur Zeit ¢ =0 die Form von freier Ober-
fliche und Korperoberfiiche und das Geschwindigkeitsfeld der Flussigkeit gegeben. Fur =0
gei der Verlauf der bewegten Grenze der Korperoberfliche (V,) gegeben. Treten im Verlauf
der Zeit keine neuen Flussigkeitsteilchen an die freie Oberfliche (Stobvorgang), so ist durch
diese Angaben der zeitliche Verlauf der Strémung eindeutig bestimmt, denn:

Durch Angabe des Geschwindigkeitafeldes (also auch von v,) zur Zeit ¢ ist die Form
der Oberflache zur Zeit t+4d¢ eindeutig bestimmt. An der Korperoberfliche ist voraus-
setzungsgemis V, such zur Zeit ¢+ d? gegeben. An der freien Oberfliche ist b, zur Zeit
t+dt (vach Bete 1) und daraus bei einfach zusammenhingender Oberfliche auch ¢ (abge-
sehen von einer bedeutungsiosen Konstanten) eindeutig bestimmbar. Durch diese Angaben
Ve bzw. @ ist das Geschwindigkeitsfeld der Flossigkeit zur Zeit { 4 dt eindeutig bestimmt '7)
und somit auch v, an der freien Oberfliche eindeutig berechenbar. Usw. for alle spiteren
dt. Dabei dorfen nur die oben geklarten Unstetigkeiten (auker Gleitkanten) auftreten. Auf
dem Wege dieses Beweises lieSen aich (wenn auch sehr umstandlich) aligemeine Falle nicht-
stationdrer Stofvorglnge tstsichlich berechnen.

" J“

7
o | gt

Abb. 10 Abb. 11.

Abb. 12

' Bei Gleit_vorglngen ist es nach Abb. 10 for die Strémung in Umgebung der Ab-
Iutmgml_l_a gleichgnltig, ob die Ablosungsstelle eine Gleitkante ist oder ob sich hinter der

) Lamb, 1. c. 8. 4.
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Ablasungsstelle der Boden stetig gekrimmt fortsetzt. Ist fiur letzten Fall der zeitliche Ver-
lauf der Lage der Ablosungsstelie gegeben '), so sind beide Probleme gleichwertig.

Es scheint mir zweifelsfrei, dag ein Gleitvorgang eindeutig bestimmt ist dureh
von Oberfliche und Geschwindigkeitsfeld der Flassigkeit zor Zeit £=0 und durch Angabe
des Verlaufs von Korperkontur und Lage der Ablésungsstelle for ¢t = 0. Die fir Sto&vorglnge
gebrauchte Beweisfithrung stoft hier aber auof folgende Schwierigkeit. Wiahrend der Zeit d¢
hat sich ein neues Stickchen der freien Oberfliche gebildet, dessen Tangentialgeschwindigkeit
nicht nach Satz 1 bestimmbar ist. Es scheint nun, dat diese Geschwindigkeit v, far das un-
endlich kleine neue Stiickchen der Oberfliche durch die Stromung Abb. 10 bestimmrt ist: es
mibten sich fiir die Zeit t+d¢ die Groben 4 und U der Gl. 15 80 bestimmen lsssen, dak
dieses Geschwindigkeitsfeld glatt dbergeht in den angrenzenden Bereich., Ich habe aber diese
Uberlegung nicht naher durchgefiihrt. ,

Abhebevorginge. Es ist mir nicht gelungen, Klarheit tber die Vorgange beim Ab-
heben eines Korpers von der Oberfliche der Flassigkeit zu erhalten (Abb. 11), wenn in einem
Bereich C sich zuriickziehender Korperoberfliche andere als die bisher besprochenen Arten
von Unstetigkeiten auftreten. Von solchen Stromungsvorgingen ist weiterhin micht mehr
die Rede.

1. Unendlich flacher Boden.

5. Bezeichnungen und Bereiche. Die den halben Raum vollstindig erfillende Flussigkeit
besitze urspriinglich ebene Oberfliche. Sie sei urspriinglich in Rohe. Dureh die
des Bodens eines Korpers an der Oberfliche (Abb. 12) entstehe eine Fiassigkeitshewegung
(raumliches Problem). Wir betrachten den Grenzfall, da die Neigung 8 der Druckfiiche
gegeniliber der urspringlichen Oberfliche der Flissigkeit an jeder Stelle unendlich klein ist.
Die Druckfliche besitze im Grundrib nach jeder Richtung endliche Ausdehnumg. Die
Normalgeschwindigkeit 1, an der Druckfliche, deren GroSenordnung wir willkdrlich fest
setzen konnen, sei klein wie 8. Die seit Beginn des Vorganges verlaufene Zeit, -whrend
welcher die unendlich kleine Eintauchtiefe (klein wie f) erreicit wurde, ist folglich endlich.
Wir zerlegen den von Flissigkeit erfGliten Raum in die Bereiche (Abb. 12)
Hauptbereich (Hauptstromung)
Spritzerwurzel (Wurzelstrdmung) )
Spritzer. .
Hauptbereich und Spritzerwurzel haben gemeinsam den Grenszbereich.

Die zeitlich veranderliche Kontur der Druckfliche wird gebildet (Abb. 18)
am Vorderrand, d. h. an Stellen, an welchen sie sich (mit der Geschwindigkeit b,)
ausbreitet, durch die Spritzerwurzel
an Stellen. an welchen sie sich zurfickzieht, durch die Gleitkante.

Als gleiche Tragfliigelbewegung bezeichnen wir die nichtstationsre Bewegung
einer unendlich didnnen Platte, die in jedem Augenblick gleiche Form, Kontur und Geschwin-
digkeiten V, besitat wie die Druckfliche, in allseitig ausgedehnter. im Unendlichen ruhender
Flossigkeit (vgl. Abb. 13 reehts).

6. Geometrische Beziehung. In beiden Fillen Abb. 18 werde im betrachteten Augenblick
durch dic gleiche Bewegung gleicher Platten die gleiche Geschwindigkeit V, hervorgerufen:

Halbrawm: Die Steomng . . fileiche Tragtliigelstrd-
it eindenig hestimint durch o mung: Diese Stromang im
die Augabe vou ¥y an der - einfach zosaminenhingenden

Drockfliche und vou ¢ an der ~ / Ranm ist eindeutig bestimmt

freien Oberthiche  Die An- . oy th durch die Angahe der Ge-
" tal werde A 4 el 4

gabe 4 hann cersetat werden CY \\ T "7 ] “ \: T ,-"5"

schwindigkeit ¥y an der Trag-
durch  die  Augahe  wines X fiiigelfiiche und die Anpgabe
zirkulationsfreien Geschwin: Ll \~- P

. ~ der U'nstetigkeiten. Als solehe
dighertsfeides vy an der freien b o2 B seien in der Hauptebene
Obertlache /N v Wirbelflachen vou der Stérke

2[en vt] vorhunden.
AbL. 13,

'3) Die Wahl der Ablosnngestelle ist bei gtetig gekriimuwtem Boden der einsehrdnkenden Bedingung unterworfen,
dal sich die Strdmung vach anBeo vou der Bodenfliche ablont. Dies iat entsprechend der Stromung Abb. 10 mit
rinem Druckasstiog in Richtung der Gesctiwindigkeit verbunden, Fx liegt uahe, die Ablisungestelle so 2u wihien, daB
divser Drockanstiog verieden wird.  Dies kann dureh ddie als Greazfall migliche Bedingung stetiger Kriimmung an
dieser Stelle gerade el erreweht weeden,  Beim Gleiten von Flughaoten (schwach gekriimmter Boden, grobe
Reyvnaldssche Zuhl) Jist sich die Flussigkeit, wie mau ausx Versuchen sehlieBen kauu, unter Umstidnden erst weit
hinter dem Ihuckminimun s,

1¢) Fur unsern Grenzfall 399 wird sich ergeben. dats die Spritzerwurzel uneadiich diing ist.
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Sind gleiche vy gegeben. so folgt dic Identitat beider Geschwindigkeitsfelder im unteren Halb-
ranm fir diesen Zeitpunkt aus der Identitit und Eindeutigkeit beider Grenzbedingungen.

Im Sinne dieses Vergleiches sprechen wir auch bei der Stromung im Halbraum von
» Wirbelstrke* 2fe, ;] und ,Zirknlation® /'=23),

Es 136t sich leicht beweisen: Ist b, und dessen Richtungsableitung an der freien Ober-
fliche stetig (dies wollen wir voraussetzen) und ist b, ebenso wie 15,. klein wie B, so ist
auch v, an der freien Oberflaclie stetig und klein wie 3. Nur gegen den Kand der Druckfliche
hin wird v, im allgemeinen unstetig (unendlich grob).

Wir zeigen noch (der Einfachheit halber firs ebene Problem), dab die stillschweigende
Voraussetzung unendlich kleiner Neigung der freien Oberfliche zutrifft: In stetigen Bereichen

ist wegen GI. (1) ?)'; c,,(;: und wegen « -- 0 fir /=0 die Neigung a der freien Oberfliche

klein wie v, also klein wie g. Dies gilt auch firs rdumliche Problem.

7. Dynamische Beriehung. Iir die Anderung Av, der Tangentialgeschwindigkeit ¢,
whhrend eines Zeitabschnitts A¢ gilt in stetigen Bereichen nach Gl. (3) fiirs ebene Problem:

at Ja{sty

A 01:—5” Dfl—dl:xr,,du.

4 vy ist folglich klein wie v, 1a, also klein wie §?, aiso hinsichtlich der Bestimmung des
Geschwindigkeitefeldes Abb. 13 aus den Grenzbedingungen gegentiber den anderen Ge-
schwindigkeiten vernachldssigbar klein. Da sich firs riumliche Problem aus Gl (6) das
gleiche ergibt, gilt

Satz 5: In einem stetigen Bereich der freien Oberfliche ist die Tangentialgeschwindig-
keit by zeitlich unverinderlich. Flassigkeitsteilchen, welche seit =0 der freien Oberfliche
angehdren, besitzen die Tangentislgeschwindigkeit Null. Treten Flassigkeitsteilchen hinter
einer Gleitkante mit einer Tangentialgeschwindigkeit v, (kleiu wie 8) an die freie Oberflache,
8o behalten sie diese unverindert bei. :

Dics entspricht genau der Bedinguong fiir den Fortbestand der Wirbelfliche hinter dem
gleichen Tragfliigel®).

Entstehung von b;. Nach Satz 3 konnen nur peu an die Oberfliiche getretene
Flussigkeitsteilchen b; besitsen. Wie bereits bemerkt, wiirde durch willkarlich gegebenes
b; im allgemeinen an der Gleitkante unendlich grose Geschwindigkeit v, bedingt. Langs der
Gleitkante muf aber nach Gl. (14) v, endlich sein. Wir bestimmen folglich das neuent-
stohende v; for jeden Augemblick aus der Stetigkeitsbedingung an der Gleitkante. Dies ist-
zufolge der bereits gezeigten Identitdten § 8 und Satz 5 identisch mit der Berechnung der
Wirbelfliche hinter dem gleichen Tragfiigel aus der Stetigkeitabedingung an der Hinterkante 7).

8 Sprlizerwurzel. Am Vorderrand wird b (im aligemeinen) unstetig. Wir legen durch
einen Punkt des Vorderrandes senkrocht su diesem eine komplexe Zahlenebene s.

Beim gleichen Tragfltigel sind Btromungsfunktion ws im nahen Bereich der Vorder-
kante und hier amsgetibte spesifische Seugkraft & gegeben durch (C = Konstante) **)

wymCY—s . . . . (16) und Bl=ZeC . . . . (D
Wie leicht su seigen, ist & klein wie /.
Beim Gleit- oder Stolvorgang wird nach Gl. (1) durch unstetiges v, unstetige Krommung
der freisn Oberfilche bodingt. Da suberbalb der Unstetigkeit an der freien OberfiAche by = 0
ist, versschon wir, ob ims unetetigen Bereich das Geschwindigkeitsfeld w, nach Gl (12)
(Abb. 9) herrscht:
‘Wir wihien den Durchmesser des Grenzbereiches einerseits unendlich klein (kloin wie )
gogéntber des Abmessungen der Druckfliche, so das dort die der Tragfligelstromung identische

B
1% Isl im Usendlishen die Gosehwindighait v, =k 6, 50 tot l’-sf(.—na) dr su sotsen.

A

4. Vest. ,,.Uber din Entstabbung dee dysamischest Aunftriches vos Traghtgeln”, SAMM, 1923, Heft 1, § 2.

40) Verf. 1.4 § 1. Dicosr Vergleich ist swr dann eciadeutig, wenn die Bestimmung der Wirbelstiirke beim
Tragiifigeipreblemn ser der Stetighnitshedingung su Sor Kante cindentig ist. Dies schelat sber sweifohfrel. Soilte
dios jodesh 5. B. in besondoren Plillen micht sutreffea, oo miSte die Meardestigkeit in eine Mohrdewtighet der aunf
Grund dieser Bedinguog angessizten Integraigisicbung som Amdruck Xommes. Die integraigivtcbung TAMM 1925,
1. 8 sehetat eindeoutiy su sein. .

19 Gramme), ,Hydrodynamischs Orundiages des Flugos*”, Brauasehwely 1917, 8. 1.
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Strémung des Gleit- oder Stofivorganges gegeben ist durch Gl. (16), andererseits aber unendlich
.1 . . .
grof (groﬁ,wne ﬁ)} gegeniiber der Spritzerdicke §, so daf Int gegeniiber | 7 vernachlhssigt

werden kann [vgl. Gl (13)] In diesem Grenzbereich gehen Hauptstromung und Wursel-
stromung glatt ineinander ther (w, wg). wenn wir lings des ganzen Vorderrandes die
Spritzerdicke wahlen zu [vgl. Gl (13) mit Gl. (16) und Gl. (17)]
€,
a s 2
T16e,T 202"

] (18).
Da sich & klein wie Z. also klein wie 87 ergibt, erweist -sich unsere GroBenordnungs-
betrachtung nachtriglich als zulissig.

Berechnet man fir den Haupthereich gegen den Vorderrand zu die Form der freien
Oberfliche entsprechend der dort herrschenden Stromungsfunktion ng, so erkennt man. das
im Grenzbereich auch die Form der Oberflichie des Hauptbereiches glatt ibergeht in die der
Spritzerwurzel GPF (4), wenn Gl (18) erfiillt ist'). Ferner erkennt man, dak im Grenzbereich
die Neigung der Oberfliche noch unendlich klein ist und daB hier auch b; unendlich klein
ist gegendber v,, dab lLicr also die Grenzbedingungen wie im Hauptbereich erfllt sind.

9. Zusammenfassung. Wir vergleichen unsern Gleit- oder Stofvorgang mit der gleichen
Tragflagelbewegung.  Bei der gleichen Tragfligelbewegung herrscht in der Hauptebene
auficrhalb des Tragtldgels aus Symmetricgrinden der Druck p=0. Die Gleichheit dieser
Bedingung und die Gleichheit der Normalgeschwindigkeit 1, an Druckflache bzw. Tragfingel,
ferner die gleiche Stetigkeitsbedingung an Gleitkante bzw. Hinterkante fohren dazu, dat im
Hauptbereich (unterer Halbraum) in beiden Fallen jederzeit gleiche Stromungen herrschen.
Nur im unendlich kleinen Unstetigkeitsbereich am Vorderrand tritt statt der Saugkraft unser
Spritzer auf.

Dieses aus zwei ortlich verschiedenen Bereichen zusammengesetzte Geschwindigkeitsfeld
erfallt im Grenzfall 3> 0 (voruusgesetat, dah Gl.(18) zeitlich stetig verinderliches 8 ergibt, da also
die Stetigkeitshedingungen § 2 erftllt sind), lJangs der ganzen freien Oberfliche (Hauptbereich,
Grenzbereich, Spritzerwurzel) die geometrische und die dynamische Grenzbedingung und
erfllt die Grenzhedingung », =17, an der Druckfliche. Haupt- und Wurzelstromung gehen
glatt ineinander tiber; das (reschwindigkeitsfeld ist im ganzen Bereich drehungs- und quellenfrei.

Das im Spritzer abgeschleudertc Wasser bewegt sich mit zeitlich unverinderter Ge-
schwindigkeit fort.

Kraftwirkung. Der Druck auf die Bodenfliche ist an jeder Stelle des Hauptbereiches
genau so grofi wie der Druck auf die untere Seite des Tragfligels, in diesem Grenzfall also
halb so grofi wie die Druckdifferenz zwischen Oberseite und Unterseite. )

Der Wurzelbereich ibi~t -hz_)x in G].(ll)} ist klein wie f. Folglich ist nach Gl. (11)

die im Bereich der Spritzerwurzel ausgeibte Kraft klein wic g% und kunn bezdglich Auftrieb
und Widerstand vernachlissigt werden.

Satz 6: In Jedem Augenblick ist die Groke der Auftriebskraft der Bodenflache (nicht-
stationdres riumliches Problem) halb so grob wie bei der gleichen Tragfligelbewegung. Auch
die Lage der Krifte stimmt in heiden Fillen iiberein.

Giegenitber dem Widerstand By des gleichen Tragfitigels fallt die Saugkraft weg. Fr
den Widerstand B der Gleitficlie beim nichtstationdren rdumlichen Problem gilt also

i
B (W \Sdw) .

Das Integral ist dber alle Elemente dw (Abb. 12) des Vorderrandes zu erstrecken.

Encrgiebetrachinung Das auf der Breitencinheit fu - 1 der Spritzerwurzel in der
Leit df neu entstehende Sprizervolumen dr, dt hesitzt eine Geschwindigkeit 2o, und folg-
1 . . g ..
o 0 e dt-(2e)? Mit Gl (18) wird d T=1, dt-~2-. Dies
Sagt, dafi die auf dem Wege r df der Vorderkante infolge Wegfalls der halben Saugkraft
=)

lich eine Bewegungseneraie o T

gegenither dem eleichen Tragfligel erforderliche Mehrarbeit als |, vernichtete® Bewegungs-

energie iy Spritzwasser erscheint.

90 Man hann aueh diese Bediogung cur A uf~tellung von Gl 11y) verwenden.
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10. Integraigleichung der StoBbewegung. For den betrachteten Grenzfall f >0 einer Stof-
bewegung sei urspringlich ruhende Flissigkeit bei ehener Oberfliche gegeben. Ferner sei
(Abb. 14) fiur den ganzen zeitlichen Verlauf die Erhebung »; aller Punkte 1), der Bodenfliche
gegeben, also ny =1, (1, 1) und daraus ihre Normalgeschwindigkeit V,= V, (¢, 1;). Es ist
der zeitliche Verlauf der Kontur der Druckfliche zu suchen; die Radienvektoren r,, der Kontur
(vgl. Abb. 12) wollen wir angeben durch iliren Betrag r (£, 4).

Abh, 14,

Wir denken fiirs erste den zeitlichen Verlauf der Kontur r, (£, 1) gegeben. Durch Ldsung
des in Abb. 13 gezeigten Stromungsproblems in grundsatzlich bekannter Weise erhalten wir
nun die Geschwindigkeit v,=uv,(r,f) fiir die freie Oberfliche. Wir bezeichnen diese Ge-
schwindigkeit mit =, {t, V,[f, 1, > r, (1. 1)]}, vm anzudeuten, dag diese Geschwindigkeit an der
Stelle r zur Zeit ¢ abhangt von den gegebenen Geschwindigkeiten V, zu dieser Zeit ¢ fur alle
ty, soweit 1, innerhalb der augenblicklichen Kontur 7, (1) der Druckflache liegt. Die FEr-

t

hebung der Flassigkeitsteilchen ist dann 7= S v, di. Das Flussigkeitsteilchen hebt sich immer

]

weiter dem Boden entgegen und erreicht ihn schlieslich zur Zeit f,, wenn seine Erhebung
so grob geworden ist wie die des Bodens an dieser Stelle t, der Kontur der Druckfliche **)
zu dieser Zeit ¢,, also

te
q“l.,r,,(t.,i)]:iv,.:r,(t.,l),V,.[t,n,-»r,,(t,/'.)]}dt. C .. (20)

Aus dieser Integralgleichung, die for jedes !, lings der ganzen Kontur (also von i=0 bis
2 ) erfollt sein muk, ist r, (f, 1) zu bestimmen.

Beim Gleitvorgang ist voraussetzungsgemah der zeitliche Verlauf der Gleitkante gegeben.

Die an der Gleitkante automatisch erfilllte Bedingung Gl. (20) ist nur for den Vorderrand

auszuwerten. Ale Komplikation kommt hinzu, daé ¢, noch von b; abhngt, wobei b, seiner-

i seits sus der als Integralgleichung aufzufassenden Stetigkeitsbedingung an der Gleitkante zu
bestimmen ist. Von niheren Ausfibrungen wollen wir absehen.

Die folgenden Beispiele geben Losungen fiir dieses Problem in besonders einfachen
Fallen. Wir werden dabei aber nicht auf die allgemeine Form der Integralgleichung zurfick-
greifen.

IIL Beispicle far unendlich flachen Boden.

11. Stationlires Glaiten. Ebened Problem. Beim stationiren Gleiten ist der Auftrieb A gleich
dem halben Auftrieb des stati bewegten gleichen Tragfitigels; der Widerstand W ist gleich
der halben Saugkraft dieses ogels. So ist = B. entsprechend der Tragfitgeltheorie fir
eine kreisfoemige Druckfilehs mit dem Wolbungspleil f, der Tiefe (Profiltiefe) 2¢ der Druck-
fiache (vgl. Abb, 15) und dem Anstellwinkel J, der Sehne

o A w
] ‘b"-:"OV’(H'Cﬁ.) —b"z"QV'cl’o'

(21).
M !
N=soVe(f+gen) s=Fear
M = Moment um dis Yorderkante, » — (wnendlich grope) Spanaweite. Die Gleitkrafl ist snmer

_ sam Mitéelpunkt der Druckfiiche gerichtet.

’ In Abb. 15 sind fer eimige Druckflichen die Krifte vergleichweise mafstiblich winge,,
seichnet. Wir erkennen, das f0r §, = 0 widerstandsloses Gleiten méglich ist. Obige Gleichungen
gelten auch fOr negatives f, nicht aber for megatives f,, da dann die Vorderksute tbergptit
wird und eine andere Stromung eintritt. .

%) Pine nithere Uberlegunag seigt, das maa {iber dea Wurselbereich integrierem kann, ohne vou der spesielien
Porm dor Umstetigheit (Wurselsirbmnng) Notis ss nehmen.

1
L}
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Denken wir uns die Gleitflaiche ruhend und die Flossigkeit bewegt, so erkemnen wir,
daB (abgesehen von unendlich kleinen Gréfien hoherer Ordnung) die freie Oberfliche identisch
ist mit der Stromlinie (Bahnlinie), die bei der Tragflogelbewegung vom Tragfitigel ausgeht.

Die in § 17 berechnete Plattenstromung geht fir g, - 0 in die hier gezeigte Stromung tber.

R

b 2¢

Y s i l
E AR

)

Abb. 15, Ahb. 17,

12. Stationires Gleiten. Grenzfall breiter Gleltfliche. Die Spannweite ') (Abb. 17) sei
im betrachteten Grenzfall unendlich grof gegenfiber der @iber b veranderlichen Tiefe 2 ¢ der
Druckfliche (h=-2¢). Die ,Schwerpunkte C (Abb. 16) der Zirkulation I" um die einzelnen
ebenen Profilschnitte sollen im Grundrit auf einer geraden Linie liegen?). Der Anstellwinkel 8
kann Gber die Spannweite verinderlich sein.

Nach der Prandtlschen Tragfliigeltheorie besteht die Beziehung
F=4aVe@—8p). . . . . . . . . . . .. (2,
pp ist der Abwindwinkel nach Prandtl.

Wirde man bei der Gleitfliche die Hohenlage der einzelnen Profilschuitte (den Verlauf
von 7,) dndern, so wiirde auch die Druckfliiche ihre Form dndern, die Vorderseite taucht mehr
oder weniger weit ein). Unser Ziel (im Sinne des § 10) ist die Bezichung Gl. (27) zwischen
den: Verlauf der Hihenlage », =y, (z) der Profilschnitte und dem Verlauf der Tiefe 2¢ = 2¢ (®
der Druckfiache, wobei wir uns /7 in Gl (27) durch 2¢ nach GL (22) ersetzt denken®),

Die Geschwindigkeit », eines Teilchens r, z der Oberfliche infolge der tragenden Linie

2 e . . L. . .
;= Iz () und infolge der Wirbelfliche ’;,l,,;_s A: 1ast sich nach Helmholtz ohne weiteres

berechnen (Abb, 17). Da die Flassigkeit aus dem Unepdlichen mit l'=—'glff anstromt, ist
die Erhebung y eine< Teilchens
H X
! =
Y] \I'" i ‘ \ru ’If'
= 7 ; ya

Einsetzen von r, und Ausfihrung der Integration gibt

is h
Ly Itds Eoyperdis 2t wdl:
K 4.‘1",\1’.:"%-((- 217 4.’11'_\, R il ac . (W)
0 1]

Das erste Glied entspricht der tragenden Linie, das zweite der Wirbelfidche.

24) simthiche Bezewhngen <ind qas Abb, 16 und Abh, 17 erheunbar. @ bedeutet in dicsem Reispiel die redlle
Koordinate Abb, 17,

22) Bei Nichtzotrefen dieser Voranssetznnge (2. B, im Falle othes Vevsnches) dirrften zicmlich groge Abweichungen
ZHoerwHrten sein Andrecseits durfie das Fallenlnesen dicser Voranssetzuug keine eilvn groBen Schwieripkeiten geben.

3 Dabei hann man nalieriinesw e iporegemiber 3 vernachlussigen,

BoUm die Bescietmung £ ta die Zickulation an der Stelle 2 S ralso hunter demn betrachteten Flussigkeits-
teilcbenm vorznbelndten, bezen bwen win daie Zirkoltation an alen nbrigen Stelley 2 oit ls
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Entsprechend unserm Grenzfall 532¢ betrachten wir nun eine Stelle x, fir die

b>x>2¢*). For kleine 'g crhalten wir aus Gl (23) durch Reihentwicklung nach -

' i i
unter Beachtung der ersten Glicder (stetiges ‘ d:h vorausgesetzt)°)

h

~

Y o1)d:
_r “(1 ) N 1z2(h—2)
7/—_4:1!" doS oz +In A

I .
T 7/ T 1))

v
[ ist die Zirkulation an der Stelle - =3 (vgl. ALb. 17).

Im Vergleich zur Stromung um die unendliche breite Platte ist die Stromung im Be-
reich des Profilquerschnitts um gp geneigt (Abh. 16). Tm abrigen ist aber (wie sich zeigen
136t) in naher Umgebung des Profils (6> x) die Form der Oberflache in erster Nilierung die
gleiche wie beim ebenen Prohlem. Folglich ist (Abb. 16)

Ye=N-+Yp=w—xPp . . . . . . . . . (25)
Yb == 186t sich fiir den Grenzfall = 2¢ und fur #>0 z. B. aus Gl. (80) ermitteln:

v

I 4, .
",b;az.;lnl:<]+]'l—;)' e e e L (26)

€
Wir setzen dies und 5 nach Gl. (24) in Gl (25) ein?):

b
Sy | LAY A
T=5av £ 2]

L]

lﬁz(b’ L) BN 05}

Noch eine Betrachtung tber den Widerstand. Bezeichnen wir mit Z—g die Auftriebs-
dichte, #o ist, da die Kraft an jeder Stelle um B geneigt ist, der Widerstand

] [4
dA dd

n 0

S ey

Der erste Teil entspricht wie beim Tragfitgel der Bewegungsenergie des sich ~abwirts*
bewegenden Wassers hinter der Gleitflache. Der zweite Teil wird zur Erzeugung des Spritz-
wassers aufgewendet. Dieser Teil kann durch Walbung des Profils vermieden werden.,

4

— ' | |
.rL_,— z — 2 - . .\‘ . '

] . B . == ’ %,( 54
—' Qaalw .\, A \' A8 \‘

] n-qu W5
Abb, 18 Abh. o,

#8) Diese duppeite Kivinsetzong 2 gegeniibir b, die wegen Gl (24) and G1. (26) notweadiy ist, Ja8t erwarten, dag
bei endlichen Spanoweiten grofere Abweichuugen auftretin als bel der Prandtlschen Tragfiligritheorie. And:erseits
scheint die Voraussetsung b 3> x niebt alizu sinechrinkend, da bereits féir x> 4 ¢ bzw. Mhir x = — t,8¢ die Erhebuagen y
der freien Oberflliche fiir unendlich breiten Tragfiigel von den dnreh Gl {26) gegebenen ksuwm zu unterscheiden sind.

r
) For x=0 gibt das xweite Integral von Gl. (23) v = Sy Das Glied x 3p kiunen wir ohne rechnerischen

Nachweis hinzuflgen, da Jp iiber x o hinweg stetig verlinft,
*7) Das letste Glied in der Kihanimer, ndmiteh w-1%, ist entsprechend unserin Gremsfall klein gegeniiber den
beiden ersien Qliedern. Es scheint aber aweekmlifig, diesen Glied bei eiper sahlenmiéiBigen Rechnung zu beriicksichtigen.

o
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13. Stationiires Gleiten. Grenzfall langer GleitBiiche. Wir betrachtem (Abb. 18) den

Grengfall 2_lc"°°' Ist der Boden {(unendlich fach) gekielt und brascht das Wasser im
vorderen Teil der Gleitfache die Lange I,, um den seitlichen Rand des Bodens zu erreichen,

. I,
80 sei auch 5o >

Bewegt sich eine unendlich lange Platte von der Breite 2¢ in allseitig
Flussigkeit senkrecht zu ilirer Ebene mit der Geschwindigkeit V,, so 188t sich das Verbalten
des umgebenden Wassers auf das einer mitgefihrten Wassermasse von der Groe xgc’
(pro Langeneinheit der Platte) zurfickfaliren. Hinter unserer Gleitfliche entsteht im unteren
Halbraum in jeder Sekunde auf ecinem Stock von der Liange V das Geachwindigkeitafeld um
eine sich mit der Geschwindigkeit V, =V g, abwarts bewegende Platte von der Breite 2c,
der Stufe. Der auf das Wasser pro Sekunde Gbertragene Impuls

B/sek:t'-é:zgc,"-Vﬁ,zP e (29
ergibt die Gleitkraft P von gleicher Grobe.

Bei unendlich flach gekieltem Boden ist auf dem Stick l, die Druckverteilung mit
Va=V} und ‘%‘—:" = -V Z’g durch Gl. (45) gegeben; hinter l, treten pur bei verfnderlicher

Neigung des Bodens Drticke auf: p = o V? g.z Je'—='. Zur Erzeugung der hinter dem Boden
im Wasser zurickbleibenden Energie wird pro Meter Weg die Arbeit

1t
AMeter = 5 Sonoet (VAP =W,. . . . . . . . (30)

verbraucht, der ein Widerstand W, gleicher Groge entspricht. Beim Boden mit geradem
Kiel B = B, betragt (vgl. Gl. (29)) der Gesamtwiderstand W — P £, gerade das Doppelte von W,.
Eine Energiemenge gleicher GroBe wird also im Spritzwasser entfthrt, das im Bereich I
entsteht. Vermindert man den Winkel § im Bereich l;, 8o 146t sich dieser Energieverlust
im gleichen MaBe verringern und schlieBlich ganz vermeiden. In Abb. 19 sind Krifte.
verteilung und Resulticrende P fur einzelne Fille dargestellt.

14. Der Aufschlag gekielter Flichen. Die urspriinglich ebene Wasseroberfliche bewege
sich nach oben gegen den ruhend gedachten Boden (Abb. 20). Die Geschwindigkeit V des
Wassers im Unendlichen sei in Abhéangigkeit von der Zeit gegeben: V=V (}).

Bei diesem StoBvorgang ist an der freien Oberflache im Hauptbereich die Geschwindig-
keit vertikal gerichtet (¢, =0}. Die Geschwindigkeit am Boden fallt in Richtung des Bodens.
Die durch diese Grenzbedingungen eindeutig gegebene Stromung (vgl. Abb. 20) stimmt sehr
(unendlich) angen&hert mit der Strémung einer unendlich ausgedebhnten Fliissigkeit um eine
ruhende ebene Platte Gberein (vgl. § 6. Die Breite 2¢ der Platte ist die augenblickliche
Breite der Druckfliche. Die Geschwindigkeit des Wassers an einer Stelle £ > ¢ der Ober-
flache ist ™)

V= T L 8D,

Die Erhebung 4 des Wassers, vom Momente des Eintauchens (£ — 0) gereelinet, st
'

' vt
:/=\1‘,,llf‘\ 2 o © @ © o a o . - (32).

"

0

2% Alie Angaben iher Plattenstromung gl Lamb, | ¢ S g2,

)
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Die Breite 2¢ der Druckfliche nimmt mit der Zeit zu: e==cf). Wihlen wir filrs erste ¢
dit

als unabhéingige Variable, also ¢ -f{c) und auch V V(e so kdnnen wir (lt=dc-dc
setzen, also (wegen # siehe weiter unten)
<y ot r<ux
o . .
- 'l', de ”w'“n. o N R 1)
l [ l N
. _1" . J.:’
¢-=h Czn

Im Augenblick, wenn unser Wasserteilchen an der Stelle « die Kontur der Drackflache
erreicht, ist ¢ - o und y=1y, geworden:

f‘ dt N

}
W \ 1 . rlr:\"“"“;. e 122 B8
o
’2

bve Mo

l.b 0
.
Die beiden abhingig Verénderlichen 17 und Llri haben wir in

v V
woulel= . o . N 1Y}
]
dit
zusammengefafit. Gl (34) mub fir alle x gelten; sie ist als Integralgleichung zur Bestimmung
von u (c) aufzufassen (vgl. § 10). Die unendlich kleine Grofie u ist eine rein geometrische
Grofie; sie hangt nur von 7, (x), nicht aber von V= 1"(}) ab. Es wird immer moglich sein,
die gegebene Bodenform durch die Reihe

yp=fr+px+p, e+t +.... . . . . . . .(36a)
darzustellen. Die Losung von Gl (34) lautet dann (Probe durch Einsetzen!)

2 4,3 16 X
1¢=ulc)=h'ﬁ+ﬁ,c+;ﬁ,c +7~,~;f,c +§:_—lﬁ,c +.... . . (36b)
Ist nun V, z. B. in Abhingigkeit von ¢ gegeben, so kann man pach Gl. (35), n&mlich aus 1
t ].
(w@de=(Va®dt . . . . . . . . . .. . @3 ‘-
o 0 i

c=c{t) bestimmen. Die Form der Wasseroberfiiche 5 =75 (r) 186t sich aus GL (33) be- ‘
stimmen, indem man nach Ausfohrung der Integration jeweils ¢ als gegeben und z als
verinderlich ansieht. Man erhiit z B. for geradlinig gekielten Boden

2 .
q=—7—!-ﬂ-zarcsmc;................(38).

Um die Kraft P auf den Ko6rper zu bestimmen, denken wir uns die Flissigkeit
urspriglich ruhend und den Kérper gegen die Fltscigkeit mit der Geschwindigkeit V=V (f)
bewegt. Die ,Bewegungsgrobe“ der Flussigkeit ist

3

‘B=—_}9¢’V.....4.............(39).

Durch Differentiation nach ¢ bei Beachtung von Gl. (35) erhalten wir

", =a av
P—nyc;-?-:zgc’a-t N 118

Far den besonderen Fall, dab ein Korper von gegebener Masse m mit der urspriinglichen

Geschwindigkeit V, aufs Wasser aufschlagt, setzen wir die Bewegungsgrée der Flissigkeit
(GL 89) gleich der vom Korper abgegebenen Bewegungsgrobe m (V, — V) und erhalten

vV zpc?

V=14 (41), wobei p=4

42).
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Setzen wir ' —  m :lil' in Gl. (40) ein, so erhalten wir bei Beachtung von Gl. (41 und Gl 142)
{

Toely? e
L) w
- . 2
Dies gibt z. B. fiir den geradlinig gekiclten Boden v, =g, also u=;ﬁ:
H re
P = ': eell, . {43a).

2 0l 4w) B

Es mag interessieren, welche Forun man dem Boden bei gegebener Masse des Korpers
gehen mub, damit P - P, zeitlich konstant ist. Maun hat dann w =wu(c) entsprechend Gl. (48)
in Gl (34) einzusetzen und fiir konstantes J’-= P, zu integrieren, wobei aber zu beachten ist,
dat # nach Gl. (42) von r abhingt. Die Integration ergibt

m V2 51 y 3 31n(g£i-]£1::i:£)
b Tl T 204007 T2 gL+ )
wobei jx = 5on . Ein Boden dieser Art ist in Abh. 21 dargestellt.

(44),

Wir berechnen dic Druckverteilung am Boden. Fir |z|<c ist das Geschwindigkeits-
potential ¢ -- - |"j ¢* — &*. Der Flussigkeitadruck p ist™)

o 1 .
) 9’0\“;-;- s et + F ().

.
-

3 . .
Mit g =¢ (I, ¢) und v, =% erhalten wir mit Gl. (35)

&
POV 0 _gavi 1w
0wy x,+dt;c’—x’ o B L )
| F-1

Das letzte Glied, das vom Geschwindigkeitsquadrat herrabrt, ist unendlich klein gegentiber
den beiden ersten Gliedern, die von %(’; herrohren (dies gilt nicht for den Bereich der Spritzer-
wurzel).

Fiar den Fall des Aufschlags eines Korpers mit gegebener Masse m erbAlt man aus
Gl (41) und Gl (43)

e 14p 2,,l/i~.3“i-- ()

P=se l‘ (L ! 2(—0'——1) (46).
(.? x’

. 1 . !
Das erste Glied, das von :f? herrohrt, gibt am Rand der Druckfische gro&e positive Driicke,

wihrend das zweite Glicd negative Dricke mit elliptischer Verteilung ergibt, welche da-
durch entstehen, dag ¢leichzeitig mit dem Korper auch das Wasser im Verlauf des Aufschlages
verzigert wird. Da dem ersten Glied in der Mitte des Bodens verhiltnismagig geringe Dricke
entsprechen. kommt es in praktischen Fallen sehr wohl vor, dag in der Mitte des Bodens
negativer Druck herrscht, wihrend an Rande der Druckfliche sehr hohe positive Drticke, die
in ibrer Gesamtheit fiberwiegen, die Verzogerung des Aufschlages bedingen. Hat die Druck-
fliche schlielich den seitlichen Rand des Bodens erreicht, so ist der Stobvorgang beendet.

Wir berechnen die Spritzerdicke 4. Wir legen (vgl. § 8) bei der Plattenstromung (vgl.
Able 20 unten) den Ursprung der komplexen Koordinate 2 in dem Punkt .c =¢. Die komplexe

Stromungstunktion der Plattenstromung m,,=in’2E_zl/ fc ~1 geht for kleine z aber in
w, = V-12¢c) --z. Durch Yergleich mit Gl (13) erhalten wir

A=gru*...............(47»

2 Lamhb, L c. 8, 2,

R I IR
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Den gleichen Wert o crhalten wir, wenn wir im Bereiel) kleiner 2 die Farm der Oberfliche
der Spritzerwurzel gleichsetzen der Forn der Oberfliche dor Hanptstromung oder wenn wir
die vom aufschlagenden Korper abgegebene Energie gleichsetzen der Bewegungsenerzie der
Hauptstrémung plus derjenigen der Spritzersteomung (vl § W), Es sei bemerkt, dats bei
Beginn des Aufschlags die halbe Bewegunusenergie der Flissigkeit im Spritzer enthalten ist:
gegen Ende des Aufschlags enthillt der Spritzer fast die gesamte vom Kirper abgegebene
Bewegungsenergie.

Um den Cbergang von Plattenstromung in Spritzevstrnmg hei endlichem Kielungs-
winkel zu zeigen, sind in Abb. 22 fir den Wurzelbereich Form von frerer Obertliiele: Gl 35
und Druckverteilung GL (45) entsprechend der Plattenstrémung fiir endlichen Winkel 5+ 0.1
verglichen mit diesen Angaben aus der Spritzerstromung.  (GL (9} bzw, GLo(10), »

g o707

| &

|

i3 C

e

Z
7

(/4
;u
£3¢

Abb. 23.

Abb. 23 zeigt den Druckverlauf wahrend des Aufschlags eines Korpers von 26=2m
Breite, 1100 kg Gewicht pro Meter Lange bei ciner Sinkgeschwindigkeit V,= 5 m/sek. Die
angegebenen Zahlen sind die Stofkrifte in Tonnen.

15. Aufsetzen einer Stufe. Ebemes Problem. Als Beispiel einer nichtstationiren Gleit-
bewegung besprechen wir das Aufsetzen einer Stufe (Abb. 24) Wir denken uns gegeben:
die zeitlich konstante Geschwindigkeit W?**) der Stufe und die Normalgeschwindigkeit
W= W (8+x); ferner die (zeitlich verinderliche) Tiefe 2¢ der Druckfliche im Vergleich
tum Weg Wt den die Stufe in der Zeit f zurtickgelegt hat; der Kiirze halber wahled wir
die Zeit f, in welcher ¢ =1 ist. Das Ziel unserer Rechnung, némlich (im Sinne des § 10)
die Ermittlung von g bzw. x, erreichen wir iiber die Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes
und die Berechnung der freien Oberflache (insbesondere von 7).

Wir erkennen (vgl. § 16), dab eine zentrisch ahnliche Flussigkeitshewegung entsteht.
Abnlichkeitszentrum ist der Punkt der urspringlichen Oberflache, an dem die Stufe aufsetzte

2%) In diesem Boixpiel bezeichnen wir die Korpergeschwindigkeit mit B statt wie bisher mit 1.
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(in Abb. 24 der Ausgangspunkt des Vektors W¢). Auf dem von der Glsithante therstrichanon
Stock der freien Oberfliche x, = x = ¢ besteht eine Horizontalgeschwindigkeit e, (vgl. § 7),
welcher bei der gleichen Tragfidgelbewegung eine Wirbelfliche mit dem Geschwindigkeits-
sprung u=2v; entsfricht. Da die Grobe von s an jeder Stelle geitlich umverinderlich ist
(Satz 5), wegen der Ahulichkeit aber Zirkulation um die Wirbelfiiche und Linge derselben
linear mit der Zeit zunehmen, mug auf dem Stiick », =z =¢ die Gzibe v =80, dar Un-
stetigkeit auch &rtlich konstant sein.

" Um das Geschwindigkeitsfeld zu beherrschen, m0ssen wir vor allem dea
gwischen W, und # kennen®). Wir bezeichnen (Abb. 23) die Koordinaten der einzslaen
Wirbelfaden mit ¢, die Zirkulation um cinen Faden mit wd¢. In der konformen Abbildung
der Plattenstromung um einen Kreiszylinder bezeichnen wir alle Grifen mit den groben
Buchstaben. Es gilt*®)

X=2z+yz'—-1 . . (48) und Ex=f4ys—1 . . 49
Das Geschwindigkeitsfeld zerlegen wir in die beiden Felder I und IL

x
d/-u c=7 r4

=7
—df—
o % — ™
drvd s
Vo i ~ ar L |
Lo =K
|1
—eldZe——F
‘—.
X

Abb. M. Abb. 25,

Geschwindigkeitsfeld I infolge Zirkulation um Wirbelfliche und ruhend gedachten
Tragfiogel bei ruhender Fliissigkeit im Unendlichen. Die Geschwindigkeit an einer Stelle X

ll) :

g =~

der Oberfliche im System der Kreiskontur infolge eines Wirbelfadens ist mit Z, =

, ar ar
dVa="s,z X\ ZaX-I)

Da sich bei der konformen Abbildung die Zirkulation nicht andert, gilt d /'=Ud Z=wud&.
Folglich ist

vo= Mt + E 50
= o\ x Ty _yJezdE - - - B0

as ) .
Wir setzen d = nach Gl (49) ein und integrieren. Bei konformer Abbildung ist v=V%§.

Wir multiplizieren dalier G1. (50) mit L'i,‘} entsprechend Gl. (48) und erhalten:

!

u (X? X X, !
( iy x -1,

“'1"1 . Py
2oty (N EX Ty

| Xo—X |
X

(61).

L]

1) Ans Verf. Loe. Gl (% ergibt sich mit anseren Bezeichnungen fiir w=koust ohne weileres unsere Gl (4). -
Wir haben hier den Weg o wiederholt, dald wir auch die Geschwindigheiten ry an der freien Oberflache erhalten (G, 35).

32) Verf. | ¢. GL 1)

33) Verf. | . 6l

4
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An der Gleitkante wird ftir X > 1

1
v”l:‘]{iill _2un X+ 1 X, X, '+2InX,)

(H2).

Geschwindigkeitsfeld 11 ist das zirkulationsfreic Feld um den mit W, bewegten
Tragfitigel bei ruhender Flissigkeit im Unendlichen. Es ist®*4 v, u"’(l [.’r_ 0 1). Wir

fahren entsprechend Gl. (48) statt x die Variable X ein:

2

ran=Wa s |- (53).

Gesamtfeld. Damit nach Bedingung § 7 an der Gleitkante (fir X > D, — 2,1+ 1,y
endlich bleibt, mug nach Gl. (52) und Gl. (53) gelten :

iz W,

. N, '+2In X, (5

“=21v!:‘?

Wir setzen W, nach dieser Gleichung in Gl. (53) ein und bilden mit GL (31) v, ¢y 42,1

u (.\', D. Pl

by == 2 ) ==
"‘_2nx+l X",...........(ou)_

+ln

Die Erhebungen 5 berechnen wir am einfachsten mit Gl. (75), wobei in unserm Grenzfall
s§=zx,—x ist. So wird z. B. im Bereich negativer «:

x
.l
n=(x, — SI.* I),d.r S Lo L (58).

Damit ist auch 5, for x=—1 bekannt. Wegen 2c8—Wix=rn, (vgl. Abb. 24) und
We=W(x+f) sind jetzt die Winkel x und 2 einzeln bekannt.

- Um die Sgriturdicke 4 zu ermitteln, legen wir den Ursprung unseres Koordinaten-
kreuses in die Spritzerwurzel (x= —1) und entwickeln v, (Gl. (55)) nach Potenzen dieser
neuen Abszisse. Diese Geschwindigkeit v, vergleichen wir mit v,.=|dd':‘ far reelle £ >0
pach Gl (18), wobei nach Abb. 24 for die Geschwindigkeit ¢, der Spritzerwurzel gilt

0, = +i W. Wir erbalten mit uneeren alten Bezeichnungen
A0S N AL, 7 I U
"—z(x+) et T !
4+ g x>

Wir ermitteln die Kraft (2.P) auf den zugeordneten Tragfitigel®). Es ist*)

X

¢dF=uw,+S(s-l,)uae.-=
Fet Py -

(68),

wobei wir b=1, v, sin §=W,, I'==u d{ gesetzt haben und statt x,, X, unsere Bezeichnungen
§, & eingeftthrt haben. Ferner haben wir bereits das Integral 8ber alle Wirbelfiden s d¢
angedeutet. B ist die ,Bewegungsgrofe“ der Flussigkeit.

®) Lamb, 1. e. 8. 58
83) Verf. 1. o. Gl (M).
88) Veef. 1. ¢. Gi1. (38), (29), (31).




B‘:du‘?;, Bt 4 wa gner, Uber StoB- und Gleitvorginge an der Oberfische von Fhassigheiten 211

Es ist (2P)==PD—?. Da (vgl. § 16) sowohl das Potential ¢ wie auch die Flichen Mmesr
mit ¢ zunehmen, ist B proportinal #, also %?=?t13 Nach Abb. 34 kionven wir sotssm
t=""". Durch Austobrang der Integration Gl (i6) erhalten wir schlictlich die Gleitkrafl.

— oWu 'l —x-
P—S(z,—l)(l+x') A—-X". . . . ... 59).

Abb, 36,

Ich habe das Beispiel z, =2,5¢ durchgerechnet. Es ergab sich (Gl. (54)) »=—0813 W,,
ferner nach Berechnung von 7, nach Gl. (56 f=125x; die Oberfliche ist for S== 021 in
Abb. 26 gezeichnet. Im Bereich um x =, ist wegen Unstetigkeit (Neigung der Oberfliche
nicht unendlich klein) unsere Rechnung ungaltig. Hier geben aber Satz 8 und Gl. (64) und
Gl (65) auch ohne Rechnung guten Anhalt for das Zeichnen der Oberfliche. An ainzelnen
Stellen der Oberfliche ist die Geschwindigkeit v eingezeichnet.

1V. Verschiedene Grenxfille.

16. Zentrisch ¥hnliche Fliissigkeitshewegung. Wir lassen die Anpahme umeadlichk kleiner
Neigung der Oberfliche fallen. Taucht z. B. der geradlinig gekielte Boden mit seitlich
konstanter Geschwindigkeit V, in die Flossigkeit ein, 8o ist diese Flossigkeitsbewegung, wie
leicht einzusehen, dem aligemeinen dypamischen Ahnlichkeitsgesetz unterworfen: Die Formen
der Oberflache zu verschiedenen Zeiten sind geometrisch &hnlich und an einander ent-
sprechenden Stellen herrschen dann die gleichen Geschwindigkeiten. Denken wir una die
Flassigkeit gegen den ruhenden Boden bewegt, so stellt der tiefste Punkt des Bodens das
Ahnlichkeitszentrum 0 dar.

- 2 b - llwaz;l s T~ B
. : I
- Kaorrektur: Es muB heiBlen v{ atatt | T8
.
Abb, 27, Abb. 28, l
Wir kennzeichnen (Abh. 27/ die ecinzelpen Flossigkeitsteilchen der freien Oberfliche 1
durch ihre Abszissen & zur Zeit f =0. Ihre Lage zu einer spiteren Zeit ¢ werde gegeben

durch den auf 0 bezogenen Radiusvektor 1= rg, t). Die Geschwindigkeit ist v == v (£, f) =g; .

Das Ahnlichkeitsgesetz sagt aus (Abb. 27, Hat ein Flissigkeitsteilchen £ zur Zeit ¢ die Lage r
und die Geschwindigkeit v, so hatte (mit »x- 1) das Flassigkeitsteilchen = & zur Zeit = ¢ die ]
.age nr und die Geschwindigkeit v. Mathematisch formuliert:

T z 0 £
¢ ;(,) und Nr D D(;)
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Wir differenzieren beide Gleichungen partiell nach !

d

n

o dp

ot s (61).

(G0) uned

-~
I

.
-
*»
~ T e

d

Fir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ fihren wir als unubhingige Variable statt §
die Bogenlinge s = s (£) der freien Oberfléche ein: v=—1t(s), v v(s  Dic GL iy, (ti1) nehmen
jetzt die Form an

AT Y ¢l.\‘. j‘ (631,

ds
g - o o , .
bt—1t ds Sd: - (62)  und o ds ds

Gl. (63) zeigt, dab g% die Richtung von g: besitzt, alsn wegen der dypamischen Grenz-

. d . . - .
bedingung senkrecht zur Oberfliche d: gerichtet ist. Wir differenzicien Gl (62) pach &

t(_ib_gith___n d’r . ds dr d :ds>
ds ds  de&?°di dsds\*di)
. . . . dv .. . d{ ds .
Die ersten Glieder beider Seiten stehen senkrecht auf ds" Folglich ist ds(; df)zl' Mit
. .d . o
Konstanten A und B ist 5;’5:: + A und daraus s+4=DB¢. Mit Z; “er geht GI. (62) tber

in vt=t—¢/(s+4). In unsesm Fall (Abb. 27) ist §=0 fiir s =0 und jz—_—1 for &— .
Folglich ist 4=0, B=1; also
pi=xr—¢8s . . . . . (64) und s=& . . . . . . . (63).

Gl. (64) sagt aus (Abb. 28): Bei bekannter Form der freien Oberfliche erhalt man far einen
Punkt derselben den andern Endpunkt des Vektors v, indem man vom Ahnlichkeitszentrum
aws die Bogenlinge s der freien Oberfliche, vom Ende des Spritzers gerechnet, parallel zur

Tangente an die Oberfiiche auftragt®”).
Gl. (64) 11kt sich (durch Multiplikation mit e, und ;) ersetzen durch die beiden skalaren
Besiehungen
' eat=e,t . . . . . (66) und wit=et--8 . . . . . . (67)

Daraus folgt mit dy =v,ds bzw. dp =v(d=s
pyt=3F +konst. . . (68) und <rt=?l (8* — r?) 4+ konst . . (69).
w Stromfunktion, ¢ Potential. F ist die in Abb. 28 schraffierte Fliche.

s7) Es sel erwihet, das die Umrandung des dem Flissigkeitsruum entsprechenden Bereiches der HillugriBe

s
Am Vg—%dt geradlinig verluft. Die Geschwindigkeltsinderung in Richtung der freiem Oberfliche steht némlich

unash Gl. (63) senkrecht auf die Richtung der Oberfléche, so daB mit v= vy —ivy das Produkt drdz an der freien
Oberfiliche die Richtung der imaginkren Achse

By '
bositst. }/dvds = |/ 97 de besitat also Mngs der ey
frolsa Oberfifahe die Richtung 1 7. Lings des | ,
[

5

Bodems besitst s die Bichtusg der reellen Achse AN /
(val. nebenstebende Abb. 34). , | : P o
Bel Aufstellang eioer sweiten, von der - . . lJT_y/‘ _i

obigen nuabbingigen komplexen Beziehung ist W

men versucht, davon Gebranch zn machen, dasd ! — 4z
(vgl. Abb. 28) x_;“—iv}_ an der freiem Ober- ' —= dv I

— o —
fSldlebe resll ist. Da dies aber die zu v konjuglerte O ‘6
Grifde euthilt, wt es mir nicht gelungen, eine ge- z-Loome k-Lbene
schlossene Lisung fir das ganse Problem zu finden. Abb, 34,
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Fiir spatere Zwecke leiten wir noch eine Beziehung ab. Das im Zeitpunkt ¢, an der
Stelle r, der Oberfliche befindliche Flissigkeitsteilchen £, hat sich im Verlanf von {, um
N

t, — ey & ={vdt verschoben. Nach dem Ahnlichkeitsgesetz (Abb. 27) war die Geschwindig-
(]
keit b dieses Teilchens zu einer kleineren Zeit ¢ ebenso grob wie dic augenblickliche Ge-
1 .
schwindigkeit des Teilchens & = t; £,. Wir konnen daher dt=—Ft, &, d¢ in unser Integral
einsefzen. Wegen Gl. (65) s =& gilt also

2 ()}

®,| e

«
T, —¢x 8 = 8, t,g
;o

Wir multiplizieren diese Gleichung mit ey (Abb. 28) und erhalten Gl. (75). Dabei haben wir
die nicht mehr notwendigen Indizes 0 weggelassen.

Stofkraft. Die StoBkraft auf den Kérper sei Pr, seine benetzte Bodenfiiche Fp, die
freie Oberfliche der Flassigkeit F,. Denken wir uns die Flichenelemente d f von der
Flussigkeit nach aufien gerichtet, so wird*®)

D
Tr=—o p\7df.
FT%Fe

Da wegen der Ahnlichkeit ¢ und F linear mit der Zeit ¢ wachsen, ist der Integralwert
proportional f*. Seine zeitliche Anderung ist folglich das —f— fache seines jeweiligen Wertes.

Also )
PBr=—20l@df—20iedf . . . . . . . . . . . q@w
Fr Fo

Wegen de< linearen Anwachsens von P und wegen der konstanten Aufschlaggeschwindig-
keit V, des Korpers 1st die der Flassigkeit zugefiihrte Energie E=——% B,t-Pr. Folglich ist*)

QP olgvdftoigodi+olevdf . . . . . . . | (72).
F T ]"n F

a

Wie sich zeigen Litit, wird das Integral ober die unendlich ferne Grenzfache F_ unendlich
klein; es kann wegeelassen werden. An der Korperoberflache Fy ist wegen der geometrischen
Grenzbedingung b §-2 ¥, di. Wir hcben dalier aus dem ersten Integral der rechten Seite
¥, heraus, multiplizieren GL (71 mit B, und eliminieren aus Gl (1) und Gl. (72) das erste
Integral der rechten Seite:

Vst Zelg@+B)di . . 0L L 73

Fo

Da v und ¢ durch GI 164) und GL (69 in Abhingigkeit von der Form der freien Oberfiiche
bekannt sind. ist durch Gl (73) die in B,-Richtung fallende Komponente der StoBkraft Py
durch die Form der Oberfache bestinmnt.

Tteration. Mit Hilfe von GL (64) kann man die Form der freien Oberfliche beim
Stoivergang dadurch bestimmen, daf man cine geschitzte Form durch Iteration verbessert.
Man kann z. B. <o vorgehen: Man schitzt die Form der freien Oberflsiche n=n(xr) und be-
stimmt nach der Gleichung

e W07 (74),

die ans GL 64y dorch Multiplikation mit ¢, {vgl. Abb. 28) entsteht, die Geschwindigkeit v,
an der freien Oberflache.  Darans und ans der Grenzbedingung am Boden bestimmt man
mit Hilfe des Grecnschen Satzes*) an allen Stellen der freien Oberfliche die der quellen-

) vl Verf Lo YR,
Iy Lanhe, 1o S0 00,
S0 Fane ahnlichs Reehnang istin Z UMM 1925 1001 0 anspeefithret worden: Lauk, .Der Cherlail iiber ein Wehre,
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und drehungsfreien Stromung entsprechende Geschwindigkeit ¢, und verwendet dieses v,
zur Berechnung neuer

post\"as 0L (T)
N
(vgl. Gl. (70)). Mit dicser neuen Form der Oberflache kann man das Verfaliren wiederholen:
neue v, nach GL (74), neue ¢, mit Hilfe des Greenschen Satzes, nene 5 nach GL(V5),

Ahh 29,

Ich habe dieses Verfahren (nach erheblicher Anderung, um es den speziellen Bedingungen
unseres Beispiels anzupassen) zur Berechnung der Oberfliche beim Aufschlag eines sym-
metrischen Bodens mit g 18° Kielungswinkel verwendet'') (Abb. 29). Daraws und mit
Gl. (73) ergibt sich die Stofkraft

P=498To V2 . . . . . . e o ... (76).

Im Gegensatz zu § 14 ist die StoBkraft P auf die Eintauchtiefe T (Abb. 29) bezogen. da die
Breite der Eintauchfliche bei endlichem Kielungswinkel keine definierte Grobe ist.
Wir wollen fir konstante Eintauchgeschwindigkeit V, die Abhidngigkeit der Stofkraft P

fir den ganzen Bereich der Kielungswinkel § von O bis J_; abschatzen. Dazau wollen wir
Gl. (43a) (y::l, gnf B= T) durch FEinfithrung eines Wertes R verallgemeincern:

P=K" ¢ V/TT

For # >0 gilt G1. (43a),also K =1. Farf -18°gibt GL. (v6) A 0,635, Schlieklich ist die Kurve
des Wertes K entsprechend Gl. (83) fiir das Eintauchen einer Schneide in Abb. 30 eingetragen.

(v7).

*) 2
Als Naherungsangabe konnte die eingezeichnete Parabel A . (1 -1/)' ) , also mit GL (77

i 2
P=2n(2ﬁ‘l)t_)1'o’7'. L m
dienen.
{
' s~ : y é $ e
\\ P 2 ﬂ\\ 15 r
[ < N — 4 1_'_‘.!
e ~ % 1 ] 1-Loene Z'Zd;!'[‘k”'
P L N
- | — 'a
[ ¥ [_' = I 'ﬂ o ¥ iﬂT | 5
l \ -1 * U ]
AT » [ » 7o _-_FIJ - 1 2 Yy 3
LLED) S R t-Lbens
Abh, &, Abb, 31.

17. Stationdires Gleiten. Ebenes Problem. Fiir das ebene Problem des stationiren Gleitens
einer ebenen Platte (vgl. Abb. 31) gilt nach der Methode von Schwarz-Christoffel®)

dw t a dz 1

L ,d('l o -
dt = 7t 1 RANE an-)‘;/'ﬁ 1(t—a) -

1) Jeh bin Herru A. W. Quick, Danzig. fiir die verstiudnisvolle Hilfe bei der Durchfithrung der zahlenmithigen
Rechnung sehr zu Dank verpflichtet. Ferner dauke ich dam Lehrstuhl Professor Pohlhaunsen, Techn. Hochseh, Danzig,
fiir das Leihen einec Rechenmaschine.

41) In . BResant und Ramsay, Hydrodynsemiks, 11 Bd.* wird anl S. 142 cin iathematiseh dhnliches Beispiel
durehgerechnet.
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folglich

dz dzdnm at -1+i}1-a)'r 1| ,t -a
dt dw dt i oa TP s e e e da s e s ()

z 1-¢t— = o PP
AR N (gl Y@ YLD PR YL B -t YE T L (80,
A 2 4} H 14

An der Kontur gilt lings 12, 24, 45 bzw. das obere, mittlere, untere Vorzeichen. Far Logas-
rithmen ist der Hauptwert einzusetzen. Dabei ist lings 45 zu beachten, dagk 48 einen
Bereich mit positivem Imaginirteil umgrenzt. Es ist a — cos B. Die Konstante 4 148t sich
z. B. durch die Spritzerdicke 4 darstellen: s=n(1 —a)4. Die gleitende Platte liegt
(logarithmisch) unendlich hoch iber dem Flussigkeitsspiegel im Unendlichen.

Aus der leicht zu berechnenden Druckverteilung erhalt man durch Integration die
Gleitkraft P (V== Gleitgeschwindigkeit)

P=1ao V'sinﬂ:ng’cotg, T ) U

Im Grenzfall g+ 0 besteht in jeder Hinsicht Ubereinstimmung mit Abschnitt IL

)
i

N

Wanly]

Abh, e

Abh. 33.

18. Eintauchen einer Schneide. Ein chenes Geschwindigkeitsfeld Abb. 32 besitze v=0
(also auch ¢ ~0) langs A wnd A, ¢, und v, = Vicos - konst. laogs C D C,. Seine Be-
rechnung bietet keine Schwierigkeit. Inshesondere ist die »Bewegungsgrofie®

+C [ 9
]f_ Q\(,pdf:g\(} ’1.}‘ Q l' 'I“" (‘Fll /f ‘:lll ';//:i ) ﬂ 7’*'1" —'ﬂ e 1 o o . (82)
; ¢ EL Al )-I'(T,—+—)J
1 T/ P 14
Der Vektor df st ein Element der Flache F. die in Abb. 32 als Kontur ACDC, 4,
erscheint. /7 ist das Funktionszeichen der Gammafunktion.

Wir hetrachten wun das Fintauchen einer scharfen Schneide 2(2-/)’)-»0 (Abb. 33).

Es labt sich zeigen. dai mit Ausnahme unendlicl: kleiner, bedeutungsloser Bereiche um C
die freie Oberttiche unemdlich flach geneigt ist und folglich das Geschwindigkeitsfeld Abb. 32
herrscht. Fiir das Fintauchen mit konstanter Geschwindigkeit V, gilt wie in § 16 (Stokkraft)
hp 2 - , . . .

pe o B Mt Vot T und it & fir den Klammerwert der Gl, (82) [fﬁr ﬂ-;-g wird

T B

S 25

DL e T :
Y AT /('(ltl:-lx |‘|abl‘)‘0 1(_,'- p) H o o o o (&‘)

Auch das Fitaachen einer Sehmeide mit veranderlichem Schneidenwinkel lagt sich
mit Ihilfe von Superposition aus obigen Iirgebnis ableiten.  Ferner 1a6t sich wie in § 14 der
Aufechlag ciner Sehnende nut wegehener Messe berechnen, 236




