e
TUDelft

Technische Universiteit Delft
Faculteit Elektrotechniek, Wiskunde en Informatica
Delft Institute of Applied Mathematics

Een analytische en algebraische beschouwing van de Wilson-
en Racahpolynomen

Verslag ten behoeve van het
Delft Institute of Applied Mathematics
als onderdeel ter verkrijging

van de graad van
Bachelor of Science
in
Technische Wiskunde
door

Dani Rozenbroek

Delft, Nederland
8 juli 2022

Copyright © 2022 door Dani Rozenbroek. Alle rechten voorbehouden.







e
TUDelft

BSc verslag Technische Wiskunde
“Een analytische en algebraische beschouwing van de Wilson- en Racahpolynomen”

Dani Rozenbroek

Technische Universiteit Delft

Begeleiders

Dr.ir. W.G.M. Groenevelt ir. C.C.M.L. Wagenaar

Overig commissielid
Dr. C. Kraaikamp

8 juli 2022 Delft






Samenvatting

De Wilson- en Racahpolynomen zijn hypergeometrische orthogonale polynomen die helemaal bovenaan staan
in het Askey-schema. Deze polynomen zijn de meest algemene hypergeometrische orthogonale polynomen in
één variabele en generaliseren de andere hypergeometrische orthogonale polynomen in het Askey-schema.

In deze scriptie wordt ingegaan op twee specifieke eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen: de
drieterms recurrente betrekking en de orthogonaliteitsrelatie. Deze eigenschappen worden met analytische en
algebraische methoden bestudeerd.

Bij de analytische methode wordt eerst algemene theorie van hypergeometrische functies en orthogonale poly-
nomen bestudeerd. Er worden identiteiten, transformaties en aaneengesloten relaties voor hypergeometrische
functies afgeleid. Hiermee kan de drieterms recurrente betrekking van de Wilson- en Racahpolynomen worden
afgeleid. Met behulp van de residuenstelling van Cauchy en de theorie van hypergeometrische functies kan de
orthogonaliteitsrelatie van beide polynomen worden verkregen.

Bij de algebraische methode wordt de Racah-Wilsonalgebra bestudeerd. De Racah-Wilsonalgebra voldoet aan
een zogenaamde laddereigenschap waarmee een keten van eigenvectoren kan worden geconstrueerd. Hiermee
is het mogelijk om een eindig dimensionale irreducibele representatie te krijgen. Door een inproduct te
defini€ren op de bases van eigenvectoren van de generatoren van Racah-Wilsonalgebra, kan met behulp van
overlapcoéfficiénten een drieterms recurrente betrekking worden afgeleid. Door vervolgens enkele transformaties
toe te passen, kan worden aangetoond dat deze drieterms recurrente betrekking overeenkomt met de drieterms
recurrente betrekking van de Racahpolynomen. Ten slotte laten we met dit gekozen inproduct zien dat de
Racahpolynomen orthogonale polynomen zijn.
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Hoofdstuk 1

Introductie

Orthogonale polynomen hebben veel toepassingen binnen en buiten de wiskunde. Zo verschijnen Hermitepo-
lynomen in de kwantummechanica als eigenfuncties van de harmonische oscillator [GS17]. In de numerieke
wiskunde worden Chebyshevpolynomen veel gebruikt om functies te benaderen, te interpoleren en te inte-
greren [BF10]. De Hermite- en Chebyschevpolynomen zijn voorbeelden van hypergeometrische orthogonale
polynomen. Dit betekent dat deze polynomen uitgedrukt kunnen worden in een hypergeometrische functie
en orthogonaal zijn ten opzichte van een bepaald inproduct. Hypergeometrische orthogonale polynomen, zo-
als de Hermite- en Chebyschevpolynomen, worden veel toegepast en daarom zijn de eigenschappen uitvoerig
bestudeerd [BW16;AAR99].

De hypergeometrische orthogonale polynomen worden in het Askey-schema geordend op basis van een zekere
hi€rarchie [KLS10]. Bovenaan in dit schema staan de Wilson- en Racahpolynomen. Beide polynomen en hun
eigenschappen kunnen expliciet worden uitgedrukt in hypergeometrische functies. Hieruit kunnen eigenschap-
pen van de andere hypergeometrische orthogonale polynomen worden afgeleid. Daarom worden de Wilson-
en Racahpolynomen ook wel de meest algemene hypergeometrische orthogonale polynomen in één variabele
genoemd.

In de literatuur worden eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen omschreven en bewezen [KLS10;
Wil78;[Zhe91]]. De literatuur is van een hoog niveau: details en tussenstappen worden weggelaten en de motivatie
is beperkt. Het doel van deze scriptie is om twee belangrijke eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen
gedetailleerd te bestuderen, te motiveren en te bewijzen. Deze eigenschappen zijn een drieterms recurrente
betrekking en de orthogonaliteitseigenschap.

Deze eigenschappen worden met analytische en algebraische methoden bestudeerd. In deel[ worden de Wilson-
en Racahpolynomen bestudeerd vanuit een analytisch perspectief. Er worden transformaties, identiteiten en
integraalrepresentaties voor hypergeometrische functies afgeleid. Hiermee kan de drieterms recurrente betrek-
king en de orthogonaliteitsrelatie van beide polynomen bewezen worden. In deel [Tl worden de Racahpolynomen
bestudeerd vanuit een algebraisch perspectief. Hiervoor wordt de Racah-Wilsonalgebra bestudeerd. Door ge-
bruik te maken van de representatietheorie kan de drieterms recurrente betrekking en de orthogonaliteit van de
Racahpolynomen bewezen worden.
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In het tweede hoofdstuk worden eigenschappen van de gammafunctie, hypergeometrische functies en orthogonale
polynomen bestudeerd. In het volgende hoofdstuk wordt dit gebruikt om de Wilson- en Racahpolynomen te
definiéren en de orthogonaliteitsrelatie en de drieterms recurrente betrekking te bewijzen. In hoofdstuk [
wordt de Racah-Wilsonalgebra bestudeerd waarmee we expliciet de drieterms recurrente betrekking van de
Racahpolynomen afleiden. Verder wordt aangetoond dat de Racahpolynomen orthogonale polynomen zijn.



Deel 1

De Wilson- en Racahpolynomen vanuit een
analytisch perspectief



Hoofdstuk 2

Hypergeometrische orthogonale
polynomen

Dit hoofdstuk behandelt de theorie die nodig is om de Wilson- en Racahpolynomen te kunnen bestuderen in
hoofdstuk 3] We zullen zien dat de Wilson- en Racahpolynomen uit zijn te drukken in een hypergeometri-
sche functie. We zijn dus geinteresseerd in eigenschappen van hypergeometrische functies. In paragraaf [2.T]
worden eigenschappen van de gamma- en betafunctie bestudeerd. Het blijkt namelijk dat veel identiteiten en
transformaties van de hypergeometrische functie uit zijn te drukken met behulp van de gammafunctie. Enkele
eigenschappen en bekende formules van de gammafunctie worden bewezen. Vervolgens wordt in de volgende
paragraaf de hypergeometrische functie bestudeerd. Er worden integraalrepresentaties, transformaties en iden-
titeiten afgeleid. In paragraaf [2.3] worden orthogonale polynomen bestudeerd. We bewijzen een fundamentele
stelling voor de theorie van orthogonale polynomen en geven voorbeelden van enkele orthogonale polynomen.
In dit hoofdstuk beperken we ons strikt tot de theorie die nodig is in deze scriptie. Voor meer details wordt
gerefereerd naar boeken over speciale functies, e.g. [AAR99; BW16].

2.1 De gamma functie

In deze paragraaf worden de gamma- en beétafunctie bestudeerd. Van deze twee functies worden enkele formules
afgeleid zoals de relatie tussen de gamma- en betafunctie, de reflectieformule van Euler, de verdubellingsformule
van Legendre en ten slotte de formule van Stirling.

De gamma- en betafunctie

In de achttiende eeuw zochten wiskundigen een continue functie op (0, o) die de waarde n! aanneemt voor
elke n € N. De wiskundigen Euler, Gauss en Weierstrass vonden een dergelijke functie en representeerden
deze functie in de vorm van een oneindig product. Euler schreef ook een dergelijke functie op in de vorm van
een integraal. Voor veel doeleinden in deze scriptie is deze integraalvorm het handigst. Daarom wordt ervoor
gekozen om dit als definitie te nemen.
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Definitie 2.1. De gammafunctie is voor Re(z) > 0 gedefinieerd door

I'(z) = /w r#ledr. (2.2)
0

O

Bovenstaande integraal is een oneigenlijke integraal. Er moet dus aangetoond worden dat de gammafunctie
goed gedefinieerd is. Om aan aan te tonen dat de gammafunctie goed gedefinieerd is, moet worden aangetoond
dat de integraal convergeert voor alle z € Q, met Q := {z : Re(z) > 0}.

Stelling 2.3. De gammafunctie convergeert voor iedere z € Q.

Bewijs. Om te bewijzen dat de gammafunctie convergeert voor iedere z € €, volstaat het om te bewijzen dat de
gammafunctie absoluut convergeert voor iedere z € Q. We splitsen de gammafunctie op in twee delen

1 00
F(z)=/ tz’]e*’dt+‘/ r“le dr.
0 1

(Re(z)-1) In(z) eiIm(z) In(¢)

Merk op dat

tzfleft — eft e — efte(Re(z)fl)ln(t) — efttRe(z)fl’

De reeks Y., e "nRe(2)-1 convergeert wegens het quotiéntkenmerk, immers

—(n+1) +1 Re(z)-1
¢ (n+1) =-<1
(3]

lim

n—oo

e—"pRe(z)-1 n—oo e

1 (n+ 1)“6(2)‘1
= lim -
n

Wegens de integraaltest voor convergentie volgt dat de integraal floo e~ 1Re(2)-1dr ook convergeert.

Voor 0 < 7 < 1 geldtdate™ < 1. Dus de convergentie van /01 e~ 1Re(2)=1dr wordt bepaald door de convergentie
van fol Re(@=1dr. Omdat Re(z) > 0, geldt

1 1 tRe(z) 1 1
/ Re@-1dr = lim / tRe(z)_ldt:Iim[ = :
0 rloJ, plo[Re(z)]|, Re(z)

. . . 1 .
Deze integraal is convergent, dus de integraal fo e tRe(2)~1dr is convergent onder de aanname dat Re(z) > 0.
Dus de gammafunctie convergeert absoluut op Q. Dit betekent dat de gammafunctie goed gedefinieerd is. m

In stelling[2.5] wordt bewezen dat de gammafunctie analytisch is op . In het bewijs wordt gebruik gemaakt van
het volgende lemma uit de complexe functietheorie.

Lemma 2.4. Zij C een pad, U een open verzameling en zij ¢(z, ) een functie gedefinieerd voor z € U en
{ € C. Neem aan dat ¢(z, ) continu is in £ € C, analytisch in z € U en dat de complexe afgeleide g—f(z, 0)
continu is in { € C. Dan is de functie

g(z) = /C¢(z, {)dg
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analytisch in U en is haar afgeleide gegeven door
, 9¢
0= [ Fheod
c 02
Bewijs. Zie stelling 3.8.5 van [AG18]]. ]

Stelling 2.5. De gammafunctie is analytisch op Q.

Bewijs. Schrijf I'(z) = 377 In(2), met I,,(z) = fn’m e~'t*"1dt. We laten eerst zien dat /,, analytisch is op Q.

Definieer de functie ¢ door ¢(z,1) = e~'¢*~!. Er geldt dat ¢ analytisch is op z € Q en 'Z—f(z, 1) =et* n(r).

Voor n = 0 geldt dat ¢ en g—f continu zijn in ¢ € [p, 1] voor alle p > 0. Voor alle n > 0 zijn ¢ en g—f beide

continuin ¢z € [n,n+ 1]. Wegens lemmavolgt nu dat /,, analytisch is op Q.

We laten nu zien dat I'(z) analytisch is op Q. Zij S een begrensde deelverzameling van Q en laat 0 < & <
Re(z) < K < oo voor alle z € S. Voor n = 0 geldt de volgende afschatting

1 1 1 1 (Re(2) 1 1
/ e '\ dr s/ le™ 1% 1|dr :/ e~ Re@-1gr < / Re@-1q; = [ < — = M.
0 0 0 0 Re(z) o~ €

Voor n > 1 geldt de afschatting

n+l
/ e dr
n

In de laatste ongelijkheid is gebruikgemaakt van de M L-afschatting. Er geldt dat

n+l n+l
s/ |e_’tz_1|dt=/ e R@-1gr < (n+ DK™ = M,,.
n n

1
=—-<1.
e

My . (I’l + 2)Keinil

lim
n—co (n+1)Ken

n—oo

n

Dus wegens het quotiéntkenmerk volgt dat de reeks " ) M,, convergeert. Wegens Weierstrass M-test volgt dat
de reeks >, 1,,(z) uniform convergeert op Q. Elke /,,(z) is analytisch op Q en I'(z) = 3", I, (z) convergeert
uniform op S. Dit betekent dat 3>, I,,(z) = I'(z) analytisch is op Q. ]
Eén van de basiseigenschappen van de gammafunctie is dat zij voldoet aan de functionele vergelijking

I'(z+1) =zI(z2). (2.6)

Dit kan worden ingezien door gebruik te maken van partiéle integratie;

[(z+1) = / tfe”!dt = [—tze_’];0 + z/ r“ledr = 21 (2).
0 0
Wegens het feit dat I'(1) = 1 en door gebruik te maken van volledige inductie, volgt dat voor elke n € Ny geldt

I'(n+1)=n!
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Om deze reden kan de gammafunctie gezien worden als een functie die de faculteitsfunctie generaliseert.

De functionele vergelijking (2.6) kan gebruikt worden om de gammafunctie analytisch voort te zetten tot een
meromorfe functie op C met polen in de punten z = —n, met n € Ny. Immers voor —1 < Re(z) < 0 geldt dat
Re(z+ 1) > 0. Oftewel

I(z) =——=, -1<Re(z) <0, z=#0.
z
Dan is de gammafunctie I'(z) analytisch voor Re(z) > —1, behalve in z = 0. Voort hebben we
limz['(z) = limI'(z+ 1) =T'(1) = 1.
z—0 z—0

Dit betekent dat het punt z = 0 een enkelvoudige pool is met residu 1. Dit procedé kan herhaald worden voor
-2 <Re(z) £ -1,-3 <Re(z) < -2,.... Opdeze manier kan worden ingezien dat de gammafunctie analytisch
is voort te zetten tot een meromorfe functie op C met polen in de punten z = —n, met n € Ny. Het residu in deze
punten is

I'(z+n+1)
z2(z+1)---(z+n)

ResI'(z) = lim (z+n)['(z) = lim (z +n)
z=—-n z—-n zo-n

_ (1) _(=p"
T —n(=n+1)---(=1)  n!

Q2.7)

Figuur[2.T|toont de grafiek van de gammafunctie.
6 I
4 1

2,,

-2+

)

Figuur 2.1: De gammafunctie langs een deel van de reéle as

|
T
=2

In figuur [2.1]is de zien dat I'(z) > 0 voor alle Re(z) > 0 en dat de grafiek een asymptoot heeft bij de punten
z=—-n, metn € Ny.
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In definitie 2.8 wordt een andere functie in de vorm van een integraal gedefinieerd.

Definitie 2.8. De bétafunctie is gedefinieerd door

1
B(x,y) = / P (L= 1,
0

met Re(x) > 0 en Re(y) > 0. O

Een eigenschap van de betafunctie is dat zij symmetrisch is. Dit is in te zien door gebruik te maken van de
substitutie t = 1 — s;

1 0 1
B(x,y)z/0 tx_l(l—t)y_ldtz—/l‘ (l—s)"_lsy_ldszf0 7711 - 5)*"ds = B(y,x).

Een andere eigenschap van de betafunctie is dat zij geschreven kan worden in andere vormen. Door de substitutie
t = s/(s + 1) te gebruiken, volgt dat

1
B(x,y) =/ (1 =1 Ndr
0

=/ ST+ D (s+ DIV (s +1)72ds
0

o0 Sx—l

—d
0 (S + 1)x+y 5
Door de substitutie = cos”(¢) te gebruiken, volgt dat

B(x,y)zfolrxl(l—t)y'dt

=-2 cos?*72(¢) sin® 2 (¢) cos(¢) sin(¢)d¢

N\-‘-!\
(=)

Iy

= 2/ cos?*71(¢) sin? ! (¢)dg.
0

Alle drie de vormen van de betafunctie worden in de rest van dit hoofdstuk gebruikt.

De relatie tussen de gamma-en betafunctie wordt gegeven door onderstaande stelling.

Stelling 2.9. Voor Re(x) > 0 en Re(y) > 0 geldt

_ Iy

By =Ty
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Bewijs.

1
C(x+y)B(x,y) =T(x +y) /0 P71 —0)* ldr

(*) F( N )/oo y_l ] X+y d
= X u u
Y 0 1+u

oo . —1 1 Y x+y—1_,-v

= w | —— Vv eV dvdu
1+u

(**)/ / w- 1 XY 1 —s(u+1)dsdu
—/ / (us)” e *duds

= / sl ™I (y)ds
0

=T@)C().

Bij (*) en (**) is gebruikgemaakt van de substitutie r = u/(1+u) en s = v/(1+u) respectievelijk. Het verwisselen
van de volgorde van integratie is toegestaan wegens de stelling van Fubini. ]

Met behulp van deze relatie kunnen integralen berekend worden. Dit wordt geillustreerd met een voorbeeld.

Voorbeeld 2.10. Er geldt I’ (%) = +/mr, want

[r(l)]zz M =2/0§cos2'5—1(9) sinz'i—l(a)dezz/ogdezn.

2 T(1)

Omdat I'(z) > 0 voor alle Re(z) > 0, volgt dat I’ (%) =+/r. A

Ten slotte wordt het pochhammersymbool geintroduceerd. Het pochhammersymbool (a),, is gedefinieerd door

(a)o =1
(@) =ala+1)(a+2)---(a+n—-1), neN.
Het pochhammersymbool kan als volgt gerelateerd worden aan de gammafunctie

_T(a+n)

De reflectieformule van Euler en de verdubbelingsformule van Legendre

Met behulp van de betafunctie en de relatie tussen de gamma- en betafunctie kan de reflectieformule van Euler
worden bewezen.
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Stelling 2.12 (De reflectieformule van Euler). Voor z € C\ Z geldt

()1 - z) = —=

sin(nz)
Bewijs. De betafunctie is

o sx—l
B(x,y) = —d
(x.) Jf s

en wegens stelling [2.9] geldt
By < OTO)
’ Tx+y) "

Laatnuy =1-x, met0 < x < 1. Dan volgt dat

tx—l

Irx)r{d-x)=Bx,1-x) = /00
0

t+1

Bezie de contour C = yr Uy U L1 U L. Hier is yr een cirkel met straal R en y . een cirkel met straal €. Zie

figuur[2.2]

Figuur 2.2
Definieer de functie f door het functievoorschrift f(z) = ;l . Hier heeft z*~! haar hoofdwaarde. Merk op dat
z = 1 het enige singuliere punt is van de functie f binnen de contour C. Het punt z = 1 is een enkelvoudige
pool. Het residu in dit punt is

X
1

(Z _ I)Zx—l

Res(f,1) =lim(z—1) f(z) = lim — =-1.
z—1 z—1 l—Z

De residuenstelling van Cauchy toepassen, geeft

x—1
/Z dz = 271 - Res(f, 1) = —27i.
Cl_Z

x-1 x-1 x-1 x-1
—27ri=/ < dz+/ < dz+/ < dz+/ < dz.
S Ll-z ye 172 L l-z

Er volgt
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Voor de grote cirkel geldt, met z = Re'?, dat

x-1  px—1,i(x-1)60 T o:pXxaix6
R* e . iR*e
/ < dz:/ —.d(Relg)zf —df
ye 1 =2 _x 1 —Rei? _z 1 — Rei®

Analoog geldt voor de kleine cirkel, met z = ge'?, dat

x-1 T i Xaix6
/ i dZ = / &de
1-z2 x 1 —gel

&

Voor het lijnstuk L, van —R naar —¢, met z = —f = re”™ volgt dat

x—1 & yx-1 i(x-1)x ) & tx—l ixm
/ C _dz= / T d(te™) = / < dr.
Ly 1-z R 1+1¢ R 1+1¢

Net zo volgt dat voor het lijnstuk L;, van —& naar —R, met 7 = —¢f = re~ 7 dat

x—1 R (x-1,-mix
t
[l [reery,
L 1- Z & 1+1¢
Alles gecombineerd geeft

T i pXxaix0 & x—1 ixm T i Xaix6 R x-1,-mix
. iR*e e ie'e e
—2mi :/ —.d9+/ dt+/ - d9+/ —dr.
_x 1 — Rei? R 1+1 < 1 —egel? e 1+1

Er geldt x € (0, 1). Hieruit volgt dat

T {RX ixo - XxAlx0
im [ 2% _d49=0en lim e _49=0.
R—oo J_, 1 — Rei? €0, 1-—gel?
Er volgt
0 tx—leixﬂ' co tx—le—inx
—27ri:/ dt+/ —dt,
w 1+t 0 1+1
oftewel

o .x—1
. _ ; t
—2ni = (e X e””‘) / dr.
0 1+1¢

oo yx-l dr 2ri 7
o L+t elnx —e-imx T gin(mx)’

Hieruit volgt dat voor 0 < x < 1 geldt dat

Herschrijven geeft

T

TNl -x) = — e

Vanwege de analyticiteit geldt dat voor 0 < Re(z) < 1 geldt

()T -2) = @
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Vanwege de continuiteit geldt deze formule ook voor Re(z) = 0 met z # 0. Door gebruik te maken van de
functionele vergelijking I'(z + 1) = zI"(z) en het feit dat sin(z + 7) = —sin(z) volgt dat

s

rzra-z) =-— .
sin(7z)
voor z € C\ Z. Dit bewijst de stelling. ]

Een tweede belangrijke formule voor de gammafunctie is de verdubbelingsformule van Legendre.

Stelling 2.13 (De verdubbelingsformule van Legendre). Voor Re(z) > 0 geldt
1
I'(z)'(z+ 5) = 21722\ (22).

Bewijs. Merk op dat geldt

N

% =B(z,27) =2 /0 : cos? () sin?* ! (¢)dp =2 - 2'7%2 /O sin® 71 (2¢)dg.

Gebruik nu de substitutie 2¢ = 7. Dan volgt dat

12 T(@T(3)

n 3 1
pl-2z / sin?*"!(r)dr = 21722 2/ sin?*"!(r)dr =2'"%B(z,=) =2 =
0 0 2 C(z+3)

Er geldt F(%) = +/r (zie voorbeeld . Hieruit volgt de gevraagde formule

I'(zx)'(z+ %) = 217227 (22).

Asymptotiek voor de gammafunctie

De formule van Stirling is een asymptotische benadering voor de gammafunctie. In onderstaande definitie wordt
precies gemaakt wat er bedoeld wordt wanneer een functie ¢ een asymptotische benadering is voor de functie
f. Voor meer details over asymptotiek, in het bijzonder van speciale functies, wordt gerefereerd naar [|OIv70].

Definitie 2.14. De functie f heet asymptotisch gelijk aan ¢, of ¢ is een asymptotische benadering van f, als

S
1m

=1.
x—0co (x)

Dit wordt als volgt genoteerd: f(x) ~ ¢(x) als x — oo. ]
De formule van Stirling wordt in stelling [2.T5|bewezen. Het bewijs is gebaseerd op [pat89].

Stelling 2.15 (De formule van Stirling).

[(z) ~ V2rz7te™?,  als Re(z) — co. (2.16)
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Bewijs. Om de formule van Stirling te bewijzen, tonen we aan dat

lim F(Z)ez‘/_ / e 2" dy = V2x,

Z—00

met z € (0, c0). Door de substitutie 7 = u? toe te passen, zien we dat de gammafunctie als volgt te schrijven is
o0 oo 5
I'(z) :/ Fle™tdr = 2/ u? e du.
0 0
I'(z)e*+z B e ez_uz

u 2z-1
=2 —) du.

z® 0 (\/Z

Gebruik nu de substitutie # = +/z + v. Dan volgt dat

r z ) 2z-1 ) 2z-1
M@ty _ 2/ e Ve (1 + l) eV dy = 2/ e 2VE (1 + l) 1 e dv.
z -z Vz —oo V2 ’

Oftewel

Z

Om de formule van Stirling te bewijzen, willen we z naar oneindig laten gaan. We moeten dus rechtvaardigen
dat de limiet en integraal verwisseld mogen worden.

Definieer de functie ¢, door

2z—1
2y v
¢-(v) =e”? vz(1 + @) LTENASE

Er geldt dat lim ¢,(v) = e’ Dit volgt direct dat voor v > —4/z geldt
Z—00

In (¢, (v)) = —2vyZ + (27 1)1n(1+é) = 2wz + (2z2-1) (% - %V? ) =—v2+0(i).

1
De functie ¢,(v) heeft een maximum bij v = _ﬁ en dus hebben we dat
z

1 2z-1
¢z(V)—¢z( 2\/—) 6(1_2_2) .

2z-1
De functie ¢, (v) blijft begrensd, want (1 - 2—) —elalsz — .
Z

We hebben dus
lim q)z(v)e_"2 =2,
Z—00

Verder hebben we het triviale feit dat 1_z o) — 1 als z — co. Omdat de functie qﬁz(v)e‘V2 puntsgewijs
convergeert en gedomineerd wordt door een integreerbare functie, kan de gedomineerde convergentiestelling
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worden toegepast om limiet en integraal te verwisselen. Op deze manier krijgen we dat

I(2)e? =
tim TECTVE Vi, / e dv = Var.
Ve —00

Z—00

Hieruit volgt (2.16).

14
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2.2 Hypergeometrische functies

In deze paragraaf worden eigenschappen van hypergeometrische functies bestudeerd. Het doel is om trans-
formatieformules en identiteiten voor hypergeometrische functies te bewijzen. Deze worden gebruikt om
eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen in hoofdstuk 3] te bewijzen.

Definitie en eigenschappen van hypergeometrische functies

Definitie 2.17. De hypergeometrische functie ,F, := ,F4(ai,az,...,ap;b1,b2,...,by;x) is gedefinieerd
door
ay, az, ..., dp (al)n(GQ)n-u(ap)nxn
F, x| = —. (2.18)
prd bl, bz, e bq ) ng() (bl)n(bZ)n-~~(bq)n n!
|
Natuurlijk moeten de parameters (b;),, i = 1,2,..., g in de noemer niet nul zijn. Als één van de parameters a;

in de teller gelijk is aan —k, met k € N, is de hypergeometrische functie een polynoom in x. In dit geval heet de
pFy afbrekend. Met behulp van het quotiéntkenmerk kan worden aangetoond dat de hypergeometrische functie
divergeert voor x # 0 als p > ¢ + 1, absoluut convergeert voor |x| < 1 als p = g + 1 en voor alle x als
p < g. De functie > F heet de (klassieke) hypergeometrische functie en de functie ,F,;, met p # 2en g # 1,
heet de gegeneraliseerde hypergeometrische functie.

Voorbeeld 2.19. Veel speciale functies kunnen worden weergegeven in de vorm van een hypergeometrische

functie. Zo geldt bijvoorbeeld dat
oFo( Cox ) =e*
en

o)

a \ _ o (@) px" 3 — I'(a+n) n_ a+n-1) , —a
i) = 2 =Dt = (=0

n=0 n=0

A

Differentiaalvergelijkingen kunnen vaak worden opgelost in termen van hypergeometrische functies. De hyper-
geometrische differentiaalvergelijking is van de vorm

x(1=x)y"(x)+(c=(a+b+1)x)y (x) —aby(x) =0.
Voor |x| < 1 is de algemene oplossing gegeven door

a+l-c, b+1l-c

:x|, A,BeR. (2.20)
2-c¢

y=A- zFl(a’Cb;x) +B- x]_czFl(
Identiteiten voor de klassieke hypergeometrische functies

De integraalrepresentatie van Euler drukt de » F uit in een integraal. In stelling[2.21 wordt deze integraalrepre-
sentatie bewezen.
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Stelling 2.21 (Euler’s integraalrepresentatie voor ,F}). Zij Re(c) > Re(b) > O en |x| < 1, dan geldt

a, b\ _ I'(c) - c—b-1 -a
2Fl( B ,X)—m'/o t (l—l) (l—tx) dr.

Bewijs. In voorbeeld is aangetoond dat geldt
—-a _ - (Cl)n n.n
(1-tx) —Z—x ", x| < 1.
o n!

Vermenigvuldig beide kanten met >~ (1 — )¢=b-1

1 0 |
/ P11 = <1 (1 = 1x)-dr = Z %xn/ b1 _ pye-bulgy.
0 n! 0

n=0

en integreer van O tot 1. Dan volgt dat

Het verwisselen van sommatie en integratie is toegestaan, omdat de machtreeks uniform convergeert op [0, 1],
want |x| < 1. De laatste integraal is een betaintegraal met parameters n + b en ¢ — b. Dus volgt

T(n+b)T(c—b) _ (b), T(H)T(c—b)

Bntbc=b) = =0T “on T
oftewel
/1 tb_l(l _ t)c—b—l(l _ tx)_“dt — F(b)r(c - b) i (a)n(b)n x_n
0 r@ & (@ n
Dit geeft:

a, b\ _ I'(c) g c—b-1 —a
2Fl( c ,X)—mA t (l—l) (1—UC) dr.

|
Uit de integratierepresentatie van Euler kan de sommatieformule van Gauss en de stelling van Kummer worden
afgeleid.

Stelling 2.22 (De sommatieformule van Gauss). Voor Re(c —a — b) > 0 geldt dat

2F](a, b;l) _L(c)I'(c—a-b)

T T(c-a)(c-b) (2.23)

Bewijs. Laatx T 1 in Euler’s integraalrepresentatie voor ,F)(a, b; c;x). Dan volgt

a, b _ F(C) : b-1,1 _ \c—a-b-14, _ F(C) —q—
2F1( . ’l)_—l"(b)l“(c—b)‘/o 77 (1-1) dt_F(b)F(c—b)B(b’c a->b)
a I'(c) r(b)'(c-a-b) T(c)I'(c—a-D)
TT(I(c-b)  T(c—a)  T(c-al(c-b)

onder de aanname dat Re(c—a—b) > 0. De voorwaarde Re(c) > Re(b) kan worden weggelaten door analytische
voortzetting. ]
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Stelling 2.24 (De stelling van Kummer). Voor Re(a) < 1 en Re(b) > 0 geldt:

( a, b ) L(b—a+1)I(1+1b)
PN\b—a+1" | T T+ )OI —a+ Lb)

Bewijs. Neem ¢ = b —a + 1 en neem de limiet x | —1 in Euler’s integraalrepresentatie. Dan krijgen we

a, b _(b-a+1) lhil a car T(b—a+1) lbil s
2F1(b_a+1,—1)—m A t (1—t) (1+I) d[—m A t (]—l‘) dr

(12_:1,4) F(b —a+ 1)

1
ib-171 _ N-a
MBI —a f, W de

Dit is een beétaintegraal met parameters %b en 1 —a. Voor Re(a) < 1 en Re(b) > 0 krijgen we

C(b-a+1) lu%b-‘u—u)-adu: TC(b-—a+1) _F(%b)l“(]—a)
2B (1 -a) Jo 2r()r(1-a) r(ip-a+1)
_T(h-a+l) .F(%b+l)l“(l—a)
F)I(1-a)  pr(db-a+1)
L(b—a+1)I(1+1b)
T T+ DI(1-a+ib)

Hieruit volgt de gevraagde identiteit. ]

Met Euler’s integraalrepresentatie kunnen transformatieformules voor ,F; worden afgeleid. In onderstaande
stelling wordt de transformatie van Pfaff bewezen.

Stelling 2.25 (Pfaff’s transformatie). Er geldt

a, b a, c—b x
2F1( )— (I-x)~ 2F1( ; )
c c

x—1

Bewijs. Neem aan dat Re(c) > Re(b) > 0 en pas de substitutie s = 1 — ¢ toe op Euler’s integraalrepresentatie.
Er volgt

ab \_ o 4 T() _g)blgebl (1 XS\
ZFI( c ’x)‘(l D F T (e —b)/(l ) ( x—l) ds

= (-0 (a C;? b.x—l)

De voorwaarde Re(c) > Re(b) > 0 kan worden weggelaten door analytische voorzetting. [ |
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Door de transformatie van Pfaff nog een keer toe te passen, krijgen we
a, b a, c—-b x
oF 1( ) =(1-x) ( ; )
c c x—1
b-c —a, c—b -1
=(1—x)_a-<l— x ) 2F1(C a,c-b  x/(x-1)

¢ Tx/(x-1)-1
=(1 —x)c_“_bgFl(c_a’ C_b;x).

x—1

Merk op dat in bovenstaande afleiding gebruik is gemaakt dat , F; symmetrisch is in de parameters a en b, i.e.
2F1(a,b;c;x) = 2F1(b,a;c;x). De zojuist afgeleide transformatie staat bekend als de transformatie van Euler.

Stelling 2.26 (Euler’s transformatie).

s b —a— -, _b
2F1(ac ;x) =(1-x)°“ szl(C aCC ;x).

Identiteiten voor de gegeneraliseerde hypergeometrische functies

Met de ontwikkelde theorie, identiteiten en transformaties voor de klassieke hypergeometrische functies, kunnen
identiteiten voor de gegeneraliseerde hypergeometrische functies bewezen worden. De eerste identiteit die
bewezen wordt, staat bekend als de sommatieformule van Pfaff-Saalschiitz voor een afbrekende 3 F5.

Stelling 2.27 (Pfaff-Saalschiitz sommatieformule). Er geldt

-n, a, b (c=a)(c—Db)y
F )= ———————. 2.28
3 2(c,l+a+b—c—n ) (S)n(c—a->b), (2.28)
Bewijs. Wegens Euler’s transformatie hebben we dat
- . b c-a (c —a)u(c = D) x"
1=x)@ = py [ 7 ox| =, F n . 2.29
(1-x) 2 1( . x| =2k Z o, ) (2.29)

De linkerkant van (2.29) kan als volgt geschreven worden

(1 _x)u+b—c2F1(a’ b;x) — i (C_a._b)]'xji (a)k(b)kx_k
C

=0 T (O k!
= i Zn: (@i (Dilc —a= by
n=0 k=0 (e)rk!(n—k)!

:izn: (@i (D (c—a—-"b)n o
()k!(n=k)! (=D¥(1+a+b-c—n)

Als we de coéfficiénten x” van beide kanten van (2.29) met elkaar vergelijken, krijgen we dat

i (a)k(b)k . (C_a _b)n _ (C_a)n(c_b)n
(k! (n—k)! (-Dk(1+a+b-c—n)x (C)nn! ’
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Als we beide kanten vermenigvuldigen met n!, gebruik maken van het feit dat (nf—'k), = (=1)*(=n)x en delen
door (¢ — a — b),, dan krijgen we de gevraagde identiteit

-n, a, b (¢ —a)n(c—b)y
e tvarb-c—n''| T Onlc—a=by
]
Definitie 2.30. De hypergeometrische functie , F, (a1, az,...,ap;b1,ba, ..., by;x) heet gebalanceerd als
l+ai+ay+---ap=by+by+---by.
O

Er kunnen diverse formules en identiteiten voor gebalanceerde hypergeometrische functies worden afgeleid.
In onderstaande stellingen kan een gebalanceerde 4F3 in een andere gebalanceerde 4F3 worden getransfor-
meerd. Deze transformatieformule staat bekend als de transformatieformule van Whipple voor een afbrekende
gebalanceerde reeks. Het bewijs is gebaseerd op [KAO02].

Stelling 2.31 (De transformatieformule van Whipple). Er geldt

1, (2.32)

(—n,a,b,c ) (e —a),(f —a) -n,a,d-b,d-c
4F3 ) =——F

d,e, f (@)n(fln N a+1-n—e, a+1—n—f;

met de balansvergelijking
a+b+c—-n+l=d+e+f.

Bewijs. Merk op dat
a, b doe )\ D @aD 2" (Da(e)n "
ZF‘( c ’X)ZF‘( f ’x)'; @0 & (Da 7l
zi i (a)k(b)k(d)n—k(e)n—k 1
kI (Pn-k(n =k |7~

n=0 \k=0

De coéfficiént x™ is dus 377 _, (Z?’(‘S’k )E‘;f)fljrff)k")’!" . Deze coéfficiént kan geschreven worden als een 4F3, want

Zn: (@i (D) (d)n-k()n-k _ Zn: (@) (d)n (@n  A-f-mi (nk
N (Pn-c(n =k (k! (1—d—n) (1 -e—n) (In n!

_ (d)n(e)n F( a, b, 1-f—-n, —n _1).

T onl(f)n 43 c,1-d-n, 1—e—-n’

Wegens de transformatie van Euler geldt dat

a, b d, e bt fed—e c—a,c—b —-d, f—e
ZFI( . ;x)'zFl( 7 ;x)=(1—x) brf=d ‘2F1( . Qx)‘ZFl(f ff ;x)- (2.34)

(2.33)
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Stelnuc —a—b+ f —d—e=0. Deze voorwaarde komt overeen met de balansvergelijking. In dit geval is de
coéfficiént x” van de rechterkant van (2.34) gelijk aan

(f—d)a(f —e)n -4F3( c—a,c—b, 1-f-n, —n 1)'

n!(fn col—f+d=n1-f+e—n’ (2.35)

Als we (2.33) en (2.35) combineren en gebruik maken van het feit dat (d),, = (1 — d — n),, dan krijgen we

’b,l_ - nn, = _d - — U, _b,l_ - n, =
5l @ f=n ") = (f = d)n(f —€)n B €T f=n ). 236
¢, 1-d-n,1-e—-n (1-d-n),(1-e-n), e, 1-f+d-n, 1-—f+e—n
Als we nu de parameters hernoemen, krijgen we
a, b, c, —n (e=c)n(f =0 d—a,d-b,c, —n
4F;3 )= ——————4F3 ;
d, e, f (@)n(fn dyc+l-n—-e, c+l—n—f

Verwissel nu de rollen van a en ¢ dan krijgen we de formule van Whipple. [ ]

In de volgende stelling wordt de identiteit van Dixon bewezen. We volgen het bewijs van [Bai36] en [S1a66].

Stelling 2.37 (De identiteit van Dixon). We hebben de volgende identiteit

F( a, b, ¢ ) FGa+Dl(a-b+H(a-c+ DI (da-b—-c+1)
3172 5 =

l+a=b, 1+a~c" | Ta+)Ita-b+)I(la—c+ Dla-b—-c+1)
Bewijs. Het bewijs van de identiteit van Dixon is gebaseerd op de volgende transformatie

a, b, ¢
X
l+a-b, 1+a-c

a+1, b+1, ¢

b(1 —x)3F
ab(1-x)s 2(1+a—b,2+a—c

;x) +(a-c+1)(a-2b- 26‘+2)3F2(
(2.38)

b, c—-1
=(a—2c+2)(a—b—c+l)3F2( @2 ¢ )

1+a->b, 2+a—c;x

We tonen de juistheid van de transformatie (2.38) aan door de coéfficiénten x" aan beide kanten met elkaar te
vergelijken. De coéfficiént x”* van de linkerkant van (2.38) is gelijk aan

(@a+Dp(b+Du(c)n 4 (@+ Dn-1(b+ Dn-1(c)n-1
(1+a-b),2+a-c),n! (I+a-b)y-12+a—-c)y—1(n—1)!
(@)n(b)n()n

+(a—c+1)(0—2b_2c+2)(1+a—b)n(1+a—C)nn!.

Dit is gelijk aan

(a)n(b)n(c_l)n
(I+a-b),2+a-c),n!
y (a+n)(b+n)(c+n-1) +n(a—b+n)(1+a—c+n) N (a—c+n+1)(a-2b-2c+2)(c—1+n)
c—1 c—1 c—1
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De haakjes netjes uitwerken, geeft

(@)n(B)n()n

(a—C+1)(a_2b_20+2)(1+a—b)n(l+a—C)n”!.

We zien dat dit gelijk is aan de coéfficiént x” aan de rechterkant van (2.38). Dit toont de juistheid aan van de
transformatie.

Laat x T 1. Dan volgt

a, b, ¢ ) (1+ia-c)(l+a-b-c) ( a, b, c—1 1)
_ ) :

F k] - ’
32(1+a—b,1+61—0 (1+a—c)(1+%a—b—c)3 l+a-b,24+a-c

Vervang nu ¢ — 1 door ¢ en herhaal dit procedé n keer. Dan volgt

a, b, ¢ . _(1+%a_c)n(l+a_b_c)n a, b, c—n 1
P \iva-b 1ra-c ) (Gta-ou(+ia-b-c), \l+a-b 1+a-c+n’ |
Merk op dat
lim — =My,

n—e (1+a—c+n),

Laat nu n — oo dan volgt voor Re(b) < 1 dat

a, b, c ' F(1+a—c)F(1+%a—b—c)F a, b
P ra-b14a-c ) TA+la—or(l+a-b-c) '\l+a-b""

De , F| aan de rechterkant kan met behulp van de identiteit van Kummer bepaald worden. Dit geeft

F( a, b, ¢ ) F(a+Dl(a-b+DI(a-c+ DI (3a-b—c+1)
4a-b,14a-c T+ DI(Aa-b+DIGa-c+ Dl(a—b—c+1)

In het bewijs wordt gebruik gemaakt dat Re(b) < 1, maar deze voorwaarde kan worden weggelaten door middel
van analytische voortzetting van de parameters. ]

In onderstaande stelling kan een afbrekende 5 F4 worden uitgedrukt in een afbrekende 4 F3.

Stelling 2.39.

a, b, c,d, —m
sFy

a—b+1,a—c+1,a—d+1,a+m+1;
_(a+1)m(%a—d+1)m ( %a,a—b—c+l,d, -m .1)
a

- (%a+1)m(a—d+1)m4 ’ a-b+1,a-c+1, d—m—%




HOOFDSTUK 2. HYPERGEOMETRISCHE ORTHOGONALE POLYNOMEN

Bewijs. Er geldt dat

P a, b,c,d, —m 1

sS4 a-b+1l,a-c+1l,a-d+1,a+m+1’

_ i (@)n(d)n(—m), (b)n(c)n
n:On!(a—d+1)n(a+m+1)n(a—b+1)n(a—c+1)n'

Als we gebruik maken van de identiteit van Pfaff-Saalschiitz, dan krijgen we dat deze 5 F; te schrijven is als

i (a)n(d)n(_m)n . Zn: (_n)r(a -b-c+ l)r(a + n)r
ot nlla-d+1),(a+m+1), o r'lla-b+1).(a—c+1),
Z Z": (=D (@nsr()n(=m)n(a =b—c+1),

m
o s (n=r)lri(a=-b+1),(a-c+1),(a-=d+1),(a+m+1),
m

3 i (=D (@nsr (D (=m)n(a = b = c + 1),
(m=-r)lr(a-b+1)(a-=c+ 1 (a—d+1D(a+m+1),’

r=0 n=r
Laatnu ¢ = n — r. Dan volgt

i 2 (@)is2r (d)iar (=m)pir (@ = b = c+ 1), (=1)"
— = tlrl(a-b+1),(a—c+ 1), (a—d+ 1) (a+m+ 1),

m-r

~

— i (a)Zr(d)r(_m)r(a -b-c+ l)r(_l)r
Hria-b+1D)(a-c+(a-d+1)(a+m+1),

m-r

(a+2r)(d+r)(—-m+r),
X Z -

Wa-d+r+1)(a+m+r+1),

1=

Het toepassen van de identiteit van Dixon geeft

i (@)ar (d)r(=m)r(a —b—c+1),(-1)"
gy rfla-b+1),(a-—c+1),(a—d+1).(a+m+1),
y F(%a+r+l)F(a—d+1+r)F(a+m+1+r)F(%a—r—d+m+1)

Fa+1+2nNT(3a—-d+ DI (Fa+m+Dl(a—d+m+1)

:Zm:(a)zrr(%a+r+l).(_l)r.r(%a—r—d+m+l)'F(a—d+1+r)
L4 T(a+1+2r) F(da-d+1) (a-d+1),
Fla+m+1+r) 1 _ 1 (a—b—c+ 1) (d)r(-m),
(a+m+1), F(%a+l+m) I'a-d+1+m) rl(a-b+1).(a—c+1),
mo(La),T(3a+1) Fla-d+m+1)
:rZ:O 2 F(a-il) .(d_mi%a)rr(%a_d+l)-F(a—d+1)~(a+1)mF(a+l)
1 1 ' (a=b—-c+1).(d),(—m),

x (%a+1)ml“(%a+1) . (a-d+1),I'(a-d+1) rl(a-b+1),(a-c+1),’
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Dit is gelijk aan

(a+ 1), _ F(%a —d+m+1) i (%a)r(a =b—c+1).(d)(-m),
Ga+Dpla-d+1), TEa-d+1) “Z(a-b+1)(a—c+1).(d—m-3a)r!
_(a+1)m(%a—d+1)m ( %a,a—b—c+1,d, -m 'l)

T Qat Dpla—d+ 1y,

a-b+1,a-c+1, d—m—%a’
Dit bewijst de stelling. n

Alswenub =1+ %a kiezen in stelling|2.39] dan reduceert de 5 F4 naar de volgende gebalanceerde 3 F>

1
(a+1)m(%a—d+l)mF( sa-c,d, —m '1)

(%a+1)m(a—d+1)m3 g a—-c+1, d—m—%a’

Als we de nu de sommatieformule van Pfaff-Saalschiitz toepassen, krijgen we de volgende identiteit.

Gevolg 2.40. Er geldt

sFy

%a, a-c+1l,a-d+1, a+m+1" | (a—c+Dpla—d+1),

a, fa+1, ¢, d, —m . )_(a+1)m(a—c—d+1)m

In de volgende stelling wordt een 7 Fg gereduceerd naar een 4 F3.

Stelling 2.41. Er geldt

1

a, %a+1,b,c,d,e, -m .
716 ;
34, a-b+1,a-c+1,a-d+1,a—e+1, a+m+1

(2.42)

_(a+Dpla-d-e+1), a—-b-c+1,d, e, —m 1
_(a—d+1)m(a—e+1)m4 Na-b+l,a-c+l,dve—a-m’ |

Bewijs. Er geldt dat

a, %a+1, b, c,d, e, —m
7Fg 1

%a, a-b+1,a-c+1,a-d+1,a—e+1, a+m+1

_ L (a)n(%a + Dyp(d)n(e)n(-=m)n (b)n(C)n

Lini(la)a-d+mla-e+ Dp(a+m+1), (@a-b+Dula—c+1),
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Als we de identiteit van Pfaff-Saalschiitz toepassen, dan volgt dat bovenstaande 7 F gelijk is aan

i (@)n(3a+ Du(d)n(e)n(—m)y . Z":(—n)r(a—b—c+1)r(a+n)r
—nl(3a)(a—d+1u(a—e+Dy(a+m+1), & rl(a=b+1)(a~-c+1),
(_l)r(a)nw(%a + Du(d)n(e)n(-m)u(a—b—c+1),
(n—r)!r!(a—b+l)r(a—c+1)r(%a),,(a—d+1)n(a—e+1)n(a+m+1)n
(_1)r(a)n+r(%a + Dp(d)n(e)n(-m)p(a—b—c+1),

(n=r)lrla-b+1),(a-c+1),(3a)(a—d+Dula—e+1),(a+m+1),

—~

S

n

DM s
s 1

=0

~

Laat f = n — r. Dan volgt:

m-r

(@rs2r (30 + Doy (D) ()4 (=m) i (@ = b = ¢ + 1), (=1)"
ilrla-b+ 1) (a—c+1)(30)r(@a—d+Dr(a—e+ Dg(a+m+ 1),

4 (a)Zr(%a + 1), (d)r(e)(-m)r(a—b—c+1),(=1)"
Tria-b+1)(a-c+1)(a-d+ l)r(%a)r(a —e+ 1) (a+m+1),

1P

m-r

Z (a+2r),(3a+r+1),(d+r)(e+r)(-m+r),
X .
p t!(%a+r),(a—d+r+1),(a—e+r+1),(a+m+r+1)t

We passen nu de identiteit uit gevolg[2:40]toe. Dan krijgen we

i (a)2 (3a+1),(d),(e)r(-m),(a—b—c+1),(-1)"
ria-b+1)(a-c+1)(a—d+ l)r(%a)r(a —e+ 1), (a+m+1),
(a+2r+Dpyp(a—d—e+ 1)y,
(a+2r—d-r+1)p_(a—e+r+1),_,

Na wat termen herschrijven, zien we dat dit gelijk is aan

(a+Dp(a-d—-e+1), a-b—-c+1,d, e, —m .
(a—d+1)m(a—e+1)m4 3 a-b+1,a-c+1,d+e—a-m’ |

Dit bewijst de gevraagde stelling.

Laatnu2a+ 1 =b+c+d+e—min [242). Dan reduceert de 4F; tot een 3F, immers:

(a+Dp(a-d-e+1), a-b-c+1,d,e, —m ]
(a—d+1)m(c¢—e+l)m4 3(a—b+l, a—c+1l,d+e—a-m 1)
_(a+Dpla-d—-e+1)y, d, e, —m )
Ta—d+Dm@a—e+ m° 2(a—b+1,a—c+l’ )

24
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Toepassen van de formule van Pfaff-Saalschiitz geeft:

(a+Dp(a—d-e+1),, (a—-b+1-d)p(a-b+1-¢e),
(a—d+Dm(a—e+Dm (@=b+Dma-b+1-d—-e)m
_(a+Dpla=b-c+)pla-b—-d+1)pla-c-d+1),
T (a-b+Dpla-c+Dpla—d+Dpla-b—-—c—d—+1),,

Hier is gebruik gemaakt van onder andere de formule (a —b+1—-d —-¢),, = (~a+c—m),, = (1 +a —c),,. Het
resultaat is de volgende identiteit en staat bekend als de formule van Dougall.

Stelling 2.43 (De formule van Dougall). Er geldt

a, %a+1, b, c,d, e, —m

7Fs| | 1

54, a-b+1,a-c+1,a-d+1,a—e+1, a+m+1
_(a+Dpla=b-c+)pla=b-d+1)pla-c-d+1),
T (a-b+Dp(a—c+Dpla—d+)(a—=b—-—c—d—+1),,’

onder de aanname dat2a+1=b+c+d+e —m.
Ten slotte bewijzen we een identiteit die een 5Fy uitdrukt in de gammafunctie.

Stelling 2.44. Er geldt:

a, 1+%a, c, d, e

skl ;

Ea,1+a—c,1+a—d,1+a—e (2.45)
_I'l+a-of(l+a-d)['(1+a-e)'(1+a-c—d—e)
"Tl+a)f(l+a-d-e)T(l+a—c-e)[[(l1+a-c—d)’

. ) . I'(a+n)
Bewijs. Toepassen van Dougall’s formule met b = 2a — ¢ —d — e + m + 1, het feit dat (a), = ﬁ
a

m — oo geeft het gevraagde resultaat. |
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2.3 Orthogonale polynomen

In deze paragraaf wordt de definitie gegeven van orthogonale polynomen en wordt de drieterms recurrente
betrekking besproken, een fundamentele stelling in de theorie van orthogonale polynomen. Verder wordt het
Askey-schema besproken en het verband tussen de Wilson- en Racahpolynomen en de andere hypergeometrische
orthogonale polynomen uitgelegd. We refereren naar [Koo21; [FK19;|AAR99] voor meer informatie.

Neem aan dat i een positieve Borelmaat is op R met een oneindige support. We nemen aan dat de momenten van
alle orden bestaan, i.e. fo"du (x) < oo voor alle n € Ny. Verder geldt dat het inproduct op een Hilbertruimte
L2 (u) gedefinieerd is door

(frg) = /R Fg@du().

Definitie 2.46. Een rij polynomen (p,,), v met graad(p,,) = n heet orthogonaal ten opzichte van de maat du(x)

op R als
Pep) = [ PP ) = B
R

met

1 alsm=n

Omn = .

0 alsm+#n

Hierbij zijn h,, positieve constanten en ¢,,, heet de Kronecker delta. O

Indien de maat y een eindige support heeft, dan hebben we een eindige verzameling van orthogonale polynomen.
Een eindige verzameling van orthogonale polynomen voldoet nog steeds aan een orthogonaliteitsrelatie. De
orthogonaliteitsrelatie is in dit geval van de vorm

N
D pn@) P (IW ) = hpbyun
x=0

met &, positieve constanten en w(x) de gewichtsfunctie die hoort bij de maat met eindige support.

Orthogonale polynomen voldoen aan veel mooie eigenschappen. Eén daarvan is dat orthogonale polynomen
voldoen aan een zogenaamde drieterms recurrente betrekking, dat wil zeggen dat elke drie opeenvolgende
polynomen aan elkaar zijn gerelateerd door een eenvoudige relatie. Deze eigenschap wordt precies gemaakt in
onderstaande stelling en is fundamenteel voor de theorie van orthogonale polynomen.

Stelling 2.47 (Drieterms recurrente betrekking). Een een rij orthogonale polynomen (p;),en voldoet aan de
drieterms recurrente betrekking

Pns1(X) = (Apx + By)pn(x) + Cupuo1(x), n=1,2,...,

kn+l An hn
,n=0,1,...enC, = — .
kn An—l hn—l

Pn. Verder wordt aangenomen dat p_;(x) := 0.

met A, =

. Hierbij geldt dat k,, de kopcoéfficiént is van de polynoom

Bewijs. Voor elke n € Ny geldt dat graad(p,) = n. Dit betekent dat de rij polynomen (p,),en lineair
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k
onafhankelijk is. Definieer A, := ;H . Dan is py41(x) — Apxpn(x) een polynoom van graad kleiner of gelijk

n

aan n. Dan volgt dat
n

Pt () = Apxpp(x) = 3" cipi(x)
k=0

voor zekere waarden van c,,. Nu volgt uit de orthogonaliteitseigenschap dat

n

(Pns1(x) = Apxpn(x), pr(x)) = Z cm(Pm(x), P (x)) = cxpr(x), pr(x)) = cih.

m=0

Hieruit volgt dat

crh = <pn+1(x) - Anxpn(x)’ Pk(x» = <pn+l(x)’ Pk(x)> - An<xpn(x)7pk(x)> = —An<Pn(x)aXPk(x)>~

Er geldt graad(xpy(x)) < n voor k < n — 1, dus volgt dat (p,,(x),xpx(x)) = 0. Kortom cx = 0 voor k < n — 1.
Dit bewijst dat de polynomen voldoen aan de drieterms recurrente betrekking:

Pni1 (X) = Apxpy(x) = cppn(x) + Cpy1pn-1(x).

Verder geldt
kn-1
hp-1cn-1 = =An(Pn(x),xpn-1(x)) = —Ap ;; hy
en dus geldt dat
Ap Dy
Cpn-1 =— .

n An—l hn—l

Dit bewijst de stelling. ]

De stelling is omkeerbaar onder bepaalde omstandigheden, i.e. als een rij polynomen (p,),en voldoet aan
een drieterms recurrente betrekking, dan is deze rij polynomen orthogonaal op een zeker interval ten opzichte
van een specifieke gewichtsfunctie. Deze stelling staat in de literatuur bekend als de stelling van Favard. We
refereren naar [Fav35|] voor meer details.

In onderstaand voorbeeld introduceren we de Chebyshevpolynomen. Deze polynomen zijn een voorbeeld
van hypergeometrische orthogonale polynomen waarvan we eenvoudig de drieterms recurrente betrekking en
drieterms recurrente betrekking kunnen aantonen.

Voorbeeld 2.48. De Chebyshevpolynomen van de eerste soort zijn gedefinieerd door

I 1-x

T,.(x) = cos(nb) = LF} (—n,n; 3 T) , metx=cos(f)enb e [0,n].

Met behulp van elementaire calculus kan worden aangetoond dat de Chebyshevpolynomen voldoen aan de
volgende orthogonaliteitseigenschap

dx =0z =

(T, T = /11 cos(m0) cos(no) \/11——x2 >

JT —
o alsm =n.

71'_{0 als m # n,
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Voort voldoen de Chebyshevpolynomen aan de volgende drieterms recurrente betrekking
Tos1 (%) = 2T (x) = Th1 (x), n2 1.
Dit kan ingezien worden door gebruik te maken van verdubbelingsformules voor de cosinus. Er geldt dus
To(x)=1, Ti(x)=x, Tra(x)=2x*-1, T3(x)=4x>-3x,...

A

Het Askey-schema is een schema waarin hypergeometrische orthogonale polynomen worden geordend op basis
van een zekere hiérarchie. In figuur[2.3]is dit schema weergegeven [KLS10].
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ASKEY-SCHEMA VAN HYPERGEOMETRISCHE ORTHOGONALE POLYNOMEN

4F3(4) Wilson Racah 4F3(4)
Continue Continue
3F(3) Hahn Duale Hahn 3F2(3)
duale Hahn Hahn

Meixner Pseudo

2F1(2) - Jacobi . Meixner Krawtchouk 2F1(2)
Pollaczek Jacobi

1F1(1)/2Fo(1) Laguerre Bessel Charlier 1F1(1)/2Fo(1)
2Fo(0) Hermite / 2Fo(0)

Figuur 2.3: Het Askey-schema

Helemaal bovenaan dit schema staan de Wilsonpolynomen en de Racahpolynomen. Beide zijn uit te drukken in
een 4 F3, zoals weergegeven in de zijkant van dit schema. De Wilson- en Racahpolynomen zijn de meest algemene
hypergeometrische orthogonale polynomen in één variabele, omdat deze polynomen en hun eigenschappen
expliciet zijn uit te drukken. De Wilson- en Racahpolynomen generaliseren de andere polynomen uit het
Askey-schema. Dit betekent dat de andere polynomen een speciaal of limiet geval zijn van de Wilson- of
Racahpolynomen.

De Wilsonpolynomen, Jacobipolynomen en Hermitepolynomen zijn voorbeelden van continue orthogonale
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polynomen, omdat hun orthogonaliteitseigenschap uit zijn te drukken in een integraal. Indien de orthogonali-
teitsrelatie uit te drukken is in een sommatie, dan spreken we van discrete orthogonale polynomen. Discrete
orthogonale polynomen zijn dus orthogonaal ten opzichte van een discrete maat. Voorbeelden hiervan zijn de
Racahpolynomen, Hahnpolynomen en de Chalierpolynomen.

De Wilson- en Racahpolynomen generaliseren de andere orthogonale polynomen uit het Askey-schema. Het is
dus mogelijk om eigenschappen van de andere polynomen uit het Askey-schema af te leiden uit de eigenschappen
van de Wilson- en Racahpolynomen door een bepaalde keuze te maken voor de parameters en/of door een limiet
te nemen. Dit motiveert om eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen te onderzoeken en af te leiden
in het volgende hoofdstuk.



Hoofdstuk 3

De Wilson- en Racahpolynomen

In dit hoofdstuk worden de Wilson- en Racahpolynomen gedefinieerd en de orthogonaliteitsrelatie en drieterms
recurrente betrekking wordt voor beide polynomen afgeleid. We volgen hiervoor het bewijs dat Wilson gaf in
zijn proefschrift, zie [Wil78; Wil80].

In de eerste paragraaf worden de Wilson- en Racahpolynomen gedefinieerd, worden enkele eigenschappen
besproken en de orthogonaliteitsrelatie en de drieterms recurrente betrekking wordt gegeven. In paragraaf3.2]
wordt de drieterms recurrente betrekking van de Wilsonpolynomen afgeleid. Hiermee kan de drieterms recurente
betrekking van de Racahpolynomen worden afgeleid. Vervolgens wordt de orthogonaliteitsrelatie van de Wilson-
en Racahpolynomen bewezen in paragraaf [3.3] Ten slotte wordt in paragraaf[3.4] de orthogonaliteitseigenschap
van de Jacobipolynomen afgeleid uit de orthogonaliteitseigenschap van de Wilsonpolynomen.

3.1 Definitie en eigenschappen van de Wilson- en Racahpolynomen

De Wilsonpolynomen zijn in 1978 geintroduceerd in de dissertatie van Wilson [Wil78]. Ze zijn gedefinieerd
door

Wn(xz) = Wn(xz;a, b,c,d)

-n,a+b+c+d+n-1, a+ix, a —ix

=(a+b + +d), - 4F ’ ’ ’ :1).
(@+b)n(a+chn(a+d)n -4k a+b,a+c, a+d

Om formules in het vervolg mooier en overzichtelijker weer te kunnen geven, worden de Wilsonpolynomen

genormaliseerd. Deze polynomen worden aangegeven door W), en zijn gedefinieerd door

Wn(-xza a» b» C,d)
(a+b)(a+c)(a+d),
-n,a+b+c+d+n-1, a+ix, a —ix

:4F3 ,1
a+b,a+c, a+d

W, (x?) =W, (x*;a,b,c,d) =

3.1

31
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Er geldt dat W, (x?) een polynoom is van graad » in x>. Dit volgt uit

n—1 n—
(a+i0n(a—iv), = [ |(a+ive pla=—ic+ ) =[] @+ ++).
Jj=0 J

I
(=}

De kopcoéfficiént van W, (x?) is gelijk aan
Yn=(CD)"n+a+b+c+d-1),.
Het is evident dat W,, symmetrisch is onder permutaties van b,c en d. Door de transformatieformule van
Whipple toe te passen op deze 4F3, zien we dat
Wu(x*;a,b,c,d) = Wy(x*;b,a,c,d).

Hieruit volgt dat de Wilsonpolynomen symmetrisch zijn onder permutaties van a, b, ¢ en d.

In de volgende stellingen worden de drieterms recurrente betrekking en de ortogonaliteitsrelatie van de Wilson-
polynomen geformuleerd. Deze stellingen worden respectievelijk in paragraaf [3.2]en [3.3|bewezen.

Stelling 3.2. De polynomen W,, voldoen aan de drieterms recurrente betrekking
An (Wit (2) = W (@) + B (Waed (02) = W (0)) + (@2 +.22) W (0) = 0,

met
_(n+a+b+c+d-1)(n+a+b)(n+a+c)(n+a+d)

A =
" QCn+a+b+c+d-1)2n+a+b+c+d)

en
_nn+c+d-1)n+b+d-1)(n+b+c-1)

" Qn+a+b+c+d-2)Q2n+a+b+c+d-1)

De Wilsonpolynomen voldoen aan verschillende orthogonaliteitsrelaties die athangen van voorwaarden van de
parameters a, b, ¢ en d. Deze orthogonaliteitsrelaties zijn geformuleerd in stelling [3.3]en[3.4]
Stelling 3.3. Voor Re(a),Re(b),Re(c),Re(d) > 0 geldt
1 /°° [(a+ix)T(b +ix)T(c +ix)[(d +ix) |
21 Jo I'(2ix)

=0mun!(n+a+b+c+d-1),
><1“(a+b+n)lﬂ(a+c+n)l“(a+a’+n)1“(b+c+n)1“(b+a’+n)1“(c+d+n)
T'(a+b+c+d+2n) ’

Wi (x) Wi, (%) dx
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Stelling 3.4. Indien Re(a) < 0, Re(a + b) > 0, Re(a + ¢) > 0 en Re(a + d) > 0 dan geldt

[(a +ix)T(b +ix)T(c +ix)[(d +ix) |*

1 m 2 2
a3 /0 ) Wy (<) W (%) dlx
N I'a+b)I'(a+c)['(a+d)T'(b—a)l'(c —a)l'(d - a)
I'(—2a)

Wi (=(a+ k)W, (=(a +k)?)

N Z (2a)k(a+ Di(a+b)x(a+c)i(a+d)
W55 (@k(a=b+1)(a—c+ 1)(a—d+1)ik!
a+k<0
=0mun!(n+a+b+c+d-1),
><F(a+b+n)F(a+c+n)F(a+d+n)I*(b+c+n)Iﬁ(b+d+n)lﬂ(c+a7+n)

I'(a+b+c+d+2n)

De Racahapolynomen kunnen gezien worden als de discrete versie van de Wilsonpolynomen. Substitueer de
waarden a = %(7+5+1), b= %(2&—7—6+1), c= %(2ﬁ—y+6+1) end = %(7—5+1) in. Pas
vervolgens de substitutie ix — x + % (y+8+1)toeenneema+1=-Nof B+5+1=-Nofy+1=-N, met
N € Ny. Hieruit volgt dat de Racahpolynomen gedefinieerd zijn door

-n,n+a+pf+1, —x, x+y+0+1

R,(A(x)) == R, (A(x);a,B,v,6) = 4F )
n(A(x)) := Ry (A(x); @, B, 7,6) = 4F3 a+l, B+6+1, y+1 )

metn=0,1,...,Nend(x) =x(x+y+d+ 1) meta+1=-Nof B+6+1=-Nofy+1=—-N,met N € N.

Uit de definitie van de Racahpolynomen volgt dat we x en n kunnen verwisselen. Uiteraard moeten de parameters
verwisseld worden, i.e. @ < yen 8 < 4. Er geldt dus dat R, (1(x);,B,7,6) = Ry(u(n);v,d,a,B), met
u(n) =n(n+a+ B+1). Dit heet de dualiteitseigenschap van de Racahpolynomen.

De genormeerde Racahpolynomen zijn gedefinieerd door
Ry (A(x)) := Ru(2(x); @, B,7,6)

. (@+Du(B+0+1),(y+ 1), -n, n+a+f+1, —x, x+y+5+1
o (n+a+p+1), 3 a+1, B+6+1, y+1

De Racahpolynomen zijn een discreet geval van de Wilsonpolynomen. Dus de drieterms recurrente betrekking
van de Racahpolynomen volgt uit de drieterms recurrente betrekking van de Wilsonpolynomen. Een expliciete
vorm is gegeven in onderstaande stelling.

Stelling 3.5. De Racahpolynomen voldoen aan de volgende drieterms recurrente betrekking
A(X)Rn (A(x)) = CuRps1(A(x)) = (Cp + D) Ry (A(x)) + DpRyp—1(A(x))
en de genormeerde Racahpolynomen voldoen aan

xR, (A(x)) = Rus1 (A(x)) = (C + D) Ry (A(x)) + Coo1 Dy Rp-1 (A(x))
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met
_(n+a+)(n+a+p+1)(n+p+0+1)(n+y+1)

Cn Cn+a+B+1)2n+a+B+2)

- D _nn+a+pB-y)(n+a-0)(n+p)
" Cn+a+pB)u+a+B+1)

De dualiteitseigenschap van de Racahpolynomen kan gebruikt worden om uit de drieterms recurrente betrekking
de volgende differentievergelijking af te leiden.

Stelling 3.6. De Racahpolynomen voldoen aan de volgende differentievergelijking

n(n+a+pB+1)y(x) =Bx)yx+1) - (Bx)+D(x)) y(x) + D(x)y(x - 1),

met
y(x) = Rp(A(x); @, B,7,6),
B(x) = xx+a+Dx+B+5+D(x+y+D(x+y+d+1)
2x+y+56+1D)(2x+y+5+2)
en

D _x(x—a+y+0)(x—B+7y)(x+0)
(x) = Cx+y+6)2x+y+6+1)

Ten slotte geven we in de volgende stelling de orthogonaliteitrelatie van de Racahpolynomen.

Stelling 3.7. De orthogonaliteitsrelatie van de Racahpolynomen is gegeven door

(@ + D (B+6+ Dy + Di(y +6+ Di(5(y +6+3))i

Ry (A(k))R,(A(k
S (y+o—a+Di(y =B+ Di(3(y+6+1))k(8 + 1)ik! (DR (A(6)
:M(n+a+ﬁ+l)n(a+ﬁ—7+1)n(a—6+l)n(,B+1),,n!
(Q+B+2)2n(a+1)n(:8+6+1)n(7+1)n e

met
(=BIn(y+0+2)N

A S
_ ) (ma+d)n(y N _
M = G +6—a+t NG+ Dy alsB+d+1=-N,

(@+B+2)n(-0)N
(a=d+1n(B+1)N

alsa+1=-N,

alsy+1=-N.
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3.2 De drieterms recurrente betrekking

In deze paragraaf wordt de drieterms recurrente betrekking van de Wilsonpolynomen afgeleid. Hiervoor wordt
gebruik gemaakt van aaneengesloten relaties voor gebalanceerde 4 F3’s. In de definitie hieronder wordt toegelicht
wat er wordt bedoeld met een aaneengesloten relatie.

Definitie 3.8. Een aaneengesloten 4F3 wordt verkregen door twee parameters voor een gebalanceerde 4F3 te
laten alterneren met de waarden =1 zodat de nieuwe reeks ook gebalanceerd is. Een relatie tussen aaneengesloten
functies wordt een aaneengesloten relatie genoemd. O

Voor typografische reden wordt nu gebruik gemaakt van de volgende notaties

a, b, c, d
F.—4F3( e, f’ g ,1),
F, :=4F3(a+1’ b+1, c+1, d+1;1)
e+1, f+1, g+1
en
Fla-) = 4F3(“_ L b, e, d;1).
e, [, 8

Er worden twee aaneengesloten relaties voor F afgeleid. Hiermee kan een drieterms recurrente relatie voor de
Wilsonpolynomen worden afgeleid. De eerste aaneengesloten gesloten relatie die afgeleid wordt, is

(a—=b-1)cd

F(a—,b+) - F =
(a—, b+) o7z

Fi(a-). (3.9)
Dit kan als volgt worden ingezien. Er geldt

(@ =D+ Di(i(d) (@)i(b)r(c)k(d)k
k'(e)k(fi(gk k()i (fi(gk

S (a = Db+ 1) = (@ (D))
_(@k-1(b+ D1 ()i (d)k
- k'(e)x(fr(&)x
_ (@1 (b + Di1 () (d)k

k'(e)i(f)x(8)k
—(a-b-1) (@)k=1(b + D1 (c)x(d)k

(k=D (Hr (@

_(a=b-1)cd (a)g-1(b+ Dg-1(c+1)g-1(d + 1)1
N efg (k=D!e+ Di-1(f + Dr-1(g + D1
(a—b-1)cd

= e

F(a—,b+)-F =

((a-D(b+k)-(a+k-1)b)

(k(a—b—1))
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In deze afleiding is gebruik gemaakt van de volgende identiteiten

(a— D (a)k (b)k
=a-1, =a+k-1 en ————=b>.
(@)k-1 (@)k-1 (b + D1
Analoog kan de volgende aaneengesloten relatie bewezen worden
(e —a)bcd
F(a+,e+) — F = —————F, (e+). 3.10
(. e4) = F = I Fen) (3.10)
Definieer
. A, B, C, D
F = 4F3 5 1
E, F, G

metA=a,B=b,C=e¢e—c,D=e¢e—d,E=¢,F=a+b—-f+1lenG=a+b-g+1. Als we de formule van
Whipple toepassen en a = —n nemen, dan geldt

(f)n(g)n a, b, c, d a, b, e—c, e—d
— 4k} ;1] = aF3 .1
(f =D)u(g = b)n e, .8 e,a+b+1—f, a+b+1-g

onder de voorwaarde dat a+b+c+d+1 = e+ f+g. Uit deze balansvergelijking volgtdat a+b+1—f = e+g—c—d
ene+f—-c—d=a+b—g+1. Wezien dus dat

(f)n(8)n _ a, b,e—c,e—d N
(f—b)n(g—b)nF_4F3(e, e+ f—-c—d, e+g—c—d’l)_

Op dezelfde manier kunnen de volgende twee identiteiten worden aangetoond

(f + Dn(g + D
(f - b)n(g - b)n

F @3.11)

a, b+1,e—c, e—d

F.(a-) =4F
+(a-) =4 3(e+1, e+f-c—d, e+g—c—

I 1) = F(B+ E+) (3.12)

€n

a+1, b+1,e—c+1, e—-d+1

(f+Dp-1(g+ Dp1 )
e+2, e+ f—-c—d+1, e+g—c—d+1’

(f - b)nfl(g - b)nfl

F,(e+) = 4F3( 1) =F.(E+). (3.13)

Vanwege de aaneengesloten relatie (3.10) wordt de relatie tussen F, F(B+, E+) en F, (E+) gegeven door

(e—=b)a(e—c)(e—d)
(e+le(e+f—-c—-d)(e+g—c—d)

Als we nu (3.11)), (3:12) en (3.13) substitueren in (3.14) dan krijgen we

F(B+,E+)-F = F,(E+). (3.14)

(f + Dn(g + Dan v (D@
F=boug—b " G blg b a1s)
_ (¢ - ba(e — &) (e - d) Dt Doy |
(e+De(e+f—c—d)(e+g—c—d) (f=bui(g@=bur =~
Als we beide kanten van van (3.15) delen door (f +1),—; en (g+1),-1 en gebruikmaken van % =f+n
n—1
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(n
en m = f dan geldt
(rmlgen) oo g (e = bla(e = c)(e=d)
(f_b)n(g_b)n * (f_b)n(g_b)n (e+1)e(e+f—c—d)(e+g—c—d) (3 16)
| .
ST e

Vermenigvuldig beide kanten van (3.16)) met (f — b), en (g — b),, dan krijgen we

(e—=b)a(e—c)(e—d)

(f+m) (g+mFra-)=fgF = (e+1e(e+f-—c—d)(e+g—c—d)

-(f=b+n-1)(g—b+n—1)F,(e+). (3.17)

Als we (3.17) herschrijven, n vervangen door —a en gebruik maken van de balansvoorwaarde a +b+c+d +1 =
e + f + g dan volgt dat

a(e—b)(e—c)(e—d)

feF —(f—a)(g —a)Fi(a-) + eer D

Fi(e+) = 0. (3.18)

Als we de parameters a en b verwisselen, krijgen we

(e—a)(e—c)(e—d)
e(e+1)

feF —(f—=b)(g—b)Fi(b-) + b F.(e+) =0. (3.19)

De formules (3.18)) en (3-19) combineren, geeft
b(e—a)(f —a)(g—a)F.(a—) —ale-b)(f - b)(g —D)Fi(b—) + (a—Db)efgF = 0. (3.20)
Substitueer nu de waarden F,(a—) en F.(b—) van formule (3.9) in (3.20). Dan volgt dat

b(e—a)(f—a)(g—a) a(e-b)(f-b)(g-D)
a—b-1 b—a-1

(F(a—,b+) - F) -

(F(a+,b—) — F)+cd(a—-b)F =0.

Oftewel

b(e—a)(f —a)(g—a)
(a=b-1)(a-Db)

ale=b)(f-b)(g-Db)
(b—a-1)(a-b)

(F(a=,b+) - F) —

(F(a+,b-) - F) +cdF =0. (3.21)

De aaneengesloten relatie (3.21)) geldt voor elke gebalanceerde 4F3. We gebruiken deze relatie om de drieterms
recurrente betrekking van de Wilsonpolynomen te bewijzen. Definieer nu

F F -n,a+b+c+d+n-1, a+ix, a —ix | W
=4F3 1) =W
a+b,a+c, a+d "

Dan geldt
W1 = F(a—, b+), W, = F en W,,_| = F(a+, b-). (3.22)

Substitueer nu de waarden van (3.22) in de vergelijking (3.21) dan volgt de drieterms recurrente betrekking

A (W1 063) = W (2) + B (Wt (62) = W (02)) + (a2 +52) Wi (62) = 0, (3.23)
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met
_(n+a+b+c+d-1)(n+a+b)(n+a+c)(n+a+d)

A, =
2n+a+b+c+d-1)2n+a+b+c+d)

en
nn+c+d-1)(n+b+d—-1)(n+b+c-1)

"T QCn+a+b+c+d-2)2n+a+b+c+d-1)

38



HOOFDSTUK 3. DE WILSON- EN RACAHPOLYNOMEN 39

3.3 De orthogonaliteitsrelatie

In deze paragraaf bewijzen we de orthogonaliteitsrelatie van de Wilson- en Racahpolynomen. Hiervoor moet
eerst de juistheid van de volgende integraal worden aangetoond.

Lemma 3.24. Er geldt

1 / IF'a+2)T(a-2)T(b+2)T'(b—2)I'(c+2)T'(c —2)T(d+2)T'(d - 2) dz
271 Je I'(2z7)T'(-2z)
_20(a+b)T(a+c)l(a+d)T(b+c)T(b+d)T(c+d)

B T(a+b+c+d) '

(3.25)

De contour C is de hele imaginaire as behalve dat er een boog is, indien nodig, zodat de dalende rij van polen van
I'(a+2z),...,I'(d+ z) links van de contour liggen en dat de stijgende rij van polen van I'(a — z),...,T'(d — 2)
rechts van de contour liggen.

Bewijs. Om de integraal (3.23) te berekenen, wordt gebruik gemaakt van de residuenstelling van Cauchy. Bezie
de contour C; U C;, geillustreerd in figuur[3.1| voor het geval dat Re(a) < 0 en Re(b), Re(c), Re(d) > 0.

iw > iw+w

( ® ® ® ® ® ® ° ° ° ® e PolenvanI'(a - z)

® ® ® ° ° ) ® e PolenvanTI'(b - z)

A © e e ° ) e Y o e PolenvanTI'(c —72)

° ° ° o o o ° e Polen van I'(d — z)

PolenvanT(a+z) o ° ° ° e )
—iw ( —iw + w
Figuur 3.1

Hierbij is C; een deel van de contour C die van —iw naar iw loopt. De contour C, loopt van iw naar iw + w, van
iw + w naar —iw + w en van —iw + w terug naar —iw. De contour C; U C, wordt z6 gekozen dat de polen niet op
de contour liggen. Merk op dat we de contour in negatieve richting doorlopen.

We laten zien dat de integraal (3.25) over de contour C, naar nul gaat als w — co. Schrijf

I'a+2)T'(a—2)I'(b+2)I'(b —2)I'(c + 2)I'(c = 2)T'(d + 2)T'(d — 2)

f(2) = (29 (-22)

(3.26)
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Om aan te tonen dat de integraal over de contour C, naar nul gaat als w — oo, hebben we een asymptotische
afschatting nodig voor f(z). Door de reflectieformule van Euler en de verdubbelingsformule van Legendre toe
te passen, volgt dat

—213zsin(27z)(a + 2)T(b + 2)[(c + 2)T'(d + 2)
sin(nr(a — 2)) sin(w(b - z)) sin(z(c — 2)) sin(x(d =) T (1 —a+ )T (1 =b+2)T(1-c+2)['(1 —-d+2)’

@)=
Uit de formule van Stirling volgt dat

f(Z) — Z2(a+b+c+d)—3()(e—27r|Irn(z)I) — O(|Z|2Re(a+b+c+d)—3€—27r|lm(z)|)’ als z — oo.

De M L-afschatting toepassen geeft

— O(wZRe(a+b+c+d) —2)

f(z)dz

C

< dwmax | f(z)]
zeC

AlsRe(a + b + c +d) < 1, dan gaat deze integraal naar nul voor w — oo. Uit deze constatering volgt dat

1 . 1
—./f(z) dz = lim —/ f(2) dz.
2ri Je w—e 2711 Jeoue,

De functie f(z) heeft polen binnen de contour C bij z = a+k,...,z = d + k, met k € Ny. Wegens de
residuenstelling van Cauchy geldt dat

Ziﬂ'i ,/(; f(Z) dz=- 1;) (zl—{gfkf(Z) * zljl?fkf(Z) * zljg-skf(Z) * zggfkf(z) '

Het minteken aan de rechterkant geldt omdat de contour in negatieve richting wordt doorlopen.

We berekenen eerst het residu van f bij de polen z = a + k. Herinner dat wegens (2.7) het residu van de
gammafunctie in de polen z = —n gelijk is aan (—1)"/n!. Vanwege de oriéntatie geldt dat het residu in deze
polen gelijk is aan (=1)"*!/n!. Er geldt dus

IFQRa+k)(a+b+k)I'(b—a-k(c+a+k)(c—a-k)T(d+a+k)T(d-a-k) (-1)k!
['(2a + 2k)T(=2a — 2k) T

_zljaefkf(z) -
k
Uit de identiteiten I'(a+ b+ k) =T'(a+b)(a+b)renT'(b—a—-k)=T(b—a)(b—a)_x = M
(a -b+ l)k

volgt dat het residu in de polen z = a + k gelijk is aan

_F(a +b)'(a+c)l'(a+d)(b-a)l'(c—a)'(d-a) - Ra)r(a+ D(a+Db)(a+c)(a+d)
I'(-2a) (@)(a=b+1)(a—c+1)(a—d+1)k!"
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De som van deze residuen is dus
I'a+b)I'a+)'(a+d)'(b—a)l'(c —a)l'(d —a)
B I'(-2a)
O (2a)i(a+ Di(a+b)(a+c)(a+d)
X ;) 7

(3.27)

)k(a—b+ l)k(a —Cc+ l)k(a —-d+ l)kk!'

Deze sommatie kan als een sF4 worden geschreven. We krijgen dus

_F(a+b)F(a+c)F(a+d)F(b—a)F(c—a)F(d—a) F 2a, a+1, a+b, a+c, a+d
[(—2a) HNa,a-b+l,a—c+1, a—-d+1’

Wegens stelling [2.44)is dit gelijk aan

I'a+b)l'(a+c)(a+d)T(b-a)l(c-a)l(d—a) T(a-b+1DT'(a-c+ D) (a-d+1D)I'(1-a-b-c-d)
I'(-2a) T TQRa+ D) (U-b-oT(1-b-d)(1-c-d)

De reflectieformule van Euler toepassen, geeft dat dit als volgt geschreven kan worden:

1
5 R-Sa,
met
R= 2l(a+b)'(a+ ) (a+d)T'(b+c)I'(b+d)T'(c+d)
- T(a+b+c+d)
en

3 sin(—2na) sin(m(b + ¢)) sin(zw(b + d)) sin(7(c + d))
" sin(n(b — a)) sin(z(c — a)) sin(zx(d — a)) sin(zx(a+ b +c +d))’
Op dezelfde manier kunnen Sp, S. en S, gedefinieerd worden. Met behulp van goniometrische formules kan
worden bewezen dat

Sag+Sp+Sc+8q=2.
Als we alle polen bij elkaar tellen, krijgen we dus

2l'(a+b)'(a+ )T (a+d)T'(b+c)I'(b+ d)'(c + d)
IF'a+b+c+d) '

1 1
—./f<z>dz=—~R~<sa+sb+sc+sd>=
2ri Je 2

Dit bewijst de stelling voor het geval Re(a + b + ¢ + d) < 1. Het gevraagde volgt door analytische voortzetting
van de parameters a, b, ¢ en d. [ ]

De integraal die in lemma[3:24]is aangetoond, wordt gebruikt om orthogonaliteitseigenschap van de Wilson- en
Racahpolynomen af te leiden.
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Stelling 3.28. Voor Re(a), Re(b),Re(c), Re(d) > 0 geldt
[(a+ix)T(b +ix)T(c +ix)[(d +ix) |

1 (o]
2 /0 '(2ix)

=0mun!(n+a+b+c+d-1),
XF(a+b+n)F(a+c+n)F(a+d+n)1"(b+c+n)F(b+d+n)F(c+d+n)
I'(a+b+c+d+2n) ’

Wi (x*) Wi, (x%) dx

Bewijs. Neem aan dat Re(a), Re(b),Re(c), Re(d) > 0. De Wilsonpolynomen W, (x?) zijn symmetrisch in de
parameters a en b. Hieruit volgt dat W,,, (—z?), met z = ix, als volgt geschreven kan worden

D vilb=2);(b+2);,
j=0
mety,, = (-1)"(m+a+b+c+d-1),. Voor j =0,1,...,n hebben we dat

% /C F@QWu(=25) (b = 2);(b+2);dz = (a+b)y(a+c)u(a+dy,

S (-m(n+a+b+c+d-1); 1 /
X C— - + b—-2);(b+z);dz.
,;) (a+b(a+c)(a+dik! 2 Je f(@)(a = 2)ila+2)i(b=2);(b+2);dz
Hierbij is C de contour zoals in lemma [3.24] Omdat we nu hebben aangenomen dat het reéle deel van de
parameters a, b, ¢ en d positief is, geldt dat de contour C gelijk is aan de hele imaginaire as. De integraal binnen
de som kan als volgt worden geschreven

1 / Ta+k+2)T(a+k-2)T(b+j+2)T(b+j-2)'(c+2)['(c—2)T'(d+2)T(d - Z)d
2 ), T(20)1(-22) .

Wegens lemma [3.24] volgt dat deze integraal gelijk is aan

2l(a+b+k+))lN(a+c+k)'(a+d+k)T(b+c+ )T (b+d+ j)I'(c+d)
INa+b+c+d+k+]j)

oftewel

2l(a+b+ T (a+c)T(a+d)T(b+c+ )T (b+d+ )T (c+d)(a+ b+ j)r(a+c)i(a+d)
I'a+b+c+d+j)la+b+c+d+j)i '

We hebben dus

. /C FOWa(=22) (b = 2);(b +2)dz

_2(a+b+ )l (a+c+nml(a+d+n)(b+c+ j)I'(b+d+ j)['(c+d)(a+b),

- TC(a+b+c+d+])

-n, n+a+b+c+d-1, cz+b+j.1
a+b,a+b+c+d+j ’

X3F2(
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Door de sommatieformule van Pfaff-Saalschiitz toe te passen, krijgen we

1
o /C FWa(=2) (b 2);(b +2);dz

_2(a+b+ T (a+c+mla+d+n)l(b+c+j)I(b+d+ j)['(c+d+n)(=j)n
B T(a+b+c+d+j+n) ’

Voor j < n geldt
1
— / F(2)Wn(=22) (b - 2)j(b+2z);dz =0,
2ni Je ’

want dan geldt (—j), = 0. Er geldt
1 , 1 PN |
Z—mfcf(z)Wn(—z IWin(=2)dz = 5 /Cf(z)Wn( z )jz_:oy,(b 2);(b+2)dz
:Lzm] '/f(Z)W (=22 (b -2);(b+z2);dz=0
2mi = Vi c n J J

dus voor m < n geldt
1
o [ S W Wiz =0
2mi Je

Voor m = n geldt

a9 /C FEWI-de= (1) (a+btetd+n D /C FEWa(=2) (b = Db + 2)ndz

=2n'(n+a+b+c+d-1), (3.29)
XF(a+b+n)F(a+c+n)F(a+d+n)F(b+c+n)F(b+d+n)F(c+d+n)
T'(a+b+c+d+2n) ’

Als de parameters a, b, ¢ en d re€el zijn dan geldt dat

I'a+2)T'(b+2)I'(c+2)I'(d +z2)

2
I'(2z) ’

f(z)='

Laat z = ix. Dan kan de integraal (3.29) als volgt worden geschreven
T(a +ix)T(b +ix)T(c +ix)T(d +ix)

1 (o]
27 /0 ['(2ix)

=0mun!(n+a+b+c+d-1),
><1“(41+b+n)1“(a+c+n)l“(a+d+n)1“(b+c+n)l“(b+d+n)1“(c+d+n)
I'a+b+c+d+2n) ’

2
' Wi (x%) W, (x*)dx

Dit bewijst de stelling. L]

In stelling [3.28] wordt aangenomen dat Re(a), Re(b), Re(c), Re(d) > 0. Het is ook mogelijk om een orthogo-
naliteitsrelatie te krijgen voor de Wilsonpolynomen indien Re(a) < 0 en dat Re(a + b) > 0, Re(a+c¢) > O en
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Re(a+d) > 0.

Stelling 3.30. Indien Re(a) < 0, Re(a +b) > 0, Re(a +c) > 0en Re(a + d) > 0 dan geldt

1 [®|T(a+ix)[(b+ix)[(c+ix)[(d +ix) |* 5 5
o /0 o Wi (2 W (42)
I'a+b)T'(a+c)'(a+d)T'(b—a)l'(c —a)l'(d—a)
* T'(-2a)

. Z (2a)k(a + Dg(a +b)r(a+c)k(a+d)k Wi (=(a + k)2 Wy (—(a + k)?)

W7 (@(a=b+1)(a—c+1)(a—d+1)k!
a+k<0

=6mun! (n+a+b+c+d-1),
><l“(a+b+n)I“(a+c+n)l"(0¢+d+n)l“(b+c+n)l“(b+d+n)l“(c+d+n)
I'(a+b+c+d+2n) '

Bewijs. Opnieuw maken we gebruik van de residuenstelling van Cauchy. De contouren C, C; en C, zijn zoals in
lemma [3.24] Integreren over de contour C is hetzelfde als integreren over de imaginaire as en over de gesloten
contouren D en D». Zie figuur[3.2]

C C

—— LA

Figuur 3.2

/Cg(z) dzz‘/_:g(z) dz+/@1g(z) dz+/@2g(z) dz, (3.31)

met g(z) = f(2)Wn(=22)W,(=z%). Merk op dat de contour D is positieve richting wordt doorlopen en de

contour 9, wordt in negatieve richting doorlopen. De residuenstelling van Cauchy impliceert dat (3.31) gelijk
is aan

Er geldt dat

1 1 [l -
— dz = — d R - R .
o Cg(z) 2= o /400 g(2) z+kz_;( esk)g(z) Res g(z)) (3.32)

z=—(a+
a<a+k<0 a<a+k<0
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Vanwege symmetrie geldt dat

1 1 ico 0
o /Cg(z) dz = Tl [im g(z)dz — 22 zljz?-fk g(2). (3.33)

k=0 g <a+k<0

Als we nu het resultaat toepassen uit (3:27)), dan volgt dat
! 2 2
- | F@Wn(=2) W (=27) dz
2mi C

- % /,: F Wi (3 Wy (%) dx

2F(a +b)(a+ )T (a+d)T'(b—-a)l'(c —a)l(d - a) (3.34)
* I'(—2a)
(2a)k(a + Dg(a +b)x(a+c)(a+d)k 2 2
% kz%:’_' (@i(a-b+ De(a—c+ Dela—d+ Dkl @ BIWa(=(a+£)7).

a+k<0

Als we het resultaat uit stelling [3.28] toepassen, dan krijgen we

1 [|T(a+ix)[(b+ix)[(c+ix)[(d +ix) [* 5 5
. /0 o Wi (2 W (%) dx
I'a+b)I'(a+c)'(a+d)T'(b—a)l'(c—a)l'(d—a)
* T(—2a)
(2a)k(a+ Di(a+b)x(a+c)i(a+d) 2 2
* kg‘,... @r@—bt Dpa—ct Dita—d+ Dkl m-l@a+IWal=(a+ )7

a+k<0
=0pun!(n+a+b+c+d-1),
><l“(a+b+n)I“(a+c+n)l“(a+d+n)l“(b+c+n)l“(b+d+n)l“(c+d+n)
I'(a+b+c+d+2n) '

Dit bewijst de stelling. [ ]

De bewijstechniek kan ook worden toegepast indien W, (—z?) discreet is. Stel @ + b = =N + &, met N € N.
Als we beide kanten in (3.34)) delen door I'(a + b) = T'(=N + &) en £ — 0, dan geldt dat de integraal aan de
rechterkant wegvalt, want 1/T"(=N + &) — 0. Dus krijgen we

I'a+c)l'(a+d)T'(b-a)l'(¢c—a)'(d - a)
I'(—2a)

2 2
Je(a— b+ Dila—c+ Dla - d+ Dkt @+ RIW(=(a+k)7)

(a+b)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d),(c+d),
' (a+b+c+d),

y i (2a)i(a+ Di(a+blia+c)i(a+d)
=iC (335)

=0ppn!(n+a+b+c+d-1),

y T'a+c)l'(a+d)T'(b+c)I'(b+d)'(c+d)
I'a+b+c+d) '




HOOFDSTUK 3. DE WILSON- EN RACAHPOLYNOMEN 46

Maak nu gebruik van de volgende drie identiteiten

Tc+d) (-DV
Fa+b+c+d) (l-c—d)n’

(-DVT'(d +€ - a) . (-DNT(d - a)

r =T —a-N)= 1
(b+d) (d+e—-a—-N) @—d-s+Dn @—d+ Dy alse >0
en
F(b—a)_F(—Za—N+8)_> 1 alse — 0
'(-2a) I'(-2a) (2a+ 1)y '

Dan geldt dat (3.35) als volgt geschreven kan worden

W (=(a + k)W, (=(a + k)?)

Ra+1)y(l=c—-d)n Ye(@a=b+Di(a—-c+ Dg(a—d+1)ik!

(a+b)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d),(c+d),
(a+b+c+d)m

(a-c+n(a—-d+ 1)y i Ra)r(a+ D(a+Db)(a+c)(a+d)
k=0 (a

=0mun!(n+a+b+c+d-1),-

(3.36)

onder de aanname dat a + b = —N. Substitueer nu de waarden a = % (y+6+1), b = % Ra-y-6+1),
c=%3@B-y+d+1)end =14 (y—6+1)in (3.36). Pas vervolgens de substitutie ik - k + 3 (y + 6 + 1) toe
enneema+1=-N,f+0+1=-Nofy+1=-N,met N € Ny. Dan volgt de volgende stelling

Stelling 3.37. De orthogonaliteitsrelatie van de Racahpolynomen is gegeven door

N 1
Z (@+ D (B+0+ Di(y+Di(y+0+ l)k(2(7+6+3))kRm(/l(k))Rn(/l(k))
k=0

(y+6—a+Di(y =B+ Di(5(y +6+ 1)k (8 + Dik!
_M(n+a+ﬁ+ Dp(a+B-v+1)p(a—=6+1),(8+1),n!
- (@+B8+2)m(a@+1),(B+5+1)(y+1),

mn»s

met
(-BIN(y+5+2)n

()(/—_aﬁ:;S)l 12;1\(/)(/6:6 14)-15) N

(’}/+(5—(¥+ I)N(5+ I)N
(a+B+2)n(-0)N
(a=6+1n(B+ 1N

alsa+1=-N,

alsB+6+1=-N,

alsy+1=-N.
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3.4 De Jacobipolynomen

De klassieke orthogonale polynomen, vernoemd naar Jacobi, Laguerre en Hermite zijn de meest voorkomende
orthogonale polynomen [BMR84]]. Deze orthogonale polynomen hebben veel toepassingen in de natuurkunde,
benaderingstheorie en numerieke wiskunde. De Jacobipolynomen generaliseren veel orthogonale polynomen.
De Laguerre- en Hermitepolynomen zijn een limietgeval van de Jacobipolynomen. Door een bepaalde keuze te
maken voor de parameters van de Jacobipolynomen kunnen bijvoorbeeld de Chebyshev- en Legendrepolynomen
verkregen worden. Dit motiveert om eigenschappen van de Jacobipolynomen te bestuderen. We refereren naar
[KLS10] voor meer details.

De Wilsonpolynomen generaliseren de hypergeometrische orthogonale polynomen uit het Askey-schema. Dit
betekent dat de Jacobipolynomen dus een speciaal geval zijn van de Wilsonpolynomen. Het is mogelijk om
eigenschappen van de andere polynomen te krijgen uit de eigenschappen van de Wilsonpolynomen door een
geschikte keuze maken voor de parameters en/of door een bepaalde limiet te nemen. In deze paragraaf wordt
de orthogonaliteitseigenschap van de Jacobipolynomen bewezen vanuit de orthogonaliteitseigenschap van de
Wilsonpolynomen.

In onderstaande definitie worden de Jacobipolynomen gedeinieerd.

Definitie 3.38. De Jacobipolynomen Pi,”’ﬁ ), met graad n, zijn gedefinieerd door

Py (x) =

(a+1), -n, a+B+n+1 1-x
" LR .

n! a+1 2
(3.39)

o (m+a+prDi(a+k+ 1), (x—1F
‘;) kl(n—k)! Y

O

De Jacobipolynomen zijn orthogonaal op het interval (—1, 1) ten opzichte van de gewichtsfunctie w(®#) (x) =
(1 —x)®(1 + x)#. Er wordt aangenomen dat a, 8 > —1 opdat w(®#) (x) € L£!(~1,1). In onderstaande
stelling wordt de orthogonaliteitsrelatie bewezen. Een direct bewijs van deze orthogonaliteitseigenschap kan
bijvoorbeeld gevonden worden in [Dom15].

Stelling 3.40. De orthogonaliteitsrelatie van de Jacobipolynomen wordt gegeven door

1
/ PLP ()PP (@) (x)dx = B S,
-1

met
p@B) _ 208 \ (nr o+ B+ 1), T(n+a+ DI'(n+B+1)
n - .

nT'Cn+a+pB+2)

Bewijs. De orthogonalititeitseigenschap van de Jacobipolynomen kan verkregen worden uit de orthogonaliteits-
eigenschap van de Wilsonpolynomen door eerst de parameters te kiezen, vervolgens een limiet te nemen en ten
slotte een substitutie toe te passen.
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Laata =4 (¢+1),b=4%(a+1),c=1(B+1)+iw,d =1 (B+1) - iwen x = ws. Merk op dat

2
(a+b)y(a+c)p(a+d), =(a+1),-

>

(%(a+ﬁ)+ 1 +ia))

n

Fa+b+n)'(b+d+n) (a+1)(B+1)I(a+DI(B+1)
T(a+b+c+d+2n) C(a+pB+2n+2)

€n

4 4

F(a+c+n)F(a+d+n)F(b+c+n)F(b+d+n)=‘(%(a+ﬂ)+1+iw)

. F(%(a+ﬁ)+1+iw)

n n

Uit de orthogonaliteitseigenschap van de Wilsonpolynomen volgt nu dat

1/°°
271'0

X4F3(

P (4@ 1) +ios) T(308+ ) +iots+ D) T (3841 +iots - 1)

' Qiws) (r(% (@+B)+1+ iw))2

-n, n+a+pB+1, %(a+l)+iws, %(a+1)—iws 1)

a+l, Y(a+B) +1+iw, $(@+p)+1-iw

)

-m, m+a+pB+1, Lia+1 +iws, L@ +1)-iws
><4F3( k 2( ) 2( ) ; )wds

a+l, J(@+p) +1+iw, F(a+p)+1-iw
nl(n+a+B+1), T+ DIB+1) (B+1),
'(a+B+2n) (a1,

Met behulp van de formule van Stirling kan worden aangetoond dat geldt

. F(%(a+1)+iws)2l"(%(,8+1)+iw(s+1))1“(%(ﬂ+1)+iw(s—1))2

2n TQ2iws)I'(5 (@ +p) + 1 +iw)?
- 2S2a+1|1 _ S2|ﬁe—7rw(|s—l|+|s+l|—2)’

als w — oo.

Als s € (0, 1), dan is de limiet hiervan gelijk aan 25>@*!(1 — s2)# en als s € (1, c0), dan is de limiet gelijk aan
0. Dit geeft

1
-n,n+a+pL+1 -m, m+a+p+1
/sz"(l—sz)ﬁzFl( nonratf ;sz)zFl( m, m+a+p .52 |2sds
0 a+1 a+1

nln+a+B+1),I'a+HI(B+1D)(B+1),
IFa+B+2n+2)(a+1),

nln+a+B+1),I'(a+n+DI(B+n+1)
F(a+B+2n+2)(a+1)3 )

— Ymn

- mn

1—x

Gebruik nu de substitutie s = — . Dan volgt de gevraagde orthogonaliteitseigenschap van de Jacobipo-

lynomen. ]



Deel 11

De Wilson- en Racahpolynomen vanuit een
algebraisch perspectief
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Hoofdstuk 4
De Racah-Wilsonalgebra

In dit hoofdstuk wordt de Racah-Wilsonalgebra bestudeerd en wordt de connectie gelegd met de Racahpolyno-
men. We bestuderen hiervoor hoofdstuk 2 uit [GVZ13]] door gedetailleerd alle stappen uit te werken. Hiervoor
wordt eerst in paragraaf[4.T|uitgelegd wat een algebra met generatoren en relaties is, worden enkele fundamentele
begrippen uit de representatietheorie besproken en wordt het lemma van Schur bewezen. Met deze theorie kan
in paragraaf 1.2 de Racah-Wilsonalgebra worden bestudeerd. Met behulp van deze algebra kan in paragraaf
M.3|een drieterms recurrente betrekking van de Racahpolynomen worden afgeleid en de orthogonaliteit van de
Racahpolynomen worden bewezen.

4.1 Representatietheorie

We beginnen met enkele begrippen en notatie in te voeren. We refereren naar [Hall5; Gro21j |[Eti+11]] voor
meer details. Zij K een algebraisch gesloten lichaam, dat wil zeggen dat elke niet-constante polynoom in K een
nulpunt heeft in K. Een associatieve algebra over K is een vectorruimte A over K tezamen met een bilineaire
afbeelding A X A — A, (a,b) — ab zodat (ab)c = a(bc). Een eenheid in een associatieve algebra A is een
element 1 € A zodat 1 -a =a -1 = a. De eenheid, indien deze bestaat, is uniek. Om expliciet aan te geven
dat deze eenheid bij de vectorruimte A hoort, noteren we ook wel 14. Vaak laten we de eenheid weg, e.g. in
plaats van 1729 - 14 schrijven we 1729. Zij U een vectorruimte. Een endomorfisme is een lineaire afbeelding
L : U — U. De verzameling van alle endomorfismen wordt genoteerd door End(U). Zij M : V — W een
lineaire afbeelding. De kern van M is gedefinieerd door Ker(M) = {v € V : M(v) = 0} en het beeld van M is
gedefinieerd door Im(M) = {M(v) : v € V}.

De vrije algebra is K(Xi, X»,...,X,,). Een basis van deze algebra bestaat uit ‘woorden’ van de ‘letters’
X1, X2, ..., X, en vermenigvuldiging in deze basis is een aaneenschakeling van woorden. Een voorbeeld
hiervan is X X; (X1X, + X;’ + Xlz) =X X23X1 X2+ X, Xz6 + X X23X12 We leggen nu relaties op deze algebra door
te veronderstellen dat zekere polynomen in de algebra gelijk zijn aan nul,

p(Xl,Xz, e ,Xn) =0.

Hierbij zijn p(Xi, X2, ..., X,,) elementen van de algebra die polynomen zijn in Xi, X, ..., X;,. Laten we dit

50
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toelichten met een voorbeeld. Stel we hebben dat X22 —3X; = 0. Dan geldt dat 3X22 +5X 1X22 gelijk is aan
9X; +15X7.

We voeren nu de definitie van een representatie in. Zij A een associatieve algebra. Een lineaire afbeelding
nm: A — End(V) is een representatie van A op V als w(ab) = n(a)n(b) voorallea,b € Aenn(l4) = ly. Zijn
een representatic en W C V een deelruimte. Indien geldt dat 7(a)W C W voor alle a € A, dan heet W invariant
onder 7. Een deelrepresentatie van de representatie V van een algebra A is een deelruimte W C V die invariant
is onder alle operatoren 7 (a) : V — V voor alle a € A. Twee triviale deelrepresentaties zijn W =0en W = V.
Indien dit de enige deelrepresentaties zijn, noemen we de representatie r irreducibel. Ten slotte leggen we uit
wat een intertwining operator is. Zij 7 een representatie die werkt op V| en p een representatie die werkt op V».
Een lineaire afbeelding ¢ : V| — V, van de representaties heet een intertwining afbeelding als

¢ (n(p)q) = p(p)p(q)

vooralle p e Aeng € V.

In de volgende stelling wordt Schur’s lemma geformuleerd en bewezen. Hiervoor wordt gebruik gemaakt van
de volgende notatie: stel x is een representatie van A op V, dan zeggen we dat V een representatie is, zonder
hier expliciet te verwijzen naar 7.

Stelling 4.1 (Schur’s lemma).

(i) Zij V en W twee irreducibele representaties en A een algebra over een lichaam K. Zij ¢ : V — W een
intertwining afbeelding. Dan geldt dat ¢ gelijk is aan nul of dat ¢ bijectief is.

(i) Zij V een eindig dimensionale irreducibele representatie van een algebra A over Ken ¢ : V — V een
intertwining afbeelding. Dan geldt ¢ = A - Id voor een zekere A € K.

Bewijs.

(i) Als ¢ = 0 dan klopt de uitspraak. Neem dus aan dat ¢ # 0. We laten eerst zien dat Ker(¢) C V invariant
is. Laat v € Ker(¢). Dan geldt

¢ (n(a)v) = p(a)p(v) = p(a) -0=0, acA.

Hieruit volgt dat Ker(¢) invariant is. Er geldt dat x irreducibel is en dus geldt Ker(¢) = {0} of Ker(¢) = V.
Dit laatste kan niet het geval zijn, want ¢ # 0. Dus geldt dat Ker(¢) = {0} en dus volgt dat ¢ injectief is.
We laten nu zien dat Im(¢) C W invariant is. Neem w € Im(¢). Dan bestaat er een v € V zodat ¢(v) = w.
Dan volgt dat

pla)w = p(a)p(v) = ¢ (x(a)v)

Dus w € Im(¢). Omdat p irreducibel is, geldt dat Im(¢) = W of dat Im(¢) = {0}. Dit laatste is niet
mogelijk, want we hadden aangenomen dat ¢ # 0. Dus p(a)w € Im(¢). Dit betekent dat ¢ surjectief is.
Omdat ¢ injectief en surjectief is, volgt nu dat ¢ bijectief is.

(ii) Zij A een eigenwaarde van ¢. Deze eigenwaarde bestaat, omdat K een algebraisch gesloten lichaam is. Er
geldt dat ¢ — AId een intertwiner is. Dus wegens (i) is ¢ — Ald bijectief of gelijk aan nul. Omdat A een
eigenwaarde van ¢ is, kan ¢ — Ald niet bijectief zijn. Dus ¢ — AId is gelijk aan nul en dus geldt ¢ = AId.

]
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4.2 De laddereigenschappen van de Racah-Wilsonalgebra

In de volgende definitie wordt de Racah-Wilsonalgebra gedefinieerd. In deze definitie wordt de commutator en
de anticommutator gebruikt. De commutator [, -] is gedefinieerd door

[X,Y] = XY -YX
en de anticommutator {-, -} is gedefinieerd door

{X,Y} = XY +YX.

Definitie 4.2. De Racah-Wilsonalgebra RW(3) wordt gegenereerd door drie generatoren K;, K> en K3 door
middel van de volgende relaties:

(K1, K>] = K3, (4.3)
(K>, K3] = K5 +{K|, K>} + dK> + ey, 4.4)
(K3, K1] = K7 + {K1, K2} + dK| + e3. 4.5)
We veronderstellen dat d, e; en e; re€el zijn. m]

De Casimir die bij de Racah-Wilsonalgebra hoort, is gegeven door

0 ={K{, K2} +{Ki,K5} + K + K3 + K3

(4.6)
+(d+ D{K|,K} + (2e; + d)K| + (2e5 + d)K,.

De Casimir commuteert met de generatoren K, K» en K3, en dus met alle X € RW(3).

Opmerking 4.7. Zij X € RW(3) en 7 : RW(3) — End(V) een representatie. In het vervolg schrijven we voor
het gemak X in plaats van 7(X).

De Racah-Wilsonalgebra voldoet aan een zogenaamde laddereigenschap. Met deze laddereigenschap kan een
keten van eigenvectoren worden geconstrueerd. We tonen deze eigenschap aan door te beginnen met één
eigenvector. Zij w,, een eigenvector van K| met eigenwaarde 4, dan geldt

Kiwp = pwp, 4.8)

met p een willekeurige re€le parameter. We construeren een nieuwe eigenvector w, van K die hoort bij een
andere eigenwaarde A,/ door aan te nemen dat w,/ van de volgende vorm is

wp = (a(p)K1 +B(p)K2 +y(p)K3) wp. 4.9)

Het is a priori niet evident dat w, op deze manier geconstrueerd kan worden. Om te laten zien dat deze
constructie mogelijk is, bepalen we de waarden van coéfficiénten a(p), 8(p) en y(p).

We weten dat w, een eigenvector is van K| met eigenwaarde 4,,. We hebben dus de volgende eigenwaardever-
gelijking
Kiwpy =Apwp. (4.10)



HOOFDSTUK 4. DE RACAH-WILSONALGEBRA 53

De eigenwaarden A, en A, zijn gerelateerd aan elkaar.

Stelling 4.11. De eigenwaarden 4, en A,/ voldoen aan de kwadratische vergelijking
(Apr = Ap)2 + (A + 1) = 0. (4.12)

Bewijs. We leiden de kwadratische vergelijking (@.12)) af door (#.9) te substitueren in #.10). Vervolgens maken
we gebruik van de commutatorrelaties van de Racah-Wilsonalgebra.

Uit @.3) volgt dat
K K, = K3+ K>K; (4.13)

en uit {.3) volgt

K1K3=K3K1—Klz—Kle—KzKl—dKl—ez. 4.14)
De vergelijkingen (@.13) en (#.14) combineren, geeft
KiK3 = K3K) — K} — K3 — 2K2K — dK} — es. (4.15)
Voor de linkerkant van (#.10) geldt
Kiwp = a(p)Kiwp + B(p)Ki1Krw, +¥(p)K1K3w).
Als we nu gebruikmaken van (#.13) en (#.13)), dan krijgen we

Kiw, = a(p)Kiwp, + B(p)Kzwp + B(p) K2 K 1w,
+y(p)K3Kiwp = y(p)Kiwp = ¥(p)Ksw), — 2y(p)KaKiwp, — y(p)dKiw, — y(p)erw,,.

Omdat w), een eigenvector van K| met eigenwaarde A, is, volgt dat

Kiwp = a(p)lwp +B(p)Kzwp + B(p)ApKrw)

(4.16)
+y(P)ApKzwp —y(P)hwp — ¥ (P)Kzwp — 2y(p)ApKawy, — y(p)dApw), — ¥(plerw,.
Voor de rechterkant van (@.10) geldt
Apwp =a(p)ApyKiwy, +B(p)Apy Kowp + y(p)Ap Kiwp @17

=a(p)Apdpwp +B(P)AyKrw, +y(p)Ay Kzw,,.

Als we de coéfficiénten van w,, Kw, en Kzw, uit @.16) en (@#.17) met elkaar vergelijken, krijgen we het
volgende stelsel van vergelijkingen

a(p)a;, = y(p)A, =y (p)dd, = y(p)er = a(p) A dp,
B(P)Ay = 2y(p)Ap = B(P) Ay, (4.18)
B(p) +y(p)Ap —v(p) =y(p)Ay.
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We laten zien dat het stelsel (4.18) consistent is. Uit de bovenste vergelijking volgt dat

(ﬂi - /lp'ﬂp) a(p) = y(p)A}, +¥(p)ddy +y(p)es

en dus geldt
_y(P)AG, +y(p)da, +y(p)e
5= Apd,

a(p)

Uit de onderste vergelijking volgt dat

B(p) =v(P)Adp —y(P)Ap +¥(p).
Als we B(p) substitueren in de tweede vergelijking, dan krijgen we
Y(P) A dp = y(P) +¥(P)Ap =2y (P)Ap = ¥(P) A, = Y(P)Apdp +¥(P) A
Hieruit volgt

Y(P) 2 dp = A5 = Ay — A5, — Ay | = 0.

Als y(p) = 0 dan geldt dat a(p) = B(p) = y(p). Dan geldt w,, = 0, maar dat kan niet, want w,- is een
eigenvector van K. Dit betekent dat we y(p) vrij kunnen kiezen (uiteraard ongelijk aan nul) en dat

2pdp =A% = Ap =0 = Ay = 0.
Hieruit volgt dat de eigenwaarden A, en A4, voldoen aan de volgende kwadratische vergelijking
(Ap =)+ (A +2,) = 0.
Dit bewijst de stelling. ]

De eigenwaarden A, en A,/ voldoen dus aan een kwadratische vergelijking. Er zijn twee mogelijke waarden
voor A,. Deze oplossingen kunnen we zonder verlies van algemeenheid A* en A~ noemen. We krijgen dus

21, - 1++/1-81,

2

AT = Apy 0=

€n

20, -1-\T-81,

A=A, = >

Merk op dat geldt (1,41)” = 4, = (4,-1)*. Verder nemen we aan dat de eigenwaarden A* en A~ niet ontaard
zijn, i.e. A* # A~. In opmerking wordt toegelicht wanneer we dit kunnen aannemen.
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De eigenvectoren wy, w1, . - . , wy zijn lineair onafhankelijk en vormen dus een basis. Noem deze basis ‘W, i.e.
W ={wo,w1,...,wn}.

Stelling 4.19. De basis ‘W kan herschaald worden zodat de volgende relaties gelden:

Kiwp, = Apwp, (4.20)
Kwp,=Apwp + Bpwp + Apwpq, 4.21)
K3wp = gp+lAp+la)p+1 - gpprp—1~ (4.22)
Hierbij geldt dat g, = A, — Ap_1, w_1 = wn+1 = 0 en kunnen de coéfficiénten A, en B, expliciet bepaald

worden.

Bewijs. Neem aan dat (#.21)) geldt. We laten zien dat (4.22) geldt. Om dit te laten zien, wordt gebruik gemaakt
van de commutatoreigenschap K3 = [K|, K»]. We krijgen

Kiwp = KiKyw)p — K2Kjw)p = K1 Kyw)p = ApKw),
=K (Apcup_1 +Byw, + Ap+1wp+1) -4, (prp—l +Bpwp +Ap+lwp+1)
= (/l,,+1 _/lp) Api1wpyl — (/1,; —/l,,_l) Apwp_i

= gp+lAp+lU)p+l - gpApU)p—l >

met g, = A, — A,_1. Dit bewijst (#.22).

We laten nu zien dat (#.21) geldt. Voor de eigenvector w 41 geldt

wps1 = (@ (K1 + BT (p)K2 + ¥ (p)K3) wp 423)
=a"(p)Apwp + B (p)Krwp + v (p)Kzw)p
en voor de eigenvector w,_ geldt
wp-1= (@ (P)K1+B (p)K2 +y (p)K3) wp 424)
=a (p)lpwp + B~ (p)Krwp +y (P)K3w),.
Uit @.23) volgt dat
Kiyw —Lu) 1—M w —szw 4.25)
= . . .
Poyrip) P v ()P e TP

De formules (#.24) en (#.23)) met elkaar combineren, geeft

wp-1=a (p)Apwp + B (p)Kaw)p + 1;83 Wp+l — 2By P (7/]1)5;)(17) Apwp = £ (;73(7];)(17) Kwp.
Dan volgt
oy ()Y (p) B Py (p) Y (p)
wp-1 = | (P) y*(p) )prp+(ﬁ () o)t et
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Oftewel
P a (p)y*(p) - 01*(1))“y‘(17))/l - (ﬁ‘(p)7+(p) -B*(p)y (p) Koo, + () 1
1= -
P y*(p) per y*(p) Plyrp) T
Als we deze vergelijking herschrijven, dan krijgen we
Kw,=A,w,_1 +Bpw, + Cprwpyr, (4.26)

_ yH(p _ a*(p)y (p)-a (p)y*(p) _ Y~ (p)

metAp = Fo - oy B = Fonrr i m iy A O Co = T EGy - iy o

. . . Ap+l
We laten nu zien dat K>w ), geschreven kan worden in de vorm (4.21). Schrijf w, = a,¢,, met “iﬂ = g; af,

en ap = 1. Dan krijgen we dat [.26) te schrijven is als

a Ap+1

oy
Kapp = Ap——6,1+Bp¢, +C, Pp+1-
@p ap
~ Ap-1
Noemnu A, := A, . Er geldt dan dat
@p
- ap afﬁl ap Xp+1
Ap+1 = Ap+l =Lp™> = Cp .
Ap+l ap @p+l ap
We krijgen dus
Krpn = Ap¢p—l + Bp¢p + Ap+l¢p+1~
Hieruit volgt dat Kyw), te schrijven is zoals in (4.21)). Dit bewijst de stelling. [ |

We zien dat we K»w, uit kunnen drukken in w41, w,, €n w,,_;. Dit betekent dat K> tridiagonaal is ten opzichte
van de basis ‘W. Op dezelfde manier kan worden ingezien dat K; diagonaal is en K3 tweediagonaal is ten
opzichte van de basis ‘W. We willen dat K| en K, zelfgeadjungeerd zijn. Hiervoor moeten we eisen dat A,
reéel is. Voor nu nemen we aan dat het mogelijk is om A, re€el te nemen. We zullen later zien dat dit inderdaad
kan worden aangenomen.

We hebben nu de existentie van de representatie aangetoond. In onderstaande stelling wordt bewezen dat deze
representatie irreducibel is, i.e. {0} en V = Span{wg, w1, ...,wn} zijn de enige invariante deelruimten.

Stelling 4.27. De representatie uit stelling is irreducibel.

Bewijs. Zij {0} # W C V = Span{wg, w1, ...,wn}. Neem aan dat W invariant is. Om aan te tonen dat de
representatie irreducibel is, moet aangetoond worden dat W = V. Neem w € W willekeurig. Dan bestaat er een

kleinste n € N zodat
N
W= arw,
k=n

met a, ongelijk aan nul. Vanwege de laddereigenschap bestaat er een X,, € RW(3) zodat X, w, = wu+. Dan
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geldt
N N N
Xyw = Z arXpwy = apX,uw, + Z ap X, = AnWpyel + Z brwg,
k=n k=n+1 k=n
voor zekere coéfficiénten b,,, b,,41, ..., by. We zien dus dat
N
b b b
Xp— —w=Xw— 2w =a,0n41 +Zbkwk -y
dan an dan
k=n
N N N
by
= AWyl + Z brwi = —= Z arwy = Z CkWk
k=n+1 ™ k=n+1 k=n+1
voor zekere coéfficiénten c,11, Cp42, ..., cn. Op deze manier kunnen we wy € W vinden. Met behulp van
kunnen we coéfficiénten a(p), 8(p) en y(p) vinden zodat we af kunnen dalen tot en met wg. Dus krijgen
we W =V = Span{wg, wi,...,wN}. [ ]

In een eindig dimensionale representatie is het spectrum van K; discreet en dus kan men de eigevectoren van
K/ noteren met y,,, met n € Z. Dit betekent dat (#.20), @.2T) en (#.22)) als volgt geschreven kunnen worden

Kl',bn = /lnl//ns (428)
K2l10n = An+l¢’n+l + Bn'pn + And’n—l: (429)
K3y, = An+lgn+llpn+l - Angnlﬁnfl’ (4.30)

met g, = A, —A,-1 en A, en B, re€el, want dan zijn K| en K, zelfgeadjungeerd. Wegens stelling@voldoen
de eigenwaarden A, en 1,41 aan de volgende recurrente betrekking:

(Ans1 = ) + (g1 + 2,) = 0. (4.31)

In de volgende stelling wordt de recurrente betrekking (#.31)) opgelost.
Stelling 4.32. De oplossing van de recurrente betrekking
(A1 — /ln)z +(Aps1 +4) =0
is
_(n—(r)(n—0'+l)
2 9

An = o eR. (4.33)

Bewijs. We willen nu de recurrente betrekking (4.31)) oplossen. Definieer de functie p : R> — R door
p(x,y) = (x —y)> +x + y. Uit (4.31) volgt dat p(2,+1,1,) = 0endat p(1,,1,_;) = 0. Uit deze constatering
volgt dat 4,41 en A,,_; nulpunten zijn van de kwadratische functie A — p(4, A,,). Dus geldt dat

p(A,4,) = (A= A1) (A= Apgr).
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Haakjes uitwerken, geeft
A = (st + Aa-) A+ i Aot (4.34)

Verder geldt dat

PAA)=(A=2,)2 42+ 2, =22 = (22, - DA+ 22 + 4,,. (4.35)

Als we nu de coéfficiénten van (#.34) en (#.35) met elkaar vergelijken, krijgen we het volgende stelsel van
vergelijkingen

Ansl + A1 =24, — 1,

Appidno = 22 + A,
We lossen de differentievergelijking 4,41 — 24, +1,-1 = —1 op. We bepalen eerst de oplossing van de homogene
differentievergelijking. Stel 1, = r*. Dan krijgen we als karakteristieke vergelijking > — 2r + 1 = 0. Dus
r = 1is een oplossing met multipliciteit 2. Hieruit volgt dat A, = A+ B - n, met A, B € R, de complementaire
oplossing is. Zoek nu een particuliere oplossing van de vorm A2 = C - n?, met C € R. Hieruit volgt C = —%.
Dit betekent dat

1
/ln:A+Bn—§n2, A,BeR
de oplossing is van de inhomoge differentievergelijking.

Als we A, invullen in de tweede vergelijking, dan zien we dat
24+ L B =0
1 =

moet gelden. Kies B =0 — %, met oo € R. Dan volgt dat A = %0’ (I-0).

De oplossing van de differentievergelijking (#.31) is dus

1 _ L1, (n-o)n-o+l)
/l,,—za'(l o)+ (o 2)n o= > . (4.36)

Opmerking 4.37. Eerder is de eis opgelegd dat A% en A~ verschillend moeten zijn. Met (4.36) kan worden
ingezien wanneer dit mogelijk is. Omdat A en A~ verschillend moeten zijn, moet dus gelden dat

_(n—0'+1)(n—o'+2) _(l’l—O’—l)(l’l—O’) _

At =
2 2

A

Oftewel de tellers mogen niet gelijk zijn, i.e.
n—oc+l)(n-c+2)#(n-oc-1)(n-o).

Oplossen naar n geeft n # o — 1/2. Dus voor deze waarden van n geldt dat de eigenwaarden 2™ en A~ niet
ontaard zijn.
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We willen nu g, en de coéfficiénten A, en B, expliciet bepalen. Uit stelling [#.32] volgt direct dat
gn=Apn—Ap-1 =0 —n. (4.38)
We bepalen nu B,, door i, te laten werken op (£.5). Er geldt
(K3 Kil¥n = K{gn + {K1, K2}y + dK 1y + €20
De linkerkant hiervan is gelijk aan
An&n1 Ans1¥nst = An8nAn¥n-1 — Ans18ne1 Anc1t¥ns1 + An-18nAnt¥n-1
en de rechterkant is gelijk aan
B + A1 AnstWnst + AnButhn + An 1 Apinst + AnAnii¥net + AnBuhn + AnAnn_1 + dAnn + 205
Als we de coéfficiénten van ¢, van beide kanten met elkaar vergelijken, krijgen we
A2 42B, A, +dA, +er=0.
Deze vergelijking oplossen voor B,,, geeft

_/lfl +dl, + ey
" 21, '

(4.39)

Om de coéfficiént A, te bepalen, leiden we een differentievergelijking af. We laten y,, werken op @4). Dan
volgt dat

[K2, K3]Yn = Ko (An+18n+1¥n+t — Angn¥n-1) — K3 (Ans1¥ne1 + Bnn + Anhn—1)
= An+18n+1 (Ans2¥ni2Bp1¥ns + Ans1n) — Angn (An¥n + Bu—1n-1 + Ap—1¥n-2)
= An+1 (Ans28n2¥ne2 — Ans18nr1¥n) — Bn (Ans18ne1¥n+t — Angn¥n-1)
= Ay (Angn¥n — An-18n-1¥n-2)

€n

(K§ +{K1, Kz} +dK> + 92) Un =Ky (Apii¥nsr + Butbn + Apl_1) + Ky (Aps1Wnat + Ban + Apn)

+ AnKoyn + d (Aps1¥ns1 + B + A1) + €1y
= Aps1 (Ans2¥ni2 + BustWnst + Apns1¥ngt)
+ By (Aps1¥ne1 + By + Aptn-1) + Ay (Antn + Bpo1n-1 + Ap-1¢n-2)
+ Anr1 Apet¥nst + AnBnyn + An-1Apn-i
+ A (Ans1¥nsl + Bun + Apin_1)
+d (Aps1¥ns1 + Bun + Apn-1) + €1
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Als we de coéfficiénten van ¢, aan beide kanten met elkaar vergelijken, dan krijgen we

280434201 — 801 42) = B2+ Qy + d)By + e, (4.40)
Om A2 te bepalen, leiden we nog een tweede diffferentievergelijking af. Hiervoor maken we gebruik van de
Casimir (4.6) en het lemma van Schur. Uit stelling [4.27] volgt dat Span{yg, 1, ..., ¥} irreducibel is. Om
Schur’s lemma te gebruiken, moet worden aangetoond dat 7(Q) een intertwining afbeelding is. Omdat de
Casimir Q commuteert met alle elementen uit de Racah-Wilsonalgebra, volgt dat 7(Q)n(X) = n(X)x(Q),
met X € RW(3). Hieruit volgt dat 7(Q) een intertwining afbeelding is. We kunnen dus Schur’s lemma voor
irreducibele representaties toepassen. Hieruit volgt dat

OYn=q¥n, qeC.

Als we nu de Casimir (.6) in Qy,, = qi,, substitueren en gebruikmaken van de werkingen @.28)), (4.29) en
(@30) en vervolgens de termen ¥, aan beide kanten met elkaar vergelijken, dan krijgen we

2 (8ue1 180 AL,y + 8e18,- 1 AZ) = (s + DBE+ 22+ (21 + )y~ g

(4.41)
+ (2/13, +2,(d+1) +2er + d) B..

Als we de vergelijkingen (#.40) en (#.4T) combineren, krijgen we

48,118,147 = gn-18n+1 BuBnt + €1 (A + Ano1) = (€24 )

oftewel

_ 8n-18n+1BnBn-1 + e (A +Ap-1) = (e2 + Q)

A
n
4gn_%gn+%

Als we gebruikmaken van (#38)) en (4.39) dan kan na veel rekenwerk worden aangetoond dat
A2 = P(g %)
6488, 1801

met
P(2) = 2* — (4d +2)2> + (4d® + 4d + 1 + 8y — 16e1) 7> — 4(d> + 2e5 + ddes + 4q)z + 16¢3.

De polynoom P (g2) heet de karakteristicke polynoom. Stel de nulpunten van dit polynoom zijn §12.. Hiermee
kan de karakteristieke polynoom als volgt worden ontbonden

A2 = Hj’:l(g% _sz) 1 Hj:l(”—o'_fj)(”—o"ij)
" 64828, 1811 T 4(2n-20)22n-20+1)(2n-20-1)

(4.42)

Bij het tweede gelijkheidsteken is gebruikgemaakt dat g,, = o — n. Als het product in de teller uitgeschreven
wordt, kunnen de parameters d, ey, e> en g worden uitgedrukt in de nulpunten fi door de coéfficiénten met
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elkaar te vergelijken. Zo krijgen we het volgende stelsel vergelijkingen

S1=4d+2
52=4d2+4d+1+8€2— 16e;
S3 =4d2+862+ 16de, + 16q

Sy = 16e%.
Hierbij zijn Sy, . . ., S4 de symmetrische polynomen met
2 2
Sy = Z «Eil...fiN'

1<ij<ip<...<iN<N

Oplossen van dit stelsel geeft

d=1(51-2)
o1 = & ($3+8V5i - 45)

X (4.43)
€ = z\/S_4

g =24 (485 - 52 +48 (1—\/5_4)—4).

Om een eindig dimensionale irreducibele representatie te krijgen van de Casimir (#.6), moeten we ervoor zorgen
dat n begrensd is. Vanwege de keuzevrijheid van o, kunnen we zonder beperking der algemeenheid stellen dat
Ao =0en Ayy = 0. Uit (#.42)) tezamen met de zojuist opgelegde eisen voor Ag en Ay, zien we dat

8o = x&ien gy = £

voor zekere &; en &;. De voorwaarde A2 > 0 legt enkele voorwaarden op over de mogelijke waarden van de
nulpunten &. Uit g, = o — n volgt bijvoorbeeld voori = 1 en j = 4 dat

é1=ocenéy=0—-N-1.

Als we nu 1i gebruiken, dan zien we dat A,Zl > 0 voor n = 1,2,...,N als aan de volgende voorwaarden
wordt voldaan:

1 1
(0'<§0f0'>N+§) en §§<(0'—1)2 en §§7>(0'—N)2. (4.44)

We controleren dat A2 > 0 voor het geval o < % Hetgeval o > N + % gaat analoog. De noemer van van 1}
is duidelijk positief, want (2n —20)> > 0en 2n—20+1)(2n-20-1) = (2n-20)>-1> 2n-1)>-1>0
voorn =1,2,...,N. Voor de teller geldt dat

(i) (1o)== (n-0) —0?> (n-H)? - L;
(>ii) (n—0')2—§§> (n—o-)z—(l—(r)2>(n—%)2—3—‘;
(iii) (n—()')z—§§=(n—a’)z—(O'—N)2 < 0;

@iv) ((n—O')Q—fﬁ)=(n—0')2—(1+n—0')2 < 0.
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Hieruit volgt dat de teller altijd positief is. Dus voor deze situatie is aangetoond dat Afl > 0. Merk op dat indien
we aan de voorwaarden van (4.44) voldoen, dan geldt dat eigenwaarden A* en A~ ontaard zijn, want we voldoen
direct aan de voorwaarden zie zijn opgelegd bij opmerking
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4.3 De connectie tussen de Racah-Wilsonalgebra en de Racahpolynomen

Zij V een (N + 1)-dimensionale vectorruimte. Neem aan dat {a,//n}ﬁ]=0 een basis is van eigenvectoren van K en

{¢s}7, een basis van eigenvectoren van K. We definiéren nu een inproduct op V op de basis {/,}"

o door

<lﬁn, wm> =Omn-

Dit betekent dat K en K, zelfgeadjungeerd zijn ten opzichte van dit inproduct. Er geldt dat de bases {i,,} r’l\':o
en {¢; }é\i o beide een orthonormale basis vormen. Definieer nu de genormaliseerde overlapcoéfficiénten P, (1)
door

(et
Pulus) = 25 w0y

met Po(us) = 1. De Py (i) voldoen aan een drieterms recurrente betrekking. Zie stelling [4.43]

Stelling 4.45. Er geldt dat P, (us) voldoen aan de volgende drieterms recurrente betrekking

/'lsPs(/'l.\‘) =Ap1Pun (“s) + BnPn(/Js) + AP, (/Js)

Hierbij wordt aangenomen dat P_;(ug) = 0.

Bewijs. We schrijven het inproduct uit. Hierbij wordt gebruik gemaakt dat K, zelfgeadjungeerd is en dat A, en
B, reéel zijn.

Hs{Ps, Un) = (Uss, ¥n) = (K2¢s, ¥n) = (s, Kathn)
=g, Ans1¥ns1 + Butln + Aptfn_1)
= An+1<¢s’ l»[/n+l> + Bn<¢s’ 'pn> + An<¢s’ wn—1>~

Als we nu beide kanten delen door (¢, ¥o) dan krijgen we
,uSPn(,us) = An+an+1 (/Jv) + BnPn(ﬂv) + AnPn—l(,us)

met Po(ug) = 1. Dit is de gevraagde drieterms recurrente betrekking. [

In stelling is een drieterms recurrente relatie afgeleid voor P, (u,). Met de startcondities P_;(us) = 0 en
Po(us) = 1 kunnen P;(uy), P3(us), - . . bepaald worden en kan worden ingezien dat P, (us) polynomen zijn.
Het is mogelijk om deze polynomen om te zetten in een monische vorm, i.e. in polynomen met kopcoéfficiént
1. Stel nu

P, (x)
P,(uy) = —222
) = AL
Dan krijgen we
xP,(x) = Ppyi(x) + By P (x) + A2P, 1 (x), (4.46)

met x = u;. Als de polynomen f’o(x), .., PN (x) voldoen aan li dan geldt dat A% >0voorn=1,2,...,N.
In dat geval vormen de polynomen Py(x), . .., Py (x) een eindig systeem van orthogonale polynomen.
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We laten zien dat de polynomen in (#.46) overeenkomen met de Racahpolynomen. Dit doen we door te laten
zien dat de drieterms recurrente betrekking van de overlapfuncties corresponderen met de drieterms recurrente
betrekking van de genormeerde Racahpolynomen. Definieer de monische polynomen H,, (%) in de variabele
% = =2(x + 1) door P, (x) = (=2)"H,,(X). Door gebruik te maken van de expliciete formules voor 1,,, B, en
A2 volgt dat

£, (%) = Hui1 () = 2B + 1) Hu (2) + 4ALH -1 ().

Er geldt
4 2
B magl o j=l1 ((O'—n) —fj)
n - n 2
2n-20)?2n—-20+1)2n-20 -1)
en
_ A2 +dA, + e 1 1626384 1L 1,
B, :=-2(B, + =2 - 2= - —o+1)+ - — A i
ni= ~UBn+7) 1 Tl D - s ) 2 4]_22145/

Hieruit volgt
XH, (X~) = Hy4 (i) + Ean (i) + A;%Hn—l (i)

Neem nu aan dat Ag = 0en Ay =0. Dangeldtdat go =0 =é1en gy =0 — N — 1 = &4. We kunnen de
volgende parametrisatie maken
a+f p—a B—a a+pf

> & = 3 +06, &= > enéy =7y - >

é=- (4.47)

Er geldt dus
a=-E-&, B=&-&, y=&-&end=6-65.

Neem ten slotte
L 2+y+6)(y+90)
= g .

Dan volgt Afl =C,_1D, en B, = —(C, + D,,) met

_(n+ra+n+a+B+D)n+p+y+D(n+y+1)
- Cn+a+B+1)2n+a+B+2)

Cn

n D _nn+a+p-y)(n+a-0)(n+p)
T Cn+a+PB)u+a+B+1)

Omdat de drieterms recurrente betrekking nu vastligt, kan geconcludeerd wordt dat H,, (%) overeenkomen met
de drieterms recurrente betrekking van de genormeerde Racahpolynomen uit stelling [3.5] Dit betekent dat we
de drieterms recurrente betrekking van de Racahpolynomen hebben afgeleid.

We laten nu zien dat de Racahpolynomen orthogonaal zijn ten opzichte van een specifieke gewichtsfunctie. De
orthogonaliteit van de eigenvectoren ¢/, en ¢, behorende bij respectievelijk de bases K; en K>, komen overeen
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met de orthogonaliteit van de Racahpolynomen. Dit is als volgt in te zien. Er geldt

N
Un = Z(‘//ns ¢s>¢s-

s=0

Uit de orthogonaliteit van ¢, volgt dat

N N
Skn = W tn) = Wios Y Wns 65)8s) = D (ks )@, )
s=0 s=0

N N (4.48)
= D s Yo) PPic(as) Papas) = ) w)Pr () (i),
s=0 s=0

met w(x) = |{(¢s, ¥o)|>. We hebben eerder laten zien dat de polynomen Py (1) overeenkomen met de Racahpo-
lynomen. Uit (#.48) volgt nu dat dat de Racahpolynomen orthogonaal zijn ten opzichte van een gewichtsfunctie.
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