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Lijst van symbolen

A vlak

bm afmeting van het m-de element

B vlak

BP breedte van de geschematiseerde put

c koefficiént afhankelijk van Reynoldsgetal

d diameter van het korrelmateriaal waaruit het medium V

is opgebouwd

DP afmeting van de geschematiseerde put
£ rechterlid van de Poisson-vergelijking
F F , F , F : krachtvector
— x* Ty z
g versnelling van de zwaartekracht
G Gl + G2 + G3: invloedsfunktie
hL afstand van zeebodem tot ondoordringbare laag in de bodem
h waterdiepte van de zee

zee
hOS waterdiepte van de Oosterschelde
j teller
K, K, K, doorlatendheidskoéfficient
LAM lengte van het asfaltmastiek
LP lengte van de geschematiseerde put
m teller
M punt op de put
M moment

X
n, n, n, naar binnen gerichte normaal op de rand van

respektievelijk V, Vl, VZ

nx , ny_, nz normaalkomponent van de normaal in P

m m m m
N aantal elementen waarin de belegde rand van V wordt

verdeeld

NP aantal putten
0] rand van V
AOj oppervlak j-de element
P» Pys Py druk
P*, pﬁ, pa potentiaal
p* opgelegde druk

o
P punt op de rand van V
pj zwaartepunt j-de element
r vector
R funktie

U d

Re = S Reynoldsgetal



Lijst van symbolen (vervolg)

i By
U= (U,
U= |y
Un

UI‘

Vs Vis Y,
X = (x],x
X, V, 2
X, ¥, %
o

a(g)

L,

g = (EI,E
P

£

v

v = PV]
FV]

FV2

symmetrievlak

vector van filtersnelheid

filtersnelheid

normaal snelheid

snelheid in r-richting

medium waarin het grondwater stroomt

punt binnen V

koordinatensysteem

koordinaten van M

macht van U

beleggingssterkte per oppervlakte—eenheid
vector met elementen (Pj) (J=1,..... ,N)
punt op de rand van V

dichtheid van zeewater

porositeit

viskositeit

belegde rand van V

belegde rand van V waar de druk is voorgeschreven
belegde rand van V waar de normaalafgeleide is

voorgeschreven



| Inleiding

In opdracht van de Deltadienst vap de Rijkswaterstaat heeft het Waterloopkun-—
dig Laboratorium in 1977 een mathematisch model ontwikkeld om de druk op een
put van de toekomstige pijlerdam te berekenen, die optreedt als gevolg van
de grondwaterstroming veroorzaakt door een verval van 7 meter over de kering.
In overleg met de Deltadienst is de put geschematiseerd tot een rechthoekig

blok, dat is ingebed in zand (zie figuur 1 en referentie 23 .

Het mathematisch model is ontwikkeld door ir. F.C. Vis die ook dit rapport

opstelde.



2 Afleiding van de vergelijkingen

De vergelijkingen die de stationaire stroming door een poreus medium (waarvan
de afmetingen vele malen groter zijn dan die van het materiaal waaruit het
medium bestaat) beschrijven, worden gegeven door Le Méhauté (zie referentie (bR
Deze vergelijkingen zijn

- kontinuiteitsvergelijking

V.U = 0, (2.1)

=

— bewegingsvergelijking
grad(p+pgz) = - R(U) U (2-2)

De vector U = (UI’ U2, U3) in deze formules is de filtersnelheid, waarvan de
richting gegeven wordt door de komponenten Ul’ U2 en U3 in respektievelijk
X~, y- en z-richting (zie figuur 1), en de grootte door

_ Y 5 NP
U_IEI- UI+U+U3

2

. ; . 3
De scalar p is de waterdruk in het medium ter plaatse §_=(x,y,z)

Indien nu

p + pgz (2:3)

e
Il

gesteld wordt, dan is p* de potentiaal ter plaatse (x,y,z).

Hiermee volgt voor vergelijking (2.2)

grad p* = - R U (2.4)

Volgens Le Méhauté wordt de funktie R(U) gegeven door

* De betekenis van de andere symbolen wordt gegeven in de lijst van de sym-

bolen.



waarin C een funktie is afhankelijk van het Reynoldsgetal Re = Esg-(zie onder-

staand figuur), € de porositeit van het medium is en d de diameter van de

hierin voorkomende korrels,
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Figuur 2.1 C als funktie van Re = —

Y

Voor Re > lO4 loopt de grafiek voor C horizontaal en is C dus konstant (= 0,2).
In dit geval is R lineair met de filtersnelheid U, zodat het verband (2.4)

tussen grad p*, en de filtersnelheid kwadratisch is
grad p* = - konstante.U.U (2.5)

Stroming die met dit gebied van het Re-getal korrespondeert noemt men turbu-
lent.

Voor Re < | is de grafiek van C een rechte 1ijn.

Aangezien Re hier logarithmisch is uitgezet, is C in dit gebied evenredig met
L , ofwel met % . Dit houdt in dat de funktie R konstant is voor Re < 1

Re
zodat de relatie tussen grad p' en de filtersnelheid lineair is:

grad p* = - K.U voor Re < | (2:6)

Deze vergelijking wordt wel de wet van Darcy genoemd en de ermee korrespon-
derende stroming laminair®. In media als zand en klei zal deze wet in het

algemeen opgaan.

- *Het algemene geval wordt uiteengezet in Appendix A.



. 4 . ;
Het gebied 1 < Re < 10 wordt overgangsgebied genoemd. De relatie tussen

grad p* en de filtersnelheid is in dit geval van orde U met 1 < o< 2,

Experimenteel is vastgesteld dat voor het zand waarin de put wordt geplaatst
inderdaad een lineair verband bestaat tussen grad p* en de filtersnelheid,

zodat als bewegingsvergelijking formule (2.6) kan worden genomen.
De konstante K die hierin voorkomt bleek ongeveer van orde 10—8 k% te zijn.
m”s

Substitutie van vergelijking (2.6) in de kontinuiteitsvergelijking (2.1) geeft:
V. (- % grad p*) = 0,

en aangezien K konstant is (isotroop materiaal) volgt hieruit
div grad p* = 0

ofwel

) =0, (2.7)

de bekende Laplace vergelijking.

Deze vergelijking geldt binnen de materie waarin het grondwater stroomt. Noem

dit gebied V.

De randen van dit gebied worden gevormd door (zie figuur 2)

— de putten (a)

— de zeebodem (b), die gedeeltelijk voorzien is van een ondoordringbare
asfaltmastiek laag (de zogenaamde vervalspreider)

— de ondoordringbare laag in de zeebodem (c)

- een cilinder (d) om de put, waarop de krachten uitgerekend worden met

straal o,

Op de ondoordringbare rand (en dus ook op de konstruktie) geldt dat de snel-

heid gericht volgens de normaal erop nul is, dus

*
Un = - K %g = - K (grad p*:n) = 0 (op de ondoordringbare rand)(2.8)

n is hierin de naar binnen gerichte normaal op de rand van V.



Op het gedeelte van de zeebodem dat niet bedekt wordt door een asfaltmastiek
laag en dus doorlatend is, wordt gesteld dat de druk ter plaatse gelijk is
aan de druk ten gevolge van de waterkolom die er boven staat. Verondersteld
wordt dus dat er geen interaktie plaatsvindt tussen grondwaterstroming en
opgelegde druk. Aangezien de optredende grondwaterstromingen zeer klein zijn,
is deze veronderstelling gerechtvaardigd.

Aan de zeezijde geldt dus

#® =
o) pg hzee (2.9}

en aan de Oosterschelde (0.5.) zijde

p* = pg hog (2.10)

waarin h en h  respektievelijk de waterdiepten aan zeezijde (h = 35:5 m)
zee 0S zee

en Oosterscheldezijde (hos = 28.5 m) zijn.

Gezien de geometrie van het gebied V kunnen er twee symmetrievlakken SI en
82 aangenomen worden (zie figuur 2), waarop eveneens geeist kan wordt dat

de normaalsnelheid erop nul moet zijn, dus

#*
U =-K op =0 op S. en S (2:11)

Om het gebied V begrensd te maken worden twee vlakken (A en B, eveneens aan-
gegeven in figuur 2) aangenomen, waar ook geeist wordt dat de normaalsnelheid

erop nul is:

- - 1 9P _ :
U = K =0 op viak A en vlak B (2125

Dit impliceert dat op deze vlakken alleen tangentiéle snelheden worden toege-
laten, hetgeen fysisch gezien vrij redelijk lijkt, mits deze vlakken op vol-
doende afstand van de put zijn geplaatst. Beter zou zijn de vlakken op zeer
grote afstand van de put te plaatsen en te eisen dat de invloed van het ver-
val over de kering daar niet meer merkbaar is, ofwel dat niet alleen de nor-
maalkomponent van de snelheid, maar ook de overige componenten daar nul Zd. Jiis
In dit geval bestaat de druk P op deze vlakken alleen uit de hydrostatische
druk, zodat p* op deze vlakken gelijk is aan de druk op de zeebodem. Dit

resulteert dus in de voorwaarden



P* = pg h op vlak A

ZEE

pT = pg hOS op vlak B
Zoals reeds is gezegd moeten bi j toepassing van deze kondities in plaats van
die genoemd in vergelijking (2.12), de vlakken A en B op grote afstand van de
konstruktie worden geplaatst. In dat geval wordt het te beleggen bovenvlak en
daarmee het totaal aantal elementen waarin de rand wordt opgedeeld (zoals in
het nawolgende zal blijken) en dus de uiteindelijke rekentijd erg groot. Van-

wege deze praktische bezwaren is gekozen voor de konditie (2.12) .

Konklusie

De vergelijking die moet worden opgelost is de Laplace vergelijking voor de
druk p*, vergelijking (2.7), die geldt in gebied V, dus ook in het gebied be-
grensd door de put, de zeebodem, de vlakken A en B, de ondoordringbare laag
in de zeebodem, en de symmetrievlakken S] en SZ'
De kondities die op deze begrenzingen gelden worden gegeven door de vergelij-

kingen (2.8)=(2.017).



3 Oplossingsmethode

De oplossing luidt dan:

p* (P) = H a(g) G(&;P) A, (3.1)
0

waarin O de rand is van V.

De funktie a(&) is de beleggingssterkte per oppervlakte-eenheid ter plaatse
van het punt £ = (51,52,53) op de rand (dO is ook voorzien van £ om aan te
geven dat de integratie uitgevoerd moet worden met betrekking tot deze varia-
bele). De funktie a(&) is nog onbekend, maar moet zodanig bepaald worden dat
aan de randvoorwaarden (2.8)-(2.12) wordt voldaan.

De funktie G(Z;P) wordt invloedsfunktie genoemd. Door deze funktie zodanig
te kiezen dat onafhankelijk van de funktie a(£) aan de randvoorwaarden op de
ondoordringbare laag in de bodem en de twee symmetrievlakken wordt voldaan,
behoeven deze vlakken niet met bronnen te worden belegd, en behoeft de inte-
gratie in (3.1) alleen uitgevoerd te worden over het resterend deel van de
rand van V (dit is de zeebodem, de halve put en de vlakken A en B). Dit
resterende deel wordt in het hiernavolgende aangeduid met I'V. De funktie
G(E;P) wordt gegeven in Appendix B.

De oplossing (3.1) van de Laplace-vergelijking voor p* in V moet aan de ran-
den I'V aansluiten aan de daar geldende voorwaarden. Dit houdt in dat op de
randen waar bijvoorbeeld een druk p; is voorgeschreven (stel op TV[) moet

gelden

lim p*(x) = lim ” (&) G(&;x) C‘LOg = pg (P) (3.2)

B B LU voor P op FV]

en dat op de randen waar de normaalafgeleide (= 0) is voorgeschreven (stel

op FVZ) moet gelden



. 9p* (%) . 9
11H1~§E£§; = 1im 5;—-[[ a(t) GCE;sx) dOg = 0 voor P op FV2 (3.3)
X>rP P x>P P TV

Hierin is Ep de normaal in P op FVZ.

Uit een gedetailleerde analyse, waarbij rekening gehouden moet worden met het

singuliere gedrag van de integrand, volgt dat deze voorwaarden te schrijven

zijn als:
p*(E) = JJ a(g) G(&;P) dOE = p;(P) voor P op FVI (3.4)
I'v
a_lsrflf_)m(f’) + H a(g) % G(£;P) do, = 0 voor P op IV, (3.5)

I'v

Dit zijn nu de vergelijkingen waaruit de bronsterkte a(&) moet worden bepaald.
Wanneer deze eenmaal bekend is, dan is met behulp van formule (3.1) de poten-—

tiaal p* en met behulp van formule (2.3) de druk p binnen V te berekenen.

Numerieke aanpak

Om de onbekende beleggingssterkte a(E), die op een deel van de rand van vV

v = FVI + FVZ, is gedefinieerd uit de integraalvergelijkingen (3.4) en (345)
op te lossen, wordt dat deel van de rand in elementen verdeeld. Gezien de
geometrie van de rand kan hier volstaan worden met rechthoekige elementen,
die onderling van grootte mogen verschillen. Aangenomen wordt nu dat de be-
leggingssterkte op een element konstant mag worden genomen en wel gelijk aan
de beleggingssterkte in het zwaartepunt van dit element. Deze aanname is
natuurlijk gerechtvaardigd als we het element maar klein genoeg nemen.

Indien dus Pj het zwaartepunt is van het j-de element, dan zijn de vergelij-

kingen (3.4) en (3.5) respektievelijk te schrijven als

N
E (P ) fj G(E;P) dOg = p;(Pj) voor P op FVI (3.6)

J 0.
i



en

N
a . .
a(P) + jzl a(Pj) ij 5;; G(E;P) dOE = voor P op TVZ (3.7)

]

Hierin is N het totaal aantal elementen waarin de te belggen rand I'V is opge-
deeld. Het symbool 0. duidt aan dat de integratie uitgevoerd moet worden over
het opﬁervlak van het j-de element. Voor alle N zwaartepunten wordt nu, af-
hankelijk van de daar geldende konditie, ofwel vergelijking (3.6) dan wel
vergelijking (3.7) opgesteld. (Immers P moest een punt op de rand van V zijn,
zodat voor P achtereenvolgens P] tot en met PN mag worden genomen.)

Dit resulteert in een stelsel van N-lineaire, algebraische vergelijkingen met
N onbekenden, namelijk u(P]), a(PZ),....., Q(PN).

Indien Pm het zwaartepunt is van het m-de element, wordt vergelijking (3.6)

II-MZ

bt a(Pj) fj G(E;Pm) dog = p;(Pm) voor Pm op FV] (3.8)
0.
J

en vergelijking (3.7)

N
a®) + I a()) U éng C(Es) do, = 0 voor P op IV,  (3.9)

3=1
j

. d
De integranden G(&,Pm) en 335_ G(E,Pm) worden nu per element benaderd door
de waarde ervan in het zwaartgpunt. (0ok deze benadering is gerechtvaardigd
indien het element klein genoeg is.) Met deze benadering volgt voor de verge-

lijkingen (3.8) en (3.9)

N
jE] o (P,) G(P;3P )40, + a(P ) Gy(BrsPy) + G4(B LB )[40+
j#m

1 m my_ .
- G(Pm). = b 1n + h 1In = pO(Pm)

voor Pm op FV] (3.10)



N
0
O(.(Pm) + § a(PJ.) = G(Pm,Pm)AOj +
_]"-I Pm
j#m

9 _
+ a(Pm) 55;; GZ(Pm’Pm) + G3(Pm,Pm) =0 voor Pm op TVZ (3. 11)

N.B.: Opgemerkt zij dat de integratie van het singuliere deel van de integrand
gver het element m, waar de singulariteit optreedt (met name voor
£ = Pm), analytisch is uitgevoerd, terwijl de integratie over het
resterende reguliere deel analoog is uitgevoerd aan de behandeling van
andere reguliere termen. De analytische integratie levert de term op
met de logarithmen, terwijl de termen met [GZ(Pm;Pm) + GB(Pm;Pm)] af-
komstig zijn van de integratie over het m-de element van het resterende
reguliere deel van de integrand.
Het symbool AOj is het oppervlak van het j-de element en bm en hm staan

voor de afmetingen van het rechthoekige m-de element.

De vergelijkingen (3.10) en (3.11) vormen, wanneer ze opgesteld worden voor
de randpunten Pm (m=1,.....,N) het stelsel van N lineaire vergelijkingen
voor de N onbekenden a(Pm) 08 = T,eus4s »N) . In matrix-vector notatie is diE

stelsel te schrijven als
Mg=F (3.12)

met M een volledig gevulde niet-symmetrische N x N matrix, o de te bepalen
vector en b een bekende vector. De grootte van N was voor dit probleem van
orde 1000. Oplossen van dit stelsel vergt dan ook aanzienlijk veel rekentijd.
Is o eenmaal bekend dan kan met behulp van de van vergelijking (3.1) afge-

leide relaties

I b1 5=

p*(x) = Ot(Pj) G(Pj;E)AOj (3.13)

n =

U () = (U.r) = - K(Vp .1r) = -K

; a(Pj) (G(Pj;E).I)AOj (3.14)

1

de druk p* en de fiitersnelheid in r-richting, Ur’ in elk inwendig punt X van



het medium V worden berekend. Druk en snelheid in de zwaartepunten Pm volgen

uit

N
p* (Pm) = jEI u(Pj;Pm)AOj + a(P ) [Gz(Pm;Pm) + G3(Pm;Pm)]A0m +
j#m
- ae ) — b 1n . +h_1n 5 (3.15)
m m
N
= - - : . . 0
u_(p) K a(P ) - K jzl a(R,) (G(P3P).r)A i
j#m

- K a(Pm) (Gz(Pm;Pm) + G3(Pm;Pm).£)AOm (3.16)



4 Testberekeningen

Om het computerprogramma te testen, dat het stelselvergelijkingen (3.12) op-
stelt en oplost, en vervolgens met behulp van de formules (3.13) tot en met
(3.16) druk- en normaalsnelheden in de Zwaartepunten van alle elementen, als-
mede de druk- en snelheidskomponenten voor een aantal inwendige punten uit-
rekent, is een situatie doorgerekend waarbij geen waterstandsverschil over de
kering stond. De oplossing van dit probleem is dat p* konstant is zowel bin-
nen als' op de rand van V en wel gelijk aan de druk op de zeebodem, en dat als
gevolg van deze uniforme drukverdeling er geen grondwaterstroming plaatsvindt
U = o).

Voor de druk op de zeebodem was een druk overeenkomende met een waterdiepte
van 28,5 m gekozen. De relatieve fout waarmee deze druk werd gereproduceerd
lag binnen de 0,6%. Echter, daar de druk niet voor elk punt van V gelijk was,
resulteerde uit de berekening wel een grondwaterstroming, die op het boven-
vlak van V, waar de druk was voorgeschreven, gebied V binnen komt en dit ge-
bied op het symmetrievlak 82 verlaat (terwijl op dit vlak geeist was dat de
normaalsnelheid erop nul moest zijn).

Uit vergelijking met de berekeningen voor een situatie met een verval van 7
meter over de kering (zie paragraaf 5) bleek dat deze grondwaterstroming in
V (die dus nul had moeten zijn) van dezelfde orde van grootte was als de in
die situatie optredende stroming. Gekonkludeerd moet daarom worden dat de
fout in de berekening van de snelheden in V niet te verwaarlozen is ten op-

zichte van de optredende stroming bij een verval van 7 meter.

Zoals reeds is vermeld verlaat de stroming in V dit gebied door het vlak S,
Klaarblijkelijk wordt de konditie, dat de normaalsnelheid op 82 gelijk is ;an
nul, niet voldoende door de invloedsfunktie G gesimuleerd.

Deze konditie wordt door G gesimuleerd met de term G3. (Hierop zal in het
onderstaande en in Appendix B nader worden ingegaan.) Gebleken is wel dat
naarmate de bovengrens NP van de sommaties in G3 groter wordt gekozen (dus
naarmate er meer putten zowel links als rechts van de put onder beschouwing
worden genomen in de berekening), er een duidelijke konvergentie naar de
exacte oplossing aanwezig is. Boven beschreven relatieve fout van 0,67 werd
namelijk gevonden voor NP = 10, terwijl voor NP = 5 de relatieve fout 2,47
en voor NP = 2 10% bedroeg.

Deze konvergentie naar de exacte oplossing is ook wel verklaarbaar daar door

G3 aan één zijde van 52 altijd &&n put meer wordt gesimuleerd dan aan de



andere zijde. Door NP nu steeds groter te nemen wordt deze extra put ten op-
zichte van 82 steeds verder weggelegd, waardoor zijn invloed op SZ’ aangezien
die van orde &én gedeeld door de afstand van deze extra put tot S2 is, steeds
geringer wordt, zodat ten opzichte van het symmetrievlak 52 de mate van symme-
trie en daarmee de mate waarmee aan de gestelde konditie op dit vlak wordt
voldaan, steeds toeneemt (zie ook Appendix B).

Ten opzichte van het symmetrievlak S1 worden door G3 wel evenveel putten aan
weerszijden van dit vlak gesimuleerd. Dit blijkt ook duidelijk uit de mate
waarmee aan de gestelde konditie op S1 wordt voldaan. De normaalsnelheden op

Sl bleken namelijk in alle gevallen zeer veel kleiner te zijn dan de overige

snelheidskomponenten (orde IO8 kleiner).

Een tweede mogelijkheid om aan de konditie op 82 te voldoen, welke in het
licht van genoemde problemen waarschijnlijk betere resultaten oplevert, is
dit vlak ook met bronnen te beleggen en voorts op dezelfde wijze te behande-
len als de konstruktie, het asfaltmastiek etc.. Een konsekwentie hiervan is
echter dat extra rekenpunten worden toegevoegd, hetgeen nadelig is voor de
rekentijd. Daarentegen moet de term G3 van de invloedsfunktie weggelaten wor-

den waardoor winst in rekentijd wordt verkregen.



5 Resultaten van de berekening voor een verval van 7 meter

In de vorige paragraaf is gebleken dat het aantal putten (NP) aan weerszijden
van de put onder beschouwing van invloed is op de grondwaterstroming en de
hierdoor veroorzaakte drukken op de put. Om de gevoeligheid van de resulte-
rende horizontale kracht in y-richting Fy, de resulterende vertikale kracht
Fz en het moment om de 1ijn door M evenwijdig aan de x-as, Mx voor het aantal
meegenomen putten (NP) te bepalen, zijn de gevallen doorgerekend waarbij

NP = 2.en NP = 10.

De resulterende horizontale kracht Fy op de put volgt met de formule

== 2 » . .AO
Fy i P (Pm) ny_ A »

waarbij alleen gesommeerd moet worden over de elementen die tot de put behoren.
In deze formule is p(P ) de druk op het m-de element, ny de komponent van de
normaal op dit element in y- richting en AO het oppervlak van dit element.

De faktor 2 is toegevoegd aangezien in de berekenlng vanwege de symmetrie
alleen een halve put is beschouwd.

De resulterende vertikale kracht Fz volgt uit

= = #»*
Fz 2 i D (Pm).nzm.AOm + pg.DP (oppervlak onderkant put)

waarin DP de diepte van de put is (zie figuur 1), en nz de z-komponent van

de normaal op element m.

Afwijkend ten opzichte van de formule voor P is hier de term pg.DP (oppervlak
onderkant put) toegevoegd, welke afkomstig is van de hydrostatische druk

Pg.DF op de onderkant van de (nlet—geschematlseerde) put, aangezien deze druk
een resulterende kracht oplevert (zie figuur 3). De sommatie loopt weer alleen
over de elementen van de put.

Vanwege de symmetrie is de resulterende horizontale kracht F gelijk aan nul.

Het moment M volgt uit

= - i jo #*
M #2 i { nym.(Z zm) + nzm.(Y ym)}.p (Pm).AOm

waarbij weer alleen gesommeerd wordt over de elementen van de put.

De Yo o0 2 zijn respektievelijk de y- en de z-koordinaat van het zwaartepunt



van het m—-de element, terwijl Y en Z respektievelijk de y- en z-kodrdinaat
van het punt M zijn.

Het resultaat van de berekening voor een situatie met een waterstand van
NAP + 5,5 m van de zee (dus hzee = 35,5 m) en een waterstand van NAP -1,7 m

van de Oosterschelde (dus hos = 28,5 m) is

voor NP = 2

F = -4,976.10° n

y N g 8 8
F =9,569.10" + 1,086.10° = 2,043.10%
M_ = 6,649.10" Nm

voor 10 pijlers:

6

F = -5,057.10° N

¥ 8 8 8
F_=1,053.10" + 1,086.10° = 2,139.10% N
M_ = 6,789.10" Nm

Gekonkludeerd kan dus worden dat het aantal in de berekening meegenomen pij-

lers (NP) nauwelijks invloed heeft op bovenvermelde krachten c.q. moment.

De berekende drukken op de put die gevonden zijn in de berekening met NP = |0

staan vermeld in figuren 4 tot en met 7.



6 Uitbreiding tot stroming door verschillende media

De in het voorafgaande beschreven methode die alleen werd toegepast op stro-
ming binnen een medium met konstante doorlatendheidskoéfficiént K, kan een-
voudig worden toegepast op stroming door diverse media met verschillende
doorlatendheidskoéfficiénten. De stroming in elk medium moet wel laminair

zijn, zodat overal de wet van Darcy en daarmee de Laplace-vergelijking geldt.

. *
i o Bys B 1 n,
» I
Vo # Kps P35 Uy n,

Figuur 6.1 Twee media met verschil-
lende doorlatendheids-

koéfficiént

Beschouw voor de eenvoud twee lagen V en V2 (zie figuur 6. 1), met doorla-

tendheidskoéfficidnt respektievelijk KI en K2 Indien de stroming hierin

laminair is dan geldt de wet van Darcy, zodat

grad p? = - K]7HI in VI (6.1)
. . . 2
met P} = druk potentiaal in V] (N/m™)
H] = filtersnelheid in Vl (m/s)
en
* _ _ 6.2
grad p} K, U, (6.2)

met pa = relatieve druk in V2 (N/mz)

U, = filtersnelheid in V, (m/s).

= 2

Voorts geldt in elke laag de kontinuiteitsvergelijking, zodat
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V.U, =0 in V (6.3)

V.U, =0 in v (6.4)
Uit (6.1) met (6.3) en (6.2) met (6.4) volgt dan respektievelijk

Ap? =0 in V {6..5)

ﬂpE =0 in V (6.6)

Deze twee vergelijkingen zijn op dezelfde wijze op te lossen als in geval van
€én medium. De randvoorwaarde wordt echter anders. Op het scheidingsvlak tus-

sen V] en V2 moet namelijk gelden dat, gezien de kontinuiteitsvoorwaarde,

Un (P) = - Un (P) voor P op het scheidingsvlak (6.7)
1 2

Bovendien moet gelden dat
p?(P) = pE(P) voor P op het scheidingsvlak (6.8)

Om aan deze beide kriteria te kummen voldoen moet het scheidingsvlak dubbel
belegd worden: Een belegging o, die alleen invloed heeft op volume VI en een
belegging az voor volume VZ' Met behulp van (6.7) en (6.8) kunnen deze twee
beleggingen dan worden opgelost.
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Appendix A: Niet-laminaire stroming

Volgens B. le M&hauté wordt de stationaire stroming door poreuze media be-

schreven door de bewegingsvergelijking
grad p* = - p R(U).U (A.1)

waarin R(U) een funktie is van onder andere de snelheid U = |U|, en voorts

door de kontinuiteitsvergelijking

V.U = 0. (A.2)
Substitutie van (A.1) in (A.2) geeft

V. 1—grad p* =0,

R

waaruit volgt

Ap* = % (grad R. grad p*).
Substitutie van (A.1) hierin levert

Ap* = - p R (grad R . U) (A.3)

Tezamen met (A.1) vormt deze vergelijking een stelsel van 4 vergelijkingen
voor de 4 onbekenden p*, U], U2 en U3. Alleen wanneer de stroming laminair
is, is R onafhankelijk van U, zodat grad R = 0, waardoor (A.3) reduceert tot
de Laplace-vergelijking voor p* en waarmee het stelselvergelijkingen ontkop-
peld is. De druk p* kan eerst uitgerekend worden en vervolgens kunnen, met

behulp van (A.1) de snelheidskomponenten worden berekend.

In geval van niet-laminaire stroming zullen de vergelijkingen (A.1) en (A.3)
opgelost moeten worden. Een mogelijkheid daartoe, welke overigens nog nader
bestudeerd dient te worden, 1ijkt de volgende aanpak.

Door de snelheidsvector_g binnen het medium te schatten, wordt een schatting
van het rechterlid van (A.3) verkregen. Hiermee resulteert deze vergelijking

in een Poisson-vergelijking:



Ap* = f(x,y,2) (A-4)

Deze vergelijking is oplosbaar met bijvoorbeeld een eindige elementenmethode.
Met behulp van de hieruit resulterende p* en (A.1) is een nieuwe schatting
van U te berekenen en kan het proces opnieuw gestart worden. De vraag blijft
enerzijds of het iteratieproces konvergeert en anderzijds of de geschetste

methode in verband met rekenkosten verantwoord is.

Ook met een bronbeleggingsmethode is vergelijking (A.4) op te lossen. Aange-
zien (A.4) een lineaire vergelijking in p* is, kan p* gezien worden als super-—
positie van p? en pE, dus

=gl * n5y (A.5)

waarvoor geldt dat

Ap? f(x,y,z) (A.6)

en

(A.7)

1]
o

Apz

De druk pT is dan de particuliere oplossing van (A.4), en wordt in een punt

P van het medium V gegeven door

nplR] = fj[ £ .G(E;Pav,,
v

terwijl pz, de algemene oplossing van (A.4), die aan de Laplace-vergelijking
voldoet, te berekenen is met de bronbeleggingsmethode. De randvoorwaarde bij

deze vergelijking is dan

#* = » e * T
Pz(Pm) po(Pm) pl(Pm) voor Pm op VI
en
9p5 9]
o (Pm) == (Pm) voor P op FVz.

pm pm



Appendix B: Invloedsfunktie

De invloedsfunktie G(£;P) wordt gegeven door

G(E;P) + G](E;P) + GZ(E;P) + G3(E;P)

met
G, (E5P) = - -2
177 2t R
(@)
~ I o ) i
6 &P = - e T T - TEm
0 (o] (o]
R o T
G =-m L o I pro T gk
=1 1=1 "1 1=1 1
I 2 D
"L e amre e L DA, *
1=1 1 1=1 1 1=1 gt
| S
R TV 77 .~ ShA
1i=1 1 1=1 1
en
. 2 7 7
=V - €T e, e [ - o]

D, = \/E<p - (=& + 1.4P)]° + pr - %+ [Zp - g

SR, = \/[xp+ &+ i.ap)]% + [Yp“”]Z* EZP"CJZ

D, = V[__xp+ (—E+i.AP)]2+ Brp~n]2+ Bp‘ﬁﬂz

RA, = V[Xp - (£ + i.4P)]7 + B, - 72 + 2, + ¢+ 2th2
DA, = \/E<p (£ + 1.40)]% 4 [y, - n]” + [z, + ¢t + 20, ]*



SRA, = \/[xp + (E +i.ap)]% 4 B, - 02« 2, + ¢ +2th2

SDA. = \/[xp + (-& + i.AP)]Z + [}p - n]2 + [zp + 0o+ :Zh]j2

hiierin #s: & ={(E,n.0)
: =(Xp’yp’zp)
hL =afstand van ondoordringbare laag tot zeebodem
AP =hart-op-hart afstand der putten.
G (£;P) is het singuliere deel van de invloedsfunktie G. Namelijk voor & =
is R = 0,
G2 szmuleert het symmetrievlak S] en de ondoordringbare laag in de bodem.
De term G3 moet aan G worden toegevoegd indien behalve het symmetrievlak SI
ook het symmetrievlak 82 door middel van G wordt gesimuleerd, zodat deze vlak-
ken niet met bronnen belegd behoeven te worden. Wanneer alleen het vlak S

door middel van G wordt gesimuleerd, vervalt G3, maar moet vlak 82 wel met

bronnen belegd worden.

Om numeriek te kunnen rekenen moet de bovengrens van de sommaties in G3 ver-—
vangen worden door een eindig getal, NP, NP is dan het aantal punten zowel
links als rechts van de put waarop de drukken worden berekend. Dit heeft tot
gevolg dat ten opzichte van vlak SI het geheel symmetrisch blijft, maar dat
aan €én zijde van het vlak 82 één put meer wordt gesimuleerd dan aan de andere
zijde. Aangezien deze extra put op afstand NP % AP ligt en zijn invloed van
orde &&n gedeeld door deze afstand is, neemt zijn invloed dus af, en de mate

van symmetrie ten opzichte van 82 dus toe, naarmate NP groter wordt gekozen.
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