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Abstract

In de wiskunde hebben we bij het modelleren van fysische problemen vaak te maken met
randwaardeproblemen. Voor een randwaardeprobleem met een cirkel als rand en een Lo-
functie als randvoorwaarde, kan deze randvoorwaarde beschreven worden door een Fourier-
reeks. Hierdoor kan zo'n randwaardeprobleem makkelijker opgelost worden.

In dit werk wordt het uitdrukken van functies in Fourierreeksen in R? uitgebreid naar R"
door bolfuncties in R™ te gebruiken. Eerst wordt er een introductie gegeven in bolfuncties
in R? en er wordt een aantal nuttige eigenschappen van deze functies besproken. Vervolgens
worden enkele handigheden voor het werken in R™ genoemd en komen de kwadratisch inte-
greerbare functies aan bod. Tot slot zien we dat de eigenschappen van de bolfuncties in R?
nog steeds gelden in R™ en dat elke kwadratisch integreerbare functie op de eenheidssfeer te
schrijven is als lineaire combinatie van bolfuncties.



Inleiding

In de wiskunde hebben we bij het modelleren van fysische problemen vaak te maken met
randwaardeproblemen, zie [5] voor voorbeelden van deze problemen, zoals het 2-dimensionale
warmteprobleem binnen een cirkel. Een randvoorwaarde kan beschreven worden door een
functie. Wanneer de rand een cirkel is, kunnen onder bepaalde voorwaarden Fourierreek-
sen gebruikt worden om die functie te beschrijven. Dit betekent dat de randvoorwaarde
kan worden geschreven als een oneindige som van sinussen en cosinussen. De sinus en co-
sinus kunnen beschouwd worden als bolfuncties in het platte vlak, R?. Een aantal mooie
eigenschappen van deze functies maakt het aantrekkelijk om andere functies daarin uit te
drukken, zoals dat de functies harmonisch en homogeen zijn.

Het zou mooi zijn als ook voor functies gedefinieerd op de rand van de eenheidsbol in R
zo’n beschrijving bestaat. Dit blijkt ook zo te zijn, namelijk dit kan met bolfuncties in R".
Deze bolfuncties kunnen gedefinieerd worden met een aantal dezelfde eigenschappen als de
sinus en cosinus in R2. In dit verslag zal daarom de beschrijving van bolfuncties in R™ en
zijn eigenschappen behandeld worden om uiteindelijk tot het uitdrukken van functies op de
bolrand in deze bolfuncties te komen. Hierbij gebruiken we [3] als leidraad.

In hoofdstuk 1 wordt een introductie gegeven in bolfuncties in R? en er worden een
aantal nuttige eigenschappen van deze functies besproken. Vervolgens worden in hoofdstuk
2 de handigheden voor het werken in R™ genoemd en in hoofdstuk 3 komen de kwadratisch
integreerbare functies aan bod. Tot slot zien we in hoofdstuk 4 dat de eigenschappen van
de bolfuncties in R? nog steeds gelden in R™ en dat elke kwadratisch integreerbare functie
op de eenheidssfeer te schrijven is als lineaire combinatie van bolfuncties.



Hoofdstuk 1

Introductie

Ter introductie van bolfuncties zullen we eerst in R? gaan werken. Merk op dat we in R?
gebruik maken van een z-as en een y-as. We beginnen met de Laplace-operator in R? te
bekijken. Deze operator ziet er als volgt uit:

0?02

Ay = —— + —.
2 8x2+8y2

Vervolgens gaan we de Laplace-operator uitdrukken in poolcoordinaten. Met poolcotrdinaten
kunnen we x en gy beschrijven door een hoek ¢ en een straal r op de volgende manier:

x =rcos(¢) en y = rsin(e).
Dan kan de Laplace-operator als volgt geschreven worden:

A 0? 10 1 02
2T o2 +r8r+r28¢2'
In een volgend hoofdstuk wordt in stelling 2.5 bewezen dat dit klopt. De Laplace-operator
kan toegepast worden op een functie u en wanneer we dit gelijkstellen aan 0, krijgen we de
Laplace vergelijking:

Agu =0. (1.1)

In (1.1) de vergelijking de Laplace-operator in poolcosrdinaten invullen geeft:

u  10u 1 0%
w3t -7+ 575 =0 (1.2)
or rdr  r?20¢

Deze vergelijking kunnen we oplossen door scheiding van variabelen toe te passen. We nemen
daarvoor aan dat u te schrijven is in een functie van de straal keer een functie van de hoek,

dus u(r,¢) = X(r)Y(¢). Dan gaan we u(r, ¢) = X(r)Y(¢) invullen in (1.2):

PXMY(6) | LOX()Y(0) | 1 PXM)Y(9)

Or? r or 72 0¢? =0 -

82X () 10X(r) | X(r)0*Y(¢) _
Y(9) or? (QS); or T 2 992 ! -
r2 92X(r) 0X(r) i 1 9%Y(9) —0 N

oX(r) 1 8%V (9)

X(r) or? X(r) Or Y(¢) 0¢?
(

X(r) or? X(r)y or  Y(¢) 0¢2



De laatste vergelijking moet gelijk zijn aan een constante, die we A noemen, want de verge-
lijking moet gelden voor alle r en ¢. Dan volgt:

1 0%V (¢)

Y9
Yo 02 T o

We zoeken de lineair onafhankelijke oplossingen van deze vergelijking. Eerst geven we alle
oplossingen:

= AY(4).

e\/:\‘?ﬂe_‘/_i)‘q5 als A <0,
Y(6)={1,6als \=0,
cos(VAg), sin(v/Ap) als A > 0.

Een aantal oplossingen voldoen niet. We weten bijvoorbeeld dat een punt (ro,¢g) gelijk
moet zijn aan (rg, ¢o + 2wk) met k € Z, dus Y moet een 27 periodieke functie zijn. Dit
betekent dat we alleen de lineair onafhankelijke functies 1,cos(v/A¢),sin(v/A$) hebben als
oplossingen, waarbij vA € N. We kunnen deze oplossingen ook schrijven als:

Y1,4(¢) = cos(g¢), Y2,u(¢) = sin(hg), (1.3)

met ¢ € Ng en h € N. Merk op dat (1.3) de eigenfuncties zijn van het gedeelte van de
Laplace-operator dat athangt van de hoek, 08722. De functies in (1.3) zijn de bolfuncties in
R?, maar de bolfuncties zullen pas in hoofdstuk 4 gedefinieerd worden, dus zullen we ze nu
gewoon aanduiden met Y ;.

We gaan een aantal eigenschappen van de functies Y; ; laten zien. Hiervoor zullen we de
Y; ; beschouwen als functies op de eenheidscirkel. Als we namelijk kijken naar r9 cos(g¢) en
7 sin(h¢) op heel R%, dan geldt voor de beperking tot de eenheidscirkel (r = 1) dat we de
Y; ; weer terug krijgen. We zullen nu (z + iy)? en (z — iy)? uitwerken door de formule van
Euler, ¢® = cos(¢) + isin(¢), te gebruiken:

(@ +iy)? = (re'?)? = r9e'9? = r9(cos(g¢) + i sin(g¢)),
(= ig)? = (re™1*)1 = 1979 = 19(cos(g6) — isin(g)).
Nu kunnen 79 cos(g¢) en 7" sin(h¢) uitgedrukt worden in z en y door de vergelijkingen

respectievelijk bij elkaar op te tellen en van elkaar af te trekken (en bij beide te delen door
de constante):

r9 cos(gop) = %((m +iy)? + (x —iy)Y) def Hy 4(z,y),

L (@ i)t — (@ — iy)?) L Hy g y).

P9 sin(g6) = o

Merk op dat de Y; ; geschreven kunnen worden als polynomen beperkt tot de eenheidscirkel.
De H; ; zijn homogeen van graad g, zie hoofdstuk 4 voor de definitie van homogene functies.
Dit zullen we voor H; 4 laten zien en voor Hy 4 volgt het op dezelfde manier. We krijgen:

1
Hy  (tz, ty) = 5((tw +ity)? + (tx — ity)?)

= S+ iy)? + 09— iy)?)

- tg%((x +1iy)? + (z — iy)?)
= tng,g(zay)'

Ook zijn de H; ; harmonisch. Dit betekent dat ze voldoen aan de Laplace vergelijking. Dit
laten we weer zien voor H; 4 en voor Hs 4 kan het op gelijke wijze aangetoond worden. Er



volgt als we kijken naar de Laplace-operator in poolcodrdinaten:
9279 cos(gg) n 19r9 cos(g¢) n 1 9219 cos(gg)

or? T or r2 0¢?
= g(g — 1)r97? cos(ge) + gr9~* cos(g¢) + r'~?¢* cos(g9)
= (9% — g)r?™ % cos(g¢) + gr972 cos(g9) + g°r9 7% cos(g¢)
=0.

AQHLg =

De volgende eigenschap is de orthogonaliteit over de eenheidscirkel van de Y; ; van ver-
schillende graad. Dit houdt het volgende in:

2m
/ cos(g¢) cos(hg)dgp = 0 als g # h,
0
2w
/ sin(g¢) sin(h¢)d¢ = 0 als g # h,
0

2
/ cos(g¢) sin(h¢)d¢ = 0 voor alle g € Ng en h € N.
0

Opnieuw zal alleen de eerste formule aangetoond worden, omdat de rest op gelijke wijze
te laten zien is. Door de som- en verschilformules te gebruiken, komen we tot de volgende
uitdrukking voor cos(g¢) cos(ho) :

cos(g8) cos(h6) = 5 (cos((g + 1)) + cos((g — W)6).

Dit passen we toe om de eerste integraal uit te rekenen:

2m 2m 1
| costao) costuarao = [ os((g + 1)) + cosl(g ~ M)
0 0

2m

— 5 (sgsnla+ 1)) + L sini(a -~ 1)9))

=0.

0

Tot slot merken we op dat een functie f gedefinieerd op de eenheidscirkel, d.w.z. f :
[0,27) — R, ontwikkeld kan worden in een Fourierreeks als f € Ly[0,27]. Dit betekent dat
f geschreven kan worden als:

f(o) = Z ag cos(go) + Z by, sin(hg) voor bijna alle ¢,
g=0 h=1

met a4 en by, constanten. Zo zien we dat de Y ; een volledige verzameling van functies op
de eenheidscirkel vormen, aangezien elke "mooie” functie op [0, 27) kan worden uitgedrukt
in termen van Y; ;. We hebben nu de volgende eigenschappen gezien van Y; ;:

(i) DeY;; zijn eigenfucties van 887?2.

(ii) Y;; is gelijk aan een harmonisch homogeen polynoom dat beperkt is tot de eenheids-
cirkel.

(iii) De Y; ; van verschillende graad zijn orthogonaal.
(iv) De Y;; zijn een basis voor Ls[0, 27].

Wij zullen in de komende hoofdstukken deze resultaten veralgemeniseren naar hogere di-
mensies.



Hoofdstuk 2

Werken in R"

We willen bolfuncties in R™ gaan bekijken. Daarvoor hebben we een aantal definities en
stellingen nodig om te kunnen werken in R”. Dit zal in deze sectie besproken worden.

2.1 Bolcoordinaten en de sfeer in R"

We zullen bolcoordinaten in R™ definiéren. Dit zullen we doen door een recursieve formule
op te stellen, die we gaan uitleggen door naar R? en R? te kijken. We beginnen in R?. Hier
kunnen we x en y uitdrukken in een straal ro en een hoek ¢ ofwel in poolcotrdinaten. Dit
geeft © = rysin(¢) en y = rycos(¢), met r2 = 22 4+ y%, ro > 0 en ¢ € [0,27). Merk op
dat z en y meestal andersom gedefinieerd worden, wanneer er gebruik wordt gemaakt van
poolcodrdinaten. In dit geval is het handiger om het op deze manier te kiezen, omdat we
willen uitbreiden naar bolcodrdinaten in hogere dimensies. In R? kunnen we z.,y en z op de
volgende manier in bolcodrdinaten schrijven:

(¢)

x = rzsin(f) sin
y = r3sin(f) cos(¢)
z = r3cos(f),

met 73 = 22 +y? + 2%, r3 >0, ¢ € [0,27) en 0 € [0, 7).
Deze codrdinaten kunnen we krijgen uit de poolcodrdinaten door het volgende te stellen:

ro = rzsinf en z = cosf.
Op een zelfde wijze zullen we nu bolcoordinaten in R™ definiéren.

Definitie 2.1. Zij n € Nuy. Als het punt (vq,2,...,2,_1) € R"™! de bolcoérdinaat
(rn—1,02,...,bn_1) heeft, wordt de bolcodrdinaat van het punt (x1,xa,...,x,) € R" gedefi-
nieerd als (rn, 2, ..., ¢n), waarvoor geldt

Tn—1 = Ty sin(¢,) en x, = r, cos(¢y) (2.1)
metr2 =x2 +x3---+22, 1, >0 en ¢, €[0,7].

We kunnen r,, en ¢,, als functies van r,,_1 en x,, zien, wanneer we van bolcodrdinaten in
R™! naar bolcosrdinaten in R™ gaan. Dit wordt geillustreerd in figuur 2.1.
Verder zullen we een definitie geven van de sfeer en een bol in R™.

Definitie 2.2. De (n — 1)-sfeer met straal r en middelpunt xo is de verzameling
S (x0) = {x € R"[||]x — xo|| =r}.

De (n — 1)-eenheidssfeer is de verzameling S"~* = S7'~1(0).



Rn (x17x27"'7xn)

Rnfl

Figuur 2.1: Om van R”~! naar R” te gaan, beschouwen we R"~! als een plat vlak en voegen
we een nieuwe loodrechte richting toe.
Definitie 2.3. De open bol met straal v en middelpunt xqo is de verzameling

B'(x0) = {x € R"|||x — xo]| < 1}
De open eenheidsbol is de verzameling B" = BY'(0). De gesloten eenheidsbol is de verzame-
ling B"(0) = B"(0) U S"~1(0).
2.2 Laplace-operator in R"” in bolcoo6rdinaten

We willen de Laplace-operator in bolcoérdinaten uitdrukken. Hierbij maken we gebruik van
[8]. We zullen eerst de Laplace-operator in R™ definiéren.

Definitie 2.4. De Laplace-operator in R™ wordt gegeven door

=1

We willen de partiéle afgeleiden van 7, en ¢, vinden. We gebruiken de uitdrukkingen
bij (2.1) om een functie T, te maken: T, : [0,00) x [0,7) — [0,00) X R met T}, (ry, ¢r) =
(rn—1,zn) = (rpsin(¢n),r, cos(dy)). Deze afbeelding is goed gedefinieerd en niet bijec-
tief. Neem bijvoorbeeld 7, = 0, dan geldt voor elke ¢,, € [0,7) dat het beeld het punt
(0,0) is. De afbeelding is wel continu differenticerbaar en daarom kunnen we de volgende
functionaalmatrix opstellen:

Orno1 Oz i
T (rns 6n) = (a?ll“l 32:1) = ( o) _ffssgf@n))'

D6n  Om " CO8(¢n)

Nu hebben we de partiéle afgeleiden van r,_1 en x,,. Merk op dat de determinant van
deze matrix —r;,, is. Neem nu een punt P = (7"7(7,0), 570)) waarvoor geldt dat i) # 0. Dan
volgt er uit de inverse functie stelling dat er een open omgeving van P bestaat waar T;, een
inverse heeft en waar bovendien geldt dat de functionaalmatrix van T, ! gelijk is aan de

inverse van de functionaalmatrix van T,,. Dus we kunnen om de gewenste partiéle afgeleiden

10



te krijgen de inverse van T, berekenen:

Orn Opn . . cos(dn
(T’)71 — Orpn_1 Bgf,l — 1 (_rn Sln(¢n) _.(:OS(QSn)) — Sln(¢n) r(f : .
" 3;1 % —rn \~TnCos(¢n)  sin(en) cos(gy,) —Snion)

Tn

We schrijven de partiéle afgeleiden % als D,. Wanneer de kettingregel wordt toegepast,
volgt dat

or, 0 op, O . cos(dn)
Tn—1 87%,1 arn a'f’nfl 8¢n bln(¢n) Tn + " ¢n ( )
en
_ O 9 0¢n O _ _ sin(én)
D, = 9%, Or. + o, 06, cos(¢n) Dy, - Dy, . (2.3)

We gaan nu kijken naar D?ni Lt D§n7 omdat deze vergelijking handig is om te bewijzen
dat de uitdrukking van de Laplace-operator in bolcodrdinaten correct is (bewijs stelling 2.5).

We beginnen met D?nil uit te schrijven. Dit doen we door de productregel van differentiatie
toe te passen. We krijgen:

D, = (Sin(%)Drn + Cosf¢”)D¢n> <sin(¢>n)Drn + COS(%)D%)

n Tn

- Sin((’b") -0 DTn + Sin(¢n) : Sin(¢71)DZn + Sin(¢n) ! 7COS(¢n)D

+ sin(en) - MD” Dy, + % - cos(¢n) Dy, + cos(¢n) sin(¢n) Dy, Dy,
Leos(6n) _sindn) ;  cos(on) coslen) p
Tn Tn Tn Tn

= Sin2(¢n)DEn T 2sm(¢n) COS((bn)Drangn I M

n T‘TL
2sin ¢n 3 an 52 Dn
~ 2sin( T)%cos( ) cos?( )D2

r]/-2 ¢’!L :

n

n

D

Tn

Dy, +

Merk op dat Dy, D, = D, Dy ,omdat alle functies twee maal continu differentieerbaar
zijn. Op deze manier kunnen we ook Din uitschrijven. We vinden:

Dﬂzﬂn (COS(QSH)DM - Sinigﬁn)D%) <COS(¢n)Drn — Slrl(d)’L)D(z)n)

n T'n
5 . .9
o (én)DE. — cos((by;) bln(@%)DTn Dy, + SIHT#D(QM
. 92 .
sin? (¢, sin(¢, ) cos(¢pp
TTL rn

Het optellen van deze twee uitdrukkingen geeft:

1 1
2 2 2 2
Drn_1 + Dzn, - Drn + ﬁDrﬁn + EDH' (24)

n

Nu kunnen we de Laplace-operator uitdrukken in bolcotrdinaten.
Stelling 2.5. (De Laplace-operator in bolcoérdinaten)

-1
AR:D£n+n

1
D"“n + ﬁASn_la (25)

Tn ps

waarbij Ag, _, een tweede orde differentiaaloperator is die niet afhangt van r,, maar wel
van go, ..., ¢, mag afhangen.

11



Bewijs. Deze formule wordt bewezen door middel van inductie. Voor n = 2 geldt

(2.1) (2.4) 1 1
8o =02+ 02, % D3 + 02, % D+ LD, + LD,
2

Dus voor n = 2 klopt de formule.
Nu nemen we aan dat het waar is voor n—1 met n € N5 ,. Dan volgt door gebruik te maken

van vergelijking (2.2) en (2.4) en r,—1 = 1y, sin(¢y,)

n n—1
-2 1
A=S"D2=N"D2 +D2 =""%p, A D? 4+ D2
; T; ; T; + Ty - no1 T+ 7"%_1 Sp_o T o1 + Ty
n—2 . cos(¢n) 1 9 1 5 1
= ) D, D —A D —D —D,
™ sin(d)n) <Sln(¢ ) n T Tn ¢n) + 7"% sin2(q§n) Sp_o T ( T + ’I”% bn + ™ n

n—2 n—2 1 1 1
= Dy, + —5 cot(¢a) Dy, + As, o+ D}, + D5, +—D,

Tn ra 72 sin’(¢y,) -
pr 4" lp 1 <( 2) cot(¢y) Dy, + L ng 412 )
= - — | (n— n —_— _ .
Tn n n T% ¢n Sln2(¢n) Sn 2 ¢n
Nu is A, van de vorm (2.5) met
A L (n —2) cot(¢,) Dy, + S R O%: O
= n — 2) cot(¢n, _ .
Sn—1 TTQL bn sin2 (¢n) Sn—2 bn

2.3 Divergentiestelling in R"

We geven en bewijzen in deze sectie de divergentiestelling in R"™. We maken daarvoor gebruik
van [1].

Zij S een (n — 1)-dimensionaal oppervlak en ej,es,..., e, de standaard basisvectoren
in R™. Stel dat we S kunnen parametriseren met de functie f, die gedefinieerd is op een
(n—1)-dimensionaal vlak, A, en afhangt van n— 1 variabelen, ofwel A C R""tenf: A — R,

met f(A) = S. De n — 1 variabelen waar f van afhangt, noemen we wuy,us, ..., u,—1. De
functie f bestaat uit componenten fi, fo, ..., fn, die allemaal athangen van wuy,ug, ..., Uy_1.
of  of of .
We kunnen nu een normaalvector op S bepalen met de vectoren Bur Bug 0 Buy T
el e2 e en
of1 of2 .. Ofn
@ul Juy @ul
Of 9fa Ofn
g = det Ous Ous e Ouz . (26)
9f1 Of2 . Ofn
OUpn—1  OUp—_1 Oup—1

We kunnen g zien als een vectorveld van normaalvectoren. Neem nu een punt P =

(ugo),ugo), . ,uioll) € A. P invullen in g geeft een normaalvector in f(P) op S, ofwel

g(ugo),uéo),...,ugloll) is een normaalvector in f(P) op S. We duiden de normaalvector
echter wel aan met g. Merk op dat uit de definitie van een determinant volgt dat g een
normaalvector is en dat deze ongelijk is aan 0, omdat de vectoren 3‘9—;1, aa—ufg, ey 8u8nf_1 het
raakvlak aan S opspannen (wanneer er een punt wordt ingevuld) en lineair onafthankelijk
zijn. De gevonden normaalvector is geen eenheidsnormaal. We moeten delen door de lengte

van de vector om deze eenheidsnormaal te vinden. We krijgen:

_ 8
Igll

n

12



Vervolgens gaan we d€2,,_1 bekijken. De oppervlakte van een parallellogram dat opgespannen
is door aa—ufl, a‘%, ce %, is gelijk aan de lengte van g, dus gelijk aan ||g|. Nu kunnen we
de oppervlakte-integraal over S definiéren.

Definitie 2.6. Zij S een (n-1)-dimensionaal opperviak in R™, dat beschreven kan worden
met een functie zoals hierboven. Een opperviakte-integraal over een functie h : R — R en
het oppervlak S wordt genoteerd met
[ nags,
s

waarbij dQ2,_1 het differentiaal element op het opperviak S, en is gelijk aan:

/thn—lz/ h||g||du1du2dun_1:/ h”g”dnilu,
S A A

waarbij d*'u = duidus . .. dun_1.

Nu kunnen we met (2.6) [¢F -n dQ,_; uitwerken:

/F-ndQn_lz/F.i ||g||d"*1u:/F.gd”*1u. (2.7)
S A gl A

Merk op dat g niet per definitie de uitwendige normaal is, maar het kan ook de inwendige
normaal zijn.

Definitie 2.7. Een begrensde verzameling V- C R™ is een simple, solid region als er functies
fiif2i Di =R, D; C R™ 1 bestaan zodanig dat V geschreven kan worden als
V= {(%17. . ,xn)|(x1,. B T B 7 R N ,xn) e D,

Jri(@i, o T, Tty ) S @y < fa(an, . ,$¢—17Ii+17~-~715n)} voor 1 <14 < mn,

waarbij D; de projectie van V' is op het (x1,...,%i—1,Tit1,...,Tn)-vlak is.

Een voorbeeld van een simple, solid region in R? is een kubus. Een kubus wordt namelijk
in elke richting begrensd door 2 vlakken (zie figuur 2.2).

Voordat we de divergentiestelling kunnen bespreken, moeten we de nabla operator de-
finiéren.

Definitie 2.8. De nabla operator, V, wordt in R™ als volgt gedefinieerd:

o 0 0
Vn— <axl,ax2,,axn)

Ook geven we een definitie van de divergentie van een vectorveld.

Definitie 2.9. Laat F een continu differentieerbaar vectorveld zijn in R™. De divergentie
van F genoteerd door V,, - F is:

_on om0k,
Oy Oxe T Oz

Nu gaan we de divergentiestelling geven en bewijzen voor een simple, solid region in R”.

V,-F

Stelling 2.10. (Divergentiestelling) Laat F een continu differentieerbaar vectorveld zijn
gedefinieerd in een omgeving van een simple, solid region V in R™ met een stuksgewijs
gladde rand OV. Dan

/ v, F d"x:/ F-ndQ, (2.8)
|4 oV

waar dx’™ = dxidxs ... dz,, n de uitwendige eenheidsnormaal op OV is en dQ,_1 het diffe-
rentiaal element op het opperviak op OV .
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x

Figuur 2.2: Een kubus in R?. De vlakken van dezelfde kleur begrenzen het gebied in één
richting

Bewijs. We kunnen F schrijven als F = P{lte; + P{2tey + ... + Pinte,, waarbij P1%} een
functie van (z1,x9, ..., 2,) is. Dan volgt

F-n= P (e;-n)+ PP ey -n)+...+ P" (e, ) (2.9)
en
Vo F=PI +pPH 4+ +pin (2.10)
Dus
/V-Fd”x (220)/ (PLY+ P2 4. 4 P e
14 14
:/ Pl d":z:~|—/ P2 d”:z:+...—|—/ P dng
v 1% v "
en

/ F-ndQ,_; (29 / (P{l}(el -n) + P{z}(ez ‘n)+...+ P{"}(en . n)) dQ, 1
ov ov
= / P} ey - n) dQ,_4 +/ P (eg-m)dQ, 1 +... +/ P (e, - n) dQ, ;.
ov ov ov

We zien dat beide kanten van (2.8) te schrijven zijn in n stukken. Nu gaan we bewijzen dat
deze stukken gelijk aan elkaar zijn ofwel

/ Pij} d"zx = / P{i}(ei -n) dQ,_1 voor 1 <1i <n. (2.11)
\4 ov

Dit zullen we laten zien door gebruik te maken van het feit dat V' een simple, solid region is.
We kijken eerst naar de oppervlakte-integraal. Het oppervlak 9V kunnen we in 3 stukken

14



Li

51,4

Figuur 2.3: Een weergave van x; begrensd door 2 functies. Er geldt S1; = {z; = f1,i}, Sz, =
{z; = fa2,;} en Ss; een vlak evenwijdig aan de x;-as dat Sy ; en Sz verbind.

opdelen (zie figuur 2.3 ter verduidelijking): 0V = S1,; + S2; + S3;, met

Si,; = {(Il,---7In)|($17~-~,Ii—17xz‘+1,---vﬂfn) €D, x; = f1,i($17--~7Ii—1,x1+1,-~-7$n)}7

s

Sg)i = {(.’131,...,xn)|($1,...,Ii_1,$i+1,...,.’En) (S Di, xT; = fg)i(xl,...7xi_1,xi+1,...,xn)},
Sg’i = {(xl,...7mn)|(x17...,xi,l,xiﬂ,.. .7£Cn) S 8DZ, flyi(xl,...,x¢,1,$i+1,...,$n) S

i < foi(®r,. .o, i1, Tig1, .. 7xn)}

De oppervlakte-integraal kunnen we nu opsplitsen in 3 stukken:

/ P{i}(ei -n) dQ,_1 =
v

/ pli (e;+n) dQ,—1 + / pld (ej+n) dQ,—1 + pli (e;+n) dQy,_1.
S1,i Sa,i Ss.i

Merk op dat
/ P} (e; - m) dQ,_; =0,
S3,i

want de i-de component van de normaalvector op vlak S3; is nul.
Op S1; geldt z; = fii(®1,...,%i—1,%i+1,...,%,). Dit oppervlak kan geparametriseerd
worden door

(21, .., T, Tig 1,5 Tp) = T1€1 + ..+ Ti—1€5-1 + fri€ + Tip1€ip1 + ...+ Tpen.
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Voor een normaal op S; ; geldt volgens (2.6):

€1 ce €i-1 € €it1 T €n
ot .. Otz Ot Olim | Ol
61’1 6.781 61‘1 8%1 6£1
9ty . Otia Ot Otiy1 . Otn
g = det azi_1 8:67;_1 axi_1 Bxi_l axi_l
Oty . Otia Bt Otiv1 . Oty
Oy 0wy Oy 0Tt Oy
Oty . Otig Bt Otiv1 . Oty
Ox oy, Ox ., oz, Ox,
€1 PN €i_1 €; €jt+1 PN €n
Of1,i
6:E1
I 4 : O(i—1)x (n—i)
Of1,i
= det FE ,
Of1,i
0xit1
On—iyx(i—1) : In—
Of1,i
0Ty

met I; de ¢ X ¢ eenheidsmatrix en O;x; de ¢ x j nulmatrix. Door te ontwikkelen naar de
eerste rij en nog enkele berekeningen uit te voeren volgt dat:

Of1,i 9f1,i 9f1,i Of1,i -
o= ( TR 8@4,1, Do O voor ¢ is even,
B Of1,i 9f1,i Of1,i Of1,i -
— ( e T L gty voor i is oneven.

Sy, is het onderste vlak, dus voor de uitwendige normaalvector moet de i—de codrdinaat
negatief zijn, dus de i—de codrdinaat is —1. Merk op dat als dit niet zo is voor de berekende
vector, we g door —g kunnen vervangen om de uitwendige normaal te krijgen.

Er volgt e; - g = —1. Dus we krijgen:

/ P{z}(el * 1'1) danl (2:7) / P{'L} (ei . g) dIl—l:L'/
Si,i b,
= _/ P{i}(:m, Ty fLis Tig s ey ) AV
D;

waarbij ¢’ = (21,...,%i—1,%it1,-..,%n). Op dezelfde manier kunnen we de oppervlakte-
integraal over Sz ; berekenen. Op S ; geldt z; = fa,i(z1,...,%i—1, Tit1, ..., Ty). Dit opper-
vlak kan geparametriseerd worden door

(T, . i1, Tig 1, -, Ty) = T1€1 + ...+ Ti—1€i-1 + fo € + Tip1€i41 + ... + Tpen.

Met (2.6) kan weer een normaalvector gevonden worden:

dfai Ofa.i Ofa.i f2,i ..
( 6111 R 8zifl , 1, axiﬁfl ey axnl voor 7 1s even,
&= o P
2. f2.i Ofa.i O0fa.i c e
- (Tml v B b D1 e voor 17 1s oneven.

Bij het bovenste oppervlak is de i-de codrdinaat van de uitwendige normaalvector positief.
Dit geeft e; - g = 1. Dus er geldt

/ P{i}(epn) dQn,1 = / P{i}(xl,...7:ri,1,f2’i,xi+1,...,xn) dn_lx'.
Sa; D;
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Dus er volgt:
[ Pem a9, -
oV
/ (P{Z}(.Il, ceey L1, f27i, .I‘H_l, . ,Jjn) — P{Z}(l‘l, ey Lj—1, fl,ivxi+17 - ,In)> dnill’/.
D;

Voor de linkerkant van (2.11) geldt

) f2,i )
/ Pl dng :/ / P dg; dn s
1% ’ D; 1,4 '
= / (P{i}(l‘l, ey i1, f2,i; $i+1; e ,.’En) — P{Z} (.’1,‘1, ey i1, fl’i,.%‘lqu, e ,.’Iﬁn)) dn_l.’I}/.
D;

Dus voor elke ¢ geldt:
/ Pl Ay = / Pl (e;-n) dQ,_;.
\% av

/V-Fd"x:/ F-ndQ,_;. O
v v

De divergentiestelling geldt niet alleen voor een simple, solid region, maar zelfs voor elk
begrensd, gesloten en samenhangende gebied in R”™.
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Hoofdstuk 3
Lo-ruimte

In dit hoofdstuk introduceren we de kwadratisch integreerbare functies.

3.1 Inwendig product

Eerst zal de definitie van een inwendig product gegeven worden.

Definitie 3.1. Laat V' een vectorruimte zijn. Een inwendig product op V is een functie
(,-) : V XV = R waarvoor geldt:

(i) {ax+ By, z) = a(x,z) + B{y,z) voor alle x,y,z € V en voor alle o, § € R,
(i1) (x,y) = (y,x) voor alle x,y € V,
(#3) (x,%x) >0 voor elke x €V en (x,x) =0 < x =0.

FEen vectorruimte V- samen met een inwendig product op V' wordt een inwendig-productruimte
genoemd.

Het inwendig product op R™ wordt genoteerd met -, zoals we al in het vorige hoofdstuk
hebben gezien. Merk op dat twee vectoren in een vectorruimte loodrecht op elkaar staan als
hun inwendig product gelijk is aan 0. We zullen ook een norm definiéren.

Definitie 3.2. Laat V een vectorruimte zijn. Een reéelwaardige functie ||-|| wordt een norm
op V genoemd als geldt:

(i) |Ix|| > 0 voor alle x € V en ||x|| =0 < x = 0.
(i) ||ax|| = |a|||x]| voor alle x € V en o € R,
(ii1) ||lx+yl < |Ix|| + |yl voor alle z,y € V.
Een vectorruimte V' samen met een norm op V wordt een genormeerde ruimte genoemd.
We kunnen ook een norm induceren met behulp van het inwendig product.
Propositie 3.3. Laat V een inwendig-productruimte zijn. Dan definieert
X[l = +/{x, z)
een norm op V. Dit wordt de door het inwendig product geinduceerde norm genoemd.
De volgende ongelijkheid geldt voor elke inwendig-productruimte.

Propositie 3.4. (Cauchy-Schwarz ongelijkheid) Laat V' een inwendig-productruimte zijn.
Voor elke twee vectoren x,y € V' geldt:

[ )< [yl (3.1)
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3.2 Hilbertruimte en volledigheid

We zullen beginnen met een aantal definities.

Definitie 3.5. In een genormeerde ruimte noemt men de rij {x,}52 o Cauchy, wanneer voor
alle e >0 er een N € N bestaat zodanig dat

|xn — Tm|| <€, vooralle n,m > N.

Definitie 3.6. Fen genormeerde ruimte V heet volledig als elke Cauchy-rij naar een punt
i V' convergeert.

Nu kunnen we een Hilbertruimte definiéren.

Definitie 3.7. Een Hilbertruimte is een inwendig-productruimte die volledig is onder de
norm geinduceerd door zijn inwendig product.

We zullen nu kijken naar de vectorruimte van kwadratisch integreerbare functies. Laat
D een deelverzameling van R™, f : D — R een functie en 2 het differentiaal element van
integratie zijn. Deze functie f is kwadratisch integreerbaar als het volgende geldt:

/D f(x)2dQ < 0.

We noteren de ruimte van kwadratisch integreerbare functies met Lo(D). We definiéren het
volgende inwendig product op de ruimte:

(19) = [ Fx19(x)a92 voor alle .9  La(D).
D
De norm op Lo(D) zullen we definiéren zoals in propositie 3.3, dus:

IFl =/ {f, f) voor alle f € La(D).

Stelling 3.8. De inwendig-productruimte Lo(D), zoals hierboven gedefinieerd, is een Hil-
bertruimte.

Deze stelling zullen we niet bewijzen. Voor een bewijs kan [2] geraadpleegd worden.
We maken met de volgende definitie duidelijk wat orthogonale en orthonormale verza-
melingen zijn.

Definitie 3.9. Laat V' een inwendig-productruimte zijn. Een verzameling S C V is ortho-
gonaal als 0 ¢ S en elke twee verschillende vectoren in S orthogonaal zijn. Een orthogonale
verzameling bestaande uit eenheidsvectoren wordt een orthonormale verzameling genoemd.

Stel we hebben een Hilbertruimte H en een orthonormale verzameling S C H. We willen
graag weten wanneer we een f € H uit kunnen drukken als een lineaire combinatie van de
elementen in S. De volgende definitie kan hierbij helpen.

Definitie 3.10. Laat H een Hilbertruimte en S C H een orthonormale verzameling zijn. S
is volledig als (f, s)=0 voor alle s € S impliceert dat f = 0.

3.3 Dichtheid

Om dichtheid te kunnen definiéren hebben we eerst een andere definitie nodig.

Definitie 3.11. Laat X een genormeerde ruimte zijn en A een deelverzameling van X . FEen
punt x € X wordt een afsluitingspunt van A genoemd als U N A # 0 wvoor elke omgeving
U van x. De verzameling van alle afsluitingspunten wordt de afsluiting van A genoemd en
genoteerd als A.
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Nu geven we een definitie voor de dichtheid.

Definitie 3.12. Laat X een genormeerde ruimte zijn en A een deelverzameling van X. A

is dicht in X als A= X.

Laat nu S een compacte verzameling zijn. We zullen de vectorruimte van continue
functies op S noteren als C(S).

Tot slot geven we nog een stelling over de dichtheid van de continue functies in de
kwadratisch integreerbare functies.

Stelling 3.13. Laat S een compacte verzameling zign. Dan ligt C(S) dicht in La(S) ten
opzichte van de Lo-norm.
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Hoofdstuk 4

Bolfuncties

In dit hoofdstuk definiéren we bolfuncties in R™ en bespreken we de stellingen en definities
die daarvoor nodig zijn. Verder laten we op 2 manieren zien dat elke Lo(S™1)-functie te
schrijven is als een lineaire combinatie van bolfuncties.

4.1 Homogene en harmonische polynomen

Definitie 4.1. Een polynoom p(x1,xs,...,x,) is homogeen van graad g € N in de n varia-
belen x1,x2,...,T, als

p(txy, txe, ... tx,) = tIp(x1,xa,...,x,), met t € R.

Het volgende lemma zal goed van pas komen bij het bepalen van de dimensie van de
ruimte van homogene polynomen.

Lemma 4.2. Voor |r| < 1,

1 — (n+j—1)!
T =

Bewijs. We maken gebruik van de binomiaalstelling:

(147" = i (?) r, (4.2)

j=0
met
(n) _ nn—1)n-2)...(n—j+1)
J J! '
Er geldt:
1 —n
m =(1-r)""

Nu zien we dat we (4.2) kunnen toepassen door 7 te vervangen door —r en n door —n. Er
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volgt:

j=0
D T
=0 -
— Z(_l)jn(n+ 1)(n+2j)'...(n+j - 1>(—1)er'
=0 !
_ 0 n(n+1)(n+2)...(n—|—j—1)rj
_;O )
(i

De ruimte met homogene polynomen van graad g in n variabelen zullen we V;, ;, noemen.
Vi, is een vectorruimte. We willen nu de dimensie van deze vectorruimte bepalen.

Propositie 4.3.

(n+g-—1)!

glin—1)! -~
Bewijs. In dit bewijs duiden we de dimensie van V,, ;, aan met K(n,g). We zullen deze
propositie bewijzen door een recursieve formule op te stellen voor K (n, g). Neem H, € V,, 4.
H, is een polynoom in n variabelen, die we aanduiden met x1,3,...,2,. In variabele z,, is
H, een polynoom van hoogstens graad g. Stel namelijk dat H, een macht van x,, groter dan
g bevat, dan kan dit polynoom niet meer homogeen zijn van graad g, omdat Hy(. .., tz,) dan
een macht van ¢ groter dan g bevat. Dus we kunnen H, op de volgende manier uitdrukken:

dimV, 4 =

g
Hy(21, 2, xn) = > alhg (21,22, .., 20 1), (4.3)
j=0
waarbij de hy—; polynomen zijn in z1,...,2,—1. Er geldt zelfs dat de hy—; homogeen zijn

van graad g — j in hun n — 1 variabelen. Dit kunnen we laten zien door de homogeniteit van
H, te gebruiken:

g g
9 Zx{lhg_j(xl, co@no1) = Hy(ta, ... tey) = Z(tmn)jhg_j(txl, coytTp_1),
j=0 j=0

en dit geeft:

g g
Ztglehg—j(xly . ,xn_l) = thmflhg_j(tml, . ,ta:n_l) =
§=0 §=0
g . .
Zl‘zl[tghg_j(dih . ,LEn_l) — tjhg_j(t$1, . ,tl‘n_l)] =0 =
§=0
g . .
Zzi[tgijhg_j(l’l, ey 'Tn—l) - hg_]‘(tl‘l, e ,tl‘n_l)] =0.
§=0
We weten dat de verzameling {1, z,,22,...,2¢} in de ruimte van polynomen met variabele

x, met graad < ¢ lineair onafhankelijk is. Hieruit volgt nu dat

tg_jhg,j(.i(}l, ce 7.ﬁs‘nfl) — hg,j(tl'l, . 7t$n,1) = 0,
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ofwel ‘
hg,j(t:vl, e ,tl’nfl) = tgijhg,j(l'l, e ,.’Enfl).

Dus hg—; € Vi,—1,g—;. We definiéren een afbeelding
Ll : Vn—l,g X Vn—l,g—l X ... X Vn—l,O — an!] : (h,g7hg_1, .. .7h0) — Hg,

door middel van vergelijking (4.3). Deze afbeelding is goed gedefinieerd, want het is duidelijk
dat z7 homogeen is van graad j en we weten dat h,_; is homogeen van graad g — j, dus
x%hg_j is homogeen van graad g. Het optellen van homogene polynomen van graad g geeft
weer een homogeen polynoom van graad g. Verder is Ly bijectief. Eerst laten we zien dat
L; injectief is. Neem H, H € Vg, waarvoor geldt:

g g

RN !

H, = g xdhy_ (21,22, Tp1) = E whhy (w1, 29, Ty1) = Hy.
j=0 §=0

We kunnen zien dat dit alleen klopt als hy_; = hfq_j voor 0 < j <g. Dus L; is injectief.
Verder is Ly ook surjectief. Dit volgt direct uit de toelichting bij (4.3). We weten dat de
dimensie van V,,_1 4—; gelijk is aan K (n —1,¢ — j) en vanwege de bijectie L kunnen we de
dimensie van V,, 4 als volgt uitdrukken:

=Y K(n-1,9g-j)=> K(n-1,j).
§=0

3=0
We hebben nu een recursieve formule gekregen voor K (n, g). Laat nu G(n, r) de genererende

functie voor K(n,g) met 0 < |r| < 1 zijn:

o0

G(n,r) = Z r9K(n,g). (4.4)

g=0

G(n,r) kan nu anders geschreven worden door de hierboven gevonden recursieve relatie van
K (n,g) te gebruiken:

o0

G(n,r) = ZTQK(n, 9)

g=0
g
quK(n— 1,7)

tqu

g=0  j=0
o0

= Z (n—1,%) ng
=0
.700 -

= ZK(n—l,j)ng+j
Jj=0 9=0

tqu

Kn—l]TJng

7=0
:i[((n—lj)rj !
, ’ 1—7r
7=0
1 o0
= ZKn—lJ
—r
7=0
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dus er geldt:

Gn—1,7)
G(n,?‘) = ﬁ
Dit herhaaldelijk toepassen geeft:
G(,r)
G(n, T) = W

Merk op dat elk polynoom H € Vi, geschreven kan worden als H = cz{, met ¢ € R een
constante, dus K (1,g) = 1. Daaruit volgt dat:

o0

1
G(1,r) Z r T
g=0
Dus met lemma 4.2 vinden we:
G, 1 O (n+g-1!
G =T =T _;)WT ’
De uitdrukking voor G(n,r) vergelijken met de uitdrukking in (4.4) geeft het bewijs voor
deze propositie. O
Definitie 4.4. Een functie f(x1,x2,...,2y) is harmonisch als
Anf =0. (4.5)

Merk op dat de Laplace-operator een lineaire operator is en dat de ruimte van harmo-
nische homogene polynomen van graad ¢ in n variabelen een vectorruimte is. Deze vector-
ruimte zal aangeduid worden met W,, 4. Vervolgens gaan we de dimensie van deze ruimte
bepalen.

Stelling 4.5.

2 -2 —
dim W, , = g+n<9+n 3>.

n g—1
Bewijs. Laat Hy € Wy, ;. We kunnen H, weer net als in (4.3) schrijven als:

g9
Hg(.’L‘l,aig, N ,l‘n) = Z.’lﬁ%hg,j@?l,wg, ce ,LEn,l).

We gebruiken vervolgens dat Hy harmonisch is. Er volgt:

0=A,H,

82
(a g T A 1>Z”“" ha-d

7=0

P
= 8:E2 ) nhg—j + A 1anh9 —Jj
7=0 3=0

g
§G = V@) hgy+ > wh Ay 1hy
=0

<
[
N

(- 'M“

(G+2)(G+ Dadhg_j_ 2+Zm Ap_1hy_;
7=0

<.
Il
=)

2 (G +2)( + Dhg—j—2+ An_1hg_;),

Mm

<.
Il
=)
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waarbij we stellen dat h_; = h_o = 0. Uit de lineaire onafhankelijkheid van de verzameling

{1,2,,22,...,22} in de ruimte van polynomen met variabele x, met graad < g volgt:

(J+2)J+1Dhg—j2+Apn_1hy_j=0voor 0<j<g,
ofwel,
_Bnothyj
G+2)G+1)

Dit is een recursieve relatie waar h,_; aan moet voldoen. Merk op dat alle h,_; vastliggen
zodra hg en hg_1 gekozen zijn. We maken een afbeelding

hg—j—o=— voor 0 < j <g. (4.6)

LoV, _ 1,9 X Vi 1,9—1 —9»Vﬁg (h h ) — H

g

vastgelegd door (4.3) en (4.6). We weten dat ZQ,O al hg—j(x1,22,...,2n—1) een homogeen
polynoom geeft (zie bewijs stelling 4.3) en uit (4. 6) volgt dat als hy en hy_1 gekozen worden,
er een harmonisch polynoom ontstaat, dus de afbeelding is goed gedefinieerd. Lo is injectief.
Neem H,, H, € V,, 4, waarvoor geldt:

g

g

i 1./ !

H, = g T hy_i(T1, 22, Tp1) = E whhy (w1, 29, Ty1) = Hy.
j=0 j=0

Er volgt dat hy_; = h s voor 0 < j < g, in het bijzonder hy, = h’ en hg_1 = hg 1
Surjectiviteit Volgt Weer ult de uitleg bij (4.3). Dus Lo is bijectief. Nu kunnen we de
dimensie van W, ; berekenen met propositie (4.3):

dim W, g =dimV,_; 4 +dimVn—-1,9g -1
_(n4g-2) (n+g—3)!
 gY(n—2)! (g —Dl(n—2)!
n+g—2 (n+g—23)! N (n+g—3)!

g  (g-Dn=2)! (g—1(n-2)!
20+n—-2 (n+g—3)!

g  (9-Dln-2)
29+n—2(n+g—3>

g g-1 )

4.2 Bolfuncties en orthogonaliteit

We kunnen nu bolfuncties definiéren.

Definitie 4.6. Een functie Y, : S"~' — R is een bolfunctie van graad g als er een Hy € W, 4
bestaat zodanig dat Y, (&) = Hy(€) V€ € S"~. Dit kunnen we schrijven als Yy = Hy|gn-1.
Met andere woorden, een bolfunctie van graad g is een harmonisch en homogeen polynoom
van graad g in n variabelen beperkt tot de (n — 1)-eenheidssfeer.

We zullen verder in dit hoofdstuk de vector (z1,xa, ..., x,) noteren met x en zijn Eucli-
dische norm \/x? + 22 + ... + 22 met ||x|| of met r,. & zal een eenheidsvector aanduiden,
dus [|€|| = 1. Dan kunnen we x schrijven als x = r,,£ met £ € S"1L.

We zullen nu laten zien dat de bolfuncties eigenfuncties zijn van Agn-1.

Propositie 4.7.
Agn-1Yy; =g(2 —n—g)Yy. (4.7
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Bewijs. Zij Y, een bolfunctie en H, € W,, , zodanig dat Y, () = H,(€) V&€ € S*~! . Voor
x € R geldt:

Hy(x) = Hy(rn&) = ryHy(&) = 1Y, (€).

Nu wordt de formule van stelling 2.5 toegepast en het feit dat HH, harmonisch is:

n —

1 1
0=AnHy = An(r}Yy) = D} (1Y) + Dy, (r3Yg) + 5 As, . (17 Yy)
T

n n

n—1

1
—glg =) Y, g Y ALY,

n n

=g(g -1 i Yo+ (n—1) gri? Yy +71872 As, Y,

=757 %g(n+9—2) Yy + As, Y.

Dus er geldt:
gn+9—-2)Y,+Ag, Y, =0 & Agn1Y, =g(2—n—g)Y,. O

We zullen eerst een formule afleiden, die goed van pas komt om te bewijzen dat bolfuncties
orthogonaal zijn op de sfeer.

Lemma 4.8. Als H, € V,, 4, dan geldt:

n

OH,(x1,29,...,Tn
Z o 18;- )ml =g Hy(xz1,22,...,25). (4.8)

i=1

Bewijs. In definitie 4.1 kan tz; vervangen worden door u; voor alle ¢ en naar ¢ differentiéren
geeft door gebruik te maken van de kettingregel:

n

OHg(u1,ug, ..., uy,) du; _
U L =g t97'H STy ey &
n
OH, JUDy e ey
g(U1 au2 U’n)xl =g tg_ng(l‘l,JIz,...,J}n).
‘ Uy
i=1
Neem nu t = 1 en we vinden:
n
OH,(x1,x9,...,¢
Z o(71, 72 n)xingg(xl,xg,...,xn). O

8(Ei

i=1
Nu laten we zien dat bolfuncties van verschillende graad orthogonaal zijn over de sfeer.

Stelling 4.9. Laat Yy en Y}, twee bolfuncties zijn. Dan geldt

JRRGIAGIE

Bewijs. We kijken naar de polynomen H, € W, , en H, € W, , waarvoor geldt dat
Y, = Hy|lgn-1 en Y, = Hp|gn—1. Merk op dat voor elke & € S"~! geldt dat & zelf een
normaalvector is op S™ 1. Vervolgens passen we de divergentiestelling toe met F = H, oVnHp
en F = H,V, Hgy:

|V (#0090 0) = [ (H,©VaH(©)) € a9,
/n v, - (Hh(X)Van(X)> A"z = /S (Hh(ﬁ)Van(E)) C£dQ,_ .
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Deze 2 vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft:
/ Vn-(Hg(x)Vth(x) - Hh(x)Van(x)) dne
= [ BV ~ BV (©)) - € 2

De linkerkant van de vergelijking uitwerken geeft, als we gebruiken dat V,, - V,, = A,, en
dat Hy en Hp, harmonisch zijn:

/ AZE (Hg(X)Vth(x) — Hy(X)V» Hg(x)> J"e
= /n (Van(x)Vth(x) + Hy(x)A, Hp(x)

— Vo Hy (%), Hy(x) — Hy, (X)Aan(X)) Az
=0
Er volgt:

/Sn_l (Hg(ﬁ)Vth(é) - Hh(g)van(g)) e A, =

Door £ in te vullen in (4.8) volgt dat:

EzzaH

=49 Hg(&)-

Dus:

0

[ (€926 - 1@Vt (©)) - € a9

/Sn (€ (0 7106 - 56) (6 7,06)) 09

Hy (& h(s) 401

0 J
)

Yg )dQn L

want op S"7! geldt dat Hy(€) = Y,(€) en Hp(€) = Yi(€). We hadden aangenomen dat
g # h en nu kunnen we concluderen dat:

[ (vlemite) aan o ]

Laten we nu kijken naar een onafhankelijke verzameling bolfuncties van graad g ter
grootte van dim W, ;. Met het orthonormalisatie proces van Gram-Schmidt kan er een
orthonormale verzameling gemaakt worden, dat wil zeggen:

() et

Sn—1

1 alsi=j

0 alsi#j (4.9)

Y,.i(§)Y,;(§)dQ 1 = {

Verder in dit hoofdstuk zal met {Y Z}dlm W telkens een orthonormale verzameling van
bolfuncties aanduiden zoals in (4.9).
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4.3 Functies uitdrukken in bolfuncties

We laten in deze sectie zien dat de verzameling bolfuncties van alle graden met het maximale
aantal onafhankelijke bolfuncties elke Lo(S™~1)-functie kan beschrijven. Dit kunnen we
op verschillende manieren doen. We beschrijven er 2. De ene methode gebruikt dat alle
polynomen uit te drukken zijn in polynomen uit W, , en de andere methode laat zien dat
bolfuncties een basis vormen voor C(S™~1)-functies.

Bij beide methoden zullen kijken naar de verzameling

YV ={Y,;lg € No,1 <j < dimW,,} (4.10)

met het maximale aantal orthogonale bolfuncties van alle graden. De dubbele sommatie

s} dim Wy, 4
D=0 2oj=1 zal genoteerd worden als »°_ ..

4.3.1 Methode 1

Er geldt dat elk homogeen polynoom in x geschreven kan worden als een som van harmo-
nische homogene polynomen keer een macht van ||x||. Stelling 4.10 zal duidelijk maken op
welke manier dat kan. We maken hierbij gebruik van [6] en [4]. Eerst gaan we een inwendig
product definiéren op de ruimte V,, ,. Hiervoor beginnen we met het invoeren van een aantal
notaties. Laat a een n-dimensionale multi-index zijn, i.e. een n-tuple van niet-negatieve

gehele getallen genoteerd door a = (ay,aa,...,ay). Dan geldt voor een vector x € R™ dat
x* = x7'23? ... 2% en we hebben a! = aglas!...apl en |a| = a1 +az + ... + a,. Verder

bedoelen we met 88:0 dat

0% 9% 0™ o%n

ox> 0z 9z T Oapr”
Zij H € V,, 4. Dan kunnen we H schrijven als H = Zlalzg hox®. We definiéren bij elk
polynoom H een differentiaaloperator H (D) als volgt:

H(D)= > ha%.

lal=g
Nu kunnen we ook het inwendig product op V,, , definiéren:
(H,F) = H(D)(F), voor alle H,F € V,, 4. (4.11)
Dit inwendig product uitwerken voor H,F € V,, 4, waarvoor geldt H = Z|a\: g hox® en
F= ZIBIZQ f5xP, geeft:
(H,F) = H(D)(F)

9
= Z haa; Z fBXﬁ

la|=g |Bl=g

o«

_ § : B

= h(,fg aXO‘X
lal,18l=g

= Z ha fdapal,
‘O‘Mﬂlzg

waarbij do3 = 1 als @ = S en do3 = 0 als & # B. Merk op dat door deze uitwerking vrij
makkelijk na te gaan is dat dit daadwerkelijk een inwendig product is.
Dit gebruiken we in het bewijs van de volgende stelling.
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Stelling 4.10. Laat H € V,, 4. Dan kan H op een unieke manier geschreven worden als
H(x) = Hy(x) + ||x]|* Hg—2(x) + ... + [|x]|** Hy—20(), (4.12)

waarbij k = 4] en Hy_; voor 0 < i <k harmonische homogene polynomen zijn van graad
g—2i.

Bewijs. Merk op dat elk polynoom van graad 0 of 1 harmonisch is. Nu laten we zien dat
elke H € V;, 4 voor g > 2 uniek geschreven kan worden als

H = F + x| Fy, (4.13)

waarbij Iy € W, 4 en Iy € V;, 4o en dan volgt de stelling door inductie toe te passen. We
definiéren eerst een afbeelding ¢ : V,, g — Vi, g—2, H — AH. Deze afbeelding is surjectief.
Merk eerst op dat voor de differentiaal operator bij C' = ||x||? geldt dat die gelijk is aan:

2 02 o2
=+ =A. 1
c(D) o2 a2 Tt o A (4.14)

Neem aan dat ¢ niet surjectief is. Dan bestaat er een polynoom F' € V,, ,_o ongelijk aan
het nulpolynoom, waarvoor geldt dat F' orthogonaal is ten opzichte van het beeld van ¢. In
het bijzonder is F' orthogonaal ten opzichte van AH met H = ||x||*F € V,, ;. Er volgt met
behulp van (4.14):

0= (F,AH) = F(D)(AH) = A(F(D)H) = AF(D)(H) = (|x|*F, H) = (H, H).

Hieruit volgt dat H = 0 ofwel ||x||2F = 0. Dit geeft een tegenspraak. Dus ¢ is surjectief.
De kern van ¢ is gelijk aan {AH = 0|H € V, 4} = W, 4 en ¢ is surjectief, dus er volgt dat
dimV,, , = dim (ker(¢)) + dim (im (¢)) = dim(W,,4) + dim(V}, 4—2). We laten vervolgens
zien dat W, 4 het orthogonaal complement is van ||x||*V,, g—2 = {||x[?F|F € V,,g—2} C Va.g,
waaruit volgt dat V;, 4 te schrijven is als de volgende directe som:

Vig =Wng® ||X||2Vn,g*2~

Hieruit kunnen we dan concluderen dat (4.13) klopt. Neem Fy; € W, 4 en F € V,, 4, dan
geldt:
(Ix|* Fy, Fy) = (F», AFy) = 0.

Dus W,, 4 is het orthogonaal complement van ||x||?V}, —2. O

Gevolg 4.11. Elk polynoom beperkt tot S"—1 is te schrijven als een eindige som van bol-
functies.

Bewigs. 7ij p een polynoom van graad g. Dit polynoom kan geschreven worden als een
eindige som van homogene polynomen van graad < g. Volgens (4.12) kunnen die homogene
polynomen uitgedrukt worden in harmonisch homogene polynomen keer een macht van ||x||.
Voor alle £ € S™~! geldt dat ||£]| = 1, dus p beperken tot S™~! geeft een uitdrukking in
harmonisch homogene polynomen beperkt tot S”~! en dat zijn precies de bolfuncties. [

We willen laten zien dat de bolfuncties dicht liggen in de continue functie op de een-
heidssfeer. Daarvoor kunnen we de stelling van Stone-Weierstrass gebruiken, maar voor
deze stelling hebben we eerst een aantal definities nodig.

Definitie 4.12. Laat X een niet-lege verzameling zijn. Een algebra A van functies op X is
een deelverzameling van de reéelwaardige functies op X met de volgende eigenschappen:

(i) Als f,ge A, dan f+g € A en fg € A,
(i1) AlsceR en f e A, dan cf € A.
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Definitie 4.13. Laat X een niet-lege verzameling zign. Dan wordt de uniforme norm voor
een begrensde functie op X gedefinieerd door

[flloc = sup | f(z)]-
zeX

Definitie 4.14. Laat X een niet-lege verzameling zijn. Fen deelverzameling B wvan de
reéelwaardige functies op X scheidt de punten van X als voor alle x,y € X met x # y er
een functie f € B bestaat zodanig dat f(z) # f(y).

Nu kunnen we de stelling van Stone-Weierstrass geven.

Stelling 4.15. Laat S een compacte verzameling zign en laat A een algebra van reéelwaardige
continue functies op S zijn. Neem aan dat A de punten van S scheidt en alle constante
functies bevat. Dan is de uniforme afsluiting van A gelijk aan alle reéle continue functies
op S ofwel A ligt dicht in de continue functies op S ten opzichte van de uniforme norm.

Voor een bewijs van deze stelling kan [7] geraadpleegd worden. Verder vinden we in [7]
ook het volgende gevolg.

Gevolg 4.16. Laat S een compacte verzameling zign in R™. Elke reéle continue functie op
S kan uniform benaderd worden door polynomen in n variabelen.

Bewijs. De verzameling van polynomen in n variabelen bevat de constante functies en scheidt
duidelijk de punten van R™. Nu kan de stelling toegepast worden. O

Stelling 4.17. De verzameling van bolfuncties Y ligt dicht in Lo(S™1) ten opzichte van
de Lo-norm.

Bewijs. We laten zien dat Y dicht ligt in C(S™~!) en dan volgt de stelling direct uit stelling
3.13. Gevolg 4.16 geeft dat de polynomen op S™~! dicht liggen in C(S™~!) en omdat alle
polynomen als eindige som van bolfuncties te schrijven zijn (gevolg 4.11), geldt dat Y ook

dicht ligt in C(S™71). O

Uit deze stelling volgt direct dat elke f € Ly(S™!) te schrijven is als een lineaire
combinatie van bolfuncties, ofwel

f(¢&) = ch,ng’j(ﬁ) voor bijna alle & € §"7 1, (4.15)
93
waarbij ¢4 ; constanten zijn.

4.3.2 Methode 2

We beginnen met het definiéren van ultrasferische polynomen en daarna laten we zien dat de
bolfuncties een basis vormen voor C'(S"~1). Deze sectie begint met het bespreken van ortho-
gonale rotaties om codrdinaatassen en daarna zal een stelling gegeven worden om daaruit de
definitie van ultrasferische polynomen af te leiden. We zullen eerst kijken naar orthogonale
rotaties van de coordinaatassen in R™. Merk op dat zo’n rotatie de lengte van een vector
onveranderd laat. Een rotatie is een lineaire afbeelding van R™ naar R", die aangeduid
zal worden met R. Laat x = (z1,22,...,2,) € R™ zijn. De lengte van een vector kunnen
we uitdrukken met het inwendig product, namelijk ||x| = v/x - x. Vanwege het feit dat de
lengte van een vector onder rotatie hetzelfde blijft, geldt dat Rx« Rx = x+x. Neem nu twee
vectoren x,y € R™. We beschouwen het volgende inwendig product:

(x+y)-(x+y)=x-x+2x-y+y-y.

Nu kan het inwendig product van x en y als volgt opgeschreven worden:

1

X'y=5((X+y)~(X+Y)—X-X—y-y)-

Hieruit volgt dat een rotatie alle inwendig producten onveranderd laat.
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Stelling 4.18. Laat n = (1,0,...,0) zijn en laat Ly(x) € W, 4 zijn, waarvoor geldt:

(i) Lg(n) =1,
(11) Ly(Rx) = Ly(x) voor alle rotatie afbeeldingen R zo dat Rn = 1.

Dan is Ly(x) het enige polynoom wit W, , dat voldoet aan deze eigenschappen. In het
bijzonder bepalen deze twee eigenschappen op unieke wijze de bijbehorende bolfunctie Y, =
Ly|sn-1. Bovendien is deze bolfunctie Y, (€) met & € S*~! een polynoom in & - 1.

Bewijs. Net zoals in het bewijs van stelling 4.5 kunnen we het polynoom L, (x) schrijven
als:

g
Ly(x) ZZx{hg_j(xg,ajg,...,xn), (4.16)
§=0
waarbij h,—_; homogene polynomen zijn van graad n — j. We beschouwen nu een rotatie

matrix R zoals beschreven in eigenschap (ii) van de stelling. Deze R toepassen op x geeft
een vector x’, waarbij x} = ;. Ofwel:

R(xy, w0, ... 1) = (21,75, ...,20).
Uit eigenschap (ii) en (4.16) volgt:
g .
0=Ly(x)— Ly(Rx) = Zx{[hg,j(mg,xg, oy y) — hg_j(ah, x5, . )]
j=0
Dan geeft de onafhankelijkheid van de le in de ruimte met polynomen met variabele x;
dat hg_j(x2,23,...,2n) = hg_j(xh,x%,...,2,), dus de rotatie verandert hy_; niet. Dit

betekent dat hy_; alleen maar athangt van de lengte van (z2,s,...,2,) en hy_; kan als
volgt uitgedrukt worden:

9-J
hyg_j(@2, T3, ..., Tn) = Cg—j <\/x§+m§++x%> , (4.17)

waarbij c,_; constanten zijn. Merk op dat ¢,_; = 0 voor oneven g — j, omdat de hgy_;
polynomen zijn. Door eigenschap (i) te gebruiken kan de waarde van één van die constanten
gevonden worden:

9 g
1="Ly(m) =Y 1 hy_j(0,0,...,0) = ¢, ; 0977 =,
j:O j=0

Nu kunnen met formule (4.6) de hy_; bepaald worden, omdat met (4.17) de vorm van de
hg—; duidelijk is en ¢y en c4—; voor oneven g — j bekend zijn. Hieruit volgt dat L, uniek
bepaald is en daarmee ook Lg(€). Nu rest ons nog om het laatste onderdeel van de stelling te
laten zien. Laat & € S"~! zijn. Er bestaat dan een v € S"" ! zodat v-np =0ent € [-1,1]
zo dat € = tn+ 1 —t2v. Uit v-n = 0 volgt dat v; = 0 en er geldt tn; = 0 voor 2 < ¢ < n,
dus:

1=t & +... +2=1-1 (4.18)
Merk op dat £ - = t. Volgens (4.16), (4.17) en het feit dat c,—; = 0 voor oneven g — j

kunnen we schrijven:

g9

) 9—J
Yy(8) = Z & cg-j (\/§§+§§+~~-+§%) .

=0
g—j is even
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Nu gebruiken we (4.18) om te krijgen:

NED) = Y fa, (vi—e)".
g7 T even
Dit laat zien dat Y,(€) een polynoom is in ¢t = £ - 7. O
Nu kunnen we de ultrasferische polynomen definiéren.

Definitie 4.19. Het polynoom Y, () zoals geintroduceerd is in stelling 4.18 noemen we het
ultrasferische polynoom van graad g. Wanneer we variabele t gebruiken om deze bolfunctie
uit te drukken, wordt het genoteerd als Py(t).

Merk op dat uit (4.3.2) volgt dat het polynoom Py(t) van graad g is.
We willen laten zien dat Y een orthonormale basis vormt voor de continue functies. We
geven daarvoor eerst de volgende stelling.

Stelling 4.20. Als f € C(S™1) en (f,y) = 0 voor alle y €Y, ofwel als

/S 3 [(8)Yy,;(£)d2—1 = 0 woor alle g, j,

dan is [ gelijk aan de nulfunctie, ofwel
f(€&) =0 wvoor alle € € ™.

Bewijs. We nemen aan dat f voldoet aan de voorwaarden van de stelling, maar niet gelijk
is aan de nulfunctie en we leiden op die manier een tegenspraak af. Als f niet gelijk is aan
de nulfunctie, dan bestaat er een n € S"~! waarvoor geldt dat f(n) > 0. Uit de continuiteit
van f volgt nu dat er een omgeving U van 1 is waar f positief is. Merk op dat het inwendig
product € - n een continue functie is voor een vaste n en een £ € S"~!. Uit de Cauchy-
Schwarz ongelijkheid volgt dat [£€-m| < 1, dus —1 < £ -1 < 1. Omdat f positief is op U,
bestaat er een s € [—1,1] zodanig dat f(&) > 0 wanneer s < £ -n < 1. Vanaf nu noteren we
& - n met t. We definiéren de volgende functie:

o(t) = {1— U= alss<t<l,

0 als —1<t<s.

Merk op dat ¢ continu is op [—1,1]. Er geldt dat f(€)¢(t) > 0 als s <t < 1 en voor de rest
van de &€ geldt dat f(&€)o(t) =0, dus

[ r©sa0. > o
gesn—t

Volgens de stelling van Stone-Weierstrass kunnen we voor alle € > 0 een polynoom p(t)
vinden zodanig dat geldt

lp(t) — p(t)| <€, voor t € [—1,1].

Dan krijgen we:
/ F(&)(o(t) — p(t))dQ,—1 < ‘/ F(&)(o(t) — p(t))dQ,—1
gesSn—1 gesn—1
< [ 1rlien - polan, -y
565"’1

<e /s L
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Omdat f continu is, geldt er dat |f(&)] < M met M een constante en het oppervlak van de
eenheidssfeer is een vast getal, dat we aanduiden met C. Dus we vinden:

/Eesnl f(&)(d)(t) 7p(t))dQn—1 S eMC PN
/ HE)9(H)d—1 — eMC < / F(©)p(t)dQ—1.
ses gesn—t

We kunnen e willekeurig klein kiezen, dus
[ r@podn, >0 (4.19)
gesn—1

Neem nu € en p(t), waarvoor deze uitdrukking geldt, vast. Laat m de graad van p(t) noteren.
Het ultrasferische polynoom P,(t) voor g € Ny is van graad g, dus p(t) is uit te drukken als
lineaire combinatie van de eerste m ultrasferische polynomen, ofwel:

Z CQPQ (t)v
g=0

waarbij ¢, een constante is. De uitdrukking (4.19) is dus te schrijven als:

m

JNLG) SCTAUE L )
gesSn—1

9=0

Dit leidt tot een tegenspraak, omdat ultrasferische polynomen een speciale soort bolfuncties
zijn en f per definitie loodrecht staat op alle bolfuncties. Dit betekent dat f = 0. O

Stelling 4.21. Y is een basis voor C(S™1).

Bewijs. Laat S =Y. Dan is S een deelverzameling van Lo(S™!). Laat S’ het orthogonaal
complement van S zijn in Lo(S™71). Dan is Ly(S™ 1) te schrijven als de directe som van S
en S/, dus Ly(S"1) = S@ S'. Stel dat f € C(S™1) een functie in S’ is, dan geldt volgens
stelling 4.20 dat f = 0. C(s"" 1) C Ly(S™ 1), dus alle continue functie zitten in S. Dus YV’
is een basis voor C'(S"~1). O

Nu volgt uit stelling 3.13 dat Y ook een basis is voor Ly(S"~1), dus we vinden wederom
dat elke f € Ly(S™1) is te schrijven als:

fé) = ch’ngyj(E) voor bijna alle & € S™!,
9,J

waarbij ¢, ; constanten zijn. We kunnen ook een uitdrukking van deze constanten vinden
in de functie f en de bolfuncties. We vermenigvuldigen (4.15) met Y,/ ;- en integreren over
de sfeer. Als we dan de orthogonaliteit van de verzameling Y gebruiken, krijgen we:

/Sn_1 J(8)Yy j(§)dQ—1 = /Sn_1 > Y5 (€)Y 5 (£)dQ N
9,7
/Sn_l f(€)Yy j(£)dQn1 = Z/ Y01 (€)Yy i (€)A21 o
9,3 .
/Sn—l f(g)ytgl,j’(g)dgnfl = Cg’ j’-
Dus er geldt:
oy = [ HEY (€0 (1.20)
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4.3.3 Toepassing

Het uitdrukken van een Ly(S™~!)-functie in bolfuncties kan toegepast worden bij het oplos-
sen van randwaardeproblemen. In deze sectie zal een voorbeeld gegeven worden.
Beschouw het volgende randwaardeprobleem: Vind V in B" zodanig dat

A,V =0enV = f(§) voor alle £ € S" 1. (4.21)

Oplossing: Merk op dat harmonische en homogene polynomen en lineaire combinaties
van deze polynomen een oplossing zijn voor de Laplace vergelijking. In het bewijs van
propositie 4.7 zien we dat we de harmonische en homegene polynomen kunnen schrijven als
een bolfunctie keer een macht van de straal r. Dus we kunnen (4.21) oplossen door lineaire
combinaties van r9Y ; te gebruiken. We krijgen door (4.20) toe te passen om te voldoen
aan de randvoorwaarde de volgende oplossing;:

V= Yo re Y€)= o) [ S mine. (422)
9,J 9,J
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