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HOOFDSTUK 1.

OVER HET THEOREMA VAN DE SAINT-VENANT BI]J
TWEE- EN DRIEDIMENSIONALE HALFRUIMTEN.

7. Inleiding. Van groot belang voor de toepassing van de resultaten
van de toegepaste mechanica op de in de techniek voorkomende con-
structies en belastingsgevallen 1s het theorema van pE SAINT-VENANT.
Dit theorema leert het volgende:

Wanneer op een beperkt gebied van een voldoend ondersteund
elastisch lichaam beurtelings twee belastingsystemen S, en S, aan-
grijpen, die statisch aequivalent zijn (d.w.z. dat S; — S, een even-

wichtsysteem vormt), dan is de spanningstoestand (en daarmede de

vervormingstoestand) tengevolge van S, in een bepaald punt des te
minder verschillend van die tengevolge van S, naarmate het punt
verder van het belastingsgebied verwijderd is. Wat slordiger uitgedrukt
luidt het theorema, dat de spanningen (en vervormingen) tengevolge
van een in een beperkt gebied werkend belastingstelsel op enige afstand
van dat gebied alleen van de resultante van het stelsel en niet van de
verdeling ervan afhangen.

De omschrijving van het theorema is enigszins vaag. ZANABONI 1) is
er in geslaagd door een vernuftige gedachtengang een bewijs van het
principe te leveren met een verscherping van de formulering. Hiermede
is evenwel de technicus toch niet bevredigd. Gewoonlijk is deze immers
gaarne bereid het theorema ook wel zonder bewijs te aanvaarden. Daar-
entegen 1s hij echter wel geinteresseerd in het antwoord op de vraag,
-hoe groot het verschil van de spanningen tengevolge van twee statisch
aequivalente belastingstelsels in de omgeving van het belastingsgebied
hoogstens is.

Ook in deze richting zijn wel enige berekeningen gepubliceerd. In
de handboeken der elasticiteitstheorie wordt meestal volstaan met de
berekening van de spanningen in een speciaal lichaam tengevolge van
twee zeer speciale statisch aequivalente belastingen. In zulk een geval
kunnen uit de aard der zaak zeer concrete gegevens verstrekt worden,
hetgeen inderdaad uit illustratief oogpunt voordelen heeft. Berekeningen
van SuPINO ?) laten een grotere vrijheid in de keuze van het elastisch
lichaam en de belastingen toe, maar de resultaten zijn dan ook aan-
merkelijk minder scherp.

Wij zullen ons in het volgende bezig houden met een elastisch lichaam,
dat onderworpen is aan een belasting S, over een gebied van de opper-
vlakte, waarvan de karakteristieke afmetingen klein zijn t.o.v. de krom-
testralen ter plaatse en ook t.0.v. de andere afmetingen van het lichaam.

1) O. Zanasoni, Atti Accad.Lincei Roma, 25, 117—121, (1937). ‘
®) G. SupiNo, Annali di Matematica pura ed applicata, ser. IV, to. IX, 92—119, (1931).
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De spanningen in het lichaam zullen dan volgens het theorema bestaan
uit een stelsel, dat iedere statisch aequivalente belasting ook zou ver-
wekken, en een stelsel, dat practisch beperkt is tot de omgeving van
het belastingsgebied, afhankelijk van de speciale bouw van §;. Het
evenwichtstelsel S; — S, verwekt alleen zulk een plaatselyk stelsel.
Onder de gemaakte aannamen over de grootte van het belastingsgebied
kunnen wij derhalve ter bestudering van dit plaatselijke spanningstelsel
het lichaam vervangen denken door een halfruimte. Verder zullen wij
de belasting onder later te vermelden beperkingen als willekeurig aan-
nemen. Wij zullen in het volgende zeer scherpe — zelfs de scherpst
mogelijke — grenzen aangeven tussen welke het plaatselijke spanning-
stelsel kan varieren. Bij al onze berekeningen wordt het materiaal ver-
ondersteld isotroop te zijn en te gehoorzamen aan de wet van Hooxk.

§1. In één richting constante belasting van
halfruimte en halfschyf.

2. Het belastingstelsel. Wij denken ons een lichaam, dat het ge-
deelte van de ruimte inneemt, waarvoor t.o.v. een rechthoekig assen-
stelsel (x, y, 2) geldt: y>Q én —c<z<c (zie fig. 1). Is ¢ eindig,

Y
4

ya

S
y.a

rhﬂ__ﬁ
ﬂ

Fig. 1, De halfschijf.

dan ‘spreken wij van een halfschijf, zo niet, dan van een halfruimte.
Aan het oppervlak y = 0 wordt deze halfschijf of dit halfvlak gedacht
onderworpen te zijn aan een belasting, die in de richting van de Z-as
gelijkmatig is. In de X-richting leggen wij voorloopig geen beperkin-
gen op.

Wijpbeschouwen eerst een belasting zonder component in de Z-rich-
ting. Is de dikte 2c klein, dan is de spanningstoestand in een punt
van de halfschijf bij benadering een vlakspanningstoestand. Ook kan
op de vlakken 2z =c en z = —c een zodanige normale belasting
worden aangebracht, dat de vlakken z = constant vlak blijven; er
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treedt dan een zg. vlakke vervormingstoestand op. In het geval van
de halfruimte is dit laatste altijd het geval, zoals uit symmetrieover-
wegingen blijkt. Beide gevallen laten nagenoeg dezelfde wiskundige
behandeling toe. Waar wij in het eerste geval dan over spanningen
spreken, bedoelen wij de over 2 = —c tot 2z = ¢ gemiddelde waarden
ervan. Ten opzichte van deze spanningen is de wiskundige behandeling
van beide gevallen hierdoor volkomen dezelfde. Bij de bepaling van
de vervormingen treedt een kleine verandering van enkele constanten
op, die uit wiskundig oogpunt niet belangrijk 1s en ons ook daarom al
minder belang inboezemt, omdat wij ons hoofdzakelijk zullen bezig-
houden met de spanningen.

Bezit de belasting geen componenten in de X- en Y-richting, dan
gelden analoge beschouwingen. Zo kan op de vlakken 2 =cen z = —c¢
een zodanige tangentiele belasting worden aangebracht, dat er uit-
sluitend vervormingen in de Z-richting optreden. De spanningstoestand
is in dat geval een zuivere vlakspanningstoestand. In het geval van
de halfruimte is dit weer het geval. Voeren wij over de schijfdikte
gemiddelde spanningen in, dan wordt de behandeling weer uit wiskundig
oogpunt dezelfde. :

Het is dus duidelijk, dat de spanningstoestand van de in de Z-richting
gelijkmatig belaste halfruimte overeenkomt met die van een loodrecht
op de Z-richting uitgesneden halfschijf, waarvan de dikte zonder aan
de algemeenheid te kort te doen gelijk kan worden gesteld aan de eenheid.
Wij zullen ons derhalve verder tot een dergelijke schijf beperken.

De belasting op het vlak y = 0 zij p(x). Deze belasting ontbinden
wij in componenten pu(x), p,(x) en p,(x) in de positieve asrichtingen.
De belasting p.(x) en p,(x) is dus tangentieel en p,x) normaal. Wjj
zullen in het volgende zien, dat het nuttig is de belastingscomponenten
in de vorm van een Fourierintegraal te schrijven. Willen wij in het
algemeen een functie f(x) in een Fourierintegraal ontwikkelen, dan
moet voldaan zijn aan de volgende drie eisen:

_f: | f(x)| dx bestaat,
fl) =*alim {f (x — 8) + £ (x + o)L, )

f(x) en f'(x) zijn intervalsgewijs continu.

De beide laatste voorwaarden zijn van zuiver wiskundige aard. De
eerste daarentegen heeft in dit geval een physische betekenis. Immers
hierdoor wordt byjv. een 1n x periodieke belasting uitgesloten. Aange-
zien wij ons echter speciaal willen bezighouden met belastingstelsels
ltzp een eindig gebied, houdt ook deze eis voor ons geen enkele beper-

Ing in.

Met het oog op speciale toepassingen is het verkieslijk de belastings-
componenten te splitsen in een in x even en oneven gedeelte. In formule:
Pa(%) = Pea(x) + pas(x)

Pu(x) = pua(x) + Pya(X) (2)

Pz(x) = le(x) =+ Pzz(x)
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Hierin voldoen de functiés uit het rechter lid dan aan:
le(x) = Px1(=x) Pzz(x) = —Das(—X%) l

Pu(x) = pui(—x)  pua(x) = —pye(—x)

Pa(®) = pa(—%)  parlx) = —peo(—x) |

Omgekeerd volgen de nu ingevoerde functies uit:

Par(x) = Yefpa(x) + pul —xN Paz(%) = afpa(x) — puol —x)} }
(4)

©)

Pua(x) = ofpu(x) + p(—x)}  Pualx) = /afpu(x) — pu(—2)}
Par(x) = ofpux) + pu(—x)} D2o(%) = /afpa(x) — pa(—x)}

Voeren wij nu nog ter afkorting in:
ool [oo]

P.i(t) = [ pei(u) cos tu du Pos(t) = pas(u) sin tu du
Pu(t) = paw) costudu  Pylt) =fw Py2(u) sin tu du (5)

P,(t) = foo Po1(u) cos tu du P.,(t) = fo Pzo(u) s tu du

dan kunnen wij de belastingscomponenten als volgt in een Fourier-
integraal ontwikkelen:

pu(x) = % f:o §Pgy(t) cos xt + Pg(t) sin xt} dt

sl = % /w{P”(t) cos xt <+ P;,z(t) sin xt} dt } ' (6)
2

7T

oG
px) = = [ {P.(t) cos xt + P,o(t) sin xt} dt
In nr. 3 zullen wij ons bezig houden met de belasting p., py; in
nr. 4 met de belasting p,.

3. Het spanningstelsel,” behorende bij de belasting p, en p,. Zoals
bekend, geldt voor de over de schijfdikte gemiddelde spanningen in
het geval, dat de belasting geen component in de Z-richting bezit:
0, = Tys = T,g = 0, terwijl de spanningen 6, 7 en g, als volgt in
verband kunnen worden gebracht met de spanningsfunctie F(x, y)

van AIRY:
_®F ___®F __OF ”
% = By @ = Toxay T o

Hierin voldoet F dan aan de vergelijking:

',,_azaz(a2 AN .
AAF=(a—x2+a—y2> ﬁ_FEF)F_O (2)

De randvoorwaarden van (2) hangen af van de aard van het vraag-
stuk. In ons geval, waar op de lijn y = 0 voorgeschreven spanningen

heersen, moet gelden: ,
T:w(x; 0) = _pz(x) O',(X, O) = —Pw(x) (3)
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Over de in het oneindige optredende spanningen laten wij ons voor-
lopig niet uit.

Bekende oplossingen van (2) zijn o.a.:

F =c, x, y, sin xt e, cos xt e, y sin xt e en y cos xt e,

Wij zullen nu trachten aan (2) en (3) te voldoen door de genoemde
oplossingen in de vorm van een integraalvoorstelling te superponeren:

F = [[{(fi+ ytf2) eos xt + (fa + ytfy) sin xtle™ + fix + foy + frldt (4)
Hierin zijn de f; voorlopig nog onbekende functies van t. Nemen
wij aan, dat wij de eerste en tweede afgeleiden van F naar x en y kunnen

bepalen door onder het integraalteken naar x en y te differentieren, dan
vinden wij voor de spanningen, gelet op (1):

0r = | 1(fi— 2fa+ ytfa) cos xt +(fy — 2fi+ytfy) sin xtjeedt
v = | {(fs—fo+ ytfy) cos xtH(—f, + fo — ytfy) sin xt}e>*e2dt (5)
s = [ {(—fi— tf2) cos xt + (—fs— ytfy) sin xtje»erdt

Voor y = 0 geldt derhalve:
T, 0) = [{(fs — £ cos xt + (—f + fu) sin xt} st

. (6)
o,(x,0) = [ {—f1 cos xt — fssin xt} t3dt

Vergelijken wij (6) met (2, 6) en (3), dan zien wij, dat de functies
fu fo fs en f, bepaald kunnen worden. Wij vinden:

2
tzf 1 = = v1(t)

#, = 2 { —Pult) + Pualt)

t*fs = % va(t)

5, = 2 {Pu(t) + Put)

(7)

De functies f, fs en f; in (4) komen niet voor in de uitdrukkingen
voor de spanningen (5). Zij kunnen dan ook niet uit spanningsvoor-
waarden bepaald worden. Zij bieden echter de mogelijkheid om de
integralen voor F en de eerste afgeleiden naar x en y, die een rol spelen
in de uitdrukkingen voor de deformaties, te laten convergeren. Omdat
wi) ons zullen beperken tot de spanningen, hebben zij voor ons geen
betekenis.
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Substitueren wij (7) in (5), dan vinden wij:

5 =2 [7Ti(2Pes — Pu) — 58Pes — Pu)} cos xt

— {(2Pzy + Pya) — yt(Pzy + Pyo)i sin xt] e dt
Ty = Efm‘[i—Pu + yt(Pyy + Puo)} cos xt

© {Pas — yt(Ps — P,1)} sin xt] e dt
o =2 [li—Pn + 9P — Pu)} cos xt

— {Py2 + yt(Pz1 + Pys)} sin xt] e dt

Q

(8

De vergelijkingen (2, 4), (2,5) en (8) geven ons het middel om,
althans formeel, de spanningen tengevolge van een voorgeschreven
belasting p.(x) en p,(x) te berekenen.

Het is duidelijk, dat de randvoorwaarden (3) niet voldoende zijn om
de oplossing van het vraagstuk ondubbelzinnig te bepalen. Physisch is
dit bijv. direct in te zien, doordat op de gegeven oplossing een gelijk-
matige trek in de X-richting kan worden gesuperponeerd. De op-
lossing (8) is echter een oplossing, waarbij alle spanningen voor oneindig
grote waarden van x of y verdwijnen. Wij zullen aannemen, dat geen
andere- oplossing deze eigenschap bezit.

4. Het spanningstelsel, behorende bij de belasting p,. Bezit de be-
lasting geen component in de X- en Y-richting, dan geldt voor de
over de schijfdikte gemiddelde waarden van de spanningen: ¢, = 6, =
= 0, = T, = 0, terwijl de spanningen 7,, en 7,, voldoen aan:

A'Tvz = A'sz =0 (1)

Het verband tussen deze beide spanningen wordt gelegd door de
evenwichtsvoorwaarde:

ot,,
dy

0T,
ox

Vervolgens moet de spanning 7, aan het grensvlak y =0 evenwicht
maken met de uitwendige belasting:

Ty%, 0) = —pz(x) (3)

Wij nemen weer aan, dat de voorwaarde, dat de spanningen voor
oneindig grote waarden van x of y verdwijnen, samen met (3) voldoende
zijn om de oplossing van het vraagstuk ondubbelzinnig te bepalen.

Uit de harmonische functies: sin xt e en cos xt e vormen Wwij
de volgende integraalvoorstelling voor 7,,:

Ty = fw( fscos xt + fesin xt) et dt 4)
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Hierin zijn f; en f, voorlopig nog onbekende functies van t. Voor
y = 0 geldt:

Ty(x, 0) = jQo (fscos xt + fosin xt) dt ' (5)

Met het oog op (2, 6) en (3) volgt hieruit:
2

fg = — ; zl(t) ( )
6
2
fo=— = 22(t)
Dus is:
Tyz = — %fw(le cos xt + Pz2 sin Xt) e dt (7)

Volgens (2) levert tekenomkering, differentiatie naar y en integratie
naar x de spanning T,:

Tow = — 72{ fw(Pz1 sin xt — P,; cos xt) e dt (8)

Dit voldoet aan (1). Door de integratie naar x zou er nog een wille-
keurige functie van y aan toegevoegd kunnen worden, die dus met
het oog op (1) alleen een lineaire functie kan zijn. De spanning wordt
echter volgens (8) nul als y tot oneindig nadert en de genoemde functie
moet dus nul zijn.

5. De gelijkmatig verdeelde belasting p,, en de puntlast P,. Wij zullen
nu eerst enige bijzondere belastingsgevallen onderzoeken om deze
naderhand te kunnen vergelijken met algemenere stelsels. Om te be-
ginnen zullen wij het geval beschouwen van een gelijkmatig verdeelde
normale belasting over een zekere breedte. Zij de resultante van dit
systeem P,. De breedte van het aangrijpingsgebied zij 2a. Dan is de
belasting blijkbaar P,/2a. De belasting is dus gekarakteriseerd door:

Pa1(X) = PealX) = puso(x) = Pa(x) = pao(x) =0

0 voor |x| > a. 0
pur(x) = [P,,/4a voor |x| = a.

P,/2a voor |x| < a.

Hieruit volgt volgens (2, 5):

Pay(t) = Posf(t) = Pyo(t) = Pay(t) = Pas(t) = 0
Poa(t) = 2%- f cos tu du = Pwﬂzr—‘;"% @
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Substitueren wij deze waarden in de spanningsintegralen (3, 8),
dan volgt:
1P, = sin at
= = === — —yt
6 p j;(l yt) ;— Cos xt e~ dt
_ 1 o.M ] ey
_ Ty = — ,,zfo sin at sin xt e™>* dt (3)
1P, sin at
= — —— — . —yt
Gy =% °(1+yt) - cos xt e™ dt

De .\.J,itk_qmst hiervan is met het oog op (29, 8), (29, 9) en (29, 17),
waarbij wij tegelijk ter afkorting invoeren r*=x2+1v? 12=(x-+a)*-+?

]

2= (x—a)?+ 3% ¢ = arctg—g, ¢’ = arctg A a’ ¢ = arctg =——
(zie fig. 2):
1 P 2 ’" xz—yz—az |
Oz =—;‘*f<1/290 — s +d}’w )
Ry’
T = g g R [ L
i 2 , ' x2 — y2 — a?
Oy = —;—aﬂ(l/zfp — 9" — ay —aoa ")
X
L -
e -

: Y
Fig. 2. De betekenis van 1, v, v, @, ¢’ en @”.

Laten wij a tot nul naderen, dan gaat de gelijkmatige belasting over
in een puntlast P,. Zoals men gemakkelijk narekent, zijn de limiet-
waarden van de spanningen volgens (4):

2 5 x°
Oz =—;Pw7y]
A e )
Tw=—;Pw—3( (3
2 3
o = =P

Zoals begrijpelijk, is nu het puht (0, 0) een singulier punt van het
veld geworden.
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6. De gelijkmatig verdeelde belasting p., en de puntlast P,. Analoog

aan het vorige kan het geval behandeld worden, dat over een breedte 2a
een gelijkmatig verdeelde tangentiele belasting in de X-richting werkt.
De resultante ervan zij P;,. De belastingsfuncties nemen nu de vorm aan:

Paa(X) = pyi(x) = Pua(x) = Pax) = Paa(x) = 0
0 voor |x| > a )
Pe1(x) = Pp/4a voor |x| = a
P,/2a voor |x| < a
Hieruit volgt volgens (2, 5):
Pzz(t) b Pul(t) = P‘VZ(t) == P.zl(t) = Pzz(t) =0

Pnt) = % f: cos tu du = P, sxznac:t 2)

. Substitutie van deze waarden in (3, 8) geeft ons:

\ 3 1 . ]
Oy =—l&f (2 — yt) Smatsmxte‘y’dt
n a’s
1P, > sin at g
Toy = ——;ffo(l—yt) ;- cosxte v dt | (3)
1 y . . _
oy =—;P,,z/~s1natsmxte vt dt |

Met het oog op (29, 8), (29, 9), (29, 16) en (29, 17) volgt. hieruit:

. . P,,(l . T 2axy2)
Ty ——-;7 /glnr — /zlnT W ‘

1P , - x2 — y* — a?
Taw=_;f(1/2¢ — 1 +ayw"—) [ (4)
o, — — 2 Pe axy?
¥ 7T aTIzTI’z

Ook nu kunnen wij a tot nul laten naderen. De belasting gaat dan

over In een tangentiele puntlast P,. Voeren wij de benodigde grensover-
gangen uit in (4), dan vinden wij:

2

% == Pa
2 7

Toy = — ?_E' x? (5)
2 xy?

Shei=trey P”?

Oock nu vertoont de oplossing natuurlijk weer een singulariteit in

de oorsprong.
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7. De gelijkmatig verdeelde belasting p,, en de puntlast P,. Vervol-
gens beschouwen wij een gelijkmatige tangentiele belasting in de Z-rich-
ting op de strook —a < x < a. De resultante ervan zij P,. De belastings-
functies hebben nu de gedaante:

Pax(%) = Paalx) = Pui(x) = Puxx) = pee(x) = 0

0 voor |x| > a 1)
Pa(x) = {Pz/4a voor |x| =a

P,/2a voor |x| < a

Hieruit volgt volgens (2, 5):

Pa;l(t) i Prz(t) = P'Iil(t) = Pv2(t) = Pzé(t) =0 }
_ P p __ p sinat (2)
P.(t) = 2a focos tudu = P, e
Substitutie in (4, 7) en (4, 8) levert de spanningen:
Tye = — % —%— fwsin at cos xt et % dt
1 P, = 1 3
T = — ——f sinatsin xt e — dt
Tl o t
Hieruit volgt met het oog op (29, 16) en (29, 17):
T —_—— -—1—-P—z- v — ")
w= T om g TP '
: 4)
T —L—Iiz— (Inv —1ln ")
zx zn a

Laten wij a tot nul naderen, dan gaat de gelijkmatig verdeelde be-
lasting over in een tangentiele puntlast P;. De spanningen worden dan:

‘[,"z= E_I_le
1 r2 (5)
1 X

Tza:=_7z' z}?

De oorsprong is ook nu weer een singulier punt geworden.

8. De gelijkmatig verdeelde belasting py,» en de dubbelkracht met
koppel M,. Vervolgens beschouwen wij een belastingsgeval, waarbij
over de breedte 0 < x < a een gelijkmatige normale belasting werkt,
terwijl over de breedte —a < x < 0 een gelijkmatige normale belasting
werkt van dezelfde grootte, maar met tegengesteld teken. De resultante
van dit stelsel is geen kracht, doch een koppel. Is de grootte van dit
koppel. M, (positief, wanneer het draait van de positieve X-as naar
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de positieve Y-as), dan moet blijkbaar de belasting de grootte hebben

M,/a®. In formule uitgedrukt krijgen wij dan:

Par(%) = Pas(x) = Pua(x) = par(x) = pea(x) =0
0 voor |x| >aen x =0
pallx) = [ M, /2a® sign x voor |x| =a
' M,/a®sign x voor |x| < a

Hieruit volgt volgens (2, 5):
Ppy(t) = Pa(t) = Pyy(t) = Pay(t) = Peo(t) =0
Pult) = 2

a2

fasintu du =—A—/£4~1‘— o0 2 N |
o a? A

Substitutie in (3, 8) levert ons de spanningen:

2 M, ® 1 —cosat . _
6 = — 3 fo(l —yt)f sin xt e dt
T — % A;I; ¥ /w(l — cos at) cos xt e~ dt
2 M, > 1 — cosat .
== e— e & S —-yﬁ
oy s fo(l + yt) ; sin xt e >* dt
Hieruit volgt met het oog op (29, 1), (29, 2), (29, 7), (29, 10), (29,
en (29, 18):
\ i 2 M, Loy e Xy xy(rt — @)
= T e {qp— [s9 [ao _12+ re’z
_ 2 M Y0P+ )
R Lt
2 M, , v Xy _ xy(r* — a®
o = =g e e e+ -

ey

(2)

3)

11)

(4)

Laten wij nu a tot nul naderen, daarbij M, constant houdend, dan
gaat het systeem over in een dubbelkracht met koppel. Bij dit proces
worden de beide krachten, waaruit het koppel is opgebouwd, oneindig
groot. De spanningen in de buurt van de oorsprong zullen dus oneindig

groot van de tweede orde worden. Vergelijking (4) gaat over in:

ol P
Ox =—1M2xy(x6 y)
4 ¥
2032 __ 2
zy i — 2y, YOENY
T r
’ 8 xy?
Oy =—-;M27

(5)
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9. De gelijkmatig verdeelde belasting p,. en de dubbelkracht zonder
koppel met intensiteit N,. Nu beschouwen wij het belastingstelsel
gevormd door een gelijkmatige tangentiele belasting in de X-richting
op de strook 0 < x < a en een zelfde belasting met tegengesteld teken
op de strook —a < x < 0. De resultante van dit systeem is noch een
kracht, noch een koppel. Toch belast dit stelsel het lichaam wel degelijk.
Laten wij met het oog op een later te maken limietovergang de grootheid,
die wij verkrijgen door de resulterende kracht van een deelstelsel te
vermenigvuldigen met de afstand der aangrijpingspunten dier beide
afzonderlijke resultanten, gelijk stellen aan N,. Dan moet blijkbaar
de belasting gelijk zijn aan N,./a®. De belastingsfuncties worden dus
gegeven door:

Pea(%) = Pui(%) = Pual) = par(x) = pus(x) = 0
0 voor x| >a en x=0 (1)
Pre(x) = [N,,/Za2 sign x voor |x| =a :
N./a*sign x voor |x| < a
Hieruit volgt volgens (2, 5):
Pey(t) = Pu(t) = Pya(t) = Pu(t) = Po(t) =0 1

Poo(t) = —-1:1—[;- f:: sin tu du = IZT: w (2)
Substitutie in (3, 8) levert ons de spanningen:

0y = % %/:O(Z — yt) 1—_:-M cos xt e dt

Toy = % % /:o(_l -+ yt) 1—cosat i:os AT e>tdt 3)
o, = % % y f:o(l — cos at) cos xt et dt

Met het oog op (29, 1), (29, 2), (29, 7), (29, 10), (29, 11), (29, 18)

en (29, 19) gaat dit over in: -

- 2 NZ ’ ’r y2 y2(72 + a2)
O = =@ {lnr +Inr —-_2lnr—7+ 7 }
2 v Xy | xy(rt — a¥)
Tm=—;TZ{¢—”o<P—1/ #'— 3 T} (4)
2N (* P+ Y
% = ;7{7— AT }

Laten wij nu a tot nul naderen, daarbij N, constant houdend, dan
gaat het stelsel over in een dubbelkracht zonder koppel. Dit is een
systeem, gevormd door twee zeer grote krachten van gelijke grootte, doch
met verschillend teken, wier werklijn samenvalt en wier aangrijpings-
punten zeer dicht bij elkaar liggen. De intensiteit ervan wordt aan-
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gegeven door het product van de grootte der krachten en de afstand
hunner aangrijpingspunten. In ons geval is dat dus N, De verge-
lijkingen (4) gaan over in:

2 x¥x? — 3y%)
Or = TN T e -
4\ Xy — 5
va=—°?NxT | (5)
2 2 2
el 2 gy, 005% il
4 T

De singulariteit in de ocorsprong is ook nu natuurlijk weer van de
tweede orde.

70. De gelijkmatig verdeelde belasting p,. en de dubbelkracht met
koppel M,. Tenslotte beschouwen wij een gelijkmatige tangentiele
belasting in de Z-richting op de strook —a < x < 0 en een gelijke doch
tegengesteld gerichte belasting op de strook 0 < x < a. De resultante
van een dergelijk stelsel is een koppel, waaraan wij het positieve teken
zullen toekennen, indien het draait van de positieve Z-as naar de posi-
tieve X-as. Is de resultante van ons stelsel een koppel M,, dan heeft
de belasting blijkbaar de grootte M,/a%. De belastingsfuncties worden
nu dus gegeven door:

pxl(x) = paz(x) = pwl(x) = pvz(x) i pzl(x) =0
0 voor |x| > a en x =0 )
Pl = {—Mg,/Za'2 sign x voor |x| =a
—M,/a®sign x voor |x| < a

Hieruit volgt volgens (2, 5):

le(t) =5 sz(t) = Pﬂl(t) = Puz(t) = le(t) =0
M, & . M, 1 — cosat
Po(t) = — T;fo sintudu = — — T 2
Substitutie in (4, 7) en (4, 8) levert ons de spanningen :
T == _2_. .&2” 4 w sin xt e~ Yt dt
M, ; - 3)
Tom = —EM_} £ w cosxt eyt dt
T ac o t
Met het oog op (29, 7), (29, 18) en (29, 19) is dit gelijk aan:
2 M, , . “
T = (@ o)
2 M ' )
Tow = ;_azl (Inr —Yslnr —yInr")
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Laten wij a tot nul naderen, daarbij M, constant houdend dan gaat
het stelsel over in een dubbelkracht met k0ppel M,. De spanningen zijn:

2 X
=y ”Tf

1 T (5)
Ty = e My
zT 7T ' 74

De singulariteit 'in de oorsprong is ook nu natuurlijk weer van de
tweede orde. .

77. Het definiete belastingstelsel. In de nummers 5 tot en met 70
hebben wij zes karakteristieke belastingstelsels met hun ontaardingen
leren kennen. Zij zullen ons dienen als vergelijkingsmateriaal voor de
algemenere gevallen, die wij hierna wensen te behandelen.

Wij onderstellen nu, dat op de lijn y =0 van x = —a tot x = a
een willekeurig stelsel belastingen is aangebracht. Dit stelsel splitsen
wij volgens (2, 2} en (2, 4) in de drie even stelsels p,;, Py en py; en de
drie oneven_stelsels prs, py2 en a2 Tenslotte splitsen wij ieder dezer
zes stelsels in één, dat voor posmeve waarden van x niet negatief is,
en één, dat voor deze waarden van x niet positief is. Overigens vertonen
* deze laatste deelstelsels geen principiele verschillen. Dergelijke stelsels,
die voor geen waarde van x 7 0 van teken wisselen, zullen wij gemaks-
halve definiet noemen. Wij geven dit aan met de index d.

Een stelsel pyy; (normaal, even en definiet) vergelijken wij met een
in —a < x < a aangrijpende, statisch gelijkwaardige, gelijkmatige, even
en normale belasting ofwel met een (in de oorsprong aangrijpende)
statisch gelijkwaardige (normale) puntlast. Een analoge vergelijking
maken wij bij de stelsels pzia en p.14. Een stelsel pysq (normaal, oneven
en definiet) wordt vergeleken met een in —a < x < a aangrijpende,
statisch gelijkwaardige, gelijkmatige, oneven en normale belasting ofwel
met een (in x = 0 aangrijpende) statisch gelijkwaardige dubbelkracht
met koppel. Een analoge vergelijking kan worden gemaakt bij de stelsels
Dz2a €N Dz2q; bij het stelsel p,.; moet de eis van statische gelijkwaardigheid

a
vervangen worden door de eis, dat de intensiteit: [ pg» x dx voor het

beschouwde stelsel en het vergelijkingstelsel gelijk zijn.

Is het te onderzoeken belastingstelsel niet definiet, dan staan ons
twee wegen ter behandeling open. In de eerste plaats kunnen wij de
belasting splitsen in een aantal definiete stelsels (definiet is hier bedoeld
t.0.v. een verschoven assenstelsel, waarvan de oorsprong in het midden
ligt van het aangrijpinsgebied van het deelstelsel) en voor elk dezer
stelsels de in het volgende te behandelen -vergelijkingsmethodes toe-
passen. Hoe groter het aantal deelstelsels is gekozen, des te nauwkeuriger
zal de vergelijking zijn. Een andere methode berust er op van het
het beschouwde stelsel de intensiteiten van de nd¢ orde té bepalen, ge-

definieerd door I, = f p x"dx. (Intensiteit van de nulde orde = resul-

tante; intensiteit van de eerste orde = moment of intensiteit). Wij
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brengen nu als vergelijkingstelsel een aantal singuliere krachtenstelsels
van de nd orde in de oorsprong aan, welke ieder voor zich de eigen-
schap bezitten, dat alle intensiteiten van de kd orde voor k # n gelijk
nul zijn, daarentegen voor k = n gelijk aan de intensiteit van de nd orde
van het beschouwde stelsel. Van deze singuliere stelsels hebben wij
die van de nulde en cerste orde reeds leren kennen als puntlast en
dubbelkracht. Een singulariteit van de n orde is het grensgeval van
het stelsel, gevormd door twee singulariteiten van de (n — 1)*¢ orde
met grote I, - , en kleine afstand der aangrijpingspunten, indien wij die
afstand tot nul laten naderen, daarbij het product van I,,— ; en die af-
stand constant = I, houdend. In fig. 3 zijn schematisch de eerste drie
singulariteiten, voorzover het de normale stelsels betreft, voorgesteld.

i
b ii‘!l. e

Fig. 3. Enkele singuliere krachterftelsels:

Hoe meer singulariteiten wij aanbrengen, des te nauwkeuriger zal de
vergelijking zijn. Voor de doorvoering van deze methode is het nodig
eerst de spanningsystemen, behorende bij die hogere singulariteiten,
te bepalen. W1ij gaan hier verder niet op in en beperken ons tot definiete
stelsels.

712. De definiete belasting Pue. Wij ‘beschouwen de normale, even
en definiete, doch overigens willekeurige belasting p,;4(x) tussen de
grenzen —a << x < a. De resultante ervan zij P,:

P, = 2] puudx) dx (1)

De belastingsintegralen zijn volgens (2, 5):
Pa:1(t) = Pzz(t) . sz(t) - le(t) = Pzz(t) =0

a

Ph@) = fo pyra(u) cos tu du, (2)
‘Substitutie in (3, 8) levert de' spanningen:

bs = — i— f:o(l — yt) cos xt et dt f: Pyra{u) cos tu du ]

Ty = — %ijt- sin xt e _dt‘f: Pura(n), cos tu du 3)

oy == J—nzif:o(l + yt) cos xt e¥*dt [ pua(u) cos tu du j
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Door verwisseling van de integratievolgorde gaat dit over in:

a o o]
o, = — % [ pyra(u) du [ (1 — yt) cos xt cos ut e™>* dt ] =
2 e 0 .
T = [ pnau) du { yt sin xt cos ut et dt * (4)
6y = — % [ pyra(u) du /w(l + yt) cos xt cos ut e dt

=
De tweede integralen kunnen uitgewerkt worden met behulp van
€29, 11), (29, 14) en (29, 15). Wjj stellen de waarde van deze integralen
gelijk aan het product van hun waarde voor u = 0 en een functie van
a = ufr en & = x/r, welke functies in volgorde luiden:

1+ 1 + (/8 —4a¥2 + o — &
Fy(a, §) = ( =) {{(1 _ﬁaiz))zz_ 4((1122(5252 - ) =
—1 4 IR B o) |
(5)
_ 42)2 2 —N 4
Filo, §) =S ™ —1 — 61 — 260 + 0(a)
22 2
File, ) = [ w— st ~ L~ 20— 66068 0

De variabele u loopt van 0 tot a; r en x zijn willekeurig. Uit de reeks-
ontwikkelingen blijkt, dat de functies F; tot 1 naderen, indien r onbeperkt
toeneemt. Dit geldt niet voor F,, als & = 0, waarover later meer.

Uit (4) en (5) vinden wij nu voor de spanningen de volgende uit-
drukkingen:

4 Xy ¢

0 = — — 3| paw) Fy du
4 2 a g

Ty = — — 25| pudlu) Fy du ©)
4_ 3 a '

0y = =~ 3 | Puau) Fadu

Hierin zijn de functies F; via a afhankelijk van u. Aangezien pyia
definiet is, weten wij:

min F,-fap,,ld(u) du < faFi Pua(u) du £ max F,-fap,,w(u) du @M

Wij voeren nieuwe functies F;’ in, die alleen bepaald zijn door de
betrekkingen:

min F; < F;' < max F; (8)
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en dus slechts binnen zekere grenzen bekend zijn, maar ook zeker
tot 1 naderen als r onbeperkt toeneemt. Verder geven wij met accenten
de spanningen aan tengevolge van een normale puntlast P, in de oor-
sprong. Dan gaat (6) met het oog op (4, 5) en (1) over in:

0, =0, Fy 15 =1 FZI o, = o' Fy' 9

Dit 1s de scherpste schatting, die te maken is. Immers in (7) zijn
de eerste en derde integraal volgens (1) gelijk aan een voorgeschreven
constante. Nemen wij een bepaald punt van het veld in het cog, dan
zijn x, 7 en a gegeven en hangt F; alleen nog van u af. Voor een zekere
waarde van u (0 < u < a) neemt F; zijn minimale waarde: min F; aan
(dit kan natuurlijk zeer wel een grensminimum zijn). Bestaat de be-
lasting uit twee puntlasten, z6 dat de x van de aangrijpingspunten in
absolute waarde gelijk is aan die genoemde waarde van u, dan neemt
de tweede integraal uit (7) de links aangegeven minimumwaarde in-
derdaad aan. Hetzelfde geldt natuurlijk voor de maximumwaarde. De
door (5), (8) en (9) gegeven grenzen voor de spanningen zijn dus in
leder punt van het veld realiseerbaar.

Aan de hand van (5, 5) en (9) is nu ook in te zien, waarom lim F,

a—>0
zich abnormaal gedraagt voor & = 0. Immers voor & =0 is o, = 0,
terwijl dan i.h.a. o, 7% 0. Wel geldt natuurlijk: lim ¢, = 0 ook voor
B a—>0
§ = 0, maar voor ledere a # 0 en £ =0 is 1.ha. F,’ = g,/0,’ = oo,
zodat van een normale limiet geen sprake kan zijn.

13. De definiete belasting p,a. Vervolgens beschouwen wij de
tangentiele, even, definiete, doch overigens willekeurige belasting paa(x).
tussen de grenzen —a < x < a. De resultante ervan zij P,:

PR A o) i (1)

De belastingsintegralen zijn volgens (2, 5):

Pes(t) = Pys(t) = Palt) = Pua(®) = Pualt) = 0

P.(t) = f: Pr1a() cos tu du l @
Substitutie in (3, 8) levert de spanningen:

o =-2 £7(2 = y1)sin xt e dt [ pesu) cos tu du

Toy = — 72; f:o(l — yt) cos xt e dt /: Pr1a(u) cos tu du (3)
a = — —72? /:oyt sin xt et dt f: Pz1a{u) cos tu du
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Door verwisseling van de integratievolgorde gaat dit over in:

00 = — 2 [ pudu) du (2 — y1) sin xt cos ut e>* dt |
2 a =]

Ty = — / Pera(u) du f (1 — yt) cos xt cos ut e™* dt | )
2 a o0 .

0, = — = [ Dura(u) du [ ¥tsin xt cos ut e di

Wij stellen de tweede integralen gelijk aan hun waarde voor u =0
vermenigvuldigd met een functie van @ en &: De tweede integralen in de
tweede en derde vergelijking (4) zijn dezelfde als die in de eerste en
tweede vergelijking (72, 4) en geven dus de functies F, en F,. De tweede
integraal van de eerste vergelijking (4) geeft aanleiding tot de functie F,
welke met het oog op (29, 10) en (29, 14) luidt:

Fa g =220 — (o))} + 4(afE)? {1 + o2 — 382 + &Y
AN B =F 1+ o2 — 402872 =
_ 4

—1 4+ 3 145;+ 12

Uit de reeksontwikkeling blijkt weer, dat F, met toenemende 7 tot
1 nadert (uitgezonderd weer voor de lijn & = 0). Met het oog op (72, 5)
en (5) gaat (4) over in:

4 2 ¢

a? + 0(a®)  (3)

Gz = —;Fj;p””(u) Fy du
4 24 a E
Tey = — ;%/;Pnd(u) F, du (6)
4 2 a
Oy = _;%f;?mm(u) F, du

Geven wij de spanningen tengevolge van een tangentiele puntlast
P, in de oorsprong aan met accenten, dan volgt uit (6) met behulp
van (6, 5) en (72, 8):

o, =0, Fy Tow = Toy [y o, =0,/ Fy (7)
74. De definiete belasting pmna. WIij beschouwen de tangentiele,

even en definiete, doch overigens willekeurige belasting Pa1a(X) tussen
de grenzen —a < x < a. De resultante er van zij P:

Py—12 [ poe(xhidx (1).
De belastingsintegralen zijn volgens (2, 5):
Poy(t) = Pea(t) = Pu(t) = Pus(t) = Pus(t) = 0 ]

P.(t) = fa Peralu) cos tu du (2)
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Substitutie in (4, 7) en (4, 8) levert ons de spanningen:

0 a
Ty = — % J cos xt e dt [ p,iau) cos tudu
- > ° (3)
Tw = — — [ sin xt e dt [ p,iau) cos tu du
(-3 [~}
Wij verwisselen de volgorde der integraties:
a @
Ty = — % J Para(u) du [ cos xt cos ut et dt
. w 4)
T = — Paaa(u) du [ sin xt cos ut et dt
-] o .

Wij stellen de tweede integralen weer gelijk aan hun waarde voor
= 0 vermenigvuldigd met een functie van @ en & Met behulp van
(29, 10) en (29, 11) vinden wij voor deze functies:

: _ 1+ a® ko -
Fs (e, &) = T aF = Pl 1 — (1 — 4&)a® + 0(a*) "
Fe(a, &) = Insti =1— (3 — 48)a® + 0(a*)

(1 _+_ a2)2 i 4a252

Uit de reeksontwikkeling blijkt, dat Fs en Fy tot 1 naderen indien r
onbepaald toeneemt. Met behulp van (5) gaat (4) over in:

Ty =

(6)
Teg = —
Voeren wij volgens (72, 8) functies Fy' en Fg’ in en geven wij met

accenten de spanningen aan tengevolge van een puntlast P, in de oor-
sprong, dan volgt met het oog op (RS

Tyz = Tvzl Fal Tow = T Fsl (7)
715. De definiete belasting pysq. Hierna beschouwen wij een normale,

oneven en definiete, doch overigens willekeurige belasting pyea(x) tussen
de grenzen —a < x < a. De resultante er van zij een koppel M.

M, = 2] puaix) x dx (1)
De belastingsintegralen nemen volgens (2, 5) de vorm aan:
le(t) = Pzz(t) = Pm(t) = le(t) = Pzz(t) =0 ]

Pu(t) = J Puaalt) sin tu du @)
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Substitutie in (3, 8) levert ons de spanningen:
2 © s G E

0 =—— J (1 — yt) sinxt e>*dt [ pyse(u) sin tu du
2 « e 3

T = = J ytcosxte”dt [ pyas(u) sin tu du ‘ (3)
? 0 a

6y, = — -72? [ (1 + yt) sin xt e=* dt [ py(u) sin tu du

‘Wiyj wijzigen de volgorde der integraties en brengen een kleine
wijziging aan met het oog op een later te maken limietovergang:

6, = — -;Zz— J Dy2a(u) u du fw(l — yt) sin xt sn’; L dt
2 a o 1
To = — J pyasu) wdu [yt cos xt T2 gove gy @
a o) 1
6 — — % S Punet) udu f (1 + yt) sin xt SBYE ope gy

Wijj stellen de tweede integralen gelijk aan hun grenswaarde voor
u = 0 vermenigvuldigd met een functie van a en £ Met behulp van
(29, 8), (29, 12) en (29, 13) vinden wij voor deze functies:

1 — a¥(a? — 280)/(1 — 28)

Fa8) == oy gy 1~
_4—118522-1;21654 -, L.

Fi(a, §) = 1 Jg(lazf :;)2“?"210‘2;;52)' =1— L (5)
_2—1245;;3254 B

Fi(a, £) = L ol —1—(3—8&a+0() |

T @+ @ — 4P
Uit de reeksontwikkelingen blijkt, dat deze functies tot 1 naderen,

indien 7 onbepaald toeneemt, uitgezonderd voor enkele bijzondere
waarden van & Met behulp van (5) gaat (4) over in:

8 x2 — y?) @

Og =—;%f F; pyza(u) u du
4 23 2 __ a2 e _

toy = — 2 PO P g i udu | (©)
16 xy® ¢

Gy =_;%{F9pu2d(u)udu

Voeren wij volgens (72, 8) functies F,’, Fy' en Fy’ in en geven wij
met accenten de spanningen aan tengevolge van een dubbelkracht met
koppel M, in de oorsprong, dan volgt met het oog op (8, 5) en (1):

6, = a, F' Toy = Toy Fy' oy = 0, Fy' (7)




31 I, 16

76. De definiete belasting pgaa. Vervolgens beschouwen wij de
tangentiele, oneven en definiete, doch overigens willekeurige belasting
p?_zd(x) tussen de grenzen —a < x < a. De intensiteit van het stelsel
zij Ny:

No = 2 pead) x dx | (1)

Volgens (2, 5) zijn de belastingsintegralen:
Py (t) = wa(t)‘ = Pyz(t) - sz(t.) = Pzz(t) =0

- a i 2 \
Pualt) = [ pead) sin tu du | 2
Substitutie in (3, 8) levert ons de spanningen:
2 = 2 .
0r = — J (2 — yt)cos xt e dt [ pueg(u) sin tu du
: 2 ® : P :
Toy = —— [ (1 — yt)sin xt e dt [ pueq(u) sin tu du (3)
2 » e
o = — J ytcos xte > dt [ pyog(u) sin tudu

Wij verwisselen de integratievolgorde en brengen een kleine wijziging
aan met het oog op een later te maken limietovergang:

a e i ]

0, = % J Dasa(u) udu [ (2 — yt) cos xt sn;ut etdt
a o 0 1

Tay = — = [ pessw) u du [ (1 — yt) sin xt T2 e gy )
a 0 1 t

6, = % [ Daoa(u) udu [ yt cos xt S0 E et dt

De tweede integralen stellen wij weer gelijk aan hun waarde voor
u = 0 vermenigvuldigd met een functie van a en &. De tweede integralen
in de tweede en derde vergelijking (4) zijn dezelfde als die in de eerste
en tweede vergelijking (75, 4) en geven dus de functies F,; en F;. Voor
de tweede integraal van de eerste vergelijking (4) vinden wij de functie:

14+ a(1 + 0¥ — 86 + 5a* — BEV (O3 — 482)]
2(1 + 02)2 — 4_a2§2§2 -
o, 1— 188 + 488 — 328

o BG — 45

Figa, &) =

@+ 0(a*)  (3)

Uit de reeksontwikkeling volgt, dat F,, tot 1 nadert, indien r onbe-
paald toeneemt, uitgezonderd voor enkele bijzondere waarden van &.
Met behulp van (75, 5) en (5) gaat (4) over in:
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L4 x(x®—3y2) ¢
o, = _;¥ fo F10Pz2d(u) udu
8 =y 50
Tw = — w J Fr Poa(u) udu (©)
4 23 2 __ 2) a
o == &x're—y) fo Fs pasa(u) u du-

Voeren wij nog volgens (72, 8) een functie Fyy’ in en geven wij met
accenten de spanningen aan tengevolge van een dubbelkracht zonder
koppel met intensiteit N, in de oorsprong, dan volgt met het oog op

(9,5) en (1):

6, = G, Flo’ i — Fy oy =0, Fy ’ (7)

77. De definiete belasting p.,.s. Tenslotte beschouwen wij de tangen-
tiele, oneven en definiete, doch overigens willekeurige belasting p,sq(x)
tussen de grenzen —a < x < a. Het resulterend moment van deze
belasting zij M,:

M, = — 2 f puaa() x dx (1)

Volgens (2, 5) zijn de belastingsintegralen:

Puy(t) = Paa(t) = Pu(t) = Pue(t) = Pu(t) =0

Pos(t) = | Penelut) sin tu du } @
Uit (4, 7) C’en (4, 8) volgen de integralen voor de spanninger}:

Tyy = — % fjsin,xt e Y dt f:pzzd(u) siq tu du X
Ty = % f:ocos xt e vt dt /: De2a(1t) sin tudu ¥

Wij verwisselen de integratievolgorde en brengen een kleine wijziging
aan met het oog op een te maken limietovergang:

g o 1 13
Gy = — % [ Daaafu) udu f sin xt su;}i e dt
- ° . 4
20 'S o sin ut _ )
Tw = | Deoa(w) udu [ cos xt ¢ vt dt

De tweede integralen stellen wij weer gelijk aan hun grenswaarde
voor u = 0 vermenigvuldigd met een functie van a en £ Met behulp
van (29, 8) en (29, 9) vinden wij voor deze functies: :

1
Fyy(a, &) = (1 + a®)f — 4022 =1— 2(1 — 2&%)a® 4 0(a*)
. (5)
2/(1 — 28 1 — 48 4 288 :
Fule, §) = 220 =200 1R e o
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Uit de reeksontwikkelingen blijkt, dat F;; en 'Flz tot 1 naderen,
indien r onbepaald toeneemt, uitgezonderd voor enige speciale waarden
van §. Met behulp van (5) gaat (4) over in:

4 Dl 4
Ty = — — M, 23 [ Fuy pusdu) udu
T o
(6)
2 x2 = y2 a
Tow = — —;M”T / Flzpzzd(u) udu

Voeren wij nog volgens (72, 8) functies Fy;" en Fy,’ in en geven wij
met accenten de spanningen aan tengevolge van een dubbelkracht met
koppel M, in de oorsprong, dan volgt met het oog op (70, 5) en (1):

Tyz = T?/zl Flll Tex = Tza:, Flzl (7)

18. Uitgewerkt voorbeeld. Wij kunnen uit het behandelde leren,
hoe snel de spanningen tengevolge van een evenwichtstelsel met de
afstand tot het aangrijpingsgebied afnemen. Aangezien het afnemen
snel geschiedt, is het voor practische doeleinden niet nodig, dat het
lichaam een halfschijf of halfruimte is, als de afmetingen van het be-
lastingsgebied maar klein zijn t.o.v. de kromtestraal van het lichaam daar
ter plaatse en de andere afmetingen van het lichaam.

Ter illustratie zullen wij een speciaal geval volledig uitwerken. Wij
kiezen daartoe de spanning ¢, tengevolge van een evenwichtstelsel,
gevormd door een normale, even en definiete, doch overigens wille-
keurige belasting tussen de grenzen —a < x < a met resultante P,, en
een in de oorsprong aangrijpende puntlast —P,. Volgens (72, 9) geldt
in dit geval:

2 8 ,

o=——% (F/— 1P, (1)

Hierin is F," gedefinieerd door (72, 5) en (72, 8). In fig. 4 is nu voor
een aantal waarden van ¢ de functie F; uitgezet als functie van a; hierbij
is @ = arcsin §, d.i. de poolhoek van een poolcodrdinatenstelsel, als
mede in de fig. 4 aangegeven. Voor een gegeven punt is bekend a/r
en x/r = &, dus ook ¢. Ter bepaling van de grenzen van Fs' moeten
wij dus het maximum en het minimum van F; bepalen, als wij de kromme
voor de gegeven waarde van ¢ aanhouden en a laten varieren van
tot a/r. Bezien wij eerst de punten, waarvoor ¢ = 90°, d.w.z. punten
van de X-as. Isr > a, dus a/r < 1, dan is het minimum van F; blijkbaar 1
en het maximum gelijk aan de waarde van F; voor @ = a/r. Nadert
7 tot a, dan nadert het maximum tot oneindig. Is r < g, dan blijft het
maximum verder oneindig. Tot a/r = 1,85 blijft het minimum 1;
voor grotere waarden van a/r is het gelijk aan de waarde van F, voor
a = a/r en neemt met toenemende a/r af tot nul. De oneindig grote
waarde van het maximum voor een punt, dat in het belastingsgebied
ligt, is gemakkelijk te begrijpen. Immers o, tengevolge van een puntlast
1s voor dat punt nul (behalve voor de oorsprong) en zelfs een eindige
belasting op die plaats geeft dus al oneindig malen die spanning nul.

Nemen wij nu voor ¢ een hoek van bijv. 60°, dan zien wij, dat Fs

8
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35 I, 18

altijd eindig blijft. De waarde van @, waarvoor het maximum optreedt,

is kleiner dan 1, in dit geval bijv. 0,90. '\F("'OO einere ¢ wordt de waarde
van het maximum steeds kleiner, terwij e waarde van @, waarvoor

het maximum optreedt, steeds kleiner

t. Zo komt er een waarde

van ¢ =@, waarvoor het maxiggum de waarde 1 heeft en optreedt

bij ¢ = 0. Het maximum valt das isapsem, met het altijd al voor @ =0

aanwezige minimum en uit de feek

I

eeksontwilkeling voor F3in (72, 5 is
ODEF veor de critische waarde van

x/a
3 -2 - o] 1 2 - 3
| S/ i
i 50
N
| ; L <
E \ 5
S— __ i 1 1 .
Fa-' =0 QS \\
|
95 J
]
2 ¢ _
% ! |
a2 \
Fa -1Z 0
- 4
(o] Ot
lysa
MINIMUM 5 _\_MAXIMUM

Fig. 5.

De grenzen van Fy3—1.

® = @, die gegeven wordt door: £? = 1/s. Dit komt overeen met een
hoek @, = 24°05'43"". Is ¢ kleiner dan ¢., dan treedt in de kromme
voor F3 geen maximum voor a % 0 meer op. Het maximum van F; is

dan dus altijd 1.

Wij kunnen nu de grenswaarden van F, — 1 uitzetten als functie van
x/a en y/a. In fig. 5 zijn links lijnen aangegeven, waarop de beneden-
grens van F; — 1 een constante, er bij aangegeven waarde heeft. Links
van de lijn, waarop deze benedengrens 0 is, blijft deze grens verder 0,
zodat in dat gebied geldt: F; — 1 = 0. Rechts in de figuur zijn de
lijnen’ aangegeven, waar de bovengrens van F; — 1 een constante, er

1
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bij aangegeven waarde heeft. Links van de lijn, waarop de bovengrens 0
is, blijft deze grens verder 0, zodat in“dat gebied geldt: F; —1 < 0.
In de onmiddellijke omgeving van het belastingsgebied liggen de grenzen
ver uit elkaar. Wat verder liggen de grenzen echter dicht bij 0.
Vermenigvuldigen wij tenslotte de gevonden grenzen van Fj —1

T"’y

R T

€ Oy/do= -10

UYEO

ool 4 \-o,or ‘
|

ly/a
MAXIMUM 5 \ _ MINIMUM

Fig. 6. De grenzen van oy tengevolge van een evenwichtstelsel, gevormd door een in één
richting constante, normale, even en definiete belasting en het tegengestelde van haar resultante.

4 (y/a)®
7 (rja) . )
spanning ter plaatse van het belastingsgebied verwekt door een gelijk-
matige belasting met resultante P,, dan hebben wi volgens (1) de
grenzen van de o, tengevolge van het beschouwde evenwichtstelsel
gekregen. In fig. 6 zijn deze grenzen aangegeven. Met het oog op het
minteken in de factor, waarmede wij vermenigvuldigd hebben, staan
nu links de maximale en rechts de minimale waarden aangegeven.

Voor punten, gelegen buiten deze figuur I:unnen wij gebruik maken

met — ,, waarin 0, = P,/2a de spanningseenheid is, nl. de
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van een vereenvoudigde berekening, gebaseerd \g}a de eerste twee termen
van de reeksontwikkeling van F; in (72, 5). WJj vinden dan:

Oy oy B8 cos’p(l—6 sin%g)
P (TR @

Hieruit kunnen wij vinden, hoe groot, bij bepaalde ¢, r/a moet zijn,
opdat ¢,/0, een bepaalde voorgeschreven (kleine) waarde niet over-
schrijdt. Het absolute maximum (r/a)» van deze r/a als functie van ¢
blijkt op te treden voor ¢ = 0 en te voldoen aan:

YER

(rla)m = = (3)

Hieruit volgt voor o,/0, = 0,01 een waarde (r/a). = 6,3; voor
6,/0, = 0,001 een waarde (r/a)}, = 13,6.

§ 2 Rotatorisch symmetrische belasting van de
halfrurmte.

79. Het belastingstelsel. Wij denken ons een elastisch medium, dat
het gedeelte van de ruimte inneemt, hetwelk t.o.v. een stelsel cylinder-
codrdinaten 7, @, y gedefinieerd is door de vergelijking y > 0. Deze
halfruimte wordt aan haar vrije oppervlak y = 0 onderworpen aan een
ten opzichte van de Y-as rotatorisch symmetrische belasting g(r). Op
een oppervlakte-element tussen de cirkels r en r + dr en de lijnen gen
¢ + dp werkt dus een kracht g(r) . r . dr.dg. Deze belasting g(r) kan
gesplitst worden in drie loodrechte componenten in de codrdinaat-
richtingen: een radiale component g,(r), een tangentiele component ge(r)
en een normale component g,(r). Het zal in het volgende blijken, dat
het nuttig is, deze belastingscomponenten in Fourier-Besselintegralen
te ontwikkelen. Een functie f (r) kan ontwikkeld worden in een Fourier-
Besselintegraal :

) = [ Ja(rt) tdt [ f(u) Ju(tu) u du, (1)
indien ze voldoet aan de ontwikkelingsvoorwaarden (2, 1), wat voor
ons generlei beperking inhoudt. De index n in (1) kan nog vrij gekozen
worden. Het zal blijken nuttig te zijn in het geval van g/(r) en gg(7)

te kiezen n = 1, daarentegen voor q,(r) te kiezen n = 0. Voeren wjj ter
afkorting de volgende belastingsintegralen in:

Q1) = [ qw) Ju(tw) u du
Qolt) = fap(u) Ju(tu) u du @
Qu(t) = quy(u) Jo(tu) u du

dan laten de belastingscomponenten zich schrijven als:
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g(r) = fo,@ Jurt) t dt
ap(r) = [ Qult) Jirt) vt 3)
qy(r) = f:on(t) Jo(rt) t dt

In nr. 20 zullen wij ons bezig houden met de belasting g, en ¢,; in
nr. 27 met de belasting g,.

20. Het spanningstelsel, behorende by de belasting q, en g, Het is
bekend, dat de spanningen en verplaatsingen in een rotatorisch symme-
trische spanningstoestand zich laten splitsen in twee van elkander onaf-
hankelijke groepen. De eerste groep bevat de spanningen o, oy, 0, en
7y en de verplaatsingen in de r- en y-richting; de tweede groep omvat
de spanningen 7., en 74, en de verplaatsing in de ¢-richting. De be-
lastingscomponenten g, en gy behoren tot de eerste groep, g, daarentegen
tot de tweede groep. De eerste groep representeert een torsievrije:
belasting, de tweede groep daarentegen een zuivere torsie. Wij zullen
de beide groepen afzonderlijk behandelen.

In het geval van een rotatorisch symmetrische spanningstoestand,
waarin de ,,torsie” spanningen 7., en T,, ontbreken, hetgeen het geval 18,
indien de belastingscomponent g, ontbreekt, kunnen: de spanningen
op de volgende wijze in verband gebracht worden met de radiale ver-
schuivingsfunctie F’ van Love:

=282 (pop_ p 2F)
a"'E'm——ZTEAF_ma'r2
. 2G a( e m OF
aw_m—Za_yAF—Ta_r) W
_2(2m——1)Gi( g _m ﬁ)
T T =2 3y 2m—1 9y
_Hm=DG (g m 2y
== w\ AT T T

Hierin is m de contractiecoéfficiént en G de glijdingsmodulus van

het materiaal; verder is A" = */ar* 4= — 3/ or + 22/dy2. F' voldoet aan
de vergelx_]kmg
AIIAIIFI — O (2)

De randvoorwaarden zijn:

oy (r,0) = — Qv('r)
T,,,-(T O) == q,('r) } (3)

Deze randvoorwaarden zijn weer niet voldoende. Wij zullen echter
een oplossing zoeken, waarvan alle spanningen in het onemdlge van
het veld verdwijnen, en hierbij aannemen, dat slechts één oplossing
aan deze eis voldoet.
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Bekende oplossingen van (2) zijn o.a.:
F’ =g, 72: ¥, yz, IO(Tt) e~—~yc’ y]O(Tt) e—yt.

Wij trachten aan (74, 3) te voldoen, door deze oplossingen in de
vorm van een integraalvoorstelling te superponeren:

F = fw{(gl + ytgy) Jo(rt) e + gar® + gy + g5y + g dt 4

Hierin zijn de g; voorlopig nog onbekende functies van t. Wij nemen
aan, dat wij de eerste, tweede en derde afgeleiden van F’ naar r en y
kunnen vinden door onder het integraalteken naar.r en y te differen-
tieren. Hierbij maken wij gebruik van de voor de Besselfuncties.J, en J,
geldende differentiatieregels:

d
= Jo(rt) = — Jy(rt) ¢
or ()

2 Ji(rt) = ) — = T}

Na wat rekenen vinden wij voor de spanningen uit (1), (4) en (5):

G o
o, = m_2—_2 fo [{ —mg: + (m + 2)g. — mytge} Jo(rt) +
+ {mgy — mg, + mytg <= Ja(rt)] e ¢ ds
2G @ '
O =5 fo {282 Jo(rt) — (mgy — mg, + mytgy)
':_t Ji(rt)} e 2 dt E
2G
% 7 fo fmg, + (m — 2)g, -+ mytga} Jo(rt) e t* dt
T = ng 5 jm(mg1 — 2gs + mytgy) Ji(rt) e t2 dt
Voor y = 0 geldt derhalve:
2G =
oy (r,0) = ) fo imgy + (m — 2)gaf Jo(rt) t* dt
26 @ ™
Tyr(r, 0) = ] j; (mg, — 2g,) J (rt) 3 dt
Vergelijken wij deze uitkomst met (79, 3) en (3), dan volgt:
: =7
gt = — T {(m — 2)Qu00) + 2Qu()}
(8)

gt = 22100 — Qo)
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Substitueren wij dit in (6), dan vinden wij de uiteindelijke formules
voor de spanningen:

o = [~ Q) ~ 3@ — Q) Jurt) —
{2 -2 ) - e - QS I e ar

Op = fj [(,gn Q, — %Qw) Jolrt) +
n { (Zm — 29, B2 Q,,) — yHQ, — Qw)} %] 1(rt)} e tdt

m m

(9)

0 = [{=Qu + Q. — Q) Jolrt) e ¢
T = [ 1=Q + 3Q — Q) Ji(rt) e tdt

Hiermede kunnen wij althans formeel de spanningen uit de gegeven
belasting berekenen. Doordat de goniometrische functies in de inte-
gralen, zoals wij ze ontmoet hebben met de problemen in de vorige
paragraaf, hier vervangen zijn door Besselfuncties, is het uitwerken
van de integralen aanzienlijk veel moeilijker.

De functies gs, gi, & en gs, die in (4) voorkomen, treden niet meer
op inade formules voor de spanningen. Uit spanningsoverwegingen
kunnen zij dan ook niet bepaald worden. Zij kunnen echter dienen om
de integralen voor F’ en de eerste afgeleiden, die een rol spelen bij de
bepaling van de verplaatsingen, te laten convergeren. Wij beperken ons
tot de spanningen, zodat zij voor ons verder geen betekenis hebben.

21. Het spanningstelsel, behorende byj de belasting go. In het vorige
nummer is de torsievrije belasting besproken. Nu beschouwen wij de
uitsluitend op torsie belaste halfruimte. Dit betekent dus, dat g.(r) =
q,r) = 0 is. In dit geval kunnen de spanmngen op de volgende wijze
afgeleid worden uit de spanningsfunctie F*’ voor omwentelingsymme-
trische torsieproblemen:

aFII aF'l
ay ’ TV(P =T_2 a,r (1)

Te = — 172

Hierin is F"’ een functie, die voldoet aan:

2 30 32)
VL — _ = o o
AYF (arz v oOr L dy? .2 . (2)

De randvoorwaarden zijn:
Tye(r, 0) = — Qo (3)

Wij nemen weer aan, dat de voorwaarde, dat alle spanningen in het
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oneindige verdwijnen, samen met (3) voldoende is, om de oplossing
van het vraagstuk ondubbelzinnig te bepalen.

Een oplossing van (2) is bijv. F”" = 12 J,(rt) e™»*. Wjj trachten aan (3)
te voldoen door superpositie van deze oplossing in de volgende inte-
graalvorm:

F” = f°°g7 ™ Jo(rt) e dt (4)

Hierin is g, een voorlopig nog onbekende functie van t. Wij nemen
weer aan, dat wij de eerste afgeleiden van F’’ naar r en y kunnen bepalen
door onder het integraalteken naar r en y te differentieren. Dan vinden
wij voor de spanningen, gebruik makende van de voor de Besselfunctie
J. geldende differentiatieregel:

7
52 Jet) = —2 () + 1 Jy(rt) %)
T = [ & Jalrt) et dt

. (6)
Tye = [ 8o Ju(rt) e>* t dt
In het bijzonder geldt voor y = 0:
Tiolr, 0) = J g Ju(r) £ dt (7)

Vergelijken wij dit met (79, 3) en (3), dan volgt:
& = — Qq(t) (8)

Dus worden de spanningen gegeven door:

Tip = — [ Qult) Jolrt) e t dt
d | 9)
Typ = — f pr(t) ]1(”) e>tdt

Hiermede kunnen wij althans formeel de spanningen uit de gegeven
belasting -berekenen.

22. De gelijkmatig verdeelde belasting q, en de puntlast P,. Zoals al
gezegd, brengen de Besselfuncties onder het integraalteken veel moei-
lijkheden met zich mede, zodat wij onze berekeningen niet alle zo volledig
kunnen doorvoeren als wij het in de vorige paragraaf hebben gedaan.
Wij zullen eerst weer beginnen met gevallen te beschouwen van gelijk-
matig verdeelde belasting. Wij denken ons de belasting nu beperkt
binnen een cirkel met straal a. Halverwege de berekening zullen wij
deze a echter al tot nul laten naderen (onder gelijkhouding van de
resultante van het stelsel), op deze wijze overgaande tot de geconcen-
treerde belasting, uitsluitend ter vermijding van integratiemoeilijkheden.
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In de eerste plaats beschouwen wij het geval van een gelijkmatig
verdeelde normale belasting. De resultante er van zij P,. De belasting

is dus gedefinieerd door:

g{r) = gg(r) =0
0 voor r>a
q,(r) = { Py/2ma® voor r=a
P,/ma® voor r<a

Volgens (79, 2) zijn de belastingsintegralen:
QAt) = Qe(t) =0

v 4 Py t
Q) = J-;P? I Jo(tu) udu = =2 Ja(at) }

T at

1

(2)

‘Nu laten wij ter vermijding van ingewikkelde berekeningen a tot nul
naderen, hierbij P, constant houdend. Hierdoor gaat Q,(t) over in:

lim Qut) = 2

a—>0

(3

Hiermede is dus de gelijkmatige belasting overgegaan in een punt-

last P,. Volgens (20, 9) zijn de spanfiingen gegeven door:

or = = 20 i1 =30 Jor) — (B2 — 1) £ L) e e e
B; ¥ —2 1
o =— 2 P g+ (PR ) S o e ear
0 = — ¥+ 1) Jlr) e e
r = — 2ty [Ty er e

4

In tegenstelling tot de integralen, die wij zouden hebben gekregen,
indien wij a niet tot nul zouden hebben laten naderen, zijn de integralen
uit (4) eenvoudig te berekenen. Met het oog op (30, 2), (30, 3), (30, 8),

(30, 9) en (30, 10) volgt:

BT A S e
%=—%R%
=P

(5)
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Hierin en in het vervolg betekent R de afstand van een punt tot de
oorsprong, dus R? = 12 + y2,

Zowel uit technisch als uit historisch oogpunt bezien is dit geval
belangrijk. Het is het eerst door BoussiNesQ (op andere wijze) bewerkt.

23. De gelijkmatig verdeelde belasting g, en de krachtbron N,. Ver-
volgens beschouwen wij het geval van een over een cirkel met straal a
gelijkmatig verdeelde radiale belasting g,. Wij hebben hier te doen
met een evenwichtstelsel analoog aan het stelsel, dat wij ontmoet hebben
in 9. In het algemeen zullen wij bij willekeurige g¢,(r) als intensiteit
N, definieren:

N, = 27 [ q,(r) rdr )
Is, zoals in het onderhavige geval, ¢,(r) binnen de cirkel met straal a
constant, dan is blijkbaar bij gegeven intensiteit N, de belasting:
ay(1) = go(r) =0
0 voor v > a

a(r) = A—%N,,/a3 voor r=a | (2)

2%N,,/a3 voor r<a

Derhalve zijn de belastingsintegralen volgens (79, 2):
Quft) = Qqt) =0

Qt) = 2 22 1 Ji(ew) wdu

De integraal kan niet in gesloten vorm uitgewerkt worden. Wij maken
daarom op dit punt de limietovergang door a tot nul te laten naderen,
daarbij de intensiteit constant = N, houdend. De geconcentreerde
belasting, die in de limiet optreedt, zullen wij aanduiden met de naam
»,krachtbron”. In de integraal kunnen wij nu J,(tu) vervangen door tu/2
en hieruit volgt:

. 1 .

1 ) =

almO Q.(t) yod Nyt (4)
Substitueren wij dit in (20, 9), dan vinden wij voor de spanningen:

o =3 N 12—y Jur) — (2 — o) Loy e e

3)

1y Pf2 =2 1
7 =35 Ny F{2 70+ (222 — 5t) L jrt)} e 2 -
0, == Nuy [Ty en 8 di

Ty =32 N £ (=14 38) 09) e 2
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Met het oog op (30, 3), (30,4), (30,9), (30,10) en (30, 11) volgt
hieruit:

il (y4—|-14y212—2'r‘ _ 2m—2 1)
. ~4nN” R? . m R® ] y
1 m— 22r2 = »* ;
Op =-— S
 T4n"' m Rs

) I (6)
& ——N yH(2y* — 3r%)
LT R?

3 ry(3y2 — 2r%)
=N TR

24. De gelijkmatig verdeelde belasting g, en het puntwringmoment M;,.
Tenslotte beschouwen wij het geval van de over een cirkel met straal a
gelijkmatig verdeelde tangentiele belasting gp. In het algemeen geldt
bij willekeurige go(r) voor het resulterend wringend moment van het
stelsel:

]

M, = 2= jeoqqp(r) 2 dr F (1

In ons geval is blijkbaar bij gegeven wringend moment M, van het
stelsel de belasting gegeven door:

Qr(T) — QV(T) =0 ]
0 voor r>a
P — [ % M,la® voor r=a (2
JA\T) =
1 7?;- M,/a® voor r<a

Derhalve zijn de belastingsintegralen volgens (79, 2):
Q,(t) = Qu(t) =0 }

Q) =2 22 [ ey u du )

De integraal is dezelfde, als voorkomt in (23, 3) en kan niet in ge-
sloten vorm gebracht worden. Wij maken hier dus weer de limietover-
gang door a tot nul te laten naderen, daarbij het wringmoment van het
stelsel constant = M, houdend. Het belastingstelsel gaat hierbij over
in een puntwringmoment. Wij vinden:

lim Qu(t) = 5= Myt (4

a—>0
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Door dit te substitueren in (27, 9) vinden wij voor de spanningen:

= — L M, ffz(rt) et 12 dt
47 ° .
* i © (5)
W= — - M, fojl(rt) et 2 dt 0
Met het cog op (30, 10) en (30, 16) gaat dit over in:
3 i 3 yr
Te = — 0 My T = — 2> My (6)

25. De definiete belasting g,s. Wij gaan nu over tot de bespreking
. van rotatorisch symmetrische, definiete (zie 77), doch overigens wille-

| zal zijn dat van de normale definiete belasting met resultante P,:

P,=2n [ qu(ryrdr (1)

Vblgens (79, 2) geldt nu:

QA1) = Qq(t) =0 ‘ 5
Qu(t) = /o Gua(u) Jo(tu) u du
Substitu_tie in (20, 9) levert voor de spanningen:
o =— [ — ) Jrt) = (P22 —54) L 100 e vt £ quad Jow) wu |
00 =— {20+ (TP —9t) 2 160} e 1 7 quaw) Joow) w d
oy = — [ (L4 ) Jolrt) e t dt [ qua(u) Jo(tu) u du
tw = — [yt Jurt) e t b | quel) Joltw) u du
Door verwisseling van de volgorde der integréties gaat dit over in:
o = = [ guauudu [0 — 1) Jort) — (T2 — 58) 2 Turo Jolut) e e |
o == [ autwudu [ {200+ (B2 = ) & ) Jowt) e e
Oy = — f: Gua(u) u du /:o(l + yt) Jo(rt) Jolut) et t dt
Ty = — [ qualw)udu [ yt Ju(rt) Jo(ut) e ¢ dt

o o

keurige belastingstelsels binnen een cirkel met straal a. Het eerste geval

(3)

(4)
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De tweede integralen in (4) stellen wij gelijk aan hun waarde voor
u = 0 vermenigvuldigd met een functie van § = u/R en ¢ = 7/R, in
volgorde genummerd F,3, Fy,, Fy5 en Fi. Aangezien de integrand twee
Besselfuncties met ongelijk argument bevat, worden de uitdrukkingen
gecompliceerd en onoverzichtelijk. Wij volstaan daarom op deze plaats
met een reeksontwikkeling voor kleine B, d.w.z. voor grote R. Met

het oog op (33, 3), (33, 4), (33, 5), (33, 6) en (33, 7) vinden wij de vol-

gende ontwikkelingen:

(Vi—g*+1— )(3m 2—3092+3594)
Filf0) =1—%fs——— 2+ 03"
— —3(Vi—¢+1-¢)
(Vi—g+1-e (22 ser) i
Fl-i(ﬂr Q)=1_3/4 \/ngz — 92 ﬁ2+0(ﬁ4)
. Fuy(B,0) =1—5/,(2 — 7658 + 0(8%)
Fie(B,0) =1—"5/,(4 — 7% + 0(8*)
. De functies F; hangen via § af van u. De spanningen kunnen nu ge-
schreven worden in de vorm:
32 — 2 1 %
Oy =—{R3)—mm R(R_i_y)}jFlSQ‘vd(u)udu
' m— 2
Op = — m { + R(R + y)] j F14 (de(u) udu (6)
g, = — —— f Fis qua(u) u du
T = 3'ry j Fis qua(u) u du

Wij voeren volgens (72, 8) functies F;” in. Duiden wij de spanningen
tengevolge van een normale puntlast P, in de oorsprong met acéenten
aan, dan vinden wij met het oog op (22 5) en (1):

’
o, =0, Fiy 06p=0,Fy 0,=0/Fy Ty=71, Fuq (7)

De functies F; en daarmede de functies F;’ naderen voor onbepaald
toenemende R tot 1, uitgezonderd voor enkele bijzondere waarden
van o.

(5)

26. De definiete belasting g,.. Vervolgens bezien wij het geval van

de radiale, definiete doch overigens willekeurige belasting g,4(r) binnen
de cirkel met straal a. De intensiteit van het stelsel Zl_] N,:

N, = 2 / Qral7) ¥* dr - (1)




&2 : 2m— 2 1 g
o = [i@— 30 Jur) — (22 —yt) Lot e vt [ gutw) Jutw)
C3 (1 2m — 2 1 a
op = {2 Tt + (2% — ) L ok e et ] gutu) Ju(e) u du
oy = [t Jo(rt) et db [ g Jo(tu) u du
T = [ (=14 yt) Ji(rt) e>* t dt [ Gra(u) Ju(tu) u du
Verwisseling van de integratievolgorde en een kleine wijziging met
het oog op een later te maken limietovergang doet dit overgaan in:
a 2 —2 1 t
o = I gutwurdu 12— 1) Jolrt) — (P72 — t) 2 ooy B ey |
e Wut
oo = I g utdu [ {2 1) + (B2 — 5t) L i) DO e g
5 = 1 gulw) wrdu [yt Jolrt) D et gy
tur = f gl 1 du (=1 + 31) i) 2D o
Ook nu vervangen wij de tweede integralen in (4) door hun grens-
waarde voor u = 0 vermenigvuldigd met een functie van 8 en p. Deze
functies laten met het oog op (33, 6), (33,-7), (33, 8), (33, 9) en (33, 10)
de volgende ontwikkelingen toe:
12m —8 — (195m — 10)¢* 4+ 490me* — 315me® ]
— __ 3
Fn=1 Js m — 2 — 12mg* + 15me* »'ﬁ2+0(ﬁ4)
1 2
Fig =1 49, S0 =12 = 00m & D)o+ 116" g | (g0

Fip =1="ls=——— p* + 0(8%)

on;l_ 5/s
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Volgens (79, 2) zijn de belastingsintegralen:
Qult) = Q) = 0 ‘
Qr(t) = ] Cba(u) ]1(tu) udu }

Substitutie hiervan in (20, 9) geeft ons:

(2)

(m—2)(1— 3¢
8 — 5602 +63g [

2 ‘3779 St 8¢ g 1 o(p)

Met behulp van deze functies kunnen de spanningen nu geschreven
worden in de volgende vorm:

3)

)

©)




k

|
I, % 27 fr- |
|
Myt — 2t i 2l s

v (y = 23;27 e m E}) fo Fi7 gra(u) u? du l

m—222 —y 8
% = Tm Ty fo Fs gro(u) u® du (|6)

3 2 2 2 342) a
Oy = y—(%w—) fo F19 Qrd(u) u2 du

DR 2 a |

Tyr = 373’(_3-'2"}27_27) J Fao grau) u* du .

Wij voeren volgens (72, 8) functies F;" in. Duiden wij de spanningen
tengevolge van een krachtbron in de oorsprong met intensiteit N, met

—accenten aan, dan volgt voor de spanningen in het beschouwde geval:

o, =0, Fy;’ Op = 05’ Fy' oy =0/ Fio' Tyr = Tyr Fag’ (7)
De functies F; en daarmede de functies F;’ Paderen voor onbepaald
toenemende R tot 1, uitgezonderd voor enkele bijzondere waarden van e.

27. De definiete belasting qps. Tenslotte bezien wij het geval van de
tangentiele, definiete doch overigens willekeurige belasting gp4(7) binnen
de cirkel met straal a. Het moment van het stelsel zij M,:

M, =27 [ goalr) r* dr (1)

Volgens (79, 2) zijn de belastingsintegralen:

Qit) = Quyt) =0

Qu®) = £ dralu) Ji(eu) u du B
Substitutie hiervan in (27, 9) geeft ons: 1
e =t — [ Ta(rt) e t dt [ qoa(u) Ju(tu) u du

[+] o L (3)

Ty = — [ Ju(rt) e t dt S dpaltt) Ja(tu) u du

Wij verwisselen de integratievolgorde en brengen een kleine wijziging
aan met het ocog op een te maken limietovergang:

B j‘1 qea(u) u?du ﬁ]z(w’t) 'Lu—t) et dt

1 ()
tup = = | doali) wtdu ST ) oo

Wijj stellen de tweede integralen gelijk aan hun grenswaarde voor
u = 0 vermenigvuldigd met een functie van 8 en g. Met het oog op
(33,9) en (33, 11) laten deze functies de volgende ontwikkeling toe:

F2151_5/s(6_792)132+0(54)1 (5)
Fpa =1 —5/s(4 — 7¢%) B2 + 0(8%) | "
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Met behulp van deze furicties kiinnen de spanningen als volgt gegeven
worden :
3 ,rz a =
Te =5 Re [ Faigoa(u) v*du |
3ry °r ©)
T = 5 Rb j’o Fs qpa(u) utdu

Wij voeren volgens (72, 8) functies F,' in. De spanningen tengevolge
van een puntwringmoment M, in de oorsprong geven wij aan met
accenten. Dan volgt uit (6) met het oog op (24, 6) en (1):

Trg = Typ' Fay' Tye = Typ Fay' : (7)

De functies F; en daarmede de functies F;’ naderen voor onbepaald
toenemende R tot 1.

28. Uitgewerkt voorbeeld. Evenals wij dit voor het tweedimen-
sionale geval gedaan hebben, zullen wij een' voorbeeld volledig uit-
werken. Ook nu kiezen wij het meest interessante voorbeeld, de spanning
o, tengevolge van een evenwichtstelsel, gevormd door een normale
definiete belasting met resultante P, en een puntlast in de oorsprong
ter grootte —P,. Volgens (22, 5) en (25, 7) geldt voor deze belasting:

3 ;
0 =— 2L (s — 1P, M)

Hierin ligt Fy5’ tussen het minimum en het maximum van F,; voor
0 < B < a/R. F,; is gedefinieerd door:

m=§fwwwmmmwm ®)

Wij hadden voor F;; al een ontwikkeling voor grote R, d.w.z. voor
kleine f gevonden in (25, 5). Wat verder uitgewerkt voor numerieke
doeleinden luidt deze ontwikkeling: :

Fis(B,0) =1 —°/4(2 — 7¢%) B* + */ea (56 — 400® + 5930%)8* + 0(8%)  (3)

Verder kunnen wij eenvoudig F; berekenen voor punten op de Y-as,

d.w.z. voor punten, waarvoor ¢ = 0 is. Met behulp van (30, 2) en (30, 3)
vinden wij dan:

Fis(B,0) = (1 + gA)~h (4)

Voor het algemene geval is de berekening aanzienlijk ingewikkelder.
W1ij voeren daartoe in:

Verder worden gedefinieerd de volgende twee volledige elliptische
integralen:

7 coste

Bl = 1 =4

dp, E(k)= /ﬂle dp (A =V1—Esin%) (6)
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Met hetoogop(32,8)en (32, 9) kan Fy;dangeschrevenwordenindevorm:
2 ) kbl .
- A i L | ! L2 4 2 2 B : Y
Fis =35 (00" (s (3 + S ER) + (5 + 38 4 B®) (1)
Men kan hieruit de speciale formules (3) en (4) weer terugvinden,
71} het met meer rekenwerk. '
Wanneer wij (7) bezien, valt het qp, dat Fi; gesplitst kan worden

r/a r/a

3r'__ 2 -

[} : ;‘ -‘\
/ | \‘ I :‘i A 3
“,I‘ | W\ N

| \_ l y/a I ];
MINIMUM! ~ 15 - _ MAXIMUM!

Fig. 8. De grenzen van F,; — 1.

in een factor, die afhangt van het product Bo en één, die een functie
van k is. Stellen wij immers?
2 kil
Fiso(R) = 3 —F) {(3 + 5k*) E(k) + (5 + 3k2) k2 B(k)} }

Fisi(k) = (Bo)™™"
dan kan F5(f, ¢) blijkbaar geschreven worden als:
Fis(B, 0) = Fiso(k) F15.(B80) 9)
Aangezien de elliptische integralen B en E getabelleerd zijn, kunnen
de functies Fy50(k) en Fi51(Bo) berekend worden. Wij kiezen nu een

aantal waarden van ¢ = arcsin ¢ en B. Hiervoor berekenen wij k en Bo
en kunnen dan F; berekenen. Fy; is uitgezet in fig. 7. Deze figuur

(8)
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vertoont in hoofdtrekken hetzelfde karakter als fig. 4. De bespreking
er van blijft ook nagenoeg ongewijzigd. Ook nu treedt er een critische
waarde van @ op : @, waarbij het maximum van F;; samenvalt met het
minimum voor f = 0. Uit de ontwikkeling (3) kunnen wij aflezen, dat
dit plaats heeft voor g2 = %/;, hetgeen overeenkomt met een hoek
9. = 32°18'40".

In fig. 8 zijn de grenzen van F,; — 1 uitgezet als functie van r/a

s

Sam— ¥t

\\‘ 250l

O
3
dy; [o] (o]

4 |
[
|

(e} Q01

l y/a
IMAXIMUM 5 } MINIMEM

Fig. 9. De grenzen van oy tengevolge van een evenwichtstelsel, gevormd door een rotatorisch
symmetrische, normale en definiete belasting en het tegengestelde van haar resultante.

en y/a. Ook nu is er een gebied, waar Fi5 — 1 niet positief, en een
gebied, waar F;5 — 1 niet negatief kan zijn.
Vermenigvuldigen wij tenslotte de gevonden grenzen van F;; — 1 met
3 (/e
2 (R/a)
ning ter plaatse van het belastingsgebied verwekt door een gelijkmatige
belasting met resultante P,, dan hebben wij volgens (1) de grenzen

6,, waarin ¢, = P,/ma? de spanningseenheid is, nl. de span-
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van de ¢, tengevolge van het beschouwde evenwichtstelsel gekregen. In
fig. 9 zijn deze grenzen aangegeven.

Voor punten gelegen buiten deze figuur kunnen wij weer gebruik
maken van een vereenvoudigde berekening, gebaseerd op de eerste twee
termen van de reeksontwikkeling voor F5 in (3). Wij vinden dan:

% _0al3 cos’p (2 — 7 sin’p)

e "B (R/a)*

Hieruit volgt, hoe groot. RJa moet zijn, opdat o,/0, een voorge-
schreven kleine waarde niet overschrijdt. He¢t absolute maximum
(R/@)m van deze R/a als functie van ¢ treedt op voor ¢ = O en vol-
doet aan:

(10)

15 o, G,
(R/a)m =] 4 O' (11)‘
Hieruit volgt voor ¢,/0, = 0,01 een waarde (R/a). = 4,4; voor
oyla, = 0,001 een waarde (R/a), = 7,8. Men vergelijke deze uit-
komsten met de volkomen analoge resultaten, welke gegeven zijn in nr. 78.

§ 3. Bepaalde integralen, dieeen rolinhetvoor-
gaande spelen.

29. Integralen met een goniometrische en exponentiele factor in de
integrand. Integralen met een goniometrische en een exponentrele
factor in de integrand kunnen direct elementair opgelost worden. Zo
vinden wij dus (in het volgende is y positief; 12 = x* + 3?):

@ x

fosm xt e dt = "] (1)
o« 3m

[ cosxte ¥dt = ey (2)

Komt er in de integrand nog een positieve macht van ¢ voor, dan
kan de integraal het gemakkelijkst gevonden worden door differentiatie
van (1) en (2) naar y onder het integraalteken. Zo vinden wij:

2xy

fjsin xte ¥t dt = - a 3)
fa:cos xt eVt dt = _—Xi-;_ ¥ \('4)
/jsin xt e 2 dt = ij—?’yz) (5)
fmcos xt e 2 dt = D X2—+ 24 2-) (6)

[ e
De integraal (1) laat ook éénmaal integratie naar y toe. Door hiervan
gebruik te maken vinden wij:

/wsm xt e — dt = arctg? = [ (7)

[s]
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Kothen er in de integrand meerdere goniometrische functies voor
in de vorm van een product, dan kan dit product met de bekende gonio-
metrische formules in een som van enige goniometrische functies worden
omgezet en daarmede de integraal herleid worden tot de zojuist behan-
delde typen. Schrijven wij weer ter afkorting:

R I e b s

x4+ a X —a

en ¢ = arctg ;
Y

@' = arctg

dan vinden wij voor de voor ons in aanmerking komende integralen:

j'e:sin at sin xt e dt ;%:% (8)
- 2 2 :
/?:sin at cos xt e dt =% x—z,f_,';ﬁz =¥ (9)
2 ___ 2
f(:cos at sin xt e dt = ic(:,T,,za) (10)
2 2
f:ocos at cos xt et dt = Z(—Z,zj,_—,za) (11)
2 2 — a2 2 __ 42 2
foosin at sin xte "t dt = Bt 0 ’:.,4;,{7,433} 5 aidis e (12)
2 2) (— 3x2 2 2 2,21 ©
fwsin at cos xte™t t dt = Zay{(r+a )g i’;y:‘;y +at) + 4atd (13)
- 2 2 _ 2 242
fwcos at sin xte> t dt = ERR ) (f T ikt 2 (14)
. © T
2 2\2 (A2 2__ 42 2.2 2 2
fwcosat cosxt e tdt= S wﬁl)j—% s e il (15)
® : 1 "
[ sin at sin xt et ?—dt =1Iny —15lnr (16)
o - 1 ’ (24
J sin at cos xt e‘l"’? dt =1,9' — 1,9 (17)
jwcos at sin xt et tl dt =1, 9" + /9" (18)

Komt in de integrand een factor (1 — cos at)/t voor, dan kan deze
factor alleen gesplitst worden, indien in de integrand een factor als
bijv. sin xt voorkomt, omdat wij anders divergente integtalen zouden
krijgen. Door 1 — cos at te vervangen door 2 sin®at/2 wordt dit ver-
holpen. Zo vinden wij:

jco(l — cos at) cos xt et % dt =1,lny +Yylnr” —Inr (19)

[+
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30. Integralen met één Besselfunctie in de integrand. Wij behandelen
nu integralen met een Besselfunctie in de integrand. Bekend is de
volgende integraal, de zg. integraal van LipscHiTz (in het volgende is
positief of nul, indien de integraal dan nog convergeert; R? = 72 + 3?%):

[ Iy e de = ¢ M

Door naar y te differentieren onder het integraalteken leiden wij
hieruit de volgende integralen af, waarin nog een macht van t voorkomt:

Framertd =& )
f:o]o(rt) e 2 dt = &Ig[” .
fj]o(ft) et B dt = %;‘372) o
f:o]o(rt) et gy — S8 — 2;;3;%2 + 374 o
fj] Srt) eve 15 dp = LB = ;(Hzrz + 15r%) o
fj]o(rt) oot g8 g — $5(16y° — 120y14{1123 1 902t — 599) o

Wi kunnen ook eerst naar r differentieren. Met het oog op (20, 5)
vinden wij dan een integraal, waarin de factor J(rt) vervangen is door
J.(rt) en de macht van t met één verhoogd is. Passen wij dit toe op (1),
dan vinden wij dus een integraal met een factor t in de integrand. In- ;
tegratie naar y (tweemaal toelaatbaar) doet deze factor verdwijnen en
differentiatie naar y geeft weer een verhoging van de macht van t. Op
deze wijze vinden wij:

Frgewd =522 (®)
{Tirt) var — s ()
f: Ju(rt) et 8 dt = %’ o)
From e gy = 221 (1)
LIt e i = L = (12)
Pty e o dy - 451(8y4 = 12582 -+ ot a3

Rll
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Door gebruik te maken van de relatie:
2
Ja(rt) = = Ja(rt) — Jo(rt) (14)

en door naar y te integreren of te differentieren, vinden wij de volgende
integralen :

Flmyerds =pr=2s | (15)
Do gl o
CImyered =3 a7)
[Trt) e di = L (18)
FJrt) evp dy = BEOP= ) (19

37. Integralen met twee Besselfuncties in de integrand. - Vervolgens
behandelen wij integralen met in de integrand het product van twee
Besselfuncties. Wij zullen uitgaan van de volgende integraal:

I = [ Jyat) Jo(bt) et dt (1)

Wij kunnen zonder ons te beperken a en b positief onderstellen. Wi
maken gebruik van de volgende integraalvoorstelling van Hansen:

Jox) = - [ &= = da @)

Hierdoor gaat (1) over in:

_71?2 j’n e—tdt f:tetat cosa g fr gibt cosp dﬂ =
° o

L ‘ ® (-1 i cosf

— ?2 f da f '3 / 6( +ia cosa+ib cosfit dt —

— fdajdp L 3)
el 1 — 1a cosa — ib cosf

Door de substitutie u = tg #/2 is de laatste integraal zonder moeite
te berekenen en wij vinden:

st da
: = /o V(1 —iacosaf + b* )
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Dit gaat door de substitutie v = cosa over n:

I—*l /'__ dv TR
Tl — 2 V1 + B — Ziav — a®?

(3)

W1j trachten deze integraal te herleiden tot de volledige elliptische

integraal van de eerste soort:
; _ dw = de

KW = [ = Vi f Vi Bamg

Dafartoe voeren wij de substitutie v = (y + 6w)/(1 + sw) uit. Zoals
men gemakkelijk narekent, wordt het gestelde doel bereikt, indien
gesteld wordt:

yd = ¢ PR+ —g=1 ye + & = — 2ife (7)

Hierin is f = (1 — a® 4 b*/2a. Voveren wij dan nog ter afkorting
in g = —f+ Vf*+1, dan bljjkt

y —&=1ig =1 (8)
een oplossing van (7) te zijn.

De grenzen van de integraal blijven bij deze substitutie. onveranderd
Wi voeren de substitutie uit en vinden, dat met

(0<k<1) (6)

y 1+ a+b AT
S V( 2ab ) e )
I geschreveh kan worden in de vorm:
- s
= fofo(at) Jobt) et dt = — T (10)

Dat k werkelijk tussen 0 en 1 ligt, blykt als volgt: Uit de relatie
2ab < a® + b2 < a® + b? + 1 volgt, dat de wortel reéel 1s en dus k
reéel > 0. Stellen w1y even ter atkorting m = (1 + a* + b*)/2ab, dan
geeft quadratering van (9): 2m®? — 1 — 2m Vm?® — 1 = k® of na om-
werking: Vm? — 1(Vm? — 1 — m) = (k* — 1)/2.Omdat Vm* — 1 —m<Q
is, 1s k< 1. Dus geldt 0 < k< 1.

Hiermede 1s de integraal (1) dus herleid tot een bekende getabel-
leerde functie.

32. Vervolg. Wij geven aafi de integraal (37, 1) een kleiné uit-
breiding door in de exponent een (positieve) factor y toe te voegen.
Verder vervangen wij om in overeenstemming met onze vroegere
notaties te komen a door r en b door u. Isweer ¢ = r/Renf = u/Renis
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-
dan volgt na enige omwerking uit (37, 10):

w 2 Vk
Tt ut) e at = — =
FT4ot) Joat) e dt = 2 2%

Uit (1) volgt op analoge wijze als in het vorige nummer, dat
0 < k < 1is. Laten wij voor y ook de waarde 0 toe, dan blijft volgens (2)
de integraal convergent, mits r 7 u. Is daarentegen r = u, dan wordt
k =1 en de integraal divergeert.

Uit (2) kunnen wij weer integralen afleiden, die in de integrand nog
een positieve, gehele macht van t bevatten, en wel door naar y te dif-
ferentieren. Door differentiatie naar r daarentegen kunnen wij de
factor Jo(rt) vervangen door Ji(rt) en evenzo verandert differentiatie
naar u de factor Jy(ut) in J,(ut). Door dit proces wordt overigens ook
een factor t in de integrand gebracht, die wij desgewenst door integratie
naar y kunnen verwijderen. In het algemeen kan weer door differen-
tiatie of integratie naar y een willekeurige macht van t in de integrand
gebracht worden, natuurlijjk onder de beperking, dat de integraal con-
vergeert. Door gebruik te maken van de betrekking (30, 14) kunnen
uit de nu gevonden integralen andere worden afgeleid, waarbij de
Besselfuncties van de nulde en eerste orde geheel of gedeeltelijk ver-
vangen zijn door die van de tweede orde.

Voor het differentieren naar y, r of u moeten wij eerst de afgeleiden
van k naar die parameters bepalen. Het rekenwerk is in het algemeen
tamelijk ingewikkeld. Wij zullen ons daarom hier beperken tot het
afleiden van die integralen, welke wij nodig hadden 1n (28, 2). Wjj
moeten (2) dus twee maal naar y differentieren.

Stellen wij ter afkorting m = (R® 4 u®)/2ru, dan is blikbaar
k=m— vm? — 1. Omgekeerd is Vm? — 1 = (1 — k?)/2k. Derhalve
is dkjdm = —Ek/Vm? — 1 = —2k*/(1 = k). Anderzijds is dm/dy = y/ru,
zodat wij vinden:

ok 2yK? :
3y  ru(l —RY) 3)

Vervolgens definieren wij de volledige elliptische integralen:

K(k) (2)

B(k) = f';’?%z"’ dp E(R)= [Zade (An=vVI—Fenp) )

Tussen de integralen K(k), B(k) en E(k) bestaat het yolgende ver-
band, dat eenvoudig nagerekend kan worden:

(1 — k?) K(k) + k?* B(k) = E(k) (5)
Aan de theorie van de elliptische integralen ontlenen wij tenslotte
de volgende twee differentiaalrelaties:
dK(k) k B(k
— ©)

d{E(k)r‘fi'ksz(k)} =k B(k) (7)
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Na deze voorbereidingen kunnen wij overgaan tot het differentieren
van (2). Met behulp van (3), (5) en (6) vinden wij:

£t Tout) e ede = 2 (e 2o 1B + B} ®

Hieruit vinden wij met behulp van (3) en (7):

/:o Jo(rt) Jo(ut) et 2 dt = % (W)"”[— uf—%kz)z {E(k) + E*B(k)} +
Lyt . 22
g G+ SRER) + (5 + 3B ()

De integralen (8) en (9) zijn de integralen, die benodigd waren voor
de berekening van Fy; zie (28, 2) en (28, 7).

33. Vervolg. De functies Fy; tot en met Fj; zijn alle gedefinieerd
door integralen met twee Besselfuncties in de integrand. In het voor-
gaande nummer hebben wij aangetoond, hoe deze integralen terug-
gevoerd kunnen worden tot volledige elliptische integralen en dus met
recht als bekend mogen worden beschouwd. De integralen, welke
nodig zijn ter berekening van Fy; hebben wij inderdaad uitgerekend.
Het benodigde rekenwerk is echter groot en het loont nauwelijks de
moeite voor alle functies de benodigde integralen te transformeren.
Het gedrag van de functies voor grote waarden van R, d.w.z. voor
kleine waarden van B boezemt ons echter wel belang in. Vandaar, dat
wij voor alle functies reeksontwikkelingen naar § hebben gegeven. Wij
laten nu de berekening hiervan volgen.

Wensen wij voor de genoemde integralen een ontwikkeling voor
kleine 8, dan ontwikkelen wij doelmatig die Besselfunctie in de integrand,
welke ut tot argument heeft in een reeks:

S (=1 fus\2 (ut)? . (ut)*
B = 2 RTR (?) =T
_ 3 =Dk (ut\k+1_up  (ut) | (ut)* |
= e 1)!.(2) =72 16 "384 ®
_m (D (unBrr_ @ ()
Jofut) = f:,ﬁ(k+2)!(2) =8 "9 3072

Hierdoor gaat de integraal over in een reeks van integralen van het
type, waarvan wij een aantal getabelleerd hebben in nr. 30. Zo vinden wij:

FIr0) Jout) e dt = gL =12 = 3606 + 0(68Y) @

fm]o(‘ft) ]o(ut) etdt =
= %i\/l — @ — 32 — 500 V1 — ¢+ 0(Y)} (3)
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£ To(rt) Jolut) e 2 dt =
= Rol(2 = 36) — *U(8 — 406" + 356" + 0(F") 4)

FIor) Tuty e de =
= RPEVI =8 ~ (2 = 5IVT =& + 0 (9)

£ Jort) Tn(ut) e tds =

/w] o(rt) Ji(ut) e t2 dt =
= %33/2(2“592)‘/1?925—“/13(8—569%639‘)\/1_—?,33+o(,35); ()

FIe) L) e de = e —*lut — 5 + 08 (8)

ST Tut) e tdt =
= mltheVI= @8 — 4~ TAVI= @p + o) ©)

[ T(rt) Jutut) e 12dt =
= %,{3/29(4 — 50%)B — *5/160(8 — 280 + 21" + 0(8°)}  (10)

FTrt) ) 7 dt. = 5 P1ae — a6 — 7€) + 08 (11)

Wij kunnen deze ontwikkelingen ook afleiden uit de exacte uitdruk-
kingen van de integralen. Bezien wij bijv. de integraal in (32, 2), dat is
dezelfde als in (2). Wij ontwikkelen daartoe eerst k uit (32, 1) naar f:

VR ={1—11—e)F..... 1V Bo (12)
Uit (37, 6) leidt men gemakkelijk de ontwikkeling van K(k) naar k af:

K(k) = JZdg (1 — K2 sin? g)~" = f?dqa(l +5‘2-2 sint . ) -

—ZA+Uk. ) @3

Uit (12) zien wij, dat k met § klein is. Substitutie van (12) en (13) in
(32, 2) levert ons dan inderdaad de ontwikkeling (2). Om meerdere ter-
men te berekenen gebruikt men echter gemakkelijker de vorige methode.
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HOOFDSTUK IL.
DE TORSIE VAN CYLINDRISCHE STAVEN.

§1. Detorsievaneencylindrische staaf met een
door twee elkander snijdende cirkelbogen
begrensde dorsnede.

7. Inleiding. Wij willen ons bezighouden met de op wringing be-
laste cylinder, waarvan de doorsnede begrensd wordt door twee cirkel-
bogen. De vorm van de doorsnede kan, afhankelijk van de onderlinge
ligging van beide cirkels, sterk uiteen lopen. In de eerste plaats kunnen
de cirkels elkander al of niet in reéele punten snijden. Is dit wel het
het geval, dan hebben wij te maken met een enkelvoudig samenhangende

ACOO
©0E

Fig. 10. Door twee cirkelbogen begrensde doorsneden.

doorsnede, waarvan wij vijf vormen zullen onderscheiden. Liggen beide
cirkelbogen aan dezelfde kant van de verbindingslijn van de hoekpunten
van de figuur (Ag. 10, a), dan noemen wij de doorsnede een sikkel.
Is een van beide bogen de verbindingslijn zelf (fig. 10, b), dan hebben
wij blijkbaar te maken met een segment. Liggen de beide bogen aan ver-
schillende zijden van de verbindingslijn, dan maken wij nog een onder-
scheiding naar de hoek tussen de bogen in de snijpunten. Is deze hoek
kleiner dan een gestrekte hoek (fig. 10, ¢), dan noemen wij de doorsnede
een lens. Is de hoek gelijk aan een gestrekte hoek, dan 1s de doorsnede
blijkbaar een volledige cirkel (fig. 10, d). Is de hoek inspringend (fig. 10, ¢),
dan spreken wij van een peer. Men ziet, dat grensgevallen van de sikkels,
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resp. peren gevormd worden door inwendig, resp. uitwendig rakende
cirkels. Snijden de cirkels elkander niet in reéele punten, dan bestaat
de doorsnede uit het gebied tussen twee cirkels, waarvan de een geheel
om de ander is gelegen (fig. 10, f), zodat wij te maken hebben met een
meervoudig samenhangende doorsnede, of uit het gebied binnen twee
cirkels, welke geheel buiten elkander liggen (fig. 10, h), zodat de door-
snede dan bestaat uit twee zelfstandige delen. Grensgevallen zijn ook
nu weer doorsneden, begrensd door twee inwendig of uitwendig rakende
cirkels. Terwyjl bij de uitwendig rakende cirkels geen verschil valt te
verwachten (afgezien van een plaatselijke singulariteit i het raakpunt)
al naar gelang wij de doorsnede benaderen van de zijde der peren uit
dan wel van de zjde der twee zelfstandige cirkels uit, 1s zulks wel het
%gval bij de doorsnede, begrensd door twee inwendig rakende cirkels

g. 10, g).

Zien wij af van de triviale gevallen van de volledige cirkel, de buiten
elkander gelegen cirkels en de uitwendig rakende cirkels, dan zjn de
volgende gevallen uit de litteratuur bekend:

1°. Sikkels en lenzen, waarbij de begrenzende bogen elkander cnder
een rechte hoek sniden (fig. 10,1)!). Er worden gesloten uit-
drukkingen gegeven.

2°, Sikkels, waarby het middelpunt van een van beide bogen gelegen
is op de cirkel, waarvan de andere boog deel uitmaakt (fig. 10, j) 2).
Er worden gesloten uitdrukkingen gegeven.

3°. Segmenten (hg. 10, b) ®). De interesserende grootheden verschijnen
als bepaalde integralen, welke niet in gesloten vorm gebracht
worden.

4°. Doorsneden, begrensd door twee cirkels, waarvan de een geheel
binnen de andere 1s gelegen (fig. 10, f) 4). De oplossing wordt in de
vorm van een reeksontwikkeling gegeven.

Blijkbaar behoeven wij ons slechts bezig te houden met het geval,
dat de cirkels elkander snijden, hetgeen wij in deze paragraaf zullen
doen, en het geval, dat zi) elkander inwendig raken, hetgeen het onder-
werp van de volgende paragraaf uitmaakt.

2. Probleemstelling. Wij kiezen de Z-as van een rechthoekig assen-
stelsel in de richting van de beschrijvenden van de cylinder. Verder
leggen wij de hoekpunten van de doorsnede op de X-as symmetrisch
ten opzichte van de corsprong (fig. 11). Is de afstand der hoekpunten 2c,
dan zijn de hoekpunten dus P(c, 0) en Q(—c¢, 0). De hoeken tussen de

1) T. H. GronwaLL, Trans. Amer. Math. Soc., 20, 234—244 (1919).
W. M. SuePHERD, Proc. Roy. Soc. London, A 138, 607—63+ (1932).
1. S. en E. S. SokoLnikorF, Bull. Amer. Math. Soc., 44, 384—387 (1938).
L. A. WiccLEsworTH en A. C. STEVENSON, Proc. Roy. Soc. London, A 170, 391—414
{1939).
2y C. WeBER, Forsch. Arb. Ing. Wes., H 249 (1921).
8 T. IsmBasHI, Journ. Soc. Mech. Eng. Japan, 36, 188—194 (1933),
%) H. M. MacponNarp, Camb. Phil. Soc. Proc., 8, 62—68 (1893).
E. WeNEL, Ing. Arch., 3, 67—75 (1932).
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positieve X-as en de raaklijnen aan de cirkelbogen in P, gerekend in
dezelfde richting “als de boog, waaraan
zl) raken, noemen wij a en a’. De Y
stralen der cirkels noemen wij a en a’.
De doorsnede is geheel bepaald door
a, o en a’, tenzij @ = a’ = 0 (inwen-
dig rakende cirkels) of a =0, o’ =2x
(uitwendig rakende cirkels), in welke
gevallen wij de doorsnede definieren )
door a en a’ te geven.k a o
Aangezien wij nog- kiezen kunnen & | ¢ ey
aan welke van beide bogen wij de Q vl o - A
grootheden zonder en aan welke die :
met accenten zullen toekennen, kun-
nen wij alle doorsneden beschrijven
met a<a £2x —a In fig. 12 is
een overzicht gegeven van de verschillende vormen, die de doorsnede
aanneemt als functie van @ en a'.
De cylinder wordt gewrongen door een wringmoment M,. Zoals

R

Fig. 11. De doorsnede in het xy-vlak.

o 0s 1,0 15 20 aym
O —KCIRKELS MET KLEINE INSNUDING xCIRKELS MET KLEINE UITST! ULF’:Jg
QQ/
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Fig. 12. De vorm van de doorsnede als functie van a en a’.
x/T0

bekend, treden in de cylinder dan alleen schuifspanningen 7., en 7., op
De vervorming zij gegeven door de specifieke wringingshoek w.

Het maximum van de schuifspanning geven wij aan met Tmax. Wij
definieren als maat voor de sterkte tegem torsie het zg. weerstands-
moment W, door de volgende vergelijking:

M,
Tmax Ww (1)

Verder voeren wij in het schijnbaar polair traagheidsmoment I,, dat
samen met de glijdingsmodulus G van het (isotrope en aan de wet van
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Hooxe gehoorzamende) materiaal een maat is voor de stijfheid tegen,
torsie, door de vergelijking: .

M.,
o (2)

De grootheden W, en I, zijn meetkundige eigenschappen van de
doorsnede. In het geval van een volledige cirkel geldt: W, = /,wa® en
I, = /yma* = I,. Voor onze doorsneden definieren wij daarom:

Ww = Za.'i Iw = ,u'a4 = (3)

De grootheden 2 en  zijn dimensieloos en functies van-a en &’ (van
a'/a indien a =a’ =0 of a =0, o’ =2n). Ons doel zal zijn deze
functies te bepalen. Hierbij valt op te merken, dat in het geval van de
peren de schuifspanning bij de inspringende hoekpunten oneindig hoog
1s, tenminste bij de door ons onderstelde geldigheid van de wet van
Hooke. De sterkte van de peren is dus nul. By de stijfheid treedt deze
kwestie niet op. Bij de bepaling van de sterkte (4) zullen wij de peren
dus uitschakelen, terwijl wij bij de bepaling van de stijfheid (x) de
peren mee zullen beschouwen.

3. De spanningsfunctie. Zoals bekend, kunnen in ons geval de schuif-
spanningen op de volgende wijze afgeleid worden van een spannings-
functie F

oF oF
Tz ="87’ Ty = _a_x: (1)
waarin F voldoet aan de differentiaalvergelijking:
o (® B\ o
AF:(a_xé+a—},2>F——2Gw (2)
en de randvoorwaarde: : -
F = 0 op de omtrek van de doorsnede. 3)

Geven wij met n de uitwendig gerichte normaal van de omtrek aan,
en met s de positieve omtreksrichting (draaiend van de positieve X-as
naar de positieve Y-as), dan geldt voor de schuifspanning in een punt
aan de omtrek:

oF
Tas — —-7": (4)
Wij splitsen de functie F in twee functies I en I85E
F=F, +F, (5)
welke voldoen aan de differentiaalvergelijkingen:
AIF! =0, A’Fz = — 2Gw (6)

Hierdoor is dus voldaan aan (2). Nu kiezen wij verder F, zodanig,
dat (zie fig. 11):

F, = 0 op boog PRQ (7
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Dan moet volgens (3) dus gelden:
F, =0 op boog PRQ, Fy = — F; op boog QSP (8)

Omdat & < n 1s, is L PMS = a. Met de afkortingen b = a cosa en
¢ =asina is de vergelijking van de cirkel (M, a):

X+ —2by ~c2=0 9)
Derhalve is een oplossing van (6) en (7): '
Fz-= —l/sz (x2+y2—2by-—cz) (10)

De opgave bestaat er dus in, een harmonische functie F, te bepalen,
die nul is op boog PRQ en op boog QSP de tegengestelde waarden

‘van F, aanneemt:

Fy =1,Go{x* + y* — 2by — ¢?) op boog QSP (11)

4. Conforme afbeelding van de doorsnede. Om de randvoorwaarden
(3, 8) en (3, 11) een eenvoudiger gedaante te geven zonder de differen-
tiaalvergelijking (3, 6) ingewikkelder te maken, beelden wij de doorsnede
op geschikte wijze conform af. Zoals bekend, is nl. de potentiaalver-

gelijking in twee variabelen bestand tegen conforme afbeelding. Het

gaat er dus slechts om een afbeeldingsfunctie te vinden, waarbij de
randvoorwaarden een zo eenvoudig mogelijke gedaante aannemen. Wij
passen de volgende afbeeldingsfunctie toe:

x + iy = c coth 1/o(u — iv) (1)

De reden, waarom wij u — iv kiezen i.p.v. het meer voor de hand
liggende u + iv (hetgeen dus overeenkomt met een spiegeling van de
figuur t.o.v. de U-as), is deze, dat wij daardoor, zoals zal blijken, de
afbeelding zo nauwkeurig mogelijk aansluiten aan onze definitie van a.

Na uitwerking vinden wij:

sinh u sin v 2)

coshu —cosv ' 7 cosh u — cos v

en omgekeerd voor u en v:
2 cx _ 2cy
2 :l—iyzi—F 2’ tgv = x% + yz —c? ‘(3)
De krommen u = constant resp. v = constant zijn dus:
x*+ y*—2ccothux+ =0, x2+3*—2ccotvy—c*=0 (4)

Dat zijn cirkels, die door de punten P{c, 0) en Q(—c, 0) gaan. Aan-
gezien het verder conforme afbeeldingen zijn van twee onderling lood-
rechte stelsels rechten, stelt (4) twee orthogonale cirkelbundels voor
met P en Q tot basispunten (fig. 13). Het middelpunt van de cirkelboog,
waarvoor v = v, heeft tot codrdinaten (0, ¢ cot v,). Blijkbaar is v, gelijk
aan de by P aangegeven hoek. Voor ons doel is het aangewezen v te
laten lopen van 0 tot 27; u loopt van —oo tot co. Vergelijken wij deze

5

tehu =
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Fig, 13. De conforme afbeelding x + iy = ¢ coth !/:(u —iv)

uitkomsten met fig. 11, dan zien wij, dat de bogen PRQ resp. QSP
tot vergelijking hebben v = a resp. v = a’. Wij beelden de doorsnede
dus op het u, v vlak. af als een strook begrensd door twee evenwijdige
lijnen.

Uit (2) volgt pa enig rekenen:

9% 9y _ 1— coshucoswv ‘
au  ov  (coshu — cosv)?

: . (5)
ox Oy . sinh u sin v |
v ou  (cosh u — cos v)?* I
Hieruit volgt voor de lengte van het lijnelement di:

2

diz = (du? + do?) (6)

~ (cosh u — cos v)?

Een blik op fig. 11 en 13 leert, dat v afneemt resp. toeneemt, ‘wanneer
wij ons langs de buitenwaarts gerichte normaal van de boog PRQ
resp. QSP bewegen. Derhalve 1s:

1
c )

v=a: dn=————""—
cosh u — cos a

3 ™

cosh u — cos a
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Evenzo neemt u af resp. toe, als wij ons in de positieve omloops:
richting langs de boog PRQ resp. QSP bewegen. Derhalve is:

@
P=a ;i ds = — e — - du
cosh u — cos a

(8)

.cosh u = cos a’

v=ua'i ds = C——du ﬁ

Tenslotte vinden wij voor de functionaaldeterminant van de trans-
formatie:

iy _ sl

o(u,v)  (coshu — cos v)?

{9)

9. Oplossing van het potentiaalvraagstuk. Allereerst transformerer
wi] de functie F, op de nieuwe coordinaten u en v. Na enig gereken
vinden wij uit (3, 10) en (4, 2):
sin (v — a)

- 2 o1
Fa'= Goa® sina cosh u — cos v (1)

Daar de differentiaalvergelijking voor F;, zoals reeds werd wvast-
gesteld, t.o.v. de transformatie (u, v) invariant 1s, geldt:

, 2 @)
Ny = (5 + ) Fa = 0 @
met de randvoorwaarden (vetg. (3, 8) en (1)):

_ o) = —Goge SR asin (e’ —a) :
Fi(u. e) =0, Eafesiay 2 coshu — cos a’ ()

Het tweede lid van de laatste vergelijking schrijven wij in de vorm
van een Fourierintegraal door te stellen:

1 2 = 0 cos ts ds
——————— == fcosutdt f — WA
cosh u — cos a 7 fo fo coshs — cosa’ 4)

Door gebruik te maken van (23, 2), waafin wij stellen y =% — q,
vinden wij dan:

Fl(u: a)l == ( )
B 2sinasin (¢’ — a) ©sinh (7 — a')t (5)
Pl o) = = Ged e | At cosutd |

Nu is een oplossing van (2): F, = cos ut sinh (v — v')t, waarin t en v’
van u en v onafhankelijke parameters voorstellen. Wi trachten aan (5)
te voldoen door superpositie van deze oplossingen in de volgende
Integraalvorm:

Fy(u,v) = [ £() sinh (v — a)t cos ut dt (6)

Dit voldoet dus aan (2) en aan de eerste van de randvoorwaarden (5).
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De functie f (t) moet zodanig gekozen worden, dat ook aan de tweede
vergelijking (5) voldaan wordt. Blijkbaar moet gelden:

2 sin a sin(a’ — a) sinh(z — a’)t
sin sinh @t sinh(a’ — a)t

f{t) = — Gwa? (7)

‘Substitueren wij dit in (6), dan volgt:

F, = — Goa? 2sna sin(a” — a) f°° sinh(z — &)t sinh(v — a)t cosut dt (8)

sin a’ '~ sinh @t sinh(a’ = a)t

Door (3, 5), (1) en (8) is de spanningsfunctie bepaald.

6. Bepaling van de maximale schuifspanning. Bij een willekeurige
vorm van doorsnede zijn de schuifspanningen 7. en T harmonische
functies met het oog op (3, 1), (3,2) en de continuiteit. Wij kiezen
de richting van de X-as in de richting van de maximale schuifspanning
of, zo deze in meerdere punten optreedt, evenwijdig aan haar in een
van deze punten. Dan is deze maximale schuifspanning zeker ook het
maximum van T, Aangezien een harmonische functie volgens een
bekende stelling uit de potentiaaltheorie haar extrema slechts aan de
rand van het gebied kan bereiken (tenzij zij in het gehele gebied constant
is, wat hier niet het geval kan zijn, omdat de resultante van alle spannin-
gen in een bepaalde richting nul moet zijn), treedt de maximale schuif-
spanning op aan de rand van de doorsnede. Ter bepaling van Tmax behoe-
ven wij de schuifspanning dus slechts voor v = aenv = o’ te onderzoeken.

Gelet op (3, 4) en (4, 7) 1s voOr:

V=a i Tz = L (coshu — cosa) = ],,

c v s
t (1)

’ 1 ’ P
=a'". Ta —v—?(coshu:—— Cosa)av i

Uit (5,1) en (5, 8) volgt:

oF

cosh u cos(v — a) — cosa
dv

= Gupkiaiy {_ (cosh u — cos v)?
 2sin(a’ — a) [°° sinh(zwr — @)t cosh(v — a)t
~ sind’ . sinh nt sinh(a” — a)t

cos ut t dt} 2)

Hieruit volgt na enig omwerken:

[l —%ex rzs—=Gwa{1—Z—S'irwl(—q’,—a—)(coshu—cos’a). "
sin a
= inh(z — a')t
sioh(z — ') — cos ut tdt

) fu sinh 7t sinh(a’ = a)t }
sin(a’ — a)sin @’

coshu — cos &’

» sinh(rr — a’)t cosh(a’ — a)t

sin(a’ — a) ,
22—~ _=2(coshu=cosa = - . os ttdt}
sina i =) fo sinh 7t sinh(a’ — a)t N5

v=a: 1tz = Gwa {—— cos(a’ — a) +
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Uit physische overwegingen besluiten wij, dat Tmax Optreedt in het
punt S (0, a'), indien wij ons tenminste beperken tot de sikkels en lenzen,
en de peren buiten beschouwing laten. Wij voeren een dimensieloze
grootheid » in volgens:

Tmax = % Gwa (4)

Deze x is een functie van @ en @’ en hangt samen met de vroeger
ingevoerde grootheden 4 en x door de betrekking (zie (2, 1), (2, 2) en

(2, 3)):
xh = u ' (5)

Ter afkorting voeren wij de volgende functie van a en o’ in:

_ @sinh(z — a')t cosh(e’ — a)t
K= | — i @ = Bl ¢

Met behulp hiervan vinden wij dan uit de tweede vergelijking (3):

% = sinla' fsin(a’ — a) = sina + 2 sin(a’ — a) (1 - cosa’) Ky  (7)

7. Bepaling van het wringmoment. Ter bepaling van het wring-
moment gaan wij uit van de bekende betrekking:

M, =2 ffFdo (1)

De integratie moet hierbij uitgestrekt worden over het oppervlak
van de doorsnede. Een gedeelte van deze integraal kunnen wij met
behulp van het theorema van Green herleiden tot een lijnintegraal langs
de omtrek. Voor twee functies U en V, die binnen en op een gesloten
kromme C met hun eerste en tweede afgeleiden continu zijn, geldt nl.:

[(U AV — VAU do ='/C(U -t aU) ds )

o Ve
Nu kiezen wij hierin U = F; en V = F. Dan volgt met het oog-op
(3,2), (3,3), (3,4) en (3, 6):

1
JIFid0 = 5o | Fyvuds e

Aar}gezien F,=0 1s voor v = a, behoeft de integratie slechts te
geschieden langs de lijn v = o'. Met het oog op (4, 8), (5, 3) en (6, 3)

vinden wij, bedenkende dat de integratie van u = —oo naar u = co loopt:
. - M, © cos(a’ — a) 2 sin(a’ — a)sin a’
F,d0 = Goa'sin? — o) [ du{ —
/I Ey e e fo “ (coshu — cosa’)?  (coshu — cosa’)®
2sin(a’ — a) ® sinh(z — a')t cosh{e’ — a)t
sin a'(cosh u — cos a”) fo sinh nt sinh(a’ — a)t S Siad dt}

Ter bekorting van het hierna volgende voeren wij de volgende drie
functies in:

(4)
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Fy(a) = sina + g:;; a) cosa
[ h, .. _ e
Fy(a) = sin 2a (3 — 2 sin a)4—si—inZ42!n a) (3 — 4 sin%a) (5)
_ 3sin2a + 2(x — a) (3 — 2sin%a
Fy(a) = 2 sin*a )

en de aan de functie K, uit (6, 6) verwante functie van a en a’:

wainh?(n — a’ g
K, = [ sinh®(w — a’)t cosh(a’ — a)t ' & ©6)

@ sinh®zt sinh(a’ — a)t

Nu voeren wij in (4) de integratie naar u uit, waarbij wij de inte-
gratievolgorde naar t en u verwisselen, en vinden dan met het oog
op (25, 2), (25,3) en (25, 4):

2 [[F,d0 = Gwa® sin’a {sin 2(e’ — a) Fy(a’) — sin¥(a’ — a) Fy(a’) ;—
. __4msin¥(a’ — a)
Sinzal Kz} (7)
De integraal van F, over de doorsnede kan niet op deze wijze in

een lijnintegraal getransformeerd worden. Met het oog op (4, 9) en (5, 1)
vinden wij:

. e s du
— 4 s _
[f F2d0 = 2Gwa* sinda /asm('u a) dv fo (Coohll= I (8)
Wegens (25, 4) gaat dit over in:
a’ — 2 b
/f F,d0 = Gwa*sin®a [ sin(v — a) o ZTRE +? csci>151511})) s FHluices 0 dv (9)

Door gebruik te maken van enkele elementaire integralen, vinden
wij hieruit: : ¥
2 Jf Fod0 = Goa® sin*a [sin 2a {F\(a) — Fy(a’)} — sin’a {F(a) — Fa)}] (10)

Met inachtneming van (2, 2), (2, 3), (3,5), (1), (7) en (10) volgt
nu voor de grootheid u:

10— ginc [sin 20 {Fy(@) — Fy(@)} — sin®a {Fy(a) — Fy(@)} +
Mgl

+ sin 2(a’ = @)Fy(e) — sin¥a’ — )Fy(a) —4x S D k| (11)

In het algemeen kunnen de integralen K; en K, niet in gesloten
vorm geintegreerd worden. Alvorens over te gaan tot een diepgaander
onderzoek van deze integralen, zullen wij eerst een aantal doorsneden
bezien, waarbij interessante meetkundige bijzonderheden aanwezig zijn.
Het zal blijken, dat in een aantal gevallen de integralen dan op tamelijk
eenvoudige wijze berekend kunnen worden. Verderop zullen wij vinden,
dat ook in een aantal andere gevallen, waarin de meetkundige bij-
zonderheden minder sprekend zijn, de integralen in gesloten vorm
kunnen worden gebracht.
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8. Sikkels, waarby het middelpunt van een van beide begrenzende
cirkelbogen ligt op de cirkel, waarvan de andere boog deel uitmaakt. Dit
geval laat naast de door ons gevolgde wijze van berekening ook een
uiterst elementaire behandelingswijze toe?!). Zoals uit fig. 14 blijkt,
gel% gl N(Iiit geval met het oog op de gelijkheid van de hoeken MM'P
en "

a —a=nm—a 1)
Substitueren wij dit in (6, 6), dan vinden wij: '
» cosh(wr — a')t

Sl fo sinh 7t tdt )
Dit is te integreren. Volgens (22, 17) vinden wij:
. K
6| = 2(1 —cosa’) (3)
Derhaiwe volgt voor » ﬁxit (6, 7):
w=2—-0% _,_ 2 | )
sin a’ - a

Evenzo geeft substitutie van (1) in (7, 6):
_ 1, P sinh2(m — a')t
Ky =1/, fo  enbt tdt ) (5)

Ook dit is in gesloten vorm te integreren. Met behulp van (22, 11)
vinden wij:
ln—a—sina '
_sne (6)

e 4z 1 + cos a
Substitueren wij dit in (7, 11), dan vinden wij na vrij wat rekenwerk:

u="2/s sin 2a — 4 sine cos 2a — (x — a) (2 — 4 cosa + 3/, cos 2a) 17)
Y

Y

R

Q\

Fig. 14. Sikkel volgens nr. 8. Fig. 15. Orthogonale sikkel.

Ml

1) Zie noot 2 oé pag. 62.




M = 72

9.  Sikkels en lenzen, waarbij de begrenzende cirkelbogen elkander onder
een rechte hoek snijden. QOok dit geval is door de betrekkelijke eenvoud
enige malen het onderwerp van onderzoek geweest!). Wij zullen laten
zien, hoe de bekende resultaten ook uit onze behandelingswijze afgeleid
kunnen worden. '

Uit fig. 15 blijkt, dat in dit geval geldt:
a —a=— (1)

Substitutie in (6, 6) levert na enige herleiding:
» sinh(z — 2a)t

Ky =12 fo P (2)

Dit 1s 1n gesloten vorm te integreren. Volgens (22, 11) vinden wij:
7 — 2a — sin 2a

B = 27 costa )

Hieruit en uit (6, 7) volgt dan:

— 1 = sina 4 (1 + sina) (= f32a — sin 2a) (4)
cosa 7 cos®q

Een speciaal geval vormt de halfcirkelvormige doorsnede, waarvoor
a = /2 1s. De uitdrukking (4) neemt dan een onbepaalde vorm aan,
maar nadert, zoals men gemakkelijk verifieert, tot de waarde 8/3z.

Ter bepaling van de stijfheid substitueren wij (1) in (7, 6). Wij vinden:

- @ sinh*¥w — 2a)t

K, = fc, sinh®nt cosh mt ] (5)

Ook deze integraal 1s weer te integreren. Met het oog op (23, 2)
vinden wij:

(r — 2a)® + (7 — 2a) sin 4a + sin*2a — w*costa

Ke = 47 sin*2a (6)
Substitutie van (6) in (7, 11) geeft ons dan:
_— L3 sina(l 4 2sin%a)  sin®a(2 4 sin®a) (= — 2a)
AR h 2 cos®a ' 4 costa
_ (# — 2a)* + (7w — 2a)sin4a + sin*2a (1)
47 costa M

Voor @ = n/2, d.w.z. voor de halfcirkelvormige doorsnede, wordt
deze uitdrukking onbepaald. Men vindt voor ¢ gemakkelijk de grens-
waarde /2 — 4/m.

1) Zie noot 1 op pag. 62.
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70. Smalle sikkels en lenzen. Wij veronderstellen nu a’ slechts
weinig groter dan a. Wanneer het verschil klein is ten opzichte van
de hoeken zelf, hebben wij te maken met smalle sikkels of lenzen. Wij
kunnen in dat geval reeksontwikkelingen van de beide integralen K;
en K, naar opklimmende machten van het verschil der hoeken op-
stellen. Stel:

a' — a = on, (1)

waarin 6 een kleine grootheid is." Wij maken gebruik van de ontwik-
keling 1):

X 2% By g s e
3 SO gy — L e
x coth x 2 @R 5% 1+ 3 45+945 . (2)

Met behulp van (6, 6) en (22, 13), (22, 14), (22, 15) en (22, 16) vinden
wij dan:

K, = thab omt tdt =
- i T R~ Jas
=207 (1 + o™ ~ ey
3 g .
B i )
Hieruit- vindt men na enig rekenwerk volgens (6, 7):
% = cot %’67; —}—3—+ cgt2a’/2 O — Lg'/Z *n® —
_S5+5 cotzogéz + 2 cot'a’/2 Shnd - co’{;z(;/zasﬂ5 +
20 i,y ol
o 149 + 77 cot?a’/2 +156172%ot a'/2 2’1 cot®a’/2 S —
-~ C‘;B‘:O/Z Fa— ... (4)

Op dezelfde wijze ontwikkelen wij K, naar én. Gebruik makend van
(7, 6), (1), (2), (22,6), (22,7) en (22, 8) vinden wij:
1) Men gebruikt in de litteratuur drie verschillende notaties voor de getallen van Bernoulli.

n—l1
Het door ons gebruikte stelsel is gedefinieerd door: X ( Z ) Br =0, By=1 of door, hetgeen op
x ® By k=0

hetzelfde neer komt: o 3 " xk. De getalwaarden zijn dan: By = 1, B, = —1/,,
=5 k=0 K:
B; = e By = By =B;=... =0, By = —/3, By = Y, etc. In deze notatie geldt:
© 22k Bop % 22k (22k —1)Ba 22n—1 z2n
=3 <L x2% =3 " TR okl ==
x coth x A o x2k | tgh x 12 @R X ,£(2n) )l ,an‘
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W @sinh¥(w — a')t
K, = o sinh? it

_ 1 =sinh*(z — o)t ( 1 Fnttt  Snttt
T om s sinh®wt 3 45

coth ént t dt =

+...)dt=

=L {Sina, + (= —a')cosa’ _ sin®a’—3sina’—3(z—a’) cosa’ 8n? +

26 sina’ 18 sina’
sin’a’4-30sin’a’ —45sina’ —15(z—a’)cosa(3—2sin’a’) ¢, ,

. 1350 sin’a’ Otnt .. }(5) :

Ontwikkeling van g naar oz uit (7, 11) vereist een dusdanig reken-
werk, dat de uitvoering ervan nauwelijks de moeite waard kan worden
geacht.

77. Cirkelsegmenten. Wij beschouwen tenslotte het speciale geval,
dat «’ = m; één der begrenzende cirkelbogen is dan overgegaan in een
rechte, dus de doorsnede is dan een cirkelsegment?). De integralen
K, en K, zijn dan volgens (6, 6) en (7, 6) blijkbaar nul. Volgens (6, 7)
en (7, 11) worden echter de uitdrukkingen voor % en u beide onbepaald. -
De benodigde grensovergangen zijn eenvoudig. uit te voeren. Wij voeren
daartoe in: '

__»  cosh(z — a)}t . '
Ks o sinh @t sinh(zw — a)t e (1)

Met behulp hiervan vinden wij na enige heérleidingen:
% = cosa + 4 sina Kj (2)

Evenzo voeren wij in:
©  cosh(z — a)t

K =/ SRt sinh(z — a);

en vinden met behulp hiervan weer:

t3 dt (3)

= z ; 23 1i2 sin 2a (2 + cosiZa) — 4z sin‘e K, (4)
K, en K, zijn in het algemeen weer niet in gesloten vorm te inte-
greren.

Een belangrijk bijzonder geval is dat van de halve cirkel, dat wij
ook al ontmoet hadden als speciaal geval van de sikkels met rechte
hoeken. In dit geval is @ = #/2. Dan is volgens (22, 21):

T w {2t 2 .
Kif3) =+ I, sobmt = 3a 5)
Hieruit volgt: # = 8/3n. Evenzo vinden wij uit (23, 5):
S (z) g a1 1
K, 2 g fo sinh3atcosh@t #® 16 ©)

1) Zie noot 3 op pag. 62.
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Hieruit volgt: u = n/2 — 4/x.

Verschilt het segment slechts weinig van een volledige cirkel, d.w.z.
is a klein, dan kunnen wij reeksontwikkelingen naar a opstellen. Zo
vinden wij:

© t2dt _© t*dt 1 —tghattghat
K, = o sinh 7t cota = el fo sinh #t tghat — tghat

® cosh nt t? dt tgh at\— 1

S sinh®nt (1 igh=sieha) (1 o2 tih nt) -

. jw cosh zt t* dt fw tgh at t* dt fm tgh?at cosh =t t2 dt i

7o sinh?at o sinh’wt = sinh*zt

n jw tgh®at cosh®zt t*dt | = tgh'at cosh®nt t* dt 7)
3 sinh®mt LU sinh®nt

Wij ontwikkelen nu de in de integralen voorkomende hyperbolische
tangenten naar a, gebruik makende van de ontwikkeling 1):
L 2% (2% — 1)By C g 2 Al
— 2 R 2k —1 = T o e ..
e = (2R)! Wl ==+ E o3 T 6

Gebruik makende van de notaties en gegevens van nummer 24 vinden
wij dan na enig rekenen:
Ky =12,1,2) +al3,0,3) + a2 I(4,1,4) +
+ a3I(5,2,3) — /. 1(3, 0, 5)} + a*I(6, 3, 6) — 2[3 I4,1,6%... =

SR LI
+(2%;—122—n3+ﬁ)a4+.... i)

En hieruit volgt gemakkelijjk:

et G (e 2o
+E et et (St a)e 4. ao)

Op analoge wijze ontwikkelen wij K, naar a. Wjj zien gemakkeljjk,
dat wij de uitkomst eenvoudig uit (9) kunnen afleiden door het eerste
en derde argument van de integralen I(m, n, p) met 1 te vermeerderen.
Wij hebben nu overigens minder termen nodig om uiteindelijk de
ontwikkeling voor u tot ¢® voort te zetten. Wij vinden dan:

K, =I(3, 1,3)+aI(4,0,4)+...=#+(31?——1—)a+... (11)

45n
Hieruit leiden wij verder af:
n 2 1 4 22) |

—_e— g8 - gt | ==
“ * (3n2 35/°

2 3 po (12)

Yy Zie de noot op pag. 73.
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Vervolgens willen wij het geval onderzoeken, dat e weinig van =
verschilt; stel:
a=mn—0n (13)

Eerst ontwikkelen wij K; naar dz, waarbij wij gebruik maken van de
reeksontwikkeling (70, 2) en de integralen (22, 24):

1 = tdt 1 » tdt X 22%¢By,

K; = [o Mént coth dnt = pm fo Soh ot o (2R (Omt)% =
- % éln i 2_14 £ s %) S 7;0 I 1839100 y
—f—%é%"—_... (14)
Hieruit volgt na enig rekenwerk:
L %% om0 — . (15)

Op volkomen dezelfde wijze, nu gebruik makend van de integralen
{22, 21) vinden wij voor K,:

p 22
Ko~ 2 0 i B B o -
—.1 _1__]_'- _1. .__L_ 3 Syd 1 77
= n{6 i T 90" 10T T @l T
691 .,
+ 127702575 °7 } (16)

Bij de berekening van g hieruit valt een groot aantal termen tegen
elkaar weg; wij vinden tenslotte:
4 16
_ el —
£=705°" " 945
_ Aangezien zowel # als u klein zijn, verdient het aanbeveling ook 4
in een reeks te ontwikkelen, hetgeen het eenvoudigst geschiedt door
deling van de reeksen voor x en u. Wij vinden dan:
8 8

=] 5, —_
105 e 945

87 + .. .. @a7)

Y o’ + .. .. < (18)

72. Owerzicht van de resultaten. In het vaorgaande hebben wij
gezien, hoe de berekening van de integralen K;, K, K; en K, in enige
speciale gevallen eenvoudig kan geschieden. In de nummers 29, 30,
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37 en 32 is de berekening gegeven voor het algemene geval. Met behulp.

van de daar gegeven tabellen IX, XI, XII en XIII kunnen nu de groot-
heden %, 4 en u berekend worden als functie van a en a’. Aangezien

I |

25—

LU AN

20

h,5=

/2,

A
Z/ { N

e ZCIHIA 7471 77 5
</ LDV O VA A |
o5 X ATA 12717
, 77
os Za os
05 A7/ -
N L L M

Fig. 16. De grootheid » als functie van a en a7

voor @ = a' = 0 de vorm van de doorsnede niet bepaald is, zijn ook
%, A en u daar niet bepaald. De behandeling van dit geval is gegeven
in de volgende paragraaf. Wij ontlenen er hier vast enkele waarden
aan om te gebruiken in de figuren 16, 17 en 18, waar de resultaten
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van de berekening in grafiekvorm zijn weergegeven. De tabellen I,

U en III geven deze resultaten in getalvorm. In het punt ¢ = ¢’ = 0
vindt men twee waarden aangegeven. De bovenste waarde 1s de limuet,

as;lx

Fig. 17. De grootheid 4 als functie: vania ¢n a’.

welke men verkrijgt, door a = 0 te kiezen en @’ daarna tot nul te laten
naderen. De onderste waarde verkrijgt men door a = a’ te kiezen
ei: ze daarna tot nul te laten naderen. Zoals in de volgende paragraaf
aangetoond wordt, zijn dit niet de uiterste waarden in het geval van A.
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Voor de grootheid p treedt een dergeiijke onbepaaldheid ook op in

het geval o =0, o' =27 Aangezien de doorsnede dan door twee
elkander uitwendig rakende cirkels begrensd wordt, is de stijfheid

40

a5
L
| \
30- -30
|
25— l2s
Bh
20 i |-20
= = 18

] 4 jﬂp
MV} n
7/A %/__ o arm
| /] 4 [
y Ay ayal A 7
7 & A/ ] A
ST 7L 4V A T

/
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Fig. 18. De grootheid x als functie van @ en a’.

gelijk aan de som van de stijfheden der afzonderlijke cylinders. De
bovenste waarde is weer de grenswaarde, verkregen door a =0 te
stellen en daarna @’ tot 27 te laten naderen. De tweede waarde verkrijgt
men door te stellen @ = 2x — @’ en daarna @ tot nul te laten naderen.
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§2. De torsie van een cylindrische‘staa'f met
een door twee elkander inwendig rakende
cirkels begrensde doorsnede.

73. Inleiding. In het volgende zullen wij het bijzonderé geval van
de vorige paragraaf onderzoeken, waarbij de begrenzende cirkelbogen
elkander inwendig raken. lets onnauwkeuriger is het te spreken van
twee cirkelbogen, die elkander in twee zeer dicht bijeen gelegen punten
snijden, maar wij gebruiken deze zegswijze om de nadruk te leggen
op het feit, dat de doorsnede als enkelvoudig samenhangend zal worden
beschouwd, zulks in tegenstelling met het in de litteratuur !) behandelde

geval, waarbij uitgegaan werd van twee,

' elkander niet snijdende cirkels, zodat

R de doorsnede tweevoudig samenhan-
gend was.

Het ligt voor de hand voor dit ge-
val de wverschillende interesserende
grootheden door limietovergang uit de
in de vorige paragraaf gevonden resul-
taten te bepalen. Deze limietovergang
1s echter niet eenvoudig te volbrengen,
zodat wij de voorkeur aan een zelf-
standige behandeling geven, daarbjj

% gebruik makend van een andere con-
forme afbeelding, die zich volkomen
bij het nu te behandelen geval aansluit.

Van de vorige paragraaf kunnen wij
nummer 7, 2 en 3 ongewijzigd over-
nemen. Hierbij zijn dan a =a’' =0, b =a en ¢ = 0. De nieuwe
situatie is weergegeven in fig. 19.

Fig. 19. De doorsnede in het xy-vlak.

74.  Conforme _afbeelding van de doorsnede. Het is duidelijk,gdat wij
door een simpele inversie de beide cirkels in evenwijdige rechten kunnen
transformeren. Wij stellen daartoe:

2a
u—

x+iy = (1)

Zpals men zi_et‘, is. de transformgtie z6 opgesteld, dat de macht van
de inversie positief 1s, zodat de cirkels en hun inversen aan dezelfde
zijde van de X-as liggen. De transformatieformules worden:

2au 2av
= r=S rEe (2)
en omgekeerd:
_ Z2ax __ 2ay
u"xz_i,yzr v‘—xz_l_yz (3)

1) Zie de noot op pag. 62.
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Hieruit leidt men gemakkelijk af, met het oog op een in nr. 76 te
maken toepassing, dat:

s __a?@

dy  2a?dv

Tenslotte vinden wij voor de functionaaldeterminant van de trans-
formatie:

ax,y) ____4a 5)

a(u, v} (ut + v*)P?

voor x =0, y =2d’ (4)

75. Oplossing van het pofentiaalvmagstuk. Allereerst transformeren
wij de functie F; (3, 10) op de nieuwe cobrdinaten u en v:

v—1
F 2 = 2 Gwa? m : (1)
De cirkel met straal a gaat bij de transformatie over in de rechte

= 1. De andere cirkel gaat over in de lijn v = 1/p, waarbij p = a'/a.
De randvoorwaarden voor F; zijn dus:

Fi(u,1) =0 ]

1y 1—-p 1
Fl(u,—p-) = — 2 Gwa? > pF T @

De laatste van deze vergelijkingen schrijven wij in de vorm van een
Fourierintegraal :

1

(1/p) + v*

Wij behoeven de tweede integraal echter niet uit te werken, want
vergelijking (I, 29, 2) leert ons:

(1—/1))%_‘_—112 =p /oo cos ut e~tiP dt 4)
Wij kunnen de tweede vergelijking van (2) dus in de volgende vorm
schrijven: :

Fl(u, El’-) — — 2 Goa? 1—0p) jOo cos ut e~tP dt (5)

(2)

P » 1
= = fo cos ut dt fo cos tSm)z—_‘_?dS ) (3)

Wij trachten nu een oplossing te vinden door superpositie van po-
tentiaalfuncties in de volgende integraalvorm:

Fy(u,v) = | f(t) sinh(v — 1)t cos ut dt : (6)

Dit voldoet aan de- differentiaalvergelijking en de eerste der beide
randvoorwaarden. Aan de tweede randvoorwaarde is blijkbaar voldaan,

indien:
f@t) = — 2 Gawa* (1 — p) -
sinh

e"tIP
e —p
p

(7)

t
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Derhalve is de gezochte spanningsfunctie:

— o sinh(v — 1t i
vz_(l-p)fo . ———l_pte”’cosutdt} (8)

JE =1 ) Gwaz{ -
sinh

FF o

76. Bepaling van de maximale schuifspanning. Het 1s duidelijk, dat
de maximale schuifspanning optreedt in het punt: x =0, y = 2a’.
De Y-as is hier de naar binnen gerichte normaal. De schuifspanning
verkrijgen wij dus door de spanningsfunctie in dit punt naar y te diffe-
rentieren (3, 4). Gelet op (6, 4 en (74, 4) vinden wij dan:

t

1
T—p

miul | 1|

*=1—2p+ fmcothte—i__”tdt (1)

2,0 N .

[/

1

] HEERSWN

o S
pet — [Xe]

Fig. 20. De grootheden #, 4 en p als functie van p.

De integraal kan volgens (28, 3) uitgedrukt worden door middel van
de in nr. 27 ingevoerde functie ¥':

1 1
w=2=3p+ === Y’(—— 2
a5 ¥ =) @

Nadert p tot 1, d.w.z. zijn de stralen van de beide cirkels slechts
weinig verschillend, dan nadert het argument van ¥’ in (2) tot co. Met

behulp van de asymptotische ontwikkeling van ¥'(x) volgens (27, 5)
leiden wij voor dat geval de volgende ontwikkeling voor x af:

«=20-p+5a-pF—A-prE. (3)
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Met behulp van (2) en (3) kan » voor een aantal waarden van p be-
rekend worden. De resultaten van deze berekening zijn weergegeven
in tabel IV en fig. 20.

TABEL IV. De grootheid # als functie van p bij twee inwendig
rakende cirkels.

|
sl o b I 02 | o3 | 04 | 05 [ Gl Bl Gs N s | 6

% [ 24674 2,1949 | 1,9258 { 1,6705 | 1,3999 | 1,1449 | 0,8966| 0,6565| 0,4259| 0,2066} 0O

77. Bepaling van het wringmoment. De eerste drie formules van
nr. 7 kunnen wij ongewijzigd overnemen. Verder vinden wij uit (7, 3),
wanneer wij bedenken, dat alleen over de rand v = 1/p behoeft ge-
integreerd te worden en met het oog op de isometrie van de conforme

afbeelding dan geldt: L
Tzsds — _Eds =de = ‘—‘Edu
on oy

e 1 1—-p 1
[ du I—l \2v2 2 p? ) 11233 i
Qe (5 e+ ()}
P Y
~a-p 7 ? coth (L=2); e“/P—COS—u;—ztdtJ (1)
aaene
p
Wij verwisselen de integratievolgorde naar t en u en vinden dan,
gelet op (26, 2), (26,4) en (26, 5) na enige herleiding:

2 [ F1d0 = Gwa'n{— p® + 4p* — 3p* — 4p? f(lo cothte 21—t dt} (2)

BP0 — Gagvgi—2

De integraal kan weer worden uitgedrukt door middel van de in
nr. 27 ingevoerde functie ¥'. Volgens (28, 3) vinden wij dan:

. il
2/ Fud0 = Guatn{—25" + 65° — 4p* — 2% (Tp)} 3)
Vervolgens vinden le met behulp van (74, 5) en (75 1):
d
2 [ Fod0 = Goat 32 j’P (v—1)dv f o +“ 5 )
Gelet op (26, 5) gaat dit over in:
2 ff F,d0 = Gowa* iz‘- (1 — 4p% + 3p%) (5)

Uit (2, 2), (2,3), (3,5), (7, 1), (3) en (5) volgt:

=_7£ —_ 2 R 4 2’<_1_)
Sl e = 5t — 4 (7)) (©)
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Voor p dicht bij 1 is de vorm (6) weer onbruikbaar. Met behulp van
de asymptotische ontwikkeling van ¥’(x) volgens (27, 5) en herleiding
van de veelterm in p tot een veelterm in 1 — p vinden wij:

p=2 B0 — T —pr—a—pr...) @)

Met behulp van (6) en (7) kan ¢ voor een aantal waarden van p be-
rekend worden. De resultaten van deze berekening zin weergegeven 1n
tabel V en fig. 20. ‘ .

Volgens (6, 5) kan de grootheid 4 bepaald worden door deling van x
op u. Ligt p in de buurt van 1, dan zijn zowel x als u klein. Uit (76, 3)
en (7) volgt voor dat geval de volgende ontwikkeling voor 4

S e B ey T s

=2 30— -ty (8)

De berekende waarden van 4 zijn eveneens in tabel V en fig. 20 weer-
gegeven.

TABEL V. De grootheden u en 4 als functie van p bij twee inwendig
rakende cirkels.

pl o 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 |
i |

‘Iu 1,5708 | 1,4819 | 1,2674 | 0,9938 | 0,7124 | 0,4595 | 0,2551| 0,1180| 0,0375 0,0050| O

0,7 0,8 0.9 1,0

|

1
A | 0,6366 | 0,6751 | 0,6581 | 0,5977 | 0,5089 | 0,4013 | 0,2845| 0,1797 | 0,0881} 0,0240| 0 |
\

§3. Torsie van een cylindrische staaf, waarvan
de doorsnede begrensd is door een cirkel,
voorzien van een radiale insnijding.

78. Inleiding. Wij zullen nu een as beschouwen, voorzien van een
radiale insnijding. Deze doorsnede is reeds door SHEPHERD ') onderzocht.
De door hem gebruikte methode voert tot reeksontwikkelingen,
waaruit slechts met grote moeite voor kleine diepte van de in-
snijding de stijfheid bepaald kan worden (de spanningen zijn
natuurlijk in de bodem van de insnijding oneindig groot, zodat de
bepaling daarvan niet interessant is). Verder verwijzen wij nog naar
een artikel van WIGGLESWORTH 2).

In fig. 21 is de doorsnede weergegeven. Wij moeten verschil in be-
handeling van het vraagstuk maken naar gelang de insnijding kleiner
of groter dan de straal van de cirkel is. Zij deze straal weer a en de
diepte van de insnijding gelijk aan p.a, dan is in het eerste geval
0 < p<1enin het tweede geval 1 < p < 2. Het geval, dat p =1 1s,

Y} W. M. SuerpHErp, Prov. Royv. Soc. London, A 138, 607—634 (1932).
2) L. A. WicGLEsworTH, Proc. Roy. Soc. London, A 170, 365—391 (1939).
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behandelen wij niet afzonderlijk, doch leiden het door limietovergang
uit het eerste of het tweede geval af. In dit geval i5s de doorsnede trouwens
een cirkelsector met openingshoek van 27 en als zodanig reeds behandeld.

In fig. 21 is de cirkel zodanig geplaatst ten opzichte van het assen-
kruis XY, dat OM? = OB? + MA? Wjj noemen MB =ben OB =c.

Y I Y I

B M D D) B M

O

Fig. 21. De doorsnede in het xy-vlak,

Vervolgens voeren wij een positief getal u, in, gedefinieerd door de
relatie: c¢/a = sinh u,, Hieruit vinden wij: 14 b/c = cothu, en
b/la = e, Verder is tghu,/2 =(a —Db)/(a+b). Is p<1, dan is
tgh u,/2 = p/(2 — p); isdaarentegen p > 1, danis coth 4,/2 = p/(2 — p).
Wij stellen p/(2 — p) = B. Blijkbaar is f< 1l als p<1len f>1 als
p > 1. Derhalve stellen wij § =cosy als p<1 en f =coshy’ als
p > 1. Verandert p van 0 tot 1, dan loopt ¥ van 7/2 tot 0 en loopt p van
1 tot 2, dan loopt ¥’ van 0 tot co. Wij zien, dat wij van het eerste op
het tweede geval over kunnen gaan door y te vervangen door iy’. Het
is echter natuurlijk niet zeker, dat dit verder in de berekening ook
steeds zal opgaan. Daarom zullen wij de beide gevallen voorzichtig-
heidshalve gescheiden behandelen. Overigens zullen wij uiteindelijk
zien, dat ook in het eindresultaat de vervanging van y door iy’ opgaat.
Als spanningsfunctie F, kiezen wij natuurlijk:

F,=—1';Gol{(x —b—c) + y* — a¥ (1)

Deze is nul op de cirkel ADC. Het vraagstuk bestaat er dus in, een
harmonische functie F, te bepalen met de randvoorwaarden:"

Fi(AB, BC) =1/, Gw {(x — b — ¢)* — a¥, F,(ADC)=0 (2)

19. Conforme afbeelding van de doorsnede. Wij zullen de conforme
afbeelding, welke de omtrek van de doorsnede over doet gaan in een
vorm, die geschikt is voor het werken met Fourierintegralen, in vier
trappen uitvoeren. In wezen komt de afbeelding neer op enige malen
toepassing van de transformatie (4, 1) en lineaire transformaties.
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Eerste afbeelding:
x + 1y = ¢ coth t/, (u; — ivy)
- sinh u, - sin vy (1)
cosh u;, — cos v, ’ Y cosh u; — cos v,

De getransformeerde figuur is weergegeven in fig. 22. De cirkel ADC

v I v, I
C Vi=e 2T B
o
A V=T B D?l
=
ks
5 Uy A V=0 B U
c s B

Fig. 22. De doorsnede in het u,v,-viak.

is overgegaan in de rechte u = u, waarbij |v /<= als p<1 en
0<wv,< 2 als p>1. De rechten AB en BC gaan over in de rechten
vy =% en v; = —ax als p< 1 en in de rechten v; = 0 en v; = 2% als
p > 1, waarbjj in beide gevallen u; > u,. (Het Riemannsche xy-vlak
moet daartoe in het eerste geval opengesneden worden langs het ge-
deelte van de X-as tussen de punten (—c, 0) en (c, 0); in het tweede geval
juist over het buiten deze punten gelegen gedeelte van de X-as).

Na enige herleidingen vinden wij voor de getransformeerde rand-
voorwaarden:

— 1 2 inh o SIPR( — %)
Fl(;tll,>i1:) /2 Gwa? sinh u, cosh?i, /2 vc'oor p<l1
0) _ . sinh(u; — )
F1<u1’>2n) = = 1/2 Gwa2 Slnh Uy W voor p >1 (2)
u]_ uo
Fiup,v)) =0 |vy| < mals p<l, 0<v, <27 als p>1

Tweede afbeelding:
Uy + 1:1)1 = Z(UZ + i'Uz) + Uy, U = 2u2 _I" Uy, v = 21)2,

voor p< 1 3)
Uy vy = 20Uy — 1vy) + u, + 1w, up = 2uy + Uy,
vy = —2v, +@®, voor p>1

De getransformeerde figuur is weergegeven in fig. 23. In beide gevallen
hebben wij nu dezelfde afbeelding verkregen. De cirkel ADC 1s over-
gegaan in de vs-as voor [vg] < #/2 en de rechten AB en BC zijn ge-
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transformeerd in de rechten v, = £#/2 voor u, > 0. Daarentegen zijn'
de randvoorwaarden nog niet dezelfde. Zij luiden:

5 — LAy 2 o _s_l_nh 2142_ _
Fl(zz,szg/Z) = /2 Gowa? sinh u, cosh¥(uy -+ 112) voor p< 1 |
- .. . sinh 2u, . (4)
Fl(Z:,;i:g/Z) = —1/,Gwa Smhu°——_éinh2(u2 T VO P >1
FI(O, 'Uz) = 0 lvgl < 7Z/2

Deze figuur is een driehoek en kan dus volgens een bekende stelling
uit de functietheorie eenvoudig ge-

transformeerd worden in een cirkel, e

waarbij de ligging van de punten A, ol v =Ti/2

B en C nog willekeurig is. Kiezen [, ®

wij deze punten op een rechte, dan &

gaat daarmede de doorsnede over in " Yz
S TV, ==T/2 8

een halfvlak en dus in een vorm, die
zeer geschikt is voor het werken met
Fourierintegralen. De integralen, die
wij dan op te lossen krijgen, zin
echter zeer onaangenaam. Daarom kiezen wij een andere transforma-
tie, waarbij dit bézwaar niet optreedt.

Derde afbeelding:

Fig. 23. De doorsnede in het u,v.-vlak,

xy + iy, = i coth 1/; (uy — iv,)

2y, ) —2x; (5)
tgh ==, t = e
B S tyr+ 1 BV T a1

De factor i in de afbeeldingsfunctie representeert een draaiing. De
cirkel ADC is nu getransformeerd in de x;-as voor |x:| < 1, De rechten

N
)
A_,-Q_'VE.H_.-, -—‘_D_—.—_—PC
A V=Ti/2 @
R Y, =0 i I —_
A iD C X | v

Fig. 24. De doorsnede in het x,y;-vlak.  Fig. 25. De doorsnede in het uv-viak.

AB en BC zijn getransformeerd in kwart delen van de eenheidscirkel
in het eerste en tweede kwadrant (zie fig. 24), De randvoorwaarden
zijn nu gelijkluidend geworden:

Fi(ABC) = — 28 Gwa? Fi(x;,0) =0 |xj<1 (6)

e O
(1 + By’
Hierbij valt op te merken, datf<1lalsp<len f>1alsp>1
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Vierde afbeelding:

%y + iy; = coth !/, (u — iv)
= sinh u - sin v } (7)
! coshu —cosv’ Y17 osh u — cos v

De cirkel ADC gaat hierbij over in de rechte v =z en de rechten
AB en BC in de rechte v = #/2 (zie fig. 25). De randvoorwaarden zijn:

col Fi(u,n) = 0 )

Fy(u, af2) = — 28 Gua® - =5,

20.  Oplossing van het potentiaalvraagstuk. De eerste randvoorwaarde
(79, 8) schrijven wu in de vorm van een Fourierintegraal:

cosh s
(coshs + B)? - @

Wij trachten nu een oplossing te vinden door superpositie van poten-
tiaalfuncties in de volgende integraalvorm:

Fy(u, v) = [ cos ut sinh(w = )t f(¢) dt 2)

Fi(u, #/2) = — ? f Gwa® jo cos ut dt j‘o cos st

Dit voldoet aan de differentiaalvergelijking en aan de tweede van de
randvoorwaarden (79, 8). Aan de eerste randvoorwaarde in de vorm (1)
is blijkbaar voldaan, indien'

4 _ % cosh s
f(t)——;ﬂGw PO t/zfcosstmds (3)
Derhalve is de gezochte spanningsfunctie F:
= ———ﬂGwa2/ cos u tsmh(n it dtf cos st g s ds (4)

sinh #t/2 =~ 75 (coshs + B)?

Wij doen geen moeite de integralen uit te werken, daar ons toch
alleen de stijfheid interesseert en wij voorlopig wel zo gemakkelijk de
integraalvorm aan kunnen houden.

27. Bepaling van het wringmoment. De eerste drie formules van
nr. 7 kunnen wij weer ongewijzigd overnemen. De complementaire
spanningsfunctie F, hebben wij niet meegetransformeerd, omdat wij
haar niet nodig hebben. Immers de afgeleide van F, in de normaal-
richting, die een rol zou spelen in de kringintegraal (7, 3)

(7 = — 0F)on = — 9F,/on — 9F,/on),

verdwijnt juist langs de rechten AB en BC, terwijl de rest van de
omtrek toch niet medetelt bij de weg van de integraal, omdat daar
F, = 0 1s. Verder i1s het oppervlak, waarover de dubbelintegralen uit-
gestrekt moeten worden, dat van de volledige cirkel, zodat wij zonder
meer weten:

2 /[ Fyd0 = Gwa4% (1)
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Verder vinden wij na enige herleiding:

ijFldO———Gwa“ 52/ coth 2 ttdt {]:Ocosst—ce-s—}i—ds}z )

(coshs + B)*
Dus is:
16, o ® cosst . SoSBS g !
p=— ,32/ coth - ttdt{f Cosst(c hs+ﬂ)’d$} ) (3)

De tweede integraal is behandeld in nr: 25. Daar zien wij, dat wij
inderdaad de uitkomst voor § > 1 kunnen verkrlj gen door in de uitkomst
voor #< 1 de letter y te vervangen door iy’ (vergelijk nr. 78). Wy
behoeven (3) dus slechts uit te werken voor B < 1 en behoeven dan
pas in het eindresultaat ¥ door iy’ te vervangen om het resultaatgoor
B > 1 te verkrijgen.

Met het oog op (25, 2) en (25, 3) vinden wij:

cosh s
f cos st (CSh__——Jr-_ﬂ)z ds =
1 1 -
_j cos st _h_-l—Tf? — cosy f cos st (coshs T+ B ﬂ)zds =
_ smh yt — siny cosy t cosh yt )
o sin®y sinh #t
Hieruit volgt:
| 2
ﬂ=_73_l§c‘osyfﬁ°. bt . (sinh®2yt —

2 7 sin®y o sinh®wt coshnt
~ 4 siny cosy t sinh 2yt cosh 2yt + 4 sin?y cos?y t? cosh®2yt)  (5)

De integralen kunnen worden uitgewerkt. Volgens (23, 2), 423, 3) en
(23, 4) vinden wu

== 1n8 {8y%(4 + 4 cos 2y + cos 4y) — 4y (8sin 2y + *l
+ 5sin 4y) + sin® 2y (11 + 8 cos 2y — cos 4y)} als p<1 (6)

Vervangen Wij y door 1y’, dan volgt:

p=E smhs -{—87'%(4 + 4 cosh 2y’ + cosh 4y")+ 4y’(8 sinh 2y"+

+5sinh4y’) — sinh?2y’(11 + 8 cosh 2y’ — cosh4y’)} als p>1 (7)

Door in (6) of in (7) ¥ of y’ tot nul te laten naderen, vinden wij de
waarde van u voor p = 1. Wyj vinden:
64
p=n—g als p=1 (8)
Laten wij p tot 2 naderen, dan vinden wij 4 = = — 8/n. De door-
snede bestaat dan uit twee halve cirkels, die Ju1st nog aan het uiteinde
van de middellijn met elkander verbonden zijn. Inderdaad is de ge-
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vonden waarde het dubbele van die voor de halve cirkel, afgeleid in
nr. 9 en 77.
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Fig. 26. De grootheid u als functie van p.

Uit (6), (7) en (8) kan de waarde van u voor een aantal waarden
van p berekend worden. Het resultaat van deze berekening is weerge-
geven in tabel VI en fig. 26.

TABEL VI. De grootheid g als functie van p bij een cirkel met
radiale insniding.

P 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 16 |.1,8 2,0

1] 1,5708| 1,5163| 1,3841 | 1,2137| 1,0372| 0,8781| 0,7513| 0,6639| 0,6155| 0,5964|0,5951

§4. Bepaaldeintegralen, dieeenrolinm hetvoor-
gaande spelen.

: = sinh at sinh bt cos ct
22, De int .]
e integraal fo <inhint

gralen. De bovenstaande integraal is voor ons werk belangrijk, omdat
wij er zeer veel andere integralen uit af kunnen leiden, die in het vorige
voorkwamen. De parameters a en b mogen complex zijn; ¢ daarentegen
wordt reéel verondersteld. Voor de convergentie is dan blijkbaar nodig
en voldoende, dat Re(a + b) < 27 1s. Wij voeren voor de berekening

dt en hieruit afgeleide inte-

een complexe variabele t'” =t + it’ in. Nu is:
= sinh at sinh bt cos ct = sinh at sinh bt cosct
i —— dt =, f — dt =
7 sinh?wt % sinh?mt
@ ginh at sinh bt e't
=1l : dt 1
2 Lao sinh?wt @

Wij integreren nu de integrand van de laatste integraal langs een
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contour, gevormd door de t-as van t = —M tot t = M, de rechte
t=Mvant' =0tott' = N, derechtet’' =Nvant=Mtott = —M
en de rechte t = —M van t' = N tot t' = 0. N zij zodanig gekozen

(bijv. N =n + 1/,, n geheel). dat de Iyn t' = N niet door een van
de polen van de integrand gaat. Onder deze voorwaarde leidt men
gemakkelijk af, dat de bijdrage van de rechtent = M,t" = Nent = —M
tot nul nadert, indien wij M en N tot oneindig laten naderen, waarbij N
aan de genoemde voorwaarde gebonden blijft. Derhalve is:

» ginh at sinh bt cos ct sinh at’’ sinh bt’’ e’ .
S e )
o sinh2xt le § sinh?nt”’ d (2)

¢

De binnen het contour vallende polen van de integrand zijn de punten
t'"=hi, k=1, 2, 3... (t'" =0 1s geen pool). Wij stellen derhalve
t'" = ki + h en ontwikkelen teller en noemer van de integrand naar h ter
bepaling van het residu. Na wat rekenwerk volgt:

i

© sinh at sinh bt cos ct
o sinh?tt
2 2 e~*(csin aksin bk — a cos aksin bk — bsinak cos bk) (3)

T k=1

dt = m 2 (Residu. k¥ pool) —
k=1

De producten der goniometrische functies kunnen vervangen worden
door goniometrische functies met als argument de som of het verschil
der argumenten. Vervangen wij de goniometrische functies door (1magi-
naire) exponentiele functies, dan kunnen de benodigde sommaties uit-
gevoerd worden, aangezien de aldus ontstane reeksen meetkundige
reeksen zijn. Op deze wijze vinden wij:

© sinh at sinh bt cos ¢t d

fo sinh®nt b=
- l[(a—b)sin(a—b)—csinhg_ (g—i—b)s@n(a—l—b)—gsinhc} )
" 4zl coshc — cos(a —b) ~coshc —cos(a +b)

Door a, b en ¢ bijzondere waarden te geven en door naar één van
deze parameters te differentieren of reeksontwikkeling toe te passen,
kunnen wij allerlei integralen afleiden, die wij bij de torsieproblemen
nodig hadden zonder opnieuw de residurekening toe behoeven te passen.

Zo vinden wij door a = b te kiezen:

© sinh®at oS = l{c AL sinh ¢ + 2a sin Za}
, et S T TR 2 cosh ¢ — cos 2a

(5

Wanneer wij (5) links en rechts naar ¢ ontwikkelen, hierbij gebruik
makend van (70, 2) en de coéfficienten der gelijknamige machten van ¢
links en rechts gelijk stellen, volgen na wat rekenwerk de volgende
integraleh-

®wsinh®at ,, sina —acosa )
o sinhnt  2msina
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»sinh®at , .,  —sin®a + 3sina — 3acosa
fo' g 0 127 sinda @)
f°° sinh%at 1o g —sin®a—30sin®a+45sin a—15a cos a(3—sin2a) (8)
o sinh?mt - 607 sin’a

Enige andere benodigde integralen vinden wij door in (4) ¢ = 0 te
substitueren:

« sinh at sinh bt

o sinh?rt

1 b b
dt=4—n{(a—b)cota2 —(a—l—b)cota;} ©)

Door naar b te differentieren, volgt:

©sinhatcoshbt, , 1 a—b asb
" sinbte tdt_?ﬁz{z —a—b ' Lath
sin 2 sin*——
2 %
a—b a—+b
cot 2 — cot 2 } (10)

Stellen wij hierin b = 0, dan vinden wij:

« sinh at i a a
fo p tdt _4—n{ — 2 cot 7} (11)

2
sin® —
2

Integralen met in de noemer van de integrand sinh #t verkrijgen wij
door in (4) b = = te substitueren. Zo vinden wij:

© sinh at sin a
- cosctdt =
o Sinh 7t 2(cosh¢ + cosa)

Ontwikkelen wij deze uitdrukking links en rechts naar ¢ en stellen
wij de coéfficienten der gelijknamige machten van c links en rechts gelijk,
dan volgen na wat rekenwerk de volgende integralen:

® sinh at

/

o sinh mt

(12)

dt =1/, tg 2 (13)

fs%nhattzdt=1/4tg;— 1

o sinh 7t

(14)

2
Cos®*—
#

; 3 — cos2i
fsmhatt‘*dt—l/t a’ 2
osinh 7t 83 g
cost—

2

(15)

22 R 14
45 — 30 cos 2 + 2 cos >

@ sinh at

{ i

dt =ty tg o (16)

a
cos® —

2
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Differentieren wij (13) naar a, dan vinden wij:

® cosh at 1 _
josinh T s a4 (A7
: 4 cos® —
2
Tenslotte zullen wij nog twee groepen integralen afleiden, waarbij
de teller van de integrand geen hyperbolische functie bevat. Daartoe
ontwikkelen wij (11) links en rechts naar a. Uit (70, 2) volgt ¥):

a 2 Bax
— k 2k —1 ]
cot—-= ZkZ-o( ~ 1) k)] a voor 0<la]< 27 18)

en hieruit door differentiatie naar a:
in-t-% = _ E_‘hw k-2 .
sin™— 41¢=0( 1) 28] a voor 0< la|<2n (19)
Anderzijds is:
= sinh at =2 &t o 2k g
fosi_nh_'“’nttdt —hfl 2R =D /o snhEar  Voor la] < 27 120)

Met inachtname van de tekenwisselingen der Bernoullische getallen *)
volgt hier dus uit:

o 2 dt

o sinh?7t

Een analoge formule vinden wij door (13) links en rechts naar a te
ontwikkelen. Uit (77, 8) volgt!):

—Z|Bal k=123... (21)

tgd =2 I (—1pk+t Z—1pan-1  voor || <= (22)
2 k=1 (2k)!

Anderzijds is: ,

» sinh at S D e

[ amm® =2 @ =i, sohm " la] < = (23)

Met inachtname van de tekenwisselingen der Bernoullische getallen ')
volgt hier dus uit:

thk—ldt 221: -1 .
o sinh nt 2k | Bzl k=12 3... (24)

' « ginh2at t dt
23. De integraal /o T a—”

parameter a zij reéel. Voor de convergentie van bovenstaande integraal
is blijkbaar nodig en voldoende, dat |a| < 2a. Hoewel de integraal niets
bijzonders vertoont voor a = 7, zullen wij met het oog op de afleiding
stellen a = = + b. Aangezien het teken van a niet ter zake doet, kunnen
wij ons beperken tot a >0 en derhalve tot —z<b< =. Het geval

en hieruit afgeleide integralen. De

1) Zie de noot op pag. 73.




/ 97 II, 23, 24
a = 0, waardoor b = —= zou zijn wordt met het oog op de volgende
afleiding uitgesloten. Door de substitutie voor a en de daarbij gegeven
grenzen van b kan nu door ontwikkeling van de teller de integraal om-
gezet worden in een som van enige convergente integralen van het type
der in het vorige nummer behandelde.

© sinh®attdt ~sinh*(m 4+ b)ttdt
o sinh3zt coshwt = 7, sinh3nt cosh wt
® cosh?bt t dt = sinh 2bt « cosh it sinh?bt
- ’5 sinh @t cosh nt + fo sinh? nt o B fo sinh? wt s

De eerste integraal is direct te herleiden tot (22, 17) en (22, 24).
De tweede valt onder (22, 11). De derde integraal is door partiele inte-
gratie te herleiden tot integralen van het type (22, 6) en (22, 11). Het
uitgeintegreerde gedeelte valt weg. Na enige herleidingen vinden wij:

© sinh%at t dt a®—asin2a+sin®a 1 ,a @

, sinh®at cosh@t 4= sin’a 16 tg 2

Daar het antwoord even in a is en gelijk nul is voor a = 0, kunnen
achteraf de beperkingen, die wij aan a hadden opgelegd met het oog
op de afleiding, weer vervallen.

Differentieren wij (2) naar a, dan vinden wij:

. . a
. : . sin —

= sinh at cosh at odt = —a’cosa + 2asina —cosasin®a 1 8 3)
o sinh®nt cosh nt 472 sin’a s 4
Ccos E

Door nogmaals naar a te differentieren en gebruik te maken van de
integraal, die men verkrijgt door in de uitkomst te substitueren a = 0,
vinden wij nog de volgende integraal: .

L a

] . o . . 2 l Sad)

i cosh®at t°dt _ 3a®—3asin2a—2d’sin*a+3sin’a+sin'a b 2
o sinh®rt cosh mt R 3% v
128 cos? 2

De genoemde hulpintegraal, die wij trouwens ook verkrijgen door in
(4) weer te substitueren a = 0, luidt:
o 13 dt 1 1
- (5)

o sinh®nt coshat 4n72 64

24. Deintegraal I(m, n, p) = [co (s:lonsllll;;i

van bovenstaande integraal is nodig en voldoende, dat p + 1 > m > n.
Voor ons doel is het voldoende de berekening aan te geven voor gehele,
niet negatieve waarden van n en voor gehele positieve waarden van m
en p. (De enige integraal van deze familie, waarbij niet aan deze voor-
waarden voldaan is en welke voor ons nodig was,-1s (23, 5)).

Indien n > 1 is, reduceren wij n door een factor cosh®nt uit de teller

&

t* dt. Voor de convergentie

(4)
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. @ cosh"nt .
TABEL VII. De integraal I(m, n, p) = [ ————t*dt als functie
van m, n en p. o sinhmat
n N A 3 4 5 6
o s =L i |
4 3 n
1 1 1
2 67 307 427
3 1 5 1
3 w16 s
s 1 1 1 1
4 3w 45w 6m® 637
5 25 3
> o e Y
ad o 1 4
6 6w 3
1 1 3
P = — =N
27 27 2
1 1
3 e 1272
1 1 5 1
o | m 12m 2 an
5 1
3 1274 3673
3 5 9
g 2w T som
[ 3 1 5 1
4 w16 wTs
1 1 1 1
¢ 37 T oom | o T 126m
12 5 5 1
5 A R
1 1
9 278 3157
I 1 5 5 5
i 7 i2m 2w T am
5 1
S’ 3 | T2 T 1w
3 5 11
E 2 A som
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te vervangen door 1 + sinh®zt. Op deze wijze vinden wij de volgende:
recursievergelijking :

I(m,n, p) = I(m,n-— 2,p) + I(m — 2, m - 2, p) (1

Door dit proces te herhalen, komen wij tot integralen met n = 0 of
n =1, al naar gelang n even of oneven was. Een integraal, waarvoor
n =1 1s, kunnen wij reduceren door partiele integratie, waarbij het
uitgeintegreerde gedeelte wegvalt. ‘

w(mr ’1x P) =

Op deze wijze hebben wij dus altijd een integraal met n = 0 ver-
kregen. Hierin kunnen wij, zo m > 2 1s, nu m reduceren door de teller
te voorzien van een factor 1 = cosh®zt — sinhzt. Door vervolgens
‘twee maal partieel te integreren, waarbij de uitgeintegreerde gedeelten
wegvallen, vinden wij:

L 0= _
—2 L fn 10,5 1) @

im0, p) = %%I(m ~2,0,p—2)— 22 Im—2,0,p) (3)

Door dit proces te herhalen komen wij tot integralen van het type
I(1, 0, p) of I(2, 0, p). Deze integralen zijn bekend, want wij hebben ze al
afgeleid in (22, 21) en (22, 24) althans voor even waarden van m —+ p.
Het is met het oog op ons bepérkte doel niet nodig algemenere gegevens
te bezitten, want de integralen, die wij nodig hebben voldoen alle aan
de gestelde conditie. In andere omstandigheden is het trouwens niet
moeilijk (22, 21} en (22, 24) door middel van de ¢-functie van RrEMaNN
uit te breiden, waardoor deze conditie vervalt.

Met het geschetste herleidingsproces is het mogelijk I(m, n, p) voor
een aantal waarden van de parameters te berekenen. De resultaten zijn
neergelegd in tabel VII.

WJj wijzen er nog op, dat voor andere waarden van m, n en p, die
aan de convergentievoorwaarde voldoen, de herleidingen analoog kunnen
geschieden.

25. De integraal fmo cco%jt—ﬁtc

een complex getal, waarvoor geldt: |[Rey| < x. Dan kan de functie
sinh yx/sinh 7zx in een Fourierintegraal ontwikkeld worden, Met be-
hulp van (22, 12) vinden wij:

en hieruit afgeleide integralén, Zij y

siny ® cos xt dt
7w o cosht -+ cosy

® sinh ys (1)
o Sinh 7s
Wij stellen cos y = ¢. Voor imaginaire waarden van y is ¢ > 1, voor

reéle y (0 < y<m)is —1<c¢ < 1. Andere waarden van 7 en ¢ komen
voor ons niet in aanmerking. Uit (1) volgt dan:

sinhyx 2 =
S =— [ .cos xtdt
sinh@wx 7 7,

cos ts ds =

/°° cos xt dt 7w sinh yx )

o cosht - ¢ sin y sinh 7x
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Door links en rechts twee maal naar y te differentieren, vinden wij
de integralen:

®  cos xt dt _ a(x sin;; cosh yx — cosy sinh yx) 3)
o (cosh t + ¢)? - sinh 7x sin®y
cosxtdt _ m§(x? siny + 2 cos?y + 1) sinh yx — 3xsiny cosy cosh yx} )
(cosht + ¢)® 2 sinh 7x sin®y
. o0
26. De integraal [ c_Coz%ttcit en hieruit afgeleide integralen. Zij <
[o]

een reéel getal, waarvoor geldt ¢ # 0. Dan kan de functie e-l>l in een
Fourierintegraal ontwikkeld worden. Met behulp van (I, 29, 2) vinden wij :

2¢ © cos xt dt

e = 2 f° a el g
€ _ﬂIOCOSXt tfo cos st e S—‘;f,._'— |t2 (1)
Hieruit volgt:
wcosxtdt =
_ _[c-"‘l‘
fo & + it 2c € (2)

Door hierin x = 0 te stellen en twee maal naar ¢ te differentieren,
vinden wij de, overigens elementaire integralen:

o dt 7 w dt dt 37

JT a0 =4
lar5=% Lere—w Leve e S

27. Eigenschappen van de W-functie en haar afgeleiden. Injtide
volgende nummers zullen wij herhaaldelijk te maken krijgen met een
aantal eigenschappen van de zg. W-functie en haar afgeleiden. Deze
hangt samen met de zg. faculteitfunctie x!, waaronder wij de volgende
functie verstaan: :

3 "
x| =e ¢ 7 - = lim n* 11 A
h=11+i > k=1 X+ E
k .
C=lim(2%—lnn>=0,577216.... (1)
k=1

Zoals men gemakkelijk verifieert, zijn de beide productvoorstellingen

“identiek. Uit de tweede leidt men de volgende differentievergelijking af:

x! = x(x — 1! (2)

. . . H

Voorts ziet men uit (1), dat 0! = 1, zodat het door (1) gedefinieerde

begrip faculteit voor gehele positieve waarden van x overeenstemt met
het elementaire begrip faculteit.

De logarithmische afgeleide van x! naar x geven wij aan met Y(x)1).

== D]
By ook wicrdk d lnd’I:(x) =d In (Zx 1)!

wijze in overeenstemming met E. JanNkE und F. EmpE, Funktionentafeln mit Formeln und
Kurven, 3 Aufl. Leipzig 1938 Teubner, waar men ook litteratuur vindt opgegeven.

= ¥ (x) gesteld. Wij gebruiken onze schrijf-
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Aangezien de eigenschappen van deze functie en haar afgeleiden wellicht
niet algemeen bekend zijn, geven wij er in dit nummer een overzicht
van, voorzover wij ze nodig hebben. W1j maken daarbij behalve van (2)
ook nog van enige andere eigenschappen van de faculteit gebruik, welke
niet zo eenvoudig uit (1) volgen en voor welker afleiding naar de be-
treffende litteratuur verwezen wordt. Wij geven met accenten differen-

tiaties naar het argument aan. Uit (1) volgt dan:

— g X 5 i se
Inx! = Cx-{—ki(k In B )

adlnx!‘x__ ""il_ 1 e o R =
W = o ey T(Eo ) PW= 2 k40 {G)
Pi(x) = —2 X (k + 2%, () = 6 Z (k4 x) ”

Naast deze convergente ontwikkelingen bestaan de volgende asymp-

totische ontwikkelingen 2).-

L — ol B
g | P 1 U TR 2k
lnx. dn V2m + (x + 1) Inx x+£12k(2k 1)pc

= Bk k

o
i) - Inx — T =— x7¥%, Yi(x) - 2 BypxF1
k=1 k k=0

P » = Z (b + 1) Bux?% W0 = Z (k1) (b +2) Bux t

Uitgeschreven luiden deze reeksen:

1 sy el | e

120 752° T 220"

o s 1 a1
3% tT@*¥ T3" Tt

_1. =1 — l. —2 _1 —4
Y(x) inx+2x 3 -+ 5
1 1l
") w ! — — x—2 L = 53
Pi(x) - x~ 2% i € X

+(4)

1 1 3 (3)

P (x) « — x4 x3 ——;—x“ F Xt 8 Syl

6 6 10

Prx) » 2x% — 3522+ 2x% — x4 % X —3x 114

Uit (2) volgen de differentievergelijkingen:

V(x) — P(x = 1) = %, PO (x — =

2

Imx! =In(x —1f =Inx ‘
.‘F“(x)sgf(x=1)=x— l

Pr(x) — ¥x — 1) = —

3

Alo H|=

?) Zie de noot op pag. 73:

1)
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Door herhaalde gebruikmaking hiervan volgt:

n n—l1
Y(ix+n)= ¥(ix)+ 21 (x+1)7, Pix—n)= P(x)— Z (x—1)?
'3 1=0
n n—l1
Y(ix+n)= ¥(x)— 21 (x+1)2, Yiix—n)= ¥(x)+ & (x—1 2
i= =0
n n—1 e [ (7)
Y'(x+n=¥'x+2 Z’l (x+1)3, ¥ix—m=¥(x)—22(x—1)2
i= i=0
n n—1
V"'"x+n)=¥"(x)—62 (x+i)*, P'(lx—n)=¥"x+62 (x—i)*
1=1 1=0

Vervolgens bestaat er het volgende verband tussen de functiewaarde
in twee punten, welke symmetrisch liggen t.o.v. x = —1/,:

In(—x)! +In(x — 1) =Ilnn — Insin =x

) a (= ¥

Y(—x)—¥(x—1)=acotax, ¥'(—x)+¥(x—1)= (sinmc)

e B 1 _ . 27‘3 COS 7TX g rre _ . )

V' (—x)— P'(x—1) =Sy Y —x)+ ¥P"(x—1) =

. 2743 — 2 sin®*7x)
sin‘mx

Combinatie van (7) en (8) stelt ons in staat het verband te leggen
tussen de waarden van de functies in twee punten welke symmetrisch
gelegen zijn t.o.v. x = k of x = k + 1/, (k geheel).

Tenslotte bestaat er een verband tussen de waarden van de functie
in een aantal punten, dat een interval ter grootte van de eenheid in
gelijke delen verdeelt:

n—1 5 n—1

Z In (x——’}! =In ].f(zl)— —In(nx)! — nxlnn

1=0 n n

n—1 ; n—1 y

z ¥ <x—i) =n¥nx)—nlnn, £ ¥’ (x—i>=n2 Y (nx) (9)

1=0 n 1=0 n

n—1 o n—1 .

z 'p"(x —l) =¥ (nx), . 2 'P”’(x —-’-) =n* ¥'"(nx)

1=0 n 1=0 n

Voor x = —1/, en x = 0 volgen uit (3) de volgende waarden:

Y(—1/y,) = —C—1In4 = —1,963510, Y(0)=—C = —0,577216 ]
V(1) = % 7 = 4934802, ¥'(0)= % nt = 1,644934
L (10
Yr(—1/,) = —14{(3) = — 16,828797, ¥'(0) = — 20(3) = — 2,404114 | )
()= af = 97400091, ¥"(0)= % w = 6493939 |




103 . II, 27, 28, 29

Voor uitgebreidere numerieke gegevens zij verwezen naar de tafels
van deze functies?).

28. De integraal fc° e cothttdt en hieruit afgeleide integralen.

Voor de convergentie van bovenstaande integraal is nodig en voldoende,
dat x > 0 is. Voor de berekening ontwikkelen wij coth t in de voor alle
t > 0 convergente reeks:

“cotht =1+ 2;21 g =k (1)

Derhalve volgt na verwisseling van de volgorde van de integratie
en sommatie:

0 o0 oo ] .
J e>Xtcothttdt = [ e*idt+ 2 E J e@xet dt =
| ;

(] =1 o
1
T2

-2
t2Z@ktat=gtr I (k2] @
Met het oog op (27, 3) kan dit geschreven worden als:

[ emcothtrds =% +5 ¥ (%) 3)

Door twee maal naar x te dlfferentleren, vinden wij nog de volgende
twee integralen:

foc”" cotht t2dt = % _% w (g) , “

20. Deiptegraal K. In (6, 6) is de integraal K, gedefinieerd. Indien
wijBter vereenvoudiging invoeren:

’ ’

a a a.
.p=1—;z—, @ === ) (1)
gaat {6, 6) over in:
= s1n};11; ! coth gt t dt ()

Voor de convergentie is nodig en voldoende, dat |p| < 1 en g # 0 is.
Aangezien de integraal een oneven functie van p en ¢ is, is het geen
beperking zich te bepalen tot p >0 en ¢ > 0.

1) Brit. Ass. Adv. Sc., Math. tables, vol. I {London 1931).

H. T. Davis, Tables of higher math. functions, vol. I, II (Bloomington 1934, 1935, Principia
Press). Aangezien wij door de corlogstoestand over geen van beide werken beschikten, hebben
wij de benodigde waarden zelf berekend.
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Voor de berekening maken wij gebruik van de voor alle t > 0 conver-
gente ontvﬂkkelmg

sinh pt
: = 2 ~(2k+1—p)t __ p~(2k+1+p)e
sinht g0 fe & § (3)

Derhalve is met gebruikmaking van (28, 3) en (3):
ﬂzKI =

M8

{e—(2k+1—p)th _ e—(2k+l+p)t q; COth tt dt —

3
i

i
) 0
s ¢
k=0 {(Zk + 1—p2 (2k+1 + p)»? a
g 2ksk 1 —ip ,2k+1+p) ca\
+ 2 '{J ( 2q ) 27 ( 2q }
Door een kleine herleiding en gebruik van (27, 3) en (27, 6) volot:

o= 3o (A7) v (L)

qim g

2 2
i (B (B

Wij wijzen erop, dat de in het tweede lid voorkomende oneindige
som van verschillen van telkens twee ¥’-functies niet gesplitst mag
worden in het verschil van de sommen dier functies, omdat de deel-
sommen divergent zijn. Immers #(x) - 1/x voor grote x. De termen
van deze som zijn van de orde k7% en de som is dus convergent. Zij is
echter te zwak convergent om in deze vorm numeriek berekend te
kunnen worden. Uitgezonderd in de later te behandelen gevallen,
waarin de sommatie 1 gesloten vorm verricht kan worden, moeten
wij dus een transformatie aangeven, waardoor de som practisch berekend
kan worden. Dit kan — en buitengewoon doeltreffend — door tot een
zodanige waarde van k te sommeren, dat de onder het somteken op-
tredende ¥’-functies met de vereiste nauwkeurigheid door hun asympto-
tische ontwikkelingen vervangen kunnen worden. Dit is practisch altijd
al bij de tweede of derde term het geval. De rest van de som kan in een
sterk convergente reeks ontwikkeld worden. Stel:

) -
SE ) - (B R @
Nu volgt met het oog op (27, 5):

Ry = 2 {gﬂ (Zk_'{‘zz;) U7 (Zk"‘—l"'l’)} -

k=N 2q
B 2q 29 1y 4¢ 1 44 i
i 2{ kR+1—p 2k+1+p} 21(2k—|-1-—p)2 (21z-{-1+p)2}+
Jl 8q¢® i 8q® o = 32¢ L 32¢
+ 6{(2k—i-l~—p)3 (2k+1+p)3} 30 {(2k+1—p)5 (2k+1+p)5} ] ()
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De termen- tussen accolades ontwikkelen wij met behulp van de
binomiaalreeks: '

1

1

=%

L

2

Zk+1—pr (@2k+1+pr (2k+ D™ oo

2n_—:-n 1) (

2k+1

Substitueren wij dit in (7) en verwisselen wij de sommatievolgorde,

dan vinden wij na enig rekenen:

p )2n+1 (8)

Ry =4pq £ (2k+1)* — 8pg® ¥ (2k + 1) + (4p° + 8pq®) Z (2h+ 1)~

— 16 Z 2k + 1% + (40 + o —Zpg) T 2+ 1)

Voor een bepaalde waarde van N zijn de in deze formule voorkomende
reeksen bekende coefficienten, daar ze berekend kunnen worden met
behulp van de formule:

Tkt =1 — 2" () — T (2k 4 1)
k=N k=0

waarin {(z) de zéta-functie van RIEMANN voorstelt..
De reeksen zijn in tabel VIII getabelleerd. Slechts voor zeer nauw-
keurig werk is het echter nodig zulke hoge waarden voor N toe te passen

(10)

TABEL VIII. De som X (2k + 1)~ als functie van n en N.
k=N

N n=2 n=3 n=4 n=>3 n==6
0 1,23370 1,05180 1,01467 1,00452 1,00145
1 0,23370 0,05180 0,01467 0,00452 0,00145
Z 0,12259 0,01476 0,00232 0,00041 0,00008
3 0,08259 0,00676 0,00072 0,00009 0,00001
4 0,06218 0,00385 0,00030 0,00003 0,00000
5 0,04984 0,00247 0,00015 0,00001 0,00000
6 0,04157 0,00172 0,00008 0,00001 0,00000

0,03566 0,00127 0,00005 0,00000 0,00000

8 0,03121 0,00097 0,00003 0,00000 0,00000

9 0,02775 0,00077 0,00002 0,00000 0,00000

10 0,02498 0,00062 0,00001 0,00000 0,00000
i

als hierin mede zijn opgenomen. Wij zien, dat speciaal voor de grotere
waarden van n de reeksen sterk met toenemende N afnemen. Het is

(9
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daarom voor de toepassing van het rekenproces vaak aanbevelenswaardig
de waarde van N iets hoger te kiezen dan strikt noodzakelijk is. Hierdoor
wordt de restterm Ry aanzienlijk eenvoudiger te berekenen.

Wij zullen nu aantonen, dat de in (5) voorkomende reeks onder de
conditie

p+mg=n (m en n geheel) (11)

in gesloten vorm gesommeerd kan worden. Deze voorwaarde 1s gelijk-
waardig. met:

23 +2(11 =vw 2] n)zj B - m (m en n geheel) (12)

Noemt men van de bij de index k behorende term ‘P’(&'fzé__-'_) i

-y (gk—m> van de reeks in (5) ¥’ (gk—w) het aftrektal
2q 2q

n ¥ (&_}%ﬂ) de aftrekker, dan betekent (12), dat voor iedere

twee termen, wier indices een bedrag n verschillen, het argument van
het aftrektal van de eerste term m groter is dan het argument van de
aftrekker van de tweede term. Bij de behandeling moeten wij onder-
scheid maken tussen n < O en n > 0. Voor n < 0 (dan is dus ook m < 0)
vinden wij met inachtname van (27, 7):

5 {T,(Zk—i-l—_}g) i lI,,(Zk—l—l-l—p)} =k§0{¥,,(2k+1—p>_

k=0 2q 2q 2q
— -n—1 ;
- S[,,(2(k n)+1+g>}_ - Sr,,(z; ot 1+p) =
29 j=0 2q
-z }"‘(?Eil;P [ i>_2 Ty (ﬂm) L
k=0 i=1 2q j=0 2q
= qz—z"" W M’Jl) 5 IP'(ZJ__"Hﬂ) (13)
1=1 2 j=0 2q

—1 .
Hier en in het vervolg betekent het symbool X', dat optreedt, als
. ) JH
n = 0, dat in het geheel geen term van de som genomen moet worden.

Substitutie van (13) in (5) geeft: )
2K, =1 /4{g/' (_—1__1’) _ yﬂ(:lzﬂ)\ 41,3 w(ﬂ:ﬂ) _i

7 J - 2
TR (P s w2

Door hierop (27, 8) toe te passen, vindt men:.
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B —m ‘Do — —n—1 5
wKy,———% 1y, T w(Za—lzpy 173 p(ﬁ 1+p)
4 cos?p ki i=0 \ 2 /i 2q2 j=0 2q /
2 pFmg=n<0 (15)

‘Op analoge wijze kunnen wij een soortgelijke formule opstellen voor
het geval n > 0 is-(dan is ook m > 0):

2 m . i n—1 . S
4 coszpf- =4 2 2¢* =0 2q
4 p+mq=n>0 (16)

De ¥’-functies, die in (15) en (16) voorkomen, kunnen nog met
behoud van het gesloten zijn der uitdrukking weggewerkt worden.
Immers beschouwing van de sommen leert ons, dat telkens twee argu-
menten der voorkomende ¥’-functies symmetrisch gelegen zijn ten
opzichte van een punt k of k + 1/, (k geheel), zodat wij met behulp
van (27, 7) en (27, 8) de ¥’-functies door elementaire functies kunnen
vervangen. Het verdient echter niet veel aanbeveling dergelijke uit-
drukkingen op te stellen. De formules worden aanmerkelijk ingewikkel-
der (uitgezonderd voor n = Q) en wij moeten behalve met de reeds
gemaakte onderscheiding n < 0 of n >0 ook nog rekening houden
met het feit of m en n even of oneven zijn, zodat wij acht verschillende
formules krijgen. Verder zijn de ¥’-functies uitstekend te berekenen
en getabelleerd en er is dus geen ienkele reden ze achter te stellen bjj
de goniometrische functies.

Is g =1/, of ¢ =1, dan is het, behalve in het geval p = !/,, niet
mogelyk waarden van m en n te vinden, die aan (11) voldoen. Het is
ons niet gelukt voor deze twee gevallen de som uit (5) direct te som-
meren. Daarentegen is het wel mogelijk voor deze waarden van q de
integraal uit te werken met behulp van de hulpintegralen van de vorige
nummers en voor g = '/, hebben wi dit reeds gedaan in (9, 3). In
onze nieuwe notatie vinden wij:

AERy = = 2P — sinipm o

7K, 2 sin’pn 4 2 17)
Evenzo vinden wij voor ¢ = 1 met behulp van (22, 10):

2 = o R e S =

72K, 7 - g= 1 (18)

P
cos’p

. Door dit te vergelijken met (5) kunnen wij omgekeerd de som op
indirecte wijze bepalen. Wij vinden dan de volgende twee sommerings-
-eigenschappen van de ¥’-functies:

W+ 1-p) — P14 p)) =

— _yfg{TLl=Py gl +tp ® 2pn —sin2pm
/s{gj o ' yj( 2 )}+4 sin’pm g2
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2o 5 v (e 52
) v

JT
2
COSp2

Met behulp van de thans ter beschikking staande middelen 1is voor
een aantal waarden van p en g de berekening van K, uitgevoerd en in
tabel IX weergegeven. Van de 55 waarden, die berekend zijn, konden
er 44 met behulp van de formules in gesloten vorm berekend worden.
De overige zijn berekend met behulp van (5) en (9). In een vroeger

sinh pt

o0
TABEL IX. De integraal #°K, = [ _sinh—tCOth gt t dt als functie

van p en q.

| 1 | i | == =1
N o o1 | oz | 03| o4 | 0s | 0,€ } 07 | 08 | e
N | | ' s __|
: — | = ; — :
01 | 0 [25203) 51953 83272 11,6930 | 16,2094 | 22,6045 | 33,115 | 55,585 | 145,91 |
02 r 0 |1,3231|27279 43138 | 6,2372| 8,7869 | 12,5074 | 19,397 | 35,846
03 | 0 |09433(1,9515(3,1080| 4,5462| 6,5206 | 9,6001 | 15,445
04 | 0 |0,7657 | 1,5900 | 2,5498 3,7698\ 5,4931‘ 8,279

£ 05 | 0 |06667]1,3893 '2,2413l 3,3438 | 4,348 | [
06 | © |0#6057|1,2658 250506 3,0841 | ‘ ‘ l
07 | o 0565411728 10275 | 29138 |
los|o ! 0,5372 | 1,1274 | 1,8413 | 2,7951 |

09 | 0 05169 1,0865]1,7790| 27118 | |

|
1 1o _,E 0,5017 : 1,056011,7328] 2,6492| e : | |

stadium van het werk was K, reeds numeriek met de methode van
StmpsoN geintegreerd. De fout ontstaan door het afbreken van de In-
tegratie bij een eindige waarde van t was zorgvuldig gecorrigeerd met
behulp van asymptotische ontwikkelingen. De overeenkomst met de
exacte ontwikkelingen volgens dit nummer is goed. In het algemeen
bedroeg de fout aanmerkelijk minder dan 0,1%. Deze gegevens vormden
een waardevolle controle op het cijferwerk.

Tenslotte wijzen wij erop, dat naast de door ons gevolgde methode
ter bepaling van K; nog een tweede, volkomen gelijkberechtigde handel-
wijze mogelijk is. Wij hebben immers de in de integrand voorkomende
factor 1/sinht in een reeks van exponentiele functies ontwikkeld (3)
en K, zodoende herleid tot een reeks van integralen van het type (28, 3),
dat op zijn beurt verkregen was door ontwikkeling in exponentiele

B . ¢
functies van de eveneens in de integrand voorkomende hyperbolische
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cotangens. Wij kunnen de volgorde van deze beide ontwikkelingen
omkeren en verkrijgen dan een volkomen analoog stelsel formules als
in dit nummer gevonden. De uitkomsten zijn echter in het algemeen
niet zonder meer gelijkluidend. Zij onthullen integendeel allerlei interes-
sante sommeringseigenschappen van de ¥'-functies. W1j gaan hier niet
verder op in, maar vermelden slechts, dat deze opmerkingen eveneens
gelden voor de in de volgende drie nummers gegeven berekeningen.

30. De integraal K,. In (7, 6) is de integraal K, gedefinieerd. Met
behulp van de notaties (29, 1) geldt: )

© sinh%p

ﬂng = f nh

Over de toe te laten waarden voor p en g geldt hetzelfde als in het

vorige nummer is gezegd. Voor de berekening maken wij gebruik van
de voor alle t > 0 convergente ontwikkeling:

Pt oth gt t dt (1)

s:gl;ftt - fl k{e~2e-pt — 2 g2kt | o~2k+p)) )
Met behqu van (28, 3) en (2) volgt:
7Ky = ql r kzl R fe=2k—pila — 2g2tla |- -2k+pila) coth t ¢ dt =
v/ R 1 (k= P) ( ,<k+P
S| . -
y /4kfl {(k—P)2 R + (k+p)2}+ 2¢ kzlk{w ( q 2 )-}-'}’ )} (3)
Nu is: _

Zla=m k+<k+p>2} Clir et tas

=p ¥(—p) — p ¥'(p) — *(—p) — ¥(p) — 2C *)
Dus vinden wij:
7Ky = L (¥ (—p) — P} — s (¥(—p) + )} — & +
©  (k—p [k (k+p
Bt er®) ) o
?=0,2'88608

Over de convergentie van de reeks geldt hetzelfde als in het vorige
nummer over de analoge reeks gezegd is. Op volkomen analoge wijze
kunnen wij voorts sommeren tot een bepaalde waarde van k en de rest-
term met behulp van asymptotische ontwikkelingen in een snel conver-
gerende reeks transformeren. Stel:

Err52) - (d) v (122 -

=Nflk{yf' (k—zﬁ) -2 (%) + ¥ (k—qup)} + Ry (6)

k=1
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Dan volgt na wat rekenen:
o6 o oc o0
Ry =2p%q Z k7 —3p'q* 2 b+ (2p'q+2p°¢") 2 k' —5p¢® 2 kT +
r=N k=N k=N k=N
o0
+ @rfa+ 5 — p'g) Z kS . ™
De hierin voorkomende reeksen kunnen direct gevonden worden uit:
» N
Zkr=(n— Xk (8)
k=N k=1

In tabel X zijn deze reeksen getabelleerd.
Voldoen p en q aan de voorwaarde (29, 11), dan kan de sommatie van

TABEL X. De som 2 k™ als functie van n en N.
k=N

N n=2 n=23 n=4 n=>5 n==~6
1 1,64493 1,20206 1,08232 | 1,03693 1,01734
2 0,64493 0,20206 0,08232 0,03693 - 0,01734
3 0,39493 0,07706 0,01982 0,00568 0,00172
4 0,28382 0,04002 0,00748 0,00156 0,00035
5 0,22132 0,024;1-0 0,00357 0,00059 0,0001
6 0,18132 0,01640 0,00197 0,00027 0,00004,
7 0,15355 0,01177 0,00120 0,00014 0,00002
8 0,13314 . 0,00885 0,00078 0,00008 0,00001
9 0,11751 0,00690 0,00054 0,00004 0,00000

10 0,10517 0,00553 0,00039 | 0,00002 0,00000

de reeks in (5) weer in gesloten vorm worden uitgevoerd. Wij schetsen
weer de werkwijze voor n < 0 (dus m < 0):

) B v (1) Erfr () -ar (54

q k=1
R e R
g () el o
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Bl (i57) e (i) (=2t
g

gt ) e () e -

e
Mg

—m—1 k 1R N3 1
H[ fn (& —n — qip _F} ) fl {(k —n+ qi)? L E}] -
" ["Z_‘:'l f(n + q)¥'(—n — gi) — ¥(—n — gi)} — |
— ;f': fin — qi) ¥'(—n + qi) = P(—n + qi)}] (10)

Verder is:

5 () w2 (20wt

nZ ¥ (k 5 ')—2 =2ng ¥ ¥(—n + gi) = 2ng ¥/(—2n + p) +
] i=1

k=1 i=1

N

+- anz_"fl Y(—n+gq) (11)
Uit (5), (9), (10) en (11) volgt tenslotte na enige herleldmgen
K, =2 {¥/(—p)— W'(p)}—1/4zsv<—p>+sv<p>;——+1/zzn¥"<—n)—p¥"( —2n+p)}—
— 1y {¥(—n) — ¥(—2n+p)} + /s 151 (4 i) (F(—n—gqi) + P(—n + g} —

e . B o T 1 j+p
0 B (n— ) — Wn ol — 2 (L) + 5 T (HEE) o)
+mq-—nso

Voor n >0 (dus m > 0) kan op analoge wijze de volgende formule
afgeleid worden:

Ky = 20— p)— V(D)= W P(—p)+ (o) — 5 — o) + p¥ (20— )} —
uf) (#() — ¥(2n — P} = 1 E (0 — qo:'f'(n + a) + ¥(n—g)} +

m—1 ) ) i = 2n ,‘_]'—P
11y S [P+ @)= P — g o £ () 45 Ei¥(ITE) a3)
p+mg=n>0

Ook nu zullen wij er van afzien door gebruik te maken van de symme-
trische bouw der reeksen de ¥’'-functies door elementaire functies te
vervangen.

Voor g =1/, en ¢ = 1 lukt het weer niet de som in gesloten vorm te
brengen, hoewel het in die gevallen wel mogelijk i1s met onze hulpinte-
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gralen de integraal zelf te berekenen. Voor q = 1/, hebben wij deze
integratie reeds uitgevoerd in (9, 6). In onze nieuwe notatie vinden wij:

(2px)? + sin*2pm — 2px sin 4pr — 7t sin*pn
= - AR

2
il 4 sin®2pn

q =1, (14)
Is ¢ = 1, dan vinden wij door partiele integratie integralen van het
type (22, 6) en (22, 11). Er volgt:

2 12 — 3
2K, — (pm)® + sin p-no pT sin 2p7
4 s1n*prw

qg=1 (15)

Omgekeerd volgen hier natuurlijk weer sommeringseigenschappen
voor de ¥'-functies uit. Zij zijn echter te gecompliceerd om interessant
te zijn, zodat wij ze niet uit zullen schryven.

De berekende waarden van K, zijn weergegeven in tabel XI. Met het

TABEL XI. De integraal 7K, = | S20PE s gt t dt als functie
van p en q. o sinh?t
N Tol ox a2 Loo [on los Tom | os | 001 &1
q\\ 0 01 | 0,2 : d.3 O.'4__l _9,5 l_o;@ 0:7 | 08 | 89 1
01 | 0 |6,16669 ! 0,6809 | 1,5870 | 2,9849!'5,0546!’8,1802 13,2817 | 23,2855 55,7521‘|
0,2 1 0 ]0,08502 0,3473 | 0,8120| 1,5291 | 2,6061 | 4,2586 7,0'495!12.,9452,
03 | o 0,05840[0,2390- 0,5603 | 1,0611 | 1,8201 1 3,0126 | 5;1066 |
10410 0,04556;0,1868 0,4392 | 0,8360 | 1,4459 | 2,4261 l
0,5 | 0/0,038140,1567 | 0,3697 | 0,7072 | 1,2337 i
0,6 |10 |0,03343 | 0,1376 | 0,3256 | 0,6262 ‘ ;
07 |0 !o,oaozs 0,1246 | 0,2957 | 0,5714 |
08 ! 0 10,02793 | 0,1153|0,2745 | 0,5325 i |
| 0,9 I o |0,02624 | 0,1087 | 0,2589 0,5040 !
| 1.0 | o [0,02496 | 0,1033 | 0,2469 | 04823 0,8669 |
I 1,1 | 0 |0,02392 | 0,0001 | 0,2377 | 0,4656 | 0,8399 ]
‘ly 1,2 |0} - | 0,0960 *0,2304‘0,4524'0,8189‘ 1,4669l }
' 1,3 0\ | ’0;2246‘0,4418'0,8018 1,4419 | i
L4 | 0 ‘ 04331 [0,7871 | 1,4214 | 2,7308 \
L5 | o ‘ \ ‘ 0,7]68] 1,4047| 2,7074 | ,
16 | o l ’ ? 1,3908 | 2,6885 | 6,2667
1,7 :0 2,6718 | 62443
1.8 |0 ; ! | | 1 6,2257 | 25,0982

|
1
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oog op de te maken toepassingen moesten hier meer waarden dan bij K,
berekend worden. Ook voor K, beschikten wij over waarden verkregen
door numerieke integratie, welke als controle gebruikt werden.

37. De integraal Ks. In (717, 1) is de integraal K; gedefinieerd. Met
gebruik van' de notatie:
r=1——= (1)

T

gaat (77, 1) over in:

1
sinh t

Voor de convergentie is nodig en voldoende, dat r £ 0 is. In de
toepassingen was 0 < r < 1, maar hiervan behoeven wij geen gebruik
te maken. Wel zullen wij ons bepalen tot r > 0, hetgeen natuurlijk geen
enkele beperking betekent.

Voor de berekening maken wij gebruik van de voor alle t > 0 conver-
gente ontwikkeling:

Ky = I coth 7t t* dt (2)

1 oo
= —(2k-+1)t
sinh ¢t 2k§0 ¢ 3)
Met behulp van (28, 4) vinden wij: !
JTSK;; =.§.8k20j° e—{2r+1)t/r coth t t3dt = 731!20 {(zk_z_'ff)a — 1/4 W (Zkz‘i‘ 1>} (4)
Met het oog op (27, 3) en (27, 6) kunnen wij dus schrijven:
2, 1 3 ,,(Zk aF 1)

R | ] — -

Py = — (=) — o 2 (2 (%)

—1/497”(_1/2) = 4,207199

Voor grote k zijn volgens (27, 5) de termen van de reeks 0(k~2); de
reeks is dus convergent. Wij herleiden op de in de vorige nummers ook
toegepaste wijze wederom de restterm Ry'’ tot een sterk convergerende
reeks. Stel:

ErER)-EeES e

k=0 k=0 &Y

Dan volgt na wat rekenen: _

Ry’ = =1 Z b2+ (7 4 1) £ k== Clurt o+ + Yart) £ kot +
k=N w k=N © k=N

+ (Har® + 2P+ 74)k§Nk‘5 3 (5/1812+5/4T3+5/414_1/676)kZz:: RE... (7

De hier optredende reeksen hebben wij in het vorige nummer ook

ontmoet. Zij zijn getabelleerd in tabel X.
8
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De in (5) optredende reeks kan in eindige vorm gesommeerd worden,
indien voldaan 1s aan de voorwaarde:

= (m en n geheel) (8)

Dit betekent dus, dat » een rationaal getal is. Door vergelijking van
(29, 1) met (1) zien wij, dat de voorwaarde (8) een logische voortzetting
is van voorwaarde (29, 11). De methode, die wij toepassen om de som-
matie te verrichten, is echter anders. W1j beginnen met de termen van
de reeks in groepen van m stuks samen te voegen en daarna deze groepen
te sommeren: '

k= 2B+ 1 « kn n b | in n
2 g]//(—) —= //(_ ___) - 2 1 (_ |
%) 2r keolP m + 2m k=0 ,fo i m + kn +2m)
il 63 '
=% » B, 1)‘ \
1=0 k=0 (m SRR 2m )

Wij voeren nu onder het laatste somteken een factor 1 = 1 + k —kin,
hetgeen geen bezwaar oplevert, indien wij de aldus ontstane termen bij
elkander houden. De termen, die met k vermenigvuldigd zijn, kunnen
evengoed van 1 af gesommeerd worden, zodat wij ook de k door 1 + k
kunnen vervangen, daarbij weer sommerend van O tot oo:

© (2R + 1 m=1 @y o n n . in, n\
Zwr(ZEY) _F a4 m e (bt 24 ) e (e + D L <
k=0 2r +=0 k=0 i1 A7) m = 2m/J
T Z{a+ ke (kn+i—” +i) — 1+ B 7 (kn TR n)} (10)
=0 m  2m m  2m

i=0
Wegens (27, 7) vinden wiy hieruit:

Sl 2 + A
égj( 27

) —— 2T Z(1 45 E“(kn+iﬁ—”+i+j)_s =
=0 k=0 j=1 m 2m

m—I n o« : 2 s\ —3
——ZFE Ra+n(kiati el an

n® 10 =1 k=0

Door gebruik te maken van de identiteit:

5 PR - ‘ s _ e 1 1 —x
IR kT =gt E ARG+ =5+ Z st ) 12
en Van (27, 3) gaat (11) over in:
(-] ,,{Zk‘f‘]; ___z_m—-l n‘( 8m3n3 ) L i _]_ i
kfoSU \ 2r )_’_7%3 15‘3Ji\(n—l—2in-{—2jm)3_*_W<2m+m_{_n)
LSS A B2 I SR A
1'/g<1_21‘n m Wn)]p (2m+m+n>} (13)

Hiermede hebben wij de aangekondigde sommatie volbracht, want de
overblijvende sommen hebben een eindig aantal termen. De in deze uit-
drukking voorkomende dubbelsommen van #’- en ¥"'-functies kunnen
nog met behulp van de eigenschappen (27, 9) i1 enkelvoudige sommen
omgezet worden. Immers, als a een van de sommatievariabele i onaf-
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hankelijke grootheid voorstelt, blijkt door omkering van de volgorde
der termen en daarna toepassing van (27, 9):

m m—1 y .
RO (a P ) = 3 L0 <a +1= —1> = mktl YR (mg + m) (14)
=1 m 1=0 m

Bij de dubbelsommen hebben wij de keuze naar welke van beide
sommatievariabelen wij deze transformatie uitvoeren. Wij zien, dat in
de factor, waarmede de ¥’'-functies zijn vermenigvuldigd, nog i en j
voorkomen. Deze factor kunnen wij splitsen in een term, die i niet bevat,
en een term, die j niet bevat. Op de eerste kan de transformatie naar i
toegepast worden en op de tweede die naar j. Op deze wijze blijft dus
van de dubbelsommen alleen die van de rationale functies over.

Ook met deze transformaties i1s het totale aantal termen, dat wij
zouden moeten berekenen, in het algemeen zeer groot. In tegenstelling
met de situatie bij K, en in mindere mate ook bij K, is de besproken
sommatiemethode dus hoofdzakelijk van theoretisch belang. Bij het
berekenen van een aantal waarden voor een tabellarisch overzicht, waarbij
wij uit de aard der zaak slechts rationale waarden van r gebruiken, is
er dan ook geen gebruik van gemaakt, maar hebben wij (5), (6) en (7)
toegepast, uitgezonderd voor v = 1/, en ¥ = 1, welke reeds exact waren
berekend 1n (77, 5) en (77,9). De resultaten van de berekening zijn
weergegeven 1n tabel XII. Ook nu weer beschikten wij reeds over
numeriek verkregen resultaten, welke ter controle gebruikt konden
worden.

coth rt t*dt als functie van r.

TABEL XII. Deintegraal Ky — | —

- — : - | — r
|
r 0,1 L 0,2 03 1 o4 | 05 . 06 ) 07 | 08 | 09 | 1,01

0 . e — - 1
w73K, | 25,0758 | 13,1082 | 9,3322 7,5648 | 6,5797] 5,9715‘5,5661 5,2888 5,0860’4,9348’

32. Deintegraal K,. 1In (77, 3) is de integraal K, gedefinieerd. Met
gebruikmaking van de notatie (37, 1) geldt:

ﬂ‘K,; = /F" Sln—lhzt coth 7t 3 dt (1)

Voor de convergentie is nodig en voldoende, dat r 7 0'is. Wij kunnen
ons weer zonder beperking bepalen tot r > 0. Voor de berekening maken
wij gebruik van de voor alle t > 0 convergente ontwikkeling:

1 o
- = 2 —2kt
sinh? g k=1 ke (2)
Met behulp van (28, 5) en (2) vinden wij:
4 5 T o e p_2 k
MKy =— 2 k[ eZFcothttdt =%/, T k2 4+ — ZRP"” (_) (3)
™ =1 o k=1 2 et T

T ———




=]

z

k=1
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Met het oog op (27, 3) kunnen wij dus schrijven:
(44 1 4 Ill(k)
A — 3 s fid
7K, [ (0? - o é‘l k¥ 8 (4)

—3/,%¥"'(0) = 1,803085

Voor grote k zijn volgens (27, 5) de termen van de reeks 0(k%); de
reeks is dus convergent. Wij passen weer de nu reeds meerdere imalen
gebruikte transformatie toe:

© N—1 _ o
2 kTIII(._k_) = 2 kTIlI (_E) + RNIII (5)
k=1 k=1

T T

Wij behoeven nu niet meer een ontwikkeling met de binomiaalreeks
toe te passen, want wij vinden direct uit de asymptotische ontwikkeling
(27, 5):

| (> 2] [>2] [~ ] o0
Ry =2 T k2 —3t T k420 Z k2 —2g" Zk*.... (6)
=N =N =N B=N
Wij ontmoeten hier dus weer de in tabel X getabelleerde reeksen.
Wanneer.r voldoet aan de voorwaarde (37, 8), dan kan de sommatie
weer in gesloten vorm verricht worden. De gebruikte methode is analoog

aan die in het vorige nummer:
Z (£} = T (B2) = 2 E(mb+ 09 (bn+i2) =
k=1 T k=1 m =0 =1 m
m n
_ B T (ke Al (kn +i=)l )
=1 k=0 m
Zoals men gemakkelijk narekent, geldt voor een in voldoende mate
met k afnemende functie G(k) de sommeringseigenschap:
[>4] . [0 o]
2 F(k) {G(k) — G(k + 1)} = Z (mk + i) G(R) -~ 1(8)
=0 =0
indien F(k) voldoet aan"
F(k) — F(k — 1) = mk + 1, F(0) =1 (9)
De oplossing van (9) 1s:

F(k)=i+(i+1;-)k+-’;lk2 ~ (10)

Door (8) en (10) toe te passen, kunnen wij (7) herleiden tot:
1 _k_ | :
s (T) -

z 5‘0 fi+ (i+ %) et 2l v (kn +il) - (kn+ i%+n)} (11)
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Door gebruik te maken van (27, 7) vinden wij hieruit:
. ., m m

% — 1+<z+— k+— k?

Zk'P”’(£>=6222{ Z)n 24—}=

k=1 T =1 j=1 k=0 (kn+i_nf+j)

pt(14 2 k2l

> (12)
k=0

I
2l
N
T s

A L)‘
(et 1
Maken wij tenslotte nog gebruik van de identiteit:

® k24ak+b b 1 a—2x  b—ax+x° (13)

RN R (e Bl ey AP

en van (27, 3), dan gaat (12) over in:
Z kvp"'(ﬁ) _3mz 5 {_Z_i_(_i+i)_4+ 7 (_L _|__J_> L
k=1 n

r nt =1 ja1 LmAm m n
_l_i) (_‘ i) l(i_i_i i) (L i)
(2 nlp m+n+6 m n m2+n2g/ m+n}(14)

Hiermede is de sommatie volbracht. De nu nog in de uitdrukking
resterende dubbelsommen van %'~ en ¥'"’~functies kunnen met behulp
van onze relatie (37,14) in enkelvoudige sommen worden getrans-
formeerd, uitgezonderd diegene, die voorzien is van de factor 3. Ook
nu blijft de uitdrukking gecompliceerd en vele termen zouden nodig
zijn om werkelijk resultaten te verkrijgen. De transformatie is dus
evenals in het vorige nummer hoofdzakelijk van theoretisch belang.

TABEL XIII. De integraal #*K, = [ — ! — cothrt t*dt als functie
L o sinh?

i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

:m‘K,"|16,5565} 8,4371 | 5,7952 | 4,5179 | 3,7815 | 3,3122 | 2,9926 | 2,7638 | 2,5941 | 2,4674

De waarden, welke door ons berekend zijn, zijn dan ook gevonden met
behulp van (4), (5) en (6), behalve natuurlijk voor r =%/, en v =1,
welke door ons reeds exact waren bepaald in (77,6) en (77, 11). De
resultaten zijn weergegeven in tabel XIII. Tenslotte beschikten wij ook
nu weer over langs numerieke weg verkregen resultaten, welke ter
controle gebruikt werden.
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§5 Enigepractischetoepassingenvanhetvoor-
afgaande,

33. De stijfheid van een as met een spiegleuf. Wanneer wij vragen de
torsiestijfheid te bepalen van een cylindrische as, welke voorzien is
van een spiegleuf (zie fig. 27), dan is het alleen
ol met buitensporig grote moeite mogelijk om

~—R hierop langs theoretische weg een antwoord
te geven. Practisch gesproken zijn wij hier op

het experiment aangewezen. Nu zijn er inder-

daad experimentele methoden om het potentiaal-

vraagstuk van de torsie op te lossen, speciaal

de electrische methode en de zeepvliesmethode.

Het meten aan doorsneden als de hier ge-

schetste, waarbij grote spanningsconcentraties

optreden, is echter niet eenvoudig en het geheel

Fig. 27. Doorsnede van 15 kostbaar. Hoewel deze vorm van doorsnede
een as met spiegleuf. voor de techniek van groot belang is, zijn er

' dan ook slechts enkele experimentele resultaten
omtrent bekend *).Ons doel zal zijn, door combinatie van deze expe-
rimentele gegevens met de theoretische gegevens, die wij kunnen
verkrijgen voor diverse extreme gevallen, een overzicht te geven, dat
wel niet bogen kan op theoretische exactheid, maar allicht voor alle
practische eisen voldoende nauwkeurig is.

Allereerst merken wij op, dat de grootte van de afrondingstraal in
de bodem van de spiegleuf, mits deze binnen redelijke grenzen biift,
practisch geen invloed op de stijfheid van de as heeft (wel natuurlijk op
de optredende spanningen!). Er blijven dus maar twee variabelen over,
nl. de diepte en de breedte van de gleuf. De straal van de cirkel noemen

S

O
Q R
|
p
2
Fig. 28. Waarden van p en g, waarvoor Fig. 29. Ontaarding van de doorsnede,
de stijfheid bekend is. als p <1 is.

wij) weer a, de diepte pa en de breedte ga (zie fig. 27). Blijkbaar varieren
zowel p als g van 0 tot 2.
Is ¢ = 0, dan hebben wij te maken met het in paragraaf 3 behandelde

1) H. Quest, Ing. Arch. 4, 510—520 (1933).
R. Borten & C. B. Biezeno, De Ingenieur, 57, O 1—5 (1945).
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geval van de smalle radiale insnijding. Voor dit geval is de stijfheid
dus theoretisch bekend.

Vervolgens beschouwen wij het geval, dat de hoekpunten van de
spiegleuf op de cirkelomtrek liggen. Voor een bepaalde waarde van p
treedt dit op voor een speciale waarde van g, welke wij aan zullen geven
met q', Men vindt gemakkelijk, dat:

@ —pP+thq*=1 (1)

Dit stelt blijkbaar de in fig. 28 in het pg-diagram getekende ellips
voor. De vorm, die de doorsnede vertoont 1n dit speciale geval hangt af
van de grootte van p. Is nl. p < 1 (fig. 29), dan is de doorsnede een
cirkelsegment. Hiervoor hebben wij de stijfheid in nummer 77 berekend.
Vergroten wij bij gelijkblijvende diepte de breedte, dan verandert er
niets aan de doorsnede en de stijfheid blijft dus constant:

wp, @) = p(p, q°) p=1, q=4q (2)

Is daarentegen p > 1, dan is voor ¢ = q" de doorsnede samengesteld
uit drie cirkelsegmenten (fig. 30). Ook hier-
voor is de stijfheid dus bekend. Vergroten 1 s
wij nu bij geljjkblijvende diepte de breedte
van de gleuf, dan verandert de vorm van de
doorsnede en wel in die zin, dat de twee
zijdelingse segmenten smaller worden om
voor g = 2 geheel te verdwijnen, terwijl het
derde segment ongewijzigd blijft. Vergroten

wij daarentegen by gelijkblijvende breedte e Ber
de diepte van de gleuf, dan blijven de zijde- P~ —F
lingse segmenten ongewijzigd, terwijl het  Fig. 30. Ontaarding van de
derde segment smaller wordt om voor p =2 doorsnede, als p > 1 is.
geheel te verdwijnen. Dus bestaat de relatie:

#(p, @ = w(p, 2) + u(2, q) p>1, 9249 €©)

Op deze wijze kennen wij het verloop van u langs de p-as en in het
gebied, hetwelk in fig. 28 gearceerd is.
Verder staan ons de volgende experimentele gegevens ter beschikking:

QueEsT: p =0,15 q = 0,50 u =1,49
Borten: p = 0,50 qg = 0,30 p = 1,13
p = 1,00 g = 0,30 w =0,72
p = 1,50 g = 0,30 u = 0,41

De ligging van deze punten is in fig. 28 aangegeven.

Op grond van deze experimentele en theoretische gegevens is door
interpolatie een grafiek bepaald van x voor alle p en q. Wanneer men
de figuur 31 bestudeert, zal men tot de overtuiging komen, dat de af-
wijkingen van de werkeljkheid onmogelijk groot kunnen zijn.
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Fig. 31. De grootheid u als functié van p en g.

34. De torsie van cylindrische staven met vleugelprofielvormige door-
snede. Qok in dit geval hebben wij te maken met een vorm van door-
snede, welke slechts ten koste van grote inspanning theoretisch door-
gerekend kan worden. Bekend is een benaderde theoretische behande-
ling *), maar ook deze methode vergt toch nog een aanzienlijk rekenwerk.
Er is ook een vereenvoudiging van de berekening aangegeven, die echter
ook tot minder nauwkeurige resultaten leidt. Wi zullen hier een be-
naderingsmethode ontwikkelen, die grote nauwkeurigheid paart aan
uiterste eenvoud. .

De grondgedachte van onze methode is de volgende: Bij de door ons
in § 1 onderzochte sikkels en lenzen is steeds de omgeving van de hoek-
punten spanningsloos. Ronden wij dus bijv. een hoekpunt af, dan kan
dit onmogelijk een grote invloed op de spanningsverdeling hebben en
zeker niet op de spanningsverdeling in het van het hoekpunt ver ver-
wijderde gebied, waar de maximale spanning optreedt. Ook andere

1) A. vaN per Neuren F. J. Prantema, De Ingenieur, 54, A 335—345 (1939).
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wijzigingen in de omgeving van de hoekpunten zullen slechts geringe
invloed op het spanningsverloop hebben. De stijfheid zal wat gevoeliger
zijn voor dergelijke veranderingen, omdat deze van de omgeving der
hoekpunten toch een, zij het kleine, bijdrage ondervindt en bovendien
ook de hoogte van de ,,spannjngsheuvel” in de omgeving van de aan-
gebrachte afronding kleiner wordt.

Is nu een bepaald vleugelprofiel gegeven, dan vervangen wij dit door
een sikkel-, segment- of lensvormig gebied, dat zich zo goed mogelijk
aan het profiel aansluit. Hier ligt
een element van willekeur, maar * ‘ ’ l |
practisch is er toch niet veel verschil «

\Izan mening mogelijk }?ver de keuze. || | ||
n de omgeving van het dikste ge- {"}

deelte van het profiel kiezen wij een- //
voudig de kromtecirkel van de
bovenkant en de onderkant. Is er
links en rechts een groot verschil <
in karakter van de profielbegren-
zing, dan nemen wij het gemiddelde L/
van links en rechts. il

Om een indruk te krijgen van de 4
nauwkeurigheid van het -geschetste %
proces, zullen wij eerst de invlioed o< o N
van het afronden der hoeken nagaan ' —ba
door het proces toe te passen op een Fig. 32. De grootheid # voor een
ellips. Wij vervangen de ellips dus ellips en een vervangingslens.
door de twee kromtecirkels in de
uiteinden der korte as (zie fig. 32). Zijn de halve assen van de ellips
a en b, dan is de kromtestraal in deze punten gelijk aan a?/b. Kiezen
wij deze als representatieve lengte, dan geldt zoals bekend voor. de ellips:

Cune __2(ba) o
Gwa?/b 1+ (b/a)?

De beide hoeken a en a’ van de lens berekenen wij gemakkelijk als
functie van b/a en hierna kunnen wij in fig. 16 of uit tabel I (nr. 72)
de x aflezen. In fig. 32 zijn de resultaten voor de ellips en de vervangende
lens als functie van b/a uitgezet. Zoals men ziet is de overeenstemming
van beide krommen zeer goed. Voor een vleugelprofiel is een dikte-
lengteverhouding van 0,3 al zeer hoog en wij zien, dat zelfs het afronden
van de hoekpunten aan beide zijden geen invioed heeft.

Vervolgens passen wij de methode toe op een echt vieugelprofiel. Wij
kiezen daartoe de in het genoemde artikel van v. b. NEuT & PLANTEMA
behandelde schroefbladdoorsnede, welke door hen met hun methode
doorgerekend is en in het Laboratorium voor Toegepaste Mechanica
der Technische Hoogeschool te Delft met behulp van de electrische
meetmethode experimenteel onderzocht is. De doorsnede is in fig. 33
weergegeven. Zij was reeds door enige cirkelbogen en een stukje rechte
lijn benaderd. De rugzijde wordt dus door de cirkel 2 vervangen. Dit
Is dan de cirkel met straal a 1n onze notatie (¢ = 5,84 cm). De holle

o}

N =
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zijde van het profiel bestaat uit de cirkel 6 en de rechte lijn 5. Deze
zijde vervangen wij derhalve door een cirkel, waarvan de kromming
het gemiddelde is van die van de cirkel en van die van de rechte, dus
door een cirkel met een straal gelijk aan het dubbele van de straal van
de cirkel 6. Dit i1s dus de cirkel met straal e’ in
onze notatie (a’ = 24,12 cm). Hieruit vinden
wij de hoeken a = 0,590 en o’ = 0,928z. In
fig. 16 lezen wij bij deze waarden van @ en @’
af: » = 0,572. De experimentele waarde 1s
% = 0,574 en de door v. p. NeuT & PLANTEMA
berekende waarde 1s % = 0,565. Ook nu 1s het
resultaat dus zeer goed.

Tot nu toe hebben wij slechts de grootheid
% bepaald, welke voor den technicus oninteres-
| sant is. W1) moeten dus ook u bepalen. Dit gaat
niet nauwkeurig genoeg met de behandelde
methode, maar hiervoor kunnen wij gebruik
maken van een benaderingsformule van DEe
SainT-VENANT. Deze heeft nl. opgemerkt dat
J voor een belangrijke groep doorsneden geldt,

dat de stijfheid vrijwel gelijk is aan die, wan-
\ neer de doorsnede ecen ellips is met gelijk
\|/ oppervlak F en gelijk polair traagheidsmoment
@0 I, t.o.v. het zwaartepunt. Na berekening blijkt

dan te gelden:
Fig. 33. De gedaante van F1

het vleugelprofiel.  J- o] (2)
?

Deze formule geeft voor de bovenbehandelde doorsnede I,, = 84,4 cm®
tegen een experimentele waarde van 80,9 cm® en een volgens de benade-
ringsmethode van v. p. NEur & PLANTEMA berekende waarde van
82,2 cm®. Eventueel zou in (2) een correctiefactor aangebracht kunnen
worden, die speciaal aangepast is aan een bepaalde groep doorsneden,
hier dus aan de vleugelprofielen. Voor de meeste doeleinden zal echter
de bereikte nauwkeurigheid al voldoende zijn.

Uit (2) volgt w en hieruit met behulp van % de grootheid 4.

Wij wijzen er nog op, dat onder bepaalde omstandigheden ook vleugel-
profielen met aan weerszijden scherpe hoeken toegepast worden. Zi
worden gebruikt bij scheepschroeven in het gedeelte van de schroef,
waar cavitatie vermeden moet worden, en daar waar zeer grote snelheden
optreden, speciaal snelheden groter dan de geluidsnelheid, dus bijv. by
turbineschoepen en vliegtuigpropellers aan de top van het blad. Voor-
zover deze profielen al geen sikkels of lenzen in de door ons gebruikte
betekenis zijn, verschillen zij er toch weinig van, zodat in deze ge-
vallen onze methode zeer nauwkeurig zal zijn.

Ter vermijding van misverstanden zij nog vermeld, dat de door
v. . NEUT & PLaNTEMA ontwikkelde methode geldt voor alle tamelijk
gestrekte doorsneden, dus bijv. ook voor rechthoeken, terwijl wij ons
uitsluitend bezighouden met vleugelprofielen.



STELLINGEN.,

1.

~ Het vraagstuk van de bepaling van een harmonische functie, welke
in de punten van een vlakke gesloten kromme voorgeschreven waarden
aanneemt (vraagstuk van DiricHLET), kan benaderd worden opgelost
met behulp van een numeriek proces, dat in vele gevallen zowel wat
betreft tijd als nauwkeurigheid kan wedijveren met de bestaande
experimentele methodes.

Z,

Bij het modelonderzoek van tweedimensionale potentiaalvelden kan
men veelal door middel van conforme afbeelding zonder veel moeite
interessante gedeelten van het veld sterk vergroten en een voor het
onderzoek gunstiger vorm geven.

S

Bij het modelonderzoek van op wringing belaste cylindrische staven
door middel van een zeepvlies resp. van een electrisch model, kan men
zich althans in theorie beperken tot het meten van de helling van het
vlies resp. de veldsterkte langs de rand van de doorsnede en in vele
gevallen ook daarvan nog een gedeelte uitschakelen. '

4.

Het torsievraagstuk van op wringing belaste cylindrische staven kan
beschreven worden door een integraalvergelijking, waaruit onder om-
standigheden practische resultaten afgeleid kunnen worden.

5. 12
Het is mogelijk bij een door een axiale kracht belaste schroefveer door

speciale keuze van de draaddoorsnede ook bij grote vervormingen
practisch evenredigheid te verkrijgen tussen uitrekking en belasting.

6.

Allerlei vraagstukken met betrekking tot slappe veren en ringen, welke
door een belasting in hun vlak grote vervormingen ondergaan, kunnen
op doelmatige wijze exact worden opgelost door als coordinaten in te
voeren de booglengte en de hoek tussen de normaal en een vaste richting.




7.

De numerieke gegevens, welke WEINEL verstrekt over de spanningen
in en de stijfheid van een gewrongen cylindrische staaf, waarvan de
doorsnede begrensd wordt door twee elkander niet snijdende cirkels,
zijn ten dele onjuist.

E. WEmNEL, Ing. Arch., 3, 67—75 (1932).

8.

Het gunstigste draagvlakprofiel voor snelheden, groter dan die van
het geluid, is, gelet op minimum golfweerstand enerzijds eri overwegingen
van sterkte anderzijds, symmetrisch lensvormig.

9,

Het verschil tussen rotatievrije en niet rotatievrije permanente golven
op diep water is bij de in de natuur voorkomende verhoudingen tussen
golfhoogte en golflengte uitermate klein.

10.

De invloed van het getal van ReynoLps op de golfweerstand van
scheepsmodellen uit zich bij kleine modellen (log Re < 6) in een merk-
bare vermindering van de humps en hollows in de weerstandskrommen,
zelfs bij aanbrenging van turbulentie verwekkende middelen.

11.

Wanneer men bij de integratiemethode van TcHEBYCHEFF het gebruik
van de beide eindordinaten voorschrijft, leidt dit tot complexe wortels
van de hogeregraadsvergelijking, welke de abscissen bepaalt. Ook in
dit opzicht staat de genoemde methode in theoretisch opzicht achter
bij de methode van Gauss.

12.

Het verdient aanbeveling den studenten voor werktuigkundig in-
genieur gelegenheid te bieden tot het afstuderen in theoretische
richting.




