
HANDLEIDINGEN BIJ HET ONDERWIJS AAN DE TECHNISCHE 
HOGESCHOOL TE DELFT ONDER REDACTIE VAN DE 

CENTRALE COMMISSIE VOOR STUDIEBELANGEN 

. Vraagstukken 
Theoretische Mechanica 
met uitvoerige aanwijzingen voor de oplossing 

/ 

II 

BEWEGING VAN VASTE LICHAMEN 
EN 

STELSELS VAN VASTE LICHAMEN 

DOOR 

Prof. Or FREO. SCHUH 
EN 

Ir W. J. VOLLEWENS 

DELFTSCHE UITGEVERS MAA TSCHAPPLJ - DELFT - 1948 



1 

Men zoeke zijn kracht niet in het 

oppervlakkig bekijken van veel vraagstukken, 

maar in het 

diep doordringen in betrekkelijk weinig vraagstukken. 

\. 



WOORD VOORAF. 

Aan het Woord vooraf bij het eerste deel hebben we slechts 
weinig toe te voegen. Wil men met het grondig oplossen van weinig 
vraagstukken volstaan, dan komen daarvoor in _ aanmerking de 33 
vraagstukken die links van het rangnummer met een sterretje ge~ 
merkt zijn. De 86 vraagstukken, waar ' rechts van het rangnummer 
een sterretje sta,at, zijn wat moeilijker of bewerkelijker of om een 
andere reden minder nuttig te achten. De 68 opgaven zonder 
sterretje staan tussen beide categorieën in. 

Verder zijn in dit deeltje opgenomen de vraagstukken van 9 
examens aan de Technische Hogeschool uit de laatste paar jaar. 
Hieronder komen 3 theorie~vragen voor; deze zijn volledig beant~ 
woord. Ook de eigenlijke vraagstukken zijn uitvoerig besproken. 
Aan het toestel, waarop het examenvraagstuk betrekking he~ft, 

kunnen dikwijls voor de hand liggende vragen worden vastgeknoopt, 
die op . het examen niet gesteld zijn. Waar wij dit nuttig achtten, 
zijn deze vragen in de vorm van genummerde opmerkingen be~ 
handeld . . Daar deze vragen uiteraard in de lijn van het ex<}men 
liggen, kan het bestuderen der opmerkingen worden aanbevolen. 

We hebben slechts weinig figuren opgenomen. Echter kan ge~ 
rust worden gezegd, dat het maken van een duidelijke fjguur voor 
het behoorlijk oplossen van een mechanica~vraagstuk onontbeerlijk 
is. Daarmed-e beginne men dus steeds. Waar dit nodig is, brenge 
men in de figuur de krachten aan. Het is voordeljg d e te k e n~ 
a f sp rak e n in o:V ere e n s tem min g met d e f i g u u r te· 
b ren gen, d.W.z. er voor te zorgen, dat de -in de figuur aange~ 
geven gr.,otheden (noodzakelijke coördináten en krachten) positief 
uitvallen. 

Het spreekt wel vanzelf, dat nien bij het maken van een vraag~ 
stuk niet beginnen moet met nawerken van de gegeven oplossing. 
Maar ook al zou men daarmed-e beginnen, dan is er tocht nog heel 
wat inspanning nodig om alles nauwkeurig na te werken en zich 
van alles goed rekenschap te geven. In een korte bespreking van het 
eerste deeltje in het Weekblad voor Gymnasiaal en: Middelbaar 
Onderwijs van 4: Aug. 194:8 lezen we: ",Wel zullen sommigen zich 
met enige bezorgdheid afvragen, of er voor de studenten zelf nog 
wel veel te doen over blijft." Het wil ons voorkomen, dat er voor _ 
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die bezorgdheid geen reden is, hetgeen aan de recensent woel ge
bleken zou zijn, als hij de (overigens niet geringe) moeite genomen 
zou hebben de oplossingen na te werken. 

De figuren, zowel van dit deeltje als van het eerste, zijn zeer 
nauwkeurig getekend door mej. D. A. BUENO, assistente van de 
e·erste ondergetekende. Voor de grote zorg, die zij ciaaraan besteed 
heeft, brengen wij haar onze hartelijke dank. Ook komt een woord 
van dank toe aan de heer A. P. L. DE COCQ, die de drukproeven 
van beide: deeltjes mee gelezen heeft. 

Den Haag 

Rijswijk Z.H. 

FRED. SCHUH. 

W. J. VOLLEWENS. 
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGBRPUNT VAN EEN 
SAMENGESTELDE SLINGER. 

Traagheidsmomenten van een lichaam met massa m: 
1/3 m [2 homogene staaf AB (lengte 1) om een as door een uiteinde 

loodrecht op AB; . 
Y2 m ,2 homogene omwentelingscylinder (straal r) om zijn as; 

~/5 m. ,2 homogene bol om een middellijn. 
/" = /",,, + L1Iz , als /"''' en /lIZ de planaire traagheidsmomenten zijn 

ten · opzichte van het xz~vlak en het yz~vlak van een rechthoekig 
assenstelsel. /" is h·et traagheidsmoment om oe z~as. 

/'" + /11 + /" = 2 / 0' als Ia het polaire traagheidsmoment ten 
opzichte van de oorsprong 0 van een rechthoekig assenkruis is. 

Bij een. plaat in het xy~vlak geldt /" = Ia; + /11' 
/ = /' + ma2 , waarin I' het traagheidsmoment is om een as l' door 

het z~aartepunt Zen. / het traagheidsmoment om een aan l' even~ 
wijdige as [ op een afstand a van l' (dus van Z). 

/ = m e2, waarin e de traagheidsstraal (gyratiestraal) is. Met 
traagheidsstralen gaat d~ formule met de evenwijdige assen over in 

e2 = e'2 + a2. 
Heeft men een rechthoekig, coöróinatenstelsel (x y z) en even~ 

wijdige assen (x' y' .z') door het zwaartepunt (a, b, c), dan geldt 
voor de traagheidsproducten (centrifugaalmomenten) : 

P a:g = Pa;' y' + m a b enz. 

Traagheidsmoment / om een as door de 'oorsprong ' \IIl~z t richtings~ 
hoeken a, {J en y: 

/ = Ia: cos2 a + /11 cos2 {J + /" cos2 y -
- 2 Pa:1I cos a cos {J - 2 Pa:z cos a cos y - 2 PlI Z cos {J cos y. 

Slingerlengte: 

1 _ Ia _ 1+ mF _ ~ - Z + t.-
A- mZ- mI - [- Z' 

waarin Ia het traagheidsmoment is om de (horizontale) ophangas 
en / het traagp,eidsmoment om de daaraan evenwijdige as ' door Z 
(op een afstand l); a en e zijn de overeenkomstige traagheidsstralen. 

Wordt gesproken van een staaf, stang, draad of plaat, dan is de 
dikte te verwaarlozen. 
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A. SLINGER LENGTE EN SLINGERPUNT. 

~ 1. Een homogene ijzerdraad is omgebogen in de vorm van een 
rechthoek ABCD (AB = a, BC = b). Men laat de ijzerdraad 
slingeren om de h.orizotale rechte AB. Bepaal de slingerlengte. 

2. Men laat de ijzerdraad van 1 sling,eren om een horizontale 
as [ door A loodrecht op het vlak van de rechthoek. Bepaal de slip
gerlengte. Vervolgens laat men de ijzerdraad slingeren om een 
horzontale as n door het midden van AB loodrecht op het vlak van 
de rechthoek; bepaal de verhouding a : b zo, dat het slingerpunt in 
het midden van CD valt. 

3. Men laat een homogene redh.thoekige plaat ABCD (AB = a, 
BC = b) slingeren om de horizontaI.e as AB. Bepaal de slind~r
lengte. 

4. Dezelfde vragen als 2, maar de rechthoek ABCD (AB = a, 
BC = b) als een hOtlIlogene rechthoekige plaat beschouwd. 

5. * Een homogene ijzerdraad is omgebogen tot een gelijkzijdige 
driehoek ABC (AB = a). Bepaal de s.1ingerlengte bij slingeren om 
de horizontale rechte AB) bij slingeren om een horizontale as I door 
C loodrecht op het vlak van de driehoek, bij slingeren om een hori
zontale as n door het midden van AB loodrecht op h.et vlak van de 
driehoek en bij slingeren om een horizontale as p door C evenwijdig 
aan AB. 

6. Bepaal van de homogene driehoekige plaat ABC (BC = a, 
de hoogte uit A is h) de slingerlengte bij slingeren om de horizontale 
rechte BC en bij slingeren om de horizontale as p door A evenwijdig 
aan BC. 

7. De plaat van 6 is -gelijkbenig . (top A). Bepaal de slinger
lengte bij slingeren om de 'horizontale as [ door A loodrecht op het 
vlak van de driehoek en bij slingeren om de horizontale as n door 
het midden N van BC loodrecht op het vlak van de driehoek. Welke 
vorm moet de gelijkbenige driehoek hebben, willen C en N als op
hangpunt en slingerpunt bij elkaar behoren? 

8.* Van de homogene driehoekige plaat ABC zijn de zijden 
BC = a, CA = b en AB = c. Bepaal de slingerlengte bij slingeren 
om een horizontale as [ "door A loodrecht op het vlak van de plaat 
en bij slingeren om een horizontale as n door het midden IV van BC 
loodrecht op het vlak van de plaat. Aan welke voorwaarde moet 
driehoek ABC voldoen, opdat C en N als ophangpunt en slinger
punt bij elkaar behoren? 

8 



A. SLINGER LENGTE EN SLiNGERPUNT. 
--------

9. Een homogene plaat heeft de vorm van een trapezium ABCD 
met AD = a en BC= b als evenwijdige zijden; d,:! hood,te is h. 
Bepaal de slingerlengte bij slingeren om de horizontale recln,te AD 
en bij slingeren om de horizontale rechte Be. 

10.* Het trapezium ABCD van 9 is rechthoekig in A en B. Be~ 
paal de slingerlengte bij slingeren om AB. 

"11. Van een cirkelvormiiJe plaat (straal zo) is de vlaktedichtheid 
evenredig aan 6~ nde macht (n :> 0) van de afstand x tot h·et mid
delpunt M. Bepaal de s.lingerlengte bij slingeren om een horizontale 
as ij die het vlak van de plaat in een punt van de omtrek loodrecht 
snijdt, en bij slingeren om een horizontah' raaklijn p aan de omtrek. 
Leid uit de resultaten de slingerlengte af van een homogene plaat 
en die van een homogene cirkelomtrek (hoepel) .. 

X. "12. Van een bol (straal r) is de ruimtedichtheid evenredig aan 
de nde macht (n :> 0) van de afstand x tot het middelpunt M. Be
paal de slingerlengte ), bij slingeren om een horizontale raaklijn p. 
Beschouw ook de gevallen n = O.en n - co. 

13. Een 'homogene 'halve bol (straal r) slingert om een horizon
tale middellijn i van het vlakke grensvlak. Bepaal. de slingerleng.te. 

14. Een homogene holle bol (straal r, wanddikte te verwaar':' 
lozen) wordt door een middelvlak in twee gelijke stukken verd~eld. 
Een dier stukken laat men slingeren om eeq horizontale middellijn [ 

. van de begrenzende cirkel. Bepaal de slingerlengte. 

15. De halve holle bol van 14 is afgesloten door een cirkel
vormige vlakke plaat, waarvan de vlaktedichtheid dezelfde is als die 
van de bolvormige plaat. Bepaal de slingerlengte bij slingeren om 
een horizontale middellijn van de vlakke plaat. 

16.* Dezelfde vraag als 13 met dit' verschil, dat de ruimtedicht
heid kxn (~ :> 0) is, waarin x de afstand tot het mJddelpunt is. 

17. Een samengestelde slinger bestaat uiteen homogene staaf 
AB (lengte 1, massa m) en een aan B bev:esti.gde 'homogene bol 
(straal r, massa M); :het middelpunt van de' bol ligt op het verleng
de van AB. Het lichaam slingert om een horizontale as a door A 
loodrecht op AB. Bepaal de slingerlengte. 

18. Men vervangt de bol van 17 door een homogene cylinder 
straal r, hoogte h

J 
massa M). Het verlengde van AB snijdt de as 

van de cylinder in het midden loodrecht. Bepaal de slingerlengte 
bij slingeren om de horizontale as p door A evenwijdig aan de as 

9 

I 



A. SLINGER LENGTE EN SLINGERPUNT. 

van de cylinder en bij slingeren om de horizontale as q door A lood
recht op de as van de cylind·er. 

19. * Van een cirkelvormige plaat (straal r) is . de vlaktedicht
heid evenredig aan het kwadraat van de afstand x tot de middel
lijn AB. Bepaal de slingerleng'te bij slingeren om een horizontale 
raaklijn 1 evenwijdig aan AB. 

20.* Bepaal bij de plaat van 19 de slingerlengte bij slingeren 
om de horizontale raaklijn p in A, bij slingeren om een horizontale 
as a doo~ A loodrecht op de plaat en bij slingeren om een horizon
tale as c door C loodrecht op de plaat, als CD een loodrecht op 
AB staande middellijn is. 

21. Een homogeen lichaam is begrensd door een omwentelings
paraboloïde en een loodrecht op de as staand plat vlak. De straal 
van de cirkel, volgens welke dit vlak de paraboloïde snijdt, is r. De 
hoogte van het paraboloïde-segment (afstand van de top T der 
paraboloïde tot het grondvlak) is h'. Bepaal de slingerlengte bij 
slingeren om een horizontale as p door T evenwijdig aan het grond
vlak en bij slingeren om. een horizontale middellijn I van het grond
vlak. In welk geval behoren T en !het middelpunt N van het grond
vlak als ophangpunt en slingerpunt bij elkar? 

22.* Van het lichaam van 21 is de ruimtedichtheid evenredig . 
aan de afstand tot de omwentelingsas. Dezelfde vragen als in 21. 

23. Bepaal van een homogene omwentelingskegel (hoogte h. 
straal van het grondvlak r) de sling'erlengte bij slingeren om een 
horizontale as p door de top T evenwijdig aan het grondvlak en 
bij slingeren om een horizontale middellijn I van het grondvlak. In 
welk geval behoren T en het midde'lpunt N van het grondvlak als 
ophangpunt en slingerpunt bij elkaar? • 

24. Bepaal voor de kegd van 23 de slingerlengte bij slingeren 
om een horizontale beschrijvende b. 

25. * Dezelfde vragen als dn 23 en 24, maar voor 'het geval, dat 
de ruimtedichtheid evenredig is aan de afstand tot het vlak V door 
de top T evenwijdig aan het grondvlak. 

26. Men laat het lichaam van 21 slingeren om een horizontale 
as, die de top T met een punt A van de omtrek van het grondvlak 
verbindt. Bepaal de slingerlengte. 

27. * Dezelfde vraag. als 26, maar voor het geval, dat de ruimte-

10 
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT . 

. dichtheid evenredig is aan de afstand tot de omwentelingsas (als 
in 22). 

28. Van een homogeen rechthoekig parallelepipedum is ABCD 
.het grondvlak en zijn AE, BF, CG en DH de. opstaande ribben 
(DA = a, DC = c, DH = h). Bepaal de slingerlengte bij slingeren 
om de horizontale as AB en bij slingeren om de horizontale ver~ 
bindingslijn van Ihet midden P van AB met het midden Q van CD. 

29. Bepaal van het lichaam van 28 de slingerlengte bij slingeren 
·om de horizontale vlakdiagonaal AC. 

30. * I Bepaal voor het lichaam van 28 de slingerlengte bij slin~ 

geren om de horizontale rechte, die A verbindt met het punt J, dat 
zodanig op BF ligt, dat B J = j is; j wordt positief ,gerekend,. als J 
·en F aan dezelfde kant van B liggen. t 

31. * Bepaal de slingerlengte van het homogene regelmatige 
viervlak ABCD om de horizontale ribbe AB (lengte der ribben a). 

32. Zij r een rechte door het zwaartepunt Z van een lichaam 

r, en I! de traagheidsstraal voor een as z, die r in Z loodredht snijdt. 
,A Zij P een punt van ren p de rechte door P evenwijdig aan z. Bepaal 

P zo, dat de slingerlengte bij slingeren om de horinzontale as peen 
gegeven waarde). heeft. Hoeveel oplossingen zijn er? , 

33.* De punten A, B en C liggen op een rechte r door het zwaar~ 

I 
".,d' tepunt Z van een lichaam en wel zodanig, dat B tussen A en C ligt. 
~ De evenwijdige rechten a, b en c staan resp. in A, Ben C loodrecht 
7 ·op r. De periode der kleine slingeringen om de horizontale as a is 

, dezelfde als om b en om. c. De punten A, B en C zijn gegeven 
(AB = p, BC = q, p :> q). Bepaal de lig'ging! van Z op de rechte 
ABC en d·e traagheidsstraal e om de as z door Z evenwijdig aan a, 
b eh c. Op r ligt een vijfde punt D zodanig, dat de peliode der kleine 
slingeringen om een horizontale as d door D evenwijdig aan a de~ 
zelfde is als bij slingeren om a; bepaal de Hgging van D. Men vindt 
drie mogelijke waarden van e. Hoe moet d·e verhouding p : q zijn, 
..opdat twee dier drie waarden van e gelijk zijn? 

11 



B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ EEN SAMEN~ 
GESTELDE SLINGER. 

* 34. Een lichaam (massa m) is onder de invloed van de zwaarte
kracht draaibaar om een horizontale as a. Zij 0 het voetpunt der 
loodlijn uit het zwaartepunt Z op a neergelaten (ophangpunt). We 
bepalen de stand van het lichaam door de hoek cp, die OZ maakt 
met de naar beneden gekeerde Vlerticaal door O. Het stelsel der ver'; 
bindingskrachten door de ophangas op het lichaam uitgeoefend is 
gelijkwaardig met een kracht K in 0 loodrecht op de ophangas. De 
component daarvan loodrecht op OZ noemen we Q, positief ge~ 
rekend in de in van de' snelheid van Z als riJ > 0 is. De component 
van K in de richting ZO (positief gerekend van Z naar 0) noemen 

" we S. Zij OZ = l en A de slingerlengte. Voor cp. = 0 is tj; = w. Be~ 
reken Q en" S. 

35. Het lichaam van 34 voert slingeringen uit met een amplitudo, 
a. Bereken Q en S. 

*36. Een homogene staaf AB (massa m, lengte :2 l) voert slin~ 
I gering en uit om een horizontale as door A loodr,echt op AB. De 

amplitudo is 90°. Bereken de componenten Q en S van de verbin~ 
dingskracht in 0 (zie 34). 

37., Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2l) is onder
worpen aan de zwaartekracht en draaibaar om een horiz,ontale as 
door A, die loodrecht op AB staat, In de stand, waarbij B' zich ver~ 
ticaal onder A bevindt, geeft men aan de staaf een zodanige hoek~ 
snelheid, dat B asymptotisch tot een verticaal boven A gelegen punt 
nadert. In welke stand is de verbindingskracht K in A het kleinst? 

38. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2l) is met !het 
uiteinqe A verschuifbaar langs een cirkel (middelpunt M, straal zo), 
gelegen in een verticaal vlak. De verbinding bij A is zodanig, dat 
AB in net verlengde van een straal van de cirkel moet blijven. De -staaf voert onder de invloed van de zwaartekracht slingeringen uit 
(om de stand, waarbij A zich verticaal onder M, dus B zich verticaal 
onder A bevindt). Bepaal de periode dier slingeringen als de ampli-

12 



B. VERBiNDINGSKRACHTEN BIJ EEN SLINGER. 

tudo klein is; bepaal ook de slingerlengte. Schrijf de periode der 
slingeringen als bepaalde integraal, als de amplitudo een wille
keurige waarde a heeft. Bepaal bij laatstgenoemde slingeringen ver
bindingskracht en -koppel in A op de staaf uitgeoefend. 

39. * De staaf AB van 38 is met de punten C en D aan de daar 
genoemde cirkel verbonden zodani'g, dat die punten langs de cirkel 
kunnen glijden. De punten C en D zijn door een beugel (waarvan 
<ie massa verwaarloosd wordt) vast aan de staaf verbonden zodanig, 
dat ACD een gelijkbenige driehoek is (AC = AD) en AB langs 
het verlengde van de bissectrice door A van genoemde driehoek 
valt. De straal van de omgeschreven cirkel van driehoek ACD is 
gelijk aan de straal r van de cirkel, waarlangs de punten C en .D 
glijden. Bevindt A zich in Ihet vlak van de cirkel, dan valt A dus 
juist op die cirkel. Men make zich, door een figuur een voorsteIIing 
van de beugel, die A dwingt om op de cirkel te blijven en de staaf 
AB dwingt om in het verlengde van MA te vallen. De ,gelijke hoeken 
AMC en AMD worden f3 genoemd. Bepaal de verbindingskrachten 
in C en~ D op de staaf uitgeoefend, als deze slingeringen ffiI~t een 
amplitudo a uitvoert. 

*40. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2 l) slingert met 
een amplitudo Yz 11: om een loodrecht op AB staande horizontale as. 
Zij C eeIl; punt van de staaf op een afstand x van A (0 < x < 21). 
Het deel AC van de staaf oefent op het deel CB aaarvan een kracht 
en een koppel uit. Bepaal deze. 

41.* Onderzoek voor welke waarden van x de in 40 gevonden 
krachtcomponenten Q", en S:x en het moment p", extreem zijn. 

42. Een samengestelde slinger bestaat uit een homogene stang 
AB (massa m, lengte 21). In B is aan de stang AB- een tweede 
stang CD (massa m, lengte 2 l) bevestigd; AB staat in het midden 
van CD loodrecht op CD. M'en laat dit T-vormige lichaam slinge
ren om een horizontàle as a door A lo~drecht op AB en op CD en 
wel met een amplitudo Yz 11:. Bepaal de verbindingskracht in A op het 
lichaam ,uitgeoefend en de kmch.t en het koppel in B door CD 
op AB uitgeoefend. 

43. Een homogene ijzerdraad (massa 3 m, lengte 6l) is in twee 
punten B en C rechthoehgl omgebogen. De delen BA en CD van 
de ijzerdraad zijn na het ombuigen evenwijdig en lopen in dezelfde 
zin (AB = Bt = CD = 2 l). Men laat dit U-vormige lichaam 
slingeren om een horizontale as a door het midden 0 van BC lood-
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ EEN SLINGER. 
----

recht op het vlak ABCD en wel met een amplitudo Y2 1t. Bereken 
de componenten P t en Ql (langs AB en BC) van de kracht in B 
op de staaf AB uitgeoefend en het moment ,UI van het in B op AB 
uitgeoefende koppel. Bereken ook de componenten' P

2 
en Q2 (langs 

DC en BC) van de kracht in C op CD uitgeoefend en het moment 
.u2 van het in C op CD uitg·eoefende koppel. PI' Ql' P2 en Q2 wor
tien positief gerekend vesp. in de zin AB, BC, DC, Be. De momen
ten ,UI en ft2 worden positief gerekend in de zin der draaiing van. 
OA naar OD door de kleinste hoek. 

44. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 21) kan zich met 
de uiteinden A en B bewegen langs een in een verticaal vlak ge
legen cirkel (straal r, r > l). In een stand, waarin AB verticaal is 
(A lag:er dan B), wordt de staaf zonder beginsnelheid losgelaten . 
.Bereken voor een willekeUrige stand van d·e staaf de verbindings
krachten NI en· N 2 in A resp. B door de cirkel op de staaf uitge
oefend, ·posiÜef gerekend naar het middelpunt M van de cirkel toe. 

45. Onderzoek, waar de krachten NI en N 2 van 44 naar M toe 
en waar van M afgericht zijn. Onderzoek, waar NI en N 2 extreem 
zijn. 

4:6. Hetzelfde geval als 4:4: maar nu wordt de staaf losgelaten 
in een stand, waarbij MZ (waarin Z het zwaartepunt ;van AB is) 
de scherpe hoek fJ Iffiet de naar beneden gekeerde verticaal maakt. 
Beneden welk bedrag moet p liggen, opdat de krachten NI en N ~,. 

in A resp. B op de staaf uitgeoefend, stJzeds naar M gericht zijn? 

4:7. De staaf van 44 ondervindt in de eindp':1nten A en B wrij
ving. Zowel bij A als bij B is de wrijvingscoëfficiënt f; de wrijvings
hoek a is kleiner dan de hoek e, die AB met MA en MB:maakt. De 
staaf bevindt zich eerst in de stand, waarbij zijn zwaartepunt Z Ze) 

laag mogelijk Ji.g,t. Nu wordt de staaf langs de cirkel verschoven, 
waardoor de hoek ([!, die MZ met de naar beneden gekeerde v·er-

• ticaal maakt, toeneemt, m~t 0 beginnend. Laat men de staaf bij een 
kleine waarde van cp los (zonder beginsnelheid), dan blijft deze in 
rust (evenwicht), terwijl de in 44 genoemde krachten naar M· toe 
gericht zijn. Beneden welk bedrag moet cp daartoe liggen? 

48. Bepaal constructief de in 47 gevraagde bovengrens van de 
hoek cp in geval van evenwicht. 

49.* Leid uit de constructie van 48 de in 4:7 gevonden waarde 
van tg cp af. 



C. KATROLLEN~VRAAGSTUKKEN. 

Bij vraagstukken met geen andere gegeven krachten dan zwaarte
kracht (dus geen luchtweerstand), waarbij de zwaartepunten der 
afzonderlijke Hchamen zïch .niet anders dan rechtlijriig kunnen be
wegen (of zich op grond van symmetrie rechtlijnig bewegen) en 
waarbij de richtingen der verbindingskrachten gedurende de be
weging niet veranderen, veranderen ook de grootten der verbin
dingskrachten gedurende de beweging niet en zijn de beweging~n 
der zwaartepunten (evenals de draaiende bewegingen) eenparig ver
sneld. Dit geval doet zich o.a. voor bij vraagstukken met katrollen, 
waarbij de richting-en van de koorden niet veranderen; een ander 
voorbeeld is een homogene bol, die zonder beginsnelheid op een 
hellend vlak geplaatst wordt en al of niet zuiver: rolt. 

*50. Een va!)te katrol heeft een straal R en een traagheids
moment lom de draajingsas. Over de katrol is' een koord geslag,en. 
Aan de naar beneden ,hangende einden van !het koord zijn lichamen 
met massa's m en M bevestigd (m < M). Het koord kan ,niet over 
de katrol glijden. Bepaal de v,ersnellingen van beide lichamen, als 
ze met beginsnelheden ()I (en gestrekte koorden) worden losgelaten 
in een stand, waarbij de beide delen van het koord verticaal zijn. 
Bepaal ook de spanningen in het koord. De lichamen kunnen als 
materiële punten worden behandeld (ook .bij de volgende vraag-
stukken). . 

51. In 50 neemt men voor de katrol een homogene. cirkelvormige 
schij f met een massa m'. Gegeven is, dat de spanning in het ene 
deel van het koord 2-maal zo groot is als in het ander'e deel en dat 
de lichamen een versnelling Y2 g krijgen. Bepaal de verhoudingen 
der massa's m, M en m'. 

*52. Over een vaste katrol (straal R, traag,h,eidsffi'oment l) is 
een koord geslagen, waarvan de beide delen verticaal naar beneden 
Jopen. Aan het ene uiteinde hangt een lichaam met een massa M. 
Aan het ander'e einde hangt een katrol (straal R, massa m, traag
heidsmoment i, terwijl de massa van de beugel, waa'raan de tweede . . 
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN. 

- katrol hangt,. verwaarloosd wordt). Over deze katrol is een tweede 
koord geslagen eveneens met verticaal naar beneden hang,ende 
<l.eJen. Aan de uiteinden daarvan zijn lichamen met massa's p en q 
(p > q) bevestigd. De koorden kunnen niet over de katrollen 
glijden. Men l~at de lichamen los met beginsnelheden 0 en gestnekte 
koorden. Bepaal M zo, dat het lichaam. met massa M in rust blijft. 

53. Hetzelfde geval als 52, maar nu is van de massa M niets 
gegeven. Beide katrollen zijn homog,ene cirkelvormige schijven, ieder 
met een massa m. Bepaal de versnellingen d~r lichamen. 

54. * Hetzelfde geval als 52, maar nu wordt de massa van de 
vaste katrol verwaarloosd; de tweede (bewegende) katrol is een 
homogene cirkelvormige schijf met een massa m. Verder is ge~ 
geven, dat M = p + q + m is, zodat er evenwicht zijn zou, als de 
tweede katrol door een pal belet werd om te draaien. Bepaal de 
versnellingen der lichamen. Leid uit de resultaten af. dat de 
lichamen M en p naar beneden gaan, p het snelst, en dat het 
lichaam q nog sneUer naar boven gaat. 

55.* 'Bereken bij 54 de versnelling van het gemeenschappelijke 
zwaartepunt de~ Hchamen met massa's p, q en m en leid daaruit af. 
dat àie versnelling gelijk is aan de versnelling van het lichaam met 
massa p + q + m. Bewijs ook door redenering (zondi~r berekening) 
de gelijkheid van beide versnellingen. Leid daaruit, eveneenS door 
redenering, af dat de lichamen p + q + m en p naar beneden gaan, 
p het snelst. 

56. Over een vaste katrol (straal R, traagheidsmoment I) is 
een koord geslagen. Het ene deel van het koord loopt verticaal naar 
beneden; aan het uiteinde daa.rvan is een lichaam met massa m be
vestigd. Het ahdere deel van het koord loopt eerst verticaal naar 
beneden, dan over de onderkant van een losse ' katrol ('straal R, 
traagheidsmoment i) en vervolgens verticaal naar boven; het uit
einde van dit koord is bevesti-g:d aan de balk, waaraan de vaste 
katrol is opgehangen (zodat de afstand van het bevestigingspunt 
tot het punt van de balk, waar de vaste katrol is opgehangen, gelijk 
is aan 3 R). De losse katrol draagt een lichaam, waarvan de massa 

I tezamen met die van de. losse katrol gelijk aart ' M is. De licham.en 
worden. met beginsnelheden 0 en gestrekte koorden losgelaten. 
Bepaal de versnellingen. 

57. Over een vaste katrol (straal R, traagheidsmoment I) is een 
koord geslagen, waarvan de beide ,delen verticaal naar beneden 
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN. 

lopen. Aan het ene uiteinde hangt een lichaam met een massa M, 
aan het andere uiteinde een aap met een massa m. Met welke ver~ 
snelling moet de aap naar beneden klimmen om te maken, dat het 

lichaam M op zijn plaats blijft; een; naar boven gerichte versnelling 
wordt als negatief beschouwd. De aap wordt beschouwd als een 
materied punt. 

58. * De aap van 57 klimt naar beneden met een gegeven ver~ 
snelling a ten opzichte van het koord (a < 0, als de aap naar boven 
klimt). Bepaal de versnelling van M en de spanning in de beide 
dden van het koord. 

59. * De aap van 58 heeft dezelfde massa M als het lichaam aan 
het andere deel van het koord. De aap en 'het lichaam bevinden zich 
op dezelfde hoogte zonder beginsnelheid. De aap beweegt zkh niet, 
zodat er evenwicht is. Nu gaat de aap naar beneden of naar boven 
klimmen. Het traagheidsmoment van d.e. katrol wordt verwaarloosd. 
Bewijs, dat de aap op dezelfde hoogte blijft als het lichaam. Be~ 
redeneer dit ook zonder berekening. 

60. * Over een vaste katrol. waarvan het traalgheidsmoment te 
verwaarlozen is, loopt een 'koord, waarvan de beide ebden verticaal 
naar beneden lopen. Aan het ene einde hangt een lichaam met een 
massa 2 m + ft. Aan het andere einde hangt een katrol (straal R, 
massa ft, traagheidsmoment i). Over deze katrol is een twe.ede koord 
geslagen; de beide delen hiervan lopen weer verticaal naar beneden, 
-Aan het ene einde van het tweede koord hangt een lichaam met eèn 
massa m en aan het andere einde een aap ev'eneens met een massa 
m, zodat er evenwicht is, als de aap zkh niet beweegt. Nu gaat de 
aap langs het koord klimmen (versnelling' a ten' opzichte. van het 
koord, positief gerekend naar ~eneden). Bepaal de versn·ellingen. 

61.* Bewijs in het geval van 60, dat het lichaam 2 m + ft de~ 
zelfde versnelling (in dèzelfde zin) heeft als het gemeenschappelijke 
zwaartJepunt van het lichaam m, de aap en de losse katrol. Bewijs 
de gelijkheid van beide versnellingen ook door redenering (dus 
zonder berekening) . 

Katrollen-vraagstukken met gliijdende wrijving. 

Het verschil tussen statische en dynamische wrijving,scoëfficiënt 
wordt (ook in het volgende) steeds verwaarloosd. In geval van uit
glijden is W = iN, waarin W ebe wrijving, N de normale druk en 

Vraagstukken Theoretische Mechanica 11. 
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN. 
----'--- ---

f de wrijvingscoëfficiënt is. Is a de wrijvingshoek (grootste hoek 
tussen normale druk en totale druk) dan is f = tg a. 

62. Een vaste katrol heeft een massa ft, een straal R en een 
traagheidsmoment I (om een as door het zwaartepunt loodrecht op 
het vlak van de katrol). De ophanging, geschiedt doordat de beide 
einden (tappen) van de cylindrische as (straal r) van de katrol 
rusten in cirkelvormige tappannen. Er is glijdende wrijving (tap~ 

wrijving). Over de katrol is een koord geslagen. dat niet over de 
katrol kan glijden. De beide einden van h'e t koord lopen verticaal 
naar bened.en en dragen lichamen met massa's M en m (M > m). 
Waaraan h·ebben Men m t.;~ voldoen, opdat er evenwicht is? 

63. Bij de vaste katrol (met tapwrijving ) van 62 is M zo groot, 
dat er geen evenwicht is, maar het lichaam M eenparig versneld 

5 

5, 

5 

m 

mg 

Mg 
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c. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN. 

naar beneden gaat. Bepaal de versnelling daarvan. Bereken ook de 
spanningen in beide delen van het koord. 

64. * Bereken in het geval 63 de arbeid. die de tapwrijving ver~ 
richt heeft. als het.lichaaan M een weg x heeft afgele-gd. 

65.* We nemen hetzelfde geval als in 56. maar nu met tapwrij~ 
ving. Beide katrollen zijn gelijk (straal R. traagheidsmoment !, straal 
van de. as r, massa p,); bij beide katrollen is de wrijvingshoek a. Om 
de as van de losse katrol is een ring gelegd. waaraan een lichaam is 
opgehangen; de massa van dit lichaam tezamen met die van de ring 
is M. Tussen welke grenzen moet m liggen, wil er evenwicht zijn? 

66. * We nemen het geval 65, zonder beginsndheden. maar nu 
gaat het Hchaam m naar beneden. Bereken dl~ versnellingen. Boven 
welk bedrag moet m Bggen? 

67. * Dezelfde vraag als 66, maar nu voor het geval, dat het 
lichaam m naar boven -g,aat. Beneden welk bedrag moet m liggen? 

68. * Bereken in het geval 66 of 67 de arbeid. die de tapwrij~ 
vingen verricht hebben, als de losse katrol zich over een afstand x 
naar boven resp. beneden verplaatst Iheeft. 

Katrollen-vraagstukken met luchtweerstand. 

69. In het geval 50 (geen tapwrijving ) ondervinden de lichamen 
m en M een luchtweerstand evenredig aan het kwadraat van de 
snelheid; bij een snelheid 1 zijn die weerstanden k resp. K. De katrol 
is een homogene cirkelvormige schij f (massa ft). Bereken cL~ snd~ 
heid van het lichaam M, als dit een stuk x 9.edaald is. 

70.* Bereken de arbeid, die de luchtweerstand op het lichaam 
M verricht heeft, en de arbeid verricht door de luchtweerstand op 
het lichaam m, als ihet lichaam M een stuk x gedaald is. 

71. * Hetzelfde geval als 69, maar nu is er bovendien de tap~ 
wrijving van 62. Bereken de sneLheid van het lichaam M. als dit een 
stuk x gedaald is. De katrol moet worden beschouwd als ' een 
homogene schijf (massa ft. straal R), terwijl de massa van de buiten 

• de schijf stekende delen van de as verwaarloosd wordt. 
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D. BEWEGING VAN ÈEN BOL OF EEN BLOK OVER 
EEN HORIZONTAAL OF EEN HELLEND VLAK. 

De bol o! het blok is onderworpen aan de zwaartekracht en aan 
wrijving. 

De rollende (of elastische) wrijving wordt verwaarloosd. 
Het verschil tussen statisc'hle en dynamische wrijvingscoëfficiënt 

wordt verwaarloosd De wrijvingscoëfficiënt is f. 
Men tekene de doorsnede met een verticaal vlak door het zwaar~ 

tepunt van het bewegende lichaam loodrecht op het hellend vlak. 

*72. Een homogene bol (straal r) wordt op een h2tiz.ontaal vlak 
geplaatst. De beginsnelheid van het zwaartep~nt Z is V o (horizon~ 
taal), terwijl er aanvankelijk geen hoeksnelheid is. Op welk tijdstip 
en waar begint de bol zuiver te rollen? Hoe groot is daarna de 
snelheid van Z? Bepaal ook de arbeid, die de ~rijving Vierridht. 

*73. Een homogene bol (straal r) wordt op een honzontaal vlak 
geplaatst. De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is 0, terwijl de 
bol een beginhoeksnelheid Wo ~heeft om een horizontaLe as door Z. 
Op welk tijdstip en waar begint de bol zuiver te rollen en hoe g,root 
is dan de snelheid 'van Z? Bepaal de wrijvingsarbeid. 

74. Een holle bol met constante vlaktedichth~id (straal r) wordt 
op een horizontaal vlak geplaatst. Het zwaartepunt Z heeft een 
horizontale beginsnelheid voo Verder heeft de bol een beginhoek~ 
snel!rueid Wo om een horizontale as door Z loodrecht op v o; de zin 
van Wo is zodanig, dat het raakpunt daardoor een snelheid krijgt 
tegen 17

0 
in. Op welk tijdstip en waar begint de bol zuiver te rollen 

en hoe groot is dan de snelheid van Z? 

75.* Dezelfde vraag als 74, maaif .nu is de zin van Wo zodanig, 
dat het raakpunt daardoor een snelheid krijgt in dezelfde zin als VOo ) 

Op welk tijdstip is het zwaartepunt Z van de bol weer in zijn be~ 
ginstand terug en welke snelheid heeft Z dan? Is op het bedoelde 
tijdstip het zuiver rollen reeds ingetreden? 

76. * Maak in het geval 75 een grafiek van x als functie van t 
en wel voor de volgende waarden van 'r wo: 

vo' 1,5 Voo' 2 vo' 2,5 vo' 4 vo' 5 v00 
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D. BEWEGING OVER EEN HORIZONTAAL OF HELLEND VLAK. 

*77. Op een hellend vlak (heUingshoek y) plaatst men een bol. 
,( straal r). Deze wordt zonder beg,insnelheid losgelaten. Het zwaar~ 
tepunt 2 van de bol ligt in het middelpunt. Het verticale vlak 
V door 20 (de beginstand van Z) loodrecht op het hellend vlak is 
een symmetrievlak van de bol. De traagheidsstraal voor een as door 
Zo loodrecht op V is (l. Onderzoek de beweging van de bol. Bepaal 
ook de poolba<llIl en de poolkromme voor de doorsnede van de bol 
met het vlak V. 

Het vraagstuk wordt niet wezenlijk anders, als men de bol ver~ 
vangt door een omwentelingscylinder (waarvan d~ beschriJvenden 
horizontaal zijn en evenwijdig aan het hellend vlak) en ook niet als 
men de bol b.v. door een om.wentelingsellipsoïde v,ervan1jt. 

78. * In 77 maakt men de onderstelling van uitglijden naar be~ 
neden. Bereken de arbeid, die de wrijving na een tijd t verric'ht heeft. 

79. Een homogene bol (straal r) wordt op een htllend vlak 
(hellingshoek y) geplaatst. Men geeft aan de bol een beginsnel~ 
heid V o (van het zwaartepunt Z), schuin naar boven in de richting 
van ,de snijlijn van !het hellend vlak met een loodrecht daarop staand 
verticaal vlak. Er is ,geen beginhoeksnelheid. Geg,even is, dat op het 
tijdstip tI' waarop 1het uitglijden tot staan gekomen is, de snelheid 
van 2 tot de helft gedaald is. Bepaal het tijdstip, waarop Z zijn 
hoogste punt bereikt heeft, en het tij,dstip, waarop 2 in zijn begin
stand terug is. Bepaal ook de ligging van het hoogste punt van 2 
en de snelheid van het punt 2 als dit in zijn beginstand terug is. 

80. * Bereken bij 79 de arbeid A. die de wrijving verridht heeft 
tot het tijdstip, waarop zuiver rollen intreedt, en veri(ie~r daar
mede de snelheid, waarmede 2 in 20 terugkomt. 

81. Een homogene bol (straal. r) wordt op een 'hellend vlak 
(hellingshoek y) geplaatst. Men gedt aan het zwaartepunt 2 van 
de bol schuin naar beneden een beginsnelheid v 0 in de richting van 
de snijlijn van het hellend vlak met een loodrecht daarop staand 
verticaal vlak V. Verder is er een beginhoeksnelheid Wo om een as 
door Z loodreaht op V in zodanige zin, dat het punt van de bol. 
dat raakpunt is, er daardoor een snelh'eid in de zin van 170 bij krijoJt 
(dus in de zin van naar boven rollen). Onderzoek de beweging. Ga 
in !het bijzonder na of (en wanneer en waai') zuiver rollen gaat in
treden. 

82.* Bij 81 nemen we het geval, dat 2, zolang nog geen zuiver 
rollen is ingetreden, een bovenwaarts gerichte versnelling krij-gt, die 
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D. BEWEGING OVER EEN HORIZONTAAL OF HELLEND VLAK. 

in grootte gelijk is aan de benedenwaarts gerichte vl~rsnelling, die 
Z zou krijgen als er geen wrijving was. Verder is gegeven, dat het 
zuiver rollen bovenwaarts be9int en dat Z daarbij juist stijgt tot zijn 
beginstand Zo' om vervolgens weer te dalen. Bereken wo' als 00 

gegeven is. 

*83. Op een hellend vlak (h.ellingshoek 'Y) staat een homogeen 
rechthoekig blok. Twee der ribben van het grondvlak zijn horizon~ 
taé\il, zodat de opstaande zijvlakken door de beide andere ribben van 
het grondvlak verticaal zijn. De afstand van het zwaartepunt Z tot 
het .grondvlak is h, terwijl de afstand van Z tot de niet verticale 
opstaande zijvlakken van het blok gelijk is aan a. Het blok wordt , 
zonder beginsnelheid losgelaten. Ga na in welk geval het blok in 
rust blij ft (dus in evenwicht is) . 

Het vraagstuk verandert niet wezenlijk, als men het blok vervangt 
door een omwentelingskegel (stlaal van het grondvlak a) of door 
een omwentelingscylinder (straal a). 

*84:. Geef van 83 een constructieve oplossing. 

*85. Ga na in welk geval het blok van 83 gaat glijden zonder te 
kantelen. 

*86. Geef van 85 een constructieve oplossing. 

87.* Maak een grafiek van de resultaten van 83-86 door f en 
'Y veranderlijk te denken. Beschouw daartoe t en u = tg 'Y als de 
I.1echthoekige coördinaten van een punt van een beeldvlak. Teken 
het veld, waarin het beeldpunt imoet liggen wil er evenwicht zijn. en 
hei: veld, dat betrekkin.g' heeft op uitglijden zonder kantelen. 
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E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK. 

88. * Op een hellend vlak plaatst men twee bollen, beide met een 

straal r en in de middelpunten MI en M z 'gelegen zwaartepunten; 

de massa's dier bollen zijn mI resp. mz, De bollen raken elkaar, ter~ 

wijl MI M z loodrecht staat op de horizontale reéhten van het hJel~ 

lend vlak (Mz hoger dan MI)' Gegeven is, dat de hellings'hioek y 

van het vlak tussen 0 en 45'° ligt. De wrijvingscoëfficiënt is bij de 

drie raakpunten gelijk aan f. Waaraa'n hebben mI' m z en f te vol~ 

doen, wil er e!enwicht zijn? 

89. * De bol M z van 88 is homogeen (massief), terwijl de bol 

MI van 88 hol ds met constante vlaktledïchtheid. Verder IS f = 1, 

terwijl we het ·gegeven, dat y tussen 0 en 45'° ligt, laten vervallen. 

Ga na of het mogelijk is, dat beide bollen zuiver rollend naar be~ 

neden gaan, 

90.* De bol MI van 89 heeft een massa 3 m, de bol M z een 

massa 5 m. De wrijvingscoëfficiënt f (bij de drie aanrakingspunten 

dezelfde) is niet gegeven, Ga na of een beweging mogelijk is, waar~ 

bij beide bollen met elkaar in aanraking blijven, over elkaar rollend, 

en over het hellend vlak naar beneden uitglijden (c1,W.Z. dat de 

punten der bollen, die ogenblikkelijk met het hellend vlak in aan~ 

raking zijn, een sohuin naar beneden gerichte snelheid krijgen). 

91. * Bij 90 is de versnelling van de zwaartepunten van beide 

bollen dezelfde als die Van het zwaartepunt van één enkele bol. 

die naar beneden uitglijdt Beredeneer (dus zonder berekening), 

dat dit steeds het geval is, als beide bollen naar beneden uitglijden, 

ook als de massa's en de traagheidsmomenten willekeurig zijn en 

ook als de bollen verschillende stralen hebben, 

92. * Ga bij de bollen van 90 na of een beweging mogelijk is, 

waarbij beide bollen met elkaar in aanraking blijven, over elkaar 

rollend, terwijl de bol MI over het hellend vlak rolt en de bol M 2 

naar beneden uitglijdt, . 

93. Op een 'hellend vlak (hellingshoek y) staat een homogene 

bol '(straal r, massa mI)' Op dit vlak wordt ook een homogene 

kubus (ribbe 2 r, massa m 2 ) geplaatst; twee ribben van het grond~ 
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vlak zijn horizontaal. De bol raakt het onderste niet~verticale op~ 
staande zijvlak van de kubus in het mid~elpunt van dit zijvlak aan. 
Tussen bol en kubus is er geen wrijving. Tussen het" hellend vlak en 
de kubus is er wrijving met een wrijvingscoëfficiënt I, tussen hel~ 
lend vlak en bol is de wrijvingscoëfficiënt 2. M'en laat bol en kubus 
zonder begdnsneldheid los. Ga na in welk geval er een beweging kan 
ontstaan, waarbij bol en kubus met elkaar in aanraking blijven, 
zonder dat de kubus gaat kantelen, terwijl de bol zuiver gaat rollen. 

94. * Ga na of er in het geval 93 een beweging 'kan ontstaan, 
waarbij bol en kubus met elkaar in aanraking blijven, zonder dat de 
kubus gaat kantelen, terwijl de bol naar beneden uitglijdt (dus 
niet zuiver rolt). 

95. * Ga na in welk .geval de bol en de kubus van 93 elkaar 
loslaten en de kubus niet gaat kantelen. 

96. * Maa,k een grafiek van de resultaten van 93-95, door I en 
u = tg y als rechthoekige coördinaten van een punt van een beeld
vlak te beschouwen (vergelijk 87). Teken de velden, die bij de ver~ 
scnillende bewegingsmogelijkheden behoren. In de tekening neme 

• 
97.* Men laat de bol en de kubus van 93 van plaats verwissel~n, 

zodat nu de bol het bovenste niet~verticale opstaande zijvlak van de 
kubus in het middelpunt van dit zijvlak aanraakt. Tussen hellend 
vlak en bol is nu echter de wrijvingscoëfficiënt niet 2, maar Yz f. 
Ga na in welk gevàl er evenwicht is.. 

98.* Hetzelfde geval als 97, maar nu gaat de bol zuiver rollen 
en blij ft in aanraking met de kubus, die niet gaat kantelen (geen 
beginsnelheden). In v.:elk geval treedt deze beweging in? 

99. * Dezelfde vraag als 98, maar nu voor het geval, dat de bol 
(d.w.z. het punt daarvan, dat raakpunt is) naar beneden uitglijdt 
en in aanraking blijft me~ de kubus, die niet gaat kantelen. 

100.* Ga na in welk geval de bol en de kubus van 97 elkaar 
loslaten en de kubus niet gaat kantelen (geen beginsnelheden). 

101.* Maak een grafiek van de fIesuItaten van 97-99 door f 
en u = tg Y als rechthoekige coördinaten van een punt van een 
beeldvlak te beschouwen (vergelijk 87 en 96). In de tekening neme 
men mI =m2 . 

102. Op een hellend vlak (hellingshoek y) ligt een plank (massa 
mI) en op die plank een tweede plank (massa m2 ). De planken 
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zijn zo dun, dat kantelen is uitgesloten. Tussen hellend vlak 
en de eerste plank ris de wrijvingscoëfficiënt i1 , tussen beide 
planken is de wrijvingscoëfficiënt i2' Er zijn geen beginsnel
heden. Bewijs, dat er geen beweging kan ontstaan, waarbij beide 
planken uitglijden, de onderste plank het snelst. Laat zien, dat voor 
dit bewijs nagenoeg geen berekening nodig is. 

103. Geef de voorwaarde aan, waaronder de planken van 102 
beide gaan uitglijden, de bovenste het snelst. 

104. * Geef voor de beid~ planken van 102 de voorwaarden voor 
de drie . andere bewegingsmogelijkheden aan, 

105.* Maak een grafiek van de resultaten van 103 en 104 door 
f 1 en f2 als rechthoekige coördinaten van een punt van een 
beeldvlak te beschouwen. Neem mI = m 2 • 

106. * Op een hellend vlak (hellingshoek 1') hggen op elkaar 
gestapeld N planken, die zo dun zijn dat geen kantelen intr·eedt. 
Er zijn geen beginsnelheden. Beredeneer, dat er geen beweging kan 
ontstaan, waarbij een plank zich ten opzichte van de daaronder lig
'9.ende plank schuin naar boven beweegt. Bij de plank, die met het 
hellend vlak in aanraking, is, ds dit vlak als de daaronder liggende 
plank (met sndheid 0) te beschouwen. fV<' ( H \ 0 'Z... 

107. * Laat 'zien, dat er bij de N planken van 106 in het geheel 
2N bewegingsmogelijkheden zijn. 

*108. Op een hellend vlak (hellingshoek 1') ligt een dunne plank 
(massa mI> wrijvingscoëfficiënt f 1)' Op die plank plaatst men een 
homogene bol (straal r, massa m 2 ). De wrijvingscoëfficiënt tussen 
plank en bol is 12 , Er zijn geen beginsnelheden. Geef de voorwaarde 
aan, waaronder de plank in rust blij ft. 

*109. Geef de voorwaarde aan, waaronder de plank van 108 
naar beneden gaat uitglijden en de bol over de plank zuiver gaat 
rollen. 

110. Geef de voorwaa~de aan, waaronder de plank van 108 
naar beneden uitglijdt en de bol oVI::!r de plank naar beneden g,aat 
uitglijden. 

111. * Maak een grafiek van de resultaten van 108-110 door 
f 1 en 12 als rechthoekige coördinaten van een punt van een beeld
vlak te beschöuwen. Neem mI = m2 • 

>< 112. Twee hellende vlakken (hellingshoeken 1', en 1'2' wrij-
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vingscoëfficiënten 11 resp. f2) snijden elkaéllr volgens een horizontale 
rechte Z. Van Z af hellen beide vlakken naar beneden naaI;' verschil~ 
lende kant. Op het eerste vlak rust een homogene bol met straal r1 

en JIlassa mI' op het tweede vlak een homog,ene bol met straal r;z en 
massa m2 • De middelpunten der bollen zijn verbonden door een 
koord gelegen in een vlak loodrecht op Z. Dit koord loopt over een 
gladde pen, die evenwijdig is aan Z. De pen is zodanig geplaatst, 
dat de beide delen van het koord evenwijdig zijn aan de hellende 
vlakken. Door middel van beugels (waarvan de massa's verwaar
loosd worden) zijn de uiteinden van het koord verbonden aan 
horizontale (massaloze) assen, die volgens middellijnen door de 
bollen steken; de bollen kunnen zonder wrijving om die assen 
draaien. Gee( aan in welk 'g,eval er evenwicht is. 

113. Bij het toestel van 112 nemen we het geval, dat de bol mI 
rollend naar beneden en de bol m 2 rollend naar boven gaat (geen 
beginsnelheden) . Geef de voorwaarde daarvoor aan. 

114. Bij het toestel van 112 nemen we het geval, dat (zonder 

beginsnelheden) de bol mI schuin naar beneden gaat, Uitglijdend 
naar beneden, en de bol m

2 
schuin naar boven, uitglijdend naar 

boven. Geef de voorwaarde daarvoor aan. 

115.* Bij het toestel van 112 nemen we het geval. dat (zonder 
beginsnelheden) de bol mI schuin naar beneden gaat, uitgl;jdend 
naar beneden, en de bol m2 schuin naar boven, zuiver rollend. Geef 

de voorwaarde daarvoor aan. 

116.* Dezelfde vraag als 115, maar nu voor het geval, dat de 
bol mI schuin naar beneden rolt en de bol m 2 schuin naar boven 
uitglijdt. 

117.* Maak een grafiek van de resultaten van 113-116 door 
tI en f2 als rechthoekige coördinaten van een punt van een beeld~ 
vlak te beschouwen. Men neme: 

. 4/ . 3/ mI = m2, sm 1'1 = 5' sm 1'2 = 5· 

118. Een homogeen wigvormig: hchaam (massa M) heeft de 
vorm van een recht driezijdig prisma, waarvan het grondvlak ABC 
en het bovenvlak GHJ driehoeken zijn, die rechthoekig zijn in C 
resp. J; de opstaande ribben van het pl'isma zijn AG, BH en CJ. 
Het)ichaam wordt met het opstaande zijvlak BCJH op een horizon~ 
taal vlak (wrijvingscoëfficiënt f 1) geplaatst. Hierdoor ontstaat een 
verschuifbaar hellend vlak (hellingshoek 1', zodat L CBA = I' is). 
Op dit hellende vlak plaatst men een homogene bol (massa m), 
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waarvan de straal r klein is ten opzichte van BC = a. De plaatsing 
geschiedt zodanig, dat het raakpunt met het hellend vlak gelegen ;s 
in het vlak door het zwaartepunt van de wig loodrecht op AG op 
een te verwaarlozen afstand van AG. In die stand worden wig en 
bol zonder beginsnelheden losgelaten. Tussen het hellend vlak 
ABHG en de bol is de wrijvingscoëfficiënt f. Men beschouwt de 
beweging tot het tijdstip, waarop de- bol het horizontale vlak be
reikt. Onder welke voorwaarde blijft de wig in rust en rolt de bol 
zuiver? 

119.* Geef bij 118 de voorwaarde aan, waaronder de wig in 
rust blij ft en de bol uitglijdt. 

120. * In 118 neemt men f 1 = 0 (geen wrijving tussen hor'izon
taal vlak en wig). Geef aan in welk geval de bol zuiver gaat rollen 
en de wig niet gaat kant~len. 

121.* In 118 neemt men weer 11 = O. Geef aan in welk geval 
de bol gaat uitglijden en de wig niet gaat kantden. 
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\~. *122. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2Z) wordt 
.) zonder beginsnelheid met het uiteinde A op een glaB horizontaal 

vlak geplaatst onder een hoek a met dit vlak. Bewijs, dat de staaf 
het horizontale vlak niet loslaat tot het tijdstiP. tI' waarop B dit vlak 
bereikt. Bepaal de snelheid, die B dan heeft, en schrijf tI als be~ 
paalde integraal. 

\ 

123.* Men breidt 122 uit door de staaf niet homogeen te nemen. 
Zij (! de traagheidsstraal ten opzichte van een a!> door het zwaarte
punt Z loodl'echt op AB en zij AZ = Z. Laat zien, dat ook nu de 
staa,f AB het vlak niet loslaat tot het tijdstip tI' waarop B' het hori
zontale vlak treft. 

124. De ,homogene staaf AB van 122 ligt in de beginstand op 
het horizontale vlak. Het uiteinde B heeft een verticaal naar boven 
gerichte beginsnelheid vo; het uiteinde A heeft een beginsnelheid 
O. Geef aan in welk geval de staaf het horizontale vlak niet loslaat. 
Wordt . dan de stand bereikt, waarin de staaf verticaal is? 

125.* Bes.chrijf bij 124 voor het geval, dat de staaf het horizon~ 
tale vlak loslaat, de beweging, die de staaf na dit loslaten uitvoert. 
Bepaal de grootste hoogte, die /het zwaartepunt van de staaf be~ 
reikt; daarbij kan !pen aannemen, dat de staaf niet vóór die tijd 
tegen het horizontale vlak botst. 

*126. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2l) is door 
middel van een bij A aangebracht ringetje met het uiteinde A ver~ 
schuifbaar langs een gladde horizontale ijzerdraad. De staaf wordt 
zonder beginsnelheid losgelaten in een stand AoBo, die gele'gen is 
in het verticale vlak door de ijzerdraad, onder een hoek fJ daarmede 
(Bo onder de ijzerdraad, 0 < fJ < 90°). Bepaal het maximum en het 
minimum van de druk N door de ijzerdraad op de staaf uitgeoefend. 

127. * Bij de staaf van 126 is de verbinding bij A zodanig, dat 
B de horizontal'e re.chte ongehinderd passeren kan. Men laat nu de 

~ 

staaf los in een stand, waarbij Bo zich boven de horjzontale rechte 
bevindt; de hoek fJ van 126 ligt dan tussen - 90° en O. Bepaal de 
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stand, waarin de druk N het grootst is. Bewijs, dat N het kleinst is 
in een zekere stand van AB, waarbij B boven de horizontale rechte 
ligt, en stel een vergelijking op. waaruit deze stand kan worden 
gevonden. 

128. Bepaal bij 126 de periode van de kleine slingeringen om 
de stabiele evenwichtsstand (waarbij B verticaal onder A ligt). 

129. De staaf AB van 126 heeft een beginstand, waarbij B ver~ 
tiJcaal onder A Hgt. In die stand hebben A en B lhorizontaI.e snel~ 
heden V o in verschillende zin. De staaf kan de ijzerdraad ongehin~ 
derd passeren. Geef aan in welk geval de staaf gaat slingeren. en in 
welk geval gaat rondlopen. Bepaal de poolbaan en de p~olkromme. 

*130. Een homogene staaf AB '(massa m, lengte 21) wordt 
zonder beginsnelheden met :het uiteinde A op een glad horizontaal 
vlak en met het uiteinde B tegen een gladde vertitcale muur ge~ 
plaatst; de beginstand AoBo staat loodrecht op de snijlijn r van 
beide vlakken en maakt een hoek (D met :het horizontale vlak. Be~ 
p,aal de stand. waarin de staaf de .muur loslaat en de snelheden, die 
de punten A en B dan hebben., Bepaal ook de snelheden vim A en 
B op het tijdstip -t2 • waarop B het horizontale vlak bereikt. 

131.* V1an een staaf AB (massa m) ligt het zwaartepunt Z zo~ 

danig, dat AZ = a en ZB . b is; de traagheidsstraal om een as 
door Z loodrecht op AB is Q. De staaf wordt zonder beginsnelheid 
met het uiteindé A op een glad horizontaal vlak en met het uiteinde 
B tegen een gladde vertical.e muur geplaatst'; de beginstand A oBo 
staat loodrecht op de snijlijn r van beide vlakken en maakt een 
hoek a: met het horizontale vlak. Stel een vergelijking op. die de 
stand bepaalt, waarin de staaf de muur loslaat. 

132.* Men v,ervangt de verticale llIluur van 130 door een op~ 
staand zijvlak van een rechthoekig blok (massa M) , dat op het 
horizontale vlak stéllat; AB is gelegen in het vlak door het zwaarte~ 
punt van het blok loodrecht op de horizontale ribben van het op~ 
staande zijvlak, tegen welk AB ~teunt. De wrijvingscoëfficiënt 
tussen blok en horizontaal vlak is f. Tussen de staaf en de vlakken. 
t~g'en welke deze steunt. is er geen wrijving. Het blok is zo breed, 
dat het niet gaat kantelen. Staaf en blok worden zonder beginsnel~ 
heid los'gelaten in een stand, waarin AB een hoek a: met het hori~ 
zontale vlak maakt; gegeven is. dat a: < 60° is. Hoe groot moet f 
minstens zijn, wil het blok ,gedurende de gehele beweging in rust 
blijven? 
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133.* We nemen h·et geval 132, maar geheel zonder wrijving. 
terwijl we het gegeven a < 60° weglaten. Geef een vergelijking aan, 
waardoor de stand van staaf en blok bepa.ald wordt op het tijdstip, 
waarop de staaf het blok loslaat. 

134:. We wijzigen 130 zo. dat de uiteinden A en B van de 
homogene staaf AB zonder wrijving lopen langs een horizontale: 
resp. verticale rechte. die elkaar in een punt 0 snijden. De staaf 
wordt ondersteld beide rechten (die niet losgelaten kunnen worden) 
ongehinderd te kunnen passeren. In de stand, waarbij A zich in 0 
bevindt en B lager ligt dan 0, geeft men aan A een beginsnelheid 
v 0 (die dus horizontaal is). Geef aan in welk geval de staaf om de 
beginstand garat slingeren en in welk geval de staaf gaat rondlopen. 
Beschrijf de beweging der punten A en B. Bereken voor het over
gangsgeval het tijdstip, waarop en de snelheid, waarmede B het 
punt 0 passeert. 

135. Bepaal in het geval van 134: de periode der kleine slinge
ringen om de stabiele evenwichtsstand (B verticaal onder A). 

136. De homogene stangen AC en A'C (ied~r met een lengte 
2 p en een massa m) zijn in C vast aan elkaar verbonden, loodrecht 
op elkaar. De stangen AC en A'C lopen door ,gladde ringetjes E 
r.esp. E'. die op een onderlinge afstand 2 1 (l < p) op gelijke hoogte 
vast zijn aangebracht; h~t punt C moet blijven in het verticale vlak 
door EE', lager dan EE'. De verbindingen zijn zodanig, dat de be
weging rgestuit wordt, als C in E of in E' gekomen is. Bepaal de 
evenwichtsstanden en onderzoek deze op stabiliteit of labiliteit. 

137. Het lichaam ACA' van 136 laat men zonder beginsnelheid 
los in de stand. waarbij C zich in E bevindt. Ge.ef aan in welk geval 
de stand bereikt wordt, waarin C zich verticaal onder het midden 
M van EE' bevindt. Bereken ook de snelheid van C bij het passeren 
van genoemde stand. 

138.* Het punt C van het lichaam van 136 bevindt zich in de 
beginstand verticaal onder lh.et midden M van EE'. Men geeft aan 
C een beginsnelheid V o evenwijdig aan E'E (in de zin E'E). Aan 
welke ongelijkheid moet V o voldoen, wil de stand bereikt worden, 
waarbij C in E valt? Welke snelheid heeft C, als dit punt in E ge
komen is? 

139.* Bij het lichaam van 136 wordt p < 4: ly2 ondersteld, 
waardoor g; = 0 (C verticaal onder het midden M van EE') een 
stabiele evenwichtsstand is. Bepaal de periode der kleine slinge-
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ringen om die stand. Schrij f 'de periode der slingeringen met een 
willekeurige amplitudo a als L~paa'}de integraal. Bewijs (door in 
de integraal een nieuwe veranderlijke in te voeren, die de grenzen 
constant maakt). dat de periode afneemt als a afneemt, en leid uit .. 
de integraal de periode. der kleine sHngeringen af. 

HO. * In het geval 137 wordt p < 4 l ondersteld, zodat de stand. 
waarbij C zich verticaal onder het midden M van EE' bevindt, be~ 
reikt wordt. Bereken voor deze stand en VOOr de beginstand het 
moment, dat door de stang A'C in C op de stang AC wordt uitge
oefend. 

Hl. * In het geval 137 wordt p < 4l ondersteld. Bepaal de 
poolbaan en de poolkromme. 

142. * In het geval 136 loopt het punt C langs een halve cirkel 
van E naar E'. Bepaal de baan van het zwaartepunt Z van het 
lichaam ACA' en leid daaruit de stabiele en de labiele evenwichts
standen af. 

143. Een homogene staa.f AB (leo,ogte 4 1, massa m) steunt met 
het uiteinde A op een glad horizontaal vlak en verder tegen een 
gladde dunne horizontale pen, die dch op een hoogte 1 boven het 
horizontale vlak bevindt. In de beginstand (waarin de staaf geen 
snelheid heeft) bevindt AB zich in een verticaal vlak loodrecht op de 
pen en is het zwaartepunt Z van de staaf met de pen in aanraking. 
Bereken de snelheden van A en B op het tijdstip tI' waarop B de 
pen bereikt heeft en de staaf de pen dus gaat loslaten. Bereken de 
druk N , die het horizontale vlak en de druk N', die de pen op de 
staaf uitoefent, in de beginsta~d en in de stand onmiddellijk vóór 
het tijdstip tI' 

144. * Op een ,glad horizontaal vlak staat een homogeen recht
hoekig blok (hoogte 1, massa m). Een homogene staaf AB (lengte 
41, massa ~) steunt met het uiteinde A op het horziontale vlak en 
verder tegen een ribbe van het bovenvlak van het blok .( eveneens 
zonder wrijving'). In de beginstand zijn alle snelheden gelijk aan O. 
Het zwaartepunt Z van de staaf is dan met het midden van ge
noemde ribbe in aanraking, terwijl AB dan ligt in een vlak loodrecht 
op die ribbe. Hoeveel is het blok uit zijn beginstand verschoven op 
het tijdstip tI' waarop B het midden van genoemde ribbe van het 
bovenvlak bereikt heeft, en welke snelheid heeft !het blok dan? Het 
blok wordt zo breed ondersteld, dat het niet gaat kantelen. 
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145. * Hetzelfde geval als 144, maar nu is het blok vast aan het 
horizontale vlak bevestigd. Bewijs, dat de staaf het blok gaat los~ 
laten, als het punt B de ribbe van het blok bereikt heeft. 

146.* Bepaal in het geval 144 de. totale verplaatsing van het 
blok op een tijdstip, dat t later ligt dan dat, waarop blok en staaf 
elkaar loslaten. 

*147. Een homogene staaf AC (lengte 2/, massa m) is draai~ 
baar om een as door A loodrecht op AC. De homogene staaf DE 
(lengte 2[, massa m) is langs AC verschuifbaar. Er is geen wrij~ 
ving en geen zwaartekracht. In de beginstand valt D in A en E in 
ç 'en heeft AC een hoeksnelheid w; de snelheid van E in de riûh~ 
ting: AC is dan O. Bepaal de grootte van de snelheid van E op het 
tijdstip t1 , waarop D in het zwaartepunt van AC gekomen is, en de 
hoek, die de snelheid van E dan met DE maakt. 

148. De door de' staaf AC van 147 op de staaf DE uitgeoefende • 
krachten kunnen worden opgevat als een kracht Q in D en een 
kracht R in C, loodrecht op DE, positief gerekend in de zin van de 
beginsnelheid van C. Bereken Q en R. 

149. Een homogene staaf AC '(lengte 2[, massa m) is in een 
vlak V draaibaar om A. De homogene staaf CD (lengte 2[, massa 
M) is in C scharnierend aan de staaf AC verbonden en beweegt 
zich eveneens in het vlak V. Als coördinaten voere men in de hoek 
([J, die AC met ACo maakt, en de hoek (J, die CD met het verlengde 
van AC maakt, beide cin dezelfde zin positief gerekend. Op het tijd~ 
stip t = 0 is (J= 0 enq) = w (w > 0) , terwijl de staaf CD 'dan 
een hoeksnelheid 0 heeft. Bepaal de grootste absolute waarde van O. 
Bepaal ook (p op de tijdstippen, waarop () extreem is .. Geen zwaate~ 
kracht. 

150.* Hetzelfde toestel als 149, maar nu met (J=O, <p= O'en 

~ = w voor t = O. Onderzoek of CD ten opzichte van AC gaat rond~ 
lopen of slingeren. Bepaal in :het laatste geval de waarde van cp 
voor de uiterste- waardèn van (J. Bewijs, dat de stang AC voort~ 
durend in dezelfde zin (die van de beginhoeksnelheid van CD) 
draait. Bepaalde verhouding tussen m en M, waarbij () asymptotisch 
tot 1800 nadert, en bepaal voor dat geval de asympt,otische waarde 
van <p. 

15t. Stel voor het toestel van 149 de differentiaalvergelijking 
van de twe~de orde op, waarin geen massa voorkomt (en ook geen 
beginvoorwaarde ) , door voor de staaf CD twee vergelijkingen op 
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te stell~n. Leid de vergelijking ook af uit de vergelijkingen van 
Lagrange. Leid daaruit af, dat een beweging mogelijk is, waarbij 
AC me~ een constante hoeksnelheid Ct) roteert en CD in ,h2t ver
lengde van AC blijft. Bewijs ook dat een beweg,ing mogelijk is, waar

bij de hoeksnelheid van AC nagenoeg gelijk aan Ct) blijft en CD 
kleine slingeringen om het verIengàe van AC uitvoert. Bepaal de 
period·e dier slingeringen. 

y *i52. Een homogene halve bol (massa m, straal r) wordt zond·er 
beginsnelheid op een horizontaaÎ vlak geplaatst en wel zo, dat het 
vlakke grensvlak V van de halve- bol verticaal is. De wrijvingscoëf
ficiënt f is zo groot, dat de halve bol zuiver gaat rollen (onder de in
vloed van de zwaart.ekracht) . Bepaal de hoeksnelheid van de halve 
bol op het tijdstip tI' waarop V horizontaal is (dus bij het passeren 
van de stabiele evenwichtsstand) . Bereken voor de tijdstippen 0 en 
t

l 
de. normale druk N en de wrijving W. 

*153. Bepaal bij de halve bol van. 152 de periode der kleine 
slingeringen, als het zwaartepunt zich in een verticaal vlak beweegt. 

*154. Dezelfde vragen als bij 152, maar zonder wrijving. Be
paal de uiterste standen van het middelpunt M. 

155. -Bepaal bij de beweging van 154 de poolbaan en de pool
krommè. 

156. Dezelfde vraag als 153, maar zonder wrijving. 
157. * Een hplle bol met een constante vlaktedichth·eid heeft een 

massa m en een straal r. Een materieel punt A (massa m) is aan 
de binnenkant tegen de wand van de bol bevestig~i. Men plaatst de 
bol zodani.g zonder beginsnelheid op een glad hellend vlak (hel
lingshoek cc ), dat A zicK verhcaal onder het middelpunt M van de 
bol bevindt. Onderzoek de beweging van die bol. Bepaal de grootste 
absolute waarde der hoeksnelheid van de bol. 

158. Een homogene hoepel heeft een massa m en een straal r. 

Een homogene st~af AB (massa m', lengte r y3) kan met de uit- ' 
einden A en B langs de binnenkant van de ho~pel glijden. M'en 
plaatst het toestel zonder beginsnelheid zodani.9 op een horizontaal 
vlak. dat A v·erticaal onder B valt en de hoepel aan het vlak raakt. 
Er is geen wrijving. Bepaal de grootste verplaatsing van het mid
delpunt M van de hoepel. Bepaal ook de grootste absolute waarde 
van de Hoeksnelheid van de hoepel en van de snelheid van M. 

159. Leid voor ~et toestel van 158 een differentiaalvergelijkin3 
van de tweede orde af, waarin geen massa's voorkomen, door voor 
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de staaf AB twee bewegingsvergelijkingen op te schrijven. Leid die 
vergelijking ook af uit de vergelijkingen van Lagrange. Bepaal de 
periode der kleine sling~ringen om de evenwichtsstand. 

160. * Hetzelfde toestel als 158 met dezelfde begiÏnvoorwaarden, 
maar nu met een zo grote wrijvingscoëffioiënt tussen hoepel en vlak, 
dat de hoepel slechts zuiver kan rollen. Dezelfde vragen als in 158. 

161.* Dezelfde vragen als in 159. maar voor het g~val. dat de 
hoepel zuiver rolt, 

162.* De homogene staven AC en CD (beide met een massa m 
en een lengte 2l) zijn in C scharnierend verbonden.In de beginstand 
vallen AC en CD in elkaars verlengde; in die stand heeft CD geen 
snelheid en AC een hoeksnelheid w(w > 0). Er is geen zwaarte
kracht. Onderzoek de beweging van het toestel. 

I 

163.* De homogene staven AB, BC en CD (alle met een massa 
m en een lengte 2l) zijn in B en C scharnierend v·zrbonden. Er 'is 
geen zw,aartekracht. Aanvankelijk vallen AB en CD in het ver
lengde van BC en heeft BC .geen snelheid. De staven AB en CD 
hebben dan hoeksll'elheden w in hetzelfde vlak, maar in tegenge
stelde zin. Onderzoek de beweging' van het toestel. De staven 
kunnen elkaar passeren. 
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Bij vraagstukken over aanvankelijke beweging gaat het er vaak 
om. of er al dan niet kantelen of al dan niet uitglijden plaats vindt. 
Men maakt dan een onderstelling en stelt de ongelijkheden op, 

I 

waaraan voldaan moet zijn, wil aanvankelijk de gemaakte onder~ 
stelling' juist zijn. Daartoe substitueert men de beginwaarden van de 
noodzakelijke coördinaten en van hun eerste fluxi>es in de bewe~ 
gingsvergelijkingen van de tweede' orde, waardoor men lineaire 
vergelijkingen (geen differentaalver,gelijkingen) krijgt in de onbe~ 
kenden. Deze zijn de beginwaarden van de tweede fluxies der 
noodzakelijke coördinaten en de beginwaarden van de verbindings~ 
krachten. 

*164. Hetzelfde geval als 83. Gevraagd wordt aan welke on~ 
gelijkheden a. h, (2, f en y moeten voldoen, wH het blok aanvankelijk 
gaan kantelen. om de onderste horizontale ribbe van het grondvlak 
zond·er uit te glijden. Hierin is (2 de traagheidsstraal van het blok om 
een as door het zwaartepu~t Z evenwijdig aan de ribbe, waarom 
het blok kantelt. Overgangsgevallen behoeven niet te worden be~ 
schouwd. 

*165. Hetzelfde geval als 83 en 164. Aan welke ongelijkheden 
moeten a. h, (2, f en y voldoen, wil het blok aanvankelijk gaan 
kantelen om de on~,erste ribbe, terwijl die ribbe naar beneden uit~ 
glijdt? 

166 *. Maak op de in 87 aangegeven wijze grafieken van de 
resultaten van 164 en 165. 
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Bij stootvraagstukken substitueert men de gegeven waarden van 
de noodzakelijke coördinaten in de stootvergelijkingen, waardoor 
men (evenals bij gedwongen beweging) lineaire vergelijkingen 
krijgt. 

Zijn I"" I"" Iz de traagheidsmomenten van een vast lichaam om 3 
onderling loodrechte assen door een vast punt van het Iichaam en 
P",z, P z"" Pa;lI de traagheidsproducten voor die assen, dan vindt men 
de toenamen der hoeksnelheden Wa;, Wl!' W z uit: 

aL 
A - :l,-- = Ix LI W x -Pa;lI LI w lI -P.rz J W z = M .r, 

uw", 

waarin M:c, My, M: de som der p:lomenten van d·e stoten om x~as 
y~as en z~as zijn. Uit P.l'l/ = ~ m x y volgt de verlegstelling : 

P Xll = P x' y' + m a b, 

. waarin P:Je' g' het traagheidsproduct is voor evenwijdig verlegde assen 
door het zwaartepunt Z, terwijl aJ b, c d-e coördinaten van Z ten 
opzichte van ~e oorspronkelijke assen zijn. 

De vergelijkingen ter bepaling van LI Wol) enz. gelden ook voor 
een lichaam zonder vast punt, maar men moet ze dan toepassen op 
drie onderling loodrechte assen door het zwaartepunt. 

Een botsingsvraagstuk voert tot 2 stootvraag'stukken. De daarin 
optredende onbekende stoot wordt gevonden uit de botsingsverge~ 
lijking. Deze drukt uit, dat de relatieve snelheid onmiddellijk na de 
botsing gevonden wordt door die vóór de botsing te vermenigvul~ 
digen met - c, waarin c de botsingscoëfficiënt is (c = 0 bij voI~ 
komen onveerkrachtige en c = 1 bij volkomen veerkrachtige bot~ 
sing ). M'et relatieve snelheid is bedoeld het v,erschil der snelheden 
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in de stootrichting van het punt, waar de botsing plaats vindt, als 
punt van het ene lichaam en als punt van het andere lichaam. 

'i- *167. De homogene stangen AB en BC (ieder met een massa 
m en een lengte 21), zijn in B scharnierend verbonden. De stang 
AB is in A scharnierend aan een vast · punt. verbonden, terwijl BC 
met zijn uiteinde C beweegbaar is langs een horizontale door A 
gaande rechte k. Het geheel is, onderworpen aan de zwaartekracht 
en zonder wrijving, beweegbaar in een Vierticaal vlak door k. In de 
beginstand zijn alle snelheden 0, terwijl dan AC = 2 Z (C rechts van 
A) ·is en B lager ligt dan k. In die stand wordt in C (op een te yer
waarlozen afstand onder k) een stoot S aangebracht, die in het 
verlengde van AC valt. Hoe groot moet S zijn, wil B met een snel
heid 0 de rechte k bereiken? 

168. Bepaal in het geval 167 de verbindingsstoten in A, B en C. 

169.* Bepaal in het geval 167 de hoeksnelheid van AB onmid
dellijk na de stoot met de vergelijkingen van Lagrange. 

170.* De homogene stangen AB, BC, CD en DE (alle md een 
massa m en een lengte 21) zijn in B, C en D scharnierend aan elkaar 
v.erbonden, terwijl A scharnieread aan een vast punt verbonden is. 
De punten C en E zijn beweegbaar langs een horizontale rechte k 
door A, alles zonder wrijving. Het geheel is beweegbaar in een ver
ticaal vlak door k. In een zekere stand is AC = CE = Z, terwijl B 
en D lager -dan k liggen. In die stand zijn alle snelheden O. ~n E 
wordt dan op d~ stang DE een naar A gerichte stoot S uitgeoefend. 
Bereken met d~ vergelijkingen van Lagrange de hoeksnelheden on
middellijk na de stoot. 

*171. De homogene stangen AB en BC zijn in B scharnierend 
verbonden en hebben ieder een massa 6 m en een lengte 2 Z. De 
homogene stang DE heeft een massa m en een lengte 2i. 
De stangen AB en DE zijn in A resp. D scharnierend aan vaste 
punten verbonden. Het punt D ligt even hoog als A op een afstand 

i y'3 daarvan verwijderd. De stangen kunnen zich in !biet verticale 
vlak door AD bewegen onder de invloed van de zwaartekracht. Er 
is geen wrijvin,g. De stangen zijn aanva?kelijk in rust, AB en BC . 
in stabiel en DE in labiel evenwicht. Men geeft aan E een snel-

heid y'3 gi in de zin AD. Daardoor botst de stang DE na enige 

tijd tegen -de stang AB. De botsingscoëfficiënt is {4' ~epaal de 
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hoeksnelheden van de stangen AB en BC onmiddellijk na de botsing 
en de stand van de stan;g, DE, als de snelheid daarvan voor het 
eerst weer 0 geworden is. 

172. Bepaal in het geval 171 de verbindingsstoten S' en S" in 
B resp. A. 

173. * Behandel de op de dubbele sLinger van 171 uitgeoefende 
stoot met d·e vergelijkin;gen van Lagrange (dus zonder verbindings~ 
stoten in te voeren). 

174. Een homogeen rechthoekig blok (parallelepipedum) 
ABCDEPGH heeft een massa 3. De ribben van hlet zijvlak ABCD 
zijn AB = 1, AD = 2. De ' ribben AE, BP, CG en DH hebben een 
lengte 2. Zij J het midden van CG en K het midden van DH en 
verder L het punt, dat zodanig op het verlengde van KJ (aan de 
kant van J) ligt, dat JL = 2 is. Op het blok wordt een stoot uitge~ 
oefend, die door de vector LP wordt voorgesteld; vóór de stoot is 
het blok in rust. Het. midden 0 van AD wordt vastgehouden: 
ov,eri!gens is het blok vrij beweegbaar. Bepaal de rotatie~as en de 
levende kracht van het blok onmiddellijk na de stoot. 

175. Men wijzigt 174 zo, dat PK de stootvector is, terwijl het 
blok zich geheel vrij kan bewegen. Bepaal de. schll'Oefbeweging 
(rotatievector, translatievector en schroefas) onmiddellijk na de 
stoot. 

176. In 175 neemt men de stootvector van P naar een nog on~ 
bekend punt Q van de rechte JK, die de middens van CG en DH 
verbindt. Hoe moet men Q kiezen, opdat de schroefbeweging in 
een rotatie overgaat? Bepaal ook de rotatie~as. 
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Bij eenparige rotatie met de 'hoeksnelheid w om een vaste as is, de 
potentiële energie van de centrifugaalkracht - Vz, I w 2 • waarin I 
het traagheidsmoment van th~ t lichaam om de rotatie~as is . 

o *177. Een dunne rlechte buis AB (lengte 21) wentelt met con~ 
stante hoeksnelheid w om een as k door A loodrecht op AB. Een 
homogene rechthoeki<g' omgebogen stang CDE heeft een massa 2 m, 
terwijl CD = DE = 21 is. Het deel CD va~ de stang is door de 
buis AB gestoken. Ten tijde t = 0 bevindt C zich in A en is D in B, 
terwijl de relatieve snelheid van het lichaam CDE dan 0 is . Er is 
geen zwaartekracht en geen wrijving . Het deel DE van CDE staat 
loodrecht op k. De zin van w komt overeen met een draaiing van 
AD naar AE. Bepaal het tijdstip tl' waarop het midden Z van CD 
in B gekomen! is. en de result~rende (absolute) snelheid, die E dan 
heeft. 

*178. Van een homogene stang AB (massa m, lengte 21) door
loopt het uiteinde A eenparig een cirkel (straal R. middelpunt M , 
hoeksnelheid w) . De stang, die niet onderworpen is aan doe zwaarte~ 
kracht, kan in het vlak van de cirkel zonder wrijving om A draaien. 
Op het tijdstip t = 0 valt AB in het verlengde van MA; het punt 

B heeft dan een resulteerende snel'heid o. Onderzoek of er een tijd~ 
stip komt. waarop de relatieve sndheid van AB nul is. Ga na voor 
welke waarde van l (uitgedrukt in R) de relatieve uitwijkingshoek 
van AB bij het! 0 worden van de relatieve snelheid het kleinst is . 

179. Bepaal bij het toestel van 178 de periode der kleine slinge~ 
ringen om de stabiele kinetische evenwichtsstand. 

180. * Bewijs, dat de beweging van het toestel van 178 kwalitatief 
dezelfde is als die van een samengesteld-e slinger_ Bewijs, dat beide 
bewegingen geheel (dus ook kwantitatief) overeenstemmen als 

w 2 = JL is en de staaf slingert om een horizontale as door A -
R 

loodrecht op AB. 
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*181. Een homogene stan;:J' AB (massa m, lengte 21) is zonder 
wrijving om het vaste punt A draaibaar, maar alleen in een v,erticaal 

vlak, dat met constante hoeksnelheid cu gewenteld wordt om de 

V'c.rticaal door A. De stang is onderworpen aan de zwaartekracht 

(vlereenvoudigde stoomregulator ). Ga na boven welk bedrag cu moet 
liggen om te maken, dat er kinetisch evenwicht is in een stand, 
waarin AB niet verticaal is. Bepaal de: periode der kleine slingerin~ 
gen om die evenwichtsstand. 

*182. De stang OA (lengte a) wordt om een verti.cale as door 
o in een horizontaal vlak met cop.stante hoeksnelheid cu rondge~ 
draaid. Aan A is een homogene stang AB (massa m, lengte 2l) 
verbonden door een scharnier, dat alleen beweging in een vlak lood.
recht op OA toelaat. Op het tijdstip t = 0 is AB horizontaal en de 
relatieve snelheid O. Ga na of de stang de verticale stand bereikt en 
beschrij f de relatiev,e beweging van AB in het geval, dat de verticale 

stand niet bereikt wordt.. Er is zwaartekracht, maar geen wrijvin3_ 

*183. Een cirkel (straal r, middelpunt M) wordt in een hori
zontaal vlak met een constante hoeksnelheid cu gewenteld om' een 
verticale as, die de cirkel in een punt 0 loodrecht snijdt. Een 
homogene stang AB (massa m, lengte 2l) kan met de uiteinden A 
en B zonder wrijving, langs de cirkel glijden. Op het tijdstip t = 0 
is AB evenwijdig aan OM en is de relatieve hoeksnelheid O. Hoe 
groot is de relatieve hoeksnelheid, als het zwaarte.punt Z van AB 
in het verlen1gde van OM komt? 

*184. Een cirkel (straal r, middelpunt M) wordt met een con~ 
stante hoe~snelheid cu om een verticaLe. middellijn gewenteld. Een 
homogene stang AB (massa m, lengte 20 kan 'met de uiteinden A 
en B zonder wrijving langs de cirkel glijden. De stang is onder
wotpen aan de zwaartekracht. In welk geval heeft de. wenteling 
geen invloed op de relatieve beweging van AB? 

185. * In 184 neemt men l < Yz y3 r. Onderzoek de kinetische 
evenwichtsstanden op stabiliteit. 

186.* In 184 neemt men I> Yz y3 r. Onderzoek de. kinetische 
evenwichtsstanden op stabiliteit. 

187.* Bepaal voor het toestel van 184 en I> Yz y3 r de periode 
der kleine slingeringen om de evenwichtsstand, waarbij AB hori
zontaal 'en hoger dan M 'gelegen is. De hoeksnelheid cu wordt 
voldoende groot ondersteld. 
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OPLOSSINGEN. 

A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT VAN EEN 
SAMENGESTELDE SLINGER. 

1. Stelt men de massa van de stang BC door kb voor, dan is ka 

de massa van de stang' CD. Het traagheidsmoment om AB is 
k b2 (a + 2/3 b). De slingerlengte is dus: 
'- ~ 

À_kb2(a+2/3b)_b 3a+2b 
- kb (a + b) - 3 (a + b) . 

I 1a . .1- '-~.t':f I~ . .1 

JU. '(tJt. of!- t . 
- 3 

2. Het traagheiclsmoment om een as door het middelpunt van 
de rechthoek loodrecht op het vlak van de r·echthoek is: 

2 ka. (1/12 a 2 + 114 b2 ) + 2 k b (1 /12 b2 + 1/4 a2
) = Ilo k(a + b)3. 

Het traagheidsmoment om de as 1 is dus: 

1/6 k(a + b)3 + 1/2 k(a + b) (a 2 + b2 ) = 
= '1/3 k(a + b) (2 a 2 + ab + 2 b2 ). 

De bijbehorende slingerlengte is: 

1/3 k (a + b) (2 a 2 + ab + 2b2
) 2 a 2 + ab + 2 b2 

k (a + b) V a2 + b2 - - - 3 V a2 + b2 

De slingerlengte bij slingeren om de as nis: 

Valt het slingerpunt in 'h?-t midden van CD, dan is: 

a 2 + 2 ab - 2 b2 = 0, a : b = - 1 + Y3. 

3. De slingerlengte is 2/3 b, dezelfde als bij een homogene stang 
ter lengte b, die om een horizontale as door een uiteind·e irl een 
verticaal vlak slingert. 

Opmerking. Is ABCD een parallelogram, waarvan b de afstand 
der evenwijdige zijden AB en CD is, dan is het traagheidsmoment 
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om AB eveneens 1/3 m b2 , dus de bij AB behorende slingerlengte 
eveneens 2/3 b. 

4. Bij slingeren om de as t is de slingerlengte: 

Bij slingeren om de as n is de slingerlengte: 

1/12 a 2 -I- 1/3 b2 
_ a 2 + ~ b2 

1/2b 6b 

Het slingerpunt is 'het midden van CD, als a = b Y2is . . 

5. * Bij slingeren om AB is de slingerlengte 1/3 .a y3. Het traag~ 
heidsmoment om 1 is (als m de massa van ieder der stangen AB, BC 
en CA is) 2/3 m a2 + 1/12 m a 2 + 3/4 m a 2 = 3/2 m a 2, zodat de bij

behorende slingerlengte is 1/2 a yI Bij slingeren om n is de slinger~ 

lengte eveneens Yz a y 3; dit blijkt door rechtstreekse berekening, 
maar ook daaruit, dat ;het bij de as 1 behorende slingerpunt het 
midden van AB is. Bij slingeren om de as p is de' slingerlengte 

6/12 aly3. 

6. Het traag:heidsmoment l p om de as p vindt men door de plaat 
in stroken te verdelen evenwijdig aan Be. Is k de vlaktedichtheid 
en x de afstand van de strook tot A, dan is de massa van de plaat 

m = 1/2 ka h en de massa van de strook k ahx dx. Hieruit volgt: 

h 

ka ( 1 1 
lp = - x3 dx = - ka h3 = - m h2 

. 
h J 4 2 

o 

Voor het traagheidsmoment om BC vindt men hieruit: 

lBC = l p - m(2/3 h)2 + m(1/~ h)2 = lp - 1/", m {7.2 = 1/0 m h2 . 

Dit geeft voor de gevraagde slingerlengten: 

ÀBc = 1/ 2 h, Àp = 3/4 h. 

Opm~rking. Men kan de traagheidsmomenten l p en I AB ook 
aldus vinden. We beschouwen de drieh'oekig.e plaat als de helft 
van het parallelogram ABCD met massa 2 m. Het .traagheidsmo
ment van de vierhoekige plaat om BC is 2/3 m h2 • Dit traagheids
moment is echter ook de sOm der traagheidsomenten van de drie-

42 



A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL. 

hoekige platen ABC en ·ACD om Be. Dit voert tot: 

2/3 m h2 = lBC + liJ = (lp - 1/~ m h2 ) + l p = 2 l p ~ 1/~ m h2 . 

7. Het traagheidsmoment lil om de hoogtelijn uit A is :lelijk aan 
2-maal het traagheidsmoment van driehoek ABN (massa Y2m) , dus 
volgens 6 : 

a 2 + 12 h2 
\ a 2 + 4 h2 

} l = 16 h " Àn =8 h . 

Uit Àl = h vindt men a = 2 h ; dit betekent, dat de driehoek gelijk
benig rechthoekig is . Een contröle is , dat dan ook Àn = h is . 

8.* Zij D het voetpunt van de loodlijn uit A op BC neergelaten. 
We stellen BD = pen DC = q, waarin b .v. q negatief is, als D op 
het verlengde van BC aan de kant van C valt. Om het traagheids
moment h om de hoogtelijn hl door A te bepalen, beschouwen we 
de plaat (massa m) als de samenvoeging van de driehoekige platen 

ABD en ACD met massa 's I!.- m resp. 51. m. Daar p + q = a is, 
a a 

heeft men volgens 6: 

Wegens: 

p= q= 

wordt dit : 

Daar: 
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is, vindt men volgens 6 voor het traagheidsmoment om I: 

Daar AZ2 = 1/9 (- a2 + 2 b2 + 2 c2 ) is, waarin Z het zwaarte
punt van de driehoek is, vindt men voor het traagheidsmoment om 
de as z door Z loodrecht op het vlak van de. plaaf: 

1;, = /! - m . AZ2 = 1/36 m (a2 + b 2 + c2 ); 

de symmetrie dier uitdrukking levert een contróle. Verder is: 

/ .. = L + m. NZ2 = / z + 1/4 m . AZ2 = 1/ 12 m(b2 + c2 ). 

Men vindt dus voor d~ slingerlengten: 

- a 2 + 3 b2 + 3 c2 

À! = 4 V _ a 2 + 2 b2 + 2c2 ' 

Bê):lOren A en N als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar, dan is 
À, = AN en ook }'n = AN. Uit ieder dier Ivergelijkinigen vindt men 
a 2 = b2 + c2 . De gevraagde voorwaarde is dus het rechthoekig zijn 
van driehoek ABC in A. 

9. We verdele.n de plaat in de driehoekige platen ADB en BCD 

met massa's ~b m resp. ~b m. Volgens 6 vindt men voor het a+ a+ 
traagheiclsmoment om AD: 

I - I am h2 1 bm 2 _ a + 3 b h2 

AD - 6 . a + b + T . a + b h - m 6 (a + b) 

a + 2b 
De afstand van h et zwaartepunt Z tot AD is 3 (a + b) h, waar-

uit men voor de bij AD behorende slingerlengte vindt: 

a--l-3b 
À-A D = 2 (a '+ 2 b) h. 

Door verwisseling van a en b vindt men ÄBc. 

10.* We verdelen het trapezium door rechten evenwijdig aan 
AD en BC in stroken, Is x de afstand van de strook tot BC. dan 

is de lengte daarvan b + ~ (a - b). 

Is k de vlaktedicht'heid, dan is het traagheidsmoment om AB: 
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h h 

lAB = ~ k /(b + a h b xp dx = 12 (::-. b) [(b + a h b X)4] = 
o 0 

_ k h (a
4 

- b
4

) _ ~ k h ( + b) ( 2 + b2) = ~ (2 + b2) 
- 12 (a _ b) - 12 a a 6 ma. 

waarin m de massa van de plaat is. Het zwaartepunt heeft een af~ 

a2 + ab + b2 

stand tot AB, waaruit men voor de slingerlengte 
3(a + b) 

vindt: 

(a + b) (a2 + b2
) 

2 (a2 + ab + b2
)' 

Opmerking. Men kan lAB ook bepalen, door de plaat in stukken 
te verdelen en van reeds vroeger bepaalde traagheidsmomenten ge
bruik te maken. 

*11. De massa m van de plaat en het traagheidsmoment IM om 
de as van de plaat (rechte door M loodrecht op het vlak van de 
plaat) zijn, als k.x?~ de vlaktedïchtheid is: 

r rn + 2 

m = 2 n k / xn + I dx = 2 n k n + 2' 

r rn + 4 n+2 ' 
IM= 2nkf xn+3 dx = 2 nk-- =-- mr2• 

o n+4 n+4 

Hieruit vindt men voor' het traagheidsmoment om een middellijn 
n+2 Yz IM = Yz m r 2 --4 en verder: 
n+ 

1 - I + 2 - 2 n + 3 2 I - Ij 1 + 2 _ 3 n + 10 2 
,- M m r - n + 4 m r, p - 2 M m r - 2 (n + 4) mr. 

Voor de slingerlengten volgt hieruit: 

n + 3 3 n + 10· 
1, = 2 n ~ 4 r, lp = 2 (n + 4) r. 

Voor n = 0 krijgt men het geval van een homogene cirkelvormige 
plaat en ' voor n - . 00 het geval van een homogene cirkelomtrek 
(dunne riIl!g'). Dat in het laatste geval IM :::::; m r2 is, ziet men ook 
onmiddellijk. 

*12. Zij k ~ de ruimtedichtheid. De massa m en het polaire 
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traagheidsmoment IM vindt men door verdeling door concentrische 
boloppervlakken, dus: 

r r" + 3 

m=4nkj.xn+ 2 dx= 4nk n + 3 , 

r r"+s n+3 
IM = 4:nkjx"+i dx = 4nk - - = -- mr2• 

o n+5 n+5 

Hieruit vindt men voor h,et traagheidsmoment om een middellijn: 

2/ 1 _ 2 (n + 3) 2 
3 M - 3 (n + 5) mr. 

Hieruit volgt verder: 

I 2/ 1 2 5 n + 21 2 
p = 3 M + mr = 3 (n + 5) mr , 

5 n + 21 
À.= 3(n+5)r. 

Door n = 0 te nemen, vindt men voor het traagneidsmoment van 
een homogene bol om een middellijn 2/5 m r 2 . Voor n _ 00 vindt men 
voor het polaire traagheidsmoment van een holle bol IM = m r 2 • iets. 
waarvan de juistheid gemakkelijker rechtstreeks is in te zien. 

L. 13. Het traagheidsmoment om l ds 2/5 m r 2, waarin m de massa 
van de halve bol is. Het zwaartepunt van de halve bol ligt op een 

!SI r afstand 3/S r van het middelpunt. De slingerlengte is dus 16/15 r. 

14. Het traag1heidsmoment om lis 2/3 m r 2 . Het zwaarte"punt ligt 
op een afst~nd 1/2 r van het middelpunt, zodat de slingerlengtz. 
4/ar is. 

15. Is m de massa van de cirkelvormdge plaat, dan is 2 m die 
van de bolvormige plaat. Het traagheidsmoment om 1 is: 

I I - 1/ m r 2 + 4/ m r 2 - 19/ m r 2 
- 4 3 - 12 . 

Het moment van het zwaartepunt ten opzichte van de bolvormJge 
plaat is 2 m . Y2 r = m r. De slingerlengte is dus 19/

12 
r. 

16.* Het moment van het zwaartepunt ten opzichte van het 
vlakke grensvlak is: 

r r rn+i 
j 2 n x 2 

• k x" .1/2 X dx = n k j x" + 3 dx = n k +.ot " 
o 0 n -:r 

Het traagheidsmoment om 1 is (zie 1~): 
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r?l +3 
Opmerkingen. 1. De massa van het lichaam is m = 2]I k --3' 

n+ . 
n+3 

De afstand van het zwaartepunt tot I is dus r. 
2(n+4) 

2. Voor n = 0 krijgt m.en de uitkomst van 13, voor n - 00 die 
van 14. 

17. Het traagheidsmoment van het hchiaam om a is: 

Ia = 1/3 m [2 + M ~ 2/5 r2 + (l + rf ~ = 
= I/IS ~ 5 m [2 + 3 M (7 r2 + 10 Ir + 5 12) ~. 

De afstand van het zwaartepunt tot A is: 

m[ + 2M (I + r) 
2 (m + M) 

zodat de sling'erlengte ds: 

2 5 m [2 + 3 M (5 [2 + 10 [r + 7 (2
) 

- 15 . m [ + 2 M (l + r) 
18. Men heeft vooreerst: 

/11 = 1/3 m [2 + M i 1/2 r
2 + (l + r)2 r = 

= 1/6 i 2 m [2 + 3 M (3 r2 + 4 [r + 2 [2) r, 
l _ ~ 2 m [2 + 3 M (2 [2 + 4 Ir + 3 ( 2

) 

p - 3 . m [ + 2 M (l + r) 
Het traagheidsmoment van de cylinder om de as n door het mid~ 

delpunt N van de ,cylinder evenwijdig aan q is de som van het 
planair,e traagheidsmoment 1/12 M h2 ten opzichte van het vlak door 
N loodrecht op de as van de cylinder en het planaire traagheids~ 

moment y,;; M r2 ten opzichte van het vlak door N loodrecht op 
AB. Dit voert tot: 

Iq = 1/1214 m [2 + M (12[2 + 24 ir + 15 r 2 + h2 ) h 
). _ ~ 4 m [2 + M (12 [2 + 24 Ir + 15 r2 + h2

) 

q - 6 . m I + 2 M (l + r) 
19.* We verdelen de plaat 'in stroken evenwijdig aan AB. Daar 
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de 'Vlaktedichtheid als kx2 te schrijven is, is de massa van de strook 

2 kx2 y'r2 -x2 , dus de massa van de plaat: 

, ____ 1/2" 

m ~ 4 k f x 2 y'r2 - x 2 dx = 4 k r4 f sin2 cp cos2 cp d <p = 
o 0 

1/2 " 

= 4 k r4 f (sin2 cp - sin4 <p) d cp = 
o 

=2knr4 ---- = - nkr4 (
1 ' 1.3) 1 
2 2.4 4 ' 

waarbij x = r sin cp gesteld is. Het traagheidsmoment om AB is: 

, 1/2 " 

lAB = 4 k f x 4 V r2 
- x 2 d x = 4 k r6 f sin4 cp cos2 cp dcp = 

o 0 

1/2 " 
= 4 k r6 f (sin4 cp - sin<l cp) d cp = 

o 

_ 2 k 6 (1. 3 1. 3.5) _ 1 k 6 _ 1 2 
- nr 1.4-2.4.6 -Sn r-Z-mr. 

Hieruit volgt: 

11 = hBo + mr2 = 3/2 mr2
• II = 3/2 r. 

20.* Hettraagheidsmoment om CD is: 

, 1/2 n 

-4 f 4 j' 1 lCD = 3 k x 2 (r2 
-:- X

2
)3/2 dx = 3 k r6 sin2 cp cos4 cp dcp=6 mr2

• 

o 0 

waaruit volgt: 

Verder is: 

la = hB + lp = ]/2 mr2 + 7/6 mr2 = 5/3 mr2 • la = 5/3 r, 
Ic = lCD + I z = ]/6 mr~ + 3/2 mr2 = 5/3 mr2 • lc = 5/3 r, 

21. We verdelen het lichaam door vlakken evenwijdig aan het 
grondvlak in cirkelv'Îlrmige platen. Is x de afstand van zulk een vlak 

tot T. dan ds d·e straal van de cirkel r , / x. De massa van het 
, h 

lichaam is dus: 

h 

knr
2 f 1 m = -- xdx= -knr2 h. 

h 2 . 
o 
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waarin k de ruimtedichtheid is. Het moment van het zwaartepunt 

Z ten opzichte van het raakvlak in T (topraakvlak) is: 

h 

knr
2 f 1 

-h- x2 dx = 3' k 11. r2 h2 = 2/3 m h. 

o 

. Het traagheidsmoment van het lichaam om pis: 

h 

lp= k~r2f(~2hx+ x 2) xdx = 

o 
1 . 1 2 = - k lf r2 h (r2 + 3 h2

) = -;; m (r2 + 3 h ). 
12 ' ~ 

De slingerleng'te om de as p is dus: 

r 2 + 3 h2 

lp = 4h 

Het traagheidsmoment om lis: 

Iz = lp - 4/9 mh2 + 1/9 mh2 = 1(6 m (r2 + h2 ). 

. r 2 + h2 

zodat de slingerlengte om l' is )./ = 2 h 

De punten T en N behoren bij elkaar als ophangpunt en sldnger~ 

punt, als lp = h (of )./ = h) is, dus als h = ris. 

22. * Volgens 11 is de massa van het lichaam: 
h 

m = I ; k 11. r3 
( ~ r dx =;::: 1~ k 11. r

3 h. 

o 

Het moment van het zwaartepunt Z ten opzichte van het top~ 

raakvlak is: 
h 

2 I" (x )3/2 4 5 
3' kn r 3 ~ h xdx = 21 kn r 3 h

2 = 7 mh. 

o 
Bijgevolg is TZ = 5/7 h, dus ZN = 2/. h. 

Het traagheidsmoment om p is volgens 11: 

h 

lp = f; knr3 (~r2 (~~2: + x 2) dx= 

o 
2 1 

= - k 11. r3 (27 r2 + 70 h2
) = - m (27 r2 + 70 h2) 

945 . 126 . 

Vraagstukken Theoretische Mechanica 11. 
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Hieruit volgt: 

_ 1 ( 2 • h2) 25 h2 + 4 h2 _ 11 - 126 m 27 r + 70 - 49 m 49 m -

1 = - m (27 r2 + 16 h2
). 126 

We vinden dus voor de sli'ngerlengten: 

27r2 +16h2 

À = 36 h 

T en Z behoren als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar, als 
27 r 2 = 20 h'J is. 

23. Door het lichaam te verdelen in platen evenwijdig aan het 
grondvlak, vindt men (als k de' ruimtedichtheid is): 

h 

I _knr
2

fx 2 (r
2

x
2 
+x2} dx =~ knr2h (r2 +4h2) = p- h 2 4 h 2 20 

o 
3 = 20 m (r

2 + 4 h2
), 

3 9 1 -I 11 = 20 m (r2 + 4 h2
) - 16 n: h2 + 16 mh

2 = 20 m (3r
2 + 2h

2
). 

Voor de slingerlengten vindt men: 

r 2 + 4 h2 
, 3 r 2 + 2 h2 

Àp = 5 h ' )'! = 5 h ' 

De punten T en N behoren als ophan,gpunt en slingerpunt bij 
elkaar, als r = h, is, dus als de halve tophoek van de kegel 45° is. 

24. Het traagheidsmoment om de as a van de kegel is: 
h 

1 - k n r
4 j' 4 d _ 1 k 4 h _ 3 2 .-~ x X-

lO nr - TOmr. 
o 

Om de assen door T loodrecht op de as van de kegel is het traag~ 
heidsmoment lp = 3/20 m(r2 + 4 h2 ) (zie 23). Daar-de traaghleids
producten voor ' drie door T gaande onderling loodrechte assen, 
waarvan er een langs de as van de kegel valt;. ,g~lijk aan 0 zijn 
('wegens de symmetrie van de kegel ten opzichte van vlakken door 
zijn as), vindt men: 

h = Ia cos2 y + lp sinZ y. 
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. h2 

Hierin is r de halve tophoek van de kegel, zodat cos2 r = r2 + h
2 

r 2 

en sin2 r = is. Men vindt dus: 
(2 + h2 

3 m r2 (r2 + 6 h2
) 

Ib = 20 (r2 + h2) . 

. 3 rh 
De afstand van het zwaartepunt tot b IS ~ , waaruit 

4yr2 +h2 

men voor d:e slingerlengte vindt :" 

r (r2 + 6 h2
) 

Äb = 5 h V r 2 + h2 

25.... Heeft x dezelfde betekenis als in 23, dan is de ruimtedicht~ 
heid te schrijven als kx. De· massa van de kegel is clan: 

h 

kJlr
2 ! 1 m = -- x 3 dx = - k Jl rZ hZ 

h Z 4 
o 

en het moment van het zwaartepunt Z ten opzichte van het vlak V: 

Bijgevolg is TZ = 4/S h en ZN = lis h. Verder is: 

h 

lp = k~t Ix3 (~2 ~z + Xz) dx = 
o 

1 . . 1 
= 24 k Jl rZ h2 (r2 + 4 h2

) = '6 "I (r2 + 4 h2
), 

11 = ~ m (rZ + 4: h2
) - ~~ m hZ + ;5 m h2 = 3

1
0 m (5 (2 + 2 h~). 

Voor de sling;erlengten om p en I geeft dit: 

5 (rZ + 4 hZ) 5 rZ + 2 h 2 

Àp = 24 'h ' )'1 = 6 h 

Men heeft ,l.p = h = ,l.z, als 5 (2 = 4 h2 is. Verder is: 

h 

, k Jl r 4 ! 1 1 I = -- x 5 dx = - k Jl (4 hZ = - m r2 
a · 2 h 4 12 3' 

o 
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Dit voert tot: 

5 r{r2 + 6 h2
) 

Àb = 24 h V r 2 + h2 ' 

Opmerkingen. I.. Is de ruimtedichtheid evenredig aan de nde 
macht (n > 0) van de afstand tot het vlak V, dan vindt men: 

k n r 4 hn + 1 _ n + 3 2 

Ia = 2 (n + 5) - 2 (n + 5) m r , 

lp = 4 ~ :~ .. ?5) m (r
2 + 4 h

2
), 

n + 4 r 2 + 4 h2 

lp = -4 (n + 5) , h 

1 _ (n + 3) (n + 4) r 2 + 8 h2 

I - m 4 (n + i) (n + 5) , 
À _ (n + 3) (n + 4) r 2 + 8 h2 

1- -4 (n + 5) h ' 

_ n + 3 r2 (r2 + 6 h2
) 

Ib - 4 (n + 5) m r + h2 ' 

À. _ n + 4- r(r2 + 6 h2
) • 

b - 4 (n +5) , h V r 2 + h2 

2.. We nemen T als oorsprong van een rechthoekig assenkruis 
en de as van de kegel als x-as .. De vergelijking van de traagheids
ellipsoïde van T is dan: . 

(n + 3) m 12 r 2 x 2 + (r2 + 4- h 2 ) (y2 + z2) r = 4 (n + 5), 

Een der beide in het xy-vlak gelegen beschrijvenden van de ke,gel 
heeft tot parametervoorstelling x = h ,u, y = r ft, Z = O. De snij
punten dier beschrijvende met de traagheidsellipsoïde voldoen aan: 

(n + 3)mr2 (r2 + 6 h2 )ft2 = 4(n + 5) .. 

Het traagh-eidsmoment om een beschrijvende b voldoet aan: 

Idx2 + y2 + z::!) = 1.. 

In verband met de parametervoorstelling va,n b (en de waarde van 
ft2) voert dit tot de waarde van lb .. 

26, Het traagheidsmoment om de as a der paraboloïde is; 
h 

kn r 4 j' 1 1 1 = - - x 2 dx = -knr4 h = -mr2 

• 2 h2 6 3' 
o \ 

In verband met de waarde van lp (zie 21) vindt men hieruit: 

_ Ia h2 + lp r 2 
_ 1 2 r 2 + 5 h2 

[CA - r2 + h2- - 6 m r r2 + h2' 
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De afstand van het zwaartepunt Z tot T .is 2/3 h, zodat de af~ 
. 2rh 

stand van Z tot CA is . Hieruit volgt: 
3 yr2 + h2 

..( _ r (r + 5 h2
) 

CA - i h V r 2 + h2 • 

27.* Het traagheidsmoment om de omwentelingsas a is volgens 11 : 
h 

I = ~ k 11, rS f (~)5/Z dx = -.! k 11, rS h = ~ m r2 

• 5 h 35 7' 
o 

. In verband met het in 22 gevondene heeft men: 

I. h2 + I r 2 1 27 r 2 + 124 h2 

I cA = r2+h~ =126
mr2 

r2 +h2 • 

5rh 
De afstand van Z tot CA ·is , waaruit volgt: 

7 yr2 + h2 

Ä _ r (27 r 2 + 124 h2
) 

CA - 90 h V r 2 + h2 • 

28. Is m de massa van het lichaam, dan is: 

1 c2 + 4 h2 

IpQ -:- 12 m (c2 + 4 h2
), ÄpQ = ~-. 

---29. Zij R het midden van AD en S het midden van Be. Uit de 
symmetrie vo].S't, .dat PQ en RS (zie voor de notatie 28) hoofd~ 

traagheidsassen zijn voor het middelpunt van ABCD. M~n'" heeft 
dus: 

lpQ a 2 + lRs c2 
_ a 2 c2 + 2 h2 (a2 + c2

) 

lAc = a2 + c2 - m 6 (a2 + c2) , 

2 hc a 2 c2 + 2 h2 (a2 + c2
) a 2 c2 2 

ÄAC = ---mït = 3 h (a2 + c2) = 3 h (a2 + c2) + 3 h. 

30. * We nemen A als oorsprong van een rechthoekig assenkruis 
en leggen de positieve x~as, y~as en z~as resp. door B, D en E. Zijn 
P ~II enz. de traagheidsproducten en a, {3, i' de richtingshoeken van 
Al, dan is: 
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cos a = V c ,cos fJ = 0, cos 'Y = V j , 
c2 +F c2 +l 

dus: 

IAJ= I;c ICOS2 a + Iz cos2 y - 2 P;r:z cos a cos y = 
_ Ix c2 + Izp - 2 Pxz e j 

e
2 + F 

Daar Ia: = 1/ 3 m(a2 + h2 ), /z = 1/ 3 m(a2 + e2 ), P a:z = 1/ 4 meh 
is, vindt men: 

2 a2 e2 + 2 h2 e2 + 2 a 2 p + 2 e2 p - 3e2 h j 
hJ = m 6 (e2 + p) 

Is N het middelpunt van ABFE en K het voetpunt V:an de lood~ 
lijn uit N op Al neergelaten, dan Js K ook het voetpunt van de 
loodlijn uit het zwaartepunt Z op Al neergelaten. Het kwadraat van 
de afstand van Z tot AJ is dus: 

ZK2 = ZN2 + NK2 = 1/ 4 a2 + NK2. 

Nu is in het xz~vlak jx - ez = 0 de vergelijking van Af. Het 
kwadraat van de afstand van het punt N(Yz e, 0, Yz h) tot AJ is dus: 

2 _ c2 (j - h)2 
NK - -4 (F + e2) , 

We vinden dus: 

2 _ 1 2 e2 (j - h)2 _ a 2 V + e2) + c2 (j - h)2 
Z K - 4 a . + 4 (l + e2) - 4 (F + e2) 

Voor de slingerlengte vinden we dus: 

2 a 2 e2 + 2 a 2 F + 2 e2 h2 + 2 e2 F ~ 3 é h j 
~=V . 

(e2 + j 2) (a2 e2 + a 2 F + c2 h2 + e2 j 2 - 2 e2 h j) 

31.* We verdelen ' het viervlak door vlakken evenwijdig aan 
AB en CD in rechthoek~Gie platen. Is x de afstand van zulk een 
plaat tot AR dan zijn de aan AB evenwijdige zijden van de recht~ 

hoek gelijk aan a - x y2 en de beJde anden'! zijden aan xy2. Het 
traagheidsmoment van de plaat om AB is dus (als k de ruimte
dichtheid is): 

kx y2(a - x y2) (1/6 x 2 + x 2 )dx = 7/6 k(a x 3 y2 - 2 x 4 )dx, 

Daar de afstand van AB en CD gelijk is aan Yz a V2, vindt men 
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voor het traagheidsmoment van h<!t viervlak om AB: 

1/2 a '1/2 / _ 

7 J' 3 V - 4' d - 7 V 2 k 5 _ 7 2 hB = "6 k (a x 2 - 2 x) x - 480 a - 40 ma. 
o 

waarin m de massa van het viervlak is, Voor de sldngerlengte vindt 
7 

men ----== a, 
1Ov'2 \ • 

Ook kan men hE vinden door het viervlak door vlakken loodrecht 
op AB in driehoekige platen tI'! verdelen. Is y de afstand van zulk 
een plaat tot A en is y < Yz a, dan zijn de zijden van de driehoeki:Je 

plaat. die in een punt van AB samenkomen, gelijk aan y v'3. terwijl 
<Le: derde zijde gelijk 'is aan 2 y. De oppervlakte van de driehoekige 

plaat is dus y2 v'2, terwijl zijn traagheidsmoment om AB volgens 
7 gelijk is aan: 

Het traagheidsmoment van het viervlak om AB i'S dus: 

/2· 

1 -2 7 k V -2! 4d _7V2 k 5- 7 2 
AB - '"6' y y - 480 a - 40 ma. 

o 

32. ls Ä < 2 e. dan zijn er geen oplossingen. Is À = 2 e, dan zijn 
er twee oplossingen, nI. de punten P van r. die een afstand e tot Z 

hebben, Is Ä > 2 e, dan zijn er vier oplossing'en. nl. de punten P van 

r, die een afstand Yz'U -+- v'À2 - 4 e) tot Z hebben. 
I 

33. * Eerste mogelijkheid: Z is h<!t midden van Be. De punten A 
en C behoren dan als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar; D ligt 
zodanig op r) dat Z ook het midden van AD is. De waarde el van e 
voldoet aan el2 = Yz q (p + Yz q). . ' 

Twe<!de mogelijkheid: Z is het midden van AC. Nu behoren A 
en B als ophangpunt en sIingerpunt bij elkaar; D ligt zodanig op .r, 

dat Z het midden van BD is. De waarde e2 van e voldoet aan 
e/ = Y4(p2 - qZ). . 

Derde mogelijkheid: Z is het midden van AB. De punten A en C 
behoren als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar; Z is het midden 
van CD. De waarde e3 van e voldoet aan e32 = Yz p(Yz p + q). 

Men heeft e3 > el en e3 > ez, zoals men ziet aan ep,2 ' el2 + e/. 
Men heeft el = ez' als p = (1 + v'3) q is. 
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Opmerking. Uit: 

4(e22 - e/) = p2 - 2 pq - 2 q2 = 

= ip + (y3 - l)qHp - (y3 + 1 )qr 

ziet men, dat e2 > el of e2 < el is, al naar gelang.: 

p > (y3 + l)q of p < (y'.f + l)q 
is. 
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ EEN 
SA:MENGESTELDE SLINGER • 

.. 34. Men heeft: 

;. cp = _ g .sin qJ, Yz ;. cf>2 - g cos cp = Yz ;. w2 - g, 

;'-1 
Q = mg sin qJ + mI cp = mg -;.- sin cp, 

5 = mg cos qJ + mI cj;2 = ~g ~ (J. + 2l) cos cp - 21r + mI w 2
• 

Opmerking. I Q I is evenredig aan de afstand van Z tot de ver~ 
tkaal door 0, terwijl 5 des te kleiner is naarmate Z zich hoger be~ 
vindt. 

35. Men heeft nu Yz À cf>2 = g(cos qJ - cos a), dus: 

5 = ~g ~ (J. + 21) cos <p - 21 cos ar, 
terwijl Q is als in 34. 

"36. Nu is ;. = 4/3 1, dus volgens 34 en 35: 

Opmerking. Aan te raden is het vraagstuk ook rechtstr·eeks te 
behandelen, dus zonder zich op 34 en 35 te beroepen. 

37. Men hee~ ~g-sin cp, _ I cp = 3/2 g( 1 + cos cp), 
dus: 

Q = 1/4 mg sin qJ, 5 = 1/2 mg(3 + 5 cos cp), 

K2 = Q2 + 5 2 = 1/16 m2g2(9Cj cos2 qJ + 120 cos cp + 37) . 

= 1/176 m 2g 2 i (33 cos cp + 20)2 + 7r. 
Bijgevolg is K minimaal voor cos. <p = - 2°/33' De minimale waar~ 

de van Kis ! mg ~. 
38. Het traagheidsmom.ent van de staaf om een as dQOr M 
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loodrecht op het vlak van de cirkel is: 

1/3 m [2 + m U + r) 2 = I Is m ( 4 [? + 6 [r + 3 ( 2 ) . 

Uit L + P = constant volgt dus, als rp de uitwijkingshoek uit de 
evenwichtsstand is: 

lis ( 4 [2 + 6 [r + 3 r2) qj2 ---..:. g (l + r) cos rp = C. 

(4[2 + 6[r + 3r2 )<p + 3g(l + r)sin rp = O. 

Voor kleine slingeringen wordt dit: 

(41 2 + 61r+ 3 r 2 ),ip + 3 g{l + r)rp = 0, 

. / 4 f2 + 6ir + 3 r 2 

zodat de periode daarvan is 2 n 1 De slinger-, 3 g(l + r) 
4 [2 -+ 6 ir + 3 r 2 

lengte is 3(l + r) .- . 

Is a de amplitudo der slingeringen, dan is: 

(4 [2 + 61r + 3 ( 2 )cj;2 = 6 g(l + r) (cos rp - cos a). 

zodat de periode daarvan is: 

a 

4 1 / i [2 + 6 L r + 3 r 2 f dep 
. V 6 g (l + r) . V cos rp - cos a 

o 
______ I/p' 

1 Y 4 [2 + 6 [ r + 3 r2 J du 
= 4 V 3 g (l + r) VI - sin2 1/ 2 a sin2 u ' 

o 

waarbij sin Yz rp = sin Yz a sin u gesteld is. 

In A wordt op d·e staaf een kracht uitgeoefend, waarvan de com
ponent langs AM (positief gerekend naar M toe) door S en de 
component langs de raaklijn in A aan de -cirkel (positief gerekend 
in de zin der snelheid van A, als q; > 0 is) door Q wordt voorge
steld. Bovendien wordt Oop de staaf een koppel uitgeoefend, waarvan 
het moment ,u Igenoemd wordt. positief gerekend in dezelfde zin -als 
rp. Uit de beweging van het zwaartepunt Z volgt: 

S ([ ) 
. 0 [ 2 cos rp + 3 (l + r) 2 (3 cos rp - 2 coos a) 

= mg cos rp + m + r r = mg [2 + 3 (l + r) 2 ' 

. [2 

Q = mg sin rp + m(l + r)<p = mg [2 + 3(l + r)2 sin rp. 

58 



B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ EEN SLINGER. OPL. 

Uit de momentenstdlJng om Z volgt: 

,u = Ql + l/~ ml2 if;= - mg [2 + 3(1 + r)2 sin!p. 

Opmerkingenl. 1. De verbindi11igskrachten in A (Iu~t moment 
jt inbegrepen) hebben te zamen een moment 0 om M. Dit volgt on~ 
middellijk daaruit, dat die krachten te zamen geen invloed op het 
bewegingsmoment om M hebben (wegens de afwezigheid van wrij~ 
ving). Ook kan men tZejggen, dat het toestel op te vatten is als een 
s~me~gestelde slinger MAB, waarbij de massa van MA wordt ver· 
waarloosd; de verbindringskrachten in A zijn dan inwendig en 
hebben dus te zamen om M 'een moment 0 (daar hun reacti-es op de 
massaloze stang MA werken). Ook kan m.en het nog zo voorstellen, 
dat de verbindingskrachten in A te zamen geen arbeid verrichten 
(~eer wegens het ontbreken van wrijving), zodat men L + P = 
constant kan opschrijven. zonder met die verbindingskrachten reke~ 
ning te houden. Hetzelfde geldt dus voor de momentenstelling om 
bet vaste punt M (die een vergelijking oplevert, welke door ):e 
fluxioneren uit L + P = constant ontstaat). . 

Uit het moment 0 om A volgt ,u + Qr = O. dus f.l = - Qr. Dit 
voert nog iets sneUer tot de formule voor f.l. 

2. Men zou kunnen menen, dat uit het ontbreken vim wrijving 
volgt. dat de verbindingskracht in A een component 0 lanlgs de 
raaklijn in A aan de cirkel heeft (dus langs AM valt). Geeft men 
zich rekenschap van de aard der verbinding in A. dan blijkt dat dit 
niet het geval is. Het in hlet verlengde v~n MA vallen van de staaf 
k.an .niet worden afgedwongen door de staaf in één punt aan de 
cirkel te verbinden, daar anders Ig'een moment in A · kan worden op~ 
geleverd, dat de hoek MAR gestrekt houd·t. Is de staaf aan de cirkel 
gebonden in twee punten C en D, waarvan het afstand verwaar~ 
100sd wordt, dan krijgt men zeer grote (nagenoeg even grote) ver~ 
bindifiig'Skrachten in een D; deze vallen langs de stralen van C en 
D, de ene naar M toe. de andere van M af. De resultante dier ver~ 
bindingskrachten ,heeft een component loodrecht op AM en gaat 
niet door A, waardoor ze een moment om A krijgt (nader hierover 
in 39). 

3. Zonder L + P = constant te gebruiken, kan men het vraag~ 
stuk geheel oplossen met de beweging van en om, het zwaartepunt. 
dus met behulp van de vel'gelijkLngen: 

m(l + r)if;2 = S - mg cos!p. m(l + r)ij; = Q - mgsin!p. 
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1/3 mi2 cp = /-' -- Ql, /-' + Qr=O, 

waarvan de laatste uitdrukt, dat er geen wrijving is. 

, 39.* De vergelijkingen, die cp en fj;2 in ({J uitdrukken, zijn als in: 
38; hierin is cp weer d·e hoek, die MA met de naar beneden ge
richte verticaal door M maakt, met inachtneming van de positieve 
draaiz,in. Stem.t deze met CD overeen, dan maken MC en MD met 
de naar beneden gekeerde verticaal door M hoeken cp -- {3 (resp. 
cp + {3. De in C li!n D op de staaf uitgeoefende verbindingskachten 
vaIIen (wegens het ontbreken van wrijving) langs MC resp. MD. 
We noemen die krachten resp. U en V, positief gerekend naar M 
toe. De som der componenten van U en Vin de richting AM no~men 
we S. De som der componenten van Uen V in de richting' van de 
!aaklijn in A aan de cirkel (positief in de z.in der snelheid van A, als 
<p > 0 is) noeme~ we Q. De som! der momenten van U en Vom A 
(d.w.z. om een as door A loodrecht op het vlak van de cirkel) 
noemen we /-" positief gerekend in dezelfde zin als cp. Men heeft 
dan: 

S = (U + V) cos {3, Q = (U -- V) sin (3, 

/-' = r(V - U) sin}. 

Hieruit volgt: 

U= S Q 
2 cos {3 + 2 sin {3 , 

S Q 
V = 7cos {3 - 2 sin (3 . 

De vergelijking .u = r( V -- U) sin {3 (die tot /-' + Qr = 0 voert. 
hetgeen uitdrukt, dat er geen wrijving iS) behoeft niet te worden ge
bruikt. De 'g'rootheden SJ Q en /-' zijn dezelfde als die van 38. Vol
gens h.et daar gevon~ene heeft men dus: 

U = m [2 sin ({3 + cp) + 3(1 + r)2(3 cos cp -- 2 cos a) sin {J • 
9" 2 (4- [2 + 6 Ir + 3 r2) sin {3 cos {3 

V = m [2 sin ({3 -- cp) + 3(1 + r)2(3 cos cp -- 2 cos a) sin {J • 
g 2 (4- [2 + 6 Ir + 3 r2 ) sin {3 cos {3 

Opmerkingen. 1. Is {3 klein en I sin cp I niet klein, dan heeft . 
men bij benadering: 

u _ mg 12 sin cp 
- 2 ( 4- 12 + 6 [ r + 3 r2) {3 , 

_ mg[2 sin cp 
V - ~ 2 ( 4- 12 + 6 1 r + 3 r2) {J • 

In dat geval zijn U en V in absolutie waarde groot en nagenoeg ' 
tegengesteld. 
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2. Men kan zich de verbindinJ tussen de stang AB en de cirkel 
ook aldus voorstellen. De cirkel wordt gedacht als een gladde ijzer~ 

,draad. In A is aan de stang een dun buisje bevest~gd, waarvan de 

massa verwaarloosd wordt. De hartlijn van dit buisje ,is gebogen 
volgens een cirkelboog, waarvan de straal r en de middelpunts~ 

hoek 2 IJ is . Het punt A bevindt zkh in het midden van die cirkel
boog, terwijl AB lan!:Js het verlenJde van de door A gaande straal 
van de cirkelboog 'valt; AB staat dus loodrecht op cl;: hartlijn van 

"het buisje. De cirkelvormige ijzerdraad loopt door het buisje (dat 
daar langs kan glijden) . Daardoor moet A op de cirkel blijven en 
valt AB in het verlengde van de straal. Daar (als f3 klein is) U en V ' 
jn de me'este standen van de staaf tegengesteld teken hebben, steunt 
bet buisje meest<;ll met het ene uiteinde tegen de binnenkant van 

, de ijzerdraad en met het andere uiteinde teJen de buitenkant. 

*40. Is q; de hoek, die AB met de naar beneden gerichte verticaal 
door A maakt, dan is: 

1 (p = 3/2 g cos cp . 

Zij SIlJ de langs CA vallende component van de op CB werken
de kracht, positief gerekend naar A toe. Zij Q", de component van 
we kracht loodrecht op AB, positief in de zin der snelheid van B 
als CP ' > 0 is, en zij ,u", het moment van het op BC uitgeoefende 
koppel, positief in dezelfde Zin als waarin cp positief gerekend wordt. 

21 - x 
De massa van h et deel BC van de staaf is 2 -1 - m. Het traag-

heidsmoment van BC om een as door het zwaartepunt Z ", van BC 
(21-x} 3 

loodrecht op BC is --2rr- m. De afstand AZ.r is Y2 (2 I + x). 

Men heeft dus: 

21-x 
21 

m 
21+x 

2 
21-x 

<p = Q", - - -2/- mg sin cp , 

21-x ---zz- m 
21+x 21-x 

2 q;2 = Sx- 21 

I (21-x)3 
2il 

Hieruit volgt: 

mg cos cp, 

(2 1 - x) (2 1 - - 3 x) . 
Qx = 16[2 mgslOcp, 
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S 
(21-- x) (10 1+ 3 x) 

x = 8 [2 m g cos rp. 
x (2/- x)2 . 

/hx = - ~L-2- mg sm rp. 

Een contröle hierop is, dat men voor x = 0 vindt: 

Qo = 1/4 mg sin fP. So= 5/2 mg cos fP, /ho = 0 

(zie 36); ,uo = 0> betekent; dat in A op de staaf AB geen koppel 
wordt uitgeoefend, hetgeen te voorzüen was. 

41. * De krachtcomponent Sa> langs de staaf is steeds positief 
(0 voor x = 2t), dus een tr.ekspanning. Voor 'S" kan men schrijven: 

20 [2 - -4 I x - 3 x 2 

S x = 8 12 mg cos rp • 

zodat S,. afneemt van 5/2 mg cos fP tot O. als x toeneemt van 0 tot 21. 
Men heeeft de grootste spanning. als de staaf de verticale stand 
passeert (fP = 0) en men x = 0 neemt (spanning bij A). 

Voor de krachtcompon:nt Q,. (dwarskracht) kan men schrijven: 

(3 x - 4 1)2 - -4 [2 . 
Qx = ' . 48 [2 mg sm rp. , 

Zonckr beperking kunnen we sin fP > 0 onderstellen. Neemt x 
toe van 0 tot 4/3 Z. dan neemt Q", af van 1/4 mg sin rp tot 
- 1/12 mg sin rp (voor x = 2/31 de waarde 0 passerend). Neemt x 
verder toe van 4/31 tot 21, dan neemt Q", toe van - 1/12 mg sin rp 
tot O. In absolute waarde is de, dwarskracht het grootst voor x = O. 
De grootste dwarskracht krijgt men in A bij een uiterste stand 
(rp=Yzn). 

Is sin qJ > 0, dan is het moment ,ux < O. Neemt x toe van 0 tot 
2/3 1, dan neemt I /h,. I toe van 0 tot 2/27 mg I sin rp. om vervolgens tot 
o af te nemen, als x toeneemt van 2/3 [ tot 21. De 'g rafiek van ,Ua> als 
functie van x (die voor x = 2/31 een raaklijn evenwijdig aan de 
x~as heeft) heeft voor x = 4/31 een buigpunt. en raakt voor x = 21 
aan de x~as. 

42. Het traagheidsmoment van het lichaam om a is 17/
3 

m [2. De 
afstand van A tot het (op AB gelegen) zwaartepunt van het lichaam 
is 3121. Men heeft dus: 

17 I cp = 18 g cos rp. 17 I ·ij;. = - 9 g sin rp, 

waarin fP de uitwijkingshoek uit de stabiele evenwichtsstand is. De 
krachtcomponenten S en Q, langs het verlengde van BA resp. lood~ 
reent op BA (positief in de zin van toenemende fP). zijn: 

t / . 
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. 88 
S = 2 mg cos cp + 3 ml if.;2 = 17 mg cos cp, 

Q = 2 mg sin cp + 3 mi ip = 1
7
7 mg sin cp. 

, 
Is S' de langs BA vallende component van de in B op AB uitge~ 

oefende kracht, positJief van B naar A, 'en Q' d·e langs CD vallende 
component van die kracht, positief 'in de zin der snelheid van Bals 
<p >0 is, dan is: 

S + S' - mg cos cp = ml cp, Q + Q' - mg sin cp = ml ip, 

dus S' = - 53 mg !Cos cp, Q' = ~ mg sin cp Het in B op AB uit~ 
17 17' . 

geoefende moment ,u' (pos~tief in de zin van cp) wordt gevonden uit: 

ft' - Ql + Q'l = 1/3 ml2 ij, 

3 
zodat u' = - mgl sin mis. 

'17 'r 

SneUer vindt men S', Q' en ,u' door de krachtcomponenten S" en 
Q" en het moment ,u" te berekenen in B door de stang AB op de 
stang CD uitgeoefend. Uit de beweging van CD volgt nl.: 

S" . 2 " 36 - mB cos cp = ml cp] = 17 mg cos cp, 

Q" . 2 i " 18 . - mg sm cp = m (p = - 17 mg sm cp, 

" 1 l? ,. 3 l' ,u =3m-CP=-ï7 mg sm CP. 

Men heeft verder te bedenken, dat S' = - S" , Q' = .....:..... Q" en 
u' = - ft" is , \ . 

43. Zij cp de uitwijkingshoek uit de stabiele evenwichtsstand, 
positief in de zin der draaiing, van GA naar GD. Dan is: 

5 1 g;2 = 4 g cos cp, 5 1 ij; . - 2 g sin cp. 
De component van de versnelling van het zwaartepunt van AB I 

in de richting' BC (positief van B naar C) ~s 1(1;2 + ij;), de compo~ 
nent in de richting AB (positief van A naar B) is l(fP - ij;). Voor 
de staa.f AB geldt dus: 

Ql - mg sin cp = ml (g;,}. + ip) = 2/5 mg(2 cos cp - sin cp), 

P 1 - mg cos cp = ml(q.;2 - if) = 2/5 mg(2 cos cp + sin cp), 

,u1 - Q1 l = 1(3 ml2 if = - 2/ 15 mgl sin cp . • 
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Hieruit vindt men: 

Q1 = 1/5 mg(4 cos ([J +3 sin cp), 

PI = 1/5 m'iJ(9 cos ([J + 2 sin cp), 

f1.1 = 1/15 mgl(12 cos cp + 7 sin cp). 

Voor de staaf CD geldt: 

Q2 - mf{sin cp = m/(ip - g;2)= - 2!" mg(sin cp + 2 cos([J). 

P 2 - mg cos cp = ml(ip + ep2)= 2/5 mg(- sin cp + 2 cos cp), 
Q 1 - 1/ 12 " - 2/ I' f1.2 - 2 - 3 m cp - - 15 mg sm ([J. 

Hieruit vindt men: 

Q2 = 1/5 mg(3 sin ([J - 4 cos cp), 

P 2 = 1/5 mg (9 cos ([J - 2 sin cp), 

f1.2 = 1/15 mg/(7 sin ([J - 12 cos cp). 

Zoals te voorzien was, ontstaan Q2' P2 en ,u2 resp. uit Q1' P1 en f1.1 

door .Q1 te vervangen door - Q2' PI door Pz' ,UI door - f1.z en cp 
door - cp. 

44. De staaf beweegt zich als een samengestelde slinger met M 
als ophangpunt. Het traagheidsmoment van de staaf om Mis: 

l/S m(l2 + 3a2 ) = 1/3 m(r2 + 2a2), 

waarin a de afstand van M tot het zwaartepunt Z van de staaf is. 
Zij ([J de hoek, die MZ met de naar beneden gekeerde verticaal door 
M :maakt, positief gerekend in de tin der draaJing van MA naar 
MB . Men heeft: 

(r2 + 2 a2 )rj:2 = 6 ga cos cp, (r2 + 2 a2 )ip = - 3 ga sin cp, 

(N
1 
+ N., )~-mgcos cp= ma .p, 

- r 

(NI ~N2) ~ -mgsin cr = ma ip. 
. r 

Hieruit volgt: 

a(r2 + 2 a 2
) (NI + N 2 ) = mgr(r2 + 8 a 2

) cos cp, 
(r2 + 2 a 2 ) (Nt - N 2 ) = mgd sin cp, 

dus (daar r 2 ;:= a 2 + 12 iS) : 

N 
(9 a 2 + [2) cos cp + a [sin cp 

1= mgr 2 a (3 a 2 + [2) , 

(9 a 2 + [2) cos cp - a 1 sin cp 
N 2 = m g r 2 a (3 a 2 + [2) 
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45. Daar N 1 en N 2 verwisselen, als men cp door - cp vervangt 
(iets, dat ook zonder berekening is in te z.ien). kunnen we ons be~ 
perken tot waarden van cp, die aan ° < cp < Yz 11, voldoen. Dan is 
N 1 > ° (dus naar M toe gericht). Neemt cp af van Yz 11, tot 0, dan 

N d . d mgrl d" neemt 2 toe van e neg'abeve waar e 2 (3 a 2 + [2) tot e pOSl~ 

mgr(9 a 2 + i::;) ' 
tieve waarde 2 a (3 a2 + [2) . De kracht N 2 passeert de waarde 0, 

als cp = Yz 11, - Y is, waarin y de. scherpe hoek is, die aan: 

tg r = 9a2a~p ? 
voldoet; hierin is y een vrij kleine hoek, daar tg y < 1(6 is (tg y = 1/13, 
als [ = 3 a 'Is) . 

Voor N 1 en N 2 kan men schrijven: 

N = m 9 rl cos (cp - r) , N = mgd cos (cp + r). 
1 2 (3 a2 + [2) sin r 2 2 (3 a2 + [2) sin r 

In absolute waarde is N 2 het grootst voor cp = O. Neemt cp af van 
1 mgrl Yz 11, tot y, dan neemt N 1 toe van 2(3a2 + [2) tot: 

m 9 rl m 9 r V(9 2 + [2)2 + 2 [2 
2 (3 a 2 + [2) sin r - 2 a (3 a 2 + [2) a a • 

Neemt cp verder af van y tot 0, dan neemt Nt af tot: 

9 a 2 + [2 

mgl' 2 a(3a2 + [2)' 

Voor cp , )1; 11, is N 1 het kleinst en voor cp = y het grootst. 

46. Nu is (r2 + 2 a2) tj>2 = 6 ga (cos cp - cos f3), waardoor men 
vindt: 

a(r2 + 2a2 )(N1 + N 2 ) = mgri (r2 + 8a2 )cos cp - 6a2 cos ~r. 

N 
. (9 a2 + [2) cos cp - 6 a2 cos,8 + a 1 sin cp 

1 = m 9 r 2 a (3 a 2 + [2) • 

N 
(9 a 2 + 12) cos cp - 6 a2 cos f3 - a 1 sin cp 

2 = m 9 r .2 a (3 a2 + [2) • 

Neemt cp af van {J tot 0, dan blij ft N 1 steeds positief, terwijl N 2 

toeneemt van: 

(3 a2 + [2) cos {J - a[ sin f3 9 8 2 + [2 - 6 a2 cos (J 
mgr 2 a(3 a2 + 12) tot mgr . 2 a(3 a 2 + 12) 

Vraagstukken Theoretische Mechanica H. 
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3 a 2 + l2 
Bij.gevolg is N 2 steeds positief, als tg f3 < al is, dus als 

3 aZ + lZ f3 < <5 is, waarJn <5 de scherpe hoek is, die aan tg <5 = I vol~ 
, a 

doet; tg <5 'is minstens 2 v'3( tg <5 = 2 v'3 voor [= a v'3. dus 
a = !1 r). 

47. ' We onderstellen, 'dat A lager ligt dan B. Voor evenwicht is 
nodig en voldoende, dat de som der componenten van de krachten 
in de richting AB gelijk aan 0 is, evenals de som der componenten 
van de krachten in een richting- loodrecht op AB en de som der 
momenten om. een of ander punt, waarVOOr we M nemen. Is de staaf 
op het punt uit te glijden in de zin der draaiing van MB naár MA, 
dan vallen de wrijvingskrachten [NI en [N 2 (waarbij NI en N:! 
positief ondersteld worden, dus naar M toe) 'in de zin d·er draaiing 
van MA naar MB. Dit geeft de vergelijkingen (zie voor de 
nota tie 44): 

(NI + N~ ) : + t(- N J + N 2 ) ~ - mg cos cp == 0, 

(NI - N 2 ) ~ + f(N I + N2)~ - mg s'in <p = 0, 
r r 

[(NI + N 2)r - mga sin cp = 0. 

Hieruit vindt men: 

(1 + [2) (NI + N 2 )a = mgr(cos cp + [sin cp), 

(1 + [2) (NI - N z )[ = : mgr(sin 'fJJ - [cos cp). 

Eliminatie van NI + N 2 geeft: 

(a2 _l2f2)tg cp = r,2 f. 

Uit :het gegevene volgt, dat t < ; is, zodat men een positieve 

waarde van tg <p, dus een scherpe hoek cp vindt. Neemt men cp 
groter, dan wordt het evenwicht verbroken. Voor de gevonden 
waarde van cp geldt: 

N N _mga. 
1 + 2 - ~ Sin cp, 

Hieruit vindt men: 

_ a + Ir . 
Nl-mg~SID cp, 
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We'g'ens It < a vindt men positieve waarden van ' NI en N 2 , zo~ 
dat bij de wrijvingskrachten de tekens op juiste wijze genomen zijn, 

48. De rechten, langs welke de totale drukken in A en B vallen, 
vindt men uit AM resp. BM door een hoek a Olm A resp. B te 

• draaien in de zin der draaiing van MB naar" MA. Is S het snijpunt 
der werklijnen van de totale drukken, dan is van driehoek ABS 
bekend.: 

AB = 21J !... BAS = 8~a, !... SBA = 8 + a. 

Men kan dus een driehoek A'B'S' construeren, die met driehoek 
ABS congruent is. We doen dit door op de .cirkel ,de punten A' eri 
B' zû aan te nemen, dat A'B'= 21 is. Door MA' en MB' een hoek 
(J. Olm A' resp Bf te draaien, vindt men de rechten A'S' en, B'S', 
Vervûlgens verbinden we S' met het midden Z( van ·A'B'. Wè 
draqien nu de fig.u~r zodélni9 Olm M, dat Z' v,erticaal ûnder S' komt 
(daar de evenwichtsvûorwaarde luidt, dat de beide totale drukk~~ 
en het gewicht door één punt gaan). Kûmt A' daarbij . in A, en B' 
~n B, dan' is AB de stand van de staaf, waarbij\ deze op het punt is 
uit te glijden. 

49. * De n'Oek cp wordt daaruit gevOInden, dat: 

i.... BZS = 90° ~ cp . , ' 

is. Men heeft dus (met de nûtatie van 47 en 48): 

cos cp _sin!... ZSB sin(900 + cp - 8 - a) _ .cos (-cP - () - cr) 
ES I l' .z 

BS 21 21 21 
sin (8- cr) sin!... ASB - sin( 180° - 28) sin ' 28 ' 

Door vermenigvuldiging vindt men hieruit: 

cos cp sin 2 8 = 2 cos (cp - 8 ~ a)sin(8 - cr) 

= sin (cp ~ 2 a) + sin (2 8 - cp), 

dus sin (cp - 2 cr'} = sin cp cos 2 8,dus: 
sin 2 a sin a cos a 

tg cp = ~os 2 a - cos 2 (J = cos2 a - cos2 (J' 

Wegens cos () -:- ~ en tg a = f wordt dit: _ 
r 

, r 2 f . _ r 2 f ' 
tg cp = r2 _ [2 (rz + 1) - a 2 -: [2 f2' 
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"50. We kunnen de b~ide lichamen als materiële punten be~ 
handelen:, als hun zwaartepunten zich in de beginstand bevinden in 
de verlengden der koorden, waaraan de lichamen zijn opgehangen. 
Die zwaartepunten bewegen zich dan langs verticale rechten en de 
afmetingen der lichamen spelen geen rol. 

Als coördinaat voeren we in de daling x van het lichaam M 
(tevens . de stijging van het lichaam m). De hoeksnelheid· van de 

katrol is ~ . Is S de spanning in het deel van het koord, waaraan 

M hangt, en s d·e spanning in het deel, waaraan m hangt, dan is: 
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Mg-S=Mx, 

Hieruit volgt: 

s - mg ',- mx, 
x 

(S - s)R = I R' 

_ (M - m) R2 

x = g (M + m) R2 + I' 
2 mR2 + I 

S=Mg (M+m)R2+I' 

2MR2+1 
s= mg (M+m)R2+I" 

Iets sneller vindt men de constante versnelling x met: 

. L + P = Lo + P Ö' 

Dit geeft: 

Yz(M + m)xZ + Yz I (~ r = (M - m)gx. 

Door te fluxioneren en door x te delen, vindt men: 

I 
(M + m + R2 )x = (M - m)g. 

5t. Nu is 1= Yz m' R2, dus: 

, M-m 
x=2g2M+2m+m" 

, 4 m+ m' 
S=Mg 2M + 2m+m" 

4M+m' 
s=mg 

2M + 2 m+ m" 
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Uit m < M volgt, dat S < S . is, zodat blijkens het gegevene 
S = 2s is, dus: 

Mm' = 4Mm + 2mm'. 

Uit X = Yz g volgt: 

6m+m'=2M. 

Eliminatie van M voert tot m'2 + 2 mm' - 24 m2 = O. Hieruit 
volgt: 

m' = 6 m, M = 6 m . 

.. 52. Volgens 50 zijn de spanningen S en S in de deleh van het 
koord, waaraan de Hchamen' presp. q hangen (daar de opgehangen 
katrol zich niet beweegt): 

2. q R2 + i 
S=pg (p+q)R2+ i' 

2.pR2 + i 
s=qg 

(p + q) R2 + ( 
In het deel van het koord, waaraan de katrol hangt, is de 

spanning: 

~ -4 p q R2 + (p + q) i l 
S + s + m g = g ( (p + q) R2 + i + m ~ . 

In het andere deel van dit koord is de spanning Mg. Daar beide 
spanningen gelijk zijn, heeft men: 

M = 4 P q R2 + (p + q) i + m. 
(p + q) R2 + i 

De straal en het traagheidsmoment van de ni~t draaiende vast~ 
katrol zijn onverschillig. 

53. Als coördinaten voeren we in de lengtevermeerdering x van 
dat deel van het tweede koord, waaraan het lichaam p hangt, en 
de lengteverm.eerdering y van h·et deer van het eerste koord, waar~ 
aan het lichaam M hangt; gaat dit lichaam naar boven, dan is yals 
negatief te beschouwen. De versnellingen der lichamen PJ q, m en 
M, positief gerekend' naar beneden, zijn resp. x - ij, - x - ij, 
- ij en ij. Door voor de lichamen p, q, M en de opgehangen katrol 
een vergelijking dn verticale richting toe te passen en bovendien de 
momentenstelling Voor ieder der beide katrollen, vindt 'men, als de 
spanningen in de koorden, waaraan de lichamen p, q, M en de opge~ 
hangen katrol hangen, resp. SI' S2' S en s zijn~ 

p ('X - ij) = Pfj - SI' Mij = Mg - SJ 
- q(x + ij) = qg - S2' -mij = mg + SI + S2 - S, 

Yz mx = St -S2' Yz mij = S-s. 
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Eliminatie 'van S en S uit de drie vergelijkingen rechts geeft: I 

(!VI + 3/2 m)jj = (M - m)g - s, - S2' 

Verder voert eliminatie 'van Si en S 2 (oplossen uü de eerste twee 
vergelijkingen Fnks enz.) tot: 

(p+q+Yzm)x+ (q-p)jj= (p-q)g, 

(q-p)x+ (p+q+M+3/2m)jj= (M-m-p-q)g. 

Hieruit x en jj oplossend, vindt men: 

., 2 (p - q) (4 M + m) 
x = g 4(p+q) (M+2m)+ Iqpq+m(2M+3m)' 

"-2 (p+q) (2M-3 m)-8pq+m(M- m) 
IJ - g 4 (p + ,q) (M + 2 m) + 16 P q + m (2 M + 3 m)' 

Opmerking. Voor de verschillende spanningen vindt men: 

_ (4 M + m) (4 q + m) 
SI -pg 4(p+q) (M+2m) + 16pq+m(2M+3m)" 

_ (4M+m) (4p+m) 
S2 - q g ,4 ~p + q) (M + 2 m) + 16 pq + m (2 M + 3 m) , 

S-M 32pq+ 14m(p+q)+5m2 
., 

- g 4 (p + q) (M + 2 m) + 16 p q + m (2 M + 3 m)' 

_ 8pq+3m(p+q)+m2 

S - (4 M + m) g 4 (p + q) (M + 2, m) + 1,6 pq + m (2 iV + 3 ~r 
54.... Dezelfde notatie als in 53, maar nu is S == s. Men krijgt de 

vergelijkingen: 

p(x-jj) =pg-sl' -mjj=mg+s1 + s2-S, 

- q(x + jj) = qg - 5 2 , Yz m.f: = 51 - 5 2 , 

(p + q + m) jj , '(p + q + m) g - S. 

"Eliminatie van S voert tot : 

" (p + q + 2m)jj = (p + q)g- S, -52" 

,waarna eliminatie van Si en 5
2 

tot: 

(p+q+Yzm)x+ (q-p)jj= (p-q)g, 
(q - p)~ + 2(p + q + m)jj = 0 

voert. Door oplossing van x en jj vindt men: 

" 
x = 2 (p - q) (p + q + m) 

g p2 + q2 + 6 pq + 3 m (p + q) + m2
' 
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, )2 " (p -- q 
IJ = g p2 + q2 + 6 pq + 3 m (p + q) + m 2' , 

Daar ij > 0 is, heeft het licha~m M een benedenwaarts: gerichte 
versnelling. De versnelling van pis: 

.. "_ (p'-q) (p+3q+2m) , 
x - Ij - g p2 + q2 + 6 p q + 3 m (p + q) + m2 ' " 

Daar (blijkens p > q) x - ij > ij is, gaat p s~ellet naar beneden 
dan M. De versnelling .van q is, blijkens het voorg~and~, naar boven 
gericht en in absolute waarde groter dan de' versnelling van p. 
Dit wordt daardoor bevestigd, dat de versnelling van q, positief 
gerekend naar beneden, gelijk is a;:m: 

55. * De. versnelling van h~t gemeenschappelijke zwaartepunt .der 
lichamen p, q en p + q + m js (blijkens 54) gelijk aan: 

.p (x - ij) - q (,i' + ij) - mij g (p _ q)2 

P + q + m p2 + q2 + 6pq+ 3m(p+q)+m2' 
• I 

dus ,aan de versnelling ij van p + q + m. De gelijkheid van beide 
versnellingen is trouwens niets anders dan de in 54 gevonden', ver~ 

gelijking: 

,( q - p) x + 2 (p + q + m) ij = O. 

De gelijk'h.eid van beide versnellingen beredeneert men aldus. Het 
stelsel der Mchamen p, q en m hedt dezelfde massa als het lichaam 
p + q + m. Ook de daarop werkende zwaartekrac,hten (gewichten) 
zijn bij beide stelsels dezelfde .. De enige verdere daarop werkende 
uitwendige kmchten zijn de spanning~n in de beic~e delen van het 
koord, dat over de vaste katrol loopt. Beide spanningen zijn gelijk, 
als het traagheidsmoment van de vaste katrol Vizrwaarloosd' wordt. 
De vectorsommen der op beide stelsels werkende uitwendige krach~ 
ten zijn dus gelijk (onversChillig welk traagheidsmoment de opge~ 
hangen katrol heeft), zodat de versnellingen der zwaartepunten van 
beide stelsels dezelfde zijn. Daar de levende kracht toene.emt, 'dus de 
potentiële energie afneemt, zijn de gelijke versnellingen naar, be~ 
neden gerkht. Daar cie bewegende katrol met' dezelfde versnelling 
naar boven gaat, gaat het lichaam p met een grotere versnelling naar 
beneden en 'q met een nog grotere versnelling naar boven, 
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56. De stand van de toestel is bepaald door één coördinaat. 
Daarvoor nemen we de verplaatsing x van de losse katrol, positief 
gerekend naar beneden. De verplaatsing van het lichaam m is dan 
2 x, positief gerekend naar boven. De spanning in het deel van het 
koord, waaraan het lichaam m hangt, noemen we s, de spanning in 
het deel tussen vaste en losse katrol noemen we SI en de spanning 
in het deel van het koord, dat aan de balk bevestigd is, noemen we 

. 2x 
S2' Men vindt (daar R de hoekversnelling van de vaste katrol en 

~ die van de losse katrol is): 

2mx=s-mg, 
21 
R2 X =SI-S, 

Hieruit vindt men: 

.. R2 M-2m 
x = g (M + -4 m) R2 + -4 I + i . 

Sneller geraakt ~en tot dit resultaat uit: 

P = g (M - 2 m) x. 

Opmerkingen. Voor de spanningen vindt men: 

3 MR2 + -4l + i 
s=mg (M + 4m)R2 + '4l + i' 

3 mMR.2 + 2Ml + mi 
SI = g (M + 4 m)R2 + 41 + i ' 

3 mMR2 + 2Ml + Mi -mi 
S2=g (M+4m)Rz+4l+i 

57. Is a de versnelling van de aap en S de spanning van het 
koord, dari is: 

ma=mg-S, 0= Mg-S. 

Hieruit volgt a = g m - M. De aap moet dus' naar boven ~f naar 
m 

beneden klimmen, al naar gelang m < Mof m > Mis. 

58. * Is x de verplaatsing van M, positief gerekend naar be~ 
neden, S de spanning in het deel van het koord, waaraan het lichaam 
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M hangt, en S de spanning in het deel, waaraan de aap hangt, 
dan is: 

Mg - S = Mx, mg - S = m{a - x) , (S - S)R2 = Ix. 

Hieruit vindt men: 

.. ~ (M - m) g + ma 
x = R- (M + m)R:.: + I ' 

(2 mR~ + l)g - maR? 
S = M (M + m )R<;; + I . 

(2 MR2 + l)g - a(MR2 + l) 
S = m (M + m) Rz + I ' 

59. * Voor · m = M en I = 0 gaat de in 58 voor x gevonden 
waarde over in x = Yz a. Bijgevolg is oa - x = x, zodat aap en 
lichaam. dezelfde vetsneHing hebben. Zonder berekening blijkt dit 
aldus. Wegens I = 0 zijn de spanningen in beide delen van het 
koord dezelfde, zodat aap en hchaam dezelfde versnelling; krijgen. 
Of de versnelling van de aap constant of veranderiijk is, is onv.ex
schillig. 

60. * Zij y de daling van het lichaam 2 m + p, (y negatief in 
geval van stijging) en x de lengtevermeerdering van het d·eel van het 
tweede koord waaraan h.et lichaam m hangt (x negatief in geval 
van lengtever,rnindering) . Zij S de spanning in beide delen van het 
eerste koord, SI de spanning in het deel van het tweede koord, waar
aan d~ aap 'hangt, en S2 de spanning in het andere deel van het 
koord. Dan is: 

(2 m + p,)g - S = (2 m + ,u) y , mg- S2 = m(x - y), 

p, g + SI + S 2 - S = - ,u y, mg - SI = m(a - x - y), 
R2(S2 - SI) = ix . 

. Hierui.t vindt men: 

2 mg - S l - S 2 = 2(m + p,)y, 2 mg - S I - S 2 = m(a - 2 ij), 

SI-S2 = m(2 x- a), 

.. ma 
g='2l2m+tt)' 

.. mR2 a 
x = 2mR2+i" 

De versnellingen van het lichaam mo en van de aap, positief ge
, rekend naar beneden, zijn resp .: 

2(m + p,)R2 - i 
x-y=ma -::-7-=--~~"":""":'-:'---==-----'-

2(2 m + p,) (2 mR2 + i) , 
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2 m (m + f1) R2 + (3 m + 2 ,u) i 
a - jé - ij = a 2 (2 m + ft) (2 mR2 + i) 

61. * De versnelling van h·et genoemde gemeenschappelijke 
zwaartepunt is volgens het in 60 gevondene: 

m (jé - ij) + m (a - jé - ij) - f1 ij _ 

2 m + f1 

ma .. ma .. 
= 2 m + f1 - I) = 2 (2 m + p.) = 1), 

f 

Degelijkheid van beide versnellingen volgt ook onmiddellijk 
daaruit, dat beûde stelsels gelijke massa's hebben en daarop gelijke 
uitwendige krachten (gewiLChten en spanningen 5) werken. 

Opmerking. Wordt ook het traagheidsmoment van de bewegende 
katrol verwaarloosd (i = 0), dan zijn ook de versnellingen van het 

lichaam m en van de aap. gelijk, nl. a 2 (; + ,u )' Ook zonder be~ 
m.+f1 I 

rekening blijkt dit daaruit, dat nu 5 1 = 5 2 is. Wordt bovendien de 
massa van de bewegende katrol verwaarloosd (f1= 0), dan worden de 
versnellingen van de beide lichamen en van de aap dezelfde, nl. Y-4 a; 
bevinden de twee lichamen en de aap zich aanvankelijk op dezelfde 
hoogte, dan blijven ze dus onderling op dezelfde hoogte. Ook dit is 
zonder berekening in te zien 

Kartrol1en~vraagstukken met wrijving. 

62. Zijn 5 en 5 de spanningen in de delen van het koord, waar
aan de lichamen M l'Iesp. m hangen, dan is de (verticaal naar boven 
gerichte) totale druk, die de tappan op de as uitoefent, gelijk aan 
5 + 5 + ft g. Deze druk maakt met de straal van het raakpunt Van 
tappan en as een hoek {J, die 1J.oogstens gelijk is aan de wrijvings~ 
hoek çc. Ingeval van evenwicht is 5 = Mg en 5 = mg. De 'momen~ 
tenstelling om het zwaartepunt Z van de:katrol (d.w.z. om een as 
door Z loodrecht op het vlak van de katrol) levert: 

5R - sR - (5 + s + f1 g)r sin {J = 0, 

dus (wegens 5 = Mg en s = mg): 

M(R - r sin fJ) = m(R + r sin (J) + f1 r sin {J. 

Tot ·deze vergelijking geraakt men ook door de momentenstelling 
. op het raakpunt van tappan en as toe te passen. Dit levert nl.: 
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5(R - r sin fJ) - s(R + r sin fJ) - mgr sin fJ = O. 

W egens ~ < Cl: vindt men: 

(M - m)R = (M + m + fl)r sin fJ < (M + m + ,u)r sin 0:, 

dus: 

M < m (R + r sin a) + f.l r sin a 
R - rsin a 

S+s+J.lg 

s 

s 

s ' s 

m 

mg 

Mg 

63. De hoe~ fJ van 6'2 is nu gelljk aan d~' wrijvingshoek Cl. Het 
raakpunt van tappan en as ligt aan dezelfde kant van het zwaarte~ 
punt Z van de katrol als het koord, waaraan h"t lichaam M ~a,ngt. 

Met de ~~tatie '~an 62 heeft men, als x de daling van het lichaam M 
is (de momentenstelling op Z toepassend): 

. , ' 

'Mg - 5 = Mx, mg - s = - mx; 

'(5 - S)R2 - (5 + s + ,u g)Rr sin 0: = Ix. 
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Hieruit vindt men: 
~ 

.. _ R (M - m)R - (M + m + ,u)r sin cr 
x-g 1+ (M + m)R':. - (M - m)Rrsin cr' 

S _ M 1+ 2 mR':. + (2 m + ,u)Rr sin cr 
- g"/ + (M + m) R z - (M - m) Rr sin cr • 

1+ 2 MR::' - (2 M + ,u)Rr sin cr 
s = mg I + (M + m) R 2 _ (M - m) R~ sin cr . 

Naar behoren gaan de uitdrukkingen voor S en s in elkaar over 
door M en m te verwisselen en cr door - cr te vervangen. De ver
snelling x valt positief UJit, als: 

M 
m (R + r sin a) + ,u r sin a 

> R - rsin a . 

is, dus als M groter is dan de grens. die we in 62 als boven3rens 
voor geval van evenwicht gevonden 'hebben. Tevens is dan s > O. 

64. * De totale druk in het raakpunt van tappan en as is vol
gens 63: 

S I (M + m + ,u) + 4 NI mR2 + ,u (M + m) R2 
+ s + ,ug = 9 1+ (M + m)R2 _ (M - m)Rr sin cr 

De wrijving is dus : 

w = I(M + m +,u) + 4 MmR2 + ,u(M + m)R2 sin a. 
9 1+ (M + m)R2 - (M - m)Rr sin cr 

De draaiingshoek van de katrol is ~ .. dus de bij de wrijving be

horende afgelegde weg r ~ . De door d~ wrijving verrichte arbeid 

is dus: 

Hiertoe geraakt men ook uit de (negatieve) vermeerdering, van 
L + P. De door de wrijving verrichte arbeid is L + P, als men P 
in de beginstand 0 noemt. Stellen we d e- constante waarde van x 
door a voor, dan volgt uit x = a, in verband met x = 0 voor x = 0, 
dat Y2 x2 = ax is. Men heeft dus: 

76 



C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN. OPL. 

. - XZ 

L + P = Y2.(M + m)xZ + Yz I R2 - Mgx + mgx = 

= ~~ ~ (MR2 +mr2 + 1)a + (m ~ M) R2g~ = 

__ grx I(M+m+~)+4MmR?+I1(M+m)R2 sina. 
- R' 1+ (M + m) R2 - (M - m) R r sin a 

65. * De hoek, die de straal van het raakpunt van as en ring met 
de verticaal maakt, noemen we bij de vaste katrol. f3 en bij de loss'e 
katrol y, positief , ,gerekend naar de kant' van het koord, waaraan 
het lichaam m hangt. De spanningen noemen we als in 56. In geval 
van evenwicht gelèt, daar S = mg is (de momentenstelling op de 
raakpunten toepassend): 

mg (R -.:... r sin 13) - SI (R + r sin jJ.) - .u gr sin f3 = 0, 

SI (R - r sin y) ~ S2 (R. + r sin y) + ,U gr sin y = 0, 

SI +S2- (M +.u)g= O. 

Uit de laatste twee vergeJijkingen SI en S2 oplossend, vindt men: 

M (R + r sin y) + ,U R _ M (R - r sin')') + ,U R 
SI = g 2 R ' S2 - g 2 R 

Dit voert tot: 

M (R + r sin (3) (R + r sin y) + f.1- R (R + 3 r sin (3) 
m = --'--'--'------'-'---'-:2::-R~(R;:O--r:.....:.s-in-'--';:;f3)-'----'----

Wegens 0 < 1131 < a en 0 < I y I < a is de voorwaarde voor 
evenwicht: 

M (R - r sin a) 2 + fl R (R - 3 r sin a) < < 
2 R (R + r sin a) = m = 

< M (R + r sin a) 2 + 11 R. (R. + 3 r sin a) 
2 R (R - r sin a) 

Opmerkingen. 1. Is de ondergrens voor -m neg'atief, dan moet 
men deze door 0 vervangen. Overig'ens komt het negatief worden 
van .de ondergrens practisch niet voor, daar allicht 3 t' sin a < R. is, 
waarbij nog komt, dat practisch fl klein is ten opzichte van M. 

2. De ondergrens voor m is < Yz (M + fl), de bovengrens is 
> ,Yz(M + fl). Is er weinig wrijvJng (r sin a klein ten opzichte van 
R), dan zijn beide grenzen weinig van Yz,(M + fl) verschillend. 
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3. Ligt m tussen beide grenzen, dan zijn (:J en y niet bepaald. Er 
zijn dan oneindig veel waarden, die men aan (:J kan toekennen, 
waarna men sin y uit een lineaire vergelijking kan berekenen. Men 
moet aan (:J een zodanige waarde toekennen, dat I si~ (:J I < sin a is 
en men voor sin y een waarde vindt, die aan I sin y ! < sin a voldoet. 
Zulk een stel waarden van (:J en y vindt men o.a. door y = (:J te 
nemen, waarna men sin (:J heeft op te lossen uit de vierkantsverge~ 
lijking: 

Mr2 sin2 (:J +(2 M + 3 ,u + 2 m)Rr sjn fJ +(M + p,- 2 rh)R2 = o. 
Ligt m tussen de gevonden grenzen, dan heeft de V'ierkantsver~ 

gelijking één tussen - sin Cl- en sin a gelegen wortel sin (:J. 
Een onbepaaldheid der wrijvingen doet zich in geval van ,even~ 

wicht (als het toestel niet op het punt is in beweging te komen) 
steeds voor, als er in meer dan 'één punt wrijving' optr'ee~t. I 

66. '* Gaat het lichaam m naar beneden (met een versnelilng 2 x. 
als x de stijging van de loSse katrol is), dan is '(met de notatie van 
65) fJ = y = a. Noteren we d'e span~ingeIl! als in 65 dan is (nu de 
momentenstelling op de zwaartepunten der katrollen toepassend): 

mg - S = 2 mx, (M + fl)g - SI - S2 = - (M + ,u)x, 

(s - sl)R2 - (s +.s1 + ,u g)Rr sin a = 2 Ix, 

(SI - s2)R2 - MgRr sin a = Ix. 
, 

Door S uit de eerste en SI uit de tweede en vierde v'zrgelijking op 
te lossen, Uitgedrukt in X, vindt men: 

S = mg- 2 mx, 

(M + ,u)R'.:g + MRrg sin a + (l + MR2 + fl ,R2)x 
SI = 2R2 , . 

Door dit in de derde vergelijking te substitueren, vindt men: 

_ R 2 mR (R - r sin a) - M (R + r sin a) 2 - ,u R (R + 3 r sin a) 
x = g '4 mR2(R - r sin ci)+ (M + ,U)R2(R + r sin a)* /(5 R + r sin a) . 

Het geval, dat hzt lichaam m naar beneden gaat, doet zich a'ueen 
vool;' als de voor x aangegeven uitdrukking positief Js, dus als m 
groter is dan de in 65 gevonden bovengrens ~an m in geval van 
evenwicht. 

67. '* Is x de verplaatsing van de losse katrol, positief gerekend 
naar beneden, dan heeft men in de formules van 66 slechts O'veral 
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x door - x en a door - Ct te V':!rvangen. Het ge~oemde geval 'doet 
zich alleen voor, als m kleiner is dan de in 65 voor het geval .van 
evenwkht gevonden ond·ergrens van m. 

68.* be arbeid door de tapwrijving. op de vaste katrol ver
richt is: 

2rx 
- (s + SI + ft g)T sin a, 

waarin S en Sl in het geval, dat het Hc'haam m naar beneden gaat. 
waarden hebben, die uit het in 66 gevondene zijn af te leiden. Voor 
het geval, dat het lichaam m naar boven gaat, h·eeft men x en a doór 
- x resp. - a te vervangen ('zie 67). De totale druk, die de losse 
katrol en de bijbehorende ring op elkaar uitoefenen, is in het geval, 
dat 'het lichaam m naar beneden gaat, gelijk aan M (g + ,i), zodat 
de wrijving is M(g + ,i)sin a.: De arbeid, die de tapwrijving op de 
losse katrol verricht, te zamen met de arbeid, die de reactie dier 
wrijving verricht op de ring, waaraan het liichaam M hangt, is gelijk 
aan: 

. rx . 
- M (g + x) R sm a. 

De som van alle wrijvingsarbeiden kan ook gevonden worden als 
L + P, als in de beginst~nd P = 0 is. 

Ka~rollen-v~aagst~kken met luchtweerstand. 

69. M'en heeft: 

Mg - S - KX2 = Mx, s - mg - kX2 = mx, S- s = Yz fl x. 

Eliminatie van S en s voert tot: 

(M + m + Yz fl),i + (K + k)x2 = (M - m)g. 

Stelt men ,i2 = w, dan wordt dit: 

dw 
(2 M + 2 m + ,u) dx + 4 (K + k) w = 4 (M - m) g. 

In verband ,met w = 0 voor x = 0 volgt hieruit: 

? M-m ~ -~~xl 
x- = K + k g (I - e 2 M + 2 m + I' ~. 
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70. * De arbeid verricht door de op het lichaam M werkende 
luchtweerstand is: 

M - m ~ 2 M + 2 m + ft ( i (K + k) ) ~ 
=-K K+k' g (x- i(K+k) l-e-2M+2m+"x~, 

waarbij onder het integraalteken x door u vervangen is. De op het 
Bchaam m werkende luchtweerstand vindt men door K en k te ver~ 
wisselen. 

Opmerking. De som van beide arbeiden van de luchtwe~rstand is: 

~ 2 M + 2 m + ft ( ot (K + k) ) l 
-(M-m)g?x- 4(K+k) l-e-2M+2m+"x~. 

Deze totale weerstandsarbeid is ook te vinden als: 

L + P = Yz (M + m + Yz ft) x2 - (M - m) gx = 
I 

. M m ~ . ot (K + k) ~ . 
- (2 M + 2 m + ft )--=-- g 1 - e 2M+2m+" x -(M -m)gx. 
- 4 (K+ k) 

71. * Met de notatie van 63 neeft men: 

Mg - S - KX2 = Mx, S - mg - kX2 = mx, 

(S - s) R - (S + s +, ft g) r sin a: = Yz ,u R x. 

Door eliminatie van S en s vindt men: 

~ (M + m + Yz ft)R -'- (M - m)r sin a~x + 
+ 1 (k + K)R + (k - K)r sin a:~X2 = 

= g1 (M - m)R - (M + m + ft) r sin a:~. 

Hieruit vindt men: 

. . (M-m)R-(M+m+ft)rsina~ '-i" (k+KlR+(k-K)<oina ~ 
x~=g K l-e (lM+2m+,,)R-2(M-m)raln Q • 

(k + K)R + (k - ) r sin a 

" 
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D. BEWEGING- VAN EEN BOL OF EEN BLOK OVER 
EEN HORIZONTAAL OF EEN HELLEND VLAK. 

Ook bij de vraagstukken van deze afdeling ziet men dire'c;t, dat 
alle bewegingen eenparig versneld zijn. 

*72. Zij <p d~ hoek, die de bol gedraaid is (in een zodanige zin, 
dat de snelheid van het punt van ,de bol. dat ogenblikkelijk raak~ 
punt is, door de draaiing verkleind wordt). Dan is, als x de ver~ 
plaatsing van het zwaartepunt van de bol is en N de nonmale druk, 
die het vlak op de bol uitoefent: ~ 

mx = -iN, oN - mg = 0, 2/5 m r2 éj; = fNr, 

dus x = - fg. r cp = 5/2 fg. 'dus in verband met de beginvoorwaard~ 

(x = va' x = 0, ep = ° voor t = 0): 

x= va - fgt, x = va t - Yz fgt2, rep = 5/2 [gt. ~ .... ~ 

De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is (positief in 
de zin van va) is: 

x - rep = va - 7/2 fgt. 

Als die snelheid ° geworden is, gaat de bol zuiver rollend verder 
met constante snelheid. Wijst de index 1 h~t begin van het zuiver 
rollen aan, dan is: 

. 5 
XI =Tvo, 

12 v a _ 0 

X I - 49 fg' 

De arbeid, die de wrijving tot het ogenblik van zuiver rollen ver~ 
richt heeft, is: 

~~ ti 

A = - fmg f(v o - 7/2 fgt)dt = 
o 

-! - [mg(vo t, - 7/4 fgt12) = - 1/7 m v0
2. 

Me~ vindt die arbeid ook uit: 

A = L1 - Lo = 7/10 mx1
2 - 1/2 m v0

2 = - 1/7 m v0
2 , 

Na het intreden van zuiver rollen ,is de wrijving 0, zodat na die 
tijd de wrijvingsarbeid ° is. 

Vraagstukken Theoretische Mechanica Il. 
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*73. Zij cp de hoekverdraaiing van de bol en x de verplaatsing 
van Z, positief gerekend in een zin tegengesteld aan die der be~ 
ginsnelheid van het punt van de bol. dat raakpunt is. Dan is: 

mx = [N, N - mg = 0, 2/5 mr2 ip = - [Nr, 

dus in verband met de beginvoorwaarde (x = 0, x::::; O. cp = Wo 
voor t = 0): 

x = fgt, x = Y2 fgt?. 

De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt 'is. positief ge~ 
rekend in de zin van de beginwaarde dier: snelheid. is: 

rcp - x = rwo - 7f2 [gt. 

Voor het begin van zuiver rollen, g'eldt: 

2 
XI =Trwo. 

De wrijvingsarbeid tot het begin van zUÎ\:er rollen. is: 
tI 

A = - imf} f(r Wo - 7/2 ff}t)dt = 
o 

. = - [mg(r Wo tI - 7/4 fgt1 Z) = - 1/7 mr2 w o2. 

De wrijvingsarbeid vindt men ook aldus: 

A = L1 - Lo = 7/ 10 m Xl:; - 1/5 mr2 W 0
2 = - 1/7 mr2 w0

2 . 

74. Zij x de verplaatsing van Z en cp .de hoekverdraaiing van 
de bol. positief gerekend in de zin van wo' De beg,insnelheid van 
het punt van de bol. dat ogenblikkelijk raakpunt is. is V o - r wo' 

positief gerekend in de zin van VOo Is V o = r wo' dan gaat de bol on~ 
middellijk zuÏ\ner rollen met de constante snelheid V o van Z. Is 
V o =1= r wo' dan is: 

:x = + tg, 
waarbij de bovenste of de onderste tekens gelden, al naar gelang 
Vo > r Wo of Vo < r ,wo is. In verband met d·e bejginvoorwaarde 
heeft men: 

X = V o + fgt, 

De snelheid van het punt van de bol. dat raakpunt is, posdtief 
gerekend in de zin van VOo is: 

x-rcp=vo-rwo + 5/2fgt. 

82 



D. HORIZONTAAL OF HELLEND VLAK. OPL. 

Voor het begin van zuiver rollen geldt: 

De zuiver rollende bewE!lging is eenparig in de Zin van VOo De snel~ 
heid van Z bij het rollen is < V o of > vo' al naar gelang 
Vo > r Wo of Vo < ( Wo is. 

75> We nemen de verplaa~sing x van Z en de draaiing cp posi~ 
tid in de zin van Vo resp. wo' Dan is: 

X= vo- fgt, x = vot - Yz fgt2, r q;. = r Wo - 3/2 fgt. 

De snelheid van het punt van d~ bol, dat ogenblikkelijk raak~ 
punt is, bedraagt: 

x + (CP = V o + r Wo - 5/2 fgt. 

Voor het begin van zu.iver rollen geldt: 

2 
x I = 25.[g (4vo-rwo)(vo +rwo)' 

I Is r Wo < 3/2 vo' dan heeft Z bij het zuiver rollen een sn~lheid in 
dezelfde zin als v e.' Het punt Z beweegt zich dan steeds in de'zelfde 
zin, eerst vertraagd, daarna eenparig. Z komt dan niet in Zo t erug. 
Evenmin is er een tijdstip t2 , waarop Z in Zo terug is, als 

v 
r wo = 3/2 V o is; op het tijdstip t1 = f; komt de bol dan in het punt 

2 . 

Xl = 2
V lg tot stilstand en blij ft daarna in rust. 

Is 3/2 V o < ( Wo < 4 vo' dan is Xl < Oen Xl > O. Dan wordt de 
v 

snelheid van Z :gelijk aan 0 voor . t = f;' waarna Z terugkeert. 

Zuiver rollen treedt eerst op hzt latere tijdstip tI in. Het punt Zo 
dg dan nog niet gepasseerd. Z komt in Zo' nadat de bol. .gedurende 
een tijd: . 

Xl ~ 2(4 V o - r wo)(vo + (Wo) , 

- Xl 5 fg(2 r Wo - 3 v o ) 
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zuiver gerold heeft. Het tijdstip tz (gerekend van het begin der be~ 
weging af). waarop Z in Zo komt, is dus: 

2(vo +rwo) + 2('1vo-rwo)(vo +rwo)_ 
5 tg 5 fg(2 r Wo - 3 vo) -

2(vo + r wor~ 

Is r Wo = '1 voo dan is Z juist in 20 teruggekomen op het tijdstip 

tI = 2f;0 ' waarop het zuiver rollen begint. 

Is r Wo > '1 Ilo' dan is Xl < 0 en Xl < O. Op het tijdstip tI' waar~ 
op het zuiver rollen begint. is Z reeds in Z o teruggeweest. Het tijd~ 

. 2v 
stip, waarop Z in Zo terug is. is dao t~ = [gO. 

76.* Om eenvoucLige getallen te krijgen, hebben we niet t en X 

. 
X 

- 0.'18 -- ----- ------ ------- ------- --- .------- -------------

op de assen uitgezet, maar d e dimensieloze grootheden t' = fg t 
Vo 

resp. x' = f~ x_ De grafiek. die betrekking heeft op het begin der 
Vo 

beweging. waarbij nog geen. zuiver rollen is ingetreden. is een deel 
van de parabool x' = t' - Yz t' z, die voor alle waarden van 
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r Wo dezelfde is . Alleen is het deel van de parabool des te groter 
(d.w.z. het zuiver rollen blijft des te langer uit), naarmate r Wo 

gro~er Js. Het deel van de grafiek, dat betrekking heeft op zuiver 
rollen, is een raaklijn aan de parabool (of liever hef deel dier raak
lijn, waar t groter is dan in het raa'kpunt). 

*77. Er zijn tWl~e mogelijkheden: 1° . de bol gaat zuiver rollen, 
2°. er heeft uitglijden naar beneden plaats, d.w.Z. het punt van de 
bol , dat ogenblikkelijk raakpunt is, krijgt een schuin naar beneden 
gerichte snelheid. , 

We onderzoeken eerst het geval van zuiver rollen. De wrijving 
W is dan in grootte onbekend (schuin naar boven gericht) . Is x de 
(schUin naar beneden gerichte) verplaatsing van Z , dan is de bol 

een hoek ~ gedraaid. Men heeft: 
r 

mg sin y - W = m Je, 

Hieruit volgt: 

N - mg cos y = 0, Wr2 = fflt~. 

.. r2 . ' (l. 
x = 2 2 gsm y, N = mg cos y. W = mg 2 2 sm y. 

r +e r +e 

Zuiv'er rollen heeft plaats, als ~ < [ is, dus als f > r 2 ~ e2 tg y is. 

In h'et geval van zuivel; rollen kan men ook van L + P = Lo + Po 
gebruik maken, dus van: 

1 1 1 2 ' 
2 m x 2 + 2 m e2 ~ - m g x sin y = 0. 

Door te fluxioneren (en door x te delen) vindt men: 

r2 

Je = 2 + 2 g sin y. 
r e 

Daaruit, in verband met Wr2 = m e2 Je, vindt men Wenz. 

In geval van zuiver rollen is de poolbaan de rechte, 'volgens welke 
V het hellend, vlak snijdt. en de poolkromme de cirkel, volgens 
welke V het boloppervlak snijdt. 

In het geval van uitglijden naar beneden is W = [N. Is q; de 
hoek, waarover d~ bol gedraaid is (in de zin van naar beneden 
rollen) , dan is: 

mg sin y - fN = m X , N - mg cos y = 0, [Nr = m e2 ip. 
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Hieruit volgt: 

x = g (sin y - t cos y), 

x = g(sin y - t cos y)t, 

e2 cp = trg cos y, 
e2 <ft = lrgt cos y. 

De snelheid van het punt van de bol, dat ogenblikkelijk raakpunt 
is (positief gerekend schuin naar beneden), is gelijk aan: 

r 2 
+ e2 r 2 

+ e2 

x-rcp=g(siny-f 2 cosy)t=g(tgy-f 2 )tcosy. 
e e 

De onderstelling van uitglijden naar beneden is juist, als 

x - r cp > 0 is, dus als tg y > f r
2 

+2 e
2 

is, h<etgeen ook te schrijven 
e, 

2 ' . 

is als f < 2 e . 2 tg y. Men vindt dus dezeffde grens voor t als bij 
r + e '. 

zuiver rollen, maar nu als bovengrens. 
In geval van uitglijden ligt de pool P op de straal van het raak~ 

punt op e'en afstand p van Z (positief gerekend, als P aan dezelfde 
kant van Z ligt als het raakpunt), die voldoet aan x - p cp = 0, 
dus aan: 

fr g t cos y 
g (sin y - f cos y) t - P 2 = o. 
. e 

Hieruit volgt: 

. e2 

p = fr (tg y - f). 

De poolbaan ris dus een rechte evenwijdig aan het hellend vlak 
2 

op een afstand {r (tg y - f) van Z, dus op een afstand: 

~ (tg y _ f r
2 + (2

) 

fr e2 

van het hellend vlak aan de onderkant. De poolkromme is een cirkel 
2 

met straal {r (tg y - f), die concentrisch is met de cirkel, volgens 

welke V het boloppervlak snijdt. De hoeksnelheid waarmede de 
poolkromme (die aan de bol vast zit) over de poolbaan rolt, is 
natuurlijk dezelfde als de hoeksnelheid, waarmede de bol draait 
(zonder te rollen). 

Opmerkingen. 1. Men zou ook de onderstelling kunnen maken 
van uitglijden (van het punt van de bol, dat raakpunt-is) naar boven. 
De wrijving tN is dan schuin naar beneden 'gericht. Is x doe ver~ 
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plaatsing van Z (positief gerekend schuin naar beneden) en cp de 
draaiing van de bol (pos~ti.ef gerekend in de zin' van naar beneden 
rollen). dan heeft men iU" de formules' voor ' het geval van uitglijden 
naar beneden slechts overal f door - f te vervangen. De snelheid 
~an het punt van de bol. dat ogenblikkelijk raakpunt is (positief 
gerekend schuin naar beneden), is dus: 

. r2 + rl 
g (tg y + f 2) t cos y. 

·e . 
Deze ~~.eIheid is steeds positief. in strijd met de onderstelling 

van uitglijden naar boven. Deze onderstelling is dus steeds onjuist, . 
zoals ook niet anders te verwachten waSi. Zijn nI. bol en hellend 
vlak volkomen glad, ' dan gaat de bol niet draaien. Er heeft dan uit~ 
glijden naar beneden plaats. Dit uitglijden wordt. als de lichamen 
ruw zijn, dooi de' wrijving tegengewerkt en àf geheel 'vernietigd 
(zuiver rollen). àf verminderd. Het uitglijden wordt echter door de 
wrijving niet in uitglijden naar de andere kant omgezet. 

2. Is op een zeker tijdstip de snelheid van hêt punt van de bol. 
dat ogenblikkelijk raakpunt is, gelijk aan 0 dan blij,ft de toestand 
van zuiver rollen bestaan. of deze maakt plaats voor uitglijden 

• 2 

naar beneden, al naar gelang f > -~ tg y of f < _ e_ tg y 
r2 + e2 r2 + e2 

is'. Bij een homogene (e? = 2/5 rZ ) wordt de voorwaarde voor zu'iver 
rollen f > 2/7 tg y. 

78. * De door de wrijving verrichte arbeid is: 

fl . '. r2 + e2 ' fl 
A = - fN (x- rcp) dt = - f'mg 2 (sin y - f -:;-3- cos y) cos ,y t dl = 

o ~ 0 

. 1 r2 +(;/ = - '2 fmg2 (sin y - f e 2- cos y) t2 cos y. 

Ook kan men A aldus vinden: 

A = L + P = Yz m (x 2 + e2 ~PZ) - mgx sin y = 
1 r~ - mg2t2 ) (sin y - f cos y)2 + - cos2 yr-
2 I e~ 

- ~ mg2t2 (sin y - f cos y)sin y. 
2 . 

Opmerking. 

negatief uit. 

. r2 + e2 

Doordat tg y > f e
2 

is. valt A naar b~oren 
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79. Zij x de verplaatsing van de bol, positief gerekend schuin 
naar boven, en q; de draaiing van de bol, positief gerekend in de zin 
van rollen naar boven. 'Dan is: 

I 

mg sin y + fN cos y = ~ mx, N - mg cos: y = 0, fN = 2/5 mr cp. 
"./'--

Hieruit volgt x = - g( sin y + f cos y), dus: 

x = Vo - g(sin y + f cos y)t, 

De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt .is, positief 
gerekend schuin naar boven, is: 

x - r cp = Uo - g(sin y + 7/2 f cos y)t. 

Hieruit volgt (voor !het b~gin van zuiver rollen): 

2 Vo ,_ 5 (vo 
tI = g(2 sin y + 7 {cos r) , x 1- 2 tg r + 7 r 

Uit Xl = Yz V o volgt f = 2/3 tg y, dus: 

.3 Vo _ 5 2 . ._ 9 vo 2 

tI = ,XI - Vo tI --6 g tI SIn 'Y - 40 . • lOg sin y • g SIn Y 

Daar f > 2/7 tg Y is, blijft de bol verder zuiver rollen (zie 77 
Opm. 2). De (schuin naar beneden gerichte) versnelling van Z is 
daarbij volgens 77 gelijk aan 5/7 g sin y. Voor die rollende beweging 
geldt dus: 

x = Xl - 5/7g (t - tl)sin y = 5!7(VO - gt sin y). 

v 
Z bereikt dus zijn hoogste stand op het tijdstip t

2 
= __ .0_ 

g SIn Y 
Bij het rollen geldt: 

x = 5/7 (VO t - 1/2 gt2 sin y) + C. 

De constante C wordt bepaald uü x = Xl voor t = tI' dus uit: 

9 vo
2 

_ 5 ( 3 vo
2 

9 vo
2 

) + C' 
40 g sin y - 7 lOg sin y - 200 g sin r ' 

zodat C = 3 vo
2 . 

70 . IS, dus: 
g SIn Y 

_ 5 ( 2.) 3 vo
2 

x- 1..ol 2 Vo t- gt SIn Y +;--0 -.-. 
• I g SIn Y 

Hieruit vindt men voor het hoogste punt: 

_ 5 ( 2.) 3 vo
2 2 V0

2 
X 2 - IA 2 Vo t2 - g t2 SIn Y + 70 . - -5--. -. 

• g SIn r g SIn Y 
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Het punt 2 is in 20 terug, als: 
3 v0

2 

2 vot - g t2 sin y + = 0 25 gsin y 
is. Dit geeft voor Z in Zo: 

v V -
ta = 5 ~ (5 + 2 7), gsmy 

5 ( ') 2 xR = 7 vo-gtasmy =-~/7vo' 

Opmerking. Men kan xa ook vinden uit L? = LJ + P,. Hierin is! . 

L3 = 7/10 mx3
2 , L 1 = 7/10 mx1

2 = 7/40 mV0
2 , 

P, = mgx, sin y = 9/40 mV0
2 • 

Verder heeft men te letten op x? < O. 

60. * Voor de arbeid vindt men: 
11 

A = - 2/3 mg sin y f (x - r cp)dt = 
o 

11 = - 2/3 mg sin y f (vo - lOl? gt sin y) 
o 

= - 2/3 mgt1 sin y(bo - 5/3 gt, sin y) = 
= - 1/5 mvû(vo - 1/2 vo) = - 1/10 mv/. 

, Uit A = L3 - Lo = 7/10 mx3
2 - Vz' mV02 vindt men X32 = 4/7 vo'2.· 

81. Stellen we de verplaats.ing van 2 door x voor, positief ge~ 
rekend in de zin van vo' en de draaiing van de bol door qJ, positief 
gerekend in de zin van wo' dan is: 

x = Vo + g(sin y - [cos y}t, rrf; = r Wo - 5/'! [gt cos. y. 

De snelheid van 'het punt van de bol, dat raakpunt is, positief 
gerekend in de zin van vo' bedraagt: 

x + r q:, = Vo + r Wo + g( sin y - 7/2 t cos y) t. 

Is tg y > 7! 2 t, dan neemt x + r ij; toe of blij ft gelijk. De snelheid 
van het punt van de bol, dat raakpunt is, wordt dan dus ruiet O. zo~ 
dat de opgestelde vergelijkingen steeds geldig blijven (als het hel~ 
Iend vlak oneindig lang is). Het zwaartepunt 2 van de bol gaat dan 
eenparig versneld naar beneden en zuiver rollen treedt nooit in. 

Is tg y < 7/2 [, dan treedt zuiver rollen in op het tijdstip: 

, 2(vo + rwo) 
tt = g (7 f cos y - 2 sin y ) ; 

de beweging van de bol blijft verder zuiver rollend. Op het tijdstip 
tI is de snelheid van 2: 
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x - f(Svo-2rwo) +2rwotgy_~vo+2rwo (tg y-f) 
1 - 7 f - 2 tg 'I' 7 f - 2 tg I' 

De waarde van xJ. kan negatief zijn, Dit geval doet zich voor, als : 
S [v ' ' ' 

tg I' < [, r Wo > 2 (f _ t~ 1') 

is, De eerste phase van de beweging (die waarbij nog geen zuiver 
rollen is 'ingetreden en de opgestelde vergelijkingen dus geldig zijn) 
bestaat dan ' in' een vertraagd SChuin naar beneden gaan van Z, ge~ 
vol gd door eep verspeld naar boven gaan, De tweede phase van de 
beweging is een vertraagd zuiver ' rollen schuin naar boven, gevolgd 
door versneld zuiver rollen 'schuin naar beneden, 

82.* Uit het omtrent de versnelling gegevene volgt: 

g('sin I' - [cos 1') = - g sin 1', ' 

dus f = 2 tg 1" , Voor het tijdstip , waarop zuiver rollen intreedt, geldt 
dan: " 

vo+rwo , _ l ' (S ) 
tI = 6 ' , Xl - -6 Vo - r Wo ' 

gsm I' ~ 

_ ( 1/ ,)_ (vo + rwo)(I1 vo-rwo) 
Xl - ti Vo - / 2 gtl sm I' - 72 ' " 

" 'g sm I' 

Na het intreden Véln zuiver rollen geldt: ' 

x = Xl + 5/7 g(t - t1 )sin y. = li6 (S Vo - r Wo) + 5/7 g(t ---: tl)sin 1' , 

Voor het (met de inde~ 2 gemerkte) tiJdst'ip, waarop x, = 0 is, 
geldt dus: 

7 (r Wo - S v 0) ( ' 'S) 
t2 - t1 = 30' r Wo > vo ' g sm I' 

0= x; + (~2~' tlHx~ + . ~/14 g(t2 - tJsin Y~ = 
~ 1../( ), _ (lJo +rwo)(llvo l-r, wo). ~ 
- Xl + / 2 t 9 - t Xl - 72' , , - g sm 'Y , , , 

, 7.(r Wo - 5 vo):~ -'- :- r2 w0
2 + 10 V o r Wo - 10 v0

2 

360 g sin I' .30 g sin I' 

Wegens r Wo > 5 Vo heeft' men dus: 

l ' I I' 
't ~o '= (5 + v \ 5) ~o ' , ... 

*83. Is N de normale druk, die het hellend vlak öp het blok uit~ 
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oefent. W de wrijving en q de afstand van het aangrijpingspunt 
A van N tot het middelpunt M van het grondvlak. p'ositief gerekend 
als A lager ligt dan M, dan is in geval van evenwicht: 

N - mg cos y = 0, mg sin y - W = O. Nq - Wh = O. 

dus q = h tg y. De voörwaarde voor evenwicht volgt uit W < [N, 
q < a en luidt dus: . 

tg y < f, < a 
tg y '. h' 

"84. In geval van evenwicht heffen het gewicht mg en de totale 
druk T elkaar op en vallen dus langs dezelfde rechte. Daar in geval 
van evenwicht T niet buiten 'het grondvlak aangrijpt en geen grotere 
hoek m.et de normaal op het hellend vlak maakt dan ,de wrijvings~ 
hoek a, is de evenwiclitsvoorwaarde (daar h tg y de; afs.tand is van 
M tot het snijpunt van de verticaal door Z met het hellend vlak), 
h tg y < a, y < a. dus tg y < tg ct = f. 

"85. 'Met de notatie van 83 is in geval van uitglijden zonder 
Kantelen (daar dan W = fN is en het bewegingsmoment om Z 
nul iS): 

N - mg cos y = 0, mgsin y-fN = mx. Nq-fNh=O. 

waarin x de verplaatsing van het blok ds. Men heeft dus: 

x = g (sin y - [ cos y), q = [h. 

Uit x > 0, q < a vindt men als voorwaarde voor het genoemde 
geval: 

tg Y > f, f < ~ 
= h' 

*86. Daar het blok niet kantelt. gaat de totale druk T door het 
zwaartepunt Z en heeft met het gewicht mg een resultante R. die 
evenwijdig is aan het hellend vlak schuin naar beneden, Uit dit 
laatste volgt a < y, dus f = tg a < tg y (daar T een hoek a met de 
normaal op het hellend vlak maakt), De afstand q van het aan~ 
grijpingspunt van T tot het middelpunt M van het grondvlak is 
h tg a. zodat uit q < a volgt fh = h tg ct '< a. 

Opmerking. Uit de s,inusregel volgt: 
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R mg mg 
sin(y - a) - sin(900 + a) - cos a ' . 

dus R = mg(sin y - tg a: cos y) = mg(sin y - f cos y}, Dit voert 
eveneens tot x = g(sin y - f cos y). 

87.* We nemen de positieve f~as naar rechts en de positieve 
u~as naar boven. Het vteld van evenwicht wordt begrensd door de 

positieve f~as, het tussen de punten 0(0, 0) en 5 ( ~, ~) gelegen 

deel van de rechte u . f en h-et rechts van 5 gelE;gen deel der rechte 

u = ~ . De begrenzing behoort tot dit veld. Het veld van uitglijden 

zonder kantelen wordt begrensd door de positieve u~as, het lijnstuk 
a 

05 en h~t boven 5 gelegen deel van de rechte f = h . De begren~ 

zing, behalve het lijnstuk 05, behoort tot dit veld. Ligt het beeld~ 
punt in het overige deel van het eerste kwadrant van het beeldvlak 
dan gaat de kubus kantelen, al of niet gecombineerd met uitglijden. 
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E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK. 

88. * De normale drukken. die het hellend vlak op de bollen M 1 

en M z uitoefent, noemen we NI resp. N 2 en de wrijvingen W I 
resp. W 2' positief gerekend schuin naar boven. De normale drukken, 
die de bollen op elkaar uitoefenen, noemen we N en de wrijvingen 
W. positief gerekend. als de bol M

2 
op de bol MI een schuin naar 

beneden gerichte wrijving uitoefent. Men heeft dan in het geval 
van evenwicht: 

:;- : NI - W - mlg cos Y = 0, 

2 : N - W l + mIg sin y = 0, 

WIr - Wr 0. 

N 2 + W - m 2g cos Y = 0;' 

- N -W z + m2g sin y = 0, 

\ W'.!- W=O, 

waarbij de momenten om de zwaartepu~ten genomen zijn. Men 
. vindt: 

W = W I = W 2 = Yz (ml + 1n 2 )g sin y. 

N = Yz(m? - ml)g sin y. 

NI = g~ml cos Y + Yz(m, + m2 )sin yr. 
N 2 = g1 m z cos, y - Yz(ml + m2 )sin Yr. 

Uit N > ° volgt m2 > mI' Wegens co tg y > 1 is dan tevens 
N z > N > 0. Voor evenwicht is dus nodig en voldoende: 

\ 

mI + mz < {(m 2 - mI)' 

Hierin ligt nl. m z > mI opgesloten. 

89.* Als de bol MI of de bol Mi alleen op het hellend vlak ge~ 
plaatst wordt en zuiver gaat rollen. is de versnelling van het zwaar~ 
tJepunt 3/5 g sin.y resp. 5/7 g sin y (zie 77). Daar M 2 dan een grotere 
versnelling krijgt dan MI' kan men verwachten, dat de bollen met 
elkaar in aanraking blijven -( tegen elkaar drukkend), als ze beide 
op het hellend vlak geplaatst worden op de in 8S aangegeven wij.ze 
en zuiver gaan rollen. Met de notatie van 88 is dan W = N. Men 
heeft dus bij zuiver rollen, als x de verplaatsing van MI (tev-ens die 
van M z ) is: 
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NI - N - mIg cos Y = 0, N 2 + N -m2g cos y = 0, 

N - W 1 + mIg sin y ::::;: mIx, - N - W 2 + m2g sin y = m:!,x, 

W 1 - N = 2f3 mIx, W 2 - N = 2/5 m2x. 

Daaruit vindt men achtereenvolgens: 

X = 3/5 g sin y, N = 2/2 5 m 2g sin y, 

NI = g(m 1 cos Y + 2/25 m 2 sin y}, N 2 = m 2g(cos Y - 2/25 sin y), 

W I = g(2/5 mI + 2/25 m2 )sin y, W 2 = 8f25 m2g sin y, 

zodat N, NI' W 1 en W 2 positief uitvallen'. Uit N 2 > 0 volgt voor~ 
eerst tg y < 12,5. Verder is : 

W 1 _ 10 mI + 2 m2 W
2

_ 8 

NI - 25 m 1 cotg y + 2 m'2 ' N
2 

- 25 cotg y - 2 . 

Zowel W 1 < NI als W 2 < N
2 

voert tot tg y < 2,5, waarin 
tg y < 12,5 ligt opgesloten. Zuiver rollen van beide bollen is dus 
mogTlijk, als tg y < 2,5 is. 

Opmerking. De versnelling van MI is dezelfde als de versne1~ 
ling, die MI krijgt, als de bol MI alleen op het hellend vlak geplaatst 
wordt en zuiver gaat rollen. Dit is een min of meer toevallige om
standigheid. 

90.* Zij x de verplaatsing van MI en M2' schuin naar beneden, 
en ({J de draaiing van de bol MI' positief gerekend als het raakpunt 
daardoor een schuin naar boven gerichte sndheid krijgt. Het traag
heidsmoment van ieder der bollen (om een as door het zwaartepunt) 
is 2 mr2 • Met de notatie van 88 is : 

NI - W - 3 mg cos y = 0, 

N -"IN 1 + 3 mg sin y = 3 mx, 
fN 1 - W = 2 mr cp, 

N 2 + W - 5 mg cos y = 0, 
- N - fN 2 + 5 mg sin y = 5 mx, 
[N 2 - IW = - 2 mr cp. 

Hieruit volgt: 

NI + N 2 = 8 mg cos y, 

f(N] + N 2 ) = 2 W, 
N} = mg(3 + 4 ncos y, 

N = 4 f2 mg cos y, 

- [(NI + N2.) = 8 m(x - g sin y}, 
X = g (sin y - [ cos y ) , W = 4 [m g cos y, 
N 2 = mg(5 - 4 ncos y, 
r cp = fg(2 f - Yz)cos y. 

De snelheid van het punt van de bol MI of M 2' dat ogenblikke~ . 

lijk raakpunt met het hellend vlak is (positief gerekend schuin naar 
beneden) , bedraagt resp. : 
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x - r .ij;' = (tg Y - 2 f2 -;- 1% f)cós y, x + r ip - :(tg y. +.2 f? - 3/2 f)cos y. 

Voor het intreden van het beschouwde geval is vooreerst nodig: ' r 

N 2 > o. I W I < fN . . 
Dit voert tot 1 < f < 5/4 Verder is' nodig N

l 
> O. waaraan van 

zelf voldaan is, en x + r ip > O. waaraan wegens f > 1 'voldaan is. 
T etlslotte.is nog, nodig x - tij;> O. De voorwaarde voor de be~ 
schouwde bewegingsvorm is dus: 

tg y > 2 f2 + Yz f. • f ~ 

Opmerking. Is 1 < f < 5/4, tg Y = 2 f2 + Yz f, dan ds de be~ 
weging van de bol Mlover het :hiellend vlak een zuiver rollende. 

91." We letten op het gemeenschappelijke zwaartepunt Z van 
beide bollen. De ,daarheen overgebrachte uitwendige krachten zijn 
de zwaartekracht (ml + m2 )g yerticaal nqar beneden. de normale 
druk N 1 + !V 2 ,door het hellend vlak op de bollen ,uitgeoefend en 
d'e schuin naar boven gerichte wrijving f(N l + N 2 ). Nu is 
N 1 + N 2 = (ml + m2 ) g cos y. De drukken, 'die de bolleri op elkaar 
uitoefenen. heb~eI?- wel invloed op N l en N 2 • maar ltiet op:Nl + N 2 • 
I'. \' 

I '" . 

92." Met de notatie van 90 heeft men. 

N 1 - W - 3 mg cos y = 0, 

N - W 1 + 3 mg sin y = 3 mx. 

W
l 

- W ' 2 mx. 

N 2 + W - 5 mg cos y ' 0. ' 

- N - fN 2 + 5 mg s,in y = 5 mx, 

tN2 - W = -2mx. 

Door el.iminatie van N en W uit de laatste vijf vergelijkingen 
vindt men: , 

tN 2 + W l + 8mx= 8mgsin),!, fN 2 - W l + 4mdi:= O. 

(f +' 1 )N2 + 2 mx = 5 mg cos y. 

Hieruit volgt door eliminatie van W
l

: 

fN2 + 6 mdi: . ,} mg sin y. , " 

Door oplossing van x, N 2 enz. vi~dt m~l). verder: 

x - 4 (f + 1) sin y - 5 'f cos y N _ 15 cos y - 4 sin y 
- , 2 (2 f + 3) • 2 - mfJ , 2 f + 3 , 

W - 5 f cos y + 4([ + 2)sin y ' W _ 2 5 f cos y + 2 s,in y 
1 - mg . 2 f + 3 ,- mg 2 f + 3 ' 

(16 f + 9 ),cos y + 4 sin y tv _ 2 (4 f + 5 )'sin y - 5 f cos y 
N 1 = 2 f + 3 ,- mg , 2 (2.[ + 3) , 
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Vanzelf vallen W I , Wen NI positief uit. Uit !V2 > ° en N > ° 
volgt: 

5 f 15 
2 ( 4 f + S) < tg y < 4' 

Aan deze ongelijkheden kan worden voldaan, daar het eerste lid ' 
kleiner is dan het laatste lid. De snelheid van het punt van de bol 
M 2' dat raakpunt met het hellend vlak is, positief gerekend na::lr 
beneden, is gelijk aan 2 x; uit x > 0 volgt in verband met het re·eds 
gevondene: 

5f 
4([ + 1) 

Verder is: 

15 < tg y <
= 4" 

W I S[+4(f+2)tgy W ' 4(S[+2tgy) 
NI - 16 [ + 9 + 4 tg y , fT - 2 (4 [ + S) tg Y - S [ , 

zodat uit W I < {NI en W < fN volgt: 

5 f([ + 4) < tg < 1/ f(4 { + 1) 4 f2 + Sf - 4 > 0, 
2 (4 [2 + S [ _ 4) = Y = / 2 , 

dus [ > 1. Als voorwaarde voor het genoemde geval heeft men dus: 

S [( f + 4) < < 1/ [( 4 f + 1) I 1 < [ < 5/ . 
2 (4 P. + S f _ 4) . = tg Y = /2 , a s = = 4 IS, 

S f(f + 4) < tg Y < ~ 
2 (4 [2 + S f - 4) - - 4' 

---:-;--;;-S---,f=----c-.,.... < tg Y < ~ 
4([+1)- -4' 

als ~/4 < f < 4 is, 

als f > 4 is. 

93. De nOflrnale druk tussen hellend vlak en bol noemen we NI' 
die tussen hellend vlak en kubus N 2 en die tussen bol en kubus N . 
De wrijving, die het hellend vlak op de ~ uitoefent, noemen 
we W v positief gerekend schuin naar bov,en. Men heeft dan : 

96 

N 2 - m29'c?s Y = 0, 

Hieruit vindt men: 
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.. 5 (mI + m2 ) sin r - f m 2 CO! r 
x = g 7 mI + 5 m2 • 

N 
2 sin r - 7 I cos r 

= m I m2g 7 + 5 • mI m2 

W - 2 (mI + m2 )sin r - I m2 cos r 
I - mlg 7 + 5 • mI m2 

, . , 
Voor het intreden van het genoemde geval isvnodig N > 0, dus 

. Im 
tg r > 7/2 f. Tevens ds dan tg r > 2 ,dus x > 0. W) > 0. 

mI +m2 
Uit W 1 < 2 NI volgt: 

• 
mI +m2 

De afstand q van het :mJddelpunt van het grondvlak van de kubus 
tot het aangrijpingspunt van N 2 • positief gerekend schuin naar be~ 
neden. vindt men uit IN 2r - N 2q = 0, zodat q = Ir is. In verband 
met q < r volgt hieruit I < 1. De voorwaarde voor het intreden van 
de genoemde beweging is dus: ' 

7/ f< < 7ml + ,(5+f)m2 
2 = tg r = + . mI m2 

I < 1. 

Wegens I < 1 .is de ondergrens voor tg r kleiner dan d,e boven~ 
grens. 

94. * Met de notatie van 93 hoedt men (als cp de draaiings~ 

hoek van de bol iS): 

NI - mIg cos Y = 0, 

mIg sin r + N - 2 NI = mIx, 2 N 1 = 2/5 mIl' ip, 

N z - m2'B cos Y = 0, m2g sin r - N - fN2 = m2x. 

Hieruit volgt: 

x - (mI + m2)sin r - (2 m1 + fm 2 )cos r 
- g m +m • 

I 2 

N (2 - ncos r 
= m1m2g + . r if;' = 5 g cos r. 

mI mz 

, .. _ (mI + m2 ) sin r + (7 mI + 5 m2 + Im2 ) cos r 
x-rcp- - . 

• mI +m2 

In verband met het niet kantelen van de kubus vlindt men hieruit 
als voorwaarde voor de genoemde beweging: 

Vraagstukken Theoretische Mechanica Il, 
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7 m1 +(5 + f)m2 
tg )' > + . I <1. m l m2 

95." Is tg )' < 7, dan gaat de bol, zo die alleen op het hellend 
vlak geplaatst wordt, zuiver rollen met een versnelling 5/7 g sin )' 
van het zwaartepunt. Is tg )' < I, tg )' < IJ dan blij ft de kubus, 
alleen op het hellend vlak geplaatst, in rust (zie 83, wa.ar nu 
a = h = ris) ; de bol laat dan de kubus los. Is f < tg )' < '7, 1 < I , 
dan gaat de kubus, alleen op het hellend vlak geplaatst, uitglijden, 
zonder te kantelen, en wel m~t een versnelling g (sin r - f cos r) 
(zie 85); d~· bol laat dan de kubus los, als tg ')' < 7/2 I is, zodat dan 
f < tg y < 7/2 I is (dus tg y < 7/2 wegens I < 1). 

Is tg y > 7 dan krijgt het zwaartepunt van de bol, zo deze alleen 
op het hellend vlak geplaatst wordt, een versnelling : 

g (sin )' - 2 cos r) 

(geen zuiver rollen). Is tg r > f, I < 1, dan is de kubus, alleen op 
het hellend vlak geplaatst, niet lin evenwicht en gaat uitglijden zon~ 
der te kantelen; de versnelling van de kubus is dan : 

g (sin )' - f cos )'), 

dus groter dan die va.n het zwaartepunt van de bol, zodat de bol de 
kubus niet loslaat. 

96." Als in 87 nemen we de positieVie I~as naar rechts en de 
positieve u~as naar boven. Het veld I heeft betrekking op het in 
rust blijven van de kubus ; de bol rolt dan zuiver. Dit veld is be~ 
grensd door de positieve f~as, het tussen de punten 0(0, 0) en 
S (1, 1) gelegen deel van de rechte u = I en het rechts van S ge~ 

legen deel der r :chte u = 1; de begrenzing behoort tot dit veld . Het 
veld 11 wordt gevormd door de beeldpunten der gevallen, waarbij de 
kubus naar beneden glijdt, zonder te kantelen, en de bol de kubus 
loslaat, zuiver rollend. Dit veld wordt begrensd door het lijnstuk 
OS, het tussen S en P ( 1, 7/2) gelegen deel der rechte f = 1 en het 
lijnstuk OP; het lijnstuk SP, afgezien van de punten S en p, be~ 
hoort tot het veld Il, de lijnstukken OS en OP niet. Het veld 111 
behoort bij glijden zonder kantelen van de kubus en zuiver rollen 
van de bol zonder de kubus los te laten (zie 93). Dit veld is be~ 
grens door het deel van de positieve u~as tussen de punten 0 en 
Q(O, 6) , het lijnstuk OP, !het deel van de rechte f= 1 tussen de 
punten P en R (1. 13/2) en het deel van de rechte u = 6 + Yzf tus
sen de punten Q en R; de begrenzing, van het punt 0 afgezien, 
behoort tot dit veld. Het veld IV h ",eft betrekking op het geval 
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dat de kubus gaat g::;den zonder te kantelen en de bol ,( d.w.z. het 
punt van de bol, dat o;enblikkelijk raakpunt is) gaat uitglijden en 

.de kubus niet loslaat (zie 94). Dit veld is begrensd door het boven 
Q gelegen deel van de u~as, het boven R gelegen deel van de rechte 
f = 1 en het lijnstuk QR; d~ begrenzing, behalve het lijnstuk QR, 
behoort tot dit veld. 

IV 

6.5 ----.------ R 

óQ 

III 
3.5 ----------- P 

I Kubus in rust. bol rolt zuiver. 

U. Kubus glijdt zonder te kantelen. 
bol rolt zuiver en laat kubus los 

UI. Kubus glijdt zonder te kantelen. 
bol rolt zuiver en laat kubus niet los. 

IV Kubus glijdt zonder te kantelen, 
bol gliidt uit en laat kubus niet los. 

Het overige deel van het eerste kwadrant van het beeldvlak be~ 
hoort bij kantelen van de kubus, al of niet gepaard met uitglijden 
en al of niet gepaard met loslaten van de bol. 

97.* De normale drukken, die het hellend vlak op bol en kubus 
uitoefent, noemen we NI resp. N 2 en de wrijvingen W

I 
resp. W .

2
, 

positief gerekend schuin naar boven. De druk, die bol en kubus op 
elkaar uitoefenen, noemen we N. In geval van evenwkht is dan 
(als q de afstand van het middelpunt van het 'grondvlak van de 
kubus tot het aangrijpingspunt van N 2 is, positief gerekend schuin , 
naar beneden): 
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NI - mIg cos Y = 0, W I + N - mIg sin y = 0, 

N 2 - m2g cos Y = 0, W 2 - N - m2g sin y = 0, 

dus W I = 0, N = mIg Slin yen: 

WIr = 0, 

N 2q = W 2r, 

m +m q = r I 2 tg y, 
m2 

De voorwaarde voor evenwicht (W 2 < fN 2' q < r) IS dus: 

< f m2 
tg y = m + m ' 

I l 

Het gegeven omtrent de wrijvingscoëfficiënt tussen hellend vlak 
en bol is overbodig. 

98',* Dezelfde notatie als in 97. Nu is echter W 2 = fN2 • Is x 
de verplaatsing van de kubus, dan is (wegens NI = mIg cos y, 

N 2 = m2g cos y): 

mIg sin y - N - lVI = mIx, W 1 = 2h mIx, 

m2g cos Y + N - fm 2g cos Y = m2x, fN2 t" = N 2q, 

Hieruit vindt men: 

W - 2 (mI + m2)sin Y - f m2 cos y 
I - mIg 7 ' + 5 ' mI m2 

q = fr. 

.. _ 5 (mI + m2 )sin Y - f m2 cos y 
x- g , 

7 mI + 5 m2 

N 
7 f cos y - 2 sin y 

= m1m2g 7 + 5 mI m2 

In Vlerband met X > 0, N > 0, W 1 < Y2 f NI' q < r volgt hieruit: 

f mI + m2 f > 2 f > A mI + m2 < tg y, = -7 tg y, = '"I 7 + 9 tg y, f < 1. 
m2 mI m2 

Nodig en voldoende voor de genoemde beweging is dus: 

4 mI + m2 f m + m2 f 7 9 tg Y < < I tg y, < 1. 
mI + m2 ' m2 

Hierin ligt nl. f > 2/7 tg y opgesloten. 

99.* Nu is: 

W I = Y2 f NI = Yz f mI g cos y, W 2 = fN2 = fm 2 g cos y, 

dus als q> de hoek is, die de bol gedraaid is (positief in de zin van 
naar beneden rollen): 
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m1 g sin y - N - Yz f m1 g cos Y = m1 x, 

mz g sin y + N - f mz g cos y = mz x. 

1/ f 2/" 2 g ICOS Y = 5 r 'p. 

t r = q. 

Hieruit volgt: 

x = g 2(m 1 + mz)sin y ~ [(m 1 + 2 m2 )cos i' 
2(m 1 + m2 ) 

"j' f N ,- m 1m2 g [ cos y 
r ip = 0 4 g cos y. - ( )' / 

2 m1 +m2 

.. .. 4(m 1 + m2 )sin Y - f(7 m, + 9 m2 )cos Y 
x-rq;=g 4(m

1
+m

2
) " 

Vanzelf is N > 0 en ip > O. Uit x - r it· > 0 en q < r volgt als 
voorwaarde nodig en voldoende voor de genoemde beweging: 

m +m 1 <f < 4 1 2 tg y; 
7m1 + 9 m2 

' . 7m + 9 m 
nier aan kan alleen worden voldaan, als tg y > 4 (~1 + m

2
) is. 

100. * Gaat de kubus. alleen op het hellend vlak, uitglijden zon~ 
der te kantelen. dan is zijn versnelling g( sin y - f cos y). Gaat de 
bol. zo die alleen op het hellend vlak geplaatst is. uitglijden, dan is 
de versnelling van zijn zwaartepunt g (sin y - Yz t cos y), dus 
groter. Gaat de bol, alleen op het hellend vlak. zuiver rollen. dan is 
f > 4/7 tg Y en de vers~lling van het zwaartepunt van de bol 
5/7 g sin y (zie 77). Die versnelling is eveneens groter dan 
g(sin y - f cos y) wegens f > 4/7 tg y. Elkaar loslaten. zonder dat 
de kubus kantelt. is dus niet mogelijk. 

101.* We nemen de positieve f~as naar rechts en de positieve 
u~as naar boven. Het veld, dat betrekking heeft op evenwieltt, wordt 
begrensd door de positieve f~as. het rechts van het punt S (L Yz) 
gelegen deel der rechte u = Yz en het lijnstuk OS (waarin 0 de 
oorsprong van het beeldvlak :is). De begrenzing behoort tot dit veld. 
Het veld. dat behoort bij uitglijden zonder kantelen van de kubus 
en zuiver rollen van de bol (geen loslaten). wordt begrensd d.oor 
het lijnsegment SP van de rechte f = . 1, waarin P het punt (1,' 2) 
is. en de lijnsegmenten OS en OP. De begrenzing. met uitzondering 
van h>::t lijnstuk OS, behoprt tot dit veld. Het veld. dat betrekking 

• heeft op uitglijden zonder kantelen van de kubus en uitglijden van 
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de bol (geen loslaten) , wordt begrensd door de positieve u-as, het 
bóven P gelegen deel der rechte t = 1 en het lijnsl~gment OP. De 
begrenzing, met uitzondering van het lijnstuk OP, behoort tot dit 
veld. 

Het overige deel van het eerste kwadrant van h 2t beeldvlak be
hoort bij kantelen van de kubus) al of niet gepaard met uitglijden. 

102. Zijn Xl en X 2 de schuin-benedenw aartse verplaatsingen 
van de eerste resp. twzede plank, zij NI de normale druk tussen 
hellend vlak en eerste plank en N 2 die tussen beide planken. Uit 
x 2 < Xl volgt: 

mlgcosy-Nl +N2 =O; m2 gcos y -N2 =O, 

mI g sin y - t lNl - f 2N 2 = mI Xv m2 g sin y + f2 N 2 = m2 ~2 ' 

Hieruit volgt Xl < g sin y , x 2 > g sin y, in strijd met x 2 < X l' 

Zonder de V12rgelijkingen -op te schrijven, ziet men onm:iddellijk 
aan de beide schuin-bovenw artse wrijvingen op de eerste plank en 

• .e-....... 
de schuin-benedenwaartse wrijving op de tweede plank, dat 
Xl < g sin y en x 2 > g sin y is, dus dat d e' genoemde beweging 
onmogelijk is . 

103.* Daar N 2 = m 2 g cos Y en N, = (m, + m2 )g cos Y is, 
heeft men nu: 

~ mI g sin y - tI (mI + m2 )g cos Y + t 2 m2 g 'cos y = mI Xl' 

'-. m:: g sin y - f2 m2 g cos Y = m2 x2 . 

Hieruit volgt: 

~ m +m m ~ Xl = g tg y - tI I 2 + t2 _ 2 cos y, 
mI m, 

.. .. - (I t) mI + m2 
X 2 - X l - 1 - 2 cos y. 

m, 

Wegens ° < Xl < x 2 is de voorwaarde voor genoemde beweging : 

f t f' mI + m2 1 m2 
1 > 2 ' tg Y > 1 - 2 -. 

mI m, 

104.* De voc;>rwaarde voor evenwicht is tI > tg y, t
2 

> tg y . 
De voorwaarde voor in rust blijven van de onderste plank en 

uitglijden van de bovenste plank is: 
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De voorwaarde daarvoor, dat beide planken uitglijden zonder 

over elkaar I:i~ glijden, luidt tI < tg y. tI < t2' 

105.* We .nemen de positieve tl~as naar rechts en de positieve 
f2~as naar boven. Het veld van evenwicht wordt begrensd door het 
rechJts van het punt S(tg y. tg y) . gelegen deel van d~ rechte 
f2 = tg y en het boven S gelegen deel van de rechte ti = tg y. De 
begrenzing behoort tot dit veld. Het veld van in rust blijven van de 
onclersó2: en uitglijden van de bovenste plank wordt begrensd door 
het rechts van het punt Q(Yz tg y, 0) gelegen deel van ,de fl~as, het 
Ilechts van S g-elegen deel van de rechte f 2 = tg y en het lijnstuk 
QS. De begrenZ!ing, met uitzondering van het deel der rechte 
f2 = tg y, behoort tot dit veld. Het veld van uitglijden van beide 
planken als één vast lichaam wordt begrensd door de positieve t2~as, 
het boven S gelegen deel der rechte tI = tg y en het lijnstuk' OS. 
waatin 0 de oorsprong van het beeldvlak is. De begrenzing, met 
uitzondering van het deel d-er rechte tI '= tg y, behoort tot dit veld. 
Het veld van uitglijden van beide planken, ook over elkaaJ;', wordt 
begrensd door de lijnstukken OS, QS en OQ. Alleen het deel OQ 
der begrenzing behoort tot dit veld. De vier v:dden vullen te zamen 
het eerste kwadrant van het beeldvlak. 

106.* De bewegingstoestand verandert niet, als men twee of 
meer opv;lgende planken, die niet over elkaar schuiven, als één 
plank beschouwt, dus aan elkaar bevestigd denkt. Men krijgt dan 
n planken (n < N). waarvan er geen twee opvolgende ten opzichte 
van elkaar in rust zijn. We nummeren die n planken van onderen 
naar boven (zodat plank lover het hellend vlak gliJdt en plank 0 
het hellend vlak zelf is). Onderstel , dat er een plank is, die ten op~ 
zichte van de daaronder liggend e plank schuin naar boven gaat. We 
bewijzen nu, dat dit niet kan. 

We nemen eerst het geval, dat ieder der n planken schuin naar 
boven gaat ten opzichte van de daaronder liggènde plank (die het 
hellend vlak is voor de plank 1). De plank n gaat dan schuin naar 
boven (en wel sneller dan de overige planken), in strijd daarmede, 
dat op die plank het schuin -naar beneden gerichte gewicht en de 
schuin naar beneden gerichte wrijving (daarop uitgeoefend door 
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de plank n - 1) werkt. Ook kan men zich daarop beroefJen, dat in 
het genoemde geval L + P zou toenemen. 

Gaat niet Î'E!der der n planken sc.huin naar boven ten opzichte 
van de daaronder liggende plank, dan is er een plank j (j < n - 1), 
die zowd ten opzichte van de plank j - 1 als ten opzichte van de 
plank j + 1 schuin naar boven gaat. De plank' j ondervindt twee 
schuin naar beneden gerichte wrijvingen en gaat dus schuin naar 
beneden ten opzichte: van het hellend vlak, en wel met een ver~ 
snelling, die > g sin y is (= g sin y, als de beide wrijvingscoëffi~ 
ciënten 0 zijn). In het beschouwde geval is er een plank h (hl < j), 
die ten opzichte van de planken h + 1 en j (hetgeen voor h = j - 1 
een en dezdfde plank is) schuin naar beneden gaat, evenals ten 
opzichte van de plank h - 1. Op de plank h werken twee schuin 
naar boven gerichte wrijvingen. Dit is in strijd daarmede, dat de 
plank naar beneden gaat sneller dan de plank j, dus met een ver~ 
snelling, die > g ,sin y is. 

107.* Bij ieder der N planken zijn er volgens 106 twee moge~ 
lijkheden Ven aanzien van d·e beweging ten opzichte van de daar~ 
onder liggende plank, nl. rust of uitglijden naar beneden. 

*108. Blijft de plank in rust, dan gaat (volgens 77) de bol 
zuiver rollen, als f2 > 2/7 tg Y is. De schuin bov.enwaarts op de' bol 
uitgeoefende wrijving is W

2 
= 2/7 m 2 g sin y. De plank blijft in , 

rust, als: 

mI g sin y - W I + 2/7 m 2 g sin y = ° 
is. De schuin naar boven gerichte wrijving, die het hellend vlak op 
de ~lank uitoefent, is dus W1 = 1/7 (7 mI + 2 m2 )g sin y. Dit voert 
tot de voorwaarde: 

1 > 7 m, + 2 m') 1 > 2/ 
1 = 7(m, + m

2
) tg y, 2 = 7 tg y. 

Ook kan de plank in rust blijven, terwijl de bol uitglijdt. Dan is: 

12 < 2/7 tg' y' m 1 g sin y - W 1 + f2 m 2 g cos Y = 0, 

Dit voert tot de voorwaarde: 

> mI tg y + 12 m? 
fl - m, + mz 

*109. In het genoemde geval is (met doorzichtige notatie): 

104 



E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK. OFL. 

mI g sin "I - fi (mI + mz)g <cos "I + W z = mI Xl' 
mzgsin "I - W z = m2 x2' W 2 = 2/5 m z rij;. 

Wegens het zuiver rollen is de snelheid van het punt van de bol, 
dat raakpunt is, gelijk aan. Xl' zodat men heeft: 

X2 -;- r cp = Xl' 

Dit voert tot: 

(7 m1 +, 2 mz)sin "I - 7 f l (m, + ma)cos "I 

7 m] + 2 m 2 

(7 m1 + 2 m2 )sin "I - 2 f 1 (m, + m2 )cos "I 
7 mI + 2 m2 

W 2 f mI + m2 
2 = 1 m z g cos r· 

7 m1 + 2 m2 

De voorwaarde is dus: 

110. 'Men heeft nu: 

mI g sin "I ~ f1 (mI + m 2 )g cosy + f2 m2 g cosy = m] Xl' 

g sin "I - f 2 g cos "I .= X2' f 2 g cos "I = 2/5 r ij;. 

Het uitglijden van de bol vordert x2 - Xl - rij;> O. Nu is: 

mI (.:e2 - Xl - r ip)= Yz g1 2 fl (m1 + m2 )-f2(7 mI + 2 m2 ) rcos ". 

Hieruit vindt men voor de gevraagde voorwaarde: 

f m'l + m? f m2 . f 2 f m, + m? 
tg "I > 1 m . - 2 m' 2 < 1 7 m + 2 m 

I I 1 2 

111. * We nemen de positireve f l~as naar rechts en de positieve 
f z~as naar boven. Het veld van rust van de plank en rollen van de 
bol wordt begrensd door het rechts van S(9/14 tg y. 2/7 tg "I) gelegen 
deel van de rechte f2 = 2/7 tg "I en het boven S gelegen deel van de 
rechte f l = 9/14 tg y. Het veld van rust van de plank en uitglijden 
van de bol wordt begrensd door het I1echts van S gelegen deel der 
rechte 12 = 2/7 tg "I, 'het rechts van Q(Yz tg y. 0) gelegen deel van 
de fl~as en het lijnstuk QS. Het veld van u:itglijden van de plank 
en rollen van de bol wordt begrensd door d~ positieve f2~as. het 
boven S gelegen deel der rechte f i = 9/14 tg "I en het lijnstuk OS, 
waarin 0 de oorsprong is. Het veld van uitglijden van de plank en 
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uitglijden van de bol wordt begrensd door de lijnstukken OQ, OS . 
en QS. De vier velden vullen te zamen het eerste kwadrant van 
het beeldvlak. 

112. De normale drukken op de bollen noemen we NI en N 2 , 

de wrijvingen W 1 en W 2' bij de bollen mI en m2 positief gerekend 
schuin naar boven resp. beneden. Uit.de momentenstellingen volgt 
'voor het geval van evenwicht W 1 = W z = 0 en verder, als S d~ 
spanning in h.et koord is : 

mI gsin?'l = S, m2 g sin?'2 = S. 

De evenwichtsvoorwaarde is dus m] sin ?'1 = m2 sin ?'2. 

113. Is x de verplaatsing van de zwaartepunten der bollen, dan 
is (met pe notatie van 112): 

mI g sin ?'1 - W 1 - S = mI x, W 21 .. 
1 = 5 mI x, 

mz g sin ?'2 + W2 - S = - mz jé, W 2/ .. 
2 = 5 ml2 x. 

Hieruit volgt: 

.. _ 5 (m1 sin ?' 1 - m? sin ?' 2) sin ?' 1 + sin ?' 2 
x - g )' S = mt m2 g 

7 (mI + m2 m1 + m2 

"J'i r { 2(m 1 sin ?'1 - m') sin ?'2) 

1.1A\o.W~\ W
2 

= mz g 2(m 1 s;~ ?'1"; m) sin ?'21 'vNJ\ -,vJ1. 

~~~(::~ W 1 =m1 g 7(m 1 +m2 ) 

\.r, ~ \\ 3.;:'" mI m2 

~l~\.-II'}\ De gevraagde voorwaarde is dus mI sin ?'1 > m2 sin ?'2 en: 

t > 2(m1 sin ?'1 - m? sin ?'2) I > 2(m 1 sin ?'1 -=- m? sin ?'2) 
1 = 7(m

1 
+ mz)cos ?'1 2 = 7(m1 + m2)cos ?'2 

1 H. Men heeft nu, als -CPl en fJJ2 de draaiingen der bollen zijn 
positief gerekend als daardoor het punt van de bol, dat raakpunt is, 
sch~in naar boven resp. beneden gaat: 

I 2(·· 1 gcos?, = 5 r 1 cp!' 

m2 g sin?'2 + f2 mz g COS?'2 - S = - m2 x, f2 gcos?, = 2/5 r2 ({2· 

Hieruit volgt: 

x = g mI sin ?'1 - m2 sin ?'2 - tI m1 cos ?'1 - t2 m:? cos ?'2, 
m1 + mz 

.. .. _ 2 m1 sin?'1 - 2 m2 sin?'2 - t1(7 mI + 5m2 )cos?'1 -2 1-.; m2 cos ?'2 
x-r1 fP1 -g 2(· + ) mI n!2 
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.. .. 12 ml sin Y1 - 2 m2 sin Y2 - 2 tI mI cos Yl - t2(5 mI + 7 m2 )cos Y2 
x-r2 fP2 =g 2(m

1
+m

Z
) · · 

Wegens 5 = m2(g sin Y2 + f2 g cos Y2 + x) is, als x> 0 is, ook 

5 > 0, terwijl x > 0 weer opgesloten ligt in x ~ r 1 rj;'J > 0, 
x - r 2 èp2 > O. De voorwaarde voor de beschouwde beweging is dus 
(behalve mI sin YI > m2 sin Y2): ' 

tI (7 mI + 5 mz)cos Y1 + 212 m2 cos Y2 < 2(m l sin Y, - m2 sin Y2)' 
211 mI cos Y1 + 12 (5 mI + 7 m2 ),cos Y2 < 2 (mI s:in Y1 - m2 sin Y2)' 

115.* Nu is: 

mI g sin Y1 - 11 m, g cos YI - S. = m, x, 
mz ,g sin Y2 + W 2 - 5 = - m2 x, 

I 2/" 1 gcos Î', = 5 r, fPl' 
W 2/ ,. 

2 = 6, m 2 x. 

Hieruit volgt: 

x = 5 g 
m, sin Y, - m2 sin Y2 - I, m, cos Y, 

5 mI + 7 m z 

W - 2 m l sin Y, - mz sin Y2 - I, m, cos Y, 
2 - mz g 5 m + 7 m 

. . 1 2 

.. .. 2(m l sin Yl - m2 sin Y2 ) - 7 tI (m, + m2 )cos Y, 
x - r 1 q\ = 5 9 2 (5 mI + 7 m

2
) , 

De voorwaarde is (behalve mI sin YI > m2 sin Y2 ): 

2(m, sin Y1 - m2 sin y:J I > 2(m 1 sin Yl - m2 sin Y2 - tJ mI cos Y1 ) 

tI < 7(m
l 
+ mz )cos Y

j 
2 = (5 mI + 7 mz )cos Î'2 

116. * Behalve· mI sin Y J > m2 sin Y 2 luidt de voorwaarde: 

f 2(m, sin Y, - m2 sin Y2 ) I, > 2(m l sin Y, - m2 sin Y2 - f2 m? cos Y2) 
2 < 7(m

1 
+ mJcos Y2 - (7 mI + 5 mz )cos Y1 

117.* Men neme de positieve II~as naar rechts en de positieve 
t2~as naar boven. Het veld van zuiver rollen van beide bollen wordt 

begrensd door het rechts van 5(1/21> 1/28 ) gelegen deel van de 

rechte 12 = 1/28 en het boven S. gelegen deel van de rechte f1 = 1/2 1' 
Het veld van uitglijden van beide bollen wordt begrensd door de lijn~ 
stukken OP, PS, SQ en QO, waarin 0(0, 0), P(1/21 • 0), Q(O. 1/2S ) 

is. Het veld van uitglijden van de bol mI en zuiver rollen van de bol 
m2 wordt begrensd door het boven Q gelegen deel van de f2~as, het 
boven 5 gelegen deel van de rechte fl = 1/21 en het lijnstuk QS. 
Het veld van zuiver rollen van de bol mI en uitglijden van de bol 
mz wordt begrensd door het rechts van P gelegen deel van de f I~as, 
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het rechts van S gelegen deel van de rechte f2 = 1/28 en het lijnstuk 
PS. De vier velden vullen te zamen h·et eerste kwadrant van het 
beeldvlak. 

118. Blijft de wig in rust, dan is de voorwaarde voor zuiver rollen 
t > 2/7 tg {', terwijl dan de normale druk N en de wrijving W (posi~ 
tief gerekend schuin naar boven), die de wig op de bol uitoefent, 
zijn (zie 77): 

N = mg cos {', W = 2/7 mg sin {'. 

Zij NI de normale druk en W
1 

de wrijving (positief van C naar 
B), die het horizontale. vlak op de wig uitoefent. Is x de weg, die 
het zwaartepunt van de bol heeft afgelegd, en q de afstand van 
het aangrijpingspunt van NI tot CJ (positief gerekend, als dit aan 
de kant van BH ligt), dan zijn de evenwichtsvergelijkingen voor de 
wig (als de momenten om CJ genomen worden): 

NI - Mg - N co~ {' - W sin {' = 0, 

W 1 - N sin {' + W cos {' = a, 
sin:: {' _ x) -N 1q - 1/3 Mga - Wa sin {' + N (a = a. 
cos {' 

Hieruit volgt: 

NI = g(M + m cos2 {' + 2/ 7 m sin2 X) 

= 1/7 g(7 M + 2 m + 5 m cos 2 {'). 

W 1 = mg( 1 - 2/7) sin {' cos {' = 5/7 mg sin {' cos {'. 

1/7 (7 M + 2 m + 5 m cos2 {')q = 
= 1/3 Ma + 2/7 ma sin2 {' I-- m(a sin2 {' - x cos {'} 

= aU/3 M - 5/7 m sin2 {') + m x cos {, 

a(7 M - 15 m sin:! {'} + 21 m x cos {' 
q= 3(7M+2m+5mcos2 {'r--' 

a _ = 7 a (2 M + 3 m) - 3 !!! x cos {' . 
q 3 (7 M + 2 m + 5 m cos 2 {') 

De voorwaarde voor het intreden van d'e beschouwde beweging is 
W <IN a< < D a< .. < 1 = 1 1 en = q = a. aar = x cos {' < a IS. IS aan q = il 

voldaan. zodat de gevraagde voorwaarde luidt: 

I I > 5 m sin {' cos {' M > 15/ . 'l 

> 2/7 tg {', 1 - 7 M' 2 5 ?' - 7 m sm~ {'. + m + mcos~ {' -
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Men vindt nu (met de notatie· van 118): 

N 1 = g (M + m cos2 y + f m cos y sin y), 

. W
1 
= mg(sin y - f cos r }cos y, 

a (M + 3 fm cos y sin y - 3 m sin 2 y) + 3 mx cos y 
q= 3(M + m cos2 y + fm cos y sin y) 

De gevraagde voorwaarde is: 

9 > m(sin y - f cos y)cos y 
f < -/7 tg y. f1 = M + m cos2 y + fm cos y sin y' 

M > 3 m (sin y - f cos y) sin y. 

120*. De wig gaat uitglijden. Zij Xl de verplaatsing van de 
wig en x

2 
de verplaatsing van het zwaartepunt van de bol ten op

zichte van de wig . We nemen e·en rechthoekig assenkruis aan met 
h·et midden van CJ als oorsprong. de positieve x:"as door het mid
den van BH en de positieve z-as vertkaal naar boven. De coördi
naten van het zwaartepunt Z van de bol zijn dan: 

x = - X l + x 2 cos Y + r sin y, z = a tg y - x 2 sin y + r cos y. 

Uit de beweging van Z horizontaal en verticaal volgt . met de 
notat~e van 118: 

m (- Xl + X2 cos y) = N sin y - W cos y. 

- m x 2 sin y = - mg + Ncos y + W sin y. 

Door deze vergelijkingen met sin. y resp . cos i' te vermenigvul
digen en op te tellen en hetzelfde te doen na vermenigvuldiging 
met - cos y resp. sin y. vindt men: 

N = m (g cos y - Xl sin y), 

W = m(g s~n y + Xl cos Y ---, x 2 ). 

Deze vergelijkingen krijgt men ook onmiddellijk door op te mer
ken. dat ~1 sin y de versnellingscomponent van Z loodrecht op het 
hellend vlak is en x

2 
- X l cos y de versnellingscomponent langs het 

hellend vlak. beide keren positief schuin naar beneden. Verder lreeft 
men: 

W = 2/5 m X2 • N sin y - W cos y . M Xl. 

Men vindt hieruit: 
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, 
(M + m)sin y x2 = 5 g , 

7 M + 2 m + 5 m sin2 y 

5 mg sin y cos y 
xj = 7 M + 2 m + 5 m sin2 y , 

N = m (7 M + 2 m) cos y 
. g 7 M + 2 m + 5 m sin!l y , 

W = 2 m (M + m) sin y. . 
. g 7 M + .2 m + 5 m sm~ y 

De normale druk N l' die het horizontale vlak op de wig uit~ 
oefent, is: 

. (M + m)(7 M + 2 m) 
N 1 = Mg + Ncos y + W sm y = g 7 M + 2 m + 5 m sin2 y 

Sneller vindt men dit resultaat uit de. bewe!;Jing van het gemeen~ 
schappelijke zwaartepunt van wig en bol in vertica}.:?; rich'ting. Daar~ 
uit volgt nl.: 

NI - (M + m) g = mi = - mX2 sin y. 

Verd·er vindt men uit de momentenstelling om het zwaartepunt 
van de wig (aannemend, dat deze ni~t kantelt) : 

. 1 + sin2 y 
NI ( q - 1/3 a) - 1/ 3 Wa sin y + N ( a 3 - x2 ) = O. 

cos y 
De afstánd van Z tot de loodlijn op het hellend vlak in het mid~ 

den van AG (het aangrijpingspunt van N
1 

in de beginstand) is nI. 
het gemiddelde van de afstanden van de middens van AG, BH en 
Cl tot die loodlijn, dus: 

~ (0 _a_ + asin 
2 .1.) = a 1 + sin ::; L . 

3 + cos y cos i' 3 cos y 

De gevonden V1ergelijking in q levert: 

(M + m) (7 M + 2 m) (3 q - a) = 
= 2 am(M + m)sin2 y - m(7 M + 2 mHa(l + sin2 y)- 3 Xz cos y} . 

= - am(7 M + 5 M sin2 y + 2 m)+ 3 m(7 M + 2 m)x2 cos y, 

3(M + m) (7 M + 2 m)q = 
= aM (7 M + 2 m - 5 m sin 2 y ) + 3 m (7 M + 2 ~) x2 cos y. 

Daar x 2 cos i' <. a is, heeft men: 

7 M 2 + 23 Mm + 6 m2 

q < a 3(7 M2 + 9 Mm + 2 m2 ) 
< a . 

In verband met W < fN en q > 0 vindt men voor de . gevraagde . 
voorwaarde: 

M+m 
f > 2 7 M + 2 m tg y, M > 1/7 m(5 sin2 y - 2). 
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121.* Dezelfde notatie als in 120. Zij ({J de hoek, die' de bol ge
draaid is, positief in de zin van naar beneden rollen (dus in de zin 
der draaiing van CA naar CB). Uit de versnellingscomponenten 
Xl sin y en x"2 - Xl cos y loodre,cht op l1esp. lan9,s hd hellend vlak 
vindt men : 

mg cos y - N = m Xl sin y,mg sin y - f N = m(x2 - Xl cos y), 

fN = ' 2/5 mr ip, N sin y - fN cos y = M Xl' 

Door oplossing volgt hierujt: 

.. m (sin y - f cos y) cos Y 
Xl '= g M + m(sin y - f cos y)siny , 

.. (M + m) (sin y - f cos y ) 
x 2 = g M + m(sin y - f cos y)sin y • 

N = Mmg cos y _ , 
M + m(sin y - f cos y)sin y 

5/2 fMg cos y 
r cp = M + m(sin y - f cos y)sin y . 

De normale druk NI' die het horizontale vlak op de wig uit
oefent, is ~ 

N = M N(cos f sin ) = gM(M + m) , 
1 g + . y + y M + m (sin y - f cos y) sin y 

hetgeen ook te vinden is uit de beweging van het gemeenschappe
lijke zwaartepunt. Men vindt verder: 

X _ r i: = (M + m) sin y - (1;2 M + m) f cos y 
2 P g M + m (sin y - f cos y) sin y 

1 + sin2 y 
NI (q - 1/3 a)- 1/3 fNa sin y + N (ti :3 - x 2 )= 0, 

o cos :' 

a1 M - m(sin y - f cos y )sin y~ + 3 mX2 cos "l 
q = 3(M + m) -, 

Vooreerst voert N > 0 tot de voorwaarde: 

f < M + m sin2 y 
m cos y sin y 

Daarna voert x2 - r cp > 0 tot de scherpere voorwaarde: 

M+m 
f < 2 7 M + 2 m tg y. 
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Verder voert q > 0 tot M > m(sin y - f cos y)sin y. Dit is 
met de vorige ongelijkheden samen te vatten tot: 

m sin2 y - M < 2 M + m 
m cos y sin y = f < 7 M + 2 m tg y. 

Er zijn alleen dan waarden van t, die hieraan voldoen, als' 

M > 1/7 m (5 sin 2 y - 2) 

is. Wegens x 2 cos Y < a en f < tg Y is aan q < a van zelf voldaan . 

• 

112 



F. BEWEGINGEN, DIE NIET 
EENPARIG ,VERSNELD ZIJN. 

*122. Op gr6nd van symmetrie besluit men, dat de staaf in het 
Vlerticale vlak door de beginstand blijft. Het zwaartepunt Z van de 
staaf blijft op dezelfde verticale rechte (wegens het ontbreken van 
horizontale uitwendige krachten). We onderstellen, dat de staaf het 
horizontale vlak niet loslaat. Is qy de hoek, die de staaf met hi~t hori~ 
zontale vlak maakt, dan is de hoogte van Z boven' dit vlak 
z = l sin cp. Uit i = i cp cos cp volgt: 

L = 1/6 m[2 cp2(1 + 3 cos2 cp) = 1/6 m12(p(4 - 3 sin2 cp). 

Uit L + P = Lo + Po volgt: 

1 q;.2 (4 - 3 sin 2 qy) = 6 U (sin a - sin cp) . . 

Door te fluxioneren en doo~ q;. te delen, vindt men voor wille~ 
keurige beginvoorwaarde: 

i <j? (4 - 3 sin2 qy) - 3 i <p,2 sin cp cos cp = - 3 g ,cos cp. 

Voor de druk door Ihet horizontale vlak in A op de staaf uitge~ 
oefend vindt men: 

N (+ .. ) (' + I .. i ~'.2 ' ) ' U - I <j;2 sin qy = m U z = m U , (JJ cos cp - .y sm cp = m 4 3 " 2 = - sm cp 

4 + 3 sin2 cp - 6 sin a sin cp 4 - 3 sin2 a + 3 (sin cc - sin cp) 2 
= mg (4 _ 3 sin2 cp)2 = mg (4 _ 3 sin2 cp)2 

Bijgevolg is steeds N > 0, zodat de staaf inderdaad het horizon~ 
tale vlak niet loslaat. Is qy = 0, dan is '(als we die stand met 1 
merken): 

l CPI = - Yz yl6 Ui sin a. 

Neemt men de projectie van Z op het hori,zontale vlak als oor~ 
sprong, de positieve z~as verticaal naar boven en de positieve x~as 
door de projectie van Bo op het horizontale vlak, dan zijn de coöt~ 
dinaten van B: 

Vraagstukken Theoretische Mechanica 11. 
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XB' = i cos q;. ZB = 2 t sin q;. 
Hieruit volgt voor q; = 0: 

X B = 0, i B = 2 i if;l = - y'6 gi sin a . 

Voor hoet tijdstip tl' waarop q; = 0 is. vindt men: 
a 

1 fT f 1/ 4: - 3 sin2 q; 
ti = V 6g V sin a - sin qJ 

o 
drp. 

123;" Men heeft nu: 

(e 2 + i2 cos2 q;) cj2 = 2 gi (sin a - sin rp ) , 
9 - 1 cf;2 sin <p 

N = m 1]2 g2 + i2"COS2 <p = mg e2 
1]2 + i2 (1 + sin2 q; - 2 sin a sin q; ) 

(1]2 + i 2 cos2 <p) 2 
zoda~ ook nu N > 0 is . 

Opmerking. De eerste uitdrukking voor N geldt bij willekeurige 
beginvoorwaarde. Men heeft alleen N = 0 voor i <p2 sin <p = g; de 
waarde van e is hierbij onverschillig. 

124. De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is Yz 00 verticaal 
naar boven ; Z blijft in d e verticaal door Z o' Met d·e notatie van 122 
heeft men i <Po = Yz 0 0 en (volgens L + P = Lo + Po): 

° 02 - 6 gi sin <P , N __ m 9 -i cp sin <p __ i2 cj2 = ~:----:;~-;:-_-'-'li - 3 sin2 <p 4 - 3 sin2 <p 

gi (4: + 3 ~in 2 q; ) - °0
2 sin q; =m ~~~-~~~-~--~ t(4 - 3 sin2 q; )2 

We stellen: 

sin q; =s. gl(4+3s2 )-002 =f(s) (O < s < I). 

° 2 Is V 0
2 < 6 gi, dan wordt de stand. waarbij s = 6~i is. met een 

snelheid 0 bereikt; f(s) n eemt af van 4 gl' tot de positieve waarde 
v 4 '. ° 2 4 gi - 12 ~t ' als s toeneemt van 0 tot 60 gi . Bijgevolg blij ft N > O. 

zodat de staaf het horizontale vlak niet loslaat (zoals ook volgt 
uit 122). 

Is v o
z > 6 gi, dan neemt f(s) af van 4 gi tot 7 gi - V

0
2 • als s 

toeneemt van 0 tot 1. Is 6 gl < ° 02 < 7 gl. dan "is dus steeds N > O. 
zodat de staaf ihet horizontale vlak niet loslaat. De staaf bereikt de 
verticale stand met een hoeksnelheid if;l' die voldoet aan: 
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12 CP1 2 = V 0
2 

- 6 gl: 

de snelheid VI' die B dan heeft, is horizontaal en voldoet aan 
V 1

2 = V 0
2 - 6 gl. 

Is lJo
2 > 7 gl, dan laat de staaf het horizontale vlak los in ee,n 

stand, waarbij cp voldoet aan: 

V 2 _ Y V 4 - 48 g 212 
s = sin cp = 0 6 gl 

Opmerkingen. 1. Is V 0
2 = 6 gl, dan is: 

cp . V! - sin lP 
1 lP = Vo 4 3 ' 2 ' - sm lP 

t = .i f 1/ 4 - 3 s~n2 u duo 
Vo 1 - sm u 

o 

De stand, waarbij Ç? = 90° is, wordt na oneindig lange tijd be~ 
reikt (dus niet bereikt, maar asymptotisch genaderd). 

2. Geeft men aan A bovendien een horizontale beg:insnelheid 
langs AoBo' dan behoudt het zwaartepunt Z zijn horizontale snel~ 
heidscomponent. Verder geeft dit geen verandering. 

125.* Volgens 124 heeft loslaten plaats, als V 0
2 > 7 gl is, en 

wel voor de daar aangegeven waarde van sin cp.' De hoeksnelheid 
cp!' die de staaf dan heeft, voldoet aan: 

12cf;12 = 1/8 (Vo2 + VVo4-48g2l'2). 

Op het tijdstip van loslaten heeft Z een verticaal naar boven ge~ 
richte snelheid. Z voert daarna een eenparig versnelde beweging 
uit met een verticaal naa~ beneden gerkhte versnelling g (zodat de 
beweging van Z aanvankelijk vertraagd is). De hoeksndheid van 
de staaf blij ft de waarde -CPl behouden. De levende kracht van de 
beweging om Z blij ft: 

1/48 m(vo2 + YVo
4 - ~8 g2[2). 

Dit is de totale levende kracht van de staaf geworden, als Z zij!1 
hoogste punt bereikt en dus de snelheid 0 heeft. Is Z2 de grootste 
hoogte van Z boven het horizontale vlak. dan volgt ui't: . 

Lo + Po = L2 + P2 

(daar voor de beginstand van 124 geldt Lo = 1/6 m V 0
2 en Po = 0): 

gZ2 = 1/6 Vo2 - 1/48(Vo2 + yv/ - 48 g212) 
- 1/ '(7 v 2 ~, Iv 4 _ 48 g212) - 48 0 V O . . 
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*126. Als coördinaat voeren we in de hoek 0, die AB met de 

ijzerdraad ma~kt (0 < 0 < 180° als B onder de ijzerdraad ligt). 

Uit de in 122 voor N gevonden uitdrukking (positief gerekend naar 

boven) vindt men door cc = - f3 en qJ = - '!jJ te stellen: 

4 + 3 sin 2 0 - 6 sin f3 sin 0 
N= mg 

(4 - 3 sin2 0)2 

Hieruit volgt: 

dN = 6 m 3 sins () + 12 sin () - (9 sinZ 
() + 4)sin f3 cos () = 

d() g (4-3sin2 ())2 

[(s) cos e 
=6mg {1 - 3 sin:'; ())2 • 

waarin s = sin () en [(sj = 3 S3 + 12 s - (9 S 2 + 4) sin f3 is. Uit: 

['(sj = 3(3 S2 + 4 - 6 s sin f3) > 0 

volgt. dat [( s) toeneemt, en wel van 2 (4 - 3 sin2 f3) sin f3 tot 
15 - 13 sin f3, als () toeneemt van f3 tot 90° (dus s van sin f3 tot 1). 

Bijgevolg blijft f(s) > 0, zodat N toeneemt, en wel van 4 ;g. 2 f3 
- sln 

tot mg(7 - 6 sin M. als () toeneemt van f3 tot 90°. Bijgevolg is N 
minimaal in de beginstand en maximaal in de stand. waarbij B zich 
verticaal onder A bevindt (e = 900). 

127.* Dezelfde notatie: als in 126. Neemt () toe van f3 tot 90°. dan 
neemt t(s} voortdurend toe, met een negatieve waarde ·beginnend 
en met een positieve waarde eindigend. Wegens [( O) :> 0 wordt 
f(s} = 0 voor een zekere tussen f3 en 0 gelegen waarde - y van (). 
Voor f3 < e < - y is f(s) < 0 en voor - y < () < 90° is [(sj > O. 

mg , 
Neemt () toe van f3 tot 90°, ~an neemt N dus 'eerst af van 4 _ 3 sin2 f3 

tot een zeker positief minirrÎum, aangenomen voor () = - y, dus in 
een stand. waarbij B nog boven de !horizontale rechte ligt; die stand 
wordt aangewezen door: 

3 sin3 y + 12 sin y + (9 sin2 y + 4) sin f3 = O. 

Vervolgens neemt N toe tot mg(7 - 6 sin f3) (voor () = 90°). 
Dit is de grootste waarde van N. De kracht N blijft steeds verti.caal 
nàar boven gericht. 

128. Als coördinaat voeren we in de hoek '!jJ, die AB maakt met 
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de naar beneden gekeerde verticaal door A, Door <p = .'Ij! - Yz 11. te 
stellen, vindt men l1it de differentiaalvergelijking van 122: 

i ij; (4 - 3 cos2 '11') + 3 i1jJ2 cos lp sin 'Ij! + 3 g sin 'I.jJ = 0, 

Is 'Ij! klein, dan wordt dit bij benadering i ij; + ~ g lp = 0, Hieruit 

vindt men voor de periode der kleine slingeringen T = 2 11. -V 3ig , 

Heeft h'et zwaartepunt Z van de staaf een horizontale snelhe'ids
component, dan gaat het slingeren gepaard met een eenparige be
weging van de projectie van Z op de horizontale 'ijzerdraad, 

129. De beginsnelheid van het ~waartepunt Z is 0, zodat Z in 
dezelfde verticaal blijft. Met de coördinaat 1p van 128 heeft men: 

i2 1jJ2 (.1 + 3 sin 2 "p) = 6 gl C?S 'Ij! - 6 gl + va 2 , 

Is v a
2 < 12 gl, dan gaat de staaf slingeren met een ,amplitudo 

. (grootste absolute waarde van 'Ij!) bgcos (1 - :~~) ,Is va
2 > 12 gl, 

dan loopt de staaf rond; in de labiele evenwichtsstand (8- verticaal 
boven A) is l '!jJ2 . . va

2 - 12 g1'. Is va
2 = 12 gl, dan wordt de labiele 

evenwkhtsstand asymptotisch genaderd, . 
De pool P der beweging van AB 'is het snijpunt van de redhte 

door Z evenwijdig aan de ijzerdraad met de verticale recn.te door 
A, Daar AaP = l is, is de poolbaan (meetkundige plaats van P op 
het vaste vlak) de cirkel om Aa met straal l (of een deel van di~ 
cirkel), Daar L APZ = 90° is, is de poolkromme (meetkundige 
plaats van P op het bewegende vlak) de cirkel op AZ als middellijn 
beschreven (of een deel daarvan), De staaf voert dus een ellip
tische beweging uit. 

Is v a
2 > 12 gl, dan zijn poolbaan en poolkromme de volledige 

drkels. Is v a
2 < .12 gl, dan ;is de poolbaan dat deel van genoemde 

cirkel om Aa' dat onder de horizontale rechte door de hoogste stand 
Zl van Z ligt. Zijn PI en Pt' de bijbehorende polen, dan is ZI het 
midden. van PIP/, Is 6 gl < va

2 < 12 gl: dan liggen PI en Pt' boven 
of op de ijzerdraad, De pool~romme is dan de volledige cirkel op 
AZ als midd·ellijn. Is v a

2 < 6 gl, dan liggen PI en Pt' onder de ijzer
draad. De poolkromme is dan de boog van de cirkel op AZ als 
middellijn, die tussen de uiterste· stralen AOPI en AoP/ van de pool
baan ligt. De uiteinden van de poolkromffile lopen langs die stralen, 
Poolbaan en poolkromme zijn dan even lange cirkelbogen, 

*130. Uit de pool van de beweging (het snijpunt van de lood-
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9 lijnen in A en B op horizontaal vlak resp. muur) vindt men 
L = 2/3 ml2 <p. waarin q; de hoek tussen de staaf AB en het hori~ 
tale vlak .i'l. Hieruit volgt: L ~ P - ( 

I <j;2 = 3(2 g(sin a - sin cp). I ij; = - 3/4 g cos cp. 

Zijn N en N' de drukken, die het horizontale vlak en de muur op 
de staaf uitoefenen, dan is: 

N = m(g + 1 tP cos cp - I cj;2 sin cp} = 
= X mg( 1 - 6 sin cc sin cp + 9 sin2 cp) = 
= X mg~ (3 sin cp - sin a)2 + cos2 a~. 

N' = ~ ml(ij;·sin <p + <j;2 cos q;) = 3/4 mifl(3 sin cp - 2 sin a)cos cp; 

bijgevolg is N > O. De staaf blijft met het verticale vlak in aan~ 
rakdng tot de stand, waar N' = 0 is. dus sin cp = 2/3 sin a. dus 
OB = 2/3 OBo. waarin 0 het snijpunt is van r met het verticale vlak 
door AB. Op het tijdstip tI' waarop de staaf de muur loslaat. is 
I <ft1 2 = Yz g. Na dit tijdstip geldt (zie 122): 

1 (P(4 - 3 sin2 cp)= 2 g(2 sin a - 3 sin cp }+ 2 g( 1 - 1/:>. sin2 a) - . 

= 2 g (1 + 2 sin 'a ~ 1/ rI' sin2 a - 3 sin cp). 

Op het tijdstip t
2

• waarop B het horizontale vlak treft. geldt: 

I <j;22 = 1/6 g(3 + 6 sin a - sin2 a). 

We nemen 0 als oorsprong van een rechühoekig assenkruis, de 
positieve z~as verticaal naar boven en de positieve x~as door A. 
Vóór het loslaten van de muur geldt: 

x z = - 1 <ft sin cp, x A = - 2 1 <ft sin cp, i B = 2 I cp cos cp. 

Op het tijdstip tI geldt dus: 

xz= 1/:>. y2g1 sin a. XA~ 2/3 y2 gl sin a, 

iB= 1/ :>. y2 gl (9-4sin2 :r). 

Het punt Z behoudt de horizontale component van de snelheid 
na het tijdstip tI' Volgens: 

XA = X Z + I cos cp. XB = X Z - l cos cp. ZB = 2 I sin cp. 

geldt op het tijdstip tz. waaroplJ-! = 0 is: 

X A = XB = X Z = 1/:>. y2 gl sin a, 

i B = 2 I CP2 = - 1/3 Y 6 gl (3 + 6 sin a - sin2 a). 
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Opmerking. Men heeft na het tijdstip t
1

: 

3 + 6 sin a - sin2 a - 9 sin cp 
I cp2 = 2 g 3 (4 _ 3 sin2 cp) 

dus volgens 122: 

g - I cj;2 sin cp 
N=m = 4 - 3 siIi2 cp 

=mg 
12 - 6 sin cp + 9 sin2 cp + 2(sin a - 6)sin a sin cp _ 

3 (4 - 3 sin2 cp) 2 

(3 sin cp - 1 - 2 sin a)2 + 11 - -4 s.in a-4 sin2 a.+ 2 sin~ a sin rp = mg 
3(4 - 3 sin2 cp)2 . 

Bijgevolg is N > 0, zodat de staaf ~et horizontale vlak niet los~ 
laat. 

131. * We nemen hetzelfde assenkruis en çlez'elfde coördin~at cp 
als in 130. De coördinaten van Z zijn x = b 'cos <p~ z = a sin <po Üit: 

x = - b cp sin cp. i = a cp cos cp 

volgt: 

L = Y2 mcp2(a2 cos2 <p + b2 sin2 <p + (>2). , 

Y2 <f-2(a2 cos2 cp + b2 sin2 cp + (>2) .= ga (sin a - sin cp), 

<j;'( a2 cos2 cp + b2 sin2 <p + (>2) + 
+ cp2(b2 - a2)cos cp sin <p +ga cos cp = 0. 

\ I 

Voor de drukken N en N', door het horizontale vlak en de muur 
op de staaf uitgeoefend. vindt men: 

. N = m (g + a cp cos <p - a f/,2 sin cp) = 
= m g(b2 sin2 cp + (2) - qj2 a(b2 + (2)sin cp _ 

a 2 cos2 cp + b2 sin2 ,<p + t;?2 

b2(b2 _ a2) sin4 cp + (3 a2 b2 + a 2 (>2 +" 2 b2 (>2) s,in2 cp - ' 
- 2 a2 (b2 + (>2) sin a sin cp + e2(a2 + (>2) 

= mg (a2 cos2 cp + b2 sin2 cp + (2)2 

ga sin cp - 972 (a2 + (>2) 
N' = - mb(ip sin cp + cp2 cos cp) = mb a2 cos2 cp + b2 sin2 cp + (>2 cos cp = 

(b 2 - a2)sin3 cp + 3(a2 + (>2)sin cp - 2(a2 + (>2)sin a 
- mgab cos cp. 
- (a2 cos2 cp + b2 sin2 cp + (>2)2 
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De formules, die N en N' in r en ([J uitdrukken (en waarin Cl niet 
voorkomt), gelden voor alle beginvoorwaarden. Door hieruit r te 
elimineren, vindt men: 

Nb(a2 + e 2 ) = N' a(b2 + .e 2 )tg cp + mgb e 2 . 

Is N' > 0, dan is dus N > O. Dit doet zien, dat de staaf, zolang 
deze de muur niet loslaat, ook het hor.izontale vlak niet loslaat. Stelt 
men: 

sin cp = s, (b2 
- a2 )sa + 3 ('a 2 + e2 )s - 2(a2 + e2 )sin Cl = [(s), 

dan is: 

f(s) = 31 (b2 - a2 )s2 + a2 + e2~ = 
= 3(a2 cos2 cp + b2 sin2 ([J + e2 ) > O. 

Neemt cp af van Cl tot 0, dan neemt [(s) dus voortdurend af, en 
wel van de positieve waarde (a 2 cos2 Cl + b2 sin2 Cl + e2 ) sin a tot 
de negatieve waarde - 2 (a 2 + e2 ) sin a. Er is dus één tussen Cl en 0 
gelegen waarde CPI van cp, waarvoor [(s) = 0 is, dus N' = O. Voor 
CPI < cp < a is N' > O. Is cp tot CPI afgenomen, dan laat de staaf de 
muur los. 

132. * We bepalen het maxJmum van de in 130 berekende druk 
N'. Daarvoor geldt, als sin cp = s gesteld wordt: 

dN' 
dcp =3/4mg(3+2ssincc-6s2

) = 3/4 mgF~s}. 

Blijkens 2/3 sin a < s < sin cc is F'(s) = 2(siI1 a - 6 s) < O. 
Neemt s af van sin 0: tot 2/3 sin a, dan neemt F(s) dus toe en wd 
van 3 - 4: sin2 a tot 3 - 4/a sin2 0:. Daar a < 60° is, is dus F(s) > 0, 

dN' 
dus -- > O. Neemt s af van sin 0: tot 2/~ sin a, dan neemt N' dus &p ., 
voortdurend af van ' 3/ 4 mg sin ,a cos 0: tot 0', zodat .N"maximaal is 
voor <P = a. Daar het horizontale vlak op het blok een normale druk 
Mg uitoefent en (bij in rust blijven van het blok) een wrijving N', 

blij ft het blok gedurende cL~ gehele beweging in rust, als voldaan 
in aan 3/4 mg sin Cl cos a < fMg, dus aan: 

f > 3m . 
= 4: M sm Cl. cos a. 

Opmerking. Is Cl > 60°, danïs F(s) < 0, als <P, < cp < a is, 
waarin <PI bepaald is door: 

sin CPI = 1/6('sin 0: + VI8 + sin2 a), 
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terwijl F(s) > 0 js, als 2/3 sin a < sin qJ < sin CPl is. Neemt qJ af. 
met cc beginnend, dan neemt N' dus eerst toe tot: 

3/4 mg(3 sin CPl - 2 sin a) cos CPl' 

om vervolgens tot 0 af te nemen. Dit voert tot de voorwaarde: 

f >- ! ~ (3 sin CPl - 2 sin cc) cos CPl' 

133.* De verplaatsing van het blok noemen we u en de hoek. 
I 

die de Staaf AB met het horizontale vlak maakt. noemen we <fJ;. De 
projectie 0 van Bo op het horizontale vlak nemen we als oorsprong, 
OAo als positieve x~as en de positieve z~as vertIcaal naar boven. 
De coördin~ten van het zwaartepunt vim de staaf zijn: 

x = - u + [ cc.,> cp, y = [ sin cp. 

Het gemeenschapelijke zwaartepunt van staaf en blok blijft in de~ 
ze~fde verticaal. Hieruit volgt: 

du's: 

- M u + m (- u + [ cos cp) = mi cos cc, 

(M + m)u = ml(cos cp - cos a), 
(M + m)x = l(M cos cp + m cos a). 

(M + m)u = - m[ cp sin cp, 
(M + m).x = '- M[ cp sin cp, Ij = [ cp cos cp. 

De levende kracht van het geheel is: 

L = Yz M u2 + Yz m(.x2 + 1j2) + 1/6 ml2 cp2 = _ 
. I 

_ [2 4 M + 4 m - 3 m, sin2 cp '2 

- m 6(M + m) cp . 

Uit.L + P = Lo + Po volgt: 

[ ',2 = 6 (M m) . sin cc - sin cp , 
cp + g 4 M + 4 m - 3 m sin2 cp 

, .. _ 3 (M ) 3 m (2 sin cc - sin cp) sin qJ - 4 M - 4 m 
I cp - -.1'- m g (4 M + 4 m _ 3 m sin2 cp) 2 COscp. 

.. mI ('" +'2 ) U = - M cp sm cp CP' cos cp = . +m . 
4(M + m) (3 sin cp - 2 sin a)- 3 m sinS cp = 3 mg cos cp 

(4 M + 4 m - 3 m sin2 cp)2 . 
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De druk N', die blok en staaf op elkaar uitoefenen is: 

N' = Mü = 3 Mm 4(M + m) (3 sin cp - 2 sin a)- 3 m sin3 cp 
g (4 M + ·4 m _ 3 m sin2 cp)2 cos cp. 

Als we 4(M + m) (3 s - 2 sin a) - 3 m S3 = F(s) (s = sin cp) 
stellen, dan is: 

F'(s)= 3~4(M + m)- 3 ms2~. 

Bijgevolg is F'(s) > O. Neemt cp af van Cl tot 0, dan neemt F(s) 
dus af van (4M+4m-3msin2 a) sjn a tot-8(M+m) sin a 
en wordt dus voor één tussen a en 0 gelegen waarde f[JI van cp, be~ 
paald door: . 

4(M + m) (3 sin CPI - 2 sin a)- 3 m sin3 CPI = 0, 

gelijk aan O. Voor cp = CPI laten staaf en blok elkaar los·. De waarde 
U'I van u is dan: 

mi 
-=-=0---- (cos CPI - cos a). 
M+m 

Opmerkingen. 1. De druk N, die het horizontale vlak op de 
staaf uitoefent, voldoet aan: 

N - mg = ml(ip cos cp - cp2 sin cp). 

Wegens de voor l cp2 en i iJ· gevonden uitdrukkingen volgt hieruit: 

N(4 M + 4 m - 3 m sin2 <p)2 = 

= mg~4 M2( 1 + 9 sin2 cp ) + Mm(8 + 39 sin2 cp - 9 sin4 <p ) + 

+ m2(4 + 3 sin2 <p)- 6(M + m) (4 M + m)sin a sin <Pro 

In verband met de voor N' gevonden uitdrukking v'indt men door 
eliminatie van a: 

1 4M+m I 

N = Y4 mg + 4 M N tg <po 

, Hieruit ziet men, dat N > 0 is, tenminste zolang N' > 0 is, dus 
dat de staaf, zolang deze met het blok in aanraking is, het horizon~ . 
tale vlak niet loslaat. 

2. Men kan zich voorstellen, dat de staaf het blok niet kan los~ 
laten, b.v. doordat aan het uiteind·e B van ?e staaf een ringetje be~ 
vestigd is, dat loopt langs een verticale ijzerdraad gespannen langs 
een opstaand zijvlak van het blok op een te verwaarlozen afstand 
daarvan; in dat geval kan N' negatief worden. Ook dan blijft N 
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positief en laat de staaf het horizontale vlak niet los. Dit blijkt door 
de form.ule voor N aldus te; schrijven: 

N ( '4 M + 4 m - 3 m sin2 lP) 2 = 

= 4 mg [iM(sin a~ 3 sin IP)+ m(sin IX - sin lP) ~2 + (M + m)2 cos·2 a] +. 
+ m2 gi '~' (2 sin IX - sin IP)+ M(2 sin a + 15 sin lP - 9 sin3 lP) ~sin lP. 

134. Als coördinaat voeren we in de hoek <p, die BA maakt 
met de naar boven gerichte verticale geleiding (zodat in de be

ginstand rp = Dis) . Dan is Z fjio = ~ vo' waaruit men afleidt: 

Z2 fji2 = Xivo2 - 6 gl(1 - cos rp) ~ '= X(vo2 - ·12 gZ sin2 Yz lP). 

Is v 0
2 < 't2 gZ, dan slingert de staaf heen en weer met een ampli-

. v 2 
tudo (grootste absolute waar:de van rp) bgcosi (I - 6 ~l ). Het 

punt' B loopt dan heen en weer tussen twee standen. die op afstan-
, . '6gi-v 2 

den 2 Zen --3--Z' 0 van 0 liggen; positief gerekend onder O . • ' g , , 
Is v 0

2 < 6 gZ. dan is de amplitudo < Yz' n; deze is dan ook te sch~ij-

ven als 2 bgsin - v 0 
• Het punt A loopt dan heen en weer tussen 

. 2 y3 gZ 
. v 

twee punten Az en A 2', die op een afstand -3 0 y12 gl - v0
2 aan 

. g 
weerskanten van 0 liggen. Is 6 gl < v0

2 < 12 gi, dan loopt A aldus: 

Al A 2 Al A/ A 2' A/ Al A 2 Al .... 

Bij de aangeg~ven punten keert A terug; Al en A/ zijn de punten 
op de horizontale rechte, die: op een afstand 2Z aan weerskanten 
van 0 liggen (Al ~n A 2 àan dezelfde kant van 0). 

Is v0
2 > 12 gï, dan loopt de staaf rond en neemt lP dus voort

durend toe. Het punt A loopt dan heen en weer. tussen Al en A/, 
terwijl ook B heen en weer loopt tussen twee punten op een afstand 
21 aan weerskanten van O. Bevindt B zich in zijn hoogste stand, 

dan passeert A met een snelheid yv~2 - 12 gl het punt O. 
Is 00

2 = 12 gl, dan is I cp = Yz V o cos Yz <po dus: 
/ 

<p 

t=?:...!f ~u =!.!ln1+Si~1/21P-. 
va cos /'2 u ' va cos /2 lP 

o 
De staaf nadert asymptotisch· tot de labiele evenwic'htsstand, 

waarin B verticaal boven A ligt ( fP = n). De stand, waarbij B het 
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punt 0 passeert (cp = Y2 :n), wordt bereikt op het tijdstip 
41 - -
- In(1 + v'2) met een snelheid Y2 v'2 V o van B. 
Vo 

135. Met de coördinaat <p van 134 is 1: I ij; + 3 g sin <p = O. 
dus bij benadering 4 I ij; + 3 g ffJ = O. De periode (kr kleine slinge~ 

ringen is 4'n 1/ I 
V 3g' 

136. Zij M het midden van EE' en 'tp de hoek.1 die MC met de 
naar beneden gekeerde verticaal door M maakt. positief gerekend 
als C en E aan dezelfde kant van die verticaal liggen. Alleen de 
waarden van cp. die aan - 90° < fP < 90° voldoen. zijn mogelijk 
(fP = 90° als C in E valt en ffJ = - 90° als C in E' valt). We 
nemen M als< oorsprong, ME als positieve x~as en de positieve z~as 
verticaal naar beneden. Het zwaartepunt Z bevindt zich op een af~ 

stand Y2 y2 p van C op de bissectrice van L ACA'. Daar ZC een 
hoek Y2 g; met de naar beneden gekeerde verticaal door Z maakt 
(zie de fig. bij 142). zijn de coördinaten van Z: 

x = l sin fP - Yz y2 p sin Y2 ffJ, Z = I, cos ffJ - Y2 v'2 p cos Yz cp. 

Hieruit volgt voor de potentiële energie: 

P = 'mgh/2 p cos Y2 <p - 21 cos g;), 

dP -
d<p = mg(2 I sin <p - Y2 y2 P sin Y2 <p)= 

= 4 mrrl(cos 1/2 m - P ) sjn Y2 <po 
o 72 -r 4 y2 t 

dP 
Is 1 < p < 4 1. dan is d<p > 0 voor 0 < g; < 90°. Neemt <p toe 

van 0 tot 90°. dan neemt P voortdurend toe. zodat <p = 0 (C ver~ 
ticaal onder M) een stabiele evenwichtsstand is. Andere even~ 
wichtsstanderi zijn er dan niet. behoudens de lamele evenwichts~ 
standen fP = -+- Y2 n als p = . 4 1 is. 

- dP 
Is p > 4 y2 I, dan is dfP < 0 voor 0 < ffJ < 90°. In dat geval 

is g; = 0 een labiele evenwichtsstand. Stab.iele evenwichtsstanden 
zijn dan die, waarbij C in E of in E' ligt en de beweging naar één 
kant door de verbindingen belet wordt. 
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Is 4 I < p < 4 y2 I en neemt cp toe van 0 tot 90°. dan neemt P 

e·erst toe, totdat cp = 2 bgcos p geworden is, om vervolgens 
4y21 . 

we~r af te nemen. Nu ,is cp = 0 een stabiele evenwichtsstand, terwijl 

door cos Y2 cp = ~_- twee labiele ev~nwichtsstanden worden 
4:y21 

aangewezen. De standen, waarbij C in E of in E' ligt, zijn stabiele 
evenwich tsstanden. 

137. Volgens 136 gaat, als I < p < 4 I is, het lichaam met toe~ 
nemende levende kracht door de stand cp = O. Is p > 4: !, dan blijft 
'het lichaam in zijn beginstand, daar P in die stand minimaal is. Is 
P = 41, dan blijft het lichaam eveneens in zijn beginstand en is dan 
in labiel evenwicht; in de beginstand is -dan nl. P maximaal en 

dP = 0 
dq; . 

Uit de coördinaten van Z (zie 136) volgt: 

x = cp(l cos cp - 34 y2 p cos Y2 cp), 

i = cp(-I sin cp + 34 y2-p sin Y2 cp). 

x2 + i 2 = <F,2(l'2 + 1/8 p2 - Y2 y2 lp cos Y2 cp). 

Het traagheidsmoment om een as door Z loodrecht op het vlak 
ACA' is: 

2(1/3 mp2 + Y2 mp~) = 5/3 mp2. 

De hoeksnelheid van het lichaam is Y2 <F'. De totale levende kracht 
is dus: 

L = 1/6 m cpz (6 12 + 2 p2 - 3 y2 lp cos Y2 cp). 

U~t L + P = Lo + Po volgt: 

ep.2(6/2 + 2 p2 - 3 y2lp cos Y2 cp)= 

= 6 g(p - y2 p cos Y2 cp + 2 [cos cp). 

Is [ < p < 4 I, dan vindt men voor de (met de index 1 gemerkte) 
stand ip = 0: 

'ifJ1
2(612 + 2 p2 - 3 y21p)= 6 g(21 + p - y2 pJ. 

Het punt C :heeft in die stand een snelheid I CP1' 

Opmerking. Is p = 4 1, dan is: 
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I qj2( 19 - 6 y2 cos Yz cp)= 3 g(2 cos Yz ({J - y2)2, 
1/2" . 

t = 1/ I f V 19 - 6 V 2 cos 1/2 ~ dUo 
V 3 g 2 cos Yz u - y2 

'P 

Deze integraal is divergent voor ({J < Yz n, zodat een van de be~ 
ginstand versc'hdllende stand eerst na oneindig lange tijd bereikt 
wordt, d.w.z. niet bereikt wordt. Het lichaam blijft dus in zijn be~ 
ginstand. 

138.* Uit L + P = Lo + Po volgt: 

qj2 12 (6 12 + 2 p2 - 3 y2 lp cos Yz ({J ) + 
+ 6 gl2 (y2 p cos Yz ({J - 2 [ cos cp) = 

= 002 (612 + 2 p2 - 3 y2lp) + 6 gl':: (y2 p ~ 2 I). 

Wordt de (met 2 gemerkte) stand, waarbij C in E gekomen is 
(({J = 90°), bereikt, dan vindt men de snelheid O

2 
van C in die 

stand uit: 

02
2 (6 12 + 2 p2 - 3 lp) = 

= 002 (6 12 + 2 p2 - 3 y2 lp) + 6 g[2 (y2 p - p - 2 1). 

De stand rp = 90° wordt bereikt, als Lo + Po groter is, dan het 
maximum van P. Is [ < p < 4 I, dan komt die voorwaarde (volgens 

136) n·eer op Lo + Po > P2' dus op: 

. IJ ~ 2 (6 12 + 2 p2 - 3 y 2 lp) > 6 gl2 (2 I + p - p y2); 
is p < 4 [, dan wordt de stand rp = 90° ook nog bereikt (nu met een 
snelheid 0), als 0

0 
voldoet aan: 

002 (6 12 + 2 p2 - 3 y2 lp) = 6 gl2 (2 I + p - p vi) . 

Is p = 4 I, dan gaat dit over in 0
0 

= 1/ 17 (5 - 2 y2) y6 gZ; de 
stand rp= 90° wordt dan niet bereikt, maar asymptotisch genaderd. 

Is 4 I < p < 4 y2 I, dan wordt de stand rp. = 90° bereikt, als, de 

labiele evenwichtsstand ({Jl = 2 bgcos p met een van 0 verschil~ 
4y21 

lende snelh:eid gepasseerd wor~t, dus als Lo + Po > PI is, dus als: 

002(6/2+2 p3_3 y 2l'p) > 3 gl(2 y21 ~ Yzp)2 

~s; met het gelijkteken (Lo + Po = PI) wordt de labiele evenwichts~ 
stand asymptotisch genaderd, dus niet gepasseerd. 
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Is p :> 4 y21, dan wordt de stand q; = 90° (met voortdurend 
toenemende levende kracht) bereikt, als V o > 0 is. Is V o = 0, dan 
blijft het lichaam in rust (labiel evenwicht). 

139. * Door L + P = .constant te fluxioneren, vindt men: 

2 cp( 6 12 + 2 p2 - 3 y21p cos Yz q;) + 
, 

+ 3/2 y21p <"j2 sin Yz q; + 3 g(4l sin q; - y2 p sin Yz q;)= O. 

Voor kleine waarden van q; wordt dit bij benadering: 

4(612 + 2 p2 - 3 y2lp)cp + 3 g(8 t - y2 p)q; = O. 

De periode der kleine slingeringen is dus: 

1 / 6 l2 + 2 p2 - 3 y2 lp 
4n r . 

3g(8l-y2p) 

Is (1 (grootste waarde van q;) de amplitudo van willekeurige 
slingeringen om de stand q; = 0, dan is: 

q;2 (6 l2 + 2 p2 - 3 y2 lp cos Yz q;) = 
= 6 g (2 1 cos ({J - y2 p cos Yz q; - 2 l cos (1 + y2 p cos Yz a) = 
= 6 g (cos Yz q; - cos Yz a) 14 1 (cos Yz q; + cos Yz a) - y2 p ~ = 

= 12 g(sin2 % (1- sin2 % cpH8 l-y2 p - 8l(sin2 % ei + sin2 % q;)~. 

Alleen die waarden van de ampHtudo a zijn mogelijk, waarvoor: 

4 I (cos Yz q; + cos Yz a) > y~ p 

is, ook voor ({J = a, dus waarvoor cos Yz a > p is Dit is van-
. 4y21' 

zelf zo, als p < 4 l is, en drukt in het geval 4 I < p < 4 y2 I uit, 
dat de uiterste standen tussen de labiele evenwichtspunten liggen; 
laat men het lichaam zonder beginsnelheid los in een stand, waarbij 

q; > 2 bgcos P is, dan wordt de stabiele 'evenwichtsstand niet 
4V2 1 

bereikt. Voor de periode vindt men: 

a 

= 2 . f 1 / 6 12 + 2 p2 - 3 y2 lp cos Yz q; d . 
y3 gor (sin2 % (1 - sin2 % cpH8 1- y2 p - 8l(sin2 ~ (1 + s'in2 ~. cp) ~ ({J 

Door de substitutie sin % q; = sin % a sin u wordt dit: 
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1/2 1< 

T ' 8 f 1 / __ ~12 + 2 p2 - 3 y2 lp + 6 y~ lp sin2 Y-1 a sin2 u duo 

y3 g 0 V (1- sin2 Y-1 a sin2 u)~81- y2 p - 81(1 + sin2 u)sin2 Y-1 ar 
Neemt a af, dan neemt de laatste integrand af, zodat ook T af~ 

neemt. Voor kleine waarden van a vindt men '(door de termen met 
sÎn2 Y-1 a te verwaarlozen) de boven gevonden uitdrukking. 

140.* Van de kracht in C op de stang AC uitgeoefend noemen 
we de langs CA vallende component Q (positief gerekend naar A 
toe) en d~ loodrecht op CA staande component R (positief ge~ 
rekend van B af). Het op de stang AC uitgeoefende moment noe~ 
men we M, positief gerekend in de zin ECE', dus in de zin van de 
in 136 ingevoerde hoek ([J. De door de ringetjes E en E' uitgeoefende 
krachten (die loodrecht op AC resp. A'C staan) noemen we N resp. 
N'. We bepalen eerst N en N' uit de beweging van het zwaartepunt 
Z (massa 2 m) van het lichaam in horiz~ntale en verticale richting. 
Dit geeft in verband met de in 136 aangegeven coördinaten van Z: 

- N sin(45° + Yz ([J) + N' cos(45° + Yz ([J) = 

= 2 m il(o/ cos ([J -cp sin q;)- lis y2 p(20/ cos Yz ([J - cp2 sin Yz ([J)}, 

2 mg =- N cos(45° + Yz ([J)- N' sin(45° + Yz q;)= 

= 2 m i-l(o/ sin ([J + (P cos <p)+ 1/8 v2 p(2 0/ sin Yz <p + cp2 cos Yz <p) r· 
Door de eerste v.ergelijking met sin (45° + Yz <p) en de tweede 

met cos (45° + Yz <p) te vermenigvuldigen en op te tellen, vindt men: 
\ 

N = 2 m i (g -I 0/)sin(45° - Yz <p)+ I cp cos(45° - Yz <p)+ 1/8 p(2 q;. _cp2) r 
We beschouwen nu de enkele staaf AC. De coördinaten van het 

zwaartepunt G daarvan zijn: 

Xo = I sin <p + p cos(45° + Yz cp), Zo = I cos <p - p sin(45° + Yz cp). 

Uit de beweging van G in horizontale en verticale richting volgt: 
\ 

Q cos (45° + Yz<p)+(R - N)sin(45° + Yz cp)= 

= mi (ip cos <p -cp sin <p) - Y-4 mp i 2 èf' sin (45° + Yz <p) + cj;2 cos (45° + Yz cp) r 
mg - Q sin(45° + Yz <p)+ (R - N)<;:os(45° + Yz <p)= 

= - ml(èf' sin <p + cj;2 cos <p)- Y-1 mp ~2 Cf· cos(45° + Yz <p) - cp2 sin(45° + Yz 

Op dezelfde wijze als boven volgt hieruit: 

R - N = mi (l ip - g)sin(45° - Yz <p)-l cp2 cos(45° - Yz <p)- Yz p q;r . . 
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Uit GE= 2 1 cos(45° + Yz <p)- p (positief gerekend van C 
naar A) volgt in verband met de momentenstelling om G: 

M + 2 Ni cos(45° + Yz <p)+ (R - N)p = 
= l/~ mp2 . Yz ip= 1/6 mp2 rp. 

Hieruit volgt: 

M=m [tP~2/3p2 +212(1-sincp) + 

+ V2 p1(sin Yz cp - cos Yz cp) r + 

+ r ~ Y4 V2 pt (sin Yz. cp + 3 cos Yz <p) - 2 12 cos cp r + 

+ g i Yz V2 p (cos Yz cp - stin Yz <p) + 2 i (sin cp - 1) r] . 
Het op de stang A'e uitgeoefende mom.ent - M wordt uit de 

uitdrukking voor Mgevonden door deze met - 1 te vermenigvul~ 
digen en <p door - <p te vervangen. De uitdrukking voor M mag 
dus niet veranderen als men <p door - <p vervangt. Dë-termen: 

m ~ipe/3 p2 + 212 -V2 pi c,os Yz <p )+ 

+ Y4 V2 pl ·rj;·2 sin Yz <p + g(2 1 sin <p - Yz yl2 p sin Yz <p) r, 
die bij die vervanging met - 1 worden vermenigvuldigd. moeten 
dus tegen elkaar wegvallen, hetgeen volgens de eerste vergelijking 
yan 139 ook inderdaad gebeurt. Men vindt dus (voor iedere begin~ 
voorwaarde) : 

M = m i rp I (v2 p sin Yz cp - 2 t sin <p) + 
+ q;.21(% V2p cos Yz <p - 21 cos cp)+ g(Yz y2p cos Yz cp - 21) r· 

Voor de beginstand (cp = 90°. ,q; = 0) geldt volgens de eerste ver~ 
gelijking van 139: 

2970(612 + 2p2 - 3 lp)..:.... 3 g(p - 4 I). 

Dit voert tot: 

'. p -41 
Mo = m iepo l(p - 21)+ Yz g(p - 41) r = mg p2 6l'2 + 2 p2 _ 3 lp • 

zodat Mo < 0 is. Voor de (met 1 gemerkte) stand cp = 0 geldt: 

MI = m i tPI2 1(% V2 p - 21)+ g(Yz yl2 p - 2 l)~. 

dus volgens de in 137 voor tPI2 gevonden uitdru\king: 

M _ . V2 p3 +(9/2"';2 - 16)p2 1 + 6(5 "';2 - 2)p12 - 3613 

1 - mg 2 p2 _ 3 V2 pl + 6 12 • 

Vraagstukken Theoretische Mechanica Il. 
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Opmerkingen. 1. Uit de opgestelde vergelijkingen vindt men: 

Q = m 1 (g + l <p )cos(45° - Y2 ÇJ )+ I cj:2 sin(45° - Y2 ÇJ)- Y-i p q;2 r· 
R = m 1 (g - l cp )sin(45° - Y2 cp )+ l q;2 cos(45° - Y2 cp )- Y-i P q;2 ~' . 

Door cp door - ([J te vervangen, gaat Q over Jn de langs CA' val~ 
lende component (positief gerekend van C naar A') van de kracht 
door CA op de stang CA' uitgeoefend. Die kracht is ook gelijk aan 
R. zodat Q en R in elkaar overgaan door ÇJ door - cp te vervangen. 
Dat dit met de voor Q en R. gevonàen uitdrukkingen in overeen~ 
stemming is. levert een contröle. M'en vindt (daar CPI = 0 is) : 

4 p- 31 
Qo = m(g + I tPo )= mgp 612 + 2 p2 _ 3 lp ' Ro = O. 

Ql = Rl = Y-i m i2 y2 9 + (2 y21-p)q\ 2r = 
18 y 212 +(5 y2 - 3)p2 + 6(y2 - 4)pl 

= mg 2 (6 12 + 2 p2 - 3 y 2 lp) , 

. Dat Ql = Rl is, betekent, dat de op de stang CA in C uitge~ 
oefende kracht .in de stand ([J = 0 horizontaal is , iets dat op grond 
van symmetrie te voorspellen is. 

2. Voor de (met 2 gemerkte) stand ([J = - 90°, waarbij C in E' 
gekomen is. geldt: 

if2 = - <Po' M 2 = Mo, Q2 = 0, R2 ' Qo' 

3. De uitdrukking voor N' krijgt men uit die voor N door ([J 

door - ([J te vervangen. Men vindt: 

p-4l 
No = N 2' = Y2 mp ifo = 3 mg 4 (6 12 + 2 p2 _ 3 lp) , 

N 2 = No' = Y2 m 14 g+(4l- p) ifor = 
13 p2 

= mg 4 (6 l2 + 2 p2_ 3 lp) 

141. * De pool P is het snijpunt d oT loodlijnen in E en E' op CA 
resp. CA' opgericht. De poolbaan is dus d.e boven EE' gelegen halve 
cirkel op EE' alS! middellijn beschreven (straal I, middelpunt M). Uit 
CP = 2 I blijkt. dat de poolkromm ~ een kwartcirkel Js m.et middel
punt C en straal 2 I; de eindpunten van ' de poolkromme liggen op 
CA en CA', 
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142. * Het punt C doorloopt de onderste !helft van de cirkel M, 
waarvan de poolbaan de bovenste helft is. De baan van 2 ontstaat 
door het hoogste punt H van de cirkel M te verbinden met een ver~ 
and~rlijk punt C van de bnd·erste helft van die cirkel en op CH naar 

boven een stuk C2 = Yz y2 P uit te zetten. De baan van 2 is dus 
een deel van een limaçon van Pascal. die' de cirkel M tot richtcirkel 
heeft en het punt H tot dubbelpunt (knooppunt, keerpunt of ge~ 

isoleerd punt, al naar gelang p < 2y2!' p = 2 y2 Z of p > 2 y2 Z 

is); in !het geval p = 2 y 2 Z is de limaçon een cardioïde (waar~ 
naar de beweging een car~ioïdale heet). De baan van 2 is het deel 
van de limaçon, waarop '2 1 , het bovenste der beide van H verschil~ 
lende snijpunten met de rechte MH (gelegen op een hoogte Yz y2 p 
boven het laagste punt Cl van de cirkel M), ligt en dat op de rech~ 
ten EH en E'H gelegen eindpunten heeft. De pool P van de be~ 
weging ligt op de >cirkel M diametraal tegenover C; de raaklijn in 
2 aan de baan van 2 staat loodrech,t op P2. 

De evenwichtsstand ({J = 0 (C verticaal onder M , dus jn Cl) is 
stabiel, als de baan van 2 in 2

1 
zijn bolle kant naar beneden keert 

(daar dan de potentiële energie een minim.um heeft, als C in' Cl' dus 
2 in 2

1 
valt). Dit is het geval, als de limaçon een dubqelraaklijn 

met twee verschillende (reële) raakpunten heeft. Die raakpunten 
worden gevonden door de cirkel M te snijden met d~ cirkel, die H 
tot middelpunten };4 y/2 p tot straal heeft. Zijn C 3 en C3' de snij~ 
punten en zijn P

3 
resp. P 3' de diametraal daartegenover gelegen 

punten van de cirkel M (de bijbehorende polen) , dan zijn de snij~ 
punten 2 3 en 2 3' van C

3
H en C3'H met d e vertkale rechten door 

P 3 resp. P
3
'de raakpunten van de limaçon met de (horizontale) 

dubbelraaklijn. Die raakpunten zijn dus reëel en verschillend, als 

};4 y2 p < 2 Z is, dus als p < 4 y 2 t is. Alleen in het , geval 

p < 4 y2Z is dus de evenwichtsstand ({J = 0 stabiel, in overeen~ 
stemming met 'h ::t in 136 gevondene. 

De raakpunten met de dubbelraaklijn behoren tot de baan van Z 
als de bovengenoemde snijpunten Cs en C s" onder de rechte EE' 

liggen, clUS als I y2 < };4 y2 p < 2 I is, dus als 4 I < P < 4 y2 t 
is. De punten 2 3 en 2 3' zijn dan de hoogste punten van de baan 
van Z. Dit levert twee labiele evenwichtsstanden. Uit de figuur leest 

men Voor de bijbehorende waarde ({J3 van ({J af: 

HC g _ };4 y2p 
cos Yz ({J ." = ., HC

l 
- · 21 

p 
4y2Z' 
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in overeenstemming met het in 136 gevondene. In de figuur is eell 
der beide labiele evenwichtsstanden geconstrueerd. Ter wille van de 
afmetingen van de figuur zijn de stangen CA en CA' slechts voor 

_-------r------- __ 
-- : P=8/ -- __ 

, , , -Gl ................. 

_--------_J L -:! c, , ___ //,'::,'/ 
z; !ZI • 

c. 

de helft getekend, n1. van C tot de zwaartepunten G resp. G' dier 
stangen. Verder zijn in de figuur nog door stippellijnen aangegeven . -' 
ue banen van Z voor de gevallen p = l, p = 2 l, 'p = 2 V2I 
(cardioïde), p = 4 I, P = 4 y2 1 (limaçon met afplattingspunt, 
d.w.z. punt met 4~puntig rakende raaklijn) en p = 81. 

Opmerkingen. 1. Dat de getekende stand, waarbij C in C 3 ldgt, 
een evenwichtsstand is, ziet men ook onmiddellijk daaraan, dat de 
drie uitwendige krachten, de drukken in E en E' en het gewicht, 
door één punt gaan, n1. P 3' Ook als C in het laagste punt Cl van 
de cirkel M valt, gaan de drie krachten door één punt, nl. H. Op 
deze wijze ziet men echter niet of het evenwicht stabiel dan wel 
laruel is. 

2. Of de evenwic'h-tsstand q; = 0 (C in Cl) stabiel of labiel is, 
kan men ook vinden deor met de stelling van Bobillier h:.t, bij Zl 
behorende kromtemiddelpunt Cl van de baan van Z te construeren. 
De cirkel M is de keercirkel. zodat met het kromtemiddelpunt E het 
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punt Jn het oneindige van HE. correspondeert (daar H d~ bij 2 1 be
horende pool iS). De rechte door 2, evenwijdig aan HE snijdt de 
rechte 'lE in een punt Q, dat gelegen is op ~e rechte HE'. die in H 
loodrecht op de poolstraal HE staat (daar d~ raaklijn in Haan 
poolbaan en poolkromme loodrecht op de poolstraal HZ1 staat). 

We kunnen ons bepalen tot het geval p > 2 \,/21, daar anders Zl 
onder H (of in H) ligt en Zl dus zeker het laagste punt van de 

baan ~an Z 'is. Is p > 2 \,/2 L dan ligt Q op het verlengde van E'H 
aan de kant van H, dus aan dezelfde kant als E van de rechte 
C1HZ1 en wel op een afstand: 

Yz HZ1 = Yz (Yz \,/2 p - 21) = Y4 v2 p-l 
van die rechte. Het punt '1 ligt boven of onder Zl' al naar gelang 
Q op een kleinere of op een grotere afstand van C 1H21 ligt dan E. 
dus al naar gelang Y4 \,/2 p - l < 1 of > 1 is. dus al naar gelang 

p < 4 V21 of p > 4 \,/2 1 is. Alleen in het eerste geval is de 
evenwichtsstand cp = 0 stabiel. , 

3. Men kan de ligging van het punt 'look bepalen met qehulp 
1 1 

van de formule, volgens welke PD - Pij voor een zelfde poolstra:ll 

(rechte door de pool P) , constant is. Hierin is Deen baanpunt en /) 
het bijbehorende kromtemiddelpunt. terwijl op de poolstraal een be
paalde positieve zin (onverschillig welke) is aangenoinen. Het punt 
in het oneindige van HC

1 
is het bij het kromtemiddelpunt Cl (keer

pool) behorende baanpunt. Men heeft dus: 

1 
HZI - H'I --HCI-Zl' 

21. Zl" = HZ1 • H'l = H2 1 (HZ1 + Zl'l)' 

Z 
1 _ HZ1 2 HZ,2 HZ12 

1"1 - 2 1 - HZ, - 4 1 - C
1
Z

t 
- 4 1 - Yz \,/2 p , 

Waarbij de positieve zin naar boven genomen is. Het punt '1 ligt dus 

boven of onder 2 1 , al naar gelang 41 > Yz \,/2 pof 41 < Yz \,/2 p 

is. Voor 4 1 = Yz vI p (dus p = 4 \,/2 1) ligt Cl in het oneindige; 
de baan keert dan: in Zl de bolle kant naar boven, zodat het even-
wicht labdel is ' 

143. We nemen de hoek qJ, die de staaf met het horizontale 
vlak maakt, als coordinapt. Verder nemen we een rechthoekig 
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assenkruis aan met de p~ojectie 0 van Zo op het horizontale vlak 
als oorsprong, OAo als positieve x~as en OZo als positieve z~as. De 
rechthoekige coördinaten van Z zijn dan: 

x = I (cotg qJ - 2 ,cos qJ) , z = 2 I sin qJ. 

Hieruit vindt men: 

x = I cp(- . \ . + 2 sin qJ), i = 2 I cf· cos qJ, 
sm qJ 

L = Yz m(x2 +i2)+ 2/3 ml2 cp2 = 

_ [2'2 (' 1 2 + 8) _m cp --- -
2 sin 4 qJ sin cp 3' -

I cf2 (. .1 _ _ .2_ +~) = g( 1- 2 sin qJ). 
2 sm4 Cf sm qJ 3 

\ 

Uit sin qJI = Y4 volgt 736 I CPI2 = 3 g(cp, < 0). De coördinaten 
van A en B zijn in een wilIekeurige stand: 

XA= I cotg qJ, ZA = 0, 

XB = I(cotg qJ - 4 cos cp), ZB= 4 [sin qJ. 

Hieruit volgt: 

I . . cp 
X 'A= _ . --, 

sin2 qJ 

. _ 1 / 6g1 
XAl- 2 V 23 ' 

De snelheid 'van B op het tijdstip t = tI is dus 3 V ~~I . Deze 

valt langs ZoAl' 
Blijkens de beweging van het zwaart-opunt in horizontale en ver~ 

tkale richting worden de drukken N en N' gevonden uit: 

• 

N' sin qJ = mi ép( - ~2 + 2 sin qJ) + 2 mi cp2( + + l)cos cp, 
sm qJ sm qJ 

- mg + N + N' cos qJ = 2 mi (cp cos qJ - <j;2 sin ,qJ ) • 

Hieruit volgt: 

N = mg + mi cp cos qJ _ 2 mi rj;2 (cos
2 

qJ + _1_) 
sin3 cp sin4 cp sin qJ • 
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Uit de differentiaalvergelijking van de eerste orde volgt: 

1 .. ( 1 __ 2 +.!) + 
g; 2 sin4 cp sin cp 3 

. (1 1 ) + 1 cj;2 ' -:- . ~ + -. -2- cos g; = - g cos g;, 
SlO 0 cp SlO g; 

I" 3\13 
CPo =-~ g, 

.. 3 . I yl15 429 \115 
1 ({tI = 23 (63 1 <P'1

2 
- T6g) - 4- = 232.128 g. 

Dit voert tot: 

N - ( . 4' T3 1 .. ) - 1/ N ' - _ 6 l" - 9 \13 o - m g + v g;o - 10 mg. 0- m <Po - 20 mg. 

De waarde van No vindt men sneller uit de momentenstelling. 

Deze voert tot yl3 Ni = - 4/ 3 ml2 ip'o = 1/10 yl3 mgl. Verder vindt 
men: 

_ - .. . 2 _ 2249 
N j - m(g + 16 yl15 1 ({tI - 488 1 g;1 )- 4232 mg. 

N ' - ( .. l' /-5 . 2) _ 4641 yl1s 
1 - ml - 62 g;t + 30 v 1 CP1 - 33856 mg. 

1 H. * We nemen de hoek cp en het assenkruis als in 143. De 
verschuiving van het blok noemen we: u. positief gerekend in de zin 
van de negatieve x~as (dus in de zin, waarän het blok verschuift). 
De coördinaten van het zwaartepunt Z van de staaf zijn: 

x = - u + I(cotg g; - 2 cos g;). z = 2 !'sing;. 

Daar het gemeenschappelijke: zwaartepunt van blo~ en staaf in 
dezelfde verticaal blij ft, is: 

u = Yz 1 (cotg cp - 2 cos cp), x = Yz 1 (cotg cp - 2 cos cp). 

De levende kracht van het geheel is: 

L = m(.i2 + Yz z2 + 2/3 12 cp2 ) = 

( 
1 1 . 

= m12 t:f2 --.-- - - . - -sin2 cp+ 
4 SlO4 <p SlO g; 

Uit L + P = Lo + Po volgt dus: 

8 ). 
3' 

1<P- ( 1 _ _ .1_ -sin2g;+ 8
3

) =g(I-2sing;). 
4 sin 4 g; SlO g; 
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Voor de met 1 gemerkte stand. waarbij sin cp = Vi is. geldt: 

30051 cPl2 = 24 g. 

Men vdndt verder: 

UI 
= V 15 1. . l' ( 1 +. ) 

4 
UI = 'P! - sm CPI = 

2 sin2 CPI 

31. 1/ 3 gl = - 4 1 'P1 = 31 V 6010' 

145. * Zolang doe staaf met de ribbe van het bovenvlak in aan~ 
raking is. js de beweging als in 143. In de (met 1 gemerkte) stand. 
Waarbij sin cp = Vi geworden is, geldt voor het zwaartepunt Z van 
de staaf: 

, . 31. 31 1 / 3 gl 
xZ1 = - '2 1 'P]= 8' V 46 . 

We onde~steIIen, dat de staaf verder het blok loslaat. Volgens 
122 geldt dan voor de beweging: 

16 I tP2(4 - 3 sin2 cp)= 12 g(1 - 4 sin cp)+ 611 fj;,!2. 

dus volgens h-et in 143 gevondene: 

161fj;2(4-3sin2'P):::;:g( 9~31: -48sincp). 

Volgens x B = X Z - 2 I cos cp heeft men. daar x z constant is: 

X B = X Z 1 + 2 1 tP sin cp = 

_ 1 1 / 3 gi (3 . 1 / 3005 --:- 11776 sin cp) 
- '8 V 46 1 - sm cp V 4 - 3 sin2 cp- - • 

Hieruit blijkt. dat XB stGeds positief is en B zich dus steeds meer 
van het opstaandG' zijvlak van h-et blok verwijdert. zodat de onder~ 
stelling van loslate'n juist is. 

146. * We onderstellen, dat de staaf het blok loslaat, als het 
punt B de ribbe van het blok bereikt heeft, tegen welke de staaf 
steunt. dus als sin cp = Vi is. Voor de negatieve waarde cp geldt na 
het loslaten de dn 145 gevonden vergelijking. maar nu met de in 14:4: 
aangegeven waarde van CP12. De snelheid van B in horizontale rich~ 
ting ten opzichte van het blok is (met de notatie van 14:4:) 
2 UI + 2 1 cp sin cp. Men rekent gemakkelijk na. dat dit voor 
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sin cp -< X positief is, zodat de onderstelling omtrent het loslaten 
juist is. Op het tijdstip van loslaten is de verschuiving van het blok 
uI' zodat een tijd t daarna de totale verschuiving volgens · 1 H is: 

. vIS 3 g[ - y-
u l + u l t = - 4- [+ 31 t 6010 

*147. Zij cp de hoek, die de staaf AC uit de beginstand gedraaid 
is, e,n r de afstand van A tot het zwaartepunt Z van DE. 

Uit L + P = Lo .+ Po volgt: 

(512 + 3 r2 )(p2 + 3 f2 = 8 [2 w 2 • 

Uit B = Bo' waarin B het bewegingsmoment is om een as door 
A loodrecht op het vlak der beweging, volgt: 

8 [2 W 

q; = 5 [2 + 3 r 2 

Door eliminatie van q; vindt men: 

r2 _[2 
·2 - 8 [2 2 

r - w 5 [2 + 3 r 2 

Op het tijdstip t l is r = ~t, zodat: 

Ir 

CPl = 1
8
7 w, t l = 2 Y 1

6
7 [ w 

2 -
is. De snelheid van E is dan 17 y246 1 w en maakt een hoek 

bgtg 2 V 1
6
7 met het ver~engde van DE. 

148. Uit de 11).omentenstelling, toegepast op AC om A en op DE 
om het zwaartepunt van DE, volgt: 

Q(r -l)+ 2 R[ = - 4/~ ml2 cp, Ql + R(r - 21)= - 1/3 mt2 cp. 
Hieruit volgt: 

Q _ 2 [2·· 2r-51 
- m cp 3r(31-r) ' 

5[- r 
R = - ml2 cp 3 r (3 I _ r) . 

Volgens 147 is: 

.. 48 [2 W r t = _ 96 V213 w 2 r vr2 - [2 
cp = - ,( 5 [2 + 3 r 2 ) 2 (5 [2 + 3 r 2 ) 5/2 • 

Voor Q en R vinden we dus: 
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(5 I - 2 r) V r2 - 12 

(5 12 + 3 (2)5/2(3 I - r) • 
Q = 64 m[5 w 2 

R = 32 ml5 w2 _.-:.( _5 _I __ r .:..-) ,....:Vc.,..r-,-2-..,-_1_2-.,
(5 12 + 3 rO)5/2 (3 1- r) 

Daar 1 < r < 3 [ is, is (van de begdnstand r = [ afgezien) R 
steeds positief. terwijl Q > 0 is voor I < r < 5/2 [ en Q < 0 voor 
5/2 [ < r < 3 [. Voor l' = 3 [worden Q en R oneindig groot. Is .AC 
een buis. waar de staaf DE doorheen loopt en noemt men de zin der 
snelheid van C naar links. dan ligt DE bij C tegen de. rechterkant 
van de buis en bij D aanvankelijk ook. Overschrijdt AD de waarde 
3/~ l. dan legt de staaf zich met het punt D tegen de link~rkant van 
de buis. Voordat D in C gekomen is, moet de verrunding breken . 
(tenminste als men de buis oneindig dun denkt). 

Ligt de staaf DE aan de rechterkant los tegen de staaf AC, dan 
blijft DE aanvankelijk onr de gehele lengte DC met AC in aan
raking. Is AD = 3/2 l' geworden, dan laat DE bij D de staaf AC los. 

149. We leggen de positieve x-as langs ACo en de positieve 
y-as langs AC bij q; = 90°. De coördinaten van het zwaartepunt 
Z van CD zijn dan: 

x = 112 cos q; + cos (q; + 0) r, y = 112 sdn q; + sin(q; + 0) r· 
Hieruit volgt: 

x = -112 fj; sin q; + (fj; + 9)sin(q; ,+ 0) r. 
~ = [12 fj; cos q; + (<p' + l1)cos(q; + 0) r, 

v2 = x2 + y2 = [215 ~ + 2 Cp 9 + 92 + 4 fj; (cf; + 1I) cos 0 r. 
Hiertoe geraakt men (zonder assenkruis) ook door de snelheid IJ 

van Z te beschouwen als de vedorsom van de sleepsnelheid 2 I cl 
loodrecht op AC en de relatieve sD;elheid 1 (cf;. + ll) loodrecht "Op 
CD. De levende kracht van het geheel is: 

L = ~iH ml2 fj;2 + 1/6 M[2(fj; + 9)2 + Yz M(x2 + y2)= 

= 2/3(m + 4 M)[2 cf;.2 + 2/3M1212 fj; 9 + lJ2 + 3 fj; (fj; + ll)cos Or. 

Het bewegingsmoment van Z om een as door A loodre,cht op V is: 

M(x y - y x)= M[2 15fj; + 9 + 2(2 cp + 9)cos Or. 

Men vindt dit ook uit het moment 2 I cp(2 [ + [ cos 0) van de 
sleep snelheid 2 I fj; van Z en het moment 1(1;. + ()) (2 [ cos 0 + [) van 
van de relatieve snelheid. 
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Het totale bewegingsmoment is: 

B = 4/a ml2 <iJ + Ik M12(cp + è)+ M(xij - yx) (:= 

= 4!3 ('m + '1 M)12 <iJ +. 2/~ MZZi2 iJ + 3(2 <iJ + 9)cos O~. 
Voor' t = Oïs iJ = - w. Uit L = Lo en B = Bo volgt dus: 

(m + 4 M + 3 M cos 0) cp2 + M(2 + 3 cos O)cp iJ + M 82 = 
= (m + 3M)w2 , 

2(m + 4 M + 3 M cos O) cp + M(2 + 3 cos O)Ö =(2 m + 9 M)w. 

Door eliminatie ván cp volgt hieruit: · 

'2 2 12(m + 3 M)cos 0 - 8 m - 33 M o - w 
- 4(m + 3 M) - 9 M cos2 0 

Hieruit volgt. dat 0 heen en weer schommelt tussen de waarden 
. 8m+33M . . . 

+ bgcos ( M) . Voor die Uiterste waarden van 0 geldt: 
12 m +3 

. m+3M 
q; = 2 w 2 m + 9 M (0 > 0), 

. (m + 3 M)(2 m + 9 M) ~ 
cp=2w 'lm2 +20mM+ 15M2 (0.< 0). 

150.* Men vindt nu: 
• 2 12 M cos 0 + 4 m - 9 M 
02 - W 

- 4: (m + 3 M) - 9 M cos2 0 • 

Voor 0 = 1800 geeft dit: 

'1m-21 M 
0

1
2 = W 2 -----:--::-c::-

4m+3M' 

Is 4 m > 21 M , dan lnopt CD dus ten opzichte van AC steeds in 
dezelfde zin rond; het was .te voorzien, dat dit gebeurt voor waarden 
van m, die groot genoeg zijn. Is .4 m < 21 M, dan schommelt 0 heen 

9M-'1m 
en weer tussen + bgcos 12 M . Volgens : 

2 (m + 4 M + 3 M cos 0) cp + M (2 + 3 cos 0) Ó = 5 M w 

geldt voor die uiterste waarden van 0: 

2 cp = "5 w(O > 0) . 
lOM 

<j; = 8m+7M w(O<O). 

Uit: 
. (j - cos 0) (7 + 3 cos 0) w2 - 02 = 3 w2 M ---,--;---~=-,-----'--::;-=----"-,-

4 (m + 3 M)- 9 M cos2 0 
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volgt, dat steeds 82 < 1:9 2 is, behalve in d·e standen, waar (I = 0; dus 

82 = w 2 is. Hieruit volgt verder, dat steeds q;. > O' is, behalve in de 

standen, waar (I = 0 en ÎJ = w en dus q;. = 0 is. 
Is 4 m = 21 M, dan wordt de stand: waar (I = 1800 is, asympto~ 

tisch genaderd. Dan is: 

ÎJ2 _ 4 w2 . 1 + cos (I . _ 2 5 w - (2 + 3 cos (I) iJ 
- p - 3 cos2 (I , rp - 37 + 12 cos (I I 

, zodat IJ voortdurend afneemt van w tot 0 ~n cp asymptotisch tot de 
waarde 2/5 w nadert. De asymptotische waarde van q;. volgt ook uit 
het ,constant zijn van L, zodat op den duur 2/~(m + M)(j;2='/./~Mw2 
is. Ook ligt d'e uitkomst opgesloten in <ft = 2/5 W voor 8 = 0, (I > O. 

151. Van de kracht in C op de staaf AC uitgeoefend stellen we 
de component loodrec'ht op CD (positief gerekend in de zin van de 
snelh.e<id van D tengevolge van draaiing om C in positieve zin) door 
Q voor. De component van de versnelling van het zwaartepunt Z 
van CD in de richting van Q is de som der componenten van sleep~ 
versnelling en relatieve versnelling. Bijgevolg is: 

Q=MFlq;cosO+ 21q;.2 sinO+ l(if;+ ii)~. 

Uit de momentenstelling om Z volgt - QI = 1/3 Ml2 (ij; + ii), 
zodat eliminatie van Q geeft: 

2 ij; + 2 Ö· + 3 ij; cos 0 + 3 q;.2 sin (I = O. 

Dit is de vergelijking van Lagrange naar o. De vergelijking van 

Lagrange naar cp geeft iJ = 0, dus: 

2(m + 4 M + 3 M cos O)èp + 
+M(2 + 3 cos O)ij - 3 M 0(2 q;. + B)sin (I = 0; 

Aan beide vergelijkingen is voldaan door q;. = w (ij; = 0), (I = O. 

Geldtq;. = w bij benadering en is (I klein (evenals ~ en cp), dan geldt 
bij benadering: 

5 ij + 2 B + 3 w 2 (I = 0, 2(m + 7 M)èp + 5 M ij = O. 

Door eliminatie van cp volgt hieruit: 

(4 m + 3 M)ii + 6(m + 7 M)w 2 ()= O. 

. 1l1 / 2(4m+3M) 
De periode der kleine slingeringen is dus w V 3 (m + 7 M) . 

Bij benadering is: 
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SM 
q;=w- ii 

2(m + 7 M) 
I 

*152. Als coördinaat voeren we in de hoek q;, die MZ met de 
naar beneden gekeerde verticaal door M maakt; hierin is M het 
middelpunt en Z hllt zwaartepunt van de halve bol. Nemen we het 
raakpunt in de evenwichtsstand als oorsprong. de z~as verticaal 
naar boven en de positieve x~as door het raakpunt in de beginstand. 
dan geldt voor Z: 

x = r(q; - 3/S sin q;). 

x = l/S r cp(8 - 3 cos q;), 

z = r (1 - 3/ s cos cp). 

i = 3/S r cf; sin q;. 

Het traagheidsmom.ent om een as door Z loodrecht op het vlak. 
waarin Z zich beweegt, is: 

2/ m r2 - m (31 r) 2 = ~ mr2 
5 s 320' 

zodat de levende kracht is: . 

L = ~ mr2 cp2 + Yz m(x2 + i 2 ) =1- mr2 cp2(28 .- 15 cos q;). 
640 40 ' , 

Uit L + P = Lo + Po volgt: 

r cp2(28 - 15 cos q;)= 15 g cos q;, 

zodat r cf;'12 = 15/13 g is. Verder is: 

r rp(56 - 30 cos q;)+ 15rcp2 sin q; = - 15 g sin q;, 

zodat r rpo = - !~ fJ en ij'l = 0 is. Nemen we W positief in de zin 

van de negatieve x~as, dan is: 

- W = m x = lis mr ~ if;-( 8 - 3 cos q;) + 3 cp2 sin <P~. 

N - mg = mi = 3/8 mr(ip sin <p + cp2 cos q;) . . 
Hieruit volgt: 

W
· .. 15 
o = - mr (Po = 36 mg. 

N - + 3/ .. _403 N - + 31 . 2 149 
o - mg R mr CPn - 448 mg. I - mg 8 mr CP1 = 104 mg. 

*153. Voor kleine slingerjngen geldt 26 r ip + 15 g q; = 0, 

- zodat de periode der kleine slingeringen is 2 n V ~~ ~ . 
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*154. We nemen dezelfde coördinaat ({J als in 152. Nu is steeds 
x = 0, terwijl z is als in 15~. M'en heeft dus: 

L = .~ mr2 cj;2 + Yz mi2 = _1_ mr2 q;2(83 + 45 sin2 ({J) 
6'10 640 ' 

r cj;.2 (83 + 45 sin2 ((J) = 240 g cos qJ, 

r q;.(83 + 45 sin2 qJ)+ 45 r rj;2 sin qJ cos ({J + 120 g sin ({J = O . 

. 2 _ 240 .. 15 .. 0 
r ({Jl - 83 g, r ({Jo = - 16 g, 0/1 = , 

83 173 
No = 128 mg, NI = 83 mg. 

De grootste verplaatsing van M is % r. 

155. De pool P iSI de projectie van Z op de verticaal door M. 
De poolkromme is dus de <Cirkel op MZ als middellijn besèhrevea 
en wel die cirkel in zijn gehoeel, telkens heen en terug doorlopen van 
M tot M; in de beide uiterste standen bevindt de pool zich in M. 
De projectie Q van M op de verticaal door Z beweegt zich niet, 
terwijl QP = MZ is. De poolbaan is dus de halve cirkel met Q als 
middelpunt en 3/s r als straal en wel de helft, die onder de horizon~ 
tale middellijn ligt; de eindpunten van de halve cirkel zijn de uiterste 
standen 'van M. De beweging is de elliptische. 

156. Voor kleine slingeringen om de evenwic'htsstand geldt 

83 r q;. + 120 g = O. De periode dier slingeringen is dus n 1 / 83 r . 
V 30g . 

157.* Het traagheidsmoment van het lichaam om een horizon~ 
taie as door het zwaartepunt Z (midden van MA) loodrecht op 
MA is 2/3 mr2 + Y-4 mr2 + Y-4 mr2 = 7/s ,mr2. De levende kracht 
van het lichaam is: 

L = 7/12 mr2 cj;2 + m(x2 + Y-4 r2 1·2 sin2 qj). 

Hierin is ({J de hoek, die MZ met de loodlijn uit M op het hellend 
vlak maakt, en x de verplaatsing van de projectie Q van 'Z op het 
hellend vlak, beide positief gerekend benedenwaarts. Verder is 
P = - 2 mg(x sin a + Yz r cos 0/ cos a). Het punt Q heeft de 
constante versnelling g sin a, zodat x2 = 2 gx sin a is. 

Uit L + P = Lo + Po volgt dus: 

r(7 + 3 sin2 ({J)cj;2 = 12 g(cos ({J - cos a)cos a. 
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Hieruit volgt, dat cp heen en weer schommelt tussen -t- a. De 
grootste waarde heeft ij;.2 voor .cp .= O. Die grootste waarde is: 

12 g (1 ---: cos a) cos a 

7 I' 

158. Als coördinaten voeren we in de verplaatsing x van M en 
de hoek 'Cf. die AB met het horizontal e- vlak maakt (zodat cp = 90° 
is in d~ beginstand). Daar het zwaartepunt Z van het geheel in 
dezelfde verticaal blij ft, heeft men: 

mx + m'(x + Yz r sin cp )=Yz m'l', 

2(m + m')x:::;: m'l'( 1 - Slin 'fP ), 2(m + m')x = - m'l' fj; cos cp. 

De hoepel gaat· niet draaien, zodat de levende krac.ht van het ge~ 
h·eel is: 

L = Yz mx 2 + 1/6 m/(Yz I' y3) 2 cp2 + 
+ Yz m' (x2 + 34 r2 cp2 + I' X cp cos cp ) = 

:::;: Yz (m + m')x2 + 34 m'r2 fj;2 '+ Yz m'r x cp cos cp ',-

_ I 2 ' 2 2 m + m' + m' sin2 cp 
- m I' cp 8 (m + m') 

Uit L + P = Lo + Po volgt: 

r(2m + m' + m' sin2 cp )cp2 = 4 g(m + m')cos cp. 

Hieruit blijkt, dat cp heen en weer schommelt tussen -t- ~Wo . De 
grootste waarde van x krijgt men voor cp = - 90°; voor die waarde 

m'l' 
van cp is x :::;: - -, . Neemt cp af van 90° tot 0, dan neemt 1'2 

m+m . 

toe van 0 tot 4 g(m + m') Voor cp = 0 is ook de waarde van x2 
r(2 m + m')' 

m'2 rg 
het grootst, nl. 

·(m + m') (2 m + m') • 

159. De verbindingskrachten in A en B op de .staaf uitgeoefend 
stellen we samen tot een kracht in M. De component daarvan 
evenwijdig aan AB (posit·ief gerekend in de zin AB) noemen we 
K. Uit de momentenstelling en de beweging van het zwaartepunt 
van AB in de richting AB volgt: 

34 m' r 2 fj;2 :::;: - Yz Kl', m'(x cos cp + Yz I' ip ) :::;: K - m'g sin cp: 

Door eliminatie van K volgt hieruit: 
x cos cp + I' cp + g sin cp :::;: O. 
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Dit is de vergelijking van Lagrange naar <po Die naar x geeft 
het constant zijn van 2(m + m')x + m'r 1- cos <p (eenparige bewe~ 
ging van Z in horizontale richting), dus: 

2(m + m')x + m'r(cp cos lP - fj;2 sin <p)= O. 

Eliminatie van x geeft: 

(2 m + m' + m' sin!! cp) r cp + 
+ m' r cp2 cos <p s,in cp + 2 (m + m') g sin cp = O. 

Is <p klein, dan wordt dit bij benadering: 

(2 m + m')r ip + 2(m + m')g cp = O. 
,---:-::- --, , y2 r (2 m + m') 

zodat de periode oer kleine slingenngen is n ( ')' 
gm+m 

160.* De op de hoepel uitgeoefende wrijving, positief gerekend 
in de zin ZoMo. noemen we W. Van de (in Maangrijpende) 
resultante der in A ,en B op de hoepel uitgeoefende krachten noemen 
we de hodzontale component, positief gerekend in dezelfde zin. H. 
Men heeft dan (met dezelfde coördinaten als in 158): ~ 

Wr= mrx, W+H=-mx, 

H = m' ; (x + Y2 r cf; cos cp). 

Eliminatie van W en H geeft: 

; i m' (x + Yz r cf cos cp) + 2 m x ~ = 0, 

m' (x + Y2 r 0/ cos <p) + 2 m x = O. 

m'(x + Y2 r sin rp)+ 2 mx = Yz m'r. 

Dit drukt uit, dat het gemeenschappelijke zwaartepunt van hoepel 
en staaf. als men de massa van de hoepel verdubbeld denkt, in de~ 
zelfde verticaal blij ft. De levende kracht van het geheel is: 

L = Yz (2 m + m')x2 + Y4 m' r2 cp2 + Y2 m' r x cp cos cp , 

4 m + m' + m' sin2 m - , 2' '2 'r 

- m r <p 8 (2 m + m') 

Ook al het verdere is als in 158, met vervanging van m door 2 m. 

161.* Alles is als in 159 niet vervanging van m door 2 m. 
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162.* We nemen in het vlak d·er beweging Co als oorsprong 
en CoAo als positieve x~as van een rechthoekig assenkruis. De posi~ 
tieve y~as nemen we zo, dat CA aanvankelijk in positieve zin draait, 
d.w.z. van de positieve x~as naar de positieve y~as. Als coördinaten 
van 'het toestel nemen we aan de coördinaten p en q van het ge~ 
meenschappelijke zwaartepunt Z, de hoek 0, die ZC met de y~as 
maakt, en 1. ZlZZC = q;, waarin Zl en Z2 d~ zwaartepunten van 
CA resp. CD zijn. De positieve draa,izinnen voor 0 en q; zijn zo ge~ 

nomen, dat voor t = 0 geldt (} =cp = Y2 w . Het punt Z beweegt 
zich eenparig langs de y~as met e,en snelheid Y2 I w (zodat p = ° 
en q = Y2, I w t is). De levende kracht van het geheel ten opzichte 
van het zwaartepunt Z (relatief Z) is: 

Lr = ml2 (cj;2 sin2 q; + (}2 cos2 cp) + 
+ 1/6 mI2(q; + (})2 + 1/6 mI2(<j; - 8)2 = 

= I/a ml21 (1 + 3 sin2 q;)cp2 +(1 + 3 cos2 q;)fJ2r. 

Bij de berekening is er van gebruik gemaakt, dat bij de relatieve 
beweging de snelheädscomponenten van Zl langs ZZl en loodrecht 

op ZZl zijn :ft I cos q; = - I çp sin cp resp. I iJ cos cp: 

Voor t = ° is 0 = cp = 0,8 = cp = Y2 w, zodat men heeft: 

(1 + 3 sin2 q;)cj;2 +(1 + 3 cos2 q;)(;2 = 5/4 w 2. 

D~ bewegingsmomenten der staven om Z door de verandering 
van q; heffen elkaar op. Het tota1~ bewegingsmoment om Z is dus: 

. . 
B = 2 m{2 0 cos2 cp + 2/a ml2 0 = z/~ m[2(1 + 3 cos2 cp)O. 

Men heeft dus: 

(1 + 3 cos2 cp) IJ = 2 w. 

Eliminatie van fJ geeft: 

(1 + 3 sin2 cp) (1 + 3 cos2 cp) rj;2 = ~ w 2(15 cos2 cp - 11), 

2(16 + 9 sin2 2 cp)<j;2 = w2 (15 cos 2 cp - 7). 

Hieruit volgt, dat cp heen en weer schommelt tussen -+- Y2 bgcos 7/1;;, 
De hoek ACD blijft stomp, terwijl C telkens het punt Z passeert. 
Neemt 'cp toe van 0 tot bgcos 7 / 15 , dan neemt {PO voortdurend af 

van ~ w tot 0; daarbij neemt iJ voortdurend toe en wel van ~ (:) 
tot 5/8 w. De rechte CZ draarit" voortdurend in dezelfde zin. 

Vraagstukken Theoretische JvIechanica 11. 
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163.* Wegens de symmetrie draait BC niet en verschuift het 
zwaartepunt van BC langs een rechte loodrecht op Be. Verder 
draaienl de staven AB en CD dezelfde hoek cp in tegengestelde zin. 
Zij x de verplaatsing van de staaf BC. positief gerekend in de zin 
der beginsnelheden van A en D. Uit de beweging van het gemeen~ 
schappelijke zwaartepunt volgt: 

3 x + 2 [ 1; cos cp = 2 [, cv, 3 x + 2 [ sin cp ---: 2 [ cv t. 

Uit L + P = Lo + Po volgt: 

9 x2 + 8 [2 1;2 + 12 [ x 1; cos cp = 8 [2 cv2 • 

Elim.inatie van x geeft: 

1;2 (2 .- cos2 cp)= cv2 • 

Hieruit ziet men, dat de staven steeds in dezelfde zin draaien. 
Neemt cp toe van 0 tot 90°. dan neemt 1; voortdurend af van cv tot 

Yz y2 cv. Neemt cp vervolgens toe van 90° tot 180°. dan neemt 1; 
op dezelfde wijze weer toe tot cv. Ook x blijft ·voortdurend positief. 
Neemt cp toe van 0 via 90° tot 180°, dan neemt x voortdurend toe en 
wel van 0 via 2/3 [ cv tot 4/3 [ cv; bij verder toenemen van cp neemt x 
op dezelfde wijze w,eer af tot 0 (voor cp = 360°).' Dit bl~jkt ujt: 

.. 4 [ cv2 sin cp 
x = 3(2 _ cos2 cp)2 • 
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* 164. Als coördinaat voeren we in de hoek fP, die het blok ge~ 
draaid is. De momentenstelling (:in de beginstand) om de ribbe, 
waarom het blok kantelt, voert tot: 

.. _ h, sin y - a cos y 
fPo - g e2 + h2 + a 2 

Op het tijdstip t = 0 heeft Z een normale versnelling 0 (wegens 
CPo = 0) en een loodrecht op CZ staande tangentiële versnelling 
c 0/0 ; hier is c = CZ en C de projectie van Z op de ribbe van 
kantelerr. Die versnelling heeft (steeds in de beginstand) een com~ 
ponent h % evenwijdig aan het hellend vlak, schuin naar beneden, 
en een component a % daar loodrecht op, schuin naar boven. Is No 
de (in C aangrijpende) normale druk en Wo de wrijving (positief 
schuin naar boven), dan volgt uit de beweging van Z: 

, No - mg ,cos y = ma ipo' mg sin y - Wo = mh ipo' 

Hieruit vindt men positieve w~arden van Noen Wo. Deze voeren 
tot: 

Wo _ (e 2 + a2 )tg y + ah 
No - e2 + h2 + ah tg y 

De voorwaarde, waaronder de beschouwde bew~ging aanvanke~ 

lijk intreedt, is ipo > 0, ~o < f. Dit wordt: 
o . 

a 
tg y > h' (e 2 + a2.)tg ·y + ah < t(e2 + h2 + ah tg y). 

*165. Als coördinaterr voeren we in de 'hoek f{J van 164 en de 
verschuiving x van het punt C van 164. De versnelling van Z heeft 
aanvankelijk een component h % + Xo evenwijdig aan het hellend 
vlak en een component a ipo daar loodrecht op. Uit de beweging 

van Z en die om Z volgt: 

No - mg cos y = ma ipo' mg sin y - tNo = m(h ipo + xO}, 

IN 0 h - No a = m e2 ipo' 

. \ 
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Hieruit vindt men: 

N _ mg e2 [h - a 
0- e2 + a 2 _ [ah cos y, (jo = g e2 + a2 _ [ah cos y, 

.. (e2 + a2 )tg y + ah - [(e2 + h2 + ah tg y) 
Xo = g e2 + a 2 _ [ah cos y. 

Uit No> 0 volgt vooreerst [ < e
2 
~ a2 

. Uit CPo > 0 en .:eo > 0 
volgt dan verder: 

a 
[ >h' 

[ < (e 2 + a 2 )tg y + aht 
e 2 + h2 + ah tg y . 

e2 +a2 In de laatste ongelijkheid ligt [ < ah opgesloten, zodat we 
als voorwaarde vinden: 

is. 

~ < [ < . (e 2 + a 2 )tg y + a~ 
h e 2 + h2 + ah tg y 

Aan deze ongelijkheden kan alleen worden voldaan, als: 

a 
tg Y > h 

166.* Het veld van kantelen zonder uitglijden wordt naar onder 

begrensd door het rechts van het punt S (~, ~) gelegen deel der 
a rechte u = h en h öt boven S gelegen deel van de orthogonale (ge~ 

Iijkzijdige) hyperbool: 

ah f u + (e 2 + h2)[ - (e2 + a2)u - ah = O. 
Dit deel van de hyperbool nadert naar boven en naar l1echts 

a e2 
asymptotisch tot de rechte f = h + ah' Het veld van kantelen en 
uitglijden ligt tusschen de hyperboolboog en het boven S gelegen 
deel der 'rt~chte [= ~ . Beide velden, te zamen met die van 87, 
vullen juist het geb,ele eerste kwadrant van het beeldvlak. 



. \ 

H. STOOT~ EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN. 

*167. De in C op BC uitgeoefende verbindingsstoot. <,lie verti
caal is. noemen we S', positief gerekend naar boven. Van de in B 
op AB uitgeoefende verbindingsstoot noemen we de horizontale 
component H~ positief naar lînks, en de verticale compon~nt V, 
positief naar boven. Als coordinaat voeren we in de hoek ({J. die 
AB met de naa~ beneden gekeerde verÜcaal maakt, Deze verticaal 
nemen we als positieve '1-as en AC als positieve x-as, De coördi
naten van het zwaartepunt Z van BC zjjn dan x .:- 3 I sin CP. 

y = 1 cos ({J, Hieruit volgt onmiddellijk na de stoot: 

Xl = 3l q;l cos ({J1 = 3/2 '131 cf\, " 
fI,= -i <P'; sin ({J1 = - Yz l <PI' 

De vier stootvergelijkingen zijn: 

4/R mi cp, ,= V - y3H. momenten om A: 
momenten om Z : 

beweging om Z horizontaal: 

beweging om Z V1~rticaal: 

Z/3 mi cf\ = y3(S - H)- \1 - S'. 

3/Z '13 ml cp.; = S + H 

Hieruit vindt men: 

- Yz mi q;l = V - S', 

3 '13 S 
I epI = ~ m . 

De levende kracht onmiddellijk na de stoot is: 

L1 = 2/R ml2 ep12 + 1/6 ml2 <P12 + Yz(27/4 + y,f)mI2 ep1 2 

-- 9S2 
13/ . i2 . 2 - - '--

:I m . CP1 - 13 m • 

De horizontale stand wordt juist bereikt, als L, = '13 mgl is. dus 
voor: 

168. Uit de vergelijkingen van 167 volgt: 

6 viJ 
S'= 13 s. 1 

H = '26 S. V ' - 9'13 S 
- 26 ' 
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zodat al deze verbindingsstoten vallen in de daarvoor aangenomen 
positieve richtingen. Heeft de in A op AB uitgeoefende verbindings
stoot een horizontale component H', positief naar rechts, en een 
verticale component V', positief naar beneden, dan is: 

H' - H = Yz yl3 mi fÎJ1 , V' - V = - Yz mi fÎJ1 · 

H · . 1 H' 5/ S V, -_ 3 yl3 S lerUlt vo gt = 13 ' .13' 

169. * Uit x c= 4 i sJn (p volgt dx c = 41 cos g;, dg; = 2 yl3 i dg;. 
De arbeidscoëfficiënt is dus 2 y'3 Si. In verband met L = 13/a mi2 cp2 
(voor de stand op het ogenblik van de stoot) v~ndt men: . 

26/3 ml2 fÎJ, = 2 yl3 SI'. 

Op deze wijze geraakt men veel sneller tot l t:P, 

met de methode van het vrij maken. 

3y13 S dan 
1:3 m 

170.* Als coördinaten voeren we in de hoek g;, die AB en de 
hoek (J, die CD met de naar beneden gekeerde verticaal maakt. We 
nemen een rechthoekig assenkruis aan als in 167. De coördinaten 
van het zwaartepunt ;Z van CD en het zwaartepunt Z' van DE zijn: 

Xz = 1(4 sin g; + sin (J). Yz = i cos (J, 

xz, .= 1(4 sin"g; + 3 sin (J), Y z' = i cos (J. 

Hieruit volgt voor de genoemde stand: 

Xz = Yz yl3 l( 4 fÎJ + 8), ~ z' = Yz yl3 1 (4 <p + 3 8), 

Ij z = y z' = - 1/2 10. 
waardoor men voor de levende kracht van de stangen CD en DE te 
zamen vindt: I 

lj3 m12(36 fÎJ2 + 36 iJ Ij; + 1382 ). 

De levende l<;racht van het geheel is (in verband met 167): 

Uit: 

L = 1 / ~ m12(36 r + 36 ä cp + 13 82 )+ 13/ 3 ml2 r~= 
= 1/:1 m12(49 <p,2 + 36 Ó <p' + 13 (2). 

x
E

= 41(sin g; + sin (J), dx E = 2 yl31 (drp + d(J) 

vindt men voor de arbeidscoëfficiënten: 

G", =-2y'3S1, ' Ge =-2y'3S1. 

150 



H. STOOT- EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN. OPL. 

De vergelijkingen van Lagrange worden dus: 

ml(49 <PI + 18 iJl) = - 3 y'3 S, mi( 18 <F1 + 1391)= - 3 y'3 S. 

Hieruit volgt: 

. 15 y'3 S 
<Pl= 313 mi' 

93 v'3 S 
(J, = - 313 mi' 

*171. De hoeken, die AB, BC en DE uit hun beginstand ge~ 
draaid zijn, noemen we resp. <p, (J en1p; als positieve draaizin is ge~ 
nomen de draaiing van DE vóór de botsing. De toestand onmid
dellijk vóór en na de botsing merken we met 1 resp. 2, de toestand, 
waarin de sneIhe'id van DE nul geworden is, met 3. Daar E tegen 

het zwa.artepunt Z van AB botst en 1Po ::::: Yz 1 / 3g is, heeft men: 
. V I 

2/3 mi2 1jJ12 = Z/3 mi . 3/4 g + 3/2 mgZ, 

dus l '!jJ12 = 3 g. Is S de stoot in Z op AB en Sf de (ten duidelijkste 
hordzontale) stoot in B op BC uitgeoefend, beide positief gerekend 
in de zin DA, dan heeft men: 

SZ - 2 S't = 8 mZ2 <Pz' - SfZ = 2 ml2 82, Sf = 6 mZ(2 ff'l. + fJ2 ), 

-SZ = 4/3 mZ2 ( ljJz - 'ljJl)' 

Hieruit volgt: 

Z 
• S 

({t2 = 14 m ' 
. 3S - 3S 

['(Jz = - 28 m ' i 1jJ2 = y'3 gi - 4 m ' 

De snel'heidscomponenten van E en Z onmiddellijk vóór en na 
-de botsing in de dchting van S, positief gerekend in de zin DA, zijn: 

vóór na 

v'3 gi 
- 3S 

E v'3gi- -4m 

Z 0 
' S 
-
14m 

v'3 gl -SHJ relatief v'3 gl 28 m 

De botsingsvèrgelijking luidt: 

- 23S 9 -
v'3 gZ- 28 m = -Ti v'3 gZ. 

151 



H. STOOT- EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN. OPL. 

Hieruit volgt: 

1 1/ 3g . _ ~ 1/ 3g 
S = 2 m yl3 gIJ CP2 = 7 V-I . (}2 - - 14 V - I . 

. _ 1 1/ 3g 
lJ'2 - -2 V-I' 

De stang DE krijgt Jn de horizontale stand (DE in het verlengde 
van AD) een snelheid 0. 

172. Men vindt Sf = 3/7 m y3 gl. De kracht S" in A op AD 
uitgeoefend. positief gerekend in de zin AD, vindt men uit: 

- S" + S - Sf = 6 mlCP2 = 6/7 m yl3 gl. 

Dit voert tot S" = 5/7 m V3 gl. zodat de stoot naar D gericht is. 

173." De levende kracht van .de dubbele slinger in de stand, 
waarin de botsing plaats vindt, is: 

L = 4 ml2 0/2 + mI2 fJ2 + 3 m (2 1 cp + 1 B) 2 = 
= 4 m/2 (4 <p2 + 3 <p iJ + (2 ) . 

Is S de in Z op AB uitgeoefende stoot. dan zijn de arbeidscoëffi
ciënten G<p = SI. Ge = O. De vergelijkingen van Lagrange zijn dus: 

174:. We nemen 0 als oorsprong en OA als positieve y-as van 
een rechthoekig assenkruis; de positieve x-as leggen we door het 
midden van de ribbe Be en de positieve z-as door het midden van 
de ribbe EH. Om assen door 'het zwaartepunt Z van het blok even
wijdig aan de x-as. y-as en z-as zijn de traagheidsmomenten: 

It»' = I/? . 3 .(12 + 12)= 2, 111, = Iz· = 1/3 .3. (1 + Y-î)= 5/4; 
dit zijn tevens hoofdtraagheidsmomenten voor Z, d.w.z. de traag
heidsproducten zijn O. Voor de assen door 0 zijn de traagheidsmo
menten en -producten: 

IJ) = I/? . 3 . (1 2 + 12) = 2. P1lZ = 0, PI»Z = 3/2, P l»11 = O. 

De coördinaten van F zijn 1. 1,1 en de componenten van de stoot 
- 2. 2, 1. De momenten van de stoot om. de X-, y- en z-as zijn: 

M I» = 1 . 1 - 2 .2= - 3. M y = 2(- 2)- 1 . 1 = - 5, 

M" = 1 . 2 - 1 . (- 2) = 4. 
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Dit voert (als W a;. wy en W z de componenten van de rotatievector 

onmiddellijk na de stoot zijn) tot: 

5 W a; - 3/2 W z = - 3. 5 W y = - 5. 2 W z - 3/'). W a; = 4. 

Hieruit volgt W IJ) = O. W y = - 1. W z = 2. Bijgevolg is OH de 
rotatievector. De levende kracht na de stoot is 13/2. 

Opmerking. Daar de grootte van de rotatievector y5 is, volgt 
uit de levende kracht, dat het traagheidsmoment van het blok om 
OH gelijk is aan 13/5 . 

175. We nemen het zwaartepunt Z als oorsprong en de coör~ 
dinaatassen evenwijc1i.g aan die van 174. De coördinaten van F 
zijn nu Y2. 1. 1 en de componenten van de stoot - 1. - 2, - 1. 
De momenten van de stoot om de X~, y~ en z~as zijn 1, - Y2. o. 
Men heeft dus: . 

2 Wa; = 1, 5/4 W y = - Yz. 5/4 W z = O. 

dus W a; = Y2, W y = - 2/5, W z = o. De componenten van d·e snel~ 
heid van het zwaartepunt onmiddellijk na de stoot zijn V a; = _ I/a' 

V y = - 2/3' V z = - 1/3. De snelheidscomponenten van een wille
keudg punt (x, y, z) van het blok zijn: 

wy z - W it Y + V a; = - 2/5 Z - 1/3 ' 

W z X - W a; Z + V y = - 1/2 Z - 2/3' 

W a; Y - W y x + V z = 1/2 Y + 2/5 X - 1/3 ' 

Voor een punt van de schroefas geldt: 

_2/5 Z - 1/3 . I/I}. ' - ~ /2 Z - 2(R = - 2/5 t 
1/2 Y + 2/5 X - 1/3 = O. 

Hieruit vindt men À = 1°/41, De vergelijkingen van de schroefas 
zijn: 

Z=-
140 
123 . 12 X + 15 Y - 10 = O. 

De componenten van de translatievector der schroefbeweging 
zijn Yz}.. - 2/5 A, 0, dus 5/41' - 4/41 , O. 

176. De componenten van . de stoot zijn nu S a; . - 2, - 1. dus 
de momenten van de stoot om de assen door Z: 

1. S a; + Yz, - S a; - 1. 

153 



H. STOOT- EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN. OPL. 

Hieruit volgt: 

W", = Yz, W y = 4/5 S'" + 2/5, W z = - 4/5 SIl) ~ 4/5, 
Vil) = l/a SIl), Vy = '- 2/3, V z = - l/il' 

De voorwaarde voor het 0 zijn van de translatievector is: 

Wa! Vil) + W y VII + W" V" = 0, 

dus S a! = O. De stootvector is dus PJ (Q in J). Uit: 

W il) = 1/2, Wil = 2/5 , W " = - 4/5 , 

Va; = O. Vy = - 2/3, V" = - 1/3, 

vindt men voor de vergelijkingen van de rotatie-as: 

2 Y + z = O. 24 x + 15 z + 20 = 0, 12 x - 15 Y + 10 = O. 

Deze drie vergelijkingen zijn natuurlijk afhankelijk . 

./ 
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J. GEDWONGEN BEWEGING. 

*177. Is AZ = x, dan is het traagheidsmoment van CDE om k: 

I/a ml2 + mx2 + I/a ml2 + mi (x + 1)2 + 12r 

= m (2 x 2 + 2 Ix + 8/ a 12 ). 

Daar hd bij de potentiële energie P op een constante term niet 
aankomt, is de P van de centrifugaalkracht - m w 2 ('x2 +' Ix) . 
Men heeft dus: 

X2 -W2(X2 + Ix) = - 2 w2[2, x-w2(x + Yz 1)= 0, 

x = A Ch w t + B Sh w t - Yz l. 

in verba"nd met de beginvoorwaarde (x = , I, x = 0 voor t . 0) 
wordt dit: 

x :::::; Yz [( 3 Ch w t - 1). 

Is Z in B gekomen, dan is x = 2 l, dus: 

Op het tijdstip tI is: 

In 3 t.=-- . w 

Xl = 3/2 W 1 Sh W t 1 = 2 w I. 

Dit is voor t = tI de relatieve snelheid van E (in de richting AD). 
De sleepsnelh-eid van E heeft dan een component 3 w [ in de rich~ 
ting (en zin) DE en een" component 2 w l in de rJchting DA. Deze 
heft de relatieve snelheid van E op, zodat de samengestelde snel~ 
heid van E voor t = tI gelijk is aan 3 .w l in de richting DE. 

Opmerking. Het punt M van CD, dat midden tussen Z en D 
ligt, beweegt zich door de buis, alsof het een materieel punt was, 
dat door A wordt afgestoten met een kracht ,u wl! AM, waarin ft de 
massa van Mis. 
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* 178. Als coördinaat nemen we de hoek cp, die AB met het 
verlengde van MA maakt. Het traagheidsmoment om de as van 
de cirkel is: 

Men heeft dus 2/3 i fj2 - R w? cos cp = constant. Daar: 

2 i <Po = (R + 21)w 

is (waarbij de positieve draaizin van cp te,gengesteld genomel} is aan 

de draaiing w), vinden we: 

(R + 2 1)2 
2 i <p2 = 3 R W

Z cos w - 3 R w 2 + 2 i w2
• 

Bijgevolg is cp = 0 Voor: 

. (R+2l)2 
cos fP, = 1 - 6 iR 

Deze waarde van cos fP, ligt tussen - 1 en 1 (en is dus moge~ 
lijk), als 4 i2 - 8 Ri + R2 < 0 is, dus voor: 

R (1 - Yz y'3) < i < R (1 + Yz y3). 

Men vindt de grootste waarde van cos fP, (dus de kleinste waar~ 
de van de amplätudo der slingeringen om de kinetische evenwichts~ 
stand, waarbij AB in het verlengde van MA valt), als I = Yz Ris; 
men heeft dan cos CP1 = - 1/3. 

Opmerking. Is i = R( 1 -+- Yz y'3), dan nadert AB asymptotisch 
tot de stand, waarin cos cp = - 1 is. 

179. Uit"" i ij} + 3 R W Z sin cp = 0 Viindt men voor die periode: 

4n 1/ 1 
w V 3R' 

180.* Dit volgt uit de vergelijking van 179. 

*181. Is cp de hoek, die AB met de naar beneden gekeerde ver~ 
ticaal door A maakt, dan is de potentiële energie van de centrifu~ 
gaalkracht - 2/3 m w 2 [2 sin2 cp. Bijgevolg heeft men: 
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Een zijdelingse kinetische evenwichtsstand is er dus, als w2 >. !~ 
is. Is dan a de (tussen 0 en Yz :n gelegen) waarde van cp., waarvoor 

cos cp = /c! I is, en stelt men cp = a + u (u in absolute waarde 

klein), dan is bij benadering: 

41 ü = f(a + u) = f(a) + u 1'(0:), 

waarbij de tweede en hogere machten vim u verwaarloosd zijn. 
Nu is: 

f(a) = 0, f'(a) = - 4 w 2 I sin2 a, 

waardoor men vindt ü + w 2 u sin2 a = O. De periode der kleine 
slingeringen is dus: 

T= 
2 :n 

w sin a 
=4:n 11 I 

V 4 I w 2 - 3 g 

*182. Is cp de hoek, die AB maakt met de naar beneden ge~ 
richte verticaal, dan is de bewegingsvergelijking: 

2 I cj;2 = 3 g cos cp - 2 I w 2 cos2 cp. 

Deze Js onafhankelijk van a, zodat het toestel dezelfde beweging 
uitvoert als dat van 181 (mits natuurlijk ook de beginvoorwaarden 

overeenstemmen). Voor cp = 0 is 2 I <P12 = 3 g - 2 I w 2, zodat 

AB alleen dan de verticale stand bereikt, als w 2 < ~ f . Is w~ = ~fl, 
dan wordt de verticale stand asymptotisch genaderd. Is w 2 > ~ r, 
dan slingert AB heen en weer tussen de stand, waar cos cp = 0 is, 

en de stand, waar cos ({J = 2 ~ ~2 is. De zwaartepunten van AB ,in 

deze standen liggen op gelijke hoogten boven en onder het zwaarte~ 
punt van AB in de kinetische ·ev.enwichtsstand, waar geldt: 

3g 
cos cp = 4 l w2 . 

*183. Is cp de hoek, die MZ (waarin Z het zwaartepunt van 
AB is) met het verlengde van OM maakt, dan is (als MZ = a is): 

(3 a 2 + [2)i;2 - 6 w 2 'ar cos fP .= O. 

De stand, waarbij Z in het verlengde van OM ligt, wordt dus 
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gepasseerd met een relatieve hoeksnelheid, die wordt aangewezen 
door: 

6 w2 ar 
cj;12 = 3 a2 + [2 

Evenals bij het toestel van 178 is de verandering van ({J dezelfde 
als bij een samengestelde slinger. 

*184. Zij Z het zwaartepunt van AB, MZ = a en ({J de hoek, 
die MZ met de naar beneden gekeerde verticaal door M maakt. 
Dan is: . 

(l2 + 3 a2)cj;2 - w2([2 cos2 ({J + 3 a:J sin2 ({J) -

- 6 ga cos ({J = constant, 

([2 +- 3 a2 )<j? + 1w2(l2 - 3a2 )cos ({J + 3 garsin ({J = O. 

Is [2 = 3 a2 , dus a = Yz r, dan valt w uit de vergelijking weg. 

185. * Is P de potentiële energie van zwaartekracht en centri~ 
fugaalkracht tezamen, dan is: 

P = - 1/ 6 m1w2([2 cos2 ({J + 3 a2 sin2 ({J )+ 6 ga cos ({J ~, 

d
dP = 1/3 m1 w 2 (l2 - 3 a 2 )cos ({J + 3 ga ~ sin ({J. 

' ({J . 

-, 3~ 
Is [ < Yz y'3 r, dan is [2 - 3 a,2 < 0 (a > Yz r) . Is w2 < 3 a2 -[2 ' 

dan neemt P voortdurend toe, als ({J toeneemt van 0 tot n. Er is dan 

alleen stabiel kinetisch evenwicht voor ({J = O. Is w 2 > 3:2 ~ [2' 

dan is P minimaal voor cos ({J =.3 :2g~ [2' Voor die tussen Q en 90° 

gelegen waarde van cp (of het tegengestelde daarvan) is er stabiel 
kinetisch evenwicht. 

186. * Is [ > Yz y'3 r, dan is [2 - 3 a2 > 0 (a < Yz r). Is 

w2 < 3 ga , dan neemt P voortdurend toe, als ({J' toeneemt van 
[2 - 3 a2 

o tot n. Er is dan alleen stabiel kinetisch evenwic'ht voor ({J = O. I's 

w2 > 3 ga en neemt cp toe van 0 tot n, dan neemt P e·erst toe, 
[2-3 a2 

om voor een stompe waarde van cp een maximum te bereiken (labiel' 
kinetisch evenwicht). Vervolgens neemt P weer af. Nu zijn cp = 0 
en cp = n de stabiele kinetische evenwichtsstanden. 
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187.* Stelt men qJ = n + u (u in absolute waarde klein), dan 
vindt men bij benadering: 

(12 + 3 a2 )ü + 10)2(12 - 3 a2 )- 3 ga ~u = o. 
3ga . 

Is 0)2 > [2 _ 3 a
2 

• dan vmdt men voor de periode d·er kleine 

slingeringen om de stand q; = n: 

V /2 + 3 b 2 
T = 2 n . 

0)2([2 - 3 a2 )- 3 ga 
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EXAMENOPGAVEN 
VAN DE TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 

JUNI 1946. 

1. Formuleer en be~ijs de vergelijkingen van Lagrange voor 
een systeem van N massapunten met p (p < 3 N) vrijheidsgraden. 

2. Van een rechthoekig assenstelsel OXYZ is 0 een vast punt 
en OZ verticaal. Dit assenstelsel wentelt met constante hoeksnel
heid w om OZ .. In het OXY -vlak kan een punt met massa. m zon
der wrijving bewegen. Het massapunt wordt door het met OXYZ 

. meebewegend punt P, waarvan (Yz a, Yz a, 0) de coördinaten 
t.O.v. OXYZ zijn, aangetrokken met een kra.cht, die evenredig en 
gelijkgericht is met den afstand van het massapunt tot P en die 
voor den afstand 1 gelijk is aan 2 m w 2 . 

1) Stel de bewegingsvergelijkingen van h'et massapunt t.O.V. 
OXYZ op. 

2) Bewijs, dat het met OXYZ meebewegend punt Q, waarvan 
(8, a) 0) de coördinaten t.o.v. OXYZ zijn, een kinetische 
evenwichtsstand van het massapu'nt is. Onderzoek of deze 
evenwichtsstand stabiel dan wel labiel is. 

3) Bewijs, dat de som van het relatieve impulsiemom.ent van het 
massapunt t.o.v. Q en - m w (2 constant is, wann'eer ( de 
a.fstand van Q tot het massapunt is. 

3. Een vierkante homogene plaat ABCD (massa m, AB = 2 a) 
kan in het vlak van een vast assenstelsel OXY (OX horizontaal. 
OY verticaal) onder invloed van de zwaartekra.cht en zonder wrij
ving zodanig bewegen, dat A langs OX en B langs OY glijdt. Ten 
tijde t = 0 is de. plaat in rust en maakt AB met OX en 0 Y hoeken 
van 45° (8, C en D boven OX). 

Men vr,aagt de hoeksnelheid van de plaat en de door OX en 
OY op de plaat uitgeoefende reactie te berekenen voor het tijdstip, 
waarop AB voor het eerst horizontaal wordt. 

OCTOBER 1946. C. 

1. Op een omwentelingscylind·er met straal R, waarvan de as 
in een horizontaal vlak ligt, rusten onderworpen aan d·e zwaarte-
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kracht twee gelijke homogene staven, die in hun eene uiteinde 
scharnierend met elkaar zijn verbonden en die zonder wrijving- over 
den cylinder kunnen glijden, De staven bevinden zich in een vlak 

loodrecht op de as van den cylinder en hebben. elk de lengte 4R 
en d·e massa m; de versnelling, der zwaartekracht is g. 

Bereken den hoek, dien de staven met elkaar maken in den even~ 
wichtsstand. Bepaal in dien stand ook den druk, dien'de staven op 
den cylinder uitoefenen. 

2. Een homogene omwentelingscylinder met straal a kan onder 
den invloed der zwaartekracht sUngeren om een horizontale as, die 
evenwijdig is aan de as van den cylinder Op een afstand b daarvan 
verwijderd. 

Bepaal de bewegingsvergelijking en den slingertijd voor kleine 
slingeringen. uitgedrukt in a, b en de versnelling der zwaartekracht. 

3. Een nauwe rechte buis wentelt in een horizontaal vlak met 
constante hoeksnelheid cu om een V'zrticale as. De afstand van de 
as tot de buis is a. In de buis kan zich zonder wrijving bewegen een 
stoffelijk punt met massa m, dat onderworpen is aan de zwaarte~ 
kracht. De versnelling dz.r zwaartekracht is g. 

Op den tijd t = 0 bevindt het punt zich in het dichtst bij de as 
gelegen punt der buis en heeft ten opzichte van de buis een snelh'eid 
Yz a cu ·in de richting tzgengesteld aan die van de snelheid tenge~ 
volge der wenteling. 

a. Bepaal de relatieve beweging van het stoffelijk punt ten 
opzichte van de buis. 

b. Indien wordt aangenomen, dat de buis breekt. als op eenig 
punt in een richting loodr·echt op den wand een druk wordt 

uitgeoefend > mg V5 hoe groot mag dan cu hoogstens zijn. 
om het mogelijk te maken, dat de buis na het tijdstip t = 0 
een' volle omwenteling maakt, voordat ze. breekt. 

OCTOBER 1946. M.T. 

1. Aan een van de uiteinden van een horizontale middellijn van 
een homogene bol (straal R. massa m). die op een volkomen glad 
horizontaal vlak geplaatst is, heeft men een stoffelijk punt (mas!'a 

m) bevestigd, De versnelling van d~ zwaartekracht is g. 
a) Bewijs dat de bol, uit deze toestand . aan zichzelf overge~ 

laten, zich zo zal gaan bewegen, dat het midden van de 
straal. die het stoffelijk punt draagt, zich verticaal beweegt. 

I 

Vraagstukken Theoretische Mechanica Il. 
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b) Stel een differentiaalvergelijking van d~ eerste orde in ~én 
noodzakelijke coördinaat op, waardoor de beweging van 
het stelsel beschreven wordt. 

c) Bereken de grootte van de drukking, die de bol op het vlak 
uitoefent, als het stoffelijke punt door zijn laagste stand gaat. 

2. In het midden C van de homogene staaf AB (lengte i l, 

massa m) is aan AB de homogene staaf CD (lengte Yz 1 y2. 
massa m) onwrikbaar bevestigd; AB en CD staan loodrecht op 
elkaar. Het geheel kan om A in een verticaal vlak wentelen. In dit 
vlak ligt, even hoog als A, rechts van A het punt E; AE = 2 1. In 
E is een koord bevestigd dat door een ringetje bij B gaat en aan 
zijn uiteinde een gewicht x draagt. Gegeven is dat er evenwicht 
bestaat als AB verticaal naar beneden hangt en D rechts van AB 
is. De versnelling van de zwaartekracht is g. 

Bepaal x en de frequentie der kleine trillingen om de evenwichts
stand. 

DECEMBER 1946. C3 . 

1. Een physische slinger bestaat uit een .homogene driehoekige 
plaat in den vorm van een gelijkbenige iechthoekigedrJehoek 
ABC, waarvan de rechte hoek in C ligt en een homogene staaf DE, 
die in het midden D van AB aan de plaat bevestigd is zoo, dat DE 
het verlengde van CD is. Het lichaam kan slingeren om een hori
zontale as door E loodrec'htt op het vlak van de plaat. De massa van 
de plaat ~s 8 m, de. zijde AB is 2 a, de lengte van de staaf is a. Be
paal de massa van de staaf DE, als de slingertijd der kleine slinge
ringen, die het toestel kan uitvoeren, 1 seconde is. 

2. Een homogene omwentelingscylinder is op den tijd t = 0 in 
rust op een hellend vlak me,t hellingshoek 45°. De as van de cylinder 
is evenwijdig aan de snijlijn van het hellend vlak en het horizontale 
vlak. Bepaal de beweging van de cyknder: 
1 ° als de wrijvingscoëfficiënt tussen ,cylinder en hellend vlak y.:; is. 
2° als die wrijvingscoëfficiënt Yz is. 

3. ~en stoffelijk punt met massa m, dat onderworpen is aan de 
zwaartekracht, kan zich zonder wrijving bewegen in een nauwe 
buis, die met een constante 'hoeksnelheid w wordt gedraaid om een 
verticale as, die de buis op een afstand a kruist. De buis maakt een 
hoek van 30° met de verticaal. De zin der wenteling komt overeen 
met de zin van het doorlopen van de horizontale profectie der buis, 
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die beantwoordt aan het doorlopen der buis van beneden naar 
boven. 

Op het tijdstip t = 0 bevJndt het stoffelijk punt zich op een af~ 
stand b van het punt der buis, dat het dichtst bij de omwentelingsas 
ligt en hoger dan dat punt; het is dan ten opzichte van de buis 
in rust. 

Bepaal de relatieve beweging van het stoffelijk punt ten opzichte 
van de buis en de druk, die 'het punt op een willekeurig tijdstJp ge~ 
durende de beweging op de buis uitoefent. 

Kan bij gegeven b de hoeksnelheid w zo gekozen worden, dat 
het punt ten opzichte van de buis in rust blijft? 

De versnelling der zwaartekracht g is in elk der drie vraagstukken 
gegeven. 

MEI 1947. C3 • 

1. Een stoffelijk punt met massa m kan zich zonder wrijving 
onder invloed der zwa.artekracht bewegen in een nauwe buis, die de 
vorm heeft van een semicubische parabool, bepaald door de verge~ 
lijking y3 = ax2, waarbij de y~as verticaal naar boven geplaatst is. 

Op de tijd t = 0 bevindt het stoffelijk punt zich zonder snelheid 
in het punt a, a dei buis. Gevraagd na hoeveel tijd het laagste punt 
der buis pereikt wordt en voor een willekeurig punt bij de beweging 
de druk op de buiswand t~ bepalen. I 

2. Een staaf J!.B, waarvan de massa kan verwaarloosd worden 
en waarvan de lengte 2 R bedraagt, is geplaatst samenvallend met 
een rnJddellijn van een homogene holle bol met massa m, die on~ 
wrikbaar aan de staaf verbonden is en kan onder invloed van de 
zwaartekracht zonder wrijving slingeringen om een horizontale as 
door zijn hoogste punt A. 

Waar moet aan de staaf een stoffelijk punt met massa 4Yz m 
worden aangebracht, opd~t de periode der kleine slingeringen, die 
het toestel dan kan uitvoerel1 zoo groot mogelijk zij. 

3. Een staaf AB met massa m en lengte Z, àie zonder wrijving 
kan dra~lien om een horizontale as door A, wordt .in een stand, 
waarbij AB een hoek a: maakt met de miar beneden gerichte verti~ 

caal zonder beginsnelheid losgelaten en beweegt zich onder de 
jnvloed der zwaartekracht totdat zij plotseling tot stilstand komt 
door een volkomen onveerkrachtige botsing tegen een vaste hori~ 
zontale pen C zoo geplaatst, dat AC een 'hoek fJ( < ex) maakt met 
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de naar beneden gerichte verticaal en AC = II « i). Bereken de 
stoot, die de staaf bij de botsing ondervindt en de reactie~stoot in A. 

Hoe groot zijn deze stoten, als in plaats van volkomen onveer~ 
krachtige botsing, botsing met een botsingscoëfficiënt koptreedt. 
Bepaal voor dat geval ook de beweging na de botsing, waarbij 
onèerscheid moet gemaakt worden tussen de gevallen, dat AC ~n 
de beginstand van AB aan dezelfde kant of ter weerszijden van de 
verticaal liggen. 

JUNI 1947. W.S.v. 

1. Wat v,erstaat men onder het sinusproduct van twee vectoren? 
Gelden voor deze bewerking de commutatiev·e, de distributieve en 
de associatieve eigenschap? Druk het product uit in de rechthoekige 
componenten der factoren en bewijs deze uitkomst. Wat verstaat 
men: onder het moment van een vector ä ten opzichte van een punt? 
Toon aan dat het moment onveranderd blijft als ä langs zijn werk~ 
lijn verschoven wordt. Bewijs dat de fluxie van het impulsmoment 
van een stoffelijk punt gelijk is aan de som der momenten van de 
op het punt werkende krachten. 

2. Een stoffelijk punt (massa m) is door middel van twee koor~ 
.den, elk van lengte l, opgehangen aan twee even hoog gelegen 
punten A en B, die de afstand 2 a hebben. Een homogene staaf 
(massa m, lengte 2 a) draagt aan beide uit~inden een ringetje; elk 
der beide koorden gaat door zo'n ringetje. Men: brengt de staaf in 

de stand AB en laat haar los. Hoe groot mag Je verhouding 1- hoog~ 
stens zijn, opdat de staaf het stoffelijk punt zal bereiken? Bepaal de 
evenwichtsstand van het stelsel, alsmede de cirkelfrequentie der 
kleine trillingen om die stand. De versnelling der zwaartekracht is g. 

3. Een homogene staaf wordt in drie del·en verdeeld, opvolgend 
lang 2 l, 2 pl en 2 l; in de deelpunten zijn de delen draaibaar ver~ 
bonden. Het geheel rust op een glad horizontaal vlak en de delen 
liggen in elkaars verlengde. Aan een van de buitenste dden wordt 
op het vrije uiteinde een horizontale stoot uitgeoefend, loodrecht 
op de staaf. Men vraagt hoe groot p moet zijn, opdat het niet direct 
getroffen buitenste deel een maximale hoeksnelheid krijgt. 

SEPTEMBER 1947. C3 • 

1. Een nauwe buis, die de gedaante heeft van een ellips, die als 
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2 2 

zij 'in het vlak x 0 y ligt, de vergelijking :2 + b2 = 1 heeft, wentelt 

met constante hoeksnelheid w om de verticaal geplaatste y~as. In de 

bu'is kan zich, onderworpen aan de zwaartekracht, zonder wrijving 
een stoffelijk punt met massa m bewegen. Hoe groot moet de hoek~ 
snelheid zijn, als het punt op de hoogte h( =1= 0) ten opzichte van de 
buis...in rust zal blijven en hoe groot is dan de druk op de wand 
der buis. 

2. Een toestel bestaat uit vier gelijke homogene staven met 
massa, m 'en lengte 2 Z. De eerste AB ds in haar midden 0 onwrik~ 

baar verbonden met de tweede OC> die loodrecht op AB staat, en 
is in haar uiteinden scharnierend zonder wrijving verbonden met 
de 'beide overige AD en BE. Het geheel is zond"r wrijving draai~ 
baar om een horizontale as door 0 en blijft in een vlak loo~recht 
op die as. 

Stel voor de beweging van dat toestel de vergelijkingen van 
Lagrange op, waarbij als coördinaten worden ingevoerd de hoeken 
<p, {}l en {}<;:. die OC, AD en BE met de naar beneden gerichte ver~ 
ticaal maken. 

Vereenvoudig die vergelijkingen door de aanname, dat <p, {}l en 
{} 2 en hun afgeleiden zoo klein blijven, dat termen die in die groot~ 
heden van de tweede orde zijn kunnen worden verwaarloosd. 

Bepaal met die benadering de beweging, die ontstaat, als voor 

t = ·0, <p = if; = 0, {}l = 0, iJl = ,w, {}2 = 0, -d-2 = - w en be~ 
reken in een willekeurige stand daarbij de druk in 0 en in de schar~ 
nieren A en'B. 

3. Een homogene staaf met massa m en lengte 2 l hangt, zon
der wrijving draaibaar om zijn bovenste punt 0, verticaal naar be
neden. Een stoffelijk punt met massa 3/s m is door een onrekbare 
draad zonder gewicht met lengte a verbonden met 0 en wordt in 

1 

een stand, waarbij de draad een hoek cr met de naar beneden ge~ 
richte verticaal maakt, zonder beginsnelheid losgelaten, Het stoffelijk 
punt botst volkomen veerkrachtig tegen de staaf. Gegeven is, dat 
daarbij de reactiestoot in 0 nul is en dat dn de uiterste stand, die de 
staaf na 'de botsing bereikt, de hoek, die ze met de naar beneden 
gericht verticaal maakt, 60° bedraagt . 

.Bereken a en cr. 

OCTOBER 1947. Ca 
1. Een paal eindigt van boven in een halve bol met straal R. 
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Op deze halve bol rust, onderworpen aan de zwaartekracht, een 
toestel bestaande uit twee gelijke homogene staven, die in hun ene 
uiteinde scharnierend met elkaar zijn verbonden, elk op de lengte 
3 R en de massa m hebben en aan hun andere uiteinde een massa 
Y2 m dragen. De staven kunnen zonder wrijving over de bol glij'den. 

Bewijs, dat in de evenwiChtsstand de staven een rechte hoek 
met elkaar maken . 

. 2. Een stoffelijk punt met massa. m kan zich, onder den invloed 
der zwaartekracht, zonder wrijving bewegen in een cirkelvormige 
buis (straal R). die met constante hoeksnelheid w wentelt om een 
v.erticale middellijn. 

Op het tijdstip t = 0 bevindt het punt zich ,jn het laagste punt 
der buis en heeft ten opzichte der buis een snelheid va. 

Bereken va' als gegeven 'is, dat de relatieve beweging ten op~ 
zich te der buis omke~rt; als het punt een boog van 60° heeft door~ 
lopen, en bereken in het 'hoogste punt, dat dan bereikt wordt, de 
druk op de buiswand. 

De versnelling der zwaartekracht is g. 

3. Een stoffelijk punt met massa m is door een onrekbare draad 
van de lengte 1 en waarVan de massa kan v'erwaarloosd worden 
verbonden met een punt 0 en wordt ·in de stand, waarbij de draad 
een hoek van 60° met de verticaaJ maakt, zonder beginsnelheid 
losgelaten. 

In 0 hangt verticaal naar beneden in rust een homogene staaf 
met lengte l' en massa M, waarvan het bovenste punt zich, zonder 
wriJving kan bewegen over een horizontale lijn in het vlak, waarin 
ook de beweging van het stoffelijk punt plaats vindt. 

Het stoffelijk punt botst volkomen veerkrachtig tegen de staaf 
en' komt daardoor tot stilstand. 

Men vraagt M uit te drukken in m. 

DECEMBER 1947. W.v.S. 

1. Bewijs voor een mechanisch stelsel dat de beweging van 'hl~t 
zwaartepunt plaats heeft, alsof het een stoffelijk punt was (met een 
massa gelijk aan de totale massa van het stelsel), dat(: onderworpen 
is aan een stelsel krachten, dat ontstaat als men de uitwendige 
krachten, die op het systeem werken, met behoud van richting en 
grootte naar dat punt overbrengt. 

2. Een homogene plaat in de vorm van een vierkant ABCD, 
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die zich vrij kan bewegen, voert' een rotatie uit om de diaw;na31 
AC, met de hoeksnelheid w. Plotseling wordt hl:.t punt IJ vastge~ 
houden. Wat is onmiddellijk na dit ogenblik de bewegingstoestand 
van de plaat? • 

3. Een homogene stáaf (lengte 2 l, massa m)' is in de ui~inden 
met behulp. van twee even lange koorden (lengte 2 l) opgehangen 
aan twee even hoog gelegen punten, die op een afstand 2 l van 
elkaar verwijderd zijn. In d e evenwichtsstand, waarin de koorden 
verticaal zijn, geeft men aan de staaf een draaii~g met hoeksnel~ 
heid w om de verticale as door zijn midden. 

a. Tot welke hoogte zal de staaf stijgen? 
b. Hoe groot is de spanning in elk koord, onmiddellijk nadat de 

draaiing begonnen is? 
c. 'Wat is de cirkelfrequentie der kleine trillinge~ van de Iltaaf 

om de evenwichtsstand? 
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OPLOSSINGEN DER EXAMENOPGAVEN. 

JUNI 1946. 

1. De noodzakelijke co3rdiné1~en (algemene coördinaten. slleIsel~ 

coördinaten of kortweg coördinaten) ql' qz • ...• qp bepalen de 
stand van het mechanisme. Is er gedwongen beweg.ing. d.w.z. zijn 
er verbindingen. die op een gegeven wijze van de tijd tafhangen 
(zoals in Oct. 1946 C no. 3 of Dec. 1946 no. 3 of Sept. 1947 no. 1). 
dan is de stand eerst volledig bepaald. als bovendien de tijd t ge
geven is. 

De rechthoekige coördinaten Xj. gj. Zj van het massapunt A j met 

massa mj(j = 1,2 ... .. N) zijn bekende functies van ql' q2' ... ~ qp 
en eventueel (als er gedwongen beweging is) ook van t. Daar~ 

door is: 

Xj = 

zodat X; een lineaire functie van ql' q2' .. '. qp is me.t coëfficiënten. 
die functief zijn van ql' q2" .• qp en (eventueel) t. Verder leest 
men uit de vergelijking af: 

a~ a~ a~ d a~ 
aq1 - aQI' aq, = di aql . 

Voor de levende kracht van het toestel schrijven we: 

L = Yz ~ m'j(Xj2 + !j;2 + i j
2 ) = Yz ~ mj [x?]. 

Hier en in het volgende is ~ een sommering over j = 1, 2 .... N 
en [] een sommering over x, y en z. Zet men de gedwongen be~ 
weging stop (m.a.w. houdt men t constant) en laat men ql' qz .... , qp 
met oneindig kleine bedragen dql' dq2' ...• dqp aangroeien. dan is 
de arbeid. die de op 'het toestel werkende krachten tezamen ver~ 
richten: 

dA = ~ [Xj ~;:] dql + ~ [ X j ~::] dq2 + ... + 2: [Xj ~;;] dqp = 

= F I dql + F2 dq2 + ... + Fp dqp. 
Hierin zijn X j Y j • Zj de componenten 'Van de op A j werkende 

kracht. terwijl FI' F2' F p de arbeidscoëff.iciënten heten. Men 

168 



EXAMENOPGAVEN JUNI 1946. OPL. 

vindt Ph als de door dq" gedeelde arbeid, die alle op het toestel wer~ 
kende krachten te zamen verrichten, als qh met dq" a~ngroeit en de 
overige noodzakelijke coördinaten en t constant blijven. Men heeft: 

Dit geeft de volgende p vergelijkingen van Lagrange: 

d aL oL - - - - = Ph (h = 1,2, ... , p). 
dt ac[" aqh 

Zijn er geen verbindingskrachten, die ook na stopzetten van de 
eventueel aanwezige gedwongen beweging arbeid verrichten (is er 
dus geen wrijving, die gepaard gaat met uitglijden,en g'een lucht~ 
weerstand), en is P de totale potentiële energie, dan is (als de ge~ 
geven krachten afkomstig zijn van een krachtveld, dat niet met de 
tijd verandert en conservatief is): 

ap ap . ap 
dA = -dP = - -a dql - -a dq2 - ... - -a dqp. 

ql qz qp 

ap 
Dan is Fh = - -a ,waardoor de vergelijkingen van Lagrange 

qh 
overgaan in: 

d aL aL 
dt aq" - aq" -

ap -a (h = 1,2, ... , p). 
q" 

Voor dit geval lenen zich de vergelijkingen van Lagrange bij~ 
zonder goed. In de p vergelijkingen komen dan geen andere onbe~ 
kenden voor dan de p noodzakelijke coördinaten ·(met hun eerste 
en tweede fIuxies). . 

Opmerkingen. 1. Drukt men L uit in de noodzakelijke coördi~ 
naten en hun fluxies (en eventueel de tijd). dan ontstaat een kwa~ 

dratische functie van ct!' C[Z' ... , ct1}. met coëfficiënten, die functies 
zijn van ql' qz' ... , qp en t. Is er geen gedwongen beweging, dan is 
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L een homogene kwadratische functie van c[1'c[2' ... , qp met coëffi~ 
ciënten, die alleen functies van ql' q2' ... , qp zijn. 

2. De vergelijkingen van Lagrange gelden ook, als het mecha~ 
nisme .uit lkhamen bestaat, die uit oneindig veel materiële punten 
opgebouwd gedacht kunnen worden. De door het teken I aange
geven sommeringen moeten dalf door drievoudige integralen wor~ 
den vervangen. 

3. Door naar de tijd te integreren gaan de vergelijkingen van 
Lagrangein die voor stoten over. Deze luiden: 

(h = 1, 2, ... , p). 

Voor L heeft men nu te nemen de waarde daarvan in de stand 
op het ogenblik van de stoot, daar ql' q2' .. " q" onmiddellijk vóór 
de stoot dezelfde zijn als onmiddellijk daarna. De coëfficiënten van 

de kwadratische functie van q1' c[2' ... , qp zijn nu dus constanten. 

Verder betekent!::. ~~ : 
uq" 

aL aL 
~ na de stoot - =-. vóór de stoot. 
uq" uq" 

De grootheden G,,(h = 1,2, ... , p) zijn de arbeidscoëfficiënten 
voor stoten. Deze worden op dezelfde wijze berekend als de groot~ 
heden Fh, nI. door de stoten als krachten te behandelen en de 
arbeid te berekenen bij een virtuele (denkbeeldige) verplaatsing, 
waarbij men alle noodzakelijke coördinaten constant houdt (en in 
geval van gedwongen beweging ook de tijd), op qh na, die men met 
een oneindig klein bedrag laat aangroeien. 

2. De x~ en de y~component van de aantr·ekkende kracht zij:l 
- 2 m w 2 (x - Yz a) resp. - 2 m w 2 (y - Yz a) en de x~ en de y
component van de centrifugaalkracht m w 2 x resp. m w 2 y. Als zin, 
waarin w positief gerekend wordt, nemen we: van de positieve x~as 
door d·e rechte hoek na~r de po~itieve y~as. De x~ en de y~compo
nent van de kracht van Coriolis zijn dan 2 m w y resp. - 2 m w I 
De bewegingsvergelijkingen (voor de relatieve beweging) zijn dus: 

x + w 2 (x - a)- 2 w Ij = 0, 

ij + w2 (y - a)+ 2 w x = O. 

Hieraan is voldaan door x = a, y = a, zodat (a, a) een kine~ 
tisch evenwichtspunt is. De potentiële energie van de aantrek~ 
king is: 
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en die van de centrifugaalkracht - Yz 'm w2 (x2 + y2). Daar de 
kracht van Coriolis geen arbeid verricht, heeft men dus:, 

x2 + 'y2 + 2 w21 (x - Yz a)2 +(y - Yz a)2r

- w2(x2 + y2)= constant, 

x2 + y2 + w2~ (x - a) 2 + (y - a) 2 r = w 2 0, 

waarin e een constante is. De laatste fvergelijking kan ook gemak~ 
kelijk uit de differentiaalvergelijkingen van de tweede O'l'de wordw 
afgel~d door de eerste met x en de tweede met y te vermenig~ 
vuldigen en op te tellen. Uit de differentiaalvergelijking van de 
eerst,e , orde volgt: 

I 
(x - a)2 +(y - a)2 < e2. 

Het stoffelijke punt S komt dus niet buiten een cirkel om Q met - ' 
straal e. Is S in Q in relatieve rust en brengt men een. kleine storing 
aan, dan is e klein, zodat S dan in de buurt van Q blijft. Het rela~ 
tieve evenwicht is dus stabiel. 

Het reiatieve impulsiemoment (bewegingsmoment ) om Q (d.w.z. 
om een as door Q evenwijdig aan d~ z~as), positief gerekend .in de~ 
zelfde zin als w,. is: 

B = m1 {x - a)y -(y - a)xr. 

Hieruit volgt in verband met de differentiaalvergelijkingen van 
de tweede orde: 

B = m1 (x -a)fj -{y -a)xr = 

= - 2 m w1 (x - a)x +(y - a)y r = 
. d . dr2 

=-mw dt 1(x-a)2+(y-a)2~=-mw dt 

Dit voert tot: , 
B + m w' r2 .= constant 

e~ niet tot B - m w r'.] = constant, zoals in de opgave staat. 

3. Is L OAB = cp, dan zijn de coördinaten van het zwaartepunt 
Z van de plaat: 

x ' y = a (cos cp + sin cp) . 
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Hieruit volgt: 

x = Ij = a cp(cos cp - sin cp), 

x2 + 1j2 = 2 a2 cp2 (1 - 2 cos cp sin cp). 

Het traagh·eidsmoment om een as door Z loodrecht op het vlak 

van de plaat is 1/3 ma2 + 1/3 ma2 = 2/3 ma2 • De levende kracht van 
de plaat is dus: 

L = ma2 q;2(1 - 2 cos cp sin cp + 1/3) = 
= 2/3 ma2 q;2(2 - 3 cos cp sin cp ). 

Uit L + P = Lo + Po volgt: 

2 a cp2(2 - 3 cos cp sin cp )+ 3 g(cos cp + sin cp)= 3 V2 g. 

Voor het met 1 gemerkte tijdstip, waarop cp = 0 geworden is, 
geldt: 

. 2 = 3 g (, Fi ~ 1) 
CPl 4 a V • 

Uit L + P = constant vindt men door te fluxioneren: 

4 a tj;(2 - 3 cos cp sin cp)+ 

+ 6 a cp2(sin2 cp ~ cos2 cp)+ 3 g(cos cp - sin cp)= O. 

Voor cp = 0 geeft dit: 

16 a ijl = 12 a q;12 - 6 g = 3(3 y2 - 5)g. 

Zijn Q en R de krachten door de x~as en de y~as op de plaat 
uitgeoefend, positief ger'ekend in de positieve y~ resp. x~richting, 
dan is: 

Q - mg = mij = mai~ (cos cp.- sin cp)- q;2(coS cp + sin cp) r, 
R = mx = mai ij(cos cp - sin cp )- <ft2(cos cp + sin cp) r. 

Hieruit volgt: 

Ql = mg + ma( if;l .- CP12 ) = 1/ 1G (13 - 3 y2)mg, 

Rl = ma(ijl - CP1 2 ) = - 3/ 1G (1 + V2)mg. 

OCTOBER 1946. C. 

1. We beschouwen de staven AB en AC eerst als één vast 
lichaa~. De drukken NI en N 2 door d·e cylinder op AB resp. AC 
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uitgeoefend gaan door het punt M, waarin he.t vlak ABC de as van 
de cylinder snijdt. In geval van evenwicht gaat dus het gewicht 
van het geheel eveneens deor M. Het gemeenschappelijke zwaarte~ 
punt Z ligt dus op de verticaal door M. Valt Z niet in M, dan ligt 
dus in de evenwkhtsstand het scharnier A verticaal boven M. 

We nemen aan, dat A verticaal boven M ligt. Zij: 

L BAM = L MAC = cp. 

Uit de htOrizontale componenten der op het geheel werkende uit~ 

'wendige krachten volgt: 

NI cos lP - N z cos lP = 0, 

dus NI = N z = N. Hiertoe kan men ook op grond van symmetrie 
ten opzichte van de verticaal door M besluiten. Uit de verticale com~ 
ponenten der krachten op het geheel volgt: 

N N 2 ° N __ mg . 
sin lP + sin 'CP - mg = , 

sin cp 

Uit d~ momentenstelling om A, toegepast op een der staven, volgt: 

N R cotg cp - mg . 2 R sin cp = 0, 
I 

dus N = 2 mg sin lP tg cp. Pit voert tot: 

2 sin3 <p = cos cP, 2 tg 3 cp - tg2 cp - 1 = O. ' 

De vergelijking in t~ cP heeft één reële wortel. nl. tg cP = 1. We 
vinden dus: 

N=y2mg, 
zodat de staven een hoek van 90° met elkaar maken. 

Uit i.p = 45° volgt, dat Z in M valt. Er is dus ook evenwcicht. als 
A niet op de verticaal door M ligt. Zij 8 de hoek, die MA met de 
naar boven gerichte vertica,al door M maakt, positief gerekend als 
A en B aan dezelfde kant van die verticaal liggen. Uit de horizon
tale componenten der op het geheel werkende krachten volgt: 

NI cos(Y4:n - 8) - N z cos(X:n + 8) = 0, 

NI (,cos 8 + sin 8) = Nz(cos 8 - sin 8), 

terwijl uit de verticale componenten volgt: 

NI sin(Y4:n - 8) - N z sin(y.t:n + 8) - 2 mg = 0, 

NI (,cos 8 - sin 8) + Njcos 8 + sin 8) - 2 y2 mg. 

Men vindt zo: 

NI = y2(cos 8 - sin 8)mg, N z = 0(cos 8 + sin 8)mg. 
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Iets sneller nog vindt men NI àoor de momentenstelling voor de 
staaf AB op A toe. te passen. Dit voert tot: 

NIR - 2 mgR sin(y-! n - (J) = O. 

Evenzo vindt men N z door de momentenstelling op AC to~ te ' 
passen (of door (J door - (J te vervangen). 

Er is alleen evenwicht zolang NI en N 2 beide > 0 zijn. Dit voert 
tot - 45° < (J < 45°. 

Opmerkingen. 1. Ligt A verticaal boven M ((J = 0), dan zijn 
de krachten, die de staven in A op elkaar uitoefenen, horizon~ 

taal. Dit volgt uit de symmetrie ten opzichte van de verticaal door 
M, maar is natuurlijk ook gemakkelijk t~ bewijzen zonder zich op 
die symmetrie te beroepen. Is Q de op AB in A uitgeoefende kracht, 
positief gerekend in de zin BC, dan is Q = Ncos q; = mg. 

2. Bij willekeurige waarde van (J (en gJ = 45°) oefent AC ;in A 
op AB een kracht uit, waarvan de langs' AC vallende component 

(van A naar C gericht) gelijk is aan: 

Yz NI = Yz y2(cos (J - sin (J)mg 

en de langs BA vallende component (in het verlengde van BA) 
aan: 

Yz N 2 = Yz y'2(.cos (J + sin (J)mg. 

De horizontale component van de in A op AB uitgeoefende kracht 
is mg cos 2 (J en de verticale component mg sin 2 (J, positief gerekend 
naar boven: Ook nu is de grootte dier kracht gelijk aan mg. De 
werklijn dier kracht vindt men door de verticaal door A te spiegelen 
ten opzichte van AB of van AC. . 

De in A op AB uitgeoefende kracht is ook constructief te vinden. 

3. Voor een stand, waarbij A verticaal boven ,M ligt,. is de 
hoogte van het gemeenschappelijke zwaartepunt boven M: 

z = R (_.1_ - 2 cos q; ) . 
sm gJ . 

Hieruit . volgt: 

dz = R 2 sin
3 

q; - cos q; = R sin q;(2 - cotg q; - cotg3 q;) 
dq; sin2 q; 

= R sin q;(l - co tg gJ) (2 + cotg q; + cotg 2 cp). 
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Hieruit blijkt. dat P minimaal is voor cp = 45°. Het evenwicht 
is dus stabiel. als men alleen standen beschouwt, waarin A op de 
verticaal door M ligt. Doordat A echt~'f ook buiten die verticaal, 
kan treden, is het evenwi.cht -(;fok als indifferent (overschillig) te 
beschouwen. 

2. Is m de massa van de cylinder, dan is zijn traagheidsmoment 
om de draaiingsas Yz ma2 + mb2 . 'Hderuit vindt men voor de be~ 
wegingsV'ergelijking, als cp de uitwijking,shoek uit de stabiele even~ 
wichtsstand is: 

(a 2 + 2 b2 )ëp, + 2 gb sin cp = 0. 

De periode der kleine slingeringen om die evenwichtsstand is: 

1 / 2(a2 + 2 b2 ) nv gb . 

Oe slingertijd is de helft hiervan. 

3. De centrifugaalkracht heeft een component ma w 2 loodrecht 
op de buis (van de draaiing sas af) en een component m w 2 Je. langs 
de buis, positief gerekend in de zin van de relatieve beginsnelheid. 
Hierin iS! x de verplaatsing van het stoffelijke punt S door de buis. 
Men heeft dus: 

x = w 2 x.. x = A Ch w t + B Sh w t. 

Wegens x = 0, x = Yz a 'w voor t = ° ds A = 0, B = Yz cl, dus: 

x = Yz a Sh w t. x= Yz a w Ch w t. 

De op S werkende kracht van Coriolis is 2 m w :1, horizontaal en 
loodrecht op de buis, positief gerekend naar de ká~t van de draai~ 
ingsas. Zij van de kracht door d~ buis op S uitgeoefend Q de compo~ 
nent loodrecht op de buis horizontaal, positief gerekend van de 
draaüngsas af. Men heeft dan: 

Q + ma w2 - 2 m w x = 0, 

dus Q = ma 0)2 (Ch 0) t - 1). De verticale component van de kracht 
~ , 

door de bU!Ïs op S uitgeoefend is mg. dus de totale kracht: 

m yg2 + a2 w 4 (Ch w t - 1)2. 

Na eén volle omwenteling is w t = 2 n. Is dan die kra,cht opge~ 

lopen tot mg VS, dan is: 

g2 + a2 w 4 (Ch 2 n - 1)2 = 5 gZ, 

2g g 
w 2 = a(Ch 2 n - 1) - a' Sh2 n . 
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1 1/-
De gevraagde voorwaarde is dus w < Sh '1l V ~ . 

OCTOBER 1946. M.T 

1. De horizontale componenten van de uitwendige krachten 
zijn 0, zodat het zwaartepunt Z (het midden van genoemde straal) 
geen versnelling in horizontale richting heeft. Zij M het middelpunt 
van de bol en <p de hoek, die MZ met de naar beneden gekeerde 
verticaal door M maakt. De 'hoogte z van Z boven het horizontale 
vlak is R (1 - Yz cos <p), zodat i = Yz R cp' sin f{J is, dus de levende 
kracht van Z (massa 2 m) Y-î mR2 q;.2 sin2 gJ. Het traagheidsmo~ 
ment om een as door Z loodrecht op MZ is: 

2/5 mR.2 + 1/4 mR.2 + 1/4 mR.2 = 9/10 mR2, 
zodat: 

L = 1/4 mR2 cp2 sin2 <p + 9/20 mR2 cp2 = l/~O mR'.!. cp2(9 + 5 sin2 cp) 
is: Daar P = - mRg cos f{J is, heeft men: 

R q;2(9 + 5 sin2 gJ) - 20 gcos f{J = 0, 

R ip(9 + 5 sin2 gJ)+ 5 R fj;2 sin <p cos cp + 10 g sin cp = O. 

Voor de (met 1 gemerkte) stand, waarbij het stoffelijke punt 
zijn laagste stand heeft (<p = 0), geldt: 

ij;1 = O. 

Tot iPI = 0 besluit men ook direct daaruit, dat cp Jn de laagste 
stand maximaal is. Is N de druk, die bol en vlak op elkaar uit~ 
oefenen, dan is: 

N - 2 mg = 2 mi = mR(ij; sin <p + cp,2 cos cp). 

dus in genoemde stand NI = 2 mg + mR ip}2 = 38/9 mg. , 

Opmerking. Voor kleine slingeringen om de stabiele even~ 

wichtsstand geldt 9 Rij; + 10 g gJ = O. De periode dier slingerin~ 

3 l / lOR 
gen is dus '5 n V-g-' 

2. Uit de momenten om A, d.W.z. om een as a door A loodrecht 
op ,het vlak ABE, volgt (als x de massa van het stoffelijke punt 

Pis): 

xgl VI - mg . Y4 1 0 = 0, 

176 



EXAMENOPGAVEN OCTOBER 1946 M.T. OPt. 

dus x = ~ m. Zij q; de hoek, die AB met de naar beneden gekeer~ 
de verticaall door A maakt, positief gerekend als B rechts van die 
verticaal ligt, 0 de hoek, die BP met 'de naar beneden gekeerde ver~ 
ticaal door B maakt, positief gerekend als P rechts van die verticaal 
ligt, en p de lengte van :het koord EBP. We nemen een recht~ 
hoekig assenkruis aan met A als oorsprong, c,le naar beneden ge~ 
keerde verticaal door A als positieve z~as en AE als positieve x~as. 

Daar EB = 4 l sin (45 0 
- Y2 q;) = 2 l -.,j2 (cos Y2 cp --.:. sin Y2 cp) 

is, zijn de coördinaten van P: 

x = 2 I sin cp + ~ p + 2 l -.,j2( sin Y2 cp - cos Y2 q;) r sin 0, 

z = 2 I cos q; + ~ p + 2 l y2 (sin Y2 rP - cos Y2 cp) r cos O. 

Door reeksontw'ikkeling toe te passen en termen van de tweede 
of hogere graad in cp en 0 te verwaarlozen, vindt men: 

x = 2 I cp + q 0, z = 2 I + q + I -.,j2 cp, 

x = 2 I <p + q (j, z = 1 y2.ip, 

waarin q = p - 2 I -.,j2 is (zodat q de lengte iVan BP is in de even~ 
wichtsstand cp = 0 = 0). Is S de spanning in het koord, dan zijn 
de hodzontale en verticale component daarvaR (als kracht op het 
materiële punt) - S sin 0 = - S 0 resp. - S cos 0 = - S, waar~ 
bij weer termen van de tweede of hogere graad verwaarloosd zijn. 
Men heeft: . 

- S 0 = ~ m (2 1 ip + q Ö), ~ mg - S = ~ mI -.,j2 ij;. 

Hieruit volgt (steeds bij benadering): 

S = ~ m(g - t y2 ip), 2 l CP: + q ë + gO = O. 

Het traagheidsmoment van het lichaam (stavenpaar ) oin 'de as 
a door A is: 

4/3 mI2 + 1/3 m(~ l -.,j2)2 + m ~l2 + . (~ I -.,j2)2 r = 5/2 m12. 

De momentenstelling, toegepast op de as a door A, geeft: 

5/2 m12 ip = - mgl sin cp - mgl(sin cp + .Y.4 -.,j2 cos cp) + 
+ 2 S(cos(45° -=Y2 cp) + 2 SI sin(O - cp). 

Met verwaarlozing van de termen van de tweede en hogere 
graad wordt 'dit, in verband met de voor S gevonden waarde: 

Vraagstukken Theoretische Mechanica II. 
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241 ij; + g(20 - V2)<p - 4 g () = O. 

Deze differentiaalvergelijking drukt () uit Jn ij; en <po Door deze 
waarde van () in de eerst gevonden differentiaalvergelijking in <p en 
() te substitueren, vindt men: 

24 Iq 'p'+ gi (20 - V2)q + 32 Ir ij; + g2(20 - V2)<p = O. 

De karakteristieke vergelijking in k (<p = ekt ) luidt: 

24 l'q k4 + g1 (20 - y'i}q + 32 Ir k2 + g2(20 - V2) = O. 

Deze vierkantsvergelijking Jn k2 hEeft twee verschillende nega~ 
tieve wortels; we schrijven deze als - A3 en - ft:/' (2 > 0 en ,u > 0)/. 
De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking 'in <p is dan: 

<p = A cos À t + B sin À t + C cos ft t + D sin ft t. 

Er zijn twee hoofdslingeringen, een met de periode 2).n (freqentie 

~ ) en een met de periode 2 n (frequentie 2# ). 
2n # n 

Opmerkingen. 1. De levende kracht van het stoffelijke punt. 
als <p = () = 0 ds, is gelijk aan: 

l/S m(x2 + i 2) = l/S mi (2 1 cp + q Ö)2 + (l v'2 cp)2 r = 

= l/S m,(6 12 rj;2 + 4 ql cp iJ + q2 iJ2). 

De levende kracht van het lichaam is 5/4 ml2 q;.2, waaruit men 
voor de levende kracht van het geheel vindt: 

Lo = l/S m(16 12 cp2 + 4 ql cp iJ + q2 62); 

hierbij geeft de index 0 aan, dat L betrekking heeft op <p = () = O. 
De .potentiële energie van het lichaam is: 

- mgl(2 cos <p - Vi V2 sin <p) = - mgl(2 - <p2 - Vi V2 <p), 

waarbij in het laatste lid de termen van de derde en hogere graad 
verwaarloosd zijn. Met dezelfde verwaarlozing vindt men: 

z = 21 + q + V21 <p - Vi(4 - V2)1 <p2 - Yz q ()2, 

zodat de totale potentiële energie, met weglating van de constante 
termen, wordt: 
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Naar behoren is P minimaal voor ({J = 0 = 0. De vergelijkingen 
van Lagrange luiden bij genoemde v,erwaarlozing: 

d
d aaLo + aap = 0, 
t q; ({J 

Dit voert tot: 

.!!.- a~ + ap_ ° 
dt aB aO - . 

321 cp' + 4 q Ö + g(20 - y2)<p = 0, 2 l' ~ + q ii + gO = 0. 

Het stel dier vergelijkingen is gelijkwaardig met het boven ge~ 
vondene. 

2. Men kan x ook constructief vinden. Op het lichaam in even~ 
wJcht werken de volgende drie krachten: het gewicht 2 mg, aan~ 
grijpend in het zwaartepunt Z, zodanig op CD gelegen, dat 

CZ = lis 1 V2 is, de resultante R der spanningen xg 'in bei,de delen 
van het koord, vallende langs d·e lijn, die de hoek tussen de beide 
delen van het koord halveert, en de verbindingskracht Q in A. De 
drie krachten gaan door één punt S; dit ligt ~odanig op genoemde 

deellijn (de werklijn van R), dat VS = lis 1 y2 is, waarin V het 
voetpunt ds van de loodlijn uit S op het verlengde van AB neerge~ 
laten. We verleggen het aangrijpinsspunt van 'het gewicht 2 mg 
naar S en ontbinden dit gewicht in een langs SB vallende kracht 
R' en een kracht Q', die langs het verlengde van AS valt. De kracht 
R is dan het tegengestelde van R' en de kracht Q het tegengestelde 
van Q'. Door R te ontbinden in twee krachten, die langs de beide 
delen van het koord vallen, vindt men xg. 

Men kan d·e waarde van x uit de figuur afleiden. Zij yg de hori~ 
zontale component van R, dus de hoogtelijn -op het gewicht 2 mg 
,jn een der driehoeken, waarin het parall-e1ogram van krachten door 
dit gewicht verdeeld wordt. Uit driehoek ABS en een der genoem~ 
de (met ABS gelijkvormige) driehoeken volgt: 

JfL _ VS _ lis 1 V2 _ 1/ ,r2 
2 mg - AB - 2 1 - 16 V ' 

dus y = lis m V2. De spanning in het deel van het koord, dat het 
gewicht x draagt, heeft een horizontale component 0, zodat yg ook 
de horizontale component van de spanning xg in het koord BE is. 

Bijgevolg is yg = Yz xg V2, dus x = y y2 = !;.4 m. 
De bepaling van x uit de momenten om A is belangrijk korter. 
3. Slotopmerking'. Er is niet één bepaalde frequentie, zoals de 

opgave zou doen denken, maar er zijn twee frequenties. Om de'ze 
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te bepalen ontbreekt echter een gegeven, nl. de lengte p van het 
koord (alsmede. het gegeven, dat het gewicht P als een stoffelijk 
punt kan worden behandeld). Daar bovendien het vraa1gstuk met 
2 graden van vrijheid veel te moeilijk en te bewerkelijk is (voora'l 
voor M. en T.), is misschien de bedoeling aan te nemen, dat het 
onder het ringetje hangende deel van het koord niet gaat slingeren, 
dus verticaal blij ft (8 = 0). Men heeft dan: 

x = 2l cp cos cp, i = [q) 1- 2 sin cp + y'2(cos Yz cp + sin Yz cp) r, 
x2 + i 2 = 2 [2 q)2 13 + sin cp - 2 y2 (cos Yz. cp + sin Yz cp) sin cp h 

L = X ml2 q)218 + sin cp - 2 y'2(,cos Y2 cp + sin Y2 cp)sin cpr, 

P = - X mgl(IO cos cp - y'2 sin cp + 
+ 2 y'2 sin Y2 cp - 2 y2 cos Y2 îp). 

Door L + P = constant te fluxioneren en termen van hogere 
graad te verwaarlozen, vindt men: 

321<p+ (20-y2)gcp =0. 

Uit geeft de periode 8 n 1/ 21 . Ddt resultaat is echter 
V (20 - y'2)g 

onjuist. Wel is de gevonden periode een d·er beide perioden, als 

men p - 2 1 y2 ( dus de lengte van het verticale deel van het 
koord), zeer klein neemt; de andere periode is dan klein, resultaten, 
die te voorzien zijn. 

DECEMBER 1946. C3 . 

1. Het traagheidsmoment !, van de plaat om AB is gelijk aan 
1/ 6 m'a2 , waar'in m' = 8 m is. Dit is met integraalrekening te vinden 
door de plaat in stroken evenwijdig aan AB te v,erdelen. Ook kan 
men I' vinden door de plaat aan te vullen tot het homogene paral~ 
lelogram ABCA'. Het traagheidsmoment van ACA' om AB is: 

!, - 1/9 m'a2 + 4/9 m'a2 = I' + 1/3 m'a2 • 

Daar het traagheidsmoment van ABCA' (massa 2 m') om AB ge
lijk is aan 2/ 3 m'a2 , heeft men: 

!, + l' + 1i3 m'a2 = 2/ 3 m'a2 , !' = 1/6 m'a2 • 
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Het traagheidsmoment van ABC om CD is eveneens 1/ 6 m'a2 , 

zodat het traagheidsmoment van de plaat om een as door D lood~ 
recht op de plaat is 1/3 m'az. Is M de massa van de staaf. dan is 
het traagheidsmoment van het geheel qm de 'as door E: 

1/3 m'az - 1/9 m'a2 + 16/9 m'aZ + 1/3 Ma z, = 1/3 (6 m' + M)a 2 . 

De slingerlengte is: 

), = 1/3(6 m' + M)aZ 6 m' + M 
4/R m'a + Yz Ma = 2 a 8 m' + 3 M' 

Is de slingertijd gelijk aan 1, dan is de periode gelijk aan 2, dus 
nZ À = g. Dit voert tot: 

M = 4- m' 3 n 2 a - 2 g = 32 m 3 n
Z 

a - 2 g 
3 g - 2 n 2 a 3 g - 2 n 2 a 

Men vindt alleen dan een positieve waarde van M, als a voldoet 
aan: 

3JL 3 g 
3 n2 < a < 2 n2 • 

2. Onderstel. dat de cylinder uitglijdt. Is r de straal van de 
cylinder, x de verplaatsing van zijn zwaart~punt, cp de hoek, die de 
cylinder gedraaid is, N de normale druk op de cylinder uitgeoefend 
en [ de wrijvcingscoëfficiënt, 'dan is: 

Yz V2 mg - [N = mx, N = Yz y2 mg, Yz mr2 ij; = [Nr, 

dus: 

x = Yz y2(1 - [)g, r ip = Yf[g. 

De onderstelling van uitglijden is juist, als x - rij;> 0 is, dus 
als [ < I/a is . Is [ = ~. dan is dit het geval. Dan is: 

Rolt de bol zuiv'Gr en is W 'de wrijving, dan is r ip = x, dus: 

Yz V2 mg - W = mx, 1/ .. W /2 mrx = r, 

dus: 

De onderstelling van zuiver rollen is' juist, als W < [N is, dus 
als f > I/a js. Is [ = Yz, dan is dit het geval. 
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3. Zij A het punt van de buis, dat het dichtst bij de omwente~ 
lingsas ligt, en 0 de projectie van A op die as. De afstand van het 
stoffelijke punt S tot A noemen we x, positief gerekend als S hoger 
ligt dan A. De op S werkendecentrifugaalkracht heeft een compo~ 
nent m w 2 a in de richting en zin OA en een component Yz m w 2 x 
in een richting loodrecht op het vlak door AO en de as (ook te be~ 
schrijven als horizontaal en loodrecht op AO) positief gerekend 
naar de kant, waar de buis naar boven helt. De vergelijking langs 
de buis levert: 

Yz m w 2 x sin 30° - mg cos 30° = m.x, 

dus .x - 3!.i w 2 X = - Yz y3 g. De algemene oplossing h,iervan is: 

x = A eh Yz w t + B Sh Yz w t + 2 y3 ~. w 

Wegens ' x = b, x = 0 voor t = 0 is B = 0, A = b - 2 0~. 
w 

Men heeft dus: 

x = (b - 2 y3..JL
2

) eh Yz w t + 2 y3 ~. w w~ 

Het punt S beweegt zich voortdurend schuin naar boven (ten 
opzichte van de buis) of voortdurend schuin naar beneden (in beide 
gevallen met een steeds groter wordende relatieve snelheid), al naar 

gelang w 2 > 2 y3 ~ of w 2 < 2 y3 ~ is. Is w 2 = 2 y3 ~ , dan 

blijft S in rust ten opzichte van de buis; S is dan in labiel kinetisch 
(relatief) evenwicht. 

De op S uitgeoefénde kracht van Coriolis is 2 m w x sin 30° = 
= m w x rin de richting OA (positief gerekend in de zin, die door 
OA wordt aangewezen). De kracht door de buis op het punt S uit~ 
geoefend heeft een component in de richting AO, die we Q noemen 
(positief van A naar 0), en een component R loodrecht op de buis 
en op AO (dus in het verticale vlak door de buis), positief gerekend 
schuin naar boven. Uit: 

Q - m w2 a - m w x = 0, 

volgt: 

R - Yz mg - 3!.i y~ m w2 x = 0 

Q = m i w'l a + (Yz w 2 b - y3 g) Sh Yz w t r, 
R = m i2 g + (3!.i y3 w 2 b - 3/2 g) eh Yz w tr· 
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De componen:ten van de kracht door S op de buis uitgeoefend 
zijn dezelfde, maar 'in tegengestelde zin. De grootte . van de t~tale 

op de buis uitgeoefende druk is ylQ2 + R2. 

Opmerking. De potentiële energie van zwaartekracht en centri~ 
fugaalkracht te zamen is: 

P= Y2 y3 mgx - lis m w 2 x 2 ; 

P is maximaal voor x = 2 y3~ . Ook zo ziet men, dat S in rela~ . w-

tieve rust blijft met x = b, als w2 = 2 yl3 ~ is en dat h.et kine~ 

tische evenwicht labiel is. De levende kracht van de relatieve be~ 
weging is Y2 m;Jè2. Dit voert tot: 

;Jè2 + y3 gx - 34 w 2 x 2 = y3 gb - 34 w 2 b2 . 

Door te fluxioneren volgt hieruit x + Y2 yl3 g - 34 w 2 X = O. 
in overeenstemming met het boven gevondene. 

MEI 1947. Cs' 

dx 3y2 
1. Wegens - = -- volgt uit L + P = Lo + Po (als t1 het 

dg 2ax 
tijdstip is, waarop het laa1gste punt bereikt wordt): 

2 g (a _ y) =;Jè2 + y2 = y2 ~( ~; ) 2 + 1 ~ 

= '2 ( 9 y4 + 1) = '2 9 Y + 4 a • 
y 4 a 2 x 2 y 4 a 

dy_ - 11 a-y 
dt - - 2 y2 ag V 9 y + 4 a • 

o 

_ 1 !1 / 9 y+4a d 
t1 - - 2 yl2 ag a V a - y y . 

Door 11 9 y + 4 a = 3 z te stellen, v,indt men: V a-y 
9 z2 - 4 26 az dz 

y = a 9(Z2 + 1)' dy = 9(z2 + 1)2 • 

13 1 / -';-j"" z2 dz 13 1 /a joo 1 
t, = 3" V 2g (z2 + 1)2 = - 6 V 2g zd Z2 + 1 

~ * 
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00 

= - 1: 11 2~ [Z2 ~ 1 + bgcotg z ] = 11 2~ (1 + 1: bgtg ~) +. 

2/3 

Is N de door de buis op het stoffelijke punt uitgeoefende druk. 
pos'itief gerekend schuin naar boven, dan volgt uit de beweging in 
verticale richting. als a de richtingshoek van de raaklijn aan de 
buis is: 

N cos a - mg = mij. 

a-y 
Door !j2 = 8 ag -----'<-4- te fluxioneren. vindt men: 

9 y + a 
.. 52 a2 g 
y = - (9 y + 4 a)2 

Dit voert tot: 

N=~(I. -
cos a 

52 a 2 ) 9 mg 9 y2 + 8 ay - 4 a 2 

(9 y + 4 a) 2 = cos a (9 y + -4 a) 2 

9 y2 + 8 ay - 4 a 2 
- 3 mg --'~~-~-
- yl/2 (9 Y + 4 a)3/2 

Opmerking. N ,is positief, dus schuin naar bov~n gericht, als 
y > 1/9(2 vIT - -4)a is, en negatief als y < 1/9(2 yU - 4)81 is. 
In het laagste punt is N in absolute waarde oneindig groot. 
Dit is daaruit te voo~zien. dat dit punt een keerpunt der kromme is. 
zodat de kromtestraal daar 0 is. 

2. De bedoeling is blijkbaar. dat A in de euenwichtsstand het 
hoogste punt van de bol is, zodat de horizontale as loodrecht op 
AB staat. Het traagheidsmoment om die as is: 

1= 2/3 mR2 + mR2 + 9/2 mx2 = I/a m(10 R2 + 27 x 2 ), 

waarin x de afstand van het stoffelijke punt tot A ,js. De slinger~ 
lengte is: 

Hieruit volgt: 

10 R2 + 27 x 2 

3(2R+9x)+ 

dÀ _ 3 27 x 2 + 12 Rx - 10 R2 
dx - (2 R + 9 x) 2 

Neemt x toe van 0 tot 1/9 R(y34 - 2) dan neemt }, af. met 5/3 R 
beginnend. Neemt x verder toe van l/n R(y34 - 2) tot 2 R. dan 
neemt À toe, met 59/30 R eindigend. Bijgevolg is À (dus ook de 

184 



EXAMENOPGAVEN MEI 1947. OPL. 

periode) zo groot mogelijk voor x = 2 R, dus als het stoffelijke 
punt in B is aangebracht. 

Opmerking. De periode is minimaal voor x = 1/ 0 R(-\!34 - 2). 
Dan is 27 x2 = 10 R2 - 12 Rx, dus: 

À = 4 R(5 R - 3 x) = ~ R(y'34 _ 2) 
3(2R+9x) 9 . 

3. Zij ({J de hoek. die AB met de naar beneden gekeerde ver~ 
ticaal maakt. po'sitief aan de kant van Bo en fP, de waarde van 
cp onmiddellijk vóór de botsing. Is 5 de stoot in C, dan volgt uit de 
beweging om A: 

i2 • 
5 = _ . m of{Jl 

3 I, • 

De verbindingsstoot 5
1 

in A op de staaf uitgeoefend. positief ge~ 
rekend in de zin van de stoot 5, wordt aldus gevonden: 

ml(31, - 2l)cp, 
5, = - 6i 

1 

Men vindt CPl uit: 

1/6 mi2 f{; 12 = Yz mgl(cos (3 - cos a). 
Dit voert tot: 

epI =- V3 9 ((3 ) 5 - mi V3 gi (cos (3 - cos 0:) 
- 1- cos - cos a. - 3 i

1 
' 

5 - m(3 i, - 2 Ih/ 3 gi( ,cos (3 - cos 0:) 
1 - 61 

1 

Is de bo'tsingscoëfficiënt k. dan worden de stoten: 

5 -(1 k) mi yf3 gi(cos fJ - cos 0:.) - + 3i ' 
1 

S ( k) 
m(3 i1 - 2 l) \13 gl(cos (3 - cos a) . . 

1 = 1f + 6i, 

De waarde CP2 van ep onmiddellijk na de botsing is: 

ep2 = - k epI = Ic y3t (cos (3 - cos a). 

De snelh·eid van de staaf wordt 0 voor een waarde ({Ja van of{J. die 
voldoet aan: 
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Hieruit vindt men: 

COS CP3 = cos fJ - 3
l
g (p.} = (1 - k2}cos fJ + k2 cos a. 

De waarde van <p, als de staaf voor de tweede maal tegen de p.m 
botst, is gelijk aan - cf;2' Liggen AC en ABo aan dezelfde kant 
van d·e verticaal door A, dan passeert AB de verticale stand niet. 
Liggen AC en ABo aan verschillende kant van die verticaal, dan 
passeert de staaf tussen de beginstand en de eerste botsing met de 
pen éénmaal de verticale stand en tussen de eerste en de tweede 
botsing met de pen tweemaal. 

Opmerking. De waarde van cf; onmiddellijk na de tweede bot~ 
sing met de pen is k cf;2' na de derde botsing k2 CP2' na de vierde bot~ 
sing ka CP2 enz. 

JUNI 1947. W.S.v. 

1. Het sinusproduct ;; X b (ook vectorproduct genoemd) van 

twee vrije vectoren a en b, die we in hetzelfde punt kunnen laten 
beginnen, is een vector ter grootte ab sin cp (waarin cp de hoek 

tussen de vectoren iS), die loodrecht op :; en b staat in een zin, die 
als voortgaande beweging van een rechtse schroef behoort bij 

draaiing van a naar b. Daarvoor geldt de commutatieve eigenschap 

niet (:; X b = - b X a), de distributieve eigenschap wel en de 

associatieve eigenschap niet. Zijn T, T en k eenheidsvedoren resp. 
langs de positieve x~, y~ en z~as van een rechtsdraaiend recht~ 

hoekig assenkruis, dan is: 

r X T = - ] X i = k, ] X k = - k X ] = i, 

k X i = - i X k = j, i X i = O. j X j X 0, k X k = O. 

Voor a en b kan men schrijven: 

:; = a .. i + .ay T + a" k, b = b" T + by 7 + bz k. 

In verband met de distributiev,e eigenschap volgt hieruit: 

~ X b = (ayb" - azby}i + (a"b:l! - ambz)] + (a"by - Clyb.Jk. 

Onder het moment van een vector:; (beginpunt A) ten opzichte 

van het punt P verstaat men de vector -;: X a, waarin -;: de vector 
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PAis. De grootte van -; X :;; is de oppervlakte van het parallelogram 

op PA en a als zijden beschr.:!ven. Deze oppervlakte verandert niet, 

als men a langs zijn werklijn verschuift, ten-/i;! daarbij ook de zin 
van het moment niet verandert. 

We kiezen het punt P, ten opzichte waarvan de momenten ge
nomen worden, als oorsprong van een rechthoekig assenkruis. Het 
impulsmoment (ook bewegingsmoment genoemd) van een stoffelijk 

pun t A (x, y, z) ten opzich te van P is ';r X ~ waarin: 

V =;;ëT + y F+ i k 
I 

de snelheid van A ,is. De x-component van dit moment is 
m (y i - z y). De fluxie d~arvan is: 

m; (yi-zy) = m(yi-zy) =yZ-zY, 

als X, Y en Z de componenten van de resultante R der op A wer
kende krac'hten zijn. Nu is yZ-zY de x-component van het moment 

van R ten opzichte van P, zodat de fluxie van het impulsmoment 

gelijk is aan het moment van R, welk moment volgens de distrJbu
tieve eigenschap weer gelijk is aan de vectorsom der momenten 
ten opzichte van P van- de op A werkende kra.chten. De stelling 
geldt ook voor de (scalaire) momenten om een as. Het moment van 
een vector om een door P gaande as (als halfstraal opgevat) is nI. 
gelijk aan de van een teken voorziene grootte der projectie op die 
as van de momentvector ten opzichte van P. 

2. Door de symmetrie blijft de staaf CD horizontaal en blijven 
de delen AC en BD der koorden verticaal. Het 'Stoffelijke punt 
noemen we R; het punt R beweegt zich (weer wegens de symmetrie) 
langs. een verticale rechte. De stand van het toestel is bepaald door 
één coördinaat; daarvoor nemen we LDCR=<p. Dan is ZR=atgep, 

a 
waarin Z het zwaartepunt van de staaf is, CR = . DR = -- en 

cos q; 

AC = BD = I - _ a_ . De potentiële energie P van het geheel is. 
cos ep 

van constante termen afgezien: 

2 - sin cp 
P = mga 

cos q; 
Hieruit volgt: 

dP 2 sin q; - 1 
=mga 

d<p cos2 q; 
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Stellen we L BARo = 0: (zodat a de beginwaarde van cp is), dan 
kan cp geen andere waarden aannemen dan die, welke aan 0 < cp < a 

a - dP 
voldoen. Is a <30°, dus T > Yz y'3, dan is &p < 0 voor 

o < cp < a. Neemt dan cp af van 0: tot 0, dan neemt P voortdurend 
toe. Laat men L met 0 beginnen, in welk geval L niet kan afnemen, 
dan blijft cp = 0: (volgens L + P = constant). De stand, waarbij 
C zich in A en D zich in B bevindt, is nu een stabiele evenwichts~ 
stand. Een andere evenwichtsstand is er nu niet. 

.. dP dP 
Is 0: > 30°, dan IS dcp < 0 voor 0 < cp < 30° en dep > 0 voor 

30° < cp < Go. Neemt cp af van a tot 0, dan neemt P dus e·erst af, 
2-sina 

met mga heg,innend, bereikt voor cp = 30° een minimum, 
cos a 

om vervolgens toe te nemen tot 2 mga (voor cp = 0). Bijgevolg is 

cp ~ 30° (AC = BD = Z - 2/3 a y'3) een stabiele evenwichts~ 
stand. Een andere evenwkhtsstand is er in het geval a > 30° niet. 

De stand cp = 0 (AC = BD = Z _ a), waadn de staaf het punt 
R bereikt, wordt aangenomen, als P voortdurend (tot cp = 0 toe) 

2-sina 
< mga blijft, dus als voldaan is aan: 

cos a 

0: > 30°, 2 < 2-sin Cl: 
_. cos a 

Voor de laatste ongelijkheid kan men schrijven: 

sin Yz a cos Yz Cl: < 1 - cos ei = 2 sin2 Yz 0:, 

dus: 

1/ > 1/ > 4/ a - < 3/ tg //2 0: = //2. tg a = 3' 1 - cos cc = ó' 

Daar hierin Cl: > 30° ligt opgesloten, is de voorwaarde nodig en 

voldoende voor het bereiken van genoemde stand + <3/5, Is 

a = 3/5 Z, dan wordt de stand cp = 0 bereikt met snelheden, die alle 
o zijn. 

In een willekeurige stand zijn de snelheden van Z en van R, 
positief gerekend naar boven: 

~ (_a_ -z) =a sin cp q;, 
dt cos :p cos2 cp 

resp.: d ( a ) sin cp - 1 - -- - l - a tg cp = a rj;. 
dt cos'qJ cos 2 cp 
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Hieruit vindt men voor de levende kracht van het geheel: 

L = Yz ma2 sin2 cp + (sin cp - 1) 2 ',2 = ma2 2 sin2 cp - 2 sin cp + 1 
2 . cos4 cp cp 2 cos4 cp 

In de evenwichtsstand (ep = 30°) en bij benadering Jn naburige 
standen heeft men dus L = 4/9 ma2 r. Voor kleine slingeringen om 
die evenwichtsstand geldt dus (volgens L + P = constant) bij be~ 
nadering: 

'S/ 2" dP_ o 9 ma <p + dep - . 

Daar dP = 0 is voor <p = 1/6 11" vindt men, door cp = . 1/6 11, + u 
dep . 

te stellen, bij benadering (als u in absolute waarde klein is): 

8(0 ma2 Ü + u (d2 

~) = O. 
dep cp = lis" 

Nu is: • t. !. 

d 2 P sin2 cp - sin ep + 1 
dm2 = 2 mga 

'r cos3 ep (d2 P) 4: 
--2 =-= mga. 
dep cp = 1/6 n \,/3 

Hierdoor krij gt men (steeds bij benadering): 

2 a ü + 3 \,/3 gu = o. 
De periode der kleine slingeringen is dus: 

T = 211,1 / 2 a (a > 1(611" a < Yz \,/3l) 
V 3 \,/3 g 

en de cirkelfrequentie: 

2 n _.1 / 3y3g 
T - V 2a . 

Opmerkingen. 1. Is 30° < et: < bgcos 3/G (3/G l < a < Yz y'3 l), 

dan blijft L > 0 tot de stand, waar: 

is Dit voert tot: 

2 - sin ep 

cos cp 
2 - sin a 

cos et: 

(5 - 4: sin a)cos2 <p - 4: cos et: (2 - sin et:)~os cp + 3 cos2 a = O. 

Een van de wortels dier vierkantsvergelijking in cos cp is natuurlijk 
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cos a (daar L = 0 ds voor cp = a). Uit het product der wortels vindt 
men dus voor de stand, waar opnieuw L = 0 is: 

\ 
• 3 cos a 

cos 'P = 5 4' • - sm a 

Uiteraard ligt de hierdoor bepaalde waarde van cp tussen 0 en a, 
zoals ook gemakkelijk te verifiëren is. 

2. Is a > bg cos 3/5 (a < 3/r; 1), dan vindt men uit L + P = 
= L I + PI voor de ffi'Gt 1 gemerkte stand, waarbij cp = 0 is: 

a CPI:! = 2 g 2 (1 - cos a) - sin a = 2 g --;-;;-,4-:-( _1 __ c_o_s-;a-').,-2----:-_s1,·n_2_a_ 
cos te 12( 1 - cos a)+ sin ar cos a 

= 2 (1 - cos a) (3 - 5 cos a) • 
g ~ 2 (1 - cos a) + sin a r cos a 

Uit de laatste uitdrukking voor q;/ ziet men, dat inderdaad 

iP12 > 0 is als a > bgcos 3/5 is. Natuurlijk is cp] < O. 
Volgens de formules voor de snelheden van Z en van R is in de 

stand cp = 0 de snelheid van Z gelijk aan 0 en die van R gelijk aan 
- a cf,!' naar boven gericht. 

3. Uit L + P = Lo + Po (met 'Po = a en CPo = 0) vindt men: 

2 sin2 cp - 2 sin cp + 1. 2 - sin cp 2 - sin a 
a 2 cos4 cp q;2 + g cos cp = g cos a 

'2 2g (2 - sin a)cos cp - (2 - sin cpkos a 3 • 

q; = -;- (2 sin2 cp - 2 sin cp + 1 )cos a- cos cp = 

_ 2 g (sin a - sin cp H (5 - -4 sin a) sin cp + 5 sin a - 4 rCOS3 cp 
--;- (2 sin:.! <p - 2 sin q; + IH (2 - sin a) cos cp +(2 - sin cp) cos a rcos a . 

Is a > bgcos 3/5 (dus sin cr > i/u), dan is ëp2 > 0 voor 0 < cp < .t. 

Voor cf2 kan men dan schrijven: 

12 = (sin a - sin cp) [(<p), 

waarin de functie [( <p) posi tief is voor 0 < <p < a. Voor het tij d~ 
stip tI' waarop de stand <p = 0 bereikt wordt, vindt men: 

f
a d<p 

t, = yI(sin a - sin <p)[(cp) • 
o 

Zoals te voorzien was, is t, eindig. 

Is a = 1;>gcos 3/5, dan gaat de formule voor r over in: 
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. 2g (4 - 5 sin <p)sin cp cos3 cp 
rf!2 = -;- (2 sin2 <p - 2 sin cp + 1) (2 (lOS <p + 2 - sin cp) • 

Voor het tijdstip, waarop <p = 0 geworden is, vindt men: 

bgcos 3/5 

= 1 / a r 1 / (2sin2 fp-2sincp+ 1)(2cos<p+2-sincp) d 
t, V 2g., V (4 - 5 sin <p)sin cp cos3 cp cp. 

o 

Ook nu is t l eindig. Bij ieder der grenzen' wordt de integrand 
nl. oneindig van de orde Yz (dus van een orde < 1). 

4. De evenwichtsvoorwaarde kan .ook gevonden worden uit de 
krachten. Wegens de symmetrie zijn de spanningen in beide koorden 
dezelfde; we noemen deze S. Uit het evenwicht van het stoffelijke 
punt R. volgt: 

2 S sin cp - mg = O. 

Uit het evenwicht van de staaf volgt: 

2 S - 2 S sin cp - mg = O. 

Dit voert tot: 

S = mg, sin cp = 3-1, <p = 30°, AC = BD = l- 2/3 y3 a. 

Deze evenwichtsstand is alleen aanwezig, als a >30° is 

(a < 3-1 y3l). 
Is a < 30°, dan is er alleen evenwicht, als C in A en D in B 

valt (fp = a). Op de staaf worden dan door de ophangpunten A 
1 - 2 sin a 

en B benedenwaarts gerichte krachten mg 2' uitgeoefend. 
sm a 

5. Dat in een evenwdchtsstand, waarbij CD lager ligt dan AB. 
de spanning S gelijk is aan mg, volgt ook onmiddellijk daaruit, 
dat de koorden CA en DB t~ zamen een massa 2 m dragen. Dit 
komt daarop neer, dat men voor het gehele toestel opschrijft, dat 
de som van de verticale componenten der uitwendige krachten (de 
verticaal naar boven gerichte krachten' in C en D en de beide ge~ 
Wichten) gelijk is aan O. Dit geeft enige vereenvoudiging in de be~ 
rekening van <p, daar men slechts voor d·e staaf of voor het materiële 
punt (en niet voor beide) de evenwichtsvoorwaarde in verticale 
richting behoeft op te sch1rijven. 

6. In een willekeurige stand is de versnelling van Z, positief 
gerekend naar boven, gelijk aan: 
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!i (a sin <IJ cf) _ a ( sin <IJ cp + 1 + sin2 
<IJ cp2 ) . 

dt cos 2 <IJ - cos2 lP cos3 cp 

In een willekeurige stand 'vJndt men de spanning 5 in de koorden 
uit: 

2 5 - 2 5 sin <IJ _ mg = ma ( sin
2 

lP cp + 1 + sin
2 

lP cj,2) 
cos lP cos3 lP • 

Door de voor fj;2 gevonden uitdrukking (voor het geval, dat de 
staaf met C in A en D in B zonder beginsnelheden wordt losge~ 
laten), krijgt men ook ij; in lP uitgedrukt. Hierdoor vindt men 5 in 
lP uitgedrukt. 

Voor de met 1 gemerkte stand, waarbij het materiële punt de 
staaf treft (<IJ = 0), geldt: 

5 1 = Y2 m(g + a cf1
2 ) . 

Blijkens de voor a 0/1
2 gevonden uitdrukking volgt hieruit: 

5 = m 4 - 3 COS!! - 2 sin cr 
1 g 2 cos a 

Daar de maximale waarde van 3 cos a: + 2 sin a gelijk is aan 

;yI32 + 22 = VU, heeft de spanning in de bèschouwd·e stand een 
eindige positieve waarde. 

3. De delen van de staaf noemen we AB, BC en CD (waarin 
A en D de vrije uiteinden zijn en B en C de scharnierpunten). Is 
k de lijndichtheid, dan zijn 2 kt, 2 kpl en 2 kl de massa's der delen 
en 3/3 k[3, 2/3 k p 3 [3 en 2/3 kl 3 de traalgheidsmomenten daarvan om 
assen door de zwaartepunten der delen loodrecht daarop. Zij 5 de 
in A op AB uitgeoefende stoot. In B oefenen de delen een loodrecht 
op AD staande v,erbindingsstoot 5

1 
op elkaar uit en in C een ver~ 

bindingsstoot 5 2 , We noemen 5
1 

en 5 2 positief, als de op BC uit~ 
geoefende stoten een zin hebben tegengesteld aan dJe van 5. De 
snelheden van de zwaartepunten der delen AB, BC en CD noemen 
we resp. VI' V 2 en v 3' positief gerekend in de zin van 5 . De hoek~ 
snelheden der delen noemen we resp. Wl' w2 en w 3' positief ge~ 
rekend in de zin van het moment van 5 om het zwaartepunt van 
AB. Uit de snelheden van B en C volgt: 

VI - [ w 1 = v2 + pI w 2' v2 - pi w 2 = v 3 + I w 3 · 

Verder is: 
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-51 -52 = 2 kplv2 , 5 2 = 2 klvs' S + 5 1 = 2 kiv l ; 

5-51 = 2/s kl2 w 1 ' 5z ---: 51 = 2/s kp212 w 2 ' 52 = 2/3 kl2 W 3. 

De hieruit volgende waarden van V I' V 2 ' V 3 : W 1' W 2 ' w 3 in de 
b elde betrekkingen t~ssen die snelheden' substituerend, vindt me~: 

2(p + 1)51 - 5 2 = p5, 5 1 = 2(p + 1)52 , 

I 

5 p S 
2 = 4 p2 + 8 p +.3 . 

Hieruit vindt men voor de hoeksnelheid van het deel CD: 

35 P 35 p W - -- -:-::---,---:-~-=---=-3 - 2 k12 '4 p2 + 8 p + 3 - 2 ki2 (2 p + 1) (2 p + 3) 

We nemen aan, dat de bedoeling is, dat 5, k en I constant ge
houden worden (zie hiervoor Opm. '4). Uit: 

dW3 35 3 - '4 p2 
dp - 2kl2 ('4 p 2 + 8. p + 3) 2 

ziet men, dat (als p aangroeit van 0 tot + (X)) w
R 

eerst aan-
3(2-y3 ) -groeit van 0 tot 8 kl

2 
5 (voor p = Yz y3), om vervolgens 

af te nemen tot O. Bijgevolg is w R maxirnaai voor p = Yz V]. 
Opmerkingen. 1. We hebben aangenomen, dat de verbindings

stoten in B en C loodrecht op AD staan, .jets' dat trouwens voor de 
hand ligt. Het bewijs van die loodrechte stand is overigens gemak
kelijk te geven. Na de stoot is de snelhêid van het gemeenschap
pelijke zwaartepunt evenwijdig aan S, dus loodrecht op AD. Na 
de stoot staan dus de snelheden van de zwaartepunten der afz~n
derlijke dden eveneens loodrecht op AD, dus de verbindingsstoten 
ook. 

2. Men kan de plaats van het toestel aangeven door 5 coördi
naten. Daartoe nemen we A als oorsprong van een rechthoekig 
assenkruis; de positieve x-as leggen we langs AD en de positiev'e 
y-as in de rJchting en zin van S. De coördinaten van het zwaarte
punt van BC, als het toestel in willekeurjge stand op het horizontale 
vlak ligt, noemen we x 2 en Y2 ' Als positieve draaizin nemen we de 
draaiing van de positieve y-as door de rechte hoek naar de positieve 
x-as . De hoeken, die m.en de positieve x-as in positieve zin moet 
draaien ,om in richting en zin met AB, BC en CD overeen te stem
men, noemen we resp. cp!' CP2 en cps' Als coördinaten v~n het toestel 
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nemen we x 2 ' Y2' flJl , flJ2 en flJ 3 • De' coordinaten van h,et zwaarte~ 
punt van AB zijn: 

Xl = x 2 - pi cos flJ2 -i cos flJ 1 , Y1 = Y2 + pi sin flJ2 + i sin flJ 1 ; 

de coördinaten van het zwaartepunt van CD zijn: 

x R = x 2 + pI' cos flJ2 + 1 cos CPR' Y3 = Y2 - pi sin flJz -I sin CP 3' 

Be'halve de normale verbindingsstoten 5
1 

en 5 2 in B resp. C 
voeren we nog in een langs AD vallende stoot 5t', die de delen 
AB en BC in B op elkaalr uitoefenen, positief gerekend als de op 
BC werkende stoot in de zin van de positieve x~as valt, en een 
langs AD vallende stoot 52' in C, p05itief als de op CD werkende 
stoot ,in positieve zin valt. In: 

-5/= 2 kl Xl' 

5 + 5 1 = 2 kl !il' 
5/ - 5 2 ' = 2 kpl x 2' 

-51 -52 = 2 kpl !i2' 
5 z' = 2 kl x R' 

5 2 = 2 kl !i3' 
52 =2/ R kl2 gJR' 5 - 51 = 2 / R ki2 cf}' 52 - 51 = 2/R kp2 12 <P2' 

moet men xl' Y1 enz. nemen in de beginstand (fIJ, = flJ2 = gJ R = 0) . 
Men heeft dan (wegens cf1 = w l enz.) : 

X l = x2 , Yl = Y2 + pi w 2 + i w 1' 

x3 = x2 ' Ya = (;2 - pl w 2 - I w 3 · 

Uit de vergelijkingen in de x~richting volgt door optelling: 

Verder vinden we: 

p(5+51 ) =-51 -52 +3(52 -51 ) +3p(5-51 ) , 

p52 = - 5 1 - 5 2 - 3(52 - 5 1 ) - 3 p52 , 

dus: 

2(p + 1)51 -52 = p5, 

Hieruit vindt men: 

5 1 = 2(p + 1)52 , 

2p(p+1)5 p5 ' 
5 1 = (2 P + 1)(2 P + 3) ' 5 2 = (2 P + 1) (2 p + 3) , 

. (6 p2 + 1 Ö P + 3) 5 
v 1 = Y l ' = 2 kl (i p + 1) (2 P + 3) , 

3 (2 p 2 + 6 p + 3) 5 
W 1 = 2kI2 (2p+ 1)(2p+3)' 

5 35 
v2 = !i2 = - 2 kl(2 P + 1) , w2 = - 2 kL2 p(2-- p- + --'3:c7) , 
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pS 
V 3 = Y 3 = 2 kl (2 p + 1) (2 p + 3) , 

"-

3 pS 
Wa . 2 kl2 (2 P + 1) (2 P + 3) • 

3. Men kan het vraagstuk ook oplossen met de vergelijkingen 
van LagrBnge voor stoten. De levende kracht L in de beginstand 
met willekeurige snelh·eden is met de coördinaten van Opm. 2: 

L = l/r>. kla (ifi,~ + fj./, + p3 ifiZ2) + kl(2 + p )xl + 

+ kl1 (Y2 + pI ifi2 + I <PI)2 + (Y2 - pI <P2 - I fj.s ) 2 + p yl ~= 
= 4/r>. k[3(ifi,2 + ifisZ)+ kIs p2(1/R p + 2)(/22 + 

+ kl(2 + p) (X2
2 + Y/) + 

+ 2 klz Y2(ifi, - ifiR)+ 2 kla p <P2 (ifi, + CPa). 

Voor het punt A geldt: 

Y = Y2 + pI sin CP2 + 2 I sin CPI' 

zodat voor de beginstand geldt: 

Hieruit vindt men voor de arbeidscoëfficiënten: 

GX2 =O, Gy2 =S, G",,=2IS, G"'2=pIS. G"'3=0. 

De vergelykingen van Lagrange (~~ = G X2 enz.) worden dus, na 
z 

deling door constante factoren, nl. 2 kl (2 + p2) enz. . 

Xz = 0, 2 kl1 (2 + P)Y2 + 1(0/, - o/a) r = S, 

kl~ Y2 + l('f/ R <P, + P <P2) r = S, 
2 kf2i<p, + ifiR + p(l/R p + 2) <t'2t = S, 

- Y2 + l(p <P2 + 4/a ifis) = 0. 

De eerste twee vergelijkingen krijgt m.en ook door de stootverge~ 
lijking toe te passen op het zwaartepunt van het geheel. Uit de 
laatste v.ergelijking vindt men (CPI doorw 1 vervangend enz.): 

Y2 = I/a 1'(3 p W z + 4 w 3 )· 

Door dit in de tweede en derde vergelijking van Lagrange te 
substitueren, vindt men: 

2/a kl2p wl + 3 p(2 + p)wz +(5 + 4 P)W3~ = S, 

2/3 k!2(2 W 1 + 2 wa + 3 p w 2 ) = s, 

Vraagstukken Theoretische Mechanica H. 
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De laatste vergelijking voert in verband met d~ vierde verge~ 
lijking van Lagrange tot: 

3S 
W'2=- 2kI2 p(2p+3)' 

Uit voert verder tot: 

3(p + 3)S 
2 kl2 (2 P + 3) , 

3S 
2(2p + l)wg = -3(w 1 + ( 3 )- 3 p(2 + p)w2 + 2 kf2 -

3 pS 
kf2(2 P + 3) . 

4. Slotopmerking. Het vraagstuk is zeer onvolledig gefor~ 

muleerd, doordat niet is aangegeven welke grootheden constant ge~ 
houden worden. Dat de bedoeling Js, dat de stoot S onveranderd ge~ 
laten wordt, ligt voor de hand, hoewel 'het beter zou zijn geweest 
als ook dit uitdrukkelijk gezegd was. Daar men bij het oplossen nog 
een grootheid moet invoeren, die in de opgave niet genoemd is 
(iets dat op zichzelf geen bezwaar tegen de opgave is te achten), 
hangt het van het toeval af, welke grootheden de candidaat constant 
houdt. Allicht zal hij daarvoor nemen de grootheid I en de groot~ 
heid, die h~j verder nog invoert. Bij de gegeven oplossing is daarvoor 
genomen de lijndichtheid k, maar in plaats daarvan kan evengoed 
de totale massa m van de drie delen genomen worden. Met in~ 
voering van m heeft men: 

m = 2 kl (p + 2). 
~ p2 + 8 P + 3' 

p2 + 2 P 

Werkt men met m, dan wordt de uitdrukking voor w g natuurlijk 
zonder over lijndichtheid te spreken afgeleid, door op te merken, 

dat de massa's der drie delen van de staaf zijn p ~ 2' pp; 2 en 

-'!!- . Houdt men (wat bij deze opzet voor de hand ligt) in de 
p+2 
voor w

3 
gevonden uitdrukkJng S, m en I constant, dan vindt men: 

dw';\ _ 18 S P + 1 
dp - mI (4 p2 + 8 p + 3) 2' 

dw 
zodat steeds _ _ 3 > 0 is . Derhalve neemt W a voortdurend toe, en 

dp . 
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3S ' 
wel van 0 tot 4 mI' als p toeneemt van 0 tot + 00. Voor een eindige 

waarde van p is dus geen max.imum aanwezig. 
Nog een andere opvatting is mogelijk en deze (die evenmin tot 

een maximum van w
3 

voert) wordt door de opgajVe nog het meest 
gesugger'~erd. "Een homogene staaf wordt ,jn drie delen' verdeeld" 
doet todl! daaraan denken, dat een staaf gegeven is en dat deze 'in 
drie stukken gesneden wordt, die weer door scharnieren aan elkaar 
worden verbonden. In dat geval houdt men S, de totale massa m 
en de totale leng'te À. constant en voert het in drie stukken snijden 
op verschillende manieren uit (zodanig, dat de lengten -dier st~k
ken zich verhouden als 1, p en 1). Dan is À. = 2 I (p + 2), dus ' 

1= 2(/+ 2)' waardoor men vindt: 

6S p(p+2)2 
4>R = m À. 4 p2 + 8 p + 3 . 

Houdt men S, m en }, constant, dan is: 

dW3 _6S (p+2)(4 p3+8p2+9p+6) 
- JiJ" - m }, (4 p2 + 8 p + 3) 2 . 

Ook nu is ddW3 > 0, zodat ook nu WR voortdurend toeneemt P . 
(ditmaal van 0 tot 00), als p toeneemt. Ook bij deze alleszins r,ede- . I 
lijke opvatting van de vraag is de candidaat gedupeerd, doordat hij 
naar een rekenfout gaat zoeken en niet aan een fout in de opgave 
denkt. 

Uit het voorgaande blijkt dus de bedoeling van de opgave -(in 
strijd met de formulering daarvan) wel te zijn, dat S, I en de lijn
dichtheid k constant gehouden worden. 

SEPTEMBER 1947. C3 · 

l. De totale potentiële energie {van zwaartekracht en centri
fugaalkracht) is, als de positieve y-as verticaal naar beneden ge
richt is: 

p = _ mgy - Yz m w2 x2 = m (~2 b:2 
y2 - gy) + constante = 

__ m w2 a2 ( _ _ gb_2. )2 Y + consté!nte. 
2 b2 W2 a2 
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Bijgevolg is P minimaal bij gegeven waarde van y, als: 

w2 - gb
2 

W = ab 1/ gy 
- a 2 y • V 

is. Dan is er dus bij de gegeven waarde van y evenwicht en wel 
stabiel. Is met h bedoeld de hoogte boven het onderste punt van de 
ellips. dan is y = b - h, dus: 

w - ~ 1/ g 
-a Vb-h' 

In het evenwichtspunt P kunnen we zonder beperking x > 0 
nemen. Is a de tussen 0 en 90° bedoelde hoek, die de raaklijn in P 
aan de ellips met de x~as maakt, dan is: 

dy _ b2 X _ b yb2 ~ y2 
tg a = - dx - a2 y - ay 

cos a = ay , sin 0: = b 1 / b2 
- y2 

yb4 +(a2 - b2)y2 V b4 +(a2 - b2)y2 

Is N de druk, die de buis op het stoffelijke punt uitoefent, dan 
volgt uit de krachtcomponenten loodrecht op de bucis, de centri~ 
fugaalkracht meegerekend: 

N - mg cos a - m w2 x sin 0: = 0, 

b2 . mg 
N = mg(cos a + - x sin 0:) = - yb4 +(a2 - b2 )y2. 

a 2 y ay 

Met invoering van h wordt dit: 

N = a(bm~ h) ya2b2 +(a2 - b2)Mh - 2 b). 

Opmerking. Men kan de voorwaarde voor relatief evenwicht 
ook vinden uit de krac'htcomponenten langs de buis: 

mg sin a - m w 2 x cos a = O. 

Dit voert tot w 2 = g tg 0: gb
2 

X - a2y • 

2. We nemen 0 als oorsprong van een rechthoekig assenkruis 
en de positieve y~as vertic~a,l naar beneden. De positieve x~as 
n·emen we in h~t vlak der beweging zodanig, dat de draaiing van 
de positieve x~as naar de positieve y~as (door de rechte hoek) 
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overeenstemt met de draaiing van OA naar oe (positieve draai~ 
zin). De hoeken ({J, 1~ 1 en {} 2 nemen we zo, dat ze toen~men bij 
draaiing in negatieve zin. Zijn Xl en Y1 de coördinaten van het 
zwaartepunt Zl van AD en x 2 en Y2 die van het zwaartepunt van 
HE, dan is: 

Xl = I(cos ({J + sin '{}1) , x 2 = 1(- cos ({J + sin {}2). 

Y 1 = 1 (- sin ({J + cos {} 1) , Y 2 = 1 (sin ({J + cos {} 2). 

Xt 2 + y1
2 = Z:Zi<p2 + ~12 + 2 ep{}" sin ({), -rp)~, 

X2
2 + Y',} = 12ir + ~22 ~ 2 cp J2 sin ({}z - rp)~. 

Hieruit vindt men voor de levende kracht van het geheel: 

L = 1/6 m 12i 11 cp2 + 4(-&12 + #22 ) + 
+ 6 <ft iJ.1 sin ( {} 1 - rp) - 6 fj;' -&2 sin ({}.>. - rp) ~. 

De potentiële energie van het geheel is: 

p = - mgl(cos rp + cos {}1 + cos {}2)' 

Om de vergelijkingen van Lagrange op te stellen, berekenen we 
eerst: 

:~ = 1/3 ml2i 11 cp + 3 iJl sin({}1 - ({J)- 3 #2 sin({}2 - ({J) h 
. <P 

:~ = I/a ml2i4 iJl + 3 cp sin(~, - ({J) r, 

à~ = 1/3 ml2 i4 iJ.2 - 3 <p sin({}2 - ({J)~. 
à{}2 ' 

Voor de vergelijkingen van Lagrange vindt men: 

/1 11 cp + 3 *1 sin({}l - ((J)- 3 *2 sin({}2 - rp) + 
+ 3 iJ.12 COS({}l - rp)- 3 J22 cos({}z - ({J) ~ = - 3 g sin rp, 

114 ij, + 3 ij; sin({}, - rp) - 3 cp2 cos({}, - ({J) ~ = - 3 g sin {}1' 

li 4 #2 - 3 ip sin({}2 - ({J) + 3 fj;2 COS({}2 - ({J) ~ = - 3 g sin {}2,' 

Met verwaarlozing van oneindig kleinen van de tweede en hogere 
orde wordt dit:' 

11 l' cp' + 3 g rp = 0, 41*1 + 3 g {}, = 0, 4/ J2 + 3 g {}2 = O. 

Uit de symmetrie der beginvoorwaarden blijkt, dat (zonder v,er~ 
waarlozing) rp = 0 en {}2= - {}1 blijft. Daardoor wordt de eerste 
vergelijking van Lagrange een identiteit; terwijl de andere twee 
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vergelijkingen worden (zonder. verwaarlozing). 

41 Jol + 3 9 sin ~, = O. 

Van de Jn A op de staaf, AD werkende kracht noemen we SI de 
component langs DA, positief gerekend in h,et verlengde van DA, 
en Q1 de component loodrecht op AD, positief gerekend als de 

,draaiing van AD naar Q1 in negatieve zin plaats vindt, dus als Q1 

om 2 1 een positief moment heeft. Uit de beweging van 2, in de . 
richting van AD vindt men (zonder verwaarlozing): 

SI - mg cos {), = mi ~,2 = m 11 w 2 
- 3/2 g(1 - cos {)1)~' 

SI = Y2 m (2 I w2 + 5 9 cos {) 1 - 3 g). 

Uit het moment om 2 1 vindt men (zonder verwaarlozing): 

Q1 = - 1/3 ml.{j1 = Y4 mg sin {)1' 

Men kan Q1 ook vinden uit de beweging van 2 1 loodrecht op AD. 
Met overeenkomstige tekenafspraken: vindt men voor de kracht~ 

componenten Sz en Q2' in B op de staaf BE uitgeoefend, langs EB 
en daar loodrecht op S2 = SI' Q2 = - Q1' De kracht K in 0 op 
de staaf AB (met ciaaraan bevestigde staaf Oe) uitgeoefend, is 
wegens de symmetrie verticaal; we rekenen die kracht positief naar 
boven. We vinden (weer zonder verwaarlozing): 

K = 2 mg + 2 SI cos {)1 + 2 Q1 sin {)1 = 
= 2 mi w 2 cos {)1 + Y2 mg(9 cos2 {)1 - 6 cos {)1 + 5). 

Voor kleine waarden van {), (dus ook van w) vindt m"n bij be~ 
nadering: 

SI = Y4 m(4 i w 2 + 4 9 - 5 9 {)1
2
). Q, = Y4 mg {)" 

K = m (2 i w 2 + 4 9 - 3 9 {) /) . 

Opmerking. Men kan reeds eerder benadering toepassen. dus 
uitgaan van: 

ii'J1=-%g{)l' 

Dit voert tot: 

SI = mg(1 - Y2 {)12 ) + mi ~12 = Y4 m(4 9 + 4i w2 - 5 9 {)1 2 ), 

Q1 = - 1!3 mi Jol = Y4 mg {),. 

Het berekenen van SI en Q1 bij benadering heeft weinig zin, 
daar het nog wel zo eenvoudig is SI en Q1 zonder verwaarlozing 

te berekenen. 
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3. Is S de stoot en w de hoeksnelheid van de staaf onmiddellijlr 
na de stoot, dan volgt uit de beweging om 0 en die van het zwaar
tepunt van de staaf: 

4/s ml2 w = Sa, mi w = S, 

zodat a = 4/S l is; de stoot grijpt aan in het slingerpunt, ook stoot~ 
punt genoemd. Is v de snel'heid van het stoffelijke punt onmidddiijk 
vóór en v' de snelheid onmiddellijk na de botsing, beide positief 
ge;ekend in de zin van v, dan is: 

- mi w = - S = 3/s m (v' - v), 

dus v' = v - sla l w. De snelheden vóór en na de botsing v~n het 
aangrijpingspunt van de stoot worden aangegeven door: . 

I I vóór I na 

stoffelijk punt I v 
, 

I v- s/3 1w 

staaf 
I 

0 I a .w = 4/? I w 

relatief 
I v 

I 
v - 41 w 

Wegens h·et volkomen veerkrachtig zijn van de botsing is 
v - 41 w = - v, dus v = 2 l w. Volgens.L + P = constant voor 
de bewegjng, die op de botsing volgt, en die, welke aan de botsing 
voorafgaat, heeft men: . 

2/3 m 12 w2 = Yz mgl, l w 2 = % g, 

3/16 m v2 = SIs mga(1 - cos a) , Yz mgl(l - cos a), 

dus: 

I - cos a = 
3 v2 3 l w 2 9 
8gZ-2g-B· 

Hieruit vindt men cos a = - lis, dus cr = 'lT, - bgcos lIs. Daar 
cr stomp is gaat het stoffelijke punt eerst verticaal naar beneden, 
totdat het koord weer gestrekt is (uitwijkingshoek bgcos lIs)' We 
nemen maar aan, dat het stoffelijke punt verder de cirkel blij ft 
volgen. Het geval doet enigszins zonderling aan. 
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OCTOBER 1947. Ca' 

I. De staven noemen we AB en AC zodat A het scharnierpunt 
is. Voor evenwicht is nodig, maar niet voldoende, dat er evenwicht 
is, als de staven vast aan elkaar verbonden zijn, in welk geval BAC 
en beide massa's Yz m één vast lichaam vormen. Het zwaartepunt 
Z daarvan ligt op de bissectrice van L BAC. Is het lichaam in 
evenwicht, dan gaan de beide drukken, door de: bol op AB en AC 
uitgeoefend, en de vertica~l door Z door één punt, nI. het middel~ 
punt M van de bol. zodat dan het gewicht door M gaat. Verder 
liggen dan de beide drukken en het gewicht in één vlak. In gev::ll 
van evenwicht ligt BAC dus in een verticaal vlak door M. 

We beschouwen nu A weer als een scharnier. De drukken, die 
de bol op de staven AB en AC uitoefent, noemen we N resp. N'. 
Zij Q de horizontale en Q' de verticale component van de kracht, 
die de staaf AC op de staaf AB uitoefent, positief gerekend naar 
de kant van C reSp. naar boven, en zij L MAB = qJ. De hoek, die 
MA met de naar boven gerichte VI~rticaal door M maakt, noemen 
we 0, positief gerekend, als A en B aan dezelfde kant van die ver~ 
ticaalliggen. Het zwaartepunt G van de staaf AB met daaraan b~ 
vestigde massa Yz. m figt zodanig op AB, qat AG = 2 R is. De 
evenwichtsvergelijkingen voor beide staven luiden: 

N sin (,cp - 0) + Q' - 3/2 mg = 0, N cOS(<p - 0) - Q = 0, 

NR cotg <p - 3 mg R sin(<p - 0) = 0, 

N' sin(<p + 0) - Q' - 3/2 mg = 0, N' cos(<p + 0) - Q = 0, 

N'R cotg qJ - 3 mg R sin (cp + 0) = 0, 

waarbij de momentenstJZ1lingen op A (d.w.z. op een as door A lood~ 
N~cht op het vlak MABC)' zijn toegepast. Uit de vergelijkingen 
volgt door eliminatie van Q en Q': 

N sin(cp - 0) + N' ~n(<p + 0) - 3 mg = 0, 

N cos(<p - 'iJ) - N' cos(<p + 0) = 0, 

vergelijkingen, .die men ook verkrijgt door het gehele toestel te be~ 
schouwen. Uit de laatste twee vergelijkingen vindt men: 

N = 3 m cos(<p + 0) , N' = 3 m cos(<p - 0) 
g sin 2 cp g sin 2 cp 

Hierdoor gaan de momentenvergelijkingen over in: 
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cos(<p + 8) = 2 sJn2 <p sin(Ç? - (J), 

cos(<p - (J) = 2 sin2 <p sin(<p + 0). 

Door optelling en aftrekking volgt hieruit: 
(cos <p - 2 sin3 <pfcos 0 = 0, 

(1 - sin 2 <p) sin <p sin (J = 0. 

Dit voert tot: 

(J willekeurig . 

Opmerkingen. 1. M'en vindt: 

N = 3/2 vi" mg(cos (J - sin (J). N' = 3/2 vi mg(cos 0 + sin 0), 

Q= 3/2 mg cos 2 (J, Q' = 3/2 mg sin 2 (J, , 

waaruit volgt r- 45° < (J < 45°. 

2. Aannemend, dat A verticaal boven M ligt, kan men het 
vraagstuk ook geheel constructief oplossen. In geval van evenwicht 
gaan de verti.caal door G, de druk N en de kracht in A op AB uit~ 
geoefend door één punt S. Evenzo gaan de Vl~rticaal door het 
zwaartepunt G' van AC, de druk N'en de kracht in A op AC uit~ 
geoefend door één punt S'; dit punt S' .is h~t spiegelbeeld van Sten 
opzichte van MA. Daalf AS en AS' langs één rechte vallen (actie en 
reactie) is AS horizontaal. Is D raakpunt van bol en AB, dan is: 

AD2 
DS= R' 

DS2 AD3 
DG = AD = R2 • 

AD. R2 + AD3 
AG = AD + DG = R2 

Uit AG = 2 R volgt dus: 

AD3 + R2 . AD - 2 R3 = 0, 

dus 'AD = R, dus L MAD = 45°, dus L CAB = 90°. 
De constructie der (naar S overgebrachte) krachten N .:n Q 

voert (stJ2eds aannemend, dat A verticaal boven M ligt) tot: 

N = N' = 3/2 y2 mg, 

Neemt men omgekeerd aan, dat L MAD = 45° is, dan leest 
men uit de fjguur zonder enige berekening af, dat AD = DG = R, 
dus AG = 2 R iS, dus dat er evenwicht is. Men ziet zo echter niet 
dUidelijk, dat dit het enige geval van evenwicht is. 

3. Is eenmaal gebleken, dat i.n geval van evenwi.cht BAC in een 
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verticaal vlak door M ligt, dan kan men het evenwicht ook bepalen 
uit het extreem zijn van de potentiële energie. Dom de gebroken 
lijn MAG op MA te projecteren, vindt men: 

R MZ = - .- - 2 R cos ({J, 
sm ({J 

positief gerekend, als A en Z aan dezelfde kant van M liggen. 
Voor de hoogte z van het zwaartepunt Z boven 'h·et horizontale 
vlak door M vindt men hieruit: 

z = R ( _._1 _ _ 2 cos cp ) cos 8. 
sm ({J 

Hieruit volgt: 

oz = R (sin ({J _ c.os CP) cos 8 = 
ocp sm2 q1 

= R (2 - ,cotg ({J - cotg3 ({J) sin ({J cos 8 = 
= R (1 - cotg ({J) (2 + cotg ({J + cotg2 ({J) sin cp cos (J, 

oz ( 1 ). sin 2 cp - 1 . 
:>ll = R 2 cos cp - - .-- sm (j = R . sm (j, 
vv sIn cp sIn cp 

Bijgev~lg voert ~~ = 0, ~; = 0 tot cp = 45°, 0 w;II:J:eurig. 

4. Voor (j = 0 heeft men z = R (_._1_ - 2 cos cp), Deze functie 
sm cp 

van ({J is minimaal VOOI; qJ = ~ n. Dit betekent stabiel evenwicht, 
als men slechts standen beschouwt, waiatrbij A verticaal boven M 
ligt, Doordat er ook andere standen mogelijk zijn, is het evenwicht 
labiel. Djt blijkt daaruit, dat Z daalt, als men hd toestel zodanig 
evenwijdig verschiuft, dat de staven aan de bol blijven raken (waar~ 
bij het vlak. BAC verticaal en de hoek qJ gelijk aan 45° blijft). 

Teil' aanzien van draaiing om een asdoor M loodrecht op het 

vlak MBAC is 'het evenw'icht indifferent. 

5. We laten het toestel los in een stand, waarbij A verticaal 
boven M ligt. Op grond van symmetrie besluit men, dat A op de 
vertica.al door M blij ft. Er is dan één coördinaat, waarvoor we nemen 
qJ . L MAB. We nemen M als oorsprong, de positiey;~ x~as hori~ 
zontaal (in het vlak ABC), positief naar de kant van A, en de PQsi~ 
tieve z~as verticaal naar boven. De coördinaten van G zijn dan: 

204 

x = 2 R sin cp, z = R (_._1_ - 2 cos cp) , 
sm cp 



EXAMENOPGA VEN OCTOBER t 947. OPL. 

Hieruit vindt men voor de levende kracht van G (massa 3/2 m): 

% m(x2 + i 2-)= % mR2 (C~S2 ([J - 4 cotg ([J + 4) cj;2. 
sm4 ([J 

Het traag'heidsmoment van de staaf AB met massa 3/2 m om een 
as door G loodrecht op AB is: 

l/g m(3/2 R)2 + m(Yz R)2 + Yz mR2 = % mR2. 

Oe levende kracht van het gehde toestel is du : 

L = 3/2 mR2(cotg4 ' ([J + cotg2 qJ - 4 cotg (p + 5}r. 

De potentiële energie van het gehele toestel is: 

1 
P = 3 mgz = 3 mgR( -.- - 2 cos ([J). 

sm ([J 

Uit L + P -:- constant volgt dus: 

R (cotg4 ([J + cotg2 ([J - 4 cotg ([J + 5) cp2 + 
1 \ + 2 g( - .- '- 2 cos ([J) = c. 

. sm ([J 

Beschouwt men kleine slingeringen om de evenwichtsstand 
cotg ([J = 1, dan vindt men bij benadering (door te fluxioneren ) : 

3 R q;. + \/2-g sin(qJ - Y-î:n) (2 + cotg cp + cotg2 q;) = 0, 

dus bij benadedng: 

JRip+4\./i g ((p-%:n) =0. 
Hieruit vindt men voor de period·e der kleine slingeringen: 

1. Als coördinaat voeren we in de hoek ([J, die de straal van het 
stoffelijke punt maakt met de naar beneden gekeerde vertica:aJ door 
het middelpunt M van de buis. De le~ende kracht der relatieve be~ 
weging is Yz m R2 q;2. De potentiële energie van d·e centrifugaaI~ 
kracht is - .Yz m w2 R2 sin2 ([J. Hieruit vindt men: 

Yz mR2 (j2 - mgR cos .([J - Yz m w 2 H2 sin2 rp = constant, 
I 

dus in verband -met d~ voorwaarde cp = 0 voor ([J = 1/3 :n: 

R cp2 - 2 g cos ([J - w2 R sin2 ([J = - g - % w2 R. 
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Door cp = 0 te stellen, volgt hieruit: 

vo2 = R2 CPo2 = R(g - % w2 R). 

Het genoemde geval is dus alleen mogelijk, als w2 < ~ ~ is. In 

de hoogste stand is de relatieve snelheid 0, zodat daar ook de kracht 
van Coriolis gelijk aan 0 is. Ook de normale component van de 
relatieve versnelling is daar 0, terwijl de centrifugaalkracht dan is 
m w 2 R sin 60°. Is N de druk, die de buis op het stoffelijk punt uit
oefent, positief gerekend naar M toe, dan is: 

N - mg cos 60° - m w 2 R sin2 60° = 0, 

dus N = Yz mg + % m w 2 R. De druk op de buiswand is even 
groot, maar van M af gericht. 

3. Het stoffelijke punt P botst met een snelh~id V gl tegen het 
onderste punt A van de staaf. Daar P door de botsing tot rust 

komt, wordt op P een horizontale stoot S = m V gl uitgeoefend, 
dus op de staaf OA ook, maar in tegengestelde zin. Daar de rela
tieve snelheid der botsende punten door de botsing met - 1 wordt 

vermenigvuldigd, krijgt het punt A van de staaf een snelheid Vgl. 
Het zwaartepunt Z van de staaf krijgt door de botsing een snel-

heid v = it = ~ viii.'. Is w de hoeksnelheid, die de staaf krijgt, dan 

is 1(12 Ml2 W = Yz SI, dus: 
6S 6m -

Iw= M = M Vgl. 

4m -
De sn·elheid van A na de botsing is dus v + Yz l w = M- Vgl. 

Daar die snelheid ook gelijk is aan V gl is M = 4 m. 

Opmerkingen. 1. Om de beweging van de staaf na de botsing te 
onderzoeken, voeren we als coördinaat in d~ · hoek qJ, die de staaf 
met de verticaal maakt, p'ositief gerekend in de zin van w. De hori
zontale component van de snelheid van Z blijft ~ Vgl. De verti
cale component van die snelheid is Yz I cp sin qJ. 

Uit L -+- P = constant volgt: 
2 m(Yz I cp. sin qJ)2 + 1/6 ml2 r - 2 mgl cos qJ = constant, 

dus in verband met de beginvoorwaarde cp = } -V ~ voor qJ = 0: 

4l(1 + 3 sin2 qJ)cp2 = 3 g(16 cos qJ - 13). 
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Hieruit blijkt, dat <p heen en weer schommelt tussen -+- bgcos 13/, ü' 

2. Onmiddellijk na de botsing heeft het bovenste punt van de 
staaf een snelheid - Yz Vgl. Deze snelheid heeft een zin tegen~ 
gEJsteld aan de snelheid van A op dit tijdstip. Het is daarom nodig 
èan te nemen, dat" de stalalf ongehind2rd 'het ophangpunt van de 
draad kan passeren. 

DECEMBER. W.S.v. 

1. Onderstel, dat het stelsel bestaat ucit n materiële punten 
AJ(xi' y;, z;) (massa mi), waarin j = 1,2, .. " n is. Zijn x, y, z de 

coördinaten van het zwaartepunt en is M = l mJ de totale massa 
. j=l 

van het stelsel, dan is: 

n 

Mx = 2: m; Xj, 
j=l 

n 

My = 2: mj Yi' 
j=l 

Door tweemaal te fluxioneren volgt hieruit: 

n 

Mz = 2: m; ZJ. 
j=l 

n n n n 

Mx = 2: mi Xi = 2: Xi' My = 2: Y;, Mi = 2: 2 i , 
j=l j=l j=l j=1 

waarin Xi, Y;, 2i resp. de x~, y~ en z~component zijn van de re~ 
n 

sultante der op A; werkende krachten. In 2: X; vallen de x~com~ 
j=l 

ponenten van de inwendige krachten twee aan twee tegen elkaar weg 
n 

(actie = - reactie), zodat 2: X j ·ook is de algebraïsche som van de 
j=1 

x~componenten der uitwendige krachten, die op het stelsd werken. 
n 

Uit Mx = 2: Xii met overeenkomstige vergelijkingen voor de y~ .::n 
j=l 

de z~coördinaten (en componenten), volgt het gestelde. 
Bestaat htet stelsel niet uit een eindig aantal materiële punten, 

maar uit (al of niet vaste) lichamen, dan moet men de sommen door 
integralen vervangen, Verder verandert er aan het bewijs niets. 

2. De plaat ondervindt door het vasthouden van B een stoot S 
'in B loodrecht op de plaat en wel in een zin tegen de oorspronkelijke 
snelheid van B in. Is 2a de zijde van het vierkant en m de massa 
van de plaat, dan zijn de traagheidsmomenten om assen door het 
zwaartepunt 2 evenwijdig aan een zijde van het vierkant beide 
gelijk aan I/a ma2 . Het traagheidsmoment om AC is dus eveneens 
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I/a ma2 • Als positieve draaizin nemen we de zin van 0) (zodat 0) > 0 

is). Het moment van S om AC is dan - Sa y'2. Is 0)' de hoek~ 
snelheid van de beweging relatief Z onmiddellijk na het vasthouden 
van B en v' de snel'he.jd van Z (eveneens na dit vasthouden), 
positief gerekend in de zin van de oorspronkelijke snelheid van B, 
dan is: 

- Sa y'i = l/R ma2 (0)' - 0»), -S = mv', 

dus 0)' = 0) _ 3 S y'2 en v' = _ S . Daardoor wordt de snel~ 
ma m 

heid van B: 

- - 6S S - 7S 
0)' a y'2 + v' = 0) a y'2 - - - - = 0) a y'2 - - . 

mmm 

Daar de snelheid van B gelijk aan 0 wordt, heeft men: 

Onmiddellijk na het vasthouden van B is de bewegingstoestand 
van de plaat (wat de snelheidsverdeling aangaat) een rotatie om 
een as door B evenwijdig aan AC met een hoeksnelheid 1/7 0) in 
dezelfde zin als de oorspronkelijke rotatie. 

Opmerking. Dat de rotatie~as na het vasth6uden van B even~ 
wijdig is aan AC volgt uit de symmetrie ten opzichte van het vlak 
door Z loodrecht op AC. Daaruit volgt, dat Z onmiddellijk na de 
stoot een snelheid loodrecht op de plaat heeft.' Daar de snelheid 
van Z onmiddellijk vóór de stoot 0 is, staat de stoot loodrecht op 
de plaat. 

3. Zij AB de staaf en zijn CA en DB de beide koorden. 

a. We nemen aan, dat de bedoeling van de vraag is, dat 0) zo 
klein is, dat de stand, waarbij A in D en B in C gekomen is, niet 
of met snelheden 0 bereikt wordt. Zij z de stijging van het midden 
(zwaartepunt) Z van AB. Merken we alles wat betrekking heeft op 
het tijdstip, waarop de snelheden 0 geworden zijn, met de index 1. 
dan volgt uit Lo + Po = L 1 + PI: 

Yz m Z02 + 1/0 m [2 0)2 = mgz1 . 

Daar z in. de beginstand minimaal is, is io = 0, zodat we vinden: 

12 0)2 

Zl=6g' 
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De onderstellJng, dat Zl < 2 i is, betekent dus Ct)2 < 1~ g . 

b. Is cp de hoek, die de staaf u.it de evenwichtssta,Jld gedraaid 

is, dan is (daar Z wegens de symmetrie zich lang's een vertical~ 
reèhte: beweegt) 2i sin Y2 <p de afstand van A tot de projecti-e P 
van A op Aoc' dus: 

(2 i - z) 2 + (2 i sin Y2 <p) 2 = (2 l) 2, 

Z = 2 i (1 - cos Y2 p), i = 1 q:i sin Y2 cp, 

hetgeen b~vestigt, dat i = 0 is voor cp = O. M'en vindt verder: 

i = i (ip sin Y2 p + Yz q:i2 cos Y2 cp), 
" 

.. 1 / I 2 
Zo = /'2 Ct). 

Wegens de symmetrie zijn de spanningen in beide koorden gelijk. 

Noemen we die spanningen S, dan geldt VOor de beginstand: 

c. Uit L + P = constant volgt: 

Y2 m i 2 + 1/6 ml2 q:i2 + mg z ' A. 

i (1 + 3 sin2 Y2 cp) q:i2 - 12 g cos Y2 <p = B: 

Door te fluxioneren, vindt men hieruit: 

2 1(1 + 3 sin2 Y2 cp) cp + 
+ 3 i <j;2 sin Y2 cp cos Y2 cp + 6 g sin Y2 p = O. . 

V~or kleiny slingeringen om de evenwichtsstand (cp = 0) wordt 
dit: 

2 i ip + 3 g <p = O. 

De per.iode dier slingeringen is: 

T=2n V;~ 
_2~_1 /3g_ ' 

dus de cirkelfrequentie T - V 2 1 . 

Opmerkingen. 1. Voor de onder a en b beschouwde beweging 
geldt: 

I '2 _ I Ct)2 -12 g + 12 g cos Y2 <p 
I cp - 4 - 3 cos2 Y2 <p , 

( 12 g - 1 Ct)2) cos Y2 <p - 2 g (4 + 3 cos2 Y2 p) 
2 (4- 3 cos2 Y2 <p) 2 

sin Y2 cp. 
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De verticale componenten van de spanningen in de koorden heb
ben een moment 0 om de verticale as door Z. De horizontale com
ponent van de spanning S in het koord AC (in A'werkend op de 
staaf) valt langs AP en is gelijk aan: 

S AP _ S 2 i sin Yz cp - S . 1/ 
AC - - 2 i - - sm /2 cp. 

Deze heeft om de verticale as door Z een moment (positief ge
rekend in dezelfde zin als cp) - st sin Yz cp cos Yz cp. Hieruit volgt: 

- 2 Si sin Yz cp cos Yz <p = 1/3 mi2 ij;, 

S·p _ mi ij; = 
6 si~ Yz cp cos Yz <po 

1 

2 g(4 + 3 cos2 Yz <p)-( 12 g -i w 2 )cos Yz cp = m-~-~~~~~~~ __ ~-~~-~~~ 
4 (4 - 3 cos2 Yz cp) 2 COS Yz cp 

2 g~ 1 + 3 (1 -''tos Yz cp) 2 r + 1 w 2 cos Yz 'P -m ~~~~~-~~~7-~--~--~~ 
- 4 (4 - 3 cos2 Yz cp) 2 cos Yz <p 

Is w2 < 1~ g, dan is cos Yz <p > 0, zodat S dan steeds positief is 

(dus de koorden gespannen). Is w2 >12
1 

g ,dan bereikt <p de waar

de 1800 ~n wordt de spanning in het koord dus oneindig groot. 
Het koord moet dus vóór het bereiken van de stand, waarbij A in D 
en B Jn C gekomen is, ~reken, zodat men moet aannemen, dat 

2 12 g . 
w < -1- 1S. 

2. Dat S = 00 is voor <p = 1800 blijkt met minder gereken daar
uit, dat voor die stand (gemerkt met 2) geldt 4 1 ({;'!. + 3 g = 0 
(blijkens een onder c gevonden vergelijking), zodat ({;o;: een van 0 
verschillende waarde heeft. Deze kan alleen ontstaan door de 
momenten dEr spanningen om de verticale as door Z. Daar deze 
spaningen voor <p = 1800 door Z gaan en d~s een arm 0 hebben. 
zijn die spanningen oneindig groot. 

3. M'en kan ,de formule voor S ook vinden uit de beweging van 
21- z 

Z. De verticale component van S is S 2 1 Men heeft dus: 

21-z 
mi = S I - mg = 2 S cos Yz cp - mg. 

Volgens i = 1 (rJ;' sin Yz cp + Yz r cos Yz cp) vindt men: 
(l' w 2 - 12 g)cos Yz <p + 6 g(2 - 3 sin2 Yz <p -r 3 sin4 Yz cp) 

i = -----=---=_' -:;-'---::--
2(1 + 3 sin2 Yz <p)2 
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Dit voert tot de in Opm. 1 gevonden waarde van S. De bereke~ 
ning van Opm. 1 is aanzienlijk korter. 

4. Bij de onder a en b beschouwde beweging is: 

i
2 

= z (4 I - z) (12 w2 - 6 gz) 
4 12 + 12 lz - 3 z2 

.. 414 w2 (2 1- z)+ 3 gz(- 3213 - 3612 Z + 24 lz2 - 3 Z3) 

Z = (4 12 + 12 lz _ 3 z2) 2 

Hieruit vindt men voor d·e spanning S: 

S = mI i + g = 4 ml3 -,;-g;;,-( -;-4 _12_ +--,-;-3;-:-:z2::::-)......:+,---:-12-:;:-w-:--2 (.:.....2_1::--::-:z-,:-) 
2 I - z (2 1 - z) (4 12 + 12 lz - 3 z2) 2 ' 

een, formule, die ook uit de in Opm. 1 gevonden formule voor S is 
af te leiden. Uit de formule, die S in z uitdrukt, ziet men onmiddel~ 
lijk, dat S > 0 is voor z < 2 I en S = 00 voor z = 2 l. 

5. Is ZI de grootste waarde van z (Zl < 2 l), dan is: 

'2 4 [2 + 12 Iz - 3 z2 _ 6 ( ) 
z z(41-z) - gz,-z. 

Is ZI klein, dan heeft m :n bij benadering: 

I z2 = 6 gZ(Z, -z). 
D.e tijd, waarin z aangroeit van 0 tot Zl is dus bij benad·ering : 

-,/-[ r dz 1/ - 1 Jo. du 1/-1 
tI = 6 g ~ YZ(Z, _ z) = 2 V 6 g 1 + u2 = n V 6 g' 

o 0 

waarbij YZ(Zl - z) = zu gest~ld is. De periode der kleine sI.inge~ 
ringen is dus: 

T = 4 t , = 4 n V 6
1 
g = 2 n V ~ ~, 

in overeenstemming m.et het onder c gevondene. 
6. Men zou kunnen aannemen, dat ,de staaf ongehinderd de 

stand passeren kan, waarbij A zich in D en B zich in C bevindt (en 
de staaf dus 1800 gedraaid is). Daartoe moet men aannemen, dat 
CD iets .( een te verwaarlozen bedrag) ' groter ds dan 2 I en dat ook 
de koorden iets langer zijn dan 2 Z. Verder moet dan nog worden 
aangenomen, da.t na het passeren van genoemde stand de koorden 
zich zo leggen, dat ze elkaar en de staaf n'iet hinderen. Van het 
oneindig groot ~orden van de spanning zou men kunnen afzien 
door de opmer~ing, dat dit het gevolg is van het idealiseren van het 
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probleem. Na het passeren van de genoemde stand wordt ,cos Yz ({' (dus 
ook 2 l- z) negatief. Volgens' de in Opm. lof 4 voor de spanning 
gevonden uitdrukking wordt deze negatief (vzrspringt van + 00 op 
- 00), als de genoemde stand gepasseerd wordt (hetgeen alleen 

12 g 
gebeurt, als w 2 > - t - is). Daarna gaan de koorden dus slap hangen. 

De staaf behoudt zijn hoeksnelheid Q;'2 om een verticale as door Z. 
waa~in <P2 gev,onden wordt uit 4 I <f22 = l w 2 - 12 g; verder krijgt 
Z een eenparig versnelde beweging met een verticaal naar boven 
gerichte beginsnelheid i 2 = { <P2 en een verticaal naar beneden ge~ 

, I (l w2 - 12 g) 
richte versnelling g. Het pUIlt Z stijgt tot een hoogte---'---=-----"-'-

8g 
boven het midden van CD, als niet vóór die tijd de koorden weer 
gestrekt worden. w ,n men uitmaken of en in welke stand dit ge~ 
beurt, dan krijgt men een vergelijking, die niet met letters is op te 
lossen. 

7. Slotopmerking. 
leerd kunnen zijn: 

De eerste vraag had beter aldus geformu~ 

a. Beneden welk bedrag moet w Hggen, wil de staaf tot stilstand 
komen, nadat zijn zwaartepunt minder dan 2 I gestegen is? Bereken 
voor dat geval de hoogte, tot welke de staaf stijgt. 

Zoals de vraag a gesteld was, bestaat de mogelijkheid, dat een 
zeer goede candidaat zich gaat verdiepen in de vraag wat er ge
beurt, nadat de staaf 1800 gedraaid is. Zoals uit de opmerkingen 
1 en 6 blijkt, is het onmogelijk hierop een geheel bevredigend ant~ 
woord te geven, maar het kost veel tijd om tot dit inzicht te komen. 
Het vraagstuk heeft dus !het zeer ernstige bezwaar, dat een uit
stekende candidaat zou kunnen ingaan op beschouwingep., die on~ 
mogelijk in d~ bedoeling van de steller van h·et vraagstuk hebben 
kunnen liggen; hierdoor kunnen andere vraflgstukken of onder~ 
delen van hetzelfde vr~agstuk in het gedrang komen. Een opper~ 
vlakkige candidaat daarentegen ziet geen zwarigheden en waat 
snel de gewenste antwoorden. 

I 
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