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WOORD VOORAF.

Aan het Woord vooraf bij het eerste deel hebben we slechts
weinig toe te voegen, Wil men met het grondig oplossen van weinig
vraagstukken volstaan, dan komen daarvoor in aanmerking de 33
vraagstukken die links van het rangnummer met een sterretje ge-
merkt zijn. De 86 vraagstukken, waar rechts van het rangnummer
een sterretje staat, zijn wat moeilijker of bewerkelijker of om een
andere reden minder nuttig te achten. De 68 opgaven zonder
sterretje staan tussen beide categorieén in.

Verder zijn in dit deeltje opgenomen de vraagstukken van 9
examens aan de Technische Hogeschool uit de laatste paar jaar.
Hieronder komen 3 theorie-vragen voor; deze zijn volledig beant-

woord. Ook de eigenlijke vraagstukken zijn uitvoerig besproken.

Aan het toestel, waarop het examenvraagstuk betrekking heeft,
kunnen dikwijls voor de hand liggende vragen worden vastgeknoopt,
die op het examen niet gesteld zijn, Waar wij dit nuttig achtten,
zijn deze vragen in de vorm van genummerde opmerkingen be-
handeld. Daar deze vragen uiteraard in de lijn van het examen
liggen, kan het bestuderen der opmerkingen worden aanbevolen.
We hebben slechts weinig figuren opgenomen. Echter kan ge-
rust worden gezegd, dat het maken van een duidelijke figuur voor
het behoorlijk oplossen van een mechanica-vraagstuk onontbeerlijk
is. Daarmede beginne men dus steeds. Waar dit nodig is, brenge
men in de figuur de krachten aan. Het is voordelig de teken-

afspraken in oyvereenstemming met de figuur te-

brengen, dw.z, er voor te zorgen, dat de in de figuur aange-
geven grootheden (noodzakelijke codrdinaten en krachten) positief
uitvallen.

Het spreekt wel vanzelf, dat men bij het maken van een vraag-
stuk niet beginnen moet met nawerken van de gegeven oplossing.
Maar ook al zou men daarmede beginnen, dan is er toch nog heel
wat inspanning nodig om alles nauwkeurig na te werken en zich
van alles goed rekenschap te geven. In een korte bespreking van het
eerste deeltje in het Weekblad voor Gymnasiaal en Middelbaar
Onderwijs van 4 Aug, 1948 lezen we: ,,Wel zullen sommigen zich
met enige bezorgdheid afvragen, of er voor de studenten zelf nog

wel veel te doen over blijft.” Het wil ons voorkomen, dat er voor




die bezorgdheid geen reden is, hetgeen aan de recensent wel ge-
bleken zou zijn, als hij de (overigens niet geringe) moeite genomen
zou hebben de oplossingen na te werken.

De figuren, zowel van dit deeltje als van het eerste, zijn zeer
nauwkeurig getekend door mej, D. A. Bueo, assistente van de
eerste ondergetekende. Voor de grote zorg, die zij daaraan besteed
heeft, brengen wij haar onze hartelijke dank, Ook komt een woord

van dank toe aan de heer A. P. L. pe Cocq, die de &rukp__roevén
-vm’x' beide deeltjes mee gelezen heeft.

~ Den Haag T FRED. SCHUH.
 Rijswijk ZH. W. J. VOLLEWENS.
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT VAN EEN
‘ SAMENGESTELDE SLINGER.

Traagheidsmomenten van een lichaam met massa m:

- 1/, m [* homogene staaf AB (lengte {) om een as door een uiteinde
" loodrecht op AB; & md” diew A i

14 m r* homogene omwentelingscylinder (straal r) om zijn as;

*/s m r* homogene bol om een middellijn.

I. = Is: + 1y, als Ie. en I; de planaire traagheidsmomenten zijn
ten . opzichte van het xz-vlak en het yz-vlak van een rechthoekig
assenstelsel. I, is het traagheidsmoment om de z-as.

I +- I, 4+ 1. =21, als I, het polaire traagheidsmoment ten
opzichte van de oorsprong O van een rechthoekig assenkruis is,

Bij een plaat in het xy-vlak geldt I. = I, -+ I,.

I =I' + ma®, waarin I’ het traagheidsmoment is om een as / door
het zwaartepunt Z en.[ het traagheidsmoment om een aan I’ even-
wijdige as [ op een afstand a van I’ (dus van Z).

= mp?, waarin p de traagheidsstraal (gyratiestraal) is. Met
traagheidsstralen gaat de formule met de evenwijdige assen over in
0* = @2 + a%

Heeft men een rechthoekig cobrainatenstelsel (xyz) en even-
wijdige assen (x" y’ z’) door het zwaartepunt (a, b, ¢), dan geldt
voor de traagheidsproducten (centrifugaalmomenten):

Py = Pii y+ m abenz,

Traagheidsmoment I om een as door de- oorsprong ‘met richtings-

hoeken a, f en y:
I =1,cos* a+ I,cos® §+ I.cos* y —
— 2 Pyycosacos f— 2 Pyecos acos y — 2 Py, cos f§ cos .

Slingerlengte:

. A el UER MR R o
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| waarin ], het traagheidsmoment is om de (horizontale) ophangas
en I het traagheidsmoment om de daaraan evenwijdige as door Z
(op een afstand /); o en ¢ zijn de overeenkomstige traagheidsstralen,

Wordt gesproken van een staaf, stang, draad of plaat, dan is de
dikte te verwaarlozen,

[
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT.

1. Een homogene ijzerdraad is omgebogen in dz vorm van een
rechthoek ABCD (AB = a, BC = b). Men laat de ijzerdraad
slingeren om de horizotale rechte AB. Bepaal de slingerlengte.

2. Men laat de ijzerdraad van 1 slingeren om een horizontale
as [ door A loodrecht op het vlak van de rechthoek. Bepaal de slin-
gerlengte. Vervolgens laat men de ijzerdraad slingeren om een
horzontale as n door het midden van AB loodrecht op het vlak van
de rechthoek; bepaal de verhouding a: b zo, dat het slingerpunt in
het midden van CD valt.

3. Men laat een homogene rechthoekige plaat ABCD (AB = a,
BC = b) slingeren om de horizontale as AB. Bepaal. de slinger-
lengte, .

4. Dezelfde vragen als 2, maar de rechthoek ABCD (AB = a,
BC = b) als een homogene rechthoekige plaat beschouwd.

5. Een homogene ijzerdraad is omgebogen tot een gelijkzijdige
drichoek ABC (AB = a). Bepaal de slingerlengte bij slingeren om
de horizontale rechte AB, bij slingeren om een horizontale as I door
C loodrecht op het vlak van d> driehoek, bij slingeren om een hori-
zontale as n door het midden van AB loodrecht op het vlak van de

driehoek en bij slingeren om een horizontale as p door C evenwijdig
aan AB.

6. Bepaal van de homogene driehoekige plaat ABC (BC — a,
de hoogte uit A is h) de slingerlengte bij slingeren om de horizontale

rechte BC en bij slingeren om de horizontale as p door A evenwijdig
aan BC,

7. De plaat van 6 is gelijkbenig (top A). Bepaal de slinger-
lengte bij slingeren om de horizontale as I door A loodrecht op het
vlak van de driehoek en bij slingeren om de horizontale as n door
het midden N van BC loodrecht op het vlak van de drichoek, Welke
vorm moet de gelijkbenige drichoek hebben, willen C en N als op-
hangpunt en slingerpunt bij elkaar behoren?

8.* Van de homogene driehoekige plaat ABC zijn de zijden
BC =a,CA =ben AB — ¢. Bepaal de slingerlengte bij slingeren
om een horizontale as ["door A loodrecht op het vlak van de plaat
en bij slingeren om een horizontale as n door het midden N van BC
loodrecht op het vlak van de plaat, Aan welke voorwaarde moet

driechoek ABC voldoen, opdat C en N als ophangpunt en slinger-
punt bij elkaar behoren?

8
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT.

9. Een homogene plaat heeft de vorm van een trapezium ABCD
met AD = a en BC = b als evenwijdige zijden; dz hoogte is 7.
Bepaal de slingerlengte bij slingeren om de horizontale rechte AD
en bij slingeren om de horizontale rechte BC.

10.* Het trapezium ABCD van 9 is rechthoekig in A en B. Be-
paal de slingerlengte bij slingeren om AB.,

*11. Van een cirkelvormige plaat (straal r) is de vlaktedichtheid
evenredig aan ¢z nde macht (n = 0) van de afstand x tot het mid-
delpunt M. Bepaal de slingerlengte bij slingeren om een horizontale
as [, die het vlak van de plaat in een punt van de omtrek loodrecht
snijdt, en bij slingeren om een horizontalz raaklijn p aan de omtrek.
Leid uit de resultaten de slingerlengte af van een homogene plaat
en die van een homogene cirkelomtrek (hoepel).. W

*12. Van een bol (straal r) is de ruimtedichtheid evenredig aan
de nde macht (n = 0) van de afstand x tot het middelpunt M. Be-
paal de slingerlengte A bij slingeren om een horizontale raaklijn p.
Beschouw ook de gevallen n = 0 enn — .

13. Een homogene halve bol (straal r) slingert om een horizon-
tale middellijn 7 van het vlakke grensvlak, Bepaal de slingerlengte.

14. Een homogene holle bol (straal r, wanddikte te verwaar-
lozen) wordt door een middelvlak in twee gelijke stukken verdeeld,
Een dier stukken laat men slingeren om een horizontale middellijn /

-van de begrenzende cirkel, Bepaal de slingerlengte.

15. De halve holle bol van 14 is afgesloten door een cirkel-
vormige vlakke plaat, waarvan de vlaktedichtheid dezelfde is als die
van de bolvormige plaat. Bepaal d slingerlengte bij slingeren om
een horizontale middellijn van de vlakke plaat.

16.* Dezelfde vraag als 13 met dit verschil, dat de ruimtedicht-
heid kx* (n = 0) is, waarin x de afstand tot het middelpunt is.

17. Een samengestelde slinger bestaat uit een homogene staaf
AB (lengte I, massa m) en een aan B bevestigde homogene bol
(straal r, massa M); het middelpunt van dz bol ligt op het verleng-
de van AB. Het lichaam slingert om een horizontale as a door A
loodrecht op AB, Bepaal de slingerlengte,

18. Men vervangt de bol van 17 door een homogene cylinder
straal r, hoogte h, massa M). Het verlengde van AB snijdt de as
van de cylinder in het midden loodrecht. Bepaal de slingerlengte
bij slingeren om de horizontale as p door A evenwijdig aan de as

‘9



A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT.

van de cylinder en bij slingeren om de horizontale as g door A lood-
recht op de as van de cylinder.

19.* Van een cirkelvormige plaat (straal r) is de vlaktedicht-
heid evenredig aan het kwadraat van de afstand x tot de middel-
liin AB. Bepaal de slingerlengte bij slingeren om een horizontale
raaklijn [ evenwijdig aan AB,

20.* Bepaal bij de plaat van 19 de slingerlengte bij slingeren
om de horizontale raaklijn p in A, bij slingeren om een horizontale
as a door A loodrecht op de plaat en bij slingeren om een horizon-
tale as ¢ door C loodrecht op de plaat, als CD een loodrecht op
AB staande middellijn is,

21. Een homogeen lichaam is begrensd door een omwentelings-
paraboloide en een loodrecht op de as staand plat vlak. De straal
van de cirkel, volgens welke dit vlak de paraboloide snijdt, is r. De
hoogte van het paraboloide-segment (afstand van de top T der
paraboloide tot het grondvlak) is h. Bepaal de slingerlengte bijj
slingeren om een horizontale as p door T evenwijdig aan het grond-
vlak en bijj slingeren om een horizontale middellijn / van het grond-
vlak, In welk geval behoren T en het middelpunt N van het grond-
vlak als ophangpunt en slingerpunt bij elkar?

22.* Van het lichaam van 21 is de ruimtedichtheid evenrediq .

aan de afstand tot de omwentelingsas. Dezelfde vragen als in 21.

23. Bepaal van een homogene omwentelingskegel (hoogte A.
straal van het grondvlak r) de slingerlengte bij slingeren om een
horizontale as p door de top T evenwijdig aan het grondvlak en
bij slingeren om een horizontale middellijn / van het grondvlak, In
welk geval behoren T en het middelpunt N van het grondvlak als
ophangpunt en slingerpunt bij elkaar? ;

24. Bepaal voor de kegel van 23 de slingerlengte bij slingeren
om een horizontale beschrijvende b.

25.* Dezelfde vragen als in 23 en 24, maar voor het geval, dat
de ruimtedichtheid evenredig is aan de afstand tot het vlak V door
de top T evenwijdig aan het grondvlak.

26. Men laat het lichaam van 21 slingeren om een horizontale

as, die de top T met een punt A van de omtrek van het grondvlak

verbindt. Bepaal de slingerlengte,

27.* Dezelfde vraag als 26, maar voor het geval, dat de ruimte-

10
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPLINT.

dichtheid evenredig is aan de afstand tot de omwentelingsas (als
in 22). ‘

28. Van een homogeen rechthoekig parallelepipedum is ABCD
het grondvlak en zijn AE, BF, CG en DH de opstaande ribben
(DA = a, DC = ¢, DH = h). Bepaal de slingerlengte bij slingeren
om de horizontale as AB en bij slingeren om de horizontale ver-
bindingslijn van het midden P van AB met het midden Q van CD,

29. Bepaal van het lichaam van 28 de slingerlengte bij slingeren
om de horizontale vlakdiagonaal AC,

30.* 'Bepaal voor het lichaam van 28 de slingerlengte bij slin-
geren om de horizontale rechte, die A verbindt met het punt ], dat
zodanig op BF ligt, dat B] = j is; j wordt positief gerekend, als ]

en F aan dezelfde kant van B liggen. ¢

31.* Bepaal de slingerlengte van het homogene regelmatige
viervlak ABCD om de horizontale ribbe AB (lengte der ribben a).

32. Zij r een rechte door het zwaartepunt Z van een lichaam

Q,]--en o de traagheidsstraal voor een as z, die r in Z loodrecht snijdt.

Zij P een punt van r en p de rechte door P evenwijdig aan z. Bepaal

P zo, dat de slingerlengte bij slingeren om de horinzontale as p een
gegeven waarde | heeft, Hoeveel oplossingen zijn er?

33.* De punten A, B en C liggen op een rechte r door het zwaat-
/tepunt Z van een lichaam en wel zodanig, dat B tussen A en C ligt,
?/ De evenwijdige rechten a, b en c staan resp. in A, B en C loodrecht
_/ op r. De periode der kleine slingeringen om de horizontale as a is
dezelfde als om b en om c¢. De punten A, B en C zijn gegeven

(AB = p, BC = q, p > q). Bepaal de ligging van Z op de rechte

- ABC en de traagheidsstraal ¢ om de as z door Z evenwijdig aan a,
b en c. Op r ligt een vijfde punt D zodanig, dat de periode der kleine
slingeringen om een horizontale as d door D evenwijdig aan a de-
zelfde is als bij slingeren om a; bepaal de ligging van D, Men vindt

drie mogelijke waarden van g. Hoe moet de verhouding p : g zijn,
.opdat twee dier drie waarden van g gelijk zijn?

(]
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ] EEN SAMEN-
GESTELDE SLINGER.

*34. Een lichaam (massa m) is onder de invloed van de zwaarte~
kracht draaibaar om een horizontale as a, Zij O het voetpunt der
loodlijn uit het zwaartepunt Z op a neergelaten (ophangpunt), We
bepalen de stand van het lichaam door de hoek ¢, die OZ maakt
met de naar beneden gekeerde verticaal door O. Het stelsel der ver-

" bindingskrachten door de ophangas op het lichaam uitgeoefend is.

gelijkwaardig met een kracht K in O loodrecht op de ophangas. De

¥ component daarvan loodrecht op OZ noemen we Q, positief ge-

rekend in de in van de snelheid van Z als § > 0 is. De component
van K in de richting ZO (positief gerekend van Z naar O) noemen
we S. Zij OZ = [ en } de slingerlengte. Voor p.=0is ¢ = w. Be-
reken Q en S,

35. Het lichaam van 34 voert slingeringen uit met een amplitudo.

a. Bereken Q en S.

*36. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2 [) voert slin-

/ geringen uit om een horizontale as door A loodrecht op AB. De

amplitudo is 90°, Bereken de componenten Q en S van de verbin-
dingskracht in O (zie 34). /aé

37. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 21) is onder-
worpen aan de zwaartekracht en draaibaar om een horizontale as

- | oA .
? NH\(' beedld
JES b %" door A, die loodrecht op AB staat. In de stand, waarbij B zich ver-

' ticaal onder A bevindt, geeft men aan de staaf een zodanige hoek-
snelheid, dat B asymptotisch tot een verticaal boven A gelegen punt
nadert. In welke stand is de verbindingskracht K in A het kleinst?

38. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 21) is met het
uiteinde A verschuifbaar langs een cirkel (middelpunt M, straal r),
gelegen in een verticaal vlak. De verbinding bij A is zodanig, dat
AB in het verlengde van een straal van de cir:kel-m;o_gt blijven, De
staaf voert onder de invloed van de zwaartekracht slingeringen uit
(om de stand, waarbij A zich verticaal onder M, dus B zich verticaal
onder A bevindt), Bepaal de periode dier slingeringen als de ampli-

12




B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER."

tudo klein is; bepaal ook de slingerlengte. Schrijf de periode der
slingeringen als bepaalde integraal, als de amplitudo een wille-
keurige waarde a heeft, Bepaal bij laatstgenoemde slingeringen ver-
bindingskracht en -koppel in A op de staaf uitgeoefend.

39.* De staaf AB van 38 is met de punten C en' D aan de daar
genoemde cirkel verbonden zodanig, dat die punten langs de cirkel
kunnen glijden, De punten C en D zijn door een beugel (waarvan
de massa verwaarloosd wordt) vast aan de staaf verbonden zodanig,

dat ACD een gelijkbenige driehoek is (AC = AD) en AB langs

het verlengde van de bissectrice door A van genoemde driehoek

valt, De straal van de omgeschreven cirkel van drichoek ACD is
gelijk aan de straal r van de cirkel, waarlangs de punten C en D
glijden. Bevindt A zich in het vlak van de cirkel, dan valt A dus
juist op die cirkel. Men make zich door een figuur een voorstelling
van de beugel, die A dwingt om op de cirkel te blijven en de staaf
AB dwingt om in het verlengde van M A te vallen. De gelijke hoeken
AMC en AMD worden § genoemd, Bepaal de verbindingskrachten
in C en D op de staaf uitgeoefend, als deze slingeringen mzt een
amplitudo « uitvoert,

*40. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2 [) slingert met

een amplitudo 14 7 om een loodrecht op AB staande horizontale as, 1.\

Zij C een punt van de staaf op een afstand x van A(0 < x < 21).
Het deel AC van de staaf oefent op het deel CB daarvan een kracht
en een koppel uit, Bepaal deze.

41.* Onderzoek voor welke waarden van x de in 40 gevonden
krachtcomponenten Q, en' S, en het moment u, extreem zijn.

42. Een samengestelde slinger bestaat uit een homogene stang
AB (massa m, lengte 2[). In B is aan de stang AB een tweede
stang CD (massa m, lengte 2 [) bevestigd; AB staat in het midden
van CD loodrecht op CD, Men laat dit T-vormige lichaam slinge-

ren om een horizontale as a door A loodrecht op AB en op CDen

wel met een amplitudo 14 7. Bepaal de verbindingskracht in A op het
lichaam wuitgeoefend en de kracht en het koppel in B door CD
op AB uitgeoefend.

43. Een homogene ijzerdraad (massa 3 m, lengte 61) is in twee
punten B en C rechthoekig omgebogen, De delen BA en CD van
de ijzerdraad zijn na het ombuigen evenwijdig en lopen in dezelfde
zin (AB = BC = CD = 2 [). Men laat dit U-vormige lichaam
slingeren om een horizontale as a door het midden O van BC lood-

13
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' B VERBINDINGSKRACHTEN Bl] EEN SLINGER

recht op het vlak ABCD en wel met een amplitudo V4 n. Bereken
de componenten P, en Q, (langs AB en BC) van de kracht in B
op de staaf AB uitgeoefend en het moment @, van het in B op AB
uitgeoefende koppel. Bereken ook de componenten P, en Q, (langs
DC en BC) van de kracht in C op CD uitgeoefend en het moment
u, van het in C op CD uitgeoefende koppel. P, Q,, P, en Q, wor-
den positief gerekend resp, in de zin AB, BC, DC, BC. De momen-
ten u, en u, worden positief gerekend in de zin der draaiing van

OA naar OD door de kleinste hoek.

44. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 2{) kan zich met
de uiteinden A en B bewegen langs een in een verticaal vlak ge-
legen cirkel (straal r, r > [). In een stand, waarin AB verticaal is
(A lager dan B), wordt de staal zonder beginsnelheid losgelaten.
Bereken voor een willekeurige stand van de staaf de verbindings-
krachten N, en N, in A resp. B door de cirkel op de staaf uitge-
oefend, positief gerekend naar het middelpunt M van de cirkel toe.

45. Onderzoek, waar de krachten N, en N, van 44 naar M toe
en waar van M afgencht zijn, Onderzoek waar N, en N, extreem

. zijn,

46. Hetzelfde geval als 44 maar nu wordt de staaf losgelaten
in een stand, waarbij MZ (waarin Z het zwaartepunt van AB is)
de scherpe hoek g met de naar beneden gekeerde verticaal maakt.
Beneden welk bedrag moet § liggen, opdat de krachten N, en N.,
in A resp. B op de staaf uitgeoefend, stzeds naar M gericht zijn?

47. De staal van 44 ondervindt in de eindpunten A en B wrij-
ving. Zowel bij A als bij B is de wrijvingscoéfficiént f; de wrijvings-
hoek a is kleiner dan de hoek 4, die AB met MA en MB maakt. De
staaf bevindt zich eerst in de stand, waarbij zijn zwaartepunt Z zo
laag mogelijk ligt. Nu wordt de staaf langs de cirkel verschoven,
waardoor de hoek ¢, die MZ met de naar beneden gekeerde ver-
ticaal maakt, toeneemt, met 0 beginnend, Laat men de staaf bij een
kleine waarde van ¢ los (zonder beginsnelheid), dan blijft deze in
rust (evenwicht), terwijl de in 44 genoemde krachten naar M toe
gericht zijn, Beneden welk bedrag moet ¢ daartoe liggen?

48. Bepaal constructief de in 47 gevraagde bovengrens van de
hoek ¢ in geval van evenwicht,

49.* Leid uit de constructie van 48 de in 47 gevonden waarde
van tg ¢ af.
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN.

Bij vraagstukken met geen andere gegeven krachten dan zwaarte-
kracht (dus geen luchtweerstand), waarbij de zwaartepunten der
afzonderlijke lichamen zich miet anders dan rechtlijnig kunnen be-
wegen (of zich op grond van symmetrie rechtlijnig bewegen) en
waarbij de richtingen der verbindingskrachten gedurende de be-
weging niet veranderen, veranderen ook de grootten der verbin-
dingskrachten gedurende de beweging niet en zijn de bewegingzn
der zwaartepunten (evenals de draaiende bewegingen) eenparig ver-
sneld, Dit geval doet zich o.a. voor bij vraagstukken met katrollen,
waarbij de richtingen van de koorden niet veranderen; een ander
voorbeeld is een homogene bol, die zonder beginsnelheid op een
hellend vlak geplaatst wordt en al of niet zuiver, rolt.

*50. Een vaste katrol heeft een straal R en een traagheids-
moment / om de draaiingsas. Over de katrol is een koord geslagen.
Aan de naar beneden hangende einden van het koord zijn lichamen
met massa's m en M bevestigd (m < M). Het koord kan niet over
de katrol glijden. Bepaal de versnellingen van beide lichamen, als
ze met beginsnelheden 0 (en gestrekte koorden) worden losgelaten
in een stand, waarbij de beide delen van het koord verticaal zijn.
Bepaal ook de spanningen in het koord. De lichamen kunnen als
materiéle punten worden behandeld (ook .bij de volgende vraag-
stukken).

51. In 50 neemt men voor de katrol een homogene cirkelvormige
schijf met een massa m’. Gegeven is, dat de spanning in het ene
deel van het koord 2-maal zo groot is‘als in het andere deel en dat
de lichamen een versnelling !4 g krijgen. Bepaal de verhoudingen
der massa’s m, M en m’.

*52. Over een vaste katrol (straal R, traagheidsmoment I) is
een koord geslagen, waarvan de beide delen verticaal naar beneden
lopen. Aan het ene uiteinde hangt een lichaam met een massa M.
Aan het andere einde hangt een katrol (straal R, massa m, traag-
heidsmoment i, terwijl de massa van de beugel, waaraan de tweede
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN.

katrol hangt, verwaarloosd wordt). Over deze katrol is een tweede
koord geslagen eveneens met verticaal naar beneden hangende
delen. Aan de uiteinden daarvan zijn lichamen met massa's p en g
(p > q) bevestigd. De koorden kunnen niet over de katrollen
glijden, Men laat de lichamen los met beginsnelheden 0 en gestrekte
koorden, Bepaal M zo, dat het lichaam met massa M in rust blijft.

53. Hetzelfde geval als 52, maar nu is van de massa M niets
gegeven, Beide katrollen zijn homogene cirkelvormige schijven, ieder
met een massa m. Bepaal de versnellingen der lichamen.

54." Hetzelfde geval als 52, maar nu wordt de massa van de
vaste katrol verwaarloosd; de tweede (bewegende) katrol is een
homogene cirkelvormige schijf met een massa m. Verder is ge-
geven, dat M = p 4 q -+ m is, zodat er evenwicht zijn zou, als de
tweede katrol door een pal belet werd om te draaien. Bepaal de
versnellingen der lichamen. Leid uit de resultaten af, dat de
lichamen M en p naar beneden gaan, p het snelst, en dat het
lichaam q nog sneller naar boven gaat.

55." Bereken bij 54 de versnelling van het gemeenschappelijke
zwaartepunt der lichamen met massa's p, g en m en leid daaruit af,
dat cie versnelling gelijk is aan de versnelling van het lichaam met
massa p - q -+ m. Bewijs ook door redenering (zondzr berekening)
de gelijkheid van beide versnellingen. Leid daaruit, eveneens door
redenering, af dat de lichamen p + g -+ m en p naar beneden gaan,
p het snelst,

56. Over een vaste katrol (straal R, traagheidsmoment I) is
een koord geslagen, Het ene deel van het koord loopt verticaal naar
beneden; aan het uiteinde daarvan is een lichaam met massa m be- -
vestigd. Het andere deel van het koord loopt eerst verticaal naar
beneden, dan over de onderkant van een losse katrol (straal R,
traagheidsmoment i) en vervolgens verticaal naar boven; het uit-
einde van dit koord is bevestigd aan de balk, waaraan de vaste
katrol is opgehangen (zodat de afstand van het bevestigingspunt
tot het punt van de balk, waar de vaste katrol is opgehangen, gelijk
is aan 3 R). De losse katrol draagt een lichaam, waarvan de massa
tezamen met die van de losse katrol gelijk aan' M is, De lichamen
worden. met beginsnelheden 0 en gestrekte koorden losgelaten.
Bepaal de versnellingen,

57. Over een vaste katrol (straal R, traagheidsmoment [) is een
koord geslagen, waarvan de beide delen verticaal naar beneden
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN.

lopen. Aan het ene uiteinde hangt een lichaam met ‘een massa M,
aan het andere uiteinde een aap met een massa m. Met welke ver-
snelling moet de aap naar beneden klimmen om te maken, dat het
lichaam M op zijn plaats blijft; een; naar boven gerichte versnelling

wordt als negatief beschouwd. De aap wordt beschouwd als een
materiez]l punt,

58.* De aap van 57 klimt naar beneden met een gegeven ver-
snelling a ten opzichte van het koord (a < 0, als de aap naar boven
klimt). Bepaal de versnelling van M en de spanning in de beide
delen van het koord.

59.* De aap van 58 heeft dezelfde massa M als het lichaam aan
het andere deel van het koord. De aap en het lichaam bevinden zich
op dezelfde hoogte zonder beginsnelheid, De aap beweegt zich niet,
zodat er evenwicht is. Nu gaat de aap naar beneden of naar boven
klimmen, Het traagheidsmoment van de katrol wordt verwaarloosd.
Bewijs, dat de aap op dezelfde hoogte blijft als het lichaam. Be-
redeneer dit ook zonder berekening,

60.* Over een vaste katrol, waarvan het traagheidsmoment te
verwaarlozen is, loopt een koord, waarvan de beide dizlen verticaal
naar beneden lopen, Aan het ene einde hangt een lichaam met een
massa 2 m - p. Aan het andere einde hangt een katrol (straal R,
massa u, traagheidsmoment i) . Over deze katrol is een twizede koord
geslagen; de beide delen hiervan lopen weer verticaal naar beneden.
Aan het ene einde van het tweede koord hangt een lichaam met e2n
massa m en aan het andere einde een aap eveneens met een massa
m, zodat er evenwicht is, als de aap zich niet beweegt, Nu gaat de
aap langs het koord klimmen (versnelling a ten opzichtz van het
koord, positief gerekend naar beneden). Bepaal de versnellingen.

61.* Bewijs in het geval van 60, dat het lichaam 2m + u de-
zelfde versnelling (in dezelfde zin) heeft als het gemeenschappelijke
zwaartepunt van het lichaam m, de aap en de losse katrol. Bewijs
de gelijkheid van beide versnellingen ook door redenering (dus
zonder berekening),

Katrollen-vraagstukken met glijdende wrijving.

Het verschil tussen statische en dynamische wrijvingscoéfficiént
wordt (ook in het volgende) steeds verwaarloosd, In geval van uit-
glijden is W = [N, waarin W de wrijving, N de normale druk en

17
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN,
[ de wrijvingscoéfficiént is. Is « de wrijvingshoek (grootste hoek
tussen normale druk en totale druk) dan is f =tg a.

3 62. Een vaste katrol heeft een massa u, een straal R en een
: traagheidsmoment / (om een as door het zwaartepunt loodrecht op

het vlak van de katrol), De ophanging geschiedt doordat de beide

einden (tappen) van de cylindrische as (straal r) van de katrol
rusten in cirkelvormige tappannen. Er is glijdende wrijving (tap-
wrijving). Over de katrol is een koord geslagen, dat niet over de
katrol kan glijden. De beide einden van het koord lopen verticaal
naar beneden en dragen lichamen met massa's M en m (M > m).
Waaraan hebben M en m te voldoen, opdat er evenwicht is?
) 63. Bij de vaste katrol (met tapwrijving) van 62 is M zo groot,
‘ dat er geen evenwicht is, maar het lichaam M eenparig versneld
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C. KATROLLEN-VRAAGSTUKKEN.

naar beneden gaat, Bepaal de versnelling daarvan. Bereken ook de
spanningen in beide delen van het koord,

64.* Bereken in het geval 63 de arbeid, die de tapwrijving ver-

richt heeft, als het lichaam M een weg x heeft afgelegd.

65.* We nemen hetzelfde geval als in 56, maar nu met tapwrij-
ving, Beide katrollen zijn gelijk (straal R, traagheidsmoment /, straal
van de as r, massa p); bij beide katrollen is de wrijvingshoek a. Om
de as van de losse katrol is een ring gelegd, waaraan een lichaam is
opgehangen; de massa van dit lichaam tezamen met die van de ring
is M. Tussen welke grenzen moet m liggen, wil er evenwicht zijn?

66.* We nemen het geval 65, zonder beginsnzlheden, maar nu
gaat het lichaam m naar beneden, Bereken dz versnellingen. Boven
welk bedrag moet m liggen?

67.* Dezelfde vraag als 66, maar nu voor het geval, dat het
lichaam m naar boven gaat, Beneden welk bedrag moet m liggen?

68.* Bereken in het geval 66 of 67 de arbeid, die de tapwrij-
vingen verricht hebben, als de losse katrol zich over een afstand x
naar boven resp. beneden verplaatst heeft.

Katrollen-vraagstukken met luchtweerstand.

69. In het geval 50 (geen tapwrijving) ondervinden de lichamen
m en M een luchtweerstand evenredig aan het kwadraat van de
snelheid; bij een snelheid 1 zijn die weerstanden k resp. K. De katrol
is een homogene cirkelvormige schijf (massa u). Bereken de snel-
heid van het lichaam M, als dit een stuk x gedaald is.

70.* Bereken de arbeid, die de luchtweerstand op het lichaam
M verricht heeft, en de arbeid verricht door de luchtweerstand op
het lichaam m, als het lichaam M een stuk x gedaald is.

71.* Hetzelfde geval als 69, maar nu is er bovendien de tap-
wrijving van 62. Bereken de snelheid van het lichaam M, als dit een
stuk x gedaald is. De katrol moet worden beschouwd als een
homogene schijf (massa g, straal R), terwijl de massa van de buiten
de schijf stekende delen van de as verwaarloosd wordt.

]
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D. BEWEGING VAN EEN BOL OF EEN BLOK OVER
EEN HORIZONTAAL OF EEN HELLEND VLAK.

De bol of het blok is onderworpen aan de zwaartekracht én aan
wrijving.

De rollende (of elastische) wrijving wordt verwaarloosd.

Het verschil tussen statische en dynamische wrijvingscoéfficiént
wordt verwaarloosd De wrijvingscoéfficiént is f.

Men tekene de doorsnede met een verticaal vlak door het zwaar-
tepunt van het bewegende lichaam loodrecht op het hellend vlak.

*72. Een homogene bol (straal r) wordt op een horizontaal vlak
geplaatst. De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is v, (horizon-
taal), terwijl er aanvankelijk geen hoeksnelheid is, Op welk tijdstip

en waar begint de bol zuiver te rollen? Hoe groot is daarna de

snelheid van Z? Bepaal ook de arbeid, die de wrijving verricht,

*73. Een homogene bol (straal r) wordt op een horizontaal vlak
geplaatst, De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is 0, terwijl de
bol een beginhoeksnelheid w, heeft om een horizontalz as door Z.
Op welk tijdstip en waar begint de bol zuiver te rollen en hoe groot
is dan de snelheid van Z? Bepaal de wrijvingsarbeid.

74. Een holle bol met constante vlaktedichtheid (straal r) wordt
op een horizontaal vlak geplaatst. Het zwaartepunt Z heeft een
horizontale beginsnelheid v,. Verder heeft de bol een beginhoek-
snelheid @, om een horizontale as door Z loodrecht op v,; de zin
van o, is zodanig, dat het raakpunt daardoor een snelheid krijgt
tegen v, in. Op welk tijdstip en waar begint de bol zuiver te rollen
en hoe groot is dan de snelheid van Z?

75.* Dezelfde vraag als 74, maar nu is de zin van w, zodanig,

dat het raakpunt daardoor een snelheid krijgt in dezelfde zin als v,. :

Op welk tijdstip is het zwaartepunt Z van de bol weer in zijn be-
ginstand terug en welke snelheid heeft Z dan? Is op het bedoelde
tijdstip het zuiver rollen reeds ingetreden?

&

76.* Maak in het geval 75 een grafiek van x als functie van ¢
en wel voor de volgende waarden van r w,;:
v LSy 2045 1 250, 4oy S

0?
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D. BEWEGING OVER EEN HORIZONTAAL OF HELLEND VLAK.

*77. Op een hellend vlak (hellingshoek y) plaatst men een bol.

(straal r). Deze wordt zonder beginsnelheid losgelaten. Het zwaar-
tepunt Z van de bol ligt in het middelpunt. Het verticale vlak
V door Z, (de beginstand van Z) loodrecht op het hellend vlak is
een symmetrievlak van de bol. De traagheidsstraal voor een as door
Z, loodrecht op V is ¢. Onderzoek de beweging van de bol. Bepaal
ook de poolbaan en de poolkromme voor de doorsnede van de bol
met het vlak V.

Het vraagstuk wordt niet wezenlijk anders, als men de bol ver-
vangt door een omwentelingscylinder (waarvan de beschrijvenden
horizontaal zijn en evenwijdig aan het hellend vlak) en ook niet als
men de bol b.y. door een omwentelingsellipsoide vervangt.

78.* In 77 maakt men de onderstelling van uitglijden naar be-
neden. Bereken de arbeid, die de wrijving na een tijd ¢ verricht heeft,

79. Een homogene bol (straal r) wordt op een hellend vlak
(hellingshoek y) geplaatst. Men geeft aan de bol een beginsnel-
heid v, (van het zwaartepunt Z), schuin naar boven in de richting
van de snijlijn van het hellend vlak met een loodrecht daarop staand
vertidaal vlak, Er is geen beginhoeksnelheid. Gegeven is, dat op het
tijdstip ¢,, waarop het uitglijden tot staan gekomen is, de snelheid
van Z tot de helft gedaald is. Bepaal het tijdstip, waarop Z zijn
hoogste punt bereikt heeft, en het tijdstip, waarop Z in zijn begin-
stand terug is. Bepaal ook de ligging van het hoogste punt van Z
en de snelheid van het punt Z als dit in zijn beginstand terug is.

80.* Bereken bij 79 de arbeid A, die de wrijving verricht heeft
tot het tijdstip, waarop zuiver rollen intreedt, en verifieer daar-
mede de snelheid, waarmede Z in Z, terugkomt,

81. Een homogene bol (straal.r) wordt op een hellend vlak
(hellingshoek y) geplaatst. Men gezft aan het zwaartepunt Z van
de bol schuin naar beneden een beginsnelheid v, in de richting van
de snijlijn van het hellend vlak met een loodrecht daarop staand
verticaal vlak V. Verder is er een beginhoeksnelheid @, om een as
door Z loodrecht op V in zodanige zin, dat het punt van de bol,
dat raakpunt is, er daardoor een snelheid in de zin van v, bij krijgt
(dus in de zin van naar boven rollen). Onderzoek de beweging. Ga
in het bijzonder na of (en wanneer en waar) zuiver rollen gaat in-
treden.

82.* Bij 81 nemen we het geval, dat Z, zolang nog geen zuiver
rollen is ingetreden, een bovenwaarts gerichte versnelling krijgt, die
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D. BEWEGING OVER EEN HORIZONTAAL OF HELLEND VLAK.

in grootte gelijk is aan de benedenwaarts gerichte virsnelling, die
Z zou krijgen als er geen wrijving was, Verder is gegeven, dat het.
zuiver rollen bovenwaarts begint en dat Z daarbij juist stijgt tot zijn
beginstand Z,, om vervolgens weer te dalen, Bereken w,, als v,
gegeven is,

*83. Op een hellend vlak (hellingshoek ) staat een homogeen
rechthoekig blok, Twee der ribben van het grondvlak zijn horizon-
taal, zodat de opstaande zijvlakken door de beide andere ribben van
het grondvlak verticaal zijn. De afstand van het zwaartepunt Z tot
het grondvlak is A, terwijl de afstand van Z tot de niet verticale
opstaande zijvlakken van het blok gelijk is aan a. Het blok wordt
zonder’beginsnelheid losgelaten. Ga na in welk geval het blok in
rust blijft (dus in evenwicht is).

Het vraagstuk verandert niet wezenlijk, als men het blok vervangt
door een omwentelingskegel (stiaal van het grondvlak a) of door
een omwentelingscylinder (straal a).

*84. Geel van 83 een constructieve oplossing.

*85. Ga na in welk geval het blok van 83 gaat glijden zonder te
kantelen,

"86. Geef van 85 een constructieve oplossing.

87.* Maak een grafiek van de resultaten van 83—86 door [ en
7 veranderlijk te denken, Beschouw daartoe fen u=tgy als de
nechfhoekige codrdinaten van een punt van een beeldvlak. Teken
het veld, waarin het beeldpunt moet liggen wil er evenwicht zijn, en
het veld, dat betrekking heeft op uitglijden zonder kantelen.
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E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK.

88.* Op een hellend vlak plaatst men twee bollen, beide met een
straal r en in de middelpunten M, en M, gelegen zwaartepunten;
de massa’s dier bollen zijn m, resp, m,. De bollen raken elkaar, ter~
wijl M, M, loodrecht staat op de horizontale rechten van het hel-
lend vlak (M, hoger dan M,). Gegeven is, dat de hellingshoek ¥

van het vlak tussen 0 en 45° ligt. De wrijvingscoéfficiént is bij de .

drie raakpunten gelijk aan f. Waaraan hebben m,, m, en [ te vol-
doen, wil er evenwicht zijn?

89.* De bol M, van 88 is homogeen (massief), terwijl de bol
M, van 88 hol is met constante vlaktedichtheid. Verder is [ = 1.
terwijl we het gegeven, dat y tussen 0 en 45° ligt, laten vervallen.

Ga na of het mogelijk is, dat beide bollen zuiver rollend naar be-
neden gaan,

90.* De bol M, van 89 heeft een massa 3m, de bol M, een
massa 5m. De wrijvingscoéfficiént f (bij de drie aanrakingspunten
dezelfde) is niet gegeven. Ga na of een beweging mogelijk is, waar-
bij beide bollen met elkaar in aanraking blijven, over elkaar rollend,
en over het hellend vlak naar beneden uitglijden (a.w.z, dat de
punten der bollen, die ogenblikkelijk met het hellend vlak in aan-
raking zijn, een schuin naar beneden gerichte snelheid krijgen).

91.* Bij 90 is de versnelling van de zwaartepunten van beide
bollen dezelfde als die van het zwaartepunt van één enkele bol,
die naar beneden uitglijdt. Beredeneer (dus zonder berekening),
dat dit steeds het geval is, als beide bollen naar beneden uitglijden,
ook als de massa's en de traagheidsmomenten willekeurig zijn en
ook als de bollen verschillende stralen hebben.

92.*" Ga bij de bollen van 90 na of een beweging mogelijk is,
waarbij beide bollen met elkaar in aanraking blijven, over elkaar
rollend, terwijl de bol M, over het hellend vlak rolt en de bol M,
naar beneden uitglijdt, '

93. Op een hellend vlak (hellingshoek y) staat een homogene
bol (straal r, massa m,). Op dit vlak wordt ook een homogene
kubus (ribbe 2 r, massa m,) geplaatst; twee ribben van het grond-
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E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK.

vlak zijn horizontaal. De bol raakt het onderste niet-verticale op-
staande zijvlak van de kubus in het middelpunt van dit zijvlak aan,
Tussen bol en kubus is er geen wrijving. Tussen het hellend vlak en
de kubus is er wrijving met een wrijvingscoéfficiént f, tussen hel-
lend vlak en bol is de wrijvingscoéfficiént 2. Men laat bol en kubus
zonder beginsneldheid los. Ga na in welk geval er een beweging kan
ontstaan, waarbij bol en kubus met elkaar in aanraking blijven,
zonder dat de kubus gaat kantelen, terwijl de bol zuiver gaat rollen,

94.* Ga na of er in het geval 93 een beweging "kan ontstaan,
waarbij bol en kubus met elkaar in aanraking blijven, zonder dat de
kubus gaat kantelen, terwijl de bol naar beneden uitglijdt (dus
niet zuiver rolt). :

95.* Ga na in welk geval de bol en de kubus van 93 elkaar
loslaten en de kubus niet gaat kantelen.

96." Maak een grafiek van de resultaten van 93—95, door f en
u = tg y als rechthoekige codrdinaten van een punt van een beeld-
vlak te beschouwen (vergelijk 87). Teken de velden, die bij de ver-
schillende bewegingsmogelijkheden behoren. In de tekening neme
men m, = m,, '

97.* Men laat de bol en de kubus van 93 van plaats verwissel2n,
zodat nu de bol het bovenste niet-verticale opstaande zijvlak van de
kubus in het middelpunt van dit zijvlak aanraakt, Tussen hellend
vlak en bol is nu echter de wrijvingscoéfficiént niet 2, maar 15 [.
Ga na in welk geval er evenwicht is.

98.* Hetzelfde geval als 97, maar nu gaat de bol zuiver rollen
en blijft in aanraking met de kubus, die niet gaat kantelen (geen
beginsnelheden), In welk geval treedt deze beweging in?

99.* Dezelfde vraag als 98, maar nu voor het geval, dat de bol
(d.w.z. het punt daarvan, dat raakpunt is) naar beneden uitglijdt
en in aanraking blijft met de kubus, die niet gaat kantelen,

100.* Ga na in welk geval de bol en de kubus van 97 elkaar
loslaten en de kubus niet gaat kantelen (geen beginsnelheden)

101.* Maak een grafiek van de resultaten van 97—99 door f
en u=tgy als rechthoekige codrdinaten van een punt van een
beeldvlak te beschouwen (vergelijk 87 en 96). In de tekening neme
men m, = m,.

102. Op een hellend vlak (hellingshoek y) ligt een plank (massa
m,) en op die plank een tweede plank (massa m,). De planken
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zijn zo dun, dat kantelen is uitgesloten. Tussen hellend vlak
en de eerste plank is de wrijvingscoéfficiént [, tussen beide
planken is de wrijvingscoéfficiént f,. Er zijn geen beginsnel-
heden, Bewijs, dat er geen beweging kan ontstaan, waarbij beide
planken uitglijden, de onderste plank het snelst. Laat zien, dat voor
dit bewijs nagenoeg geen berekening nodig is.

103. Geef de voorwaarde aan, waaronder de planken van 102
beide gaan uitglijden, de bovenste het snelst,

104.* Geef voor de beidz planken van 102 de voorwaarden voor
de drie andere bewegingsmogelijkheden aan,

105.* Maak een grafiek van de resultaten van 103 en 104 door
[, en [, als rechthoekige coérdinaten van een punt van een
beeldvlak te beschouwen. Neem m, = m,,

106.* Op een hellend vlak (hellingshoek y) liggen op elkaar
gestapeld N planken, die zo dun zijn dat geen kantelen intreedt.
Er zijn geen beginsnelheden, Beredeneer, dat er geen beweging kan
ontstaan, waarbij een plank zich ten opzichte van de daaronder lig-
gende plank schuin naar boven beweegt. Bij de plank, die met het
hellend vlak in aanraking is, is dit vlak als de daaronder liggende
plank (met snelheid 0) te beschouwen. sl nr 102

107.* Laat zien, dat er bij de N planken van 106 in het geheel
2% bewegingsmogelijkheden zijn.

"108. Op een hellend vlak (hellingshoek ) ligt een dunne plank
(massa m,, wrijvingscoéfficiént f ). Op die plank plaatst men een
homogene bol (straal r, massa m,). De wrijvingscoéfficiént tussen

plank en bol is f,. Er zijn geen beginsnelheden, Geef de voorwaarde
aan, waaronder de plank in rust blijft,

*109. Geef de voorwaarde aan, waaronder de plank van 108
naar beneden gaat uitglijden en de bol over de plank zuiver gaat
rollen,

110. Geef de voorwaarde aan, waaronder de plank van 108
naar beneden uitglijdt en de bol over de plank naar beneden gaat
uitglijden,

111.* Maak een grafiek van de resultaten van 108—110 door
I, en [, als rechthoekige cobrdinaten van een punt van een beeld-
vlak te beschouwen. Neem m, = m,.

112. Twee hellende vlakken (hellingshoeken y, en y,, wrij-
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vingscoéfficiénten f, resp. f,) snijden elkaar volgens een horizontale
N rechte I, Van [ af hellen beide vlakken naar beneden naar verschil-
i@"ﬁ' (- lende kant. Op het eerste vlak rust een homogene bol met straal r,
:d— __r. en massa m,, op het tweede vlak een homogene bol met straal r, en
o massa m, De middelpunten der bollen zijn verbonden door een
E koord gelegen in een vlak loodrecht op I. Dit koord loopt over een
o gladde pen, die evenwijdig is aan I, De pen is zodanig geplaatst,
;’ dat de beide delen van het koord evenwijdig zijn aan de hellende
vlakken. Door middel van beugels (waarvan de massa’s verwaar-
loosd worden) zijn de uiteinden van het koord verbonden aan
horizontale (massaloze) assen, die volgens middellijnen door de
bollen steken; de bollen kunnen zonder wrijving om die assen
e draaien. Geef aan in welk geval er evenwicht is,
113. Bij het toestel van 112 nemen we het geval, dat de bol m,
, rollend naar beneden en de bol m, rollend naar boven gaat (geen
4 beginsnelheden). Geel de voorwaarde daarvoor aan.
1 114. Bij het toestel van 112 nemen we het geval, dat (zonder
beginsnelheden) de bol m, schuin naar beneden gaat, uitglijdend
i naar beneden, en de bol m, schuin naar boven, uitglijdend naar
F boven. Geef de voorwaarde daarvoor aan,

.115.* Bij het toestel van 112 nemen we het geval, dat (zonder :
beginsnelheden) de bol m, schuin naar beneden gaat, uitglijdend
naar beneden, en de bol m, schuin naar boven, zuiver rollend. Gezf

k de voorwaarde daarvoor aan.
' 116.* Dezelfde vraag als 115, maar nu voor het geval, dat de
bol m, schuin naar beneden rolt en de bol m, schuin naar boven
uitglijdt,

117.* Maak een grafiek van de resultaten van 113—116 door
I, en [, als rechthoekige codrdinaten van een punt van een beeld-
vlak te beschouwen. Men neme:

Ry = Mg By = A sy
‘ § i 118. Een homogeen wigvormig lichaam (massa M) heeft de
w1 vorm van een recht driezijdig prisma, waarvan het grondvlak ABC

‘ W
MI ,J,';‘ﬁj en het bovenvlak GHJ drichoeken zijn, die rechthoekig zijn in C
é resp. J; de opstaande ribben van het prisma zijn AG, BH en CJ.
. Het lichaam wordt met het opstaande zijvlak BCJH op een horizon-
taal vlak (wrijvingscoéfficiént f ) geplaatst. Hierdoor ontstaat een
verschuifbaar hellend vlak (hellingshoek y, zodat / CBA =y is).
| Op dit hellende vlak plaatst men een homogene bol (massa m),
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waarvan de straal r klein is ten opzichte van BC = a. De plaatsing
geschiedt zodanig, dat het raakpunt met het hellend vlak gelegen is
in het vlak door het zwaartepunt van de wig loodrecht op AG op
een te verwaarlozen afstand van AG. In die stand worden wig en
bol zonder beginsnelheden losgelaten. Tussen het hellend vlak
ABHG en de bol is de wrijvingscoé[ficiént f. Men beschouwt de
beweging tot het tijdstip, waarop dz bol het horizontale vlak be-
teikt. Onder welke voorwaarde blijft de wig in rust en rolt de bol
zuiver?

119."  Geef bij 118 de voorwaarde aan, waaronder de wig in
rust blijft en de bol uitglijdt.

120.* In 118 neemt men [, = 0 (geen wrijving tussen horizon-
taal vlak en wig). Geef aan in welk geval de bol zuiver gaat rollen
en de wig niet gaat kantelen.

121.* In 118 neemt men weer f, =0. Geef aan in welk geval
de bol gaat uitglijden en de wig niet gaat kantzlen.
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"4l . ¢ *122. Een homogene staat AB (massa m, lengte 21) wordt

- ' 7 zonder beginsnelheid met het uiteinde A op een glad horizontaal
vlak geplaatst onder een hoek « met dit vlak. Bewijs, dat de staaf
het horizontale vlak niet loslaat tot het tijdstip ¢,, waarop B dit vlak
bereikt, Bepaal de snelheid, die B dan heelt, en schrijf ¢, als be-
paalde integraal,

123.* Men breidt 122 uit door de staaf niet homogeen te nemen.
Zij o de traagheidsstraal ten opzichte van een as door het zwaarte-
punt Z loodrecht op AB en zij AZ = l. Laat zien, dat ook nu de
staaf AB het vlak niet loslaat tot het tijdstip f,, waarop B het hori-
zontale vlak treft,

124. De homogene staaf AB van 122 ligt in de beginstand op
het horizontale vlak, Het uiteinde B heelt een verticaal naar boven
gerichte beginsnelheid v,; het uiteinde A heeft een beginsnelheid
0. Geef aan in welk geval de staaf het horizontale vlak niet loslaat.
Wordt dan de stand bereikt, waarin de staaf verticaal is?

) 125.* Beschrijf bij 124 voor het geval, dat de staaf het horizon-
- tale vlak loslaat, de beweging, die de staaf na dit loslaten uitvoert.

Bepaal de grootste hoogte, die het zwaartepunt van de staaf be-
reikt; daarbij kan men aannemen, dat de staaf niet voor die tijd
i’“" L tegen het horizontale vlak botst.

Bl 2 - 1413 *126. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 21) is door
middel van een bij A aangebracht ringetje met het uiteinde A ver-
schuifbaar langs een gladde horizontale jjzerdraad. De staaf wordt
zonder beginsnelheid losgelaten in een stand A B, die gelegen is
in het verticale vlak door de ijzerdraad, onder een hoek § daarmede
(B, onder de ijzerdraad, 0 = # < 90°). Bepaal het maximum en het
minimum van de druk N door de ijzerdraad op de staaf uitgeoefend.

127.* Bij de staaf van 126 is de verbinding bij A zodanig, dat
B de horizontale rechte ongehinderd passeren kan, Men laat nu de
staaf los in een stand, waarbij B, zich boven de horizontale rechte
bevindt; de hoek § van 126 ligt dan tussen — 90° en 0. Bepaal de
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stand, waarin de druk N het grootst is. Bewijs, dat N het kleinst is
in een zekere stand van AB, waarbij B boven de horizontale rechte
ligt, en stel een vergelijking op, waaruit deze stand kan worden
gevonden,

128. Bepaal bij 126 de periode van de kleine slingeringen om
de stabiele evenwichtsstand (waarbij B verticaal onder A ligt).

129. De staaf AB van 126 heeft een beginstand, waarbij B ver-
ticaal onder A ligt. In die stand hebben A en B horizontale snel-
heden v, in verschillende zin, De staaf kan de ijzerdraad ongehin-
derd passeren, Geef aan in welk geval de staaf gaat slingeren en in
welk geval gaat rondlopen. Bepaal de poolbaan en de poolkromme.

*130. Een homogene staaf AB (massa m, lengte 21) wordt
zonder beginsnelheden met het uiteinde A op een glad horizontaal
vlak en met het uiteinde B tegen een gladde verticale muur ge-
plaatst; de beginstand A B, staat loodrecht op de snijliin r van
beide vlakken en maakt een hoek @ met het horizontale vlak. Be-
paal de stand, waarin de staaf de muur loslaat en de snelheden, die
de punten A en B dan hebben, Bepaal ook de snelheden van A en
B op het tijdstip t,, waarop B het horizontale vlak bereikt.

131.* Van een staaf AB (massa m) ligt het zwaartepunt Z zo-
danig, dat AZ —a en ZB =0 is; de traagheidsstraal om een as
door Z loodrecht op AB is p. De staaf wordt zonder beginsnelheid
met het uiteinde A op een glad horizontaal vlak en met het uiteinde
B tegen een gladde verticale muur geplaatst; de beginstand A,B,
staat loodrecht op de snijliin r van beide vlakken en maakt een
hoek « met het horizontale vlak, Stel een vergelijking op, die de
stand bepaalt, waarin de staaf de muur loslaat,

132.* Men vervangt de verticale muur van 130 door een op-
staand zijvlak van een rechthoekig blok (massa M), dat op het
horizontale vlak staat; AB is gelegen in het vlak door het zwaarte-
punt van het blok loodrecht op de horizontale ribben van het op-
staande zijvlak, tegen welk AB steunt. De wrijvingscoéfficiént
tussen blok en horizontaal vlak is f. Tussen de staaf en de vlakken,
tegen welke deze steunt, is er geen wrijving. Het blok is zo breed,
dat het niet gaat kantelen. Staaf en blok worden zonder beginsnel-
heid losgelaten in een stand, waarin AB een hoek & met het hori-
zontale vlak maakt; gegeven is, dat @ = 60° is. Hoe groot moet f
minstens zijn, wil het blok gedurende de gehele beweging in rust

* blijven?
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133.* We nemen het geval 132, maar geheel zonder wrijving,
terwijl we het gegeven « = 60° weglaten. Geef een vergelijking aan,
waardoor de stand van staaf en blok bepaald wordt op het tijdstip,
waarop de staaf het blok loslaat.

134. 'We wijzigen 130 zo, dat de uiteinden A en B van de
homogene staaf AB zonder wrijving lopen langs een horizontale
resp. verticale rechte, die elkaar in een punt O snijden, De staaf
wordt ondersteld beile rechten (die niet losgelaten kunnen worden)
ongehinderd te kunnen passeren. In de stand, waarbij A zich in O
bevindt en B lager ligt dan O, geeft men aan A een beginsnelheid
v, (die dus horizontaal is). Geef aan in welk geval de staaf om de
beginstand gaat slingeren en in welk geval de staaf gaat rondlopen.
Beschrijf de beweging der punten A en B. Bereken voor het over-
gangsgeval het tijdstip, waarop en de snelheid, waarmede B het
punt O passeert,

135. Bepaal in het geval van 134 de periode der kleine slinge-
ringen om de stabiele evenwichtsstand (B verticaal onder A).

136. De homogene stangen AC en A’C (iedzr met een lengte

/2 p en een massa m) zijn in C vast aan elkaar verbonden, loodrecht

op elkaar. De stangen AC en A’C lopen door gladde ringetjes E
resp. EY, die op een onderlinge afstand 2 [(1 < p) op gelijke hoogte
vast zijn aangebracht; het punt C moet blijven in het verticale viak
door EF, lager dan EE’. De verbindingen zijn zodanig, dat de be-
weging gestuit wordt, als C in E of in E’ gekomen is, Bepaal de
evenwichtsstanden en onderzoek deze op stabiliteit of labiliteit.

137. Het lichaam ACA’ van 136 laat men zonder beginsnefheid
los in de stand, waarbij C zich in E bevindt. Geef aan in welk geval
de stand bereikt wordt, waarin C zich verticaal onder het midden
M van EE’ bevindt. Bereken ook de snelheid van C bij het passeren
van genoemde stand,

138.* Het punt C van het lichaam van 136 bevindt zich in de
beginstand verticaal onder het midden M van EE’. Men geeft aan
C een beginsnelheid v, evenwijdig aan E’E (in de zin E'E). Aan
welke ongelijkheid moet v, voldoen, wil de stand bereikt worden,

waarbij C in E valt? Welke snelheid heeflt C, als dit punt in E ge-
komen is?

139.* Bij het lichaam van 136 wordt p < 41,/2 ondersteld,
waardoor ¢ =0 (C verticaal onder het midden M van EE’) een -
stabiele evenwichtsstand is. Bepaal de periode der kleine slinge-
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ringen om die stand. Schrijf de periode der slingeringen met een
willekeurige amplitudo « als Lepaalde integraal, Bewijs (door in

de integraal een nieuwe veranderlijke in te voeren, die de grenzen

constant maakt), dat de periode afneemt als ¢ afneemt, en leid uit
de integraal de periode der kleine slingeringen af.

140.* In het geval 137 wordt p < 4! ondersteld, zodat de stand,
waarbij C zich verticaal onder het midden M van EE’ bevindt, be-
reikt wordt, Bereken voor deze stand en voor de beginstand het
moment, dat door de stang A’C in C op de stang AC wordt uitge-
oefend,

141.* In het geval 137 wordt p < 4! ondersteld. Bepaal de
poolbaan en de poolkromme.

142.* In het geval 136 loopt het punt C langs een halve cirkel
van E naar E’. Bepaal de baan van het zwaartepunt Z van het

~ lichaam ACA’ en leid daaruit de stabiele en de labiele evenwichts-

standen af.

143. Een homogene staaf AB (lengte 4 [, massa m) steunt met
het uiteinde A op een glad horizontaal vlak en verder tegen een
gladde dunne horizontale pen, die zich op een hoogte [ boven het
horizontale vlak bevindt, In de beginstand (waarin de staaf geen
snelheid heeft) bevindt AB zich in een verticaal vlak loodrecht op de
pen en is het zwaartepunt Z van de staaf met de pen in aanraking.
Bereken de snelheden van A en B op het tijdstip £,, waarop B de
pen bereikt heeft en de staaf de pen dus gaat loslaten, Bereken de
druk N, die het horizontale vlak en de druk N’, die de pen op de
staaf uitoefent, in de beginstand en in de stand onmiddellijk vé6r
het tijdstip ¢,. : 463 IE

144.* Op een glad horizontaal vlak staat een homogeen recht-
hoekig blok (hoogte /, massa m). Een homogene staaf AB (lengte
41, massa m) steunt met het uiteinde A op het horziontale vlak en
verder tegen een ribbe van het bovenvlak van het blok (eveneens

zonder wrijving). In de beginstand zijn alle snelheden gelijk aan 0.

Het zwaartepunt Z van de staaf is dan met het midden van ge-
noemde ribbe in aanraking, terwijl AB dan ligt in een vlak loodrecht
op die ribbe, Hoeveel is het blok uit zijn beginstand verschoven op
het tijdstip ¢,, waarop B het midden van genoemde ribbe van het

bovenvlak bereikt heeft, en welke snelheid heeft het blok dan? Het

blok wordt zo breed ondersteld, dat het niet gaat kantelen
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145.* Hetzelfde geval als 144, maar nu is het blok vast aan het
horizontale vlak bevestigd. Bewijs, dat de staal het blok gaat los-
laten, als het punt B de ribbe van het blok bereikt heeft,

146.* Bepaal in het geval 144 de totale verplaatsing van het
blok op een tijdstip, dat ¢ later ligt dan dat, waarop blok en staaf
elkaar loslaten. :

*147. Een homogene staaf AC (lengte 2/, massa m) is draai-
baar om een as door A loodrecht op AC. De homogene staaf DE
(lengte 21, massa m) is langs AC verschuifbaar, Er is geen wrij-
ving en geen zwaartekracht, In de beginstand valt D in A en E in
C en heeft AC een hoeksnelheid w; de snelheid van E in de rich-
ting AC is dan 0. Bepaal de grootte van de snelheid van E op het
tijdstip ¢,, waarop D in het zwaartepunt van AC gekomen is, en de
hoek, die de snelheid van E dan met DE maakt.

148. De door de staaf AC van 147 op de staaf DE uitgeoefende
krachten kunnen worden opgevat als een kracht Q in D en een
kracht R in C, loodrecht op DE, positief gerekend in de zin van de
beginsnelheid van C. Bereken Q en R.

149. Een homogene staaf AC (lengte 2/, massa m) is in een
vlak V draaibaar om A. De homogene staaf CD (lengte 2/, massa
M) is in C scharnierend aan de staal AC verbonden en beweegt
zich eveneens in het vlak V. Als codrdinaten voere men in de hoek
¢, die AC met AC, maakt, endehoek 6, die CD met het verlengde
van AC maakt, beide in dezelfde zin positief gerekend. Op het tijd-
stip f=0is #=0enipg=w (0 > 0), terwijl de staaf CD -dan
een hoeksnelheid O heeft. Bepaal de grootste absolute waarde van 0.
Bepaal ook ¢iop de tijdstippen, waarop f extreem is. Geen zwaaﬁ%-
kracht.

150.* Hetzelfde toestel als 149, maar nu met § =0, ¢ =0 en

# = @ voor ¢t = 0. Onderzoek of CD fen opzichte van AC gaat rond-
lopen of slingeren. Bepaal in het laatste geval de waarde van ¢
voor de uiterste waarden van 6. Bewijs, dat de stang AC voort-
durend in dezelfde zin (die van de beginhoeksnelheid van CD)
draait. Bepaalde verhouding tussen m en M, waarbij # asymptotisch
tot 180° nadert, en bepaal voor dat geval de asymptotische waarde
van ¢.

151. Stel voor het toestel van 149 de differentiaalvergelijking
van de tweede orde op, waarin geen massa voorkomt (en ook geen
beginvoorwaarde), door voor de staaf CD twee vergelijkingen op
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te stellen. Leid de vergelijking ook af uit de vergelijkingen van
Lagrange. Leid daaruit af, dat een beweging mogelijk is, waarbij
AC met een constante hoeksnelheid @ roteert en CD in het ver-
lengde van AC blijft. Bewijs ook dat een beweging mogelijk is, waar-
bij de hoeksnelheid van' AC nagenoeg gelijk aan w blijft en CD
kleine slingeringen om het verlengde van AC uitvoert. Bepaal de
periode dier slingeringen.

*152. Een homogene halve bol (massa m, straal r) wordt zonder
beginsnelheid op een horizontaal vlak geplaatst en wel zo, dat het
vlakke grensvlak V van de halve bol verticaal is, De wrijvingscoéf-
ficient [ is zo groot, dat de halve bol zuiver gaat rollen (onder de in-
vloed van de zwaartekracht). Bepaal de hoeksnelheid van de halve
bol op het tijdstip ¢,, waarop V horizontaal is (dus bij het passeren
van de stabiele evenwichtsstand). Bereken voor de tijdstippen 0 en
¢, de normale druk N en de wrijving W.

*153. Bepaal bij de halve bol van 152 de periode der kleine
slingeringen, als het zwaartepunt zich in een verticaal vlak beweegt.

*154. Dezelfde vragen als bij 152, maar zonder wrijving. Be-
paal de uiterste standen van het middelpunt M.

155. Bepaal bij de beweging van 154 de poolbaan en de pool-
kromme,

156. Dezelfde vraag als 153, maar zonder wrijving.

157.* Een holle bol met een constante vlaktedichtheid heeft een
massa m en een straal r. Een materieel punt A (massa m) is aan
de binnenkant tegen de wand van de bol bevestigﬁ_ Men plaatst de
bol zodanig zonder beginsnelheid op een glad hellend vlak (hel-
lingshoek «), dat A zicK verticaal onder het middelpunt M van de
bol bevindt, Onderzoek de beweging van die bol. Bepaal de grootste
absolute waarde der hoeksnelheid van de bol. ‘

158. Een homogene hoepel heeft een massa m en een straal r.
Een homogene staaf AB (massa m’, lengte r \/3) kan met de uit-
einden A en B langs de binnenkant van de hoepel glijden. Men
plaatst het toestel zonder beginsnelheid zodanig op een horizontaal
vlak, dat A verticaal onder B valt en de hoepel aan het vlak raakt.
Er is geen wrijving. Bepaal de grootste verplaatsing van het mid-
delpunt M van de hoepel. Bepaal ook de grootste absolute waarde
van de Koeksnelheid van de hoepel en van de snelheid van M.

159. Leid voor het toestel van 158 een differentiaalvergelijking
van de tweede orde af, waarin geen massa’s voorkomen, door voor

33

Vraagstukken Theoretische Mechanica II. 3




F. BEWEGINGEN, DIE NIET EENPARIG VERSNELD ZIJN.

de staal AB twee bewegingsvergelijkingen op te schrijven. Leid die
vergelijking ook af uit de vergelijkingen van Lagrange. Bepaal de
periode der kleine slingeringen om de evenwichtsstand.

160.” Hetzelfde toestel als 158 met dezelfde beginvoorwaarden,
maar nu met een zo grote wrijvingscoéfficiént tussen hoepel en vlak,
dat de hoepel slechts zuiver kan rollen. Dezelfde vragen als in 158.

161.* Dezelfde vragen als in 159, maar voor het geval, dat de
hoepel zuiver rolt,

162.” De homogene staven AC en CD (beide met een massa m
en een lengte 2/) zijn in C scharnierend verbonden.In de beginstand
vallen AC en CD in elkaars verlengde; in die stand heeft CD geen
snelheid en AC een hoeksnelheid w(w > 0). Er is geen zwaarte-
kracht, Onde'rzoek de beweging van het toestel,

163." De homogene staven AB, BC en CD (alle met een massa
m en een lengte 2/) zijn in B en C scharnierend verbonden, Er‘is
geen zwaartekracht. Aanvankelijk vallen AB en CD. in het ver-
lengde van BC en heeft BC geen snelheid, De staven AB en CD
hebben dan hoeksnelheden  in hetzelfde vlak, maar in tegenge-
stelde zin. Onderzoek de beweging van het toestel. De staven
kunnen elkaar passeren,
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G. AANVANKELIJKE BEWEGING.

Bij vraagstukken over aanvankelijke beweging gaat het er vaak
om, of er al dan niet kantelen of al dan niet uitglijden plaats vindt.
Men maakt dan een onderstelling en stelt de ongelijkheden op,
waaraan voldaan moet zijn, wil aanvankelijk de gemaakte onder-
stelling juist zijn. Daartoe substitueert men de beginwaarden van de
noodzakelijke codrdinaten en van hun eerste fluxies in de bewe-
gingsvergelijkingen van de tweede orde, waardoor men lineaire
vergelijkingen (geen differentaalvergelijkingen) krijgt in de onbe-
kenden. Deze zijn de beginwaarden van dz tweede fluxies der
noodzakelijke cobrdinaten en de beginwaarden van de verbindings-
krachten.

*164. Hetzelfde geval als 83. Gevraagd wordt aan welke on-
gelijkheden a, A, o, f en y moeten voldoen, wil het blok aanvankelijk
gaan kantelen, om de onderste horizontale ribbe van het grondvlak
zonder uit te glijden. Hierin is o de traagheidsstraal van het blok' om
een as door het zwaartepunt Z evenwijdig aan de ribbe, waarom
het blok kantelt, Overgangsgevallen behoeven niet te worden be-
schouwd,

*165. Hetzelfde geval als 83 en 164. Aan welke ongelijkheden
moeten a, h, o, [ en y voldoen, wil het blok aanvankelijk gaan
kantelen om de onderste ribbe, terwijl die ribbe naar beneden uit-
glijde? _

166*. Maak op de in 87 aangegeven wijze grafieken van de
resultaten van 164 en 165.

35




H. STOOT- EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN.

Bij stootvraagstukken substitueert men de gegeven waarden van
de noodzakelijke coordinaten in de stootvergelijkingen, waardoor
men (evenals bij gedwongen beweging) lineaire vergelijkingen
krijgt,

Zijn I, 1,, I. de traagheidsmomenten van een vast lichaam om 3
onderling loodrechte assen door een vast punt van het lichaam en
P,., P.,, P,, de traagheidsproducten voor die assen, dan vindt men
de toenamen der hoeksnelheden w., @y, w; uit:

."j aaal; :I;Jw.;_p.ﬂy;'lwy—_ e _.Jw::M.‘_'
..L’ 'aa;“f: :Iy;’_‘w-y—-—lpp:{jm;—pw .{Jw::Mﬂ'
A —g_j‘_ —1I. Aw; — Psy Aws— Pay Awy = M.,

waarin M., M,, M. de som der momenten van de stoten om x-as
y-as en z-as zijn, Uit P, = X m x y volgt de verlegstelling:

p-"u:px'u' -—]—m'& b.

‘waarin P, het traagheidsproduct is voor evenwijdig verlegde assen
door het zwaartepunt Z, terwijl a, b, ¢ de codrdinaten van Z ten
opzichte van de oorspronkelijke assen zijn,

De vergelijkingen ter bepaling van 4w, enz. gelden ook voor
een lichaam zonder vast punt, maar men moet ze dan toepassen op
drie onderling loodrechte assen door het zwaartepunt,

Een botsingsvraagstuk voert tot 2 stootvraagstukken. De daarin
optredende onbekende stoot wordt gevonden uit de botsingsverge-
lijking. Deze drukt uit, dat de relatieve snelheid onmiddellijk na de
botsing gevonden wordt door die vo6r de botsing te vermenigvul-
digen met — ¢, waarin ¢ de botsingscogfficiént is (c = 0 bij vol-
komen onveerkrachtige en ¢ = 1 bij volkomen veerkrachtige bot-
sing), Met relatieve snelheid is bedoeld het verschil der snelheden

'}
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H. STOOT- EN BOTSINGSVRAAGSTUKKEN.

in de stootrichting van het punt, waar de botsing plaats vindt, als
punt van het ene lichaam en als punt van het andere lichaam.

% *167. De homogene stangen AB en BC (ieder met een massa

m en een lengte 21) zijn in B scharnierend verbonden. De stang
AB is in A scharnierend aan een vast' punt verbonden, terwijl BC
met zijn uiteinde C beweegbaar is langs een horizontale door A
gaande rechte k. Het geheel is, onderworpen aan de zwaartekracht
en zonder wrijving, beweegbaar in een verticaal vlak door k. In de
beginstand zijn alle snelheden 0, terwijl dan AC = 21 (C rechts van
A) is en B lager ligt dan k. In die stand wordt in C (op een te ver-
waarlozen afstand onder k) een stoot S aangebracht, die in het
verlengde van AC valt, Hoe groot moet S zijn, wil B met een snel-
heid 0 de rechte k bereiken?

168. Bepaal in het geval 167 de verbindingsstoten in A, B en €.

169.* Bepaal in het geval 167 de hoeksnelheid van AB onmid-
dellijk na de stoot met de vergelijkingen van Lagrange. i

170.* De homogene stangen AB, BC, CD en DE (alle met een
massa m en een lengte 2/) zijn in B, C en D scharnierend aan elkaar
verbonden, terwijl A scharnieread aan een vast punt verbonden is.
De punten C en E zijn beweegbaar langs een horizontale rechte k
door A, alles zonder wrijving, Het geheel is beweegbaar in een ver-
ticaal viak door k. In een zekere stand is AC = CE = I, terwijl B
en D lager dan k liggen. In die stand zijn alle snelheden 0. In E
wordt dan op de stang DE een naar A gerichte stoot S uitgeoefend.
Bereken met de vergelijkingen van Lagrange de hoeksnelheden on-
middellijk na de stoot.

*171. De homogene stangen AB en BC zijn in B scharnierend
verbonden en hebben ieder een massa 6m en een lengte 2/ De
homogene stang DE heeft een massa m en een lengte 21
De stangen AB en DE zijn in A resp. D scharnierend aan vaste
punten verbonden, Het punt D ligt even hoog als A op een afstand
[/3 daarvan verwijderd, De stangen kunnen zich in het verticale
vlak door AD bewegen onder de invloed van de zwaartekracht. Er
is geen wrijving. De stangen zijn aanvankelijk in rust, AB en BC
in stabiel en DE in labiel evenwicht. Men geeft aan E een snel-

heid \/3 gl in de zin AD. Daardoor botst de stang DE na enige

tijd tegen de stang AB. De botsingscoéfficiént is 19:} Bepaal de
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H. STOOT- EN BOTSINGSYRAAGSTUKKEN.

hoeksnelheden van de stangen AB en BC onmiddellijk na de botsing
en de stand van de stang DE, als de snelheid daarvan voor het
eerst weer 0 geworden is.

172. Bepaal in het geval 171 de verbindingsstoten S’ en S” in
B resp. A,

173.* Behandel de op de dubbele slinger van 171 uitgeoefende
stoot met de vergelijkingen van Lagrange (dus zonder verbindings-
stoten in te voeren). :

174. Een homogeen rechthoekig blok (parallelepipedum)
ABCDEFGH heeft een massa 3. De ribben van het zijvlak ABCD
ziiln AB =1, AD = 2. De ribben AE, BF, CG en DH hebben een
lengte 2, Zij | het midden van CG en K het midden van DH en
verder L het punt, dat zodanig op het verlengde van K] (aan de

- kant van ]) ligt, dat JL = 2 is. Op het blok wordt een stoot uitge-
oefend, die door de vector LF wordt voorgesteld; voor de stoot is
het blok in rust. Het midden O van AD wordt vastgehouden;
overigens is het blok vrij beweegbaar, Bepaal de rotatie-as en de
levende kracht van het blok onmiddellijk na de stoot.

175. Men wijzigt 174 zo, dat FK de stootvector is, terwijl het
blok zich geheel vrij kan bewegen, Bepaal do schroefbeweging
(rotatievector, translatievector en schroefas) onmiddellijk na de
stoot,

176. In 175 neemt men de stootvector van F naar een nog on-
bekend punt Q van de rechte JK, die de middens van CG en DH
verbindt. Hoe moet men Q kiezen, opdat de schroefbeweging in
een rotatie overgaat? Bepaal ook de rotatie-as.
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]. GEDWONGEN BEWEGING.,

Bij eenparige rotatie met de hoeksnelheid @ om ecn vaste as is de
_ potentiéle energie van de centrifugaalkracht — 14 I w2, waarin [
het traagheidsmoment van het lichaam om de rotatie-as is.

-

© *177. Een dunne rechte buis AB (lengte 21) wentelt met con-
stante hoeksnelheid @ om een as k door A loodrecht op AB. Een
homogene rechthoekig omgebogen stang CDE heeft een massa 2 m,
terwijl CD = DE = 21 is. Het deel CD van de stang is door de
buis AB gestoken. Ten tijde ¢ = 0 bevindt C zich in A en is D in B,
terwijl de relatieve snelheid van het lichaam CDE dan 0 is. Er is
geen zwaartekracht en geen wrijving. Het deel DE van CDE staat
loodrecht op k. De zin van w komt overeen met een draaiing van
AD naar AE, Bepaal het tijdstip ¢,, waarop het midden Z van CD
in B gekomen is, en de resultzrende (absolute) snelheid, die E dan
heeft.

*178. Van een homogene stang AB (massa m, lengte 21) door-
loopt het uiteinde A eenparig een cirkel (straal R, middelpunt M,
hoeksnelheid w). De stang, die niet onderworpen is aan de zwaarte-
kracht, kan in het vlak van de cirkel zonder wrijving om A draaien.
Op het tijdstip ¢t = 0 valt AB in het verlengde van MA; het punt
B heeft dan een resulteerende snelheid 0. Onderzoek of er een tijd-
stip komt, waarop de relatieve sneclheid van AB nul is. Ga na voor
welke waarde van [ (uitgedrukt in R) de relatieve uitwijkingshoek
van AB bij het 0 worden van de relatieve snelheid het kleinst is.

179. Bepaal bij het toestel van 178 de periode der kleine slinge-
ringen om de stabiele kinetische evenwichtsstand.

180.* Bewijs, dat de beweging van het toestel van 178 kwalitatief
dezelfde is als die van een samengestelde slinger. Bewijs, dat beide
bewegingen geheel (dus ook kwantitatief) overeenstemmen als

w? = % is en de staaf slingert om een horizontale as door A
loodrecht op AB.
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J. GEDWONGEN BEWEGING.

*181. Een homogene stang AB (massa m, lengte 2 [) is zonder
wrijving om het vaste punt A draaibaar, maar alleen in een verticaal
vlak, dat met constante hoeksnelheid o gewenteld wordt om de
verticaal door A. De stang is onderworpen aan de zwaartekracht
(vereenvoudigde stoomregulator). Ga na boven welk bedrag « moet
liggen om te maken, dat er kinetisch evenwicht is in een stand,
waarin AB niet verticaal is. Bepaal de periode der kleine slingerin-
gen om die evenwichtsstand,

*182, De stang OA (lengte a) wordt om een verticale as door
O in een horizontaal vlak met corstante hoeksnelheid @ rondge-
draaid. Aan A is een homogene stang AB (massa m, lengte 21)
verbonden door een scharnier, dat alleen beweging in een vlak lood-
recht op OA toelaat. Op het tijdstip ¢ = 0 is AB horizontaal en de
relatieve snelheid 0. Ga na of de stang de verticale stand bereikt en
beschrijf de relatieve beweging van AB in het geval, dat de verticale
stand niet bereikt wordt.. Er is zwaartekracht, maar geen wrijving.

*183. Een cirkel (straal r, middelpunt M) wordt in een hori-
zontaal vlak met een constante hoeksnelheid @ gewenteld om een
verticale as, die de cirkel in een punt O loodrecht snijdt. Een
homogene stang AB (massa m, lengte 21) kan met de uiteinden A
en B zonder wrijving langs de cirkel glijden. Op het tijdstip £ = 0
is AB evenwijdig aan OM en is de relatieve hoeksnelheid 0. Hoe
groot is de relatieve hoeksnelheid, als het zwaartzpunt Z van AB
in het verlengde van OM komt?

*184. Een cirkel (straal r, middelpunt M) wordt met een con-
stante hoeksnelheid @ om een verticalz middellijn gewenteld. Een
homogene stang AB (massa m, lengte 2/) kan met de uiteinden A
en B zonder wrijving langs de cirkel glijden. De stang is onder-
worpen aan de zwaartekracht. In welk geval heeft d= wenteling
geen invloed op de relatieve beweging van AB?

185.* In 184 neemt men | < Y4 \/3 r. Onderzoek de kinetische
evenwichtsstanden op stabiliteit.

186." In 184 neemt men [ > 14\/3 r. Onderzoek d: kinetische
evenwichtsstanden op stabiliteit, ¢

187.* Bepaal voor het toestel van 184 en [ > 145/3 r de periode
der kleine slingeringen om de evenwichtsstand, waarbij AB hori-
zontaal en hoger dan M gelegen is. De hoeksnelheid o wordt
voldoende groot ondersteld,
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OPLOSSINGEN.

A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT VAN EEN \
SAMENGESTELDE SLINGER.

1. Stelt men de massa van de stang BC door kb voor, dan is ka
de massa van de stang CD. Het traagheidsmoment om AB is _1 4

_f'_r_?z(a + 2/, b). De slingerlengte is- dus: bl T “;""“§fé4 %

, L _kb(atb)_, 3a+2b e At s
“ i kb@a+b . 3a¥d)’ ;

-
v2 2 Laed) il A

2. Het traagheidsmoment om een as door het middelpunt van
de rechthoek loodrecht op het vlak van de rechthoek is:

2ka (Y 82+ 1, b%) +2kb (M, 6% 4, a?) = 1, k(a + b)2. 3
Het traagheidsmoment om de as [ is dus: ‘
s k(al+ b)* + 1, k(a + b) (a® 4 b*) =
= 1), k(a+ b)(2a* 4 ab + 2 b%).
De bijbehorende slingerlengte is:

Yok (@ +b)(2a* + ab +20%)  2a°+abt2b
k(a+ b)Va+ b = 3Vl

De slingerlengte bij slingeren om de as n is:

la+ b +alat+b)b® _a*+2ab+t4b

(@t bb i 6b
Valt het slingerpunt in het midden van CD, dan is: '
a? 4+ 2ab—2b2=0, a:b=—141/3

3. De slingerlengte is %/, b, dezelfde als bij een homogene stang
ter lengte b, die om een horizontale as door een uiteinde i een
verticaal vlak slingert.

Opmerking. 1s ABCD een parallelogram, waarvan b de afstand
der evenwijdige zijden AB en CD is, dan is het traagheidsmoment
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A SLINGERLE.NG’I‘E EN SLINC ERPUNT. OPL.

om AB eveneens !/, m b2, dus de bij AB behorende slingerlengte
eveneens %/, b

4. Bij slingeren om de as [ is de slingerlengte:

Iﬁﬁ;ﬁ__hvg$ﬁ,

Bij slingeren om de as n is de slingerlengte:

Uia#® + s b _ 2P+ a6t

‘26 6b
Het slingerpunt is het midden van CD, als a = b/2 is,

5.F Bij slingeren om AB is de slingerlengte !/, a1/3. Het traag-
heidsmoment om [ is (als m de massa van ieder der stangen AB, BC
en CAis) 2/, m a®> + ,, m a* + %/, m a2 = 3|, m a2, zodat de bij-
behorende slingerlengte is !/, a\/3. Bij slingeren om n is de slinger- .
lengte eveneens 15 a+\/3; dit blijkt door rechtstreekse berekening,
maar ook daaruit, dat het bij de as ! behorende slingerpunt het
midden van AB is. Bij slingeren om de as p is de slingerlengte

P AVER

6. Het traagheidsmoment I, om de as p vindt men door de plaat
in stroken te verdelen evenwijdig aan BC. Is k de vlaktedichtheid
en x de afstand van de strook tot A, dan is de massa van de plaat

m = 1/, k a k en de massa van de strook k a;l_x dx, Hieruit volgt:

h
_ka s P e e iy T
! R = hﬁfx"’dx-_ 4 kah®= 2 mh?.
Voor het traagheidsmoment om BC vindt men hieruit:
Inc =T, — m (%, h)® 4+ m(if, h)2 =1, — 1|, m 2 = ), m he.
Dit geeft voor de gevraagde slingerlengten:
dsc =2 h  Ap=73 h
Opmerking. Men kan de traagheidsmomenten I, en [45 ook
aldus vinden. We beschouwen de driehoekige plaat als de helft
van het parallelogram ABCD met massa 2m. Het traagheidsmo-

ment van de vierhoekige plaat om BC is ?/, m h2. Dit traagheids-
i moment is echter ook de som der traagheidsomenten van de drie-
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

hoekige platen ABC en-ACD om BC. Dit voert tot:
Y mht=1Igc+ I, = (I,—1ymh2) +1,=21,—", mh2
7. Het traagheidsmoment [; om de hoogtelijn uit A is gelijk aan
2-maal het traagheidsmoment van driechoek ABN (massa Y5 m), dus
volgens 6:
Iﬂ:z-]fru-]/2 (1',123)2 llz-;ma'
Hieruit volgt met de notatie van 6:
f; —— Ii*_t_ I;\ == 1/24 m(a'-’f|- 12 ha).
I,, :Igc + I:; = 1124 m(32 + 4’ hz)
Hieruit vindt men voor de slingerlengten:
SRR LTl A
O TIE T DAt SR T R
Uit 4; = h vindt men a = 2 h; dit betekent, dat de driehoek gelijk-
benig rechthoekig is. Een contréle is, dat dan ook 4, = h is.

8. Zij D het voetpunt van de loodlijn uit A op BC neergelaten,
We stellen BD = p en DC = g, waarin b.v. g negatief is, als D op
het verlengde van BC aan de kant van C valt. Om het traagheids-
moment [ om de hoogtelijn & door A te bepalen, beschouwen we
de plaat (massa m) als de samenvoeging van de drichoekige platen

ABD en ACD met massa's -g m resp. % m. Daar p + q = a is,

heelt men volgens 6:

L="02"p + "o 17 ¢ ="ly me"—pq + )

a
Wegens:
1l B e - attpr—c
i X ; T Dol
wordt dit: ;
a“-l—.':"b‘—]—3(:“—6(7"’c2
I =m
24 a*
Daar:
Fhose 2a% bt =2af et -2 00t et bt et

4 g%
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT, OPL.

is, vindt men volgens 6 voor het traagheidsmoment om [:
L=5L+Ysmh2="1,m(—a2+ 3 b2+ 3¢c2).

Daar AZ2 — 1/, (— a* 4 2b* | 2¢?) is, waarin Z het zwaarte-
punt van de drichoek is, vindt men voor het traagheidsmoment om
de as z door Z loodrecht op het vlak van de plaat: '

ly=5 —m AZ2=1],, m(a%+ b2 4 c2);

de symmetrie dier uitdrukking levert een contréle. Verder is:
Li=L+m NZ*=1.+?% m, AZ2 =1 ,m(b% + c2).
Men vindt dus voor de slingerlengten: I
i S e B s, .
4V —a' 20 +2c¢ 2V - +2p 26
Behoren A en N als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar, dan is
41 = AN en ook 4, = AN. Uit ieder dier vergelijkingen vindt men

a? = b? 4 ¢2. De gevraagde voorwaarde is dus het rechthoekig zijn
van driehoek ABC in A.

9. We verdelen de plaat in de driehoekige platen ADB en BCD
a
at+b
traagheidsmoment om AD:

met massa’s

b i

m resp. ST7 m. Volgens 6 vindt men voor het
W W, TR T F e X

L7l sy s et T Ll
a+2b
3(at+b)
uit men voor de bij AD behorende slingerlengte vindt:
st a =30

oA 2@ E2 B

Door verwisseling van a en b vindt men Apc.

De afstand van het zwaartepunt Z tot AD is h, waar-

10.* We verdelen het trapezium door rechten evenwijdig aan
AD en BC in stroken, Is x de afstand van de strook tot BC, dan

is de lengte daarvan b -+ % (a —b).

Is k de vlaktedichtheid, dan is het traagheidsmoment om AB:
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

13
kh Tl
12@—b)m+‘7_ﬂ:_

o %y dx =

h
uB:%kfw+a

_FM 12 3——_1_ 2
T 12(a—b) 12kh(a+b)( +b)_6m{a 4+ B),

waarin m de massa van de plaat is. Het zwaartepunt heeft een af-
a? +ab 4 b*

stand 3t PR

tot AB, waaruit men voor de slingerlengte

vindt:

(a + b) (a® + b9
2(a®+ab+ b))
Opmerking. Men kan Iap ook bepalen, door de plaat in stukken

te verdelen en van reeds vroeger bepaalde traagheidsmomenten ge-
bruik te maken.

*11. De massa m van de plaat en het traagheidsmoment [y om
de as van de plaat (rechte door M loodrecht op het vlak van de
plaat) zijn, als k x* de vlaktedichtheid is:

n‘i‘l
m—Zkax"*“‘dx:-’an L
rn+" _i_z
nt3 2
IM—-anfx dy =2 ak—— i 27 n-J[—‘i'

Hieruit vindt men voor het traagheidsmoment om een middellijn

Yolu= Y mr? ’:ii en verder:

A T =D S ol 3n_+-10 2
f;#f,-.;-l—mrz—2n+4mr.lp— [a Iy + me* = S _{_4)
Voor de slingerlengten volgt hieruit:
P 2n+3 B 3n+10

n+4 e (n + 4)

Voor n = 0 krijgt men het geval van een homogene cirkelvormige
plaat en voor n — « het geval van een homogene cirkelomtrek
(dunne ring). Dat in het laatste geval Iy; = m? is, ziet men ook
onmiddellijk.

*12. Zij k x* de ruimtedichtheid. De massa m en het polaire
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, traagheidsmoment [; vindt men door verdeling door concentrische
. boloppervlakken, dus:

. [ sl rr|+3
m—dnkfx" dx = 4=z g
mts 3
IMr—inkf.x"“dx:‘ink g nj}-—S h
Hieruit vindt men voor het traagheidsmoment om een middellijn:
2 (n + 3) 3)
2
T R
Hieruit volgt verder:
Sn4'21 5n+ 21
I,=23 I+ mr* = 3@ +5)mr, A= 3(n—1—5)

Door n =0 te nemen, vindt men voor het traagheidsmoment van
een homogene bol om een middellijn 2/, m r2. Voor n— « vindt men
voor het polaire traagheidsmoment van een holle bol Iy; = m r2, iets
waarvan de juistheid gemakkelijker rechtstreeks is in te zien.

Sy 13. Het traagheidsmoment om [ is 2/, m r?, waarin m de massa
-/« = © “‘van de halve bol is. Het zwaartepunt van de halve bol ligt op een
i el afstand */; r van het middelpunt. De slingerlengte is dus 1%/, r:

14. Het traagheidsmoment om [ is 2/, m r®. Het zwaartepunt ligt
op een afstand !/,r van het middelpunt, zodat de slmgerlengta
e s

3

15. Is m de massa van de cirkelvormige plaat, dan is 2m die
van de bolvormige plaat. Het traagheidsmoment om [ is:

L =2 a4 me? = 1 Imid

Het moment van het zwaartepunt ten opzichte van de bolvormige
plaat is 2 m . 14 r = m r. De slingerlengte is dus 19/, r

16.* Het moment van het zwaartepunt ten opzichte van het
vlakke grensvlak is:

4
' onx2 kxh. '/2xdx__fzkfx"+3dx—uk rn+4

Het traagheidsmoment om [ is (zie 12):

A6l




A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

' (et
L= o le=Yerk s,
. . 4(n+4) |
zodat de slingerlengte is 3(nL5) r
n+3
Opmerkingen. 1. De massa van het lichaam is m=2ak nr?
| De afstand van het zwaartepunt tot [ is dus 3(n —:_3‘”

2. Voor n = 0 krijgt men de uvitkomst van 13, voor n — o« die

van 14,

17. Het traagheidsmoment van het lichaam om a is:

I —'/3m13+M325r2+{I+ )zf_.
= 535mBP+3M (7 ¢+ 10 Ir 4 51%¢.
De afstand van het zwaartepunt tot A is:

ml+ 2M (I + 1)

C2mAEM)
zodat dz slingerlengte is:
2. Sml?-=3 MG I1*+ 101e72)
15 ° ml+2M(l+ 1)
18, Men heeft vooreerst:
L= mPE+4 MY, 24 (I +r)2}=
=1 2mE+3M (32440 +21)},
l:i 2mlz-1—3M(212—|—4Ir+3r3)
S ml+2M(+F o)

Het traagheidsmoment van de cylinder om de as n door het mid-
delpunt N van de cylinder evenwijdig aan ¢ is de som van het
planaire traagheidsmoment 1/,, M h* ten opzichte van het vlak door
N loodrecht op de as van de cylinder en het planaire traagheids-
moment 4 M r2 ten opzichte van het vlak door N loodrecht op
AB. Dit voert tot:

L=, {4m2+ M (122 £ 24 0r + 1512 + h?)},

L1 4mPP 4 M(121% 424 1r 4 157 + 1)
ST 76,4 ml+2M(+ 1) '

19.* We verdelen de plaat in stroken evenwijdig aan AB. Daar
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

de vlaktedichtheid als kx? te schrijven is, is de massa van de strook
2 kx®~/r* —x*, dus de massa van de plaat:

m=4 kal'rx?\/m-’dx:4kr‘;hs’i‘n2¢>c039q;dq1:
=4k ot ;;': “(sin” ¢ —sintg)de =
=K ek (--*—‘—'):— o ks,
waarbij x = r sin ¢ gesteld is. Het traagheidsmoment om AB is:

W

Luz:‘tkfx‘ Ve —x2dx=4ke® [ sin ¢ cos? p dp =
0 D

1y
4k ff (sint ¢p — sint @) dp =
0
<3 45315 1 1
e e T e o —_ 2
_anr( 2.4.6) 8th:' 5 mr.
Hieruit volgt:
I;:Iﬁg+mr2:3,f,2mr“', ).]:3!2 !y
20.* Het traagheidsmoment om CD is:
”:'I 1
Icp = —k [ (*— xz)’f?dx—gkrﬂ /sm”rpcos tpdrp—~6— mr®

0

waaruit volgt:
Iy=Iop+ me? =Ty me?, Jp=
Verder is:
lo =Iap + 1y =, me? 4 Uy me? = 5y me?, Ja = P37,

Io=1cp + 5 =g me2 4 3], me2 =5, me2, 2o =%y 1,

21. We verdelen het lichaam door vlakken evenwijdig aan het
grondvlak in cirkelvormige platen. Is x de afstand van zulk een vlak

tot T, dan is de straal van de cirkel r F%. De massa van het

lichaam is dus:

h
m= k:;rz f xix = %knrz.h.
0
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

waarin k de ruimtedichtheid is. Het moment van het zwaartepunt
Z ten opzichte van het raakvlak in T (topraakvlak) is:

h
kar? LY R
h fxzdx—3knrzh—[3mh.

Het traagheidsmoment van het lichaam om p is:
knrzf( +x3)xdx-—

—ﬁknrzh(rz 4 Fhe) = ~—m(r + 3 RY).

" De slingerlengte om de as p is dus:

43R
h=

Het traagheidsmoment om [ is:
I = I, — %, mh? 4 1/, mh2 = Y, m (¢ + h2),

zodat de slingerlengte om [ is 41 = f—j}‘k- ;

De punten T en N behoren bij elkaar als ophangpunt en slinger-
punt, als 1, = h (of 1, = h) is, dus als h = r is.

22.* Volgens 11 is de massa van het lichaam:

h
I 4 (x R 3
0

Het moment van het zwaartepunt Z ten opzichte van het top-

raakvlak is:

h
2 '(i)’“ i s
= ket [(F)" xde =gy ke bt = Zmh.

0
Bijgevolg is TZ = 5/, h, dus ZN =2/, h
Het traagheidsmoment om p is volgens 11:

b [ 2o () (322 4 ) de =

0

2

=i knr @70 4+ 704 = ’ o m (27 + 70 ),
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

Hieruit volgt:

ey 2 3 250 ., 4 2
I;—-126m(27r"-f—70h) qgmh —I-*gmh =
__l 2 2
_I—zém(ZTr + 16 h?).

We vinden dus voor de slingerlengten:

L2+ T0R 1 — 27+ 16 h?
) 90 h : 9 36 h
T en Z behoren als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar, als

27 r2 = 20 h? is.

23. Door het lichaam te verdelen in platen evenwijdig aan het
grondvlak, vindt men (als k d2 ruimtedichtheid is):
h

[sz;:;a-/xz(r‘}ig—]-x?}dx:?%kurzh(rz—{—‘lh‘):
) ;
3 #0i >
B R E R S R
:——Edm(rz—i-‘ih)—l—émh +T6m —z_om( + )-

Voor de slingerlengten vindt men:

AR seap
O NG Tl 3 £ Ty

De punten T en N behoren als ophangpunt en slingerpunt bij

elkaar, als r = h is, dus als de halve tophoek van de kegel 45° is. . -

24. Het traagheidsmoment om de as a van de kegel is:

= dx:Lk:rr“hz imr’.

< knr"f
10 10

ki 0

0

Om de assen door T loodrecht op de as van de kegel is het traag-

heidsmoment I, — ¥log m(z2 4 4 h2) (zie 23). Daar de traaghieids~

producten voor drie door T gaande onderling loodrechte assen,

waarvan er een langs de as van de kegel valt, gelijk aan 0 zijn

(wegens de symmetrie van de kegel ten opzichte van vlakken door
zijn as), vindt men;

Iy = I; cos? y + I, sin? y,
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-

Hierin is y de halve tophoek van de kegel, zodat cos* y =—; P [

r + h? M

2 o'

en sin? y = rT:-_hi is. Men vindt dus: :

[ 3me (@ 6 k) 4

T 20+ B
De afstand van het zwaartepunt tot b is B rh_& ~ , waaruit
INGER S A
men voor de slingerlengte vindt: ey
| |
r(*+6h)
SRV AT i
25.* Heeft x dezelfde betekenis als in 23, dan is: de ruimtedicht- '
heid te schrijven als kx. De-massa van de kegel is dan: ) e
h
kar® [ L el
m= f R -?.k::rzhz
0
en het monient van het zwaartepunt Z ten opzichte van het vlak V:
h £
LS e e e, U o i i
hz—‘/x dx_sk:trzh._smh. '
- 0 ; - "
Bijgevolg is TZ = */; hen ZN = 1/, h. Verder is: i &
kme?
o /“3(“2 nF )dx:
2 0
=% _l 212 = _l_ 2 2
_Zéknr h? (2 +4 h?) = 6 m (° + 4 h?),

2 15 2 1 2 2 N
I——m(rz—]—*}h) m h mh -——m(5r + 2 h?). A
Voor de slmggrlengten om p en [ geeft dit: ' '

ISR L e
SRR ¢ ST S R T
Men heeft 1, = h = 4;, als 5 r2 = 4 h% is, Verder is:
- koart 1 1
la= oAt . ’ x®dx == -k:ftr"hzz --3—mrz,

0 i
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2
L =ILicos*y 4 I sin®y = mTrz((:;_'{-{——_:a;i)
Dit voert tot:
5r(c? 4 6h?
T 24nVe R
Opmerkingen. 1. ls de ruimtedichtheid evenredig aan de nds
macht (n = 0) van de afstand tot het vlak V, dan vindt men:

_ km PRt katthrt'  n43

Ab

S e 2(n+5) _2(n+5)"”2'

n+3 : _ n+4 P4m
Al T S e U B T et
L=mntAa e + 80 (n+3)(n+9)+8k
O T Y ) T 4(n+5h g

Fo s MO e i et 0l
T4+ PR T an+5) hVaLR
2. We nemen T als oorsprong van een rechthoekig assenkruis

en de as van de kegel als x-as. De vergelijking van de traagheids-
ellipsoide van T is dan:

(n 4 3)m {2 r2 x2 4 (2 + 4'113)(5,:2 + 22) p = 4(n + 5).

Een der beide in het xy-vlak gelegen beschrijvenden van de kegel
heeft tot parametervoorstelling x = hu, y=ru, z =0. De snij-
punten dier beschrijvende met de traagheidsellipsoide voldoen aan:

(n+ 3)me2(e2 4 6 A2)u2 = 4(n + 5).
Het traagheidsmoment om een beschrijvende b voldoet aan:
I(x2 + y* + 22) = 1.

In verband met de parametervoorstelling van b (en de waarde van
p*) voert dit tot de waarde van [,

26. Het traagheidsmoment om de as a der paraboloide is:
h

R DR
L= th‘;/!x de = karth =3 me.

In verband met de waarde van I, (zie 21) vindt men hieruit:
LR+ Ii* l r2 -+ 5 h?

o s e e 5
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A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

De afstand van het zwaartepunt Z tot T is */, h, zodat de af-

stand van Z tot CA is __2T_rrh_: . Hieruit volgt:
3\/r% 4 h?
B i L
AT anVe R

27.* Het traagheidsmoment om de omwentelingsas a is volgens 11:

h
iv2 5 (ﬁ)% Jioids e e
I.‘-Sknrf A dx—-asknrh—,?mr.

0
In verband met het in 22 gevondene heeft men:

LR+ I 1 27 + 124 h*
T U el =B W e Tl
Jewv= S =™ AT
De afstand van Z tot CA s e , waaruit volgt:
7\/r2 4 h?
(272 +124RY)
AT orV ErR

28. Is m de massa van het lichaam, dan is:

1

Inp = 3 m (@® + h?), Aas :% Va? + 12, _
1 c? +4h
Ipq:ﬁm(cg—l—‘ih’), po:-—-%!——.
—

29, Zij R het midden van AD en S het midden van BC. Uit de
symmetrie volgt, dat PQ en RS (zie voor de notatie 28) hoofd-
traagheidsassen zijn voor het middelpunt van ABCD. Men’ heeft

dus:
I _Ipoaz-{-fgscz_ a’c’+2h2(az+c"')
AT g ey i 6 (a2 + ¢?) !
2 _2Iaxc @+ 2R @2+ ) _ a’c? +—2—h
AC = TR T k@) . Skt 3T

30.* We nemen A als oorsprong van een rechthoekig assenkruis
en leggen de positieve x-as, y-as en z-as resp. door B, D en E. Zijn

P,, enz. de traagheidsproducten en a, f, y de richtingshoeken van
A], dan is:

53

LR




g
¢

3
b

BT TIEreey ol Ty

Sy

I G

A. SLINGERLENGTE EN SLINGERPUNT. OPL.

A . :
€oga == tas e6g =10, cosiy — L—_-

Vet

dus:
Taj= I cos* a+ I. cos? y — 2 P,. cos « cos y =
L+ Li2=2P,.cj
A c? +J"2 %
Daar I, = 1/, m(a% 4+ h2), [.= Ygm(a2 + c2), Pos= 3/, mch

is, vindt men:

= 2atcd +2h 2+ 28424222 —3chj
6(c* + /7 AP
Is N het middelpunt van ABFE en K het voetpunt van de lood-
lijn uit N op AJ neergelaten, dan is K ook het voetpunt van de

loodlijn uit het zwaartepunt Z op AJ neergelaten. Het kwadraat van
de afstand van Z tot AJ is dus:

ZK: = ZN? + NK* = Y, a? + NK?.

Ln_} =

Nu is in het xz-vlak jx — cz = 0 de vergelijking van AJ. Het
kwadraat van de afstand van het punt N(15 ¢, 0, 14 k) tot AJ is dus:
c(j — hy
NK2—= o ——
(77 =Y
We vinden dus:

ZKzZLéz—I— ct(j — h)? _a__z(fq+cz)+cz(f_‘h_)f.

e P R T Ry

Voor de slingerlengte vinden we dus:

2a°c® +2a%j2 4222422 j%¥—3c*hj

BA = e —,
N ViEt @ Etalf e —2ch))

31.* We verdelen het viervlak door vlakken evenwijdig aan
AB en CD in rechthoekige platen. Is x de afstand van zulk een
plaat tot AB, dan zijn de aan AB evenwijdige zijden van de recht-
hoek gelijk aan a — x \/2 en de beide andere zijden aan x\/2. Het.

traagheidsmoment van de plaat om AB is dus (als k de ruimte-
dichtheid is): :

kx \/2(a — x \/2) (Vg x2 + x2)dx = 7], k(a % /2 — 2 x4)dx."
Daar de afstand van AB en CD gelijk is-aan 14 a \/2, vindt men
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voor het traagheidsmoment van het viervlak om AB:

a V2 ]

7 o Tty T N T
Iﬂﬁzgk j (ax*12— 2x“}dx—-ﬁd—ka =0 ma"
waarin m de m:ssa van het viervlak is, Voor de slingerlengte vindt
men £ s

10~/2

Ook kan men Isp vinden door het viervlak door vlakken loodrecht
op AB in driehoekige platen te verdelen. Is y de afstand van zulk
een plaat tot A en is y = 14 a, dan zijn de zijden van de driehoekige
plaat, die in een punt van AB samenkomen, gelijk aan y/3, terwijl
de derde zijde gelijk is aan 2 y. De oppervlakte van de driehoekige

plaat is dus y*+\/2, terwijl zijn traagheidsmoment om AB volgens
7 gelijk is aan:

ky? /2 . Yy (442 + 24 y?)dy = 7|, ky* /2 dy.
Het traagheidsmoment van het viervlak om AB is dus:
' /2o s
= [ TV 2 Z
4 —_— 5 — ° 2
k'VZ‘I ytdy = 480 ka® = 40 ™"
0
32. Isi < 2p, dan zijn er geen oplossingen. Is i = 2 p, dan zijn
er twee oplossingen, nl. de punten P van r, die een afstand p tot Z
hebben, Is 4 > 2 g, dan zijn er vier oplossingen, nl_de punten P van
r, die een afstand 145(1 == \/i2 — 4 p*) tot Z hebben.

33." Eerste mogelijkheid: Z is het midden van BC. De punten A
en C behoren dan als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar; D ligt
zodanig op r, dat Z ook het midden van AD is. De waarde g, van ¢
voldoet aan 9,2 = 14 q(p + 4 q). ' -

Tweede mogelijkheid: Z is het midden van AC. Nu behoren A
en B als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar; D ligt zodanig op .
dat Z het midden van BD is, De waarde ¢, van g voldoet aan
e’ = L4(p* — q?).

Derde mogelijkheid: Z is het midden van AB. De punten A en C
behoren als ophangpunt en slingerpunt bij elkaar; Z is het midden
van CD. De waarde g, van ¢ voldoet aan p.2 = 145 p(5 p + q ).

Men heeft o, > g, en g, > p,. zoals men ziet aan g,2 = ¢,% - p,%
Men heeft o, = 0,, als p = (1 4 \/3)q is.
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- Opmerking. Uit:

4o —e?) =p*—2pg—2q2 =
={p+ (V3—aHp— (3 + 1)}
ziet men, dat o, > ¢, of g, < ¢, is, al naar gelang:
P> (34 1)g of p< (V3+1)g




B. VERBINDINGSKRACHTEN BIl EEN
SAMENGESTELDE SLINGER.
*34. Men heelft:

l¢g=—gsing, Vri¢gP—gcosp=Ylw*—g

A—1
A

Q = mg sinp + ml G = mg sin @,

S =mg cos ¢ + ml g* = —njl—g{(i+2!) cos p — 21} + ml w2

Opmerking. | Q| is evenredig aan de afstand van Z tot de ver-
ticaal door O, terwijl S des te kleiner is naarmate Z zich hoger be-
vindt.

35. Men heeft nu 15 4 ¢2 = g(cos p — cos «), dus:
S:%{(a+ 21) cos ¢ — 21 cos al,

terwijl Q is als in 34.
*36. Nuis i = 4/, L, dus volgens 34 en 35:
= 1/, mg sin ¢, S= 5/, mg cos @. _
Opmerking. Aan te raden is het vraagstuk ook rechtstreeks te

behandelen, dus zonder zich op 34 en 35 te beroepen.

d'37' Men heelt [g=—==3frgsing," _ 1¢* =%/, g(1 + cos 9),
us:
Q =1/, mgsing, S=1,mg(3+5cosg),
K2 = Q2+ S = 1,, m2g2(99 cos2 ¢ + 120 cos ¢ + 37) =
= 1,74 m*g? {(33 cos ¢ + 20)2 + 7},

Bijgevolg is K minimaal voor cos ¢ = — 2/,,. De minimale waar-

devanKis—}{ mg lflll

38. Het traagheidsmoment van de staaf om een as door M

el B = ]'l”l E l' ({ '——'_/-J'P‘ll"\[_ S\'\ (J‘ — : "\{.‘.ﬁ L iy 57
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

loodrecht op het vlak van de cirkel is:
Yom P2 4+m(l +r)2=1, m(41 4+ 6Ir 4 3¢3).

Uit L + P = corstant volgt dus, als ¢ de uitwijkingshoek uit de '

evenwichtsstand is:
Y (42 4 61r 4 3r2)g* — g(I —[—.r)cos n=/C,
(412 + 61r + 3r2)¢ 4+ 3g(l + r)sin p = 0,
Voor kleine slingeringen wordt dit:

p (424+6ir+3c2)p+3g{l+r)p =0,

zodat de periode daarvan is 21 ' ‘—}—t_'_—ﬁk—+§£ De slinger-

3g(l—+r)
4+ 6lc+3 r
3(l4+r) °
Is a de amplitudo der slingeringen, dan is:
(42 4+6Ir+ 3r2)¢® =6 g(l + r)(cos ¢ — cos «).
zodat de periode daarvan is:

lengte is

4 ,__-“'412+6:r+3r2f 3
l’ 69’(1—1*!) 4 1 cos ¢ — cos a

Uy
402 +6lr+3c2 | du
_‘il/ 3g(f+r) ’

’
V1 —sin?'/, asin®u

waarbij sin 14 ¢ = sin 14 a sin u gesteld is.

In A wordt op de staaf een kracht uitgeoefend, waarvan de com-
ponent langs AM (positief gerekend naar M toe) door S en de
component langs de raaklijn in A aan de cirkel (positief gerekend
in de zin der snelheid van A, als ¢¢ > 0 is) door Q wordt voorge-
steld. Bovendien wordt op de staaf een koppel uitgeoefend, waarvan
het moment u genoemd wordt, positief gerekend in dezelfde zin-als
@. Uit de beweging van het zwaartepunt Z volgt:

2 cos 3(I41)2(3 cos ¢ — 2 cos
S=mg cos ¢ + m(l + r)g? =mg — £x _([2—1-1_—3)(!(—1—1')2@ : A

1 = IB
Q= mg sin o —|— )‘3"!(.!I -—!~ r)q, = mg mm sin .
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

Uit de momentenstelling om Z volgt:
Br
—™ ELIE

Opmerkingen. 1. De verbindingskrachten in A (hzt moment
1 inbegrepen) hebben te zamen een moment 0 om M. Dit volgt on-
middellijk daaruit, dat die krachten te zamen geen invloed op het
bewegingsmoment om M hebben (wegens de afwezigheid van wrij-
ving). Ook kan menszeggen, dat het toestel op te vatten is als een
samengestelde slinger M AB, waarbij de massa van MA wordt ver-
waarloosd; de verbindingskrachten in A zijn dan inwendig en
hebben dus te zamen om M een moment 0 (daar hun reacties op de
massaloze stang M A werken). Ook kan men het nog zo voorstellen,
dat de verbindingskrachten in A te zamen geen arbeid verrichten
(weer wegens het ontbreken van wrijving), zodat men L }- P =
constant kan opschrijven, zonder met die verbindingskrachten reke-
ning te houden, Hetzelfde geldt dus veor de momentenstelling om
het vaste punt M (die een vergelijking oplevert, welke door re
fluxioneren uit L - P = constant ontstaat),

Uit het moment 0 om A volgt u 4+ Qr = 0, dus u = — Qr. Dit
voert nog iets sneller tot de formule voor .

2. Men zou kunnen menen, dat uit het ontbreken van wrijving
volgt, dat de verbindingskracht in A een component 0 langs de
raaklijn in A aan de cirkel heeft (dus langs AM valt). Geeft men
zich rekenschap van de aard der verbinding in A; dan blijkt dat dit
niet het geval is. Het in het verlengde van M A vallen van de staaf
kan niet worden afgedwongen door de staaf in één punt aan de
cirkel te verbinden, daar anders geen moment in A kan worden op-
gglever-d, dat de hoek MAB gestrekt houdt. Is de staaf aan de cirkel
gebonden in twee punten C en D, waarvan het afstand verwaar-
loosd wordt, dan krijgt men zeer grote (nagenoeg even grote) ver-
bindingskrachten in C en D; deze vallen langs de stralen van C en
D, de ene naar M toe, de andere van M af. De resultante dier ver-
bindingskrachten heeft een component loodrecht op AM en gaat
niet door A, waardoor ze een moment om A krijgt (nader hierover
in 39),

3. Zonder L 4 P = constant te gebruiken, kan men het vraag-
stuk geheel oplossen met de beweging van en om het zwaartepunt,
dus met behulp van de vergelijkingen:

u=Ql -+ 1. ml g =

sin .

m(l 4 r)g* = S — mg cos p, m(l +r)¢ = Q — mg sin g,
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Yomi2p=u—QI, u+Qr=0,

waarvan de laatste uitdrukt, dat er geen wrijving is.

39.* De vergelijkingen, die ¢ en ¢* in ¢ uitdrukken, zijn als in
38; hierin is ¢ weer de hoek, die MA met de naar beneden ge-
richte verticaal door M maakt, met inachtneming van de positieve
draaizin. Stemt deze met CD overeen, dan maken MC en MD met
de naar beneden gekeerde verticaal door M hoeken ¢ — § (resp.
@ + f. De in C en D op de staaf uitgeoefende verbindingskachten
vallen (wegens het ontbreken van wrijving) langs MC resp. MD.
We noemen die krachten resp. I en V, positief gerekend naar M
toe. De som der componenten van [l enVin de richting AM noemen
we S. De som der componenten van U en V in de richting van de
raaklijn in A aan de cirkel (positief in de zin der snelheid van A, als
¢ > 0is) noemen we Q. De som der momenten van I en V om A
(d.w.z. om een as door A loodrecht op het vlak van de cirkel)
noemen we u, positief gerekend in dezelfde zin als ¢, Men heelt
dan:

S=U4+V) cosp Q=(U—V)sing
u=r(V —U) sin §.
Hieruit volgt:

R s Q R Q

e 2cosﬁ+25inﬁ % e 2cosf 2sinpg’
De vergelijking u = r(V — U) sin § (die tot 4 + Qr = 0 voert,
hetgeen uitdrukt, dat er geen wrijving is) behoeft niet te worden ge-
bruikt. De grootheden S, Q en u zijn dezellde als die van 38. Vol-

gens het daar gevondene heeft men dus:
2sin (B 4+ ¢) + 3(I 4+ r)2(3 cos ¢ — 2 cos a) smﬁ
2(412 4 61Ir 4 3r?) sin fcos f

2 sin (f — @) + 3(l 4 r)2(3 cos ¢ — 2 cos a) smﬁ‘
2(412 4 61Ir 4 3 r*) sin fcos f

U=mg

V =mg

Opmerkingen. 1. Is f§ klein en |sin¢| niet klein, dan heeft

men bij benadering:

mg [? sin ¢ FAid mgl?sin ¢
2(424-61lc+ 3r2)p8’ T 2(4B4-6lr4+312)p8°
In dat geval zijn U en V in absolutie waarde groot en nagenoeg
tegengesteld.

=
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

2. Men kan zich de verbinding tussen de stang AB en de cirkel
ook aldus voorstellen. De cirkel wordt gedacht als een gladde ijzer-
draad. In A is aan de stang een dun buisje bevestigd, waarvan de
massa verwaarloosd wordt. De hartlijn van dit buisje is gebogen
volgens een cirkelboog, waarvan de straal r en de middelpunts-
hoek 2 g is. Het punt A bevindt zich in het midden van die cirkel-
boog, terwijl AB langs het verlengde van de door A gaande straal
van de cirkelboog valt; AB staat dus loodrecht op de hartlijn van
het buisje, De cirkelvormige ijzerdraad loopt door het buisje (dat
daar langs kan glijden). Daardoor moet A op de cirkel blijven 2n
valt AB in het verlengde van de straal. Daar (als 3 klein is) [ en V
in de meeste standen van de staaf tegengesteld teken hebben, steunt
het buisje meestal met het ene uiteinde tegen de binnenkant van
~ de ijzerdraad en met het andere uiteinde tegen de buitenkant.

*40. Is¢ de hoek, die AB met de naar beneden gerichte verticaal
door A maakt, dan is:

l ¢ =—3[ gsin g, L g =3/, g cos g.

Zij S, de langs CA vallende component van de op CB werken-
de kracht, positief gerekend naar A toe. Zij Q, de component van
die kracht loodrecht op AB, positief in de zin der snelheid van B
als ¢ > 0 is, en zij u, het moment van het op BC uitgeoefende
koppel, positief in dezelfde zin als waarin ¢ positief gerekend wordt.

De massa van het deel BC van de staaf is elor, m, Het traag-

21
heidsmoment van BC om een as door het zwaartepunt Z, van BC
= 3
loodrecht op BC is (_2_15;;)_ m. De afstand AZ, is 15(2 1 + x).
Men heeft dus:
05 Rt S 21— _
5§ G T A B I A ki &
2l—x 2lf- by 21— x
2 A (S e g img cosign
2 A S 21—x
B AT SR M
Hieruit volgt:
Q,:(ZI_I) (21— 3£)mgsin B

16 1*
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: _(21—x) (101+3x) o x(2l—ap
T O = g1z 7 mg cos p, M= 612

B - Een contréle hierop is, dat men voor x = 0 vindt:

mg sin .

Q, =/, mg sin ¢, S, = %/, mg cos @, ty=0
(zie 36); u, = O betekent, dat in A op de staaf AB geen koppel
wordt uitgeoefend, hetgeen te voorzien was.

. 41, De krachtcomponent S, langs de staaf is steeds positief
) (0 voor x — 21[), dus een trekspanning. Voor'S, kan men schrijven:

202 —4lx—3x?
= 8

zodat S, afneemt van 3/, mg cos ¢ tot 0, als x toeneemt van 0 tot 2 /.
Men heeeft de grootste spanning, als de staaf de verticale stand
passeert (¢ — 0) en men x = 0 neemt (spanning bij A).

. Voor de krachtcomponent Q, (dwarskracht) kan men schrijven:

|  (Bx—4lp—4r
Q.= 481

Zonder beperking kunnen we sin ¢ > 0 onderstellen. Neemt x
toe van 0 tot 4/ [ dan neemt Q, af van 1/, mg sin ¢ tot
— 1/,, mg sin @ (voor x = ?/,1 de waarde 0 passerend). Neemt x
verder toe van */,[ tot 2/, dan neemt Q, toe van — 1/,, mg sin @
tot 0, In absolute waarde is de dwarskracht het grootst voor x = 0.
De grootste dwarskracht krijgt men in A bij een uiterste stand
(g=1sn). :

Is sin ¢ > 0, dan is het moment u, < 0. Neemt x toe van 0 tot
2/, 1, dan neemt | u. | toe van 0 tot 2/,. mg [ sin ¢, om vervolgens tot
0 af te nemen, als x toeneemt van 2/, [ tot 2. De grafiek van u, als
functie van x (die voor x = 2/,] een raaklijn evenwijdig aan de
x-as heeft) heelt voor x =4/, I een buigpunt. en raakt voor x =21
aan de x-as,

mg cos ¢,

mg sin @,

’

42. Het traagheidsmoment van het lichaam om a is 17/, m I*. De
afstand van A tot het (op AB gelegen) zwaartepunt van het lichaam
is 3/, 1. Men heeft dus:

I?lfpl‘!:ISgCOSQO. I?f'(il:—ggsinqy,

waarin ¢ de uitwijkingshoek uit de stabiele evenwichtsstand is. De
krachtcomponenten S en Q, langs het verlengde van BA resp. lood-
recht op BA (positief in de zin van toenemende @), zijn:
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S=2mgcos ¢+ 3mlg*= %; mg cos @,
Q=2mgsingp+3mlG= 17 mg sin @.

Is S’ de langs BA vallende component van de in B op AB uitge-
oefende kracht, positief van B naar A, en Q' de langs CD vallende
component van die kracht, positief in de zin der snelheid van B als
¢ > 0is, dan is: j

S+ 8 —mgeosp=mlg?, Q-+ Q —mgsinp=mlg,

dus ST =—: ?—'; mg cos ¢, Q' = ll—? mg sin ¢, Het in B op AB uit-

geoefende moment ¢’ (positief in de zin van ¢) wordt gevonden uit:
¥ —Ql4Ql= Yy mi* @,

zodat v’ = =
: 17
Sneller vindt men S, Q" en u’ door de krachtcomponenten S” en
Q" en het moment u” te berekenen in B door de stang AB op de

stang CD uitgeoefend. Uit de beweging van CD volgt nl.:

mgl sin @ is.

S”" —mgcosp=2ml q‘;fzﬁmgcos @,

17
" : i 18 .
Q" —mgsing =2ml = — 17 Mg sin @,
L = D mgl sin @,

' 3 17

Men heeft verder te bedenken, dat &’ = —S”, Q' = — Q" en
= — p"is,

43. Zij ¢ de uitwijkingshoek uit de stabiele evenwichtsstand,
positief in de zin der draaiing van OA naar OD. Dan is:

51¢2= 4.gcos p, 513 =—2gsing.

De component van de versnelling van het zwaartepunt van AB
in de richting BC (positief van B naar C) is I(¢? -+ ¢), de compo-
nent in de richting AB (positief van A naar B) is [{¢* — ¢). Voor
de staaf AB geldt dus:

Q, — mg sin ¢ = ml(¢2 -+ §) = 2/, mg(2 cos ¢ — sin @),

P, —mgcos ¢ = ml(¢® — ¢) = 2/, mg(2 cos ¢ -+ sin ¢p),

u— Q1 =1, ml? ¢ = —2/,. mglsin@. «
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

Hieruit vindt men:
Q, = 1/; mg(4 cos ¢ + 3 sin @),
P, = 1. mg(9 cos ¢ + 2 sin ¢),
#y = 1,; mgl(12 cos ¢ + 7 sin @),
Voor de staaf CD geldt:

Q, — mg sin ¢ = ml(¢ — ¢*)= — */; mg(sin ¢ + 2 cos @),
P, — mg cos ¢ = ml(¢ + ¢*)= *|; mg(— sin ¢ + 2 cos ¢),
— Qyl =, ml* § = — */,5 mgl sin @.

Hieruit vindt men:

Q, = Y; mg(3 sin ¢ — 4 cos ¢),
P, =1/, mg(9 cos ¢ — 2 sin ¢),
ty = 1,5 mgl(7 sin ¢ — 12 cos @),
Zoals te voorzien was, ontstaan Q,, P, en u, resp, uit Q,, P, en g,
door Q, te vervangen door — Q,, P, door P,, u, door — u, en ¢
door — ¢.

44. De staaf beweegt zich als een samengestelde slinger met M
als ophangpunt. Het traagheidsmoment van de staaf om M is:

e m(I2 + 3at) = 1/, m(r? + 2a2),
waarin a de afstand van M tot het zwaartepunt Z van de staaf is.
Zij ¢ de hoek, die MZ met de naar beneden gekeerde verticaal door

M maakt, positief gerekend in de zin der draaiing van MA naar
MB. Men heeft:

(r2 + 2 a%)g2 = 6 ga cos ¢, (r2 + 2a%)¢ = — 3 ga sin @,

(N‘ + Nz)%"—mgcos (p = ma ,}‘;2.

(N, —N,) {-— — mg sin ¢ = ma .

Hieruit volgt:
a(r® 4+ 2a%) (N, 4+ N,) = mgr(r* 4 8a%) cos ¢,

(e2 4+ 2&3)(N — N,) = mgrl sin @,

dus (daar r® = a* } 2 is):
705 e (9a*+ P)cosp -+ alsing
ki 4 2a(3a’+ 1) '
(9a® + P)cosp —alsingp

2a3a82+08B)

N,=mgr

64




B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

45. Daar N, en N, verwisselen, als men ¢ door — ¢ vervangt
(iets, dat ook zonder berekening is in te zien), kunnen we ons be-
perken tot waarden van ¢, die aan 0 = ¢ = 4 a voldoen. Dan is
N, > 0 (dus naar M toe gericht). Neemt ¢ af van 14 a tot 0, dan

mgrl
T 2(3at 4 12)

De kracht N, passeert de waarde 0,

neemt N, toe van de negatieve waarde tot de posi-

mgr(9 a% + [*)-
2a(3a%+-12)
als p = Y4 a— y is, waarin p de scherpe hoek is, die aan:
atilVead ‘)
W=yl P O
voldoet; hierin is y een vrij kleine hoek, daar tg y=1/y is (tg y = /s

als'l = 3a'is).
Voor N, en N, kan men schrijven:

tieve waarde

mgrlcos(p—7) _{r_a_grfcoa-,(qo-l—y)
23a°+P)siny” "' 2(3a+P)siny’
In absolute waarde is N, het grootst voor ¢ = 0. Neemt ¢ af van

Ny, =

! R LA
15 a tot y, dan neemt N, toe van 3Ga L E) tot:
mer mgr___ V(@92 + I +al .

2(3a*+ })siny ~2a(3a’ F 1Y
Neemt ¢ verder af van y tot 0, dan neemt N, af tot:
9a+ 1
2a(3a+ B3)°

Voor ¢ = V4 ais N, het kleinst en voor ¢ = y het grootst.

mgr —~—;

46. Nu is (r? + 2 a2)¢? = 6 ga(cos g — cos §), waardoor men
vindt:
a(r? + 2a?)(N, + N,) = mgr{(r* + 8 a*)cos ¢ — 6 a2 cos Bt
N (9a + ) cos ¢ — 6&3c05ﬁ+alsmep
Sk 2a(3a® + 19
(9 a® + I*) cos ¢ — ﬁazcosﬁ—afsmgo
2a(3a*+ b

Neemt ¢ af van § tot 0, dan blijft N, steeds positief, terwijl N,
toeneemt van:

N2=m

(3 a% 4 )cos f — al sin f 9a2 + [ —62a%cos f
2208 F B) 0 24@E TP
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BIJ EEN SLINGER. OPL.

2 {2
Bijgevolg is N, steeds positief, als tg § < ot il is, dus als

al
2 [2
B < ¢ is, waarin § de scherpe hoek is, die aan tg 6 = 3—53—?-_—[—
doet; tg ¢ is minstens 21/3(tg 6 = 2/3 voor [ = a\/3, dus
a=Yr). .

47.  We onderstellen, dat A lager ligt dan B, Voor evenwicht is
nodig en voldoende, dat de som der componenten van de krachten
in de richting AB gelijk aan 0 is, evenals de som der componenten
van de krachten in een richting loodrecht op AB en de som der
momenten om een of ander punt, waarvoor we M nemen_ Is de staaf
op het punt uit te glijden in de zin der draaiing van MB naar MA,
dan vallen de wrijvingskrachten N, en fN, (waarbij N, en N,
positief ondersteld worden, dus naar M toe) in de zin der draaiing
van MA naar MB. Dit geeft de vergeh}klngen (zie voor de
notatie 44):

(N, +N) = —|—f(-—N + N,) L —mgcos p =0,

vol-

(NI_N‘.!) ? +f(N1+N3)T — mg sin ¢ =0,
f(N] +N2)f-—mgasi.nzp:0_

Hieruit vindt men:
(1 4 [2)(N, 4 N,)a = mgr(cos p + [ sin ¢),
(14 2) (Nl —_ Na)l = mgr(sin ¢ — [ cos ¢).
Eliminatie van Nv1 - N2 geeft:

(a? e lﬂ[ﬁ)tg pi= r'.!f.

Uit het gegevene volgt, dat.f < —?— is, zodat men '‘een positieve
waarde van tg ¢, dus een scherpe hoek ¢ vindt. Neemt men @
groter, dan wordt het evenwicht verbroken. Voor de gevonden
waarde van ¢ geldt:

N, + N, =
Hieruit vindt men:

[ .2
N, =mg az-t ff sin ¢, N,= g lf
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B. VERBINDINGSKRACHTEN BI] EEN SLINGER. OPL.

Wegens I} < a vindt men positieve waarden van N, en N,, zo-
dat bij de wrijvingskrachten de tekens op juiste wijze genomen zijn.

48, De rechten, langs welke de totale drukken in A en B vallen,

vindt men uit AM resp. BM door een hoek ¢ om A resp. B te

* draaien in de zin der draaiing van MB naar MA. Is S het snijpunt

der werklijnen van de totale drukken, dan is van drichoek ABS
bekend:

AB=121,  /iBAS=06—a [ SBA=0+g¢

Men kan dus een driehoek A’B’S’ construeren, die met drichoek
ABS congruent is. We doen dit door op de cirkel de punten A’ en
B’ z0 aan te nemen, dat A’B’ = 21 is. Door M A’ en MB’ een hoek
« om A’ resp B’ te draaien, vindt men de rechten A’S” en B'S’.
Vervolgens verbinden we S” met het midden Z/ van A’B’. We
draaien nu de figuur zodanig om M, dat Z’ verticaal onder S’ komt
(daar de evenwichtsvoorwaarde luidt, dat de beide totale drukken
en het gewicht door één punt gaan). Komt A’ daarbij in A en B’
in B, dan is AB de stand van de staaf, waarbij deze op het punt is
uit te glijden.

49.* De hoek ¢ wordt daaruit gevonden, dat:
. / BZS = 90° — ¢ -
is. Men heeflt dus (met de notatie van 47 en 48): )

cosqg _sin LZSB _sin(90° + ¢ — 0 —a)_ cos{p —6— )
BE Rl 2 107 T 1 :
BS 21 s 21 e
sin (#— «) = sin 7/ ASB ~ sin(180°—26) ~ sin26°

Door vermenigvuldiging vindt men hieruit:

cos @ sin 2 § = 2 cos(p — 0 — a)sin(f — ) =
= sin(p®—2a) + sin(20 — ¢),
dus sin(¢p — 2 @) = sin g cos 2 6, dus:

sin2a sin @ cos a
t T = i
99 = cos2a—cos20  cos’a— cos?f

Wegens cos 6 = 53 en tg « = [ wordt dit:
r

5  f A
S EC T ST
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*50. We kunnen de beide lichamen als materiéle punten be-
handelen, als hun zwaartepunten zich in de beginstand bevinden in :
de verlengden der koorden, waaraan de lichamen zijn opgehangen. :
Die zwaartepunten bewegen zich dan langs verticale rechten en de
afmetingen der lichamen spelen geen rol. :

Als cobrdinaat voeren we in de daling x van het lichaam M
(tevens. de stijging van het lichaam m). De hoeksnelheid van de
katrol is ~ . Is S de spanning in het deel van het koord, waaraan

R
M hangt, en s de spanning in het dzel, waaraan m hangt, dan is:
Mg —S=Mz  s—mg=mz, (S—s)R=1 %

Hieruit volgt:
(M —m) R? S—M _2mR*+1
I M+mR+1" "~ M+mR+T
AR 2MR*+1
ST M I m R+ T
lets sneller vindt men de constante versnelling & met:

L4+P=L,+P,

Xi=

Dit geeft:
o x &
V(M + m)#* + Y41 (k“) — (M — m)gx.

Door te fluxioneren en door x te delen, vindt men:

(M+m+§{2)x=_(M_m)g. i
51. NuisI= Y4 m’ R? dus:
Sy - M—m Lo 4dmt+m
Sty ¢ g e MG ¢
4 M-+ m'

S=Mg oM+ 2m+m'
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Uit m < M volgt, dat s < S is, zodat blijkens hzt gegevene
S = 2sis, dus:

Mm' = 4 Mm -+ 2mm’.

Uit 2 = 14 g volgt:

6m-+m' =2M.

Eliminatie van M voert tot m’2 4+ 2mm’ — 24 m? = 0. Hieruit

volgt:
m'=6m, M=6m.

*52. Volgens 50 zijn de spanningen S en s in de delen van het
koord, waaraan de lichamen p resp. q hangen (daar de opgehangen
katrol zich niet beweegt):

2qR*+i 2pR2+i
5= —_— e §— R LT e B )
P otaR+1 *~ o traR+i

In het deel van het koord, waaraan dz katrol hangt, is de

spanning:

4 - )i
S+ stmo=gy RLLELD 4 ml.

In het andere deel van dit koord is de spanning Mg. Daar beide
spanningen gelijk zijn, heeft men:
M= 1paR+ltqi
(p+q R +i
De straal en het traagheidsmoment van de niet draaiende vaste
katrol zijn onverschillig.

-+ m.

53. Als cobrdinaten voeren we in de lengtevermeerdering x van
dat deel van het tweedz koord, waaraan het lichaam p hangt, en
de lengtevermeerdering y van het deel van het eerste koord, waar-
aan het lichaam M hangt; gaat dit lichaam naar boven, dan is y als
negatief te beschouwen. De versnellingen der lichamen p, q, m en
M, positief gerekend naar beneden, zijn resp. £ — §j, — & — ¥,
— ij en ij. Door voor de lichamen p, ¢, M en de opgehangen katrol
een vergelijking in verticale richting toe te passen en bovendien de
momentenstelling voor ieder der beide katrollen, vindt men, als de
spanningen in de koorden, waaraan de lichamen p, g. M en de opge-
hangen katrol hangen, resp. s,, s,, S en s zijn:

p(x— i) =pg—sy =M,
—q(2+§) =qg—s; —My=mg4s, +8—Ss
S m& =s, —s,, Vimj=S8—s.
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Eliminatie van S en s uit de drie vergelijkingen rechts geeft:
(M + 3, m)ij = (M —m)g —s, —s,
Verder voert eliminatie van s, en s, (oplossen uit de eerste twee
vergelijkingen links enz.) tot:

(p+q+am)x + (q—p)j= (p—q)g
(@—p)2+(p+q+M+3[,m)ij=(M—m—p—q)g.
Hieruit # en i oplossend, vindt men:

Gt (p—q) (4 M+ m)

T4 tq (M+2m+ 16pq+m@M+3m)"
') (p+q) 2M—3m)—8pq-+m(M— m) .
S g4(p+.q) (M+2m)+ 16pg+ m(2M-+3m)

Opmerking. ' Voor de verschillende spanningen vindt men:
ol (4 M+ m) (4q+ m)

'TP9%p+q M F2m + 16pq+m2ZM+3m)
s ' (4 M-+ m) (4p + m)
= aptq (M+2m)+16pg+mEM+3m)"
S—M 32pq+14m(p+q)+5m?

T 9% o+tq (M+2m) +16pq + mCM+3m)

) . 8pq+3mlp+q)+ m? ‘
Y4(p+q (M+2m)+ 16pq+ m(2 M+ 3m)

54.* Dezelfde notatie als in 53, maar nu is S = s. Men krijgt de
vergelijkjngen:_

s=(4M +

p(2—ij) =pg—s,, —mij=mg+s +'s,—S,
*—Q(-’E‘Fj):qg_‘sz' .l/ém_f:sl—sa,
' (p+q+m)ij=1(p+q+m)g—S.
Eliminatie van S voert tot:
(p+aqg+2m)ij=(p+q)g—s, —s.,,
waarna eliminatie van s, en s, tot:
(pt+q+m)i+ (q—p)i=(p—q)g
(q—p)x+2(p+q+mij=0

voert. Door oplossing van # en i vindt men:

2b—qlptq-+m) 8
p’+q*+6pqg+3mp+q)+m”

A J?:gr
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3 e —qf
: Tt @+ 6pgt3mptqtm

Daar i > 0 is, heeft het lichaam M een benedenwaarts genchte
versnelling, De versnelling van p is:

e AL (p—q) p+3q+2m)
P +q+6pqg+3m(p+q) +m*

Daar (blijkens p > q) # — i > ij is, gaat p sneller naar beneden
dan M. De versnelling van q is, blijkens het voorgaandz, naar boven
gericht en in absolute waarde groter dan de versnelling van p.
Dit wordt daardoor bevestigd, dat de versnelling van g, positief
gerekend naar beneden, gelijk is aan:

e —q Bp+aim
(8 W) N T B S s Y s

55.* De versnelling van het gemeenschappelijke zwaartepunt der
lichamen p, g en p 4 q+ m is (blijkens 54) gelijk aan:

P(%—§)—q(F+i—mj_ gle—a)P

ptq+m P’ +q*+6pq+3mlp+q)fm
dus aan de versnelling ij van p + g + m. De gelijkheid van beide
versnellingen is trouwens niets anders dan de in 54 gevonden ver-

gelijking:
(q—p)2+4+2(p+q4m)j= 0.

De gelijkheid van beide versnellingen beredeneert men aldus, Het
stelsel der lichamen p, g en m hezft dezelfde massa als het lichaam
p -+ q -+ m. Ook de daarop werkende zwaartekrachten (gewichten)
zijn bij beide stelsels dezelfde. De enige verdere daarop werkende
uitwendige krachten zijn de spanningen in de beide delen van het
koord, dat over d= vaste katrol loopt. Beide spanningen zijn gelijk,
als het traagheidsmoment van de vaste katrol verwaarloosd wordt.
De vectorsommen der op beide stelsels werkende uitwendige krach-
ten zijn dus gelijk (onverschillig welk traagheidsmoment de opge-
hangen katrol heeft), zodat de versnellingen der zwaartepunten van
beide stelsels dezelfde zijn. Daar de levende kracht toenzemt, dus de
potentiéle energie afneemt, zijn de gelijke versnellingen naar be-
neden gericht, Daar ce bewegende katrol met dezelfde versnelling
naar boven gaat, gaat het lichaam p met een grotere versnelling naar
beneden en g met een nog grotere versnelling naar boven,
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56. De stand van de toestel is bepaald door één codrdinaat.
Daarvoor nemen we de verplaatsing x van de losse katrol, positief
gerekend naar beneden. De verplaatsing van het lichaam m is dan
2 x, positief gerekend naar boven. De spanning in het deel van het
koord, waaraan het lichaam m hangt, noemen we s, de spanning in
het deel tussen vaste en losse katrol noemen we s, en de spanning
in het deel van het koord, dat aan de balk bevestigd is, noemen we
74

R

% die van de losse katrol is):

s,. Men vindt (daar de hoekversnelling van de vaste katrol en

2mx=s—mg, —R—z—x‘:s,-—s.

Mz =Mg— s, —s,, }—.‘;2-1? =5,— 5.

Hieruit vindt men:
M—2m H
M-+4mR+4T4i°

Sneller geraakt men tot dit resultaat uit:

.f:ng

: 4T 4 -
L:-;—-(M+‘im-i- R‘f——‘)x{ P=g(M—2m)x.

Opmerkingen. Voor de spanningen vindt men:
| j 5 3MR? 441+ i
, SEMI M+ 4mRE L4l 51"
_ 3mMR2 + 2MI + mi
: ST WM AmRE A+
| | 3 mMR2 + 2MI + Mi — mi

2= M L amRe + 41 +1
57. Is a de versnelling van de aap en S de spanning van het
koord, dan is:

ma=mg—S, 0=Mg—S.

m—M

Hieruit volgt a = g . De aap moet dus naar boven of naar

beneden klimmen, al naar gelang m < M of m > M is,
58.* Is x de verplaatsing van M, positief gerekend naar be-
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M hangt, en s de sbanning in het deel, waaraan de aap hangt,
dan is:

Mg —S =Mz, mg—s=m(a—2), (S—S)R:*:fi‘..

Hieruit vindt men:

(M —m)g -+ ma
g
=R MR T
. (2mR: 4 I)g — maR®
DM (M + m)R: 4+ 1
oL (2 MR2 4+ 1)g — a(MR2 4 1)
57 (M + m)R2 + 1 ;

59.* Voor m =M en I =0 gaat de in 58 voor % gevonden
waarde over in £ = !4 a. Bijgevolg is a — & = %, zodat aap en
lichaam dezelfde versnelling hebben. Zonder berekening blijkt dit
aldus, Wegens I = 0 zijn de spanningen in beide delen van het
koord dezelfde, zodat aap en lichaam dezelfde versnelling krijgen.
 Of de versnelling van de aap constant of veranderlijk is, is onver-
schillig.

60.* Zij y de daling van het lichaam 2m + u (y negatief in
geval van stijging) en x de lengtevermeerdering van het deel van het
tweede koord waaraan het lichaam m hangt (x negatief in geval
van lengtevermindering). Zij S de spanning in beide delen van het
eerste koord, s, de spanning in het deel van het tweede koord, waar-
aan dz aap hangt, en s, de spanning in het andere deel van het
koord. Dan is:

2m+pug—S=(2m+uy mg—s,=m(x—ij),
WgiF sy 508 = p il mg —s, = m(a — & — §j),
; R2(52 —51) =
Hieruit vindt men:
2mg —s, —s, = 2(m 4+ )i, 2mg—s, —s,=m(a—2§),
' s, — s, = m(2 & — a),
L Fusm g g mRa.
J=a 2m+ w)' T 2mRE4i°
De versnellingen van het lichaam m en van de aap, positief ge-
.rekend naar beneden, zijn resp.:
2(m + p)R* —i
22m+ u)(2mR® + i) "

X — i = ma

i<
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2m(m 4 p)R® + (3 m 4 2 u)i
= 22m+w)2mR2 1)

61." De versnelling van het genoemde gemeenschappeh]ke
zwaartepunt is volgens het in 60 gevondene:

m(& —ij)+mla— % —i—pij__
2m+ p

ma * ma

W A e T
De gelijkheid van beide versnellingen volgt ook onmlddelh]k
daaruit, dat beide stelsels gelijke massa’'s hebben en daarop gelijke
uitwendige krachten (gewichten en spanningen S) werken;

a—x—ij =

Opmerking. Wordt ook het traagheidsmoment van de bewegende
katrol verwaarloosd (i = 0), dan zijn ook de versnellingen van het

lichaam m en van de aap gelijk, nl, a _J_’Ii:_i‘__ Ook zonder be-~

2(2m--pu)'e
rekening blijkt dit daaruit, dat nu s, = s, is. Wordt bovendien de
massa van de bewegende katrol verwaarlcosd (¢=0), dan worden de
versnellingen van de beide lichamen en van de aap dezelfde, nl. 14 a;
bevinden de twee lichamen en de aap zich aanvankelijk op dezelfde
hoogte, dan blijven ze dus onderling op dezelfde hoogte Ook dit is
zonder berekening in te zien

Kartrollen-vraagstukken met wrijving.

62. Zijn S en s de spanningen in de delen van het koord, waar-
aan de lichamen M resp, m hangen, dan is de (verticaal naar boven
gerichte) totale druk, die de tappan op de as uitoefent, gelijk aan
S + s + u g. Deze druk maakt met de straal van het raakpunt van
tappan en as een hoek §, die hoogstens gelijk is aan de wrijvings-
hoek ¢, In geval van evenwicht is S = Mg en s = mg. De momen-
tenstelling om het zwaartepunt Z van de katrol (d.w.z. om een as
door Z loodrecht op het vlak van de katrol) levert: '

SR—sR—(S+s+ug)rsinf =0,
dus (wegens S = Mg en s = mg):
M(R —rsin ) = m(R + rsin f) + u rsin B

Tot deze vergelijking geraakt men ook door de momentenstelling
“op het raakpunt van tappan en as toe te passen, Dit levert nl.:
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S(R—rsin ) —s(R + rsin §) —mgrsinfp=0.
Wegens f = « vindt men:

(M—m)R= (M +m - u)rsin f = (M + m -+ u)r sin g,

- dus:

m(R -+ rsina)4 prsina

R —rsina

&

Mg

63. De hoek g van 62 is nu gelijk aan de wrijvingshoek «. Het
raakpunt van tappan en as ligt aan dezelfde kant van het zwaarte-
punt Z van de katrol als het koord, waaraan hzt lichaam M hangt.
Met de notatie van 62 heeft men, als x de daling van het lichaam M
is (de momentenstelling op Z toepassend):

Mg —S =Mz, ' mg—s=—mg,
(S —5s)R2 — (S + s+ ug)Rr sin a = Iz
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Hieruit vindt men:
S8 (M —m)R— (M + m -+ u)rsina
=g I+ (M + m)R: — (M — m)Rrsina'
S—M I+ 2mR* 4 (2m 4 u)Rrsin «
ok g'l’—i—(Jr'M'--}-n";}R2 (M — m)Rrsing’
I+42MR: — (2M + u)Rrsin a
g I+ (M -+ m)R* — (M — m)Rrsina’
Naar behoren gaan de uitdrukkingen voor S en s in elkaar over

door M en m te verwisselen en a door — « te vervangen, De ver-
snelling & valt positief uit, als:

m (R -+ rsin a) + prsina

R —rsina

M>

is, dus als M groter is dan de grens, die we in 62 als bovengrens
voor geval van evenwicht gevonden hebben. Tevens is dan s > 0.

64." De totale druk in het raakpunt van tappan en as is vol-
gens 63:

_ KM+ m+ ) 4 MmR? 4 u(M + m)R?
S = T (M5 ) Mo m s

De wrijving is dus:

(M +m+ u) +4 MmR2 4+ u(M-[-m)R"

Wl T o E ) — (= R e &

De draaiingshoek van de katrol is%. dus de bij de wrijving be-

horende afgelegde weg r% . De door d2 wrijving verrichte arbeid

R

is dus:

_wrx__grx IM4mtu)+4MaR 4 y(M+m)R?
R R ' I+(M+mR —(M—m)Rrsina

sin a.

Hiertoe geraakt men ook uit de (negatieve) vermeerdering van
L + P. De door de wrijving verrichte arbeid is L + P, als men P
in de beginstand 0 noemt. Stellen we dz constante waarde van &
door a voor, dan volgt uit # = a, in verband met % = 0 voor x = 0,
dat 14 %2 — ax is. Men heeft dus:
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L+P=Y(M+m)x+11I- ——ng—}-mgx:
= fr } (MR +me*+ a +(m— M) Rig{=

__ grx x’(f“’x'-{-rift—l-;u)+‘H‘V1'r1'=R?—I-;u(M-l-m)R2
o I+(M+mR—(M—m)Rrsina

sin a.

65.* De hoek, die de straal van het raakpunt van as en ring met
de verticaal maakt, noemen we bij de vaste katrol # en bij de losse
katrol y, positief gerekend naar de kant van het koord, waaraan
het lichaam m hangt. De spanningen noemen we als in 56. In geval
van evenwicht gelct, daar s = myg is (de momentenstelling op de
raakpunten toepassend):

mg (R —rsin ) — s, (R + r sin §) — u grsin § = 0,
5,(R—rsin y) — s,(R + rsiny) 4 ugrsiny =0,
s, +s,— (M -+ u)g=0.
Uit de laatste twee vergelijkingen s, en s, oplossend, vindt men:
M(R +rsiny) +uR ) M(R—rsmy)—[—uR
=g 2R JE= SR
Dit voert tot:

M(R+rsznﬁ){R+r51ny)—f—;LR(R-F 3rsin ﬁ)
2R (R —rsin p)

Wegens 0= || =caen 0 = | y | = « is de voorwaarde voor
evenwicht:

M(R—rsing)? + uR(R—3rsina) _ e
2 R(R - r sin a) T LT
.z M(R+rsma-)2-|—pR(R+3rsma)
o 2R(R —rsina)

Opmerkingen. 1. Is de ondergrens voor m negatief, dan moet
men deze door 0 vervangen. Overigens komt het negatief worden
van de ondergrens practisch niet voor, daar allicht 3 r sin @ < R is,
waarbij nog komt, dat practisch u klein is ten opzichte van M.

2. De ondergrens voor mis < Y4(M -+ u), de bovengrens is
> Y5(M + u). Is er weinig wrijving (r sin « klein ten opzichte van
R), dan zijn beide grenzen weinig van 14(M - u) verschillend,
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3. Ligt m tussen beide grenzen, dan zijn § en y niet bepaald, Er
zijn dan oneindig veel waarden, die men aan § kan ‘toekennen, 1
waarna men sin y uit een lineaire vergelijking kan berekenen. Men
moet aan f een zodanige waarde toekennen, dat |sinf| =sin« is
en men voor sin y een waarde vindt, die aan | sin y | = sin « voldoet.
Zulk een stel waarden van f en 7 vindt men o.a. door y = § te
nemen, waarna men sin § heeft op te lossen uit de vierkantsverge-
lijking:

Mr¥sin®* 8 +(2M 43 u-2m)Rrsin 4+ (M 4- u — 2m)R2 = 0.

Ligt m tussen de gevonden grenzen, dan heeft de vierkantsver-
gelijking één tussen — sin a en sin « gelegen wortel sin . J

Een onbepaaldheid der wrijvingen doet zich in geval van even-
wicht (als het toestel niet op het punt is in beweging te komen)
steeds voor, als er in meer dan één punt wrijving optreedt. '

66." Gaat het lichaam m naar beneden (met een versnelilng 2 .
als x de stijging van de losse katrol is), dan is (met de notatie van
65) f§ = y = a. Noteren we de spanningen als in 65 dan is (nu de
momentenstelling op de zwaartepunten der katrollen toepassend):

mg—s=2mz, (M4 plg—s, —s,=— (M + u)z,
(s—s,)R*— (s+s,+ ug)Rrsina =21z
(s, — s,) R® — MgRr sin u = Ix.
Door s uit de eerste en s, uit de tweede en vierde wergelijking op
te lossen, uitgedrukt in #, vindt men:
s = mg — 2 m%,
(M + u)R*g 4+ MRrg sin a 4 (I + MR* 4 p R*)x
51 = 2R.: :
Door dit in de derde vergelijking te substitueren, vindt men:
2mR(R —rsin a)— M(R -+ rsin a)? — u R(R + 3 rsin a)
mR*(R —r sin a)+4(M + u)R*(R + rsin )+ I(5R 4 r sina)
Het geval, dat hzt lichaam m naar beneden gaat, doet zich alleen
voor als de voor & aangegeven uitdrukking positief is, dus als m

groter is dan de in 65 gevonden bovengrens van m in geval van
evenwicht.

x:Rg4

67.* Is x de verplaatsing van de losse katrol, positief gerekend
naar beneden, dan heeft men in de formules van 66 slechts overal
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x door — x en a door — « te vzrvangen. Het genoemde ‘geval doet
zich alleen voor, als m kleiner is dan de in 65 voor het geval van
evenwicht gevonden ondergrens van m.

68.* De arbeid door de tapwrijving op de vaste katrol ver-
richt is:

—(s+ s+ nu 9}2_1;_.:\:' sin a,

waarin s en s, in het geval, dat het lichaam m naar beneden gaat,
waarden hebben, die uit het in 66 gevondene zijn af te leiden. Voor
het geval, dat het lichaam m naar boven gaat, heeft men x en a door
— x resp. — a te vervangen (zie 67). De totale druk, die de losse
katrol en de bijbehorende ring op elkaar uitoefenen, is in het geval,
dat het lichaam m naar beneden gaat, gelijk aan M(g + %), zodat
de wrijving is M (g + #)sin a. De arbeid, die de tapwrijving op de
logse katrol verricht, te zamen met de arbeid, die de reactie dier

wrijving verricht op de ring, waaraan het lichaam M hangt, is gelijk
aan;

— M (g + i‘]%sina.

De som van alle wrijvingsarbeiden kan ook gevonden worden als

L + P, als in de beginstand P — 0 is.

Katrollen-vraagstukken met luchtweerstand.
69. Men heeft:
Mg — S — Kx? = Mz, s — mg — kx? = mz, S—s=1Yux
Eliminatie van S en s voert tot:
(M4 m+ Y5 u)z+ (K +k)a2 = (M —m)g.
Stelt men %2 = w, dan wordt dit:
(2M+2m+,u)% 44K K)o = 4(M —m)g.

In verband met w = 0 voor x = 0 volgt hieruit:

o M —m 4(K+ k) )

FR— 1-—3_2M+2"n74'-?"$.

K+k ¢
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70.* De arbeid verricht door de op het lichaam M werkende
luchtweerstand is:

I : i M— ﬂ A )L
-fKuzdu_—K Kie gj 1 —e ZM+t2m+tnu sdu,_
530 M—m 2M+4-2m+u ULt e )
__,—K——K_l_k g?x—g_‘_-_&(f(—}—k) (1 — ¢ IMtimty )s,

waarbij onder het integraalteken x door u vervangen is. De op het
lichaam m werkende luchtweerstand vindt men door K en k te ver-~
wisselen, |

Opmerking. De som van beide arbeiden van de luchtweerstand is:

g e PR (1 )

Deze totale weerstandsarbeid is ook te vinden als:
L+P=Y(M+m+)sp)¢— (M—m)gx =

g 4(K+Fk)

=Q2M+2m+u };A%R__—!_%g ! *—e_mﬂm’g*—(M-m)gx

71.* Met de notatie van 63 heeft men:
Mg —8S — K2* = M#, s—mg— kx*= mz,
(S—s)R— (S+s+ug)rsina= 1 uR 2z
Door eliminatie van S en s vindt men:
{(M~+4m4 Y4 u)R— (M — m)rsin apx +
4 {(k + K)R 4 (k — K)r sin ¢}2* =
=g{(M —m)R— (M 4+ m + p) rsin «}.
Hieruit vindt men:

; = (k+K)R+(k—K)raina
hei (M(rk —I—m}(})?R -E—ﬂ(lk+ "}(‘;”rf‘;;s;““; ity 4xuM+2m+'u)R_z{M—m}r:lnn%.

)

80

o T e S e ———— - . - - - DR o o ee——— “'—vv-—Jl




D. BEWEGING VAN EEN BOL OF EEN BLOK OVER
EEN HORIZONTAAL OF EEN HELLEND VLAK.

Ook bij de vraagstukken van deze afdeling ziet men direct, dat "~~~
alle bewegingen eenparig versneld zijn. ’ 3

*72. Zij ¢ de hoek, die de bol gedraaid is (in een zodanige zin,
dat de snelheid van het punt van de bol, dat ogenblikkelijk raak- X.
punt is, door de draaiing verkleind wordt). Dan is, als x de ver- ;
plaatsing van het zwaartepunt van de bol is en N de normal-a druk,
die het vlak op de bol uitoefent: Z

mz = —{N, N—mg =0, 2o m 2 ¢ = [Nr, >

dus % =— [g.t G =%/, [g. dus in verband metde beginvoorwaarde
(2 = vy, x =0, ¢p= 0 voor t = 0):

xX= vu_fgfr X = vqt_%fgts' r¢:ﬁ/z fﬂ'f ?‘F}%

De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is (positief in
de zin van v) is: L3
A 2—re=uv,—", fgt.

Als die snelheid 0 geworden is, gaat de bol zuiver rollend verder
met constante snelheid. Wijst de index 1 hzt begin van het zuiver
rollen aan, dan is:

= X —_— :
VD Tl P 19 fg

De arbeid, die de wrijving tot het ogenblik van zuiver rollen ver-

richt heeft, is:

t

- AR ./E" r‘i'n""f
' A=—fmg f (v, — 7, fgt)dt = ;
= — fmg(v, t, — 7/, [gt,?) = —[, mv,2
Men vindt die arbeid ook uit:
A=L —L, =" ,mi2—=1Y, mv? =—1, muv,

Na het intreden van zuiver rollen is de wrijving 0, zodat na die
tijd de wrijvingsarbeid 0 is.
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*73. Zij ¢ de hoekverdraaiing van de bol en x de verplaatsing
van Z, positief gerekend in een zin tegengesteld aan die der be-
ginsnelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is. Dan is:

mt =fN, N-—mg=0, %, mr ¢ = — [Nr,
dus in verband met de beginvoorwaarde ti =0, x=0 ¢g= o,
voor £ = 0):
x = [gt. x =15 [ge*, T@=ro,—°, fgt
De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is, positief ge-
rekend in de zin van de beginwaarde dier snelheid, is:
G —2=rw,— 7, fgt.
Voor het begin van zuiver rollen, geldt:
1‘—'2—{iuil .:n'c—1 @, x_Z—quz
Y= TTg o T 39 fg
De wrijvingsarbeid tot het begin van zuiver rollen is:
fi

A= fm-gf(r wy — 7/, fgt)dt =
0

= — fmg(r o, &, — [, fgt,?) = — 1. mr* w2,
De wrijvingsarbeid vindt men ook aldus:
A=L —L, =7 mx*-L s mrt @2 = — 1. me? @2
74. Zij x de verplaatsing van Z en ¢ de hoekverdraaiing van
de bol, positief gerekend in de zin van w,. De beginsnelheid van
het punt van de bol, dat ogenblikkelijk raakpunt is, is v, — T @,
positief gerekend in de zin van v. Is v, = rw,, dan gaat de bol on-

middellijk zuiver rollen met de constante snelheid v, van Z. Is
v, %= r w,, dan is:

T=Tfg Greg==]fg

waarbij de bovenste of de onderste tekens gelden, al naar gelang

vy > rwyof v, < rw, is. In verband met de beginvoorwaarde
heeft men:

X=v, T fgt. x=v,t T Y5 [gt2 r¢=row,=x 3, gt
De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is, positief
gerekend in de zin van v, is:

X—r@=v,—rw, F Y% [gt
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Voor het begin van zuiver rollen geldt:

£l = 2(vy—r @)

; g "

2
] i?j_fg (4 vy 4+ r wy) (v, —r @,).

2, =1Y:(3v,+ 2rw,),

De zuiver rollende beweging is eenparig in de zin van v,. De snel-
heid van Z bij het rollen is < v, of > v, al naar gelang
vy > rw,of vy < rayis.

75. We nemen de verplaatsing x van Z en de draaiing ¢ posi-
tief in de zin van v, resp. w,. Dan is:

*=v,~— [gt, x=v,t— 15 [fgt?, rp=rw, =2, fgt.
De snelheid van het punt van dz bol, dat ogenblikkelijk raak-
punt is, bedraagt:
X4 ¢ =v,+r o, —"°, fgt.
Voor het begin van zuiver rollen geldt:
5 2(v, + rw,)
A > lg ’

2
= VL7, (4 v, —rwy) (v, + ray).

2, =Y (3v,—2rw,),

Is rw, < 3/, v,, dan heeft Z bij het zuiver rollen een snelheid in
dezelfde zin als v,. Het punt Z beweegt zich dan steeds in dezelfde
zin, eerst vertraagd, daarna eenparig. Z komt dan niet in Z, terug.
Evenmin is er een tijdstip t,, waarop Z in Z, terug is, als

rw, = 3[, v, is; op het tijdstip ¢, = ;; komt de bol dan in het punt

’ :
Rl 2”‘}9 tot stilstand en blijft daarna in rust.

Is 3, v, < r wy, < 4 v, dan is ¥, < 0 en x, > 0. Dan wordt de
snelheid van Z gelijk aan 0 voor ¢ = ;;, waarna Z terugkeert.
Zuiver rollen treedt eerst op het latere tijdstip ¢, in. Het punt Z, .
is dan nog niet gepasseerd. Z komt in Z, nadat de bol gedurende ;
een tijd: '

Xy 24 oy —r o) (v, - rie,)
o 5f9(2rw,— 3 v,)
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zuiver gerold heeft. Het tijdstip ¢, (gerekend van het begin der be-
weging af), waarop Z in Z komt, is dus:

] gL 20 o) ) 2 Y @il 8] S
v & 5fg 5fg(2rw,—30,)
".‘- by 2(v, + r w,)?
‘ 5fg(2rew,—3v,)"
z Is r w, = 4 v, dan is Z juist in Z, teruggekomen op het tijdstip
B
R L= —}% , waarop het zuiver rollen begint.
rll' Isrw, > 4v, danisx, < 0en x; < 0. Op het tijdstip ¢,, waar-
3 op het zuiver rollen begint, is Z reeds in Z teruggeweest. Het tijd-
if stip, waarop Z in Z,, terug is, is dan ¢, = % 3
E 76.> Om eenvoudﬁge getallen te krijgen, hebben we niet ¢ en x
i &
() SR s
i
J
1
P A
0 — 048
l.
b
y
'l
T op de assen uitgezet, maar de dimensieloze grootheden ¢ — -{;gt
- i]
Y. resp. x’ =_f§'2_ x. De grafiek, die betrekking heeft op het begin der
A Y%
k) beweging, waarbij nog geen zuiver rollen is ingetreden, is een deel
i van de parabool x' = ¢ — 15 %, die voor alle waarden van
: 3
| 84
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r w, dezelfde is. Alleen is het deel van de parabool des te groter
(d.w.z. het zuiver rollen blijft des te langer uit), naarmate r w,
groter is. Het deel van de grafiek, dat betrekking heeft op zuiver
rollen, is een raaklijn aan de parabool (of liever het deel dier raak-
lijn, waar ¢ groter is dan in het raakpunt).

*77. Er zijn twee mogelijkheden: 1°, de bol gaat zuiver rollen,
2°. er heeft uitglijden naar beneden plaats, d.w.z. het punt van de
bol, dat ogenblikkelijk raakpunt is, krijgt een schuin naar beneden
gerichte snelheid.

We onderzoeken eerst het geval van zuiver rollen. De wrijving
W is dan in grootte onbekend (schuin naar boven gericht). Is x de
(schuin naar beneden gerichte) verplaatsing van Z, dan is de bol
een hoek -';E gedraaid. Men heeft:

mgsiny — W =m %, N —mgcosy =0, Wr2 = m g2

Hieruit volgt:
3

x:rz—i—gigfsiny. N = mg cos . W_m9r2+ 3 Sin 7.

2
Zuiver rollen heeft plaats, als ~ is, dus als f = 2 _[_ 5 tg 7 is,

N p—v
In het geval van zuiver rollen kan men ook van L + P =L, + P,

gebruik maken, dus van:

1 = 2
-;—mxz—l— -imgaéi--—mgxsinyzo.

Door te fluxioneren (en door ¥ te delen) vindt men:
A L sin
T 8

Daaruit, in verband met Wr2 = m o2 &, vindt men W enz.

In geval van zuiver rollen is de poolbaan de rechte, volgens welke
V het hellend vlak snijdt, en de;olkromme de cirkel, volgens
welke V' het boloppervlak snijdt.

In het geval van uitglijden naar beneden is W = [N. Is ¢ de
hoek, waarover dz bol gedraaid is (in de zin van naar beneden
rollen), dan is:

mg sin y — fN = m %, N —mgcosy =0, [Nt = m o2 ¢.
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Hieruit volgt:

%= g(sin y — fcos %), 0% ¢ = [rg cos y,
X = g(sin y — f cos »)t, 0 ¢ = [rgt cos y.

De snelheid van het punt van ‘de bol, dat ogenblikkelijk raakpunt
is (positief gerekend schuin naar beneden), is gelijk aan:

- r? 8 r? 4 o?
x—'rrp:g(siny—f—;;—g—cosy)t:g(tg}-—f ;;9 ) t cos y.

De onderstelling van uitglijden naar beneden is juist, als

£Xia 65
X—rqg>0is, dusalstgy > f A is, hetgeen ook te schrijven
. : ;
isals f < - e 3 tg 7. Men vindt dus dezelfde grens voor f als bij
B D ;

zuiver rollen, maar nu als bovengrens.

In geval van uitglijden ligt de pool P op de straal van het raak-
punt op een afstand p van Z (positief gerekend, als P aan dezelfde
kant van Z ligt als het raakpunt), die voldoet aan X—pe=0,
dus aan:
pfrgr;zcosy 50

=

g (siny — fcosy)t —

Hieruit volgt:
OOl LG
P (tg 7 — £).
De pooibaan is dus een rechte evenwijdig aan het hellend vlak

op een afstand ¢ (tg y — [) van Z, dus op een afstand:
fr 0? r2 + o2
Flor—r=59
_van het hellend vlak aan de onderkant. De poolkromme is een cirkel

2
met straal ;}_ (tg y — [), die concentrisch is met de cirkel, volgens
r

welke V' het boloppervlak snijdt. De hoeksnelheid waarmede de
poolkromme (die aan de bol vast zit) over de poolbaan rolt, is
natuurlijk dezelfde als de hoeksnelheid, waarmede de bol draait
(zonder te rollen).

Opmerkingen. 1. Men zou ook de onderstelling kunnen maken
van uitglijden (van het punt van de bol, dat raakpunt is) naar boven.
De wrijving [N is dan schuin naar beneden gericht, Is x de ver-
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plaatsing van Z (positief gerekend schuin naar beneden) en ¢ de
draaiing van de bol (positief gerekend in de zin van naar beneden
rollen), dan heeft men in de formules voor het geval van uitglijden
naar beneden slechts overal f door — [ te vervangen. De snelheid
van het punt van de bol, dat ogenblikkelijk raakpunt is (positief
gerekend schuin naar beneden), is dus:

(tgH—f

Deze snelheid is steeds posmef in strijd met de onderstelling
van uitglijden naar boven. Deze onderstelling is dus steeds onjuist,
zoals ook niet anders te verwachten was, Zijn nl. bol en hellend
vlak volkomen glad, dan gaat de bol niet draaien. Er heeft dan uit-
glijden naar beneden plaats. Dit uitglijden wordt, als de lichamen

ruw zijn, door de wrijving tegengewerkt en af geheel :vernietigd
(zuiver rollen), 6f verminderd. Het uitglijden wordt echter door de

wrijving niet in uitglijden naar de andere kant omgezet.

2, Is op een zeker tijdstip de snelheid van ht punt van de bol,
dat ogenblikkelijk raakpunt is, gelijk aan 0 dan blijft de toestand
van zuiver rollen bestaan, of deze maakt plaats voor uitglijden

)tcosy

02
S
naar beneden, al naar gelang f = +—.-.q tgyof f < G + — tg'y
is. Bij een homogene (o2 = ?/. r*) wordt de voorwaarde voor zuiver

rollen f = %/, tg y.

78.* De door de wrijving verrichte arbeid is:

¢ . : i
A=—fo(i—rtp) dt:—fmg"(siny—frz—j;icosy)cos.yj rdE—

2
=— -;—fmg2 (siny —f Ez—;TI;—Q--irzos}')l‘zms;r'.
Ook kan men A aldus vinden:
A=L 4 P=1; mx2+ ¢* ¢?) — mgx sin y =
2 .2
:—;‘ mg?t2 { (sin y — fcos y)* %;— cos? p} —
i _!2_ mg*t?(sin y — f cos y)sin y.

Opmerking. Doordat tg y > [ +9

is, valt A naar behoren

negatief uit.
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79. Zij x de verplaatsing van de bol, positief gerekend schuin
naar boven, en ¢ de draaiing van de bol, positief gerekend in de zin
van rollen naar boven: Dan is:

/ mg sin y + [N cos y = —mx, N — mg cos y = 0, [N =2/, mr ¢.
Hieruit volgt £ = — g(sin y 4 [ cos y), dus:
& = v, — g(sin y - [ cos )¢, r ¢ =%, fgt cos y.
De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is, posmef
gerekend schuin naar boven, is:
X—rg=uv,—g(siny 4 7, fcos y)t.
Hieruit volgt (voor het begin van zuiver rollen):

= 2!?0 stﬂ
' g(2siny +7 fcosy)’ T 2tgr+7f
Uit x, = 13 v, volgt f = 2/, tg 7, dus:
A 300 > 5 2. '_ 9902
~ 10 gsiny’ =Wk 6 gt S0 = 40gsiny”

Daar [ > 2/, tg y is, blijft de bol verder zuiver rollen (zie 77
Opm. 2). De (schuin naar beneden gerichte) versnelling van Z is
daarbij volgens 77 gelijk aan 9/, g sin y. Voor die rollende beweging
geldt dus:

X=X, —,g(t —¢)sin y = 5/, (v, — gt sin p),
Z bereikt dus zijn hoogste stand op het tijdstip £, = g—sl:;:}l”y'
Bij het rollen geldt:
x = 5;(v, t — 1, gt* sin y) 4 C.
De constante C wordt bepaald uit x = x, voor ¢ = t,, dus uit:

L GBI BT
» 40gsiny 7 10gsiny 200gsiny ¢
zodat C = —ﬂﬂ_ is, dus:
70 g sin y

5
= ﬁ(flvo gtzamy)-l.IOgsm;v

Hieruit vindt men voor het hoogste punt:
3 Uﬂz - 5 2 vus
70gsiny  5gsiny

5 :
X= H(Z vot, —g tisiny) +
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Het punt Z is in Z terug, als:

: 3 vy’

szf—gt251ﬂ?+ i-s—gm: g

is. Dit geeft voor Z in Z ;: .
5 2

fszg?%;}-(S""zV?)a X, = -?—(vo——gtaﬁiﬂ?): 1_/7”0'

Opmerking. Men kan %, ook vinden uit L, = L, 4 P,. Hierin is: :
Ly="7/,gmxs®, L, =T}y m2,? = Tso mvg?,
P, = mgx, sin y = ?/,, mv?.
Verder heeft men te Jetten op 2, < 0.

80.* Voor de arbeid vindt men:

A =—2/, mg sin y_lsl(x'—rqﬁ)dt:
0

f
= — ?/, mg sin -;:]j' (v, — 19/, gt sin y) =

e raes 3/3 mgt, sin ?(bn_ °/, gt, sin y) =
= — s moy(vy — U, v,) = — ;o Moy’
{ Uit A=L,— L, =7, ma&,2 — 15 mv;2 vindt men 2,2 = 4/, v,*.

81. Stellen we de verplaatsing van Z door x voor, positief ge-
rekend in de zin van v, en de draaiing van de bol door ¢, positief
gerekend in de zin van w,, dan is:

%= v, -+ g(sin y — Fcos y)¢t rGg=rw,— ", [gtcosy.

De snelheid van het punt van de bol, dat raakpunt is, positief
gerekend in de zin van v,, bedraagt:

X+ rg=uv,+rw,+ g(siny—7/, fcos y)t.

Is tg y = 7/, [. dan neemt & -} r ¢ toe of blijft gelijk. De snelheid
van het punt van de bol, dat raakpunt is, wordt dan dus niet 0. zo-
dat de opgestelde vergelijkingen steeds geldig blijven (als het hel-

lend vlak oneindig lang is). Het zwaartepunt Z van de bol gaat dan
eenparig versneld naar beneden en zuiver rollen treedt nooit in.

Is tg y < 7/, [, dan treedt zuiver rollen in op het tijdstip:
. 4y = 2("0 + ray) :
'™ g(7fcos y—2siny)’
de beweging van de bol blijft verder zuiver rollend. Op het tijdstip
t, is de snelheid van Z:

89
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2 =lBv—=2r0) +2rw,tgy _5fv,+2rw,(tgy—f)
R Tf—2tgy 7f—2tgy ¢
De waarde van x, kan negatief zijn. Dit geval doet zich voor, als:

5fv,
R T T 7
is. De eerste phase van de beweging (die waarbij nog geen zuiver
rollen is ingetreden en de opgestelde vergelijkingen dus geldig zijn)
bestaat dan in een vertraagd schuin naar beneden gaan van Z, ge-
volgd door een versneld naar boven gaan. De tweede phase van de
beweging is een vertraagd zuiver rollen schuin naar boven, gevolgd

door versneld zuiver rollen schuin naar beneden.

82.* Uit het omtrent de versnelling gegevene volgt:
glsin y — fcos y) = — g sin p,

dus f = 2 tg y. Voor het tijdstip, waarop zuiver rollen intreedt, geldt
dan: '

v, +row 1
¢! ot 2 T 2L, 1%
1 Gy, & i (5 v, .rcoo),
(vo + 7 @,) (11 0, — r @)

x, =t (v, — 113 gt, gin 7)= Tl D g

Na het intreden van zuiver rollen geldt: _
=2, 4+ g(t—t,)siny = Y (5 v,— r w,)+ 9, g(t——f])sin Y

Voor het (met de index 2 gemerkte) tijdstip, waarop x = 0 is,
geldt dus:

7(r wO e 5 uu)
- 30gsiny
= xl + (t:‘l. ‘——t]){x1 + ﬁj’]’i.g(tE s tl)sln y} :
=x, + Y5(t, — ), = (v + £ @,) (11 v, —r )

t:!._t] =

(r wy > 5v,),

72 g sin y :
(e w, —5 ve)? ot 4+ 10v,r 0, — 10 v,?
360 g siny =~ .+ 130 g sin y

Wegens r w, > 5 v, heeft men dus:
tw, =(54+ V15) 0,

*83. Is N de normale druk, die het hellend vlak op het blok uit-
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oefent. W de wrijving en ¢ de afstand van het aangrijpingspunt
A van N tot het middelpunt M van het grondvlak, positiel gerekend
als A lager ligt dan M, dan is in geval van evenwicht:

N—mgcosy =0, mgsiny—W =0, Ng — Wh =0,

dus ¢ = h tg 7. De voorwaarde voor evenwicht volgt uit W = [N,
q = a en luidt dus:

a
tgrsh MrsEg-

*84. In geval van evenwicht heffen het gewicht mg en de totale
druk T elkaar op en vallen dus langs dezelfde rechte. Daar in geval
van evenwicht T niet buiten het grondvlak aangrijpt en geen grotere
hoek met de normaal op het hellend vlak maakt dan de wrijvings-
hoek «, is de evenwichtsvoorwaarde (daar h tg y de afstand is van
M tot het snijpunt van de verticaal door Z met het hellend vlak)
htgy=a y=adustgy =tga=1F

*85. ‘Met de notatic van 83 is in geval van uitglijden zonder
kantelen (daar dan W = [N is en het bewegingsmoment om Z
nul is):

N —mgcosy=0, mgsiny—[N=mz, Nq—[Nh=0,
waarin x de verplaatsing van het blok is. Men heeft dus:
x=g(siny —fcosy), q=fh
Uit £ > 0, ¢ = a vindt men als voorwaarde voor het genoemde
geval:

T Y

*86. Daar het blok niet kantelt, gaat de totale druk T door het
zwaartepunt Z en heeft met het gewicht mg een resultante R, die
evenwijdig is aan het hellend vlak schuin naar beneden. Uit dit
laatste volgt a < y, dus f = tg a < tg y (daar T een hoek a met de
normaal op het hellend vlak maakt). De afstand g van het aan-
grijpingspunt van T tot het middelpunt M van het grondvlak is
h tg @, zodat uit ¢ = a volgt fh = htg o = a.

Opmerking. Uit de sinusregel volgt:
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R mg mg :
sin(y — a) sin(90° -+ a) cosa ' :

i dus R = mg(sin y — tg « cos y) = mg(sin y — [ cos 7). Dit voert
&, eveneens tot # = g(sin y — f cos »).

_"- . 87.* We nemen de positieve f-as naar rechts en de positieve
i u-as naar boven, Het veld van evenwicht wordt begrensd door de

"t_- N positieve f-as, het tussen de punten O(0, 0) en S(2 B h) gelegen

Mi deel van de rechte u = f en het rechts van S gelegen deel der rechte
R i %. De begrenzing behoort tot dit veld. Het veld van uitglijden
iial zonder kantelen wordt begrensd door de positieve u-as, het lijnstuk
AR _ .- OS en het boven S gelegen deel van de rechte f = T . De begren-

f zing, behalve het lijnstuk OS, behoort tot dit veld. L.igt het beeld-
& - punt in het overige deel van het eerste kwadrant van het beeldvlak
18 dan gaat de kubus kantelen, al of niet gecombineerd met uitglijden.

T 92
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E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK.

88.* De normale drukken, die het hellend vlak op de bollen M,
en M, uitoefent, noemen we N, resp. N, en de wrijvingen W,
resp, W, positief gerekend schuin naar boven, De normale drukken,
die de bollen op elkaar uitoefenen, noemen we N en de wrijvingen
W, positief gerekend, als de bol M, op de bol M, een schuin naar
beneden gerichte wrijving uitoefent. Men heeft dan in het geval
van evenwicht:

N, — W —m,gcos y =0, N,4+ W —m,gcosy=0,
N—W, + mgsiny=0, —N—-—W,+ mygsiny=0,
W r— We= 0. W,—W=0,

waarbij de momenten om de zwaartepunten genomen zijn. Men

,vindt:

W — Wl = W2 g %(m‘l ..}.. rlnz)g sin Vs

N =Y (m,—m,)g sin y,

N1 :9<m1 cos y + Y% (m, + m,)sin yh 5D, & "
N, = g{m, cos y — Y5(m, 4 m,)sin y}.

Uit N > 0 volgt m, > m,. Wegens cotg y > 1 is dan tevens
N, > N > 0. Voor evenwicht is dus nodig en voldoende:

] m, +m, = [(m, —m,).

Hierin ligt nl. m, > m, opgesloten.

89." Als de bol M, of de bol M, alleen op het hellend vlak ge-
plaatst wordt en zuiver gaat rollen, is de versnelling van het zwaar-
tepunt 3/, g sin y resp. %/, g sin y (zie 77). Daar M, dan een grotere
versnelling krijgt dan M, kan men verwachten, dat de bollen met
elkaar in aanraking blijven (tegen elkaar drukkend), als ze beide
op het hellend vlak geplaatst worden op de in 88 aangegeven wijze
en zuiver gaan rollen. Met de notatie van 88 is dan W = N. Men
heeft dus bij zuiver rollen, als x de verplaatsing van M, (tevens die
van M,) is:
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N,—N—mgcosy=0, N,+ N-—mygcosy=0,
N—W, +mgsiny=mzx, —N—W,+ mgsiny=m,zx
W, L N=38maz, W,—N =2 mz
Daaruit vindt men achtereenvolgens:
X = %; g sin y, N = 2,5 m,g sin y,
N, = g(m, cos y 4 2[,s m, sin y), N, = m,g(cos y — ?*|,; sin p),
W, =gy m) 4 *fy5 my)siny, W, =8[,; myg sin y,
zodat N, N,, W, en W, positief uitvallen. Uit N, > 0 volgt voor-
eerst tg y < 12,5. Verder is:
W 10m, +2m, Wil 8
N, 25m,cotgy 4+ 2m,’ N, 25cotgy —2°
Zowel W, = N, als W, = N, voert tot tg y = 2,5, waarin

tg ».< 12,5 ligt opgesloten. Zuiver rollen van beide bollen is dus
mogelijk, als tg y = 2,5 is.

Opmerking. De versnelling van M, is dezelfde als de versnel-
ling, die M, krijgt, als de bol M, alleen op het hellend vlak geplaatst
wordt en zuiver gaat rollen. Dit is een min of meer toevallige om-
standigheid.

90.* Zij x de verplaatsing van M, en M,, schuin naar beneden,
en ¢ de draaiing van de bol M,, positief gerekend als het raakpunt
daardoor een schuin naar boven gerichte snelheid krijgt. Het traag-
heidsmoment van ieder der bollen (om een as door het zwaartepunt)
is 2 mr®, Met de notatie van 88 is:

N, — W —3mgcosy =0, N,_.—i—W—Smgcosy:O,
N —[N, + 3 mg sin y = 3 mx, — N — [N, + 5 mg sin y = 5 mx,
[N, — W=2mr¢, INy,— W =—2mr ¢.
Hieruit volgt: :
N, + N, = 8 mg cos y, — (N, + N,) = 8 m(x — g sin y),
(N, +N,) =2 W, &= g(sin y — fcosy), W =4 fmg cos y,
N, = mg(3 + 4 f)cos y, N, =mg(5 —4 [)cos y,
N = 4 [2 mg cos y, r ¢ =[g(2 f— 14)cos y.

De snelheid van het punt van de bol M, of M,, dat ogenblikke-
lijk raakpunt met het hellend vlak is (positief gerekend schuin naar
beneden), bedraagt resp.:
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£—rd=(tgy—2 [ — Y5 Peos y,% + £ =(tg y + 2 2 — 3, [)cos 7.

Voor het intreden van het beschouwde geval is vooreerst nodig:
N, =0, |W|= [N

Dit voert tot 1 = .f = %/, Verder is nodig N, = 0, waaraan van

zelf voldaan is, en % -+ r ¢¢ > 0, waaraan wegens [ =1 voldaan is.

Tenslotte is nog nodig % — r ¢ > 0. De voorwaarde voor de be—
schouwde bewegingsvorm is dus:

I=s§F=7, t9?>2f“+/f

Opmerking. Is1 = f =5, tgy =2 f2 + Y4 [ dan is de be-
weging van de bol M, over het hellend vlak een zuiver rollende.

91.* We letten op het gemeenschappelijke zwaartepunt Z van
beide bollen. De daarheen overgebrachte uitwendige krachten zijn
de zwaartekracht (m, + m,)g verticaal naar beneden, de normale
druk N, + N, door het hellend vlak op de bollen uitgeoefend en
de schum naar boven gerichte wrijving f(N, + N,). Nu is
N,~+ N, = (m, + m,)g cos y. De drukken, die de bollen op elkaar
u1toefenen hebben wel invloed op N, en N,, maar ttiet op N, + N.,.

92.* Met de notatie van 90 heéft men.

N, — W —3mgcosy=0, N,+ W —5mgcos y =0,
N — W, + 3 mg sin y = 3 mz, ‘— N — [N, + 5mgsiny = 5 mx,
W, — W =2 max, IN, — W = — 2 mx.
Door eliminatie van N en W uit de laatste vijf vergelijkingen
vindt men:

IN, + W, + 8 mx = 8 mg sin », IN,— W, + 4mx =0,
(F+ 1)N, + 2 mx = 5 mg cos y. |
Hieruit volgt door eliminatie van W :
[N, + 6 mx = 4 mg sin y.

Door oplossing van &, N, enz. vindt men verder:

oo HG+ 1)23{:;;:35))‘.:0” N 15 cbszyfi‘;l?,ifxy.
Wizmgsfcosy;}-fif;—ﬂsmy W= 2.mg 5fc052;;1-32§jny’
N, = (16f+9)28?8_{_r3+‘13m?,N:mg 2(4f+ 52}£52infaii_—;)5_f.cow
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Vanzelf vallen W, W en N, positief uit. Uit N, =0en N > 0
volgt:

5F 15
2@F+5) <tgy= i
Aan deze ongelijkheden kan worden voldaan, daar het eerste lid"
kleiner is dan het laatste lid. De snelheid van het punt van de bol
M,, dat raakpunt met het hellend vlak is, positief gerekend naar
beneden, is gelijk aan 2 %; uit £ > 0 volgt in verband met het reeds
gevondene: |

5F 15
e e T t o
L TS
Verder is:

W, S5F+4(Ff+2)tgy W 4(5f4+2tgy)

N, 16f+9+4tgy ' N ~ 2(4[+5)tgy—5F}"
zodat uit W, = [N, en W = [N volgt:

st sy S YHE ), 4F+5E—1>0,

dus f = 1. Als voorwaarde voor het genoemde geval heeft men dus:

2(4?:55{—;;)_4)_‘5 tgy=YH4f+1),alsl1 =f=5is,

5HE+4) 15 ) _
i et LR e o o
R 15 T

W =9T= als f = 4 is.

93. De normale druk tussen hellend vlak en bol noemen we N,
die tussen hellend vlak en kubus N, en die tussen bol en kubus N
De wrijving, die het hellend vlak op de kuebicd uitoefent, noemen
we W, positief gerekend schuin naar boven. Men heeft dan:

Nl—-mlgcosyZO. mlgsin}ﬁ-l-Nl— W, =mx
.VV1 = 2[5 m,%,
N,—mygcosy =0, mygsiny—N—[N,=m.z

Hieruit vindt men:
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(m, 4 m,)sin y — [ m, cos y

F = Tm, +35m,
2siny—7fcosy
N =mm, ’
1M 7m, +5m,
N (m, + m,)sin y — F m, cos y
W= 2 7m, 4+ 5m, )

Voor het intreden van het genoemde geval is'nodig N = 0, dus
tg y =7/, [. Tevens is dan tg y > —-—fﬁg—, dus x > 0, W, > 0.
! m, +m,
Uit W, = 2 N, volgt:
m, +m,

De afstand g van het middelpunt van het grondvlak van de kubus
tot het aangrijpingspunt van N,, positiel gerekend schuin naar be-
neden, vindt men uit [N,r — N,q = 0, zodat ¢ = [r is. In verband
met g = r volgt hieruit f = 1. De voorwaarde voor het intreden van
de genoemde beweging is dus:

z 7m,+ (54 [)m,
L =Stgy = 1 2
LE=tgy = nt, -,

Wegens f = 1 is de ondergrens voor tg y kleiner dan de boven-

grens.

A=y

94.* Met de notatie van 93 heeft men (als ¢ de draaiings-
hoek van de bol is):l

N, —mg cos y = 0,
mgsiny4+N—2N, =mzx, 2N, =2, mr,
N,—mygcosy =0, mygsiny— N — [N, =m,x.
Hieruit volgt:

Py (m, 4+ m,)sin y — (2 m, + fm,)cos y'

m, +m,
5 (2 — feos i
N= m,m,g W, T = 5 g cos ¥y,
. (m,+m,)siny 4+ (7m, 4 5m, + fm,)cos y
X—rp = ni_-{-m S
. 1 2

In verband met het niet kantelen van de kubus vindt men hieruit
als voorwaarde voor de genoemde beweging:
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m ==,

95.* Is tg y = 7, dan gaat de bol, zo die alleen op het hellend
vlak geplaatst wordt, zuiver rollen met een versnelling 9/, g sin y
van het zwaartepunt, Is tg y = 1, tg y = [, dan blijft de kubus,
alleen op het hellend vlak geplaatst, in rust (zie 83, waar nu
a=h=ris); de bol laat dan de kubus los. Is f < tgy = 7, [ = 1,
dan gaat de kubus, alleen op het hellend vlak geplaatst, uitglijden,
zonder te kantelen, en wel met een versnelling g(sin y — f cos y)
(zie 85); de bol laat dan de kubus los, als tg » < 7/, [ is, zodat dan
F<tgy<7,[fis (dustg y < 7/, wegens [ = 1).

Is tg y > 7 dan krijgt het zwaartepunt van de bol, zo deze alleen
op het hellend vlak geplaatst wordt, een versnelling:

g(sin y — 2 cos y)
(geen zuiver rollen). Is tg » > f, [ = 1, dan is de kubus, alleen op
het hellend vlak geplaatst, niet in evenwicht en gaat uitglijden zon-
der te kantelen; de versnelling van de kubus is dan:

g(sin y — fcos y),

dus groter dan die van het zwaartepunt van de bol, zodat de bol de
kubus niet loslaat,

tg ¥ o= fgl

96.* Als in 87 nemen we de positieve f-as naar rechts en de
positieve u-as naar boven, Het veld 1 heeft betrekking op het in
rust blijven van de kubus; de bol rolt dan zuiver. Dit veld is be-
grensd door de positieve f-as, het tussen de punten O(0, 0) en
S(1, 1) gelegen deel van de rechte u — f en het rechts van S ge-
legen deel der rachte u = 1; de begrenzing behoort tot dit veld. Het
veld II wordt gevormd door de beeldpunten der gevallen, waarbij de
kubus naar beneden glijdt, zonder te kantelen, en de bol de kubus
loslaat, zuiver rollend. Dit veld wordt begrensd door het lijnstuk
OS, het tussen S en P(1, 7/,) gelegen deel der rechte f = 1 en het
lijnstuk OP; het lijnstuk SP, afgezien van de punten S en P, be-
hoort tot het veld II, de lijnstukken OS en OP niet, Het veld III
behoort bij glijden zonder kantelen van de kubus en zuiver rollen
van de bol zonder de kubus los te laten (zie 93). Dit veld is be-
grens door het deel van de positieve u-as tussen de punten O en
Q(0, 6), het lijnstuk OP, het deel van de rechte f=1 tussen de
punten P en R (1, '%/,) en het deel van de rechte u = 6 -+ 14f tus-
sen de punten Q en R; de begrenzing, van het punt O afgezien,
behoort tot dit veld. Het veld IV heeft betrekking op het geval
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dat de kubus gaat g.'iden zonder te kantelen en de bol (d.w.z. het
punt van de bol, dat ogenblikkelijk raakpunt is) gaat uitglijden en
de kubus niet loslaat (zie 94). Dit veld is begrensd door het boven
Q gelegen deel van de u-as, het boven R gelegen deel van de rechte
[ = 1 en het lijnstuk QR; dz begrenzing, behalve het lijnstuk QR,
behoort tot dit veld.

1
1] == tg Y
v
6.5 R 1  Kubus in rust, bol rolt zuiver.
f1Q
II. Kubus glijdt zonder te kantelen.
bol rolt zuiver en laat kubus los
Ill. Kubus glijdt zonder te kantelen,
bol rolt zuiver en laat kubus niet los.
IV Kubus glijdt zonder te kantelen,
M bol gliidt uit en laat kubus niet los.
3.5 P
Il
(| M AR S
] |
e {

Het overige deel van het eerste kwadrant van het beeldvlak be-
hoort bij kantelen van de kubus, al of niet gepaard met uitglijden
en al of niet gepaard met loslaten van de bol.

97.*  De normale drukken, die het hellend vlak op bol en kubus
uitoefent, noemen we N, resp. N, en de wrijvingen W, resp. W,,
positief gerekend schuin naar boven, De druk, die bol en kubus op
elkaar uitoefenen, noemen we N. In geval van evenwicht is dan
(als g de alstand van het middelpunt van het grondvlak van de
kubus tot het aangrijpingspunt van N, is, positief gerekend schuin
naar beneden):
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N,—mgcosy=0 W,+N—mgsiny=0 W;r=0,
N,—m,gcosy=0 W,—N—m,gsiny=0, N,g=W.r.
dus W, = 0, N = m,g sin y em:

sz(ml-i»-mg)gs'm}', =1t I+ i L [

De voorwaarde voor evenwicht (W, = fN2, q = r) is dus:

Het gegeven omtrent de wrijvingscoéfficiént tussen hellend vlak
en bol is overbodig.

98.* Dezelfde notatie als in 97. Nu is echter W, = [N,. Is x
de verplaatsing van de kubus, dan is (wegens N, = m,g cos p,
N, = m,g cos y):

mygsiny—N—W, =mzx W, =2,mgz,
m,g cos y + N — fm,g cos y = m,%, [N,r = N,q,
Hieruit vindt men:

(m, + my)sin y — [ m, cos y

W‘=2mlg 7!’?’1 +5m ’ q:[r‘
i (m, +mz)s;|n_?:~fm cos ¥
F =0y 7m1-+5m2 !
o 7 fcos y — 2sin y
N_m'ng_-"Y_m,—l—sz

In verband met £ > 0,N =0, W, = 4 fN,, q = r volgt hieruit:
2
‘+ ———ttgy. [==tgy f>'47m igmtw, [=1

Nodlg en voldoende voor de genoemde beweging is dus:

I<

m'.l + m2 l + 2
3t = t =
5 7wy gr=h< e AL =
Hierin ligt nl. [ = 2?/. tg y opgesloten.

99.* Nu is:

W, =Y [N, =Y [fm gcosy, W,= [N, =[m, gcosy,

dus als ¢ de hoek is, die de bol gedraaid is (positief in de zin van

naar beneden rollen):
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m!gsin-ya—f\a}—%fmlgcosy:ml.i, 1, fgcosy =2 rip
m,gsiny 4+ N —fm, g cos y = m, %, [r=q.
Hieruit volgt:

9 z(mj{ "'i'_ "1_2)Sin 7

f(m, + 2 m,)cos y

2(m, + m,)
r@ ="/, fgcosy, N = %
1 2
g . 4(m, 4 m,)sin y — (7 m, 4 9 m,)cos y
g T A(m, 4 my) ‘

Vanzelfis N > 0en ¢ > 0. Uit — r ¢ > 0 en g = r volgt als
voorwaarde nodig en voldoende voor de genoemde beweging:

1=f<4 _m+m,

Tm, 4 9m, o7

hieraan kan alleen worden voldaan, als tg y >

100.* Gaat de kubus, alleen op het hellend vlak, uitglijden zon-
der te kantelen, dan is zijn versnelling g(sin y — [ cos y). Gaat de
bol, zo die alleen op het hellend vlak geplaatst is, uitglijden, dan is
de versnelling van zijn zwaartepunt g(sin y — !4 f cos y), dus
groter. Gaat de bol, alleen op het hellend vlak, zuiver rollen, dan is
[ = 4. tg y en de versnelling van het zwaartepunt van de bol
. g sin y (zie 77). Die versnelling is eveneens groter dan
g(sin y — [ cos ) wegens f = 4/, tg y. Elkaar loslaten, zonder dat
de kubus kantelt, is dus niet mogelijk.

101.* We nemen de positieve f-as naar rechts en de positieve
u-as naar boven. Het veld, dat betrekking heeft op evenwicht, wordt
begrensd door de positieve f-as, het rechts van het punt S(1, 14)
gelegen deel der rechte u — 14 en het lijnstuk OS (waarin O de
oorsprong van het beeldvlak is). De begrenzing behoort tot dit veld.
Het veld, dat behoort bij uitglijden zonder kantelen van de kubus
en zuiver rollen van de bol (geen loslaten), wordt begrensd door
het lijnsegment SP van de rechte f = 1, waarin P het punt (1, 2)
is, en de lijnsegmenten OS en OP. De begrenzing, met uitzondering
van hzt lijnstuk OS, behoort tot dit veld. Het veld, dat betrekking
heeft op uitglijden zonder kantelen van de kubus en uitglijden van
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de bol (geen loslaten), wordt begrensd door de positieve u-as, het
boven P gelegen deel der rechte f = 1 en het lijnsegment OP. De
begrenzing, met uitzondering van het lijnstuk OP, behoort tot dit
veld,

Het overige deel van het eerste kwadrant van het beeldvlak be-
hoort bij kantelen van de kubus, al of niet gepaard met uitglijden.

102. Zijn x, en x, de schuin-benedenwaartse verplaatsingen
van de eerste resp. twzede plank, zij N, de normale druk tussen
hellend vlak en eerste plank en N, die tussen beide planken. Uit
x, < x, volgt:
m,gecosy—N, + N, =0 . mygcosy—N,=0,
mlgsm?’_f1N1‘_f2N3:m1_f1, sz'Sin?’+f2N2=m2 2

Hieruit volgt %, < g sin y, £, > g sin y, in strijd met x, < x,.

Zonder de wvergelijkingen op te schrijven, ziet men onmiddellijk
aan de beide schuin-bovenwaartse wrijvingen op de eerste plank en
de "schuin-benedenwaartse wrijving op de tweede plank, dat

X, < gsin y en %, > g sin y is, dus dat dz genoemde beweging
onmogelijk is.

103.* Daar N, = m, g cos y en N, = (m, 4 m,)g cos y is,
heelt men nu: .

v mlgsiny_fl(ml+mz)gcosy+f2mﬂgcosy:m1£p

o m,gsiny — f,m, gcosy =m, X,

Hieruit volgt:

xlzgitgy_f1m1_+ﬂ2_ +f2 _’Eg'§ cos y
x _xl_“ (fJ’_'f) ]+ cos .

1
Wegens 0 < x, < x, is de voorwaarde voor genoemde beweging:

m; + m, e U
2

m, m,

fl >f2' tg?>f1

104.* De voorwaarde voor evenwicht is f, = tg 7, f, = tg 7.
De voorwaarde voor in rust blijven van de onderste plank en
uitglijden van de bovenste plank is:
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=i
nil_ﬂi_f m,
! :
m: ml

f2<t9?§f1

De voorwaarde daarvoor, dat beide planken uitglijden zonder
over elkaar tz glijden, luidt f, < tgy, [, = f..

105.* We nemen de positieve [ -as naar rechts en de positieve
f>-as naar boven. Het veld van evenwicht wordt begrensd door het
rechts van het punt S(tg y, tg ) gelegen deel van dz rechte
f» = tg 7 en het boven S gelegen deel van de rechte f, = tg y. De
begrenzing behoort tot dit veld, Het veld van in rust blijven van de
onderstz en uitglijden van de bovenste plank wordt begrensd door
het rechts van het punt Q(14 tg 7, 0) gelegen deel van de f,-as, het
rechts van S gelegen deel van de rechte f, = tg y en het lijnstuk
QS. De begrenzing, met uitzondering van het deel der rechte
[, = tg . behoort tot dit veld. Het veld van uitglijden van beide
planken als één vast lichaam wordt begrensd door de positieve f,-as,
het boven S gelegen deel der rechte f, = tg y en het lijnstuk OS,
waarin O d2 oorsprong van het beeldvlak is. De begrenzing, met
uitzondering van het deel der rechte f, = tg y, behoort tot dit veld.
Het veld van uitglijden van beide planken, ook over elkaar, wordt
begrensd door de lijnstukken OS, QS en OQ. Alleen het deel OQ
der begrenzing behoort tot dit veld. De vier vzlden vullen te zamen
het eerste kwadrant van het beeldvlak.

106.* De bewegingstoestand verandert niet, als men twee of
meer opvolgende planken, die niet over elkaar schuiven, als één
plank beschouwt, dus aan elkaar bevestigd denkt. Men krijgt dan
n planken (n = N), waarvan er geen twee opvolgende ten opzichte
van elkaar in rust zijn. We nummeren die n planken van onderen
naar boven (zodat plank 1 over het hellend vlak glijdt en plank 0
het hellend vlak zelf is). Onderstel, dat er een plank is, die ten op-
zichte van de daaronder liggende plank schuin naar boven gaat. We
bewijzen nu, dat dit niet kan. .

We nemen eerst het geval, dat ieder der n planken schuin naar
boven gaat ten opzichte van de daaronder liggende plank (die het
hellend vlak is voor de plank 1). De plank n gaat dan schuin naar
boven (en wel sneller dan de overige planken), in strijd daarmede,
dat op die plank het schuin naar beneden gerichte gewicht en de
schuin naar beneden gerichte wrijving (daarop uitgeoefend door

103




?]-'_;E_'_T__-".'-: TN

E. MEER LICHAMEN OP EEN HELLEND VLAK. OPL.

de plank n — 1) werkt. Ook kan men zich daarop beroepen, dat in
het genoemde geval L -+ P zou toenemen.

‘Gaat niet ieder der n planken schuin naar boven ten opzichte
van de daaronder liggende plank, dan is er een plank j(j = n —1),
die zowel ten opzichte van de plank j — 1 als ten opzichte van de
plank j 4 1 schuin naar boven gaat. De plank j ondervindt twee
schuin naar beneden gerichte wrijvingen en gaat dus schuin naar
beneden ten opzichte van het hellend vlak, en wel met een ver-
snelling, die = g sin y is (= g sin y, als de beide wrijvingscoéffi-
ciénten 0 zijn). In het beschouwde geval is er een plank A(h < j),
die ten opzichte van de planken h 4 1 en j (hetgeen voor h = j— 1
een en dezelfde plank is) schuin naar beneden gaat, evenals ten
opzichte van de plank A — 1. Op de plank A werken twee schuin
naar boven gerichte wrijvingen. Dit is in strijd daarmede, dat de
plank naar beneden gaat sneller dan de plank j, dus met een ver-
snelling, die > g sin y is,

107.* Bij ieder der N planken zijn er volgens 106 twee moge-
lijkheden ten aanzien van de beweging ten opzichte van de daar-
onder liggende plank, nl. rust of uitglijden naar beneden.

*108. Blijft de plank in rust, dan gaat (volgens 77) de bol
zuiver rollen, als f, = 2/, tg y is. De schuin bovenwaarts op de bol

uitgeoefende wrijving is W, = */, m, g sin y. De plank blijft in

rust, als:

m, gsiny— W, + 2. m,gsiny=0
is. De schuin naar boven gerichte wrijving, die het hellend vlak op
de plank uitoefent, is dus W, =1/, (7 m, + 2 m,)g sin y. Dit voert
tot de voorwaarde:
7m, + 2m,
7(m, + m,)
Ook kan de plank in rust blijven, terwijl de bol uitglijdt. Dan is:

A= tg o Iy = ¥ tg'y.
fo<2tgy, m gsiny— W, + [, m, gcosy =0,

Dit voert tot de voorwaarde:

Flk il i g s (TR

R _mt+m2

*109. In het genoemde geval is (met doorzichtige notatie):
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m, gsiny—f (m; 4+ m))gcosy + W, =m, 2, &
mygsiny —W,=m, %, W,=2 m,r¢

Wegens het zuiver rollen is de snelheid van het punt van de bol, -
dat raakpunt is, gelijk aan x,, zodat men heeft:

Ay, — TP = 2y, rg==x,—32x,.
Dit voert tot:

(?m + 2 m,)siny — 7 f (m, +m3_)cosy

in 7m, + 2m, ‘ N
PR (7m, 4+ 2 m,)sin y — 2 f, (m, + m,)cos y )
2 7my + 2m, . .
= m, + m 2
WE_ZfIngM—_i_zrn—;COS}’ :
De voorwaarde is dus: g
7m;+ 2 m, m, + m, :

h< 7(m, + m,) g7 fz'_szY m, —|—2m2

110. Men heeft nu:
m, gsiny—F (m, 4 m,)gcosy -+ [, m,gcosy =m, 2,
gsiny —f,gcosy==x, [,gcosy=2rd¢
Het uitglijden van de bol vordert %, — %, — r ¢ > 0. Nu is:
my (%, — 2, —r @)=Y g{2 [, (m, + m,)—[,(Tm, +2m,) bcos 7.
Hieruit vindt men voor de gevraagde voorwaarde:

m, + m,

m, +m, %05 m2
2 m, 4+ 2m,

m, ’ fﬂ<2f17

111.* We nemen de posmteve [,-as naar rechts en de positieve
I.-as naar boven. Het veld van rust van de plank en rollen van de
bol wordt begrensd door het rechts van S(%/,, tg y, 2/, tg ) gelegen
deel van de rechte [, = 2/. tg » en het boven S gelegen deel van de
rechte f, = 9/,, tg y. Het veld van rust van de plank en uitglijden
van de bol wordt begrensd door het rechts van S gelegen deel der
rechte [, = 2/. tg 7, het rechts van Q(14 tg 7, 0) gelegen deel van
de },-as en het lijnstuk QS. Het veld van uitglijden van de plank
en rollen van de bol wordt begrensd door dz positieve f,-as, het
boven S gelegen deel der rechte f, = 9/,, tg y en het lijnstuk OS,
waarin O de oorsprong is. Het veld van uitglijden van de plank en

tg}'>f1
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uitglijden van de bol wordt begrensd door de lijnstukken OQ, OS

en QS. De vier velden vullen te zamen het eerste kwadrant van
het beeldvlak,

112. De normale drukken op de bollen noemen we N, en N,,
de wrijvingen W, en W, bij de bollen m, en m, positief gerekend
schuin naar boven resp. beneden. Uit.de momentenstellingen volgt
‘voor het geval van evenwicht W, = W, = 0 en verder, als S dz
spannmg in het koord is:

m,gsiny, =S, m,gsiny, =S5.
De evenwichtsvoorwaarde is dus m, sin y, = m, sin y,.

113. Is x de verplaatsing van de zwaartepunten der bollen, dan
is (met de notatie van 112):

m gsiny, —W, —S=m, z W i=2[ m, &
mygsiny, + W,—S=—m, & W,=2?m,z
Hieruit volgt:

in », — i sin sin y,,
e ok S Yy e Y) g g D SRS

7(m +m) ; g m, + m,

2(m, sin y, — m,, sin y,)

‘“"“"MM{’ e Ty Emgl e

2(m, sin y, — m, sin y,)

‘asw‘&;/ W,=m,g gl BT )

\11/’\1“0\ \ De gevraagde voorwaarde is dus m, sin y, > m, sin y, en:

2(m, sin y, — m, sin 7,)
7(m, + m,)cos y,

i 2(m, sin y, — m, sin p,)
1 —

i =
7(m, + m, )-::czas-y1 A TS

114. Men heeft nu, als ¢, en ¢, de draaiingen der bollen zijn
positief gerekend als daardoor het punt van de bol, dat raakpunt is,
schuin naar boven resp. beneden gaat:

m, gsiny, —f, m gecosy, —S =m, %, [ gecosy=2/r ¢,
m, gsiny, + [, m,gcosy, —S=—m % [,gcosy=2[r, ¢,
‘Hieruit volgt:

m, sin p, — m, sin y, — [, m, cos y, — [, m.. cos 7,

o "
m, 4+ m,
£ . 2m siny, —2m,siny, — [(7m, 4 5m,)cos y, —2f, m,cosy,
T A 2(m, + m,)
106
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. _ 72m siny, —2m,siny,—2f m cosy, —[,(5m+7 m,)cos y,
X—r,p, =g T =5 2(m, + m,) &
Wegens S = m,(g sin y, + [, g cos y, + %) is, als & > 0 is, ook
S > 0, terwijl £ > 0 weer opgesloten ligt in ¥ —r ¢ > 0,

& —r, ¢, > 0. De voorwaarde voor de beschouwde beweging is dus
(behalve m, sin y, > m, sin p,):

[(7my +5m,)cosy, 42 [, m,cosp, < 2(m, sin y, — m, sin y,),
2f, m cosy, + F,(5m, + 7 my)cos yp, < 2(m, sin y; — m, sin y,).

115.* Nuis:
m,gsiny, —f, m gecosy, —S=m % [,gcosy =3, ¢,
mygsiny, + W, —8§ = —m, %, W, =3, m, &
Hieruit volgt:
=i m, sin y, —m, sin y, — f, m, cos 7,
d 5m, 4+ 7m, 3
R m, sin y, — m, sin y, — f, m, cos y,
We=2mg 5m,+ 7m, 5
’ A 2(m, sin y, — m, sin y,) — 7 f,(m, 4+ m, )cosy,
e b= g 2(5m, + 7m,)

De voorwaarde is (behalve m, sin y, > m, sin y,):

2(m, sin y, — m; sin y,)

_ f. = 2(m, sin y, — m, sin y, — f, m, cos y,)
7(m, + m,)cos y, g

= (5m, + 7 mg)cos y, '

116.* Behalve m, sin y, > m, sin y, luidt de voorwaarde:

h<

j 2(m, sin y, — m, sin V)

fie 2(m, sin y, — m, sin y, — f, m, cos y,) -
7(m, + m, )cow, !

e (7m, + 5 m,)cos p,

117.* Men neme de positieve f -as naar rechts en de positieve
[,-as naar boven, Het veld van zuiver rollen van beide bollen wordt
begrensd door het rechts van S(%/,,, /,s) gelegen deel van de
rechte f, = 1/, en het boven S gelegen deel van de rechte }, = 1/,..
Het veld van uitglijden van beide bollen wordt begrensd door de lijn-
stukkenr OP, PS, SQ en QO, waarin O(0, 0), P(1/,,, 0}, Q(0, 1/,,)
is. Het veld van uitglijden van de bol m, en zuiver rollen van de bol
m.,, wordt begrensd door het boven Q gelegen deel van de [,-as, het
boven S gelegen deel van de rechte [, = 1/,, en het lijnstuk QS.
Het veld van zuiver rollen van de bol m, en uitglijiden van de bol
m, wordt begrensd door het rechts van P gelegen deel van de [,-as,
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het rechts van S gelegen deel van de rechte f, = 1/,, en het lijnstuk
PS. De vier velden vullen te zamen het eerste kwadrant van het
beeldvlak, ‘

118. Blijft de wig in rust, dan is de voorwaarde voor zuiver rollen

‘[ = ?/; tg y, terwijl dan de normale druk N en de wrijving W (posi-

tief gerekend schuin naar boven), die de wig op de bol uitoefent,
zijn (zie 77):

N =mgcosy, W =2/, mgsin y.

Zij N, de normale druk en W, de wrijving (positief van C naar
B), die het horizontale vlak op de wig uitoefent. Is x de weg, die
het zwaartepunt van de bol heeft afgelegd, en q de afstand van
het aangrijpingspunt van N, tot CJ (positief gerekend, als dit aan
de kant van BH ligt), dan zijn de evenwichtsvergelijkingen voor de
wig (als de momenten om CJ genomen worden):

N, —Mg—N cos y — Wsiny =0,
W, —Nsiny + Weosyp =0,
sin® y

SRSV )
cos y

N,q—1), Mga— Wasin y + N (a

Hieruit volgt:

=g(M + m cos® y + 2/ msin? y) =
=1.9(7TM + 2 m + 5 m cos? y),
W, = mg(1 — 2/.) sin y cos y = 5/, mg sin y cos 7.
YATM 4+ 2m -+ 5mcos? y)g =
=1/, Ma + 2/, ma sin® y ~— m(asin® y — x cos y) =
= a(Yf, M — 3, msin® ) 4+ m x cos p,
_ a(7TM —15msin® y) 4 21 m x cos y

C 3(TM+2m +5m cos:y)‘-___'
a(2M +3m) —3mxcosy

A e T T Bt ) )

De voorwaarde voor het intreden van de beschouwde beweging is
W, =[N en0=qg=a Daar0 = xcosy < ais, isaanqg=a
voldaan, zodat de gevraagde voorwaarde luidt:

5 m sin y cos y
= o S SN k) M=15 2
f /tg?- f1_7M|2m—{—5mcossy /msln'y
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119.* Men vindt nu (met de notatie van 118):
N, = g(M + mcos® y + [ m cos y sin y),
W, = mg(sin y — f cos y)cos p,

a(M -+ 3 fm cos y sin y — 3 m sin? y) ++ 3 mx cos y
3(M -+ m cos? y - [m cos y sin y) ‘
De gevraagde voorwaarde is:

g m(sin y — [ cos y)cos y
" }

f<’htar f‘SM—[—mcos?y—]-fmcos;:siny'
M = 3 m(sin y — [ cos y)sin p.

120*. De wig gaat uitglijden. Zij x, de verplaatsing van de
wig en x, de verplaatsing van het zwaartepunt van de bol ten op-
zichte van de wig. We nemen een rechthoekig assenkruis aan met
het midden van CJ als oorsprong, de positieve x-as door het mid-
den van BH en de positieve z-as verticaal naar boven. De coordi-
naten van het zwaartepunt Z van de bol zijn dan:

x=—x,+x,co8yfrsiny, z=atgy—x,siny-{rcosy.

Uit de beweging van Z horizontaal en verticaal volgt met de
notatie van 118:

m(— &, + %, cos ) = N sin y — W cos 7,
—m %, sin y = — mg + N cos y + W sin y.

Door deze vergelijkingen met sin y resp. cos y te vermenigvul-
digen en op te tellen en hetzelfde te doen na vermenigvuldiging
met — cos y resp. sin p, vindt men:

N = m(g cos y — %, sin y),
W =m(gsiny 4 %, cos y — %,).

Deze vergelijkingen krijgt men ook onmiddellijk door op te mer-
ken, dat %, sin y de versnellingscomponent van Z loodrecht op het
hellend vlak is en £, — %, cos y de versnellingscomponent langs het

hellend vlak, beide keren positief schuin naar beneden, Verder heeft
men:

W=23,mz, Nsiny— Wcosy=M %,

Men vindt hieruit:
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(M 4 m)sin y 30947 5mgsin;}cosy

x2:597M—!—2m+5m3in3y AR TM+42m -+ 5msin?y’
2 (7M + 2 m)cos y W = 2 mg (M 4 m)sin y

97M+2m+5msmvy' 7M+|2m+5msinh'—’_y°

De normale druk N,, die het horizontale vlak op de wig uit-
oelent, is:
(M + m)(7M + 2 m)

N,=Mg+ Ncosy+ Wsiny=g TM+2m+5msiny °

Sneller vindt men dit resultaat uit de beweging van het gemeen-
schappelijke zwaartepunt van wig en bol in verticalz richting. Daar-
uit volgt nl.:

N, — (M + m)g = mz = — mx, sin y.
Verder vindt men uit de momentenstelling om het zwaartepunt
van de wig (aannemend, dat deze niet kantelt):

Nl(q_]jga)"_llg. Wasiny—}-N(a l+Sll}i —xz) :0

3 cos y
De afstand van Z tot de loodlijn op het hellend vlak in het mid-
den van AG (het aangrijpingspunt van N, in de beginstand) is nl.
het gemiddelde van de afstanden van de middens van AG, BH en

CJ tot die loodlijn, dus:
a asin‘-’;;)_ l—I—smy

1
'§(O+ cosy-l_cosy_ 3 cos y
De gevonden vergelijking in g levert:
(M A-m)(7TM +42m)(3q—a) =
= 2am(M + m)sin® y — m(7 M + 2 m){a(l + sin? y)— 3 x, cos y} =
=-—am(7TM + 5M sin®? y 4+ 2 m)+4 3 m(7M + 2 m)x, cos y,
3(M+4m)(7TM 4+ 2m)q =
=aM(7TM + 2m — 5 msin® y)++ 3m(7 M + 2 m)x, cos y.
Daar x, cos y < a is, heeft men:
7 M2 4 23 Mm 4 6 m?

U<2 370+ OMm + 2 m?) <2
In verband met W = [N en q = 0 vindt men voor de gevraagde
voorwaarde:
=2 M+m—tgy M =?/. m(5 sin® y — 2).
7TM+2m 3 Foal
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121.* Dezelfde notatie als in 120. Zij ¢ de hoek, die de bol ge-
draaid is, positief in de zin van naar beneden rollen (dus in de zin
der draaiing van CA naar CB). Uit de versnellingscomponenten
%, sin y en £, — X, cos y loodrecht op resp. langs het hellend vlak
vindt men:

mg cos y — N = m %, sin p,mg sin y

[N =m(x, — %, cos y),
IN =2, mr¢ Nsiny—fNcosy=M z,.
Door oplossing volgt hieruit:
m(sin y — [ cos y)cos y
M + m(sin y — [ cos y)sin y '

(M + m) (sin y — [ cos y)
N M + m(sin y — [ cos y)sin y '

.ﬁ‘

N — Mmg cos y
~ M + m(sin y — f cos y)sin p’
rq: /2 fMg Cosy

M - m(sin y — f cos y)siny °

De normale druk N,, die het horizontale vlak op de wig uit-
oefent, is: '

At A e R B e ey sy o e

hetgeen ook te vinden is uit de beweging van het gemeenschappe-
lijke zwaartepunt. Men vindt verder:
(M + m)sin y — (7}, M + m)f cos y

M 4 m(sin y — [ cos y)sin y

X, —rg=g
: ekl sin®
N1(q—1jaa)— llﬁfNa Slny“i'N\ﬂ % ——xz): 0,

a{M — m(sin y — [ cos y)sin y} 4+ 3 mx, cos 3
3(M + m)

Vooreerst voert N > 0 tot de voorwaarde:

f< M—{—msini’y

m cos y sin y °
Daarna voert £, — r ¢¢ > 0 tot de scherpere voorwaarde:

M 4+ m

=
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Verder voert g BOtotMZm(sm y — [ cos y)s!ny Dit is
met de vorige ongdl]kheden samen te vatten tot:

msin? y — M M4 m "
-;z-&—o.;-:;—m—?- =<2 W%-Z_m' tg 7.
Er zijn alleen dan waarden van [, die hieraan voldoen, als:
M > 1, m(5 sin® y — 2)
is. Wegens x, cos y < aen | < tg y is aan ¢ = a van zelf voldaan,




F. BEWEGINGEN, DIE NIET
EENPARIG VERSNELD ZIJN.

*122. Op grond van symmetrie besluit men, dat de staaf in het
verticale vlak door de beginstand blijft. Het zwaartepunt Z van de
staaf blijft op dezelfde verticale rechte (wegens het ontbreken van
horizontale uitwendige krachten). We onderstellen, dat de staaf het
horizontale vlak niet loslaat. Is ¢ de hoek, die de staaf met het hori-
zontale vlak maakt, dan is de hoogte van Z boven dit vlak
z = I sin @. Uit Z = [ ¢ cos ¢ volgt:

L =1, mi2¢2(1 + 3 cos2 ¢) =g m*¢*(4 — 3 sin® @),
Uit L + P = L, + P, volgt:
1 ¢*(4 — 3 sin® @)= 6 g(sin @ — sin ).

Door te fluxioneren en door ¢ te delen, vindt men voor wille-

LR &

merken):
Lo, =— 151/6 gl sin a.
Neemt men de projectie van Z op het horizontale vlak als oor-
sprong, de positieve z-as verticaal naar boven en de positieve x-as

door de projectie van B, op het horizontale vlak, dan zijn de codr-
dinaten van B:

113
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keurige beginvoorwaarde: /
z¢.(4_3sinzm)_31¢25inqocos¢:—3gcosqx "
Voor de druk door het horizontale vlak in A op de staaf uitge-~
oefend vindt men:
W AR S R o
N=m(g+:)=m(g+lpcosg—lg*sinp)=m T o P
2 4+3sin*p—6sinasing 4 — 3 sin? a + 3(sin ¢ — sin @)?
e (4 — 3sinZ g)? =i (4 — 3sin? )2 ‘
Bijgevolg is steeds N > 0, zodat de staaf inderdaad het horizon- E,
tale vlak niet loslaat. Is ¢ = 0, dan is (als we die stand met 1 _H
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xpg =lcos g, zg = 2I[singp.
Hieruit volgt voor ¢ = 0:
o e = D Lot =21g, :-\/63151‘:1;.

Voor het tijdstip t,, waarop ¢ = 0 is, vindt men;

;_]/ff [#—3sing -
G 690 ]sina—-sinqu‘p'

123, Men heeft nu:
(0% + 2 cos? @) g2 = 2 gl(sin a — sin @),

N s = tedsingp 292‘5'!2(1+Sil'l2q>—23inasin¢p)'
' 92 + 2 cos? g (02 + 12 cos? ¢)2
zodat ook nu N > 0 is.

e WA

Opmerking. De eerste uitdrukking voor N geldt bij willekeurige
beginvoorwaarde. Men heeft alleen N = 0 voor ! ¢2 sin ¢ = g; de
waarde van g is hierbij onverschillig,

124. De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is 14 v, verticaal
naar boven; Z blijft in de verticaal door Z,. Met de notatie van 122
heeft men [ g5, = 15 v, en (volgens L 4 P — L, + P,):
R v,2 — .6 glsin ¢ g—I1¢g*sin g
g o _ " —
L 4—3sin2¢p '’ e 4 —3sin? ¢

_ . gl(4 4+ 3 sin2 g)— v 3 sin

e [(4 — 3 sin? )2 '

We stellen:
Csing =35, gi(4 -+ 335) —oF=r(s) (0 =s=1):

2

Is vy® < 6 gl, dan wordt de stand, waarbij s = —é—)‘;ﬂ is, met een

snelheid 0 bereikt; f(s) ncemt af van 4 gl tot de positieve waarde
491—-121‘5?, als s toencemt van 0 tot !;"—;! Bijgevolg blijft N > 0,
zodat de staaf het horizontale vlak niet loslaat (zoals ook volgt
uit 122),

Is v,* = 6 gl dan neemt f(s) af van 4gl tot 7gl — v?, als s
toeneemt van 0 tot 1. Is 6 gl < vy* = 7 gl, dan is dus steeds N = 0,
zodat de staaf het horizontale vlak niet loslaat. De staaf bereikt de
verticale stand met een hoeksnelheid .. die voldoet aan:
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g2=v2>—6gl
de snelheid v,, die B dan heeft, is horizontaal en voldoet aan
v,2=1v2—6gl
Is v,2 > 7 gl, dan laat de staaf het horizontale vlak los in een
stand, waarbij ¢ voldoet aan:
L o — B gD
s=sing = 64l ;

Opmerkingen. 1. Isv? = 6 gl, dan is:
A 1 —sing f 4 — 3 sin*u
= Y% l/ 4 —3sin® @ V 1 — sin u ik

De stand, waarbij ¢ = 90° is, wordt na oneindig lange tijd be-
reikt (dus niet bereikt, maar asymptotisch genaderd).

2. Geeft men aan A bovendien een horizontale beginsnelheid
langs A B,, dan behoudt het zwaartepunt Z zijn horizontale snel-
heidscomponent. Verder geeft dit geen verandering.

- 125.* Volgens 124 heeft loslaten plaats, als v,* > 7 gl is, en
wel voor de daar aangegeven waarde van sin ¢. De hoeksnelheid
¢,, die de staaf dan heeft, voldoet aan:

2g2 = 1y (v2 + \/v,* — 48 g2I2).

Op het tijdstip van loslaten heeft Z een verticaal naar boven ge-
richte snelheid. Z voert daarna een eenparig versnelde beweging
uit met een verticaal naar beneden gerichte versnelling g (zodat de
beweging van Z aanvankelijk vertraagd is). De hoeksnelheid van
de staaf blijft de waarde ¢, behouden, De levende kracht van de
beweging om Z blijft:

1, m(vs2 + \/"u.;fi — 48 g22).

Dit is de totale levende kracht van de staaf geworden, als Z zijn
hoogste punt bereikt en dus de snelheid O heeft. Is z, de grootste
hoogte van Z boven het horizontale vlak, dan volgt uit:

Ly+Py=L,+ P,
(daar voor de beginstand van 124 geldt L, = 1/, m v,* en P, = 0):
gz, = g v2 — Yis(vp2 + Vvt — 48 g2I2) =
= Yo7 052 — /vyt — 48 g°12).
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*126. Als coérdinaat voeren we in de hoek 6, die AB met de
ijzerdraad maakt (0 < 6 < 180° als B onder de ijzerdraad ligt).
Uit de in 122 voor N gevonden uitdrukking (positiel gerekend naar
boven) vindt men door « = — f§ en ¢ = —  te stellen:

4 + 3 sin*§— 6 sin Bsin ¢
(4 — 3 sin® )2

N = mg

Hieruit volgt:
dN <6 g 3 sin® 9 4 12 sin § — (931n~8+4)sm;3
g (4 — 3 sin2 9)*

f(s) cos @

(4 — 3 sin“ g)2 '

waarin s = sin fen f(s) =3 s 4 125 — (9 s + 4) sin g is. Uit:
['(s) =3(3s244—6ssinpg) >0

volgt, dat f(s) toeneemt, en wel van 2(4 — 3 sin? §) sin § tot

15 — 13 sin §, als ¢ toeneemt van f tot 90° (dus s van sin § tot 1).

8i0.-=

:6mg

L amg
Bijgevolg blijft f(s) > 0, zodat N tocneemt en wel van T 3smip
tot mg(7 — 6 sin ), als @ toeneemt van f tot 90°. Bijgevolg is N
minimaal in de beginstand en maximaal in de stand, waarbij B zich

verticaal onder A bevindt (# = 90°),

127.* Dezelfde notatiz als in 126. Neemt @ toe van j tot 90°, dan
neemt [f(s) voortdurend toe, met een negatieve waarde-beginnend
en met een positieve waarde eindigend. Wegens f(0) > 0 wordt
[(s) = 0 voor een zekere tussen § en 0 gelegen waarde — y van 6.
Voor f = 0 < — yis [(s) < Oenvoor — y < 0= 90°is f(s) > 0.

m

Neemt 6 toe van f tot 90°, dan neemt N dus eerst af van o Td
4—3sin?p

tot een zeker positief minimum, aangenomen voor 6 = — y, dus in

een stand, waarbij B nog boven de horizontale rechte ligt; die stand
wordt aangewezen door;

3 sin® y + 12 sin y (9sin.~"-y—i—4) sin § = 0.

Vervolgens neemt N toe tot mg(7 — 6 sin ) (voor 6 = 90°),
Dit is de grootste waarde van N, De kracht N blijft steeds verticaal
naar boven gericht.

128. Als codrdinaat voeren we in de hoek 1, die AB maakt met
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de naar beneden gekeerde verticaal door A. Door ¢ = yp — 15 a te
stellen, vindt men uit de differentiaalvergelijking van 122:

[9 (4—3cos?y)+ 31y* cosysiny 4 3 gsiny =0.
Is y klein, dan wordt dit bij benadering [ 4 4+ 3 g v = 0. Hieruit
vindt men voor de periode der kleine slingeringen T = 2 7 l/3_l :
g

Heeft het zwaartepunt Z van de staaf een horizontale snelhzids-
component, dan gaat het slingeren gepaard met een eenparige be-
weging van de¢ projectie van Z op de horizontale ijzerdraad.

129. De beginsnelheid van het zwaartepunt Z is 0, zodat Z in

dezelfde verticaal blijft. Met de codrdinaat y van 128 heeft men:
242 (1 4 3sin2yp) = 6 gl cosy— 6 gl 4 v2

Is v, < 12 gl, dan gaat de staaf slingeren met een amplitudo
60:;-!') Aswv2 > 12 41,
dan loopt de staaf rond; in de labiele evenwichtsstand (B verticaal
boven A) is [ y* = v,2 — 12 gl. Is v,2 = 12 gl, dan wordt de labiele
evenwichtsstand asymptotisch genaderd,

De pool P der beweging van AB s het snijpunt van de rechte
door Z evenwijdig aan de ijzerdraad met de verticale rechte door
A. Daar A P = | is, is de poolbaan {meetkundige plaats van P op
het vaste vlak) de cirkel om A, met straal [ (of een deel van diz
cirkel). Daar /4 APZ — 90° is, is de poolkromme (meetkundige
plaats van P op het bewegende vlak) de cirkel op AZ als middellijn
beschreven (of een deel daarvan). De staaf voert dus een ellip-
tische beweging uit.

Is v,® > 12 gl, dan zijn poolbaan en poolkromme de volledige
cirkels. Is v,* < 12 gl, dan is de poolbaan dat deel van genoemde
cirkel om A, dat onder de horizontale rechte door de hoogste stand
Z, van Z ligt. Zijn P, en P de bijbehorende polen, dan is Z, het
midden van PP’ Is 6 gl = v,* < 12 g, dan liggen P, en P,” boven
of op de ijzerdraad. De poolkromme is dan de volledige cirkel op
AZ als middellijn. Is v,2 < 6 gl, dan liggen P, en P,’ onder de ijzer-
draad. De poolkromme is dan de boog van de cirkel op AZ als
middellijn, die tussen de uiterste stralen A P, en A P,’ van de pool-
baan ligt. De uiteinden van de poolkromme lopen langs die stralen.
Poolbaan en poolkromme zijn dan even lange cirkelbogen,

(grootste absolute waarde van ) bgcos (1 -

*130. Uit de pool van de beweging (het snijpunt van de lood-
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liinen in A en B op horizontaal vlak resp, muur) vindt men

L =2/, ml* ¢* waarin ¢ de hoek tussen de staaf AB en het hori-

tale vlak is. Hieruit volgt: nin L +P o covint
lg*=3,g(sina—sing), lg=—7?,gcosg
Zijn N en N’ de drukken, die het horizontale vlak en de muur op
de staaf uitoefenen, dan is:
N=m(g+4+lpcosp —1¢*sin¢) = ~
= Y4 mg(1 — 6 sin a sin ¢ + 9 sin? @) =
= V4 mg{(3 sin ¢ — sin a)? + cos? a},
N’ = — ml(¢ sin ¢ + ¢* cos ) = 3/, mg(3 sin ¢ — 2 sin «)cos ¢;
bijgevolg is N > 0. De staaf blijft met het verticale vlak in aan-
raking tot de stand, waar N’ = 0 is, dus sin ¢ = 3/, sin a, dus
OB = */, OB,, waarin O het snijpunt is van r met het vertlcale vlak
door AB Op het tijdstip t,, waarop de staaf de muur loslaat, is
l¢® =15 g Na dit tijdstip geldt (zie 122):
1 ¢*(4 — 3 sin? @)= 2 g(2 sin a — 3 sin P)+ 2g(1 — 1/, sin® @)=
= 2g(1 4 2 sin ¢ —1/,.sin% ¢ — 3 sin ).
Op het tijdstip £,, waarop B het horizontale vlak treft, geldt:
L, =1, 9(3 + 6 sin @« —sin®a),

We nemen O als oorsprong van een rechthoekig assenkruis, de
positieve z-as verticaal naar boven en de positieve x-as door A.
V66r het loslaten van de muur geldt:

z=—Ilgsing, xa=-—21¢sing, zp=21I¢coseq.
Op het tijdstip ¢, geldt dus:
Xg— t/3\/2_&1'51:1 o, 2y = 3y \/2 gl sin «,
z2p= Y, /2 gl (9 — 4 sin? ).

Het punt Z behoudt de horizontale component van de snelheid
na het tijdstip ¢,. Volgens:

XA =xz + lcos p, xg = xz—Icosp, zgp=2lsin .
geldt op het tijdstip ¢,, waarop y = 0 is:
' Xp=2xpg=2%xz=1,\/2glsina,
Zg =21lg,=—1, V6 gl (3 + 6 sin a — sin? a).
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Opmerking. Men heeft na het tijdstip ¢,:

3 4 6 sin ¢ — sin? g — 9 sin @
3(4 — 3 sin® ¢) ;

lgz2=2¢g
dus volgens 122:
r st g—l¢g?sing _

4 —3sinzp
B 12—651nqp—{—931113q:-|-2(sma-——6)smasm(p
TR 3(4 — 3 sin2 )2
(3singp —1—2sin a)? -|—II-431na—‘ism~a+231:1303111:;:
=m
3(4 — 3 sin? ¢)?

Bijgevolg is N > 0, zodat de staaf het horizontale vlak niet los-
laat.

131.* We nemen hetzelfde assenkruis en dezelfde codrdinaat ¢
als in 130. De coo6rdinaten van Z zijn x = b cos ¢, z = a sin ¢. Uit:

% = — b ¢ sin g, Z=agcos g
volgt: ‘
L = Y5 m¢*(a2 cos? ¢ + b2 sin? ¢ + p2),
145 ¢*(a® cos? ¢ + b2 sin2 ¢ + 02) = ga(sin ¢ — sin ¢),
¢ (a2 cos? g + b2 sin? ¢ - 02)
+ ¢2(b2 — a2)cos ¢ sin ¢ 4 gacos ¢ = 0.

Voor de drukken N en N’, door het horizontale vlak en de muur
op de staal uitgeoefend, vindt men:

N = m(g +.a ¢ cos p— a ¢2 sin @) =
g(b*sin2 ¢ 1 0%) — g2 ab2 4 g?)sing
3 % az cos? ¢ -+ b2 sin2 ¢ + o2 A%
b2(b2 — a2) sint ¢ -+ (3 a2 b2 + a2 g% 4 2 b2 g2) sin2 ¢ —
— 2a(b2 + ¢2) sin asin g + o2(a2 4 ¢?)
i (a2 cos? ¢ + b2 sin2 @ -+ p2)2

ga sin ¢ — ¢2(a2 + p2)

a2 cos2 @ - b2 sin2 ¢ - p2

(b* — a2)sin?® ¢ - 3(a2 - p2)sin ¢ — 2(a2 - g2)sin «
(a2 COS2 _|_ b2 sin2 (/7 _‘_ 92)2

N’ = — mb(¢ sin ¢ + ¢2 cos ¢) = mb cos @ =

cos @.

T mgab
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De formules, die N en N’ in ¢ en ¢ uitdrukken (en waarin « niet
voorkomt), gelden voor alle beginvoorwaarden., Door hieruif ¢* te
elimineren, vindt men:

Nb(a? + ¢2) = N’ a(b2 + o2)tg ¢ - mgb o2.
Is N’ = 0, dan is dus N > 0. Dit doet zien, dat de staaf, zolang

deze de muur niet loslaat, ook het horizontale vlak niet loslaat, Stelt
men:

sing=s, (b2—a?)s® + 3(a2 + 02)s — 2(a2 4 ¢2)sin « = (s),
dan is:

Ps) = 34 (b2 — a2)s? + a2 4 g2} =
= 3(a2 cos2 ¢ + b2 sin2 ¢ 4 o2) > 0.

Neemt ¢ af van ¢ tot 0, dan neemt f(s) dus voortdurend af, en
wel van de positieve waarde (a2 cos? a - b2 sin? « + 02) sin « tot
de negatieve waarde — 2(a2 02)sin a, Er is dus één tussen a en 0
gelegen waarde ¢, van g, waarvoor f{s) = 0 is, dus N* = 0, Voor

¢, <@ =ais N' > 0.1Is ¢ tot ¢, afgenomen, dan laat de staaf de
muur los.

132.* We bepalen het maximum van de in 130 berekende druk
N’. Daarvoor geldt, als sin ¢ = s gesteld wordt:
(4
Zg =%, mg(3 4 2 s sin « — 6 5%) = 3/, mg F(s).
Blijkens ?/, sin a = 5 = sin a is F'(s) = 2(sin a — 6 5)< 0.
Neemt s af van sin « tot 2/, sin @, dan neemt F(s) dus toe en wel
van 3 — 4 sin2 g tot 3 — 4/, sin2 a. Daar « = 60° is, is dus F(s)= 0,
dN’
dus d
voortdurend af van 3/, mg sin a cos « tot 0, zodat N’ maximaal is
voor ¢ — a. Daar het horizontale vlak op het blok een normale druk
Mg uitoefent en (bij in rust blijven van het blok) een wrijving N’,
blijft het blok gedurende de gehele beweging in rust, als voldaan
in aan 3/, mg sin a cos ¢ = [Myg, dus aan:

= 0. Neemt s af van sin « tot %/, sin a, dan neemt N’ dus

m
= ——  sin a cosa.
= 4 M

Opmerking. Is a« > 60°, dan'is F(s) < 0,als ¢, < ¢ = a is,
waarin ¢, bepaald is door:

sin ¢, = 1/;(sin ¢ 4 \/18 4 sin? a),
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terwijl F(s) > 0 is, als 2/, sin ¢ = sin ¢ < sin ¢, is. Neemt ¢ af,
met « beginnend, dan neemt N’ dus eerst toe tot:

3/, mg(3 sin ¢, — 2 sin &) cos ¢,

om vervolgens tot 0 af te nemen, Dit voert tot de voorwaarde:

3—;}4— (3 sin @, — 2 sin a)cos @,.

133.* De verplaatsing van het blok noemen we u en de hoek,
die de staaf AB met het horizontale vlak maakt, noemen we ¢. De
projectie O van B op het horizontale vlak nemen we als oorsprong,
OA, als positieve x-as en de positieve z-as verticaal naar boven.
De codrdinaten van het zwaartepunt van de staaf zijn:

=

x=—u-tlcesp, y=Ising.

Het gemeenschapelijke zwaartepunt van staaf en blok blijft in de-
zellde verticaal, Hieruit volgt:

— M a4+ m(—u 4 cos ¢) = ml cos «,
dus: :
(M 4 m)u = ml{cos ¢ — cos a),
(M 4 m)x = [(M cos ¢ -+ m cos a),

(M + m)u = — ml ¢ sin ¢,
(M +m)x=—Ml¢gsing, y=1q¢cosp.

De levende kracht van het geheel is:
L=YsMu2 4 }sm(x2 4 g2) + Yyml2 g2 =

4M 4 4m—3 msin2 p
6(M -+ m)

UitL + P =L, + P, volgt:

= ml2

@2,

" sin ¢ — sin @
+4m—3msin2¢ '’

l¢2=6(M -+ m)g i

3 m(2 sin a—~—sinqa.)sinqo—4Mﬁ-‘}m

fa= WM m)g (4 M +4m— 3 msin2 p)2 oL
LS St A S 15
u—_—‘-m (¢ sin @ ‘.02_‘30350)—
o 4(M -+ m) (3 sin ¢ — 2 sin @)— 3 m sin? ¢
S (@M ¥ 4m_3msin? ¢)2 g
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De druk N’, die blok en staaf op elkaar uitoefenen is:

4(M + m) (3 sin ¢ — 2 sin «)— 3 m sin? p
(4 M +-4m— 3 msin2 ¢)2 g

N’:Mﬁ:3Mmg

Alswe 4(M +m)(3s —2sing) —3msd — F(s)(s = sin ¢)
stzllen, dan is;

F'(s)= 3{4(M + m)— 3 ms2}.

Bijgevolg is F'(s) > 0. Neemt ¢ af van ¢ tot 0, dan neemt F(s)
dus af van (4 M + 4 m — 3 m sin? «) sin « tot — 8(M + m) sin'a
en wordt dus voor één tussen ¢ en 0 gelegen waarde @, van @, be-
paald door:

4(M + m) (3 sin ¢, — 2 sin a)— 3 m sin? g, = 0,

gelijk aan 0. Voor ¢ = g, laten staaf en blok elkaar los. De waarde
u, van g is dan:

ml
U = ——— (cos ¢, — cos a).

X M+ m

Opmerkingen. 1. De druk N, die het horizontale vlak op de
staaf uitoefent, voldoet aan:

N — mg = ml(§ cos ¢ — ¢2? sin_qo). _
Wegens de voor [ ¢:2 en [ ¢ gevonden uitdrukkingen volgt hieruit:
N(4M4+ 4m—3 msin2 @)2 =
= mg{4 M2(1 + 9 sin2 ) + Mm(8 + 39 sin2 ¢ — 9 sin’ @) +
+ m2(4 + 3sinZ p)— 6(M + m) (4 M -+ m)sin a sin ¢}.

In verband met de voor N’ gevonden uitdrukking vindt men door
eliminatie van a:

N = Y4 mg + % N’ tg @.

* Hieruit ziet men, dat N > 0 is, tenminste zolang N’ > 0 is, dus
dat de staaf, zolang deze met het blok in aanraking is, het horizon- .
tale vlak niet loslaat,

2. Men kan zich voorstellen, dat de staaf het blok niet kan los-
laten, b.v. doordat aan het uiteinde B van de staaf een ringetje be-
vestigd is, dat loopt langs een verticale ijzerdraad gespannen langs
een opstaand zijvlak van het blok op een te verwaarlozen afstand
daarvan; in dat geval kan N’ negatief worden. Ook dan blijft N
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positief en laat de staaf het horizontale vlak niet los, Dit blijkt door
de formule voor N aldus te schrijven:
N.i‘iM—i— 4m —3 msin2 p)2 =
=4 mg [{M(sin « — 3 sin @)+ m(sin « — sin @) }2 + (M + m)2 cos? «] +
+ m2 g{m(2 sin & — sin @)} M(2 sin @ + 15 sin ¢ — 9 sin® @) }sin .

134, Als coordinaat voeren we in de hoek ¢, die BA maakt
met de naar boven gerichte verticale geleiding (zodat in de be-
ginstand ¢ = 0 is). Dan is [ ¢, = 14 v,, waaruit men afleidt:
g2 = J4{v2 — 6 gl(1) — cos ) } = Y4(v,2 — 12 gl sin2 )5 ¢).

Is v,2 < 12 gl, dan slingert de staaf heen en weer met een ampli-

2

tudo (grootste absolute waarde van ¢) bgcos (1 — g[{a ). Het
punt B loopt dan heen en weer tussen twee standen, die op afstan-

den 2 [ en M
gl
Is v,2 = 6 g/, dan is de amplitudo = 4 a; deze is dan ook te schrij-

van O liggen; positief gerekend onder O.

ven als ‘2 bgsin Ya__ Het punt A loopt dan heen en weer tussen
2\/3¢l

twee punten A, en A,’, die op een afstand %};— /12 gl — v,2 aan

weerskanten van O liggen. Is 6 gl < v,2 < 12 gl, dan loopt A aldus:
A, Az Ax Al’ A AlA A A ...

Bij de aangegeven punten keert A terug; A, en A’ zijn de punten
op de horizontale rechte, die op een afstand 2! aan weerskanten
van O liggen (A, en A, aan dezelfde kant van O).

Is v,2 > 12 gi, dan loopt de staaf rond en neemt ¢ dus voort-
durend toe. Het punt A loopt dan heen en weer tussen A, en A/,
terwijl ook B heen en weer loopt tussen twee punten op een afstand
2 aan weerskanten van O. Bevindt B zich in zijn hoogste stand,
dan passcert A met een snelheid \/v,2 — 12 gl het punt O.

Isv2=12gl, danisl ¢ = 15 v, cos 14 @, dus:

t—2—!¢ du —ﬂl 1 +sin'/y @

T oy cosMaw vy cos 'f, @
0

De staaf nadert asymptotisch' tot de labiele evenwichtsstand,
waarin B verticaal boven A ligt (¢ = a). De stand, waarbij B het
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punt O passeert (p = 15 @), wordt bereikt op het tijdstip
4l In(1 4+ \/2) met een snelheid 14 \/2 v, van B.
Yo

135. Met de cobrdinaat ¢ van 134is 4G + 3 g sin ¢ = 0,
dus bij benadering 4 [ ¢ + 3 g ¢ = 0. De periode d-r kleine slinge-
ringen is 4-n £ >
3g

136. Zij M het midden van EE’ en y de hoek,die MC met de
naar beneden gekeerde verticaal door M maakt, positief gerekend
als C en E aan dezelfde kant van die verticaal liggen, Alleen de
waarden van ¢, die-aan — 90° = ¢ = 90° voldoen, zijn mogelijk
(p = 90° als C in E valt en ¢ = — 90° als C in E’ valt) We
nemen M als oorsprong, ME als positieve x-as en de positieve z-as
verticaal naar beneden. Het zwaartepunt Z bevindt zich op een af-
stand 15 \/2 p van C op de bissectrice van / ACA’, Daar ZC een
hoek 4 ¢ met de naar beneden gekeerde verticaal door Z maakt
(zie de fig. bij 142), zijn de cobrdinaten van Z:

x:fsinqg_%\/fpsin%rp, z:I'cosqa—Vz\/Z_pcos'/ﬁ .
Hieruit volgt voor de potentiéle energie:

P=mg(\/2 pcos V4 o — 21cos ¢),
dp

o =mg(2lsingp —15\/2psin V5 ¢)=
= 4 mgl(cos 15 ¢ — P__) sin Y .

4+/21

. dP

Isl<p=41danis 4o

van 0 tot 90°, dan neemt P voortdurend toe, zodat p = 0 (C ver-

ticaal onder M) een stabiele evenwichtsstand is. Andere even-

wichtsstanden zijn er dan niet, behoudens dz labiele evenwichts-
standen p = = Y aalsp =4 1is,

> 0 voor 0 < @ < 90°, Neemt ¢ toe

Isp=4+/21 danis -j% < O voor 0 < ¢ < 90°, In dat gevai

is.p = 0 een labiele evenwichtsstand. Stabiele evenwichtsstanden
zijn dan die, waarbij C in E of in E’ ligt en de beweging naar één
kant door de verbindingen belet wordt.
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Is41 < p < 4+/2 l en neemt ¢ toe van 0 tot 90°, dan neemt P

eerst toe, totdat ¢ = 2 bgcos 4—5/—5—1— geworden is, om vervolgens

wegr af te nemen. Nu is ¢ = 0 een stabiele evenwichtsstand, terwijl

door cos 5 ¢ = ‘}—\7— twee labiele evenwichtsstanden worden
aangewezen, De standen, waarbij C in E of in E’ ligt, zijn stabiele
evenwichtsstanden,

137. Volgens 136 gaat, als | < p < 4 1 is, het lichaam met toe- .

nemende levende kracht door de stand ¢ = 0. Is p > 4 I, dan blijft
het lichaam in zijn beginstand, daar P in die stand minimaal is Is
p = 41, dan blijit het lichaam eveneens in zijn beginstand en is dan
in labiel evenwicht; in de beginstand is dan nl. P maximaal en

dP
=)
do

Uit de codrdinaten van Z (zie 136) volgt:

* = ¢(lcos g — Y4~/2 p cos V5 @),
z = g(—Isin ¢ + V4 /2 psin 14 ¢),
22 4 22 = @2(12 4 Y p2 — 15 \/2p cos 15 ¢).
Het traagheidsmoment om een as door Z loodrecht op het vlak
ACA’ is:
2(Y; mp? + 15 mp?) = [, mp®.
De hoeksnelheid van het lichaam is 14 ¢. De totale levende kracht
is dus:

L=1,mg2(62+2p2—3\/2Ipcoss p).
Uit L 4 P =L, + P, volgt: :
§2(6 12+ 2p2 —3\/21lp cos 5 p)=
=6glp—\/2pcoss @+ 21cos p).

- Isl < p < 41, dan vindt men voor de (met de index 1 gemerkte)
stand ¢ = 0:

.2(61242p2—3/2Ip)=6g(21 +p—/2p).
Het punt C heeft in die stand een snelheid ! ¢,.

Opmerking. Is p =41, dan is:
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[¢2(19 —6/2 cos 15 ¢)=3 g(2 cos 5 @ —1\/2)2,

|/19h~6V2 cos {
t_l/?rg» 2cos Ybu—n/2

Deze integraal is divergent voor ¢ < 14 z, zodat een van de be-
ginstand verschillende stand ecrst na oneindig lange tijd bereikt
wordt, d.w.z_ niet bereikt wordt. Het lichaam blijft dus in zijn be-
ginstand,

138 Uit L+ P =L, P, volgt:

@2 12(6 12 4-2p2—3~/2 Ipcos 145 ¢) -+
+ 6 g12(\/2 pcos V5 ¢ —21cos ¢) =
=v2(6 12 +2p2 —3/2Ip)+ 6 gi*(\/2 p—21).
Wordt de (met 2 gemerkte) stand, waarbij C in E gekomen is
’ (@ = 90°), bereikt, dan vindt men de snelheid v, van C in die
' stand uit: |
v,2(6 124 2p2—31Ip) =
=02(612 4 2p2—3~/21lp) + 6 gl2(\/2p—p — 21).
De stand ¢ = 90° wordt bereikt, als L, 4 P, groter is dan het

maximum van P. Is [ < p < 4/, dan kornt die voorwaarde (volgens
136) neerop L, + P, > P,, dus op:

(6122 p2—3~/21p)> 6 gI2(21 + p— p\/2);

is p < 41, dan wordt de stand ¢ = 90° ook nog bereikt (nu met een
snelheid 0), als v, voldoet aan:

v,2(6 2 4 2 p2 ———j\/f ip)=6gl2(21 4+ p—p~/2).

Is p = 41, dan gaat dit over in v, = 1/,.(5 — 2 \/2) /6 gl; de
stand ¢ = 90° wordt dan niet bereikt, maar asymptotisch genaderd.
Is41 < p < 4\/21, dan wordt de stand ¢ = 90° bereikt, als de

labiele evenwichtsstand ¢, = 2 bgcos———_-_ —met een van 0 verschil-

4\/21

lende snelheid gepasseerd wordt, dus als Ly By > P, 18, dus als:

02612+ 2p8—3/2ip) > 3 gl(2y/21—15p)2
is; met het gelijkteken (L, + P, = P,) wordt de labiele evenwichts-
stand asymptotisch genaderd, dus niet gepasseerd,
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Is p = 4 \/21, dan wordt de stand @ = 90° (met voortdurend
toenemende levende kracht) bereikt, als v, > 0 is. Is v, =0, dan
blijft het lichaam in rust (labiel evenwicht).

139.* Door L + P = constant te fluxioneren, vindt men:
2@(612 +2p2—3/21Ip cos 15 ¢) +

+ %y V2 lp ¢* sin 15 ¢ + 3 g(4Lsing — /2 p sin 15 p)= 0.
Voor Kleine waarden van ¢ wordt dit bij benadering:

4612+2p2—3/2lp)p+39(81—/2p)p = 0.
De periode der kleine slingeringen is dus: '

V 624-2p2—3+/210p
4 a :

39(81—+/2p)
Is @ (grootste waarde van ¢) de amplitudo van willekeurige
slingeringen om de stand ¢ = 0, dan is: -
#2(612 4-2p2 —3~/2Ipcos V5 ¢) =
=6g(2lcosgp—~\/2pcos V5 ¢ —21cos «+\/2pcos V5 a) =
=6 g(cos 15 ¢ — cos 15 ) {4 I(cos 15 ¢ + cos 14 a)— V2ph=
= 12 g(sin? 4 « — sin2 1 @){8 | —\/2 p — 8 I(sin2 14 ¢ - sin2 Y @) b
‘Alleen die waarden van de amplitudo « zijn mogelijk, waarvoor:

41(cos V5 ¢ +cos a)>\/2p

is, ook voor ¢ = «, dus waarvoor cos 14 ¢ > Ei is, Dit is van-
¥ < 4\/21

zelf zo, als p =< 4 1 is, en drukt in het geval4l < p < 4 \/51 uit,

dat de uiterste standen tussen de labiele evenwichtspunten liggen;

laat men het lichaam zonder beginsnelheid los in een stand, waarbij

@ > 2 bgcos -%—B_j_—l is, dan wordt de stabiele evenwichtsstand niet

bereikt. Voor de periode vindt men:

a2 : 61242p2—3\/2Ipcos V5¢ d
\V3go (Sin‘*’%a—sirﬂ%@){81—\/&p~—83(5iﬂ2%ﬂ—ksin?%tp)} ®

Door de substitutie sin 14 ¢ = sin 14 « sin u wordt dit:
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ljg =

: “/ 612+ 2p*—3/2lp+ 6/2Ipsin? 4 asin2 u 2
\/33 (l—sm2/asm-uHSI—\/Zp——Sf(l+sm2u)sm2/a‘} )
Neemt a af, dan neemt de laatste integrand af, zodat ook T af-

neemt. Voor kleine waarden van « vindt men (door de termen met
sin? V4 « te verwaarlozen) de boven gevonden uitdrukking.

140.* Van de kracht in C op de stang AC uitgeoefend noemen
we de langs CA vallende component Q (positief gerekend naar A
toe) en dz loodrecht op CA staande component R (positief ge-
rekend van B af). Het op de stang AC uitgeoefende moment noe-
men we M, positief gerekend in de zin ECE’, dus in de zin van de
in 136 ingevoerde hoek ¢. De door de ringetjes E en E’ uitgeoefende
krachten (die loodrecht op AC resp. A’C staan) noemen we N resp.
N’. We bepalen eerst N en N’ uit de beweging van het zwaartepunt
Z (massa 2 m) van het lichaam in horizontale en verticale richting.
Dit geeft in verband met de in 136 aangegeven codrdinaten van 7

— Nsin(45° + % ¢) + N cos(45° + 15 ¢) =
= 2 m{l(¢ cos ¢ — G2 sin ¢)— /g /2 p(2¢ cos V5 o — @2 sin 15 @) 1.
2mg — N cos(45° + 15 @)— N’ sin(45° + 15 @)=
= 2.m {— l(¢ sin ¢ + ¢2 cos @)+ Yy W2 p(2 ¢ sin 15 ¢ + ¢ cos [5 @) .
Door de eerste vergelijking met sin(45° 4 15 ¢) en de tweede
met cos(45° + 15 @) te vermenigvuldigen en op te tellen, vindt men:
N=2m{(g—1¢)sin(45° — 14 @)+ [ 42 cos(45° — Vie)+ Yy p(2 ¢ —¢°) ¢
We beschouwen nu de enkele staaf AC. De codrdinaten van het
zwaartepunt G daarvan zijn:

x¢ = lsin g+ p cos(45° + Y5 ),  zc =l cos ¢ — p sin(45° + 15 @).
: Uit de beweging van G in horizontale en verticale richting volgt:
Q cos(45° + / @)+(R— N)sin(45° + 14 @)=
= ml(¢ cos @ —g2 sin ¢)— Y4 mp{2 ¢ sin(45° + 15 @) ~+ ¢2 cos(45° + s q:)}-
mg — Q sin(45° + 15 @)+ (R — N)gos(45° + 15 @)=
= — ml(§sin @ + g2 cos p)— Y4 mp {2 ¢ cos(45° + 5 p) — ¢ sin(45° + }5 @
Op dezelfde wijze als boven volgt hieruit:
R— N =m{(l $—g)sin(45° — )3 p)—1 ¢* cos(45° — Y5 @)— Vs p ¢}
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a

Uit GE = 2 1 cos(45° 4+ V5 ¢)— p (positief gerekend van C £
| naar A) volgt in verband met de momentenstelling om G: .,:__
M + 2Nicos(45° + V5 9)+ (R—N)p= = ! ,‘u

= 1, mp? . 3 = [y mp* ¢. :

Hieruit volgt: ' - (IR j
M = m [§4{2], p2 + 2 2(1 —sing) +

+ V2 pl(sin 5 ¢ —cos 15 @) b +

+ ¢24%% \/2 pl(sin 14 @ + 3 cos 15 ¢p)— 2 2 cos p} -
4 g4¥4VZ plcos V5 ¢ —sin Y5 )+ 2 (sin g — 1) 1. 3
Het op de stang A’C uitgeoefende moment — M wordt uit de =

uitdrukking voor M gevonden door deze met — 1 te vermenigvul-
digen en ¢ door — ¢ te vervangen, De uitdrukking voor M mag 5
dus niet veranderen als men ¢ door — ¢ vervangt, De termen: 1

m 4@y p* + 212 —\/Z plcos V5 ¢)+

W B

Y4 \2plg2sin Y5+ g(2lsing—15\/2psin Y5 9)
die bij die vervanging met — 1 worden vermenigvuldigd, moeten : ;
dus tegen elkaar wegvallen, hetgeen volgens de eerste vergelijking v
van 139 ook inderdaad gebeurt. Men vindt dus (voor iedere begin- iy
voorwaarde): 3

M=m{pl(\/2psinls ¢ —21sing) -+

- g21(34 \/2p cos V5 ¢ — 2 L cos )+ g(V5\/2p cos V5 ¢ —21) }. R
Voor de beginstand (¢ = 90°, ¢ = 0) geldt volgens de eerste ver- :

4

gelijking van 139: .
2¢,(612+42p2—3Ip)=3glp—11). _~
Dit voert tot: -

% : p—4l
Mo:m{‘PuI(P—zn‘F%H(P‘—‘i”}:m&’ﬁ6{2+292_3;P'

zodat M, < 0is. Voor de (met 1 gemerkte) stand ¢ = 0 geldt:
M,=mi¢2 % \V2Zp—2D)+g(lsV2p—2D}

dus volgens de in 137 voor ¢, gevonden uitdrukking:

(R r
Ty Wy e S el SR S T

e L

M. = g2tV — 1602 14 615 VZ—2)pl2 —3615 4
e 2p2—3~/2pl +61° 3
.
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Opmerkingen. 1. Uit de opgestelde vergelijkingen vindt men:

Q=m{(g+ l¢)cos(45° — Y @)+ 1 ¢? sin(45° — Y p)— Y4 p g2}
R =m{(g—1¢)sin(45° — 15¢)+ 1 g2 cos(45° — Y5 ¢)— 14 p g2},

Door ¢ door — ¢ te vervangen, gaat Q over in de langs CA’ val-
lende component (positief gerekend van C naar A’) van de kracht
door CA op de stang CA’ uitgeoefend, Die kracht is ook gelijk aan
R, zodat Q en R in elkaar overgaan door ¢ door — ¢ te vervangen.
Dat dit met de voor Q en R gevonden uitdrukkingen in overeen-
stemming is, levert een contréle. Men vindt (daar ¢, = 0 is):

4p—31

+.2 p2—3ip""
Q=R =Ymi2\V2g+ (2\V21—p)g2}=

_ o 18V2 (52 —3)p2 + 6(\/2—4)pl

e 2(6 12 4+2p2—3+\/21p) i

Dat Q, = R, is, betekent, dat de op de stang CA in C uitge-

oefende kracht in de stand ¢ = 0 horizontaal is, iets dat op grond
van symmetrie te voorspellen is.

Q= m(g + 1 §)=mgp =

R=0

2. Voor de (met 2 gemerkte) stand ¢ = — 90°, waarbij C in E’
gekomen is, geldt:
(;.72: __‘}}Q' MQ:MU’ Q2: O, R2 :QD'

3. De uitdrukking voor N’ krijgt men uit die voor N door ¢
door — ¢ te vervangen., Men vindt:

e p—4l
=3y e R L2 —3 1)
N,=Ny=1limi{4g+4(41 —p)g,} =

&5 13 p2

=~ ™ F6B L 2p2—310p) "

N, =N, =13 mp ¢,

141.*  De pool P is het snijpunt d:r loodlijnen in E en E’ op CA
resp. CA’ opgericht. De poolbaan is dus de boven EE’ gelegen halve
cirkel op EE" als middellijn beschreven (straal /, middelpunt M). Uit
CP = 2 1 blijkt, dat de poolkromme een kwartcirkel is met middel-

punt C en straal 2 I; de eindpunten van de poolkromme liggen op
CA en CA’,
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142.* Het punt C doorloopt de onderste helft van de cirkel M,
waarvan de poolbaan de bovenste helft is, De baan van Z ontstaat
door het hoogstz punt H van de cirkel M te verbinden met een ver-

anderlijk punt C van de onderste helft van die cirkel en op CH naar-

boven een stuk CZ = 14 \/2 p uit te zetten. De baan van Z is dus
een deel van een limacon van Pascal, die de cirkel M tot richtcirkel
heeft en het punt H tot dubbelpunt (knooppunt, keerpunt of ge-
isoleerd punt, al naar gelang p < 2\/2L p=2\/2lofp > 2/21
is); in het geval p = 21/2[ is de limagon een cardioide (waar-
naar de beweging een cardioidale heet). De baan van Z is het deel
van de limagon, waarop Z,, het bovenste der beide van H verschil-
lende snijpunten met de rechte MH (gelegen op een hoogte 14 \V2p
boven het laagste punt C, van de cirkel M), ligt en dat op de rech-
ten EH en E'H gelegen eindpunten heeft. De pool P van de be-
weging ligt op de cirkel M diametraal tegenover C; de raaklijn in
Z aan de baan van Z staat loodrecht op PZ.

De evenwichtsstand ¢ = 0(C verticaal onder M, dus in C,) is
stabiel, als de baan van Z in Z, zijn bolle kant naar beneden keert
(daar dan de potentiéle energie een minimum heeft, als C in C,, dus
Z in Z_ valt), Dit is het geval, als de limagon een dubbelraaklijn
met twee verschillende (reéle) raakpunten heeft. Die raakpunten
worden gevonden door de cirkel M te snijden met d2 cirkel, die H

tot middelpunt en 14 \/2 p tot straal heeft. Zijn C, en C; de snij-
punten en zijn P, resp. P,’ de diametraal daartegenover gelegen
punten van de cirkel M (de bijbehorende polen), dan zijn de snij-
punten Z, en Z,' van C,H en C/H met d> verticale rechten door
P, resp. P, de raakpunten van de limacon met de (horizontale)
dubbelraaklijn. Die raakpunten zijn dus reéel en verschillend, als
i2p<2lis, dus als p <4 \/2 1 is. Alleen in het geval
p < 4\/2 | is dus de evenwichtsstand ¢ = 0 stabiel, in overeen-
stemming met hat in 136 gevondene,

De raakpunten met de dubbelraaklijn behoren tot de baan van Z
als de bovengenoemde snijpunten C, en C,’ onder de rechte EE’
liggen, dus als [\/2 < Y4 \/2p < 2lis, dusals 4 <p<4 21
is. De punten Z, en Z, zijn dan de hoogste punten van de baan
van Z. Dit levert twee labiele evenwichtsstanden. Uit d2 figuur leest
men voor de bijbehorende waarde ¢, van ¢ af:

HE, >V ievep' Ly P
il SaE s (o e T i R T
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in overeenstemming met het in 136 gevondene. In de figuur is een
der beide labiele evenwichtsstanden geconstrueerd. Ter wille van de
afmetingen van de figuur zijn de stangen CA en CA’ slechts voor

pP=87 =~

L e L
'
1
[
|
|
'
1\
|

de helft getekend, nl. van C tot de zwaartepunten G resp, G’ dier
stangen. Verder zijn in de figuur nog door stippellijnen aangegeven
de banen van Z voor de gevallen p =1, p= 21 p= 2\/21
(cardioide), p =41, p=4~/21 (limagon met afplattingspunt,
d.w.z. punt met 4-puntig rakende raaklijn) en = G

Opmerkingen. 1. Dat de getekende stand, waarbij C in C, ligt,
een evenwichtsstand is, ziet men ook onmiddellijk daaraan, dat de
drie uitwendige krachten, de drukken in E en E’ en het gewicht,
door één punt gaan, nl. P,. Ook als C in het laagste punt C, van
de cirkel M valt, gaan de drie krachten door één punt, nl. H. Op
deze wijze ziet men echter niet of het evenwicht stabiel dan wel
labiel is. .

2. Of de evenwichtsstand ¢ = 0 (C in C,) stabiel of labiel is,
kan men ook vinden dcor met de stelling van Bobillier hat bij Z;
behorende kromtemiddelpunt £, van de baan van Z te construeren.
De cirkel M is de keercirkel, zodat met het kromtemiddelpunt E het
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punt in het oneindige van HE correspondeert (daar H dz bij Z, be-
horende pool is). De rechte door Z, evenwijdig aan HE snijdt de
rechte [, E in een punt Q, dat gelegen is op de rechte HE, die in H
loodrecht op de poolstraal HE staat (daar d2 raaklijn in H aan
poolbaan en poolkromme loodrecht op de poolstraal HZ, staat).
We kunnen ons bepalen tot het geval p > 2 /2 [, daar anders Z,
onder H (of in H) ligt en Z, dus zeker het laagste punt van de
baan van Z is. Is p > 2/2 I, dan ligt Q op het verlengde van E'H
aan de kant van H, dus aan dezelfde kant als E van de rechte
C,HZ, en wel op een afstand:
WBHZ, =Y (J4\2p—21) =)4\/2p—I

van die rechte. Het punt {, ligt boven of onder Z, al naar gelang
Q op een kleinere of op een grotere afstand van C HZ  ligt dan E,
dus al naar gelang 14 \/2 p — [ < l of > [ is, dus al naar gelang
p <421 of p>4~/21 is. Alleen in het eerste geval is de
evenwichtsstand ¢ = 0 stabiel.

3. Men kan de ligging van het punt £, ook bepalen met behulp
ﬁlﬁ — le_a voor een zelfde poolstraal
(rechte door de pool P).constant is. Hierin is D een baanpunt en 4
het bijbehorende kromtemiddelpunt, terwijl op de poolstraal een be-
paalde positieve zin (onverschillig welke) is aangenomen. Het punt
in het oneindige van HC, is het bij het kromtemiddelpunt C, (keer-
pool) behorende baanpunt. Men heeft dus:

e R, g
HZ il o HC, 21
21.Zt, =HZ, Hi, = HZ,(HZ, + Z,),
o HES ol 8 BZY v U HES
D TE, AR =7l b W 51t

van de formule, volgens welke

Zl=

waarbij de positieve zin naar boven genomen is. Het punt {, ligt dus
boven of onder Z,, al naar gelang 41 > 14 \V2pof4l< Y5/2p
is. Voor 41 = Y4 \/2 p (dus p = 4/2 [) ligt £, in het oneindige;
de baan keert dan in Z, de bolle kant naar boven, zodat het even-
wicht labiel is. :

143. We nemen de hoek ¢, die de staaf met het horizontale
vlak maakt, als coordinaat. Verder nemen we een rechthoekig

’
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L]
assenkruis aan met de piojectie O van Z op het horizontale vlak
als oorsprong, OA als positieve x-as en OZ als positieve z-as. De
] rechthoekige coordmaten van Z zijn dan:

x = [(cotg ¢ — 2 cos ¢), z = 21sin @,
Hieruit vindt men: i

1

x=1g(— smrp+25mrp) Z=21g¢cos ¢,
L =15 m(x2+g2)+ 2, m2 g2 = |
s ce o1 2 8) 1
= ml? .18, o
i 'pg(Z sin* sin @ i 3" :
2 v e e |
o ( 2 sint ¢ sin i 3 g(1 — 2 sin ¢)

Uit sin ¢, = 14 volgt 736  ¢,2 = 3 g(¢, < 0). De codrdinaten
van A en B zijn in een willekeurige stand:

xa= 1 cotg @, za=0,
xp = [(cotg ¢ — 4 cos ¢), zp=4[sin p.

Hieruit volgt:

lg 1
dam = i s el g A o),
Zp =41 ¢ cos p,
6ul MU s/ Aat ) 3 1/5¢1
!' x"“zzl/_g i St ¢ 496 z”':*?’]’/ﬁ‘
; 1
De snelheid van B op het tijdstip ¢t = ¢, is dus 3 %-g— . Deze

valt langs Z A .
: Blijkens de bewagmg van het zwaartzpunt in horizontale en ver-
| 1 ticale richting worden de drukken N en N’ gevonden uit:

r- i e ot 1
o N’ sin ¢ = ml ¢( — o

—f—25inrp)—i—2mlql‘2(sm{ + 1)cos g,
—mg + N + N’ cos ¢ = 2 ml( cos p — ¢2 sin @),

Hieruit volgt:

, .. 'Cos @ : ., [ cos2g 1 )
= - 2 .
N =mg + ml ¢ i 2mlg ( e + e

¥ += 194
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Uit de differentiaalvergelijking van de eerste orde volgt:

o e
G (_" sinl-”tp +sin”qa) i Bt Bl
;%:_2%3_9,
Dit voert tot:
N, =m(g+ 4\/31¢,)=y, mg. Ny = —6ml ¢, = gszgmg.

De waarde van N, vindt men sneller uit de momentenstelling.

Deze voert tot \/3 N = — */, ml2 G, = 1/, \/3 mgl. Verder vindt
men:

g , 2249
N, = m(g + 16 /151§, —488 1 §;2)= oon mg.

, ) = 4641~/15
Ny = ml(— 62§, + 1303/I5 gy2)= VD g

144.* We nemen de hoek ¢ en het assenkruis als in 143. De
verschuiving van het blok noemen we u, positief gerekend in de zin
van de negatieve x-as {dus in de zin, waarin het blok verschuift).
De codrdinaten van het zwaartepunt Z van de staaf zijn:

x=—u- l(cotgp —2cosp), z=21LIsing.
Daar het gemeenschappelijke zwaartepunt van blok en staaf in
dezelfde verticaal blijft, is:
u =1 I(cotg p — 2 cos p), x =15 [(cotg ¢ — 2 cos ¢).
De levende kracht van het geheel is:

L=m(x2 41522+, 12 g2)=

1 : 8
4sintgp sing T EE _3_)
Uit L + P =L, + P, volgt dus:

8 (e

sint ¢ ~ sin @

= mil2 g2 (

— sin2 @ -+ %) = g(1 — 2 sin ¢).
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Voor de met 1 gemerkte stand, waarbij sin ¢ = 14 is, geldt:
30051 p,2 =24 g.
Men vindt verder:

Vi5

e

1 TI' ﬂJ:I'ﬁ&(

2 sin2 ¢ el

e 1/ 34
_.-——4—1({/1—31 VW'

145.* Zolang de staaf met de ribbe van het bovenvlak in aan-
raking is, is de beweging als in 143. In de (met 1 gemerkte) stand,
waarbij sin ¢ = 14 geworden is, geldt voor het zwaartepunt Z van
de staaf:

S A 3g1
Jﬂzl-——-?ttpl——a

We onderstellen, dat de staaf verder het blok loslaat. Volgens
122 geldt dan voor de beweging:
16 [ ¢2(4 — 3 sin2 )= 12 g(1 — 4 sin @)+ 61 [ ¢,2,
dus volgens het in 143 gevondene:

9015
736

Volgens x 3 = x z — 2 [ cos ¢ heeft men, daar »7 constant is:

16 1 ¢2(4 — 3 sin2 @)= g( —5= —48sing).

Xp=xXz + 2lgsing =

_17/34¢l (31 3005~j1177_6_5infp)
N ArT o 4 3sin2g /-
Hieruit blijkt, dat x5 stzeds positief is en B zich dus steeds meer
van het opstaande zijvlak van het blok verwijdert, zodat de onder-
stelling van loslaten juist is.

146.* We onderstellen, dat de staaf het blok loslaat, als het
punt B de ribbe van het blok bereikt heelt, tegen welke de staaf
steunt, dus als sin ¢ = 14 is, Voor de negatieve waarde ¢ geldt na
het loslaten de in 145 gevonden vergelijking, maar nu met de in 144
aangegeven waarde van ¢,2. De snelheid van B in horizontale rich-
ting ten opzichte van het blok is (met de notatie van 144)
2a, 4+ 21¢sin . Men rekent gemakkeliik na, dat dit voor
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sin g = 14 posxtlef is, zodat de onderstellmg omtrent het loslaten
juist is. Op het tijdstip van loslaten is de verschuiving van het blok
zodat een tijd ¢ daarna de totale verschuiving volgens 144 is:

V15 ngz
u-|—ut_-——-—1—|—3lt _661—0..

1!

*147. Zij ¢ de hoek, die de staaf AC uit de beginstand gedraaid
is, en r de afstand van A tot het zwaartepunt Z van DE.
Uit L 4 P = L, 4 P, volgt:
(524+32)g24+32=8Lw2 .
- Uit B = B,, waarin B het bewegingsmoment is om een as door
| - A loodrecht op het vlak der beweging, volgt:
o 812w »
P= FE 32

Door eliminatie van ¢ vindt men:

Pl i)
5 r‘ I3
: Op het tijdstip ¢, is r = % [, zodat:

A Py ]/6
(plzﬁw, -r1:2 ﬁlw

is, De snelheid van E is dan -12—7 \/246 | @ en maakt een hoek

2 =812 w2

bgtg 2 V1—67 met het verlengde van DE.

148. Uit de momentenstelling, toegepast op AC om A en op DE
om het zwaartepunt van DE, volgt:
Q(r—ND+2Rl=—4,mi2¢g, Q+R(r—2l)=—",m?¢

: Hieruit volgt: :
| 2r—51 50l—r-

| vy o AN e N TR ST
Volgens 147 is: 4
AL 48P wrr ol Lo {5 ey
¢=— mEgaae = O V2P marTa,

Voor Q en R vinden we dus:
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(51 —2r¢)\/r2 —1I2
(582 +32)5h(31—7) "

(51— r)\rZ—12
(5 4+3r")sls(31—r) °

Daar | = r < 31 is, is (van de beginstand r = [ afgezien) R
steeds positief, terwijl Q > 0is voor I < r < 5,1 en Q < 0 voor
%1 < r < 31 Voor r = 3 worden Q en R oneindig groot. Is AC
een buis, waar de staal DE doorheen loopt en noemt men de zin der
snelheid van C naar links, dan ligt DE bij C tegen d= rechterkant
van de buis en bij D aanvankelijk ook. Overschrijdt AD de waarde
%/s L. dan legt de staaf zich met het punt D tegen de linkerkant van

Q = 64 ml> w?

R = 32 m® ?

de buis. Voordat D in C gekomen is, moet de verbinding breken .

(tenminste als men de buis oneindig dun denkt).

Ligt de staaf DE aan de rechterkant los tegen de staaf AC, dan
blijft DE aanvankelijk over de gehele lengte DC met AC in aan-
raking. Is AD = 3/, [ geworden, dan laat DE bij D de staaf AC los,

149. We leggen de positieve x-as langs AC, en de positieve
y-as langs AC bij ¢ = 90°. De coérdinaten van het zwaartepunt
Z van CD zijn dan:

x=1{2cosp 4 cos (p + 0)}, y=1U2sin¢ -+ sin(p+ 0)}.
Hieruit volgt:
*=—H§2 g singp -+ (¢ + O)sin(g + 0) |,
y = U2 ¢ cos ¢ + (¢ + B)cos(p + 0) },
2 =24 g2 =12{5¢2 4 2¢G 0+ 82 +4¢ (¢ + 0)cos 6}
Hiertoe geraakt men (zonder assenkruis) ook door de snelheid v
van Z te beschouwen als de vectorsom van de sleepsnelheid 2 L ¢
loodrecht op AC en de relatieve snelheid /(g -~ 8) loodrecht op
CD. De levende kracht van het geheel is:
L =2, mq¢2 4 Y M2(¢+0)2+ 15 M(x2 4 y§2)=
=3g(m + 4 M)I2 g2 |- 3/, MI242 ¢ 8 + 82 4 3 ¢ (¢ + 8)cos 6},
Het bewegingsmoment van Z om een as door A loodrecht op V is:
M(xy—yx)=Mi2{5¢ 4 8 4 2(2 ¢ + 8)cos 6},

Men vindt dit ook uit het moment 2 [ ¢5(2 I 4 I cos 6) van de
sleepsnelheid 2 ! ¢ van Z en het moment /(¢ + 8) (21 cos 6 + 1) van
van de relatieve snelheid,
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Het totale bewegingsmoment is:
B =4, m2 ¢ + *h MI2(¢ + 0)+ M(xj — yx) }=
—4/,(m 4+ 4 M)I2 ¢ + 2/, M*{2 6 + 3(2 ¢ + 6)cos 6}.

Voor t = 0'is § = — . Uit L = L, en B = B voigt dus:
(m4-4M43Mcos8)g2+ M(2+ 3cos0)g 0+ M2 =
= (m 4+ 3 M)w?,

2(m +4 M -+ 3 M cos 0)¢ + M(2 + 3cos )8 =(2m 4+ 9 M)aw.
Door eliminatie van ¢ volgt hieruit:

A 12(m + 3M)cos § — 8 m —33 M
T Y T 4m+3M) —9Mcos® 0 y

Hieruit volgt, dat # heen en weer schommelt tussen de waarden

=+ bgcosé—?:ﬁ——g?;j. Voor die ufterste waarden van 6 geldt:
m -+ 3 M
== 0

g, (mE3M)(2m+9M)
P=29 Tmz L 20mM + 15 M2

150.* Men vindt nu:

(6 < 0).

12Mcos 0 +4m—9M
4(m +3M) —9 M cos?2 0 °

Voor 6 = 180° geeft dit:

2=

4.2 = o2 tm—21M
A= 4m+3M -

Is4 m > 21 M, dan loopt CD dus ten opzichte van AC steeds in
dezelfde zin rond; het was te voorzien, dat dit gebeurt voor waarden
van m, die groot genoeg zijn. Is 4 m < 21 M, dan schotimelt # heen

9M —4m
2M
2(m—|—‘1M—|—3Mcos€)§5+M(2+3cosB)é:SMm

geldt voor die uiterste waarden van 6:

- . Volgens:

en weer tussen == bgcos

e A 10 M
i w(@>0), ¢= WM w(f < 0).

Uit:
aﬂ———ﬁh — 3wz M (1 Fano0 B)(7+ 350_5.?)_

4(m + 3 M)— 9 M cos2 6
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volgt, dat steeds 82 < w2 is, behalve in de standen, waar § = 0; dus
62 = w? is, Hieruit volgt verder, dat steeds ¢ > 0is, behalve in de
standen, waar # = 0 en § = w en dus ¢ = 0 is.

Is 4 m = 21 M, dan wordt dz stand; waar § = 180° is, asympto-
tisch genaderd. Dan is:

1 + cos# 5w —(2 4+ 3cos 6)8

‘2_ TR L e R :-: r »
etad L 1T—3cos2g ' 7 2 37 412 cos 8

" zodat 6 voortdurend afneemt van @ tot 0 gn ¢ asymptotisch tot de

waarde *|; w nadert. De asymptotische waarde van ¢ volgt ook uit
het constant zijn van L, zodat op den duur 2/,(m + M) ¢? =4, M w*
is. Ook ligt de uitkomst opgesloten in ¢ = 2/, w voor # = 0, # > 0.

151. Van de kracht in C op de staaf AC uitgeoefend stellen we
de component loodrecht op CD (positief gerekend in de zin van de
snelheid van D tengevolge van draaiing om C in positieve zin) door
Q voor. De component van de versnelling van het zwaartepunt Z
van CD in de richting van Q is de som der componenten van sleep-
versnelling en relatieve versnelling. Bijgevolg is:

Q=M{21¢cos0+ 21¢2sin6+ Ui+ &)},

Uit de momentenstelling om Z volgt — QI = 1/, MI2(¢ + 6),
zodat eliminatie van Q geeft:

2¢+ 26+ 3G cosb+ 3(;;25111 B=0

Dit is de vergelijking van Lagrange naar 6. De vergelijking van

Lagrange naar ¢ geeft B = 0, dus:
2(m +4M + 3 M cos 8)§ -+
+M(2 + 3 cos G)E?' —.3 M 6(2 ¢+ é)sin g ==10:

Aan beide vergelijkingen is voldaan door ¢ = @ (¢ = 0), 6 = 0.
Geldt'¢ = @ bij benadering en is § klein (evenals @ en ¢), dan geldt
bij benadering:

5G+204+3w20=0, 2(m+7M)§+5Mb=0,
Door eliminatie van ¢ volgt hieruit:
(4m+3M)§+6(m—+7M)w26=0.

/2(4m—{—3M)
] 3(m+7M)

De periode der kleine slingeringen is dus —

Bij benadering is:
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“zodat de periode der kleine slingeringen is 2 2 I

i) 5M
¢ T
*152. Als codrdinaat voeren we in de hoek ¢, die MZ met de

naar beneden gekeerde verticaal door M maakt; hierin is M het
middelpunt en Z het zwaartepunt van de halve bol, Nemen we het
raakpunt in de evenwichtsstand als oorsprong, de z-as verticaal
naar boven en de p051t1eve x-as door het raakpunt in de beginstand,
dan'geldt voor Z:

z2=r(1 — 3/ cos @),
z=2%.r ¢ sin ¢,

Het traagheidsmoment om een as door Z loodrecht op het vlak,
waarin Z zich beweegt, is:

x=r(p — 3, sin @),
=1, r ¢(8 — 3 cos @),

omr2—m(3yr)2 = 33 mr2,
zodat de levende kracht is: \

Lo R e 24 s =L mregaog g
= e W + 14 m(x2 4 22) TR ¢2(28 5 cos ).

Uit L + P =L, + P, volgt:
r ¢2(28 — 15 cos @)= 15 g cos ¢,
zodat r ¢,2 = 15/, g is. Verder is:

r (56 — 30 cos @)+ 15rg2 sin ¢ = — 15 g sin ¢,

zodat r ¢, = — gg en ¢, = 0 is, Nemen we W positief in de zin
van de negatieve x-as, dan is:
— W=max=1gmr{i(8 — 3 cos ¢) + 3 g2 sin ¢},
N — mg = mz = 3/, mr(p sin p + @2 cos ).
Hieruit volgt: : '

15

Wo=—mrg, = 36 ™9 W, =10,

403 149
N, =mg 4+ 8/, mr ¢,= 248 ™9" N, =mg + 3y mr ¢,2 = =104™

*153. Voor kleine slingeringen geldt 26 r ¢ + 15 g ¢ = 0,

%r
159 °
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“154. We nemen dezelfde codrdinaat ¢ als in 152. Nu is steeds
x = 0, terwijl z is als in 152. Men heeft dus:

83 > 1 ;
— ' mre g2 1 rd — o 2 2 3 4 in2 o
L cao ¢ + 15 mz f)‘mmr ¢2(83 4 45 sin? ¢),

r ¢2(83 + 45 sin2 ¢) = 240 g cos ¢,
r (83 + 45sin2 @)+ 45 r g2 sinpcosp 4+ 120 g sin o = 0.
v it 2K A 15 P
FeI=T3 g rh=—12 8 % =0

83 173
N —_— — S s
0T 135 M8 Ni= gz mg

De grootste verplaatsing van M is 34 r.

155. De pool P is de projectie van Z op de verticaal door M.
De poolkromme is dus de cirkel op MZ als middellijn beschreven
en wel die cirkel in zijn geheel, telkens heen en terug doorlopen van
M tot M; in de beide uiterste standen bevindt de pool zich in M.
De projectie Q van M op de verticaal door Z beweegt zich niet,
terwijl QP = MZ is, De poolbaan is dus de halve cirkel met Q als
middelpunt en %/, r als straal en wel de helft, die onder dz horizon-
tale middellijn ligt: de eindpunten van de halve cirkel zijn de uiterste
standen van M, De beweging is de elliptische,

156. Voor kleine slingeringen om de evenwichtsstand geldt

83 r ¢ + 120 g = 0. De periode dier slingeringen is dus 2_3_’ A
Vg
157.* Het traagheidsmoment van het lichaam om een horizon-
tale as door het zwaartepunt Z' (midden van MA) loodrecht op
MA is *[, me2 + Y4 me2 4 Y4 me2 = 7, mr2. De levende kracht
van het lichaam is:

L="7), me2¢2 + m(x2+ 14 t2 ¢2 sin2 @).

Hierin is ¢ de hoek, die MZ met de loodlijn uit M op het hellend
vlak maakt, en x de verplaatsing van de projectie Q van Z op het
hellend vlak, beide positief gerekend benedenwaarts, Verder is
P=_—2mg(xsina-+4 15 rcos ¢ cos a). Het punt Q heeft de
constante versnelling g sin «, zodat 2 = 2 gx sin « is.

Uit L + P =L, + P, volgt dus:
r(7 + 3 sin2 ) g2 = 12 g(cos ¢ — cos @)cos a.
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Hieruit volgt, dat ¢ heen en weer schommelt tussen = a De

grootste waarde heeft ¢* voor ¢ = 0. Die grootste waarde is:

12 g(1 — cos a)cos a
7A¢

158. Als codrdinaten voeren we in de verplaatsing x van M en
de hoek ¢, die AB met het horizontals vlak maakt (zodat ¢ = 90°
is in d2 beginstand). Daar het zwaartepunt Z van het geheel in
dezelfde verticaal blijft, heeft men:

mx -+ m’(x + 14 rsin p)=14 m'z,
2(m 4+ m')x = m'r(l —sin¢), 2(m + m’)x = — m'r ¢ cos ¢.
De hoepel gaat niet draaien, zodat de levende kracht van het ge-
heel is:
L=Ysmz2 41, m(Y5r\/3)2¢2+
+ V5 m(x2 4 14 62 g2 4 g cos ) =
C=0m 4 m)x2 4 V4 m'e2 g2 15 m'r & ¢ cos @ =
2m—|—_:1:1’+m’sin2q:_
&(m + m’) i

= m' 2 ¢2

Uit L + P =L, + P, volgt:
r(2m 4 m’ + m’sin2 @) g2 = 4 g(m + m’)cos ¢.
Hieruit blijkt, dat ¢ heen en weer schommelt tussen - 90°. De
grootste' waarde van x krijgt men voor ¢ = — 90°; voor die waarde
mm+r;n__’ . Neemt ¢ af van 90° tot 0, dan neemt ¢2
toe van 0 tot ‘1_91??!_:1- m:).
(2 m 4 m')
m'2 rg
het tst, nl. . :
S I m) 2mt )

159. De verbindingskrachten in A en B op de staaf uitgeoefend
stellen we samen tot een kracht in M. De component daarvan
evenwijdig aan AB (positief gerekend in de zin AB) noemen we
K. Uit de momentenstelling en de beweging van het zwaartepunt
van AB in de richting AB volgt:
amr2g2=— 1 Kr, m'(2cosgp-+Y%r¢) =K—mgsing.

Door eliminatie van K volgt hieruit:

Xcosqp +r ¢ gsing=0.

van ¢ is x =

Voor ¢ = 0 is ook de waarde van x2
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- zodat de periode der kleine slingeringen is =

b o el e e Rl

Dit is de vergelijking van Lagrange naar ¢. Die naar x geeft
het constant zijn van 2(m - m’)x + m'r ¢ cos ¢ (eenparige bewe-
ging van Z in horizontale richting), dus: ’

2(m + m’)% + m'r(§ cos p — ¢2 sin @)= 0.

Eliminatie van & geeft:

(2m + m’ + m’ sin® @)r @ +
+ m'r ¢2 cos ¢ sin @~ 2(m + m’)g sinp = 0,

Is ¢ klein, dan wordt dit bij benadering:

2m-+4m)eg+ 2(m+m)ge=0,

glm 4 m’)

160.* De op de hoepel uitgeoefende wrijving, positief gerekend
in de zin Z,M, noemen we W. Van de (in M aangrijpende)
resultante der in A en B op de hoepel uitgeoefende krachten noemen
we de horizontale component, positiel gerekend in dezelfde zin, H.
Men heeft dan (met dezelfde codrdinaten als in 158):

Wr=mr % W+ H=—m &,
H:m’%{:&—k}ér:ﬁcosrp).
Eliminatie van W en H geelt:
gt—{m'(x—i—%rqicosm)-i—flmx}:o,
m (24 Y5rgcos @)t 2mx=0,

m(x + 14 rsin )+ 2 mx = 14 m'r.

Dit drukt uit, dat het gemeenschéppelijke zwaartepunt van hoepel
en staal, als men de massa van de hoepel verdubbeld denkt, in de-
zelfde verticaal blijft. De levende kracht van het geheel is:

L=Y02m4m)x2 4 Ym2g2 4 Jim'rigcosp=
4m - m' -+ m’sin2 ¢
82m +m)

= m’ 2 g2
Ook al het verdere is als in 158, met vervanging van m door 2 m.

161.* Alles is als in 159 met vervanging van m door 2 m.
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162.* We nemen in het vlak der beweging C, als oorsprong
en C A, als positieve x-as van een rechthoekig assenkruis, De posi-
tieve y-as nemen we zo, dat CA aanvankelijk in positieve zin draait,
d.w.z. van de positieve x-as naar de positieve y-as. Als codrdinaten
van het toestel nemen we aan de codrdinaten p en g van het ge-

" meenschappelijke zwaartepunt Z, de hoek 0, die ZC met de y-as

maakt, en £/ Z,Z.C = ¢, waarin Z, en Z, dz zwaartepunten van
CA resp. CD zijn, De positieve draaizinnen voor # en ¢ zijn zo ge-

nomen, dat voor ¢ = 0 geldt § = ¢ = 14 . Het punt Z beweegt
zich eenparig langs de y-as met een snelheid 15 [ @ (zodat p = 0
en ¢ = Y4l w t is). De levende kracht van het geheel ten opzichte
van het zwaartepunt Z (relatief Z) is:
, = mi2(g2 sin? ¢ + 62 cos? @)+
4+ 1y m2(p + 6)2 + Uy mi2(¢ — 8)2 =
— 1/, mI2 (1 + 3 sin® )2 +(1 + 3 cos? @) B2}

Bij de berekening is er van gebruik gemaakt, dat bij de relatieve

beweging de snelheidscomponenten van Z, langs ZZ en loodrecht

op ZZ, zijn di:‘ [ cos ¢ = — I ¢ sin ¢ resp. [ 6 cos ¢

Voor t = 0is 6 = ¢ = 0, 6 = ¢ = 14 , zodat men heeft:
(1 4 3sin2 @)¢2 (1 + 3 cos? )62 = 8/, 2.

De bewegingsmomenten der staven om Z door de verandering
van ¢ heffen elkaar op. Het total: bewegingsmoment om Z is dus:
B=2mi2§cos g+ 3/, ml2 =2, m2(1 + 3 cos® P)8.

Men heeft dus:
(1 4 3 cos? ¢)b = 2 w.
Eliminatie van ¢ geeft:
(1 + 3sin2 @) (1 + 3 cos? @) ¢2 = 14 w2(15 cos? ¢ — 11),
2(16 4+ 9 sin2 2 @) g2 = w2(15cos 2 p — 7).
Hieruit volgt, dat ¢ heen en weer schommelt tussen == 14 bgcos 7/;.
De hoek ACD blijft stomp, terwijl C telkens het punt Z passeert.

Neemt ¢ toe van O tot bgcos 7/,;, dan neemt ¢ voortdurend af

van Y4  tot 0; daarbij neemt # voortdurend toe en wel van 15 ©
tot %/, w. De rechte CZ draait voortdurend in dezelfde zin.
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F. BEWEGINGEN, DIE NIET EENPARIG VERSNELD ZIJN. OPL.

163.* Wegens de symmetrie draait BC niet en verschuift het
zwaartepunt van BC langs een rechte loodrecht op BC. Verder
draaien’ de staven AB en CD dezelfde hoek ¢ in tegengestelde zin,
Zij x de verplaatsing van de staaf BC, positief gerekend in de zin
der beginsnelheden van A en D. Uit de beweging van het gemeen-
schappelijke zwaartepunt volgt:

32+2lgcosp=21lw, 3x+2lsnpg=21lwt
Uit L + P = L, + P, volgt:
9x2 4 812¢g2 4 1212 gcosqp =82 w2
Eliminatie van x geeft:
#2(2 — cos? p)= w2.
Hieruit ziet men, dat de staven steeds in dezelfde zin draaien.

Neemt ¢ toe van 0 tot 90°, dan neemt ¢ voortdurend af van @ tot

Y4 \/2 @. Neemt ¢ vervolgens toe van 90° tot 180°, dan neemt @
op dezelfde wijze weer toe tot w. Ook % blijft voortdurend positief.
Neemt ¢ toe van 0 via 90° tot 180°, dan neemt x voortdurend toe en
wel van 0 via #/, [ @ tot 4/, I w; bij verder toenemen van ¢ neemt a
op dezelfde wijze weer af tot 0 (voor ¢ = 360°). Dit blijkt uit:

41 w* sin @

s 3(2 — cos? )2 *
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*164. Als codrdinaat voeren we in de hoek ¢, die het blok ge-
draaid is, De momentenstelling (in de beginstand) om de ribbe,
waarom het blok kantelt, voert tot:

. _ hsiny—acosy
Po=89 —2 1 p2 I a2
Op het tijdstip ¢ = 0 heeft Z een normale versnelling 0 (wegens

@, = 0) en een loodrecht op CZ staande tangenti¢le versnelling
¢ ¢, hier is ¢ = CZ en C de projectie van Z op de ribbe van
kantelen. Die versnelling heeft (steeds in de beginstand) een com-
ponent h ¢, evenwijdig aan het hellend vlak, schuin naar beneden,
en een component a ¢, daar loodrecht op, schuin naar boven. Is N
de (in C aangrijpende) normale druk en W de wrijving (positief
schuin naar boven), dan volgt uit de beweging van Z:

‘No—mécos;.-zmaxjiu, mg sin y — W, = mh ¢,.

Hieruit vindt men positieve waarden van N, en W . Deze voeren
tot:

N, = o2+ h+ahtgy
De voorwaarde, waaronder de beschouwde beweging aanvanke-

W, . (e + a?)tg y + ah

lijk intreedt, is ¢, > 0, % < [. Dit wordt:
0

t9?>—%. (02 + a2)tg'y + ah < [ + h2 | ahtgy).

*165. Als codrdinaten voeren we in de hoek ¢ van 164 en de
verschuiving x van het punt C van 164. De versnelling van Z heeft
aanvankelijk een component h ¢, + %, evenwijdig aan het hellend
vlak en een component a ¢, daar loodrecht op. Uit de beweging
van Z en die om Z volgt:

N, — mgcos y =ma @, mg sin y — [N, = m(h ¢ + %,),
[Nygh— N, a=m @2 ¢,
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Hieruit vindt men:

_ __ mge? R th—a
No— P o8y, Fy=g P gt — fah 18
£ — g (@2 +a%)tgy -+ ak— (o2 4 k2 4 ah tg )
o ST 0% + a2 — fah

- 2 4 a2
Uit N, > 0 volgt vooreerst [ < —9———2;1—3—_ Uit ¢, > 0en %, > 0 ;

volgt dan verder:

cos y

a (¢2 + a2)tg y 4 ah
S f<92+h2+ah19? i

2

In de laatste ongelijkheid ligt f < %E—_ opgesloten, zodat we
als voorwaarde vinden:

a

2 2 o
- T (% + a2)tg y  ah

e* + h® 4 ahtgy °
Aan deze ongelijkheden kan alleen worden voldaan, als :

a
tg?)'h—

is.

166.* Het veld van kantelen zonder uitglijden wordt naar onder
begrensd door het rechts van het punt S(—z-. %) gelegen deel der
rechte u =—-:— en hzt boven S gelegen deel van de orthogonale (ge-
lijkzijdige) hyperbool:

ah fu - (02 4 h2)f — (02 + a2)u — ah — 0.

Dit deel van de hyperbool nadert naar boven en naar rechts
asymptotisch tot de rechte | = % — f: Het veld van kantelen en
uitglijden ligt tusschen de hyperboolboog en het boven S gelegen
deel der rechte f = %. Beide velden, te zamen met die van 87,

vullen juist het gehele eerste kwadrant van het beeldvlak.
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*167. De in C op BC uitgeoefende verbindingsstoot, die verti-
caal is, noemen we §’, positief gerekend naar boven. Van de in B
op AB uitgeoefende verbindingsstoot noemen we de horizontale
compenent H, positief naar links, en de verticale component V,
positief naar boven. Als coordinaat voeren we in de hoek ¢, die
AB met de naar beneden gekeerde verticaal maakt. Deze verticaal
nemen we als positieve g-as en AC als positieve x-as, De codrdi-
naten van het zwaartepunt Z van BC zijn dan x — 3 [ sin p,
y = I cos . Hieruit volgt onmiddellijk na de stoot:

%, =31¢, cosqp, = *l V3l Py

g|:_‘f¢| sin ¢, =—ils L gy
De vier stootvergelijkingen zijn:
momenten om A: i, mlg, =V —~/3H,
momenten om Z: Y oml ¢, =\/3(S—H)—V —§,
beweging om Z horizontaal:  3/,\/3ml¢, =S + H
beweging om Z vorticaal: —Ymle, =V -8,
Hieruit vindt men: ;
k lg, = 3V3 Loy
13 m;

De levende kracht onmiddellijk na de stoot is:
V= fami2 g2 4 Yy m g2+ V(] omie g2 =
R 9 §2

= amB ol =,

De horizontale stand wordt juist bereikt, als L, = \/3 mgl is, dus
Voor:

S :'1/3]; 3 m~\/13 gl.
168. Uit de vergelijkingen van 167 volgt:

Py gl = — 8. ‘7 e S,
i e g ]
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zodat al deze verbindingsstoten vallen in de daarvoor aangenomen
positieve richtingen, Heeft de in A op AB uitgeoefende verbindings-
stoot een horizontale component H’, positief naar rechts, en een
verticale component V", positief naar beneden, dan is:

H—H=Y%\3ml¢, V' —V=—Ymnlg,.
Hieruit volgt H’ =%/, §, V' = —3-1\;—3 S.
169.* Uit xc= 4 [ sin ¢ volgt dxc=41 cos ¢, dp =2 /3 1 dgp.
De arbeidscoéfficiént is dus 2 \/3 SL In verband met L = 13/, mi2 i

(voor de stand op het ogenblik van de stoot) vindt men:
26/ mi2 ¢, = 2/3 Sl

W

g . 3
Op deze wijze geraakt men veel sneller tot I ¢, = b

S
[

dan

met de methode van het vrij maken.

170.* Als codrdinaten voeren we in de hoek ¢, die AB en de
hoek 4, die CD met de naar beneden gekeerde verticaal maakt, We
nemen een rechthoekig assenkruis aan als in 167, De codrdinaten
van het zwaartepunt Z van CD en het zwaartepunt Z’ van DE zijn:

X, = I(4 sin ¢ 4 sin f), y, =lcosé,
x, =1(4sin'p 4 3sinf), y, =1Icos,

Hieruit volgt voor de genoemde stand:

2z2=Y\Bl4¢+6)., 2z=%\Bi4¢+36),
gzzyz!z“‘ 1/21.9-

waardoor men voor de levende kracht van de stangen CD en DE te
zamen vindt: '

\

1. ml2(36 g2 + 36 6 ¢ + 13 62).

De levende kracht van het geheel is (in verband met 167):

=1/, ml2(36 ¢2 + 36 0 ¢ + 13 62) 13/, mi2 ¢% =

= 1/, mI2(49 ¢2 + 36 6 ¢ + 13 62).
Uit:
xp=4l(sing 4 sinf), dx, =2 V31 (dyp + db)
vindt men voor de arbeidscoéfficiénten:
G, =—2~/38l," G =—2\/3 8L
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De vergelijkingen van Lagrange worden dus:
ml(49 ¢, 4 18 6,) = —3\/3 S, ml(18 ¢, + 13 6,)= —3/3 5.
Hieruit volgt:

s AR A 93\/3 S
£ T T e Lt S s 1 R

-

*171. De hoeken, die AB, BC en DE uit hun beginstand ge-
draaid zijn, noemen we resp, ¢, 6 en v; als positieve draaizin is ge-

| nomen de draaiing van DE vé6r de botsing. De toestand onmid-

dellijk voér en na de botsing merken we met 1 resp, 2, de toestand,
waarin de snelheid van DE nul geworden is, met 3. Daar E tegen

het zwaartepunt Z van AB botst en v, = 4 V3_19'_ is, heeft men:

2y mi2 4,2 = 2/3 ml 3, g+ 8/, mgl,

dus [ 2 = 3 g. Is S de stoot in Z op AB en S’ de (ten duidelijkste
horizontale) stoot in B op BC uitgeoefend, beide positief gerekend
in de zin DA, dan heeft men:

Sl— 281=8ml2 g, —S1=2ml28,S=6ml(2g¢,+ 6,
— Sl = [, ml2(y, — Py).
Hieruit volgt:

. S ; 38 , — 38
[tp,_,:l—‘}—m. 162:-—28—’“. Ly, =~\/3gl— im

De snzlheidscomponenten van E en Z onmiddellijk vé6r en na
de botsing in de richting van S, positief gerekend in de zin DA, zijn:

voor na
A3 A L i
E V3 gl \3gl— o
S
Z 0 P
‘ A LW
relatief V3 gl /3 gl 6

De botsingsvérgelijking luidt:
— 238 e
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Hieruit volgt:

e IS o 3 1/3q
S=2m\/3gl, ¢, = ]/—iq.'ﬂ.:— = 1/3¢

D O A

~f -

: 1 1/3g
i
De stang DE krijgt in de horizontale stand (DE in het verlengde
van AD) een snelheid 0,

9

172. Men vindt 8" = 3/, m \/3 gl. De kracht $” in A op AD
uitgeoefend, positief gerekend in de zin AD, vindt men uit:

— 8"+ 8§ —8=6mlg,=". m\/3 gl
Dit voert tot S” = 5. m \/3 gl, zodat de stoot naar D gericht is.

173.* De levende kracht van dz dubbele slinger in de stand,
waarin de botsing plaats vindt, is:

L=4m2¢g2 4 m2@+3m2l¢g+16)2=

=4 mi2(4 g2+ 3¢9+ 62).
Is S de in Z op AB uitgecefende stoot, dan zijn de arbeidscosffi-

ciénten G, = SI, Gg = 0. De vergelijkingen van Lagrange zijn dus:

4ml(8¢,+4+36,)=S8, 3¢,+26,=0.

174. We nemen O als oorsprong en OA als positieve y-as van
een rechthoekig assenkruis; de positieve x-as leggen we door het
midden van de ribbe BC en de positieve z-as door het midden van
de ribbe EH. Om assen door het zwaartepunt Z van het blok even-
wijdig aan de x-as, y-as en z-as zijn de traagheidsmomenten:

Biv= Yo 3124 18)=2 " Li=1; = Yy o 3.(1 4+ )= it
dit zijn tevens hoofdtraagheidsmomenten voor Z, d.w.z. de traag-

heidsproducten zijn 0. Voor de assen door O zijn de traagheidsmo-
menten en ~producten:

Iy =, 03 12 12)- =2, Py= 0, P.; = 8 Py =0,
De coérdinaten van F zijn 1, 1, 2 en de componenten van de stoot
— 2,2, 1. De momenten van de stoot om de x-, y- en z-as zijn:
Mo=1.1—2 2=—3, M;=2(—2)—1 rle=i Sy
Me=1.2—-1,(=L2)=4.
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Dit voert (als w., @, en w. de componenten van de rotatievector
onmiddellijk na de stoot zijn) tot:
Swr— 3w, =—3, Swy=—35, 20—, ws= 4.
Hieruit volgt w, = 0, w, = — 1, w. = 2. Bijgevolg is OH de

rotatievector. De levende kracht na de stoot is 1%/,

Opmerking. Daar de grootte van de rotatievector \/5 is, volgt
uit de levende kracht, dat het traagheidsmoment van het blok om
OH gelijk is aan 13/,

175. We nemen het zwaartepunt Z als oorsprong en de codr-
dinaatassen evenwijdig aan die van 174, De codrdinaten van F

zijn nu 15, 1, 1 en de componenten van de stoot — Ty o 2 ik
De momenten van de stoot om de x-, y- en z-as zijn 1, — 15, 0.
Men heeft dus:

2os=1. Yoy =—14, % w,=0,
dus w, = Y4, w, = — %/, w. = 0. De componenten van de snel-
heid van het zwaartepunt onmiddellijk na de stoot zijn v, = — 1/,
Uy = — %y, vs = — 1/,. De snelheidscomponenten van een wille-

keurig punt (x. y, z) van het blok zijn:
wvz‘—"‘l"':y'i‘”x:‘—qsz_]}{a’ i
W: X — W24 vy=—1), z 2 N
s Y — @y x 0=, y + 2y x—1,

Voor een punt van de schroefas geldt:

_'“2J'r,',z_1ff:;:]l"1‘1r __1!.122__2:r3:_2{5 4,
lfzy—f_ 2"lla'x__ll'J:l: 0.
Hieruit vindt men 4 = 19/,,. De vergelijkingen van de schroefas '
zijn: ¥ : !
140
e T B 15y — 10 = 0.
KLk {254 F 2Rk
De componenten van de translatievector der schroefbeweging
zijn )5 A4, — 2[54, 0, dus 5/,,, — 4/,., 0. J
176. De componenten van de stoot ZinnuwS,, — 2. 12 1, dus

de momenten van de stoot om de assen door Z:
L S-‘9+ ]/2! “—Sm—-‘ 1.




R S e

Hieruit volgt:
w:= Y5, oy =45 Ss + Yy 0= — 4y Su Yy

Vg — 113-‘3"' Uy =-—— alaa I‘J,_ = —_ lja,

De voorwaarde voor het 0 zijn van de translatievector is: - e

Wy Vs + @y Uy A 05 0, =0,

dus S, = 0. De stootvector is dus FJ (Qin]). Uit: Ly
we=1y @y=2, . 0=—1, I |

ve=0, w=—2, v.:=— 1f§’_
vindt men voor de vergelijkingen van de rotatie-as:
2y+2=0 24x+1524+20=0, 12x—15 y+10=0.
Deze drie vergelijkingen zijn natuurlijk aﬁlankelijk




J]. GEDWONGEN BEWEGING.

*177. Is AZ = x, dan is het traagheidsmoment van CDE om k:
Ugml2 4 mx2 + 3 ml2 + m{(x—+1)2 + 2} =
=m(2 x2 4 2 Ix + 8/, 12).

Daar het bij de potentiéle energie P op een constante term niet
aankomt, is de P van de centrifugaalkracht — m w?(x2 + Ix}.
Men heeft dus:

2 —o2(x2 4 lx) = —2 w22, #—w(x+ YK1)=0,
x=AChwt+BShwt— 151

In verband met de beginvoorwaarde (x = [, x = 0 voor ¢t = 0)
wordt dit:

x=YBH3Chwt—1).
Is Z in B gekomen, dan is x = 2 [, dus:

In 3
Ch-wt‘:"';’a, e”f — 3, flz%—.

Op het tijdstip ¢, is:
2'=3,wlShwt =2wnl

Dit is voor t = ¢, de relatieve snelheid van E (in de richting AD).
De sleepsnelheid van E heeft dan een component 3 w [ in de rich-
ting (en zin) DE en een component 2 w [ in de richting DA. Deze
heft de relatieve snelheid van E op, zodat de samengestelde snel-
heid van E voor ¢ = ¢, gelijk is aan 3 @ [ in de richting DE.

Opmerking. Het punt M van CD, dat midden tussen Z en D
ligt, beweegt zich door de buis, alsof het een materieel punt was,
dat door A wordt afgestoten met een kracht u w* AM, waarin u de
massa van M is,
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J. GEDWONGEN BEWEGING. OPL.

*178. Als codrdinaat nemen we de hoek ¢, die AB met het
verlengde van MA maakt. Het traagheidsmoment om de as van
de cirkel is:

Yy ml2 4 m(R* 4+ 1°+2Rlcosgp) =m(R2 4 4,12 4+ 2 Rl cos ).
Men heeft dus %/, [ ¢* — R w” cos ¢ = constant. Daar:
2l¢g, = (R+ 2w

is (waarbij de positieve draaizin van ¢ tegengesteld genomen is aan
de draaiing @), vinden we:

21)2
2142 =3 R w?cos w — 3 R w? 4 JB%)— w?.
Bijgevolg is ¢ = 0 voor:
(R 4212
cos @, — 1 — % .
Deze waarde van cos ¢, ligt tussen — 1 en 1 (en is dus moge-

lijk), als 4 I* — 8 Rl + R* < 0 is, dus voor:
R(1—1%5~\/3) <1< R(1 + %/3).

Men vindt de grootste waarde van cos ¢, (dus de kleinste waar-
de van de amplitudo der slingeringen om de kinetische evenwichts-
stand, waarbij AB in het verlengde van MA valt), als [ = 14 R is;
men heeft dan cos ¢, = — 1/,

Opmerking. Is 1= R(1 = 14/3), dan nadert AB asymptotisch
tot de stand, waarin cos p = — 1 is.

179. Uit4! ¢ + 3 R w?sin g — 0/vindt men voor die periode:
4x VI .
w | 3R’

180.* Dit volgt uit de vergelijking van 179,

*181. Is ¢ de hoek, die AB met de naar beneden gekeerde ver-
ticaal door A maakt, dan is de potentiéle energie van de centrifu-
gaalkracht — 2/, m w2 {2 sin2 . Bijgevolg heeft men:

2/, ml2 ¢2 — mgl cos ¢ — [, m @2 [2 sin? ¢ = constant,

41 = (4 w2 I cos p— 3 g)sin ¢ = f(p). |
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Een zijdelingse kinetische evenwichtsstand is er dus, als w2 > %—? ;

is. Is dan « de (tussen 0 en 15 @ gelegen) waarde van ¢, waarvoor

cos ¢ = 430)% , is. en stelt men ¢ = a + u (u in absolute waarde

klein), dan is bij benadering:

4li =Ha+u) = f(a) +u F(a),

waarbij de tweede en hogere machten van u verwaarloosd zijn.
Nu is:

Ha) =0, F(a) =—4 w?lsin2q,
waardoor men vindt i 4+ @2 u sin? ¢ = 0. De periode der kleine
slingeringen is dus:

2

w sin q

L
=14 [t

T—

*182. Is ¢ de hoek, die AB maakt met de naar beneden ge-
richte verticaal, dan is de bewegingsvergelijking:

21¢g2=3gcosqp—21 w2 cos? ¢.
Deze is onafhankelijk van a, zodat het toestel dezelfde beweging

uitvoert als dat van 181 (mits natuurlijk ook de beginvoorwaarden
overeenstemmen). Voor ¢ = 0 is 2/ ¢,2 = 3 g — 2 [ w?, zodat

AB alleen dan de verticale stand bereikt, als w? < g? s 0= :élg'
dan wordt de verticale stand asymptotisch genaderd. Is w? > %—?—

dan slingert AB heen en weer tussen de stand, waar cos ¢ = 0 is,

] an S
en de stand, waar cos ¢ = 3l
deze standen liggen op gelijke hoogten boven en onder het zwaarte-
punt van AB in de kinetische evenwichtsstand, waar geldt:
3g
4l

is. De zwaartepunten van AB in

cos p =

*183. Is ¢ de hoek, die MZ (waarin Z het zwaartepunt van
AB is) met het verlengde van OM maakt, dan is (als MZ = a is):

(3a2 4 I2)g2 — 6 w2 ar cos ¢ = 0.

De stand, waarbij Z in het verlengde van OM ligt, wordt dus
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gepasseerd met een relatieve hoeksnelheid, die wordt aangewezen
door:

o a4 110 D
W= Tm g E
Evenals bij het toestel van 178 is de verandering van ¢ dezelfde
als bij een samengestelde slinger.

*184. Zij Z het zwaartepunt van AB, MZ —= a en ¢ de hoek,
die MZ met de naar beneden gekeerde verticaal door M maakt.
Dan is:

(12 + 3 a?)g2 — w2(I2 cos? p + 3 a2 sin2 @) —
: — 6 ga cos ¢ = constant,
(12 4 3 a2)¢ + {w2(I2 — 3 a2)cos ¢ + 3 gajsin ¢ = 0.
Is 2 = 3 a2, dus a = 14 r, dan valt w uit de vergelijking weg.

185.* Is P de potentiéle energie van zwaartekracht en centri-
fugaalkracht tezamen, dan is:

P = — 1/, m{2(I2 cos? ¢ + 3 a2 sin2 )+ 6 ga cos ¢},
R
deg

-~ e 3 ga
Ist< ¥\/3r,danis 2 —3 a2 < 0(a > 12r) Is w2 gm.
dan neemt P voortdurend toe, als ¢ toeneemt van 0 tot #. Er is dan
3ga

alleen stabiel kinetisch evenwicht voor ¢ = 0, Is w2 > 3.

= 1/, m{w2(I2 — 3 a2)cos ¢ + 3 ga} sin ¢.

3ga
3a?—I*
gelegen waarde van ¢ (of het tegengestelde daarvan) is er stabiel
kinetisch evenwicht.

dan is P minimaal voor cos ¢ = Voor die tussen 0 en 90°

186.* Isl>14~/3r, dan is 2—3a2>0(a< Yr). Is

3ga
0= 2
= P—3a®
0 tot 7. Er is dan alleen stabiel kinetisch evenwicht voor ¢ = 0. Is

dan neemt P voortdurend toe, als ¢ toeneemt van

w? > F’i% en neemt ¢ toe van 0 tot z, dan neemt P eerst toe,

om voor een stompe waarde van ¢ een maximum te bereiken (labiel
kinetisch evenwicht). Vervolgens neemt P weer af. Nu zijn ¢ = 0
en ¢ = = de stabiele kinetische evenwichtsstanden.

158




187 Steltmengp =a + u (a in absolute wa:aﬂie kleine),
-vmdtmen bij benadering:
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EXAMENOPGAVEN
VAN DE TECHNISCHE HOOGESCHOOL.

JUNI 1946.

1. Formuleer en beWijs de vergelijkingen van Lagrange voor
een systeem van N massapunten met p (p = 3 N) vrijheidsgraden.

2. Van een rechthoekig assenstelsel OXYZ is O een vast punt
en OZ verticaal, Dit assenstelsel wentelt met constante hoeksnel-
heid @ om OZ, In het OXY-vlak kan een punt met massa m zon-
der wrijving bewegen. Het massapunt wordt door het met OXYZ

‘meebewegend punt P, waarvan (14 a, 14 a, 0) de codrdinaten

t.o.v. OXYZ zijn, aangetrokken met een kracht, die evenredig en
gelijkgericht is met den afstand van het massapunt tot P en die
voor den alstand 1 gelijk is aan 2 m w2.

1) Stel de bewegingsvergelijkingen van het massapunt t.o.v.
OXYZ op.

2) Bewijs, dat het met OXYZ meebewegend punt Q, waarvan
(a, a, 0) de cobrdinaten t.o.v. OXYZ zijn, een kinetische
evenwichtsstand van het massapunt is. Onderzoek of deze
evenwichtsstand stabiel dan wel labiel is.

3) Bewijs, dat de som van het relatieve impulsiemoment van het
massapunt t.o.v, Q en — m o r2 constant is, wannzer r de
afstand van Q tot het massapunt is.

3. Een vierkante homogene plaat ABCD (massa m, AB = 2 a)
kan in het vlak van een vast assenstelsel OXY (OX horizontaal,
QY verticaal) onder invloed van de zwaartekracht en zonder wrij-
ving zodanig bewegen, dat A langs OX en B langs OY glijdt. Ten
tijde ¢ = 0 is de plaat in rust en maakt AB met OX en OY hoeken
van 45° (B, C en D boven OX).

Men vraagt de hoeksnelheid van de plaat en de door OX en
OY op de plaat uitgeoefende reactie te berekenen voor het tijdstip,
waarop AB voor het eerst horizontaal wordt.

OCTOBER 1946. C.

1. Op een omwentelingscylinder met straal R, waarvan de as
in een horizontaal vlak ligt, rusten onderworpen aan de zwaarte-

’,
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EXAMENOPGAVEN 1946,

kracht twee gelijke homogene staven, die in hun eene uiteinde
scharnierend met elkaar zijn verbonden en die zonder wrijving over
den cylinder kunnen glijden. De staven bevinden zich in een vlak
loodrecht op de as van den cylinder en hebben elk de lengte 4R
en de massa m; de versnelling der zwaartekracht is g.

Bereken den hoek, dien de staven met elkaar maken in den even-
wichtsstand. Bepaal in dien stand ook den druk, dien'de staven op
den cylinder uitoefenen.

2. Een homogene omwentelingscylinder met straal a kan onder
den invloed der zwaartekracht slingeren om een horizontale as, die
evenwijdig is aan de as van den cylinder op een afstand b daarvan
verwijderd, .

Bepaal de bewegingsvergelijking en den slingertijd voor kleine
slingeringen, uitgedrukt in a, b en de versnelling der zwaartekracht.

3. Een nauwe rechte buis wentelt in een horizontaal vlak met
constante hoeksnelheid @ om een verticale as. De alstand van de
as tot de buis is a. In de buis kan zich zonder wrijving bewegen een
stoffelijk punt met massa m, dat onderworpen is aan de zwaarte-
kracht, De versnelling der zwaartekracht is g.

Op den tijd ¢ = 0 bevindt het punt zich in het dichtst bij de as
gelegen punt der buis en heeft ten opzichte van de buis een snelneid
YVaw in de richting tzgengesteld aan die van de snelheid tenge-
volge der wenteling.

a. Bepaal de relatieve beweging van het stoffelijik punt ten

opzichte van de buis,

b. Indien wordt aangenomen, dat de buis breekt, als op eenig
punt in een richting loodrecht op den wand een druk wordt
uitgeoefend = mg \/5 hoe groot mag dan @ hoogstens zijn,
om het mogelijk te maken, dat de buis na het tijdstip ¢ = 0
een volle omwenteling maakt, voordat ze breekt.

OCTOBER 1946. M.T.

1. Aan een van de uiteinden van een horizontale middellijn van
een homogene bol (straal R, massa m), die op een volkomen glad
horizontaal vlak geplaatst is, heeft men een stoffelijk punt (massa
m) bevestigd. De versnelling van dz zwaartekracht is g.

a) Bewijs dat de bol, uit deze toestand aan zichzelf overge-

laten, zich zo zal gaan bewegen, dat het midden van de

straal, die het stoffelijk punt draagt, zich verticaal beweegt.
I
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EXAMENOPGAVEN 1946.

b) Stel een differentiaalvergelijking van d= eerste orde in één
noodzakelijke codrdinaat op, waardoor de beweging van
het stelsel beschreven wordt.

c) Bereken de grootte van de drukking, die de bol op het vlak
uitoefent, als het stoffelijke punt door zijn laagste stand gaat.

2. In het midden C van de homogene staaf AB (lengte 2/,

massa m) is aan AB de homogene staaf CD (lengte 14 I \/2,
massa m) onwrikbaar bevestigd; AB en CD staan loodrecht op
elkaar, Het geheel kan om A in een verticaal vlak wentelen. In dit
vlak ligt, even hoog als A, rechts van A het punt E; AE = 2 [ In
E is een koord bevestigd dat door een ringetje bij B gaat en aan
zijn uiteinde een gewicht x draagt. Gegeven is dat er evenwicht
bestaat als AB verticaal naar beneden hangt en D rechts van AB
is. Dz versnelling van de zwaartekracht is g.

Bepaal x en de frequentie der kleine trillingen om de evenwichts-
stand,

DECEMBER 1946, C,.

L. Een physische slinger bestaat uit een homogene driehoekige
plaat in den vorm van een gelijkbenige rechthoekige driehoek
ABC, waarvan de rechte hoek in C ligt en een homogene staaf DE,
die in het midden D van AB aan de plaat bevestigd is zoo, dat DE
het verlengde van CD is, Het lichaam kan slingeren om een hori-
zontale as door E loodrecht op het vlak van de plaat. De massa van
de plaat is 8 m, de zijde AB is 2 a, de lengte van de staaf is a. Be-
paal de massa van de staaf DE, als de slingertijd der kleine slinge-
ringen, die het toestel kan uitvoeren, 1 seconde is.

2. Een homogene omwentelingscylinder is op den tijd # = 0 in
rust op een hellend vlak met hellingshoek 45°. De as van de cylinder
is evenwijdig aan de snijlijn van het hellend vlak en het horizontale
vlak, Bepaal de beweging van de cylinder:
1° als de wrijvingscoéfficiént tussen cylinder en hellend vlak !4 is.
2° als die wrijvingscoé!ficiént 14 is.

3. Een stoffelijk punt met massa m, dat ondzrworpen is aan de
zwaartekracht, kan zich zonder wrijving bewegen in een nauwe
buis, die met een constante hoeksnelheid w wordt gedraaid om een
verticale as, die de buis op een afstand a kruist. De buis maakt een
hoek van 30° met de verticaal. De zin dzr wenteling komt overeen
met de zin van het doorlopen van de horizontale projectie der buis,
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die beantwoordt aan het doorlopen der buis van beneden naar
boven.

Op het tijdstip £ = 0 bevindt het stoffelijk punt zich op een af-
stand b van het punt der buis, dat het dichtst bij de omwentelingsas
ligt en hoger dan dat punt; het is dan ten opzichte van de buis
in rust.

Bepaal de relatieve beweging van het stoffelijk punt ten opzichte
van de buis en de druk, die het punt op een willekeurig tijdstip ge-
durende de beweging op de buis uitoefent.

Kan bij gegeven b de hoeksnelheid @ zo gekozen worden, dat
het punt ten opzichte van de buis in rust blijft?

De versnelling der zwaartekracht g is in elk der drie vraagstukken
gegeven.

MEI 1947. C,.

1. Een stoffelijk punt met massa m kan zich zonder wrijving
onder invloed der zwaartekracht bewegen in een nauwe buis, die de
vorm heeft van een semicubische parabool, bepaald door de verge-
lijking y* = ax?2, waarbij de y-as verticaal naar boven geplaatst is.

Op de tijd ¢ = 0 bevindt het stoffelijk punt zich zonder snelheid
in het punt a, a der buis. Gevraagd na hoeveel tijd het laagste punt
der buis bereikt wordt en voor een willekeurig punt bij de beweging
de druk op de buiswand te bepalen,

2. Een staaf AB, waarvan de massa kan verwaarloosd worden
en waarvan de lengte 2 R bedraagt, is geplaatst samenvallend met
een middellijn van een homogene holle bol met massa m, die on-
wrikbaar aan de staaf verbonden is en kan onder invloed van de
zwaartekracht zonder wrijving slingeringen om een horizontale as
door zijn hoogste punt A.

Waar moet aan de staaf een stoffelijk punt met massa 445 m
worden aangebracht, opdat de periode der kleine slingeringen, die
het toestel dan kan uitvoeren zoo groot mogelijk zij,

3. Een staaf AB met massa m en lengte [, die zonder wrijving
kan draaien om een horizontale as door A, wordt in een stand,
waarbij AB een hoek & maakt met de naar beneden gerichte verti-
caal zonder beginsnelheid losgelaten en beweegt zich onder de
invloed der zwaartekracht totdat zij plotseling tot stilstand komt
door een volkomen onveerkrachtige botsing tegen een vaste hori-
zontale pen C zoo geplaatst, dat AC een hoek (< «) maakt met
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de naar beneden gerichte verticaal en AC = l, (< ). Bereken de
stoot, die de staaf bij de botsing ondervindt en de reactie-stoot in A.

Hoe groot zijn deze stoten, als in plaats van volkomen onveer-
krachtige botsing, botsing met een botsingscoéfficiént k optreedt.
Bepaal voor dat geval ook de beweging na de botsing, waarbij
oncerscheid moet gemaakt worden tussen de gevallen, dat AC en
de beginstand van AB aan dezelfde kant of ter weerszijden van de
verticaal liggen.

JUNI 1947. W.S.V.

1. Wat verstaat men onder het sinusproduct van twee vectoren?
Gelden voor deze bewerking de commutatieve, de distributieve en
de associatieve eigenschap? Druk het product uit in de rechthoekige
componenten der factoren en bewijs deze uitkomst. Wat verstaat
men onder het moment van een vector & ten opzichte van een punt?
Toon aan dat het moment onveranderd blijft als 4 langs zijn werk-
liin verschoven wordt. Bewijs dat de fluxie van het impulsmoment
van een stoffelijk punt gelijk is aan de som der momenten van de
op het punt werkende krachten,

2. Een stoffelijk punt (massa m) is door middel van twee koor-

den, elk van lengte /, opgehangen aan twee even hoog gelegen
punten A en B, die de afstand 2 a hebben. Een homogéne staaf

(massa m, lengte 2 a) draagt aan beide uiteinden een ringetje; elk
der beide koorden gaat door zo'n ringetje. Men brengt de staaf in

de stand AB en laat haar los. Hoe groot mag de verhouding% hoog-

stens zijn, opdat de staaf het stoffelijk punt zal bereiken? Bepaal d
evenwichtsstand van het stelsel, alsmede de cirkelfrequentie der
kleine trillingen om die stand, De versnelling der zwaartekracht is g.

3. Een homogene staaf wordt in drie delen verdeeld, opvolgend
lang 2 [, 2 pl en 2 L; in de deelpunten zijn de delen draaibaar ver-
bonden, Het geheel rust op een glad horizontaal vlak en de delen
liggen in elkaars verlengde. Aan een van de buitenste delen wordt
op het vrije uiteinde een horizontale stoot uitgegefend, loodrecht
op de staaf. Men vraagt hoe groot p moet zijn, opdat het niet direct
getroffen buitenste deel een maximale hoeksnelheid krijgt.

SEPTEMBER 1947. C,.

1. Een nauwe buis, die de gedaante heeft van een ellips, die als
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zij in het vlak x O y ligt, de vergeh]kmq e L yg = 1 heeft, wentelt

met constante hoeksnelheid & om de verttcaal geplaatste y-as. In de
buis kan zich, onderworpen aan de zwaartekracht, zonder wrijving
een stoffelijk punt met massa m bewegen. Hoe groot moet de hoek-
snelheid zijn, als het punt op de hoogte h{ £ 0) ten opzichte van de

buis in rust zal blijven en hoe groot is dan de druk op de wand
der buis.

2. Een toestel bestaat uit vier gelijke homogene staven met
massa m en lengte 2 [, De eerste AB is in haar midden O onwrik-
baar verbonden met de tweede OC, die loodrecht op AB staat, en
is in haar uiteinden scharnierend zonder wrijving verbonden met
de beide overige AD en BE, Het geheel is zonder wrijving draai-
baar om .een horizontale as door O en blijft in een vlak loodrecht
op die as.

Stel voor de beweging van dat toestel de vergelijkingen van
Lagrange op, waarbij als codrdinaten worden ingevoerd de hoeken
@, #, en ¥, die OC, AD en BE met de naar beneden gerichte ver-
ticaal maken,

Vereenvoudig die vergelijkingen door de aanname, dat ¢, ?, en
#, en hun afgeleiden zoo klein blijven, dat termen die in die groot-
heden van de tweede orde zijn kunnen worden verwaarloosd.

Bepaal met die benadering de beweging, die ontstaat, als voor
t=0 ¢g=¢=0 #=0 9 =0, 9, =0, ¥, = — o enbe-
reken in een willekeurige stand daarbij de druk in O en in de schar-
nieren A en B.

3. Een homogene staaf met massa m en lengte 2 ! hangt, zon-
der wrijving draaibaar om zijn bovenste punt O, verticaal naar be-
neden. Een stoffelijk punt met massa %/, m is door een onrekbare
draad zonder gewicht met lengte a verbonden met O en wordt in
een stand, waarbij de draad een hoek « met de naar beneden ge-
richte verticaal maakt, zonder beginsnelheid losgelaten, Het stoffelijk
punt botst volkomen wveerkrachtig tegen de staaf. Gegeven is, dat
daarbij de reactiestoot in O nul is en dat in de uiterste stand, die de
staaf na de botsing bereikt, de hoek, die ze met de naar beneden
gericht verticaal maakt, 60° bedraagt,

Bereken a en «,

OCTOBER 1947. C,

1. Een paal eindigt van boven in een halve bol m:t straal R.
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Op deze halve bol rust, onderworpen aan de zwaartekracht, een
toestel bestaande uit twee gelijke homogene staven, die in hun ene

' uiteinde scharniererd met elkaar zijn verbonden, elk op de lengte

3 R en'de massa m hebben en aan hun andere uiteinde een massa
5 m dragen. De staven kunnen zonder wrijving over de bol glijden.

Bewijs, dat in de evenwichtsstand de staven een rechte' hoek
met elkaar maken.

2. Een stoffelijk punt met massa m kan zich, onder den invloed
der zwaartekracht, zonder wrijving bewegen in een cirkelvormige
buis (straal R), die met constante hoeksnelheid @ wentelt om een
verticale middellijn.

Op het tijdstip ¢ = Q0 bevindt het punt zich in het laagste punt
der buis en heeft ten opzichte der buis een snelheid v,

Bergken v, als gegeven is, dat de relatieve beweging ten op-
zichte der buis omkezrt; als het punt een boog van 60° heeft door-
lopen, en bereken in het hoogste punt, dat dan bereikt wordt, de
druk op de buiswand.

De versnelling der zwaartekracht is g.

3. Een stoffelijk punt met massa m is door een onrekbare draad
van de lengte / en waarvan de massa kan verwaarloosd worden
verbonden met een punt O en wordt in de stand, waarbij de draad
een hoek van 60° met de verticaal maakt, zonder beginsnelheid
losgelaten,

In O hangt verticaal naar beneden in rust een homogene staaf
met lengte./ en massa M, waarvan het bovenste punt zich, zonder

+ wrijving kan bewegen over een horizontale lijn in het vlak, waarin
ook de beweging van het stoffelijk punt plaats vindt.

Het stoffelijk punt botst volkomen veerkrachtig tegen de staaf
en komt daardoor tot stilstand.
Men vraagt M uit te drukken in m.

DECEMBER 1947. W.VS.

1. Bewijs voor een mechanisch stelsel dat de beweging van hit
zwaartepunt plaats heeft, alsof het een stoffelijk punt was (met een
massa gelijk aan de totale massa van het stelsel), dat onderworpen
is aan een stelsel krachten, dat ontstaat als men de uitwendige
krachten, die op het systeem werken, met behoud van richting en
grootte naar dat punt overbrengt. °

2. Een homogene plaat in de vorm' van een vierkant ABCD,
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die zich vrij kan bewegen, voert een rotatie uit om de diagnonaal
AC, met de hoeksnelheid w. Plotseling wordt het punt 3 vastge-
houden. Wat is onmiddellijk na dit ogenblik de bewegingstoestand
van de plaat? : :

3. Een homogene staaf (lengte 2 /, massa m) is in de uiteinden
met behulp. van twee even lange koorden (lengte 2 [) opgehangen
aan twee even hoog gelegen punten, die op een afstand 2 [ van
elkaar verwijderd zijn. In de evenwichtsstand, waarin de koorden
verticaal zijn, geeft men aan de staaf een draaiing met hoeksnel-
heid w om de verticale as door zijn midden,

a. Tot welke hoogte zal de staal stijgen? |

b. Hoe groot is de spanning in elk koord, onmiddellijk nadat de

draaiing begonnen is?

c. ‘"Wat is de cirkelfrequentie der kleine trillingen van de staaf

om de evenwichtsstand?
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OPLOSSINGEN DER EXAMENOPGAVEN.

JUNI 1946.
1. De noodzakelijke codrdinaien (algemene cobrdinaten, stzlsel-
codrdinaten of kortweg codrdinaten) 4y Qo - - ., qy bepalen de

stand van het mechanisme. Is er gedwongen beweging, d.w.z. zijn
er verbindingen, die op een gegeven wijze van de tijd ¢ afhangen
(zoals in Oct. 1946 C no, 3 of Dec. 1946 no, 3 of Sept. 1947 no, 1),
dan is de stand eerst volledig bepaald, als bovendien de tijd ¢ ge-
geven is,

De rechthoekige codrdinaten x;, y;, z; van het massapunt A; met
massa m;(j = 1,2, ..., N) zijn bekende functics van < T SR

en eventueel (als er gedwongen beweging is) ook van ¢ Daar-
door is:
Oxy ox ox
= R I i AL
zodat ¥; een lineaire functie van Gy Gar - . - Gp is met coéfficiénten,
die functies zijn van q,, q,, . . .. q; en (eventueel) #. Verder leest
men uit de vergelijking af: :
o%;  Ox; 0x; _d 0x
FEAEAT Ty et

Voor de levende kracht van het toestel schrijven we:

L=25 2 my(x2+ g2 + 2,2) = Y5 3 my [22].

Hier en in het volgende is X een sommering over j = 1,2, ... N
en [ ] een sommering over x, y en z. Zet men de gedwongen be-
weging stop (m.a.w. houdt men ¢ constant) en laat men Qi Gapers R
met oneindig kleine bedragen dq,, dq,, . . ., dq, aangroeien, dan is
de arbeid, die de op het toestel werkende krachten tezamen ver-
richten:

dx; & de axi
.dA =2 [XJ “a—ql] dq, + 2 [ X; 'a'é;}d% i e [Xja?:l dgy =
=F,dq,+ F,dq, + ...+ F,dqg,

Hierin zijn X; Y;, Z; de componenten van de op A; werkende
kracht, terwijl F,, F,, . . . F, de arbeidscoéfliciénten heten. Men
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vindt F) als d2 door dg; gedeelde arbeid, die alle op het toestel wer-
kende krachten te zamen verrichten, als q» met dq, aangroeit en de
overige noodzakelijke codrdinaten en ¢ constant blijven. Men heeft:

Fi=2x [X; g—z] :zn"?,-[xj g—:’i —
__; aiql% 2 mi[%2] — a—z:—;— 3 my[22] :dit _‘g_i_gi

Dit geeft de volgende p vergelijkingen van Lagrange:

d oL oL
Ea_%_é.é;ﬁlﬂ (= 2etip

Zijn er geen verbindingskrachten, die ook na stopzetten van de
eventueel aanwezige gedwongen beweging arbeid verrichten (is er
dus geen wrijving, die gepaard gaat met uitglijden, en geen lucht-
weerstand), en is P de totale potentiéle energie, dan is (als de ge~
geven krachten afkomstig zijn van een krachtveld, dat niet met de
tijd verandert en conservatief is):

oP oP ' opP
— — ey T = AL S el oG, L A -
‘ dA dP 3%, dq, 5, qy— . . . 32 dqy.
\ oP S
Dan is F, = — S waardoor de vergelijkingen van Lagrange
h

overgaan in:

d oL oL oP

Y AL e T (e e h:lz,.... .

dt dq, 9 o) ( § P)

Voor dit geval lenen zich de vergelijkingen van Lagrange bij-
zonder goed. In de p vergelijkingen komen dan geen andere onbe-
kenden voor dan de p noodzakelijke cotrdinaten (met hun eerste
en tweede fluxies),

Opmerkingen. 1. Drukt men L uit in de noodzakelijke codrdi-
naten en hun fluxies (en eventueel de tijd), dan ontstaat een kwa-
dratische functie van ¢, ¢., . . ., ¢, met coéfficiéenten, die functies
zijn van q,, q,, . . ., gy en t. Is er geen gedwongen beweging, dan is

=
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L een homogene kwadratische functie van q,,q,, . . ., g, met coéffi-
ciénten, die alleen functies van q,, Qs b o Qo ZH R

2. De vergelijkingen van Lagrange gelden ook, als het mecha-
nisme .uit lichamen bestaat, die uit oneindig veel materiéle punten
opgebouwd gedacht kunnen worden. De door het teken 3 aange-
geven sommeringen moeten dad door drievoudige integralen wor-
den vervangen, '

3. Door naar de tijd te integreren gaan de vergelijkingen van
Lagrange in die voor stoten over. Deze luiden:

oL 5
.f_\.a—qh——_ba (hs="1y2, 4 n): |
Voor L heeft men nu tz nemen de waarde daarvan in de stand
op het ogenblik van de stoot, daar q,, q,, . . ., g» onmiddellijk voor
de stoot dezelfde zijn als onmiddellijk daarna, De coéfficiénten van
de kwadratische functie van g, g,, . . ., Gy zijn nu dus constanten.
Verder betekent A ai[L :
aq;,
~—— na de stoot — 95'— voor de stoot.
bqh a‘h
De grootheden G;(h = 1, 2,. . ., p) zijn d2 arbeidscoéfficiénten

voor stoten, Deze'worden op dezelfde wijze berekend als de groot-
heden F,, nl. door de stoten als krachten te behandelen en de

‘arbeid te berekenen bij een virtuele (denkbeeldige) verplaatsing,

waarbij men alle noodzakelijke cobrdinaten constant houdt (en in
geval van gedwongen beweging ook de tijd), op qi na, die men met
een oneindig klein bedrag laat aangroeien,

2. De x- en de y-component van de aantrekkende kracht zija
—2mw?(x— Y a) resp. — 2 m w2(y — 15 a) en de x- en de y-
component van de centrilugaalkracht m w2 x resp. m w? y. Als zin,
waarin o positief gerekend wordt, nemen we: van de positieve x-as
door de rechte hoek naar de positieve y-as. De x- en de y-compo-
nent van de kracht van Coriolis zijn dan 2 m @ _1; resp. — 2 m o £,
De bewegingsvergelijkingen (voor de relatieve beweging) zijn dus:

4 0?(x —a)—2wy =0,
ij+ o2(y —a)+2wx=0.

Hieraan is voldaan door x = a, y = a, zodat (a, a) een kine-
tisch evenwichtspunt is. De potentiéle energie van dz aantrek-
king is: |
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m o (x— 15 a)2 +(y — 15 a)2}

en die van de centrifugaalkracht — 4 m @2(x2 + y2). Daar de
kracht van Coriolis geen arbeid verricht, heeft men dus:

242 42 02 (x— Y a)2 4 (y — 4 a)2}—
— w2(x2 4 y2)= constant,
X2 L g2 wQ{{x-—a)? _|..(y _3)2}, — w? C?,

waarin C een constante is. De laatste vergelijking kan ook gemak-
kelijk uit de differentiaalvergelijkingen van de tweede orde worden
algeleid door de eerste met x en de tweede met y tz vermenig-
vuldigen en op te tellen. Uit de differentiaalvergelijking van de
eerste orde volgt: ! y

(x —a)2 +-(y —a)2 = C2

Het stoffelijke punt S komt dus niet buiten een cirkel om Q met
straal C. Is S in Q in relatieve rust en brengt men een kleine storing
aan, dan is C klein, zodat S dan in de buurt van Q blijft. Het rela-
tieve evenwicht is dus stabiel.

Het relatieve impulsiemoment (bewegingsmoment) om Q (d.w.z.
om een as door Q evenwijdig aan dz z-as), positief gerekend in de-
zelfde zin als w, is:

B = m{(x —a)y —(y — a)x}.

Hieruit volgt in verband met de differentiaalvergelijkingen van

de tweede orde:
B = m{(x —a)ij —(y —a)x} =
=—2mo{(x—a)x+(y —a)y} =
B! d o )2t — arE
=—mwo E{(x_—a) 4y —a)lt=—mao >
Dit voert tot:
B - m @ r2 = constant

en niet tot B — m  r* = constant, zoals in de opgave staat.

3. Is £ OAB = ¢, dan zijn de codrdinaten van het zwaartepunt
Z van de plaat:

x=y = a(cos ¢ -+ sin ¢).
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Hieruit volgt:

X =y = a g(cos p — sin ¢),
22+ 42 = 2 a2 g2(1 — 2 cos g sin @).

4
AN
r.
.

]
.
-

Het traagheidsmoment om een as door Z loodrecht op het vlak

van de plaat is 1/, ma2 + 1/, ma? = %/, ma2. De levende kracht van
de plaat is dus:

L =ma2¢2(l — 2cos ¢ singp + 1,) =
= %/, ma? ¢2(2 — 3 cos ¢ sin ).
Uit L4 P =L, + P, volgt:

i el e AR

r

' 2aq%(2 —3cos g sing)+ 3 g{cos ¢ + sinp)=3/2g.

" Voor het met 1 gemerkte tijdstip, waarop ¢ = 0 geworden is,
flr- geldt:

II" J .

: z 3 ="

| ¢2= T (VZ—1).

L ! Uit L 4 P = constant vindt men door te fluxioneren:

; 4 a (2 — 3 cos @ sin @)+

4 -+ 6 a ¢2(sin2 ¢ — cos? @)+ 3 g{cos @ — sin ¢)= 0.

8 Voor ¢ = 0 geeft dit:

A 16:a0p, = ARaP2 69 BANG S}

% Zijn Q en R de krachten door de x-as en de y-as op de plaat
:I.' uitgeoefend, positief gerekend in de positieve y- resp, x-richting,
" dan is:

EL_ Q — mg = myj = maij(cos p — sin ¢)— ¢2(cos ¢ -+ sin @) ,
E_-" R = mx = majj(cos ¢ — sin ¢)— ¢2(cos ¢ -+ sin @) k.

e Hieruit volgt: '

* Q, = mg + ma(p, — ¢;2) = ;g (13 — 3\/2)mg,

R‘ = ma(i}"}, - ‘?312) = 31{10 (I + Vj)mg

) G i G o N
i

I i
|

|

|

[

|

[

|

i

|

[

|
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|
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OCTOBER 1946. C.

1. We beschouwen de staven AB en AC eerst als één vast
lichaam. De drukken N, en N, door de cylinder op AB resp. AC

172



EXAMENOPGAVEN OCTOBER 1946 C. OPL.

uitgeoefend gaan door het punt M, waarin hzt vlak ABC de as van
de cylinder snijdt. In geval van evenwicht gaat dus het gewicht
van het geheel eveneens door M, Het gemeenschappelijke zwaarte-
punt Z ligt dus op de verticaal door M. Valt Z niet in M, dan ligt
dus in de evenwichtsstand het scharnier A verticaal boven M.

We nemen aan, dat A verticaal boven M ligt. Zij:

/ BAM — /L MAC = .

Uit de horizontale componenten der op het geheel werkende uit-

‘wendige krachten volgt:

N, cos ¢ — N, cos ¢ = 0,

dus N, = N, = N. Hiertoe kan men ook op grond van symmetrie
ten opzichte van de verticaal door M besluiten. Uit de verticale com-
ponenten der krachten op het geheel volgt:

) : P fIeamg
Nsing + Nsing—2mg=0, N= S

Uit dz momentenstelling om A, toegepast op een der staven, volgt:
’NR cotg g —mg .2 R singp = 0,
dus N = 2 myg sin ¢ tg @. Dit voert tot:
2 sin® ¢ = cos ¢, 2t —tg2p—1 =0.

De vergelijking in tg ¢ heeft één reéle wortel, nl. tg ¢ = 1. We

vinden dus: ’
@ =="458 N:\/?ng.
zodat de staven een hoek van 90° met elkaar maken.

Uit ¢ = 45° volgt, dat Z in M valt. Er is dus ook evenwicht, als
A niet op de verticaal door M ligt. Zij 6 de hoek, die MA met de
naar boven gerichte verticaal door M maakt, positief gerekend als
A en B aan dezelfde kant van die verticaal liggen. Uit de horizon-
tale componenten der op het geheel werkende krachten volgt:

N, cos(Y4n—0) — N, cos(14 2+ 6) = 0,
N,(cos 6 + sin 8) = N, (cos # — sin §),
terwijl uit de verticale componenten volgt:
N, sin(14 2 — 6) — N_sin(}4 a2 + 6) — 2 mg =0,
N, (cos 8 — sin 8) + N, (cos § + sin ) —2+/2 mg.
Men vindt zo:

N, = \/2(cos § — sin 0)myg, N, = \/2(cos 8 + sin 8)myg.
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EXAMENOPGAVEN OCTOBER 1946 C. OPL,

Iets sneller nog vindt men N, door de momentenstelling voor de
staaf AB op A toe te passen, Dit voert tot:

N.R — 2 mgR sin(}4 2 —6) = 0.

Evenzo vindt men N, door de momentenstelling op AC to: te
passen (of door # door — @ te vervangen),

Er is alleen evenwicht zolang N, en N, beide = 0 zijn. Dit voert
fot — 45° < § =< 45°,

Opmerkingen. 1. Ligt A verticaal boven M (6 = 0), dan zijn
de krachten, die de staven in A op elkaar uitoefenen, horizon-
taal, Dit volgt uit de symmetrie ten opzichte van de verticaal door
M, maar is natuurlijk ook gemakkelijk t> bewijzen zonder zich op
die symmetrie te beroepen. Is Q de op AB in A uitgeoefende kracht,
. positief gerekend in de zin BC, dan is Q = N cos ¢ = mg.

2.  Bij willekeurige waarde van 6(en ¢ — 45°) oefent AC in A
op AB een kracht uit, waarvan de langs AC vallende component
(van A naar C gericht) gelijk is aan:

VLN, =% \/2(cos 8 — sin 8)mg

en de langs BA vallende component (in het verlengde van BA)
aan: K

145 N, = 15 \/2(cos 6 + sin 6)mg.

De horizontale component van de in A op AB uitgeoefende kracht
is mg cos 2 0 en de verticale component myg sin 2 6, positief gerekend
naar boven: Ook nu is de grootte dier kracht gelijk aan mg. De
werklijn dier kracht vindt men door de verticaal door A te spiegelen
ten opzichte van AB of van AC.

De in A op AB uitgeoefende kracht is ook constructief te vinden.

3. Voor een stand, waarbij A verticaal boven M ligt, is de
hoogte van het gemeenschappelijke zwaartepunt boven M:

z:R( ‘1 —2cosq:).
sin ¢ ¢

Hieruit volgt:
dz. —R 25in3qo——-cosrﬁ L
dp sin? @

= R sin ¢ (1 — cotg @) (2 4 cotg ¢ + cotg? ¢).

R sin (2 — cotg ¢ — cotg® @) =
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Hieruit blijkt, dat P minimaal is voor ¢ = 45°, Het evenwicht
is dus stabiel, als men alleen standen beschouwt, waarin A op de

verticaal door M ligt. Doordat A echtsr ook buiten die verticaal.

kan treden, is het evenwicht @ok als indifferent (overschillig) te
beschouwen.

2. Is m de massa van de cylinder, dan is zijn traagheidsmoment
om de draaiingsas 145 ma2? 4 mb2. Hieruit vindt men voor de be-
wegingsvergelijking, als ¢ de uitwijkingshoek uit de stabiele even-
wichtsstand is:

(@2 4-2b2)p + 2gbsing =0,
De periode der kleine slingeringen om die evenwichtsstand is:

VZ(a-+Zb)

De slingertijd is de helft hiervan,

3. De centrifugaalkrachg heeft een component ma w? loodrecht
op de buis (van de draaiingsas af) en een component m w2 x langs
de buis, positief gerekend in de zin van de relatieve beginsnelheid.
Hierin is x de verplaatsing van het stoffelijke punt S door de buis.
Men heeft dus:

e 250, x—=AChwt+ BShwt

Wegens x=0,2 =Y awvoort =0is A = 0, B— !4 a, dus:

x=Y%aShw:r, i=YawChaot

De op S werkende kracht van Coriolis is 2 m @ £, horizontaal en
loodrecht op de buis, positief gerekend naar de kant van de draai-
ingsas. Zij van de kracht door dz buis op S uitgeoefend Q de compo-
nent loodrecht op de buis horizontaal, positief gerekend van de
draaiingsas af. Men heeft dan:

Q+maw2—2mex=)0,
dus Q = ma w*(Ch w ¢ — 1). De verticale component van de kracht
door de buis op S uitgeoefend is mg, dus de totale kracht:

m\/g2+ a2 w*(Chew t — 1)2.
Na een volle omwenteling is @ ¢ = 2 2. Is dan die kracht opge-
lopen tot mg /5, dan is:
9>+ a? w(Ch2a—1)2 =5 g,

2g Lt g
a(lCh2n~—1) 7 -aSh2x

w? =
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f; ; De gevraagde voorwaarde is dus w = ! g
> k P Sh T a |

OCTOBER 1946. M.T,

; 1. De horizontale componenten van de uitwendige krachten
) zijn 0, zodat het zwaartepunt Z (het midden van genoemde straal)
geen versnelling in horizontale richting heeft. Zij M het middelpunt |
van de bol en ¢ de hoek, die MZ met de naar beneden gekeerde
" verticaal door M maakt. De hoogte z van Z boven het horizontale
- vlak is R(1 — Y5 cos ¢), zodat z = 14 R ¢ sin ¢ is, dus de levende
3 kracht van Z (massa 2 m) Y4 mR2 ¢2 sin? ¢, Het traagheidsmo-
ment om een as door Z loodrecht op MZ is:

U 25 mR2 - e mR?2 - Y mR2 = xo mR2,
zodat;:
A L =1, mR2 ¢2 sin2 ¢ 4 °/,, mR2 g2 = 1., mR2 ¢2(9 4 5 sin2 @]
is, Daar P = — mRyg cos ¢ is, heeft men:
R ¢*(9 + 5sin? p) — 20 g cos p = 0,

- R #(9 4+ 5sin2 ¢)+ 5 R ¢2 sin ¢ cos ¢p - 10 g sin p = 0.

Voor de (met 1 gemerkte) stand, waarbij het stoffelijke punt
zijn laagste stand heeft (¢ = 0), geldt:

1 : R %2 = /s g P = 0.

E ; Tot ¢, = 0 besluit men ook direct daaruit, dat¢ in de laagste
stand maximaal is. Is N de druk, die bol en vlak op elkaar uit-
oefenen, dan is:

N — 2 mg = 2 mi = mR(p sin ¢ + ¢2 cos @),
! dus in genoemde stand N, = 2 mg + mR ¢,* = 38/, mg.

Opmerking. Voor kleine slingeringen om de stabiele even-
. wichtsstand geldt 9 R ¢ + 10 g ¢ = 0. De periode dier slingerin-
- 3 0 R \
.V : gen is dus T V—l%{?— . .

> 2. Uit de momenten om A, d.w.z. om een as a door A loodrecht

M. op het vlak ABE, volgt (als x de massa van het stoffelijke punt
‘ P is):

xgi\/2—mg.Y41\/2=0,

]
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dus x = 14 m. Zij ¢ de hoek, die AB met de naar beneden gekeer-
de verticaal door A maakt, positief gerekend als B rechts van die
verticaal ligt, 6 de hoek, die BP met de naar beneden gekeerde ver-
ticaal door B maakt, positief gerekend als P rechts van die verticaal
ligt, en p de lengte van het koord EBP. We nemen een recht-
hoekig assenkruis aan met A als oorsprong, de naar beneden ge-
keerde verticaal door A als positieve z-as en AE als positieve x-as.

" Daar EB = 4 'sin (45° — 5 @) = 21~/2 (cos ¥ ¢ — sin V4 @)
is, zijn de codrdinaten van P:
x=21sing + {p+ 21+/2(sin Yo p—cos 5 )} sin 6,
z=21lcosp + {p + 21~/2(sin 14 ¢ — cos Y5 ) } cos 6.
Door reeksontwikkeling toe te passen en termen van de tweede
of hogere graad in ¢ en 6 te verwaarlozen, vindt men:
x=2lp+q0 z=21+q+1\ 20
£=21¢p+ qb 2=I/2.¢

waarin q = p — 2 1\/2 is (zodat g de lengte van BP is in de even-
wichtsstand ¢ = 6 = 0). Is S de spanning in het koord, dan zijn
de horizontale en verticale component daarvam (als kracht op het
materiéle punt) — S sin § = — S 0 resp. — S cos § = — S, waar-
bij weer termen van de tweede of hogere graad verwaarloosd zijn.

Men: heeft: .
—S0=Ym@2lG+qb), Vamg—S=Ym 2§
Hieruit volgt (steeds bij benadering):
S=Yimlg—IV2¢) 2l¢+qb+g0=0.

Het traagheidsmoment van het lichaam (stavenpaar) om de as
a door A is:

fomi2 + Y, m(Y4 1N/2)2 + m {2 4 (34 1\/2)2} = 5, mi2.
De momentenstelling, toegepast op de as a door A, geelt:
' 5, mi2 § = — mgl sin ¢ — mgl(sin ¢ + Y4 \/2 cos @) +
+ 2 Sl cos(45° — V5 ¢) + 2 Slsin(0—¢), !
Met verwaarlozing van de termen van de tweede en hogere

graad wordt dit, in verband met de voor S gevonden waarde:
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24134 9(20—\/2)p—4g0=0.

Deze differentiaalvergelijking drukt 6 uit in ¢ en ¢. Door deze
waarde van # in de eerst gevonden differentiaalvergelijking in ¢ en
¢ te substitueren, vindt men:

241q'¢ + g{(20 —\/2)q + 32 I} ¢ + g2(20 — \/2)p = 0.
De karakteristieke vergelijking in k(¢ = e*) luidt:

24 Iq k* + g{ (20 —\/2)q + 32 1} k* + g2(20 —~/2) = 0.

Deze vierkantsvergelijking in k2 heceft twee verschillende nega-
tieve wortels; we schrijven deze als — A% en — p? (A > O en g > 0).
De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking in ¢ is dan:

g=Acosit-++ Bsinit -+ Ccosut+ Dsinpyt
Er zijn twee hoofdslingeringen, een met de periode %——n (fregentie

i) en een met de periode 2% (frequentie = ).
2n i 2x

Opmerkingen. 1. De levende kracht van het stoffelijke punt,
als ¢ = 6 = 0 is, is gelijk aan:

Y, m(x2 4 22) =Y, m{ (21l ¢+ q 8)2 + (12 ¢)2t =
=1y m(6 12 ¢ + 4 ql ¢ 6 + q2 02).

De levende kracht van het lichaam is 7/, mi? ¢2, waaruit men
voor de levende kracht van het geheel vindt:

L =1, m(162¢2 + 4 ql ¢ 6+ g2 62);
hierbij geeft de index 0 aan, dat L betrekking heeft op ¢ = 6 = 0.
De potentiéle energie van het lichaam is:

_ mgl(2 cos ¢ — Y4 \/Z sin ¢) = —mgl(2 —* — Y4 /2 ),

waarbij in het laatste lid de termen van de derde en hogere graad
verwaarloosd zijn. Met dezelfde verwaarlozing vindt men:

z=214+q+\V21lg— Y4 —\2) ¢>—1;q062

zodat de totale potentiéle energie, met weglating van de constante
termen, wordt:

P=1,, mg{(20 —V2)l g* + 2 q *}
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Naar behoren is P minimaal voor ¢ = # = 0. De vergelijkingen _
van Lagrange luiden bij genoemde verwaarlozing: 1

d 3L, , P _ d dL, A OP
7 kR e A S R LS v e U
Dit voert tot:

320 +4qb+g(20—\2)p=0. 2lG+qi+g6=0.

Het stel dier vergelijkingen is gelijkwaardig met het boven ge-
vondene,

2. Men kan x ook constructief vinden, Op het lichaam in even-
wicht werken de volgende drie krachten: het gewicht 2 mg, aan-
grijpend in het zwaartepunt Z, zodanig op CD gelegen, dat
CZ = 1/, 1/2 is, de resultante R der spanningen xg in beide delen
van het koord, vallende langs de lijn, die de hoek tussen de beide
delen van het koord halveert, en dz verbindingskracht Q in A. De
drie krachten gaan door één punt S; dit ligt zodanig op genoemde
deellijn (de werklijn van R), dat VS = 1/, [ \/2 is, waarin V het
voetpunt is van de loodlijn uit S op het verlengde van AB neerge- . '
laten. We verleggen het aangrijpingspunt van het gewicht 2 mg
naar S en ontbinden dit gewicht in een langs SB vallende kracht
R’ en een kracht Q’, die langs het verlengde van AS valt. De kracht
R is dan het tegengestelde van R’ en de kracht Q het tegengestelde
van Q’, Door R te ontbinden in twee krachten, die langs de beide
delen van het koord vallen, vindt men xg.

Men kan de waarde van x uit de figuur afleiden. Zij yg de hori-
zontale component van R, dus de hoogtelijn-op het gewicht 2 mg .
in een der driehoeken, waarin het parallzlogram van krachten door |
dit gewicht verdeeld wordt. Uit drichoek ABS en een der genoem- |
de (met ABS gelijkvormige) driehoeken volgt:

g VS p R SR VI Y e iy
2 pig " FABT T 2T = e V2
dusy = Yy m \/2. De spanning in het deel van het koord, dat het .
gewicht x draagt, heeft een horizontale component 0, zodat yg ook i
de horizontale component van de spanning xg in het koord BE is.
Bijgevolg is yg = 4 xg \/2. dusx = y /2 = Y4 m.
De bepaling van x uit de momenten om A is belangrijk korter.
3. Slotopmerking. Er is niet één bepaalde frequentie, zoals de
opgave zou doen denken, maar er zijn twee frequenties, Om deze

179 i



sl Ldad b LB -

EXAMENOPGAVEN OCTOBER 1946. M.T. OPL.

te bepalen ontbreekt echter een gegeven, nl. de lengte p van het
koord (alsmede het gegeven, dat het gewicht P als een:stoffelijk
punt kan worden behandeld), Daar bovendien het vraagstuk met
2 graden van vrijheid veel te moeilijk en te bewerkelijk is (vooral
voor M. en T.), is misschien de bedoeling aan te nemen, dat het
onder het ringetje hangende deel van het koord niet gaat slingeren,
dus verticaal blijft (§ = 0). Men heeft dan:

L 2Iq?;cos-q:,i'ziqi{——dsinzp—l—\/f(cos}/ztp—]-sin%q})},
*2 4 22 =212¢2{3 | sin ¢ — 2 1/2(cos Yo 9 + sin 15 @)sin ¢},
L = )4 ml* ¢2 48 4 sin ¢ — 2\/2(cos 15 ¢ + sin 145 p)sin @},
P = — 14 mgl(10 cos ¢ — /2 sin ¢ -+
+ 2+/2 sin Yo —2~/2cos V5 p).

Door L 4 P = constant te fluxioneren en termen van hogere
graad te verwaarlozen, vindt men:

321¢p+ (20 —\/2)g ¢ = 0.
Dit geeft de periode 8 n L oiad —
' (20—/2)g
onjuist. Wel is de gevonden periode een der beide perioden, als
men p — 21\/2 (dus de lengte van het verticale deel van het

koord), zeer klein neemt; de andere periode is dan klein, resultaten,
die te voorzien zijn.

. Dit resultaat is echter

DECEMBER 1946. C,.

1. Het traagheidsmoment I van de plaat om AB is gelijk aan
!/s m'a®, waarin m’ = 8 m is. Dit is met integraalrekening te vinden
door de plaat in stroken evenwijdig aan AB te verdelen. Ook kan
men /” vinden door de plaat aan te vullen tot het homogene paral-
lelogram ABCA’, Het traagheidsmoment van ACA’ om AB is:

U — 1, m'a® 4 4, m'a® =T + 1, m'a,

Daar het traagheidsmoment van ABCA’ (massa 2 m’) om AB ge-

~ lijk is aan */, m'a®, heeft men:

I+ I+ Y, ma? = 2, ma?, I' =1/, m'a2,
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Het traagheidsmoment van ABC om CD is eveneens !/, m’a2,

zodat het traagheidsmoment van de plaat om een as door D lood-
recht op de plaat is !/, m’a®. Is M de massa van de staal, dan is
het traagheidsmoment van het geheel om de as door E:

1}"3 m’a!! =N 1/0 m'a'-! + 1.6/9 m’aﬂ + 1-‘1‘3 Ma2 ol 1/3(6 m’ + M)a!!
De slingerlengte is:

a6 e flha oL ot T ML
i,ma+ Y5 Ma 8m+4+3M"°

Is de slingertijd gelijk aan 1, dan is de periode gelijk aan 2, dus
a* 1 = g. Dit voert tot:

o E==

; Dyl
M — 4m’3—ﬂ—?~u—2g—= 32m

3n*a—2¢g
3g—2a%a

3g—2nta.
Men vindt alleen dan een positieve waarde van M, als a voldoet
aan:

39
2:q2 '

2g

3 a2

2. Onderstel, dat de cylinder uitglijdt. Is r de straal van de

cylinder, x de verplaatsing van zijn zwaartzpunt, ¢ de hoek, die de

cylinder gedraaid is, N de normale druk op de cylinder uitgeoefend
en [ de wrijvingscoéfficiént, dan is:

Y \/2mg— [N =mz, - N=1Y\/2mg, V4me2¢=[Nr,

dus:

<a<

2=Y% 20 —Pg.  re=V2lg

De onderstelling van uitglijden is juist, als £ — r ¢¢ > 0 is, dus
als f < 1/, is. Is f = 14, dan is dit het geval. Dan is:

:E:sfs\/fg, r(ﬁ:%\/ﬁg.
Rolt de bol zuiver en is W de wrijving, dan is r ¢¢ = &, dus:

VN2 mg— W = mx, 5 mex = W,
dus:

&=y V2 g, We=13/ \/2 myg.

De onderstelling van zuiver rollen is juist, als W = [N is, dus
als f = 1, is. Is f = 14, dan is dit het geval.
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3. Zij A het punt van de buis, dat het dichtst bij de omwente-
lingsas ligt, en O de projectie van A op die as. De afstand van het
stoffelijke punt S tot A noemen we x, positief gerekend als S hoger
ligt dan A, De op S werkende centrifugaalkracht heeft een compo-
nent m w? a in de richting en zin OA en een component 14 m w2 x
in een richting loodrecht op het vlak door AO en de as (ook te be-
schrijven als horizontaal en loodrecht op AQ) positief gerekend
naar de kant, waar de buis naar boven helt. De vergelijking langs
de buis levert: '

14 m @2 x sin 30° — mg cos 30° = mx,

dus # — 14 @2 x = — !4 \/3 g. De algemene oplossing hiervan is:
x=AChYwt4+BSh wt+2\/3 {f;. |

Letber LN, — 0 Zee
Wegens x =b,x=0voort =0is B—=0,A=b—2+/3 prog
Men heeft dus:

x:(b.-—Z\/j—&%-) Ch%m:+2\/§-£§.

Het punt S beweegt zich voortdurend schuin naar boven (ten

opzichte van de buis) of voortdurend schuin naar beneden (in beide

gevallen met een steeds groter wordende relatieve snelheid), al naar
gelang w? > 2 \/3% of w2 < 2 \/5% is, Is w2 = 2 \/-5%. dan
blijft S in rust ten opzichte van de buis; S is dan in labiel kinetisch
(relatief) evenwicht.

De op S uitgeoefende kracht van Coriolis is 2 m @ # sin 30° =
= m w % in de richting OA (positief gerekend in de zin, die door
OA wordt aangewezen). De kracht door de buis op het punt S uit-
geoefend heeft een component in de richting AO, die we Q noemen
(positiel van A naar O), en een component R loodrecht op de buis

en op AO (dus in het verticale vlak door de buis), positief gerekend
schuin naar boven. Uit:

Q—mo?a—mowz=0, R—Ymg—Y%\3mowzx=0
volgt:
Q=m{o?a+ (Kow2b—/3g) Shlsat}
R=mi{2g+ (4\V3w2b—2,g) Ch 4ot}
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De comlponeriten van de kracht door S op de buis uitgeoefend
zijn dezelfde, maar in tegengestelde zin. De grootte van de totale

op de buis uitgeoefende druk is \/Q2 + R2.

Opmerking. De potentiéle energie van zwaartekracht en centri-
fugaalkracht te zamen is:

P = Y4~\/3mgx— '[g m * x*;
P is maximaal voor x = 2 _\/3% . Ook zo ziet men, dat S in rela-

tieve rust blijft met x = b, als w2 = 2 \/?% is en dat het kine-

tische evenwicht labiel is. De levende kracht van de relatieve be-
weging is 14 mx2. Dit voert tot:
22 +\/3 gx — Y4 02 x2 =\/3 gb— 14 w2 b2
Door te flixioneren volgt hieruit £ + 14/3 g — ¥4 w2 x =0,

in overeenstemming met het boven gevondene.

MEI 1947. C,.

2
1. Wegens j—: :;;—x volgt uit L + P = L, + P, (als £, het

tijdstip is, waarop het laagste punt bereikt wordt):

2g(a—y) == ) 4 1] =

RN G 1 9y+4a /
=4 (ﬁé}i ‘) LT P
dy
AN V9y+4a'
0
1 f 9y+4a
t‘—_Z\/Zag' a—y dy-
Door Vgi’:—i;—i — 3 z te stellen, vindt men:
922 4 26 azdz

¥=2 9t YTt
A3 [o ) avdz 13]/a r Lo
t'_? @-!(22+l)5—_? 292}[:d 241
2y 3
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V“(I +“—'h tg 2)

Is N de door de buis op het stoffeh;ke punt uitgeoefende druk,
positief gerekend schuin naar boven, dan volgt uit de beweging in
verticale richting, als « de richtingshoek van de raaklijn aan de
buis is:

-+ bgcotg z

] zz+1

Nccsa—mg: mij.

Door 32 = 8 ag 5 e e -4- - te fluxioneren, vindt men:
AT R L
4 Oy+daz

Dit voert tot:

__ mg ( A o2t )_ng 9y2+8ay —4a
"~ cos a (9y +4a)2/) cosa (9y +4a)2
9y + 8ay—4a2

yl: 9y + 4a)%:

Opmerking. N is positief, dus schuin naar boven gericht, als
¥y > 1:(2\/13 —4)a is, en negatief als y < /,(2 /13 — 4)a is.
In het laagste punt is N in absolute waarde oneindig groot.
Dit is daaruit te voorzien, dat dit punt een keerpunt der kromme is,
zodat de kromtestraal daar 0 is,

=3 mg

2. De bedoeling is blijkbaar, dat A in de evenwichtsstand het
hoogste punt van de bol is, zodat de horizontale as loodrecht op
AB staat. Het traagheidsmoment om die as is:

= 2, mR2 4 mR2 + ), mx2 = 1/, m(10 R2 + 27 x2),
waarin x de afstand van het stoffelijke punt tot A is. De slinger-
lengte is:
1 __ 10 R2 427 2

AL mR+9,x)" 3(2R4+9x)"

Hieruit volgt:

di _ ,27x24 12Rx— 10 R?

dxi T (2R + 9x)*
Neemt x toe van 0 tot 1/, R(\/34 — 2) dan neemt 1 af, met 5/ 'R
beginnend. Neemt x verder toe van 1/, R(\/34' — 2) tot 2 R, dan
neemt 4 toe, met %9/, R eindigend. Bijgevolg is 1 (dus ook de
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periode) zo groot mogelijk voor x = 2R, dus als het stoffelijke
punt in B is aangebracht,

Opmerking. De periode is minimaal voor x — 1 s R(\/34 —2).
Dan is 27 x2 = 10 R2 — 12 Rx, dus:

4R(5R—3x) 2
2R 49 x) 59

3. Zij ¢ de hoek, die AB met de naar beneden gekeerde ver-
ticaal maakt, positief aan de kant van B, en ¢, de waarde van
¢ onmiddellijk voor de botsing. Is S de stoot in C, dan volgt uit de
beweging om A:

mi2 g,
= i
De verbindingsstoot S, in A op de staaf uitgeoefend, positief ge-
rekend in de zin van de stoot S, wordt aldus gevonden:
ml(31, —21)¢g,
61 i

S8, = Ymlg, S=a

Men vindt ¢, uit:

Yo ml2 g2 = V45 mgl(cos § — cos a).
Dit voert tot:

Pt 39 (cos f—cosa), S= LTI T T cos_a)'
[ 31,
Gk m(3 1, — 2 1)\/3 gl(cos f — cos «a)

T 61,

Is de botsingscoé!lficiént k, dan worden de stoten:

ml ~\/3 gl(cos f — cos a))

S=(1 -+ k) 311 .
I, —21)\/3 - :
S (10 ) m(3 1, — 21)+/3 gl(cos cosa)_-
_.- 61,
De waarde ¢, van ¢ onmiddellijk na de botsing is:
= —keo, =k Vi—g (cos § — cos a),

De snelheid van de staaf wordt 0 voor een waarde @, van ¢, die
voldoet aan:

g ml2 ¢,2 = 15 mgl(cos f — cos @,).
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Hieruit vindt men:

i ’ €os (py = cos ff — 3ig #,2 = (1 — k2)cos f§ | k2 cos a.

De waarde van ¢, als de staaf voor de tweede maal tegen de pzn
botst, is gelijk aan — ¢, Liggen AC en AB, aan dezelfde kant
. van de verticaal door A, dan passeert AB de verticale stand niet.
Liggen AC en AB, aan verschillende kant van die verticaal, dan
passeert de staaf tussen de beginstand en de eerste botsing met de
pen éénmaal de verticale stand en tussen de eerste en de tweede
botsing met de pen tweemaal,

Opmerking. De waarde van ¢ onmiddellijk na de tweede bot-
sing met de pen is k ¢,, na de derde botsing k2 ¢,, na de vierde bot-
sing k% ¢, enz,

¢ JUNI 1947. W.S.V.

| 1. Het sinusproduct a X b (ook vectorproduct genoemd) van
twee vrije vectoren a en b, die we in hetzelfde punt kunnen laten

beginnen, is een vector ter grootte ab sin ¢ (waarin @ de hoek

tussen de vectoren is), die loodrecht op a en b staat in een zin, die

i als voortgaande beweging van een rechtse schroef behoort bij

draaiing van a naar b. Daarvoor geldt de commutatieve eigenschap

niet (z X b = — b X a), de distributieve eigenschap wel en de

associatieve eigenschap niet. Zijn i, 7 en & eenheidsvectoren resp.

langs de positieve x-, y- en z-as van een rechtsdraaiend recht-
ir hoekig assenkruis, dan is:

I Voor a en b kan men schrijven:
F—aitajtak b=biitbj+bk

In verband met de distributieve eigenschap volgt hieruit:

_a 5,4 _6 = (a,b,, —- &:by)T-i- (a;bm — ayb. )T = (al‘b! T airb&‘)_k'

Onder het moment van een vector a (beginpunt A) ten opzichte
van het punt P verstaat men de vectog‘; % a, waarin r de vector
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PA is. De grootte van'r X ais de oppervlakte van het parallelogram
op PA ena als zijden beschraven. Deze oppervlakte verandert niet,
als men a langs zijn werklijn verschuift, terwiil daarbij ook de zin
van het moment niet verandert.

We kiezen het punt P, ten opzichte waarvan de momenten ge-
nomen worden, als oorsprong van een rechthoekig assenkruis. Het
impulsmoment (cok bewegingsmoment genoemd) van een stoffelijk
punt A(x, y, z) ten opzichte van P is mr X v, waarin:

v=xityjjt+zk
de snelheid van A is. De x-component van dit moment is
m(y 2 — z ). De fluxie daarvan is:

md (yz—zg) = m(yz—zj) = yZ — V.

als X, Y en Z de componenten van de resultante R der op A wer-
kende krachten zijn. Nu is yZ~—2zY de x-component van het moment

van R ten opzichte van P, zodat de fluxie van het impulsmoment

gelijk is aan het moment van R, welk moment volgens de distribu-
tieve eigenschap weer gelijk is aan de vectorsom der momenten
ten opzichte van P van de op A werkende krachten. De stelling
geldt ook voor de (scalaire) momenten om een as, Het moment van
een vector om een door P gaande as (als halfstraal opgevat) is nl.
gelijk aan de van een teken voorziene grootte der projectie op die
as van de momentvector ten opzichte van P,

2. Door de symmetrie blijft de staaf CD horizontaal en blijven
de delen AC en BD der koorden verticaal, Het stoffelijke punt
noemen we R; het punt R beweegt zich (weer wegens de symmetrie)
langs. een verticale rechte, De stand van het toestel is bepaald door
één cobrdinaat; daarvoor nemen we /DCR=¢. Dan is ZR=atgg,

waarin Z het zwaartepunt van de staaf is, CR = DR = coz : en
AC = BD'=1— De potentiéle energie P van het geheel is,

cos @
van constante termen afgezien:

Bt s gy
cos ¢
Hieruit volgt:
dP gy 28RQ—1
dp — MY cos2 p
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Stellen we / BAR, = « (zodat a de beginwaarde van ¢ is), dan

_kan ¢ geen andere waarden aannemen dan die, welkeaan 0 = ¢ = a

voldoen. Is a = 3_0_°, dus %‘g P \/3. dan is j—i = 0 voor

0 = ¢ = a. Neemt dan g af van « tot 0, dan neemt P voortdurend
toe. Laat men L met 0 beginnen, in welk geval L niet kan afnemen,
dan blijft ¢ = « (volgens L 4+ P = constant). De stand, waarbij
C zich in A en D zich in B bevindt, is nu een stabiele evenwichts-
stand, Een andere evenwichtsstand is er nu niet.

Is, ¢ > 30°, dan is-c%< 0 voor 0 = ¢ < 30° en d—$> 0 voor

d d
30° < ¢ = «. Neemt ¢ af van « tot 0, dan neemt P dus eerst af,
met mga =gy heginnend, bereikt voor ¢ = 30° een minimum,

cos a

om vervolgens toe te nemen tot 2 mga (voor ¢ = 0). Bijgevolg is

¢=230° (AC=BD =1—7 a \/3) een stabiele evenwichts-

stand. Een andere evenwichtsstand is er in het geval « > 30° niet.
De stand ¢ = 0 (AC = BD = [ — a), waarin de staaf het punt

R bereikt, wordt aangenomen, als P voortdurend (tot ¢ = 0 toe)
2 —sin

= mga » © blijft, dus als voldaan is aan:
2—sin «
o _—
g S09; = o

Voor de laatste ongelijkheid kan men schrijven:
sin Y5 acos Y4 a=1—cosd=2sin*1 q,
dus:

tg ha=15 tga=i, i{

Daar hierin « > 30° ligt opgesloten, is de voorwaarde nodig en

=108 W=/

voldoende voor het bereiken van genoemde stand 2 =3 . Is
g I 5

a = /. I, dan wordt de stand ¢ = 0 bereikt met snelheden, die alle
0 zijn.

In een willekeurige stand zijn de snelheden van Z en van R,
positief gerekend naar boven:

d( a —f):a Sm(p‘f

dt \cos cosz g
d ( a ) singp— 1 .
1 251y | el e T Sy AP s .
e dt'\cosp i & " cos? ¢
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Hieruit vindt men voor de levende kracht van het geheel:

AZsy o Sin% ¢ 4 (sing —1)2 A
e _cost 47 2 cost ¢

In de evenwichtsstand (¢ = 30°) en bjj benadering in naburige

standen heeft men dus L = %/, ma2 ¢2, Voor kleine slingeringen om
die evenwichtsstand geldt dus (volgens L 4 P = constant) bij be-

nadering:
8/, ma2 ¢ + o =
dP : .
Daar 5o = 0 is voor ¢ = '/; a1, vindt men, door ¢ = 1/, @ + u

te stellen, bij benadering (als « in absolute waarde klein is):

: dazp
8/, ma® ii + u (—a,?p—,;)wuw =1,

Nu is: RERUNCE S GO
qeR. o sin? @ — sin ¢ + 1 (d2P) T
dg? Sk costip . P NHPE Jgyn V3 e

Hierdoor krijgt men (steeds bij benadering):
2aii 4+ 3+/3 gu=0.
De periode der kleine slingeringen is dus:
2—"‘:-_ (a >Y,7a< Y%~\/31)
3V3g

en de cirkelfrequentie:

T:ZR-V

2a _,V3\/3_g
M TS

. Opmerkingen. 1. Is 30° < « < bgcos #, (3l <a<14~/31),
dan blijft L > 0 tot de stand, waar: :

ma2 i P 2sin g + L £

g2.

E_—_—Sin{p_ 2'_Sini Dswtnn o' =0

cos @ cos «
is, Dit voert tot:
(5 — 4 sin «)cos? ¢ — 4 cos a (2 — sin a)cos @+ 3cos2a=0.

Een van de wortels dier vierkantsvergelijking in cos ¢ is natuurlijk
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cos a (daar L = 0 is voor ¢ = «), Uit het product der wortels vindt
men dus voor de stand, waar opnieuw L = 0 is:

3 cos a
5 —4sing’

Uiteraard ligt de hierdoor bepaalde waarde van ¢ tussen 0 en «,
zoals ook gemakkelijk te verifiéren is.

2. Isa > bgcos?, (a < ?,!), dan vindt men uit L 4 P =
= L; + P, voor de mzt 1 gemerkte stand, waarbij ¢ = 0 is:

\ cos p =

2(1 — cos a)— sin « > 4(1 — cos «)2 — sin2 ¢
cos « —“9 72(1 —cosa)+ sinafcosa

ag =29

s (1 — cos a) (3 — 5 cos a)
—“9 72(1 —cosa)+ sinafcos a”
Uit de laatste uitdrukking voor q'c-]'ﬂ ziet men, dat inderdaad
@* > 0isals ¢ > bgcos ?|, is. Natuurlijk is ¢, < 0.
Volgens de formules voor de snelheden van Z en van R is in de
stand ¢ = 0 de snelheid van Z gelijk aan 0 en die van R gelijk aan
— a ¢,, naar boven gericht,

3. UitL 4 P=L,+ P, (met ¢, = aen ¢, = 0) vindt men:

2—sing = 2—sina

2gin2 g —2sing 41 .
;2 =
e 2 cost g gty cos @ cos «

J 2g (2 — sin a)cos ¢ — (2 — sin @)cos « r
2 = il £ 3 =
i (2 sin2 p — 2 sin @ + 1)cos a g%

2y (sin ¢ — sin @){ (5 — 4 sin a)sin ¢ + 5 sin a — 4}cos’ ¢
~ a (2sinz g — 2 sin ¢ + 1){ (2 — sin @) cos ¢ +(2 — sin @)cos afcos a’

Is @ > bgcos ?/, (dus sin a > 4[;), danis @* > O voor 0 = ¢ < w.
Voor ¢ kan men dan schrijven:

¢? =(sin « — sin @)[(¢),
waarin de functie f(g) positief is voor 0 = ¢ = a. Voor het tijd-
stip ¢,, waarop de stand ¢ = 0 bereikt wordt, vindt men:
e
“= ) Visina—sin ) F@) |

Zoals te voorzien was, is ¢, eindig.
Is @ = bgcos 3/, dan gaat de formule voor ¢~ over in:
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(4 — 5 sin ¢)sin @ cos® @
(2'sinZ p — 2 sin ¢+ 1)(2cosp 4 2 —sin )’

=22

Voor het tijdstip, waarop ¢ = 0 geworden is, vindt men:
o il baeonBls \ e BT
KR s (2 sin2 fp—25:ucp+1){2cos¢p—|—2——smt;o)
G i /B 2
2 / (4 — 5 sin @)sin ¢ cos? @

Ook nu is £, eindig. Bij ieder der grenzen wordt de integrand

nl. oneindig van de orde 14 (dus van een orde < 1).

4. De evenwichtsvoorwaarde kan ook gevonden worden uit de
krachten. Wegens de symmetrie zijn de spanningen in beide koorden
dezelfde; we noemen deze S. Uit het evenwicht van het stoffelijke
punt R volgt:

2Ssingp —mg=0.
Uit het evenwicht van de staaf volgt:
2S—2Ssing—mg=0.
Dit voert tot:
S =mg, sing=14 ¢=230° AC=BD=1—2/,\/3a

Deze evenwichtsstand is alleen aanwezig, als « = 30° is
(a=131).

Is @ = 30°, dan is er alleen evenwicht, als C in A en D in B
valt (p = «). Op de staal worden dan door de ophangpunten A
1 —2sin a

2 sin a

5. Dat in een evenwichtsstand, waarbij CD lager ligt dan AB,
de spanning S gelijk is aan mg, volgt ook onmiddellijk daaruit,
dat de koorden CA en DB te zamen een massa 2 m dragen. Dit
komt daarop neer, dat men voor het gehele toestel opschrijft, dat
de som van de verticale componenten der uitwendige krachten (de
verticaal naar boven gerichte krachten in C en D en de beide ge-
wichten) gelijk is aan 0, Dit geeft enige vereenvoudiging in de be-
rekening van ¢, daar men slechts voor de staaf of voor het materiéle
punt (en niet voor beide) de evenwichtsvoorwaarde in verticale
richting behoeft op te schrijven.

en B benedenwaarts gerichte krachten mg uitgeoefend.

6. In een willekeurige stand is de versnelling van Z, positief
gerekend naar boven, gelijk aan:
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d( sin ¢ "):a(Sinq?

S g =
dt cos? @

1 4 sin? ¢ 2 )
cos? @ KON

cos® ¢

P+

In een willekeurige stand vindt men de spanning S in de koorden
uit:

§ g
ZS—ZSsinq;—mQ:ma(Slnq? P -+ 1+ sin? g q;.z).

cos? @ cos? ¢

Door de voor ¢2 gevonden uitdrukking (voor het geval, dat de
staaf met C in A en D in B zonder beginsnelheden wordt losge-
laten), krijgt men ook ¢ in ¢ uitgedrukt. Hierdoor vindt men S in
@ uitgedrukt.

Voor de met 1 gemerkte stand, waarbij het materiéle punt de
staaf treft (¢ = 0), geldt:

Sl i 1/5 m(g + L ‘lf’l.z)'
Blijkens de voor a ¢,* gevonden uitdrukking volgt hieruit:

il i—-_.'i__c_os a—_ZSincr
A mg " 2cosa

Daar de maximale waarde van 3 cos « 4 2 sin a gelijk is aan
N32 4 22 = \/13, heeft de spanning in de béschouwde stand een
eindige positieve waarde.

3. De delen van de staaf noemen we AB, BC en CD (waarin
A en D de vrije uiteinden zijn en B en C de scharnierpunten). Is
k de lijndichthzid, dan zijn 2 ki, 2 kpl en 2 ki de massa’s der delen
en =/, kI%, 2/, k p3 I® en 2/, kl® de traagheidsmomenten daarvan om
assen door de zwaartepunten der delen loodrecht daarop. Zij S de
in A op AB uitgeoefende stoot. In B oefenen de delen een loodrecht
op AD staande verbindingsstoot S, op elkaar uit en in C een ver-
bindingsstoot S,. We noemen S, en S, positief, als de op BC uit-
geoefende stoten een zin hebben tegengesteld aan die van S. De
snelheden van de zwaartepunten der delen AB, BC en CD noemen
we resp. v,, v, en v, positief gerekend in de zin van S. De hoek-
snelheden der delen noemen we resp. ,, @, en @, positiel ge-
rekend in de zin van het moment van S om het zwaartepunt van

AB. Uit de snelheden van B en C volgt:
v,—lw, =v,+pl o, v, — pl w, = vy, + [ 0,

Verder is:
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S48, =2 klv,; —S§,—5,=2 kplv,, S, =2 klv,,
S—iS;, =%, k2 a,, S,— 8, =3/, kp2i2 w,, S,=72, ki2 @,

De hieruit volgende waarden van Uy Uy, Uy, @ @, @, in de
baide betrekkingen tussen die snelheden substituerend, vindt men:

2(p+1)S, — S, =pS, S, =2(p+1)S,

¥ 4

<2 p S.

S“‘¥w+8p+3
Hieruit vindt men voor de hoeksnelheid van het deel CD:

([) S— i‘.s— - _—.__E_,.__ _— - e —3—v ‘S— p
ST 2K2 4p2 4+ 8p+3 T 2k 2p+1)(2p -+ 3) °
We nemen aan, dat de bedoeling is, dat S, k en [ constant ge-
houden worden (zie hiervoor Opm. 4). Uit:

d(ua_is_ 3 —4p2
dp — 2kiz (4p2+ 8p+ 3)2

ziet men, dat (als p aangroeit van 0 tot - o) w, eerst aan-

groeit van 0 tot g(zg_-ff\-’/%l S (voor p = 14 \/3), om vervolgens

af te nemen tot 0. Bijgevolg is w, maximaai voor p = 14 /3.

Opmerkingen. 1. We hebben aangenomen, dat de verbindings-
stoten in B en C loodrecht op AD staan, iets dat trouwens voor de
hand ligt. Het bewijs van die loodrechte stand is overigens gemak-
kelijk te geven. Na de stoot is de snelhzid van het gemeenschap-
pelijke zwaartepunt evenwijdig aan S, dus loodrecht op AD. Na
de stoot staan dus de snelheden van de zwaartepunten der afzon-
derlijke delen eveneens loodrecht op AD, dus de verbindingsstoten
ook.

2. Men kan de plaats van het toestel aangeven door 5 codrdi-
naten. Daartoe nemen we A als oorsprong van een rechthoekig
assenkruis; de positieve x-as leggen we langs AD en de positieve
Yy-as in de richting en zin van S. De codrdinaten van het zwaarte-
punt van BC, als het toestel in willekeurige stand op het horizontale
vlak ligt, noemen we x, en y,. Als positieve draaizin nemen we de
draaiing van de positieve y-as door de rechte hoek naar de positieve
x-as. De hoeken, die men de positieve x-as in positieve zin moet
draaien om in richting en zin met AB, BC en CD overeen te stem-
men, noemen we resp. ,, ¢, en @,. Als cobérdinaten van het toestel
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nemen we X,, y,, ¢;, ¢, en @, De coordinaten van het zwaarte-
punt van AB zijn:

x, = x, — pl cos @, — lcos p,, Y, = Y, + plsin g, 4 [sin @;
de codrdinaten van het zwaartepunt van CD zijn:

x,=x,+plcosgp, - lcosp,, Yz=1Y,— pl sin ¢, — I sin @,.

Behalve de normale verbindingsstoten S, en S, in B resp. C
voeren we nog in een langs AD vallende stoot S,”, die de delen
AB en BC in B op elkaar uitoefenen, positief gerekend als de op
BC werkende stoot in de zin van de positieve x-as valt, en een
langs AD vallende stoot S’ in C, positief als de op CD werkende
stoot in positieve zin valt. In:

_Sl'zz kl X4, S"_Szf: 2 kp[ o34 S-_-.’: 2 ki el
S+8,=2kly,. —S,—S,=2kply, S,=2 Kl g,
S—S8,=2/, k2 ¢, S,—S, =2, kp? I2 ¢,, S,="2I, k2 @,

moet men #,, §, enz. nemen in de beginstand (@, = ¢, = ¢, = 0).

Men heeft dan (wegens ¢, = o, enz.):
2, =%, Y= Y+ plo,+ 1o,
Ry =y Yp=1Y, — pl a, —l w,.
Uit de vergelijkingen in de x-richting volgt door optelling:
R =2, =10, =S =
Verder vinden we:
p(S+8,)=—8,—S,+3(S,—8,) + 3p(S—5,),
pS; = —8,— S, —3(S, —S,) —3pS,,
dus:
2(p+1)S, —S,=pS, S, =2(p+ 1)S..
Hieruit vindt men:

L TET S e pS
T Rp 1)@pE3) TR 2p 4 1)2pH-3)T
T e p2 10 3)8
“ENT R+ 1)(2p 4 3)
 3(2p246p+3)S
P T 2RE2p+1D)(2p+3)’
oz S e e by i

PSS T )

* = T 2kEp(Zp+3)°
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fe s pS
A S T 2 +9)
Wy = S
ST 2R 2p+ D(2p+3)°
3. Men kan het vraagstuk ook oplossen met de vergelijkingen
van Lagrange voor stoten, De levende kracht L in de beginstand

met willekeurige snelheden is met de codrdinaten van Opm. 2:
= Uy kB¢ + " + PP ¢°) + K2 + p)x,2 +
M (G, + Bl By + 142 + (5, — pl Gy — LG5)? + p g,2=
= 4y K32 + g2+ K8 p2(i, p + 2)02 F
+ k(2 + p) (2% + 4,%) +
o + 2 K2 g,(¢, — @)+ 2 KB p ¢, (9, + ).
Voor het punt A geldt:

v

y=y,+plsing, +21lsing,
zodat voor de beginstand geldt:

Hieruit vindt men voor de arbeidscoéfficiénten:
Graail0, | G anS Gt =208, G pls, G

De vergelijkingen van Lagrange (gi’— =Gy enz.) worden dus, na
2

deling door constante factoren, nl. 2 kl(2 + p?) enz.
T 2, =0, 2k{(2+ )it Ug — F) =S
kt{yz + 1(4/3 ?51 + 32 9”2)} = s’
2 k8¢, + G+ pap+2)%f =S,
— Ty 4 l(p Pyt 4’,39‘:’3) = 0.

De eerste twee vergelijkingen krijgt men ook door de stootverge-
liiking toe te passen op het zwaartepunt van het geheel. Uit de
laatste vergelijking vindt men (¢, door w, vervangend enz.):

g, =, 1(3p w, + 4 wy).
‘Door dit in de tweeds en derde vergelijking van Lagrange te
substitueren, vindt men: ; '
8, k23 0, + 3 p(2 + p)a, +(5 4 4 p)oyb =S,
2 k2w, + 2w, +3pw,) =S,
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De laatste vergelijking voert in verband met dz vierde verge-

liiking van Lagrange tot:

:

; o' 35S

: =T kB p(2p +3)
r

If- Dit voert verder tot:

5 3(p + 3)S

Ot W TR 2k B

3S

¥ 22p + Vo, = —3{w, + ©;)—3p(2 + plo, + 575 =

o HPG e
~ kB(2p+3)°

4. Slotopmerking. Het vraagstuk is zeer onvolledig gefor- °
muleerd, doordat niet is aangegeven welke grootheden constant ge-
houden worden. Dat de bedoeling is, dat de stoot S onveranderd ge-
laten wordt, ligt voor de hand, hoewel het beter zou zijn geweest

als ook dit uitdrukkelijk gezegd was. Daar men bij het oplossen nog

een grootheid moet invoeren, die in de opgave niet genoemd is
(iets dat op zichzelf geen bezwaar tegen de opgave is te achten),
hangt het van het toeval af, welke grootheden de candidaat constant |
houdt, Allicht zal hij daarvoor nemen de grootheid / en de groot- '
heid, die hij verder nog invoert. Bij de gegeven oplossing is daarvoor
genomen de lijndichtheid k, maar in plaats daarvan kan evengoed
de totale massa m van de drie delen genomen worden. Met in-

voering van m heeft men:

m= 2kl(p + 2), e

: : = m
dat de massa's der drie delen van de staaf zijn

=R
p+2

ditys 1RSSR T g oS
dp ~ ml (4p28p+3)%

dp
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3S  pi42p

ml 4p*+8p+3
Woerkt men met m, dan wordt de uitdrukking voor @, natuurlijk

zonder over lijndichtheid te spreken afgeleid, door op te merken,

p+2 p+2

. Houdt men (wat bij deze opzet voor de hand ligt) in de

m
P en

voor ®, gevonden uitdrukking S, m en [ constant, dan vindt men:

d
zodat steeds ——2 > 0 is, Derhalve neemt w, voortdurend toe, en
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wel van 0 tot :—fﬂ , als p toeneemt van 0 tot + <. Voor een eindige

waarde van p is dus geen maximum aanwezig.

Nog een andere opvatting is mogelijk en deze (die evenmin tot
een maximum van w, voert) wordt door de opgave nog het meest
gesuggerzerd, ,,Een homogene staaf wordt in drie delen verdeeld”
doet tochi daaraan denken, dat een staaf gegeven is en dat deze in
drie stukken gesneden wordt, die weer door scharnieren aan elkaar
worden verbonden. In dat geval houdt men S, de totale massa m
en de totale lengte / constant en voert het in drie stukken snijden
op verschillende manieren uit (zodanig, dat de lengten dier stuk-
ken zich verhouden als 1, pen 1), Dan is A= 2I(p + 2), dus

== —2—-{-;2;‘_—2), waardoor men vindt:
6S  plp+2)?

W, = ——

8 mi 4p2+8p+3°

Houdt men S, m en 1 constant, dan is:

do; _ 6S (p+2)(4p*+8p*+9p+6)

dp ~ mi (4p2+8p +3)2

Ook nu is i‘;" > 0, zodat ook nu w, voortdurend toeneemt

(ditmaal van 0 tot « ), als p toeneemt. Ook bij deze alleszins rede-
lijke opvatting van de vraag is de candidaat gedupeerd, doordat hij
naar een rekenfout gaat zoeken en miet aan een fout in de opgave
denkt. .

Uit het voorgaande blijkt dus de bedoeling van de opgave (in
strijd met de formulering daarvan) wel te zijn, dat S, [ en de lijn-
dichtheid k constant gehouden worden.

SEPTEMBER 1947. C,.

1. De totale potentiéle energie (van zwaartekracht en centri-
fugaalkracht) is, als de positieve y-as verticaal naar beneden ge-
richt is:

w? a2
P=—mgy—Yimw2x2=m (Wﬁ—gy) -} constante —
2 2 N3
='m %-:2—2 (y — ;’%22—) -} constante,
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Bijgevolg is P minimaal bij gegeven waarde van y, als:

2 =
w2.:—g-‘f—. m:-b—’/i
asy a y

is. Dan is er dus bij de gegeven waarde van y evenwicht en wel
stabiel. Is met h bedoeld de hoogte boven het onderste punt van de
ellips, dan is y = b — h, dus:

L [t
o 67 Vb—h'

In het evenwichtspunt P kunnen we zonder beperking x > 0
nemen. Is « de tussen 0 en 90° bedoelde hoek, die de raaklijn in P
aan de ellips met de x-as maakt, dan is:

3 dy  b’x b \/b2—y?
e T e R R T

cos a = 2y 3 sina:b]/ il ¢

\V/b* (a2 — b2)y? bt 4-(a% — b2)y?

Is N de druk, die de buis 'op het stoffelijke punt uitoefent, dan
volgt uit de krachtcomponenten loodrecht op de buis, de centri-
fugaalkracht meegerekend:

N — mgcos a—m w2 x sin ¢ = 0,
g

2 ;
N = mg(cos a + ::—y x sin a) = g'.g \/b* + (22 — b2)y2.

Met invoering van h wordt dit:

= e Ak SN T 2 __ b2 L
N = S =5 Va2b? +(a b2)h(h — 2 b).

Opmerking. Men kan de voorwaarde voor relatief evenwicht
ook vinden uit de krachtcomponenten langs de buis:

mg sin ¢ — m w2 x cos a = 0.

Dit voert tot w? = g He - gTb2 -
x a2y
2. We nemen Q als oorsprong van een rechthoekig assenkruis
en de positieve y-as verticaal naar beneden. De positieve x-as
nemen we in het vlak der beweging zodanig, dat de draaiing van
de positieve x-as naar de positieve y-as (door de rechte hoek)
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overeenstemt met de draaiing van OA naar OC (positieve draai-
zin). De hoeken ¢, #, en 9, nemen we zo, dat ze toenzmen bij
draaiing in negatieve zin. Zijn x, en y, de codrdinaten van het

zwaartepunt Z, van AD en x, en y, die van het zwaartepunt van
BE, dan is:

xl*:l(cosq;+sin}?l), x, = I{— cos ¢ + sin 4,),
¥, = Il(— sin ¢ - cos 9,), y, = I(sin ¢ + cos 9,),
%2+ 5,2 = Plg2 4 '.?12 + 2@"{1 sin (3, —g)},
¥4yl = 14¢2 9.2 — 268, sin (d, — @) b
Hieruit vindt men voor de levende kracht van het geheel:
L="1mP11¢2+4(d2+ 8,2) +
+ 6 ¢ B, sin(d, — @)— 6 ¢ D, sin(d, — @) .
De potentiéle energie van het geheel is: ;
P = — mgl(cos ¢ -+ cos #, + cos 9,).

Om de vergelijkingen van Lagrange op te stellen, berekenen we
eerst: : ;

;% =1, mi2{11 ¢ + 3, sin(#, — p)— 3 P, sin(d, — @) }
a_; =1/, ml2}4 ¥, 4 3 ¢ sin(9, — @) },
9,
5 Ry Bl L8 i (0 L
39, ‘

Voor de vergelijkingen van Lagrange vindt men:

B11 ¢ + 3 9, sin(?, — ¢)— 3 9, sin(d, — @) +
+ 39,2 cos(#, — ¢)— 3 8,2 cos(P, — @)} = — 3 g sin p,

H4 ¥, + 3 ¢sin(d, —p) — 3¢2cos(d, —g)t=—3gsind,

H4d,—3 ¢ sin(d, — @) + 3 ¢2cos(d, — @)} = — 3 gsind,.
Met verwaarlozing van oneindig kleinen van de tweede en hogere

orde wordt dit: :

111G4+3g¢g=0. 419 +3g9 =0, 419,+3g9, =0.

Uit de symmetrie der beginvoorwaarden blijkt, dat (zonder ver-
waarlozing) ¢ = 0 en #, = — #, blijlt. Daardoor wordt de eerste
vergelijking van Lagrange een identiteit; terwijl de andere twee
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L}

vergelijkingen worden (zonder, verwaarlozing).
| 4!51+3gsin#1::0.

Van de in A op de staaf, AD werkende kracht noemen we S, de
component langs DA, positief gerekend in het verlengde van DA,
en Q, de component loodrecht op AD, positief gerekend als de

_draaiing van AD naar Q, in negatieve zin plaats vindt, dus als Q,

om Z, een positief moment heeft, Uit de beweging van Z, in de .
richting van AD vindt men (zonder verwaarlozing):

S, — mg cos ¥, = ml ;?13 =m {lw*—3,g(l —cos?d,)}
S,=m(2le?+5gcosd —3g).
Uit het moment om Z, vindt men (zonder verwaarlozing):
Q, = — 1, ml Y, =14 mgsind,.

Men kan Q, ook vinden uit de beweging van Z, loodrecht op AD.

Met overeenkomstige tekenafspraken vindt men voor de kracht-
componenten S, en Q,, in B op de staaf BE uitgeoefend, langs EB
en daar loodrecht op S, = S,, Q, = — Q,. De kracht K in O op
de staaf AB (met daaraan bevestigde staaf OC) uitgeoefend, is
wegens de symmetrie verticaal; we rekenen die kracht positief naar
boven, We vinden (weer zonder verwaarlozing):

K=2mg+28,cosd +2Q,sind =
= 2 ml w®cos ¥ + 15 mg(9 cos® &, — 6 cos ¥, + 5).
Voor kleine waarden van #, (dus ook van ®) vindt men bij be-
nadering:
S,=YmHdle*4+4g—5g92), Q =lYmg?d,
K=m(2lwt*+4g—3g??).

Opmerking. Men kan reeds eerder benadering toepassen. dus
uitgaan van: '

19, =—3% g, (92 =1w2—3%gd2
Dit voert tot:
S, =mg(l — 5 92)+ mi";‘}12 =Vimdg-+4lw®—5g1032),
Q, =—1Y,mld, =1 mgt,.
Het berekenen van S, en Q, bij benadering heeft weinig zin,

daar het nog wel zo eenvoudig is S, en Q, zonder verwaarlozing
te berekenen,
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3. Is S de stoot en @ de hocksnelhzid van de staaf onmiddellijk
na de stoot, dan volgt uit de beweging om O en die van het zwaar-
tepunt van de staaf:

i, ml2 w = Sa, ml w =S,

zodat @ = 4/, [ is; de stoot grijpt aan in het slingerpunt, ook stoot-
punt genoemd. Is v de snelheid van het stoflfelijke punt onmiddellijk
voor en v’ de snelheid onmiddelliik na de botsing, beide positief
gerekend in de zin van v, dan is:

—mlo=—S8 =73 m(¢v' —v),

dus ¥ = v — 8/, [ w. De snelheden vé6r en na de botsing van het
aangrijpingspunt van de stoot worden aangegeven door:

. VOO6r na
stoffelijk punt v v—8,lw
staaf 0 av=49,lw
relatief v v—4lo

Wegens het volkomen veerkrachtig zijn van de botsing is
v—4lw=—v dus v = 2 w. Volgens.L - P = constant voor
de beweging, die op de botsing volgt, en die, welke aan de botsing
voorafgaat, heeft men:

3, mi2 w2 = Y5 mgl, lw2=23g,

3igm v2 =3/, mga(l — cos a)= 14 mgl(1l — cos a),

dus:
b R )
R DB gl 2 Tk
Hieruit vindt men cos « = — 1/, dus @ = a — bgcos !/,. Daar

« stomp is gaat het stoffelijke punt eerst verticaal naar beneden,
totdat het koord weer gestrekt is (uitwijkingshoek bgcos 1/,). We
nemen maar aan, dat het stoffelijke punt wverder de cirkel blijft
volgen, Het geval doet enigszins zonderling aan.
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OCTOBER 1947. C,.

1. De staven noemen we AB en AC zodat A het scharnierpunt
is. Voor evenwicht is nodig, maar niet voldoende, dat er evenwicht
is, als de staven vast aan elkaar verbonden zijn, in welk geval BAC
en beide massa's 14 m één vast lichaam vormen. Het zwaartepunt
Z daarvan ligt op de bissectrice van £/ BAC. Is het lichaam in
evenwicht, dan gaan de beide drukken, door de bol op AB en AC
vitgeoefend, en de verticaal door Z door één punt, nl. het middel-
punt M van de bol, zodat dan het gewicht door M gaat. Verder
liggen dan de beide drukken en het gewicht in één vlak, In geval
van evenwicht ligt BAC dus in.een verticaal vlak door M.

We beschouwen nu A weer-als een scharnier. De drukken, die
de bol op de staven AB en AC uitoefent, noemen we N resp. N'.
Zij Q de horizontale en Q' de verticale component van de kracht,

. die de staaf AC op de staaf AB uitoefent, positief gerekend naar

de kant van C resp. naar boven, en zij / MAB = ¢. De hoek, die
MA met de naar boven gerichte verticaal door M maakt, noemen
we 6, positiel gerekend, als A en B aan dezelfde kant van die ver-
ticaal liggen. Het zwaartepunt G van de staaf AB met daaraan be-
vestigde massa 14 m ligt zodanig op AB, dat AG = 2 R is. De
evenwichtsvergelijkingen voor beide staven luiden:
Nsin(p—0) + Q@ —?%,mg=0, N cos(¢—¥6) —Q=0o,
NR cotg ¢ — 3 mg R sin(p — 0) =0,
N’ sin(p + 6) — Q' — 3/, mg = 0, N’ cos(¢p + 9) —Q =09,
N'R cotg ¢ — 3 mg R sin(¢ + 8) = 0,
waarbij de momentenstellingen op A (d.w.z. op een as door A lood-

recht op het vlak MABC) zijn toegepast. Uit de vergelijkingen
volgt door eliminatie van Q en Q' i

N sin(p — 6) -+ N’ sin(p + 0) — 3 mg = 0,
N cos(p — 8) — N’ cos(p + 8) = 0,
vergelijkingen, die men ook verkrijgt door het gehele toestel te be-

schouwen. Uit de laatste twee vergelijkingen vindt men:

cos(p+6) Ni— B cos(p —0) |

M= sin2 i sin 2 @

Hierdoor gaan de momentenvergelijkingen over in:
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o

cos(g - 0) = 2 sin? @ sin(p — 0),

cos(p — ) = 2 sin? ¢ sin(gp + 6).

—

B T T - .~

Door optelling en aftrekking volgt hieruit:
(cos ¢ — 2 sin® @) cos § = 0,

£

(1 — sin 2 ¢) sin ¢ sin § = 0,
Dit voert tot: ‘
i 6 willekeurig.
Opmerkingen. 1. Men vindt:

N =3/, /2 mg(cos § — sin 8), N’'= 3/, \/2 mg(cos § + sin 6), 6
Q=23/, mg cos 2 6, | Q' =3/, mg sin 2 6, &
waaruit volgt — 45° < 4 < 45°, A}

2. Aannemend, dat A verticaal boven M ligt, kan men het af
vraagstuk ook geheel constructief oplossen. In geval van evenwicht i

gaan de verticaal door G, de druk N en de kracht in A op AB uit-
geoefend door één punt S. Evenzo gaan de werticaal door het
zwaartepunt G’ van AC, de druk N’ en de kracht in A op AC uit-
geoefend door én punt §’; dit punt S’ is het spiegelbeeld van S ten
opzichte van MA, Daar AS en AS’ langs één rechte vallen (actie en
reactie) is AS horizontaal. Is D raakpunt van bol en AB, dan is:

AD? __ DS? _AD?
S RS D
AD . R® 4 ADs

AG = AD + DG = R

Uit AG = 2 R volgt dus:
AD? 4 R* AD —2 R3 =0,
dus’AD = R, dus / MAD = 45°, dus / CAB — 90°.

De constructie der (naar S overgebrachte) krachten N ¢n Q
voert (stzeds aannemend, dat A verticaal boven M ligt) tot:

N=N=23,\2mg. Q=?%,mg.

Neemt men omgekeerd aan, dat £/ MAD = 45° is, dan leest
men uit de figuur zonder enige berekening af, dat AD = DG = R,
dus AG = 2R is, dus dat er evenwicht is, Men ziet zo echter niet
duidelijk, dat dit het enige geval van evenwicht is.

3. Is eenmaal gebleken, dat in geval van evenwicht BAC in een
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verticaal vlak door M ligt, dan kan men het evenwicht ook bepalen
uit het extreem zijn van de potentiéle energie. Door de gebroken
lin MAG op MA te projecteren, vindt men:

MZ = e 2 R cos g,

sin @

positief gerekend, als A en Z aan dezelfde kant van M liggen.
Voor de hoogte z van het zwaartepunt Z boven het horizontale -
vlak door M vindt men hieruit:

2R (-—‘l—-——Zcosm ) cos 6,
sin

Hieruit volgt:

7, R by O oS @ b,
= «—-R(smgo—— sinzqﬂ) cos f =
= R(2 — cotg ¢ — cotg? ¢) sin ¢ cos f =

. = R(1 — cotg ) (2 + cotg ¢ + cotg? ¢) sin @ cos 6,

Ozl 1 o st s 2 @ Tl
3 _R(Zcosm—— W) sin§ = R T sin 6.
Bijgevolg voert ey 0, 2 = 0 tot ¢ = 45°, 0 willzkeurig.
op af ,
4. Voorf —= 0 heeftmenz—=R ( ; by 2 cos qa). Deze functie
sin

van ¢ is minimaal voor ¢ = 4 a. Dit betekent stabiel evenwicht,
als men slechts standen beschouwt, waarbij A verticaal boven M
ligt. Doordat er ook andere standen mogelijk zijn, is het evenwicht
labiel. Dit blijkt daaruit, dat Z daalt, als men hzf toestel zodanig
evenwijdig verschiuft, dat de staven aan de bol blijven raken (waar-
bij het vlak BAC verticaal en de hoek ¢ gelijk aan 45° blijft).

Ten aanzien van draaiing om een as door M loodrecht op het
vlak MBAC is het evenwicht indifferent. -

5. We laten het toestel los in een stand, waarbij A verticaal
boven M ligt. Op grond van symmetrie besluit men, dat A op de
verticaal door M blijft. Er is dan één cobrdinaat, waarvoor we nemen
¢ = [ MAB. We nemen M als oorsprong, de positieve x-as hori-
zontaal (in het vlak ABC), positief naar de kant van A, en de posi-
tieve z-as verticaal naar boven. De codrdinaten van G zijn dan:

1
sin ¢

x = 2 R sin g, z:R( —2c05(p).
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Hieruit vindt men voor de levende kracht van G (massa 3/, m):

cos?
sin* @

34 m(x2 + 22)= 34 mR? ( ~—‘icotg(p+4)¢2.
Het traagheidsmoment van de staaf AB met massa ¥/, m om een
as door G loodrecht op AB is:
1/3 m(3f2 R)2 3% m(’/é RP S5 % mR2 = 3;2 mR2.
De levende kracht van het gehcle toestel is dus:
= %/, mR2(cotg* @ - cotg2 ¢ — 4 cotg p + 5)¢2.
De potentiéle energie van het gehele toestel is:

1
P = 3 mgz = 3 mgR( i 2 cos ).
Uit L 4 P = constant volgt dus:
R(cotg @+ cotg- ¢ —4cotg ¢ + 5)¢2 +

.|_ g(——-- 2. cos p) = C

sin ¢

Beschouwt men kleine slingeringen om de evenwichtsstand
cotg ¢ = 1, dan vindt men bij benadering (door te fluxioneren):

3R¢+~/2gsin(p—Yn) (2+ cotg ¢ + cotg? @) =0,
dus bij benadering:
3RG+4V2g(p— Yan) =0.
Hieruit vindt men voor de periode der kleine slingeringen:
Tﬂ = . J';f'gﬂ .
[

2. Als coordinaat voeren we in de hoek ¢, die de straal van het
stoffelijke punt maakt met de naar beneden gekeerde verticaal door
het middelpunt M van de buis. De levende kracht der relatieve be-
weging is 14 m R2 ¢2. De potentiéle energie van de centrifugaal-
kracht is — 15 m @2 R? sin? ¢, Hieruit vindt men:

14 mR? ¢* — mgR cos ¢ — )2 m ®* R* sin? p = constant,
dus in verband met de voorwaarde ¢ = 0 voor ¢ = 1/,

R g2 —2gcosp— w2 Rsin?2p=—g—7% 02R.
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Door ¢ = 0 te stellen, volgt hieruit:
02:R2¢2:R(9_;/w2 R)_

Het genoemde geval is dus alleen mogeh]k als w2 < ;}R is. In

-

s, S

i) de hoogste stand is de relatieve snelheid 0, zodat daar ook de kracht
' van Coriolis gelijk aan 0 is. Ook de normale component van de
relatieve versnelling is daar 0, terwijl de centrifugaalkracht dan is
m w2 R sin 60°, Is N de druk, die de buis op het stoffeh;k punt uit-

RPET Y ety

) oefent, positief gerekend naar M toe, dan is:

:

4 N — mg cos 60° —m @2 R sin2 60° = 0,

| J

f' dus N = 14 mg 4+ 34 m w2 R. De druk op de buiswand is even
- groot, maar van M af gericht.

u 3. Het stoffelijke punt P botst met een snelheid \/gl tegen het
| onderste punt A van de staaf. Daar P door de botsing tot rust
it komt, wordt op P een horizontale stoot S = m \/gl uitgeoefend,

A dus op de staaf OA ook, maar in tegengestelde zin. Daar de rela-
_, tieve snelheid der botsende punten door de botsing met — 1 wordt
24 vermenigvuldigd, krijgt het punt A van de staaf een snelheid \/gl.
o Het zwaartepunt Z van de staaf krijgt door de botsing een snel-

' _ heid v __151 M\/gf Is @ de hoeksnelheid, die de staaf krijgt, dan
e is 1, MI2 @ = Y4 S, dus:
: 65

6m
E) = X — A Vgl

i} 4 -
e De snelheid van A na de botsing is dus v + 5 l @ = A;{ /gl

4 Daar die snelheid ook gelijk is aan \/gl is M = 4 m.

LB

_ Opmerkingen. 1. Om de beweging van de staaf na de botsing te
s onderzoeken, voeren we als codrdinaat in do hoek ¢, die de staaf
X met de verticaal maakt, positief gerekend in de zin van w. De hori-
B zontale component van de snelheid van Z blijft 14 \/gl. De verti-

= cale component van die snelheid is.}4 [ ¢ sin .
Uit L 4 P = constant volgt:

" g - 2m(Y% 1 ¢ sin )2 + /g mI2 ¢ — 2 mgl cos ¢ = constant,

_{.._ dus in verband met de beginvoorwaarde ¢ = ;— V% voor ¢ = 0:

f‘- 4 1(1 + 3 sin2 @) @2 = 3 g(16 cos p — 13). |
.
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Hieruit blijkt, dat ¢ heen en weer schommelt tussen + bgcos S
2. Onmiddellijk na de botsing heeft het bovenste punt van de
staaf een snelheid — 14 \/gl. Deze snelheid heeft een zin tegen-
gesteld aan de snelheid van A op dit tijdstip. Het is daarom nodig

ean te nemen, dat de staaf ongehinderd het ophangpunt van de
draad kan passeren, ' ;

DECEMBER., W.S.V.

1. Onderstel, dat het stelsel bestaat uit n materiéle punten
A,(x5, Yy z5) (massa my), waarin j= 1,2, .., nis. Zijn x, y, z de

n
codrdinaten van het zwaartepunt en is M = 3 m; de totale massa
: e
van het stelsel, dan is:

i
n

n n
Mx = 3 m; %, My = 2 m; y;, Mz = > my z;.
S = =1 j=1

Door tweemaal te fluxioneren volgt hieruit:

Mt=3mz=5X;, Mj=35Y, M: =3 2Z,

i=1 j=1 i=1 7=

waarin X;, Y, Z, resp. de x-, y- en z-component zijn van de re-
n

sultante der op A; werkende krachten. In ¥ X; vallen de x-com-

F=1
ponenten van de inwendige krachten twee aan twee tegen elkaar weg

n
(actie = — reactie), zodat 3’ X; ook is de algebraische som van de
J1=1

x-componenten der uitwendige krachten, die op het stelsel werken.

Uit Mz = X X, met overeenkomstige vergelijkingen voor de y- en
==
de z-coérdinaten (en componenten), volgt het gestelde,
Bestaat het stelsel niet uit een eindig aantal materiéle punten,
maar uit (al of niet vaste) lichamen, dan moet men de sommen door
integralen vervangen, Verder verandert er aan het bewijs niets.

2. De plaat ondervindt door het vasthouden van B een stoot S
in B loodrecht op de plaat en wel in een zin tegen de oorspronkelijke
snelheid van B in. Is 2a de zijde van het vierkant en m de massa
van de plaat, dan zijn de traagheidsmomenten om assen door het
zwaartepunt Z evenwijdig aan een zijde van het vierkant beide
gelijk aan '/, ma2. Het traagheidsmoment om AC is dus eveneens
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1/, ma2. Als positieve draaizin nemen we de zin van o (zodat @ > 0
is). Het moment van S om AC is dan — Sa \/2. Is o’ de hoek-
snelheid van de beweging relatief Z onmiddellijk na het vasthouden
van B en ¢’ de snelheid van Z (eveneens na dit vasthouden),
positief gerekend in de zin van de corspronkelijke snelheid van B,
dan is:

) \/5: 1/, ma2(0’ — o), LS —=imv,
dus @ = w — 35 V2 eppii =L S . Daardoor wordt de snel-
ma m
heid van B:
o a\/2+ v *anQ—@—i_anE—E
m m

Daar de snelheid van B gelijk aan 0 wordt, heeft men:
S=1 moav2 o="0, v'=—1 wa\/2

Onmiddellijk na het vasthouden van B is de bewegingstoestand
van de plaat (wat de snelheidsverdeling aangaat) een rotatie om
een as door B evenwijdig aan AC met een hoeksnelheid !/, @ in
dezellde zin als de oorspronkelijke rotatie,

Opmerking. Dat de rotatie-as na het vasthéuden van B even-
wijdig is aan AC volgt uit de symmetrie ten opzichte van het vlak
door Z loodrecht op AC. Daaruit volgt, dat Z onmlddelh]k na de
stoot een snelheid loodrecht op de plaat heeft. Daar de snelheid
van Z onmiddellijk v66r de stoot 0 is, staat de stoot loodrecht op
de plaat. :

3. Zij AB de staaf en zijn CA en DB de beide koorden.

a. We nemen aan, dat de bedoeling van de vraag is, dat o zo
klein is, dat de stand, waarbij ‘A in D en B in C gekomen is, niet
of met snelheden 0 bereikt wordt. Zij z de stijging van het midden
(zwaartepunt) Z van AB. Merken we alles wat betrekking heeft op
het tijdstip, waarop de snelheden 0 geworden zijn, met de index 1,
dan volgt uit L, + P, = L, + Py:

Yamz2 + Yy mP o> = mgz,.
Daar z in_de beginstand minimaal is, is z, = 0, zodat we vinden:
A b
1 6 g "

208




EXAMENOPGAVEN DECEMBER 1947. OPL.

De onderstelling, dat z, = 2 [ is, betekent dus 2 = %ﬂ

b. Is ¢ de hoek, die de staaf uit de evenwichtsstand gedraaid

is, dan is (daar Z wegens de symmetrie zich langs een verticals

rechts beweegt) 21 sin 14 ¢ de alstand van A tot de projectie
van A op A,C, dus:

(21—2)2 4 (21sin Y5 )2 = (21)2,
z=21(1 — cos 4 @), z=I1gsin ;5 ¢,

hetgeen' bgvestigt, dat z — 0 is voor @ = 0, Men vindt verder:

gzg(ggsm%q;_kyz’q’f?cos%lw), zZ, = 1l w2
Wegens de symmetrie zijn de spanningen in beide koorden gelijk.
Noemen we die spanningen S, dan geldt voor de beginstand:
28, —mg =mz, S, =Y m(2g+1w2).
c. Uit L 4+ P = constant volgt:
Yim 224 3, ml2 g2 4 mgz = A,
(1 4 3sin2 }4 ¢)¢2 — 12 g cos V4 ¢ = B:
Deor te fluxioneren, vindt men hieruit:
201+ 3 sin2 Y )p 4+
+ 3l¢g2sin}5gcos Y5+ 6gsinlfp=0.

Voor kleine slingeringen om de evenwichtsstand (p = 0) wordt
dit:

2l +3gp=0.
De periode dier slingeringen is:

=22 [[2L
39
dus de cirkelfrequentie 2 == —3—?

Opmerkingen. 1. Voor de onder a en b beschouwde beweging
geldt:

5 l02—"12g94 12gcos 15 ¢

ik 4—3cos2 Y4 @ {
PR (129—1&;2).:05%m—29(4—}—3c032%tp) ooy
U —3 204 — 3 cost 1 )3 sin 14 .
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|
De verticale componenten van de spanningen in de koorden heb-
ben een moment 0 om de verticale as door Z. De horizontale com-
ponent van de spanning S in het koord AC (in A’werkend op de
staaf) valt langs AP en is gelijk pan:

AP 21lsin 5 ¢

S;{C:S == = Ssin 15 ¢.

Deze heeft om de verticale as door Z een moment (positief ge-

rekend in dezelfde zin als ) — SI sin 14 ¢ cos V4 ¢. Hieruit volgt:
—ZSZsm/tpcos/rp— 1, mi2 ¢,
S‘:' L3 ml
T 6sin s pcos o
5 2 g(4 + 3 cos? /(p)—(lZ g—lw2)cos s
4(4 —3cos? 5 ¢)2cos Y p 5

Tl 2g{1 +3(1 —%o0s 5 )2}t + 1 w2 cos/rp
e 4(4*3(053/rp)2603/9}

Is w* < %—9, dan is cos 15 ¢ > 0, zodat S dan steeds positief is

(dus de koorden gespannen). Is w? ::‘1-—2—-9 , dan bereikt ¢ de waar-

de 180° en wordt de spanning in het koord dus oneindig groot.
Het koord moet dus véor het bereiken van de stand, waarbij A in D
en B in C gekomen is, breken, zodat men moet aannemen, dat

1219 is,

2. DatS = o is voor ¢ = 180° blijkt met minder gereken daar-
uit, dat voor die stand (gemerkt met 2) geldt 41 ¢, -3 g =0
(blijkens een onder ¢ gevonden vergelijking), zodat ¢, een van 0
verschillende waarde heeft, Deze kan alleen ontstaan door de
momenten d:r spanningen om de verticale as door Z. Daar deze
spaningen voor ¢ = 180° door Z gaan en dus een arm 0 hebben,
zijn die spanningen oneindig groot.

3. Men kan de formule voor S ook vinden uit de beweging van

2l—z i
71 Men heeft dus:

Z. De verticale component van S is S

2l —z
L
Volgens # = (¢ sin 14 ¢ -+ V5 ¢ cos 14 @) vindt men:
(Im2v—~129)cos/q+69(2—33m2/2 — 3 sin? l/rp)
"2(1 + 3sin2 15 )2 ;

mi =8 — mg=2S cos 4 p—mg.
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Dit voert tot de in Opm. 1 gevonden waarde van S. De bereke-
ning van Opm. 1 is aanzienlijk korter,

4. Bij de onder a en b beschouwde beweging is:

z2(41—z) (B w* — 6 g2)
412 4+ 121z—3 22 :

io =

2_4!4m‘2(2I——z)+3gz(—32[3—36!2z+241:2—323)

(42 121z —3 22)2
Hieruit vindt men voor de spanning S:

_ o ity o g3 LR (2]—2)
T P b i Sy s e 0

een formule, die ook uit de in Opm. 1 gevonden formule voor S is
af te leiden. Uit de formule, die S in z uitdrukt, ziet men onmiddel-
liik, dat S > 0 is voor z < 2l en S = o voor z = 2 L.

5. Is z, de grootste waarde van z (2, < 21), dan is:

2B+ 1212—32
2(41—7z)

Is z, klein, dan heeft m:n bij benadering:

='6.glzs—12).

[ 22 =6 gz(z, — z).
De tijd, waarin z aangroeit van 0 tot z, is dus bij benadering:
=l -]
FT [ de T dd &
g Vz(z, — z) 6g) 1+u

waarbij \/;zh(;sJ — 2) = zu gesteld is, De periode der kleine slinge-
ringen is dus:
o€ 1,21
T:‘}tlz‘in]/—ﬁ—g_z;; 3—9.
in overeenstemming met het onder ¢ gevondene,
6. Men zou kunnen aannemen, dat de staaf ongehinderd de
stand passeren kan, waarbij A zich in D en B zich in C bevindt (en
de staaf dus 180° gedraaid is). Daartoe moet men aannemen, dat

CD iets (een te verwaarlozen bedrag) groter is dan 2 [ en dat ook

de koorden iets langer zijn dan 2 [. Verder moet dan nog worden
aangenomen, dat na het passeren van genoemde stand de koorden
zich zo leggen, dat ze elkaar en de staaf niet hinderen. Van het
oneindig groot worden van de spanning zou men kunnen afzien
door de opmerking, dat dit het gevolg is van het idealiseren van het
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probleem. Na het passeren van de genoemde stand wordtcos 14 ¢ (dus
ook 2! — z) negatief. Volgens de in Opm. 1 of 4 voor de spanning
gevonden uitdrukking wordt deze negatief (virspringt van + % op
— ), als de genoemde stand gepasseerd wordt (hetgeen alleen

12 g
gebeurt, als w® >_I__ is). Daarna gaan de koorden dus slap hangen.

De staal behoudt zijn hoeksnelheid ¢>, om een verticale as door Z,
waarin ¢, gevonden wordt uit 4 1 ¢,> = [ @2 — 12 g; verder krijgt
Z een eenparig versnelde beweging met een verticaal naar boven
gerichte begmsnelhe:d z, = [ ¢, en een verticaal naar beneden ge-
richte versnelling g. Het punt Z stijgt tot een hoogteg!—t—m;ig)
boven het midden van CD, als niet vé6r die tijd de koorden weer
gestrekt worden. Wil men uitmaken of en in welke stand dit ge-
beurt, dan krijgt men een vergelijking, die niet met letters is op te
lossen.

7. Slotopmerking. De eerstz vraag had beter aldus geformu-
leerd kunnen zijn:

a. Beneden welk bedrag moet w liggen, wil de staaf tot stilstand
komen, nadat zijn zwaartepunt minder dan 2 [ gestegen is? Bereken
voor dat geval de hoogte, tot welke de staaf stijgt.

Zoals de vraag a gesteld was, bestaat de mogelijkheid, dat een.

zeer goede candidaat zich gaat verdiepen in de vraag wat er ge-
beurt, nadat de staaf 180° gedraaid is. Zoals uit de opmerkingen
1 en 6 blijkt, is het onmogelijk hierop een geheel bevredigend ant-
woord te geven, maar het kost veel tijd om tot dit inzicht te komen.
Het vraagstuk heeft dus het zeer ernstige bezwaar, dat een uit-
stekende candidaat zou kunnen ingaan op beschouwingen, die on-
mogelijk in d2 bedoeling van de steller van het vraagstuk hebben
kunnen liggen; hierdoor kunnen andere vraagstukken of onder-
delen van hetzelfde vraagstuk in het gedrang komen. Een opper-
vlakkige candidaat daarentegen ziet geen zwarigheden en viaat
snel de gewenste antwoorden. p
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