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Samenvatting,

Bij de analyse van gedigitaliseerde meetsignalen is het vaak nodig

ruis van het meetsignaal te scheiden door toepassing van een

numeriek filter. De theorie van deze filters werd door Martin

ontworpen en wordt in dit rapport behandeld.

Met een aantal voorbeelden wordt het gebruik van numerieke

filters toegelicht.



. Lijst van symbolen:

A amplitudo

a1(r) overdrachtsfunctie vari een filter met een fase-
verschuiving o of + if

Bk uiteindelijk gewicht van een filter

Bk(0) ongecorrigeerde gewicht van een filter

Bk(a) correctiegewicht op Bk(o) van een filter met een
faseverschuiving o of ii

(b) (o)
Bk correctiegewicht op Bk van een filter met een

faseverschuiving +

b1(r) overdrachtsfurictie van een filter met een fase-
verschuiving +

Ck Fouriercoefficient

F(6),F(u) hulpfuncties
f frequentie
f bemonsteringsfrequentie
f(0) hulpfunctie
G(r) gewenste amplitudokarakteristiek
G1 (w) amplitudokarakteristiek
g(k) hulpfunctie
h frequentieparaineter die samenhangt met de helling
I ìa het afbreken van de amplitudokarakteristiek van het filter

kleinste kwadraten kriterium

L.K gewicht van eeri filter bestaande uit en Bk(a) of

Bk

M kleinste kwadratenkriterium
r diinensieloze frequentie
r afkap frequentie
r waarde van r qaarvoor G(r) de waarde y aanneemt

o o
t tijd
Yf1(w) overdrachtsfunctie
Y(r) -gewenste overdrachtsfunctie
'f benaderde overdrachtsfunctie
y.(t) tijdsafhankelijk signaal, input
y0(t) output

y arnplitudo van de afbreeksinusoîde
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waarde van de amplitudokarakteristiek van het filter

bij de afkapfreqUefltie

waarde van de helling van de amplitudokarakteristiek

van het filter bij de afhapfrequentie

correctiegrootheid

correctiegrootheid

verschì]. in frequentie tussen een willekeurige frequentie

en de frequentie r

intervaltij d.

cirkeifrequentie

fasekarakteristiek

gewenste fasekarakteristiek

verinogens spectrum
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1, Inleiding.

Bij de analyse van het gedrag van systemen, waarvan metingen ter
beschikking staan, doet zich vaak bet probleem voor de gewenste
informatie te scheiden vn storingen op het gemeten signaal. Dit laat
zich te meer gelden als de analyse niet t?stochastjschtt maar "deter-
ministisch" zal worden uitgevoerd.
Het onderdrukken van storingen van periodieke aard op de gemeten
signalen gebeurt door filters.
In het algemeen kan men de filters in de meet- en verwerkingskring,
die schematisch in fig. i is weergegeven, nog op verschillende
plaatsen opnemen. De opstelling van een filter als algoritme in een
computer, zoals fig. 1a laat zien, wordt beschouwd als een numeriek
filter. De plaats van bet filter, zoals in fig. is aangegeven
wordt bij routinemetingen vaak toegepast. Het filter kan analoog of
digitaal worden uitgevoerd,
De situatie van fig. l komt vaak bij nrnalige metingen voor. Na een
bestudering van de parallel aan de bandopnemer geschakelde analoge
informatiebron wordt besloten een filter met bepaalde karakteristieken
toe te passen orn de gewenste informatie te isoleren. Ook dit filter kan
analoog of digitaal worden uitgevoerd.
Tussen het numerieke filter van fig. 1a en de eventuele digitale filters
van fig. en bestaari in uitvoeringsvorm grote verschillen. Fig. 2
geeft een illustratie van een digitaal filter zoals te gebruiken zou zijn

b cin fig, 1 en i
Een korte beschrijving van dit filter wordt ontleend aan El].
Een continue signaal (-t) wordt bemonsterd, gemeten in een A/D (analoog/
digitaal) omzetter en vervolgens in een code weergegeven. Deze informatie
wordt aangeboden aan een schuifregister, bestaande uit m+l regels.
Op het commando van een klokpuls, die ook de bemonsteringsfrequentie
regelt, worden de inhouderi van de geheugenregels n plaats naar rechts
geschoven. De werking vari bet filter is zodanig dat een lineaire
combinatie van de in het schuifregister aanwezige waarden wordt gemaakt.
Aan de uitgang van het filter kornt een nj getallen y(kT) volgens:

3.
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Hierin ziln a1. . .a constariten die de overdracht van het filt?r bepalen.
De verschillen tassen analoog en digitaal filteren komen aan bet licht
door te bedenken dat de werking van een analoog filter beschreven kan
worden door lineaire differentiaalvergelijkingen terwiji (1.1.) een
voorbeeld is van een stelsel differentievergelijkingen.
Vergelijking (1.1.) is een voorbeeld van een niet recursief filter;
een voorbeeld van een recursief filter wordt gegeven door de volgende
vergelij king:

y(kT) L..x(kT-iT) - K1.y(kT-iT) (1.2.)

De output y(kT) hangt af van e input en output op vooraande tijdstippen,

Voor de werking van een numeriek filter, zoals in fig. 1a kan men

schrijven:

y(kT) x(kT) + a1x(kT-T) + a2(kT-2T) ,. +ax(kT-mT)

y(t)
k -n

Dit numerieke filter is niet recursief, De output bangt af van de input
in Ittoekomsttt en "verleden" als we het tijdstip t als "heden"
definieren.

In bet vervolg zullen we onze aandacht richten op het numerieke filter.
MartinU2J heeft een beschrijving van bet ontwerp yap deze filters
gegeven. We zullen zijn gedachtengang op de voetvolgen.
Voor een aantal filters zijn Algolprocedures gemaakt.
Het gebruik van deze filters wordt in een aantal voorbeelden
toegelicht.

Bk. x(t +kT)

it'

(1.3.)
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2. A1.ernene beschouwin.en over numerieke filters.

2.l.De overdracht van een numeriek filter.

Stel dat en signaal y. bestaat uit een aantal frequent iecomponenten

van de vorm:

y.(t) Ae3t

Hierin is: A: een complexe amplitudo

w: cirkeifrequentie

t: de tijd

Wordt zo'n component met een constante frequentie f5 bemonsterd, dan zijn

er discrete waarden op alle tijdstippen t die t sec. van elkaar liggen
jw(t+k'r) s

voorradig van de vorm Ae

Definieren we nu een output y als som van een eindig aantal van deze

waarden ieder vermenigvuldigd met een zeker gewicht Bk als voigt:

N

y(t)

k-M

dan wordt als overdrachtsfunctie van het filter de volgende uitdrukking

gevonden:

N
y(t)

O ]WKT
Yf1(w)

Çfl- Bk.e

k-M

Deze uitdrukking wordt nu vaak geschreven als:

ju(t-I-kt)
B ,Ae

j4f1(w)
Yf1(w) Gf1(w).e

We noemen in (2.1.4.):

Gf1 : de amplitudokarakteristjek

de fasekaiajç-terjstjek

5.
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Er wordt nu een dimensieloze frequentie r ingevoerd, die als Voigt

wordt gedefinieerd:

waarin:

f
w
2ir

We veronderstellen nu dat de input geen frequentie componenten bevat die

groter zijn dan 0.5 X f.

Het te beschouwen dimensieloze frequentiegebied strekt zich dan uit van:

-O5 r 0.5 (2.1.6.)

Beschouwen we nu het vermogensspectrum Qf van een functie y(t)

met

V,

Qf(w) J -jwt
y(t).e dt

y(t) fQfwedw
2i -'-a

dan geldt voor een regie furicte y(t) de eigenschap:

*
Qf(w)

- 2f
()

*
In (2.1.9.) is de geconjugeerde van

Het omgekeerde van (2,1.9.) is oak geldig: een vermogensspectrum met

eigenschap (2.1.9.) behoort bij een reale functie.

In het vervoig zullen we re1e functiesy(t) beschouwen,

We veronderstellen nu dat bet vermogensspectrum van y..(t) buiten het

door (2.1.6.) gedefinieerde interval geen bijdragen meer krijgt,

6.
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(2,1,7,)

(2,1,8,)
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Hiermee kan (21.8.) geschreven worden als:

irf
s

juty(t)
4. j ç Jw) e du

fi
-uf

s

Ontwikkelen we in het interval gegeven in (2.1.6.) het vermogensspectrum

van y. in een Fourierreeks, dan

V) .2ukw . k
jw) Ic .e32uf c .ejL?

fi k s k s

k-"

waarin Ck gegeven is door:

uf
1

ç5 -JUr
Ck 211Ç j

ç(u).e
du

-uf
s

Uit een vergelijking van (2.1.12.) en (2.1.10.) blijkt nu dat:

1 k 1
Ck ç .ç

y.(-k-r)

De Fouriercoefficient Ck is te berekenen door de k discrete waarde van

de input y.(t) te nemen en deze door de bemonsteringsfrequentie te delen.

Nu is (2.1.11.) te schrijven als:

y.(kr) e s

kz -

Voor y.(t) kan nu geschreven worden:
.k

-ju.-- jtit

Is 1L(k) S
.e e dt

s

- uf
s

y.(kt).
sinir(f t-k)

rrÇf t - k)
s

7.
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De laatste twee uitdrukkingen worden nu beschouwd als de voorstellings-

wijze van bet door het digitaliseren ontstane functie en het daarbij

behorende spectrum.

Maken we nu gebruik van de bekende relatie

Qf0(w)

Yf(w)
(w)

waarin:

w) het spectrum van de output

het spectrum vari de input

Ç(w) de overdracht van een filter

dan wordt als (2.1.lL.) met (2.1.16.) wordt gecombineerd:

.k

£ y.(kT).Y(w).e

De bijbehorende output wordt als voigt gevonden:

s
,

.1<r -J- jwt
y0(t)

-_--- J y.(kT)..Y.f(w)e
S

e dw
s k-c-e

-uf
s

t-' -'jw(-- -t)

L y.(ku) / Y(w)e

-Tif
s

8.

(2.1.16.)

(2.1.17.)

(2.1.18.)

k-
-uf

s

Speciaal is op bet tijdstip t O:

uf
s

y0(o) k' f J Yf(w)eSdw (2.1.19.)



Nu is (2.1.19.) te schrijveri als:

y0(o) Bk.Y.(kT)

met Bk
1

2irf
s

uf

L5
Yf(i)e dw

Met behuip van vergelijking (2,1,5.) wordt Bk:

Bk Yf(w) (2.1.21,)

Bk wordt nu een gewicht van het filter, gekarakteriseerd door Yf(w) genoemd.

In het algemeeri moet men volstaan met een eindig (meestal klein) aantal

gewichten. Met het oog hierop wordt (2.1.20.) nu:

k-M
Bk.yi(kT) (2.1.22.)

De overdrachtsfunctie is dan:

Yf1(w)

krn-M

Bk.eJT (2.1.23.)

Hierin heeft nu Yf1 betrekking op de overdrachtsfunctie van een filter

met een eindig aantal gewichten.

In de dimensieloze frequentie r geschreven wordt (2.1.23.) nu:

Y(r) Bk.eJ2u (2.l.2L1..)

9.

(2.1.20.)



2.2. Bepa1i van de gewichten van het filter.

Vervolgens vragen we ons af wat de waarden van de gewichten Bk zijn als

de overdracht Y1(r) zo goed mogelijk een gewenste overdrachtsfunctie

gedefinieerd door:

jp(r)
Y(r) G(r) . e (2.2.1.)

benadert door toepassing van het kriterium van de kleinste kwadraten.

Derhalve moet nu

lo.

(2.2.2.)

door een geschikte keuze van de gewichten Bk.

Een combinatie van de vergelijkingen (2.1.21-j, (2.2.1.) en (2.2.2.) levert op:
r2

N

I J (G(r).e - E Bk.e1

)2
dr

-r2 k=-M

Dit kan geschreven worden als:

r2 N

I' 2rI f (G(r),eJr

k-M
Bk.e)

N

BkeJ2 ) dr
k -M

Het minimaliseren van deze uitdrukking levert de volgende N + M 1

betrekkingen:

r9

2
f (Y(r) - Y1(r))

2

dr = minimaal

-r2



N r r

krn-M

¡2
cos 2î(k-n)r dr

2

G(r).cos{2îkr-(r)} dr

Stellen we nu:

r2

g(k) J G(r).cos{2rrkr -(r)}dr

o

met, als uO F(0) r

n-M

2.
sin 2îtur2

uO F(u)

11.

(2,2,3,)

(2,2,L.,)

en

F(u)

¡2
cos 2ur dr (2.2,5,)

2rru

dan kan (2.2.3.) geschreven worden als:

B.F(k-n) g(k) (2.2,6.)

I ( i2irkr r. ., -j(r) Ç B ,e27 i-
r2

N

-
Bk

-r - kM
2

N -

e27T(Gr)e(r)
- n-M

B.eJ2Jj'dr

Werken we de voorgaande uitdrukking verder uit dan krij gen we

N r2

B f cos 2n(k-n)r dr

r2

G(r),cos {2rrkr -(r)}dr

Daar nu 2ir(k-n) en 2iîkr -(r) oneven functies zijn kunnen we schrijven:



Beschouwen we nu r2 0.5, dan is

F(u)0 a1su0
F(u) 0.5 als u O

Hiermee wordt (2,2.6.)

g(k) met k -N(l)M

of anders geschreven
i
2

Bk 2 f G(r),cos{2irkr -c(r)} dr (2.2.7.)

Deze uitdrukking is b{:jzonder waardevol daar door het gebruik van (2.2.7.)
vermeden wordt dat we M-N+1 lineaire vergelijkingen in Bk Tfloeten oplossen,
zoals zal voorkomen als r2 <0.5,

Is nu het faseverschil gelijk aan O of ir dan wordt g(k)
r2

g(k) f G(r).cos 2irkr dr (2,2.8.)

In(2.2.8.) is g(k) een even functie van k; als G(r) gedefinieerd is over
het hele interval O . r 0.5 dan blijkt:

B_k Bk

M N

12,

De bijbehorende overdrachtsfunctie voigt uit:

a1(r) ?1(r)
J<N

Bk.eJ2r

N

j2îrkr -j2irkrB0 i- ¿ Bk.(e + e )

kzl

B0 + 2 Bk.cos 2kr (2,2.10,)

(2.2.9.)



Is het faseverschil geiijk aan + dan wordt g(k)

r2

g(k) f G(r).sin 2irkr dr

In dit geval is g(k) een oneven functie; als G(r) nu gedefinieerd is

over het interval O r . 0.5, dan biijkt

B_k _Bk

M N

De bijbehorende overdrachtsfunctie Voigt uit:

N

Y1(r)

k1

j2rkr -j2rrkr
e +B_ke )

B(e - e2)

2j Z Bksin 2kr

N

b1(r) 2 Bksin 2rkr (2.2,i3)
:i k1

Indien nu een filter wordt gebruikt voor het elimineren van de ongeweriste

hoge frequenties dan is de amplitudoverhouding tot de afbreekfrequentie

gespecificeerd terwiji voor alle r > rc geidt a1(r) O of b1(r) 0,

dan kan men de gewichten Bk berekenen door:

(0)
2 J G(r).cos {2iîkr ct(r)} dr (2 . 2. 14.)

O

13.

(o) slaat in (2.2.14.) op het feit dat nog geen afbreekcorrectie voor de

ampiitudokarakteristiek op het gewicht Bk is toegepast,

(2.2.11.)

(2.2.12.)



2.3. De am.litudo afbreekcorrectie o. de gewichten.

Indien bij een zekere afbreekfrequentie r de amplitudo wordt afgesneden

en als dit beschreveri wordt door een Fouriersom dan treden ter plaatse

van deze abrupte overgan heftige slingeringen op, die grote afwijkingen

van de gewenste amplitudokarakteristiek kunnen opleveren. 0m dit ver-

schijnsel tegen te gaan wordt bet afbreken voorgesteld door een

sinusoide. Bij de afbreekfrequentie r moeten dan aansluitvoorwaarden

gelden.

Stel dat de sinusoide als voigt geschreven kan worden:

met a r - r
o

Hieruit voigen onmiddellijk de volgende relaties:

* iraSjflw
2h y0

ira -2h311
cos - -2h ir y

o

2(2h)2y12

1f.

(2.33.)

r-r
G(r) y(1 - sin ' -- ) voor r r (2.3.1.)

1-lierin is: y de amplitudo

r die waarde van r waarvoor G(r) de waarde y aanneemt

h een frequentieparameter die samenhangt met de helling

van het afbreken

Ter plaatse van de afbreekfrequentie moet aan de volgende aansluit-

voorwaarden worden voldaan.

Als r r dan y(l-t-sin . -) A(r) y1

en

-y cos A!(r) y, (2.3.2.)

Yo
2y1



Ô

De vergelijking (2.2.1Li.) wordt hiermee:
r +h

îBk 2

r r+h
2 f G(r).cos{2irkr -(r)) dr

+ J G(r),cos{2irkr -(r)} dr
o r

C

r i-h

Bk Bk° +
j G(r).cos{2irkr -(r)} dr (2,3,4,)
r

C

(a)De in (2.3.11.) vermelde integraal is de afbreekcorrectie Bk op het
gewicht Bk°.

Ook hier hebben we weer te maken met twee gevallen wat betreft ac
fasedraaiing: q(r) O of ir en 4(r) oF

We behandelen hier eerst (r) O of ri.
Ca).De correctie Bk is nu met (2.3,1,)

r i-h
O Tir-r

) cos 2ukr drBk(a) 2 J (1-sin '.
r

C

ri-h r+h
2y f cos 2îrkr dr - y J sin(; -i- 2rikr)dr

G(r).cos{2irkr -(r)} dr

ir r-r
sin(. 2rrkr)dr

Worden deze integralen nu uitgewerkt da wordt Bk(a) uiteindelijk:

B
(a) ' kh2y1tcos 2irkr - (y-16k2h2y1)sin 2iikr i-y sin 2îrk(r+h)

k
k(1-16k2h2 )

15.

(2.3.5.)

r +h

-Yo

¿o



Tenslotte wordt het geval of . beschouwd.

De correctie integraal wordt nu Bk(b) genoemd,

Bk(b) = 2yO

r -i-h

z

r -r

(1-sin )sin 2rrkr dr

(y-16k2h2y1)cos 2irkr + khy1' sin27rkr_y0cos2ik(r0+h)

Tensiàtte kan men van een filter eisen dat in de buurt van r0 de

amplitudoverhouding gelijk is aan die van de theoretische waarde,

Dit kan gebeuren door op de som van gewicht en de geschikte

afbreekcorrectie een nieuwe correctie te geven.

Bij de bespreking van de onderscheiden filters zal hierop nader

worden ingegaan,

16.

(2,3.6.)
irk( l-16k
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De werking van een ideaal laagdoorlaatfilter kan als volgt worden

gedefinieerd:

Alle frequenties lager dan de afbreekfrequentie worden onveranderd

doorgelaten, alle frequenties daarboven worden volledig onderdrukt.

De hierbij behorende frequentiekarakteristieken luiden:

G(r) Z i
(r) O

r
C

(o) sin 2irkr
B 2

j
cos 2irkrdr o

o

Uit (3.3.) voigt nu voor k O,

(o)
B Z2r

- o C

De correctie Bk(a) wordt berekend met behuip van de aansluit-

voorwaarden:

G(r) y1 i

G'(r) O

voor Orr
C

Hieruit voigt nu met (2.3.3.),

rk

(3,1.)

(3.5.)

17.

(3.3.)

Yo

cY Z (3.6.)

r Zr i-h
o o

Door toepassing van (2.2.9.) voigt nu:

B_k Bk (3.2.)

De gewichten Bk° worden berekend met (2.2.1LI..)



Vergelijking (3.6.) met (2.3.5.) gecombineerd levert op:

-(-l6k2h2)sin2ïrkr 1-sin 2iik(r + 2h)B'z C

k
iîk(l-16k2h2

Noemen we nu:

(o) (a)LkBk +Bk

dan wordt Lk door optelling van (3.3.) met (3.7.)

rsin2irk r i-h)
r - I eQS 2iîkh ii - C

'k L 22iL
l-16k h

Zoals aan het eind van sectie 2.3. vermeld, kan op Lk desgewenst een

correctie worden aangebracht orn in het punt rzO het filter zo goed

mogelijk aan G(o) i te laten voldoen.

De voorwaarden bij ro zijn:

G(o) i

G'(ó) o

Differentiren van vergelijking (2.2.10.) levert op

N

a1t(r) -Lr kBk sin 2irkr

kl

Derhalve is C'(o) a1t(o o, zodat aan de tweede voorwaarde van

(3.i0) voldaan is.

Definiren we nu een functie F(0).

F(0) B 2 BkCOS kO met O

die de kleinste kwadraten benadering is van een functie f(0) dan is

de functiewaarde in de oorsprong:

k

18.

(3.7.)

(3.8,)

(3.9,)

(3.10.)

(3.11.)

(3,12,)



N

F(o) B + 2 ¿ Bk
k: 1

Elimineren we nu B uit (3,12,) en (2.13,) dan,

F(0) f(o) + 2 Bk(cos kO - 1)

m

11

2 JLF(0) - f(0)J dO o

m
o

voor m1(.,1)N

Wordt (3.16) uitgewerkt dan wordt de volgende uitdrukking verkregen.

2 Bk f(o) + B Lm - L

k i

Ir

Lm
. J f(0) cos mOdO

o

k: 1

0m de correctieterm nu te vinden dienen we de volgende uitdrulçlcing M

minimaal te maken over 0 e.' ir met behuip van de kleinste

kwadratenmethode:

M J{F(0) - f(o)J
2

dO (3.15,)

o

Dan moet gelden

¿ir

f(0) dO

De uitdrukkingen voor L en L zijn gelijkwaardig met (2.3.4.).

Wordt (3.17.) mt (3.13.) gecombineerd dan komt er:

(3,1LI..)

met:

en

(3.16.)

(3.17.)



s

B - B L -L
k o k o

Noemen we nu B - L B - L 5 (3.19.)
k k o o

en

i - (L + 2 Lk) (3,20.)

k1

dan wordt (3,20.) na combinatie met (3,17,),

N

B - L + 2 (B - L ) A (3.21.)0 0 k k

k1

Na combinatie van (3.19.) met (3,21.) wordt de volgende uitdrukking

verkregen:

(2N + 1)ó A (3,22.)

Met (3.19.) wordt (3.22.):

Bk = Lk + (3.23.)

Zijn de filterparameters r, h en N nu bekend, dan kunnen de gewichten

O Bk berekend worden door toepassing van vergelijking (3.9.). De

correctie voor ro op de gewichten gesch it nu door berekening van

(3.20.) en (3.23.).
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Lh Bandfilter.

De werking van een ideale bandfilter is zodanig dat componenten

tussen de twee hoekfrequenties onveranderd worden doorgelaten

doch buiten het door de hoekpunten gedefinieerde frequentie

interval worden frequentiecomponenten onderdrukt.

De gewichten van een bandpassfilter zijn eenvoudig te berekenen

uit de gewichten van twee laagdoorlaatfilters waarvan de afbreek-

frequenties gelijk zijn aan de twee hoekfrequenties van het

bandfilter en de waarden van de gewichten behorend bij het '1aag'

doorlaatfilter met ¿e kleinste afbreekfrequentie af te trekken van

de waarden van het overeenkomstige gewicht van het laagdoorlaat-

filter met de grootste afbreekfrequentie.

21,



Differentiator.

De werking van een Ideale differentiator is zodanig dat tot de

afbreekfrequentie de tijdsafgeleide van de input wordt

geproduceerd en frequenties groter dan de afbreekfrequentie

worden onderdrukt.

Stel dat we een sinusvormige input

y1(t) Ae

als ingangsignaal de differentiator aanbieden,

De afgeleide Is:

dy(t) jt wty(t) ----- - Ajwe - Awe
dt

De overdrachtsfunctie is nu:

.11 .11 .11y(t) J,.

Y we- 2iîfe 21f e

We schrijven nu naar analogie met (2,1,2.)

N

y0(t) . y.(t) f 4II. Bk.y.(t+k'r)

B_k _Bk

MN
De gewichten

De frequentiekarakteristieken luiden:

G(r) b(r) 2lTr
voor o r r (5,3,)

q(r)

Uit het faseverschil en (2.2.12.) voigt:

k
worden berekend met (2.2.114.)

22.

(5.1.)

(5.2.)



r
c sin 2iîkr - 2kr cos 2kr

Bk° Lur J r sin 2irkrdr C C C (55)
o

De afbreekcorrectie Bk(b) wordt berekend met behuip van de
volgende aansluitvoorwaarden:

A(r ) 2rrr
C C

y1t:: A'(r) 2ir

Met behuip van de verg. (2.3.3.) en (2.3.6.) kan nu Bk(b) worden

uitgedrukt in de grootheden k, r en h.

Het gecorrigeerde gewicht Lk voigt nu uit:

(o) (b)Lk::Bk lBk

Indien men de gewichten Lk wenst aan te passen voor de waarden van de
amplitudokarakteristiek op de oorsprong gedefinieerd door

G(o) o

G'(o) 2iï

dan dient een procedure te worden gevolgd zoals in sectie
beschreven. Deze procedure wordt hier toegeiicht,

Differentieren van (2.2.13,) naar r levert op:

b1t(r) 4 Bk.k ces 2kr
k 1

Dus voor ro geldt:

b11(o) kBk 2

k 1
of wel

23.

(5.6,)

(5.7.)

(5,8e)

(5.9.)

(5,10.)



Defini&'en we weer een functie F(0);

F(0) 2 Bksin kO met 0 2r (5.11.)

k1

die de kleinste kwadratenbenadering van een functie f(0) is,

dan voigt uit eliminatie van B1 uit (5,10.) en (5.11.)

F(0) - (2C - 2 £kBk)sin O + 2

k2
Bksin kO

Nu moet

f{F(0) dO = o
m

o

Uitwerking van verg. (5.13.) met behuip van (5.12.) levert na enig

rekenwerk:

N

B -C +m kB L -mL1
m m k m

k 2

Hierin zijn L en L1 de gewichten zoals gevonden in (5.7.)

de
Nu kan met gebruikmaking van (5,10.), terwaji (5,14.) in de K

notatie is geschreven, afgeleid worden dat:

Bk - k

k1
kBk - kBk) = Lk - kL1

of wel: Bk - kB1 Lk kL1

Noemen we nu:

Bk - 1ik = k(B1-L1) kiS

en

- kL

24,
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Hieruit voigt dan uiteindelijk:

kA
B L + (5.19.)
k k

k2
o

kzl

Zijn de filterparameters h, r en N bekend dan is het rekenschema

ter berekening van de gewichten ais Voigt:

met behuip van (5.5.) wordt het gewicht zonder afbreekcorrectie

berekend, Daarna wordt uitgaande van de voorwaarden (5.6.) m,b,v. de in

(2.3.3.) genoernde grootheden de waarde van de afbreekcorrectie (2.3,6.)

berekend. Opteilen volgens (5.7.) van de twee gewichten Bk° en Bk1

levert dan het gewicht Lk. Met behuip van (5.17.) wordt de correctie

grootheid A berekend, waarna met verg. (5.19.) de uiteindeiijke

waarde van het gewicht Bk berekend wordt.

25.
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dan kan de voigende betrekking gevonden worden:

k(B_L) kó k2 A (5.18.)



Dubbele differentiator.

De werking van de ideale dubbele differentiator is zodanig dat tot de
afbreekfrequentie de tweede tijdsafgeleide van de input wordt
geproduceerd en frequenties groter dan de afbreekfrequentie worden
onderdrukt.

Stel dat we een sinusvormige input

y.(t) Ae]Wt

als ingangssignaal aan de dubbele differentiator aanbieden.
De tweede afgeleide is:

2dy.(t)
1 2 jwt 2 ](wt +ir)y (t) ----_ -Aw e = Aw e

dt

Als overdrachtsfunctie wordt nu geschreven

y(t) 2 jir 2 2 2 jirY---.-- we L.7rf resy.(t)

We schrijven nu naar analogie met (2.1.2.):
N

y(t)
2

y1(t) f2 Bk.yi(t t kt)
dt k -M

De frequentiekarakteristieken luiden:

22G(r) b(r) 4ir r
o . r r

Uit het faseverschil 4 ii en (2.2.9,) voigt nu;

B_k Bk

MN

26.
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De gewichten Bk zijn nu te bepalen met de procedure die ook in de

secties 3 en 5 is gebruikt.

Er is evenwel cok een andere procedure denkbaar, door gebruikmaking

van twee in serie geschakelde differentiatoren.

We stellen daartoe:

N1
d

y1(t) . y.(t) f 2T Bkl y.(t+kt)
s

en
(6.5.)

N2

y0(t) y1(t) f2 Bk2.yl(t+kr)

2
-N2

Nu is
N1

y1(t+k2T) z. Bkl.ylt+(kl+k2)l

k-N1

dus is

N1

y(t) f2 Bk2 Bkl y.ftt(kik2)TS
k2-N2 k1-N1

Stellen we nu dat (6.6.) en (6.2.) identiek zijn danvolgt:

k k1 + k2

De nieuwe gewichten Bk worden berekend met behulp van fig. 13.

Uit serieschakeling van twee differentiators kan dus een dubbele

differeritiator gemaakt worden.

Evenzo is bet mogelijk op deze wijze twee willekeurige filters te

schake len,

27,
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Als voorbeeld zijn in de fig. 3, 4, 5 en 6 de amplitudokarakteristieken

uitgezet voor een laagdoorlaatfilter, een bandfilter, een differentiator

en een dubbele differentiator.

De algolprocedures behorend bij de genoemde filters zijn in de bijiagen

gegeven.

De werking van een laagdoorlaatfilter wordt gedemonstreerd in fig. 7

t/m fig. 11, waar ruis van een sinusvormig signaal wordt gefilterd.

De verhouding tussen signaal en ruis is aaiigegeven onder de betreffende

figuren. De invloed van een meetonnauwkeurigheid is gesimuleerd door

een getal getrokken uit een normaalverdeling, waarvan het gemiddelde

nul is eri de standaardafwijking a.

Uit de grafieken blijkt dat als de signaal-ruisverhouding afneemt

bet gefilterde signaal onnauwkeuriger wordt, aihoewel het sinus-

vormige karakter gehandhaafd blijft.

De invloed van de meetonnauwkeurigheid, beschreven door a, blijkt

zeer gering te zijn. Zeer laag frequente driftverschijnselen zullen

ongewijzigd worden doorgelaten,

De werking van de differentiator wordt in fig. 12 gegeven. Een tijds-

afhankelijk signaal wordt gefilterd en gedifferentieerd, Het blijkt

mogelijk te zijn uit een relatief onnauwkeurig signaal een redelijke

tijdsafgeleide te bepalen.

28.
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1: Protocol voor de berekening van de gewichteñ van een laagdoorlaatfilter.

procece.re 1o.pa.rs ,., ..?, ¿),
it fr7) ?:4 ,-, dit;

¿e 4p.#- 4; ,e.,J p aelta.;

''1°»J.
I(o7: 2* ¿/CoJ..=o ,p4.j/qi

4d.., ík,' t! h
(r ,i * k i' * ¿2 *i * k *-c4)) /

(, ,*

- ¿ ¿ai -
-

¿ [kJ: ¿(ÌCJ aeU'. /( *
¿ . Uk)

( ¿&7di4-)

Verkiaring van de formele parameters:

2n1-1 is het aantal gewichten

r is de afbreekfrequentie

h is de amplitudo afbreekterm

b is de array van de gewichten van het laagdoorlaatfilter

Men kieze h zo dat in het interval [-n,nJ voor k nergens blijkt dat:

-t-1l-16k h o, dus kh -

30.
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Bijiage 2: Procedure differentiator.

1: Protocol voor de berekening van de gewichten van een differentiator.

c( -'-e dW I, &);

h ; fr-E rc, 4; b;

'r Á'

¿!±t 11'a,i-n ití4,pzP;
¿iiJ

. C'J.' o ,:
ZP4*frCJ 14:2rP-'.

yfri:. yd- y*
* (11- yn) jf4 *i)

= z* (at-2a-t p) tp);

/-.1:.

& '=' &2 'I

¿2' -4 ,i'k* k-I V
1i*kr/tU/i _i

(2*P4 k *Ón4)J) /1'p#k( (i iv 4k 2 *4J1

¿(k]-1'- ¡t.. (p4 *k)/û' , k* i
*'

k ILJ t-EI(k-/Y

ò S _/é[ftJ - o;

i k:' £ '
4± I(kJ k ada /J.%

¿(.-k:.
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Verkiaring van de formele parameters

2n + i is bet aantal gewichten

r is de afbreekfrequentie

h is de amplitudo afbreekterm

b is de array van de gewichten van de differentiator

Men kieze h zo dat in ht interval En,n3 voor k nergens

blijkt dat:

l-16k2h2 ô, dus kh ±

32,



Bijlaje 3. Procedure vermenigvuldiging.

Protocol van de procedure die de gewichten van twee filters

vermenigvuldigt.

o-re.r..e (Q) & C, M) ¿7

,ir' h fr?1; Q, h c;

43 '7- ¿. J) 1-e4;

& .'.-M
'-- cC-#l.'O.

L

& / ..= o L& i e

ccl.= a.z-L7 1j*cC-s.i.7
& -s'i ____ - /

,LC ct-I] c4j c-j -c4i7

Verkiaring van de formele parameters;

a is de array van gewichten van het eerste filter

b is de array van gewichten van het tweede filter

c is de array van het resulterende filter

2n+l is bet aantal gewichten van het eerste filter

2m+l is het aantal gewichten van het tweede filter

fi is een boolean die aangeeft de symmetrie of de
asymmetrie van het resulterend filter

('true' voor laagdoorlaatfilter en dubbele differentiator
'false' voor differentiator)
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Bijiage '4: Inbouw van procedures in een programma.

i. Inbouw van een filter in een programma en gebruik van de gewichten.

Zij y i:eindj een array met ongefilterde meetwaarden op onderlinge

afstand deltat seconden en zijn de grootheden n, r en h geschikt

gekozen, dan luidt bet programmastuk wat de filterende acties

beschrijft als Voigt:

L.,,oa-,:; PC, I, ');
). : h I -f I'. -1

£!± j/. = Lfo 1

,P: J'- ¿Cj))4'ìI7 i

p;

In dit stuk programma zijn:

j,jj hulpvariabelen van bet type 'integer'

p hulpgrootheid van bet type 'real'

fyn+l: eind-n-lJ de array met de gefilterde waarden

N.B. deze array is verkleind met 2n1-1 elementen t.o.v. de array y.

Indien de procedure diff i.p,v. de procedure lowpass was aangeroepen,

zodat de array fy de afgeleiden zou bevatten dan luidt de voorlaatste

regel van bovenstaand programma:

fy [. j: ii/delta t

3,4.



Inbouw van een bandfilter in een programma.

Zijn ni, rd en hi dé karakteristieken van het iaagdoorlaatfilter met de

grootste afbreekfrequentie, en ni, rc2 en h2 dezeifde karakteristieken

voor de laagste afbreekfrequentie dan voigen de gewichten van het

bandfilter uit:

4)))04? (nl, IT1, ¿1 6d).
£jfra,[2j'fr2 £2, 62).
ì- j: -'11 . I z2 1f O

4iC1J ¿2Tj;

Hierin is c de array van de gewichten van bet bandfilter.

De werking is zoals onder i. beschreven.

De dubbele differentiator.

Zijn n, rci, hi de karakteristieken van een differentiator en rn, rc2 en h2

de karakteristieken van een andere differentiator, dan worden de

gewichten van de dubbeie differentiator berekend door

d/fti,Pcd,4t. 4Lj,
d(hk2, 12, ¿2J;

,tC4 (»éI ¿2C, h,'''i
De array c geeft nu de gewichten aan van de dubbeie differentiator.

In i. is dan weer de verdere werking beschreven.
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FIG.2: DIGITAAL FILTER.
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FIG. 11 LOWPASS FILTER 100/500
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FIG. 12 FILTEREN VAN EEN TUDSAFHANKELUK SIGNAAL MET RUIS EN BEREKENINO VAN DE
BUBEHORENDE TUDSAFOELEIDE.
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FIG. 13

RESULTEREND FILTER.

B_5 B_ B_3 B_2 B_1 B0 B1

Bi2 B'1 B B B

2e FILTER

De berekening van de gewichten van het resulterend filter

gaat als voigt:

Het produkt van twee gewichten wordtop het snijpunt van

tweeloodrecht op elkaar staande lijnen in de cirkel gepiaatst.

Vervolgens wordt in de richting van de getekend.e diagonalen

de som genornen van de in de cirkel. staande gewichten.

Het resuitaat van deze opstelling is het nieuwe gewicht.
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FIG. 13

RESULTEREND FILTER.
B_5 B4 B_3 B2 B1 B0 B1

83
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B' B B

2e FILTER

De berekening van de gewichten van het resulterend filter

gaat als voigt:

Het produkt van tee gewichten wordt op het snijpunt van

twee loodrecht op eikaar staande lijnen in de cirkel geplaatst.

Vervolgens wordt in de richting van de getekende diagonalen

de scm genomen Van de in de cirkel staande gewichten.

Het resultaat van deze opstelling is het nieuwe gewicht.


