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Voorbericht bij de zesde druk 

Deze uitgave is de zesde druk van het boek Analyse I voor propaedeutische 
examens van Meulenbeld-Baart. 
In deze druk zijn zeer ingrijpende veranderingen aangebracht, die enerzijds toege
schreven kunnen worden aan een verbeterde, scherpere wiskundige behandeling van 
de stof, anderzijds aan een aanpassing aan nieuwe omstandigheden en ideeën, nood
zakelijk geworden door de veranderde onderwijsmethoden in de wiskunde aan de 
scholen voor V.W.O. en R.B.O., zodat naar de ondergetekenden hopen, de in 1974 
aankomende studenten geen aanpassingsmoeilijkheden op dit terrein zullen hebben. 
Wat betreft de notaties zij opgemerkt dat als leidraad heeft gediend het eindrapport 
van de Nomenclatuurcommissie, gepubliceerd in het tijdschrift "Euclides" (48e jaar
gang 1972/1973, nr. 8). 
Al onderscheidt deze uitgave zich van de vorige door een strengere behandeling van 
de stof, toch zal de lezer merken dat in sommige gevallen waar dit naar de mening 
van de auteurs wenselijk en mogelijk was, een iets minder strakke formulering geko
zen is. De lezer stote zich daaraan niet en denke aan het woord van Luther: "Jede 
Konsequenz führt zum Teufel". 
De ontwikkeling van het hoger beroepsonderwijs wettigt de verwachting, dat ook 
studenten van dit onderwijs "nieuwe stijl" in dit boek een goede aansluiting aan het 
technisch hoger onderwijs. kunnen vinden. 
De tweede ondergetekende is bereid gevonden voortaan aan de verzorging van dit 
leerboek mede te werken. 
Als steeds houden de schrijvers zich voor opbouwende kritiek ten zeerste aanbevolen. 

Delft, juli 1974. 

Voorbericht bij de zevende druk 

De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 

Deze zevende druk onderscheidt zich van de ,vorige door een aantal verbete
ringen en verduidelijkingen in de tekst. Speciaal hebben wij het hoofdstuk over uni
forme convergentie van rijen en reeksen uitgebreid. Ook werd een hoofdstuk toe
gevoegd over bewerkingen met integralen die van een parameter afhangen. 
Gaarne danken we degenen die ons voorstellen tot verbeteringen deden. 

Delft, februari 1980 De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 



Voorbericht bij de achtste druk 

Deze achtste druk is een nagenoeg ongewijzigde herdruk van de voorafgaande. Zoals de 
lezer bemerkt zal hebben is deze druk verzorgd door de VSSD. Volgaarne willen wij deze 
vereniging bedanken voor de bereidwilligheid en de keurige uitvoering van dit werk. Naar 
aanleiding van een vaak gemaakte opmerking over het ontbreken van oefen vraagstukken 
willen wij wijzen op· het bestaan van een aantal vraagstukkenbundels in de Nederlandse 
taal, die goed aansluiten bij de behandelde stof. 
Als steeds houden wij ons aanbevolen voor constructieve opmerkingen. 

Delft, juli 1985 

Voorbericht bij de negende druk 

De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 

Het onderscheid tussen deze druk en de vorige is gering: enkele zetfouten en andere onjuist
heden werden gecorrigeerd, en op enkele plaatsen werden kleine verduidelijkingen toege
voegd. 
De belangstel1ing voor voorstel1en tot verbeteringen blijft bij ondergetekenden leven. 

Delft, november 1987 

Voorbericht bij de tiende druk 

De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 

In deze nieuwe druk zijn al1ereerst enkele ongerechtigheden verwijderd die bij vorige 
uitgaven toch nog aan de aandacht van de schrijvers waren ontgaan. Voorts is de gelegen
heid aangegrepen om enkele aanvullingen op te nemen, zoals een toelichting bij de 
logaritmische en de exponentiële functie en een opmerking over computeralgebra die een 
toenemende rol speelt bij het primitiveren. Ook zijn enkele opgaven met uitwerkingen 
toegevoegd m.b.t. uniforme convergentie en differentieerbaarheid van functies van twee 
variabelen. De betreffende opgaven zijn voor een deel ontleend aan de m.o.-examens. 
De schrijvers danken Dr. F. de Kok voor zijn aanvullende opmerkingen bij de reeks
ontwikkeling van de arctangensfunctie en die van de reële logaritmische functie. Dank ook 
aan de uitgever die voor de voortreffelijke uitvoering zorg droeg. 
Ook nu weer stellen de auteurs constructieve opmerkingen zeer op prijs. 

Delft, augustus 1994 De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 
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gebruikte symbolen 

a=b 
a#:b 
a>::::b 
a>b 
a~b 
a<b 
a~b 
=> -11 

V 

V= {a, b, c} 
V= {xIP(x)} 
o 
aE V 
p~V 
vcw 
Vq: W 
CnD 
EuF 
A\B 
Vx W 

IN 
7L 
IQ 
IR 
C 
o 
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3 [ ... ] 
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a gelijk aan b 
a niet gelijk aan b 
a "ongeveer" gelijk aan b 
a groter dan b 
a groter dan b of a gelijk aan b 
a kleiner dan b 
a kleiner dan b of a gelijk aan b 
impliceert; als ... , dan .. . ; hieruit volgt 
is equivalent met; is gelijkwaardig met 
en 
of 
V is de verzameling van de elementen a, b en c 
V is de verzameling van alle elementen x die de eigenschap P hebben 
de lege verzameling 
a is een element van V 
p is niet een element van V 
V is een deelverzameling van W 
V is geen deelverzameling van W 
de doorsnede van C en D ("C door D") 
de vereniging van E en F ("E met F") 
"A, en daaruit weggelaten B"; {x E Alx ~ B} 
de verzameling geordende paren (x, y), waarvoor geldt 
xeVllyeW 
de verzameling natuurlijke getallen, d.w.z. 1,2, 3, .. . 
de verzameling gehele getallen 
de verzameling rationale getallen 
de verzameling reële getallen 
de verzameling complexe getallen 
operatieteken 
voor iedere a en b, element van IR geldt . .. ("alquantor") 

er is een x E V, waarvoor geldt ... 
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1 . 2·3 ... n (n E IJ'.I); spreek uit: n-faculteit 
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hoofdstuk 1 

Beginselen van 
de differentiaal-
en integraalrekening 

1 De natuurlijke getallen; ordening 

Analyse is de studie van functies die gedefinieerd zijn op de verzameling van de reële 
getallen. We zullen daarom eerst - in het kort - uiteenzetten wat reële getallen zijn 
en welke eigenschappen zij hebben, en daarna wat men ond~r functies verstaat. 
We gaan daarbij uit van de verzameling IN der natuurlijke getallen 1, 2, 3, ... , die we 
bekend veronderstellen. Voor deze getallen gelden de axioma's van Peano (1858-1932). 
Op grond daarvan kunnen we de natuurlijke getallen optellen en vermenigvuldigen, 
d.w.z. er bestaat een bewerking, optelling genaamd, die aan ieder geordend paar na
tuurlijke getallen (a, b) een natuurlijk getal toevoegt dat we de som noemen en aan
geven met a + b. Ook is er een bewerking, vermenigvuldiging genaamd, die aan een 
dergelijk paar een natuurlijk getal toevoegt dat we produkt noemen, en aangeven met 
a x b (of a' b of ab). Optelling en vermenigvuldiging zijn dus atbeeldingen van het 
Cartesische produkt IN x IN = {(a, b) I a, b E IN} in IN. Voor deze bewerkingen gel
den de volgende regels (af te leiden uit de axioma's van Peano): 

Eigenschappen van de optelling 

De optelling is commutatief" 

a+b=b+a 

De optelling is associatief: 

a + (b + c) = (a + b) + c 

Voor de optelling geldt de vereenvoudigingswet, d.w.z.: 

uit a + c = b + c volgt a = b 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 
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Eigenschappen van de vermenigvuldiging 

De vermenigvuldiging is corr.mutatief: 

a·b = b·a 

De vermenigvuldiging is associatief· 

(l·(b·c) = (a·b)·c 

(1.4) 

(1.5) 

Voor de vermenigvuldiging is er een eenduidig bepaald neutraal element, notatie 1, 
zodanig dat: (1.6) 

a· 1 = 1· a = a, 'cf a E D'J 

Voor de vermenigvuldiging geldt de vereenvoudigingswet, d.w.z.: (1.7) 

uit a·c = b·c volgt a = b 

Verder gelden de distributieve wetten die de optelling en de vermenigvuldiging ver
binden: 

a·(b + c) = a·b + a·c (1.8) 

en op grond van de commutativiteit van de vermenigvuldiging: 

(a + b)·c = a·c + b·c (1.9) 

De verzameling IN heeft ook nog een ander soort eigenschappen, nl. de z.g. orde
ningseigenschappen. Men kan in IN een ordening invoeren. Daartoe definiëren we 
eerst de begrippen "kleiner dan" en "groter dan". 
Als a en bE IN, dan zegt men dat a kleiner is dan b (notatie a < b), als er een na
tuurlijk getal n bestaat, zodanig dat a + n = b. Men kan dan ook zeggen dat b 
groter is dan a (notatie b > a). 
De relatie a ~ b betekent dat een van de volgende beweringen juist is: a < b of 
a = o. Analoog: a ~ b. 
Men kan nu bewijzen dat voor IN de volgende eigenschappen gelden. 

Als a en b E IN, dan geldt juist één van de volgende relaties: 

of a = b, Of a < b, Of b < a (trichotomiewet) 

Als a, b en c E IN met a < b en b < c, dan geldt: 

a < c (transitieve wet) 

Als a, b en CE IN, dan geldt: 

a < b <:> a + c < b + c (monotoniewet) 

14 
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Als a, b en ce IN, dan geldt: (l.l3) 

a < b <:> ac < bc (monotoniewet) 

Iedere niet-lege deelverzameling van IN heeft een kleinste element. (1.14) 

1 Gehele en rationale getallen 

Aangezien bij gegeven a en b e IN de vergelijking a + x = b niet steeds oplosbaar 
is met x e IN, breidde men - via een in de algebra gebruikelijk procédé, waarop we 
hier niet verder ingaan · - de verzameling IN uit met behulp van het getal 0 en de 
negatieve getallen tot de verzameling 7l. der gehele getallen: 

7l. = { ... , -3, -2, -1,0,1,2,3, ... } 

Behalve de eigenschappen (l.l) ... (1.3) gelden dan in 7l. nog de volgende eigenschappen: 
Er is een eenduidig bepaald neutraal element, notatie 0, zodanig dat: 

a + 0 = 0 + a = a, Va e 7l. 

Bij iedere a e 7l. bestaat een eenduidig bepaald tegengesteld element, notatie -a, 
zodanig dat: 

a + (-a) = (-a) + a = 0 

Gevolg: 

De vergelijking a + x = b heeft een eenduidig bepaalde oplossing, nl.: 

x = b + (-a) 

genoteerd als: 

x=b-a 

De eigenschappen voor de vermenigvuldiging (1.4) ... (1.6) evenals de distributieve 
wetten (1.8) en (1.9) gelden voor alle a, b en ce 7l.. 

Verder geldt in 7l. i.p.v. de vereenvoudigingswet (1.7) de wet: als a :f= 0, dan volgt uit 
a'b = a'c dàt b = c. 
Gelijkwaardig hiermede is de eigenschap: uit a'b = 0 volgt a = 0 of b = O. Men 
drukt dit ook uit door te zeggen dat 7l. geen nuldeiers bezit. 
Een systeem dat de genoemde eigenschappen van 7l. bezit, noemt men een integri
teitsgebied. 

Aangezien bij gegeven a en bE 7l. (a :f= 0) de vergelijking ax = b niet steeds een 
oplossing bezit met x e 7l., breidde men 7l. uit tot de verzameling Q van de rationale 
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. a 
getallen (meetbare getallen), bestaande uit "quotiënten" b (b =F 0) van gehele ge-

tallen. Q bezit dan behalve de genoemde eigenschappen van lL ook nog de volgende 
eigenschappen: Bij iedere a E Q (a =F 0) bestaat een eenduidig bepaald invers element, 

1 . 
notatie a-I of -, met de eigenschap: 

a 

I 1 
a·- = -·a = 1 

a a 

Gevolg: 

De vergelijking ax = b (a =1= 0) heeft een eenduidig bepaalde oplossing, nl.: 

I 
x=b·

a 

genoteerd als: 

b 
x=

a 

Bij de uitbreidingen van IN tot lL, en van 71. tot Q was het noodzakelijk en ook moge
lijk de ordening "voort te zetten", d.w.z. voor de nieuw ingevoerde getallen ook de 
relatie ,,< " (en » in te voeren, die dan zo gedefinieerd kan worden dat de orde
relaties die al bestonden in IN niet verstoord worden. De getallen groter dan 0 wor
den dan positieve, de getallen kleiner dan 0, negatiet'e getallen genoemd. Voor de 
ordening in Q gelden dan ook de regels (1. 10), (1.11) en (1.12), terwijl het analogon 
van (1.13) luidt: 
Als a, b, e E Q en e > Oe!), dan geldt: (1. 13 a) 

a < b <;> ae < be 

Voorts geldt: voor elk rationaal getal r bestaat een natuurlijk getal n, zodanig dat 
n > r (Stelling van Arehimedes). 

Een systeem dat al de bovengenoemde eigenschappen van Q heeft, noemt men een 
(Archimedisch) geordend (commutatief) lichaam. 

Tenslotte moge het volgende overzicht de zaak verduidelijken: 

IN = {I, 2, 3, ... } I 
o 71. = { ... , -3, -2, -1,0,1,2,3, ... } I 
{ ... , -3, -2, -I} Q 

. { ... , -t, ... , -t, .. . , t, ... } 
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3 Supremum en infimum. Reële getallen 

Met behulp van het begrip ordening kan men de volgende definities geven. 

Definitie 1 

Een getallenverzameling V heet naar boven begrensd, indien er een getal M bestaat, 
zodanig dat: 

(VaE V) 

M heet dan een bovengrens van V. 
Het is duidelijk dat als M 1 ~ M, ook MI een bovengrens is van V. 

Definitie 2 

Een getallenverzameling V heet naar beneden begrensd, indien er een getal L bestaat, 
zodanig dat: 

a~L (Va E V) 

L heet dan een ondergrens (benedengrens) van V. 
Ook is hier duidelijk dat als Ll ~ L, ook Ll een ondergrens is van V. 

Een verzameling die zowel naar boven als naar beneden begrensd is, heet begrensd. 

Definitie 3 

M heet de kleinste bovengrens (kbg) of het supremum van een verzameling V (notatie 
M = sup V) indien M aan de volgende twee voorwaarden voldoet: 

1 M is een bovengrens van V; 
2 uit M 1 < M volgt: M 1 is geen bovengrens van V. 

Voorwaarde 2 betekent dat er een a E V bestaat, zo dat: 

Anders gezegd: als M = sup V, dan bestaat er bij iedere e > 0 een a E V zodanig dat: 

M-e<a~M 

Definitie 4 

m heet de grootste benedengrens (gbg) of het infimum van een verzameling V (notatie 
m = inf V) indien m aan de volgende twee voorwaarden voldoet: 
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1 m is een ondergrens van V; 
2 uit mI > m volgt: mI is geen ondergrens van V. 

Ook volgt hier: Als m = inf V, dan bestaat er bij iedere e > 0 een a e V, zodanig dat: 

Opmerking: 

Het is bij het bovenstaande in het midden gelaten of het supremum of infimum al 
dan niet tot V behoort. Als sup V tot V behoort, dan noemt men dit het maximum 
van V. Evenzo: als inf V tot V behoort, noemt men dit het minimum van V. 

Voorbeeld 1 

Ga na of Veen maximum en/of een minimum heeft, als: 

Oplossing: 

Sup V = 1; 1 ~ V 

V heeft dus geen maximum. 

InfV = 0; Oe V 

V heeft dus een minimum. 

Voorbeeld 1 

Ga na of Veen maximum en/of een minimum heeft, als: 

Oplossing: 

Sup V = 2; 2e V 

V heeft dus een maximum. 

InfV = 0; O~ V 

V heeft dus geen minimum. 
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Voorbeeld 3 

Ga na of Veen maximum en/of een minimum heeft, als: 

{ (I)" I } V = 1 + (_l)n - -n- nE IN 

Oplossing: 

Sup V = 2; 2 ~ V 

V heeft dus geen maximum. 

Inf V = 0; O~ V 

V heeft dus geen minimum. 

In par. 2 is uiteengezet dat de uitbreiding van IN tot lL ons in staat stelt de vergelij
king a + x = b op te lossen. De uitbreiding van lL tot Q maakt het mogelijk de 
vergelijking ax = b (a =1= 0) op te lossen. Een vergelijking van de gedaante ~ = a 
(n E IN, a E lL) zal echter niet altijd oplosbaar zijn in Q (bijvoorbeeld x 2 = 2 is niet 
in Q oplosbaar). Zo ontstaat de behoefte om Q uit te breiden tot een lichaam dat Q 

omvat en waarin genoemde vergelijkingen wel oplosbaar zijn. 
Men kan nu bewijzen dat men Q kan uitbreiden tot (of kan "inbedden" in) een 
dergelijk lichaam IR, het lichaam der reële getallen. IR heeft alle genoemde eigen
schappen die Q heeft (zie par. 2) maar ook nog enkele andere. 
Tot IR behoren, behalve de rationale (meetbare) getallen, ook de reële irrationale 
(onmeetbare) getallen, die weer te verdelen zijn in (reële) algebraïsche getallen en 
(reële) transcendente getallen. Hierbij noemt men een getal algebraïsch indien het 
een wortel is van een algebraïsche vergelijking, d.w.z. een vergelijking van de ge
daante XIZ + an_]xlZ- 1 + ... + a]x + ao = 0 (aj E (J)) ; m E [N). Een algebraïsch getal is dus 
niet noodzakelijk reëel. Een getal dat niet algebraïsch is, noemt men transcendent. 
Voorbeelden hiervan zijn nen e (voor de definitie van e zie par. 36). 
Men kan bewijzen dat in IR de volgende stelling geldt: 

Stelling van de kleinste bovengrens 

I edere niet-lege naar boven begrensde verzameling in IR bezit een supremum. 

Gevolg: 

In IR heeft iedere niet-lege, naar beneden begrensde verzameling een infimum. 

Bewijs: 

Als Veen niet-lege naar beneden begrensde verzameling in IR is, dan is V' = 

= { - x I x E V} een niet-lege, naar boven begrensde verzameling in IR. V' heeft 
een supremum M, maar dan is - M het infimum van V. 
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4 De getallenrechte; intervallen 

Een aanschouwelijke wijze om reële getallen voor te stellen verkrijgbmen met behulp 
van de getallenrechte. Men laat daarbij de reële getallen op één-éénduidige wijze 
corresponderen met de punten van een rechte. Op deze rechte kiest men een punt 0 
(oorsprong) dat men laat overeenkomen met O. Verder laat men de positieve getallen 
corresponderen met punten rechts van 0, de negatieve getallen met punten links 
van 0, en wel zo dat als a < b het beeldpL '1t van a links van dat van b ligt. Men 
kiest een eenheidspunt E rechts van 0 dat I l lresenteert, waardoor de schaal vast
gelegd wordt. Op deze wijze verkrijgt men een .. anschouwelijk beeld van de verzame
ling der reële getallen, dat echter uitsluitend heuristische waarde heeft, en waaraan 
men geen bewijskracht mag ontlenen. 
Bepaalde deelverzamelingen van het lichaam der reële getallen zijn van belang, de 
z.g. intervallen. Hierbij onderscheiden we de volgende typen (a en b zijn reële ge
tallen, a < b): 

Open interval, notatie (a, b) 

definitie: (a,b) = {xElRla<x<bl 

Gesloten interval, notatie [a, bl 

definitie: [a, bl = (XE IR I a:S;x:S; bl 

Half-open interval 

Hierbij onderscheidt men twee soorten, nl.: links gesloten, rechts open, notatie 
[a, b) 

definitie: [a, b) = {XE IR I a:S; X < bl 

rechts gesloten, links open, notatie (a, hl 

definitie: (a, bl = (XE IR I a < x:S; bl 

De punten a en b noemen we de rand punten of grenzen van het interval. 

Fig. 1 

(a.b) 
a b 

[a.bJ 
. .. 0 b 

[a.b) I 
a b 

[a ..... ) I a 

(a ..... ) 
a 
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Men kan ook intervallen beschouwen, die aan een of aan beide zijden onbegrensd 
zijn. Het ontbreken van het grensgetal wordt door een pijl aangegeven. Zo heeft 

men bijv. (a,~) = {x E IR la < x}. Evenzo [a,~), (a,~), (f-,a), (f-,a], (f-,~). 
Een aanschouwelijke voorstelling van de verschillende intervallen vindt men in fig. 1. 
In de figuren betekent een open cirkeltje dat het betreffende punt niet tot het interval 
behoort. 

5 Volledige inductie 

Voor de natuurlijke getallen geldt het volgende principe: Heeft een bepaald natuurlijk 
getal no de eigenschap E, en kan uit de veronderstelling dat een willekeurig natuur
lijk getal p de eigenschap E heeft, besloten worden tot de geldigheid van E voor 
p + 1, dan hebben alle natuurlijke getallen ~ no de eigenschap E. 
Hierop berust de bewijsmethode van de volledige inductie. Deze methode is van toe
passing voor beweringen die geldig zijn voor alle natuurlijke getallen. Men bewijst 
hierbij dat de bewering juist is voor n = 1 (Ie stap), en vervolgens dat ze geldig is 
voor p + 1, indien ze geldig is voor zeker natuurlijk getal p (2e stap). 
Moet men een bewering bewijzen voor n ~ no (no geheel), dan bewijst men deze 
als Ie stap voor n = no. 

Voorbeeld 1 

Voor ieder natuurlijk getal n geldt: 

11 

L k 2 = 12 + 22 + 32 + ... + n2 = in(n + I)(2n + 1) 
k=l 

Bewijs: 

r stap: Voor n = 1 is de bewering juist: 
12 = !·1·2·3 = 1 

2" stap: Stel voor zekere pis: 
p 

L k 2 = !p(P + I)(2p + 1) 
k=l 

Dan volgt: 
p+l p 

L k 2 = L k 2 + (p + 1)2 
k= 1 k= 1 

= !p(P + I)(2p + 1) + (P + 1)2 

= !(p + I){p(2p +1) + 6(p + I)} 

= !(p + 1)(2p 2 + 7p + 6) 

= !(p + l)(p + 2)(2p + 3) 
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p+1 

De uitkomst L k 2 = i(p + I){(P + I) + 1}{2(P + I) + I} is echter de oor-
t-1 

spronkelijke bewering, indien men p door p + 1 vervangt. Deze blijkt juist te zijn 
als de bewering voor p juist is. 

Voorbeeld 1 

Voor ieder natuurlijk getal n is het onderstaande getal deelbaar door 7: 

5.3411 + 1 _ 2211 

Bewijs: 

Je stap: Voor n = I is: 

5.3411 + 1 _ 2211 = 5.35 _ 22 

= 1215 - 4 

= 1211 

= 7·173 

Dit getal is dus door 7 deelbaar. 

2" stap: Stel dat voor zekere p de bewering juist is, en vervangen we p door p + 1, 
dan volgt: 

5·34p + S _ 22p + 2 = 34 ·5·34p + 1 _ 4·22p 

= 34(5. 34p+ 1 _ 22p) + (34 _ 4)22p 

= 34(5. 34p+ 1 _ 22p) + 77. 22p 

Beide termen in het laatste lid zijn deelbaar door 7, dus de bewering is dan ook juist 
voor p + 1. 

Opmerking: 

Bij dit voorbeeld blijkt de noodzakelijkheid ook de eerste stap uit te voeren. Zou men 
beweren dat 5.3411 + 1 - 2211 deelbaar was door 11, dan lukt de 2e stap wel, maar de 
eerste niet. 

Voorbeeld 3 

Ongelijkheid van Bernoulli (Jacab Bernoulli, 1654-1705) 

Bewering: 

(1 + a)" > (1 + na) 

Bewijs: 

(n E IN, n > I, a E IR, a vast> -1 en :F 0) 

r stap: n = 2: 

(I + a)2 = 1 + 2a + a2 > 1 + 2a 

Voor n = 2 is de bewering juist. 
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2e stap: Neem aan de bewering is juist voor zekere p > 1, dan volgt: 

(I + a)p+l = (1 + a)P'(l + a) > (1 + pa)(1 + a) 

= I + (p + I)a + pa2 > I + (p + I)a 

Hierbij is gebruikt dat (1 + a) > 0, dus a > -l. Is nl. (1 + a) < 0, dan zou het 
> teken in een < teken overgaan. 

Opmerking: 

Met behulp van de ordening der natuurlijke getallen kan men nog het Z.g. 2e beginsel 
van volledige inductie afleiden. Dit luidt als volgt: Stel dat een bepaald natuurlijk 
getal no de eigenschap E heeft, en dat uit de veronderstelling dat E geldt voor alle 
natuurlijke getallen kleiner dan p ~ 0, besloten kan worden dat p de eigenschap E heeft, 
dan hebben alle natuurlijke getallen ~ no de eigenschap E. 

Afleiding: Noem de verzameling natuurlijke getallen (>no) waarvoor E niet geldt V. Dan 
zijn er twee mogelijkheden. 
1. V is leeg. In dit geval geldt E voor alle natuurlijke getallen, en is de bewering 

bewezen. 
2. V is niet leeg. In dat geval heeft V een kleinste element, zeg nl > no. E geldt dan voor 

alle natuurlijke getallen kleiner dan nl (en groter dan no). Volgens de aanname geldt E 
dan ook voor n, hetgeen een tegenspraak oplevert. De onderstelling 2 dat V niet leeg 
is, is dus onjuist. 

Deze eigenschap kan men gebruiken bij het voorbeeld 4 in par. 83 van hoofdstuk 6. 

6 De driehoek van Pascal. Het binomium van Newton 

Bij vele problemen heeft men de ontwikkeling van (a + bt in een veelterm nodig. 
De coëfficiënten van deze ontwikkeling zijn van links naar rechts dezelfde als van 
rechts naar links. Deze symmetrie volgt uit 

(a + b)" = (b + a)" 

I 
1 2 1 

3 3 

(n geheel> 0) 

464 1 
I 5 10 10 5 I 

6 15 20 15 6 

Reeds Pascal (1623-1662) heeft een getallenschema opgesteld, waardoor de coëffi
ciënten voor opvolgende n eenvoudig kunnen worden bepaald. Het is hierboven 
weergegeven. De ne regel geeft de coëfficiënten in de ontwikkeling van (a + b)". 
Het bezwaar hierbij is dat men voor de coëfficiënten van (a + b)", alle coëfficiënten 
voor kleinere n moet opschrijven. Newton (1642-1727) heeft voor (a + b)" een ont-
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wikkeling gegeven waarbij men direct voor elke n de coëfficiënten kan neerschrijven, 
die bekend staat als het binomium van Newton. 

Binomium van Newton 

(a + b)" = a" + (;) a"-lb + (~) a"- 2b2 + ... + 

+ (:) a"-kb" + .. . + (n: 1) ab"-l + b" 

De binomiaalcoefficient (: ) (lees: n over k) is gedefinieerd als: 

(
n) = n(n - 1)(n - 2) ... (n - k + 1) 

k I·2·3 ... k 
(k EN, nE N, k ~ n) 

Er geldt = Il, = ,= , (
n) (n) n(n - 1) (n) n(n - l)(n - 2) 
1 2 1·2 3 1·2·3 

Het produkt I ·2·3 ... k heet k-faculteit en wordt geschreven als k!; onder O! zullen 
we verstaan het getal 1. 
Voor een natuurlijk getal n geldt: 

(
n) = n(n - 1) ... (n - k + 1). (n - k) ... 3·2 ·1 

k I·2·3 ... k I·2·3 ... (n-k) 

n! 
=----

kIen - k)! 
(0 < k < n) 

Verwisselt men in deze formule k met n - k, dan volgt: 

C : k) = -(n---k-)-! (-;-!--n-+-k-)-! 

zodat: 

(0 < k < n) (6.1) 

Op grond van het feit dat per definitie O! = 1 is, geldt (6.1) ook nog indien k = 0 
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en k = n, immers: 

(n) (n) n! o = n = O!n! = I (6.2) 

(6.1) geldt dus voor n = 0, 1, ... ; k = 0, 1,2, . . . ; n. 
In verband met deze afspraak kan de binomiaalformule aldus in compacte vorm 
geschreven worden: 

(n E IN) (6.3) 

Het bewijs van de formule wordt geleverd door volledige inductie. 

Bewijs: 

Je stap: 

(a + b)l = (~) a1bo + C) aObl 

=a+b 

Dit is juist. 

2e stap: Stel dat de formule juist is voor zekere p; vermenigvuldig beide leden met 
(a + b): 

(a + bY = aP + (~) ap-1b + ... + (k ~ 1) aP-k+lbk- 1 + 

+ (~) aP-kbk + ... + bP 

a+b=a+b 
x ------------------~--~---------------------

(a + b)P+l = aP+1 + {(~) + I} aPb + ... + 

Nu is: 

(~) + (k ~ 1) = -k-!(P-P-~-k-)-! + (k - l)!(~!+ 1 - k)! 

p!(P + 1 - k) pIk 
= ----------- + ---------::"C'-

k!(P + 1 - k)! k!(P + 1 - k)! 

p!(P + I) 
= ----------::--

k!(P + 1 - k)! 
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(p + I)! 
k!(p + 1 - k)! 

Dus: 

(6.4) 

We vinden dus: 

(a + b),+1 = a,+1 + (P; 1) a'b + ... + (P; 1) a,+I-"b" + ... + bP+1 

hetgeen juist het binomium is voor p + 1. Volgens het principe van de volledige 
inductie is dus de ontwikkeling juist voor alle natuurlijke getallen n. 

Bijzondere gevallen: a = 1, b = ±1 

(I ± I)n= 1 ± G)+ G)±· .. + (±I)kC)+ ... + (-1)n(:) 
n (n) {2n = ~(-I)k k = 0 

7 Het functiebegrip. Omgeving 

Definitie 

Een functie f van een verzameling V in een verzameling W is een voorschrift volgens 
hetwelk aan ieder element van V op eenduidige wijze juist één element van W wordt 
toegevoegd. 
Men spreekt dan van een functie van V naar W; notatie f: V -. W. 

Fig. 2 

w 
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Men noemt V de definitieverzameling van de functie of het domein en W het codomein 

(zie fig. 2). Wanneer x E V door f wordt afgebeeld in W (zie fig. 2a), dan geeft men 
het beeld van het origineel x aan door f(x), en we schrijven dit als: 

f: x 1-+ f(x) 

of: 
I 

X 1-+ f(x) 

Bijvoorbeeld: 

f: x 1-+ x 2 + 6x + 5 

dus: 

f(x) :.= x 2 + 6x + 5 

De verzameling van de beelden van alle elementen van V noemen we de waardenver
zameling of het bereik vanf, aangegeven door f(V), dus f(V) = {f(x) I x E V}. Als f(V) 
= W, dan noemen we f een afbeelding van V op W. 
Wanneer elk beeldpunt afkomstig is van juist één origineel, dan noemt men f één
eenduidig (ook wel omkeerbaar eenduidig). 
Verder hanteert men ook wel de volgende benamingen: Een functie van Vop W 
(waarbij dus elk element van Wals beeld optreedt) noemt men een surjectie; een één
eenduidige functie van V in W (waarbij niet noodzakelijk elk element van Wals beeld 
optreedt) heet een injectie; een functie die zowel surjectie als injectie is, noemt men 
een bijectie. 
Een en ander is schematisch weergegeven in fig. 2. 

De eenvoudigste voorstelling van een functie verkrijgt men door het gebruik van 
getallenrechten, een voor de verzameling {x}, en een voor de waardenverzameling {y}. 
Men noemt x de onafhankelijk veranderlijke, y de afhankelijk veranderlijke. Door een 
pijltje geeft men weer welke y aan een bepaalde x is toegevoegd (zie fig. 3). De meest 
gebruikte voorstelling van een functie is die met behulp van een orthogonaal assen
stelsel. De bijeenhorende getallenparen (x, y) worden als punten weergegeven, waar-

Fig. 2a 

afbaalding van V in W 
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Fig.2b 

afbaczlding van Vop W 

Fig.2c 

rlrln - aenduiaige, afbeelding van V in W 

bij X de abscis en y de ordinaat voorstelt. De verzameling punten (x, y) is dan vaak 
een kromme (zie fig. 4). 

Voorbeeld 1 

Zij {x} het interval [-2,2] (fig. 3). Als functievoorschrift nemen we: kwadrateren, 
dus x ~ x2

• De functiewaardenverzameling is het interval [0, 4]. 
Merk op dat zowel aan -a als aan +a hetzelfde getal a2 is toegevoegd. 

Voorbeeld 1 

Op het interval [- 4, 3] is een functie f gedefinieerd door: 

/x op [-4, -2), 
f(x) = - x 2 op [-2, I), 

'" 2 - x op [1, 3]. 

I;l,~ 
{x} -2 

Fig. 3 
-1 o 2 
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-4 -2 

I 
I 
I 

V 
Fig. 4 

y 

t 
4 

3 

2 

De grafiek van de functie f op een rechthoekig assenstelsel is weergegeven in fig. 4. 
Merk op dat in voorbeeld 2 één functie is gegeven door 3 formules. 

Opmerking: 

Vaak geeft men bij een functie alleen het functievoorschrift aan zonder de definitie
verzameling~ Met de functie f: x 1-+ f(x) van V naar W bedoelen we dan een functie, 
waarvan het domein bestaat uit alle x E V, waarvoor f(x) betekenis heeft. Zo is het 

domein van de functie f: x 1-+ .J I - x 2 van IR naar IR de verzameling [- I, I]. 

We noemen twee functies f en g, gedefinieerd op een verzameling D, ge/ijk als 
f(x) = g(x), "Ix E D. 
Als f en g twee functies zijn die beide gedefinieerd zijn op een deelvërzameling D 
van IR, dan kunnen we uit f en g nieuwe functies afleiden, ook gedefinieerd op D, 
en wel de somfunctie f + g, gedefinieerd door (f + g)(x) = f(x) + g(x), en het 
produkt (de produktfunctie) f'g, gedefinieerd door (f'g)(x) = f(x)·g(x). Het is 
eenvoudig na te gaan dat voor de optelling en de vermenigvuldiging van functies de 
commutatieve, associatieve en distributieve wetten 'gelden. Zo wordt bijv. de distri
butieve wet als volgt bewezen: 

{j'(g + h)}(x) =f(x)'{(g + h)(x)} 

= f(x)'{g(x) + h(x)} 
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O-E 0 O+E 

Fig.4a 

dus: 

f·(g + h) 

= f(x)· g(x) + f(x)· h(x) 

= (J·g)(x) + (J·h)(x) 

= (J. g + f· h)(x) voor '<Ix E D 

=f·g+f·h 

De tegengestelde van een functie f definieert men door (-f(x) = -f(x), de om-
1 . 

gekeerde van f als f-l(X) = -- (indien f(x) #= 0). Het verschil van twee functies 
f(x) 

fen g wordt gedefinieerd door f - g = f + (-g), dus (J - g)(x) =' f(x) - g(x); 

het quotiënt door L = f·g-l, dus (L)(x) = f(x) (als g(x) #= 0). 
g g g(x) 

In het volgende zullen wij herhaaldelijk het begrip omgeving nodig hebben. 

Definitie 

Een omgeving van een getal a is een open interval dat a bevat. 

Zo'n omgeving geven we aan door Qa of kortweg Q. Zo is bijv. het interval < - 3, 0) 
een omgeving van het getal -1. Echter is ook < -1,001, -0,99) een omgeving van 
- 1; de grootte van het interval is bij het begrip omgeving niet vastgelegd. 
Het interval (a - a, a + a) (fig. 4a), waarin a > 0 is, noemen we een a-omgevin~ 
van a. Het getal a zelf behoort tot elk van zijn omgevingen en heet inwendig punt daarvan. 

In verschillende gevallen zullen we te maken hebben met een open interval om a, 
waarvan a zelf uitgezonderd is. Een dergelijk interval zullen we een gereduceerde 
omgeving van a noemen. Een gereduceerde a-omgeving van a zullen we daarbij 
voorstellen door (a - ala + a) of door Q;. 

8 Absolute waarde. Ongelijkheid van Cauchy-Schwarz 

Op de getallenrechte hebben de punten overeenkomende met a resp. - a dezelfde 
afstand tot het nulpunt. Deze afstand noemt men de absolute waarde of modulus 
van het reële getal a. Zonder gebruik te maken van het begrip afstand wordt de 
absolute waarde als volgt gedefinieerd. 
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Definitie 

De absolute waarde of modulus lal van het reële getal a is a als a ~ 0 is, en - a als 
a < 0 is. 

Zo is bijy~ 1-31 = 3 en 131 = 3. Algemeen is: 

I-al = lal 

Onder.jx (x > 0) verstaat men het positieve getal y, zo dat y2 = x. 
Nu is: 

Immers is a ~ 0, dan is lal = a, en het kwadraat hiervan is a2; is a < 0, dan is 
lal = -a en (_a)2 = a2. 

De belangrijkste regels voor het rekenen met absolute waarden (moduli) zijn: 

la'bl = lal'lbl 

Ilal- Ibll ~ la ± bi ~ lal +Ibl 
Dit is de Z.g. driehoeksongelijkheid. 

Het bewijs van (8.1) volgt direct uit de definitie van lal. 

Uit (8.1) leiden we af: 

I : I = ::: (b ~ 0) 

Bewijs: 

Om (8.2) te bewijzen gebruiken we de volgende stelling. 

Stelling 

Is - L ~ a ~ L, dan is lal ~ L en omgekeerd. 

Bewijs: . 

(8.1) 

(8.2) 

(8.3) 

Meetkundig bezien (fig. 5) betekent deze stelling dat indien a op het interval 
[- L, L] ligt, a niet verder van het nulpunt ligt dan L. Met behulp van de axioma's 
uit par. 1 kan men deze stelling als volgt bewijzen. 
1 Voor a = 0 is de stelling juist, want 0 ~ L, zoals uit de gegevens van de stelling 

volgt. 
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2 Voor a > 0 is lal = a, en a ~ L is hetzelfde als lal ~ L. 
3 Is a < 0, dan is lal = -a. Uit -L ~ a volgt: 

-L + L - a ~ a + L - a (1.12) => -a ~ L, dit is lal ~ L. 

Ook het omgekeerde van de stelling is juist, wat eenvoudig kan worden aangetoond. 
Immers, als gegeven is: lal ~ L, dan merken we op dat, indien a ~ 0, geldt lal = a 
en dus a ~ L. Indien echter a ~ 0, dan geldt lal = -a en dus volgt uit het gegeven: 
- a ~ L en dus - L ~ a. Samengevat volgt uit lal ~ L de ongelijkheid - L ~ a ~ L. 

Fig. 5 

• -L o o L 

Bewijs van (8.2) 

Is a + b = 0, dan is (8.2) triviaal. 
Voor a + b =1= 0 geldt: 

lal + Ibl 
la + bi 

lal Ibl --:- + (op grond van (8.3)) 
la + bi la + bi 

=Ia:bl+la:bl~ a:b + a:b =1 

waaruit volgt: 

la + bi ~ lal + Ibl 
Vervangt men b door -b, dan verkrijgt men ook: 

la - bi ~ lal + Ibl 

waarmee het rechterdeel van (8.2) is bewezen. 
Hiermede bewijzen we het linkerdeel van (8.2) aldus: 

dus: 

en: 

lal = la + b - bi ~ la + bi + Ibl 

Ibl = Ib + a - al ~ la + bi + lal 

lal - Ibl ~ la + bi 

Ibl - lal ~ la + bi 

zodat: 

-Ia + bi ~ lal - Ibl ~ la + bi 
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Volgens de bovengenoemde stelling geldt dan: 

Ilal - Ibll ;;:; la + bi (8.6) 

vervangt men b door - b, dan verkrijgt men ook: 

Ilal - Ibll~ la - bi (8.7) 

Combinatie van (8.4), (8.5), (8.6) en (8.7) geeft (8.2). 

Afgeleide eigenschappen: 

" " 1 (8.8) 
k= 1 k= 1 

n 

Vooraf herhalen we dat met Lak bedoeld wordt de som van alle getallen ak, waarbij de 
k=l 

index k de getallen I, ... ,n doorloopt. Zonder I-teken kan (8.8) dus geschreven worden 
als: 

lal + a2 + a3 + ... + ani ~ la11 + la21 + la31 + ... + lanl 

Het bewijs van (8.8) kan geleverd worden door volledige inductie (zie par. 5). 

" " 2 I n aki = n lakl (8.9) 
k= 1 k= 1 

" 
Het symbool n ak betekent het produkt van alle getallen ak> waarbij de index k 

k=l 

varieert van 1 tot n. Zonder n-teken wordt (8.9) geschreven als: 

lal 'a2 'a3'" a,,1 = la11·la21·la31·· ·la"1 

Ook het bewijs van (8.7) kan met volledige inductie geleverd worden. 

la"l = lal" (n geheel ~ 0) (8.10) 

Eigenschap (8.10) is een bijzonder geval van (8.9). 
We vermelden nog enige gevolgen die bij het maken van opgaven veelvuldig worden 
toegepast. 

Gevolg 1: 

lal = Ibl <:> a2 = b2 

Afleiding: 

lal = Ibl => lal' lal = Ibl'lbl => a2 = b2 

2 a2 = b2 => (a - b)(a + b) = 0 => àf a = b, àf a = -b 

Beide uitkomsten samen geeft lal = Ibl. 
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Gevolg 2: 

lal < Ibl <=> a2 < b2 

Afleiding: 

lal < Ibl => lal 2 < Ibl2 
=> a2 < b2 

2 a2 < b2 
=> (a - b)(a + b) < 0 

dus a ligt op het interval < -b, b) als b > 0 is en op het interval <b, -b) als b < 0 
is. In beide gevallen is volgens de hiervoor afgeleide stelling: lal < Ibl. 

Ongelijkheid van Cauchy-Schwarz (l789-1857, resp. 1843-1921) 

Zijn al' .. . , a" en bl> •.• , bIt willekeurige reële getallen, dan geldt: 

" "" ( L akbk)2 ~ ( L ai)( L bi) 
k=l k=l k=l 

Bewijs: 

Een som van reële kwadraten is altijd positief of O. Dus geldt voor elke reële "x: 

" L (akx + bk)2 ~ 0 
k=l 

We kunnen dit schrijven als: 

Ax2 + 2Bx + C ~ 0 (8.11) 

waarbij: 

" " " 
A = L ai, B = L akbb C = L bi 

k=l k=l k=l 

Daar (8.11) moet gelden voor elke reële x, zal de discriminant van de kwadratische 
vorm uit het linkerlid ~ 0 moeten zijn, dus B2 

- AC ~ 0, hetgeen te bewijzen was. 

9 Het limietbegrip 

Laat door het voorschrift: 

x2 
- 1 

f(x) = -x---l (x i= 1), 1(1) = 4 

een functie f gedefinieerd zijn voor alle reële x. 
Voor x i= 1 is f(x) = x + 1, voor x = 1 is f(x) = 4. De grafiek van f (fig. 6) is dus 
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t 
4 

o 
Fig. 6 

Fig. 7 

-x 

een rechte, onderbroken voor x = 1, voor welke x de functiewaarde 4 bedraagt. 
Laat men x een getallenverzameling doorlopen, waarvan de elementen steeds dich
ter bij I liggen, dan blijkt dat J(x) = x + I een getallenverzameling doorloopt, 
waarvan de elementen steeds dichter bij 2 liggen. Men drukt deze eigenschap aldus 
uit: de limiet van de functie J is 2, indien x nadert tot 1 (notatie: x -+ 1). 
Het limietbegrip is het centrale punt in de analyse. Het is daarom gewenst een definitie 
van limiet te geven die de meest voorkomende gevallen omvat. Indien bij het voor
beeld y ( = J(x» dicht bij 2 ligt, betekent dit dat y een punt is van een omgeving 
van 2, d.i. het open interval (2 - e, 2 + e), waarin e "klein" gedacht wordt. Hierbij 
is niet uitgesloten dat y = 2 is voor een x die niet gelijk aan I is. Daarentegen moet 
de uitdrukking dat "x dicht bij 1 ligt", zo worden opgevat dat x ::P 1 is. Dit be
tekent dat x ligt in een gereduceerde omgeving van 1, die we kunnen aangeven door 
(1 - c511 + c5) met c5 > O. Het is begrijpelijk dat c5 afhankelijk is van e. Is immers 
e "zeer klein", dan zal in het algemeen ook c5 "zeer klein" moeten zijn. 
Bij het bovenstaande voorbeeld is bij gegeven e het getal c5 zeer eenvoudig te bepalen. 
Omdat voor x::p 1, y = J(x) = x + 1, zal J(x) op het interval (2 - e, 2 + e) 
liggen, als x op het interval (1 - e 11 + e) ligt, dus kan hier c5 = e genomen wor
den (fig. 7). Natuurlijk voldoet ook bijv. het interval (1 - teil + te) aan de ge
stelde eis. Door deze overwegingen komt men tot de volgende limietdefinitie. 

Definitie' 1 

Een functie J, gedefinieerd in een gereduceerde omgeving van a, heeft voor x -+ a de 
limiet L, indien bij iedere omgeving DL een gereduceerde omgeving D~ bestaat, zo dat 
J(x) in DL ligt, als x in D~ ligt. 

In fig. 8 is deze definitie door een plaatje toegelicht. 
De omgeving DL is het interval (L - e, L + e) (e > 0). 
Ligt J(x) in dit interval, dan is dus IJ(x) - L I < e. 
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De gereduceerde omgeving Q~ is het interval (a - c51 a + c5) (c5 > 0). Ligt x in dit 
interval, dan is 0 < Ix - al < c5. 
Gewoonlijk geeft men de limietdefinitie dan ook in de volgende vorm. 

Definitie 2 

Een functie J, gedefinieerd in een gereduceerde omgeving van a, heeft voor x -+ a de 
limiet L, indien bij iedere e > 0 een c5 > 0 bestaat, zo dat: 

I/(x) - LI < e, als 0 < Ix - al < D 

Dat c5 van e afhankelijk is duidt men aan door te schrijven c5(e). Met nadruk zij erop 
gewezen, dat de toevoeging e 1-+ c5(e) geen functie is, daar c5(e) niet eenduidig bepaald 
is door e. 
Het bovenstaande is de betekenis van de notatie: 

J(x) -+ L als x -+ a 

(lees: f(x) nadert tot L als x tot a nadert), of van: 

limJ(x) = L 
x-+a 

(lees: limiet J(x) als x tot a nadert, is L). Zie fig. 8a. 

We kunnen nu bewijzen dat door de bovenstaande definities de limiet L eenduidig 
is bepaald, d.w.z. dat er geen twee getallen zijn die aan bovengenoemde definities 
voldoen. Immers, zijn Ll en L2 twee zulke getallen, dan kan men bij iedere el > 0 
en e2 > 0 de getallen c5 l en D2 zo bepalen dat voldaan is aan: 

If(x) - LIl < el' If(x) - L21 < e2 

als 0 < Ix - al < c5 l en 0 < Ix - al < c52 • 

(9.1) 

Is c5 = min(c5l> c52), dan is dus bij iedere positieve el en e2 voor 0 < Ix - al < c5 
aan beide ongelijkheden (9.1) voldaan. 
Dit leidt echter tot een tegenspraak indien Ll -:j:. L2. In dit geval geldt nl. I Ll - L21 > 0, 
en kunnen we voor el en e2 beide kiezen:tlLl - L 21. 
Dan zou echter gelden: 

ILI - L21 = ILI - I(x) + I(x) - L21 ~ ILI - I(x) I + IL2 -:: I(x) I = 

= el + e2 = llLl - L 2 1 

hetgeen onjuist is. Dusf(x) kan hoogstens één limiet hebben indien x nadèrt tot a. 

Fig. 8 

{y} _ö--...1-L-:';---o-__ 

ft 

{xJ a-~ 
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Fig. 8a 

Voorbeeld 1 

Bepaal: 

limx2 

,,"'2 

Oplossing: 
We vermoeden dat de limiet 4 is. We willen dus aantonen dat bij iedere 8 > 0 een 
~ > 0 bestaat, zo dat Ix2 

- 41 < 8 is, als 0 < Ix - 21 < ~ is. Nu is x 2 
- 4 = 

= (x - 2)(x + 2). We beginnen getallen x te beschouwen zo dat Ix - 21 < 1 is, 
dus 1 < x < 3. 
Voor zulke x is 3 < x + 2 < 5, en dus is voor x .:p 2: 

Ix2 
- 41 = Ix - 21 Ix + 21 < 51x - 21 

Zeker is Ix2 
- 41 < 8, als 51x - 21 ~ 8 of Ix - 21 ~ te. We kunnen dus voor ~ 

elk positief getal kiezen dat zowel voldoet aan ~ < 1 als aan ~ ~ te 

Het komt voor dat de functie i een limiet heeft, indien x tot a of van links nadert, 
.of van rechts, notatie: x t a, resp. x ~ a. In het eerste geval noemt men Leen /inker
limiet, in het tweede geval een rechterlimiet. 

Definitie 3 

Een functie i, gedefinieerd in een gereduceerde /inkeromgeving van a, heeft voor x t a 
de linkerlimiet L, indien bij iedere 8 > 0 een ~ > 0 bestaat, zo dat: 

li(x) - LI < 8, als -~ < x - a < 0 
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L-g r2 L r, L+e 
{r} 0 

1 !~.~ ft 
{x} 

X2 x, 
Fig. 9 

Voor - b < x - a < 0 is ook te schrijven: a - b < x < a, hetgeen betekent dat 
x op het open interval (a - b, a) ligt. Het interval (a - ~, a) noemen we een ge
reduceerde linkeromgeving van a. De definitie is in fig. 9 met een plaatje toegelicht. 
De notatie voor linkerlimiet is: 

f(x) --+ L als xt a 

of: 

limf(x) = L 
xta 

Op overeenkomstige wijze luidt de definitie van rechterlimiet als volgt. 

Definitie 4 

Een functie J, gedefinieerd in een gereduceerde rechteromgeving van a, heeft voor 
x ! a de rechterlimiet L, indien bij iedere Il > 0 een ~ > 0 bestaat, zo dat 

If(x) - LI < Il, als 0 < x - a < ~ 

Hierbij ligt dus x op het open interval (a, a + b), dat we een gereduceerde rechter
omgeving van a noemen. 
De notatie voor rechterlimiet is: 

f(x)--+L als x!a 

of: 

limJ(x) = L 
x~a . 

Voor een meetkundige toelichting zie men fig. 10. 

Fig. 10 
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Voorbeeld 2 

We definiëren een functie f door: 

3x2 
- x + 1 

f(x) = 2 
X 

voor alle x =f. O. Het domein bevat dus getallen die iedere gestelde grens te boven 
gaan. 
Door te schrijven: 

3x2 
- x + 1 1 1 

f(x) = 2 = 3 - - + -
x X x 2 

ziet men dat voor "zeer grote" x, f(x) weinig verschilt van 3, en dat het verschil 
van f(x) en 3 kleiner wordt naarmate voor x een groter getal genomen wordt. 

Laat men x boven alle grenzen toenemen, dan geeft men dit aan door het symbool 
x ~ 00 (lees: x nadert tot oneindig). Ook als x ~ 00 kan f een limiet hebben. De 
limietdefinitie luidt in dit geval aldus: 

Definitie 5 

Een functie f, gedefinieerd voor x> A, heeft de limiet L als x -+ 00, indien bij iedere 
e > 0 een getal N(e) bestaat, zo dat: 

If(x) - LI < e, als x > N(e) 

De notatie is: 

f(x) ~ L als x -+ 00 

of: 
limf(x) = L 
x-+co 

N(e) geeft aan dat N van e afhangt. 

We toetsen de definitie aan het bovenstaande voorbeeld. 

Daa; voor x > 1 geldt: Ix - 11 < I~I, is dan I x ;Z 1 I zeker < e, indien I ; I = 

= I-I < e is. Nemen we dus x> -, dan is aan de gestelde eis voldaan. We kun-
x 1 e 

nen dus N(e) = - kiezen, als e < 1 is, als e > 1, dan kiezen we N(e) = 1. 
e 

Wanneer het domein getallen bevat die beneden iedere gestelde grens komen, kan f 
een limiet hebben als x onbepaald afneemt, hetgeen men uitdrukt als: x -+ - 00 

(lees: x nadert tot min oneindig). 
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Definitie 6 

De functie J, gedefinieerd voor x < A, heeft de limiet L als x -+ - 00, indien bij 
iedere e > 0 een getal N(e) bestaat, zo dat: 

If(x) - LI < e, als x < N(e) 

De notatie is: 

f(x) -+ L als x -+ - 00 

of: 

lim f(x) = L 
%-+-00 

Het kan gebeuren dat indien x -+ a, x -+ 00, of x -+ - 00, de functiewaarden J(x) 
iedere gestelde grens te boven gaan, d.w.z. J(x) -+ 00, of beneden iedere gestelde 
grens dalen, d.w.z. J(x) -+ - 00. Men kent dan aan de functie de oneigenlijke limiet 
00, resp. - 00 toe. Notatie: 

limf(x) = 00 

resp.: 

limJ(x) = - 00 
x .... a 

Opmerking: 

Voor alle limieten uit bovenstaande definities kan men op soortgelijke wijze als bij 
definitie 2 de eenduidigheid bewijzen. 

Voorbeelden 

1 . 1 
limx2 = 00; lim-= 00; lim-= - 00. 
x"" 00 x~o X xtO X 

10 Het rekenen met limieten 

In deze paragraaf zijn f en g functies die gedefinieerd zijn in een gereduceerde om
geving Q~ van a. We veronderstellen dat limf(x) en limg(x) bestaan en respectie-
velijk de waarden F en G hebben. x .... a x .... a 

We leiden de volgende stellingen af. 

lim {f(x) + g(x)} = limJ(x) + lim g(x) (10.1) 
x .... a X .... a x .... a 

lim {f(x) - g(x)} = limf(x) - lim g(x) (10.2) 
x .... a x .... a x .... a 
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limf(x)'g(x) = limf(x)'limg(x) (10.3) 

ji( ) 
lim f(x) 

lim _x_ = ;';-+IJ (lim g(x) ::p 0) 
;';-+IJ g(x) lim g(x) ;';-+IJ 

(10.4) 

;';-+IJ 

Voorbehoud: De hierboven genoemde limieten moeten "eigenlijk" zijn, dus getallen. 
Als limieten worden 00 en - 00 niet beschouwd. Wel gelden de regels ook als 
x -+ 00 of x -+ - 00. 

Bewijs van (10.1) 

Daar lim f(x) = F en lim g(x) = G, bestaat er volgens limietdefi.nitie 2 bij iedere 

B > 0 een (j > 0, zo dat: 

If(x) - FI < t8 en Ig(x) - GI < t8, als 0 < Ix - al < (j 

waarbij ook x E Q~. 

Nu is, indien 0 < Ix - al < (j: 

If(x) + g(x) - F - GI = l(f(x) - F) + (g(x) - G)I 

~ If(x) - FI + Ig(x) - GI < t8 + t8 = 8 

en dit is de betekenis van: 

lim {f(x) + g(x)} = F + G 

Het bewijs van (10.1) is in fig. 11 toegelicht. Ligt x in het interval (a - (j I a + (j), 
dan ligt f(x) in het interval (F - t8, F + t8), en g(x) in het interval (G - t8, 
G + t8). Dus ligt f(x) + g(x) in het interval (F + G - 8, F + G + 8). Bij iedere 
omgeving Q van F + G bestaat dus een gereduceerde omgeving Q~ van a, zo dat 
f(x) + g(x) in Q ligt als x ligt in Q~. 

Alvorens (10.3) te bewijzen, merken we op dat uit het feit dat limf(x) bestaat, volgt 

dat er een omgeving is van a, waar de functiewaarden f(x) begrensd zijn (men noemt 
dan in die omgeving de functie f begrensd). Immers als F ::p 0, dan is IFI > 0, en 
bestaat er een (j zodanig dat If(x) - FI < t IFI als 0 < Ix - al < (j, waaruit volgt 
-tiFI + F < f(x) < tlFl + F voor x E (a - (jla + (j). 
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Is P = 0, dan bestaat er een ~ zodanig dat If(x) - Ol < 1 als 0 < Ix - al < ~, 
en dus -1 < f(x) < 1 voor XE (a - ~Ia + ~>. 

Bewijs van (10.3) 

Bij dit bewijs passen we een kunstgreep toe, nl.: 

f(x)'g(x) - P'G = f(x)'g(x) - f(x)'G + f(x)'G - P'G 

= f(x){g(x) - G} + G{f(x) - P} 

If(x)'g(x) - P'GI ~ If(x)llg(x) - GI + IGllf(x) - PI (10.5) 

We moeten nu aantonen dat bij gegeven B > 0 er een ij > 0 bestaat, zo dat het 
rechterlid van (l0.5) kleiner is dan B, als 0 < Ix - al < ij is. Dit bereiken we als 
volgt: 
Omdat lim f(x) eindig is bestaat er volgens bovenstaande opmerking een vast posi-

x-+a 

tief getal M, zo dat I f(x) I < M is, als x in een zekere gereduceerde omgeving van 
a ligt. 

B B 
Bij de positieve getallen 2M en 2{IGI + I} bestaat een~, zo dat voor 0 < Ix - al <~, 

B B 
zowellg(x) - GI < - als If(x) - PI < { is. 

2M . 2 IGI + I} 

We nemen en niet --, wat men zou verwachten, omdat G wel eens 
(

BB 

2{IGI + I} 21GI 

o zou kunnen zijn). 

Dus is voor 0 < Ix - al < ij: 

B B 
If(x)'g(x) - P'GI < -'M + 'IGI < B 

2M 2{IGI + I} 

waarmee het gestelde bewezen is. 

Opmerking: 

Door voor f de functie met constante waarde c te nemen volgt uit (10.3): 

lim c'g(x) = c lim g(x) 
x-+a x-+a 

Hieruit en uit (lO.I) volgt dan onmiddellijk (l0.2). 

Bewijs van (10.4) 

Om (10.4) te bewijzen, bewijzen we eerst: 

. 1 1 
lim--=--
x-+a g(x) lim g(x) 

x-+a 
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Nu is: 

I 
1 1 I 1 G - g(x) I Ig(x) - GI 

g(x) - G = g(x)'G = Ig(x)I'IGI 
(10.6) 

Kiest men in de limietdefinitie van limg(x) = G voor e het getal tlGI, dan bestaat 
x .... " 

er een b1 zo dat voor 0 < Ix - al < bh Ig(x) - GI < tlGI, waaruit volgt volgens 
de ongelijkheidsrelatie (8.5): 

I g(x) I > IGI - tlGI = tlGI 

Voor deze b1-omgeving van a volgt uit (10.6): 

1_1 __ ~I = Ig(x) - GI < 2Ig(x) - GI 
g(x) G Ig(x)I'IGI G2 

Verder bestaat bij iedere e > 0 een b2 zo dat: 

Ig(x) - GI < teG2
, als 0 < Ix - al < b2 

Voor deze b2 volgt uit (10.7): 

1_
1 __ ~I < 2·teG

2 
= e 

g(x) G .. G2 

Voor de kleinste (b) van de getallen b1 en b2 is dientengevolge: 

1
_

1
_ - ~ I < e als 0 < Ix - al < b 

g(x) G 

hetgeen de betekenis is van: 

1 1 
lim-- =
x .... " g(x) G 

Voor het bewijs van (10.4) past men verder (10.3) toe aldus: 

f(x) 1 1 lim f(x) 
lim-- = limf(x)'- = limf(x)'lim- = _x_ .... ,, __ 

x .... " g(x) x .... " g(x) x .... " x .... " g(x) lim g(x) 
x .... " 

Uit (10.1) volgt door volledige inductie: 

n n 

lim L f,,(x) = L limf,,(x) 
x .... " "=1 "=1 x .... " 

Uit (10.3) volgt door volledige inductie: 

n n 

lim n f,,(x) = n limftCx) 
x .... " 1:-1 1:=1 x .... " 

(10.7) 

(10.8) 

(10.9) 
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Nog enige andere limieteigenschappen volgen hier. 

lim lf(x)1 = Ilimf(x)1 

Is limf(x) = F, dan bestaat bij iedere 8 > 0 een ~ > 0 zo dat: 

If(x) - FI < 8, als 0 < Ix - al < ~ 

Volgens (8.5) is: 

If(x) - FI ~ I I f(x) I - IFII 

dus is a fortiori: 

I I f(x) I - IPII < 8, als 0 < Ix - al < ~ 

hetgeen de betekenis is van: 

lim I/(x)1 = IPI = Ilimf(x)1 
x-+a 

(10.10) 

Voor het berekenen van limieten wordt vaak gebruik gemaakt van de volgende stel
ling, die wel insluitingsstelling genoemd wordt. 

Insluitingsstelling 

Is gegeven dat in een gereduceerde omgeving van a geldt: 

g(x) ~ f(x) ~ h(x) 

en geldt lim g(x) = L en lim h(x) = L, dan is ook: 

limf(x) = L 
x-+a 

Bewijs: 

Bij iedere 8 > 0 bestaat een ~ > 0, zo dat g(x) in de omgeving (L - 8, L + 8) ligt 
en h(x) in de omgeving (L - 8, L + 8), als x in de gereduceerde omgeving 
(a - ~ I a + ~) ligt. Blijkens het gestelde ligt voor dezelfde x ook f(x) in de om
geving (L - 8, L + 8), d.w.z. limf(x) = L. 

x-+a 

Opmerkingen: 

1 De in deze paragraaf gegeven bewijzen gaan zonder grote verandering door in
dien men i.p.v. x -+ a neemt x -+ 00 of x -+ - 00; ze worden hier achterwege 
gelaten. 

2 Analoge limietstellingen gelden indien men x -+ a vervangt door x! a of x i a. 
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3 De gevallen waarin de toepassing van de limietregels zou leiden tot zinledige 
o 00 

uitdrukkingen als 00 - 00, 0 x 00, - en - komen later ter sprake. o 00 

11 Continuïteit 1 

In par. 9 hebben we aangetoond dat lim x 2 juist is wat men zou verwachten nl. 22• 
x-+2 

Voor deze vaak voorkomende eigenschap heeft men de naam continuïteit ingevoerd. 

Definitie 

De functie I, gedefinieerd in een omgeving van a, dus ook in a, heet continu in x = a, * 
indien: 

lim I(x) = I(a) 
x-+a 

Vervangt men in de limietdefinities 1 en 2 overal L door I(a), dan heeft men de 
uitvoeriger definitie van continuïteit. 
Een functie heet rechts continu in x = a, indien lirnl(x) = I(a) en links continu in 
x = a, indien lim I(x) = I(a). x~a 

xta 

Het begrip continuïteit wordt niet gedefinieerd voor x -t 00 of x -t - 00. 

Wanneer een functie in verschillende intervallen door verschillende voorschriften 
wordt gegeven, is het vaak nodig dat men bij het onderzoek naar continuïteit apart 
onderzoekt lirn I(x) en lirn I(x). De functie is dan continu in x = a, indien: 

xta x~a 

lim I(x) = lirn I(x) = I(a) 
xta x~a 

Definitie 2 

Een functie heet continu in het open interval (a, b) als de functie continu is in alle 
x van (a, b). 

Definitie 3 

Een functie heet continu in het gesloten interval [a, b] als de functie continu is in alle 
x van (a, b), bovendien rechts continu in x = a en links continu in x = b. 

1 
Zo is bijv. de functie I, gedefinieerd door I(x) = --, (fig. 12) continu in het 

cos x 
open interval (-1-n, 1-n), d.i. (-90°,90°), terwijl de functie I, gedefinieerd door 

• In het vervolg zullen we vaak zeggen: "continu in x = a" i.p.v. het formeel juiste "continu in a". 
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Fig. 12 

f(x) = cos x continu is in het gesloten interval [--!-1t, -!-1t] (zie fig. 12). Het bewijs 
dat deze functies continu zijn volgt later. 
De naam continuïteit berust hierop dat de grafiek van een functie die continu is in 
een interval (a, b), een niet onderbroken kromme is op dat interval. 
Een functie die niet continu is in x = a noemt men discontinu in x = a. 
Een voorbeeld is de functie van par. 7 voorbeeld 2. Deze is discontinu in x = - 2. 

Een ander voorbeeld is de functie E, gedefinieerd als: E(x) (ook wel genoteerd als [x]) 
is het grootste gehele getal dat kleiner is dan of gelijk aan x (spreek uit: entier x). 
In het interval [0, I) is E(x) = 0, in het interval [1,2) is E(x) = 1, in het interval 
[2, 3) is E(x) = 2. De functie "maakt een sprong" bij ieder natuurlijk getal (fig. 13). 
De functie E is dus discontinu in deze punten. 
Een uitvoeriger definitie van continuïteit in het interval [a, b] is de volgende. 

Fig. 13 
y 

t4 

3 

2 

o 
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Definitie 4 

Een functie J, gedefinieerd in het interval [a, bl, heet continu in [a, bl, indien er bij 
iedere El > 0 een getal () bestaat, zo dat voor elk tweetal getallen Xl en X2 E [a, bl geldt: 

If(x l ) - J(x2)1 < e als IXl - x21 < lJ 

Het getallJ is in het algemeen afhankelijk zowel van e als van Xl en X2. 

Bestaat er echter bij iedere El > 0 een getal lJ, dat slechts afhankelijk is van El voor 
alle Xl en X2 van [a, bl, dan noemt men de functie uniform continu in [a, b]. 

Men kan bewijzen dat een functie die continu is in het gesloten interval [a,b] tevens 
uniform continu is in dit interval. 

12 Rekenregels voor continue functies. Voorbeelden van continue functies 

Uit de rekenregels voor limieten (par. 10) volgen onmiddellijk enige rekenregels voor 
continue functies. 
Zijn de functies f en g continu in X = a, dan zijn volgens (10.1) ... (10.4) ook continu 
in a de functies f + g, f - g, f" g en de functie flg, de laatste mits g(a) =ft O. 
Dat de identieke functie J, gedefinieerd door j(x) = x, een continue functie in X is 
voor alle x, is triviaal, indien men de limietdefinitie nagaat, evenals het feit dat j, 
gedefinieerd door j(x) = c (c = constant), een continue functie is. Het gevolg is 
dat X' (n geheel ~O) continu is in alle X (dit volgt uit (10.9». Verder volgt dat een 
veelterm in X, meestal een gehele rationale functie van x genoeDld, in alle x continu 
is (zie (10.8». 
Tenslotte is de gebroken rationale functie: 

aoX' + a1X'-l + ... + an-1X + an 
Xf-+ 1 · 

boX" + b1X" + ... + bm - 1x + bm 

als quotiënt van twee gehele rationale functies continu, behalve in de nulwaarden 
van de noemer (zie (10.4». 

13 Eigenschappen van een functie die continu is in een gesloten interval 

In deze en de volgende paragraaf bewijzen we enkele belangrijke eigenschappen van 
continue functies. 

Intervalstelling 

Wanneer een rij gesloten begrensde intervallen {[an, bn] I an ~ bn, n E IN} zo in elkaar 
geschakeld is dat ieder interval ligt in het voorgaande, dus [an~ l' bn+ 1] C [an, bn] 
CVn E IN), dan is er minstens één getal G dat tot alle intervallen behoort. 
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Bewijs: 

In fig. 14 is de ligging van de intervallen aangegeven. De rij {ak} is naar boven be
grensd, want elke bj is een bovengrens; immers als k ~ j, dan geldt ak ~ aj' en 
dus ak ~ aj ~ bj' en als k ~ j, dan geldt bk ~ bj' en dus ak ~ bk ~ bj' Volgens 
de stelling van de kleinste bovengrens (par. 3) heeft de rij rak} dus een kleinste boven
grens G, waarvoor geldt: 

('Ik E IN) 

Daar bk bovengrens is, en G de kleinste bovengrens is, is G ~ bk , zodat: 

01k E IN) 

Stelling 

De functiewaardenverzameling van een in een gesloten begrensd interval [a, b] gede
finieerde continue functie f is begrensd. 

Bewijs: 

We nemen aan dat de functiewaardenverzameling niet begrensd is of, zoals men 
zegt, dat de functie niet begrensd is, en bewijzen dat dit tot een tegenspraak voert. 
Verdeel daartoe het interval [a, b] door het midden c in twee gelijke delen (fig. 15). 
Dan is f op ten minste een der delen niet begrensd. Stel dat dit is [c, b], dan noemen 
we dit interval [al' bd. Het interval [al' bd wordt door het midden Cl in twee ge
lijke delen verdeeld. Op een der delen, bijv. [al' cd is de functie niet begrensd; dit 
deel noemen we [a2' b2]. Zo doorgaande verkrijgen we een rij ineengeschakelde 
intervallen rak> bd, waarop f niet begrensd is, en waarbij de lengte van elk interval 
de helft is van die van het voorgaande. 
Volgens de' intervalstelling is er een punt G dat tot alle intervallen behoort. Nu is f continu 
in G, eventueel- als Geen randpurit is van [a,bl -links- of rechts continu. Bij iedere E> 0 
bestaat dus een 8> 0, zodat: 

If(x) - f(G)1 < e, als Ix -.GI < J en x E [a, b] (l3..I) 

Is I de lengte van [a, b], dan is van rak' bd de lengte 1/2k. De lengte van rak' bk] nadert 
dus met toenemende k tot nul. We kunnen dus k zo groot kiezen dat 1/2k < J is. 
Het interval rak' bd ligt dan geheel binnen het interval <G - J, G + J). Volgens 
(13.1) ligtf(x) op <f(G) - e,f(G) + e), dus is f begrensd op rak> bk], terwijl aange
nomen is dat op rak' bk] dat binnen < G - J, G + J) ligt, de functie niet begrensd is. 
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Dit vormt een tegenspraak. Onze onderstelling dat I niet begrensd is, is dus onjuist; 
de functie is wel begrensd. 

Opmerking: 

Dat de laatste stelling niet juist is voor een open interval, ziet men eenvoudig aan 
1 

het voorbeeld van de functie I: x 1-+ - die bijv. continu is in het open interval (0, I). 
x 

Bij iedere gestelde grens M > 0, is voor x < l/M,/(x) > M. 

Stelling 

Een functie die continu is in een gesloten begrensd interval neemt in dit interval zijn 
supremum en zijn infimum aan en heeft daar dus een maximum en een minimum. 

Bewijs: 

Stel de op [a, b] gedefinieerde, continue functie I heeft het supremum M, maar 
neemt M niet aan, dus op het gehele interval [a, b] is I(x) < M. De functie g, gede
finieerd door: 

1 
g(x) = M - I(x) 

is dan continu in [a, b] (noemer #: 0) en positief, dus heeft g dan volgens de vorige 
stelling een supremum N. Zeker is dus g(x) ~ N. Er geldt dus: 

1 I I 
--- ~ N ~ M - ji(x) ~ - ~ji(x) ~ M - -
M - I(x) - - N - N 

De laatste uitkomst geeft een tegenspraak. Zou nl. I(x) ~ M - l/N zijn, dan was 
M niet de "kleinste" bovengrens van I. Onze onderstelling is dus onjuist, de functie 
neemt op [a, b] de waarde M wel aan. 
Dat de functie ook een infimum aanneemt blijkt als volgt. De functie 1* met 
f*(x) = - I(x) is continu in [a, b] en neemt dus een supremum M 1 aan. De functie 
f neemt dus het infimum - M 1 aan. 

14 Stelling van Weierstrasz. Tussenwaardestelling 

Stelling van Weierstrasz (1815-1897) 

Is defunctiefin het gesloten begrensde interval [a, b] continu, isf(a) < ° enf(b) > 0, 
dan is er een punt c van het open interval (a, b), waarvoor f(c) = 0. (Zie fig. 16) 

49 



Om deze stelling te bewijzen leiden we eerst een hulpstelling af. 

Stelling 

Is de funetie f eontinu in x = e, en f(e) > 0, dan is er een omgeving van e, waar 

f(x) > ° is. 

Bewijs: 

Zij fee) > ° (fig. 16a). Volgens de definitie van continuïteit bestaat er bij iedere 
8 > 0, een <>(8) zo dat If(x) - f(e)1 < 8 als Ix - el < <>(8). Kies nu voor die 8 het 
getalf(e), (dat kan omdatf(e) > 0), dan is er dus een <>1> zodanig dat If(x) - f(e)1 < 
< fee) als XE (e - <>1> e + <>1), d.w.z. f(x) ligt dan op het interval (0, 2f(ç». Op 
het interval (e - <>1> e + <>1) geldt dus f(x) > 0. 
Indien fee) < ° en f continu in x = e, geldt evenzo dat er een omgeving van eis, 
waarop f(x) < ° is. 
Analoog bewijst men: als f rechts- (resp. links) continu is in e en fee) > 0, dan is 
er een rechter (resp. linker) omgeving van e, waar fee) > 0. Vanzelfsprekend kan 
men in deze laatste zin fee) > ° vervangen door fee) < 0. 

Bewijs van de stelling van Weierstrasz: 

Beschouw de verzameling Vvan de getallen x, waarvoor geldt I) x E [a, bl, 2)f(x) < 0. 
Deze verzameling is naar boven begrensd, want op V geldt: x ~ b. V heeft dus een klein
ste bovengrens e. We kunnen aantonen e =ft a en e =ft b, dus e E (a, b). Immers als 
e = a, dan zal, omdat f(a) < 0, er een rechteromgeving zijn van e, waar geldt 
f(x) < 0, maar dan is e geen bovengrens van V. Verder: als e = b, dan zal, omdat 
feb) > ° er een linkeromgeving zijn van b, waar geldt: f(x) > 0, maar dan is e niet 
de kleinste bovengrens van V. Derhalve e E (a, b). We tonen nu aan: fee) = 0. 
Als immers fee) < 0, dan is er een interval (e - <>, e + <», waar geldt: f(x) < 0; 
dit houdt in dat ook op (e, e + <» nog punten liggen van V, maar dat is in tegen
spraak met de onderstelling dat e bovengrens is van V. Ook fee) > ° is uitgesloten, 
daar er dan een interval (e - <>, e + <» is, waar geldt f(x) > 0; dit houdt in dat op 
(e - <>, e) punten liggen die niet tot V behoren, maar dat is in tegenspraak met 

Fig. 16 Fig. 16a 
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de onderstelling dat e de kleinste bovengrens is. Aangezien één van de volgende 
uitspraken geldt: fee) = 0, fee) > ° of fee) < 0, moet dus f(c) = ° (zie fig. 16). 

Opmerkingen: 

De stelling van Weierstrasz gaat onveranderd door, indien f(a) > 0 en feb) < o. 
is. Men behoeft slechts f* met f*(x) = - f(x) te beschouwen. 

2 De eis dat f continu is in het gesloten interval, is noodzakelijk. De stelling geldt 
nl. niet in een open interval. Zo is bijv. de functie f: x 1-+ I/x voor x =F 0, 
f(O) = -1, gedefinieerd op het gesloten interval [0, 1], continu in het links open 
interval (0, 1], terwijl voor geen enkel punt van (0, 1] f(x) = ° is. 

Een onmiddellijk gevolg van de stelling van Weierstrasz is de zg. tussenwaarde
stelling. 

Tussenwaardestelling 

Is I continu in het gesloten begrensde interval [a, b],f(a) = A,/(b) = B, CE (A, B), 
dan is er minstens één punt CE (a, b), waarvoor geldt I(e) = C. 

Bewijs: 

We nemen B > A (fig. 17). De functie ({J, gedefinieerd door ((J(x) = f(x) - C, is 
continu in [a, b], ({J(b) = B - C > 0, ({J(a) = A - C < O. 
Volgens de stelling van Weierstrasz is er dus een CE (a, b), waarvoor ((J(e) = o. 
Bijgevolg is f(c) - C = 0, d.w.z. f(c) = C. 

Opmerking: 

Indien B < A is, verloopt het bewijs op dezelfde wijze. 

Fig. 17 
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15 Het differentiaalquotiënt 

Om een overzicht van het verloop van een functie f te krijgen maakt men vaak een 
grafiek op een rechthoekig assenstelsel, door bijeenhorende getallenparen (x, f(x» 
als punten af te zetten. Een nauwkeuriger beeld verkrijgt men door in de gevonden 
punten ook eventuele raaklijnen te construeren. Een raaklijn is op te vatten als grens
geval van een koorde. 
Laat f gedefinieerd zijn in een omgeving van a en laat a + h in die omgeving liggen. 
Door een punt A (a, f(a» (fig. 18) en een 'naburig' punt B (a + h, f(a + h», waarbij 
h ook negatief mag zijn, trekt men de koorde AB. De richtingscoëfficiënt van die 
koorde vindt men uit: 

BC fCa + h) - f(a) 
tan p = -A-C = ---h---

Neemt men Ihl steeds kleiner, dan zal bij de grafiek van vele functies de koorde een 
limietstand aannemen, waarbij de richting bepaald wordt door: 

tan IX = lim tan f3 = lim [(a + h) - [(a) 
11-+0 h-.O h 

De limiet, zo deze bestaat, wordt het differentiaalquotiënt (DQ) genoemd van de 
functie f in x = a en bijv. geschreven als I'(a). 

Definitie 

I'(a) = lim f(a + h) - ICa) 
h-+O h 

Heeft een functie een DQ in x = a, dan noemt men de functie differentieerbaar in 
x = a. 
De hoek IX bepaald door tan IX = I'(a) is de hoek die de raaklijn insluit met de positieve 
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richting van de x-as; wij zullen voor IX steeds de hoek nemen gelegen tussen - 17t 
en !7t. 
Men gebruikt verschillende symboliek voor het aanduiden van het DQ. In plaats 
van h, de toeneming of differentie van x, gebruikt men vaak het symbool /:ix (lees: 
delta x), de toeneming van de functie d.i. J(a + h) - J(a) wordt dienovereenkomstig 
met Ay aangeduid. Het quotiënt: 

/:iy 

/:ix 

J(a + h) - J(a) 

h 
J(a + /:ix) - J(a) 

/:ix 

noemt men het differentiequotiënt van de functie voor x = a, behorende bij de aan
groeiing h (= A x) van x. De limiet van /:i y / /:ix als /:ix -+ 0, het differentiaalquotiënt, wordt 

ook geschreven als : (lees: dé y dé x), eventueel met index x = a, aldus: 

(dY) = lim J(a + h) - J(a) 

dx %=a h-+O h 

Stelt men a + h = x, waaruit volgt h = x - a, dan kan men het DQ ook schrijven 
als: 

(dY) = I'(a) = lim J(x) - J(a) 
dx %=a %-+a X - a 

Is er geen dubbelzinnigheid mogelijk dan schrijft men i.p.v. dy ooky' (lees: y-accent), 
dx 

of Dy, eventueel met index. 

De naam differentiaalquotiënt is misleidend. Men zou geneigd zijn het DQ op te 
willen vatten als quotiënt van twee differentialen, die wij alsnog niet kunnen definiëren. 
Later (par. 26) komen we hierop terug. 

Differentiaalquotiënten komen op ieder gebied van de toegepaste wiskunde voor. Wij 
noemen slechts de volgende begrippen: 

snelheid bij een rechtlijnige beweging: v = lim /:is; 
41-+0 /:it 

/:iv 
versnelling bij een rechtlijnige beweging: a = lim -; 

41-+0 /:it 

stroom bij een bewegende lading: I = lim /:i
Q ; 

41-+0 /:it 

/:iF 
druk in een punt: p = lim -; 

4.4. .... 0 /:iA 
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veldsterkte in een punt: E = - lim -. 

&,s .... O As 

We laten een voorbeeld volgen.van het schetsen van een eenvoudige kromme (fig. 19): 

y = f(x) = x 3 
- 3x 

f(a + h) - f(a) 

h 

(a + h)3 - 3(a + h) - a3 + 3a 

h 

= 3a2 + 3ah + h2 
- 3 

I'(a) = lim (3a2 + 3ah + h2 
- 3) 

h .... O 

= 3(a - l)(a + I) 

We vinden dus: 

f(O) = 0, 
1'(0) = -3, 

f(3) = 18, 

1'(3) = 24, 

f(l) = -2, 
1'(1) = 0, 

f( -1) = 2, 
1'( -1) = 0, 

f(2) = 2, 
1'(2) = 9, 

f(-2) = -2, 
1'( -2) = 9. 

Snijpunten van de grafiek van f met de x-as volgen uit: 

x 3 
- 3x = 0 

=> x(x
2 

- 3) = ° 
=> Xl = 0, X2 = ../3, X3 = -../3. 
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In de punten P (1, - 2) en Q ( - 1, 2) heeft de kromme een horizontale raaklijn. In 
onze figuur zijn P en Q relatief laagste en hoogste punten. 

16 Verband tussen continuïteit en differentieerbaarheid. De afgeleide 
functie. Hogere afgeleiden 

Stelling 

Is de functie f differentieerbaar in x = a, dan is ze continu in x = a. 

Bewijs: 

f(a + h) - f(a) = h. f(a + h) - f(a) 
h 

(h =F 0) 

lim {f(a + h) _ f(a)} = lim h. f(a + h) - f(a) = limh'lim f(a + h) - f(a) 
h-+O h-+O h h-+ 0 h-+ 0 h 

= O-j'(a) = 0 
Dus geldt: 

limf(a + h) = f(a) 
h-+O 

hetgeen de definitie van continuïteit is in x = a. 

Opmerking: 

Het omgekeerde van de stelling is niet juist; het differentieerbaar zijn van een functie 
is een verdergaande eigenschap dan de continuïteit. Zo is de functie f, gedefinieerd 
door f(x) = lxi continu in alle x, maar niet differentieerbaar in x = 0 (fig. 20). 
Immers: 

lim f(x) - f(O) = Iim ~ = 1 
"'lO x "'lO x 

Fig. 20 

y 

t 
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terwijl 

lim I(x) - 1(0) = lim~ = -1 
xtO x xtO X 

D 1·· ... l··k d 1· I(x) - 1(0) b . eze Imleten ZIJn met ge IJ, us tm estaat met. 
X"" 0 x - 0 

We bezien de definitie van differentieerbaarheid nog eens nader. Laat I een functie 
zijn, gedefinieerd in een omgeving Q van a. Volgens par. 15 is I differentieerbaar 

. . d· ti I(x) - I(a) b W d d ti· I'() In X = a, In Ien m estaat. e noem en eze mIet a . 
x .... a X - a 

... I(x) - I(a) . b·· ath k Ii·k (h difli . .M) Het quotIent IS, IJ vaste a, an e ~ van x et erentIequotIent , 
x-a 

en is niet gedefinieerd voor x = a. We definiëren nu een functie cp op Q: 

((J(x) = I(x) - I(a) (x :f: a), ((J(a) = I'(a) 
x-a 

en zien dat, indien I differentieerbaar is in x = a, de functie lp continu is in x = a. 
De functie lp is, ruwweg gezegd, het "continu gemaakte" differentiequotiënt. We 
hebben dus: 

Als I differentieerbaar is in x = a, dan bestaat er een functie ((J, continu in x = a, 
zodanig dat: 

I(x) - I(a) = (x - a)lp(x) 

Omgekeerd geldt: 
Indien er een functie cp bestaat, continu in x = a met de eigenschap dat/(x) - I(a) = 
= (x - a)cp(x), dan is I differentieerbaar in x = a met als afgeleide cp(a). Immers 
dan geldt: 

I(x) - I(a) 
lim . = Iim lp(x) = cp(a). 
x .... a X - a x .... a 

Men kan dus de definitie van differentieerbaarheid ook aldus formuleren: 
Een functie I, gedefinieerd in een omgeving Q van a, is dan en slechts dan differentieer
baar in x = a, indien er in Q een in a continue functie cp bestaat zodanig dat: 

I(x) - I(a) = (x - a)cp(x) 

Het voordeel van deze definitie is dat deze gegeneraliseerd kan worden voor functies 
van meer veranderlijken (zie ook par. 139). 

Men kan eenvoudig nagaan dat deze definitie van differentieerbaarheid gelijkwaardig 
is met de volgende definitie. 



Een functie J, gedefinieerd in een omgeving Q van a, is dan en slechts dan differentieer
baar in x = a, indien er een constante A en een van x afhankelijke grootheid e bestaan, 
zodanig dat in Q geldt: 

f(x) - f(a) = (x - a)A + e(x - a) 

waarbij e ~ 0 indien x ~ a. 
Het is uit het voorgaande duidelijk dat A = cp(a) = I'(a). 

Als I differentieerbaar is in ieder punt van een interval Q, dan kan men in Q een 
nieuwe functie I' definiëren door aan x E Q toe te voegen het differentiaalquotiënt 
van j in x. I' is dus gedefinieerd als 

1': x 1-+ f'(x) 

waarin: 

I'(x) = lirn I(x + h) - I(x) 
h .... O h 

Men noemt I' de afgeleide functie of kortweg afgeleide. 
Is f' zelf weer differentieerbaar in x = a, dan noemt men de limiet: 

. f'(a + h) - I'(a) 
hm h 
h .... O 

de tweede afgeleide van I in x = a, en stelt deze voor door I"(a). 
Is I tweemaal differentieerbaar in het interval Q, dan kan men een functie I" de
finiëren in Q: 

j": x 1-+ j"(x) 

waarin: 

I"(x) = lirn I'(x + h) - I'(x) 
h .... O h 

Men noemt I" de tweede afgeleide functie, kortweg de tweede afgeleide. 

Voor I"(x) schrijft men ook wel d2~, of als men schrijft y = j(x): d2~ of y". 
dx dx 

Zo kan men in het algemeen invoeren de nde afgeleide functie of ndc afgeleide 

j(n): x 1-+ j(n)(x) 

waarin: 
j(n-l)(x + h) _ j(n-l)(x) 

j(n)(x) = lim --------
h .... O h 

(n = 1,2,3, ... ) 
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indien deze limiet bestaat. Met j(O) wordt dan de functie j zelf bedoeld Voor 
dnj dny 

j(n)(x) schrijft men ook __ -- of y(n). 
d~'d~ 

17 Regels voor het differentiëren 

Zijn u en v functies, die op een interval Q gedefinieerd zijn en in x E Q differentieer
baar zijn, dan bestaan er eenvoudige regels voor het differentiëren van de som, het 
verschil, het produkt en het quotiënt van deze functies. Ze zijn hieronder in formule
vorm vermeld, en wel met twee notaties. Bij de ene notatie wordt het DQ van een 

functie j voorgesteld door dj , bij de andere wordt de afgeleide functie van f aan
dx 

gegeven door DJ. Hierin is D de zg. differentiaaloperator. 

d(u + v) du dv 
=-+- D(u + v) = Du + Dv (17.1) 

dx dx dx 

d(u - v) du dv 
=--- D(u - v) = Du - Dv (17.2) 

dx dx dx 

d(cu) du 
D(cu) = cDu (17.3) -d- = c- (c constant) 

x dx 

d(u·v) du dv 
D(u·v) = vDu + uDv (17.4) -- = v(x)- + u(x)-

dx dx dx 

u du dv 
d - v(x) dx - u(x) dx d: {v(x)} 2 ,v(x):;éO D(:)= VDU~UDV (17.5) 

De bewijzen van bovenstaande regels zijn eenvoudig te vinden uitgaande van het 
differentiequotiënt onder toepassing van de limietregels van par. 10. 

Bewijs van (17.1): 

Stel u + v voor door j, dan geldt: 

Dus: 

j(x + h) - j(x) 

h 

= 

u(x + h) + v(x + h) ~ {u(x) + v(x)} 

h 

u(x + h) - u(x) v(x + h) - v(x) 
h + h 

dj . j(x + h) - j(x) 
- = lim ------,.---
dx ""'0 h 
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=lim +-----· {U(X + h) - u(x) v(x + h) - v(x) } 

h~O h h 

· u(x + h) - u(x) . v(x + h) - v(x) 
= lim + lim -----

h~O h h~O h 

zodat: 

d(u + v) du dv 
-dx-- = -dx- + -dx-

Het bewijs van (17.2) verloopt geheel analoog. 

Bewijs van (17.3): 

Stel cu voor door J. dan geldt: 

Dus: 

f(x + h) - f(x) cu(x + h) - cu(x) 

h h 

u(x + h) - u(x) 
= C' ----,---

h 

dj . J(x + h) - J(x) 
-=lim-----
dx h~O h 

· u(x + h) - u(x) 
= lim C· --~---

h-+O h 

. u(x + h) - u(x) 
= c'lim -----

h-+O h 

zodat: 

d(cu) du 
--=c-

dx dx 

Bewijs van (17.4): 

We stellen U' v voor door J. dan geldt: 

f(x + h) - f(x) u(x + h)'v(x + h) - u(x)'v(x) 
-----=---------

h h 

u(x + h)'v(x + h) - u(x)·v(x + h) + u(x)'v(x + h) - u(x)·v(x) 

h 

u(x + h) - u(x) v(x + h) - v(x) 
= v(x+h)' + u(x)·----

h h 
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De functie v is differentieerbaar, dus continu in x; derhalve: 

lim v(x + h) = v(x) 
h-+O 

zodat: 

Dus: 

dj . J(x + h) - J(x) 
-=lim-----
dx h-+O h 

li (+ h) 1
· u(x + h) - u(x) + () li . v(x + h) - v(x) = mvx ·lm ux· m-----

h-+O h-+O h h-+O h 

d(u-v) du dv 
-- = v(x)·- + u(x)·-

dx dx dx 

Bewijs van (17.5): 

u 
We stellen - voor door J (daar waar v(x) #: 0). Volgens de stelling over continue 

v 
functies uit par. 14 bestaat er dan een volle (niet gereduceerde) omgeving Q van x, 
waarin v de waarde 0 niet aanneemt. We kiezen nu h zodanig dat x + hE Q. Dan 
geldt: 

J(x + h) - J(x) = ~{u(X + h) _ U(X)} 
h h v(x+h) v(x) 

1 u(x + h)·v(x) - u(x)·v(x + h) =_.-------------
h ' v(x + h)·v(x) 

= ~{U(X + h)·v(x) - u(x)·v(x) + u(x)·v(x) - u(x)·v(x + h)} 

h v(x + h)·v(x) 

u(x + h) - u(x) v(x + h) - v(x) 
v(x)· h - u(x)· h 

v(x + h)·v(x) 
zodat: 

dj . J(x + h) - J(x) 
-=lim-----
dx h-+O h 

du dv 
v(x) ~ - u(x) ~ 

{v(x)} 2 

waarmede (17.5) is bewezen. 

60 



De regels (17.1) en (17.4) zijn door volledige inductie uit te breiden. Zijn UI'" un 

differentieerbare functies van x, dan is: 

of in verkorte notatie: 

n n 

DL Uk = L DUk 
k= 1 k= 1 

Verder is: 

D(U1 • UZ' U3 '" Un) :., ~DUI)UZU3 ••• Un + UI (DUZ)U3 ••• Un + 
+ u1uzD(u3) ••• Un + ... + U1UZU3 •.• (DUn) 

(17.6) 

(17.7) 

Onderstelt men dat Uk de waarde nul niet aanneemt (k = 1 ... n), dan is (17.7) in 
verkorte notatie te schrijven als: 

n 

D TI Uk 
k=l 
n 

(regel van Leibniz) (17.8) 

Uit (17.7) volgt in het bijzonder als alle functies Uk hetzelfde zijn, dus alle voor te 
stellen door u: 

(n geheel > 0) (17.9) 

18 Differentiaalquotiënten van rationale functies 

Kiezen we als f de constante functie met f(x) = c, dan geldtf(x + h) - f(x) = 0, dus 

lim f(x + h) - f(x) = 0, dus f'(x) = ° Vx. 
h"'O h 
Is f de identieke functie, dus I(x) = x, dan geldt I(x + h) - I(x) = h, dus 

1· I(x + h) - I(x) 1 D ' 1 . k d' d' . . D fi k . 1m = . 11 aatste IS meet un 19 nect m te ZIen. e gra e IS 
h"'O h 
een rechte die met de positieve x-as een hoek in insluit, en tan in = 1. 
Uit (17.9) volgt voor u = x: 

dx" __ = nxn - 1 

dx 
(n geheel > 0) (18.1 ) 

Met behulp van (18.1) en de regels voor het differentiëren is de afgeleide te bereke
nen van iedere rationale algebraïsche functie. 
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Voorbeeld 1 

Bepaal f'(x) als: 

f(x) = 3x2 
- 2x + 5 

Oplossing: 

f'(x) = 3·2x - 2·1 + 5·0 

= 6x- 2 

Voorbeeld 2 

Bepaal f'(x) als: 

3x- 2 
f(x) = 2x + 3 

Oplossing: 

(x #= -1) 

(2x + 3)·3 - (3x - 2)·2 
f'(x) = (2x + 3)2 

13 
= ----:-

(2x + 3)2 

Voorbeeld 3 

Bepaal f'(x) als: 

1 
f(x) = x-n =-

~ 

Oplossing: 

(n geheel > 0) 

~·o _l·~-l 
f'(x) = 2n 

X 

= 

= _nx-n - 1 

Opmerking: 

De uitkomst van voorbeeld 3 laat zien dat (18.1) ook toe te passen is als n geheel 
maar negatief is. 
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Fig. 21 

Fig. 22 

19 Het begrip booglengte bij een cirkel. Radiaal. Goniometrische functies 

Om het begrip booglengte bij een cirkel te definiëren, veronderstellen we het begrip 
lengte van een recht lijnsegment als bekend. Op de boog AB (fig. 21) van een cirkel 
nemen we een stel tussenpunten Al' A2, ••• , An aan. De lengte van het gebroken 
lijnstuk AAl" .AnB stellen we L. 
Vergroten we het aantal tussenpunten, dan is de lengte L' van het nieuwe lijnstuk 
groter dan L. Dit volgt uit de driehoeksongelijkheid: een zijde van een driehoek is 
kleiner dan de som der beide andere zijden. 
We construeren nu een omgeschreven gebroken lijnstuk door in de punten A, Ah 
A2' ... , Am B de raaklijnen te trekken (fig. 22). Stellen we de lengte van dit lijnstuk M, 
en vergroten we het aantal tussenpunten, dan blijkt uit de driehoeksongelijkheid dat 
de lengte M' van het nieuwe lijnstuk kleiner is dan M. We bewijzen nu de volgende 
eigenschap. 

Eigenschap 

De lengte van ieder ingeschreven gebroken lijnstuk is kleiner dan de lengte van een 
willekeurig omgeschreven gebroken lijnstuk met dezelfde eindpunten. 

Bewijs: 

In fig. 23 stellen de punten A, Al ... B de hoekpunten voor van een willekeurig inge
schreven lijnstuk, de punten A, Bl , B2 ••• Bm B de raakpunten van een of ander om
geschreven lijnstuk. We construeren nu een nieuw ingeschreven lijnstuk door de 
punten Bh B2 enz. als tussenpunten toe te voegen. De lengte L' van het nieuwe 
lijnstuk is groter dan de lengte L van het oorspronkelijke, wat hierboven bewezen is. 
We construeren verder een nieuw omgeschreven lijnstuk door de punten Ah A2 enz. 
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Fig. 23 

als raakpunten toe te voegen. De lengte M' van het nieuwe omgeschreven lijnstuk is 
kleiner dan de lengte M van het oorspronkelijke. Verder blijkt uit de figuur dat 
L' < M' (driehoeksongelijkheid). Uit L < L', M' < M en L' < M' volgt L <. M. 
De ongelijkheid L < M geldt, ongeacht hoe groot men het aantal tussenpunten van 
het ingeschreven lijnstuk ook neemt. 

De getallen die de lengten van de ingeschreven gebroken lijnstukken tussen twee 
punten -Voorstellen, vormen een oneindige verzameling {L} van getallen met de 
eigenschap dat ieder getal kleiner is dan of gelijk aan een vast getal M. De verzame
ling {L} is dus begrensd, en M is een bovengrens. Volgens par. 4 bezit dus deze ver
zameling een kleinste bovengrens. 

We definiëren nu als booglengte (s) van de boog AB (fig. 21), de kleinste bovengrens 
van de verzameling getallen {L}, die lengten voorstellen van ingeschreven lijnstukken 
tussen A en B. 

s = sup {L} 

Hieruit volgt dat L ~ s, hier zelfs L < s. Verder is s als kleinste bovengrens kleiner 
dan elke andere bovengrens, dus s < M, zodat: 

L<s<M 

Als eenheid van hoek gebruikt men in de "hogere" wiskunde steeds de radiaal. 

Definitie 

Een radiaal is de grootte van een hoek die, als middelpuntshoek van een cirkel be
schouwd, op een boog staat, waarvan de booglengte gelijk is aan de straal van de cirkel. 

360° 
Een hoek van 360° bevat dus 21t radialen en 1 radiaal = -- ~ 57°17'45". 

21t 

Om een eenvoudige voorstelling van de sinusfunctie, dus I(x) = sin x (x in radialen) 
te verkrijgen, nemen we voor de getallenlijn van x een cirkel met straal 1, waarbij 
we als nulpunt een willekeurig punt 0 kiezen en als eenheidspunt het punt E zodat 
OE de booglengte 1 heeft (fig. 24). LEO'O is dan juist 1 radiaal. De gehele cirkel-
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Fig. 24 

omtrek komt dan overeen met het interval [0, 21t]. Als getallenlijn voor de functie
waarden y nemen we de middellijn O'E' evenwijdig aan de raaklijn in O. Als een
heidspunt op de y-rechte kiezen we het snijpunt E' met de cirkel dat aan dezelfde 
kant van 0' ligt als E van O. De projectie van de punten van de cirkel op de middel
lijn geeft de toevoeging x 1-+ y (= sin x). Het functiewaardengebied is het interval 
[-1,1]. 
Door middel van deze voorstelling "ziet" men onmiddellijk dat de sinusfunctie 
continu is in alle x van [0, 21t]. Uit een omgeving Qy van sin x vindt men immers 
direct door projecti~ de bijbehorende omgeving Q" van x. In fig. 24 verkrijgt men 
z (= cos x) door projectie op de middellijn 0'01. O'E'. De toevoeging van een 
omgeving Q" aan een omgeving Qz van cos x geschiedt als bij de sinus door pro
jectie. Het is duidelijk dat ook de cosinusfunctie continu is in [0,21t]. 
Daar de sinus- en de cosinusfunctie periodieke functies zijn, sin 21t = sin 0, 
cos 21t = cos 0, zijn deze functies continu in alle x. Uit deze continuïteit volgt de 
continuïteit van de functies: 

X 1-+ tan x = sin x/cos x 

x 1-+ cot x = cos x/sin x 

{x =F (n + !)1t} 

(x =F n1t) 

Als toepassing van het bovenstaande leiden wij op aanschouwelijke wijze een limiet 
af, die de grondslag is van de berekening van de afgeleiden der goniometrische 

. functies, nl.: 

sin a: 
lim-- = I 
«-+0 a: 

Afleiding: 

Volgens het hierboven behandelde is in fig. 25 de koorde AB kleiner dan de boog AB, 
en deze laatste is als kbg kleiner dan AC + CB. Stelt 2a: de middelpuntshoek AOB 
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A 

o c 

B 

Fig. 25 

voor, dan is dus: 

2r sin a < 2ra < 2rtana (0 < a < -i1t) 

Na deling door 2r sin a (a #- 0) volgt: 

of: 

a 1 
1<--<-"-

sin a cos a 

sin a 
cosa< -- < 1 

a 
(a =1= 0, lal < -i1t) 

De ongelijkheid (19.2) is ook geldig voor a < 0, omdat: 

sin (-a) sin a 
=--

-a a 

De cosinusfunctie is continu in x = 0, dus is: 

lim cos a = cos 0 = 1 
«-+0 

(19.1) 

(19.2) 

Hieruit en uit (19.2) volgt onder toepassing van de insluitingsstelling van par. 10: 

sin a 
lim-- = 1 
«-+0 a 

Opmerkingen: 

(19.3) 

1 Deelt men de beide leden van de ongelijkheid (19.1) door 2r tan a, dan volgt: 

a 
cosa<-- < 1 

tana 

of: 

tan a 1 
1<--<--

a cos a 
(a =1= 0, lal < -i1t) 

Voor a -+ 0 volgt uit (19.4) en lim cos a = 1: 

tana 
lim-- = 1 
«-+0 a 

(19.4) 

(19.5) 



We kunnen (19.2) en (19.4) samenvatten tot: 

sin (X tan (X I 
cos (X < -- < I < --<-- «(X =ft 0, IIXI < !1t) tI9.6) 

(X (X cos (X 

d sin x 
2 De limiet (19.3) is niet anders dan voor x = O. Is nl. f(x) = sin x, dan is: 

dx 

sinh-sinO sinh 
1'(0) = lim = lim -- = 1 

h .... O h h .... O h 

Analoog hieraan is (19.5): 
d tanx 

dx 
voor x = o. 

20 De afgeleiden van goniometrische functies 

Is f de sinusfunctie, dus: 

f(x) = sin x, dan is f'(x) = cos x 

Bewijs: 

f(x + h) - f(x) 

h 

sin (x + h) - sin x 

h 

sin!h 
= 2 cos (x + !h)·-h-

sin !h 
f'(x) = limcos (x + !h)·lim~h 

h .... O h .... O ~ 

= cos x 

Is f de cosinusfunctie, dus: 

f(x) = cos x, dan is f'(x) = - sin x 

Bewijs: 

. f(x + h) - f(x) 

h 

cos (x + h) - cos x 

h 

sin !h 
= -2 sin (x + !h)·-

h 

sin!h 
f'(x) = - lim sin (x + !h)·lim--

h .... O h .... O !h 

= -sinx 

(20.1) 

(20.2) 
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Is f de tangensfunctie, dus: 

1 
f(x) = tan x, dan is f'(x) = --2 -

COS X 

Bewijs: 

(x =1= (2k + 1)t1t) 

Voor cos x =1= 0, d.i. voor x =1= (2k + 1)t1t is: 

sin x 
tanx =-

cos x 

Toepassing van (15.5) geeft: 

cos X'cos x - sin x (- sin x) 
f'(x) = -----C-O-S-=2-X-~----=--

cos 2X + sin 2X 
= ---".----

cos 2x 

1 
= cos 2x 

Is f de cotangensfunctie, dus: 

-1 
f(x) = cot x, dan is f'(x) = -.-2 -

sm x 

Bewijs: 

Voor sin x =1= 0, d.i. voor x =1= k1t is 

cos x 
cotx=-

sin x 

Toepassing van (17.5) geeft: 

sinx(-sinx) - cosX'cosx 
f'(x) = --~--si-n-=-2x----

= 
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- sin 2X - cos 2X 

sin 2X 

-1 

sin 2X 

(x =1= k1t) 

(20.3) 

(20.4) 



Opmerking: 

De grafiek van de sinusfunctie, dus J(x) = sin x snijdt de x-as in punten, waarvoor 
sin x = O. = x = krt. Voor deze punten is f'(x) = cos x = cos krt = (-1)\ dus 
f'(krc) = (-lt. 
Omdat f'(x) de tangens is van de hoek die de raaklijn insluit met de positieve rich
ting van de x-as, heeft deze hoek in de snijpunten de grootte ± !-rt. Op soortgelijke 
wijze blijkt dat ook de grafieken van de functies, gedefinieerd door J(x) = cos x, 
J(x) = tan x en J(x) = cot x de x-as snijden onder hoeken van !-rt of -!-rt. Dit 
geldt slechts bij de keuze van een radiaal als hoekmaat. 

21 Limieteigenschappen van samengestelde functies 

Laat J een functie zijn, gedefinieerd op een interval (Cl, P), met waardenverzameling 
D, dus : 

D = {f(x) Ix E (Cl, P)} 

Stel g is een functié, gedefinieerd op D. We kunnen nu uit J en g een nieuwe functie 
afleiden, de samengestelde functie geheten, notatie goJ, die gedefinieerd is op (Cl, P), 
aldus: 

go J(x) = g[J(x)] 

Voorbeeld 1 

De functie J: x 1-+ 1 + sin2 x is gedefinieerd op de gehele getallenrechte, met waar

denverzameling [1,2]. Op [1,2] is een functie g: y 1-+ ../1 + y2 gedefinieerd. De 
functie g 0 f is dan op de gehele getallenrechte gedefinieerd door: 

goJ(x) = ../1 + (1 + sin2 
X)2 

In fig. 26 is een en ander aanschouwelijk voorgesteld: 

We stellen nu het volgende probleem. Als limJ(x) = A en lim g(y) = B, zal dan 
gelden: x-+a y-+ A 

lim g 0 J(x) = lim g[f(x)] = lim g(y) = B? 
x-+a x-+a y-+A 

Fig. 26 

{z} 
gof(xJ=g[f<xJ] 

gOft!n 
{Yl 

{x} 
a x {J 
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We lichten deze vraag toe met het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 2 

Als 
. 

1 _ ( sin x x )2 
sin x 

gevraagd wordt hm , kan men dan redeneren: stel -- = y, 
x->O sin x x 

1---
x 

dus als x -+ 0, dan y -+ 1, en de gevraagde limiet zal zijn: 

( sinxy 1- -- I _ y2 x 
lim = lim 
x->O sin x .)1->1 l-y 

1---
x 

= lim (l + y) = 2? 
)1-> 1 

Dat de vraag bij het gestelde probleem niet altijd bevestigend kan worden beant
woord, blijkt uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 3 

. sin ( x sin ~) 
Gevraagd wordt lim Volgens de voorgaande redenering stellen we 

x->O • 1 
xsm

x 
1 1 sin y 

x sin - = y, en merken op: lim x sin - = ° en lim -- = 1, zodat zou gelden: 
x x'" 0 X )1->0 Y 

sin (x sin ~) . 
x smy 

lim ----'------'- = lim -- = 1 
x->O • 1 )1->0 y 

xsm-
x 

Dat deze redenering onjuist is, ziet men onmiddellijk, daar in iedere omgeving van 

sin (x sin~) 
1 x 

x = ° de waarde van x sin - oneindig vaak nul wordt, en dus daar 
x 1 

niet gedefinieerd is. 
xsin

x 

Het antwoord op het gestelde probleem wordt gegeven door de volgende stelling. 
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Stelling 1 

Zij f gedefinieerd op een gereduceerde omgeving Q~ van a, en zij lirnf(x) = A, terwijl 
x-+a 

f(x) ::F A voor x E Q~. Zij verder g gedefinieerd op een gereduceerde omgeving Q~ 
van A, en zij lim g(y) = B. Dan geldt: 

y-+A 

lim g 0 f(x) = lim g[f(x)] = lirn g(y) = B (21.1) 
x-+a x-+a y-+A 

Bewijs: 

Daar lim g(y) = B, bestaat er bij iedere e > 0 een (jl(e), zo dat Ig(y) - BI < e als: 
y .... A 

(y E Q~) 

en daar limf(x) = A, bestaat er een (ji(jl)' zó dat If(x) - AI < c5 1 als 0 < Ix - al < c52 
x-+a 

(x E Q~). Wegens f(x) ::F A op Q~ geldt niet alleen If(x) - AI < c5 1, maar zelfs 
o < If(x) - AI < (jl' en dus bestaat er bij iedere e > 0 een c52 (e), zo dat 
Ig[f(x)] - BI < e als 0 < Ix - al < (j2' en dit is juist (21.1). 

Is g continu in y = A, dan geldt lim g(y) = g(A), en geldt de volgende stelling. 
y-+A 

Stelling 2 

Zij f gedefinieerd op een gereduceerde omgeving Q~ van a, en is limf(x) = A. Zij 
verder g continu in A, dan geldt: x-+a 

limgof(x) = g{limf(x)} (21.2) 
x-+a 

De nevenvoorwaarde dat f(x) ::F A voor x E Q~ vervalt, daar B aan A is toegevoegd, 
wegens de continuïteit van f in y = A. Neemt nl. g voor x ::F a de waarde A aan, 
dan wordt toch x door go f afgebeeld op een punt van de omgeving van B, nl. op 
B zelf. 
(21.2) wordt ruwweg aldus uitgedrukt: onder de voorwaarden v~n stelling 2 geldt: 
"de limiet van een functie is de functie van de limiet". 

Geldt bovendien nog dat f continu is in x = a, dan geldt: 

lim g 0 f(x) = lim g[f(x)] = g[lim f(x)] = g[f(a)] 
x-+a x-+a 

en dus de volgende stelling. 

Stelling 3 

Is f continu in x = a met f(a) = A, terwijl g continu ;s in y = A, dan is g 0 f continu 
in x = a. 
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Dit wordt ruwweg aldus uitgedrukt : "een continue functie van een continue functie 
is continu". 

sin x 1_y2 
In voorbeeld 2 is I(x) = --, g(y) = , a = 0, A = 1, B = 2. Verder 

x 1-y . 
bestaat er een gereduceerde omgeving van x = 0, waar I(x) =F 1, en g is gedefinieerd 
op een gereduceerde omgeving van 1. Wegens stelling 1 is het in voorbeeld 2 gegeven 
antwoord juist. 

Voorbeeld 4 

Bepaal: 

( 
SinX)3 lim 1+--

~ .... o x 

Oplossing: 
sin x 

Hier is I(x) = --, g(y) = (1 + y)3, a = 0, A = 1, B = 8. g is continu in 
x 

y = A = 1, dus volgens stelling 2 is: 

lim(1 + sinx)3 = (1 + lim SinX)3 = (1 + 1)3 = 8 
~ .... o x ~ .... o x 

Voorbeeld 5 

Bepaal: 

lim (1 + cos X)3 
~ .... o 

Oplossing: 
Nu is I(x) = cos x, g(y) = (1 + y)3; verder is I continu in x = 0, en g continu in 
y = A = 1. Dus volgens stelling 3 is: 

lim (1 + cos X)3 = (1 + cos 0)3 = 8 
~ .... o 

n Het differentiëren van een samengestelde functie. Kettingregel 

Laten I, g en de samengestelde functie g 0 I gedefinieerd zijn op een interval (a, b), 
dan geldt met betrekking tot de differentieerbaarheid de volgende stelling. 
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Stelling 

Als f differentieerbaar is in Xo E <a, b) en f(xo) = A, terwijl g differentieerbaar is 
in A, dan bestaat de afgeleide van de samengestelde functie g 0 f in xo, terwijl in Xo 
geldt: 

(g 0 I)' = (g' 0 f).1' 

dus: 

(gof)'(x) = g'{f(x)}·f'(x) 

Deze stelling staat bekend als de kettingregel. 

Bewijs: 

Volgens par. 16 is f differentieerbaar in xo, dan en slechts dan, indien er een in Xo 
continue functie <p bestaat, zo dat: 

I(x) - I(xo} = (x - Xo)· <p(X) (22.1) 

Evenzo is g differentieerbaar in A, dan en slechts dan, als er in A een continue functie 

'" bestaat, zo dat: 

g(y) - g(A) = (y.- A)· "'(y) (22.2) 

Uit (22.1) en (22.2) volgt, daar f differentieerbaar is in Xo en g differentieerbaar is 
in/(xo): 

g{f(x)} - g{f(xo)} = {f(x) - I(xo)}· "'{f(x)} = (x - xo)· <p(x)· "'{/(x)} (22.3) 

waarin <p continu is in Xo en '" continu is in A. Omdat I continu is in Xo en A = I(xo) 
is volgens par. 21 de functie '" 0 I continu in Xo. Het produkt van twee continue 
functies is weer een continue functie, dus is de functie X, gedefinieerd door X(x) = 
= <p(x)· "'{f(x)} continu in Xo en geldt: 

(22.4) 

Voor (22.3) is dus te schrijven: 

g{f(x)} - g{f(xo)} = (x - xo)· x(x) 

waarin X continu is in Xo. Dit betekent volgens par. 16 dat go I differentieerbaar is 
in Xo. Daar verder: 

( ) _ 1· g{f(x)} - g{f(xo)} _ 1im go I(x) - go I(xo) - ( I)'() 
X Xo - lm - - go Xo 

"'-+"'0 X - Xo "'-+"'0 X - Xo 

"'CA) = lim g(y) - g(A) = g'(A) 
Y-+Á y-A 
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en 

( ) - I' I(x) - I(xo) - 1'( ) q> Xo - lm - Xo 
x-+xo x- Xo 

volgt uit (22.4): 

(g of)'(xo) = g'(A)'f'(xo) = g'{f(xo)}'f'(xo) 

Als dit geldt voor alle Xo E (a, b), geldt op (a, b): 

(g 0 f)' = (g' 0 f)'f' 

Voorbeeld 1 

Bepaal F'(x) als de functie F is gedefinieerd door: 

F(x) = (x2 + 1)3 

Oplossing: 

(22.5) 

We vatten nu F op als een samengestelde functie go I, waarin I en g gemakkelijk 
zijn te differentiëren. We stellen daartoe I(x) = x 2 + 1 en g(y) = y3. Dan is 
f'(x) = 2x en g'(y) = 3y2, dus op grond van de kettingregel: 

F'(x) = g'{f(x)}-j'(x) 

= 3(x2 + 1)2'2x 

Voorbeeld 1 

Bepaal F'(x) als de functie F is gedefinieerd door: 

F(x) = sin 2x 

Oplossing: 

We stellen nu F = go I met I(x) = 2x en g(y) = sin y. Dan is: 

F'(x) = (cos 2x)'2 

= 2 cos 2x 

fot hetzelfde resultaat komt men ook door F(x) = sin 2x = 2 sin x cos x op te 
{atten als een produkt: 

F'(x) = 2 cos X'cos x + 2 sin x·( - sin x) 

= 2(cos 2X - sin 2X ) 

= 2cos2x 
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In het bovenstaande is y = I(x). Als we nu ook nog invoeren z = g(y), dan is ook 
z = g{f(x)} = go I(x). Wanneer men bij de notatie geen onderscheid zou maken 
tussen de functie I en de functiewaarde y, resp. tussen de functie g en de functie
waarde z, dan zou men (22.5) ook kunnen schrijven als: 

Het voordeel van deze schrijfwijze is dat men op deze manier de kettingregel gemak
kelijk kan onthouden. Met het hanteren van de regel in deze vorm is echter wel grote 

dz dz 
oplettendheid geboden. Zo is in - de "functie" z een geheel andere dar in -. 

dx dy 
Bijv. als I gedefinieerd is door I(x) = x 2 + 1, en g door g(y) = sin y, dan wordt in 
dz dz 

- de "functie" z gedefinieerd als z(y) = sin y, maar in - is de "functie" z be-
~ ~ 
paald door z(x) = sin (x2 + 1). 

De in het begin van deze paragraaf bewezen stelling is uit te breiden tot functies die 
uit meer dan twee functies zijn samengesteld. Is bijv.: 

F=hogol 

d.w.z.: 

F(x) = h[g{f(x)}] 

dan geldt, als aan de nodige voorwaarden voldaan is: 

F'(x) = h'[g{f(x)}]' g' {f(x)} -j'(x) 

of als we stellen y = I(x), z = g(y) en u = h(z): 

dF dh dg dl 
_=_'_0-
dx dz dy ~ 

of als we - slordig - in de notatie geen onderscheid maken tussen functie en functie
waarde: 

du du dz dy 
-=-'-'-
dx dz dy dx 

Het bewijs wordt geleverd door twee maal de kettingregel toe te passen. 

Voorbeeld 3 

Bepaal F'(x) als F is gedefinieerd door: 

F(x) = tan3 
--

(
X + 1) 
x-2 

x::j: 2, -- =1= - + k·1t ( 
x+l 1t ) 

X - 2 2 

7S 



Oplossing: 

We stellen hierin: I(x) = x + 1 , g(y) = tany en h(z) = Z3. Dus: 
x-2 

f'(x) = (x - 2) - (x + 1) 
(x - 2)2 

-3 
= (x - 2)2 

1 
g'(y) = cos2 Y 

h'(z) = 3Z2 

zodat: 1-3 

(X+l) '-2 
F'(x) = 3 tan

2 
x _ 2' (X + 1) (x - 2) 

cos2 --
x-2 

23 Linker- en rechterdifferentiaalquotiënt. Differentieerbaarheid in een 
interval 

Bestaat voor de functie I de linkerlimiet : 

lim I(x) - I(a) 

xt. x - a 

dan noemt men deze limiet het linker differentiaalquotiënt of de linker afgeleide in a. 
De functie heet dan links differentieerbaar in a. Evenzo noemt men de functie rechts 
differentieerbaar in a, indien de rechter afgeleide: 

lim I(x) - I(a) 

xl. x - a 

bestaat. 
Een functie I heet differentieerbaar in het open interval (a, b) als de functie diffe
rentieerbaar is in alle x van (a, b). 
Een functie I noemt men differentieerbaar in het gesloten interval [a, b], als de functie 
differentieerbaar is in (a, b), rechts differentieerbaar is in a, en links differentieer
baar in b. 
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Voorbeeld 

De functie f gedefinieerd door: 

1 
I(x) = x2 sin -

x 
(x :/= 0), 1(0) = 0 

is differentieerbaar in het interval < -1, I). Bewijs dit. 

Bewijs: 

Voor x :/= 0 geldt: 

f'(x) = 2x sin!.. + x2( cos !..) (- 1
2

) 
x x x 

1 1 
= 2x sin - - cos-

x x 

Uitgaande van de definitie van het differentiequotiënt vinden we voor x = 0: 

I(x) - 1(0) 

x-o 

Omdat: 

2 1 x sin--O 
x 

=-----x-o 
. 1 

=XSlD
X 

1 
limxsin- = 0 
x-+O X 

volgt 

1'(0) = tim I(x) - 1(0) = lim x sin ~ = 0 
x-+O X - 0 x-+O X 

De gegeven functie is dus differentieerbaar in < -1, I). 

Opmerking: 

De functie I' is niet continu in x = 0, want voor x -+ 0 heeft cos I/x geen limiet. 
Uit dit voorbeeld blijkt dat een functie die differentieerbaar is, dus zeker continu is, 
nog geen afgeleide behoeft te bezitten die continu is. 
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24 Primitieve functies 

Definitie 

Een primitieve functie F van een functie f is een functie, gedefinieerd door: 

F'(x) = f(x) 

Is bijv. f bepaald door f(x) = cos x, dan is de functie F, bepaald door F(x) = sin x, 
een primitieve functie, want F'(x) = cos x. Eveneens is de functie F + C (C is een 
willekeurige constante) een primitieve functie, daar C' = O. 
Omgekeerd geldt ook dat twee primitieve functies van een gegeven continue functie f 
slechts een constante kunnen verschillen. Het bewijs van deze bewering volgt later 
met behulp van de middelwaardestelling (zie par. 59). 
Op historische gronden kiest men de notatie J f(x)dx voor de klasse van alle functies 
die f tot afgeleide hebben. Als F een primitieve is van f, dan geldt dus: 

J f(x)dx = {F + CIC E IR} met F'(x) = f(x) (24.1) 

Vaak gebruikt men J f(x)dx niet om de hele klasse aan te geven, maar ter aandui
ding van een of andere representant van die klasse, waarbij men in het midden laat 
welke. Zo zegt men: 

J x 2 dx = F met F(x) = !x3 + C 

en laat in het midden welke C men kiest. Zou men echter de klasse bedoelen, dan 
zou men moeten schrijven: 

J x 2 dx = {FIF(x) = !X3 + C; CE IR} 

Verder zij nog opgemerkt, dat men, als men met J x 2 dx een representant bedoelt, 
formeel moet schrijven (daar een primitieve een functie is): 

J x 2 dx = F met F(x) = !X3 + C 

of: 

J x 2 dx: x 1-+ !x3 + C 

Wij zullen het formaliseren niet zo ver doorvoeren, en schrijven: 

J x 2 dx = !x3 

al zijn we er ons van bewust dat J x 2 dx een functie is, en !x3 een functiewaarde. 
We spreken daarom af, dat we in het vervolg, ter vermijding van verwarring en veel 
onnodig geschrijf, de notatie zullen gebruiken: 

J f(x)dx = F(x) 

zonder de constante te vermelden; F is hierbij een representant van de klasse weer
gegeven in (24.1). 
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Het bepalen van een primitieve functie noemt men integreren. Het symbool dx, dat feitelijk 

overbodig is, geeft aan dat x de zg. integratieveranderlijke is. I.p.v. "integreren" zegt men 
in dit verband ook wel "onbepaald integreren" of "primitiveren". 

Van enige eenvoudige functies is hieronder een primitieve vermeld. Ten overvloede 
zij nogmaals gemeld dat men dus alle primitieven van de betrokken functie verkrijgt 
door bij de genoemde primitieve een willekeurige constante op te tellen. Als de ge
geven functie daarbij is voorgesteld door f en de bedoelde primitieve door F, dan 

geldt: 

f(x) = I F(x) = x J Idx = x 

x"+1 f x"+1 f(x) = xn (n E 71., n #- -I) F(x) = - - x"dx =--
n + I n + 1 

f(x) = sin x F(x) = - cos x J sin x dx = - cos x 

f(x) = cos x F(x) = sin x J cos x dx = sin x 

1 
f(x)=--

cos2 x 
F(x) = tan x --- = tanx f dx 

cos2 
X 

I f~=-cotx f(x)=-.-' F(x) = - cot x 
sm2 x sin2 x 

In feite berust in deze gevallen het bepalen van F daarop dat men zich wel een functie 
F herinnert, waarvoor geldt F' = f. De juistheid van de primitieve volgt door deze 
te differentiëren. 

25 Het invoeren van een nieuwe veranderlijke 

Ter berekening van primitieven van functies van samengestelde aard is het vaak ge
wenst een nieuwe veranderlijke in te voeren. Stelt f een functie voor van x, en is F 
een primitieve van f, dan is dus: 

dF 
- =f(x) 
dx 

(25.1) 

Neem aan dat de variabele x afhangt van een variabele t, en wel aldus: x = <pet), 
waarbij <p differentieerbaar is in een interval. Dan geldt ook: 

F(x) = F{<p(t)} = F 0 <pet) 

Volgens de kettingregel geldt dan: 

dF 0 <p dF d<p d<p d<p 
-d:--t - = -dx- ·-d-t = f(x)·-d-t = Jo <P(t)·-d-t (25.2) 
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We hopen nu dat f 0 qJ(t)· dqJ zo eenvoudig is dat we een primitieve daarvan her
dt 

kennen, waardoor F 0 qJ, en dus ook F bekend wordt. 

Voorbeeld 1 

Bepaal een primitieve F van f, als: 

f(x) = (2x + 3)3 

Oplossing: d 
Stel 2x + 3 = t, dan is x = t(t - 3). Dus qJ(t) = t(t - 3) en -.5!... = t. Daaruit 
volgt: dt 

dFo lp 
--- = (2x + 3)3·t = tt3 

dt 

Hieruit ziet men gemakkelijk F 0 qJ(t) = it4, dus F{ qJ(t)} = it4 en F(x) = i(2x + 3)4, 
en dus geldt: 

J (2x + 3)3 dx = i(2x + 3)4 

Voorbeeld 2 

Bepaal een primitieve F van J, als: 

f(x) = cos .Jx 
.Jx 

(x> 0) 

Oplossing: d 
Stel .Jx = t, dus x = t2 = qJ(t), en -.5!... = 2t. Daaruit volgt: 

dt 

dF 0 qJ cos.Jx --- = ·2t = 2 cos t 
dt .Jx 

Hieruit vinden we F 0 qJ(t) = 2 sin t en dus F(x) = 2 sin .Jx, zodat: 

f cos.Jx 
.Jx dx = 2 sin.Jx 

Bij de substitutie x = qJ(t) gaat f als functie van x over in de functie f 0 qJ van t, 
immers f(x) = f{qJ(t)} = fo qJ(t). Stelt men fo qJ voor door f* en noemt men 
een primitieve van f (als functie van x) Pr,,{f(x)} en een primitieve van f* (als 
functie van t) Prt{f*(t)}, dan V91gt uit (25.1) en (25.2): 

Pr,,{f(x)} = prt{f*(t) ~~} 
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dF 
Immers: dx = j(x), dus F = Prx{f(x)}. Verder geldt: 

dF 0 ep dF dep dep dep 
dt = dx ·dt=j(x)dt=!*(t)dt 

dus: 

F{ep(t)} = prt{!*(t) ~~} 
of: 

16 Differentialen 

In par. 16 hebben we gezien dat een functie j differentieerbaar is in Xo, als 
j(xo + h) - j(xo) 

lim bestaat. Deze limiet hebben we f'(xo) genoemd. Er geldt dus: 
h--O h 

met e -+ 0 als h -+ 0, of wel: 

(26.1) 

Omgekeerd volgt uit par. 16 dat, als er een getal f'(xo) bestaat, zodanig dat (26.1) 
geldt met e -+ 0 als h -+ 0, j differentieerbaar is in xo. 
Uit (26.1) ziet men dat bij aangroeien van Xo tot Xo + h de toename van de functie
waarde gelijk is aan: 

[L\j(x)]x=xo = j(xo + h) - j(xo) = hf'(xo) + eh 

met andere woorden dat de aangroeiing van j(x) in eerste benadering hf'(xo) is. 
Algemeen geldt: 

L\j(x) = f'(x)L\x + eL\x 

De eerste term in het rechterlid noemt men de differentiaal vanj(x).'Notatie: 

dj(x) = f'(x)L\x 

dj(x) hangt dus af van twee veranderlijken x en L\x (zie fig. 27). 
(26.2) kan in verkorte vorm worden geschreven als L\j = dj + eL\x. 

(26.2) 

(26.3) 

Past men de definitie (26.3) van de differentiaal toe in het bijzonder op de identieke 
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M(x)= f(x+tJ.x)-f(x) 

tJ.x 

o x x+tJ.x _x 

Fig. 27. 

functie, dan verkrijgt men: 

dx = 1·t!.x 

De differentiaal van de identieke functie x 1-+ x is gelijk aan de aangroeiing van de 
veranderlijke x. 

(26.3) kan dus worden geschreven als: 

df(x) = f'(x)dx 

Deelt men beide leden door dx, dan verkrijgt men: 

df(x) = f'(x) 
dx 

waarin: 

df(x) 

dx 

niet het vroeger gedefinieerde differentiaalquotiënt voorstelt, maar het quotiënt van 
differentialen. Het symbool df/dx beeft dus een dubbele betekenis. 

De in par. 17 genoemde regels voor bet differentiëren luiden in differentiaalvorm : 

d(u + v) = du + dv 

d(u - v) = du - dv 
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d(cu) = cdu . (c constant) 

d(uv) = vdu + udv 

u vdu - udv 
d- = --c=--

V v2 

(26.6) 

(26.7) 

(26.8) 

Is du = dv, hetgeen betekent dat de afgeleiden van u en v naar een of andere para
meter gelijk zijn, dan zullen u en v slechts een constante verschillen en is dus 
u = v + c. 
Is U een primitieve van u, dus dU = udx, Veen primitieve van v, dus dV = vdx, 
en F een primitieve van u + v, dus dF = (u + v)dx, dan is: 

dF = (u + v)dx = udx + vdx = dU + dV = d(U + V) 

waarbij we gebruik hebben gemaakt van (26.4). Voor F geldt dus: 

F=U+V+C 

Dit betekent: 

Een primitieve van de som van twee functies is de som van primitieven van de functies. 

Uit (26.5) volgt op analoge wijze: 

Een primitieve van het verschil van twee functies is gelijk aan het verschil van primi
tieven van de functies. 

Uit (26.6) volgt: 

Vermenigvuldigt men een functie met een constante, dan wordt een primitieve flan die 
functie met dezelfde constante vermenigvuldigd. 

Een gevolg van (26.7) wordt in de volgende paragraaf behandeld. 

Enige vaak toegepaste differentiaalformules volgen hier: 

dx = d(x + C) 

x"dx = d (x"+1 + c) 
n + 1 

sin xdx = -d(cos x + C) 

cos xdx = d(sin x + C) 

dx 
--2- = d(tanx + C) 
cos x 

dx 
-.-- = -d(cotx + C) 
S102 X 

(n geheel =1= -1) 
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We laten thans enige voorbeelden volgen van het toepassen van differentialen. 

Voorbeeld 1 

Bepaal F(x) met F'(x) = I(x), als: 

I(x) = x cos x 2 

Oplossing: 

dF(x) = x cos x 2 dx = cos x 2'xdx 

Voor xdx kunnen we schrijven d(!X2) = !dx2, en als we x 2 = t stellen en F(x) = 

= F*(t) volgt: 

dF(x) = t cos x 2 dx2 

dus: 

dF*(t) = t cos tdt = td(sin t) 

Dus is: 

F*(t) = t sin t + C 

en dus: 

F(x) = t sin x 2 + C 

Voorbeeld:! 

Gevraagd F(x) met F'(x) = I(x), als: 

I(x) = sin3 x 

Oplossing: 

dF(x) = sin3 xdx = sin2 x'sin xdx 

Nu is sin xdx = -d cos x, en sin2 x = I - cos2 x, dus is: 

dF(x) = sin2 x'sin xdx = -(1 - cos2 x)d cos x 

= (t2 - l)dt = t2 dt - dt = d(!t3
) - dt 

(cos x = t en F(x) = F*(t». 

Dus is: 

F*(t) = tt3 
- t + C 

en dus: 

F(x) = t cos3 
X - cos x + C 
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Voorbeeld 3 

Gevraagd F(x) met F'(x) = I(x), als: 

I 
I(x) = cos4 X 

Oplossing: 

dx I dx 
dF(x) = -- = --'--

cos4 X cos2 
X cos2 

X 

I 
= --2 - d(tan x) = (tan2 x + l)d(tan x) 

cos x 

= (t2 + l)dt = t2dt + dt 

= d(it3
) + dt 

(tan x = t en F(x) = F*(t». 

Dus is: 

F*(t) = it3 + t + C 

en dus: 

F(x) = i tan3 x + tan x + C 

27 Partiële integratie 

Uit (17.4) volgt: 

{f(x)g(x)}' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) 

dus: 

I(x)g(x) = J f'(x)g(x)dx + J I(x)g'(x)dx 

waaruit volgt: 

J f'(x)g(x)dx = I(x)g(x) - J f(x)g'(x)dx 

of, met differentialen: 

J g(x)df(x) = f(x)g(x) - J f(x)dg(x) 

(27.1) 

Een primitieve van f'g is dus gelijk aan het produkt fg, verminderd met een primi
tieve van fg'. In verschillende gevallen is deze laatste eenvoudiger te berekenen dan 
de eerste. Bij het uitvoeren van de berekening heeft men, daar f' gegeven is, eerst I te 
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bepalen. Dit vereist een integratie. Omdat men niet ineens de gehele functie f' g 
integreert, maar slechts het deel (part) f', noemt men de gevolgde rekenwijze de 
methode der partiële integratie. 

Voorbeeld 1 

Gevraagd F(x) als: 

I(x) = x cos x 

Oplossing: 

Dus: 

J x cos xdx = J x d sin x 

= x sin x - J sin x dx 

= x sin x + cos x 

F(x) = x sin x + cos x + C 

Voorbeeld 2 

Gevraagd F(x) als: 

I(x) = x 2 sin x 

Oplossing: . 

Dus: 

J x 2 sin xdx = - J x 2 d cos x 

= _x2 cos X + 2 J x cos xdx 

= - x 2 cos X + 2 J x d sin x 

= _x2 cos X + 2x sin x - 2 J sin xdx 

= - x 2 cos X + 2x sin x + 2 cos x 

F(x) = - x 2 cos X + 2x sin x + 2 cos x + C 

28 Het oppervlaktebegrip 

Bij een axiomatische opbouw van de wiskunde, moet het oppervlaktebegrip dat reeds 
intuïtief aanwezig is, langs axiomatische weg gedefinieerd worden. Hierbij gaan we 
er van uit dat aan een rechthoek met breedte b en hoogte h per definitie een opper
vlàkte b x h wordt toegekend. 
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We onderstellen I begrensd en niet negatief op het interval [a, b], d.w.z. er bestaat 
een getal M, zo dat: 

o ~ I(x) ~ M, 'r/x E [a, b] 

We willen het begrip oppervlakte definiëren van een vlakdeel, begrensd door de 
grafiek van I, de x-as en de rechten met vergelijking x = a, resp. x = b (fig. 28a.) 
We verdelen daartoe het interval [a, b] in n delen door tussen Xo = a en x" = b 
willekeurig (n - 1) deelpunten X1 . .. X"-1 aan te nemen. Op het deelinterval 
[x,,-I> x,,] (fig. 28b) heeft I een infimum m" en een supremum M". Het produkt 
m"(x,, - Xk-1) is per definitie de oppervlakte van een rechthoek die geheel binnen 
de sti:ook ligt, begrensd door de kromme, de x-as en de rechten met vergelijking 
x = X"-1 en x = x,,; de rechthoek met breedte (x" - X"-l) en hoogte M" omvat 
deze strook. 

De som: 

" 

noemt men de ondersom bij de gekozen verdeling in n delen van het interval [a, b]. 
Evenzo heet: 

" 
sy = L M"(x,, - X"-1) 

"=1 

de bovensom bij de gekozen verdeling V. 
Is M een bovengrens van de functie I op [a, b], dan is: 

" 11 

Sy = L m"(x,, - X"-1) ~ L M(x" - X"-l) 
- "=1 "=1 

11 

= M L (x" - X"-1) = M(b - a) (28.1) 
"=1 
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Uit (28.1) blijkt dat de verzameling {Sy} van alle ondersommen behorende bij wille
keurig gekozen verdelingen van het interval [a, b] naar boven begrensd is. Deze 
verzameling heeft dus een kleinste bovengrens, die onderintegraal I genoemd wordt. 

I = sup {Sy} 

Uit een soortgelijke redenering blijkt dat de verzameling bovensommen {Sy} een 
grootste benedengrens heeft, de bovenintegraal 1. 

1 = inf {Sy} 

Indien we van de functie slechts onderstellen dat deze begrensd is op [a, b], dan 
zullen I en 1 in het algemeen verschillend zijn. Slechts onder beperkende voor
waarden, bijv. continuïteit (zie par. 30), is I = 1. De functie heet dan riemann
integreerbaar, kortweg: integreerbaar op [a, b]. Indien 

1=1=1 

dan stelt 1 de riemann-integraa/* van de functie f op het interval [a, b] voor. Per 
definitie stelt men in dit geval de oppervlakte van de figuur gelijk aan deze integraal, 
hetgeen bij een constante functie tot het oorspronkelijk oppervlaktebegrip voor een 
rechthoek terugvoert. 

29 Eigenschappen van onderintegraal en bovenintegraal 

Het vlakdeel ABQP (fig. 29) is door de loodlijn CR in twee delen verdeeld. We 
onderstellen f positief, en begrensd op [a, b]. 

Stelling 1 

Is 11 de onderintegraa/ over [a, e], 11 de onderintegraa/ over [e, b] en I die over [a, b], 
dtÜÏgeldt: -

11 + 11 = I 

Alvorens deze stelling te bewijzen voeren we enkele definities in, en bewijzen we 
enkele hulpstellingen. 

Definitie 

Als Vi een verdeling van het interval [a, b] is, dan verstaan we onder een verfijning V1 

van Vi een verdeling V1 van [a, b], die alle deelpunt~n van Vi bevat en eventueel nog 
andere deelpunten heeft (zie fig. 30). 

We bewijzen nu de volgende stelling. 

• Bernhard Riemann (1826-1866). 
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Stelling 2 
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Als V2 een verfijning is van Vi' en Sy, en SY2 de bij Vlo resp. V2 behorendeondersommen, 

dan geldt SY2 ~ Sy,; evenzo geldt voor de bijbehorende bovensommen SY2 ~ Sy,. 

We kunnen deze stelling ook formuleren: Bij toenemende verfijning nemen de onder
sommen niet af en de bovensommen niet toe. 

Bewijs: 

Als het deelinterval [Xk' xHd bijv. in twee delen verdeeld wordt door een nieuw 
deelpunt eb dan geldt voor de infima m~ en m~ op elk der deelintervallen [Xk' ek] 
en rek> XH d: m~ ~ mk en m~ ~ mk> als mk het infimum is op [xk, XH d. De bijdrage 
aan Sy 2 van de twee deelintervallen is dus: 

m~(e/c - xJ + m~(xHl - el) ~ mk(XHl - Xl) 

Dit geldt (ook bij toevoeging van meerdere deelpunten) voor alle deelintervallen, 
dus SY2 ~ Sy,. Een analoge redenering geldt voor de bovensommen met als resul-

taat SY2 ~ Sy,. 

Definitie 

Een verdeling V3 heet de superpositie van twee verdelingen Vi en V2 , als V3 bestaat uit 
alle deelpunten van Vi en V2 tezamen (zie fig. 31). 

Stelling 3 

Wanneer Vi en V2 willekeurige verdelingen zijn, dan geldt: 

(29.1) 
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Bewijs: 

Superponeer VI en V2 tot de verdeling V3 , dan is V3 een verfijning, zowel van VI 
als van V2 , dus geldt volgens stelling 2: 

en daar bij één verdeling (i.c. V3) geldt: 

<-
SY3 = SY3 

volgt voor de verdelingen VI en V2 (29.1) uit (29.2) en (29.3). 

Stelling 4 

(29.2) 

(29.3) 

Als Veen verzameling getallen ar: is en Ween verzameling bp, terwijl U = V + W de 

verzameling {ai + bjlaj E V, bj E W} voorstelt, dan geldt: 

sup U = sup V + sup W 

Bewijs: 

We stellen sup V= A en sup W= B. Als XE U, dus X = a + b met aE V, bE W, 
dan geldt a ~ A, b ~ B, zodat x ~ A + B; dus is A + B een bovengrens van U, 
waaruit volgt: 

sup U ~ A + B 

Was nu sup U < A + B, bijv.: 

sup U = A + B- P (P> 0) (29.4) 

dan is er een a' E V, zo dat a' > A - !P, en een b' E W met b' > B - !P (volgt 
uit de definitie van supremum), maar dan zou er een element van U zijn, nl. a' + b' 
met a' + b' > A + B - P, wat in tegenspraak is met (29.4). Dus moet gelden: 

sup U = A + B = sup V + sup W 

Bewijs van stelling 1: 
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Als '2 een ondersom is over [a, c] en ~ een ondersom over [c, b], dan is ~ + S2 

een ondersom over [a, b], en dus geldt: 

'2 + Sz ~ I 

Als nu V de verzameling is van alle ondersommen van [a, cl, en W die van alle onder
sommen van [c, b], dan geldt ~ + S2 E V + w. Aangezien voor elke te V + W 
geldt t ~ J, is dus l een bovengrens voor V + W; maar dan geldt ook voor de 
kleinste bovengrens sup (V + W) dat sup (V + W) ~ [. Volgens stelling 4 is 
sup (V + W) = sup V + sup W, en daar sup V = !J., en sup W = !1, geldt: 

(29.5) 

We beschouwen nu een verdeling V van [a, b] met bijbehorende ondersom §. V zal 
in het algemeen niet het punt c als deelpunt bevatten. We verfijnen nu V tot V' 
door het punt c als deelpunt er bij op te nemen. Dan krijgen we een ondersom §', 

behorende bij die fijnere verdeling en geldt volgens stelling 2 §' ~ §. §' is echter 
ook op te vatten als een ondersom '2 over [a, cl, vermeerderd met een ondersom 
~~ over [c, h], dus geldt: 

§ ~ §' = ~ + ~ ~ !l + ~ 
maar dan geldt ook voor het supremum van alle ondersommen § over [a, b], ni. l, 
dat: 

l~!l+~ (29.6) 

Uit (29.5) en (29.6) volgt dan stelling 1. 

Opmerking: 

Op analoge wijze bewijst men voor de bovenintegralen Ï 1 en Ï z over [a, c] en [c, b], 
dat: 

30 Hoofdstelling van de integraalrekening 

We hebben reeds opgemerkt dat de begrensdheid van een functie f op het interval 
[a, hl nog niet meebrengt dat l = Ï. 

We zullen in deze paragraaf aantonen dat zeker 1= Ï, indien de functie f continu 
en positief is in [a, b]. Omdat volgens par. 13 de functie dan zeker begrensd is op 
[a, h], bestaan de onderintegraal en de bovenintegraal op dit interval. 
We nemen x E [a, h] (fig. 32). De onderintegraal over [a, x] hangt af van x en we 
zullen die voorstellen door l(x), waarin J de functie is die aan x toevoegt de onder
integraal over [a, x]. De onderintegraal over [a, x + h] is dan l(x + h). Volgens 
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hetgeen bewezen is in de vorige paragraaf, is {lex + h) - [(x)} de onderintegraal 
over het interval [x, x + hl als h > O. Omdat f continu is in het gesloten interval 
[x, x + hl neemt volgens de eigenschap van par. 13 f op dit interval een minimum m 
en een maximum M aan. Hieruit volgt: 

mh ~ [(x + h) - [(x) ~ Mh 

of: 

m::;;; [(x + h) - [(x) ::;;; M 
- h - (h > 0) (30.1) 

De ongelijkheid (30.1) is ook geldig als h < 0 genomen wordt. Omdat f continu 
is in t = x, bestaat er bij iedere e > 0 een ~ > 0, zodat: 

If(t) - f(x)1 < e, als It - xl = Ihl < ~ 

Op het interval (x - ~, x + ~> is dus f(x) - e < f(t) < f(x) + e, en is dus ook: 

f(x) - e < m ~ M < f(x) + e 

Uit (30.1) en (30.2) samen volgt: 

l(x + h) - lex) 
f(x) - e < - h - < f(x) + e, als 0 < Ihl < ~ 

(30.2) 

(30.3) 

Volgens de limietdefinitie en de definitie van afgeleide betekent (30.3) hetzelfde als: 

lim [(x + h) - [(x) = l'(x) = f(x) 
h-+O h 

(30.4) 

De betekenis van (30.4) is dat I een primitieve is van f Elke continue functie heeft 
dus een primitieve. 
Op overeenkomstige wijze als hierboven kunnen we voor de bovenintegraal i(x) op 
[a, xl afleiden dat i'(x) = f(x). Dus is ook i een primitieve van f. Omdat twee 
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primitieve functies slechts een constante verschillen (zie ook par. 59, Gevolg 4), is: 

Ï(x) - [(x) = C op [a, b] 

Voor x = a is zowel Ï(a) als [(a) gelijk aan nul, zodat C = 0 en 

[(x) = Ï(x) 

voor iedere x van [a, b]. 
Voor de onderintegraall(b) en de bovenintegraal Ï(b) over [a, b] geldt dus: 

l(b) = Ï(b) = I 
d.W.Z. een functie die continu is in een gesloten interval is integreerbaar over dat in
terval. 
D~ integraal van f over het interval [a, b] wordt voorgesteld door: 

1= S:f(t)dt (30.5) 

Men duidt in dit verband f(t) als integrand aan, terwijl a de benedengrens en b de 
bovengrens van de integraal worden genoemd. 
Ook hier geeft het symbool dt aan dat t de integratieveranderlijke is. Bij veranderlijke 
bovengrens x noemt men 

l(x) = S~f(t)dt (30.6) 

de onbepaalde integraal van f. Het is duidelijk dat deze onbepaalde integraal een pri
mitieve is vanf, immers volgens (30.4) is l'(x) = f(x). Bij vaste grenzen a en b noemt 
men (30.5) de bepaalde integraal. 
De eigenschap dat l'(x) = f(x) noemt men de hoofdstelling van de integraalrekening. 
In woorden: 

De afgeleide van een onbepaalde integraal met continue integrand naar de bovengrens 
is gelijk aan de integrand als functie van de bovengrens. 

Elke onbepaalde integraal is dus een primitieve. Twee primitieven van eenzelfde 
functie verschillen slechts in een additieve constante, dus voor elke primitieve F 
van f geldt: 

F(x) = C + l(x) 

We kunnen de hoofdstelling van de integraalrekening gebruiken om de bepaalde 
integraal van een continue functie f over het interval [a, b] te berekenen, als we een 
primitieve vanf kennen. Volgens deze stelling geldt als x E [a, b] en l(x) = S:f(t)dt, 

dan d;:) = f(x). Als F nu een primitieve van f is, dan geldt voor x E [a, b]: 

dF(x) dl(x) dF(x) 
--=f(x) endus:--=--

dx dx dx 
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zodat 

lex) - F(x) = K ("Ix E [a, bl) 

Kiezen we x = a, dan geldt l(a) - F(a) = K, of, daarI(a) = 0, K = -F(a). Ten
slotte is voor x = b: 

l(b) = J:f(t)dt = F(b) + K = F(b) - F(a) 

F(b) - F(a) is de toeneming van een primitieve tussen de grenzen a en b, hetgeen 
men ook voorstelt door [F(t)]:. Resultaat: 

1 = J!f(t)dt = [F(t)]: = F(b) - F(a) 

Voorbeeld 

Gevraagd: 

J"/2 d -,,/2 cos t t 

Oplossing: 

De sinusfunctie is een primitieve van de cosinusfunctie, zodat: 

J~;/2 cos tdt = sin tl~;/2 = 1 - ( -1) = 2 

31 Bepaalde integraal en oppervlakte 

Bij de beschouwingen van par. 28 ... par. 30 hebben we ondersteld dat f(t) > 0 is op 
het interval [a, b]. De gegeven afleidingen gaan echter onveranderd door, indien 
f(t) op [a, b] eventueel van teken wisselt. We noemen ook in dit geval voor een con
tinue functie: 

1 = J:f(t)dt = F(b) - F(a) 

een bepaalde integraal, en definiëren algemeen als bepaalde integraal van f(t) op 
[a, b] de toeneming van een primitieve tussen de benedengrens a en de bovengrens b. 
Hierbij kan bovendien de onderstelling a < b vervallen. Echter kan men nu niet 
meer zeggen dat een bepaalde integraal een oppervlakte voorstelt. 

Opmerking: 

Tenzij uitdrukkelijk anders is vermeld, veronderstellen we in het vervolg dat bij 
bepaalde integralen de integrand continu is in het integratie-interval. 

Eigenschappen: 

a J:f(x)dx ± J:g(x)dx = J: {I(x) ± g(x)}dx (31.1) 
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Bewijs: 

Is F een primitieve van I, en G een primitieve van g, dan is: 

S! I(x)dx ± S! g(x)dx = F(b) - F(a) ± {G(b) - G(a)} 

= F(b) ± G(b) - {F(a) ± G(a)} 

~angezien F ± G een primitieve is van I ± g is dus: 

F(b) ± G(b) - {F(a) ± G(a)} = S! {/(x) ± g(x)}dx 

Op soortgelijke wijze bewijst men: 

b S! cl(x)dx = cS! I(x)dx (c constant) 

Men kan (31.1) en (31.2) aldus samenvatten: 

c 

S: {;.f(x) + Jlg(x)}dx = À. S:/(x)dx + Jl S! g(x)dx 

S:/(x)dx = - S:/(x)dx 

Door verwisseling van de grenzen verandert het teken van de integraal. 

Bewijs: 

d 

S!/(x)dx = F(b) - F(a) = - {F(a) - F(b)} = - S:/(x)dx 

S~/(x)dx + S~f(x)dx = S!/(x)dx 

Een bepaalde integraal is te splitsen door het tussenschakelen van grenzen. 

Bewijs: 

Deze eigenschap volgt onmiddellijk uit de beschouwing in par. 29. 

Is b > a, f(x) ~ 0 en I integreerbaar op [a, b], dan volgt uit par. 28 e.v. dat: 

S!/(x)dx ~ 0 

(31.2) 

(31.2a) 

(31.3) 

(31.4) 

Is b > a, I en g integreerbaar op [a, b] en is g(x) ~ I(x), dan is dus volgens (31.1): 

o ~ S: {g(x) - I(x)} dx = S! g(x)dx - S! I(x)dx 

waaruit volgt: 

e S:/(x)dx ~ S: g(x)dx (f(x) ~ g(x), a < b) (31.5) 

Is m een ondergrens en M een bovengrens van I in [a, b], a < b, dus m ~ I(x) ~ M, 
dan volgt uit (31.5): 

f m(b - a) ~ S:/(x)dx ~ M(b - a) 

g IS:/(x)dxl ~ S: I/(x)ldx 

(31.6) 

(31.7) 



Bewijs: 

Voor elke functie I en alle waarden van het domein geldt: 

- I/(x)1 ~ I(x) ~ I/(x)1 

Hieruit en uit (31.5) volgt: 

- S: I/(x)ldx ~ S:/(x)dx ~ S: I/(x)ldx 

en dus (31.7). 

Als I continu is in [a, bj, dan is er een ç E [a, bj, zo dat: 

h S:/(x)dx = (b - a)/(ç) (31.8) 

Bewijs: 

Volgens een stelling uit par. 13 bezit! op [a, b] een maximum M en een minimum m; 
dus geldt 't/x E [a, b]: 

m ~/(x) ~ M 

en dus op grond van (31.6): 

m(b - a) ~ S:/(x)dx ~ M(b - a) 

zodat: 

1 fb 
m ~ b _ a IJ I(x)dx ~ M 

Volgens de tussenwaardestelling (par. 14) is er dan een ç E [a, bj, zodat: 

I fb 
I(ç) = -- I(x)dx 

b - a IJ 

waaruit (31.8) volgt (zie ook fig. 33). 

De bewering (31.8) wordt ook wel de eerste middelwaardestelling van de integraal
rekening genoemd. 
Deze kan op drie manieren worden gegeneraliseerd en wel als volgt (h.l h.2 h.3). 

h.l Indien f continu is op [a, b] en g positief en continu is op [a, b j, dan bestaat er een 
ç E [a, b j zodat: 

S:f(x)g(x)dx = f(ç) $: g(x)dx (31.9) 
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o a b -x 
Fig. 33 

Bewijs: 

Volgens de bovengenoemde stelling uit par. 13 bezit f op [a, b) een maximum M 
en een minimum m, zodat voor alle x E [a, b) geldt: 

m ~f(x) ~ M 

Aangezien g positief en continu is op ra, b) volgt: 

m f: g(x)dx ~ f: f(x)g(x)dx ~ M f: g(x)dx 

dus: 

f: f(x)g(x)dx 
m:::;; :::;;M - f: g(x)dx -

Er bestaat dus volgens de tussenwaardestelling een ç E [0, b) zodat 

f:f(x)g(x)dx 
f(ç) = f: g(x)dx 

en dus volgt (31.9). 

Opmerkingen: 

1 Indien g negatief en continu is op [a, b) geldt de stelling ook. Ga dit na. 
2 Neemt men g(x) == 1 op [0, b), dan volgt (31.8). 

h.2 Indienf bovendien monotoon dalend is, dan bestaat er een ç E [a, b) zodat 

J: f(x)g(x) dx = f(a) f; g(x) dx 

Dit resultaat staat bekend als de stelling van Bonnet (1819-1892). 

(31.10) 
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Bewijs: 

Aangezienfmonotoon dalend is. volgt met de overige gegevens: 

o ~ S:f(x)g(x)dx ~f(a) J: g(x)dx 

Nu is de functie G met G(t) = f(a) S! g(x)dx een monotoon stijgende functie op 
[a, bl met G(a) = 0, dus: 

G(a) ~ S: f(x)g(x)dx ~ G(b) 

Er bestaat dus een ç E [a, b] zodat 

S: f(x)g(x)dx = G(e) = f(a) S; g(x)dx 

waarmee (31.10) bewezen is. 

Op analoge wijze volgt: 

Indienfmonotoon stijgend is, en de overige onderstellingen van a gelden, dan bestaat 

er een e E [a, bl zodat 

$: f(x)g(x)dx = f(a) $~ g(x)dx 

h.3 Tenslotte vermelden we nog een resultaat dat bekend staat als de 
tweede middelwaardestelling van de integraalrekening. 

Indien op [a, bl g continu is enf ofwel monotoon dalend, ofwel monotoon stijgend met 

continue eerste afgeleide, dan bestaat er een e E [a, bl, zodat 

S:f(x)g(x)dx = f(a) S; g(x)dx + feb) S~ g(x)dx (31.11) 

Bewijs: 

x 

Laat de functie G gedefinieerd zijn G(x) = J g(t)dt. en dus G'(x) = g(x), dan geldt: 
a 

S: f(x)g(x)dx = f(x)G(x)l: - S: G(x)f'(x)dx 

Nu is f monotoon op [a, b], dus f'(x) houdt zijn teken op [a, b]. Volgens h.l 
bestaat er een e E [a, b 1 zodat: 

S: G(x)f'(x)dx = G(e) S: f'(x)dx 

en dus: 

$: f(x)g(x)dx = f(b)G(b) - f(a)G(a) - G(e) S: f'(x)dx 

= f(b)G(b) - f(a)G(a) - G(e)f(b) + G(ç)f(a) 

= f(a){G(ç) - G(a)} + f(b){G(b) - G(e)} 



y 
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Fig. 34a 

= f(a) S~ g(x)dx + feb) H g(x)dx 

waarmee (31.11) bewezen is. 

De betrekking die tussen integraal en oppervlakte bestaat, lichten we toe met een 
figuur. In fig. 34a is a < b en f(x) < O. Nu is: 

S:f(x)dx = - S: {- f(x)}dx 

Bij de integraal S~{ - f(x)} dx is - f(x) > 0 en b > a. Dit stelt dus de oppervlakte A 
voor van de figuur die uit ABQP door spiegeling t.o.v. de x-as verkregen wordt, dus 
ook de oppervlakte van ABQP zelf. Dus is in dit geval: 

S:f(x)dx = -A 

Is f(x) > 0 en a> b (fig. 34b), dan is: 

S:f(x)dx = - S:f(x)dx 

Omdat S:f(x)dx de oppervlakte voorstelt van BAPQ is S:f(x)dx het tegengesteld 
daarvan. 
Is tenslotte f(x) < 0 en a > b, dan volgt uit 

Fig. 34b Fig. 35 
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S:f(x)dx = - Hf(x)dx = S~{ - f(x)}dx 

dat S!f(x)dx weer een oppervlakte voorstelt. 

Voorbeeld van berekening 

Gegeven is de parabool met vergelijking y = cxz en de punten A en B op de parabool, 
waarvan de abscissen resp. a en b zijn. Gevraagd wordt de oppervlakte van het 
segment dat AB van de parabool afsnijdt (fig. 35). 

Oplossing: 
Het segment is het verschil van de oppervlakte van het trapezium ABQP en van het 
vlakdeel tussen de parabool en de as. Voor het trapezium geldt: 

Al = tPQ(AP + BQ) = t(b - a)(caZ + cbz) 

= !c(b - a)(bz + aZ) 

Van het gebied tussen parabool en as is: 

Az = S:cxzdx = U-cx3
]: = !c(b3 

- a3
) 

De gevraagde oppervlakte is: 

0= Al - Az 

= !c(b - a)(bZ + a2
) - lc(b - a)(b2 + ob + a2

) 

= f;c(b - a)(b2 
- 2ab + a2

) 

= f;c(b - a)3 

32 Bepaalde integraal en primitieve 

Voor het berekenen van bepaalde integralen kan men weer gebruik maken van de 
substitutieregel en van de methode der partiële integratie. 

De substitutieregel 

Zij f continu in [a, b]. Voor de berekening van S:f(x)dx voeren we een nieuwe 
variabele u in door middel van de substitutie x = qJ(u), waarbij de functie qJ aan 
de volgende voorwaarden moet voldoen: 

1 qJ is gedefinieerd op een gesloten interval [oc, P], waarin voor oc en p geldt: 
qJ(oc) = a, qJ(p) = b; 

2 qJ heeft een continue afgeleide in [oc, P]; 
3 als u het interval [oc, P] doorloopt, dan doorloopt qJ(u) een interval I, zo dat 

f continu is in I, en dus f 0 qJ continu is in [oc, Pl. 
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De grafiek van ep kan bijv. de gedaante hebben als in fig. 36a of 36b is weergegeven. 
Als F een primitieve is van I, dan geldt: 

S!/(x)dx = F(b) - F(a) = F{epep)} - F{ep(Ct)} = Gep) - G(Ct) 

waarin G(u) = F{q>(u)}, dus: 

f
p dG(u) fP dq> 

Gep) - G(Ct) = --du = F'{ep(u)}-du 
~ du ~ du 

Hierin is F'(x) de afgeleide van F(x) naar x, dus F'(x) = I(x), zodat we hebben: 

f
b fP dq> 
f(x)dx = f{q>(u)} - du 

a ~ du 
(32.1) 

Deze integraal bestaat, daar f 0 ep als continue functie van een continue functie weer 
continu is, en bovendien ep' volgens aanname continu is. 
We hopen nu dat de integraal in het rechterlid van (32.l) gemakkelijker te bereke
nen is dan die in het linkerlid. 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

Oplossing: 
Kies voor q> in de substitutie x = q>(u) de tangensfunctie, dus tan u = x. Nu zijn 
de grenzen voor x resp. Oen 1, dus als grenzen voor u kunnen we kiezen resp. Oen 

Fig. 36a Fig.36b 
x 

t 

b ---------
I 

a 

a {J -u o a {J-u 
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in; q>(u) voldoet in [0, in] aan de gestelde eisen. De berekening verloopt nu als volgt: 

----dx= ·--du fl 1 ft" 1 1 
o (1 + X 2

)2 0 (1 + tan2 U)2 cos2 u 

= SÖ" cos2 udu 

= du ft" 1 + cos 2il 

o 2 

= ![u + ! sin 2u]Ö" 

= in + i 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

Oplossing: 
Het is niet de aangewezen weg om (1 - X)16 te ontwikkelen door het vele cijferwerk 
dat daaraan verbonden is. Daarom substitueren we x = u + 1. De grenzen voor x 
zijn 0 en 1, dus als grenzen voor u kiezen we -1 en O. q>(u) = u + 1 voldoet op 
[-1,0] aan de gestelde voorwaarden. 

gx3(1 - X)16dx = S~l (u + 1)3(_U)16du 

= S~l {U19 + 3ulS + 3U17 + u~6}du 

= -+3·-+3·-+-
[ 

U20 U
19 ulS 

U
17 

JO 

20 19 18 17_1 

133 1 
= - 20 +19-18+17 

We kunnen de formule (32.1) ook van rechts naar links lezen en toepassen. Het 

komt er dan op neer dat we in de uitdrukking f{q>(u)} :: de kettingregel "her

kennen" (in tegenstelling met de voorbeelden 1 en 2, waar we q>(u) moesten kiezen 
op grond van ervaring of goede ingeving). 

Voorbeeld 3 

Bereken: 
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Oplossing: d 
We herkennen hier zonder moeite ((J(u) = u3 + u2

, daar juist 3u2 + 2u = ~. We 
stellen dus: u3 + u2 = x. Nu loopt x van 0 tot 2 en dus: du 

J~ {cos(u3 + u2)}(3u2 + 2u)du = J~ cos xdx 

= [sin x]~ 

= sin 2 

Regel voor partiële integratie 

In par. 17 leidden we af, in de onderstelling dat fen g differentieerbaar zijn: 

{f(x)g(x)}' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) 

Als nu f' en g' continu zijn in [a, b J, geldt dus: 

J: {f(x)g(x)}' dx = J: {f'(x)g(x) + f(x)g'(x)}dx 

zodat: 

[f(x)g(x)J: = J:f'(x)g(x)dx + J:f(x)g'(x)dx 

en dus: 

J:f(x)g'(x)dx = [f(x)g(x)J: - J:g(x)f'(x)dx (32.2) 

De formule (32.2) staat bekend als de regel voor partiële integratie. We hopen weer 
dat de integraal J: g(x)f'(x)dx eenvoudiger te berekenen is dan J: f(x)g'(x)dx. 

Voorbeeld 4 

Bereken: 

ft" x cos xdx 

Oplossing: 

Ji" x cos xdx = [x sin xJi" - Ji" sin xdx 

= [x sin xJi" + [cos xJi" 

= -i1t - 1 

33 Numerieke integratie. Rechthoeksregels 

In vele gevallen kan men de bepaalde integraal J:f(x)dx niet berekenen met behulp 
van de hoofdstelling van de integraalrekening, daar men geen primitieve kent van f. 
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Vaak kent men slechts de waarden van f in discrete punten. Men kan dan de waarde 
van S!f(x)dx benaderen met z.g. Riemannsommen, en wel op de volgende wijze. 
Zij 1 de gemeenschappelijke waarde van de onderintegraal I en de bovenintegraal Ï 
van! over [a, b], dus zowel het supremum van de ondersommen als het infimum 
van de bovensommen van! over [a, b]. Zij nu e > 0, dan is er een verdeling VlO zó dat: 

(33.1) 

waarin Sy, de bij VI behorende bovensom is. Ook is er een verdeling V2 met onder
som SY2' zó dat: 

1 - te < SY2 ~ 1 (33.2) 

Wanneer men nu VI en V2 superponeert tot de verdeling V, dan geldt: 

1
1 < - <-= Sy = Sy, 

SY2 ~ ~ ~ 1 
(33.3) 

daar bij verfijning de ondersommen niet dalen, en de bovensommen niet stijgen. Op 
grond van (33.1) en (33.3) geldt dan ook: 

1 ~ Sy < 1 + te 
en op grond van (33.2) en (33.3): 

1 - te < Sy ~ 1 

Uit (33.4) en (33.5) volgt: 

1 - 1e < Sy ~ 1 ~ Sy < 1 + 1e 
waaruit: 

1 - te < Sy ~ Sy < 1 + te 
en dus zeker: 

o ~ Sy - Sy < e 

(33.4) 

(33.5) 

(33.6) 

Men kan dus door de verdeling fijn genoeg te nemen 1 willekeurig dicht benaderen, 
zowel met ondersommen als met bovensommen. 
Zij nu weer [a, b] verdeeld in n intervallen door de niet noodzakelijk equidistante 
deelpunten Xo = a, Xl> ••• , X" = b. Noem deze verdeling V. Neem nu in ieder deel
interval [Xk-l> Xk] (k = 1, ... , n) een willekeurig punt Çk' Als nu weer mk en Mk 
het minimum, resp. het maximum zijn van f(x) op [Xk-I, Xk], dan geldt: 

Men vormt nu de som (Riemannsom): 

" R = L f(ÇJ(Xk - Xk-l) 
k=1 
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Deze som hangt niet alleen af van de gekozen verdeling V. maar ook van de keuze van de 
punten ~ (de zg. strooiing cr). Dit drukken we uit door de notatie .s:v,O" voor deze som. 

Nu geldt: 
ft ft n 

J:v,O' = L m"(x,, - X"-1) ~ R = L f(çJ(x" - X"-1) ~ L Mk(Xk - X"-1) = sV,O' 
k=1 k=1 "%1 

Hieruit volgt 

Jv,O" ~ R ~ sV,O" 

Daar ook geldt: 

Jv,O" ~ J ~ sV.O" 

vinden we 

IJ - RI ~ sV,O" - Jv,O" 

Door V fijn genoeg te kiezen, kan men in verband met (33.6) bereiken dat: 

11 - RI < 8 

ofwel: 

n 

11 - L f(ç")(x,, - x,,-1)1 < 8 (8) 0, willekeurig) 
k=1 

(33.7) 

We zien dus dat de integraal 1 = J!f(x)dx willekeurig dicht te benaderen is door 
middel van de Riemannsommen. 
Men schrijft dit als: 

ft 

1 ~ L f(ç")(x,, - X"-1) 
"=1 

In de regel verdeelt men daarbij [a, b] in n gelijke intervallen [X"-1' x,,], zodat 
b-a 

x" - X"-1 = h = -- (k = 1,2, ... , n). 
n 

Neemt men voor ç" of telkens het linkeruiteinde X,,-i> of het rechteruiteinde x" van 
[x,,-i> Xk], dan verkrijgt men de benaderingen, die bekend staan als de rechthoeks
regels. 

y 

t 

Fig. 37 
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n 

I ~ R, = E f(xt-,)h = h(yo + Yl + ... + Yn-l) 
t=l 

n 

I ~ R, = L f(xJh = h(y, + Yz + ... + Yn) 
t=l 

waarbij Yt = f(xJ, k = 0, 1, ... , n. 
In fig. 37 stelt R, de som voor van de oppervlakken van de gestippelde rechthoeken, 
R, die van de getrokken rechthoeken. 

Voorbeeld 

Bereken: 

f' dx 
o 1 + x 

met behulp van de rechthoeksregels, en gebruik van 9 deelpunten. 

Oplossing: 

h 
1 = S. We hebben dus de volgende waarden: 

1 2 3 4 5 6 7 
x: 0, S' S' S' S' S' S' S' 1, 

8 8 8 8 8 8 8 8 8 
f(x): S' 9' 10' 11' u' 13' 14' 15' 16 

1(8 8 8 8 8 8 8 8) 
~=SS+9+1O+11+U+13+14+15 

11111111 = - + - + - + - + - + -+ - + -~072. 
8 9 10 11 12 13 14 15 ' 

1 (8 8 8 8 8 8 8 8 ) 
~=S9+1O+11+U+13+14+15+~ 

11111111 
= 9 + 10 + 11 + u + 13 + 14 + 15 + ~ ~ 0,66. 

De uitkomst van de integraal is 0,69 nauwkeurig in 2 decimalen. 
De benaderingen door middel van deze i'echthoeksregels zijn erg ruw, zodat deze 
voor technische toepassingen vrijwèl niet bruikbaar zijn. 
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34 Numerieke integratie. Trapeziumregel 

Het is duidelijk-dat men een verbetering van de vorige formules vindt als men het 
rekenkundig gemiddelde neemt van R, en R,. Men verkrijgt dan: 

I ~ T= t(R, + R,) = -th(yo + 2Yl + 2Y2 + ... + 2Yn-l + Yn) 

(
YO + Yn ) I~T=h 2 +Yl+Y2+···+Yn-l 

Deze formule noemt men de trapeziumre.gel. 

In fig. 38 zijn de bijdragen van het interval [Xk-i> Xk] getekend. Bij R, neemt men als 
benadering de oppervlakte van de rechthoek ABD'D, bij R, die van de rechthoek 
ABCC', bij T die van het trapezium ABCD. 
Bij het voorbeeld van par. 33 vindt men met de trapeziumregel als benadering: 

T=- --+-+-+-+-+-+-+-- ~06941 
1(1+-t 8 8 8 8 8 8 8) 
8 2 9 10 11 12 13 14 15 ' 

Nauwkeurig in 4 decimalen is 0,6931. 

35 Numerieke integratie. Regel van Simpson. Parabolische regel 

Bij de trapeziumregel is de kromme in elk deelinterval door een rechte lijn (koorde) 
vervangen. Een meer nauwkeurige benadering van de integraal kan men verkrijgen 
als men de kromme in elk interval door een parabool vervangt met de as evenwijdig 
aan de y-as, dus een parabool met een vergelijking van de gedaante Y = px2 + qx + r. 
Men verdeelt dan het interval [a, b] in een even aantal (2n) gelijke delen, en benadert 
de kromme met vergelijking Y = f(x) in elk tweetal naast elkaar gelegen deelinter
vallen door zulk een parabool. Deze is door drie punten bepaald, en we nemen daar-

Fig. 38 
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voor telkens de uiteinden en het midden van het dubbele interval. Zijn de abscissen 
van de uiteinden bijv. Xl en X3 met bijbehorende ordinaten Yl = !(xl ), Y3 = !(x3), 

. Xl + X3 d· ji( ) d . d en de abscis van het mldden X2 = . met or maat Y2 = X2' an IS e 2 . 
bijdrage van het interval [Xl' X3] tot de benaderingswaarde: 

J~~(pX2 + qx + r)dx = tp(x~ - x~) + tq(x; - xi) + r(x3 - Xl) 

= i(X3 - x l ){2p(xi + X1X3 + X;) + 3q(xl + x 3) + 6r} 

= !(X3 - Xl){P(X~ + 4x~ + X;) + qXl + qX3 + 4qX2 + 6r} 

= !(X3 - Xl){pX~ + qXl + r + 4(px~ + qX2 + r) + px~ + qX3 + r} 

= !(X3 - Xl)(Yl + 4Y2 + YJ) 

Dit resultaat is bekend als de Regel van Simpson. * 

In een meer algemene vorm geschreven, luidt deze: 

Zijn van een functie f voor de waarden a, a + h en a + 2h de functiewaarden f(a), 
f(a + h) en f(a + 2h), dan is: 

J:+2h f(x)dx ~ th{f(a) + 4f(a + h) + f(a + 2h)} 

Zijn de verdeelpunten Xo = a, Xl' ... , X2n = b en stelt men Yk = f(Xk) (k = 0, 1, ... , 
b-a 

2n), en h = ---, dan vindt men door toepassing van deze regel op telkens twee 
2n . 

aangrenzende deelintervallen: 

Deze formule noemt men de parabolische regel. 

In het voorbeeld van par. 33 vindt men door toepassing hiervan: 

S=- l+t+4 -+-+-+- +2 -+-+-1 { (8 8 8 8 ) ( 8 8 8 )} 
24 9 11 13 15 10 12 14 

~ 0,693155 

In 6 decimalen nauwkeurig is 0,693147. 

Opmerkingen: 

1 De regel van Simpson geldt exact als f(x) een kwadratische veelterm is, daar 
dan de parabool, die als benadering dient, met de gegeven kromme samenvalt. 

• Thomas Simpson (1710-1761). 
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De regel blijkt ook nog geheel correct te zijn als de gegeven functie ee..: veelterm 
van de derde graad is. 

2 Voor een meer uitgebreide behandeling van de numerieke integratie zie men 
par. 124. 

Samenvatting: 

Voor het berekenen van de bepaalde integraal r!/(x)dx staan dus twee methoden 
ter beschikking en wel: 

1 Gebruikmaking van de hoofdstelling van de integraalrekening waarbij men een 
primitieve F bepaalt van I en dan met de hoofdstelling stelt: 

S!/(x)dx = F(b) - F(a) 

De bepaling van een primitieve kan gebeuren: 
a door direct herkennen; 
b door met behulp van een handige substitutie en de kettingregel de integraal 

zo om te vormen dat herkennen van een primitieve mogelijk wordt (zie 32.1); 
c door met behulp van partiële integratie de integraal zo om te vormen dat 

herkennen van een primitieve mogelijk wordt (zie 32.2). 
2 Met gebruikmaking van de definitie van bepaalde integraal. Men benadert dan 

de bepaalde integraal d.m.v. Riemannsommen (zie 33.7). 

36 De logaritmische functie 

In par. 30 is aangetoond dat er bij iedere continue functie I een functie F bestaat, 
gedefinieerd door : 

F(x) = r:l(t)dt (36.1) 

die de eigenschap heeft dat F'(x) = I(x). Slechts in enkele gevallen zal F in reeds 
bekende functies zijn uit te drukken. Meestal wordt door (36.1) een nieuwe functie 
gedefinieerd. 
Van de functie I : x ~ x- 1 (x i= 0) kennen wij nog geen primitieve. We definiëren 
nu een nieuwe functie de natuurlijke logaritme: x ~ In x (logarithmus naturalis) 
door de integraal: 

fx dt 
-=lnx 

1 t 
(x> 0) 

In x is hierdoor gedefinieerd voor alle x > O. 
De voorwaarde x > 0 is nodig omdat de functie g met g(t) = t- 1 discontinu is in 
t = 0 (fig. 39). 
Is x > 1, dan is In x > 0, want n t -1 dt is positief omdat de integrand positief en 
het integratie-interval positief gericht is. Het stelt voor de oppervlakte van de figuur 
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ABQP. Is 0 < x < 1, dan is lnx < 0, want J~ t-1dt = - J! r1dt, en J! t-1dt 

stelt de oppervlakte van de figuur BAPQ voor (fig. 40). Verder is In 1 = O. 

Hoofdeigenschap 

Is a > 0 en b > 0, dan is: 

Inab=lna+lnb 

Bewijs: 

f
ab dt fa dt fab dt 

In ab = -= -+ -
1 t 1 t a t 

Substitueer in de laatste integraal t = au, dan volgt: 

dt d(au) adu du 
-=--=--=-

t au au u 

Voor t = a is u = 1, voor t = ab is u = b, dus is: 

zodat In ab = In a + In b. 

(36.2) 

Deze laatste eigenschap is aanschouwelijk te maken met fig. 41. Met ieder punt c 
van [1, b] komt overeen een punt ac van [a, ab]. De ordinaat van c is I/c, die van 
ac is I/ac, dus I/a keer zo groot. Het lijnstuk RS is a keer zo lang als PQ, terwijl 
in ieder punt van RS de ordinaat a keer zo klein is als de hoogte van het overeenkom-
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Fig. 41 

stige punt van PQ. Het gebied CDSR kan dus tot dekking met ABQP gebracht 
worden door vermenigvuldiging met de factor a -1 in de richting van de t-as en 
daarna met de factor a in de richting van de y-as. 

Uit (36.2) volgt voor a > 0, b > 0, c > 0: 

In abc = In ab + lnc = lna + lnb + lnc 

Neemt men a = b = c, dan is: 

lna3 = 3lna 

Algemeen geldt: 

lna"=nlna (n E IN) 

hetgeen door volledige inductie bewezen kan worden. 

(36.3) 

Voor ab = 1 (a> 0), dus b = a- l volgt uit (36.2) dat ° = lna + lna- l
, dus: 

1 
ln- = -lna 

a 

Is X2 > Xl > 0, dan volgt door toepassing van (36.2) en (36.4) : 

X2 • • X2 
Omdat - > 1 IS, IS In - > 0, dus In X2 -In Xl > 0, d.w.z.: 

Xl Xl 

Men noemt wegens (36.5) de logaritmische functie monotoon stijgend. 

Definitie 

(36.4) 

(36.5) 

Een/unctie/heet monotoon op een interval I, indien voor alle Xl en X2 uit I met X2 > Xl 
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geldt of f(x2) > f(x 1), of f(x2) <f(xl). In het eerste geval heet de functie monotoon 
stijgend, in het tweede geval monotoon dalend. 

De logaritmische functie is dus monotoon stijgend op (0, --+). Het is de vraag of 
In x bij toenemende x onbeperkt toeneemt, dan wel begrensd is. Om deze vraag op 
te lossen sluiten we x in tussen twee opvolgende gehele machten van 2: 

(36.6) 

Uit de rechter ongelijkheid van (36.6) volgt dat bij toenemende x, ook nonbepaald 
toeneemt. Uit (36.6) en de monotonie van de logaritmische functie volgt: 

nln2~Inx 

zodat In x met x onbeperkt toeneemt, d.w.z.: 

limlnx=oo 
X"" 00 

Door de substitutie x = t -1 volgt uit (36.7): 

1 

dus: 

lim In x = lim In - = - lim In t = - 00 
x!O ' .... 00 t ' .... 00 

lim In x = - 00 
x!O 

Omdat voor t > 1 steeds t- 1 < 1 is, geldt voor x > I: 

of: 

- < dt = x-I => In x < x f
x dt fX 
1 t 1 

lnx 
0<--<1 

x 
(x> 1) 

(x> 1) 

(36.7) 

(36.8) 

lnx 
Het quotiënt -- is dus begrensd op (I, --+). Uit de begrensdheid van dit quotiënt 

x 
is als volgt af te leiden dat het de limiet nul heeft voor x --+ 00. 

° < lnx = In(Jx)2 = ~.ln.Jx < ~ (x> 1) (36.9) 
X (.JX)2 .Jx.Jx Jx 

Hieruit volgt door toepassing van de insluitingsstelling (par. 10): 

In x 
lim -- = ° (36.10) 
X-"oo X 

Door te stellen x = l/t volgt tevens: 

1 1 In t 
limxlnx=lim-In-= -lim--=O 
x!O ' .... 00 t t ' .... 00 t 
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Fig. 42 

dus: 

limxlnx = 0 
x!O 

(36.11) 

Omdat bij toenemende x, In x monotoon en onbegrensd toeneemt, zal wegens 
In 1 = 0, In x de waarde 1 juist één keer aannemen. 
Het getal x waarvoor In x = 1, wordt voorgesteld door e. 

In e = 1 

Het is gebleken dat e een onmeetbaar, zelfs transcendent getal is (zie par. 3 en par. 106). 

e ~ 2,71828 

De grafiek van de logaritmische functie is voorgesteld in fig. 42. Deze snijdt de x-as 
dlnx 

in het punt (1,0) onder een hoek van !1t, omdat --- = X-i voor x = 1 de 
waarde 1 aanneemt. dx 

De functie x"'" In lxi is gedefinieerd voor alle x i= O. Voor x < 0 is In lxi = 
= ln(-x). De afgeleide van ln(-x) is gelijk aan -x- i '(-l) = X-i. 

De functie x ..... In lxi heeft dus voor x i= 0 als afgeleide X-i. Een primitieve van 
X-i is dus x ..... In lxi op < +-1-+ > (zie echter ook de opmerking bij gevolg 3 in par. 
59 van hoofdstuk 3). 
Enige voorbeelden van het differentiëren van samengestelde functies, waarbij de 
logaritmische functie betrokken is volgen hier. 

Voorbeeld 1 

Bepaal f'(x) indien: 

f(x) = In.Ja2 
- x 2 (lxi < lal) 
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Oplossing: 

f(x) = t In (a2 
- x 2

) 

1 
f'(x) = t· a2 _ x 2 '(-2x) 

-x 

Voorbeeld 2 

Bepaal f'(x) indien: 

f(x) = In Isin xl 

Oplossing: 

1 
f'(x) = -.-·cos X 

sm x 

= cotx 

37 Inverse functies 

In par. 7 hebben we een functie f gedefinieerd als een voorschrift dat aan ieder 
element x van het domein V van f precies één element y van het codomein W toevoegt. 
Daarbij is niet uitgesloten dat aan twee of meer verschillende elementen van V het
zelfde element van W is toegevoegd, 1?ijv. f(x) = x 2

, V = [-1,1]. Is echter iedere 
y E W het beeld van precies één x E V, dan is door het opgeven van y E W het origi
neel x E W daarvan eenduidig bepaald en de toevoeging y t-+ X is een functie van W 
in Ven zelfs op V, daar V juist de originelenverzameling is. We noemen deze functie 
de inverse functie van f en noteren die als flnv. Er geldt dus: 

en 

Voorbeeld 

Bepaal finv(y) indien: 

y = f(x) = 3x + 5 
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{y} 
A P 

In·' 
B 

I 

\ 
I 

t f ~~ I ~C-li 
{x} I 

cr C-ê C X C+ê b 

Fig. 43 

Oplossing: 

Er zijn geen algemene voorwaarden op te stellen voor de eis dat I een inverse heeft. 
Er geldt echter de volgende stelling. 

Stelling 1 

Als I een functie is, die gedefinieerd is op [a, b], continu is in [a, b] en monotoon stijgt, 
terwijll(a) = A en I(b) = B, dan heeft I een inverse functie lnv, die gedefinieerd is 
op [A, B], continu is in [A, B] en monotoon stijgt. 

Bewijs: 

Aangezien een continue functie iedere waarde tussen haar minimum (i.c. A) en haar 
maximum (i.c. B) aanneemt, zal iedere Y E [A, B] optreden als beeld van een 
x E [a, b]. Daar I monotoon stijgt, volgt uit X2 > Xl dat I(X2) > I(xl); het is dus 
niet mogelijk dat één getal Y E [A, B] het beeld is van twee getallen Xl en X2 E [a, b]. 
De toevoeging I(x) 1-+ X is dus eenduidig en we kunnen dus een functie definiëren 
op [A, B] die aan iedere Y E [A, B] haar origineel (onder de functie f) toevoegt. 
Dit is de inverse functie finv van f die we hierna aangeven met <p en waarvoor dus 
geldt: 

f{<p(y)} = y, 'v'y E [A, B] 

<p{f(x)} = X, 'v'XE [a, b] 

Zij nu I(Xl) = Yl en I(X2) = Y2' Het monotoon stijgen van I impliceert dat uit 
Xl < X2 volgt I(x l) < I(X2)' Dan impliceert Yl < Y2 dat <P(Yl) < <P(Y2), daar an
ders <P(Yl) ~ <P(Y2) en dus Xl ~ X2 en dus I(Xl) ~ l(x2) en Yl ~ Y2' 

Stel verder c = <p(G) (fig. 43). Kies een a-omgeving van c, deze wordt door I afge
beeld op een omgeving (P, Q) van C. Noemt men b het kleinste van de stukken 
PC en CQ, dan ligt X zeker op (c - a, c + 8), als Y ligt op (C - b, C + b); im
mers als P < c - b < Y < c + ~ < Q, dan geldt op grond van de monotonie 
van <p: <pep) < <p(Y) < <p(Q), dus c - a < X < c + 8. Dit betekent dat <p continu 
is in Y = C. 
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Opmerking: 

Is de functie J continu en monotoon dalend, dan volgt op analoge wijze dat de 
functie een inverse cp heeft die continu en monotoon dalend is. 
Op dezelfde manier kan men ook de volgende stelling bewijzen. 

Stelling 2 

Heeft een in [a, bl continue functie met functiewaardenverzameling [A, Bl een inverse, 
dan is de functie monotoon, en is de inverse ook continu in [A, Bl en monotoon. 

Stelling 3 

Is f differentieerbaar in x = c, bezit de functie een inverse en is f'(c) ~ 0, dan is de 
inverse functie cp differentieerbaar in v = f(c) = C en geldt: 

( 
dcp ) . ( dJ) _ 1 
dy y=c dx x=c 

of in verkorte notatie: 

dx dy 
-'-=1 
dy dx 

Bewijs: 

f'(c) = tim J(x) - J(c) = tim y - C 
x-+c X - C x-+c X - C 

cp'(C) = lim cp(y) - cp(C) = lim x - c 
y-+C y - C y-+C Y - C 

Dus is: 

of: 

x - c 1 
cp'(C) = lim -- = ----

. y-+C Y - C Y - C 
tim--
y-+C x - c 

1 1 
----=--
tim y - C f'(c) 

X"'c X - C 

.CP'(C)-J'(c) = 1 :::;.(dCP) .(dJ ) = 1 
dy y=C dx x=c 

(f'(c) ~ 0) 

De overgang van y -+ C op x -+ c is geoorloofd, want cp is volgens stelling 2 een 
continue functie van y. 
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t 

o 

Fig. 44 

y=f(x) 

x =Ip(y) 

p 

c _x 

De hierboven genoemde stelling is aanschouwelijk voorgesteld in fig. 44. De kromme 
y = I(x) is ook de grafiek van x = IP(y). Nu is f'(e) = tan 0(, waarbij 0( de hoek is, 
die de raaklijn insluit met de positieve x-as. Verder is IP'(C) = tan p, waarin p de 
hoek voorstelt die dezelfde raaklijn insluit met de positieve y-as. Daar p = !1t - 0(, 

is tan p = cot 0( = lltan 0(, dus is: 

1 
IP'(C) = f'(e) 

Als y = I(x), dan geldt voor de inverse functie lP van I: x = IP(y). De grafiek van 
I kan tevens dienen als grafiek van lP, als we tenminste de waarden van de onaf
hankelijk veranderlijke (nu y) op de y-as uitgezet denken. Voor de figuur is dit wat 
lastig, en daarom verwisselen we in x = IP(y) de y en de x, waardoor we ons de 
onafhankelijk variabele op de x-as uitgezet denken. Voor de grafiek betekent dit 
een spiegeling t.o.v. de lijn met vergelijking y = x, m.a.w. men verkrijgt de grafiek 
van de inverse functie lP door de grafiek van I te spiegelen t.o.v. de lijn met verge
lijking y = x. 

De functie x ~ X' (n E 1::) is monotoon voor x > 0 en differentieerbaar, de functie
waardenverzameling is (0, ~). Deze functie heeft dus een inverse, voorgesteld door: 

1 

x~xn (y > 0) 

die men voor natuurlijke n de nC machtswortel noemt, en die gedefinieerd is voor 
iedere x > o. 
Men definieert verder: 

P 1 1 

xq = (x~P = (xPfi (p en q geheel) (37.1) 

waardoor de machtsfunctie x ~ :Je" gedefinieerd is voor rationale a. 
P 

We tonen vervolgens aan dat xq voldoet aan de drie machtseigenschappen, waaraan 
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ook X' voldoet voor n geheel, nl.: 

P r ~+~ 
aq 'a s = a q s (a > 0, p, q, r en s geheel; q =F 0, s =F 0) 

P r P r 

(a"iiY-; = a"ii·' (a> 0, p, q, r en s geheel; q =F 0, s =F 0) 

P P P 

(a'b)"'i = a"ii 'b"ii (a > 0, b > 0, p en q geheel; q =F 0) 

Bewijs van (37.2): 
P r P r 

(a"ii ·a.)qS = (a"iir·(a'r 
1 1 

= (a~pq··(a·)qrs 

1 1 

= {(a f)qy •. {(a "yyq 

= aps+rq 

Bijgevolg is: 
P r ps+rq p r 
- - -- -+-aq 'a s = a qs = aq s 

Bewijs van (37.3): 

Bijgevolg is: 

p 

= {a"iiyq 

1 

= (aq)prq 

1 
-'q = (a q )pr 

= apr 

p r pr p r 

(a"ii)' = a"iii = a"ii'. 

Bewijs van (37.4): 
p p p p 

(a"ii . b "ii)q = (a"ii)q· (b"ii)9 

= aP·hP 

= (ab)1' 
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(onder toepassing van (37.3» . Dus is: 

p p p 

aïi'bq = (ab)q 

38 De exponentiële functie 

De functie x 1-+ In x is in x > 0 monotoon stijgend en differentieerbaar, de functie
waardenverzameling is (-, -+). De logaritmische functie heeft dus een inverse die 
gedefinieerd is voor ieder reëel getal, monotoon stijgend is en differentieerbaar, en 
slechts positieve waarden aanneemt. Deze functie heet exponentiële functie en wordt 
genoteerd als: 

X 1-+ exp x 

De eigenschappen van exp x volgen uit die van In x. Voor a > 0 en b > 0 is vol
gens (36.2): In a + In b = In ab. Stelt men In a = A, dus a = exp A, en In b = B, 
dus b = exp B, dan volgt: 

lnab = lna + lnb = A + B=>ab = exp(A + B)=> 

exp A 'exp B = exp(A + B) (38.1) 

De eigenschap (38.1) noemt men wel de hoofdeigenschap van de exponentiële functie. 
Uit In 1 = 0 volgt 1 = exp O. Voor B = -A gaat (38.1) over in : 

dus: 

exp A °exp( -A) = exp 0 = 1 

1 
exp(-A) =-

expA 

Uit (38.1) volgt verder door volledige inductie: 

11 11 

exp L at = n exp at 
t=l t=l 

Is ak = a voor alle k, dan is in het bijzonder: 

exp na = (exp a)" 

Uit (38.4) volgt voor na = b: 

( b)" b 1 exp b = exp -; => exp -;- = (exp b) 11 

(zie par. 37). 
Is b een natuurlijk getal m, dan volgt uit (38.5) en (38.4): 

(38.2) 

(38.3) 

(38.4) 

(38.5) 
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m -.!. -.!. ~ 
exp - = (exp m) 11 = {( exp 1 )m} 11 = (exp 1) 11 

n 

Uit In e = 1 volgt: e· = exp 1, zodat (38.6) ook te schrijven is als: 
~ 

m m 
exp- = en 

n 

Uit (38.2) en (38.7) volgt: 

exp ( - :) = -e-xp_I-m-/-n = e = 

zodat: 

expp = eP 

(38.6) 

(38.7) 

geldt voor ieder rationaal getal p. Omdat voor een rationaal getal p, exp p gelijk is 
aan e tot de macht p, heeft exp p de naam exponentiële functie gekregen. 
Daar exp x gedefinieerd is voor alle x, ook niet-rationale, definieert men: 

eX = expx 

voor alle reële x . Hiermede is de betekenis van het symbool eX (lees: e tot de macht x) 
eenduidig vastgesteld voor alle x E IR. 
De grafiek van y = exp x volgt door spiegeling van die van y = In x (fig. 42) t.O.V. 
de rechte y = x. Ze is weergegeven in fig. 45a. 
De afgeleide van de exponentiële functie vindt men als volgt. Als J(x) = exp x, dan 
. d<p dj . 
IS X = <p(y) = lny, dus wegens -'- = 1 IS: 

dy dx 

~ . d(exp x) = 1 
y dx 

Fig. 4Sa Fig.45b 

-1 o 1 ---x -3.-2 -1 o -x 
-3 -2 
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of: 

d(exp x) 

dx 
= expx 

Enige voorbeelden van het differentiëren volgen hier, 

Voorbeeld 1 

Bepaal f'(x) als: 

I(x) = exp x 2 

Oplossing: 

f'(x) = (exp x2
) 2x 

= 2x'exp x2 

Voorbeeld 2 

Bepaal f'(x) als: 

I(x) = exp sin x 

Oplossing: 

I'(x) = (exp sin x) cos x 

= cos x'exp sin x 

Voorbeeld 3 

Bepaal f'(x) als: 

I(x) = e-X cos 2x 

Oplossing: 

f'(x) = - e-x cos 2x - e-x 2 sin 2x 

= - e-X(cos 2x + 2 sin 2x) 

39 De algemene exponentiële functie en de algemene machtsfunctie 

Is a > 0, dan definiëren we de algemene macht aP als 

aP = exp(p In a) (a> 0) 
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dus: 

In aP = p In a 

We zullen aantonen dat voor de algemene macht de machtseigenschappen gelden 
die in par. 37 voor rationale exponenten zijn bewezen. Dat zijn dus: 

Bewijs van (39.2): 

(a> 0) 

(a> 0) 

(a> 0, b > 0) 

ap +q = exp {(p + q) In a} = exp (p In a + q In a) 

Door toepassing van (38.1) volgt verder: 

exp (p In a + q In a) = exp (p In a)'exp (q In a) = aP'~ 

Bewijs van (39.3): 

(aPl = exp (q In aP) = exp (qp In a) = apq 

Bewijs van (39.4): 

(abY = exp {p In (ab)} = exp (p In a + pin b) 

= exp (p In a)'exp (p In b) = aP·bP 

(39.2) 

(39.3) 

(39.4) 

De algemene exponentiële functie a" wordt gedefinieerd, door in (39.1) de exponent 
als veranderlijke te nemen en a constant > 0 en =1= 1. 

Definitie 

a" = exp (x In a) = e"lna (a > 0, a =1= 1) 

Voor de grafiek van a", waarbij we onderscheiden: a> e en a < e, verwijzen we 
naar fig. 45b. 

Uit (39.2) volgt de hoofdeigenschap van de exponentiële functie. 

Hoofdeigenschap 

Als f(x) = a" geldt: 

f(p + q) = f(p) "f(q) (39.5) 

De afgeleide van de algemene exponentiële functie wordt met de kettingregel bepaald. 

f(x) = a" = exp (x In a) 

121 



f'(x) = {exp (x In a)} In a = ti' In a 

Als f(x) = ti', dan f'(x) = ti' In a (39.6) 

Voor a > I en x > 0 is x In a> 0 en neemt met x toe. Omdat x ~ exp x mono
toon stijgend is, is dus ook in dit geval x ~ exp x In a, d.i. x ~ ti' monotoon stij
gend. Is 0 < a < I en x > 0, dan is x In a < 0 en neemt af met toenemende x. 
Dus nu is x ~ exp x In a, d.i. x ~ ti' monotoon dalend. Conclusie: x ~ ti' is mono
toon stijgend voor a > I en monotoon dalend voor 0 < a < 1. 

De algemene machtsfunctie x ~ xP wordt gedefinieerd door in (39.1) het grondtal 
veranderlijk te nemen en de exponent p constant. 

Definitie 

xP = exp (p In x) = ep1nx (x > 0, p constant) 

Uit (39.4) volgt de hoofdeigenschap voor de machtsfunctie. 

lIoofdeigenschap 

Als f(x) = xP geldt: 

f(a'b) = f(a)'f(b) (a> 0, b > 0) 

De afgeleide van de algemene machtsfunctie vindt men aldus: 

f(x) = xP = exp (p In x) 

p 
f'(x) = {exp (p In x))'

x 

p 
= -- ' xP 

x 

Als f(x) = xP, dan f'(x) = pxP- 1 CVP E IR) (39.7) 

De uitdrukking (39.7) voor de afgeleide is dus dezelfde als de formule die vroeger 
is afgeleid voor een machtsfunctie met gehele exponent. 
Voor p > 0 is x ~ p In x een monotoon stijgende functie van x en dus geldt dit ook 
voor x ~ exp (p In x) = xp. Voor p < 0 is x ~ p In x dalend, en dit is ook het 
geval met x ~ exp (p In x) = xp. 

{f(x)}//(>:) wordt op soortgelijke wijze gedefinieerd als ti' en x tJ
• 
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Definitie 

{f(x)}g(X) = exp {g(x) Inf(x)} (f(x) > 0) 

Enige voorbeelden van het differentiëren volgen hier. 

Voorbeeld 1 

Bepaal f'(x) als: 

f(x) = x·2X 

Oplossing: 

f'(x) = 2X + x·2X In 2 

= 2x(1 + x In 2) 

Voorbeeld 2 

Bepaal f'(x) als: 

f(x) = Jxz - aZ 

Oplossing: 

f(x) = (x2 - a2}i 

f'(x) = !(xZ - a2)-t·2x 

x 
= -Jr

x
7z =_=a=:;z 

Voorbeeld 3 

Bepaal f'(x) als: 

f(x) = x + J xZ + h (h constant) 

Oplossing: 

f'(x) = 1 + J 
x 

xZ + h 

x+JA"h 
= 

Jx2 +h 
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Voorbeeld 4 

Bepaal f'(x) als: 

I(x) = In Ix + J x 2 + hl (h constant) 

Oplossing: 

1 x+Jx2 +h 
f'(x) = . ---:===--

X + J x2 + h J x2 + h 

Voorbeeld 5 

Bepaal f'(x) als: 

I(x) = ~x 

Oplossing: 
In x 

I(x) = Xl/X = exp -
x 

I 
X'- -Inx 

f'(x) = (exp I:X)- x x 2 

Opmerking: 

1 - In x x' 
---::-- • ;,; X 

x2 

Om van de functie h, gedefinieerd door h(x) = {f(x)}g(x> de afgeleide te bepalen, 
kan men ook als volgt te werk gaan. Men bepaalt In Ih(x)l. De functie x 1-+ In Ih(x)1 
is een samengestelde functie van x die gedifferentieerd wordt door toepassing van de 
kettingregel (eerst de logaritmische functie differentiëren, daarna x 1-+ Ih(x)1 diffe
rentiëren). Uit In I h(x) I = g(x) In I I(x) I volgt: 

of: 

dus: 

h'(x) f'(x) 
-- = g'(x)'ln I/(x)1 + g(x)·_-
h(x) I(x) 

{ 
f'(X)} 

h'(x) = h(x) g'(x) ·In I/(x)1 + g(x)· I(x) 

~ [{f(x)}g(x>] = {f(XW(x>.{g'(X).ln I/(x)1 + g(x). f'(x) } 
dx I(x) 
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Deze wijze van berekening wordt gewoonlijk logaritmisch differentiëren genoemd. 
Men kan dit ook in andere gevallen toepassen, bijv. bij de differentiatie van een pro
dukt. 

Voorbeeld 

Differentieer: 

p(x) = f(x)g(x)h(x) 

Oplossing: 

In Ip(x)1 = In If(x)1 + In I g(x) I + In Ih(x)1 

zodat: 

dus: 

p'(x) f'(x) g'(x) h'(x) 
--=--+--+--
p(x) f(x) g(x) h(x) 

p'(x) = f'(x)g(x)h(x) + f(x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h'(x) 

40 Logaritmische en exponentiële ongelijkheden 

Voor te [1,1 + h] (h > 0) is: 

1 1 
--::; - ::; 1 
1 + h - t -

dus is: 

--< -< dt f
1+h dt f1+/t dt fl+h 
1 l+h 1 t 1 

d.w.z.: 

h T+h < ln(1 + h) < h 

De ongelijkheid (40.1) blijkt aanschouwelijk uit fig. 46. 
Omdat nl. t f-+ l/t dalend is, is: 

opp. GBCD < opp. ABCD < opp. AECD 

(40.1) 

(40.2) 

De ordinaat van B is 1/(1 + h), die van A is 1, terwijl de breedte der drie gebieden 
h is. Uit (40.2) volgt (40.1). 
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y 

t B, G, 

-t 

Fig. 46 

Voor te [1 - h, 1] (0 < h < 1) is: 

dus: 

1 1 
--~-~ 1 
l-h-t-

fl dt fl dt fl 
--> -> dt l-h 1 - h l-h t l-h 

d.w.z.: 

h 
-- > -ln(1 - h) > h 
1 - h 

Ook deze ongelijkheid is uit fig. 46 af te lezen: 

opp BlGlDCl > opp. BlADCl> opp. ElADCl 

(40.3) 

(40.4) 

De ordinaat van Bl is 1/(1 - h), de breedte ClD = h. Omdat Cl links van D ligt 
is opp. BlADCl gelijk aan -In (1 - h). Uit (40.4) volgt nu direct (40.3). Schrijft 
men (40.3) als: 

-h t=h < In (I - h) < - h 

dan heeft deze dezelfde gedaante als (40.1). We kunnen beide samenvatten tot: 

h 
T+h < ln(1 + h) < h (h > - 1, h i= 0) 

Uit het rechterlid van (40.5) leiden we een exponentiële ongelijkheid af. 
Stel In (1 + h) = x, dan is 1 +" h = exp x, dus h = exp x-I. 
Uit het rechterlid van (40.5) volgt dus x < exp x-I, x i= 0, of: 

expx> 1 + x (x i= 0) 

(40.5) 

(40.6) 
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Uit (40.6) volgt door vervanging van x door (-x): 

I 
exp (-x) = -- > I - x 

expx 

En voor x < 1: 

I 
expx< -

I-x 
(x < I, x ;6 0) 

Tenslotte geven (40.6) en (40.7) gecombineerd: 

1 
1 + x < exp x < -

I - x 
(x < 1, X:F 0) 

De linkerongelijkheid van (40.8) is geldig voor iedere x :F O. 

(40.7) 

(40.8) 

41 Betrekking tussen de monotonie van een functie en het teken van haar 
afgeleide 

In par. 36 is vermeld dat de logaritmische functie een monotoon stijgende functie is. 
We willen nu dit laatste begrip nader definiëren, en wel zo dat het "stijgend" zijn 
van een functie een eigenschap is, die deze in een punt bezit, een z.g. "lokale" eigen
schap. 

Definitie 

f heet stijgend in Xo als er een omgeving Q is van xo, zo dat f(x) > f(xo) als x > Xo, 

XE Q en f(x) < f(xo) als x < Xo, XE Q. 

Gevolg 

f is monotoon stijgend op het interval (a, b) als f stijgend is in ieder punt van dit 
interval. 

Vervangt men in deze definitie de ongelijkhedenf(x) > f(xo), resp.f(x) <f(xo) door 
f(x) ~ f(xo), resp. f(x) ~ f(xo), dan spreekt men van een niet-dalende functie. 
Op analoge wijze kan men een dalende en niet-stijgende functie in een punt defi
niëren. 

Is de functie f monotoon stijgend op het interval [a, b] en zijn x en c punten van 
dit interval, dan is f(x) > f(c) voor x > c en f(x) < f(c) voor x < c. We kunnen 
dit samenvatten tot: 

_f(_x)_-_Ji_C_c) > 0 
(x;6 c) 

x-c 
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Fig. 47 

Hieruit volgt als f differentieerbaar is voor x = e: 

lim f(x) - fee) = f'(e) ~ 0 
JC-+c X - e 

Het gelijkteken is niet uitgesloten, omdat de limiet van een positieve grootheid wel 
nul kan zijn. Is dus f monotoon stijgend en differentieerbaar op het gehele interval, 
dan is overal f'(x) ~ O. 

In fig. 47 is deze eigenschap toegelicht voor de functie x 1-+ x 3
• 

De functie is stijgend voor alle x en differentieerbaar. 1'(0) = 0, voor x :1= 0 is 
f'(x) > O. 
Is omgekeerd f continu in het gesloten interval [a, bl, differentieerbaar in (a, b), 
en is f'(x) > 0 in (a, b), dan is f(a) < feb). Dit is een gevolg van de middelwaarde
stelling die eerst in par. 59 bewezen wordt. Nemen we deze eigenschap als bewezen 
aan, dan volgt als Xl en X2 twee punten van dit interval zijn enf'(x) > 0 01x E (a, b»), 
dat f(Xl) > f(X2) als Xl > X2 is. Is dus op zeker intervalf'(x) > 0, dan is f stijgend 
op dit interval. 
Op analoge wijze toont men aan dat als f monotoon dalend is op een interval en 
differentieerbaar, dat f'(x) ~ 0 is op dat interval. 
Is omgekeerd f'(x) < 0, dan is f onder bovenstaande voorwaarden dalend. 

Opmerking: 

Is f'(x) ~ 0, dan kan men nog niet de conclusie trekken dat f monotoon stijgend is. 
Is nl. f'(x) = 0 voor alle x van een interval, dan is f constant op dit interval. Een 
soortgelijke redenering geldt als f'(x) ~ o. 
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41 Enige logaritmische en exponentiële limieten 

In x 
1 Uit de limiet lim -- = 0, leiden we de volgende meer algemene limiet af: 

.x~co x 

(In x)p 
lim -- =0 

"' .... 00 X' 
(p en a constant, a > 0) (42.1) 

Aan de exponent p is geen enkele beperking opgelegd. Is p < 0, dan zal voor 
x -+ 00 (In x)P -+ 0, terwijl X' -+ 00. Voor p = 0 is de teller 1, zodat de bewering 
in beide gevallen juist is. Voor p > 0 herleiden we het linkerlid als volgt: 

(In x)P = (~)P = (!!.- In X'IP)P = (p )P( In X'IP)P 
X' X'lp a X'lp a X'lp 

Stelt men X'lp = y, dan zal y -+ 00 als x -+ 00, dus geldt: 

lim (In~:p)p = lim (~ny)p = (Iim Iny)p = QP = 0 
"' .... 00 X' " .... 00 Y ' .... 00 Y 

Omdat ( ~ r een constante is, is de bewering hiermede bewezen. 

2 Door in (42.1) te substitueren In x = y volgt, daar y -+ 00 als x -+ 00: 

yP 
lim-=O 

' .... 00 ea
., 

Stellen we ea = b, dan is omdat a > 0 ondersteld is, b > 1, dus geldt: 

yP 
tim - = 0 

)1 .... 00 b)l 
(p en b constant, b > 1) 

of in de meer gebruikelijke vorm: 

xP 
lim _. - = 0 

"' .... 00 a'" 
(p en a constant, a > 1) 

3 Van I(x) = ~x is in par. 39 voorbeeld 5 bewezen: 

1 -Inx 
f'(x) = ~x'--:;---

x 2 

(42.2) 

Voor x > eis 1 - hi x < 0, dus f'(x) < 0, en volgens par. 41 is dus I monotoon 
dalend voor x > e. Verder is: 

lim ~ x = lim exp -- = exp lim -- = exp 0 = 1 In x ( In X) 
%-+(0 %-+00 X x-+oo X 
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zodat: 

lim :.Ix = 1 
x .... "" 

4 Uit (40.5) volgt na deling door h: 

r 1 In (1 + h) 
1--< <1 
{ 1 + h h 

1_1_ > ln(1 + h) > 1 
II + h h 

Uit (42.4) volgt voor h -+ 0: 

lim In (1 +h) = 1 
h .... O h 

(h> 0) 

(-1 < h < 0) 

(42.3) 

(42.4) 

(42.5) 

De bij berekeningen vaak toegepaste limiet (42.5) is niets anders dan de afgeleide 
van x ~ In x voor x = 1. 

Schrijft men (42.4) als: 

ril 1-- < In(1 + h)h < 1 
{ 1 + h 

l
il 

-- > In (1 + h)h > 1 
1 + h 

dan volgt hieruit voor h -+ 0: 

1 

lim ln(1 + h)h = 1 
h .... O 

(h > 0) 

(-1 < h < 0) 

(42.6) 

Omdat x ~ In x een continue functie is van x volgt uit (42.6) onder toepassing van 
(21.2): 

1 1 

lim In (1 + h)h = In liro (1 + h)h = 1 (42.7) 
h-+O h .... O 

Per definitie is In e = 1. Omdat x ~ In x een monotone functie is van x volgt uit 
(42.7) en lne = 1: 

1 

liro(1 + h)h = e 
h .... O 

1 . 
Voor h = - gaat (42.8) over m: 

v 

liro (1 + ~)V = liro (1 + ~)V = e 
V-+CX) V v-+-co V 

(42.8) 

(42.9) 
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Soms definieert men het getal e als: 

lim (1 + ~)n = e 
n-+oo n 

(n geheel, > 0) 

Blijkbaar is (42.10) een bijzonder geval van (42.9). 

5 Uit (42.8) volgt door vermindering van alle leden met 1: 

1 x 
x < exp x-I < -- - 1 = --

I-x I-x 

en na deling door x: 

exp x-I 1 
1< <--

x 1 - x 

exp x-I 1 
1> >--

x 1- x 

Uit (42.11) volgt voor x -+ 0: 

exp x-I 
lim = 1 
X"" 0 x 

(0 < x < 1) 

(x < 0) 

(x < 1, x:f. 0) 

(42.10) 

(42.11) 

(42.12) 

De limiet (42.12) is niets anders dan de afgeleide van x I--t exp x voor x = 0. 

Uit lim x In x = ° (zie 36.11) leiden we gemakkelijk af: 
x~O 

lim x" In x = ° 
x~O 

(a> 0) 

1 1 . 1 
en wel door te stellen: x = ia en dus lim x" In x = lim y In ya = hm- yin y = ° 

x~O y~O y~O a 

43 De algemene logaritme 

De algemene exponentiële functie x I--t ti' (a > 0) is gedefinieerd voor alle x, diffe
rentieerbaar voor alle x, monotoon stijgend voor a > 1, monotoon dalend voor 
a < 1, de functiewaardenverzameling is (0, -+). De functie heeft dus een inverse: 
de algemene logaritmische functie, genoteerd als: 

x I--t alog x 

die gedefinieerd is voor x > 0, (a > 0, a :f. 1), differentieerbaar is voor x > 0, 
monotoon stijgend als a > 1 is, en monotoon dalend voor ° < a < 1. 
Per definitie volgt uit: 

y = ti', dat x = alogy (a> 0, a:f. 1) 
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Omdat y = exp(xlna), is ook xlna = Iny, zodat: 

Iny 
Qlogy = -

Ina 
(a> 0, a =f:. 1) 

In x 1 
Is f(x) = Qlog x = --, dan is f'(x) = --. Dus: 

In a x In a 

1 
Als f(x) = Qlog x, dan f'(x) = -

xlna 

Uit (43.2) volgt voor a = e: 

Clog x = In x 
1 

Als f(x) = Clog x, dan f'(x) = -
x 

(43.1) 

(43.2) 

(43.3) 

Het differentiaalquotiënt van de "e-Iogaritme" heeft een eenvoudiger gedaante dan dat 
van de "a-logaritme" (a =f:. e). 
Naar de uitvinder Sir John Napier (of Neper) (1550-1617) noemt men de natuurlijke 
logaritmen ook neperiaanse logaritmen. De betrekking tussen de gewone logaritmen 
(10 als grondtal) oftewel briggse logaritmen* en de natuurlijke volgt uit (43.1): 

lux 
lOlogx =-

In 10 
(43.4) 

Voor de natuurlijke logaritmen bestaan reeksontwikkelingen (zie par. 107) die de 
berekening mogelijk maken. Uit de relatie (43.4) berekent men de gewone logarit
men. De factor I/In 10 heet de modulus (M) van het briggse stelsel. 

1 
M = --~04343 

In 10 ' 
(43,5) 

Voor omzetting van gewone logaritmen in natuurlijke geldt volgens (43.4): 

In x = In 1O. 1°log x (43.6) 

bij benadering: 

In x ~ 2,303 .lolog x (43.7) 

44 De cyclometrische functies 

Als f(x) = sin x, dan is f'(x) = cos x. Nu is cos x> 0 als XE < -t1t, !1t), dus als 
we f definiëren door f(x) = sin x, "Ix E [-!1t, !1t], dan is f differentieerbaar en 
monotoon stijgend op zijn domein, en de functiewaardenverzameling is [-1, 1]. 

• Henry Briggs (1556-1630). 
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Maar dan heeft I een inverse cp, gedefinieerd op het codomein [-1,1] van I, die 
daar monotoon stijgend is en die differentieerbaar is in < -1, I). In de randpunten 
is cp nl. niet differentieerbaar, daar de afgeleide van I nul is in -t1t en t1t. De 
functiewaardenverzameling van cp is het domein van I, dus [-t1t, t1t]. We noemen 
de inverse van I de arcus sinus (arcsin) functie. 
Enige functiewaarden volgen hier: 

arcsin (-1) = -t1t 

arcsin ° = ° 
arcsin 1 = t1t 

De grafiek van x 1-+ arcsinx vindt men door spiegeling van die van x 1-+ sin x t.O.V. 
de rechte met vergelijking y = x; deze grafiek is weergegeven in fig. 48a. 
Als y = f(x) = sin x, dan geldt: x = cp(y) = arcsin y, en omgekeerd; dus: 

1 1 1 1 
cp'(y) = -- = -- = = ----:===-

f'(x) cosx .Jl - sin2 x .Jl _ y2 

(N.B. XE < -t1t, t1t), dus cos x > 0). 

Wanneer we cp als functie van x beschouwen, dan geldt dus: 

. 1 
Als cp(x) = arCSID x, dan cp'(x) = / ' XE < -1, I) 

'V 1 - x2 

Als I(x) = cos x, dan is f'(x) = - sin x. Nu is - sin x negatief als XE <0, 1t), dus 
als we f definiëren door f(x) = cos x, "Ix E [0, 1t], dan is f differentieerbaar en mono
toon dalend op haar domein, en het co domein is [- 1, 1]. Maar dan heeft f een 
inverse cp, gedefinieerd op het codomein [-1, 1] van f, die daar monotoon dalend 
is, en die differentieerbaar is in < -1, I). Ook hier is cp in de randpunten niet diffe
rentieerbaar. Het co domein van cp is het domein van I, dus [O,1t). We noemen de 
inverse van I de arcus cosinus (arccos) functie. 
Enige functiewaarden zijn: 

arccos (-1) = 1t 

arccos ° = t1t 

arccos 1 = ° 
Als y = f(x) = cos x, dan geldt: x = cp(y) = arccos y, en omgekeerd, dus: 

1 1 
qJ'(y) = f'(x) = - sin x = -.Jl _ cos2 x = 

-1 

(N.B. XE <0, 1t), dus sin x > 0.) 
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y 

y=arcsu; x t 
t lt 

arcsin (-0,-") ="-C'J-"'--""""".-J 
-arcsino 

a 

y=arccos x · 

arccos 0 

arcsin 0 

y 
y=arctan x t 

ilt 

arcton (-0.!'-)==--,r-:7î-----!:!~~ 
-arcton 0 

y=arccot x 

arccot(-o) = 
lt-arccot 0 

c 

--x 

arccot 0 
__ ~4-~ __ ~ __ a_rc_coso~ __________ +-~~r--+~~:::::===~ 

-x 

b d 

Fig. 48 

Wanneer we cp beschouwen als functie van x, dan geldt : 

-1 
Als cp(x) = arccos x, dan cp'(x) = / ' XE < -1, I) 

" 1 - x
2 

De grafiek van x ~ arccos x is voorgesteld in fig. 48b. 

1 
Als f(x) = tan x. dan is f'(x) = . Nu is positief als XE < -1-7t, 1-7t). 

cos2 X cos2 x 

Als we dus f definiëren door f(x) = tan x, "Ix E < -!7t, 1-7t), dan is f differentieer
baar en monotoon stijgend op zijn domein, en het codomein is de verzameling van 
alle reële getallen. Maar dan heeft f een inverse cp, die daar differentieerbaar en 
monotoon stijgend is. Het codomein van cp is het domein van f, dus < -i7t, i7t)· 
We noemen de inverse van f de arcus tangens (arctan) junctie. 
Enige functiewaarden en limieten zijn: 

lim arctan x = -1-7t 
,x-+ - 00 

arctan 0 = 0 

lim arctan x = 1-7t 
x-+oo 
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Als y = f(x) = tan x, dan geldt x = tp(y) = arctan y en omgekeerd, dus: 

/ 1 2 1 1 
tp (y) = -- = cos x = = ---=-

f'(x) 1 + tan2 x 1 + y2 

Wanneer we tp beschouwen als functie van x, dan geldt dus: 

1 
Als tp(x) = arctan x, dan tp/(x) = 2 ' XE (~, -t) 

l+x 

In fig. 48c is de grafiek van x 1-+ arctan x voorgesteld. 

I I 
Als f(x) = cot x, dan is f'(x) = - - . -2 -. Nu is - -. -2 - negatief als XE (0, 1t). 

SIn X SIn X 

Wanneer we dus f definiëren door f(x) = cot x, XE (0, 1t), dan is f differentieerbaar 
en monotoon dalend op haar domein, en het codomein is (~, -t). Maar dan heeft 
f een inverse tp die daar differentieerbaar en monotoon dalend is. Het codomein 
van tp is dan het domein van f, dus (0,1t). We noemen de inverse van f de arcus 
cotangens (arccot) functie. 
Enige functiewaarden en limieten zijn: 

lim arccot x = 1t 
%-+-00 

arccot ° = t1t 

lim arccot x = ° 
Als y = f(x) = cot x, dan geldt: x = tp(y) = arccot y en omgekeerd, dus: 

1 -1-1 
tp/(y) = -- = - sin2 x = = ---;;-

f'(x) 1 + coe x 1 + y2 

Wanneer we tp beschouwen als functie van x, dan geldt dus: 

-1 
Als tp(x) = arccot x, dan tp/(x) = 2 ' XE (~, -t > 

l+x 

In fig. 48d is de grafiek x 1-+ arccot x voorgesteld. 

Opmerking: 

De naam cyclometrische functies komt hier vandaan dat zij bogen van een cirkel 
voorstellen (Gr. xUKÀ.oç = kring = cirkel). 

Enige voorbeelden van het differentiëren volgen hier. 
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Voorbeeld 1 

Bepaal f' (x) als: 

x 
I(x) = arctan / 

vi - x 2 

Oplossing: x 2 

~+~ 
vl-x2 

f'(x) = ---X-=2- ---I---X--;2:----

1+---::-
I - x2 

Blijkbaar is de gevonden uitkomst tevens de afgeleide van arcsin x. De functie 
arcsin kan dus van de gegeven functie slechts een constante verschillen. Uit een 

rechthoekige driehoek met schuine zijde I en rechthoekszijden resp. x en J I - x2 

blijkt dat de gegeven functie juist arcsin is en de genoemde constante gelijk is aan nul. 

Voorbeeld 2 

Bepaal f'(x) als: 

2x 
I(x) = arctan 2 

I-x 

Oplossing: 

I 
f'(x) = ---4-x2=--

1+ ---=-=
(1 - X 2)2 

2 

2 - 2X2 +4x2 

(1 - X 2)2 

Omdat de gevonden uitkomst juist de afgeleide is van 2 arctan x, is dus 

2x 
arctan 2 = 2 arctan x + c. 

I-x 

Op de bepaling van c gaan we hier niet in. Men zie voor enige cyclometrische betrek
kingen de volgende paragraaf. 
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E 

Pt--------'-.c 

x 

o' 0 

-x arcsin(-x) 

p'+-----lI 

E' 

Fig. 49 

4S Enige cyclometrische betrekkingen 

In par. 19 zijn sin x en cos x gegeven door een aan punt op een cirkel zijn projectie 
op een middellijn toe te voegen (zie fig. 24). Dezelfde figuur kan dienst doen om de 
functies x ~ arcsin x en x ~ arccos x voor te stellen. Fig. 49 stelt de halve een
heidscirke1 voor. De raaklijn in 0 is evenwijdig aan de middellijn door 0'. De toe
voeging van een punt P van de rechte aan een punt Q van de cirkel geschiedt door -projectie in de richting 0'0. Stelt men O'P = x, dan is OQ = arcsin x. Is 

O'P' = -x, dan is OQ' = arcsin (-x), hetgeen blijkbaar ook - arcsin x is. Hier
uit volgt: 

arcsin ( - x) = - arcsin x (45.1) 

In dezelfde figuur is de boog EQ die vanaf E rechtsom gemeten wordt gelijk aan -arccos x. De boog EQ' is gelijk aan arccos (-x). Omdat EQ = E'Q' en de halve 
cirkelomtrek gelijk is aan 1t, is arccos ( - x) = 1t - arccos x. 

arccos (-x) = 1t - arccos x 

Verder blijkt uit de figuur: 

arcsin x + arccos x = t1t 

(45.2) 

(45.3) 

welke relatie ook geldig is voor x < 0, hetgeen men zich aan de hand van fig. 49 
duidelijk kan maken. 
Uit (45.3) volgt door differentiëren van beide leden: 

D arcsin x + D arccos x = Dt1t = 0 

D arccos x = - D arcsin x (45.4) 

138 



E 

x 

o·~-----.... 

Fig. 50 

Hiermede is verklaard waarom de afgeleiden van arcsin x en arccos x slechts in 
teken verschillen. 

In fig. 50 is OP = x, OP' = - x, OQ = arctan x, OQ' = arctan ( - x), EQ = 
= arccot x en EQ' = arccot ( - x). Op soortgelijke wijze als hierboven overtuigt 
men zich van de betrekkingen: 

arctan ( - x) = - arctan x 

arccot (-x) = n - arccot x 

arctan x + arccot x = !n 

(45.5) 

(45.6) 

(45.7) 

Door differentiëren van de betrekking (45.7) verklaart men waarom de afgeleiden 
van arctan x en arccot x slechts in teken verschillen. 
Evenals tussen de goniometrische functies bestaan er tussen de cyclometrische func
ties vele betrekkingen. Wij leiden slechts als voorbeeld een enkele relatie af, nl. de 
herleiding van de som van twee boogtangenten tot een enkele. 

Voorbeeld 

Herleid arctan a + arctan b tot de waarde van een enkele cyclometrische functie 
van a en b. 

Oplossing: 
Stel arctan a = IX en arctan b = p, dan is tan IX = a en tan p = ben -tn < IX < 1-n, 
-!n < P < !n. 

tan IX + tan p 
tan (IX + P) = ----

l-tanlXtanp 

a+b 

1 - ab 
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Hieruit volgt: 

a+b 
arctan a + arctan b = IX + P = arctan + kx 

1 - ab 

Omdat -!x < ex < !x, -!x < p < !x, is dus -x < ex + p < x. Echter ligt 

arctan a + b tussen -!x en !x. Hieruit volgt dat k dus -1, 0, of 1 kan zijn, af-
1 - ah 

hankelijk van de getallen a en b. 
Zo is bijv.: 

a+b 
arctan a + arctan b = arctan voor -1 < a < 1, -1 < b < 1, daar dan 

1 - ah 
-!x < ex + p < !x; 

a+b 
arctan a + arctan b = arctan + x voor a > 1, b > 1, daar dan 

1 - ab 
!x < IX + P < x; 

a+b 
arctan a + arctan b = arctan - x voor a < - 1, b < -1, daar dan 

1 - ah 
-x < IX + P < -!x. 

Voorbeeld van differentiëren 

Bepaal f'(x) als: 

I+x 
f(x) = arctan-

I-x 

Oplossing: 

(x :F 1) 

D f · 1 + x. d fini d 11 1" 1 d' . e unctie x 1-+ IS ge e eer voor a e X:F en IS lD X = lscontinu. 
1 - x 

H· . I da k 1 + x d' . .. 1 VI' lerult vo gt t 00 X 1-+ arctan lscontlDu IS lD X = . oor X:F IS: 
1 - x 

f'(x) = 
1 I-x+I+x 

(1 +xy 
(1 - X)2 

1+ --
I-x 

1 
= 

1 +X2 

Uit dit resultaat blijkt dat de gegeven functie van x 1-+ arctan x slechts een constante 
verschilt. Omdat de gegeven functie discontinu is in x = 1, kan op het interval 
(.-, I) de constante een andere waarde hebben dan op (I, -+). Ter berekening 
van deze constante stellen we: 
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l+x 
arctan -- = arctan x + C 

I-x 

op (+-, I), en bepalen de limiet hiervan als x i 1. 

l+x 
lim arctan -- = lim arctan y = !1t 
xp 1 - x y .... oo 

= arctan 1 + C 

= i1t + C 

Dus is C = i1t op (+-, I). Op soortgelijke wijze volgt voor het interval (I, ~): 

l+x 
lim arctan -- = lim arctan (- y) = -!1t 
xp 1 - x y .... oo 

= arctan 1 + C 

= i1t + C 

Op 0, ~) is dus C = --l1t. 

46 Overzicht van enige differentiaalquotiënten, primitieve functies, 
differentialen, limieten en ongelijkheden 

Di fferen tiaalq uotiën ten 

f(x) = X' 

f(x) = In lxi 

f(x) = sin x 

f(x) = cos x 

f(x) = tan x 

f(x) = cot x 

f(x) = exp x 

f(x) = tr 

f(x) = arcsin x 

f'(x) = nX'-l 

f'(x) = ~ 
x 

f'(x) = cos x 

f'(x) = - sin x 

1 
f'(x) = cos 2X 

-1 
f'(x) = -.-2-

sm x 

f'(x) = exp x 

f'(x) = tr In a (a > 0) 

f'(x) = J 1 2 
I-x 
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f(x) = arccos x 

f(x) = arctan x 

f(x) = arccot x 

I(x) = In Ix + .Jx2 + hl 

f(x)=-In --1 I a + x I 
2a a-x 

I(x) = In Isin xl 

I(x) = In Icos xl 

Primitieven 

f(x) = X' 

1 
I(x) =-

x 

I(x) = sin x 

I(x) = cos x 

1 
I(x) = -cos 2X 

1 
f(x)=-,-

sm 2X 

I(x) = expx 

f(x) = cr 

1 
I(x) = .J 2 2 

a -x 

1 
f(x) = 2 + 2 a x 

f(x) = .J 2 
x +h 
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-I 
f' (x) = r.-----i, 

vI - x-

f'(x) = 1 + x2 

-I 
f'(x) = 1 + x2 

f'(x) = J 2
1 

x + h 

1 
f'(x) = 2 2 

a - x 

f'(x) = cot x 

f'(x) = - tan x 

X'+1 
F(x) = -- (n';" -I) 

n+l 

F(x) = In lxi 

F(x) = -cos x 

F(x) = sin x 

F(x) = tanx 

F(x) = -cotx 

F(x) = exp x 

cr 
F(x) = - (a > 0) 

Ina 

x x 
F(x) = arcsin - = - arccos -

lal lal 

1 x 1 x 
F(x) = - arctan- = - -arccot-

a a a a 

F(x) = In Ix + .Jx2 + hl 



1 
f(x) = 2 2 

a - x 

I(x) = cotx 

I(x) = tan x 

Differentialen 

( 
x"+1 ) 

x"dx=d --+C 
n + 1 

dx 
- = d(ln lxi + C) 
x 

sin xdx = -d(cos x + C) 

cos xdx = d(sin x + C) 

dx 
--2- = d(tan x + C) 
cos x . 

dx 
-'-2- = -d(cot x + C) 
sm x 

Limieten 

Inx 
lim--=O 
x-+co x 

. (In x)l' 
bm -- = 0 (a > 0) 

x-+co x" 

limxlnx = 0 
xlO 

liro xa.ln x = 0 (IX > 0) 
xlO 

. In (1 + x) 
bro = 1 
x-+O x 

sin x 
liro-- = 1 
x-+O x 

(n::ft -I) 

F(x)=-In --I I a + x I 
2a a - x 

F(x) = In Isin xl 

F(x) = -In Icos xl 

exp xdx = d(exp x + C) 

tr"dx = d(~ + c) (a> 0) 
In a 

dx = d (arcsin ~ + c) 
-Ja2 - x 2 lal 

= -d(arccos~ + c) 
lal 

dx = al d (arctan xa + c) 
a2 + x 2 

= - ~ d( arccot : + c) 

x 
Iim-- =0 
x-+co exp x 

xP 
lim - = 0 (a > 1) 
x-+co tr" 

liro ~x = I 
x-+co 

expx - 1 
liro = 1 
x-+O x 

tanx 
liro-- = 1 
x-+O x 
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Ongelijkheden 

x 
-- < In (1 + x) < x 
l+x 

(x > - I, x :F 0) 

exp x > I + x (x :F 0) 

I 
exp x < -- (x < I, x :F 0) 

I-x 

sin x tanx 1 
cosx<--<I<--<-- (0 < lxi < l1t) 

x x cos x 
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hoofdstuk 2 

Complexe getallen 

47 Vectoren 

Uit de meetkunde zijn vectoren bekend als lijnsegmenten met richting. Uit twee 
vectoren ~ en Q kan men volgens de parallellogramregel een nieuwe vector vormen 
die ~ + Q genoemd wordt. Ook kan men uit een vector ~ een nieuwe vector vormen 
door strekken, d.i. vergroten of verkleinen; deze vector kan men door À.~ voorstellen 
(À. reëel). 
Deze uit de meetkunde bekende vectoren zijn concrete voorbeelden van de vectoren 
die in de algebra in abstracto zijn gedefinieerd. Een vector is daar een element van 
een vectorruimte, waarbij een vectorruimte voldoet aan de volgende definitie. 

Definitie 

Een (reële) vectorruimte V is een verzameling elementen (vectoren genaamd), waarin 
een optelling is gedefinieerd, d.w.z. aan ieder geordend tweetal elementen ~ resp. Q 
(~ E V, Q E V) is een element van V toegevoegd, dat men de som noemt en noteert als 

~ + Q. 
Voorts treden de reële getallen als operatoren (scalairen) op, d.w.z. als À. E IR en ~ E V, 
dan is er een eenduidig bepaald element in V, dat men het scalaire produkt van À. met ~ 
noemt en noteert als À.a. 

Hierbij gelden de volgende axioma's. 

I Axioma's voor de optelling 

~ + Q = Q + ~ (commutatieve eigenschap) 

~ + (Q + 2> = (~ + Q) + ~ (associatieve eigenschap) 

Er is een vector Q met de eigenschap Q + !! = ~ voor iedere ~ 
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Iedere vector !! heeft een tegengestelde - ~ met de eigenschap 

-a+a=O - - - (47.4) 

Uit (47.1) ... (47.4) volgt dat de vergelijking ~ + ~ = ~ juist één oplossing heeft: 
ten minste één want x = -!!. + ~ voldoet, maar ook ten hoogste één. Was nI. Xl 

een andere oplossing, dan was: 

~1 = Q + ~1 = -~ + ~ + ~1 = -~ + ~ = ~ 

d.w.z. ~l = ~. Er is dus juist èèn oplossing; deze oplossing heet de verschilvector 
b - a. 

II Axioma's voor de scalaire vermenigvuldiging 

A(~ + Q) = A~ + AQ 

(A + Jl)!! = ).~ + Jl~ 
(AJl)~ = A(Jl~) 

I'a = a 

Men kan dan bewijzen: 

O'a = 0 

A'O = 0 

In de taal van de algebra kan men dit aldus kort samenvatten: 

(47.5) 

(47.6) 

(47.7) 

(47.8) 

(47.9) 

(47.10) 

Een (reële) vectorruimte is een additief geschreven A belse groep met een lichaam (i.c. IR) 
L'an operatoren. 

Voorbeelden van vectoren zijn bijv. getallenrijtjes met een vast aantal, bijv. 3, ge
tallen: ~ = (al' 02' a3 ), Q = (bi' b2 , b3 ), Q = (0,0,0). Hierbij definieert men: 

~ + ~ = (al + bl , a2 + b2, a3 + b3); A~ = (Aal' },a2' }.a3) 

Deze getallenrijtjes komen overeen met de meetkundige vectoren in de ruimte, die 
de oorsprong als beginpunt hebben. Het getallenrijtje stelt de drie coördinaten van 
het eindpunt voor op een rechthoekig of scheef assenstelsel. 

48 Invoering van complexe getallen 

In par. 1-3 is beschreven hoe het getalbegrip is uitgebreid tot dat van de reële getallen. 
Het feit dat de eenvoudige vierkantsvergelijking x 2 = - 1 geen oplossing heeft Zü

larigmen zich tot de reële getallen beperkt, is aanleiding om :let getalbegrip nogmaals 
uit te breiden door invoering van een meer algemeen soort getallen, waarvan de 
reële getallen een bijzonder geval zijn. Deze nieuwe getallen en de bewerkingen er-
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mede moeten zo worden gedefinieerd dat al de rekenregels voor de reële getallen 
opgevat als bijzonder geval van deze nieuwe getallen overeenstemmen met de reeds 
bestaande rekenregels voor deze reële getallen. 
Ook meetkundige overwegingen kunnen leiden tot de uitbreiding van het getalbegrip. 
In par. 4 is reeds opgemerkt dat elk reëel getal kan voorgesteld worden als een punt 
van een georiënteerde rechte, bijv. een gegeven x-as met 0 als nulpunt. Omgekeerd 
behoort bij elk punt van de rechte juist een reëel getal, de x-coördinaat. 
Beschouwen we nu in plaats van de x-as het geheel platte vlak met een daarin aan
gebracht coördinatenstelsel xOy, dan kan een geschikt gekozen uitbreiding van het 
getalbegrip ons in staat stellen getallen, die we complexe getallen noemen, toe te 
voegen aan vectoren of punten in dit vlak, het complexe vlak geheten. 
We zullen daartoe naast de "gebonden" vectoren, dat zijn vectoren waarvan het 
beginpunt vast is, "vrije" vectoren onderscheiden. Dit zijn vectoren waarvan richting 
en grootte vast zijn, maar het beginpunt willekeurig. Men rekent twee vrije vectoren 
gelijk indien de richtingen dezelfde zijn en de grootten gelijk. 
We voeren nu langs meetkundige weg de complexe getallen in, en gaan daarbij uit 
van twee onderling loodrechte assen, de x-as, resp. y-as (later te noemen de reële as, 
resp. imaginaire as). We identificeren de reële getallen met vectoren langs de x-as, 
het getal 1 correspondeert daarbij met de eenheidsvector el in de richting van de 
positieve x-as en het getal ex correspondeert met de vector exe l . We merken op: als 
ex E IR correspondeert met ex~ en [J E IR met [J~, dan correspondeert ex + [J met 
(ex + [J)el en dat is juist exe l + [Jel op grond van de optelling van vectoren. Verder 
zal À,ex (À, E IR) corresponderen met À,ex' el en dat is juist ).' (exel) op grond van de ver
menigvuldiging van een vector met een scalaire grootheid. 
De uitbreiding die we aan de reële getallen geven, bestaat nu hierin dat we iedere 
vector in het platte vlak identificeren met een "complex" getal. In de zo verkregen 
verzameling C van complexe getallen definiëren we nu een optelling en een ver
menigvuldiging met reële getallen, en wel zó dat, als de complexe getallen z 1 en Z2 

corresponderen met de vectoren at en a2' de som Zl + Z2 correspondeert met de 
som ~..! + a2 van de vectoren al en a2' engelijk is aan Z2 + Z l' Hierbij is de vector
som bepaald door de "parallellogramregel". 
Het produkt ).z 1 (A E IR) correspondeert met de vector À,aj. 
In het bijzonder voegen we aan de eenheidsvector e2 in de richting van de positieve 
y-as toe het complexe getal dat we door i voorstellen en de imaginaire eenheid noe
men. Met de vector ),e2 correspondeert dan Ai (ook wel genoteerd als iA (A E IR). 

Elke vector AB in het platte vlak (zie fig. 51) kan geschreven worden als de som 
-~ ~ --?-

van twee vectoren AC en BC evenwijdig aan de coördinaatassen. We kunnen AC, 
----+ ----+ 

resp. BC schrijven als xei> resp. ye2' Het complexe getal, dat met AB correspon-
deert, kunnen we dan schrijven als x + iy. 

--;.. ----+ 
De vector OP vanuit 0 met dezelfde lengte en richting als AB heeft als eindpunt P 
met coördinaten (x, y). Het complexe getal Z = x + iy kan worden voorgesteld 
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y im-as 

t 
p /1: 

AL-J~ 

nz-as 
_IC 

Fig. 51 

~ ~ 

door zowel het punt P(x, y) als door de vectoren OP en AB. We spreken dan ook 
kortweg van het getal z of punt z of vector z. -+ _ ...... 

Ook wordt P wel het beeldpunt van z genoemd, en de vector OP of AB de beeld
vector. x heet het reële deel van z, notatie x = Re z, y heet het imaginaire deel van 
z, notatie y = Im z. Merk op dat y, hoewel reëel, het imaginaire deel van z ge
noemd wordt. 
Is de vector evenwijdig met de x-as, dan valt het complexe getal samen met zijn 
reële deel: x + Oi = x. De reële getallen zijn dus een bijzonder geval van de com
plexe getallen. 
De getallen iy met vectoren evenwijdig aan de y-as heten zuiver imaginair. Op de 
x-as liggen de beeldpunten van alle reële getallen, op de y-as die der zuiver imaginaire 
getallen. Daarom heet de x-as de as der reëlen (reële as), en de y-as de as der imagi
nairen (imaginaire as). 
Twee vectoren zijn gelijk als ze dezelfde grootte en richting hebben, dus als ze de
zelfde projecties op de coördinaatassen hebben. Hieruit volgt: Twee complexe ge
tallen zijn gelijk dan en alleen dan als hun reële en imaginaire delen gelijk zijn; 
m.a.w. uit Xl + iYl = X2 + iY2 volgt Xl = X2 en Yl = Y2' Als een bijzonder geval: 
uit x + iy = 0 volgt x = 0 en y = o. 

49 Modulus en argument 

-+ 
Men kan de vector AB in p~aats van door de projecties x en y ook vastleggen door 

--+-
zijn lengte p en de hoek cp die AB maakt met de positieve richting van de x-as. 
cp en p zijn klaarblijkelijk de poolcoördinaten van punt P met voerhoek cp en voer
straal p. Men ziet direct dat x = p cos cp en y = p sin cp, en dus kan men z schrij
ven als: 

z = p(cos cp + i sin cp) 

Verder is: 
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p = J X Z + yZ, cos <p = ~, sin <p = ~ (49.1) 
p p 

p heet de modulus van z, notatie p = Izl, 
<p heet het argument van z, notatie <p = arg z, 
x, y en p zijn eenduidig bepaald, <p is bepaald op een veelvoud van 21t na. 

Als <p behalve aan (49.1) ook voldoet aan -1t < <p ~ 1t, dan noemt men deze 
waarde van <p de hoofdwaarde van het argument van z. Als p = 0 is z = 0, en is 
het argument onbepaald. 

50 Som en verschil van complexe getallen 

Volgens par. 47 is de vectorsom van twee vectoren die vector, welke ontstaat door 
. -+ 

toepassing van de parallellogramregel. In fig. 52 stelt OP3 de beeldvector voor van 
-+ -+ 

de som der vectoren Zl en Zz die gegeven zijn door de beeldvectoren OPl en OPz. 
Daar de projectie van de diagonaal gelijk is aan de som van de projecties van de 
componenten komen we langs meetkundige weg tot de volgende regel voor de op
telling van complexe getallen: 

(Xl + iYl) + (xz + iYz) = (Xl + Xz) + i(YI + Yz) 

De optelling voldoet aan de commutatieve en de associatieve wet. Dit volgt onmid
dellijk uit meetkundige beschouwingen. 
De vector Q correspondeert met het complexe getal 0 dat de eigenschap heeft: 
z + 0 = 0 + z = z, voor alle . complexe getallen z. 
Het tegengestelde van het complexe getal Z = X + iy is het complexe getal 
-x + i( -y), genoteerd als -z = -x - iy. 
Men definieert Zl - Zz (het verschil van Zl en Zz in deze volgorde) als Zl + (-zz). 

De hoek a. met 0 S; a. < 21t', die de drager van de vector maakt met de positieve reële as, 
noemt men de voerhoek. 

y 

t 

Fig. 52 
---IC 
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Men ziet eenvoudig in dat Zl - Z2 de eenduidig bepaalde oplossing is van de ver
gelijking: 

Z2 + W = Zl 

Als Zl = Xl + iYl en Z2 = X2 + iJl, dan geldt: 

W = (Xl - X2) + i(YI - Y2) 

Meetkundig betekent dit dat de aftrekking van een vector X2 + iY2 van een tweede 
vector Xl + iYI equivalent is met de optelling van de vectoren Xl + iYI en 
-X2 - iY2' waarbij deze laatste vector gelijke grootte maar tegengestelde richting 
heeft als X2 + iY2. -->-

Beschouwt men nu de vector P2 Pl (zie fig. 52), waarvan het beginpunt correspon
deert met Z2 = X2 + iY2' en het eindpunt met Zl = Xl + iYl, dan is deze vector 

-+ --+-

het verschil van de vectoren ,OP I en OP 2, en het bijbehorend complexe getal is 
(Xl - X2) + i(YI - Y2). De lengte van OPI is IZII, die van OP2 is IZ21, die van 
OP3 = IZI + z21. Omdat OP3 ~ OPI + OP2 is dus: 

(50.1) 
--+- -->-

Hierin geldt het = teken slechts als OPl en OP2 gelijk gericht zijn, dus als Zl en Z2 
gelijke argumenten hebben of 2k1t in argument verschillen (k EZ). Uit (50.1) volgt 
door volledige inductie: 

11 11 

I L z,1 ~ L I z,1 
1= I 1= 1 

Verder volgt uit (50.1): 

en 

IZI - z21 ~ IZII + I-Z21 = IZII + IZ21 

IZII = IZ2 + Zl - z21 ~ IZ21 + IZI - z21 =:> IZI - z21 ~ IZII - IZ21 

IZ21 = IZI + Z2 - zll ~ IZII + IZI - z21 =:> IZI - z21 ~ IZ21 - IZtl 
dus in één formule geschreven: 

en dus ook: 

IZI + z21 ~ Ilzll - IZ211 
Combinatie van (50.1) en (50.5) geeft de z.g. driehoeksongelijkheid: 

(50.2) 

(50.3) 

(50.4) 

(50.5) 

(50.6) 

De eigenschappen (50.1) ... (50.6) komen overeen met de rekenregels voor de absolute 
waarden bij reële getallen (zie par. 8). 
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S1 Produkt van complexe getallen 

We zullen nu op meetkundige wijze het produkt van twee vectoren in het platte vlak 

definiëren. Het produkt van de daarmee corresponderende complexe getallen cor
respondeert dan per definitie met het vectorprodukt. 

-----+ -----+ 
Als produkt van twee vectoren OP 1 en OP 2 (vanuit 0) wordt gedefinieerd die vector 
-----+ 
OP3 , waarvan de lengte gelijk is aan OP1 'OP2, en de richting bepaald wordt door de 

--+ --+ 
som der voerhoeken van OP1 en OP2 • Zijn «({JhPI) en «({J2,P2) de voerhoeken en 

moduli van de complexe getallen Zl en Z2 waarvan PI en P2 de beeldpunten zijn 
-----+ 

(zie fig. 53), dan heeft de produktvector OP3 van het punt Z l Z2 = Z3 de voerhoek 
({Jl + ({J2 (de hoofdwaarde van het argument is dus ({Jl + ({J2 + 2kre, waarbij k E 7L 
en zo gekozen dat ({Jl + ({J2 + 2kre E < -re, re]) en de modulus PIP2' 

We hebben dus: 

Z I = PI (cos ({JI + i sin ({JI), Z2 = P2(COS ({J2 + i sin ({J2) 

en volgens bovenstaande definitie: 

Zl Z2 = PI(COS ({Jl + i sin ({Jl)picos ({J2 + i sin ({J2) 

= PIP2{COS«({JI + ({J2) + i sin«({J1 + ({J2)} 

zodat we de produktregel verkrijgen, als PI = P2 = 1: 

(51.1) 

(cos ({Jl + i sin ({J2)(COS ({J2 + i sin ({J2) = COS«({JI + ({J2) + i sin«({Jl + ({J2) (51.2) 

Om de produktregel te vinden als de complexe getallen niet in goniometrische vorm 
zijn gegeven, schrijven we: 

waarbij: 

Xl = PI cos ({JI' YI = PI sin ({Jh X2 = P2 cos ({J2' Y2 = P2 sin ({J2 

Fig. 53 

y im-as 

t 

r<i!-as 
o -x 
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en dus volgens (51.1): 

X3 = PIPZ COS(IPI + IPz), Y3 = PIPZ sin(IPI + IPz) 

zodat: 

X3 = P1Pz(COS IPI cos IPz - sin IPI sin IPz) 

= P1 cos IP1 ·pz cos IPz - PI sin IPl ·pz sin IPz = XlXZ - YlYZ 

Y3 = PlPz(sin IPI cos IPz + cos IPI sin IPz) 

= Pl sin IPl·PZ cos IPz + Pl cos IPl·PZ sin IPz = YIXZ + XlYZ 

waaruit volgt: 

(Xl + iYI)(XZ + iYz) = (XIXZ - YIYZ) + i(YlXZ + xlYz) (51.3) 

Als YI = Yz = 0, dan komt deze produktregel overeen met die der reële getallen. 
Als Xl = Xz = 0 en Yl = Yz = 1, dan volgt uit (51.3): 

(51.4) 

m.a.w. het kwadraat van de imaginaire eenheid is gelijk aan -1. Men ziet uit de 
produktregel (51.3) dat de complexe getallen "formeel" kunnen worden vermenig
vuldigd als men i2 = - 1 neemt. 
Verder volgt uit (51.4): 

i3 = -i, i4 = 1, iS = i, i6 = -1, enz. 

of in het algemeen: 

i 4n = 1, i 4n+ 1 = i, i4n+Z = -1, i 4n + 3 = -i 
voor elk positief geheel getal n 

Met behulp van de som- en produktregel bewijst men gemakkelijk, dat voor de 
bewerkingen optelling en vermenigvuldiging de commutatieve, associatieve en distri
butieve wet gelden. 
Voor de distributieve wet, die het moeilijkst te bewijzen is, verloopt dit bewijs als volgt: 
Is Zl = Xl + iYl> Zz = Xz + iyz, Z3 = X3 + iY3, dan is: 

Zl(ZZ + Z3) = (Xl + iYl){xz + X3 + i(yz + Y3)} 

= XIXZ + XlX3 - YIYZ - YlY3 + i(Yl~z + YlX3 + XlYZ + Xl Y3) 

= XlXZ - YlYz + i(Ylxz + XlYz) + XlX3 - YlY3 + i(Ylx3 + XlY3) 

Is Z = X + iy, dan noemt men het complexe getal X - iy de toegevoegd complexe 
van z, aangeduid door z: 

z = X - iy 
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In het complexe vlak is i het spiegelbeeld van z t.o.v. de reële as. Hieruit volgen de 
eigenschappen: 

Izl = lil 

Verder is: 

zi = (x + iy)(x - iy) = x 2 + y2 = Izl 2 

(51.5) 

(51.6) 

(51.7) 

In woorden: Het produkt van een complex getal en zijn toegevoegd complexe is gelijk 
aan het kwadraat van de modulus, en dus reëel. 
Ook ziet men: 

z + i = 2x = 2 Re z, en dus reëel. 

z - i = 2iy = 2i Im z, en dus zuiver imaginair. 

De betrekkingen 

IZ1Z21 = IZ111z21 en arg Z1Z2 = arg Z1 + arg Z2( + 2k1t) 

die uit de definitie van het produkt van twee complexe getallen volgen, kan men met 
behulp van volledige inductie ook uitbreiden tot meer dan twee factoren: 

" " " " 
I TI zll = TI IZII, arg TI Zl = L arg Zl( + 2k1t) 
1=1 1=1 1=1 1=1 

met als bijzonder geval: 

Iznl = Izln, arg z" = n arg z( + 2k1t) 

zodat als z = p(cos <p + i sin <p): 

(n geheel ~ 0) 

{p(cos <p + i sin <p)}" = pn(cos n<p + i sin n<p) (n geheel ~ 0) 

In het bijzonder voor p = 1: 

(cos <p + i sin <Pt = cos n<p + i sin n<p (n geheel ~ 0) (51.8) 

Men noemt de eigenschap in (51.8) uitgedrukt, de stelling van de Moivre. (1667-1754). 

Van de eigenschappen (51.6) en (51.7) maken we een toepassing op het gebied der 
algebraïsche vergelijkingen (zie ook par. 116). 

Eigenschap 

Heeft de vergelijking: 

aoz" + a1z"-1 + a2z"-2 + ... + a,,_1z + a" = 0 
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waarin ao, . .. , aft reëel zijn, de complexe wortel 0(, dan heeft deze ook de toegevoegd 
complexe wortel a.. 

Bewijs: 

Volgens (51.6) is: 

Verder is volgens (51.7): 

daar ak reëel is, dus ak = ~, zodat: 

(51.9) 

ft ft 

Omdat 0( een wortel is, is L akO(k = O. Volgens (51.9) is ook L aka.k = 0, d.w.z. 
ex is ook een wortel. k=O k=O 

Opmerking: 

Dat de complexe wortels in paren als toegevoegd complexe wortels voorkomen, geldt 
in het algemeen slechts bij vergelijkingen met reële coëfficiënten, daar bij het bewijs 
gebruikt is dat voor reële a geldt: a = a. 

S2 Deling van complexe getallen 

De deling van complexe getallen wordt gedefinieerd als de omgekeerde bewerking 
van de vermenigvuldiging. Men ziet zonder moeite in dat als een complex getal met 
modulus Plo en argument ({Ji> gedeeld wordt door een complex getal (:F 0) met 
modulus pz en argument ({Jz, het quotiënt de modulus pt!pz en het argument 
«({JI - ((Jz)( + 2k1t) bezit, zodat: 

We hebben dus: 
(52.1) 
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Zl 
arg - = arg Zl - arg Zz ( + 2k1t) 

Zz 

Zijn de getallen gegeven als Zl = Xl + iYl en Zz = Xz + iyz, dan kunnen, evenals 
bij het produkt is aangegeven, de moduli en argumenten uitgedrukt worden in Xl> Yl> 
Xz en Yz, en gaat (52.1) over in 

(52.2) 

een resultaat dat ook kan worden verkregen door de teller en noemer van de breuk 
in het linkerlid van (52.2) met Xz - iyz te vermenigvuldigen. 

Samenvattend kunnen we zeggen dat in de verzameling C der complexe getallen een 
optelling en een vermenigvuldiging zijn gedefinieerd, waarbij de volgende eigen
schappen gelden: 

Voor de optelling: 

(commutatieve eigenschap) 

( associatieve eigenschap) 

Er is een complex getal 0, zodanig dat: 

Z + 0 = 0 + z = z (Vz E C) 

Ieder complex getal z heeft een eenduidig bepaalde tegengestelde - z, waarvoor geldt: 

z + (-z) = (-z) + z = 0 

2 Voor de vermenigvuldiging: 

(commutatieve eigenschap) 

(associatieve eigenschap) 

Er is een complex getal 1, zodanig dat 

z'l = 1· z = z (Vz E C) 

1 
Ieder complex getal z "# 0 heeft een eenduidig bepaalde inverse -, waarvoor geldt: 

z 
1 1 

Z'- = -'Z= 1 
z z 
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3 Distributieve eigenschappen: 

Zl(Z2 + Z3) = Zl Z2 + Zl Z3 

(Zl + Z2)Z3 = Zl Z3 + Z2Z3 

Een verzameling die deze eigenschappen bezit is, zoals bekend, een lichaam. C is dus het 
lichaam der complexe getallen. 

Opmerkingen: 

1 Het lichaam C der complexe getallen omvat het lichaam IR der reële getallen. 
Men noemt op grond daarvan C een uitbreiding van IR. Het voordeel van deze 
uitbreiding is dat in C de vergelijking x 2 = -1 oplosbaar is. Later (par. 116) 
zullen we zien dat iedere algebraïsche vergelijking van de graad n met coefficiën
ten in C precies n oplossingen heeft in C. 

2 In hoofdstuk 1 zagen we dat het lichaam IR van de reële getallen totaal geordend 
is, d.w.z. : 
a als a E IR, bE IR, dan geldt precies één van de volgende relaties: a < b; b = a; 

b < a; 

b a < b, b < c => a < c 

ca<b-a+c<b+c ~E~ 

d als e > 0, dan geldt: a < b - ae < be 

Met nadruk zij erop gewezen dat het niet mogelijk is in C een relatie in te voeren 
die aan de vier hierboven genoemde eisen voldoet. Wij zullen hierop niet verder 
ingaan, maar wijzen erop dat bijv. géén van de volgende relaties kan gelden: 
i > 0, i = 0, i < 0, daar dit dan zou leiden tot i2 = ° of i2 > 0, hetgeen on
juist is. 

3 Wij hebben hier de complexe getallen op meetkundige wijze ingevoerd door ze 
te identificeren met de vectoren uit de meetkunde van het platte vlak. Er is 
echter een zuiver algebraïsche wijze mogelijk om de complexe getallen te intro
duceren. Men beschouwt daartoe het Cartesische produkt: 

IR x IR = {Ca, b)laE IR, bE IR}, 

(hierbij geldt: (a, b) = (c, d) - a = e en b = d) en definieert daarin een op
telling en een vermenigvuldiging aldus: 

(a, b) + (e, d) = (a + c, b + d) 

(a, b)·(e, d) = (ac - bd, ad + be) 
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Men kan dan narekenen dat IR x IR met deze optelling en vermenigvuldiging 
een (commutatief)lichaam vormt: het lichaam IC der complexe getallen. Alle 

elementen van de gedaante (a, 0) vormen met de in IC gedefinieerde optelling en 
vermenigvuldiging een lichaam op zichzelf en dit deellichaam van IC kunnen we 
identificeren met IR door de één-éénduidige toevoeging a.-. (a, 0), zodat we 
kunnen zeggen dat het lichaam C het lichaam IR omvat. Als f de afbeelding is 
die aan a E IR toevoegt (a, 0) E IC, dus f: a 1-+ (a, 0), dan geldt: f(a + b) = 

= f(a) + feb) en f(ab) = f(a)'f(b), zodat het bedoelde deellichaam van IC de
zelfde structuur heeft als IR (daarmee isomorf is). 

Voorts merken we nog op dat (0, 1)2 = (-1,0), dus als we (0, 1) noteren als 
i, en (1, 0) als 1 (op grond van de identificatie 1 .-. (1, 0), dan geldt i 2 = - 1. 
Achteraf kan men deze getallen dan weer aanschouwelijk voorstellen als vectoren 
of punten in het platte vlak. 

53 De vierkantsvergelijking 

De eenvoudigste vierkantsvergelijking met complexe coëfficiënten is de vergelijking: 

Z2 = C = r(cos 0( + i sin o() (r ~ 0) 

Is z = p(cos ep + i sin ep) een oplossing, dan geldt hiervoor volgens (53.1): 

p2(COS 2ep + i sin 2ep) = r(cos 0( + i sin o() 

of: 

p2 cos 2ep = r cos 0( 

p2 sin 2ep = r sin 0( 

waaruit men afleidt: p = .J r, ep = 10( + krr, zodat de oplossingen zij n : 

Zl = ,Jr· (cos 10( + i sin 10(), Z2 = -,Jr· (cos 10( + i sin to() 

Hieruit zijn de reële en imaginaire delen te berekenen als r en 0( gegeven zijn. 

(53.1) 

Een meetkundige toelichting kan met behulp van fig. 54 worden gegeven. Hierin is 
Zl een oplossing, P l het beeldpunt van Zl' e het beeldpunt van c, E het beeldpunt 
van 1. Voor de constructie van PI bedenke men dat oe : OPI = OP l : OE. OP l is 
dus te construeren als middenevenredige van oe en OE. Het getal Z2 heeft gelijke 
modulus als zIen een argument to( + rr. 

De meer algemene vergelijking: 

Z2 + pz + q = 0 (p en q complex) 

wordt door kwadraatafsplitsing tot (53.1) teruggebracht. 

(z + lP)2 = !-p2 _ q 

(53.2) 
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C c 

Fig. 54 

Stelt men z + tp = w, dan volgt: 

w2 = t p 2 - q 

die van het type (53.1) is. 

Voorbeeld 

ra-os -

Construeer de beeldpunten van de wortels van de vergelijking: 

Z2 - (2 + 4i)z - 3 + 6i = 0 

Oplossing: 
We splitsen een kwadraat af: 

{z - (1 + 2i)} 2 = 3 - 6i + (1 + 2i)2 = - 2i 

en stellen 

, = z - (1 + 2i) 

dan is op te lossen: 

,2 = -2i 

(53.3) 

Uit de oplossingen '1 en '2' vinden we Zl = '1 + (1 + 2i) en Z2 = '2 + (1 + 2i). 
De constructie is in fig. 55 weergegeven. Men vindt '1 = 1 - i, '2 = -1 + i, 
Zl = 2 + i, Z2 = 3i. 
Een berekening van de wortels zonder gebruik te maken van de constructie laten 
we hier volgen. 
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Stel, = u + iv (u en v reëel), dan is: 

r(l-OS 

(u + iV)2 = -2i, => u2 
- v2 + 2iuv = -2i 

Dus is: 

{

U
2 

- v2 
= 0 -1 2 1 

=> v = -u , => u - -2 = 0 
uv=-l u 

u4 
- 1 = 0 => (u2 

- 1)(u2 + 1) = 0 => 
{

U 1 = 1, V 1 = -1 

U2 = -1, V2 = 1 

Dus is: 

'1 = Ul + iV 1 = 1 - i, '2 = U2 + iV2 = -1 + i 

Zl = '1 + 1 + 2i = 2 + i, Z2 = C2 + 1 + 2i = 3i 
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54 De binomiaalvergelijking 

Een binomiaalvergelijking is een vergelijking van het type: 

Z" = c = r(cos ex + i sin ex) (r ~ 0) (54.1) 

De oplossing van deze binomiaalvergelijking verloopt op dezelfde wijze als bij de 
vierkantsvergelijking in par. 53. Is Z = p(cos <p + i sin <p) een oplossing, dan vol
doen p en <p aan: 

p"(cos n<p + i sin n<p) = r(cos ex + i sin a) 

waaruit volgt: 

of: 

p" = r, n<p = ex + 2k1t 

"I ex + 2k1t 
p = '\Ir, <p = --

n 

zodat we als oplossingen vinden: 

(
ex + 2k1t ex + 2k1t ) 

Zk = ~r cos n + i sin n (k = 0, 1,2 ... n - 1) (54.2) 

Men kan de wortels Zk opvatten als de n complexe ne machtswortels uit het getal c. 
We zagen dat het echter niet mogelijk is de complexe getallen zo te ordenen als de 
reële getallen. Het symbool ~ c heeft dan ook geen eenduidige betekenis. Als voor
beeld zijn in fig. 56 de oplossingen van de binomiaalvergelijking Z3 = 1 geïllustreerd. 

Fig. S6 

t im-os 

ra-as -
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Zoals uit het vorige blijkt zijn de beeldpunten van de wortels van zn = c de hoek
punten van een regelmatige n-hoek, met ~ r als straal van de omgeschreven cirkel. 
In fig. 57 zijn de beeldpunten aangegeven van de vergelijking Z5 = 1. Hiervoor geldt: 

Zk = cos tk1t + i sin tk1t (k = 0, 1,2,3,4) 

De berekening van Zk kan ook op de volgende wijze geschieden: 

Z5 - I = (z - 1)(z4 + Z3 + Z2 + Z + 1) 

Behalve Zo = 1, worden de wortels berekend uit 

Z4 + Z3 + Z2 + Z + 1 = 0 (54.3) 

De vergelijking (54.3) noemt men een wederkerige vergelijking, omdat de coëfficiën
ten van links naar rechts en van rechts naar links gelezen hetzelfde zijn. (54.3) is van 
even graad. Een wederkerige vergelijking van even graad is door de substitutie: 

1 
w=z+ -

Z 
(54.4) 

terug te brengen tot een vergelijking waarvan de graad de helft is van die van de 
gegeven vergelijking. We delen eerst de beide leden door Z2 (z = 0 is geen wortel), 
waardoor (54.3) overgaat in: 

1 1 
Z2 + 2 + z + - + 1 = 0 

z z 
(54.5) 

Fig. S7 

t im-as 

re-as -
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Nu is: 

Hierdoor gaat (54.5) over in: 

W
Z 

- 2 + w + 1 = O~ W Z + W - 1 = 0 

We hebben dus verder op te lossen: 

1 1 
Z + - = -t + 1../5, Z + - = -t - 1../5 

Z Z 

of: 

De oplossingen zijn resp.: 

Z1,4 = -*+!-J5 + Ji - tJ5 - 1 

= !-(-1 + .J5) ± !iJI0 + 2J5 

ZZ,3 =!( -1 - J5) ± !iJIO- 2J5 

(54.6) 

Fig. 57 laat zien dat de afstand PZP3 der beeldpunten van Zz en Z3, het verschil is 

van de imaginaire delen van Zz en Z3, d.i. tJIO - 2J5. Daar PZP3 de zijde is van 
een regelmatige vijfboek beschreven in een cirkel met straal 1, volgt PZP3 = Os = 
= tJ 10 - 2J 5, een uit de meetkunde bekend resultaat. Evenzo is P 1 P 4 de diago

naal ds die blijkbaar de grootte tJIO + 2J5 heeft. 

55 Analytische meetkunde in het complexe vlak 

Krommen en delen van het complexe vlak kunnen met behulp van complexe getallen 
soms eenvoudig worden voorgesteld. 

1 Rechte door twee punten 
-+ -+ -+ 

In fig. 58 is OP1 = Zi> OPz = Zz, OP = z. Hierin zijn Z1 en Zz vast en Z verander-
lijk gedacht. 

--+ ----+ 
Voor de vrije vectoren P 1 P en P 1 P z geldt: 

----+ ----+ 

P1P = Z - Zi> P1PZ = Zz - Z1 
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ra-os -
Fig. 58 

--+- --+-
Omdat P 1P en P 1P2 langs dezelfde lijn vallen is: 

--+- --+-
P 1P = Ä.P1P2 

waarin Ä. reëel is, waaruit volgt: 

Z - Z1 = Ä.(Z2 - Z1) (Ä. reëel en veranderlijk) (55.1) 

Door (55.1) is dus de rechte door PI en P2 voor te stellen. 

Toepassing: 
Be.paal het snijpunt van de rechte 11 door de beeldpunten van 1 en 3 + 2i met de 
rechte /2 door de beeldpunten van 3i en - 2 + Si. 

Oplossing: 
Volgens (55.1) geldt: 

11 ... z - 1 = Ä.(2 + 2i) 

12 ••• Z - 3i = J.l( - 2 + 2i) 

(Ä. reëel) 

CJ.l reëel) 

Het snijpunt van 11 en 12 wordt gevonden uit: 

1 + Ä.(2 + 2i) = 3i + J.l( - 2 + 2i) 

of: 

1 + 2Ä. + 2J.l + i(2Ä. - 3 - 2J.l) = 0 

Het complexe getal (a + bi) (a en b reëel) is slechts dan 0, d.i. het complexe getal 
o + iO, indien zowel a als b nul is. Hieruit volgt: 

1 + 2Ä. + 2J.l = O} 
_ 3 + 2Ä. _ 2J.l = 0 ~ Ä. = t, J.l = -1 
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Fig. 59 

Het snijpunt is dus het beeldpunt van het complexe getal: 

z = 1 + !(2 + 2i) = 2 + i 

2 Cirkel met gegeven middelpunt en straal 

In fig. 59 is M het beeldpunt van het vaste getal zo, P een willekeurig punt van de 
omtrek van de cirkel met middelpunt M en straal r. Is P het beeldpunt van de ver
anderlijke z, dan is: 

--+ -- --OP = z, OM = zo, MP = (z - zo)-

De afstand MP = !z - zo!, dus geldt voor een punt van de cirkel: 

!z - zo! = r 

3 Cirkelboog op een gegeven segment 

(55.2) 

Zij PiP 2 het gegeven segment (fig. 60), P een willekeurig punt op de cirkelboog 
P iPP2 • Voor ieder punt van deze boog is LPiPP2 = oe constant. Blijkens de figuur --is oe de hoek waarover men PiP in positieve zin moet draaien om die vector de rich---ting te geven van P2P. Is Pi het beeldpunt van Zi' P2 dat van Z2' P dat van z, dan 

-- -- Z-Z2 is PiP = (z - Zi), P2 P = (z - Z2), en is oe het argument van Voor de 
z - Zi punten z op de cirkelboog Pi PP 2 geldt dus: 

z - Z2 
arg = oe (55.3) 

Z - Zi 
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Fig. 60 

Op soortgelijke wijze vindt men voor de punten zop de boog P 1QP2 : 

z - Z2 
arg--- = oe - 1t 

Z - Z1 
(55.4) 

De resultaten (55.3) en (55.4) zijn ook als volgt te formuleren: Voor een punt van de 
boog P 1PP2 , dat beeldpunt is van het complexe getal z, geldt dat (z - Z2)/(Z - Z1) 

een variabele modulus p heeft en een vast argument oe, zodat: 

Z - Z2 •• 
--- = p(cos oe + I sm oe) 
z - Z1 

(p ~ 0, oe constant, z =F z 1) (55.5) 

z - Z2 
-- = p{cos(oe - 1t) + i sin (oe - 1t)} 
Z - Z1 

(p ~ 0, oe constant, z =F Z1) (55.6) 

Is in het bijzonder oe = l1t, dus cos oe = ° en sin oe = 1, dan gaat (55.5) over in: 

= pi 

en (55.6) over in: 

Z - Z2 • 
--- = -pi 
Z - Z1 

(p ~ 0, z =F z 1) (55.7) 

(55.8) 

Voor een willekeurig punt van de gehele cirkel met als middellijn de verbindings
lijn van de beeldpunten van Z1 en Z2 volgt uit (55.7) en (55.8): 

Z - Z2 
---= À,i (55.9) 
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Fig. 61 

4 Cirkel van Apollonius (262-190 v. C.) 

De cirkel van Apollonius is de verzameling van alle punten P (fig. 61), waarvoor geldt dat 
de verhouding van de afstanden van P tot twee vaste punten PI en P2 constant is. Zijn Z, ZI 

en Z2 de complexe getallen behorende bij P, PI en P2, dan is: 
~ ~ 

PiP = (z - Zi), P2P = (z - Z2) 

I 
Z - Zi I = c 
Z - Z2 

(c = constant ~ 0) (55.10) 

5 Binnengebied van een cirkel 

Neemt men het beeldpunt van Z (fig. 62) binnen de cirkel met als middelpunt het 
beeldpunt M van Zo en met straal r, dan is dus MP < r. Aangezien de lengte van 
MP gelijk is aan Iz - zol geldt dus voor het binnengebied van de cirkel: 

Iz - zol < r Cr constant ~ 0) (55.11) 

Fig. 62 

im-as 

rcz-as 
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Voor het binnengebied en de rand samen geldt: 

Iz - zol ~ r (r constant ~ 0) (55.12) 

56 Punttransformaties in het complexe vlak 

Een punttransformatie in het platte vlak is een transformatie van het platte vlak in 
zichzelf, waarbij een willekeurig punt van het vlak in het algemeen overgaat in een 
ander punt van het vlak, en een kromme in een andere kromme. Deze transformaties 
kunnen soms eenvoudig beschreven worden door gebruik van complexe getallen. 
Een punt P van het vlak wordt daarbij opgevat als het beeldpunt van een complex 
getal z, het punt P' dat door de transformatie aan P wordt toegevoegd, wordt opgevat 
als beeldpunt van het complexe getal z'. 
De transformaties die wij in deze paragraaf bespreken, zijn, op enkele uitzonderingen 
na (nI. (56.11) en (56.12», alle voor te stellen door z ~ z', waarbij 

IXZ + p 
z'=---

yz + Ö 
(56.1) 

terwijl IX, p, y en ö evenals z' en z complexe getallen zijn. 
Een transformatie van het type (56.1) wordt gebroken lineaire transformatie, projec
tieve transformatie of möbiustransformatie genoemd (A. F. Möbius, 1790-1868). 

a z' = z + IX (IX constant) (56.2) 

of: -- -- --op' = OP + OA (fig. 63) 

Het blijkt dat een willekeurig punt P dus over een bepaalde afstand (OA) in een be
paalde richting wordt verschoven. Deze transformatie heet translatie. 

Fig. 63 

im-as 

rrz-as -
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Era-as -
Fig. 64 

Stellen we z' ::: x' + iy', z = x + iy en ex = a + ib, dan volgt uit z' = z + ex: 

x' + iy' = x + iy + a + ib ~ {
x'=x+a 

y'=y+b 
(56.3) 

waarmede de translatieformules uit de analytische meetkunde verkregen zijn. 

b z' = pz (p constant, IPI = 1) (56.4) 

->-
Omdat IPI = 1 wordt de vector OP over een hoek ({) = arg P gedraaid. De trans-
formatie (56.4) stelt dus een rotatie voor om de oorsprong 0 over een hoek ({) (fig. 64). 
Stellen we z' = x' + iy', z = x + iy en P = cos ({) + i sin ({), dan volgt uit (56.4): 

x' + iy' = (x + iy)(cos ({) + i sin ({» 

= x cos ({) - y sin ({) + i(x sin ({) + Y cos ({» 

zodat: 

{

X' = x cos ({) - y sin ({) 

y' = x sin ({) + Y cos ({) 
(56.5) 

De formules (56.5) zijn de transformatieformules voor de draaiing uit de analytische 
meetkunde. 

· c z' = pz + ex (ex en P constant, IPI = 1) (56.6) 

De formule (56.6) is een combinatie van (56.2) en (56.4), en stelt dus voor een draaiing 
om 0, gevolgd door een translatie. Deze combinatie wordt een verplaatsing van het 
vlak genoemd. Men kan zich afvragen of er bij de verplaatsing punten op hun plaats 
blijven. Stel er is zo'n punt Po, overeenkomende met Zo, zodat z~ = Zo, dan geldt: 

ex 
Zo = pZo + ex~zo =--

. 1- P 
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ra-as -Fig. 65 

Er is dus één vast punt, mits P =F 1 is. 

z' = pz + IX } 
=> z' - Zo = P(z - zo) 

Zo = pZo + IX 

Fig. 66 

p' 
z' 

(
Zo = _IX _) (fig. 65) 

l-P (56.7) 

Uit (56.7) zien we dat een verplaatsing is op te vatten als een rotatie om een geschikt 
gekozen punt. 

d z' = cz (c reëel> 0) (56.8) 
~ -+ 
OP' = cOP 

Dit betekent dat de transformatie (56.8) een strekking is in de verhouding c : 1 
met centrum O. De transformatie (56.8) is de vermenigvuldiging uit de meetkunde. 

e z' = yz (y = c(cos IX + i sin IX), c reëel> 0) (56.9) 

De transformatie (56.9) is een gelijkvormigheidstransformatie; dit is een draaiing om 
o gecombineerd met een strekking t.O.V. O. 

f z' = yz + IX (y =F 1) (56.10) 

De transformatie stelt een gelijkvormigheidstransformatie voor gecombineerd met 
een translatie. Evenals bij (56.7) is er een invariant punt dat bepaald wordt door: 

IX 
Zo = yZo + IX => Zo = --

1- y 
(y =F 1) 
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Fig. 67 

z' = yz + CC } 
z' - Zo = y(z - zo) 

Zo = yZo + CC 
( zo=_CC ) 

l-y 

De transformatie (56.10) stelt dus een gelijkvormigheidstransformatie van het vlak 
voor, echter niet met 0 , maar met Po als vast punt. (fig, 66.) 

Opmerking: 

Bij alle tot nu toe besproken transformaties gaan rechten over in rechten, en cirkels 
in cirkels. 

g z' = z (56.11) 

Omdat z' de toegevoegd complexe is van z, betekent dit, dat de vector OP' de t.O.V. 
de reële as gespiegelde vector OP is, op grond van par. 51 (fig. 67). 

h z'=~ 
Z 

Uit arg z' = - arg z = arg z en 

(56.12) 

volgt dat de transformatie (56.12) dus een punt P overvoert in een punt P',zo dat 
0, P en P' op een rechte liggen, en OP' x OP gelijk is aan het kwadraat van de 
straal van de cirkel met 0 als middelpunt en de eenheid als straal (eenheidscirkel). 
De constructie van P' is in fig. 68 uItgevoerd. 
De transformatie (56.12) heet inversie of spiegeling t.O.V. een cirkel"in het behandelde 
geval spiegeling t.o.v. de eenheidscirkel. 
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(a reëel en > 0) (56.13) 

Op soortgelijke wijze als hierboven blijkt dat (56.13) een inversie is t.o.v. de cirkel 
met 0 als middelpunt en a als straal. 
We zullen nu aantonen dat bij de transformatie (56.13) in het algemeen cirkels in 
cirkels overgaan. Stellen we z' = x' + iy' en z = x + iy, dan volgt: 

a2 a2 a2 
z'=-~z = -~x - iy = ---

z z' x' + iy' 

De algemene vergelijking van een cirkel is: 

X2 +y2+Ax+By+C=0 

Door substitutie volgt: 

a4(x'2 + y'2) Aa2x' Ba2y' 
-""'---;0-:;0- + + + C = 0 ~ (X,2 + y'2)2 X,2 + y,2 X,2 + y,2 

a4 + Aa2x' + Ba2y' + C(X,2 + y'2) = 0 

(56.14) 

(56.15) 
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Blijkbaar is (56.15) de vergelijking van een cirkel, tenzij C = 0, want dan staat hier 
de vergelijking van een rechte. Deze rechte gaat niet door 0, want a :F O. Het geval 
C = 0 betekent dat de oorspronkelijke cirkel door 0 gaat. Omgekeerd toont men 
eenvoudig aan door in (56.14) de termen x2 en y2 weg te laten, waardoor in (56.15) 
de term a4 verdwijnt, dat een niet door 0 gaande rechte overgaat in een cirkel door O. 
Ten slotte kan men aantonen dat een door 0 gaande rechte overgaat in een door 0 
gaande rechte. Rekent men een rechte als "grensgeval" van een cirkel (cirkel met 
oneindige straal), dan kan men zeggen dat door inversie cirkels in cirkels overgaan. 

j z' =.!. (56.16) 
z 

De toevoeging z ~ w met w = (Z)-l stelt een inversie voor t.O.V. de eenheidscirkel. 
Z-l is de toegevoegd complexe van (Z)-l, dus is z' = W. Nu stelt de toevoeging 

1 
w ~ ween spiegeling t.O.V. de reële as voor. Hieruit volgt dat de toevoeging z ~ -

z 
een spiegeling t.o.v. de eenheidscirkel voorstelt, gecombineerd · met een spiegeling 
t.o.v. de reële as. 
Blijkbaar gaan ook bij de transformatie (56.16) cirkels over in cirkels. 

Tot slot tonen we aan dat de in de aanhef genoemde möbiustransformatie z ~ z', 
waarbij: 

, cxz+P 
z=---

"Iz + l) 

terwijl ex, P, "I, l) alle ongelijk nul ondersteld worden, opgebouwd kan worden uit 
hierboven besproken transformaties. 

ex P- -l) 
cxz+P ex "I ex 

z'= =-+ =-+ 
"Iz + l) "I "Iz + l) "I 

(56.17) 

ex P 
We onderstellen P"I - exl) :F 0, dus - :F -. Is nl. P"I - exl) = 0, dan gaat (56.17) 

ex "I l) 
over in z' = - en worden alle punten getransformeerd in eenzelfde punt. Stellen we: 

"I 

~ = ex', 
"I 

"1
2 

----="1' 
P"I - exl) , 

dan is (56.17) te schrijven als: 

1 
z' = ex' +--

"I'z + l)' 
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We voeren verder in: 

I 
u = y' z + (j', v = -, z' = Cf.' + v 

u 

1 
De transformatie z 1-+ y'z + ()' is van het type (56.10) of (56.2), u 1-+ - van het type 
(56.16), en v 1-+ Cf.' + v is van het type (56.2). u 

Bij al deze transformaties gaan cirkels (eventueel rechten) over in cirkels (eventueel 
rechten); dus is dit ook het geval bij de algemene transformatie (56.1). 

57 De exponentiële functie van een complexe veranderlijke 

De exponentiële functie x 1-+ eX is gedefinieerd voor reële x in par. 38. We willen 
nu z 1-+ eZ definiëren, als z een complex getal z = x + iy is (x en Y reëel), en wel zo 
dat de hoofdeigenschap van de reële exponentiële functie: eXI . eX, = eXI + X2 ook 

geldt voor niet reële exponenten. We definiëren nu voor reële y: 

eiY = cos Y + i sin Y 

en voor z = x + iy (x en Y reëel): 
+' de[ , eZ = eX IY = eXe'Y = eX(cos Y + i sin y) 

Is nu Zl = Xl + iYl en Z2 = X2 + iY2' dan geldt: 

eZI = eXI(cosYl + i sinYl); eZ' = eX2(cosY2 + i sinY2) 

en dus: 

of: 

eZI'eZ' = eXI'eX'{cos(Yl + Y2) + i sin(Yl + Y2)} 

eZI'ez
, = eXI+X2{COS(Yl + Y2) + i sin(Yl + Y2)} 

De aldus ingevoerde exponentiële functie z 1-+ eZ
, gedefinieerd voor alle complexe 

z, voldoet dus aan de hoofdeigenschap voor exponentiële functies. 

Opmerking: 

Uit de definitie (voor elke reële cp): 

é p = cos cp + i sin cp 

volgt in het bijzonder: als 

z = p(cos cp + i sin cp) 
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dan geldt: 

dus: 

Uit: 

elll = cos a + i sin a en e","11I = cos a - i sin a (a reëel) 

volgt: 

dus: 
. 1.. 

cos a = !(e'lI + e- U
'), sin IX = 2i (e'" - e-'j (57.1) 

De cosinus- en sinusfunctie worden voor complexe variabelen gedefinieerd a,ls volgt: 

1 i . 
sin z = 2i (e" - e- U

) (57.2) 

Uit (57.1) blijkt dan dat deLe definitie voor reële z overeenstemt met de "oude" 
definitie van de cosinus- resp. sinusfunctie. 
Nemen we in (57.2) z = ia, (a reëel), dan volgt: 

1 
cos ia = t(eG + e-j, sin ia = 2i (e-G - eG) = !i(eG - e-j (57.3) 

De functie van de reële veranderlijke x: 

X t-+ t(ex + e-X) 

heet hyperbolische cosinus (cosinus hyperbolicus x), afgekort tot cosh. De functie: 

x t-+ t(eX 
- e-X) 

heet hyperbolische sinus (sinus hyperbolicus), afgekort tot sinh. 

cosh x = t(e%+ e-X), sinh x = !(eX 
- e-X) 

Voor de grafieken zie blz. 380. 
(57.3) is dus ook te schrijven als: 

cos ia = cosh a, sin ia = i sinh a 

Uit (57.4) volgt voor cosh a en sinh a de betrekking: 

cos h2 a - sinh2 a = 1 

(57.4) 

Zoals men de betrekking x2 + y2 = 1 in parametervorm kan voorstellen door 
x = cos t, Y = sin t, zo kan men de hyperboolvergelijking x2 - y2 = 1 in para-
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metervorm voorstellen door x = cosh t, y = sinh t. Hiermede zijn de namen co
sinus hyperbolicus en sinus hyperbolicus te verklaren. In Hoofdstuk 9 komen we 
op de hyperbolische functies terug. 

Men kan met voordeel gebruik maken van de exponentiële functie van een complexe 
veranderlijke voor het afleiden van goniometrische betrekkingen. 

Voorbeeld 1 

Druk sin4 lp uit in een som van sinussen en cosinussen van veelvouden van lp. 

Oplossing: 

'Voorbeeld 2 

= -h(eltp - e-itpt 

= -h(e4ltp - 4e21tp + 6 - 4e- 2Itp + e-4itp) 

= /6{e4itp + e-4itp _ 4(e21tp + e- 2Itp) + 6} 

= -h-(2 cos 4lp - 8 cos 2lp + 6) 

= i(cos 4lp - 4 cos 2lp + 3) 

Druk cos 4lp uit in machten van sin qJ en cos lp. 

Oplossing: 

cos 4lp = Re(e4Itp) = Re(eltp)4 = Re (cos lp + i sin lpt 

(cos lp + i sin lpt = COS
4 lp + 4i cos 3lp sin lp + 

- 6 cos 2qJ sin 2qJ _ 4i cos lp sin 3qJ + sin 4qJ 

dus is: 

Tegelijk vindt men, omdat sin 4qJ = Im(cos qJ + i sin lpt: 

sin 4lp = 4 cos 3lp sin lp - 4 cos lp sin 3lp. 

Zijn de reële functies u en v van de reële veranderlijke x differentieerbaar, dan is 
ook de complexe functie van de reële veranderlijke x : w == u + v differentieerbaar 
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(bij de gebruikelijke definitie van differentieerbaarheid) en geldt: 

dw du . dv 
-=-+1-
dx dx dx 

Zij in het bijzonder w(x) = e=, waarin ex = a + ib (a en b reëel en constant), dan is: 

w(x) = eU = e("+lb)" = e"" cos bx + ie"" sin bx 

dw 
- = ae"" cos bx - be"" sin bx + i(ae"" sin bx + be"" cos bx) 
dx 

= ae""(cos bx + i sin bx) + ibe""(cos bx + i sin bx) 

= (a + ib)e""(cos bx + i sin bx) 

= a.eU 

We hebben dus gevonden: 

dw 
Als w(x) = ell

", dan: dx = lJeu (IJ = a + ib) 

juist als bij de reële exponentiële functie. 

(57.5) 

Heeft u een primitieve U en veen primitieve V, dan heeft w = u + iv een primitieve 
W = U + iVo 
Uit (57.5) volgt: 

1 
Als w(x) = eU

, dan geldt W(x) = - eU + C (57.6) 
a. 

(a. = a + ib) (ex #: 0, a en b E IR) 

Toepassing: 
Bepaal een primitieve van x ..... e"" cos bx. 

Oplossing: 
Laat U een primitieve zijn, dan geldt: 

U/ex) = e"" cos bx 

= Re e""(cos bx + i sin bx) 

= Re eU (ex = a + ib) 

Als Ween primitieve van x ..... e= is, dan geldt: 

1 
W(x) = _efl." 

a. 
(ex #: 0) 

e""(cos bx + i sin bx) 
=--------

a + ib 
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= 

dus: 

eOX(cos bx + i sin bx)(a - ib) 

a2 + b2 

( ) 
_ eOX{(a cos bx + b sin bx + i(a sin bx - b cos bx)} 

Ux-Re 22 
a + b 

eOX(a cos bx + b sin bx) 
= 

58 De logaritmische functie van een complexe veranderlijke 

Als: 

w = eZ = ex + iy = eX(cosy + i siny) 

dan is: 

Iwl = eX 

dus: 

x = In Iwl 

en 

y = arg w + 2k1t (k El) 

(x en y reëel) 

Dus als we bij gegeven complexe w stellen w = eZ
, dan zijn alle oplossingen van 

deze vergelijking van de gedaante: 

z = In Iwl + i arg w + 2k1ti (kE l) 

Door w is z derhalve niet eenduidig bepaald, maar wanneer we afspreken dat we 
arg w + 2k7t kiezen in < -7t, Tt], dan ligt z wel vast. Deze z noemen we de (com
plexe) logaritme van w: log w, dus: 

log w = In Iwl + i arg w (arg w E < -Tt, Tt]) 

Men noemt dit de hoofdwaarde van de logaritme. Op deze wijze is er een functie: 
z H log z gedefinieerd voor alle complexe z. Zo geldt er: 

log z = In Izl + i arg z (-Tt < arg z ~ 7t) 

log 1 = In 111 + i arg 1 =0 

log( -1) = In 111 + i arg( -1) = Tti 

log i = In I i I + i arg i = !7ti 

log(-i) =lnlil +iarg(-i) = -!Tti 
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a. Het z-vlak met 0 < Izl < 00 en 0 S; arg z < 2n gaat bij de afbeelding z H w = In z over in 
een strook S in het w-vlak, met -00 < Re w < 00 en 0 S; Im w < 2n. 
b. De cirkels in het z-vlak met Izl = R gaan over lijnstukken evenwijdig met de Im w-as en 
wel zódat Re w = In R en 0 S; Im w < 2n. Het binnengebied van de eenheidscirkel in het z
vlak gaat over in linkerhelft van S. 
c. De halve rechten vanuit 0 in het z-vlak onder de hoek a met reële as in z-vlak gaan over 
in rechten evenwijdig met de reële as in het w-vlak waarvoor geldt Im w = a. 
d. De afbeelding z ~ eW is de inverse afbeelding, deze beeldt S af op het z-vlak. 
De stroken Sn met 2n + k·2n S; Im z S; 2n + (k + 1)2n, met k E 71., vullen het w-vlak op 
en beelden dit via z = eW af op een 'stapel' z-vlakken. 

De logaritmische functie beeldt dus het gehele z-vlak waarvoor geldt 0 S; arg z < 2n één
éénduidig af op een strook in het w-vlak (met uitzondering van de oorsprong). Men kan 
echter ook via een bepaalde procedure een afbeelding krijgen waarbij het gehele w-vlak 
wordt bedekt. Daartoe gaat men uit van de "stapel" z-vlakken, waarbij in de afzonderlijke 
exemplaren achtereenvolgens geldt: 

n·2nS;argz«n+ 1)2n (nE 71.) 

Men kan zich de volgende aanschouwelijke procedure voorstellen: men 'knipt' deze 
exemplaren open langs hun positieve reële as en 'plakt' deze zodanig aan elkaar dat het vlak 
met 0 S; arg z < 2n via de positieve reële as verbonden wordt met - en dus overgaat in - het 
daarboven gelegen vlak waarin geldt 2n S; arg z '< 4n. Evenzo plakt men het vlak waarin 
geldt -2n S; arg z < 0 onder het eerste z-vlak waarin geldt 0 S; arg z < 2n, eveneens langs 
de positieve reële as. Dit procédé zet men voort voor alle vlakken met achtereenvolgens 
n·2n S; arg z < (n + 1)2n (n E 71.) .. 
Het aldus verkregen oppervlak noemt men een Riemann-oppervlak. De oorsprong heet 
daarbij vertakkingspunt. Men kan nu dit Riemann-oppervlak - met uitzondering van de 
oorsprong - één-éénduidig afbeelden op het gehele w-vlak via de functie z H w = In z. Met 
het blad van het Riemann-oppervlak waarvoor geldt n·2n S; arg z < (n + 1)2n 
correspondeert in het w-vlak een strook waarin geldt n·2n S; Im w < (n + 1)2n en -00 < Re 
w < 00. De inverse functie is daarbij de exponentiële functie. 
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hoofdstuk 3 

Extreme waarden 
Het schetsen van krommen 

59 Het theorema van Rolle en de middelwaardestelling 

Aan vele eigenschappen betreffende het verloop van een functie en het gedrag van de 
afgeleide functie ligt de volgende stelling ten grondslag. 

Theorema van RoDe (1652-1719) . 
Is f continu in het gesloten interval [a, b], en differentieerbaar in het open interval 
<a, b), is verder f(a) = feb), dan is er minstens één punt c E <a, b), waarvoor 
f'(c) = o. 

Bewijs: 

We onderscheiden drie gevallen: 
1 f is constant op [a, b]; 
2 er is een punt x op <a, b), waarvoor f(x) > f(a) (= feb»~; 
3 er is een punt x op (a, b), waarvoor f(x) < f(a) (= feb»~. 

Geval] 

Omdat f constant is op (a, b), is f'(x) = 0 op (a, b). Elk punt van (a, b) vol
doet dus. 

Geval 2 

Volgens een stelling van par. 13 neemt een functie die continu is in een gesloten 
interval, op dit interval een maximum en een minimum aan. Omdat er gegeven is 
dat voor een of ander punt x van (a, b) geldt: f(x) > f(a), wordt dit maximum 
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aangenomen voor een inwendig punt c van [a, b]. We tonen aan dat f'(c) = o. 
f(x) - f(c) 

Voor x> c is f(x) ;;i f(c) => ;;i 0 (59.1) 
x-c 

. . f(x) - f(c) 
Voor x < c IS j(x) ~ f(c) => ;?; 0 

x-c 
(59.2) 

Omdat f differentieerbaar is in (a, b), bestaat f'(c). Volgens (59.1) is dus f'(c) ~ 0, 
en volgens (59.2) is f'(c) ~ O. Bijgevolg is f'(c) = O. 

Geval 3 is geheel analoog aan geval 2. 

Opmerkingen: 

Geval 2 sluit geval 3 niet uit, de functie kan zowel een maximum als een mini
mum hebben voor inwendige punten van het interval; dit is echter niet vereist. 

2 De meetkundige betekenis van het theorema van Rolle is, dat er minstens één 
punt c op (a, b) is, waarvoor de raaklijn aan de grafiek van f evenwijdig loopt 
aan de x-as (fig. 69). 

3 De voorwaarde dat I' op het open interval (a, b) bestaat, is essentieel. Men zie 
bijv. fig. 70. In het punt C van de grafiek is de raaklijn verticaal, de functie is dus 
niet differentieerbaar in x = c. In geen enkel punt van de kromme loopt de 
raaklijn evenwijdig aan de x-as. 

4 Van I' is slechts geëist dat ze bestaat op h~t open interval (a, b), het is dus niet 
nodig dat f'(a) of f'(b) bestaan. Men kan als voorbeeld een halve cirkel nemen 
met de middellijn evenwijdig aan de x-as. In de eindpunten staan de raaklijnen 
loodrecht op de x-as en is de functie niet differentieerbaar. 

Een uitbreiding van de stelling van Rolle is de voor de theorie belangrijke middel
waardestelling. 

Fig. 69 Fig. 70 

y 

t c 
A./ ~B 

y 

t 
, , , , A 

f(o) feb) 

0 a c b -x o a c b _x 
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Middelwaardestelling 

Is f continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b), dan is er minstens één punt e van 

(a, b), waarvoor: 

J'(e) = feb) - f(a) 
b-a 

Bewijs: 

We beschouwen op [a, b] de functie cp, gedefinieerd door: 

cp(x) = f(x) + Àx (59.3) 

waarin À een constante is. cp is continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b). We 
kiezen nu À zo dat cp(a) = cp(b). Er moet dus gelden: 

I(a) + ..la = I(b) + ..tb 

ofwel: 

À = _ feb) - f(a) 

b-a 
(59.4) 

Volgens het theorema van Rolle, toegepast op cp, is er dus een punt e E (a, b), 
waarvoor cp'(e) = 0, of volgens (59.3): 

cp'(e) = J'(e) + À = 0 

of: 

J'(e) = -À 

en wegens (59.4): 

f'(e) = feb) - f(a) 
b-a 

Opmerkingen: 

(e E (a, b» (59.5) 

1 Meetkundig bezien betekent deze stelling, dat er ergens op (a, b) een punt cis, 
waarvoor de raaklijn in het bijbehorend punt C van de kromme y = f(x) (fig. 71) 
evenwijdig is aan de koorde AB door de punten behorende bij x = a resp. 
x = b. Dit punt C heeft in fig. 71 de eigenschap dat de "pijl" CD maximaal is. 

In het algemene geval kunnen we met eenvoudige meetkundige middelen bij ge
geven x E [a, b] de lengte uitrekenen van de bijbehorende "pijl". Deze bereken
ing geeft dan een functie van x, die in a en in b de waarde 0 heeft, continu is in 
[a, b] en differentieerbaar in (a, b). Toepassing van de stelling van Rolle op deze 
functie geeft dan de middelwaardestelling. 
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Fig. 71 

a 

(bl-( a) 

(a) (b} 

b-o 

c b _IC 

2 Men schrijft (59.5) vaak in de vorm : 

f(b) - f(a) = (b - a)f'(c) (CE (a, b» 

Deze betrekking blijft ook geldig als we a en b verwisselen. Zijn Xl en X 2 de eind
punten van een interval waarvoor de voorwaarden van de middelwaardestelling 

gelden, dan is: 

Of X2 > Xl' dan wel X2 < Xl' is hierbij van geen betekenis. 

Gevolg 1 

Is f continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b) en f'(x) > 0, Vx E (a, b), dan is 
f monotoon stijgend op [a, b]. 

Bewijs: 

Zijn Xl en X2 punten van [a, b], dan is: 

f(X2) - f(x l) = (X2 - Xl)f'(Ç) 

Daar f'(ç) > ° is, geldt f(X2) - f(x l ) > ° indien X2 - Xl > 0, hetgeen betekent 
dat f monotoon stijgt op [a, b]. 

Gevolg 2 

Is f continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b) en f'(x) < 0, Vx E (a, b), dan is 
f monotoon dalend op [a, b]. 

Bewijs: 

Het bewijs is analoog aan dat onder 1 en wordt aan de lezer overgelaten. 
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Gevolg 3 

Is f continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b) en 1'(x) = 0, Vx E (a, b), dan is 
f constant op [a, b]. 

Bewijs: 

Voor elk tweetal punten Xl en X2 van [a, b] geldt: 

f(X2) - I(xl ) = (X2 - x 1)f'(ç) = 0 

dus I(X2) = l(x1) = constant. 

Gevolg 4 

Zijn I en g continu in [a, b] en differentieerbaar in (a, b) en geldt 1'(x) = g'(x), 
Vx E (a, b), dan is I - g constant op [a, b]. 

Stel <p(x) = f(x) - g(x), dan is <p'(x) = 0 op (a, b), dus volgens 3 is <p constant 
op [a, b], waaruit volgt dat I(x) - g(x) een constante is Vx E [a, b]. 

We gaan thans de betekenis van deze gevolgen na. We hebben aangetoond (par. 41) 
dat indien I monotoon niet-dalend is, geldt l' G o. Gevolg 1 toont aan dat omge
keerd, indien l' > 0 is, I monotoon stijgt. Is l' G 0, dan volgt uit de gevolgen 1 
en 3 dat I monotoon niet-dalend is. Uit de gevolgen 2 en 3 volgt de overeenkom
stige eigenschap voor monotoon dalende of niet-stijgende functies. 

Opmerking bij gevolg 3: 

Met nadruk zij gewezen op de eisen van continuïteit en differentieerbaarheid in 
[a, b] respectievelijk (a, b). Als bijv. I gedefinieerd is door: 

I(x) = 1, XE [0,1] 

I(x) = 2, XE (I, 2] 

dan geldt wel1'(x) = 0 voor alle X waar de functie differentieerbaar is, maar niet 
geldt I(x) = c (één constante) voor alle x in het domein. 

Opmerking bij gevolg 4: 

Ook hier moet op de eisen van continulteit en differentieerbaarheid scherp worden 
gelet. Als bijv. de functies I en g gedefinieerd zijn door: 

I(x) = x 2, XE [0, 2] 

g(x) = x 2 + 1, XE [0,1] 

g(x) = x 2 + 2, XE (1, 2] 
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dan geldt wel voor alle x van [0, 2] waar I en g differentieerbaar zijn dat f'(x) = g'(x), 
doch niet I(x) - g(x) = C (één constante) voor alle x van [0, 2]. 
Is aan de genoemde eisen wel voldaan, dan zullen I en g inderdaad een constante 
(gelijk voor het gehele interval) verschillen. Dit betekent dat twee primitieven van 
dezelfde functie slechts een constante verschillen. Hiervan hebben we reeds in par. 22 
e. v. gebruik gemaakt. 

De middelwaardestelling kan soms worden toegepast voor het bewijzen van onge
lijkheden. 

Voorbeeld 1 

Te bewijzen: 

In(1 + x) > x - tx2 voor x> ° 
Bewijs: 

Stel: 

I(x) = ln(1 + x) - x + tx2 

dan is: 

1(0) = ° 
I 

f'(x) = - - - I + x 
I+x 

=--
I+x 

Volgens de middelwaardestelling is: 

I(x) - 1(0) = xf'(ç) voor zekere ç e (0, x) 

dus: 
xe 

ln(1 + x) - x + tx2 = --
1+ ç 

(çe(O,x» 

Daar x > ° is, is ç > 0, en is het rechterlid groter dan nul, d.w.z. I(x) > 0, waar
mee het gestelde bewezen is. 

Voorbeeld 2 

Te bewijzen: 

sin x > x - ix3 voor x > ° 
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Bewijs: 

Stel: 

f(x) = sin x - x + ix3 

dan is : 

f(O) = ° 
f'(x) = cos x - I + tx2 

f(x) = f(x) - f(O) = xf'(I;) 

f(x) = x(cos ç - 1 + t1;2) 

Nu is: 

(I; E (0, x» 

sin x 
Bekend is dat -- < 1 voor x i= 0. Dus is cos I; - 1 + tl;2 > ° voor x i= 0. 

x 
Hieruit volgt: 

f(x) = x(cos I; - 1 + te) > ° voor x> ° 
waarmede het gestelde bewezen is. 

Opmerking: 

Het bewijs kan eenvoudiger geleverd worden op een manier die in par. 63 behandeld 
wordt. 

60 De middelwaardestelling voor twee functies 

Een uitbreiding van de middelwaardestelling is de volgende stelling. 

Stelling 

Zijn f en g continu in [a, b], differentieerbaar in (a, b), en is g'(X) i= ° op (a, b), 
dan is er een punt e E (a, b), waarvoor: 

f'(e) feb) - f(a) 
--=----
g'ee) geb) - g(a) 

(a < e < b) (60.1) 
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Bewijs: 

We beschouwen de functie <p, waarvoor geldt: 

<p(x) = f(x) + À,g(x) (60.2) 

waarin À, een constante is. Deze functie is continu in [a, b] en differentieerbaar in 
(a, b). We kiezen nu À, zo dat <p(a) = <pCb). Er moet dus gelden: 

f(a) + Àg(a) = feb) + Àg(b) (60.3) 

Omdat g'(x) # 0 op <a, b) is geb) - g(a) = (b - a)g'(ç) # 0 ; zodat uit (60.3) 
volgt: 

À = _ _ f(=b )_-_Ji---:-(a-,-) 
geb) - g(a) 

(60.4) 

Volgens het theorema van Rolle, toegepast op <p, is er dus een punt CE (a, b), 
waarvoor <p'(e) = 0, of volgens (60.2): 

<p'(e) = f'(e) + Àg'(e) = 0 

Daar g'(e) # 0 is, heeft men: 

À = _ f'(e) 
g'(e) 

Uit (60.4) en (60.5) volgt dan (60.1). 

Opmerking: 

(60.5) 

Voor g(x) = x (Vx E [a, b]) gaat de bovenstaande stelling in de oorspronkelijke 
middelwaardestelling over. 

Uit de hierboven genoemde stelling leidt men eenvoudig een stelling af die gebruikt 
kan worden voor het berekenen van limieten, en die de regel van de l'Höpital wordt 
genoemd. 

Regel van de I'Höpital (1661-1704) 

Zijn f en g differentieerbaar in een gereduceerde omgeving van x = a, is in deze om
geving g'(x) # 0, is verder f(a) = 0 en g(a) = 0, en bestaat limf'(x)fg'(x), dan is: 

lim .I(x) = lim f'(x) 
x-+a g(x) x-+a g'(x) 
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Bewijs: 

Volgens de middelwaardestelling voor twee functies geldt, daar I(a) = g(a) = 0; 

I(x) I(x) - I(a) j'(ç) 
--= =--- (x =1= a, ç E (a, x» 
g(x) g(x) - g(a) g'(ç) 

Bestaat limf'(x)fg'(x), dan is: 
x-+a 

lim j'(ç) = lim j'(ç) = lim j'(x) 
x-+a g'(ç) ç-+a g'(ç) x-+a g'(x) 

want ç ligt tussen a en x, dus is in dit geval: 

lim f(x) = lim 1'(1;) = lim f'(x) 
x-+a g(x) x-+a g'(ç) x-+a g'(x) 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

lim cos 2x - 1 
x-+O x2 

Oplossing: 

cos 2x - 1 - 2 sin 2x 
lim = lim = - 2 . 
x-+O x 2 

x-+O 2x 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

eX - cos x 
lim----
x-+O tan x 

Oplossing: 

e'" - cos x eX + sin x 
lim ---- = lim 2 = I 
x-+O tan x x-+O cos x 

0" 
Het kan voorkomen dat men na toepassing van de regel weer uitkomt op -
Soms geeft dan een herhaalde toepassing van de regel resultaat. " 0 
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Voorbeeld 3 

Bereken: 

e"+e-"-2 
lim 2 
" .... 0 3x 

Oplossing: 

e"+e-"-2 e"-e-" 
lim 2 = lim ----
" .... 0 3x " .... 0 6x 

e" + e-" 
= lim = t 

" .... 0 6 

Opmerking: 
1 

Men moet zich vooraf overtuigen dat limf'(x)/g'(x) bestaat. Is bijv. f(x) = x 2 sin-, 
X~Q x 

(x i= 0), f(O) = 0, g(x) = sin x, dan is 

f'(x) 

g'(x) 

2x sin - + x 2 cos -' --1 1 ( 1) 
x X x 2 

cos x 

1 I 
2x sin - - cos-

x x 
cos x 

De teller in deze breuk heeft geen limiet voor x = 0, de noemer wel, dus ook niet 
de breuk zelf. De regel van de l'Höpital is dus niet toe te passen. Echter is: 

1 
x 2 sin

x x . 
----= --'xsm-

sin x sin x x 

1 I 
Omdat sin - begrensd is, is lim x sin - = 0. Verder is: 

x " .... 0 x 

x 
lim-- = 1 
% .... 0 sinx 

zodat: 

. 1 
x2 sm -

lim x 
% .... 0---- =0 

sin x 

en dus wel bestaat. 
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61 Extreme waarden 1 

Een functie I, gedefinieerd in een interval dat a als inwendig punt bevat, is voor a 
extreem, indien er een gereduceerde omgeving van a bestaat, waarop voor elke x 
I(x) Of groter, Of kleiner is dan I(a). In het eerste geval heeft de functie voor x = a 
een relatief minimum, in het tweede geval een relatief maximum. 
We nemen aan dat de functie continu is in x = a en differentieerbaar in de geredu
ceerde omgeving (a - h I a + h). We eisen dus niet dat de functie differentieerbaar 
is in x = a. 
Is nu verder bekend dat f'(x) < 0 is, in (a - h, a) en f'(x) > 0 in (a, a + h), 
dan is f(x) dalend in (a - h, a] en stijgend in [a, a + h). 
Dit volgt door toepassing van de middelwaardestelling op [xl>a] en [a,x2], (waarbij 
Xl E (a - h,a) en X2 E (a, a + h») en de continuïteit van f in X = a. Er is dus een 
gereduceerde omgeving van a, waarvoor f(x) > f(a) is, dus is f(a) een relatief minimum. 

Fig. 72 

o 

{'(o)= 0; axtraam in 0 

I 

""'V 
I 
~ 
o 

f' wis salt van takan in 0 ; 
gaan axtraam in 0 

o 
f' wissalt van takan in 0; 
<lxtr<2<2m in 0 
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f' wissalt van takan in 0; 
axtraam in 0 



De bovenstaande redenering geldt met voor de hand liggende wijziging voor een 
relatief maximum. 

Om bij een continue functie tot een relatief extreem te kunnen besluiten is het dus 
voldoende, het tekenverloop van f' op een gereduceerde omgeving (a - h I a + h) 
te kennen. Is f'(x) < 0 op (a - h, a) en f'(x) > 0 op (a, a + 11), dan is f(a) een 
relatief minimum. Is f'(x) > 0 op (a - h, a) en f'(x) < 0 op (a, a + h), dan is 
f(a) een relatief maximum. 
Fig. 72 illustreert dat de voorwaarde f'(a) = ° noch nodig, noch voldoende is 
voor het optreden van een extreem in x = a, en dat tekenwisseling van f' in x = a 
niet voldoende is voor het optreden van een extreem in x = a, indien de functie 
niet continu is in x = a. Als evenwel de functie f continu is in x = a, dan is teken
wisseling van f' in x = a een nodige en voldoende voorwaarde voor het optreden 
van een extreem in x = a. 
In vele gevallen is de functie ook differentieerbaar in x = a. Is dit het geval, dan is 
f'(a) = 0, zowel bij een relatief minimum als bij een relatief maximum. We bewijzen 
dit voor een minimum. Er geldt op (a - h, a): 

_f(_x)_-_Ji_Ca_) < ° 
x-a 

en op (a, a + h): 

f(x) - f(a) > 0 
x-a 

Hieruit volgt: 

f(x) - f(a) . f(x) - f(a) 
lim ~ 0, hm ~ ° 
xta X - a 

Fig.72a 

Y 

t 

o 

c 

a b c 

min mox 

x!a x - a 

d -x 
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Daar de limiet voor x -.. a bestaat, is dus f'(a) = 0. 
Is omgekeerd alleen bekend dat I'(a) = 0, dan kan men nog niet besluiten tot een 
extreem voor x = a. 
Ter toelichting diene fig. 72a. In de punten A, B, C en D is I'(x) = 0, echter geven 
alleen x = a en x = c extremen. Zoals we in par. 64 zullen aantonen zijn B en D 
buigpunten met horizontale raaklijn van de kromme y = f(x). Het tekenverloop 
van I' is op een getallenrechte in de figuur weergegeven. 
Behalve relatieve extremen onderscheidt men ook randextremen. Hieronder verstaat 
men extremen die optreden aan de rand van het interval waarvoor de functie is 
gedefinieerd. 

Voorbeeld 1 

Bepaal alle relatieve extremen van de functie f als: 

Oplossing: 

I'(x) = x 2 
- 2x = x(x - 2) 

1'(0) = 0, 1'(2) = ° 
Voor x < ° en voor x > 2 is I'(x) > 0, dus f stijgend; voor ° < x < 2 is I'(x) < 0, 
dus f dalend. 
Er is dus een maximum voor x = 0, omdat f continu is in x = 0, en wel f(O) = 0, 
en een minimum voor x = 2, f(2) = - 1 -1 (f continu in x = 2). 
Het tekenverloop van I' en het verloop van f zijn in fig. 73 geschetst. 

Fig. 73 

{'(x )==-01 
12 

{(x) st i- do i- st 

mox min 
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Voorbeeld 2 

Bepaal alle relatieve extremen van de functie f als: 

f(x) = /2X4 - !X3 

Oplossing: 

f'(x) = !(x3 
- 3x2

) = !x2(x - 3) 

1'(0) = 0, 1'(3) = 0 

Voor x > 3 is f'(x) > 0; voor x < 0 en 0 < x < 3 is f'(x) < O. Bij x = 0 treedt 
geen tekenwisseling van I' op, omdat x2 een kwadratische factor is. Er is dus een 
relatief minimum voor x = 3, f(3) = -2-!-. 
Het tekenverloop van f' en het verloop van f zijn geschetst in fig. 74. 

Voorbeeld 3 

Bepaal alle extremen van f als: 

f(x) = ;; x 2 
- x 3 op [-1, 2] 

Oplossing: 

f'(x) = !(x2 - x 3)-t·(2x - 3x2 ) 

2 - 3x 

- 3xt (1 - x)t 
(x :;é 0, x:;é 1) 

Fig. 74 

r' {x l t;\ ~ 13 
, 
4 

{{xl do 
~I" 

do 
i~ 

st 

min 
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y 

t y= ?/X 2_X3 

-x 

/ 

,'( X)~t:=:::::::;. ioR--i=::r:" ===~ 
,(x) ,_ do _, .. st 1- do -I 

max 
Fig. 75 

In x = ° en x ' = 1 is de functie niet differentieerbaar. Tekenwisseling van f' heeft 
plaats bij x = ° en x = i. 
Voor x < ° is f'(x) < 0, voor 0 < x < i is f'(x) > 0, voor x> i(x ::F 1) is 
f'(x) < O. 
Voor x = ° is f relatief minimaal, f(O) = 0, voor x = t is f relatief maximaal, 
fm = t~4. Zoals uit het tekenverloop van f' blijkt is f( -I) = ;}2 een randmaxi
mum en f(2) = -;;4 een randminimum. 
Het tekenverloop van f' en het verloop van f zijn geschetst in fig. 75. 

Voorbeeld 4 

Bepaal alle extremen van de functie f gegeven op [0, tn] door: 

1 
sin x 

f(x)=-x-

f(O) = 1 

(x ::F 0) 

Oplossing: 

f'(x) = = -- I - --
x cos x - sin x cos x ( tan X) 

X2 X X 
(x ::F 0) 

tanx () "dld Op (0, tn) is -- > 1 en cos x > 0, dus is f' x < 0; de functIe IS a en en 
x 

heeft slechts randextremen, nl. een maximum voor x = 0, f(O) = 1, en een mini-
2 

mum voor x = tn, f(tn) = -. 
n 
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62 Extreme waarden 2 

We hebben in par. 61 gezien dat, indien voor een functie f geldt dat f'(a) = 0, de 
functie in a een extreem kan hebben. In sommige gevallen biedt het onderzoek van 
het tekenverloop moeilijkheden terwijl r een eenvoudiger gedaante heeft. Er geldt 
nu de volgende stelling. 

Stelling 1 

Is f'(a) = 0, f' continu in a, en bestaat r op de gereduceerde omgeving (a - h I a + h), 
dan heeftf in a een relatiefminimum alsr(x) > 0, "Ix E (a - hla + h), en een rela
tiefmaximum alsr(x) < 0, "IxE(a - hla + h). 

Bewijs: 

Onderstellen we nl. rex) > 0 op (a - hla + h), dan is f' stijgend op (a - h, 
a + h), daar f' continu is in a. Daar f'(a) = 0, is dus f'(x) < 0, "Ix E (a - h, a) 
en f'(x) > 0, "Ix E (a, a + h). Volgens de vorige paragraaf is dus f(a) een mini
mum. Evenzo volgt dat f(a) een maximum is als rex) < 0, "Ix E (a - h I a + h). 

Stelling 2 

Is f'(a) = 0, en bestaat rea), dan is f(a) een relatief extreem indien rea) :f: 0 is, 
en wel een minimum als rea) > 0 is, en een maximum als f"(a) < 0 is. 

Bewijs: 

We nemen het geval: rea) > o. 

rea) = lim f'(x) - f'(a) 
x->a X - a 

Omdat rea) > 0 is, is er een gereduceerde omgeving (a - h I a + h), waarop het 
differentiequotiënt (I/(x) - f'(a»/(x - a) groter dan nul is. Daar f'(a) = 0, is voor 
deze omgeving f'(x) < 0 als x E (a - h, a), dus x < a is, en is f'(x) > 0 als 
x E (a, a + h), dus x > a is. Dus is volgens par. 61 f(a) een minimum. 
Het geval: rea) < 0, wordt op soortgelijke wijze behandeld. 

Hoe f zich gedraagt, indien f'(a) = 0 en rea) = 0 moet nader bezien worden. 
Men kan hierbij gebruik maken van de volgende hulpstelling. 
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Hulpstelling 

Is I(a) = O,I'(a) = 0, I' continu in a, bestaat verder I" op de gereduceerde omgeving 
(a - hla + h) en is I" constant van teken op, (a - h, a) en eveneens op (a, a + h), 
dan heeft I op (a - hla + 'h) hetielfde tekenverloop als 1". 

Bewijs: 

Neem aanf"(x) > 0 op (a - hla + h), dan is I' stijgend op (a - h, a + h). Om
dat I'(a) = 0, en I' continu in a, is I'(x) < 0 op (a - h, a) en is I'(x) > 0 op 
(a, a + h). Hieruit volgt weer dat I dalend is op (a - h, a) en stijgend op 
<a, a + h). Daar f(a) = 0 is, is f(x) > 0 op <a - h, a) en is ook f(x) > 0 op 
<a, a + h). 
Ter verduidelijking zie men fig. 76a, waarin het tekenverloop van f", f' en f is 
weergegeven. 
Nemen we aan f"(x) < 0 op (a - h, a) en f"(x) > 0 op (a, a + h), dan is I' 
dalend op (a - h, a) en is l' stijgend op (a, a + h). Omdat l'(a) = 0, is dus 
I'(x) > 0 op (a - h, a), en is ook I'(x) > 0 op (a, a + h). Dus is I stijgend op 
(a - h, a + h). Daar f(a) = 0, is I(x) < 0 op <a - h, a) en is f(x) > 0 op 
<a, a + h). 
Het tekenverloop van f", f' en I is weergegeven in fig. 76b. De overige gevallen 
worden op soortgelijke wijze behandeld. 
Door toepassing van deze hulpstelling bewijzen we de volgende stelling. 

Stelling 3 

Is voor de functie I, I(k)(a) = 0 (k = 1. .. 2n - 1), is 1(2n - 1) continu in x = a en bestaat 
1(2n) op de gereduceerde omgeving <a - hla + h), dan is I(a) een relatief minimum 
als j<2n)(x) > 0 is op (a - hla + h), en een relatief maximum als 1(2n)(x) < 0 is 
op dit interval. 

Fig. 76a Fig. 76b 

f(x) V f (x) la 
f(x»O a f(x»O f(x)<O f(x»O -I- _14 

(x) la ('(x) V 
a 

f(x)do f(x)st f(x) st _14 f(x)st 
-I .. 

I I I ("(x) f"( x) I I la 
f'<x)st a f'(x)st _14 ('(x) do -, .. f'(x) st 
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Bewijs: 

Door herhaald toepassen van de hierboven genoemde hulpstelling volgt dat het 
tekenverloop van j(211) op (a - hla + h) hetzelfde is als dat van 1", waardoor dit 
geval is teruggebracht tot Stelling 1 van deze paragraaf. 

Bestaat j(2n)(a), dan geldt volgende stelling. 

Stelling 4 _ 

Is voor de functie j, j(k)(a) = 0 (k = 1...2n - 1), en bestaat j(2n)(a), dan is j(a) 
een relatief minimum als j(2n>(a) > 0 is, en een relatief maximum, als j(2n)(a) < 0 is. 

Bewijs: 

Op soortgelijke wijze als bij stelling 2 bewijst men eerst voor het geval j(2n)(a) > 0, 
dat j(2n-2) daalt op (a - h, a) en stijgt op (a, a + h). Daarna wordt door toepas
sing van de hulpstelling dit geval teruggebracht tot stelling I. 
Het geval j(2n)(a) < 0 behandelt men geheel analoog. 

Op soortgelijke wijze bewijst men: 
Is voor de functie j, j<k>(a) = 0 (k = 1 ... 2n) en is j(2n+ l)(a) =I- 0, dan heeft j geen 
extreme waarde in x = a. 

Samenvatting 

Is j(k)(a) = 0 (k = 1, ... n - 1) (n ~ 2) en j(n)(a) =I- 0, dan is j(a) slechts dan een 
extreem, als 11 even is, en wel een minimum als j(n)(a) > 0 is, en een maximum als 
j(n\a) < 0 is. 

63 Ongelijkheden 

Vele ongelijkheden betreffende functies kunnen bewezen worden door onderzoek van 
het tekenverloop van de afgeleiden der functies. 

Voorbeeld 1 

Te bewijzen: 

sin x > x - ix3 voor x > 0 
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f(x)::::JO 

f' (x) -------y 
o 

,.. (x)-------y 
o 

Fig. 77 

Oplossing: 
Dit voorbeeld is reeds behandeld in par. 59. We geven thans een eenvoudiger oplos
sing. We definiëren een functie I door: 

I(x) = sin x - x + ix3
, dus f(O) = O. 

We differentiëren zo vaak totdat we een afgeleide verkrijgen, waarvan het teken
verloop eenvoudig is na te gaan. 

1'(x) = cos x - I + tx2, 

f"(x) = - sin x + x, 

1'(0) = 0 

1"(0) = 0 

f"'(x) = - cos x + I = 2 sin2 tx, 1"'(0) = 0 

We zien dat III/(x) ~ 0 is voor x =1= O. Hetzelfde geldt volgens de hulpstelling van 
par. 62 voor 1'(x). Dus is I stijgend, en omdat 1(0) = 0, is I(x) < 0 voor x < 0 
en is I(x) > 0 voor x > o. Voor het tekenverloop van de diverse afgeleiden zie 
men fig. 77. 

Voorbeeld 2 

Te bewijzen: 

cos tnx ~ I - x 2 voor 0 ~ x ~ I 

Oplossing: 

We definiëren een functie I door: 

I(x) = cos tnx - I + x 2, dus f(O) = 0 en l(l) = 0, dan geldt: 

1'(x) = -tn sin tnx + 2x, 1'(0) = 0; 1'(1) = -tn + 2 > 0 

f"(x) = _!n2 cos tnx + 2, 1"(0) = 2 - !n2 < 0; 1"(1) = 2 

f"'(x) = in3 sin tnx, 1"'(0) = 0 
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,(x) ~~ =====~4 o 

,"'(x) !-,/ -------:! o 
Fig. 78 

y 

t 

x 

Fig. 79 

Op (0, I) is I"'(x) > 0, dus 1" stijgend. Omdat 1"(0) < ° en 1"(1) > ° moet voor 
een getal a tussen 0 en 1, I"(a) = ° zijn (fig. 78), want 1" is continu en stijgend. 
Hieruit volgt weer dat l' dalend is op (0, a) en stijgend op (a, I). Daar 1'(0) = 0, 
is in een rechteromgeving van ° I'(x) < 0, en omdat 1'(1) > ° is in een linker
omgeving van 1, I'(x) > 0. Omdat l' continu is, is I'(x) = ° voor een getal x = b 
tussen ° en 1. Bijgevolg is I dalend op (0, b) en stijgend op (b, I). Aangezien 
1(0) = 0, is I(x) in een rechteromgeving van ° negatief, I daalt tot de functie voor 
x = b . een minimum heeft bereikt, en stijgt vervolgens tot voor x = 1 de functie 
weer ° is. Op het gehele interval (0, I) is dus I(x) < 0, wat te bewijzen was. 

64 Meetkundige betekenis van het teken van!". Buigpunten 

In par. 62 hebben we de betekenis van 1" nagegaan in verband met het onderzoek 
naar extreme waarden. Zoals we in het volgende zullen aantonen, hangt het teken 
van 1" samen met het min of meer gekromd zijn van de kromme y = I(x). 
Zij oe(x) de hoek die de raaklijn aan deze kromme in een punt met abscis x insluit 
met de positieve richting van de x-as (fig. 79), dan is: 

I'(x) = tan oe(x) 

We nemen volgens de afspraak van par. 15 voor oe(x) een getal van het interval 
(-t7t, t7t), dan is dus: 

oe(x) = arctanl'(x) 

dus als oe: x 1-+ oe(x), geldt: 

doe I"(x) 

dx 1 + 1'2(X) 
doe 

Is op (a, b) I"(x) > 0, dan is dus ook dx > 0, dus is oe een stijgende functie van x. 
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0 

,"(x) ,a Ic ,b 

f(x) conv _I_ conc 

Fig. 80 

Dit betekent dat bij toenemende x E (a, b), de hoek (l(x) die de raaklijn met de 
positieve x-as maakt, toeneemt. De raaklijn draait dus hierbij in positieve zin (links
om). De kromme keert dus in dit geval de bolle (convexe) kant naar beneden d.i. de 
richting van de negatieve y-as. We noemen daarom de kromme convex op (a, b>. 
Is op (a, b> f"(x) < 0, dan blijkt evenzo dat de kromme de holle (concave) kant 
keert naar de richting van de negatieve y-as. De kromme heet dan concaaf op (a, b). 
Wisselt op (a, b) (fig. 80) voor een inwendig punt c de functie f" van teken, dan gaat 
in het punt met abscis c de kromme over van convex in concaaf of omgekeerd. 
Heeft in het punt met abscis c de kromme een raaklijn dan buigt in dit punt (C) 
de kromme door de raaklijn heen, en heet het punt C een buigpunt van de kromme. 
De raaklijn in C heet buigraaklijn. 
We merken hierbij op dat de tweede afgeleide niet behoeft te bestaan voor x = c. 
Is echter f" continu in c, dan moet volgens de stelling van Weierstrasz (par. 35) 
f"(e) = 0 zijn. · Anderszijds is het nul zijn van f"(e) geen criterium voor een buig
punt. Is nl. f"(e) = 0, dan behoeft f" nog niet van teken te wisselen in c, zoals men 
aan voorbeeld 2 zal zien. 
Omtrent de waarde van f'(e) is ook niets bepaald. Het is mogelijk dat de eerste 
afgeleide in e niet bestaat (voorbeeld 1). Is f'(e) = 0, dan heeft men een buigpunt 
met horizontale buigraaklijn, zoals in fig. 72 in de punten B en D. 
Enkele stellingen, belangrijk voor het verloop van een kromme, zijn de volgende. 

Stelling 1 

Als f gedefinieerd is op [a, bl, en f' een differentieerbare afgeleide in [a, bl bezit, en 
f"(x) > 0 op (a, b), dan ligt de grafiek van f op (a, b) "boven" de raaklijn in 
(a,J(a», en "onder" de koorde door (a,J(a» en (b,J(b». 
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Bewijs: 

Stelt men: 

g(x) = I(x) - I(a) - I'(a)(x - a) 

dan is g(a) = 0, g'(x) = I'(x) - I'(a), g'(a) = 0, g"(x) = f"(x). 
Uit f"(x) > 0 op (a, b) volgt (zie par. 59, gevolg 1), dat I' en dus g' stijgend is 
op [a,b]. 
Daar g'(a) = 0 is dus g'(x) > 0 op (a, b], en dus g stijgend op [a, b]. In verband 
met g(a) = 0 volgt g(x) > 0 op (a, b] en het eerste gedeelte van de bewering. 
Om het tweede deel te bewijzen stellen we h(x) = I(x) - I(x), waarin I de lineaire 
functie is met I(a) = I(a) en I(b) = I(b). De richtingscoëfficiënt van de rechte lijn met 
vergelijking lex) = 0 is dan: 

I(b) - I(a) 

b-a 

en dus is: 

h'(x) = I(b) - I(a) _ I'(x), h"(x) = -f"(x) 
b-a 

Volgens de middelwaardestelling is: 

I(b) - I(a) = 1'(0) met a < 0 < b 
b-a 

zodat: 

h'(x) = 1'(0) - I'(x), en h'(O) = 0 

Uit f"(x) > 0 op <a, b) volgt h"(x) < 0 op <a, b), zodat h' dalend is op [a, b], en 
wegens h'(O) = 0 is dus h'(x) > 0 voor x E [a, 0) en h'(x) < 0 voor XE (0, b]. Hier
uit volgt in verband met h(a) = heb) = 0 dat h(x) > 0, en dus I(x) > I(x) op (a, b), 
waaruit het tweede deel van de bewering volgt. 
Op dezelfde wijze bewijst men de volgende stelling. 

Stelling 2 

Als I gedefinieerd is op [a, b], en I een differentieerbare afgeleide in [a, b] bezit, en 
f"(x) < 0 op <a, b), dan ligt de grafiek van f "onder" de raaklijn in (a,f(a» en 
"boven" de koorde door (a,f(a» en (b,f(b». 

Voorbeeld 1 

Onderzoek op buigpunten de grafiek van de functie I, gedefinieerd voor alle x door: 

I(x) = -!x + ;';x 

201 



y 

y=tx+~ t 

-1 

I 

('(x) :::::::~I ::::::::::: ol 
("(x) I :::::~~~I~======::= Ol'" 

I 

Fig. 81 

Oplossing: 

f(x) = tx + ~x 
f'(x) = t + tx- t 

f"(x) = -%x- t 

De tweede afgeleide is positief voor x < 0, en negatief voor x > 0, terwijl ze niet 
bestaat voor x = O. De grafiek van f is dus convex voor x < 0, en concaaf voor 
x> O. Uit f'(x) = t(1 + x-i), volgt dat limf'(x) = 00. Naarmate x dichter bij 

","'0 

nul ligt neemt de raaklijn een meer verticale stand aan. In 0 bestaat f' niet, maar 
wegens: 

f(x) - f(O) = t + x-t ~ lim f(x) - f(O) = 00 

x - 0 ","'0 x 

heeft de kromme 0 de y-as als raaklijn. 
In fig. 81 is de grafiek geschetst. 

Voorbeeld 2 

Onderzoek op buigpunten de grafiek van de functie f, gedefinieerd voor alle x door: 

f(x) = !x4 + X 

Oplossing: 

f'(x) = x 3 + 1 

= (x + 1)(x2 
- X + 1) 

f"(x) = 3x2 
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Fig. 82 

I"(x) > 0 voor x :F 0; de kromme is overal convex. Voor het tekenverloop van 
I" en f', evenals voor het verloop van de grafiek van I zie men fig. 82. Hoewel 
1"(0) = 0 heeft de kromme geen buigpunt voor x = O. 

65 Het schetsen van krommen 

Bij het schetsen van krommen verdient het aanbeveling de volgende punten bij het 
onderzoek in acht te nemen: 

1 Voor welke x is de bijbehorende functie gedefinieerd? 
2 Bepaal eventuele snijpunten met de coördinaatassen. 
3 Onderzoek of symmetrieën t.o.v. de coördinaatassen of t.o.v. de oorsprong aan

wezig zijn. Is bijv. I( -x) = I(x), 'r/x van het definitiegebied, d.w.z. is I even, 
dan is de grafiek van I symmetrisch t.o.v. de y-as. Is I( -x) = -/(x), d.w.z. is 
I oneven, dan is er symmetrie t.o.v. de oorsprong. 

4 Onderzoek (indien mogelijk i.v.m. definitiegebied) het gedrag van I voor grote 
positieve en negatieve x. Zijn er horizontale asymptoten? 

5 Ga na of er verticale asymptoten zijn. 
6 Onderzoek het tekenverloop van f'. Waar is I toenemend, waar afnemend? Zijn 

er extremen? Waar liggen ze, en hoe groot zijn ze? 
7 Onderzoek het tekenverloop van lil. Waar is de kromme convex, waar concaaf? 

Zijn er buigpunten? Waar liggen ze, en hoe loopt de buigraaklijn? 

Voorbeeld 

Schets de kromme met vergelijking y = I(x), als de functie I gedefinieerd is voor 
alle x :F 0 door: 

1 !. 
f(x) = -e-x x 
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Oplossing: 

1 Blijkens het gegeven is de functie gedefinieerd voor alle x :f: O. 
2 Er zijn geen snijpunten met de assen. 
3 Er zijn geen direct zichtbare symmetrieën. 
4 lim X-I exp( _x- 1

) = 0·1 = 0; evenzo is lim j(x) = O. De x-as is een hori-
"' .... '" X-+-OI) 

zontale asymptoot. 
5 Een verticale asymptoot is slechts mogelijk voor x = 0. 

lim X-I exp( _X-I) = lim t exp( -t) 
"'lO r .... '" 

t 
= lim-- =0 

r .... '" exp t 

lim X-I exp( _x- 1) = lim -t exp t 
"'tO r .... '" 

=-00 (x = - +) 
De y-as is een verticale asymptoot. 

6 
I-x 

j'(x) = -- exp( _x- 1) 
x 3 

Tekenwisseling vindt plaats bij x = 0 en x = 1. Voor x < 0 is f'(x) < 0, voor 
o < x < 1 is f'(x) > 0, voor x > 1 is f'(x) < O. De functie is dus dalend op (t-, 0), 
stijgend op (0, I) en dalend op (I, -+). Ze heeft dus een relatief maximum voor 
x = 1; j(1) = exp( -1) = e- I . Bij x = 0 vindt wel tekenwisseling plaats van f'(x), 
maar j(O) is niet gedefinieerd. 

Fig. 83 

,'(xl 

'"(xl 

·3 

y 

y= x·
' 

C2Xp (-x·
' 
) t 

-2 ·1 

~ 
: I '0 1 

---------------~I' 
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7 
2X2 - 4x + I 

rex) = 5 exp( _x- l
) 

X 

Tekenwisseling heeft plaats bij Xl = 0, X2 = 1 - !.J2 en X3 = 1 + !.J2. Voor 
X < ° is rex) < 0, op (1 - !.J2, I + !.J2) is rex) < 0, voor x > I + !.J2 is 
f"(x) > 0. De kromme is convex op <0, X2) en <X3' -+), concaaf op < -,0) en 
<X2' X3), ze heeft buigpunten voor X2 en X3 . De kromme is geschetst in fig. 83. 

66 Hogere afgeleiden. Regel van Leibniz (1646-1716) 

Het is soms gewenst voor de ne afgeleide een eenvoudige uitdrukking op te stellen, 
bijv. bij de formule van Taylor (par. 106 e.v.). Dit gelukt slechts bij enkele functies. 

Voorbeeld 1 

Bepaal de nC afgeleide als: 

f(x) = eX 

Oplossing: 

f(P1)(x) = eX 

Voorbeeld 1 

Bepaal denc afgeleide als: 

f(x) = _e-X 

Oplossing: 

f'(x) = e-X 

rex) = _e-X 

f(P1)(x) = (_l)P1+le-X 

Voorbeeld 3 

Bepaal de ne afgeleide als: 

f(x) = sin x 

Oplossing: 

f'(x) = cos x = sin(x + !1t) 
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rex) = cos(x + !1t) = sin(x + !1t + !1t) 

= sin(x + 1t) 

Het vermoeden ligt voor de hand dat: 

f(lI)(x) = sin(x + !mt) 

Dit vermoeden bewijst men eenvoudig door volledige inductie. 

Voorbeeld 4 

Bepaal de nC afgeleide als: 

f(x) = cos x = sin(x + t1t) 

Oplossing: 
Uit voorbeeld 3 volgt onmiddellijk: 

f(lI)(x) = sin{x + ten + 1)1t} = cos(x + !n1t) 

Voorbeeld 5 

Bepaal de nC afgeleide als: 

f(x) = lnx 

Oplossing: 

f'(x) = X-I 

rex) = _x-2 

f"'(x) = 2x-3 

fIY(X) = -3! x-4 

fY(x) = 4! x- s 

Algemeen geldt: 

f(lI)(x) = (_1)"-1(n - l)!x-ll 

Voorbeeld 6 

Bepaal de nC afgeleide als: 

1 
f(x)=--

x+a 
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Oplossing: 

f'(x) = -(x + a)-2 

f"(x) = 2(x + a)-3 

f"'(x) = -3! (x + a)-4 

Algemeen: 

j<n~(x) = ( -I)nn! (x + a)-{n+l) 

Voorbeeld 7 

Bepaal de nC afgeleide als: 

I 
f(x) = x2 _ 1 

Oplossing: 

1 (1 1) -- -----
2 x-I x+l 

Door toepassing van voorbeeld 6 volgt: 

f(n)(x) = !(-ltn! {(x - l)-(n+l) - (x + 1)-(n+l)} 

Voorbeeld 8 

Bepaal de nC afgeleide als: 

f(x) = arctan x 

Oplossing: 

1 
f'(x) = I + x2 

Bij verder differentiëren blijkt dat de hogere afgeleiden onoverzichtelijke rationale 
functies van x worden. Het is dan ook niet mogelijk een eenvoudige uitdrukking 
voor f(n)(x) op te stellen. We zullen echter aantonen dat er in het geval van arctan x 
een formule op te stellen is die f(n)(x) uitdrukt in een of meer lagere afgeleiden. Een 
dergelijke formule noemt men een recursieformule of recurrente betrekking. 
Met voordeel kan men in dit geval gebruik maken van een formule voor de n° 
afgeleide van het produkt van twee functies, die door Leibniz is opgesteld. 
Zijn u en v twee voldoend vaak differentieerbare functies van x, en is y = uv, dan is: 

y' = u'v + uv' 
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y" = u"v + u'v' + u'v' + uv" 

= u"v + 2u'v' + uv" 

y'" = u"'v + u"v' + 2u"v' + 2u'v" + u'v" + uv'" 

= u"'v + 3u"v' + 3u'v" + uv'" 

De coëfficiënten in deze uitdrukking zijn blijkbaar dezelfde als bij de driehoek van 
Pascal, of het binomium van Newton. 
Stellen we de nC afgeleide van y voor door D(II)y, dan geldt de volgende regel. 

Regel van Leibniz 

Zijn u en v beide n-keer differentieerbare functies van x. dan is: 

D(II)(UV) = D(II)U'V + G) D(II-l)uDv + ... (~) D(II-k)uD(k)V + ... + UD(II)V 

Het bewijs van deze formule wordt geleverd door volledige inductie, en verloopt 
geheel parallel aan dat van het binomium van Newton. 
Spreekt men af: D(O)u = u en D(O)v = v, dan is de formule beknopt aldus te schrij
ven: 

D(II)(UV) = ~ (n) D(II-k)uD(k)V 
k=O k 

We passen deze formule toe op de functie j, gedefinieerd voor alle x door: 

j(x) = arctan x 

Dan geldt: 

f'(x) = 1 + x 2 

dus: 

Het linkerlid van de laatste gelijkheid is een produkt van twee factoren. Om als 
hoogste afgeleide j(II) te vinden, bepalen we van het produkt f'(x)'(1 + x 2

) de 
(n - l)"tc afgeleide. Volgens de regel van Leibniz is: 

(66.1) 

De afgeleiden van (1 + x2
), hoger dan de tweede, zijn nl. alle nul. 
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Uit (66.1) volgt verder: 

(l + x2)f(n)(x) + (n -1)2xj(n-l)(x) + !(n -I)(n - 2)'2j<"-2)(X) = 0 (n> 1) 

of: 

(n> 1) 

(66.2) 

De uitdrukking (66.2) druktj<")(x) uit inj(I-1)(x)enj<"-2)(x), en is dus een recursie
formule voor de afgeleiden van arctan x. 
Bij de reeksontwikkeling volgens Maclaurin (par. 108) is het'voldoende de opvolgen
de afgeleiden in x = 0 te kennen. Bij arctan x volgt uit (66.2): 

/(11)(0) + (n - l)(n - 2)/(11-2)(0) = 0 

of: 

j<")(0) = -(n - I)(n - 2)/(11-2)(0) (n> I) (66.3) 

Nu is /(0) = arctan 0 = 0, zodat volgens (66.3) ook .1"(0) = 0, en dus ook 
/(211)(0) = 0 voor alle nE IN. Verder geldt /,(0) = I, zodat /,"(0) = -2·1 = -2!, 
/(V)(O) = -4· 3/,"(0) = 4!, en algemeen: 

/(211+1)(0) = (-I)"(2n)! 

Opmerking: 

Het wordt de lezer overgelaten, om voor de functie / uit voorbeeld 7 een soortgelijke 
recursieformule op te stellen. 
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hoofdstuk 4 

Systematische berekening 
van de primitieven 
van enige klassen 
van functies 

Opmerking vooraf: 

Wellicht ten overvloede wijzen we er op, dat bij het primitiveren in dit hoofdstuk 
uitsluitend representanten van de verzameling van alle primitieven van de betrokken 
integrand bepaald worden (zie ook par. 24). 

67 f px+q d 
ax2 + bx + c X 

We denken ons in het volgende alle coëfficiënten reëel. 
We onderscheiden bij de hierboven genoemde functie drie gevallen. 

I De nulpunten van ax2 + bx + c zijn reëel en verschillend. 
2 De nulpunten van ax2 + bx + c zijn reëel en gelijk. 
3 De nulpunten van ax2 + hx + c zijn niet reëel. 

Geval] 

Zijn 0(1 en 0(2 de reële nulpunten van ax2 + bx + c, dan leert de algebra dat de 

f . px + q d'd' I I li' unctIe 2 een UI Ig a s vo gt te sp tsen IS: 
ax + bx + c 

x - 0(2 

px+ q px+ q 
+ 

ax2 + bx + c 

waarin Al en A2 constanten zijn. Deze constanten zijn te bepalen door in de identiteit: 

px + q == Ala(x - 0(2) + A2a(x - 0(1) 

voor x twee willekeurige waarden, bijv. 0(1 en 0(2 te substitueren. 
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Voorbeeld 

Bereken: 

f -4x + 7 
...,---;:;----,------dx 
2X2 + 3x - 2 

Oplossing: 

Dus: 

Dus: 

-4x+ 7 -4x + 7 Al A2 --=-----=------=---+--
2X2 + 3x - 2 (2x - l)(x + 2) 2x - 1 x + 2 

-4x + 7 == AI(X + 2) + A 2 (2x - 1) 

x =! = -2 + 7 = Al o2! = Al = 2 

x = -2= 8 + 7 = A2 o(-5)=A2 = -3 

-4x + 7 

2X2 + 3x - 2 

2 3 
------
2x - 1 x+2 

f ------::-:-4_x_+_7_ dx = f 2 dx - f __ 3 - dx 
2X2 + 3x - 2 2x - 1 x + 2 

= In 12x - 11 - 3 In Ix + 21 

Geval 2 

In dit geval is de noemer ax2 + bx + c te schrijven als a(x - ex)2. We stellen nu: 

px + q = p(x - ex) + B (B constant) 

De gegeven breuk is nu als volgt te splitsen: 

px+ q p(x - ex) B Al BI 
---.,,- + = -- + ------=-
a(x - ex)2 a(x - ex)2 x - ex (x - ex)2 ax2 + bx + c 

Voorbeeld 

Bereken: 

f -2x + 7 
--=----dx 
x 2 - 4x + 4 

Oplossing: 
Nu is: 
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-_ .... .....,.~ 
zodat 

-2x + 7 Al A2 ---+ x 2 - 4x + 4 - x - 2 (x - 2)2 

-2x + 7 == Al (X - 2) + A2 

X = 2 => 3 =A2 

x=o => 7=-24. l +A2 => 7=-24.1 +3 => A2=-2.Dus: 

-2x + 7 

x 2 
- 4x + 4 

-2x + 7 -2 3 
. = -- + ----=-
(x - 2)2 X - 2 (x - 2)2 

want -2x + 7 = -2(x - 2) + 3. 
Dus: 

f_-_2
_
X_+_7 - dx = f _-_2_ dx + f 3 di 

x 2 
- 4x + 4 x - 2 (x - 2)2 

Geval 3 

3 
= - 21n Ix - 21 - -

x-2 

Men bepaalt in dit geval de afgeleide van de noemer, d.i. 2ax + h, en berekent twee 
constanten A en B zo dat: 

px + q = A(2ax + b) + B 

De breuk is dan als volgt te splitsen: 

px + q 2ax + b B 
---.--::..-- = A· + -~---
ax2 + bx + c ax2 + bx + c ax2 + bx + c 

Een primitieve van de eerste term in het rechterlid is A In lax2 + bx + cl. Om een 
primitieve van de tweede term te vinden, splitsen wij bij ax2 + bx + c een kwadraat 
af, aldus: 

{( b)2 4ac b
2 } 

ax
2 + bx + c = a x + 2.;; + 4a2 

Daar ax2 + bx + c definiet is, is de discriminant b2 
- 4ac < 0, en is dus 

b 
(4ac - b2)j4a2 een positief getal, stel k 2

• Past men verder de substitutie x + - = t 
2a toe, dan volgt: 

f 
Bdx 

ax2 + bx + c 

- =- arctan-f Bdt B t 

- a(t2 + k 2) ak k 
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b 
x+-

B 2a 
= - arctan ---

ak k 

We vinden dus in geval 3: 
b 

x+-

f px + q B 2a 
2 dx = A In lax2 + bx + cl + - arctan --k--

ax + bx + c ak 

Voorbeeld 

Bereken: 

8x - 1 
-----dx 
4x2 + 4x + 2 

Oplossing: 

De afgeleide van 4x2 + 4x + 2 is 8x + 4. 

8x - 1 = 8x + 4 - 5 

dus: 

8x - 1 8x + 4 
-----=-----

5 

4x2 + 4x + 2 4x2 + 4x + 2 (2x + 1)2 + 1 

f 8x - 1 f (8x + 4)dx f 2-!- d(2x + 1) 
4x2 + 4x + 2 dx = 4x2 + 4x + 2 - (2x + 1)2 + 1 

= ln(4x2 + 4x + 2) - 2-!- arctan (2x + 1) 

Ter bepaling van een primitieve van de functie: 

f(x) = P(x) 
ax2 + bx + c 

waarin P(x) een veelterm is van de tweede of hogere graad, deelt men eerst uit, en 
verkrijgt dan: 

P(x) px + q 
ax2 + bx + c = Q(x) + ax2 + bx + c 

waarin Q(x) een veelterm in x is. 
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68 De primitieven van een rationale functie van x. Breuksplitsing 

Stel dat R een gebroken rationale functie van x is met reële coëfficiënten. Is de teller 
van hogere graad dan de noemer, dan kan men uitdelen en verkrijgt men: 

P(x) 
R(x) = G(x) + -

Q(x) 

waarin G(x), P(x) en Q(x) veeltermen zijn, en P(x) van lagere graad is dan Q(x). 
We bepalen ons verder tot: 

P(x) 
f(x)=

Q(x) 

De methode ter bepaling van de primitieven hangt af van de aard van de nulpunten 
van de noemer. 

Geval 1 

De nulpunten van de noemer zijn reëel en verschillend. 

Stel dat de noemer de graad n heeft, en n onderling verschillende nulpunten al> ... , an• 

De algebra leert dat de volgende splitsing in partiële breuken eenduidig mogelijk is: 

(Ak is constant) (68.1) 

Ter bepaling van de coëfficiënten Ak kan men als volgt te werk gaan. 
Vermenigvuldig beide leden met Q(x). Deze gaan dan over in identieke veeltermen 
in x. Bijgevolg moeten de coëfficiënten van xk (k = 0, 1, ... , n -1) gelijk zijn. Dit 
geeft juist n lineaire vergelijkingen in de nonbekenden Ak. Eenvoudiger bepaalt men 
deze coëfficiënten door in de identiteit achtereenvolgens de nulpunten ak (k = 1, ... , n) 
te substitueren, zoals wij dit in par. 67 bij geval 1 hebben uitgevoerd. 

Geval 2 

De nulpunten van de noemer zijn verschillend, er komen echter ook niet-reële nulpunten 
voor. 

Ook in dit geval is een splitsing van de gedaante (68.1) mogelijk (zie par. 119). Omdat Q(x) 
reële coëfficiënten heeft komen de niet-reële nulpunten paarsgewijze voor als toegevoegd 
complexe getallen. Naast de breuk A/(x - a) komt nu ook voor de breuk A/(x - ex), 
waarin A de toegevoegd complexe van A, en ex die van a is. Neemt men beide breuken 
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samen, dan volgt: 

A A (A + A)x - (AIX + AiX) 
--+--=--::-------
x - IX x-iX x 2 

- (IX + iX)x + lXiX 

In het rechterlid zijn IX + fi, IXfi en A + A reëel. Van AIX + Afi is de toegevoegd 
complexe: Afi + AIX, dus hetzelfde getal. Bijgevolg is ook AIX + Afi reëel, en is: 

A A px + q 
-- + -- = --::-----
X - IX x-iX ax2 + bx + c 

(p, q, a, b, c reëel) (68.2) 

Het bepalen van een primitieve van de breuk uit het rechterlid van (68.2) is in de 
vorige paragraaf behandeld. 

Voorbeeld 

Bereken: 

F x - dx f 2x + 1 
( ) - (x - 1)(x2 + 1) 

Oplossing: 

2x + 1 A Bx + C 
-----=--- = -- + --::---
(x - 1)(x2 + 1) x-I x 2 + 1 

2x + 1 == A(x2 + 1) + (Bx + C)(x - 1) 

== (A + B)x2 + (C - B)x + A - C 

Dus is: 

A + B = 0l 
C - B = 2 => A = 11, B = -11, C = 1 
A-C=1 

2x + 1 11 -11x + 1 
--:----:-:--;;----:-- = -- + --:----
(x - 1)(x2 + 1) x-I x 2 + 1 

F(x) = 11 In Ix - 11- iln(x2 + 1) + tarctanx 

Geval 3 

De noemer heeft reële nulpunten, er komen echter ook meervoudige nulpunten voor. 

Heeft Q(x) het k-voudige nulpunt IX, dan komen volgens de algebra bij de breuk
splitsing o.m. de volgende partiële breuken voor: 

Bl B2 B3 Bk 
X - IX' (x - 1X)2' (x - 1X)3 ' ••• , (x - IXt 
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Hierbij kunnen verschillende tellers nul zijn. Echter is B" :t= 0, omdat anders ot: een 
hoogstens (k - l)-voudig nulpunt zou zijn. 

Voorbeeld 

Bereken: 

f -6x2 + 13x - 4 
F(x) = (x _ 1)3(x + 2) dx. 

De noemer heeft het drievoudige nulpunt 1. Zoals we zullen zien, biedt het voordeel 
de breuk te transformeren door de substitutie x-I = t, waardoor de noemer van 
de nieuwe breuk het drievoudige nulpunt t = 0 verkrijgt. 

-6x2 + 13X - 4 

(x - 1)3(x + 2) 

_ 6t2 + t + 3 == At3 + _1 + _2 + _3 t3(t + 3) (B BB) 
t t2 t3 

Substitutie van t = - 3 geeft A = 2. Breng nu de breuk A/(t + 3) naar het linker
lid. Na vereenvoudiging van het linkerlid heeft men dan direct Bl> Bz en B3' aldus: 

2 

t+3 

- 2t3 
- 6t2 + t + 3 

t3 (t + 3) 

-2t2 + 1 

t 3 

-2 1 
=-+-

t t3 

2 2 1 
=----+-

t + 3 t t3 

Wanneer we weer teruggaan van t naar x, dan blijkt dus: 

waaruit volgt: 

1 
F(x) = 2 In Ix + 21 - 21n Ix - 11 - 2 

2(x - 1) 
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Geval 4 

In de noemer komen ook meervoudige niet-reële nulpunten voor. 

In dit geval komen bij de breuksplitsing breuken voor van de gedaante 

PIX + ql P2X + q2 p"x + q" 
ax2 + bx + c' (ax2 + bx + C)2' ... , (ax2 + bx + ct 

indien het niet-reële nulpunt oe k-voudig is; hierin heeft ax2 + bx + c de nulpunten 
oe en ti. 
Het bepalen van een primitieve van: 

(ax2 + bx + c)" 

is door een lineaire substitutie terug te brengen tot de bepaling van een primitieve 
van: 

welke breuk te splitsen is in: 

Ax B 
en 

Hiervan behoeven we alleen de bepaling van een primitieve van de tweede breuk te 
bespreken, omdat die van de eerste elementair is. 
Noemen we F,,(x) een primitieve van lf(x2 + lt (k ~ 2), dan is: 

dus: 

F,,(x) = f (x2 ~ 1)" 

f (X2 + l)dx f x
2
dx 

= (x2 + II - (x2 + 1)" 

f !xd(x2 + 1) 
= F"_I(X) - (x2 + 1)" 

x 
= F"_I(X) + -2-(k---I-)(-x;;""2 -+-I--:-Cl ;:--"""T1 

1 f dx 
2(k - I) (x2 + 1)"-1 

1 
2(k _ I) F"_l(X) 

x 2k - 3 
F,,(x) = 2(k _ 1)(x2 + I)" 1 + 2(k _ I) F"_l(X) (k:?: 2) (68.3) 
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Hiermede is een recursieformule voor F" afgeleid. Door herhaalde toepassing van 
(68.3) komt men op een primitieve van 1/(x2 + I), d.i. arctan x. 

Opmerking: 

De primitieve F.Jx) is eenvoudiger te vinden door eerst de goniometrische substitutie 

x = tID1 t toe te passen (-r< t:5; ~). 

F,,(x) = f (x2 ~ I)" 

= f (tan2 t +d:)" cos2 t 

= J COS2k- 2 tdt 

De primitieven van cosn t worden in de volgende paragraaf behandeld. 

69 Berekening van r cosn xdx en r sinn xdx (n e Z) 

We stellen Fn(x) = J cosn xdx, dan volgt met partiële integratie: 

Fn(x) = J cos" xdx 

zodat: 

= r cosn- 1 xd(sin x) 

= cosn- 1 X sin x + J (n - I) cosn- 2 X sin2 xdx 

= cosn- 1 X sin x + (n - I) r (cosn- 2 X - cosn x)dx 

= cosn- 1 X sin x + (n - I)Fn-2(X) - (n - I)Fn(x) 

cosn -1 x sin x n - I 
Fn(x) = + --Fn-ix) (n :F 0) 

n n 
(69.1) 

Is n een natuurlijk getal, dan komt men bij herhaalde toepassing van (69.1) op 
Fl(X) = J cos xdx of op Fo(x) = J dx. 
Als n negatief geheel is, dan volgt uit (69.1): 

cosn- 1 X sin x n 
Fn-2(X) = - + --Fix) 

n-I n-I 
(n :F I) 

Stelt men n - 2 = -m, dan volgt: 

cos-m + 1 X sin x m - 2 
F -m(x) = + -- F -m+2(X) 

m-I m-I 
(m:F I) (69.2) 
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Bij herhaalde toepassing van (69.2) komt men bij oneven m op F -l(X) = f~, 
en deze berekent men als volgt. cos x 

zodat: 

= f sin (.;;:x + x) 

= f 2 sin(!1t + ';;~COS(!1t + ';;x) 

= f 2 tan(!1t + ';;X%OS2(!1t + tx) 

f~ = In Itan(!1t + ';;x)1 
cos x 

In sommige gevallen zijn er eenvoudiger methoden om Fix) te berekenen. 

1 n is een oneven positief getal: n = 2m + 1 

Fix) = J cos2m+ 1 xdx = J COS2m 
X cos xdx = J (1 - sin2 xr d(sin x) 

Stellen we nu sin x = t, dan verkrijgen we: 

Deze integraal is gemakkelijk te berekenen door (1 - t2 )m te ontwikkelen volgens 
het binomium van Newton. 

2 n is een even negatief getal: n = - 2m 

Fn(x) = F -2m(X) = f~2X = f 2 ~x 2 = f(1 + tan2 x)m-l d(tan x) 
cos m X cos m X cos X 

Stellen we nu tan x = t, dan verkrijgen we: 

Ook deze primitieve is gemakkelijk te berekenen door (1 + t2)m-l te ontwikkelen 
volgens het binomium van Newton. 
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Opmerking: 

Als n een even positief getal is, dan kan men door op de dubbele hoek over te gaan, 
de graad verlagen. Dit is vooral van belang als n "niet te groot" is. Bijv.: 

Fix) = J cos4 xdx 

f (1 + cos 2X)2 
= dx 

4 

f( COS
2

2X) 
= t + !cos2x + --4- dx 

f( 1 + cos 4X) = t + 1- cos 2x + 8 dx 

= ix + t sin 2x + 3
1
2 sin 4x 

Wanneer men de bepaalde integraal J~.!!! co sn xdx (k E 1.:) moet berekenen, dan 

biedt de recursieformule (69.1) grote voordelen, daar de z.g. "stoktermen" weg
vallen. Zo is bijv.: 

ft!! cosn-l X sin x Itn n - 1 ft n 

cos" xdx = + -- cosn- 2 xdx 
o non 0 

n - I ft!! 
= -- cosn- 2 xdx 

n 0 
(n;;;; 2) 

Voor n = 5 volgt door herhaalde toepassing van deze betrekking: 

ft!! cosS xdx = -i·iJt!! cos x dx = 4·2 
o 0 5·3 

De behandeling van Gn(x) = J sinn xdx verloopt geheel analoog. De resultaten zijn: 

sinn- 1 xcosx n - 1 
Gn(x) = - ----- + - - Gn - 2 (n ol: 0) 

n n 

sin-m + 1 x cos x m - 2 
G_m(x) = - ------ + --- G_ m + 2 m-l m-l 

(m ol: 1) 

Bij herhaalde toepassing van deze formules komt men dan tenslotte op: 

of: 
f dx 

G_1(x) = -.- = In Itan !xl 
smx 

J dx 
G_ 2(x) = -.-- = -cotx 

sm2 x 
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Ook blijven de opmerkingen over de gevallen n is oneven positief, n is even negatief 
en n is even positief, maar niet "al te groot", geldig. 

70 Berekening van J cos" x sinm x (n. m e l) 

De verschillende gevallen die zich hierbij voordoen zullen wij niet algemeen bespre
ken. We bepalen ons tot voorbeelden, waarbij alle karakteristieke gevallen voor zullen 
komen. Dikwijls zijn verschillende oplossingsmethoden mogelijk; wij geven slechts 
die methode welke o.i. het snelste tot het doel voert. 

Geval] 

Minstens een der exponenten is positief en oneven. 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

J cos8 x sin3 xdx 

Oplossing: 

J cos8 x sin3 xdx = - J cos8 x sin2 xd(cos x) 

= - J cos8 x(I - cos2 x)d(cos x) 

(t = cos x) 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

J cos3 x sin -4 xdx . 

Oplossing: 

J cos3 x sin -4 xdx = J cos2 x sin -4 xd(sin x) 

= J (1 - sin2 x) sin -4 xd(sin x) 

(t = sin x) 

Geval 2 

Minstens een der exponenten is positief en even. 
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Voorbeeld 1 

Bereken: 

J cos4 x sin!! xdx 

Oplossing: 

J cos4 x sins xdx = J (1 - sin2 
X)2 sins xdx 

= J sin8 xdx - 2 J sinlO xdx + J sin12 xdx 

Hiermede is dit geval teruggebracht tot par. 69. 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

J sin4 x cos- l xdx 

Oplossing: 

J sin4 x cos- l xdx = J (1 - cos2 X)2 cos- l xdx 

= J cos- l xdx - 2 J cos- 1 xdx + J cos xdx 

De bepaling is daarmee teruggebracht tot par. 69. 

Voorbeeld 3 

Bereken: 

Oplossing: 

J cos6 x sin- 2 dx = J (1 - sin2 
X)l sin- 2 xdx 

= J sin- 2 xdx - 3 J dx + 3 J sin2 xdx - J sin4 xdx 

Voor verdere berekening zie men par. 69. 

Geval 3 

De som der (gehele) exponenten is een negatief even getal of nul. 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

J cosl x sin- s xdx 
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Oplossing: 

f
cos3 xsin-s xdx = fcot3 x .d: 

sm x 

= - J cot3 x d(cot x) 

= - J t3 dt (t = cot x) 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

J cos- s x sin- 3 xdx 

Oplossing: 

f
cos- S x sin- 3 xdx = f 5 dx. 3 

cos x sm x 

= f (1 + tan2 
X)3 d(tan x) 

tan3 x 

(t = tan x) 

Voorbeeld 3 

Bereken: 

J cos4 x sin-4 xdx 

Oplossing: 

J cos4 x sin -4 xdx = J cot4 xdx 

= _ f cot
4 

X d(cot x) 
eoe x + 1 

= -f~ (t = cotx) 
t2 + 1 

Na deling past men breuksplitsing toe. 

Geval 4 

Beide (gehele) exponenten zijn negatief, hun som is oneven. 

Dit is het meest bewerkelijke geval. 

Voorbeeld 

Bereken: 
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F(x) = fcos- s 
X sin- 2 xdx = f 5 dx. 2 

COS X sm X 

Oplossing: 

lil· .' 

We schrijven in de teller 1 als (cos2 
X + sin2 xt en kiezen k geschikt. Is k groot 

genoeg, dan is dit geval terug te brengen tot de hiervoor behandelde gevallen. Het 
blijkt dat voor k genomen kan worden het aantal gehelen van de halve som der 
exponenten, in dit geval dus 3; dit is het kleinste geschikte getal. Dan volgt: 

f 
(COS2 X + sin2 X)3 

F(x) = dx 
coss x sin2 x 

= f (cos6 
X + 3 cos4 x sin2 x + 3 cos2 x sin4 x + sin6 x)dx 

cos5 x sin2 x 

= f cos xdx + 3f~ + 3f sin
2 

xdx + f sin
4 

xdx 
sin2 x cos x cos3 X cos5 

X 

Opmerldngen: 

l. Indien de integrand uitsluitend tan x (en cotx) bevat, dan kan men door de substitutie: 
tan x = t bereiken dat men een integraal verkrijgt met t als integratie variabele. Immers, als 

1 dx dt 
tan x = t, dan geldt: cot x = -t' en dtan x --2-' dus dx = cos2x dtan x = -1--2-' zodat cos x +t 
J F(tan x)dx overgaat in J F*(t) dt. 

2. Bepaalde integralen met integratiegrenzen van 0 tot kt 1r (k E ~) en gedaanten als in de 

paragrafen 69 en 70 zijn behandeld kunnen op eenvoudigere en snellere wijze berekend 
worden met behulp vab Beta- integralen, die in deel 2 van dit boek behandeld worden. 

71 De primitieven van een rationale functie van sin x en cos x 

Een primitieve van een rationale functie van sin x en cos x kan door de substitutie: 
x = 2 arctan t, waaruit volgt: tan!x = t, berekend worden als primitieve van een 
rationale functie van t. Er geldt nl.: 

cos2 !x - sin2 !x 
cos x = ---;;-----;;;--

cos2 !x + sin2 !x 

2 sin !x cos !x 
sin x = ---;;-.,----....,.-;;-:-

cos2 tx + sin2 !x 

Omdat x = 2 arctan t, is dus: 

2dt 
dx=--

I + t2 
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1 + tan2 !x = 1 + t2 
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1 + tan2 !x = 1 + t2 



Is R(cos x, sin x) een rationale functie van sin x en cos x, en F(x) een primitieve 
van R(cos x, sin x), dan is: 

F(x) = f R(cosx, sinx)dx = f R( ~ : ::, 1 ~ t2 ) 1 ~tt2 = f R*(t) dt. 

Voorbeeld 

Bereken: 

f~ sin x ~ cos x 

Oplossing: 
Substitueer tan!x = t. 

x = 0 => t = 0; x = !1t => t = 1 

1= ftlt dx 
o sin x + cos x 

= f: 1 + t2 2dt 

1 + 2t - t2 . 1 + t2 

= f: 2dt 

1 + 2t - t2 

Breuksplitsing levert: 

_-_!--,-.J_2 -;- + !.J2 
t - 1 - .J2 t - 1 + .J2 

2 

1 + 2t - t2 

1 = !.J2 [In I t - 1 + .J.J21 J1 
t-l- 2 0 

= !.J2(ln 1 - In ~ 1++.J~2) 
= -.J21n (-1 + .J2) 

= .J2 In (1 + .J2) 

Hoewel de substitutie tan!x = t steeds mogelijk is bij een rationale functie van 
sin x en cos x, is deze methode niet steeds de eenvoudigste. x H R(cos x, sin x) 
heeft in het algemeen de periode 21t, en is juist daarom te schrijven als een functie 
van tan !x, daar deze laatste ook de periode 21t heeft. Heeft echter R(cos x, sin x) 
een kleinere periode, dan kiest men als nieuwe veranderlijke tan Àx met À zodanig 
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dat deze dezelfde periode heeft. Heeft R(cos x, sin x) bijv. de periode n, dan neemt 
men tan x als nieuwe veranderlijke. Daardoor wordt het cijferwerk minder om
vattend. 

Voorbeeld 

Bepaal: 

f sin x 
F(x) = 0 dx 

sm x + cos x 

Oplossing: 

sin x 
f(x) = ---c

o
---

sm x + cos x 

Stel tan x = t, dan is: 

f tanxdx 
F(x) = 

tanx + 1 

f tdt 

= (t + 1)(t2 + 1) 

tanx 

tanx + 1 

= f -!dt + f !Ct + l)dt 
t + 1 t2 + 1 

= -tlnlt+ I1 +!-ln(t2 + l)+tarctant 

= !- In (tan2 x + I) - tin Itan x + II + t arctan (tan x) 

= -! In Icos xl - ! In Itan x + 11 + tx + !kn 

dus een primitieve is: -t In Isin x + cos xl + tx 

Bij het gebruik van de substitutie tan tx = t moet men bij bepaalde integralen de 
nodige voorzichtigheid betrachten, omdat tan!x discontinu is voor x = n + 2kn. 
Zijn bijv. de grenzen van de integraal tn en -in, dan neemt als x het interval (tn, -in) 
doorloopt, tan tx toe van 1 tot 00 (x = n), en daarna van - 00 tot -1. Men ver
krijgt dan integralen met een oneindig integratie-interval (oneigenlijke integralen), 
die in par. 75 besproken worden. Zou men zonder meer voor de grenzen t =;= 
= tan!-n = 1 en t = tan in = -1 ingevuld hebben, dan zou dit betekenen dat t 
afneemt van I tot -1, hetgeen klaarblijkelijk onjuist is. We laten een voorbeeld 
volgen, waarbij door de substitutie tan x = t een eigenlijke integraal in een on
eigenlijke overgaat. 

226 



Voorbeeld 

Bereken: 

ft" sin xdx 

o sin x + cos x 

Oplossing: 
Men kan het antwoord bepalen door het verschil van de hierboven gevonden primi
tieve: -t In Isin x + cos xl + tx te nemen voor de waarden t1& en O. Voert men 
echter de substitutie tan x = t uit, dan vindt men voor t het integratie-interval 
[0, -+), en gaat de gegeven integraal over in de oneigenlijke integraal: 

foc tdt 

o (t + 1)(t2 + 1) 

Deze integraal wordt behandeld in par. 75, voorbeeld 3. 
We willen er op wijzen dat bij de gevraagde integraal een eenvoudige oplossing 
mogelijk is. Stelt men nl. x = 11& - t. dan volgt: 

ft" sin xdx 
1= 

o sin x + cos x 

Jo cos tdt 

= - t" cos t + sin t 

ft" cos xdx 

= 0 sin x + cos x 

Dus is: 

ft" sin x + cos x 
21 =. dx = 11&, => 1 = !-1& 

o sm x + cos x 

Een eenvoudige bepaling van de primitieven is ook mogelijk bij de integrand: 

1 
I(x) = -.---

a sm x + b cos x 
(a en b constant) 

a sin x + b cos x = a (sin x + : cos x) 

= a (sin x + tan cp cos x) 

a sin (x + cp) 

cos cp 
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F(x) = J f(x)dx 

f dx 

= a sin x + b cos x 

f 
cos cpdx 

= a sin (x + cp) 

= f cos cpd(x + cp) 

a sin (x + cp) 

cos cp 
=-- In Itan -l(x + cp)1 

a 

72 De primitieven van irrationale algebraïsche functies 

Van deze grote klasse van functies behandelen we slechts die functies, die een ratio
nale functie zijn van x en y, waarbij y een der volgende gedaanten heeft: 

y=~ax+b (n E IN) 

y = IJl ax + b 
'.j px + q 

(n E IN) 

y = -J ax2 + bx + c 

De integrand is van de gedaante R(x, ~ ax + b) 

Zij F een primitieve, dan is: 

F(x) = J R(x, ~ ax + b)dx 

Stellen we ~ ax + b = t, dus: 

t" - b 
x=--

a 

dan is: 

f (t" - b ) ntn
-

1 

F(x)= R -a-' t '-a- dt 

De integrand hierin is een rationale functie van t. 
De verdere behandeling geschiedt, zoals in par. 68 is uiteengezet. 
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2 De integrand heeft de gedaante R (x, "/ ax + b) 
~ px+q 

In dit geval stelt men: 

dus: 

"/ ax + b = t 
~ px+ q 

ax + b b - qt" 
--- = t" en x = ---
px + q -a + ptn 

dx 
Hieruit volgt dat - en dus de integrand een rationale uitdrukking in t is. 

dt 
Het derde geval behandelen we in de volgende paragraaf. 

73 De primitieven van R(x, ..; ax2 + bx + c). Integraaltafeis 

-J ax2 + bx + c is niet reëel, indien ax2 + bx + c negatief definiet of negatief
semidefiniet is. Dit geval schakelen we uit. Ook het geval dat ax2 + bx + c posi
tief semidefiniet is schakelen we uit, omdat de wortel dan getrokken kan worden, 
en we in wezen met een rationale integrand te maken hebben. 
In de resterende gevallen kunnen we ax2 + bx + c schrijven als: 

ax2 + bx + c = a(x _ p)2 + q 

waarbij drie typen te onderscheiden zijn, nl.: 

1 a> 0, q> 0 

2 a> 0, q < 0 

3 a < 0, q> 0 

Bij deze drie typen is een lineaire substitutie mogelijk, waardoor het bepalen van een 
primitieve wordt teruggebracht tot het bepalen van een primitieve van: 

R(x, -J x2 + 1) 

2 R(x, -Jx2 
- 1) 

3 R(x, -Jl - x 2
) 

De integrand is dus een rationale uitdrukking in x en y, waarin y een der gedaanten: 

-J7+}, -J x 2 
- 1 of -J 1 - x 2 heeft. 

De oplossingsmethode berust hierop dat x en y rationaal uitgedrukt kunnen worden 
in een parameter t (rationaal parametriseren). 

229 



y 

t 

-x 

Geval] 

y = .Jx2 + 1 

De bijbehorende grafiek is de bovenste helft van de orthogonale hyperbool 
y2 = x 2 + 1 (fig. 84). Om een bruikbare parametervoorstelling te verkrijgen, snij
den we deze hyperbool met de lijnenwaaier 

waarvan de exemplaren behorende bij gegeven waarden van t, evenwijdig lopen aan 
een asymptoot. (Men kan bijv. ook nemen: y = -x + t). Het snijpunt van een 
waaierexemplaar met de kromme vindt men uit: 

Door kwadrateren vindt men: 

x 2 + 1 = x 2 + 2tx + t2 

waaruit volgt: 

1 - t2 1 + t2 (l + t2) dt 
x = -2-t-' Y = x + t = -2-t -, dx = - 2t2 

zodat: 

F(x) = J R(x, y)dx 

-R----· dt _ f (1 - t
2 

1 + t
2

) - (1 + t
2
) 

2t '2t 2t2 
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Voorbeeld 1 

Bepaal: 

f ~x~+ 1 

Oplossing: 
Door toepassing van (73.1) volgt: 

F(X)=f ~ dx 
x 2 + 1 

f 2t 1 + t2 

= - 1 + t2 ·~dt 

= - f~t 

= -In Itl 

= - In I-x + ~ x 2 + 11 

= In I-x + ~X2 + 1 I 
= In (x + ,Jx2 + 1) 

Opmerking: 

We bepalen 

F(X)=f,J dx 
x2 + k 

(k is constant) 

op de volgende snelle wijze: 

,J x 2 + k = y => x 2 + k = y2 => 2xdx = 2ydy => dx = dy 
y x 

Dus is: 

dF = dx = dy = dx + dy d(x + y) 
y x y+x x+y 

zodat: 

F(x) = In Ix + yl 

= In Ix + ,J x 2 + kl 
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VoorbeeldZ 

Bereken: 

Oplossing: 

x = 0 ~ t = 1; x = 1 ~ t = tI = -1 + .J2 

f
l dx 

o x +..fX2+ï 

Geval 2 

y = Jx2 
- 1 

ft, -(1 + t2 )dt 

= 1 (1 - t
2 1 + t

2 
) 2 --+-- 2t 

2t 2t 

= - t J~' (t-l + t)dt 

= ~ f1 (~+ t)dt 
2 Jt, t 

= ct In Itl + !t2]t~ 

= -t + tJ2 - tin (-1 + J2) 

De grafiek van y = J x2 - 1 is de bovenste helft van de hyperbool y2 = x2 - 1 
(fig. 85). We snijden deze met de lijnenwaaier: 

y=x-t 

Het snijpunt van een waaierexemplaar met de kromme vindt men uit: 

Kwadrateren levert: 

waaruit volgt: 

1 + t2 1 - t2 (t 2 
- l)dt 

x = -2-t -, Y = -2-t -, dx = 2t2 
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Fig. 85 

en 

F(x) = J R(x, y)dx 

- R -- --- '--dt _ f (1 + t2 1 - t
2

) t
2 

- 1 
2t '2t 2t2 

Opmerking: 

Voor de lijnenwaaier hadden we bijv. ook kunnen nemen: y = x + t. We kozen: 
y = x - t, omdat in dit geval bij een positieve x een positieve t behoort, hetgeen 
uit fig. 85 eenvoudig blijkt. 

Voorbeeld 

Bereken: 

fIt ../X2 - 1 
----dx 

1 x 

Oplossing: 

../x2 
- 1 = x - t = t = x - ../x2 

- 1 

x = 1 = t = 1; x = lt = t = 1-
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-1 0 1 -x 
\ I 
\ I 

\ / 
\ / 

'\. // 

", ./ 
................. ....,..."./ ----

Fig. 86 

---;:----=- dt = - 1 + - - -- dt f
1 !(l - t2)2 1 f1 ( 1 4) 
t t2 (1 + t2

) 2 t t2 1 + t2 

I = [~ (t -+ -4arctan t)I 

Geval 3 

= -2 arctan 1 - !(! - 2 - 4 arctan!) 

= -!1t + i + 2 arctan! 

y=.Jl-x2 

De grafiek van y = .J 1 - x2 is de bovenste helft van de cirkel x2 + y2 = 1 (fig. 86). 
In dit geval wordt rationalisatie van de kromme verkregen door snijding met een 
lijnenwaaier, waarvan het gemeenschappelijke punt op de cirkel ligt. Een eenvou
dige voorstelling verkrijgt men door voor dit punt het "bovenste" punt van de cirkel 
te nemen, en de betrokken waaier te schrijven als: 

y = 1 - tx 
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Daar - t de richtingscoëfficiënt van een willekeurig exemplaar van de waaier is, 
correspondeert met een positieve x een positieve t en met een negatieve x een nega
tieve t. 
Het snijpunt :F (0,1) van de kromme y = .JI - x 2 met y = 1 - tx wordt gevon
den uit: 

y = .J 1 - x 2 = 1 - tx 

Er volgt na kwadrateren: 

2t 1 - t2 

X = 1 + t2 ' Y = 1 + t2 ' 

en 

F(x) = J R(x, y)dx 

-R----· dt f ( 2t 1 - t2
) 2(1 - t2

) 

- 1 + t2
' 1 + t2 (1 + t2

)2 

Voorbeeld 

Bereken: 

f1 dx 

o x +.J1 - x 2 

Oplossing: 
De grenzen bepaalt men hier uit .J 1 - x 2 = 1 - tx, waaruit volgt: 

1 - .JI - x 2 

(x :F 0) t=-----
x 

Een moeilijkheid is te bepalen welke waarde van t met x = 0 correspondeert, omdat 
voor x = 0, de vergelijking 

,J 1 - x 2 = 1 - tx 

in de identiteit 1 = 1 overgaat. Uit fig. 86 zien we echter dat als het punt (x, y) langs 
de cirkel tot (0, 1) nadert, de richtingscoëfficiënt van y = 1 - tx tot nul nadert, 
zodat we met x = 0, t = 0 kunnen laten corresponderen. Men vindt de waarde 

t = 0 ook door van (1 - ,J 1 - x 2)fx de limietwaarde voor x = 0 te nemen. 
Voor x = 1 is t = 1, zodat: 
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Breuksplitng levert: 

2(i - t2
) 1- t t 

(1 + 2t - t2 )(1 + t2
) = 1 + t2 - 1 + .J2 - t 1 -.J2 - t 

[ 
1

- 1 - 2t + t21 J1 
1= arctant+!ln l+t2 o=arctanl=!1t 

Opmerking: 

In geval 2 is het herleiden tot een rationale algebraïsche functie algemeen mogelijk 
door te schrijven: 

J
-

-- x+l 
.Jx2 

- 1 = Ix - 11 --
x-I 

en daarna te substitueren: 

t= Jx + I 
x-I 

zoals in par. 72 is uiteengezet. Door het optreden van een modulusteken moet men 
x-I ~ 0 en x-I < 0 onderscheiden. 
In geval 3 volgt op soortgelijke wijze: 

/- J1+X ,,1 - x 2 = (1 - x) --
I-x 

met de substitutie: 

t=J1+X 
I-x 

Omdat in~, lxi niet groter is dan 1, is 11 - xl steeds 1 - x. De moeilijkheid 
met het modulusteken doet zich hier dus niet voor. 

We hebben in het hiervoorgaande aangetoond hoe men primitieven van rationale 

functies van x en .J ax2 + ox + c algemeen kan berekenen als primitieven van 
rationale functies van t. De gevolgde methode is vaak zeer bewerkelijk. 
Men slaat dan ook vaak een andere weg in, en past een goniometrische substitutie 
toe, waardoor men een primitieve van een goniometrische functie te bepalen heeft. 

Geval I 

Substitueer qJ = arctan x, dus: 
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F(x) = J R(x, .J X 2 + l)dx 

= fR (tan ({J, _1_) d~ 
cos ({J cos ({J 

1 
N.B. .Jtan2 qJ + 1 = --, daar qJ E < -!n, !n), dus cos qJ > o. 

cos qJ 

Geval 2 
I 

Substitueer ({J = arccos -, dus: 
x 

1 
x = -- en qJ E [0, n], qJ #- !n 

cos qJ 

F(x) = J R(x,.J x 2 
- l)dx 

f ( 1 ) sin({J 
= R --,ltan({J1 2 d({J 

cos ({J cos qJ 

Geval 3 

Substitueer ({J = arcsin x, dus: 

x = sin ({J en q> E [--!n, -!n] 

F(x) = J R(x, .JI - x 2)dx 
= J R(sin qJ, cos ({J) cos qJd({J 

Een onaangenaamheid is in geval 2 het optreden van het modulusteken, waardoor men 
twee gevallen moet onderscheiden. Bij bepaalde integralen heeft men deze moeilijk
heid niet, omdat men vooraf weet op welk interval x gegeven is, waardoor de modu
lusfunctie eenduidig kan worden vastgelegd. 
Ter toelichting nemen we een reeds behandeld voorbeeld van deze paragraaf. 

Voorbeeld 

Bereken: 

f
lt.JX2_1 
----dx 

1 x 

Oplossing: 
1 

We stellen ({J = arccos -, dus: 
x 

1 
x = -- en qJ E [0, n], ({J #- -!n 

cos ({J 
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Hierbij loopt x van I tot 11. Nu ligt qJ dus in het eerste kwadrant en is J x'2 - 1 = 
= tan qJ. Voor de grenzen van qJ volgt uit x = 1 dat qJl = 0, en uit x = ti dat 
qJ'2 = arccos t· 

1= tan qJ'cos qJ' dqJ f'P2 sin qJ 

o cos'2 qJ 

f'P2 sin'2 qJ 
= dqJ 

o cos'2 qJ 

= f: 2 

( co:'2 qJ - 1) dqJ 

Bijgevolg is: 

I = [tan <p _ <p ]~rccos t 

Met behulp van een figuurtje vindt men: arccos t = arctan i, zodat: 

I=i-arctani 

Het wordt aan de lezer overgelaten, om aan te tonen dat het gevonden getal hetzelfde 
is als het eerst geyonden resultaat: i - !1t + 2 arctan!. 

Het gegeven voorbeeld is op nog andere wijze te behandelen. Schrijven we: 

f~ F(x) = x dx 

lfJx2 -1 '2 =- dx 
2 x 2 

1 f Jt - 1 =- dt 
2 t 

dan is de bepaling van een primitieve teruggebracht tot geval I van par. 72, zodat we 

~ = J x 2 
- 1 als nieuwe veranderlijke kunnen nemen, aldus: 

J x'2 - I = Y => x'2 - I = y'2 => 2xdx = 2ydy 

f~ dx=fJ~·Xdx x x'2 

= f(l - 1 )dY y'2 + 1 
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x=l=>y=O; x=I!=>y=.Jl;e-l=i 

f
1t~ 

1= dx 
1 x 

=f*(1 - 1 )dY 
o y2 + 1 

= [y - arctan y]~ 

=! - arctan! 

Algemene opmerking 

In dit hoofdstuk zijn de primitieven berekend van klassen van functies door deze 
met behulp van substitutie, partiële integratie, of andere technieken te herleiden tot 
primitieven van "elementaire functies", waarvan de primitieven direct bekend of 
eenvoudig aan te geven zijn, en welke in hoofdzaak in par. 46 getabelleerd zijn. 
Om bij het bepalen van primitieven rekenwerk aanmerkelijk te bekorten en tijd te 
besparen, kan men met veel nut gebruik maken van Z.g. integraa/tafe/s, waarin een 
groot aantal primitieven van functies zijn opgenomen. Alvorens tot het berekenen 
van een niet-elementaire primitieve over te gaan verdient het soms aanbeveling eerst 
de integraaltafel te raadplegen. * 
Er zijn ook bepaalde integralen die niet direct berekend kunnen worden met behulp 
van primitieven, doch wel op een andere wijze, bijv. met behulp van de theorie van 
dubbelintegralen, of met hulpmiddelen uit ~e complexe functietheorie, zoals bijv.: 

f1 ln(1 + x) 
----=-2- d.x = t7t In 2 

o 1 + x 

We zullen hierop niet verder ingaan. 
Voor benaderingsmethoden bij het berekenen van bepaalde integralen, numerieke 
integratie verwijzen we naar de paragrafen 33 ... 35 en 125. 

In de laatste decennia hebben zich op het gebied van de niet-numerieke integratie zeer 
ingrijpende veranderingen voltrokken en wel dankzij de opkomst van de zogenaamde 
computeralgebra (ook bekend onder vele andere namen zoals: algebraic manipulation, 
symbolic computation, computational mathematics etc.). 
Na de ontwikkeling van een puur arithmetisch opererende computer - ondersteund door 
de numerieke wiskunde - lag het voor de hand dat men omzag naar de constructie van een 
machine die niet alleen numerieke problemen aankon, maar ook met letters, met symbolen 
kon werken, daarbij gesteund door de algebra. 
Deze gedachte was echter niet nieuw. Reeds Leibniz (1646-1716) die zelf al een 
eenvoudige rekenmachine construeerde (omdat hij vond "dat voorname mensen niet het 
werk van slaven moesten doen" (!)) droomde al van een algoritmische taal een "lingua 
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characteristica" waarin alle wiskundige manipulaties konden worden uitgedrukt, een soort 
computeralgebra avant la lettre dus. 
Hiermee is tevens een wezenlijk aspect van de computeralgebra genoemd: het algoritmische 
karakter en de afwezigheid van ad hoc-methoden, zoals duidelijk blijkt bij de toepassing die 
ons hier voor ogen staat, het primitiveren. 
In de vorige paragraaf hebben we ons beziggehouden met het primitiveren van functies uit 
een zeer beperkte klasse: rationale functies, enkele goniometrische functies en enkele 
irrationale algebraïsche functies. Hierbij bleek dat we in ieder geval in principe alle rationale 
functies systematisch kunnen primitiveren. Reeds eerder ontmoetten we exponentiële 
functies, logaritmische functies en cyclometrische functies, waarvan we met behulp van de 
tabellen in paragraaf 46 in een aantal gevallen primitieven konden bepalen. De vraag rijst 
dan al spoedig wanneer "lukt" dit en wanneer "lukt" dit niet, hoe maakt men uit of een 
functie primitiveerbaar is , wat bedoelt men daar eigenlijk mee en hoe berekent men de 
primitieve indien deze existeert? 

Zo geldt f etdx = eX, maar men kan bewijzen dat f et2dx nooit zal lukken. 
Voor vele studenten lijkt het onbepaald integreren dan ook een mengsel van enkele 
verspreide methoden en een aantal slimme trucjes. 
Toch is hier reeds lang geleden (in 1834) orde op zaken gesteld door Joseph Liouville die 
nodige en voldoende voorwaarden gaf waaraan een functie moet voldoen om 
primitiveerbaar te zijn. Natuurlijk moet hier een nadere omschrijving bij : welke functies 
worden bedoeld en wat is precies "primitiveerbaar"? Hierop kunnen wij niet in détail 
ingaan, daarvoor wordt verwezen naar de literatuur (i.h.b.[ 4 D. 
De stelling van Liouville is in de zestiger jaren van deze eeuw in algebraïsche vorm gebracht 
o.a. door het werk van M. Rosenlicht (1968, 1972) en R.H. Risch (1969, 1970). Zij 
ontwikkeldén tevens algoritmen waarmee kon worden vastgesteld of een gegeven functie 
primitiveerbaar is en zo ja, wat die primitieve dan wel is. 
In diezelfde tijd vond anderzijds op het gebied van programmeertalen een ontwikkeling 
plaats die het mogelijk maakte per computer met formules te opereren, de hierboven al 
vermelde computeralgebra. 
Een belangrijk punt in die ontwikkeling was de bijdrage van Slagle die in 1961 in LISP 
(LISt Processor) het programma SAINT (Symbolic Automatic INTegration) schreef. Op dit 
ogenblik zijn belangrijke computeralgebra programma's o.a: DERIVE, MACSYMA, 

MAPLE, MATHEMATICA, REDUCE en SCRATCHPAD. 
Voor nadere détails zij de lezer verwezen naar de hieronder genoemde literatuur. 

[1] J.H. Davenport, Y. Siret, E. Tournier, Computer Algebra, Academic Press, London 
etc., 1993, ISBN 0-12-204232-8. 
[2] K.O. Geddes, S.R. Czapor, G. Labahn, Algorithms for Computer Algebra, Kluwer, 
Academie Publishers, Boston! DordrechtILondon, 1992. ISBN 0-7923-9259-0. 
[3] B. Mishra, Algorithmic Algebra, Springer Verlag, New York etc., 1993, ISBN 0~387-
94090-1. 
[4] Vacantiecursus 1994 Computer Algebra, CWI Syllabus, Stichting Mathematisch 
Centrum, Amsterdam, 1994, ISBN 90-6196-443-1. 
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Van de vele tabellenverzamelingen noemen we slechts 
M. Abramowitz & I.A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, 
Dover Pub!., New York, 1964, ISBN 0-48-661272-4. 
H.B. Dwight, Tables of Integrals and other Mathematical Data, MacMillan, New York, 
1961, ISBN 0-02-331170-33 (met uitvoerige literatuuropgave). 
l.S. Gradshteyn & I.M. Ryzhuk, Table of Integrals, Series and Products, Academic Press, 
Boston etc, 1993, ISBN 0-12-294755-X. 
M.R. Spiegel, Mathematical Handbook of Formulas and Tables, McGraw-Hill, New York 
etc., 1968, ISBN 0-07-060224-7. 
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hoofdstuk 5 

Oneigenlijke integralen 

74 Eindige discontinuïteiten van de integrand in het integratie-interval 

We hebben in par. 30 aangetoond dat een functie op het interval [a, b] integreerbaar 
is, als zij in [a, b] continu is. We zullen thans aantonen dat f in [a, b] ook integreer
baar is, indien zij in [a, b] continu is, behalve in een eindig aantal punten c, d, ... , 
waar de functie een eindige "sprong" vertoont. Hiermede wordt bedoeld dat f in c 
een eindige discontinuïteit bezit, d.w.z. limf(x) en limf(x) bestaan beide (hebben 

xlc xTc 
dus eindige waarden) en hebben een "eindig" verschil :1= O. Omdat de functie op het 
gehele interval begrensd is, bestaan de onderintegraall en de bovenintegraal Ï. We 
zullen aantonen dat bij de gegeven voorwaarden I = Ï, en dus de functie integreer
baar is. 
We sluiten de punten c, d, enz., waar de functie een eindige discontinuïteit bezit 
(fig. 87), op in intervallen, waarvan de gezamenlijke lengte een willekeurig voorge
schreven bedrag e heeft. De rest van het interval wordt op een of andere wijze inge
deeld. De ondersom voor de intervallen die discontinuïteiten bevatten noemen we 
si> de bovensom ~~ Bij de rest van het interval behoort de ondersom 82 en de boven
som 8;. Dus is ~ = 2 + S2 een ondersom en s = 81 + S2 een bovensom voor het 

Fig. 87 

Y 

t 

o 0 
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gehele interval. Op ieder interval dat een discontinuïteit bevat is het verschil tussen 
het supremum en het infimum van de functie eindig. Onder al deze verschillen is er 
een het grootste. Is m het grootste verschil, dan is S; - Si ~ me. Omdat in de rest
intervallen de functie continu is, is de onderintegraal 12 over elk van diedeelinter
vallen, dus ook over alle restintervallen tezamen, gelijk aan de bovenintegraal r". 
Men kan dus de restintervallen zo indelen dat het verschil S2 - ~ kleiner is dan 
het voorgeschreven positieve getal Il. Bij deze indeling is dus: 

s - § = (~ -~) + (S; -~) < me + e = (m + l)e 

Hieruit blijkt dat het verschil s - § willekeurig klein gemaakt kan worden. Bij
gevolg moet I = Ï zijn. Immers, s ~ I ~ Ï ~ s (zie par. 33). Bij gegeven eo is er 
dus een verdeling zo dat voor de bijbehorende ondersom § 'en bovensom s geldt 
s - § < Ilo, en dus ook Ï - I < Ilo' Daar dit geldt voor elke Ilo > 0 moet dus 
1= Ï. 

15 Oneigenlijke integralen 1 

In par. 74 en de paragrafen 28 e.v. hebben we hetintegraalbegrip gedefinieerd voor 
een functie die gegeven is op het eindige interval [a, b]. Het is mogelijk dit begrip 
uit te breiden voor functies die gedefinieerd zijn op het interval [a, --t) of <~, b] 
of <~, --t). Men drukt dit gewoonlijk uit door te zeggen dat minstens een der 
grenzen oneindig is. 
Het integraalbegrip is ook nog niet gedefinieerd, indien de functie op het interval [a, b] 
in een of meer punten een andere singulariteit heeft dan een eindige discontinuïteit. 
Beide gevallen zullen we in het volgende bespreken. 

Geval 1 

We onderstellen f integreerbaar op het interval [a, x]. Bestaat 

lim J~f(t)dt 
x-+oo 

dan definiëren we: 

J: f(t)dt = lim J~f(t)dt 
x-+oo 

We noemen J: f(t)dt ook een integraal, en wel een oneigenlijke integraal van de 
eerste soort. Omdat Iim J~f(t)dt bestaat noemen we deze oneigenlijke integraal 

x-+oo 

convergent. Ook wanneer deze limiet niet bestaat, noemen we J: f(t)dt een on
eigenlijke integraal, maar dan een divergente oneigenlijke integraal van de eerste 
soort. 

243 



Voorbeeld 1 

Onderzoek: 

Oplossing: 

Voor oe :F 0 is: 

fx [e-""Jx o e-""dt = - -oe- 0 

1 
= - (I - e-"'X) 

oe 

tim e-"'''' = /0 
JÇ-+QO \ 00 

(oc > 0) 

(oc < 0) 

Voor oe > 0 is dus de gegeven oneigenlijke integraal convergent en heeft de limiet I/oe 
Voor oe < 0 is de integraal divergent. Dit ook is het geval voor oe = 0, omdat dan 

J~ e-""dt = J~ dt = x en lim x = 00. 
X"" 00 

Voorbeeld 2 

Onderzoek: 

Oplossing: 
Voor p :F 1 is: 

fx d: =[~Jx 
I t 1 - P I 

x l - P - 1 

l-p 

1 

Xl - p - 1 = (p - 1 
lim ----
x .... oo 1 - p 00 

(p> 1) 

(p < 1) 

Voor het geval p = 1 geldt fX ~ = In x, en omdat tim In x = 00 is de integraal 
1 t X"" 00 

divergent. Er geldt dus: 

foo dt 
De integraal p is convergent voor p > 1 en divergent voor p ~ 1. 

I t 
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Voorbeeld 3 

Bereken: 

ft" sin xdx 
1= 

o sin x + cos x 

Oplossing: 

De gegeven integraal is geen oneigenlijke integraal. Substitueren we tan x = t, dan 
gaat (zie par. 71) de integraal over in de oneigenlijke integraal: . 

J"" tdt 

o (t + 1)(t2 + 1) 

Volgens par. 71 geldt: 

f
' tdt 

( 2 = - t In I y + II + ! In (y2 + I) + t arctan y 
o (t + I) t + 1) 

Van het rechterlid moet de limiet bepaald worden voor y --+ 00. De eerste twee ter
men van het rechterlid hebben ieder apart geen (eindige) limiet. Neemt men ze 
samen, dan volgt: 

2 + 1 
I = lim! In y + t lim arctan y 

, .... "" (y + 1)2 , .... "" 

=!lnl+!n 

= !n 

Opmerking: 
Bovenstaande integraal is reeds op andere wijze berekend in par. 71. 

76 Majorantencriterium 1 

Het komt in de wiskunde vaak voor dat het niet nodig is de waarde van een oneigen
lijke integraal te bepalen, maar dat men kan volstaan met een onderzoek naar de 
convergentie. Dit onderzoek geschiedt dan vaak door vergelijking met een andere 
oneigenlijke integraal waarvan de convergentie of divergentie bekend is. 
Is voor alle t van het interval [a, --+ > f(t) ~ ° en g(t) ~ 0, bovendien f(t) ~ g(t), 
terwijl J~ f(t)dt en J~ g(t)dt bestaan Vx ~ a, dan heet J: g(t)dt een majorant van 
J: f(t)dt. 
Is voor alle t van [a, --+ > f(t) ~ 0, en bestaat J~f(t)dt Vx ~ a, dan is de functie F, 
bepaald door F(x) = J~f(t)dt, een monotoon stijgende functie van x, die voor 
x --+ 00 of wel begrensd is, of wel onbepaald toeneemt met x. Is F naar boven be
grensd, dan hebben de functiewaarden een kbg en bestaat wegens de monotonie 
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lim F(x) (vergelijk par. 86). De integraal is dan convergent; in het andere geval is 

de integraal divergent. 
Op deze eigenschap berust het volgende majorantencriterium. 

Majorantencriterium 1 

Stel voor t ~ a is 0 ~ f(t) ~ g(t). Is J: g(t)dt convergent, dan is ook J: f(t)dt con
vergent. Is J: f(t)dt divergent, dan ook J: g(t)dt. 

Bewijs van het eerste deel: 

Omdat J: g(t)dt bestaat en de waarde L heeft en g(t) ~ 0 is, geldt: 

J~ g(t)dt ~ J: g(t)dt = L (x ~ a) 

Daar verder voor t ~ a 0 ~ f(t) ~ g(t) is, geldt: 

J~f(t)dt ~ J~ g(t)dt ~ L 

De functie x 1-+ gf(t)dt is dus monotoon stijgend en naar boven begrensd, en 
heeft dus een limiet voor x -+ 00. 

Bewijs van het tweede deel: 

J~g(t)dt ~ gf(t)dt 

Is J: f(t)dt divergent, dan volgt uit f(t) ~ 0, dat J~f(t)dt met x onbepaald toe
neemt. Hetzelfde is dus het geval met J~ g(t)dt. Dus heeft de laatste integraal de 
(oneigenlijke) limiet 00 voor x -+ 00, en is derhalve divergent. 

Voorbeeld 1 

Onderzoek op convergentie: 

J~ e-t1dt 

Oplossing: 
Voor t > 1 is 0 < e- t2 < e- t. De integraal J~ e-tdt is convergent (par. 75 voor
beeld 1), dus ook de gegeven integraal. 

Voorbeeld 1 

Onderzoek: 

foc 10 t 
-dt 

1 t2 
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Oplossing: 

Volgens een standaardIimiet (par. 46) is: 

In t 
lim-t- = 0 
t-+ 00 t 

Voör t groot genoeg, geldt dus: 

f
OO dt foo In t 

Omdat ---rt convergent is, is dus ook -2- dt convergent. 
1 t 1 t 

77 Gevolg van majorantencriterium I 

Uit majorantencriterium 1 is een ander af te leiden dat vaak eenvoudiger is toe te 
passen dan het criterium zelf. 

Stelling 

Is vanaf t = a, f(t) > 0, g(t) > 0, geldt: 

lim f(t) = L > 0 
t-+ 00 g(t) 

en bestaan $~f(t)dt en gg(t)dt (x ~ a), dan zijn $: f(t)dt en $: g(t)dt beide con
vergent of beide divergent. 

Bewijs: 

Voor t groot genoeg (bijv. voor t ~ to) geldt: 

!L< jet) < 2L 
g(t) 

dus is: 

f(t) <: 2Lg(t) 

!Lg(t) < f(t) 

(t ~ to) 

(t ~ to) 

(77.1) 

(77.2) 

Is nu J: g(t)dt convergent, dan volgt uit (77.1) en majorantencriterium I, toegepast 
op J~f(t)dt, dat $: f(t)dt convergent is. Is J: g(t)dt divergent, dan volgt uit (77.2) 
en majorantencriterium 1, toegepast op J~o g(t)dt, dat J: f(t)dt divergent is. 
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Als vergelijlèingsfunctie kiest men vaak g, gedefinieerd door: 

1 
g(t) = -

tP 

f'" dt 
Bekend is dat de integraal - (a > 0) convergent is voor p > I en divergent 

tP 
a 

is voor p ~ I (par. 75, voorbeeld 2). Bestaat nu: 

tim f(t) = tim f(t)tP = L > ° 
'-+:x> g(t) ,-+ '" 

dan is J: f(t)dt co~vergent als p > I en divergent als p ~ 1. 
Bestaat L en is L > 0, dan zegt men populair dat f(t) "zich gedraagt" als t- p

• 

Voorbeeld 1 

Onderzoek: 

f'" dt 

o 1 + t2 

Oplossing: 

De gegeven integraal is convergent, want: 

t2 

lim--= I >0 
1-+'" I + t2 

dus J(t) "gedraagt zich als t- 2 "en J: t- 2 dt is convergent. 

Voorbeeld 2 

Onderzoek: 

f'" dt 

o ../1 + t2 

Oplossing: 

De gegeven integraal is divergent, want f(t) "gedraagt zich als r 1
", en J: r 1 dt 

is divergent. 
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78 Majorantencriterium 2 

Uit majorantencriterium 1 volgt een ander criterium, waarmede men soms tot con
vergentie kan besluiten van de integraal J: f(t)dt, indien f(t) met toenemende t van 
teken blijft wisselen. 

Majorantencriteriwn 2 

Is g(t) ~ 0, en is vanaf t = a: 

- g(t) ~ f(t) ~ g(t) 

en bestaan J~f(t)dt en gg(t)dtVx ~ a, dan is $: f(t)dt convergent, als $: g(t)dt 
convergeert. 

Bewijs: 

Zoals fig. 88 laat zien ligt vanaf t = a, de grafiek van f geheel tussen de grafiek 
van g en die van - g. 
We splitsen f in twee functies, nl.: 

f1> gedefinieerd door f1(t) = -(
f(t) voor f(t) ~ 0 

o voor f(t) < 0 

( 
- f(t) voor f(t) < 0 

f2' gedefinieerd door f2(t) = ~ o voor At) ~ 0 

dan is steeds f(t) = f1(t) - f2(t). 
Nu is: 

f1(t) ~ 0 en f1(t) ~ g(t) 

f2(t) ~ 0 en fit) ~ g(t) 

Fig. 88 

Y 

t 

-t 
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Is J: g(t)dt convergent, dan is volgens majorantencriterium 1 zowel J: f1(t)dt als 
J: fit)dt convergent. Bijgevolg is ook: 

J: {f1(t) - f2(t)} dt = J: f(t)dt 

convergent. 

Voorbeeld 1 

Onderzoek: 

J
O"" sin t 

--dt 
1 t2 

Oplossing: I sin til J"" dt 
De gegeven integraal is convergent, want -2- ~ 2' en -2- is convergent. 

t t 1 t 

Voorbeeld 2 

Onderzoek: 

J~ e-ezt sin Ptdt (IX> 0) 

Oplossing: 
De gegeven integraal is convergent, want le-ezt sin Ptl ~ e-ezt, en J~ e-«tdt is con
vergent voor IX > o. 

Voorbeeld 3 

Onderzoek: 

J~ e -t
2 

cos Ptdt 

Oplossing: 
De gegeven integraal is convergent, want Ie -tl cos Ptl ~ e -t\ en J~ e -t

2 
dt is con

vergent. 

Voorbeeld 4 

Onderzoek: 

J"" sin t 
--dt 

1 t 
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sm Oplossing: I . til 
Het criterium 2 is hierop niet direct toe te passen. Weliswaar is _ . - < - (t > 0), 

f
oo~ t t 

maar - is divergent. Door partiële integratie kan men de gegeven integraal her-
1 t 

leiden tot een andere, waarop criterium 2 wel toe te passen is. De integraal zal dan 
blijken convergent te zijn. Dit wordt aan de lezer overgelaten. 

Opmerking: 

Integralen van de vorm J~ «,f( t) dt worden op soortgelijke wijze gedefinieerd als 
J: J(t)dt. 
Als J~,x,f(t)dt en J: J(t)dt beide convergent zijn voor een zekere waarde van p, 

dan zeggen we dat J~«,f(t)dt convergent is, en de waarde bepaald is door de som: 

f:J(t) dt = lim fb J(t) dt = lim fp J(t) dt + lim rb J(t) dt 
a-->oo -<l a-->oo -<l b-->oo Jp (78.1) 

b-->oo 

Het is duidelijk dat de keuze van p geen invloed heeft op deze waarde. Men moet echter 
goed bedenken dat a en b onafhankelijk van elkaar naar oneindig naderen. 
Men kan ook de volgende integraal beschouwen: 

lim fa J(t) dt (78.2) 
a--7OO -a 

De uitkomst hiervan noemt men de hoofdwaarde van de oneigenlijke integraal van de eerste 
orde en men noteert deze als: 

f':J(t) dt of PV f':J(t) dt 

(PV staat voor Principal Value). 

Het is mogelijk dat (78.2) wel bestaat, maar (78.1) niet, bijv. f.: Itl dt bestaat en is nul, 

maar f.: Itl dt bestaat niet. Indien echter (78.1) bestaat, dan bestaat (78.2) ook en is 

daaraan gelijk. 

Voorbeeld 

Onderzoek: 

J~C() tdt = J~C() tdt + J: tdt 

Oplossing: 
Beide integralen in het rechterlid zijn divergent, en dus ook hun som. Echter 
lim J':a tdt bestaat en is gelijk aan O. 
a-+C() 

De hoofdwaarde van de divergente integraal J~ C() tdt is dus O. 
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79 Oneigenlijke integralen 2 

Met een oneigenlijke integraal van de tweede soort heeft men te maken, indien de 
integrand voor een of meer punten van het eindige interval [a, b] een singulariteit 
bezit. Met een singulariteit bedoelen we dan bijv., een punt waar de integrand niet 
is gedefinieerd, of in een omgeving waarvan de integrand niet begrensd is. Ter ver
eenvoudiging nemen we voorlopig aan dat zich slechts één singulariteit voordoet 
en wel aan een der grenzen a of b. 
Is f in het interval [a, x] (x < b) integreerbaar, singulier in t = b, en bestaat: 

lim J~f(t)dt 
xtb 

dan definiëren we: 

J!f(t)dt = lim J~f(t)dt 
xtb 

Op analoge wijze geldt als a een singulier punt is: 

J!f(t)dt = lim J!f(t)dt 
.xla 

indien de limiet bestaat. In beide gevallen noemen we J!f(t)dt een convergente on
eigenlijke integraal van de tweede soort. Bestaat de limiet niet, dan noemen we 
J!f(t)dt een divergente oneigenlijke integraal van de tweede soort. 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

gin tdt 

Oplossing: 
De integrand is niet begrensd in een omgeving van O. 

, 1 1 

f in tdt = ft In t]; - f ~ dt 
x x t 

= -xlnx-l +x 

Aangezien lim x In x = 0, geldt: 
xlO 

gin tdt = lim J; In tdt = -1 
xlO 
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Voorbeeld 2 

Bereken: 

f1 dt 

o JI - t2 

Oplossing: 
De integrand is niet begrensd in een omgeving van 1. 

--=== = [arcsin t]~ = arcsin x f" dt 

o .JI - t2 

Dus geldt: 

---:::== = lim arcsin x = arcsin 1 = l1t f1 dt 

o Jl - t2 "p 

Het bijzondere van voorbeeld 2 is dat de functie t ~ l/.J I - t2 een primitieve, nl. 
t ~ arcsin t, heeft die continu is in het gesloten interval [0, 1]. Wegens de continuï
teit in x = 1 is dus lim arcsin x = arcsin 1. We hadden dus de integraal eenvoudiger 

"ti 
kunnen berekenen als het verschil van deze primitieve voor de waarden 1 en O. Deze 
vereenvoudiging is klaarblijkelijk steeds toe te passen bij de oneigenlijke integraal 
S:f(t)dt, indien de integrand een primitieve bezit die continu is in het gesloten 
interval [a, b]. In dit geval is juist als bij een eigenlijke integraal: 

S:f(t)dt = [F(t)]: = F(b) - F(a) 

Voorbeeld 3 

Bereken: 

f
11 -J1=t2 f1( 1 1) 1= dt = - - dt 
o t.J I - t2 

0 tJ 1 - t2 t 

Opmerking vooraf· 

Men hoede zich voor de volgende fout: 

f: C.J/- t2 - + )dt = J: t.Jld~ t2 - f: ~t 
Uit een eenvoudige berekening blijkt dat beide integralen in het rechterlid divergent 
zijn. Het rechterlid is dus zinledig. Het zal echter blijken dat de gegeven integraal 
convergent is. 

Oplossing: 
Ter bepaling van een primitieve stellen we : 
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f t~ - f ~t = f t12 
• .)1/:: _ 1 -f ~t 

=f -d(l/t) - f~ (0 < t < 1) 
.Jl/t2 

- 1 t 
Bijgevolg is er een primitieve F, gedefinieerd door: 

Beide termen in het rechterlid zijn niet gedefinieerd voor t = O. Men kan ze echter 
samen nemen, en verkrijgt dan: 

F(t) = - In (1 + .) 1 - t2
) 

Blijkbaar is F continu in het gesloten interval [0, 1]. Hieruit volgt: 

1 = [-ln(1 + ../1- t2)]~ = -In 1 + In2 = In2 

80 Convergentieonderzoek van oneigenlijke integralen van de tweede 
soort 

Evenals bij oneigenlijke integralen van de eerste soort kan men soms door vergelij
king met bekende integralen vooraf beslissen of de integraal convergent dan wel 
divergent is. 
We nemen aan dat de singulariteit zich voordoet bij de benedengrens a, en dat 
f(t) > 0 is in een rechteromgeving van a: (a, cl. Is x een punt van deze omgeving 
en bestaat lex) = J~f(t)dt, dan is gf(t)dt positief, en neemt toe met afnemende x. 

Is lex) begrensd voor x!a, dan is de integraal convergent, neemt lex) onbepaald 
toe met afnemende x, dan is de integraal divergent. 
Geldt op (a, cl, 0 ~ f(t) ~ g(t), en bestaat J~g(t)dt, dan is dus: 

J~f(t)dt ~ J~g(t)dt ~ J~g(t)dt 

en is dus J~f(t)dt ook begrensd, d.w.z. J~f(t)dt is convergent. 
Is J~f(t)dt divergent, dan volgt uit gg(t)dt ~ J~f(t)dt, dat ook J~g(t)dt diver
gent is. 
Is op (a, c] f(t) > 0 en g(t) > 0, en bestaat: 

. f(t) 
hm-- =L>O 
t~a g(t) 

dan blijkt .oP soortgelijke wijze als in par. 77, dat J:fCt)dt en J: g(t)dt of beide 
convergent of beide divergent zijn. 
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Is de benedengrens a = 0, en is dit een singulier punt, dan gebruikt men ter verge
lijking vaak de functie g met g(t) = t-p. Hierbij is: 

J
c [ t

1
-

p JC 1 t-Pdt = -- = __ (c1- p _ X1-p) 
x I-px I-p 

(p :/= 1) 

Het rechterlid heeft voor x!O slechts dan een limiet als p < 1 is; de integraal is 
dus convergent voor p < 1. Voor p > 1 divergeert de integraal, evenals voor p = 1. 
In het laatste geval is J~ t- 1dt = In c - In x, en voor x!O heeft het rechterlid de 
oneigenlijke limiet 00. 

Is nu gegeven: 

. f(t) 
hm-- =L>O 
t~O t- P 

(80.1) 

dan volgt uit het voorgaande dat J8 f(t)dt convergent is voor p < 1 en divergent 
voor p ~ 1. De voorwaarde (80.1) kan men populair uitdrukken door te zeggen 
dat f(t) "zich gedraagt" als t-p. De functie t 1-+ t-P (p > 0) heeft voor t = 0 een 
singulariteit en wel een p-voudige, anders gezegd een singulariteit van de orde p. De 
integraal J8 f(t)dt, waarbij f als enige singulariteit t = 0 heeft, is dus convergent 
indien f voor t = 0 een singulariteit heeft van een orde kleiner dan 1, en de inte
graal is divergent als de integrand voor t = 0 een singulariteit heeft van een orde ~ 1. 
Ook wanneer de integraal genomen wordt over het interval [a, b], waarin a of b 
niet nul is, en de singulariteit zich aan een der grenzen a of b voordoet, kan men 
eenvoudig afleiden dat de integraal convergeert als voor deze grens f een singulariteit 
heeft van een orde < 1, en divergeert als f een singulariteit heeft van een orde ~. 1. 
Zo is bijv. de integraal: 

f
1 dt f1 dt 

-1 J'1=t2 = -1 -.1(1 - t)(1 + t) 

convergent, want de integrand heeft aan beide grenzen singulariteiten van de orde r 

81 Singulariteit van de integrand voor een inwendig punt van het integra
tie-interval. Gammafunctie 

Heeft de functie f een singulariteit in een inwendig punt c van het interval [a, b], 
dan definieert men de integraal als volgt: 

J: f(t)dt = lim J~'f(t)dt + lim J~J(t)dt 
x,tc· x2lc 

waarbij Xl en X2 onafhankelijk van elkaar zijn. 
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y Voorbeeld 

t Onderzoek: 

Fig. 89 

Oplossing: 
De grafiek van t 1-+ t- 1 is een gelijkzijdige hyperbool met als verticale asymptoot 
de rechte met vergelijking t = 0 (fig. 89). Uit symmetrieoverwegingen zou men mogen 
verwachten dat de integraal de waarde nul zou hebben. Dit vermoeden blijkt onjuist 
te zijn. Immers volgens de definitie is: 

fl dt IX
1 dt fl dt - = lim - + Iim - = Iim In lXII - Iim In IX21 

-1 t xdO -1 t x2l0 X2 t x1tO x2l0 

Het rechterlid heeft echter geen limiet als Xl en X 2 onafhankelijk van elkaar tot nul 
naderen. De integraal is dus divergent. 

Opmerking: 

Zou men Xl = -X2 genomen hebben, dan was de uitkomst 0 geweest. Bij sommige 
wiskundige beschouwingen voert men wel deze beperking voor Xl en X2 in, en noemt 
het gevonden resultaat de hoofdwaarde van de divergente integraal van de tweede soort. 
Wij kunnen hierop echter niet verder ingaan. . 

Tenslotte behandelen we een voorbeeld van een integraal die een oneigenlijke inte
graal is, zowel van de eerste soort als van de tweede. De integraal s~ e-ttp-ldt 
heeft een integrand die een singulariteit in de oorsprong bezit als p < 1, terwijl 
tevens het integratie-interval onbegrensd is. De betekenis van deze integraal is: 

lim st e-ttp-ldt 
6lO 

A-+oo 
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We splitsen de integraal in twee delen, die we elk afzonderlijk onderzoeken nl. n e-ttp-ldt en St e-ttp-ldt. Wat het eerste deel betreft merken we op dat op 
[0, 1] geldt: e- l < e- t < 1, zodat op (0,1] geldt: 

dus geldt ook: 

en dus is g e - t trl dt convergent als 1 - p < 1, dus als p > ° is, en divergent 
als I - p ~ 1, dus p ~ 0. 
Voor het tweede deel maken we gebruik van de standaardlimiet (par. 46): 

tp - l 

lim ---v = ° 01p) 
t-+CX) e 

tp - l 

dus voor voldoend grote t (bijv. t ~ to) geldt: ~ < I, en dus tp- l < et' en 
e 

tp-le- t < e- t '. De integraal H' e-ttp-1dt zal dus convergeren, daar H' e-t'dt 
convergeert. 

Conclusie: 

J~ e -, tp
-

1 dt convergeert als p > ° en divergeert als p ~ 0. Deze integraal bepaalt 
een functie van p, welke functie gammafunctie r genoemd wordt. r wordt dus ge
definieerd door; 

(p > 0) (8U) 

Het is eenvoudig voor de r-functie een recursieformule af te leiden met behulp van 
partiële integratie, aldus: 

waaruit volgt: 

of: 

rep + 1) = pr(p) (p> 0) (81.2) 

Verder is: 

r(I) = J~ e-tdt = lim (- e-x + I) = 1 
X-+CX) 

257 



Voor p E IN volgt door herhaalde toepassing van (81.2): 

r(p + 1) = pep - I)(p - 2) ... 3·2·I·r(I) = p! 

De r-functie is dus een voortzetting van de faculteitsfunctie, d.w.z. rep + 1) is ge
definieerd voor alle reële getallen p > -1, en stemt voor gehele niet-negatieve p 
overeen met p !. 
Zie voor verdere eigenschappen van de r-functie par. 146. 
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hoofdstuk 6 

Rijen 

82 De stelling van Bolzano-Weierstrasz 

Een verzameling reële getallen {x} heet begrensd, als er een vast getal M bestaat, 
zodat voor ieder element x van de verzameling geldt dat lxi < Mis. 
Onder een ophopingspunt of verdichtingspunt van een verzameling reële getallen ver
staat men een getal L, zo dat in iedere willekeurig kleine omgeving van L oneindig 
veel elementen van de verzameling liggen. 

Stelling van Bolzano*-Weierstrasz 

Iedere oneindige begrensde verzameling reële getallen heeft ten minste één verdichtings
punt. 

Bewijs: 

Omdat de verzameling begrensd is, bestaat er een eindig interval [a, b], waarop ze 
geheel gelegen is (fig. 90). We verdelen het interval door het middelpunt c in twee 
gelijke delen [a, c] en [c, b]. In ten minste een van de twee deelintervallen liggen on
eindig veel getallen van de verzameling, stel in het interval [c, b]. We noemen dit 
interval nu [al' bd. Dit laatste verdelen we door Cl in twee gelijke delen [al' cd en 
[cl' bd· In ten minste een der delen,bijv. [al' cd, liggen oneindig veel getallen van 
de verzameling. Dit interval noemen we [az, bz]. Zo kunnen we doorgaan. Zoals 
we vroeger reeds hebben aangetoond (par. 13) is er een getal L van het interval dat 

Fig. 90 

a, b, , , , , 

° C c, b 
02 b2 

• B. Bolzano, 1781-1848. 
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tot alle deelintervallen behoort, d.w.z.: 

ak ;;;;; L ;;;;; bk voor iedere k 

Is h de lengte van het interval [a, b], dan is van het interval [ak' bk] de lengte h/2k. 
De lengten van de deelintervallen naderen dus tot nul met toenemende k. 
We tonen nu aan dat Leen verdichtingspunt is, d.w.z. dat voor iedere e > 0 in het 
interval [L - e, L + e] oneindig veel elementen van de verzameling liggen, aldus: 
We kunnen k zodanig kiezen dat: 

Dan is het interval rak' bk] geheel gelegen binnen het interval [L - e, L + eJ, dus 
liggen er op het interval [L - e, L + eJ oneindig veel elementen van de verzameling. 

83 Aftelbare verzameling. Rijen 

Definitie 

Een aftelbare verzameling is een verzameling die gelijkmachtig is met de verzameling 
der natuurlijke getallen, d.w.z. een verzameling, waarvan de elementen één-éénduidig 
corresponderen met de natuurlijke getallen. 

Dit betekent, dat de elementen van deze verzameling "genummerd" kunnen worden. 

Voorbeeld 1 

De verzameling der natuurlijke getallen zelf. 

Voorbeeld 2 

De verzameling 7L der gehele getallen. Men rangschikt deze dan als volgt: 

0, I, -1,2, -2,3, -3,4, -4, ... 

waarna men nummert: 

0 I -1 2 -2 3 -3 4 - 4 

t t t t t t t t t 
2 3 4 5 6 7 8 9 
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Voorbeeld 3 

De verzameling 0 van alle rationale getallen. Men rangschikt deze aldus: 

-4 +- -3 -2 +- -1 0 -d -+ 2 -+ 4 

~~~~/// 
-4 -~ -1 --!- -!- 1 ~ 4 

~~~// 
-4 -i -t -t t t 

~/ 
i 

5 

d. 
3 

en men gaat langs de met pijlen aangegeven weg door 0, onderweg "nummerend", 
daarbij overslaande de getallen die men al gepasseerd is (zo slaat men bijv. i over, 
daar men 1 al gehad heeft). Het is duidelijk dat op deze wijze ieder rationaal getal 
te eniger tijd een nummer krijgt. 
Niet alle verzamelingen zijn aftelbaar. Zo is bijv. de verzameling van alle (eventueel 
oneindig voortlopende) tiendelige breuken r met ° ~ r < 1 niet aftelbaar. 
Stel iemand denkt een aftelbare verzameling {bI' b2 , ••• } te hebben die bestaat uit 
alle genoemde tiendelige breuken met bijv.: 

bI = 0, all a12 a13 .. . 

b2 = 0, a21 a22 a23 .. . 

b3 = 0, a31 a32 a33 .. . 

(waarin aik E {O, 1,2, . .. , 9}, dan kan men op eenvoudige wijze een tiendelige breuk 
construeren, die niet in de rij voorkomt. Kies nl. een breuk 0, Cl C2 ... , zo dat 
Cl #- all> C2 #- a22' C3 #- a33 , ... Deze komt zeker niet voor in de gekozen verzame
ling, en deze bevat dus toch niet alle bedoelde tiendelige breuken. De verzameling 
van alle tiendelige breuken is dus niet aftelbaar. 
Een aanschouwelijke betekenis van een aftelbare verzameling is deze: de elementen 
ervan kunnen "genummerd" worden, en aldus "op een rij" geplaatst worden. Dit 
aanschouwelijke begrip "rij" kan exact gedefinieerd worden met de volgende 

Definitie 

Een rij is een junctie die gedefinieerd is op een verzameling van gehele getallen. 

De waarden van deze functie kunnen reële of complexe getallen zijn. In dit geval 
spreken we van getallenrijen. Ook kunnen de waarden functies zijn. In dat geval 
spreken we van junctierijen. 
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De verzameling V der getallen waarop een rij is gedefinieerd kan 71. zelf zijn, of een 
deelverzameling daarvan. In de meeste gevallen beperken we ons tot de verzameling 
{O, 1,2, . .. } of tot {I, 2, .. . }, of zelfs tot een eindige deelverzameling van IN. 
Als men de functie die de rij definieert aangeeft met f, dan noemt men de waarden 
fen) (n E V) de termen van de rij. Meestal geeft' men de termen aldus aan: Uno On of 
tft e.d. De rijen worden dan geschreven als rUn}, {on} resp. {tn} . Zonder nadere toe
lichting zullen we in het volgende onder Uno On' tn, enz. steeds reële getallen verstaan, 
tenzij anders is aangegeven. 
Wanneer een rij gedefinieerd is op een oneindige (resp. eindige) verzameling, dan 
noemen we de rij oneindig (resp. eindig). Als de waarden van de termen begrensd 
zijn, noemen we de rij begrensd. 

Voorbeeld 1 

{un } ={~}(~ EIN) 
Dit is de rij I, t, t, t, ... 

Voorbeeld 2 

(r constant, n E IN) 

Voorbeeld 3 

_ {(_l)n-lrn} 
{Un} - 2 

n 

_r2 r 3 

Dit is de rij r, --, -
4 9 

(r constant, n E IN) 

16 

De term Un noemt men de algemene term van de rij. Bij de gegeven voorbeelden is 
een term van de rij direct uit het rangnummer te berekenen. Het gegeven voorschrift 
is vaak van minder eenvoudige aard. Soms wordt een rij gegeven door een recursie
formule, d.i. een formule die Un uitdrukt in termen met lager rangnummer. 

Voorbeeld 4 
n-l 

UI = 1, Un = LUk 
k= 1 

Hieruit volgt: 
1 

Uz = L Uk = U J = 1 
k= 1 
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Z 

U3 = L Uk = UI + Uz = 2 
k=1 

3 

U4 = L Uk = UI + Uz + U3 = 4 
k=1 

Met behulp van het tweede beginsel van volledige inductie (zie opmerking aan het 
eind van par. 5 in hoofdstuk 1) bewijst men eenvoudig: 

(n> 1) 

Voorbeeld 5 

UI = 1, Un = 2.. (Un - 1 + _2_) 
2 Un-l 

nE {2, 3, 4, .. . } 

Op dit voorbeeld komen we in par. 87 terug. 

84 Convergentie en divergentie van rijen 

Een rij {un } heeft de limiet L, indien er bij iedere e > 0 een getal N(e) bestaat, zo dat: 

IUn - LI < e, als n > N(e) 

Omdat deze definitie een bijzonder geval is van de in par. 9 gegeven definitie van de 
limiet van een functie, gelden voor een rij de eenduidigheid van de limiet L en de 
in par. 10 afgeleide limietstellingen. 
Heeft de rij {un} een limiet, dan noemt men deze rij convergent; heeft de rij geen 
limiet, dan heet de rij divergent. Er geldt dus de 

Stelling 

Als een oneindige begrensde rij slechts één verdichtingspunt bezit, dan is dit verdich
tingspunt de limiet van de rij. 

Bewijs: 

Laat de rij {un} zijn, en L het verdichtingspunt. Uit het feit dat de rij begrensd is, 
volgt dat er een K > 0 bestaat, zo dat -K < Un < K, nE IN, Zelfs kunnen weKzo 
groot kiezen dat geldt: 

-K < L < K (dus L 'f: K, L 'f: -K) 

We moeten nu bewijzen dat er bij iedere e > 0 een rangnummer N(e) bestaat, zo dat: 

IL - Uni < e, 'in > N(e) , d.W.Z. L - e < Un < L + e, 'in > N(e) 
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Als e zodanig is dat het interval (L - e, L + e) het interval [-K, K] omvat, of sa
menvalt met ( - K, K), dan liggen alle termen van de rij uiteraard binnen (L - e, 
L + e). Indien e zodanig is dat (L - e, L + e) een echte deelverzameling is van 
[-K, K], dan liggen op de intervallen [L + e, K] en [-K, L - e] hoogstens eindig 
veel termen van de rij, daar er anders op deze intervallen een verdichtingspunt zou 
liggen, in strijd met het gegeven. Van een zeker rangnummer af liggen dus alle ter
men op (L - e,L + e). 

Heeft de verzameling geen of meer dan een verdichtingspunt, dan is de rij divergent. 
Is bijv. lim Un = 00, dan heeft {un } geen verdichtingspunt, en is de rij divergent. 

De rij 
11-+00 

1 
{Uil} = (-1)" + -

n 

heeft twee verdichtingspunten nl. -1 en + 1, en is dus ook divergent. 

Opmerking: 

Het is zeer goed mogelijk dat lim fen) (n E IN) wel bestaat, en lim f(x) (x E IR) niet. 
n-+oo x-+oo 

Zo is bijv. lim sin 1tn = 0, terwijl lim sin 1tX niet bestaat. 
11-+00 x-+oo 

85 Algemeen convergentiekenmerk van Cauchy (A. L. Cauchy. 1789-1857) 

Cauchy heeft een noodzakelijke en voldoende voorwaarde aangegeven, waaraan de 
termen Uil van de rij {Uil} moeten voldoen opdat deze rij convergent is. 

Algemeen convergentiekenmerk van Cauchy 

De rij {Uil} is dan en slechts dan convergent, indien er bij iedere positieve e een getal 
N(e) bestaat, zo dat: 

IUrn - Uni < e, voor iedere m > N(e) en n > N(e) 

Bewijs: 

De voorwaarde is noodzakelijk, d.w.z. als de rij {Uil} de limiet L heeft, dan is 
IUm - Uil I < e voor n en m groot genoeg. 
Heeft nl. de rij {Uil} de limiet L, dan bestaat volgens de limietdefinitie bij iedere 
e > 0 een getal N(e), zo dat: 

IUII - LI < te voor n > N(e) 

Verder is: 

IUrn - unl:= I(um - L) - (Uil - L)I ~ IUm - LI + IUII - LI 
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a 

Fig. 91 

Aangezien voor m > N(e) en n > N(e) beide termen rechts van ,,;;i;" kleiner zijn 
dan !e, geldt in dit geval dus: 

IUn - uml < 2·!e = e 

De voorwaarde is voldoende. We nemen nu aan dat IUm - uni < e, voor n > N(e) 
en m > N(e). 

Uit IUm - uni < e volgt: 

We denken n vast. Voor m > N(e) liggen alle getallen Um tussen de grenzen Un - e 
en Un + e, en ligt er slechts een eindig aantal, nl. hoogstens N l' d.i. het aantal ge
helen van N(e), buiten het interval (un - e, Un + e). Van de eindige verzameling: 

heeft een der getallen de grootste absolute waarde bijv. M. 
Dus geldt voor alle getallen Um van de rij: 

Dit betekent dat de rij begrensd is. Volgens Bolzano-Weierstrasz heeft de rij dus 
minstens één verdichtingspunt. We hebben dus nog aan te tonen dat er slechts één 
verdichtingspunt is. Nemen we daartoe aan dat er bijv. twee verdichtingspunten Ll 
en L2 zijn, die op een afstand a (a > 0) van elkaar verwijderd zijn (fig. 91). Er zou
den dan oneindig veel elementen Ui van de rij liggen op het interval [L l - ta, 
L l + tal en oneindig veel elementen Uk op het interval [L2 - ta, L 2 + tal. Deze 
intervallen liggen echter ta uiteen (zie figuur), dus is lUi - ukl ~ ta. Dit is in strijd 
met de voorwaarde lUi - ukl < e voor jen k groot genoeg, als we e = ta nemen. 
Er is dus slechts één verdichtingspunt, d.w.z. de rij {un} heeft een limiet. 

86 Monotone rijen 

Geldt voor de rij {un } na zeker rangnummer N een der volgende betrekkingen: 

dan heet de rij monotoon. In het eerste geval heet de rij monotoon stijgend, in het 
tweede monotoon niet-dalend, in het derde monotoon dalend en in het vierde monotoon 
niet-stijgend. 
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We nemen aan dat de eigenschap van de monotonie reeds vanaf de eerste term geldt. 
Is dat met de eerste k termen niet het geval, dan laten we deze weg en beschouwen 
we de rij die dan overblijft. Op het convergent of divergent zijn hebben de eerste k 
termen (k eindig) geen invloed. 
Is de rij {un } monotoon stijgend of niet-dalend, dan zijn er twee gevallen mogelijk: 
of wel de termen Un worden onbepaald groter, of wel, er bestaat een grens M zo 
dat Un ~ M is. In het eerste geval is de rij divergent, want lim Un = 00. We zullen 
aantonen dat in het tweede geval de rij convergent is. n-><X) 

In het tweede geval heeft de rij een supremum L, en we bewijzen dat L de limiet 
is van de rij. Op het interval (L, L + e) e > 0 ligt geen enkele Un, want anders was 
L geen bovengrens. Op het interval (L - e, L] ligt minstens één getal UA;, want 
anders was L niet de kleinste bovengrens. Maar omdat un + 1 ~ Un is liggen alle ter
men vanaf Uk op (L - Il, L]. Er liggen dus hoogstens (k - 1) termen buiten dit 
interval, d.w.z. L is de limiet van de rij {un}. 

Op soortgelijke wijze toont men aan dat een naar beneden begrensde monotoon 
dalende of niet-stijgende rij een limiet heeft. Algemeen geldt dus: 
Een monotone begrensde rij heeft een limiet. 
Van deze belangrijke eigenschap zullen we in het vervolg vaak gebruik maken. 

87 Voorbeelden van rijen 

Voorbeeld 1 

Onderzoek: 

(0 < a < 1, nE ff\J) 

Oplossing: 
We geven hier drie methoden van onderzoek. 

Methode 1 

De rij is monotoon dalend en begrensd, want Un > O. De rij heeft dus een limiet 
L ~ O. We vermoeden dat L = 0 is, en zullen bewijzen dat L > 0 tot een strijdig
heid voert. Voor ieder getal e > 0 bestaat er een getal N(e) zo dat voor n > N(e), 
Un ligt op het interval [L, L + e). Omdat Un+ 1 = aun, ligt dus un+ 1 op het interval 
[aL, aL + ae). Stel nu dat L > 0 is, dan kunnen we e zo klein (maar positief) 
. . L(l - a) . . 

kiezen dat aL + ae < LIS, nl. e < . Het gevolg IS dat Un+ 1 bUlten het 
a 

interval [L, L + B) ligt, hetgeen een tegenspraak oplevert. L kan dus niet groter 
dan nul zijn, en is dus nul, daar we wisten: L ~ o. 
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Methode 2 

Nadat vastgesteld is dat de rij {a"} een limiet heeft, redeneren we als volgt. De rij 
{a" + I} heeft dezelfde limiet als {a"}, want hij heeft dezelfde termen in dezelfde volg
orde (met uitzondering van de eerste term). Verder is all+l = a'all , dus: 

lim a,,+ 1 = a lim all => L = aL => L(1 - a) = 0 => L = 0 
II~OO n-+oo 

Methode 3 

We vergelijken de rij {Uil} met een rij {VII} die eenvoudiger is. Omdat 0 < a < 1 is, 
kunnen we stellen: 

1 
a=--

l+h 
(h > 0) 

Volgens de ongelijkheid van Bernoulli (par. 5) is: 

1 1 
(1 + h)" > 1 + nh => U" = < = VII 

(1 + h)" 1 + nh 

Eenvoudig is aan te tonen dat de rij {VII} de limiet nul heeft. Immers bij iedere 
e> ° is (1 + nh)-1 < e, indien (1 + nh) > e- 1, dus n> (e- 1 

- l)h- 1
• Voor 

n > (e- 1 - l)h- 1 = N(e) ligt dus VII op het interval (0, e), m.a.w. lim VII = 0. 
11 .... 00 

Maar omdat 0 < Uil < VII is, ligt voor n > N(e) ook Uil op dit interval, d.W.z. {Uil} 
heeft de limiet nul. 
De laatste methode, het zg. "insluiten", wordt vaak toegepast. 

Opmerking: 

Men kan lim U" ook als volgt berekenen: 
" .... 00 

lim a" = lim e" In a = 0, daar lim n In a = - 00 en lim eX = 0. 
11 .... 00 11 .... 00 " .... 00 x-+ - 00 

Gevolg: 

De rij {a"}, (lal < 1) heeft eveneens de limiet nul. In par. 10 is nl. bewezen 

lim If(x)1 = Ilimf(x)1 

De rij {a"}, a = 1 heeft de limiet 1. De rij {a"}, a = - 1, heeft geen limiet, want 
de termen zijn afwisselend -1 en + 1. De rij {a"}, waarin lal> 1 is heeft eveneens 
geen limiet. Stelt men nl. a = b -1, dan heeft b" de limiet 0, dus a" neemt in absolute 
waarde onbepaald toe. 
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Voorbeeld 2 

Onderzoek: 

(0 < a < 1, k> 0, a en k constant, nE IN) 

Oplossing: 

Un+1 = (n + lta"+l = a(1 + ~)k Un nka" n 
Bij vaste k is lim (1 + ~)k = {lim (1 + ~)}k = Ik = 1. Dus geldt: 

II~CO n n-+co n 

. Un+ 1 lim--=a<l 
n-+oo Uil 

We kiezen e > 0, maar zo dat a + e = r < 1. Volgens de limietdefinitie bestaat er 
dus een N(e), zodat voor N > N(e) geldt: 

Stel n = M is het eerste gehele getal groter dan N(e), dan is: 

UM+2 0< --<r 
UM+l 

----x 

u 
Door vermenigvuldiging: 0 < ~ < r" - M 

UM 

Hiervoor is ook te schrijven: 

UM 
0< U < r".-

m ~ 

In het rechterlid is bij gegeven e, UM vast, evenals rM, terwijl liro r" = O. Bijgevolg 
is lim Um = O. De gegeven rij heeft dus nul tot limiet. m-+ '" 

m"'''' 
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Opmerking: 

Korter gaat de berekening als volgt: ( In n ) 
We schrijven n"d' = eklnn+nlna. Uit kin n + n In a = n k -n- + In a volgt 

In n 
lim (k In n + n In a) = - 00, daar k -- ~ 0 en In a < 0 is, zodat lim n"d' = O. 
" .... co n n .... oo 

Gevolg: 

Ook de rij {un} = {nkd'} (lal < 1) heeft de limiet nul, wat eenvoudig is aan te tonen 
(zie voorbeeld 1). 

Voorbeeld 3 

Onderzoek: 

(a > 1 en constant, n E IN) 

Oplossing: 
Is a > 1, dan is ::ja > 1. Het blijkt eenvoudig dat de rij monotoon daalt en men 
mag vermoeden dat de rij de limiet 1 heeft. Om dit vermoeden te bewijzen, stellen we: 

dan is: 

dus: 

a-I 
0< Vn <-

n 

(87.1) 

a-I 
Omdat lim -- = 0, is dus lim Vn = 0, en dus volgens (87.1) is lim ~a = 1. 

ft .... 00 n ft .... 00 ft-+ 00 

Gevolg: 

De rij {::ja} (0 < a < 1, a constant) heeft eveneens de limiet 1. Is 0 < a < 1, dan 
is b = a-I> 1. Verder is ::ja = (::jb)-I. Daar ::jb de limiet 1 heeft, heeft dus ook 
::jade limiet 1. 

Opmerking: 

Korter: 

lim ::ja = lim e(l/n)lna = eO = 1 (voor alle a 2: 0). 
ft .... 00 n-+oo 
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Voorbeeld 4 

Onderzoek: 

(n e IN) 

Oplossing: 

Ook bij deze rij zal blijken dat de rij de limiet 1 heeft. We stellen evenals bij voor
beeld 3: 

~n = 1 + v" (87.2) 

dan volgt: 

n = (1 + v,,)" (87.3) 

Volgens het binomium van Newton is: 

" n(n - 1) 2 
(1 + v,,) = 1 + nv" + 2! v" + ... 

n(n - 1) 2 

~ 1 + 2 v" (87.4) 

dus: 

n(n - 1) 2 
n - 1 ~ 2 v" 

of: 

Dus lim v" = 0 en volgens (87.2) lim ~n = 1. 
" .... co " .... co 

Opmerking: 

Korter: 

lim ~n = lim e(l/")ID" = eO = 1 
n""co ,. .... 00 

Voorbeeld 5 

Onderzoek: 

(n e IN) 
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U1 = 2, U2 = 21, U3 = 2 ~ ~ 

V1 = 4, V2 = 31, V3 = 3 ~ ~ 

We vermoeden dat de rij {un} stijgend is en dat de rij {vn} dalend is. We bewijzen 
deze vermoedens met behulp van de ongelijkheid van Bernoulli : 

(1 + a)n > 1 + na (a > -1, a :F 0, n > 1) 

1 
Nemen we a = - 2' dan volgt: 

n 

( l)n 1 ( l)n( l)n 1 1--;;z >1--;;= 1+-;; 1--;; >1--;; 

Dus is: 

(87.5) 

1+- > 1-- - -- - -- - 1+--( l)n ( l)l-n_(n_l)l-n_( n )n-1_( 1 )n-1 
n n n n-l n-l 

Dit betekent: Un > Un-i> dus is de rij {un} monotoon stijgend. 
1 

Nemen we in (87.5) a = 2 ' dan volgt: 
n - 1 

dus: 

(
n2 )n 1 

2 > 1 +-, 
n - 1 n 

= -- -- >1+-= ( 
n )n( n)n 1 

n-l n+l n 

( l)n ( 1 )n+1 
= 1+ n-l > 1+-;; 

d.w.z.: 

De rij {vn} is dus monotoon dalend. Verder is: 

dus: 

Omdat: 

(87.6) 

271 



is de rij {un} monotoon stijgend en begrensd en heeft dus een limiet. Blijkens (87.6) 
heeft de rij {vn} dezelfde limiet. Reeds vroeger (par. 42) is aangetoond dat deze 
limiet het getal e is. De rij {un} gaat stijgend naar e, de rij {vn} gaat dalend naar e. 

We komen in het volgende voorbeeld terug op de in par. 83, voorbeeld 5 genoemde 
rij in iets algemener vorm. 

Voorbeeld 6 

{Un} is gegeven door de recursieformule: 

Un = ~(Un-1 + _c_) 
2 Un - 1 

(n > 1, c > 0, u1 > 0) (87.1) 

We zullen bewijzen dat deze rij monotoon niet-stijgend en begrensd is. We gebruiken 
hierbij de stelling dat het rekenkundig gemiddelde van twee positieve getallen niet 
kleiner is dan hun meetkundig gemiddelde. Dit volgt aldus: 

(p _ q)2 ~ 0 => (p + q)2 ~ 4pq => l(P + q)2 ~ pq 

Daar p > 0 en q> 0 is, volgt: 

!(p + q) ~ .Jpq 

De getallen Un zijn positief. Dit volgt uit Ui > 0, c > 0 en de recursieformule. Dus: 

Un = ~(Un-l + _C_) ~ Jun- 1·_C- = Jc 
2 Un- 1 Un-l 

d.w.z. de rij is naar beneden begrensd. 
Omdat u! ~ c, is Un ~ c/un> dus: 

(n> 1) 

De gegeven rij is derhalve monotoon niet-stijgend en begrensd, heeft dus een limiet L. 
Daar lim un = lim Un-l = L, volgt uit (87.7): 

L= ~ (L+ ~)=>L = ~ 
zodat: 

L=Jc 
Het bestaan van lim Un kan men ook inzien door de functie J, gedefinieerd door: 

n-+oo 
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x > 0 te beschouwen. Deze functie is dalend voor 0 < x < ,J C en stijgend voor 
x > ,J c, bezit dus een absoluut minimum J c voor x = ,J c. 
De y-as en de lijn met vergelijking y = tx zijn asymptoten van de grafiek van j, en 
voor x > .je is j(x) < x. 
Is UI = .je, dan volgt uit (87.7) dat Un = .je voor n ~ 2, en lim Un = .je. 

n-+oo 

Is UI > .je, dan is U2 = j(ul) < UI en U2 = j(ul) > .je, zodat .je < U2 < UI' 
Herhalen we deze redenering, dan vinden we dat de rij {un } dalend is, en iedere 
Un > Je. 
Dus lim Un bestaat en is ~ .je. 

n-+ 00 

Is ° < UI < .je, dan is U2 = j(ut ) > .je, en komen we in het juist behandelde geval. 

Opmerking 1: 

Deze methode is bruikbaar voor iteraties van de gedaante Un = j(un-t). 

Opmerking 2: 

Het gegeven procédé is een van ouds bekende wijze om de wortel uit een getal te 
berekenen. Nemen we bijv. e = 2 als in par. 83, voorbeeld 5, en UI = I, dan volgt: 
U2 = t(1 + 2) = lt, U3 = tG + 4) = ~ i ~ 1,417, U4 = 'H~ i + g) ~ 1,414215. 

Verder volgt uit Un = ~(Un-l + _2_) dat: 
2 un- l 

= 1. _(u_n-_I_---'....j_2)_2 
Un - 1 

Nu is IU2 - .j21 = lt - .j2 < 0,1, en dus 

/ 0,01 / 0,0001 
IU3 - y21 < t o

_- < 0,01, IU4 - y21 < t· < 0,0001, etc. 
1,5 U3 

De benadering van .j2 door U4 is reeds op 5 decimalen nauwkeurig. Uit fig. 92 blijkt 
reeds hoe snel de rij convergeert. 

88 De limietstellingen van Cauchy 

Bij het onderzoek naar de convergentie van een rij kan men soms met voordeel ge
bruik maken van de hierna te bespreken stellingen, die de eerste en tweede limiet
stelling van Cauchy genoemd worden. 
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Fig. 92 

Eerste limietstelling van Cauchy 
u 

Bestaat voor de rij {u,,} lirn (U" + 1 - Uil)' dan bestaat ook lirn ~ en dan geldt: 
,,-+ct) 11-+00 n 

u 
lim ~ = liro (U" + 1 - Uil) 
n-+<X) n ,,-+co 

Bewijs: 

Stel dat lim (U" + 1 - Uil) = L, dan bestaat bij iedere 8 > 0 een getal N(8), zo dat 

voor n > N(8): 

L - 8 < U,,+l - U" < L + 8 

Stel M het eerste natuurlijke getal groter dan N(8), dan is: 

L - 8 < UM + 1 - UM < L + 8 

L - 8 < UM+2 - UM+1 < L + 8 

L - 8 < U" - U"-l < L + 8 

------------+ 
(n - M)(L - 8) < U" - UM: < (n - M)(L + 8) 

of: 

n(L - 8) + UM - M(L - 8) < U" < n(L + 8) + UM - M(L + 8) 

en: 

UM - M(L - 8) U" UM - M(L + 8) 
L-8+ <-<L+8+-=--~-~ (88.1) 

n n n 
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Omdat UM en M en e vast zijn, is: 

• UM - M(L - e) 
tim = 0 

11 .... 00 n 

en: 

• UM - M(L + e) 
tim = 0 

11 .... 00 n 

Er bestaat dus een getal N 1(e) en een getal N2(e), zo dat: 

I 
UM - M(L - e) I 

n < e voor n> NI(e) (88.2) 

en: 

I 
UM - M(L + e) I 

n . < e voor n > N 2(e) (88.2a) 

Is N 3(e) het grootste van de getallen N(e), NI (e) en N ie), dan volgt uit (88.1) en 
(88.2) en (88.2a): 

Uil 
L - 2e < - < L + 2e voor n > N 3(e) 

n 

hetgeen betekent: 

tim Uil =L 
11 .... 00 n 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

In n 
tim--

11 .... 00 n 

Oplossing: 
Stel Uil = In n, dan is 

lim (Uil + 1 - Uil) = lim {In (n + 1) - In n} 
11 .... 00 11 .... 00 

= lim In (1 + 2..) = 0 
n-+CX) n 

Volgens de zo juist afgeleide stelling is dan ook: 

In n 
lim--=O 
n-+tX) n 
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Voorbeeld 1 

Bereken: 

I " I 
lim-:L-
,,--<Xl n k=l k 

Oplossing: 

" I ,,+ 1 I 
Stel u" = :L -, dan is U,,+l = :L -, en is: 

k=l k k=l k 

I 
U,,+l - U" =-

n+l 

Hieruit volgt: lim (U" + 1 - u,,) = 0, dus ook: 
,,--<Xl 

u I " I 
lim~=lim-:L -=0 
" .... <Xl n ,,--<Xl n k=l k 

I 
Voorbeeld 2 is, als men stelt Uk = k' een bijzonder geval van de volgende eigenschap. 

Eigenschap 
1 " 

Is limu,. = L, dan is ook lim - L Uk = L. 
,. .... <Xl " .... <Xl n k=l 

Bewijs: 

11 

Stel S" = :L Uk' dan is S"+1 - S" = Un +1' 
k=1 

dus is ook: 

si" 
tim ~ = tim - :L Uk = L 
" .... <Xl n " .... <Xl n k=1 

Opmerking 1: 

Zoals men eenvoudig aantoont, is de stelling ook geldig indien (U" + 1 - un) de 
oneigenlijke limiet 00 of - 00 heeft. 

Opmerking 2: 

u" De stelling is niet omkeerbaar. Bestaat lim - = L, dan behoeft (u" + 1 - u,,) nog 
" .... <Xl n 
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geen limiet te hebben. Als voorbeeld diene de rij {un} = {( _I)n}. Hierbij is 
Un+1 - Un = (_1)"+1 - (_I)n = -2( _I)n. Het verschil is dus afwisselend 2 en 

-2 en heeft bij toenemende n geen limiet. Echter geldt: lim (-1)" = O. 
n~oo n 

Tweede limietstelling van Cauchy 

Is un > 0 en bestaat voor de rij {un} de lim U
n

+1 , dan bestaat ook lim ~un en 
n-+co Un n-+C() 

I ' nl I' Un+ 1 
lm VUn = lm --

IJ-+ CX) IJ-+ 00 Un 

Bewijs: 

u 
Stel lim ~ = L, We veronderstellen eerst L > O. Bij iedere e > 0, waarvoor ook 

n-+oo UIJ 

geldt e < L, kan men een getal P(e) zo bepalen dat voor p > P(e) geldt: 

Past men dit toe voor p = m, ", ,p = n - 1 (n > m), en vermenigvuldigt men de 
ongelijkheden, dan vindt men voor n > m: 

of: 

(88.3) 

Houdt men nu m vast, en laat men nonbepaald toenemen, dan naderen de wortel
vormen in het eerste en laatste lid tot 1. Daar: 

L-e L-e 
---<--=1 
L--1e L-e 

en: 

L+e L+e 
--->--=1 
L + -1e L + e 

zodat: 

L-e L+e 
---< 1 < --
L - -1e L +-1e 
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bestaat er dus een getal N, zo dat voor n > N aan: 

en: 

is voldaan. Uit (88.3) volgt, indien n > N: 

L - e < ~un < L + e 

en dit betekent dat: 

lim~un = L 
n"'oo 

Voor L = 0 verloopt het bewijs als volgt: · 
Bij iedere e > 0 bestaat een getal m(e), zo dat voor n > m geldt: 

0< Un+l < 1-e 
Un 

waaruit men afleidt voo r n > m: 

of: 

Houdt men weer m vast, dan bestaat er een getal N, zodat voor n > N geldt: 

en dus: 

o < ~un < e 

d.W.z. lim ~un = o. 
n"'oo 

Voorbeeld 1 

Bereken: 

lim~n 
n"'oo 
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Oplossing: 
Stel Un = n, dan is: 

. U" + 1 . ( 1 ) hm--=lim 1+- =1 
"-+00 U,. n-+<X) n 

Bijgevolg is ook: 

lim ~n = 1 
n .... oo 

Voorbeeld 2 

Bereken: 

1 
lim -~n! 
n .... oo n 

Oplossing: 

n' We stellen u" = -. , dan is : 
n" 

n! 
Un+1 = 

(n + I)! 
(n + 1)"+1 

=---
(n + l)n 

Dus is: 

u" + 1 n" 1 
--= =----

u" (n + 1)" (1 + l/n)" 

Omdat lim (1 + ~)" = e, is: 
n .... oo n 

li Un+1 -1 
m--=e 

"-+00 U,. 

en is ook: 

~n! 
lim~u" = lim -- = e- 1 

11-+ co n-+ 00 n 

Uit (88.4) volgt voor grote n: 

(88.4) 

waarmede een (ruwe) benadering voor n! verkregen is (zie ook de formule van 
Stirling in par. 129). 
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t im-as 

® 
E ra-as 

o 

Fig.93a 

Opmerking: 

Evenals de eerste limietstelling is de tweede niet omkeerbaar. Bestaat lim ::juno dan 
n-+oo 

behoeft U
n
+

1 nog geen limiet te hebben voor n -+ 00. Men zie de opmerking van 
un 

par. 96. 

89 Rijen met complexe termen 

Zij {wn } een rij, waarbij Wn een complex getal is. De rij heeft de limiet A, indien er 
bij iedere e > 0 een reëel getal N(e) bestaat zo dat: 

IWn - AI < e als n > N(e) 

De definitie is dus formeel dezelfde als bij een rij met reële termen. Alleen betekent 
IWn - AI de modulus van (wn - A) in de zin van de theorie der complexe getallen. 
De meetkundige betekenis hiervan is, dat het beeldpunt van Wn in het complexe vlak 
gelegen is binnen een cirkel met het beeldpunt van A tot middelpunt en een straale 
(fig. 93a). 
Schrijft men Wn = Un + ivn, dan kan men naast de rij {wn}, de rijen {un} en {vn } 

beschouwen, resp. de rij der reële delen en de rij der imaginaire delen. Hiervoor 
geldt de volgende stelling. 

Stelling 

De rij met complexe termen {wn} heeft dan en slechts dan een limiet, indien zowel de 
rij der reële delen {un } als die der imaginaire delen {vn} een limiet heeft. 

Bewijs: 

Ten eerste: de voorwaarde is noodzakelijk. Stel A = L + iM, dan is: 
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im-as 

r~-as -
Fig.93b 

Omdat voor het complexe getal w = u + iv geldt: 

lul ~ .Ju2 + v2 = Iwl en lvi ~ .Ju2 + v2 = Iwl 

geldt ook: 

IUn - LI ~ IWn - AI en IVn - MI ~ IWn - AI 

Is dus voor n > N(e), IWn - AI < e, dan is ook: 

IUn - LI < e, en IVn - MI < e 

d.w.z. lim Uil = L en lim Vn = M. 
n-+ 00 n-+oo 

l'en tweede: de voorwaarde is voldoende. Heeft {un} de limiet L en {vn} de limiet M, 
dan bestaat bij iedere 8 > 0 een getal N(e) zo dat: 

IUn - LI < e en IVn - MI < e 

als n > N(e). Bijgevolg is voor n > N(e): 

IWn - AI = IUn - L + i(vn - M)I 

= .J {(Un - L)2 + (Vn - M)2} < eJ2 
(zie fig. 93b). Dit betekent: 

lim wn = A 
n-+oo 

Voorbeeld 

Bereken: 

lim (1 + .:.)n 
n-+oo n 

(z complex, vast) 
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Oplossing: 
Stel z = x + iy, dan is: 

( z)" ( X Y)" WIl = 1 + -;; = 1 + -;; + i -;; 

2x X2 +y2 
In Iw,,1 = in In 11 + ex"I, waarin ex" = - + ---;;-- tot 0 nadert als n -+ 00. Voor 

n n2 

voldoend grote n is 1 + ex" > O. Nu is: 

In (1 + ex,,) 
lim In Iw,,1 = lim in In (1 + ex,,) = lim tnex" ----
n~c:o n-+CX) n-+co Cl" 

(
2X X2+y2) __ X 

= lim tnex" = lim in - + ---;;--
" .... co " .... co n n

2 

Uit lim In Iw,,1 = x, volgt lim Iw,,1 = eX. 
" .... co " .... co 

Bekend is uit de theorie der complexe getallen dat: 

( z )" (Z ) (X iY ) arg 1 + -;; = n arg 1 + -;; = n arg I + -;; + -;; 

op een veelvoud van 21t na. 

Omdat voor n groot genoeg (1 + :) zeker positief is, geldt: 

arg (1 + ~ + i ~) = arctan yjn = arctan --y-
nni + xjn n + x 

en is: 

I ' I ' Y lm arg WIl = lm n arctan --
" .... co " .... co n + x 

, n- y arctan yj(n + x) 
=hm--' =y 

" .... co n + x yj(n + x) 

Van de limiet van WIl is de modulus eX en het argument is y, dus is, daar de cosinus 
en de sinus continue functies zijn: 

lim (1 + -=-)" = eX(cosy + isiny) 
n-+c:o n 
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De uitdrukking eX(cos y + i sin y) is juist wat wij in par. 57 gedefinieerd hebben als 
e% voor complexe z, zodat: 

e% = lim (1 + .:.)" 
II---(() n 

Opmerking: 

Men stelt ook wel als definitie van e% de hier afgeleide limiet, en leidt de eigenschap

pen van é af uit die van lim (1 + .:.)". 
n-+oo n 
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hoofdstuk 7 

Reeksen 

90 Het reeksbegrip 

Definitie 

Onder de nde partiële som Sn of Sen) van een rij {Uk} verstaat men de som van het 
stel termen dat begint met de eerste term en eindigt met de term met rangnummer n. 

We hebben dus: 
n 

Sl = U1, S2 = U1 + U2, ... , Sn = U1 + U2 + ... + Un = LUk 
k=l 

N.B. Indien de eerste term Uo heet, dan geldt dus: 

n 

Sn = ~u" 
k=O 

Op deze wijze kan men uit een gegeven rij {ud een andere rij afleiden, nl. de rij van 
de partiële sommen: {Sn}. 
Men noemt deze rij {Sn} de bij {Uk} behorende reeks. 
Om het verband met {Uk} aan te geven, schrijft men {Sn} ook wel als U1 + U2 + 
+ U3 + ad inf, of als U1 + U2 + U3 + ... Gewoonlijk geeft men de reeks aan door 

<Xl 

het symbool L Un0 Deze schrijfwijze, die zeer ingeburgerd is, is misleidend. Het 
n=l 

L-teken wekt de indruk dat hier een getal bedoeld wordt, nl. "de som van oneindig 
<Xl 

veel termen", hetgeen natuurlijk zinloos is. Het symbool L Un staat echter voor de 
rij Sl' S2' S3' ... n=l 
Men noemt de getallen U1' U2, U3' ... de termen van de reeks. (N.B. Dit zijn ook de 
termen van de rij {un}. De termen van de rij {Sn} zijn echter Sl' S2' S3' ... ). 
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Het kan voorkomen dat lim Sn bestaat. In de terminologie van de rijen kan men 
n .... oo 

dan zeggen dat de rij der partiële sommen convergent is. Wij zullen dan zeggen dat 
00 

de reeks L Un convergent is. 
n=l 

Er zijn auteurs (vooral van leerboeken voor het h.a.v.o. en v.w.o.) die het gebruik 
van het woord reeks vermijden. Zij zeggen dan, indien lim Sn bestaat, dat de rij 

n .... oo 

{Sn} der partiële sommen convergeert, en dat de rij {un} die eraan ten grondslag 
ligt, sommeerbaar is. 
Er bestaat dus tweeërlei soort terminologie: 

lim Un bestaat: de rij {un} is convergent; 
n .... oo n 00 

lim Sn = lim L: Uk bestaat: de reeks L: Uil is convergent. 
n .... oo n .... oo k=l n=l 

2 lim Un bestaat: de rij {un} is convergent; 
n .... oo n 

lim Sn = lim L Uk bestaat: de rij {Un} is sommeerbaar. 
n-+C() n-+C() k=l 

Om de aansluiting bij de bestaande (vooral buitenlandse*) literatuur niet te missen, 
zullen wij vasthouden aan de onder 1 genoemde terminologie, en niet aan de (mis
schien wel betere) uit 2. 

Er doet zich nog een complicatie voor. Als lim Sn = S bestaat, dan wordt dit getal 
n .... oo 00 

S, dat men de som van de reeks noemt, ook geschreven als L Un0 Dit houdt in dat 
00 n=l 

L Un dus twee betekenissen heeft, nl. het getal lim Sn en de rij {Sn} (die we de uit 
n= 1 n-+C() 

{un} afgeleide reeks noemen). Uit het verband blijkt steeds wel, wat er bedoeld wordt. 
Als lim Sn niet bestaat, dan noemt men de reeks divergent (in de andere terminologie 

n .... oo 

zeggen we dat de rij {un} niet sommeerbaar is). 

Voorbeeld 1 

0011111 1 
L: -=-+-2 +-3 +4+"'+-+'" 

n= 1 2n 2 2 2 2 2n 

n 1 1 1 - (~t 
S = L - = _. 2 = 1 - (t)n 

n k=l 2k 2 1 - t 

Hieruit blijkt dat lim Sn = 1. De reeks is dus convergent en heeft 1 tot som. 

• Ned. 
rij 

reeks 

Frans 
suite 
série 

n .... oo 

Duits 
Folge 
Reihe 

Engels 
sequence 

series 
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Voorbeeld 2 

00 1 1 1 1 1 
L =-+-+-+ ... + + ... 

,,=i n(n + 1) 1·2 2·3 3·4 n(n + 1) 

1 1 1 
De term is te schrijven als - - --. Dus is: 

n(n + 1) n n + 1 

1 1 
S" = 1 - t + t - 1 + 1 - t + ... + - - --

n n + 1 
1 

=1--
n + 1 

lim S" = 1. De reeks is convergent en heeft 1 tot som. 
" .... 00 

Voorbeeld 3 

Ln=I+2+3+4+ ... +n+ ... 
,,=1 

" 
S" = L k = tn(n + 1) 

k=l 

lim S" = 00 
" .... 00 

De reeks is divergent. 

Voorbeeld 4 

00 

L (_1)"+1 = 1 - 1 + 1 - 1 + 1 - 1 + ... 
,,=1 

S2" = 0, S2"+ 1 = 1. De partiële sommen hebben geen limiet, de reeks is divergent. 

Voorbeeld 5 

00 

L x"-1 = 1 + x + x2 + ... + x"-1 + ... 
,,=1 

" I-x" 
S = L .xl- 1 = --

n k= 1 1 - x 
(x =F 1) 

S,,=n (x = 1) 

1 
Voor lxi < 1 heeft x" de limiet nul, en is lim Sn = --. 

" .... 00 1 - x 
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Voor lxi ~ 1 heeft S,. geen limiet. De reeks is dus convergent voor lxi < 1, en 
divergent voor lxi ~ 1. 

Heeft de rij {S,.} de limiet S, dan heeft de rij {S,.-1} dezelfde limiet en dan heeft de rij: 

{S,. - S,.-1} = {u,,} 

de limiet S - S = 0, dus lim u" = O. 
" .... 00 

Noodzakelijk voor convergentie van een reeks is dat de algemene term u" tot nul nadert. 
Dat deze voorwaarde geenszins voldoende is, blijkt uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 6 

00 I I 1 I 
L-y-=l+-y-+-y-+ ... +-y-+ ... 

,,=1 "n ,,2 ,,3 "n 
Aan de genoemde noodzakelijke voorwaarde is voldaan, want lim u" = O. Echter is: 

I I I I 
S" = I + -y- + -y- + ... + -y- > n--y- = .Jn 

,,2 ,,3 . "n "n 
want in de uitdrukking voor S" is de laatste term de kleinste. Dus is lim S" = 00, 

d.w.z. de reeks is divergent. " .... 00 

91 . Algemeen convergentiekenmerk voor reeksen 

Uit het algemene convergentiekenmerk voor rijen (par. 85), volgt onmiddellijk een 
algemeen convergentiekenmerk voor reeksen. 
De rij {S,,} is dan en slechts dan convergent, als voor iedere B > 0 een getal N(B) 

. bestaat, zo dat voor n > N(e) en m > N(e), 

ISm - S"I < e 
m " geldt. Is nu Sm = L Uk en S" = L Uk' dan is voor m > n: 

k=1 k=1 

m " 
ISm - S"I = 1 L Uk - L ukl = IU"+1 + U,,+2 + ... + uml 

k=l k=1 
m 

k=,,+l 
00 

De reeks L u" is dus dan en slechts dan convergent, indien er voor iedere e > 0 een 
,,=1 m 

N(e) bestaat zo dat voor n > N(e) en m > N(e), geldt 1 L ukl < e. 
k=,,+1 
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We hebben bij de afleiding m > n ondersteld. Is evenwel n > m, dan wordt de voor-
n 

waarde I L ukl < e, wat op hetzelfde neerkomt. 
k=m+1 

Uit het algemene convergentiekenmerk volgt voor m = n + I de noodzakelijke 
voorwaarde : ISn+1 - Snl = lun+ 11 < e voor n > N(e). 

92 Enige algemene stellingen over reeksen 

Stelling 1 

I ;, {convergent}.J . k;' (p ) {convergent} S kJ Un d. , «an IS 00 kJ un vast d" . 
n=1 lVergent n=p lVergent 

Bewijs: 
11 11 

Sn = L Uk = U1 + U2 + ... + Up-1 + L Uk 
k=1 k=p 

Nu is U1 + U2 + " .. + u p- 1 een getal onafhankelijk van n. Bestaat lim Sn, dan 
n n-+oo 

bestaat dus ook lim L Uk. Bestaat de eerste limiet niet, dan ook niet de tweede. 
11-+00 k=p 

De betekenis van stelling I is dat weglaten of toevoegen aan het begin van een eindig 
aantal termen de convergentie of divergentie niet beïnvloedt. Men gebruikt deze 
stelling vaak bij onderzoek op convergentie van reeksen, waarbij de termen na een 
vast rangnummer N een bepaalde eigenschap hebben. Laat men dan de eerste N 
termen weg, dan hebben van de nieuwe reeks alle termen de genoemde eigenschap. 
In verband met stelling 1 zullen we vaak bij convergentieonderzoek een reeks ter 
vereenvoudiging aanduiden door L Uk' omdat het voor dit onderzoek niet van belang 
is met welke getal de index k begint, terwijl het symbool 00 weggelaten wordt, omdat, 
het onderzoek uitsluitend gaat over "oneindige" reeksen" 

Stelling 2 

00 {convergent} " .. 00 {convergent} Is L un d" , dan IS bl] vaste p =F 0 ook L PUil d" . 
11 = 1 lvergent n = 1 lVergent 

Bewijs: 
n n 

LPUk = PLUk 
k = 1 k=1 

n " 
Heeft L Uk een limiet als n ~ 00, dan heeft ook PLUk een limiet. Bestaat de eerste 

k=1 k=1 

limiet niet, dan ook niet de tweede. 
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Stelling 3 

co co 00 

Is L un convergent en L Vn convergent, dan is ook L (un + vn) convergent. 
n=l n=l n= 1 

Bewijs: 

n n n 

L (Uk + Vk) = L Uk + L Vk 
k=l k=l k=l 

n n 

Is tim LUk = Sl' en lim L Vk = S2' dan is: 
n-+ oo k=l n-+oo k=l 

n 

lim L (Uk + Vk) = S1 + S2 
n-+oo k=l 

Uit de bewijsgang blijkt tevens dat als een der reeksen convergent is en de andere 
00 

divergent, de somreeks L (un + vn) divergent is. Men hoede zich voor de misvatting 
n=l 

dat als beide reeksen divergent zijn, de somreeks ook divergent zou zijn. Ter toe-
lichting diene het volgende voorbeeld. 
Van de reeks met algemene term Un = I/n, wordt in par. 93 de divergentie bewezen. 
De reeks met algemene term Vn = -l/(n + 1), is eveneens divergent. De reeks met 
algemene term: 

111 
U +V =-----=---

n n n n + 1 n(n + 1) 

is echter convergent, hetgeen in par. 90, voorbeeld 2 is aangetoond. 

93 Het integraalcriterium 

00 n 

Heeft de reeks L Un uitsluitend positieve termen, dan is de partiële som Sn = L Uk 
n= 1 k= 1 

monotoon stijgend. Is de rij {Sn} naar boven begrensd, dan bestaat Iim Sn = S, en 
n-+oo 

is de reeks dus convergent. Is {Sn} niet naar boven begrensd, dan is Iim Sn = 00, 

en is de reeks dus divergent. n-+oo 

Voor het aantonen van de convergentie van een reeks met uitsluitend positieve ter
men, behoeft men dus slechts aan te tonen dat de rij {Sn} begrensd is. Dit kan op 
verschillende . manieren gebeuren. Een ervan is het vergelijken van Sn met een be
paalde integraal. Hiertoe is nodig dat expliciet aangegeven kan worden hoe Un af
hangt van n, d.w.z. dat er een functie 1 bekend is, waarvoor geldt: 1 is gedefinieerd 
voor alle x > Xo, Un = I(n) (n E IN). 

289 



Integraalcriteriom 

Stel voor x > Xo > 0 is f(x) > 0 en f monotoon dalend. Stel verder dat er een na
tuurlijk getal N is, zo dat Uft = fen) Vn ~ N, en dat J~J(x) dx bestaat Va ~ xo, dan · 

00 

zijn de reeks L Un en de integraal J:f(x)dx of beide convergent of beide divergent. 
n=1 

Bewijs: 

Vanaf het grootste der getallen Xo en N gelden beide eigenschappen: Un = fen) en 
f(x) > O. Voor het bewijs van de stelling nemen we ter vereenvoudiging aan dat 
Un = f(n) geldt vanaf n = 1, en f(x) > 0 voor x > O. Dit is steeds te bereiken door 
een eindig aantal termen aan het begin van de reeks weg te laten. Volgens par. 92 
St. 1 wordt de convergentie van de reeks hierdoor niet beïnvloed. 
We verdelen het oppervlak voorgesteld door de integraal H f(x)dx, waarvan we het 
bestaan veronderstellen (fig. 94), in stroken door middel van de ordinaten x = k 
(k = 1,2 ... n - 1). 

De oppervlakte van de strook PQRS wordt naar beneden begrensd door de recht
hoek P1QRS ter grootte Uk' en naar boven door de rechthoek PQ1RS ter grootte 

n n-1 
Uk-1' Daar fmonotoon daalt is dan L Uk een ondersom voor de integraal, en LUk 

k=2 k= 1 

een bovensom (zie ook fig. 94). Dus is: 

ft ft-1 

LUk < Hf(x)dx < LUk 
k=2 k= 1 

Dit is ook te schrijven als 

Sn - U1 < H f(x)dx < Sn-1 (93.1) 

Deze ongelijkheid geldt voor iedere gehele n > 1. 

Fig. 94 

Y 

t 

S R 

o 2 k-1 k 
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Is J~ f(x)dx convergent, dan is H f(x)dx begrensd, en blijkens (93.1) is dan ook 
S" begrensd. Hieruit volgt dat dan de rij {Sn} een limiet heeft, dus de reeks con
vergeert. 
Is J~ f(x)dx divergent, dan neemt Hf(x)dx met n onbegrensd toe, dus ook Sn-J, 
en is de rij {Sn-I} divergent, d.w.z. de reeks divergeert. 
Hiermede is het gestelde bewezen. 
Vervangt men in de rechterongelijkheid van (93.1) n door (n + 1), dan volgt: 

g+l f(x)dx < S" 

Combineert men deze ongelijkheid met (93.1), dan vindt men: 

n+ 1 f(x)dx < S" < Ui + Hf(x)dx (93.2) 

Uit (89.2) völgt in geval van convergentie voor n -. 00: 

J~ f(x)dx < lim S" < Ui + f~ f(x)dx (93.3) 
,,-+ <Xl 

Opmerking: 

In (93.1) en (93.2) kunnen voor n -. 00 de ongelijkheden nooit in gelijkheden over
gaan. Het verschil tussen de integraal en de ondersom resp. bovensom bestaat uit 
de oppervlakte van kromlijnige driehoekjes. Deze oppervlakte nadert niet tot nul 
voor n -. 00. Daarom kan ook in (93.3) geen gelijkheid optreden. De uitdrukking 
(93.3) geeft dus slechts een benaderde waarde voor de som S van de reeks. 

Enige toepassingen blijken uit de volgende voorbeelden. 

Voorbeeld 1 

De functie x f-+ e -crx is voor x > 0 positief en monotoon dalend. 
De integraal: 

(a> 0) 

is convergent (par. 75, voorbeeld 1). Bijgevolg is de reeks : 

convergent voor a > O. Stellen we e- cr = r, dan is 0 < r < 1, en volgt dus dat: 

Lr" (93.4) 

convergent is voor 0 < r < 1. 
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Voorbeeld 1 

De functie x 1-+ X-l is monotoon dalend en positief voor x > O. 
De integraal: 

J;'" x-ldx 

is divergent. Een primitieve is nl. x 1-+ In x en lim In x = 00. 

Bijgevolg is de reeks: n .... 00 

00 1 
L- = 1 + 1- + t + i + ... 
1 n 

divergent. De reeks (93.5) noemt men de harmonische reeks (HR). 

Voorbeeld 3 

De functie x 1-+ x-P (p > 0) is monotoon dalend en positief voor x > O. 
De integraal: 

J;'" x-Pdx 

(93.5) 

is convergent voor p > 1 en divergent voor p < 1 (par. 75, voorbeeld 2). Ook voor 
p = 1 is de integraal divergent (vorig voorbeeld). Bijgevolg is de reeks: 

00 1 1 1 
L:-= 1 +-+-+ ... 
1 nP 2P 3P (93.6) 

convergent voor p > 1 en divergent voor 0 < p ~ 1. Ook voor p < 0 is de reeks 
divergent, omdat de algemene term niet tot nul nadert. De reeks (93.6) heet voor 
p "# 1 de hyperharmonische reeks (HHR). 

Voorbeeld 4 

De functie x 1-+ x -1 In - P x is monotoon dalend en positief voor "voldoend grote" 
ln1 - p x 

x > 1: Een primitieve van deze functie is x 1-+ voor p "# 1, en x 1-+ In In x 
voor p = 1. Verder is: 1 - p 

ln1
-

P x (0 
lim = 
x .... OO 1 - p 00 

Bijgevolg is de reeks : 

(p> 1), 

(p < 1) 
limlnlnx = 00 

X"" 00 

00 1 1 1 1 
L--=--+--+ + 

n = 2 n lnP n 2 lnP 2 3 lnP 3 4 lnP 4 ... 

convergent voor p > 1 en divergent voor p ~ 1. 
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Opmerking: 

De reeksen gegeven in de voorbeelden 1. .. 3 zullen in het vervolg vaak gebruikt wor
den ter vergelijking met andere reeksen, waarvan de convergentie of divergentie 
onderzocht moet worden. 

94 Majorantencriterium 1 

In principe zou men, om de convergentie van een reeks te onderzoeken, de beschik
king moeten hebben over een formule voor Sn. Het is echter nagenoeg in de meeste 
gevallen onmogelijk om voor Sn een expliciete formule te vinden. 
Om de convergentie of divergentie van een reeks met positieve termen na te gaan, 
vergelijkt men deze daarom gewoonlijk met een reeks waarvan de convergentie of 
divergentie bekend is. 
Zijn L Un en L Vn reeksen met positieve termen, en geldt vanaf n = n1 : 

(94.1) 

dan noemt men de reeks L Vn een majorant van de reeks L Un° Omgekeerd is L Un 

een minorant van de reeks L Vn0 Men geeft dit wel aan door het symbool: 

We nemen in het vervolg ter vereenvoudiging aan dat indien (94.1) geldt, dit reeds 
het geval is vanaf n = 1, waarbij we ons beroepen op par. 92 St. 1. 

Majorantencriterium 1 

Is 0 ~ Un ~ Vn en L Vn convergent, dan is ook L Un convergent. Is L Un divergent, 
dan ook L Vn0 

Bewijs van het eerste deel: 

n n 

Sn = L Uk ~ L Vk = Sn' 
k= 1 k= 1 

Is de rij (Sn'} convergent, dan is Sn' begrensd, dus ook Sn begrensd. Bijgevolg heeft Sn 

een limiet voor n ~ 00, d.w.z. L unconvergeert. 

Bewijs van het tweede deel: 

Is (Sn) divergent, dan neemt Sn met n onbegrensd toe; bijgevolg neemt ook Sn' 
onbegrensd toe, d.w.z. L Vn is divergent. 
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Opmerking: 

Als L Un convergent is, dan kunnen we geen uitspraak doen over het gedrag van 
L Vn° Evenzo kunnen we niets zeggen over het gedrag van L Un als L Vn divergeert. 

Voorbeeld 1 
1 1 1 

Van de reeks L is L 2 een majorant, want --- < 2' De reeks 
n(n + 1) n n(n + 1) n 

1 1 
L 2 is convergent (HHR met p = 2). Dus is ook L: convergent. (Zie 

n n(n + 1) 
ook par. 90, voorbeeld 2.) 

Voorbeeld 2 

1 1 1 
L --- divergeert, want L - is een minorant, en L - divergeert (HR). 

3n - 1 3n n 

Voorbeeld 3 

L..!!:..- is convergent. Dit is minder eenvoudig aan te tonen. Bekend is (zie par. 46): 
3n 

n 
lim - = 0 
n-+ IX) 2n 

Er bestaat dus een vast getal N zo dat voor n > N: 

daar voor n groot genoeg geldt: 

Voor n > N is dan ook: 

De convergente reeks L: (tt is een majorant van de gegeven reeks. 
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Voorbeeld 4 

2 + sinn 
De reeks L divergeert. Immers steeds is: 

n 

2+sinn 2-1 1 
---- ~--=-

n n n 

1 . 
en L - is een divergente minorant van de gegeven reeks. 

n 
Uit majorantencriterium 1 leiden wij een ander af dat bij het onderzoek naar con
vergentie vaak eenvoudig is toe te passen. 

Stelling 

Is un > 0 en vn > 0 en geldt: 

Un lim- =p (p > 0) 
n-+oo vn 

dan zijn L Un en L Vn of beide convergent of beide divergent. 

Bewijs: 

Bestaat de limiet p en is p #- 0, dan is er een vast getal N, zo dat voor n > N geldt: 

waaruit volgt: 

(94.2) 

De reeksen L tpvn en L 2pvn convergeren of divergeren al naar gelang L Vn con
vergeert qf divergeert (par. 92 St. 2). 
Is L vn convergent, dan volgt uit de rechter ongelijkheid van (94.2) de convergentie 
van L Un0 Is L Vn divergent, dan volgt uit de linker ongelijkheid van (94.2) de diver
gentie van L Un0 

Opmerking: 

In tegenstelling met de situatie bij het majorantencriterium 1 kunnen we nu het gedrag 
van de ene reeks afleiden uit dat van de andere. 
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Voorbeeld 5 

1 
L Uil = L is te vergelijken met: 

.Jn(n + 1) 

1 
LVII = L-

n 

Immers: 

1im ~ = tim n = lim .Jn = 1 :F 0 
II .... CO VII II .... CO .Jn(n + 1) II .... CO .JCn + 1) 

L VII is divergent (HR), dus ook L Uil' 

Voorbeeld 6 

(r vast> 0, :F 1) 

We onderscheiden 2 gevallen : 

1 0 < r.< 1 

2 r> 1 

Geval 1: 

1 
lim ~ = 0, tim --- = - 1. De reeks divergeert, want Uil nadert niet tot nul als 

11"" co II .... CO ~ - I 
n nadert tot oneindig. 

Geval 2: 
1 

We vergelijken de reeks met LVII = L;n' CL Uil heeft nu positieve termen.) 

• Uil • ~ 
lim - = lim -- = I :F 0 (r > I) 

II .... CO VII II .... CO ~ - I . 

Omdat L V II convergent is (MR met reden < 1) is L Uil convergent voor r > 1. 

95 Majorantencriterium 2 

Uit majorantencriterium 1 is een ander af te leiden dat soms eenvoudiger is toe te 
passen. 
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Majorantencriteriom 2 

Is Un > 0 en v,; > 0 en is vanaf zeker rangnummer: 

(95.1) 

dan is L un convergent, als L Vn convergeert, en is L vn divergent als L Un divergeert. 

Bewijs: 

Stel N is het eerste rangnummer, waarvoor (95.1) geldt en m ~ N + 1. Dan is dus: 

Door vermenigvuldiging van bovenstaande ongelijkheden volgt: 

of: 

(p vast) (95.2) 

Uit (95.2) blijkt dat L Um ~ LPVm, waarbij LPVm convergeert resp. divergeert als 
L Vm convergeert resp. divergeert. Hiermede is het criterium 2 tot majorantencriterium 
1 teruggebracht. 

Voorbeeld 1 

n3 

LUn = LTn 

(n + 1)3 .~ => lim un + 1 = t 
n3 2n+1 n-+CXl un 

Un +1 
Voor n groot genoeg geldt: 0 < -- < i. 

Un 

Vergelijken we nu LUn met LVn = L (i)", voor welke reeks V
n

+1 = i, dan is voor 
n groot genoeg: 

Vn 

Un+1 Vn+ 1 --<--
Un Vn 

Dus is L Un convergent, want L (i)" is convergent. 
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Voorbeeld 2 

Hiervoor geldt: 

e 
(95.3) 

U,,+l (n + l)"+l ' e-"-ln! 
---

Uil (n + l)!'n"'e " 

(1 + ~)"+1 n 

e n + 1 

( 
1 )"+ 1 Bewezen is in par. 87, voorbeeld 5, dat 1 + - dalend tot e nadert. Dus volgt 

uit (95.3): n 

U,,+l n 
-->--

U" n + 1 
1 

Voor de harmonische reeks L v" = L - is: 
n 

Dus is: 

1/(n + 1) 

l/n 

U,,+l V,,+l 
-->--

U" v" 

n 

n + I 

De gegeven reeks is derhalve divergent. 

96 De convergentiekenmerken van Cauchy en d'Alembert* 

Convergentiekenmerken zijn regels, waarmede men in vele gevallen snel tot de con
vergentie of divergentie vad een reeks kan besluiten zonder Sn expliciet te berekenen, 
en wel door uitsluitend naar de termen zelf te kijken. 
De volgende kenmerken gelden alleen voor reeksen met positieve termen. 

Kenmerk van Cauchy 

Is Uil > 0 en geldt vanaf zeker rangnummer 

(r vast) 

• J. L. d'Alembert, 1717-1783. 
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dan is L un convergent. Is vanaf zeker rangnummer: 

dan is L un divergent. 

Bewijs van het eerste deel: 

Is ::.Jun < r, dan is: 

O<Un<~ 

en L Un wordt gemajoreerd door de convergente meetkundige reeks L ~ (0 < r < I). 

Bewijs van het tweede deel: 

Is ::.Jun ~ I, dan ook Un ~ 1. De reeks L Un is divergent, want de algemene term 
nadert niet tot nul. 
In vele gevallen bestaat lim ::.Jun' waardoor het kenmerk van Cauchy eenvoudiger 
is toe te passen. n-+ <Xl 

Limietkenmerk van Cauchy 

Is un > 0 en geldt: 

lim ::.Jun = L 
n-+<Xl 

dan is L un convergent, indien L < 1 is, divergent als L > 1 is, terwijl voor L = 1 
geen beslissing volgt. 

Bewijs van het eerste deel (L < I): 

Omdat lim ::.Jun = L is, bestaat er bij iedere e > 0 een N(e), zo dat: 
n-+<Xl 

L - e < ::.Jun < L + e 

voor n > N(e). Voor n groot genoeg ligt dus ::';un in een willekeurig kleine omgeving 
L+I 

van L (fig. 95). Er bestaat dus steeds een vast getal r tussen L en 1, bijv. ---, zo 
2 dat op de duur: 

is. Hiermede is de stelling tot de vorige teruggebracht wat het eerste deel betreft. 

Fig. 95 

L r 
o ' o ! 

-1 L-e L+e 
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Bewijs van het tweede deel (L > 1) : 

Is lim ::jun = L > 1, dan bestaat er bij iedere B > 0 een N(B), zo dat voor n > N(B): 
n-+ 00 

L-l 
is. Kiest men B klein genoeg, bijv. ---, dan is L - B > I, en dus: 

2 

waaruit de divergentie volgt. 

Bewijs van het derde deel (L = 1) 

Is L = 1, dan ligt Un op de duur willekeurig dicht bij 1. Er bestaat dus geen getal 
r < 1 waar ::jun beneden blijft, terwijl anderzijds Un ook niet groter dan 1 behoeft 
te zijn. Er volgt dus geen beslissing. 

Dat voor L = 1 zowel convergentie als divergentie kan optreden blijkt uit het vol
gende. 

nl 1 
lim "un = -li nl = 1 
n-+oo m "n 

n-+oo 

De reeks L Un is divergent (HR). 

Ook hier is: 

lim ::jun = 1 
n-+oo 

Deze reeks is echter convergent (HHR, p = 2). 

Kenmerk van d' Alembert 

Is un > 0 en geldt vanaf zeker rangnummer: 

(r vast) 
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dan is L Uil convergent; is vanaf zeker rangnummer: 

dan is L Uil divergent. 

Bewijs van het eerste deel: 

We vergelijken L Uil met de voor 0 < r < I convergente meetkundige reeks 
LVII = L ril. Volgens het gegeven is: 

Uil + 1 ~+1 VII + 1 
--<--=--

Uil ~ VII 

De reeks L Uil is dus convergent volgens majorantencriterium 2. 

Bewijs van het tweede deel: 

Uil + 1 
Is vanaf zeker rangnummer -- ~ 1, dan is: 

Uil 

De termen van de reeks nemen dan niet af als n onbeperkt toeneemt en naderen 
dus niet tot nul. De reeks L Uil is dus divergent. 
Ook van het kenmerk van d' Alembert bestaat een limietvorm. 

Limietkenmerk van d' Alembert 

Is Uil > 0 en geldt: 

I· Uil + 1 L lm--= 
n-+ co Un 

dan is L Uil convergent voor L < I, divergent voor L > 1, terwijl voor L = 1 geen 
beslissing volgt. 

Bewijs: 

Het bewijs wordt op analoge wijze gevoerd als bij het limietkenmerk van Cauchy. 

Voorbeeld 1 
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Cauchy: 

~u" = T1(~n)3, => lim ~un = t 
" .... <Xl 

d' Alembert: 

U,,+1 = t.(n + 1 )3, => lim U,,+1 = t 
U" n " .... <Xl U" 

De reeks is dus convergent. 

Voorbeeld 2 

n" 
LU,,=L-, 

n. 

Het kenmerk van Cauchy kunnen we niet toepassen, omdat we nog niet weten hoe 
~n! zich gedraagt. 
d' Alembert: 

U,,+l = (n + 1)"+1 .~ = (n + 1)" = (1 + ~)" 
Uil (n + I)! n" n" n 

• U,,+1 • ( 1)" lim--=lim 1+- =e>1 
" .... <Xl U" " .... <Xl n 

De reeks is dus divergent. 

Voorbeeld 3 

I 
LU,,=L-

nlnn 

d' Alembert: 

U,,+l n In n --=-_._---
Uil n+lln(n+l) 

In (n + I) 
Inn 
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Inn + ln(l + ~) 
Inn 

ln(l+ ~) 
= 1 + --'-:-----'

Inn 



dus is: 

lim ln(n+ I) = 1 
n .... oo In n 

en is ook: 

li Un+l - 1 m---
n-+oo un 

Het kenmerk van d'Alembert geeft dus geen beslissing. 
Met het integraalkenmerk (par. 93, voorbeeld 4) is reeds de divergentie van deze reeks 
bewezen. 

Voorbeeld 4 

(
1 + sin n)n 

LUn=L 3 

Cauchy: 

1 + sinn 
::}un = ----

3 

1 + sinn 
Het kenmerk in de limietvorm is niet toe te passen, omdat geen limiet 

3 
heeft voor n ~ 00. 

Er geldt echter ~un < i, omdat -1 < sin n < 1 is. 
We kunnen dus het kenmerk van Cauchy in de meer algemene vorm toepassen, 
waarbij blijkt dat L Un convergent is. 

Opmerking: 

Hoewel de limietkenmerken van Cauchy en d' Alembert beide volgen uit het verge
lijken van een reeks met een meetkundige reeks, heeft het kenmerk van Cauchy, 
zoals in par. 97 bewezen wordt, een iets ruimere toepassing. Ter toelichting diene 
de reeks L Uno waarvoor geldt: 

1 
uZn = 2nCt)zn, UZn - 1 = Ct)Zn-l 

2n - 1 

UZ n . UZn -- = 2n(2n - 1)·t, ~ hm -- = 00 
UZn - 1 n-+oo U2n-l 

1 t I· UZn+l 0 -- = -.,----:-:-. ,~ lm -- = 
2n(2n + 1) n-+oo U2n 

UZn+l 

UZ n 
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u 
Hieruit volgt dat ~ geen limiet heeft als n -+ 00. Het limietkenmerk van d' Alem-

Un 

bert is dus niet toe te passen. Echter is: 

lim 2n-!ju _ = lim 2n-Ij 1 
" .... 00 2n 1 " .... 00 '-i (2n _ 1)22n- 1 

1 1 
= ~ .... ~ 2" 2" ~(2n _ 1) = t 

lim 2::jU2n = lim 2::j2n(t)2n = lim t 2::j2n = t 
" .... 00 

Lim ::jun bestaat en is kleiner dan één, zodat de gegeven reeks convergent is. 
" .... 00 

97 Betrekking tussen de kenmerken van Cauchy en d'Alembert 

Tussen de limietkenmerken van Cauchy en d' Alembert bestaat een betrekking die 
gegeven wordt door de tweede limietstelling van Cauchy (par. 88). Volgens deze 

stelling volgt uit het bestaan van lim un+ 1 = L ook het bestaan van lim ::jun die 
n-+oo Un n-+c:o 

dezelfde waarde L heeft. Het heeft dus geen zin als het kenmerk van d' Alembert 
L = 1 oplevert, en er dus geen beslissing genomen kan worden, nog eens het ken
merk van Cauchy te beproeven. 

98 Reeksen met positieve en negatieve termen. Absolute en voorwaarde
lijke convergentie 

Zij L Un een reeks met positieve en negatieve termen. De reeks L Iunl bevat slechts 
positieve termen, en heet de reeks der absolute waarden. Is de reeks L lunl conver
gent, dan heet L Un absoluut convergent, is L lunl divergent, dan noemt men L u" 
absoluut divergent. Absolute convergentie of divergentie zegt a priori niets omtrent 
eventuele convergentie of divergentie van L Uno want L lunl is een andere reeks dan 
L u". Echter geldt de volgende stelling. 

Stelling 

Een absoluut convergente reeks is convergent. 

Bewijs: 
" De partiële som Sn = L Uk splitsen we in de som van alle positieve termen die we 

k=1 
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s~ noemen, en de som van alle negatieve termen die we door - S~ voorstellen. Dan is: 

waarin S~ en S~ positieve getallen voorstellen. Stellen we door S: een partiële som 
van de reeks L Iunl voor, dan is: 

Omdat de rij {S:} convergent is, is S: begrensd, dus zijn ook S~ en S~ begrensd. 
Daaruit volgt dat beide rijen apart een limiet ~ebben voor n -+ 00 (positieve ter
men). Dus heeft ook {Sn} = {S~ - S:} een limiet voor n -+ 00, d.w.z. de reeks 
L Un is convergent. 

Voorbeeld 1 
0() (-lt+ 1 1 1 1 

L un = L 2 = 1 - -22 + -32 - -42 + ... 
n=l n 

I 
L Iunl = L -2 . De reeks is convergent (HHR, p = 2), dus L Un is absoluut con

n 
vergent. 

Voorbeeld 2 
0() (_l)n+l 

LUn = L =l-t+t-t+ .. · 
n=l n 

1 
L Iunl = L -. Deze reeks is divergent (HR). De gegeven reeks is dus absoluut di

n 
vergent. Op blz. 303 wordt aangetoond dat de reeks wel convergeert. 

Voorbeeld 3 

L Vn is convergent (HHR, p = 2), dus L Iunl is convergent, d.w.z. L Un is absoluut 
convergent. 

Voorbeeld 4 

De reeks L Iunl = L Ixln is convergent voor lxi < 1 en divergent voor lxi ;?; 1. De 
gegeven reeks is dus absoluut convergent voor lxi < 1 en absoluut divergent voor 
lxi ;?; 1. 
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Opmerking: 

Is een reeks absoluut divergent, dan kan de reeks convergent of divergent zijn. De 
bewering dat een reeks divergent is, is dus een scherpere bewering dan dat een reeks 
absoluut divergent is. Van de reeks uit voorbeeld 2 wordt in par. 99 bewezen dat deze 
convergent is. De reeks van voorbeeld 4 is voor lxi ~ 1 niet alleen absoluut diver
gent, maar ook divergent, want voor lxi ~ 1 nadert de algemene term niet tot nul 
als n onbeperkt toeneemt. 
Een convergente reeks die absoluut divergent is, noemt men voorwaardelijk of relatief 
convergent. 

99 Alternerende reeksen. Kenmerk van Leibniz 

Een alternerende reeks is een reeks met reële termen, waarvan de termen afwisselend 
positief en negatief zijn. Voor deze reeks geldt een kenmerk dat voldoende voorwaar
den aangeeft voor convergentie. 

Kenmerk van Leibniz 

Een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde monotoon tot ·nul naderen 
is convergent. 

Bewijs: 

Laat de alternerende reeks L Un zijn, en steliuni = am dan geldt an = (_1)n+lun 
als Ul > O. Als de reeks aan de gestelde voorwaarden voldoet, dus an > an+ 1 > 
> an+z, ... , en lim an = 0, dan geldt: 

n-+<X) 

De vormen tussen . de haakjes zijn positief, want an+l < an; dus is SZn monotoon 
stijgend. Verder is: 

SZn = al - (az - a3) - (a4 - as) + ... - aZn < al 

SZn is dus tevens begrensd, heeft dus een limiet L als n - 00. 

Verder is: 

dus: 

lim SZn+l = lim S2n + lim aZn+1 = L 
n-+<X) n-+<X) n-+ <X) 

want lim a2n+ 1 = O. 
n-+<X) 
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De sommen SZn en SZn+ 1 hebben dus dezelfde limiet L. 
Aangezien n even dan wel oneven is, beeft Sn de limiet L, d.w.z. L Un is convergent. 

Opmerking: 

Een belangrijke bijkomstigheid bij een alternerende reeks die aan de gestelde voor
waarden voldoet is dat de "fout" die men bij afbreken maakt, kleiner is dan de 
absolute waarde van de eerste weggelaten term. Dit wil zeggen: 

IS - Snl <lun+ll 

Er geldt nl.: 

(aZn+1 - azn+z) + .. . = S - SZn 

= aZn+1 - (azn+z - aZn+3) - •.. 
waaruit volgt: 

o < S - SZn < azn+ 1 

Ook: -aZn + (aZn+1 - azn+z) + '" = S - SZn-1 = 

(99.1) 

= -(aZn - aZn+1) - (azn+z - aZn+3) - •.• 
dus: 

of: 

(99.2) 

Uit (99.1) en (99.2) samen volgt: 

IS - Snl < lun+11 

Voorbeeld 1 
( _1)"+1 

LU,,=L = I-t+t-!+t-i+··· 
n 

Deze reeks heet de reeks van Brouncker* en wordt ook wel alternerende harmonische 
reeks genoemd. De reeks voldoet klaarblijkelijk aan de gestelde voorwaarden en is 
dus convergent. .ze is echter absoluut divergent (par. 98 voorbeeld 2). Later zullen 
we zien dat de som van de reeks gelijk is aan In 2. 

Voorbeeld 2 

Gegeven is de reeks met algemene term: 

1 . 3 . 5 . 7' .... (2n - I) 
u = (_1)"-1 -------
" 2'4·6'8' .. . '2n 

* W. Brouncker. 1620-1684. 
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Dit is de reeks: 

1 1·3 1·3·5 1·3·5·7 
"2 - -2·-4 + -2-·4-·-6 - -2-·4-· 6-·-8 

n -1 1·3·5· ... · (2n - 1) + ... + (-1) + ... 
2·4·6· ... ·2n 

Voor deze alternerende reeks is: 

I 
Un+1 I 2n + 1 -- = <1 

Un 2n+2 

Het is niet direct te zien dat lim Un = O. Men kan dit als volgt bewijzen: 
n-+oo 

2 1· 3·3·5·5· .... (2n - 1) (2n - 1) 1 
u = .-

n 2.2.4.4.6 .... ·(2n - 2) 2n 2n 

= _1 (~).(~) ... (2n - 3)(2n - 1)). 2n - 1 
2n 2·2 4·4 (2n - 2)(2n - 2) 2n 

Omdat: 

(2k - 3)(2k - 1) 

(2k - 2)(2k - 2) 

4k2 
- 8k + 3 

4k2 _ 8k + 4 < 1 

(99.3) 

is, zijn in (99.3) alle tussen haakjes geplaatste factoren kleiner dan één, dus is: 

1 
u2 <_ 

ft 2n 

waaruit volgt: lim Un = O. De gegeven reeks is dus convergent. 
n-+oo 

Het aantonen van de monotonie van de rij {Iuni} kan op verschillende manieren 
geschieden. In eenvoudige gevallen onderzoekt men direct Iun + 11 - IUnl of 
IUn+11/lunl. In minder eenvoudige gevallen kan men vaak van de differentiaalreke
ning gebruik maken, indien er een functie f is, die ook gedefinieerd is voor reële 
veranderlijken, terwijl fen) = Un als nE IN. Het is voldoende (niet noodzakelijk) te 
bewijzen dat f'(x) < 0 is voor voldoend grote x (x E IR). We geven hiervan een 
voorbeeld. 

Voorbeeld 3 

J-
L Un = ~ (_I)n-1 n + 1 

n=l n 
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· . Jn + 1 
hm Iunl = hm ---
n~oo n-+oo n 

= lim _1_. Jl + 1 = 0 
n"'<Xl Jn n 

I~I=J~. n 
Un n + 1 Jn + 1 

dus: 

Iun+ 11 < Iunl 

De reeks voldoet aan de gestelde eisen en is dus convergent. 
We tonen bij dit voorbeeld ook nog eens de monotonie aan met behulp van de 
differentiaalrekening. 

Zij: 

dan: 

Jn+l Jx+l 
fen) = - , f(x) = --

n x 

f'(x) = tx(x + l)-tz - (x + l)t 
x 

-x-2 

2xZJ(x + 1) 

Blijkbaarisf'(x) < o voor x > O,dusfismonotoondalendvoorx > O,waaruitvolgt: 

fen + 1) < fen) 

Voorbeeld 4 

<Xl 1 
L: Un = L: (-1)" Jn-sin-

n=1 n 
1 1 1 

De gegeven reeks is absoluut divergent. Voor grote n is sin - ~ -, dus Iunl ~ -y-. 
n n yn 

De reeks is alternerend en lim u" = O. We onderzoeken de monotonie van de functie 

f, gedefinieerd voor x # 0 door: 

1 
f(x) = Jx·sin-

x 
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f'(x) = .Jx'cos~.(- _I ) + sin~·t._I-
x x 2 x..jx 

I I 
-2cos- + x sin-

x x 

2x.Jx 

. I 
hmcos- = I 
J;-+CO X 

I sin I/x 
lim x sin - = lim = I 
""'co x ""'co I/x 

De teller van f'(x) nadert dus tot - 2 + I = -1, en is dus voor grote x negatief; 
de noemer is positief, dus f'(x) < 0 voor x groot genoeg. De functie f is dus op de 
duur dalend, waaruit volgt: 

IU/I+ 11 < IU/Il 

De gegeven reeks is convergent. 

Opmerking: 

Het kenmerk van Leibniz geeft een voldoende voorwaarde voor de convergentie 
van een alternerende reeks, echter geen noodzakelijke voorwaarde. Is de voorwaarde 
van de monotonie niet vervuld, dan is zowel divergentie als convergentie mogelijk. 
Bij de reeks: 

is {Iuni} niet monotoon. De reeks is absoluut convergent, want zowel voor even als oneven 
n geldt: Iunl ::; l/n2. 

Ook bij de reeks: 

I I 111 
1--+---+---+ 22 3 42 5 62 ... 

is aan de monotonievoorwaarde niet voldaan. Voor deze reeks is: 

I 
S2/1 = 1 + t + t + ... + ---

2n - 1 

(
111) - 22 + 42 + ... (2n)2 

/I 1 /I 1 
= ~ -i ~-

k=l 2k- 1 k=l k 2 
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1 1 
De reeks L is divergent, de reeks L -2 is convergent, de somreeks is dus 

2n - I n 
divergent. 

100 Reeksen met complexe termen 

Gegeven is de reeks L Wn met complexe termen Wn = Un + iv", waarin Un en Vn reëel 
zijn. De partiële som Sn is als volgt te splitsen: . 

n n n 

Sn = L (Uk + iVk) = L Uk + i L Vk = S~ + iS: 
k=l k=l k=l 

Hierin zijn de partiële sommen van de u- en de v-reeks S~ en S: reëel. 
De partiële som Sn heeft dan en slechts dan een limiet, als zowel het reële deel S~ 
als het imaginaire deel S: een limiet heeft (zie par. 89). 
Voor reeksen met complexe termen geldt eenzelfde eigenschap als voor reeksen met 
reële termen. 

Stelling 

Een absoluut convergente reeks met complexe termen is convergent. 

Voor het complexe getal w = u + iv geldt: 

Hieruit volgt: 

n n n n 

L lukl ~ L Iwkl, L Ivkl ~ L Iwkl 
k=l k=l k=l k=l 

Gegeven is dat L Iwnl convergent is, dus zijn ook de reeksen met reële termen L Un 

en L Vn absoluut convergent, dus convergent. Bijgevolg hebben S~ en S: een limiet 
als n ~ 00, dus is dit ook het geval met Sn = S~ + iS:. De reeks L Wn is dus con
vergent. 

Opmerking: 

De in par. 98 en par. 100 genoemde stellingen volgen ook eenvoudig uit het alge
mene convergentiekenmerk (par. 91) aldus: 
De reeks L Iwnl is convergent als bij iedere e > 0 een getal N(e) bestaat, zo Qat 
voor n > N(e) en m > N(e) en m > n geldt: 

IS! - S:I = (lwn+ll + IWn+21 + ... + IwmD < e 
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Hierin is: 

Voor dezelfde N(e) geldt dan ook: 

ISm - Snl = IWn+ 1 + Wn+2 + .. + wml ~ (IWn+11 + IWn+21 + ... lwmD < e 

d.w.z. ook L Wn is convergent. Men kan zich hierbij Wn zowel reëel als complex den
ken. De beide stellingen van par. 98 en par. I()() zijn hiermede gelijktijdig bewezen. 

101 Machtreeksen 

Een machtreeks is een reeks van de gedaante: 

00 

L Cn(X - a)n (C. E IR, a E IR, beide onafhankelijk van x;· x E IR). 
n=O 

(101.1) 

waarin Cn onafhankelijk is van x; dit noemt men een machtreeks in x-a. 
We laten de reeks met n = 0 beginnen, zodat de beginterm Co is. Houden we vast 
aan n = 1,2, ... , dan zouden we moeten schrijven: 

00 

L Cn-1 (x - a)n-l 
n=l 

Hierin is a vast en x veranderlijk. In het bijzondere geval a = 0 heeft de reeks de 
gedaante: 

00 

(101.2) 
n=O 

Om de machtreeksen te bestuderen is het voldoende (101.2) te beschouwen, daar het 
algemene geval (101.1) teruggebracht kan worden tot (101.2) door een translatie van 
de oorsprong langs de x-as. Daarom behandelen we hier de theorie van de macht
reeksen van de gedaante (101.2). 
Bij een machtreeks is de eerste term Uo = Co en stelt de algemene term Un = cnX" 
de (n + I)de term voor. 
Bij een machtreeks moet men niet vragen of deze convergeert of divergeert, maar 
waar (d.w.z. voor welke waarden van x) deze convergeert of divergeert! 
Voor machtreeksen zijn de volgende stellingen van belang. 

Stelling 1 

Is de machtreeks L cnX" convergent voor x = Xo, dan is de reeks absoluut convergent 
voor iedere x, waarvoor lxi < Ixol is. 
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Bewijs: 

De reeks L cnx3 is convergent, dus lim cnx3 = O. Dus is cnx3 zeker begrensd, d.w.z. 
1I-+<J) 

bij gegeven vaste M bestaat er een getal N zo dat voor n > N geldt: 

ICnx~1 < M 

Hieruit volgt voor n > N (we mogen Xo '# 0 veronderstellen, daar voor Xo = 0 de 
stelling geen zin heeft): 

De reeks L Icnx"1 wordt dus (als lxi < IxoD gemajoreerd door de convergente meet
kundige reeks L Mrn en is dus convergent als lxi < IXol. 

Stelling 2 

Is de machtreeks L cnx" divergent voor x = xo, dan is de reeks divergent voor iedere x, 
waarvoor lxi> Ixol is. 

Bewijs: 

Stel er was een Xl met Ixd > Ixol, waarvoor de reeks convergent was, dan was vol
gens stelling 1 de reeks absoluut convergent voor x = xo, want Ixol < IXll. Dit is 
in strijd met het gegeven. 

Dus: is een machtreeks convergent voor x = a (a > 0), dan is de reeks convergent 
op het gehele interval < -a, a]. Dit betekent dat de waarden waarvoor een macht
reeks convergeert altijd een interval vormen. Dit interval noemt men het convergentie
interval. In extreme gevallen kan dit interval bestaan uit het punt 0, of uit de gehele 
reële as. In alle andere gevallen heeft de getallenverzameling {a} een kleinste boven
grens. Deze kbg noemt men de convergentiestraal p. De machtreeks is dus conver
gent op < -p, p> en divergent buiten [-p, p]. Omtrent de eventuele convergentie 
of divergentie op de rand, d.w.z. voor x = -p of x = p is hierbij niets vastgesteld. 
Een reeks met convergentiestraal p kan dus zowel voor x = p als x = -pofwel 
convergent ofwel divergent zijn. In de genoemde extreme gevallen schrijft men dan 
p = 0 resp. p = 00. 

Is bij een machtreeks het limietkenmerk van Cauchy of dat van d' Alembert toe te 
passen, dan volgt p eenvoudig uit de coëfficiënten van de machtreeks. Volgens het 
kenmerk van Cauchy is de reeks absoluut convergent en dus convergent als: 

n-+<J) n-+<J) 

en divergent als deze limiet groter is dan één, daar in dit geval de algemene term niet 
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tot nul nadert. Er is dus convergentie als: 

1 
lxi < lim ~lc,,1 

" .... 00 

en divergentie als lxi> I/lim ~lc"l. Bijgevolg is: 
" .... 00 

I 
p= --..,......-

lim ~lc,,1 
" .... 00 

Op analoge wijze volgt indien het limietkenmerk van d' Alembert is toe te passen: 

. I en I p=bm --
n-+oo Cn+ 1 

Voorbeeld 1 

x" 
Un =-,' n. 

-- = --, bm -- = 0 voor Iedere x I 
Un+ 1 I lxi . lxi . 

Un n + 1 n .... oo n + 1 

x" 
De reeks L - is convergent voor iedere x, p = 00. 

n! 

Voorbeeld 1 

Un = n!x" 

In dit geval nadert voor geen enkele waarde van x =1= 0 u" tot O. De reeks L n! x" 
is divergent voor iedere x =1= 0, ze is slechts convergent voor x = 0, p = O. 

Voorbeeld 3 

Un = nx" ,hm -- = Ixlhm -- = lxi -1 . I Un + 1 I . n + I 
n-+oo Un n-+oo n 

L nx" is convergent voor lxi < 1, divergent voor lxi ~ 1, p = 1. De divergentie 
voor lxi = 1 volgt hieruit dat voor lxi = 1, u" niet tot nul nadert. 

Voorbeeld 4 

x" 
Un = -

n 
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Evenals bij voorbeeld 3 is p = 1. Voor x = 1 is 2: Un divergent (HR). Voor x = - 1 
is 2: Un convergent (reeks van Brouncker, par. 99 voorbeeld 1). De reeks is dus con
vergent op [-1, I) en buiten dit interval divergent. 

Voorbeeld 5 

Ook voor deze reeks is p = 1. Voor lxi = 1 is de reeks absoluut convergent (HHR), 
p = 2). Het convergentie-interval is [- 1, 1]. Daarbuiten is de reeks divergent. 

Voorbeeld 6 

1 . 3 . 5· ... . (2n - 1) un + 1 2n + 1 
Un = ~, --= x 

2·4·6· . . . ·2n Un 2n + 2 

lim I Un
+ 1 I = lxi, dus 2: Un is c()nvergent voor lxi < 1 en divergent voor lxi > l. 

n-+ co U'l 

Bewezen is reeds in par. 99 voorbeeld 2, dat de reeks convergent is voor x = - 1. 

Om het gedrag te onderzoeken voor x = 1 schrijven we u! in de vorm: 

u; = ~(~)(5.5)(7.7) .. . (2n - 1)(2n - 1) 0_
1 

2 2· 4 4·6 6·8 (2n - 2)2n 2n 

(2n - 1)(2n - 1) 
Omdat alle factoren van de gedaante groter dan één zijn voor 

1 1 (2n - 2)2n 
n ~ 2, is u! > -, dus Un > ~. Voor x = 1 is dus de reeks divergent, want 

~ 2yn 1 
ze wordt geminoreerd door de divergente reeks 2: 2nt (HHR, p = t). De reeks 

is dus convergent op [- 1, 1> en divergent buiten dit interval. 

Voorbeeld 7 

u =~(_X )n 
n n2 2 - x 

Voor x = 2 heeft de reeks geen betekenis, dit geval schakelen we uit, en stellen: 
y = x/(2 - x). Er ontstaat dan een machtreeks in y. 

I Unu+n 1 I = I yl n + 2 n
2 

(n+ 1)2·~ (101.3) 

n3 + 2n2 

= Iyl n3 + 3n2 + 3n + 1 
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I 
U,,+l I dus lim -- = Iyl 

n-+<Xl Uil 

Hieruit volgt de convergentie voor Iyl < 1 en de divergentie voor Iyl > 1. 
Voor y = 1 is: 

n + 1 n 1 
u =-->-=-
" n2 n2 n 

Voor y = 1 wordt de reeks geminoreerd door de harmonische reeks en is dus diver
gent. Voor y = - 1 is de reeks alternerend, terwijl de termen in absolute waarde 
monotoon tot nul naderen. De monotonie blijkt uit (101.3). De gegeven reeks is dus: 

convergent voor I-x-I < 1 en ook als _x_ = -1 
2-x 2-x 

divergent voor I-x-I > 1 en ook als _x_ = 1 
2-x 2-x 

x 

I-x-I < 1 ~ x
2 

< 1 
2 - x (2 - X)2 

4x - 4 
~ <0 

(2 - X)2 

~x< 1 

x 
---- = 1 ~x = 1 
2-x 

-- = - 1 geeft geen oplossing. 
2 x 

Eindresultaat: 

L u" is convergent voor x < 1, divergent voor x ~ 1. 

102 Eenduidigheid van een machtreeksontwikkeling. Het ordesymbool van 
Landau· 

00 

Is de machtreeks L c"x" convergent voor lxi < p, dan is aan ieder punt x van het 
,,=0 

interval < - p, p> door de som S van de reeks een getal toegevoegd, dus als we deze 

• E. Landau, 1877-1938. 
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waarde schrijven als f(x), dan is: 

<Xl 

f(x) = L cnX' * 
n=O 

Men noemt omgekeerd de reeks L c,.xn de ontwikkeling van f(x) in een machtreeks om O. 
Men kan zich hierbij de vraag stellen of f(x) slechts op één wijze door een macht
reeks kan worden voorgesteld, of dat anderszins f(x) ook nog door een andere 
machtreeks L bnX' kan worden weergegeven. We zullen bewijzen dat het laatste niet 
het geval is en dat dus een machtreeks ontwikkeling eenduidig is. 
We maken bij de afleiding gebruik van het ordesymbool van Landau. 

Definitie 

f(x) is. voor x -+ '0 van de orde O(xn), indien I f~) I begrensd is in een gereduceerde 
omgevmg van x = o. 

Men geeft dit aldus aan: f(x) = O(X'), hetgeen dus betekent, I f(x) I < MIxin, waar
in M een positieve constante is. 

Voorbeelden 

sin x = O(x), sin x = 0(1), 1 - cos x = 0(x2
) 

Naast het symbool 0 (grote 0) heeft Landau nog een symbool 0 (kleine 0) ingevoerd. 

Definitie 

f(x) is voor x -+ 0 van de orde o(X'), indien lim f(x) = o. 
x"O X' 

Is dus bijv. f(x) = O(X') (n > 1), dan is f(x) = O(X'-l). 

Voorbeelden 

sin x = 0(1), 1 - cos x = o(x) 

<Xl 

Breekt men de convergente machtreeks L cnX' af na de term cnxn, dan zullen we 
<Xl n=O 

de restterm L ckX' voorstellen door RnCx). 
k=n+l 

<Xl 

* We herinneren hier aan de tweede betekenis van ~ Cnxn, nl. het getal dat de som van de reeks 
voorstelt. n = 0 
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Stelling 
ex) 

De restterm Rix) van de convergente machtreeks L cnX' is van de orde o(X'). 
n=O 

Bewijs: 

Zij x een punt van het interval < - p, p> (p =I- 0), dan is: 
ex) 00 

I Rn(x) I = I L c,.x"1 ~ L Ickllxl k 

k=n+l k=n+l 

Bij iedere x met lxi < p is er een Xo te vinden, zo dat lxi < IXol < p. Omdat L cnx~ 
convergent is, is lim cnx~ = 0, dus is cnx~ begrensd, d.w.z. er is een vast getal M 

n-+oo 

zo dat Icnx~1 < M. Hieruit volgt: 

Icnllxl
n 

= Icnllxoln I ~ r < M I ~ In 

Bijgevolg geldt: 

I Rix) I ~ L Ickllxl k < M L - = ----
ex) 00 I X Ik M Ix/xol

n
+ I 

k=n+ I k=n+ I Xo I - Ix/xol 

Mlxln + l 

M 
Als lxi klein genoeg is, dan is kleiner dan een zekere M 1> 

IXoln(lxol - lxI) 
dus geldt: 

I Rix) I < Mllxln+l 

Hieruit volgt dat Rn(x) van de orde O(X'+l) en dus van de orde o(X') is. 

Uit de zo juist bewezen stelling bewijzen we de eenduidigheid van de machtreeks
ontwikkeling op de volgende wijze. 

ex) ex) 

Zou I(x) twee ontwikkelingen L cnX' en L bnX' toelaten, dan zou voor iedere x 
gelden: n=O n=O 

Co + CIX + C2X2 + .. . + cnX' + Rix) = 

= bo + blx + b2x 2 + ... + bnX' + Tn{x) 

Laat men hierin x naderen tot nul, dan volgt Co = bo, en dus: 

Clx + C2X2 + ... + cnX' + Rn(x) = blx + b2x2 + ... + bnX' + Tn(x) 

Deling door x (x =I- 0) geeft: 

(102.1) 

Cl + C2X + ... + CnX'-1 + R:(x) = bi + b2x + ... + bllX'-1 + Tn*{x) (x=l-O) 

met I R:{x) I < Klxln en I Tn*(x) I < Llxln. 
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Laat men weer x naderen tot nul, dan volgt Cl = bI. 
Herhaalt men het geschetste procédé, dan volgt de gelijkheid van cn en bn TIn E IN, 
m.a.w. de reeksen zijn identiek. 

103 Benadering van een functie door een veelterm met rest 

In het volgende zullen we aantonen hoe men f(x) kan ontwikkelen in een veelterm 
met rest als f aan voldoende voorwaarden voldoet. 
Daarmede bedoelen we dat we een veelterm P bepalen van de graad n zó dat 
f(O) = P(O), 1'(0) = P'(O), ... , f(nl(o) = p(nl(o). Het verschil tussen P(x) en f(x) 
geven we aan met Rn(x), de z.g. restterm. Dus: 

f(x) = P(x) + RnCx) 

In par. 108 zullen we verder nagaan onder welke voorwaarden de gevonden ont
wikkeling kan worden uitgebreid tot een machtreeksontwikkeling. 
We nemen aan dat de functie f in een omgeving van x = 0 voldoend vaak differen
tieerbaar is. 
In fig. 96 is de kromme met vergelijking y = f(x) geschetst in een omgeving van 
x = O. Is de kromme in de omgeving van x = 0 niet sterk gekromd, dan zal de 
functiewaarde (BP) weinig verschillen van de waarde die men verkrijgt door in A 
de raaklijn aan de kromme te trekken, en de ordinaat te bepalen van het punt BI 
op deze raaklijn voor x = h. Blijkens de figuur is dan BP ~ BIP, dus: 

f(h) ~ f(O) + h tan (X = f(O) + hf'(O) 

d.w.z. de lineaire functie h 1-+ f(O) + hf'(O) geeft een eerste benadering voor f(h). 
Een betere benadering verkrijgt men door uit te gaan van de identiteit: 

f(h) = f(O) + Sg f'(t)dt 

Nu is dt = -d(h - t), dus is (103.1) ook te schrijven als: 

f(h) = f(O) - S::g f'(t)d(h - t) 

Fig. 96 

Y 

t 

A 

(0) 
(h) 

p 

-IC 

(l03.1) 

(103.2) 
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Door partiële integratie volgt uit (103.2): 

f(h) =f(O) - [f'(t)(h - t)]~ + S~f"(t)(h - t)dt 

= f(O) + hf'(O) + S~f"(t)(h - t)dt (103.3) 

Varieert 1"(t) weinig op het interval [0, h], dan verkrijgt men een bruikbare benade
ring door 1"(t) ~ 1"(0) te nemen, en volgt uit (103.3): 

h2 

f(h) ~ f(O) + hf'(O) + -1"(0) 
2! 

Voorbeeld 

f(x) = cos x, f'(x) = - sin x, 1"(x) = - cos x 

zodat: 

cos h ~ 1 - !h2 

Voor h = ! is cos h = cos! ~ cos 28°39' ~ 0,878. 
1 - !h2 = 1 - t = 0,875. De formule cos h = 1 - !h2 geeft dus een fout van 
ongeveer 0,4 %. Voor grotere h is de afwijking veel groter. Zo is voor h = !1t, 
cos h = 0 en 1 - th2 = 1 - t1t2 ~ - 0,23. In fig. 97 zijn de grafieken van 
y = cos x en y = 1 - !X2 geschetst in een omgeving van x = O. 

Is f voldoend vaak differentieerbaar, dan is het procédé van de partiële integratie 
voort te zetten. 
Uit (103.3) volgt door partiële integratie: 

f(h) = f(O) + hf'(O) + Sg (h - t)1"(t)dt 

= f(O) + hf'(O) - r(t) + f"'(t)dt [ 
(h t)2 Jh fh (h t)2 

2! 0 0 2! 

h2 fh (h t)2 
= f(O) + hf'(O) + -1"(0) + 1"'(t)dt 

2! 0 2! 

Op deze wijze doorgaande verkrijgen we de volgende formule: 

Fig. 97 

y 

t 

-t 0 
1 
"2 

-I( 

/ \ 
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Formule van Maclaurin* 

h2 hn 

/(h) = /(0) + hf'(O) + -1"(0) + ... + _/(n)(o) + Rn(h) 
2! n! 

(103.4) 

waarin de algemene restterm RnCh) wordt voorgesteld door: 

(103.5) 

104 De resttermen van Cauchy en Lagrange 

De praktische waarde van de gevonden veelterm (103.4) voor de benadering van een 
functie wordt bepaald door de grootte van de restterm. Een voor verschillende doel
einden bruikbare vorm van de restterm vindt men door toepassing van de middel
waardestelling. 

1 
Is F zodanig dat F'(t) = - (h - t)"/(n+1)(t), dan is: 

n! 

Rn(h) = F(h) - F(O) = hF'«()h) (0 < () < 1) 

Dus is: 

waaruit volgt: 

hn+1 
RnCh) = (1 - ()"._,_.j<n+1)«()h) 

n. 

De uitdrukking (104.1) noemt men de restterm van Cauchy. 

Een andere uitdrukking voor RnCh) is als volgt te vinden. 

(104.1) 

We stellen h > 0 en /(n+ 1) continu in [0, h]. Op dit interval neemt /(n+1) een mini
mum m en een maximum M aan. Omdat (h - t)n ~ ° is, op [0, h] geldt dus: 

of: 

Ifh Ifh - m(h - t)"dt ~ Rn(h) ~ - M(h - t)"dt 
n! 0 n! 0 

mhn+1 Mhn+1 
----:- < R (h) < --
(n + I)! = n = (n + I)! 

Volgens de tussenwaardestelling (par. 14) neemt/(n+1) iedere waarde tussen m en M 
minstens eenmaal aan. 

• C. Maclaurin, 1698-1746. 
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Er is dus op [0, h] een getal ç = ()h, waarvoor: 

(0 < () < 1) (104.2) 

De uitdrukking (104.2) noemt men de restterm van Lagrange. Deze is gemakkelijk 
te onthouden; hij lijkt immers op de eerstvolgende term, met dit verschil, dat i.p.v. 
Fll+1)(0) nu voorkomt Fll +1)«()h). 

Opmerking 1: 

Hoewel we bij de afleiding h > 0 hebben ondersteld is (104.2) ook geldig voor 
h < o. 

Opmerking 2: 

Welke restterm men zal gebruiken hangt af van de functie die ontwikkeld moet 
worden. Meestal kan men volstaan met de restterm van Lagrange die eenvoudig is 
te onthouden. De uitdrukking van Cauchy zullen we slechts in een enkel geval toe
passen (nI. bij de binomiale ontwikkeling). 

105 De ontwikkeling volgens Taylor-Maclaurin 

Voor een ontwikkeling volgens Maclaurin is nodig dat 1 in een omgeving van 0 vol
doende vaak differentieerbaar is. Niet alle functies laten een ontwikkeling volgens 
Maclaurin toe. Zo is bijv. de functie x 1-+ In x niet gedefinieerd voor x = O. 
Door een eenvoudige transformatie is de formule van Maclaurin zo te generaliseren 
dat een ontwikkeling mogelijk is voor een functie die in een omgeving van a voldoende 
vaak differentieerbaar is. We stellen: 

I(a + h) = <p(h) 

dan is: 

<p(0) = I(a), <p'(0) = I'(a), <p(II)(O) = I(II)(a), <p(ll)(t) = I(II)(a + t) 

Voor <p(h) geldt de ontwikkeling: 

h2 

<p(h) = <p(0) + hqJ'(O) + 2T <p"(0) + ... + 

+ <p + - (h - t)"<p(ll+ l)(t)dt 
h" (11)(0) I fh 

n! n! 0 
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Hieruit volgt: 
h2 hnjCn)(a) 

f(a + h) = f(a) + hf'(a) + -/,,(a) + ... + + 
2! n! 

+ - (h - t)"f(n+1)(a + t)dt I fh 
n! 0 

De restintegraal in (105.1) is volgens Lagrange te schrijven als: 
hn+1 

Rn(h) = f(n+ 1)(a + Oh) 
(n + I)! 

De uitdrukking (105.1) heet deformule van Taylor. 

(l05.I) 

(105.2) 

Voor a = 0 gaat deze over in de formule van Maclaurin. Vandaar dat (l05.1) ook 
wel de formule van Taylor-Maclaurin genoemd wordt. Taylor is de eerste geweest 
die de ontwikkeling (105.1) heeft opgesteld. 
Neemt men in (105.1) n = 0, dan volgt met de restterm (105.2): 

f(a + h) = f(a) + hf'(a + Oh) 

Stelt men hierin a + h = b, dus h = b - a, en a + Oh = ç, dan volgt: 

feb) = f(a) + (b - a)f'(f,) (f, E (a, b» (105.3) 

De uitdrukking (l05.3) is de in par. 59 afgeleide middelwaardestelling. 

106 Toepassing van de formule van Taylor op bekende functies 

We passen in deze paragraaf de formule van Taylor voor a = 0 toe ter verkrijging 
van ontwikkelingen van enige bekende functies. 

f(x) = eX 

Hiervoor geldt f(n)(x) = eX, dus f(n)(o) = 1. Dus is: 

waarin volgens Lagrange : 

x"+1 
R (x) = e9x 

n (n + I)! 

Voor x = I volgt uit (106.1): 

1 1 I e9 

e= I + 1 +-+- .. . +-+---,-----:-
2! 3! n! (n+l)! 

e 
waarbij dus RnCI) < . 

(n + 1)! 

(106.1) 

(106.2) 
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Voor x = -1 volgt: 

-1 1 1 (-lt 
e =1-1+--- ... +--+ 

2! 3! n! 
waarin: 

I 
(_l)n+l e- e l 1 

(n + I)! < (n + I)! 

(_l)n+le-e 

(n + I)! 
(106.3) 

De schatting van de fout bij het afbreken na de term met rangnummer n is dus kleiner 
dan bij (106.2). Met behulp van bovenstaande ontwikkelingen is e in een willekeurig 
aantal decimalen te berekenen. Men heeft gevonden: 

e = 2,718281828459 ..• 

Met behulp van (106.3) bewijst men eenvoudig dat e een onmeetbaar getal is. Was 
nl. e meetbaar, dan was ook e- 1 meetbaar en was e- 1 = p/q (p en q natuurlijke 
getallen). 
Dan was volgens (106.3): 

pil (-I)q 
- = - - - + ... + -- + R (-1) 
q 2! 3! q! q ( 0 < IRq( -1)1 < __ 1 -) (106.4) 

(q+l)! ' 

Vermenigvuldigt men in (106.4) beide leden met q!, en stelt men even Ri -1) = Rq, 
dan volgt: 

(q-l)!p = N + q!Rq (0 < Iq!Rql < _1_) 
q + I 

waarin N een geheel getal en q!Rq een breuk is. Dit voert tot een tegenspraak, dus 
e is onmeetbaar. 

2 f(x) = sin x 

We hebben in par. 66 voor f<n>(x) reeds een algemene uitdrukking gevonden. 

j<n>(x) = sin(x + !nn) => j<n)(o) = sin !nn => j(2n>(0) = sin nn = 0 

f(2n+ 1>(0) = sin(!n + nn) = cos nn = (_l)n 

De ontwikkeling wordt dus met de restterm van Lagrange : 

x 3 x 5 x7 x2n+l 
sin x = x - - + - - - + ... + (_l)n + R2n+2(X) 

3! 5! 7! (2n + I)! 
X2n+3 

R2n +2(X) = sin{ex + (n + 1-)n} 
(2n + 3)! 

X2n+3 
- (_1)n+ 1 cos ex 

(2n + 3)! 

(106.4) 

Hierbij moet men bedenken dat de termen met even rangnummer de waarde nul heb-
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X2n+l 
ben. Op (-tt ( volgt dus t2n+2 die de waarde nul heeft, en dan volgt de 

2n + I)! 
hierbij behorende restterm R2n+2(X). Daar sin a in absolute waarde ten hoogste 1 is, 
geldt: 

Ix1 2n+3 

IR2n+ix)1 ~ (2n + 3)! 

3 j(x) = cos x 

In par. 66 hebben we gevonden: 

j(n)(x) = sin {x + !(n + 1)1t} => j(2n)(0) = sin(n + !)1t = cosn1t = (_l)n 

J<2n+l)(0) = sin(n + 1)1t = -0. Bijgevolg wordt de ontwikkeling: 
• 

X2n+2 
R2n+ 1 (x) = sin {ex + (n + t)1t} 

(2n + 2)! 

X2n+2 
= (-lt+ 1 cos ex 

(2n + 2)! 

(106.5) 

Bij deze reeks hebben de termen met oneven rangnummer de waarde nul, zodat we 
hier te maken krijgen met R2n + 1• 

Hierbij is blijkbaar: 

4 

Ix12n+2 
IR2n+l(X)I~ (2n + 2)! 

j(x) = (I + x)11. (a reëel, x> -I) 

f'(x) = a(I + x)l1.-l, f"(x) = a(1X - 1)(1 + xt- 2 

jlfl(X) = IX(IX - 1)(1X - 2)(1 + xt- 3 

j(n)(x) = IX(IX - 1)(1X - 2) ... (IX - n + 1)(1 + xt-n 

j(n)(o) = IX(IX - 1)(1X - 2) ..• (IX - n + I) 

De coëfficiënt van ~ in de veelterm ontwikkeling is: 

n! 
IX(IX - 1)(1X - 2) ... (IX - n + 1) 

n! 

De ontwikkeling volgens Taylor wordt dus: 

= (:) 

(1 + x)11. = 1 + (:)x + G)X2 + (;)x 3 + ... + (:)~ + Rix) (106.6) 
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__ ............ lIIIl . '.III! '--_ "'~I""" ~ '~lI'"Ir.J; 

Volgens Cauchy kan men voor RII(x) schrijven: 

x" +1 
R"(x) = (1 - 0)" -,-f<"+1)(OX) 

n. 

x"+l • 
= (1 - 0)" -- oe(oe - 1)(oe - 2) ... (oe - n)(l + OX)"-"-l 

n! • 

= '(1 + OxY-1'(n + 1) x"+l ( 1-0)" (oe) 
1 + Ox \n + 1 

(106.7 

Een voorbeeld, waaruit blijkt dat de restterm een niet te verwaarlozen grootheid is, 
geeft: 

(x '# 0), f(O) = 0 

Deze functie blijkt onbepaald vaak differentieerbaar te zijn, waarbij f<II>(O) steeds 
nul is. Hierbij krijgt men dus een ontwikkeling: 

1 

e - Xl = 0 + 0 + ... + 0 + R,,(x) 01n E IN) 

waarbij R,,(x) gelijk aan f(x). 

107 Ontwikkeling van een functie in een veelterm met rest door integratie 

Enige ontwikkelingen van een functie in een veelterm met rest kunnen op een een
voudige wijze verkregen worden door integratie. 

5 f(t) = In (1 + t) (t> -1) 

Als f op deze wijze is gedefinieerd, dan geldt: 

1 
f'(t) = T+t 

Nu is: 

1 (-1)"~ __ = 1 - t + t2 - t3 + ... + ( _l)" -1 til -1 + ---
l+t l+t 

We vinden hieruit door integratie voor x > -1: 

Ix dt 
ln(l + x) = -

o 1 + t 

(t'# -1) 

= {I - t + t2 ... + ( - 1)" -1 til - 1} dt + --- dt Ix fX (-1)"~ 

o 0 1 + t 
x2 x 3 ,-ot' 

ln(l + x) = x - - + - + : .. (_1)"-1_ + R"(x) 
2 3 n 
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waarin: 

f
x t" 

R,,(x) = (-1)" 0 T+ï dt (x> -1) 

Om een bruikbare uitdrukking voor de restterm te verkrijgen, onderscheiden we a: 
x ~ 0 en b: -1 < x < o. 

Geval a 

Op het interval [0, x] is de integrand niet-negatief, de noemer heeft de kleinste 
waarde voor t = 0, dus de integrand is maximaal tno Hieruit volgt: 

f" x"+1 
I R,,(x) I ~ tndt = --

o n + 1 
(x ~ 0) (107.2) 

Geval b 

Bij vaste n wisselt de integrand op (x, 0) niet van teken. Nu is Rix) = fX (- t)" dt, 
f b ·· oI+t o na su stltutle t = -u: 

f-X un fixi un 
Rn(x) = - --du = - --du 

o I-u 0 I-u 

Daar 1 - u ~ 1 - lxi > 0 (= alleen als u = lxI), hebben we: 

fixi un Ixln+ 1 

I R,,(x) I ~ 0 I=IxT du = (n + 1)(1 - lxI) (-I < x < 0) (107.3) 

Vervangt men in (107.1) x door -x, en vermenigvuldigt men beide leden met (-1), 
dan volgt hieruit de ontwikkeling: 

x2 x 3 x" 
- In (1 - x) = x + - + - + ... + - + Rix) 

2 3 n 
waarin: 

en: 

x"+1 

I Rn(x) I < (n + 1)(1 - x) 

Ixln+l 
IRn(x)I<-

n + 1 
(x ~ 0) 

(0 < x < I) 

(107.4) 

Een veelterm ontwikkeling die bruikbaar is voor de berekening van logaritmen, ver
krijgt men door integratie van beide leden van de gelijkheid: 

I t2n + 2 

___ = I + t2 + t4 + t6 + ... + t2n + --
I - t2 1 - t2 (Itl "# I) 
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I
" dt x 3 XS x2n+l I" t2n+2 
--2=X+-+-+ .•. + + --2- dt 

ol-t 3 5 2n+1 ol-t 
(lxi < 1) 

In de restintegraal heeft de noemer de kleinste waarde voor t = x, de integrand is 
dus hoogstens t2n+2/(1 - x2), zodat: 

R x < t2n +2 dt -I II" I Ix1
2n

+
3 

I 2n+ 1 ( )1 I _ x2 0 - (2n + 3)(1 _ X2) 

De integraal in het linkerlid is t In I + x , zodat: 
I-x 

l+x x 3 XS x2n+l 
tIn -- = x + - + - + ... + + R2n+z{x) (lxi < I) (107.5) 

I-x 3 5 2n+l 

waarbij: 

Ix1 2n +3 
IR2n+ 2(x)1 < --------::-

(2n + 3)(1 - x2
) 

(Bedenk dat t2n = 0) 

Een andere vorm van (l07.5) verkrijgt men door te stellen: 

I 
x=---

2p + I 

Dan volgt: 

I+p I I I 
t In -p- = 2p + I + 3" (2p + 1)3 + ... 

I I 
... + 2n + I (2p + 1)2n+l + R2n +1(P) 

waarbij voor p > 0: 

(107.6) 

1/(2p + 1)2n+3 I 

IR2n +2(P)1 < {I _ 1/(2p + 1)2}(2n + 3) = 2n + 3 . 4p(P + 1)(2p + 1)2n+l 

Uit lxi < 1 volgt dat p alle waarden < - 1 kan aannemen en alle waarden > O. 
Voor berekeningen hebben we slechts te maken met p > O. 
Door voor presp. 15, 24 en 80 te nemen kunnen we snel de logaritmen van de ge
tallen 2, 3 en 5 berekenen met grote nauwkeurigheid. 

p = 15, In ~ ~ = 4ln 2 - In 3 - In 5 

p = 24, In U = - 3 In 2 - In 3 + 2 In 5 

p = 80, In g~ = -4ln 2 + 4ln 3 - In 5 

De getallen In ~ ~, In U en In g ~ zijn met (107.6) reeds tot een nauwkeurigheid van 
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10- 12 te benaderen door gebruik van slechts 3 termen. Uit de gevonden betrekkin
gen berekent men eenvoudig In 2, In 3, In 5. Daar verder voor p = 49 volgt: 

In 19 = 21n 5 + 1n 2 - 21n 7 

kan men uit de laatste betrekking In 7 berekenen en heeft men de logaritmen van 
1 tot 10 met grote nauwkeurigheid. 

6 f(t) = arctan t 

Als f op deze wijze is gedefinieerd, dan geldt: 

1 (_l)n+lt2n +2 
f'(t) = ---2 = 1 - t2 + t4 

- t6 + ... (-ltt2n + ----:;---
1 + t 1 + t2 

Door integratie volgt: 

x 3 x 5 x2n+l 
arctanx = x - - + - + ... + (-lt + R2n+z(x) 

3 5 2n+l 
waarin: 

I
x t2n+2 

R 2n + 2(X) = (_l)n+l ---2 dt 
o 1 + t 

(107.7) 

De ontwikkeling (107.7) geldt voor iedere x. De noemer van de integrand in de 
restintegraal heeft zijn kleinste waarde voor t = 0, dus is: 

II
X I Ix12n+3 

IR2n+Z(x)1 < 0 t
2n

+
2

dt = 2n + 3 

Neemt men in (107.7) x = 1, dan volgt: 

arctan 1 = !1t = 1 - t + t - t + ... + 
( _1)n 

+ 2n + 1 + R 2n +z(1) ( IR2n +2(1)1 < 1 ) 
2n + 3 

Voor R2n+l(l) geldt tevens: 

f1 t2n+2 1 f1 1 1 
1R2n+2(1)1 = Jo ~t > 2 Jo t2n

+
2 

dt = 2 . 2n + 3 

(107.8) 

en dus nadert 1R2n+2(1)1 van dezelfde orde tot nul als 2n 1+ 3 wanneer n tot oneindig 
nadert. 

De uitdrukking (107.8) is niet geschikt om 1t te berekenen, daar de fout bij weglating 
van R2n+l(X) "groot" is, tenzij men een zeer groot aantal termen neemt. Om 1t te 
berekenen kan men gebruik maken van de cyclometrische formule: 

!1t = arctan ! + arctan t 

of van de formule van Machin (1680-1751): 
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i1t = 4 arctan 1- - arctan 2 ~ 9 

Deze formule en soortgelijke, dienden lange tijd voor de benadering van n. In 1992 heeft de 
Japanner Yasumasa Kanada op een Hitac computer het getal n benaderd tot in 
1000.000.000 decimalen, o.a. met behulp van Fourieranalyse. 

1t = 3,141592653589 ... 

108 De reeksontwikkeling van Taylor-Maclaurin 

In de vorige paragrafen hebben we een functie f die aan de voldoende voorwaarden 
voldoet, een ontwikkeling in een veelterm met rest gegeven van de gedaante: 

X2 x" 
f(x) = f(O) + xf'(O) + -1"(0) + .. . + -f(n>(o) + Rn(x) 

2! n! 

Het is de vraag of deze ontwikkeling onbepaald kan worden voortgezet, d.w.z. of 
I(x) in een oneindige machtreeks kan worden ontwikkeld. Schrijven we: 

n x!'1(k)(O) 
f(x) - L = RnCx) 

k=O k! 

dan volgt: 

n x!'f(k)(o) 
f(x) -lim L = lim Rn(x) 

n-+oo k=O k! n-+oo 

dus is: 
n xl' f(k>(O) 

f(x) = lim L ---
n-+oo k=O k! 

indien deze limiet bestaat en lim Rn(x) = O. Opdat f(x) in een machtreeks kan 
n-+ 00 

worden ontwikkeld, is het nodig en voldoende dat aan de volgende twee voorwaar
den wordt voldaan: 

1 De reeks: 

convergeert; 

2 lim Rn(x) = 0 
n-+oo 

Om het onderzoek van de restterm te vereenvoudigen is het aan te bevelen eerst het 
convergentie-interval van de machtreeks te bepalen. 

1 f(x) = eX 
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We hebben gevonden in par. 106: 

" X' 
eX = L - + R,,(x) 

k=O k! 

x"+le9x 

R(x) ----
n - (n + I)! 

x" 
In par. lOl is bewezen dat L - convergeert voor iedere x. Dit sluit in dat 

x" n! 
lim - = 0 voor iedere x. Bijgevolg nadert Rn(x) tot nul voor iedere x, daar: 
n-+oo n! 

en: 

x"+1 
IR (x) I - e9x

• ---
n - (n + I)! 

-----+0 
(n + I)! 

als n --+ 00, d.w.z. voor iedere x geldt: 

00 x" XZ x 3 x" 
eX = L-=I+x+-+-+ .. . +-+ ... 

n=O n! 2! 3! n! 

2 I(x) = sin x 

. n (_llxZk+l 
sm x = L + RZn+z(x) 

k=O (2k + I)! 
Ixl zn + 3 

IRzn+Z(x)1 < (2n + 3)! 

00 xZn+3 xZn+3 

(108.1) 

De reeks L (- l)n is convergent voor iedere x, dus lim = 0, 
n=O (2n + 3)! n-+oo (2n + 3)! 

waaruit volgt lim IRzn+z(x)1 = 0 voor iedere x. 
Er geldt dus: n-oo 

• 00 (_I)"xZn+ 1 

Slo X = L ---
n=O (2n + I)! 
x 3 X S X 7 (_I)"xZn + 1 

= X - - + - - - + ... + + ... voor iedere x 
3! 5! 7! (2n + I)! 

3 I(x) = cos x 

n (_I)kXZk 
cos x = L + R zn + 1(x) 

k=O (2k)! 

(108.2) 
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Ix1 2n +2 

IR2n + 1(X)1 < (2n + I)! 

Op analoge wijze als bij 2 volgt: 

<Xl (_I)nx 2n 
cos x = L ---

n=O (2n)! 
(108.3) 

x2 x4 x 6 (_I)"x2n 
= 1 - - + - - - + ... + + ... voor iedere x 

2! 4! 6! (2n)! 

4 f(x) = In (1 + x) 

n (_1)k-1.xk 
In (1 + x) = 2: + Rn(x) 

k=l k 

Hierin is: 

en: 

x"+1 
I Rix) I < -- voor x ~ 0 

n + 1 . 

Ixln + 1 

I RnCx) I < (n + 1)(1 _ lxI) voor -1 < x < 0 

( -t)"-lx" 
De reeks L convergeert voor - 1 < x ~ 1. 

n 1 
lim I Rix) I = O. Voor x = 1, is I Rn(x) I < --, dus 

n + 1 

Voor lxi < 1 is dus 

is ook in dit geval 

lim 1Rn(x)1 = O. Evenals bij (107.8) kan men nu bewijzen dat IRn(I)1 van dezelfde orde tot 

~~ïnadert als n ~ 1 wanneer n tot oneindig nadert. Bijgevolg is: 

<Xl (_1)n-1x" 
In (1 + x) = L (108.4) 

n=l n 

x2 x 3 x4 (-I)"-lx" 
=x--+---+ ... + + ... , 

234 n 

Voor x = 1 volgt hieruit: 

5 

( _1)"-1 
In2=I-t+t-!+ ... + + ... 

I+x 
f(x) = tIn-

I-x 

n 

1 + x n X2k+l 

tin -- = L + R2n+ix) 
1 - X k=O 2k + 1 
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X2n+l 
De reeks :E convergeert voor lxi < I, zoals eenvoudig is te bewijzen. Voor 

2n + 1 
deze waarden van x nadert blijkbaar R2n +2(X) tot nul als n --. 00, dus is: 

1 + x 00 x2n+l 
11n--= L--

I - x n=O 2n + 1 

x 3 XS x2n+l 
= X + - + - + . .. + + . .. , (lxi < 1) 

3 5 2n+1 
(108.6) 

6 f(x) = arctan x 

n (-llx2k+l 
arctan x = L + R2n+ ix) 

k=O 2k + 1 

IxI2"+3 
IR2n +ix)1 < ---

2n + 3 

( _1)"X2n + 1 

De reeks L blijkt convergent te zijn voor lxi ~ 1. Voor deze waarden 
2n + 1 

van x nadert de restterm tot nul. Bijgevolg is: 

00 (_I)nx2n+ 1 

arctan x = L 
"=0 2n + 1 

x 3 X S (_I)"X2"+1 
= X - - + - - ... + + ... , (lxi ~ I) 

3 5 2n+1 

In het bijzonder geldt voor x = I: 
( _I)" 

arctanl=t7t=I-t+t-;+···+ + ... 
2n + 1 

7 f(x) = (I + x)" 

Volgens par. 106 voorbeeld 4 is: 

(1 + x)" = i (oe) Xk + R.(x) 
k=O k 

waarin, als we de restterm van Cauchy gebruiken, geldt: 

R.(x) = ( 1 - 0 )n.(1 + Ox)"-l.(n + 1)( oe ) x"+1 
1 + Ox n + 1 

Van de reeks L (:)x" bepalen we eerst de convergentiestraal. 

(108.7) 

(108.8) 
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un+ 1 a(a - I)(a - 2) ... (a - n) 
--= 

u" (n + I)! 

a-n 
=-_·X 

n + 1 

n! 
---------x 
a(a - 1) ... (a - n + 1) 

bm -- = lim -- ·Ixl = lxi . I u" + 1 I . I a - n I 
" .... co u" " .... co n + 1 

De reeks is dus zeker convergent voor lxi < 1. Op dezelfde wijze toont men aan 

dat de reeks I:n (ex) X' convergent is voor lxi < l. De algemene term nadert dus 

tot nul als n --+ oo~ De factor (n + 1) (_a_) X'+1 van de restterm nadert dus 
n+I 

eveneens tot nul als n --+ 00. Omdat lxi < 1 is, is de factor (1 + ()X)"-1 begrensd. 
Voor de eerste factor van de restterm geldt dat voor x ~ 0, (1 - ())/(l + ()x) < 1 
is. Voor -1 < x < 0 is ()x> -9 en dus 1 + 9x > 1 - 9; dus is ook dan 
(1 - 9)/(1 + 9x) < l. De eerste factor is dus in absolute waarde kleiner dan l. 
Hieruit volgt dat voor lxi < 1, lim R,,(x) = 0 en dus geldt: 

=I+ax+ x + ... + X'+ .•. a(a - 1) 2 (a) 
2! n 

(lxi < 1) (108.9) 

Deze reeks wordt de binomiaalreeks genoemd. 
Het onderzoek voor lxi = 1 laten we achterwege. Convergentie of divergentie hangt 
af van de grootte van a. We vermelden slechts dat (108.9) ook geldig is voor x = 1, 
indien a > - 1 is, en geldig voor x = - 1, indien a > 0 is. 

Uit: 

co X' x 2 x 3 X' 
eX = I:-=I+x+-+-+ .•. +-+ ... 

,,=0 n! 2! 3! n! 

volgt: 

x2 x 3 X' 
=1-x+-

2
, --, + ... +(-1)"-, + ... 
. 3. n. 

Door optellen, resp. aftrekken, en het beschouwen van de bijbehorende resttermen 
volgen uit deze reeksen ontwikkelingen voor cosh x en sinh x. 

co x2" 
cosh x = !(eX + e-~ = I: -

,,=0 (2n)! 
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voor iedere x (108.10) 

00 X2n+ 1 

sinh x = !(eX 
- e- X

) = L ---
n=O (2n + I)! 

x3 XS X2n+l 
=X+-+-+ ... + + ... 

3! 5! (2n + I)! voor iedere x (108.11) 

Overzicht 

oo~ x 2 x3 
eX = L -=I+x+-+-+ ... 

n=O n! 2! 3! 

00 X2n X2 X4 X6 

coshx= L -- = 1 + - + - + - + ... 
n=O (2n)! 2! 4! 6! 

00 X2n+l X3 XS X7 

sinhx = nY;:o (2n + I)! = x + 3! + SI + 7! + ... 

00 (_I)nX2n X2 X4 X6 

COSX= L =1--+---+ ... 
n=O (2n)! 2! 4! 6! 

• 00 (_I)nX2n+l X3 XS X7 

smx= L =x--+---+ ... 
n=O (2n + I)! 3! 5! 7! 

00 (-It-l~ x2 x 3 x4 

ln(1 + x) = L = x - - + - - - + ... 
n= 1 n 2 3 4 

1 + x 00 X2n+l X3 XS X7 

!ln--= L =x+-+-+-+ ... 
1 - x n=O 2n + 1 3 5 7 

00 (_ltx2n+l X3 XS X7 

arctanx= L =x--+---+ ... 
n=O 2n + 1 3 5 7 

(I + x)!1. == L ~ = 1 + ax + x2 + ... 00 (a) a(a - I) 
.. =0 n 2! 

VXE IR 

VXE IR 

VXE IR 

VXE IR 

VXE IR 

-I < x ~ 1 

lxi < 1 

lxi ~ 1 

jlXI < 1 iedere a 
x=1 a>-1 
x=-la>O 

109 Toepassing van reeksontwikkelingen bij het berekenen van limieten 

Bij het berekenen van limieten kan men vaak van reeksontwikkelingen gebruik 
maken. We passen daarbij toe dat de restterm Rn(x) van een in de omgeving van nul 
convergente machtreeks van de orde O(~+l) is (zie par. 102). 
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- - - . 

Voorbeeld 1 

Gevraagd: 
e"-l-x 

lim---=--
x2 

,,-+0 

Oplossing: 

e"'-l-x 

x2 

1 + x + !-X2 + O(x3
) - 1 - X 

x2 

=;; + O(x) 

Daar lim O(x) = 0 is: 
,,--+0 

e"'-l-x 
lim =!-
,,-+0 x 2 

Voorbeeld 2 

Gevraagd: 

arctan x - x 
lim ----:;--

x3 
,,-+0 

Oplossing: 

arctan x - X 

x 3 

arctan x - x 
lim = -t + lim O(x2

) = -t 
",-+0 x3 

",--+0 

Voorbeeld 3 

Gevraagd: 

tanx - x 
lim -------;;----

x 3 
",-+0 

Oplossing: 
Voor tan x bestaat geen eenvoudige reeksontwikkeling. Voor x :F 0 is echter: 

tanx - x 

x 3 
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1 1 2 - -+ -+ O(x) 
3! 2! 

cos x 

Omdat lim cos x = 1, is de gevraagde limiet: 
x"" 0 

Voorbeeld 4 

Gevraagd: 

. (1+ ~)"2 
hm -=-------=--
n .... oo en 

Oplossing: 
Stel f(n) = (1 + I/nt/en, dan is: 

lnf(n) = n2 ln( 1 + ~) - n 

= n2 {~ __ 1 + 0 (_1 )} _ n 
n 2n2 n3 

Dus is: 

lim lnf(n) = -! 

en: 

limf(n) = e-t 
n .... oo 

Voorbeeld 5 

Gevraagd: 

. 1 
lim-

2 
lnf(x) 

x-+O x 
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met: 

sin x 
f(x)=-

x 

1(0) = 1 

(x #: 0) 

Oplossing: 

sin x 
lim-- = 1 
" .... 0 x 

sin x 
Stellen we -- = 1 + h, dan is: 

x 

_1_ In _si_n _x = _h_. _ln_(_l_+_h_) 
x2 x x2 h 

sin x 
waarin h = -- - 1, en h -. 0 als x -. o. 

x 

h sinx-x 
lim - = lim ---:;--
" .... 0 x

2 
" .... 0 x 3 

= -i 

Dus is: 

1 sin x h In (1 + h) 
lim-2 In -- = lim-2 ·lim = -! 
" .... 0 x x " .... 0 X h .... O h 

Een andere oplossingswijze is de volgende. 

sin x 
--=------

x x 

In -- = In 1 - - + O(x4
) 

sin x {X2 } 
x 3! 
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Nu is - - O(x4
) van de orde O(x2

) en is dus 0 - - O(x4
) van de orde ~ {~ }2 

3! 3! 
O(x4

). Bijgevolg is: 

1 sin x 1 {X2 4 4} - In -- = - - - + O(x ) + O(x ) 
x 2 

X x 2 3! 

1 2 
= - - + O(x) 

3! 

en is de limiet gelijk aan -i. 

110 Het differentiëren en integreren van machtreeksen 

De machtreeks L ncnx" - 1, die ontstaat door termsgewijze differentiëren van de 
reeks L cnx" noemen we de afgeleide machtreeks. Hiervoor geldt de volgende stelling. 

Stelling 
00 00 

De machtreeks L cnx" en de afgeleide machtreeks L ncnx"-1 hebben dezelfde con-
n=O n=1 

vergentiestraal. 

Bewijs: 

Stel de gegeven reeks heeft de convergentiestraal p > 0, en stel verder 0 < Ixol < p 

en lxi < IXol. 
Omdat lim cnx~ = 0 is ook lim cnx~-l = 0, dus Icn~-11 < M (M vast). Stellen we 

n-+oo n-+oo 

Ix/xol = r, dan is 0 ~ r < 1 en is: 

Incnx"- 1 1 = n 1 ~ In-l ·Icn~-ll < Mnr"-l 

De reeks L nr"-l (0 ~ r < 1) is convergent (zie par. 101 voorbeeld 4), dus is 
L ncnx"-l convergent. 
Bij iedere x van het interval < - p, p) is steeds een Xo te kiezen zo dat lxi < Ixol < p 
en geldt bovenstaande redenering. Voor deze x convergeert L ncnx"-1, dus is de 
afgeleide reeks zeker convergent op het open interval < - p, p). Bij iedere x buiten 
het interval [- p, p] is steeds een Xo te kiezen zo dat p < Ixol < lxi. De reeks 
L cnx~ is divergent. Was L ncnx"-1 convergent, dan was L nCnx~-l absoluut con
vergent (par. 101). Voor n !?; 1 is: 

ICnx~1 = 1 :0 1·lnCn~-11 < xolncnx~-ll 
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Hieruit volgt dat dan ook L cnx8 convergent zou zijn, hetgeen een tegenspraak op
levert. De reeks L nCn~-1 is dus divergent buiten [- p, p]. Hieruit volgt dat de 
afgeleide reeks dezelfde convergentiestraal heeft als de gegeven reeks L cn~. 

De betrekking die bestaat tussen de functie gedefinieerd door de som van de con
vergente machtreeks L cn~ en de functie gedefinieerd door de som van de afgeleide 
reeks L nCn~ -1, luidt als volgt. 

Stelling 

00 00 

Zij f(x) = L cn~ voor lxi < p, dan is f'(x) = L nCn~-1 voor lxi < p. 
n=O n=l 

Deze stelling betekent dat de afgeleide van een door een machtreeks voorgestelde 
functie voor lxi < p gevonden kan worden door termsgewijze differentiëren. Omdat 
de afgeleide reeks weer een machtreeks is, is de functie door de som voorgesteld 
eveneens differentieerbaar. Hieruit volgt dat de door een machtreeks gedefinieerde 
functie op het open interval < - p, p> onbepaald vaak differentieerbaar is. De stelling 
geldt niet op de rand. Ook al is de gegeven reeks bijv. convergent voor x = p, dan 
behoeft de afgeleide reeks nog niet convergent te zijn voor x = p. Zo is bijv. f met 

x 2 x 3 x 4 

f(x) = X - - + - - - + ... 
2 3 4 

(110.1) 

voor -1 < x ~ 1 gelijk aan de functie x f-+ ln(1 + x) en is in het bijzonder 
f(l) = In 2. 
Verder is: 

f'(x) = 1 - x + X
2 

- X
3 + ... (110.2) 

voor - 1 < x < 1 gelijk aan de afgeleide van In (1 + x), d.i. (1 + x) -1. Voor 
x = 1 is de reeks (110.2) divergent, dus niet gelijk aan 1'(1). 
In par. 17 hebben we bewezen dat de afgeleide van een eindige som van functies 
gelijk is aan de som van de afgeleiden van die functies. Als men "oneindig veel" 
functies heeft geldt zo'n bewering niet meer. Bovendien heeft het woord "som" dan 
ook een geheel andere betekenis, nl. de limiet van de rij der partiële sommen. De 
bewering in de laatstgenoemde stelling is dan ook verre van vanzelfsprekend. 
Het bewijs van de stelling omtrent het differentiëren van een machtreeks is niet een
voudig. De belangstellende lezer wordt verwezen naar par. 111 e.v. waar deze kwestie 
in algemener verband wordt behandeld. Machtreeksen vormen nl. een bijzonder 
geval van de zogenaamde functiereeksen. 

Uit de stelling dat een machtreeks binnen zijn convergentie-interval willekeurig vaak 
differentieerbaar is, leidt men op eenvoudige wijze af de volgende stelling. 
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Stelling 

Als een functie f gedefinieerd is door de reeks 

00 

f(x) = L cnx" 
n=O 

dan zijn de coëfficiënten cn gegeven door: 

f<n)(o) 
C =---n , n. 

Dit betekent dus, dat de machtreeks de Taylorreeks van de functie fis. 

Bewijs: 

De uitdrukking voor Cn vindt men door x gelijk aan nul te stellen in de opvolgende 
reeksen voor f(x), f'(x), rex), etc. Door volledige inductie vindt men dat de eerste 
term in de reeks voor fn)(x) gelijk is aan n!' Cm waaruit het gestelde volgt. 

Opmerking: 

Hiermede is nogmaals de eenduidigheid van de machtreeksontwikkeling bewezen. 

CIC) 

De reeks verkregen door termsgewijze integreren van de machtreeks L cnx" is weer 
n=O 

een machtreeks, die volgens de eerste stelling van deze paragraaf dezelfde conver
gentiestraal p heeft als de gegeven reeks. De som F(x) van deze reeks heeft de eigen-

00 

schap dat voor lxi < p, F'(x) = L cnx" = f(x), dus is F een primitieve van f. 
Stelt men: n=O 

<Xl Cx"+l 
F(x) = L _n __ 

n=O n + 1 
lxi < p 

dan is F de primitieve, waarvoor F(O) = O. Men kan daarom F(x) ook aldus aan
geven: 

F(x) = f(t)dt = L Cn tndt = L _n_._ fx ex; IX 00 C x"+1 

o n=O 0 n=O n + 1 
(lxi < p) (110.3) 

Met behulp van differentiëren en integreren van machtreeksen kan men van sommi
ge reeksen eenvoudig de som bepalen. 

Voorbeeld 1 
00 

f(x) = L nxn- 1 

n=l 
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De reeks is convergent voor lxi < 1. 

f
x 00 x 

F(x) = f(t)dt = L X' = --
o n=l 1 - x 

1 
f(x) = F'(x) = (1 _ x)Z 

Controle. De functie f: x 1-+ (1 - x)-Z is te ontwikkelen in een binomiaalreeks en 
geeft dan juist de gegeven reeks. 

Voorbeeld 2 

f(x) = L nX' (lxi < 1) 
n=l 

Schrijft men: 
00 

f(x) = XL nX'-l = xg(x) 
n=l 

dan is g(x) door integratie te vinden (voorbeeld 1), dus: 

x 
f(x)=-

(1 - x)Z 

Voorbeeld 3 

(lxi < 1) 
n=l 

ClO 

f(x) = x L nZX'-l = xg(x) 
n=l 

waarin: 
00 

g(x) = L nZX'-l 
n=l 

Stel 
00 

h(x) = f~ g(t)dt = L nx' 
11=1 

Volgens voorbeeld 2 is h(x) = x(1 - x) - z, dus is: 

en: 

I+x 
g(x) = h'(x) = (1 _ X)3 

x + XZ 

f(x) = xg(x) = (1 _ X)3 
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Voorbeeld 4 

<Xl X' 
f(x) = L 

n=l n(n + I) 

Voor lxi < 1 is: 

<Xl X'-1 
f'(x) = t + L --

n=2 n + I 

Is bovendien x :F 0, dan is: 

lxi ~ I 

f'(x)=-:E --=- -+-+-+ ... 1 <Xl X'+1 1 (X2 x3 x4 ) 
x 2 

n= 1 n + 1 x 2 2 3 4 

(110.4) 

De tussen haakjes geplaatste reeks is blijkbaar de ontwikkeling van -ln(1 - x) 

(zie par. 108), waaraan de eerste term ontbreekt. Dus is: 

I 
f'(x) = - {-ln(1 - x) - x} 

x2 (0 < lxi < I) (110.5) 

Voor x = 0 is het rechterlid van (110.5) niet gedefinieerd, terwijl blijkens (110.4) 
f'(O) wel bestaat en gelijk is aan t. Bovendien is f' continu in x = 0, daar f' diffe
rentieerbaar is in x = O. Dit betekent dat J~ f'(t)dt bestaat als lxi < 1, en: 

f(x) = J~ f'(t)dt 

. fX - t - In (1 - t) 
=hm 2 dt 

d~O d t 

(1 - x) In (1 - x) 
=1+------

x 

f(O) = 0 

(0 < lxi < I) 

De gegeven reeks is ook convergent voor x = ± 1; voor deze waarden is de som 
echter niet te bepalen met de gevolgde methode. Er geldt evenwel de volgende van 
Abel afkomstige stelling, waarvan we het bewijs achterwege laten. 

Stelling 

Is f gegeven door een machtreeksontwikkeling, en convergeert de reeks ook nog in 
een randpunt, dan is f continu in dit randpunt. 

Passen we deze stelling toe op voorbeeld 4, dan vinden we f(l) = 1 en f( -1) = 

= 1 - 21n 2. 
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Opmerking: 

Voorbeeld 4 is eenvoudiger te behandelen door de gegeven reeks te splitsen. 

X' (1 1) X' X' 
n(n + 1) = X' --;; - n + 1 = -;;- - n + 1 

Voor lxi < 1 is de gegeven reeks aldus te splitsen: 

<Xl X' <Xl X' <Xl X' 
L =L--L--

11=1 n(n + 1) 11=1 n 11=1 n + 1 
(110.6) 

Deze splitsing is geoorloofd voor -1 ~ x < 1, omdat voor deze waarden van x, 
de beide reeksen in het rechterlid convergent zijn (de lezer ga dit na door partiële 
sommen te beschouwen), ze is niet geoorloofd voor x = 1, .omdat dan deze reeksen 
divergent zijn. De reeksen in het rechterlid van (110.6) verschillen slechts weinig van 
de ontwikkeling van -ln(l - x). De verdere uitwerking wordt aan de lezer over
gelaten. 

Voorbeeld 5 
I 

Ontwikkel de functie f met f(x) = arcsin x in een in de omgeving van x = 0 con-
vergente machtreeks. 

Oplossing: 

We kunnen voor -1 < x < 1 deze functie ontwikkelen in een binomiaalreeks (zie 
de ontwikkeling (108.9), neem (X = -t en vervang x door - x 2

). 

+ 
_.!(-! - l)(-! - 2) 23 

3! (-x) + ... 

1·3 1·3'5 1'3·5·7 
= 1 + !X2 + 2!22 x

4 + 3!23 x
6 + 4!24 x

B + ... 

1·3 1·3·5 1·3·5·7 
= 1 + !X2 + -- x4 + -- x6 + x B + ... 

2'4 2·4·6 2·4·6'8 

Door termsgewijze integratie volgt hieruit: 

x3 1'3 XS 1·3·5 x7 1·3·5·7 x 9 
arcsinx=x+!' -+ --'-+ -_._+ ._+ ... 

3 2·4 5 2·4·6 7 2·4·6·8 9 
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welke ontwikkeling ook nog geldig is voor lxi = 1, hetgeen we zonder bewijs ver

meIden. 

111 Functierijen. Gelijkmatige of uniforme convergentie 

Laat {/,,} een rij functies zijn met een gemeenschappelijk domein W (in IR, of alge
mener in C), ook wel eenfunctierij genoemd, dan zullen we zeggen dat de functierij 
{tIl} convergeert in het punt XE W, als de getallenrij {/"ex)} convergeert. 

Als de rij functies convergeert voor elke x E V C W, dan bestaat dus voor elke 
x E V het getal lim/,,(x) en hiermee kan men op Veen functie f definiëren door 

"-+00 

I(x) = lim I"ex) 
,,-+ 00 

Men zegt dan dat de rij functies op V convergeert naar de functie I, en men noemt 
dan I de limietfunctie, notatie: 

lim/" = I 
,,-+ 00 

Dit betekent dus dat er bij iedere x E V en bij iedere 6 > 0 een N E IN bestaat, zo
danig dat: 

I/ex) - l"ex)1 < 6 als n > N 

N.B. Deze N hangt in het algemeen af, zowel van x als van 6. 

Voorbeeld 1 

{/,,} is gedefinieerd door /"ex) = x" op [0, 1]. 
De rij convergeert voor elke x uit [0, 1]. 
Definiëren we: f(x) = lim /,,(x) (0 ~ x ~ 1), dan ziet men onmiddellijk: 

{
f(X) = 0 als 0 ~ x < 1 
f(l) = 1 

De grafieken van/" voor enkele waarden van n zijn weergegeven in fig. 98. 

Stel 0 < 6 < 1 en 0 < x < 1, dan gaat de ongelijkheid 

If(x) - /,,(x)1 < 6 

over in 

x" < 6 

Hieruit leiden we af: 

nlnx < In6 

(111.1) 
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'"(X) 

1 
1 ------------- (1,1> 

o 

Fig. 98 

dus, omdat In x < 0: 

In e 
n>-

Inx 

-x 

(111.2) 

Men ziet hieruit dat de bedoelde N niet alleen afhankelijk is van 8, maar ook van x. 
Deze afhankelijkheid kunnen we accentueren door te . schrijven: N(e, x) in plaats 
vanN. 
Als men 8 vast kiest, en x laat naderen tot I, dan nadert In x tot 0, en dus nadert N 
tot 00. Er is dus geen waarde van n zodanig, dat (l11.2) geldt voor alle x in (0, I). 
Bovenstaand voorbeeld illustreert datgene wat we later niet-uniforme convergentie 
noemen. 
We zullen nu definiëren wat we verstaan onder uniforme of geiijkmatige convergentie 
van functierijen. 

Definitie 

Indien op een interval [a, bl de functierij U;,} en de limietfunctie f gedefinieerd zijn, en 
voldoen aan de volgende voorwaarde: 

Bij iedere 8 > 0 bestaat er een NE IN zo dat voor iedere x E [a, bl geldt: 
If,,(x) - f(x) I < 8 

indien n > N, 
dan zeggen we dat {f,,} uniform (gelijkmatig) convergeert naar f op [a, bl. 

Het essentiële van deze definitie is dat N onafhankelijk is van x; in het algemeen zal 
N wel afhankelijk zijn van 8. Daarom geven we deze N aan met N(8). 
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Voorbeeld 2 

X' 
De rij U;,} is gedetineerd door lix) = - op [0,1]. Deze rij is convergent voor 

n ° ;;;; x ;;;; 1. Definiëren we/ex) = lim f,,(x), dan geldt/ex) == 0, en (111.1) gaat overin : 

X' 
-<8 
1l 

n"" co 

(111.3) 

X' 1. . 1 
Nu is - ~ - Kiezen we dus voor N het klemste gehele getal groter dan -, dan 

n n 8 

is aan (111.3) voldaan indien n > N. Deze keuze van N is onafhankelijk van x, en 
dus is de convergentie van {f,,} naar juniform op [0, 1]. 

Voorbeeld 3 

De rij {f,,} is gedefineerd op [0, 2] door: 

f,,(x) = 2n
2
x op[ 0, ~ 1 

f,,(x) = -2n
2
x + 4nop[~, ~l 

f,,(x) = ° op[~, 2 J 
De grafiek van.f" is afgebeeld in fig. 99. 

Fig. 99 

fn (Xl 

f 

2 -x 
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Definiëren we: I(x) = limJ,,(x) voor ° ~ x ~ 2, dan geldt I(x)=: ° op [0,2]. Im-
n-+ 00 

mers bij ,vaste Xo E (0, 2] kunnen we N zo groot kiezen dat ~ < Xo. Dan geldt ook 

2 . 
voor alle n > N dat - < Xo, en dus voor de bijbehorende f~: J,,(xo) = ° (zie fig. 99). 

n 

Voor elke XE (0, 2] geldt dus: lim J,,(x) = ° op (0,2]. Aangezien ook f,,(0) = 0, 
n-+ 00 

hebben we dus gevonden: limf,,(x) = ° op [0,2]. 
n-+oo 

Deze convergentie is echter niet uniform. Immers, op grond van (111.1) zou er voor 
uniforme convergentie bij gegeven s > ° een N(s) E IN gevonden moeten worden, 
zodat: 

1 
indien n > N(s), en wel voor alle XE [0, 2]. Nu is voor x = - de functiewaarde 

n 

J" ( :) = 2n, waarvoor zeker niet geldt: 2n < s als n groot genoeg is. N kan dus 

niet onafhankelijk van x worden gekozen, en de convergentie van {J,,} tot I is dus 
niet uniform op [0, 2]. 

Soms is het gemakkelijk de uniforme convergentie uit te drukken zonder de lirniet
functie I daarin te betrekken (een intrinsiek kenmerk dus). 

Stelling 

Laat de lunctierij {f,,} gedefinieerd zijn op een interval [a, b]. Noodzakelijke en vol
doende voorwaarde opdat {f,.} uniform convergeert tot een limietfunctie I is, dat er 
voor iedere s > ° een getal N(s), onafhankelijk van x, bestaat zo dat voor n > N(s) 
en m > N(s) geldt: 

1J,,(x) - Im(x)1 < s (111.4) 

en wel voor iedere x van het interval [a, b]. 

Bewijs: 

a De voorwaarde is noodzakelijk: Indien {f,,} uniform convergeert op [a, b] met 
limietfunctie f, dan bestaan er bij iedere s > ° twee gehele getallen N 1 en N 2 zo, 
dat geldt voor elke x E [a,b]: 

If,,(x) - I(x) I < l s, Ilm(x) - l(x)1 < ts 

voor n > N 1 en m > N 2. Als N(s) = max(N 1, N 2), geldt dus voor n, m > N(s): 
If.,(x) - Im(x) I = 1J,,(x) - I(x) + I(x) - Im(x) I ;;;; If,,(x) - I(x) I + 
+ I/(x) - Im(x) I < ls + ls = s, en dus (111.4). 
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b De voorwaarde is voldoende. Indien (111.4) geldt, dan volgt uit het algemeen con
vergentiekenmerk van Cauchy voor rijen (zie par. 85) dat de functierij {f,,} con
vergeert voor elke x van [0, bl, en dus een limietfunctie I definieert. Om de uni
forme convergentie aan te tonen, moeten we bewijzen dat er bij gegeven e > 0 
een No(e) onafhankelijk van x bestaat zo, dat: 

If(x) - f,.(x)1 < e 

als n > N o(e). 
We zullen dit doen met een hulpfunctie IJl" De keuze van deze IJl hangt weliswaar 
af van het punt x, maar speelt - zoals we zullen zien - geen rol meer in het resul
taat. We schrijven: 

If(x) - f,,(x) I ;;;; If(x) - fix) I + Ifix) - f,.(x) I 

met nader te bepalen Jl. Volgens het gegeven is er bij gegeven e > 0 een N 1(e), 

onafhankelijk van x, zo dat: 

If.,lx) - f,.(x)1 < !e 

als m, n > N 1(e) . 

Daar echter de rij in het punt x convergeert naar J, bestaat er een N 2(e, x), af
hankelijk van x zo, dat: 

I/(x) - Im(x)1 < !e 

als m > N 2(e, x). 

We kiezen nu n > N 1 (e) en de hulpfunctie IJl zo, dat Jl > max (N 1 (e), N 2(e, x». 
Dan geldt: 

I/(x) - f,,(x) I ;;;; I/(x) - IJl(x) I + l/P(x) - !n(x) I < !e + !e = e 

en dus onafhankelijk van x: 

I/(x) - !n(x)1 < e 

als n > N 1(e). 

112 Functiereeksen. Uniforme of gelijkmatige convergentie 

Uit de rij functies Un} kan men een andere rij functies afleiden door te beschouwen 
de rij {Sn} van de partiële sommen, d.w.z. Sn = 11 + 12 + ... + In> waarin de som 
van functies op de gebruikelijke wijze is gedefinieerd, nl. door: 

Sn(x) = lo(x) + 11 (x) + ... + fix) 

De op deze wijze uit de rij Un}gevormde rij {Sn} noemen we de uit Un} gevormde 
reeks van functies, notatie: 
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'Lfn 
n=1 

of ook wel: 

fo + f1 + f2 + ... ad infinitum 

We zullen nu zeggen dat de functiereeks convergeert in het punt XE Wals de ge-
<JO 

tallenreeks 'L fix) convergeert. 
n=O 

Als de functiereeks convergeert 'ti x E U c W, dan bestaat dus voor elke x E U het 

getal lim Six) (dat we op grond van vroegere afspraken óók noteren als L fn(x) 
n~oo n=l 

(zie par. 90), en hiermee kan men op U een functie S definiëren door Sex) = 
<JO 

= Iim Sn(x). Men noemt dan de functie S de somfunctie van de reeks 'L fn> en de 
n-t-oo 11= 1 

functies fn noemen we de termen van de reeks. 

Een machtreeks in x heeft de eigenschap dat in het inwendige van het convergentie
interval de somfunctie van de reeks een' differentieerbare functie is van x. Niet iedere 
reeks, waarvan de termen afhangen van x, heeft deze eigenschap. Zelfs mag men in
dien de termen bepaald zijn door continue functies van x, a priori niet eens tot de 
continuïteit van de somfunctie besluiten. We lichten dit toe met een voorbeeld. De 
reeks: 

(1I2.1) 

is voor lxi < I een convergente meetkundige reeks met reden x 2 en beginterm 
x2 (1 - x 2

). Voor lxi < I is de somfunctie <p gedefinieerd door: 

Voor x = ± 1 zijn alle termen van de reeks nul, dus ook de somfunctie <p voldoet aan: 

<p(± 1) = 0 

Hoewel de termen van de reeks in het gehele interval [- 1, 1] bepaald zijn door 
continue functies, is <p in de eindpunten van het interval discontinu. In fig. 100 is de 
de functie .voorgesteld, benevens de partiële som S3(X). Het gedrag van S3(X) laat 
reeds zien hoe de partiële sommen Sn(x) zich zullen gedragen voor grotere n. In de 
buurt van de oorsprong sluiten de krommen met vergelijking y = Six) zich nauw 
bij de parabool met vergelijking y = x 2 aan, terwijl de krommen in de buurt van 
± 1 met een scherpe hoek afbuigen naar de x-as. 
Om na te gaan in welke gevallen men tot de continuïteit kan besluiten van de som-
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Fig. 100 

functie van een convergente reeks, waarvan de termen bepaald zijn door functies 
van x, geven we eerst nog eens de definitie van convergentie. 
De reeks L Un heet convergent in het punt x, indien lim Sn(x) = Sex). Volgens de 

n .... oo 

limietdefinitie moet er dus bij iedere e > 0 een vast getal N bestaan, zo dat: 

IS(x) - SII(X) I < e, zodra n > N (112.2) 

Het getal N zal, omdat un(x) afhangt van x, in het algemeen behalve van e ook van 
x afhankelijk zijn, en dus voor te stellen zijn door N(e, x). We nemen als voorbeeld 
de reeks (112.1) op het interval < -1, I). 

x2n+2(1 _ x 2) 
Sex) - Sn(X) = Rn(x) = I 2 = X2n+2 

-x 

In e 
I RnCx) I < e~lxI2n+2 < e~2n + 2 >-

In lxi 
Dus I Rn(x) I < e als: 

tlne 
n > -- - I = N(e, x) 

In lxi 
(112.3) 

. Uit (112.3) ziet men dat als lxi --t 1, er bij een gegeven e een steeds grotere N vereist 
wordt om aan (112.2) te voldoen. Er is in dit geval ook geen getal N te vinden dat 
niet van x afhangt, zo dat aan (112.3) voldaan is voor alle XE < -1, I). Bestaat er 
echter bij iedere x van zeker interval en iedere e > 0 een getal N dat slechts van e 
en niet van x afhangt, dan noemt men de reeks uniform of gelijkmatig convergent op 
dit interval. 

Definitie 
00 

Een functiereeks L Un heet uniform of gelijkmatig convergent op het gesloten interval 
n= 1 

[a, b], indien er bij iedere e > 0 een getal N(e) bestaat dat onafhankelijk is van x, zo dat: 

IS(x) - Sn(x) I = I RnCx) I < e, als n > N(e) 

voor iedere x van het interval [a, b]. 
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N.B. Uniforme convergentie vaneen functiereeks betekent dus uniforme conver
gentie van de rij van partiële sommen van die reeks. 
Uit het algemene convergentiekenmerk voor reeksen (par. 91) volgt de volgende 
stelling. 

Stelling 

IX) 

De functiereeks L un is dan en slechts dan uniform convergent op het interval [a, b], als 
n=l 

voor iedere e > 0 een getal N(8) onafhankelijk van x, bestaat zo dat voor n > N en 
m> N geldt: 

ISm(x) - SnCx) I < 8 

voor iedere x van het interval [a, b]. 

Het bewijs van deze stelling volgt zeer eenvoudig uit dat van par. 111, stelling, door 
als functierij {f,.} de rij {Sn} van de partiële sommen te nemen. 
De lezer merke op dat uniforme convergentie slechts betekenis heeft op een interval, 
dit in tegenstelling met "gewone" convergentie die voor een punt gedefinieerd wordt. 

Voorbeeld 

IX) IX) (_I)n-l 
L uix) = L 2 

n= 1 n= 1 n + x 

1 1 --.,,- - _._- + --:=-

1 + x 2 2 + x2 3 + x 2 

Deze reeks is alternerend, de termen naderen in absolute waarde monotoon tot nul, 
de reeks is dus convergent '<Ix E IR. Verder is (zie par. 99): 

I 
I RnCx) I < lun + 1 (x) I = 2 

n+l+x 

I 1 
{IRix)1 < e} <:> {n + 1 + x 2 > -} <:> {n > - - 1 - x2

} 
e e 

1 1 
Kiezen we N = - - 1, dan is dus I Rn(x) I < 8, indien n> N = - - 1, waarbij 

8 e 
dus N onafhankelijk is van x. De gegeven reeks is dus uniform convergent op de 
gehele reële as. 

113 Continuïteit van limietfunctie en somfunctie bij uniforme convergentie 

Stelling 1 

Laat de functierij U;,} gedefinieerd zijn op [a, b] en uniform convergeren op dit inter-
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val naar een limietfunctie f, terwijl in een vast punt Xo E [a, b] elk van de functies /,. 

continu is. Dan is de limietfunctie f continu in xo. 

Hieruit volgt: 

Als alle /,. continu zijn in [a, b], dan is f continu in [a, b]. 

Bewijs: 

Stel dat x en Xo twee punten van [a, b] zijn, en e > 0, dan g~ldt voor elke n E IN: 

f(x) - f(xo) = {f(x) - /,.(x)} + {f,,(x) - f,,(xo)} + {f,,(xo) - f(xo)} 

en dus: 

If(x) - f(xo) I ~ If(x) - /,.(x) I + If,,(x) - f,,(xo) I + I/"(xo) - f(xo)l. 

Omdat de rij {f,,} uniform convergeert naar f, bestaat er een positief getal N(e), 

onafhankelijk van x, zodat voor elke n > N(e) geldt: 

If(x) - /,,(x)1 < te, If,,(xo) - f(xo)1 < te 

We kiezen nu een vaste n > N(e), dan is dus bij deze vaste n: 

If(x) - f(xo) I < I/"(x) - f,,(xo)1 + le 

fn is continu in Xo, d.w.z. bij de gegeven e bestaat een getal ~ > 0, zo dat: 

I/"(x) - /,.(xo)1 < te als Ix - xol < ~ 

Uit (113.1) en (113.2) volgt: 

If(x) - f(xo)1 < e als Ix - xol < ~, 

dus is f continu in Xo. 

Opmerking: 

(113.1) 

(113.2) 

In het bewijs is verondersteld dat Xo een inwendig punt is van [a, b]. Is Xo een rand
punt van [a, b], dan verloopt het bewijs zeer eenvoudig met voor de hand liggende 
wijzigingen. 

Stelling 2 

00 

Als de functies Un continu zijn in [a, b] en de reeks L unCx) uniform convergeert in 
n=O n 

[a, b], dan is de somfunctie S gedefinieerd door Sex) = lim L uk(x) een continue 
functie in [a, b]. n"'oo k=O 

Het bewijs volgt uit dat van stelling 1 door voor de functierij {f,,} de rij {Sn} = 
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" = n:: Uk} te nemen, en te bedenken dat S", als som van een eindig aantal continue 
k=O 

functies, zelf continu is in Xo. 

'Opmerking: 

De voorwaarde van uniforme convergentie voor de continuïteit van de som S is 
een voldoende voorwaarde, geen noodzakelijke. Dus als S continu is, dan mag men 
nog niet besluiten dat de reeks uniform convergeert. Wel geldt natuurlijk: als de 
somfunctie S niet continu is in [a, b], dan is de reeks niet uniform convergent op 
[a, b]. 

114 Het criterium van Weierstrasz 

In het algemeen is er geen noodzakelijke en voldoende voorwaarde aan te geven 
waaraan de termen van de reeks L un moeten voldoen opdat de reeks uniform con
vergeert. In de meeste gevallen kan men volstaan met het volgende criterium van 
Weierstrasz. 

Criterium van Weierstrasz 

Indien de termen van de reeks L Un voldoen aan I un(x) I < Cn, (waarin Cn onafhankelijk 
van x is) voor alle x van het interval [a, b], en L cn is convergent, dan is L un uniform 
convergent op [a, b]. 

Bewijs: 

Zij S,.(x) een partiële som van L u,.(x), en T" de overeenkomstige van L Cn, dan 
is voor m > n: 

ISm(x) - Sn(x) I = lun+ 1(x) + ... + Um(x) I < cn+ 1 + ... + Cm = Tm - T" (114.1) 

De reeks L Cn is convergent. Volgens par. 91 bestaat bij gegeven e > 0 een getal 
N(e) zodat Tm - Tn < e als m > n > N(e). Voor deze N(e), die onafhankelijk is 
van x, is dus volgens (114.1) ook ISm(x) - Sn(x) I < e, zodat volgens de Stelling 
van par. 112, de reeks L Un uniform convergeert op [0, b]. 

Voorbeeld 

00 sin nx 
De reeks L Un met u,.(x) = --2- is uniform convergent op de gehele x-as. want: 

n=l n 
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1 
en de reeks L 2 is convergent (HHR, p = 2). 

n 

Stelling 

Heeft de machtreeks L cnx" de convergentiestraal p, en is r een positief getal kleiner 
dan p, dan is de machtreeks uniform convergent op het interval lxi ~ r. 

Bewijs: 

Icnx"1 ~ Icnl rn 

De reeks L I cnl r" is convergent, de termen zijn onafhankelijk van x. Volgens het 
criterium van Weierstrasz is dus L cnX" uniform convergent voor lxi ~ r. 

Uitgewerkte opgaven over uniforme convergentie 

1. Gegeven is de reeks 

x 
met Uk(X) = (kx+ 1){ (k + l)x + I} (x ~ 0) 

Sn(x) is gedefinieerd door 

n 

Sn(x) = L Uk(X) 

k=O 

B .. S ( ) (n + l)x 
a. eWIJS: n X = (n + l)x + 1 

b. Bewijs dat de reeks convergeert voor alle x ~ 0 en bepaal de somfunctie S(x). 
c. Bewijs dat de reeks uniform convergeert voor alle x met 0 < pS; x. 

Uitwerking 
n X 

a. Sn(x) = L (kx+ 1){ (k + l)x + I} = 
k=O 

X X X 
= 1 (x + 1) + (x + 1)(2x + 1) + ... + (nx + 1){ (n + I)x + 1 

= (t -x ! 1) + (x ! 1 - 2x 1+ 1) + ... + (nx ~ 1 - (n + /)X + 1) 
1 1 (n + l)x 

= T - (n + l)x + 1 = (n + l)x + 1 
Dit resultaat is ook met volledige inductie te bewijzen. Ga dit na. 

b. We stellen S(x) = 1im Sn(x). 
n->~ 
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Er geldt dat S(O) = O. 
Voor x 1= 0 geldt 

Sex) = lim (n + l)x 1 = lim ---=--1~- = 1 
n ... = (n + l)x + n ... = 

+ (n + l)x 

De reeks is dus convergent voor alle x ~ O. 

De somfunctie is niet continu in 0 en de reeks is dan dus niet uniform convergent op een 
interval dat 0 bevat! 

c. We beschouwen nu het interval ° < p ~ x. 
Hier geldt: 

(n + l)x 1 
IS(x)-Sn(x)I=II- Cn + l)x + 1 1=(n + l)x + 1 <e 

indien (n + l)x + 1 > 1 dus n + 1 > (1 - 1)1 
e e x 

1 1 
Er geldt echter - ~-p x 

1 1 
dus als n + 1 > - (- - 1) (*) 

P e 
dan geldt zeker 

I 1 
n + 1> - (- - 1) voor alle x ~ ° x e 
De reeks is dus uniform convergent op het interval [P,oo) met p > 0, want de nuit (*) is 
oanfhankelijk van de keuze van x op dit interval. 
d. Zou echter x liggen op het interval [0,00) dan blijkt de eis: 

1 1 
n + I > - (- -1) 

x e 

maar het rechterlid stijgt boven alle grenzen als x ~ 0; voor dit interval is dus niet één - van 
x onafhankelijke - n aan te wijzen waarvoor geldt: 
IS(x) - Sn(x)1 < E voor alle x ~ 0. 
We zien dus nogmaals dat de reeks niet uniform convergeert op het interval [o,~). 

= 
2. Gegeven is de reeks Lak(X) 

k=l 

met ak(x) = x(I - kx)(1 - x)k-l 

a. Bewijs dat de reeks absoluut convergeeert indien x E [0,1] 
n 

b. Indien Sn(x) = ~>k(X), bewijs dan 
k=l 

Sn(x) = nx(1 - x)n. 

c. Bereken Iim Sn(x) voor x E [0,1] 
n ... = 
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d. Bewijs dat de reeks uniform convergeert voor 0 < p $ x $ 1. 

e. Bewijs dat de reeks niet uniform convergeert voor 0 $ x $ 1. 

Uitwerking 
a. Voor x = 0 en x = 1 geldt ak = O. 
Voor 0 < x < 1 passen we het kenmerk van d' Alembert toe: 

I ak+\ I = I x{1 - (k + l)x} (1 - x)k I = 
ak x(1 - kx) (1 - x)k-I 

I 

{1 - (k + l)x}(1 - x) 
1 - kx 

lim I ak+I I = lim I (k+i- x)(1 - x) I 
ak k->~ 1 kx 

=0 -x) < 1, 

k+T- k+T 

dus de reeks is absoluut convergent op [0,1]. 

b. We passen volledige inductie toe: 
n = 1 S I (x) = a \ (x) = x(1 - x) = I· x( 1 - x) I . 

Stel Sn(x) = nx(l - x)n (n ~ 2), dan geldt: 

Sn+I(X) = Sn(x) + an+I(x) = nx(1 - x)n + x{1 - (n + l)x}(1 - x)n 
=x(l-x)n {n + 1-(n + l)x} = (n + l)x(1_x)n+I. 

c. We zien dan uit het bovenstaande resultaat 

Sex) = lim Sn(x) = lim nx(l - x)n = 0 voor 0 $ x $ 1. 
n----tOO n----t OO 

d. Met de resultaten van c. en d. zien we: 

IS(x) - Sn(x)1 = ISn(x)1 = nx(1 - x)n. 

Nu geldt voor 0 < p ~ x ~ 1 dat 1 - x ~ 1 - p, dus IS(x) - Sn(x)1 < n(1 _ p)n. 

Er geldt evenwel dat n(1 - p)n -t 0 als n -t 00 (voor 0 < p < 1), want n(1 _ p)n = nen1n(l-p) 

= .!!:....t (met t> 0) en lim .!!:....t = O. Dus voor n groot genoeg en E> 0 geldt, onafhankelijk van 
en n->~ en 

de keuze van x op 0 < p $ x $ 1: 

IS(x) - Sn(x)1 = nx(1 - x)n $ n(1 - p)n < E 

en dit betekent de uniforme convergentie van de reeks op dit interval. 

e. Het eenvoudig criterium om te besluiten tot 
niet-uniforme convergentie, nl. de disconti-
nuïteit van de somfunctie, gaat hier niet op, 
daar Sex) == O. Daarom passen we een ander
eveneens beproefd - middel toe: we onder
zoeken het verloop van Sn(x) voor verschil
lende waarden van n. 

1/4 

o 

y 

1/2 

Voor n = 1 is dit eenvoudig: SI = x( 1 - x), de grafiek is dan een parabool. 

x 
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Algemeen (n ;;::: 2): Sn(x) = nx(1 - x)n 

Sn' (x) = n(1 - x)n - n2x(I - x)n-l 

=n(1-x)n-l{1- (n + l)x}. 

In (1,0) loopt de raaklijn horizontaal en er is een maximum voor x = n ~ 1 ter grootte van 

_n_ (1 __ I_)n = (_n_)n+l = (1 __ I_)n+l 
n+I n+I n+I n+I 

y 

.1. 
e 

(1 __ 1_)n+1 ____ _ 
n+1 

~ 
2e 

E 

o _1_ 
n+1 

x 

en dit nadert tot ~ als n nadert tot 
oneindig. Ook, merken we op: S'(O) = 
n. We zien dat bij toenemende n de 
top naar links verschuift en dat df 
ordinaat daarvan steeds dichter bij e 
komt. Het is dus niet mogelijk n zó te 
kiezen dat voor alle x op [0,1] geldt 
ISn(x)1 < e. Exacter gezegd: er is een 

no zodat voor n > no geldt: 

1 1 Ie - Sn(xo)1 < 2e 

1 
en dus ISn(xo)1 > 2e 

als Xo de waarde is waarvoor Sn(x) 

zijn maximum (1 - (n ~ Il+1 bereikt, (nI. (n ~ 1))· Kiest men nu e = 1/2e dan geldt 

dus zeker niet voor elke x E [0,1] dat 

1 
IS(x) - Sn(x)1 = ISn(x)I < 2e 

vanaf een zekere no. 

y 

E 

o 
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Men ziet ook dat dit wel lukt op 0 < p :5; x :5; 1. 

Aanschouwelijk: bij gegeven E> 0 kan men no zo groot 

kiezen voor alle n > no de grafiek van Sn(x) vanaf x = p 
'onder' de lijn y = e ligt. 



115 Het integreren van uniform convergente rijen en reeksen 

Stelling 1 

Als de functies f,. {n = 0, 1, ... } continu zijn in [a, b], en de rij {f,.} uniform conver
geert naar de functie f op [a, b], dan geldt: 

S!f(x)dx = lim S!f,.(x)dx (115.1) 
n-+oo 

oftewel: 

S: lim.f..(x)dx = lim S: fn(x)dx, 
n-+oo n-+oo 

hetgeen betekent dat in dit geval integratie en limiet overgang verwisseld mogen 

worden. 

Bewijs: 

S:f,.(x)dx -S:f(x)dx = S: {f,.(x) - f(x)}dx 

zodat: 

IS:f,.(x)dx - S:f(x)dxl ~ S: Ifix) - f(x)ldx (115.2) 

Daar {f,,} uniform convergeert naar f op [a, b], kan men bij gegeven e > 0 een 
getal N(e), onafhankelijk van x , kiezen zo, dat voor n > N(e) geldt: 

e 
If,,(x) - f(x) I < -

b-a 

voor a ~ x ~ b. 
Uit (115.2) en (115.3) volgt voor n > N(e): 

IS:f,.(x)dx - S:f(x)dxl < fQ

-

e
- dx = e, 

bb - a 

maar dit is juist de bewering (115.1). 

Voorbeeld 

(115.3) 

We nemen als illustratie (tegenvoorbeeld) de rij {f,.}, gedefinieerd op [0,2], uit 
par. 111, voorbeeld 3. Zoals we daar zagen is f(x) = 0 voor alle x in [0, 2], zodat 
S:f(x)dx = O. 
Uit fig. 99 zien we dat S:/,,(x)dx de oppervlakte van de getekende driehoek voor-

2. 2 
stelt, en dus gelijk is aan t· -' 2n = 2, en dus is ook lim J o/,,(x)dx = 2. Er geldt 

n n-+ 00 

nu: 
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f~f(x)dx :j= lim f~j~(x)dx 
n .... "" 

De convergentie van {f,,} naar f is dan ook niet uniform. 

We merken nog op dat uniforme convergentie een voldoende voorwaarde is voor 
het geldig zijn van (115.1). 
De uniforme convergentie is hiervoor geen noodzakelijke voorwaarde. Het is moge
lijk dat (115.1) geldt, zonder dat {f,,} uniform tot f convergeert. Hadden we in 
bovenstaand voorbeeld de hoogte van de driehoek 2.j n in plaats van 2n genomen, 
dan zou gelden : 

f
2 2 

tim f,,(x)dx = lim----y- = 0 
n~oo 0 n ..... oo ",n 

Hier geldt dus (115.1) zonder dat de betrokken rij uniform convergeert. 
Daarentegen is in par. 111, voorbeeld 2, de convergentie van {f,,}, gedefinieerd door 

~ 
j,,(x) = - op [0, 1], wél uniform, zoals daar is aangetoond. Hier geldt dus daarom 

n 
reeds (115.1), terwijl ook berekening laat zien: 

. f1 ~ ~+1 11 1 
limnf,,(x)dx = tim - dx = lim - = lim----= 0, 

n .... "" n .... "" 0 n n .... "" n(n + 1) 0 n .... "" n(n + 1) 

en wegens f(x) == 0 op [0,1] : J~f(x)dx = o. 

Stelling 2 

"" Stel dat de functies Un continu zijn in [a, b], en dat de reeks L un(x) uniform conver-
geert op [a, b] met somfunctie S, dan geldt: n=O 

"" J~ S(x)dx = L J~ un(x)dx (115.4) 
n=O 

Ook hier volgt het bewijs uit dat van stelling 1 door voor de functierij {j,,} de 
n 

functierij {Sn} = { L Uk} te nemen, en te bedenken dat de integraal van een som 
k=O 

van een eindig aantal functies gelijk is aan de som van de integralen van die functies. 

Opmerking: 

Ook hier geldt dat uniforme convergentie een voldoende doch geen noodzakelijke 
voorwaarde is voor het geldig zijn van (115.4). 
Men "mag" dus een op [a, b] uniform convergente reeks van continue functies 
j" termgewijs integreren, en de geïntegreerde reeks heeft als somfunctie de integraal 
van de somfunctie van de eerste reeks. Uniform convergente reeksen gedragen zich 
t.O.V. integratie net als eindige sommen. 
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116 Het differentiëren van uniform convergente rijen en reeksen 

Men zou kunnen denken dat de uniforme convergentie van een functierij U;,} tot 
een limietfunctie f een voldoende voorwaarde zou zijn om te kunnen beweren: 

f'(x) = lim f~(x) 
n-+oo 

oftewel: 

d d 
- lim f,.(x) = lim- fix) 
dx n-+oo n-+oo dx 

hetgeen betekent dat in dit geval differentiatie en limietovergang verwisseld mogen 
worden. 
Dit is echter onjuist. De volgende stelling leert ons dat we de uniforme convergentie 
van de functierij {f~} moeten bekijken. 

Stelling 1 

Laat de functies f,. van de rij {f,.} gedefinieerd zijn en continue afgeleiden bezitten op 
het interval [a, b). Laat de rij {f~} uniform convergent zijn op [a, b) en laat de rij 
{f,.} convergent zijn met limietfunctie f Dan is f differentieerbaar en geldt: 

f'(x) = limf~(x) 
n-+oo 

Bewijs: 

De rij {f~} is uniform convergent op [a, b). We noemen de limietfunctie h. We moe
ten dan bewijzen dat h(x) = f'(x). Daar {f~} op [a, b] uniform convergeert naar h, 
is h volgens par. 113, stelling 1 continu in [a, b], en dus ook in ieder deelinterval 
[a, x) daarvan, zodat J~ h(t)dt bestaat voor alle x E [a, b). Verder kunnen we vol
gens par. 115, stelling 1 schrijven: 

J~ h(t)dt = lim J~f~(t)dt (116.1) 
n-+ 00 

Nu is: 

J~f~(t)dt = f,.(x) - f,.(a) 

Daar f,.(x) --+ f(x) voor n --+ 00, gaat (116.1) over in: 

J~ h(t)dt = f(x) - f(a) 

of: 

f(x) = J~ h(t)dt + f(a) (116.2) 

Volgens par. 30 (hoofdstelling van de integraalrekening) is J~ h(t)dt differentieer-
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baar, en dus volgens (116.2) is f differentieerbaar met f'(x) = h(x). Hiermee is 
de stelling bewezen. 

Men zou kunnen vermoeden dat ook in het geval van een uniform convergente 
reeks de somfunctie differentieerbaar is en wel door termsgewijze differentiatie. Dit 
is in het algemeen niet het geval. We nemen als voorbeeld de reeks: 

<Xl sin nx 
L u" met u,,(x) = --2-

,,=1 n 
(116.4) 

waarvan we in par. 114 bewezen hebben dat deze uniform convergent is voor alle 
x E IR. De reeks: 

<Xl cos nx 
L--

,,=1 n 

die uit (116.4) door termsgewijze differentiëren ontstaat, is echter voor x = 2k1t 
(k geheel) divergent, omdat ze voor deze waarden overgaat in de divergente harmo
nische reeks. Er geldt evenwel de volgende stelling. 

Stelling 2 

Stel dat de functies u" (n = 0, 1, 2, ... ) in [a, b] continue afgeleiden u~ hebben, terwijl 
<Xl <Xl 

de reeks L u" convergeert op [a, b] met somfunctie S, en de reeks L u~ uniform con-
,,=1 11=1 

vergeert op [a, b] met som T. Dan geldt: 

dS(x) = T(x) 
dx 

Het bewijs van deze stelling wordt, evenals bij de vorige stellingen, analoog geleverd 
door de rij van de partiële sommen te beschouwen. 

In par. 110 is aangetoond dat de machtreeks L nc"x"-l die uit L c"x" door terms
gewijze differentiëren ontstaat, dezelfde convergentiestraal heeft als de oorspronke
lijke. Omdat een machtreeks uniform convergent is op ieder gesloten interval dat 
binnen het convergentiegebied ligt, is dus bij een machtreeks aan de hierboven ge
noemde voorwaarden voldaan. De functie die door een machtreeks wordt voorgesteld 
is dus binnen zijn convergentiegebied differentieerbaar en wel door termsgewijze 
differentiatie (en dus oneindig vaak differentieerbaar). 

117 Numerieke berekeningen. Schatting van de restterm 

In deze paragraaf spreken we over reeksen met termen die alleen van het rangnummer 
afhangen. Het is gebruikelijk om dan te spreken van reeksen met constante termen. 
Voor numerieke berekeningen is het noodzakelijk een schatting te maken van de 
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grootte van de restterm Rm die men verkrijgt als men de reeks na de term Un af
breekt. Een bruikbare schatting kan men eenvoudig verkrijgen als vanaf zeker rang
nummer N geldt: 

I U::l I ~ r < 1 

Voor n ~ N is dan: 

IUn+ll ~ rlunl, IUn+21 ~ rlun+ll ~ r2lunl, IUn+31 ~ r 31unl 

en algemeen: 

lunHI ;;; lunl,J< (k = 1,2, ... ) 

Dus is: 

Voorbeeld 1 

x2 x"-1 
eX = 1 + x + Tl + ... (n _ I)! + Rn-l(X) 

Voor deze reeks is: 

I U::1 I = lxi· (n:! I)! = n 1:1 1 = r (bij vaste x) 

Kiest men n zo groot dat (n + 1) > lxi is, dan is 0 ;;; r < 1, en is: 

I 
x" x"+1 x"+2 I 

IRn-l(x)1 = -;;T + (n + I)! + (n + 2)! + .. " ;;; 

Ixln 1 <_._---
= n! lxi 

1--
n + 1 

Ixln(n + 1) 

n!(n + 1 - lxI) 

Neemt men in het bijzonder x = 1, dan is: 

1 n + 1 IRn - 1(I)1 < _._-
n! n 

voor iedere n E IN 

Voor berekening van e in minstens drie decimalen nauwkeurig, is het voldoende 
n = 7 te nemen, want: 

1 8 1 1 
-"- = -- = -- < 00003 
7! 7 7·630 4410 ' 

dus is : 
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1 1 1 1 1 
e = 1 + 1 + - + - + - + - + - + R6 

2! 3! 4! 5! 6! 

= 2,718 .. . + R6 

waarbij R6 < 0,0003 is. 

Voorbeeld 2 

Bereken ~1,1 in 5 decimalen nauwkeurig. 

Oplossing: 
We ontwikkelen de wortel met behulp van de binomiaalreeks (par. 108, hoofdstuk 7), 
waarvoor ct = t en x = 0,1. 

( ct) +1 (IX) n Un+l = n + 1 X' , un = n x 

\

Un+ 1 \ \IX(IX-I) ... (IX-n) n! I 
-u-

n
- = lxi' (n + I)! . -ct-'--(IX---I)-.-. -. (-IX---n-+-I-'--) 

=Ixl' --I 
ct - n I 
n + 1 

n-! 
= 0,1'-- < 0,1 

n + 1 
voor iedere n E IN 

IUnl -I-Ht - 1) ... H - n + 1) I (0,1)" 
IRn-11<~- n! 1-0,1 

Neemt men n = 4, dan volgt: 

\ 

t(t - 1)(t - 2)(t - 3) I (0,1)4 
IR31 -< 4! . 1 _ 0,1- < 0,000005 

Hieruit volgt: 

3/1 1 = 1 + 0,1 + t(t - 1) '(0 1)2 + 1(t - I)(t - 2) (01)3 + R 
Y , 3 2!' 3! ' 3 

Na enige becijfering volgt hieruit: 

~I,I = 1,03228 met een fout kleiner dan 10- 5
• 

Een eenvoudige schatting van de fout die men bij het afbreken van een reeks maakt, 
heeft men bij een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde mono
toon tot nul naderen. In par. 99 is aangetoond, dat de fout die men bij het afbreken 
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maakt, kleiner is dan de absolute waarde van de eerste weggelaten term. Bij voor
beeld 2 voldoet de binomiaalreeks voor .vI,I aan de gestelde voorwaarden; we had
den dus de benadering eenvoudiger kunnen vinden, omdat IR31 < IU41 is. 

118 Divergente reeksen. Sommeerbaarheid 

In par. 90 zijn de begrippen "convergente en divergente reeksen" en "som van een 
convergente reeks" behandeld. Een reeks heet convergent als de rij van de partiële 
sommen: 

Sn = Ui + U2 + ... + Un 

een limiet heeft. Deze limiet wordt dan de som S van de reeks genoemd. 

S = lim (Ui + U2 + ... + Un) 
n-+ex> 

Bestaat deze limiet niet, dan heet de reeks divergent. 
Van deze twee klassen van reeksen hebben de convergente reeksen bijna uitsluitend 
onze aandacht gehad, en men zou hieruit de indruk verkregen kunnen hebben, dat 
de divergente reeksen van geen of tenminste twijfelachtige waarde en zeker als onbe
langrijk beschouwd kunnen worden. Dit is geenszins het geval. Het blijkt nl. dat bij 
vele toepassingen uit de techniek men met divergente reeksen te maken krijgt, en dat 
qaarbij de behandeling van de restterm, 'ontstaan bij het afbreken na een zeker aantal 
termen, een voorname rol speelt. Zo kan bij een functie f die gegeven is door zijn 
Maclaurin-ontwikkeling, het gedrag van de functie voor zeer grote waarden van x van 
groot belang zijn. De theorie van deze Z.g. asymptotische ontwikkelingen van een 
functie valt buiten het bestek van dit boek. 
Een ander aspect bij de divergente reeksen is de gerechtvaardigde vraag of deze 
reeksen buiten de behandelingssfeer vallen omdat de bovengenoemde definitie van 
convergentie en som misschien niet de gunstigste is. Al is de gebruikte definitie wel
licht voor de hand liggend, het is zeker niet de enig mogelijke. 

De in par. 90 genoemde reeks: 
ex> 

~ (_I)n = 1 - 1 + 1 - 1 + ... 
n=O 

ex> 

dus de meetkundige reeks ~ x" voor x = -1, heeft als partiële som: 
n=O 

Sn = Hl + (_l)n} (n = 0, 1, 2, ... ) 

dus voor opvolgende n de waarden 0 en 1. Daar Sn voor n -+ 00 geen limiet heeft, 
is deze reeks als divergent aangemerkt. 
Vormt men het rekenkundig gemiddelde: 
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So + Sl + ... + Sn 
T = --------------

n nt 1 

dan vindt men: 

1 + (-1)" 
Tn = 1- + 4(n + 1) 

(n = 0, 1,2, ... ) 

Laat men n onbeperkt aangroeien, dan nadert Tn tot }. 
Dus als men definieert dat een reeks convergent is als lim Tn bestaat en gelijk is 

00 n .... oo 

aan S, dan is in deze zin L (-1)" convergent met som 1-. De reeks heet dan som-
"=0 

meerbaar volgens deze definitie. De waarde 1- is dezelfde als die Euler (1707-1783) 
reeds aan de som gaf, toen hij in de formule voor de som van de meetkundige reeks: 

00 1 
Lx"=--

n=O 1 - x 

ook de waarde x = -1 substitueerde. 
Men kan gemakkelijk bewijzen dat als een reeks convergent is volgens de gebruike
lijke definitie dit ook het geval is bij de laatst gegeven definitie. 
Naast deze definitie bestaat er nog een aantal, waardoor men, in plaats van het 
oorspronkelijk convergentiebegrip, met succes een somwaarde aan een reeks kan 
toevoegen. Aan al deze definities wordt een passende benaming gegeven. Onder de 
"convergentie" van een reeks wordt dan verstaan hetgeen uit de oorspronkelijke 
definitie volgt. Wordt volgens een andere definitie aan een reeks een som S toege
kend (zoals bij het gegeven voorbeeld met het rekenkundig gemiddelde van de par
tiële sommen), dan heet de reeks sommeerbaar in bepaalde zin, en S de waarde (of 
ook wel som) van de reeks. 
Ook op de theorie van de in de literatuur bekende definities van sommeerbaarheid 
gaan we hier niet verder in. 
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hoofdstuk 8 

Vergelijkingen 

119 Algebraïsche vergelijkingen 

In par. 51 is reeds gesproken over algebraïsche vergelijkingen. In deze paragraaf 
zullen we hier uitvoeriger op ingaan. Allereerst herhalen we enkele begrippen. 
Onder een veelterm (polynoom) in z met coëfficiënten in het lichaam C der complexe 
getallen verstaan we een uitdrukking van de gedaante: 

(ao '1= 0, nE {O, 1,2, . .. }) 

waarin ao, al' a2' ... , an complexe, eventueel reële, getallen zijn, die we de coëfficiën
ten van het polynoom noemen; z is een veranderlijke grootheid. 
De veelterm wordt aangeduid door P(z), eventueel Pn(z). 
Het is duidelijk dat een veelterm P(z) een functie op edefinieert, nl. de gehele ratio
nale functie: z ~ P(z) (z E C). 
Onder de graad van een veelterm verstaat men de exponent van de hoogste macht van z, 
voor zover de bijbehorende coëfficiënt van nul verschilt. De graad van een constante 
veelterm (t: 0) is dus O. De veelterm 0 heeft geen graad. De complexe getallen Zo, 

waarvoor geldt P(zo) = 0, noemt men de nulpunten van het polynoom P(z) of de wortels 
van de vergelijking P(z) = O. 

Bijzondere gevallen zijn de reeds behandelde vergelijkingen van de eerste en van de 
tweede graad, en de binomiale vergelijking zn = (1.. In deze gevallen bleek de verge
lijking juist zoveel wortels te hebben als de graad bedraagt. Deze eigenschap heeft 
iedere algebraïsche vergelijking. Ze berust op de van d' Alembert afkomstige hoofd
stelling van de algebra. 

Hoofdstelling 

Iedere algebraïsche vergelijking heeft minstens een wortel in het lichaam der complexe 
getallen. 
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Het bewijs van deze stelling valt buiten het bestek van dit boek. 
Aanvaarden wij deze stelling, dan volgt eenvoudig dat een vergelijking van de graad n 
juist n wortels heeft. Om dit te bewijzen gebruiken we de volgende stelling. 

Stelling 

De vergelijldng P(z) = 0 heeft de wortel al, dan en slechts dan als P(z) deelbaar is door 

z - al. 

Deelbaar zijn door (z - al) betekent in dit verband dat P(z) = (z - a})Q(z) waarin Q(z) een 
veeltenn in z is (eventueel een constante). 

Bewijs: 

We kunnen schrijven (voortgezette deling): 

P(z) = (z - al)Q(z) + R (119.1) 

waarin R een constante is. 

Als P(z) de wortel al heeft, dan volgt uit (119.1): 

en dus R = 0, en is P(z) deelbaar door z - al. 

Omgekeerd: Als P(z) deelbaar is door z - ah dan is R = 0, en geldt 

en heeft P(z) de wortel al. 

Noemen we Q(z) het quotiënt P(z)/(z - CXl)' dan is dus: 

P(z) = (z - CXl) Q(z) (119.2) 

De veelterm Q(z) is van de graad (n - 1). Tenzij n = 1 heeft de vergelijking Q(z) = 0 
een wortel CX2' die in het algemeen verschillend zal zijn van CX l , dus is: 

waarin R(z) een veelterm in z is van de graad (n - 2). Zo kan men doorgaan tot men 
komt tot een veelterm van de nulde graad, d.i. een constante. Door gelijkstelling 

vindt men dat deze constante gelijk aan ao moet zijn, zodat in het algemeen: 

(119.3) 

Is voor de wortel z = cx} de veelterm P(z) deelbaar door (z - CXj)k en niet door 
(z - CX)k+l, dan noemt men CX) een k-voudige wortel. Rekent men een k-voudige 
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wortel voor k enkelvoudige wortels, dan geldt algemeen: 
Een algebraïsche vergelijking van de ne graad met coëfficiënten in (C heeft juist n wortels in 
(C. 
In het volgende zullen we ons steeds beperken tot algebraïsche vergelijkingen met 
reële coëfficiënten, al laten we toe dat z niet reële waarden aanneemt. 

120 Meervoudige wortels van een algebraïsche vergelijking 

Is f een functie van de complexe veranderlijke z, en bestaat lim fez) - f(zo) = f'(zo), 

dan noemt men f'(zo) de afgeleide van f in Zo. z .... Zo z - Zo 

Op de voorwaarden voor het bestaan vanf'(zo) gaan wij niet verder in, we vermelden 
slechts dat een gehele rationale functie P een afgeleide P' bezit, en dat P' dezelfde 
gedaante heeft als bij een gehele rationale functie van een reële veranderlijke. 
Voor het onderzoek naar de meervoudige wortels van een algebraïsche vergelijking 
is de volgende stelling van belang. 

Stelling 

Heeft de algebraïsche vergelijking P(z) = 0, de k-voudige wortel z = oe, dan heeft de 
afgeleide vergelijking P'(z) = 0 deze wortel (k - l)-voudig. 

Bewijs: 

P(z) = (z - oe)kQ(Z), Q(oe) =I 0 

P'(z) = k(z - oe)k-l Q(z) + (z - oe)kQ'(Z) 

= (z - oet-1{kQ(z) + (z - oe)Q'(z)} 

= (z - oet- 1 R(z) 

Hierbij is: 

R(oe) = kQ(oe) =I 0 

dus heeft P'(z) oe als (k - l)-voudige wortel. 

Gevolg: 

Hebben P(z) = 0 en P'(z) = 0 een wortel gemeen en heeft P'(z) deze wortel k-voudig, 
dan heeft P(z) = 0 deze wortel (k + l)-voudig. 
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Voorbeeld 

Bewijs dat de vergelijking: 

P(x) = x4 
- 6x2 

- 8x - 3 = 0 

drie gelijke . wortels heeft. 

Oplossing: 

P'(x) = 4x3 - 12x - 8 = 4(x3 - 3x - 2) 

P'( -1) = 0, dus P'(x) is deelbaar door x + 1. Eenvoudig volgt: 

P'(x) = 4(x + I)Z(x - 2) 

Verder is P( -1) = 0, dus (-1) is een drievoudige wortel van P(x) = O. Uit een 
deling van P(x) door (x + 1)3 volgt: 

P(x) = (x + 1)3(x - 3) 

121 Rationale wortels van een algebraïsche vergelijking met gehele 
rationale coëfficiënten 

Stelling 

Heelt de vergelijking: 

P(x) == ± X' + alX'-l + azX'-2 + ... + all-lx + all = 0 

waarin ak geheel rationaal en de coëfficiënt van X' gelijk ± 1 is, een rationale wortel, 
dan is deze wortel geheel rationaal en een deler van all' 

Bewijs: 

Stel de rationale wortel is p/q, waarin p en q geheel rationaal en onderling ondeel
baar, dan is: 

(121.1) 

Vermenigvuldiging van de leden van (121.1) met q"-1, levert de gelijkheid: 

pil 11-1 11-2 11-2 11-1 ± - + alP + a2P q + ... + all -1pq + allq = 0 
q 

Omdat (alP"-1 + ... + allq"-l) een geheel rationaal getal is, moet ook p"/q geheel 
rationaal zijn. Dus moet q = ± 1 zijn daar P en q geen gemeenschappelijke factoren 
hebben, en dus is de wortel p/q een geheel rationaal getal. Daar P(x) volgens (119.4) 

370 



te schrijven is als: 

P(x) = (x - I(1)(X - IXz) ••• (x - IX,,) 

geldt voor de bekende term a,,: 

n 

a" = (-I)"n(Xk 
k=l 

De gehele rationale wortel is dus een factor van all' 

Stelling 

Heeft de vergelijking P(x) = 0 met: 

P(x) == aox" + a1x"-1 + a2x"-2 + ... + a,,_lx + a" 

waarin ak geheel rationaal is, een rationale wortel p/q (p en q onderling ondeelbaar), 

dan is p een deler van a" en q een deler van ao' 

Bewijs: 

pil p,,-l p"-2 P 
ao - + al -----=-1 + az -----=-z + ... + a,,-l - + a" = 0 

q" q" q" q 
(121.2) 

Vermenigvuldiging van beide leden met q" - 1 geeft: 

p" ,,-1 ,,-2 ,,-z ,,-1 
ao - + alP + azp q + ... + a,,-lpq + a"q = 0 

q 

Hieruit volgt dat aop" / q geheel rationaal moet zijn. Omdat p en q geen factor gemeen 
hebben, is q een deler van ao, op grond van de hoofdstelling van de rekenkunde. 
Vermenigvuldigt men beide leden van (121.2) met q"/p, dan volgt: 

,,-1 ,,-2 11-3 2 ,,-1 q" 
aop + alP q + a2P q + ... + a,,-Iq + a" - = 0 

p 

Uit deze gelijkheid volgt dat a"q"/p geheel rationaal is, dus dat p een deler is van a". 

Opmerking: 

De eerste stelling van deze paragraaf is als bijzonder geval (q = 1) in de tweede 
stelling vervat. 
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in Het opsporen van de reële wortels van een vergelijking 

Voor het opsporen van de wortels van een vergelijking: f(x) = 0, bestaan vele metho
den. Van belang is hierbij het onderzoek van de functie f en van de afgeleide functie 1'. 
Hoe men reële wortels kan opsporen bij een algebraïsche vergelijking met reële coëffi
ciënten lichten we aan enige voorbeelden toe. 

Voorbeeld 1 

Toon aan dat x 3 
- 2x - 9 = 0 één reële wortel heeft. 

Oplossing: 
Definieer f door: 

f(x) = x 3 
- 2x - 9 

dan is: 

f'(x) = 3x2 - 2 

De nulwaarden van l' zijn Xl = lJ6 en X2 = -tJ6. Het tekenverloop van f'(x) 
is in fig. 101 weergegeven. Uit dit tekenverloop volgt dat f stijgend is op < +-, X2], 
dalend op [x2 , xd en stijgend op [Xl' ~). De functie f heeft een relatief maximum 
voor X = X2 en een relatief minimum voor X = Xl' Verder is f(X2) = -%../6 + 
+ 1.../6 - 9 < 0 en is f(x l) = %../6 - !.J6 - 9 < O. Omdat het relatieve maxi
mum f(X2) < 0 is, heeft de kromme met vergelijking y = f(x) op < +-, X2] geen 
snijpunten met de x-as. Voor "grote" X is f(x) = x 3 -2x - 9 > O. Wegens de 
continuïteit van f is er dus een wortel op [Xl' ~). Omdat voor X > Xl f stijgend 
is, is er ook slechts één wortel. Verder is f(l) = - 10, f(2) = - 5 en f(3) = 12. 
De reële wortel ligt derhalve tussen 2 en 3. 

Fig. 101 

t'(X)--_-':;11+�L-_-_-_~_"'_ó~_:.__:.__:+-JI-:!-~ --""*2-----
X2 x, 
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Voorbeeld 2 

Toon aan dat Z9 + Z8 + 2 = 0 geen reële of niet-reële wortel heeft binnen 

Izl = l. 
2 Toon aan dat r9 

- r8 
- 2 = 0 één enkele reële wortel ro heeft, en dat deze ligt 

tussen 1 en 2. 
3 Toon aan dat alle wortels van de vergelijking onder 1 een absolute waarde heb

ben ~ro. 

Oplossing deel]: 
Voor Izl < 1 is: 

Iz9 + z81 ~ Iz91 + Iz81 < 2 

en dus: 

IZ9 + Z8 + 21 ~ 2 - Iz9 + z81 > 0 

dus kan binnen de cirkel in het complexe vlak met vergelijking Izl = 1, Z9 + Z8 + 2 
niet nul zijn. 

Oplossing deel 2: 
Als: 

dan is: 

De nulwaarden van!, zijn 0 en t; het tekenverloop is geschetst in fig. 102. De functie 
is stijgend op < +-,0], dalend op [0, t] en stijgend op [t, ~). Verder is f(O) = -2, 

Fig. 102 

y 

t 
2 

-1 0 

-1 

-2 

t'(x)-----::1I---~----
0'--_--'8 

9 
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f(1) = -2, f(2) = 254. Er is slechts één reële wortel, zeg 1"0' en deze ligt tussen 
1 en 2. 

Oplossing deel 3: 
Voor de wortels van de vergelijking onder 1 geldt: 

IZ 9 + z81 = 1-21 = 2 

Omdat volgens 1 Izl ~ 1 is, is verder: 

Iz9 + z81 = Iz811z + 11 ~ IZ81 (Izl - 1) 

Dus is: 

(122.1) 

De reële wortel van Izl9 
- Izl 8 

- 2 = 0 is het getal ro onder 2 genoemd. Uit het 
betoog onder 2 volgt dat aan (122.1) slechts voldaan is voor Izl ~ ro. 

123 Het benaderen van de wortels van een vergelijking 

Heeft men gevonden dat een reële wortel van een vergelijking f(x) = 0 tussen a en b 
ligt, waarbij f continu in [a, b] is verondersteld, dan kan men na verdeling van het 
interval [a, b], in de deelpunten het teken van f(x) bepalen, waaruit dan een kleiner 
interval volgt, waarop de vergelijking f(x) = 0 een wortel heeft. Men kan dit onder
zoek op de volgende wijze bekorten. 
In fig. 103 snijdt de kromme met vergelijking y = f(x) de x-as, in x = IX. 

Trekt men de rechte AB, dan snijdt deze de x-as in het punt al' dat een benadering 
is van IX. De vergelijking van de rechte AB volgt uit: 

y - f(a) 

f(b) - f(a) 

Fig. 103 
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Uit (123.1) volgt voor y = 0: 

b-a 

dus: 

of: 

x - a = - f(a)' f(b) _ f(a) 

f(a) b 
al = a - f(b) _ f(a)'( - a) 

af(b) - bf(a) 

f(b) - f(a) 

De benadering van IX door al als in (123.2) noemt men de reguia falsi. 

(123.2) 

In het getekende geval is f(al) < 0, terwijl f(b) > 0 is. Op het interval [al> bl kan 
men dit proces herhalen. 
Nemen we als voorbeeld de reële wortel van de vergelijking x 3 

- 2x + - 9 = 0 
van par. 119 voorbeeld 1, dan weten we reedsf(2) = -5 enf(3) = 12. In dit geval is: 

-5 5 
al = 2 - n = 217 ~ 2,29 

waarbij f(2,29) = -1,5 is. 

Een andere benadering vindt men door in het punt A of het punt B (fig. 104) de 
raaklijn aan de kromme y = f(x) te trekken en het snijpunt met de x-as te bepalen. 
Voor de raaklijn in een willekeurig punt P (xo , Yo) van de kromme y = f(x) geldt: 

y - Yo = f'(xo)(x - xo) 

Voor y = 0 volgt nieruit voor het snijpunt (Xl' 0) met de x-as: 

(123.3) 

Fig. 104 

B 
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IJ""'-" .' ~ ... 

Gaat men bij de vergelijking x 3 
- 2x - 9 = 0 uit van het punt B (3,12), dan volgt 

uit 1'(3) = 3'32 
- 2 = 25: 

Xl = 3 - ~ ~ = 2,52 

Van A (2, -5) uitgaande vindt men wegens 1'(2) = 3.22 
- 2 = 10: 

X2 = 2 + lSO = 2,50 

f(2,5) = 1,6. De gezochte wortel IX ligt dus tussen 2,29 en 2,50. 
De benadering van IX met behulp van (123.3) noemt men de regel van Newton. Ook 
dit proces kan men herhalen. 
Men ziet uit het gegeven voorbeeld dat de behandelde methoden ter benadering zeer 
bewerkelijk zijn. Zoals we in par. 124 zullen zien zijn er methoden die sneller tot het 
doel voeren. 

124 Grafische methode. Iteratie 

De reële wortels van de vergelijking met reële coëfficiënten: 

x 3 + px + q = 0 

kunnen als volgt grafisch worden bepaald. Men stelt: 

x 3 = y = -px - q 

De gevraagde wortels zijn dan de abscissen van de snijpunten van de krommen: 

Y = x 3 en Y = - px - q 

die eenvoudig te tekenen zijn. De snijpunten zijn op mm-papier of met een computer (vrij) 
nauwkeurig te bepalen. Het idee om de wortels te berekenen door het snijden van twee 
krommen· ligt ook ten grondslag aan een meer nauwkeurige methode. 
We lichten deze toe aan de vergelijking: 

x 3 -2x-9=0 

waarvan reeds bekend is dat de enige reële wortel tussen 2,29 en 2,50 ligt; we zullen 
van deze benadering echter geen gebruik maken. We stellen: 

2x + 9 = Y = x 3 

Bij Xl = 2 (fig. 105), behoort op de rechte de y-waarde Yl = 13. Voor Y = Yl be. 
palen we voor de kromme Y = x 3 de bijbehorende x-waarde, die we X2 noemen en 
vinden aldus: 

Yi=2'2+9=13 

X 2 = ;';Yl = ;';13 ~ 2,35 
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Fig. 105 

Bij deze X2 bepalen we op de rechte Y2 en bij deze Y2 m.b.v. de kromme X3: 

Y2 = 2·2,35 + 9 = 13,7 X3 = ~Y2 = ~13,7 ~ 2,392 

Op deze wijze gaan we door: 

Y3 = 2·2,392 + 9 = 13,784 

Y4 = 2·2,397 + 9 = 13,794 

X 4 = ~Y3 = ~13,784 ~ 2,397 

X s = ~Y4 = ~13,794 ~ 2,398 

Met 2,398 is de gevraagde wortel reeds in drie decimalen nauwkeurig bepaald. Voor 
de bepaling van de derdemachtswortels is gebruik gemaakt van een logaritmentafel. 
De toegepaste methode heet iteratiemethode. Ze wordt ook toegepast bij trans
cendente (d.z. niet-algebraïsche) vergelijkingen. In de boeken over numerieke ana
lyse * wordt deze methode uitvoerig beschreven. 

Opmerking 1: 

'De meer algemene derdegraadsvergelijking: 

(ak reëel) 

is door de substitutie x = ç - tal te herleiden tot: 

ç3 + pç + q = 0 

Opmerking 2: 

De wortels van algebraïsche vergelijkingen van de graad 5 of hoger, laten zich in het 
algemeen niet uitdrukken in de coëfficiënten van de vergelijking door middel van 
wortelvormen. 

* Zie bijvoorbeeld : 
B. Nobie, Numerica/ methods 1 en 2 (Oliver and Boyd). 
G. M. Phillips and P. J. Taylor. Theory and app/ications of Numerica/ Ana/ysis (Academie Press). 
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115 Complexe wortels 

De niet-reële wortels van een algebraïsche vergelijking met reële coëfficiënten vindt 
men door de complexe veranderlijke z te schrijven als x + iy (x en y reëel). De 
vergelijking: 

ft 

L ak(x + iy)ft-k = 0 
k=O 

is dan te schrijven als: 

waarin P 1 en P 2 veeltermen in x en y zijn met reële coëfficiënten. De gemeenschap
pelijke snijpunten van de krommen met de vergelijkingen, resp.: 

P 1(x, y) = 0 en P2(x, y) = 0 

bepalen alle wortels van de gegeven vergelijking, zowel de niet-reële als de reële 
(y = 0). 
Als voorbeeld bepalen we de wortels van: 

Z3 - 2z - 9 = 0 

Stellen we z = x + iy, dan volgt: 

(x + iy)3 - 2(x + iy) - 9 = x 3 - 3xy2 - 2x - 9 + i(3x2y - y3 - 2y) = 0 

Hieruit volgt: 

{ 
X3 - 3xy2 - 2x - 9 = 0 

y(3x2 - y2 - 2) = 0 

De tweede vergelijking is te splitsen in: 

y = 0 en 3x2 - y2 - 2 = 0 

De vergelijking y = 0 gecombineerd met x 3 
- 3xy2 - 2x - 9 = 0 geeft de reële 

wortel Zl ~ 2,398 (zie par. 124). 
Uit de tweede vergelijking volgt y2 = 3x2 

- 2. Substitueert men dit in 

x 3 - 3xy2 - 2x - 9 = 0 

dan vindt men: 

x ~ -1,199 

De bijbehorende y-waarden zijn 1,521 en -1,521, zodat de niet-reële wortels zijn: 

Z2 ~ -1,199 + i '1,521, Z3 ~ -1,199 - i '1,521 

Deze wortels zijn toegevoegd complex, want de coëfficiënten van de gegeven verge
lijking zijn reëel (zie par. 51). 
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hoofdstuk 9 

Numerieke integratie 
en differentiatie. 
Hyperbolische functies 

126 De interpolatieformule van Lagrange 

In par. 105 hebben we ons bij de formule van Taylor de opgave gesteld een veelterm 
te vinden, die een benadering geeft van de waarden van een functie in de onmid
dellijke omgeving van een punt waarin afgeleiden van voldoende hoogte bestaan. 
We behandelen nu een soortgelijk probleem. 
Het komt vaak voor dat van een functie I, hetzij door meting, hetzij door bereke
ning, slechts een eindig aantal waarden I(xo), I(x l), ... , I(x,.) bekend zijn. We willen 
nu deze functie benaderen door een veeltermfunctie ep,. van de nde graad, die in de 
punten Xo, Xl' ... , X,. dezelfde waarden aanneemt als f. Deze probleemstelling heet 
interpolatie door een veelterm. 
Er bestaat steeds een éénduidig bepaalde veelterm ep,.(x) met de bovengenoemde 
eigenschap. Zou er behalve ep,.(x) nog een veelterm ifJ,.(x) bestaan van de nde graad, 
dan zou de veelterm e,.(x) = epnCx) - ifJnCx), die ook van de nde graad is, wegens 
e,.(Xi) = ep,.(Xi) - ifJ,.(xi) = 0 de (n + 1) nulpunten Xi hebben en dus identiek gelijk 
zijn aan 0, zodat ep,.(x) = ifJnCx). 
De veeltermfunctie ep,. kunnen we als een benadering van de functie I nemen. De 
praktische betekenis van deze veeltermen voor verschillende functies bestaat daarin 
dat zij vele klassen van belangrijke functies met een gewenste nauwkeurigheid bij 
benadering kunnen voorstellen. 
Een veelterm ep,.(x) van de nde graad die de nulpunten Xl,X2, • •• ,xn heeft kan men 
voorstellen door: 

epll(x) = ao(x - xl)(x - X2) ... (x - X,.) 

waarin ao nog onbepaald is. De waarde van ao kan men vastleggen door de eis dat 
ep(x) in X = Xo de waarde I(xo) moet hebben. In dat geval is dus: 
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of: 

zodat de functie gedefinieerd door: 

voor x = Xo de waarde f(xo) aanneemt, en in Xl' X2' ... , Xn gelijk is aan nul. 
Evenzo vormt men de veelterm: 

die nul is voor X = XO, X2' . .. , Xn, en f(Xl) voor x = Xl enz. 
Een veelterm die aan de gestelde voorwaarden voldoet is dus: 

met: 

(126.1) 

(126.2) 

De veeltermen Li(X) noemt men de veeltermen van Lagrange behorende bij de punten 
xo, Xl' ... , x •. Zij bezitten de volgende eigenschappen: 

Li(Xk) = ° voor k =I- i 

(i, k = 0, 1, 2, ... , n) 

De formule (126.1) noemt men de interpolatieformule van Lagrange (1736-1813). 
In verband met het aantal basispunten, dat wordt genomen, onderscheidt men de 
volgende interpolaties: 
Lineaire interpolatie (n = 1). De kromme met vergelijking y = f(x) wordt tussen 
twee van haar punten door een rechte lijn benaderd. 
Kwadratische interpolatie (n = 2). De kromme met vergelijking y = f(x) wordt tus
sen drie van haar punten door een parabool met de as evenwijdig aan de y-as be
naderd. 
Kubische interpolatie (n = 3). 
Parabolische interpolatie van de id. orde (n = i). 

Zeer dikwijls komt het voor dat de functiewaarden f(x) over het interval [a, b] in 
(n + 1) equidistante punten Xi = Xo + ih (i = 0, 1,2, ... , n) gegeven zijn, waarbij 

b-a 
Xo = a en Xn = b is. De grootheid h = Xi+ 1 - Xi = --- noemt men de stap-
grootte. n 
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Stelt men in dit geval x = X o + sh, dan gaat Lj(x) over in: 

( 
s(s - 1) ... (s - i + I)(s - i - 1) ... (s - n) n S - k * 

L. x) = = TI -- = L. (s) 
I i(i-I) ... 1 (-I) ... (i-n) k=o.*iÏ-k I 

(126.3) 

De interpolatieformule van Lagrange wordt veelal gebruikt om in tabellen tussen
gelegen functiewaarden te interpoleren. Daarvoor gebruikt men meestal de kwadra

tische- of driepuntsinterpolatieformule. 

Zo vindt men voor n = 2 uit (126.3): 

* (s - 1)(s - 2) 
Lo(s)= (-1)(-2) =t(s-I)(s-2) 

* s(s - 2) 
L1(S) = = -s(s - 2) 

l( -1) 

* s(s - 1) 
L 2(s) = 2.1 = ts(s - 1) 

Met behulp van (126.1) verkrijgt men: 

<I';(s) = t(s - l)(s - 2)/0 - s(s - 2)/1 + ts(s - 1)/2 (126.4) 

waarin Ij = I(xj) (i = 0, 1, 2) gesteld is. 
Substitueert men s - 1 = S, dan is x = Xo + s · h = Xl + (s - l)h = Xl + Sh, en 
gaat (126.4) over in: 

(126.5) 

een formule die men in de meeste literatuur over interpolatie vindt. 

Voorbeeld 

Gegeven: 

I(x) = ~x. In een tabel waarbij het argument X met 0,1 aangroeit zijn de functie
waarden gegeven. 

Gevraagd: 

Een benadering voor ~1,23. 

Oplossing: 

We kiezen Xo = 1,1, Xl ' = 1,2, X2 = 1,3, en lezen af: 10 = 1,03228,11 = 1,06266, 
12 = 1,09139. h = 0,1. Uit X = Xo + sh of 1,23 = 1,1 + O,ls volgt s = 1,3 
(S = 0,3), zodat volgens (126.4): 

<1'2(1,23) = -0,105/0 + 0,9111 + 0,195/2 = 1,07145 
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De juiste waarde is 1,07144 in 5 decimalen nauwkeurig en verschilt dus één eenheid 
in de vijfde decimaal met de geïnterpoleerde waarde. 

127 Schatting van de fout bij interpolatie 

Als men j(x) benadert door de veelterm uit (126.1) is de fout bij gegeven x: 

E(x) = j(x) - qJn(x) 

Voor de schatting van de fout veronderstellen we dat j en de nodige afgeleiden van j 
in het beschouwde interval bestaan. Door de keuze van qJn(x) weten we dat E(x) = 0 
voor x = Xo, Xl' . . . , X n• 

Dit laatste geldt ook voor de uitdrukking: 

n 

g(x) = en (x - Xi) 
i=O 

waarin C een constante is. Daar g(x) geen andere nulpunten heeft dan de genoemde, 
kunnen we C zodanig kiezen dat E(x') = g(x') voor een willekeurig gekozen waarde 
x' van het interval (xo, xn). We veronderstellen de punten Xo, Xl' ... , xn , x' alle ver
schillend. Voor al deze punten geldt dan E(x) - g(x) = O. Daar de verschilfunctie 
x 1-+ E(x) - g(x) in het interval [xo, xn] een voldoend aantal malen differentieerbaar 
is, moet de eerste afgeleide ervan volgens de stelling van Rolle (par. 59) nul worden 
voor n + 1 punten x~, x~, ... , x~ gelegen tussen de punten Xo, Xl' ... , x"' en X'. De 
tweede afgeleide van de verschilfunctie zal dan nul worden voor n punten x~, x~, ... , 
x:- 1 gelegen tussen de punten x~, x~, ... , x~. Zo doorgaande kunnen we besluiten 
tot het bestaan van een punt x~n+l) = ç, gelegen tussen Xo en xn , waar de (n + 1)" 
afgeleide van de verschilfunctie nul wordt. Derhalve is: 

zodat: 

C = 1 j(n+l)(ç) 
(n + I)! 

Nu is C zodanig gekozen dat voor x' geldt E(x') = g(x'). De fout in het punt x = x' 
is dus: 

n 1 n 

E(x') = g(x') = C n (x' - Xi) = j(n+ l)(ç) n (x' - Xi) 
1=0 (n + I)! i=O 

Daar x' geheel willekeurig gekozen was in (xo, xn), geldt dus algemeen: 

1 n 
E(x) = j(n+ l)(ç) n (x - Xi) 

(n + I)! i=O 
(XO < ç < Xn) (127.1) 
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128 Numerieke integratie met behulp van de veeltermen van Lagrange 

In de paragrafen 33, 34 en 35 hebben we reeds enkele methoden voor numerieke 
integratie besproken. In deze paragraaf zullen we de numerieke benadering van de 
integraal 

1= J:f(x)dx 

bespreken door gebruik te maken van de interpolatieveeltermen van Lagrange. Deze 
methode is een uitbreiding van de vroeger besprokene. Tevens zullen we dan een 
schatting van de gemaakte fout aangeven. 
We denken ons weer de functiewaarden van f in (n + 1) equidistante punten 

b-a 
XI = a + i·h (i = 0, 1,2, . .. , n) gegeven, waarbij Xo = a, Xn = b en h = -- is. 

n 
Door de formules (126.1) en (126.3) toe te passen verkrijgen we de volgende benade
ring van de integraal: 

f
b fn dx 

I ~ IPn(x)dx = IPia + hs) - ds 
a 0 ds 

n 

= J~ {L f(Xi)L'(s)} hds 
1=0 

n 

= h L f(Xi) g L'(s)ds 
i=O 

Stelt men Ci = J~ Li(s)ds, dan is dus: 

n 

1=0 

De Cl zijn getalcoëfficiënten en zijn eenvoudig te berekenen. Zo is bijv.: 
voor n = 1: 

Co =fl ~ds = 1; Cl =fl ~ds = 1 
o -1 0 1 

voor n = 2: 

(128.1) 

C - ds-~' C - ds-~' C - --ds-~ f2 (s - l)(s - 2) f2 s(s - 2) f2 s(s - 1) 
o - 0 ( - 1)( - 2) - ~, 1 - 0 1 ( -1) - ~, 2 - 0 2· 1 - ~ 

De grootte van de fout die bij deze numerieke integratie ontstaat verkrijgt men uit de 
fout E(x) in formule (127.1) door integratie. 

f
b 1 fb n 

Ë = E(x)dx = ,f(n+l)(Ç).n (x - x l)dx 
a (n + 1). a 1=0 
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........ ., .,. 

Past men hier weer de substitutie x = Xo + sh toe, dan vindt men: 

Ë = s(s - I) ... (s - n)/(n+ l)(ç)ds 
hn+2 fn 

(n + I)! 0 

Men moet hierbij bedenken dat ook ç afhangt van s. Een nauwkeurige schatting van 
deze laatste integraal is niet op eenvoudige wijze te geven. We moeten hiertoe ver
wijzen naar uitgebreidere boeken over numerieke integratie en zullen nu alleen de 
resultaten vermelden. Men vindt voor oneven n: 

- hn+2/(n+1\Ç1) fn 
E = s(s - 1) ..• (s - n)ds 

(n + I)! 0 
(128.2) 

voor even n: 

- hn+3/(n+2)(Ç2) fn 
E = ( S2(S - 1) .•. (S - n)ds 

n + 2)! 0 
(128.3) 

Hierbij liggen de punten Ç1 en Ç2 in het interval (a, b). 
Door toepassing van de formules (128.1), (128.2) en (128.3) ontstaan voor 
n = 1,2,3,4 de 2-, 3-, 4- en 5-punts-integratieformules met bijbehorende restterm. 
n = 1 (de 2-puntsformule; regel van Euler): 

J~J(x)dx = th(fo + 11) - /2 h3f"(Ç1) 

n = 2 (de 3-puntsformule; regel van Simpson): 

J~~/(x)dx = th(fo + 4/1 + 12) - 910h5IIV(Ç2) 

n;'" 3 (de 4-puntsformule; ,,3/8" regel): 

J~~/(x)dx = th(fo + 3/1 + 3/2 + 13) - s30h5IIV(Ç3) 

n = 4 (de 5-puntsformule): 

J~~/(x)dx = lsh(7fo + 32/1 + 12/2 + 32/3 + 714) - 9~5h7/VI(Ç4) 

Hierin is steeds I; = I(x;) gesteld en Xo < ç; < Xn• De integratie over een even 
aantal intervallen (oneven aantal punten) leidt dus tot een grotere nauwkeurigheid 
dan die over een oneven aantal intervallen. De regel van Simpson verdient dan ook 
in het algemeen vanwege haar eenvoud en nauwkeurigheid de voorkeur. 
We merken nog op dat de som van de coëfficiënten e; gelijk moet zijn aan n, omdat 
de formule (128.1) met het gelijkteken geldt, indien we voor I een constante nemen. 

Wanneer de numerieke integratie over een groot interval [a, b] wordt uitgevoerd, is 
het aan te bevelen om het interval in een groot aantal intervallen van gelijke lengte 
te verdelen, en de integratie ofwel over elk interval afzonderlijk met de tweepunts
methode, ofwel voor twee intervallen met driepuntsmethode, of voor drie intervallen 
met de vierpuntsmethode uit te voeten. In het eerste geval verkrijgt men de trapezium-
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regel (par. 34). 

S:/(x)dx ~ halo + 11 + 12 + ... + In-1 + tin} (128.4) 

Verdeelt men [a, bl in een even aantal (n = 2m) intervallen van gelijke lengte, en past 
men paarsgewijze de regel van Simpson toe, dan verkrijgt men de parabolische regel 
(par. 35): 

S:/(x)dx ~ !h{fo + 12m + 4(11 + 13 + ... + 12m-1) + 2(12 + 14 + ... + 12m-2)} 

(128.5) 

Wordt [a, b] in n = 3m intervallen van gelijke lengte verdeeld, dan geldt voor de 
,,3/8 regel" de formule: 

S!/(x)dx ~ ih[/o + 13m + 3(11 + 12 + ... + 13m-1) - (/3 + 16 + ... + 13m- 3)} 

(128.6) 

De totale fout bij het gebruik van de trapeziumregel is gelijk aan de som van de fouten 
van de afzonderlijke intervallen. 

n 

Et = - /2 L h31"(ç) 
; = 1 

b-a 
Hierin is h = -- en Xo + (i - l)h < ç; < Xo + i·h, zodat: 

n 

n 

_ 1 (b - a)3 ;"f/"(ç;) 
E--- ._--

t - 12 n2 n 

Daar we I" continu verondersteld hebben in [a, bl ligt er ten minste één waarde ç in 
1 n 

(a, b), waarvoor r(ç) gelijk is aan de gemiddelde waarde - L I"(ç;) (par. 14). 
Derhalve is: n ; = 1 

_ 1 (b - a)3 
Et = - 12 n2 I"(ç) (a < ç < b) 

Evenzo vindt men voor de parabolische regel de foutenschatting : 

(a < ç < b) 

en voor de ,,3/8" regel: 

(a < ç < b) 
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Toepassing: 

We willen nogmaals evenals in de paragrafen 33 ... 35 de integraal I = fo1 dx 
I+x 

numeriek berekenen met behulp van de drie integratieformules (128.4), (128.5) en 
(128.6), en gaan na hoe groot de afwijkingen met de werkelijke waarde zijn, doch 
verdelen nu het integratie-interval in een groter aantal (12) gelijke intervallen 
(h = 1/12). We verkrijgen dan de volgende uitkomsten bij gebruikmaking van: 

de trapeziumregel: 

1 ~ /2U! + g + ~! + ... + g + in = 0,693581 

2 de parabolische regel: 

I ~ t· /2U~ + U + 4(g + ~~ + g + ~~ + g + g) + 
+ 2(ll + II + II + II + ll)} = ° 693149 14 16 18 20 22 ' 

3 de ,,3/8" regel: 

I ~ t· /2U~ + U + 3(g + ~~ + ... + ~D + 
- (~~ + ~~ + g)} = 0,693151 

De werkelijke waarde is In 2 = 0,693147 in 6 decimalen nauwkeurig zodat de afwij
kingen achtereenvolgens zijn: 

El = -0,000434; E 2 = -0,000002; EJ = -0,000004 

De parabolische regel geeft dus de kleinste fout, hetgeen ook te verwachten was. 

129 Numerieke differentiatie 

Als de waarden van een functie f slechts in tabelvorm gegeven zijn, is het analytisch 
proces van differentiatie als limiet van een differentiequotiënt niet meer bruikbaar. 
In dit geval ligt het voor de hand om f(x) door een benaderingsveelterm CPn(x) te 
benaderen, en cp~(x) als benadering voor f'(x) te kiezen. Voor de veelterm cpnCx) kiest 
men dan weer de interpolatieveelterm van Lagrange. 
Als voorbeeld nemen wij de derde-graadsveelterm van Lagrange met de equidistante 
punten Xo, Xl> en X2 en de bijbehorende functiewaarden fo,fl en f2' De stapgrootte 
is h = Xl - Xo = X2 - Xl' Volgens (126.4) is dan: 

f(x) ~ cpix) = !(s - l)(s - 2)fo - s(s - 2)fl + !s(s - l)f2 

1 
waarin X = Xo + sh en dus s = h (x - xo) is gesteld. 
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1 
Als we s* definiëren door s*(x) = h (x - xo) (dan geldt dus s*(x) = s), dan wordt 

de afgeleide f'(x) benaderd aldus: 

dl dqJ2 dqJ2 ds* 
dx ~ dx =~. dx 

1 
= {Cs - 1)/0 - 2(s - 1)/1 + (s - ·D/2} h 

Voor de fout in de benadering geldt volgens (127.1): 

E(x) = I(x) - qJ2(X) 

1 
= 3ï (x - xo)(x - x 1)(x - X2)f"'(f.) 

1 
= -s(s - 1)(s - 2)h3/11/(f.) 

3! 

waarin Xo < f. < X2. 
Voor de differentiatie van E moeten we bedenken, dat f. ook afhangt van s. Der
halve is: 

dE 
E'(x)=

dx 

dE ds* =_.-
ds dx 

De tweede term in het rechterlid verdwijnt in de punten Xo, Xl en X2' waarvoor 
s = 0, 1 en 2 is. In deze punten verkrijgen we een eenvoudige schatting voor E'(x). 
SaD.lenvattend gelden voor deze waarden de formules: 

1 h2 

I~ = (-t/o + 211 - t/2) h + 3 f"'(f.l) 

waarin I; = f'(x j ) is gesteld. 
De middelste uitdrukking geeft in het algemeen de geringste fout, en verdient dus de 
voorkeur. In ieder van de benaderingsuitdrukkingen is de som van de coëfficiënten 
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gelijk aan nul. Dit is eigenlijk vanzelfsprekend, als we bedenken dat voor een con
stante functie de fout nul is en de afgeleide functie identiek nul moet zijn. 
Op overeenkomstige wijze kunnen ook voor hogere afgeleiden benaderingsuitdruk
kingen worden verkregen. 

130 De hyperbolische functies 

Bij vele berekeningen maakt men gebruik van de functies sinus hyperbolicus 
(sinh) en cosinus hyperbolicus (cosh), die reeds in par. 57 zijn gedefinieerd. 

sinh x = -t(e'" - e -"') 

coshx = -t(e'" + e-"') 

\:IXE IR 

\:Ix E IR] 

De grafiek van y = sinh x is geschetst in fig. 106a, die van y = cosh x in fig. 106b. 

sinh (-x) = ·!(e-'" - e"') = - sinh x 

cosh( -x) = !(e-'" + e"') = cosh x 

De sinus hyperbolicus is dus een oneven functie, de cosinus hyperbolicus een even 
functie. De grafiek van y = sinh x vertoont dus symmetrie t.o.v. 0, die van 
y = cosh x vertoont symmetrie t.o.v. de y-as. 
Voor de afgeleiden geldt: 

D sinh x = !(e'" + e-"') = cosh x 

D cosh x = -t(e'" - e-"') = sinh x 

Fig. l06a 
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In overeenstemming met de goniometrische functies definieert men de tangens hyper
bolicus (tanh) als quotiënt van sinus hyperbolicus en cosinus hyperbolicus. Daar 
sinh x en cosh x gedefinieerd zijn voor iedere x en cosh x =1= 0 voor iedere x, is 
tanh x gedefinieerd voor iedere x. Omdat sinh x oneven is en cosh x even, is tanh x 
oneven. 

eX _ e - X 1 _ e - 2x 

lim tanh x = lim x -x = lim = 1 
X"" 00 """00 e + e X""oo 1 + e- 2x 

lim tanh x = lim tanh( -x) = - lim tanh x = -1 
x-+ - 00 X"" 00 X"" 00 

De grafiek van y = tanh x heeft dus twee horizontale asymptoten, nl. de rechten 
met vergelijking y = 1 en y = -1. Voor de afgeleide geldt: 

d d sinh x 
-tanhx=---- = 
dx dx cosh x 

cosh2 
X - sinh2 x 

cosh2 x 

1 

De functie x ~ tanh x is dus overal stijgend. De grafiek van y = tanh x is geschetst 
in fig. 106c. 1 
De functie x 1-+ co th x wordt gedefinieerd als x ~ . 

tanhx 

d d cosh x 
-cothx = - ---
dx dx sinh x 

sinh2 x - cosh2 x 

sinh2 x 

-1 

sinh2 x 

Voor de hyperbolische functies bestaan er optellingstheorema's die grote overeen
komst vertonen met die voor de goniometrische functies. 
Uit cosh x = -Hex + e- X

) en sinh x = -t(eX - e- X
) volgt: 

eX = cosh x + sinh x, e- X = cosh x - sinh x (130.1) 

Nu is: 

(130.2) 

y 

Fig. 106c Fig. 106d i 
---y 

t y= coth x , 

o 
-2 -, -2 -, -x 

-, 
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Vult men in (130.2) voor ea
, e- a

, eb, e-b de waarden in die uit (130.1) volgen, dan 
vindt men: 

{
COSh(a + b) = cosh a cosh b + sinh a sinh b 

sinh (a + b) = sinh a cosh b + cosh a sinh b 

Door b te vervangen door -b, volgt uit (130.3): 

{
COSh(a - b) = cosh a cosh b - sinh a sinh b 

sinh (a - b) = sinh a cosh b - cosh a sinh b 

Door deling volgt uit (130.3) en (13004): 

tanh a + tanh b tanh a - tanh b 
tanh(a + b) = , tanh(a - b) = - - ----

1 + tanh a tanh b 1 - tanh a tanh b 

(130.3) 

(13004) 

Stelt men b = a, dan vindt men uit het bovenstaande de verdubbelingsformules : 

sinh 2a = 2 sinh a cosh a 

cosh 2a = cosh2 a + sinh2 a 

2 tanh a 
tanh 2a = ------;;--

1 + tanh2 a 

terwijl uit de eerste formule van (13004) volgt: 

cosh 0 = 1 = cosh2 a - sinh2 a 

131 De inversen der hyperbolische functies 

(130.5) 

(130.6) 

De functie x 1-+ sinh x is gedefinieerd voor iedere x, continu en monotoon stijgend, 
de functiewaardenverzameling is < +-, --+). De functie heeft dus een inverse, die 
gedefinieerd is op < +-, --+). Deze functie draagt de naam van area sinus hyperbolicus 
(ar sinh). 
Uit y = sinh x = !(eX 

- e- X
) volgt: 

e" - e-" = 2y, => e2
" - 2ye" - 1 = 0, => e" = y + .Jy2 + 1 

De wortel y - .J y2 + 1 voldoet niet, want e" > O. 

Uit e" = y + .J y2 + 1 volgt : x = In (y + .J y2 + I), dus is de inverse functie ge
definieerd door: 

ar sinh x = ln(x + .Jx2 + 1) 

Door differentiëren volgt: 

d 
- ar sinh x = --::=== 
dx .Jx2 + 1 
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De naam area duidt op een oppervlakte. Welke oppervlakte dit is, leiden wij als volgt 

af. In fig. 107 is de hyperbooltak met vergelijking y = .J t2 + 1 getekend. Deze 
wordt door de rechten met vergelijking t = - x en t = x in de punten P en Q ge
sneden. We zullen nu aantonen dat de oppervlakte A van het vlakdeel begrensd door 
de kromme PQ en de rechten OP en OQ gelijk is aan ar sinh x. Dit vlakdeel is te 
beschouwen als het verschil van PQSR en de twee driehoeken ORP en OSQ. De 
oppervlakte van PQSR is: 

I = J~x.J t2 + 1 dt = 2 g.J t2 + I dt 

Voor de berekening van deze laatste onbepaalde integraal passen we de substitutie
regel toe en stellen t = sinh u. Uit (130.6) volgt dan: 

.Jt2+1 = .Jsinh2 u + I 

= cosh u 
en: 

dt = cosh udu 

Dus als we stellen x = sinh y ofwel y = ar sinh x, dan geldt: 

1= 2 f~.Jt2 + Idt = 2 Sb cosh2 udu 

= 2 du = y + -t sinh 2y fy 1 + cosh 2u 

o 2 

= y + sinh y-cosh y 

dus: 

I = ar sinh x + x.J I + x 2 

De gezamenlijke oppervlakte van de driehoeken ORP en OSQ is: 

X'y = x.JI + x 2 

Fig. 107 

R 

-x o 
/ 

5 

(131.1) 

(131.2) 
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Uit (131.1) en (131.2) volgt: 

A = arsinhx 

De functie x 1-+ cosh x is gedefinieerd voor iedere x, continu, monotoon stijgend 
voor x > ° en dalend voor x < 0, de functiewaardenverzameling is [1, -). Op het 
interval [0, -) heeft de functie een inverse, de area cosinus hyperbolicus (ar cosh). 
Uit y = cosh x = !(eX + e-~ volgt: 

Hierbij is de positieve wortel te kiezen, omdat x ~ 0, dus eX ~ 1 moet zijn, dus 

x = In (y + ../ yl - 1) (y ~ 1). De inverse functie is dus gedefinieerd door: 

ar cosh x = In (x + ../ Xl - 1) (x ~ 1) 

Door differentiëren volgt: 

d 1 
-ar cosh x = / 
dx yx2 _1 

(x> 1) 

Drukt men de oppervlakte van OPQ (fig. 107) uit in de ordinaat y van Q, dan volgt 

uit y = ../xl + 1, dat x = ../yl - 1, als we x ~ ° kiezen, en is: 

ar sinh x = ln(x + ../x2 + 1) = ln(y + -Jyl - I) = ar coshy 

Er geldt dus: 

ar sinh x = ar cosh ../ Xl + 1 (x ~ 0) 

Uit (131.3) volgt: 

ar cosh x = ar sinh ../ x 2 
- 1 (x ~ 1) 

(131.3) 

(131.4) 

De functie x 1-+ tanh x is gedefinieerd voor iedere x, continu en monotoon stijgend, 
de functiewaardenverzameling is < -1, I). De functie heeft dus een inverse, de area 
tangens hyperbolicus (ar tanh). 
Uit: 

volgt: 
l+y l+y 

yelX + y= e2x _1,=>e2x = --,=>x=!ln-- (-1 <y < 1) 
l-y l-y 

Dus: 
1 + x 

ar tanh x = ! In -- (-1 < x < 1) 
1 - x 
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Voor de oppervlakte A van het vlakdeel OPQ (fig. 107) is reeds afgeleid; A = 
= ar sinh x = ar cosh y. Hieruit volgt: 

dus: 

x = sinh A, y = cosh A 

x 
z = - = tanhA 

y 

We leiden hieruit af A = ar tanh z, waarbij z de abscis is van het punt T van de 
lijn OQ, waarvoor de ordinaat 1 is. Men vindt dus T door in het laagste punt M 
van de hyperbooltak de raaklijn aan de hyperbool te trekken en deze te snijden 
met OQ. 

132 De formule van Stirling (James Stirling 1692-1nO) 

Zonder rekenmachine is de berekening van n! voor grote n zeer tijdrovend. Stiding 
heeft een benadering van n! afgeleid die voor eenvoudige berekeningen zeer geschikt is. 

Formule van Stirling 

IJ 

n! = nn e-n.)21tne I211 (0 < () < 1) 

IJ 1 

De factor e12n ligt tussen 1 en e l2n, welk laatste getal voor "grote" n "zeer dicht bij" 
1 ligt. 
Voor de afleiding van de genoemde formule gaan we uit van de in par. 107 gevonden 
ontwikkeling: 

1 +p 1 1 
tIn -p- = 2p + 1 + 3(2p + 1)3 + ... + 

1 
+ (2n + 1)(2p + 1)2n+l + R2n+1(P) (132.1) 

waarin: 
1 1 

IR2n+ 1 (p)1 < 2n + 3 4p(p + 1)(2p + 1)2n+ 1 
(132.2) 

Breken we in (132.1) het rechterlid af na de eerste term (n = 0), dan volgt uit (132.1) 
en (132.2): 

l+p 1 () 
tin -- = + -------

P 2p + 1 12p(p + 1)(2p + 1) 
(0 < () < 1) 
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Hieruit volgt verder : 

(p + t) In (1 + 2.) = 1 + () 
p 12p(p + 1) 

( 
1 )p+t 

1 +-
In p o 

=----
e 12p{P + 1) 

Nemen we voor p het natuurlijk getal n, dan is dus: 

(1 + ~J+t 6 

---'-_-----' __ = e12n(lI+ 1) 

e 

We beschouwen de rij {Un}, waarvoor de algemene term is: 

n!en 

Un = nn+ t 

Voor deze rij volgt uit (132.3): 

U
n 

( 1 + : )"+t 6 6-8 

_. _ = _____ = e12n(n+1) = e1211'e12(n+1) 

en ·dus: 

-8 -6 

une 1211 = Un+1 e12(n+1) 

Omdat: 

-8 -8 

e1211 < e12(n+1) 

is: 

Un > Un + 1 

(132.3) 

(132.4) 

(132.5) 

De rij {Un} is monotoon dalend, en omdat de termen positief zijn is ze begrensd; ze 
heeft dus een limiet L. 
Schrijven we voor (132.5): 

1 1-8 -1 1-8 
une -12n'e12ÎÏ = un+ 1 e12(n+1)'e12(1I+1) 

dan volgt, omdat: 

1-8 1.,..8 
e 12ÎÏ > e12(n+ 1) 

394 



dat: 

(132.6) 
1 

De rij {une - 12n} is blijkens (132.6) monotoon stijgend, en heeft de limiet Lomdat 

lim exp ( __ 1 ) = 1. 
"-+00 12n 
Uit (132.5) en (132.6) volgt: 

1 

u"e - 1211 < L < Uil 

zodat L van Un verschilt in een factor die ligt tussen 1 en exp (~). Hieruit volgt: 
12n 

of: 

-9 

IJ 
un = Le12n 

(0 < 0 < 1) 

(0 < 0 < 1) 

Onder toepassing van (132.4) vinden we: 

n!en ~ 
U =--=Le12n 

n nn+ t 

zodat: 
9 

n! = Lnn+te- II e1211 

(132.7) 

(132.8) 

Hiermede is de formule van Stirling gevonden op de grootte van L na. Deze con
stante is als volgt te berekenen. Uit (132.7) volgt: 

(n!)2e2n ~ 
u2 = = L 2 e6n 

n n2n+l 

(2n)!e2n ~ 
u = = Le2411 

2n (2n)2n+ t 

In de tweede formule is Ol in het algemeen niet gelijk aan 0, omdat 0 van n afhangt. 

u~ (n!)2(2n)2n+ t (n!)222n+t ~_~ 
_ = = = Le6n 24n 
u2n (2n)!n2n +1 (2n)!nt (132.9) 

(132.9) geeft een uitdrukking voor L, waarin, behalve in de "correctiefactor", geen 
exponentiële functie meer voorkomt. 
Werken we (132.9) uit, dan vinden we: 

(1·2· 3· ... n)2(2· 2· 2· ... 2)2. 2t 

1 ·2·3· ... (2n - 1 )2n· nt 

(2·4·6·8· ... 2n)2 2t 

1.2.3.4 .... 2n on! 

2·4·6·8· ... 2n 2t 
__________ 0 __ 

1·3·5·7· ... (2n - 1) nt 
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Door kwadratering en na rangschikking volgt : 

en: 

6 61 202040406060000 (2n - 2)2n 
L2eJn-12n = 04 

1 0 3 0 3 0 5 0 5 0 7 0 7 0 0 0 0 (2n - 1 )(2n - 1) 

L 2 = 4 0 lim _2_0_2_04_0_4_06_0_6_0 0_0 _0 (_2n_-_2_)2_n_ 
n .... co 1030305 05070 000(2n - 1)(2n - I) 

(132010) 

De limiet in het rechterlid, het produkt van Wa/lis* genoemd, kan berekend worden 
met goniometrische integraleno In paro 69 is afgeleid: 

f

-!" n-lf-!" 
. sinn xdx = - - sinn- 2 xdx 
o n 0 

Voor een even exponent volgt hieruit door herhaalde toepassing: 

sin nxdx= 0 000-0_0-f-!" 2 2n-12n-3 31 1t 

o 2n 2n-2 4 2 2 

en voor een oneven exponent: 

sin2n+1 xdx = 0 000 -0_01 f
-!" 2n 2n-2 42 
o 2n+12n-l 53 

Op het interval (0, i 1t) is sin" + 1 x < sinn x, omdat ° < sin x < 1 iso Dus is: 

Jg" sin2n+2 xdx < Jg" sin2n+l xdx < n" sin2n xdx 

Hieruit volgt: 

2n + 1 2n - 1 3 1 1t 
000-0 _ 0_< 

2n+2 2n 422 

2n 2n - 2 4 2 2n - 1 3 1 1t < ___ 0 000_0_< __ _ 
2n+12n-l 53 2n 

_ "_0 -

422 
(132011) 

2n - 1 2n - 3 3 1 
Het eerste en het derde lid hebben het produkt 0 --- - 0 - gemeen 

2n 2n_2
oo0

42 0 

Vermenigvuldigen we (13201I) met het omgekeerde van dit produkt, dan volgt na 
rangschikking: 

2n+l1t 224 4 2n 2n 1t ___ 0_<_0_0_0- <_ 
2n+22 133 5

oo0
2n_l 2n+l 2 

(132012) 

Voor n 4- 00 volgt uit (132012): 

2 2 4 4 2n 2n 
i1t = lim _0 _ 0_0 - 000 0 __ -

n .... co 1 3 3 5 2n - 1 2n + I 
(132013) 

• John Wallis (1616-1703)0 
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Door toepassing van (132.13) volgt uit (132.10): 

2n 
L2 = 4·!1t lim = 21t 

n-+oo 2n - 1 
dus: 

L = ..J21t 

en volgens (132.8): 

8 

n! = nne -n..J21tn e12n (0 < () < I) 

hetgeen te bewijzen was. () 
Bij praktische berekeningen verwaarloost men de factor exp --. Voor de meeste 
berekeningen is dit voldoende nauwkeurig voor n > 100. 12n 
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hoofdstu k 10 

Functies van 
twee veranderlijken 

133 Het functiebegrip. Omgeving. Gebied 

Tot nu toe hebben we ons uitsluitend bezig gehouden met functies van één verander
lijke. Een functie was daarbij gedefinieerd op een verzameling reële getallen als een 
voorschrift dat aan ieder element van het domein (de definitieverzameling) een reëel 
getal toevoegt. 
In vele toepassingen van de analyse zullen we echter te maken hebben met func
ties van meer dan één veranderlijke. We zullen ons in dit hoofdstuk in hoofdzaak 
beperken tot functies van twee veranderlijken. De definitie van zulk een functie ge
schiedt op analoge wijze als bij een functie van één veranderlijke. 
Functies van twee veranderlijken worden gedefinieerd op deelverzamelingen van 
het Cartesisch produkt IR x IR van het lichaam der reële getallen met zichzelf. 

Voorbeeld 

f: (x, y) ...... x2 + y2, (x, y) E {(x, y)lx ~ 0, y ~ O} 

De functiewaarde wordt geschreven als f(x, y). 

Definitie 

Een reële functie van twee veranderlijken is een voorschrift dat aan ieder element van een 
zekere deelverzameling van IR x IR op éénduidige wijze een reëel getal toevoegt. 

Wanneer men de functie aangeeft met J, en de desbetreffende deelverzameling 
van IR x IR aanduidt als VI x V2 , dan geeft men deze situatie als volgt weer: 

f: VI x V2 H IR 
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Analoog aan de situatie bij functies van één veranderlijke noemt men , VI x Vz het 
domein of de definitieverzameling van J, en IR het codomein van f. 
Wanneer (x, y) e Vl x V2 door I wordt afgebeeld in IR, dan geeft men het beeld 
aan met I(x, y) en men schrijft dan: 

I: (x, y) ~ I(x, y) 

of: 

(x, y) ~ I(x, y) 

Bijvoorbeeld: 

I: (x, y) ~ x2 + y2 

Hier geldt dus I(x, y) = x 2 + y2. 

De verzameling van de beelden van alle elementen van Vl x V2 (:>nder de afbeel
ding I noemt men de waardenverzameling of het bereik van f. Notatie: ICVI x V2), 

dus: 

Identificeert men de getallenparen (x, y) met punten met coördinaten t.o.v. een recht
hoekig assenstelsel in het x, y-vlak, dan stelt {(x, y)} ook een verzameling punten 
voor in dit vlak. We zullen dan ook in het vervolg de begrippen "getallenparen" 
en "punten" door elkaar gebruiken, evenals IR x IR en het x, y-vlak. 
Voor een nadere beschouwing van een domein definiëren we eerst enkele begrippen. 
Daarbij is (xo, Yo) E IR x IR en 8 > O. 

Definitie 

Onder een 8-omgeving van (xo, Yo) verstaan we de verzameling van alle punten (x, y), 
waarvoor geldt: 

(x - XO)2 + (y - YO)2 < 8
2 

Een dergelijke 8-omgeving wordt aangegeven door Q(xo, Yo, 8), of Q(xo, Yo), of als 
men (xo, Yo) aangeeft met P: Q(P,8) of kortweg Qp. 
Uit de definitie volgt: (xo, Yo) E Q(xo, Yo), dus het punt (xo, Yo) behoort tot zijn 
omgeving Q(xo, Yo). Wanneer men (xo, Yo) uit de 8-omgeving weglaat, krijgt men 
een verzameling die men een gereduceerde 8-omgeving van (xo, Yo) noemt en aan
geeft met Q'(xo, Yo, 8), etc. De bovengenoemde omgeving die (xo, Yo) wél omvat 
noemt men ook wel een volle omgeving van (xo, Yo). 

Definitie 

Een punt P heet een inwendig punt van een verzameling Vals er een 8-omgeving is van 
P die geheel tot V behoort. 
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Definitie 

Een verzameling die uitsluitend uit inwendige punten bestaat, heet een open verzameling. 

Zo is V = {(x, y) 1 X2 + y2 < 9} een open verzameling. 

Definitie 

Een open verzameling V die P bevat heet een omgeving (zonder meer) van P. Wordt P 
uitgezonderd van V, dan verkrijgt men een gereduceerde omgeving van P. 

Definitie 

Onder het complement in IR x IR van V (kortweg het complement van V) verstaat men 
de verzameling van alle punten van IR x IR die niet tot V behoren. 

Het complement van V wordt aangegeven door V*, dus: 

V* = IR x IR\ V = (x,y) E IRxlRl (x,y) ~ V} 

Zo is, als: 

V= {(x,y)lx2 + y2 < 9} 

dus: 

V* = {(x, y)lx2 + y2 ~ 9} 

Definitie 

Als Q een inwendig punt is van V*, dan heet Q een uitwendig punt van V. 

Definitie 

Een verzameling V heet gesloten als V* open is. 

Zo is de verzameling V = {(x, y) 1 x2 + y2 ~ 4} gesloten. 

Opmerking 1: 

Een verzameling is niet altijd open of gesloten. Zo is V = {(x, y) 14 ~ x2 + y2 < 9} 
noch open, noch gesloten. 

Opmerking 2: 

De begrippen open en gesloten sluiten elkaar niet uit. Zo is IR x IR open, maar het 
complement van IR x IR, ni. 0 (de lege verzameling), is open. Immers, alle punten 
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die tot 0 behoren zijn inwendig punt (0 bevat nl. geen punten), dus is IR x IR 
gesloten, maar dan is IR x IR zowel open als gesloten. Hetzelfde geldt ook voor 0. 

Definitie 

Onder een contactpunt P van een verzameling V verstaat men een punt met de eigen
schap dat iedere omgeving van P een punt bevat dat tot V behoort. 

Opmerking 3: 

P behoeft zelf niet tot V te behoren. Bij V = {(x, y) I x2 + y2 < I} is (1, 0) contact
punt, maar (1, 0) ~ v. 

Men onderscheidt twee soorten contactpunten, nl. geïsoleerde punten en verdichtings
punten. 

Het kan zijn dat P E V, en dat er omgevingen van P zijn die als enig element van V 
het punt P zelf bevatten. In dat geval noemt men P een geïsoleerd punt van V. Zo is 
bij V = {(x, y) I x2 + y2 < I} u {2, O} het punt (2, 0) een geïsoleerd punt van V. 
Als iedere omgeving van P een punt van V bevat dat van P verschilt, dan heet Peen 
verdichtingspunt van V. Zo is bij V = {(x, y) I 0 < x2 + y2 < I} het punt (0, 0) een 
verdichtingspunt hoewel (0, OH V. Bij V = {(x, y) I x2 + y2 < I} is ook (0,0) ver
dichtingspunt, maar nu (0, 0) E V. 

Definitie 

Een randpunt P van een verzameling V is een punt met de eigenschap dat iedere om
geving van P een punt bevat dat tot V behoort en een punt dat niet tot V behoort. De 
verzameling van alle randpunten van V heet de rand van V. 

Zo is: 

V= {(x,y)lx2 + y2 < I}; rand: {(x,y)lx2 + y2 = I} q: V 

V = {(x, y)lx2 + y2 ~ I}; rand: {(x, y)lx2 + y2 = I} c V 

V = {(x, y)14 ~ x2 + y2 < 9}; rand: {(x, Y)lx2 + y2 = 4} U 

{(x,y)lx2 + y2 = 9} 

(behoort slechts gedeeltelijk tot V). 

Opmerking 4: 

Het is duidelijk dat een geïsoleerd punt altijd een randpunt is. 
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Definitie 

Een deelverzameling V van IR x IR heet samenhangend als ieder tweetal punten van V 
verbonden kan worden door een gebroken lijnstuk dat geheel in V verloopt. 

Onder een gebroken lijnstuk dat Ao(ao, bo) met An(an, bn) verbindt, verstaat men de 
vereniging van de segmenten. 

Definitie 

Een gebied is een open samenhangende puntverzameling. 

Zo zijn {(x,y)lx2 + y2 < I} en {(x,y)11 < x2 + y2 < 4} gebieden (zie voor
beeld I). 
Voegt men aan een gebied zijn rand toe, dan verkrijgt men een gesloten verzameling 
(hetgeen wij hier niet zullen bewijzen). Een dergelijke verzameling noemt men een 
afgesloten gebied. Een afgesloten gebied is dus niet altijd een gebied (een linkerlimiet is 
ook geen limiet !). 

Definitie 

Een verzameling V heet begrensd als er een R bestaat, zodanig dat 

V c {(x, Y)lx2 + y2 < R2} 

Kort gezegd: V heet begrensd als alle punten van Vbinnen een voldoend grote cirkel 
liggen. 
Zo vormt het inwendige van een willekeurige vierhoek een begrensd gebied. Het 
gebied tussen de lijnen x = - I en x = I is geen begrensd gebied. 

Voorbeeld 1 

De verzameling Vi van punten (x, y), waarvoor x 2 + y2 < 4 is een gebied. Immers, 
als P binnen de cirkel x 2 + y2 = 4 ligt, bijv. op afstand a van 0 (a < 2), dan ligt 
de a-omgeving van P ook geheel binnen de cirkel als 0 < a < 2 - a, terwijl elk 
tweetal punten binnen Vi door een segment dat geheel binnen Vi verloopt, is te 
verbinden (zie fig. 108). 

Voorbeeld 2 

De verzameling V2 van punten (x, y) waarvoor x 2 + y2 ~ 4 is geen gebied. 

Een eenvoudige voorstelling van de functie f verkrijgt men door in een ruimtelijk 
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Fig. 108 
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rechthoekig coördinatenstelsel 0 xyz de punten P(x, y, z) te tekenen, waarbij (x, y) 
uit het domein G{x, y} in het x, y-vlak wordt gekozen, en z de door het functie
voorschrift aan (x, y) toegevoegde waarde is. Men noemt hierbij x en y de onafhanke
lijke en z de afhankelijke veranderlijke. De verzameling van de punten P vormt dan in 
vele gevallen een oppervlak in de ruimte, dat het beeldopperv/ak van de functie wordt 
genoemd. 

Voorbeeld 3 

Zij G{x, y} het vierkant met rand, bepaald door G(x, y) = {(x, y) 1l ~ x ~ 2, 
o ~ y ~ I}. Het functievoorschrift wordt gegeven door: f(x, y) = x 2 + y2. De 
functiewaardenverzameling is dan het gesloten interval [1,5]. Het beeldoppervlak 
van deze functie is weergegeven in fig. 109. 

Evenals bij functies van één veranderlijke wordt bij die van twee veranderlijken dik
wijls alleen het functievoorschrift aangegeven zonder de definitieverzameling. Men 
onderstelt daarbij dat deze laatste zo groot gekozen wordt als het functievoorschrift 
toelaat. 

Voorbeeld 4 

f(x, y) = ln(4 - x 2 _ y2) 

De functie f kan alleen gedefinieerd worden voor 4 - x 2 - y2 > O. De definitie
verzameling van f is dan het inwendige van de cirkel: x2 + y2 < 4 (zie fig. 110). 
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Fig. 109 

Voorbeeld 5 

x 
g(x, y) = -:;-2--

y -x 

Fig. 110 

Het rechterlid kan alleen gedefinieerd worden als de noemer y2 - x =1= 0 is. De 
definitieverzameling van g is het gehele x, y-vlak, behalve de punten van de parabool 
met vergelijking y2 = x (zie fig. 111). 

Voorbeeld 6 

<p(x, y) = .J x2 + y2 - 4 + In (9 _ x2 _ y2) 

Het rechterlid heeft alleen betekenis als x2 + y2 - 4 ~ 0 en tevens 9 - x2 - y2 > O. 
De defiIiitieverzameling van <p is de ring tussen de cirkels x2 + y2 = 4 en x2 + y2 = 9, 
De binnenrand behoort wel, de buitenrand niet tot de definitieverzameling van <p 
(zie fig. 112). 

Voorbeeld 7 

l{!(x, y) = .Jx2 - y2 + .Jx2 + y2 - 4 

l{! kan alleen gedefinieerd worden als x2 - y2 ~ 0 en tevens x2 + y2 - 4 ~ O. De 
lijnen met vergelijking x - y = 0 en x + y = 0 verdelen het x, y-vlak in 4 kwadran
ten. De ongelijkheid x2 - y2 ~ 0 betekent dat (x, y) ligt in of op de rand van het 
kwadrant dat de x-as bevat. De definitieverzameling van l{! is het vlak deel dat in fig. 113 
gearceerd is (inclusief de randen). 
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Fig. 112 

Vaak wordt ook als e-omgeving van het punt (xo, Yo) gebruikt het binnengebied van 
een vierkant met (xo, Yo) als middelpunt en zijden ter lengte van 2e, evenwijdig met 
de x-as resp. y-as (een Z.g. gericht vierkant), dus het gebied bepaald door 
{(x, y)llx - xol < e, Iy - Yol < e}. Men noemt dit een vierkantsomgeving van 
(xo, Yo) (zie fig. 114). 
Daar binnen elke cirkelomgeving een vierkantsomgeving kan worden gekozen, en 
omgekeerd, maakt het voor de volgende definities en stellingen weinig uit, welk soort 
van omgevingen men gebruikt. 

134 Het limietbegrip 

Na de uitvoerige inleiding over het limietbegrip bij functies van één veranderlijke 
zal het niet veel moeite kosten de betekenis in te zien van de definitie van limiet voor 
een functie van twee veranderlijken. 

Fig. 113 Fig. 114 
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Definitie 

Een functie f, gedefinieerd in een gereduceerde omgeving van het punt P(xo, Yo) heeft 
de limiet L als (x, y) nadert tot (xo, Yo), indien bij iedere s > 0 een gereduceerde om
geving 0' van P bestaat, zo dat: 

If(x, y) - LI < s als (x, y) E 0' (134.1) 

Notatie: 

lim f(x, y) = L, of f(x, y) ~ L voor (x, y) ~ (xo, Yo) 
(>:. )1)-+(>:0. )10) 

Daar iedere gereduceerde omgeving 0' van P een gereduceerde <5-omgeving (<5 > 0) 
bevat, kan men voor 0' ook een <5-omgeving nemen en kan men in de limiet-definitie 
ook de eis stellen, dat er bij iedere s > 0 een <5(e) bestaat, zo dat: 

If(x, y) - LI < s als 0 < (x - XO)2 + (y - YO)2 < «52(s) (134.2) 

Meetkundig betekent dit dat If(x, y) - LI < 8 als de afstand van (x, y) tot (xo, Yo) 
kleiner is dan «5(8), maar =F O. 
Met het begrip "vierkantsomgeving" kan men (134.2) nog vervangen door: 

If(x, y) - LI < e, àls Ix - xol < <5 en Iy - Yol < <5, (x, y) =F- (xo, Yo) (134.3) 

De s > 0 is willekeurig, de <5 daarentegen niet; deze hangt af van e. Kiest men nu 8 

steeds kleiner, dan zal in het algemeen de daarbijbehorende 0' kleiner worden. Als men 
nu in elk van de "inkrimpende" rij van omgevingen 0' een punt (x, y) kiest, dan zal 
voor elk van deze (x, y) steeds (131.3) gelden met corresponderende 8 en «5. De afstand 
tussen de punten (x, y) en (xo, Yo) zal op de duur steeds kleiner worden. Hierdoor 
is de schrijfwijze: (x, y) ~ (xo, Yo) verklaard. Het is duidelijk dat men op deze wijze 
talloze rijen van punten (x, y) kan kiezen, m.a.w. op tal van wijzen tot (xo, Yo) kan 
"naderen" . 
Als wij zeggen dat f(x, y) ~ L voor (x, y) ~ (xo, Yo), betekent dit dat de limiet L 
moet bestaan en steeds dezelfde zijn, hoe (x, y) ook "nadert" tot (xo, yo). Bij functies 
van één veranderlijke betekende f(x) ~ L als x ~ Xo, dat f(x) ~ L als x! Xo en xi Xo. 
Bij twee veranderlijken kan dit naderen op oneindig veel manieren geschieden, en is 
het niet voldoende voor het bestaan van een limiet om aan te tonen dat f(x, y) ~ L, 
als (x, y) "langs bepaalde wegen tot (xo, Yo) nadert". Het is dus een zeer sterke eis. 
Vindt men echter dat f(x, y) tot verschillende "limieten" nadert of niet tot een limiet 
bij verschillende wijzen van "naderen" van (x, y) tot (xo, Yo), dan kan men conclu
deren dat lim f(x, y) niet bestaat. Het is daardoor dikwijls eenvoudiger het 

(>:.)1)-+(>:0.)10) 

niet bestaan van een limiet aan te tonen dan het bestaan. 
Tenslotte zij opgemerkt dat men de limietdefinitie ook nog kan geven in een randpunt 
P(xo, Yo) van V. In dat geval moet men (134.1) vervangen door: 

If(x,y) - LI < s als (x,y) E 0' () V 

406 



Voorbeeld 1 

Laat I gedefinieerd zijn door: 

x2 _ y2 
I(x,y) = 2 + 2 

X Y 
V(x, y) ::f: (0, 0) 

Gevraagd wordt de limiet van I te bepalen als (x, y) -+ (0, 0). 

Oplossing: 
Nadert (x, y) langs de x-as tot (0, 0), dan is steeds I(x, 0) = I (x ::f: 0), en is dus 
lim I(x, 0) = 1. Bij benadering van (x, y) langs de y-as is 1(0, y) = - 1 (y::f: 0), 
x-+O 

en lim 1(0, y) = -1. Daar deze limieten verschillend zijn, bestaat lim I(x, y) 
y-+O (x,y)-+(O,O) 

niet. 

Voorbeeld 2 

Te bewijzen: 

lim 
(x, y)-+(O, 0) 

Bewijs: 

We zullen moeten aantonen dat er bij iedere 8 > 0 een 8(8) bestaat, zó dat 

1
3X3 - 2y31 

2 2 < 8 is, als lxi < 8 en tevens Iyl < 8, (x, y) ::f: (0,0). Dit kan als volgt 
x +y 

geschieden : 

13x3 - 2y31 ~ 31xl3 + 21yl3 = 31xlx2 + 21yl y2 

~ 3{lxl + lyl}{x2 + y2) 

Dus is: 

8 
daar x2 + y2 > 0 is. Kies nu 0 < 8 ~ 6' dan is voor deze 8: 

1
3X3 - 2y31 

2 2 < 3(8 + 8) ~ 8 als lxi < 8 en tevens Iyl < 8 
x +y 
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135 Continuïteit 

Het begrip continuïteit wordt bij functies van twee veranderlijken op analoge Wijze 
gedefinieerd als bij die van één veranderlijke. 

Definitie 

Is f gedefinieerd op een volle omgeving van (xo, Yo), dan heet f continu in (xo, Yo) indien: 
lim f(x, y) ,;", f(xo, Yo) 

(x. y) .... (xo . Yo) 

Vervangt men in de limietdefinitie van par. 134 L door f(xo, Yo), dan heeft men de 
uitvoeriger definitie van continuïteit in een punt. 
Continuïteit in een randpunt kan op analoge wijze gedefinieerd worden. 

Definitie 

Een functie heet continu in een gebied G als de functie continu is in alle (x, y) E G. 

Minder streng gezegd betekent de continuïteit van f het volgende: iedere "kleine" 
verandering van de waarden van x en y geeft aanleiding tot een "kleine" verandering 
in de waarde van de functie. 
In uitvoeriger vorm luidt deze definitie: een functie f, gedefinieerd op een gebied G, 
heet continu in G, indien er bij iedere e > 0 een getal J bestaat, z6, dat voor elk punt 
(xo, Yo) van G geldt: If(x, y) - f(xo, Yo)1 < e, als Ix - xol < J, Iy - Yol < J, of als 
(x - XO)2 + (y - YO)2 < J2. 
Het getal J is in het algemeen afhankelijk zowel van e als van (xo, Yo). Bestaat er 
echter bij iedere e > 0 een getal J dat slechts afhankelijk is van e voor alle punten 
(xo, Yo) van G, dan noemt men de functie uniform continu in G. 
Men kan bewijzen dat een functie die continu is in een begrensde gesloten verzame
ling G tevens uniform continu is in G. 

Het volgende is onmiddellijk duidelijk: 
Als wij Y constant houden, bijv. Y = Yo, dan bepaalt f een functie van x alleen. Is nu 
in een gebied G f een continue functie van x en y, dan is x 1-+ f(x, Yo) een continue 
functie van x. 
Evenzo is, als wij x = Xo constant houden, Y 1-+ f(xo, y) een continue functie van y. 
Het kan gebeuren dat elk van de functies x 1-+ f(x, Yo) en Y 1-+ f(xo, y) continu is 
resp. in Xo en in Yo en dat toch (x, y) 1-+ f(x, y) niet continu is in (xo, yo). Dit illus
treert het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 
xy 

We definiëren f door: f(x, y) = als x2 + y2 ~ 0, en f(O,O) = O. Nu is 
x2 + y2 

408 



f(x, 0) = 0, dus limf(x, 0) = 0, en daar f(O, 0) = 0, is x ..... f(x, 0) continu in x = 0. 
",-+0 

f(O, y) = ° en limf(O, y) = 0, dus y ..... f(O, y) is continu in y = 0. Toch is f niet 
y-+O 

continu in (0, 0). Immers: 

dus: 

x 2 

f(x, x) = -2 = 1- (x # 0) 
2x 

lim f(x, x) = 1- # f(O, 0) 
",-+0 

Op analoge wijze als in par. 7 kan men ook de functies f ± g, fg en.L alsg(x,y) #0 
definiëren, bijv.: g 

f + g: (x, y) ..... f(x, y) + g(x, y) 

De volgende stellingen over continuïteit zijn uitbreidingen van die van functies van 
één veranderlijke. Wij zullen deze zonder bewijs vermelden, daar deze op analoge 
wijze worden bewezen. 
Zijn f en g gedefinieerd in hetzelfde gebied G, en zijn deze functies continu in een punt 
(xo,Yo) van G, dan zijn de som-, verschil- en produktfunctie: 

f ± g, fg 

ook continu in (xo, Yo). De quotiëntfunctie L is continu in (xo, Yo), mits g(xo, Yo) # O. 
g 

Zonder bewijs vermelden we nu de stellingen over de continue functies van twee 
veranderlijken, waarvan men direct het analogon van die van één veranderlijke 
herkent (zie hiervoor par. 13 en 14). ' 

Stelling 1 

Als een functie continu is in een qfgesloten en begrensd gebied G, dan is die functie be
grensd in G (d.w.z. de functiewaarden vormen een begrensde verzameling van reële 
getallen). 

Stelling 2 

Is f continu in een afgesloten en begrensd gebied G, en zijn m en M de grootste beneden
grens resp. kleinste bovengrens van de functiewaarden f(x, y) op G, dan neemt f elk 
van de waarden m en M tenminste eenmaal aan. 
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Kortweg kan men deze stelling ook zo uitdrukken: 
In een afgesloten en begrensd gebied heeft een continue functie een maximum en een 
minimum. 

Stelling 3 

Laat f een continue functie zijn in een gebied G dat (xo, Yo) bevat, en laat f(xo, Yo) =I: 0 
zijn. Er is dan een omgeving van (xo, Yo) waarvoor in elk punt (x, y) de functiewaarde 
{(x, y) hetzelfde teken heeft als f(xo, yo). 

Stelling 4 (tusseowaardestelling) 

Is f continu in een begrensd gebied G, en neemt f twee verschillende waarden A en B 
aan in punten Pi en P2 van G, is nu C een willekeurig getal tussen A en B, dan is er 
een punt in G, waarin f de waarde C aanneemt. 

136 Partiële differentiatie 

We beschouwen een functie f, gedefinieerd in een gebied G van het x, y-vlak. Als 
(xo, Yo) E G, dan is de functie cp, gedefinieerd door cp(x) = f(x, Yo) een functie van x 
alleen. 
Evenzo is de functie Ijl, gedefinieerd door IjI(y) = f(xo, y) een functie van y alleen. 
Bestaat nu cp'(xo), dan noemt men cp'(xo) het partiële differentiaalquotiënt van f naar 
x in het punt (xo, Yo) of ook de partiële afgeleide naar x, dus: 

'( ) l' f(xo + h, Yo) - f(xo, Yo) 
cp Xo = lm ---------

h-+O h 

als deze limiet bestaat. iJf iJf 
Men schrijft dit als fixo, Yo) of - (xo, Yo) of (fx)o of --. 

iJx iJxo 
De functie die aan (x, y) toevoegt het partiële differentiaalquotiënt naar x in (x, y) 
heet de partiële afgeleide functie naar x. 

Notatie: 

fx: (x, y) 1-+ fix, y) 

Evenzo heet ""(Yo) (indien deze bestaat) het partiële differentiaalquotiënt van f 
naar y in (xo, Yo), ook wel de partiële afgeleide naar y, dus: 

'/"( ) _ l ' f(xo, Yo + k) - f(xo, Yo) 
'I' Yo - lm ---------

k-+O k 
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Men schrijft dit als: 

af af 
fixo, Yo) of - (xo, Yo) of (/,)0 of -

ay ayo 

De functie die aan (x, y) toevoegt het partiële differentiaalquotiënt naar y in (x, y) 
heet de partiële afgeleide functie naar y. 

Notatie: 

f,: (x, y) I-t fix, y) 

De berekening van zulke afgeleiden heet partieel differentiëren. 

We gebruiken bij de schrijfwijze af en af de ronde a in plaats van de gewone d, 
ax ay 

zoals die bij het differentiëren van functies van één veranderlijke wordt gebruikt, 
om aan te geven dat we met een functie van twee veranderlijken hebben te maken, 
en naar één van die veranderlijken differentiëren, terwijl we de andere constant 
denken. 
De partiële afgeleide functies fx en f, zijn zelf weer functies van x en y. 

Voorbeeld 1 

f(x, y) = xy cos x 

fx(x, y) = y cos x - xy sin x 

f,(x, y) = x cos x 

Voorbeeld 2 

f(x,y) 
y 

= arctan
x 

fix,y) = 

1 
f,(x, y) = --;:

y2 x 
1+-

x2 

Voorbeeld 3 

f(x, y) = y = eXln y 

fx(x, y) = yX In y 

fix, y) = xyX-l 

x 
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137 Meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden 

We beschouwen een functie f, die continu is in een gebied G van het x, y-vlak. We 
veronderstellen dat de partiële afgeleiden van f naar x en y bestaan in elk punt van G. 
De grafische voorstelling van f is het oppervlak S dat in fig. 115 schematisch is ge
schetst. Is Al (xo, Yo) een punt van G, en Zo = f(xo, Yo), dan is A(xo, Yo, zo) een 
punt van S. Om fixo, Yo) te vinden moeten we y constant = Yo nemen. De verge
lijkingen: z = f(x,y), y = Yo, stellen de kromme Kl voor, waarlangs S gesneden 
wordt door het vlak: y = Yo. De partiële afgeleide f,,(xo , Yo) is dus de tangens van 
de hellingshoek 1X1 gevormd door de raaklijn in A aan Kl en de x-richting in Al' 
Evenzo snijdt het vlak: x = xo, het oppervlak S volgens de kromme K2 met verge
lijkingen: z = I(xo, y), x = xo. Hier geldt dan: 

Iy(xo, Yo) = tan <X2 

138 Partiële afgeleiden van de tweede orde 

Bestaan van een functie I de partiële afgeleide functies Ix en fy in een omgeving van 
(xo, Yo), dan kan het zijn dat men deze in het punt (xo, Yo) weer naar x en y kan 
differentiëren. De afgeleiden van f" naar x en y in (xo, Yo) duidt men aan .met: 

o2f o2f 
f",.{xo, Yo) of --2' resp. f",(xo, Yo) of ---

oXo oYooxo 

die van fy naar x en yin (xo, Yo) met: 

a2f 
fyixo, Yo) of a a ' resp. fyy(xo, Yo) 

Xo Yo 

Fig. 115 

z 

t 
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Deze vier getallen noemt men de partiële afgeleiden (differentiaalquotiënten) van de 

tweede orde van f in (xo, Yo), of kortweg de tweede partiële afgeleiden van f in (xo, Yo)' 
Op overeenkomstige wijze kan men de partiële afgeleiden van de derde en hogere 
orde definiëren. Er zijn, zoals men gemakkelijk inziet, 2n partiële afgeleiden van de 
nde orde mogelijk, als ze bestaan. 

Opmerking: 
ePf 

fx,(x, y) is dus hetzelfde als --. Men lette op de volgorde! Als we bedenken dat 
ePf a (af) oyox 
-- = - - ,dan is het duidelijk dat in beide gevallen de variabele, waarnaar 
oyox oy OX 
het eerst wordt gedifferentieerd, ook het "dichtst" bij de I staat. 

Voorbeeld 1 

f(x, y) = 2X 3 + 3x2y + 4xy2 + 6y 3 

fx(x, y) = 6x2 + 6xy + 4y2 

lix, y) = 3x2 + 8xy + 18y2 

lxix, y) ;:: 12x + 6y 

lxix, y) = 6x + 8y 

fyix, y) = 6x + 8y 

fyy(x, y) = 8x + 36y 

Voorbeeld 2 

I(x, y) = e- 2y cos 2x 

fix, y) = -2e- 2Y sin 2x 

f,(x, y) = -2e- 2Y cos 2x 

Ixx(x, y) = _4e- 2y cos 2x 

lxix, y) = 4e- 2y sin 2x 

fyix, y) = 4e- 2y sin 2x 

fy,(x, y) = 4e- 2y cos 2x 

Voorbeeld 3 

Als e een constante is, en: 

z(x, t) = sin(x + ct) + cos(2x + 2et) 
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bewijs dan dat: 

Bewijs: 

Zt(x, t) = c cos (x + ct) - 2c sin(2x + 2ct) 

Ztt(x, t) = _c2 sin(x + ct) - 4c2 cos(2x + 2ct) 

z,lx, t) = cos(x + ct) - 2 sin(2x + 2ct) 

zxx(x, t) = - sin(x + ct) - 4 cos(2x + 2ct) 

Door invulling volgt het gestelde. 

In de eerste twee voorbeelden blijkt I"y = I y" te zijn. Onder bepaalde voorwaarden 
blijkt dit steeds het geval te zijn. De volgende stelling die wij in deel 2 zullen bewijzen, 

is hiervoor van belang. 

Stelling 

Als in een gebied G de partiële afgeleide functie van de eerste en de tweede orde van I 
bestaan, en als in een punt (xo, Yo) van G I"y en I y" continu zijn, dan is in dat punt: 

Dit is niet de 'zuinigste' voorwaarde. Men kan bewijzen: indien in een omgeving (XO,yo) de 
functies f y en I xy bestaan en Ixy continu is in (xo,yo) dan bestaat ook Iyx(xo,yo) en geldt 
I xy(xo,yo) = I yx(xo,yo). 

Het gevolg van deze stelling is dat het aantal verschillende afgeleiden van de tweede 
en hogere orden in het algemeen beduidend kleiner is dan boven is aangegeven. Als 
we aannemen dat alle partiële afgeleide functies die we vormen continue functies zijn 
in het beschouwde punt, en we bovenstaande stelling toepassen op de functies I", Iy 

en Ixy in plaats van op I, dan vinden we: 

I""y = Ixy" = Iy"x 

I"yy = Iy"y = Iyyx 

I x"yy = Ixy;x;y = Ixyyx = Iyxxy = Iy;x;yx = Iyy;x;x 

Zo kan men algemeen bewijzen: 
De volgorde van differentiatie van een functie van twee variabelen is niet van invloed op 
de uitkomst, als de betrokken afgeleide functies continue functies zijn. 
In dit geval is het aantal van de partiële afgeleide functies van de tweede orde 3, dat 
van de derde orde 4, en in het algemeen dat van de nd

• · orde n + 1. 
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139 Differentieerbaarheid van een functie van twee veranderlijken. Totale 
differentiaal 

Heeft een functie van één veranderlijke een differentiaalquotiënt in a, dan noemt men 
de functie differentieerbaar in a. Wij hebben in par. 22 nog een andere gelijkwaardige 
definitie van de differentieerbaarheid van een functie leren kennen, nl. : 
Een functie f is differentieerbaar in a, dan en slechts dan, indien er een in a continue 
functie cp bestaat, zo dat: 

I(x) - I(a) = (x - a) <p(x) 

Naar analogie van deze laatste definitie definiëren we de differentieerbaarheid van 
een functie van twee veranderlijken als volgt: 

Definitie 

Laat I gedefinieerd zijn in een gebied G en laat (xo, Yo) EG, dan heet I differentieerbaar 
of totaal differentieerbaar in (xo, Yo), indien er functies <p en t/! bestaan, continu in het 

punt (xo, Yo), zo dat: 

I(x,y) - I(xo,yo) = (x - xo)<p(x,y) + (y - yo)t/!(x,y) (139.1) 

Aan deze definitie van totale differentieerbaarheid is de volgende definitie gelijk 
waardig: 

Een functie j, gedefinieerd in een gebied G, /zeet differentieerbaar of totaal differen
tieerbaar in (xo, Yo) E G als er constanten Al en A 2 bestaan en van x en y afhanke
lijke grootheden BI en B2> zodanig dat in G geldt: 

waarbij BI -+ 0 en B2 -+ 0 als (x, y) -+ (xo, Yo). 

Het is duidelijk dat Al = <p(xo, )'0) en A 2 = t/J(xo, )'0), terwijl uit stelling 3 van 
deze paragraaf zal blijken: 

Al = fixo, Yo) en A2 = h(xo, Yo)· 

Een eenvoudige voldoende voorwaarde voor de totale differentieerbaarheid is de vol
gende stelling. 

Stelling 1 

Zijn Ix en I y continu in (xo, )'0), dan is f in (xo, )'0) differentieerbaar. 
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(x,yl 

Bewijs: 
Kies (x,y) E G zo dat de rechte 
verbindingsstukken tussen 
(xo,Yo) en (x,Yo), resp. (x,Yo) 
en (x,y) geheel in G verlopen 
(zie fig. 116), dan geldt: 

f(x, y) - f(xo, Yo) = f(x, y) - f(x, Yo) + f(x, Yo) - f(xo, Yo) 

Nu is de functie Y 1-+ f(x, y) bij vaste x een functie van y alleen, en daar fy bestaat, 
geldt wegens de middelwaardestelling (par. 59) dat er een getal (}1 bestaat met 

0< 01 < 1, zo dat: 

f(x,y) - f(x,yo) = (y - yo)fy{x,yo + (}l(y - Yo)} 

Evenzo bestaat er een (}2 (0 < (}2 < 1), zo dat: 

f(x,yo) - f(xo,yo) = (x - xo)fx{xo + (}z(x - xo),Yo} 

Dus geldt: 

f(x,y)- f(xo,yo) = (x-xo)fx{XO+(}2(X-XO),yo} + (y-yo)fy{x,yo+Ol(y-yO)} 

Als we nu stellen: 

en: 

dan volgt uit de continuïteit van fx en fy in (xo, Yo) dat er functies cp en '" bestaan, 
continu in (xo, Yo), zodat (139.1) geldt. Dit betekent dat f totaal differentieerbaar is. 
De lineaire functie die aan het paar (x - Xo ,y ~ yo) toevoegt het getal 
(x - Xo )fx(xo,yo) + (y - Yo )fy(xo ,Yo) noemt men de totale afgeleide van de functie f 
in het punt (xo,Yo). Deze totale afgeleide is dus geen getal maar eenfunctie van x en y, die 
ook nog afhangt van de parameters Xo en Yo, en wel een lineaire functie. 

Opmerking: 

Stelling 1 geeft een voldoende voorwaarde voor de totale differentieerbaarheid van 
fin (xo, yo). Men kan bewijzen dat het bestaan van één der partiële afgeleide functies, 
en de continuïteit van de andere in (xo, Yo) reeds voldoende is. 
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Bij een functie van één veranderlijke geldt de stelling dat als 1 differentieerbaar is in 
a, look continu is in a. De differentieerbaarheid impliceert dus de continuïteit. Wij 
zullen aantonen dat dit ook geldt voor een functie van twee veranderlijken. Er 
geldt nl.: 

Stelling 2 

Een functie die totaal differentieerbaar is in (xo, Yo) is continu in (xo, Yo)' 

Bewijs: 

Volgens de veronderstelling bestaan er functies cp en l/I, continu in (xo, Yo), zodat 
(139.1) geldt. 
Laten we nu (x, y) naderen tot (xo, Yo), dan geldt volgens de continuïteit van cp en l/I: 
cp(x, y) --+ cp(xo, Yo) en l/I(x, y) --+ l/I(xo, Yo). Het rechterlid van (139.1) nadert dan 
tot 0, zodat I(x, y) - I(xo, Yo) --+ 0, of I(x, y) --+ I(xo, Yo), d.w.z. I is continu in 

(xo, Yo)· 

Uit de totale differentieerbaarheid van een functie kan men nog iets meer afleiden. 

Stelling 3 

Als een functie I totaal differentieerbaar is in (xo, Yo), dan bestaan de partiële afge
leiden van f in (xo, Yo) naar x en y. 

Bewijs: 

Kiezen wij in (139.1) y constant en wel gelijk aan Yo en laten wij x naderen tot xo, 
dan verkrijgt men, wegens de continuïteit van cp: 

I
. f(x, Yo) - f(xo, Yo) ( ' ) 
lm = cp Xo, Yo 

x-+xo x- Xo 

Het linkerlid stelt juist de partiële afgeleide van I in (xo, Yo) voor, zodat lixo, Yo) = 

= cp(xo, Yo)' 
Op soortgelijke wijze bewijst men fy(xo, Yo) = l/I(xo, Yo). 

Op grond van de laatste beweringen en wegens de continuïteit van cp en l/I in (xo, Yo) 
kunnen we schrijven: 

en : 
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y 

t 

o -x 

Fig. 117 

waarin Bl -+ 0 en B2 -+ 0 als (x, y) -+ (xo, yo). Dit betekent: 

f(x,y)- f(xo,yo) = 

= (x - xo)f,.{xo,yo) + (y - yo)fy(xo,Yo) + B1(X - Xo)+B2(Y - Yo) (139.2) 

Dit geldt voor alle (xo, Yo) EG. Met een kleine notatiewijziging kan men voor (139.2) 

ook schrijven: 

f(x + h, Y + k) - f(x, y) = hfxCx, y) + kfix, y) + B1h + B2k, V(x, y) E G 

De uitdrukking: 

hfxCx, y) + kfix , y) 

noemt men de totale differentiaal van f en is de waarde van de totale afgeleide in dat punt. 
Deze hangt af van de vier veranderlijken h, k, x en y, en geeft 'in eerste benadering' de 
verandering van de functiewaarde, wanneer men overgaat van het punt (x,y) naar het punt 
(x + h, y + k) . 

Het is mogelijk een voorwaarde aan te geven die nodig èn voldoende is voor totale 
differentieerbaarheid. Er geldt nl.: 

Stelling 4 

De functie f is dan en slechts dan totaal differentieerbaar in het punt (xo,Yo) indien 

lim f(x ,y) - f(xo,yo) - {(x - xo)fx(xo ,yo) + (y - Yo)fj.,(xo,yo)} = 0 

(X'Y)->(Xo'Y o) V (x - XO)2 + (y - YO)2 

a. Laat gegeven zijn dat f totaal differentieerbaar is in (x o ,yo), dan geldt in een 
omgeving van (xo,Yo): 

waarbij B1 -+ 0 en B2 -+ 0 als (x, y) -+ (xo, yo). 
Maar dan geldt: 
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1· 81(X- Xo)+8z(y - Yo) 
un = o. 

(x,y)~(xo,Yo) V (x - XO)2 + (y - Yoi 

De eis (139.3) is dus een noodzakelijke voorwaarde voor totale differentieerbaarheid. 

b. Laat gegeven zijn dat (139.3) geldt. We stellen bij wijze van afkorting de breuk 
achter het limietteken voor door Q (x,y). Er geldt dan blijkbaar 

f(x,y)- f(xo,yo) = 

= (x - xo)f,,(xo,Yo) + (y - yo)f,(xo.yo) +Q(xJ') V (x - XO)2 + (y - YO)2 

en natuurlijk lim Q(x,y) = O. 
(x,y)~(xo,Yo ) 

Aangezien V(x - XO)2 + (y - YO)2 .;;;; Ix - xol + Iy - yol 

bestaat er een a (afhankelijk van x, y, Xo en Yo) zodanig dat 

V(x - XO)2 + (y - YO)2 = alx -: xol + aly - Yol 

en dus zijn er grootheden ~ en 'Y (afhankelijk van x, y, Xo en Yo), zodanig dat 

waarbij uiteraard geldt: 1/31 .;;;; 1 en Irl';;;; 1. 
Dit betekent echter dat: 

If(x,y)- f(xo,yo) = 

= (x - xo)f,,(xo,yo) + (y - Yo)fy(xo,yo) + ~Q(xJ')(x - xo) + rQ(x,y)(y - Yo). 

Hierbij is duidelijk dat, aangezien lP.! .;;;; 1, hl .;;;; 1 en Q(x,y) -)0 0 als (x,y) -)0 (xo,yo), de 
grootheden ~Q(x,y) en 'YQ(x,y) voldoen aan: 

~Q(x,y) -)0 0 en rQ(x,y) -)0 0 als (x,y) -)0 (xo,Yo) 

en dus de plaats kunnen innemen van 81 en 82 in de tweede definitie van totale diffe
rentieerbaarheid op pag. 407, hetgeen 1IÎlpliceert dat (139.3) ook een voldoende voor
waarde is voor totale differentieerbaarheid. 

140 Richtingsafgeleide 

In par. 136 zijn de partiële afgeleiden van een functie f gedefinieerd. We kunnen deze 
grootheden ook noemen: afgeleiden in de x- resp. y-richting. Men kan evenwel ook 
nog afgeleiden definiëren in andere richtingen. 

We laten het punt Q(xo + h, Yo + k) zo tot P(xo, Yo) naderen, dat het steeds ligt 
op de vaste lijn (zie fig. 117), die een hoek (X met de positieve x-as maakt. De h en k 
veranderen dus niet onafhankelijk van elkaar, maar voldoen aan de betrekkingen: 

h = P cos (X 

k = p sin (X 
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waarin p = .J h2 + k 2 is, en tot nul nadert als Q nadert tot P. 
Onder de richtingsafgeleide f,.(xo, Yo) in de richting IX van f in het punt (xo, Yo) verstaan 
we nu: 

. f(xo + p cos IX, Yo + p sin IX) - f(xo, Yo) 
fa(xo,YO) = lim--------------

p~O p 

als deze limiet bestaat. 
Voor het bijzondere geval IX = 0 is h = p en k = 0, en is fo(xo, Yo) de partiële afge-

1t 
leide fixo, Yo) van f in (xo, Yo); als IX = "2 is h = 0, k = p en f",ixo, Yo) = 

= f,(xo, Yo). Is f totaal differentieerbaar in (xo, Yo), dan bestaan er functies qJ en "'. 
continu in (xo, Yo), zo dat: 

f(xo + p cos IX, Yo + p sin IX) - f(xo, Yo) = 

= p cos IX' qJ(xo +p cos IX, Yo + P sin IX)+P sin IX' "'(xo+p cos IX, Yo + p sin IX) 

Laten we hierin (na deling door p) p tot 0 naderen, dan volgt, wegens qJ(xo, Yo) = 
= fx(xo, Yo) en t/I(xo, Yo) = f,(xo, Yo), (zie par. 139, stelling 3): 

(140.1) 

De functie fa: (x, y) ~ f,.(x, y) is dus een lineaire combinatie van fx en f, met 
coëfficiënten cos IX en sin IX. 

In par. 139 hebben we gezien dat uit de totale differentieerbaarheid in een punt 
P(xo, Yo) het bestaan van de partiële afgeleiden in P·in de x- en de y-richting volgt. 
We kunnen nu dus concluderen, dat dit tevens het bestaan van afgeleiden in alle 
richtingen in P insluit. Hiermede is de naam "totale differentieerbaarheid" verklaard. 

Opmerking: 

Als we beschouwen de vector !1 = . en de vector !!' = . , dan volgt (
fixo, YO») (COS IX) 
f,(xo, Yo) sm IX 

uit (140.1) dat f,.(xo, Yo) = W,!!,) (het inwendig produkt van Q en !V), en daar !!' 
de lengte één heeft stelt f,.(xo, Yo) dus de lengte voor van de projectie van Q op !!'. 
Nu ligt bij gegeven f en (xo, Yo) de vector Q vast, .!1' is variabel. De genoemde pro
jectie is dus maximaal als de vector .!1' langs de vector Q valt. In de richting van 

(
fx(xo, Yo»). d d . h' af l'd . I h d d'" f ( . IS us e nc bngs ge el e maXImaa. Q eet e gra lent van ZIe 
f,(xo, Yo) 

fig. 118). 

Voorbeeld 

Nemen we als f(x, y) de grootte van de voerstraal: .J x 2 + y2, dan is: 
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x 
ix(x, y) = .J 2 2 = COS qJ 

x +y 

Y f(xy)- =sinfll J/' - / 2 2 '1' "X + Y 

als qJ de hoek voorstelt die de voerstraal met de x-as maakt. 

y 

t 

(Xo·Yo) 

Fig. 118 

v_('x<xo.yo) ) 
;- 'y<xo.Yo) 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

Daar ix en iJ/ continu zijn in elk punt (x, y) =F (0,0) is volgens par. 139, stelling 1, 
i totaal differentieerbaar, zodat volgens (140.1) geldt: 

f,.{x, y) = ix(x, y) cos IX + iix, y) sin IX 

of: 

fr.(x, y) = cos qJ cos IX + sin qJ sin IX = cos(qJ - IX) 

In de richting van de voerstraal zelf is qJ = IX en in die richting geldt: fix, y) = 1; 
1t 

in de richting loodrecht op de voerstraal is qJ = IX - - en in die richting · geldt 
2 fix, y) = o. 

Uitgewerkte vraagstukken 

1. De functie f 1R x 1R ~ 1R is gedefinieerd door: 

{

X 3 + y4 
2 2 als (x,y) '# (0,0) 

f(x,y) = x + Y 

o als (x,y) '# (0,0) 

a. Onderzoek of! continu is in (0,0). 
b. Bereken fxCO,O) en fyCO,O). 
c. Toon aan datfx enfy niet continu zijn in (0,0). 
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d. Toon aan datfniet totaal differentieerbaar is in (0,0). 
e. Bereken de richtingsafgeleide vanfin (0,0) in de richting van de vector (cos a,sin a) 
waarbij geldt: 0 S; a < 27r. 

Uitwerking 
a. Voor (x,y) "* (0,0) geldt: 

I x2 y2 I !f(x,y) I = x 2 2 + y2 2 2 S; lxi + lyl2 
x +y X +y 

dus !f(x,y) - flO,O)1 = !f(x,y) I S; Ixl + lil < e indien lxi < teen tevens lyl < t -{ie voor alle 
ë> 0 . 
Dit betekent datf continu is in (0,0). 

b. fx(O,O) = lim f(x,O) -f(O,O) = Iim ~ = Iim 1 = l. 
x->o X x->o X x->O 

f, (0,0) = lim f(O,y) - f(O,O) = lim i = lim y = 0. 
y y->O Y y->O Y y->O 

c. Voor (x,y) "* (0,0) geldt: 

fx(x,y) 
(x 2 + y2)3x2 _ (X 3 + y4)2x 

(X2 + y2)2 

Indien we langs de x-as naderen tot (0,0), dan geldt: 

4 
lim fx(x,O) = lim \ = lim 1 = 1. 
x-> 0 x-> 0 X x-> 0 . 

Dit geeft geen uitsluitsel. 
Indien we langs de y-as naderen tot (0,0), dan geldt: 

lim fx(O,y) = Iim °4 = Iim ° = 0"* 1. 
y->O y->O y y->O 

Dusfx is niet continu in (0,0). 
Voor (x,y) "* (0,0) geldt: 

(x2 + y2)4y 3 _ (x 3 + y4)2y 
fy(x,y) = (x 2 + y2)2 

Indien we langs de x-as naderen tot (0,0), dan geldt: 

lim fy(x,O) = Iim °4 = Iim ° = 0. 
x->O x->O X x->O 

Dit geeft geen uitsluitsel. 
Indien we langs de y-as naderen tot (0,0), dan geldt: 

lim fy(O,y) = Iim ~ = lim 2y = 0. 
y->Ç) y->O y y->O 

x4 + 3x2y2 - 2xy4 
(X2 + y2)2 

4X2y 3 - 2x3y + 2y 5 
(x2 + y2)2 

Ook dit geeft geen uitsluitsel, daarom naderen we tot (0,0) langs de rechte met vergelijking 
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y = mx. Er geldt dan: 

fix,y) 
4m 3x5 - 2mx4 + 2m 5x5 

(1 + m2)2x4 
-2m m3(4 + 2m2) 

= (1 + m2)2 + (1 + m2)2 x . 

Hier geldt lim f/x,y) = ( -2m 2)2 . 
(x,y)--> (0,0) 1 + m 

Deze uitkomst hangt af van m en is ongelijk aan nul als m '# 0 en ook als m '# oo;fy is dus 
niet continu in (0,0). 

N.B. Als ook langs y = mx wel zou gelden lim fy(x,y) = 0, dan zouden we nog geen 
(x,y)->(O,O) . 

uitsluitsel hebben. Zo zou langs y = mx2 wel een andere limiet kunnen bestaan! 
Deze methode kan wel dienen om de discontinuïteit aan te tonen, niet echter de continuïteit! 

d.fis totaal differentieerbaar in (0,0) d.e.s.d. als 

f(x,y) - f(O,O) - {xfAO ,O) + y/y(O,O)} 

-Vx2 + y2 
lim 
(x ,y)--> (0,0) 

= 0 (zie 139.3). 

In ons geval betekent dit: 

We stellen nu maar meteen y = mx. 
Het gaat dan om 

lim m
2
x

2
(m

2
x

2 
- x) _ lim {m

4
x m

2
} 

HO (l + m2)3/2x3 - HO (1 + m2)3/2 - (1 + m2)312 

= - (1 + m 2 )3/2' 

Dit hangt af van m, dus is f niet totaal differentieerbaar. 
N.B. m = 0 en m = 00 zouden hier geen uitsluitsel geven. 

e.friO,O) = lim fep cos a ,p sin a) - f(O,O) = lim p3cos3a + p4sin
4
a = cos3a. 

p-->O p p-->O p3 

Voor a = 0 geeft dit 1; voor a = i geeft dit O. 

N.B. Hieruit kunnen we nogmaals concluderen datfniet totaal differentieerbaar is. Immers 
alsftotaal differentieerbaar is in 0, dan geldt (140.1): 

fa(O,O) = fx(O,Q) cos a + NO,O) sin a 

Dan zou dus 

fa(O,O) = cos a. 

Maar we vinden 
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2. De functie f: JR x JR ~ JR is gedefinieerd door 

{

y1l3 sin x
2 

als y ::t ° 
f(x,y) = . y 

,0 als y = ° 
a. Bewijs datfcontinu is op JR x JR. 
b. Berekenfix,y) voor alle punten (x,y) E JR x JR. 
c. Onderzoek voor welke punten (x,O) de partiële afgeleide /y(x,O) bestaat. 
d. Bereken zo mogelijkfxy(O,O). 

Uitwerking 
a. Voor y :1= ° is f een continu functie van een continue functie en dus continu (zie par. 
141). Voor y = ° moeten we onderzoeken !f(x + h,k) - fix,O) I. 

x=o 
(x+h,k) 

(x,O) y=o 

Hiervoor geldt voor elke E> ° 
(x + h)2 

!f(x + h,k) - f(x,O)1 = Ik1l3 sin k I:;:; Ikl t/3 < E 

indien Ikl < e3; dusfis continu in (0,0). 

b. Als Y ::t 0, dan geldt: 

( X2)2x x2 
fx(x,y) = y1l3 cos y y = 2xy-2/3cos y 

als y = 0, dan geldt: 

f ( ) - Iim f(x + h,O) - f(x,O) _ l' ° -° -° 
x x,y - h - 1Ill h -. 

h->O h->O 

c. als x ::t 0, dan geldt: 

x2 
k1l3 sin - - ° 

f ( 0) - I' f(x,k) - [(x,O) - I' k 
y x, - 1Ill k - 1Ill k 
. k->O k->O 

. x2 

SIn T 
= lim -k2/3 k->O 

Hierin oscilleert sin t tussen + 1 en -1 als k ~ 0, want sin ~2 = 1 als k = 1t( 4;;;: 1) en 
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222 
sin ~ = - 1 als k = 1t( 4: _ 1) terwijl de noermer k2/3 met k tot nul nadert. 

Als x = 0, dan geldt: 

+ (0 0) - I' f(O,k) - f(O,O) - I' 0 - 0 - ° 
Jy , - un k - un k -. . ~o ~o 

d. Volgens b. geldt 

x 2 
_ 2x cos y 

fx(x,y) - y2/3 als y:;t ° dusfxCO,y) = ° als y:;t ° 
en fx(x,O) = 0, dl:S fx(O,O) = O. 
Gevolg: 

+ (00) - I' fxCO,k) - &(0,0) - lim 0 - 0 - 0 
JXy , - un k - k -. 

k ..... O k ..... O 

3. De functie f. 1R x 1R is gedefinieerd door fix,y) = xPyq, waarbij 0 < p < 1 < q. 
a. Bereken fxCO,O) en /y(0,0). 
b. Onderzoek offx enfy continu zijn in (0,0). 
c. Onderzoek offtotaal differentieerbaar is in (0,0). 
d. Onderzoek offtotaal differentieerbaar is in de punten (a,O) met a:;t o. 
e. Onderzoek offtotaal differentieerbaar is in de punten (O,b) met b:;t o. 

Uitwerking 

+(00)-1' f(h,O)-f(O,O) -I' 0-0_0 a. JX , - un h - un h -. 
h ..... O h ..... O 

+ (0 0) - I' f(O,k) - f(O,O) - I' 0 - 0 - 0 
Jy , - un k - un k -. 

k ..... O k ..... O 

b. Voor (x,y) :;t (0,0) geldt: 

fx(x ,y) = pxp-lyq 

fix,y) = qxpyq-l 

M.b.t. fx(x,y) merken we op dat de exponent van x negatief is en we kunnen daardoor 
bereiken dat ook y in de noemer komt. Stel x = i en kies t zodanig dat t(p - 1) + q < O. Dit 

bereiken we door te eisen: t > ~1 ' bijv. t = ~1 + 1. 
- P - P 

We zien dan dat t > 0 en we kunnen dus langs de kromme met vergelijking x =i tot (0,0) 
naderen. Daarbij geldt dan: 

fx(x,y) = py-q+p-lyq = pyp-l 

en dit nadert tot 00 als y nadert tot 00 omdat p < 1; fx is dus niet continu in (0,0). 

M.b.t. !y(x,y) = qxpyq-l merken we op dat de exponenten van x en y hierin beide positief 
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zijn. We kunnen dan ook zorgen dat !fy(x,y)1 < ê voor elke ê > ° door te kiezen : 

lxi < ~ é'2p en Iyl < é /2(q-l). Daar !i0'0) = ° blijkt datfy continu is in (0,0). 

c. Omdat in (0,0) één partiële afgeleide continu is, nl. fy en de andere bestaat, zal f op 
grond van de opmerking op blz. 416 totaal differentieerbaar zijn. Uiteraard kunnen we dit 
ook met behulp van de definitie controleren. 
Daartoe onderzoeken we (zie 139.3): 

lim f(x,y) - f(O,O) - {xfx(O ,O) + y[V<O, 0) } = lim xPyq 
(x,y )->(O,O) -Vx2 + y2 (x,y)->(O,O) -Vx2 + y2 

Hierin stellen we x = p cos a, y = p sin a en we zien dan: 

1 xPyq 1 _ Ipp+q cosPa sinqa 1< nP+q-l - t 0 - _ ,.,. - p met t > . 
-Vx2+y2 p 

Indien we bij gegeven ê> 0 dan p zodanig kiezen dat pi < ê, dan zien we dat 

llITI
' xPyq 

r=~==7 = 0 en dus isftotaal differentieerbaar in O. 
(x,y)->(O,O) ~ x2 + y2 

d. Voor a :t:- 0 geldt: 

;: ( 0) - r [(a + h,O) - [(a,O) _ r 0 - 0 - 0 
J X a, - h~ h - h~ h -

Verder geldtfiO,ü) = 0 (zie a.), dusfx is continu in (a ,O) indien a:t:- O . 

.f ( 0) - I' f(a,k) -t(a, 0) - 1im aPfél - ° d 1 
JY a, - lITI k - k - aar q > . 
" hO hO 

We zien dus dat in (a ,O) (met a :t:- 0) de partiële afgeleiden [x en[y continu zijn. Op grond 
van stelling 1 op blz. 415 is f dus totaal differentieerbaar in (a,O) als a :t:- O. 
M.b.t. de punten (O,b) met b:t:- 0 merken we op dat 

.f (0 b) - I' f(h,b) - f(O,b) - I" hPb
q 

- I" hP-1bq - dOl 
J X , - lITI h - lITI h - lITI - 00 aar < p < . 

~o ~o ~o 

op grond van stelling 3 op blz. 417 is [niet totaal differentieerbaar in (O,b) indien b :t:- 0. 

141 Samengestelde functies 

Bij functies van één veranderlijke hebben we het begrip samengestelde functie als 
volgt gedefinieerd: 
Laat f gedefinieerd zijn voor alle x E I, en waardenverzameling W hebben. Zij ver
der g gedefinieerd voor alle y E W, dan kan men de samengestelde functie g 0 f 
aldus definiëren in I: 

g 0 [(x) = g{f(x)} 
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Dit begrip kan men uitbreiden voor functies van twee veranderlijken op verschil
lende manieren. 

I Met behulp van één parameter t 

Neem aan dat i en g beide gedefinieerd zijn in alle te J. De functiewaarden i(t) en 
g(t) bepalen een deelverzameling W van het x, y-vlak: 

W = {(jet), g(t)) I t E J} 

Zij nu een functie F (van twee veranderlijken) gedefinieerd op W, dan kan men als 
volgt een functie F* definiëren van J naar IR: 

F*(t) = F{(f(t), g(t)} (t E J) 

Men noemt dan F* een samengestelde functie van t op J. 

2 Met behulp van twee parameters u en v 

Neem aan dat i en g beide gedefinieerd zijn voor alle (u, v) E G, waarin G een deel
verzameling is van IR x IR. De functiewaarden i(u, v) en g(u, v) bepalen een deel
verzameling W van IR x IR: 

W = {(jeu, v), g(u, v)) I (u, V E G)} 

Zij nu F een functie (van twee veranderlijken) gedefinieerd op W, dan kan men een 
functie F* definiëren van G naar IR: 

F*(u, v) = F{f(u, v), g(u, v)} «u, v) E G) 

Ook hier heet F* een samengestelde functie van (u, v) op G. 

Ook hier gelden soortgelijke stellingen over de continuïteit van samengestelde functies 
als bij die van één veranderlijke. Als i en g continu zijn in hun definitieverzameling 
G en F continu is in W, dan is ook de functie F* continu in G. 
Kortweg, maar onscherp: Een continue functie van continue functies is weer continu. 
Het bewijs van deze stelling verloopt geheel analoog aan dat bij de functies van één 
veranderlijke. We zullen dit bewijs hier niet geven. 

Voorbeeld 1 

In het gehele x, y-vlak is F gedefinieerd door F(x, y) = x2 + y2. Op -1 ~ t ~ 1 
zijn gedefinieerd i: t t-+ arcsin t en g: t t-+ et. F is continu in het gehele x, y-vlak, 
i en g zijn continu Vt E [-1, 1]. (Bij t t-+ arcsin t is [-1, 1] de grootst mogelijke 
definitieverzameling, voor t t-+ et is maar willekeurig -1 ~ t ~ 1 gekozen). Vol
gens bovenstaande stelling is ook F*: t t-+ (arcsin t)2 + e2t continu Vt E [-1, 1]. 

Voorbeeld 2 

In het gehele x, y-vlak, met uitzondering van het punt (0, 0), is F gedefinieerd door 
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xy . 
F(x, y) = 2 2' Op het gebIed G{(u, v)lu2 + v2 < I} zijn gedefinieerd I: 

x +y 

(u, v) 1-+ .JI - u2 
- v2 en g: (u, v) 1-+ uv. Men vervangt nu x door I(u, v) en y door 

g(u, v). Als (u, v) in G ligt, dan is (x, y) ":f. (0,0) en ligt dus in het domein van F. 
Daar F continu in dit gebied is, en I en g in G continu zijn, is: 

uvJl - U
2 

- V
2 

F* : (u, v) 1-+ 2 2 2 2 
l-u-v+uV 

continu in G. 

Opmerking: 

Een geval van een samengestelde functie kan ook optreden als de in geval 2 bedoelde 
F een functie is van één variabele. 

Voorbeeld 3 

In de gehele x-as is F : x 1-+ sin x een continue functie van x; in het gehele u, v-vlak 
is I: (u, v) 1-+ I + uv een continue functie van u en v. 
Dus is ook F*: (u, v) 1-+ sin(l + uv) continu in het gehele u, v-vlak. 

142 Het differentiëren van samengestelde functies. Kettingregel 

Stel dat I en g beide gedefinieerd zijn in een interval I en dat de functiewaarden I(t) 
en g(t) de verzameling W = {(f(t), g(t» I tel} bepalen in IR x IR. Stel verder dat W 
gelegen is in het domein G van een functie F (van de twee veranderlijken x en y). 
F bepaalt dan een functie F* op I door: 

F*(t) = F{f(t), g(t)} 

Van I en g veronderstellen we de differentieerbaarheid in I, van F de totale diffe
rentieerbaarheid in elk punt van G. Zoals reeds opgemerkt is daartoe voldoende dat 

dF* 
F % en F y bestaan en een van beide continu is. Gevraagd wordt nu --. 
Per definitie geldt nu: dt 

dF* . F*(t + f,.t) - F*(t) F{f(t + f,.t), g(t + f,.t)} - F{f(t), g(t)} -- = lim = lim -------:------~ 
dt .1'--0 f,.t .1'--0 f,.t 

Op grond van de totale differentieerbaarheid van F geldt: 

F(x+h,y + k) - F(x,y) = hFix,y) + kF.,(x,y) + 81h + 82k 
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met 81 -+ 0, 82 -+ 0 als (h, k) -+ (0, 0). 
Als we stellen f(t + Llt) - f(t) = h en g(t + M) - g(t) = k, dan zal als Llt -+ 0 
wegens de continuïteit van f en g ook gelden (h, k) -+ (0,0). We hebben dus: 

lim F*(t + M) - F*(t) = lim hF",{f(t),g(t)} + kF,{f(t), g(t)} + 81h + 82k 

4'-+0 Llt At-+O Llt 

= l!~o [ f(t + ~~ - f(t) . F ",{f(t), g(t)} + g(t + ~~ - g(t) . F,{f(t), g(t)} 

f(t + Llt) - f(t) g(t + Llt) - g(t) ] 
+ 81 Llt + 82 Llt 

zodat: 

dF* Tt = F",{f(t),g(t)}f'(t) + Fy{f(t),g(t)}g'(t) (142.1) 

daar f en g differentieerbaar zijn, en 81 -+ 0, 82 -+ 0 als Llt -+ O. 
De formule uit (142.1) staat bekend als de kettingregel voor samengestelde functies 
(met één parameter). Wanneer men schrijft x = f(t) en y = g(t), dan luidt de ketting
regel: 

dF* 
- = F",(x, y)f'(t) + Fy(x, y)g'(t) 

dt 

Soms voert men nog in: z = F(x, y) en schrijft de kettingregel dan als volgt: 

dz az dx az dy 
-=-'-+-'-
dt ax dt ay dt 

Deze regel heeft dan het voordeel dat deze gemakkelijk is te onthouden, maar men 
moet zich dan wel goed realiseren, wat er bedoeld wordt. Zo is z = F(x, y) een 

dz az 
functiewaarde, maar in - treedt z op als de functie tH F{f(t), g(t)}, en in -

dt ax 
dx 

als de functie (x, y) H F(x, y). Evenzo is x de functiewaarde x = f(t), maar in -
treedt x op als functie t H f(t). Een analoge opmerking geldt voor y. dt 

Voorbeeld 1 

F(x, y) = In(x2 + 3y2) 

waarin x = f(t) = sin t en y = g(t) = cos t. F* is dan gedefinieerd door: 

F*(t) = In(sin2 t + 3 cos2 t) 
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dF* 
Gevraagd --, 

dt 

Oplossing: 

oF 2x 

ox x2 + 3y2 

dj 
- = cos t 
dt 

dg . 
-= -smt 
dt 

Dus is volgens (142.1): 

dF* 2x 6y. 
- - = 2 2 COS t - 2 2 sm t 

dt x + 3y x + 3y 

-4 sin t cos t 

sin2 t + 3 cos2 t 

Voorbeeld 2 

Als: 

I(t) = S~fstJI + x 2 dx 

bepaall'(t). 

Oplossing: 
We stellen: 

F(u, v) = S=·Jt + x 2 dx 

waarin: 

u = jet) = t2 

en: 

v = g(t) = cos t 

Nu is volgens (142.1): 

dF* oF dj oF dg 
Tt = a,; dï+a; dt 

oF J--
- = - 1 + u2 

ou 
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oF /-
_=yl+v2 

ov 
df 
-=2t 
dt 

dg . 
- = -SlOt 
dt 

zodat: 

1'(t) = - ../1 + u2 ·2t + ../1 + v2
( - sin t) 

of: 

1'(t) = - .J1+t4·2t - vil + cos2 t · sin t 

Voorbeeld 3 

Als: 

l(t) = Jt~ X2(t2 - X)3 dx 

bepaal 1'(t). 

Oplossing: 

We stellen: 

F(u, v) = J~ x2(v - X)3 dx 

waarin : 

u = f(t) = t3 

en: 

v = g(t) = t2 

Daar: 

df = 3t2 

dt 

dg 
-=2t 
dt 
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geldt volgens (142.1): 

]'(t) = u2(v - u)3'3t2 + 3 J~ x2(v - x)2dx'2t 

of: 

Opmerking: 
aF 

Voor de berekening van - hebben we onder het integraalteken gedifferentieerd 
av 

naar de parameter v. Dat dit geoorloofd is vereist natuurlijk een bewijs, waarvoor 
we naar par. 145 verwijzen. 

143 Het differentiëren van samengestelde functies (vervolg) 

We veronderstellen dat I en g beide gedefinieerd zijn in alle (u, v) E G, waarin G 
een deelverzameling is van IR x IR, en dat de functiewaarden I(u, v) en g(u, v) de ver
zameling W = {(f(u, v), g(I4, v» I (u, v) E G} bepalen. Stel verder dat W gelegen is in 
het domein H van een functie F (van de twee variabelen x en y). F bepaalt nu een 
functie F*, gedefinieerd op G: 

F*(u, v) = F{f(u, v), g(u, v)} 

Van I en g veronderstellen we het bestaan van de partiële afgeleiden lu' Iv, gu' gv in G, 
van F veronderstellen we de totale differentieerbaarheid in W. 
Het heeft nu zin om te vragen naar de partiële afgeleiden van F* naar u en v, dus 
naar F: en F:. 
Men kan dan, wanneer men eerst v en daarna u constant houdt, de kettingregel uit 
par. 142 toepassen en vindt dan: 

aF* aF af aF ag 
-=-'-+-'-

au ax au ay au 
(143.1) 

aF* aF al aF ag 
--=-'-+-'-

av ax av ay av 
(143.2) 

of als men stelt z = F(x, y), de onnauwkeurige, on(t)houdbare formules: 

az az ax az ay 
-=-'-+-'-
au ax au ay au 

(143.3) 

az az ax az ay 
-=-'-+-'-
av ax av ay av 

(143.4) 
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De formules (143.1) ... (143.4) worden ook wel de kettingregel voor samengestelde 
functies genoemd, doch nu voor twee parameters. 

Voorbeeld 1 

Gegeven is: 

F(x,y) = x 2 + y2 

Als nieuwe onafhankelijk veranderlijken worden ingevoerd u en v bepaald door: 

x = f(u, v) = 3u + 4v - 5 

Y = g(u, v) = 2u - v + 4 

Dan wordt F* bepaald door: 

F*(u, v) = (3u + 4v - 5)2 + (2u - v + 4)2 

oF* oF* 
Gevraagd worden: -- en --. 

ou ov 

Oplossing: 
Volgens (143.1) geldt: 

oF* oF of oF og --=_._+_.-
ou OX ou oy ou 

oF 
-=2x 
OX 

oF 
-=2y ay 
af 
-=3 
ou 

og = 2 
ou 

waaruit volgt: 

oF* 
--=6x+4y 
ou 

= 6(3u + 4v - 5) + 4(2u - v + 4) 

= 26u + 20v - 14 

Evenzo volgt uit (143.2): 
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oF· oF of oF og 
--=-'-+-'-

ov ox ov oy ov 

of 
-=4 
ov 

og 
-= -1 
ov 

zodat: 

oF· 
--= 8x-2y 

ov 

Controle: 

= 8(3u + 4v - 5) - 2(2u - v + 4) 

=20u+34v-48 

Vul de waarden van f en g in de gegeven functie F met F(x, y) = x2 + y2 in en 
aF· aF· 

bepaal rechtstreeks -- en -_. au av 

Voorbeeld 2 

Gegeven is F(x, y). Wij voeren poolcoördinaten in volgens: 

x = f(r, cp) = r cos cp 

y = g(r, cp) = r sin cp 

aF· aF· aF aF 
Gevraagd wordt -- en -- uit te drukken in x, y, - en --;----. 

ocp or ox uy 

Oplossing: 

oF· oF of oF og 
--=- '-+-'-

ocp ox ocp oy ocp 

aF aF 
= - ( - r sin cp) + - (r cos cp) 

ox oy 

oF oF 
= -y-+x-

ox oy 

oF· oF of oF og 
--=-'-+-'-

or ox or oy or 

434 



aF aF 
= - cos cp + - sin cp ax ay 

x aF y aF 
~======7 - + -p.::;:==:; 
JX2 + y2 ax JX2 + y2 ay 

144 Functies van meer dan twee veranderlijken 

Het is duidelijk dat men de theorie die in de vorige paragrafen behandeld is kan uit
breiden tot die over functies van meer dan twee veranderlijken. Men gaat dan uit 
van een verzameling van n-tupels (Xl> X2' .. . , xn) met Xi E IR (i = 1,2, ... , n), die 
men definitieverzameling G noemt. Is nu aan elk element (Xl> ... , xn) uit G juist één 
getal u toegevoegd, dan is hierdoor een functie op G gedefinieerd. 

Notatie: 

u = I(xl> ••• , xn) 

De invoering van de begrippen: limiet, continuïteit, partiële differentiaalquotiënten, 
differentieerbaarheid, samengestelde functie, enz. gaat geheel analoog als bij functies 
van twee veranderlijken. 
Ook de stelling van par. 138 over de volgorde van differentiatie geldt voor functies 
van meer veranderlijken, mits aan de voorwaarden van continuïteit van de betrokken 
differentiaalquotiënten is voldaan. Door voortdurende verwisseling van twee op 
elkaar volgende differentiaties kan men elke volgorde van differentiatie verkrijgen. 
Zo is bijv. voor drie veranderlijken: 
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hoofdstuk 11 

Integralen die van een 
parameter afhangen 

145 Eigenlijke integralen 

In deze paragraaf zullen we integralen beschouwen waarin een parameter optreedt 
onder het integraalteken, in één of beide grenzen of zowel onder het integraalteken 
als in één of beide grenzen. 

a Stel f is een continue functie van twee veranderlijken x en y, gedefinieerd 
op een rechthoek R = {(x, y) I a ~ x ~ b; c ~ y ~ d} in het (x, y)-vlak. 

We beschouwen: 

F(y) = S!/(x, y)dx 

en bewijzen de volgende stellingen: 

Stelling 1 

Als I continu is in R, dan is F continu in elke y van [c, dJ. 

Bewijs: 

Onderstel y E < c, d), dan moeten we bewijzen: 

lim {F(y + h) - F(y)} = 0 (145.1) 
h-+O 

Nu is: 

F(y + h) - F(y) = S! {f(x, y + h) - I(x, y)} dx 

Daar I continu is in R, is I uniform continu in R (zie par. 135), d.w.z. bij iedere 

436 



8 > 0 bestaat een J(&), onafhankelijk van (x, y), en wel zo, dat: 

e 
I/(x,y + h) -/(x,y)1 < b _ a 

als Ihl < J(e). Dus geldt: 

fb 8 

IF(y + h) - F(y) I ~ S: Iftx, y + h) - f(x, y)1 dx < -- dx = e 
,b - a 

als Ihl < J(e), en dit is juist (145.1). 
Is y E Cc, dJ, dan verloopt het bewijs analoog met voor de hand liggende wijzigingen. 

Stelling 2 

Stel dat f een integreerbare functie is van x voor elke waarde van y E Cc, dJ, en dat de 
partiële afgeleide /y van I naar y bestaat en een continue functie is van x en y in R, 
dan is F differentieerbaar naar y en de afgeleide is gegeven door: 

F'(y) = S!/Y(x, y)dx 

Bewijs: 

We moeten bewijzen: 

lim{ F(y + h) - F(y) _ fbf,(x, Y)dX} = 0 
h.,.O h a 

(145.2) 

Nu is: 

F(y + h) - F(y) = r: {I(x, y + h) - f(x, y)}dx (145.3) 

Passen we de middelwaardestelling toe op f als functie van y (het is eenvoudig in 
te zien dat de voorwaarden hiervoor vervuld zijn), dan vinden we: 

I(x, y + h) - I(x, y) = h/y(x, y + Oh) 

Hierbij hangt 0 af van x, y en h, terwijl 0 < 0 < 1. 
Uit (145.3) en (145.4) volgt: 

F(y + h) - F()') f b f b 
----- - /y(x, y)dx = {/y(x, y + Oh) - /y(x, y)}dx 

h a a 

(145.4) 

Nu is fy continu in R, dus uniform continu in R, d.w.z. bij iedere e > 0 bestaat een 
J(e), onafhankelijk van x en y, en wel zo, dat: 

e 
l/y(x, y + Oh) - /y(x, y)1 < b _ a 
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als Ihl < ~. Hieruit volgt: 

I F(y + ~ - F(y) - f: /y(x, y)dx l < f: b ~ a dx = e 

als Ihl < ~, waarmee (145.2) bewezen is. 

Voorbeeld 

Laat F gedefinieerd zijn voor 0 ~ x ~ 1 en 0 < e ~ y ~ d door : 

F(y) = ft, In (4y2 + x 2)dx 

De functie J, gedefinieerd door f(x, y) = In (4y2 + x 2), heeft de afgeleide /y naar y 
8y 

waarvoor geldt: /y(x, y) = 2 2 • 
4y + x 

Daar /y continu is in de rechthoek: 0 ~ x ~ 1, 0 < e ~ y ~ d geldt dus volgens 
stelling 2: 

f 1 8y X 1
1 

1 
F'(y) = 2 2 dx = 4 arctan - = 4 arctan -

o 4y + x 2y 0 2y 

F'(y) bestaat dus in elk interval op de positieve y-as dat y = 0 niet bevat. Analoog 
bewijst men dat dit ook geldt voor elk interval op de negatieve y-as dat y = 0 niet 
bevat. 

b Als de parameter optreedt in één of beide grenzen, en eventueel ook onder het 
integraalteken, past men de kettingregel voor samengestelde functies van twee 
veranderlijken toe (zie par. 142). 
Voorbeelden van dergelijke integralen zijn reeds in deze par. 142 gegeven. 

146 Oneigenlijke integralen 

We zullen in deze paragraaf oneigenlijke integralen behandelen waarbij in de inte
grand een parameter y optreedt. We beperken ons daarbij eerst tot oneigenlijke inte
gralen van de eerste soort (zie ook par. 75). Als zo'n integraal convergent is, dan 
wordt daardoor een functie van de parameter y gedefinieerd. 
Laat f een functie zijn van de variabelen x en y, gedefinieerd op de strook S in het 
x,y-vlak, bepaald door S = {(x,y)lxo ~ x; e ~ y ~ d} (zie fig. 119). 
Verder veronderstellen we dat f1of(x, y)dx bestaat voor alle A ~ Xo en alle 
y E [e, dJ. Er is dan een functie F, gedefinieerd voor y E [e, dj door: 

F(y) = f:f(x, y)dx (146.1) 

indien deze oneigenlijke integraal van de eerste soort convergent is voor elke 
y E [e, dJ. 
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y 

t 

o -x 

Fig. 119 

We willen nu bezien onder welke voorwaarden F continu, integreerbaar en dif
ferentieerbaar is. Het zal blijken dat de behandeling van deze theorie analoog is 
aan die van functies gedefinieerd door oneindige reeksen. Als we nl. vergelijken 

00 

S:f(x, y)dx met L f,,(y), dan blijkt de "discrete" variabele n te zijn overgegaan 
n=no 

in de "continue" variabele x, en de sommatie te zijn vervangen door integratie. In 
beide gevallen hebben we te maken met een functie van y. Ook hier zal het begrip 
uniforme convergentie een rol spelen. 

Definitie 

Stel, dat de integraal (146.1) convergent is voor alle y met c ~ y ~ d. We noemen nu 
de integraal (146.1) uniform convergent op [c, dJ, als er bij iedere e > 0 een getal ACe) 
bestaat, afhankelijk van e maar niet van y, en wel zo, dat: 

IF(y) - S:o f(x, y) dxl < e 

indien A > ACe), en wel voor alle y E [c,d]. 

Deze definitie is analoog aan die van uniforme convergentie van functiereeksen (zie 
par. 112). 
Het is daardoor ook eenvoudig de volgende stelling te bewijzen. 

Stelling 1 

Laat f een functie zijn van de variabelen x en y, gedefinieerd en continu in de strook 
S = {(x, y) I xo ~ x; c ~ y ~ dl, en laat de integraal gedefinieerd door (146.1) uni
form convergent zijn op het y-interval [c, dJ, dan is F een continue functie van y in 
[c, dJ. 
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Het bewijs is geheel analoog aan dat van par. 113, stelling 1, en wordt aan de lezer 
overgelaten. 
Ook hier leidt men zonder moeite het analogon van het criterium van Weierstrasz 
(zie par. 114) af. Dit luidt als volgt: 

Stelling 2 

Laat h een functie zijn, integreerbaar op het interval [xo, A] voor alle A > Xo en 

h(x) ~ Û voor x ~ Xo. Stel verder dat de oneigenlijke integraal 

J': h(x)dx 

convergent is. Stel ook dat I/(x, y)1 ;;;; h(x) voor c ;;;; y ;;;; d en x ~ Xl' waarin Xl een 
constante is ~ Xo, dan is de integraal (146.1) uniform convergent op [c, dj. 

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten. 

Men kan ook stellingen afleiden voor oneigenlijke integralen van de tweede soort. 
Deze afleidingen verlopen geheel als die bij integralen van de eerste soort, waarbij 
men de voor de hand liggende modificaties in de notaties moet aanbrengen. We zul
len dit hier niet verder uitwerken, maar volstaan met een voorbeeld. 

Voorbeeld 1 

We beschouwen de gammafunctie r voor positieve p, gedefinieerd door 

(p > 0) (146.2) 

In par. 81 is bewezen dat deze oneigenlijke integraal, zowel opgevat als integraal van de 
eerste als van de tweede soort, convergent is voor p > 0 en divergent voor p ::; O. 
We zullen nu bewijzen dat r een continue functie is van p voor elke p E [c, dj met 
û<c<d. 
Voor (146.2) schrijven we: 

(146.3) 

Met betrekking tot de tweede integraal merken we het volgende op. Voor t ~ 1 
geldt: 

0< e- t tp - 1 ;;;; e-t td - 1 

en daar J~ e -t td
-

1 dt (d vast, d > 0) convergent is, is volgens stelling 2 de tweede 
integraal in (146.3) uniform convergent, en stelt deze een continue functie voor van 
p volgens stelling 1. 
Met betrekking tot de eerste integraal merken we op: 
Is p ~ 1, dan is de eerste integraal in (146.3) eigenlijk, en stelt volgens par. 145, 
stelling 1, een continue functie van p voor. 
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Is p < 1, dan is de eerste integraal oneigenlijk van de tweede soort; we kunnen dan 
het analogon van stelling 2 voor integralen van de tweede soort toepassen. Er geldt 
dan nl.: 

Nu is 

convergent (voor bewijs zie par. 81), zodat de eerste integraal in (146,3) ook uni
form convergent is, en dus een continue functie van p voorstelt. De functie r is 
dus als som van twee continue functies continu. 

Voor het integreren van een functie, gedefinieerd door een integraal die een para
meter bevat, geldt de volgende stelling. 

Stelling 3 

Indienf een functie is van de variabelen x en y, gedefinieerd en continu in de strook S, 
bepaald door S = {(x,y)lxo ~ x, c ~ y ~ d}, en indien J:f(x,y)dx uniform con
vergeert op het y-interval [c, dj, dan geldt: 

f: {f~f(x, y)dy}dx = f~ {f:f(x, y)dx} dy (146.4) 

De strook S is afgebeeld in fig. 119. 

Opmerking 1: 

De integralen in (146.4) stellen herhaalde integralen voor. In het linkerlid stelt de 
integrand van de integraal over x zelf een integraal voor over y. Op de theorie van 
de herhaalde integralen zal in deel 2 uitvoerig worden teruggekomen. 

Opmerking 2: 

De integraal J:f(x, y)dx in het rechterlid van (146.4) stelt op grond van de uni
forme convergentie volgens stelling 1 een continue functie voor van y op [c, dJ. De 
herhaalde integraal J~ {f:f(x, y)dx} dy bestaat dus inderdaad. 

Bewijs van stelling 3 

We moeten aantonen: 

lim J10 {f~f(x, y)dy} dx = J~ {f:f(x, y)dx} dy 
..4.-+00 
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We beschouwen daartoe: 

IJ~ U:f(x, y)dx}dy - J:o U~f(x, y)dy}dxl (146.5) 

We merken nu op dat in de herhaalde integralen over eindige intervallen de inte
gratievolgorde verwisseld mag worden, zodat: 

r:o U~f(x, y)dy}dx = r~ U~f(x, y)dx}dy 

Het bewijs hiervan vindt men in deel 2, pag. 185 e.v. 
Voor (146.5) kan men dus schrijven: 

IJ~ U:'f(x, y)dx}dy - J~ U~f(x, y)dx}dyl = 

IJ~ U:'f(x, y)dx - J~of(x, y)dx}dyl = 

IJ~ U1 f(x, y)dx}dyl 

Op grond van de uniforme convergentie van J; ftx, y)dx bestaat er bij iedere e > 0 
een N(e), onafhankelijk van y, en wel zo, dat: 

e Ir; f(x,y)dxl <-
d-c 

indien A > N(e). 
Voor zo'n A geldt dan: 

Ir~ {f; f(x, y)dx} dy I < _8 - (d - c) = e 
d-c 

en dus geldt, zie (146.5): 

tiro J:o U~f(x, y)dy}dx = r~ U:'f(x, y)dx}dy 
Ä-+ClO 

en dus (146.4). 
Voor het differentiëren van een functie, gedefinieerd door een integraal, dus het 
"differentiëren onder het integraalteken," geldt de volgende stelling. 

Stelling 4 

Laat f gedefinieerd zijn als in stelling 3, en laat verder de partiële afgeleide f, van f 
naar y continu zijn in S, en de integraal J:'f,(x, y)dx uniform convergent zijn op 
[c, dl, dan is de integraal F(y) = J:f(x, y)dx differentieerbaar naar y voor y E [c, d] 
en geldt: 

F'(y) = J:'f,(x, y)dx (146.6) 

Bewijs: 

Stel G(y) = J:f,(x, y)dx 
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Deze integraal bestaat volgens het gegeven en is een continue functie van y, en er 
geldt dus voor e ~ t ~ d: 

S: G(y)dy = S: U:.t;.(x, y)dx} dy 

Volgens stelling 3 geldt: 

S: U:J;,(x, y)dx} dy = S: U:J;,(x, y)dy}dx 

en dus: 

S: G(y)dy = r: {I(x, t) - I(x, e)}dx = F(t) - F(e) 

Volgens het gegeven en stelling I is G een continue functie van y, en is r: G(y)dy 
differentieerbaar. 
Differentiatie naar t geeft: 

G(t) = F'(t) 

voor elke t met e ~ t ~ d. Hieruit volgt (146.6). 

Voorbeeld 2 

We beschouwen weer de in voorbeeld 1 genoemde r-functie, gedefinieerd in (146.2). 
Op dezelfde wijze als in voorbeeld 1 is aangegeven, nl. door splitsing van de inte
graal in (146.2) (zie 146.3), kan men aantonen dat de integralen: 

I~ e-ttp-lln tdt en If e-ttp-lln tdt 

uniform convergent zijn. Ook kan men dit uitvoeren met hogere afgeleiden van 
tP -1. Volgens stelling 4 is dan : 

rep) = I~ e -t tp-lln tdt 

en in het algemeen: 

r(n)(p) = I~ e-ttp- l lnn tdt 
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