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Voorbericht bij de eerste druk 

Deze uitgave kan beschouwd worden als de vijfde druk van de pagina's 205 ... 314 
van het boek: "Analyse II" voor propaedeutische examens van de hand van Meulen­
beId en Baart. Dit gedeelte verschijnt thans als apart boek onder de titel: "Analyse 3, 
differentiaalvergelijkingen" . 
Tot een splitsing in twee delen van het genoemde boek is besloten, enerzijds om te 
voorkomen dat de uitbreiding van de behandelde stof zou leiden tot een te dik boek, 
anderzijds om te voldoen aan de vraag naar een apart boek over differentiaalverge­
lijkingen. 
De inhoud beslaat de gebruikelijke inleidende behandeling van de gewone differenti­
aalvergelijkingen en simultane stelsels daarvan. Ruime aandacht is daarbij geschon­
ken aan de Z.g. trillingsvergelijking, speciaal met het oog op de fysische toepassingen. 
Een hoofd~tuk over de Laplace-transformatie is opgenomen in verband met de toe­
passing daarvan op het oplossen van differentiaalvergelijkingen. 
De hoofdstukken over numerieke methoden en partiële differentiaalvergelijkingen 
vallen in feite buiten het bestek van dit boek. Ze zijn meer ter kennismaking opge­
nomen. 
Bij het laatstgenoemde hoofdstuk staan enkele praktische oplossingsmethoden van de 
vergelijking van de trillende snaar en van de warmtegeleidingsvergelijking centraal. 
Daarbij is van een theoretische fundering van de partiële differentiaalvergelijkingen 
afgezien. 
Bij het verschijnen van dit derde en laatste deel "Analyse" stellen de schrijvers het op 
prijs de uitgever te danken voor de prettige samenwerking bij het omzetten van het 
manuscript in bruikbare kopij en voor de verzorgde uitvoering van de boeken, in het 
bijzonder de duidelijke lay-out. 

Delft, juli 1976. De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A. W. Grootendorst 



Voorbericht bij de tweede druk 

Deze tweede druk van ,,Analyse 3, differentiaalvergelijkingen" verschilt niet alleen daarin 
van de eerste dat een aantal zetfouten en andere onjuistheden gecorrigeerd is, maar ook 
door de toevoeging van een paragraaf waarin dieper is ingegaan op de lineaire en quasi­
lineaire partiële differentiaalvergelijkingen. Hiermee is aan de wens van een aantal 
gebruikers voldaan. 

Evenals de jongste drukken van ,,Analyse 1" en ,,Analyse 2" is ook deze druk verzorgd 
door de VSSD. Volgaarne willen wij deze Vereniging danken voor haar bereidwilligheid 
en voor de keurige uitvoering van dit werk. 

Als steeds houden we ons aanbevolen voor constructieve opmerkingen. 

Delft, januari 1987 

Voorbericht bij de verbeterde tweede druk 

De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A.W. Grootendorst 

De voor u liggende uitgave Analyse, deel 3, Differentiaalvergelijkingen, verschilt slechts 
daarin van de vorige druk dat een aantal drukfouten is gecorrigeerd en dat op drie plaatsen 
een onjuistheid is recht gezet. Ondergetekenden danken de opmerkzame lezers die de 
schrijvers op enkele van deze ongerechtigheden attent maakten. 

Daar het verschil met de voorafgaande editie zo gering is, lijkt het beter te spreken van een 
verbeterde tweede druk dan van een derde druk. 

Ook nu weer gaat onze dank uit naar de uitgever voor zijn goede zorgen en ook nu weer 
spreken wij de wens uit dat de gebruikers ons ' hun constructieve kritiek niet zullen 
onthouden. 

Delft,juni 1992 De schrijvers 
B. Meulenbeld 

A.W. Grootendorst 
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hoofdstuk 1 

Gewone 
differentiaalvergelijkingen 

1 De gewone differentiaalvergelijking; orde en graad 

In veel toepassingen van de wiskunde, met name in de natuurwetenschappen en de 
econometrie, treden Z.g. gewone differentiaalvergelijkingen op. Daarbij doet zich het 
volgende probleem voor. 

Gegeven: 

Een vergelijking in een aantal onbekenden to, t1> t 2 , ... , tn, tn+ 1 die we aangeven als: 

(U) 

Gevraagd: 

Een functie f van de reële variabele x te bepalen, zodanig dat de vergelijking (U) 
overgaat in een identiteit in x (voor alle x behorende tot een zeker interval 1), als 
we to, t1> t2 , ... , tn+ 1 vervangen door resp. X,J(X),f'(X),J"(x), ... ,J(n)(x). 
Dit probleem wordt meestal aangegeven in de vorm van de differentiaalvergelijking 
(D.V.): 

F(x, y, y', y", ... , y(n» = 0 

De opgave is dan alle functies I van x te bepalen, gedefinieerd op I, zodanig dat er 
een identiteit in x ontstaat 01x E I), indien we stellen y = I(x), y' = f'(x), y" = 
= rex), ... , in) = I(n)(x). 

Een functie f met die eigenschap heet dan een oplossing van de (gewone) D.V. Vaak 
zeggen we ook datl(x) een oplossing is van de D.V. 
Het bepalen van alle functies I die voldoen, noemen we het oplossen of integreren 
van de D.V. 

11 



In vele gevallen vinden we de oplossing niet expliciet in de gedaante y = j(x), maar 
impliciet. D.w.z. we vinden een uitdrukking cp(x, y) = 0 met de eigenschap, dat elke 
functie j, waarvoor geldt dat cp{x,j(x)} = 0 een identiteit in x is, een oplossing van 
de D.V. is. We noemen in dat geval cp(x, y) = 0 een integraal van de D.V. 
Een en ander kunnen we vertalen in meetkundige termen: de grafiek van y = j(x) 
noemen we een oplossingskromme; de grafiek van cp(x, y) = 0 noemen we een in te­
graalkromme. Een oplossingskromme ligt dus op een integraalkromme. 

Voorbeeld 1 

Aan de gewone D.V.: 

y' - y + x = 0 

voldoen de functiesj: x ~ 1 + x + Ae" 

Voorbeeld 2 

Aan: 

y' - e" + 2y = 0 

voldoen de functiesj: x ~ Ae- 2
" + te" 

Voorbeeld 3 

De D.V.: 

(yY - xy' + y = 0 

heeft tot oplossingenj: x ~ Ax - A 2 

In de drie voorbeelden stelt A een willekeurige constante voor. 

Opmerking: 

Juist bij de D.V. zullen we vaak de in deel 1, par. 16 genoemde notatie y<n> in plaats 
d"j 

van dx" gebruiken. 

Definitie 

De orde van een differentiaalvergelijking is de orde van de hoogste afgeleide van de 
onbekende junctie die in de D. V. voorkomt. 

:pe genoemde D.V.-en uit de drie voorbeelden zijn alle van de eerste orde. Van de 
tweede orde zijn b.v.: y" - y - x = 0 en y" cos x + y' sin x - y cos3 X = o. 

12 



Indien het linkerlid van de op nul herleide D.V. een veelterm is in yen in de afgelei­
den y', y", ... , y<n), met coëfficiënten die van x mogen afhangen, dan kunnen we de 
D.V. schrijven als: 

m 

~ a yVO(y')Vl . .. (y(n»Vn = 0 
~ vo,···,v" (1.2) 

(oo+ ... +vn)=O 

Definitie 

Onder de graad van een D. V. van het bovengenoemde type verstaan we de hoogste graad 

die onder de termen yVOy,Vl ... y(n)Vn voorkomt; d.w.z. de maximale waarde van 

Vo + Vl + ... + Vn° 

Voorbeeld 4 

De D.V.: 

6x5(y"Y + 2xy(y")3 sin x + 5xBy - 13 = 0 

is een D.V. van de orde 3 en de graad 4. 

Voorbeeld 5 

Van de D.V.: 

y" cos x + cos Y = 0 

is de graad niet gedefinieerd. 

Van groot belang zijn de D.V.-en van de eerste graad of de lineaire differentiaal­
vergelijkingen. Deze hebben de gedaante: 

aix)y<n) + an_ 1(x)y(n-l) + .. . + al(x)y' + ao(x)y - b(x) = 0 

In het algemeen bevat een oplossing (resp. integraal) van een D.V. van de orde n 
steeds n willekeurige constanten. Zo'n oplossing (integraal) noemen we de algemene 
oplossing (integraal). Geven we deze constanten een bepaalde waarde, dan krijgen 
we een particuliere oplossing (integraal). De waarden van deze constanten bij een 
bepaald probleem worden bepaald door de beginvoorwaarden of door de randvoor­
waarden, waaraan de oplossing (integraal) bij het beschouwde probleem moet voldoen. 
Bij differentiaalvergelijkingen van hogere graad kunnen ook oplossingen voorkomen 
die niet uit de algemene oplossing te vinden zijn door aan de constanten bepaalde 
waarden te geven. Dergelijke oplossingen noemen we singuliere oplossingen. 
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Naast de hiervoor genoemde "gewone" differentiaalvergelijkingen kennen we ook de 
Z.g. partiële differentiaalvergelijkingen. Dit zijn D.V.-en waarbij de onbekende functie 
een functie is van meer dan één variabele en waarbij dientengevolge partiële afgeleiden 
voorkomen. 

Voorbeeld 6 

a2f a2f 
-+-=0 
ax2 ay2 

Dit is een partiële D.V. van de orde 2. 
Een oplossing hiervan wordt bepaald door f(x, y) = x + y, maar ook door: 
f(x, y) = eX cos y + e' sin x. 

Voorlopig zullen we onze aandacht richten op de gewone D.V.-en. De partiële D.V.-en 
komen later aan de orde. 

2 Het optreden van differentiaalvergelijkingen 

Zoals opgemerkt, komen differentiaalvergelijkingen veelvuldig voor bij fysische pro­
blemen. De gang van zaken is daarbij als volgt. We gaan uit van de fysische realiteit, 
waarbij we zo nodig een aantal vereenvoudigingen aanbrengen. Daarna maken we 
een mathematisch model in de vorm van een D.V. We lossen deze op en vergelijken 
de uitkomst met de realiteit. 
Vaak is de onbekende functie in de D.V. een functie van de tijd. De oplossing stelt 
ons dan in staat om een prognose voor de toekomst te maken. 
Met nadruk wijzen wij er op dat het slechts zelden voorkomt dat we de oplossing 
vinden in gesloten vorm, d.w.z. in een "eindige formule" van de gedaante y = f(x). 

Dikwijls vinden we de oplossing in de vorm van een machtreeks: y = L cnX' of is 
de oplossing alleen numeriek aan te geven in de vorm van een tabel. n = 0 

We proberen vaak zoveel mogelijk te weten te komen over de oplossing, zonder de 
D.V. op te lossen, maar door uitsluitend de D.V. te bestuderen. 
We geven hier drie voorbeelden van het ontwerpen van een mathematisch model, 
uitgaande van de fysische werkelijkheid. 

Voorbeeld 1 

De trillende veer 
, 

We beschouwen een verticaal opgehangen spiraalveer die in onbelaste toestand de 
lengte I heeft. Aan de veer hangen we een voorwerp met massa m, waardoor de veer 
een uitrekking d krijgt. Wanneer we de veer in verticale trilling brengen, krijgt het 
voorwerp een uitwijking y(t) die van de tijd t afuangt (zie fig. 1). 
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a 
Fig. 1 

m 

b 

+y 

m 

c 

We gaan uit van de wet van Hooke,* die zegt dat, zolang de grens van de veerkracht 
niet is overschreden, de uitrekking evenredig is met de uitrekkende kracht. Noemen 
we de evenredigheidsconstante p en de versnelling van de zwaartekracht g, dan geldt 
in de situatie b van fig. 1 (veer belast, maar in rust): 

mg - pd= 0 (2.1) 

Wanneer de veer trilt (toestand c), dan geldt volgens de wet van Newton (F = m'a): 

mg - p(d + y(t» = mji(t) 

Uit (2.1) en (2.2) volgt dat y voldoet aan de D.V.: 

mji + py = 0 

De algemene oplossing hiervan luidt: 

y(t) = A sin (t J :) + B cos (t J :) 

(2.2) 

Hierin zijn A en B constanten die bepaald worden door de beginsituatie, d.W.z. door 
de uitwijking en de snelheid ten tijde t = 0, dus door y(O) en y(O). Stellen we deze 

voor door Yo en Yo, dan blijkt dat Yo = B en Yo = A J : ' zodat de beweging van 
de veer beschreven wordt door de formule: 

(2.3) 

* R. Hooke, 1635-1703. 
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Uit het resultaat blijkt duidelijk dat we in feite ontoelaatbare vereenvoudigingen 
hebben aangebracht: volgens (2.3) zou de veer tot in eeuwigheid blijven trillen. Voor 
niet al te lange tijd t blijkt (2.3)redelijk de beweging voor te stellen. 

Voorbeeld 2 

De vlakke mathematische slinger 

Hierbij is een punt P met massa m bevestigd aan een gewichtsloze staaf OP met 
lengte I die alleen onder invloed van de zwaartekracht zonder wrijving om het punt 0 
beweegt in een verticaal vlak (zie fig. 2). 
We geven de staaf een beginuitwijking uit de verticale stand (en eventueel een begin­
snelheid). We laten de staaf daarna een slingerende beweging uitvoeren. Gevraagd 
wordt hoe de uitwijkhoek afhangt van de tijd. Als deze hoek ten tijde t de waarde 
O(t) heeft, dan zal in de getekende stand de tangentiële component van de versnelling 
lê(t) bedragen. De tangentiële component van de terugdrijvende kracht bedraagt 
mg sin O(t) en is tegengesteld gericht. We vinden dus: 

-mg sin O(t) = mlë(t) 

We kunnen voor () de volgende D.V. schrijven: 

Fig. 2 

ë+~sinO=O 
I 

mg 

16 
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Dit is een niet-lineaire D.V. (wegens sin (J). Voor kleine uitwijkingen geldt echter: 
sin (J ~ (J, zodat we voor kleine uitwijkingen eenzelfde soort D.V. vinden als in het 
eerste voorbeeld, nl.: 

g 
Ö+-(J=O 

I 

Het oplossen van (2.4) is veel moeilijker. We stuiten hierbij op bepaalde niet-elemen­
taire functies, de z.g. elliptische functies. 

De beide gegeven voorbeelden waren van kinematische aard. 
Ook bij statische problemen kunnen we op een D.V. stuiten, zoals we in het volgende 
voorbeeld zullen zien. 

Voorbeeld 3 

De kettinglijn 

We vragen naar de stand van een volkomen buigzaam, onrekbaar koord dat aan twee 
punten A en B is opgehangen (zie fig. 3) en dat alleen de invloed van het eigen ge­
wicht ondervindt. Wanneer we de vorm van het koord beschrijven met behulp van 
de x- resp. de y-coördinaat van elk punt daarvan, dan blijkt te gelden: 

--- 1+ -d2y _ 1 J (dy )2 
dx2 k dx 

(2.5) 

waarbij k een constante is die afhangt van de lengte en het gewicht van het koord en 
v~m de ligging van de punten A en B (r~ndvoorwaarden). 
Aan (2.5) wordt voldaan door: 

x 
y = kcosh­

k 

die de vergelijking van de kettinglijn of catenaria wordt genoemd. 

Fig. 3 

y 

t 
B 

.J 
o -x 
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3 De differentiaalvergelijking van de eerste orde 

Een eenvoudig voorbeeld van een D.V. van de eerste orde is 

, y 
y=­

a 
(a:F 0) 

die voor y :F 0 ook is te schrijven als: 

y' 

y a 

of als: 

din Iyl 1 
dx a 

Door integratie volgt: 

x 
In Iyl = - + C 

a 

waarin C een willekeurige constante is. 
Hieruit volgt: 

dus: 

x 
-+c Iyl = ea 

waarin Cl een positieve constante is, maar overigens willekeurig. Dit betekent 
echter dat: 

x 

y = Keïi (3.1) 

waarin K een willekeurige constante :F 0 is. 
Bij de gevolgde oplossingsmethode hebben we het geval y = 0 uitgesloten. Directe 
substitutie laat echter zien dat y = 0 ook voldoet, zodat (3.1) de algemene oplossing 
is van de D.V. met K als een willekeurige constante die alle reële waarden kan aan­
nemen. 
De verzameling grafieken van alle oplossingen is een stelsel krommen die afhankelijk 
zijn van één parameter K. Dit geldt algemeen bijeen D.V. van de eerste orde. 
Is omgekeerd een stelsel krommen gegeven, afhankelijk van één parameter, dan vin­
den we door differentiatie en door eliminatie van de parameter een D.V. van de eerste 
orde, de z.g. D.V. van het stelsel met de gegeven krommen als oplossingskrommen. 
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Voorbeeld 

Gegeven is het stelsel krommen voorgesteld door: 

(3.2) 

Gevraagd wordt de D.V. van dit stelsel. 

Oplossing: 

Uit (3.2) volgt door differentiëren naar x: 

y' = CeX + I (3.3) 

Door elimineren van de parameter C, hetgeen hier eenvoudig gaat door (3.2) van 
(3.3) af te trekken, volgt: 

y' - y = 1 - x 

of: 

y' = I - x + Y 

als D.V. van het stelsel. We zien dat y = x een particuliere oplossing van deze D.V. is. 
Later zullen we zien dat (3.2) de algemene oplossing van de D.V. is; met willekeurige 
constante C. 

Opmerking: 

Hier en ook verderop in het boek zullen we vaak zeggen: "y = f(x) is een oplossing" 
i.p.v. de formeel correcte uitdrukking: "f: x 1-+ f(x) is een oplossing". 

Is algemeen gegeven het stelsel krommen bepaald door: 

f(x,y, C) = 0 (3.4) 

dan volgt door impliciet differentiëren (indien mogelijk): 

af af, 
-+-y =0 ax ay (3.5) 

Door de parameter C uit (3.4) en (3.5) te elimineren volgt de D.V. van de eerste orde: 

F(x, y, y') = 0 
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4 Meetkundige betekenis van de D.V. van de eerste orde. 
Lijnelementenveld. Isoklinen 

Voorlopig beperken we ons tot differentiaalvergelijkingen van de eerste orde en wel 
die waarbij y' expliciet is uitgedrukt in x en y, dus D.V.-en van de gedaante: 

y' = F(x, y) (4.1) 

Hierbij denken we ons F gedefinieerd op een deelgebied G van (eventueel op het 
gehele) platte vlak. 
In par. 5 zullen we nagaan onder welke voorwaarden deze D.V. een oplossing heeft. 
Hier zullen wij ons bezighouden met enkele meetkundige aspecten. 
Stel dat (xo, Yo) een punt is in G en f een oplossing van de D.V. waarvoor geldt: 
Yo = f(xo)· Door (4.1) is dan f'(xo) bepaald. Meetkundig betekent dit dat van een 
oplossingskromme die door P(xo, Yo) gaat de richtingscoëfficiënt in P bepaald is 
door de D.V. Wanneer we een punt met de raaklijn aan de oplossingskromme in 
dat punt een lijnelement noemen, dan kunnen we zeggen dat door de D.V. voor het 
definitiegebied G van F een verzameling lijnelementen is ge~even. Deze verzameling 
noemen we een lijnelemelltenveld of richtingsveld. Het oplossen van de D;V. komt 
meetkundig neer op het bepalen van alle krommen die "aan de lijnelementen raken", 
d.w.z. wanneer deze door een punt P(xo, Yo) gaan juist raken aan de lijn door P die 
door het richtingsveld aan P is toegevoegd. We geven hiervan enkele voorbeelden. 

V90rbeeld 1 

y' =x 

De waarde van y' wordt bij deze D.V. uitsluitend door de waarde van x bepaald. 

Fig. 4 
y 

t 
Y ;[Y, AI 11 
i50kl inen behorende 
bij y':x / ' 
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Voor ieder punt van de rechte x = C is dus y' = C, d.w.z. in ieder punt van een 
rechte evenwijdig aan de y-as hebben de lijnelementen dezelfde richting. 
In fig. 4 is het lijnelementenveld weergegeven door aan C diverse waarden te geven. 
We kunnen de oplossing van de D.V. grafisch benaderen, door uitgaande van een 
bepaald punt met kleine stapjes in de richting van de lijnelementen verder te gaan. 
Het vermoeden ligt in dat geval voor de hand dat de algemene oplossingskrommen 
parabolen zullen zijn. Dat dit zo is, volgt door een eenvoudige integratie. Uit y' = x 
volgt nl.: y = !X2 + A. 

Om de lijnelementen systematisch te ordenen, kunnen we de punten bepalen waar­
voor y' een voorgeschreven waarde C heeft. Bij de algemene D.V.: y' = F(x, y) zijn 
dat de punten van de kromme met vergelijking: F(x, y) = C. In ieder punt van 
deze kromme: F(x, y) = C heeft dus de raaklijn aan de door dit punt gaande inte­
graalkromme dezelfde helling, vandaar dat de krommen waarop F(x, y) = C, iso­
klinen genoemd worden. Bij het voorbeeld y' = x zijn de isoklinen de rechten x = C. 

Voorbeeld 2 

, x 
y=--

y 
x 

Het rechterlid is slechts gedefinieerd als y =F O. Voor de isoklinen geldt: - - = C 
x Y 

of y = - -. D.w.z. het zijn rechten door 0, waarvan 0 zelf is uitgezonderd (zie 
C 

fig. 5). Omdat de richting van de raaklijn in een punt aan de integraalkromme be­
paald wordt door tan ex = C, staat de integraalkromme in dit punt loodrecht op de 
betreffende rechte (mm' = -1). Het vermoeden is gewettigd dat de integraalkrom­
men concentrische cirkels zijn met 0 tot middelpunt. Dat dit zo is, blijkt als volgt. 

Fig. 5 
y 

t Isokllnen behorende 
bl)y'=-f 

-x 
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· d(y2) 
UIt y' = -x/y, volgt: 2y'y = -2x, of -- = -2x, met als oplossing: 

dx 

of: 

Voorbeeld 3 

y' =y - x 

Ook in dit voorbeeld kunnen we veel over de oplossingen te weten komen zonder de 
D.V. op te lossen. De isoklinen hebben tot vergelijking: y = x + C. Het zijn onder­
ling evenwijdige lijnen die een hoek van !1t radialen met de positieve x-as maken 
(zie fig. 6). We merken op ·dat de isokline waarop geldt y' = 1 juist de lijn y = x + 1 
is. Deze heeft ook de richtingscoëfficiënt 1, m.a.w. deze lijn is een aaneenschakeling 
van lijnelementen en is ,dus zelf oplossingskromme. Het is eenvoudig in te zien dat 
y = x + 1 voldoet aan de D.V. Later zullen we zien dat de algemene oplossing van 
de D.V. is: 

y=l+x+Cè' 

Hiervoor geldt: y' = 1 + Ce". Daaruit blijkt dat er oplossingskrommen zijn zonder 
hoogste punt, nl. die met C ~ 0 en oplossingskrommen met hoogste punt, nl. die 
met C < O. Dit is in overeenstemming met wat we schetsenderwijs in fig. 6 vonden. 

Fig. 6 
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Voorbeeld 4 

x 
y'=---

x+2y 
(x, y) i= (0, 0) 

Uit de D.V. volgt onmiddellijk dat de oplossingskrommen een horizontale raaklijn 
hebben in hun snijpunt met de lijn: x = 0 en een verticale raaklijn in hun snijpunt 

x 
met de lijn: x + 2y = O. Verder volgt uit het tekenverloop van dat de op-
lossingskrommen stijgend zijn in het gebied: x + 2y 

{(x,y)lx > 0; x + 2y> O} u {(x,y)lx < 0; x + 2y < O} 

en dalend in het gebied: 

{(x,y)lx> 0; x + 2y < O} u {(x,y)lx < 0; x + 2y > O} 

(zie fig. 7). x 
De isoklinen hebben tot vergelijking: = C, dus (I - C)x - 2Cy = 0 

x + 2y 
(x + 2y = 0 correspondeert met C = ,,00"). De richtingscoëfficiënt van een isokline 

I-C I-C 
is ---, waaruit volgt dat een isokline oplossingskromme is als - = C, 

2C 2C 
d.w.z. 2C2 + C - I = 0, dus C =! en C = -1. De isoklinen: y =!x eny = -x 
zijn dus tevens oplossingskrommen. In fig. 8 zijn aan de hand van enkele isoklinen 
enige oplossingskrommen geschetst. 
Bij de hiervoor gegeven voorbeelden gaat in het algemeen door ieder punt van het 
beschouwde gebied één en slechts één integraalkromme, omdat y' voor een gegeven 
punt eenduidig is bepaald. Dit is niet het geval, wanneer in een bepaald punt (xo, Yo) 
de afgeleide meer dan één waarde heeft, of zelfs geheel onbepaald is. 
Het kan inderdaad voorkomen dat in ieder punt van het gebied waarvoor de D.V. 
zin heeft, de afgeleide y' meer dan één waarde heeft. Dit laatste is slechts het geval, 
indien de D.V. van hogere graad is. We geven hiervan een voorbeeld. 

Fig. 7 
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y x 
i Y'=x+2Y 

Fig. 8 

Voorbeeld 5 

(y')2 _ xy' + y = 0 

Vat men deze D.V. op als vierkantsvergelijking in y', dan volgt: 

, x ± .Jx2 
- 4y 

' y =------
2 

waaruit blijkt dat de D.V. slechts een oplossing heeft als x2 
- 4y ~ 0 is, d.w.z. 

y ;;;:; !X2 is. Dit is het vlakdeel "beneden" de parabool: y = !X2, de parabool' als 
grens inbegrepen. In het gebied {(x, y)ly < !X2} vinden we in ieder punt (xo, Yo) 
twee waarden van y'. 
De isoklinen van de gegeven D.V. zijn de rechten: 

C2 
- xC + y'= 0 

anders geschreven als: 

y = Cx - C2 

Dit stelsel rechten is in fig. 9 aangegeven. De richtingscoëfficiënt van zo'n rechte is C; 
de rechte valt dus samen met de raaklijn aan de integraalkromme door een punt van 
de rechte. Dit betekent dat de isoklinen tevens oplossingskrommen zijn en dat de 
algemene oplossing van de gegeven D.V. luidt: 

y = Cx - C2 

(zie ook par. 1, vb. 3). 
De lijnen van dit stelsel raken aan de parabool: y = !X2. Fig. 9 maakt aannemelijk 
dat ook deze parabool een integraalkromme is hetgeen bij substit~tie inderdaad het 
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y 

t 

y,2_xy ' +y=o 

Fig. 9 

geval blijkt te zijn. Gaan we bij het grafisch oplossen uit van een punt van de para­
bool, dan kunnen we de kromme zelf volgen of de raaklijn, eventueel een deel van de 
kromme volgen en verder op de raaklijn overgaan. Alle krommen op deze wijze ver­
kregen, zijn integraalkrommen. Ze kunnen echter niet verkregen worden door in de 
algemene oplossing aan C bepaalde waarden te geven; het zijn dus singuliere oplos­
singen. In het bijzonder is de functie, bepaald door: y = !X2, een singuliere oplos­
sing van de gegeven D.V. 
In het navolgende zullen we enkele typen van differentiaalvergelijkingen systematisch 
oplossen. 

5 Existentiebewijs voor de oplossing van y' = F(x, y) 

5.1 Gelijkwaardigheid van het begin voorwaarde-probleem met een integraalverge-
lijking 

Stel dat gegeven is de D.V.: y' = F(x, y) en gevraagd wordt een functie <p te bepalen, 
zodanig dat deze voor alle x die tot een zeker interval I behoren, voldoet aan de 
D.V., maar ook aan een zekere beginvoorwaarde voldoet. M.a.w. we vragen <p met: 

a <p'(x) = F{x, <p(x)} 

b <p(a) = b 
VXEI } 
a EI, b willekeurig 

(5.1) 

We zullen aantonen dat dit Z.g. beginvoorwaarde-probleem equivalent is met de 
volgende integraalvergelijking, waarbij wordt gevraagd een functie <p te bepalen, 
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zodat: 

qJ(X) = b + f~F{t, qJ(t)}dt (5.2) 

We kunnen dit als volgt inzien. 
Voldoet qJ aan (5.2), dan gelden qJ(a) = b en qJ'(x) = F{x, qJ(x)} volgens de hoofd­
stelling van de integraalrekening. 
Voldoet qJ aan (5.1), dan geldt: 

qJ{x) - qJ(a) = f~ qJ'(t)dt 

= J~F{t, qJ(t)}dt 

Dus geldt: 

qJ(x) = b + S=F{i, qJ(t)}dt 

Voorbeeld 1 

y' =y} 
qJ(O) = I 

~ qJ(x) = I + J~ qJ(t)dt 

Voorbeeld 2 

y' =y - X} 
~qJ(x) = 2 + J~{qJ(t) - t}dt 

cp(O) = 2 

Voorbeeld 3 

y' = 2x(y + I)} 
~qJ(x) = J~2t{qJ(t) + I}dt 

qJ(O) = 0 

Het voordeel van (5.2) is, dat het probleem kan worden opgelost door successieve 
benaderingen. We laten dit zien aan de hand van voorbeeld 1. 
De integraalvergelijking luidt in dit geval: 

qJ(X) = I + f~ qJ(t)dt (5.3) 

We kiezen een functie qJo die in ieder geval aan de beginvoorwaarde voldoet, b.v. 
qJo met qJo(x) = I, geldend "Ix. Met behulp van (5.3) construeren we, uitgaande 
van qJo, de functie qJl' gedefinieerd door: 

qJl(X) = I + n qJo(t)dt 

= I + n Idt 

=I+x 
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De volgende stap levert <P2 als volgt: 

<P2(X) = 1 + J~ <Pl(t)dt 

= 1 + J~ (1 + t)dt 

= 1 + x + -tX2 

Algemeen bepalen we CPn uit: 

<Pn(X) = 1 + n <Pn-l(t)dt 

We vinden dan: 

n = 1,2,3, ... 

x 2 x 3 x" 
<Pn(x) = 1 + x + - + - + ... + -

2! 3! n! 

(5.4) 

Zo ontstaat een rij functies CPn> die geen van alle aan de integraalvergelijking voldoen 
(vergelijk (5.4) met (5.3)). 
Maar we hopen dat 
a iedere stap een nieuwe functie <Pn oplevert; 
b de rij <Pn(x) convergeert, dus dat er een <p(x) bestaat, zodanig dat 

1im <Pn(x) = <p(x) 
n .... oo 

c deze <P wel aan de integraalvergelijking (5.3) voldoet; 
d <P de enige functie is, die voldoet aan (5.3). 

In dit voorbeeld geldt lim CPn(x) = eX. Hiervoor geldt inderdaad: <p(O) = 1, 
<p'(x) = <p(x). n .... oo 

In fig. 10 is een en ander meetkundig toegelicht. 

Fig. 10 

-x 
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In het vorenstaande zijn we niet ingegaan op de voorwaarden waaronder de toege­
paste operaties zijn toegestaan. Deze voorwaarden zullen we nu gaan onderzoeken. 
Het zal blijken dat we aan de hand van de hiervoor geschetste methode het bewijs 
kunnen leveren van het bestaan van een oplossing van de D.V.: y' = F(x, y). We 
noemen zo'n bewijs een existentiebewijs. Daar het hier gaat om een bewijs dat tevens 
een oplossing construeert, spreken we in zo'n geval van een constructief existentie­
bewijs. 

5.2 Het existentiebewijs voor de oplossing van: y' = F(x, y) 

We bewijzen de volgende stelling. 

Existentiestelling 

Stel dat F continu is in een gebied G van het x, y-vlak en stel dat F begrensd is in G; 
d.w.z. er bestaat een positieve constante M, zó dat in G geldt: 

IF(x,y)1 ~ M 't/(x, y) E G 

Stel verder dat F in G voldoet aan de voorwaarde van Lipschitz* in y; d.w.z. er bestaat 
een positieve constante N, zodanig dat voor twee willekeurige punten (x, Yl) en (x, Y2) 
van G geldt: 

IF(x, Yl) - F(x, Y2)1 ~ N IYl - Y21 

Er bestaat dan bij elk punt P(xo, Yo) E G één en slechts één functie q>, gedefinieerd op 
een zeker interval 

I = {xlix - xol < h} 

zodanig dat: 
a q> differentieerbaar is op I; 
b de punten {x, q>(x)} in G liggen voor alle x E I; 
c q> voldoet aan de D. v., dus: 

q>'(x) = F{x, q>(x)} 't/x E I; 

d q> aan de beginvoorwaarde q>(xo) = Yo voldoet. 

Meetkundig betekenen c en d, dat er door elk punt van Geen oplossingskromme 
gaat in de door de D.V. aangegeven richting. 

Opmerking: 

De voorwaarde van Lipschitz zegt in feite dat het differentiequotiënt van F naar y, 

d.w.z. 
F(x, Yl) - F(x, Yz) 

(met Yl i: Y2) uniform begrensd is in G. Immers als 
Yl - Y2 

* R . Lipschitz, 1832-1903. 
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Y! =1= Y2' dan geldt volgens de voorwaarde van Lipschitz: 

I 
F(x, Y!) - F(x, Y2) I ~ N 

Yl - Y2 

waarbij N niet van x afhangt. 
Aan deze voorwaarde is zeker voldaan indien lF,(x, y)1 bestaat en begrensd is op G. 
Volgens de middelwaardestelling is dan: 

De voorwaarde van Lipschitz is echter minder eisend, omdat we daarbij niet ver­
langen dat Fy in elk punt van G bestaat. 

Bewijs van de existentiestelling: 

Voor het bewijs gaan we uit van de hiervoor aangetoonde gelijkwaardigheid van de 
eisen: 

((J'(x) = F{x, ((J(x)} en ((J(xo) = Yo 

met de integraalvergelijking : 

((J(x) = Yo + S~oF{t, ((J(t)}dt 

We construeren de rij van de approximerende functies ((Jo, ((J!, ((J2' .•. als volgt: 

((Jo(X) = Yo 

((Jl(X) = Yo + S~oF{t, ((Jo(t)}dt 

((J2(X) = Yo + S~oF{t, ((J!(t)}dt 

We zullen bewijzen dat, als n --+ 00, lim ((Jn(x) de gevraagde oplossing bepaalt. 
n-+ 00 

N.B. De hier ingevoerde integralen bestaan inderdaad, want ((Jo is als functie met 
constante waarde continu. Volgens de hoofdstelling van de integraalrekening volgt 
dan uit de continuïteit van F dat ((J! continu is, en zo ook de continuïteit van de vol­
gende functies ((J2' ((J3' ... 

We bepalen nu een rechthoek R met middelpunt P(xo, Yo) en zijden evenwijdig aan 
de coördinaatassen, geheel binnen G gelegen (zie fig. 11). 
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y 

t 

o -x 

Fig. 11 

Als R = {(x, Y)llx - xol < h; Iy - Yol < k}, dan zullen we aan h en k nog nadere 
eisen moeten stellen voor het bewijs. In de eerste plaats een eis voor de verhouding 

van h en k, nl. Mh < k, waardoor de grafieken van ({Jo, ({Ji> ({J2' •.. alle binnen R 
verlopen. In de tweede plaats de eis Nh < 1, waardoor de eenduidigheid van de op­
lossing wordt gegarandeerd, zoals straks zal blijken. 
We tonen eerst aan dat de constructie van de rij: ({Jo , ({Jt, ({J2' ... onder de gestelde 
voorwaarden gelukt. We vinden: 

l({Jt(x) - ({Jo (x) I = l({Jt(x) - Yol 

= I J~oF{t, ({Jo(t)}dtl 

~ I J~o IF{t, ({Jo(t)}ldtl 

~ Mix - xol < Mh < k 

De grafiek van ({J 1 verloopt dus geheel binnen R als we aan x de beperking opleggen: 
Ix - xol < h. 
Op analoge wijze kunnen we aantonen: l({Jix) - Yol < k, als Ix - xol < h. In het 
algemeen: l({Jix) - Yol < k, als we weten dat l({Jn-I(X) - Yol < k (en uiteraard 
Ix - xol < h). 
We zullen nu bewijzen dat de rij van de functies ({Jo, ({JI' ({J2' .. . convergeert als 
n --+ ao . Daartoe tonen we aan : 

Dit doen we met behulp van volledige inductie. 
Voor n = 1 is het gestelde hierboven al bewezen. 

(Ix - xol < h) 

Stel dat de bewering juist is voor een zeker natuurlijk getal p, dus: 

MNp-t 
1({Jp(x) - ({Jp-I(x)1 ~ , Ix - xol P 

. p. 
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dan volgt de juistheid voor p + I aldus: 

l<Pp+1(X) - <pix) I = I J~o [F{t, <pit)} - F{t, <PP-1(t)}]dt l 

~ J~o IF{t, <pit)} - F{t, <pp-l(t)}ldt 

~ N lJ~o l<pit) - <pp-l(t)ldtl 

op grond van de voorwaarde van Lipschitz. Volgens de inductieveronderstelling (5.6) 
geldt: 

II
x MNP-l I 

I<PP+1(X) - <pp(x) I ~ N ,It - xolPdt = 
Xo p. 

waarmede de bewering (5.5) voor p + 1 bewezen is. 
Dit betekent dat de termen van de reeks: 

00 

11=1 

gemajoreerd worden door de termen van de reeks: 

00 Nn- 1lx _ xoln 
Yo + M L: , 

n=1 n. 

MNPlx - xolP+1 

(p + I)! 

(5.7) 

(5.8) 

De termen hiervan worden, indien Ix - xol < h, gemajoreerd door die van de 
convergente reeks met constante positieve termen: 

00 Nn-1hn 
Yo+ML: --­

n! n=1 

Volgens het criterium van Weierstrasz (zie deel 1, par. 114) convergeert de reeks 
(5.8) en dus ook (5.7) absoluut en uniform in het interval {xlix - xol < hl . Noemen 
we de som van de reeks in (5.7) cp(x), dan geldt: 

00 

lim CPII(X) = Yo + L: {cpnCx) - CPn-l (x)} = cp(x) (voor Ix - xol < h), 
n-> 00 n=1 

De functie cp is als somfunctie van een uniform convergente reeks van continue 
functies (CPn - CPn-1) zelf ook continu in alle XE <Xo - h, Xo + h> (zie deel 1, 
par. 113). Derhalve is ook de functie x 1-+ F{x, cp(x)} continu en bestaat 

S~oF{t, cp(t)}dt op <xo - h, Xo + h> 

Daar cpnCx) uniform nadert tot cp(x) en volgens de voorwaarde van Lipschitz geldt: 

W{x, cp(x)} - F{x, cpnCx)}1 ~ N Icp(x) - CPn (x) I 

nadert ook F{x, CPn(x)} uniform tot F{x, cp(x)} op <xo - h, Xo + h>. We laten nu 
in de definitie van CPn(x), nl. 
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, 
de index n naderen tot 00. Er ontstaat dan: 

q>(x) = Yo + lim J~oF{t, q>n-l(t)}dt 
n-+oo 

n-+oo 

(Ga zelf na dat de verwisseling van integratie en limietovergang geoorloofd is op 
grond van het feit dat F{x, q>n(x)} uniform nadert tot F{x, q>(x)}.) 
Het is dan direct duidelijk dat q>(xo) = Yo en dat q> differentieerbaar is. Differentiatie 
geeft: 

cp'(x) = F{x, cp(x)} 

zodat cp aan de in de stelling genoemde eigenschappen voldoet. 

We moeten tenslotte nog bewijzen dat q> de enige oplossing is op (xo - h, Xo + h) die 
aan de D.V. en aan de beginvoorwaarde Yo = q>(xo) voldoet. 
Stel dat ook ifJ op <xo - h, Xo + h) zou voldoen, d.w.z. 

ifJ(xo) = Yo } 
ifJ'(x) = F{x, ifJ(x)} 

dan zou gelden: 

ifJ(x) = Yo + J~oF{t, ifJ(t)}dt 

en dus: 

ICPn(x) - ,ifJ(x)1 = I J~o [F{t, q>n-l(t)} - F{t, ifJ(t)}]dtl 

;;;:; N I J~o Iq>n-l(t) - ifJ(t)ldtl 

Noemen we Un het supremum van Iq>n<x) - ifJ(x) I bij vaste n en x E <xo - h, Xo + h), 
dan geldt op het genoemde interval: 

Un ;;;:; NhUn - l 

zodat: 

In het algemeen: 

Un ;;;:; (Nh)nuo 

We hadden evenwel h zo klein gekozen dat Nh < 1. Uit (5.9) volgt: 

lim U" = 0 
"-+00 
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en dus ook: 

lim «>n(x) = "'(x) 
n .... oo 

d.w.z. 

q>(x) = ifJ(x) Vx E (xo - h, Xo + h) 

Opmerking: 

Dit existentiebewijs is een "lokaal" bewijs, d.w.z. er is bewezen dat onder de gegeven 
voorwaarden een oplossing q> bestaat die eenduidig bepaald is in een zekere omgeving 
(xo - h, Xo + h) van het punt P (xo, Yo). 

6 Overzicht van elementaire methoden voor het oplossen van 
differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 

In de volgende paragrafen zullen we een aantal gevallen van differentiaalvergelijkin­
gen van de eerste orde behandelen, die met elementaire "standaardmethoden" oplos­
baar zijn. Het betreft de volgende gevallen: 

a D.V. met gescheiden veranderlijken; 
b D.V., waarin de veranderlijken te scheiden zijn, 

1 hetzij door een handige substitutie, 
2 hetzij doordat de D.V. homogeen is (valt ook onder bi); 

c de exacte D.V.; 
d de lineaire D.V. ; 
e de D.V. van Bernoulli. 

Met nadruk wijzen wij er op dat de meeste in de praktijk voorkomende gevallen 
gecompliceerder zijn en niet tot deze vijf gevallen behoren. Vaak trachten we dan 
door hetzij het fysisch model, hetzij de D.V. te vereenvoudigen (door minder invloed­
rijke termen weg te laten), tot één van de vijf genoemde gevallen te geraken. Vooral 
reductie tot de lineaire D.V. verdient de voorkeur. Verder merken we op dat het in 
de gevallen a, b en c gaat om de - zeldzame - situaties, waarin een niet-lineaire D.V. 
op elementaire wijze kan worden opgelost zonder benaderingen. 

Dikwijls wordt een D.V. van de eerste orde niet geschreven in de gedaante: 

dy 
- =F(x,y) 
dx 

maar in de differentiaalvorm : 

A(x,y)dx + B(x,y)dy = 0 
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Bij deze laatste schrijfwijze is bedoeld dat de oplossing van twee D.V.-en wordt 
verlangd, nl. één waarin gevraagd wordt y als functie van x te bepalen, dus: 

dy 
A(x, y) + B(x, y) dx = 0 

en één waarin gevraagd wordt x als functie van y te bepalen, dus: 

dx 
A(x, y) - -+ B(x, y) = 0 

dy 

a. Scheiding van de variabelen 

Stel dat gegeven is de D.V.: 

y' ~ F(x,y) 

waarbij F(x, y) het produkt is van een factor die alleen van x afhangt en een factor 
die alleen van y afhangt, dus: 

y' = p(x)'q(y) 

In dit geval zeggen we dat de variabelen te scheiden zijn, omdat we (indien q(y) :F 0) 
de D.V. kunnen schrijven in de gedaante: 

r(y)y' = p(x) ( met r(y) = q;y») 

Voorbeelden hiervan zijn: 

lnx 
y' = X2y 3; y' = x siny; y' = , 

y2 + 1 

maar b.v. niet: y' = sin xy. 

Deze D.V.-en kunnen we oplossen door eenvoudige integratie. We vinden daarbij 
een betrekking van de gedaante: 

H(x,y) = C 

die bij variërende C alle oplossingen van de D.V. impliciet bevat. De keuze van C 
voor een zeker probleem wordt bepaald door de beginvoorwaarde. 
Om dit in te. zien veronderstellen we dat door y = I(x) een oplossing is bepaald, 
waarbij we aannemen dat I gedefinieerd is op een open interval I en daar een con­
tinue eerste afgeleide heeft. 
Voor deze oplossing geldt dan: 

r(y)'f'(x) = p(x) (6.1) 

34 



Als R een primitieve is van r en P een primitieve vanp, dan is (6.1) gelijkwaardig met: 

R'{f(x)} '1'(x) = P'(x) 

of: 

(R 0 f)'(x) = P'(x) 

dus: 

Rof=P+C 

waarin C een willekeurige constante voorstelt. 
We hebben dus: 

R{f(x)} = P(x) + C 

of: 

R(y) = P(x) + C 

(6.2) 

(6.3) 

Hierbij is verondersteld dat de optredende primitieven inderdaad bestaan. Elke op­
lossing f met continue l' voldoet aan (6.3). Omgekeerd is het duidelijk dat elke 
differentieerbare functie f die aan (6.3) voldoet, een oplossing is van de D.V., het­
geen door differentiatie van (6.2) blijkt. 
Meetkundig betekent dit dat (6.3), of anders geschreven: 

J r(y)dy = J p(x)dx + C 

de vergelijking is van een integraalkromme. Elke oplossingskromme ligt op zo'n 
integraalkromme. 

Voorbeeld 1 

Los op de D.V.: 

X(y2 - 1) - y(x2 - l)y' = 0 (6.4) 

Oplossing: 

We veronderstellen eerst: y '# ± 1 en x '# ± 1; dan gaat (6.4) over in: 

y , x 
-_. y = --::;---
y2 _ 1 x2 - 1 

Door integr~tie volgt: 

-t In ly2 - 11 = -t In Ix2 - 11 + C 

dus: 
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Fig. 12 

of: 

y2 _ 1 = A(x2 - 1) (A"# 0) (6.5) 

Indien we dit schrijven in de gedaante: 

y2 1 
x2 --=I--

A A 

dan zien we dat de integraalkrommen ellipsen zijn indien A < 0 en hyperbolen als 
A > 0, die alle gaan door de punten (1, 1), (1, -1), (-1, 1) en (-1, -1) (zie fig. 12). 
We moeten nog onderzoeken wat er gebeurt als y = ± 1 en als x = ± 1. Bij substi­
tutie blijken y = 1 en y = -1 aan de D.V. te voldoen. Dit betekent dat (6.5) ook 
oplossingen definieert als A = O. Uiteraard voldoen x = 1 en x = -1 niet aan (6.4), 
daar hierdoor geen functie van x wordt gedefinieerd. Zouden we echter x opvatten 
als een functie van y, dan zouden x = 1 en x = -1 voldoen aan: 

2 dx 2 
x(y - 1) - - y(x - 1) = 0 

dy 

hetgeen betekent dat alle oplossingen van 

X(y2 - l)dx - y(x2 - l)dy = 0 

vervat zijn in: 

y2 _ 1 = A(x2 - 1) 
1 

indien we A alle waarden laten doorlopen (inclusief ,,00", d.w.z. x 2 - 1 = - (y2 - 1) 

(met ~ = 0). A 
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Voorbeeld 2 

Los op de D.V.: 

,./1 - X2 y' + J 1 - y2 = 0 

Oplossing: 

Indien lxi =1= 1 en tevens Iyl =1= 1, dan kunnen we de D.V. ook schrijven als: 

Door integratie volgt" dan : 

arc sin y + arc sin x = C 

Aangezien -!n ~ arc sin x ~ !n en -!n ~ arc sin y ~ !n, geldt zeker 

-n ~ C ~ n. 

Echter C = n is uitgesloten, omdat uit C = n zou volgen: 

arc sin y + arc sin x = n 

(6.6) 

Hieraan kan alleen voldaan worden indien zowel arc sin y = !n, als ook arc sin x = !n. 
Dat betekent echter, dat èn x = 1 èn y = 1; maar dan is y niet als een differentieer­
bare functie van x gedefinieerd. Om analoge reden is ook C = -n uitgesloten. 
Alle oplossingen van de D.V. zijn dus impliciet gevat in: 

arc sin y + arc sin x = C (met -n < C < n) 

We kunnen hieruit y oplossen en op de volgende wijze een andere impliciete voor­
stelling voor y bepalen: 

arc sin y = C - arc sin x 

Dit is gelijkwaardig met: 

y = sin(C - arc sin x) } 

- 1n < C - arc sin x < !n 

dus met: 

y = sin C cos (arc sin x) - cos C sin (arc sin x) } 

-!n < C - arc sin x < !n 

en derhalve met: 

y = sin C· J 1 - x2 
- X cos C } 

!n < C - arc sin x < !n 
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Stellen we cos C = c, dan volgt: 

sin C = .J 1 - c2
, als 0 ~ C < 1t } 

sin C = -.J 1 - c2
, als -1t < C < 0 

We vinden: 

y=.Jl-c2·.JI-x2 -cx alsO~C<1t } 

y = -.JI - c2·.Jl - x 2 
- ex als -1t < C < 0 

waarin - I < c ~ 1 en het definitiegebied bepaald wordt door de eis: 

-!1t < C - arc sin x < !1t 

(6.7) 

Wanneer we in (6.7) kwadrateren, dan vinden we dat y voldoet aan de betrekking: 

(6.8) 

Maar niet iedere y die hieraan voldoet definieert een oplossing, daar uit de D.V. en 
ook uit (6.7) volgt dat y' < O. 
De betrekking (6.8) geeft ons meetkundig inzicht in het verloop van de oplossings­
krommen. 
Door (6.8) wordt een stelsel kegelsneden voorgesteld met middelpunt O. De discri­
.minant van dit stelsel is 4 - 4c2

• Deze is dus positief als lel < 1 en 0 als c = 1. 
Voor lel < 1 hebben we een stelsel ellipsen die blijken te raken aan de rechten : 
x = +1, x = -I, y = +1 en y = -1. Voor c = I gaat (6.8) over in 

x2 + 2xy + y2 = 0 

Dit stelt een dubbeltellende rechte voor met vergelijking: y = -x. Van de ellipsen 
zijn echter die delen waar de afgeleide positief is geen oplossingskrommen. Zij tijn 
bij het kwadrateren ingevoerd. 
In verband met de in het begin opgelegde beperking: lxi =1= 1 en Iyl =1= 1, moeten 
we nog onderzoeken: x = ± 1 en y = ± 1. Door substitutie in de D.V. blijkt dat 
y = 1 en y = -I voldoen aan de D.V. Echter x = + 1 en x = -1 voldoen niet. 
Ze voldoen daarentegen wel aan: 

,- ,-dx 
'VI-x2 +'VI-y2-=O 

dy 

b. D. V. waarin de veranderlijken te scheiden zijn door een substitutie 

Vaak komt het voor dat de variabelen niet gescheiden zijn, maar dat we wel door 
een handig gekozen substitutie een D.V. vinden, die van het type "gescheiden varia­
belen" is. 

Voorbeeld 3 

Los op de D.V. (zie par. 4, voorbeeld 3): 

y' =y - x 
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Oplossing: 

We voeren een nieuwe, van x afhankelijke, variabele z in door te stellen: 

y-x=z 

We vinden dan: y' - 1 = z' en voor de D.V. in z: 

z' = z - 1 

Als we voorlopig onderstellen: z - 1 =F 0, kunnen we hiervoor schrijven: 

z' 
--=1 
z - 1 

waaruit we oplossen: 

dus: 

In Iz - 11 = x + c 
Iz - 11 = e"'+c 

z - 1 = Ae'" 

y = Ae'" + x + 1 

(A =F 0) 

(A =F 0) (6.9) 

Echter blijkt ook z = 1 te voldoen, d.w.z. y = x + 1. Deze oplossing blijkt te 
ontstaan als we in (6.9) ook A = 0 zouden toelaten, zodat alle oplossingen gegeven 
worden door: 

y = AeX + x + 1 (VA E IR) 

Voorbeeld 4 

Los ot> de D.V.: 

.ty' = x + 2y (6.10) 

Oplossing: 

Ook in deze D.V. zijn de veranderlijken niet gescheiden. Dit scheiden lukt echter 
door de substitutie: 

y=z-x 

Hierdoor gaat (6.10) over in: 

x(z' - 1) = -x + 2z 
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of: 

xz' = 2z 

wat voor z =fi 0, x =fi 0 ook te schrijven is als: 

z' 1 
-=-
2z x 

Hiervan is de oplossing: 

In Izl = In x2 + C 

dus: 

(A =fi 0) 

zodat: 

y = Ax2 
- X (A =fi 0) (6.11) 

We moeten nu nog onderzoeken: x = 0 en z = 0. Blijkbaar geeft x = ° geen op­
lossing, terwijl z = 0, dus y = -x wel een oplossing bepaalt. In verband met (6.11) 
kunnen we zeggen dat alle oplossingen gegeven worden door: 

y = AX2 - X (VA E IR) 

Voorbeeld 5 

Los op de D.V.: 

di 
U = i·R +L·­

dt 

Deze D.V. is de D.V. voor de stroomsterkte i in een enkelvoudige keten met con­
stante klemspanning U, constante weerstand R en constante zelfinductie L (zie fig. 13). 

Fig. 13 

u 

+ 

R L 
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Oplossing: 

We kunnen de D.V. schrijven als: 

di 
R-

dt R 
-:----= --
U - i·R L 

waaruit volgt door integratie : 

R 
In I U - j. RI = - - t + A 

L 
zodat: 

en 

R 

U - i'R = e'e-Tt 

U e -~t 
i=---e L 

R R 

(e"# 0) 

(6.12) 

De constante e in (6.12) is te bepalen, als we de toestand in de elektrische keten op 
een bepaald ogenblik geven. Geldt b.v. voor t = 0 ook i = 0, dan volgt daaruit 
dat e = U. Dus: 

U -~t 
i = - (1 - eL) 

R 

7 Homogene differentiaalvergelijkingen 

De differentiaalvergelijking van de eerste orde: 

y' = F(x,y) (7.1) 

heet homogeen, indien F een functie van x , en y is die homogeen is van de graad O. 
We noemen een functie F van x en y homogeen van de graad n, indien er een reëel 
getal n (niet noodzakelijk een geheel getal!) bestaat zodanig dat: 

F(h, À,y) = À,"F(x, y) 

(zie ook deel 2, paL 3). In dit geval noemen we ook de vorm F(x, y) homogeen. 

Voorbeeld 1 

a 

b 

Als F(x, y) = x2 + xy + y2, dan is F homogeen van de graad 2; 
xy 

Als F(x, y) = 2 2' dan is F homogeen van de graad 0; 
x +y 
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x 
c Als F(x, y) = sin -, dan is F homogeen van de graad 0; 

y 

d Als F(x, y) = xt + yt, dan is F homogeen van de graad t. 

Wanneer de D.V. de gedaante heeft: 

P(x, y)y' = Q(x, y) 

dan is deze D.V. homogeen indien P en Q homogeen zijn van dezelfde graad. 
De homogene D.V. in (7.1) is te herleiden tot een D.V. met gescheiden variabelen 
door te stellen: 

y = zx 

Er geldt dan immers: 

z'x + z = F(x, zx) = xOF(I, z) = F(l, z) 

en dus: 

z'x = F(I, z) - z 

Dit is een D.V. met gescheiden variabelen. 

Voorbeeld 2 

Los op: 

2xyy' + (X2 _ y2) = 0 (7.2) 

Oplossing: 

We zien dat 2xy en x2 - y2 beide homogeen zijn van de graad 2. We hebben hier 
dus inderdaad een homogene D.V .. 
Door de substitutie: y = zx, gaat (7.2) over in: 

2zx2(z'x + z) + x 2(1 - Z2) = 0 

We veronderstellen x :1= 0 en vinden dan: 

dz 
(I + Z2) + 2zx dx = 0 

of: 

2z dz 1 
---;;- --=--
I+Z2 dx x 

Hierin zijn de variabelen gescheiden. Er volgt door integratie: 

ln(1 + Z2) = -InlxI + c 
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y 

t 

Fig. 14 

dus: 

Substitutie van z = ~ levert: 
x 

__ x 

(A '# 0) 

(A '# 0) 

De hierdoor voorgestelde krommen zijn cirkels die in 0 raken aan de y-as. We 
moeten echter 0 uitsluiten. Het zijn dus "gepuncteerde cirkels" (zie fig. 14). 
N.B. 0 correspondeert met A = Ol 
We moeten nog het geval: x = 0 afzonderlijk beschouwen. Het is duidelijk dat y 
door x = 0 niet gedefinieerd wordt als functie van x. Indien we echter x als functie 
van y beschouwen, zien we dat x = 0 wel voldoet aan: 

Dit betekent dat de oplossing van: 

(x2 - y2)dx + 2xydy = 0 

bepaald wordt door: 

(A '# 0) 

en x = O. 

(7.3) 

N.B. A = 0 levert noch y als differentieerbare functie van x, noch x als differen­
tieerbare functie van y. Wel volgt uit (7.3) x = 0, als we delen door A en dan A 
laten naderen tot co. 
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Een belangrijk type homogene D.V. wordt gevormd door de differentiaalvergelijking 
van de gedaante: 

(ex + d)y' = ax + b 

waarin a, b, e en d constanten zijn. 

Voorbeeld 3 

Lo, op: 

(2x + y)y' = 4x - y 

Oplossing: 

We veronderstellen: 2x + y :1= 0 en vinden dan door deling: 

4x - y 
y'=---

2x+y 

We stellen hierin: y = xz. Er ontstaat dan: 

4x - xz 
xz'+z=---

2x+xz 

Veronderstellen we x :1= 0, dan krijgen we: 

4-z 

of: 

xz'=---z 
2+z 

_Z2 - 3z + 4 
xz'=-----

2+z 

Als we aannemen: Z2 + 3z - 4 :1= 0, dan kunnen we schrijven: 

z+2 z'=-~ 
(z + 4)(z - 1) x 

~{_2_+ _3_}zl =_~ 
5 z+4 z-1 x 

tlnlz+41 +tlnlz-ll = -Inlxi + C 

(A· :1= 0) 

(A :1= 0) 
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y=x 

Fig. 15 

We moeten nog apart onderzoeken: Z2 + 3z - 4 = 0, dus z - 1 = ° of z + 4 = 0, 
d.w.z. y = x of y = -4x. 

Substitutie in de D.V. toont aan dat y = x en y = -4x voldoen aan de D.V. (mits 
x =ft 0). 
Dit betekent dat we als algemene oplossing vinden: 

(y + 4X)2(y - X)3 = A (VA E IR) 

Een en ander is door het schetsen van enkele oplossingskrommen in fig. 15 toegelicht. 
o heet in dit geval een zadelpunt. 

De volgende D.V. is eenvoudig te herleiden tot een D.V. van het vorige type: 

alx + bly + Cl 
y' = ----,---

a2x + b2y + C2 

waarin al' bi' Cl' a2' b2 en C2 constanten zijn. 

(7.4) 

Voor we tot behandeling van deze D.V. overgaan, wijzen we eerst op het belang van 
deze D.V. 
De algemene D.V. van de eerste orde luidt: 

F(x,y) 
y'=---

G(x,y) 

Onder bepaalde voorwaarden kunnen we F(x, y) en G(x, y) in een Taylorreeks ont­
wikkelen. Dus: 

, aoo + (alOx + aOlY) + (a20x2 + allxy + ao2y2) + .. . 
y = boo + (blOx + bOlY) + (b20X2 + bllxy + b02y2) + .. . 
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Wanneer x en y zo klein zijn dat de termen van de graad 2 en hoger verwaarloosd 
mogen worden, krijgen we: 

aOO +alOX + a01Y 
y'= -------------

boo + blox + b01Y 

Dat is juist het type (7.4). 

Bij de beschouwing van de D.V. (7.4) hebben we drie mogelijkheden. 
, 

alx + bly + Cl = 0 en a2x + b2y + C2 = 0 

kunnen voorstellen: 

1 snijdende rechte lijnen; 
2 evenwijdige rechte lijnen; 
3 samenvallende rechte lijnen. 

We zullen de verschillende gevallen achtereenvolgens behandelen aan de hand van 
voorbeelden. 

Geval! 

Los op: 

(2x + Y - I)y' = 4x - y + 7 

Oplossing: 

We bepalen het snijpunt van de rechten met vergelijking: 

2x+y-I=O 

4x - Y + 7 = 0 

Dit snijpunt is P( -1,3). 

(7.5) 

We verschuiven het assenkruis naar P( -1,3) en voeren als nieuwe coördinaten in: 

u=x+1 

v=y-3 

v is dan een functie van u. Daar we het assenkruis evenwijdig hebben verschoven, geldt: 

dv dy 
-=-
du dx 

(7.5) gaat over in: 

dv 
(2u + v) - = 4u - v 

du 



Deze D.V. is homogeen en heeft als oplossing (zie vorig probleem): 

De gegeven D.V. heeft dus als oplossing: 

(y - x - 4)3(y + 4x + 1)2 = C 

Geval 2 

Los op: 

(2x + Y + 2)y' = 2x + Y + 1 

Oplossing: 

De rechten: 

2x+y+2=0 

2x+y+ 1 =0 

zijn evenwijdig. We stellen nu: 

2x+y=z 

Dus: 

2 + y' = z' 

(7.6) gaat dan over in: 

of: 

(z + 2)(z' - 2) = z + 1 

z + 1 3z + 5 
z'=-- +2=---

z+2 z+2 

z+2 
---z'= 1 
3z + 5 

(3z + 5 =ft 0) 

( 1 + 1 .)z' = 3 
3z + 5 

z + tIn 13z + 51 = 3x + C 

(z + 2) =ft 0 

In 13z + 51 = 9x - 3z + 3e = 3x - 3y + A 

Be3(x-
y) = 6x + 3y + 5 (B =ft 0) 

(7.6) 
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Bekijken we de gevallen die we uitgezonderd hebben: 

z + 2 = 0 <=> 2x + Y + 2 = 0 voldoet niet aan (7.6). 

3z + 5 =0 <=> 6x + 3y + 5 = 0 voldoet aan (7.6). 

Dus B mag ook nul zijn. 
De algemene oplossing van (7.6) is dus: 

6x + 3y + 5 = B·e3(x-
y) (VBe IR) 

Geval 3 

In het geval 3 (samenvallende rechten) geldt: 

a1x + bly + Cl = À(a2x + b2y + C2) 

Als a2x + b2y + C2 #= 0, dan volgt eenvoudig: 

y' = A. 

met als oplossing: 

y=Àx+C 

D.w.z. de oplossingskrommen vormen een stelsel evenwijdige rechten, waarop de 
snijpunten met a2x + b2y + C2 = 0 uitgezonderd moeten worden. 

Voorbeeld 

4x + 8y + 12 
y'=-----

x + 2y + 3 

Oplossing: 

Hier geldt (als x + 2y + 3 =I: 0): 

y' =4 

dus: 

y = 4x+ C 

met uitzondering van de snijpunten met de lijn: x + 2y + 3 = 0 (zie fig. 16). 

Opmerking: 

De algemene oplossing van de D.V.: 

(x + 2y + 3)y' = 4x + 8y + 12 

verschilt van de vorige, daar ook de rechte x + 2y + 3 = 0 een oplossing is (zie 
fig. 17). 
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Fig. 16 

Fig. 17 
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8 De exacte differentiaalvergelijking. Integrerende factor 

De D.V. 
dy 

P(x,y) + Q(x,y)- = 0 
dx 

heet exact indien er een functie F van de variabelen x en y bestaat zodanig dat: 

aF aF 
- = P(x,y) en - = Q(x,y) 
ax ay 

Anders gezegd: 

' (8.1) 

De D. V. (8.1) heet exact indien er een functie F van de variabelen x en y bestaat zo­
danig dat: 

(~~:: ~~) = grad F(x, y) 

Voorbeeld 1 

De D.V.: 
dy 

(x + 2y - 1) + (2x - y + 3) dx = 0 

is exact. 
Hier is nl.: P(x,y) = x + 2y - 1 en Q(x,y) = 2x - y + 3. 
Als we kiezen (hoe, dat blijkt later): 

F(x,y) = !X2 + 2xy - ty2 - X + 3y 

dan is: 

aF = x + 2y - 1 = P(x, y) I 
ax 

aF 
- = 2x - y + 3 = Q(x, y) 
ay 

Met behulp van de bovengenoemde functie F kunnen we alle oplossingen van de 
D.V. (8.1) beschrijven. Voor deze F geldt nl. de volgende stelling. 

Stelling 

Indien we stellen: F(x, y) = C, waarbij C een willekeurige constante is en indien y 
daaruit kan worden opgelost als "een differentieerbare functie I van x", (d.w.z.: 
y = I(x) met I differentieerbaar), gedefinieerd op een zeker interval I, zodat: 

y = I(x) (x E I) en F{x,f(x)} = C 01x E I) 

dan voldoet deze functie I aan de D. V. (8.1). 
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Immers, uit: 

F{x,J(x)} = C 

volgt door differentiatie naar x: 

aF aF dl 
-+-·-=0 
ax ay dx 

dus: 

P(x, y) + Q(x, y)y' = 0 

Omgekeerd geldt de volgende stelling. 

Stelling 

Indien op het interval I een differentieerbare functie I voldoet aan de D. V. (8.1), waarbij 

aF oF 
P(x,y) = - en Q(x,y) = -ox oy 

dan geldt: 

F{x,/(x)} = C (Vx E 1) 

Bewijs: 

We stellen: 

F(x, y) = F{x,f(x)} = F*(x) 

Dan geldt: 

dF* oF oF dj 
-=-+--
dx ox ay dx 

(Vx E I) 

= P(x,y) + Q(x,y) dj = 0 
dx 

omdatj aan (8.1) voldoet. Dus is: 

F*(x) = C (Vx E 1) 

en dus: 

F{x,f(x)} = C 

Wanneer we F kennen, zijn alle oplossingen van de D.V. (8.1) bekend. 
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Vaak schrijven we juist een exacte D.V. in de gedaante: 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy=O (8.2) 

Op grond van het vorenstaande is deze D.V. dan en slechts dan exact als het linkerlid 
van (8.2) een exacte differentiaal is (zie deel 2, par. 59). 

Het ligt voor de hand te vrllgen onder welke voorwaarden een D.V. exact is. In dit 
verband herinneren we aan de in deel 2, par.59 genoemde Stelling 6. 

Stelling 

Indien G een enkelvoudig samenhangend deelgebied is van IR x IR en indien P, Q, Pyen 
Qx continue functies zijn, gedefinieerd op G, dan is de differentiaalvorm: 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy 

dan en slechts dan exact, indien: 

oy ox "t/(x, y) E G 

De bewuste functie kan dan worden voorgesteld door de lijnintegraal: 

waarbij (xo, Yo) E G en de weg van (xo, Yo) naar (x, y) een willekeurige Jordanboog 
in Gis. 

Indien G convex is en de punten (xo, Yo), (x, Yo) en (x, y) in G liggen, dan kunnen 
we als integratieweg kiezen de gebroken rechte van (xo, Yo) over (x, Yo) naar (x, y). 
We vinden dan: 

Op dezelfde wijze, indien (xo, Yo), (xo, y) en (x, y) in het convexe gebied G liggen, 
vinden we: 

F(x, y) = J~o Q(xo, s)ds + J~o pet, y)dt 

Een andere manier om F(x, y) te berekenen is de volgende. Uit 

volgt: 

aF 
- = P(x,y) ox 

F(x, y) = P*(x, y) + h(y) 
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ap* 
waarin p* een functie is waarvoor geldt: -- = P(x, y) en h alleen van y afhangt ox 
(deze valt dus bij de differentiatie naar x weg): h wordt bepaald door: 

dus: 

aF 
- = Q(x,y) 
ay 

oP* 
- + h'(y) = Q(x, y) oy 

waaruit volgt: 
dP* 

/z /( y) = Q(x, y) - -~­
oy 

(8.4) 

Het is duidelijk dat hieruit slechts dan h kan worden berekend indien het rechterlid 
van (8.4) geen x bevat. Dit is inderdaad het geval. Immers differentiatie naar x levert : 

àQ a2 p* aQ a2 p* 
----=----
ax axay ax ayax 

aQ ap 
=-- - =0 ox ay 

Overigens is het rechterlid van (8.4) een continue functie van y, zodat h hieruit 
inderdaad te vinden is. 

Voorbeeld 2 

Integreer de D.V.: 

(x + 2y - I) + (2x - y + 3)y' = 0 

(zie voorbeeld I). 

Oplossing: 

P(x, y) = x + 2y - 1 } 

Q(x, y) = 2x - y + 3 

ap aQ 
dus -~- = 2 en -~- = 2, waaruit volgt dat de D.V. exact is. 

oy ox 

Volgens (8.3) geldt (als we stellen xo = YO = 0): 

F(x, y) = fó( -s + 3)ds + f~ (t + 2y - I)dt 

= _ty2 + 3y + !X2 + 2xy - x 
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De algemene integraal van de D.V. is: 

tx2 + 2xy - ty2 - X + 3y = C 

We lossen deze D.V. ook nog op volgens de tweede geschetste methode: 

dus: 

oF 
- = P(x, y) = x + 2y - 1 ox 

F(x, y) = tx2 + 2xy - x + h(y) 

Verder is 

aF 
- = 2x + h'(y) = Q(x, y) = 2x - Y + 3 oy 

zodat: 

h'(y) = -y + 3 

en dus: 

h(y) = _ty2 + 3y + K 

Een F(x,y) die voldoet is b.v.: 

F(x,y) = tx2 + 2xy - x - ty2 + 3y 

waaruit de algemene integraal (8.5) volgt. 

Een variant op deze methode verloopt aldus: 

oF . 2 
- = X + 2y - 1 ~ F(x, y) = tx + 2xy - x + h(y) ox 
oF 
- = 2x - y + 3 ~ F(x, y) = 2xy - ty2 + 3y + g(x) oy 

Vergelijking van (8.6) en (8.7) geeft als mogelijkheid: 

h(y) = _ty2 + 3y 

g(x) = tx2 - X 

waaruit weer de algemene integraal (8.5) volgt. 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

Soms geeft het minder rekenwerk als we "bij Q(x, y)" beginnen in plaats van "bij 
P(x, y)". 
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Voorbeeld 3 

Los op de D.V.: 
dy 

~(X2 + y2 + 2x) + 2eXy dx = 0 

Oplossing: 

P(x, y) = ex(x2 + y2 + 2x) 

Q(x,y) = 2cy 

oP 
- = 2yeX 

oy , 
oQ 
- = 2yeX 

OX 

waaruit volgt dat de D.V. exact is. 
F(x, y) vinden we aldus: 

dus: 

en 

oF 
- = cy2 + g'(x) = P(x, y) = c(x2 + y2 + 2x) 
OX 

waaruit we vinden: 

g'(x) = exx2 + 2exx 

g(x) = x2c + K 

De algemene integraal van de D.V. is: 

c(x2 + y2) = C 

Is de D.V.: 

dy 
P(x,y) + Q(x,y)- = 0 

dx . 

niet exact, dan is het in theorie mogelijk een factor /leX, y) te vinden zo dat de D.V.: 

dy 
/leX, y)P(x, y) + /leX, y)Q(x, y) dx = 0 

wel exact is. Een dergelijke factor heet integrerende factor. 
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Deze factor moet dan voldoen aan de voorwaarde: 

oy ox 
(8.8) --=---

Uitwerking van deze voorwaarde levert een partiële D.V. voor J.L op, die vaak moeilij­
ker is op te lossen dan de oorspronkelijke D.V. Slechts indien vooraf een en ander 
van de integrerende factor bekend is, b.v. dat deze alleen van x afhangt of alleen 
van y, is op deze wijze de D.V. eenvoudig op te lossen. 

Voorbeeld 4 

Gegeven is dat de D.V.: 

dy 
(x - 2y - 1) + 2 - = 0 

dx 

een integrerende factor J.L(x, y) heeft die alleen afhankelijk is vanx. Los deze D.V. op. 

Oplossing: 

Volgens (8.8) moet gelden: 

OJ.L(x - 2y - 1) 02J.L 

oy OX 

Uitgewerkt: 

of: 

dJ.L 
-2J.L(x,y) = 2-

dx 

dJ.L 
---= -dx 
J.L(x,y) 

waaruit volgt: 

In 1J.L(x, y)1 = -x 

dus een mogelijkheid voor J.l. is: 

Bijgevolg is de D.V.: 

exact. 

e- ·«x - 2y - 1) + 2e- x dy = 0 
dx 
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Volgens (8.3) is: 

F(x, y) = Jö 2ds + J~ e-t(t - 2y - l)dt = (2y - x)e- X 

De algemene integraal van de D.V. is: 

(2y - x)e- X = C 

9 De lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde. De vergelijking 
van Bernoulli 

Een D.V. ~an de orde n heet lineair indien daarin de gezochte y, y', ... , y(n) uitslui­
tend tot de eerste macht voorkomen met coëfficiënten die alleen van x afhangen. 
De algemene gedaante van een lineaire D.V. van de n-de orde is: 

(9.1) 

Hierin geldt: aix) =1= 0 op het beschouwde interval I van x. 
Indien b(x) = 0 '<Ix E I, dan noemen we de D.V. gereduceerd of homogeen. We 
noemen de D.V. : 

(9.2) 

de bij (9.1) behorende gereduceerde (homogene) vergelijking. 

In deze paragraaf beperken we ons tot de lineaire D.V. van de lste orde. We schrij­
ven die in de gedaante: 

y' + yP(x) = Q(x) , (9.3) 

waarin P en Q continue functies zijn gedefinieerd op een interval I. 
Het zal blijken dat we alle oplossingen van (9.3) kunnen vinden, als we alle oplos­
singen kennen van de gereduceerde vergelijking van (9.3): 

y' + yP(x) =0 (9.4) 

en één particuliere oplossing van de niet-gereduceerde D.V. (9.3). Er geldt namelijk 
de volgende stelling. 

Stelling 

We krijgen alle oplossingen van de niet-gereduceerde D. V. (9.3) door elke oplossing 
van de gereduceerde D. V. (9.4) te vermeerderen met één vaste particuliere oplossing 
van de niet-gereduceerde D. V. (9.3). 
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Bewijs: 

Stel dat de volledige verzameling oplossingen van (9.4) is: 

v= {""/i' ... } 
waarin i een zekere indexverzameling J doorloopt, en dat CPo een particuliere oplos­
sing is van (9.3). De bewering is dan dat de verzameling W, gedefinieerd door: 

W = {···,ft + CPo, ... } 

de volledige verzameling oplossingen is van (9.3). We bewijzen daartoe dat elke 
functie van W voldoet aan (9.3) en dat elke oplossing van (9.3) behoort tot W. 
Voor een element van W, b.v. /j + CPo, geldt, omdat CPo voldoet aan (9.4) en /j aan 
(9.3) : 

Ch + CPo)'(x) + {(h + CPo)(x)}P(x) = fJ(x) + cp~(x) + {fj(x) + CPo(x)}P(x) 

= {fJ(x) + h(x)P(x)} + {cp~(x) + CPo(x)P(X)} 

= 0 + Q(x) = Q(x) 

m.a.w. /j + CPo voldoet aan (9.3). 
Omgekeerd: Stel dat g een oplossing is van (9.3), dan geldt: 

g'(x) + g(x)P(x) = Q(x) 

Ook geldt: 

cp~(x) + CPo(x)P(x) = Q(x) 

dus: 

{g'(x) - cp~(x)} + {g(x) - CPo(x)}P(x) = 0 

en dus: 

(g - CPo)'(x) + {Cg - CPo)(x)}P(x) = 0 

d.w.z. (g - ((Jo) voldoet aan (9.3) en dus g - CPo E V. 

Hieruit volgt: g = CPo + /k voor zekere k E J en dus g E W. 

Het probleem van het oplossen van (9.3) valt uiteen in twee problemen: 

a het bepalen van alle oplossingen van de gereduceerde D.V. (9.4); 
b het bepalen van slechts één oplossing van de niet-gereduceerde D.V. (9.3), een 

Z.g. particuliere oplossing. 

Ad. a 

De oplossing van (9.4) komt neer op een eenvoudige integratie. Immers, als y "# 0, 
dan geldt: 

y' 
- = -P(x) 
y 
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en dus: 

y = Ce-JP(xjdx (C::f: 0) 

Hierin is J P(x)dx een willekeurige primitieve van P. Daar ook y = 0 voldoet, is 
de algemene oplossing van (9.4): 

y = Ce-JP(xjdx ('tiC E IR) 

Ad. b 

Voor het bepalen van een particuliere oplossing van de niet-gereduceerde D.V. (9.3) 
beschikken we in hoofdzaak over twee methoden. In de eerste plaats het met ver­
stand "gokken" van een oplossing, d.w.z. we proberen een oplossing van een te 
verwachten gedaante, waarin een aantal constanten geschikt bepaald moeten wor­
den (zie voorbeelden). 
Een tweede methode die zekerder werkt, maar wel meer rekenwerk vergt, is de me­
thode van Lagrange of de methode van variatie van constanten. 
Van beide methoden geven we voorbeelden. 

Voorbeeld 1 

Los op de D.V.: 

xy' - (x + l)y = x 2 
- x 3 (x ::f: 0) (9.5) 

Oplossing: 

De bijbehorende gereduceerde D.V. is: 

xy' - (x + l)y = 0 (9.6) 

Als y ::f: 0, schrijven we: 

y' 1 
-=1 +-
Y x 

waaruit volgt: 

lnlyl = x + In lxi + K 

y = Cxex (C::f: 0) 

Daar y = 0 een oplossing is, vinden we als oplossing van (9.6): 

y = Cxex (VC E IR) 

We proberen nu een particuliere oplossing van (9.5) te bepalen door te gissen. Een 
verstandig proberen lijkt, gezien het rechterlid, een oplossing in de gedaante van een 
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veelterm in x en wel, lettend op de factor (x + 1) in het linkerlid, een oplossing van 

de vorm: ax2 + bx + c. 
Substitutie in (9.5) geeft dan: 

-ax3 + (a - b)x2 
- cx - c = _x3 + x 2 

Dus is a = 1, a - b = 1, c = o. 
Een particuliere oplossing van (9.5) is dus y = x2

• 

De algemene oplossing van (9.5) is: 

y = Cxtr + x 2 

Voorbeeld 2 

Los op de D.V.: 

y' + y = sin x 

Oplossing: 

De bijbehorende gereduceerde D.V. is: 

y'+y=O 

(Yx =F 0) 

We zien eenvoudig in dat de algemene oplossing van (9.8) is: 

y = Ce-x 

Als particuliere oplossing van (9.7) proberen we: 

y = a sin x + ob cos x 

(9.7) 

(9.8) 

(9.9) 

N.B. Het is duidelijk dat a sin x alleen niet kan voldoen en b cos x alleen ook niet. 

Substitutie van (9.9) in (9.7) geeft: 

(a - b) sin x + (a + b) cos x = sin x (Vx) 

dus a - b = 1 en a + b = 0, zodat een particuliere oplossing van (9.7) luidt: 

y = 1- sin x - ! cos x 

De algemene oplossing van (9.7) is dan: 

y = Ce-x + 1- sin x - t cos x 

De methode van Lagrange of van variatie van constanten berust daarop dat we eerst 
de gereduceerde D.V. oplossen en daarna de daarin optredende constante opvatten 
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als een functie van de onafhankelijk veranderlijke. We trachten deze functie zó te 
bepalen, dat er een particuliere oplossing ontstaat van de niet-gereduceerde D.V. 
In het algemene geval 

y' + P(x)y = Q(x) (9.3) 

zagen we dat: 

y = Ce - J P(x)dx 

de algemene oplossing is van de gereduceerde D.V. 
We proberen nu een functie van x, die we Co noemen, zodanig te bepalen dat 

y = Co(x)e-JP(X)dX 

een oplossing geeft van (9.3). 
Daartoe is in ieder geval noodzakelijk: 

C~(x)e-JP(x)dX + Co(x)e-JP(x)dX{ -P(x)} + P(x)Co(x)e-JP(X)dX = Q(x) 

of: 

C~(x) = Q(x)eJ P(x)dx 

Door een integratie vinden we dan Co(x) (één is al voldoende). Daardoor is een 
particuliere oplossing van (9.3) bekend. De algemene oplossing is: 

y = Ce - J P(x)dx + Co (x) e - J P(x)dx 

Voorbeeld 3 

Los op de D.V.: 

xy' - (x + I)y = x 2 - x 3 (x f= 0) (9.5) 

(zie voorbeeld I). 

Oplossil/g: 

De bijbehorende gereduceerde D.V. luidt: 

xy' - (x + I)y = 0 

Deze heeft als algemene oplossing: 

(VCE IR) 

We vervangen nu C weer door Co(x), die zó bepaald wordt dat Co(x)xeX voldoet 
aan (9.5), d. w.z. we eisen: 

x2C~(x)eX + xCo(x)eX + x 2Co(x)eX - (x + I)Co(x)xeX = x 2 - x 3 
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Hieruit vinden we: 

C~(x) = e- x - xe-X 

Een Co(x) die voldoet is 

Co(x) = xe-X 

zodat een particuliere oplossing van (9.5) is: 

y = xe-X·xeX = x 2 

De algemene oplossing van (9.5) is: 

y = Cxex + x 2 

Voorbeeld 4 

Los op de D.V.: 

y' + y = sinx 

(zie voorbeeld 2). 

Oplossing: 

De oplossing van de bijbehorende gereduceerde D.V.: 

y'+y=O 

luidt: 

y = C·e- x 

We proberen als oplossing van (9.7) : 

y = Co(x)e- X 

met nader te bepalen Co(x). Deze Co(x) moet voldoen aan: 

C~(x)e- X - Co(x)e- X + Co(x)e- X = sin x 

of: , 

C~(x) = eX sin x 

(9.7) 

In deel I, par. 57 zagen we dat er een Co met deze eigenschap bepaald wordt door: 

Co (x) = teX(sin x - cos x) 

zodat een particuliere oplossing van (9.7) is: 

y = teX(sin x - cos x)e- X = t(sin x - cos x) 

De algemene oplossing van (9.7) is: 

y = Ce - x + t( sin x - cos x) 
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Methode van Bernoul/i 

Een in theorie andere methode die echter tot hetzelfde rekenwerk voert als de methode 
van Lagrange, is de methode van Bernoulli. 
Hierbij wordt de onbekende functie vervangen door het produkt van twee andere on­
bekende functies, die we dan zo bepalen dat hun produkt de algemene oplossing van 
de D.V. oplevert. 
In (9.3) stellen we: 

y = u(x)· v(x) 

waardoor (9.3) overgaat in: 

u'(x)· v(x) + u(x)· v'(x) + P(x)· u(x)· v(x) = Q(x) 

of: 

u'(x)·v(x) + u(x){v'(x) + P(x)·v(x)} = Q(x) 

We zoeken nu eerst een functie v, zodanig dat 

v'(x) + P(x)·v(x) = 0 

hetgeen door een eenvoudige integratie bereikt kan worden. 
De gegeven D.V. is dan gelijkwaardig met 

u'(x)·v(x) = Q(x) 

Hieruit kunnen we u vinden en dus ook de gezochte y. 
Bij het berekenen van v kunnen we volstaan met één functie v. Hierbij treedt geen 
willekeurige constante op. Bij de berekening van u komt in de uitkomst wel .een wille­
keurige constante voor, hetgeen de volledigheid van de gevonden verzameling oplos­
singen garandeert. 

Voorbeeld 5 

Los op de D.V.: 

xy' - (x + l)y = x 2 
- x 3 (x #- 0) 

(zie voorbeeld 1). 

Oplossing: 

We stellen y = u(x)·v(x), waardoor (9.5) overgaat in: 

x{u'(x)·v(x) + u(x)·v'(x)} - (x + l)u(x)·v(x) = x 2 
- x 3 

u(x){xv'(x) - (x + l)v(x)} + xu'(x)v(x) = x 2 
- x 3 

(9.5) 
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De D.V. (9.5) is equivalent met: 

xv' (x) - (x + l)v(x) = 0 ) 

u'(x) ' v(x) = x - x 2 

y = u(x)'v(x) 

Uit de eerste D.V. van (9.10) volgt, indien v(x) "# 0 

v'(x) = 1 + ~ 
v(x) x 

met als oplossing, b.v.: 

v(x) = xex 

Door substitutie hiervan in de tweede D.V. van (9.10) vinden we: 

u'(x) = e- x - x e- x 

met als algemene oplossing: 

u(x) = xe- x + C 

De algemene oplossing van (9.5) is: 

y = u(x)'v(x) = x 2 + Cxex 

Voorbeeld 6 

(9.10) 

Een aan de elektrotechniek ontleend voorbeeld van een lineaire D.V. van de eerste 
orde is dat van een elektrische keten met constante weerstand R en constante zelf­
inductie L, die aangesloten is op een wisselspanning. Hiervoor geldt: 

di 
L - + i(t)R = Uo sin O)t 

dt 
(9.11) 

Hierin zijn U 0 en 0) constant; i is de stroomsterkte in de keten, opgevat als functie 
van de tijd (zie ook fig. 13). 
Stellen we: iet) = u(t)'v(t), dan is (9.11) equivalent met het stelsel: 

dv 
L dt + Rv(t) = 0 

du 
Lv(t) Tt = Uo sin O)t 

iet) = u(t)· vet) 

De eerste D.V. van (9.12) heeft als oplossing: 
R 

--f 
vet) = e L 
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waardoor de tweede D.V. van (9.12) overgaat in: 

du Uo ~t . - = - e smwt 
dt L 

Het te integreren rechterlid is van het type e"t sin bt, de berekening van u(t) volgt 
door partiële integratie. De primitieven van e"t sin bt zijn voor te stellen door: 

waarin 
a . b 

cos lP = en sm lP = / 
.j a2 + b2 "a2 + b2 

Hieruit volgt voor u(t) de waarde: 

Uo ~t 
u(t) = .j - eL sin(wt - lP) + C 

R2 + w2L2 

en voor i(t) = u(t)v(t): 

Uo sin(wt - lP) -~t 
i(t) = +Ce L 

.j R 2 + w 2L 2 

waarin 
R . wL 

cos lP = en sm lP = ---r========~ 
.j R 2 + w2L 2 .j R 2 + w2L 2 

In de elektrotechniek noemt men wL de inductieve reactantie, .j R2 + w2 L 2 de 
R 

impedantie en Ce -Tt de kortsluitstroom. 

Soms is een D.V. niet-lineair als we y opvatten· als afhankelijk van x, maar wel 
indien we x opvatten als afhankelijk van y. 

Voorbeeld 7 

De D.V.: 

xy' = siny 

is niet lineair als we y opvatten als afhankelijk van x (in verband met de term sin y). 
De D.V.: 

. dx 
smy-=x 

dy 

is echter wel lineair indien we x opvatten als afhankelijk van y. 
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We kunnen dan deze laatste D.V. oplossen. Indien x als functie van y een inverse 
bezit, dan kunnen we weer y uitdrukken in x. 

Voorbeeld 8 

De D.V.: 

(y3 _ 2xy2 + x)y' = y(l _ y2) 

is niet-lineair indien we stellen: y = j(x). Denken we ons echter: x = g(y), dan 
kunnen we schrijven: 

y(l - y2)g'(y) + (2y 2 _ l)g(y) = y3 

Dit is een lineaire D.V. voor g als functie van y. 

Soms kan een D.V. door een eenvoudige substitutie worden herleid tot een lineaire 
D~V. Dit is b.v. het geval met de (niet-lineaire) D. V. van Bernoul/i: 

y' + yP(x) = y"Q(x) (n i: 1, n i: 0) 

Voor n = 0, resp. 1 zou hier een lineaire D.V. staan. Het is duidelijk dat voor n > 0 
de functie die identiek nul is, aan de D.V. voldoet. Indien echter y :F 0, en indien 
we stellen: y = j(x), dan geldt: 

1 dj I 
{f(x)}" dx + {f(x)}"-t P(x) = Q(x) 

We voeren nu een nieuwe functie g in die met! samenhangt als volgt: 
I 

1 
g(x) = {f(x)}" t 

Hiervoor geldt: 

dg (1 - n) d! 

dx {f(x)} " dx 

zodat (9.13) overgaat in: 

1 dg -_.- + P(x)g(x) = Q(x) 
1 - n dx 

Dit is een lineaire D.V. voor g als functie van x. 

10 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de n-de orde (n> 1) 

(9.13) 

Zoals reeds in par. 9 is opgemerkt, heeft de lineaire D.V. van de orde n de gedaante: 

(10.1) 
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Hierin zijn de functies ai en b continu in een zeker intervall en is a"(x) '# 0 Vx E J. 
Indien b(x) = 0 Vx E I, noemen we de D.V. gereduceerd (homogeen); indien b(x) 

niet voor alle x E I de waarden nul aanneemt, noemen we de D.V. niet-gereduceerd 
(inhomogeen). 
Teneinde het schrijfwerk te bekorten, voeren we de dijferentiaaloperator D in, die 
gedefinieerd wordt als: 

D-f(x) = f'(x) 

terwijl we verder nog definiëren den-de macht van deze operator als: 

D" -I(x) = f("J(x) 

waarbij DO 'f(x) = f(x) . 

(n = 0, 1,2,3, . _.) 

Voor de som en het produkt van deze operatoren definiëren we: 

(U + Dm) -f(x) = D" -I(x) + Dm -f(x) 

D"Dm'f(x) = U{Dm'f(x)} 

Uit de laatste regel volgt: 

D"Dm = U+ m = DmD" 

Het produkt van een functie van x met een macht van die operator definiëren we 
door: 

P(x)D" -f(x) = P(x)f("J(x) 

De som van een functie van x en een macht van die operator definiëren we door: 

{P(x) + D"} -f(x) = P(x)f(x) + D" -I(x) 

{D" + P(x)} 'f(x) = D"'f(x) + P(x)f(x) 

Als we stellen: y = f(x), dan is bijv_: 

d 3y d2y dy 
(D3 + x 2D 2 + 5D - 6)-y = -- +X2 __ .+ 5- - 6y 

dx3 dx2 dx 

We kunnen eenvoudig nagaan dat voor constante a en b geldt: 

(D + a)(D + b)-y = {D2 + (a + b)D + ab}'y = y" + (a + b)y' + aby 

De regel: 

{D + a(x)}{D + b(x)} = D 2 + {a(x) + b(x)}D + a(x)b(x) 

geldt echter niet voor niet-constante a en b. Immers: 

{D + a(x)}{D + b(x)}'y = {D + a(x)}'{Y' + b(x)y} 

= y" + b'(x)y + b(x)y' + a(x)y' + a(x)b(x)y 

= y" + {a(x) + b(x)}y' + {b'(x) + a(x)b(x)}y 

= [D2 + {a(x) + b(x)}D + b'(x) + a(x)b(x)]·y 
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We voeren nu verder in de operator L, gedefinieerd door: 

L = an(x)lY' + an_1(x)Dn- 1 + ... + a1(x)D + ao(x)Do 

dus door: 

n 

1=0 

De algemene lineaire D.V. van de orde n (10.1) kunnen we kortweg opschrijven als: 

L 'Y = b(x) 

Stelling 

De operator L is een lineaire operator, d.w.z. 

indien À. en jJ. constanten zijn. 

Bewijs: 

i=O i=O 

00 

= L {alx)À.D1·Yl + a;(x)jJ.D1·Y2} 
1=0 

00 n 

1=0 1=0 

Met behulp van de operator L kunnen we nu op eenvoudige wijze het verband aan­
tonen dat er bestaat tussen de oplossingen van de inhomogene D.V.: 

L'Y = b(x) (10.2) 

en de bijbehorende homogene D.V.: 

L'Y=û (10.3) 

Vooraf geven we eerst de volgende stelling. 

Existentiestelling 

De lineaire D. V. van de orde n: 

anCx)y<n) + an_1(x)y<n-l) + ... + al(x)y' + ao(x)y = b(x) 
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waarbij op een zeker interval I geldt: 

a ao, al' ... , an en b zijn continue functies in I, 
b aix) =F 0 'Vx E I 

bezit één en slechts één oplossing / die in een gegeven punt Xo E I voldoet aan de vol­
gende beginvoorwaarden: 

waarbij Yo, Yl' ... , Yn-l willekeurig voorgeschreven getallen zijn. 
Deze stelling zullen we zonder bewijs accepteren. 

, Opmerking: 

Voor een lineaire D.V. van de orde 2 betekent dit b.V. dat we van een oplossings­
kromme kunnen eisen dat deze door een voorgeschreven punt gaat en daar een voor­
geschreven richting heeft. 

Met betrekking tot het verband tussen de oplossingen van de homogene en die van 
de inhomogene D.V. geldt de volgende stelling. 

Stelling 

We krijgen alle oplossingen van de inhomogene D. V. (10.2) door één particuliere op­
lossing daarvan achtereenvolgens te vermeerderen met alle oplossingen van de homogene 
D. V. (10.3). 
Zie ook de stelling in par. 9. 

Bewijs: 

Stel dat de volledige verzameling oplossingen van (10.3) is: 

v = { ... ,fj, ... } 

waarin i een zekere indexverzameling J doorloopt. Stel verder dat ({Jo een particuliere 
oplossing is van (10.2). De bewering is dan dat de verzameling W, gedefinieerd door: 

W = { ... ,fj + ({Jo, ... } (iE J) 

de volledige verzameling oplossingen voorstelt van (10.2). We bewijzen daartoe dat 
elke functie in W voldoet aan (l0.2) en dat elke oplossing van (10.2) behoort tot W. 
Neem een element van W, b.v. /j + ({Jo, dan geldt, omdat /j E V dus L'/j(x) = 0 
en omdat ({Jo voldoet aan (10.2), tevens L· ((Jo(x) = b(x). 
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Op grond van de lineariteit van L geldt dan: 

L· (fj + <Po)(x) = L· {fix) + <Po(X)} 

= LIix) + L·<po(x) 

= 0 + b(x) = b(x) 

M.a.w. Ij + <Po voldoet aan (10.2). 
Omgekeerd geldt voor een willekeurige oplossing g van (10.2): 

L ·g(x) = b(x) 

Ook geldt: 

L·<po(x) = b(x) 

zodat: 

L·(g - <Po)(x) = L· {g(x) - <Po(x)} 

= L·g(x) - L·<po(x) 

= b(x) - b(x) = 0 

Dus g - <Po voldoet aan (10.3), d.w.z. 

g = <Po + Ik (voor zekere kuit J) 

Hieruit volgt dat g E W. Hiermee is de stelling volledig bewezen. 

Het is zaak voor de oplossing van (10.2) om alle oplossingen te kennen van (10.3) 
en één particuliere oplossing van (10.2). 

11 Lineaire afhankelijkheid van functies. Determinant van Wronski* 

Definitie 1 

De functies 11.J2' ... .J" heten lineair afhankelijk op het interval J, indien er (eventueel 
niet-reële) getallen Cl' C2 , ••• , Cn bestaan, die niet alle nul zijn, zodanig dat 

VXE J 

Definitie 2 

De functies 11.J2' ... .Jn heten lineair onafhankelijk op het interval J indien zij niet 
lineair afhankelijk zijn op J. 

* J. M. Hoene-Wronski, 1778-1853. 

70 



In dit geval volgt uit: 

VXE I 

dat 

Cl = C2 = . . . = Cn = 0 

Voorbeeld 1 

De functies: x f-+ I; X f-+ sin 2 x; x f-+ cos 2 x zijn lineair afhankelijk op IR, daar 

1·1 - 1· sin2 x-I · cos2 
X = 0 "Ix E IR 

Voorbeeld 2 

De functies: x f-+ I; X 1--+ x; X f-+ x 2 zijn lineair onafhankelijk op elk deelinterval I 
van IR, daar de vergelijking : 

bij gegeven Cl' C2 en C3 nooit meer dan twee wortels kan hebben, zodat dus zeker 
niet kan gelden: 

VXE I 

Voorbeeld 3 

De functies x H sin x, x H cos x zijn niet lineair afhankelijk op IR. Stel dat er ge­

tallen Cl en C2 bestaan, zodanig dat 

Cl sin x + C2 cos X = 0 "Ix E IR 

dan geldt: 

:. ,--- ,5 Cl. C2 } 
'\ ei + ci l·_·.·· .: .==-:" sm x + -/- = cos x = 0 

,-' ei + c~ '\ ci + c~ 
dus: 

sin(x + qJo) = 0 

C2 
met tan epo = 

Cl 

"Ix E IR 

"Ix E IR 

Maar sin (x + epo) = 0 geldt dan en slechts dan als x = - CPo + k1t (k El), dus 
zeker niet voor alle x E IR. 
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Voorbeeld 4 

De functies x ~ eG", x ~ i" (a '# b) zijn lineair onafhankelijk op ieder interval I. 
Stel dat er getallen Cl en C2 bestaan, zodanig dat 

VxeI (11.1) 

dan zou ook de volgende betrekking gelden die uit (11.1) door differentiatie volgt: 

VxeI (11.2) 

De determinant van het stelsel vergelijkingen voor Cl en C2' gevormd door (11.1) 
en (11.2) is: 

zodat alleen de nuloplossing Cl = C2 = 0 mogelijk is. De functies x ~ eG" en x I~ eb" 
zijn dus lineair onafhankelijk op I. 

Het volgende voorbeeld illustreert dat lineaire afhankelijkheid of onafhankelijkheid 
niet alleen van de betrokken functies, maar ook van het betrokken interval afhangt. 

Voorbeeld 5 

De functies x ~ x en x H lxi zijn lineair afhankelijk op [0, 1], maar lineair onaf­
hankelijk op [-1, 1] (zie fig. 18). 

Fig. 18 

Y 

Y=lxl "-

~" 
I " 

t 

I " 
I "-
I " I "-

-1 o 
1 __ x 
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a Op [0,1] geldt: lxi = x. We zien: 1· x - l'lxl = 0 "Ix e [0,1]. 
b De lineaire onafhankelijkheid op [-1,1] blijkt als volgt: 

Stel CIX + c21xl = 0 "Ix e [-1, 1], dan geldt dit voor x = 1, dus Cl + C2 = 0; 
maar ook voor x = -1, dus - Cl + C2 = O. Hieruit volgt: Cl = C2 = O. 

We veronderstellen dat de functies fl,f2' ... ,fn elk (n - 1) maal differentieerbaar 
zijn op het interval I. We leiden daaruit een noodzakelijke voorwaarde af voor 
lineaire afhankelijkheid, . die echter niet steeds een voldoende voorwaarde zal blijken 
te zijn. 
Indien de genoemde functies lineair afhankelijk zijn op I, dan bestaan er constanten 
Cl' C2' .. . , Cn die niet alle nul zijn, zodat: 

dus ook: 

cd{(x) + cd~(x) + ... + cnf~(x) = 0 

voor alle waarden van x e I. 
Dit stelsel vergelijkingen heeft voor elke waarde x e I een oplossing Cl' C2' ... , Cn' 

ongelijk aan de nuloplossing, dan en slechts dan als 

f2(X) 

f~(x) 

... fn(x) 

... f~(x) =0 VxeI 

Deze determinant wordt determinant van Wronski (Wronskiaan) genoemd en aan­
gegeven door W(fl,f2' .. ·,fn), of met W{fl(X),f2(X), .. ·,fn(x)}. 
Het op I identiek nul zijn van de determinant van Wronski is dus een noodzakelijke 
voorwaarde opdat de (n - 1) maal differentieerbare functies lineair afhankelijk zijn 
op I. Een direct gevolg is dat, indien W(fl,f2'''' ,fn) niet identiek nul is op I, de 
functies fl,f2' ... ,fn ook niet lineair afhankelijk zijn op 1. 

Voorbeeld 6 

De functies fl,f2'" .,fn met 

fl (x) = et,"', fix) = et2x, ... , fn(x) = etn
" 

waarin de constanten t 1 , t2 , .. . , tn alle verschillend zijn, zijn lineair onafhankelijk. 
Immers: 

73 



n 

= e<',+t2 + .. . +tn )X. n (tk - tl):F 0 (Vandermonde) 
k,l 

(k>l) 

De voorwaarde W{fl(X), .. . ,fn(x)} 'VxEI is echter in het algemeen niet voldoende 
voor lineaire afhankelijkheid, hetgeen uit het volgende voorbeeld blijkt. 

Voorbeeld 7 

Stel: 

{

X
2 (x ~ 0) 

11 (x) = 0 (x < 0) {
o (x ~ 0) 

.en 12(X) = X2 (x < 0) 

dan zijn 11 en 12 lineair onafhankelijk op IR, want uit 

'VX E IR 

zou volgen: 

Cl' 1 + C2'0 = 0 (als we x = 1 kiezen) 

en 

Cl ·0 + c2'1 = 0 (als we x = -1 kiezen) 

dus Cl = C2 = O. 
De Wronskiaan van 11 en 12 is echter identiek nul, want 

Ix
2 

Ol W(fl,f2) = 2x 0 = 0 als x ~ 0 

en 

1

0 x21 W(fl,f2) = 0 2x = 0 als x ~ 0 

I 

We zullen in een volgende paragraaf zien, dat als Il,f2, . .. ,fn oplossingen zijn van 
een homogene lineaire D.V. van de orde n, de voorwaarde : W(!1>/2, .. . ,fn) = 0 
nodig en voldoende is voor lineaire afhankelijkheid. 
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12 De homogene differentiaalvergelijking van de orde n 

In deze paragraaf besteden we aandacht aan de homogene lineaire D.V. van de 
orde n: 

(12.1) 

waarin de functies an> an- 1, ••• , al' ao continu zijn in een zeker interval I, terwijl 
an(x) =t- ° 'r/x E I. 
In verkorte notatie: L· y = 0. 

Volgens de existentiestelling, genoemd in par. 10, bestaat er precies één oplossing f 
die in een gegeven punt Xo E I een voorgeschreven waarde aanneemt, terwijl ook 
de (n - 1) afgeleiden: f', f", ... ,j(n - 1) in X o voorgeschreven waarden hebben. We 
zullen de volgende stellingen bewijzen. 

Stelling 1 

Iedere lineaire combinatie van oplossingen met coëfficiënten in C van (12.1) is even­
eens een oplossing van (12.1). 

Stelling 2 

Er bestaan n, op I lineair onafhankelijke oplossingen die een z.g. fundamenteel stelsel 
vormen. 

Stelling 3 

Iedere oplossing van (12.1) is te schrijven als een lineaire combinatie van de in stelling 2 
genoemde lineair onafhankelijke oplossingen. 

Stelling 4 

Als gl' g2' ... , gn een willekeurig stelsel lineair onafhankelijke oplossingen is, dan is 
iedere oplossing te schrijven als een lineaire combinatie van deze oplossingen. 

Stelling 5 

Indien 11,12, ... ,jn oplossingen zijn van (12.1), dan is 

een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat deze functies lineair afhankelijk zijn 
op I. 
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Opmerking 1: 

De inhoud van de stellingen 1...4 is in wezen de bewering dat de oplossingsverzame­
ling van (12.1) een n-dimensionale vectorruimte is over het lichaam van de complexe 
getallen. 

Opmerking 2: 

Een logisch gevolg van stelling 5 is, dat W{fl,J2,'" ,Jn} #- 0 een noodzakelijk en 
voldoende voorwaarde is, opdat de oplossingen !1,J2, ... ,Jn van (12.1) lineair onaf­
hankelijk zijn. 

Bewijs van Stelling 1: 

Als!1,J2, .. . ,Jk oplossingen van L'Y = 0 zijn, dan geldt: 

L,/,(x) = 0 i = 1,2, ... , k 

en dus op grond van de lineariteit van L : 

k k k 

L· I: CJ,(X) = I: c,L,/;(x) = I: c;(L,/;(x» = 0 
1=1 ;~l i=1 

k 

waaruit volgt dat I: cJlx) ook een oplossing is van (12.1). 
;=1 

Uit een oogpunt van overzichtelijkheid zullen we de Stellingen 2, 3 en 4 bewijzen 
voor een D.V. van orde 2. Voor hogere orden gaat het bewijs analoog en levert geen 
speciale moeilijkheden. 

Bewijs van Stelling 2: 

Laat gegeven zijn de D.V.: 

a2(x)y" + al (x)y' + ao(x)y = O. (12.2) 

waarin ai continu is in l. 
Als Xo el, dan bestaan er volgens de existentiestelling oplossingen!1 en!2 van (12.2), 
die voldoen aan de beginvoorwaarden: !1(XO) = 1; !;(xo) = 0; !2(XO) = 0; 
!~(xo) = 1. 
We bewijzen nu dat!l en!2 lineair onafhankelijk zijn op l. Veronderstel dat er 
constanten Cl en C2 zouden bestaan, zodanig dat 

Ct/l(X) + c2!ix) = 0 

dan zou gelden: 

ct/;(x) + cd~(x) = 0 
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In het bijzonder zou dit gelden voor xo. Substitutie x = Xo geeft: Cl = 0, C2 = 0. 
fl enf2 zijn dus lineair onafhankelijk op J. We zeggen dan dat zij een fundamenteel­

stelsel vormen. 

Bewijs van Stelling 3: 

Stel dat h een oplossing is van (12.2) en dat h(xo) = A en 11'(xo) = B . Beschouw de 
functie hl' gedefinieerd voor alle x E I door: 

waarinfl enf2 de in stelling 2 ingevoerde functies zijn. Het is dan direct duidelijk dat 

h 1(xO) = A = h(xo) 

hi(xo) = B = h'(xo) 

De functies h en hl hebben blijkbaar in Xo dezelfde waarden en dezelfde afgeleiden. 
Volgens de existentiestelling zijn ze dan identiek op I. Er geldt dus: 

VXE I 

Bewijs van Stelling 4: 

In Stelling 3 hebben we iedere oplossing van (12.2) uitgedrukt in twee speciaal gekozen 
lineair onafhankelijke oplossingen. We moeten nu aantonen dat, als / en 9 twee wille­
keurige lineair onafhankelijke oplossingen zijn, voor iedere oplossing h van (12.2) 
geldt: 

h(x) = ;j(x) + M(X) VXE I (12.3) 

met geschikt gekozen ;. E IC en /-l E IC. 
We nemen een punt X o E I en stellen h(xo) = A en h'(xo) = B. We kiezen À en J.L nu 
zodanig dat: 

4(xo) + M(xo) = A } 

4'(xo} + jlg'(xo} = B 

Hieruit zijn i. en Ji op te lossen dan en slechts dan, indien 

(12.4) 

Dit laatste is inderdaad het geval, want / en 9 zijn op I lineair onafhankelijke oplos­
singen van een homogene lineaire D.V. Volgens stelling 5 (die we hierna onafhanke­
lijk van stelling 4 zullen bewijzen) geldt dan dat de Wronskiaan: 

I
/(X) g(x) I 
g'(x) g'(x) -:j; 0 

VXEJ 
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Nu geldt in Xo: 

We zullen laten zien dat (12.3) geldt voor Vx E I met de uit (12.4) gevonden waarden 
voor ), en 11. Daartoe beschouwen we de functie hl' gedefinieerd door: 

IJ 1 (x) = }.f(x) + I1g(x) 

Volgens stelling I is hl ook een oplossing van de D.V. (12.2) en wel één, die in Xo 

met Iz overeenstemt, terwijl in Xo ook geldt (zie (12.4» : 

Jz'(xo) = h~ (xo) 

Op grond van de eenduidigheid van de oplossing geldt voor alle x El: 

h I (x) = h(x) 

d.w.z. 

h(x) = ).j(x) + M(X) Vx E I 

Hiermede is stelling 4 bewezen . 

Bewijs Wil Stelling 5: 

In par. II zagen we dat, indien I1 ./2' .. . ./" lineair afhankelijke oplossingen zijn van 
(12.1), geldt : 

WUI./2 ' .. . ./n) = 0 

We moeten nog bewijzen: 

Als voor de oplossingen 11./2' .. . ./" op I geldt: 

dan zijn de functies I1 ./2' ... ./" lineair afllankclijk op I. 
Is X o E I, dan zijn er constanten Cl' C2 ' ... , c" (niet alle nul!), zodanig dat: 

cJdxo) + c2/2('\'0) + ... + c,J,,(x(J) = 0 1 
cJ;(.\,o) + c2/~(xo) + ... + c,J;,(.\'o) = 0 

~I;:" ·- I·I( .\:O)· +' c~/~"~ II;X~) ~ ..... ; c:J,;n-II(Xo) = 0 J 
daar WUI./2' ... ./,,} = 0 Vx EI, dus zeker voor Xo E I. 
We definiëren nu op I de functie y door: 

Volgen s Stelling I is y een oplossing van (12. 1) en volgens (12.5) is : 

y(xo) = 0, y'(xu) = 0, ... , y'n-II(Xo) = 0 

711 

( 12.5) 



De triviale oplossing Yo die op I identiek nul is, is ook een oplossing van (12.1). 
Hiervoor geldt ook: 

Yo(xo) = 0, y~(xo) = 0, ... , yhn-1)(xo) = 0 

Aangezien er volgens de existentiestelling, genoemd in par. 10, slechts één oplossing 
is met de voorgeschreven waarden van de functie en zijn eerste (n - 1) afgeleiden, 
geldt ook voor 9 : 

g(x) = 0 VXEI 

of: 

Cdl(X) + cdix) + ... + cJnCx) = 0 VXEI 

d.w.z. de functies 11'/2' ... '/n zijn op I lineair afhankelijk. 

Opmerking 3: 

Uit stelling 5 volgt dat, indien de Wronskiaan in één punt van I de waarde nul heeft, 
deze voor alle x E I de waarde nul heeft. 

Het bepalen van de algemene oplossing is, althans "in gesloten vorm", slechts in een 
zeer beperkt aantal gevallen mogelijk. In de volgende paragraaf zullen we behandelen 
de homogene lineaire D.V. met constante coëfficiënten en de homogene lineaire D.V. 
van Euler. Andere typen zullen we in niet-gesloten vorm moeten oplossen door middel 
van reeksontwikkelingen of via numerieke methoden. 

13 De homogene lineaire differentiaalvergelijking met constante 
coëfficiënten 

Bij het oplossen van de homogene lineaire D.V. in de gedaante: 

any<n) + an_ 1y(n-1) + ... + a1Y' + aoy = 0 (13.1) 

waarin ai reële constanten zijn (i = 0, 1,2, ... , n), proberen we een oplossing te be­
palen in de vorm: 

y = el1.X 

waarbij oc een nader te bepalen reële of niet-reële constante is. Indien el1.X voldoet, 
dan blijkt na substitutie in (13.1), wegens y<k) = ockefZX

, dat moet gelden: 

(anocn + an_lOC
n

-
1 + ... + a10c + ao)el1.X = 0 

Daar el1.X =F 0, moet oc voldoen aan: 

anocn + an_l~-l + ... + aloc + ao = 0 (13.2) 
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Deze vergelijking heet de karakteristieke vergelijking van (13.1). Eenvoudig blijkt 
dat als a voldoet aan (13.2) de functie bepaald door y = eIZX voldoet aan (13.1). 

We onderscheiden drie gevallen: 
a (13.2) heeft n verschillende reële wortels; 
b (13.2) heeft n verschillende wortels, waaronder ook niet-reële voorkomen; 
c (13.2) heeft ook meervoudige wortels. 

Ad. a 

Indien (13.2) n verschillende reële wortels Cl l , a2' ... , an heeft, dan beschikken we 
over n oplossingen, t.w. elZl

"', eIZ2
"', ••• , elZnX

• Deze zijn volgens par. 11, voorbeeld 6, 
lineair onafhankelijk. Volgens par. 12 is dus de algemene oplossing van (13.1): 

n 

y = L Ck'elZkX 

k=l 

Hierin zijn de cooffici~nten Cic willekeurige complexe constanten. 

Voorbeeld 1 

Los op de D.V.: 

y" - y' - 2y = 0 

Oplossing: 

De karakteristieke vergelijking is: 

a2 
- a - 2 = 0 

met als oplossingen: al = 2, a2 = -l. 
De algemene oplossing van de D.V. is dus: 

y = Cl e2
'" + C 2 e- x 

Ad. b 

Indien de karakteristieke vergelijking een niet-reële wortel heeft, b.v. a + bi (a en b 
reëel), dan is ook de toegevoegde complexe a - bi een wortel van de karakteristieke 
vergelijking, daar de coëfficiënten alle reëel zijn (zie deel 1, par. 51). We beschikken 
dan niet alleen over de particuliere oplossing f met 

f(x) = e(a+bi)x = eax(cos bx + i si~ bx) 

maar ook over de oplossing g met 

g(x) = e(a-bi)x = eax(cos bx - i sin bx) 
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Uit het lineaire karakter van de D.V. volgt datf* en g* ook oplossingen zijn, indien 
we definiëren: 

rex) = Hf(x) + g(x)} 

en 
1 

g*(x) = 2i {f(x) - g(x)} 

Dus: 

rex) = eDX cos bx 

en 

g*(x) = eDX sin bx 

Verder is het eenvoudig na te gaan dat de lineaire onafhankelijkheid van de oplos­
singen Yl' Y2' ... , Yn niet verstoord wordt, indien we twee oplossingen, b.v. Yj en Yk 

1 
vervangen door resp. ·t(Yj + Yk) en 2i (Yj - Yk). Dit betekent dat we met de toe-

gevoegd complexe enkelvoudige wortels a + bi en a - bi van de karakteristieke 
vergelijking kunnen laten corresponderen de oplossingen: eDX cos bx en eDX sin bx. 

Voorbeeld 2 

Los op de D.V.: 

y'" - 3y" + 9yI + 13y = 0 

Oplossing: 

De karakteristieke vergelijking van (13.3) is: 

(X3 - 3a2 + 9a + 13 = 0 

of: 

(a + 1)(a2 
- 4a + 13) = 0 

met als wortels: al = -I, a2 = 2 + 3i, a3 = 2 - 3i. 
De algemene oplossing van (13.3) is dus te schrijven als: 

Ad. c 

(13.3) 

Indien de karakteristieke vergelijking meervoudige wortels heeft, dan heeft deze 
vergelijking dus minder dan n verschillende wortels, b.v. m. 
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De bijbehorende oplossingen: Yl = ea.,x, Y2 = ea.2x, ... , Ym = ea.mx vormen geen fun­
damentaalsysteem. Om nu toch tot een fundamentaalsysteem te komen, bewijzen we 
de volgende stelling. 

Stelling 

Indien 0:0 een k-voudige wortel is van de volgende karakteristieke vergelijking: 

(13.4) 

dan heeft de homogene lineaire D. V. : 

(n) + (n-l) + + ' + 0 any an- 1 y . .. alY aoY = 

als particuliere oplossingen: 

Bewijs: 

We stellen het linkerlid van (13.4) voor door P(a) en herinneren aan de stelling (zie 
deel I, par. 120): Indien ao een k-voudige wortel is van de vergelijking: P(o:) = 0, 
dan voldoet CXo ook aan de vergelijkingen: 

P'(cx) = 0, P"(cx) = 0, ... , p(k-l)(CX) = ° 
We beschouwen in ea.x zowel x als a als onafhankelijke variabelen. We merken op 
dat hier bij partiële differentiaties de volgorde verwisseld mag worden, d.w.z.: 

Indien we, zoals gebruikelijk, de lineaire operator L invoeren als: 
n 

dan moeten we, als we a en x als onafhankelijke variabelen beschouwen, de operator 
iJ d 

D opvatten als - in plaats van -. 
iJx dx 

iJ 
We merken nog op dat xea.x = - ea.x. We kunnen dan op grond van de lineariteit 

L h ·· iJa van sc rIJven: 

(13.5) 

Nu geldt : 
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en dus: 

o 0 
- (L·e'''') = - {ecrx P{iX)} = xeClX P(a.) + ecrx P'(a.) 
Oa. Oa. 

(13.6) 

Uit (13.5) en (13.6) volgt: 

(13.7) 

Indien !xo een tweevoudige wortel is van (13.4), dan geldt: P(!Xo) = 0 en P'(!Xo) = O. 
Wegens (13.7) geldt dan: 

d.w.z. naast ecrox voldoet ook xecrox aan de D.V. 

Door partiële differentiatie van (13.7) naar !X vinden we: 

L· x 2 ecrx = x 2 ecrx P(!X) + 2xecrx P'(!X) + ecrx P"(!X) 

Hieruit volgt, dat als !xo een drievoudige wortel is van P(!X) = 0 en dus voldoet aan 
P(!X) = 0, P'(!X) = 0 en pil (!X) = 0, ook x2 eClX aan de D.V. voldoet. Zo doorgaande 
zien we dat, als !xo een k-voudige wortel is van (13.4), 

voldoen aan de lineaire homogene D.V.: 

L·y =0 

De voorgaande redenering blijft geldig als !xo een k-voudige complexe wortel is van 
(13.4). Dan is ook de toegevoegd complexe wortel äo een k-voudige wortel. We 
kunnen de bijbehorende niet-reële oplossingen van de D.V.: L·y = 0 twee aan twee 
samennemen, waardoor we weer reële oplossingen krijgen. 
Als !xo = a + bi een k-voudige oplossing is van (13.4), dan zijn de bijbehorende 
oplossingen van de D.V.: 

(j = 0,1,2, ... , k - 1) 

Wanneer (13.4) een aantal reële of niet-reële enkelvoudige wortels heeft en een aantal 
verschillende reële of niet-reële meervoudige wortels, dan krijgen we op deze wijze 
juist n verschillende oplossingen. Hiervan kunnen we de lineaire onafhankelijkheid 
!X op IR aantonen door te bewijzen dat de bijbehorende determinant van Wronski 
voor minstens één x E R verschilt van nul. 

Voorbeeld 3 

Los op de D.V.: 

y'" - 3y' + 2y = 0 
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Oplossing: 

De karakteristieke vergelijking is: 

oc3 
- 30c + 2 = 0 

of: 

met als oplossingen: OC l = - 2 en OC2 = OC3 = 1. 
De algemene oplossing van de D.V. is: 

y = Cl e- 2x + C2 ex + C3xex 

Voorbeeld 4 

Los op de D.V.: 

/v + 4y'" + 8y" + 8y' + 4 = 0 

Oplossing: 

De karakteristieke vergelijking is: 

oc4 + 4oc3 + 8oc2 + 80c + 4 = 0 

of: 

De vergelijking: oc2 + 20c + 2 = 0 heeft als wortels: OC l = - 1 + i en OC2 = - 1 - i. 
De karakteristieke vergelijking heeft deze wortels dubbel, zodat de algemene oplos­
sing van de D.V. is: 

y = e-X(Cl cos x + C2 sin x) + xe- X(C3 cos x + C4 sin x) 

14 De homogene lineaire differentiaalvergelijking van Euler 

In het geval dat de coëfficiënten van de homogene lineaire D.V.: 

an(x)y(n) + an- l (x)y<n-l) + ... + al (x)y' + aO(x)y = 0 

de bijzondere gedaante hebben: 

(k = 0, 1,2, ... , n; a en b reële constanten, Ak reëel en 
alleen afhankelijk van k) 

noemen we deze D.V. een homogene lineaire D. V. van Euler. 
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De algemene gedaante daarvan is: 

An(a + bxty<n) + An- 1(a + bxt- 1y<n-1) + ... 

+ A 1(a + bx)y' + AoY = 0 (14.1) 

Deze D.V. is terug te brengen tot een homogene lineaire D.V. met constante coëffi­
ciënten door de substitutie: 

a + bx = eU (indien a + bx > 0) 

-(a + bx) = eU (indien a + bx < 0) 

of algemeen: 

a + bx = ueU 

waarin u = + I als a + bx > 0 en u = - 1 als a + bx < O. 
Bij deze substitutie wordt x afhankelijk van u: 

x = x*(u) ( 
ueU-a) 

d.w.z. x = b 

en 

u = u*(x) 
(

a + bx ) d.W.Z. u = In u ' dus u = Inla + bxl 

Hierdoor gaat y = j(x) over in: 

y = j{x*(u)} = f*(u) = f*{u*(x)} 

dj 
zodat y' = - overgaat in: 

dx 

, dj* du* 
y=-'­

du dx 

Nu geldt echter: 

dx u 

waardoor we krijgen: 

be- u df* 
y'=-- -­

u du 

De term A 1(a + bx)y' gaat dus over in: 

be- u df* df* 
A 1ueu,--,-- = A 1b--

u du du 

(14.2) 
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Differentiatie van (14.2) naar x geeft: 

y" = {_ be-
u 

d!* + be-
u 

d2f*} du* 
q du q du2 dx 

Hierdoor gaat de term Aia + bX)2y" over in: 

Gaan we zo door, dan blijkt dat iedere term van (14.1) overgaat in een lineaire com­
binatie van afgeleiden vanj· naar u met constante coëfficiënten. (14.1) gaat dus over 
in een homogene lineaire D.V. met constante coëfficiënten. 

Voorbeeld 

Los op de D.V.: 

(2 + X)3y'" + (2 + x)y" + 3(2 + x)y' - 8y = 0 (14.3) 

Oplossing: 

Stel 2 + x = q eU
, waarbij q = + 1 als 2 + x > 0 en q = - 1 als 2 + x < o. 

Dan geldt (notaties als hiervoor) : 

, dj* du* e- U dj* 
y = du . dx = ----;;-·du 

y" = (_ e-
U 

• dj. + e-
U 

• d2j.) du* 
q du q du2 dx 

Substitutie in (14.3) geeft de D.V.: 

d3f* d2f* df* 
du3 -2 du2 +4Tu - 8f*(u) = 0 (14.4) 
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waarvan de karakteristieke vergelijking is: 

oe3 - 2oe2 + 40c - 8 = 0 

of: 

(oe - 2)(oe2 + 4) = 0 

De wortels hiervan zijn: oel = 2; oe2 = 2i, oe3 = -2i. 
De algemene oplossing van (14.4) is: 

f*(u) = Cl é" + C2 cos 2u + C3 sin 2u 

Omdat u = lnl2 + xl is de oplossing van (14.3): 

y = C 1(2 + X)2 + C2 cos{21nl2 + xl} + C3 sin{21nl2 + xl} 

15 De inhomogene lineaire differentiaalvergelijking 

In par. 10 is aangetoond dat we alle oplossingen van de inhomogene lineaire D.V. 
krijgen door alle oplossingen van de bijbehorende homogene D.V. te vermeerderen 
met één particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking. In de volgende para­
grafen zullen we twee methoden aangeven voor het bepalen van een particuliere op­
lossing van de inhomogene D.V., en wel (evenals bij de lineaire D.V. van de lste orde) 
de methode van "gokken" en de methode van variatie van constanten. 
De methode van "gokken" of "gissen" of "proberen" van een oplossing berust 
daarop, dat we op grond van de gedaante van het rechterlid van de D.V. een ver­
standige keuze doen ten aanzien van een mogelijke oplossing van de D.V. We laten 
daarin een aantal constanten optreden, die we achteraf zó bepalen, dat we inderdaad 
een oplossing krijgen. We zullen van deze methode een aantal voorbeelden geven. 

Voorbeeld 1 

Los op de D.V.: 

y" - 3y' + 2y = x3 

Oplossing: 

De algemene oplossing van de gereduceerde D.V.: 

y" - 3y' + 2y = 0 

luidt: 
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Gezien het rechterlid van de D.V. kunnen we vermoeden dat er een particuliere op­
lossing bestaat die de gedaante heeft van een veelterm van de graad 3, dus: 

Substitutie in de D.V. geeft: 

(6a3x + 2a2) - 3(3a3x2 + 2a2x + al) + 2(a3x3 + a2x2 + a1x + ao) = x3 

dus: 

2a3x3 + ( - 9a3 + 2a2)X2 

+ (6a3 - 6a2 + 2a1)x + 2a2 - 3al + 2ao = x3 

Dit geeft de volgende vergelijkingen: 

2a3 = I 1 
- 9a3 + 2a2 = 0 I 

6a3 - 6a2 + 2al = 0 

2a2 - 3al + 2ao = 0 

(Vx E IR) 

Aan dit stelsel vergelijkingen wordt voldaan door: a3 = !, a2 = 2t, al = 5t en 
ao = 5i· 
Een particuliere oplossing van de D.V. is bepaald door: 

De algemene oplossing is bepaald door: 

y = C1 é" + C2e2x +!x3 + 2tx2 + 5tx + 5i 

Voorbeeld 2 

Los op de D.V.: 

y" - 2y' + y = e2x 

Oplossing: 

De algemene oplossing van de gereduceerde D.V. is bepaald door: 

y = C1 ex + C2xex 

Als particuliere oplossing van de D.V. proberen we ae2x. Dit geeft de eis: 

(4a - 4a + a)e2x = e2x (Vx E IR) 

Dus a = 1, zodat een particuliere oplossing van de D.V. is e2x en de algemene op­
lossing: 

y = C1ex + C2xex + e2x 
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Een voorbeeld dat hierop lijkt, doch waarvan de oplossing anders verloopt is het 
volgende. 

Voorbeeld 3 

Los op de D.V.: 

y" - 2y' + y = eX (15.1) 

Oplossing: 

Aangezien de gereduceerde D.V. als algemene oplossing heeft: Clex + Czx~, 
hoeven we als particuliere oplossing van (15.1) niet te proberen aeX ofaxeX, omdat 
deze bij substitutie in het linkerlid van (15.1) nul opleveren. Echter lukt wel een 
oplossing van de gedaante: axzex

• Substitutie daarvan in (15.1) levert: 

2aex + 4ax~ + axz~ - 4axeX - 2axzex + axzex = eX 

of: 

(Vx E IR) 

dus a = t. 
De algemene oplossing van (15.1) is: 

Voorbeeld 4 

Los op de D.V.: 

y" - 3y' + 2y = 20 sin 2x 

Oplossing: 

Het ligt voor de hand een particuliere oplossing te proberen van de gedaante: 

al sin 2x + az cos 2x 

Substitutie hiervan in de D.V. geeft: 

(-2al + 6az) sin 2x - (6al + 2az) cos 2x = 20 sin 2x 

Dit geeft de eis: 

-2al + 6az = 20} 
6al + 2az = 0 

Hieruit vinden we: al = - 1 en az = 3. 

(Vx E IR) 
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De oplossing van de gereduceerde D.V. is: 

y = Clex + C2e2x 

zodat de algemene oplossing van (15.2) gegeveE- wordt door: 

y = Clex + C2e2x - sin 2x + 3 cos 2x 

Voorbeeld 5 

Los op de D.V.: 

y" + 4y = cos2x 

Oplossing: 

(15.3) 

De gereduceerde D.V. heeft als karakteristieke vergelijking: (X2 + 4 = 0, met als 
wortels: (Xl = 2i en (X2 = - 2i, zodat de algemene oplossing daarvan gegeven wordt 

door: 

y = Cl cos 2x + C2 sin 2x 

Hieruit blijkt dat we als particuliere oplossing van (15.3) niet hoeven te proberen: 
al cos 2x + a2 sin 2x, daar dit het linkerlid van (15.3) nul maakt. 
We proberen nu een oplossing van de gedaante: 

alx cos 2x + a2x sin 2x 

Bij substitutie in (15.3) blijkt dat al en a2 moeten voldoen aan: 

-4a l sin 2x + 4a2 cos 2x = cos 2x ("Ix E IR) 

Dit levert: al = 0 en a2 = !. 
De algemene oplossing van (15.3) wordt derhalve bepaald door: 

y = Cl cos 2x + C2 sin 2x + !x sin 2x 

V oordat we de methode van variatie van constanten gaan bespreken, zullen we eerst 
een bijzonder belangrijk voorbeeld behandelen, nl. de z.g. trillingsvergelijking. 

16 De trillingsvergelijking; de vrije trilling 

In deze paragraaf besteden we speciale aandacht aan een bepaalde lineaire D.V. van 
de tweede orde met constante coëfficiënten, die van groot belang is voor de toepas­
singen, de z.g. tril/ingsvergelijking. We nemen t als onafhankelijk variabele (in fysische 
toepassingen is t de tijd) en x(t) is de met t variërende afhankelijk variabele. De eerste 
en tweede afgeleide daarvan geven we aan met x(t) en iet). De algemene gedaante 
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van de trillingsvergelijking geven we als: 

x(t) + 2hx(t) + kx(t) = f(t) 

h en k zijn re!le constanten en tEl. Indien f(t) = 0 ('Vt E 1), dan spreken we van een 
vrije trilling, anders van een gedwongen trilling. 
In deze paragraaf bespreken we het geval van de vrije trilling met f(t) = 0 ('vt EI). 
We onderscheiden daarbij de volgende gevallen: 

a het geval h = 0; 
b het geval h ::f O. 

In par. 18 zullen we het geval van de gedwongen trilling behandelen. 

Geval a 

In dit geval heeft de D.V. de gedaante: 

x(t) + kx(t) = 0 

We onderscheiden de volgende drie gevallen: 

1 k = 0; 
2 k > 0; 
3 k < O. 

al 

Als k = 0, geldt voor de oplossing: 

waarin Cl en C2 constanten zijn, die door de beginvoorwaarden bepaald worden. 

a2 

Als k > 0, stellen we: k = w~, waardoor de vergelijking wordt: 

x(t) + w~x(t) = 0 

met als karakteristieke vergelijking: 

waarvan de wortels zijn: oe l = woi en oe2 = -woi. 
De algemene oplossing is dus: 

x(t) = Cl cos wot + C2 sin wot 
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waarin Cl en C2 door de beginvoorwaarden worden vastgelegd. We herleiden dit 
antwoord tot: 

() I 2 2 { Cl C2 • } x t = V Cl + C2 .J cos wot + .J sm wot 
C~ + C~ C~ + C~ 

Als we een hulphoek ({Jo invoeren, gedefinieerd door: 

({Jo E [0,2rr) 

dan vinden we : 

x(t) = .J C~ + C~ sin (wot + ({Jo) 

Dit is een Z.g. harmonische trilling. Hierin heet .J C~ + C~ de amplitude (dit is de 
2rr 

maximale waarde van x(t»; Wo heet de cirkelfrequentie; - heet de trillingstijd; 
Wo 

({Jo noemen we de fasehoek (zie fig. 19). Een fysisch voorbeeld is het in par. 2 ge­
noemde massa-veersysteem. 

Fig. 19 

Fig. 20 

x(t) 

t 

o --I 
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a3 

Als k < 0, stellen we k = _p2 (p > 0). De D.V. wordt dan: 

x(t) - p2X(t) ~ ° 
met als karakteristieke vergelijking: 

Als algemene oplossing van de D.V. geldt: 

x(t) = Cle- Pt + C2ePt 

Indien de beginvoorwaarden zo zijn dat C2 #- 0, dan geldt: lim x(t) = 00. Zie 
voor het verloop van x(t) in dit geval fig. 20. t-+<Xl 

Geval b' 

De D.V. heeft de gedaante: 

x(t) + 2hx(t) + kx(t) = ° (h #- 0) 

We onderscheiden de volgende drie gevallen: 

i h2 
- k < 0; 

2 h2 
- k > 0; 

3 h2 
- k = 0. 

bi 

In dit geval is k > 0. We stellen h2 
- k = _w2

• De karakteristieke vergelijking: 
a2 + 2ha + k = 0, kunnen we dan schrijven in de gedaante: 

(d: + h)2 + w2 = ° 
De wortels hiervan zijn: al = - h + wi en a2 = - h - wi. De algemene oplos­
sing van de D.V. is: 

x(t) = Cle-htcoswt + C2e-ht sinwt 

of: 

x(t) = e-ht.JCî + C~ sin(wt + <Po) 

met 

. Cl C2 
sm <Po = / en cos <Po = 

v ci + C~ .J ci + C~ 
(<Po E [0, 2n» 

Als h > 0, wordt de amplitude van de trillende beweging bij toenemende t steeds 
kleiner. We spreken dan van een gedempte trilling (zie fig. 21). 
Als h < 0, wordt de amplitude bij toenemende t steeds groter. 
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x(t) 

t 

o 

Fig. 21 

b2 

We onderscheiden drie gevallen: 

2.1 k> 0; 
2.2 k < 0; 
2.3 k = O. 

b2.1 

--t 

k > O. Daar voor de wortels OCl en OCz van de karakteristieke vergelijking geldt: 
OC l + OCz = -h en OClOCZ = k, zijn, als h > 0, beide wortels negatief. Stellen we 
deze voor door _pz en _qZ, dan luidt de oplossing van de D.V.: 

x(t) = C l e- p2t + Cze-q2t 

V oorts geldt:' 

lim x(t) = 0 
t-+ 00 

Het verloop van de grafiek van x(t) is geschetst in fig. 22. De beweging is dan sterk 
gedempt. 

Fig, 22 

x (t) 

t 

o --t 
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x(t) 

t 

o -I 

Fig. 23 

Als h < 0, zijn beide wortels positief. Stellen we deze voor door rZ en sz, dan luidt 
de oplossing van de D.V.: 

x(t) = Cle,lt + Czes1t 

en geldt: 

lim x(t) = 00 
t .... 00 

(zie fig. 23). 

h2.2 

k < O. De karakteristieke vergelijking heeft nu een positieve en één negatieve wortel. 
Duiden we deze aan metpz en _qZ, dan luidt de oplossing van de D.V. in dit geval: · 

x(t) = Clep1t + Cze-q1t 

Indien . de beginvoorwaarden zo zijn dat Cl =1= 0, dan geldt: 

lim x(t) = 00 
t .... 00 

Het verloop van de grafiek van x(t) is geschetst in fig. 23. 

h2.3 

k = O. De D.V. is dan: 

x(t) + 2hx(t) = 0 

We stellen x(t) = y(t). De D.V. gaat over in: 

jet) + 2hy(t) = 0 

waarvan de algemene oplossing is: 

y = Cl e- 2ht 
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x (t) , 

o 

Fig. 24 

zodat: ~ 

-I 

) 
Cl -2ht 

x(t = - - e + C2 2h 
of: 

Het is duidelijk dat dit een gedempte trilling voorstelt als h > 0 is (zie fig. 24). 

h3 

De karakteristieke vergelijking luidt in dit geval: (oc + h)2 = 0, met als wortels: 
OC l = -h en OC 2 = -ho De D.V. heeft als oplossing: 

x(t) = Cle- ht + C2 te- ht 

Als h > Ó, ge'ldt: lim x(t) = O. In dit geval spreken we van een kritische demping. 
t-> co 

Als h < 0 is, geldt lim x(t) = 00. 
t-> co 

Opmerking: 

We zien dat in al deze gevallen bij h < 0 de trilling bij toenemende t onbeperkt toe­
neemt. In fysische voorbeelden wordt een wrijvingskracht (dempingskracht) gerepre­
senteerd door een positieve h. 

17 De elektrische keten zonder generator 

Een voorbeeld van de trillingsvergelijking wordt gegeven door de Z.g. L-C-R-keten, 
d.w.z. een elektrisch circuit met condensator (capaciteit C, lading Q(t», zelfinductie L, 
weerstand R, met stroomsterkte iet) (zie fig. 25). 
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c 

L 

R 

Fig. 25 

Volgens de tweede wet van Kirchhoff* geldt: 

Q(t) + L~ + Ri(t) = 0 
C dt 

Daar dQ = i(t), volgt door differentiatie naar t: 
dt 

d2 i di i(t) 
L-+R-+-=O 

dt2 dt C 

of: 

d2i R di i(t) 
-+--+-=0 
dt2 L dt LC 

De karakteristieke vergelijking van (17.1) luidt: 

2 R 1 
cx +- cx+-=O 

L LC 

en heeft tot wortels: 

CX
l 

= - ~ + J R 2
C - 4L en CXl = _ ~ _ J R 2

C - 4L 
2L 4L2 C 2L 4Ll C 

(17.1) 

Indien R2C - 4L < 0, dan ontstaat in de keten een gedempte trilling (zie par. 16, 
geval hl). Er geldt dan: 

R 

i(t) = imaxe-TLt sin (rot + CfJo) 
4L - R2 C 

waarin imax de maximale stroomsterkte in de keten voorstelt en ro 2 = ---::;---
4L2 C CfJo hangt af van de begintoestand. 

* G. R. Kirchhoff, 1824-1887. 
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18 De gedwongen trilling 

In het geval van een gedwongen trilling heeft de D.V. de gedaante: 

.i(t) + 2hx(t) + kx(t) = f(t) (18.1) 

We beperken ons tot de situatie waarinf een periodieke functie is. We nemen aan: 

In par. 16 hebben we in de onderscheiden gevallen de algemene oplossing van de 
gereduceerde D.V. bepaald. We moeten dus slechts nog een particuliere oplossing van 
(18.1) bepalen. 
Gezien de opmerking aan het eind van par. 16 zullen we ons hier beperken tot de 
gevallen h ~ 0 en onderscheiden daarbij: 

a h = 0; 
bh> O. 

Geval a 

h = O. De D.V. heeft de gedaante: 

.i(t) + kx(t) = P sin ooit 

We onderscheiden vervolgens weer drie gevallen: 

1 k = 0; 
2 k > 0; 
3 k < O. 

al k = o~ Door directe integratie volgt: 

a2 k > O. We stellen k = oo~. Als particuliere oplossing proberen we: 

x(t) = Q sin OOI t 

Substitutie in (18.2) geeft: 

( - ooi + oo~)Q sin OOI t = P sin OOI t 

De eis voor Q wordt dan: 

(oo~ - ooi)Q = P 

We moeten dus nu weer verdere gevallen onderscheiden. 
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a2.1 wi:F w~. 

In dit geval is Q = 
P 

2 2 • De algemene oplossing van (18.2) is: 
Wo - 001 

(zie par. 16, geval a2). 

a2.2 w~ = ooi. 
Een oplossing van de gedaante Q sin OOI t (= Q sin wot) voldoet dan reeds aan de 
gereduceerde D.V. en geeft bij substitutie in (18.2) als resultaat nul. We proberen 
als particuliere oplossing van (18.2): 

x(t) = Qt sin wot + Rt cos wot 

Dan geldt: 
" 

.i(t) = Q sin wot + (j)oQt cos wot + R cos wot - WoRt sin wot 

iet) = 2woQ cos wot - w~Qt sin wot - 2woR sin wot - w~Rt cos wot 

Substitutie in (18.2) levert: 

2woQ cos wot - 2woR sin wot = P sin wot 

zodat: 
P 

R = - -- en Q = 0 
2000 

De algemene oplossing van (18.2) is dus: 

We zien dat voor toenemende t de term 

P 
- -- t cos wot 

2000 

gaat overheersen. De beweging wordt dan in hoofdzaak bepaald door de "opge­
legde" trilling. We spr~ken in dit geval van resonantie. 

a3 k < o. We stellen dan: k = _p2 (p > 0). Als particuliere oplossing van 
(18.2) vinden we: 

P . 
2 2 smwl t 

p + 00 1 
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Voor de algemene oplossing (zie par. 16, geval a3) geldt: 

Geval b 

De D.V. heeft de gedaante: 

x(t) + 2hx(t) + kx(t) = P sin Wlt 

Ook nu onderscheiden we weer twee gevallen: 

I k = 0; 
2 k i= O. 

hl k = O. We stellen: x(t) = y(t). (18.3) gaat dan over in: 

j( t) + 2hy( t) = P sin w1 t 

(18.3) 

(18.4) 

De algemene oplossing van de gereduceerde D.V. hiervan is (zie par. 16, geval b2.3): 

y = C1 e- 2ht 

Als particuliere oplossing van (18.4) proberen we: 

Q sin Wlt + R cos Wlt 

Substitutie in (18.4) levert: 

(w1Q + 2hR) cos wlt + (-wlR + 2hQ) sin wlt = P sin Wlt 

Dus is: 

W1Q + 2hR = 0 } 

2hQ - wlR = P 

waaruit we vinden: 

2hP -wIP 
Q = wi + 4h2 en R = wi + 4h2 

De algemene oplossing van (18.4) is dus: 

2hP wlP 
y(t) = C e - 2ht + sin wlt - cos W t 

1 wi + 4h2 w~ + 4h2 1 

en die van (18.3) met k = 0: 

C ~P P 
x(t) = - _1 e- 2ht - coswlt - 2 2 sinwlt + C2 

2h Wl(W~ + 4h2) w l + 4h 
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b2 k #- O. We bepalen eerst een particuliere oplossing van de D.V. (18.3) en wel 
een oplossing van de gedaante: 

x(t) = Q sin wlt + R cos wlt 

Substitutie in (18.3) geeft: 

(-w~Q - 2wlhR + kQ) sinwlt + (-w~R + 2wlhQ + kR)coswlt = Psinwlt 

Q en R moeten voldoen aan : 

(k - wi)Q - 2wlhR = P} 

2wlhQ + (k - wi)R = 0 

De determinant van dit stelsel is: 

I
k - w

2 
-2w hl 

h
l l2 = (k - W~)2 + 4h2W~ #- 0 

2w l k - W l 

daar Wl #- 0 en tevens h #- o. 
Q en R zijn dus op te lossen. We vinden als particuliere oplossing van (18.3): 

x(t) = Q sin wlt + R cos wlt = .JQ2 + R2 sin(wlt + "'0) 

met 

en 

("'0 E [0, 21t» 

(18.5) 

Voor de algemene oplossing van de gereduceerde D. V. (18.3) maken we voor dit geval 
weer dezelfde driedeling als in par. 16, geval b. 

b2.1 h2 
- k < O. 

We stellen: h2 
- k = _w2

• Voor dit geval wordt de algemene oplossing van (18.3): 

x(t) = e-ht.JCi + C~ sin(wt + epo) + .JQ2 + R 2 sin(wlt + "'0) (18.6) 

(zie par. 16, geval bl). 
Nu zal, daar h > 0, bij grote t de term 

"overheersen", omdat lim e-ht.JC~ + C~ sin(wt + epo) = o. Voor grote t wordt 

dan dus de bewegingstoestand nagenoeg geheel bepaald door de "opgelegde" 
trilling P sin wlt. 
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b2.2 h2 
- k > O. 

We stellen: h2 - k = p2 en vinden dan (zie par. 16, gevallen b2.1 en b2.2): 

x(t) = C1e(-h+ p)t + C2e(-h ~ p)t + .jQ2 + R2 sin (w1t + 1/10) 

We vinden (zie par. 16, geval b3): 

x(t) = C1e- ht + C2te- ht + .jQ2 + R2 sin(w1t + 1/10) 

We willen nu nog iets dieper ingaan op het geval b2.1 met h2 
- k = _w2

, h > 0, 
k > 0, daar dit voor technische toepassingen van belang is. 
De algemene oplossing van (18.3) is gegeven door (18.6). 
Bij vaste h, k en P en variërende W 1, gaan we de verhouding bepalen tussen de am-

plitudo P van de "uitwendige" kracht en de amplitudo .j Q2 + Ri van de "over­
heersende" resulterende trilling (zie (18.6». Stellen we nu k = w~ (wo is de cirkel­
frequentie van het ongedempte systeem, Wo > 0), dan volgt op grond van (18.5): 

P(w~ - wi) -2w1hP 
Q = en R = -.."-----,.--;;----,,.--_:=_ 

(w~ - Wi)2 + 4wih2 (w~ - WÎ)2 + 4wih2 

zodat: 
P 

.j Q2 + R2 = -r===============?" 
.j(w~ - Wi)2 + 4wih2 

Dus is, als we in de noemer onder het wortelteken een "kwadraat afsplitsen" : 

.jQ2 + R 2 w~ 
---- w~ = ----r==;;==~===;;=:;:: 

P .j(w~ - Wi)2 + 4wih2 

w~ 
=~~==~==~~=7==~==~ 

.j {wi - (w~ - 2h2)}2 + wó - (w~ - 2h2)2 

1 
=-,====~======~~====~==~ 

J{(~)2 _ (1 _ 2h: )}2 + 4h: _ 4h: 
Wo Wo Wo Wo 

H" . br'k d d h 'd .j Q2 + R
2 

2 1 f . . M IerUlt IJ t at e groot el · P Wo a s unctIe van w1 een maXImum 

aanneemt indien ~ de waarde VM heeft, gedefinieerd door: 
Wo 

(18.7) 
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!'....- is echter alleen reëel indien 

(18.8) 

Voor dit maximum M geldt dan: 

(l8.9) 

De hier optredende noemer is wegens (18.8) reëel en van nul verschillend. 

W ./Q2 + R 2 
Uit (18.7) zien we dat de waarde van _1 waarvoor w~ zijn maximum 

Wo p 
2h2 

W 
bereikt, des te dichter bij 1 ligt, naarmate -2- kleiner is. We zullen de grootheid-o 

Wo 2h 
- om redenen, die hierna duidelijk zullen worden - de kwaliteitsfactor noemen. 
We stellen deze voor door q. (18.7) en (18.9) gaan dan over in: 

M= q 

VI-_I 
4q2 

We zullen laten zien dat M monotoon stijgt als q toeneemt, mits q2 > -!-. Er geldt nl.: 

dM 4q(2q2 - 1) 
- -= >0 
dq (4q2 - I)t 

I.v.m. (18.8) is aan q2 > 1- voldaan . 
./Q2 + R2 

Als W l varieert, dan varieert ook w~. Deze laatste grootheid bereikt 
p 

bij geschikte keuze van W l een maximum. Dit maximum is des te groter naarmate q 
groter is. Vandaar dat men q de kwaliteitsfactor noemt. 

Opmerking 1: 

Het geval q = 00 correspondeert met h = 0, dus met de ongedempte trilling. In dit 
W 

geval zou het maximum bereikt worden indien _1 = I, hetgeen in overeenstem-
ming is met hetgeen we onder a2.2 vonden. Wo 
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t 

Fig. 26 

Opmerking 2: 

Wt .JQ2 + Ri 
Wanneer - de waarde VM aanneemt, dus w~ maximaal is, spreken 

Wo p 
we ook hier van resonantie. 
In fig. 26 laten we voor enkele waarden van 

.JQ2 + R2 

p 

19 De elektrische keten met generator 

Wt 
q het verband zien tussen - en 

Wo 

Een voorbeeld uit de elektrotechniek, dat aanleiding geeft tot een lineaire D.V. van 
het type uit par. 18 is dat van een elektrische keten met een in serie geschakelde 
zelfinductie L, weerstand R, capaciteit C, waarop een generator G is aangesloten 
(zie fig. 27). 
Stellen we de spanning ten tijde t aan de condensator, gemeten in de richting van de 
stroom, voor door uC<t) en de lading van de condensator op dat moment door q(t), 
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c 
Fig. 27 

dan geldt: 

q(t) 
uc(t) = C 

L 

R 

De stroomsterkte iet) ten tijde t in de keten is gelijk aan ~, de spanning aan de 
d R · dt weerstan IS : . 

. dq 
UR(t) = RI(t) = R -

dt 

De zelfinductiespanning is: 

di d2q 
UL(t) = Ld't=L dt2 

De totale spanning moet gelijk zijn aan de spanning van de generator, waarvoor we 
nemen: 

UG sin colt 

waarin U G en COl constant zijn, zodat geldt: 

d2q dq 1 . 
L dt2 + R dl + C q(t) = UG sm colt (19.1) 

De bijbehorende gereduceerde vergelijking van (19.1) is: 

d2q dq 1 
L dt2 + R dl + C q(t) = 0 (19.2) 

pe in de keten opgewekte elektrische trilling is ongedempt indien R = O. Oe D.V. 
(19.2) luidt dan: 

d2q 1 
L dt2 + C q(t) = 0 (19.3) 
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waarvan de karakteristieke vergelijking is: 

1 
OCZ + -=0 

LC 

1 
Stellen we j_ = wo, dan zijn de wortels: OC l = woi en OCz = - woi. De oplossing 

vLC 

van (19.3) luidt: 

q(t) = Cl cos wot + Cz sin wot 

waarbij Cl en Cz afhangen van de begintoestand. Door te definiëren: 

Cl . Cz 
j = sm q>o en cos q>o 

vci + C~ .JC l + Cz 
(q>o E [0, 21t» 

en 

is deze oplossing ook voor te stellen door: 

Indien R =F 0, is de trilling gedempt. De karakteristieke vergelijking van (19.2) is dan: 

R 1 
OCZ +-oc+--=o 

L LC 

met wortels: 

OCl = - ~ + J :;'z - LIC en OCz = - ~ - J 4~Z - LIC 

R Z 1 
Indien we aannemen: --z - -- < 0 en evenals in par. 17 stellen: 

4L LC 

R Z 1 _____ = _wz 
4L2 LC 

dan vinden we als oplossing van (19.2): 
R 

q(t) = Qmaxe -2r sin(wt + q>o) 

waarin Qmax en q>o constanten zijn die van de begintoestand afhangen. 

Om de oplossing van de volledige D.V. (19.l) te krijgen, hebben we slechts één parti­
culiere oplossing van (19.1) te zoeken. 
We proberen een oplossing van de gedaante: 

al sin wlt + a2 cos wlt 

en bepalen al en a2 z6 dat deze oplossing aan (19.1) voldoet. 
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Volgens par. 18 vinden we dat deze particuliere oplossing van (19;1) te schrijven is als: 

Q!ax sin (m1t + "'0) 

waarbij 

en 

I 2 
---mI 
LC 

cos'" ° = ---;=====;;==::::::;;==:;=-

J(_1 _ (2)2 m~ R2 
LC 1 + L 2 

sin "'0 = 

De volledige oplossing van (19.1) luidt dus: 

R 

q( t) = Qmax e - 2L sin (mt + epo) + Q!ax sin (mi t + "'0) 

We zien ook hier dat de eerste term, die beantwoordt aan de vrije trilling met toe­
nemende t steeds kleiner wordt, zodat de toestand iIi de keten op den duur bepaald 
wordt door de tweede term die de "opgelegde" trilling weergeeft. 

20 Variatie van constanten 

Een andere methode om een particuliere oplossing van de lineaire D.V. te vinden is 
de methode van variatie van constanten. Deze methode werkt systematischer dan die 
in par. 15 werd beschreven, maar is bewerkelijker. Daarom is deze methode in veel 
gevallen niet te prefereren boven de "probeer"- of "gok"methode. 
De methode berust daarop dat we eerst de algemene oplossing van de gereduceerde 
D.V. bepalen, en vervolgens de daarin optredende constanten vervangen door functies 
van de onafhankelijk variabele. We moeten deze zo kiezen dat er een oplossing van 
de niet-gereduceerde D.V. ontstaat. 
Terwille van de duidelijkheid zullen we de methode eerst demonstreren met een 
lineaire D.V. van de orde twee. 
Stel dat de D.V.: 

(20.1) 
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· .4..,,=_ I • 

is en stel dat de algemene oplossing van de bijbehorende gereduceerde D.V. bepaald 
wordt door: 

(Vx E I) 

waarinfl enf2 twee lineair onafhankelijke oplossingen zijn van de gereduceerde D.V. 
We vervangen 'de constanten Cl en C2 door resp. C 1(x) en Cix), waarin Cl en C:z 
nader te bepalen functies van x zijn (die we voldoend vaak differentieerbaar veronder­
stellen) zodat: 

(20.2) 

Er geldt dan: 

y' = Ci(x)fl(X) + C2(x)f2(X) + Cl(x)f~(x) + Cix)f~(x) 

We stellen vervolgens aan Cl en C 2 de eis: 

C1(X)fl(X) + C2(x)f:z(x) = 0 (20.3) 

Dan geldt dus: 

y' = Cl(x)f~(x) + Cix)f~(x) 

en derhalve: 

y" = Ci(x)f~(x) + C2(x)f~(x) + Cl(x)f~(x) + Cix)fi(x) 

De y uit (20.2) zal- onder de aan Cl en C2 in (20.3) gestelde voorwaarde - dan en 
slechts dan voldoen aan de D.V . .(20.1) indien: 

a2(x){Cl(x)f~(x) + C2(x)f~(x) + Cl(x)f~(x) + C2(x)fi(x)} 

+ al(x){Cl(X)f~(x) + Cix)f~(x)} + ao(x){C1(x)fl(X) + C:z!2(X)} = b(x) 

dus dan en slechts dan indien: 

aix){Cl(x)f~(x) + C2(x)f~(x)} 

+ Cl(x){a2(x)f~(x) + a 1(x)f{(x) + aO(x)fl(X)} 

+ C2(x){a2(x)fi(x) + al(x)f~(x) + ao(x)fix)} = b(x) (20.4) 

Aangezien echter fl enf2 oplossingen zijn van de gereduceerde D.V. hebben de laat­
ste twee tussen accoladen geplaa,tste vormen in (20.4) de waarde nul voor alle x van 
het beschouwde interval I. Dus is de tweede eis voor Cl en C 2 : 

\ 
a2(x){Cl(x)f~(x) + C2(x)f~(x)} = b(x) 

De nodige en voldoende voorwaarden opdat de door (20.2) gedefinieerde functie 
van x voldoet aan de D.V. zijn dus: 
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(20.5) 

daar a2(x) '# 0 (Yx EI). 
Aangezien /1 en /2 volgens aanname twee op I lineair onafhankelijke oplossingen 
zijn van de gereduceerde lineaire D.V., geldt op I dat de Wronskiaan daarvan van 
nul verschilt. Dus op I geldt: 

Uit het stelsel (20.5) kunnen we dus Ci(x) en Cî(x) oplossen, waarna we door inte­
gratie C 1(x) en C2 (:x) vinden. 

Voorbeeld 

Bepaal een particuliere oplossing van de D.V.: 

y" + 4y = cos 2x 

Oplossing: 

De bijbehorende gereduceerde D.V. luidt: 

y" + 4y = 0 

en heeft als algemene oplossing: 

y = Cl cos 2x + C2 sin 2x 

We proberen nu als particuliere oplossing van (20.6): . 

y = C1(x) cos 2x + C2(x) sin 2x 
, 

Volgens het vorenstaande moeten Cl en C2 voldoen aan: 
\ 

q (x) cos 2x + Cî(x) sin 2x = 0 } 
- 2C i(x) sin 2x + 2Cî(x) cos 2x = cos 2x 

Dus geldt: \ 

I co~ 2x 2S!~;~x I 
q(x) = '1-'--------:---:--'---0

1 
= -1 sin 4x cos 2x sin 2x 

-2 sin 2x 2 cos 2x 

(20.6) 
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I 
eos2x 0 I 

-2 sin 2x cos 2x 
C2(x) = -:-'--------'-;- = t eos2 2x = ! + !eos 4x 

I 
cos 2x sin 2x I 

-2 sin 2x 2 cos 2x 

Voor Cl en C2 kunnen we kiezen: 

Cl(x) = l6eos 4x } 

C2(x) = !x + /6 sin 4x 

zodat een particuliere oplossing van (20.6) bepaald is door: 

M=~~~~h+!x~h+~~~~h 

of: 

f(x) = /6 cos 2x + !x sin 2x 

De algemene oplossing yan (20.6) is: 

Y = Cl COS 2x + C2 sin ~x + l6 cos 2x + !x sin 2x 

of ook: 

y = c~ cos 2x + C2 sin 2x + !x sin 2x 

(zie par. 15, voorbeeld 5). 

Het zal nu duidelijk zijn hoe we in het algemene geval van een D.V. van orde n te 
werk gaan. 
Stel dat in het geval van de lineaire D.V.: 

Dy = an(x)y(n) + an_1(X)/n-1) + .. . + a1(x)y' + ao(x)y = b(x) (xe/) (20.7) 

het n-tal functies f1,f2' ... ,fn' een op I lineair onafhankelijk stelsel oplossingen is 
van de bijbehorende gereduceerde D.V. We vervangen in de algemene oplossing 
daarvan: 

n 

y = L CJk(X) 
k=l 

de constanten Cl' C2' .. . , Cn door resp. Cl(x), C2(x), ... , Cn(x). Er ontstaat dan een 
nieuwe functie, bepaald door: 

n 

y = L Ck(x)fk(X) 
k=l 

waaruit we vinden: 

n " y' = L C~(X)fk(X) + L Cix)f~(x) (20.8) 
k= 1 k= 1 
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We trachten de functies Cl ,C2 , .•• , C" zó te kiezen dat 

" L C~(x)fk(x) = 0 
k=l 

Differentiëren we (20.8), met inachtneming van deze laatste eis, dan volgt: 

" " 
y" = L C~(x)f~(x) + L Ck(x)f~/(x) (20.9) 

k= 1 k= 1 

We eisen verder ook: 

" L C~(x)f~(x) = 0 
k=l 

Differentiatie van (20.9) geeft dan: 

" y'" = L Ck(x)f;'(x) 
k=l 

mits we ook eisen: 

" L C~(x)ft(x) = 0 
k=l 

Gaan we zo door, dan geldt: 

" y<,,-1) ~ L Ck(x)fi,,-l)(x) 
k=l 

indien 

" L C~(x)fi,,-2)(x) = 0 
k=l 

Tenslotte vinden we dan: 

" " y<") = L Ck(x)fi")(x) + L C~(x)fi,,-l)(x) 
k=l k=l 

Substitueren we de gevonden uitdrukkingen voor y<j) (j = 0, 1, ... , n) in (20.7), dan 
vinden we: 

" L'Y = L aix)y<j) 
j=O 

,,-1 

= L aj(x)y(j) + a,,(x)y<") 
j=O 

11-1 ft . ft n 

= L a/x){ L Cix)fij)(x)} + a,,(x){ L Cix)f~") + L C~(X)f~"-1)(X)} 
j=O k=l k=l k=l 
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ft n ft 

= L aj(x){ L Ck(x)f~j)(x)} + aix) L C~(X)f~n-l)(X) 
}=O k=l k=l 

n n n 
= L CI;(X){ L aix)fp)(x)} + aft(x) L C~(X)f~n-l)(X) 

k=l j=O 1;=1 

We weten dat de functies fl'/2' .. . '/n voldoen aan de gereduceerde D.V. Dit bete­
kent dat de som tussen de accoladen in de laatste vorm de waarde nul heeft voor 
k = 1,2, ... , n. De D.V. (20.7) kan worden herleid tot: 

n 

an(x){ L C~(x)f~n-l)(x)} = b(x) 
k=l 

of, daar an(x) ." 0 ("Ix E I), tot: 

n b(x) 
L C~(x)f~n-l)(x) =--

1;=1 an(x) 

Ter bepaling van de functies Cl' C2 , ••• , Cn hebben we het volgende systeem van 
lineaire vergelijkingen: 

Ci(x)fl(X) + C2(x)fix) + ... + C~(x)fft(x) = 0 

C~(x)f1(x) + C2(x)f2(X) + ... + C~(x)f~(x) = 0 
(20.10) 

Ci(x)ffn-l)(X) + C2(x)f1n- 1)(x) + ... + C~(x)f~n-l)(x) = b(x) 
aix) 

Dit stelsel is eenduidig oplosbaar daar de coëfficiëntendeterminant juist de Wrons­
kiaan is van de op [lineair onafhankelijke oplossingen fl'/2' ... ,/ft en dus ongelijk 
aan nul. 
Zijn de functies C~ oplossingen van het stelsel (20.10), dan rest nog een integratie 
om de functies Cl; te bepalen. 

Voorbeeld 

Los op de D.V.: 

y'" - y" + y' - Y = 4 sin x 

Oplossing: 

De karakteristieke vergelijking van de gereduceerde vergelijking luidt: 

a3 
- a2 + a-I = (a - 1)(a2 + 1) = 0 

(20.11) 

met als wortels 1, i en -i. De algemene oplossing van de gereduceerde D.V. is: 

y = Cl e" + C2 cos X + C3 sin x 
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We denken ons nu verder Cl' Cl en C3 als functies van x en vinden ter bepaling van 
Cl, Cl en C; volgens (20.10) de vergelijkingen: 

Cl(x)e
X + C;(x) cos x + C;(x) sin x = 0 I 

Cl(x)~ - C;(x) sin x + C;(x) cos x = 0 

Cl (x) eX - C;(x) cos x - C;(x) sin x = 4 sin x 

We vinden hieruit als oplossingen: 

Cl(x) = 2e-
x 

sin x I 
C;(x) = 2 sinl x - 2 sin x cos x 

C;(x) = -2 sinl x - 2 sin x cos x 

Voor Cl' Cl en C3 kunnen we kiezen: 

CI(x) = -e-X(sin x + cos x) I 
C2(x) = X - t sin 2x + t cos 2x 

C3(x) = -x + t sin 2x + t cos 2x 

zodat een particuliere oplossing van (20.11) bepaald is door: 

f(x) = - (sin x + cos x) + x cos x - 1- sin 2x cos x 

+ 1- cos 2x cos x - x sin x + t sin 2x sin x + t cos 2x sin x 

ofwel: 

f(x) = - t sin x + 1- cos x + x cos x - x sin x 

De algemene oplossing van (20.11) is dus: 

Y = Cl eX + Cl cos X + C3 sin x - -t sin x + t cos x + x cos x - x sin x 

of ook: 

Y = Cl eX + ci cos x + c; sin x + x cos x - x sin x 

21 Het oplossen van een differentiaalvergelijking door middel van 
ordeverlaging 

In een aantal gevallen lukt het om een D.V. op te lossen door middel van ordeverla­
ging. Hiermee bedoelen we het volgende. 
Uit de gegeven D.V. wordt een nieuwe D.V. in een andere onbekende functie afgeleid, 
zó dat deze nieuwe D.V. van lagere orde is dan de gegeven D.V. Uit de ingevoerde 
nieuwe functie, die hieruit wordt opgelost, kan dan de oorspronkelijk gevraagde 
functie worden berekend. 
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We zullen deze methode in een drietal gevallen aan de hand van voorbeelden 
illustreren. 

21.1 De gegeven D. V. bevat de afhankelijk veranderlijke y niet expliciet 

Voorbeeld 

Bepaal de algemene oplossing van de D.V.: 

2 d2y dy 
(1 - x ) dx2 - 2x dx = 1 

Oplossing: 

dy 
We stellen: - = z(x). 

dx 

(x # 1, x # -1) 

. De functie z moet dan voldoen aan de D.V.: 

dz 
(1 - x 2

) - - 2xz(x) = I 
dx 

Dit is een lineaire D.V. voor de functie z, die we kunnen oplossen op één van de 
bekende manieren (zie par. 9); b.v. door te stellen: z(x) = u(x)·v(x). 
We vinden dan: 

(i - x 2){u'(x)v(x) + u(x)v'(x)} - 2xu(x)v(x) = I 

of: 

(1 - x 2)u'(x)v(x) + u(x){(1 - x 2)v'(x) - 2xv(x)} = 1 

We eisen nu: 

(1 - x 2)v'(x) - 2xv(x) = 0 

waaraan b.v. voldoet: 

I 
v(x) = 2 

I-x 

De functie u moet dan nog voldoen aan: 

u'(x) = 1 

dus: 

u(x) = x + Cl 
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waaruit volgt: 

x + Cl 
Z(X) = 2 

I-x 

y moet voldoen aan: 

dy 

dx 
x + _~ = x + !C

l
(_I_ + _1_) 

1 - x 2 1 - x 2 1 - x 2 1 - x 1 + x 

waaruit we oplossen: 

y(x) = -! Inll - x 2
1 + !Clln -- + C2 

1

1 + x I 
I-x 

(x:;6 I, x:;6 -I) 

21.2 De gegeven D. V. bevat de onafhankelijk veranderlijke x niet expliciet 

Voorbeeld 

Bepaal de algemene oplossing van de D.V.: 

d2y (dy )2 y(y - 1) - + - = 0 
dx2 dx 

Oplossing: 

(21.1) 

Het principe van de methode is dat we de afgeleide functie y', die in eerste instantie 
van x afhangt, gaan opvatten als een functie van y: 

dy 
- = z(y) 
dx 

Volgens de kettingregel geldt: 

d2y dz dy dz 
- = _.- = _·z(y) 
dx2 dy dx dy 

Hierdoor gaat (21.1) over in: 

Dus: 

dz 
y(y- 1) - z(y) + {Z(y)}2 = 0 

dy 

dy 
a z(y) = 0 ~ - = 0, dus y(x) = A (constant) 

dx 
b z(y) :;6 0, dus: 

dz 
y(y - 1) - + z(y) = 0 

dy 
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We veronderstellen: y =ft 0, y =ft 1; dan geldt: 

1 dz -1 -_._=---
z(y) dy y(y - 1) 

of: 

1 dz 1 -_._=----
z(y) dy y y - 1 

waaruit volgt: 

Inlz(y)1 = In I-y-I + B* 
y-l 

dus: 

Y z(y)=B--
y-l 

Dit levert: 

dy Y 
-=B---
dx Y - 1 

of: 

(
1 _~) dy = B 

Y dx 

en dus: 

y - In I yl = Bx + C 

(B =ft 0) 

(B =ft 0) 

Achteraf blijkt dat y = 0 en y = look aan de D.V. voldoen. Deze oplossingen zijn 
echter al vervat in de oplossing van geval 21.2a (kies nl. A = 0, resp. A = 1), zodat 
alle oplossingen bepaald worden door: 

y=A 

en 

y - In Iyl = Bx + C (B =ft 0) 

Opmerking 1: 

Dat we de functie y' kunnen opvatten als functie van y, zoals in geval 21.2 is toe­
gepast, is onder bepaalde voorwaarden mogelijk. We geven hiervan een voorbeeld. 

dy 1 
Stel y = arctan x, dan geldt: x = tan y. Dus geldt voor de afgeleide: - = --2. 

dx 1 +x 
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Deze hangt af van y op de volgende wijze : 

dy - = -------,;-- = cos2 y 
dx 1 + tan2 y 

m.a.w.: 

dy 
- = z(y) 
dx 

Opmerking 2: 

(z(y) = cos2 y) 

Een voorbeeld van een D.V. die zowel onder 21.1 als 21.2 valt, is: 

-+ - =1 . d2y (dy )2 
dx2 dx 

De lezer verifiëre zelf, dat de oplossing hiervan is: 

y(x) = lnl Aé + e-"I + B 

y = x voldoet ook. 

21.3 De gegeven D.V. is een lineaire D.V., terwijl van de bijbehorende gereduceerde 
D. V. een oplossing bekend is 

Voorbeeld 

Bepaal de algemene oplossing van de lineaire D.V.: 

2 d 2y 2 dy 2 
(1 - x ) dx2 + 2x dx - (1 + x )y = 0 (21.2) 

, 
als gegeven is dat de functie y : x ..... eX een particuliere oplossing is. 

Oplossing: 

We voeren een nieuwe functie z in, gedefinieerd door: 

y(x) = z(x)é 

Hiervoor geldt: 

dy dz 
- = -ex+z(x)é 
dx dx 

d2y d2z dz 
-- = __ e" + 2 -ex + z(x)é 
dx2 . dx2 dx 
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Substitutie in (21.2) geeft: 

of: 

(I - X2) {d
2

: eX + 2 ~ eX + z(X)~} 
dx dx 

+ 2X2 {:: ~ + z(X)~} - (1 + x 2)z(x)e" = 0 

(1 - x 2) {d2

Z eX + 2 ~ ~} 
dx2 dx 

dz . , 
+ 2X2 - ~ + z(x){(1 - x2)eX + 2X2~ - (I + X2)~} = 0 

dx 

Hierin is de laatste vorm tussen accoladen juist 0, daar x 1-+ eX voldoet aan de ge­
geven D.V., m.a.w. z voldoet aan: 

d2z dz 
(1 - x2)ex 

-- + 2ex
- = 0 

dx2 dx 
of: 

dz 
Stellen we: - = u(x), dan voldoet u aan de eerste-orde D.V.: 

dx 

du 
(1 - x2

) - + 2u = 0 
dx 

waaruit we oplossen: 

I-x 
u(x) = C1-­

I+x 
zodat: 

dus: 

dz I - X 
-=C1-­
dx I + x 

waaruit volgt: 

De methode berust hierop dat bij de gevolgde handelwijze een D.V. ontstaat zonder z, 
waardoor ordeverlaging (volgens 21.2a) mogelijk is. We zullen laten zien dat dit niet 
van het toevallig gekozen voorbeeld afhangt, maar algemeen mogelijk is. 
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Stel dat gegeven is de lineaire D.V.: 

dny dn-ly dy 
anCx) ~ + an-l(X) d~-l + ... + al(X) dx + ao(x)y = b(x) 

Stel verder dat Uo een particuliere oplossing is van de bijbehorende gereduceerde D.V. 
We kunnen dan schrijven: 

y(x) = uo(x)' z(x) 

Volgens de regel van Leibniz geldt dan (zie deel I, par. 66): 

dy duo dz 
- = -z(x) + uo(x)-
dx dx dx 

d2y d2uo duo dz d2z 
- = --z(x) + 2- - + uo(x)-­
dx2 dx2 dx dx dx2 

dny dnuo 
-= --Z(X)+ ... 
~ d~ 

We substitueren dit in de D.V., waarbij we eerst de termen die z(x) bevatten, samen­
nemen. Het resultaat is: 

dz d2z dnz 
Hierin is G(x) een veelterm in -, --2 ' • .. , -- met coëfficiënten die van x af-

dx dx d~ 

hangen. In G(x) komt echter z(x) niet meer voor! G(x) heeft dus de gedaante: 

dnz dn-lz dz 
gnCx) d~ + gn-l(X) ~-l + ... + gl(X) dx 

De vorm tussen accoladen in (21.3) heeft de waarde nul, daar Uo een particuliere 
oplossing is van de gereduceerde D.V. Dit betekent dat z voldoet aan de lineaire D.V.: 

dnz dn-lz dz 
gnCx) d~ + gn-l(X) d~-l + ... + gl(X) dx = b(x) 

dz 
Door te stellen: - = w(x) kunnen we (volgens 21.2a) de orde van de D.V. met 

dx 
één verlagen. Immers w voldoet dan aan: 

dn-lw dn- 2w 
gn(x) ~-l + gn-l(X) d~-2 + ... + gl(X)W = b(x) 
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Wanneer we eenmaal ingezien hebben dat de termen met z(x) wegvallen, kunnen we 
ons veel rekenwerk besparen, hetgeen zal blijken uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 

Bepaal de algemene oplossing van de lineaire D.V.: 

d2y dy 
x 2 

- + X - + (x2 
- !)y = 0 

dx2 dx 
(x> 0) 

sin x 
als verder gegeven is dat de functie x 1-+ .j X een particuliere oplossing is. 

Oplossing: 
sin x 

We stellen: y(x) = .jx ,z(x). 

Dan geldt: 

dy sinx dz 2x cos x - sin x 
- = --'- + z(x) -----:---
dx .jx dx 2x.jx 

d2y sin x d2z dz 2x cos x - sin x d {2X cos x - sin x } 
dx2 = .jx . dx2 + 2 dx ' 2x.jx + z(x) dx 2x.jx 

zodat z voldoet aan: 

2 sin x d2z 2 dz 2x cos x - sin x x sin x dz 
x --'--+2x -' + ,-=0 

.jx dx2 dx 2xJx .jx dx 

aangezien de termen met z(x) wegvallen. 
Herleiding geeft: 

d2z dz 
sinx-- + 2cosx- = 0 

dx2 dx 

dz 
Stellen we: - = w(x), dan vinden we: 

dx 

dw 
sin x - + 2 w(x) cos x = 0 

dx . 

met oplossing: 

Dus: 

Cl 
w(x) = -.-­

sm2 x 

z(x) = -Cl cotx + C2 
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zodat: 
cos x sin x 

y(x) = -C1-- + C2 --JX JX 
Opmerking: 

De gekozen voorbeelden waren gemakshalve alle homogene lineaire D.V., doch dit 
schaadt niet de principiële wijze van oplossen. 

n Orthogonale trajectoriën 

In de vorige paragrafen hebben we een aantal differentiaalvergelijkingen opgelost. 
We zagen daarbij dat de integralen van een lineaire D .V. van de eerste orde een - van 
de beginvoorwaarden afhangende - parameter À bevatten, daar de algemene gedaante 
van zo'n integraal is: F(x, y, À) ~ 0 (zie par. 3). Meetkundig stellen deze integralen 
tezamen een stelsel krommen voor, afhangend van één parameter. 
In par. 3 zagen we ook dat bij een gegeven stelsel vlakke krommen die van één para­
meter afhangen een D.V. behoort, waarvan deze krommen integraalkrommen zijn. 
In de genoemde paragraaf is daarvan een voorbeeld gegeven. We illustreren dit nu 
weer met enkele voorbeelden. 

Voorbeeld 1 

Gegeven is het stelsel krommen met parameter À. (rechten door 0): 

x = À.y 

Als we y opvatten als functie van x, dan vinden we door differentiatie naar x: 

I = Ày' 

Eliminatie van À. uit (22.1) en (22.2) geeft als D.V. voor dit stelsel krommen: 

xy' =y 

Voorbeeld 2 

(22.1) 

(22.2) 

Gegeven is het stelsel krommen met parameter À (concentrische cirkels met middel­
punt 0): 

x 2 + y2 = À 

Differentiatie naar x geeft: 

x + yy' = 0 

Dit is de D.V. waarvan de krommen integraalkrommen zijn. 
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Voorbeeld 3 

Gegeven is het stelsel krommen met parameter A. (cirkels met middelpunt op de x-as 
en rakend aan de y-as): 

x 2 + y2 + 2A.x = 0 

Differentiatie naar x geeft: 

x + yy' + A. = 0 

Het resultaat van de eliminatie van A. uit deze twee;: vergelijkingen is in determinant­
vorm: 

I
x

2 + y2 2xl 
x + yy' 1 

=0 

zodat de D.V. voor dit stelsel cirkels is: 

x 2 - y2 + 2xyy' = 0 

Algemeen vinden we de D.V. van het stelsel krommen, voorgesteld door 

F(x,y, À) = 0 

door deze uitdrukking naar x te differentiëren en daarna uit de twee verkregen vèr­
gelijkingen de A. te elimineren, zoals ook in par. 3 is aangegeven. 

Stel dat twee stelsels vlakke krommen gegeven zijn, elk afhankelijk van één para­
meter (resp. A. en Jl) door de vergelijkingen: 

f(x, y, À) = 0 

g(x, y, Jl) ='0 

Indien iedere kromme van het tweede stelsel iedere kromme van het eerste stelsel 
loodrecht snijdt (d.w.z. dat de raaklijnen aan die krommen in een snijpunt loodrecht 
op elkaar staan), dan noemen we de krommen van het tweede (resp. eerste) stelsel de 
orthogonale trajectoriën van het eerste (resp. tweede) stelsel. 
We zullen uit de D.V. van het eerste stelsel, b.v.: 

F(x, y, y') = 0 

die voor het stelsel orthogonale trajectoriën afleiden. 
Stel dat Kl (zie fig. 28) een kromme is van het eerste stelsel, die in P loodrecht ge­
sneden wordt door een kromme K 2 van het tweede stelsel. Als de coördinaten van 
P zijn: Xo en Yo en de richtingscoëfficiënt van Kl in P de waarde Yó heeft, dan geldt 
tussen deze getallen x o, Yo en Yó de gelijkheid : 

(22.3) 
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y 

t 

o -x 

Fig. 28 

Wanneer we P denken als punt van de kromme K2' die Kl in P loodrecht snijdt en 
als we deze kromme - tijdelijk - beschrijven met de coördinaten ç en 17, terwijl we 
de coördinaten van P (als punt van K 2 ) noemen Ço en 170 en de richtingscoëfficiënt 
van K 2 in P voorstellen door 17~, dan geldt: 

170 = Yo 

1 
17~ = -­

Y~ 

Op grond van (22.3) bestaat tussen de getallen Ço, 110 en 17~ de betrekking: 

(11~ =? 0) 

Daar deze redenering geldt voor elk snijpunt van een kromme van het eerste stelsel 
met een kromme van het tweede stelsel, liggen de krommen van het tweede stelsel 
op de integraalkrommen van de D.V.: 

(22.4) 

Dit is de Z.g. D.V. voor de orthogonale trajectoriën van het eerste stelsel. Integratie 
daarvan geeft de orthogonale trajectoriën. Het is evenwel niet gezegd dat alle oplos­
singen van (22.4) orthogonale trajectoriën geven. 
Op deze kwestie gaan we niet verder in. 
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Voorbeeld 4 

Bepaal de orthogonale trajectoriën van het stelsel rechten door 0 uit voorbeeld 1, 
gegeven door: 

y = Àx 

Oplossing: 

We vonden in voorbeeld 1 voor de D.V. van dit stelsel: 

xy' =y 

Op grond van het vorenstaande is de D.V. van het stelsel orthogonale trajectoriën: 

x + yy' = 0 

Door integratie volgt de vergelijking van het stelsel orthogonale trajectoriën: 

waarin J1. alle niet-negatieve waarden kan aannemen. 
Dit levert dus concentrische cirkels op met 0 als middelpunt. 

Voorbeeld 5 

Bepaal de orthogonale trajectoriën van het stelsel cirkels uit voorbeeld 3. 

Oplossing: 

Voor de D.V. van het stelsel vonden we in voorbeeld 3: 

x 2 _ y2 + 2xyy' = 0 

De D.V. van de orthogonale trajectoriën luidt: 

Dit is een homogene D.V., die we oplossen door te stellen: y = xz, waarin z be­
schouwd wordt als een functie van x. Er volgt dan: 

(x2 - X2Z2)(Z + xz') - 2x2z = 0 

Eén integraalkromme hiervan heeft als vergelijking: x 2 = 0, d.w.z. de dubbelgetelde 
y-as. Dit is evenwel geen orthogonale trajectorie. 
Stellen we x =1= 0, dan volgt na enige herleiding: 

(1 - Z2)XZ' = Z3 + z 
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Hieraan voldoet: z = 0, dus y = O. Dit levert de x-as die inderdaad alle cirkels van 
het stelsel loodrecht snijdt. Is z #- 0, dan volgt: 

1 _Z2 1 
--=---z' =-
Z(Z2 + 1) x 

waaruit we gemakkelijk oplossen: 

of: 

Z 
---:<"""=Cx 
1 + Z2 

yx = Cx 
x2 + y2 

of, daar x #- 0: 

(C #- 0) 

(C #- 0) 

We vonden al als oplossing: y = 0, zodat we het stelsel orthogonale trajectoriën be­
schrijven door: 

(VC E IR) 

Fig. 29 

y 

t 

-IC 
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1 
Indien C =ft 0, schrijven we J.l = 2C' We vinden dan: 

x 2 + (y _ p,)2 = Jl.2 

Dit stelt een stelsel cirkels voor met middelpunt (0, p) op de y-as, rakend aan de 
x-as in 0 (zie fig. 29). 

Voorbeeld 6 

Bepaal de orthogonale trajectoriën van de schaar confocale parabolen, voorgesteld 
door: 

Oplossing: 

Differentiatie naar x geeft: 

2yy' = 2A 

Eliminatie van A uit (22.5) en (22.6) levert: 

y2 = 2xyy' + y2(y')2 

waarvoor we ook mogen schrijven: 

y = 2xy' + y(y')2 

(22.5) 

(22.6) 

(22.7) 

We hebben weliswaar door y gedeeld, maar y = 0 is ook een oplossing van (22.7). 
De D.V. van de orthogonale trajectoriën wordt: 

. 2x y 
y= ---;- + (y')2 

die ook te schrijven is als: 

y = 2xy' + y(y')2 

Dit is dezelfde vergelijking als (22.7). 
Het stelsel orthogonale trajectoriën is dus de oorspronkelijke schaar zelf. De oorzaak 
van deze merkwaardigheid is dat de parabolen van het stelsel (22.5) met positieve A, 
de parabolen met negatieve A loodrecht snijden (zie fig. 30). Ga dit na. 

Tenslotte behandelen we nog het probleem van de orthogonale trajectoriën voor het 
geval dat de krommen gegeven zijn door een vergelijking in poolcoördinaten, b.v.: 

r = R(ep) 

(N.B. Ter bekorting zullen we R'(ep) ( = ::) aangeven met r'.) 
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Fig. 30 

Neem aan dat de D.V. van het eerste stelsel krommen, waarvan de orthogonale 
trajectoriën bepaald moeten worden, luidt: 

F(r, ({J, r') = 0 

We zullen gebruik maken van de in deel 2, par. 27 afgeleide formule voor de hoek '" 
tussen voerstraal en raaklijn (in positieve richting gemeten), m.a.w.: 

Fig. 31 

y 

t 

o 

r 
tan'" =-

r' 

!Po = ~o 

-x 
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""-

Stel dat Kl een kromme is van het stelsel, die in P loodrecht gesneden wordt door 
een orthogonale trajectorie Kz (zie fig. 31). Als de poolcoördinaten van P ro en lpo 
zijn en de afgeleide R' (lpo) de waarde ró heeft, dan geldt de volgende getallengelijkheid : 

F(ro. lpo. ró) = 0 

terwijl voor de hoek "'0 tussen voerstraal en raaklijn in P geldt: 

ro 
tan "'0 = -ró 

(22.8) 

We denken ons P nu als punt van de orthogonale trajectorie Kz. We beschrijven Kz 
- tijdelijk - met poolcoördinaten P en IX. waarbij we P de coördinaten Po en IXO geven. 
Voor de hoek (Jo tussen voerstraal en raaklijn in Paan Kz geldt dan: 

Po tan (Jo =-
Pó 

Aangezien de raaklijn in P aan Kl loodrecht staat op de raaklijn in Paan Kz. geldt: 

(Jo - "'0 = l1t. Dus: 

tan (Jo·tan "'0 = -1 

m.a.w.: 

Po ro 
-'- = -1 
Pó ró 

In P geldt echter Po = ro en 1X0 = lpo, zodat (22.9) overgaat in: 

z 
, Po 

ro= --
Pó 

waardoor we uit (22.8) afleiden: 

( P~) F Po, 1X0, - Pó = 0 

(22.9) 

Wanneer we de coördinaten "lopend" maken en overgaan op de notatie r, lp en r', 
dan vinden we voor de D.V. van de orthogonale trajectoriën: 

( 
1'Z) 

F r, lp, ---;:;- = 0 

Voorbeeld 7 

Bepaal de orthogonale trajectoriën van het stelsel krommen, gegeven door de pool­
vergelijking: 

(22.10) 
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Hierin is a constant en À. een parameter. Deze krommen heten krommen van Cassini*,· 
het zijn de verzamelingen van punten waarvoor het produkt van de afstanden tot 
twee vaste punten (a, 0) en (-a, 0) constant (À.2 ) is. Voor À. = a is de verzameling 
de lemniscaat van Bernoulli. 

Oplossing: 

Door differentiëren van (22.10) naar ep volgt: 

4r3r' - 4a2rr' cos 2ep + 4a2r2 sin 2ep = 0 

of, als we r = 0 even buiten beschouwing laten: 

r2r' - a2r' cos 2ep + a2r sin 2ep = 0 

Door r' te vervangen door -r2/r', volgt hieruit na vereenvoudiging als de D.V. van 
de orthogonale trajectoriën, de D.V. van Bernoulli (zie par. 9): 

- 2r4 + 2a2r2 cos 2ep + 2a2rr' sin 2ep = 0 

Door de substitutie r2 = l/z, gaat deze vergelijking over in de lineaire D.V.: 

a2z' sin 2ep - 2a2z cos 2ep + 2 = 0 

waarvan de oplossing luidt: 

Fig. 32 

1 
z = -2 (cos 2ep + C sin 2ep) 

a 

* G. D. Cassini, 1625-1712. 
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Omdat z = l/r'1., is de vergelijking van de orthogonale trajectoriën in poolcoördina­
ten: 

(22.11) 

De vergelijking (22.11) wordt eenvoudiger door overgang op rechthoekige coördi­
naten: 

r '1. cos 2qJ = r '1. cos '1. qJ _ r 2 sin '1. qJ = X'1. _ y2 

r '1. sin 2qJ = 2r'1. cos qJ sin qJ = 2xy 

Hierdoor gaat (22.11) over in: 

X'1. + 2Cxy _ y2 = a2 (22.12) 

Door (22.12) wordt een bundel orthogonale hyperbolen voorgesteld, die gaan door 
de vaste punten (a, 0) en (-a, 0). Een en ander is weergegeven in fig. 32. 
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hoofdstuk 2 

Het oplossen van 
differentiaalvergelijkingen met 
behulp van machtreeksen 

23 Oplossing van een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde 
met behulp van machtreeksen 

Tot nu toe hebben we steeds te maken gehad met differentiaalvergelijkingen waarvan 
de oplossing geschreven kon worden in gesloten vorm, d.w.z. met behulp van eindig 
veel elementaire functies. In het algemeen heeft een differentiaalvergelijking echter 
niet zo'n "mooie" oplossing. Dikwijls wordt dan getracht een oplossing te bepalen 
in de vorm van een machtreeks in de onafhankelijk variabele. Maar ook indien een 
oplossing in gesloten vorm mogelijk is, kan het aanbeveling verdienen om toch een 
oplossing in de vorm van een machtreeks te bepalen, vooral als we geïnteresseerd zijn 
in numerieke waarden van de oplossing voor kleine waarden van de variabele. Daar­
toe zouden we immers toch de in gesloten vorm verkregen oplossing in een reeks 
ontwikkelen! 
We zullen de methode voor eerste orde differentiaalvergelijkingen aan de hand van 
twee voorbeelden toelichten. 

Voorbeeld 1 

Bepaal de algemene oplossing van de D.V.: 

y' - xy = 0 ~(23:1) 

Oplossing: 

We proberen een oplossing van de gedaante: 
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Daar een machtreeks binnen zijn convergentie-interval termsgewijze gedifferentieerd 
mag worden, geldt: 

y' = Cl + 2czx + 3C3XZ + ... 

Substitutie in (23.1) geeft: 

y' - xy = (Cl + 2czx + 3C3Xz + ... ) - (Cox + cIXZ + CZX3 + ... ) = 0 

Daar een machtreeks dan en slechts dan voor alle x waarvoor deze convergent is 
(mits niet alleen voor x = O!) de waarde nul aanneemt indien alle coëfficiënten 
nul zijn, geldt: 

Hieruit volgt: 

Co is echter willekeurig. Verder geldt: 

We zien dus: CZ,,+l = 0, en vermoeden: 

Co 
cZ"=-2" , n. 

(n = 0, 1,2, ... ) 

Dit laatste vermoeden is eenvoudig te bevestigen door middel van volledige inductie. 
De algemene oplossing luidt: 

00 XZ" 
Y=CO L-­

,,=0 2"n! 
(23.2) 

Met behulp van het kenmerk van d'Alembert zien we eenvoudig in, dat deze reeks 
convergent is VXE IR, immers: 

hm -- =hm ._-. I t"+l I . I xz,,+z 2"n! I 
""'00 tn ""'00 2"+ l(n + I)! XZ" 

XZ 
= lim---=O 

""'00 2(n + I) 
(VX E IR) 

Overigens zien we dat de oplossing ook in gesloten vorm te schrijven is; immers (23.2) 
kunnen we schrijven als: 

00 1 (X
Z

)" Y = Co L - - = Co et"l 
,,=0 n! 2 

,/ 

123.3) 
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Dit blijkt eveneens als we de D.V. opvatten als een D.V. met gescheiden variabelen, 
want uit 

y'-xy=O 

volgt, als we stellen y #- 0: 

y' 
-=x 
y 

Integratie geeft: 

In Iyl = tx2 + Cl 

(C #- 0) 

Aangezien ook y = 0 een oplossing is, is de algemene oplossing: 

(YC E IR) 

Dit is in overeenstemming met (23.3). 

Het bezwaar van de gevolgde methode is, dat er nogal "met stippeltjes gewerkt is" 
bij het noteren van de reeks. We kunnen dit bezwaar ondervangen door met l:-tekens 
te werken, waardoor we tevens beter inzicht krijgen in de algemene coëfficiënt van de 
reeksontwikkeling. We stellen daartoe: 

y = l: cnX' 
n=O 

waaruit volgt: 

co 

y' = L ncnX'-l 
n=l 

We merken hierbij op dat de reeks voor y' begint bij n = 1, hetgeen uit het vorige 
direct duidelijk is. Denk eraan dat de term met n = 0 voor x=/:O gelijk aan 0 is, 
maar onbepaald voor x = O. 
Substitutie in (23.1) geeft dan: 

co co 

L ncnX' - 1 - x L cnX' = 0 
n=l n=O 

of: 

co co 

L ncnX'-l - L CnX'+l = 0 (23.4) 
n=l n=O 

Om de algemene coëfficiënten van de machten van x goed te doorzien, zorgen we 
dat beide reeksen geschreven worden met X'+1 als macht van x. Daartoe vervangen 

133 



we in de eerste reeks 

de variabele n - 1 door Jl. + 1. 

Er geldt dan: n - 1 = Jl. + 1, dus Jl. = n - 2 en n = Jl. + 2. Hieruit blijkt dat Jl. 
de waarden -1,0,1,2, ... doorloopt als n de waarden 1,2,3, ... aanneemt. We 
vinden dan: 

00 00 

L ncnX'-l = L (jJ. + 2)CI'+2X'+1 
n=l 1'=-1 

Daar Jl. slechts een sommatievariabele is, waarbij alleen de doorlopèn waarden van 
00 

belang zijn, kunnen we dit toch weer schrijven als: :E (n + 2)cn + 2x" + 1 • 

(23.4) gaat dan over in: ,,= -1 

00 00 

L (n + 2)Cn+2x"+1 - L Cnx"+1 = 0 
n=-1 n=O 

Als we de term met n = -1 apart nemen en de gelijknamige machten van x samen­
voegen, krijgen we: 

00 

Cl - L {en + 2)Cn+2 - Cn}X'+l = 0 
n=O 

Dit levert: Cl =:= 0 en de recurrente)etrekking: 

(n + 2)cn + 2 - Cn = 0 (n ~ 0) 

of, daar n + 2 :F 0 is: 

Cn 
C ----

n+2 - n + 2 (n ~ 0) 

Hieruit blijkt weer dat: 

en 

Dus: 

o = Cl = C3 = Cs = ... 

Co 
c2n=-2n , n. 

00 x2n 
y=co L -­

n=O 2nn! 
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Voorbeeld 2 

Bepaal de algemene oplossing van de D.V.: 

dy 
- +2xy= 1 
dx 

Oplossing: 

(23.5) 

Deze vergelijking lossen we op met b.v. de methode van Bernoulli (zie par. 9). We 
stellen daartoe: 

y(x) = u(x)' v(x) 

Dan geldt: 

u'(x)v(x) + u(x){v'(x) + 2xv(x)} = 1 

Als we eisen: 

v'(x) + 2xv(x) = 0 

dus b.v.: 

v(x) = e- x
' 

dan wordt aan u(x) de voorwaarde gesteld: 

u'(x)e-X' = 1 

dus: 

u(x) = F(x) + C 

waarbij F een functie is met de eigenschap: F'(x) = eX'. We vinden: 

F( ) -x' + C -x' y= xe e (23.6) 

F kan niet geschreven worden met behulp van bekende elementaire functies. Wel 
kunnen we eX' ontwikkelen in een machtreeks naar opklimmende machten van x 2 

en dan termsgewijze integreren. Dit is geoorloofd, daar de machtreeks uniform con­
vergent is in elk eindig interval. We krijgen dan: 

of: 
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We zullen nu trachten de oplossing van (23.5) in de vorm van een machtreeks direct 
te vinden, zonder gebruik te maken van de gesloten vorm (23.6). 
We stellen daartoe: 

00 

n=O 

00 

y' = L ncnX'-1 
n=1 

waardoor (23.5) overgaat in: 

00 00 

1: ncnx"-1 + 2x 1: cnx" = 1 
n=1 n=O 

of: 

00 00 

L ncnX'-1 + L 2CnX'+1 = I 
n= 1 n=O 

Evenals in voorbeeld I schrijven we beide reeksen met n + 1 in de exponent van x 
door in de eerste reeks n - 1 te vervangen door J1. + 1 en dat daarna te noteren 
als n + 1. Er ontstaat dan: 

00 00 

L (n + 2)Cn+2X'+1 + L 2cnx" + 1 = 1 
n=-1 n=O 

Door gelijkstelling van de coëfficiënten in het Iinker- en rechterlid vinden we dan: 

(n = -1) 

en de recurrente betrekking: 

(n + 2)Cn+2 + 2c~ = 0 

zodat: 

(n ~ 0) 

(n ~ 0) (23.8) 

Voor de coëfficiënten met even index vinden we dus (waarbij we Co willekeurig mogen 
kiezen): 

n = 0: 

n = 2: 
(_2)2 1 

C4 = -~C2 = --- Co = -co 
4 4 .2 2! 

n=4: 
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Algemeen: 

( -I)" 
C2" = --,-co 

n. 

Voor de coëfficiënten met oneven index geldt, daar Cl = 1: 

-2 
n = 1: C3 = --Cl = -t 

3 

. (_2)2 
n = 3: Cs = -!C3 = ---

1·3'5 

(_2)3 
n = 5: C7 = -'cs = ---

1·3'5·7 
Algemeen: 

(-2)" 
C2"+l = -------

1· 3·5· .... (2n + 1) 

De algemene oplossing van (23.5) luidt: 

Dit is in overeenstemming met (23.7). 

(23.9) 

We kunnen gemakkelijk nagaan uit (23.9), dat de reeks tussen accoladen convergeert 
voor elke waarde van x. 

Opmerking 1: 

Het is duidelijk dat deze methode faalt, indien de onderstelling dat er een oplossing 
in de vorm van een machtreeks bestaat, onjuist is. Zo heeft de D.V.: 

xy' = 1 (x"# 0) 
00 

geen oplossing in de vorm van een machtreeks. Immers bij substitutie' van L c"x" 
"=0 

zou het linkerlid een graad hebben die minstens één is, terwijl het rechterlid de graad 
nul heeft. Dit zou alleen mogelijk zijn, indien alle coëfficiënten in het Iinkerlid nul 
zouden zijn. 
Dit kan echter niet, omdat het rechterlid de waarde 1 heeft. De oplossing van deze 
D.V. is echter eenvoudig te vinden: 

y = In lxI + C 

Opmerking 2: 

Een geheel andere methode om de in het eerste voorbeeld gegeven D.V. door middel 
van een machtreeks op te lossen is de volgende. 
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Alsf een oplossing is, dan weten we dat de machtreeksontwikkeling (zo deze bestaat) 
er aldus uit ziet: 

f(x) = f(O) + 1'(0) x + 1"(0) x2 + 1"'(0) x3 + lV(O) x4 + ... 
l! 2! 3! 4! 

Uit de gegeven D.V. zijn echter 1'(0),1"(0), ... te berekenen als f(O) gegeven is. 
Immers er geldt voor een oplossing f: 

I'(x) = xf(x) 
\ 

Stel dat gegeven is: f(O) = A, dan geldt: 1'(0) = 0 en I"(x) = f(x) + xi'(x), zodat 
1"(0) = f(O) = A. 
Verder is f"'(x) = 2f'(x) + xf"(x), zodat 1"'(0) = 21'(0) = o. 
Zo doorgaande vinden we: IIV(X) = 3f"(x) + xf"'(x), dus pV(O) = "3A. 
Men vindt: 

{ 
X2 x

4 
} 

f(x) = A 1 + - + - + ... 
, 2 2·4 

Bepaal met deze methode zelf de oplossing van de D.V.: y' = x 2 + y2, die voor 
x = 0 de waarde 1 aanneemt. 

24 Gewone en singuliere punten van een lineaire differentiaalvergelijking 
van de tweede orde 

We beschouwen de homogene lineaire D.V. van de tweede orde: 

a2(x)y" + al(x)y' + ao(x)y = 0 (24.1) 

We maken daarbij de onderscheiding in gewone en singuliere punten van deze D.V. 

Definitie 

Een punt Xo met de eigenschap dat az(xo);l: 0, terwijl azCx), al(x) en ao(x) zijn te ont­
wikkelen in een machtreeks in (x - xo) (eventueel een eindige machtreeks, dus een 
veelterm) heet een gewoon punt van de D. V. 

Definitie 

Een punt dat geen gewoon punt is van de D. v., noemen we een singulier punt van die D. V. 

Voorbeeld 1 

De D.V.: 

(4 - x 2)y" + 3xy' - 7y = 0 

bezit twee singuliere punten, nl. x = 2 en x = - 2. 
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Voorbeeld 2 

De D.V.: 

xy" - y' + xy = 0 

heeft x = 0 als enig singulier punt. 

Voorbeeld 3 

De D.V.: 

y" + xy' + y = 0 

heeft geen singuliere punten. 

Voorbeeld 4 

De D.V.: 

x 2y" + y' In (x - 1) + y = 0 

heeft x = 1 als singulier punt. Hier geldt nl.: a2(x) = x2 en al (x) = ln(x - 1). 
Nu geldt weliswaar a2(1) :F 0, maar al(x) is niet te ontwikkelen naar machten van 
x - I (alle punten x met x .;;;; I zijn singulier). 

Het blijkt zinvol om ook bij de singuliere punten twee soorten te onderscheiden: de 
regulier-singuliere punten en de irregulier-singuliere punten. 
Wanneer Xo een singulier punt is van (24.1) terwijl aix), al(x) en ao(x) in een macht­
reeks naar (x - xo) zijn te ontwikkelen, dan moet dus gelden aixo) = O. Dan is aix) 
deelbaar door (x - xo), d.w.z. dat we a2(x) kunnen schrijven als (x - xo)"a~(x), waar­
bij oe een geheel getal ~ 1 is, a~(xo) * 0 en a~(x) ontwikkelbaar is in een machtreeks 
naar (x - xo). 
Delen we het linker- en het rechterlid van (24.1) door aix), dan ontstaat: 

y" + p(x)y' + q(x)y = 0 

.. al (x) ao(x) 
waarbIj p(x) = -( - en q(x) = -( -) . 

a2 x) a2 x 
Hierin kunnen p(x) en q(x) een macht van (x - xo) in de noemer hebben.* Welke 
macht dit is hangt af van aix), al(x) en ao(x). 

* Als we zeggen dat (x - xo) in de noemer van p(x} optreedt, dan bedoelen we dat (x - xo) nog 
in de noemer voorkomt als factor, nadat we al(x) en a2(x) ontwikkeld hebben naar machten van 
(x - xo) en eventuele gemeenschappelijke factoren (x - xo) uitgedeeld hebben (zie voorbeeld 6). 
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Definitie 

Xo heet een regulier-singulier punt indien Xo een singulier punt van bovengeschetste 
aard is en p(x) de factor (x - xo) in de noemer niet in een hogere macht dan één 
bevat en q(x) de factor (x - xo) in de noemer niet in een hogere macht dan twee bevat. 

Definitie 

Indien xi> wel een singulier punt is, maar geen regulier-singulier punt, dan noemen we 
Xo een irregulier-singulier punt. 

Voorbeeld 5 

x(x - 2)2(X + I)y" + x 2y' + (x2 + 3x + 3)y = 0 

Hiervoor is 

x 
p(x) = (x _ 2)2(X + 1) 

x 2 + 3x + 3 
q(x) = x(x _ 2)2(X + 1) 

De singuliere punten zijn x = 0, x = 2, x = - 1. 
De factor x komt niet voor in de noemer van p(x), en in die van q(x) tot de eerste 
macht. Dus x = 0 is een regulier-singulier punt. 
De factor (x - 2) komt in de tweede macht voor in de noemer van p(x), dus hoger 
dan de toegestane eerste macht. Het punt x = 2 is dus een irregulier-singulier punt. 
De factor (x + 1) komt in de noemer van p(x) en q(x) tot de eerste macht voor. 
x = - 1 is dus een regulier-singulier punt. 

Voorbeeld 6 

x2y"+y'xsinx+yln(I +x)=O (x>-l) 

Hiervoor is: 

sin x x2 x4 

p(x) = -- = 1 - - + - - ... 
x 3! 5! 

In (1 + x) 1 ( X x
2 

) 
q(x) = x2 = x 1 - 2 + 3 - ... 

Het enige singuliere punt van de D.V. is x = O. De factor x komt niet voor in de 
noemer van p(x) en in die van q(x) tot eerste macht. Dus x = 0 is een regulier­
singulier punt van de D.V. 

140 



Voorbeeld 7 

X 
x 2y" + 1 2 y' + y = 0 (x -=1= ±1) 

-x 

Hiervoor is 

1 1 
p(x) = 2 = - (1 + x 2 + x4 + ... ) 

x(l-x) x 

1 
q(x) =-

x 2 

De factor x komt in de noemer van p(x) voor in de eerste macht en in die van q(x) 
tot de tweede macht. Het punt x = 0 is dus een regulier-singulier punt van de D.V. 

lS Oplossingen in een omgeving van een gewoon punt. 
Differentiaalvergelijking van Legendre 

Stel x = 0 is een gewoon punt van de lineaire D.V.: 

02(X)Y" + OI(X)y' + oo(x)y = 0 

We kunnen dan bewijzen dat er een oplossing bestaat in de gedaante van een macht­
reeks, dus: 

00 

(25.1) 
n=O 

Hierin zijn Co en Cl willekeurig te kiezen. De reeks convergeert binnen het interval 
< -0,0), waarbij 0 het dichtst bij de oorsprong gelegen singuliere punt is. Heeft de 
D.V. geen singuliere punten, dan geldt de oplossing voor alle waarden van x. Op het 
bewijs van deze stelling gaan we niet in. 
De bepaling van de coëfficiënten in (25.1) geschiedt op analoge wijze als in par. 23. 

Voorbeeld 1 

Bepaal de algemene oplossing van de D.V.: 

y" + xy' + y = 0 (25.2) 

geldig in een omgeving van het gewone punt x = O. 
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Oplossing: 

Stel weer: 

Y = L C"X' 
,,=0 

00 

y' = L nc"X'-l 
"=1 

00 

y" = L n(n - 1)c"X'-2 
,,=2 

Invullen in (25.2) geeft: 
00 00 00 

L n(n - 1)C,;X'-2+ x E nc"x"-l + L C"X' = 0 
,,=2 "=1 h:O 

We schrijven dit als: 

00 00 

,,=0 "=1 

Voor n = 0 vinden we: 

en voor n = 1, 2, ... 

(n + 2)(n + 1)cn +2 + ,nc" +clI = 0 

of: 

C" 
C,,+2 = - n + 2 

Co en Cl zijn willekeurig, 

Cl 
Cs =--

3·5 

Co 
C6= ---

2·4·6 
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Cl 
C7= ---

3·5·7 

De oplossing kan dus geschreven worden als: 

Y = Co 1 - tx + -- x - -- x + ... + 
( 

2 1 4 1 6 

2 ·4 2·4·6 
(_I)n 2n + ) 

2.4 .6 . . . . . 2n x ... 

( 
3 1 5 (_I)n+l 2n-l ) + Cl. X - j-x + -- x + ... + x + ... 

"\ 3·5 3·5·7· .. . ·(2n - 1) 

Met behulp van het kenmerk van d'Alembert voor reeksen (zie deel!, par. 96), zien 
we direct in, dat beide reeksen (absoluut) convergeren voor alle waarden van x in 
overeenstemming met de bewering in het begin van deze paragraaf. 
Elk van de reeksen voldoet aan de D.V. (25.2) (kies voor Co = 1, Cl = 0 resp. 
Co = 0, Cl = 1). Daar de functies Yl en Y2' gedefinieerd door : 

<Xl ( -ltx2n :?-
YI(X) = 1 + L ---- =e-ï 

n=l 2·4· . .. ·2n 

. <Xl (_I)n+lx2n-l 
yz(x) = L 

n= l 1·3· ... · (2n - 1) 

linear onafhankelijk zijn op < +- , -+), stelt 

Y = COY1(X) + CIY2(X) 

de algemene oplossing van de D.V. (25.2) voor. 

Voorbeeld 2 

Bepaal de algemene oplossing van de D. V. van Legendre*: 

(1 - x2)y" - 2xy' + m(m + l)y = 0 

in een omgeving van het gewone punt x = O. 

Oplossing: 

Door weer te stellen: 
<Xl 

Y = L cn~ 
.. =0 

gaat (25.3) over in: 
<Xl <Xl <Xl 

(1 - x 2
) L n(n - l)c .. ~-2 - 2x L nc .. x .. - 1 + m(m + 1) L c .. ~ = 0 

.. =2 .. =1 .. =0 

* A. M. Legendre, 1752-1833. 

(25.3) 
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We schrijven dit als: 

co co co co 

L (n + 2)(n +_I)cn+zx" - L n(n - l)cnX' - 2 L ncnX' + m(m + I) L cnX' = 0 
11=0 II=Z 11=1 11=0 

Het nulstellen van de coëfficiënten levert: 

m(m + I) 
Cz = - 2 Co 

2 - m(m + I) (m - I)(m + 2) 
CJ = 3.2 Cl = - 3! 

Cl 

3'2 - m(m + I) (m - 2)(m + 3) m(m + 1)(m - 2)(m + 3) 
C4 = 4.3 Cz = - 4'3 Cz = 4! Co 

4· 3 - m(m + 1) (m - 3)(m + 4) 
Cs = 5.4 cJ = - 5.4 C3 

(m - 1)(m + 2)(m - 3)(m + 4) 
= Cl 

5! 

n(n + 1) - m(m + I) (m - n)(m + n + 1) 
Cn+Z = C = - cn 

(n + 2)(n + 1) n (n + 2)(n + 1) 

De algemene oplossing van (25.3) is dus: 

{ 
m(m + I) Z m(m - 2)(m + I)(m + 3) 4 } 

Y = Co 1 - 2! x + 4! x - ••• 

{ 
(m - l)(m + 2) 3 (m - l)(m - 3)(m + 2)(m + 4) s } 

+ Cl X - 3! x + 5! 'X - ••• 

Uit deze vorm voor y zien we dat, als m een positief geheel getal is of 0, een van de 
reeksen tussen accoladen afbreekt en een veelterm wordt. 
Zo ontstaan de volgende veeltermen F m(x): 

m = 0 Fo(x) = 1 

m = 2 F z<x) = 1 - 3xz 

m = 4 Fix) = 1 - lOxz + 33
5 x4 

m = 1 Fl(X) = x 

m = 3 F 3 (X) = X - j-x3 

m = 5 F s(x) = x - \4 x J + 2/ XS 
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Hieruit ontstaan de z.g. polynomen van Legendre P m(x), door F m(x) te vermenigvul­
digen met een zodanige constante dat P m(1) = 1. Zo krijgen we: 

Po(x) = I; P 1(x) = x; P2(X) = t(3x2 
- 1); P3(X) = t(5x3 

- 3x); 

P4(X) = i(35x4 - 30x2 + 3); Ps(x) = i(63xs - 70x3 + 15x); . .. 

Opmerking: 

Wensen we oplossingen in een omgeving van een ander punt dan x = 0, dan kun­
nen we eerst de oorsprong naar dat punt transformeren en daarna dezelfde methode 
toepassen. 

26 Oplossingen in een omgeving van een regulier-singulier punt. 
Differentiaalvergelijking van Bessel 

Stel dat x = 0 een regulier-singulier punt is van de D.V.: 

y" + p(x)y' + q(x)y = 0 (26.1) 

Volgens de definitie in par. 24 betekent dit dat p(x) en q(x) elk de gedaante hebben 
van het quotiënt van twee machtreeksen in x, terwijl de noemer van p(x) de factor x 
hoogstens in de eerste macht bevat en in de noemer van q(x) de factor x hoogstens 
de tweede macht. Dit houdt in dat we kunnen schrijven: 

() Po 2 
P X = - + PI + P2X + P3X + ... 

x 

Dit betekent weer dat we (26.1) ook kunnen schrijven in de gedaante: 

x 2y" + xp*(x)y' + q*(x)y = 0 

waarin p*(x) en q*(x) machtreeksen in x zijn, en wel van de gedaante : 

p*(x) = Po + PIX + P2X2 + .. . 

q*(x) = qo + qlX + q2x2 + .. . 

(26.2) 

We proberen nu oplossingen te vinden die de gedaante hebben van een z.g. gegenera/i-
ex> ex> 

seerde machtreeks, d.w.z. een reeks van de gedaante L cnx"+", dus x'" L cnx". 
n=O n=O 

Hierin is ex een nader te bepalen reëel getal. We beperken ons tot een gereduceerde 
omgeving van x = 0, d.w.z. we sluiten x = 0 uit. 
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Voordat we aangeven op welke wijze een oplossing van de geschetste gedaante be­
paald kan worden, willen we in het kort plausibel maken, dat er zulke oplossingen 
zouden kunnen bestaan. Daartoe herinneren we aan de lineaire D.V. van Euler (zie 
par. 14), waarvan ook de volgende D.V. een voorbeeld is: 

xZy" + Pxy' + Qy = 0 (x i= 0) (26.3) 

waarin P en Q constanten zijn. De oplossingstechniek bestond daarin dat we stelden: 
x = eU (indien x > 0, anders x = - e"). Hierdoor gaat dan y als functie van x over 
in y* als functie van u. Het blijkt dat y* voldoet aan een lineaire D.V. van de tweede 
orde met constante coëfficiënten: 

dZy* dy* 
az --Z- + al -- + aoY* = 0 

du du 

Als de wortels van de bijbehorende karakteristieke vergelijking OC l en OCz zijn, dan 
vinden we als lineair onafhankelijke oplossingen yi en yo; (functies van uI): 

OCI i= OCZ: yi = ert.1U 

yi = ert.,u 

OC I = OCz: y! = ert.1U 

yi = uert.1u 

Voor y als functie van x houdt dit in: 

De algemene oplossing van (26.3) luidt: 

OCI i= ocz: y = CIXrt.1 + Czxrt., 

OCI = OCz: y = CIXrt.1 + CZXrt.1 In x 

waarin Cl en Cz constanten zijn. 
De gedachtengang is nu als volgt: 
Vergelijken we (26.3) met (26.2), dan zien we dat bij de overgang van (26.3) naar 
(26.2) de constanten P en Q vervangen zijn door de machtreeksen p*(x) en q*(x). 
Dit doet ons het idee aan de hand om oplossingen van (26.2) te proberen waarin de 
constanten Cl en Cz vervangen zijn door machtreeksen CI(x) en Cz{x); d.w.z. we 
proberen oplossingen te vinden van de gedaante: 

Dat zijn juist de genoemde gegeneraliseerde machtreeksen. De methode is in feite dus 
een methode door middel van variatie van constanten. Over oplossingen van de 

l 
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gedaante: 

,,=0 

zullen we later spreken. 

We gaan in (26.2) substitueren: 
CIO 

Y = L Cnx"+IX = cox" + Clx"+l + ... 
,,=0 

waarin oe, Co, Cl' •.. nader bepaald moeten worden. Differentiatie levert: 
CIO 

y' = cOoex"-l + Cl(oe + I)x" + ... = L c,,(n + oe)x"+IX-l 
,,=0 

en 
CIO 

y" = L cn(n + oe)(n + oe - 1)x"+IX-z 
n=O 

(N.B. De sommatie in de gedifferentieerde reeksen begint nu met n = 0, daar 
x =F 0, in tegenstelling tot de situatie in par. 23.) 

We merken op dat we mogen aannemen dat Co =F O. Immers, zou de eerste coëfficiënt 
die van nul verschilt b.v. cp zijn, dan zou de reeks er uitzien als: 

x"(cpxP + cp+ lXP+ 1 + ... ) 
Dit is te schrijven als x"+P(cp + Cp+1X + cp+zxz + ... ). Als we dan opnieuw num­
meren en stellen cp = c~, Cp+l = c~, ... , dan hebben we toch een reeks met begin­
coëfficiënt có =F 0 uiteraard met andere oe! 
Bij substitutie schrijven we de D.V. bij voorkeur in de gedaante (26.2). We vinden dan: 

CIO CIO CIO 

L c,,(n + oe)(n + oe - 1)x"+IX + (LP"x")( L cn(n + oe)x"+IX) 
n=O ,,=0 ,,=0 

CIO CIO 

+ (L q"x")( L Cnx"+IX) = 0 
,,=0 n=O 

of, als we de voorkomende produkten in de reeksen uitwerken*: 

dus: 

CIO CIO 

L cn(n + oe)(n + oe - 1)x"+IX + L { L PiCj(j + oe)}x"+IX 
,,=0 ' ,,=0 i+j=" 

CIO 

CIO 

+ L { L qiCj}X"+a. = 0 
,,=0 I+j=" 

i~O.gO 

i~O.gO 

L {c,,(n + oe)(n + oe - I) + L Plc/j + oe) + L qiCj}x"+a. = 0 
,,=0 i+j=" I+j=" 

i~O.j~O i~O.gO 

* Daar de machtreeksen absoluut co~vergent zijn is de vermenigvuldiging toegestaan. We gaan hier­
op niet nader in. 
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In deze reeks moeten alle coëfficiënten 0 zijn. In het bijzonder geldt voor de coëfficiënt 
van de laagste macht van x, x" (dus n = 0): 

cooc«(X - I) + poCo(X + qoco = 0 

of, daar Co 1= 0: 

oc(oc - 1) + pooc + qo = 0 (26.4) 

Deze vergelijking die de indexvergelijking wordt genoemd, is een vierkantsvergelijking 
in (x, daar Po en qo gegeven constanten zijn. In het algemeen zijn er dus twee waarden 
van (x, dus twee oplossingen van de D.V. die de gedaante hebben van gegeneraliseerde 
machtreeksen. Elk van de wortels oc van de indexvergelijking bepaalt zo'n oplossing. 
De coëfficiënten c" worden gevonden door de coëfficiënten van x"h (n ;;;; 1) nul 
te stellen. 
We kunnen bewijzen dat we op deze wijze twee lineair onafhankelijke oplossingen 
krijgen, indien de wortels (Xl en (X2 van (26.4) geen geheel getal verschillen. We zullen 
dit hier niet bewijzen en evenmin het geval behandelen dat (Xl - (X2 een geheel getal 
(evt. tiul) is. We volstaan met op te merken dat er dan oplossingen optreden van de 

co 

gedaante: (L x"+j In x (zie ook de opmerking bij de generalisering van de D.V. 
n=O 

van Euler in het begin van deze paragraaf). We verwijzen voor een volledige behan-
deling hiervan naar de literatuur.* 
De algemene methode zullen we met enkele voorbeelden verduidelijken. 

Voorbeeld 1 

Bepaal oplossingen in een gereduceerde omgeving van x = 0 van de D.V.: 

(2x - 4x2)y" + (I - 16x)y' - 8y = 0 (x 1= 0, x 1= t) 

Oplossing: 

We zien dat x = 0 en x = t singuliere punten van de D.V. zijn. Schrijven we de 
D.V. in de gedaante: 

y" + p(x)y' + q(x)y = 0 

dan blijkt: 

1 - 16x 
p(x) = x(2 _ 4x) 

-8 
q(x) = x(2 _ 4x) 

* B.V. "Handboek der Wiskunde" onder redactie van L. Kuipers en R. Timman, Hoofdstuk IX, 
Uit. Oosthoek Schelterna en Holkema, Utrecht, of "The Theory of Ordinary Ditferential Equations" 
door J. C. Burkill. Uitg. Oliver and Boyd, Edinburgh. 
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zodat: 

* 1 - 16x 
p (x) = 2(1 _ 2x) 

-8x 
q*(x) = 2(1 _ 2x) 

p*(x) en q*(x) kunnen in machtreeksen in x worden ontwikkeld die geldig zijn voor 

lxi < !. 00 

Door een oplossing van de gedaante L cnx"+/Z te substitueren, vinden we: 
,,=0 

00 

(2x - 4x2
) L enCn + a)(n + a - 1)x"+/Z-2 
,,=0 

00 00 

+ (l - 16x) L e,,(n + a)x"+«-1 - 8 L cnx"+« = 0 
,,=0 ,,=0 

of: 

00 00 

L c,,(n + a)(2n + 2a - 1)x"+/Z-1 - 4 L cn(n + a + l)(n + a + 2)x"+/Z = 0 (26.5) 
,,=0 ,,=0 

De laagste macht van x, nl. x«-1 komt alleen in de eerste som voor en wel als n =.0. 
Nodig en voldoende opdat deze term nul is, is de eis: 

coa(2a - 1) = 0 

of, daar Co ::f:: 0: 

a(2a - 1) = 0 (indexvergelijking) 

IX heeft dus de waarden a = 0, a = !. 
Door de coëfficiënt van een willekeurige macht x"+/Z nul te stellen, vinden we uit 
(26.5) de recurrente betrekking: 

c,,+1(n + I + a)(2n + 2a + I) = 4cn(n + a + l)(n + a + 2) 

Voor a = 0 vinden we hiervoor: 

C,,+1(n + 1)(2n + 1) = 4e,,(n + l)(n + 2) 

en voor a = !: 

C,,+1(n + i-)(2n + 2) = 4cn(n + i-)(n + t) 

Daar de factoren n + 1 en n + i- nooit nul zijn; kunnen we deze betrekkingen dus 
schrijven als: 

n+2 
e -4 c ,,+1 - 2n + 1 " (a = 0) (n ~ 0) 
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en 
2n + 5 

Cn+l = --- C n + I n 
(IX = t) (n ~ 0) 

Voor IX = 0 zijn de coëfficiënten: 

4·2 
Cl = -I-Co 

C3 = -5- Cl = -1-.-3-.5- Co 

enz. 
zodat de reeks (26.5) in dit geval wordt: 

Co 1 + i(4x) + - (4X)2 + - .' - (4X)3 + ... { 
2·3 2·3·4 } 
1·3 1·3·5 

Voor IX = t zijn de coëfficiënten: 

zodat hier de oplossing wordt: 

{ 
5·7 5·7·9 } 

coxt I + fx + 2! Xl + 3! x 3 + ... 

Geven we de reeksen tussen accoladen aan door resp. Yl en h, dan is de algemene 
oplossing van de D.V. : 

ot 
Y = AYl + Bx Yl 

waarin A en B willekeurige constanten zijn. 
Met het convergentiekenmerk van d' Alembert kunnen we gemakkelijk bewijzen dat 
de convergentiestraal van beide reeksen gelijk is aan t. 

Voorbeeld 2 

Bepaal de algemene oplossing van de D. V. van Besse/*: 

(m ~ 0) (26.6) 

in een gereduceerde omgeving van het punt x = o. 

* F. W. Bessel, 1784-1846. 
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Oplossing: 

Ook hier proberen we een oplossing in de vorm van een gegeneraliseerde machtreeks. 
We stellen daartoe: 

waardoor (26.6) overgaat in: 

00 00 

XZ L cin + 1X)(n + IX - l)x"+«-z + XL cin + 1X)x"+«-1 

11=0 11=0 

00 

+ (XZ - mZ) L: cllx"+« = 0 
11=0 

of (na "verschuiving" van indices): 

00 00 

L clI(n + IX - m)(n + IX + m)x"+« + L clI-Zx"+« = 0 (26.7) 
11=0 II=Z 

Nodig en voldoende voorwaarde opdat dit geldt voor alle x uit een gereduceerde 
omgeving van 0 is, dat alle coëfficiënten nul zijn. Dit geeft voor n = 0: 

CO(IX - m)(IX+ m) = 0 

of, daar Co =F 0: 

(IX - m)(1X + m) = 0 

Dit is weer de indexvergelijking met als wortels: IXI = m en IXz = - m. 
De eis dat de coëfficiënt van x«+l (dus n = 1) de waarde nul heeft, geeft: 

CI(IX + 1 - m)(1X + 1 + m) = 0 

terwijl de eis dat de coëfficiënt van X«+II (met n ~ 2) nul is, oplevert: 

clI(n + IX - m)(n + IX + m) + CII-Z = 0 

of: 

C = - -----------------
11 (n + IX - m)(n + IX + m) 

(n ~ 2) 

We behandelen eerst het geval: IXI = m. Uit (26.9) volgt dan: 

cl (1 + 2m) = 0 

(26.8) 

(26.9) 

(26.10) 

Indien we veronderstellen dat 2m geen negatief geheel getal is, geldt o.a. 1 + 2m =F 0 
en dus Cl = O. 
Uit (26.10) volgt dan: Cl = C3 = Cs = ... = o. 
In het algemeen dus: 

CZII+I = 0 (n = 0, 1, 2, ... ) 
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Indien we de even indices beschouwen en daarbij stellen: n = 2p (p ~ 0), dan 
levert (26.10) in het geval !Xl = m: 

C2p- 2 C2(p-l) 
C2 = - . = - --"-----'---

p 2p(2p + 2m) 4p(p + m) 

Voor de coëfficiënten met even index vinden we dus: 

Co 
C2= - . -----

4'1'(1 + m) 

C2 Co 

C4 = - 4.2. (2 + m) = -4'=-2 '-2-! (-m-+-I-)(-m-+-2-) 

C4 Co 
C6 = - =-

4'3'(3 + m) 43 '3!(m + I)(m + 2)(m + 3) 

of in het algemeen: 

( -l)pco 
C2p = -4P-p-!-(m-+-I-)(-m-+-2-)-. . -. -(m-+-p-) (p ~ 0) 

hetgeen met volledige inductie is aan te tonen. 
Bij de wortel !Xl = m van de indexvergelijking (bij de onderstelling dat 2m geen 
negatief geheel getal is), behoort de oplossing: 

COx"'{I- 1!(m
1
+ 1) (;Y + 2!(m + :)(m + 2) (;y 

- 3!(m + I)(m
l
+ 2)(m + 3) (~y + ... } (26.11) 

De tweede wortel van de indexvergelijking !X2 = - m geeft na een analoge redenering, 
onder de onderstelling dat 2m geen positief geheel getal is, als oplossing: 

cox-m{1 __ 1 (~)2 + 1 (~)4 
l!(-m + I) 2 2!(-m + I)(-m + 2) 2 

- 3!(-m + I)(-~ + 2)(-m + 3) (~r + .. -} (26.12) 

Het is eenvoudig na te gaan dat de reeksen tussen accoladen uit (26.11) en (26.12) 
convergeren voor alle x. , 
We herleiden het rechterlid van (26.11) nog tot een veel gebruikte gedaante. We 
$chrijven hiervoor: 

(
X )21+m (X )21+m 

00 (-1)'"2 2m 
00 (-I)'r(m + 1)2m "2 

Co L = Co L ------..:......-.:....--
1=0 t!(m + I)(m + 2) ... (m + t) 1=0 t!r(m + t + I) 
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waarin r(m + 1) = m(m - 1) ... (m - [m)) (mits m geen negatief geheel getal is), dus (26.11) 

gaat over in: 1 ( X )21 + m 

(-I) -
ex> 2 

c02mr(m + I) L = AJm(x) 
1=0 t!r(m + t + I) 

waarin A een constante is, en 

(-1)' -(
X)21+m 

ex> 2 

Jm(x) = I~O t!r(m + t + 1) 

J m noemen we een Besselfunctie van de eerste soort en orde m. 
Voor (26.12) vinden we: 

ex> (-1)' (~)21-m 
cormr( -m + 1) L 2 = BJ -m(x) 

1=0 t!r(-m + t + I) 

waarin B constant is en J-m~) een Besselfunctie van de eerste soort is en orde -m. Daar Jm 
en J -m onafhankelijk zijn voor x '# 0 (als m ~ ~) is de algemene oplossing van (26.6): 

(2m rt i - {O}) 

Hierin zijn Kl en K 2 willekeurige constanten. 
Indien m = 0, dan zijn de beide reeksen identiek. We vinden dan slechts één op­
lossing: 

of: 

Dit is een Z.g. Besselfunctie van de eerste soort en orde nul. 

Op het bepalen van een tweede oplossing van (26.6) voor m = 0 zullen we niet diep 
ingaan. We volstaan met de volgende opmerking. 

Opmerking: 

Als we in de oplossing (X laten staan (zie (26.10», d.W.Z. niet vervangen door m of 
-m, dan kunnen we de oplossing zien als een functie van x en (x, b.V. W(x, (X). Het 

blijkt dat als mI = m2 = m, niet alleen W(x, m) voldoet, maar ook (OW) . 
O(X ",=m 
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Stellen we: 

n=O 

dan geldt: 

aw co co 

oa. = x« In x n"fo an(a.)~ + x« n"fo a~(a.)~ 

We kunnen hiermee bewijzen (het bewijs zullen we hier niet geven) dat voor m = 0 
als oplossing geldt: 

x 2 x4 x 6 

Y = J o (x) In x + -22 - 22 42 (1 + !) + 22 2 2 (I + ! + t) - ... . ·4 ·6 

Dit is een Besselfunctie van de tweede soort en de orde nul. De notatie voor deze 
functie is Yo• 
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hoofdstuk 3 

Simultane 
differentiaalvergel ij ki ngen 

27 Inleiding 

In veel toepassingen ontmoeten we problemen waarbij een stelsel differentiaalverge­
lijkingen voorkomt waarin meerdere onbekende functies van één onafhankelijk varia­
bele optreden. We noemen zo'n stelsel een stelsel simultane differentiaalvergelijkingen. 
We zullen aannemen dat hierbij van elk van de onbekende functies de eerste afgeleide 
expliciet is uitgedrukt in de onbekende functies en de onafhankelijk variabele. 
Een voorbeeld van zo'n stelsel met twee onbekende functies is: 

dx 
- = 3x(t) - y(t) + t2 e2t 

dt 

dy 
- = x(t) + y(t) - te2t 

dt 

Algemeen is de gedaante van zo'n stelsel met n onbekende functies: 

(27.1) 

(27.2) 

Beperking tot een stelsel waarin alleen afgeleiden van de eerste orde voorkomen 
(een z.g. eerste-orde stelsel) is niet essentieel, daar we altijd door het invoeren van 
nieuwe functies het stelsel kunnen herleiden tot een eerste-orde stelsel. Zo kunnen 
we b.v. het stelsel: 
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d2x dx 2 dy 
dt2 + 3t dt - t dt + X(t) - 5y(t) = 0 

d2y 3 dx dy 
dt2 + t dt - dt + 4x(t) - ty(t) = 0 

herleiden tot een eerste-orde stelsel met 4 onbekende functies, door te stellen: 

dx dy 
u(t) = -, v(t) =-

dt dt 

(27.3) gaat dan over in: 

dx 

dt 

dy 
-= 
dt 

u(t) 

vet) 

du 
- = -x(t) + 5y(t) - 3tu(t) + t2v(t) 
dt 

dv 
- = -4x(t) + ty(t) - t3u(t) + v(t) 
dt 

(27.3) 

(27.4) 

Op deze wijze kunnen we ook elke D.V. van hogere orde herleiden tot een eerste-orde 
stelsel. B.v.: 

Hierin stellen we: 

dx du d2x 
u(t) = -, v(t) = - = -

dt dt dt2 

waardoor (27.5) overgaat in het eerste-orde stelsel: 

dx 
-= 
dt 

u(t) 

du 
-= 
dt 

v(t) 

dv 
- = 6x(t) - tu(t) + v(t) sin t 
dt 

(27.5) 

Een voorbeeld van een fysisch probleem dat leidt tot een stelsel simultane differen­
tiaalvergelijkingen is het volgende: 
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B ___ +x 

o 

Fig. 33 

Twee massapunten Al en A2 met massa's resp. m l en m2 zijn met elkaar en met twee 
vaste punten verbonden door veren. Hiervoor geldt de wet van Hooke, met veer­
constanten resp. Cl' C2' C3 (zie fig. 33). 
Op Al en A2 werken krachten langs de x-as die van de tijd t afhangen. Gemeten in de 
richting van de positieve x-as zijn deze resp. Fl(t) en F2(t). De uitwijkingen, die 
Al en A2 daardoor ondergaan in de richting van de positieve x-as, zijn xl(t) en X2(t) . 
Ten tijde t is de uitrekking van de veer OA l in de richting van de positieve x-as: 
Cl x 1 (t). Deze veroorzaakt op A 1 een kracht in tegengestelde richting, dus een kracht: 
-ClXl(t). 
Op dat tijdstip is de veer AlA2 uitgerekt over een afstand xit) - xl(t) in de rich­
ting van de positieve x-as en daardoor werkt op A 1 een kracht die in de rich­
ting van de positieve x-as voorgesteld wordt door C2{X2(t) - xl(t)}. Op A2 veroor­
zaakt deze uitrekking een kracht -C2{X2(t) - xl(t)}. 
Daar de "uitrekking" van A2B in de richting van de positieve x-as -xit) is, ver­
oorzaakt deze een kracht op A2 voorgesteld door -C3X2(t), zodat toepassing van 
de wet van Newton (F = m' A) oplevert: 

. ~Xl 
Fl(t) - ClXl(t) + C2{X2(t) - xl(t)} = m l dT 

Met de fluxienotatie kunnen we dit korter schrijven als : 

ml~l(t) = -(Cl + C2)Xl(t) + C2X2(t) + Fl(t)} 

m2x2(t) = C2X 1 (t) - (C2 + C3)X2(t) + F 2(t) 

Definitie 

Onder een oplossing van het simultane stelsel (27.2) verstaan we een n-tal juncties 
xl> x2, . .. , Xm die gedefinieerd zijn voor alle t op een zeker interval en bij substitutie 
in (27.2) een n-tal identiteiten voor topleveren. 
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Vaak stellen we de oplossing voor als een vector. We spreken dan van een oplossings­

vector: 

r Xl (t) 

of !:(t) = 1~2(t) 
xit) 

Zo heeft (27.1) o.a. de oplossingsvector: 

Dit is echter niet de enige oplossing. Hierop komen we later nog terug. 

Met betrekking tot de existentie van oplossingen van het stelsel (27.2) volstaan we 
er mede om zonder bewijs de volgende stelling te vermelden. 

Existentiestelling 

Indien defuncties F l' F 2, ... , Fn (die afhangen van de n + 1 variabelen t, Yl> Y2' ... , Yn) 
in een bepaald gebied G van de t, Yl> 12, ... , Yn-ruimte continue partiële afgeleiden van 
de eerste orde hebben, dan kunnen we bij vooraf opgegeven waarden to, al> a2' ... , an 
(mits (to, al> a2' ... , an) E G) precies één stelsel functies van t vinden: (Xl' (X2' ••• , (Xn' die 
gedefinieerd zijn op een zekere omgeving 1 van to, die in die omgeving voldoen aan het 

stelsel (27.2) en in to de voorgeschreven waarden al> a2' ... , an aannemen, dus (Xl (to) = al> 
(X2(tO) = a2' ... , (Xn(tO) = an' 
Anders gezegd: 
Bij gegeven P(to, al' ... , an) E G bestaat precies één oplossingsvector : 

(Xl (t) 

4(t) = (X2(t) 

(Xit) 

die gedefinieerd is in een omgeving 1 van to, voldoet aan het stelsel (27.2) en de eigen­
schap heeft, dat 

Om daadwerkelijk oplossingen te bepalen kunnen we het stelsel herleiden tot één 
D.V. van hogere orde en proberen deze op te lossen. Deze herleiding schetsen we 
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hier voor een eerste-ordestelsel met twee vergelijkingen, aannemende dat de toege­
paste differentiaties geoorloofd zijn. 

dx 1 
- = F 1{t,x(t),y(t)} I dt 

dy 
- = F 2{t, x(t), y(t)} 
dt 

Differentiatie van linker- en rechterlid van de eerste D.V. van (27.6) levert: 

d
2
x { dx dY } Tt = HIt, x(t), y(t), Tt' Tt 

Substitutie van dy uit de tweede D.V. van (27.6) in (27.7) geeft: 
dt 

d
2
x { dx } -2 = H 2 t, x(t), y(t), -

dt dt 

(27.6) 

(27.7) 

Uit deze D.V. en de eerste D.V. van (27.6) kunnen we onder bepaalde voorwaarden 
,y(t) elimineren, zodat we een D.V; van de tweede orde voor x(t) krijgen: 

d2
x { dX} 

-2- = H3 t, x(t), -
dt dt 

De algemene oplossing zal twee willekeurige constanten bevatten. Met x(t) kunnen we 
uit de eerste D.V. van (27.6) y(t) oplossen. 

Op soortgelijke wijze kunnen we tewerk gaan bij een eerste-orde stelsel met drie ver­
gelijkingen : 

dx I - = F 1 {t, x(t), y(t), z(t)} . 
dt 

dy 
- = F 2{t, x(t), y(t), zet)} 

dt I 
dz 

-d-t = F 3{t, x(t), y(t), zet)} 

(27.8) 

Differentiatie van de eerste D.V. naar t levert: 

d
2
x { dx dy dZ} de = Hl t, x(t), y(t), zet), Tt' de' de 
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. dy dz 
Substitutie van - en -, gegeven door de tweede en derde D.V. van (27.8), geeft: 

dt dt 

d2
x { dX} -2 = H 2 t, X(t), y(t), Z(t), -

dt dt 
(27.9) 

We differentiëren nu (27.9) naar t en substitueren weer dy en dz ,zodat we krijgen: 
dt dt 

d
3
x { dx d

2
x} 

-3 = H3 t, x(t), y(t), z(t), -, -2 
dt dt dt 

(27.10) 

Eliminatie van y(t) en z(t) uit de eerste D.V. van (27.8), (27.9) en (27.10) geeft ten­
slotte een derde-orde D.V. voor x(t), nl.: 

In het algemeen vereisen de voorkomende eliminaties nogal wat vaardigheid. Voor 
een bepaald soort stelsels, nl. lineaire stelsels met constante coëfficiënten, bestaat, 
zoals wij in een volgende paragraaf zullen zien, een meer vaste lijn van oplossen. 
We geven enkele voorbeelden van het algemene geval. 

Voorbeeld 1 ' 

Los op het volgende stelsel D.V.: 

dx 1 2 t 
- = - - y(t) + t e 
dt ' t 

dy 1 t 
-= --x(t) + 3te 
dt t 

Oplossing 1: 

(t "i= 0) 

Differentieer de eerste vergelijking naar t. Dit geeft: 

(27.11) 

Substitueren van dy uit de tweede D.V. van (27.11) in deze vergelijking geeft: 
dt 
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Dit is een D.V. van Euler die op de bekende manier is op te lossen, waarna we via 
de eerste D.V. van (27.11) ook y(t) kunnen vinden. 
Daar deze manier nogal bewerkelijk is, proberen we een tweede manier. 

Oplossing 2: 

We schrijven (27.11) als: 

dx 
t- + y(t) = t3et 

dt 

Hieruit volgt door optelling: 

t(dX + dY) + x(t) + y(t) = t3et + 3t2 et 

dt dt 

Stel x(t) + y(t) = u(t), dan volgt: 

du 
t- + u(t) = t3e t + 3t2 e t 

dt 

zodat: 

d{tu(t)} = ~ (t3 et) 
dt dt 

of wel: 

tu(t) = t3 e t + A 

en dus: 

A 
x(t) + y(t) = t2 et + -

t 

(27.12) 

(27.13) 

Hieruit en uit de eerste D.V. van (27.12) volgt, dat x(t) voldoet aan de eerste-orde 
D.V.: 

dx 3t 2t A t - - x(t) = t e - t e --
dt t 

Dit is een lineaire D.V. voor x(t) met als algemene oplossing: 

/ . 2 A 
x(t) = t et - 2tet + - + Bt 

2t 
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weer met behulp van de eerste D.V. van (27.12) volgt dan: 

A 
y(t) = 2tet + - - Bt 

2t 

De algemene oplossing in vectorvorm is dus: 

(
t2 et - 2t et) 

v(t) = t + A 
- 2te 

Voorbeeld 2 

Los op het volgende stelsel D.V.: 

dx 
y(t) - zet) 

1 

2t 

2t 

dt 

dy 
- = X2(t) + y(t) (27.14) 
dt 

dz 
- = X2(t) + z(t) 
dt 

Oplossing: 

Trekken we de derde vergelijking van de tweede af, dan vinden we: 

dy dz 
- - - = y(t) - z(t) 
dt dt 

waaruit we oplossen: 

y(t) - zet) = Aet 

Uit de eerste D.V. van (27.14) volgt dan: 

dx 
-=Aet 

dt 

dus: 

x(t) = Aet + B 

De tweede D.V. van (27.14) geeft dan: 

dy _ y(t) = A 2e2t + 2ABet + B2 
. dt 
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met als oplossing: 

y(t) = A 2e2t + 2ABtet - B2 + Cet 

Uit de eerste vergelijking van (27.14) volgt: 

zet) = A2e2t + 2ABtet - B2 + (C - A)et 

28 Lineaire stelsels. Fundamentele stellingen 

Een speciaal geval van (27.2) is voor de toepassingen van bijzonder belang, en wel 
het geval dat (27.2) een lineair stelsel is, d.w.z. de gedaante heeft: 

dX
l 

. 

- = all (t)xl (t) + al 2(t)x2(t) + ... + atnCt)xnCt) + bl(t) 
dt 

(28.1) 

Indien bl(t) = bit) = ... = bn(t) = 0 (t EI), dan spreken we van een homogeen 
lineair stelsel, anders van een inhomogeen lineair stelsel. Indien aij(t) onafhankelijk 
is van t (voor i,j = 1, ... , n), dan spreken we van een lineair stelsel met constante 
coëfficiënten. 
N.B. De functies bi mogen daarbij nog wel van t afhangen. 

Teneinde het schrijfwerk te bekorten, zullen we ons in deze paragraaf beperken tot 
lineaire stelsels van twee vergelijkingen met twee onbekende functies, dus tot stelsels 
van de gedaante: 

dx 
- = all(t)x(t) + a12(t)y(t) + bl(t) 
dt 

(28.2) 
dy 
- = a21 (t)x(t) + a22(t)y(t) + b2(t) 
dt 

De existentiestelling voor dit stelsel luidt dan (wij aanvaarden die zonder bewijs!): 
Zijn de functies aij en bi (i = 1,2; j = 1,2) continu in een interval I van de reële 
getallenrechte, dan bestaat er bij gegeven A en B en een willekeurig gekozen to EI, 
precies één oplossingsvector,; 

vet) = (X(t)) 
- y(t) 

z6 dat 
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Voor het homogeen stelsel: 

dx I - = all(t)X(t) + au(t)y(t) 
dt 

dy J - = a21(t)X(t) + a22(t)y(t) 
dt 

(28.3) 

zullen we vier stellingen bewijzen die grote analogie vertonen met de vier stellingen 
die we bewezen voor een homogene lineaire D.V. (zie par. 12). 
We merken eerst op, dat we de begrippen lineaire afhankelijkheid en onafhankelijkheid 
van functies op voor de hand liggende wijze kunnen uitbreiden tot vectoren waarvan 
de componenten functies zijn die op een zeker interval I zijn gedefinieerd. Zo heten 

~l, en ~2 met ~l(t) = (;~g~) en ~2(t) = (;:g~) lineair afhankelijk op I, indien er 

constanten Cl en C2 bestaan, niet beide nul, zodanig dat: 

(Vt E I) 

Lineair onafhankelijk betekent ook hier: niet lineair afhankelijk. 
N.B. Het is direct duidelijk dat uit de lineaire aThankelijkheid van de vectoren 

(~~ m) en <;;m) de lineaire aThankelijkheid van de functies Xl (t) en X2(t) volgt evenals de 
lineaire aThankelijkheid van de functies Yl (t» en net»~. 
Het omgekeerde behoeft niet juist te zijn. Zo zijn de functies t en 2t lineair aThankelijk, 

evenals de functies 3t en 5t, maar de vectoren (~t) en (;~ zijn niet lineair aThankelijk! 

Stelling 1 

1 edere lineaire combinatie van oplossingsvectoren is een oplossingsvector, d.w.z. als 

(;~g~) en (;:g~) vold~en aan (28.3), dan voldoet ook 

met willekeurige complexe Cl en c2 aan (28.3). 

Bewijs: 

De juistheid van deze stelling blijkt door substitutie. 

Stelling 2 

Er bestaan twee op I lineair onafhankelijke oplossingsvectoren. 
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Bewijs: 

Is to E I, dan bestaat er volgens de existentiestelling één oplossingsvector vl(t) met 

de eigenschap dat ~l (to) = (;: g:~) = (~ ) en eveneens een OPIOSSingsve~or ~2(t) 
met de eigenschap: ~2(tO) = (~). 
De lineaire onafhankelijkheid op I blijkt dan door directe toepassing van de definitie 
van lineaire onafhankelijkheid. 

Opmerking: 

Er zijn dus volgens stelling look oneindig veel van deze tweetallen. 

Stelling 3 

Iedere oplossingsvector is een lineaire combinatie van een tweetal vector als bedoeld in 
stelling 2. 

Bewijs: 

Stel dat ~(t) een oplossingsvector is met ~(to) = (~). dan geldt: 

~(to) = (; ) = A ( ~) + B (~) = A~l (to) + B~2(to) 
De oplossingsvector ~(t) stemt in to overeen met A~l(t) + B~2(t). Wegens de een­
duidigheid van de oplossing geldt op geheel I: 

. ~(I ) = A~l (t) + B~2(t) 

Stelling 4 

I eder tweetal op I lineair onafhankelijke oplossingsvectoren vormt een basis voor de 
oplossingsruimte, d.w.z. als ~l (t) en ~2(t) twee oplossingsvectoren zijn die op I lineair 
onafhankelijk zijn, dan is iedere oplossingsvector ~(t) te schrijven in de gedaante: 

~(t) = Cl~l(t) + C2~2(t) 

met zekere complexe Cl en C2' 

Bewijs: 

Stel dat ~(t) een oplossingsvector is en dat voor een zekere to E I geldt: ~(to) = ( ~ ). 
We moeten nu aantonen dat er getallen Cl en C2 bestaan zodanig dat: 

(Vt E 1) (28.4) 
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..... ,.. .. 
We bepalen eerst Cl en Cz zodanig dat 

~(to) = Cl~l (to) + cz~z(to) (28.5) 

d.w.z. dat aan (28.4) voldaan is in to. Dit kan dan en slechts dan indien er getallen 
, Cl en Cz bestaan, zó dat: 

A = ClXl(tO) + CZXz(to) } 

B = ClYl(tO) + czYz(to) 

waarbij ,gesteld is: 

~l(t) = (;:gD, ~z(t) = (;:gD 
(28.6) heeft dan en slechts dan een oplossing indien 

Dit laatste is inderdaad het geval. Zou nl. gelden: 

dan zouden er getallen À en /l bestaan (niet beide nul), zodanig dat: 

Àxl(to) + /lXz(to) = 0 

ÀYl(tO) + I-lYz(to) = 0 

maar dan zou 

(28.6) 

(28.7) 

een oplossingsvector zijn van (28.3) (als lineaire combinatie van twee oplossingen), 

die in to overeenstemt met de nuloplossing (~). Op grond van de eenduidigheid 

zou dan op het gehele interval I de oplossing ~(t) identiek zijn met de nuloplossing. 
Dit zou betekenen: 

(Vt E I) 

.hetgeen in strijd is met de lineaire onafhankelijkheid van !!.l en !!.z. 
We kunnen dus inderdaad getallen Cl en Cz vinden, zo dat aan (28.5) is voldaan. Dan 
stemt echter de oplossing CI!!.l(t) + cz!!.z(t) in to overeen met ~(t). Deze geldt dus 
weer op grond van de eenduidigheid in geheel I: 

~(t) = Cl!!.l(t) + cz!!.z(t) 

hetgeen te bewijzen was. 
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Het verband tussen de oplossingen van net homogene stelsel (28.3) en die van het 
inhomogene stelsel: 

(28.8) 

wordt gelegd door de volgende stelling: 

Stelling 5 

Alle oplossingen van het inhomogene stelsel (28.8) worden verkregen door alle oplossin­
gen van het homogene stelsel (28.3) te vermeerderen met één vaste oplossing van het 
inhomogene stelsel (28.8). 

Bewijs: 

Het bewijs verloopt met het minste schrijfwerk indien we (28.3) en (28.8) in matrix­
notatie schrijven: 

dv -=- = A(t)v(t) 
dt -

resp. 

dv -=- = A(t)v(t) + b(t) • 
dt - -

waarin: 

v(t) = (X(t»); A(t) = (all (t) a12(t»); b(t) = (b 1(t») 
- y(t) a21(t) a22(t) - b2(t) 

Het verloop van het bewijs is dan volkomen analoog aan dat van de stelling in par. 10. 

Opmerking: 

De in deze paragraaf genoemde stellingen gelden mutatis mutandis ook voor lineaire 
stelsels met meer dan twee vergelijkingen met evenveel onbekende functies. 

29 Oplossingsmethoden voor lineaire stelsels met constante coëfficiënten 1 

Bij lineaire stelsels met constante coëfficiënten bestaat er een eenvoudige rekenwijze 
om de in par. 27 genoemde herleiding tot één D.V. van hogere orde uit te voeren 
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met behulp van de in par. 10 ingevoerde D-operator. Deze operator werd als volgt 
gedefinieerd. 
Voor een differentieerbare functie j: t I-t j(t) schrijven we: Dj(t) = f'(t). 
De in par. 10 genoemde eigenschappen van de D-operator, waarbij essentieel is dat 
de optredende coëfficiënten constant zijn, zullen we toepassen om de bovenbedoelde 
rekenwijze aan de hand van voorbeelden te illustreren. Hierbij schrijven we vaak 

dx dy 
x(t), jet) in plaats van -, -. 

dt dt 

Voorbeeld 1 

Los op het stelsel: 

x(t) = - y(t) + sin 2t } 

jet) = x(t) + cos 2t 

Oplossing: 

Met behulp van de D-operator kunnen we voor (29.1) schrijven: 

Dx(t) + y(t) = sin 2t } 

-x(t) + Dy(t) = cos 2t 

(29.1) 

(29.2) 

Vermenigvuldiging van linker- en rechterIid in de eerste vergelijking met D doet (29.2) 
overgaan in: 

D2x(t) + Dy(t) = 2 cos 2t } 

-x(t) + Dy(t) = cos 2t 

Aftrekking levert op: 

(D2 + l)x(t) = cos 2t (29.3) 

Op de bekende wijze vinden we voor de algemene oplossing van de bij (29.3) beho­
rende homogene D.V.: 

x(t) = Cl cos t + C2 sin t 

Als particuliere oplossing van (29.3) geldt: 

xo(t) = -t cos 2t 

De algemene oplossing van (29.3) is dus: 

x(t) = Cl cos t + C2 sin t - t cos 2t 

Substitutie in de eerste D.V. van (29.1) geeft': 

y(t) = Cl sin t - C2 cos t + t sin 2t 
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De algemene oplossingsvector van (29.1) is dus: 

vet) = Cl + C2 + ! (
COS t) (Sin t ) ( - cos 2t) 

- sin t - cos t sin 2t 
(29.4) 

Dat (29.4) inderdaad de algemene oplossingsvector is, blijkt daaruit dat (c~s t) en 

sm t twee lineair onafhankelijke oplossingsvectoren zijn van het bij (29.1) be-(
. ) smt 

.. - cos 2t .. . . - cos t ( 
horende homogene stelsel, terwIJl! . 2 ) een partIculIere oplossmgsvector IS 
van (29.1). 

Voorbeeld 2 

Los op het stelsel gegeven in (27.1): 

x(t) = 3x(t) - y(t) + t2 e2t } 

jet) = x(t) + y(t) - te2t 

Oplossing: 

Met de D-operator wordt dit stelsel: 

sm t 

(D - 3)x(t) + y(t) = t2 e2t } 

-x(t) + (D - l)y(t) = _te2t 

Vermenigvuldiging van de eerste D.V. in (29.6) met D - 1 geeft: 

(D - l)(D - 3)x(t) + (D - l)y(t) = 2te2t + 2t2 e2t - t2 e2t } 

-x(t) + (D - l)y(t) = - te2t 

waaruit door aftrekking volgt: 

(D - 2)2X (t) = t2 e2t + 3te21 

(29.5) 

(29.6) 

(29.7) 

De algemene oplossing van de bij (29.7) behorende homogene (gereduceerde) D.V. is: 

x(t) = Cl e21 + C2te2t 

Met variatie van constanten vinden we als particuliere oplossing van (29.7): 

xo(t) = llt4 e21 + !t3 é t 

De algemene oplossing van (29.7) is dus: 

x(t) = cl e2t + C2te2t + l2t4 e2t + !t3 e21 

Wanneer we dit substitueren in de eerste D.V. van (29.5), vinden we voor y(t): 

y(t) = (Cl - c2)e21 + C2te2t + /lt4e21 + i t3 e2t - !t2e2t 
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De algemene oplossingsvector is dus: 

(
e

2/
) (tél ) (....Lt4él + !t3 e2t ) 

~(t) = Cl e21 + Cz t e21 _ e 21 + :1: t4 e 21 + it3 e 21 _ !t2 e21 

Dat deze methode ook toepasbaar is op een simultaan stelsel met drie vergelijkingen 
blijkt uit het volgende voorbeeld. 

" 
Voorbeeld 3 

Los op het stelsel : 

x(t) = 3x(t) - y(t) - Z(t)} 

jet) = - 3x(t) + y(t) + 3z(t) 

iet) = 2x(t) + 2y(t) 

Oplossing: 

Met de D-operator schrijven we dit stelsel als: 

(D - 3)x(t) + y(t) + zet) = 0 ) 

3x(t) + (D - l)y(t) - 3z(t) = 0 

2x(t) + 2y(t) - Dz(t) = 0 

De coëfficiëntenmatrix hiervan is: 

I 
D -I 

2 
~31 
-D 

(29.8) 

Door op de uit de lineaire algebra bekende wijze te "vegen" met de rijen, vinden we 
als coëfficiëntenmatrix van een gelijkwaardig stelsel: 

o 
o 

(D + 2)(D2 
- 6D + 8) 

I 

Het bijbehorende simultane stelsel is dan: 

(D - 2)(D - 4)x(t) = 0 ) 

(D + 2)(D - 2)(D - 4)y(t) = 0 

(D + 2)(D - 2)(D - 4)z(t) = 0 

met als oplossing: 

x(t) = al e
21 

, + azé' ) 
y(t) = bl e2t + bze- 2t + b3 é ' 
zet) = Cl e2t + cze- 2t + C3 é' 
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Op het eerste gezicht lijkt het alsof de oplossingsvector afhangt van de 8 vectoren, 
t.w.: 

Op grond van de theorie weten we echter dat de oplossingsruimte wordt opgespan­
nen door drie lineair onafhankelijke vectoren. Er moeten dus betrekkingen bestaan 
tussen de 8 constanten. Deze relaties vinden we door in (29.8) de oplossing (29.9) te 
substitueren. We vinden dan: 

+4a2e4t= 3al e2t + 3a2ét 

- bl e2t - b2e- 2t - b3é t 

2bl e2t - 2b2e- 2t + 4b3é t = - 3ale2t - 3a2ét 

+ bl e2t + b2e- 2t + b3é t 

+ 3cl e2t + 3c2e-2t + 3C3ét 

2cl e2t - 2c2e-2t + 4C3ét = 2al e2t + 2a2ét 

+ 2bl e
2t + 2b2e- 2t + 2b3é t 

Daar dit geldt voor alle t, vinden we de betrekkingen: 

Uit (29.10): al = bl + Cl; b2 + C2 = 0; a2 = -b3 - C3; 
Uit (29.11): bl = -3al + 3Cl; b2 + C2 = 0; b3 = -a2 + C3; 
Uit (29.12): Cl = al + bl ; b2 + C2 = 0; 2C3 = a2 + b3. 

Hieruit volgt: bl = 0; C3 = 0; al = Cl; a2 = -b3; b2 = -C2. 
De algemene oplossing van (29.8) is dus: 

x(t) = cl e
2t + a2ét ) 

y(t) = - C2e-2t - a2ét 

zet) = cl e2t + C2e-2t 

De oplossingsvectoren zijn dan: 

(29.10) 

(29.11) 

(29.12) 

Dat we deze methode ook kunnen toepassen bij een simultaan stelsel met constante 
coëfficiënten, waarbij hogere afgeleiden voorkomen (mits lineair), laten we zien in 
voorbeeld 4. 
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Voorbeeld 4 

Een stoffelijk punt P beweegt zich in het platte vlak op zodanige wijze dat de plaats­
coördinaten x(t) en y(t) voldoen aan het stelsel: 

x(t) - y(t) = 0 } 
x(t) + Y(t) = 0 

Ten tijde t = 0 geldt: 

x(O) = a, y(O) = 0 } 
x(O) = 0, y(O) = v 

Bepaal de baan van P. 

Oplossing: 

Met behulp van de D-operator kunnen we het stelsel (29.13) schrijven als: 

D2x(t) - Dy(t) = 0 } 
Dx(t) + D 2y(t) = 0 

Eliminatie van y(t) geeft: 

(D3 + D)x(t) = 0 

J of: 

D(D2 + l)x(t) = 0 

waaruit we oplossen: 

x(t) = Cl cos t + C2 sin t + C3 

Uit de eerste D.V. van (29.13) volgt: 

y(t) = -Cl cos t - C2 sin t 

dus: 

y(t) = -Cl sin t + C2 cos t+ C4 

De eisen uit (29.14) geven de betrekkingen: 

De baan van P wordt bepaald door: 

x(t) = -v cos t + a + V} 
y(t) = v sin t 
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Fig. 34 

In rechthoekige coördinaten is de vergelijking van de baan (zie fig. 34): 

(x - a - V)2 + y2 = v2 

30 Oplossingsmethoden voor lineaire stelsels met constante coëfficiënten 2 

Een tweede oplossingsmethode is het analogon van die welke we in de paragrafen 
13 en 15 behandelden voor lineaire differentiaalvergelijkingen van hogere orde met 
constante coëfficiënten. Hierin probeerden we voor de homogene D.V.-en oplossin­
gen te bepalen in de vorm van e-machten. Daarna hetzij met de methode van variatie 
van constanten, hetzij met "gokken" een particuliere oplossing van de niet geredu­
ceerde D.V. 
We geven eerst een voorbeeld. 

Voorbeeld 1 

Los op het stelsel: 

x(t) = 5x(t) - 6y(.t) + et } 
jet) = 3x(t) - 4y(t) + e- t 

Oplossing: 

We lossen eerst het bijbehorende homogene stelsel op: 

x(t) = 5x(t) - 6y(t) } 

jet) = 3x(t) - 4y(t) 

We stellen daartoe: 

x(t) = Aemt en y(t) ,= Bemt 

met nader te bepalen constanten A, B en oe. 

(30.1) 

(30.2) 
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Substitutie in (30.2) geeft: 

a.Ae:t = 5Ae,rr - 6Be~t} 

a.B e~t = 3A e~t - 4B e~t 

Daar dit moet gelden voor alle t, krijgen we: 

(5 - a.)A - 6B = 0 } 
3A - (4 + a.)B = 0 

Deze twee homogene lineaire vergelijkingen voor A en B kunnen dan en slechts dan 
een van de nuloplossing verschillende oplossing bezitten, indien 

-6 I -0 
-4 - a. 

D.w.z. de waarden voor a. die in aanmerking komen, en bij substitutie inderdaad op­
lossingen blijken te leveren, zijn juist de eigenwaarden van de coëfficiëntenmatrix 
van (30.2). 
Dit zijn dus de wortels van 

a.z - !X - 2 = 0 

dus !Xl = 2 en a.z = - 1. 
De wortel a.1 = 2 geeft: 

3A - 6B = 0 

dus A = 2B, en de oplossingsvectoren : 

met willekeurige constante Cl. 

De wortel a.z = - 1 geeft: 

6A - 6B = 0 

dus A = B en de oplossingsvectoren : 

met willekeurige constante Cz. 

Aangezien de vectoren (2:::) en (:=:) lineair onafhankelijk zijn op de gehele 

getallenrechte, is de algemene oplossing van (30.2): 

(30.3) 
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Met de methode van variatie van constanten gaan we een particuliere oplossing be­
palen van (30.1). Daartoe vervangen we in (30.3) de constanten Cl en C2 door nader 

te bepalen functies Cl en C2 van t, d.w.z. we stellen: 

We proberen Cl en C 2 zodanig te bepalen dat ~o(t) voldoet aan (30.1). Voor dit laatste 
is nodig en voldoende dat: 

of: 

2è l (t)e2t + 4C I (t)e2t + è 2(t)e- t - C2(t)e- t 

= lOC I (t)e2t + 5C2(t)e- t - 6C I (t)e2t - 6C2(t)e- t + et 

é l (t)e2t + 2C I (t)e2t + é 2(t)e- t - C2(t)e- t 

= 6C I (t)e2t + 3Cit)e- t - 4C l (t)e2t - 4C2(t)e- t + e- t 

2é l (t)e2t + é 2(t)e- t = et 

é l (t)e2t + é 2(t)e- t = e- t 

waaruit volgt: 

1

2e2t 
et I 

éit) = 
e2t e- t 2et _ e3t 

= 2 - e2t 

1

2e2t 

:-:1 
et 

e2t 

(30.4) 

We merken hierbij op, dat we konden voorspellen dat de determinant in de noemers 
niet nul zou zijn, daar het hier twee lineair onafhankelijke oplossingen betreft. 
Daar we slechts één particuliere oplossing van (30.1) zoeken, kunnen we volstaan met 
één functie Cl en één functie C2 , die voldoen aan (30.4), dus b.v.: 

CI(t) = _e- t + !e- 3t 

C2(t) = 2t - te2t 

Een particuliere oplossing van (30.1) is: 

(xo(t») 
~o(t) = Yo(t) 
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met: 

xo(t) = -:-2et + le- t + 2te- t - -tet = -tet + le- t + 2te- t 

yo(t) = _et + te- t + 2te- t - -tet = -tet + te- t + 2te- t 

De algemene oplossing van (30.1) is: 

c (2e
2t

) c (e-
t
) (xo(t)) 

1 2t + 2 -t + () e e Yo t 

We zullen ons thans bezighouden met de algemene oplossing van het homogene 
stelsel: 

~(t) = allx(t) + a12 y(t) } 
y(t) = a21x(t) + a22 y(t) 

Uit het voorbeeld blijkt al dat de eigenwaarden van de coëfficiëntenmatrix : 

van groot belang zijn. 
In het gegeven voorbeeld vinden we twee verschillende reële eigenwaarden, die aan­
leiding gaven tot twee lineair onafhankelijke oplossingen. We kunnen ons afvragen 
hoe de oplossing verloopt als we twee gelijke eigenwaarden, of twee niet-reële eigen­

waarden vinden. We zullen van deze twee gevallen voorbeelden geven. 

Voorbeeld 2 

Los op het stelsel: 

x(t) = 3x(t) - y(t) } 

jet) = x(t) + y(t) 

Oplossing: 

We proberen een oplossing van de gedaante: 

v t = (X(t)) = (Ae"t) 
j) y(t) Be"t (A, B) :#: (0,0) 

Substitutie in (30.5) geeft: 

rxA e"t = 3A e"t - B e"t 

rxBe"t = Ae"t + Be"t 
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Dit is gelijkwaardig met 

(3 - a)A - B = 0 } 

A + (1 - a)B = 0 

Dit stelsel heeft dan en slechts dan een oplossing die niet de nuloplossing is, indien: 

-1 I -0 
1 - a 

d.w.z. indien a2 
- <kt + 4 = O. 

Hieruit volgt slechts één waarde voor a, nl. a = 2. 
Hiervoor is A - B = O. We vinden als oplossing: 

Op grond van de theorie weten we echter dat (30.5) twee lineair onafhankelijke oplos­
singen heeft. We proberen op een andere manier nog een oplossing te vinden en pas­
sen daartoe een taktiek toe analoog aan die in het overeenkomstige geval van een 
lineaire D.V. met constante coëfficiënten, d.w.z. we stellen: 

(
a + bt)e

2t
) 

!:2(t) = (c + dt)e2t 

We proberen a, b, een d zó te bepalen dat v2(t) voldoet aan (30.5). Substitutie geeft: 

be2t + 2(a + bt)e2t = {3a - c + (3b - d)t} e2t 

de2t + 2(c + dt)elt = {a + c + (b + d)t}e2t 

Voor alle t moet dus gelden: 

(b - d)t + a - b - c = 0 

(b - d)t + a - c - d = 0 

Hieraan is te voldoen door b.v. te kiezen: b = d = 1, a = 0, c = -1. 
Deze keuze geeft: 

De algemene oplossing van (30.5) is: 

daar Vi (t) en V2(t) lineair onafhankelijk zijn voor alle t. - -
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Voorbeeld 3 

Los op het stelsel: 

x(t) = 3x(t) + 4y(t) } 

pet) = -4x(t) + 3y(t) 

Oplossing: 

We proberen weer een oplossing van de gedaante: 

(
X(t») (Ae«t-) 

E(t) = y(t) = Be«t (A,B) oF (0,0) 

Substitutie in (30.6) geeft: 

Dit leidt tot de eis: 

(3 - a)A + 4B=0 

-4A + (3 - a)B = 0 

Hieraan is dan en slechts dan voldaan - omdat (A,B) oF (0,0) - indien: 

1

3
-

a 
4 I 

-4 3 _ a = 0 

d.w.z. indien (3 - a)2 + 16 = 0, dus al = 3 + 4i en a2 = 3 - 4i. 

.... ,. • __ ..:!: ~ 

(30.6) 

De worteloel geeft: -4Ai + 4B = 0, dus A = -iB, waarbij de oplossingsvectoren 
behoren: 

( 
- ie<3+41)t) _ (e3t( - i cos 4t + sin 4t») 

Cl e<3+4i)t - Cl e3t(cos 4t + i sin 4t) 

De wortel a2 = 3 - 4i geeft: 4iA + 4B = 0 of A = iB, met als bijbehorende op­
lossingsvectoren : 

(
ie<3-41)t) _ (e3t(iCos4t + sin4t») 

C2 e<3-41)t - C2 e3t(cos 4t - i sin 4t) 

Door Cl en C2 beide de waarde 1 te geven, vinden we twee lineair onafhankelijke op-
. .. vi(t) + vi(t) 

lossmgsvectoren. Noemen we deze vi(t) en vi(t), dan zIJn ook Vl (t) = - -- - - 2 
-vi(t) + vi(t) 

en Eit) = - 2i - lineair onafhankelijk voor alle t, zodat een basis voor de 

178 



oplossingsruimte wordt gevormd door: 

_ (e
3t

Sin4t) _ ( e
3
tcos4t) Vl(t) - 3t en vit) - 3t. 

- e cos 4t - - e sm 4t 

De algemene oplossing van (30.6) wordt bepaald door: 

( 
e3 t sin 4t) (e3 t cos 4t ) 

v(t) = Cl + C2 
- e3t cos 4t - e3t sin 4t 

Ter illustratie van een toepassingsmogelijkheid voor het optreden van een stelsel, 
beschouwen we (30.6) als bewegingsvergelijkingen van een stoffelijk punt, waarvan 
de plaatsvector v(t) voldoet aan (30.6) en aan de voorwaarde dat ten tijde t = 0 de 

plaatsvector (l{) is. 

Dit laatste betekent dat voor de constanten Cl en C2 geldt: Cl = 5, C2 = 12, en dus: 

x(t) = e3t(5 sin 4t + 12 cos 4t) } 
y(t) = e3t(5 cos 4t - 12 sin 4t) 

Door kwadrateren en daarna optellen vinden we dat voor de baan geldt: 

{X(t)}2 + {y(t)}2 = l6ge6t 

De baan van de kromme is in fig. 35 geschetst. Als t -+ 00, dan OP -+ 00. 

Aan de hand van twee voorbeelden laten we zien hoe de boven behandelde methode 
werkt in het geval van drie vergelijkingen met drie onbekende functies. 

Fig. 35 

y 

t 

_IC 
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Voorbeeld 4 

Los op het stelsel: 

x(t) ,,; 3x(t) - y(t) - z(t) I 
y(t) = - 3x(t) + y(t) + 3z(t) 

iet) = 2x(t) + 2y(t) 

Oplossing: 

Analoog aan het geval met twee onbekende functies stellen we: 

x(t) = Ae«t, y(t) = Be«t, zet) = Ced 

met nader te bepalen constanten A, B, C en a.. Substitutie in (30.7) levert: 

(3 - a.)A - B - C = 0 

- 3A + (1 - a.)B + 3C = 0 

2A + 2B - a.C = 0 

(30.7) 

Deze drie homogene lineaire vergelijkingen in A, B en C hebben dan en slechts dan 
een oplossing die van de nuloplossing verschilt, indien: 

3-cx -I -I 

-3 I-a. 3 =0 

2 2 -a. 

d.w.z. indien a.3 
- 4a.2 

- 4a. + 16 = 0, of (a.2 
- 4)(a. - 4) = O. De wortels van 

deze vergelijking zijn: cx l = 2, CX2 = - 2 en CX3 = 4. 
De wortel cx l = 2 geeft: 

A- B- C=O 

-3A - B + 3C = 0 

2A + 2B - 2C = 0 

Door" vegen" ontstaat hieruit het gelijkwaardige stelsel: 

A - C =0 

B =0 

dus: A = C en B = O. 
De hierbij behorende oplossingsvectoren zijn: 
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ex2 = - 2 geeft als oplossingsvectoren : 

C2 [ ~-2tl 
-2t -e 

en ex 3 = 4: 

Daar de drie vectoren le~t], I ~=2t] en 1-:::] lineair onafhankelijk zijn op IR, 
e2t -e 2t 0 

geldt voor de algemene oplossingsvector van (30.7): 

Tenslotte geven we nog een voorbeeld van een geval, waarin de ex-vergelijking twee 
gelijke wortels heeft. 

Voorbeeld 5 

Los op het stelsel: 

x(t) = y(t) + z(t) ) 

jet) = x(t) + zet) 

zet) = x(t) + y(t) 

Oplossing: 

Ook hier stellen we: 

We substitueren dit in (30.8). 
Hierdoor krijgen we: 

-exA + B + C = 0 

A-exB+ C=O 

A + B - exC = 0 

(30.8) 
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welk stelsel dan en slechts dan een van de nuloplossing versçhillende oplossing heeft, 
indien: 

-a 1 1 
-a 1 = 0 

1 1 -oe 

of: a3 - 30e - 2 = 0, of (oe + 1)2(oe - 2) = O. 
De wortels van deze vergelijking zijn: oe1 = 2 en oe2 = oe3 = - 1. 
De wortei oe1 = 2 geeft: 

-2A + B+ C = 0 

A-2B+ C=O 

A + B- 2C = 0 

waaruit door" vegen" ontstaat: 

-A + C = 0 

A -B =0' 

Anders gezegd: A = B = C. 
Hierbij behoren de oplossingsvectoren : 

Voor het geval oe2 = oe3 = - 1 vinden we: 

A+B+C=O 

We kunnen A en B willekeurig kiezen, b.v. C2 en c3 , waaruit dan volgt: C = -C2 - C3' 

waarbij de oplossingsvectoren behoren: 

Dit geeft dus het stelsel bepa'ald door: 

Daar de vectoren [:~:l, [ ~~'l en [ ~='lliFleair onafhankelijk zijn op IR, geldt 
e2r -e t -e t 

l 

voor de algemene oplossingsvector ~(t) van (30.8): 
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31 Standaardvormen van lineaire stelsels met twee onbekende functies 

In de vorige paragrafen hebben we aan de hand van enkele voorbeelden laten zien 
hoe een ál dan niet homogeen lineair stelsel differentiaalvergelijkingen met constante 
coëfficiënten kan worden opgelost door te stellen: 

(i = 1,2, ... , n) 

In deze paragraaf zullen we nog enkele algemene beschouwingen wijden aan homo­
gene ,,2 x 2" -stelsels met constante reële coëfficiënten, dus stelsels van de gedaante: 

~(t) = allX(t) + a12Y(t) } 

Y(t) = a21X(t) + a22Y(t) 
(aij E IR) 

Zonder bewijs delen we mee dat, indien de coëfficiëntenmatrix (all au) niet-singu-

I I 
a21 a22 

lier is, d.w.z. indien de determinant all au :1= 0 is, zo'n stelsel door middel van 
a21 a22 

een lineaire transformatie van de vorm: 

X(t) = A llx(t) + A 12 y(t) 

Y(t) = A21 X(t) + A22 y(t) 

te herleiden is tot één van de volgende gedaanten*: 

1 
x(t) = ax(t) 

ay(t) } 
a:l=O (31.1) 

pet) = 

2 
x(t) = 
pet) = 

ax(t) 

by(t) } 
a :1= b, a :1= 0, b :1= 0 (31.2) 

3 
x(t) = ax(t) + y(t)} 

a:l=O (31.3) 
pet) = ay(t) 

4 
x(t) = ax(t) + by(t) } 

pet) = -bx(t) + ay(t) 
a :1= b, a :1= 0, b :1= 0 (31.4) 

5 
x(t) = 
pet) = -bx(t) 

by(t) } 
b:l=O (31.5) 

* Zie voor een bewijs b.v.: F. Brauer en J. Nohel, Ordinary differential equations, W. A. Benjamin 
!nc., New York, Amsterdam. 
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I 

We zullen elk van deze gevallen bespreken en ons daarbij voorstellen dat (;~:~) 
de plaatsvector is van een punt P in het x, y-vlak ten tijde t. Aan de hand van de 
gevonden oplossingsvector zullen we dan de baankromme van P schetsen in een Z.g. 
fasendiagram. 

Geval] 

De oplossing van (31.1) is direct duidelijk: 

x(t) = Aeat } 
y(t) = Beat 

In vectorvorm luidt de oplossing: 

Eliminatie van tuit (31.6) geeft voor de baanvergelijking van P: 

Bx=Ay 

hetgeen een stelsel rechten door 0 voorstelt. 

(31.6) 

Uit (31.6) blijkt dat indien a > 0 P zich van 0 af beweegt en indien a < 0 P naar 0 
toe gaat (~ie fig. 36). De oorsprong heet hier een knooppunt. 

Geval 2 

De oplossing van (31.2) is: 

x(t) = Ae
at 

} 
y(t) = Bebt 

Fig. 36 

a 
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We onderscheiden de volgende drie gevallen: 

2.1 b < a < 0; 
2.2 0 < b < a; 
2.3 b < 0 < a. 

2.1 

In dit geval stellen we voor de duidelijkheid: b = _q2, a = _p2, dus p2 < q2. 
De oplossing (31.7) kan dan geschreven worden als: 

x(t) = Ae-
P2t

} 

y(t) = Be-q2t (31.8) 

We zien dat, als t -+ 00 het punt P tot 0 nadert. Eliminatie van tuit (31.8) geeft de 
baankrommen in de gedaante : 

(31.9) 

Uit (31.9) volgt: 

d 2 q2 
Y q ----,--1 

-=K·-xP 

dx p2 

Daar q2 > p2 zien we hieruit dat voor alle krommen y' = 0 als x = O. De baan­
krommen hebben de gedaante, zoals geschetst in fig. 37. 
De oorsprong heet hier een oneigenlijk knooppunt. 

2.2 

We stellen nu: a = p2, b = q2, dus p2 > q2. 
Op analoge wijze als in 2.1 volgt dan: 

x(t) = Ae
P2t 

} 

y(t) = Bë2t 

Fig. 37 

-x 
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y 

+ 

-x 

Fig. 38 

Als t ~ 00, dan x(t) ~ ± 00, y(t) -+ ± 00 (al naargelang het teken van A of B). 
De baankrommen hebben de vergelijking: 

dy q2 ~-1 dy 
Daar - = K·-2 ·x

p2 ,geldt, omdat p2 > q2, dat - ~ ± 00, als x ~ o. 
~ p ~ 

De baankrommen zijn geschetst in fig. 38. 
Ook hier heet de oorsprong een oneigenlijk knooppunt. 

2.3 

We stellen a = p2, b = - q2, dan is de oplossing van (31.2): 

x(t) = Ae
P2t 

} 

y(t) = Be-q2t 

Als t ~ 00, dan x(t) ~ ± 00, al naar datA> 0 of A< 0 en y(t) ~ o. 
De vergelijking van de baankrommen is: 

Deze krommen zijn geschetst in fig. 39. De oorsprong heet hier een zadelpunt. 

Geval 3 

Voor het oplossen van (31.3) stellen we: 

x(t) = Ae
at } 

y(t) = Beat 

186 



Fig. 39 

Substitutie in (31.3) levert: 

(a - a)A + B = 0 

(a - a)B = 0 

-x 

Dit stelsel heeft dan en slechts dan een van de nuloplossing verschillende oplossing, 
indien a = a. In dit geval is B = O. De oplossingen van (31.3) zijn dan bepaald door: 

x(t) = Ae
at 

} 

y(t) = 0 

Een oplossingsvector is dus: 

die we zullen lezen als: 

We proberen nu, evenals in par. 30 is aangegeven, een oplossing van de gedaante: 

(
p + qt)e

at
) 

V2(t) = 
- (r + st)eat 

Substitutie hiervan in (31.3) geeft na enige herleiding: 

q = r + st 

s=O 
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Hierin is voor alle tE IR te voldoen door b.v. te kiezen: s = p = 0 en q = r = 1, 
zodat een tweede oplossingsvector is: 

De algemene oplossingsvector van (31.3) is: 

~(t) = A (e~t) + Be:::) 
d.w.z.: 

x(t) = Aeat + Bteat 
} 

y(t) = Beat 
Hieruit zien we dat geldt: 

alsa<O: x(t)--+O 
y(t) --+ 0 

als t --+ 00 

als t --+ 00 

als a > 0: x(t) --+ ± 00 als t --+ 00 

y(t) --+ ± 00 als t -> 00 

afhankelijk van het teken van A en B. 
Eliminatie van t geeft als vergelijking van de baankrommen : 

A YInlil 
x = li Y + a 

De gedaanten van enkele van deze krommen zijn geschetst in fig. 40. 
Ook hier heet de oorsprong een oneigenlijk knooppunt. 

Fig. 40 

y 

t 

a b 
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y y 

t t 
0>0 0<0 

__ x 
-x 

a b 

Fig. 41 

Geval 4. 

Een getallenvoorbeeld van zo'n stelsel (31.4) behandelden we al in par. 30 voor­
beeld 3. Uit de daar uitgevoerde berekeningen leiden we af, dat de algemene oplos­
sing van (31.4) bepaald wordt door: 

v(t) = A + B ( 
eat sin bt) (e

at 
cos bt) 

- eat cos bt - eat sin bt 

waaruit volgt, evenals in het aangehaalde voorbeeld: 

P nadert dus tot 0 (t -+ 00) als a < 0 en tot 00 als a > O. 
De baankrommen zijn spiralen, als geschetst in fig. 41. 
De oorsprong heet hier een spiraalpunt. 

Geval 5 

(31.11) 

(31.12) 

Dit is het geval waartoe (31.4) is te reduceren indien we in (31.4) stellen a = O. 
De oplossing is dan ook direct af te lezen uit de oplossing (31.11), nl.: 

v(t) = A + B (
sin bt ) (COS bt) 

- cos bt - sin bt 

en de vergelijking van de baankrommen uit (31.12): 

(31.13) 

Deze baankrommen zijn concentrische cirkels met 0 als middelpunt. De omloopszin 
op deze cirkels wordt bepaald door het teken van b hetgeen gemakkelijk uit het stelsel 
(31.5) is af te lezen (zie fig. 42). 
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y y 

+ + 

Q b 

Fig. 42 

Opmerking: 

We hadden het resultaat (31.13) sneller kunnen afleiden door in (31.5) de beide leden 
van de eerste D.V. te vermenigvuldigen met x(t), die van de tweede D.V. met y(t) en 
daarna op te tellen. We vinden dan: 

x(t)x(t) + y(t)y(t) = 0 

, Dit levert na integratie op: 

{X(t)}2 + {y(t)}2 = K 

Deze methode geeft echter minder informatie over de wijze waarop de baan wordt 
doorlopen. 
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hoofdstuk 4 

De Laplace-transformatie 

32 Definitie en achtergrond 

In dit hoofdstuk zullen we een speciale methode behandelen voor het oplossen van 
(een beperkt soort) differentiaalvergelijkingen, of stelsels daarvan. Bij deze methode 
wordt op directe wijze de oplossing gevonden die aan gegeven beginvoorwaarden 
voldoet, zonder dat eerst de algemene oplossing bepaald moet worden, waaruit dan 
weer door het invullen van de beginvoorwaarden de constanten berekend zouden 
moeten worden. 
Deze methode maakt gebruik van de z.g. Laplace-transformatie. Deze berust op het 
volgende: 
Volgens een bepaald voorschrift wordt aan een functie f (uit een beperkte klasse) 
op één-éénduidige wijze een andere functie F toegevoegd, de z.g. Laplace-getransfor­
meerde van f. Dit geschiedt op zodanige wijze, dat als f aan een differentiaalverge­
lijking voldoet, de getransformeerde F voldoet aan een algebraïsche vergelijking. 
Deze laatste vergelijking wordt opgelost, waarna van de oplossing het "origineel" 
wordt bepaald, dat dan de gevraagde oplossing van de D.V. is. We kunnen aantonen 
dat de D.V. voor f en de algebraïsche vergelijking voor F equivalente problemen zijn. 
We geven nu eerst een korte behandeling van de Laplace-transformatie. 
Stel dat f gedefinieerd is voor alle t E [0, ~ > en voldoet aan later te noemen eisen. 

Definitie 

De Lap/ace-getransformeerde van de functie f is de functie F, gedefinieerd door: 

F(s) = Jg> f(t)e-stdt (32.1) 

waarin s een reële variabele is, die evenals f aan nader te bepalen voorwaarden moet 
voldoen. 
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De notatie voor Fis: 2(j) of 2/, of ook wel J (ter wille van de bekorting van het 
schrijfwerk). Verder schrijven we: 

F(s) = 2{f(t)}, of F(s) '= ](s)* 

Dikwijls schrijven we 2-transformatie, resp. 2-getransformeerde, in plaats van 
Laplace-transformatie, resp. Laplace-getransformeerde. 

Wat betreft de existentie van de 2-getransformeerde van een gegeven functie zullen 
we volstaan met het geven van voldoende voorwaarden. Om deze voorwaarden te 
kunnen formuleren zullen we eerst het begrip bij gedeelten continu invoeren. 

Definitie 

Een functie / heet bij gedeelten continu in een interval (a, b) van de reële geta/len­
rechte, indien dit interval verdeeld kan worden in een eindig aantal deelinterval/en waarin 
/ continu is, terwijl/in de uiteinden van deze interval/en eindige linker-, C.q. rechter­
limieten heeft. 

Fig. 43 zal dit verduidelijken. 
In dit verband verwijzen we naar deel 1, par. 74. 
We zijn nu in staat om voldoende voorwaarden aan te geven voor de existentie 
van de 2-getransformeerde van een functie f. Hiervoor geldt de volgende stelling. 

Stelling 

Indien de reële functie / van de reële variabele t voldoet aan de beide volgende voor­
waarden: 

Fig. 43 

y 

t vi ~ I 
I 1 1 

~ I . : 
I I I I 
I 1 I I 
1 I I I 
1 I I I 

o -x 

* ~{f(t)} staat dus voor ~(f)(s) of ~f(s) ofJ(s). 
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a / is bij gedeelten continu in ieder eindig interval (0, a) van de reële getallen­
rechte (a > 0); 

b er bestaan positieve constanten M, c en to, zodanig dat 

I/(t) 1 ~ M ect 

dan bestaat 

(32.2) 

voor alle s > c. 

Bewijs: 

Volgens de definitie van oneigenlijke integraal geldt: 

J~ e-s'f(t)dt = lim J~ e-s'f(t)dt 
A-+oo 

We zullen zelfs aantonen dat de integraal uit (32.2) absoluut convergent is, d.w.z. dat 

lim J~ le-s'f(t)1 dt 
A-+ oo 

bestaat. Nu weten we: 

Indien s > c, dan geldt: 

fA M M 
lim M e-(s-c)tdt = lim - -- {e-(S-C)A - I} = --

A-+ oo 0 A-+ oo S - C S - C 

De integraal 

kan dus worden gemajoreerd door een convergente integraal. De integraal in (32.2) 
is dus absoluut convergent. 

Opmerking 1: 

In het vorenstaande is de eis van het bij gedeelten continu zijn van / gebruikt bij de 
existentie van de integraal J~ e-s'f(t)dt. 

Opmerking 2: 

De beperking tot reële s kan worden opgeheven, maar daarop gaan we niet in. 
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Opmerking 3: 

Een functie die voldoet aan voorwaarde b uit de stelling noemen we een functie van 
exponentiële orde c. 

Opmerking 4: 

Uiteraard rijst de vraag welke overwegingen tot het invoeren van een Laplace-trans­
formatie hebben geleid. We zullen hier volstaan met een summiere aanduiding. 
Stel dat een functie g ontwikkelbaar is in een machtreeks: 

00 

(32.3) 
n=O 

waarbij we voor ons doel stellen: ° < x < R (R > 0). 
We voeren de transformatie x 1-+ e-s (s > 0) uit, waardoor het interval (0, R) over­
gaat in het interval op de s-as: (- In R, -+ >; immers als x < R, dan geldt 
s = -Inx > -lnR. 
De reeks in (32.3) gaat dan over in: 

00 

n=O 

die convergeert voor alle s > -In R. 
We vervangen formeel de discontinue index n door de continue variabele t, an door 
jet), g*(s) door F(s) en de sommatie door integratie. Louter formeel ontstaat dan 
F(s) = J~ j(t)e-stdt, hetgeen juist (32.1) is. Deze integraal is dus in een bepaald 
opzicht een generalisering van de machtreeks. 

33 Enkele voorbeelden en belangrijke stellingen 

Van enkele van de meest gebruikte functies zullen we de 2-getransformeerde bere­
kenen. 

Geval 1 

jet) = 1 

dus: 

Joo e-st 100 

F(s) = e-·tdt = --
o -s 0 

1 

s 
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geldig voor s > 0, zodat: 

1 
2(1)* = -

s 

Geval 2 

f(t) = tn 

(s > 0) 

waarin n een positief geheel getal is. 

Dus geldt voor s > 0: 

Door deze bewerking te herhalen, vinden we wegens (33.1): 

(s > 0, n = 0, 1,2, ... ) 

Geval 3 

f(t) = eat 

f '" 1 I'" F(s) = e(a-s)tdt = ___ e-(s-a)t = __ 
o s - a 0 s-a 

mits s > a is. We hebben dus: 

(s > a) 

Geval 4 

f(t) = cos t 

f'" s 
F(s) = e- st cos tdt = ---2 

o 1 + s 

(33.1) 

(33.2) 

* We hebben in par. 32 de notatie ,2{f(t)} met accoladen ingevoerd. Wanneer echter in de notatie 
voor f(t) geen gewone haakjes voorkomen, zoals in deze gevallen, schrijven we: ,2(1), ,2(t n), il(cos t), 
enz. 
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voor s > 0 (zie deel 1, par. 57). Dus: 

. s 
2(cos t) = 2 

1 + s 
(s > 0) 

Evenzo vinden we: 

I 
2(sin t) = 2 

I + s 
(s > 0) 

De Laplace-transformatie is een lineaire operator, d.w.z. dat de volgende stelling 
geldt. 

Stelling 1 

Ais!1 en !2 functies zijn die een 2-getransformeerde hebben en Cl en C2 constanten zijn, 
dan geldt: 

Bewijs: 

2{cdl(t) + Cd2(t)} = f~ e- S/{cd1(t) + cd2(t)}dt 

= Cl f~ e-s'/l(t)dt + C2 f~ e-s'/2(t)dt 

Voorbeeld 1 

Bepaal de 2-getransformeerde van de veelterm: 

Oplossing: 

Volgens (33.1) en (33.2) en stelling 1 hebben we: 

Co l!c1 n!cn 
2{P(t)} = - + -2- + ... + -+1 

S S Sn 
(s > 0) 

Voorbeeld 2 

Bepaal de 2-getransformeerde van cosh at. 
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Oplossing: 

eat + e- at 

Daar cosh at = 2 ' vinden we: 

(
e

at + e-
at

) 
.2(cosh at) = .2 2 

= t2(eot
) + t2(e - at

) 

1 1 
=t--+t--

s-a s+a 

s 
(s> lal) 

Zeer belangrijk voor het vinden van de 2-getransformeerden van vele functies zijn 
de volgende drie stellingen, waarbij we aannemen dat de . functies zodanig zijn dat 
de betrokken integralen bestaan. 

Stelling 2 (Gelijkvormigheidsstelling) 

Indien .2{f(t)} = F(s), dan geldt voor elke a > 0: 

Bewijs: 

Volgens de definitie geldt: 

2{f(at)} = J~ e- S 1(at)dt 

In de integraal vervangen we at door u, waardoor deze integraal overgaat in: 

1 100 

- ~ u 1 ( s ) - e a f(u)du = -F -
a 0 a a 

Voorbeeld 3 

Bereken .2(cos at) en .2(sin at). 

Oplossing: 

s 
.2(cos t) =-­

I + S2 
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zodat volgens stelling 2: 

S 

1 a S 
2(cos at) = -" 

SZ aZ + SZ 
(s > 0) 

a 
1+-

aZ 

Evenzo: 

2(sin t) = 
1 

1 + SZ 

zodat: 

1 1 a 
2(sin at) = -" 

S2 a2 + S2 
(s > 0) 

a 
1+-

a2 

Stelling 3 (Verschuivingsstelling) 

Indien 2{f(t)} = F(s) en indien we voor a > 0 definiëren: 

g(t) = f(t - a) 

g(t) = 0 

(t> a) 

(0 ~ t ~ a) 

dan geldt: 

2{g(t)} = e-sa2{f(t)} 

Bewijs: 

2{g(t)} = J~ e-stg(t)dt 

= J~ e-stg(t)dt + S: e-stg(t)dt 

= J: e-sfj'(t - a)dt 

In deze laatste integraal vervangen we t - a door u, waardoor ontstaat: 

J~ e-s(G+u'l"(u)du = e- SG J~ e-SUf(u)du 

= e- SG J~ e-stf(t)dt 

= e- SG2{f(t)} 

Voorbeeld 4 

Als 

g(t) = sin(t - a) 

g(t) = 0 
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dan geldt volgens stelling 3: 

e-·a 

2{g(t)} = e-·a2(sin t) = -­
I + S2 

Stelling 4 (Dempingsstelling) 

Indien 2{f(t)} = F(s), dan geldt voor elke a > 0: 

2{e-a'l"(t)} = F(s + a) 

Bewijs: 

2{e-a'l"(t)} = J~ e-ste-a'.f(t)dt 

= J~ e-(·+a)'j(t)dt 

= F(s + a) 

Voorbeeld 5 

Bepaal 2(e-at cos bt) en 2(e- at sin bt). 

Oplossing: 

Door toepassing van de dempingsstelling vinden we: 

(I{ -at 0 b s + a - e cos bt} = .-.;(cos t).-+.+a = 2 2 
b + (S + a) 

b 
2{e- at sin bt} = 2(sin bt).-+.+a = 2 2 

b + (s + a) 

(s> -a) 

(s> -a) 

34 De Laplace-transformatie van afgeleiden en primitieve functies 

Stel dat F de 2-getransformeerde is van J, dus: 

We veronderstellen datJ een aantal malen differentieerbaar is. We willen van de af­
geleiden de 2-getransformeerde berekenen. 
2{f/(t)} is gedefinieerd door: 
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d.w.z.: 

2{f'(t)} = lim ft e-st.f'(t)dt 
..4. .... 00 

<IlO 

= lim {e-S'l"(t)l: + s J~ e-S'l"(t)dt} 
..4. .... 00 

<IlO 

, 
Volgens par. 32 bestaan er constanten M, een to, zodanig dat: 

1/(t)1 ~ Meet 

Dit impliceert het bestaan van Jg' e-s'l"(t)dt voor s > C, maar tevens houdt dit in dat 

lim e- s..4.f(A) = 0 (s> c) (34.1) 
..4. .... 00 

Immers: 

Dus geldt de bewering in (34.1). 
Volgens de in par. 32 aan f gestelde eisen bestaat ook limf(<5). Geven we deze aan 
met/(O+), dan zien we: .IlO 

2{f'(t)} = s2{f(t)} - f(o+) (34.2) 

Indien /' aan dezelfde voorwaarden voldoet als die welke aan f gesteld zijn, dan 
vinden we voor de 2-getransformeerde van f": 

2{f"(t)} = s2{f'(t)} - /,(0+) 

= s[s2{f(t)} - f(O+)] - /,(0+) 

zodat 

Zo doorgaande vinden we: 

2{f"'(t)} = s32{f(t)} - s2f(0+) - s/'(O+) - 1"(0+) ) 

2{f,v(t)} = s42{f(t)} - s3f(0+) - S2/,(0+) - sl"(O+) - 1"'(0+) 

enz. 

Voorbeeld 1 

(34.3) 

Bepaal de 2-getransformeerde van de functie f met f(t) = et door toepassing van 
(34.2). 
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Oplossing: 

Volgens (34.2) geldt met jet) = et: 

B(et) = sB(et) - 1 

dus: 

r. t 1 
~(e) =--

s - 1 

Deling door s - 1 is geoorloofd, daar het hier gaat over het geval s > 1; anders 
zou de integraal 

J~ e-s'l'(t)dt = J~ e-(s-l)tdt 

niet bestaan. 

Voorbeeld 2 

Bepaal de .$3-getransformeerde van de functie f met j(t) = tet 
- 1 door toepassing 

van (34.2). 

Oplossing: 

d 
- (t et - 1) = et + t et 
dt 

Dit geeft dus met (34.2): 

B(et + tet
) = sB(tet 

- 1) + 1 

of: 

B(et) + B(te t 
- 1) + B(l) = sB(tet - I) + 1 

1 1 
-- + B(te' - 1) -+' - = sB(tet - 1) + 1 
s - 1 s 

waaruit: 

(s> 1) 
s 

Voorbeeld 3 

Bepaal de B-getransformeerde van de functie j met j(t) = et sin t door toepassing 
van (34.3). 
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Oplossing: 

f(O+) = 0 

I'(t) = et cos t + et sin t 

f"(t) = 2et cos t' 

f"'(t) = -2et sin t + 2et cos t 

lV(t) = -4et sin t 

1''(0+) = 2 

1"'(0+) = 2 

Substitutie in (34.3) levert: 

-42(et sin t) = s42(et sin t) - S2 - 2s - 2 

of: 
S2 + 2s + 2 1 

2(et sin t) = 4 = -2=-----
S +4 s -2s+2 1 + (s - 1)2 

hetgeen ook eenvoudig met de dempingsstelling te bewijzen is. 

Voor de 2-getransformeerde van een primitieve vanf geldt de volgende stelling. 

Stelling 

Als f aan de eerder gestelde voorwaarden voldoet, dan is de 2-getransformeerde van 
J~f(u)du gegeven door: 

2 {J:f(U)dU} = : 2{f(t)} 

Bewijs: 

We passen (34.2) toe met g(t) = Jrif(u)du in plaats vanf(t). We krijgen dan: 

2{g'(t)} = s2{g(t)} - g(O+) 

In dit geval is g'et) = f(t) en g(O+) = 0 zodat: 

2{f(t)} = s2{Jrif(u)du} 

waarmee (34.4) bewezen is. 

Voorbeeld 4 

(34.4) 

Bepaal de 2-getransformeerde van de functies t 1-+ cos t en t 1-+ sin t door toepassing 
van (34.4). 

Oplossing: 

2(sin t) = s2{ Jri sin udu} = s2(1 - cos t) 
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dus: 

B(sin t) = 1 - sB (cos t) 

Ook geldt: 

~(cos t) = s~{ J~ cos udu} = s~(sin t) 

Uit de laatste twee vergelijkingen vinden we: 

s 1 
B(cos t) = T+1; B(sin t) = S2 + 1 

In het vorenstaande is aan een aantal zeer eenvoudige functies de ~-getransformeerde 
bepaald. In het algemeen is het bepalen van de ~-getransformeerde van een functie 
niet zo eenvoudig. Het vereist een uitgebreide kennis van de analyse. Voor de praktijk 
zijn er tabellen samengesteld waarin we bij een gegeven functie de ~-getransfor­
meerde kunnen aflezen. Een voorbeeld van zo'n tabel (op beperkte schaal) is als losse 
bijlage in dit boek gestoken. Deze tabel kunnen we ook gebruiken voor het "terug­
zoeken" van een functie f waarvan de getransformeerde F gegeven is. Hierover han­
delt de volgende paragraaf. 

35 De inverse Laplace-tranSformatie 

In par. 32 gaven we een toepassingsgebied van de ~-transformatie aan: het oplossen 
van D.V.-en of stelsels daarvan. Daarbij werd reeds opgemerkt dat deze methode 
berust op het "vertalen" van het probleem en het "terugvertalen" van de oplossing. 
Het is daarbij van belang dat we zeker weten of bij een gegeven Laplace-getransfor­
meerde ook slechts één origineel behoort. Onder bepaalde voorwaarden is dit juist. 
Een uitgebreide discussie over deze voorwaarden valt buiten het bestek van dit boek. 
Wij volstaan hier met het noemen (zonder bewijs) van een stelling die van Lerch* af­
komstig is. 

Stelling 1 

Indien er bij gegeven functie F een continue functie f bestaat, zodanig dat F(s) = 
= Jg> e- st f(t)dt (s > 0), dan is f de enige continue functie met deze eigenschap. 

We noemen f de inverse Lap/ace-getransformeerde van F en gebruiken daarbij de 
notatie: 

f(t) = ~-l{F(s)} 

* M. Lerch, 1860-1922. 
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In het volgende zullen we steeds aannemen dat aan de voorwaarden uit de stelling 
van Lerch voldaan is. Zo volgt uit de in het voórgaande uitgevoerde transformaties: 

2 - 1 ( 2 S 2) = cos at 
s + a 

2 - 1 ( 2 a 2) = sin at 
s + a 

2-1{ s+a }=e-atcosbt 
(s + a)2 + b2 

2':"'1 { b }=e-atsinbt 
(s + a)2 + b2 

(s > 0) 

(s > a) 

(s > 0) 

(s > 0) 

(s> -a) 

(s> -a) 

We geven enkele eenvoudige voorbeelden van het uitvoeren van de inverse 2-transfor­
matie. De door ons gebezigde methode berust in hoofdzaak daarop dat we de ge­
geven functie schrijven als een som van eenvoudige functies waarvan het origineel 
bekend is. Daarna merken we op dat de operator 2- 1 die aan F(s) toevoegt 
2- 1{F(s)} een lineaire operator is, d.w.z.: 

Dit volgt direct uit het feit dat 2 een lineaire operator is (zie par. 33, stelling 1). 
Ook maken we gebruik van de volgende stelling. 

Stelling 2 

Als 2- 1{F(s)} = f(t), dan is 

2 -1{F' (s)} = - tf(t) 

Bewijs: 

F(s) = 2{f(t)} = J~ e-s'.f(t)dt 

Differentiëren naar s geeft: 

F'(s) = J~ -te-s'.f(t)dt = 2{ -tf(t)} 

waaruit (35.1) volgt. 
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Opmerking: 

Het differentiëren naar een parameter onder het integraalteken is in dit geval geoor­
loofd. We gaan hierop niet nader in. 

Voorbeeld 1 

Bepaal .2- 1 
{ 2

1 
} 

s(s - 1) 
(s> 1) 

Oplossing: 

1 1 t t 
-~-=--+-- + -­
S(S2 - 1) s s - 1 s + 1 

zodat: 

.2 -1 { 1 } = _ 1 + t et + te - t 
S(S2 - 1) 

op grond van de lineariteit van .2 -1. 

Voorbeeld 2 

Bepaal .2-1 {2 1 } 
s -2s+5 

(s> 1) 

Oplossing: 

S2 - 2s + 5 (s - 1)2 + 4 

zodat: 

.2 -1 { 1 . } = t et sin 2t 
S2 - 2s + 5 

Voorbeeld 3 

Bepaal .2-1 {2 1 } 
s -2s + 1 

(s> 1) 

Oplossing: 

1 1 

S2 - 2s + 1 
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Nu is 2 -1 (s12 ) = t, en dus volgens de dempingsstelling : 

2(t e') = ---=­
(s - 1)2 

zodat: 

2-1{ 1 }=tel 

(s - 1)2 

Tenslotte geven we nog een voorbeeld van een toepassing van stelling 2. 

Voorbeeld 4 

Bepaal 2 -1 ln--( S+I) 
s - 1 

(s> 1) 

Oplossing: 

Stellen we 2- 1 ln-- =f(t), dan is volgens stelling 2: ( S+I) 
s - 1 

2- -- - -- = -if(t) 1 (I I) 
s+1 s-I 

of: 

e- I 
- e' = -tf(t) 

waaruit: 

e' - e- I 

f(t) = ---
2 sinh t 

Opmerking: 

In de complexe functietheorie wordt een formule afgeleid, die het origineel van een 
gegeven functie geeft in de vorm van een z.g. contourintegraal, waar we dan dat 
origineel mee kunnen berekenen. 

36 Het oplossen van een lineaire differentiaalvergelijking met constante 
coëfficiënten met behulp van Laplace-transformatie 

Zoals reeds in par. 32 is opgemerkt is de 2-transformatie een middel om een D.V. op 
te lossen. We zullen dit demonstreren bij de lineaire D.V. van de lste en 2de orde met 
constante coëfficiënten. 
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Stel dat gegeven is de D.V.: 

Passen we op beide leden de 2-transformatie toe, dan krijgen we: 

2{azy"(t) + a1y'(t) + aoy(t)} = 2{f(t)} 

Wegens de lineariteit van de 2-operator geldt: 

a22{yl/(t)} + a12{y'(t)} + ao2{y(t)} = 2{f(t)} 

Gebruik makende van de formules uit par. 34 vinden we: 

az[sZ2{y(t)} - sy(O) - y'(O)] + al [s2{y(t)} - y(O)] + ao2y(t) = 2{f(t)} (36.1) 

(Uiteraard is y als oplossing van een D.V. continu verondersteld in het beschouwde 
interval.) 
Als de gegeven beginvoorwaarden zijn: y(O) = Yo en y'(O) = Yó, dan kunnen we 
(36.1) schrijven als: 

(azs z + als + ao)2{y(t)} = 2{f(t)} + (azs + al)yo + a2YÓ 

waaruit volgt: 

2{y(t)} = 2{f(t)} + ~azs + al)Yo + azyó 

a2s + als + ao 

(verondersteld dat de noemer niet gelijk is aan nul). 

(36.2) 

Daar f een gegeven functie is, kan 2{f(t)} hetzij elementair berekend worden, hetzij 
opgezocht worden in een tabel. Door (36.2) is dan 2{y(t)} geheel bepaald en daar­
mee ook y(t) door elementaire methoden of door terugzoeken in een tabel. 
Uit dit proces zien we de grote voordelen van deze methode. In .de eerste plaats wordt 

. het probleem tot een algebraïsch probleem teruggebracht. In de tweede plaats worden 
de aanvangsvoorwaarden onmiddellijk in de oplossing verrekend. 

Voorbeeld 1 

Los op: 

y'(t) + y(t) = sin t (y(O) = 0) 

Oplos'si~g: 

2{y'(t)} + 2{y(t)} = 2(sin t) 

of: 
1 

s2{y(t)} + 2{y(t)} = 2 1 
s + 
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waaruit: 
1 

2{y(t)} = (s + 1)(s2 + 1) 

Nu is: 

1 ! -!s +! 
-------;,------- = -- + ---;;,.---
(s + 1)(s2 + 1) s + 1 S2 + 1 

= !2(e- t
) - !2(cos t) + !2(sin t) 

zodat: 

y(t) = !e- t 
- ! cos t + ! sin t 

Voorbeeld 2 

Los op: 

y"(t) - 2y'(t) + y(t) = et 

met y(O) = 0 en y'(O) = -1 (zie par. 15, voorbeeld 3). 

Oplossing: 

of: 

of: 

2{y"(t)} - 22{y'(t)} + 2{y(t)} = 2(e t
) 

1 
s22{y(t)} + 1 - 2s2{y(t)} + 2{y(t)} = -­

s - 1 

2-s 
(S2 - 2s + 1)2{y(t)} =-­

s - 1 

waaruit: 

2-s 
2{y(t)} = (s _ 1)3 

Volgens de dempingsstelling is 

1 - s 1 1 
2{e- ty(t)} = -- = - - - = !2(t2) - 2(t) = 2(!t2 - t) 

S3 S3 S2 

zodat: 

y(t) = et(!t2 - t) 

Ook bij het oplossen van een stelsel simultane D.V.-en kunnen we met succes de 
2-transformatie toepassen. 
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Voorbeeld 3 

Los op het stelsel: 

x(t) = - y(t) + t } 

y(t) = x(t) - t 

met beginvoorwaarden: x(O) = 0, y(O) = O. 

Oplossing: 

We zullen hier de notatie ~{f(t)} = ](s) gebruiken. 
Toepassing van de ~-transformatie geeft : 

sx(s) = 
1 

- y(s) + -
S2 

sy(s) = x(s) 

Hieruit lossen we op: 

Nu geldt: 

s+1 I 1 s+1 
-,,----=--- = - + - - --
S2(S2 + 1) S2 S S2 + 1 

= ~(t) + ~(l) - ~(cos t) - ~(sin t) 

zodat: 

x(t) = t + 1 - cos t - sin t 

Verder is: 

= ~(t) - ~(1) + ~(cos t) - ~(sin t) 

waaruit volgt: 

y(t) = t - 1 + cos t - sin t 
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Voorbeeld 4 

Los op het stelsel: 

.i(t) - y(t) = 0 } 
x(t) + }iet) = 0 

met als beginvoorwaarden: 

x(O) = a, x(O) = 0 

y(O) = 0, y(O) = v 

(zie ook par. 29, voorbeeld 4). 

Oplossing: 

Toepassing van de 2-transformatie geeft: 

l(s) = sx(s) - x(O) = sx(s) - a 

i(s) = S2X(S) -- sx(O) - x(O) = S2X(S) - sa 

yes) = sy(s) - y(O) = sy(s) 

yes) = S2y(S) - sy(O) - y(O) = S2.Y(S) - V 

zodat (36.3) overgaat in het stelsel lineaire vergelijkingen: 

S2X(S) - sy(s) = sa } 

sx(s) + S2.Y(S) = V + a 

Hieruit lossen we op: 

s2a + a + v 
x(s) - ---::---­

- S(S2 + 1) 

v 
.Y(s) = S2 + 1 

(s :F 0) 

(s :F 0) 

Het origineel van .Y(s) is direct in te zien: 

y(t) = v sin t 

Voor het bepalen van x(t) schrijven we: 

x(s) = 2 sa + (a + v){~ - ---;;-2_
S
_} 

s+1 s s+1 

zodat: 

x(t) = a cos t + a + v - (a + v) cos t 
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of: 

x( t) = a + v - v cos t 

Dit is in overeenstemming .plet par. 29, voorbeeld 4. 

37 Convolutie 

In par. 33 zagen we dat de ~-transformatie een lineaire operatie is, hetgeen onder 
meer inhoudt dat: 

~{(f + g)(t)} = ~{f(t) + g(t)} = ~{f(t)} + ~{g(t)} 

We zouden ons kunnen afvragen hoe het staat met de ~-getransformeerde van het 
produkt f·g van twee functies, indien dit produkt op de gebruikelijke manier, nl. 
door j- g(t) = f(t)g(t) wordt gedefinieerd. 
Hiervoor geldt in het algemeen niet: 

j~{f(t)· g(t)} = ~{f(t)}· ~{g(t)} 

Het is echter wel mogelijk op een andere wijze een produkt van twee functies te de­
finiëren, nl. door het convolutieprodukt, notatie f * g, dat de eigenschap bezit dat: 

~{f * g(t)} = ~{f(t)}· ~{g(t)} (37.1) 

Dit convolutieprodukt wordt op de volgende wijze gedefinieerd. 
We nemen aan dat de functies fen g gedefinieerd zijn voor alle t > ° en elk een ~­
getransformeerde resp. F en G bezitten, die bestaan voor alle s > a ~ 0. Dus: 

F(s) = J~ e-s'f(t)dt 

G(s) = J~ e-S'g(t)dt 

We zullen aantonen dat er een functie h bestaat die een ~-getransformeerde H bezit 
met de eigenschap: 

H(s) = F(s)· G(s) 

of: 

~{h(t)} = ~{f(t)}· ~{g(t)} (37.2) 

Deze functie h noemen we het convolutieprodukt van f met g, zodat h = f * g, 
waarbij f * g het bovengenoemde convolutieprodukt is. De bewering (37.2) kunnen 
we dus schrijven als (37.1). 
In een punt t wordt de waarde van h als volgt geconstrueerd. We nemen in het inter­
val <0, t) een punt T. We bepalen de waarde vanf in T en die van g in het "comple­
mentaire" punt t - T (zie fig. 44). 
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o t-t' -x 

Fig. 44 

We vormen nu het produkt f(r)g(t - r) en integreren dat naar r over het interval 
(0, t>, en definiëren dan: 

f * g(t) = f~f(r)g(t - r)dr (37.3) 

We zullen aantonen dat dit convolutieprodukt voldoet aan het in (37.1) gestelde. 
We bewijzen namelijk de volgende stelling. . 

Stelling 

De Lap/ace-getransformeerde van het convolutieprodukt van twee functies is gelijk aan 
het produkt van de Lap/ace-getransformeerden van die functies. 

In formule: 

2(f * g) = 2(f)2(g) 

of zoals in (37.1) is aangegeven. 

Bewijs: 

Per definitie geldt: 

2U * g(t)} = 2{ f~f(r)g(t - r)dr} 

= f~ e-"{ f~f(r)g(t - r)dr}dt 

We voeren een functie u in, gedefinieerd als: 

{
Ivoor t> ° 

u(t) = ° voor t ~ ° 
Dus is: 

u(t - r) = . {
I voor t> t 

° voor t · ~ r 
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en: 

f ) {
f(t)g(t - t) voor t < t 

(t g(t - t)u(t - t) = o voor t ~ t 

zodat we voor (37.4) kunnen schrijven: 

fi3{f * g(t)} = J~ e- st{ J~ f(t)g(t - t)u(t - t)dt}dt 

We veranderen nu de volgorde van de integraties. Dat dit hier geoorloofd is, vereist 
natuurlijk een bewijs. We zullen dit hier niet geven, doch de juistheid zonder meer 
accepteren. We vinden dan: 

fi3{f * g(t)} = J~ {J~ f(t)g(t - t)u(t - t)e-stdt}dt 

= J~ f(t){J~ g(t - t)u(t - t)e-stdt}dt 

Wegens de definitie van u is de binnenste integr~nd identiek gelijk aan 0 voor alle 
t ~ t, zodat we kunnen schrijven: 

fi3{f * g(t)} = J~ f(t){ J:' g(t - t)e- stdt} dt 

In de binnenste integraal substitueren we nu t - t = ti . We krijgen dan: 

fi3{f*g(t)} = J~ f(t){J~g(u)e-s(u+t)du}dt 

= J~ e-s:f(t){ J~ g(u)e - SUdu}dt 

= {J~ e-s:f(t)dt}{ J~ e-SUg(u)du} 

= fi3{f(t)}· fi3{g(t)} 

Van het convolutieprodukt noemen we nog enkele algebraJsche eigenschappen. 

a Commutativiteit: f * g = g * f 
b Associativiteit: (f * g) * h = f * (g * h) 

c Distributiviteit: f * (g + h) = f * g + f * h 

Indien Q de functie is die identiek nul is, dan geldt: 

f*Q=Q*f=Q 

Bewijs van (37.5): 

f * g(t) = J~f(t)g(t - t)dt 

Substitueren we hierin: u = t - t, dan krijgen we: 

f * g(t) = - J~ f(t - u)g(u)du 

= J~ g(u)f(t - u)du 

= g * f(t) 
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Bewijs van (37.6): 

2{(j * g) * h(t)} = 2{f * g(t)}· 2{h(t)} 

= [2{f(t)}2{g(t)}]·2{h(t)} 

= 2{f(t)}· [2{g(t)}· 2{h(t)}] 

= 2{f(t)}· 2{g * h(t)} 

= 2{f * (g * h)(t)} 

Dus volgens de stelling van Lerch: 

(j * g) * h = j * (g * h) 

Het bewijs van (37.7) verloopt analoog. Voor (37.8) kunnen we volstaan met de 
definitie. 
We kunnen ons nog afvragen welke rol de eenheidsfunctie ! (d.w.z. !(t) = I 'rit) 
in deze theorie speelt. Hiervoor geldt in het algemeen niet; 

j * !(t) = j(t) 

Wel geldt echter (zoals direct uit de definitie volgt): 

j * !(t) = J~j(r)d. (37.9) 

m.a.w. j * ! toepassen op t betekent: j integreren van 0 tot t. 
dj* I 

Uit (37.9) volgt: - = j( t) en j * 1(0) = 0, zodat j * 1 = j dan en slechts dan 
dt - -

alsf'(t) = Jet) en tevensj(O) = O. Hieruit volgtj(t) = Ket metf(O) = 0, dus K = 0, 
m.a. w. : j * ! = j dan en slechts dan als j( t) = 0 voor alle t. 

We geven drie voorbeelden van het berekenen van convolutieprodukten en daarna 
twee toepassingen op het berekenen van een 2-getflmsformeerde en een op het be­
rekenen van de inverse 2-getransformeerde. We zullen daarbij vaak de notatie 
Jet) * g(t) gebruiken in plaats van j * g(t). Zo zullen we, indien de functie I gede­
finieerd is door I(t) = t schrijven: t * t, in plaats van 1* I(t). 

Voorbeeld 1 

1 * 1 = J~ 1 . d. = t 

Voorbeeld 2 

t * t = J~ * -.)d. = tt.2 
- -t.31~ = tt3 

- -tt3 = lt3 

214 



Voorbeeld 3 

Bereken: 

sin t * sin t 

Oplossing: 

2{sin t * sin t} = 2(sin t)2(sin t) 

(S2 + 1)2 

= -!2(sin t - t cos t) (zie tabel, formule 19) 
zodat: 

sin t * sin t = -!(sin t - t cos t) 

Toepassing 1 

Bereken: 

2 1{ 2 } 
(s + 1)(s2 + 4) 

Oplossing: 

(Eerste manier). 

2 t t(l - s) ---:-:-;.--------,,-=--+ ---::--
(s + 1)(s2 + 4) s + 1 S2 + 4 

zodat: 

2-
I Ls + 1)~S2 + 4)}= t 2 -

I (s ~ 1) + t2-
I C2: 4) - t2-

I C2: 4) 

(Tweede manier). 

2 
2(sin 2t) = --'s2::-+-4 

= te- t + t sin 2t - t cos 2t (37.10) 
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zodat: 

2 
---2=--- = 2(e- t)2(sin 2t) 
(s + l)(s + 4) 

= 2(e- t * sin 2t) 

= 2{J~ e-(t-t) sin 2rdr} 

= 2{e- t J~ et sin 2rdr} 

Voor deze laatste integraal vinden we: 

tet(sin 2t - 2 cos 2t) + ! 
zodat : 

-----::--- = 2 + -te 2 { sin 2t - 2 cos 2t _ t} 
(s + 1)(s2 + 4) 5 

waaruit het antwoord (37.10) volgt. 

Toepassing 2 

Bereken: 

Oplossing: 

Door te substitueren r = t sin2 <p ( met 0 ~ <p ~ ~) vinden we voor deze integraal: 

f"/2 2t sin <p cos <pd<p f"/2 
----;=:0======:- = 2 d<p = 7t 

o tJ sin2 <p cos2 <p 0 

zodat: 

1 1 
-* - =7t 
Jt Jt 

Dus volgens de produktstelling : 
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en wegens B ( J t ) > 0: 

(s > 0) 

Opmerking: 

V olgens de definitie is 

B - = --dt ( I) foo e-
st 

.jt o.jt 

zodat uit (37.11) met s = I volgt: 

f: ~: dt =.jn 

Substitueren we hierin t = x2
, dan krijgen we: 

of: 

f
oo e-x22x 
---dx =.jn 

o x 

(37.11) 

Dit is de integraal van Poisson, die we reeds in deel 2, par. 66 gevonden hebben. 

De in deel 2, par. 89 bewezen formule: 

B( ) = . r(p)r(q) 
p, q rep + q) (p> 0, q > 0) (37.12) 

laat zich gemakkelijk afleiden met behulp van B-transformatie door gebruik te maken 
van het convolutieprodukt: 

Per definitie geldt: 

tp- 1 * tq- 1 = J~'1:p-l(t - '1:)q- 1d'1: 

hetgeen door de substitutie '1: = tx overgaat in: 

Daar 

H tP-1XP-l(t - tx)q-1tdx = tp+q- 1 H xP-l(1 - x)q-1dx 

= tp+q-1B(p, q) 

B(tp-1) = rep) , 2(tq- 1 ) = r(q) en 2(tp+q- 1) = r(p + q) 
sP sq sp+q 
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vinden we door toepassing van de stelling over de convolutieprodukten: 

_r_(p_)r_(q_) = rep + q) B(p, q) 
sp· sq sp+q· 

waaruit (37.12) volgt. 

Tenslotte leiden we nog de formule af: 

die we op andere wijze in deel 2, par. 88 afgeleid hèbben. 
We gaan daarbij uit van de convergente integraal: 

(s > O,p > -1) 

Na substitutie: su = t, gaat (37.13) over in: 

e - - = -- e t dt = --,--
f

oo -t( t)P dt 1 foo -t p rep + 1) 
oss sP+ 1 0 sP+ 1 

Uit (37.13) en (37.14) volgt dus: 

2(tP) = rep + 1) 
Sp+l 

(s> 0, p > -1) 

(37.13) 

(37.14) 

(37.15) 

Dit is een formule die we voor p = 0, 1,2,3, ... reeds in par. 33 bewezen hebben. 
In voorbeeld 2 vonden we: 

2(t-t) = J: 
Uit (37.15) met p = -t en (37.16) volgt: 

r(-t) = J~ 
st s 

zodat: 

FCt) = .Jrt 
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hoofdstuk 5 

Numerieke methoden 
voor het oplossen 
van differentiaalvergelijkingen 

38 Stapsgewijze integratie. Methode van Euler 

Zoals reeds eerder is opgemerkt, kan in het algemeen de oplossing van een D.V. niet 
in een gesloten vorm worden geschreven. Dit is b.v. het geval met de eenvoudig uit­
ziende D.V. van de eerste orde: 

dy 2 
-=y +x 
dx 

Willen we in zo'n geval een oplossing aangeven, bepaald door de beginvoorwaarde : 
voor x = Xo geldt: y = Yo, dan trachten we langs numerieke weg de oplossing aan 
te geven in de vorm van een getabelleerde functie, die de waarden van y = F(x) 
aangeeft voor waarden van x uit een interval met Xo als beginpunt. 
Door de ontwikkeling van de computers van grote snelheid is het belang van nume­
rieke methoden zeer toegenomen. De oplossingen van een D.V. kunnen snel getabel­
leerd worden door de machine. 
In dit hoofdstuk zullen we enkele fundamentele begrippen van numerieke benadering 
van oplossingen geven. Een van de eenvoudigste methoden is die van de stapsgewijze 
integratie. 
We gaan uit van de algemene vorm van de D.V. van de eerste orde: 

dy 
- =f(x,y) 
dx 

waarin f een gegeven functie is van x en y en wel zodanig dat de D.V. in een zeker 
interval I een eenduidig bepaalde oplossing F heeft, die aan de beginvoorwaarde : 
F(xo) = Yo voldoet (xo E I). De gedachte is nu de oplossingskromme, gaande door 
(xo, Yo), te vervangen door de raaklijn daaraan. Immers, de richtingscoëfficiënt daar-
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van is bekend, nl. f(xo, Yo). De vergelijking van deze raaklijn is: 

Y - Yo = (x - xo)f(xo, Yo) 

We vinden voor x = Xo + h de benaderingswaarde 

y'i = Yo + hf(xo, Yo) 

Hierin wordt h de stapgrootte genoemd. 
We stellen Xo + h = Xl en herhalen het procédé in het punt (Xl' Y'i), d.w.z. we 
beschóuwen de rechte met vergelijking: 

Y - yi = (x - xI)f(x l , yi) 

We vinden voor X2 = Xl + h de benaderingswaarde 

y~ = y~ + hf(xl , y~) 

We merken hierbij op dat het punt (Xl' y~) in het algemeen niet op de oplossings­
krommè van de D.V. ligt en dat daardoor f(x l , Yi) ook niet de richting van de raak­
lijn in het punt op de oplossingskromme met Xl als x-coördinaat aangeeft (zie fig. 45). 
Zo voortgaande vinden we achtereenvolgens de benaderingswaarden y~, Y!, ... in 
X 3 (= X o + 3h), X4 (= Xo + 4h), etc.: 

Y; = y~ + hf(X2' y~) 

Y! = y~ + hf(X3' Y;) 

Algemeen: 

Fig. 45 

y 

t 

Y:+ 1 = Y: + hf(xn , Y:) 

Yo ----

(n = 0, 1,2, ... ) 

o -x 

ton eto=f (xo·Yo) ton ct, = f (xo,yf) 
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Deze formule noemt men de predictor, omdat deze de volgende benaderingswaarde 
van y voorspelt. 
We kunnen ook nog, als we willen, de stapgrootte h van stap tot stap variëren. 
Deze methode van benadering, die ook wel de methode van Eu/er genoemd wordt, 
is in het algemeen niet zeer nauwkeurig. Stelt Y = F(x) de vergelijking voor van de 
gevraagde kromme, dan geldt als F(x) in een Taylorreeks ontwikkeld kan worden: 

Yo = F(xo) 

y~ = F(xo) + hF'(xo) 

en 
h2 

Yl = F(xl ) = F(xo) + hF'(xo) + Tl F"(xo) + ... 

zodat: 

h2 

Yl - yi = - F"(xo) + ... 
2! 

Tenzij de reeks rechts snel convergeert, zal de fout groot zijn. Is h echter erg klein, 
dan zal de fout klein zijn, doch in dit geval zijn veel stappen noodzakelijk. Om te zien 
of h voldoende klein is om de fout binnen redelijke grenzen te houden, kunnen we als 
volgt te werk gaan. We voeren de berekening uit met een bepaalde h over een gegeven ' 
interval; dan herhalen we de berekening met een kleinere waarde van h, b.v. !h. Zijn 
de in beide gevallen berekende waarden van Y veranderd met een te verwaarlozen 
grootte, dan beschouwen we de oplossing berekend met een toe te laten nauwkeurig­
heid. De behandelde methode noemen we ook wel een eerste-orde methode, omdat 
we F(x) in feite benaderen door een lineaire vorm in h. 

39 De methode van Heun* 

Een andere manier om van de D.V. : 

dy 
dx =/(x, y) (39.1) 

een benaderingsoplossing te bepalen die in Xo de waarde Yo aanneemt, is de volgende. 
Voor de oplossing F van (39.1), die voldoet aan F(xo) = Yo, geldt in Xl: 

(39.2) 

In de integrand van de integraal in het rechterlid van (39.2) komt de gezochte functie 
F voor. We zullen de integraal op verschillende wijzen benaderen (zie ook deel I, 
par. 35 en 126). 

* K. Heun, 1859-1933. 
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Allereerst kunnen we F(x) in de integrand ruw benaderen door F(xo) = Yo, dus de 
integrand benaderen doorf{xo, F(xo)}. Als we weer stellen: Xl - Xo = h, vinden we: 

F(Xl) ~ F(xo) -+ hf{xo, F(xo)} 

of, als we weer de benaderingswaarde van F(x l ) voorstellen door y!: 

y! = Yo + hf(xo, Yo) 

Deze benadering stemt overeen met die uit par. 38. 
Een nauwkeuriger benadering krijgen we, als we de integraal uit het rechterlid van 
(39.2) benaderen met de trapeziumregel. Het rechterlid van (39.2) wordt dan bena­
derd door: 

(39.2) geeft de volgende vergelijking voor de benaderingswaarde Pl vanF(xl): 

(39.3) 

Door het gebruik van de trapeziumregel is de waarde ~ 1 in het algemeen niet de 
werkelijke waarde F(x1). De fout die we hierdoor maken noemen we de procesfout. 
We moeten echter nog Pl uit (39.3) oplossen. Dit is een gemakkelijke zaak indien 
f(x, y) een eenvoudige gedaante heeft, b.v.: 

f(x, y) = a(x)y + b(x) 

Hierop komen we nog terug. 
In de andere gevallen zullen we Pl uit (39.3) oplossen door middel van iteratie. Dit 
gaat op de volgende wijze. We nemen een benaderingswaarde voor Pl' substitueren 
die in het _rechterlid van (39.3). Hierdoor vinden we een nieuwe benadering van Pl. 
We substituerén deze waarde weer in (39.3), enz. Dit proces breken we na een aantal 
stappen af, waardoor opnieuw een fout ontstaat, de z.g. afbreekfout (Truncation­
error). 
Bij de nu volgende methode wordt éénmaal een geschikt gekozen benadering voor ~ 1 

in het rechterlid van (39.3) ingevuld, daarna wordt de iteratie gestopt. Als eerste 
benadering gebruiken we dan de predictorformule uit par. 38: 

yi = Yo + hf(xo, Yo) 

We vinden dan de volgende benadering ~! van Pl. 
(N.B. Pl is zelf al een benadering van Yl I): 

(39.4) 

De formule (39.4) wordt de corrector genoemd. Bij de methode van Heun breken we 
het iteratieproces hier af. Eigenlijk moesten we zo lang het proces voortzetten totdat 
de gevonden benaderingswaarden binnen voorgeschreven grenzen liggen. 
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Samengevat bestaat de methode van Heun voor het benaderen van Y1 uit twee stap­
pen: 

predictor: 

corrector: 

Met x 1 en .P~ als beginwaarden wordt nu de tweede integratiestap uitgevoerd, enz. 
Algemeen vinden we de recursie-formules: 

predictor: Y:+ 1 = .P: + hfn } 

corrector: .P:+ 1 = .P: + th(fn + fn*+ 1) 
(39.5) 

Hierin geldt: 

Zoals gezegd bestaat de totale fout uit twee delen: ten eerste de fout veroorzaakt door 
het gebruik van de trapeziumregel (de procesfout) en ten tweede de fout tengevolge 
van het afbreken van de iteratie bij het oplossen van (39.3). 
We moeten dus met een vergroting van de afbreekfout bij het voortschrijden van het 
integratieproces rekening houden. Om te voorkomen dat het numerieke integratie­
proces "ontspoort", zullen we in de praktijk de stapgrootte niet constant laten, maar 
b.v. verkleinen als we in intervallen komen waar F(x) sterker varieert. Het blijkt dat 
in de praktijk de methode van Heun een vrij stabiele methode is voor het oplossen 
van D.V.-en van de eerste orde. Bij geschikte keuze van stapgrootten, iteraties en af­
rondingen van getalwaarden vormt het een stabiel rekenproces, d.w.z. een reken­
methode waarbij de fouten gedurende het proces praktisch niet aangroeien. 

Is de D.V. y' = f(x, y) lineair, dus 

f(x, y) = a(x)y + b(x) 

dan wordt (39.3) een gewone lineaire vergelijking: 

.P1 = Yo + th[a(xo)Yo + b(xo) + a(x1).Pl + b(x1)] 

waaruit we .P 1 kunnen oplossen: 

De algemene recursieformule luidt in het lineaire geval bij stapgrootten hn : 

(n = 0, 1, 2, ... ) (39.6) 
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40 De verbeterde trapeziumregel 

In par. 39 werd de integraal 

J~~f{x, F(x)}dx 

benaderd door middel van de trapeziumregel. We stelden: 

waarbij h = Xl - xo. 

(40.1) 

Een nauwkeuriger benadering van (40.1) krijgen we in de verbeterde trapeziumregel, 
die we hier zullen afleiden. 
Als 9 een functie is die gedefinieerd is voor XE [xo, xd en die in Xo in een Taylor­
reeks ontwikkelbaar is, dan geldt: . 

x - Xo (x - XO)2 (x - XO)3 
g(x) = g(xo) + -1-! - g'(xo) + 2! g"(xo) + 3! g"'(xo) + ... (40.2) 

Dus geldt: 

fXI h2 h3 h4 
g(x)dx = hg(xo) + - g'(xo} + - g"(xo} + - g"'(xo} + ... 

Xo 2! 3! 4! 
(40.3) 

Ook geldt, mede op grond van (40.2): 

h2 h3 h4 

!h{g(xo} + g(Xl)} = hg(xo) + Tt g'(xo) + 2!2 g"(xo) + 3 !2 g"'(xo) + ... 

Vermindering van (40.3) met (40.4) geeft: 

Dus: 

Volgens de middelwaardestelling geldt: 

g'(xl ) - g'(xo) = (Xl - xo)g"(Ç) 

met Xo < ç < Xl' 
Als de stapgrootte h "klein" is, kunnen we schrijveri: 

Daardoor gaat (40.5) over in: 

J~~ g(x)dx ~ th{g(xo) + g(xl )} .:.- /2 h2{g'(X l ) - g'(xo)} 

We passen dit toe met 

g(x) = f{x, F(x)} 
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Er geldt dan: 

dg af af dF 
-=-+_.­
dx ax ay dx 

waaruit volgt: 

dg af af 
- = - + --j{x,F(x)} 
dx ax ay 

(40.6) gaat dan over in: 

f(x, F(x»dx :::::: th{f(xo, Yo) + f(x 1, Yl)} + n:h - --lXI 1 2 {( dg ) ( dg ) } 
Xo dx X=xo dx X=XI 

(40.7) wordt de verbeterde trapeziumregel genoemd. (40.7) 

Volgens (39.2) moeten we F zo bepalen dat: 

F(x1) - F(xo) = f~~f{x, F(x)} dx (40.8) 

Uit (40.7) en (40.8) vinden we de volgende vergelijking voor de benadering Yl van 
F(x1): 

Yl - Yo = th{f(xo, Yo) + f(x 1 , j\)} + /zh
2 
{( :: )x=xo - (:: )x=x} (40.9) 

We zoeken in plaats-van Yl (= F(x1» die aan (40.8) voldoet Yl die aan (40.9) voldoet 
en lossen (40.9) weer op door middel van iteratie. Voor de eerste benadering van Yl 
kiezen we in het algemeen de met de methode van Heun berekende corrector, zie 
(39.4). Meestal kiezen we h zo klein dat de in (40.9) optredende "correctieterm" 

beneden een voorgeschreven waarde blijft. 
Evenals bij de methode van Heun kunnen we ook hier bij een lineaire D.V. van de 
eerste orde de waarde van Yl direct uit (40.9) berekenen. De verbeterde trapezium­
regel is vanwege haar grote nauwkeurigheid en numerieke stabiliteit zeer aan te be­
velen. 

41 Toepassing van de behandelde methoden 

We passen het voorgaande toe door de lineaire D.V.: 

dy 
-=X-Y 
dx 

(41.1) 
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met beginvoorwaarde Yo (= F(xo)) = 1 van x = ° tot x = 1 numeriek te integreren 
met de in-par. 39 en 40 afgeleide integratieformules. De integratie voeren we uit met 

twee verschillende stapgrootten t.w. h = 0,1 en h = 0,05. We vergelijken daarbij 
de verkregen uitkomsten met die van de exacte oplossing. De gebruikte formules 
vinden we in de volgende vier punten. 

a De D.V. (41.1) kan zeer eenvoudig exact opgelost worden. 
De oplossing luidt: 

y = -1 + x + 2e-x 

b De recursieformule (39.6) voor de trapeziumregel met a(x) == -1, b(x) == x luidt: 

c Voor de verbeterde trapeziumregel hebben we de afgeleide nodig van de functie g, 

gedefinieerd door: 

g(x) = x - F(x) 

Deze is: 

dg dF 
-=I--=I-x+y 
dx dx 

Uit (40.9) leiden we de volgende formule af die Yn+ 1 uitdrukt in Yn (n = 0, 1,2, ... ): 

Hieruit lossen we op: 

(12 - 6h + h2)Yn + (6h - h2)xn + (6h + h2)xn+ 1 

Yn+1 = 12 + 6h + h2 

d Beschouwen we de verbeterde trapeziumregel als corrector van de met de methode 
van Heun berekende waarden y, dan zijn de algemene recursieformules volgens 
(39.5) en (40.9) na de n-de stap: 

(Euier) 

(Heun) 

.. ti A 1 2 A 

51n+1 = Yn + th(Xn - Yn + Xn+1 - Yn+1) + n;h (-xn + 51n + Xn+1 - Yn+1) 

(corrector) 

De tabellen 1 en 2 bevatten voor h = 0,1 en h = 0,05 de x-waarden en de bijbeho­
rende waarden van y (exact), 51 (trapeziumregel) en P (verbeterde trapeziumregel), 
welke met de formules berekend zijn. 
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Tabell. dyfdx = x - y, y(O) = I, h = 0.10 

x y [exact] y [trap.] j [verb. trap.] 

0 
0.10 0.909674836 0.909523810 0.909674861 
0.20 0.837461506 0.837188209 0.837461552 
0.30 0.781636441 0.781265522 0.781636503 
0.40 0.740640092 0.740192615 0.740640167 
0.50 0.713061319 0.712555223 0.713061404 
0.60 0.697623272 0.697073774 0.697623364 
0.70 0.693170608 0.692590557 0.693170704 
0.80 0.698657928 0.698058123 0.698658028 
0.90 0.713139320 0.712528778 0.713139421 
1.00 0.735758882 0.735145085 0.735758985 

Tabel 2. dyfdx = x - y, y(O) = I, h = 0.05 

x y [exact] y [trap.] p [verb. trap.] 

0 
0.05 0.952458849 0.952439024 0.952458850 
0.10 0.909674836 0.909637121 0.909674838 
0.15 0.871415953 0.871362139 0.871415955 
0.20 0.837461506 0.837393254 0.837461509 
0.25 0.807601566 0.807520413 0.807601570 
0.30 0.781636441 0.781543807 0.781636445 
0.35 0.759376179 0.759273378 0.759376184 
0.40 0.740640092 0.740528335 0.740640097 
0.45 0.725256303 0.725136709 0.725256308 
0.50 0.713061319 0.712934918 0.713061325 
0.55 0.703899621 0.703767361 0.703899626 
0.60 0.697623272 0.697486026 0.697623278 
0.65 0.694091554 0.693950123 0.694091559 
0.70 0.693170608 0.693025727 0.693170614 
0.75 0.694733105 0.694585447 0.694733112 
0.80 0.698657928 0.698508108 0.698657934 
0.85 0.704829864 0.704678445 0.704829980 
0.90 0 .713139319 0.712986813 0.713139326 
0.95 0.723482047 0.723328920 0.723482053 
1.00 0.735758882 0.735605558 0.735758889 
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Tabel 3. dyfdx = x - y, y(O) = I, h = 0,1 

x y. [euier] y [heun] j [cor.] j [cor.] - y [heun] 

0 
0.10 0.900000000 o . 91 ()()()(){)()() 0.909658333 - 0.000341667 
0.20 0.828692500 0.837740792 0.837431642 - 0.000309150 
0.30 0.773688478 0.781875636 0.781595908 - 0.000279728 
0.40 0.733436317 0.740844297 0.740591191 - 0.000253106 
0.50 0.706532072 0.713235028 0.713006010 - 0.000229018 
0.60 0.691705409 0.697770439 0.697563217 - 0.000207222 
0.70 0.687806895 0.693294711 0.693107211 - 0.000187500 

0.80 0.693796490 0.698762026 0.698592370 - 0.000169656 

0.90 0.708733133 0.713226095 0.713072585 - 0.000153510 
1.00 0.731765327 0.735830690 0.735691790 - 0.000138900 

Tabel 4. dyfdx = x - y, y(O) = 1, h = 0,05 

x y. [euler] :P [heun] j [cor.] j [cor.] - :P [heun] 

0 1 
0.05 0.950000000 0.952500000 0.952457813 - 0.000042188 

0.10 0.907334922 0.909712994 0.909672864 - 0.000040130 

0.15 0.869189221 0.871451312 0.871413139 - 0.000038173 
0.20 0.835342482 0.837494249 0.837457938 - 0.000036311 
0.25 0.805585041 0.807631863 0.807597323 - 0.000034540 
0.30 0.779717457 0.781664454 0 .781631598 - 0.000032856 
0.35 0.757550018 0.759402058 0.759370804 - 0.000031253 
0.40 0.738902264 0.740663978 0 .740634249 - 0.000029729 
0.45 0.723602536 0.725278329 0.725250050 - 0.000028279 
0.50 0.711487548 0.713081610 0.713054710 - 0.000026900 
0.55 0.702401975 0.703918293 0.703892705 - 0.000025588 
0.60 0.696198070 0.697640436 0.697616096 - 0.000024340 
0.65 0.692735291 0.694107311 0.694084159 - 0.000023153 
0.70 0.691879951 0.693185056 0.693163032 - 0.000022024 
0.75 0.693504881 0.694746334 0.694725385 - 0.000020950 
0.80 0.697489116 0.698670022 0.698650095 - 0.000019928 
0.85 0.703717590 0.704840902 0.704821947 - 0.000018956 
0.90 0.712080849 0.713149377 0 .713131345 - 0.000018031 
0.95 0.722474778 0.723491192 0.723474040 - 0.000017152 
1.00 0.734800338 0.735767181 0.735750865 - 0.000016315 
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De berekeningen zijn uitgevoerd met behulp van een rekenmachine. We zien dat de 

met de verbeterde trapeziumregel berekende waarden P met h = 0,10 tot in 6 en 

met h = 0,05 tot in 8 decimalen nauwkeurig zijn~ De methode voor deze tabellen 
geldt uiteraard alleen voor lineaire differentiaalvergelijkingen. 
In de tabellen 3 en 4 zijn voor h = 0, I en h = 0,05 de x-waarden en de, met in 4 
gegeven formules berekende y*-, .9- en .9-waarden, tezamen met de correcties .9 - Y 
gegeven . We zullen bij de berekening h in het algemeen zo klein kiezen dat de cor­
recties (VII + 1 - Yn+ 1) beneden de voorgeschreven tolerantie blijven. De methode 
voor de tabellen 3 en 4 kan ook gebruikt worden voor niet-lineaire D.V. 

42 De methode van Runge-Kutta * 

De methode van Heun kan nog verbeterd worden door in plaats van de trapezium­
regel voor de benadering van de integraal de regel van Simpson (zie deel I, par. 35 
en 126) te benutten. In dit geval geschiedt de integratie trapsgewijs over een dubbel 
interval. De integraal 

J~~f(x, y)dx 

wordt dan benaderd door de grootheid: 

waarin h = XI - X o = X2 - XI· 

Voor de behandeling van deze zeer belangrijke methode, die de methode van Runge­
Kutta heet, verwijzen we naar leerboeken over numerieke analyse**. 

* C. Runge, 1856-1927; W. Kutta, 1867-1944. 
** B.v. " Handboek dcr wiskunde", onder redactie van L. Kuipers en R. Timman, hoofdstuk 12, 
uitg. Oosthoek, Schcltema en Holkema, Utrecht, of E. Stiefel, "Einführung in die Numerische 
Mathematik", uitg. B. G. Teubner, Stuttgart. 
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hoofdstuk 6 

Partiële 
differentiaalvergelijkingen 

43 Inleiding 

Hoewel de behandeling van de Z.g. partiële differentiaalvergelijkingen buiten het bestek 
van dit boek valt, willen we toch enkele opmerkingen erover maken en de oplossing 
van een aantal belangrijke typen behandelen, zonder op de theoretische achtergron­
den in te gaan. 
Het gaat hierbij om het probleem een functie van twee of meer veranderlijken te 
vinden, die voldoet aan een voorgeschreven betrekking tussen de partiële afgeleiden 
(inclusief de functie zelf als nulde afgeleide). Zo kunnen we b.v. vragen naar een 
functie F van de veranderlijken x en y die in een bepaald gebied van het x,y-vlak 
voldoet aan: 

(43.1) 

Het belang van dit soort problemen ligt grotendeels in de toepassingen ervan. Het 
gaat vaak om verschijnselen die zich in de ruimte afspelen en daarin met de tijd veran­
deren. Het betreft dan functies die afhankelijk zijn zowel van de ruimtecoördinaten 
als ook van de tijd, dus b.v. functies F: (x, y, z, t) ~ F(x, y, z, t) . Een voorbeeld van 
een partiële D .V. voor zo'n functie is: 

Een oplossing van een partiële D.V. is een functie, die gedefinieerd is op een bepaald 
gebied R van de ruimte van de onafhankelijk veranderlijken en die, ingevuld in de 
partiële D.V. een op R geldende identiteit oplevert. Zo heeft b.V. de D.V. (43.1) als 
oplossing de functie F l' gedefinieerd door: 
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maar ook de functie F 2, gedefinieerd door: 

F 2(x, y) = eX siny 

Evenals bij de gewone differentiaalvergelijkingen kent men ook hier de begrippen "orde" 
en "graad" van een partiële D.V. 

Definitie 

Onder de orde van een partiële D.v. verstaat men de orde van die partiële afgeleide die tot 
de hoogste orde in de D. V. voorkomt. 

Zo is de D.V.: 

iz +~+(.~./ 
axày axa3.> ax 

o 

een D.V. van de orde 3. 

Met betrekking tot de graad van een D.V. zullen we slechts de volgende driedeling maken: 
lineair, quasi-lineair en alle overige D.V.-en. 

Definitie 

Een partiële D.V. heet lineair als deze lineair is in de voorkomende afhankelijke 
variabele(n), en in alle voorkomende afgeleiden. 

De meest algemene gedaante van een lineaire partiële D.V. van de eerste orde in twee 
onafhankelijke en één afhankelijke variabele is: 

ë1z ë1z 
P(x,y) ax + Q(x,y) ay + R(x,y)z = S(x,y) 

Alle andere typen heten niet-lineair. 
Indien S(x,y) identiek nul is, dan heet de D.V. homogeen. 
Indien S(x,y) niet identiek nul is, dan heet de D.V. inhomogeen. 

Een belangrijke klasse onder de niet-lineaire D. V. wordt gevormd door de quasi-lineaire 
D.V. die voldoen aan de volgende 

Definitie 

Een partiële D. V. heet quasi-lineair indien deze lineair is in de hoogste partiële afgeleiden 
die voorkomen. 

De manier waarop de andere afgeleiden, de onafhankelijke en de afhankelijke variabelen 
voorkomen doet daarbij niet ter zake. De meest algemene gedaante van een quasi-lineaire 
D.V. van de eerste orde in twee variabelen is: 
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dl dl 
P(x,y,z) at + Q(x,y,z) é)y = R(x,y,z). 

Ook hièr maakt men op de gebruikelijke manier onderscheid tussen de begrippen 
homogeen en inhomogeen. Het is duidelijk dat de lineaire partiële D.V. een 
deelverzameling vormen van de quasi-lineaire partiële D.V. 

Bij de homogene D.V. van de tweede orde voor functies van twee variabelen zijn de 
volgende typen van groot belang: 

a2f af 
a Parabolisch type: -- - k- = 0 

ax2 ay 

b 
a2f 2 a2f 

Hyperbolisch type: -- - a -- = 0 
ox2 oy2 

o2f o2f __ +a2 __ =0 
ax2 ay2 

c Elliptisch type: 

In de paragrafen 46, 47 en 48 zullen we van elk van deze typen een voorbeeld geven. 

44 Partiële differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 

Van de partiële D.V. van de eerste orde zullen we enkele eenvoudige typen behan­

delen. 

Voorbeeld 1 

Gevraagd een functie f van de variabelen x en y die voldoet aan: ix = o. 

Oplossing: 

Het is duidelijk dat die en alleen die functies voldoen die van y alleen afhangen. 

Dus (zie fig. 46): 

f(x, y) = F(y) 

Voorbeeld 2 

Gevraagd een functie f van x en y die voldoet aan: 

af af 
3-+4-=0 

ax ay 
(44.1) 
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Fig. 46 

z 

t 

Oplossing: 

o I 
~ 

-y 

We voeren nieuwe variabelen in door middel van: 

ç = ç*(x, y) = ax + by } 
17 = 17 * (x, y) = ex + dy 

met nader te bepalen constanten a, b, e en d. 

(44.2) 

Nu wordt f die van x en y afhangt een functie f* van ç en 17 indien uit (44.2) x en y 
kunnen worden opgelost, dus indien: 

Er geldt dan: 

of or oç* or 0'1* 
-=-'-+-'-ox oç ox 0'1 ox 

of or oç* or 017* -=_._+_.-
oy oç oy 0'1 oy 

of: 

of or or 
-=a--+e--
ox oç 0'1 

of or or 
-=b-+d-oy oç 0'1 

De D.V. (44.1) gaat over in: 
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3 a-+e- +4 b-+d- =0 ( ar ar ) (ar or ) 
ai; al'/ , ai; al'/ 

of: 
ar ar 

(3a + 4b) - + (3e + 4d) - = o. ai; al'/ 
We kiezen e en d zó dat 3e + 4d = 0 (b.v. e = 4, d = - 3). Verder eisen we 
ad - be "* 0, dus -3a - 3b "* 0, en dus 3a + 4b "* O. f* voldoet dan aan: 

ar 
(3a + 4b) ar = 0 

of: 

ar 
-=0 al; . 

Hieruit vinden we: 

r(i;, 1'/) = F(I'/) 

Een oplossing van (44.2) wordt dus bepaald door: 

f(x, y) = F(4x - 3y) 

We zouden nog nadere eisen kunnen stellen aan J, b.v.: 

J(x, 0) = sin x 

dus: 

F(4x) = sin x 

of in het algemeen: F(4t) = sin t, voor elke t. 

Maar dan geldt ook met 4t = 4x - 3y: 

(
4X - 3Y ) 

F(4x - 3y) = sin 4 

hetgeen een oplossing is van (44.1). 

Ga zelf na dat een oplossing van de D.V.: 

af af 
-+-=0 ax ay 

die voldoet aan: f(x, 0) = x 2
, gegeven wordt door: 

f(x, y) = (x _ y)2 
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Voorbeeld 2 is een bijzonder geval van de manier waarop men in het algemeen een lineaire 
partiële D.V. van de eerste orde kan oplossen (al dan niet homogeen). 
Zij namelijk gegeven de lineaire partiële D.V.: 

dj dj 
p(x,y) ax + Q(x,y) dy = R(x,y)f(x,y) (44.3) 

We voeren ook nu nieuwe onafuankelijke variabelen I; en 11 in door middel van nader te 
bepalen functies 1;* en 11 *, aldus: 

I; = I;*(x,y) 

11 = ll*(x,y) (44.4) 

met nu als eis dat de Jacobiaan: 

a(l;* 11*) , ~o a (x,y) 

zodat x en y kunnen worden uitgedrukt in I; en 11. 

De onbekende functie J, die van x en y afhankelijk is, gaat dan over in een functie j* die 
van I; en 11 afuangt. 
Dan geldt nu: 

dj a1* al; * a1* all * 
-=--+--
ax al; ax all ax 

dj aj* al;* aj* all* 
-=--+--
dy al; dy all dy 

waardoor (44.3) overgaat in: 

of 

P*(I;,llH ~ a!* +~ a~*} + Q*(I;,11){ ~ a~* + ~ a~*} = 

= R* (I;, Tt) 1*(1;,11) 

{P*(I;,ll) a~* + Q*(I;,ll) a~* } ~ + {P*(I;,ll) ~* + Q*(I;,ll) a~* } ~ = 

= R*(I;,ll) 1*(1;,11) 

(44.5) 

(44.6) 

Evenals in voorbeeld 2 proberen we nu de transformatie (44.4) zodanig te kiezen dat de 
coëfficiënt van aj*/a" in (44.6) de waarde nul krijgt, dat wil zeggen 

P*(1;,1l) ~* + Q*(ç, 11) ~* = 0 (44.7) 

ofwel 

a" * a,,* 
P (x,y)-ax + Q (x,y)ay- = 0 (44.8) 
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Het is nu eerst zaak om een functie Tl* te vinden die aan deze eis voldoet. 
Daartoe nemen we aan: P(x,y) i: 0, en beschouwen de gewone D.V.: 

dy* _ Q(x,y) 
dx - P(x,y) 

(y = y*(x)) 

voor een <;mbekende functie y* van x. 

Indien hiervan de algemene oplossing vervat is in: 

Tl*(x,y) = C 

(C is een willekeurige constante), 
dus 11 * een zodanige functie is van twee variabelen dat 

11* (x,y*(x)} = C, 

dan blijkt deze 11* te voldoen aan (44.8). 
Immers, als we (44.10) naar x differentiëren, dan vinden we: 

en, * en, * dy * 
at + aydx- = 0, 

en dus uitgaande vim-(44.9): 

en, * drJ* 
P(x,y)at +Q(x,y)ay- =0. 

Hiermee is de keuze van de in (44.4) bedoelde Tl* gemaakt. 
Vervolgens kiezen we ç*, en wel zo dat 

ç*(x,y) =x 

Voor de Jacobiaan geldt dan: 

1 0 

Nu gaat (44.6) over in: 

(zie (44.11». 

af'" aç* * 
P*(Ç,11)- = R*(ç;rüf*(ç,Tl) (N.B. -= 0, daar ç (x,y) =x) 

al; a" 
Bij vaste Tl integreren we naar ç en vinden dan: 

f"'(ç,Tl) = K(Tl) exp( fR*(!;,T\) d!;) 
P*(!;,T\) 

waarin K een willekeurige functie van 11 is. 
Dit betekent dat de functieg, gedefinieerd door: 
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voldoet aan (44.3), en dat de functie fO' gedefinieerd door: 

fo(x,y) = g{x, l1*(x,y)} 

een particuliere oplossing is van (44.3). 

Zonder bewijs vermelden we dat de algemene oplossing van (44.3) luidt: 

fo(x,y) F{l1*(x,y)} 

(44.15) 

waarbij F een willekeurige functie van één variabele is met continue afgeleide , en fo en 11 * 
de hierboven gevonden functies zijn. 

Voorbeeld 3 

Gevraagd een functiefvan x en y, die voldoet aan: 

i! + l! = (x+ y)f(x,y) 

Oplossing: 

In dit voorbeeld is dus P(x,y) = x2; Q(x,y) = y2; R(x,y) = x + y. 

(44.9) wordt dan 

of 

dy* y2 
-=~ 
dx x 

dy* dx 
y2 = x2 

en dus: 

1 1 ---=c y x 
(C constant). 

Op grond van (44.10) geldt in dit geval: 

1 1 
l1 *(x,y) = - - - . 

y x 

Stellen we nu weer 

S*(x,y) = x , 

dan volgt: 

x=S 
S y=--

1 + Sl1 
en dus 

(44.16) 
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zodat 

S 
R*(S 11) = S + -- , 

, 1 + S11 

f R*(S,11) dS = f{ 2. + 1 }dç 
P*(ç;rl) S ç(1 + Ç11) 

J(~ __ 11_)dS = In S2 + G(11), 
'S I+S11 11+S111 

waarin G een willekeurige functie van 11 is. 
Derhalve is volgens (44.13) en (44.14): 

!,,(Ç,11) = K(11)~, g(Ç,11) = ~. 
1 + S11 1 + S11 

Een particuliere oplossing van (44.16) is dus: 

2 
x 

f(x,y) = ----,.1-1- =xy 
1 +x(---) 

Y x 

zodat de algemene oplossing van (44.16) is 

1 1 x-y 
xy F{---} =xy F(-). 

Y x xy 

45 Quasi-lineaire partiële differentiaalvergelijkingen 

Zoals in par. 43 is opgemerkt, heeft een quasi-lineaire partiële D.V. voor een functie van 
twee variabelen de gedaante: 

étz étz 
p(x,y,z) ik + Q(x,y,z) ày = R(x,y,z) (45.1) 

Hierin hangt z af van de variabelen x en y, is dus een functie van x en y: z = f(x,y), zodat 
het duidelijker is (45.1) te schrijven als: 

(}f dj 
P{x,y, fix,y)} ik + Q{x,y,f(x,y)} ày =R{x,y,j(x ,y)} ( 45 .2) 

Van de functies P, Q en R veronderstellen we dat deze gedefinieerd zijn in een open 
deelgebied G van 1R3, en aan nader aan te geven eisen voldoen. De projectie van G op het 
x,y-vlak noemen we G'. De opgave is nu alle functies f van x en y te bepalen die aan 
(45.2) voldoen voor alle (x,y) EG'. 

Meetkundig gesproken bepaalt zo'n oplossing een oppervlak in 1R3, dat integraaloppervlak 
genoemd wordt. 
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Bij het zoeken naar oplossingen blijken bepaalde krommen, de zgn. karakteristieke 

krommen van de D.V., ook wel kortweg karakteristieken genoemd, een belangrijke rol te 
spçlen. Deze krommen zijn de oplossingskrommen van het volgende stelsel gewone D.V.: 

x(t) = P (x(t), y(t), z(t») 

jet) = Q (x(t), y(t), z(t») 

iet) = R (x(t), y(t), z(t») 

(45.3) 

De eerder genoemde "nader aan te geven" eisen zijn deze, dat P, Q en R zodanige functies 
zijn dat het stelsel (45.3) in ieder punt van G een eenduidig bepaalde oplossing heeft (zie 
hiervoor blz. 158), of (anders gezegd) dat door ieder punt van G precies één karakteristiek 
gaat. Met behulp van deze karakteristieken kunnen we de integraaloppervlakken, dus de 
oplossingen van (45.2) meetkundig karakteriseren, en wel met de volgende stelling. 

Stelling 1 

De integraaloppervlakken van de DY. (45.1) zijn slechts die en slechts die oppervlakken 

die de eigenschap hebben dat een karakteristiek van de D.V. ofwel geen enkel punt 
daarmee gemeen heeft, ofwel geheel daarop ligt. 

Ruwweg gezegd komt het hierop neer dat zo ' n integraaloppervlak "opgebouwd" is uit 
karakteristieken. 

Bewijs van stelling 1: 

a Stel dat het oppervlak S, bepaald door z = f(x,y) een integraaloppervlak is van de 
D.V. (45.2), en dat Po(xO,yO,zo) een punt is op S. We moeten dan aantonen dat de 
- eenduidig bepaalde - karakteristiek door Po geheel op S ligt. Daartoe construeren we een 
bepaalde kromme waarvan we zeker weten dat deze door Po gaat en geheel op S ligt. We 
tonen daarna aan dat deze kromme de karakteristiek door Po is. 

Om de bedoelde kromme te construeren bepalen we eerst de oplossing van het stelsel: 

x(t) = P (x(t), y(t),f{x(t),y(t) ) ) 

y(t) = Q (x(t) , y(t),f(x(t),y(t)} } 

gaande door (xO,yO). 

Deze oplossing geven we aan door (i(t),y(t)} . 
Vervolgens beschouwen we de kromme in IR 3 die gedefinieerd is door: 

x(t) = x(t) 

y(t) = y(t) 

zet) = f{x(t),y(t) } 

metfals boven. 
Uiteraard ligt deze kromme geheel op S, maar verder geldt: 

x(t) = x (t) = P (x(t) , y(t),f{x(t),y(t)} } 

y(t) = y (t) = Q (x(t), y(t),f{x(t) ,y(t)} } 
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en bovendien: 

'( ) Cf -'-() . (f -'-( ) z t = (k:X t + dyy t = 

= P{i(t),y(t)f{i(t),y(t)}} ! + Q{i(t),y(t)f{i(t),y(t)}} ~ = 

= R (x(t),y(t)f(x(t),y(t)} } 

omdat! een oplossing is van (45.2). 

Dit betekent dat de geconstrueerde kromme door Po juist de karakteristiek is door PO' 

m.a.w. de karakteristiek door Po ligt geheel op S. 

b Stel T is een oppervlak gedefinieerd door z = g(x,y), en Qo is een punt daarop, 
zodanig dat de karakteristiek K door Qo geheel op S ligt. We moeten dan aantonen dat T 
een integraaloppervlak is van de D.V. (45.2). 
Is K bepaald door (x(t), y(t), z(t)}, dan geldt omdat K een karakteristiek is: 

x(t) = P {x(t), y(t), z(t)} 

y(t) = Q{x(t), y(t), z(t)} 

i(t) = R (x(t), y(t), z(t)} 

Daar K op T ligt, geldt tevens voor alle parameterwaarden van t: 

z(t) = g (x(t), y(t)}. 

Hieruit volgt: 

. dg. dg . 
z(t) = (k x(t) + dy y(t). 

In combinatie met (45.3) levert dit op: 

. dg og 
R (x(t),y(t),z(t)} = P (x(t),y(t),z(t)} (k + Q (x(t),y(t),z(t)} Oy . 

Dit geldt voor alle punten van K, d.W.Z.: 

dg dg 
R (x,y,g(x,y)} = P (x,y,g(x,y)} (k + Q (x,y,g(x,y)} Oy 

(45.3) 

hetgeen betekent dat g een oplossing is van D.V. (45.2), en dus is Teen integraal­
oppervlak. Hiermee is stelling 1 bewezen. 

Met uitzondering van zeer bijzondere gevallen kunnen we het stelsel karakteristieken van 

een quasi-lineaire partiële D.V. opgebouwd denken als de snij krommen van twee stelsels 

oppervlakken, bepaald door bijvoorbeeld 

u(x,y,z) : À I 
v(x,y,z) - f.l. 

(45.4) 
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en wel door daarin de reële parameters À. en Il te variëren. In dit verband bewijzen we de 

volgende stelling: 

Stelling 2 

Elk integraaloppervlak van een quasi-lineaire partiële D. V. heeft een vergelijking van de 
gedaante: 

F(u(x,y,z),v(x,y,z») = 0 (45.5) 

waarin F een (tot op zekere hoogte) willekeurige functie is . Omgekeerd: elke vergelijking 
van de gedaante (455) beschrijft een integraaloppervlak. 

Bewijs: 

a Is S een integraaloppervlak, dan betekent dit dat S gegenereerd wordt door in (45.4) 
À. en Il te variëren. Is PO(xO,YO,zO) een punt van S, dan ligt Po uiteraard op een 
karakteristiek K met bijv. de parameters À{) en Ilo. Er geldt dus: 

u(xO,yO'zO) = À{) I 
v(xO,yO,zO) = Ilo 

( 45 .6) 

Anderzijds ligt Po ook wel op een andere kromme op S, bijv. op die welke bepaald wordt 
door: 

f(x,y,z) : 0 I 
g(x,y,z) - 0 

voor zekerefeng, d.w.z.: 

f(xo,Yo,zO) = 0 I 
g(xo,yo,zO) = 0 

Door nu uit (45.6) en (45.7) xo' Yo en Zo te elimineren verkrijgt men een betrekking: 

F(À.O,IlO) = 0 

en dus 

F {u(xO,yO,zO), v(xO,yO,zO») = 0 

Daar Po een willekeurig punt op S is, heeft S dus de gedaante (45.5). 

Opmerking 1 

(45.7) 

De voorwaarden waaronder de genoemde eliminatie mogelijk is, zijn hierbij buiten be -
schouwing gelaten. 

b We beschouwen een oppervlak T met als vergelijking: 

F(u(x,y,z),v(x,y,z») = 0 voor zekere F. 

Is QO(xo,yo,zO) een punt van T, dan geldt: 

F {u(xO,yO,zO), v(xo,yo,zO») = O. 
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We definiëren nu Ào en Ilo door: 

u(xO,yO,zo) = Ào 

v(xo,Yo,zO) = Ilo 

Dan geldt dus: 

F(Ào,Ilo) = O. 

De karakteristiekL door Qo wordt bepaald door: 

u(x,y,z) = À.o 

v(x,y,z) = Ilo 

Voor alle (x,y,z) op L geldt dus: 

F {u(x,y,z), v(x,y,z)} = 0 

Dit betekent dat elke karakteristiek die één punt met T gemeen heeft, geheel op T ligt, en 
volgens het voorgaande betekent dit dat Teen integraaloppervlak is. 

Hiermee is stelling 2 bewezen~ 

Opmerkingen: 

2 De hierbOven geschetste stellingen over de quasi-lineaire partiële D.V. voor functies 
van twee onafhankelijke variabelen zijn afkomstig van J.L. Lagrange (1736-1813). 

Uit deze stellingen blijkt dat de oplossing van een quasi-lineaire partiële D.V. teruggebracht 
kan worden tot de oplossing van een stelsel gewone D.V. (met alle problemen daarvan!) . 

3 Uit het feit dat elk integraaloppervlak uit karakteristieken is opgebouwd, volgt dat 
men in het algemeen een integraaloppervlak kan aangeven dat door een gegeven kromme 
gaat. Dit vraagstuk staat bekend als het probleem van Cauchy (1789- 1857). 

4 De geschetste methode laat zich op voor de hand liggende wijze uitbreiden tot 
functies van meer dan twee variabelen. 

5 Uiteraard is in het vorige slechts globaal gesproken over de voorwaarden waaraan de 
onderscheiden functies moeten voldoen. Het gaat er hier slechts om een eerste inzicht te 
verkrijgen. 

Voorbeeld 1 

We kunnen de eerd~r genoemde homogene lineaire partiële D.V. : 

~:+l:=(x+y)Z (45 .8) 

ook opvatten als een quasi-lineaire partiële D.V. en daarop de zojuist geschetste 
oplossingsmethode toepassen. 
Allereerst gaat het dan om het stelsel: 

x(t) = x2 (45.9) 
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dus 

jet) = y2 

iet) = (x + y)z 

dx 
-:2 = dt 
x 

met als oplossingen: 

1 
--=t+c en x 1 

In (45.11) geeft dit: 

1 
- -=t+ C Y 2 

dz -dt dt 

dus 

en dus 

z 

Z 
-=c4' .xy 

Eliminatie van t uit de beide componenten van (45.12) geeft: 

1 1 
- -+-=C -c 

X Y 1 2 

dus 

x-y 
--=c .xy 5 

(cilinder!) 

Hierin zijn cb c2. c3. c4 en Cs willekeurige constanten. 

De algemene oplossing van (45.8) is dus vervat in: 

F(x- y • ..:....) = O . 
.xy .xy 

Voorbeeld 2 

dZ dZ 
x(y -z)ax +y(z -x) é)y = z(x- y) 

Het bijbehorende stelsel D.V. voor de karakteristieken is: 

x(t) =x (y - z) 

jet) =y (z - x) 

zet) =z (x - y) 

Door optelling volgt: 

x(t) + jet) + iet) = 0 
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en dus 

x+Y+ z = cl. 

Ook ziet men eenvoudig in: 

.ri + y:y+ zi = 0 

dus x2+y2+z2 = c2. 

De karakteristieken zijn dus de cirkels, bepaald door: 

x+y+z = Cl 

x2 + y2 + z2 = c2 

waarbij Cl en c2 willekeurige constanten zijn. 

We kunnen nu vragen naar het integraaloppervlak dat door de z-as gaat. 
We moeten de constanten Cl en c2 dan zodanig kiezen dat elk punt van de z-as op het 
integraaloppervlak ligt. Dit betekent dat voor een punt (xO,yO,zO) op de z-as de volgende 
gelijkheden gelden: 

Xo + YO + Zo = Cl 

x02 + Y02 + z02 = c2 

en natuurlijk ook: 

Xo =YO = O. 

Direct duidelijk is dan: 

Cl = Zo en c2 = z02 

De eis aan Cl en c2 is dus 

Cl2 = c2 

Voor de karakteristieken die het oppervlak samenstellen geldt dus: 

x+y+ z = Cl 

x2 +y2+ z2 = Cl2 

De vergelijking van het gezochte integraaloppervlak is dus: 

x2 + y2 + z2 = (x + Y + z )2. 

Het betreft dus de kegel met vergelijking: 

xy + yz + zx = O. 
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46 De warmtegeleidingsvergelijking voor een dunne homogene-staaf 

We beschouwen een dunne homogene metalen staaf met lengte 1, gelegen langs de 
x-as (zie fig. 47). De temperatuur in een punt met x-coördinaat x daarvan ten tijde t 
zullen we voorstellen door e(x, t). We nemen aan dat de warmtestroom door een 

oe 
doorsnede loodrecht op de x-as evenredig is met het temperatuursverval -- en 

ox 
dat de betrokken evenredigheidsconstante K is. Als we de warmte balans opmaken 
voor een deel AB van de staaf gelegen tussen A met x-coördinaat Xo en B met x­
coördinaat Xo + dx, dan merken we op dat, als de warmte stroom in de richting 
van de negatieve x-as is, ten tijde t bij A "naar buiten" stroomt de hoeveelheid 

warmte K ( oe ) ,en bij B "naar binnen" stroomt de hoeveelheid warmte 
oX X=XO 

K( ~~ )X=XOHX' 

__ +x 

A B 

-
Fig. 47 

Met behulp van de (geldig veronderstelde) Taylorontwikkeling kunnen we schrijven: 

K - ~ K - + Kdx - -(
oe) (oe) (02e) 
OX x=xo+l1x OX x=xo ox2 

x=xo 

In een "korte" tijd dt stroomt dus in AB naar binnen: 

(
02e ) Kdx -2- M 
OX x=xo 

Wanneer we de temperatuursstijging in AB bij "kleine" dx voorstellen door: 
e(xo, to + M) - e(xo, to), dan geldt, indien u de soortelijke warmte is: 

K dx (02~ ) dt = u dx{ e(xo, to + M) - e(xo, to)} 
ox x =xo 

~ UdX( oe) dt 
at I=to 

Deling door dx M en limietovergang voor dt -t 0 geeft: 

02e J u oe 
-'--

ox2 K at 
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K 
of, indien we de warmtegeleidingscoëfficiënt p = invoeren: 

(f 

iPB 1 oB 
ox2 = p'i)t (46.1) 

Deze vergelijking die de warmtegeleidingsvergelijking genoemd wordt, is van het para­
bolische type. 

We willen deze D.V. oplossen met een veel toegepaste methode, die de methode van 

het scheiden van de veranderlijken wordt genoemd. 
We trachten daarbij particuliere oplossingen te vinden van de gedaante: 

B(x, t) = X(x)· T(t) (46.2) 

waarbij X een functie is van x alleen en T een functie van t alleen. We zullen zien 
dat daardoor de partiële D.V. wordt teruggebracht tot twee gewone differentiaal­
vergelijkingen. Substitueren we (46.2) in (46.1), dan krijgen we: 

d2X I dT 
T(t)·- = - X(x)·-

dx2 p dt 

of, na deling door X(x)T(t) (uiteraard =I 0): 

I d2X I dT 
X(x) • dx2 = pT(x) 'Tt (46.3) 

In het linkerlid van (46.3) komt geen t voor, in het rechterlid geen x. Beide leden 
zijn aan elkaar gelijk voor elke x en t. Dit kan alleen indien beide leden constant zijn. 
Stellen we die constante c, dan krijgen we: 

d2X 
dx2 = cX(x) (46.4) 

dT 
dl = cpT(t) (46.5) 

De vorm van de oplossing van (46.4) hangt af van het teken van c. Periodieke op­
lossingen waartoe we ons hier willen beperken, krijgen we dan en slechts dan indien 
c negatief is. Stellen we c = - a2

, dan is de oplossing van (46.4): 

X(x) = Cl cos ax + C2 sin ax (46.6) 

waarin Cl en C2 willekeurige constanten zijn. 
Deze Cl en C2 kunnen vastgelegd worden door de Z.g. randvoorwaarden. Wordt de 
temperatuur van de uiteinden x = 0 en x = I van de staaf steeds gelijk aan nul 
gehouden, d.w.z. is voor x = 0 en x = I en elke t voldaan aan B(x, t) = 0, dan is 
X(O) = 0 en X(/) = O. We vinden uit (46.6): Cl = 0 en sin al = 0, daar we uiter­
aard niet geïnteresseerd zijn in oplossingen die identiek nul zijn. Hieruit volgt: 

\ 

al = mt (n = ± 1, ± 2, ... ) 
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Er is dus een discrete rij van waarden a nl. : 

nre 
a=-

/ 
(n = 1,2, ... ) 

waarvoor de vergelijking (46.4) een oplossing heeft. Deze oplossingen zijn: 

nrex 
X(x) = C2 sin -/- (46.7) 

Zoals we uit (46.7) zien, worden er geen nieuwe oplossingen verkregen als n = - 1, 
-2, -3, . . . n2 re 2 

Substitueren we c = _a2 = - f2 in (46.5), dan krijgen we de gewone D.V.: 

dT n2 re 2p -
Tt = - -/-2 -' T(t) 

met als oplossing: 

n2Jt2p 
---I 

T(t) = C3 e 1
2 

Een oplossing van (46.1) luidt dus wegens (46.2): 

nrex _ n
2
n

2
p 1 

e(x, t) = An sin - - e f2 
/ 

(n=I,2,3, . .. ) (46.8) 

Al de functies van deze gedaante zijn oplossingen van de D.V. en voldoen aan de 
gegeven randvoorwaarden die e(O, t) en e(l, t) vastlegden. 
We zien eenvoudig in dat elke lineaire combinatie van oplossingen (46.8) ook een 
oplossing is van de D.V. (46.1). 
Vaak zijn we geïnteresseerd in een oplossing die ook nog aan een bepaalde begin­
voorwaarde voldoet. B.v. een die de temperatuurverdeling ten tijde t = 0 voor alle 
punten van de staaf vastlegt; d.W.Z. we vragen naar een oplossing die voldoet aan: 

e(x, 0) = j(x) 

waarinj een gegeven functie is. Wanneer we deze oplossing zouden willen verkrijgen 
als een eindige lineaire combinatie van de in (46.8) genoemde oplossingen, dan zou 
moeten gelden: 

N nrex 
j(x) = L: An sin -

n= 1 / 

voor zekere NE IN. 
Het is duidelijk dat hieraan niet voldaan kan worden door een willekeurige functie j, 
hetgeen al direct blijkt uit het feit dat het rechterlid een periodieke functie is. Vaak 
proberen we dan in plaats van een eindige lineaire combinatie van functies van de 
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gedaante als in (46.8) een oneindige reeks van zulke functies: 

00 n1tx n2
,,2 p 

e(X, t) = L All sin __ e - 7- I 

11= 1 I 

Onder bepaalde voorwaarden van convergentie en differentieerbaarheid (waarop we 
hier niet ingaan) zal deze reeks aan (46.1) mèt de randvoorwaarden voldoen. Om aan 
de beginvoorwaarde : e(x, 0) = I(x) te voldoen trachten we de coëfficiënten All zo­
danig te bepalen dat de reeks: 

n1tx 
L Allsin--

n= 1 I 

convergeert en dat voor de som daarvan geldt: 

n1tx 
I(x) = L All sin -

,,= 1 I 

00 

(46.9) 

Het onderzoek naar de voorwaarden waaraan f moet voldoen opdat de All zó be­
paald kunnen worden dat aan (46.9) voldaan is en de bepaling van die All' wordt 
uitgevoerd in de theorie van de Fourierreeksen*. In par. 47 zullen we aan de hand 
van een voorbeeld iets meer hierover zeggen. 

47 De vergelijking van de trillende snaar 

Een voorbeeld van een partiële D.V. van het hyperbolische type wordt geleverd door 
die van de trillende snaar. Stel dat een snaar is gespannen tussen twee vaste punten 
van de x-as en dan in trilling wmdt gebracht op zodanige wijze dat de deeltjes zich 
bewegen in het x, y-vlak en wel loodrecht op de x-as (transversale trilling). Verder 
veronderstellen we dat ~r geen uitwendige krachten op de snaar werken (dus ook geen 
zwaartekracht), dat de snaar homogeen is (d.w.z. de massadichtheid (J' per lengte­
eenheid is constant) en dat de uitwijkingen van de punten van de snaar zo klein zijn 
dat de spanning S van de snaar als constant mag worden beschouwd. We vragen 
nu naar de uitwijking U(x, t) ten tijde t van een punt met x-coördinaat x, en be­
schouwen daartoe een deeltje van de snaar tussen de punten met x-coördinaten x en 
x + Ax ten tijde t (zie fig. 48). 
We merken op dat, aangezien er geen beweging in de x-richting ondersteld is, voor 
de horizontale component van de spanning S geldt: 

Hl = H 2 = H (constant) (47.1) 

* J. B. J. FouTier, 1768-1830. 
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Fig. 48 

Wanneer we de kracht in de y-richting op een punt met x-coördinaat x ten tijde t 
voorstellen door V(x, t), dan geldt volgens de wet van Newton (F = m' a): 

(PU 
V(x + Ax, t) - V(x, t) >:::! (J AX'--ai2 

Bij vaste t is echter: 

oV 
V(x + Ax, t) >:::! V(x, t) + Ax'­ox 

Ook geldt (zie fig. 48) bij vaste t: 

V1 au 
- =tanlX=-
Hl OX 

dus op grond van (47.1): 

au 
V(x,t)=H'­

OX 

zodat: 

Uit (47.2), (47.3) en (47.4) volgt : 

02U a2u 
AX'H'-- >:::! (J ' Ax'--ox2 ot2 

(47.2) 

(47.3) 

(47.4) 
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Hieruit volgt door limietovergang A~ --+ 0: 

82 U 82 U ___ a2 __ =0 
8t2 8x2 

H 
waarin a2 de positieve constante - is. 

(J 

(47.5) 

(44.5) stelt een hyperbolische partiële D.V. voor; het is de ééndimensionale golfverge­
!ijking. 

Voor het bepalen van oplossingen passen we de methode van separatie van varia­
belen toe. We stellen daartoe: 

U(x, t) = X(x)· T(t) 

Substitutie in (47.5) geeft: 

d2 T d 2X 
X(x)'- = a2T(t)·--

dt 2 dx2 

of: 

d2 T a2 d2X 
T(t) 'dil = X(x)' dx2 

Daar het linkerlid onafhankelijk is van x, het rechterlid onafhankelijk is van t en beide 
aan elkaar gelijk zijn voor alle x en t, zijn beide leden constant, zeg k, zodat we 
hebben: 

a2 d2X 
--'-=k 
X(x) dx2 

I d2 T 
- ' '-- =k 
T(t) dt2 

Dit betekent dat X en Tvoldoen aan de gewone D.V.-en: 

d2X k 
dx2 - -;;z X(x) = 0 

d2 T 
df - kT(t) = 0 

We kunnen nu drie gevallen onderscheiden: 

Geval a: k = 0 

Als algemene oplossingen van (47.6) en (47.7) vinden we resp.: 

X(x) = c1x + C2 

T(t) = C3X + C4 
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Dus: 

De uitwijkingen U(x· t) van de deeltjes (x, t) nemen bij toenemende t onbegrensd toe. 
De snaar zal dan gaan "springen". Dit levert geen oplossing die ons interesseert. 

Geval b: k > 0 

Stellen we k = b2
, dan vinden we als algemene oplossingen van (47.6) en (47.7) resp.: 

b b 

X(x) = Cl ea " + C2 e - a-" 

T(t) = C3ebt + C4e-bt 

Dus: 
b b 

U(x, t) = (clea-" + c2'e -a-")(c3 ebt + c4 e- bt
) 

Om dezelfde reden als in geval a is deze oplossing voor de praktijk niet interessant. 

Geval c: k < 0 

We stellen nu k = _b2
• We vinden dan als algemene (periodieke) oplossingen van 

(47.6) en (47.7): 

b b 
X(x) = Cl cos - X + C2 sin - x (47.8) 

a a 

T(t) = C3 cos bt + C4 sin bt 

Dus: 

(47.9) 

Het is duidelijk dat U nog moet voldoen aan bepaalde randvoorwaarden en bepaalde 
beginvoorwaarden. 
De randvoorwaarden zijn daardoor vastgelegd dat de snaar op twee punten (nI. 
x = 0 en x = I) is ingeklemd en daar op ieder tijdstip in rust is. M.a.w.: 

U(O, t) = U(l, t) = 0 (Vt) 

Met (47.9) volgt dan: 

o = Cl T(t) (Vt) 

b 
Dus Cl = 0 en X(x) = C2 sin - x. 

a 

251 



Verder volgt dan uit (47.9): 

bi 
0= C2 sin _. T(t) (vt) 

en dus: 

bi 
- = nrr 
a 

a 

(n = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

Voor b komt dus alleen in aanmerking: 

nrra 
b=-­

I 
(n = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

Dit betekent dat X bepaald is door: 

nrr 
X(x) = C2 sin -/- x 

Bij iedere gehele n vinden we een oplossing die aan (47.5) voldoet en aan de gestelde 
randvoorwaarden: 

(
mta nrra) nrr 

UnCx,t)= Ancos-l-t+Bnsin-l-t sin-l-x (47.10) 

De constante C2 is daarbij verwerkt in An en Bn. 
We moeten nu nog zorgen dat we oplossingen van bovenstaande gedaante krijgen 
die aan zekere beginvoorwaarden voldoen. Deze hangen af van de wijze waarop we 
de snaar in trilling brengen. Dit kan b.v. geschieden door "tokkelen", d.w.z. we geven 
de snaar een zekere beginstand die beschreven wordt door I(x). We laten dan de 
snaar los, zonder aan de deeltjes een beginsnelheid mee te geven. De beginvoorwaar­
den luiden in dit geval: 

U(x, 0) = I(x) ) 

(aa~),=o = 0 

(47.11) 

We kunnen de snaar echter ook "aanstrijken", zodat ieder deeltje een beginsnelheid 
(i= 0) krijgt, beschreven door v(x). De beginvoorwaarden luiden dan: 

U(x, 0) = I(x) ) 

(~) = v(x) at t=O 

We zullen dit laatste geval behandelen in par. 48. 
We beperken ons hier tot het eerste geval, dus met voorwaarden (47.11). 
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Met behulp van een Fourierreeks willen we een oplossing van de D.V. vinden die 
voldoet aan (47.l1). In plaats van een eindige lineaire combinatie van functies 
Uh U2 , ... van de gedaante als in (47.10) proberen we een oneindige reeks van zulke 
functies: , 

0() (mta nrta) nrt 
U(x, t) = L An cos -- t + Bn sin-- t sin - x 

n=O / / / 

Onder bepaalde voorwaarden van convergentie en differentieerbaarheid, waarop we 
ook hier niet ingaan, zal deze reeks aan de D.V. (47.5) met de randvoorwaarden 
voldoen. Dus: 

0() nrt 
f(x) = U(x, 0) = n'fo An sin - /- x 

0= ( iJU) = nrta' B sin~ x 
iJ t t=O I 11 I 

(47.12) 

(\ix) (47.13) 

We namen hierbij aan dat de reeks termsgewijze gedifferentieerd mag worden. Uit 
(47.13) volgt direct dat Bn = 0, zodat de som U(x, t) de gedaante krijgt: 

nrta nrt 
U(x, t) = L All cos -- t sin - X 

n=l / / 

0() 

(47.14) 

daar n = ° geen bijdrage levert. 
Teneinde in de rest van deze paragraaf de berekeningen iets overzichtelijker te maken, 
stellen we de lengte van de snaar op rt, hetgeen op het principe van deze methode 
geen invloed heeft. 
(47.l4) gaat dan over in : 

0() 

U(x, t) = L An cos nat sin nx 
n=l 

Er moet nog voldaan worden aan de begin voorwaarde (47.l2), m.a.w.: 

0() 

f(x) = L An sin nx (x E [0, rt)) (47.15) 
n=l 

We passen de Fouriermethode toe om de coëfficiënten An te berekenen. Allereerst 
zetten we de functie f die gedefinieerd is op [0, rt] voort tot een voor alle x gede­
finieerde oneven functie F met periode 2rt (zie fig. 49), door te definiëren : 

F(x) = f(x) 

F(x) = -f( -x) 

F(x + 2rt) = F(x) 

(x E [0, rt)) 

(x E [-rt, 0)) 

N.B. Uit de aard van het vraagstuk volgt: f(O) = f(rt) = O. 
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-2Tt Tt
, -x, 

, _ " 2Tt '-. ..... , ~' 

'-'" F(x) 

Fig. 49 

We stellen als eis An zo te bepalen dat 

0() 

F(x) = L An sin nx (x E IR) (47.16) 
n=l 

We vermenigvuldigen nu rechter- en linkerlid van (47.16) met sin mx, waarbij m 
een vast positief geheel getal is. 
Daardoor gaat (47.16) over in: 

0() 

F(x) sin mx = L An sin nx sin mx (47.17) 
n=l 

Vervolgens integreren we beide leden van (47.17) tussen -Tt en Tt. We maken daarbij 
- zonder bewijs - gebruik van de eigenschap dat hier sommatie en integratie ver­
wisseld mogen worden. Hierdoor gaat (47.17) over in: 

0() 

f~" F(x) sin mx = L An f~" sin nx sin mxdx (47.18) 
n=l 

We kunnen nu eenvoudig nagaan dat 

J~" sin nx sin mx dx = 0 als m #- n ) 

= Tt als m = n 

(m E IN, n E IN) 

(47.19) 

Immers: 

J~" sin nx sin mxdx = 1- J~" { - cos(m + n)x + cos(n - m)x} dx 

hetgeen voor het geval m = n#-O zich reduceert tot: . 

f
'" fIt 1 -1- cos 2nxdx + 1- dx = - - sin 2nxl~" + 1-xl~" = Tt 
_" _" 4n 
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terwijl voor het geval m '# n dit te herleiden is tot: 

- sin(m + n)x + sin(n - m)x = 0 [ 
1 I Jn 

2(m + n) 2(n - m) -n 

Toepassing van (47.19) op (47.18) geeft: 

1 fn An = - F(x) sin nxdx 
1t -n 

Nu geldt volgens de definitie van F(x): 

1 fO I In An = - -fe -x) sin nxdx + - f(x) sin nxdx 
1t -n 1t 0 

Substitueren we x = - u, dan krijgen we: 

I JO 1 fn An = - - f(u) sin ( - nu)( - du) + - f(x) sin nxdx 
1t " 1t 0 

2 fn 
= - f(x) sin nxdx 

1t . 0 

zodat: 

2 In An = - f(x) sin nxdx 
1t 0 

(n = 1,2, . .. ) (47.20) 

de gevraagde coëfficiënten uit (47.15) voorstellen. Hieruit kunnen we An berekenen 
en het probleem oplossen. 
De coëfficiënten An heten de F ouriercoëfficiënten. 

Ter illustratie geven we een concreet voorbeeld van zo'n berekening. We kiezen daar­
bij f(x) als volgt (zie fig. 50): 

Fig. 50 

y 

t 

q 
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q 
f(x) =-x 

p 
(0 ~ x ~ p < 7t) 

q 
f(x) = -- (1t - x) 

1t-p 
(p ~ x ~ 1t) 

Volgens (47.20) zijn de F ouriercoëfficiënten: 

2 f" An = - f(x) sin nxdx 
1t 0 

= - - x sin nxdx + -- (1t - x) sin nxdx 2 {fP q fK q } 
7t oP p 1t -p 

= - - -xcosnx + - cosnxdx 2 {q lP q fP 
1t pn 0 pn 0 

q(1t - x) IK q fK 1 - cos nx - cos nx dX
J (7t - p)n P (7t - p)n P 

2q 2q . lP 2q 2q. I K 
= - -cosnp + --smnx + -cosnp - smnx 

7tn 7tpn2 
0 1tn 1t(1t - p)n2 

P 

2q . 2q. 
= -- sm np + sm np 

7tpn2 7t(7t - p)n2 

2q sin np 

n2p(1t - p) 

Deze waarden van An' ingevuld in (47.14) geven bij deze keuze vanf(x) als oplossing 
van de D.V. (47.5) met beginvoorwaarden (47.11) en randvoorwaarden: U(O, t) = 
= U(7t, t) = 0: 

00 2q sin np 
U(x, t) = L 2 cos nat sin nx 

n=l n p(1t - p) 

48 De oplossing volgens d'Alembert van de golfvergelijking 

De partiële D.V.-en die we in de par. 46 en 47 hebben behandeld, zijn opgelost met 
behulp van de methode van separatie van variabelen. Daarbij wordt de op te lossen 
functie geschreven als produkt van twee functies, elk van één onafhankelijk ver­
anderlijke. Dit zijn echter niet de enige oplossingen van de D.V. Er zijn ook veel op-
lossingen die nieLop deze wijze kunnen worden beschreven. -
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Als voorbeeld zullen we weer de golfvergelijking: 

a2 u a2 u __ = a2 __ 

at2 ax2 (48.1) 

behandelen. We zullen deze op geheel andere wijze oplossen, zoals door d' Alembert 
is aangegeven. 
We voeren nieuwe variabelen v en z in, die met x en t samenhangen als: 

v = V(x, t) = x + at 

z = Z(x, t) = x - at 

Hierdoor gaat de D.V. voor U(x, t) over in een D.V. voor U*(v, z), die we als volgt 
vinden: 

au au* av au* az au* au* 
-= --'-+ --'-=--+--
~ & ~ & ~ & & 

a2u a2u* av a2u* az a2u* av a2u* az 
ax2 = ~. --a; + azov . ax + avaz . --a; + Tz2' ax 

a2u* a2u* a2u* =--+2--+--av2 avaz az2 

au = au* . av + au* . az = a(au* _ au*) 
ot av at oz ot av az 

02U (a2u* av a2u* az a2u* av au* OZ ) 
-- = a --'- + --'- - --'- - --'-at2 av2 ot ozav at ovaz at OZ2 at 

= a2 ( a
2 
u* _ 2 a

2 
u* + a

2 
u* ) 

av2 avaz az2 

'Substitutie van (48.2) en (48.3) in (48.1) geeft: 

a2 u* 
--=0 azav 

Dit betekent dat -- geen z mag bevatten, daar - -- = O. oU* a (au*) 
Dan is dus: av oz av 

au* 
-- = F*(v) av 

waarin F* een willekeurige functie is van v. Verder is dan: 

u*(v, z) = F(v) + G(z) 

(48.2) 

(48.3) 



Hierin zijn Fen G ook willekeurige functies van z. Vullen we v en z in, dan krijgen we: 

U*(v, z) = F(x + at) + G(x - at) 

of anders geschreven: 

U(x, t) = F(x + at) + G(x - at) (48.4) 

Opmerking 1,' 

Het is duidelijk dat we, achteraf, ook door directe substitutie in (48.1) kunnen zien, 
dat zowel F(x + at) als G(x - at) oplossingen zijn van de D.V. (48.1). Dit geldt 
ook voor elke lineaire combinatie hiervan: 

met willekeurige constanten Cl en C2' 

Opmerking 2: 

De vorm van oplossing (48.4) van de golf- of snaarvergelijking (48.1) is nuttig om de 
fysische betekenis van de parameter a te vinden. (48.4) stelt in wezen twee golven voor 
in tegengestelde richtingen langs de snaar elk met constante snelheid a. Immers, 
voor t = 0 bepaalt F(x + at) de kromme: y = F(x) en op een later tijdstip t = t1 

de kromme: y = F(x + at1). Maar deze krommen zijn identiek, behalve dat de 
laatste een translatie naar links heeft ondergaan over een afstand at l' De golf be­
weegt zich dus zonder vervorming langs de snaar over een afstand at 1 met snelheid a 
in t1sec. Zo stelt ook G(x - at) een golf voor die naar rechts langs de snaar beweegt 
met constante snelheid a. De totale uitwijking U(x, t) van de snaar is de som van 
deze lopende golven. 

Opmerking 3: 

Kiezen we voor F en G de functies bepaald door: 

F(u) = G(u) = sin nu 

dan geeft (48.4): 

(n E IN) 

U(x, t) = sin n(x + at) + sin n(x - at) 

= 2 sin nx cos nat 

Kiezen we: F(u)'= cos nu en G(u) = -cos nu, dan levert (48.4): 

U(x, t) = cos n(x + at) - cos n(x - at) 

= - 2 sin nx sin at 
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Lineaire combinatie van de oplossingen (48.5) en (48.6) (die ook oplossingen geven), 
geeft de oplossing (47.10) die we in par. 47 (met I = 1t) van de snaar gevonden heb­
ben met de methode van separatie van variabelen. Voor de snaar ligt deze laatst­
genoemde methode meer voor de hand. 

Tenslotte zullen we als toepassing van de methode van d' Alembert het probleem van 
het "aanstrijken" van de snaar behandelen (zie par. 47). 
Daarbij zoeken we oplossingen van de D.V. (48.1), met de beginvoorwaarden: 

U(x, 0) = f(x); (au) = v(x) 
at t=O 

Om F en Guit (48.4) te bepalen, hebben we de voorwaarden: 

U(x, 0) = F(x) + G(x) = f(x) 

- = a - - a - = v(x) ( au) (OF) (aG) 
at t=O at t=O at t=O 

Na deling van (48.8) door a en integratie, vinden we: 

I fX F(x) - G(x) = - v(s)ds 
a Xo 

waarin Xo willekeurig is gekozen. 
Hieruit en uit (48.7) volgt dan: 

F(x) = ~ {f(X) + ~ fX V(S)dS} 
2 a Xo 

G(x) = ~{f(X) - ~ fX V(S)dS} 
2 a Xo 

zodat wegens (48.4): 

(48.7) 

(48.8) 

I fx+at I fx-at 
U(x, t) = !I(x + at) + - v(s)ds + tf(x - at) - - v(s)ds 

2a Xo 2a Xo 

of: 
I f ·~+at 

U(x, t) = -Hf(x + at) + f(x - at)} + - v(s)ds 
2a x-at 

49 De vergelijking van Laplace 

In deel 2, par. 23 is de operator van Laplace, werkend op een functie F van drie 
variabelen in rechthoekige coördinaten x, y en z, gedefinieerd als: 

a2F a2F a2F 
V

2
F = ax2 + ay2 + az2 
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Analoog definiëren we in het geval dat F een functie is van de twee variabelen x en y 
in rechthoekige coördinaten : 

a2F a2F 
V2F=--+ --

ax2 ay2 

en, indien F een functie van één variabele x: 

De vergelijking: V 2F = 0 noemen we de vergelijking van Lap/ace. Deze luidt dus: 

iPF iPF a2F 
driedimensionaal: -+-+-=0 

ax2 ay2 az2 

a2F a2F 
tweedimensionaal: -- + -- = 0 (elliptisch type) 

ax2 ay2 

ééndimensionaal : 
d2F 
-=0 
dx2 

Wanneer we in het tweedimensionale geval poolcoördinaten invoeren : 

x = p cos cp 

y = p sin cp 

dan gaat F over in een functie V van p en cp, aldus: 

F = F{p cos cp, p sin cp) = V(p, cp) 

We kunnen eenvoudig bewijzen (zie deel 2, par. 6): 

iPF a2F 1 a2v a2v 1 av 
V2F=-+-=- -+ --+--

ax2 ay2 p2 acp2 ap2 p ap 

Voeren we in het driedimensionale geval cilindercoördinaten in: 

x = p cos cp 

y = p sin cp 

z=z 

(49.1) 

waarbij F(x, y, z) overgaat in V(p, cp, z), dan is het duidelijk op grond van (49.1), dat 
a2F a2F a2F a2F a2F 1 a2v a2v 1 av 

van -- + -- + -- het deel -- + - - overgaat in - -- + -- + - -
ax2 ay2 az2 ax2 ay2 p2 acp2 ap2 p ap' 

a2F a2 v \ 
terwijl-2- = -2-' daar z in F(x, y, z) en V(p, cp, z) op dezelfde wijze voorkomt. 

az az . 
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We vinden dus voor de operator van Lap/ace in cilindercoördinaten: 

Voeren we in het driedimensionale geval bolcoördinaten in: 

x = r sin e cos <p 1 
y = r sin e sin <p 

z = rcos e J 

(49.2) 

(49.3) 

waarbij F(x, y, z) overgaat in W(r, <p, e), dan vergt de berekening van V2 F meer 
moeite. We doen dit in twee stappen. 
We stellen voorlopig: r sin e = p, waardoor de transformatieformules (49.3) over-
gaan in: 

x = p cos <p 

y = p sin q> 

z = r cos e 
De eerste stap bestaat daarin dat we in F(x, y, z) de variabelen x en y resp. vervangen 
door p cos <p enp sin <p, terwijl we z onveranderd laten. Hierdoor gaat F(x, y, z) over 
in G(p, <p, z). We kunnen formule (49.2) toepassen, en zien dan: 

;P F a2F a2F 1 a2G a2G a2G 1 aG 
V 2F= - -+ - - + -- = - --+ --+ -- + --

ax2 ay2 az2 p2 a<p2 ap2 az2 p ap 

De tweede stap is dat we r en () invoeren, door te stellen: 

p = r sin e } 
z = r cos e 

waardoor G(p, q>, z) overgaat in W(r, <p, e). 

(49.4) 

(49.5) 

Wanneer we G(p, q>, z) beschouwen als afhankelijk van de twee variabelen p en z 
(q> is ~l de uiteindelijk bedoelde variabele), dan lijkt (49.5) op het invoeren van pool­
coördinaten in een functie van twee variabelen. Om de analogie volledig te maken 
stellen we: e = !n - a, waardoor (49.5) overgaat in: 

p = r c~s a } 
z=rSllla 

(49.6) 

We kunnen nu op grond van de formele gelijkheid met (49.1) terstond concluderen 
dat voor de middelste twee termen in het laatste lid van (49.4) geldt: 

a2G a2G 1 a2G* a2G* 1 aG* 
--+--=---+ --+-
ap2 az2 r2 aa2 ar2 r ar 

(49.7) 
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waarin: 

G(r cos ct, cp, r sin ct) = G*(r, cp, ct) 

Daar echter () = !1t - ct en dus G*(r, CP,!1t - () = W(r, cp, (), geldt: 

~ = a()2 ' ar = ar' -ar2 = ar2 

Uit (49.4) en (49.7) volgt dus: 

2 1 a2G 1 aG 1 a2w a2w 1 oW 
V F=- --+- -+ ---+--+--

p2 acp2 p ap r2 a(P ar2 r ar 
(49.8) 

Hierin moet nog p vervangen worden in de 
van (49.8). Direct duidelijk is: 

eerste twee termen in het rechterlid 

1 a2G 1 a2w 
p2 Ocp2 = r2 sin2 () Ocp2 

1 oG 
De term - - levert iets meer moeilijkheid op. 

p ap 
We merken op dat door de substitutie 

p = r sin () = p*(r, () 

z = r cos () = z*(r, 0) 

G(p, cp, z) overgaat in W(r, cp, 0). 
Er geldt dus: 

oW aG ap* aG az* aG. aG - = -.- + -.- = -sm()+-cos() 
ar op or az or op az 

oW oG op* oG oz* oG oG . 
- = -.- + -.- = -rcosO--rsmO 
00 op 00 oz 00 op oz 

Uit deze twee vergelijkingen lossen we op: 

oG 

oW oW 
rsinO- + cos()-

or 00 
-=--------
op r 

(49.9) 

(49.10) 

Substitutie van (49.9) en (49.10) in (49.8) geeft als resultaat dat de operator van 
Lap/ace in ho/coördinaten luidt: ) 
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50 De oplossing van de vergelijking van Laplace in cilindercoördinaten. 
De vergelijking van Bessel 

Zoals uit (49.2) volgt, luidt de vergelijking van Laplace in cilIndercoördinaten: 

1 02V 02V 02V 1 oV 
---+--+--+--=0 p2 O<p2 Op2 OZ2 P op 

(50.1) 

Voor het oplossen van (50.1) passen we weer de methode van separatie van variabelen 

toe. We trachten particuliere oplossingen van de gedaante: 

V(p, <p, z) = R(p)' cP(<p)' Z(z) (50.2) 

te vinden, waarin R, cP, Z functies zijn van uitsluitend resp. p, <p en z. Na substitutie 
van (50.2) in (50.1) volgt: 

R(p)Z(z) d2 cP d2R d 2 Z cP(<p)Z(z) dR 
-p----;;2,----- -d<p-2 + cP(<p)Z(z)-dp-2 + R(p)cP(<p) -dz-2 + p -dp- = 0 

of, na deling door R(p)Z(z)cP(<p): 

1 d 2 cP 1 d2R 1 dR 1 d 2 Z 

p2cP(<p) d<p2 + R(p) dp2 + pR(p) dp = - Z(z) dz2 
(50.3) 

Daar het linkerlid van (50.3) geen z bevat en het rechterlid geen p en geen <p en beide 
leden aan elkaar gelijk zijn voor alle p, <p en z, moeten beide leden constant zijn, b.v. 
gelijk aan constante k. We hebben dus: 

d 2z 
-2- + kZ(z) = 0 
dz 

(50.4) 

We beperken ons tot die oplossingen, waarbij k negatief is, b.v. k = _a2
• De alge­

mene oplossing van (50.4) luidt dan: 

met willekeurige constanten Cl en C2' 

Uit (50.3) volgt: 

1 d 2 cP 1 d2 R 1 dR 2 
---=--- -- + -- -- + -- - = -a 
p2cP(<p) d<p2 R(p) dp2 pR(p) dp 

of: 

1 d 2 cP p2 d2 R p dR 2 2 
- -- --= -- --+ -- --+ap 

cP( <p) d<p2 R(p) dp2 R(p) dp 
(50.5) 
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Ook hier zien we dat linker- en rechterlid constant zijn. Indien we eisen dat rp een 
periodieke functie in <p is, dan moet de constante positief zijn, b.V. mZ

• Dus: 

d2 <P -- + m2 <p(<p) = 0 
d<p2 

met als algemene oplossing: 

rp(<p) = C3 cos m<p + C4 sin m<p 

met willekeurige constanten C3 en C4' 

Uit vergelijking (50.5) volgt dan in dit geval.: 

2 d
2 
R dR 2 Z 2 

P - -- + P - + a p R(p) = m R(p) 
dpl dp 

Indien we stellen: x = ap waardoor R overgaat in een functie R* van x, krijgen we: 

d2R* dR* 
x2 -- + X -- + (x2 

- m2)R*(x) = 0 
dxz dx 

Dit is de vergelijking van Besse!, die we in par. 26 hebben behandeld. Stellen we de 
oplossing van deze vergelijking voor door Jm(x) (Besselfuncties van de orde m), dan 
vinden we op deze wijze oplossingen van de vergelijking van Laplace (in cilinder­
coördinaten), die lineaire combinaties zijn van uitdrukkingen van de volgende ge­
daante: 

eaz Jm(ap) cos m<p, eazJm(ap) sin m<p 

e -az J,nCap) cos m<p, e --a,z J m(ap) sin m<p 

S1 De oplossing van de vergelijking van Laplace in bolcoördinaten. 
De toegevoegde vergelijking van Legendre 

Zoals uit (49.11) volgt luidt de vergelijking van Laplace in bolcoördinatën: 

a2w 1 aw 1 azw 2 aw cotO aw 
-- + -+---+--+----=0 
ar2 r Z sinz 0 a<p2 r 2 OOZ r ar r 2 ao 

(51.1) 

Ook nu proberen we particuliere oplossingen te vinden door te stellen: 

W(r, <p, 0) = R(r)·<P(<p)·e(O) (51.2) 

waarin R, <P en e functies zijn van resp. r, <p en 0 alleen. De substitutie van (51.2) in 
(51.1) levert: 

d2 R R(r)e(O) d2 rp R(r)<P(<p) d2e 
rp(<p)e(O)-d 2 + 2 - 2 0 -d 2 + 2 r r sm <p r 

+ 2rp(<p)e(o) dR + cot OR(r)rp(<p) de = 0 
dr r 2 dO r 
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· R(r)/f>(cp)e(e) .. 
Na debng door 2 krIjgen we: 

r 

-- r --+2r-I (2 d
2
R dR) 

R(r) dr2 dr 

+ - - -- + cot e - + ---::-- - - = 0 1 ( d
2
e de) d

2
/f> 

e(e) de 2 de <P(cp) sin2 e dcp2 
(51.3) 

1 (d
2

R dR) Door de term: -- r 2- 2- + 2r- in (51.3) naar het rechterlid te brengen, 
R(r) dr dr 

zien we met de bekende redenering, dat deze term een coqstante moet zijn. Indien 
we deze constante - c noemen, ontstaat: 

2 d2R dR 
r -- + 2r - + cR(r) = 0 

dr2 dr 
(51.4) 

Dit is een gewone D.V. van Euler (zie par. 14). We stellen: r = eU
, waardoor R over­

gaat in een functie R* van u, die voldoet aan: 

d2 R* dR* 
~ + ~ + cR*(u) = 0 

De karakteristieke vergelijking van deze D.V. met constante coëfficiënten is: 

t2 + t + c = 0 

(51.5) 

We noemen de wortels van deze vergelijking men -Cm + 1) (de som van de wortels 
is nl. -1). De oplossing van (51.5) is: 

De oplossing van (51.4) is derhalve: 

R(r) = c1rm + C2r-m-1 

Daar c = -mem + 1), volgt uit (5l.3): 

1 (d
2
e de) 1 d

2
/f> -- -- + cot e - + -----,----~ + mem + 1) - 0 

e(e) de2 de tP(cp) sin2 e -d-cp-2 -

of: 

1 (d
2
e de) 2 2 1 d

2
/f> -- -- + cot e - sin e + mem + 1) sin e = - -- --

e(e) de2 de /f>(cp) dcp2 

Stellen we de eis dat tP periodiek moet zijn in cp, dan kunnen we beide leden gelijk 
stellen aan n2

, zodat: 

d2 /f> 
--2 + n2 /f>(cp) = 0 
dcp 
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met als oplossing: 

4J( ep) = C3 cos nep + C4 sin nep 

De vergelijking voor e wordt dan: 

d
2e de { ' n

2 
} - + cotO- + m(m + 1) - -- e(o) = 0 

d02 . dO sin 2 0 

Door d.e substitutie: x = cos 0 gaat e over in een functie e* van x die voldoet aan: 

(1 - X 2) __ - 2x-- + mem + 1) - e*(x) = 0 d
2
e* de* { _ n

2 
} 

dx2 dx 1 - x2 
(51.6) 

Deze vergelijking staat bekend als de toegevoegde vergelijking van Legendre. 
Geven we de oplossingen van deze vergelijking aan met P;:'(x), dan vinden we op deze 
wijze als oplossingen van de vergelijking (51.1) van Laplace in bolcoördinaten lineaire 
combinaties van uitdrukkingen van de gedaante: 

P~(cos O)rm cos nep, P~(cos O),m sin nep 

P~(cos O)r- 1
-

m cos nep, P~(cos O)r- 1
-

m sin nep 

Er zijn vele problemen waarbij de oplossingen van (51.1) gevraagd worden die on­
afhankelijk moeten zijn van ep. In deze gevallen moet n = 0 zijn. De vergelijking 
(51.6) gaat dan over in: 

d2e* de* 
(1 - x2

) -- - 2x -- + mem + l)e*(x) = 0 
dx2 dx 

Dit is de D. V. van Legendre, die we reeds in par. 25 ontmoet hebben. 
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Tabel van Lap/ace-transformaties 

F(s) = f~ e-''!(t)dt 

No. f(t) F(s) 

s>O 
s 

n! 
2 tn (n geheel ~ 0) sn+ I 

s>O 

3 t -. (n i= pos. geheel getal) T(I - n)s·-I s>O 

4 t-! .J~ s-! s>O 

5 t! tJ~ s- 4 s>O 

1 
6 e- al s> -a 

s+a 

7 1 -al -e 
a 

s> -a 
s(s + a) 

s 
8 cos at 

S2 + a2 s>O 

a 
9 sin at 

S2 + a2 s >O 

s 
10 cosh at S2 _ a2 s> lal 

a 
1I sinh at 

S2 _ a2 s> lal 

-hl -at a-b 
12 e - e s> max( -a, -b) 

(s + a)(s + b) 

e- bl cos at 
s+b 

s> max( -b, 0) 13 
(s + b)2 + a2 

e-b1sinat 
a 

14 
-(s + b)2 + a2 s > max( -b,O) 

1 
15 te-a, 

(s + a)2 
s> -a 

16 tn - 1 e- al (n geheel> 0) 
(n - I)! 
----- s> -a 
(s + ar 

17 e- a'(1 - at) 
s 

(s + af 
s> -a 

2as 
l8a t sin at 

(S2 + a2)2 
s>O 



No. f(n F(s) 

18b t cos at 
S2 _ a2 

(S2 + a2)2 
s>o 

2a3 

'19 sin at - at cos at 
(S2 + a2)2 

s>O 

2a2s 
20 sin at sinh at 

S4 + 4a4 s> lal 

S3 

21 cos at cosh at 
S4 + 4a4 s> lal 

2a3 

22 sinh at - sin at 
S4 _ a4 s> lal 

2a2s 
23 cosh at - cos at ---- s> lal 

S4 _ a4 

2as2 
24 sinh at + sin at 

S4 _ a4 s> lal 

2S3 

25 cosh at + cos at 
S4 _ a4 s> lal 

1 a2 
26 t - - sin at 

S2(S2 + a2) 
s>o 

a 

1 a2 
27 - sinh at - t S2(S2 _ a2) s> lal 

a 

28 cos2 at 
S2 + 2a2 

S(S2 + 4a2) 
s>o 

sin at a 
29 arctan - s>O 

S 

-al -bI s+b e - e 
30 In-- s > max ( - G, - b) 

s+a 

sinh t s+1 
31 t ln --- s> 1 

t s - 1 

32 S~f(r)g(t - r)dr F(s)G(s) S>O 

33 p"(t) s'F(s) - S'-lf(O+) - S'-2/'(0+)-

_ ... _p,-ll(O+) 
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Tabel van Lap/ace-transformaties 

F(s) = J~ e-rsf(t)dt 

No. J(t) F(s) 

s>O 
s 

11! 
2 t" (n geheel ~ 0) 

~ 
5>0 

3 t -" (n :/= pos. geheel getal) T(I - n)s"-I s>O 

4 t--i J~s--i s>O 

5 t-i tJ~ s-~ s>O 

6 e-a, s> -a 
s+a 

7 1 -a' -e 
a 

5> -Q 
S(5 + a) 

s 
8 cos at 

S2 + a2 5>0 

a 
9 sin at 

S2 + a2 s>O 

s 
10 cosh at 

S2 _ a2 5> lal 

a 
11 sinh at 

S2 _ a2 s> lal 

-b, -a' a-b 
12 e - e s > max( -a, -b) 

(s + a)(s + b) 

13 e- b
' cos at 

s + b 
5 > Jl!1ax( -b, 0) 

(s + b)2 + a2 

e- b
' sin at 

a 
14 

-(5 + b)2 + a2 5>max(-b,0) 

1 
15 te-a, 

(5 + a)2 
5> -a 

16 t"-i e- a , (n geheel> 0) 
(n - I)! 
-- - - --- - - s> -a 
(s + a)" 

5 
17 e-a'(l - at) _._- s> -a 

(s + a)2 

2as 
18a t sin at 

(S2 + a2 )2 
s>O 



No. f(tl F(s) 

S2 _ a2 

18b t cos at 
(S2 + a2 )2 

s > o 

19 sin at - at cos at 
2a3 

(S2 + a2 )2 
s>O 

20 sin at sinh at 
2a2s 

S4 + 4a4 s> lal 

S3 
21 cos at cosh at 

S4 + 4a4 s> lal 

2a3 

22 sinh at - sin al 
S4 _ a4 s> lal 

2a2s 
23 cosh at - cos at 

s4 - 7 
s> lal 

24 sinh at + sin at 
2as 2 

S4 _ a4 s> lal 

25 cosh at + cos at 
2S 3 

S4 _ a4 s> lal 

1 a2 

26 t - - sin at 
S2(S2 + a2 ) 

s>O 
a 

1 a2 

27 - sinh at - t 
S2(S2 _ a2 ) 

s> lal 
a 

cos2 at 
S2 + 2a2 

28 
S(S2 + 4a2 ) 

s>o 

sin at a 
29 arctan -- s>o 

S 

-al -bI s + b e - e 
s > max ( - a, - b) 30 In--

s+a 

sinh t s+1 
31 tln--- s> 1 

t s - 1 
32 J~f(r)g(t - !)dr F(s)G(s) s>O 

33 f<"'(t) s"F(s) - 5"-lf(0+) - S"-21'(0+)-

- . . . - /"-1'(0+) 

s > O 



Uitgaven van de Delftse Uitgevers Maatschappij op het terrein van de 

wiskunde: analyse, linea/re algebra, stochastiek en statistiek 

ANALYSE 
door dr. J.H.J. Almering e.a. 
geheel herzien door dr.H. Bavinck 
en odr.lr. R.W. Goldbach 
'Analyse' behandelt de analyse op moderne wijze . De 
hoofdstukken behandelen de grondbegrippen, com­
plexe getallen, limieten en continuïteit, differentiaal­
rekening, integraalrekening, afbeeldingen , differen­
tiaalvergelijkingen, meervoudige integralen, lijninte­
gralen, oppervlakteintegralen en reeksen. 

,Aan het eind van de meeste paragrafen is een aantal 
oefeningen opgenomen om de lezer vertrouwd te 
maken met de voorafgaande leerstof. Aan het eind 
van elk hoofdstuk is een paragraaf met vraagstukken 
toegevoegd , gerangschikt overeenkomstig de 
behandeling van de leerstof in het betreffende 
hoofdstuk. 
Het boek doet o.a. dienst bij het analyseonderwijs bij 
nagenoeg alle afdelingen van de TU-Delft . 

592 pag., ISBN 90-6562-078-8 (gebonden) 

ANALYSE 
209 tentamenopgaven met 
uitwerkingen, door dr. H. Bavinck 
Aansluitend aan Analyse door dr. JH.J. Almering e.a. 
redigeerde dr. H. Bavinck een boek met opgaven en 
uitwerkingen. 
Het aan studenten ter beschikking stellen van vraag­
stukken met uitwerkingen, betekent didactisch ge­
zien een risico; van de gebruikers moet dan ook, wil 
men het boekje met vrucht hanteren, een zekere 
zelfdiscipline worden verwacht. 

96 pag., ISBN 90-6562-060-5 

DIFFERENTIAAL VERGELIJKINGEN 
220 voorbeelden en opgaven met 
oplossingen en beknopte theorie, 
door dr. A. Schuitman 
Aan de hand van voorbeelden en vele opgaven 
wordt in dit boek een overzicht gegeven van de 
verschillende typen differentiaalvergelijkingen en op 
toepassingen op partiële differentiaalvergelijkingen. 
Tenslotte worden Laplacetransformaties en rand­
waardeproblemen behandeld. 
Het boek is vooral bedoeld als vraagstukken­
verzameling naast een college of leerboek. 

160 pag., ISBN 90-6562-026-5 

DISCRETE ANALYSE 
door Peter Nooy, Jan Vons en 
Rob Eveleens, syllabus bij het 
college van prof.dr. H.J.A. Duparc 

Naast de conventionele analyse, die wel wordt 
aangeduid als 'continue' analyse, komt steeds meer 
de 'discrete' analyse naar voren. In tegenstelling tot 
de continue analyse wordt in de discrete analyse het 
begrip 'limiet' niet of nauwelijks gebruikt. 
Vanuit andere wetenschappen dan wiskunde en de 
techniek dienen zich vele discrete problemen aan; zo 
is voor het zoeken van oplossingen met behulp van 
een computer vaak discretisering nodig. 
Bij de opzet van dit vak kan dankbaar gebruik worden 
gemaakt van de continue analyse. 
De behandelde onderwerpen en hun (tussen haak­
jes geplaatste) analogon uit de continue analyse zijn: 

differentierekening (differentiaalrekening) ; 
somrekening (integraalrekening); 
reeksen (reeksen) ; 
differentievergelijkingen (differentiaalvergelijkin­
gen) ; 
Z-transformatie (Laplace-transformatie). 

52 pag. 

DICTAAT LINEAIRE ALGEBRA 
door dr. G.W. Deenop, 
ir. H. van Iperen en dr. R. Martini 
In een systematische opbouw behandelen de 
auteurs de lineaire algebra, zoals die wordt gegeven 
aan de TU-Delft . Daarbij zijn vele voorbeelden en 
vraagstUkken opgenomen. 
Vectorruimten, matrices en rekentechnieken in Rn, 
lineaire afbeeldingen en bilineaire vormen, inwen­
dige productruimten, stelsels lineaire vergelijkingen, 
determinanten, lineaire operatoren van inwendige 
productruimten en kwadratische vormen zijn de 
onderwerpen van de hoofdstukken. 

236 pag. (formaat 19x26), ISBN 90-6562-036-2 

MATRIXREKENING 
door Ir. C.A. den Braber, 
ir. H. van Iperen, dr. A. Schuitman en 
dr.ir. M.A. Viergever 
Dit boek onderscheidt zich van 'Dictaat Lineaire 
Algebra' door een directere aansluiting bij de pro­
gramma-eisen van enkele studierichtingen aan de 
TU-Delft. 
De lineaire algebra en matrixrekening zijn in dit boek 
vooral toepassingsgericht behandeld, bijvoorbeeld 
met het oog op vakken als technische mechanica, 



stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen en statis­
tiek. 
De volgende hoofdstukken zijn in het boek opgeno­
men: 

Het oplossen van eenvoudige stelsels lineaire 
vergelijkingen 
Matrixen, bewerkingen met matrixen 
Analytische meetkunde in de ruimte en het platte 
vlak 
IRn & Cn, rang van een matrix, methode der 
kleinste kwadraten 
Determinanten 
Eigenwaarden en eigenvectoren. 

Het is een leerboek met veel oefenstof, waarbij de 
docent zo nodig de weg kan wijzen. 

328 pag. (formaat 19 x 26), ISBN 90-6562-077-x 

ANALYSE 
door prof.dr. B. Meulenbeld en 
prof.dr. A.W. Grootendorst 
In drie kloeke delen (die voorheen bij Educaboek 
verschenen) presenteren de auteurs een volledige 
cursus analyse, die nu - erg laag geprijsd - opnieuw 
op de markt wordt gebracht. Het werk is in de periode 
1971-1980 ingrijpend gemoderniseerd. 
Deelt beperkt zich in hoofdzaak tot functies van één 
veranderlijke. Beginselen van differentiaal- en inte­
graalrekening, complexe getallen, extreme waarden 
en het schetsen van krommen, systematische bere­
kening van de primitieven van enige klassen van 
functies , oneigenlijke integralen, rijen, reeksen, ver­
gelijkingen, numerieke integratie en differentiatie, en 
hyperbolische functies . Tenslotte wordt kort aan­
dacht besteed aan functies van twee veranderlijken. 
Deel 2 behandelt functies met twee of meer 
variabelen. De hoofdstukken gaan over impliciete 
functies, extreme waarden, vectoranalyse, vlakke 
krommen, ruimtekrommen, lijnintegralen, meervou­
dige integralen, integraalstellingen, massa, zwaarte­
punt en traagheidsmoment, en de gamma- en bêta­
functie . 
De differentiaalvergelijkingen zijn het onderwerp van 
deel 3. Gewone differentiaalvergelijkingen, ifet op­
lossen van differentiaalvergelijkingen met behulp van 
machtreeksen, simultane differentiaalvergelijkingen, 
de Laplace-transformatie, numerieke methoden voor 
het oplossen van differentiaalvergelijkingen en 
partiële differentiaalvergelijkingen. 
Over deel 1 schreef O. Bollema in het Nieuw Tijd­
schrift voor Wiskunde van februari 1982: 
"Dit werk is voorwaar een leerboek. Bij het schrijven 
moet de toekomstige lezer voortdurend in de geest 
aanwezig zijn geweest. De hoge didactische kwaliteit 
berust op een streven naar evenwicht; de behan­
deling is exact maar een acribie die het wezenlijke kan 
versluieren is vermeden. Evenwicht is er ook tussen 
de zakelijke tekst en een groot aantal goed gekozen 
voorbeelden. Ook de typografie werkt mee aan de 
uitnemende presentatie." 

Deel 1, 433 pag., ISBN 90-6562-064-8 
Deel 2, 344 pag., ISBN 90-6562-065-6 
Deel 3, 280 pag., ISBN 90-6562-066-4 

ELEMENTAIRE STATISTIEK 
door ir. J. van Soest 
Het bekende boekje van ir. Van Soest richt zich 
vooral op de toepassingen van de statistiek. 
Achtereenvolgens worden behandeld de beschrij­
vende statistiek, de kansrekening, stochastische 
variabelen, populatie en steekproef, de binomiale 
verdeling, de Poissonverdeling, de normale verde­
ling, functies van continue stochastische variabelen, 
de centrale limietstelling, statistische toetsen voor 
ligging, toetsen voor verschil in ligging en toetsten 
voor varianties, regressie- en correlatierekening. Tal 
van vraagstukken zijn opgenomen. 

176 pag., ISBN 90-6562-003-6 

aanvulling 
ELEMENTAIRE STATISTIEK 
door ir. J. van Soest, ir. A.J. Meelen 
en ir. J.M.G. Vermeulen 
Ten behoeve van een meer mathematische bena­
dering van de statistiek is een aanvulling beschikbaar, 
die een verdieping inhoudt van hetgeen in de 
hoofdstukken 3, 7, 8 en 13 van Elementaire Statis­
tiek is weergegeven. 

60 pag., ISBN 90-6562-006-0 

RRGRAPH 
Stichting Reactor Research 
RRGRAPH is een speciaal voor gebruik in een weten­
schappelijke omgeving ontwikkeld programma voor 
het verwerken van meetgegevens in grafieken en 
tabellen. Het uitzeilen van punten in een grafiek, de 
verzameling punten te 'smoothen' en het trekken van 
een (al dan niet ge-smooth-de lijn) door de verzame­
ling (waarbij de grenzen van het 95%-betrouw­
baarheidsgebied eveneens weergegeven kunnen 
worden) is met dit menu-gestuurde pakket een­
voudig mogelijk. Men kan bovendien met RRGRAPH 
een functie y = fIx) interactief inlezen en tekenen. 

De mogelijkheden die het pakket verder biedt zijn het 
'rescalen' van de puntenverzameling, het gebruiken 
van lineaire of logaritmische assen, het bepalen van 
de eerste en tweede afgeleiden aan en het opper­
vlak onder de 'ge-spline-de' curve , het interpoleren in 
'beide richtingen' , het inlezen van SYMPHONY- en 
LOTUS.PRN-files , het voorzien van de grafieken van 
tekst, symbolen e.d. en het 'over elkaar heen leggen' 
van meer grafieken. 

Het programma werkt op IBM-PC compatibeles en 
kan gebruik maken van CGA-kaart, Herculeskaart en 
AT& T-kaart ; uitvoer vindt plaats naar parallelle of seri­
ele printer in 'drafl' of presentatie-kwaliteit. 

disk ISBN 90-6562-083-4 
handleiding (24 pag.) ISBN 90-6562-084-2 
pakket 90-6562-085-0 




