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VOORREDE.

Bij het cerschignen can dit proefschrift zijn er velen wien ik
migne erkentelijkheid zou willen betuigen voor wat ik hun verschul-
digd ben.

In de allereerste plaats zie ik daaronder Professor Dr..J..J. A. Muller
te Zeist. Niet alleen heeft hij mij den tijd en de gelegenheid ge-
schonken om deze verhandeling samen te stellen, waarvoor ik hem
mijn welgemeenden dank breng, maar hij heeft bovendien de groote
welwillendheid gehad om de drukproeven na te gaan, zoodat ik een
menigte goede wenken en tekstverbeteringen aan hem schuldig ben.
De moeite die hij zich daarvoor heeft willen geven zal bij mij in
dankbare herinnering blijeen.

Het spreekt canzelf dat ik de Hoogleeraren Dr. (i. Schouten en
Dr. J. Cardinaal . i. onder degenen reken, aan wie ik zeer veel
verplichting heb. De eerste had mij toegezegd het promotorschap te
willen aancaarden en ik had reeds menigen goeden raad van hem
onteangen ; tot mijn groot leediwezen werd ik door de omstandigheden
genoodzaakt den datum van de promotie wit te stellen en beroofde
zign heengaan wit Delft mij zoodoende ran zijn steun. Zeer waar-
deerde ik toen daarvop Professor Dr. .J. Cardinaal mij de toezegging
deed, het promotorschap op zich te willen nemen. Den goeden raad,
dien ik steeds van hem mocht ontrangen, de weliillendheid waar-
mede hij mij zijn steun verleende en zich te mijnen behoeve moeite
gaf, stelde ik op hoogen prijs, zoodat ik gaarne de gelegenheid
aangrijp daarvoor mijn welgemeenden dank openlijk wit te spreken.

Het is mij tevens cen behoefte op it oogenblik mijn groote erken-
telijkheid te betuigen aan al diegenen, wien ik voor mime corming




dank verschuldigd ben. Het zou het kader can dit voorbericht over-
schrijden als ik allen persoonlijk wilde opnoemen en naar waarde
wilde trachten te memoreeren wat ik hun te danken heb; ik moet
dus volstaan met te zeggen, dat ik hierbij alleveerst op het oog heb
de Hoogleeraren van de Afdeelingen Weg- en Waterbowwkunde en
Algemeene Wetenschappen, enkele leden der Rijkscommissie voor
Giraadmeting en Waterpassing, den Directeur der Utrechische Sterren-
wacht, den Directeur van het Geodetisch Instituut te Potsdam,
I'. R. Helmert en ecnige hoogleeraren aldaar, waaronder ik in het
bijzonder moemen il Professor L. Haasemann, voor zijne hoog-
geschatte coorlichting op het gebied der slingerwaarnemingen.

Wat ik hun allen verschuldigd ben zal een blijrende plaats in
migne herinnering innemen.
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INLEIDING.

De bepaling der zwaartekracht op verschillende punten der
aarde is uit den aard der zaak een onderzoek dat weinig algemeen
bekend is. Het schijnt mij daarom wenschelijk toe aan deze
verhandeling een inleiding te doen voorafgaan, met cen korte
beschrijving der waarnemingen en der daarbij gebruikte toestellen.

De zwaartekracht op het aardoppervlak is door verschillende
omstandigheden niet constant. Zij is de resultante der aan-
trekkingskrachten van alle deeltjes der aarde, vermeerderd met
een kracht die door de aswenteling ontstaat. Zoowel richting
en grootte varieeren met de plaats op aarde. Ten eerste treden
op plaatselijke storingen door opeenhoopingen van massa, zooals
gebergten of onderaardsche verdichtingen der aardkorst, en massa-
tekorten, zooals bij zeeén of lichtere aardlagen. Ziet men hiervan
af. dan zal wel op elke parallel de zwaartekracht gelijk zijn, doch
zij zal nog een vrij sterke veranderlijkheid vertoonen langs de
meridianen. Deze wordt in hoofdzaak veroorzaakt doordien de
aarde geen bol is, maar bij benadering een omwentelings-ellipsoide.

Onder den vorm der aarde verstaan wij het potentiaalvlak
van de zwaartekracht ter hoogte van het gemiddeld zeeoppervlak :
men noemt het gewoonlijk geoide. Ter bepaling van den vorm en
de afmetingen der geoide levert de van dien vorm afhankelijke
zwaartekracht waardevolle gegevens, aanvullende de op andere
wijze gevonden cijfers. Natuurlijk moeten de zwaartekrachts-
waarnemingen zoo nauwkeurig zijn. dat men er voor die bereke-
ningen wat aan heeft. Tegenwoordig is men er in geslaagd met
vrij gemakkelijk transporteerbare toestellen een nauwkeurigheid
te bereiken van 0,001 cm. in de versnelling der zwaartekracht.
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Het is natuurlijk wenschelijk deze bepalingen op zooveel mogelijk
punten der aarde uit te voeren; de meeste beschaafde landen
houden zich daar dan ook gedurende den laatsten tijd mee hezig.
De waarnemingen in Nederland gaan uit van de Rijkscommissie
voor Graadmeting en Waterpassing, in opdracht waarvan schrijver
dezes in 1912 de bepalingen aanving.

Voor de bepaling van de geoide heeft de zwaartekracht, ontdaan
van de plaatselijke storingen, waarde. De plaatselijke storingen
echter leveren op zich zelf gewichtige resultaten op. Brengt men
in rekening de atwijkingen die onevenheden van den bodem zoo-
als bergen en hoogvlakten door hun aantrekking uitoefenen. dan
houdt men tenslotte over de plaatselijke storing ontstaande door
massaverdichtingen en massatekorten onder het aardopperviak.
Men krijgt hiermee dus aanwijzingen die voor de kennis van de
aardkorst van veel belang zijn.

Fenige algemeene verschijnselen zijn daardoor gevonden. Zoo
blijkt bijvoorbeeld dat onder hooge gebergten een onderaardsch
massatekort is, terwijl men op de zeeén in het algemeen een
massaoverschot vindt, wat dus heenwijst op dichter gesteenten
op den zeebodem. Men is daarom geneigd te gelooven, dat de
totaal-massa van de aardkorst begrepen tusschen loodrechte
vlakken die een gebied van een zekere grootte omgrenzen, overal
op aarde gelijk is. Men vindt op dezen regel echter ook uit-
zonderingen. Zoo blijkt bijvoorbeeld onder den Harz geen tekort
maar een overschot te zijn, wat dus op een abnormale ontstaans-
wijze van het gebergte wijst.

Het doel van het onderzoek is hiermede in groote trekken
gegeven. De uitvoering hangt van omstandigheden af. Op het
vasteland is de zwaartekracht het best deor slingerwaarnemingen
te bepalen. Men houdt zich op ’t oogenblik in Duitschland bezig
met de mogelijkhieid haar uit den invloed op stemvorken te
bepalen: de uitvoerbaarheid en bruikbaarheid dezer methode is
echter nog niet vastgesteld. Op zee is voor de slingertoestellen
geen vaste opsteMing mogelijk, zoodat deze methode aldaar in
den steek laat. Men maakt dan gebruik van de mogelijkheid den
luchtdruk op twee verschillende manieren te meten, waarvan
de eene onafhankelijk is van de zwaartekracht, de tweede niet,
zoodat een vergelijking der resultaten een waarde voor de
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zwaartekracht oplevert. De van de zwaartekracht onafhankelijke
methode is de luchtdrukbepaling door kookpuntswaarnemingen,
de tweede methode is de meting van de met den luchtdruk equi-
valente kwikkolom, welke wel met de zwaartekracht samenhangt.

De zwaartekrachtsbepaling door slingerwaarnemingen herust
op den invloed der zwaartekracht op den slingertijd volgens de
bekende formule :

T 4
f:r:l//,

g

Aan deze formule moeten nog tal van kleine correcties toe-
gevoegd worden:; wij komen hierop later uitvoerig terug.

Voor de bepaling van ¢ zijn dus noodig: de meting van ¢, de
meting van / en de bepaling van alle correctietermen. Dit geeft
aanleiding tot uitgebreide waarnemingen en zeer ingewikkelde
toestellen, die toelaten behalve den slingertijd ook [ te meten
en de correctietermen te bepalen of te elimineeren. Veel een-
voudiger is de verhouding te bepalen van de zwaartekracht op
twee verschillende punten, welke blijkens de formule gegeven
wordt door het omgekeerde van het quadraat der verhouding
van de gecorrigeerde slingertijden voor beide punten. Men behoeft
daarvoor alleen de slingertijden ¢, en ¢, te bepalen, en van de
correcties alleen diegene die niet uit het resultaat wegvallen.
Daar de zwaartekrachtsverschillen en dus ook de slingertijds-
verschillen zeer gering zijn. kan men zonder bezwaar stellen

3 42 £2 — £ 2
Bom M=t T = -ty
h ty Sh t
en
(
o — h =2 %(fl — &)

waarin men voor ¢t en g ruwweg den waargenomen slingertijd en
de zwaartekracht op een der beide punten mag stellen. Men
heeft dus alleen ¢ —#, zeer nauwkeurig te bepalen; alle correctie-
termen die voor f, en f, even groote correcties geven, worden
dus getlimineerd en behoeven niet bepaald te worden. Voor dit
geval kan men volstaan met veel eenvoudiger toestellen en een
tamelijk gering aantal waarnemingen.
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Dit geeft aanleiding tot het invoeren van het volgende schema :

Men bepaalt op enkele punten der aarde de absolute grootte
van de zwaartekracht met daarvoor speciaal gebouwde toestellen,
en tracht daarbij de uiterste nauwkeurigheid te bereiken. Door
middel van eenvoudiger en gemakkelijker transporteerbare toe-
stellen vergelijkt men de zwaartekracht op alle punten waar
men haar kennen wil, met een dier centrale punten. Op deze
wijze zijn de waarnemingen weinig omslachtig en kan men het
aantal punten zonder bezwaar groot nemen.

De absolute grootte van de zwaartekracht is o.a. hepaald te
Parijs, te Weenen en te Potsdam. De laatste, meest uitvoerige
en grondigste bepaling is die te Potsdam; de voorbereiding en
de waarnemingen aldaar hebben jaren in beslag genomen. Voor
de Nederlandsche waarnemingen is als centraal punt De Bilt
gekozen. Het zwaartekrachtsverschil De Bilt— Potsdam is zoo
nauwkeurig mogelijk door directe waarnemingen bepaald. De
verdere punten in Nederland worden alle met De Bilt ver-
geleken.

De geschiedkundige ontwikkeling der slingerwaarnemingen en
der toestellen zal hier terzijde gelaten worden; wij zullen er ons
toe bepalen met een enkel woord den aard der toestellen voor
de meting van de absolute waarde van ¢ aan te duiden; om
dan meer in het bijzonder de twee in Nederland gebruikte toe-
stellen voor de relatieve waarnemingen te beschrijven. (Onder
relatieve waarnemingen verstaan wij de hepaling van het zwaarte.
krachtverschil tusschen twee punten).

Voor de absolute zwaartekrachtsbepaling , waarbij dus [ ook
gemeten moet worden, wordt te dien einde steeds een reversie-
slinger gebruikt, d. w.z. een slinger welke om twee evenwijdige
assen kan slingeren die zoo gekozen zijn dat de slingertijd voor
beide gevallen gelijk is. De voorwaarde hiervoor is, naar bekend
mag verondersteld worden, dat de afstanden /%; en %, van het
zwaartepunt tot de beide ophangpunten voldoen aan:

1

2 = h &
m e

Hierin is m de slingermassa en /, het traagheidsmoment om
een as door het zwaartepunt evenwijdig aan de draaiingsassen.
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De slingertijd wordt dan gegeven door:
hy + h,
b = % ‘/ 1 —; h‘

d.w.z de mathematische slingerlengte / ig gelijk aan de som
van h, en h,. Deze formule geeft een middel om / te meten.
Gebruikt men immers een reversieslinger waarvan £, en #, in
elkaars verlengde vallen, dan heeft men slechts den afstand der
beide ophangpunten te meten.

Het zal natuurlijk nooit gelukken om een slinger te constru-
eeren waarbij het product %, h, precies de vereischte waarde
heeft. De afwijking kan men echter elimineeren door toe fe
passen de gemakkelijk af te leiden formule :

Iy T2 — by To* (g + D)

rlvg — A

hy — hy

<

Hierin zijn 7, en 7T, de slingertijden behoorende bij de twee
ophangpunten.

T noemt men de gereduceerde slingertijd.

De messen van den slinger zullen in de praktijk niet voldoen
aan den eisch dat de slinger om een mathematische lijn draait.
Om de onregelmatigheden en storingen, die daardoor in den
slingertijd ontstaan, te kunnen elimineeren, maakt men de slinger
7006, dat de messen uitgenomen kunnen worden en verwisseld.
Wij komen hierop later uitvoerig terug. Bij een Fransch toestel
geconstrueerd door DErroraEs wordt hetzelfde doel op iets andere
wijze bereikt: Men maakt de messen vast maar door een speciale
inrichting kan men het zwaartepunt zoodanig verplaatsen, dat
de nieuwe A, vrijwel gelijk aan de oude A, wordt en de nieuwe
h, aan de oude £&,. Dit geeft dus hetzelfde effect als een
verwisseling der messen.

De metingen te Potsdam zijn uitgevoerd met een groot aantal
verschillende messen ; zelfs heeft men nog onderzocht of er verschil
ontstond alg aan den slinger zelf een plat horizontaal ophangvlak
werd bevestigd, rustende op een mes, aangebracht aan het statief.
llen systematische afwijking heeft men hiermee niet gevonden.

Natuurlijk zijn maatregelen genomen om de temperatuur der

o
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verschillende deelen van het toestel te kunnen aflezen, zoodat
de invloed daarvan in rekening kan gebracht worden.

De weerstand, die de omringende lucht op den slinger uitoefent,
heeft een duidelijk merkbare slingertijdsverandering ten gevolge.
Men heeft deze dan ook steeds nauwkeurig bepaald door verge-
lijking der slingertijden bij verschillenden luchtdruk.

Verder wordt nog in aanmerking genomen de invloed die de
elasticiteit van het statief op den slingertijd heeft, welken invloed
wij in het vervolg ,het meeslingeren” zullen noemen. De door
den slinger uitgeoefende zijdelingsche ophangreactie heeft een
kleine beweging van het statief tengevolge, die omgekeerd weer
de slingerbeweging influenceert. Wij komen later op dezen storings-
invloed uitvoerig terug.

Men heeft bij de metingen bovendien meenen waar te nemen
dat het mes over het ophangvlak heen en weer schoof. Ook dit
geeft een slingertijdsafwijking. Om haar te elimineeren voerde
men achtereenvolgens metingen uit met slingers van gelijk
gewicht, en sterk uiteenloopenden slingertijd. Zooals later aan-
getoond zal worden, gelooft men daardoor deze storing te kunnen
berekenen.

Dan moet men nog in rekening brengen de afwijking, ontstaande
door de huiging van den slinger, tengevolge van de bij de slingering
ontstaande massakrachten. Bij sommige der gebruikte slingers,
die minder stijf geconstrueerd waren dan de andere, gaf dit vrij
groote afwijkingen. die men vroeger, voordat deze storings-oorzaak
in studie werd genomen, niet terecht had weten te brengen.

Bij de absolute zwaartekrachtmeting is ook onderzocht of een
magnetisch veld, zooals b.v. het aardmagnetisme, invloed op den
slingertijd uitoefent. Theoretisch is een dergelijke invloed on-
waarschijnlijk; de praktijk bevestigde hier de theotie.

Een der belangrijkste (uaesties was de bepaling van den slinger-
tijd. Om een zoo groot mogelijke nauwkeurigheid te bereiken,
neemt men natuurlijk een groot aantal slingeringen achter elkaar
en bepaalt de tijdstippen van aanvang en van einde der waar-
nemingsperiode. Teneinde dit met groote nauwkeurigheid te kunnen
verrichten, construeerde men de slingers z66 dat hun slingertijd
slechts weinig verschilt van een secunde respectievelijk een
halve secunde. Met speciale methoden kan men bepalen de




~J

tijdstippen waarop de slinger van het toestel en die van het ge-
bruikte praecisienurwerk in gelijke of in tegenstelde fase verkeeren.
Daar het verschil der slingertijden klein is, liggen deze momenten
vrij ver uiteen. Neemt men eenige dezer zoogenaamde coinci-
denties waar aan het begin van de waarnemingsperiode, dan
heeft men een zeer nauwkeurig gegeven omtrent den aanvang
der slingeringen; op dezelfde wijze bepaalt men ook het einde.
Door het tijdsverloop te deelen door het aantal der slingeringen,
vindt men de slingertijd. Men bereikt op deze wijze in het
resultaat een nauwkeurigheid van een tienmillioenste secunde,
waardoor men de versnelling van de zwaartekracht tot op 1/, c.m.
kan berekenen. Men kan hiermede nog juist het zwaartekrachts-
verschil constateeren voor een meter hoogteverschil.

Bij de beschrijving der toestellen voor relatieve metingen
zullen wij twee methoden behandelen ter bepaling van de tijd-
stippen van coincidentie.

Zeer sterk is de nauwkeurigheid van het resultaat afhankelijk
van den juisten gang van het uurwerk, waarmee de metingen
uitgevoerd worden, of beter uitgedrukt van de juiste kennis van
den gemiddelden gang tijdens de waarnemingsperiode. Deze moet
tot op 0,01 secunde per 24 uur bekend zijn. Voor de vervulling
van dezen eisch heeft men noodig astronomische uurwerken
van den eersten rang, die zoo nauwkeurig mogelijk gecontroleerd
moeten worden.

Hiermede zijn in groote trekken de bij de absolute zwaarte-
krachtswaarnemingen voorkomende (uaesties aangestipt. Ze geven
aanleiding tot zeer uitgebreide onderzoekingen.

De relatieve metingen kunnen in verschillende opzichten een-
voudiger uitgevoerd worden. Men behoeft de slingerlengte niet
te kennen, als men er maar zeker van is, dat deze constant is.
Waar wij dus zooeven ten behoeve der lengtemeting een reversie-
slinger gebruikten, is dit hier onnoodig. Echter moet er nu den
vollen nadruk op gelegd worden dat de slingerlengte gelijk blijft
tijdens de geheele reeks waarnemingen die men vanuit het cen-
trale punt uitvoert. Men richt daarom de metingen z66 in, dat
men eerst in het centrale punt de slingertijd bepaalt, vervolgens
de waarnemingen uitvoert op de stations waar men de zwaarte-
kracht bepalen wil, en tenslotte weer in het centrale punt de
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slingertijd meet. Is de slingerlengte constant gebleven, dan moeten
de waarnemingen bij aanvang en einde overeenstemmen.

Van de verschillende storingsoorzaken geven enkele op alle
stations dezelfde slingertijdsafwijkingen: uit het verschil der
slingertijden, waarom het te doen is. worden deze dus van
zelf geélimineerd.

De buiging van den slinger heeft bijvoorbeeld een constanten
invloed, zoodat deze niet bepaald behoeft te worden.

Evenmin behoeft men zich te bekommeren om de slingertijds-
storing tengevolge van den vorm en de geaardheid der messen,
mits tenminste de slinger steeds op hetzelfde gedeelte van het
mes rust, en de amplitude op de verschillende punten niet te veel
uiteenloopt. (De messeninvloed is n.l. eenigszins afhankelijk van
de amplitude). Het is dus onnoodig de slingers z66 te constrn-
eeren, dat de messen door andere vervangen kunnen worden,
zooals voor de absolute bepalingen noodig was. Zij kunnen dus
stevig aan de slingers bevestigd worden, wat ten goede komt
aan de onveranderlijkheid der slingerlengte.

De invloeden van temperatuur en luchtweerstand zijn op elk
station verschillend ?), en moeten dus steeds in rekening gebracht
worden. Proefondervindelijk worden voor elken slinger de slinger-
tijdcorrecties voor verschillende temperaturen en luchtdichtheden
bepaald, zoodat men op elk station de correctie kan aanbrengen
als beide bekend zijn.

De luchtdichtheid wordt uit barometerstand en vochtigheids-
percentage zonder bezwaar nauwkeurig genoeg afgeleid. Om de
vereischte nauwkeurigheid voor de temperatuurcorrectie te be-
reiken, moet men de temperatuur van den slinger tot op 0,02°
Celsius kunnen aflezen. Daarvoor zijn goede thermometers noodig,
en een gelijkmatige temperatuursverdeeling, zoodat de verschillende
deelen van het toestel dezelfde temperatuur hebben. Om deze
reden voert men de waarnemingen steeds uit in ruimten, waar
de temperatuur regelmatig is en niet sterk wisselt (b.v. kelders).

1) Theoretisch schijnt het uitvoerbaar om door het uitpompen van lucht
steeds eenzelfden luchtdruk in het toestel te doen ontstaan. In de praktijk
is dit bij reistoestellen echter niet zo0 nauwkeuring uitvoerbaar, dat men
den invloed op den slingertijd als constant mag beschouwen. Men past de
correctie dus steeds toe. ook al werkt men om andere reden in verdunde lucht.
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Om met den temperatuurseisch minder moeilijkheden te onder-
vinden heeft men slingers geconstrueerd van invar, d.i. een
legeering van nikkel en staal met zeer geringen uitzettingscodfficiént.
Hierdoor oefent de temperatuur op den slingertijd veel kleiner
invloed uit, zoodat men haar lang zoo nauwkeurig niet behoeft
te kennen. In den laatsten tijd heeft men met hetzelfde doel
ook slingers van kwarts geconstrueerd, dat eveneens een zeer
kleinen uitzettingscoéfficiént heeft.

De correctie van ,het meeslingeren” moet op elk station bepaald
worden. De grootte der statiefbewegingen, die de ophangpunts-
reactie veroorzaakt, is n.l. niet alleen athankelijk van den bouw
en de elasticiteit van het statief, doch ook van de opstelling en
van de vastheid van den bodem. De daardoor veroorzaakte
slingertijdsafwijking is dus daarvan eveneens afhankelijk.

De meting van den slingertijd moet evenals bij de absolute
waarnemingen zeer nauwkeurig zijn. Men gaat daarbij van het
zelfde beginsel uit: de slingers zijn zoo geconstrueerd dat hun
slingertijd ongeveer gelijk is aan den slingertijd van het uurwerk;
men neemt waar de coincidentietijdstippen, d. w.z. de tijdstippen
waarop beide in gelijke fase zijn.

Zooals boven reeds werd opgemerkt is een hoofdvoorwaarde
voor de relatieve waarnemingen dat de slingerlengte constant
blijft. Zou men nu van uit het centrale punt een reis ondernemen,
langs een reeks waarnemingspunten en teruggekomen in het
centrale punt de slingerlengte veranderd vinden, dan is men in
het onzekere waar dat geschied is en moet men dus alle waar-
nemingen verwerpen. Zelfs al vindt men dezelfde slingerlengte
op het centrale punt terug, dan heeft men nog geen zekerheid
of de slinger niet een tijdelijke verandering heeft ondergaan, die
de gevonden waarden voor enkele stations zou hebben kunnen
heinvloeden. Om meer controle te hebben, neemt men daarom
een aantal slingers mee. Het verschil der slingertijden na aan-
brenging der noodige correcties, moet constant zijn; heeft een
der slingers ftijdens de reis een verandering ondergaan, dan
bemerkt men daaraan, waar dat gebeurd is en weet men welke
waarden men voor de berekening mag aanhouden en welke weg-
geworpen dienen te worden.

Wij laten hier nog een korte beschrijving volgen van de twee
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apparaten, die voor de Nederlandsche relatieve metingen beschik-
baar zijn (zie fig. 1 en 2, Bijlage I).

1.  Het toestel van von Sterneck:.

Van dit door de Kirma StickrarhH, Berlijn, gebouwde toestel
is de constructie aangegeven door R.v. STERNECK, in hoofdtrekken
reeds in 188.l. Deze apparaten zijn zeer handelbaar en gemak-
kelijk transporteerbaar, terwijl toch de resultaten nauwkeurig
zijn. Zij worden dan ook vrij algemeen gebruikt.

Het statief rust op drie stelschroeven om de oplegvlakken van
de slingers te kunnen nivelleeren. Bovenaan een stevige midden-
zuil zijn vier armen aangebracht in twee onderling loodrechte
richtingen. Aan elk is een horizontaal agaten oplegvlak bevestigd,
waarop het mes van een slinger kan rusten. Het vlak van
glingering bevat de verticale middenas van het toestel: vier
slingers slingeren dus in twee onderling loodrechte vlakken.

De slingertijd is ongeveer een halve secunde: het mes is van
agaat en is vast bevestigd aan het slingerlichaam. Dit is een
metalen steel. waaraan onderaan een dubbelkegelvormig slinger-
gewicht.

Over het geheel kan een metalen mantel gezet worden, die
op een afgeslepen rand onder aan het toestel rust, zoodat de
slingerruimte luchtdicht afgesloten kan worden en men de slingers
desgewengcht bij verminderden luchtdruk kan doen slingeren. Tevens
geeft de mantel een beschutting tegen zijdelingsche luchtstroo-
mingen en hevordert hij het in stand blijven van een gelijkmatige
temperatuur. Deze kan door een 1n den mantel aangebracht
venstertje worden afgelezen op een binnenin bevestigden thermo-
meter. Elke slinger kan door een hefboom, die onderaan tegen
het slingergewicht drukt, uit den evenwichtstoestand gebracht
en daarna losgelaten worden. De hefboomen zijn van buitenaf
te hewegen, zoodat de mantel daarvoor niet afgenomen hehoeft
te worden.

De coincidenties van de slingers met den tijdmeter worden
met behulp van een tweede apparaat, het coincidentie-toestel.
bepaald: Door een lichthron wordt elke secunde een lichtflits
uitgezonden in de richting van het slingertoestel. Dit geschiedt
door middel van een electrischen stroom -die elke secunde door
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het uurwerk (hetzij pendule, hetzij chronometer) gedurende een
oogenblik gesloten wordt, en dan een hefboom aantrekt die een
voor de lichthron aangebrachte opening ontsluit.

De doorgelaten lichtflits valt door een venstertje in den mantel
op een stelsel van spiegeltjes en prisma’s midden op het slinger-
statief. Deze richten de straal horizontaal op het boveneind van
den slinger, waaraan een, in ruststand verticaal, spiegeltje is
aangebracht. Is de slinger in den evenwichtsstand, dan komt de
straal weder ongeveer denzelfden weg terug, en valt in een kijker
die aan het coincidentietoestel bevestigd is. Deze is zoo gesteld
dat het beeld van de lichtflits in het midden van het veld ver-
schijnt. Is echter de slinger op het oogenblik van de lichtflits
niet in den evenwichtsstand, dan krijgt de lichtstraal een
verticale afwijking, zoodat het beeld in den kijker hoven of
onder het veldcentrum komt. Is de slingertijd nauwkeurig een
halve secunde, dan zal de tweede lichtflits den slingerspiegel
onder denzelfden hoek treffen, zoodat men het lichtbeeld in den
kijker weer op hetzelfde punt ziet terugkomen. Is de slingertijd
echter een weinig grooter of kleiner dan een halve secunde, dan
beweegt het telkens verschijnend lichtbeeld zich langzaam.

Neemt men waar het tijdstip van doorgang door den horizon-
talen middendraad van het veld, dan is hiermee het oogenblik
bekend, waarop de slinger door den evenwichtsstand gaat op het
moment dat de lichtflits verschijnt. Dit verschijnsel herhaalt zich
na een zekere periode, waarin de slinger een slingering voor of
achter komt bij-het secundenuurwerk. Is deze periode hekend,
dan is dus de slingertijd te berekenen:

Bij de vier Nederlandsche slingers is de periode ongeveer drie
minuten. Men voert de waarnemingen dan als volgt uit: Men vangt
aan met een aantal coincidenties waar te nemen, wacht daarna
dertig minuten en herhaalt dan de coincidentie-waarnemingen.

Hoe Kkleiner de amplitude van den slinger is, hoe langzamer
het lichtheeld in den kijker zich beweegt, en hoe minder nauw-
keurig men dus den doorgang kan waarnemen. De middelbare
fout in de coincidentie-waarnemingen neemt dus toe bij kleine
amplitude. Gewoonlijk slingeren de slingers met een amplitude
van 10" & 25": de slingertijd is dan zonder hezwaar tot op een
tienmillioenste secunde te bepalen. Dit is ruim voldoende en




12

het 1s dus onnoodig grooter amplituden te gebruiken, die het
bezwaar hebben dat ze door de grootere zijdelingsche ophangpunt-
reactic eerder de mogelijkheid in het leven roepen van een
zijdelingsch glijden der messen over de ophangvlakken.

De amplitude is met het coincidentie-toestel ook te meten.
Men kan n.l voor de opening van de lichtbron een goed verlichte
verticale schaal plaatsen, die dus eveneeng op den slingerspiegel
reflecteert en een beeld in den kijker geeft. Bij beweging van
den slinger danst dit op en neer. Men leest op het schaalbeeld
af de twee uiterste posities van den middendiaad en berekent
daaruit het aantal schaaldeeltjes, dat onder dien draad passeert.
Dit is evenredig aan de amplitude, die dus te bepalen is als men
den afstand van coincidentie-toestel tot slingertoestel kent. Hoe
sneller de schaal heen en weer beweegt, hoe onnauwkeuriger de
aflezing wordt. De nauwkeurigheid der amplitudebepaling is dus
ook kleiner bij groote amplitude.

Men laat in den regel maar een van de vier slingers slingeren,
hehalve in enkele gevallen dat het wenschelijk is twee slingers
tegelijkertijd te doen slingeren. Wij komen daarop later uitvoerig
terug.

II.  Het toestel can Defforges.

Dit door DErrorGES ontworpen apparaat is geconstrueerd door
de firma Brancmi. Het is geheel gelijkvormig met de in
Frankrijk gebruikte toestellen voor de absolute zwaartekrachts-
bepaling.

De slinger is een reversieslinger, waarvan de mesafstand
0.50 m. is. Hij slingert in een verticalen hollen koker, die van
buiten ter hoogte van het oplegvlak van den slinger voorzien
is van drie verticale stelschroeven, om te kunnen nivelleeren.
Deze rusten op een zwaar metalen statief dat vast op den bodem
hevestigd is. De koker is door een metalen deksel luchtdicht te
sluiten, zoodat alle waarnemingen ook bij uitgepompte lucht
kunnen uitgevoerd worden. De luchtdruk en de temperatuur zijn
door vensters af te lezen.

De slingertijd van den slinger is ongeveer 0.71 secunde; men
heeft dus, om bij de waarnemingen de coincidentiemethode te
kunnen toepassen, een speciaal daarvoor geconstrueerd uurwerk
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noodig, waarvan de slingertijd eveneens ongeveer 0.71 secunde is.

De waarnemingen worden als volgt uitgevoerd:

Een lichtbron, opgesteld voor een venstertje in den omhullings-
koker van den slinger, ter hoogte van het ondereinde daarvan,
werpt zijn licht naar binnen op een vaststaand metalen schermpje
met een rechthoekige opening, waarachterlangs een onder aan
den slinger bevestigde dikke stift heen en weer slingert.

In den ruststand van den slinger wordt de opening door de
stift juist afgesloten; bij een uitwijking uit den evenwichtsstand
komt de opening vrij en vervolgt de lichtbundel zijn weg, valt
door een tweede venster van den koker naar buiten en wordt door
een stelsel prisma’s weerkaatst in de richting van de pendule. Daar
valt zij door een lens die een beeld van bovenvermelde opening
ontwerpt op een onderaan den penduleslinger bevestigd plaatje
(liggende in het slingervlak) dat met den slinger heen en weer
slingert. In het plaatje is een verticale spleet, even breed als
het geprojecteerde lichtheeld. Bij elke passage door den even-
wichtsstand worden de lichtstralen even doorgelaten en vallen
in een Kkijker. waarmee men het geprojecteerde openingsheeldje
waar kan nemen. Men ziet hierin dus bij elke penduleslingering
een lichtbeeldje verschijnen, tenzij juist ten tijde van het door-
laten van de stralen door de spleet van den penduleslinger, de
eerste slinger de lichtopening afsluit. Dit gebeurt als de slingers
in gelijke of tegengestelde fase zijn; het tijdstip daarvan is dus in
den kijker waar te nemen door het verdwijnen van het overigens
regelmatig verschiinende lichtbeeld.

Deze optische wijze om de coincidenties te bepalen, vereischt
dus een slingeruurwerk, terwijl bij het vorige toestel de elec-
trische stroom ook door een chronometer gesloten kan worden.
Kchter heeft men het voordeel dat men geen storingen door
electrische oorzaken behoeft te vreezen.

Ook bij deze methode neemt de nauwkeurigheid der coincidentie-
bepaling toe bij het gebruik van grootere amplituden. Om dezelfde
m. f. in den slingertijd te bereiken, moet de amplitude grooter
zijn dan bij het vorige toestel. Men kiest de slingeramplitude
meestal tusschen 30" en 60,

De amplitude wordt met 't bloote oog afgelezen op een schaal,
waar de stift onder aan den slinger langs heen en weer slingert.
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Zooals reeds werd opgemerkt is de slinger een reversieslinger:
buitendien kan de invloed der messen op den slingertijd geélimi-
neerd worden door een symmetrische omlegging van het zwaarte-
punt zooals bij de bespreking der absolute metingen reeds in
't kort werd aangeduid. De slinger is uiterlijk symmetrisch ten
opzichte van het vlak dat de mesafstand loodrecht middendoor
deelt: aan de uiteinden buiten de punten waar de twee agaten
messen bevestigd zijn is de slinger hol, welke holte afgesloten
wordt door een opgeschroefden dop. Aan den binnenkant van
een der doppen is een slingergewicht bevestigd, zoodat daardoor
het zwaartepunt van het geheel buiten het slingermiddelpunt
komt te liggen. Door verwisseling van de doppen kan men dus
het zwaartepunt symmetrisch ten opzichte van dit middelpunt
verplaatsen.

Zooals reeds werd opgemerkt heeft de eliminatie van den
invloed der messen weinig waarde bij relatieve waarnemingen.
Men heeft echter bovengenoemden slingervorm hiervooraangehouden,
omdat de slingertijden, gevonden voor de verschillende posities
van den slinger en het slingergewicht, bij onderlinge vergelijking
cen controle opleveren voor de standvastigheid van de slingerlengte.
Weliswaar kan men zich theoretisch wel een verandering van
den slinger denken die aan zulke voorwaarden voldoet, dat de
verschillen van deze slingertijden dezelfde blijven, terwijl toch
de slingerlengte verandert; in 't algemeen echter beinvloedt een
verandering ook deze, zoodat men als de verschillen constant
blijven, met vrij groote zekerheid tot de standvastigheid van
den slinger kan besluiten.

Al heeft men dus op deze wijze met één slinger ook een controle
bereikt, toch heeft men wat dat betreft veel meer aan het eerste
toestel met vier slingers. Treedt immers een afwijking tijdens
een waarnemingsreis op, dan zijn met dit toestel alle cijfers
betreffende de daaropvolgende stations onbetrouwbaar, terwijl
men bij het vierslingertoestel alleen die van den veranderden
slinger behoeft weg te werpen.

Het Defforges-toestel heeft verder een groot nadeel. Het ver-
schroeven der slingerdoppen brengt de standvastigheid van den
slingertijd in gevaar, die immers juist bij relatieve waarnemin-
gen van zooveel gewicht is. Inderdaad blijken hierdoor steeds
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afwijkingen te ontstaan, die een te onregelmatig karakter hebben,
om in rekening gebracht te kunnen worden.

De in Nederland gebruikte toestellen zijn hiermee in hoofdzaak
beschreven.

We zullen in Hoofdstuk I een overzicht geven van de vraag-
stukken, die zich bij de waarnemingen voordoen en aanleiding
geven tot deze verhandeling.




HOOFDSTUK L

Bij de toepassing der gewone waarnemingsmethoden in Neder-
land, deden zich moeilijkheden voor tengevolge van den slappen
hodem, dien men op vele waarnemingspunten aantreft. Het blijkt
op die stations zeer moeilijk te zijn een opstelling voor de
instrumenten te vinden, dic voldoende vast en onbewegelijk is
om de waarnemingen goed te kunnen uitvoeren.

Het sterkste komen de bezwaren tot uiting, wanneer men een
slinger wil stil laten hangen, wat voor een der meest gebruikte
methoden ter bepaling van ,het meeslingeren”, zooals wij hier-
onder nader zullen zien, noodig is. De stilhangende slinger komt
reeds na korten tijd in vrij heftige beweging en de waarneming
wordt daardoor waardeloos. Al is het minder direct merkbaar,
het is toch te verwachten dat ook de andere waarnemingen ter
bepaling van den slingertijd storing zullen ondervinden. Het
moet dus van belang geacht worden, den invloed der bodem-
hewegingen grondig te onderzoeken en na te gaan of het mogelijk
is de bezwaren te ontgaan.

De storingsverschijnselen waren intusschen geen verrassing;
Professor L. HaAsEMANN van het Geodetisch Instituut te Potsdam,
die reeds vele jaren met het Stuckrath-toestel waarnemingen in
Duitschland uitvoert, had mij reeds gewaarschuwd voor stations
op slappen bodem. Zoolang men zand of rotsgrond te zijner
heschikking heeft, schijnen bodembewegingen zich bij de slinger-
waarnemingen niet te openbaren. Zonder twijfel bestaan ze dan
ook wel in meerdere of mindere mate, daar men zelfs opgemerkt
heeft, dat vaste gronden een beter voortplanting voor trillingen
hieden dan slappe. Kehter schijnen ze dan meer het karakter




aan te nemen van Kkortperiodische trillingen, die zooals later
aangetoond zal worden, geen invloed uitoefenen op de slinger-
beweging.

Bij veen en anderen slappen grond zijn de hewegingen veel
heftiger, langzamer, en volkomen onregelmatig.

Te Delft waar het eerst moeilijkheden ontmoet werden, waren
de toestellen opgesteld in het gebouw voor Geodesie aan den
Oostsingel. Het voorbij rijden van wagens op den zijweg tusschen
den singel en het Gebouw was aan den stilhangenden slinger
onmiddellijk te bemerken. Nog grooter invloed oefende echter een
voorbij varende schuit uit: blijkbaar heeft dit op den bodem
nog meer effect.

Daar een groot gedeelte van Nederland veenbodem heeft, is
het niet mogelijk de waarnemingspunten alle op vasten grond
te kiezen. Het was dus noodzakelijk de quaestie onder de oogen
te zien en te onderzoeken welken invloed de bodembewegingen
op slingertijd en amplitude hebben. Het eerste vraagstuk wat
in verband daarmede gesteld moest worden, was, om de storingen
na te gaan die in slingertijd en amplitude teweeg gebracht
worden door een geheel willekeurige storingsoorzaak; immers de
grondbewegingen zijn volkomen onregelmatig zoodat zij niet in
formule zijn uit te drukken.

Dit vraagstuk is in Hoofdstuk II behandeld. De daarin gevonden
algemeene storingsformule opent echter de mogelijkheid den invloed
van de andere storingsoorzaken, die in de inleiding bij de ver-
melding der absolute zwaartekrachtsmetingen opgesomd zijn, op
snelle en volledige wijze te ontwikkelen. Wel is de invloed
daarvan reeds sinds geruimen tijd afgeleid, doch daarbij werd
steeds elke quaestie van voren af aan behandeld, en meestal
werd alleen berekend den invloed op den slingertijd, die voor de
waarnemingen natuurlijk het belangrijkste is. In Hoofdstuk III
zullen de verschillende storingsoorzaken daarom achtereenvolgens
behandeld worden, met toepassing van de algemeene formules.
Wij zullen daardoor verschillende nieuwe gezichtspunten zien
ontstaan.

Het tweede doel van deze verhandeling is om een andere
methode te ontwikkelen voor de bepaling van het meeslingeren,
teneinde ook hierbij zooveel mogelijk den schadelijken invloed
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der bodembewegingen te ontgaan. Het is van veel belang de
meest practische methode te kiezen, daar zooals reeds in de
inleiding gezegd werd, op elk waarnemingsstation het meeslingeren
opnieuw bepaald moet worden.

Wij zullen hieronder eerst de bestaande methoden in het kort
heschrijven.

Bij de statische methoden meet men de uitwijking van het
statief. onder invloed van een bekende horizontale kracht, die
men ter hoogte van het oplegvlak op het statief laat aangrijpen.
Hieruit kan men afleiden hoe groot de uitwijking is tengevolge
van de horizontale slingerreactie, waaruit de slingertijdsstoring
te berekenen is.

Bij de practische uitvoering leveren deze methoden echter
bezwaren op, daar het zeer moeilijk is de uitwijking met de
noodige nauwkeurigheid te meten. Het hoofdbezwaar is, dat de
kracht die op het statief aangrijpt. ook invloed uitoefent op den
bodem waarop het is opgesteld, waardoor de vaste stand van het
toestel waarmede men de uitwijking meet, in gevaar wordt gebracht.

Bij het Stickrathtoestel wordt meestal gebruik gemaakt van
de tweeslingermethode. Men hangt daartoe een slinger stil en
geeft den slinger, waarvan het slingervlak met dat van den eersten
samenvalt, een flinke amplitude. Dit brengt het statief in perio-
dieke beweging, die tengevolge heeft dat de stilhangende slinger
in beweging komt. Leest men na eenigen tijd de amplitade van
beide slingers af, dan is daaruit het ,meeslingeren” voor beide
slingers te bepalen, zooals later nader aangetoond zal worden.
Het meeslingeren der twee andere slingers van het Stiickrath-
toestel, die onderling eveneens in hetzelfde vlak slingeren, is op
gelijke wijze te bepalen.

Deze methode is gemakkelijk in de praktijk : men heeft geen
extra toestellen noodig, en de waarneming duurt slechts 20 a 25
minuten. De eenige moéilijkheid is den slinger stil te hangen.
Bij het Nederlandsche Stiickrath-toestel moet men dit verrichten
terwijl de metalen mantel over het toestel heen gezet is, want
het afnemen heeft. zooals gebleken is, een vermindering van het
meeslingeren tengevolge, en de overige waarnemingen, waarvoor
we de slingertijdsstoring willen kennen, worden met opgezetten
mantel unitgevoerd. Men moet den slinger dus van buitenaf stil-
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hangen, wat uit te voeren is door den amplitudehefboom, die
den slinger uit den evenwichtsstand drukt, zeer langzaam weg
te draaien, door middel van een micrometerschroef buiten den
mantel. Met eenige oefening is op deze wijze het doel te bereiken.

Op slappen grond laat deze methode in den steek om twee redenen.

Ten eerste is de stilhangende slinger zeer gevoelig voor de
bodemstoringen, en dientengevolge is de na eenigen tijd verkregen
amplitude niet alleen het gevolg van de statiefbewegingen door den
tweeden slinger veroorzaakt, doch tevens van de bodembewegingen.

Ten tweede is het onmogelijk den slinger op bovenstaande
wijze stil te krijgen, terwijl de bodem in onrust is. Gedurende
het terugdraaien van den amplitudehefboom ontstaan dan botsingen
tusschen hefhoom en slingergewicht, die den slinger in vrij heftige
heweging brengen.

Er zijn verder nog twee andere methoden ter bepaling van
het meeslingeren.

Volgens de eene meet men de statiefhewegingen tijdens het
slingeren van den slinger. Uit de grootte der uitwijking is dan
de slingertijdsafwijking langs theoretischen weg te berekenen.
Daar echter de statiefbewegingen uiterst klein zijn, heeft men
voor de meting ingewikkelde toestellen noodig, waarbij gebruik
gemaakt wordt van lichtinterferentie. Ten eerste is dus deze
methode kostbaar en voor waarnemingsreizen minder practisch ;
ten tweede is de bereikte nauwkeurigheid maar nauwelijks vol-
doende. Zij is in hoofdzaak in Amerika toegepast.

De laatste methode is de zoogenaamde stootmethode. Men laat
op het statief ter hoogte van het ophangpunt een horizontale
kracht aangrijpen, in de richting van het slingervlak, en periodiek
wisselend van nul tot een zekere waarde bijvoorbeeld 5 Kg.
Dit is bijv. uit te voeren door met een veerbalans tegen het
statief te drukken, waarbij men de naald tusschen 0 en 5 Kg.
laat heen en weer gaan. Deze kracht roept een vrij sterke perio-
dieke statiefbeweging te voorschijn, die, als men er voor zorgt
dat de periode ongeveer gelijk is aan den dubbelen slingertijd,
een stilhangenden slinger in beweging brengt. De amplitude is
evenredig met het aantal stooten, de grootte van den stoot, en
met de elasticiteit van het statief. Deze laatste kan men dug
uit de amplitude afleiden, waardoor tevens het meeslingeren te
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berekenen is. Wij komen hierop uitvoerig terug in Hoofdstuk I'V.

De bij deze methode ontstaande amplituden zijn vrij groot,
zoodat de grondbewegingsinvloed in verhouding veel geringer is
dan bij de tweeslingermethode. FEchter is de methode bij het
Stuckrath-toestel niet toe te passen, als de mantel er overheen
staat, daar men dan geen gelegenheid heeft tot het uitvoeren
der stooten. Het bezwaar zou wel te ondervangen zijn, door
eenige veranderingen aan het toestel aan te brengen, doch het
lag voor de hand eerst te onderzoeken of niet op andere wijze
het meeslingeren op slappen bodem te bepalen zou zijn.

Een der andere genoemde methoden komt wegens de vermelde
bezwaren niet in aanmerking.

Naar aanleiding van een uiting van Prof. E. Borrass van het
(Geodetisch Instituut te Potsdam, werd onderzocht of de twee-
slingermethode wellicht met voordeel zod gewijzigd kon worden,
dat het meeslingeren afgeleid werd uit den invloed van twee in
hetzelfde vlak slingerende slingers, uitgaande van een anderen
begintoestand dan den evenwichtsstand voor een der slingers.
Hiervoor was het noodig de hewegingsvergelijkingen van twee
slingers op een elastisch statief tegelijkertijd slingerende, in alge-
meenen vorm op te lossen en de daardoor geschapen mogelijk-
heden te bestudeeren.

In Hoofdstuk III en Hoofdstuk V zijn de bewegingsvergelijkingen
van twee slingers ontwikkeld, uitgaande van de in Hoofdstuk Il
afgeleide algemeene storingsvergelijking.

In Hoofdstuk IV zijn de verschillende mogelijkheden ter bepaling
van het meeslingeren opgenomen, waarbij tevens de theoretische
grondslag der bestaande, hierboven vermelde, methoden behandeld
is. Daarbij is voor elke methode onderzocht in hoeverre de bodem-
hewegingen storingen geven en welke overigens de voor- en na-
deelen van elk zijn.

De algemeene bewegingsvergelijkingen van twee slingers op
cen elastisch statief tegelijkertijd slingerende, zijn eveneens toe-
passelijk op een heel ander gebied van verschijnselen. Zoo zijn
ze zonder meer aan te wenden voor het geval dat twee trillingen
wederzijds invloed op elkaar uitoefenen. Ook op het gebied der
wisselstroomen kunnen zij toepassing vinden. Deze quaesties
liggen echter buiten het hestek van deze verhandeling.




HOOFDSTUK 1L

Algemeene Storingsvergelijking.

Wij zullen aanvangen de bewegingsvergelijkingen van het
slingerlichaam op te stellen.

Wij voegen aan elk massadeeltje de traagheidskracht van
0’ ALEMBERT toe; hiermede is het vraagstuk tot een statisch
vraagstuk teruggebracht.

Wij veronderstellen verder. dat het verticale viak gelegd door
twee willekeurige punten van de baan, die het zwaartepunt
beschrijft, een syvmmetrievlak is voor het geheele verschijnsel.
Hieruit volgt dat deze baan geheel in dit vlak ligt.

Als coordinatenstelsel kiezen wij drie onderling loodrechte
assen, waarvan wij de axas en de yas in het symmetrievlak
leggen. Als oorsprong nemen wij een punt van het slinger-
lichaam in de onmiddellijke nabijheid van het aangrijpingspunt
van de statiefreactie. Had men te doen met een vast mathe-
matisch ophangpunt, zoodat deze statiefreactie steeds in het-
zelfde punt van den slinger aangreep, dan zou men dat punt
kunnen kiezen. In de praktijk zal het aangrijpingspunt zich in
het slingerlichaam verplaatsen, doordien het mes van den slinger.
bij verschillende uitwijking uit den evenwichtsstand, niet steeds
op dezelfde punten zal rusten, doch een heen en weer rollende
beweging zal uitvoeren.

De was kiezen wij verticaal, positief naar boven, de yas
horizontaal, positief naar rechts.

De oorsprong is geen vast punt in de ruimte, daar in 't alge-
meen geen enkel punt van den slinger op zijn plaats blijft. Ons

3
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coordinatenstelsel zal dus kleine translaties ondergaan, gegeven
door de coordinaten @, en y, van den oorsprong ten opzichte
van een in de ruimte vaststaand assenstelsel, waarvan de assen
aan de vorige evenwijdig zijn.

Den hoek, dien de verbindingslijn van zwaarte-
y punt en oorsprong met de negatieve @ as
maakt, noemen wij 4;

den afstand van oorsprong tot zwaartepunt
bij stilhangenden slinger A;

de massa van den slinger m;:

g de massa van een willekeurig deeltje dm;
L=mg

de voerstraal van dit deeltje .

Stellen wij nu de evenwichtsvergelijkingen op van het slinger-
lichaam voor de daarop werkende krachten en de toegevoegde
traagheidskrachten van p’ALEMBERT.

De som der y componenten, nul gesteld, levert dan een uit-
drukking op, waaruit de y component der ophangpuntsreactie te
berekenen is.

De som der « componenten, nul gesteld, geeft een unitdrukking
voor de @ component dezer reactie.

De som der momenten om den oorsprong, nul gesteld, geeft
de bewegingsvergelijking voor 4.

Stellen wij eerst de laatste op:

1. Momenten der op het lichaam werkende krachten om den
oorsprong :

«. de som der momenten van de op elk deeltje werkende
zwaartekracht. Dit is gelijk aan het moment van het in het
zwaartepunt geconcentreerd gedachte gewicht.

Hierbij moet opgemerkt worden, dat het slingerlichaam zich
elastisch zal vervormen tengevolge van de erop werkende krachten.
Daardoor zal de afstand A kleine veranderingen ondergaan, welke
wij A% noemen. Dit is niet een eenvoudige elastische verande-
ring van de lengte h, want het zwaartepunt zal niet steeds met
hetzelfde deeltje van den slinger samenvallen.
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Het zwaartekrachtsmoment wordt dan voorgesteld door :
mg (h + A h)sin

b. De ophangpuntreactie £, grijpt niet precies in den oorsprong
aan, doch op een kleinen afstand daarvan, zoodat men hierdoor
een klein moment krijgt.

Buitendien kan in de aanrakingspunten van mes en ophang-
vlak nog een klein moment overgedragen worden, dat wij alg
wrijvingsmoment zouden kunnen karakteriseeren.

Wij vatten beide termen samen in Mp.

¢. Op het oppervlak van den slinger grijpen kleine krachten
aan, tengevolge van het medium, waarin de slinger slingert. Wij
zullen dezen weerstand, ontstaande door wrijvingen, botsingen
en luchtdruk later nader analyseeren.

Het veroorzaakte moment noemen wij Mp.

2¢. Momenten der traagheidskrachten van p’ALEMBERY.

a. Men heeft een klein moment tengevolge van de evenwijdige
translatiebeweging van het coordinatenstelsel.

De versnelling daarvan is y,” en a,” (de tweede differentiaal
naar de tijd ¢ wordt door een dubbel accent aangeduid).

De resultante der toe te voegen traagheidskrachten voor het
heele slingerlichaam heeft dus de componenten — m y,"” en — m ;"
en grijpt aan in het zwaartepunt.

Het moment om den oorsprong is dus:

+ m )" (h 4 Ah)sin§ ++ m y," (h 4+ Ah) cos )

b. Het moment der traagheidskrachten ten gevolge van de
beweging van den slinger ten opzichte van het coordinatenstelsel.

De traagheidskracht van een oneindig klein deeltje dm van den
slinger is samengesteld uit verschillende stukken.

De hoofdterm ontstadt tengevolge van de draaiing om den
oorsprong. Dit geeft voor een deeltje op afstand ¢ van den oor-
sprong een moment:

0" 0® dm

De elastische vervorming van het lichaam maakt dat ¢® niet
geheel constant blijft, zoodat bovenstaande term daardoor wijziging
ondergaat. Bovendien ontstaan daardoor elastische verplaatsings-
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versnellingen, die ook een bijdrage leveren voor de traagheids-
kracht van het deeltje.

Deze beide gevolgen van de elastische vervorming van het
lichaam geven een kleine bijdrage tot het traagheidskrachtmoment
van het deeltje dm, welke wij aanduiden door d M.

Bij de bhestudeering der vervormingsverschijnselen in Hoofd-
stuk III zullen wij deze grootheid nader analyseeren.

Geintegreerd over het geheele lichaam krijgen wij voor het
traagheidskrachtmoment:

9”/ et dm + / dMy =0T+ My

Hierin heeft * betrekking op den stilhangenden slinger en dus
beteekent / het traagheidsmoment daarvan om den oorsprong.

Ouder Mp verstaan wij de integraal van d Mp over den
geheelen slinger.

De som van al deze momenten nul gesteld geeft:

mgh -+ 10"+ | — mg (h 4+ Nh)y(0—sinb) + My -+ My +

b Mp g0 A~ mewey” (b AR sin 6 + my,” (h -+ Ah) cos I =0

of wel:
(
I So1 L 8§=0
/ i
' / : : s
waarin ! = — = slingerlengte van den mathematischen slinger.
f

g = ; —mg(h+AR)(0— sint) & My + My + My +

g 0 A= )" (h-FAR) sin 0+ my,” (b -+ A h)ycos d

Verstaan wij nu onder den theoretischen slinger een slinger
waarbij alle termen, waaruit S is samengesteld, nul zijn. Dit
wil zeggen, dat de slinger om een vast mathematisch punt
slingert. samenvallend met den oorsprong, dat de amplitude




oneindig klein is, dat er geen uitwendige krachten op den slinger
aangrijpen, en tenslotte, dat het slingerlichaam geen vervormingen
ondergaat.

De hewegingsvergelijking wordt dan

I A -Z 440" =0

S is dus de samenvatting van alle storingstermen, die men in
de praktijk aan de bewegingsvergelijking moet toevoegen.

Zooals bekend mat verondersteld worden, is de oplossing van
vergelijking T A :

4 = a sin nt

waarbij verondersteld wordt, dat ¢ gerekend wordt vanaf het
oogenblik dat de slinger den evenwichtsstand passeert.

De grootheid @-is de amplitude van den slinger.

De hoek nt¢ noemen wij de fasehoek ¢ van den slinger. Deze
is dus nul bij doorgang door den evenwichtsstand.

De snelheid waarmee de fasehoek ¢ verandert, noemen wij de
fasesnelheid. Deze is dus door » voorgesteld, en iy constant.

De slingertijd = is te definieeren als de tijd waarin de fase-
hoek ¢ met = toeneemt. dus:

-

T

n

Verder is als bekend te veronderstellen :
{
n = l/ '(; en r =7 ‘/,_,,

De hoeksnelheid van den slinger 4/ is:
1" = an cos nt

De oplossing van de algemeene slingervergelijking I zullen wij
in denzelfden vorm trachten te brengen. Te dien einde voeren
wij in de grootheden « en ¢, gegeven door:

11 I = a sings
H! — > raari o Vq
V'= ancos ¢ waarin n — 7
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a is weer op te vatten als de amplitude van den slinger,
welke echter om aan vergelijking I te kunnen voldoen, niet
constant zal zijn. Volgens dit begrip der amplitude is het een
continue grootheid, die op elk oogenblik, onverschillig of de slinger
zijn grootste uitwijking heeft of niet, een zekere waarde heeft.

o is weer te beschouwen als de fasehoek van den slinger, die
volgens de gemaakte veronderstellingen nul is, wanneer de slinger
door den evenwichtsstind gaat.

De afgeleide van ¢ naar den tijd noemen wij «. Dit is dus de
hoeksnelheid, waarmee de fasehoek verandert, m.a.w. de fase-
snelheid. Zij zal in 't algemeene geval niet constant zijn. Het
verschil met de constante fasesnelheid » van den theoretischen
slinger noemen wij f.

[ is dus de veranderlijke toename van de fasesnelheid door
het optreden van den storingsterm S.

Den slingertijd 7' definieeren wij weder als den tijd waarin ¢
met = toeneemt. d. w.z.:

o 5
T = / w dt
< ¢

Uit II volgt door differentiatie van 4 naar ¢:

0 = apcos o+ d sine = ancos ¢
dus

IIT A afcose + a' sine =0
Een tweede verband tusschen «, ¢ en / vindt men door invoering
van 4 en 4 in vergelijking I:
0" = — an @ sin o + an’ cos ¢
= —an®sino — anf sin ¢ + a’ n cos o
geeft in I ingevoerd :
» . i A
III B a’ coso — afsine -+~ — =0
n

Lost men f en «' uit de vergelijkingen 1II A en III B op, dan
vindt men




S

1V A = - sino
an
S
IV B a = — " coso
n

Hiermede is het vraagstuk in hoofdzaak opgelost.
III B geeft den invloed van S op de amplitude, terwijl uit
1V A onmiddellijk die op den slingertijd is af te leiden:

T T i
= / fdt = — / pdt + / ndt = — =+ nl' =n(l'-1)
« 0 « 0 <0
iy
INAY dus T'—7 = — ’_,/ R
| a

Wij zullen verder steeds onderstellen dat S klein is, zoodat
de storingen in slingertijd en amplitude klein zijn. In dat geval
kan men voor de berekening daarvan uit IV B en IV C, in die
formules voor ¢ zonder bezwaar =t stellen, en voor « een
gemiddelde amplitude invoeren. Men kan dan IV B en IVC
integreeren, mits S als functie van ¢, ¢ of a bekend is.

De formule neemt dan den vorm aan:

T T

a2l 1 .v ° 1 .'v L]
I'—7= — & /bsmupdt:—rr—,g—-»/bsz'ngadgo
nia nia

/0 ./0

Voor de direct daarop volgende slingering krijgt men:

y 22 T 2T
s 1 .
T—7= — ——|[| Ssinodt = — — Ssinod
n’a/ ¢ nia i
v o o7

Wij zullen ons in het vervolg steeds bezig houden met de
gemiddelde slingertijdsstoring in twee achtereenvolgende slinge-
ringen, gedurende welke de fasehoek met 2= toeneemt. Deze
wordt dus gegeven door:

i 27

1

d /S.s'in@dt = — /S.s'z'n odo

9

2n-a

IVD T'—v = —

208 a

v 0 < 0
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Verstaat men nu verder onder @’ steeds de amplitudeverandering
gedurende dezen zelfden tijdsduur, gedeeld door 27, dat wil
dus zeggen, de gemiddelde amplitudeverandering per tijdseenheid
gedurende twee achtereenvolgende slingeringen, dan vindt men
uit 1V B:

2T X o

IVE @ = — ~jS¢'.os¢zh‘:.- ! chosgodga
0 0

~

P)

3

Wij zullen nu nog berekenen, hoe groot ongeveer de fout
is, die men door de bovenstaande verwaarloozing maakt. zoodat
men kan nagaan beneden welke grens S moet blijven, om een
zekere nauwkeurigheid in het resultaat te waarborgen.

De graad van nauwkeurigheid, die met de slingertoestellen
ter bepaling van de zwaartekracht te bereiken is, is 1 x 10 7
secunde in den slingertijd.

Men moet dus den eixch stellen, dat de gemaakte herekenings-
fout in de slingeitijdsstoring T'— = Kleiner is dan 0.5 10—7 secunde.
Men vindt dan dat de storingsterm S zoo klein moet zijn, dat
de slingertijdsafwijking blijft beneden 0.0001 secunde, en de

V2

. a 9
verhouding = heneden 0.0016.

Door deze voorwaarde kan men echter reeds bij kleine waarden
van S op moeilijkheden stuiten, ingeval de amplitude van den
slinger zeer klein is, wat ook wel duidelijk is, daar dan o.a. de
verandering van fasesnelheid groot kan zijn en dus de invoering
van een constant gemiddelde tot groote fouten moet leiden.

Voor dit geval moeten wij dus de formules verder ontwikkelen.

Vermenigvuldig daartoe [T A met cosnt, 111 B met — sin nt
en tel samen:

!

5 2 ; _ S,
a’ sin (o —nt) + af cos (o nt) — sthnt =0
n :

Dit is te integreeren:
of
/ S sin nt dt

« 0

VA —asin(e—nt) = — ]11

’
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Vermenigvuldig II1 A met sin n¢, 111 B met cos nt en tel samen :

J

s .
a’ cos (¢ —nt) — af sin (o —nt) < g nt =0
1

geintegreerd :
oL
VB acos(e—nt)y — a, = — 712 , S cos nt dt

0

Hierin is @, de amplitude ten tijde ¢ = 0, terwijl wij de fase-
hoek ¢ op dat moment 0 veronderstelden.

Is a, gegeven en S als functie van den tijd bekend, dan zijn
uit de formules V. « en ¢ te berekenen; de slingertijd 7' ten
tijde ¢ volgt weer uit:

= e %
Hiermede is dus de algemeene oplossing gegeven.
Wij kunnen het verband van de formules V met de formules

IVD en E onmiddellijk inzien, als wij de integratie in V uit-
strekken over den tijd 27. Men krijgt dan:

27T
asin2n(1--7) =) }z - / S sin nt dt
' « 0
2T
acos2n(1T-—-7) — a, = {—/ S cos nt dt
n

0

Is de afwijking 7'—7 Kklein, dan Kkrijgt men:

2 T
2na(l—7)= — L S sin nt dt
n
<0
2T
a — ay = — 711 / S cos nt dt
Jo

wat overeenstemt met de formules [V D en K.




30

‘Wanneer in het vervolg het tegendeel niet uitdrukkelijk ver-
meld is, wordt verondersteld dat aan de bovenbesproken ver-
waarloozingsvoorwaarden voldaan wordt en dat dus de formules
IVD en E gebruikt kunnen worden. Wij zullen slechts bij uit-
zondering de formules V A en B hebben toe te passen.

Uit de twee andere evenwichtsvergelijkingen is de ophangpunt-
reactie R te bepalen.

Het is wenschelijk dit uit te voeren, om de door deze reactie
veroorzaakte hewegingen van het statief te kunnen nagaan.
Buitendien moeten wij haar kennen om de kleine onder My aan-
geduide momenten te kunnen berekenen, ontstaande wanneer het
aangrijpingspunt niet samenvalt met den oorsprong van het
coordinatenstelsel.

Voor beide doeleinden kan men volstaan met het berekenen
van de hoofdtermen van K. Het heeft dus geen zin de kleine
termen te berekenen, voortvloeiende uit de verschillende oorzaken.
waarvan wij den invloed op de bewegingsvergelijking in den
term S hebben samengevat. Dit aan te toonen levert geen
moeilijkheden op: wij zullen het hier achterwege laten. Voor
de berekening van R zullen wij dus uitgaan van den theore-
tischen slinger.

Van de op een oneindig klein deeltje werkende zwaartekracht.
is de @ component — gdm en de ycomponent 0.

Van de op dat deeltje werkende traagheidskracht is de com-
ponent langs den voerstraal: p (4)*dm en loodrecht daarop:
¢ 9”7 dm, zoodat de xcomponent is:

x () dm — y 0" dm
en de y component:
y(0H)rdm + x 4" dm

In het ophangpunt grijpt dan nog £ aan met de componenten
R, en R,. Geintegreerd over het geheele slingerlichaam krijgt men :

Ry —mg — (0)*hmcost — 4" hmsini =0

R, 4+ (0"hmsini — 1" hmcos) =0
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Bij de waarnemingen met de slingertoestellen is de amplitude
700 klein (zelfs bij de Fransche toestellen overtreft zij nooit 1°)
dat bij de nauwkeurigheid die wij voor I wenschen, de termen
van de orde 4% en hooger verwaarloosd kunnen worden.

Wij vinden dan:

Ry, = mg + mh (0')* + mh 0" ¢

Vi Ry =mh( = —myg }; 4

Beschouwen wij nu nog de vergelijkingen IV nader, om er
eenige belangrijke algemeene conclusies uit te trekken.

Allereerst blijkt dat wij den invloed van elk der termen van
S op slingertijd en amplitude afzonderlijk kunnen bepalen, zonder
de andere in rekening te brengen. Dit is ook wel duidelijk, daar

het voortvloeit uit de gemaakte veronderstelling dat S zoo klein
/

is, dat (T'--7) kleiner dan 0.0001 secunde is, en % beneden 0.0016.
Dit komt n.l. hierop neer dat de afwijkingen zoo klein zijn, dat
hun producten en quadraten verwaarloosd kunnen worden, wat
we ook z00 kunnen formuleeren, dat de verandering, die een
storing ondergaat door het gelijktijdig werken van een tweeden
afwijkingsinvloed, verwaarloosd wordt.

In verband hiermee kunnen wij in formule I de producten der
afwijkingsinvloeden verwaarloozen en vinden dan:

S = 1[ My + My + My — mgh (0 — sind) + mg i A h +

L& + may b0+ mhy,”

Ter herinnering diene dat hierin is:

mgh (0 — sinf): de invloed van de eindige amplitude.
My : het moment om den oorsprong van F.

Mp . het moment door de omringende lucht op den slinger
uitgeoefend.

My + mgdAh: de invloed van de elastische vervorming.
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-+ mh 0wy de invioed van de verticale heweging van den oor-
sprong.

- mhy,”: deinvloed van de horizontale heweging van den oorsprong.

Wij zullen in het volgende hoofdstuk achterecenvolgens de
grootte van deze termen en hun invloed'op slingertijd en amplitude
nagaan.

OOPMERKINGEN :

1. Tengevolge van de kleinheid van 4 blijkt uit de twee laatste
termen van S

Verticale bewegingen vcan den oorsprong oefenen een invloed wit
van kleiner ovde dan hovizontale bewegingen.

200 Uit de formule IV D volgt dat de slingertijdsafwijking
nul is wanneer S voor gelijke positieve en negatieve o dezelfde
waarde heeft, m.a. w.:

De  slingertijdsafiijking is nul wanneer het storend moment de-
zelfde waarde heeft bij gelijke witwijking wit den evenwichisstand
naar weerskanten.

Is & bijvoorbeeld een functie van de hoeksnelheid 4/, dan is
deze voorwaarde vervuld, daar

7= @ coso

dus 77 is onafhankelijk van het teeken van 4 (met verwaarloozing
van termen van hoogere orde).

Storvende momenten, waarin als eenige veranderlijke de hoek-
snelheid optreedt hebben dus geen slingertijdsafwijking tengevolge.

Uit IV E volgt, dat de amplitude niet verandert, wanneer S
dezelfde waarde heeft voor twee waarden van ¢ die samen 180°
zijn, d. w. z.:

De amplitude verandert niet wanneer het storend moment even
groot is bij dezelfde witiwijking uit den evemvichtstand bij heen- en bij
teruggaande beweging van den slinger.

Met verwaarloozing van termen van hoogere orde kan men
weer zeggen dat hieraan wordt voldaan als S een functie is van
5 of 07, dus

De  amplitude van den slinger cerandert niet als het storend
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moment een [unctie is van den witwijkingshoek of can de hoel:-

versnelling.

30, Heett men twee slingers met ongeveer gelijken slingertijd.
die met gelijke amplitude slingeren, maar waarvan het fase-
verschil = is, dan zullen, wanneer te allen tijde S voor beide
slingers gelijk iy, de afwijkingen in slingertijd en amplitude voor
beide slingers gelijk zijn doch tegengesteld van teeken. Immers
de integralen

27 2

9

Ssinode en | Scoseodo

<0 v 0

zijn voor heide slingers gelijk en tegengesteld, daar sin ¢, — -~ sin ¢,
CNn Cos ) = — €08 Q,.

‘Wij zullen hiervan hij de behandeling der grondbewegings-
storingen een toepassing maken, waardoor het mogelijk zal blijken
de storingen bij het Stiickrathtoestel te elimineeren.

Lveneens kan men zeggen., dat wanneer twee slingers met
gelijke amplitude en in gelijke fase slingeren. de invloed van
een voor bheide slingers gelijken term S op slingertijd en ampli-
tude gelijk is.

4% Voor den reversieslinger kan men het volgende opmerken :

Noemt men de slingertijden om de twee messen 7 en 7.,
dan is, zooals in de inleiding vermeld is. de gereduceerde slinger-
tijd T gegeven door :

I — hy T,* — /z =
h, — h,

Wij zullen dit voor het volgende betoog eenigszins herleiden.

Indien de reversieslinger goed geconstrueerd is, verschillen 7'
en T, zoo weinig, dat men het quadraat en de hoogere machten
van 1) -7T, mag verwaarloozen ten opzichte van 7. Neemt
men als de bereikbare nauwkeurigheid voor 7" aan 1 10- 7 secunde,
dan moet daartoe 7, -T, < 0.0002 secunde. Wij kunnen dan
schrijven:
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qr oo h;? s &l e
=1, T o I
of wel
p_ Iy — kT,
VII I = =

Is nu een storingsoorzaak aanwezig die in de bewegingsverge-
lijkingen voor beide gevallen te allen tijde een gelijk moment
om den oorsprong geeft, dan is dus:

M =158 =48, = 1]/[2
of wel
mil hy S, =ml, hy S,

Daar [ tot op grootheden van hoogere orde gelijk is aan /, is dus:
hy S, = h, S, en
S S,

h, - hy

Wanneer in beide gevallen de amplitude gelijk was, volgt uit
IVD dat de slingertijdsafwijkingen omgekeerd evenredig aan
h, en h, waren.

De afwijking in 7" is dan volgens VII nul:

Wanneer een reversieslinger in zijn twee posities met gelijke
amplitude geslingerd heeft, zal een storingsoorzaak die voor beide
gevallen een gelijk storend moment gegeven heeft, geen afivijking
veroorzaken in den gereduceerden slingertijd T.

5% Uit de vergelijkingen IV volgt nog dat in 't algemeen een
storend moment den grootsten invloed op den slingertijd heeft,
als het aangrijpt terwijl de slinger in de buurt van de grootste
uitwijking is. De amplitudestoring is dan klein.

Omgekeerd is de amplitudestoring groot en de slingertijdsstoring
klein als het aangrijpt terwijl de slinger in de buurt van den
evenwichtsstand is.

6% Als toepassing in de praktijk is te beschouwen de werking
van het echappement van een slingeruurwerk.
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Stelt men den eisch dat dit zoo weinig mogelijk invloed moet
hebben op den slingertijd, dan kan dit met behulp van IV D in
formule gebracht worden:

2 T
/ Ssinodo =0

v 0

Hieraan wordt volgens opmerking 2 voldaan, wannesr het op
den slinger uitgeoefende moment een gelijke waarde heeft bij
gelijke uitwijking uit den evenwichtsstand naar weerskanten.
Gemakkelijk is in te zien dat alleen in dat geval de slingertijds-
storing nul is voor elke amplitude.




HOOFDSTUK I

Behandeling der storingsoorzaken.

Wij zullen in dit hoofdstuk achtereenvolgens den invloed der
verschillende termen van S nagaan. Het is niet de bedoeling
alle invloeden te behandelen, die zich bij de slingerwaarnemingen
voordoen, doch alleen diegene, waarbij de aard der storing niet
onmiddellijk is in te zien.

Onder de niet te behandelen quaesties kunuen bijvoorbeeld
genvemd worden alle afwijkingen in de afmetingen en de gedaante
van den slinger, voor zoover zij constant zijn tijdens de slingeringen.
Deze oefenen invloed uit op de mathematische slingerlengte /,

zoodat in de formule
t = & I/]
J

een andere { moet ingevoerd worden. Het verband met de slingertijds-
afwijking volzt hieruit onmiddellijk; de amplitudeafwijking is nul.
Onder deze rubriek zijn te rekenen:
1% De invloed van de temperataur.

29, De gevolgen van het niet parellel zijn der messen van een
reversieslinger, waardoor de formule voor den gereduceerden
slingertijd ingewikkelder wordt.

3", Het verschil in mesafstand van den stilhangenden reversie-
slinger, al naarmate de slinger aan het eene of aan het andere mes
hangt. Immers doordien het zwaartepunt van den slinger niet in
het midden ligt, is de elastische vervorming van het slinger-
lichaam in beide posities niet gelijk.




37

Deze en soortgelijke quaesties die als statische vraagstukken
behandeld kunnen worden, laten wij verder buiten bheschouwing.

Achtereenvolgens zullen wij nagaan:

1. Den invloed van de eindige amplitude.
2. Den invloed van de elastische vervorming.
3. Den invloed van de omringende gassen.

Den invioed van de messen. waaronder wij samenvatten het
geheele verschijnsel dat zich bij het ophangpunt afspeelt.

5. Den invloed van het meeslingeren, d.w.z. den invloed van
de oorsprongsbeweging tengevolge van de reactie van den
slinger op het statief.

6. Den invloed van de grondbewegingen, die eveneens een

beweging van den oorsprong tengevolge hebben.

1. Amplitude.

De S term — "1/ (4 — sin0) is alleen van / afhankelijk en heeft
dus geen invloed op de amplitude doch alleen op den slingertijd.
Wij ontwikkelen (4 — sinf) naar / en verwaarloozen wegens

de kleinheid van 4 de hoogere termen

[L-’: a.’%

= iy | I sin® ¢
6 5
27
a | . a’
VI T—7 = + ~———/ sintedoe = — T
12# 0 ’ 16

waarin « in radialen is uitgedrukt.

2. Elastische vervorming.

Daar wij bij het opstellen der algemeene bewegingsvergelijkingen
uitgingen van de afmetingen van den stilhangenden slinger. zijn
de afwijkingen waarop wij nu het oog hebben. veroorzaakt door
het verschil der elastische verplaatsingen van den stilhangenden
en den hewegenden slinger.
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Wij zullen voor de volgende beschouwingen uitgaan van een
slinger, symmetrisch ten opzichte van het slingervlak, doch verder
van geheel willekeurigen vorm. De wijziging van de beschouwingen
voor den asymmetrischen slinger stuit trouwens niet op groote
moeilijkheden.

Wij zullen aannemen dat het materiaal waaruit de slinger
hestaat voldoet aan de wetten der elasticiteitsleer; voor de bij
de waarnemingen gebruikte slingers kan men dit veilig doen.
Of de onlangs vervaardigde kwarts-slingers hieraan beantwoorden.
is mij niet bekend; echter zijn ze voor relatieve waarnemingen
geconstrueerd, zoodat de correctie er niet op aankomt.

Wij zullen de inwendige wrijving verwaarloozen, zoodat wij
veronderstellen, dat te allen tijde de op een deeltje werkende
elastische spanningskrachten in evenwicht zijn met de uitwendige
krachten, die te splitsen zijn in de zwaartekracht, en de traag-
heidskracht van p’ArLEMBErRT met in het ophangpunt de aldaar
aangrijpende reactie.

Beschouwen wij eerst den stilhangenden slinger.

Noem de hoek die de voerstraal van een oneindig klein
deeltje dm maakt met de voerstraal van het zwaartepunt e.

Als uitwendige kracht werkt alleen de zwaartekracht, met de
componenten :

IXA In ¢ richting: P =gdmcosa

!

loodrecht daarop: @ = — gdmsina

Bekend is verder:
ol N

X A / osinedm =0 / 2 cos a dm = hm

)

v ) v 0

welke de ligging van het zwaartepunt bepalen.

Wij noemen de verandering van : bij hewegenden slinger
Ap en die van a: Az Zoowel A: als Az zijn dus verander-
lijke elastische grootheden.

Bij bewegenden slinger zijn de componenten der uitwendige
krachten en traagheidskrachten op een oneindig klein deeltje dus:
in o richting:

P, = + g dm cos (I-+e+Aa) -+ dm (¢-+ o)

)

0" 4 (Aa) dm (Ap)”




in tangentieele richting :

Yy = — g dm sin (0+2+A«a)—dm (p+2Ap) | 67 4 (Az)”

— 2dm (Ap) ‘0’ F (A«

of met verwaarloozing van kwadraten en producten van elagtische
grootheden :

P, = gdmecos (4a+Az) 4+ dmo (0°)? + dm A p (0)* +
F2dm o0 (Az) — dm (Ap)’
IXB
Q= —gdmsin (0+at+2Ax) — dm gy — dm N 4" —
— dm p(Az)" — 2dm (A o) '

terwijl in het ophangpunt nog de reactie R, werkt.

De ligging van het zwaartepunt in den slinger en daarmee van
de voerstraal van waaruit / gemeten wordt, wordt weer gegeven
door :

/ (o+Ap)sin(x+Ax)ydm =0

/(p-{-—Ap) cos (a+Az) dm = (h-+Ah; m

of met dezelfde verwaarloozing en gebruikmaking van X A:

o H
/ 0 Aa cos 2z dm / Ao sima dm = 0

() ()

XB

o o
= / o Aa sin o dm 4 / Apcosadm = Ah X m
0 0

Noemt men de elastische verplaatsing evenwijdig aan de
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voerstraal van het zwaartepunt A« dan kan men het linkerlid ook

schrijven :
Wi

/ Au din = m Ah

« 0

Men had dit ook uit arbeidsoverwegingen onmiddellijk kunnen
afleiden.

Het verschil der elastische verplaatsingen bij hewegenden en
stilhangenden slinger, d.w.z de grootheden Ap en A« worden
veroorzaakt door het verschil der op deze werkende krachten,
welk verschil dus de componenten heeft (IX B IX A):
in ¢ richting:

i 7(0+Ax)>

4 dm Ae (0 - 2dm o 0 (Azx) — dm (Ag)’

[X P = gdm{+Ax)sin (o dm o 0%

loodrecht daarop:

(0 +Az)
o+ (e
D)

Q= gdm(l+Acz)cos —dm ;0"

dine Ap )" - dm g (Aa) — 2dm (Ag)' 0

In het ophangpunt werkt verder het verschil der reacties
R, — R, = R welk verschil evenwicht maakt met de resultante
der krachten P en Q.

Deze krachten zijn als statische belastingen van het slinger-
lichaam te beschouwen.

In het algemeen zal de theoretisch strenge bepaling van de
elastische verplaatsingen, door P en  veroorzaakt, groote moeilijk-
heden opleveren, temeer daar P en ( zelve daarvan weer direct
afhankelijk zijn. Wij veronderstellen nu echter dat de elastische
verplaatsingen en de afgeleiden daarvan naar den tijd zoo klein
zijn, dat de daaraan evenredige termen van P en (Q verwaarloosd
kunnen worden. Aan deze onderstelling voldoen wellicht niet
de elastische verplaatsingen tengevolge van trilbewegingen, want
die verplaatsingen zelf zijn wel zeer gering, maar de afgeleiden
naar den tijd hehoeven dat niet te zijn, omdat de periode zoo
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klein is, dat de snelbheden en versnellingen groot kunnen worden.
Daar deze trilbewegingen zich zeer wel bij den slinger zouden
kunnen voordoen, zou hierin een bezwaar tegen bovenstaande
verwaarloozing gelegen zijn. Echter zal later aangetoond worden
dat dergelijke kortperiodische verschijnselen geen invloed kunnen
uitoefenen op den slingertijd en de amplitude., zoodat hierdoor
het bezwaar vervalt.
Wij krijgen nu voor 22 en Q:

(S8

[}

P = —gdmisin (c/. ) 4 dm :()')?

w

4
) = — gdmicos (ac - ) — dm 20"

Wij kunnen hierin voor 44’ en 4” met voldoende nauwkeurigheid
stellen: a sine, ap cose en — ap*sing, zoodat men krijgt. na
verwaarloozing der 3° en hoogere machten van «:

; : dm _ 0 a8
= — gdmsin e asine — g S -Cosaa*sinieo - gdm- " a*coso
XI

: ‘ ) ; g dm . g it
Q= — gdmcosaasine-+gdm 3 asine 75 sin a a? sin® ¢

terwijl in het ophangpunt de daarmee evenwicht makende reactie
R optreedt.

In het algemeen zal de invloed der fermen met a dien der
termen met a* verre overheerschen.

Wij moeten thans nagaan welke atwijking het moment van
zwaartekracht en traagheidskrachten om den oorsprong ondergaat
tengevolge van de grootheden A« en Ap: welke afwijking wij
in hoofdstuk II hebben samengevat in de termen

myg 0 Ah + AM];

Het moment van de op een massadeeltje dm werkende krachten
om den oorsprong is, met verwaarloozing der quadraten en pro-
ducten van Az en Azx:
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—(e+Ap) Q = gdmpsin(l 4 «) 4 dm ¢* 0" 4 Ao g dm sin (0 «)
+oAxgdmcos (0 + o) + 2dmp A 07 + dm p* (Az)" + 2dm o8’ (Ap)

De andere storende momenten worden hier, in overeenstemming
met de opmerking op blz. 31 verwaarloosd.
Waren A¢ en Ax nul dan zou het moment zijn:

gdmpsin (0 + o) -+ dmnp* 0"

Integreert men deze laatste termen over het geheele slinger-
lichaam met gebruikmaking van X A, dan vindt men, zooals
natuurlijk te verwachten was, de twee hoofdtermen van de
bewegingsvergelijking van den slinger:

mg hsin i+ 10"

De afwijking van dit moment tengevolge van de elastische
vervormingen Az en Ap is dus voor het deeltje dm:
gadml Ah 4 dMp = Ap g dm sin (0 + 2) + p Ax g dm cos (0 + ) 4
+2dm o Ao 0" + dm o (Az) - 2dm o 0 (Ao

De eerste twee termen van het rechterlid stellen voor de
verandering van het zwaartekrachtsmoment, zooals blijkt met
behulp van vergelijking X B. Met verwaarloozing van termen
van hoogere orde krijgt men:

W o
/g Ap sin (0 + 2) dm + / g Az cos (0 -4-aydm = mglAh

Joo <0

waarin Ak zooals wij reeds vonden gegeven is door:

N

/ Au dm = m Ah

o 0

zoodat de verandering in het zwaartekrachtsmoment wordt:

“m
XIT A mg b Ah = g a sin ¢ / Au dm

v 0
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‘Wij moeten nu nog Mg berekenen door de drie laatste termen
te integreeren. Wij kunnen daarbij weder invoeren :
/) = asinp
0 = au cos ¢
0 = — ap®sine
en vinden dan:

I

XIIB My = /

<0

p? (Aa)” — 397 pasime Ag -+ 2ppacos o (Ap')| dm

Samengeteld geven dus de vergelijkingen XII A en B het
storend moment; hierin zal de eerste term van XIIB het
belangrijkste zijn, daar de andere termen alle den factor « hebben.

Een beschouwing van de formules XI en XII te zamen maakt
verschillende vereenvoudigingen mogelijk. Uit XI n.l. blijkt dat
de elastische verplaatsingen door P en () veroorzaakt zullen
bestaan uit drie deelen:

1% een deel evenredig aan « sin ¢ vermenigvuldigd met een van ¢
onafhankelijken factor;

20, een deel evenredig aan «”sin®¢ vermenigvuldigd enz.

39 a® cos® ¢

”

Ingevoerd in de formules XII A en B geeft het 1° deel:
een term evenredig aan a sin ¢ vermenigvuldigd enz.

9 29
» » » . azsm- o
a? (.032 ©

”

n ” ”

Past men de algemeene storingsformule 1V D en E toe op de
laatste twee termen, dan blijken deze noch een slingertijdsstoring,.
noch een amplitudestoring te geven.
De eerste term, ontstaande door substitutie van de aan a sin ¢
TN

evenredige elastische verplaatsing in den term / ¢* (Aa)” dm, blijkt
< 0

geen amplitudestoring, doch wel een slingertijdsstoring te geven.
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Het tweede deel der elastische verplaatsingen geeft in XII A
en B ingevoerd :

een term evenredig aan a”sin®¢ vermenigvuldigd enz.
” i ” y @°SmTep

ad sin ¢ cos* o .

” » ”

De eerste term geeft weer geen storing in amplitude of slinger-
tijd. De laatste twee termen hebben den factor a® en mogen
dientengevolge verwaarloosd worden tegenover die met a.

Het derde deel der elastische verplaatsingen geeft tenslotte in
XII A en B ingevoerd:

een term evenredig aan a” cos* vermenigvuldigd enz.

3 sin © cos>
. y A SINQ cos® o 3 5

3 cosd
” ” ” ” a cos (ID ” ”

De eerste term geeft geen storing in amplitude en slingertijd
en de twee laatste termen kunnen weer verwaarloosd worden
wegens den factor a®.

Wij kunnen ons bjj de berekening van het storend moment
voorzoover het van belang is voor de slingertijdsstoring dus
bepalen tot den term :

o
/ o* (Azy) dm

J 0

waarin A«, is de elastische hoekverandering van den voerstraal
veroorzaakt door de aan a sin ¢ evenredige termen van Pen Q:

in ¢ richting: — g sin 2 a sin © dm

loodrecht daarop: - gcosaosinodn + g —/ a sin o dm

met den daarmee evenwicht makenden hoofdterm van E in het
ophangpunt.
De amplitudeverandering blijkt uit het bovenstaande nul te zijn.
Wij moeten nu nog een opmerking maken naar aanleiding van
de as ten opzichte waarvan de elastische verplaatsing gemeten
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wordt. De totale elastische verplaatsingen veroorzaakt door de
krachten P en ( hebben wij gemeten ten opzichte van een stelsel,
waarvan de as door het ophangpunt en het zwaartepunt gaat.
d. w. z. de elastische verplaatsing van het zwaartepunt (niet te
verwarren met de punten van het lichaam, waarmee het tijdelijk
samenvalt) loodrecht op de as is nul (1° vergelijking van X B).

Dit is op elk moment juist, dus onafhankelijk van de waarde
van ¢. Hieruit volgt dat de zwaartepuntsverplaatsing loodrecht
op de as nul is voor elk van de drie deelen, waarin wij de totale
elastische verplaatsingen splitsten. Bij de vervorming door de
hoofdtermen van P en @, wordt dus ook de elastische verplaatsing
gemeten ten opzichte van een as door het zwaartepunt.

Ten behoeve der verdere berekening zullen wij invoeren de
constante elastische verplaatsingen A» in de richting van den
voorstraal en A s loodrecht daarop, die veroorzaakt worden door
een stelsel constante krachten K evenredig aan de hoofdtermen
van P en Q:

K, = —gdmsina in o richting

XIII A K, = —gdmcosa | ; g dm in s richting

Ook hierbij blijft de as door het zwaartepunt gaan wat analoog
aan X B tot uitdrukking komt in:

m
XIITB / (As cos 2 + Arsina)dm = 0

v

Wij krijgen nu:
2 Az, = asinp As
dus
0 (Az) = — ap*sino As

Het storend moment is dus:
N
— aprsing / 0 As dm

L)
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De daarmee overeenkomende storingsterm in & is dan:

N
apt .
— " sin As dm
hml <P/ g

v

Ingevoerd in IV D krijgt men:
n

, T
X ) — T = + —— s d
XIII C T F hm[} P As dm
0

terwijl IV K geeft:
a =0
zooals hierboven reeds werd opgemerkt.
Hiermede is de oplossing gegeven.
Wij kunnen haar nog in eenvoudiger vorm brengen :

K\ 'Wij zetten daartoe op de as een lengte OC' =l uit en
L‘x \ noemen (' het slingerpunt. Is de slinger een reversie-
] slinger dan valt het tweede ophangpunt met het
; slingerpunt samen.

OP=p = voerstraal van een willekeurig deeltje dm.

R
" - Noem C'P = p
Maak Q7’7 L OC en QP = gdm
i Maak QR | OPen QR = ; g dm
/ Uit XIII A volgt dan:

Pl == g,

DaarA QR P oA O P (' staat PR | C Penislang r7 gdm dus:

De kracht K staat loodrecht op de verbindingslijn ¢z met het
slingerpunt en is groot

XII D K= [ g dm

XIII C is met behulp van XIII A en XIII B nog in anderen
vorm te schrijven:
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W N

X T i . v s
T == 2};;"& v—irAx g dm = 972%/ (Ks As + K, Ar) =
0 ()

_ T

hmg ~

: T

XIIT K I'—7=-—A4
hing

waarin wij onder A verstaan de vormveranderingsarbeid door de
krachten K met bijbehoorende reactie in het ophangpunt in het
leven geroepen. (De reactie R in het ophangpunt verricht geen
arbeid bij bovengebruikt assenstelsel: inderdaad is de integraal
dus de totale vormveranderingsarbeid).

Hiermee is het vraagstuk opgelost in een eenvoudigen vorm
die niet meer van het coordinatenstelsel afhankelijk is.

Uit de formules kunnen wij de gevolgtrekking maken dat blijkbaar
massa’s in de buurt van het slingerpunt en van het ophangpunt
op den slingertijd weinig effect hebben: de eerste omdat de
overeenkomstige krachten K dan klein zijn, de tweede omdat de
daardoor veroorzaakte vormveranderingsarbeid klein is.

Andere oplossingen van het vraagstuk kan men vinden in:

,Beitriige zur Theorie des Reversionspendels” van F. R. HELmERT
en in:

+Absolute Schwerkraftsbestimmung zu Potsdam™ van F. Kiitnyex
en PH, FURTWANGLER.

Heeft men een reversieslinger, dan kan men de oplossing nog
in anderen vorm brengen.
Men vindt voor de slingertijdsafwijking 7'—7 in den geredu-
ceerden slingertijd met hehulp van tormule VII:
1!

=5 = mg (h]‘—Tg)‘ (4, —4y)

waarin 4, en 4, de vormveranderingsarbeid voorstellen, veroor-
zaakt door de twee krachtenstelsels K, en K,, behoorende bij de
slingering om de twee ophangpunten.
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A, — 4, kan berekend worden zonder A, en A, afzonderlijk te
berekenen. Dit is het eenvoudigste aan te toonen met behulp
van vectoranalyse. Wij zullen daarbij de vectoren onderscheiden
door een streep boven de letter.

Noem de eenheidsvectoren in de richting der coordinaatassen
X, Yen Z; de voerstralen van een deeltje dm naar de beide
ophangpunten 2, en p,; de elastische verplaatsingen, door de
krachtenstelsels K, en K, veroorzaakt A, en A,, dan is:

b X Z K, = -‘/‘f“’gcl x Z

o ot
A4 -4y = I) / (K T Ka-—\a' = l;/ (K + K)o (A, —Ay) +

il

+ ‘?’/(K'OAQ—I\';nAI)

be tweede integraal is nul volgens het leuplouteltbbeomsel dus
wij krijgen, als wij A, —A, voorstellen door A en 2, - 2, door 27:

N a G

A —dy, = g/(/(, LK).A = ’;/ ("X 2} Adm = "; / (rx Adm

r ig volgens de definitie, de verbindingslijn van dm met het
punt M dat midden tusschen de twee ophangpunten ligt.
A is de elastische verplaatsing, die veroorzaakt wordt door

K—-K, = 9 (;m (2. — 2)) X Z = gdm Y
A is duos de elastische verplaatsing door het eigen gewicht
van den slinger, wanneer men zich den slinger z66 gedraaid
denkt dat de Y as verticaal is, d. w. z. dat de slingeras horizontaal is.
De reacties grijpen aan in de beide ophangpunten.
Noemt men Adm de massaverplaatsing van het deeltje dm,
dan stelt
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N

/ rx A dm
voor het moment van de massaverplaatsing van het geheele
slingerlichaam om het punt M.

Voor de voor de absolute zwaartekrachtsmetingen gebruiktc
slingers is nog een verdere vereenvoudiging mogelijk. Deze zijn
namelijk alle symmetrisch ten opzichte van het slingermiddelpunt M
met uitzondering van een slingergewicht P dat aan een der uit-
einden bevestigd is.

Noemt men
mg de massa van het symmetrische deel van den slinger;

A, de door het gewicht van dat deel veroorzaakte elastische
verplaatsing;

A, de door P veroorzaakte elastische verplaatsing:

Agpen A, de Ag en A, voor het punt I;

H de afstand M P:

dan is:
N ""5 "'/S

, e P
/ rx Adm = [ rx Agdm + / ” X Apdm + - Hx Ag, +
. v 0 ) ’

P
1 2Tl 5 )
* X App
De eerste integraal van het rechterlid is om redenen van
symmetrie nul. De derde term kan met behulp van de stelling
van MaxweLl, geschreven worden in den vorm:

.IIIS

/ H x A/‘ i

« 0

Men kan dan de laatste drie termen samenvoegen en vindt
door invoering in de formule voor 7T'—r:

I

72l

T—7 = B ]
ml (h, — h,) / P Dy

0
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Bij deze integratie is de massa van het slingergewicht half in
rekening te brengen. Met voorbehoud daarvan stelt de integraal
voor het moment van de massaverplaatsing, door de kracht 7’
veroorzaakt, om het punt aan het andere slingereinde, dat met
P symmetrisch ligt.

De berekening van de integraal blijft wegens den ingewikkelden
vorm van de gebruikte slingers nog vrij omslachtig. Het schijnt
mij daarom aangewezen, dit grafisch te verrichten, waarvoor de
vorenstaande oplossingsvorm zeer geschikt is. Men laat daartoe
op het op de ophangpunten steunende slingerlichaam de kracht /°
aangrijpen loodrecht op de slingeras, construeert de elastische lijn;
vermenigvuldigt elke doorbuigingsordinaat met den inhoud van
de slingerdoorsnede op dat punt, waarbij de doorsnede van het
slingergewicht half in rekening wordt gebracht; en construeert
het moment van het zoo verkregen oppervlak om het punt dat
symmetrisch met P aan het andere slingereinde ligt.

Men kan op deze wijze ook beter in rekening brengen, dat bij
veranderingen in doorsnede van den slinger, het voor de buiging
in rekening te brengen traagheidsmoment geleidelijk verandert.
Men moet er verder ook acht op slaan, dat op sommige plaatsen
een deel van de doorsnede geen weerstand biedt tegen buiging
en dus voor de berekening van het traagheidsmoment buiten
rekening blijft, zooals bijvoorbeeld bij de messen, waar de door-
snede loodrecht op het vlak van teekening plotseling veel
breeder wordt.

3. Invioed der omringende lucht.

Deze is bij nadere beschouwing in drie deelen te splitsen:

1° De invloed van den opwaartschen druk.

2% De invloed van de luchtmassa die met den slinger mee in

slingering geraakt.

3% De wrijving van de luchtdeeltjes onderling en tegen hef

slingeroppervlak.

De resultante van den opwaartschen druk grijpt aan in het
swaartepunt van het verdrongen luchtvolume en is gelijk aan
het gewicht daarvan. Noemt men dit P dan is dus 7/’ evenredig
aan de dichtheid van de lucht.




De term van S is

Phys Pk, ’
- L = Tasmo
1 7 !
waarin Ah; = afstand oorsprong — zwaartepunt luchtvolume.

De invloed op de amplitude is dus nul en die op den slinger-
tijd (formule 1V):
P el P
/A M | eintodt — 1 B p
[“'_+2mg/l /bm (p(/z‘_gmgh 1

)

De tweede invleed is lastiger na te gaan. Wij kunnen ons
voorstellen, dat door den slinger een deel van de omringende
vassen in beweging wordt gebracht en in slingering geraakt.
Als ruwe benadering kan men aannemen, dat elk luchtdeeltje
een slingering om den evenwichtsstand uitvoert, waarvan de
amplitude evenredig met de amplitude van den slinger, en de
fase dezelfde is. Wanneer wij afzien van de inwendige wrijving
van de lucht en de wrijvingsverliezen aan het oppervlak van
den slinger, welke wij bij den derden term zullen bespreken,
dan zal het effect op de slingerbeweging hetzelfde zijn als een
massavermeerdering van den slinger.

Aan de bewegingsvergelijking van den slinger wordt dan toe-
gevoegd een term van den vorm

/"1_!//
/

b+ Cy" = ('yasing

waarin C; en C, twee constanten zijn, die samen kunnen worden
gevoegd tot Cs.
De toepassing van formule [V D en E geeft weer

De amplitudeverandering is dus nul en de slingertijdsverandering
is onafhankelijk van de amplitude en hangt alleen samen met
de van de luchtdichtheid en slingergedaante afhankelijke con-
stante (. Wij komen hierop later nog terng.




Bij onze benadering stelden wij onsg voor, dat de slingering
der luchtdeeltjes steeds in dezelfde fase verkeerde met den slinger.
Zeer wel denkbaar is echter, dat door wrijvingsoorzaken de lucht-
deeltjes in fase iets bij den slinger ten achter zijn, zoodat men
den betreffenden term van S beter zou schrijven in den vorm:

> | _— 1 Y >
Casin(ofo) = - C,asino+ C;acosg

Men krijgt er dan nog een term evenredig cos¢ bij. Toepassing
van IV D en K geeft:

W= %%y 7= 4 Y
27 2 @

De amplitudeverandering is dus niet meer nul; zij is evenredig
aan @ en aan een van luchtdichtheid en slingervorm afhankelijke
constante.

De derde invloed 1s al even moeilijk theoretisch te hehandelen.

Het ligt voor de hand als benadering de veronderstélling te
maken, dat alle wrijvingsinvloeden evenredig zijn aan de hoek-
snelheid 4. Immers als de uitwijking van elk luchtdeeltje uit
den evenwichtsstand volgens de bovengemaakte veronderstelling
evenredig is aan 4, dan is ziju snelheid evenredig aan 4. De
snelheidsverschillen van aan elkaar grenzende luchtlagen zijn dan
eveneens evenredig aan ¢’; de inwendige wrijving dus ook.

Wij zouden den betreffenden term van S dus kunnen schrijven :

0 = Cyacos Q
Hiervan is de invioed op den slingertijd nul en volgens IV E is

' = A x T
a7
Deze amplitudevermindering is dus geheel gelijksoortig met de
vorige: evenredig aan a en aan een van luchtdichtheid en slinger.
vorm afhankelijk constante.
Volgens deze onderstellingen is de amplitudeverandering dus
logarithmisch, d. w. z.

. T
dan is a = - ka

en a = a,e* (a, aanvangsamplitude).
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Zou men de wrijvingsinvloed onderstellen op andere wijze af-
hankelijk van de hoeksnelheid ¢ te zijn, dan blijkt hierbij de
glingertijdsafwijking toch nul te blijven volgens de opmerking
N 2, pag. 32. Echter verandert de formule voor de amplitude-
vermindering.

Stelt men bijv.

O = (,'7 {0’): = ('7 a’ cos* ©

waarbij wij (- denken van teeken te verwisselen voor ¢ = 90°
en 270°. De wrijvingsinvloed is namelijk steeds een tegenwerkend
moment, zoodat de werking voor heen- en terugslingering tegen-
gesteld moet zijn: dit zou door evenredigheid aan (4’)* niet tot
uiting komen; C, moet dus van teeken omkeeren tegelijk met
de hoeksnelheid. Dit heeft geen invloed op het nul zijn der
slingertijdsafwijking zooals uit opmerking 2. biz. 32 onmiddellijk
volgt.
Formule IV E geeft nu:

/

af = C, a?

] 4
Sew
d. w.z. de amplitude afneming is evenredig aan het quadraat
van de amplitude.
(+eintegreerd geeft dit:
o L O .
aaq, BN/
(% is weder van dichtheid, druk en slingervorm afhankelijk.
De waarneming der amplitudeverandering leert intusschen. dat
de vorige formule beter met de feiten overeenstemt dan deze.
De daarvoor gemaakte veronderstelling van de evenredigheid van
de wrijvingsinvloeden met 4’, schijnt dus juister te zijn. De
grootheid & noemt men de dempingsconstante.
De slingertijdsafwijking wordt door de keuze tusschen een der
onderstellingen niet beinvloed. Wij krijgen dus tenslotte als
resultaat voor den invloed der omringende lucht:

1. Een constante slingertijdsafwijking ¢, onafhankelijk van de
amplitude, doch verband houdende met de gedaante van den
slinger. de dichtheid en den druk van de lucht.
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20, Een constante dempingsconstante k, eveneens onafhankelijk
van de amplitude, en verband houdend met slingergedaante,
dichtheid en druk van de lucht.

Dit is in overeenstemming met de feiten.

Het verband van ¢ en k& met dichtheid en druk van de lucht
en met de slingergedaante is proefondervindelijk onderzocht.

Een behoorlijke theoretische behandeling is, mede in verband
met de ingewikkelde vormen der gebruikte slingers, zeer bezwaar-
lijk. Het bovenstaande bedoelt dan ook niet meer te zijn dan
een schets van het verschijnsel. Wij zullen op de theoretische
(uaesties niet verder ingaan en alleen vermelden dat Stokes!) er
in slaagde af te leiden, dat de constanten ¢ en & in hoofdzaak
uit twee termen bestaan, waarvan de eene evenredig is aan de
dichtheid en de andere evenredig aan de wortel van den druk.
De laatste term verdwijnt wanneer % en / weinig verschillen.

Bij de Stiickrathslingers vallen zwaartepunt en slingerpunt
vrijwel samen, zoodat hier de tweede term nagenoeg verdwijnt
en dus de correctie ongeveer evenredig aan de dichtheid is. Het
maakt een punt van discussie uit in hoeverre men beter doet
de tweede constante geheel te verwaarloozen, of wel haar, zij
het onnauwkeurig, in rekening te brengen. Een nadere behandeling
van deze quaestie ligt niet binnen het bestek van deze verhandeling.

Bij reversieslingers is steeds een vrij groot verschil tusschen
h en l, daar [—h, = h,, terwijl h; en h, niet beneden een zekere
waarde kunnen komen zonder den slinger voor de waarnemingen
onbruikbaar te maken. Men heeft daarbij dus steeds een vrij
grooten term evenredig aan den wortel van den druk.

Echter is het mogelijk bij reversieslingers den luchtinvloed op
den slingertijd te elimineeren. Volgens Opmerking 4, blz. 34 is
het daartoe noodig, dat het storend moment in beide posities
van den slinger geheel gelijk is. Dit is hier te bereiken door
het slingerlichaam uiterlijk geheel symmetrisch te maken ten
opzichte van het vlak, dat den mesafstand loodrecht middendoor
deelt. Een absolute symmetrie is in de praktijk natuurlijk niet

1) On the effect of the internal friction of fluids on the motion of
Pendulums, by G. G. Stoxes (Transactions of the Cambridge philosophical
Society Vol. IX, part TD.
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bereikbaar. Zonder moeite kan men door berekening een indruk
krijgen, beneden welke grens de afwijkingen moeten blijven, om
geen merkbare storing in den gereduceerden slingertijd 7' te geven.

Bij de door DEFrorGES geconstrueerde slingers kan men trouwens
eventueele afwijkingen nog elimineeren door het gewicht van het
eene slingereinde naar het andere over te brengen. Daardoor
verandert n.l. niet de uiterlijke vorm van den slinger, zoodat.
zooals gemakkelijk is in te zien. de afwijking van de symmetrie
op den gereduceerden slingertijd 7' van den slinger vior de ver-
plaatsing van het gewicht, den tegengestelden invloed uitoefent
als op de 7 daarna.

De invloed van de lucht op de amplitude (de dempingsconstante)
is veel minder nauwkeurig onderzocht dan de slingertijdsstoring.
Ze 1s ook van minder belang, daar het beoogde eindresultaat is
de slingertijdshepaling; de amplitudeverandering kan ons daarbij
tamelijk onverschillig zijn. Toch zou een diepgaand onderzoek
betreffende het verband van dempingsconstante, dichtheid en druk
van het gas, en slingergedaante waarde hebben om het inzicht
in de optredende verschijnselen te verdiepen.

Bij relatieve metingen met den reversieslinger van DEFFORGES,
is het niet wenschelijk de eliminatie van den luchtinvloed, door
de berekening van den gereduceerden slingertijd 7' toe te passen.
Bij onderzoek van de formule voor 7' blijkt namelijk, dat de
middelbare fout 1 de bepaling van de slingertijden T en 7',
een veel grooter middelbare fout in 7' tengevolge heeft, zoodat
men door het eindresultaat voor de zwaartekracht op 7' te
bazeeren, een deel der nauwkeurigheid inboet.

Bij de absolute metingen is men daartoe gedwongen, daar de
vorming van de waarde 7' een reeks storingen elimineert, die
men niet op andere wijze kan nagaan, zooals de afwijking van
h, h, met [, (zie Inleiding), de vorm der messen enz. Daar deze
er echter geen van alle bij de relatieve metingen op aan komen,
omdat hun invloed op alle stations dezelfde is, geeft de berekening
van 7' dan geen nut.

De eliminatie van den luchtinvloed is eveneens onnoodig,
daar men zonder bezwaar voor een bepaalden slinger eens voor
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al de betreffende constanten kan bepalen. door een reeks waar-
nemingen bij verschillenden druk. Men kan dan elke waarneming
corrigeeren voor den invloed van de lucht.') Neemt men dan
het gemiddelde der slingertijden 7 en T,, dan vindt men een
waarde, die veel nauwkeuriger is dan de gereduceerde slingertijd 7'

Het verschil der gemiddelden op twee stations is dus een
hetrouwbaarder gegeven voor het zwaartekrachtsverschil, dan het
verschil der gereduceerde slingertijden.

4. De invloed der messen.

Wij verstaan hieronder den invloed van het verschijnsel dat
zich bij het ophangpunt voordoet.

Hangt de slinger stil in den evenwichtsstand, dan zullen
zoowel mes als ophangvlak een elastische vervorming ondergaan,
waarvan men een indruk zou kunnen verkrijgen door daarop de
hardheidstheorie van HEerTz toe te passen. Mes en ophangvlak
raken elkaar volgens een smal cylindervlak, dat in vorm het
midden houdt tusschen het stuk cylindervlak dat de onvervormde
kant van het mes begrenst en het cylindervlak, dat het ophang-
vlak in onvervormden toestand, van boven begrenst. Dit laatste
zal men bij eenigszins behoorlijke afwerking wel als een plat
vlak mogen beschouwen. Intusschen doet zich de mogelijkheid
voor, dat door het slingeren op den duur een kleine groef ont-
staat; in Frankrijk heeft men dit meenen waar te nemen. Dit
maakt het onderzoek van de zaak nog moeilijker. De vorm van
den nok van het mes is trouwens eveneens geheel onbekend.

Beweegt de slinger zich, dan wordt het verschijnsel zoo inge-
wikkeld, dat een theoretische behandeling vrijwel onmogelijk wordt.
Bij de statische krachten, die een statische elastische vervorming
teweeg brengen, voegen zich traagheidskrachten, waarbij de traag-
heidskrachten, die door de elastische vormveranderingsversnellingen
ontstaan, vermoedelijk niet verwaarloosd mogen worden. Boven-
dien zullen nog wrijvingsverschijnselen optreden.

1) Was het in de praktijk uitvoerbaar op alle stations bij precies den-
zelfden luchtdruk waar te nemen, dan zou het voor de relatieve waar-
nemingen niet noodig zijn haar in rekening te brengen: dit is echter zeer
bezwaarlijk, zelfs al kan men de lucht uitpompen.




Men kan pogen door verschillende onderstellingen zich een beeld
te vormen, van wat er gebeurt. Voor de hand ligt, om de be-
weging van het mes op te vatten als een rollen over het op-
hangvlak. Dit uit zich in de bewegingsvergelijking van den
slinger op drie manieren:

19, Het aangrijpingspunt van de reactie R zal zich heen en weer
verplaatsen, waardoor men een wisselend moment om den
oorsprong krijgt.

20, De oorsprong zal in verticale en horizontale richting kleine
bewegingen uitvoeren.

Wij kiezen nu als oorsprong dat

T punt van het mes, waar de resul-
tante van de reactie aangrijpt bij
N | S )’ stilhangenden slinger. Het yz viak

laten wij met het ophangvlak
samen vallen.

Neemt men den afstand van den oorsprong tot het aan-
rakingspunt op elk oogenblik y, dan kan men zeggen dat de
horizontale bewegingen van den oorsprong zijn van de orde
a’y en de verticale van de orde ay. De daardoor veroor-
zaakte storingstermen van S zijn dus beide van de orde a?y,
terwijl het onder 1° genoemde moment een term geeft van
de orde y. Wij kunnen dus zonder bezwaar den invloed van
de oorsprongheweging verwaarloozen.

3% In het aanrakingsvlak van mes en ophangvlak zal nog een
wrijvingsmoment overgedragen worden, dat met rollende
wrijving te vergelijken is.

Achtereenvolgens zullen wij ‘den invloed van 1° en 3° nagaan.
1'. Het moment van R is groot:

— Ryy= — mgy
Wij hebben hierbij de kleinere termen van /2, verwaarloosd

(formule VI blz. 31) daar deze ten opzichte van den hoofdterm

van de orde a® zijn.

Het moment van de horizontale reactie £, zal tengevolge van
de verticale oorsprongsbeweging niet steeds nul zijn, doch het
mag verwaarloosd worden daar het van de orde a’y is.
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Toepassing van formule IV D geeft:

27 27
- 1 mgy . 1 .
P — o= = / smode = + ———— | ysinodo
"oenfa | mhl pay " 2nah ) yompaes

De amplitudeverandering is nul, zooals uit opmerking 2 blz. 32
hlijkt.

Wij kunnen 7'—7 nog omvormen, als men in aanmerking neemt
dat voor ¢ =0 en voor ¢ =7, y =¢ is en verder de kromte-

straal van het mes ¢ noemt, zoodat dy = — cdd = — pacosedo.
Dan is
27 w29
. y i
P == Locoso -+ —— [ cosody =
2 nah T 2 nah / pay
0 0
X1V A o 27

- pcostode
27h ‘
0
Men kan ook de integraal uitdrukken in de coordinaten .cen y
van de kromme die de mesdoorsnede begrenst. We maken dan

eebruik van :

dr .
= )= —asimo
dy '
Wij vinden dan :
Ym
. T i x\*
XIV B P e ‘/ V w— (%Y 4
a*h.' i, dy ’

waarbij de integraal is uit te strekken van de grootste waarde
die y naar de eene zijde bereikt = — y;; tot de maximum waarde
die y naar de andere zijde bereikt = yn. Deze beide waarden
zijn gegeven door respectievelijk

dx do

B = a en > =

T

De verdere berekening van de integraal in een der gegeven
vormen is alleen mogelijk wanneer men de begrenzingskromme
van het mes kent.
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Neemt men daarvoor een cylinderoppervlak met constanten
straal ; aan dan is (zie XIV A)

P = ek T
2h

Neemt men een horizontale afplatting van het mes aan, zoodat
de begrenzing in doorsnede een horizontale lijn is, waarvan wij
de breedte 206 noemen dan is:

Voor de eene slingering van ¢ — 0 tot ¢ =&, y = — b en voor
de tweede van ¢ = 7 tot ¢ = 2, y = b zoodat voor beide slin-
geringen is : ‘

- « 27
I

2mwah

« 0

2b

T 7= / ysinede = -+ T

; " zah

Wij vinden dus door de rolbeweging geen amplitudestoring en
een slingertijdsstoring afhankelijk van den vorm van het mes
en in 't algemeen niet onafhankelijk van de amplitude. Is het
mes een cylinder met constante straal, dan heeft de amplitude
geen invloed op de slingertijdsstoring: hoe meer de vorm daarvan
afwijkt, des te sterker zal die invloed optreden. Op deze oorzaak
is vermoedelijk terug te voeren het feit, dat men bij amplituden.
grooter dan de gewoonlijk bij de waarnemingen gebruikte, een
grootere slingertijdstoeneming gevonden heeft, dan overeenkomt
met de in de eerste paragraaf behandelde amplitudecorrectie.

Wij moeten hier ten opzichte van den vorm van het mes
nog de opmerking maken, dat, als de afwerking van het mes
niet zeer zuiver is, het mes in het algemeen een verzameling
van uitstekende punten zal vertoonen. die bij de beweging om
de beurt met het ophangvlak in aanraking komen. Het effect
zal dan hetzelfde zijn als een gefacetteerd mesoppervlak.
[n verband hiermee zou mogelijk zijn het optreden van krachten
loodrecht op het slingervlak: deze kunnen echter geen invloed
op de slingerbeweging uitoefenen.

Voor het geval dat facetten aanwezig zijn, zooals in het
bovenbehandelde geval van horizontale afplatting, wijst T. R.
HerLmerr in , Beitrige zur Theorie des Reversionspendels” op
het verlies in arbeidsvermogen door het schoksgewijs in contact
komen van nieuwe mesdeelen met het ophangvlak. Dit zou
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beteekenen dat K tijdelijk iets grooter was, omdat deze vermeer
dering noodig zou zijn om de grootere elastische versnellingen
van de op elkaar botsende deelen te veroorzaken. Men kan
opmerken dat als deze discontinuiteiten dichtbij den oorsprong
liggen, hun invloed klein zal zijn, daar dan het extra moment
dat door de vermeerdering van R veroorzaakt wordt, gering is
en bovendien de invloed daarvan op den slingertijd Kklein is
(Opmerking 5 blz. 34) Bij het geval van horizontale afplatting zullen
wij dientengevolge die afwijking niet behoeven te vreezen.

Treedt dit verschijnsel werkelijk op, dan zal de amplitude-
verandering niet meer nul zijn. Het storend moment van R is
dan immers bij heen en teruggaanden slinger voor dezelfde
uitwijking niet meer gelijk. zoodat Opmerking 2. blz. 32 niet
meer kan worden toegepast.

Het schijnt mij echter toe dat het optreden van dit arbeids-
vermogenverlies niet waarschijnlijk is. In werkelijkheid immers
heeft men geen rollende heweging van twee onvervormde lichamen
over elkaar. Het beste zal men den toestand kunnen benaderen
door als grenskromme van het mes op te vatten de omhullende
aan de binnenzijde van de vervormde grenskrommen van het
mes, en als ophangvlak de omhullende aan de onderzijde van de
vervormde bovenbegrenzingen van het oppervlak.

Uitstekende deelen of facetten in mes of ophangvlak. zullen
zich in deze omhullenden zeer verzwakt toonen en niet als
discontinuiteiten optreden.

Men zal de volgens bovenstaand begrip aangenomen begren-
zingskromme van het ophangvlak vrijwel als een horizontale
lijn mogen opvatten, daar de maximum indrukking op elk
oogenblik in hoofdzaak van het gewicht afhankelijk zal zijn en
de omhullende dus nagenoeg evenwijdiz aan het onvervormde
bovenvlak blijft.

Wij nemen den oorsprong in het snijpunt van de bovenge-
definieerde mesbegrenzingskromme met de ophangpuntsreactie
bij stilhangenden slinger. In dit geval mag het moment van de
horizontale component van de reactie, zooals wij reeds zagen
verwaarloosd worden.

Hadden wij den oorsprong genomen in het onvervormde mes-
oppervlak, dan zou zij beneden het aanrakingspunt van mes en
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ophangvlak liggen, zoodat men tijdens de geheele slingerbeweging
een moment om den oorsprong zou krijgen, en dientengevolge
een slingertijdsstoring. De conclusie die wij hieruit trekken
is deze, dat het juister is bij de bepaling der slingerlengte /
deze te meten vanaf het ingedrukte mes, dan vanaf het onver-
vormde mes. Dit is in tegenspraak met de deshetreffende conclusie
van F. R. HenMert in , Beitrage zur Theorie des Reversionpendels”
blz. 67. Voor zoover ik kan nagaan wordt dit veroorzaakt,
doordat deze bij zijn formule niet het moment der horizontale
reactie in rekening heeft gebracht.

Wij komen nu tot het door het ophangvlak op het mes
overgedragen moment. Wij zouden het kunnen vergelijken met
rollende wrijving. Volgens deze veronderstelling zou het voor te
stellen zijn door de waarde

fmg

waarin f een wrijvingscoefficient is, en wel— fmg van den rechter
uitslag tot den linker uitslag en -~ fmg van den linker tot den
rechter uitslag.

Wij vinden dan uit de formules IV D en ¥ onmiddelijk:

T—r=o0

a = — @q
- n

Deze amplitudeverandering zou dus van anderen vorm zijn
als die door den luchtinvloed. Geintegreerd geeft dit:

a=a, —

my ,
n
Ken dergelijke term is nog niet met zekerheid geconstateerd.

Wij hebben in het bovenstaande zonder twijfel geen juist
beeld van wat er geschiedt. Men krijgt bijv. elastische ver-
plaatsingen, die van dezelfde orde van grootte zijn als de straal
van de rolbeweging, zoodat deze heweging daardoor geheel van
karakter zal veranderen. Het is dan ook niet te verwonderen
dat de werkelijkheid niet met het bovenstaande in overeen-
stemming is. Zoo heeft bijvoorbeeld reeds BEsseL een zekere
glijding van het mes over het ophangvlak waargenomen, en de
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quaestie nader bestudeerd. Door Drrrorers zijn daarover eveneens
uitgebreide onderzoekingen gedaan.

De aard dezer glijdbeweging is nog niet duidelijk verklaard.
Een gewone verschuiving, ontstaande als de verhouding van
horizontale en verticale ophangpuntsreactie den wrijvingscoefficient
overtreft, is uitgesloten, daar hiervoor de amplitude veel grooter
zou moeten zijn, dan bij de waarnemingen wordt toegelaten.

Drrrorges ) stelt zich voor, dat het mes in een uitholling van
het ophangvlak gedeeltelijk zal heen en weer rollen, gedeeltelijk
een glijdende beweging zal uitvoeren, op dezelfde wijze als een
as in zijn pannen beweegt. De snelheid van glijding stelt hij, naar
aanleiding van zijn waarnemingen, evenredig aan de hoeksnelheid
7" van den slinger.

Noem » de straal van het mes, dan stelt hij de snelheid,
waarmede de mesoppervlakte over het ophangvlak glijdt gelijk
aan pe0 (hij gebruikt de letter m, die wij door p vervangen,
daar m reeds de slingermassa voorstelt).

Het is gemakkelijk te bewijzen dat de combi-

ﬁ( natie van deze glijdbeweging met de rolbeweging.
\\j hierop neer komt. dat de as van den slinger
AP

s Al 7y cen afstand p ¢ van den oorsprong, welke weder
‘ is aangenomen in het snijpunt van de reactie
“ \ bij stilhangenden slinger met het ophangvlak.
In dezen vorm is de onderstelling gelijkluidend

met een reeds door BESSEL opgeworpen hypothese.
De invloed van de glijding beteekent in de bewegingsverge-
lijking van den slinger een verplaatsing van den oorsprong; die

volgens hovenstaande hypothese is:

X\ steeds Dblijft gaan door een punt op de X-as op

Y =ped =prawcose

dus de hetreffende term van S is:
£ g, s
= —0p 7 apssme

1y Observations de Pendule (Memorial du Depot général de la Guerre XV).
De l'influence du glissement dans la rotation du couteau sur la durée de
I'oscillation du pendule réversible.
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en door toepassing van 1V D en E krijgt men: )
XV A a =0 L ) U
21

Hermerr  beschouwt uitvoerig de verschillende mogelijk-
heden in zijn: ,Beitrige zur Theorie des Reversionpendels’.
blz. 76 e.v. en merkt op, dat men vermoedelijk een deel van deze
schijnbare glijding kan verklaren uit zijdelingsche elastische ver-
plaatsingen van het ophangvlak in de onmiddellijke nabijheid
van de aanraking van mes en ophangvlak, tengevolge van de werking
van de horizontale reactie. Hieronder wordt dus niet begrepen
de elastische verplaatsing, die het geheele statief ondergaat ten-
gevolge van £, maar slechts de plaatselijke vervorming van het
ophangvlak, vergelijkbaar met de plaatselijke indrukking door de
verticale reactie veroorzaakt.

Een dergelijke beweging voldoet aan de door DEFrorGes en
BrsseL gemaakte onderstelling, daar te allen tijde de uitwijking y,
evenredig zal zijn met R, d.w.z. dat y,/ weder evenredig is
aan /. De betreffende term van & is van den vorm

2 - /; Rly= ¥ h—qz_fy,uﬂ asin g

l r I8

waarin f; een constante is afhankelijk van den vorm van het
mes en het gewicht van den slinger; uit IV D en E volgt dan:

XV B & =0 Ve g =i ém:qu

Hij merkt dan echter op dat uit de waarnemingen van BESSEL

volgt, dat in allen gevalle ten deele de glijding niet evenredig
h

is aan ; zoodat blijkbaar toch ook glijding tengevolge van een

andere oorzaak als 2, optreedt. Hij oppert de mogelijkheid dat

het mes tengevolge van de verticale reactie R, = mg afglijdt

van de helling, die de elastische indrukking van het ophangvlak

) DErrorGEs maakt bij de afleiding op blz. 15 ,Observations de Pen-
dule” een fout door het moment van de horizontale reactie te verwaar-
loozen. Hij vindt daardoor den invioed tweemaal te groot.
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begrenst. Ook deze glijding stelt hij evenredig aan 4; men
krijgt dan:

XV e T 7:/,;'1'

waarin f, een nieuwe constante is, afhankelijk van den mesvorm
en het gewicht van den slinger doch onafhankelijk van % en /.
Nog blijken al deze onderstellingen niet voldoende om de waar-
nemingen te verklaren. Uit vergelijkende proeven van BESSEL
met messen van agaat en messen van messing blijkt, dat de
¢lijding bij gelijke amplitude voor messingmessen grooter dan
voor agaatmessen is, terwijl de resulteerende slingertijdsafwijking
voor agaatmessen grooter is.

HerLMErT concludeert dan ook, dab bij bovenstaande onder-
stellingen nog invloeden verwaarloosd moeten zijn en meent dan
dat deze gezocht moeten worden in een door het ophangvlak
op het mes overgedragen moment, dat niet aan de eenvoudige
wetten van een moment van rollende wrijving beantwoordt. Hij
onderstelt dat dit moment D ontwikkeld kan worden naar machten
van 4 en berekent dan van deze termen den invloed op den
slingertijd.

Met behulp van IV D is dit op snelle wijze uit te voeren:
Stel D = mg (D, + D, asine 4 D, a*sin*¢ + Dyadsin®e. . .)

Wij vinden dan:

T e & = = =
XV D

~
~ &
S

[9]

a = v

De amplitudestoring is niet nul als de grootheden D, D, D,
enz. van teeken omkeeren met den omkeer van de snelheids-
richting. d. w.z. voor ¢ = — 90° en 90°. In datgeval vindt men:

D,

- 2 a? a")~Qia“ )
AT 5T 77

' =

2 D,
IET

9
3
Op grond van de formules voor £, en R, :

Ry = myg R, =— m_(/z; U]
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onderstelt HerLMmerT verder dat de grootheden [ bestaan uit
twee gedeelten, waarvan het eene alleen afhankelijk is van het
mes en van het slingergewicht. en het tweede bovendien even-

.. h . . .
redig is aan De slingertijdsafwijking tengevolge van het

x
eerste gedeelte is dan volgens formule XV D omgekeerd evenredig
aan h. en van het tweede gedeelte omgekeerd evenredig aan /.

Wanneer men nu het resultaat volgens HrLMERT opmaakt en
daartoe alle termen van het geheele verschijnsel bij elkaar neemt
(XIV + XV B+ XVC -+ XVD) dan vindt men:

XV E e ot Bl g LT

{ h

waarin «, B en y constanten zijn., die afhankelijk zijn van den
mesvorm, het gewicht van den slinger en min of meer ook van
de amplitude. doch die niet afhankelijk zijn van de grootheden
h en . Ook Derroraes komt in .Observations de Pendule” tot
een gzelfde resultaat, doordat hij naast rolling en glijding, waar-
voor hij storingstermen van denzelfden vorm als de twee laatste
‘termen van XV E vindt (XIV en XV A), tevens nog den invloed
van het meeslingeren beschouwt, die van denzelfden vorm als de
eerste term van XV E zal blijken te zijn.

Het blijkt nu mogelijk alle drie de termen te elimineeren.
wat ook noodzakelijk is. daar het practisch zoowel als theoretisch
onmogelijk zou zijn «. 8 en » te berekenen. Wij komen hierop
zoo dadelijk terug.

Wij hebben hier de kern van de verschillende heschou-
wingen, die over dit punt gehouden 2zijn met het daaruit
volgend resultaat weergegeven. Het schijnt ons echter toe, dat
dit resultaat op vrij zwakke gronden berust. De verschillende
voorstellingen van de zaak, zooals rolling en glijding, zijn op
zichzelf in den gegeven vorm onwaarschijnlijk, zoodat het geen
verwondering behoeft te wekken. dat men, om zich aan de weinige
waarnemingen die voorhanden zijn, aan te passen, een moment DD
moet invoeren waarvan men in het geheel niets afweet.

Men is dan ook met alle beschouwingen niet veel verder gekomen.
dan dat men de moeilijkheid naar deze nieuwe onbekende D ver-
plaatst heeft. Tenslotte doet men dan omtrent D de onderstelling
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dat het verband daarvan met ( en k& gegeven is door

De eenige reeéle grond hiervoor ligt in de formules voor £, en R,.
Waar het echter waarschijnlijk moet geacht worden dat de
elastische versnellingen een rol spelen, zal het voorkomen van
termen met £,* of met nog ingewikkelder verband met £, niet
a priori uitgesloten zijn. Dat trouwens de slingertijd (die alleen
van ! afhankelijk is) eveneens invloed op D zal hebben, is zeer

plausibel.
Zoodra nu een andere functie van /& en [, stel < (&, {), in D
zou optreden. wordt aan de slingertijdsafwijking 7'~ - een term

evenredig aan:

1 y
h L (h0)

toegevoegd, die bij het hierna te beschrijven schema van waar-
nemingen in 't algemeen niet geélimineerd zal worden.

Om de invloedsberekening op beter grondslagen te vestigen, zou"
een theoretische behandeling noodig zijn, die zich beter aan de
werkelijkheid aanpast, en uitgebreide waarnemingen om deze aan
de praktijk te toetsen.

Ook amplitudewaarnemingen zullen inzicht kunnen verschaffen.
Volgens de op blz. 34 gemaakte opmerking 5 treden hierbij
andere termen op den voorgrond, dan voor de slingertijdsstoring.
Bij de bestudeering van het vraagstuk vullen slingertijds- en
amplitudewaarnemingen elkaar dus aan.

Men heeft bij de absolute zwaartekrachtsbepalingen de onzekerheid
veel verminderd, door vele verschillende stellen van messen te
gebruiken, die achtereenvolgens in den slinger werden bevestigd.
(veheel opgeheven is zij daardoor echter niet.

Voor de relatieve zwaartekrachtsmetingen komt de mesinvloed
er niet op aan, wanneer wij tenminste alle waarnemingen met
een bepaalden slinger bij eenzelfde amplitude uitvoeren. Alle
factoren, die het vraagstuk beheerschen, zijn dan op alle stations
hetzelfde. zoodat de slingertijdsstoring overal dezelfde is en dus
het verschil der gevonden slingertijden onaangetast blijft.
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Om de drie storingstermen van formule XV E bij de absolute
waarnemingen te kunnen elimineeren, moet men over twee reversie-
slingers van hetzelfde gewicht, doch zooveel mogelijk verschillende
lengte ! beschikken, waarin dezelfde messen hevestigd kunnen
worden. Tevens moeten deze messen bij elken slinger voor zich,
onder en boven verwisseld kunnen worden of wel het zwaarte-
punt moet men symmetrisch kunnen omleggen, zooals dat bij de
slingers van DErFrorGEs mogelijk is.

‘Wij zullen de grootheden, betrekking hebbende op de slingering
met gewicht onder, voorzien van de indices 1, en met gewicht
boven van de indices 2. De tweede slinger wordt van den eersten
onderscheiden door een accent. De twee messen noemen Wwij
«a en b. Deze worden dus in beide slingers ingezet. De constanten
« B en » zijn voor de twee messen niet gelijk, daar ze van den
mesvorm afhankelijk zijn, wel echter voor de twee slingers
slingerende om hetzelfde mes, want beide slingers zijn even
zwaar en slingeren met gelijke amplitude.

Nu is voor den eersten slinger:

T,, = slingertijd met gewicht onder om mes a:
h 1 1
T = T 1 + o bt }3 = = 9 =
la 1a 1 72 T Pq ~ 7a
: % l hy
7,, = slingertijd na het omhangen, dus met gewicht hoven

om mes b:

rn | h(, i 1 ) 1
'lib = ’r;,b '1 1—.‘!0 /: t ’Bb ,/, + %% ho

Volgens formule VII is dan de gereduceerde slingertijd :

b ay — hy* oy Ry By — hy By

m

lap = Tap |1 + - B~ B P U — L L
Va =70
(hy — hy)

Hierin is 7,, de gereduceerde slingertijd voor het geval dat
deze storende oorzaak niet aanwezig was. Verwisselt men nu
de messen, dan vindt men weer twee slingertijden 77, en 7, ,




63

die samen een gereduceerden slingertijd 77, geven:

T, — 12 h* zp — he? =, , hy By — hy B,
be = Toalt Tk my 2 T R = Ryl
) b = j:',ll
L Ty

Noemt men tenslotte 7" het gemiddelde van 7 en 1%, en =
dat van 7, en 7, dan is:

ey + ap -+ /3(L+/3b1
‘ [

De constanten ¢ zijn verdwenen uit dit resultaat. Deze kan
men dus reeds elimineeren door middel van één reversieslinger
met verwisselbare messen.

Stel L de lengte van den secundeslinger herekend uit de

waarde = volgens de bekende formule:

en /1, die, welke volgens dezelfde formule uit 7' volgt dan is
dus met verwaarloozing van grootheden van hoogere orde:

. o

'3(1,,‘”:”“7/"}'/3(/'1‘”/3[)]
Fah

Uit de waarnemingen volgens hetzelfde schema met den
tweeden slinger vindt men een tweede resultaat:

1 2 ey + &p T /3(1 g ﬂb) l
L, Z/ N e

Tenslotte kan men zonder moeite nu een waarde L, vinden,
die vrij is van de onbekende constanten z, x, 8, By .

T 4

111 _kl/uL/

-L.'v.‘ = l:—' U

Bij deze eliminatie maakt men dus gebruik van de onder-
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stelling dat de constanten B en « alleen van den mesvorm. het
gewicht en de amplitude athankelijk zijn. en dus bij beide slingers,
om hetzelfde mes slingerende, gelijk zijn.

Om het resultaat zoo nauwkeurig mogelijk te krijgen, zal
het lengteverschil (I—17") vrij groot moeten zijn.

5. Statiefbewegingen.

Wij zullen nu behandelen de storing door de heweging van
den oorsprong. Deze bestaat uit drie gedeelten.

1", Kleine hewegingen ten opzichte van het statief, door het
optreden van glijdbewegingen of andere eigenaardigheden bij
het ophangpunt. Deze quaestie is reeds in de vorige paragraaf
afgehandeld.

20 Onregelmatige hewegingen van den bodem die overgedragen
worden op het statief. Deze inviced zal in de volgende
paragraaf behandeld worden.

3", Statiefbewegingen veroorzaakt door op het statief werkende
slingerreacties. WIij zullen ons in deze paragraaf hiertoe
bepalen.

Daartoe zal eerst de invloed worden nagegaan van een geheel
willekeurige veranderlijke kracht L van constante richting. De
statiefbewegingen hierdoor veroorzaakt. zijn wegens den inge-
wikkelden vorm. dien de statieven meestal hebben, moeilijk te
berekenen. Rust het statiefl op stelschroeven, dan dragen deze
0ok een zeer onzeker aandeel in de beweging bij, min of meer
afhankelijk van de mate, waarin de klemmen zijn aangeschroefd.
Daarbij komt dat ook de bodem of de pijler. waarop het statief
is opgesteld, vervormingen zal ondergaan, die eveneens aan een
theoretische behandeling ontsnappen. Zelfs zal men lang niet
altijd zuiver elastische vervormingen kunnen aannemen.

In het algemeen heeft men op reisstations geen pijlers tot
zijn beschikking en moet men zich behelpen door een meegenomen
onderstel van metaal of een blok gehouwen steen op den vloer
met gips te bevestigen. Het statief van het Defforgestoestel
gipst men meestal direct op den grond vast. Al zal men steeds
een vasten steenen vloer kiezen, toch kunnen zich hierdoor

6
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gemakkelijk onelastische verschijnselen voordoen. Ten eerste
door den vloer zelf: door een losliggende tegel, een gebrek aan
de fundeering etc., ten tweede door de gipsbevestiging, wanneer het
gips niet gelijkmatig verhardt of alser korrels in aanwezig zijn.

Ook wanneer men een pijler tot zijn beschikking heeft, kunnen
in het metselwerk of de fundeering oorzaken van onelastische
verschijnselen schuilen.

Een theoretisch strenge behandeling van het vraagstuk is dan
ook uitgesloten; op de volgende wijze zullen wij trachten een
benadering te krijgen, die bij goed verzorgde opstellingen niet
te ver van de waarheid zal zijn.

In het volgende zullen wij onder statief kortweg verstaan het
geheel van statief, pijler, vloer etc., voor zoover het aan de
beschouwde beweging deelneemt. Wij nemen verder aan dat de
kracht L aangrijpt in dat gedeelte van het statief, waar de
ophangpunten van de slingers zijn.

De weerstand van het statief is van drieérlei aard:

10 Ken weerstand tegen vervorming, zooals zou optreden wanneer
L constant was.

29 Een weerstand door de inwendige wrijving van het statief|
dien wij hier voorloopig niet zullen verwaarloozen.

3% Ken weerstand, voortspruitende uit de toe te voegen traagheids-
krachten van p’ALEMBERT.

Daar wij veronderstellen met stevige statieven te doen te
hebben, die slechts geringe vervormingen vertoonen, is de eerste
weerstand verreweg de grootste.

Wij nemen nu aan dat:

XVI L=yy, + Ky, + My,

waarin y, weder voorstelt de horizontale verplaatsing van het
ophangpunt van den beschouwden slinger in de richting van
het slingervlak.

De drie termen komen overeen met bhovengenoemde drie weer-
standen.

Den eersten weerstand hebben wij evenredig aan y, gesteld,
d. w.z. dat wij aannemen dat het statief volkomen elastisch is.
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Den tweeden weerstand hebben wij evenredig aan y,” gesteld,
omdat wij als ruwe benadering aannemen dat de uitwijking van
elk statiefdeeltje uit den evenwichtsstand evenredig aan v, is,
zoodat de snelheid evenredig aan y,” is. De inwendige wrijving
mogen wij dan ook daaraan evenredig stellen. De grootheid A
heeft dus het karakter van een wrijvingscoefficient.

De derde weerstand is, volgens dezelfde aanname omtrent de
beweging van de statiefdeeltjes, evenredig aan y,”. De grootheid
M heeft het karakter van een massagrootheid, en staat in verband
met de in beweging gebrachte massa’s.

Noemt men As de verplaatsing van een willekeurig statiefdeeltje
dmg dan i8:

M — /‘-E dmg

Yo

waarbij de integratie over alle hewegende deelen is uit te strekken.

De aanname omtrent de evenredigheid van A met y, vloeit
voort uit de onderstelling dat A, weinig verschilt met de elastische
uitwijking, die het deeltje zou ondergaan tengevolge van een
constante kracht L.

Wij kunnen ons een indruk maken van de grootheden K en M,
door op te merken dat als er op het statief geen kracht werkt,
d.w.z. L =0 is, statiefbewegingen mogelijk zijn, waarbij de y,
van het ophangpunt voldoet aan:

v+ Ky + My =0

Dit zijn trillingen van het statief. Uit de oplossing blijkt de
trillingstijd 7’; en de dempingsconstante kg Hierbij verstaan wij
/
onder de dempingsconstante weer de grootheid »Hr'“—zoodat men heeft:
S
— ks t
a, = ale

waarin «g® de trillingsamplitude van het ophangpunt ten tijde
t =0 18, :
Men vindt:

T — M . K
ls_,n-‘/ en k, = =
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Omgekeerd is
i i yi
XVII M=-—-5 en K =29~
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Hieruit volgt dat inderdaad de grootheden M en A zeer Kklein

zijn, want bij de gebruikte stevige statieven is de eigen tril-
lingstijd zeer klein.

De formule XVII geeft niet meer dan een indruk en mag niet
beschouwd worden als een juist beeld der statieftrillingen. De onder-
stelling n.l. die geleid heeft tot de opstelling van formule XVI
rust nu op veel losseren grond: de evenredigheid van yo met
A; is nu twijfelachtig. De grootheden k; en 7 zullen echter
wel van dezelfde grootteorde zijn als de statiefdempingsconstante
en de statieftrillingstijd. zoodat bovenstaande opmerking betreffende
11 en Ig blijft doorgaan.

: M
Men kan zich over de grootheid — ook een oordeel vormen

/

door een schatting van de bewegende massa’s. Men vindt dan
M .
dat o kleiner is dan 0.0001.

Wij zullen nu den invloed van L op de slingerbeweging be-
palen en gebruiken daartoe de formules V A en B, omdat wij
de af te leiden formules onder andere zullen hebben toe te
passen op het geval dat de slinger bij den aanvang in rust is.
Voor dat geval immers zouden de met behulp van IVC en D
afgeleide formules hun geldigheid verliezen.

De beteekenis der linkerleden van de formules van deze para-
graaf wordt daardoor iets minder overzichtelijk; men kan zich
echter van deze beteekenis onmiddellijk rekenschap geven voor
het geval dat de slingeramplitude niet klein is. Evenals dat op
op pag. 29 voor de formules V A en B geschiedde heeft men
daartoe de integralen te nemen over een tijd 27": men kan dan
de linkerleden vervangen:

— a sin (p— nt) door: 2na(1l—r)
acos (p—nt) — a, door: 2 Tda

zoodat de uitdrukkingen voor 7'—+ en «a’ direct zijn op te schrijven.
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Wij zullen verder voorloopig alleen den invloed der horizontale
uitwijking yo berekenen. Later komen wij terug op den invloed
van eventueele door /[ veroorzaakte verticale ophangpuntsbe-
wegingen.

De betreffende term van S is: y?,,

Door partieele integratie van V A vindt men:
/

XVIITA — asin(e—nt) = - %lj y,” sin nt dt =
0

t N N

— l ? ot l / > d — l * —

= =7 | Y sm nt +7/ Y’y cos nt dt = 7 [ Yo' cos ntdt =
0 Jo Jo
t A Ns

=4 17 Yo cos nt -+ 7;—/ Yo sin ntdt = Z;/ Y, sin nt dt

0 Jo Jo

De eerste termen bij beide partieele integraties kunnen ver-
waarloosd worden, wanneer men tenminste een groot aantal
slingeringen achter elkaar beschouwt. Wij veronderstellen namelijk
met een stevig statief te doen te hebben, waarbij y, en y,” niet
boven een zekere grens y,, en y’,, komen. De storing in het
geheele aantal slingeringen door de bedoelde termen kan dan
. 2Y'm C e 2 Ym
niet grooter worden dan - respectievelijk VA Door het
aantal groot genoeg te nemen, kan men de gemiddelde storing per
slingering dan zoo klein maken dat zij verwaarloosd kan worden.

Op dezelfde wijze vindt men:

oF

acos(e—nt) —a, = — —;ﬁ—l / y," cos nt dt =
v 0

ot

XVIII B = — / Yy, sinntdt =

J 0
N/
n
= - / /!/0 cos nt dt
0

o
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waarbij een soortgelijke verwaarloozing is gedaan. Met behulp
van deze formules volgt uit XVI:

o
n : ’ .
[/ Lsinntdt = — (y — Mn?) a sin (¢ —nt)— Kn [a cos (¢ —nt) —a,]

« 0

ol \
|
)[l/ Lcosntdt = — Knasin(e-—nt) + (3 — Mn*) [acos (p—nt) —a,)

J 0

De grootheden « sin (p—nt) en acos (¢ —nt) —a, zijn hiernit op
te lossen; ze zijn dan uitgedrukt in L.
Noemt men:

A= - en tgx — n K
LT (y—Mn?): K g% = »  Mn?

dan vindt men :

oA
XVIII C — a sin (o —nt) = /"”i L sin (nt + x) dt

)

ot
acos(p-—-nt)y —a, = /.711 / L cos (nt - z) dt

v 0

N M K : :
Wegens de kleinheid van —— en kan men de uitdrukking
, 5
voor 2? en tgx zonder bezwaar vereenvoudigen en schrijven :

VD =y v =nnK

Hierin is 7 een zeer kleine grootheid, bij benadering gelijk aan

1
T d. w.z dat 2 bij benadering voorstelt de elastische verplaatsing

van het ophangpunt in de richting van de y as, tengevolge van
de krachtseenheid, aangrijpend in het aangrijpingspunt van L. en
daarmee gelijk gericht. » is een kleine hoek evenredig aan de
statiefdemping.

In formule XVIII D komt tot uiting, dat ingeval men zich het
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theoretische geval indenkt, dat de trillingstijd 7, van het statief

ongeveer even groot zou zijn als de slingertijd, de invloed op
slingertijd en amplitude zeer groot kan worden. Immers de grootheid

v — Mn* is gelijk aan » (1— Z_f;.); zij wordt dus klein.
Natuurlijk is hierbij in aanmerking te nemen, dat dan de opzet
der - statiefvergelijkingen, zooals wij die gaven, niet meer juist
zal zijn. Voor een nauwkeurige behandeling van deze mogelijkheid
zou men een diepergaande studie der statieftrillingsbewegingen
moeten maken. Daar het geval echter zuiver hypothetisch is (het
statief zou veel té slap zijn) zullen wij hierop niet verder ingaan.

Wij zullen nu den invloed van door L in het leven geroepen
verticale oorsprongshewegingen nagaan. Wij kunnen hierbij in
aansluiting aan Opmerking 1, blz. 32 onmiddellijk zeggen dat
wanneer de verticale ophangpuntsbewegingen van dezelfde orde
zijn als de horizontale, hun invloed veel geringer is.

Voor de volledigheid zullen wij hier toch de invloedstormules,
die op geheel analoge wijze afgeleid kunnen worden, doen volgen.
Wij gaan daarbij uit van de onderstelling

L=y, + K.ty + M, x,”

en vinden dan wanneer wij nt door ¢ vervangen. en dus het
geval a, = 0 huiten beschouwing laten:

N o

— a sin (¢-—nt) = / ax,” cos 2o dt = / ax, sin2odt =

1<
l
« 0 e )

N ¥
amh,

l

e 0 « 0

2 nl

2n
) / ax,cos 2¢cdt = —

o ’ N

acos (o —nt) — a, = / az)sin2edt = é / az, cos 20 dt =

/ Lcos(2¢ | «

®

) dt

 oml
« 0 « 0
! r
n ' anra | o
:27 /axosm;updt:— ]"f,Lsm(-}gc%—z,)df

J 0 .
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1

5 %, = 207, K
Ve — 4n* M * o

waarin A, —

Hiermee is de totale invloed van 1 op slingertijd en amplitude
bepaald.

Stellen wij nu voor L in de plaats de reactie van een slinger,
d. w. z. eerst de horizontale component en vervolgens de verticale.
en gaan wij voor beide den invloed na op een tweeden slinger
op hetzeltde statief.

‘Wij zullen alle grootheden betreffende den laatsten slinger de
indice 1. die betreffende den eersten de indice 2 geven.

a) Invloed door de horizontale reactiecomponent.
L = + hymy u*, a, sin g, (formule VI).
‘Wij hebben nu te onderscheiden:
1%, invloed door de horizontale beweging van het ophangpunt
van slinger 1;
2 invloed door de verticale beweging van het ophangpunt
van slinger 1.
Wij zullen de betreffende constanten noemen
voor 1°: &, en x,,
» 2% Age €D X
19, Wij krijgen dan voor de horizontale beweging :

t

— a,8in (p, —myt) = A By 'nL;.[_fz@f %@ / sin (nyt - %,)) sin @, dt =
I v o0
X o
_ Ay h, '))&;1#2-112 ny / lcos(%wnl t—x,) — cos (o, + it + 23,)| dt
26

0

o

t

Aoy Rom, ,” @an .
SAD 8 s 2581 9D, g bl N .
a, €os (¢, —mt) — ;) = == / SN (Qg ~ Nt —%o1)

11

(9]

0

- sin (o + nt + "21)} dt
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Beschouwen wij eerst het geval dat de slingertijden der twee
slingers gelijk zijn of zeer weinig verschillen. Het faseverschil
v, —@, der beide slingers verandert dan zoo langzaam dat wij
cos (¢, --mt—=x,) gedurende den tijd ¢ constant kunnen stellen.

De hoek ¢, + n, t 4 %, verandert met ongeveer de dubbele
fasesnelheid van den slinger. In een slingertijd wordt dus nage-
noeg 360° doorloopen, zoodat de integraal van cos(g, + m, ¢ + %4;)
over een geheel aantal slingeringen ten opzichte van den eersten
term te verwaarloozen is.

Men krijgt dan:

Aoy by my py* ay mt
9
2L

XIXA  —asin(e i) = cos (o, —1ny t—%y)

hgy g mig o a, my .
. . — fimy Hg g g™ Oy Ty 4 on
a, cos (g, —mt) — a;, = o tsin (o, —my t—1xy)
&4

Voor het geval dat de slingertijden 7, en 7, veel verschillen
kan men de integralen integreeren door de factoren (z, —mn,) respec-
tievelijk («, + m,) onder het integraalteeken te brengen. Dit is
geoorloofd, wanneer de storingen in de fasesnelheden der beide
slingers, d. w.z. de grootheden (x, —n,) en (u,—mn,) kleiner zijn
dan 0.0002 (e, -n,) respectievelijk 0.0002 (z, + m;). De eerste
dezer voorwaardeun is alleen vervuld bij groot slingertijdsverschil.
Wij schakelen hierdoor tevens het geval uit dat @, zoo Klein is
dat de storing (w, —m,) daardoor grootere waarden kan aannemen.
Wij kunnen dan integreeren over een tijdsduur 2 7' en het
linkerlid uitdrukken in 7'--7 respectievelijk @’ zooals op pag. 72
werd aangegeven; wij vinden dan:

21y
2a,n (1T)—t) = S| Sy =y b=y )-

Ay by my 2y * agny 1
21, (e, —m)

21 -
1 : .
-t sinm nt - x,,)
s i) 0 (¢ 7 1 J
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h ) “2 ’[I
’ lgyp My My ™ Ay M ] )
2Tie" = Rt Lo i cos (@, —ny t—uy) —

21 (129 —my) & 21/

0

2 7'1
1 ‘
= cos (@, +ny t-+x,)
(4y-+my)

0

Noemt men de grootheid ¢,—n, ¢, die hij benadering gelijk is
aan het faseverschil o, —¢, : v, dan is:

2Ty
2a,n (1) —7) = —éi]—ll;’ﬂz’;}ﬁii{'ﬂ % | VTS‘Z‘nW(u“—M/.%]) _ Nl:)_l (v +__x2.l)}
b (kg —my) (s +my)
0
XIX B
21
gl gy oy my g® @y, 1 €08 (v — #q;) : €08 (vy 1 %3,)
21, (g —m)) (29 my)
0

f 9 i i ; Uy — (A
Het faseverschil v, is periodiek met een periode Rt 1. Volgens
/i

<

de bovenstaande formule zijn de afwijkingen in slingertijd en
amplitude dus ook periodiek. Hoe grooter het slingertijdsverschil is.
hoe kleiner deze periode zal zijn en hoe minder men van een
invloed van slinger 2 op slinger 1 zal merken, deze wisselt
steeds van teeken, en is gemiddeld nul.

Wij komen hiermee dus tot de conclusie dat slingers met
groot slingertijdsverschil geen systematischen invloed op elkaar
uitoefenen. Deze gevolgtrekking blijft doorgaan wanneer T, in
eenige bijzondere verhouding tot 7} staat. Alleen wanneer T
en 7, weinig verschillen heginnen de afwijkingen duidelijker
op te treden. ')

) De integratie, zooals die is uitgevoerd, blijft toelaatbaar voor het
geval dat 7% en T; weinig verschillen. voor het tweede gedeelte nl.
cos (Pa+myt + %) respectievelijk sin (Pa+nyt+ ). Wij krijgen daarvoor:
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20, Wij komen nu tot den invloed der verticale ophangpunts-
beweging.

Wij kunnen hiervan a priori zeggen dat deze bij de gebruikte
toestellen te verwaarloozen is. De verticale bewegingen zijn immers
daarbij van kleinere orde dan de horizontale bewegingen, en buiten-
dien is de invloed op den slingertijd van verticale bewegingen
kleiner dan van horizontale. Daar de slingertijdsafwijking door de
horizontale beweging niet grooter is dan 100 10~ 7 secunde,
kan veilig de invloed der verticale beweging verwaarloosd worden.

De berekening van dezen invloed levert overigens geen moeilijk-
heden op. Voor de volledigheid laten wij het resultaat volgen:

h, my vo® @y dy Ny
; g M tep™ U Oy T Sgux y ;
—a, st (g —ny b)) = 7 —tsm(py— 2N t—=z,)
1

hy g t2g* ag ay gy

teos(p,— 2mt—x,)
Il

aycos (¢ —mt)— tyy = —

Deze invloed treedt alleen op wanneer bij benadering p, = 2,

r [ q — / m 1 {

d. w. z. ,ll = TQA Ly 1S,
Bij andere slingertijdsverhouding is deze invloed, volgens dezelfde

redeneering als onder 1° gemiddeld nul.

b) Wij zullen nu den invloed der verticale reactie van slinger 2
op slinger 1 nagaan.

Daar het constante deel m,g der verticale reactie geen statiet-
hewegingen veroorzaakt, komt hierbij alleen in aanmerking het
met den tijd veranderlijke deel van R, dat volgens formule VIis:

L= my, hy 12y° a,” (cos® ¢, — sin* @y) = my hy 12, @*, cos 20,

791 hag 2% aamy €08 (Yo + %a1)
Z] (“42 +ng)

; o
sin (MQ‘"])"")

respectievelijk :
2oy hamamaagny  sin (Vo + %)

; t
SN (=)
L (2o + 1) 2

Men kan hieruit berekenen beneden welke grens 15— 7} moet liggen
opdat deze termen verwaarloosd kunnen worden, zooals dat voor de
afleiding van de formules XX A geschiedde.
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0ok den invloed van dezen term zal men bij de gebruikte
statieven kunnen verwaarloozen, om de volgende redenen:

De hoofduitwerking van deze kracht is een verticale beweging
van het ophangpunt van slinger 2. Het is, gezien de constructie
der gebruikelijke statieven, hoogst onwaarschijnlijk, dat bewegingen
van ophangpunten van andere slingers zullen optreden, terwijl
ook horizontale bewegingen van het ophangpunt van slinger 2
niet waarschijnlijk zijn.

Nu is ten eerste de invloed van verticale ophangpuntshewegingen
van de orde: a x de invloed van horizontale bewegingen, en ten
tweede is het maximum en minimum, waartusschen zich L beweegt.
van de orde a x het maximum en minimum, waartusschen zich
de horizontale reactie heweegt. De hier beschouwde invloed op
slinger 2 zelf is dus hoogstens van de orde a® x de invloed der
door de horizontale reactie veroorzaakte horizontale bewegingen.
Zij kan dus verwaarloosd worden. Door de berekening, die op
geen moeilijkheden stuit, vindt men deze redeneering bevestigd.

Bij statieven van ongewonen vorm zal men intusschen moeten
nagaan of de elastische eigenschappen van dien aard zijn, dat
cen der laatstbehandelde termen, die wij verwaarloosden, van
zooveel belang kan worden, dat de verwaarloozing niet meer
geoorloofd is.

Wij komen dus, resumeerende, tot de conclusie dat bij de
gebruikte toestellen, de door de statiefbewegingen veroorzaakte
invloed van slinger 2 op slinger 1, bij groot slingertijdsverschil,
gemiddeld nul is en optreedt met een periode

or 2T, T,

F‘-:»—A“l - -1,

Analoog hiermee volgt dat trillingen met kleinen trillingstijd
geen merkbaren invloed uifoefenen op den slinger. De invloed
van slinger 2 op slinger 1 hij klein slingertijdsverschil wordt
gegeven door:

gy Py my P mg t

a, cos (o, —mn, t—x,
9 l, L (,Q 1 -l)

ay Sst(e, - ny t) =

Ay hymy @, gt

a, cos(g, —mt)—a,,=- o7 , Sin (9, —mn, t—=x,)
249
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waarin de tijdsduur ¢ niet zoo groot mag zijn dat de hoek
(g —my t—xy) daarin merkbaar verandert. Wij kunnen deze
vergelijkingen in eenvoudiger vorm brengen door beide naar ¢ te
differentieeren:

—a) sin(p,—ny t) — (g, —n) a, cos (¢, —ny t) =

Agy Mo My 202 M
=B 222 1 a, cos (p,—ny t—=1uy)

1
]

a,’ cos (¢ —mny t) — (@, —ny) a; sin (o —n, t) =

la‘

Aoy Romgy 2o m ’
=t MMl o in (g — M) E—%qy)
) [i # ~ N

~

waarbij in het rechter lid grootheden van hoogere orde verwaar-
loosd zijn. Lost men hieruit (¢, #,) en @’ op. dan vindt men:

, Aoy by Mgy m,

() —m)a,= 'y ay c08 (g — ¢, —%y1)
2h

Jgy By ey 12,7

21, ay SN (@ @) — %91)

XX (ll':

Deze vergelijkingen zijn dus algemeen geldig.
Voor het geval dat a, niet nul of bij benadering nul is,
volgt uit de eerste onmiddellijk:
Aoy fy my 2o * T ay
XXB I i e B o T By 1—11 % cos (Pg — 0y ~—%gy)

2 1 a,

Deze vergelijking met die voor a,” zouden wij sneller gevonden
hebben door van de formules IV D en E uit te gaan.

Om de algemeen geldige formules XX af te leiden was echter
de gevolgde weg noodig. ')

Uit de formules XX en XX B volgt onmiddellijk de invloed

1) Het schijnt wellicht een omweg toe, dat wij hiertoe eerst van de
geintegreerde formules V' gebruik maakten en deze tenslotte weer differen-
tieeren. Dit is echter noodig om eenige termen te kunnen verwaarloozen.
waarvan de toelaatbaarheid niet zou blijken, wanneer wij van de differen-
tiaalformules IV A en 3 waren uitgegaan.
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van de eigen reactie op slingertijd en amplitude:
PR TN

XXI 21,
Ay hymy gt
r = a1, x5y

T, —7, is het reeds meergenoemde meeslingeren. De amplitude-
afwijking is, wegens de kleinheid van %, veel geringer dan de
slingertijdsafwijking.

Uit proefnemingen, gebazeerd op de formules XX, met twee
tegelijk slingerende slingers, is gebleken, dat de hoek x,, bij het
Stiickrathtoestel te verwaarloozen is. De statiefdemping is blijk-
haar niet zoo groot, dat x, een merkbare waarde bereikt. De
amplitudeafwijking is hier dus nul.

Verder zijn bij het Stiickrathtoestel de grootheden 7, 24, 74 7,
behoorende bij twee in een vlak slingerende slingers gelijk te
stellen. Dit is fte concludeeren met behulp van de formule voor 2 :

v — Mu*

De grootheid M, samenhangende met de in beweging gebrachte
massa’s is bij benadering even groot of de kracht in het eene of
in het andere ophangpunt aangrijpt.

De elastische grootheden g, 7,5 7., €n y,, zijn eveneens bij
benadering gelijk, daar de verhinding tusschen de twee ophang-
punten zoo stevig is dat de elastische afstandsverandering te
verwaarloozen is. Dientengevolge zijn de elastische verplaatsingen
in de richting van die verbindingslijn voor beide ophangpunten
even groot, waaruit de gelijkheid van v, »,, v, env,, volgt. De
grootheden 7, 2, 2,, en a,, zijn dus ook gelijk te stellen.

Hieruit volgt dat het meeslingeren voor de twee in een
vlak slingerende slingers gelijk is, als deze ongeveer gelijken
slingertijd, gelijke massa en gelijken vorm hebben. In dat geval
zijn n.l. alle grootheden in formule XXI voor beide slingers bij
benadering gelijk. Dit blijkt bij het Stiickrathtoestel ook inder-
daad zoo te zijn, waardoor het bovenstaande bevestigd wordt.

Het meeslingeren zou uit XXI te berekenen zijn als de grootheid »
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bekend was. Ken theoretische berekening van 2 stuit echter,
wegens den ingewikkelden vorm der statieven en de onbereken-
bare werking van stelschroeven en opstellingshodem, op onover-
komelijke bezwaren. Deze laatste invlped maakt hovendien dat
7~ op elk station een nieuwe waarde heeft, zoodat het mee-
slingeren niet overal even groot is.

Bij de relatieve waarnemingen moet het meeslingeren dus in
rekening gebracht worden. Daar het op elk station opnieuw
bepaald moet worden, en het aantal der relatieve waarnemingen
groot is, is het van groot belang hiervoor een methode te vinden,
die op reis gemakkelijk uit te voeren is en tevens betrouwbare
resultaten geeft. Men kan daartoe verschillende wegen inslaan.
die in het volgende hoofdstuk besproken en vergeleken zullen
worden. Daarbij zullen wij dan, naar aanleiding der in Hoofdstuk |
besproken moeilijkheden bij slappen bodem, enkele nieuwe methoden
behandelen en daarvan de deugdelijkheid nagaan.

De formules XX zijn nog niet een volledige oplossing van het
vraagstuk van twee op een statief slingerende siingers met bijna
gelijken slingertijd.

Door het slingertijdsverschil, de slingertijdsafwijking en de
amplitude verandering van beide slingers zullen de grootheden
Z‘“’ en (¢, —¢;) langzaam veranderen, en het verloop is uit de
1
gegeven vergelijkingen niet zonder meer te voorspellen. Het is

daartoe noodig de vergelijkingen XX te integreeren.

In Hoofdstuk V zal deze integratie uitgevoerd worden voor
het algemeene geval van N tegelijk slingerende slingers. Hierbij
gelden voor elken slinger de uit XX afgeleide formules :

Voor slinger 1:

n, N . '

(y—n))a, = — = I 2y My my 7@y cos (9 — o — %)
=iy
n, N

P s
a,

= A Ty mg. R ap sin (@), — € — %)
oL

~ 14




6. Invloed der Grondbewegingen.

Wij komen nu tot [et laatste deel der beweging van den
oorsprong, voortvloeiende uit de bewegingen van den bodem.

Zoolang men op zand- of rotshodem waarneemt. zijn geen
storingen te vreezen; deze planten vermoedelijk wel trillingen
voort, doch trillingen van korte periode zijn, zooals in de vorige
paragraaf werd aangetoond. van geen helang, daar ze noch den
slingertijd, noch de amplitude veranderen.

Het zijn de onregelmatige bewegingen, die in slappen bodem
mogelijk zijn, welke hier de storingen teweegbrengen. Deze
bewegingen zijn voor zoover ik weet, niet grondig onderzocht.
doch wel dadeljjk is te zeggen. dat een theoretische behandeling
groote moeilijkheden zal opleveren.

Vermoedelijk zijn ze meestal van toevalligen aard. veroorzaakt
door gebeurtenissen in de onmiddellijke nabijheid, zooals het
voorbij rijden van karren, het varen van schepen door vaarten enz.
De onderstelling is gewettigd dat ze in 't algemeen geen periode
hebben die niet of weinig verschilt van die der slingers.

Het is denkbaar dat als uitzondering ook regelmatige periodieke
bewegingen zullen kunnen optreden, wanneer eenige omstandigheid
in de nabijheid daartoe aanleiding geeft. Wij herinneren hier
aan het merkwaardige geval der trillende huizen in Scheveningen,
veroorzaakt door de gebrekkige uithalanceering van een zware
stoommachine op vrij grooten afstand.

Deze quaestie is door Professor Housr. Hoogleeraar aan de
Technische Hoogeschool aan het licht gebracht en onderzocht.
De trillingsperiode was hier echter veel geringer dan de slinger-
tijd van den slinger.

Het is natuurlijk niet a priori onmogelijk te verklaren, dat
ook dergelijke periodieke bewegingen van veel grootere periode
kunnen optreden. Waarschijnlijk is dit intusschen niet.

Wij zullen dan ook vermoedelijk nog het dichtst bij de waarheid
zijn, wanneer wij de bewegingen in het algemeen als volkomen
onregelmatig en van toevalligen aard beschouwen. Uitgaande
daarvan, zullen wij ons een beeld trachten te vormen van het
verschijnsel.
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Het zou mogelijk zijn, dat. buiten de translatiebeweging, die
het geheele stelsel met den oorsprong mede, tengevolge der
bodembewegingen ondergaat, nog een andere invloed werd uit-
geoefend, doordien de statiefbewegingen de beweging van het
mes over de oplegplaat zou kunnen doen veranderen.

Doordien de aldaar optredende verschijnselen nog niet duidelijk
.verklaard zijn, is het moeilijk daarop onmiddellijk een antwoord
te geven. Wel kan men zeggen dat wanneer de grondbewegingen
niet met sterke schokken gepaard gaan, een verbreking van het
verband tusschen mes en ophangvlak niet waarschijnlijk is. Wij
zullen de juistheid dezer opvatting hieronder nog nader bewijzen
door een reeks waarnemingsresultaten.

Een uitgebreide verhandeling over den invloed van bodewm-
bewegingen op den slingertijd komt voor in het werk van
O. E. Scurorz: ,Resultate der im Sommer 1893 in dem nord-
lichsten Teile Norwegens ausgeflihrten Pendelbeobachtungen
nebst einer Untersuchung {iiber den Einfluss von Bodenerschiit-
terungen auf die Schwingungszeit eines Pendels.”

Hij heeft bij zijn waarnemingen gevonden dat de slingertijd
verkleind werd. Na een tamelijk ingewikkelde berekening komt
hij tot de slotsom, dat een ophangpuntsbeweging op zichzelf
geen invloed uitoefent, en zoekt dan de oorzaak hierin, dat door
bodembewegingen het verband verbroken wordt tusschen mes
en ophangvlak. Hierdoor zal zijns inziens niet de volle horizontale
reactic op het statief inwerken en dus de daardoor veroor-
zaakte statiefheweging kleiner zijn dan normaal. Het gevolg
hiervan is een vermindering van het meeslingeren en dus een
verkleining van den waargenomen slingertijd.

De eerste conclusie is naar mijne meening ten deele, de tweede
geheel onjuist. Zooals verderop nader uitgewerkt zal worden is.
wanneer de waarnemingen over zeer langen tijd worden uitge-
strekt. de gemiddelde slingertijdsstoring die door een onregel-
matige beweging van het ophangpunt veroorzaakt kan worden,
inderdaad gering. Bij waarnemingen van korteren duur kan deze
oorzaak echter een zeer merkbare slingertijdsverandering ten
gevolge hebben.

In Delft vond ik tenminste meermalen bij waarnemingen die
een uur duurden, een slingertijdsstoring van 30 10 7 seconden:

7
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om later té noemen redenen is het niet twijfelachtig, dat deze
aan ophangpuntshewegingen moeten toegeschreven worden.

Intusschen zullen slingertijdsstoringen, die door ophangpunts-
bewegingen veroorzaakt worden., niet steeds hetzelfde teeken
hebben, zoodat een systematische slingertijdsverkleining hierdoor
niet te verklaren zou zijn.

Bij mijne waarnemingen in Nederland is mij van een systematische
slingertijdsverkleining niets gebleken: de storingen waren steeds
onregelmatig en afwisselend positief en negatief. Het schijnt mij
dan ook nog niet noodig toe, op grond van de enkele gevallen
die Scuiorz meedeelt, waarbij inderdaad de afwijkingen grooter
waren dan ik ze vond, te concludeeren, dat een systematische
storing plaats vindt. Het is uit de publicatie niet na te gaan of
er mogelijk bijzoudere omstandigheden waren, die op andere wijze
de storingen kunnen verklaren.

De verklaring die Scuiorz van het feit tenslotte geeft, schijnt
mij niet steekhoudend. In het algemeen immers zal de horizontale
reactie wel degelijk ten volle op het statiefinwerken. Als dit niet
zoo was, dan zou uit de bewegingsvergelijkingen van den slinger
volgen dat deze een groote zijdelingsche versnelling krijgen zou,
zoodat het mes groote sprongen over het oplegvlak zou moeten
maken, van heel andere orde dan de kleine glijdbewegingen die
wellicht optreden. Dat de statiefbeweging door de horizontale
reactie veroorzaakt dus merkbaar kleiner zou zijn dan normaal,
schijnt mi) niet aannemelijk.

In allen gevalle meen ik door de feiten gerechtigd te zijn tot
de onderstelling, dat bodembewegingen zooals die in Nederland
optreden als eenige uitwerking hebben een onregelmatige beweging
van het ophangpunt. Aan het eind van deze paragraaf zullen
eenige der meest sprekende waarnemingen ter staving vermeld
worden.

Wijj zullen ons hier verder alleen bezig houden met den invloed
der horizontale bewegingen, daar de invloed der verticale van
kleiner orde is (Opmerking I blz. 32).

Als y, volkomen onregelmatig is, is y,” dat eveneens.
Wij onderstellen nu dat de grootheden :
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W G A

j Yo" dt / ¥, dt  enz,
foei &3

te beschouwen zijn als onafhankelijke grootheden, waarvan de
waarschijnlijkheid van optreden wordt gegeven door de foutenwet.
Hieruit volgt dan, dat de middelbare waarde G' van de grootheid
4+ A
Yo" dt

1
V'a
vt

onafhankelijjk is van .de tijdsruimte A, waarover de integraal
genomen wordt. Hierbij wordt natuurlijk verondersteld, dat A
niet zoo klein gekozen wordt, dat de onafhankelijkheid der boven-
genoemde opeenvolgende integralen niet meer aangenomen mag
worden met het oog op de continuiteit der grootheid y,”, die ver-
moedelijk toch in eenige mate aanwezig is.

De grootheid @' is te heschouwen alg een maat voor de hodem-
bhewegingen.

Gaan wij nu de storingen na in slingertijd en amplitude,
volgens de uit IV D en E volgende formule:

o2 i
/ y,” sin ¢ dt

0

Il =T = 7= ==—5—
2ayg
27
o = — -8 y,” cos o dt
2xl | 70
Joo

N

waarin wij de slingertijdsstoring door 9 7' voorstellen.

De integralen zijn uit de gemaakte onderstellingen niet te be-
rekenen. Wij kunnen echter aantoonen, dat het verband van hun
bedrag met de waarschijnlijkheid van optreden daarvan, bij be-
nadering door de foutenwet gegeven wordt.

Immers men kan bij benadering voor de integraal schrijven:

52 If";).’l" ] J+ A

ap X i,
0 ( | A / Y dt % V A s ©
ot

/ Yo" sin o dt =
<0

I 14

t
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Wij onderstelden dat de grootheid tusschen de accolades door
de foutenwet beheerscht wordt. Verder stelden wij voorop, dat
Yo", en dus ook de grootheid tusschen de accolades, niet periodiek
is, en dus volkomen onafhankelijk is van den factor sin¢. In
dat geval volgt ook de som de foutenwet.

Wij kunnen nu de middelbare waarde van de integraal bhe-
rekenen.

Het quadraat hiervan is de gemiddelde waarde van:

2T

l / y,” sin o dt ‘

v 0

Deze is gelijk aan de gemiddelde waarde van:

f= 27 A2

- i ” s 9

;S A‘/y”dtIAmwgc
v ¢

Door invoering van & vindt men hiervoor:

)

t=2
G2 = Asinfo=G*T
=0

zoodat men voor de middelbare waarde van de integraal vindt G171’
Men vindt hetzelfde voor de middelbare waarde van de integraal

2T
/ Y’y cos o daf

<0

De storingen o 7" en « zijn evenredig aan de integralen en
worden dus ook door de foutenwet beheerscht.

Hieruit volgt, dat deze storingen geen systematisch verloop
hebben, maar onregelmatig optreden. De storing in het gemiddelde
van een oneindig groot aantal slingeringen is nul.

Voor de middelbare waarde van 5 T en a’ die wij door vierkante
haakjes zullen onderscheiden van de grootheden zelf, vindt men:
& _ G T
2ag

2xl

[
;'1": Vo a
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Hierbij moet herinnerd worden, dat ¢ 7" en ¢’ de gemiddelde
slingertijdsstoring en de gemiddelde amplitudeverandering zijn,
berekend over een tijdvak 2 7.

Berekent men echter de gemiddelde slingertijdsstoring en de
gemiddelde amplitudeverandering over een grooter tijdvak ¢ dan
is de middelbare waarde van die grootheden niet gelijk aan de
bovenstaande waarden. Uit de foutentheorie volgt, dat ze om-
gekeerd evenredig zijn aan den tijd £. Men vindt dan met behulp
van bovenstaande formules:

GT
t Tagl 2t

‘ oA

<\ = v

XXII |§ T

waarin de index ¢ aangeeft dat het de middelbare waarde betreft
van een gemiddelde over een tijd t.

Uit de waarde van [ T} is onmiddellijk af te leiden, de middel-
bare fout, die in het uit den slingertijd berekende resultaat voor g
door de grondbewegingen wordt veroorzaakt:

2G
mg = f:V =

Hieruit volgt, dat deze middelbare fout onafhankelijk is van
den slingertijd van den gebruikten slinger. De meening, dat het
voordeelig zou zijn slingers met grooten slingertijd te gebruiken,
schijnt mij dus onjuist toe.

Verder blijkt de middelbare fout omgekeerd evenredig aan den
wortel uit den waarnemingstijd ¢, en omgekeerd evenredig aan
de amplitude. Hoe grooter amplitude men gebruikt, hoe Kkleiner
de storing is.

Naar aanleiding der formules XXII moet nog de aandacht
gevestigd worden op het feit, dat de slingertijdsstoring omgekeerd
evenredig is aan de amplitude, doch dat de amplitudestoring zelf
niet van de amplitude afhankelijk is.

Aan de hand van bovenstaande resultaten is het mogelijk den
invloed na te gaan van de grondbewegingen op twee tegelijk-
slingerende slingers. Deze invloed is niet onafhankelijk van elkaar.
zooals gemakkelijk is in te zien; dientengevolge is het quadraat
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der middelbare storing in de som of het verschil der slingertijden
niet gelijk aan de som van de quadraten der middelbare storingen
in de twee slingertijden afzonderlijk.

In verband met de verschillende waarnemingsmethoden, waar-
bij gebruik gemaakt wordt van twee tegelijkertijd in een
vlak slingerende slingers, van ongeveer gelijken slingertijd, op
eenzelfde statief, is het van belang de formule af te leiden voor
de middelbare storing in de grootheden:

1) ]

(ry, + 1y (T, - = (ag + a;) en (a, — a,)
1
‘Wij maken hierbij de onderstelling dat de twee op eene hoogte
liggende ophangpunten rechtstreeks zoo stevig verbonden zijn,
dat de oorsprongbewegingen in y richting voor beide slingers
gelijk zijn. Deze voorwaarde is bij de gebruikte toestellen vervuld.
Wij kunnen dus y,” voor beide slingers gelijk stellen.

Wij vinden dan:

27 .
i = l s, s
B(IJ+I]):_ > /y“// 'S SDI dt
-9 a, a,
« 0 a
Stel ten tijde ¢ =0 : ¢, = ¢, en o =¢,. Daar ongeveer
T, =T, = T is kan men stellen:
og=2¢C ¢ en ¢ =¢ + ¢
dus :
2T - .
% — 7 810 8 sin ~c
5 (Ty+ T = —- /?/n” 3” note) sl tally
29 N ay a,
= EE— . 2
1 ‘/ €os ¢, cosc, \? sinc, sine, \* .
= g et e LY 4 24 ' / Yo" sin (o + ¢,) dt
29 a, a, a, a,
¢ - % Voo
waarin ¢, gegeven wordt door :
sinec, | sinc
' I
- a, a
Bpogs= 5 !
cosc, | cosc,
a, | a,
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Vereenvoudigd geeft dit
27
(0T, + 1)) = — oqé”’* Va4 a,® + 24, a, cos (p, — )/ Yo" 8in (0 | ¢) dt
1
v 0
De middelbare waarde voor de integraal is weer & V' 7. dus
de middelbare waarde van o (7, + T)) is

@vVT

/ a9 a9 \
soaq @@t 2a s (e-0)
29 a,aq,

'5 (T, + T‘)J:

Dit is de middelbare waarde van het gemiddelde, berekend

over een tijdsduur 2 7. De middelbare waarde van het gemiddelde,
berekend over een grooter tijdvak ¢, is dus:

o
S, + TY|= L

XXIIT A
t g a a V oot

Va4 a® + 2 a, a, cos (p, — 9,)

Op dezelfde wijze vindt men:

GT :
gaa, v 2,{, G Tty — Bl Gy S}

XXIII B }5(1’,— | =
t

Verder heeft men:

w2l
d fa\ q o ay’ ay\ a, r( 08P o5y
dt \ay | a, @ a)  sala Yo a, %
Joo

en dezelfde afleiding als boven volgende, vindt men voor de
middelbare waarde.

d [ a B GrT .
XXHILC | a )|, “Flaftyag MT A" — 2 Uy (g COS (3 —y)
Tenslotte :

y 2T

( 1

df( o al)::;] / Yo" (cos©; — coso,) dt =

’ T
2 T
l[sin Lo {,h) / Yo" sin (e + ¢, dt

v 0
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waarin ¢, = -c'fi}cg. dus:
XX D {»ft @, a)) L =-2 '( 3{ sin fS"g;‘fx)
en analoog hieraan :
XXIIT B ] = o Tal)J, - :/?2, con =81

Voor het geval dat de slingertijdéen veel verschillen, zijn
eveneens op dergelijke wijze formules af te leiden. Daar dit
echter voor de praktijk geen waarde heeft, omdat het samen-
slingeren van zulke slingers geen voordeelen oplevert en dus
niet toegepast wordt. zullen wij dit niet verder nitwerken.

Wij zullen in het volgende hoofdstuk van de formules XXII
en XXIII gebruik maken, om de tweeslingermethoden ter be-
paling van het meeslingeren te vergelijken en te onderzoeken,
welke het minst door bodembewegingen gestoord wordt.

Uit de formule XXIII A is nog een zeer belangrijke gevolg-
trekking te maken:

Laat men de tiwee slingers slingeren met gelijke amplitude en in
tegengestelde fase, dan is de middelbare storing in de som der
slingertijden, dus ook in het gemiddelde der slingertijden, nul.

Immers:

a, =a, en ¢,—¢, == dus | a;* + a,* + 2. a, a, cos (o, — ¢;) = 0

Het heeft dus groote voordeelen de waarnemingen zoo in te
richten. dat dit geval verwezenlijkt wordt.

Tweeslingermethode.

Het feit, dat het gemiddelde der slingertijden van twee slingers,
met gelijke amplitude en in tegengestelde fase, op €én statief,
in hetzelfde slingervak slingerende, onafhankelijk is van den
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erondbewegingsinvloed, is niet afhankelijk van de aannamen over
de grondbewegingen, zooals wij die hierboven gemaakt hebben.
Volgens opmerking III blz. 33 wordt dit gemiddelde n.l. niet
beinvloed door storingen, die voor beide slingers in hun bewegings-
vergelijkingen een gelijk storend moment geven.
Dientengevolge is voor de eliminatie der grondbewegingen
alleen noodig:

19, Dat de invloed der grondbewegingen alleen bestaat in een
heweging van het ophangpunt van den slinger.

20, Dat de twee ophangpunten der slingers ongeveer even hoog
liggen en zoo stevig verbonden zijn dat y, voor beide slingers
gelijk is.

De tweede voorwaarde is bij het Stiickrath-toestel vervuld.

De ecerste voorwaarde hebben wij reeds uitvoerig behandeld.
Omgekeerd blijkt dat daaraan voldaan is als bij de waarnemingen
werkelijk de slingertijdsafwijkingen van beide slingers steeds
tegengesteld van teeken =zijn, en het gemiddelde dus niet
gestoord wordt. Warnneer de opvatting van Scurdrz juist was,
zouden de slingertijdsatwijkingen van heide slingers gelijk gericht
moeten zijn, en zou het slingertijdsverschil constant moeten blijven.
doch niet het slingertijdsgemiddelde.

Wij laten nu hieronder eenige te Delft uitgevoerde waarnemings-
reeksen volgen, waaruit de juistheid der eerste opvatting volgt.
Hierbij is in het oog te houden dat het in de praktijk niet uit-
voerbaar is het faseverschil steeds precies = = te maken en de
amplituden nauwkeurig gelijk te doen zijn. zoodat in het ge-
middelde nog kleine schommelingen te verwachten zijn.

Voor de vier slingers van het Nederlandsche Stuckrath-toestel
dragende de nummers 88, 89, 90 en 91, werden te Delft de
hieronder volgende slingertijden gevonden. Daarbij slingerden de
slingers 90—88 en de slingers 91--89 samen.

Na de eerste vier waarnemingen werden de slingers opnieuw
ingehangen: dit geeft steeds aanleiding tot eenige slingertijds-
verandering.
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WAARNEMINGEN VAN 28 OcroBER—31 OcroBer 1914.

N¢ 91 N¢. 89 l GEMIDDELDE 91 EN 89
S S 8
0.5012570 0.5012588 0.5012577
2585 2570 | 2578
25683 2575 2579
2566 2592 2579
2613 2568 2590
2597 2582 2590
2585 2595 2590
2560 2621 2590
N9 90 NO. 88 1‘ GEMIDDELDE 90 1N 88
s s 8
0.5012793 0.5012964 0.5012878
2798 2965 2881
2796 2958 2877
2793 | 2959 2876
2758 2969 2864
2787 2941 2864
2778 2959 2866
2787 2955 2871

Nog duidelijker spreken de waarnemingen, als men de coin-
cidentietijden van de slingers met den tijdmeter afzonderlijk
beschouwt. Meestal werden 8 coincidenties bij den aanvang en
S coincidenties aan het einde waargenomen. Wanneer men de
1° aanvangscoincidentie van de 1° eindcoincidentie aftrekt, de
2% aanvangscoincidentie van de 2° eindcoincidentie, de 3° van
de 3° enz., dan moet men steeds een zelfde tijdsinterval vinden.
De grondbewegingen veroorzaken schommelingen in dit interval:
van twee tegelijkslingerende slingers moeten deze schommelingen
tegengesteld zijn, als de onderstellingen juist waren. Dit was
bij alle waarnemingen duidelijk te constateeren. Als voorbeeld
laten wij hier twee reeksen volgen.

Hierbij moet opgemerkt worden, dat tengevolge van de wijze
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van uitvoering van de coincidentiewaarnemingen, het interval
‘ tusschen de oneven coincidenties, niet hetzelfde is als tusschen
de even coincidenties. Bij de twee reeksen zijn dus de 1° 3° 5°
en 7 waarde onderling met elkaar vergelijkbaar en de 2° 49 6%en 8°.

WaarNEMING 0P 30 OcroBErR 1914.

COIN(}\II?ENTIE l Inrervan 90 INTERVAL 88 (GEMIDDELDY,
| |
190 10 52 59.1 52 13.6 52 36.4
200 — 20 60.4 | 15.3 37.8
21980 56.8 18.6 35.2
29040 | 59.2 17.5 | 38.4
28050 | 56.7 4.9 35.8
24060 | 58.8 16.7 | 37.8
260—-70 | 54.9 1.9 | 35.4
26080 | 59.0 16.8 37.9
WaarNEMING op 30 OcroBErR 1914.
COIN%&ENTIE !‘ INTERVAL 91 | INTERVAL 89 | GEMIDDELDE
| |
19010 | 53 87.4 | 53 85.1 | 53 36.2
200 -20 | 41.2 | 39.5 | 40.4
21080 | 35.7 36.0 | 35.8
22040 | 40.9 37.6 | 39.8
23050 ‘ 40.0 ! 34.5 87.2
24060 | 39.5 | 39.5 39.5
25070 \ 34.7 ‘ 38.0 36.4
26°—80 | 38.9 40.4 39.6

Ken volledige bewerking van het aanwezige waarnemings-
materiaal ligt buiten het bestek van deze verhandeling.

Men kan zich met deze waarnemingsmethode een indruk vormen
over de grootte der grondbewegingen op een zeker station.
bijvoorbeeld op de volgende wijze.
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Het slingertijdsverschil der tegelijk slingerende slingers wordt
zeer sterk beinvloed door de grondbewegingen. Immers voor
0, — ¢ = 7 en a, = a, = a is de grootheid

a2 + a2 — 2a, a; cos (g, — ©))
een maximum. Men vindt dan uit XXIII B:

2G

B(T, ~ 1‘,)' =
i 1t

ga V3t

Het verschil der gemiddelde slingertijden van de twee slinger-
paren') is onafhankelijk van de bodembewegingen, daar elk
gemiddelde daarvan onafhankelijk is. Neemt men nu alle waar-
nemingsreeksen op een station te zamen, dan zou de daaruit
volgende middelbare fout in het laatstgenoemde verschil '/, 1/ 2
maal zoo groot moeten zijn als de middelbare fout in het slinger-
tijdsverschil der tegelijkslingerende slingers, als er geen grond-
bewegingsstoringen waren. Wanneer deze storingen wel optreden,
kan men dus de daardoor veroorzaakte:

- Tio R ) )}
t

berekenen uit de afwijking in deze verhouding. Hieruit kan men
dan @G bepalen.

Het is hiervoor echter noodig dat er geen andere factoren zijn
die een verandering in die verhouding vooroorzaken. Wij zullen
op deze quaestie hier niet verder ingaan en vermelden alleen, dat
men voor dit doel zeker moet zijn, dat de gebruikte tijdmeter
niet aan kortstondige gangschommelingen lijdt, en dat de tem-
peratuursbepaling der slingers nauwkeurig genoeg is.

Er is nog een tweede voordeel aan deze waarnemingsmethode
verbonden: De slingertijdsafwijking tengevolge van de, door de

) Wij herinneren er aan dat het Stiickrathtoestel vier slingers heeft.
die twee aan twee in een vlak slingeren. Een volledige waarnemingsreeks
volgens bovenstaande methode, bestaat uit de waarneming van het eene
slingerpaar gevolgd door de waarneming van het tweede slingerpaar.
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ophangreacties veroorzaakte. statiefbewegingen, wordt eveneens
geélimineerd.

Men behoeft dus geen aparte waarnemingen ter bepaling van
het meeslingeren uit te voeren. Daar deze waarnemingen op
slappen bodem wegens de grondbewegingen op moeilijkheden
stuiten, is dit van belang. Op deze wijze wordt dus de tweede
moeilijkheid op de stations met slappen ondergrond, eveneens
vermeden.

Deze eliminatie vindt zijn oorzaak in twee omstandigheden:

1. De invloed op den gemiddelden slingertijd van alle ophang-
puntsbewegingen is nul, dus ook van die. welke door de ophang-
puntsreacties veroorzaakt worden.

2. Uit formule VI volgt, dat de horizontale reacties van twee
even zware slingers, met gelijke amplitude in tegengestelde fase
slingerende, evengroot en tegengesteld gericht zijn. Als dus, zooals
wij veronderstelden, de ophangpunten stevig verbonden zijn. zoodat
een elastische afstandsverandering verwaarloosd mag worden. zullen
er geen ophangpuntsbewegingen optreden.

Het volgt eveneens uit de formule XX en XXI van de vorige
paragraaf. die wij in iets eenvoudiger vorm zullen brengen. Wij
hebben in het vorige hoofdstuk reeds opgemerkt dat bij het
Stiickrathtoestel, de grootheden =z, en x, nul zijn en 7, 2y 7,
hee gelijk zijn. Verder kan men bij het kleine slingertijdsverschil
dat bij de gebruikte slingers vooropgesteld wordt, stellen:

b= l=1
en

g == (4] = &

i

Noemen wij nu nog ter vereenvoudiging het meeslingeren van
slinger 1 s. dan is dus volgens XXI:
a2,

2]

§ = hy my

en het meeslingeren van slinger 2:

hy m, )
-8 = w*$
hy m,
i o hy my
waarin «? de grootheid =—= voorstelt.

hy m,
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Verder blijkt uit XX B de storing van den slingertijd van
slinger 1 door slinger 2

” a a2
Iy —7 = 8 —as (0y — 1)
1

b

en van den slingerfijd van n® 2 door slinger 1.
o ay
Iy — 7y = o o8 (¢g — ¢y)

2

De totale storing in de twee slingertijden door de statiefelasti-
citeit is dus:

Uy
/l'] — T = ' w” ”' Cos (‘/D2 — @) '1" il s
XXIV 1
a,
'I'._, — Ty = - cos (<p2 — o)+ wlls
[

Hieruit volgt ook weer dat wanneer ¢, = «,, ¢, — ¢, = 7 €n
hymg = hym, d.w.z o =1 de beide slingertijds afwijkingen nul
zijn. Zijn de slingers niet even zwaar, dus « niet gelijk aan 1,
dan zijn de storingen gelijk en tegengesteld, d. w.z. in den ge-
middelden slingertijd is geen storing. De grootheid « kan men
eens voor al bepalen; bij de Stuckrathslingers is zij een.

Zooals wij reeds opmerkten, is het in de praktijk niet mogelijk,
de voorwaarden «, = a, en ¢, — ¢, = # volkomen te verwezen-
lijken. Men mag bij de optredende afwijkingen dan ook de
storingen door de statiefelasticiteit niet nul stellen. doch moet
deze volgens de formule XXIV in rekening brengen. Het zou
dus eigenlijk toch noodig blijken het meeslingeren s te bepalen.
Men kan zich echter met een zeer ruwe bepaling van s tevreden
stellen omdat de factoren tusschen de haakjes in XXIV steeds
klein zullen zijn en in het bijzonder de storing in den ge-
middelden slingertijd zeer klein is, zooals uit een nadere be.
schouwing blijkt.

De waarnemingsduur is bij deze methode niet onder alle

: ' . da,
omstandigheden onbeperkt. De amplitudeverhouding . e het
i "

faseverschil ¢, — ¢, zijn langzaam veranderende grootheden; en
voor de eliminatie der grondbhewegingen is noodig dat zij niet
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te veel van I respectievelijk #= verschillen. Hierdoor is dus de
waarnemingsduur in het algemeen beperkt.
‘Wanneer echter

w =1 =1 a4, = a, en @, — ¢ ==

dan blijven amplitudeverhouding en faseverschil constant. Dit
volgt uit de formules XX en XXB. en zal nog nader behandeld
worden in Hoofdstuk V.

Hoe grooter de afwijking van deze voorwaarden is, des te

L ’ .

sneller veranderlijk zijn —* en ¢, — ¢, en des te Kkleiner is de
a, -

toelaatbare waarnemingsduur.

Binnen dezen beperkten waarnemingsduur kan men steeds van
de formules XXIV gebruik maken, daar men geen groote ver-

’ Uy 2
anderingen in a 0 e ©,) veronderstelt, en dus voor beide

mag substitueerlen het gemiddelde van de waarden bij het begin
en bij het einde van den waarnemingstijd.

In allen gevalle kan men ze nog toepassen als men den geldig-
heidsduur der vergelijkingen XXI[V uitbreidt door een correctie-
term te berekenen die bij langeren waarnemingstijd) moet
toegevoegd worden. Dit is eenvoudiger dan dat men gebruik
maakt van de omslachtige formules van Hoofdstuk V, die wel
voor elk willekeurig tijdsverloop geldig, doch in de praktijk niet
geschikt zijn.

Wij zullen den berekeningsgang van deze correctie hier in het
kort aangeven.

Men moet uit de waarde van% en ¢, — ¢, aan het begin, en

2
aan het einde van den waarnemingstijd ¢, berekenen de waarde

van de integralen:

t t
ot 5 o
RS /i’? cos (¢, — ¢,) dt en 1 /‘f_l, cos (9, — ¢) dt
t a, ¢ Qaq
Jo1 g S
2 2

1) Onder waarnemingstijd verstaan wij den tijd tusschen de begin- en
de eindwaarnemingen. Verondersteld wordt dat in dit tijdsverloop geen
waarnemingen verricht worden,
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zoodat men door substitutie hiervan in XXIV de gemiddelde
slingertijdscorrectie over den waarnemingstijd ¢ kan vinden.
Stel ter vereenvoudiging:
a, TSE 7Ty — 7)

=P — = C —

" 2 -
[ON1 2% T 7

peos(e, — o) = [
(Gegeven :
fo =7 bii den aanvang. ten tijde — -
[, = f aan het einde, ten tijde

Grevraagd :

- 2
-T-;-- / fdt (Dit is de tweede der gevraagde integralen,)_

Oplossing :

Ontwikkel f naar ¢ dan krijgt men:

f=hhttfy +51+

t*

3 1 1, . . 1
/n/ :'i)‘/:l"'f 2 //': /() + S fﬂl/ g

~

-

1 T g d t:.’ h/4 g tﬂ 4
Vf_/ [fdt:/“.ilwgz/“ '--':f);/_}T')ﬁ»,

N

2

/" is te berekenen door [ tweemaal te differentieeren naar

den tijd, waarbij gebruik te maken is van de uit XX af te
leiden formules:

/

p=c(p? -+ 1sin(p,—e)

0 —o) = — C(]"‘ 1‘) cos (g —¢y) —d
p
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Hierbij is ondersteld dat de demping der beide slingers gelijk
is, en dat het verschil der slingertijden 7, —, constant is, d.w.z.
dat er geen andere storende invloeden optreden, die een veran-
derlijke slingertijdsafwijking geven. Men krijgt:

[/ = —2c2picos3(p,—¢) — 3cdp?cos 2 (p,—¢)) +
+ (2¢*—=d?) pcos(py,—¢))+ cd

Wanneer « = 1 is, en verder p ongeveer = I en ¢,—¢, on-

geveer — = is, krijgt men met eenige verwaarloozing:
[ =d* —2cd

Voert men dit in de formule voor de integraal in, en substitueert
men deze in XXIV, dan krijgt men:

" a / 2w g 3
To—7y = &l-(fos (©—@))+ 1|8 — 1.69ts(ry—7)) (Ty—7,— 25)
0

en op dezelfde wijze vindt men:

a,
i - — ~ 3 y : 0 2 o (~ - o - WS
fy=f= a, €os (pg—¢) + 1| 8 — 169 s (rg— 7)) (1 — 7+ 29)
!

In deze formules moet voor

[¢8 . Uy
cos (o —@,) en ° cos (¢, —¢)
2 J e g — ¢

2 1
gesubstitueerd worden het gemiddelde van de waarden die deze
grootheden bij den aanvang en het einde van den waarnemings-
duur hebben. Verder is ¢ uitgedrukt in uren, zijn de grootheden
T, 7, en & van de correctietermen uitgedrukt in 10— secunde
en is overigens de tijdseenheid 10 " secunde.

De correctie is berekend voor een slingertijd =, =7, = 0.5013
secunde. Zij is omgekeerd evenredig aan 7* enis dus gemakkelijk
voor een anderen slingertijd om te rekenen.

Wanneer « niet gelijk 1 is, wordt de formule ingewikkelder.
‘Wij zullen daarop niet verder ingaan.

De correctie is nul voor 7, =r,, dit stemt overeen met wat
hierboven opgemerkt werd. De correctieterm is gemakkelijk voor
een bepaald slingerpaar met bekende 7,—r, te tabelleeren.




HOOFDSTUK IV.

Bepaling van het meeslingeren.

Wij laten hier eerst een overzicht volgen van de verschillende
methoden :

10, Statische Methode. Men laat op het statief, ter hoogte van
het ophangpunt van den slinger, een bekende kracht aangrijpen.
en meet de uitwijking die deze aan het ophangpunt geeft. Hier
uit is dus ¢ bekend. Men verwaarloost de traagheidsinvloed van
het statief en stelt dus (zie formule XVIII D):

7}
¥
¥

Men vindt dan het meeslingeren uit XXI.

29, Men meet de amplitude as van de ophangpuntsbewegingen.
die door den slinger veroorzaakt worden en berekent daaruit
het meeslingeren met behulp van de formule XVIII A :

27
1

T =—s /!/(,siizq:(lf: 7

~ a3

3% Men kan gebruik maken van een tweeslingermethode,
wanneer het statief gelegenheid hiedt tot het inhangen van een
tweeden slinger in hetzeltde vlak, en van dusdanige constructie
is dat men de bewegingen van beide ophangpunten in de y richting
gelijk kan stellen ). d. w.z. A} = 2Ag) = Ay = 299 = 2.

1) Wanneer het relatieve waarnemingen betreft, behoeft men deze laatste
voorwaarde niet te stellen. Men bepaalt n.l. met deze methoden de grootheid
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Men kan dan uit den invloed van den eenen slinger op den
tweeden, » afleiden.

Men bepaalt zich hierbij in 't algemeen tot het bijzondere
geval, dat de tweede slinger bij den aanvang in rust is. Na
eenigen tijd worden de amplituden der beide slingers afgelezen.
waaruit het meeslingeren is af te leiden (formule XX en XXI).

40, Stootmethode. Men laat op het statief ter hoogte van het
ophangpunt, een kracht aangrijpen, die periodiek van nul tot een
zeker maximum wisselt. Het maximum leest men op een dynamo-
meter af. De periode moet gelijk zijn aan den dubbelen slingertijd
of daarvan weinig verschillen.

Bij den aanvang is de slinger in rust. Na eenigen tijd leest
men de amplitude af. Uit een uit XVIII C af te leiden formule
is dan het meeslingeren te berekenen.

1. Statische Methode.

De statische methode heeft het voordeel, dat zij niet gestoord
wordt door grondbewegingen. Zij heeft echter in het algemeen
drie nadeelen:

1%. Om een voldoende uitwijking te krijgen. zoodat meting
tot den vereischten graad van nauwkeurigheid mogelijk is, moet
men vrij groote krachten aanwenden. DErrorces gebruikt bijvoor-
beeld een kracht van 10 K.G.; dat is vijfhonderd maal zooveel.
alg de grootste zijdelingsche ophangpuntsreactie van den slinger
bij de gebruikte amplituden kan bedragen. Nu is het zeer wel
mogelijk, dat de uitwijkingen bij zulke groote verschillen niet
meer evenredig aan de kracht zijn. Wij hebben, zooals op blz. 69
e.v. is opgemerkt, alle reden om te vreezen. dat de opstelling

791 = A10. Uit de definitie van 4 (formule XVIII D) volgt verder, dat Ay; —A;;
voorstelt de afstandsverandering der twee ophangpunten. die even hooyg
verondersteld worden, wanneer in deze punten twee krachteenheden aan-
grijpen in de richting van de verbindingslijn en tegengesteld gericht. 25, — 2,
is dus alleen van het statief afhankelijk en niet van de wijze van opstelling.
Wanneer men dus in de formule XXI voor het meeslingeren, 2y substi-
tueert in plaats van Agy. zal de daardoor gemaakte fout op alle waarnemings
stations even groot zijn.
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niet volkomen elastisch zal zijn. of dat bij groote krachten de
elasticiteitscoefficient een andere zal zijn dan bij kleine. Men
vindt dan door deze methode een onjuiste waarde voor het
meeslingeren. In het algemeen kan men zeggen, dat. ing val de
in Hoofdstuk 1II gemaakte veronderstellingen over de statief-
bewegingen niet aan de werkelijkheid beantwoorden, dit bij deze
meeslingeringsbepaling een fout zal veroorzaken.

2° Het meten van de elastische uitwijking is niet gemakkelijk.
‘Welke methode men daar ook voor kiest, de waarneming komt
steeds neer op het meten van de ophangpuntsverplaatsing ten
opzichte van een opstelling in de nabijheid van het statief. Deze
laatste mag dus geen invloed ondervinden van de op het statief
werkende kracht.

Dit zal op reisstations nog al eens moeilijkheden geven, daar
men meestal voor het statief niet over apart gefundeerde pijlers
beschikken kan, en dus van de statiefopstelling door middel van
gips een geheel maakt met den bhodem. Men zal er dan in het
algemeen niet zeker van zijn dat de bodem, bij het aanbrengen
van de kracht, niet op de tweede opstelling bewegingen overdraagt.

3% Men verwaarloost den traagheidsinvloed van het statief.
Deze fout zal bij de meeste in gebruik zijnde statieven onbe-

teekenend zijn, daar naar schatting 1;4 daarbij hoogstens 0.000]
/

kan bedragen en dus de fout in het meeslingeren niet grooter
dan 0.01 «? procent is (formule XVIII D). Daar de voorkomende
meeslingeringsconstanten niet grooter dan 100 10—" secunde
zijn, is dit van geen beteekenis.

De praktijk zal moeten leeren of de eerste twee bezwaren
zich voordoen of dat hun invloed onmerkbaar is.

Professor L. HaaseMany (Geoditisches Institut — Potsdam) die
reeds vele jaren relatieve waarnemingen in Duitschland verricht,
heeft op een van zijn reizen bij een geheele reeks van stations
het meeslingeren door middel van de gewone tweeslingermethode
en met de statische methode volgens Nacioka (zie hieronder)
bepaald. Hij vond op één uitzondering na, steeds dezelfde waarden.

Vroegere waarnemingen van PLANTAMOUR en PEIRCE geven echter
een syvstematisch verschil dat door verdere waarnemingen van
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DerrorGEs bevestigd werd. De elasticiteit van het statief werd
langs statischen x;veg steeds grooter gevonden dan wat overeen
zou komen met de resultaten van de meting der statiefbewegingen
tengevolge van de slingerreactie.

In de ,,Observations de Pendules” pag 18 e.v., wordt daarvan
de volgende verklaring gegeven, aansluitende aan de veronder-
stelling van DerrorcEs omtrent de glijding van het mes over
het ophangvlak.

Het statief zal door de glijding niet de volle heen- en weergaande
beweging van het slingermes uitvoeren, doch daarbij achterblijven.
zoodat, als men de amplitude van de statiefbeweging tijdens het
slingeren meet, deze kleiner zal zijn dan de amplitude, die ontstaan
zou, wanneer bij het uithlijven van glijding de samenhang tusschen
slinger en statief niet verbroken zou zijn. Deze laatste zou dan
natuurlijk gelijk zijn aan de statische uitwijking veroorzaakt
door een kracht gelijk aan de horizontale slingerreactie. Door de
glijding zouden de werkelijk optredende statiefbewegingen dus
kleiner zijn dan die statische uitwijking.

In aansluiting aan deze opvatting gebruikt DerrorcEes de elasti-
citeit, zooals die door de statische methode bepaald wordt, voor
de berekening van het meeslingeren, daar de statische uitwijking
naar zijne meening gelijjk is aan de uitwijking van het mes van
den slinger en dus maatgevend is voor de slingertijdsstoring.
Hij beschouwt dan ook de resultaten der statische methoden als
beter dan die van een der dynamische methoden.

Deze redeneering gaat m.i. van een foutieve basis uit. Al
treedt glijding op, toch zal de horizontale reactie van den slinger
wel degelijk ten volle op het statief overgebracht worden:; zou
er een eenigszins aanmerkelijk verschil zijn, groot genoeg om
Derrorces’ verklaring te doen opgaan, dan zou zich het slingermes
over het oplegvlak bewegen met cen dienovereenkomstige ver-
snelling. Gemakkelijk is in te zien dat deze glijding van veel
grooter orde zou zijn dan de uiterst kleine glijding die wellicht
in de werkelijkheid optreedt. Bovendien is volgens DEFFORGES
de glijding op het moment van grootste uitwijking van den
slinger nul, zoodat in allen geval op dat oogenblik de volle
reactie op het statief wordt overgedragen.

De optredende statiefuitwijkingen zijn dus, afgezien van den
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kleinen traagheidsinvioed der bewegende statiefmassa, wel degelijk
even groot, als die welke een statische kracht van dezelfde grootte
als de horizontale ophangpuntsreactie teweegbrengt. Wij kunnen
dan ook hierin geen verklaring vinden voor het verschijnsel.

Het ligt m.i. voor de hand deze te zoeken in een der beide
reeds genoemde oorzaken. te weten:

19, een verschil tusschen den elasticiteitscoetficient bij de kleine
slingerreactie en die bij de vijfhonderd maal grootere statische
belasting. De laatste zal wel meestal het grootste zijn, wat
inderdaad een te groote waarde voor het meeslingeren geeft bij
de toepassing der statische methode.

2% een niet volkomen vast staan van de tweede opstelling,
die voor de meting van de uitwijking gebruikt wordt.

Daar deze laatste oorzaak in het algemeen eerder een te kleine
waarde voor het meeslingeren zal geven. schijnt mij de eerste
oorzaak het meest waarschijnlijk.

Het is echter niet mogelijk zich uit de gedane publicaties een
vast oordeel dienomtrent te vormen.

Het schijnt mij om de hovenstaande redenen niet twijfel-
achtig toe, dat de voorkeur van Derrorcrs voor de statische
methode ongegrond is, en dat men integendeel bij het optreden
van een verschil in het resultaat voor het meeslingeren. dat der
statische methode als minderwaardig moet beschouwen.

Wij herinneren er hier nogmaals aan, dat als er glijding
optreedt, deze op alle stations even groot zal zijn en dat deze
dus voor de relatieve waarnemingen niet bepaald behoeft te
worden. Wij zullen deze dan ook in dit hoofdstuk verder huiten
beschouwing laten.

Wij zullen nu nog in het kort nagaan op welke wijze men
de uitwijking van het statief bij het gebruik van de statische
methode meet.

DEerrorcEs gebruikte, voorzoover ik kan nagaan, een mikroskoop,
die daarvoor natuurlijk onhewegelijk opgesteld moet worden.

Hecker heeft het voorstel gedaan om de uitwijking te meten,
door de hellingsverandering van een op het ophangvlak in de
richting van het slingervlak rustend niveau te meten. In de
praktijk heeft dit echter niet voldaan. Niveau’s zijn dan ook
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meetinstrumenten, die men wegens hun grilligheid liever niet
dan wel gebruikt.

Een zeer practisch instrumentje is van Nacaoxka afkomstig.
Hetzelfde idee is trouwens ook reeds door PLANTAMOUR toegepast.

Aan het statief wordt, ter hoogte van het ophangvlak een,
om een verticale as draaibaar, verticaal spiegeltje aangebracht.
Om het asje (1 & 2 mM. diameter) is een of tweemaal een zeer
dun en buigzaam metaaldraadje geslagen. Het eene einde daar-
van is aan een vast onbewegelijk punt buiten het statief be-
vestigd, z0d, dat deze draadverbinding horizontaal en evenwijdig
aan het slingervlak is. Het andere einde is met tusschenschakeling
van een veertje aan een willekeurig punt van het statief be-
vestigd. Het veertje laat bewegingen van dit draadeinde toe,
doch houdt den draad onder constante spanning.

Bij het optreden van een statiefbeweging in de richting van
het slingervlak, zal het asje langs de metaaldraad rollen en dus
het, spiegeltje wentelen. De wentelingshoek wordt op de gebrui-
kelijke wijze bepaald door middel van een schaalverdeeling.
waarvan het gereflecteerde beeld in een kijker wordt waargenomen.

Met dit toestelletje is een statiefverplaatsing van 0.1 z zonder
moeite te meten. Door deze gevoeligheid is het mogelijk met
tamelijk kleine krachten te werken, omdat dan de uitwijking
nog tot op de vereischte nauwkeurigheid van ongeveer 19/, te
bepalen is. Zoo kreeg ik bij het gebruik van dit toestelletje
voor het vrij zwaar gebouwde statief van het Nederlandsche
Derrorcus-toestel bij het aanbrengen van 1 en 2 K.G. reeds
voldoend nauwkeurige resultaten. Het is daarenboven gemakkelijk
op reis mee te nemen.

De moeilijkheid is ook nu weer om zich een vast punt naast
het statief te verschaffen.

2. Meting van de amplitude van de statiefbewegingen
door den slingerenden slinger veroorzaakt.

De amplitude dezer statiefbewegingen is zeer gering. Bij het
Defforges-toestel bedraagt deze bijvoorbeeld slechts 0.09 n. wan-
neer de slinger met een amplitude van 40’ slingert.
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Om deze kleine grootheid met een nauwkeurigheid van 1 a 2 9/,
te meten, moet men dus over zeer gevoelige instrumenten be-
schikken.

In Amerika heeft men daartoe gebruik gemaakt van lichtinter.
ferentie. De beschrijving der gebruikte toestellen kan men vinden in:

,Coast and Geodetic Survey Report 1910. The measurement of
the flexure of pendulum supports with the interferometer by
‘W. H. BurGer’.

Uit de gepubliceerde reeks van 4 waarnemingen schijnt mij
de conclusie te trekken, dat de middelbare fout bij deze methode
iets grooter is dan bij de andere methoden (in het resultaat van
4+ waarnemingen ongeveer 1.5 10—7 secunde). Het materiaal is
echter te gering om zich dienaangaande een vast oordeel te vormen.

Men heeft bij deze methode ook weer de moeilijkheid te over-
winnen om het interferentietoestel een geheel vaste opstelling
te verschaffen naast het slingerstatief, zoodat men ook nu weer
daardoor eenige onzekerheid krijgt.

Bovendien vereischt deze methode de aanschaffing van gecom-
pliceerde toestellen, die het reistransport aanzienlijk verzwaren.

Het is moeilijk zich een oordeel te vormen over den invloed
der grondbewegingen op deze methode. Deze zullen zonder twijfel
storend werken: in hoeverre dit hinderlijk zal zijn, is niet van
te voren te zeggen. Voor zoover mij bekend ig zijn hierover geen
mededeelingen gepubliceerd.

3. Tweeslingermethoden.

Wij zullen veronderstellen, dat de slingertijden der twee samen-
slingerende slingers zoo weinig verschillen, en de statiefelasticiteit
700 klein is, dat (p,—¢,) gedurende de 45 minuten dat de waar-
nemingen op zijn hoogst duren slechts weinig verandert en wij
dus de formules XX zullen kunnen toepassen.

Deze voorwaarde is bij het Stiickrathtoestel vervuld, wanneer
het slingertijdsverschil niet grooter is dan 400 10—7 secunde.

De geldigheid van de formules XX is trouwens, zooals aan
het eind van het vorige hoofdstuk is aangetoond. nog over
langeren tijdsduur uit te strekken, wanneer men een correctieterm
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berekent. Wanneer het slingertijdsverschil zoo groot zou zijn,
dat men ook hiermee niet kan volstaan, zou men van de geinte-
greerde formules van Hoofdstuk V moeten gebruik maken. Deze
zijn echter ongeschikt voor snelle herekening. Wij zullen op dit

geval niet verder ingaan.
Wij voeren in de formules XX en XX B ter vereenvoudiging in:

h, m,
g =

hym
by my et
= 21
en stellen verder voor zoover dat geoorloofd is:
Ay = 2\]:_, = }.2] = i.gg =A YUy = (e =W

lp=l =1 Ty = %pg =0

Wij krijgen dan uit XX en XX B:

. “ ’
(2 =Ny a, = — - w?sa, cos (g, — 0)
“ . ]
XX C ay = — ky a; + T wPsa,sin(p, — )
T
. L,
T, —t = w*s—=2cos(py — @)

a,

Hierbij hebben wij ook de andere storingen, die op den slinger
werken, in aanmerking genomen, doordien wij aan a’; een dem-
pingsterm — k, a, hebben toegevoegd, terwijl wij onder N, en
t, niet de fasesnelheid en den slingertijd van den theoretischen
slinger verstaan, maar de fasesnelheid en den slingertijd zooals
deze zijn zouden, wanneer de slinger onder dezelfde omstan-
digheden alleen op het statief slingerde.

De laatste vergelijking geldt alleen, wanneer «, niet nul of
bij benadering nul is.

Men heeft voor den tweeden slinger eenzelfde stel vergelijkingen,
waarbij de indices 1 en 2 verwisseld zijn en @ = 1 gesteld is.
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Men zou nu de grootheid s kunnen afleiden door de slingertijds-
afwijking, of de amplitude verandering te meten. In het algemeen
doet men dit laatste en wel voor het bijzondere geval dat slinger 1
bij den aanvang in rust is.

Gewone Tweeslingermethode. )

Men hangt slinger 1 stil. en geeft slinger 2 een flinke am-
plitude. Na verloop van tien minuten leest men de amplituden
van bheide slingers af en herhaalt dit om de twee minuten. vier
of vijfmaal. Uit de eerste van formule XX C volgt, dat (¢; —9;)
bij den aanvang 90° is, d.w.z. de eerste slinger is een halve
slingering achter bij den tweeden.

XX C geeft dan:

“w
/ » o
a,=—ka-+ _wisdy

/

“
dy=—kya,— " sa,

Hieruit is de dempingsinvloed te elimineeren door invoering

van de amplitudeverhouding = S E

P = zrs+ _ sphk,—k)p

p is een kleine grootheid, ten hoogste 0.1: als buitendien het
verschil der dempingsconstanten niet te groot is (kleiner dan

“ . i
0.1 ~ s =1.33s) kan men de laatste twee termen verwaarloozen.

1) Deze methode werd het eerst aangegeven door R. SCHUMANN in:
Uber die Verwendung zweier Pendel auf gemeinsamer Unterlage zur
Bestimmung der Mitschwingung. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 44. Jahrg. S. 102.

Zie oo0k:
G. LorENZoNI. Relazione sulle esperienze istituite nel reale osservatorio
astronomico di Padova etc. Roma 1888.
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Men houdt dan over:

XXV Pl= :j_-:u"“'s’ of: P :—: @?s

19

~
)
v

waaruit s direct volgt.

Bij het Stickrathtoestel zijn beide slingers gelijk van vorm
en massa: het verschil der dempingsconstanten is dus zeker
klein genoeg voor hovenstaande verwaarloozing, en « is gelijk
aan een.

De nauwkeurigheid van de meting hangt volgens formule
XXV af van de nauwkeurigheid, waarmee p gemeten wordt.
welke laatste natuurlijk in hoofdzaak bepaald wordt door de
fout, die men in de meting van «, maakt.

Bij het Stiickrathtoestel is de middelbare fout voor het resul-
taat s uit een waarnemingsreeks 1 a 2 10~ 7 secunde; de nauw-
keurigheid is dus. wanneer men meerdere waarnemingen uitvoert.
zeker voldoende te achten.

Men kan desgewenscht de geheele waarneming nauwkeuriger
maken door «, grooter te doen worden zoodat de waarnemings-
fout in @, minder invloed heeft. Dit kan door na een grooter
tijdsinterval waar te nemen, doch men kan daarbij niet te ver
gaan, daar anders de formules niet meer geldig blijven. Men
kan echter hetzelfde ook bereiken, door in plaats van slinger 2
een zwaarderen slinger in te hangen, zoodat « grooter dan
een wordt. Men moet er zich dan natuurlijk van overtuigen, of
het wverschil der dempingsconstanten niet zoo groot is, dat men
den betreffenden term in de formule moet behouden. Men maakt
dezen zwaarderen slinger dan dikwijls met een verstelbaar ge-
wicht, zoodat men den slingertijd kan aanpassen aan verschillende
andere slingers en dus steeds de benoodigde slingertijdsgelijkheid
kan tot stand brengen.

De waarneming volgens deze methode verloopt snel, is zeer
eenvoudig te berekenen, vereischt geen speciale hulptoestellen
en heeft het groote voordeel onafhankelijk te zijn van de onder-
stellingen omtrent de statiefbewegingen, die in Hoofdstuk III
gemaakt zijn. Dit laatste punt, dat eveneens voor de nog
volgende andere tweeslingermethoden geldt. zullen wij later nader
toelichten en bespreken.
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Het is dus verklaarbaar, dat zij zeer algemeen in gebruik is.

Er is echter een bezwaar aan verbonden, n.l. de moeilijkheid
den slinger stil te hangen. Is men er door proefnemingen zeker van,
dat de aanwezigheid van den metalen mantel op het meeslingeren
geen invloed heeft, dan kan men de bepaling zonder dien mantel
uitvoeren en dus eveneens het stilhangen van den slinger. Bij
het Nederlandsche Stiickrathtoestel is dit echter wel het geval
en men moet daarom dit laatste met opgezetten mantel uit-
voeren.

Men dient dan zijn toevlucht te nemen tot het langzaam
terugschroeven van den amplitudehefboom. Dit is in de praktijk
niet gemakkelijk en wordt zeer bezwaarlijk als er sprake is van
grondbewegingen. Men Kkrijgt dan heftige botsingen tusschen
slinger en hefboom. die het stilhangen vrijwel onmogelijk maken.

Om deze reden kan men de methode ook niet goed alleen
uitvoeren. Men moet het stilhangen van den eersten slinger in
den kijker controleeren op hetzelfde oogenblik, dat slinger 2
wordt losgelaten, om te kunnen nagaan of hij daardoor niet in
beweging komt. Daarbij is dus een tweede persoon noodig.

Men kan, om dit bezwaar te ontgaan, de volgende methode
toepassen.

Gewijzigde Amplitudemethode.

Men geeft beide slingers een amplitude en zorgt dat het fase-

verschil ongeveer

is.

Men vangt aan met de meting van heide amplituden, bijvoor-
heeld vijfmaal achtereen, met tusschenruimten van twee minuten.
Vervolgens neemt men eenige coincidenties met den tijdmeter
waar., waaruit het faseverschil te berekenen is.

Na afloop neemt men weer vijfmaal beide amplituden waar.

Uit XX C vindt men:

me To oo ii® a4y . o . )
= — k] + %78 “sin(e, — ¢)

a, T

a, T oa . i
So= —ky — -5 8 tsin (g, — @)
a, 2 a,




Noemt men nu
e

=
@ a, g*
dan vindt men door aftrekking:
. 7 . (ky —ky)
XXVI @ = jwssin(p, — @) — 5 sin2a.

Zijn de dempingsconstanten gelijk dan houdt men over:

—
7

@ = Lwssin(o, — o).

De berekening volgens deze formules is slechts weinig om-
slachtiger dan bij de vorige methode. de waarnemingen nemen
echter iets meer tijd in beslag.

De grens bhoven welke (k;—%,) niet komen mag, opdat de
verwaarloozing nog geoorloofd zij. is iets lager dan bij de vorige
methode, omdat de factor, waarmee (k,—k,) vermenigvuldigd
wordt, in formule XXVTI iets grooter is dan in formule XXV.
Kchter zal hieronder aangetoond worden, dat het voor de nauw-

a a,
keurigheid dezer methode voordeelig is, wanneera—] respectievelijk a"
2 1
klein is, zoodat de bedoelde factor niet grooter wordt dan 0.2.

Het onderscheid met de vorige methode is dus niet groot.
Bovendien heeft men nu de gelegenheid om een eventueel

verschil van %, en k, te elimineeren. Men herhaalt daartoe de

waarneming met ongeveer dezelfde amplituden, doch met een fase-

37
verschil o Door de nieuwe formule voor =’ van de oude af te

trekken, elimineert men (k, —k;).

Men zou natuurlijk ook, wanneer k,—£k, niet nul is. deze
grootheid eens voor al voor een hepaald slingerpaar kunnen be-
palen, waarbij natuurlijk onderzocht moet worden in hoeverre
zij veranderlijk is met den luchtdruk en met de amplituden.

Bij de Nederlandsche Stuckrathslingers kan het verschil der
dempingsconstanten verwaarloosd worden.

Het ligt niet op den weg van deze verhandeling om over de
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practische uitvoeringswijze dezer methode nog verder in details
te treden: wij zullen ons beperken tot de behandeling van twee
punten die van belang zijn. WIij onderstellen hierbij dat de
waarnemingen geschieden met een Stiickrathtoestel: men kan
trouwens de beschouwingen gemakkelijk toepasselijk maken voor
een ander foestel.

Het is wenschelijk na te gaan bij welke amplituden van beide
slingers men het meest nauwkeurige resultaat krijgt. Wij kunnen
die immers binnen zekere grenzen nog willekeurig kiezen. Alleen
is het Dbij eliminatie van een eventueel verschil der dempings-
constanten wenschelijk hij de tweede waarnemingsreeks voor
elken slinger dezelfde amplitude te gebruiken als bij de eerste,
omdat deze constante min of meer veranderlijk is met de
amplitude.

Het faseverschil moet natuurlijk zoo weinig mogelijk van
90° verschillen: een fout in de bepaling daarvan geeft dan bijna
geen verandering in sin (¢,—¢,) en bovendien zijn de factoren
van s dan een maximum.

De amplitude is aan grenzen gebonden. Al te klein kan men
ze niet maken, daar dan de coincidentiewaarnemingen te onnauw-
keurig worden. Men behoeft daarin niet dezelfde nauwkeurigheid
te eischen als voor de gewone slingertijdswaarnemingen., daar
een fout in (p,—¢,) weinig invloed heeft; beneden 5’ kan men
echter niet gaan (bij de slingertijdswaarnemingen gebruikt men
een amplitude van 15" & 20).

De bovenste grens wordt gegeven door de onmogelijkheid om
amplituden grooter dan 40’ met het gewone toestel behoorlijk
waar te nemen; het schaalbeeld danst dan te snel op en neer,
zoodat men de uitwijking moeilijk kan schatten.

Voor een verdere behandeling van deze quaestie zullen wij de
middelbare fout moeten kennen van de amplitudewaarneming.
Wij merkten reeds op, dat deze voor kleine amplituden kleiner
is dan voor groote: wij kunnen dit als volgt in formule brengen:

ma®> = m* + c%a®

Hierin beteekent m de middelbare fout in de aflezing van de
stilstaande amplitudeschaal: c¢a is de middelbare fout in de
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aflezing, die het gevolg is van de beweging van de schaal tijdens
de aflezing; men kan deze evenredig stellen aan de snelheid der
schaalbeweging, d.w.z. aan de amplitude.

Bij het Stuickrathtoestel zijn m en ¢ niet voor elken slinger
evengroot, daar ze afhankelijk zijn van de helderheid van het
schaalbeeld en daardoor dus o.a. van het aan den slinger be-
vestigde spiegeltje.

Men vindt nu voor de middelbare fout in s, bij gebruik van
het bovenbeschreven waarnemingsschema, en onderstellende dat
k, = k, en de waarnemingsduur gelijk is aan ¢:

14 m 2 m; - l
1 2 92 2
. J__ L + G~ <o C;*

a, * y 1 -

T T — §in® 2«
2t 77w stn” (o, — o))
Deze grootheid moet dus een minimum worden, waaruit voor

m3 — -

7

.~ volgt. Zoekt men door differentiatie

v, ¢, weer de waarde +
naar de waarden van a, en a,, die ms een minimum maken, dan
vindt men, dat deze niet reéel zijn. Binnen de gestelde amplitude-
grenzen liggen dus geen waarden van a, ena,, die ms minimum
maken. Om ms zoo klein mogelijk te krijgen. moeten dus a, en
a, grenswaarden hebben.

Bij het onderzoek der vier mogelijkheden blijkt, dat dan een
der amplituden zoo groot mogelijk moet zijn, en de andere zoo
klein mogelijk.

Met eenige verwaarloozingen krijgt men, dat wanneer

my? < wtmy? - (et —1) (* + ) ag?
(ag is de laagste amplitude grens), «, klein en a, groot moet zyn.
In het tegenovergestelde geval moet a, klein en a, groot zijn.

Voor « = 1 beteekent dit, dat de slinger die het helderste
schaalbeeld geeft, de kleinste amplitude, en de andere de grootste
amplitude moet Kkrijgen.

‘Wanneer men de waarnemingen over een zoo langen tijdsduur
wil uitstrekken, dat men de differentiaalformule XXVI niet
zonder meer kan gebruiken, moet men gebruik maken van de
formules van Hoofdstuk V, of wel men moet formule XXVI
aanhouden en een correctieterm berekenen. Dit laatste is voor
de practijk het meest geschikt.
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Men kan hiertoe weer denzelfden weg inslaan als aan het
eind van Hoofdstuk IlI, en vindt dan, uitgaande van de onder-
stelling dat ¢,—¢, in het midden van den waarnemingsduur
wordt gemeten:

7w

T2 sin (9 — ;) s (1 +47)

v
& =

100 f = [— 006 w*s* v + 1.26ws v (t,—t) — 0.84(t, —t)°] t?

Hierin ig
v = Cotg 2 a €o8 (P, — ¢, )
t = waarnemingsduur in uren
sent,—t, = meeslingeren en slingertijdsverschil in 10—° secunde

[/ is berekend voor t,—=¢ = 0.5013 secunde: zij is omgekeerd
evenredig aan de vierde macht van den slingertijd en kan dus
gemakkelijk voor andere slingers omgerekend worden.

‘Wanneer de waarnemingsduur niet grooter is dan een half
uur, zooals dat in de praktijk meestal het geval zal zijn, dan
kan de eerste term van f steeds verwaarloosd worden, de twee
laatsten mogen alleen verwaarloosd worden, wanneer (¢, —¢)
<2 10— % gecunde is.

Het voordeel dezer gewijzigde amplituden-methode Legenover
de vorige, is in hoofdzaak gelegen in de vermijding van de
moeilijkheid van het stilhangen van den slinger en van de
daaruit voortvloeiende onzekerheid. Is er quaestie van grond-
bewegingen, dan treedt dit voordeel nog sterker op den voorgrond.

Overigens is de storende invloed der grondbewegingen even
groot als bij de vorige methode, zooals verderop zal aangetoond
worden.

Als nadeel dezer methode tegenover de vorige moet genoemd
worden, dat de waarnemingen langer duren en iets gecom-
pliceerder zijn: men heeft n.l. naast de amplitudewaarnemingen ook
coincidentiewaarnemingen.

Nog op andere wijze is van de formules XX C gebruik te
maken ter bepaling van het meeslingeren en wel door de
slingertijdsverandering van den eersten slinger door den tweeden
te meten.
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Slingertijdsmethoden.

Men bhepaalt eerst den slingertijd van beide slingers terwijl zij
in dezelfde fase slingeren en vervolgens bij een faseverschil =.
Men vindt dan achtereenvolgens de volgende slingertijden (for-
mule XX C):

a - a
T, =t +w?s a’ cos (py — ) Ty =118 (' €08 (¢ — ;)
2 g = b . SO% Py
1 U
XXVII
m o a, el a y "
Iy=t, —w?s " cos(¢g—¢ —7) Iy =t,—s ' cos(py—¢,—7)
a, a, )

waarin de cosinussen cngeveer 1 zijn.

Door aftrekking worden ¢, respectievelijk ¢, geelimineerd, en
men houdt twee vergelijkingen voor s over.

In een verhandeling over tweeslingermethoden ter bepaling
van het meeslingeren '), behandelt FurrwiNGLER deze methode
voor het geval, dat ¢ =t, en k, =k, Hij maakt dan ¢,=wa,,
en bereikt daardoor dat bij bheide waarnemingen T,=17; is.
Dientengevolge verandert dan ¢,—¢, niet, en de amplitudever
houding blijft zooals uit XX C volgt ook constant. De boven-
staande formules zijn dan voor een onbeperkten waarnemingstijd
geldig.

Dit is voor het -algemeene geval, dat k&, en ¢, niet precies
gelijk aan &, en ¢ zijn, echter eveneens zonder moeite te be-
reiken. Men moet daarvoor de amplitudeverhouding en het fase-
verschil zo0 kiezen, dat achtereenvolgens de twee bijzondere
gevallen, die in Hoofdstuk V bij de integratie nader uitgewerkt
zijn. verwezenlijkt worden. Wij zullen hier echter niet verder
op ingaan, daar het m.i. onnoodig is, dat Zﬂ en ¢, —¢, tijdens

1}
de waarneming geheel constant blijven. Door een gemiddelde

waarde in de formule in te voeren, kan men deze toch voor een
vrij langen waarnemingsduur gebruiken.

) Ueber die Schwingungen zweier Pendel mit annihernd gleicher
Schwingungsdauer auf gemeinsamer Unterlage von Dr. PH. FURTWANGLER
Akademie der Wiss. Berlin 1902 XII.
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Voor zoover mij bekend, is deze methode in de praktijk niet
veel toegepast. Alleen in Itali¢ schijnt dit volgens een recente
publicatie uitgevoerd te zijn en wel met twee slingers van gelijk
gewicht en gelijken vorm, zoodat « = 1 is. Men gebruikte daar
gelijke ampituden. )

Verder zijn onlangs in Denemarken als controle op de gewone
amplitudenmethode eenige bepalingen uitgevoerd. door de slingers
in tegengestelde fase met gelijke amplitude te laten slingeren
en de verkregen slingertijden te vergelijken met de slingertijden
t, en t, van de slingers alleen. ?)

Wanneer men de methode zou willen toepassen, schijnt het
mij wenschelijk toe om, evenals dit voor de amplitudenmethode
werd uitgevoerd, de middelbare fout in het resultaat s na te
gaan, en dan te hepalen voor welke amplituden a, en a;, men
de meest nauwkeurige resultaten verkrijgt. Men moet hiervoor
de middelbare fout kennen, die men bij de slingertijdsbepaling
maakt. Daarbij is in aanmerking te nemen, dat bij de directe
waarnemingsfouten in de coincidentiebepaling, welke afhankelijk
zijn van de amplitude, nog andere fouten komen.

Wij veronderstellen immers, dat ¢ respectievelijk ¢, hij de
twee waarnemingen die achtereenvolgens verricht worden gelijk
zijn; wij moeten dus beide waarnemingen reduceeren op dezelfde
temperatuur, luchtdruk en gang van den tijdmeter. Een fout in
een dezer drie reducties veroorzaakt een fout in het resultaat s.

De hieruit voortvloeiende middelbare fouten, vooral die welke
voortkomt unit de onzekerheid in den gang van den tijdmeter,

1) Il supporto bipendolare Mioni. — (i. LorkNzoNI e Dott. G. SiLva.
%) Den Danske Gradmaaling Hefte no. 11, Konstant bestemmelser ved
relative Pendulmaalinger. V. H. O. MADSEN.

Het schijnt mij toe, dat bij die berekeningen ten onrechte gebruikt
zijn de formules 7T)=t%;+8 en Th=ty+s. Hiermede wordt immers, ingeval
®q— P; niet precies 7 is of ag=ay een fout gemaakt. die door het gebruik
van de volledige formule zonder bezwaar is te ontgaan. Het was uit
bovenstaande publicatie niet na te gaan, of de afwijkingen zoo groot waren,
dat dit van beteekenis zou zijn. Een tweede nadeel van deze waarnemingen
is, dat de nauwkeurigheid kleiner is dan bij de boven aangegeven methode.
omdat hierbij voor w=1 en as=a; uit het verschil van twee slingertijden
de grootheid 2s volgt en bij de Deensche waarnemingen s.
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zijn in het algemeen belangrijker dan de coincidentiewaarnemings-
fout. In verband hiermee komt het mij voor, dat bovengenoemde
methode te verbeteren is, door enkele dezer foutenoorzaken te
elimineeren, zelfs al wordt daardoor de verhouding van mg tot
de middelbare fout in de slingertijdsbepaling iets grooter. Men
kan dit bereiken door af te leiden de formule voor T,-—7) bij
heide waarnemingen :

T T ¢ ¢ ) + a, .'an (
s = e XS|— - -| coS —
2 1= () wa, a, Po—¢1)
XXVIII
. . o, W@,
Iy=T), = (ty—t) — »s :‘cag - ‘11. €08 (py—¢; —7)

Van elkaar afgetrokken krijgt men een formule van s waaruit
(t, —t,) geelimineerd is.

Het verschil der tegelijkertijd waargenomen slingertijden is
onafhankelijk van den gang van den tijdmeter, van den luchtdruk,
en in zooverre van de temperatuur, als alleen een ongelijkheid
der temperatuur van de twee slingers invloed heeft.

Om nu met deze vergelijkingen de grootst mogelijke nauw-
keurigheid te bereiken, is een onderzoek naar de meest geschikte
waarde voor a, en a, noodig. Uit een oppervlakkige beschouwing
van de formules volgt. dat wanneer »>1 is. a, zoo groot mogelijk
moet zijn en a, vrij klein.

Bij de uitvoering van een dezer slingertijdsmethoden blijkt,
dat voor denzelfden waarnemingsduur de resultaten voor s meer
uiteenloopen, dan bij het gebruik van een der beide amplituden-
methoden. Wij zullen over deze methoden dan ook niet verder
in details treden.

Hiermede zijn de practisch meest geschikte tweeslingermethoden
hehandeld. Er zijn nog twee andere methoden vermeld in het
aangehaalde artikel van FurrwiaNGLER en in: ,Absolute Schwer-
kraftsbestimmung zu Potsdam” van FurrwiNcLer en KinNe~. Deze
berusten niet op de differentiaalformules, doch zijn heter met
de formules van Hoofdstuk V te behandelen. Zij zijn echter
geen van bheiden zeer geschikt voor de practische uitvoering.
zooals wij aldaar uiteen zullen zetten: zij kunnen dus bij dit
overzicht gevoegelijk achterwege blijven.




120

Een voordeel van de bovenbeschreven tweeslingermethoden is,
dat hun resultaat veel minder van de onderstellingen over de
statiefeigenschappen afhankelijk is, dan de andere methoden.
Om dit aan te toonen gaan wij tot den grond der zaak terug.
Het meeslingeren is de invloed, dien de slingertijd ondervindt
van de ophangpuntsbeweging. die door de reactie van den slinger
zelf wordt veroorzaakt:

2T
§ = — 2»7{‘_%1 ! / Y, sin o dt
« 0

De invloed van een slinger op de amplitude van een tweeden

slinger, waarvan de fasehoek 90° voor is, is:

2T 2 2

7 ,

a, = — Yo" sin o, dt
i

2 2]

3=

oml
oF i0) Jo

/ / Yo' cos gy dt = +

Wanneer nu voldaan is aan de voorwaarde, dat de y compo-
menten der ophangpuntshewegingen van beide slingers gelijk
zijn, is de amplitudeverandering van den tweeden slinger even-
redig aan dezelfde integraal

2T
/ Y, sin o, dt

< 0

als waaraan het meeslingeren van den eersten evenredig is. De
zrootte en de aard der ophangpuntbeweging komt er niet op aan.

Door middel van een der beide amplitudenmethoden hepaalt
men dug het meeslingeren van den slinger, die met groote
amplitude slingert, bij die amplitude. Voor het bewijs dat dit
gelijk is aan het meeslingeren bij de iets kleinere amplitude,
die men bij de gewone slingertijdswaarnemingen gebruikt, is
een nadere onderstellng omtrent de statiefbewegingen noodig.
Het is intusschen duidelijk, dat hiervoor de statiefelasticiteit
slechts binnen nauwe grenzen constant behoeft te zijn.

Voor de slingertijdsmethoden ter bepaling van het meeslingeren.
gaat dezelfde redeneering op, daar hierbij het faseverschil o of =
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is en dus de slingertijdsstoringen eveneens aan de integraal
o T

/ Yy, sine dl
0

o

evenredig zijn.
Wij zullen nu nog den invloed der grondbewegingen op de
tweeslingermethoden nagaan:

1. Gewijzigde amplitudemethode en gewone amplitudemethode.
Voor de formule XXVI kunnen wij schrijven:

cos* o d f[a, TE  in
e e s et oo - 88 g — N
pr dt ag i (So. 13} ),

waarin (dﬁ (;‘) de gemiddelde verandering per tijdseenheid van

a 5
L over een waarnemingsduur ¢ voorstelt.

9

In deze formule zullen door de grondbewegingen de grootheden

l seqe % 2 " .
:Tt (%) en (¢ —¢,). een afwijking krijgen. Het is duidelijk,

— . d (a , .
dat hierbij de verandering van it iil de hoofdzaak is. Voor
de berekening van de middelbare afwijking in het meeslingeren
mg, zullen wij dan ook de afwijkingen van cos « en sin(p, -o,)
verwaarloozen.

Formule XXIIIC geeft de middelbare afwijking van [;i (ZI)

hij een waarnemingsduur ¢. Daaruit vinden wij, met invoering

B R > w? aoﬂ
van S (@, —¢;) = 1. en co8*x —

(ll:“ T @7 Ay~

_T%cos*z [ d [a,
T ome?  |dt \a,

GT Va4 a2
, gV 2tla’+eta’)

Bij een juiste uitvoering van de methode is een der ampli-
tuden bijvoorbeeld a, klein en de tweede groot; m, wordt dan
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ongeveer gelijk aan:

De gewone amplitudenmethode is een bijzonder geval van de

w

gewijzigde methode; men heeft slechts te stellen ¢, — ¢, = -

en a =0 om de formules voor de gewone methode te krijgen.
De formule voor mg is dus dezelfde.

Het blijkt, dat, om deze storing zoo klein mogelijk te maken.
de amplitude van den tweeden slinger zoo groot mogelijk moet
zijn. Ook het gebruik van een zwaren tweeden slinger, waar-
door « groot wordt, is voordeelig.

29, Slingertijdsmethoden.

Beschouwen wij eerst de formules XXVII en gaan wij na de
middelbare storing mg in het resultaat s, dat door slinger N°. 1
geleverd wordt. De middelbare storing in het verschil van 7)
hij de eerste en bij de tweede waarneming is volgens formule X XTI

wanneer de duur van heide waarnemingen ¢ was.
Wij krijgen dus voor ¢, —¢, = 0 respectievelijk =:

G

mg| = Vi
21 g Vtela

Neemt men in aanmerking, dat de beide waarnemingen samen
een tijd 2 ¢ in beslag namen, dan is de formule voor m, dezelfde
als bij de amplitudewaarnemingen.

De formule voor my zooals deze geldt voor het resultaat, dat
uit de beide waarden van 7, volgt, vindt men door verwisseling
der indices 7 en 2 en de vervanging van « door 1.

Uit de twee waarden mg volgt echter niet op de gebruikelijke
wijze m, voor het gemiddelde der twee gevonden waarden s
want de storingen in de slingertijden 7, en 7, zijn niet
onafhankelijk.
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Berekent men het eindresultaat s door 7,47, bij de tweede
waarneming, af te trekken van 74T, hij de eerste waarneming,
en dit verschil te deelen door:

, a; wa,
2ol — +-—
wa,  a,,

(zie formule XXVII; wij onderstellen voor de eenvoudigheid
o, —¢; = o respectievelijk =z). dan kan men ms berekenen uit
XXIIT A.

Men vindt:
GT Vet ay

21 2gl/z‘ (0 a,*+a,?)

In aanmerking nemend den waarnemingsduur 2¢, is dit dezelfde
formule als de volledige formule voor de gewijzigde amplituden-
methode. Tenslotte vindt men voor de gewijzigde slingertijds-
methode, waarbij de formules XXVIII behooren, met behulp van
formule XXIITB:

G T / a.2 2
71 Va? -+ a,
s 2

2t 29Vt (wlal—a?)

Deze is dus iets grooter dan bij de eerste slingertijdsmethode.

Het zal van de gebruikte amplituden afhangen, hoeveel het
verschilt en eveneens hoe groot het verschil is met de storing
bij de amplitudemethoden.

Van overwegend belang zijn die verschillen echter niet en wij
komen dus tot de conclusie, dat de storing door de grondbewe-
gingen bij alle tweeslingermethoden ongeveer even groot is.

Door vergelijking van de gevonden m, met de storing, die
door de grondbewegingen in de gewone slingertijdsbepaling ont-
staat (formule XXII):

o ar
f_ g Vet a

GT -
m | = o1
St !/V‘thi’ag

blijkt dat deze van dezelfde orde zijn. Daar men bij de meeslinge-
ringshepalingen meestal iets grooter amplituden gebruikt, dan
bij de slingertijdsmeting is mg bij gelijken waarnemingsduur
voor beiden. iets kleiner dan > 7.
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4. Stootmethode.

Door op het statief ter hoogte van het ophangpunt een horizontale
kracht L te laten aangrijpen, die periodiek varieert tusschen
nul en een zeker maximum, komt een stilhangende slinger, waar-
van de ‘slingertijd gelijk is aan de halve periode, in beweging.

Wij kunnen de uitwerking dezer stooten op den slinger uit-
drukken door de formule XVIIIC. Voert men daarin in a, = 0.
dan heeft men:

E,
; A .
asin (¢ —nt) = — ;l- / L sin (nt--zx) dt
<0
By of
acos (o —mnt) = 'Zf%/ L. cos (nt-+x) dt

&7

0

Uit de onderstelling, dat de kracht L periodiek is met een
periode 27, volgt dat de integralen:

.(0+2 T .fr(]—l'.? T
/ L sin (nt-+2) dt en / L cos (nt-}-x) dt
vty vty

constant zijn, onathankelijk van den tijd ¢, den aanvangstijd der
integratie.

Noemt men deze integralen ¢, en ¢,, dan kan men hoven-
staande formules schrijven:

. RA
asin (p—mnt) = — / N ¢,

n
a cos (o—nt) = / Ne,

; . ¢ . : S
waarin ondersteld is. dat g = N een heel getal is. Hieruit

-~

volgt, dat na N stooten de amplitude is:

nr .
= N |4 ¢®+ ¢?

a / o




—
DO
(el

Verder voigt:

o = nt—bg tg %l

(D/

=n

De slingertijd is dus —; = 7; deze ondervindt blijkbaar geen
storing.

De amplitude neemt toe evenredig aan het aantal stooten.

‘Wanneer nu:

1% de integralen ¢, en ¢, hekend zijn:

20. het aangrijpingspunt van L zoo gekozen is, dat 7,,=x, of

in allen geval 11 pekend 18,
7

dan kan men uit de amplitude na een zeker aantal stooten 7,
herekenen.
Uit formule XXI volgt dan het meeslingeren.

- T /"; ny
3 oAV p 2
2NV ¢

§ =

=z X8

bij de wijze van uitvoering die men aan de methode geeft,
zijn de integralen ¢, en ¢, niet te berekenen. Men brengt namelijk
de stooten aan, door met een veerbalans tegen het statief te
drukken, of met een dynamometer er aan te trekken, waarbij
men de naald periodiek tusschen nul en een bepaald maximum
doet heen en weer gaan. Men leest alleen dat maximum af, en
heeft hiermee niet voldoende gegevens om de integralen te
berekenen.
Als ruwe benadering kan men voor de krachtsfunctie aan-
nemen een sinusfunctie. Men Kkrijgt dan:
L= il

D

1+ sin(ntle

waarin A" het afgelezen maximum is:

Dan is
5 ~, K
Ve te® = Gikd
en
ry o owhymy

S = X

A Nk- *1
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Beter dan deze ruwe benadering is het, om de integralen te
bepalen door op een punt waar men het meeslingeren langs
anderen weg gemeten heeft, ook de stootmethode toe te passen.

Men kan dan de grootheid :

o —;‘U " T
A L)l/ clﬂ__{_ch’

bepalen uit:
a
XXIX gt hy m, v

Als men nu op alle stations met dezelfde maximum kracht
stoot, en daarbij door oefening de stooten een dergelijke regelmaat
hebben verkregen. dat het verloop van de krachtsfunctie en
daarmee ook de integraal constant is, dan is ¢s voor alle
stations gelijk. Men heeft dan in XXIX een eenvoudige formule
ter berekening van het meeslingeren.

Men kan de regelmaat der stooten eenigszins controleeren,
door na te gaan of de amplitudetoeneming tijdens het stooten
constant is. Daar deze immers voor elke stootperiode evenredig
aan de krachtsintegraal is, moet dan ook deze constant zijn.

Dikwijls zal de stootperiode niet geheel overeenkomen met de
slingerperiode. Men heeft n.l. om een vaste periode in de stooten
te kunnen handhaven een rythmisch geluid noodig, dat men
als sein voor elken stoot gebruiken kan. Het ligt voor de hand
hiervoor te nemen de tikken van het uurwerk, dat voor de
slingertijdswaarnemingen dient. Ter wille van de coincidentie-
methode, die daarvoor gebruikt wordt, is de periode van het
uurwerk niet geheel dezelfde, als die van den slinger. Bij het
Nederlandsche Defforgestoestel is dit verschil bijvoorbeeld ongeveer
v+, bij het Nederlandsche Stiickrathtoestel s1-.

Noem de periode waarmee de stooten gegeven worden: 27

;\TO(—:‘m:’_'_—S =%, 60 % —n=2f

Bekend is dan dat de integralen:

'éo + T dy T T
/L sin (ngt-+x)dt en /L cos (ngt4x)dt
ty —7s J by —1s

constant zijn, onafhankelijk van den tijd ¢,.
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Noemt men ze ¢, en ¢, dan is, wanneer 7 klein is, bij benadering:

'1’0 + Ts
L sin (nt + z)dt = ¢, cos 2 ft, — ¢, sin 2 ft,
tg — Tg
Wbo + T
j L cos (nt 4 ») dt = ¢, sin 2 ft, + ¢, cos 2 ft,
to — Ts
. . R Ny
_ ane, | Gy
en: asin (p—nt) = — _)» / cos 2 ftdt + e sin 2 ft dt
2lrg |, g ),
anc, ANC,

= — ;W;'s" sin 2 ft + 4,7-[7’_'8 (1 —cos2ft

Anc,

D
217

Anc,

/ sin2ftdt + | j cos 2 ft dt
J o Sy 0

a cos (¢ — nt) =

7-”(:] A?&Cz . .
— 47,2’78 ( 1 — cos 3ft) + 47[} sen 2/"

S
Lost men hieruit @ en ¢ op dan krijgt men:
amsinft ns sin ft  #55 "
a= > fl bey® 4+ ¢* = / 1t NP4 e,”

waarin N weer het aantal stooten is. en

e=m+ )t — bg tgf’
C
¢'=n-+/)
De slingertijd is dus constant en bij benadering gelijk aan:

T + T

B)

Uit de amplitudenformule blijkt, dat men het periodeverschil
in rekening kan brengen door de gevonden amplitude te vermenig-

vuldigen met waarna verder de gewone formules van

e
sinft’
pag. 124 e.v. toegepast kunnen worden.
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Daar men meestal met vrij groote kracht stoot, (maximum
bijv. 5 K.G.) ontstaan reeds vrij groote amplituden bij een be-
trekkelijk gering aantal stooten (bijvoorbeeld 10 & 30). De waar-
nemingsfout in de amplitudemeting heeft dan weinig invloed op
het resultaat voor s, zoodat de daardoor ontstaande middelbare
fout in s zeer gering is.

Men moet cchter deze wm.f. vermeerderen met een bhedrag
tengevolge van de onvolkomenheden in de uitvoering der methode.
Men krijgt n.d. bij elken stoot een afwijking van de krachts.
integraal ! ¢,? -k ¢, van de middelwaarde, die men daarvoor met
behulp eener andere methode gevonden heett. Deze middelbare
fout zal een sterk persoonlijk karakter dragen. en zal bij den-
zelfden persoon ook niet steeds gelijk zijn. Een gedeelte wordt
veroorzaakt door de onmogelijkheid om met mathematische exact-
heid steeds tot hetzelfde maximum t%e gaan. Dit gedeelte zou
wellicht door aflezing van den gebruikten dynamometer bepaald
kunnen worden. Verder kan echter nog een fout ontstaan door
de afwijking van het gemiddelde krachtsverloop tusschen maxi-
mum en minimum.

De gezamenlijke m.f. in s is alleen te vinden door s vele
malen achtereen waar te nemen. Doordat de bepaling slechts
enkele minuten duurt iz dit gemakkelijk op elk station uit te
voeren. Men kan zich dan een oordeel vormen over de bereikte
nauwkeurigheid.

De methode werd in Nederland reeds veelvuldig bij het
Detforgestoestel toegepast; hoewel de amplitude aflezing daarbij
vrij gebrekkig was, waren de verkregen resultaten zeer be-
vredigend. De m. f. kwam zelden boven 29/,

Een voordeel der methode is, dat zij in zeer korten tijd uit-
cevoerd kan worden, en dus gemakkelijk op elk station vele
malen herhaald kan worden. Zij heeft echter twee nadeelen:

1% Men kan niet controleeren of het krachtsverloop bij den
stoot hetzelfde is als het bij de bepaling van de krachtsintegraal
was. Zelfs al blijkt het uit de verschillende waarnemingen op
eenzelfde station constant te zijn, dan is men er toch niet zeker
van of niet, onder invloed van persoonlijke omstandigheden. een
constante verandering is ingetreden. ,

Om deze onzekerheid zooveel mogelijk te verminderen. moet
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men als eisch stellen, dat de bepaling van de krachtsintegraal
d. w.z. van c; van tijd tot tijd herhaald worde.

In het algemeen schuilt er een sterk persoonlijk element in
de uitvoeringswijze dezer methode, zoodat de waarnemingen van
verschillende personen niet hetzelfde vertrouwen verdienen.

20, Men heeft hetzelfde bezwaar, dat reeds bij de statische
methode onder 1° genoemd is: Doordat men groote krachten op
het statief laat aangrijpen is men ervan afhankelijk of de elastici-
teit van de opstelling bij ver uiteenloopende krachten even groot is.

De storing door grondbewegingen is klein. De slinger heeft na
enkele minuten reeds een vrij groote amplitude; de storing die
daarin door de grondbewegingen in dien korten tijd veroorzaakt
wordt is in verhouding tot de amplitude gering. De resulteerende
invloed op s is dan ook te verwaarloozen.

Dit is ook in te zien, door op te merken dat men zich de
stootmethode kan denken als een bijzonder geval van de gewone
amplitude-tweeslingermethode, waarbkij de tweede slinger een zoo
enorme massa en amplitude heeft dat de horizontale reactie
daarvan als periodieke stootkracht is te beschouwen. In de formule :

aGT i hy m,

m e e @Ry =
] P L

1t gr2t e a,

s a,

hy m,

is dan voor »*a, een zeer groot bedrag te substifueeren. zoodat
mg te verwaarloozen is.

Bij het Defforgestoestel heeft men geen gelegenheid tot het in-
hangen van een tweeden slinger, zoodat voor het bepalen van
het meeslingeren een tweeslingermethode uitgesloten is. Daarom
werd bij de waarnemingen in Nederland bij dit toestel gebruik
gemaakt van de stootmethode. De constante ¢, werd te Potsdam
bepaald. waar gelegenheid was om het meeslingeren langs sta-
tischen weg te bepalen. Daarbij is de spiegelmethode van
Nagaoka gebruikt; er werd bijzondere zorg hesteed aan de sta-
biliteit van het bevestigingspunt van het metaaldraadje om het
onder 2° genoemde bezwaar tegen de statische methode zooveel
mogelijk te ontgaan. Hierbij bleek de krachtsintegraal V' ¢,* + ¢,”
1.13 maal zoo groot te zijn als de waarde die zij bij een sinus-
oidaal krachtsverloop zou hebben.




HOOFDSTUK V.

Integratie der formules voor twee
en meer slingers.

De formules XX geven geen inzicht in het verloop van het
verschijnsel van tegelijkertijd op een statief slingerende slingers
over langeren tijd. Bij grooter verschil der slingertijden en
dempingsconstanten dan bij de Stiickrathslingers voorkomt, kan
de verandering van faseverschil en amplitudeverhouding zoo
snel zijn, dat van een toepassing der formules XX zelfs in het
geheel geen sprake meer is. Het is dus wenschelijk de formules
te integreeren.

‘Wij zullen daarbij voorloopig het algemeene geval beschouwen
van » tegelijkertijd slingerende slingers (de slingervlakken be-
hoeven niet samen te vallen.)

Wanneer wij de fasesnelheden van de slingers zooals deze
zjn zouden, als zij alleen op het statief slingerden, noemen :

NN, Ng..... N
en de dempingsconstanten

H

dan is volgens XX voor elken slinger een stel vergelijkingen op
te stellen van den vorm:

‘_\' n
- .flll' = gy g my; N7y, @y, cos (9, — @y~ npy)

2
T "
By = B RS 72 % e
a," = k,a, - oL = Py hy, m;. N*. a;. sin (¢ —¢ “Ie,)

/ — (g K
a, = a, 9" = a, N,




Men heeft dan 2» differentiaalvergelijkingen van de 1° orde
met als onbekenden de grootheden @, a,.... a, en ¢ @,....¢,.
Wij kunnen het vraagstuk vereenvoudigen door @ en ¢ van
elken slinger. door middel van complexe grootheden, samen te
voegen tot een onbekende 1).

Stel
ie

a e =gq

Wanneer wij de gebruikelijke voorstelling van complexe groot-
heden door vectoren aanhouden ?), is de beteekenis van ¢, als
volgt aan te geven: ¢ is een vector, waarvan de radius gelijk
is aan de slingeramplitude a en het argument aan de fasehoek
¢ van den slinger. Wij zullen dien vector voortaan slingervector
noemen.

Verder volgt:

¢ =(a +iac)et?

Noemt men verder nog:

21

gy by N2 e T = dy
1

dan gaan de differentiaalvergelijkingen over in:

g, = (N, + k) q, i = dpqp

o M

1) Deze oplossingsmethode werd o.a. reeds toegepast in:

Ueber die Schwingungen zweier Pendel mit annahernd gleicher Schwin-
gungsdauer auf gemeinsamer Unterlage van Dr. Ph. FURTWANGLER.

Hierin worden op elegante wijze de differentiaalvergelijkingen voor
twee slingers met behulp van complexe grootheden afgeleid. De grootte
der benoodigde verwaarloozingen is daarbij echter niet gemakkelijk na te
speuren.

De integratie wordt in die verhandeling niet uitgevoerd.

2) Het is eigenlijk juister complexe grootheden door versoren voor te
stellen. Door vermenigvuldiging met een eenheidsvector kan men elken
versor dan weer door een vector geometrisch voorstellen. Door deze op-
vatting komen de bewerkingen met complexe grootheden overeen met de
bewerkingen in de vectoranalyse. Wij zullen dit hier niet verder uitwerken
en de gebruikelijke benamingen aanhouden.
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Elke slinger levert zoo'n vergelijking op.

‘Wij zullen voor de verdere oplossing onderstellen dat N en %
voor elken slinger constant zijn. Dit is niet volkomen juist daar
de fasesnelheid van den alleen slingerenden slinger eenigszins
afhankelijk is van de amplitude (Hoofdstuk III 1° en 4°. Hoe
kleiner de gebruikte amplitude, des te kleiner is de afwijking.
Ook de dempingsconstante is meestal min of meer van de am-
plitude afhankelijk.

De oplossing van de vergelijkingen is nog wel uitvoerbaar,
wanneer N en k langzaam veranderlijk zijn. Wij zullen dit geval
echter niet behandelen, daar de berekening zeer omslachtig is,
en het resultaat geen belangrijke gezichtspunten opent.

‘Wanneer N en k constant zijn is het vraagstuk teruggevoerd
tot de oplossing van = differentiaalvergelijkingen van de 1° orde
en den 1" graad. Stelt men:

N + ik =7
dan heeft men:
@ =t ing —idy g —idg qg...... idm 9,
XXX gy = —idygq +iry q —idyqy ...... — idy, gy
Qin = — id,qy — idy, gy —1dy,qg... ... + ir, qy

De grootheden r hebben de volgende beteekenis: slingert een
slinger alleen op het statief dan is de slingervector ¢ gegeven door:

q = qy &

waarin ¢, de waarde van q voor ¢{=o is.
De algemeene oplossing van de vergelijkingen XXX is te
schrijven in den vorm:

7y = ‘llewat -+ B]embi T Nlexl”f
XXXIA ¢ = 4,6% | g% 4 .. v,
o 4 A2l B iyt N iyt

q, = A, + n€ RS G et 6l e n€

De machten zijn geschreven in den vorm ért omdat daardoor
de verdere behandeling overzichtelijker wordt.




De constanten x, x .. ... D N A By i Bseees -
Nywioas Nioa e moeten nu zoo gekozen worden dat aan de
vergelijkingen XXX voldaan wordt. Dit geeft de volgende con-
stantenvergelijkingen :

voor de grootheden x,; 4, 4,..... M
Gy — 1) A +dy Ay +dyy A+ ... By Ay =0
XXXIB dyd)+ (g —r) 4y +dgy A3 +....... dyo 4, =0
(i“:A1 + de,; A, + d;,,r,/r ;'137;,‘— _ ; (._c,, —rn );l;, : 0
Men vindt de vergelijkingen voor x, B, B,....b, door ver-

wisseling van ., met ay, 4, met B, 4, met B,, ....4, met
B,, enz. voor C, D....N.

Men heeft dus = stellen constantenvergelijkingen van den
vorm XXXIB. Van elk moet de coéfficiéntendeterminant nul

zijn, Hieruit volgt, dat x, »; ..... r, de n wortels zijn van:
(x—r) dy  dy o mm gy |
dyy (rc—7y) dy ... d,,
XXXIC diy g BTyl ciur iy |=0
Ay Ay gy AX—Ty )

Door substitutie van « in de vergelijkingen XXXI B zijn
nu te bepalen de verhoudingen der coéfficiénten 4 onderling,
der coéfficiénten B onderling, enz.

Voor de bepaling van de absolute waarde dezer constanten zijn
dus nog » vergelijkingen noodig, die gegeven worden door de
beginwaarden q;, Qs+ ... .- q,, van de » slingervectoren:

9y = 4‘1] + ABI jL* Sy Arl
Qo =4, +B, +.... N,
XXXID e
qpo=4, +B, + .... N

De  vergelijkingen XXXI A. B, C en D bepalen de algemeene

10
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oplossing van het vraagstuk. Er kunnen bijzondere gevallen op-
treden, bijvoorbeeld door het gelijk zijn van twee of meer der
wortels . De vorm der vergelijkingen XXXI A wordt dan iets
anders, doordien in elk twee of meer der termen kunnen samen-
gevoegd worden tot een, waarbij dan echter de betreffende
constanten te vermeerderen zijn met termen evenredig aan op-
klimmende machten van ¢, zd6, dat het aantal constanten in
elke vergelijking = blijft. Wij zullen hierop niet verder ingaan.
Ook door een specialen begintoestand kunnen bijzonderheden
optreden. Stel bijvoorbeeld dat ¢,y go....q,, zich verhouden als
de uit XXXIB berekende verhoudingen van een der constanten-
groepen, bijvoorbeeld A. In dat geval volgt unit XXXID:

EES
Ay = qg

Ay = qp0
terwijl alle andere constanten B....N nul zijn. Wij hebben dan:

— (%
G = G @

— LW, 1
Jg — o9 € "¢

U = qno €' e :

Dit beteekent dat alle slingers gelijken en constanten slinger-
tijd hebben, overeenkomend met een fasesnelheid gelijk aan het
recele gedeelte van x, en gelijke en constante amplitudedemping
overeenkomend met het imaginaire gedeelte van x,

De faseverschillen en de amplitudeverhoudingen der slingers
onderling zijn constant en zijn gelijk aan de argumenten en de
radii van de verhoudingen der constanten A, zooals die uit de
vergelijkingen XXXI B volgen.

Dergelijke bijzondere toestanden zijn er evenveel mogelijk als
er constantengroepen zijn, d.w.z. n. De » daarbij behoorende
slingertijden en dempingsconstanten worden gegeven door de
n wortels «. De amplitudeverhoudingen en faseverschillen zijn
voor elk geval uit de vergelijkingen XXXI B te berekenen; in
het algemeen zullen ze voor elk geval anders zijn.
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De algemeene vergelijkingen zijn alleen voor » <5 verder op
te lossen. Als het aantal slingers grooter is, is de algemeene op-
lossing onmogelijk. Wellicht zal het uitvoerbaar zijn, voor een
speciaal geval, waarbij de coéfficiénten in getallen zijn nitgedrukt,
de wortels der vergelijkingen te vinden.

In het algemeen stuit men dan echter nog op de moeilijkheid,
dat de coéfficiénten zoowel als de wortels complexe grootheden zijn.

‘Wij zullen het verschijnsel alleen verder nagaan voor n — 2.

Twee tegelijkertijd slingerende slingers.

Volgens XXXI is hiervan de oplossing:

gy = 4, eyt + B eyt

XXXII A gy = A, eixgt + B, eyl
x, en .y zijn de wortels van:

2 — () 4y vy — dyy dyy = 0.

Noemt men: r, + », =27
Fg — 1 =24,
Ayt dpdy = A
dan is
x,=1r — A
XXXIIB xp=7r+4+4

Wanneer A = is, zijn de wortels z, en x; gelijk en krijgt
men een oplossing van bijzonderen vorm. Wij zullen deze later

nagaan.
Verder volgt uit XXXIB:

4, n -z, (A-4y

e
XXXII C
B, »r —ax _ (A,
B, a4, 4,
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XXXID geeft nu:
4 + Bi=qy

XXXIID (QA—2,) 4, — (A+A,) B, =dy qq

Hieruit zijn 4, en B, op te lossen. Het vraagstuk is hiermee
opgelost, doch de oplossing is nog zeer onoverzichtelijk.

Men zou nu de vergelijkingen in reéele grootheden kunnen
omzetten, doch als men dit uitvoert, krijgt men zulke enorme
“formules, dat hiermee het inzicht in het verschijnsel niet be-
vorderd wordt. Wij zullen daarom ter bestudeering van het
verschijnsel gebruik maken van de vectorische voorstelling van
complexe grootheden.

‘Wij hebben reeds opgemerkt, dat de radius van den slinger-
vector ¢ gelijk is aan de amplitude en het argument gelijk is
aan den fasehoek van den slinger; hij draait dus rond en
maakt een halve omwenteling in den slingertijd. Om nu het
verloop van de amplitude en de fasesnelheid van beide slingers
aanschouwelijk voor te stellen, zullen wij de twee slinger-
vectoren vergelijken met den slingervector ¢, van een gefin-
geerden slinger, waarvan slingertijd en dempingsconstante constant
zijn en weinig verschillen met die van de slingers 1 en 2.

Voor deze vergelijking leent zich het beste de beschouwing

van de verhoudingen V, = D e ¥, = &
(['u q'L‘

Hiervan zijn de radii gelijk aan de verhoudingen van de ampli-
tuden a, en a, tot de regelmatig afnemende amplitude van den
vergelijkingsslinger. De argumenten zijn gelijk aan de fase-
verschillen van de slingers 1 en 2 met den vergelijkingsslinger.
Daar de slingertijden en amplitudeveranderingen der drie slingers
weinig uiteenloopen zijn V7, en V, langzaam veranderlijke vectoren.

‘Wij kunnen de amplitude en den slingertijd van den ver-
gelijkingsslinger nog binnen zekere grenzen willekeurig kiezen, en
nemen daarvoor aan:

gy = 4, eital
Wij krijgen dan:

v, :1+{j—‘- g v v “i'—’ ' l:
|




Stel hierin :

R _‘JB_A_A' R *B2__(ATA’)
T4 T dy, TR dy,
2 39
‘a
O = —BQ = R kil
4, ’ VET
H[) =
o
Ingevoerd geeft dit:
Ry V, = Ry — Ce?tA =B, — Geta
Uit de definities van R, en R; volgt nog:
d
B By 2
a b dy,

De formules zijn nu geschikt voor de geometrische voorstelling.

In fig. 3a (bijlage I) is de grootheid -dé— geconstrueerd. Daartoe
2]

: ; ; g U ;
is een eenheidsvector aangenomen. en is de grootheid F uitge-
21
zet, die volgens de definities gelijk is aan:
Ay o leizﬂl
dy, ~ Ay hymy N®

Ny —N)) + ik, ’/"1)‘

De dimensie hiervan is die van een getal.
Ay
d?l

d'”, welke volgens de definitie gelijk is aan:
21

2 .
Vervolgens is geconstrueerd de grootheid( ) en is deze ver-

meerderd met een vector

dyy _ Iy m, o L En—Z12) 1 ,t@n — 2
dy, kg my w?

De wortel uit de som is de grootheid

dy,’
In fig. 3b zijn eerst de vectoren R, en R; geconstrueerd. Ver-
volgens is met behulp van den vector p, = 920 de vector C gecon-

ho
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strueerd. (De vector p, heeft als argument het faseverschil der
twee slingers 1 en 2 voor £ = en als radius de verhouding der
amplituden voor ¢ = ).

De vectoren V,, en R, V', voor { = ¢ zijn dan bekend = C,4
en C,B.
Laat men nu het punt (' bewegen, zoo, dat vector OC te
allen tijde voorstelt:
(7621"36
dan is steeds
> v > (/YB
12:(44 en 1’] :Eb

Denkt men zich bij de beschouwing van ('B, R}, als eenheids-
vector, dan is op die veranderde schaal:

V, = CB

Het punt C zal een logarithmische spiraal om O beschrijven,
waarvan de gedaante van de grootheid A afhankelijk is. Om A
in reéele grootheden uit te drukken stellen wij

A =DSelé =Scose +idsine
Men kan 5 en ¢ construeeren door de in fig. 3a gevonden

grootheid met d,, te vermenigvuldigen. Het is daarvoor

A
dy,
noodig een snelheidsschaal aan te nemen (d,, heeft de dimensies
van een snelheid); ¢ is daarvan natuurlijk onafhankelijk. maar
de lengte 3 niet.

De lengte van den voerstraal O(' is met behulp hiervan in
reéele grootheden uit te drukken:

0C = O0C.e~ 20 sinét
=ty

en de hoeksnelheid is constant = 29 cos «.

Men kan zich nu een beeld vormen van het verschijnsel.

Bij de bestudeering zullen wij eerst het algemeene geval be-
schouwen, waarbij alle, het toestel en de slingers betreffende,
constanten een willekeurige waarde hebben. Daarbij zullen wij
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nagaan de bijzondere gevallen die men door een specialen begin-
toestand krijgen kan.

Vervolgens zullen wij voor enkele toestel- en slingerconstanten
bijzondere waarden aannemen en onderzoeken in hoeverre daardoor
het verschijnsel van karakter verandert.

Algemeen geval.

Bij beschouwing van fig. 36 blijkt het volgende: €' beschrijft
met constante hoeksnelheid omwentelingen om O. Het verschijnsel
heeft dus een periode die gelijk is aan:

5 cos ¢

Deze is voor hetzelfde slingerpaar op hetzelfde toestel constant,
en is dus onafhankelijk van den begintoestand.

Bij een der twee slingerparen van het Nederlandsche Stiick-
rathtoestel is deze bijvoorbeeld ongeveer 8 uren.

Uit fig. 3a blijkt, dat wanneer de hoeken x die uit de inwen-
dige wrijving van het statief voortvloeien. klein zijn, wat bij
de slingertoestellen in het algemeen zeker mag aangenomen
worden, de grootheid o sim s kleiner ig, naarmate k,—k, kleiner
is, d.w.z.: ‘

De snelheid, waarmee (' het punt () nadert of bij negatieve
(ky—Fk,) zich er van verwijdert is kleiner naarmate de absolute
waarde van (k,—k,) kleiner is.

Verder wordt de omwentelingssnelheid 3 cos¢ en daarmee
de periode van het verschijnsel in de eerste plaats beinvloed
door het slingertijdsverschil der twee slingers en de elasticiteit
van het statief.

Het verloop van het geheele verschijnsel hangt sterk van de
beginwaarde van (' af, d.w.z. van faseverschil en amplitudever-
houding van beide slingers bij den aanvang.

Men kan hierbij twee bijzondere gevallen opmerken: dit zijn
de speciaie gevallen, die wij bij de behandeling van het vraagstuk
voor n slingers reeds ten getale van » ontmoetten.

19 O ligt bij den aanvang in O. Dit is zoo wanneer:

on — R A“Ar
dy)

v —_

a

T
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(' blijft dan in (); de vectoren V, en V, zijn constant en men
heeft, in overeenstemming met de voor het vraagstuk van »
slingers gevonden bijzondere gevallen :

t t

- T o o
9 = G e Yo = Qg9 € " @

De slingers slingeren met gelijken slingertijd en gelijke demping.
Hun faseverschil is gelijk aan het argument van £, De am-
plitudeverhouding van beide slingers is constant en is gelijk
aan de radius van B,

2%. Het tweede bijzondere geval treedt op wanneer (' in het
oneindige ligt, d.w.z. wanneer

920 _ R, :_(—\+Ar )
T ’ s
Men krijgt nu:
1= gp et gy = g4y ™

De slingers slingeren weer met gelijken slingertijd en demping.
Hun faseverschil is gelijk aan het argument van R;,. Hun am-
plitudeverhouding is constant en is gelijk aan de radius van R

Uit het verband

L :013 € (29 —T19)
volgt, dat de faseverschillen bij de twee bijzondere toestanden
samen = - (%3, —#,,) zijn en het product der amplitudever-

houdingen 01 is.

De twee bijzondere gevallen zijn volgens de formules analoog;
er is echter een belangrijk verschil tusschen.

Voor het algemeene geval n.l. dat ¢ niet gelijk nul is, zoodat
C van een willekeurigen begintoestand uitgaande een spiraal
beschrijft, zal C' zich steeds van den eenen bijzonderen toestand
verwijderen en tot den tweeden naderen. Is ¢ positief dan nadert
(' tot O, is ¢ negatief dan verwijdert C zich steeds meer en zal
tot het oneindige naderen.

Van de twee bijzondere toestanden is dus de eene te kenschetsen
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als labiel, de andere als stabiel, d.w.z. het verschijnsel zal, bij
een kleine afwijking van den eenen toestand, zich daarvan steeds
meer verwijderen, en bij een kleine afwijking van den anderen
toestand, daartoe weder meer en meer naderen.

Hierbij is op te merken dat deze laatste toestand in het
algemeen nooit bereikt zal worden: de nadering is asymptotisch,
want de snelheid van C is evenredig aan de uitwijking €' 0. De
snelheid van verwijdering uit den labielen toestand is eveneens
evenredig aan de uitwijking.

De snelheid waarmee de toestand tot het stabiele geval nadert,
is evenredig aan de grootheid 3 sin c. Wanneer de hoeken x klein
zijn, is dus deze snelheid kleiner naarmate (k, —k,) kleiner is,
d.w. z.:

Hoe meer de dempingsconstanten der slingers verschillen, des
te sneller zal het verschijnsel tot den stabielen toestand naderen.

Voor de beoordeeling van het verschijnsel kan het nut hebben,
het verloop na te gaan van den verhoudingsvector:

P = —

waarvan het argument gelijk is aan het faseverschil der twee
slingers, en de radius gelijk is aan de amplitudeverhouding.
Uit de formules volgt:
- Ve
[) = V] 5
Men kan met behulp van de grafische voorstelling van fig. 4
onmiddellijk p construeeren door A B O I’ gelijkvormig te maken
aan ABC A. O P stelt dan p voor.
De baan van P is als volgt na te gaan:

ABCO oo ABAP
LBPAd = (LBOC

PA_OC
PBE~ R
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Dit beteekent, dat . B A met constante hoeksnelheid 25 cos ¢
AP :
7 selitk is Yo— 20 Sin ¢,
BP gelijk is aan Ce

Maakt men van de uitdrukkingen der complexe grootheden
gebruik, dan is dit in den vorm te schrijven:

toeneemt, terwijl de verhouding

P4 _ O siat
PB~ R,

Deze vergelijking is ook onmiddellijk door integratie uit de
differentiaalvergelijkingen af te leiden.
In twee gevallen ontaardt de baan van /’ in een cirkel.

10, S simes = 0.

)

In dat geval is BP= C,

d. w.z. P beschrijft een cirkel, die de meetkundige plaats is van
punten. wier afstanden tot 4 en B in een gegeven verhouding
(" staan, Daar (' van den aanvangstoestand afhankelijk is, krijgt
men voor verschillende aanvangstoestanden verschillende cirkels,
die te zamen een hundel vormen.

20, 5 eose = 0.

In dat geval is . 4PB constant, zoodat F cen cirkel door
4 en B beschrijft. De cirkels gaande door 4 en B vormen een
bundel, die de cirkels van den vorigen bundel loodrecht snijdt.

In fig. 5 zijn beide bundels geteekend.

(remakkelijk is nu te bewijzen, dat in het algemeene geval de
baan van P de cirkels van bundel 1 snijdt onder een hoek ¢ en
dus die van bundel 2 onder een hoek 90° —e¢. Een dier krommen
is als voorbeeld geteekend.

Ook uit deze grafische voorstelling is duidelijk het boven-
geschetste verloop van het verschijnsel te zien. Men krijgt de
twee bijzondere toestanden wanneer /> met A of met /2 samen-
valt. De verhoudingsvector P blijft dan constant en gelijk aan
R, respectievelijk R, In het algemeene geval beschrijft P een
baan, waarbij # zich van het eene punt verwijdert en het
andere punt nadert.
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De verdere conclusies, die wij uit de beide grafische voor-
stellingen kunnen trekken, zullen wij hier achterwege Iaten.
daar ze voor de slingerwaarnemingen van weinig belang zijn.

Wanneer men de oplossing van het vraagstuk in reéele groot-
heden wil uitdrukken, krijgt men zeer omslachtige formules, die
het inzicht in het verschijnsel niet bevorderen.

Men komt nog tot het meest overzichtelijke resultaat door bij
de afleiding uit te gaan van de grafische voorstelling en ver-
schillende daarin optredende hoeken als hulpgrootheden in te voeren.
Daar zich hierbjj geen bijzonderheden voordoen en daaraan geen
opmerkingen van principieel belang zijn vast te knoopen, zullen
wij het resultaat hier achterwege laten.

Wij zullen nu nog drie bhijzondere gevallen nagaan, waarbij,
door de bijzondere waarde die de statief- en slingerconstanten
hebben, het verschijnsel min of meer van karakter verandert.

Al g =%y =0 00 By =

Dit geval doet zich voor bij het Stickrath-toestel: de slingers
zijn nagenoeg gelijk van vorm, zoodat in het algemeen k, = k,
is en de hoeken x zijn nul.

De grootheden d,, d,;. Ar. A, R, en R zijn nu alle reéel.

De formules zijn in vrij eenvoudigen vorm te bhrengen door de
volgende henamingen in te voeren.
No-N _ A

Stel N+ Ny
- 2 STt R) "

A7G .
Ao
L

a° =dy, dyy =

> hy hy my m,

hy m,

= h,m,
d
A

)

e

tgox =
n

1y Een bebandeling van dit geval werd reeds gegeven door Dr. C. SCHOUTE
ter beantwoording van een prijsvraag betreffende proeven van HUYGENS en
FrricorT met twee elkander beinvloedende uurwerken, uitgeschreven door
de Hollandsche Maatschappij der Wetenschappen.
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dan is:
A, =4, r=N-ik
An d
2= - = &0
CNs 2 St 2w
tg » coty z
HG = + .:y, Rb - - 7;5’
X, =r—A=N-— A”. +ik rp=r4+A=N+ :’” + ik
Co8 2 x cos 2

Voor slingers van gelijk gewicht en gelijken vorm is w = 1,

In fig. 6 hebben wij dezen toestand grafisch voorgesteld,
analoog aan de grafische voorstelling van fig. 3b. Aan de hand
daarvan zullen wij weer het vraagstuk onderzoeken.

Daar ¢ =0 is wordt de baan van C een cirkel, die met een-
parige hoeksnelheid 2A doorloopen wordt !). Het verschijnsel is
nu zuiver periodiek geworden, d.w.z. dat na verloop van een
periode de vectoren V, en V, weer tot hun beginwaarde zijn
teruggekeerd, en in elke nieuwe periode weer dezelfde waarden
doorloopen als tijdens de eerste periode. De duur der periode is:

92

f{ = t;—wt; cos 2z

Is een der slingers bij den aanvang in rust, dan is hij na elke
periode weer in rust.

De twee bijzondere toestanden bestaan evenals bij het alge-
meene geval. Uit de formules voor £, en [, volgt datinheteene

geval de slingers in tegengestelde fase slingeren (faseverschil =)
. . cotgux : s
met een amplitudeverhouding - —~—, en in het tweede geval in

. . . . tgex
dezelfde fase met een amplitudeverhouding ‘ii

W

1) Om ¢ nul te maken is het niet noodigdat ks — A; = 0 en %9 = %32 = 0.
Uit fig. 3¢ kan men het verband van die grootheden opmaken, waardoor ¢
nul wordt. De meeste der hieronder getrokken conclusies gaan ook voor
dit algemeenere geval op.
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De twee gevallen zijn nu niet principieel verschillend, daar
een algemeene begintoestand weer in zichzelf terugkeert, en
niet tot een der heide gevallen nadert.

‘Wij kunnen nu drie mogelijkheden onderscheiden die van den
begintoestand afhankelijk zijn:

1. De cirkel die C beschrijft ligt binnen 4 en B. De vectoren
('B en (A schuiven tijdens een periode heen en weer, doch
maken geen omwenteling en komen aan het eind weer in hun
oorspronkelijke posities terug. De gemiddelde fasesnelheid van
I, en V, tijdens een volle periode is dus nul, m.a. w. de ge-
middelde fasesnelheid van beide slingers is gelijk aan die van den
vergelijkingsslinger. De gemiddelde slingertijden van heide slingers
zijn dus aan die van den vergelijkingsslinger gelijk en zijn dus
beide gelijk aan
An
cos 2 «a

Ter vergelijking diene dat de slingertijd van slinger 1 alleen
slingerende gelijk is aan :

s

N =4,

29, De cirkel die C beschrijft ligt buiten 4 en B. De vectoren
CB en (CA maken dan in een periode een volle omwenteling.
De gemiddelde fase-snelheid van V, en V, in dien tijd is dus:

Ay

cos 2 o

2= g

Hieruit volgt dat de gemiddelde slingertijd van beide slingers
weer gelijk is, en wel:

v S
ST T s 2
Ter vergelijking diene dat de slingertijd van slinger 2 alleen
slingerende gelijk is aan:

N4 A,
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3% De cirkel die (' beschrijft ligt tusschen heide gebieden in.
Dezelfde redeneering volgend. blijkt dan dat de gemiddelde slinger-
tijd van N° 1 gelijk is aan

en van slinger 2:

De grenzen tusschen de drie mogelijkheden worden gevormd door

19 het geval dat  door .1 gaat, d.w.z. dat slinger 1 in elke
periode in rust komt. Men kan dan niet meer van een gemiddelden
slingertijd van slinger 1 spreken, daar het aantal slingeringen
tijdens een periode onbepaald is.

20, het geval dat ' door B gaat, d. w.z dat slinger 2 in elke
periode in rust komt.

[n fig. 6 zijn de bij de grensgevallen behoorende cirkels ge-
stippeld.

Met behulp van de grafische voorstelling van den verhoudings-
vector p, waarover hieronder meer, is onmiddellijk af te leiden,
dat het 1Y grensgeval optreedt wanneer ')

wd
a, = — dyxtg2acos(py — @) = — (I”V&; cos (pg — @)

en het 2 grensgeval wanneer ')

d
ag v = a, tg 2 cos (9, — @) = a; y  cos(e; — @)
n

Wij kunnen nu nagaan wanneer de drie boven besproken mogelijk-
heden optreden.
1¢ geval als
wd /
a, < — d, 2, cos (¢, — @)
(¢, — ©,) moet daarvoor in 't 2¢ of 3¢ quadrant liggen.

1) Deze betrekking blijft geldig voor den verderen duur van het verschijnsel.
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3® geval als

d
a, & < @ A, °% (P2 — ¢1)

(¢, — ¢,) moet daarvoor in 't 1° of 4® quadrant liggen.
2¢ geval als de toestand niet aan een van deze twee voor-

waarden voldoet.
(
De grafische voorstelling van p = ;g wordt nu vrij eenvoudig

(zie fig. 7). .

Het punt P beweegt langs een cirkel, die de meetkundige
plaats is van de punten waarvan de afstanden tot 4 en £ in
een vaste verhouding tot elkaar staan.

De snelheid is zoodanig, dat ; A PB = 2 ; 4 PE met constante
hoeksnelheid verandert. Hieruit volgt dat P, zich met constante
snelheid langs den cirkel beweegt: de hoeksnelheid van P, M is:

TCOS 2 u
An

‘Wanneer /” in een der punten . of B valt is een der bijzondere
toestanden verwezenlijkt.

Het is met deze grafische voorstelling ook gemakkelijk na te
gaan hoe snel zich de toestand wijzigt, wanneer de tweeslinger-
methode ter eliminatie van de grondbewegingen wordt toegepast.
De vereischte aanvangstoestand is:

a =a, en ¢, — ¢, =7 dus p = — g1

Men kan dan den door /7 beschreven cirkel teekenen. Hoe
kleiner deze is, hoe minder de vector OP en dus ook p zal
veranderen, Wanneer « = 1 en ¢, = ¢ dus « = 45° en OB = I
ig, krimpt deze cirkel samen in het punt B. Men heeft dan te

doen met een der bijzondere toestanden, waarbij % o (g — @)
a
constant blijven. Wij hebben deze mogelijkheid reeds in de laatste
paragraaf van Hoofdstuk III vermeld.
De in reéele grootheden uitgedrukte formules zijn veel een-
voudiger dan voor het algemeene geval. Men doet echter ook nu,
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ter wille van de bruikbaarheid en overzichtelijkheid der formules,
verstandig om de grafische voorstelling te hulp te nemen en
enkele hulphoeken in te voeren. Daar deze formules bij de
slingerwaarnemingen in uitzonderingsgevallen nog wel eens
toegepast kunnen worden, hebben wij ze als bijlage achterin
opgenomen. Men zal er bijvoorbeeld zijn toeviucht toe moeten
nemen, als men voor de bepaling van het meeslingeren de waar-
nemingen over zoo langen tijd wil uitstrekken, dat de differentiaal-
formules XX niet meer bruikbaar zijn. Wij zullen niet verder uit-
weiden over de meest practische methode om ze toe fte passen:
alleen willen wij wijzen op de mogelijkheid de berekening ten deele
grafisch uit te voeren, door gebruik te maken van de grafische
voorstelling, die van p gegeven is. Neemt men bij begin en
einde de amplitudeverhouding en het faseverschil van de slingers
waar, dan zijn van den door I’ beschreven cirkel twee punten
en de as, waarop het middelpunt ligt, bekend. De cirkel is dan
te teekenen, en hieruit is de hulphoek « en daardoor het meeslingeren
af te leiden.

Er kunnen zich nog verschillende bijzondere gevallen voordoen,
waarvan men zich door bestudeering der twee grafische voor-
stellingen zonder moeite een denkbeeld kan vormen.

Zoo kan men bijvoorbeeld hebben dat

=1k QU8 Ap=0, 2= &H°% A =d

1

) 1
/‘.a_—}—~L

I])I) == Xy=@p = N+ ik

Van de drie hovengenoemde mogelijkheden is de tweede nu

vervallen.

‘Wanneer een der cirkels bij den aanvang in rust is; dan is
de tweede na een halve periode in rust, de eerste weer na een
volle periode enz. Dit is het grensgeval tusschen de eerste en
de derde mogelijkheid.

Wij zullen hier niet verder in bijzonderheden afdalen en he-
schouwen geval A hiermee als afgehandeld.

De verder nog te behandelen gevallen hebben voor de slinger-
waarnemingen geen waarde, daar zij zich daarbij in het algemeen
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niet zullen voordoen. Wij zullen ze dan ook niet uitvoerig be-
handelen. Voor een meer algemeene toepassing der vergelijkingen
op andere quaesties, zooals bijv. geluids- en electriciteitsver-
schijnselen, zal wellicht een nadere bestudeering wenschelijk zijn.
Deze ligt echter buiten het kader van deze verhandeling.

Voor de overzichtelijkheid stellen wij bij de hieronder te ver-
melden gevallen x,, = %, =0; men kan de beschouwingen
zonder moeite uitbreiden voor het geval dat deze niet nul zijn.

B, # =%, =0en ¢t —t =0
Noem (k,—k)) = 24;.

Men kan nu nog twee mogelijkheden onderscheiden. met een
grensgeval; dat wij het laatste zullen behandelen.

I &, <d.
Voert men weer een hulphoek « in:

A )
— = sin «
d o &
dan is:
A =dcosa = A cotg x

1 i
e L [l)b:-—’()l'/'

) &

B, = +

De punten A, B en O zjjn in fig. 8 geteekend. Daar A reéel
is, beschrijft C weer een cirkel en het verschijnsel is dus even-
als in het vorige geval zuiver periodiek. De periode is

dcosa
Er zijn weer twee bijzondere toestanden, waarbij p = %2 constant
1
is. Uit de waarden van R, en R volgt, dat:

a 1
1¢ toestand 2 = By ey B o

1 w

a, ,
2@ toestand ({ = Pp—0 =7 + «
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De onderscheiding labiel en stabiel vervalt weer, omdat het
algemeene geval niet tot een van beide nadert.

Is een der slingers bij den aanvang in rust, dan passeert ook
de tweede den ruststand. terwijl aan het eind van een volle
periode de eerste weer in rust is. Deze tijdstippen liggen uiteen :

+ [/ 4 ~) - a
_ en il -
cos & d cos o

wl g

U

zooals uit hoek 4 O B onmiddellijk volgt.

Is 2 =0 dwaz Ap,=0 dan is de toestand identiek met die
welke bij geval A behandeld is voor ¢, —¢ = 0. De tijdstippen
liggen dan een halve periode uiteen.

I A, >d
Voer een hulphoek « in:

5 — $im 22
dan is:
A =iy cos 22 = i d cotg 2«
Ltg o
Rg == = W @
In fig. 9 zijn 4, B en O geteekend.
Daar A zuiver imaginair is, is nu de haan van C rechtlijnig
naar O toe met een snelheid

2 A €os 22 X ocC

C zal O dus nooit bereiken.

Het verschijnsel is nu geheel van karakter veranderd; ('
beschrijft geen omwentelingen om . Alle periodiciteit is ver-
dwenen. De toestand nadert steeds meer tot een der twee
bijzondere toestanden.
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V60r de twee bijzondere toestanden geldt:

1°. toestand : a, tgx =
g Pe=Pr=— 5

a, w &

29, toestand : a,  cotg « 7
— N s Po— = —

a, @ 2

Bij de grafische voorstelling van den verhoudingsvector p,
beschrijft P een cirkel gaande door de punten 4 en B.
C. Grensgeval tusschen BT en BII

Ap=d

Hierdoor wordt A nul, dus z, = @« =r.

Wij komen hiermee aan het hijzondere geval van twee gelijke
wortels x. Dit geval behoort van den aanvang afapart behandeld
te worden. De oplossing is nu van den vorm:

¢ = 4,4+t e it g = (4,+Fyt)e irt

Wijj stellen, ter wille van de algemeenheid der formules hierbij
%3; €n %, niet nul.

Na substitutie in de differentiaalvergelijkingen XXX vindt
men de volgende constantenvergelijkingen :

Volgens de onderstellingen is

A
A, =—dydy, dus =i}/ %
d2| d’l

Wij zullen het verschijnsel weer grafisch voorstellen en kiezen
voor den vergelijkingsslinger:

i ;
Gy = A Fl e irt
y
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Wij stellen verder

;. 4 i
=9 Arﬁ:’ = ‘/10

dan is:

Vi= B =V + VI, ay t
9y -
Vﬂ :,([9 -V(l

= __ 12 -V )
qv de‘ 1 1/

In fig. 10 is dit grafisch voorgesteld.

De afstand 4 B is gelijk gemaakt aan de lengteeenheid. Punt
E beweegt zich rechtlijnig voort met eenparige snelheid. Deze
is gelijk aan de radius van ' d,,d,. De baan is horizontaal
wanneer x, — x;, = 0.

De beginwaarde 17, is te construeeren uit:

s
1—i)/ % G
s i

Voor de berekening der recele formules is het weer wenschelijk
enkele hulphoeken in te voeren, die hun beteekenis ontleenen
aan de grafische voorstelling. Ook nu weer wordt het inzicht
in het verschijnsel daarmee niet vermeerderd, zoodat wij het
resultaat achterwege laten.

Uit het verloop van de vectoren 17 en V, kan men weer den
aard van het verschijnsel nagaan.

Er blijkt slechts een bijzondere toestand te zijn, die optreedt
wanneer

L1 [ il/—[?ll’ dus Vyp = 0
T10 dy,

In dat geval is
9 = o 25 9> = Y20 L

en g—’r blijft constant.
1




Wanneer #,, —x,, = 0 i8, krijgt men hiervoor:

= Po—¢1 =— F

a, 1 7
a, w P

Het punt # ligt nu in het oneindige.

klke willekeurige begintoestand zal tenslotte meer en meer
tot dezen bijzonderen toestand naderen, daar ¥ zich naar het
oneindige toe beweegt. Ligt het punt & bij den aanvang ver weg aan
de linkerzijde, dan zal op dat oogenblik de toestand weinig van
den bijzonderen toestand verschillen. Echter, daar £ zich met een-
parige snelheid naar rechts beweegt, zal de toestand zich nu eerst
van den bijzonderen toestand verwijderen en pas op den duur
er weer meer en meer toe naderen.

Men kan den bijzonderen toestand kenschetsen als labiel bij
afwijkingen in de eene richting en stabiel bij afwijkingen in de
andere richting. De twee bijzondere toestanden van het algemeene
verschijnsel zijn dus hier tot één overgangsgeval samengetrokken.

Wij zullen hiermee de behandeling van bijzondere gevallen
besluiten.

In het algemeen kan men opmerken, dat de aard van het
verschijnsel alleen bepaald wordt door de verhouding en de
argumenten der twee grootheden

A, en dy K d,-

Van deze is de relatieve ligging der punten A, B en O af-
hankelijk.

De absolute waarde van deze grootheden heeft alleen invloed
op de snelheid waarmede het verschijnsel verloopt.

Toepassingen.

Bij de slingerwaarnemingen zal de toepassing der geintegreerde
vergelijkingen weinig voorkomen. Men zal immers de tweeslinger-
methode voor het bepalen van het meeslingeren zeiden over een
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zoo grooten tijdsduur uitstrekken. dat de differentiaal-formules
XX en XX B niet meer te gebruiken zijn. Ook bij de, in de
laatste paragraaf van Hoofdstuk 11T aangegeven, tweeslingermethode
ter bepaling van den slingertijd met eliminatie van grondbewe-
gingsstoringen en meeslingeren, heeft men ze niet noodig.

Van het bestaan der twee bijzondere toestanden, waarbij fase-
verschil en amplitudeverhouding constant zijn, is echter gebruik
te maken om het meeslingeren te bepalen.

Het eerste is op deze mogelijkheid gewezen door C. VAN ORFF. !)
De methode is ook vermeld in:

Ueber die Schwingungen zweier Pendel mit annihernd gleicher
Schwingungsdauer aufgemeinsamer Unterlage. Dr.PH.FURTWANGLER
en in:

Bestimmung der absoluten Grosze der Schwerkraft zu Potsdam.
Prof. Dr. F. KiaNeNx und Prof. Dr. Pu. FURTWANGLER.

De methode berust op het volgende:

Als men den bijzonderen toestand zoo goed mogelijk verwezenlijkt,
wat men kan controleeren door waar te nemen of de amplitude
verhouding constant blijft, dan kan men d,, en d,, uit die
amplitudeverhouding afleiden. mits A, bekend is. Meestal is de
ligging der ophangpunten van beide slingers wel zoo, dat men
e = Ay, = Ay = 79, kan stellen. Hieruit volgt dan d;, = d,, en
dyy, = dg,, zoodat nu het meeslingeren van beide slingers te
berekenen is uit:

ti’ t‘;l

1
8 = —d)y en s, = dy,

Het verband tusschen de amplitudeverhoudingen bij de twee
bijzondere toestanden en de grootheden d;, en d,, volgt uit

De formule wordt eenvoudig wanneer A,* groot is ten opzichte
van d,, dy,, dus wanneer de radius van A* groot is ten opzichte
van die van d,, d,,.

1y C. von OrrF. Bestimmung der Liinge des einfachen Secundenpendels
auf der Sternwarte zu Bogenhausen. Miinchen 1883.
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Men krijgt dan met verwaarloozing van kleinere termen:

A=A+ "d‘m il en
= 5 S g
rT2A,
) ds 24,
1](1 pu— + JA, ]Lb A(—ISL
Wanneer x,, = %,, = 0 is, geeft dit:
aq dq o 2V AR+ AY,
& s VAT AL, a, d,,

Het verwezenlijken van een der twee bijzondere toestanden
in de praktijk is in het algemeen niet gemakkelijk uitvoerbaar.
Men zal het nog het beste kunnen bereiken wanneer 4A; groot
is, z8odat, wanneer bij den aanvang, de toestand afwijkt van
den stabielen bijzonderen toestand, deze afwijking vrij snel ver-
mindert. Men wacht dan met de waarnemingen tot de amplitude-
verhouding niet merkbaar meer verandert.

Deze methode is als controle toegepast bij de absolute zwaarte-
krachtsbepalingen te Potsdam.') Men had aan het statief een
gelegenheid aangebracht om een hulpslinger in te hangen. Deze
bestond uit een klein gewicht aan een draad; de demping was
daardoor veel grooter dan van den zwaren hoofdslinger. Boven-
dien was de magsa m, van den hulpslinger klein ten opzichte
van m,, dus d,, was een zeer kleine grootheid. Men kon dus
van de vereenvoudigde formule gebruik maken.

Men bracht den hulpslinger bij den aanvang in rust; door het
vrij groote verschil der dempingsconstanten was na eenige uren
de amplitudeverhouding vrijwel constant geworden en wel gelijk
aan de eerste der bovenstaande twee formules; men kan dan
daaruit d,, berekenen, zoodat dan het meeslingeren bekend is.

Het is dus een vrij langdurige methode.

Door het verschil der dempingsconstanten nog kunstmatig te
vergrooten, zou men het verloop kunnen versnellen. doch al te
ver kan men in die richting niet gaan. Uit bovenstaande formule

1) Abs. Schwerkraftsb. zu P.
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voor de amplitudenverhouding blijkt iimmers, dat dan de amplitude
van den hulpslinger klein wordt, en daardoor de meting van de
amplitudeverhouding onnauwkeuriger zal zijn.

Uit de voorafgaande beschouwingen volgt, dat het stilhangen
van den draadslinger niet met de uiterste zorgvuldigheid behoeft
te geschieden; de bijzondere toestand zal na meer of minder
tijd van uit elken aanvangstoestand ontstaan.

In ,Absolute Schwerkraftsbestimmung zu Potsdam” volgt op
de vermelding van deze methode nog een tweede, die minder
tijd in beslag neemt.

Hiervoor is noodig, dat A, weer vrij groot is; de periode van
het verschijnsel is dan klein. Men vangt aan met het in rust
brengen van den hulpslinger. Na eenigen tijd is de amplitude
van dezen slinger een maximum geworden. Hieruit is dan weer
d,, te berekenen.

De formule voor deze methode is als volgt af te leiden:

Uit de grafische voorstelling van p (fig. 5) kan men op-
maken, dat, voor het geval dat A, groot is ten opzichte van
d, en d,, p een maximum bereikt na verloop van een halve
periode. Deze conclusie kan men ook afleiden door den tijd ¢ te
berekenen, waarvoor
p/

P

zuiver imaginair wordt. p’ staat dan loodrecht op p, m.a.w.
p is een maximum of minimum.
Als Ay groot is t.o.v. d,, en d,, kan men voor de halve

periode schrijven:
= n

Wanneer men nu in de formule voor p:

Y , 2 IAL #]
Ce & *i(b

q,
~— = 4R =5
o~ TR _p

p =
invoert de voorwaarde, dat voor ¢t =0 ¢, =0 dus "= R, en
de vereenvoudigde formules voor R, en R, bij groote A,, dan
vindt men voor de maximumwaarde van p na een halve periode :




dus:

- Ak
= 21 _\”5 + A27/.‘

Men kan dus d,, weer uit Z' berekenen.
1

Als nadeel van deze methode tegenover de vorige, is te ver-
melden, dat hier het zuiver stilhangen van den hulpslinger wel
van belang is. P beschrijft immers bij een anderen aanvangs-
toestand een andere kromme en zal dan een ander maximum
doorloopen.

Het komt mij voor, dat het bij de toepassing van deze
methode wenschelijk is om ook de amplitudeverhouding na een
volle periode waar te nemen. De formule daarvoor is:

— 2 i]{
a5 o dy I e " Ay

“ " VAL 1A,

Door de beide amplitudeverhoudingen op elkaar te deelen, kan

Ay
men een waarde voor AL vinden. Dit zal van dienst zijn voor
n

de bepaling van de grootheid

I/AQR - Agn
daar men dan alleen een der grootheden A, of A, behoeft te
meten.

Kiest men A, z06 groot dat de periode klein is, bijvoorbeeld
40 minuten, zoodat de waarnemingen niet al te veel tijd in
beslag nemen, dan is de waar te nemen maximum amplitude-
verhouding reeds zeer klein. Stelt men het meeslingeren op 50
10-7 secunden dan is voor het gunstigste gevaldat A nul is de
amplitudeverhouding ;. Men moet dus de amplitude @, van den
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hulpslinger zeer nauwkeurig kunnen waarnemen om deze ver-
houding tot op 19/, nauwkeurig te krijgen.

Het is mij niet bekend of deze twee methoden ooit op groote
schaal zijn gebruikt. Hoewel ze in bijzondere omstandigheden
wellicht diensten kunnen bewijzen. zal men in het algemeen aan
de in Hoofdstuk IV behandelde tweeslingermethoden de voorkeur
geven. Immers, de eerste methode neemt aanzienlijk meer tijd
in beslag, terwijl de tweede methode vergeleken met de gewone
amplitudenmethode van Hoofdstuk IV geen voordeelen biedt,
doch onnauwkeuriger is en langer duurt.

Bovendien heeft men voor beide methoden een hulpslinger
noodig, die speciaal voor het doel geconstrueerd is, terwijl de
gewone tweeslingermethoden bij het Stiickrathtoestel met de
slingers zelf' uitgevoerd kunnen worden.

De tormules zijn ook buiten het gebied der slingerwaarnemingen
van toepassing.

Het meest verwant is het vraagstuk van den gang van twee
slingeruurwerken, waarvan de kasten zoodanig verbonden zijn,
dat de ophangpuntsreactie van den eenen slinger ook het op-
hangpunt van den tweeden in elastische beweging brengt. Op
dit verschijnsel werd reeds door Humeexs de aandacht gevestigd.

Waren de slingers geheel vrij, dan zou het vraagstuk volkomen
identiek zijn met het in dit hoofdstuk behandelde. en men zou
de conclusies zonder meer kunnen overnemen.

De werking van het echappement op den slinger zal echter
zonder twijfel het vraagstuk ingewikkelder maken. Een juiste
behandeling van de daardoor ontstaande complicaties zal alleen
mogelijk zijn na een nader onderzoek van den echappementsinvloed
hij verschillende amplituden. De uitwerking zal tweeérlei zijn:

19, Een invloed op de amplitude van den slinger. Wij hebben
geen constante amplitudedemping, de amplitudeverandering zal
een andere functie van de amplitude zijn. Wij kunnen daar-
omtrent i priori alleen zeggen, dat bij de normale amplitude de
echappementsinvloed de demping door andere invloeden opheft,
dat de gezamenlijke invloed van echappement en demping bij
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kleinere amplitude een amplitudevermeerdering en dat zij bij
grootere amplituden een amplitudevermindering tengevolge heeft.
Men moet deze functie nader nagaan en kan daarna voor de
oplossing van het vraagstuk nog twee wegen inslaan.

a. Men kan van het begin af aan den eersten term van a’ in de
differentiaal formules n.l. — ka vervangen door de juiste amplitude
functie. De oplossingsmethode door middel van de imaginaire
grootheden zal dan echter in 't algemeen in den steek laten.

6. Men kan een benaderingsoplossing toepassen, waarhij men
de grootheid & aanhoudt. De oplossing loopt dan parallel aan de
oude doch men moet in rekening brengen dat % nu niet constant
is, doch langzaam veranderlijk, en dat k ook negatief kan worden.
Dit is uitvoerbaar, doch de oplossing leidt tot vrij ingewikkelde
formules.

20, Een invloed op den slingertijd van den slinger.

Deze behoort bij een goed geconstrueerd echappement klein te
zijn. Wij kunnen verder dezelfde redeneering als hierboven houden.
en hebben de keuze of van den aanvang af het eerste lid a N
van de differentiaalvergelijking voor a¢’ te vervangen door een
andere functie van a, of den ouden oplossingsvorm te behouden
en in rekening te brengen dat N niet meer constant is.

Verder is nog in aanmerking te nemen, dat bij het verschijnsel
de amplitude der uurwerkslingers zoo klein kan worden dat het
echappement niet meer normaal werkt. Vermoedelijk zal dan de
invloed op de amplitude en den slingertijd een andere functie
zijn van de amplitude. Tenslotte doet zich daarbij ook nog de
eigenaardigheid voor dat het uurwerk dan stilstaat. De aanwij-
zingen van den wijzers komeu dus niet overeen met het geheele
aantal slingeringen, dat de slinger uitvoert, doch met-dat gedeelte,
waarvan de amplitude grooter dan een zeker grensbedrag is.

Voor eenige jaren heeft de Hollandsche Maatschappij der
Wetenschappen een prijsvraag over deze quaestie uitgeschreven,
waarbhij de beantwoording van Dr. C. ScHouTE bekroond werd.
Deze vestigde mijn aandacht ophet vraagstuk en deelde mij het
een en ander omtrent zijn oplossing mede; voor zoover ik kan
nagaan komt deze overcen met het onder A behandelde geval
(blz. 148 e.v.)
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Daar het vraagstuk buiten den eigenlijken inhoud van deze
verhandeling ligt, zullen wij het hier bij deze korte opmerkingen laten.

Nog een reeks van andere verschijnselen zijn met behulp van
de vergelijkingen van dit Hoofdstuk te behandelen. In het
algemeen kan men zeggen dat deze van toepassing zijn op alle
periodieke verschijnselen die invloed op elkander uitoefenen.
Zoo zal men er bijvoorbeeld partij van kunnen trekken voor
vraagstukken op het gebied van het geluid en van electrische
wisselstroomen. Wij stellen ons echter voor deze quaesties elders
te behandelen, daar zij te ver buiten het kader van dit onderzoek
vallen.
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Bijlage bij Hoofdstuk V.

Formules voor het samenslingeren bij gelijke demping.

Deze formules behooren bij pag. 143 e.v. Gegeven is:
ko=k, %y =%y =0
Voor de beteekenis van N, «, A, « zie pag. 143 e.v.

Noem het faseverschil voor ¢ = ¢:2v en voer de hulphoeken
¥, 4, 9,0, en 4, in. gegeven door:

a,
tgy = w20
My
Ly sm(x+7)
tg (v + 0) = ;c'ii;zv(x - tgv
_fye — 2RETY)
g —da= cos(z — ) a
tgl, = — tg (v + v)cotgotg (At + 3)
tgly, = — tg (e — v) cotg 3 tg (At -+ 3)

Men vindt dan voor de amplituden en de fasehoeken van de
twee slingers:

., €0s (v +v) cos (At + 3)
=0 sy T eosd, =Lt Nt
, €os (& — v) cos (At + o)

ki €08 cos 0, o =0y + Nt + 1

Ay = (g €~
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De beteekenis van de hulphoeken in fig. 6 is de volgende:

u+3=9°+4LO0AP -/ OPA

v —3=%+LOPB—-1.LOBP
, =34LOBC—-3L0CBHB
b, =90" +1L0CA—-L+LOAC

De bovenstaande betrekkingen zijn zonder moeite uit de figuur
af te leiden.

Voor het geval dat het faseverschil bij den aanvang nul is,
zijn de formules onbruikbaar. Wij kunnen dan vereenvoudigen
en vinden :

cos (2 « sin(2a—1y)

=)
tgl, = - T “tg At tgl, = — sin tgAt
cos At .
) =ai e it e 91 ¢, =8, + Nt
cos At .
Ay = agg € kt 208 0. oy = 0y + N

Deze formules kan men ook toepassen, wanneer het fasever-
schil bij den aanvang 180? is. Men voere daartoe voor een der
slingers een negatieve amplitude in.
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STELLINGEN,

De toepassing van den regel van Simpson voor de

inhoudsbepaling van vlakke figuren, is af te keuren:

L5

Bij de behandeling van de vector-voorstelling van
complexe grootheden, is het wenschelijk, als tusschen-
schakel, het begrip versor in te voeren, teneinde in
overeenstemming te blijven met de vermenigvuldigings-

regels van de vectoranalyse.

.

11T,

De toepassing van de Affinoranalyse in zijn tegen-
woordigen vorm op de theoretische spanningsleer biedt
het voordeel, dat het de grondvergelijkingen in ecen
helderen en overzichtelijken vorm brengt, doch voor de
verdere ontwikkeling van de theoretische spanningsleer

is daarvan weinig nut te verwachten.




IV.

De waarschijnlijkheid van verschillende waarden voor
de middelbare fout, wanneer een beperkt aantal schijnbare

fouten gegeven is, volgt niet de foutenwet.

V.

Bij een uitgestrekt driehoeksnet verdient de uitvoering
van verscheidene minder nauwkeurige basismetingen in
verschillende deelen van het net, de voorkeur boven de
uitvoering van ¢éne basismeting met de uiterste nauw-
keurigheid.

In verband hiermede is in het algemeen aan de
invardraad-meettoestellen de voorkeur te geven boven

de staaf-meettoestellen.
V1.

Het grootste voordeel van de methode der kleinste
kwadraten is, dat men daarmede een uniforme fouten-
vereffeningsmethode heeft, die vrijwel onafhankelijk is
van persoonlijke opvattingen. Dit is in vele gevallen
van meer belang te achten, dan de¢ waarschijnlijkheids-

redenen, die voor haar gebruik pleiten.

VII.
Het gebruik van invar voor meetstaven en meetdraden
is alleen dan te verdedigen, wanneer deze met niet al
te lange tusschenpoozen, met standaardmaten vergeleken

worden.



I o B i R o

VIIL

Wanneer de nauwkeurigheid niet grooter behoeft te
zijn, dan o.o1 secunde, verdient telefonische tijdsover-

brenging de voorkeur boven telegrafische.

IX.

De methode voor de berekening der tijdsvergelijking
bij het opnemen der wetenschappelijke tijdseinen van
den Eiffeltoren, zooals die gegeven wordt in de desbe-
treffende publicatie van het Bureau des Longitudes (2de
Editie), geeft niet de grootst mogelijke nauwkeurigheid

en is dus at te keuren.
X.

Bij de droogmaking van de Zuiderzee is het wenschelijk
om, meer dan tot nog toe bij droogmakerijen geschiedde,
bij de indeeling en verkaveling der ingedijkte landen,

de aesthetische zijde in het oog te houden.

.40
Het gieten van huizen is om schoonheidsredenen te
veroordeelen.
XIILL
Wanneer men de berekening van Professor pe VRIEs

BroEkmaN betreffende de knikvastheid van het spoor,

wil toepassen op spoorstaven in bogen, is het wenschelijk




in rekening te brengen, dat de formule voor de lengte-
verandering van de staaf bij zijdelingsche uitbuiging

voor een kromme staaf anders is dan voor een rechte.

RIIL

De theorie der knikvastheid van zuilen van gewapend
beton kan alleen langs proefondervindelijken weg ge-

grondvest worden.
XIV.
Wanneer bij laschverbindingen in ijzerconstructies meer
dan twee bouten in de krachtrichting achter elkaar ge-
plaatst zijn, kan de door de uiterste bouten opgenomen

kracht meer dan anderhalf maal de gemiddelde kracht

per bout bedragen.
XV.

Wanneer men steunbouten aanbrengt in een gebogen
ketelwand, wordt deze daardoor verzwakt als de afstand

der bouten grooter is dan een vrij kleine grensafstand.

XVI.

Uit de evenwichtsvergelijkingen is voor elk lichaam,
waarop bekende krachten werken, af te leiden de ge-
middelde waarde van elk der zes spanningscomponenten.

Voldoet het lichaam aan de elasticiteitswetten, dan is
hieruit o.a. verder nog de volume-verandering van het

lichaam af te leiden.

s e AN i, .



XVIL

Wanneer voor een lichaam gegeven is een vlakke
spanningstoestand (hieronder verstaan wij een toestand,
waarbij de spanning op clk vlakte-elementje evenwijdig
aan de Z-as, loodrecht op die as en onafhankelijk van
7 1s) dan is voor dat lichaam een reeks andere vlakke
spanningstoestanden mogelijk, die met den eersten ver-
want zijn, doordat de Z-assen samenvallen, de hoofd-
spanningstrajectorién iy vlakken loodrecht op de Z-as,
die van den eersten spanningstoestand overal onder
denzelfden hoek snijden, en het verschil der bijbehoorende
hoofdspanningen in elk punt voor beide toestanden
celijk is.

XVIII.

Voor de relatieve slingerwaarnemingen moeten alle
slingers met verstelbaar slingergewicht of andere ver-

stelbare deelen afgekeurd worden.
NIX.

Ten onrechte geeft Derrorces de voorkeur aan de

statische methode ter bepaling van het meeslingeren.
XX.

Ten onrechte meent HeLMERT, dat het juister is voor
de lengte van den reversieslinger den afstand der on-
vervormde messen in te voeren, dan den afstand der

door de ophangpuntsreacties vervormde messen.




X XL

De storing, die tengevolge van grondbewegingen in
het resultaat voor g te verwachten is, is niet afhankelijk
van het gewicht en van den slingertijd van den gebruikten

slinger, doch wel van de amplitude en den duur der

waarnemingen.



