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Voorwoord

Door verschillende omstandigheden is de uitgave van dit deel 4 in de reeks
.» Regeltechnische Monografieén” later gerealiseerd dan volgens het oor-
spronkelijke tijdschema was aangegeven. Dit had o.a. tot gevolg dat enkele
onderwerpen die oorspronkelijk in afzonderlijke monografieén behandeld
zouden worden, in dit deel zijn opgenomen, zoals de onderwerpen die in de
hoofdstukken II, XII en XIII ter sprake komen. De auteurs menen dat voor
het Nederlandse taalgebied een dergelijk algemeen studieboek van waarde is,
vooral nu er bij het toepassen van digitale rekenmachines voor het regelen
van processen van zeer verschillende geaardheid meer ervaring beschikbaar is.

Prof. ir. H.R. van Nauta Lemke introduceerde reeds in 1963 een college
aan de Afdeling der Elektrotechniek van de Technische Hogeschool te Delft op
het gebied van systemen met signaalbemonstering en digitale regelsystemen.
Hij gaf hiermee de stimulans om op dit gebied van de regeltechniek verder
onderwijs en onderzoek te verrichten. Dit heeft er tevens toe geleid dat door
de Vakgroep Regeltechniek in 1968 en in 1972 postdoctorale cursussen zijn
verzorgd op dit gebied.

Naast een overzicht van hetgeen in de literatuur en op symposia over het
onderwerp: digitale regelsystemen is gemeld, zijn tevens enige resultaten van
het onderzoek op dit gebied binnen de Vakgroep Regeltechniek, in deze
monografie opgenomen. Hoewel de genoemde auteurs voor de gehele reeks
verantwoordelijk zijn, is de tekst van deze uitgave vrijwel geheel door ir.
H. B. Verbruggen opgesteld.

Voor de hulp die bij het bespreken, uitwerken van voorbeelden en cor-
rigeren zijn geboden, danken wij met name ir. J. van Amerongen, ir. P. M.
Bruijn en ir. H.W. Klesser. Tevens danken wij de heren G. van Berkel en
W. Th. J. van Kan van de Tekenkamer van de Afdeling der Elektrotechniek
voor de zorg aan de tekeningen besteed, alsmede de firma Ceuterick voor het
uitstekende zetwerk.

De uitgave van deze monografie is bovendien mogelijk geworden door de
inbreng van mevrouw H. Wagener-Talsma, die het typewerk heeft verzorgd.

De redactie
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I. Systemen met signaalbemonstering

1.1 INLEIDING

In de voorgaande monografieén worden kontinue regelsystemen behandeld.
Zij worden beschreven door differentiaalvergelijkingen die op elk moment
de in het systeem voorkomende signalen beschrijven.

In de diverse elementen waaruit het regelsysteem is opgebouwd vindt de
signaalverwerking kontinu plaats. De meeste elementen in fysische systemen
voldoen aan deze beschrijvingswijze.

In deze monografie zullen regelsystemen beschreven worden waarin één of
meer signalen slechts op diskrete tijdstippen informatie overdragen. Deze
wijze van signaaloverdracht vindt vaak plaats wanneer de regelkring door een
menselijk ingrijpen wordt gesloten. Op diskrete tijdstippen wordt informatie
verzameld en op diskrete tijdstippen vindt een ingreep plaats naar aanleiding
van de verkregen en verwerkte informatie.

Bovendien worden soms meetinstrumenten gebruikt die diskontinu
informatie over de te meten en te regelen grootheid geven, soms is deze
informatie gedigitaliseerd. Het regelen van gekompliceerde processen heeft
de toepassing van digitale rekenmachines in regelsystemen sterk doen toe-
nemen. Voor de vele automatiserings- en regeltaken worden dan één of meer
rekenmachines ingezet.

In de regelsystemen is dan een element (digitale rekenmachine) aanwezig
dat op diskrete tijdstippen aangeboden informatie digitaal verwerkt en de
bewerkte informatie slechts op diskrete tijdstippen aan de rest van het
systeem doorgeeft.

Met vrucht kunnen de in deze monografie behandelde methoden ook
worden toegepast buiten de techniek in bijvoorbeeld ekonomische systemen
en produktie processen. Hierin worden beslissingen op diskrete tijdstippen
genomen, naar aanleiding van feitenmateriaal dat op diskrete tijdstippen ter
beschikking komt.

Indien het tijdsinterval tussen de op diskrete tijdstippen aangeboden
informatie klein is t.0.v. de overheersende tijdkonstanten van het systeem
zelf, is een benadering volgens een kontinue systeembeschrijving vaak zonder
meer mogelijk. Indien de verhouding: tijdsinterval tussen de diskrete tijd-
stippen en tijdkonstanten van het systeem echter toeneemt dient men
over te gaan op de in deze monografie te behandelen beschrijvingswijzen.




LR AL - PEel (M)

A2l 1 1 1. 3ld . dd 4.1 e s

Tenslotte zij nog vermeld dat voor de analyse en synthese van kontinue
systemen een diskretisering van het kontinue systeem nuttig kan zijn in
verband met de eenvoudige gegevensverwerking met behulp van digitale
rekenmachines (digitale simulatie). In het vervolg van deze monografie zal
blijken dat dezelfde analyse- en synthesemethoden die voor kontinue
systemen zijn aangegeven in de voorgaande monografieén (o.a. blok-
schema’s, overdrachtsfuncties, frekwentieresponsiemethode en polen- en
nulpuntenmethode), ook met geringe modifikaties, zijn toe te passen op de in
deze monografie te behandelen systemen.

De systemen die in deze monografie behandeld worden, worden systemen
met signaalbemonstering genoemd en voldoen aan de volgende definitie :
‘Systemen met signaalbemonstering zijn systemen waarin een signaal
(signalen) op één of meer plaatsen in het systeem op diskrete tijdstippen
voorhanden is (zijn) of bemonsterd wordt (worden)’. Bovendien kunnen er
elementen in het systeem voorkomen die de informatie slechts op diskrete
tijdstippen verwerken. De Engelse, Duitse en Franse benamingen van deze
systemen luiden resp.: ‘sampled data’ of ‘discrete data systems’, ‘Abtast-
systeme’ en ‘Systémes échantillonés’.

Systemen met signaalbemonstering worden wel intermitterende systemen
genoemd, omdat de signalen intermitterend worden doorgegeven.

Het gedrag van deze systemen wordt bepaald door de dynamische en
statische eigenschappen van de elementen in het systeem en de wijze van
signaalbemonstering en verwerking van de aldus verkregen informatie.

In deze monografie zal voornamelijk aandacht worden besteed aan het
eenvoudigste geval waarin de bemonstering met gelijke tussenpozen ge-
schiedt. Tussen de tijdstippen van bemonstering wordt geen informatie over
de momentele waarde van het signaal doorgegeven.

In deze systemen wordt van het kontinue signaal (fig. 1.1) slechts infor-
matie over de grootte van het signaal verkregen op de tijdstippen 0, T,
2T, ... nT(n>0 en geheel).

Dit is aangegeven in fig. 1.1.

T = bemonsteringstijd of -periode

1 : ;
L= 7= bemonsteringsfrekwentie

w, =2nf, = ZT?_,I = hoekfrekwentie van de bemonstering.

BTl

1 |
I 1
: |
| 1
0

e

27 3T 4T 5T

Fig. 1.1
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Elementen waaraan informatie op diskrete tijdstippen wordt aangeboden en
die zelf informatie op diskrete tijdstippen afgeven en verwerken, worden
diskrete elementen genoemd. Zij worden beschreven door differentiever-
gelijkingen. Indien deze informatie bovendien digitaal wordt aangeboden
en verwerkt spreekt men van digitale elementen. Indien een dergelijk element
in het regelsysteem is opgenomen spreekt men van digitale regelsystemen.

In deze monografie zal voornamelijk aandacht aan deze groep van sys-
temen worden besteed.

Bij digitale systemen wordt naast de signaalbemonstering op diskrete
tijdstippen, ook een signaalkwantisering (diskretisering in de amplitude)
toegepast, d.w.z. dat slechts een eindig aantal diskrete niveaus in de grootte
van het signaal onderscheiden wordt. (fig. 1.2a). Het gediskretiseerde signaal
wordt door een getal weergegeven en gekodeerd in een digitale kode (binaire,
spiegelbeeld binaire of gray kode, binair gekodeerd decimale kode, enz.).

Dit is het geval indien een digitale rekenmachine als diskreet element in
het systeem wordt opgenomen. De kwantisering geschiedt met een analoog-
digitaal omzetter, terwijl het digitale signaal met behulp van een digitaal-
analoog omzetter weer kontinu wordt gemaakt.

— o ST~ —— ——
e — — = — -
S e e s L i
B T L e e
| | | 1 | 1
a T T ar (44 &T
Fig. 1.2a

Fig. 1.2b

Door de kwantisering wordt kwantiseringsruis, dit is het verschil tussen de
werkelijke grootte van het signaal en de gekwantiseerde grootte, in het
systeem geintroduceerd (fig. 1.2b).

De diskretisering in de tijd beinvloedt voornamelijk het dynamische
gedrag van de regelkring, terwijl de diskretisering in de amplitude voor-
namelijk de nauwkeurigheid van de te regelen grootheid zal beinvloeden.
Indien deze kwantisering zeer grof is zal ook het dynamische gedrag hierdoor
beinvloed worden.

Systemen met signaalbemonstering bestaan voornamelijk uit kontinue
elementen, zodat het gedrag van een dergelijk systeem grotendeels beschreven
kan worden met differentiaalvergelijkingen. Het gemengd optreden van

3
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diskrete elementen en kontinue elementen doet een stelsel van differentiaal-
en differentievergelijkingen ontstaan die het totale regelsysteem beschrijven.

Het bemonsteren van signalen geschiedt door een schakelaar (bemon-
steraar) (fig. 1.3a). De informatie over het signaal die op de bemonsterings-
tijdstippen verkregen wordt, kan op diverse manieren aan de rest van het
systeem worden doorgegeven. In sommige gevallen kan de werking van de
schakelaar en de wijze waarop de informatie aan het systeem wordt door-
gegeven vergeleken worden met de werkwijze van een modulator (fig. 1.3b).

draaggoll pulsreeks

S

PERPR:. ARy sl

T modulerend gemoduleerd
signaal signaal

Fig. 1.3a Fig. 1.3b

Hierbij kan onderscheid gemaakt worden tussen modulatie waarbij een
kontinue signaal (draaggolf) gemoduleerd wordt en modulatie waarbij een
diskontinu signaal (pulsreeks) gemoduleerd wordt.

Hierbij is x () het modulerende ingangssignaal dat de draaggolf moduleert,
het uitgangssignaal van de modulator is de gemoduleerde draaggolf y(z).
Het is mogelijk dat de momentane waarde van x(z) de amplitude, fase of
frekwentie van de draaggolf moduleert. In al deze gevallen is aan de uitgang
kontinu informatie aanwezig over het signaal x(z).

Indien x(¢) de amplitude van de draaggolf moduleert, ontstaat een ampli-
tude gemoduleerd signaal y(t) waarvan de omhullende overeenkomt met
het oorspronkelijke signaal x(¢). Deze vorm van modulatie wordt amplitude
modulatie (A.M.) genoemd en komt ook voor bij regelsystemen. Systemen
die werken volgens dit principe heten draaggolfsystemen of wisselstroom-
systemen met onderdrukte draaggolf.

Deze systemen werken hoofdzakelijk met een draaggolffrekwentie van
400 hz of 1500 hz. Als slechts gedeeltelijk in het regelsysteem met wissel-
stroomkomponenten wordt gewerkt dient men een fasegevoelige detektie
toe te passen, om naast informatie over de modulus van het modulerende
signaal, de informatie over de fase te behouden

In servosystemen worden draaggolfsystemen veel toegepast, omdat zij het

synchro wisselstroom wisselstroom twee fasel tand-
— | compensatie — o =+ wiel r-jpelasting
transformer netwerk versterker motor trein I
) I
1 I
1
| |
e - J
Fig. 1.4



Pulsfrekwentie modulatie (PFM)
Het is ook mogelijk de frekwentie van de pulsreeks te variéren afhankelijk
van de grootte van x(z) op de bemonsteringstijdstippen.

xlt) yitl

- v 1 KNV H I B WS B B T =

Q@ T 2T 3747 &T 67 t O T 2T 3T AT 5T BT

Fig. 1.8

Het aantal pulsen tussen twee bemonsteringstijdstippen aan de uitgang van
de modulator wordt bepaald door de amplitude van het ingangssignaal op de
bemonsteringstijdstippen (fig. 1.9).

) yith

0 T ‘21 aT 4T BY BT t 0 T 2T 3T 4T BT &7 t

Fig. 1.9

Bij snelheidsservosystemen waarbij de snelheid van de motor gemeten wordt
met een incrementele kodeschijf, (zie paragraaf 1.3) is gedurende een
bepaald tijdinterval de snelheid recht evenredig met het aantal door de
pulsschijf afgegeven pulsjes. Het tijdinterval waarover gemeten wordt
bepaalt de ‘draaggolfpulsreeks’.

Pulscode modulatie (PCM)
Bij pulscode modulatie treedt behalve een bemonstering van het signaal
x(t) ook een kwantisering van de amplitude van het signaal op. Hierbij
treedt dus een diskretisering in de tijd en in de amplitude van x(¢f) op
(fig. 1.10). De grootte van het signaal kan nu binair gekodeerd worden en
in een register worden opgeslagen.

De transmissie van het binair gekodeerde signaal is zeer eenvoudig. De
omzetting van x(z) in een gekwantiseerde en gekodeerde grootheid vindt

KN ll W e

] T 2T 3T 4T ST 6T t T 2T 37 LT 5T &7 t

Fig. 1.10
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plaats met behulp van een analoog-digitaal omzetter. De waarde van x(¢)
op de monsteringstijdstippen is als een getal voorhanden, en kan eenvoudig
in digitale apparatuur bewerkt worden.

Deze vorm van modulatie komt voor bij digitale regelsystemen, en zal
in deze monografie als een bijzonder geval van PAM worden beschouwd.

Delta modulatie (DM)

Een bijzondere vorm van pcM is de delta-modulatie. In PcM systemen wordt
het signaal op de bemonsteringstijdstippen gekarakteriseerd door » bits, in
DM systemen slechts door 1 bit. Dit bit geeft informatie over de afgeleide
van het signaal x(¢) op de bemonsteringstijdstippen. Het principe laat zich
het eenvoudigst illustreren aan de hand van fig. 1.11.

Het signaal e(f) wordt bemonsterd op de bemonsteringstijdstippen =0,
Ti2To . .

{t)
I

delta ITTTI

medulater

=y (t)

LL x
Fig. 1.11

Indien &(¢) positief is wordt een positieve eenheidspuls afgegeven en indien
e(t) negatief is wordt een negatieve eenheidspuls afgegeven. In een integrator
worden deze pulsen geintegreerd en ontstaat aan de uitgang een signaal z(r)
dat het karakter van een stapjeskromme heeft. Het verschil van x(¢) en z(¢)
wordt aan de integrator toegevoerd, enz. De modulatie op zich bestaat dus
uit een teruggekoppeld systeem, waarvan de nauwkeurigheid afhangt van de
variaties in x (7).

De transmissie van het signaal y(¢) is zeer eenvoudig en het signaal z(¢)
dat een afspiegeling is van x(¢) kan aan de ontvangstzijde eenvoudig ver-
kregen worden door het ontvangen signaal toe te voeren aan een integrator.

1.2. SYSTEMEN MET INHERENTE SIGNAALBEMONSTERING

Bij sommige systemen is de informatie slechts op diskrete tijdstippen
beschikbaar, zoals bij: digitale rekenmachines, radar- en sonarinstallaties,

8



analyse van chemische samenstellingen en bij ekonomische en produktie
processen. Hier volgen een aantal voorbeelden:

1. Bij een digitale rekenmachine is het eindresultaat van een berekening
na een bepaalde rekentijd, die afhankelijk is van het aantal bewerkingen,
beschikbaar. Tussenuitkomsten die gedurende deze rekentijd geproduceerd
worden zijn soms opeenvolgende benaderingen van het eindresultaat. Binnen
zekere grenzen is de rekentijd onafhankelijk van de nauwkeurigheid (het
aantal bits) waarmee gewerkt wordt.

2. Bij een ‘zoekradar’ systeem draait de antenne met een konstante snelheid
rond. Een waarneming van het doel vindt gedurende korte tijd van elke
omwenteling plaats, nl. als het doel binnen de stralingsbundel van de radar-
antenne komt. Gedurende de rest van de omwenteling komt geen informatie
over het doel meer beschikbaar. Als de azimuth (bakshoek) veranderingen
niet groot zijn, vinden opeenvolgende metingen op regelmatige tijdstippen
plaats.

3. Bij sonarsystemen geschiedt de meting eveneens diskontinu (fig. 1.12a).
De voortplantingssnelheid van geluid in zeewater is, afhankelijk van
temperatuur, druk en zoutgehalte, ongeveer 1500 m/sek. Als het doel zich
binnen de stralingsbundel van de sonartransducer bevindt op een afstand
van bv. 1200 meter en het afstandsbereik van de transducer is ingesteld op

2000 meter, duurt het % = |,6sekonden voor de echo van het doel terug is.

ﬁ.g=2,67 sekonden (zie fig. 1.12b).

Behalve de echo van het doel worden ook nog storende echo’s van de
zeebodem, het wateroppervlak en plantaardig en dierlijk leven in het
zeewater zelf ontvangen. Bovendien treedt ruis op tengevolge van het eigen

e 40
De bemonsteringstijd bedraagt echter

wateropperviak

Fig. 1.12a

0 A 0 O

0 16 267 427 533 693 8 96 10,67

Fig. 1.12b
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schip (machinegeluiden, schroefgeluiden) en tengevolge van de water-
stroming [1.1].

4. Bij ekonomische systemen en produktie processen is sprake van een
signaalbemonstering, omdat periodiek gegevens verkregen of doorgegeven
worden.

Op diskrete tijdstippen (elk uur, elke dag, elke week, enz.) komen gegevens
over produktie, de voorraad, het orderbestand, enz. ter beschikking, terwijl
ook op diskrete tijdstippen beleidsbeslissingen worden genomen. In fig. 1.13
is een eenvoudig voorraadsysteem weergegeven.

afname
verwachting product
afname
S2

sS4

werkelijke

SeREDSS | ; beslisregel 33 2 :55 ; - 7 b
» voor de ] e . °p5 g
voorraad _? tijd g J

vaststelling
van bestelli

Fig. 1.13

Stel men wil de voorraad van een bepaald produkt zoveel mogelijk gelijk
houden aan een gewenste voorraad. Hiertoe wordt het verschil tussen de
gewenste en werkelijke voorraad op gezette tijden b.v. elke dag bepaald,
aangegeven met schakelaars S;. Door de verkoopafdeling wordt de ver-
wachting bepaald van de afname van het produkt en de cijfers die hierdoor
periodiek b.v. wekelijks beschikbaar komen (weergegeven door schakelaar
§,) worden doorgegeven aan het bureau dat de bestelorders plaatst.

Dit bureau stelt m.b.v. een beslisregel uit de informatie over de afwijking
van de gewenste voorraad en verwachting van de afname, de hoogte van de
bestelorder vast. Deze bestelorder wordt periodiek geplaatst (aangegeven
met schakelaar S;). Na een zekere levertijd komen bestellingen binnen op
gezette tijdstippen (aangegeven met schakelaar Ss). De bestellingen worden
aan de voorraad toegevoegd, maar tevens worden uit deze voorraad periodiek
produkten afgenomen (aangegeven met schakelaar S,).

Er is dus sprake van een regelsysteem waarin periodiek informatie over
bepaalde grootheden aanwezig is (telkens wanneer door een menselijk
handelen gegevens worden verkregen). Gegevens kunnen ook op willekeurige
tijdstippen verkregen worden, maar dit zal i.h.a. minder voorkomen omdat
hierop moeilijk een efficiénte op elkaar afgestemde bedrijfsvoering mogelijk
is.

Een ander voorbeeld is het stabiliseren van de nationale economie door
maatregelen van de overheid [1.2].

Het personeelsbestand en het daaraan gekoppelde beleid kan eveneens
beschreven worden door een bemonsterd regelsysteem [1.3].
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Het model van het personeelsbestand kan als volgt worden beschreven:
Het beleid is gebaseerd op het aantal vacatures, en de personeelsplaatsen die
vrij komen door pensionering, sterfte of vertrek. In vele gevallen kan men
stellen dat de gegevens eenmaal per maand beschikbaar zijn. Dit stemt
redelijk overeen met de aanvang van een dienstverband en de opzegging van
een dienstverband (op de eerste van de maand). In het beleid dat er op gericht
kan zijn het aantal vacatures zo laag mogelijk te houden kan reeds in een
vroegtijdig stadium rekening worden gehouden met:

— het vertrek van personen in de nabije toekomst (3 maanden opzegtermijn)
— het vertrek van gepensioneerden (dit is reeds ruim van te voren bekend)
— de totale lengte van de aannemingsprocedure.

Tevens kan in dit beleid de situatie op de arbeidsmarkt worden meegenomen.

De modelvorming van vele systemen wordt echter bemoeilijkt door de
geringe informatie die slechts aanwezig is. Bovendien is deze informatie
vaak op niet equidistante tijdstippen bepaald; dit is het geval o.a. bij het
opstellen van het wereldmodel van Forrester [1.4].

5. In de procesindustrie vinden vaak kwaliteitsmetingen plaats van pro-
dukten. Hierbij wordt periodiek de samenstelling van een produkt nagegaan
aan de hand van een monster. Het monster wordt in een laboratorium onder-
zocht met de hand, of automatisch bij het proces met speciaal ontwikkelde
chemische analyseapparatuur.

Indien het monster in een laboratorium wordt onderzocht kost het enige
tijd voordat het monster op het laboratorium is en voordat de resultaten van

de analyse, die een eventuele ingreep in het proces noodzakelijk maken, zijn

doorgegeven. Tevens duurt de analyse van het monster enige tijd en zullen
de gegevens zodanig bewerkt moeten worden dat een interpreteerbare
grootheid ontstaat voor de regeling van het proces. Het volgende regel-
schema kan opgezet worden: (fig. 1.14)

gewenste
samenstelling a5
product

product

regelaar —— proces

werkelijke T

samenstelling
product

transporl
analyse
verwerking

monsternemer

Fig. 1.14

De totale transport-, analyse- en verwerkingstijd van het monster is op te
vatten als een dode tijd. Indien direkt daarna weer het volgende monster
wordt onderzocht is deze dode tijd T}, gelijk aan de bemonsteringstijd 7.
De bemonstering kan echter ook sneller (er worden dan meer analyses
gelijktijdig verricht) of langzamer plaats vinden dan de totale benodigde
transport-, analyse- en bewerkingstijd.
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Indien de analyse van het monster automatisch bij het proces geschiedt,
b.v. met behulp van een gaschromatograaf of een massaspektrometer,
behoeft geen rekening gehouden te worden met een transporttijd maar dient
wel een zekere analyse- en bewerkingstijd in acht genomen te worden die
geinterpreteerd wordt als een dode tijd.

De verwerking van de gegevens kan plaats vinden met behulp van een
digitale rekenmachine die reeds voor andere doeleinden aan het proces
gekoppeld is.

1.3 OPZETTELIJK BEMONSTERDE SYSTEMEN

Soms wordt het signaal opzettelijk bemonsterd. Hiervoor bestaan ver-
schillende redenen.

1. Transport en verwerking van digitale signalen. De voordelen t.o.v.

analoge signalen zijn de volgende:

a. eenvoudige opslag in een geheugen

b. nauwkeurige overdrachtsmogelijkheden; het signaal wordt door trans-
missie minder snel verminkt; ruis heeft veel minder invloed

c. nauwkeurige en veelzijdige verwerkingsmogelijkheden (digitale reken-
machines)

d. goede reproduceerbaarheid.

Een nadeel is dat het signaal meestal weer moet worden omgezet in een
analoog signaal met een digitaal-analoog omzetter, omdat slechts weinig
elementen in regelsystemen rechtstreeks kunnen werken met digitale
informatie. Toch zijn er volledig digitale systemen waarbij in het gehele
systeem de informatie in digitale vorm aanwezig is, b.v. een positie servo-
systeem, waarbij een stappenmotor wordt gebruikt (zie fig. 1.15)

digitale heen :digilnu g A P
informatie n pulsen iskrete
- w:er- : kempen : * hoekverdraaiing
mator
teller | 5010

pulsen kode -
schijf

Fig. 1.15

De terugkoppeling via de kodeschijf wordt meestal achterwege gelaten,
waardoor dus een sturing van de motor ontstaat.

Een belangrijke groep van digitale systemen vormen systemen waarin een
digitale rekenmachine is opgenomen. Hierbij zal zowel een omzetting van
analoge naar digitale grootheden als een omzetting van digitale naar analoge
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grootheden plaatsvinden. In fig. 1.16 is een teruggekoppeld systeem waarin
een rekenmachine is opgenomen, weergegeven.

In de rekenmachine kunnen mathematische bewerkingen worden uitgevoerd
en beslissingen worden opgenomen. De mathematische bewerkingen kunnen

digitale
informatie reken
Lo e

digitaal systeem
: L of
machine

omzetter proces

analoog
digitaal
omzetler

Fig. 1.16

in de eenvoudigste vorm betreffen het aftrekken van het ingangssignaal en
het teruggekoppelde signaal en het realiseren van kompensatie netwerken.

Niet-lineaire verbanden (zoals in niet-lineaire regelingen) of optima-
liserende regelingen kunnen ook berekend worden. De beslissingen kunnen
zijn: het nemen van veiligheidsmaatregelen, het treffen van voorzieningen
bij alarmsituaties, enz. In hoofdstuk II, zal op het gebruik van een digitale
rekenmachine in de regeltechniek nader worden ingegaan.

2. Verschillende grootheden kunnen beter digitaal dan analoog worden
gemeten. De meetmethode wordt teruggebracht tot een telling, waardoor
een grote nauwkeurigheid en vooral een grote reproduceerbaarheid kan
worden verkregen.

Enkele mogelijkheden zijn:
a. een frekwentie kan worden gemeten door gedurende een nauwkeurig
bepaald standaard tijdinterval het aantal keren te tellen dat het signaal een
zeker niveau in eenzelfde richting passeert. Meestal is dit het passeren
van het nulniveau van een negatieve naar een positieve waarde.

Het principeschema is in fig. 1.17 weergegeven.

:?:::ll.;“ poart teller
fr i
I =l
standaoardtijd
Fig. 1.17

De standaardtijd wordt afgeleid van een kristaloscillator.

Het begin van de telling (openen van de poort) geschiedt op een wille-
keurig tijdstip waardoor de nauwkeurigheid van de op deze wijze aangegeven
methode één eenheid van de telling is, d.w.z. dat de nauwkeurigheid van de
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meting bij een standaardtijd van 1 sek., 1 hz bedraagt. Bij het meten van
lage frekwenties is deze nauwkeurigheid klein.

Voor het verkrijgen van een grotere meetnauwkeurigheid is het mogelijk
de standaardtijd te vergroten tot bijvoorbeeld 10 sek., doch meestal is het
voor lage frekwenties beter de frekwentiemeting uit te voeren volgens
fig. 1.18. In deze schakeling wordt de poort gestuurd door het te meten
signaal. De poort laat gedurende één of meer perioden van het te meten
signaal pulsen (klokpulsen) door, waarvan de herhalingsfrekwentie bekend
is (b.v. 1 Mhz). Het aantal doorgelaten pulsen wordt geteld en bepaalt de
periode en dus de frekwentie van het te meten signaal. Andere mogelijkheden

klokpulsen

poort teller

W signaal

met te
bepalen
frekwentie

Fig. 1.18

om een grotere nauwkeurigheid te verkrijgen, zijn het toepassen van een
aantal tellers, waarbij de doorgangen van verschillende signaalniveaus
worden geteld of het toepassen van een aantal tellers, waarbij vertragings-
tijden in de standaardmeettijden worden aangebracht.

b. een toerental kan eveneens nauwkeurig door tellen worden bepaald.

Twee mogelijkheden zijn voor de hand liggend:

— tel het aantal omwentelingen per eenheid van tijd. In plaats van een
geheel aantal omwentelingen te tellen, kan een incrementale kodeschijf
worden aangebracht, die een omwenteling in bijvoorbeeld 1000 gelijke
delen verdeelt. Het aantal incrementen per tijdseenheid is nu bepalend
voor het toerental (fig. 1.19a).

iy,
Y
s
]
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— meet de tijd van één omwenteling of door toepassen van een incrementale
kodeschijf de tijd die nodig is om een bepaald deel van een omwenteling
te doorlopen.

c. het instellen van hoeken of lengtematen o.a. bij vuurleidingsystemen en
bij gereedschapsbesturing kan eveneens numeriek geschieden.
In principe zijn er hierbij twee mogelijkheden:

— de incrementele analoog-digitaal omzetter. Hierbij wordt de hoekstand
bepaald uit het aantal pulsen dat voor de incrementele kodeschijf wordt
afgegeven bij de verplaatsing vanaf een vorige hoekstand. De hoekstand
wordt gevonden uitgaande van een bepaalde referentiehoek. Dit is een
relatieve hoekstandmeting. Een lengtemaat kan worden verkregen met
een incrementele kodeschijf via een wormwiel overbrenging (indirekte
methode), of met een lineaal met incrementele verdeling (direkte me-
thode).

— de absolute analoog-digitaal omzetter. De hoekstand wordt rechtstreeks
bepaald uit de stand van de kodeschijf. De hoekstand wordt in één of
andere kode (b.v. binair of gray) aangegeven (fig. 1.19b). Er is dus geen
referentie-hoekstand nodig. Een lengtemaat wordt gevonden uit de stand
van een kodeschijf met binaire of gray kode (indirekte methode) of van
een lineaal met gray kode of binaire kode (direkte methode).

Fig. 1.19

3. Doordat slechts een klein deel van de bemonsteringsperiode voor de
bemonstering van het signaal nodig is, kunnen verschillende systemen
achtereenvolgens worden bemonsterd. Door gemeenschappelijke reken-
of regelapparatuur kunnen de gegevens van de afzonderlijke systemen
worden verwerkt en vervolgens aan de betreffende systemen worden toe-
gevoerd (zie fig. 1.20).

Dit principe staat bekend als time sharing.

Bij de afstandsmeting en besturing van raketten en satellieten en bij de
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regeling van chemische processen is het ekonomisch en praktisch nood-
zakelijk deze methode toe te passen. Ook in het dagelijks leven wordt time
sharing toegepast. Voorbeelden zijn: het bedienen en kontroleren van in-
strumenten op een uitgebreid schakel- of regelpaneel en bij het autorijden,
het sturen en schakelen, remmen en in het achteruitkijkspiegeltje kijken.

4. Door een meting slechts gedurende korte tijd te doen plaats vinden en
niet kontinu kan de gevoeligheid van de meetmethode vergroot worden
(chopper-bar galvanometer) en de belasting die het meetinstrument vormt
verminderd worden (sommige uitvoeringen van schrijvers waarbij een naald
die het te meten signaal volgt slechts gedurende een korte tijd tegen een
waslaag wordt aangedrukt en daardoor slechts een geringe belasting vormt.)

5. Voor berekeningen is het mogelijk het signaal van kontinue systemen
denkbeeldig te bemonsteren en deze systemen te beschouwen als systemen
met signaalbemonstering. De berekening wordt hierdoor toegankelijk
gemaakt voor een digitale rekenmachine.

1
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Fig. 1.20

Nadelen van systemen met opzettelijke signaalbemonstering zijn:

— Het regelsysteem wordt gekompliceerder en duurder. Er dienen extra
omzettingen plaats te vinden van de analoge signalen, naar digitaal
signalen en omgekeerd. Dit vereist extra interface apparatuur (zie
hoofdstuk II).

Het aantal meetopnemers dat als uitgang een digitaal of diskreet signaal
afgeeft is klein en bovendien zijn ze nog slechts voor het meten van enkele
fysische grootheden voorhanden.

Ook de ingreep in het proces met behulp van kleppen of anderzijds,
geschiedt nog het goedkoopst met analoog bestuurde kleppen.
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— Door de bemonstering ontstaan hogere harmonischen die voor bepaalde
elementen in de regelkring schadelijk kunnen zijn (slijtage van tand-
wieltreinen, verzadiging van versterkers).

— De stabiliteit van een regelsysteem met signaalbemonstering is behoudens
in een klein aantal gevallen slechter dan van een kontinu regelsysteem.
Voor kritisch ontworpen systemen kan dit een onoverkomenlijk bezwaar
zijn.
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II. De digitale rekenmachine
in de regeltechniek

2.1 INLEIDING

Digitale rekenmachines spelen in de regeltechniek een steeds belangrijker
rol; zij kunnen worden gebruikt voor:
a. het analyseren en ontwerpen van regeltechnische systemen en bij de
simulatie van regelsystemen.
b. de toepassing als deel van één of meer regelsystemen.
Alvorens de eisen op te sommen die aan digitale rekenmachines voor deze
doeleinden worden gesteld, wordt eerst nog kort ingegaan op de funktionele
eenheden van de digitale rekenmachine.
De belangrijkste funktionele eenheden zijn:
— het (werk)geheugen
— het rekenorgaan
— het besturingsorgaan.
Zij vormen tesamen de centrale verwerkingseenheid van de machine (zie

fig. 2.1).
randapparatuur randapparatuur
M I | 1]
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Daarnaast zijn er nog een groot aantal elementen die tot de randapparatuur
worden gerekend (periferie) maar een wezenlijk bestanddeel van de reken-
machinekonfiguratie vormen. Een belangrijk onderdeel van de konfiguratie
is de zogenaamde interface, die voor een goede samenwerking tussen de
centrale verwerkingseenheid en de randapparatuur zorg draagt.
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Tot de randapparatuur behoren een groot aantal elementen die zorgen
voor een soort achtergrondgeheugen voor het snellere machinegeheugen,
zoals: magnetische bandeenheden, trommelgeheugens en schijvengeheugens.

Een andere kategorie van apparatuur verzorgt voornamelijk de funktie van
in- en uitvoer van gegevens zoals: typemachine, ponskaartlezer, ponsband-
lezer en ponser. De behoefte aan een direkter kontakt tussen de mens en de
_ rekenmachine heeft geleid tot de ontwikkeling van apparatuur als optische
schriftlezers, en visual display units.

Tenslotte dient een voor de regeltechniek en andere technische toepas-
singen van belang zijnde groep apparatuur vermeld te worden die het recht-
streekse kontakt van de rekenmachine met technische systemen verzorgt.
Hiertoe behoren analoog-digitaal en digitaal-analoog omzetters. Het is dus
mogelijk door de keuze van de randapparatuur een rekenmachine konfi-
guratie op te bouwen die voor bepaalde toepassingen het meest geschikt is.
Hierdoor kan voor een groot aantal toepassingen eenzelfde centrale verwer-
kingseenheid in aanmerking komen.

Toch kan men afhankelijk van het toepassingsgebied onderscheid maken
tussen een aantal rekenmachines.

Een onderscheid vindt plaats naar de grootte van de machine waarbij de
mode model heeft gestaan: maxi-, midi-, mini- en microkomputers. Veelal
wordt hierbij een onderscheid naar de prijs van de centrale verwerkings-
eenheid gemaakt, die o.a. afhankelijk is van de woordlengte, snelheid,
komplexiteit van het besturingsorgaan en de maximale uitbreiding die aan
de machine gegeven kan worden.

Een andere indeling die vooral door de historische ontwikkeling van de
toepassingsgebieden verklaarbaar is, is de volgende:

1. rekenmachines voor wetenschappelijke doeleinden

Hierbij worden hoge eisen gesteld aan de eigenlijke rekeneenheid (arithmetic
processor). Ingewikkelde mathematische uvitdrukkingen moeten snel en
nauwkeurig (grote woordiengte) kunnen worden opgelost. De machinetijd
wordt vooral voor het rekenen gebruikt.

2. rekenmachines voor administratieve doeleinden

Hierbij worden hoge eisen gesteld aan de geheugenkapaciteit (magneetband
eenheden, trommelgeheugens, schijvengeheugens). De berekeningen zijn
meestal eenvoudig. De hoeveelheid informatie die aan de machine moet
worden toegevoerd en afgevoerd is groot. De machinetijd wordt voor een
groot deel gebruikt voor invoer en uitvoer van informatie en voor het sor-
teren van de grote hoeveelheden informatie.

3. rekenmachines voor regeldoeleinden (process computers)
Hierbij worden vooral hoge eisen gesteld aan de rekensnelheid, de betrouw-
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baarheid van de installatie en de randapparatuur die het kontakt van de
machine met het proces verzorgt.

Daarnaast zal de bedieningslessenaar die het kontakt tussen de bedie-
ningsman en het proces verzorgt speciale aandacht vereisen.

In paragraaf 2.4 zal worden besproken hoe een rekenmachine in een proces
kan worden opgenomen. De speciale eisen die dan aan een rekenmachine
gesteld worden zullen daar geformuleerd worden.

Een andere indeling die wel gebruikelijk is, maakt onderscheid tussen:
rekenmachines voor algemene doeleinden (general purpose computers) en
rekenmachines voor speciale doeleinden (special purpose computers).
Onder general purpose machine vallen de hiervoor genoemde rekenmachines,
die hoewel ze elk afzonderlijk het meest geschikt zijn voor bepaalde werk-
zaamheden, toch voldoende flexibel zijn om ook voor alle hiervoor genoemde
doeleinden gebruikt te worden. Deze flexibiliteit wordt voornamelijk ver-
kregen door de software en randapparatuur.

Special purpose computers worden voor een beperkt toepassingsgebied
gemaakt. De aard en het aantal bewerkingen dat dan worden uitgevoerd is
beperkt. Het programma is vaak vast (niet flexibel).

Het ontwerp van de special purpose computer kan zo gunstig mogelijk op
het toepassingsgebied worden afgestemd, omdat slechts een beperkt aantal
van alle mogelijkheden die een general purpose machine biedt, in dit ontwerp
gerealiseerd dienen te worden. Het probleem is bij deze computers in hard-
ware opgelost.

Special purpose computers zijn 0.a. ontwikkeld voor vuurleidingsystemen
en voor numeriek bestuurde gereedschapswerktuigen.

Het is ook mogelijk een vrij grote rekenmachinekonfiguratie te gebruiken
met een groot aantal andere gebruikers. Elke gebruiker is dan voorzien van
een terminal dat verbonden is met de rekenmachine. Door de gebruikers
wordt de machine dan gezamenlijk gebruikt. Elke gebruiker krijgt hierbij
het idee dat de gehele rekenmachine voor hem werkt. Dit effekt wordt
verkregen omdat de informatie-overdracht van de machine naar de ter-
minals veel langzamer plaats vindt dan de informatieverwerking binnen de
machine zelf.

2.2 DE DIGITALE REKENMACHINE BIJ DE ANALYSE EN SYNTHESE
VAN REGELSYSTEMEN

De digitale rekenmachine kan op de volgende wijzen gebruikt worden bij het
oplossen en berekenen van regeltechnische problemen en bij het helpen
ontwerpen van systemen.

1. De simulatie van systemen.
Differentievergelijkingen die het gedrag van bemonsterde systemen be-
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schrijven kunnen gemakkelijk op een digitale rekenmachine geprogram-
meerd worden.

Numerieke oplossingen worden in tabelvorm gegeven. Eventueel kunnen
resultaten op een schrijver (plotter) of oscilloscoopscherm (graphical display
unit) worden weergegeven. Een hybride opstelling kan gebruikt worden,
waarbij delen van een systeem beschreven door differentiaalvergelijkingen,
op analoge rekeneenheden gesimuleerd worden of delen van het werkelijke
systeem zijn. Ook is het mogelijk kontinue systemen beschreven door
differentiaalvergelijkingen op een digitale rekenmachine te simuleren,
waarbij gebruik gemaakt kan worden van numerieke integratie methodes
voor het oplossen van differentiaalvergelijkingen. Speciale programmeertalen
zijn ontworpen voor de digitale simulatie van kontinue systemen die het de
gebruiker o.a. mogelijk maken dezelfde technicken toe te passen die in
gebruik zijn bij de simulatie van kontinue systemen op analoge reken-
machines. (MIMIC, CSMP, enz.). Het systeem wordt vertolkt door een blok-
diagram, waarvan de blokken o.a. bewerkingen voorstellen die ook in
analoge rekenmachines gebruikelijk zijn.

2. Van de grote kapaciteit van de digitale rekenmachine voor berekeningen

kan veelvuldig gebruik gemaakt worden bij de analyse van regelsystemen.

Veel reken- en tekenwerk kan door de rekenmachinekonfiguratie worden

overgenomen. De programmering is bij de huidige stand van de techniek

ondanks de verschillende programmeertalen als Algol en Fortran en PL 1,

tijdrovend. Als eenmaal een standaardprogramma bestaat, behoeft dit

slechts te worden aangeroepen, om een soortgelijk probleem op te lossen.

Voor regeltechnische toepassingen kan een groot aantal standaardpro-

gramma’s ontwikkeld worden. Voorbeelden hiervan zijn:

— het berekenen van de polen- en nulpunten van een overdrachtsfunktie

— het toepassen van stabiliteitscriteria

— het tonen van de frekwentiekarakteristick en de poolbaan van het
systeem als overdrachtsfunkties bekend zijn

— het bepalen van de frekwentiekarakteristiek uit de stapresponsie

— het berekenen van de overdrachtsfunktie uit de frekwentiekarakteristiek,
de stapresponsie, wel of niet gedetermineerde testsignalen of andere
meetgegevens over het systeem. Hiermee is een identifikatie van het
systeem mogelijk.

— het tonen van de responsie van een gesimuleerd systeem op diverse
ingangs- en stuursignalen.

— het berekenen van optimale regelstrategieén.

Door deze toepassing is het gebruik van diverse klassieke ontwerpmethoden,

ook voor meer komplexe systemen, mogelijk.

3. Het is mogelijk door de digitale rekenmachine beslissingen te laten nemen,
waardoor de rekenmachine bij de synthese van systemen te gebruiken is.
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De rekenmachine kan beslissen of een bepaalde opzettelijk aangebrachte
verandering van een parameter van het systeem, een verbetering of een
verslechtering van het gedrag van het systeem te weeg brengt. De optimale
waarden van parameters kunnen op deze wijze via een bepaalde zoekpro-
cedure door de rekenmachine gevonden worden. Het is ook mogelijk door
de rekenmachine kompensatienetwerken te laten berekenen, waarbij o.a.
rekening kan worden gehouden met de meest gebruikelijke waarden van
standaardkomponenten. De ontwerpmethoden zullen hierdoor een ander
aksent kunnen krijgen.

Enkele methoden zijn bruikbaar voor een voortdurende automatische
analyse van het systeem. Hierdoor is het bijvoorbeeld mogelijk een voort-
durend aangepast model van het systeem te verkrijgen (up dating). Op dit
model kunnen op versnelde tijdbasis diverse regelstrategieén worden uitge-
probeerd waarvan de beste kan dienen als strategie voor het werkelijke sys-
teem. Hierbij wordt de rekenmachine ingeschakeld als een deel van het totale
geregelde systeem.

Bij bovenstaande toepassingen worden enkele speciale eisen gesteld aan
de rekenmachinekonfiguratie. Voor een direkte grafische representatie van
resultaten (zoals bodediagram, polaire figuur, poolbaan, enz.) is een schrijver
of graphical display unit gewenst.

Met behulp van een lichtpen kan informatie via een display unit aan de
rekenmachine worden aangeboden. De lichtpen wordt hoofdzakelijk

Fig. 2.2
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gebruikt om hiermee kommando’s te geven die een deel van een programma
in werking stellen. Blok- en stroomschema’s kunnen met behulp van een
lichtpen op een scherm worden gegenereerd en extra blokken of takken
kunnen op aanwijzing van de lichtpen worden toegevoegd.

In fig. 2.2 wordt een overzicht gegeven van de PDP-9 installatie (Digital
Equipment Corporation) van het Laboratorium voor Regeltechniek
(T.H.-Delft).

In fig. 2.3 is een voorbeeld van een stroomschema gegeven zoals dit
gegenereerd wordt op de display unit.

De in deze paragraaf beschreven technieken worden wel gerekend tot de
‘computer aided design’ of ‘computer assisted design’ methoden,

Fig. 2.3

2.3 DE TOEPASSING VAN DE DIGITALE REKENMACHINE ALS
DEEL VAN EEN OF MEER REGELSYSTEMEN

Bij de toepassing van de rekenmachine zoals in de voorgaande paragraaf
beschreven, wordt de rekenmachine niet in het systeem zelf gebruikt. In de
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hierna te bespreken toepassingen neemt de rekenmachine een al of niet
centrale funktie in het te regelen systeem in.

De toepassingsgebieden zijn te vinden in bijna alle takken van de techniek.
Voorbeelden zijn:

De procesbeheersing en de optimalisering van chemische processen, zoals
bij de petrochemische industrie, glas-, papier-, cement- en plastic-industrie.
De regeling van ketels, turbines, generatoren en kernreactoren bij de op-
wekking van energie. De ekonomische lastverdeling op korte en lange
termijn bij de energieopwekking en -distributie. De regeling en optimalisering
van het staalproces en de verwerking van staal (walsen, vertinnen enz.).
Verder worden rekenmachines ingezet bij de regeling van het verkeer, in de
scheep-, lucht- en ruimtevaart en bij de numerieke besturing van gereed-
schapsmachines, antennes en geschut. In de administratieve sektor zou men
het automatisch beoordelen van databestanden hiertoe ook kunnen rekenen.

Afhankelijk van het geregelde proces en de doelstelling waarvoor de reken-
machine wordt ingezet, dient deze te voldoen aan bepaalde eisen betreffende
grootte en snelheid van het geheugen, in- en uitvoerfaciliteiten, woordlengte,
enz.

De verschillende mogelijkheden waarop de rekenmachine bij de regeling,
optimalisering en gegevensverwerking van een proces betrokken kan zijn
zullen nu worden nagegaan.

binnenlussen

aio B‘
0, n

An, = B, proces
4
bedieningsman - (]
buitenlussen n
o
EW T°1 40m I J
Fig. 2.4

Daartoe zal eerst worden aangegeven hoe de regeling van een multivariabel
proces zonder rekenmachine plaats vindt (zie fig. 2.4).

In zo’n regelsysteem kunnen een aantal ‘binnenlussen’ en ‘buitenlussen’
worden onderscheiden. De ‘binnenlussen’ lopen via de konventionele
regelaars R, R,, R;, ... R,, die elk tot taak hebben een grootheid C; van
het proces (bijvoorbeeld een druk, een niveau, een temperatuur of een door-
stroomhoeveelheid) gelijk te houden aan een instelwaarde (‘set-point’) A4;.

De regelaar bepaalt daartoe het verschil van 4; en C;, en geeft aan de hand
daarvan een signaal B; aan het proces waardoor bijvoorbeeld de stand van
een regelklep, de opbrengst van een pomp of de stand van een regelweer-
stand, wordt bestuurd.
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De konventionele regelaars zorgen voor de stabilisering van de regel-
kringen en worden meestal eenmalig ingesteld volgens bepaalde instelregels.
De buitenlussen zijn in tegenstelling tot de binnenlussen niet voorzien van
een automatische regelaar. De ‘buitenlus’ loopt via een bedieningsman
(‘operator’). De taak van deze man is de instelwaarden 4, 4,, ... 4, te
kiezen. Hij neemt daartoe de procesgrootheden D,, D,, ... D, waar,
ontvangt eventueel aanvullende informatie E van buitenaf, bepaalt daaruit de
naar zijn mening gunstigste waarden van 4, 4,, ... 4, en stelt die waarden
op de regelaars in. De regeling via de buitenlussen heeft tot doel bij ver-
anderende omstandigheden (vervuiling katalysator, verandering van de
samenstelling van de grondstoffen, ander gewenst produkt, enz.) een optimale
instelling te verkrijgen.

De buitenlus onderscheidt zich van de binnenlussen in de dynamiek. In de
binnenlussen speelt zich de relatief kleine en snelle dynamica af, terwijl de
dynamische verschijnselen in de buitenlussen zich op een grotere tijdschaal
afspelen. In deze ‘grote’ dynamiek, zijn opstarttijd, vervuilingstijd kata-
lysatoren, omschakelen naar andere eindprodukten of grondstoffen, belang-
rijke elementen; de ekonomie van een proces heeft hiermee direkt te maken.
In de binnenlussen gaat het erom een gekozen werkpunt te bereiken en te
handhaven, waarbij de dynamica van het proces en stabiliteitsproblemen
een grote rol spelen.

Naar gelang de wijze waarop een rekenmachine in het proces wordt opge-
nomen wordt onderscheidt gemaakt in:

a. regeling met een rekenmachine buiten de lus (off-line)

rekenmachine — —!

o
E D, L__:} N
_________ proces
=® m

Fig. 2.5

De in fig. 2.5 afgebeelde konfiguratie staat bekend als de ‘bedieningsman
buiten de lus’ (‘off-line operator guide’). In dit regelsysteem neemt de
rekenmachine een deel van de taak van de bedieningsman over, en wel de
berekening van de beste waarden van A,, A,, ... 4, aan de hand van de
grootheden Dy, D,, ... D,, en E.
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De bedieningsman moet echter nog zelf de grootheden D en E aflezen, aan
de rekenmachine toevoeren en de antwoorden die daarna uit de machine
komen op de regelaars instellen. De rekenmachine wordt slechts gebruikt
voor de verwerking van gegevens, maar is op geen enkele wijze rechtstreeks
verbonden met het proces.

b. het gebruik van een rekenmachine aan de lus (on-line)
Een drietal mogelijkheden worden onderscheiden

— bedieningsman aan de lus (on-line operator guide)
— alarm-scanning

— data logging

reken- -
machine

De konfiguratie met de ‘bedieningsman aan de lus’ (on-line operator guide)
gaat een stap verder dan de konfiguratie met de ‘bedieningsman buiten de
lus’. De rekenmachine adviseert de bedieningsman, maar zorgt zelf voor zijn
informatietoevoer (fig. 2.6). De rekenmachine dient nu wel in de nabijheid
van het proces te staan. Er dient speciale aandacht besteed te worden aan de
invoerfaciliteiten van de machine. Vaak wordt deze wijze van regelen in de
overgangstijd van handregeling naar automatische regeling van de buiten-
lussen (supervisie regeling) gebruikt (zie punt c).

Wordt de rekenmachine gebruikt als alarm-aftaster (alarm-scanner) dan is
de konfiguratie als in fig. 2.7. De rekenmachine bewaakt een aantal proces-
grootheden Fy, F,, ... F, en geeft zonodig door middel van een bel, een
lamp of het uittypen van een boodschap, een alarmsignaal aan de bedienings-
man. Ook nu is de taak van de rekenmachine weer adviserend en wordt
alleen een signaal gegeven bij het overschrijden van bepaalde waarden van
procesgrootheden (operation by exception). Tevens is het mogelijk de reken-
machine hierbij een soort diagnose te laten verrichten van de mogelijke
oorzaak van het alarm.
In fig. 2.8 is de konfiguratie gegeven waarbij de rekenmachine wordt gebruikt
voor het verzamelen en berekenen van gegevens (data logging) voor later
wetenschappelijk of administratief gebruik.

De procesgrootheden Fy, F,, ... F, worden in de rekenmachine gevoerd,
de rekenmachine voert hier zonodig bewerkingen mee uit en de resultaten
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worden in de vorm van de grootheden G,, G,, ... G, naar de registratie-
apparatuur, meestal bandeenheden, gezonden.

De bewerkingen die in de rekenmachine met de gegevens worden uitge-
voerd kunnen van geheel verschillende aard zijn. Voorbeelden zijn: het

reken- Gy

1 reken—
alarm machine meaching

L1t e

I o
’:‘ n b v
Cyk- w
N ﬁroces %
= . m __._h"'___—"" proces

—r ety H
D\I T ME c, ] . J
e 8 L3 Fpib____ T N

Alarm - aftaster (‘alarm=scanner’) =
Het vastleggen van gegevens('data Logging’)

Fig. 2.7 Fig. 2.8

korrigeren, filteren en reduceren van gegevens ten behoeve van periodieke
rapporten over de werking van het proces of het berekenen van de statische
en dynamische eigenschappen van de grote dynamica van het proces (up
dating). Deze laatste gegevens kunnen gebruikt worden voor de optimali-
sering van het proces. Tevens kan de invloed van nog niet meegenomen
parameters worden nagegaan.

Er kan in dit geval niet worden gesproken van regelen door de reken-
machine want het proces ontvangt niet rechtstreeks informatie uit de
rekenmachine.

c. regeling met een rekenmachine in de lus (in-line)

Fig. 2.9 toont de konfiguratie van een ‘supervisie-regeling’ (supervisory

control) ook wel indirekte digitale regeling (indirect digital control) genoemd.
Hierbij is de bedieningsman geheel door de rekenmachine vervangen,

maar de binnenlussen zijn nog als in fig. 2.4.

Deze regeling wordt momenteel in de industrie toegepast met het doel het

procesrendement te Vergrotcn Er behoeven geen extra maatregelen getroffen
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te worden bij uitval van de rekenmachine. Tijdelijk kan een bedieningsman .
de taak van de rekenmachine overnemen. De invoer van deze wijze van

regelen is mogelijk via tussenstappen (off-line en on-line operator guide),

en is eenvoudig bij een bestaand proces te realiseren.

]
A ™ reken- *
machine pESess
A pt—

Wat onder direkte regeling wordt verstaan (direct digital control =d.d.c.)
toont fig. 2.10. De bedieningsman blijft de waarden 4, 4,, ... 4, instellen
op dezelfde wijze als in het systeem van fig. 2.4.

De konventionele regelaars zijn echter door de rekenmachine vervangen.
Hierbij worden geheel andere eisen aan de rekenmachine gesteld dan in de
vorige gevallen, i.v.m. de grotere snelheid van de binnenlussen. Nagegaan
dient te worden in hoeverre de dynamische eigenschappen van de diverse
lussen worden beinvloed door deze digitale regeling. Deze wijze van regelen
wordt in toenemende mate in de industrie ingevoerd met het doel de dyna-
mische eigenschappen van het proces te verbeteren, een groot aantal
instrumenten uit te sparen en meer geavanceerde regelingen op een flexibele
wijze te kunnen invoeren. Er dienen echter extra voorzieningen getroffen
te worden bij uitval van de rekenmachine. Een deel van de regelingen dient
daartoe gedupliceerd te worden met konventionele regelaars (back up
system), of er dient een tweede rekenmachine voor dit doel te worden
ingeschakeld.

Vaak wordt d.d.c. regeling gekombineerd met een van de hiervoor
genoemde regelingen.

Ay ] Dy
reken— cy
[ machine proces f-——
I o Dm |
| r i Cn |
| il
e 2]
Fig. 2.11

Bij de volledige rekenmachine-regeling, fig. 2.11, zijn zowel de bedieningsman
als de konventionele regelaars door de rekenmachine vervangen.

Een belangrijke plaats neemt de rekenmachine ook in bij de automatische
sturing van een batch proces (diskontinu werkend produktieproces dat na
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een bepaalde tijd een produkt aflevert en daarna opnieuw geladen moet
worden). Hierbij spelen ‘start up’ en ‘shut down’ procedures een belangrijke
rol. Met behulp van digitale rekenmachines kunnen deze processen zo
ekonomisch en veilig mogelijk beheerst worden.

De belangrijkste konfiguraties zijn de supervisie regeling en de volledig
digitale regeling. Vele nieuwe installaties worden voorzien van een direkte
digitale regeling, waaraan later een supervisie regeling wordt toegevoegd.
‘Data logging’, ook wel ‘data acquisition’ genoemd vindt in praktisch alle
toepassingen plaats waarin een rekenmachine is opgenomen. Bij enkele
industriéle toepassingen wordt de supervisie regeling nog beheerst door een
koordinerende rekenmachine die beslissingen neemt voor het gehele samen-
stel van produktie-eenheden binnen het bedrijf.

Wanneer dit het geval is spreekt men van een hi€rarchie van rekenmachines
waarin de rekenmachine voor de d.d.c. regeling de afzonderlijke regel-
kringen beheerst, de rekenmachine voor de supervisie regeling zorg draagt
voor de optimalisering van de produktie-eenheid en de kodrdinerende reken-
machine de meest ekonomische verdeling over de diverse produktie-eenheden
verzorgt.

De koordinerende rekenmachine is meestal een administratieve reken-
machine. Voor het gebruik van de rekenmachine aan of buiten de lus kan
vaak volstaan worden met een rekenmachine die reeds voor administratieve
of wetenschappelijke doeleinden wordt gebruikt. Voor supervisie regeling
dient de rekenmachine veel rekenwerk te verrichten waardoor dus in eerste
instantie een machine voor wetenschappelijke doeleinden het meest in
aanmerking komt. De geheugenkapaciteit moet groot zijn en er dient speciale
aandacht besteed te worden aan de in- en uitvoer van gegevens vooral omdat
de machine rechtstreeks ingrijpt in het proces. Voor direkte digitale regeling
zijn voornamelijk rekenmachines ontwikkeld met de in paragraaf 2.4 gefor-
muleerde eisen. De naam procesrekenmachine, hoewel niet algemeen
gebruikt, zal in dit hoofdstuk voor deze machines worden aangehouden.
Ook voor de supervisieregeling wordt vaak gebruik gemaakt van een proces-
rekenmachine.

Men vindt zowel de kombinatie van d.d.c. en supervisie regeling in één
rekenmachinekonfiguratie als een scheiding van de beide regeltaken over
één machine voor de supervisieregeling en één of meer machines voor de
d.d.c. regeling.

Op de voor- en nadelen van alle bovenstaande konfiguraties waarin een
digitale rekenmachine is opgenomen wordt hier niet ingegaan.
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2.4 DE REKENMACHINE TOEGEPAST IN GEREGELDE PROCESSEN

Zoals in de voorgaande paragraaf reeds is aangegeven dient de computer die
voor d.d.c. en/of supervisieregeling wordt ingeschakeld in ieder geval
geschikt te zijn voor data acquisition en alarmscanning. Dit zijn vaak taken
die de aanschaf van een komputer voor regeldoeleinden al reeds grotendeels
rechtvaardigen. Bovendien zijn nog een aantal extra eisen nodig die hier
worden samengevat zowel voor supervisie regeling als voor d.d.c. regeling.

Indien men een machine aanschaft voor beide taken dient men met beide

eisenpakketten rekening te houden.

Voor een rekenmachine geschikt voor supervisieregeling is vereist:

1. een hoge rekensnelheid, omdat de rekenprogramma’s voor de optimali-
sering uitgebreide bewerkingen vereisen. Dit houdt in dat de toegangstijd
(accesstime) tot het snelle geheugen (werkgeheugen) kort dient te zijn.
Vanzelfsprekend wordt bij een gegeven accesstime bij een machine met
een grotere woordlengte meer informatie verwerkt.

Verder is de komplexiteit van het rekenorgaan van belang (b.v.
hardware floating point vermenigvuldiger). Hierdoor wordt de reken-
snelheid eveneens vergroot.

2. een grote geheugenkapaciteit vanwege de in het algemeen grote pro-
gramma’s die herhaaldelijk gebruikt moeten worden en die vaak grote
hoeveelheden gegevens gebruiken. Het werkgeheugen moet dus relatief
groot zijn, terwijl het achtergrondgeheugen snel moet zijn.

3. Tevens dient extra aandacht besteed te worden aan de interface en aan
de randapparatuur die voor het rechtstreekse kontakt met het proces
nodig is (zie paragraaf 2.5). De snelheid, nauwkeurigheid en betrouw-
baarheid van deze apparatuur is van groot belang.

Aan een rekenmachine voor d.d.c. toepassing dienen de volgende eisen

gesteld te worden.

1. De rekensnelheid moet groot zijn, omdat de machine als onderdeel van
een groot aantal regelkringen wordt gebruikt (vaak enige honderden)
en in verband met tijdvertragingen die door het rekenen geintroduceerd
worden (vooral van belang bij snelle systemen zoals vuurleidingsystemen
omdat de stabiliteit van de afzonderlijke regellussen in gevaar kan
komen).

Dit impliceert niet alleen een snelle rekenmachine, maar ook efficiént
programmeren. Bij voorkeur moet in machinetaal of een sterk hiermee
samenhangende taal geprogrammeerd worden. Fortran en Algol zijn
ontwikkeld om het programmeren te vereenvoudigen, zij vereisen in het
algemeen meer rekentijd. Naarmate meer termen in het rekenproces
worden meegenomen, wordt meer tijdvertraging in de regelkring geintro-
duceerd. Deze tijdvertraging kan nadelig op de stabiliteit van de regel-
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kring werken. Indien tengevolge van het vele rekenwerk en het grote
aantal regellussen de bemonsteringsfrekwentie te laag gekozen moet
worden heeft dit eveneens een nadelige invloed op de stabiliteit.

Als vuistregel worden wel de volgende bemonsteringstijden aange-
houden:
doorstromingsregeling : 0,1 tot 1 sek.
drukregeling 11 tot 5 sek.
temperatuurregeling : 10 tot 30 sek.

Naast de normale in- en uitvoerapparatuur als teletype, ponsbandlezer,
ponser, magneetbandeenheid, trommelgeheugen, enz., die slechts nodig
zijn voor het programmeren en het intypen en opbergen van gegevens,
dienen elektrische in- en uitvoerkanalen aanwezig te zijn voor het
rechtstreekse kontakt met het systeem (zie paragraaf 2.5).

. De geheugenkapaciteit hangt ten nauwste samen met de omvang van het
proces (aantal regellussen). In een d.d.c. konfiguratie is het aantal
berekeningen en de ingewikkeldheid daarvan gering, zodat het geheugen
niet groot behoeft te zijn. Indien tevens een optimaliserende regeling
moet plaats vinden neemt de behoefte aan geheugen sterk toe. Uiteraard
speelt de programmering een grote rol bij de bepaling van de benodigde
geheugenruimte.

Het is dan ook gewenst over een grote hoeveelheid software in de
machinetaal van de rekenmachine te beschikken voor de rekenalgorithmen
die nodig zijn voor de meeste voorkomende d.d.c. regelingen.

. De woordlengte behoeft niet groot te zijn i.v.m. de beperkte nauw-
keurigheid waarmee de meeste fysische grootheden gemeten kunnen
worden.

. De mogelijkheid van programma-interruptie met diverse prioriteiten-
niveaus door uitwendige signalen moet aanwezig zijn. Hierdoor kan in
alarmsituaties worden overgeschakeld op een noodprogramma, dat
veiligheidsmaatregelen treft. Ook voor time-sharing wordt deze inter-
ruptiemogelijkheid benut.

. De bedieningslessenaar van de procesrekenmachine heeft een bijzondere
taak, die geheel verschilt met die van de andere typen rekenmachines.
De bedieningsman gebruikt deze lessenaar niet voor de programmering
van de machine maar voor het opvragen en wijzigen van procesgegevens.
Deze lessenaar dient zodanig te zijn uitgevoerd dat eenvoudig de te regelen
grootheden kunnen worden opgevraagd en gegevens als gewenste waarde,
proportionaliteitsgebied, integratietijd, enz., gewijzigd kunnen worden
met behulp van een toetsenbord. Er dient veel aandacht besteed te worden
aan ergonomische aspekten. Een automatische beveiliging zal ervoor
zorgen dat niet te grote wijzigingen in een regelkring worden geintro-
duceerd. Verder zullen ongevraagd meldingen plaatsvinden als bepaalde
grootheden buiten hun grenzen komen en zo mogelijk een foutendiagnose
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. door de rekenmachine uitgevoerd moet worden. Deze gegevens dienen
tevens op een typemachine te worden uitgevoerd, waardoor een logboek
wordt bijgehouden.

2.5 DE IN- EN UITVOER VAN PROCESGEGEVENS IN DE
REKENMACHINE

In deze paragraaf zal nader worden ingegaan op de in- en uitvoerfaciliteiten
van een procesrekenmachine voor het direkte kontakt van de machine met
het proces.

Aan de machine moet informatie worden toegevoegd in de vorm van
elektrische signalen. Vele meetopnemers in de procesindustrie hebben een
pneumatisch uitgangssignaal, zodat een omzetting naar een elektrisch
signaal nodig is. Verder is het soms nodig de signalen te filteren en aan te
passen afhankelijk van de te verwachten ruis op het signaal, de lengte
waarover het signaal vervoerd dient te worden, impedantieniveaus, enz.
Tevens dienen de uitgangssignalen aangepast te worden aan de standaard-
niveaus die in de procestechniek gebruikelijk zijn.

De elektrische signalen kunnen op de volgende wijzen aan de rekenmachine
worden toegevoerd of uitgevoerd.

1. Digitale invoer
Gegevens over bepaalde grootheden in een proces kunnen in digitale vorm
aanwezig zijn, bijvoorbeeld de stand van een teller, een register of de stand
van een absolute kodeschijf die een hoekstand aangeeft. Deze gegevens
kunnen via een buffer aan de rekenmachine worden toegevoerd. Ook kan
de stand van een bepaald kontakt aan de rekenmachine worden doorgegeven,
bijvoorbeeld de stand van een eindschakelaar, of kontakten die pas gesloten
worden indien een druk, een niveau of een temperatuur te hoog oplopen.
Vaak zal er dan sprake van een noodsituatie zijn, zodat deze gegevens via
een prioriteitsinterruptie aan de rekenmachine worden doorgegeven. Het is
ook mogelijk de stand van de schakelaars op vaste tijdstippen na te gaan.
De prioriteitsinterruptie heeft echter het voordeel van een operation by
exception waardoor minder rekenmachinetijd nodig is. Meestal wordt een
groep kontakten gelijktijdig ingelezen in een inleesregister van de machine.
Wanneer het aantal bewerkingen dat door de rekenmachine zelf verricht
moet worden om de informatie te verkrijgen te groot wordt gaat men over
tot een speciale besturingseenheid die b.v. slechts de veranderingen van
bepaalde kontakten doorgeeft. Van groot belang is ook de ontwikkeling van
meetopnemers die digitale informatie afgeven. De ontwikkeling van deze
opnemers is echter moeilijk voorspelbaar.
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2. Digitale uitvoer
Het is soms mogelijk digitale gegevens rechtstreeks toe te voeren aan een
element dat ingrijpt in het proces. De stand van een buffer bepaalt de
informatie die aan de regelkring moet worden doorgegeven. Bij een stappen-
motor wordt een aantal pulsen aan de motor toegevoerd dat overeenk. mt
met de stand van een buffer. Hierbij neemt de stappenmotor evenveel stappen
als er pulsen worden toegevoerd. De stappenmotor is dus op te vatten als
een DA omzetter. De stappenmotor bedient een klep of regelt de luchtdruk
die nodig is voor de verstelling van een pneumatische klep. De stand van
de buffer kan ook de ontsteekhoek bepalen van een scr-gestuurde motor.
Verder is het mogelijk dat de digitale informatie in een buffer bepaalt
hoelang welk magneetventiel geopend dient te worden om meer of minder
lucht toe te voeren aan een pneumatische klep (zie fig. 2.12).

Het is ook mogelijk dat de stand van een buffer de stand aangeeft van een
aantal kontakt uitgangen die er voor zorgen dat pompen, motoren of
magneetventielen worden in- of uitgeschakeld via relais.

multiplexer
ultgangsbuffer linksom
| | i i I | | I stappen
rechtsom\motor Kep

luchtafvoer, magneet  luchttoevoer
ventielen

Fig. 2.12

3. Analoge ingangen
Indien het aangeboden signaal analoog is, dient het te worden toegevoerd
aan een AD-omzetter.

Een AD-omzetter is kostbaar zodat deze omzetter in time sharing wordt
gebruikt. Hiertoe wordt tussen de aangeboden analoge signalen en de
AD-omzetter een multiplexer of scanner geplaatst (fig. 2.13).
Vanzelfsprekend wordt de totale omzettijd door het gebruik van multi-
plexers vergroot. De tijd van omzetting van het signaal in de AD-omzetter
neemt toe bij grotere gewenste nauwkeurigheid. Er dienen een groot aantal
signaalaanpassingen en signaalomzettingen plaats te vinden die schematisch
zijn aangegeven in fig. 2.13. Afhankelijk van de kostbaarheid van de appa-
ratuur en de benodigde snelheid kan multiplexing of scanning worden
toegepast. Bovendien kunnen bepaalde bewerkingen ruimtelijk gezien zowel
dicht bij de rekenmachine als dicht bij het proces plaatsvinden hetgeen van
belang is zowel vanwege het kostenaspekt als vanwege de betrouwbaarheid
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van de totale signaalketen. Pneumatische uitgangssignalen dienen eerst
omgevormd te worden naar elektrische signalen (stroombronschakeling
i.v.m. gevoeligheid voor storingen). Elektrische signalen afkomstig van.
meetopnemers dienen soms ook te worden aangepast (thermokoppel-

multipl.
scanner
omzetter

AD

|
|
L. besturingseenheid

signaal
lomvormer

meetinstrument ‘ klep

| proces

Fig. 2.13

signalen). Indien wordt aangenomen dat de multiplexer dichtbij de reken-
machine staat opgesteld zal bijzondere aandacht aan de bedrading moeten
worden besteed (getwist, aarding, afscherming, routering).

Vaak wordt het signaal nog laagfrekwent gefilterd voordat het wordt
toegevoerd aan de multiplexer. De signaaloverdracht vindt plaats m.b.v.
‘flying capacitors’ (zie fig. 2.14).

< h

i
<

ingang uitgang

Fig. 2.14

De schakelaars kunnen elektromechanisch of als solid state schakelaars
(FET transistors) worden uitgevoerd, o.a. afhankelijk van het aantal schake-
lingen dat per sec. moet plaats vinden. De aldus gediskretiseerde signalen
zijn vaak nog van verschillende niveaus en dienen te worden aangepast aan
het standaardniveau van de AD omzetter. Het is mogelijk per ingangssignaal
een versterking toe te passen voér de multiplexer maar meestal zal een
aantal versterkers na de multiplexer worden toegepast waarbij het signaal via
één van deze versterkers naar de AD omzetter gaat. Een besturingsorgaan
zorgt voor het juiste samenspel tussen de diverse bewerkingen; geeft achter-
eenvolgens stuurpulsen af om de ingang van de multiplexer te selekteren,
de juiste versterker in te schakelen en de AD omzetting te starten (zie fig.
2.15).
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4. Analoge uitgangen

Via digitaal-analoog omzetting wordt het signaal aan het proces toegevoerd.
De omzettijd en de kosten van een DA-omzetter zijn geringer dan van een
AD-omzetter. Het is nodig de informatie voor de regelkring analoog ter
beschikking te hebben totdat door de rekenmachine nieuwe informatie

I
—_— = LA
N —FOA
e L ?
l 1
T_ ______ L___-: besturings-|_ __ _ __ __ _J
multiplexer orgaan
Fig. 2.15

voor de betreffende regeling wordt aangeboden. Elke kring kan voorzien
zijn van een DA omzetter of men kan volstaan met één DA omzetter
gevolgd door een multiplexer. De uitgaande lijnen van deze multiplexer zijn
dan voorzien van houdversterkers (zie fig. 2.16).

- houd -
verster ker

I
I
I
uitgang- | o ~ houd -
buffer. : A versterker
I |
[ s houd -
versterker

|
|
computer |

} houd -
versterker

multiplexer

Fig. 2.16

Indien de rekenmachine is opgenomen in een supervisieregeling zorgt een
zogenaamd computer setpoint station voor de DA-omzetting van de door
de rekenmachine berekende gewenste waarde. Tevens is dit apparaat voor-
zien van een houdschakeling, die de gewenste waarde konstant houdt tot
de volgende gewenste waarde door de rekenmachine wordt doorgegeven.

Eventueel dient nog een omzetting van stroom of spanning naar druk
plaats te vinden indien de regelaar pneumatisch is.

Indien de rekenmachine is opgenomen in een d.d.c. regeling, kan via een
DA-omzetter een klepmotor of pomp worden gestuurd maar het is ook
mogelijk direct een stappenmotor te gebruiken die tevens de funktie van een
DA-omzetter heeft.
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Tenslotte dient nog gewezen te worden op de moeilijkheden die ontstaan
bij het transport van de informatie van de rekenmachine naar het proces
en omgekeerd. Bij een centrale opstelling van de rekenmachine kunnen deze
afstanden vrij aanzienlijk worden. Moeilijkheden ontstaan in verband met
ruis, aarding, aanpassing, afscherming, enz. Om de invloed van deze
storingen tegen te gaan dienen voor elk informatiekanaal de nodige maat-
regelen genomen te worden, hetgeen vrij kostbaar kan worden. Door de
analoge signalen reeds bij het proces om te zetten in een digitaal signaal
via een multiplexer en AD-omzetter voor b.v. 25 ingangen (remote digi-
tazion) wordt een verbetering bereikt van de signaal/ruis verhouding van
het te verzenden signaal. Bovendien wordt een aanzienlijke besparing ver-
kregen in de bedrading. Hetzelfde geldt ook voor de omzetting van digitale
signalen uit de rekenmachine in analoge signalen bij het proces. Ook hierbij
kan de omzetting dichtbij het proces plaatsvinden via een multiplexer.

De betrouwbaarheid van de rekenmachine wordt uitgedrukt in twee
getallen: MTBF (mean time between failure) en availability.

De m1BF wordt uitgedrukt in het gemiddeld aantal uren dat de machine
zonder storing werkt. Indien de storingen zeer snel verholpen kunnen worden
is de machine gedurende een hoog percentage van de tijd beschikbaar. Deze
beschikbaarheid wordt uitgedrukt in % van de totale tijd. Een grote MTBF
en een korte reparatietijd geven dus een availability die dichtbij de 100%
ligt. Door niet één grotere machine voor de d.d.c. regeling te gebruiken
maar een aantal kleinere machines die gedeeltelijk elkaars taak kunnen over-
nemen is het eveneens mogelijk de betrouwbaarheid van de installatie op te
voeren. De MTBF neemt sterk toe voor procescomputers, t.g.v. de grote
inspanning die verricht wordt op het gebied van computers voor de ruimte-
vaart (zie fig. 2.17).

10.000 computers voor
de ruimtevaart

1000

100

I3 1 i 1 1 1 1 1 1 1
‘54 '56 ‘58 '60 ‘62 ‘64 ‘66 ‘68 70 ‘72
—* jaar

Fig. 2.17
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I1I. Bemonstering en rekonstruktie
van signalen

3.1 VERSCHILLEN TUSSEN SYSTEMEN MET SIGNAALBEMONSTERING
EN KONTINUE SYSTEMEN

In de systemen die in deze monografie besproken worden komen een aantal
signaalvormen voor. De signalen kunnen kontinu of diskreet in de tijd en
analoog of gekwantiseerd in amplitude zijn.

Het diskretiseren in de tijd van een kontinu signaal wordt signaalbemon-
stering genoemd. De omzetting van een signaal dat diskreet in de tijd is naar
een kontinu signaal wordt signaalrekonstruktie genoemd.

In fig. 3.1 is een veel voorkomende konfiguratie getekend waarin een aantal
signaalvormen aanwezig is.

multi- AD dig.rek DA multi- houdver-
plexer lomzetter machine mzelter plexer sterker
analoog analoog digitaal digitaal analoog analoog anajloog
continu discreet  discreet  discreet discreel discreet CD"\}[”U
meet corrige-
o £Sdar
A
i
PROCES
Fig. 3.1

Er vindt een overgang van kontinue naar diskrete signalen en omgekeerd
plaats. Door toekenning van getallen (meestal binair gekodeerd) aan de
kwantiseringsniveaus wordt het gekwantiseerde signaal gepresenteerd als een
rij getallen. Er volgt nu een korte beschrijving van de funkties van de ele-
menten die in de regelkring van fig. 3.1 voorkomen.

Het meetorgaan geeft informatie over de te regelen grootheid, b.v. in de
vorm van een electrisch of pneumatisch signaal. Hierna vindt eventueel
aanpassing van het signaal plaats (pneumatisch-electrische omvormers,
signaalversterkers, enz.), voordat het signaal wordt aangeboden aan de
multiplexer. In the multiplexer vindt de bemonstering van het signaal plaats
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(in fig. 3.1 is slechts één van de regelkringen getekend maar in de multiplexer
komen in het algemeen de signalen van vele regelkringen binnen).

De analoog digitaal omzetter (AD omzetter) zorgt voor de kwantisering
en de kodering van het bemonsterde signaal. Hierna vindt in de digitale
rekenmachine een digitale bewerking plaats. De uitkomsten van deze
bewerking komen periodiek ter beschikking van een digitaal analoog om-
zetter (DA omzetter). Hierin vindt dekodering van het signaal plaats.

Dit signaal kan rechtstreeks aan een houdversterker worden aangeboden
of via een multiplexer bemonsterd worden en daarna aangeboden worden
aan een houdversterker. In de houdversterker wordt het signaal weer kontinu
gemaakt tussen de bemonsteringstijdstippen. Deze bewerking wordt rekon-
structie genoemd. '

Het bemonsteren en rekonstrueren van het signaal wordt ook vaak in één
element, de bemonster- en houdschakeling (sample and hold), verricht.
Hierna wordt het signaal aan een korrigerend orgaan (b.v. een klep) aange-
boden, eventueel na een of meer signaalomzettingen (b.v. elektrisch-pneu-
matische omzetting). In fig. 3.2 zijn de bewerkingen zoals deze zojuist aan de
elementen zijn toegekend, weergegeven.

bemon-|_glkwanti-] _ldigitale|  |decode-| _ |bemon-| recon -
stering| ~ [sering | " |pewer-| Lring " |stering |slructie

en code- Bin

ring g

meting ingreep
A
|
PROCES

Fig. 3.2

Ten opzichte van kontinue systemen zijn nieuwe bewerkingen:
— de (signaal)bemonstering
— de kwantisering en kodering
— de digitale bewerking
— de dekodering
— de (signaal)rekonstruktie.

In een kontinu systeem is tussen het meetinstrument en het korrigerend
orgaan het regelorgaan aanwezig.

In het algemeen heeft de kwantisering, kodering en dekodering weinig
invloed op het totale systeemgedrag. De graad van kwantisering wordt.
namelijk bepaald door het aantal bits van de AD en DA omzetters.
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Voor de eenvoud wordt aangenomen dat het aantal bits van de AD en DA
omzetters gelijk is: N. De niet-lineaire effekten en de kwantiseringsruis die
door de kwantisering ontstaan zijn bij grote waarde van N te verwaarlozen.

De rekenmachine is op te vatten als een diskreet element waarvan het
verband tussen de in- en uitgang wordt beschreven door een differentie-
vergelijking. In hoofdstuk IV wordt hier nader op ingegaan. In dit hoofdstuk
wordt de bemonstering en rekonstruktie nader beschreven.

Bij verwaarlozing van de kwantisering, kodering en dekodering blijft het
schema over van fig. 3.3.

X o [digitale g __E
bemonstering bewer- bemonstering structie

king

meting ingreep

PROCES

Fig. 3.3

Diskrete en kontinue elementen in een blokschema worden altijd geschei-
den door een schakelaar die de bemonstering voorsteld, terwijl bij de over-
gang van diskrete naar kontinue signalen altijd signaalrekonstruktie zal
plaatsvinden.

3.2 HET BEMONSTERINGSPROCES

3.2.1 Inleiding

Bij de beschrijving van het bemonsteringsproces kan men onderscheid maken
in uitvoeringsvormen van schakelaars of bemonsteraars (samplers) en de
mathematische beschrijving hiervan.
Het blijkt mogelijk te zijn bemonsteraars waarvan de werking fysisch
gezien geheel verschillend is, op dezelfde wijze mathematisch te beschrijven.
Enige uvitvoeringsvormen waarin bemonstering voorkomt zijn:

a. Een analoog-digitaal omzetter voorafgegaan door een multiplexer.
In feite vindt de bemonstering van de signalen plaats door de multiplexer,
bestuurd door de rekenmachine of een besturingsorgaan.

b. Een monsternemer in de chemische analyse. Hierbij wordt een monster
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van het te onderzoeken produkt (via een monsternemer) toegevoerd aan
analyse apparatuur, b.v. een gaschromatograaf.
Het op regelmatige tijden verwerken van gegevens over voorraden,
bestellingen en verkoop, en het opmaken van kwartaal- en jaaroverzichten
kan men beschouwen als het bemonsteren van de situatie van het bedrijf.
De vrijwel kontinu variérende gegevens worden dus op bepaalde tijden
als maatgevend voor beslissingen op bedrijfskundig terrein geinter-
preteerd.

In praktisch elk systeem waarin de mens handelend optreedt kan men
spreken van de bemonstering van de hoeveelheid informatie.

. Een sample en hold-circuit kan eveneens worden opgevat als een scha-

kelaar die de analoge informatie overneemt uit de DA omzetter.

Het bemonsteringsproces, zoals dit in deze monografie in het vervolg ter
sprake komt kan op de volgende twee manieren fysisch worden beschreven:

il

Het bemonsteringsproces wordt opgevat als een schakelaar S die het
signaal al dan niet doorgeeft (zie fig. 3.4a).

. Het bemonsteringsproces wordt beschreven als een modulatieproces in

de vorm van pulsamplitude-modulatie (zie fig. 3.4b).

Ad 1. Op bepaalde tijden wordt het signaal x(f) doorgelaten gedurende een
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korte tijdsduur t. Het aldus verkregen signaal wordt x*(r) genoemd. De
schakelaar S is slechts een symbolische voorstelling van een element dat een
soortgelijke funktie verricht.

Beschouwd wordt het geval dat de schakelaar periodiek sluit met een
bemonsteringstijd 7. Tevens wordt aangenomen dat de schakelaar gedurende
een bemonsteringsduur 1 gesloten is (zie fig. 3.5).

Ad 2. De modulator vermenigvuldigt het ingangssignaal x(¢) met een puls-
reeks p(t) van pulsen met een hoogte 1 en een breedte t (zie fig. 3.6). Het
signaal x*(#) kan mathematisch beschreven worden door

x*(®) = p.()x(1) (3-1)

Het signaal in fig. 3.5b wordt verkregen na vermenigvuldiging van het
signaal x(¢) en het signaal p.(¢) van fig. 3.6.

1

=
Fig. 3.6

Het signaal x*(f) kan toegevoerd worden aan een kontinu systeem via een
rekonstruktieproces of kan verwerkt worden in een diskreet element van het
systeem, meestal na kodering van het signaal.

Rekonstruktie van het diskrete signaal x*(t) dat wordt toegevoerd aan een
diskreet element is niet nodig daar dit element slechts kan werken met
informatie die op diskrete tijdstippen wordt toegevoerd of afgevoerd.

Natuurlijk is wel een digitale rekonstruktie mogelijk waarbij de informatie
van voorgaande tijdstippen gewogen wordt meegenomen (exponential
smoothing filter en moving average filter, zie hoofdstuk XI). De werking van
een diskreet element wordt vertolkt door een differentievergelijking waarbij
het tijdinterval 7' bij konstante koéfficiénten van de differentievergelijking
geen invloed heeft. Indien het diskrete signaal via een rekonstruktieproces
wordt toegevoerd aan een kontinu element zal T, zoals nog zal blijken, wel
degelijk van belang zijn voor de systeemeigenschappen.

3.2.2 Discrete elementen en het bemonsteringsproces

Indien x*(t) wordt toegevoerd aan een discreet element (zie fig. 3.7) is het
signaal x*(z) op te vatten als een rij getallen x(n7") = {x(0), x(T), x(27),...}
die op discrete tijdstippen t =0, T, 27T, ... enz. bekend zijn.

De uitgang van het element genereert eveneens een rij getallen y(nT) =
{3(0), »(T), »(2T)...}. Deze rij is eveneens op te vatten als een bemon-
sterd signaal y*(¢). De differentievergelijking kan de vorm hebben
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agx(kT) + a; x(kT—T) +...+ a;x(kT—iT) +...+ a,x(kT—nT)
= y(kT) + by y(kT—T) +...4 b; y(kT—jT) +... + b, y(kT—mT)
(3-2)

waarin a; en b; konstante koéfficiénten zijn (zie verder hoofdstuk IV).

x*(”, discreet ﬁl
{x(nT)} element {y(nT)}
Fig. 3.7

Deze vergelijking kan worden opgelost door:

1. De vergelijking rekursief op te lossen, d.w.z. y(kT) te bepalen uit de
kennis van x(nT) voorn=k, k—1, ...en y(nT) voorn=k—1, k-2, ....
Hierna kan y(k T+ T) bepaald worden uit x(nT) voor n=k+1,k, k—1, ...
en y(nT) voor n=k, k—1, k—2, ... (zie verder hoofdstuk IV).

2. De vergelijking analytisch in het tijddomein op te lossen.

3. De vergelijking te transformeren naar een ander domein, het z-domein
(vergelijk de transformatie van een differentiaalvergelijking m.b.v. de
Laplace-transformatie) en de vergelijking in dit domein op te lossen en
terug te transformeren. Hierbij zal de z-transformatie een belangrijke
rol spelen (zie hoofdstuk V).

3.2.3 Kontinue elementen en het bemonsteringsproces

Een kontinu element wordt beschreven door een differentiaalvergelijking.
Neem aan dat het bemonsterde signaal x*(¢#) wordt toegevoegd aan een
kontinu element (fig. 3.8).

x(t) :){5 K*(t) continu L(t.}..

element

Fig. 3.8

In principe zijn er twee mogelijkheden om de verwerking van de bemonsterde

informatie door het kontinue element te beschrijven:

1. Door de uitgang van het element slechts op diskrete tijdstippen te
beschouwen kan de werking van het element worden beschreven als die
van een diskreet element. Hierdoor wordt het kontinue element dus
aangepast aan het intermitterende karakter van x*(z) en wordt het ver-
band tussen de in- en uitgang van het element beschreven door een
differentievergelijking.
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Meestal vindt de vertaling van de differentiaalvergelijking naar de
differentievergelijking plaats via de overdrachtsfunktie van het kontinue
systeem naar de overdrachtsfunktie van het diskontinue systeem (fig. 3.9)
(zie verder hoofdstuk V).

benadering

differentiaalvergelijking — ————"® ditferentievergelijking
Laplace '
transformatie inverse

z-transformatlie

\ ... z-lransfor matie
algebraische vergelijking —————— algebraische vergelijking

(overdrachtsfunctie) (overdrachtsfunctie)

Fig. 3.9

2. Het gebruik van een mathematische beschrijving van x*(¢) die is aange-
past aan de beschrijvingswijzen van kontinue systemen. Op deze mogelijk-
heid zal in dit hoofdstuk nader worden ingegaan.

De verwerking van bemonsterde informatie door kontinue elementen d.w.z.
elementen met een kontinue uitgang, geschiedt in de praktijk door de vol-
gende kategorieén elementen.

a. Elementen, zoals AD omzetters en houdschakelingen, die uitsluitend
reageren op de hoogte van de aangeboden pulsen en niet op de puls-
breedte. De pulsbreedte dient hierbij voldoende klein te zijn opdat het
signaal nagenoeg konstant blijft gedurende de tijd dat de puls wordt
aangeboden. Dergelijke systemen kunnen worden gekarakteriseerd door
een ‘pulshoogteresponsie’ g(z).

Stuurt men het door (3-1) gegeven bemonsterde signaal door een sy-
steem gekarakteriseerd door de pulshoogte-responsie g(t) dan kan het
uitgangssignaal van dit systeem worden geschreven als:

oo

3 x(KT)g(t=kT) (3-3)
Hierbij is aangenomen dat het element reageert op de hoogte van het
signaal op de bemonsteringstijdstippen. Deze veronderstelling is juist
bij de gestelde voorwaarde aan de pulsbreedte.

b. Elementen, zoals bijvoorbeeld RC filters die reageren op de opperviakken
van de aangeboden pulsen. De responsie op een puls is hier zowel qua
vorm als qua hoogte van de pulsbreedte afhankelijk.

Is de pulsbreedte veel kleiner dan de kleinst voorkomende tijdkonstante
in het systeem dan is de vorm van de responsie van het element op een puls
onafhankelijk van variaties in 7, terwijl de hoogte van de responsie
evenredig met de pulsoppervlakte, d.w.z. met 7, zal zijn.
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! 1
De responsie van het element op een puls met hoogte = breedte =

(dus oppervlakte 1), waarbij t voldoende klein is wordt per definitie de
eenheids-impulsresponsie w(7) van het systeem genoemd; zie ook 3.7
deel I, Regeltechnische Monografieén. In fig. 3.10 is de responsie van een
eerste orde systeem op een eenheidsimpuls en op een puls met breedte ¢

1
en hoogte - Weergegeven.

responsie op eenheidsimpuls

responsie op puls

Fig. 3.10

In deze verwijzing vindt men ook behandeld dat de uitgang van een door de
impulsresponsie w(f) gekarakteriseerd systeem beschreven kan worden als de
konvolutie integraal van w(¢) en de ingang van het element.

Zo zal de responsie y(t) van een door w(¢) gekarakteriseerd element op het
door (3-1) gegeven pulsgemoduleerd signaal p,(t) x(¢) geschreven kunnen
worden als:

t k<t/T [kT+c
y(0) =J. p.(W)x(W)w(t—u)du = kzo ” x(ww(—u)du (3-4)
De ondergrens van de sommatie wordt hier bepaald door p.(f) x(f) =0
voor ¢<0.

Indien de breedte van de modulerende pulsen 7 voldoende klein worden
gekozen opdat w(t) bij variatie van ¢ over 7, als konstant beschouwd kan
worden, dan is (3-4) te schrijven als:

k=t/T kT+t
y@ = :;c {LT x(u)du} w(t—kT) (3-5)

Is verder © klein genoeg opdat x(¢) bij variatie van ¢ over 7 als konstant
beschouwd kan worden, dan laat (3-5) zich vereenvoudigen tot:

k<t/T

y® =1 Y x(kT)w(t—kT) =t f x(kT)w(t—kT) (3-6)
k=0 k=0

De faktor 7 in deze formule speelt in de praktijk geen wezenlijke rol omdat
de uitgang van het element altijd versterkt kan worden.

Het verschil tussen de uitdrukkingen (3-3) en (3-6) is dan ook niet van
mathematische aard dan wel dat de responsiefunkties g(¢) en w(t) hier tech-
nisch verschillend werkende systemen karakteriseren.
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T.b.v. de mathematische behandeling van de verwerking van bemonsterde
informatie, zullen in het vervolg (3-3) en (3-6) als één formule

oo

y(@® = 3 x(kT)h(t—kT); (3-7

k=0
worden geschreven, waarbij A(t) zowel:
een pulshoogteresponsie g () als een met 7 vermenigvuldigde impulsresponsie,
tw(t), kan voorstellen.
Met het doel om van (3-7) de Laplacetransformatie te kunnen opstellen
wordt (3-7) geschreven als de konvolutie integraal.

-] + o o
y(@®) = Y x(kT)h(t—kT) =J {x(u) > 6(u—kT)}h(t—u)du
k=0 ] k=0
(3-8)
Hier stelt d(u—kT) de funktie van Dirac of deltafunktie voor met de
eigenschappen:

6(u) = o0 voor u=0
o(uy=0 wvoor u#0

cnj d(u)du = 1 voor iedere ¢ > 0.
0
Uit deze laatste eigenschap volgt:

Jw x(u)6(u—kT)du = x(kT).

0
De konvolutie-integraal (3-8) kan worden geinterpreteerd als de uitkomst

van een filteroperatie waarbij een ingangssignaal x(¢) », 6(t—kT) gefilterd
k=0

wordt door een filter met een impulsresponsie gelijk aan A(z).

Deze filteroperatie vindt in dit geval niet in werkelijkeid plaats, maar moet
worden gezien als een hulpmiddel dat tot een goed antwoord leidt en dat het
mogelijk maakt om de verwerking van bemonsterde informatie op gemakke-
lijke wijze m.b.v. de Laplace- en de z-transformatie te beschrijven. De

‘filter input’ x(z) Y 8(t—kT),—het door de impulsrij }, o6(t—kT)
k=0 k=0

gemoduleerde signaal x(7)—, dient hierbij te worden opgevat als een sym-
bolische interpretatie van het bemonsterde signaal x(kT’) voor k=0,1,2,....
Neemt men van de konvolutie integraal (3-8) de Laplacetransformatie dan
vindt men:

L@} = Y(@) = L{Y, x(Dh(t—kT)
= L[Jm {x(2) i J(T—kT)}h(t—‘c)d‘c]
0 k=0
= L{x()- ¥, 86—KT)}- L{h(0} (3-9)
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De Laplacetransformatie van de konvolutie tussen twee funkties is gelijk
aan het produkt van de Laplacetransformatie der afzonderlijke funkties
(zie monografie I, hoofdstuk IIT).

De eerste term van (3-9): L{x(t) ). 6(t—kT)} zal in het vervolg worden
k=0

genoteerd als X*(p) zodat de Laplacetransformatie van (3-7) geschreven kan
worden als: ¥(p) = X*(p) H(p).

3.2.4 Uitdrukkingen voor het bemonsterde signaal

X*(p) kan op drie manieren worden uitgewerkt.

1. de direkte uitwerking :
X*(p) = L{x(1) z 5(t—KT)}
=JW x(®) Y. 6(t—kT)e ™dt

0 k=0

so

= ¥ x(kT)e ™ (3-10)

2. uitwerking via een Fourierreeksontwikkeling.

o0
De periodieke funktie )’ (1—kT) kan men schrijven als een Fourierreeks
k=0

+aw ; 1 (72
Y. e’ met ¢, = —j d(f)e "t dt = —
== TJ) -2

en w,=2n/T.

Substitutie van deze reeks in L {x(z). Y, 6(t—kT)} geeft:
k=0

X*(p)=j 0 ¥ L SeEsT;

n=-w
= Z x(t)e‘("'j"“’”'dt
of:
~ 1 + o0 1 + w0
X@) = ¥ X(@-jno)== 3 X(p+ino) (3-11)

Indien b.v. gegeven is: X(p) = il

pta
dan geldt:
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Fo== ) ——
T n==w p+a+jnw,

1
=(p + 1_ + I. -1-)
+a pt+a+jo, p+ajws
Hieruit blijkt dat het polenbeeld van X*(p) een herhaling is van het polen-
beeld van X(p) (zie fig. 3.11).

Imas Im as
A A 1
X
¥ Wg
1 X 1

2 X 2
3% -Wg
e B Sgaife
X Zws

(a) (b)
Fig. 3.11

Waar de nulpunten van X(p) terecht komen is niet bekend, omdat deze
bepaald worden door de teller van X™*(p).

Dit maakt het werken in het p-vlak gekompliceerd. Het gearceerde gebied
in fig. 3.11b noemt men de primaire strook. Het polen- en nulpuntenbeeld
van deze strook wordt herhaald in de zogenaamde secundaire stroken tussen
}jw, en 14jo,, —3jo, en —14jo,, enz.

Het frekwentiespektrum van een bemonsterd signaal kan afgeleid worden uit
X*(p) door hierin p = jo te stellen.

Indien het ingangssignaal een sinus is met frekwentie w, ontstaan door de
bemonstering komplementaire frekwenties (hogere harmonischen) voor
W = @, +nw,, immers

o )y & s 1 s Wy
X() = (j0)* +o? PgRe = T H=Z—m {(jw-&-jnw,, 2+wf}'

Indien de modulus van de frekwentiekarakteristiek van X(jw) de vorm heeft
zoals in fig. 3.12a is aangegeven, zal de moduluskarakteristiek van X*(jw)
er uitzien als in fig. 3.12b getekend.

Door het bemonsteren ontstaan komplementaire frekwentiebanden. Als de
bemonsteringsfrekwentie w; hoger is dan tweemaal de hoogst voorkomende
frekwentie w, van het ingangssignaal, bevat het uitgangssignaal hetzelfde
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laagfrekwent spektrum als het ingangssignaal en bovendien een oneindig
aantal hoogfrekwent spektra die nw, verschoven zijn. Met een filter dat een
doorlaatkarakteristieck heeft zoals in fig. 3.12b gestippeld is aangegeven, is

|
|
i
| o
__%ws 0 wC w ws 1 0 UJC 1

(a) (b)
Fig. 3.12
het mogelijk het oorspronkelijke signaal terug te krijgen. Als de bemon-

steringsfrekwentie , lager is dan tweemaal de hoogst voorkomende fre-
kwentie w, van het ingangssignaal (zie fig. 3.13), treedt er distorsie op in het

uitgangssignaal.
AN IS NN
1 Arava
PN L LN b PR
-sws © %msw “2Ms-110 "\w;‘ \‘\E‘gs 15 csb-!s 1‘12‘0-’5\2015 i
(a) (b)
Fig. 3.13

Het is dan niet meer mogelijk door toepassing van een filter het oorspron-
kelijke signaal terug te krijgen. Als alleen de amplitude van x(¢) wordt
gemeten dient de bemonsteringsfrekwentie w, tenminste gelijk te zijn aan
tweemaal de hoogst voorkomende frekwentie aan de ingang (theorema van
Shannon). In vele gevallen zal het frekwentiespektrum van x(¢) niet eindig
zijn, hoewel de modulus bij toenemende frekwentie meestal wel zal afnemen.
Dit houdt in, dat in feite niet aan de voorwaarden van het theorema van
Shannon kan worden voldaan.

Zoals nog zal worden aangetoond zal de bemonsteringsfrekwentie worden
gekozen naar aanleiding van het laagdoorlaatkarakter van het systeem
waaraan het bemonsterde signaal wordt toegevoerd. Bovendien wordt de
bemonsteringsfrekwentie gekozen afhankelijk van de eventueel optredende
hoogfrekwente ruis, die door het bemonsteringsproces tot laagfrekwente
ruis kan worden getransformeerd.

3. uitwerking volgens de methode der komplexe konvolutie.
Bij deze uitwerking wordt verondersteld dat de Laplacetransformatie van
x(t) te ontbinden is in een teller- en noemerpolynoom.
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D.w.z. L{x(1)} = X(p) = %

Beschouw X*(p) = L{x(t)- ) 6(t—kT)} als de Laplacetransformatie van
k=0

het produkt van twee tijdfunkties. Deze Laplacetransformatie kan worden
geschreven als de komplexe konvolutie van de afzonderlijke Laplace-
transformaties van de tijdfunkties.

Indien £, (¢) en f5 (1) twee tijdfunkties zijn met f(¢) = £, (t).f, (t) geldt:

L)} =2—‘~j " IO F,(p-8)de =% " P (OF (p-0)de

] Je—jwo ] Jet+jowo
Stel £, () = ki 8(t—kT) en f,(t) = x(1).

o0

Voor de Laplacetransformatie van. ), (t—kT) vindt men:
k=0

J Y S(t—kT)e™™dt = 1—e PT —e 27—, = .
k=0

0 l—e™2

Hiermee is het mogelijk X*(p) = L {x(¢)- ), d(t—kT)} te schrijven als de
k=0

komplexe konvolutie-integraal (3-12):

1 ct+ joo 1 1 c+ joo 1 dé
— X(p—§) ——dé = — X ———
27 Je-jo @ L—e™%" 27j Je-jw (g)l_eﬂp--:)'r

(3-12)

Bij het berekenen van de konvolutie-integraal wordt de lijn ¢—joo tot ¢+joo
eerst gesloten met een halfcirkel met straal oneindig, waardoor een kontour-

c+joo
/’—_|

P I % 3w
/

| % 2w
4 A
| X Ws

—(;—A—e—.e.—ll'fx——

I
|
\ ‘4( “Wwe
I3
I
Iy

L
4
|

c-jom

(b)

Fig. 3.14
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integraal ontstaat. Hierna wordt de residustelling van Cauchy toegepast,
die stelt dat de waarde van de kringintegraal gelijk is aan 27j maal de som van
de residuen van de singulariteiten die door de kringintegraal omsloten
worden.

Indien de bijdrage tot de kringintegraal van de halve cirkel nul is, geldt
dat de konvolutie-integraal gelijk is aan de som van de residuen van de sin-
gulariteiten die links of rechts van de lijn ¢—joo, ¢+joo liggen.

Indien de singulariteiten p =nw, met n=...—2, —1,0,1, 2 van T
—e

omsloten worden (zie fig. 3.14a) ontstaat de som:

X*@) = L{x(® ¥ 80-kD} =2 3 X(p+ina).

R=—0wm

Deze vorm is reeds gevonden in (3-11).

Indien de singulariteiten van X(p) = JI\;((;J)) omsloten worden (zie fig. 3.14b)
ontstaat de som:
- & T 1
X*(p)=L{x@®): Y 6(t—kT)} = : 3-13
B =Lix() 3 60-kD} = 3 moe—pmm (19
dN ()

waarin & voor n=1, 2 ... k de polen van X(¢) zijn en N* (&a) = Sab Z
§=&n

De vorm (3-13) geldt slechts indien de polen van X (&) enkelvoudig zijn.
Het aantal polen moet minstens twee groter zijn dan het aantal nulpunten,
om de bijdrage van de halve cirkel met oneindig grote straal nul te maken.
Indien het aantal polen slechts één groter is dan het aantal nulpunten, zal er
een diskontinuiteit optreden in het signaal x(#) op ¢ =0.

Er moet dan worden afgesproken welke signaalwaarde wordt meegenomen,
de waarde van het signaal op 1 =0% of opt=0".

Per definitie wordt de signaalwaarde op #=0* genomen.
Alleen de formule:

+ o0

X*(p)=,11p S X(p+inoy

n=—ow

dient dan gewijzigd te worden in

+ @

X0 == T X(p-+ino) + $x(0)
De formules
X*(p) = f X (kT)e™™T (3-14)
k=0
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X*(p) =,1é Y X(p+inw) +3x(0) (3-15)

R=—o00

* g T(én) 1
e N () 1—e~ @7 an)

zijn identiek.
Formule (3-14) is goed bruikbaar indien in het tijddomein gewerkt wordt.

Het is in vele gevallen mogelijk in Y x(k7)e™P*T een meetkundige reeks
k=0
te herkennen zodat een gesloten uitdrukking gevonden kan worden. Formule
(3-15) geeft het verband met het frekwentiedomein weer (substitutie van
p=jo).
Het is moeilijk een gesloten uitdrukking voor deze vorm te vinden.
Formule (3-16) geeft het verband met het p-domein het meest direkt weer.
De formule is reeds een gesloten uitdrukking.

Voorbeeld 3.1 :

X (p)= Al ; x(f) =e ™. Bepaal X*(p) met behulp van de formules
p+a

(3-14), (3-15) en (3-16).

o0 =#] w0

10 X*(p) = Z x(nT)e—r:pT o eumﬂ‘e—np'f' = e—rxT(a+p]
n=0 n=0 n=0
= 1+e—aTe—pT+e—2aTc—2pT+ - ;
T 1—em eIt
1 + o0
2. X*(p)=? Y, X(p+jnoy) + 3x(0)

= + o 1 1

1

Tnr=-w p+jncus+a 2
2

1 1[1 5 (p+a) i 2(p+a) +i|

2 Tlp+a (p+a)’+o! (p+a)+4e}

1 2x 2x 2x
Er geldt: m coth nx = — + + + +...
& x 2241 x4+ P43
pta
()

5

Neem voor x: x = dan geldt:

2(p+a)

(p+a) o y
= “+ >

, p+a (p+a)

5

ncoth
+1
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e — R ————— o PTILE

ok 2w,(p+a) 2w,(p+a)
o + 2 5t R aies
pt+a (p+a)y+w; (p+a) +2°w;

2| 2(p+a)
== - —— k.
TlLp+a (p+a)+o;

of

+o0
i(ncothnm)=l Z ;‘
27 , T n==w p+a-+jnw,

5

Hieruit volgt:

1 1 [
X*(p) = —coth (-l e =
2 2
(p+a)T _(p+a)T
) ) (Dta) T | e 3 4¢ 2
Er geldt tevens: coth = GEar Gl
e 2 —e 2
Hieruit volgt:
(p+a)T _(pta)T (p+a)T _(p+a)T
w36 2 +iel T +je 2 —ge 7
X*(p) = wraT _ wral
e 2 —e 2
(pta)T
— e 2 = l
@HaT  _@+aT g~ (pra)T
e 2 —g 2
# () 1
3. X (p)=Y, ——

w=1 N'(&)1—eTe™?T
In dit geval geldt: T=1, N(¢)=¢&+4a, N'=1,k=1en &, = —a, zodat:

1
e
Deze uitdrukkingen wijzen erop dat het niet verstandig is in het p-domein
te werken indien signaalbemonstering plaatsvindt. De faktor e ?* die in
deze formules voorkomt, zal vervangen worden door de faktor z~' door
toepassing van de z-transformatie. Hierop wordt teruggekomen bij het
invoeren van de z-transformatie (hoofdstuk V).
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3.3 REKONSTRUKTIE VAN SIGNALEN

Indien het signaal x*(f) wordt vergeleken met het signaal x(¢) is het
duidelijk dat door het bemonsteren informatie verloren gaat als niet speciale
maatregelen getroffen worden. Eveneens blijkt bij vergelijking in het
frekwentiedomein het ontstaan van hogere harmonischen bij het bemon-
sterde signaal. Uit het voorgaande blijkt dat er behoefte is aan een zekere
rekonstruktie van het signaal om de volgende redenen.

a. Het korte pulsvormige signaal x*(¢) dat zou optreden aan de ingang van
het kontinue systeem, heeft in de meeste gevallen te weinig energie om een
voldoende responsie te geven, tenzij dit signaal aanzienlijk versterkt zou
worden. Het is daarom aan te raden de puls te verbreden over de gehele
bemonsteringsperiode waarbij eventueel de amplitude van deze verbrede
puls nog gedurende de bemonsteringsperiode kan worden aangepast
door een extrapolatieproces (zie paragraaf 3.5).

b. De hogere harmonischen die ontstaan kunnen aanleiding geven tot
verzadiging en slijtage effekten. Weliswaar worden de hogere harmo-
nischen gedempt door het laagdoorlaatkarakter van de meeste kontinue
systemen waaraan het bemonsterde signaal wordt toegevoerd maar ergens
in het systeem kan een opslingering optreden in een frekwentiegebied
waarin ook de hogere harmonischen voorkomen. Hierdoor kan een
uitsturing ontstaan (verschuiven werkpunt) van versterkers en extra
slijtage in b.v. een tandwieltrein optreden. Er blijft dus in de meeste
gevallen behoefte aan een filtering van de hogere harmonischen die door
het bemonsteringsproces ontstaan voordat het signaal aan het kontinue
systeem wordt toegevoerd.

c. Door de bemonstering wordt slechts informatie over het signaal x(r)
verkregen op de bemonsteringstijdstippen 7 =0, T, 2T, ... . Alle infor-
matie tussen deze tijdstippen gaat verloren, tenzij het signaal wordt
gerekonstrueerd. Dit kan gebeuren met een zogenaamde extrapolator
of houdschakeling die het oorspronkelijke signaal x(z) volgens een
bepaald rekenproces probeert te benaderen uit de bemonsterde signaal-
waarden. Het x*(¢) signaal wordt als het ware weer kontinu gemaakt.
Op de bemonsteringstijdstippen kunnen diskontinue overgangen optreden.

In systemen waarin een rekenmachine is opgenomen in de regelkring
verzorgd de DA omzetter of de houdversterker deze funktie.

Aan de ingangszijde van de rekenmachine is geen signaalrekonstruktie
nodig. Indien de bemonsteringsfrekwentie van het te meten signaal echter
hoger wordt gekozen dan van de DA omzetter is een filterwerking van het
meetsignaal mogelijk in de rekenmachine (zie hoofdstuk XI).
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3.3.1 Filters

Wordt begonnen met de eis ten aanzien van het frekwentiespektrum van
x*(¢) dan lijkt het in eerste instantie het gunstigst een filter met rechthoekige
doorlaatkarakteristiek te kiezen (‘ideaal filter’) (zie fig. 3.15).

i “ideaal filter"

:
| |
| |

"| 1

Wy

/D

“Ws _lw 0
) S

3 el 1)
+—=W
et

Fig. 3.15

Het is fysisch niet mogelijk een dergelijk filter te maken. De inverse transfor-
matie naar het tijddomein van een ideaal filter geeft de volgende impuls-
responsie van het filter (zie fig. 3.16).

®
ri
1

f/\ e i
/T TN 0 T e T
Fig. 3.16
. T
- sin -t
sin o, T
O L (3-14)
ot nt
T

De uitgang y(¢) dient dus al een waarde te hebben voordat de ingang aan-
wezig is, hetgeen natuurlijk fysisch onmogelijk is.

Wanneer echter een dode tijd gelijk aan enkele malen de bemonsterings-
periode aan het filter wordt toegevoegd, wordt de responsie van fig. 3.16
naar rechts verschoven. Het zou dan wel bij goede benadering mogelijk zijn
het ingangssignaal te rekonstrueren, zij het dan met een zekere tijdvertraging,
gelijk aan de ingestelde dode tijd. -

Deze dode tijd moet echter betrekkelijk groot zijn, waardoor een grote

54



fasedraaiing ontstaat. Voor toepassing in een teruggekoppeld systeem
betekent dit een gevaar voor de stabiliteit.

De rekonstruktie tengevolge van het ideale filter is weergegeven in fig. 3.17.
Op elk moment worden oneindig veel responsies van de vorm van fig. 3.16
en met een hoogte die wordt bepaald door de signaalwaarden op de bemon-
steringstijdstippen bij elkaar opgeteld. Hierdoor wordt het oorspronkelijke
signaal volledig gereconstrueerd indien de maximale frekwentie van het

: : ; @,
ingangssignaal lager is dan > -

|
|
|
|
I
|
|
Y]

=5

T L e
Fig. 3.17

Een eenvoudige rekonstruktie is een rekonstruktie met rechte lijnstukken.
Hierbij is de impulsresponsie van het filter weergegeven in fig. 3.18.

1 y(t)
)
|
|
I
i y
=R T # L
Fig. 3.18
ePT—2 47?7 ofPT _ o= 4pTy2
Y(p) = = ) (3-15)

pP’T P’T
De frekwentiekarakteristick van dit filter (zie fig. 3.19) volgt hieruit door
p = jo te stellen.
4sin’ T T(sin 1wT)?

Hey= o’T G wT)?

(3-16)

Met behulp van een dergelijke filter is het mogelijk een rekonstruktie van
het signaal te verkrijgen zoals in fig. 3.20 is aangegeven. Op elk moment
worden twee responsies van de vorm van fig. 3.18 bij elkaar opgesteld. De
hoogte van deze responsie wordt bepaald door de signaalwaarden op de
bemonsteringstijdstippen. Op de bemonsteringstijdstippen zelf heeft slechts
één responsie een waarde.
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Het signaal wordt met behulp van rechte lijnstukken benaderd. Ook hierbij
is reeds een uitgang vereist voor de ingang aan het systeem is toegevoerd.
Door een dode tijd van 7 sec. toe te voegen, is realisatie mogelijk, maar ook
hierdoor wordt tevens een fasedraaiing geintroduceerd, die echter minder is

KT-T KT KTeT

Fig. 3.20

dan in het geval van een ideaal filter. Steeds is aangenomen dat X (jw) een
eindig frekwentiespektrum heeft, wat meestal niet het geval is, zodat zelfs
bij een ideaal filter altijd nog een zekere rimpel (dit is het verschil tussen het
werkelijke signaal x(z) en het gerekonstrueerde signaal) overblijft. De eisen
die voor de rekonstruktie van het signaal in het frekwentiedomein worden
gesteld, blijken sterk te kunnen worden afgezwakt, ook al omdat het
kontinue systeem zelf voor de nodige filterwerking zal zorgen.

3.3.2 Houdschakelingen

In het tijddomein is x(¢) slechts bekend op de tijdstippen 1=0, 7,27, ...nT.
Na het tijdstip kT tot het tijdstip (k+ 1) 7 wordt geen nieuwe informatie over
x(¢) verkregen. De vorm van het signaal x(7) tussen de bemonsteringstijden
kan met een extrapolatieproces worden benaderd, er ontstaat een signaal
x,(t). Bij een kontinu signaal kan x(f) voor kT<t<(k+1)T berekend
worden uit een Taylorreeksontwikkeling:

xm(kT)

5 (t—kT)? +... (3-17)

x(t) = x(kT)+xP (kT) (t—kT) +
waarin
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d"x(1)

x™(kT) =
22 de* |e=hr

De differentiaalquotiénten x™ (kT') zijn niet bekend. Wel kan een benadering
worden gevonden voor x™)(kT), x®(kT), enz. door gebruik te maken van
de kennis van de voorgaande waarden van x(z).

De eenvoudigste benaderingen zijn (zie ook hoofdstuk IV):

1) _ X(kT) — x(kT—T) _ Vx(kT)
x4 () = =
x{z) (kT) L X{U(kT) == x(”(kT— T)
T
x(kT) — 2x(kT=T) + x(kT-2T) _ V>x(kT)

T.?. TZ
zodat x () als volgt beschreven kan worden:

b= e+ 2D =Xk T-T)
T

(t—kT) +

[x(kT) — 2x(kT—T)+x(kT— 2T)] (t—kT)*
+ - +
T 2!

(t—kT) kT)?

+ V2 x(kT) - =KD" e (18)

= x(kT) + Vx(kT) :
Indien een extrapolatieproces rekening houdt met m+ 1 waarden van x(¢)
op de bemonsteringstijdstippen, spreekt men van een m°® orde houdschake-
ling. De meest voorkomende houdschakeling is de nulde orde houdschake-
ling, waarin x,(t) = x(kT) voor kT<t<(k+1) T. Verder vindt wel toepassing
de eerste orde houdschakeling waarin

x,(f) = x(kT) + D) i~ ;(”_ D

—kT)

voor kT<t<(k+1)T.

In eerste instantie lijkt het gunstiger een houdschakeling te kiezen van zo
hoog mogelijke orde. Behalve dat de praktische uitvoering van een hogere
orde houdschakeling een uitgebreide apparatuur vergt, zal de fasediaaiing
van een dergelijke houdschakeling in een teruggekoppeld systeem sneller
tot instabiliteit van de regelkring leiden. Een groot voordeel van houdschake-
lingen is dat het gekonstrueerde signaal x,(7) bij elke bemonstering gekorri-
geerd wordt en de juiste waarde van dat moment aanneemt. Er treedt dus
geen cumulatie van fouten op.
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3.3.2.1 Nulde orde houdschakeling
De werking van deze houdschakeling wordt beschreven door de vergelijking:

x,(1) = x(kT) voor kT<t<(k+1)T (3-19)

Deze bewerking wordt aangegeven in fig. 3.21.

x(t) Ih(t}

- — =

|

E
| B
| gl
I ]l g

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T

[FE==1

Fig. 3.21

De overdrachtsfunktie G,q(p) van de nulde orde houdschakeling wordt
gevonden uit de responsie op een eenheidspuls. Indien deze aan de nulde
orde houdschakeling op =0 wordt toegevoerd, ontstaat een uitgang x, ()
die in fig. 3.22 is weergegeven.

xh“)-

0 T 2T
Fig. 3.22

x,(t) = U(t)— U(¢t—T) waarin U(¢) de eenheidsstapfunktie is.

TG =PZ ] ~e n P

Gio(p) = ——
P P P

De frekwentiekarakteristiek (zie fig. 3.23) wordt gevonden door p = jw in te
vullen.

(3-20)

. lme—jmT 26—-}jmT ei—jmT___e—ijmT)
Gho(jw) = : = ( :
jw 2jw
_ Tsin 30T ot ioT (3-21)
T
voor 0 < o < w, geldt:
sin T
[Guoli = E2 AT arg{Grg) = ~0T
10T
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Deze frekwentiekarakteristiek wijkt sterk af van de frekwentiekarakteristiek
van het ‘ideale’ filter dat gestippeld is aangegeven in fig. 3.23. Hierdoor is het
niet mogelijk de bemonsteringsfrekwentie gelijk te nemen aan het theore-
tische minimum van w, = 2w, zoals blijkt uit fig. 3.24.

Bij een hogere bemonsteringsfrekwentie wordt de filterwerking beter, zie
fig. 3.25.

i

T /5|29 Gpo| |G hol
0 0 T
1
|Cho % |-45° | 09T
1
Z | -90° 0.65T
3 |-135° | 03T
1 |-180° 0
A
I T T
arg (thl)
FE ) PP iy
Fig. 3.23
A \
T S frekwentie karakteristiek 1 door nulde orde houdschakeling
\ nulde orde houdschakeling gefilterde frekwentie spectrum
1 N
T
. ik T
0 -%—w 0 Lwg wg
Fig. 3.24
A frekwentie karakteristiek A door nulde orde houdschakeling
T nulde orde houdschakeling gefilterde frekwentie spectrum
A
T 4
- . >t ' A -t
0 -}-(.Ds g 0 %‘UJS wsg
Fig. 3.25
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Enkele opmerkingen over de nulde orde houdschakeling die van belang zijn

in verband met het voorgaande zijn:

1. Deze houdschakeling is simpel van vorm en uitvoering. Het signaal wordt
vastgehouden totdat een nieuwe waarde van het signaal, afkomstig van
een volgende bemonstering, wordt aangeboden.

2. Een kontinu systeem waarin deze houdschakeling is opgenomen is minder
gevoelig voor de pulsbreedte van het signaal x*(¢) (zie fig. 3.26).

xh A -
1 e
| it e =]
i | | pulsbreedte T
| R 5
RN o T Tt 2T 2T+T 3T
xh A _‘_"--"" "“‘*-..,_‘
ST pulsbreedteT+0
»t
0 T 2T 3T
Fig. 3.26

3. Een konstant signaal wordt perfekt gerekonstrueerd door een nulde orde
houdschakeling, een eenparig met de tijd toenemend signaal wordt volgens
een trapfunktie gevolgd (zie fig. 3.27).

e
- I
x (t) Xplt | S I
hit) Pl 1 T H i
I | | | | i
-t 1 L 1 1 1 Iy
0 T 2T 3T 4T 5T 6T 0T 2T AT 4T ST heT
A
Fd -
A
~
%
e
x*[t) //
/T
”~
1
7~
ot >t
0 T 2T 3T 4T 5T 6T QF T 2T AT 4T 5T 6
Fig. 3.27

De funktie van een nulde orde houdschakeling is schematisch weergegeven
in fig. 3.28.

Een geschematiseerde praktische uitvoering is de volgende (fig. 3.'29).

60



De funktie van de schakelaar wordt vertolkt door de FET-transistor die
gedurende een korte tijd het ingangssignaal geleid.

De ingangsimpedantie van de schakeling is zeer hoog als de FET niet
geleid. De operational amplifier werkt in deze uitvoering als een emittervolger

versterker
o met o
schakelaar | zeer grote
c ingangs -
houd impedantie
condensator enF;uge
o uitgangs—- [ ©
= impedantie
Fig. 3.28
o
LY =
FET c
+15 |
i -
=15
Fig. 3.29

en heeft een zeer hoge ingangsimpedantie en een lage uitgangsimpedantie.
Indien C = 0,001 pF en de weerstand van de FET R = 100Q is in geleidende
toestand, is de tijdkonstante die geldt voor het opladen van de condensator:
7=RC=10"" sec.

Een andere mogelijkheid is de volgende (fig. 3.30).

R
1
| I
a C
I
1
R
Lo
b
Fig. 3.30

De diodebrug vertolkt de funktie van een schakelaar en geleid al dan niet

afhankelijk van de spanning die over a en b wordt gezet.
In geleidende toestand wordt C opgeladen. Indien R=10kQ en C=
=0.001 pF is de tijdkonstante die geldt voor het opladen van de condensator:
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7=RC=10"%sec. De uitvoering volgens fig. 3.29 laat dus een hogere
bemonsteringsfrekwentie toe.

3.3.2.2 De eerste orde houdschakeling
De werking van deze houdschakeling wordt beschreven door de vergelijking

x,(0) = x(kT) + x(kT) — x(kT—T)

(t—kT) (3-22)

voor kT<t<(k+1)T.
Deze bewerking wordt aangegeven in fig. 3.31.

x(t) xp(t)

I 1
I
1
JURST
T
1
1

|
f
l I

- t -
2T 3T 4T 5T 6T

I
|
I
|
|
|
|
T

Fig. 3.31

De overdrachtsfunktie G,;(p) van de eerste orde houdschakeling wordt
gevonden door een eenheidspuls ten tijde =0 op de ingang van de schake-
ling te zetten. De uitgang g,, (f) = x,,(¢) is in fig. 3.32 weergegeven.

xp (0 A

2

-

-1+
Fig. 3.32

De totale responsie luidt:

) =U(t)+%U(t)—2U(r T) — (TT)U(t T)
P= ifT)U(: 2T) + U(t—2T)
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De frekwentiekarakteristick wordt gevonden door p = jw in te vullen.

Gy (i) = {Grolim))? 2t J‘“T“ (3-24)

voor 0 <w < w, geldt

o i
1Gyy] = (G, Lt T

T

arg. {G,,} = —oT+bgtg(wT) (zie fig. 3.33).
In deze figuur zijn zowel de frekwentiekarakteristiecken van de nulde als van
de eerste orde houdschakeling weergegeven.

| '\1"
i \ w/ws|arg G| Gy
0 0 T
Al —a90°
3 32° | 1,477
T | -08° | 1387
W 2 | -19° | 0,457
: ) 1 1=27° [ 0
|
~0¢ |
x l
R o SRS, S
1% .\
Yarg
Fig. 3.33

De eerste orde houdschakeling wordt minder gebruikt dan de nulde orde
houdschakeling. Er is een geheugen nodig om de vorige bemonstering te
onthouden. Voorts is de fasedraaiing bij hogere frekwenties groter. Indien
het ontwerp zeer kritisch is, wordt wel een eerste orde houdschakeling
gebruikt. Een stapvormig ingangssignaal wordt eerst na één bemonsterings-
periode gevolgd (zie fig. 3.34). Een eenparig met de tijd toenemende funktie
wordt na één bemonsteringsperiode exakt gevolgd (zie fig. 3.34).
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Soms wordt wel een zogenaamde fraktionele houdschakeling toegepast, die
een werking heeft die tussen een nulde en eerste orde houdschakeling in ligt.
Deze wordt verkregen door de tweede term van de vergelijking (3-22) te
vermenigvuldigen met een faktor m tussen 0 en 1. Voor m =0 wordt de

1 T

[

1 I

pAL > L (G

2T 3T 4T 57 0 T 2T 3T 4T 5T
(a) (b)

1
1
1
|
|
|
|

1
1

| 1

| i

I

L II

Fig. 3.34

nulde orde houdschakeling gevonden, voor m =1 de eerste orde houd-
schakeling.

De equivalentie van een digitaal analoog omzetter of sample and hold
en de mathematische beschrijving van een schakelaar gevolgd door een nulde
orde houdschakeling kan op de volgende wijze aangetoond worden.

{xrkn} digitaal y(t) x(1) )(x*(l) nulde orde y(t)

— analoog — = houd - [
omzetter schakeling
(al (b)
Fig. 3.35

In fig. 3.35a is de werking van een DA-omzetter aangegeven. Een rij
getallen op de bemonsteringstijdstippen wordt omgezet ‘in equivalente
spanningen die gedurende T sec. worden vastgehouden.

Het uitgangssignaal y(¢) kan als volgt worden beschreven:

o0

y(®) = Y x(kT)[U(t—kT)— U(t—kT—T)].

De Laplace-getransformeerde wordt:

—pkT _ ,—pkT—pT -pT
® PkT _ o—pkT—p l]—e 2T ®

Y(p) = Y x(kT)< = Y x(kT)e ™7

k=0 P p k=0

In fig. 3.35b is de werking van de ideale schakelaar gevolgd door een nulde
orde houdschakeling, weergegeven.
—pT

N X(kT) o™

k=0

1—e

Y(p) = Gyo(p): X*(p) =

64



IV. Diskrete elementen

4.1 DIFFERENTIEVERGELIJKINGEN

In systemen met signaalbemonstering kunnen naast kontinue elementen
waaraan kontinue of bemonsterde signalen worden toegevoerd, diskrete
elementen voorkomen.

Het verband tussen de ingang en de uitgang van een diskreet element is
slechts gedefinieerd op diskrete tijdstippen en kan beschreven worden met een
differentievergelijking.

In de meeste gevallen is de informatie dan aanwezig in de vorm van getallen
zodat binnen het diskrete element bewerkingen op getallen plaatsvinden.
Voorbeelden van diskrete elementen in een regelkring zijn: digitale filters en
digitale regelalgorithmen (rekenbewerkingen die op huidige en voorgaande
informatie binnen een digitale rekenmachine worden uitgevoerd).

In het algemeen is men minder vertrouwd met differentievergelijkingen dan
met differentiaalvergelijkingen. Differentievergelijkingen zullen daarom
eerst geintroduceerd worden, uitgaande van differentiaalvergelijkingen
(voorbeeld 4.1).

Er zij echter op gewezen dat een equivalente behandeling van differentie-
vergelijkingen en differentiaalvergelijkingen niet noodzakelijk is voor de
beschrijving van diskrete elementen, omdat deze elementen inherent door een
differentievergelijking worden beschreven.

Voorbeeld 4.1
De differentiaalvergelijking
d2

—“‘l‘ﬁl +ﬁz}’—“x
df dt

bestaat uit termen die continu kunnen variéren. Door aan te nemen dat op
diskrete tijdstippen informatie over de signalen x en y voorhanden is,
kunnen y(¢) en x(f) vervangen worden door y(kT) en x(kT). Voor
dy . 4

mar
kenms van y(nT) met n= ..., k—2,k—1,k k+1,k+2,.... De meest
simpele mogelijkheden zijn de volgende:

dient een benadering gevonden te worden, uitgaande van de
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s ] Z YT+T) - y(kT) _ Ay(kT)
dt |e=kT i T
dy dy
en dz_y =i(d_y) i dt |i=irer At |imir
de® [e=kr  dt\dt Je=s1 T
_ Y(T+2T) = 2y(kT+T) + y(kT) _ A’ y(kT)
e T2 = T _°

Men noemt Ay(kT) de eerste voorwaartse differentie, A%y (k7) de tweede
voorwaartse differentie, enz.

Er ontstaat nu de volgende differentievergelijking (voorwaartse differentie-
vorm):

A? y(kT) )
TZ

s g"f” + B, p(KT) = wx(kT) @-1)

of de volgende differentievergelijking:
boy(KT+2T) + by y(kT+T) + b, y(kT) = a, x(kT) (4-2)
met

1
bo'—_-F

by = —;f;(z—ﬁlr)

1
b, = = (=B, T+B, T

a, = o.
5 s | 2D = y(T-T) _ Vy(kT)
dt |e=kr T T
IR
Q = i(d_y) 5 di t=kT dt t=kT—-T
di? [e=kr  dt \dt /r=sr T
_ y(kT) —2y(kT—T) + y(kT—2T) _ V?y(kT)
= T2 T Tz .

Men noemt Vy(kT) de eerste achterwaartse differentie, V?y(kT) de tweede
achterwaartse differentie, enz. Er ontstaat nu een differentievergelijking in de
achterwaartse differentievorm:
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V20D | BTED 4y D) = sk @3
of
o y(KT) + by y(kT=T) + b y(kT—2T) = ax(kT) @4
met

LBt
0= F(1+ﬁ1T+ﬁzT2)

; 1
by _F(ZHS‘T)

1
p e e
bz—Tz
s =&

Hieruit blijkt dat de beschrijvingswijze met A of V de meeste gelijkenis
vertoont met differentiaalvergelijkingen. Deze gelijkenis is van weinig
betekenis indien het element inherent diskreet is. Hiervoor is de beschrij-
vingswijze (4-2) of (4-4) van veel meer belang.

In het vervolg zal als algemene vorm voor de differentievergelijking die een
diskreet element beschrijft, worden gekozen:

bo y(kKT) + b, y(kT—T) +...+ b, y(kT—nT)
= agx(kT) + a; x(KT—T) + ...+ a,x(kT—nT) (4-5)

Veelal wordt het argument T weggelaten, terwijl ook wel de volgende notatie
in de literatuur wordt gebruikt:

boyx+ by yu—1 + - bpYin = Qo X+ Ay Xg—g + o+ Ay Xpp (4-6)

In vele gevallen wordt de faktor b, = 1 gekozen. Hierdoor is het mogelijk de
uitgang y(kT) van het element te schrijven als de som van de huidige en
voorgaande ingangsgrootheden en voorgaande uitgangsgrootheden:

y(kT) = agx(kT) + a; x(kT—T) + ...+ a,x(kT—nT)
— b, y(kT—T) — b, y(kT—-2T) —...— b, y(kT—nT)  (4-7)

In verband met de fysische realiseerbaarheid mag b, niet gelijk zijn aan
nul indien a, # 0. De uitgang zou anders anticiperen op de nog onbekende
ingang. De orde van de differentievergelijking wordt bepaald door het
verschil tussen het grootste en kleinste veelvoud van 7' in het argument van
y, dus door k—(k—n)=n.

Tenslotte wordt nog gewezen op de volgende schrijfwijze van de differentie-
vergelijking (4-8):

67




bo y(KT+nT) + by y(kT+nT—T) +...+ b, y(kT)
= aox(KT+nT) + a; x(kT+nT—T) +...+ a,x(kT). (4-8)

Men kan (4-5) direkt oplossen voor y(k7T) met k=0, 1, 2, ..., indien men
aanneemt dat x(k7T)=0 voor k<0 en indien men de beginvoorwaarden
y(=1), (=2T), ..., y(—nT) kent. In de meeste gevallen zullen deze gelijk
zijn aan nul (voorbeeld 4.2).

Het is ook mogelijk y(kT+nT) op te lossen uit (4-8) voor k =0,1,2, ...
indien n beginvoorwaarden y(0), y(7), ..., y(nT—T) bekend zijn. Indien
dit laatste niet het geval is, dienen deze beginvoorwaarden gegenereerd te
worden uit het stel beginvoorwaarden y(—1), y(=2), ..., y(—nT) (zie
voorbeeld 4.2). In het volgende hoofdstuk wordt hierop nader teruggekomen
bij het toepassen van de verschuivingsregels.

Voorbeeld 4.2

Y(KT) + by y(kT—T) + by y(kT—2T) = agx(kT). (4-9)

Neem aan y(kT)=0 voor k= —1, —2, en x(kT)=0 voor k= —1, =2,
—3,....Stelx(0)=1, x(kT)=0voor k=1,2,3,.... y(kT)voork=0,1,2,...
wordt opgelost uit:

V(kT) = —b, y(kT—T) — b, y(kT—2T) + ao x(kT).
Voor k =0 geldt:
y(0) = a,.
Voor k=1 geldt:
Y(T) = —byy(0) + apx(T) = —b,a,.
Voor k£ =2 geldt:
Y2T) = —by y(T) — b y(0) = bf“o — byay, enz
Indien de differentievergelijking als volgt wordt geschreven:
Y(KT+2T) + by y(kT+T) + b, y(kT) = aox(kT+2T) (4-10)

wordt voor k =0, y(27T) gevonden als funktie van y(0), (7) en x(2 7).
¥(0) en y(7T) worden gevonden door k= —2 en k= —1 in te vullen in
(4-10). Hieruit volgt y(0) = a, en y(T) = —b, a,, waarna

Y@2T) = —by(—aob,) — byag = bia, — bya,, enz.

De differentievergelijkingen zijn rekursief en kunnen op een eenvoudige
iteratieve wijze worden opgelost.
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Een andere wijze om een systeem te beschrijven is de beschrijving via de
impulsresponsie.

Zoals reeds aangegeven in hoofdstuk III, paragraaf 3.2.3 kan voor een
kontinu systeem waarvan de ingang wordt bemonsterd, de uitgang op
diskrete tijdstippen bepaald worden uit:

k K
y(kT) = ¥ x(nT)h(kT—nT) = ) x(kT—nT)h(nT). (4-11)
n=0 n=0

Bij diskrete elementen vindt meestal een normering plaats met T='1, omdat
in diskrete elementen de tijd niet expliciet als parameter voorkomt.
Hierdoor gaat (4-11) over in (4-12)
k k

y(k) = Zo x(m)h(k—n) = ZO x(k—n)h(n). (4-12)
Deze vergelijking geldt ook voor diskrete elementen, zoals nu aangetoond zal
worden.

Bij kontinue systemen wordt gebruik gemaakt van impulsen, bij diskrete
elementen kan gebruik gemaakt worden van zogenaamde Kronecker rijen
met de eigenschap :

d;(k) =1 voor k =j en é;(k) =0 voor k #Jj.
d.w.z. dat voor 8,(k) de volgende getallenrij genoteerd kan worden:
{1,0,0,0, ...}, voor &, (k) geldt: 5, (k)= {0,1,0,0, ...}, enz.
De Kronecker rij 8, (k) geeft een responsie y (k) op het diskrete element voor
=001 2500
Er ontstaat een rij getallen aan de uitgang die vergelijkbaar is met de
impulsresponsie van een kontinu systeem.
De Kronecker rij 8, (k) geeft een responsie y(k) die één verschoven is ten
opzichte van de responsie op 8, (k), d.w.z. er ontstaat nu de rij h(k—1).
Men kan dit ook eenvoudig zien uit voorbeeld 4.2. De ingang wordt dan
x(0)=0, x(1)=1en x(k) =0 voor k=2,3,4, ...
Er volgt dan:
y(0) = aox(0) =0
y(1) = —by y(0) + agx(1) = 0+ao = ao
y(@2) = —by y(1) = by y(0) + agx(2) = —byao
y(3) = —by y(2) — by y(1) + agx(3) = biao — by ac.
enz.

Indien men een willekeurige ingangsrij
x(k) = {x(0) 6o(k)+x(1) 6, (k) +...}

toevoert aan het systeem, ontstaat de volgende uitgangsrij:
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y(K) = x(0)h(k) + x(1) h(k—1) + x(2) h(k—2) +...+ x(k) h(0)
k k
= Y x(mh(k—n) = Y x(k—n)h(n).

n=0 n=0

Deze beschrijvingswijze van een diskreet element is niet rekursief. Indien men
y(m) wil berekenen, volgt y(m) niet uit een beperkt aantal voorgaande waar-
den van x (k) en y(k) maar uit een in principe toenemend aantal waarden van
x(k) en h(k). Dit aantal is slechts begrensd indien % (k) en x(k) voor k> N
nul worden (zie voorbeeld 4.4 en 4.5).

Voorbeeld 4.3
Gegeven een element met i(k)=1 voor k=0, 1,2,.... Er geldt dan de
volgende niet-rekursieve betrekking:

k

y(k) = 3 x(n). (4-13)

n=0

Het element is dus op te vatten als een sommator. Een rekursieve betrekking
. volgt hieruit door y(k—1) af te trekken van y(k):

k k-1
YR =ylk=1 = ¥ x(m) = T x(n) = x(¥)

De sommator kan dus ook beschreven worden met de eerste orde differentie-
vergelijking (4-14):

y(E)—y(k—1) = x (k). (4-14)
Indien x(k) = 1 voor k=0, 1, 2, 3, wordt voor y(k) gevonden:
k

y(k) = Y x(n) = (k+1)x(k) = k+1 (zie fig. 4.1).

n=0

Fig. 4.1

Voorbeeld 4.4
Gegeven een element met A(k) = (3)*. De niet-rekursieve betrekking luidt:

v = 3 @ xe=m = ¥ @ "x(m) (*15)
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Het element is op te vatten als een filter dat de ingangsinformatie gewogen
doorgeeft aan de uitgang, waarbij de nieuwste informatie met meer gewicht
wordt meegenomen dan de andere informatie.

De ‘stap’ responsie van dit element wordt gevonden door als ingang te

nemen.:
x(k)=3o(k)+ 6, () +...= {1, 1,1, 1, ...}

Hieruit volgt:

k _{1ktL
W= ar=0 g,
n=0 l—%
Voor k— oo geldt:
lim () = 11: 3,

Deze responsie is met kruisjes weergegeven in fig. 4.2.

L T -

ylkl{ )

Fig. 4.2

Deze responsie lijkt erg veel op de stapresponsie van een kontinu eerste orde
laagdoorlaatfilter met een gelijkstroomversterking 2. Er treedt echter een
sprongvormige verandering op voor ¢ =0, die voor een kontinu eerste orde
laagdoorlaatfilter alleen kan optreden bij een beginvoorwaarde ongelijk nul.
Een equivalente responsie treedt op indien het diskrete element beschreven
wordt door h(k)=%)*"! voor k=1,2,3,... en h(k)=0 voor k=0,
—1, =2, .... Voor de ‘stap’ responsie wordt dan gevonden:

y(0) = h’EO)x(O) =0
y(k) = Z @ voor k= 1,2.3,..

Hieruit volgt:

}’(k) = {Os 1, 1%: 1%}

Deze responsie is met nulletjes weergegeven in fig. 4.2.
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De rekursieve betrekking kan als volgt worden afgeleid:

y0 =X @rxk-n g
(=T =),

k=1

yk=1) = "; @) x(k—1-n)
= x(k—1) + ix(k—2) +...
Dus
(k=1 = dx(k—D+3x(k-2)+....
Hieruit volgt:
yR)—1yk—1) = x(k).

Dit is een eerste orde differentievergelijking.

(4-16)

Teneinde het aantal berekeningen in een rekursieve betrekking te beperken,
kan men vaak de rij {h(k)} voor een bepaalde waarde van k = N afbreken

zodat ontstaat:
h(k) = {h(0), h(1), h(2), ..., h(N), 0, 0}.

Voor y(k) kan nu genoteerd worden:

y(k) h(n)x(k—n) voor k<N

y(k) h(n)x(k—n) voor k> N.

N

Voor de ‘stap’ responsie van voorbeeld 4.4 wordt nu gevonden voor N=1, 2

en 3 resp.:

N =1:y(0) =1, y(k) = ;10 @) =14 voor k=1,2,...

2
N=2:y0)=1,yQ1) = 14, y(k) = ;D @)"=13% met k=23,..

N =350 =1Ly = 14,yQ) = tien y®) = ¥ @' = 1§
kE=3.4.75,..

(zie fig. 4.3)

Het is ook mogelijk de frequentieresponsie van dit filter te bepalen:

Neem als ingangsrij

x(n) =elo"
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2 e ——————
A A & A N=3
A ©O © O O j=2
1 A % X X X X N=1
ylk) |
& -
1 2 3 L 5 6 x
Fig. 4.3

Bepaal de responsie
k
v = 3 @ xtk—n

van het filter op het signaal x(n):

k
y(k) = Z (,Bnejm(k—n) i ejwk(l +fe"jmf+iﬁ_2jm )
n=0

— elok. = (‘}e-jm)kﬂ )

1—3e™i®
Voor k— oo wordt verkregen (4-17)
lim () = ﬁ x(K).
Hierin is:
- H(jo)
1—de™"

de frekwentieresponsie van het eerste orde filter (zie fig. 4.4).

im=-as

HIjW

discr. filter
z
: iy WIS re-as
W= =
; \\wUm 0
\\ w /,

N

Fd
= "~ cont. filter

w

Fig. 4.4

(4-17)

(4-18)
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In hoofdstuk VII wordt de frekwentieresponsiemethode nader behandeld.
Hier zij vermeld het grote verschil tussen de frekwentieresponsies van een
discreet en een continu eerste orde laagdoorlaatfilter.

De frekwentieresponsie van het kontinue filter doorloopt de frekwenties
van 0 tot co (gestippeld weergegeven). De frekwentickarakteristiek van het
digitale filter herhaalt zich voor de frekwentiegebieden 27 tot 47, 4 tot 6,
enz. Alleen voor lage frekwenties is een goede overeenkomst mogelijk.

In dit voorbeeld is 7= 1 gekozen.

De konvolutie van de twee getallenrijen x(k —n) en 4 (n) teneinde de getallen-
rij y(k) te verkrijgen, wordt geillustreerd door het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 4.5

Stel dat h(n) en x(n) worden gegeven door de volgende getallenrijen (zie
fig. 4.5).

b B I
2
ylo)
xl=n+1)
=2 =1 O 1
2
1 yll=24

11 ylz)=241s 1.

R

Fig. 4.5

X (k—n) wordt gevonden door x(n) te spiegelen t.o.v. t = k. Voor k=0, 1
en 2 wordt y(k) gevonden uit de konvoluties die in fig. 4.5 zijn aangegeven.
Er ontstaat uiteindelijk de volgende uitgangsrij:

y(kT) = {2,3,3},3%,13,4,4.0,0,0,...}.
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Dit resultaat dat ontstaat door de onder elkaar gelegen waarden /(n) en
x(k—n) met elkaar te vermenigvuldigen en op te tellen, kan ook worden
verkregen door twee rijen getallen t.o.v. elkaar te verschuiven en de onder
elkaar gelegen waarden met elkaar te vermenigvuldigen (zie fig. 4.6).

»(0) wordt verkregen uit de eerste twee rijen, y(1) uit de eerste en de derde

tij, ¥(2) uit de eerste en de vierde rij, enz.

h(n)

x(—=n)  y0)=2

x(1-n) p()=1+2=3
x(2-n) y@2)=3+14+2=3}

1 x(3-n) y(3)=%4+1i+1+2=33%
e x(4—n) y@=%1+i+1=13
AERS x(5—n) y(O)=%i+i=%
L x(6—n) y(©6)=1%

Fig. 4.6

De niet-rekursieve betrekking, gekarakteriseerd door A(k), is eenvoudig af te
leiden uit de rekursieve betrekking, gekarakteriseerd door de differentie-
vergelijking in y(k) en x(k). Het omgekeerde is echter veel moeilijker. Men
dient dan veronderstellingen over de orde en de vorm van de differentie-
vergelijking te maken.

Voorbeeld 4.6
Gegeven een diskreet element beschreven door
y(k)=ay(k—1)+x(k). (4-19)

De niet-rekursieve betrekking van y(k) luidt:
k
y(k) = Y h(n)x(k—n)
n=0

waarin A (n) bepaald dient te worden.
Er geldt tevens:

k—

y(k—1) = 21 h(n)x(k—1—n).
n=0

Dit ingevuld in (4-19) geeft

: |

i h(n)x(k—n) = ccki h(n) x(k—1—n) + x(k).
n=0 n=

0
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Hieruit volgt
h(0) x(k) = x(k) = h(0)=1
h(1) x(k—=1)=ah(0) x(k—1) = h(1) = ah(0) = a

hQ2) x(k—2) =ah(l) x(k—2) = h(2) = ah(l) = o?
enz.
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V. De z-transformatie

5.1 DEFINITIE VAN DE z-TRANSFORMATIE EN DE INVERSE
Z-TRANSFORMATIE

In de voorgaande hoofdstukken is aangegeven op welke wijze de signalen in
een bemonsterd systeem mathematisch beschreven kunnen worden.

In hoofdstuk III zijn m.b.t. het bemonsterde signaal x*(¢) (fig. 5.1) de vol-
gende uitdrukkingen voor X*(p), de Laplace getransformeerde van x*(1),
afgeleid:

Xipl ¥ (pl
x(t) )(r At w661 yit]
Fig. 5.1
X*p) = ¥ x(nT)e™" (5-1)
n=0
s
X* i n &5
(p) ,.; N @)oo (5-2)
+w
XD =2 ¥ X+ (53)

Deze uitdrukkingen zijn niet eenvoudig te hanteren. De analyse van stabili-
teitseigenschappen en overgangsverschijnselen in systemen waarin bemon-
sterde en kontinue signalen voorkomen, wordt hierdoor ernstig bemoeilijkt.

In dit hoofdstuk zal worden aangegeven hoe door een eenvoudige trans-
formatie een gelijkvormige beschrijvingswijze wordt gevonden voor systemen
met signaalbemonstering en kontinue systemen. Hierdoor zijn, met weliswaar
Kleine verschillen, de analyse en synthese methoden voor kontinue systemen
ook geschikt te maken voor systemen met signaalbemonstering.

Deze transformatie, de z-transformatie, voert elk getransformeerd signaal
X*(p) over in X(z) volgens de definitie:

z=eT of p==Inz

1
T

717
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en deze laatste vorm een verschuiving in het tijddomein ter grootte van de
bemonsteringsperiode 7' voorsteld, wordt de z-operator ook wel verschui-
vingsoperator genoemd.

Zoals reeds aangegeven in hoofdstuk III; is voor (5-3) erg moeilijk een
gesloten uitdrukking te vinden; deze uitdrukking zal slechts gebruikt worden
voor een beschouwing in het frekwentiedomein.

Door de z-tranformatie gaat (5-1) over in:

o

plin: = X(@) = ¥ x(nT)z™", | (5-4)

n=0

X*(p)

terwijl (5-2) overgaat in:

ek - EOHEY g
p=1flnz =X(2) = ,.;1 N'(E) 1 —einT 51

X*(p)

S T()  z
= —=t ] 5-
ngl N'(&) z—eT &)

Hierin noemt men
X@ = Z{x" (0} = LEZO}p=Linz = X* ()| p=L1a-

de z-transformatie van x*(¢).

Er zal echter ook gesproken worden over X(z) als de z-transformatie van
x(t). Hierbij wordt aangenomen dat x(¢) wordt bemonsterd ofyde tijdstippen
t=nTmetn=0,1,2,.... Inhet vervolg van dit hoofdstuk zal x(z) steeds in
deze zin worden gedefinieerd.

In vele gevallen zal het mogelijk zijn voor (5-4) een gesloten uitdrukking
te vinden, waarbij voldaan dient te worden aan de convergentievoorwaarde
van de oneindige som.

In hoofdstuk IV is aangegeven dat bij diskrete elementen bewerkingen op
rijen getallen plaatsvinden.

Ook hierop kan de z-transformatie worden toegepast waarbij de 1ij van
getallen {x(kT)} voor k=0, 1, 2, ... als volgt per definitie getransformeerd
wordt:

o0

Z{x(kD)} = Y x(kT)z™* = X(2). (5-6)

k=0

De z-transformatie is dus een universele transformatie die zowel kan worden
toegepast op bemonsterde signalen als op rijen getallen. De overeenkomst
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in beide beschrijvingswijzen in het p-domein is reeds aangetoond in de voor-
gaande hoofdstukken.

In dit hoofdstuk zullen vele voorbeelden worden behandeld van het gebruik
van de z-transformatie, zowel voor bemonsterde signalen x*(¢), als voor
bemonsterde elementen met overdrachtsfunktie H*(p) (de Laplace getrans-
formeerde impulsresponsie van een dergelijk element, zie fig. 5.2).

— Hipl ——.—>|/—'-

T

Fig. 5.2

Bovendien zal in een aantal voorbeelden de z-transformatie van de in- of
uitgangsrij van een diskreet element, of de z-transformatie van een diskreet
element worden bepaald.

Voorbeeld 5.1

Bepaal de z-transformatie van een stapfunktie die bemonsterd wordt:
x(t)=U(t) met U(t)=1 voor t=0 en U(t)=0 voor t<0. Hieruit volgt
x(nT) =1, dus:

X@)= ) x(nT)z"= ) z7 "= 1_1=L.
n=0 n=0 1-z z—1
Voorbeeld 5.2
Bepaal de z-transformatie van de overdrachtsfunktie H(p) = pﬁ. Maak
gebruik van (5-5), T(¢)=1, N(¢)=¢+a, &, =—aen N'(§)=1, dus :
g I€ L __ L =
a0 N'(E)1—eTz7t  1-e™Tz7! z—e™*T
Voorbeeld 5.3
Bepaal de z-transformatie van een digitaal element met {h(nT)} = (3)".
Z{h(T)} = ¥, @re = ——g =
n=0 1—-4z71 z—}.

De z-transformaties van twee bemonsterde signalen x, (f) en x, () die beide

op de bemonsteringstijdstippen dezelfde waarden hebben, zijn gelijk:
Z{x,(0)} =Z{x,(1)}.

De kontinue signalen kunnen echter behoorlijk van elkaar verschillen (zie

fig. 5.3): y
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De z-transformatie is dus eenduidig voor de diskrete signaalwaarden maar
niet voor de tussenliggende waarden, dus ook niet voor het kontinue signaal
dat bemonsterd wordt.

- XpIt)
>
Xylt) -~ —~ >
i . ] =
1] T 27 a &7
Fig. 5.3

De z-transformatie beeldt het p-vlak af in het z-vlak. Aangezien:

epT A epT+32nn = epT-t-jnw,T =, E:(p+j1vwr.\,}'.l"

blijkt dat de afbeelding van de secundaire stroken in het p-vlak dezelfde is

als de afbeelding van de primaire strook.
De imaginaire as in het p-vlak gaat over in de eenheidscirkel in het z-vlak,
immers:

e’*T =z, hieruit volgt: modz =1 en argz = T.
Indien alleen de primaire strook wordt beschouwd, geldt :

) w
Z’gng‘, dus —n £argz < 7.

Voor de lijnstukken 4B en CD (zie fig. 5.4) geldt:

o) n
=—0+j—=—-0+j— met 050 =< .
4 .12 JT

Deze lijnstukken gaan in het z-vlak over in de lijnstukken z = e~ ?Te** of
mod z=¢"" voor 0<¢6=<co en arg z= +7.

De primaire strook in het linkerhalfvlak van het gesterde p-vlak wordt
afgebeeld binnen de eenheidscirkel in het z-vlak (fig. 5.4). Samenvattend kan

im-as im-as
p-vlak gesterde

7/%
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men dus stellen dat het linkerhalfvlak van het p-vlak wordt afgebeeld in de
primaire en secundaire stroken in het linkerhalfvlak van het gesterde p-vlak.
Deze stroken worden afgebeeld binnen de eenheidscirkel in het z-vlak.

Evenals de Laplace transformatie heeft ook de z-transformatie een inverse.
De inverse z-transformatie wordt gegeven met de volgende formule:

x(nT) = ZLEUJ‘C X(2)z" 'dz. (5-7)

Hierin is C een gesloten kontour in het z-vlak welke alle singuliere punten van
de integrand omsluit.

Deze integraal wordt met behulp van de residustelling opgelost;

x(nT) = som van de residuen van X(z) 2" ™'

Indien X (z) een nulpunt z = 0 heeft, wordt deze som voor enkelvoudige polen
T(2)

met —— NG = X(z2)
x(nT) = 2 TE‘?)(Z‘) (5-8)

waarin z; dc%van N (z) zun

Indien X(z) geen nulpunt z =0 heeft, kan men gebruik maken van de ver-
verschuivingsregel (zie paragraaf 5.2) of dient men x(nT) voor n=0
afzonderlijk te bepalen (zie voorbeeld 5.5).

De afleiding van de inversieformule (5-7) is opgenomen in appendix A.

Voorbeeld 5.4
Gegeven:
H(z) = _%'z___; stel T=In2.
(z—le—%)

Het polen- en nulpuntenbeeld van H(z) is weergegeven in fig. 5.5.

z -vlok

raj= %

Fig. 5.5

Bepaal de impulsresponsie y(nT') van dit element:

— 'l_ %Z n—ld
) 211:_][ (z—l)(z—s}_-)z #
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De integrand heeft de enkelvoudige polen z, =lenz,=4. T(z2)z" ' =4z"

en N(z2)=(z—1)(z—3) dus N'(2) =(z—1)+(z—3). -
Met de residustelling volgt nu:
o T(z)z ™"
T) = —_—
Yind) s; N'(z)
_I'®), @'
3 —2
=1=G3" =n=012,..
of::

OEWEO LG
Hieruit volgt:

{r(@7)} = {0,4,% ...}.

Voorbeeld 5.5
X(2) = 1—

Z—0

Volgens de inversieformule geldt:

n—1
x(nT) =—1~; z dz.
2njJcz—uo
Voorn=1,2, ... geldt:
k n—1
x(nT) = ) Al met T(z) =1, N(z) =z—ua,
i=1 N'(z)

N'(z)=1enz=u, dus:
x(nT) =o' voor n=1,23,...
Voor n=0 geldt:

2
x(0)=L_ 1 dz = &(-z—‘)- met z; =0,z, =a,
2njJcz(z—a) i=1 Ng(z)
To(z)=1, No(2) =z(z—a) en N'(2) =2z—a..
Hieruit volgt:
)=t =i,
i o
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5.2 EIGENSCHAPPEN VAN DE zZ-TRANSFORMATIE

Voor de z-transformatie bestaan een aantal zeer bruikbare theorema’s die
veel lijken op die, welke gelden voor de Laplace-transformatie. Voor de
bewijzen van een aantal theorema’s wordt verwezen naar appendix A.

1. Lineariteitstheorema’s

a. additieve eigenschap
Als

Z[f1(O] = Fy (2) en Z[f,(1)] = F5(2)
beide bestaan, geldt:
ZIf,(O £ 2(0)] = F1 ()1 F2(2) (59

voor willekeurige f; (¢) en f(?).

b. homogene eigenschap
Als Z[f(2)] bestaat, geldt:

Z[af(D] = aF(2) (5-10)

waarin o een willekeurige konstante is.

I1. Reéle verschuivingstheorema’s

Als Z[f(1)] bestaat en m is een positief reéel getal, dan geldt:

a. Z[f(t-mT)] = 27" F(z) (5-11)

b. Z[f+mT)] = 2" [F() - 3. J(KT)z™*] (5-12)
k=0

Voorbeeld 5.6

Een digitaal element wordt beschreven door de differentievergelijking:

y(kT) + by y(kT—T) + by y(kT—2T)
= aox(kT) + a, x(kT—T) + a, x(kT—2T) (5-13)

Door gebruik te maken van de verschuivingsregel gaat deze differentie-
vergelijking over in de volgende algebraische vergelijking in z:

Y(2)+byz 7 Y(@) +byz7 2 Y(2) = ap X(2)+a,z ' X(2)+a,z7 > X(2)
of:

Y@) (1 +byz ' +byz27%) = X(2)(ap+a, 2" +ayz72).
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. LA P
De overdrachtsfunktie H(z) = @ luidt:
ap+ayz '+a,z7?

H(z) = :
@ l+byz ' 4+byz77

(5-14)
Het is ook mogelijk dit element te beschrijven met de volgende differentie-
vergelijking:

y(kT+2T) + by y(kT+T) + by y(kT)
= agx(kT+2T) + a; x(kT+T) + a, x(kT) (5-15)

Deze vergelijking gaat met toepassing van de tweede reéle verschuivingsregel
over in:

22Y(2)=z22y(0)—zy(T)+b,zY(2)— b, zy(0)+ b, Y (2)
=aoz2 X(2)—aoz*x(0)—aozx(T)+a,zX(2)—a, zx(0) —a, X(2).

Hieruit volgt:

2
apz" +a;z+ a,
= X(2) +
-, +b]Z+b2

3 22 {y(0)—ao x(0)} +z {y(T) + by y(0)— ao x(T)—a, x(0)}
z°4+b,z+b,

Y(z) =

(5-16)

Dit lijkt een geheel andere oplossing dan gevonden wordt voor (5-13),
omdat hierin de beginwaarden x(0), x(7’), y(0) en y(T) voorkomen. Bij de
z-transformatie van (5-13) is er echter vanuit gegaan dat x(n7T) = y(nT) =0
voor n=—1, —2, —3, .... Indien y(0) en y(T) bepaald worden uit (5-15),
met dezelfde voorwaarden x(nT) = y(nT) =0 voor n= —1, —2, —3, door
(5-15) op te lossen voor n= —2 en n= —1, volgt:

¥(0)—aox(0)=0en y(T)+b;y(0)—aox(T)—a;x(0)=0

zodat ook in dit geval:

Y(z) aozz+alz+a2 ap+az ' +az7?

= : 5-17
X(z) Z*+byz+b, 14+biz7 +a,272 S
III. Komplexe verschuivingstheorema
Als Z{f(t)} = F(z), dan geldt:
Z{etf()} = F(ze*T). (5-18)

Bij de toepassing van dit theorema bepaalt men eerst F(z) en vervangt men
hierin z door ze *47.
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Voorbeeld 5.7

Stel f(t) = U(t) dan geldt : F(z) = zTZl i
Voor Z {e~*} wordt gevonden:
+aT
Z{em) = Z et U@} = —= e N
{7} =Z{ O) o i

Dit theorema zal in het vervolg weinig gebruikt worden maar is buiten-
gewoon waardevol voor het opstellen van een tabel van z-transformaties.

IV. Differenties
a. Z{A"f(nT)} = (z—1)"F(z) — z mf =" A*f(0) (5-19)
k=0

b. Z{V"f(nT) =(1—z"Y)"F(2) (5-20)

Deze formules kunnen worden afgeleid door het herhaald toepassen van de
verschuivingsregels.

Voorbeeld 5.8
LAf(kT) = f(kT+T)—f(kT)
Z{AFKT)} = zF(z)—2(0)— F(z) =
= (z-1) F@) -7 0)

2. VA(kT) = f(kT)—f(kT—T) =
Z{Vf(kT)} = F(2)—z ' F(z) = (1-z"") F(2).

V. Sommatieregel

Z{Y, fKD)} = Z{gnD)} = —— FC. (s21)

z—1

Deze regel is de pendant van de integratieregel bij de Laplace transformatie.

Voorbeeld 5.9
De uitgangsrij van een digitale sommator wordt gegeven door:

n

{y(nD)} = Y x(kT) (zie fig. 5.6)

k=0
-4

Indien {x(kT)} = {1, 1, 1, ...}, geldt: X(z) = —

{‘:n—ﬂj—-' sommalor —Mn.'}}

Fig. 5.6
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Door gebruik te maken van de sommatieregel wordt gevonden:

2

Y — — —
= xe=-L5
VI. Vermenigw;ldiging met a" of a”" waarin a een willekeurige konstante is
a. Z{a"f(t)}=F(@@ '2) (5-22)
b. Z{a"f(t)} = F(az) (5-23)

Deze formules zijn hoofdzakelijk bruikbaar voor diskrete elementen.

Voorbeeld 5.10
De ingangsrij van een diskreet element is gegeven door {x(nT)}={1,1,1,...},

dus X(z) = ﬁ Indien de ingangsrij wordt gegeven door {x,(nT)}=

={1,4,% ...} geldt:

@'z z
Z =Z{3"x(nT)} = = :
(a0} = Z{@rx0M} = e =
VII. Schaaleigenschap
Z{f(a)} = F(z°) = F(z,), (5-24)

waarin a een willekeurige konstante is. -
Deze eigenschap zal worden toegepast bij de meervoudige bemonstering

(paragraaf 5.4.1).

VIII. Vermenigvuldiging met t™ of t~™ voor m>0

a. Z{t"‘f(t)} = (—szi)m F(z) (5-25)
z
o 1 Saif
b. Z{t f(t)}~(—*) j J‘ — F(§,)d¢, d¢; ... dd,
6m 1 o él
(5-26

Deze eigenschap heeft weinig direkte betekenis in het vervolg van deze
monografie, maar is waardevol voor het opstellen van een tabel van z-
transformaties.

Voorbeeld 5.10
z

Gegeven f(¢) = U(t) met F(z) = ==L
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Bepaal :

d z Y.
Z{u@)} = _TZE(Z*—I) =

zz-—l—z_ Tz
z-1% (z-1*

Voorbeeld 5.11

Gegeven f(¢) = tU(t) met F(z) = T

(Z— 1)2 4 .
Bepaal Z {U(1)}

1 1 [%1 Té
Zi—fy=Z{U@)} = ——| - dé
{tf( )} {U®} TL F 1)
0(&—1) E-1]o z-—1 z—1

IX. Limietwaarde thebrema’s
a. Beginwaarde theorema:

f(0) = lim F(z) (5-27)
b. Eindwaarde theorema :

e b P () = i =L ), (5-28)

n—+w t—+w z=+1 Z

indien (1—z"') F(z) geen polen buiten de eenheidscirkel heeft en niet
meer dan één pool in z =1 heeft.

Voorbeeld 5.12
Voor het bemonsterde uitgangssignaal geldt:

Z

z—e T z-1

Y(2) =

Bepaal y(0) en lim y(nT).

n—+ow

y(0) = lim ¥(z) = 1

zZ—=w®

=1 ] 1
lim y(nT) = lim Z— ¥(z) = im 2= 2 % __ —
n—+w z=+1 2 z+1 z z—1z—e™°

Deze theorema’s zullen in het vervolg diverse malen gebruikt worden.
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Bovendien heeft men met deze theorema’s een eenvoudige kontrole op de
berekeningen die bij het transformeren zijn uitgevoerd.

X. Konvolutie eigenschappen
a. Reéle konvolutie:

Z{ kz x(n)h(k—n)} = X(z)H(z) (5-29)
n=0
of :
Z{x(k)* h(k)} = X(z)H(z2).
b. Komplexe konvolutie:

ZU0f0} = 2L j F1 (&) F1(2/) ¢

5-30
= p (5-30)

waarin de kontour C de polen van F, (¢) en F,(z/&) scheidt.

De eigenschap van de reéle konvolutie wordt veel toegepast, o.a. bij de
bepaling van de overdrachtsfunktie van een systeem (zie hoofdstuk VI).

De komplexe konvolutie-integraal zal in het vervolg weinig worden
toegepast, maar is zeer nuttig voor het afleiden van een tabel van z-trans-
formaties.

XI1. Theorema van Parseval

Y, fi(T)f,(nT) = LJ- Fi(2)Fy(z" ")z ' dz (5-31)
n=0 2mjJe
mits F; en F, geen polen op of binnen de eenheidscirkel hebben. Voor de
kontour C wordt de eenheidscirkel gekozen.
Deze integraal kan worden opgelost met behulp van de residustelling.

Indien f, (nT) = f,(nT) = f(nT) geldt:
Y f2(nT) = som van de residuen van F(z) F(z™')z~' voor de polen

n=0

van F(z)z™!
= — som van de residuen van F(z) F(z"')z~! voor de
polen van F(z™1).
Het theorema van Parseval is geschikt voor het analytisch berekenen van een
kwadratisch kostenkriterium. Hierin wordt vaak voor f(nT) het foutsignaal
e(nT)=r(nT)—c(nT) (gewenste waarde — werkelijke waarde) gekozen.

Voorbeeld 5.13

Bepaal ) f?(nT) indien f(nT)=e"*"T. Er geldt :

n=0
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F(z) =

—aT

S z 7= =
FFE ™)z *=[z_e_ﬂ-zﬁ1_e_a}z i

1
¥ z—e“H(1—ze™)
-1—_ — . dz = LJ Edz
2njlc(z—e M) (1—2ze™*T) 27njJc N(2)

met T'(z) =1 en N(z) = (z—e ") (1 —ze~ )
N (@) =—-e"T(z—e"T)+(1—2ze~T).
Indien als kontour de eenheidscirkel wordt gekozen, geldt:
T(2) 1 1

N(@)|s=e-er  1—e"Te™T g2’

f f*(nT) = —res
h=0

5.3 BEPALING VAN DE z-TRANSFORMATIE EN DE INVERSE
Z-TRANSFORMATIE

In het voorgaande zijn een aantal eigenschappen van de z-transformatie

behandeld; met behulp hiervan is het mogelijk de z-transformatie van een

groot aantal funkties f(¢), of juister f*(nT) of {f(nT)} te bepalen. In de
meeste tekstboeken over dit onderwerp is bovendien een uitgebreide tabel

met z-transformatie aanwezig, uitgaande van zowel f(¢) als {f(nT)} als F(p).

Tabel II geeft de meest voorkomende z-transformaties. Voor de bepaling
van de z-transformatie kunnen de volgende methoden worden toegepast:

a. Maak gebruik van een tabel en pas eventueel hierbij de eigenschappen van
de z-transformatie toe. Indien F(p) gegeven is, kan men F(p) vaak schrij-
ven als de som van een aantal eenvoudiger funkties in p en deze afzonder-
lijk transformeren. Indien f(#) gegeven is als het produkt van tijdfunkties,
kan de komplexe konvolutie-eigenschap worden toegepast.

oo

b. Pas formule X(z) = ) x(nT)z™" toe, indien x(¢) gegeven is of indien
n=0
de rij {x(nT)} gegeven is.

¢. Pas formule X (z) = E Ty 1

n=@N'(E)1—eTz71

toe, indien

T (p)

X (p) = —— gegeven is.
N(p)
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In vele gevallen zal de transformatie bepaald dienen te worden van een
funktie waarin een nulde orde houdschakeling is opgenomen (fig. 5.7). Er
geldt dan na toepassing van de verschuivingsregel :

2= ) = a2z (12),
p p

x(t) S yit) Xlz) 5 Yiz)
MG [ = S
T T P

Fig. 5.7

De inverse z-transformatie kan bepaald worden met behulp van de volgende
methoden:

a. Maak gebruik van een tabel en pas eventueel de eigenschappen van de
z-transformatie toe.

Breuksplitsen van F(z) in termen die eenvoudig zijn terug te transformeren
of in de tabel staan, dient als volgt te geschieden:

Voor het geval F(z) enkelvoudige polen heeft, geldt:

F(z) = + +...+

De inversie van de termen

geeft echter komplikaties die worden

—Di
vermeden door F(z) eerst door z te delen. Er ontstaat dan:
F A A’ A,
) s A
z &—P1 =P Z—DPn
of:
1z . A Az
T e el s R

2—P1 Z—Ps Z—Pn

{ Ak ZJ = {Af —an of Z1! {F(Z)} - io: A;‘e_“"Té(r—nT),
n=0

—aT

. 1
waarinp, = e % ofa= — -f,lnp,‘.

b. Machtreeksontwikkeling.
Indien
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n

aptaz” ' +..+a,z”
bo+b1 Z_1 E SR b,,z_"’

F(z) =

dan kan F(z) ook geschreven worden als
F(z) = coteiz7 +e27 2+,

door de noemer op de teller te delen.
Tevens geldt:

F(2) = if(nT)z"',

dus ¢y =£(0), ¢, =f(T), ... ¢ =f(kT). Deze methode is vooral geschikt
indien men f(nT) voor een gering aantal waarden van n wil uitrekenen.

c¢. Inversieformule:
f(nT) = ij F(z)z" 'dz.
27 Jc

In paragraaf 5.1 zijn een aantal voorbeelden gegeven van het gebruik van
deze formule. Er volgt nu nog een voorbeeld waarin methoden a en b
worden toegepast.

Voorbeeld 5.14
Gegeven de overdrachtsfunktie

A% 11
(z—=D(z—-%)

Bepaal de impulsresponsie y(nT) van dit systeem.
Toepassing van breuksplitsen levert:

Y(z) _ H() _ 3 1 1

z 2 (-DE-3) z-1 z—3%

H(z2)

of:

zZ

L
=

{r@D)} = 1-@).

Toepassing van een machtreeksontwikkeling levert:

= 3z o $i (112} ,—2
Y(Z)szﬁli-z+§ -z +1A-BD))z"" +....

Hieruit volgt: (0)=0, y(T)=1-%=1, ....
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5.4 DE GEMODIFICEERDE zZ-TRANSFORMATIE EN DE MEERVOUDIGE
BEMONSTERINGSMETHODE

Wanneer de z-transformatie gebruikt wordt voor de analyse van systemen
met signaalbemonstering is het slechts mogelijk informatie te verkrijgen van
signalen op de tijdstippen 0, 7, 2T, 37, ..., nT, en niet tussen deze tijdstippen
in. Om informatie over de signalen te verkrijgen tussen de bemonsterings-
tijdstippen zijn de volgende methoden bruikbaar:

1. Meervoudige bemonstering

2. Gemodificeerde z-transformatie

3. Toestandsvergelijkingen.

De eerste twee methoden worden in dit hoofdstuk behandeld. Hoofdstuk
XII is aan de derde methode gewijd.

5.4.1 Meervoudige bemonstering

In het systeem van fig. 5.8 zijn behalve de ideale bemonsteringsschakelaar S,
66k nog aangebracht de fiktieve ideale schakelaars S,, S; en S,. De
schakelaars S; en S sluiten op dezelfde tijdstippen 0, 7}, 2T, 37T, ..., kT, ...
(k>0 en geheel).

De schakelaars S, en S, sluiten op de tijdstippen

0, Z,E, LT T+L, T+2—T, ST
n n n n -

hierin is n een positief geheel getal.

De schakelaars S,, S; en S, hebben geen invloed op het gedrag van het
systeem.

S3

yit)
5, S, Hiers
) Mo D7t [ yiv

HI
T I 1 ) | T
n

Y,
5

Fig. 5.8

Het kontinue uitgangssignaal y(¢) wordt gegeven door (5.32), zie ook hoofd-
stuk III.

k

y® = Y x(mT)h(t—mT) (m geheel) voor kT<t<kT+ T

m=0
(5-32)
Het is ook mogelijk te schrijven:
yt) = Y x(mT)h(t—mT). (5-33)

m=0
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Hierin is #(f) = impulsresponsie van het systeem H(p). Op de bemonsterings-

momenten ¢ = kg (k geheel, n>0 en geheel) wordt het uitgangssignaal:

y(k Z) = i x(mT)h(kE— mT). (5-34)
n n

m=0

Het signa:al aan de uitgang van de fiktieve schakelaar S, wordt dan:

v, = ki y(k %)6(r— k%)

Z-transformatie en toepassing van de schaaleigenschap geeft:

Y(2), = i y (k I) - (5-35)
k=0 n

Substitutie van (5-34) in (5-35) geeft:

Y(2) = Y, ), x(mT)h (k = m”r) ", (5-36)
k=0 m=0 n
k—nm v ) :
Stel nu = (waarin ook v weer een geheel getal is), dan kan (5-36)

geschreven worden als:

~Eem)-m
Y, Y, x(mT)h {(k—nm) T} z i
n

k=0 m=0

Y(2),

o0 oo

I
=
/"';"‘"x
Ll e |
\-l—.ﬂ‘/
IS
1
)
=
P
3
|
S
N
|
3

i h(vz)z"’"" i x(mT)z™",
n

m=0
omdat & (v nz) = 0voorv = —1, =2, .... Dus geldt:

Y(2),= H(2), X(2). (5-37)
Vergelijking van H(z) met H(z), toont aan dat H(z), uit H(z) gevonden
wordt door in H(z) te schrijven z=z'""en T = %

Deze methode om op de tussenliggende tijdstippen % informatie over het

signaal y te verkrijgen, heet de meervoudige bemonsteringsmethode. Deze
naam spreekt voor zich.

Voorbeeld 5.15
Gegeven het schema volgens fig. 5.9.
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De schakelaars S, en S zijn in werkelijkheid niet aanwezig in het systeem en

worden alleen toegevoegd als hulpmiddel om y (%) te bepalen.

S3

*
—=Y(p)
St ¥ S2
X(p) X(p) AE
— X —— X 5 @] 6 —liu v(p)
T T “ho
n
Fig. 5.9

J—er?T

G(p)=L, Gy = 3 X(p)zl, T = In4.
1+p P

Neem n = 2.

Men mag de nulde orde houdschakeling niet aan de meervoudige be-
monstering onderwerpen, omdat deze dan fysisch wordt veranderd. De
tijdvertraging (¢~?7) zou dan met een faktor n worden verkleind.

Yoor ¥Y(z), geldt:

Y(2), = X(Z)(l—z_‘)Z[@} ;
P n

door toepassing van de verschuivingsregel en (5-37) :
o{28) -l 52
p p(p+1) p p+1] z—1 z-e T

Y. z(1—-e™7)
z-1D(@Ez—-e"7)

£~
Z{G(p)} i 2iliee #)
D )2

_.T 2
F-D(*-c?)

met T =1n 4, dus:

6| _ iy
Z{ ? } e
Y= z z—1 1z*

z—1 z (Z-1D(EF-3)
Met de substitutie z* = z, wordt het eindresultaat :

1z,

Yo
s
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Door deling van de noemer op de teller ontstaat de oplossing op de tijd-
stippen t=0,4T, T, 3T, ... (zie fig. 5.10).

L e e 31
¥i5 a2
e W
Al i 1
‘ <o I T A
I 1 1 !
1 1 I [ | |
; e S A T (B
S e ]
| I
L (S |
4 I I 1 ! !
I
I | | | I
4 |[ ! |. | [ 1 t
0 -%T V. BT an 2%1 3T
Fig. 5.10

5.4.2 Gemodificeerde z-transformatie h

In fig. 5.11 is een systeem met signaalbemonstering gegeven waarin een
fiktieve schakelaar S, (synchroon met S,) en een fiktief vertragingselement
e~ 47? zijn aangebracht (0<A<1).

S2

—-V:“}
X ¢ IS T
} = H(p) s =P Y (t-AT)
Fig. 5.11

De z-transformatie van het bemonsterde signaal y¥(r) luidt:
Y,(z) = Y y(nT—-AT)z™" (5-38)
n=0

Door de substitutie A = 1 —m ontstaat met 0<m<1:

II

Y.(2) iﬂ y(nT—T+mT)z™"

z7' Y y(nT+mT)z ™
n=0

Deze uitdrukking voor het vertraagde signaal y,(¢) wordt de gemodificeerde
z-transformatie van y(t) genoemd en gedefinieerd door:

Y(z, m) = z71 i::o y(nT+mT)z™". (5-39)
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Er geldt tevens:

oD

V.(kT) = }, x(nT)h(kT—AT—nT),

n=0
zodat:

Y2)= Y Y x(nT)h(kT—-AT—nT)z™*
k=0 n=0
Stel k—n = v, dan geldt:
,@)= Y Y x(T)z "h(kT—AT-nT)z~*™™

k=0 n=0

Y, Y x(@Dz "h(T-AT)z™".
v==—nn=0
Aangezien h(vT—AT)=0voor v = —1, —2, ..., geldt:

Yiz) = goh(vT—AT)z“’ i x(nT)z™"

n=0

of:
Y(z, m) = H(z, m) X(2). (5-40)

Voor de gemodificeerde z-transformatie of z,-transformatie kunnen evenals
voor de z-transformatie een groot aantal eigenschappen worden afgeleid die
grote overeenkomst vertonen met de eigenschappen voor de z-transformatie.
Voor de bepaling van de gemodificeerde z-transformatie kan men als volgt
te werk gaan:

1. Maak gebruik van een tabel en pas eventueel de eigenschappen van de

gemodificeerde z-transformatie toe
2. Pas de formule

X(z,m)=z"'Y x(nT+mT)z™"
n=0

toe met 0<m<1, indien x(¢) gegeven is in het tijddomein,

3. Pas de formule i

NS W

X ) = 1 n
@m =2 ) Ny TeT s

(5-41)

toe, indien X(p) = ;(—(‘3 gegeven is met 0<m<]1.

De afleiding van deze formule vindt op dezelfde wijze plaats als de
afleiding van de formule:

A2 1
X(z) = :
@=2 N'(£) 1—etT 71
in hoofdstuk III.
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Men dient enige voorzichtigheid te betrachten bij de berekening van X (z,m)
voor m—1 of A—0. Het is dan te verwachten dat de z-transformatie wordt
gevonden, maar dit blijkt niet het geval te zijn wanneer de inverse Laplace
transformatie van X(p) diskontinu is (aantal polen minus het aantal nul-
punten kleiner dan twee).

In dat geval worden bij de inverse gemodificeerde z-transformatie de
waarden van x(¢) op het tijdstip =07, 77, 27", enz. gevonden, terwijl per
definitie x(z) op de tijdstippen t =0*, T*, 2T, enz. wordt genomen.

Men dient als volgt te werk te gaan voor elementen met een diskontinue
impulsresponsie.

lim H(z, m) # H(z)

m—+1

maar lim zH(z, m) = H(z).

m=0
Voor systemen met een kontinue impulsresponsie geldt:

lim H(z, m) = H(z) = H(z, 1) = lim zH(z, m).

m-—1 m—+0

Voorbeeld 5.16
Gegeven het schema volgens fig. 5.12.

o

K[P]:'LE >( Gy dP) 1I '| Ll ! >f Yelp)
pe I 1
| PRI |

Fig. 5.12

1—e PT
wordt door het

De werking van de houdschakeling G,q(p) =
invoeren van de fiktieve tijdvertraging niet beinvloed.

Y(z, m) = X(z) G(z, m)

= —pT
G(z, m) = z,,,{l 2 i}
p p+1

=(1-z7") z,,,{l—#}
p

1 R
™o TizieE
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=7y O TN
ez )(:I z——e"T)

z—1z(l—¢ "D—(e T—e ™)

G(z, m)

z z-1(z—e"")
_z(l—e™™)— (e T—e™™)
- z(z—e™T) |

Voor m—1 geldt:

z(l—eT) 1-e7 T

Iim G(z, m) = G(z, 1) = = = G(2).
m—1 &) &) z(z—e ") z—eT
Voorbeeld 5.17
1
Bepaal G(z, m) als G(p) = AT
—amT
G(z, m) = = (zie vorige voorbeeld).
Voor m—1 geldt:
—amT z
G(z, m) = lim zG(z, m) = lim — = ——=
m=0 m—=0 Z—€ z—e
maar.
e-aT
lim G(z, m) = — # G(2).
m—+1 i

Evenals voor de gewone z-transformatie kan ook voor de gemodificeerde
z-transformatie een inversieformule worden afgeleid. Deze luidt:

x(nT+mT) = LJ- X (x, m) 2" 1 dz, (5-42)
2njJc

waarin C een gesloten kontour is in het z-vlak die alle singuliere punten van
de integrand omvat. Behalve met deze formule kan x(nT+mT) ook bepaald
worden uit een machtreeksontwikkeling

X(z,m)=z"'Y x(nT+mT)z™",
n=0

of
zX(z,m) = x(mT)+x(T+mT)z ' +....

Hieruit volgt voor 0<m< 1
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x(mT) = lim zX(z, m)

z—+o0

x(T+mT) = — lim z“aiz)((z, m)

Z—=w Z

x(2T+mT) = L lim 2% g Iiz2 i zX(z, m)]

L ] Z oz
enz.

De coéfficiénten x(kT+mT) zijn gelijk aan de waarde van x(¢) op het tijd-
stip kT+ T—AT.

Voorbeeld 5.18
Gegeven
G e—mT
G(z) = en z,m) = .
(=) z—e T e z—e T

Bepaal de impulsresponsie y() van dit element. Stel T'=1n 4 en m = 4, dan
geldt:

G(z):f‘—1t en y(nT) = (3)'d(t—nT) voor n=0,1,2, ...
o

G(Z, m) == ‘i i; ZG(Z: m) = %—z

z— z—%

y(mT) = } = y(T-AT) = y(3T)
ymT+T) =11 =yQRT—AT) = y(117T) enz.

+ 4 + n=2
i ik a
0 77 T 12 T 2T 257 a
+ + + + + + J + + n=3
1y 2 Ly 5 ir &
] 3'I' 31‘ T 37 37 27 3T 3T ar
Fig. 5.13
_I':I_ T 2"[ ar
. B
1 1 1 ™z
TT I‘iT 21-1'
1
L me=—
3
i1 tr Ir
Fig. 5.14
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Indien de meervoudige bemonsteringsmethode toegepast wordt, kan een
signaal x(z) slechts op diskrete tijdstippen worden bepaald die een fraktie
zijn van de bemonsteringstijd voor n =2, 3 (zie fig. 5.13).

Indien de gemodificeerde z-transformatie wordt gebruikt, kan x(7) op elk
willekeurig tijdstip worden bepaald omdat m elke willekeurige waarde tussen
m=0en m =1 kan aannemen. De gevonden waarden van x(z) liggen echter
steeds T uit elkaar (zie fig. 5.14) voor m=14 en m=4.

Tabel V. 1: Eigenschappen van de z-transformatie

I Lineariteitstheorema’s
a. f1() ££>(9) Fy(2) £ F,(2)
b. af(1) oF(z)
II.  Reéle verschuivingstheorema’s
a. f(t—mT) z "F(z)
b. f(t+mT) "[F(2) - ':i; fkT)z ™4

ITII. Komplexe verschuivingstheorema’s

e;mf(f) F(ze:hﬂ')

IV. Differenties

a. A"f(nT) —1)"F(2)
—2'Y =" A )
b. V"f(nT) (1-z"YH"F(2)

V. Sommatieregel

90T = ¥ J6T) 6@ == F@)

T —

VI.  Vermenigvuldiging met a*"

a"f(1) F(a™'2)
a~"f(t) F(az)

VII. Schaaleigenschap
1
f(at) F(z%
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VIII. Vermenigvuldiging met ¢*™

" f(1)

77 f()

IX. Limietwaardetheorema’s

a. lim f(1)

t—+0

b. lim £(z)

t—+co
X.  Konvolutie-eigenschappen
k
SIWACACED
b. f1(0()
XI. Theorema van Parseval

¥, AGDL0T)

d m
—-zT— )| F
( zT dz) ()

LAy
T o 0o By |

§2 1
o | =—F(§)dE, ... dS,
o &

lim F(z)

Z= o0

i 2= s

z=+1 Z

Fy(2) F5(2)

1 j FiQF(0) 4,
27j Jc 4

ij Fi(2)F,(z" Yz 1dz
2njJe
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Tabel V. 2 : Enige z-transformaties en z,-transformaties

f® F(p) F(z) F(z, m)
5(%) 1 1 0
1
50 1 z
P z— z—1
; 1 Tz mT(z—1)+T
P’ (z—1) (z—1)
e—at 1 z e—amT
pta z—e T z—e
ot 1 Tze " Te™ ™" {e™T+m(z—e ")}
(p+a)? (z—e™T)? (z—e ")
; o z sin oT z sin mwT + sin (1—m) T
sin wt — > .
P tw z°—2zcos oT+1 - z"—2zcos wT+1
o8 Wl P z(z — cos wT) z cos mwT — cos (1—m)wT
P’ +o? z2—2z cos wT+1 z>—2z cos oT+1
o ) ze” T sin T e T {z sin moT — e~ sin (1—m) 0T}
(p+a)*+o? 2> —22e T cos 0T+e 2T z2=2ze ‘T cos woT+e >
e cos wt p z2—ze T cos 0T e ™ {z cos moT+ e “Tsin (1—m)wT}
(p+a)*+0® z2—2ze7T cos wT+e 2T z2—2ze7°T cos wT+e 2T



VI. Blokschema’s van systemen
met signaalbemonstering
en digitale systemen

6.1 INLEIDING

Bij de beschrijving van regelsystemen wordt veelvuldig gebruik gemaakt van

blokschema’s en stroomschema’s. Deze schema’s geven in een grafische

voorstelling het verband weer tussen de diverse overdrachtfunkties van de
elementen waaruit de regelkring is opgebouwd en tussen de signalen die in
dit schema een rol spelen, zoals ingangs-, uitgangs- en stoorsignalen.

In monografie 1 worden blokschema’s en stroomschema’s uitvoerig
beschreven voor kontinue systemen. In dit hoofdstuk zal de beschrijving van
blokschema’s van systemen met signaalbemonstering gegeven worden.

In systemen met signaalbemonstering en digitale regelsystemen komen
zowel elementen voor die diskreet zijn, als elementen die kontinu zijn.
Onderscheid kan gemaakt worden in de volgende 3 soorten systemen:

1. Elk element in het blokschema is een diskreet element en wordt dus
beschreven door een differentievergelijking die het verband tussen de
ingangs- en uitgangsrij van getallen weergeeft. Deze differentieverge-
lijkingen worden met behulp van de z-transformatie getransformeerd
naar een overdrachtsfunktie in z of z~! die het verband tussen de in- en
uitgang van het element weergeeft.

2. Elk element in het blokschema is een kontinu element, maar op één of
meer plaatsen in de regelkring wordt het signaal bemonsterd. In feite
wordt nu elk element beschreven door een differentiaalvergelijking terwijl
aan sommige elementen een gewogen pulsreeks wordt toegevoerd. Men
krijgt nu een beschrijving van het systeem die zowel uit gesterde als uit
niet gesterde overdrachtsfunkties in de Laplace operator p bestaat. De
beschrijving van deze systemen wordt vereenvoudigd door de signalen
waarin men geinteresseerd is, bijvoorbeeld het uitgangs- of het fout-
signaal, alleen op de bemonsteringstijdstippen te beschouwen door het
invoeren van fiktieve schakelaars. Het is dan mogelijk de totale over-
drachtsfunktie of het signaal waarin men geinteresseerd is te beschrijven
als een funktie in z of z71.

3. In het blokschema komen zowel diskrete als kontinue elementen voor.
Dit is een hybried systeem waarvan sommige elementen beschreven
worden door differentievergelijkingen en andere elementen door differen-
tiaalvergelijkingen. Ook hier is het mogelijk door het invoeren van
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fiktieve schakelaars het gehele systeem te beschrijven in z-getransfor-
meerde overdrachtsfunkties of signalen. Het invoeren van fiktieve
schakelaars is niet nodig indien men in het ingangs- of het uitgangssignaal
van een diskreet element geinteresseerd is als funktie van de overige
elementen van het systeem.

6.2 OVERDRACHTSFUNKTIE DISKRETE ELEMENTEN

Door transformatie naar het z-domein van de differentievergelijking die het
diskrete element beschrijft ontstaat een overdrachtsfunktie H(z) of H(z™')
die het verband tussen de z-getransformeerde in- en uitgangsrijen X(z) en
Y (z) aangeeft (zie fig. 6.1).

-1 -1
Xfz) Hiz) Yizl, of Xlz ) PP I (e 20 R
Fig. 6.1

Indien de ingangsrij bekend is volgt hieruit dus X(z). Als bovendien de
overdrachtsfunktie H(z) van het diskrete element bekend is volgt hieruit
eenvoudig Y(2) = H(z) X(2) of Y(z™ Y )=H(z™") X(z™ ).

Het is eveneens mogelijk H(z) of H(z™ ') te bepalen uit de in- en uitgangs-
rijen x(nT) en y(nT) door de z-transformatie hiervan te nemen en deze
funkties in z of z~* op elkaar te delen. Hierbij wordt verondersteld dat de
beginvoorwaarden nul zijn.

Y(z~ 1
o= 22 pi = (z—_l) (6-1)
X(2) X(z™)
In het vervolg zal steeds over H(z) gesproken worden, waarbij H(z) ook een
funktie van z~! kan zijn.

Voorbeeld 6.1
Stel dat aan een digitaal systeem een rij getallen {x(n7)} wordt toegevoerd
op de tijden =0, 7, 27, ..., terwijl aan de uitgang een rij getallen {y(n7)}
op dezelfde tijden wordt gegenereerd.

Stel {x(nT)}={2,1,0,0,...} en {y(7)}={16,16,8,4,1,0,0,..}.
Gevraagd wordt de overdrachtsfunktie H(z) van het systeem

X(z)=2+z"' en Y(z) =16+16z7'+82z72+4z7 3 +27*
-1 -2 —3hi g
H(z) = Y(z) L 16416z +8z “+4z " +z
X(2) 24-z71
-3

8+4z" 1 +227% 42
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Voorbeeld 6.2

Stel dat de overdrachtsfunktie van een digitaal element luidt: H(z) = % [

Op het element wordt een rij {x(nT)} = {1,1,1,1, ...} gezet op de tijden
W P
Bepaal de rij getallen aan de uitgang {y(nT)}

X(z) =

Z

2
z

z2—-2z+1

Y(z) = H(z) X(2) =( 2 )2 =
z—1

{y(nT)} =Z~! {%—] ={1,2,3,4,5, ...}

2z+1

{y(nT)} kan ook gevonden worden door de re€le konvolutie toe te passen:

x(kT)sh(kT) =y(KT)
of y(kT) = Z h(nT) - x(kT—nT) = Z h(kT—nT)-x(nT)

In dit voorbeeld geldt x(nT) = h(nT) = {l, 1, .on}
y0) =h0)x0)=1
y(T) = h(0) x(T)+h(T) x(0) =2
yQ2T) = h(0) x2T)+h(T) x(T)+h(2T) x(0) = 3, enzovoort.

Voor een systeem bestaande uit diskrete elementen kan een blokschema in
overdrachtsfunkties in z worden genoteerd, met dezelfde eigenschappen bij
de bewerkingen van de blokken als van kontinue systemen (zie monografie I).

Voorbeeld 6.3
Bepaal C(z) als funktie van R(z) en de overdrachtsfunkties H, (z), H,(z) en
H4(z) (zie fig. 6.2).

Clz)
Riz)} Hylz) = Hlz) I—-

Hjlz)

Fig. 6.2

R(z)-H,(z) H,(2)
1+H,(z) H,(2) H5(2)

C(z) =
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6.3 OVERDRACHTSFUNKTIE BEMONSTERDE SYSTEMEN

De volgende gevallen kunnen worden onderscheiden:

1. Een kontinu element waarvan de uitgang wordt bemonsterd.

2. Een kontinu element waarvan de ingang wordt bemonsterd.

3. Een kontinu element waarvan de ingang en de uitgang wordt bemonsterd.

ad 1. Kontinu element waarvan de vitgang wordt bemonsterd (zie fig. 6.3):

2
X(p) i I Yip) Yo

Fig. 6.3

Y(p) = X(p):H(p) en Y*(p) = (X(p)- H(p)*
Na invoering van de z-transformatie geldt:

Y(z)=XH(z) (6-2)
Met deze notatie wordt aangegeven dat X en H gezamenlijk getransformeerd
worden en niet afzonderlijk. Hieruit volgt dat (X(p). H(p))* als één funktie in
p behandeld dient te worden en daarna naar het z-domein getransformeerd

wordt. Het is nu niet mogelijk de uitgang expliciet in de ingang uit te drukken.
Bovendien geldt X(z) H(z) # XH(z)

Voorbeeld 6.4 X(p) = }J en H(p) =;;

1 Tz
Y(p) =— en Y(z) = ——, maar
P’ ( (z—1)

1 1 z z z*
Y I .Z ) || . =
) ZQJ) (p) z—1 z—1 (z—1)?

ad 2. Kontinu element waarvan de ingang wordt bemonsterd (zie fig. 6.4):

»
— (o) Y 1o, R e K i

Fig. 6.4

Y(p) = X*(p)-H(p).
Dit is een gemengde uitdrukking en het is in de meeste gevallen onmogelijk
Y(p) te vinden als een rationele uitdrukking in p.
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Door het toevoegen van een fiktieve schakelaar, gestippeld weergegeven in
fig. 6.4, is het mogelijk Y*(p) te vinden, dus informatie over de kontinue
uitgang op de bemonsteringstijdstippen.

Y*(p) = (X*(p)-H(p))* = X*(p) H*(p) of na transformatie:
Y(z) = X(2) H(2) (6-3)

(zie hoofdstuk V, konvolutie eigenschap). Met behulp van de gemodificeerde
z-transformatie of met behulp van de meervoudige bemonsteringsmethode
is het echter mogelijk informatie tussen de bemonsteringstijdstippen te
verkrijgen (zie fig. 6.5).

o
Xip! x"tp) - Y ~
' |
It Se
Lol o BpT e o
T
Fig. 6.5
Er geldt dan:
Y(z,m) = X(2)- G(z,m) (6-4)

ad 3. Kontinu element waarvan de ingang en de uitgang wordt bemonsterd
(zie fig. 6.6).

* *
Xtp) ol (N KT o () I

T T

Fig. 6.6

Y*(p) = (X*(p) H(p)* = X*(p) H*(p) of Y(2) = X(2) H(z)  (6-5)
Een dergelijk element wordt dus op dezelfde wijze beschreven als een diskreet
element. Er wordt hetzelfde resultaat verkregen als in geval 2. In geval 2 is de
uitgang echter kontinu en wordt dus slechts een beperkte informatie van de
uitgang verkregen. In geval 3 wordt alle informatie over de uitgang verkregen.

6.4 INVOEREN VAN BEGINVOORWAARDEN

De overdrachtsfunktie van een element geeft het verband tussen de in- en
uitgang van een element weer indien de beginvoorwaarden nul gesteld
worden. Het is echter ook mogelijk beginvoorwaarden in de beschrijving
met blokschema’s op te nemen.

Hieronder volgt een voorbeeld van een diskreet element met beginvoor-
waarden.
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Voorbeeld 6.5 Het element wordt beschreven door de volgende differentie-
vergelijking:

Y(KT+2T)~3y(kT+T)+4y*T) = x(kT+ T)+ 3 x(kT). (6-€
Na z-transformatie met gebruik van de verschuivingsregel ontstaat:

22Y(2)—2’y(0)—2zy(T)—22Y () +3zy 0 +3 Y(2) =
zX(2)—zx(0)+4 X(2)

of
z+} —4z
Y(@) = 5———X )+ +
e ey
Z
EETr iR

In blokschema is dit weergegeven in fig. 6.7.

%[z 1 Yiz)
=

z 22—%1 z
(o) ylo) (1)

Fig. 6.7

In het blokschema zijn gescheiden aangegeven de gedeelten die verantwoor-
delijk zijn voor de responsie op de beginvoorwaarden (onderste gedeelte) en
voor de responsie op beginvoorwaarden nul (bovenste gedeelte).

Voor de responsie op de beginvoorwaarden nul geldt:
y(=D)=y(-2)=x(—1)=x(—2)=0 en x(kT) # 0 voor k=0,1,2,

De responsie y,(kT) voor k=0, 1,2, ... wordt gevonden door in (6-6)
k= —2, k= —1, enz. in te vullen. Hieruit volgt:

}’1(0) =0
»1(T) = x(0)
:2T) = 3y, (T)+x(T)+3x(0), enz.

Voor de responsie op deze beginvoorwaarden in y(kT) geldt:
x(kT)=0voork=0,1,2,....
De responsie y,(kT) voor k=0, 1, 2, ... wordt eveneens gevonden door
in (6-6) k= —2, k= —1, enz. in te vullen. Hieruit volgt:
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Y2(0) =3y2(—T)=3y2(—2D)+x(—T)+3x(-2T)
Y2(T)=%y,0) =%y (=) +3x(—T)
y2,(2T)=2y,(T)—%y,(0), enzovoort.

De totale responsie y(nT) = y,(nT)+y,(nT) voor n=—2,—1, 0, 1 ... luidt:
¥(=2T)=y,(-2T) y(-T)=y,(-T)
Y0 =y;0)+y,0) =3y(-1)—%y(-2T7)+x(=T)+3x(-27)

Y(T) =y1(T)+p2(T) =x0)+3y2(0)—4y(— T)+1x(-T)
=x(0)+3y(0)—4y(—T)+41x(—T), aangezien y,(0) = y(0)

y2T)=3y1(D)+x(T)+1x0)+3y2(T)—%y2(0)
=301(D)+y2(1)—1y.0)+x(T)+1x(0)
=3y(T)—%y(0)+x(T)+4x(0) enzovoort.

Hieruit blijkt dat de tak van x(0) naar Y(z) uit het blokschema kan verdwij-
nen omdat x(0) = 0 verondersteld is als beginvoorwaarde.

De takken van y(0) naar ¥(z) en van y(7) naar Y (z) blijven gehandhaafd
en zijn verantwoordelijk voor de responsie op de beginkondities y(—T),
y(=2T), x(—T) en x(—27T). Het is daarom juister om voor y(0) en y(T)
resp. y,(0) en y,(T) te schrijven, zie fig. 6.8.

Xiz) 1 - . 1 ylz)
el Z“i‘ [
-T 0? 22—%20%-

~fw

T

y,10) 5,1

Fig. 6.8

De invloed van de beginvoorwaarden op de uitgang kan dus worden opgevat
als een impulsresponsie.

In dit geval kan y(nT) voor n=2, 3, 4, ... berekend worden indien y(0)
en y(T') bekend zijn.

6.5 VOORBEELDEN VAN BLOKSCHEMA'’S

In de volgende blokschema’s is aangenomen dat alle schakelaars voldoende
kort sluiten en synchroon bemonsteren op de tijdstippen t=0, T, 2T, ....
Denkbeeldige schakelaars zijn gestippeld aangegeven en zijn slechts nodig
voor de berekening van een signaal op de bemonsteringstijdstippen.
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Voorbeeld 6.6
De overdrachtsfunktie van een serieschakeling van elementen met signaal-
bemonstering tussen de elementen (fig.6.9).

- e
s ' i
e R o P A

Fig. 6.9

De uitgang van G, is D(p) = G, (p) X*(p) en D*(p) = G*(p) X*(p)
De uitgang van G, is C(p) = G,(p) D*(p) of C(p) = G, (p) Gi(p) X*(p)
Tevens geldt: C*(p) = G3(p) G*(p) X*(p) dus C(z) = G,(2) G,(2) X(z)

C(z)

De overdrachtsfunktie luidt: ) = G4(2)G,(2). (6-5)
Z

Voorbeeld 6.7
De overdrachtsfunktie van een serieschakeling van elementen zonder signaal-
bemonstering tussen de elementen (fig. 6.10).

*
o8

r
I
1

+
x X X 6y D 6z

T c

Fig. 6.10

C(p) = G,(p) D(p) = G,(p) G,(p) X*(p),
dus C*(p) = {G,(p) G, (p)}* X*(p)
C*(p) = (G, Gz)*(f) X*(p) waarin

(Glcz)*(p)% Y Gy (p+inw) G, (p+njwy)

n=—o

Dus:

C(z) = G, G,(2) X (z) en de overdrachtsfunktie luidt ;(z)) =G, G,(2)

Z

Indien men de eigenschappen van één van de elementen wijzigt dient dus
de totale overdrachtsfunktie opnieuw berekend te worden.

Voorbeeld 6.8
De overdrachtsfunktie van een parallelschakeling van elementen zonder
signaalbemonstering in de paralleltakken (zie fig. 6.11).
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C(p) = Dy(p)+Dy(p) en C*(p) = Di(p)+D3(p)
D(p) = X*(p)G1(p) D3 (p) = X*(p) G{(p)
D,(p) = X*(p) G, (p) D3(p) = X*(p) G5 (p)
C*(p) = X*(p){Gi () +G3 ()}

dus:

C@)=X(@){G,(2)+G,()}

De overdrachtsfunktie luidt % = Gy(2) + G,(2). (6-6)
z

e

G2

Fig. 6.11

Voorbeeld 6.9
De overdrachtsfunktie van een parallelschakeling van een element met, en
een element zonder signaalbemonstering.

‘>1( K 6y o

~ -
-

==l ————

. | T

G2

Dy

Fig. 6.12

C(p) =D;(p)+D,(p)  C*(p) = DI(p)+D3(p)
D,(p) = X*(p)G1(p) DY (p) = X*(p) G{(p)

D,(p) = X(p)G,(p) D3(p) = {X(p) G, (p)}*

C*(p) = X*(p)GI(p) + {X(p) G,(p)}*;  hieruit volgt:

C(2) = X(2)G,(2)+XG,(2)- (6-7)
C(2)

De overdrachtsfunktie is dus niet expliciet uit te drukken.

X(z)

Voorbeeld 6.10
De overdrachtsfunktie van een teruggekoppeld systeem met signaalbemon-
stering in de voorwaartse weg (fig. 6.13).
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C(p) = G(p)X*(p)
X(p) = R(p)—C(p)H(p) of X(p) = R(p)—G(p)H(p)X*(p)
X*(p) = R*(p) — {G(p) H(p) X*(p)}*

= R*(p) — {G(p) H(p)}* X*(p) = R*(p)—(GH)*(p) X*(p)

dus:
X*(P)=T4-££1)p—l(m o )=%”%
Eveneens geldt: C*(p) = G*(p) X*(p) dus C*(p) = %‘%l)
of :
Cz) = %;)(Z) R o
rc__;x"f_'.
Fig. 6.13
Voorbeeld 6.11

De overdrachtsfunktie van een teruggekoppeld systeem met signaalbe-
monstering in de terugkoppelweg (fig. 6.14).

TRl
r-—-Jf —
| el

c

Fig. 6.14

C(p) = G(p) X(p)= C*(p) = (GX)*(p)
X(p) = R(p)—H(p) C*(p)=
G(p) X(p)= G(p) R(p)—G(p) H(p) C*(p)

dus:
(GX)*(p) = (GR)*(p)—(GH)*(p) C*(p)
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Hieruit volgt: C(p) = (GR)*(p)—(GH)*(p) C*(p)
en C*(p) = (GR)*(p)—(GH)*(p) C*(p)

zodat:

GR(z)

x _ _(GR)*(p)
¢ 1+GH(z)

"~ 14(GH)*(p)
C(z)

R(z)

C@) = (69)

De overdrachtsfunktie is dus niet expliciet te vinden.

6.6 BEPALING VAN DE OVERDRACHTSFUNKTIE VAN SYSTEMEN
INDIEN DE GEMODIFICEERDE Z-TRANSFORMATIE WORDT GEBRUIKT

Zoals reeds hiervoor is aangegeven in hoofdstuk V is het mogelijk met
behulp van de gemodificeerde z-transformatie een signaal tussen de bemon-
steringsperioden te bepalen door het invoeren van een fiktieve tijdvertraging
AT.

Deze methode kan ook toegepast worden in teruggekoppelde systemen.

Voorbeeld 6.12

-
g

Fig. 6.15

Indien men van het systeem volgens fig. 6.15 het uitgangssignaal ¢(t) tussen
de bemonsteringstijdstippen wil bepalen dient een fiktieve tijdvertraging AT
te worden ingevoerd. Dit kan op twee manieren:

o
r-_f" ——
] T
- o I
s s ApT G 5 ApT| ; €
L [ .+.ﬂ]:|T H
la) (b)

Fig. 6.16
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In het eerste geval is de vertraging in de totale kring aangebracht zodat een
voorijling AT dient te worden toegevoegd om het terugkoppelsignaal niet te
beinvloeden. In het tweede geval is de vertraging buiten de regelkring
aangebracht.

Voor het blokschema volgens fig. 6.16b kan genoteerd worden:

C(z,m)= G(z,m)-E(z) en
E(p) = R(p)—H(p): G(p) E*(p).

Hieruit volgt:
E*(p) = R*(p)—(GH)*(p) E*(p) zodat:

x R*(p) R(2)
E TR AR Byl
@ 14+(GH)*(p) (=) 1+GH(z)
Voor C(z,m) wordt gevonden:
Clam) = R(2)G(z,m) (6-10)
1+ GH(z)
Voorbeeld 6.13

Bepaal de gemodificeerde z-transformatie van de uvitgang van het systeem,
weergegeven in fig. 6.17a.

[

=apT c
.P

Gipl

Gip) T

1 TN

LN o=
&

Hip) ja— Hl_pl -

Fig. 6.17

C(p)=R(p) G(p)—G(p) H(p) C*(p)
C(p)e™*"T = R(p) G(p)e™*""—G(p) H(p)e **"-C*(p)

zodat:

C(z,m) = RG(z,m)— GH(z,m)C(z).
Bovendien geldt:

C*(p) = (RG)*(9)—(GH)* () C*(p) of

C(z) = RG(Z)—GH(Z) C(Z) Hieruit VOlgt C(Z) i RG(Z)

1+GH(z)

zodat geldt:
= RG(z)GH(z, m)

1+GH(2) Gl

C(z, m) = RG(z, m)
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6.7 BEPALING VAN DE OVERDRACHTSFUNKTIE VAN SYSTEMEN
MET DODE TIJD

Indien de dode tijd gelijk is aan een geheel aantal malen de bemonsteringstijd
kan met behulp van de verschuivingsregel worden afgeleid:

Z{eT" G} =2z""Z{G(p)}

Systemen waarin een dode tijd aanwezig is die niet een geheel aantal malen
de bemonsteringstijd bedraagt, kunnen goed met de gemodificeerde z-
transformatie worden beschreven.

Voorbeeld 6.14
Bepaal de uitgang c(f) op de bemonsteringstijdstippen van een proces met
dode tijd, waaraan een eenheidstap wordt toegevoerd, zie fig. 6.18.

Stel T=In4

e

R»—‘)/L 1=aP! » ;l %p‘r LT E_‘
T P TPl
G
Fig. 6.18

C(z2)=R(2)'G(2)

Het is niet mogelijk G(z) te bepalen daar de dode tijd 14 T is. Door aan te
nemen dat de dode tijd T is en daarna de gemodificeerde z-transformatie te
nemen met A =34 dus m =4 wordt juist de gewenste informatie verkregen.

—a— BT —134pT
2{1 e’ e }=(1_Z~1)zulzm{ 1 }
P p+1 p(p+1))m=1
z—1 1 1 z—1\[ 1 g
=\ ) L e gl g - -T
z p pH+llm=% z z—1 z—e ")m=3%

~ (z—l)! L. 3 } _ 32+
\ 22 ) lz—1 z-Y Z2@E-D
Cla)i= Za ;}z+& pk 1z+1
z—1 z°(z—d z2(z-1D(-D
Door de noemer op de teller te delen wordt gevonden:
Ci@)=34z"%+4z3+...
dus ¢c(0)=0, ¢c(T)=0,c(2T)=4%, c3T) =% enz.
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Indien dit proces wordt teruggekoppeld ontstaat het volgende schema:
(fig. 6.19).

- - -1l
£=pY SieT c

Fig. 6.19

G(z)'R(z2)
14+G(z)
waarin G (z) wordt gevonden zoals hiervoor aangegeven, dus als z~! G(z,m)

met m=14%
en

Er geldt nu C(z) =

G(z, m) = Zm{ﬂ} = (l__z—l) Zm{;}
p(p+1)m=1 p(p+DIm=1
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VII. Stabiliteit

7.1 INLEIDING

De stabiliteit van lineaire systemen met signaalbemonstering wordt op

ongeveer gelijke wijze gedefiniéerd als de stabiliteit van kontinue systemen,

(zie monografie I, hoofdstuk 6). Alleen worden van systemen met signaal-

bemonstering de signalen berekend op de bemonsteringstijdstippen. Hierdoor

kunnen de verschijnselen, die optreden tussen deze bemonsteringstijdstippen

aan de aandacht ontgaan. Er kunnen zogenaamde verborgen oscillaties optre-

den of één of meer signalen kunnen een oneindige waarde aannemen, de

zogenaamde verborgen instabiliteit hetgeen in praktische gevallen het be-

reiken van een verzadigingswaarde betekent. Daarom kan het soms nodig

zijn de signalen te bepalen op tussen de bemonsteringen gelegen tijdstippen.
Bij de methoden ter bepaling van de stabiliteit komen de volgende punten

aan de orde:

— de betekenis van de stabiliteit

— de bruikbaarheid van de methode voor verschillende systemen

— de vraag of de methode een noodzakelijke en voldoende voorwaarde of

slechts een voldoende voorwaarde inhoudt
— de informatie, die naast de stabiliteit kan worden verkregen
— de vorm waarin het systeem bekend dient te zijn.

Voor de betekenis van de stabiliteit worden de systemen onderscheiden in
lineaire en niet-lineaire systemen met signaalbemonstering. Bij de lineaire
systemen wordt meestal nog de beperking gemaakt, dat deze bovendien
tijdonafhankelijk zijn. De stabiliteit is bij lineaire tijdonafhankelijke systemen
een eigenschap van het systeem en dus onafhankelijk van de grootte van de
ingangssignalen, van de tijd of van de beginvoorwaarden, waarin het systeem
zich bevindt. Bij niet-lineaire systemen is de stabiliteit geen systeemeigen-
schap: de stabiliteit kan uitsluitend bepaald worden in de buurt van de even-
wichtspunten waarin het systeem zich kan bevinden. De stabiliteit is dan vaak
van een beperkter karakter, en heeft bijvoorbeeld betrekking op kleine
verstoringen om het evenwichtspunt. Afhankelijk van de wijze waarop het
evenwichtspunt wordt bereikt, zijn vele soorten stabiliteit gedefini€erd. Bij
lineaire tijdonafhankelijke systemen bestaat slechts één evenwichtspunt. De
stabiliteit van dit punt bepaalt de stabiliteit van het systeem. Een lineair
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tijdonafhankelijk systeem wordt stabiel genoemd als een eindige ingang
leidt tot een eindige uitgang. Er wordt een uitzondering op deze definitie
gemaakt voor een systeem met één integratie, datals stabiel wordt beschouwd,
terwijl de uitgang oneindig kan worden bij een eindige ingang.

Wat betreft de bruikbaarheid van de in dit hoofdstuk behandelde methoden
kan worden opgemerkt dat slechts methoden ter sprake komen die speciaal
voor systemen met signaalbemonstering zijn ontwikkeld of die, nadat een
bilineaire transformatie is uitgevoerd, terug te voeren zijn tot methoden die
ook voor kontinue systemen worden gebruikt.

Doordat slechts lineaire systemen worden beschouwd kan men stellen dat
de methoden noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor stabiliteit geven.
In dit hoofdstuk worden de zogenaamde direkte methoden besproken die
slechts uitsluitsel geven over de stabiliteit van het systeem. De indirekte
methoden zoals de frekwentieresponsiemethode en de polen- en nulpunten-
methode geven veel meer informatie over het systeem en de stabiliteits-
bepaling staat bij deze methoden niet voorop. De in dit hoofdstuk te
bespreken methoden vereisen een mathematische beschrijving van het sys-
teem in de vorm van een overdrachtsfunktie.

Lineaire tijdonafhankelijke systemen met signaalbemonstering kunnen wor-
den beschreven door stelsels differentievergelijkingen met konstante koéffi-
ciénten. Als de ingang x is en de uitgang y kan de differentievergelijking
worden gebracht in de gedaante:

ymT+kT)+b, y(mT+kT—T)+... +b,,y(kT)=
=aox(nT+kT)+ ... +a,x(kT) met m = n. (7-1)

Na toepassing van de z-transformatie en aannemende dat alle begin'voor-
waarden nul zijn volgt:

@2 +a, 2" 1 +... +a,) X(2) = (2" +b, 2" 1 +... +b,) Y(2)

a"+a, 2" +..4+a

of Y(z) = —
2"+by 2" ...+ b,

2 X(z) = H(z) X(2). (7-2)

Als X(z) eveneens beschreven kan worden door een eindig teller- en noemer-
polynoom in z waarvan de wortels van het noemerpolynoom enkelvoudig
zijn en niet samenvallen met de enkelvoudig veronderstelde wortels van het
noemerpolynoom van H(z) kan Y(z) als volgt geschreven worden:

LR e mir i (7-3)
Z—py Z—D, i=1 Z—p;

Y(z) =

waarin r het aantal wortels van het noemer polynoom van X(z) is. Voor
y(kT) wordt m.b.v. de inverse z-transformatie gevonden:
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y(T) = A, pi + A, 5 +... = Y A pf. (7-4)
- i=1

Wil y(kT) begrensd blijven voor elke waarde van k dan moet het ingangs-
signaal begrensd zijn dus |p;| <1 voori=m+1, ... m+r.

Tevens moet gelden |p] <1 voor i=1,2,...m, d.w.z. alle polen van
H(z) moeten binnen de eenheidscirkel liggen in het z-vlak.

Indien er meervoudige wortels zijn geldt het gelijkteken niet. Uit een
vergelijking van kontinue systemen en systemen met signaalbemonstering
is het hierboven verkregen resultaat voor de ligging van de polen in het
z-vlak eveneens te verkrijgen.

Zoals reeds is aangetoond wordt het linkerhalfvlak van p afgebeeld binnen
de eenheidscirkel in het z-vlak (zie fig. 7.1).

Voor de stabiliteit is het van belang te weten of de polen in het p-vlak links
of rechts van de imaginaire as liggen, d.w.z. in het z-vlak binnen of buiten
de eenheidscirkel liggen.

p-vliak z-vlak
niet~-stabiel

stabiel niet-stabiel
stajpiel

Fig. 7.1
7.2 DIREKTE METHODEN TER BEPALING VAN DE STABILITEIT

Hierbij worden methoden aangetroffen, die algemeen toe te passen zijn voor
lineaire en niet-lineaire systemen met signaalbemonstering, zoals methoden
volgens Liapunov en uitbreidingen hiervan en methoden, die uitsluitend
gebruikt kunnen worden voor lineaire tijdonafhankelijke systemen. Hier
wordt slechts op de laatstgenoemde methoden ingegaan.

Bij lineaire tijdonafhankelijke systemen wordt de stabiliteit bepaald uit de
karakteristieke vergelijking van het systeem. Voor kontinue lineaire systemen
zijn verschillende methoden gegeven om uit de coéfficienten van de karak-
teristieke vergelijking te bepalen of de wortels in het linker- of het rechterdeel
van het p-vlak liggen. De karakteristicke vergelijking moet bij de aldaar
gegeven methoden een algebraische vergelijking zijn, d.w.z. een eindig
polynoom in p. Als alle wortels van dit polynoom een negatief regel deel
hebben, wordt dit polynoom een Hurwitz-polynoom genoemd. Bij systemen
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met signaalbemonstering wordt de overdrachtsfunktie echter gegeven door

een transcendente vergelijking in p, omdat de factor e?” hierin voorkomt.

Door de transformatie z = e?” wordt weliswaar een algebraische vergelijking

in z verkregen, doch de stabiliteitsgrens in het z-vlak is de eenheidscirkel,

waardoor de voor kontinue systemen te gebruiken stabiliteitscriteria niet
zonder meer zijn toe te passen.

Er zijn twee mogelijkheden, om toch via een direkte methode de stabiliteit
te bepalen:

1. de invoering van een transformatie, waarbij de karakteristieke vergelijking
in z wordt getransformeerd naar een polynoom in een nieuwe variabele.
Deze transformatie wordt zodanig gekozen dat de grens van stabiliteit
gevormd wordt door de imaginaire as in het vlak van de nieuwe variabele.
Dit is mogelijk m.b.v. een bilineaire transformatie.

2. de toepassing van nieuwe kriteria, die aangeven of de wortels van een
polynoom zich bevinden binnen of buiten de eenheidscirckel. Deze kri-
teria kunnen worden toegepast op de karakteristieke vergelijking in z.

7.2.1 De bilineaire transformatie

o . ax+b e ;
Door de bilineaire transformatie z = ﬁ wordt de eenheidscirkel in het
R N LR

z-vlak afgebeeld in de imaginaire as van het x-vlak, waarbij het inwendige
van de eenheidscirkel overgaat in het linkerhalfvlak van het x-vlak.

In het bijzonder worden eenvoudige waarden voor @, b, ¢ en d genomen en
vooral bekend zijn de w-transformatie en de r-transformatie, waarbij

w = E, dus z= Lt (7-5)
z+1 1—w
en
i i e g e (7-6)
z—1 r—1

In plaats van w en r worden in de literatuur soms andere symbolen gebruikt.
Bovendien wordt ook wel de tranformatie

T
1+w' 5
S = toegepast.
1 %0’ —
2
Bekende lijnen in het p-vlak, zoals lijnen van konstante absolute of relatieve
demping worden echter niet in rechte lijnen afgebeeld in het w- en het r-vlak.

Het verband tussen het p-, z-, w- en r-vlak wordt weergegeven in fig. 7.2.
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Voor de eenheidscirkel in het z-vlak geldt: z = e¥*T

eloT _ 1 e-g-jmT(e+§jmT_e—v§-jmT)

Hieruit volgt: w = =
cjm‘r+l ei—jml‘ (ea}jml'_i_e—ﬂ}jw‘r)

ikt 2 = | STl

2j . e«}jmT_I_e—}jmT -_\,J

w=jtgtwT. =

f)

Indien w =6, +jw,, geldt dus
o,=tgloT. 77

De imaginaire as in het w-vlak komt dus juist overeen met de eenheidscirkel
in het z-vlak.
Voor de r-transformatie geldt:

r=—=———= —jcotgtT. (7-8)

De imaginaire as in het r-vlak komt dus overeen met de eenheidscirkel in
het z-vlak.

Nadat de karakteristieke vergelijking F(z) getransformeerd is via de w- of
r-transformatie naar F(w) of F(r) kan één van de methoden voor het stabi-

!
5
4
e
p=vlak
= |,
2
1
=§| =3] =2] =
T —
{a) (b)
Fig. 7.2
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0=-2

Fig. 7.2d
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liteitsonderzoek van kontinue lineaire systemen, zoals het Routh of het
Hurwitz kriterium, worden toegepast (zie hoofdstuk VI, monografie I).

Voorbeeld 7.1
Gegeven het systeem volgens fig. 7.3.

R + |-=-P'r 4l K' c
3 T ] a1 ps2) i

Fig. 7.3

AP 1
G K . Stel T=In2 dan geldt:

(p+1)(p+2)
1

6(z) = 2X 4D

(z=4)(z=3)

De karakteristieke vergelijking luidt:
F(z) =4K'(z+d) +(z—-H(E-H =0
=22+ @GK'-Pz+ 7K'+ =0

(5£T+&f—ﬂC“ﬂ+ﬁKw%=0

1—-w 1—w

F(w)

of::
18— S KYw + G- 3KDw+ @ + 76K =0,

Toepassing van het kriterium van Routh levert de volgende getallenrijen:

-1k F+ %K
i—iK' 0
3+ 5K 0

met 4> — % K'>0, 2—3K'>0 en 3+ %K' '>0.
Het systeem is stabiel voor —2<K!<14.

De w- en r-transformaties worden ook gebruikt bij het tekenen van fre-
kwentiekarakteristicken omdat de imaginaire as van het p-vlak wordt
afgebeeld op de imaginaire as van het w- en van het r-vlak.

Bovendien kan het w-vlak en het r-vlak gebruikt worden om hierin polen
en nulpunten aan te geven en poolbanen te tekenen. De interpretatie is
echter niet eenvoudig en biedt meestal geen voordelen boven de interpretatie
in het p-vlak of het z-vlak (zie fig. 7.2).
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7.2.2 Kriteria voor de bepaling van wortels binnen de eenheidscirkel

De meest bekende kriteria zijn die van Schur-Cohn en van Jury.

Deze kriteria zijn direkt geschikt voor lineaire systemen met signaal-
bemonstering. De karakteristieke vergelijking behoeft niet extra getrans-
formeerd te worden. Stel dat de karakteristieke vergelijking gegeven is door:

F(z)=anz"+an_!z"_1+... +a0=0. (?'9)

reéle koéfficiénten zijn; het
komplexe

Voor regelsystemen geldt dat a,,a,_,, ...
Schur-Cohn kriterium geldt echter ook indien a,,a,—;, ...
koéfficiénten zijn.

T.a.v. de methode van Schur-Cohn gaat men als volgt te werk. Stel n
determinanten A, A,, ... A, op van de vorm:

ag 0 (s, ay By v Giepey
a; ao 0 0 0 a, Ap—k+2
as a; do
Ay-1 Ay-2 ao 0 0 ay

Ak | T R R S TR T B R
ay—y 4, 0 0 a -2
ﬁn—z an—l 0
an—k'l'l aﬂ—ﬁ+2 b an 0 0 50

waarin @, de gekonjugeerde is van a,. (Indien a; reéel is, geldt a, = a;).

ap a,
a, 4ap

2 2

Voor k = 1 wordt de determinant A, = = agdy—a,a, = ag—a,

Voork=2:

Az-_—

an—l an 0 lﬁ(‘.l
Het Schur-Cohn kriterium voor stabiliteit luidt dan:

Alle wortels van F(z) liggen binnen de eenheidscirkel als A, <0 voor k
oneven en A, >0 voor k even. Deze ongelijkheden moeten worden nagegaan
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voor alle determinanten, dus voor n determinanten als F(z) van de n°® graad
is. Dit kriterium geeft niet aan of er wortels op de eenheidscirkel liggen en
hoeveel wortels buiten de eenheidscirkel liggen. In tegenstelling tot het
Hurwitz kriterium voor kontinue systemen, waarbij het aantal polen in de
rechterhelft van het p-vlak gelijk is aan het aantal tekenwisselingen van de
Hurwitzdeterminant. Dit kriterium wordt bewezen in [7.1].

Indien het kriterium van Schur-Cohn wordt toegepast op het voorbeeld
7.1 komt men reeds uit op het berekenen van de determinant van een 4 x 4
matrix.

Het is duidelijk dat deze methode zich meer leent voor een berekening met
een komputer.

T.a.v. de methode van Jury gaat men als volgt te werk.
Stel dat de karakteristieke vergelijking gegeven is door:

F@)=a,2"+a,_ 2" '+... +a,z+a,=0

waarin a,>0
Stel de volgende tabel op: -

do a, a, a1 4,
a, o1 Gu-2 - . = TR a; ao
by b, b, A T RN L M
bn—l bn-—-l bn—3 bl bG
Co s Ca e Ch-3 Cp-2
Ch-2 Cp-3 Cp-g - - €y Co

enzovoort.

Zet deze tabel door tot er 2»-3 rijen zijn. De elementen b,, ¢, enzovoort,
worden als volgt gedefiniéerd:

b() bn-l-k
bﬂ-l bk

Ag Ay

bk=

sck=

a, a

Het Jury kriterium voor stabiliteit luidt:
Alle wortels van F(z) liggen binnen de eenheidscirkel als voldaan is aan de
volgende voorwaarden:
1. F(1)>0
2. F(—1)>0 als n even, F(—1)<0 als n oneven
3. Voor de absolute waarden van de eerste termen van 2x-3 rijen moet
gelden:

laol <la,| |bol>1bs—1] Icol>l€y-2| ... enzovoort.
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Voor een bewijs van dit kriterium wordt verwezen naar [7.2]. Dit kriterium
geeft niet aan of er wortels op de eenheidscirkel liggen en hoeveel wortels er
buiten de eenheidscirkel liggen.

Voorbeeld 7.2
Op het voorbeeld 7.1 wordt het Jury-kriterium toegepast:

F2)=22+(3K'—Pz+4K' +4=0
ao=1sK"+1 a, =4K* -3}

De voorwaarden zijn:

1. F(1)>0dus 1+ (3K '—3)+LK1+4>0
Hieruit volgt: K'> —2

2. F(—=1)>0dus 1-(}K' =) +LK +1>0
Hieruit volgt: K' <30

3. De tabel bestaat maar uit één rij:
Akt td jKI-3 1
Er moeten gelden: |aqy|<a,. Hieruit volgt:
|[#5K" +3| <1 en dit geeft de voorwaarden:
%K' +3<1 of K'<14 en
—&K'—1<1 of K> =2,
Totaal geeft dit de voorwaarde: —2<K'<14.

7.3 VERBORGEN OSCILLATIES EN VERBORGEN INSTABILITEIT

In feite wordt het signaal slechts bepaald op de bemonsteringstijdstippen.
Het is theoretisch mogelijk dat een zogenaamde verborgen instabiliteit

optreedt met een frekwentie w = E’ indien het uitgangssignaal exact op de

bemonsteringsstijdstippen door nul gaat (zie fig. 7.4).

Indien echter in een ander punt van de regelkring het signaal wordt bekeken
is ten gevolge van een geringe fasedraaiing direkt te zien dat het systeem
instabiel is.

el
A

Fig. 74
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Een veelvoorkomend verschijnsel is de verborgen oscillatie (‘hidden

oscillations’ of ‘intersampling ripple’), zie fig. 7.5.

Hierbij treden weliswaar gedempte oscillaties op, maar deze zijn niet te

onderkennen indien men alleen het bemonsterde signaal beschouwt.

A

~
P e B,

3 . 8

Fig. 7.5

Dit verschijnsel doet zich vooral voor bij systemen die ontworpen zijn met de
zogenaamde minimum settling time methode, (zie hoofdstuk XIII). De
bemonsteringsfrekwentie f£; is in al die gevallen 2f,, waarin f,,, de frekwentie
van de gedempte oscillatie is.

In vergelijking met kontinue systemen kunnen voorts nog de volgende

punten worden opgemerkt.

1.

De maximale opslingering van het overgangsverschijnsel kan zeer groot
worden, terwijl deze bij kontinue systemen maximaal 1009, bedraagt.
Een aanvankelijk grote opslingering behoeft dus nog niet op een instabiel
systeemgedrag te wijzen (zie fig. 7.5).
Een eerste orde teruggekoppeld bemonsterd systeem kan instabiel worden;
dit is bij kontinue systemen onmogelijk tenzij er sprake is van positieve
terugkoppeling.
Bij kontinue systemen wordt de regelkring sneller instabiel bij toenemende
waarde van de dode tijd in het proces, indien de overige parameters van
het proces en de regelaar niet gewijzigd worden.

Bij systemen met signaalbemonstering kan de grens van stabiliteit
tijdelijk gunstiger worden bij toename van de dode tijd t.o.v. de bemon-
steringstijd (zie voorbeeld 7.3).

Voorbeeld 7.3
Gegeven het teruggekoppelde systeem volgens fig. 7.6.

| 1= e PT K e~PTo
] pel

[ o
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Indien T}, vari€ert van O tot 1sec. en T=1 sec. wordt gekozen, kan de
maximale waarde van K worden berekend waarbij het systeem stabiel is.

—aPT -pTp
AlsH(z)=Z(1 o Ke )geldt met m = 1—T,
P p+1
H(z)=K(1—z'1)Z,,,( L )
p(p+1)
L= =m. =1
H(z):K-z(l e )+0:3_ clee
z(z—e™ %)

De karakteristieke vergelijking luidt:
22+z(K—Ke ™—e H+K(e ™—e 1) =0.

Voor diverse waarden van m=1—T, kan de maximale waarde van K
berekend worden waarvoor het systeem instabiel wordt. Deze waarde is in
fig. 7.7 uitgezet.

S

i 1 T
04 1 4

Fig. 7.7

Uit dit voorbeeld blijkt dat het mogelijk is door een gunstige waarde van T
t.o.v. T, te kiezen een bemonsterd systeem te stabiliseren.
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VIII. Analyse in het frekwentiedomein

8.1 INLEIDING

De frekwentieresponsiemethode die uitvoerig behandeld is in monografie I1
voor continue systemen is ook zeer goed bruikbaar voor systemen met signaal-
bemonstering. De diverse frekwentiediagrammen (bode-, nicholsdiagram en
polaire figuur) kunnen ook m.b.t. de in deze monografie behandelde systemen
voor analyse en synthese worden toegepast. Bovendien gelden dezelfde regels
voor de bepaling van de frekwentieresponsie van het gesloten systeem uit het
open systeem en omgekeerd. (M en N lijnen, M, en N, lijnen, zie monografie I,
hoofdstuk 3).

Er doen zich bij systemen met signaalbemonstering echter een tweetal
komplikaties voor:

1. De frekwentiekarakteristieck van G%(jw) G%(jo) # {G,(jw) G,({w)}*,
d.w.z. een wijziging in een van de overdrachtsfunkties G, of G, vereist
een geheel nieuwe berekening van {G; (jo) G,(jw)}*.

2. De frekwentiekarakteristick van een bemonsterd systeem herhaalt zich.

+
Er geldt immers G*(jo) = % Y. G(jo+jnwy).
n=-w

Dit houdt in dat in feite slechts de frekwentickarakteristieck voor
0<w< % behoeft te worden beschouwd. Meestal is de frekwentie-

karakteristiek van G(jw) bekend en dient men hieruit G*(jw) te bepalen.

De gehele frekwentiekarakteristiek van G(jw) speelt mee bij de bepaling

@y

5 -

Het probleem van de oneindige sommatie van termen kan men op drie

manieren oplossen:

1. Het benaderen van de oneindige som door slechts een beperkt aantal
termen mee te nemen.

2. Bepaling van de frekwentiekarakteristiek door G(z)||,|-, te bepalen. De
gevonden karakteristiek is exakt en kan het best op grafische wijze bepaald
worden uit het polen- en nulpuntenbeeld (zie hoofdstuk IX).

3. Invoeren van een bilineaire transformatie. Er wordt dan een exakte

ws

2

niet direkt de gegevens van X(jw) of G(jw) gebruikt kunnen worden.

van G*(jw) voor 0 S o €

frekwentiekarakteristiek verkregen voor 0<w< —=. Het nadeel is dat
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8.2 BENADERINGSMETHODEN

De hogere harmonischen in de bemonsterde signalen worden door het
gebruik van een houdschakeling aanzienlijk gereduceerd. Verdere reduktie
van deze hogere harmonischen wordt verkregen door laagdoorlaatfilters.
Het geregelde proces zelf heeft in het algemeen ook een laagdoorlaat-
karakter.

Voorbeeld 8.1
Voor het systeem gegeven in fig. 8.1 geldt de relatie:

C(p) = G,(p) G2 (p) E*(p), E*(p) = R*(p)—{G, (p) G2 (p) H(p)}* E*(P)
Hieruit volgt:

1] to
T X R@+io,nGi()G()

e

1+—= > G,G,H(p+josn)

C(p) =

===

Clp)

G'l |PI - Gz [P]

H (p]

Fig. 8.1

Met de veronderstelling dat G,(p) G,(p) en G,(p) G,(p) H(p) beide een
laagdoorlaatkarakteristick hebben, kan men de reeks in de noemer van
C(p) vrij goed benaderen door slechts enkele termen (b.v. n=0, n= +1,
n= +2) te nemen en de rest te verwaarlozen.

Stabiliteitsonderzoek kan direkt met behulp van het Nyquist kriterium
gebeuren. De polaire figuur van {G, G, H(jw)}* wordt hierbij benaderd door

s bt
slechts enkele termen van de reeks T Z G, G, H(jo +]jw,n) mee te nemen.
n=-w
De belangrijkste termen in deze reeks zijn die voor n=0en n= —1. Wordt
voor de eenvoud gesteld: G(jw) = G, (jw) G;(jw) H(jw) dan geldt:

: i e o
G*(jw) = = Y, G(jo+jnw). (8-1)
Voor o = % eindigt de frekwentiekarakteristiek van G*(jw) altijd op de

reéle as. Er geldt immers:
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G*('%)=l{G('%)+G(j95+jw,)+G(j%—jws)+
2 T 2 2 2
+G(j‘&+2jws)+G(j%—2jws)+---}
2 2
1 2 w. . @
= — G .—s‘l‘.nms +G — _s‘_-.nws
T,.Zo{ (]2 ] ) (JZ ! )}

Er blijft bij deze sommatie één term: lim G(jow +kjw,) over, maar deze term
k—+ a0

mag men nul veronderstellen voor elk fysisch systeem.

Daar G (_]% + jnws) +G (-—j % - jnws) een reéle grootheid is, geldt

n=0

tevens dat % > {G (j % + jnws) +G (—j % Z:jncos)] reéel is. (8-2)

Voorbeeld 8.2
Gegeven de frekwentiekarakteristiek volgens fig. 8.2 van G(jw).

G(jWw)-vlak

Y

Gljw)

e (I
S IWWTL)

Fig. 8.2

Voor de frekwentie @ = % is A de benaderde frekwentiekarakteristiek van
G* (j %) indien slechts 2 termen worden meegegeven (n=0en n= —1).
Punt B is de benadering die wordt gevonden door 4 termen mee te nemen

(n=0,1, —1, —2); in punt C zijn 6 termen meegenomen.
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Aangenomen wordt dat 7= 1 sec. Anders dient met de gevonden waarden

nog met Tlf te vermenigvuldigen.

Alleen in het geval G(jw) in frekwentie begrensd, is (0<Sw<w,)

5

met @, < 5 zal de frekwentiekarakteristiek van G*(jw) voor 0<w< %—‘

dezelfde zijn als van G(jw) en dus in de oorsprong eindigen. Dit is echter

zelden het geval zodat de G*(jw) karakteristiek altijd op de positieve of
negatieve reéle as van het G*(jo) vlak zal eindigen.

Indien de bemonsteringsfrekwentie relatief hoog is t.0.v. de dynamische
eigenschappen van het systeem en alle elementen in de regelkring een sterk
laagdoorlaatkarakter hebben kan men zelfs een zodanige grove benadering
toepassen dat men alleen de term n = 0 uit de reeks

+ o0
= Y G(jo+jnw,) meeneemt.
Indien deze benadering wordt toegepast in voorbeeld 8.1 en men aanneemt
dat G,(p) de overdrachtsfunktie van een nulde orde houdschakeling is en
H(p) =1 is, ontstaat de volgende uitdrukking voor C(p):

=Pl

1
T, GORG

—e PT
1+ll 2
T

C(p) = .
G,(p)

De frekwentiekarakteristiek van het open systeem wordt dus bepaald door:

Tt F lif=edot .
= G,(p) = G(p) of G(jw) = ——— G,(jw).
T T jo

Er geldt echter (zie hoofdstuk III):

—a—joT ) :
1—e _ Te-ter Sil %wT. (8-3)

jo T

Voor lage frekwenties: w<w, gaat deze uitdrukking bij goede benadering
over in Te”*°T  zodat G(jw) benaderd kan worden door:

. |y . o :
G(jo) = T Te™H°T G, (jw) = e™*°7 G, (jo). (8-4)

Het effekt van de schakelaar en de houdschakeling is nu verdiskonteerd in
een dode tijd van 4 T sec.

In de frekwentiekarakteristiek heeft deze dode tijd slechts een invloed op
de fase van de karakteristiek.

Het blokschema van fig. 8.3a gaat over in het blokschema van fig. 8.3b.
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Hiermee is het systeem met signaalbemonstering bij benadering overgegaan
in een kontinu systeem, zodat op dit benaderde systeem alle analyse en
ontwerpmethoden kunnen worden toegepast die gelden voor kontinue
systemen.

{-e—pT |En c R+ 1 Er

Yo

— G (p) - e~7PT = 63 (p)

(a) (b)

er

-~

|
!
T 2T 3T 5T 10T

(c)
Fig. 8.3

Ook in het tijddomein is te zien dat de hierboven gegeven benadering
redelijk is. In fig. 8.3¢c zijn zowel de signalen e, e, als e, aangegeven voor het
geval de terugkoppeling wordt verbroken.

8.3 EXAKTE BEPALING VAN DE FREKWENTIEKARAKTERISTIEKEN

Exakte bepaling van de frekwentiekarakteristick van een systeem met
signaalbemonstering is mogelijk door gebruik te maken van de z-transfor-
matie of een bilineaire transformatie. De imaginaire as in het gesterde p-vlak
gaat over in de eenheidscirkel in het z-vlak. Langs deze cirkel geldt de relatie

w 5 S
z=¢e?T of arg z=wT, dw.z. voor 0<Sw< -if neemt o lineair toe langs de

eenheidscirkel in het z-vlak.

Uit het polen- en nulpuntenbeeld is de frekwentiekarakteristiek te bepalen
door de eenheidscirkel te doorlopen.

De grafische bepaling van de frekwentiekarakteristiek uit het polen- en
nulpuntenbeeld wordt behandeld in het volgende hoofdstuk.

Met behulp van een bilineaire transformatie is het mogelijk de eenheids-
cirkel in het z-vlak af te beelden in de imaginaire as van een nieuw vlak. In

133



AL LU LG LR L0 0 R D0 LR O 1N LS DO R S S R | Libapill 1 L1l B3R VRl b

het vorige hoofdstuk zijn reeds de w- en r-transformatie geintroduceerd. In
dit hoofdstuk wordt tevens de w’-transformatie geintroduceerd.

105 157 209
T T T h
. Twe Lwel lw 3w —e W
0 Ews kms 3ws ek s We
0 058 1 173 ‘oo -1 0 — Wy
-Co =173 -1 -058 ] 1 oo —= Wr
0 U5 2 U o 22 -o —uww
Tt ST, T
Fig. 8.4

Tussen w- en r enerzijds en z anderzijds bestaan de volgende relaties:

e e S (8-5)
z+1
= 2t of w, = —cotgiwT. (8-6)
z—1
T
2 z2—1 Lkt
Voor de bilineaire transformatie w' = — —— of z = ———— kan worden
76 zZ+4+ 1 '
1——w
5
. 2
afgeleid: w, = = tgdoT. (8-7)

Voor lage frekwenties geldt: tg 4 w7 ~ w7, zodat v, ~ %,% ol =o.

De w’-transformatie wordt o.a. gebruikt voor de simulatie van kontinue
systemen m.b.v. een digitale rekenmachine [8.1].

In fig. 8.4 is het verband tussen w, w,, @, en w, aangegeven.
De in praktijk meest toegepaste transformatie is de w-transformatie omdat

de schaal voor het van belang zijnde frekwentiegebied 0< w< % eveneens

toeneemt, in tegenstelling tot de r-transformatie en onafhankelijk van de
bemonsteringstijd is.

De w’ transformatie heeft het voordeel dat de frekwentiekarakteristieken
voor @ en w,, voor lage frekwenties gelijk zijn.

De ontbinding in de basisfaktoren K, .i, ; en
jo, jo,t+1
0 2 ==
{(ﬂ) + 2 ]
a)ﬂ wn
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en de inversen hiervan vereenvoudigt het tekenen van bodediagrammen (zie
monografie II).

Voorbeeld 8.3
Bepaal de frekwentiekarakteristiek van het open systeem (zie fig. 8.5).

1-e~PT 1
p p+a

e

Fig. 8.5

- m=pT |1 —e~aT
Selbmy e =t L Heriivolgh HE) = ——
p p+ta a

z_e—aT

Stela = l en T = In2 dan geldt: H(z) = —%—%
z_

Toepassing van de w-transformatie levert:

o 1 T )

L+w T (4w —3(1-w) (1+3w)
1—w
of Ho,) = —2=.
14+3jo,
De basisfactoren zijn: 1 —jw, en ] —.
1+3jw,

De breekpunten liggen bij @, = 1 resp. o, =3
Het min-teken in (1 —jw,) duidt op een niet-minimum fasekarakter (zie
hoofdstuk 2, paragraaf 3, monografie II) mod(l—jw,) = (1 +w2)* en

W-vlak

~j0y 1N 1-joy

Fig. 8.6
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arg(l —jw,) = —arctg w,; voor 0< w, <0, verloopt arg(l —jw,) van 0 tot

—90°.
Dit is ook eenvoudig in te zien uit fig. 8.6.
Het bodediagram kan worden opgebouwd uit de

twee basisfactoren:

Wyllog) —=

— e e

Fig. 8.7

Wy (log)—=

Vooruitlopend op hetgeen nog in hoofdstuk X besproken zal worden over het
ontwerpen van systemen met signaalbemonstering, blijkt uit dit voorbeeld
duidelijk het effect van de bemonstering op de stabiliteit. Een extra verster-
king met een faktor groter dan 3 zal de gehele moduluskarakteristick boven
de 0dB-lijn brengen. Het teruggekoppelde systeem zal dan instabiel worden
vanwege de fasedraaiing van — 180°. Bij kontinue teruggekoppelde systemen
van de eerste orde kan dit verschijnsel niet optreden.

Voorbeeld 8.4
Bepaal de frekwentiekarakteristiek van het open systeem (zie fig. 8.8). Stel
T=1n2.
1=e=PT | | e=2pT £
P p+l




e p =2pT
H(.p)=1 = 'e en H(Z)nz;.
p p+1 z°(z—%)
Toepassing van de w-transformatie geeft:
2 ——
H(wy = 1= 00
(1+w)” 143w
— i 3
of H(jo,) = — 10
(1+jo,)" (1+3jw,)
1

De basisfaktoren zijn (1—jw,), —— el — .
(I+jo,) (1+3jo,)

De breekpunten liggen bij w, =1, 0, =1en o, = 1
Het bodediagram opgebouwd uit deze basisfaktoren wordt:

98 log '3 1 10

Wy (log) —=

=95

P _180°
_2?0%.
-360%
-450%

-540°

Fig. 8.9

Tengevolge van de dode tijd van 2 T is de moduluskarakteristick ongewijzigd

gebleven t.o.v. de moduluskarakteristick (voorbeeld 8.3) maar de fase-

karakteristiek is aanzienlijk veranderd. Elke dode tijd ter grootte van de
. 1—jo,

bemonsteringstijd veroorzaakt een term in en zorgt dus voor een fase-

w

draaiing van — 180° bij w,— oo (bij @, = 1 een fasedraaiing van —90°).
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Voorbeeld 8.5
Gegeven het blokschema volgens fig. 8.10. Stel T=In4 en 0<A<]1.

1-e—PT e—ApT C
P pel

Fig. 8.10

De open lus overdrachtsfunktie wordt bepaald door:

1—e?T g=2rT) 71 1 1
z{ e e R

P p+l z p p+l
= z—l( s i &)’“) _ 2(1-@)+@"—1
z \z—1 2z— z(z—1%)

- (1—w)(1+ow)
(1+w)(1 +§w)

met « = $[3-2(P)"] = -3@"

Voor m=0, 4,1 dus voor A=1,4 resp. 0 worden de volgende bodedia-
grammen gevonden:

H (w)

—. 2
Hio)=—923%) o0 mog
(1+jw,) (1 +3jo,)
H(jo,) = L2120 4300) 00 )y
(1+jw,) (1 +3jo,)
Hlnoe S8 o o] (Relle B

1+3jo,

Hierin is de geleidelijke overgang van de karakteristicken te zien bij toename
van A. Alleen voor hoge frekwenties treedt een abrupte overgang op van
A<1 naar A =1 in de fasekarakteristiek.

Voorbeeld 8.6
Laat de open lus overdrachtsfunktie van een systeem gegeven zijn door:
G0 G(z) = K0T, ; dit is de z-transformatie van
(z—1)(z—0,368)
—e PT
Hip) o —=aia K b T
p plpt+l)
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Toepassing van de w-transformatie geeft:

14+w
— 4+ 0.717
1—w

Hw)=K-

(1+w__ 1)(1+w—0,368)
1—w 1—w

T

-90°

-180°
-270%

-360°1

Fig. 8.11

De frekwentieresponsie kan worden bepaald uit:

(1,928
i e T T
2(0,632) . ( 1,368 . )
o ®

H(jo,)

Het bodediagram is weergegeven in fig. 8.12 voor K=0,5.

Uit de voorgaande voorbeelden zijn de volgende algemene konklusies te
trekken t.a.v. de vorm van de frekwentiekarakteristick van H(jo,,).

o S . w
1. De frekwentiekarakteristiek H*(jw) voor 0 S w < —25 komt overeen met

de frekwentiekarakteristieck H(jw,) voor 0 < w,, <oco.
2. Behalve voor enkele uitzonderingsgevallen (systemen met een begrensd
frekwentiespektrum) gaat |H(jw,)| voor toenemende w, vlak lopen

(helling 0dB/oktaaf). Dit is verklaarbaar omdat voor H* (j ;’?) een

eindige waarde wordt gevonden. De graad van het teller- en noemer-
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polynoom van H(w) is gelijk en komt overeen met de graad van het
noemerpolynoom van H(z).

. De fasekarakteristick van H(jw,) nadert tot 0° of tot een geheel aantal

malen —180° voor w,— 0.

. In H(jo,) treden vaak niet-minimum fase termen op.

Ww(log) —m

Ww (log) —a=

-H —

=90
—‘_—‘_‘_‘

~180°

Fig. 8.12

- Een dode tijd T), = kT waarin k een geheel getal is, geeft een bijdrage

( ; Ijz "')k tot H(jw,,), zodat voor w,—co een fasebijdrage van k(—180°)
en voor o, = 1 een fasebijdrage van k(—90°) verwacht kan worden t.g.v.
deze dode tijd. De dode tijd heeft geen invloed op de moduluskarak-
teristiek.

Indien de dode tijd niet een geheel aantal malen de bemonsteringstijd
is wordt zowel de fase- als de moduluskarakteristiek door deze dode tijd

beinvloed.
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IX. Analyse met behulp
van de polen- en nulpuntenmethode

9.1 INLEIDING

Indien van een systeem met signaalbemonstering de polen en nulpunten in
het gesterde p-vlak bekend zijn is het in principe mogelijk hiervan uitgaande
tijdresponsies (overgangsverschijnselen) en frekwentieresponsies te bepalen.
Tengevolge van het feit dat het aantal polen en nulpunten oneindig groot
wordt vanwege de herhaling van het polen- en nulpuntenbeeld in de sekun-
daire stroken is het onmogelijk in de meeste gevallen uit te gaan van het
gesterde p-vlak en dient men uit te gaan van het z-vlak.

Bovendien kan op eenvoudige wijze het polen- en nulpuntenbeeld in het
z-vlak van het gesloten systeem bepaald worden (poolbaanmethode). De
tranformatie z = e?” is een éénduidige transformatie.

Een punt in het p-vlak wordt afgebeeld in één punt in het z-vlak terwijl een
punt in het z-vlak het beeldpunt is van oneindig veel punten uit het p-vlak:

Het is geen één-éénduidige transformatie.

Uit:
& TE 1
H(z) = H* = n
) L2 pertun.  werNHE) 1= TE~50
() 1

-1

n=1 N1(&) 1—e*Tz7!

volgt eveneens dat de beeldpunten van de polen H*(p) in het p-vlak, in het
z-vlak de polen van H(z) zijn. De nulpunten van H(z) zijn niet te vinden door
transformatie van de nulpunten van H*(p).

Door toepassing van de z-transformatie is een overdrachtsfunktie in z
ontstaan met een eindig aantal polen en nulpunten, zelfs voor systemen met
dode tijd. Dit maakt de analyse van systemen met signaalbemonstering
waarin dode tijd aanwezig is, eenvoudiger dan de analyse van kontinue
systemen met dode tijd. Dit geldt met name voor de poolbaanmethode. Met
behulp van de polen- en nulpuntenkonfiguratie in het z-vlak is het mogelijk
te bepalen: L
1. De frekwentiekarakteristicken van het open of gesloten systeem.

2. Overgangsverschijnselen van het open of gesloten systeem indien de
polen- en nulpuntenkonfiguratie van het ingangs- of stoorsignaal ook
bekend is.
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3. De poolbaan voor het gesloten systeem indien de polen en nulpunten van
het open systeem bekend zijn.

Aandacht zal worden besteed aan de invloed van de ligging van polen in

bepaalde delen van het door de eenheidscirkel omsloten gebied.

9.2 FREKWENTIEKARAKTERISTIEKEN UIT POLEN EN NULPUNTEN

Voor het bepalen van de frekwentiekarakteristieken van H*(p) kan H(z)
worden beschouwd voor |z| = 1.

1__[ (z—2z)
H(z)=K1';1—metm2n. 9-2)

H (Z—Pj)

J=1

De frekwentiekarakteristiek voor kontinue systemen wordt bepaald door
P =jo te stellen en in het p-vlak de imaginaire as te doorlopen.

In het z-vlak wordt de eenheidscirkel doorlopen, waarbij de volgende pun-
ten van het p-vlak en het z-vlak met elkaar overeenstemmen.

arg.z = 0 @ = nw,

arg. z = 45° o = 0,8 + nw,

arg.z = 90° o = o/d+no, |

arg. z = 180° o = w,/2+nw, i e R
arg. z = 270° ® = 3,4+ naw,




De waarde van @ wordt gevonden als een parameter langs de eenheidscirkel
in het z-vlak die lineair toeneemt (fig. 9.1).
Voor z = ¢eiT gaat (9-2) over in:

n

n (ejwr_zi)
H@z) =HE") =K1 — (9-3)

1__[1 ©"*T—p)
Dus H*(jw) = H(e*")

_ K product van alle vectoren van de nulpunten naar e’*”

product van alle vectoren van de polen naar e'®”

Voorbeeld 9.1

1
Bepaal de frekwentiekarakteristick van H(z) = K% f/Z (zie fig. 9.2).
7
z-vlak
1
& '2"!2;" w=0 . =
u.,:u_}i\
2
Fig. 9.2a b c

1
Voor @ =0 geldt: H*(j0) = K ——— (zie fig. 9-2a).
g (i0) 1—JfJ2( g )

Voor o = 985 geldt:

Jols =
H* (J 23) = k! 4_4—__ - K‘ﬁ-e"-’z (zie fig. 9-2b)
%\/21:”%

Im HTjw) 4

Fig. 9.3
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Voor o = % geldt:
S L
H* (j %) e R R R
2 (1+3/2)e*" 1+4/2

In fig. 9.3 is de polaire figuur van H* (jw) uitgezet voor 0 < w < % en K'=1.

Zoals te verwachten was eindigt de frekwentiekarakteristick op de reéle as
van het H*(jw)-vlak.

Voorbeeld 9.2

Bepaal de frekwentiekarakteristiek van H(z) = %z(%-;%_v—hzie (Fig. 9.4).

l=ez2 el
p (@+D(P+2)

dus van een tweede orde systeem met dode tijd 7= T}, voorafgegaan door
een houdschakeling.

Dit is de z-getransformeerde van H(p)= met T=In2,

Fig. 9.4
HY(0) = s = -
$BE-CE'DE 2
H"‘( &) oo . o1 I (—#r+204¥)
4/ B8BF-CF-DF 2/17
~ 79 met o ~ —250°

Indien de frekwentieresponsie van w =0 tot o = _wf is bepaald, wordt de

; S ()
frekwentiekarakteristieck van o = ~—25 tot w=w, gevonden door de fre-
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: Loy [0} ! =
kwentiekarakteristiek van w =0 tot @ = —*, te spiegelen t.o.v. de reéle as

2
(fig. 9.5).

[
g~

Ws

g
e

Fig. 9.5

Ds
2
draaiing bedraagt dan —360° waarvan — 180° afkomstig is van de dode tijd.

De frekwentiekarakteristiek eindigt voor @ = op de reéle as; de fase-

9.3 OVERGANGSVERSCHIINSELEN UIT HET POLEN-
EN NULPUNTENBEELD

De uitgang van een systeem kan afhankelijk van de plaats van de schakelaar

geschreven worden als C(z) = R(z) H(z), zie fig. 9.6a waarin H(z)= i fggz)
= i i L Gl g
of als C(z) = RG,(z) H(z), zie fig. 9.6 b waarin H,(z) = 176,6,0" Het is
R + ! — G ___C L;%_— Gq —>T(—-. Gy ;c.

(a) (b)
Fig. 9.6

dus niet altijd mogelijk het ingangssignaal te scheiden van de rest van het
systeem.
Voor het geval C(z) = R(z) H(z) kan geschreven worden
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H (z—2z)
C@) =K' ‘t—, (9-4)
];[1 (Z_Pj)

waarin z; voor i = 1, ..., n de nulpunten van H(z) zijnen z; voori=n+1, ...,
n+r de nulpunten van R(z) zijn, terwijl p; voor j = 1, ..., m de polen van H(z)
zijn en p; voor j = m+1,...m+k de polen van R(z) zijn. In het geval C(z) =
= RG,(z) H,(z) geldt hetzelfde indien voor RG,(z) en H,(z) resp. R(z) en
H(z) wordt gekozen. Indien wordt aangenomen dat alle polen enkelvoudig
zijn geldt:

C(z) = A4y 3 4 i AR 4, +...+i 9-5)

Z—=pP1 Z—P2 Z—Ps Z= Pm+k

8

De algemene gedaante van een term in het rechterlid is: , waarvan de

inverse z-transformatie luidt:

C(HT) = Z—l {i} = A,e_“‘{"_ nyT

Z—Ds
1
voorn=1,2...,meta, = —; In p, (9-6)
waarin p = —a, een pool in het p-vlak is.
Vervolgens dient 4, nog bepaald te worden. Vermenigvuldig het linker- en
m+k
het rechter gedeelte van (9-5) met [| (z—p;) dan geldt:
j=1
n+r m+k m+k
K 1__[ (z—z) = A, Z (z=pp) + A4, Z (z=py) -t
i=1 i=2 j;;
m+k m+k—1
+ A, l:[ E=p)t ...+ Ay 1:[ (z—py
e =
Stel vervolgens z = p, dan is
n+r m+k
KI ]____[1 (Ps_zi) = A& _]_:[1 (Ps_Pj)
i J#s
of
: (ps_"zi)
1i=1
A e — 9-7)
(Ps_p_;)
j=1
J#s

of in woorden:
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_ k! product van alle vektoren van alle nulpunten naar de pool p,

%
product van de vektoren van alle andere polen naar de pool p,

Voorbeeld 9.3
Gegeven het volgende blokschema (fig. 9.7):

RIS Ul 1=ePl ~ 1 <
T P (p+1)(p+2)
;_Y___)

G

Fig. 9.7

Bepaal het uitgangssignaal op de bemonsteringstijdstippen, indien op de
ingang van dit systeem een stap wordt gezet. Stel 7=1In 2

C(z) = R(2)-G(2)

3z+d) z
G(z) = ——— R(z) =
S T Y
C(z) = $z(z+3) . Ay 5 A, + A
==Y (z—31 z-1 z-% 2-%
z-vlak

Fig. 9.8

C(HT) s Al c—ﬂg[n—I)T+Aze—ﬂz(n‘—l)r+Aae‘—¢13[ﬂ—l]r

|

o
=

I

GO | =
Al g3l g

oo | =
ks
&l
@
oo | =

voorn =1,2,3..., met A, -;

il | b
g S

A2=

o0 | =—
g g
%]
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a;,T= —-lnp;y = -Inl=0 = a =

a,T= —lnp, = —In} = a,= i
In2
In2
a;T= —Inp; = —In} = ag,=211 =2
In2

Het overgangsverschijnsel wordt dus beschreven door:
¢c(nT)=0 voor n=20
C(RT) = %—%e“(”_ 1)in2 +‘&e_2("_ 1)in2 i %_% . (%)l!— 1 +%(&)ﬂ—l

voor n=1,2....

In fig. 9.9 is ¢(nT) weergegeven.

Indien C(z) een nulpunt in de oorsprong bevat: z=0, kan men ook als
volgt te werk gaan:

ntr—1
H (z—z)
C(z) = K‘z;ilk— of (9-8)
1_[ (Z_Pj)
j=1
1 1 1
SOt s g ey 9-9)
Z Z—pP1 Z2—P2 Z—=Pm+k
A
e(nT)
1
2] ® e
31 SR
b o I 4
SRR o b T
i 1 TR LN SN
RS DTS eLT BT
Fig. 9.9
Er geldt nu
() = Alz s Alz 1o 00 ALz
Z2=P1 Z—P2 Z= Pm+k

2 o ALZ
De algemene gedaante van een term in het rechterlid is —— waarvan de

]

inverse z-transformatie luidt:
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1
c(nT) =271 {ﬂ} =Ale™™T wvoorn=0,1,2, ... (9-10)
Z—Ps
met
ntr—1
; :‘H (p.s_zi)
i 1 =1
g (9-11)
[ :—p)
j=1
J#s

of in woorden:

produkt van alle vektoren van alle nulpunten, behalve één
nulpunt in de oorsprong naar de pool p,

Al i Kl

: produkt van de vektoren van alle andere polen naar de pool p,

Ag en A} zijn reéle getallen indien a, reéel is en komplexe getallen als a,

komplex is. In dat geval zal er nog een toegevoegd komplexe term voorkomen

A¥ of A;* met mod 4,=mod A en arg4,= —arg A* resp. mod A} =mod 4}*
en argA}=—argA!*.

Voorbeeld 9.4
Dezelfde gegevens als in voorbeeld 9.3 met het volgende polen- en nulpunten-
beeld (fig. 9.10).

A cCD E
1 11 1
"2 |23
Fig. 9.10
1 4E 1 4D
Al =c—emr ===, A == — = -1
8 CE-DE 8 CD-ED
en
Al_.l_ _C. _,1,
" 8DC-EC 2
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zodat c(nT) = 4 — (e 2" + L (e~ %)*"
=3-F)"+3@)" wvoor n=012,..
zodat ¢(0) = $—1+4 =0, enzovoort (zie fig. 9.9).

9.4 POOLBAANMETHODE

De poolbaanmethode is een grafische methode om uit de polen en de
nulpunten van een open systeem de polen en nulpunten van het gesloten
systeem te bepalen bij variatie van één van de parameters van het systeem
(zie monografie I1T). Meestal wordt een variabele versterking genomen. Indien
het polen- en nulpuntenbeeld van de overdrachtsfunktie H*(p) gegeven is in
het p-vlak zal het vaak moeilijk zijn de poolbaan te konstrueren, uitgezonderd
in enkele eenvoudige gevallen. De konstruktie van de poolbaan in het z-vlak
is echter zeer eenvoudig en gaat op dezelfde wijze als voor kontinue systemen
in het p-vlak. Voor de konstruktie van de poolbaan gelden een aantal regels.
Deze regels zijn afgeleid voor kontinue systemen maar gelden ook voor het
polen- en nulpuntenbeeld in het z-vlak. De belangrijkste regels zijn samen-
gevat in tabel IX.1. De methode wordt geillustreerd aan de hand van een aan-
tal voorbeelden.

Voorbeeld 9.5
Gegeven het blokschema volgens fig. 9.11

= K
P (p+1)(p+2)

;ﬂ___)

Yo

Fig. 9.11

Stel T =1n 2. Bepaal de polen van het gesloten systeem bij variatie van de
parameter K'

—
p (p+D(p+2)

Kl
—pT K ) ?(z-!-%)

1
G =Z =
2 ( @-DG=D

K J :
[K = ? is de gelijkstroom- of systeemversterkmg]

€@ _ 6@
R(z) 14+G(2)
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3 G+D

De poolbaanvergelijking luidt: 1+G(z) =0 of — — =
(=D (z—-D

Hieruit volgt:

i 8
@E-He-H K

Voor variabele K van 0 tot +oo begint de poolbaan in de polen z=1 en
z=1 en eindigt voor K'—o00 in het nulpunt z= —4 en in het oneindige.

De punten waar de poolbaan de reéle as verlaat of op deze as terugkomt
1

volgen uit oK. =0

dz
d {(z—%)(z—&)} _@H+3/9C+H-1/3) _
izl @+d (z+49)”

dus

zy=—}-33enz,=-3+313
De richting van de asymptoot is %ﬁ-—?ﬁg = —180°
De poolbaan beschrijft voor variabele K* een cirkel met straal 4 ./3 en
z = —% als middelpunt (zie Fig. 9.12).

Fig. 9.12

De doorsnijding van de poolbaan met de eenheidscirkel bepaalt de waarde
van K! (en hieruit K) waarvoor het systeem instabiel wordt. Grafisch is deze
waarde eenvoudig te bepalen. Er geldt immers:

A 1 SRR
KT, o KD
8 BD-CD 8 |AD|
Voorbeeld 9.6

Gegeven het blokschema volgens fig. 9.13.
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Stel T= 1. Bepaal de poolbaan voor 0 < K' <o

_a~P 1,.-2p _amhy et
G(z)=z(1 = ):“2 €K met K=K
P p+1 z°(z—e ")
R + 1- -pT : K -2p c
i T EP il T’H ol
e
G
Fig. 9.13
De poolbaanvergelijking luidt:
_ Ayt
(s 500 S T ST
z*(z—e™) z*(z—e™ %) (1-e"HK!

Startpunten: z=0 (2x) en z=¢" ' (polen)
Eindpunten: |z| =c0 (3x) (geen nulpunten)

IS0 R3O0 60Hni120= —60°, 4607, —180°

Asymptootrichtingen: 30

=1
e
Zwaartepunt: — =~ 0,1
1

LdK _i 2 SRy L =15 =
Vertrekpunt.g =T {z2(z—e™ 1)} = 3z*—2ze" ! =0,

z,=0enz,=%e 1x0.2

De poolbaan is geschetst in Fig. 9.14.

)
4

Fig. 9.14

Het is evenzo mogelijk de poolbaan te schetsen bij variatie van een der
andere parameters in het systeem.
Dit wordt aan de hand van het volgende voorbeeld toegelicht.
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Voorbeeld 9.7
Gegeven het blokschema volgens fig. 9.15.

-pT
R+ -1 b 1-eP 1 C
1 —» 1+az B — p rYSH
D \ ;
G
Fig. 9.15

Stel 7=In 2. Bepaal de poolbaanvergelijking voor 0<a< o0

C(z)  D(2)G(z)
R(z) 1+D(2)G(z)

Poolbaanvergelijking: 1 +D(z) G(z) =0

D(z) = 14+az™! = 219

4

1—e7?T 1 1
Gilz) = s =
& Z{( p pt l)} z—%

De poolbaanvergelijking wordt dus:

z+a'i+1=0
z z—%

Deze vergelijking dient zodanig geschreven te worden dat het rechterlid
slechts een funktie van a is:

i(z+a)+2z*—3z=0 of

Il
|

NNI,_
L= ]

—180+n360 _

De poolbaan start voor z = 0. De asymptootrichtingen zijn 3

= —90° en +90°. De poolbaan is weergegeven in fig. 9.16a.
Voor z = +j wordt het systeem instabiel d.w.z. voor a =2.

B L
N

1
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Indien a varieert van 0 naar — oo ontstaat de poolbaan uit

1 o =2 et a<0 (zie fig. 9.16b).
a

Z
Voor z = +1 wordt het systeem instabiel, d.w.z. voor a = —2.

9.5 EFFEKT VAN DE POLENKONFIGURATIE IN HET z-VLAK
OP HET OVERGANGSVERSCHIJNSEL

Voor een aantal situaties wordt nagegaan welke invloed de polen in een
bepaald gebied van het z-vlak hebben op het overgangsverschijnsel.
In de termen A,e™ %™~ T resp. Ale™*"T zijn de polen verantwoordelijk

voor dat deel van het overgangsverschijnsel, bepaald door a, = —-,},ln Ps-

De invloed van een pool p, in het totale overgangsverschijnsel wordt bepaald
door de coéfficiént A4, respektievelijk 4}, waarvan de waarde volgt uit de
ligging van de polen en nulpunten.

p-vlak z-vlak

-0 +0 /‘ (1) 2)
N LY4 k LV

—
W
—

S >

>
q 3¢
9

(1) (2) -0T

1(1)
o0t (9T
| - ! | l } | -
t=0 t yTer
f(t)A
| ‘ ‘ [ g
=0 gt 0 =
mm_/
- oT ‘ } (BU'T,n
o = B ETT .
Fig. 9.17



De volgende gevallen worden onderscheiden:

1. enkelvoudige re€le polen: p; = —a;

2. toegevoegd komplexe polen: p;, , = —a;+jo;

3. toegevoegd komplexe polen op de grens van de primaire strook:

(0]
Pi2= —oitj =
1,2 2

1. Enkelvoudige reéle polen in het p-vlak dus p; = — ;. Het beeldpunt in het
z-vlak is: z; = e~ T,

In fig. 9.17 is voor 3 verschillende poollocaties in het p-vlak de getransfor-
meerde poollocatie in het z-vlak aangegeven.

ws
e e
4% X2
1 |
11X X3
I 1
| |
X X
| |
AR, X _|us
2
p-vlak z-vlak
*
i
f(nT)
\T\"*o..
gt ——0—0———— B (1)
- —
]
f(nT) : “a
bR
S i 3)
th
f(nT) \
s -
"l I ; ‘:‘-_.- S += ‘f’* =t (4)
lq : )
VIt
W
r ]
m
R
\ Iy .
f(ﬂT) 1 11 \ ’E‘ “I\\
1 11 \ 11 \ 1S ’(.|\ A
= I;,’ '..lf vi/ e’ & . (2)
VLU ‘I'| I | \ : I Y
I
'lll | iI ": i \‘f
\‘lf l‘l
Fig. 9.18
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Tevens zijn de impulsresponsies voor deze gevallen getekend.

Hoe dichter de pool in het p-vlak bij de oorsprong komt, hoe meer de pool
in het z-vlak het punt +1 nadert. Een ver afgelegen pool in het linkerhalfvlak
van het p-vlak resulteert in een dicht bij de oorsprong gelegen pool in het
z-vlak en betekent een snel overgangsverschijnsel.

De negatief reéle as in het p-vlak wordt afgebeeld als de positief reéle as
binnen de eenheidscirkel in het z-vlak ; de positief reéle as in het p-vlak wordt
afgebeeld als de positief reéle as buiten de eenheidscirkel in het z-vlak. De
lineaire schaal in het p-vlak gaat over in een logarithmische schaal in het
z-vlak.

2. Toegevoegd komplexe polen in het p-vlak, dus p; ,= —oa;+jw; (zie
fig. 9.18). De beeldpunten in het z-vlak zijn

=oiT + jo,T

z; = e "Te en z, =e “Telod

Aangenomen wordt dat de bemonsteringsfrekwentie w, groter is dan twee-
maal de frekwentie w;, dus w,>2w;.

Voor konstante o; en variabele @; geldt: mod z=e ™" =konstant en
arg z = +w; T, d.w.z. de polen bewegen zich over een cirkel met straal e ™%,
Voor konstante w; en o; variabel geldt: argz= +w;T = konstant en
mod z=e~ "7, d.w.z. de polen bewegen zich over 2 halfrechten vanuit de
oorsprong.

In fig. 9.18 is voor twee verschillende poollokaties de getransformeerde
poollokatie in het z-vlak getekend. Tevens zijn de impulsresponsies voor deze
gevallen weergegeven.

3. Toegevoegd komplexe polen op de primaire strook in het p-vlak (zie
fig. 9.19).
Indien p;, , = —o; i'% geldt
21.2 = e“ﬂ:Tc:I:jm;TIZ =2 _e—a:T (2)()

Dit is een dubbelpool op de negatieve re€le as in het z-vlak binnen de een-
heidscirkel als ¢>0 en buiten de eenheidscirkel als ¢ <0.
Afhankelijk van de ligging van de overige polen en nulpunten wordt de
versterkingsfaktor en de faseverschuiving van de uitgangreeks in de hiervoor
beschreven gevallen beinvloed.

Dit effekt is in de voorgaande figuren buiten beschouwing gelaten. Ook de
aanwezigheid van een nulde orde houdschakeling zal bijdragen tot een
andere nulpuntenkonfiguratie.
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9.6 ENIGE ALGEMENE OPMERKINGEN OVER POLEN- EN NULPUNTEN-
KONFIGURATIES IN HET 2-VLAK

Worden de z-transformaties van een systeem zonder houdschakeling, G(z)
en een systeem met nulde orde houdschakeling G,,G(z), met elkaar ver-
geleken dan kan het volgende worden opgemerkt:

I e s
1 2
|
1 (2)8
: FAY
| )
: h
|
—_——————— | Ws
2,
p-vliak z=-vlak
f(nT)T
e
S S
! I :l'|_ .'I :‘l'. "I‘?\l
A :i!ll‘i‘!!"'f’T\ P L
; T y vt x i -
‘H 'il‘:l 1'.5-"' W L4
‘1 :f ! ¥
1] LV
'3 %
Fig. 9.19

1. De polen van G(z) en van G,, G(2) zijn dezelfde.

2. De nulpunten van G(z) en Gy, G(z) verschillen.

In een eerste orde systeem wordt het nulpunt van G(z) in de oorsprong bij de
overdracht G, G(z) vervangen door een versterkingsfaktor (zie voorbeeld
9.8a). In een hoger orde systeem hebben G(z) en G,,G(z) evenveel nul-
punten. De nulpunten van G, G(z) zijn i.h.a. naar links verschoven t.o.v. de
nulpunten van G(z) (zie voorbeeld 9.8b). Eenzelfde verschijnsel doet zich
ook voor bij een vergelijking van G(z) en G(z,m) en G,,G(z) en G4, G(z,m),
(zie voorbeeld 9.8c).

Voorbeeld 9.8a

Stel G(p) = —— dan geldt: G(z) =
p+a
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Voorbeeld 9.8b
Stel G(P) = __1___,____ en T: 1112,
(p+1(p+2)
dan geldt: G(z) = AL en G,, G(z) = $(z+3D)
(z—H(z—3) (z—H -3
Voorbeeld 9.8¢
Steli Gl(p) = —— danigeld:
pt+a
—amT _ —amT —al - oy
G(Z, m)= £ = Ten G.‘Ia G(z’ m)=lZ(1 e )+e e
z—e ¢ a z(z_e—aT)

In dit laatste voorbeeld is de invloed van de fiktieve tijdvertraging merkbaar
in de extra pool z = o in de oorsprong. De werking hiervan wordt door het
nulpunt enigszins getemperd.

Bij de terugtransformatie van een polen- en nulpuntenbeeld in het z-vlak
naar het p-vlak ontstaat enige onzekerheid omdat deze transformatie niet
eenduidig is. Nulpunten hebben een sterke invloed, hetgeen o.a. blijkt uit
het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 9.9
Gegeven de polen- en nulpuntenbeelden volgens fig. 9.20a en fig. 9.20b
met T'=1.
f\ z-vlak- /\
a b

Fig. 9.20

Terugtransformatie voor de konfiguratie van fig. 9.20a levert

Kz

z—e

¢(nT) = Ke™"T want z*‘( 1) =Ke™ voor n=0,1,2, ...

Dit is de impulsresponsie van een eerste orde systeem (fig. 9.21a).
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De konfiguratie volgens fig. 9.20b geeft c(nT)=Ke™"~VT yoor n=1,2,3, ...

Deze responsie kan afkomstig zijn van:

a. De impulsresponsie van een eerste orde systeem met dode tijd T, =T
(fig. 9.21b), want:

Z(Ke“’r) P E z
p+1 z z—e !

b. De impulsresponsie van een eerste orde systeem met een dode tijd
Tp<T (fig. 9.21c), want:

K Kie™ K
)
p+1

z—e z—e

c. De impulsresponsie van een eerste orde systeem voorafgegaan door een
nulde orde houdschakeling (fig. 9.21d), want:

Z(l—e"’r' K, ) . Ki(l-¢) K
P p+1 -

z—e~ z—e !

S S _};__.. (@)
Ke=PT > (b)
p+1 T=1
KiePTO > (c)
1P “‘;1 T=1
S ia?T Ko N (d)
T=1 p p+l T=1
Fig. 9.21

Een ander effekt dat optreedt bij terugtransformatie van een polen- en
nulpuntenbeeld in het z-vlak naar het p-vlak is het volgende:

Een diskreet element kan een pool op de negatief reéle as van het z-vlak
bevatten. Deze pool geeft een oscillerende uitgangsrij die al dan niet gedempt
is. Het is echter onmogelijk deze pool terug te transformeren naar het p-vlak.
Hiervoor zijn minstens twee polen nodig die dan twee toegevoegd komplexe
polen in het p-vlak geven. De oplossing van dit probleem wordt gegeven in
het volgende voorbeeld.
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Voorbeeld 9.10
Gegeven een diskreet element met een polen- en nulpuntenbeeld weergegeven
in fig. 9.22a.
De impulsresponsie wordt gevonden uit de machtreeksontwikkeling van
z

C(2) = o S A T e
zZ+e

zodat,

e(nT) = {1, —e™*, +e72, —e73, ...} (ziefig. 9.22b)

c(nT)
1
\
\
\
op41 VT - 3T B

0y

Fig. 9.22

Het is niet mogelijk dit polen- en nulpuntenbeeld terug te transformeren
naar het p-domein. Een oscillatorisch verschijnsel in het p-domein dient
afkomstig te zijn van een stel toegevoegd komplexe polen. Dit stel wordt
verkregen door een extra pool en een extra nulpunt in z = —e™ ! toe te voegen
aan het polen- en nulpuntenbeeld van fig. 9.22b.
Er ontstaat dan:
z(z+e™!)  z(z+e™Y)

C(z) = =
2 z+e™ ) z242ze'4e”

2

Men kan dit als volgt aantonen.

p+1

5 ~ luidt voor T = 1:
(p+1)* +wy

De z-transformatie van

z2—ze lcos wy T

z2—2ze"! cos wy T+e ™2

z(z—e 'cos wy T)

{z—e™" cos wo T+je ™" \/1— cos *w, T} {z—e ™ 'cos w, T—je™'\/1— cos *w, T}

Indien @, — % geldt coswo T~ —1+4, zodat
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Z( p+1 )
(p+1)*+ 05
) z(z+e ' =de7Y) .
e b 4B Yz e —e~ —j\ e Y)
_ 2(z+2z)
 (z+p)(z+p2)

Py

3
o
QJ
-P3

Fig. 9.23

In het limiet geval wordt 6 =0 en geldt:

( p+1 )_ z(z+e™)  z
(p+1)*+w} (z+e™ 1Y z4et
Uit het bovenstaande voorbeeld blijkt dat op een eenvoudige wijze met

behulp van digitale filters van de eerste orde een oscillerend verschijnsel kan
worden verkregen.
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Tabel 1X.1

Indien a de variabele parameter is luidt de poolbaan vergelijking :

H(z) =

@) o1
Nz  a°

Stel dat er » nulpunten zijn en m polen
Stel = 0 en a loopt van 0 tot «©

1. Beginpunten
2. Eindpunten

3. Takken op de
reéle as

4. Aankomst- en
vertrekpunten

5. Asymptoten
a. richting

b. aantal

¢. snijpunt

polen van H(z) en n—m polen in het oneindige als n>m
nulpunten van H(z) en m—n nulpunten in het oneindige als m>n.

een punt op de reéle as behoort tot de poolbaan,
indien het aantal polen minus het aantal nulpunten rechts
van het beschouwde punt oneven is.

Voor een aankomst- of vertrekpunt (meervoudig punt) geldt:
da N(z)

de richting @, van de asymptoten wordt gevonden uit

— 180°+k 360°
P = —————— voor k=0,1,2, ..., [m—n—1|
m-—n

|m—n|
het snijpunt z,, van de asymptoten wordt gevonden

n m
Z Py 2 Z;
uit z,, = "—% Dit snijpunt ligt op de reéle as.

Indien a < o en a loopt van — o tot 0 blijven de regels 4 en 5 ongewijzigd maar worden

de regels 1 t/m 3.

1. Beginpunten
2. Eindpunten

3. Takken op de
reéle as

162

nulpunten van H(z) en n—m nulpunten in het oneindige als n>m
polen van H(z) en m—n polen in het oneindige als m>n.

een punt op de reéle as behoort tot de poolbaan indien het aantal
polen minus het aantal nulpunten rechts van het beschouwde punt
even is.



X. Ontwerpen van regelsystemen
met signaalbemonstering
en digitale regelsystemen

10.1 INLEIDING

Voor het ontwerpen van een regelkring en de daarin voorkomende regelaars
en kompensatienetwerken is enige kennis over de dynamische en statische
eigenschappen van het te regelen systeem noodzakelijk.

Voor de in dit hoofdstuk te behandelen ontwerpmethoden is het voldoende
de struktuur van het systeem te kennen, o.a. de orde van het systeem, en de
parameters van het systeem te kennen, zoals de polen en nulpunten, tijd-
konstanten of coéfficiénten van de overdrachtsfunktie.

Deze kennis dient men eerst te vergaren m.b.v. berekeningen en metingen
aan het systeem.

Indien men het (te regelen) systeem voldoende nauwkeurig fysisch kan
beschrijven is het mogelijk met behulp van onder andere de wetten van
behoud van massa, energie en impuls, vergelijkingen te noteren die het
systeem kwalitatief beschrijven. Voor een nadere detaillering van de coéffi-
ciénten in deze vergelijkingen is men meestal aangewezen op het doen van
metingen, aangezien vele verschijnselen slechts kwalitatief beschreven zijn.

Men kan ook zonder voorafgaande theoretische analyse testsignalen
aan het systeem toevoeren teneinde tot een handelbaar model ervan te
geraken.

De gehele verzameling van technieken die gebruikt worden om voldoende
gegevens over een systeem te verkrijgen worden identifikatiemethoden en
parameterschattingsmethoden genoemd.

In deze monografie zal hieraan geen aandacht worden besteed en zal er
vanuit worden gegaan dat het model van het systeem bekend is ofwel in de
vorm van een differentiaal-, differentievergelijking of overdrachtsfunktie,
dan wel in de vorm van een frekwentiekarakteristiek, of responsie op een
ander testsignaal. Bij de frekwentieresponsiemethode kan men bij kontinue
systemen rechtstreeks uitgaan van de frekwentiekarakteristiek en is het niet
noodzakelijk bij het ontwerpen de overdrachtsfunktie van het systeem
expliciet te bepalen.

Bij de polen en nulpuntenmethode is het noodzakelijk de overdrachts-
funktie van een systeem te bepalen.

Bij systemen met signaalbemonstering kan men de opgenomen frekwentie-
karakteristicken niet rechtstreeks gebruiken maar moet men b.v. via de
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w-transformatie komen tot aangepaste karakteristieken. In dat geval moet
men dus toch eerst de overdrachtsfunktie van het systeem bepalen.

De bepaling van het mathematisch model uit de frekwentieresponsie wordt
behandeld in monografie II, terwijl de bepaling van het mathematisch model
uit de responsie van het systeem op een testsignaal behandeld wordt in
monografie IIIL.

De in deze monografie behandelde systemen kunnen bestaan uit kontinue
en diskrete elementen.

De modelvorming van de kontinue elementen in systemen met signaal-
bemonstering zal op dezelfde wijze kunnen plaatsvinden als voor volledig
kontinue systemen.

De modelvorming van de diskrete elementen is van geen belang omdat
dit juist de elementen zijn die door de ontwerper zelf worden ontworpen
(digitale filters, digitale regelalgorithmen).

De volgende methoden kunnen worden toegepast bij het ontwerpen van

systemen met signaalbemonstering en digitale systemen:

1. frekwentieresponsiemethode

2. polen en nulpuntenmethode

3. het gebruik van vuistregels

4. methoden die gebruik maken van de toestandsbeschrijving van een
systeem.

De vierde methode zal behandeld worden in de hoofdstukken XII en XIII.

Bij al deze ontwerpmethoden zal zowel het statische als dynamische karakter

van de regelkring beschouwd moeten worden, zodat zowel ontwerpkriteria

met betrekking tot het dynamische gedrag als ontwerpkriteria met betrekking
tot het statische gedrag gebruikt worden.

Bovendien zal men een keuze moeten maken tussen diverse regelstrukturen
zoals deze o.a. beschreven zijn in monografie I, hoofdstuk VIII (terug-
koppeling, voorwaartsregeling, kaskaderegeling, stoorkorrektieregeling, enz.)

Bij systemen met signaalbemonstering zijn wel een aantal extra ontwerp-
mogelijkheden aanwezig, t.0.v. kontinue systemen.

1. De keuze tussen digitale en kontinue kompensatienetwerken. Speciale
aandacht zal worden besteed aan digitale kompensatienetwerken, meestal
verwezenlijkt als een rekenalgorithme in de digitale rekenmachine.

2. De keuze van de bemonsteringsfrekwentie. Deze bepaalt in sterke mate
het dynamische karakter van de regelkring en is binnen bepaalde grenzen
nog te kiezen afhankelijk van de tijdkonstanten van het systeem en de
komplexiteit en hoeveelheid berekeningen die op de rekenmachine in een
d.d.c. geregeld proces dienen te worden uitgevoerd.

3. De plaats en het aantal schakelaars in de regelkring.
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De keuze van synchrone of asynchrone schakelaars.
De mogelijkheid van verschillende bemonsteringsfrekwenties van de
schakelaars.

Een speciale klasse van systemen vormen de tijdoptimale digitale regel-
systemen. Het bijzondere ten opzichte van de tijdoptimale kontinue regel-
systemen is het feit dat slechts op de bemonsteringstijdstippen de signalen
die aan het proces worden toegevoerd van grootte kunnen veranderen.
Hiermee kan bereikt worden dat een bepaalde klasse van signalen in een
minimum aantal bemonsteringstijdstippen op de bemonsteringstijdstippen
exakt gevolgd wordt (minimum settling time) en ook na dit minimum aantal
bemonsteringstijdstippen tussen de bemonsteringstijdstippen het signaal
exakt gevolgd wordt (ripple free response).

Op de punten 1 en 2 zal in dit hoofdstuk nader worden ingegaan. Enige
aandacht zal tevens besteed worden aan punt 3.

Het ontwerp van tijdoptimale regelaars zal behandeld worden in hoofdstuk
XI11.

10.2 STATISCHE FOUTCOEFFICIENTEN

Ontwerpkriteria die het statische gedrag beschrijven zijn de zogenaamde
statische foutcoéfficiénten (zie ook monografie II voor de definitie van fout-
coéfficiénten voor kontinue systemen).

Voor een volledig teruggekoppeld systeem (fig. 10.1) geldt voor de fout
R(z)

op de bemonsteringstijdstippen E(z) = 1+G@)°

E(p)— _E’(p)

R(p) +
(p) s S

C(p)

T

Fig. 10.1

Volgens het eindwaarde theorema is

e (t) = lim e(nT) = lim z—1 _R(2)

(10-1)
n—+oo z=+1 2 1+G(Z)

De fout in blijvende toestand hangt dus af van het ingangssignaal R(z) en
de overdrachtsfunktie G(z). Met name de termen zL—l die hierin eventueel
voorkomen zijn van groot belang. De fout zal worden nagegaan voor diverse

ingangssignalen en diverse konfiguraties van G(z).
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Stapvormig ingangssignaal. Positiefoutcoéfficiént K,

R(z) = R—=—
z—1

waarin R een konstante is die de grootte van de stap aangeeft.
—1 R 1 -
ot < lim 2= =2 = lim
=1 z z—114G(z) :z2-11+4+G(2)
Stel de overdracht G(z):

m

(z—2)

G(z) = K' —=1—
(z— l)k jl;[l (Z—Pj)

met p; # 1

waarin k het aantal integraties aangeeft van G(p).

1_[ (z—2z)
Indien G(p) geen integraties heeft geldt G(z) = K* ‘___._?

'=l_'[1 (z—py)

T L
) i1 60 I°FK

waarin K,=1lim G(z) de positiefoutcoéfficiént wordt genoemd. Deze is
z=1

gelijk aan de gelijkspanningsversterking K van de lus.
Voor k=1 d.w.z. één zuivere integratie in G(p) geldt:

eX = lim *(1) = lim R =0

s T Kl e-n
i=1

1+

Tl G-pp(z=1)
Jj=1

Aangezien: lim G(z)—co geldt dat de positiefoutcoéfficiént oneindig is,
z—+1
m.a.w. de fout in stationaire toestand op een stapverstoring is nul.
Algemeen geldt dat voor k > 1 de fout in stationaire toestand nul wordt
indien een stap op de ingang wordt gezet. Het systeem moet dus minstens één
integratie in de voorwaartse weg hebben, wil de fout in stationaire toestand

nul worden op een stapvormig ingangssignaal.

Rampfunktie als ingangsgrootheid. Snelheidsfoutcoéfficiént K,,.

R(2)

T (@1
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* . z—1 RTz 1 ; RT 1
e, = lim > = lim
=1 z (z—1)214G(@) z2-1(z—1)14+G(2) (10-2)

Indien G(p) geen integratie heeft, geldt:

S b R 1
e, = lim
=1 (z—1) 14+G(2)

—

Indien G(p) één integratie heeft geldt:

e = lim

58

* . RT 1 - RT |

»12—11+G(z =12—1 ki
) n (z—z)

1+ K 1

n—=1

I G-r)-1)

el R
1K' [[(z—z) K,

waarin K, = 121_1}} —,11;, (z—1) G(z) de snelheidsfoutcoéfficiént wordt genoemd.
Er geldt tevens

R _ grootte van de snelheid

K, =~ = s
e,  stationnaire afwijking

Indien G(p) geen integratie heeft geldt: K, =0,

indien G(p) één integratie heeft geldt: K, = K; en

indien G(p) twee of meer integraties heeft, geldt: K,— oo

Bovendien geldt dan: eX =0 m.a.w. de snelheidsfout gaat naar nul indien
geldt dat G(p) twee of meer integraties heeft (k = 2).

Ook voor andere ingangssignalen kan de fout in stationnaire toestand op
deze wijze worden bepaald.

Overzicht foutcoéfficiénten en fouten in blijvende toestand

Evenals bij de kontinue systemen (zie monografie I, hoofdstuk V) kan een
tabel worden gemaakt waarin de foutcoéfficiénten en fouten in blijvende
toestand worden aangegeven voor diverse typen systemen (het typenummer
wijst op het aantal integraties van G(p), en diverse ingangssignalen.

Om de stationnaire fout onder alle omstandigheden zo klein mogelijk te
houden zou het aanbeveling verdienen het aantal integraties zo groot moge-
lijk te maken. Er treden dan echter moeilijkheden op met de stabiliteit van
het systeem, door de extra fasedraaiing die wordt ingevoerd.
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Tabel X.1
ingangs- Rt?
{aal r(t) = RU(r) r(t) = ReU(t) r(t) = =y Ul(t)
Grpenun e 2 Rz S RTz i RT?z(z+1)
= = z S —
A e L T 2G—1)°
R
0 €y = €y5—> 0 Ey5—> CO
1 +Kp
K,=1limG@E) | K,=0 K.=0
z-+1
R
1 es =0 €y = — €54—> O
K,
1
K, = K.,=]jm}(z-1)(}'(z) K,=0
z—+1
R
2 es =0 es =0 ==
Kq
1
K, = K, = K, = lim ;i(z—- 1?*G(2)
z=+1

10.3 ONTWERPKRITERIA VOOR HET DYNAMISCHE GEDRAG
VAN EEN SYSTEEM

Er zijn vele kriteria die betrekking hebben op het dynamische gedrag van een

systeem. Deze kriteria hebben alle betrekking op de dynamica van het

gesloten systeem maar sommige worden toegepast op de karakteristicken

van het open systeem (b.v. fase- en versterkingsmarge), waarna konklusies

worden getrokken over het gedrag van het gesloten systeem.

Afhankelijk van de toe te passen analyse- en ontwerpmethode kan men

onderscheiden:

1. Ontwerpkriteria bij toepassing van de frekwentieresponsiemethode.
T.o.v. de kriteria zoals in monografie I vermeld voor kontinue systemen

168




dienen deze kriteria voor systemen met signaalbemonstering betrokken te
worden op de frekwentiekarakteristicken H*(jw) waarbij het handig is
over te gaan op H(jw,).

2. Ontwerpkriteria bij toepassing van de polen- en nulpuntenmethode. Bjj
systemen met signaalbemonstering dienen deze kriteria betrekking te
hebben op de polen- en nulpuntenkonfiguratie in het z-vlak.

3. Ontwerpkriteria die betrekking hebben op bepaalde kenmerken van de
tijdresponsie van een systeem (met name de stapresponsie), zie mono-
grafie ITL. Er bestaat voor tweede orde systemen een duidelijk verband
tussen de onder 2 en 3 genoemde kriteria. Dit verband zal voor systemen
met signaalbemonstering gevonden worden in de polen- en nulpunten-
konfiguratie in het z-vlak.

4. Ontwerpkriteria die betrekking hebben op de totale tijdresponsie van het
systeem zoals integraalkriteria.

Deze kriteria kunnen enerzijds leiden tot het opstellen van vuistregels door

deze kriteria te minimalizeren bij een gegeven konfiguratie (b.v. de instelregel

van Ziegler-Nichols); anderzijds kunnen deze kriteria leiden tot optimale
regelaars waarvan de konfiguratie niet, zoals in het geval van de instelling
van een P.I.D. regelaar, bij voorbaat vastligt.

Bij deze laatste toepassing zal de beschrijving van het systeem in toestands-
vergelijking, zie hoofdstuk XII, een rol spelen.

10.3.1. Ontwerpkriteria in het frekwentiedomein

In monografie II zijn een aantal ontwerpkriteria gegeven voor kontinue sys-
temen waarvan de frekwentiekarakteristiek van het open systeem gegeven is,
zoals de fase- en versterkingsmarge.

Bovendien worden kriteria gegeven voor de frekwentiekarakteristiek van
het gesloten systeem. (M- en N-lijnen, afwijkingsverhouding, bandbreedte).
Deze kriteria zijn ook geschikt voor systemen met signaalbemonstering
indien wordt uitgegaan van

+w

H*(jw)=l; Y H(jo+jnw) ofvan H(jw,), of H(jw,).

n=-o

De kriteria hebben dan dezelfde betekenis, zie voorbeeld 10.2.

10.3.2. Ontwerpkriteria in het z-domein

Gebruikelijke criteria zijn: maximale absolute demping, maximale relatieve
demping, maximaal optredende frekwentie van het overgangsverschijnsel.
Een lijn van absolute demping ¢ = —a in het p-vlak is een lijn evenwijdig met
de imaginaire as in het p-vlak. Deze wordt afgebeeld als een cirkel met straal
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e " in het z-vlak (zie fig. 10.2a). De eis dat de polen van het gesloten systeem
binnen deze cirkel in het z-vlak liggen betekent dat het overgangsverschijnsel
t.g.v. de ligging van de polen sneller uitdempt dan {e~*"}.

Voor een lijn van relatieve demping in het p-vlak geldt:

: . O :
P = —0+jw, waarbij == tg 0 = constant ofwel p = —w tg 0+jo.

Deze lijn wordt in het z-vlak afgebeeld als z = ¢ =T '8¢ gioT
Dit is een logarithmische spiraal; indien gesteld wordt:

p= —{o,+jw,/1-{* met (= relative demping = konstant
geldt

z = e7fonT gl VI=Z  (ie fig 10.2b)

Fig. 10.2b

De afbeelding van de lijn van konstante relatieve demping in de sekundaire
stroken van het gesterde p-vlak valt echter niet samen met de relatieve dem-
pingslijn in de primaire strook. De beschouwing van het systeem beperkt
zich meestal tot de primaire strook vandaar dat in fig. 10.2 de logarithmische

spiraal slechts tot @ = % is getekend.
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De lijnen w, = konstant in het p-vlak gaan in het z-vlak over in krommen
die loodrecht op de logarithmische spiralen staan (zie fig. 10.2b).
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2
Fig. 10.4
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Dit stelsel krommen ({ = konstant en w, = konstant) is aanzienlijk een-
voudiger van vorm in het zogenaamde In z-vlak (zie fig. 10.3). Het nadeel is
echter dat b.v. het tekenen van een poolbaan in dit vlak niet eenvoudig is
(zie monografie III).
ws
2
p-vlak die evenwijdig loopt met de reéle as. In het z-vlak gaat deze lijn over
in een halfrechte vanuit de oorsprong (zie fig. 10.4). De eis dat de polen van
het gesloten systeem binnen de halflijnen voor w =, en w = —w, in het
z-vlak liggen betekent dat de frekwentie van het overgangsverschijnsel
maximaal w, zal bedragen.

Een lijn van max. frekwentie w, = konstant met @, < — is een lijn in het

10.3.3. Ontwerpkriteria voor stapresponsies

Gebruikelijke kriteria die betrekking hebben op de stapresponsie zijn:
max. percentage doorslingering, piektijd, aantal oscillaties van het over-
gangsverschijnsel, stijgtijd, responsietijd, indikatietijd. Deze kriteria worden
in monografie III gedefiniéerd.

Voor systemen met signaalbemonstering kunnen dezelfde kriteria worden
gebruikt, indien men ook de responsie tussen de bemonsteringstijdstippen
kent. Indien slechts wordt uitgegaan van de responsiewaarden op de bemon-
steringstijdstippen kan het voorkomen dat bepaalde oscillaties of opslin-
geringen in het signaal over het hoofd gezien worden.

Voor tweede orde systemen bestaat er een verband tussen de relatieve dem-

ping { en het percentage doorslingering X ., = Cz"“ x 100% en de piektijd T,
(zie fig. 10.5).

':rnax

Fig. 10.5

In [10.1 en 10.2] is voor de overdrachtsfunktie
K'(z-z )

G =
& (z—py) (z—p,)

het verband aangegeven tussen de ligging van z, ,

Py en p, enerzijds en X, en T, anderzijds. Hierbij zijn de gevallen onder-
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scheiden dat het nulpunt op de positieve of negatieve reéle as in het z-vlak
ligt:

Door eisen te stellen aan {, T, en X,,,, kan men de ligging van z,, p; en p,
bepalen (zie Fig. 10.7).

1000

500

14 e —_— " e
=90 -60-40-20 0 +20+40+60 +90 -90 0 +90

— — O

Fig. 106 @ (b)

Voorbeeld 10.1

Stel { =0,6, X, <10%, T, = 5sec. en T'=1 sec.

Uit fig. 10.6a volgt « = —20°, voor { =0,6 en X, = 10%.
¢ (zie Fig. 10.7) kan nu bepaald worden uit fig. 10.6b,

nl. ¢ = —=——=32°=0,187.

Uit de gegeven ¢ en o kan men dan p,, p, en z; bepalen.

Er geldt immers p, = |p|e!*

en p, = e T e InTVI=T of ¢ = 40, T/1-0 = w, = hle. i
T /1=
_ 9L
zodat [p] = e T =¢ Y1"% =e % yoor {=0,6.
Hieruit volgt |p| = 0,65 of p; , =0,55+j0,34.

Vervolgens dient de ligging van het nulpunt bepaald te worden. Hiervoor
T

gebruikt men de formules a=y—0, en a= —(82+91 —-2—) (zie fig. 10.7).
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Bovendien geldt y+6, = gzodat

T
0, = S Y
e 0,34 Y
y kan hieruit berekend worden, want 0, =bgtg0—45 = 37° zodat y=

= 90°—37° = 53° en 0, = 53°—20° =33°.

De afstand x volgt uit x = t—gy— =10.52.
2

a P1 92
!
vx Ly 9,
Xp,

Fig. 10.7

10.3.4. Integraalkriteria

Om het gedrag van systemen kwalitatief te kunnen vergelijken is het mogelijk
uit te gaan van zogenaamde integraalkriteria zoals

o0 o0 o0
j ezdt,J. le|dt en J. le|tdt waarin e het foutsignaal is dat
0 0 0

ontstaat uit de vergelijking van de gewenste en de gemeten waarden.
Uitgaande van een bepaalde systeemkonfiguratie b.v. een proces met de

D
+1
PI of PID-regelaar zodanig worden ingesteld dat één van de integraal-
kriteria minimaal is. Hieruit zijn voor kontinue systemen o.a. de Ziegler-
Nichols instelregels voortgekomen. Voor systemen met signaalbemonstering
zijn soortgelijke instelregels afgeleid. In deze regels moet de bemonsterings-
tijd T nog als extra parameter worden meegenomen.

In par. 10.6 zal op het gebruik van gediskretiseerde PID-regelaars nader
worden ingegaan.

Indien slechts informatie over het systeem gegeven is op de bemonsterings-
tijdstippen worden sommatiekriteria gebruikt i.p.v. integraalkriteria, zoals:

P
overdrachtsfunktie H,(p) = K| ;t kunnen dan de parameters van een
1

oo

Y e*(nT), ri le(nT)| en Zw le(nT)|nT (10-3)
n=0 n=0

n=0
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o0
Voor ) e*(nT)kan met het theorema van Parseval een gesloten uitdrukking
n=0
gevonden worden (zie hoofdstuk V).

Indien een optimale regeling dient te worden bepaald gaat men uit van de
beschrijving van het systeem in toestandsvergelijkingen en wordt vaak een
zogenaamd kwadratisch kostenkriterium gebruikt van de vorm

jm (x" Qx+u" Ru)dt, (10-4)
0

hierin is x de toestandsvektor en u de vektor van ingangssignalen (zie
hoofdstuk XII). Q is een semi-definiet positieve en R een definiet positieve
matrix.

Voor systemen met signaalbemonstering wordt wel i.p.v. het kwadratisch
integraalkriterium het volgende kriterium gebruikt

S {x(1T)" Qx(nT) + u(nT)" Ru(nT)} (10-5)
n=0

10.3.5. Gevoeligheidscoéfficiénten als kriteria

Voor systemen met signaalbemonstering kan ook het begrip gevoeligheid
gehanteerd worden, zoals dit voor kontinue systemen in monografie 1
gedefinieerd is.

De volgende definitie wordt gebruikt voor kleine parametervariaties a.
De gevoeligheidsfaktor S¢® is de relatieve verandering van de overdrachts-
funktie G(z) gedeeld door de relatieve verandering van de parameter a.

§6() _ _a dG(9) (10-6)
¢ G(z) da

De parameter a kan een parameter zijn van het oorspronkelijk kontinue
systeem dat bemonsterd wordt, of een parameter in het z-getransformeerde
systeem.

—aT
Indien G,(p) = Ky wordt Z{G,, G,(p)} = K, E e_ == G(2)
p+a z—a"
ks o 1-b
of indien e = b gesteld wordt: G(z) = Kl—b.
z—
Er geldt dan S¢® = S)S5® . (10-7)
Voorbeeld 10.2
—e 9T fiz
Bepaal S¢® indien G(z) = K, 4 e_ - =K, 1=
z—e ° z—b
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T o b 4 + - —_—— e s

a_dG6(z) _ a(z—e ) Te " T(z—1)
G(z) da 1—e™? (z—e ™)

a. rechtstreeks: S =

4 aTe *"(z—1) _ aTb(z—1)
(1—-e"T)(z—e*T) (1-b)(z—b)

b. via de regel S = S SE waarin:

S = b _dG(z) _ b(z=b) —(z—1) _ —b(z—-1)
—aT
en St = ade™ _ e B
da
Hieruit volgt: S¢®) = _aTb(z=1)
(1—b)(z—b)

Voor lage frekwenties geldt: z — 1 en is dus S{® = 0
—2b
1-b*

Voor de frekwentie @ = 6—35 geldt z » —1 en is dus S§©® =

Voor kleine waarden van b, dus voor grote waarden van a wordt Sy ~ 0.

Voor b — 1, dus voor a — 0 wordt Sf* ~ L::T) en is de gevoeligheid
a
dus groot.
Indien de gevoeligheid van het gesloten systeem H(z) = ﬁcg%z—) wordt
bepaald geldt:
H(z) db z—b+(1—-b)K;
Hieruit volgt SH® — =Gl
(1-b)(z—b+K;—bK,)
Voor lage frekwenties geldt S =0 en voor hoge frekwenties (cu = ;&)
geldt:
SHE) _ —2b

(1—b)(1+b—K, +bK,)
Voor kleine waarden van b geldt weer S® =0 maar voor b—1 geldt

—2b
H(z) __
Bh S 1—p?
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Het verschil tussen het open en gesloten systeem komt tot uitdrukking door

G(z)

te bepalen S = s?““ (10-8)
b

—b(z—1) (1-b)(z—b+K,—bK,)

" 1-B)(z-b) —b(z—1)
_ z2=b+K,—bK, _ 1+K a-5 _ 1+G(2)
z—b 'z

d.w.z. de gevoeligheid voor variaties in b is in het teruggekoppelde systeem
kleiner dan in het open systeem, daar in het normale werkgebied van het
systeem |G (z)| > 1.

Daar voor een eerste orde systeem, zoals hiervoor behandeld is geldt
S$® = §5&)  kunnen dezelfde konklusies t.a.v. de parameter 7" getrokken
worden als t.a.v. de parameter a.

De voorgaande definitie van gevoeligheid geldt alleen voor kleine variaties
in de parameters. Voor grote variaties is de gevoeligheidsfaktor als volgt

gedefinieerd:
¢_ 4G 4 2 = ; S
Si= < 24 Vearin 4A de variatie in de parameter 4 is en AG de variatie

in de overdrachtsfunktie:
Als G, en A, nominale waarden zijn geldt:

G =Gy+4G en A = Ay+4A4
Als wordt uitgegaan van het teruggekoppelde systeem:

_ ' D()G(2)

) = P 6m)

kan de gevoeligheidsfaktor voor een variatie in G(z) t.g.v. een parameter-
variatie, in de totale overdrachtsfunktie H(z) als volgt berekend worden:

AH G _AH A AAG

H AG AAH AGA

= 545G

H
G

Stel H = Hy+A4H met G = G+ AG dan geldt:

gi_4HG H-Hy 6 .. .  G@DG
H AG H G6-G, 1+G(2) D(z)
o H. — _Go(D@
1+Gy(2) D(2)
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S,,.:[ G@)D() Go(z)D(z)} G(2)(1+D(2) G(2)
1+G(z2)D(z) 14+Gy(z)D(2)]G(z) D(2)(G(2)—Go(2))

Srusegba s (10-9)

14 Gy(z) D(2)
Hoe groter Gy(z) D(z) is, des te beter worden variaties in de voorwaartse
weg weggeregeld.

10.3.6. Compensatienetwerken en regelaars

Met behulp van digitale of analoge kompensatienetwerken en regelaars is
is het mogelijk het gedrag van de regelkring aanzienlijk te wijzigen.

Evenals bij kontinue regelkringen heeft men de keuze uit een groot aantal
mogelijke kompensatienetwerken en regelaars.

De bekendste zijn: differentiérend en integrerend netwerk of een kom-
binatie hiervan en regelaars met proportionele, integrerende en differen-
tiérende aktie (P-, I-, PI-, PD- en PID-regelaars).

In het frekwentiedomein heeft een differenti€rend resp. integrerend net-
werk de volgende vorm.

D(w) = Li-ace met a > 1 (differentiérend netwerk) (10-10)
141w

D(w) = i met a <1 (integrerend netwerk) (10-11)
147w

Door deze netwerken terug te transformeren naar het z-domein met

z—1
w = —— , ontstaat het volgende netwerk:

z+1
1—art
{ Z =
D(z) = gty WL AT met a > 1 voor een differenti€rend netwerk en
741 1-7
z _
147

a<1 voor een integrerend netwerk. De ligging van de pool wordt bepaald
door t en de ligging van het nulpunt door 7 en a.

In het geval van een differentiérend netwerk ligt het nulpunt altijd rechts
van de pool in het z-vlak en bij een integrerend netwerk ligt het nulpunt
altijd links van de pool in het z-vlak.

Voor het ontwerpen van kompensatienetwerken in het w-domein (fre-
kwentieresponsiemethode) bestaan vuistregels die in monografie II zijn
afgeleid en die op dezelfde wijze kunnen worden toegepast bij de frekwentie-
karakteristieken in jw,. Het ontwerpen van kompensatienetwerken in het
z-domein met behulp van de polen- en nulpuntenmethode is vooral gericht
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op het realiseren van een gewenst overgangsverschijnsel. Het ontwerpen van
een differentiérend netwerk is daarom direkt met deze methode mogelijk,
terwijl de keuze van een integrerend netwerk op indirekte wijze plaats vindt,
daar het verband tussen K en de poolbaanversterking K* essentieel is.

In het geval van kontinue systemen wordt als integrerend netwerk een
dipool (dichtbij elkaar liggende pool en nulpunt) gekozen dichtbij de oor-
sprong van het p-vlak. Voor bemonsterde systemen betekent dit een pool en
een nulpunt dicht bij het punt z = 1.

De toepassing van differentiérende netwerken bij systemen met signaal-
bemonstering is beperkt door de sterke fasedraaiing voor frekwenties dichtbij
een fasedraaiing van — 180°.

10.4 KOMPENSATIE MET KONTINUE NETWERKEN EN REGELAARS

Bij kontinue systemen waarin een kompensatienetwerk met overdrachts-
funktie G.(p) is opgenomen (zie fig. 10.8) komt G.(p) expliciet voor in de
" overdrachtsfunktie van het gehele systeem.

C _ _G(nGi(p) (10-12)
R(p) 1+G.(p)Gy(p)

Rip) +

| 2%
=

L

Gdp) Gi(p)

Fig. 10.8

Indien een kontinu netwerk met overdrachtsfunktie G,(p) wordt opgenomen
in een systeem met signaalbemonstering (zie fig. 10.9), waarin G,(p) een
houdschakeling is, dan komt de overdrachtsfunktie G, impliciet voor in de
overdrachtsfunktie van het gehele systeem

C2) _ _GiG.Gi(2)

(10-13)
R(z) 1+G,G.G,(z)

o
R
B

R(p) +

Y

—=1 G (p) = G (p) —= G,(p)

Fig. 10.9

Het ontwerpen van een analoog kompensatienetwerk in een systeem met
signaalbemonstering is daarom niet zo eenvoudig als in een kontinu systeem,
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doordat de bijdragen van G,(p). G.(p) en G,(p) in de frekwentieresponsie-

methode en polen- en nulpuntenmethode niet te scheiden zijn. Hierdoor zijn

de gevolgen van wijzigingen in G.(p) niet direkt te overzien.
De volgende methoden worden wel toegepast om G.(p) te bepalen.

1. Benaderingsmethoden, waarbij het bemonsterde systeem vaak opgevat
wordt als een kontinu systeem met een extra dode tijd van 4 T sec (zie
hoofdstuk VIII).

2. Ontwerpmethoden, waarbij een vergelijking plaats vindt met een konfi-
guratie volgens fig. 10.10.

Indien de benaderingsmethode wordt toegepast vindt het ontwerp plaats als-

of het systeem kontinu is en zijn de ontwerpmethoden voor kontinu syste-

men zonder meer bruikbaar.
Indien het ontwerp volgens de tweede methode plaats vindt kan men de
volgende stappen onderscheiden:

Rip)z T~ Gc (p) —>T/—h Gholp)|—{ Gi(p) cip)
Fig. 10.10
a. Via Z[G,o(p) G1(p)] en z = i—j-—:z - wordt eerst het bodediagram
= W= oy

voor het niet-gekompenseerde systeem verkregen.
b. Aan de hand van de specifikatie zoals fasemarge, versterkingsmarge,
bandbreedte e.d. wordt een filter G.(jw,) ontworpen.

Er geldt dus niet dat Z~' [G}(w)]|, = 12 = G,(p)

T—z

c. De overdrachtsfunktie G.(w)GyoG,(w) voldoet aan de gestelde eisen.
Er moet gelden dat G, G, G, (w) aan dezelfde eisen voldoet d.w.z.:

Z[Gyo(P) Ge(p) Gy (P)] = (127" Z[W]

(I=z"9Z I:M] = G!(2) G,, G,(z) aangezien
p

Z[6106., 6] = (1 —z“)Z[%}
P

Of na w-transformatie:

61 GG, i0) e oo Z[Gc(p)cl(p)]
1+w )4

14 = Ge(W) Gyo Gy (w)

o A

1-w
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zodat:

Z[Gc(p)Gl(p)} AW e, @) (10-14)
P 2w

Breuksplitsing van het rechterlid van de laatste vergelijking en gebruik-
making van tabel X-2, levert de uitdrukking G.(p) G, (p)/p.

Vermenigvuldiging hiervan met p/G, (p) geeft de overdrachtsfunktie van
het filter G.(p). Wanneer G,(p) één of twee polen p =0 heeft, moeten de
faktoren (1—w) respektievelijk (1 —w) (1 +w) eerst uit G, G, G, (w) worden
uitgedeeld voordat breuksplitsing mag worden toegepast.

d. Uit G}(w) volgt niet direkt of G,(p) realiseerbaar is. Als G.(p) meer
nulpunten dan polen heeft moet men polen toevoegen; men kiest hiervoor
reéle polen die relatief ver naar links liggen in het komplexe p-vlak.

Als G,(p) realiseerbaar moet zijn met R, C elementen dan moet G} (w)
voldoen aan de eis dat de polen ervan moeten liggen tussen 0 en —1 op de
reéle as in het w-vlak; de nulpunten mogen overal in het w-vlak liggen.

Deze methode vereist vele bewerkingen en is aanzienlijk bewerkelijker
dan de kompensatie met een digitaal netwerk (zie paragraaf 10.5).

Voorbeeld 10.2
R(p)t 1,57 Clp)
i T — Gpglp) Ge (p) = G(p)= mj >
Fig. 10.11

Voor het systeem van fig. 10.11 wordt vereist een analoog filter G .(p) te
ontwerpen, zodanig dat de fasemarge minstens 45° is en de versterkingsmarge
niet minder dan 6dB is. Verder mag K, niet verkleind worden. T'= 1,57.

> 1,57 (0,778z +0,465)
.G ,G(zx)=(1—-zHYZ|—""| =157 22— "2 "7
ER G =) [pl(p+1)] (z—1)(z—0,208)

(0.313w+1,234) (1 —w)
Gio G(w) = Gy G(z e =157
no G () 1o ()‘,zﬁ 2w(1,208w+0,792)

Het bodediagram hiervoor is gegeven in figuur 10.12.
De fasemarge van het niet gekompenseerde systeem is bijna nul :

voor @, = 0,9 is o~ —180°. K, = lim L (z—1)- L3740 1082+ 0l )
=1 T (z—1)(z—0,208)

e 0,778 + 0,465 — 1,57
1-0,208
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b. Uit het diagram is te zien dat voor w, ~0,4 rad/sec. de fase ongeveer
gelijk is aan —135°. Men zou aan de eisen voor versterkings- en fasemarge
kunnen voldoen door de versterkingsfaktor van G (p) te verkleinen. Dit zou
echter ook K, slechter maken. Volgens monografie II voldoet een integrerend
netwerk aan de eisen indien de hoogste knikfrekwentie een dekade lager ligt
dan w, = 0,4 rad/sec. en de verzwakkingsfaktor voor hoge frekwenties 3
bedraagt. De nieuwe ,,cross-over” frekwentie valt op o, = 0,4 rad/sec.
zodat versterkings- en fasemarge de gewenste waarden hebben. Het laag-
frekwente deel van de frekwentieresponsie wordt niet beinvloed zodat K,

onveranderd blijft.

VERST.MARGE

Fig. 10.12

Voor G!(w) verkrijgt men dus:

w+1/25
w+1/75
e {Gc(p)c(p)}

P
G(p)

Gi(w) =

1+w
1-w

e

14w

2w

G, () Gyo G(w)

Omdat s twee polen p = 0 heeft moet breuksplitsing worden toegepast op

G, (w) G, G (w)
(I—w)
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dus:
Gl(w) G, G(w) 4 1 3 (1+25w)(1,23) (1 —w)
(1—w) (1—-w) w(1.525w+ 1) (14 75w)

=3,69[L+ —50,868 _ —0,407 ]
w  (1+75w)  (141,525w)

zodat :

- [Gc () G(p)]
p

14w = e =) (3,69) x
e 2w

1-w

w 14+75w 1+1,525w

{1 50,868 0,407 }

Uit tabel X-2 vindt men dan:
G.(p)G(p) _ 3.69 {3 _ (50,868)(0,0172)  (0,407) (0,995)}

P p*  p(p+0,0172) p(p+1)
Door beide zijden met p/G(p) te vermenigvuldigen ontstaat:
Bilp) = 49 (1+0,64p)(1+31p)
(1+58p)
Tabel X.2
Laplace z-transformatie w-transformatie
l z 1+w
P z—1 w
l Tz T(1+w)(l—w)
p? (z—1)? 4w?
1 z 1+w
p+a z—e— T ot
(1—e=1T) (1+w L¥e )
1—e= T
a (1—e™ M)z (1+w)(l—w)
p(p+a (z— 1)(z—e™)
1+e-"T
2w|1+tw ——
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d. Omdat G.(p) meer nulpunten heeft dan polen is het filter niet fysisch
realiseerbaar. Dit kan verholpen worden door toevoeging van een extra pool
(b.v. p= —25).

Het filter wordt hiermee:

o (L+0,64p) (1.+31p)
" (1+58p) (1+0,04p)

Gc(p) =4

10.5 KOMPENSATIE MET DIGITALE NETWERKEN

Indien een digitaal netwerk wordt opgenomen in een kontinu systeem dient

het zowel voorafgegaan als gevolgd te worden door een schakelaar. Schake- |
laar S, is te interpreteren als een AD omzetter en schakelaar S, in kombinatie

met een nulde orde houdschakeling als een DA omzetter (fig. 10.13).

AD DA
omzetter omzeller
s e [ =

Ye

» Gy

Fig. 10.13

Het digitale netwerk D kan b.v. een ,,special” of ,, general purpose” digitale
rekenmachine zijn. D kan echter ook uitgevoerd worden als een analoog
netwerk meestal voorafgegaan door een houdschakeling (zie fig. 10.14). Een
dergelijke uitvoering van de kompensator wordt ,,pulsed data network”
genoemd.

R_;(Xr_>r(_'6h°_'5° —>\T/—+Gho—h—61 E-:
()
c
61 ——
)

Fig. 10.14

De konfiguratie van fig. 10.14a. noemt men de serieschakeling.
De overdrachtsfunktie van het systeem luidt:
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C(2) g Gy G.(2) Gyo G, (2)

(10-15)
R(z) 1+GyoG.(2)GyoG1(2)

Hierin kan G, G.(2) gelijk gesteld worden aan D(z)
Dus: D(z) = (1-z"Y)Z {M} of Z {m} =2 _D(z)
P P z—1

De konfiguratie van fig. 10.14b noemt men de terugkoppelschakeling.
De overdrachtsfunktie van het systeem luidt:

C(Z) — D(Z) GhO Gl (Z) met D(Z) - _l_____ (10‘16)
R(z) 1+D(z)GyoG4(2) 1+ Gy G (2)
1—-D(z)
Er geldt dan: G, G.(z) = ——— of
g no Ge(2) Do)
Z[Gc(p)} __z 1-D(@
P z—1 D(2)
Voorbeeld 10.3
Realisatie met serieschakeling.
1-0,5z71
G :D(z) = ————; T=1sec.
egeven: D(z) 1=02:-" sec

Een serieschakeling met een analoog filter volgens figuur 10.14a volgt uit

Z[Gc(p)]_ 1 1-05z"' 0625 | 0375
P

1—z™t 102z~ 1-z"* 1-02z7*

hieruit volgt:

G.(p) _ 0,625 & 0375 p+1
P P p+1,61 p(p+1,61)
p+1
Dus G.(p) =
@ p+1,61

Als G, (p) met een RC netwerk moet worden gerealiseerd dan moeten de

polen van G.(p) enkelvoudig zijn en op de negatief re€le as liggen (oorsprong

en — oo zijn hierbij uitgesloten); de nulpunten mogen overal in het p-vlak

liggen. Voor D(z) betekent dit dat vereist moet worden:

a. het aantal polen van D(z) moet groter dan of gelijk zijn aan het aantal
nulpunten

b. de polen van D(z) moeten enkelvoudig en positief reéel zijn met waarden
0<z<l.

185



aE L e e B —_— el 4 R RRRRRRRRRRRRRRRRRDRRRR

In dit voorbeeld is hieraan voldaan.

Indien het bij een terugkoppelschakeling gewenst is dat G.(p) met RC
elementen moet worden gerealiseerd, moeten aan D(z) de volgende eisen
worden gesteld.

a. D(z) moet een gelijk aantal polen en nulpunten hebben

b. de nulpunten van D(z) moeten enkelvoudig en positief reéel zijn met
waarden 0<z<1.

Wanneer de polen van D(z) niet alle voldoen aan de voorwaarden voor de

serieschakeling, en de nulpunten niet alle voldoen aan de voorwaarden van

de terugkoppelschakeling dan kan men D(z) vaak schrijven als het produkt

van twee funkties D,(z) en D,(z) zodanig dat beide realiseerbaar zijn.

Kaskadeschakeling van de twee schakelingen levert dan het gewenste filter.

Indien D(z) een digitaal netwerk is, kan D(z) eenvoudig ontworpen worden
zoals blijkt uit de totale overdrachtsfunktie van het systeem volgens fig. 10.13.

C(z) _ _D(@) G Gi(2)
R(z) 1+D(2)GyG,y(2)

(10-17)

De bijdrage van D(z) tot de frekwentiekarakteristick of het polen- en nul-
puntenbeeld van het systeem is duidelijk gescheiden van de bijdrage van de
overige delen van het systeem.

Indien men D(z) ontwerpt met behulp van de polen- en nulpuntenmethode
kan men de polen en nulpunten van D(z) toevoegen aan het polen- en nul-
puntenbeeld van G, G, (z) en met de poolbaanmethode het systeem verder
in het z-vlak ontwerpen. Indien men D(z) ontwerpt met behulp van de fre-
kwentieresponsiemethode, gaat men als volgt te werk:

a. Bepaal de w-transformatie G,,G(w) en teken het hierbij behorende
bodediagram.

b. Indien uit het bodediagram blijkt dat kompensatie nodig is, voeg dan een
filter D(w) toe zodat aan de gestelde eisen is voldaan. De bekende me-
thoden voor kontinue systemen zijn hierbij van toepassing (zie ook voor-
beeld 10.2).

c. De diskrete overdrachtsfunktie van het filter volgt nu direkt door in
D(w) te substitueren w = g_—_l_
z+1

Voorbeeld 10.4

Dit is hetzelfde voorbeeld als voorbeeld 10.2, nu echter voorzien van een
digitaal netwerk.

Met behulp van een digitaal netwerk moet het systeem van fig. 10.15 voldoen
aan dezelfde eisen als in voorbeeld 10.2 gesteld zijn.
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Uit stappen a en b van voorbeeld 10.2 bleek dat het filter G1(w) = 0:51/25

w+1/75
aan de gestelde eisen voldeed. In dit geval geldt D (w) = G2 (w).

15 L A A 7l
|

R(p) . | | C(p)

X _ 157 iz

- amb el i
L B

T=157sec

Fig. 10.15

Hieruit kan dus direkt het digitale filter D(z) worden afgeleid door in
-1

1 llen w = =—.
G, (w) te stellen w =

Het resultaat hiervan is:

L& 1 -1
B G:(w)l bt 5. 262-24 _ T8-T2z
0= — 76z—74 76—74z"1

Voorbeeld 10.5 (zie Fig. 10.16). T=In 2.

R(p) + I >"__._ 1-e-PT e K CL?)
p (p+1)(p+2)

Fig. 10.16

1

5 @+D

Goi=r— ——
o

1. Kies D(z) = % (integrerend netwerk).

Door de plaatsing van deze extra pool en dit nulpunt vlak bij elkaar,
verandert de poolbaan nauwelijks van vorm en wordt slechts een tak tussen
z=0,98 en z=0,95 toegevoegd (fig. 10.17).

De versterking is echter met een faktor %’-g% = 2,5 toegenomen,

e D s e s ifferentibrend. netwerk mek
z+1D)+7(z—-1)

a=35.)

Bepaal nu de poolbaan voor variatie van 7.
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R R e A

=05 0,25§0,5

Fig. 10.17

De poolbaanvergelijking luidt:
D(z)G(z)+1 =0
+) +5z(z—1) (z+3)
z+D)+1(z-1) (-H(E-D

E+D(E+D)+5t(z—D)(z+D + z+D)(z-DH(z—-3) +
+ 12— (== = 0
C+D)GE+3+22—2z+ D) +1(z—=1D)Gz+5+2"—3z+4) =0

(=D =+ /1D —Aj /11D _ _1
(@+1) z—15+15i/23) (z— 7% — 15i/23)

=

Fig. 10.18

In fig. 10.18 is tevens gestippeld aangegeven de relatieve dempingslijn voor
{ =0,7. Het snijpunt met deze lijn geeft de waarde van t die gekozen moet
worden, opdat het overgangsverschijnsel uitdempt met de bij deze waarde
van de demping behorende overshoot van 4 4 6%.
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In algemene vorm kan D(z) als volgt beschreven worden

(10-18)

D() = apt+a;z '+az7?+...+a,z" _ X,(2)
bo+biz ' 4bz72 4ii+ bpz™  X4(2)

b, wordt vaak 1 gekozen maar b, mag niet nul gekozen worden omdat het
netwerk anders niet realiseerbaar is.

Ten opzichte van een analoog kompensatienetwerk heeft realisatie van
D(z) vooral met een digitale rekenmachine de volgende voordelen:

1. De waarden van de parameters a; en b; kunnen binnen een groot gebied
ingesteld worden. Er is geen begrenzing in verband met de dimensionering
van bepaalde komponenten (beperkte grootte van de kondensatorwaarde,
het vermijden van induktieve elementen). Bovendien is het mogelijk de
parameters g; en b; eenvoudig te wijzigen en eventueel snel te vari€ren als
D(z) is opgenomen in een adaptief regelsysteem. Het waardebereik van a;
en b; wordt bepaald door de woordlengte van de rekenmachine.

2. De parameters a; en b; behouden exakt hun waarden totdat opdracht
wordt gegeven nieuwe waarden in te lezen. Het wegdriften van parameter-
waarden is niet mogelijk.

3. Indien een van de parameters a; of b; wordt gewijzigd, worden de overige
parameters hierdoor niet beinvloed. Er is geen interaktie tussen de diverse
parameters.

4. De flexibiliteit van D(z) is groot. Het toevoegen van extra termen in D(z)
heeft slechts invloed op de rekentijd. Het is niet nodig voor D(z) voorge-
schreven konfiguraties te kiezen uit ekonomische overwegingen, of uit
overwegingen in verband met de praktische realisatie van het netwerk, zoals
bij analoge kompensatienetwerken. Het rekenmachineprogramma moet
echter voldoende flexibel zijn.

Deze voordelen zijn terug te voeren op de twee belangrijkste eigenschappen
van een digitale rekenmachine t.o.v. analoge bewerkingen n.l. de mogelijk-
heid van het nemen van beslissingen en de geheugenwerking.

Natuurlijk zijn aan het gebruik van digitale rekenmachines ook enkele
nadelen verbonden:

1. Door de centralisatie van de regelaars in de digitale rekenmachine is het
nodig extra aandacht te besteden aan de aanpassing van de rekenmachine
aan de te regelen systemen of regelkringen. De volgende extra bewerkingen
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zijn hiervoor nodig. AD, DA omzetting, multiplexing, signaalkonversie en

-versterking, filteren van hoogfrekwente ruis (zie hoofdstuk XI).

2. In het algemeen is een digitale regeling duurder tenzij door timesharing
een groot aantal regelkringen of systemen bediend kunnen worden en de
rekenmachine tevens voor andere taken wordt gebruikt (monitoring,
alarmscanning, datalogging).

3. Extra aandacht dient besteed te worden aan noodregelingen (back up
regelingen) indien de digitale rekenmachine mocht uitvallen als regel-
eenheid.

4. De geintroduceerde rekentijd kan een extra tijdvertraging introduceren
of het aantal regellussen dat kan worden aangesloten beperken.

5. Kwantiseringsruis die onherroepelijk door een digitaal systeem geintro-
duceerd wordt kan aanleiding geven tot grote fouten vooral wanneer b.v.
kleine getallen van elkaar afgetrokken moeten worden.

De realisatie van D (z) met behulp van een digitale rekenmachine kan op vele

wijzen gebeuren.

Van belang is hierbij het aantal rekenbewerkingen (optellen of aftrekken
vermenigvuldigen en schuifbewerkingen) en het aantal benodigde geheugen-
plaatsen (voor de ingekomen en uitgaande informatie op momentele en
voorgaande bemonsteringstijdstippen en de coéfficiénten van het algorithme).
In hoofdstuk XI zal hierop nader worden ingegaan.

10.6 D.D.C. REGELALGORITHMEN

De meeste processen zijn uitgevoerd met P, PI, of PID regelaars, waarin een
proportionele, integrerende en differentiérende regelaktie is in te stellen.
In toepassingen waarin een rekenmachine deze konventionele regelaars
vervangt wordt vaak gebruik gemaakt van regelalgorithmen die een soort-
gelijke regelaktie uitvoeren. Het regelalgorithme wordt uitgevoerd door
een komputerprogramma.

Men onderscheidt in dit verband twee soorten regelalgorithmen.
1. Positiealgorithme (position algorithm, whole value control)
2. Snelheidsalgorithme (velocity algorithm, incremental control).

Bij het positiealgorithme wordt een getal dat een maat is voor de stand van
het bedieningsorgaan aangeboden aan de DA omzetter van de betreffende
regelkring. Bij het snelheidsalgorithme wordt een getal dat een maat is voor
het verschil tussen de nieuwe in te nemen stand en de oude stand van het
bedieningsorgaan aangeboden. In dit geval vindt de integratie, die zorgt voor
de nieuwe stand van het bedieningsorgaan plaats buiten de rekenmachine
b.v. met een stappenmotor. In de meeste gevallen wordt een snelheidsal-
gorithme toegepast in industriéle toepassingen vanwege de volgende voor-
delen t.o.v. een positiealgorithme.
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1. Veiligheid. Wanneer de rekenmachine uitvalt blijft de laatst ingenomen
positie van de klep gehandhaafd, terwijl deze onbekend is bij een positie-
algorithme.

2. Eenvoudige mogelijkheden om over te schakelen van automatische naar
handbediening. Geen plotselinge sprongvormige variaties (bumpless
transfer).

3. De sturing van het instelorgaan vindt plaats m.b.v. een stappenmotor;
dit kan rechtstreeks geschieden vanuit een digitale uitgang. De. stappen-
motor zorgt voor de houdwerking.

In de meeste gevallen kan bij de hierna volgende eenvoudige regelingen de

berekening per regellus plaats vinden in tientallen tot honderden pusec.,

zodat bij een bemonsteringsperiode van 1 sec. zeer veel regellussen bediend
kunnen worden, zelfs indien de computer ook andere taken heeft zoals in
de meeste DDC toepassingen.

Een proportionele aktie kan digitaal vertaald worden als een vermenig-
vuldiging met een getal.

Een integrerende aktie wordt digitaal een sommerende aktie en een diffe-
rentiérende aktie wordt digitaal een verschilnemer. De 3 termen voor de

P-, I- en D-akties luiden dan als volgt:

1. proportionele aktie. Indien e(nT) een getal is dat evenredig is met het
foutsignaal dat aan de computer op de bemonsteringstijdstippen wordt
aangeboden, geldt voor het getal dat aan de DA omzetter van de betreffende
regelkring wordt aangeboden

y(nT) = k,e(nT). (10-19)
Dit is het positiealgorithme.

Het snelheidsalgorithme wordt gevonden door ook de uitgang op een voor-
gaand tijdstip te bepalen.

y(nT—T) = k,e(nT—T).
Voor het snelheidsalgorithme geldt:
v(nT) = y(nT)—y(nT—T) = k,{e(nT)—e(@T—T)} (10-20)

waarin v(nT) het getal is dat aan de uitgang van de rekenmachine wordt
aangeboden.

2. integrerende aktie. Een getal e(nT) wordt op het tijdstip /= nT toege-
voegd aan de som van alle getallen die op voorgaande tijdstippen via de AD
omzetter aan de computer zijn toegevoerd. De totale som wordt vermenig-
vuldigd met een konstante k;.

Voor de uitgang y(nT) geldt dus:

YT = ky kz e(kT)
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Bovendien geldt: y(nT—T) = k; ), e(kT)
K=0

Het positiealgorithme luidt:

y(nT) = y(nT—T)+k; e(nT) (10-21)
Voor het snelheidsalgorithme wordt gevonden:

v(nT) = k, e(nT). (10-22)
3. differentiérende aktie. Van een getal e (nT) wordt de voorgaande informatie

e(nT—T) afgetrokken, en vindt een vermenigvuldiging plaats met een
konstante k,. Voor de uitgang geldt dus bij een positiealgorithme

y(T) =k, {e(nT)—e(mT—T)} (10-23)

Voor het snelheidsalgorithme dient ook y(nT—T) bepaald te worden.
Er geldt: y(nT—T)=k,;{emT—T)—e(nT—2T)} zodat het snelheids-
algorithme luidt:

v(nT) =ky{e(nT)—2e(nT—T)+e(nT—2T7)} (10-24)
Deze differentievergelijkingen kunnen ook als volgt genoteerd worden:

y(nT)=k,Ve(nT) en v(nT)=k,V*e(nT).

De z-transformatie van de proportionele, integrerende en differentiérende
akties luiden achtereenvolgens voor het positiealgorithme:

b

en kj(1—z7% (10-25)

en voor het snelheidsalgorithme:

ky(1—z""), k; en k,(1—2z""+z72%) (10-26)
Hieruit kunnen de algorithmen worden samengesteld voor de meest toege-
paste PI en PID regelaars.
4, PI regelaar
De overdrachtsfunktie van het positiealgorithme luidt:

Y(Z) - k i ki = (kp"l'k")_kpz_l = (kp"l'k()z_kp

= (10-27

By M=t i~z z—1 )
zodat de differentievergelijking van het positiealgorithme luidt:

y(nT) = y(nT—T)+(k,+k) e(nT)—k,e(nT—T) (10-28)
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De overdrachtsfunktie van het snelheidsal gorithmc luidt:

V(z) k) EE a5 (k +k

i a (10-29)

De differentievergelijking van het snelheidsalgorithme luidt:
v(nT) = (k,+ky) e(nT)—k,e(nT—T) (10-30)

5. PID regelaar (parallelvorm)
De overdrachtsfunktie van het positiealgorithme luidt:

¥ _ k, + —— + ky(1-27%)
E(z) 1-z71
_ Ueptlet ) —(kpt 2k) 27! kyz ™
(1-zh
3 (kp—i-kt‘i‘kd)zz"(kp'i'z;cd)z_l_kﬂ (10-31)
z(z—1)

De differentievergelijking van het positiealgorithme luidt:
y(T)=ymT—T)+(k,+k;+k;) e(nT) (kp+2k)e(nT—T)+

+k,e(nT-2T7) (10-32)
De overdrachtsfunktie van het snelheidsalgorithme luidt:
ZEZ; (K4 Ky k) — (K, +2k) 2~ +hey 2™

_ (kpt kit kg z2® —(k,+2ky) z+k,
¥ 2
7z

(10-33)

De differentievergelijking van het snelheidsalgorithme luidt:
v(nT) = (k,+k;+ky) e(nT)—(k,+2k,) e(nT—T)+k,e(nT—-2T)
(10-34)
6. PID regelaar (serievorm)
Vaak komt de PID regelaar van analoge uitvoering overeen met de serievorm
waarvan de overdrachtsfunktie luidt:

Y(p) ( )
=2 k(1 =)0 +pr,
E() = e

zodat voor het positiealgorithme geldt:
Y(2) ( ki ) -1
— =k 1+——){1+k(1—-2"")
E(2) P {—z~1 { i }

_ k{kt D)=z H{kat D) —k,z™'}
3 Ty 2 (10-35)
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waarvan de differentievergelijking luidt:
y(nT) = y(nT—T)+k,[(1+k)(1+k,)e(nT)—
—QRky+kiky+1)emT—1)+k,e(nT—2T)] (10-36)
Voor het snelheidsalgorithme geldt:

v(nT) = k,[(1+k)(1+k)e(nT)—2ky+kiky+1)e(nT—T)+
+kye(nT—2T)] (10-37)
In het algemeen kan men stellen dat de digitale P, PI en PID regelaars
beschreven worden door de volgende overdrachtsfunktie:
2

_apta;z '+az7? _ ap’+ajz+a, (10-38)

D(z)
1+b,z ! 22 +b,z

waarin a,, a, en a, funkties van k,, k; en k, zijn en b, de waarde —1 of 0
aanneemt afhankelijk van het feit of men een positiealgorithme (p.a) of
snelheidsalgorithme (v.a.) wenst (zie tabel X.3)

Tabel X.3
Coéf.
Type aog a, az by
regelaar
P (p.a) k, 0 0 0
P (v.a) ky —k, 0 0
PI (p.a) kptk; —kp 0 -1
PI (v.a) kp+ky —ky 0 0
PID (p.a) kpt+kitk, —kp—2k, ey -1
(parallelvorm)
PID(v.a) kp+kitky — kp— 2ky ky 0
(parallelvorm)
PID (p.a) kp(1+k)(1+ky) kp(— 2kg— kikeg— 1) kak, = |
(serievorm) ;
PID (v.a) kp(1+k)(1+ky) kp(=2kq— kiky—1) kaky 0
(serievorm)

De regelalgorithmen zijn onafhankelijk van de bemonsteringsperiode 7.
Dit lijkt vreemd omdat de bemonsteringsperiode een sterke invloed op de
dynamische eigenschappen van de regelkring heeft.

Expliciet komt 7 niet tot uiting in de differentievergelijkingen omdat deze
vergelijkingen bewerkingen op rijen getallen aangeven. De bewerkingen
blijven gelijk of men ze langzaam of snel uitvoert.
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Impliciet is er wel degelijk een afhankelijkheid van de bemonsterings-
periode. Dit komt tot uitdrukking indien men de diverse regelakties van een
kontinue regelaar met overdrachtsfunktie:

1 i ’ i

H(p) =k + = + pt, vergelijkt met het regelalgorithme van een digitaal

equivalente regelaar (fig. 10.19).

Indien de bemonsteringsperiode klein is geldt voor de overdrachtsfunktie
van de nulde orde houdschakelaar en D(z) respektievelijk voor de P, I en
D aktie:

E(p) Ep) y*(p) Yh(p)
0 e Serelepe

E y
H(p)
Fig. 10.19

: : 1—e T
Discrete P-aktie: Y,(p) = E*(p) D*(p) =
p

{ e T
e ngw E(p+jnw) -k,
1 1—1+pT.
~ 2 E®k, P = ke, E(p)
Kontinue P-aktie Y (p)=kE (p)
zodat k~k,
: y % P L o T y
Diskrete I-aktie: Y,(p) = E*(p)D*(p) ——— = = Y E(p+ijnw,) x
P n=-w
ki, 1—-e®™ 1k
ot ~ = = E(p)
1—e™” P T p
Kontinue I-aktie: Y(p) = L E(p)
Pt
zodat& R~ l of k; ~ L
T T; Ti
Diskrete D-aktie:
5 g =gt 3 = !
Y,(p) = E*(p) D™ (p) o Y E(p+inwgk, x

(i=2e7" e )

1i—e72T)(l:—e72T 1
P T
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_ ka(1=2+2pT—p*T? +...+ 1-2pT+2p* T* +.) g
T p

k
~ :J,,-"-pi‘"2 E(p) = k,TpE(p)

(»

Kontinue D-aktie: Y(p) = pt,E(p)

zodat k,T~1, of k= 1;

Het is dus duidelijk dat de coéfficiénten k,, k; en k, in het regelalgorithme
wel degelijk afhangen van de bemonsteringsperiode T indien zij worden
vergeleken met de instelwaarden k, t; en 7, van de kontinu werkende rege-
laars.

De faktoren k,, k; en k, zijn dimensieloos.

Indien de analoge en de digitale regelaar gevolgd door een nulde orde
houdschakeling, in het frekwentie-domein worden vergeleken voor een
kleine waarde van T en voor relatief lage frekwenties geldt bij benadering
het volgende.

k 1—e i -
Diskrete P-aktie: Y,(jo) = - E(jo) ——— =~ k, e~ /T E(jw)
T jo
waarin de schakelaar gevolgd door de houdschakeling wordt benaderd
door Te™1/2ieT,
Kontinue P-aktie: Y (jw) = kE(jo) :

Pt Wi e
jw 1-e™ T T

Diskrete I-aktie: Y,(jo) = 1 E(jw) k; L E(jw)
7t jo
Kontinue I-aktie: Y(jw) = L E(jw)
Jot;
( o= e—jmT)Z

Jo

Diskrete D-aktie: Y;(jw) = l;E(jw) ky; ~ k; Tjw-e™°T E(jw)
waarin de schakelaar gevolgd door een houdschakeling wordt benaderd
door Te~!/24eT

Kontinue D-aktie: Y(jo) =jot,E(jw).

Ter vergelijking worden de overdrachtsfunkties van de kontinue regelakties
en de diskrete regelakties in het frekwentiedomein gegeven (zie tabel X.4).
De proportionele aktie van de digitale regelaar geeft echter een extra fase-
draaiing. De integrerende aktie geeft hetzelfde resultaat, terwijl de differen-
tiérende aktie van de digitale regelaar minder fase-voorijling geeft en op den
duur zelfs fase-naijling geeft.

196



I .

Tabel X 4

kontinu diskreet
Pravia: K ke~ t/2ieT
1 k b
I aktie: —e 2 el
Ty 2 ol
L n
D aktie: Tame'2 kqToe' (z7°T)

Tenslotte nog enige opmerkingen over de differentiérende aktie. Voor een
snelheidsalgorithme geldt dat de differentiérende aktie wordt gevormd door:

ky{e(nT)—2e(nT—T)+e(mT—2T)}.

Tengevolge van o.a. de kwantiseringsruis van de AD omzetter kan de
vitkomst van deze aktie een nogal stochastisch karakter hebben waarbij
zelfs het teken van deze aktie onjuist kan worden. Er wordt daarom meestal
een andere differentiérende aktie toegepast. Deze benadering is afkomstig uit
de numerieke analyse. Er worden meer termen in de bepaling van de
differentie meegenomen.

De term e(nT)—e(nT—T) wordt vervangen door:

He(nT)+3e(nT—T)—3e(nT—2T)—e(nT—3T)}
en de term e(nT—T)—e(nT—2T) wordt vervangen door:
He(nT—T)+3e(nT—2T)—3e(nT—3T)—e(nT—4T)}

zodat de totale differentiérende aktie van het snelheidsalgorithme vervangen
wordt door:

ks {e(nT)+2e(nT—T)—6e(nT—2T)+2e(nT—3T)+e(nT—4T)}
6 (10-39)
In een d.d.c. geregeld proces wordt het setpoint (ingestelde waarde) eveneens
ingesteld op de rekenmachine, zodat ook het vergelijkingsorgaan in de reken-
machine is ingebouwd (zie fig. 10.20).
Meestal heeft het setpoint een vaste waarde zodat geldt:

r(nT) =r(nT—T)=r(nT—-2T)=...

De waarde van het setpoint zal in dit geval dus maar in enkele termen van
de algorithmen een rol spelen.
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Aangezien e(nT) = r(nT)—c(nT) kan voor het positiealgorithme van het
PID-algorithme in parallelvorm geschreven worden:

y(nT) = y(nT—=T)+(k,+k;) {r(nT)—c(nT)} —k, {r(nT—T)
—c(nT-T)} + % {=c(nT)=3¢(nT-T)

+3¢(nT—2T)+c(nT—3T)} (10-40)

meetopnemer

Fig. 10.20

De differenti€érende aktie is onafhankelijk van de waarde van het setpoint
geworden. Wordt het setpoint veranderd, dan komt deze verandering van r
niet in de D-aktie naar voren. De uitkomst is dus in feite niet korrekt maar
als regelaktie juist gunstig omdat anders ongewenst grote variaties in y(nT)
zouden optreden. De voorgaande formule wordt daarom ook bij wijzigingen
in het setpoint gebruikt. Bij het snelheidsalgorithme is het eveneens onge-
wenst de waarde van r(nT) in de differentiérende aktie mee te nemen. De
waarde van r(nT) dient wel meegenomen te worden in de proportionele en
integrerende aktie. Het snelheidsalgorithme van de PID-regelaar in parallel-
vorm krijgt de volgende vorm:

v(nT) = k,{r(nT)—r(nT—T)—c(nT)+c(nT—T)} +k;{r(nT)
—c(nT)} + ? {—c(T)—2¢(nT—T)+6c(nT—2T)

—2¢(nT-3T)—c(nT—4T)} (10-41)

Indien het signaal ¢(¢) weinig varieert of indien de bemonsteringsperiode
klein is, zal het verschil tussen de opeenvolgende waarden van ¢(nT) en
dus ook van e(nT) bij vaste waarde van het setpoint erg klein zijn.

De kwantisering door de AD omzetter kan van invloed worden. Bovendien
kan door de afrondingsfouten bij de berekening van het algorithme de
berekende waarde kleiner worden dan het increment dat aanwezig is in het
uitgangssignaal y (nT).

Hierdoor is het mogelijk dat een niet onbelangrijke drift ontstaat vooral
bij gebruik van een P of PD aktie in een snelheidsalgorithme.
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Het is daarom gewenst in dit geval een integrerende aktie toe te voegen
waardoor de term k(r(nT)—c(n T)) zorg draagt voor een bijdrage die onge-
lijk aan nul is als ¢(nT) in toenemende mate van r(nT) gaat afwijken.

Bij een positiealgorithme is het gevaar voor deze vorm van drift niet
aanwezig. Indien het foutsignaal e(nT) echter klein gaat worden, dus in de
buurt van de stationaire toestand, gaat weer een ander verschijnsel een rol
spelen, vooral indien k; klein gekozen is. Dan wordt de term k{r(nT)
—e¢(nT)} te klein om nog een bijdrage tot het uitgangssignaal te geven.

Het verschijnsel dat dan gaat ontstaan is als volgt aan te voelen.

Eerst dient een voldoend groot foutsignaal te worden opgebouwd voordat
de uitgang zal veranderen, waarna weer gedurende een tijd geen uitgangs-
signaal wordt afgegeven. Er zal dus sprake zijn van een zekere oscillatie van
het signaal dat toegevoerd wordt aan het korrigerende orgaan. Deze oscil-
latie wordt veroorzaakt door het digitale algorithme.

10.7 KEUZE VAN DE BEMONSTERINGSPERIODE T

De bemonsteringsperiode bepaalt in sterke mate het dynamische karakter
van de regelkring. Indien deze echter klein genomen kan worden t.o.v. de
responsietijden van de processen, kan het regelsysteem beschouwd worden
als een kontinu systeem.

Te kleine waarden van T veroorzaken echter weer het hiervoor beschreven
verschijnsel door afrondingsfouten.

Afhankelijk van het aantal regellussen en de uitgebreidheid van het regel-
algorithme is de keuze van de bemonsteringsperiode naar kleine waarden
begrensd.

Bij de keuze van de bemonsteringsperiode dient in ieder geval het theo-
rema van Shannon in acht genomen te worden maar 7 kan beter nog lager
gekozen worden, omdat in de praktijk nooit een volledige begrenzing in de
frekwentieband optreedt. De keuze van T hangt dan af van de belangrijkste
tijdkonstante(n) en de grootte van de dode tijd.

De volgende opmerkingen gelden voor de keuze van T.

1. In een systeem met inherente bemonstering is de keuze van T beperkt door
het bemonsteringsproces. Bijvoorbeeld in een kwaliteitsregeling met een
gaschromatograaf dient 7" gekozen te worden in de orde van 5 & 10 mi-
nuten. Het gevolg is dat de regelkring sterk wordt beinvloed door deze
waarde van T.

2. Indien men gezien de dynamische eigenschappen van het systeem een vrij
grote waarde van T zou kunnen kiezen maar indien de verstoringen die in
het proces optreden een frekwentieband hebben die in de buurt van w of
hoger ligt, dient men toch een lagere bemonsteringsperiode te kiezen of
bijzondere zorg te besteden aan het filterprobleem (zie hoofdstuk XI).

¥
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3. Wanneer voor T een te kleine waarde wordt gekozen gaan de kwanti-
seringsruis en de afrondingsfouten een dominerende rol spelen.

In de procesindustrie wenst men in het algemeen voor een d.d.c. geregelde

kring hoogstens een afwijking van 10 tot 20 % t.o.v. een kontinu geregelde

kring. Dit heeft geleid tot een aantal vuistregels bij de keuze van T.

1. vuistregels die gerelateerd zijn aan de te regelen grootheid.
debietregeling : 0,1-1 sec.
drukregeling : 1-5 sec.
temperatuurregeling: 10-30 sec.
kwaliteitsregeling : 1-15 min.

2. vuistregels die gerelateerd zijn aan de proceseigenschappen; in het
algemeen de belangrijkste tijdkonstante en de dode tijd, of aan de
frekwentie waarbij de regelkring juist instabiel zou worden.

De meest eenvoudige toepasbare vuistregel is de volgende:
7= =l : i % ]
& 0 waarin 7 de belangrijkste tijdkonstante van het proces is. Een proces
met een hoofdtijdkonstante van t sec. en een dode tijd van T}, sec. heeft de
e JoT,
Lot +1
Indien geéist wordt dat de signaalverzwakking voor een bepaald frekwen-
tiegebied meer dan 30 t.o.v. de gelijkstroomoverdracht k, bedraagt, geldt

voor deze frekwenties

! volgende overdrachtsfunktie H(jw) = k

e T

30~ J1+o?? T
Met in achtname van het theorema van Shannon dient dan als bemon-
steringsfrekwentie gekozen te worden:

30 2n _ 60 I
>_

w,>2— of — of —<— (10-42)
T U=y 7 10

Indien het bemonsterings- en rekonstruktieproces wordt benaderd door een
dode tijd van 4 7" sec. kan men de overdrachtsfunktie benaderen door:

o~ Jo(Tp+0.057)
H(jw) x ———8 indien T=0,l7
jot+1

Het bovenstaande geldt indien 7 <7. Indien T}, > 7 geldt dat men voor het
werkgebied mag toelaten de frekwentie w=3n TL of w,>1in TL ;
D

D
Hieruit volgt T <1,3 T,
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10.8 INSTELREGELS

Bij het gebruik van PID-regelaars worden diverse vuistregels gehanteerd
waarvan de regels van Ziegler-Nichols wel de bekendste zijn.

Deze zijn voor kontinue systemen samengevat in de tabellen X.5 en X.6.
De PI en PID regelaars worden beschreven door de overdrachtsfunkties

k(l + L) resp. k(l +L+ p‘c,,).
Pt Pt

Tabel X.5
regelaar versterking integratietijd differentiatietijd
P = 0,5k,
PI k=045k, 7, =083T, .
PID k=06k, 7w =05T, 7, = 0,125 T,

In deze tabel is k, de max. toelaatbare versterking waarbij het systeem juist
op de grens van stabiliteit verkeert bij een instelling van de regelaar als
P-regelaar; T, is de periodetijd van de dan optredende oscillatie.

Indien het proces benaderd kan worden door de overdrachtsfunktie

k1 e_PTD

Higim ot

dan kunnen de regels van Ziegler-Nichols ook worden

uitgedrukt als funktie van k, T}, en 7, (zie tabel X.6.) Deze tabel geldt
slechts voor Tp<1.

Tabel X.6
regelaar versterking integratietijd differentiatietijd
T
T]J kl
7y 1
PI k=09 —— nw=133Tp
Tp ky
7y 1
PID k= 1,2'—— T = 2Tn T4~ 05T,
Tp ky

De regels die zijn samengevat in tabel X.6 kunnen eenvoudig herschreven
worden als regels voor de diskrete regelaars indien men de werking van de
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bemonsteraars en de houdschakeling benadert door een dode tijd van 1T
sec. en indien men het digitale regelalgorithme laat overeenkomen met de
overeenkomstige kontinue regelakties. Fig. 10.21 gaat dan over in fig. 10.22.

= T T - D“:1 +1

Fig. 10.21

oot || Ke=PT0 C(p)
p'|:1+1 g

Fig. 10.22

Men kan dan de regels van tabel X.6 gebruiken indien men 77, vervangt door
T3 T,

Steltameny 2t = . dan geldtide tabsliX 7.
2k

Tpk
Tabel X.7
regelaar versterking integratietijd differentiatietijd
P k=k I
N AT
fre—
2Tp
1 1T
PI k =09k, 7, =33Tp(1+=-—
1T 2Tp
1+-—
2Ty
1 10T 1 T
PID k= 12k, 7 =2Tp| 1+=— 74=05Tp | 1+=-—
Lol 2Ty 21
14+-—
2 TD

De instelregels zijn dus funkties van de verhouding —-;:— geworden. Algemeen
D

kan men stellen dat de proportionele versterking verzwakt en de integratie-
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tijd en differentiatietijd versterkt moet worden bij DDC geregelde systemen
in vergelijking met kontinu geregelde systemen.
Indien T klein is t.o.v. T}, veranderen de regels slechts zeer weinig, maar

e S s
indien de verhouding T toeneemt zullen de regels aanzienlijk veranderen.
D

De vraag is dan of men de benadering die men heeft toegepast nog mag
toepassen. In systemen met een verhouding ;—1 die vrij klein is zal men de
D

benadering wel mogen toepassen.

10.9 KWANTISERINGSEFFEKTEN

Zoals uit het voorgaande blijkt is de kwantisering van invloed op de nauw-

keurigheid en de keuze van de bemonsteringsperiode. Kwantisering ontstaat

0.a. door:

1. de AD omzetting.

2. afrondingsfouten bij de berekening van het regelalgorithme tengevolge
van de eindige woordlengte.

3. afrondingsfouten in de coéfficiénten van de differentievergelijking. De
kwantisering kan in principe op twee wijzen gebeuren (zie fig. 10.23a en
fig. 10.23b.)

| ) :in

2l
2 ‘%’:
! ¥
fa'la z%q %a 9 29 33 49
—x —

Fig. 10.23

Er geldt respektievelijk:
y =ng indien (n—1)g< x<(n+4)gen
y=(n+%3)qindien ng < x < (n+1)g.

Kwantisering volgens fig. 10.23a komt het meest in de praktijk voor.
Hierdoor ontstaat een dode band in de regeling.

De methode volgens fig. 10.23b veroorzaakt een limit cycle doordat de
uitkomst y = 0 niet kan voorkomen.

Omgzetting van signalen met grote amplitude gaat gepaard met een kleine
relatieve fout. Dit in tegenstelling tot signalen met een kleine amplitude.
Het is dus waarschijnlijk dat een niet uniforme methode met fijne kwanti-
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sering voor kleine signalen en een grove kwantisering van grote signalen een
verbetering zal geven in de stationaire toestand.

Deze niet uniforme kwantisering kan worden verkregen door een uniforme
kwantiseerder vooraf te laten gaan door een signaalkompressor en te laten
volgen door een signaalexpander (zie fig. 10.24).

-l ol e ol el 4 e
7 e

kompressor AD-omzetter expander

Fig. 10.24

Verder kan men besparen op het aantal bits door gebruik te maken van deze
methode.

10.10 SYSTEMEN MET VERSCHILLENDE BEMONSTERINGSFREKWENTIES
EN ASYNCHRONE BEMONSTERING

In sommige gevallen worden doelbewust systemen gebruikt waarvan de
schakelaars niet dezelfde periode hebben, zoals in fig. 10.25 aangegeven.

*% (1) y(t) y*(t)

dild e e
T/ "1 G(p) - a
n
+* 3
: x*(t) y( y*()
T T/n
x*(t) y(t) y*(t)
x(t) >( ’_r-]G[p) _>( g
T —— Ty
Fig. 10.25

De reden om meervoudige bemonsteringen toe te passen, kan liggen in een
praktische omstandigheid en wel, dat er delen in het systeem zijn, waar slechts
informatie beschikbaar is na relatief lange tijden en andere delen, die veel
sneller informatie ter beschikking hebben. Bovendien geeft dit de mogelijk-
heid bepaalde signalen eerst te filteren (smoothing).

Deze meervoudige bemonstering kan soms met de meervoudige bemon-
steringsmethode worden berekend, b.v. het systeem volgens fig. 10.25a.
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In het geval van het systeem volgens fig. 10.25b gaat men als volgt te
werk.

Stel n= 3. De reeks pulsen y*(¢) is op te vatten als een som van n (hier
n = 3), reeksen pulsen, waarvan de schakeltijden gelijk aan T 'zijn (aangegeven
in fig. 10.26).
De eerste reeks pulsen yg () is uit te rekenen met de gewone z-transformatie.
De tweede reeks pulsen y7(¢) kan worden verkregen door het signaal y()

; S : 1 1
op de bemonsteringstijdstippen 1 7, £ T, 1 7, te nemen of i.h.a. = T, (I +H) T,

(2+£) T, ... In plaats van de bemonsteringstijdstippen met‘vi- T ten opzichte

van de oorspronkelijke bemonsteringstijdstippen te vertragen, is het mogelijk
om de bemonsteringstijdstippen gelijk te laten en het oorspronkelijke signaal
(denkbeeldig) te vervroegen.

Voor de berekening is het nl. eenvoudiger om de bemonsteringstijdstippen
gelijk te laten; dan is de gewone z-transformatie te gebruiken. Het signaal
»1(#) moet dus vervroegd worden. Na de schakelaar moet weer een zodanige

y*

¥

-
] S ey
I

Pn({}]

.
e

e it o S SR

o

¥7in |

h"—’-“'“—————— o b s e -t bt
= e e e
—

J

£V 5

Fig. 10.26

vertragingstijd worden geintroduceerd dat deze de oorspronkelijke ver-
vroeging weer opheft. Voor het signaal y3(z) geldt op analoge wijze dat de
schakeltijden weer gelijk kunnen worden gehouden mits een vervroeging van
y(t) met 3T wordt ingevoerd. In het algemeen ontstaan door de schakelaar

met schakeltijd % totaal n reeksen pulsen:

y5(@), yi@), - 7@, s Yoery(@)
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i he =
Voor y; (1) wordt eerst een vervroeging — T ingevoerd en vervolgens een

even grote vertragingstijd.

De schakelaar met schakeltijden 7/n wordt dus vervangen door n parallel-
schakelaars, die bemonsteren op de tijdstippen t= 0, 7, 27, ... enz. en
(n—1) voorijlings- en (n—1) vertragingsnetwerken. Voor n = 3 is dit aange-
geven in fig. 10.27.

T R
Ta
>4 y2)
T
+ *
i) = eprs - e-p1}3 + y (1)
+
— ezPT"3 . — 92p1}3 y;(l)
Fig. 10.27

Het systeem van fig. 10.26 wordt op deze manier vervangen door het systeem
van fig. 10.28

X

T

L“_J_X._-. G(p) - eszfn ._>\/—.- é‘ZpT;n

e ePT_rn _>1-/_-_ e'PT‘rn
T

Y
| a3PTn _>(T —| ¢3PTn
J
A E
| | !
I |
| 1 I
1 1
L[] > e
Fig. 10.28
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zodat Y(2) = X(2) G(2)+X(2)z™'" G (z, = i) -
n

+X(z)z‘2”'G(z,1 w£)+...

n

— X@6E@+ Y, z'”"G(z, - f‘—) (10-43)

]

In het geval dat het systeem schakelaars heeft men 2 bemonsteringstijden 7}
en 7, kan men als volgt te werk gaan.

Indien de verhouding van 7, en T, een eenvoudige breuk is, is op de boven
beschreven wijze een berekening van het systeem mogelijk.

Stel dat er een moment is, dat beide schakelaars S; en S, gelijktijdig

sluiten, en dat T, = en T, = N—T(zie fig. 10.25¢). Voor de berekening
2

F
Ny
wordt het volgende vervangingsschema verkregen (zie fig. 10.29),

x g

T T
o
o
X!I]'— I—.[eapyu? }—XA—[SSDT;NE

|
|
[

I
1
1 1
L[E(Nrﬂpffm >(T |;(N,-1)pT!N1}J l[etnzqnprmz' ‘)z(r SMz-vely,

Fig. 10.29

Uit dit schema volgt:

2

Y(z) = X(2)G(2)+ X (2)Z{G(p)e ¥}z M4 X(2)Z{G(p) e%}z_”l

pIWMe=1)  Na-1
+..+X(2)Z{G(p)e N }z M 4
pT —pT
+Z{X(p)eM} Z{G(p)e M} +
BT T T 1

L Z{X(p)e"} Z{G(pe "M MYz M 4

T (N2—1)T _Na=—1

T =
+..Z{X(p)en:} Z{G(p)e Me M }z Mo .. 4
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, M= _p M= 0T
+Z{X(pe M }Z{G(pe M }+

, Ma=T g =T o
+Z{X(pe ™M }Z{G(pe Ny g N}z N2y
p!Nr—l]T _p(N|—l)T p{N;—l]T LN =1
Tl X(pe Y FZ{G@)e . Y e M}z W
of
Na=1 _n Ni—1 _kpT npT pkT
Y)= ) z M Y Z{e M G(@peM}Z{X(pe Y} (10-44)
n=0 k=0
£
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XI. Digitale filters
" en compensatienetwerken

11.1 INLEIDING

In dit hoofdstuk wordt ingegaan op de realisatie van digitale filters en
kompensatienetwerken. De toepassing en de keuze van kompensatienet-
werken werd besproken in het vorige hoofdstuk. Tevens wordt aandacht
besteed aan de toepassing en de keuze van digitale filters.

In regelsystemen kan men filters toepassen indien men regelsignalen wil
scheiden van stoorsignalen, voordat op de regelsignalen bewerkingen worden
uitgevoerd m.b.v. kompensatienetwerken. De filters zijn dan meestal van
eenvoudige aard omdat anders het gevaar van een te grote fasedraaiing
ontstaat in teruggekoppelde systemen. Indien sprake is van een sturing of
indien signalen bewerkt dienen te worden voordat zij aan regelsystemen
worden toegevoerd kan men van ingewikkelde filters gebruik maken waarbij
fasedraaiing geen rol speelt. Ook in telekommunicatie systemen en bij de
verwerking van meetgegevens wordt meer en meer gebruik gemaakt van
digitale filters.

Bij de realisatie van digitale filters en kompensatienetwerken zijn een aantal
punten van belang:

— het aantal geheugenplaatsen
— het aantal, de aard en de snelheid van de rekenbewerkingen
— de nauwkeurigheid waarmee de berekening plaats vindt.

Afhankelijk van het toepassingsgebied zal een groter belang moeten worden
gehecht aan een van deze punten.

Minimalisering van het aantal geheugenplaatsen is momenteel van minder
belang vanwege geringere kosten van geheugens, maar kan wel degelijk een
rol spelen als simultaan een groot aantal filterbewerkingen door de reken-
machine moet worden verricht.

De snelheid van berekening kan een rol spelen bij regelsystemen, maar is
vooral van belang in telekommunicatiesystemen waarbij het te beschouwen
frekwentiegebied dit vereist. In dit hoofdstuk zullen diverse realisatie moge-
lijkheden ter sprake komen. In het algemeen zullen voor regelsystemen de
verschillen in nauwkeurigheid die met de diverse realisaties bereikt kunnen
worden i.v.m. afbreek- en afrondingsfouten, van weinig belang zijn daar het
gaat om filters en kompensatienetwerken van lage orde. Dit ligt geheel anders
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voor filters van hoge orde zoals in telekommunicatiesystemen gebruikt
worden. '

11.2 REALISATIESCHEMA'S

Fen digitaal filter of kompensatienetwerk wordt beschreven door een diffe-
rentievergelijking die het verband tussen de ingangsrij {x(n7)} en de uit-
gangsrij {y(nT)} aangeeft. Voor de realisatie hiervan zijn rekenbewerkingen,
schuifbewerkingen en geheugenplaatsen nodig. De bewerkingen kunnen
eenvoudig in een digitale rekenmachine plaatsvinden; bovendien zijn hierin
geheugenplaatsen beschikbaar. Voor een eenvoudig voorbeeld van een eerste
orde differentievergelijking zal dit worden nagegaan.

Gegeven: y(nT) = —b y(nT—T)+ayx(nT) (11-1)

Deze vergelijking kan beschreven worden door het volgende schema.

geheugen) |
ploats & Q

#inT) _|geheugen| xfnT erme - + yinT) _|geheugen 2
plaatst ""9“‘;'1' :f!rrk- plaats 2'
en

AT [ gehuit

bewerking

; nT-TH [geheugen
plagisd
plaoiss

Fig. 11.1

Uit dit schema blijkt dat er geheugenplaatsen nodig zijn voor de informatie
x(nT), y(nT) en y(nT—T) en voor de coéfficiénten a, en b, .

Bovendien moeten een tweetal vermenigvuldigingen en een aftrekking
plaatsvinden. Een schuifbewerking zorgt ervoor dat in geheugenplaats 3 de
informatie van geheugenplaats 2 wordt overgenomen. Deze bewerking dient
plaats te vinden voordat een nieuwe waarde y(n7") wordt berekend.

Voor het dynamische gedrag is alleen de geheugenplaats 3 van belang
waarin oude informatie wordt opgeslagen.

Het schema wordt dan: (zie fig. 11.2)

*(nT)

Fig. 11.2
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Het blok met T stelt een vertraging voor van de informatie over een tijd 7.
De z-transformatie van (11.1) luidt:

Y(z) _ ag

Y(z) = =b,z ' Y(2)+a, X(z) of Pl

(11-2)

Figuur 11.3 geeft het blokschema van het systeem weer.

X(z) ¥(z)

Fig. 11.3

Afhankelijk van de toepassing kan het aantal geheugenplaatsen een beper-
king vormen. Anderszijds kan ook het aantal rekenbewerkingen een beper-
king vormen (rekentijd). Er zijn diverse konfiguraties mogelijk voor systemen
van hogere orde; deze staan bekend als

direkte programmering

serie programmering

parallel programmering

kanonieke programmering I

kanonieke programmering II

e L

1. Direkte programmering
Er wordt uitgegaan van de volgende algemene differentievergelijking

y(NT) = En: a,x(NT—kT) — i b, y(NT—kT) (11-3)
k=0 k=1

y(NT) ontstaat uit de sommatie van huidige informatie x(NT) en de infor-
matie van x en y op voorgaande tijdstippen.

Het schema is weergegeven in fig. 11.4.

Het is mogelijk de berekeningen te splitsen in primaire en sekundaire
berekeningen.

De sekundaire berekeningen vinden plaats op informatie die op het tijdstip
(N—1) T reeds voorhanden is. De uitkomst van deze berekeningen dient op
het tijdstip N7 bekend te zijn en dan opgeteld te worden bij de uitkomst van
de primaire berekening.

De primaire berekening wordt direkt na het tijdstip N7 uitgevoerd op de
informatie x(NT) en bestaat uit een vermenigvuldiging van x(NT) met a, en
een optelling met de uitkomst van de sekundaire berekening.

Door de splitsing in primaire en sekundaire berekeningen wordt bereikt
dat onafhankelijk van de orde van de differentievergelijking de uitkomst
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y(NT) na één optelling en één vermenigvuldiging beschikbaar is. De primaire
berekeningen hebben hoge prioriteit, terwijl de sekundaire berekeningen
slechts klaar dienen te zijn v6ér het volgende bemonsteringstijdstip. Deze

x(NT)

Fig. 114

berekeningen kunnen dus op een willekeurig tijdstip tussen de bemonsterings-
tijdstippen plaatsvinden en bovendien door prioriteitsinterrupties onder-
broken worden (zie fig. 11.5).

I | smllmml

(N-1)T (N+1)T (N+2)T
% primaire berekeningen \\\ secundaire berekeningen
Fig. 11.5

In de fig. 11.4, 11.6, 11.7, 11.8, en 11.10 zijn de primaire berekeningen met
een dikke lijn aangegeven.

2. Serie programmering
Indien de noemer van de overdrachtsfunktie D(z) te ontbinden is in faktoren
kan geschreven worden:

a
D(z) = =-2D,(2):Dy(2)...D,(z 11-4
bo+biz ' +..+ b,z™ b, 1(2):P2(2) Bt
met
-1
D@):@ voor i=1,2,..n (11-5)
d‘z- +1
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en

1
D,(z) =—— voor i=n+1,..m 11-6
@ diz ' +1 (-9

Het schema is weergegeven in fig. 11.6.

X(z) | So L piDy(z) —a{Dple)—— ——— - Dpnz) | (2)
o

Dj woor i=n

D wvoori=n (X =

Fig. 11.6

3. Parallel programmering
Indien de noemer van D(z) te ontbinden is in faktoren kan geschreven wor-
den:

D(z) = Dy(2)+D,(z) +...+ D,,(2) (11-7)
met
Di(z) = mele voor i=1,2,...m (11-8)
diz” ' +1

Het schema is weergegeven in fig. 11.7.

> Dy(2)

X(z) D,f2) v Y(z)

D(Z)

Fig. 11.7
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4. Kanonieke programmering 1
Hiervoor wordt de differentievergelijking als volgt geschreven:

YINT) = 0 x(NT) + 2 x(NT-T) - 22 y(NT—T) + 2 x(NT-2T)
bo bo bO bD

~%x(NT—2T) +is

(1]

— L0 (NT) + {ﬁ *(NT=T) = 2 yoN1— T)} +
bO bO bD

+ {% x(NT—2T) —%y(NT—N')} oo (11=5)
o 0

Deze vergelijking kan als volgt schematisch worden weeergegeven: (fig. 11.8)

5. Kanonieke programmering II
Hiervoor wordt D(z) als volgt geschreven:

1
b_(ao-i-alz'l +...+a,z "
0

1 +bit:.‘.lef1+!:13:.f_2 +...byz™™)

0

_ D)
14+ D,(z)

D(z) = (11-10)

Deze overdrachtsfunktie kan als volgt schematisch worden weergegeven:

+ Y
X(z) ol D1(z)-—h(-2)

Dz(Z)

Fig. 11.9
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Door de geheugenelementen van D, (z) en D, (z) te kombineren ontstaat het
volgende schema (zie fig. 11.10):

= y(NT)

Fig. 11.10

Er geldt:

E(z) = X(z) - -b'— (12 4byz72 +...4+ b,z ™ E(2) (11-11)
1]

Hieruit volgt:

E(z) {(l + Bl" (byz '+ bz % +...+ b,,,z""))} = X(2) (11-12)

[

Tevens geldt:

Y@) = - @o+ayz™ ot a2 EC) 113

1]

De parallel programmering en de kanonieke programmeringswijzen vereisen
het minste aantal geheugenplaatsen.

Een belangrijk punt die de toepassing van digitale netwerken volgens één
van de 5 hiervoor gegeven konfiguraties beinvloedt is de nauwkeurigheid van
de berekening.

Tengevolge van de berekeningen worden afrondingsfouten en afbreek-
fouten gemaakt. Deze fouten beinvloeden het uiteindelijke resultaat, vooral
indien het een hoger orde filter of netwerk betreft.

Voor eerste en tweede orde filters voldoen alle konfiguraties. Voor hogere
orde filters dient het gebruik van direkte programmering en kanonieke
programmering te worden afgeraden vooral indien het gaat om nauwkeurige
filters zoals deze o.a. in de kommunikatietechniek worden gebruikt.

Serie of parallel programmering verdient in deze gevallen de voorkeur
[11.1].
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Voorbeeld 11.1
Bepaal de schema’s van de diverse programmeringsmethoden voor

T-£02z71
1=z H)—-02z"%

D(z) =

a. direkte programmering

=7
D(z) = 1+0,2z met 4, = 13 a; = 0,2, bO =1

=127 402272
by=—-12 en b, =02

x(NT) ITl
k==l

= Y(NT)

Fig. 11.11

b. serieprogrammering

1+02z"" 1
1-z7' 1-02z7"

D(z) =

x(NT)

Fig. 11.12

c. parallelprogrammering

50 . 0.5

D —
@ = T To

d. kanonieke programmering I

140,221

D{(z) =
@ 1—12z 140272
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x(NT) y(NT)

Fig. 11.13

x(NT)

Fig. 11.14

e. kanonieke programmering 11
1+0,2z7*
1-1,2z71+0,2z72

D(z) =

y(NT)

X(NT) +

Fig. 11.15

11.3 UITFILTEREN VAN STORINGEN

In kontinue systemen wordt hoogfrekwente ruis in de signalen in de meeste
gevallen op voldoende wijze uitgefilterd door het laagdoorlaatkarakter van
de regelaar en het proces. Door signaalbemonstering worden echter hoog-
frekwente frekwentiebanden geintroduceerd. Deze worden door het toepas-
sen van houdschakelingen in het algemeen voldoende weggefilterd. Dit is
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echter niet het geval indien reeds in het te bemonsteren signaal hoogfre-
kwente signalen aanwezig zijn. Door het bemonsteren ontstaan ook laag-
frekwente signalen, afkomstig van deze hoogfrekwente ruis. Het eenvoudigste
is dit in te zien indien de ruis in de buurt van de bemonsteringsfrekwentie ligt.
In fig. 11.16 is het laagfrekwente regelsignaal tesamen met de hoogfrekwente
ruis aangegeven.

e W/m

We Wg

Y
E:

Fig. 11.16

Na bemonsteren ontstaat het signaal dat in fig. 11.17 is aangegeven. Het is
niet mogelijk daarna de nu laagfrekwente ruis te scheiden van het oor-
spronkelijke regelsignaal.

De hoogfrekwente ruis dient dus ofwel véor de signaalbemonstering uitge-
filterd te worden, ofwel de bemonsteringsfrekwentie dient verhoogd te wor-
den (zie fig. 11.18).

Deze overwegingen spelen een rol bij de keuze tussen een analoog en een
digitaal filter voor het uitfilteren van ruis,

Indien de bemonsteringsfrekwentie niet kan worden opgevoerd kan reeds
een goede filterwerking verkregen worden met een analoog laagdoorlaat-
filter van de vorm:

G, (jeo) =

- (11-14)
1+jor,

s fulde orde houdschakeling

Wws

w

Fig. 11.17

Indien de bemonsteringsfrekwentie zodanig is gekozen dat w,= 10w,
waarbij w, de ,praktisch” hoogst voorkomende frekwentie in het oor-
spronkelijke regelsignaal is, hoe groot moet dan 7, gekozen worden opdat
frekwenties in de buurt van w, een faktor 10 verzwakt worden ?
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storingsband

we

Fig. 11.18

Er moet dan gelden:
1 1

|G, (jw)l = ——== = — = —20dB
\/l+wf1:} 10
S 10
Hieruit volgt w,7, ~ 10 of 1, =—=16T
ws

De verzwakking die dit filter geeft voor frekwenties van het oorspronkelijke
signaal bedraagt dan voor w = w,:

: 1 1
Gy(jo) = - -

2 P
Jl-l—w,rr \/1+100w;
100 w7
De werking van dit filter is weergegeven in fig. 11.19.
Indien zowel de ruis als het oorspronkelijk signaal in de frekwentieband 0 tot

= —3dB

==

% liggen is het vaak wel mogelijk een digitaal filter te gebruiken. Een

Fig. 11.19
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eenvoudig digitaal filter is het zogenaamde ,,exponential smoothing™ filter.
(fig. 11.20).

e(nT) exponential &(nT
o > .=

smoothing -
filter

Fig. 11.20

Indien e(nT) de uitgang van het filter is en e(n7") de ingang waarop ruis
aanwezig is wordt het exponential smoothing filter beschreven door:

emT)=ae(nT)+(1—o) emT—1T) (11-15)

waarin o een konstante is die tussen 0 en 1 ligt.

Indien er weinig ruis in het signaal aanwezig is wordt o dichtbij één gekozen.

Indien er zeer veel ruis in het systeem aanwezig is wordt o klein gekozen.
Er geldt eveneens:

emT—T)=0e(nT—T)+(1—a)e(nT—-2T)
emT—-2T)=ae(nT—2T)+(1—a) e(nT—-37)
enzovoort.

Hieruit volgt:

e(nT) = ce(mT)+(1—a) {ae(nT—T)+(1—o) e(nT—2T)}
= ae(nT)+a(l—a) e@T—T)+o(l—x)* e(nT—2T)+ ...

Dus:
e(nT) = a i (1—a)e(nT—kT) (11-16)
k=0

De ingangssignalen op de voorgaande bemonsteringstijdstippen worden dus
gewogen met een faktor die afneemt naarmate de informatie ouder is.
Indien o = 0,5 wordt gekozen geldt:

e(nT)=0,5e(nT)+0,25e(nT—T)+0,125e(nT—2T) +...
De z-transformatie van een exponential smoothing filter luidt:

E(z) o o jaz
E(z 1-(1-a)z™' z—(1—a)

(11-17)

Deze overdrachtsfunktie is equivalent met de overdrachtsfunktie van een
bemonsterd eerste orde kontinu filter van de vorm
k

Gy(p) =
d p'ff+1
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Z{G;(p)} =—2 S
Ty 1 Tpz—e
p+—
T
zodat
l—a=e 7" of 71,= ied -
=
In|—
1—a

Indien o = 0,5 volgt :

L of L (zie tabel XI-1 voor diverse waarden van )

Tp=—
el B

In figuur 11.21 zijn de moduluskarakteristicken van G (jw) gestippeld weer-
gegeven.
Na toepassing van de w-transformatie in het exponential smoothing filter

volgt:
Ew) _ a(1 +w) _a(l4w) 14w

Ew) (I+w)—(—-o)(l-w) oatwR—0a) Lo
o
! 022 027
dB | 0,035 o10m o019 Y025/ 038 05 w(log) —=

=09
a.=08

Fig. 11.21
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Tabel XT.1

1

a —

Ty
0,9 0,38,
0,8 0,27y
0,5 0,11 w,
0,2 0,03 @,

De bodediagrammen voor diverse waarden van o zijn eveneens getekend in
fig. 11.21 (getrokken lijnen).

Een andere filtermogelijkheid is het zogenaamde ,,moving average® filter.
In dit geval wordt als schatting genomen de gemiddelde waarde van de laatste
N ingangswaarden, dus:

€(0) = e(0)
e(T) = 1(e(0)+e(T))
e2T) = }(e(0)+e(T)+e(27))

eNT-T) = %(8(0)+9(T) +...+ e(NT-T))

&(NT) = %(e(T)+e(2T) +.t e(NT))
E(NT+KT) = l\iF (e(kT+T) +... + e(NT+KT)) (11-18)

Na een overgangstoestand (de eerste N—1 geschatte waarden) wordt een
filterwerking verkregen die de laatste N waarden meeneemt.
Indien wordt aangenomen dat het overgangsverschijnsel is uitgedempt geldt
voor de overdrachtsfunktie van dit netwerk:
BE L A+z7 ' 4z 2 4. 277
E(z N
ShdEzsH | LE1)z
N 1-z1 N z"(z-1)

(11-19)

Voor grote waarden van N nadert de overdrachtsfunktie tot een schatter van
de gemiddelde waarde.

Voor N=2, 3 en 4 ontstaan de volgende polen- en nulpuntenbeelden,
(fig. 11.22).
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(2x)

Fig. 11.22
N=2:E(z)=l -1 _1@E-D(+1) _1z+1 (11-20)
E(z) 2z(z—1) 2 z(z—-1) 2. =z
Ez 1 z*-1 1(z—=1)(z*+z+1)
Ni=3: =- = -
E(z) 32’(z-1) 3 z*(z-1)
_ L@ /DGEi—4iV3) oy
3 z
N . ED _1G@-D _1G-DE+DE+)Ca)
"E(z) 4z°(@z-1) 4 22(z—1)
473

Er ontstaan dus N nulpunten die regelmatig verdeeld zijn over de eenheids-
cirkel en waarvan het nulpunt in z=1 wordt opgeheven door een pool,
terwijl er N polen ontstaan waarvan er N—1 in de oorsprong liggen en én
inz=1,

Indien N=3wordt de frekwentie ® = % volledig uitgefilterd en er ontstaat
tevens een sterke demping van frekwenties die hier dicht bij liggen. Indien

N=4 wordt de frekwentie & = - volledig uitgefilterd, enzovoort.

4
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In fig. 11.23 is voor enkele waarden van N de frekwentiekarakteristiek
weergegeven. Een goede filterwerking wordt ook verkregen door de kom-
binatie van een exponential smoothing filter en een moving average filter. In

w(log) —=

modulus
(dB)

T

argument
(graden)

=200t

Fig. 11.23

het eenvoudigste geval (N=2) wordt een filter verkregen met de overdrachts-
funktie:
E(z) oz  lzil 120(z+1)
E(z) z—(l—a) 2 z z—(1—a) .

(11-23)

Dit filter geeft een betere demping voor hoge frekwenties dan het exponential
smoothing filter.

Moving average filters behoren tot de klasse van transversale filters waarbij
de uitgang y(nT) slechts een funktie is van de ingangsinformatie x(n7),
x(nT—T), .... Algemeen geldt voor een transversaal filter:

y(aT) =ayx(nT)+a; x(nT—T)+ ... +a,x(nT—mT)
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X (2) z

(11-24)

De eigenschappen van dit filter worden bepaald door de nulpunten van de
overdrachtsfunktie. Indien men deze dicht bij de eenheidscirkel kiest door
de keuze van a, t/m a,, zijn bepaalde frekwenties of is een bepaalde frekwen-
tieband uit te filteren. Het nadeel van dit filter is dat er relatief veel geheugen-
plaatsen nodig zijn, t.o.v. filters met een beperkt aantal nulpunten en polen
(rekursieve filters).

De werking van een transversaal filter lijkt op die van een gewichtsfunktie
waarbij gebruik wordt gemaakt van een eindige rij die de gewichtsfunktie
bepaalt. Soms worden deze filters daarom wel finite memory filters genoemd.

Indien bijvoorbeeld een transversaal filter is gewenst met de polen- en
nulpuntenkonfiguratie van fig. 11.24, dan luidt de overdrachtsfunktie

_ G- E+3/3+3)(E+3/3-1)

Z

H(z)

P (zz+1)(zz+ﬁ.z+1) - 24 /323422 % /3.241
= " =

z z*

(4x) 1

Fig. 11.24

Door de bemonsteringsfrekwentie van het filter hoger te kiezen dan de
bemonsteringsfrekwentie van de regelaar kan men variaties in het ingangs-
signaal duidelijk afzwakken (fig. 11.25). Indien het stoorsignaal een Gauss
verdeling heeft zal de variantie van het door een moving average filter be-

; 1 .
werkte stoorsignaal met een faktor —— worden verminderd.

VN

= moving -;/—n- dig. >

ti
T avarage T compensalie T

ik i netwerk
N filter

Fig. 11.25
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In tegenstelling tot het exponential smoothing filter heeft het moving
average filter een eindige werking op het ingangssignaal; voor N =4 wordt
bijvoorbeeld de informatie van slechts 4 voorgaande punten meegenomen.

Bij een exponential smoothing filter wordt alle voorgaande informatie
meegenomen weliswaar met een afnemende gewichtsfaktor.

In het algemeen kan men stellen dat door de plaatsing van polen en/of
nulpunten langs de rand van de eenheidscirkel in het z-vlak een gewenste
filterwerking verkregen kan worden. Door polen in het doorlaatgebied en
nulpunten in het spergebied te leggen kan men een goede filterwerking
verkrijgen. Polen dichtbij de eenheidscirkel hebben echter het bezwaar dat
kleine afrondingsfouten bij de numerieke berekeningen die op de ingangs-
signalen plaatsvinden kunnen leiden tot een instabiel gedrag van het filter.
Dit probleem is niet aanwezig bij een transversaalfilter. Dit filter heeft echter
weer het nadeel dat veel meer termen in de berekeningen moeten worden
meegenomen; veel nulpunten op plaatsen waar men een verzwakking van het
signaal wenst.

Een andere mogelijkheid van filteren is een extrapolatiefilter waarbij een
schatting van de nieuwe informatie plaatsvindt uit de vorige informatie.
Deze wijze van filteren komt voor bij radarsignalen en bij de bewerking van
ingangsgegevens bij numerieke gereedschapsmachines.

Bij een lineaire extrapolatie gaat men als volgt te werk: (zie fig. 11.26)

e(t)=e(ty)+a(t—1,) (11-25)

7

”

e(lg) T

x
|
I
!
|

|
|
I
I
I
I
|

t
nT  nT+T nT+2T

Fig. 11.26

Kies voor t, =nT dan volgt
e(t)y=emT)+a- (t—nT)

a kan men bepalen indien tevens e(nT+ T) bekend is. e(nT+ T) volgt uit
emT+T)=enT)+amT+T—nT)=enT)+aT

Hieruit volgt: a= % {e(nT+T)—e(nT)}
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Er geldt dan
e(t) = e(nT) + % {e(nT+T)—e(nT)}(t—nT)

Uit e(nT) en e(nT+ T) kan dus e(n7+27T) geschat worden:
é(nT+2T) = e(nT) + % {e(nT+T)—e(nT)}2T

of (nT+2T) = —e(nT)+2e(nT+T), (11-26)

waarin é(nT+27T) de voorspelde waarde van e(n7T+2T) is op het tijdstip
nT+ T ofwel na z-transformatie:

_E_(-Z_J =2_z_1 22_1

== ol (11-27
E(z) z )
Bij een parabolische extrapolatie gaat men als volgt te werk.
De parabool wordt beschreven door de vergelijking
e(t) =ey+al(t—1t,)* (11-28)

Zie fig. 11.27.

e(lo)1

nT-2T [ lo T nleT
nT=T

Fig. 11.27

Hierin zijn ey, a en 1, te bepalen uit 3 waarden van e(?) op de bemonsterings-
tijdstippen: nT, nT—T en nT—2T.
Immers :

e(nT) = eg+a(nT—ty)* = eg+a(m®*T>—2nTty+13)

e(nT—T) = eg+a(nT—T—t,)?

= eo+a(n*T>—2nT*+T*—2nTty+2 Tty +13)
e(nT—2T) = ey +a(nT—2T—t,)*
= eo+a(m®T?>—4nT>+4T*—2nTt,+4 Tty +13)

Hieruit kunnen a, e, en f, berekend worden.
Voor de geschatte waarde e(n7+ T') volgt tenslotte:

e(nT+T)=3e(nT)—3e(nT—T)+e(T—2T), (11-29)
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waarin é(nT+ T') de voorspelde waarde van e(n7+ T) is op het tijdstip nT
of wel na z-transformatie: y

— 2
D@ L5t aomin e 2200 (11-30)
E(2) Z

Tenslotte wordt nog gewezen op de mogelijkheid gemeten data eerst te
bewerken voordat er verdere berekeningen mee worden uitgevoerd (off-line
filter). Hierbij kan men voor de gefilterde informatie &(n7T") gebruik maken
van alle beschikbare informatie op tijdstippen ¢t =kT met k=...n—1, n,
n+1, .... Een eenvoudig filter is het volgende:

e(nT) = t{emT—T)+2e(nT)+e(nT+T)} (11-31)
Na z-transformatie geldt:

E@) _

EG) " (11-32)

zz+2z+1)_1(z+l)3
4 z

o 1
L te2e )—4(

Z

z-vlak

Fig. 11.28

Zoals uit het polen- en nulpuntenbeeld blijkt geeft dit filter voor elke fre-
kwentie een fasebijdrage nul.
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XII. Toestandsbeschrijving
van regelsystemen

12.1 INLEIDING

Sinds de jaren zestig is de beschrijving van systemen met behulp van toe-
standsvergelijkingen sterk opgekomen. Het is daarom alvorens deze methode
te behandelen zinvol deze methode te vergelijken met de klassieke analyse-
en ontwerpmethoden zoals de frekwentieresponsiemethode en de polen-
en nulpuntenmethode. Enige voor- en nadelen van de toestandsbeschrijving
t.o.v. de klassieke methoden zijn:

1. De toestandsbeschrijving formuleert het systeem in het tijddomein. Door
gebruik te maken van een beschrijvingswijze in matrices en vektoren ontstaat
een kompakte formulering; de berekening is echter omvangrijk ook voor
problemen die m.b.v. de Laplace- of z-transformatie snel oplosbaar zijn.

Meer ingewikkelde systemen, zoals systemen met meer in- en uitgangen en
tijdafhankelijke systemen, die m.b.v. de klassicke methoden niet of nauwe-
lijks oplosbaar zijn, vereisen als ze met toestandsvergelijkingen worden be-
schreven weinig meer werk dan voor eenvoudige systemen. In fig. 12.1 is zeer
kwalitatief hiervan een beeld geschetst, waarbij de ,,ingewikkeldheid ” van het
systeem toeneemt van lineaire systemen met één in- en uitgang, via lineaire
systemen met meer in- en uitgangen naar niet-lineaire en tijdafhankelijke
systemen.

s
"ingewikkeldheid' klassieke o

7
van hel systeem methoden -
F

L _“loestandsvergelijkingen

— lijd nodig voor oplossing

Fig. 12.1

2. Bij de toestandsbeschrijving staat centraal het begrip toestand; hiermee
wordt alle informatie bedoeld die op een zeker tijdstip nodig is om het vol-
ledige gedrag van een systeem te kunnen bepalen, d.w.z. zowel de externe
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dynamica (ingangs- uitgangsrelatie) als interne dynamica (wat gebeurt er in
het systeem zelf) worden bij deze methode bepaald. Ook beginvoorwaarden
ongelijk aan nul worden in de toestandsbeschrijving zonder verdere kom-
plikaties direkt meegenomen, en zijn vaak zelfs essentieel in de probleem-
stelling.

Bij klassieke methoden staat centraal de ingangs- uitgangsrelatie van een
systeem, beschreven door de overdrachtsfunktie.

3. Bij de toestandsbeschrijving is het gebruikelijk de waardering voor het
ontworpen systeem in een integraalkriterium uit te drukken.

Hierin komen alle van belang zijnde grootheden voor en is de regeling door
wijziging van de weegfaktoren in dit kriterium op een systematische wijze te
beinvloeden. Het regelprobleem leidt dan tot een optimaliseringsprobleem,
waarbij de toestandsbeschrijving reeds de juiste formulering van het systeem-
gedrag geeft die aanpast op de optimaliseringsmethoden (b.v. optimaliseren
volgens de methode van Pontryagin of dynamisch programmeren).

Bij de klassicke methoden heeft men veeleer te maken met een gevoels-
matige aanpak van het optimaliseringsprobleem, waarin de optimale oplos-
sing tot uitdrukking komt in een aantal specifieke kenmerken, zoals fase- en
versterkingsmarge, en relatieve en absolute dempingsfaktoren.

Juist bij systemen waarbij interaktie optreedt tussen diverse regelingen en
waarbij een maximaal rendement wordt vereist van het gehele komplex van
regelkringen is door invoering van een beoordelingskriterium waarin het
volledige gedrag van het systeem tot uitdrukking komt de toestandsbe-
schrijving een beter uitgangspunt dan de klassieke beschrijvingswijze.

4. In de toestandsbeschrijving is het niet altijd eenvoudig snel een verband
te leggen met het fysische systeem. Speciale vormen van toestandsbeschrijving
komen aan dit bezwaar enigszins tegemoet. Voor systemen met meer in- en
uitgangen bieden de klassieke methoden echter ook geen snel inzicht in het
voornaamste systeemgedrag.

5. Hoewel tot nu toe de toepassing van de toestandsbeschrijving voorna-
melijk beperkt is tot lineaire systemen, is het in principe mogelijk ook het
gedrag van niet-lineaire en tijdafhankelijke systemen hiermee te beschrijven.
Dit is niet mogelijk met de klassiecke methoden. Met name in het stabiliteits-
onderzoek van niet-lineaire systemen is de toestandsbeschrijving bruikbaar
gebleken (tweede methode van Liapunov en de daaruit afgeleide methoden).

6. Bij de theoretische modelvorming van systemen kan men direkt komen tot
een beschrijving van systemen in toestandsvergelijkingen. De klassicke
methoden sluiten meer aan bij de experimentele modelvorming van systemen
met behulp van testsignalen.

230



12.2 BESCHRIJVING VAN KONTINUE SYSTEMEN IN
TOESTANDSVERGELIJKINGEN

Elk dynamische systeem wordt volledig beschreven indien het verloop van
een aantal karakteristieke grootheden die het systeem beschrijven volledig
bekend is. Bij een massa-veersysteem waarin de grootte van de massa en de
eigenschappen van de veer en de demper bekend zijn, ligt de beschrijving van
het gehele systeem vast indien op elk moment de positie en de snelheid van de
massa bekend is. Bovendien moet natuurlijk de uitwendige kracht die op dit
systeem werkt bekend zijn. Het massa-veersysteem (zie ook monografie I,
hoofdstuk V) wordt beschreven door een tweede orde differentiaalver-
gelijking. De orde van het systeem bepaalt tevens het aantal karakteristicke
grootheden (de toestand) van het systeem indien het systeem lineair is. De
toestand is dus i.h.a. een meerdimensionale grootheid en kan voorgesteld
worden door een vektor. De toestand van een systeem wordt als volgt
gedefinieerd.

De toestand x(#,) van een systeem omvat alle informatie om het gedrag
van het systeem vanaf ¢ = 7, volledig te bepalen indien tevens de sturing vanaf
t, bekend is en de systeemvergelijkingen gegeven zijn.

Voorbeeld 12.1
Stel dat een systeem beschreven wordt door de differentiaalvergelijking:

d*y(1) dy (9
——= + by —=+b,y(t) = Ku(l)
dr? ' ode ¥

Er moet aan de volgende voorwaarden worden voldaan om de toestand van

het systeem vast te leggen.

1. De specifieke eigenschappen van het systeem moeten bekend zijn, d.w.z.
by, b, en K en bovendien moet de algemene gedaante van de vergelijking
bekend zijn.

2. Indien als begintijdstip ¢ =1¢, gekozen wordt, dient u(t) vanaf t=1¢,
bekend te zijn.

d d

3. Als toestand kan gekozen worden y(¢) en d_J: d.w.z. y(t) en }(;Et)
tijdstip ¢ = #, moeten gegeven zijn, om vanaf f =1, het gedrag van het
systeem volledig vast te leggen.

op het

De toestand ( (1), %) is impliciet aanwezig in de differentiaalvergelijking.

Door de differentiaalvergelijking te splitsen in twee eerste orde differentiaal-
vergelijkingen wordt een expliciete beschrijving van de toestandsgrootheden
verkregen:

Stel y(f) = x;(f) en = x,(1)

dy(®)
dt
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dan kan de tweede orde differentiaalvergelijking gesplitst worden in de vol-
gende eerste orde differentiaalvergelijkingen in

x1 (1)
: x(t) =
x, (1)
= %0
% = “ble(t)—bl xz(t)‘l'KH(t). (12‘1)

Het is gebruikelijk deze vergelijkingen in matrixvorm te noteren:

%(t) = Ax(t)+bu(t) (12-1)
d.w.z. voor dit voorbeeld:
55; 0 1 Xy 0
= + u
x5 —b, —by/ \x; K
0 1 0
met 4 = en b=
_bz "’bl K

Deze beschrijvingswijze is ook mogelijk voor systemen met meer ingangen.
De vektor b wordt dan een matrix, terwijl # een vektoriéle grootheid wordt.

Voorbeeld 12.2

Een systeem met 2 ingangen wordt voorgesteld door het volgende blok-
schema (fig. 12.2).

Fig. 12.2

Dit systeem wordt beschreven door de volgende differentiaalvergelijkingen:
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d___2y1+3%

=u;—2
dt? de L3
dz)’z dy,
=u,—2—-y
dr? e
d
Stel x; = y, en Xp= £h
dt
d
Xas="l)a en Xq = 2z
dt

Het stelsel toestandsvergelijkingen wordt hiermee aldus:

Xy = %X

iz = —3x2—2x3+u1

i3=x4

X4 = —2x,—X3+U,

of in matrix-vorm notatie: X = Ax+ Bu (12-2)

0 1 00 00

! 0 -3 -2 0 1 0

X = x+ u
0 0 0 1 00
0 -2 -1 0 0 1
i) (S —

A B

met

X1

X2

I
Il
[}
=
I=
Il
S
J.: =
R

X3
X4
De vergelijking X = Ax+ Bu geeft de interne dynamika van het systeem
weer. Vaak is men vooral geinteresseerd in de waarde van de uitgangsgroot-
heid van het systeem, beschreven als funktie van de ingang en de toestand.
In het algemeen kan gesteld worden:
y=Cx+Du (12-3)
waarin y de uitgangsgrootheden weergeeft.
Voor voorbeeld 12.1 geldt:
Xy
Y = X dus y={ 0) +(0)u
X2
metC=¢c"=( 0)enD=0
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Voor voorbeeld 12.2 geldt:

Y1 X1
Y= = of in matrixvorm
Va2 X3
1 000 0 0
y= X+ u
0 010 0 0
—_— B
C D

Algemeen wordt een lineair tijdonafhankelijk systeem van de n% orde met p
ingangen en m uitgangen dus beschreven door de volgende toestandsver-
gelijkingen:

%=Ax+Bu (12-4)

waarin 4 een n x n matrix, B een n X p matrix, x en X n-dimensionale vektoren
zijn, en u een p-dimensionale vektor is.
De uitgangsrelatie luidt als volgt:

y=Cx+Du (12-5)

waarin C een m xn matrix, D een m X p matrix en y een m dimensionale
vektor is. Voor systemen met één ingang u en één uitgang y worden deze
vergelijkingen:

X =Ax+buen , (12-6)
y=c"x+du (12-7)

waarin b een n dimensionale vektor, ¢ een n dimensionale getransponeerde
vektor en d een scalar is. In vele gevallen zal d =0 zijn.

De toestand van een systeem kan op verschillende manieren voor een
bepaald gegeven systeem samengesteld worden.

De dimensie van de toestand blijft echter ongewijzigd.

Voorbeeld 12.3

d’y _dy h
Gegeven een systeem beschreven door a2 +3 T + 2y =u (zie fig. 12.3).
Dit systeem wordt beschreven door 2 toestandsgrootheden x, en x,.

De toestand kan op een aantal wijzen gekozen worden.

Keuze I. y =x, en %:xz. Er geldt:

Ofs T 0
x= x+ | |u
-2 -3 1

eny=(1 0)x
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Keuze 2
Uit fig. 12.4 waarin de overdrachtsfunktie van het systeem is opgesplitst
in twee eerste orde overdrachtsfunkties volgt: -

gEghe sl | oy DS (G Y 0% N B [
p%3p+2 p+2 p+1
Fig. 12.3 Fig. 124
X1+X%1 = X, Xy = —X1+x;
of
$3+2x2 =Uu xz = —Zx;'l'u
of in matrix vorm:
-1 1 0
%= x+ u en y=(@1 0x
0 -2 1

Keuze 3. Uit fig. 12.5 waarin de overdrachtsfunktie van het systeem is
opgesplitst in twee paralleltakken volgt:

)'C1+x1=u il‘: _x1+u
of

£2+2x2 = —Uu x'z — _2x2+u

y=X1+X,

Fig. 12.5

of in matrixvorm:

-1 0 1
X = x+ u en y=(, Dx
0 -2 -1
Er zijn (aftelbaar) oneindig veel mogelijke toestandsbeschrijvingen van

hetzelfde systeem mogelijk. Elke lineair onafhankelijke kombinatie van de
elementen van x levert weer een nieuwe toestand x' op.
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12.3 OPLOSSING VAN DE KONTINUE TOESTANDSVERGELIJKINGEN

Het stelsel toestandsvergelijkingen:
X = Ax+ Bu

kan opgelost worden indien A en B bekend zijn, x(#,) bekend is en u vanaf
t =1, bekend is. Neem 1, =0. Eerst wordt het homogene geval bekeken
waarin dus u = 0.

Stel dat de oplossing een machtreeks is van de volgende gedaante:

() =T+K 1+ K12+ K, 13 +...) x(0) (12-8)
waarin I, K,, K, ... nx n matrices zijn.
Er geldt dan:

X(1)=(K,+2K,t+3K5t*+...) x(0) (12-9)

Dit ingevuld in de toestandsvergelijking X = Ax geeft:
(K1 +2K,1+3K51%) x(0) = (AI+AK t+...) x(0) (12-10)

waarin I de eenheidsmatrix is.
Uit (12-10) volgt:

Kl =A
2K2=AK1=A2=>‘K2=‘21_1A2

3K; = AK, = 343 = K, = -31—',43 (12-11)

€nz.

Algemeen kan dus gesteld worden : K, =L!A‘l (12-12)
n!

zodat de algemene oplossing van de toestandsvergelijking wordt:

AZ
x(t) = (1+Ar + 5 i +) x(0)

Een eigenschap van de matrixfunktie e*’ (zie monografie III) is echter:

AZ
e‘”=I+At+;t2+... (12-13)
zodat geldt:
x(1) = e x(0) (12-14)
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Voor t, # 0 kan worden afgeleid: x(z, t,) = e~ x(z,).
Vervolgens wordt het niet-homogene geval beschouwd:

%=Ax+Bu of (x—Ax)=Bu (12-15)

Vermenigvuldig met e ™4, dan geldt:

e M (x—Ax)=e " Bu. (12-16)
Een eigenschap van matrixfunkties is de volgende:
S = — A e = () (12-17)
t

Door gebruik te maken van deze eigenschap volgt:
—( *x) =e *"Bu (12-18)
Deze uitdrukking wordt nu geintegreerd van ¢ =0 tot ¢:

e " x(t)—x(0) =J: e Bu(r)dr. (12-19)
Vermenigvuldig vervolgens beide zijden met e*’ dan volgt:

x(t) = e*'x(0) + j; e~ Bu(7)dr. (12-20)

Dit is de algemene oplossing van de toestandsvergelijking X = Ax + Bu.

De eerste term van het rechterlid van (12-20) geeft het overgangsverschijn-
sel weer indien geen ingang aan het systeem wordt aangeboden maar het
systeem in een begintoestand x(0) verkeert.

De tweede term van het rechterlid van (12-20) is verantwoordelijk voor het
overgangsverschijnsel tengevolge van de ingang u over het tijdinterval 0
tot ¢. Indien als begintijdstip ¢ = f, wordt gekozen luidt de oplossing van de
toestandsvergelijkingen:

t

x(t, o) = €17 x(1,) +J e~ Bu(t)dr. (12-21)
to

De matrix e~ algemeen gedefinieerd als ®(t, #,) wordt de fundamentele

of oplossingsmatrix van het systeem genoemd.

Een uitvoerige beschrijving van kontinue systemen in toestandsvergelijking
vindt plaats in monografie III. In deze paragraaf zijn slechts algemene
aspekten naar voren gekomen die van belang zijn voor de volgende para-
grafen.
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12.4 BESCHRIJVING VAN DISKRETE ELEMENTEN IN
TOESTANDSVERGELIJKINGEN

In digitale regelsystemen en systemen met signaalbemonstering komen zowel
diskrete elementen voor beschreven door differentievergelijkingen als kon-
tinue elementen beschreven door differentiaalvergelijkingen waarvan het
ingangssignaal tussen bemonsteringstijdstippen konstant gehouden wordt,
indien wordt aangenomen dat deze elementen voorafgegaan worden door
nulde orde houdschakelingen.

Ook voor systemen met signaalbemonstering en digitale regelsystemen
kunnen toestandsvergelijkingen worden opgesteld die het systeem volledig
beschrijven (diskrete elementen) of alleen op de bemonsteringstijdstippen
(bemonsterde kontinue elementen).

Voor diskrete lineaire elementen gelden de volgende vergelijkingen:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu (k) (toestandsvergelijking) (12-22)
(k) = Cx(k)+ Du (k) (uitgangsrelatie) (12-23)

Deze vergelijkingen beschrijven de toestand op elk diskreet moment als een
funktie van de voorgaande waarde van de toestand en de toegevoerde
ingang. Indien de toestand x(0) en de ingang u(k) voor k=0, 1, 2, 3 ...
bekend zijn kan op iteratieve wijze de toestand x (k) bepaald worden:

x(1) = Ax(0)+Bu(0) hieruit volgt x(1)

x(2)=Ax(1)+Bu(1) hieruit volgt x(2)
enzovoort.
Hieruit valt af te leiden dat de toestand van diskrete systemen eenvoudiger
te bepalen is dan van kontinue systemen.
Het is ook mogelijk uitgaande van de toestand x(0) en de ingang u (k) voor
k=0, 1, 2, ... de toestand x(k) te bepalen zonder de tussenliggende toe-
standen hiervoor te gebruiken.

x(1) = Ax(0)+ Bu(0)
x(2) = A(Ax(0)+ Bu(0))+ Bu(1) = 4%x(0)+ ABu(0)+ Bu(1)
x(3) = A(A*x(0)+ ABu(0)+ Bu(1))+ Bu(2) =

— A3x(0)+ 42 Bu(0)+ ABu(1)+ Bu(2)

Algemeen geldt:

1

(V) = 450+ ¥, A" Bu(i (12-24)

0

D.w.z. de toestand wordt bepaald door een term afkomstig van de begin-
voorwaarde en een term afkomstig van het ingangssignaal.
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Voor de uitgangsrelatie wordt gevonden:

Y(N) = Cx(N)+Du(N)

= CAx(0) + Nf CAY '~ Bu(i)+ Du(N) (12-26)
i=0

De impulsresponsie van het systeem volgt eveneens hieruit door als
ingang de reeks {1, 0, 0, 0, ...} toe te voeren en de beginvoorwaarde x(0) =0
te kiezen. Waaruit volgt:

y© =D
y(N)=CA""" Bu(0) met N=1,2,3,..., (12-27)

Voorbeeld 12.4
Een kleinhandelaar bestelt periodiek een bepaald produkt bij een groot-
handelaar. De kleinhandelaar verkoopt in deze termijn steeds hetzelfde aan-
tal, 1000 stuks. Bovendien wil hij graag 300 stuks in voorraad hebben op de
besteldatum.
Zijn bestelpolitiek is de volgende:
bestel voor de aankomende periode hetzelfde aantal dat de voorgaande
periode verkocht is, vermeerderd of verminderd met het aantal dat afwijkt
van de buffervoorraad.
1. Beschrijf wat er gebeurt als de verkoop terugvalt van 1000 naar 900.
2. Beschrijf wat er gebeurt als de verkoop gaat wisselen gedurende de eerst-
volgende perioden van 900 tot 1100 en omgekeerd.
Aangenomen wordt dat de levertijd kleiner is dan de periodeduur.

De toestand waarin de kleinhandelaar geinteresseerd is, en die hij zelf kan
beinvloeden is de bestelling x, () voor periode N, en de voorraad op het
tijdstip N:x, (N).

Deze toestandsgrootheden worden beinvloed door de verkoop over een
bepaalde periode: u, (NV) en de gewenste buffervoorraad u, (N) op een bepaald
tijdstip.

De grootheid u, kan echter ook als een setpoint worden opgevat. De
volgende toestandsvergelijkingen gelden bij de gevolgde bestelpolitiek:

X (N+1D)=u,(N)+u,(N+1)—x,(N+1)
X3 (N+1) = x,(N)+x, (N)—uy (N)
Substitueer de tweede vergelijking in de eerste, terwijl tevens u,(N+1) =

= u, (N) = 300 voor alle ¥,
dan volgt hieruit het volgende stelsel:

X (N+1)= —x;(N)—x,(N)+2u; (N)+u, (N)
X, (N+1)=x;(N)+x,(N)—u (N)
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of in matrixvorm geschreven:

i | 2081
x(N+1) = x(N)+ u(N)
s AR — 190

Oplossing eerste probleem : De verkoop valt terug van 1000 naar 900 stuks.
De volgende gegevens staan ter beschikking:

x4 (0) = 1000, x,(0) = 300, u, (0) =900
uy (N) = 300
Iteratieve methode:

%, (1) = —x; (0) — x5 (0)+ 21, (0) + 5 (0) = — 1000— 300+ 1800 +300 =
— 800

x5 (1) = x; (0) + x5 (0) — 2, (0) = 1000+ 300— 900 = 400
x1(2) = —x;(1)—x, (1) +2u, (1) +u, (1) = — 800 —400+ 1800+ 300 =
=900

%, (2) = x; (1) +x, (1) =1, (1) = 800 +400— 900 = 300

x:(3)= =%, (2)—x,(2)+2u; (2) + 1, (2) = —900—300 + 1800+ 300 =
=900

enzovoort.
Uitgaande van de beginvoorwaarde en de ingang wordt (12-24) gebruikt.

(—1) =1\ [-1 -1\ 00
Aangezien 4.4 = )

1 1 1 1 00

ontstaat de volgende oplossing
x(1) = 4x(0)+Bu(0) en
X(N)=Bu(N—1)+ABu(N—-2) voor N>1

—1 -1\ /1000 2 1\ /900 800
Dus x(1) = v + =
1 1 300 —1 0/ \300 400
en x(N) voor N >1
2 1\ /900 -1 -1 2 1\ (900 900
x(N) = + =
—1 0/ \300 1 1/ \—=1 0/ \300 300

X1 (N), x,(N), u;(N) en u,(N) zijn in fig. 12.6 weergegeven.
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Fig. 12.6

Oplossing tweede probleem: De verkoop wisselt periodiek tussen 900 en
1100 stuks. De volgende gegevens staan ter beschikking.
x4 (0) = 1000, x, (0) = 300, u, (0) = 900
u, (1) = 1100, u, (2) = 900, enzovoort en u, (0) = 300.
Iteratieve methode:
x4, (1) = —x,(0)—x,(0)+2u; (0)+u, (0) = —1000—300+ 1800+ 300 =
=800

%1 (2) = —x; (1) =%, (1) +2u; (1) +u, (1) = —800— 400+ 2200 + 300 =
= 1300

%5 (2) = x; (1) +x, (1) — 5 (1) = 800 +400— 1100 = 100

x,(3) = —x;(2)—x,(2)+2u; (2)+u,(2) = —1300— 100+ 1800+ 300 =
=700

%, (3) = X, (2) + x5 (2) — uy (2) = 1300+ 100— 900 = 500

enzovoort.
Oplosmethode volgens (12-24)
800
x(1) = Ax(0)+Bu(0) =
400

2 1\ fu;(N-1) -1 =1\ [{u;(N=-2)
x(N) = +

=1 0/ \uin=1 1 1) \u,(N—-2)

Als N even is, geldt u,(N—1) =1100

en als N oneven is geldt u; (N—1) =900
Bovendien geldt: u, (N—1) = u, (N—2) =300
Voor N even geldt:

xy(N) 2 1\ /1100 =i | 900 1300
= =+ =
x,(N) -1 0/ \ 300 1 1 00 100

L5 ]
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voor /N oneven geldt:

%, (N) 2 1\ /900\ /-1 -1\ /1100\ /700
= + ==
x,(N) -1 0 300 1 1 300 500

x;1(V), x,(N), uy (N) en u,(N) zijn in fig. 12.7 weergegeven.

800
600 |

Fig. 12.7

De bestelpolitiek blijkt goed te voldoen voor blijvende verstoringen, maar
blijkt slecht te voldoen voor wisselende verstoringen.

12.5 BESCHRIJVING VAN KONTINUE ELEMENTEN VOORAFGEGAAN
DOOR EEN NULDE ORDE HOUDSCHAKELING IN TOESTANDSVERGE-
LIJKINGEN

De delen van een systeem die kontinu en lineair zijn worden beschreven door
het volgende stelsel vergelijkingen:

X=Ax+Bu en y=Cx+Du (12-28)

De oplossing van dit stelsel luidt:

t
x() = e x(1,) +J e’ 9 Bu(zr)dr (12-29)
to

In een signaalbemonsterd systeem met een nulde orde houdschakeling wordt

het ingangssignaal u(7) konstant gehouden gedurende de bemonsterings-

periode zodat geldt: u(t)=u(NT) gedurende het tijdsinterval NT< t<NT+T.
De oplossing van de toestandsvergelijkingen gaat op het bemonsterings-

tijdstip # = T over in de volgende vergelijking met begintijd 7, = 0

T

x(T) =e*"x(0) + | e*" ?Bu(r)ds (12-30)
Jo
Gedurende het tijdsinterval 0 < < T geldt dat u(z) = u(0) zodat
e o
x(T) = e*"x(0) + | e*T?Bdz-u(0). (12-31)
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T
Indienj eT~9 Bdt = H(T) wordt gesteld, geldt dus (12-32)
0
x(T) =7 x(0)+ H(T) u(0). (12-33)

Voor het tijdstip £ =27 kan de volgende vergelijking worden genoteerd als
de begintijd #, = T gekozen wordt.
2T

x(2T) = e*Tx(T) +J‘ T Bdr-u(T) (12-34)

T

Stel ! =7— T dan gaat deze uitdrukking over in

T
=e1Tx(T) +I AT~ Bde! - u(T)
0

= e*"x(T)+H(T)u(T) (12-35)
Algemeen geldt dus:
x(NT)=e*" x(NT-T)+ H(T) u(NT-T) (12-36)

De toestand van het kontinue element is dus langs iteratieve weg volgens
bovenstaande formule te bepalen op de bemonsteringstijdstippen.

Voor een niet-singuliere matrix 4 d.w.z. det 4 # 0, kan H(T) bepaald
worden als volgt:

T T
H(T) =J. T " Bdr = GATJ.O e 4 Bdr
0

T 2.2 3 .3
e‘”J‘ I:I—A-.-:+A L -—A—T+...]Bd1:
0 2! 31

2 2.3 Tr
=e‘”|:1‘r-—A—t+A - ] B
2! 3! o

+

22 33
e”A*‘[—HAT—A; A; ...+I]B

=e'TA ' [I-e *T]B = A '[e*™~I]B (12-37)

omdat e 4™ = A~ e4T, hetgeen door uitschrijven van e*” aangetoond kan
worden. Het is mogelijk ook bij deze systemen x(NT) te schrijven als de som
van een term afkomstig van de beginvoorwaarde x(0) en een term afkomstig
van de ingangssignalen u (0), u(7), u(2T), enzovoort.

Er geldt namelijk:

x(2T) = e*" x(T)+ H(T) u(T)
= e'T(e*" x(0)+ H(T) u(0))+ H(T) u(T)
= (e"")? x(0)+e*" H(T) u(0)+ H(T) u(T)
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bdedd 1 -4 _— =

Algemeen geldt:
N-1
x(NT) = )30 + Y D" ' "'H(T)u(T) (12-38)
i=0

De toestandsbeschrijving op de bemonsteringstijdstippen van lineaire

signaalbemonsterde systemen voorafgegaan door een nulde orde houd-

schakeling is equivalent met de toestandsbeschrijving van diskrete elementen.
Het is echter ook mogelijk bij kontinue elementen de toestand te bepalen

op tijdstippen die tussen de bemonsteringstijdstippen inliggen.

Op het tijdstip NT+A4T met 0<4 <1 geldt het volgende:

X(NT + AT) = e*T™x(NT) + H(AT) u(NT) (12-39)
'AT
met H(AT) = J eUT=9 s, (12-40)
0
Voorbeeld 12.5

%(1) = —ax(t)+u

Op de bemonsteringstijdstippen geldt:
x(NT+T) = e “Tx(NT) — L (e T =1 u(NT)
a
Tussen de bemonsteringstijdstippen geldt:

Xx(NT+A4T) = e “Tx(NT) + L A—e"*“Tyu(NT)
a

12.6 OPLOSMETHODEN VOOR (e")¥ EN 4V

Voor de oplossing van de vergelijkingen die de toestand beschrijven is het

nodig de matrices e4”, (e4)*”, (e")" en A" te bepalen.

Oplossing van deze matrixfunkties is mogelijk via diverse methoden. Het
rekenwerk neemt snel toe met de orde van 4 en het zal daarom veelal nodig
zijn hiervoor een rekenmachineprogramma te schrijven.

Op een vijftal mogelijke oplosmethoden wordt in appendix B nader inge-
gaan. Deze methoden zijn:

1. toepassing van de inverse Laplacetransformatie of de inverse z-trans-
formatie. Deze procedure vereist veel werk en bovendien de inversie van
een matrix waarin de elementen funkties van p resp. z zijn. Voor een-
voudige systemen is deze procedure met de hand uit te voeren. De
procedure is niet geschikt voor een numerieke oplosmethode.

2. toepassing van het theorema van Leverrier.
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Deze procedure vereist geen matrix inversie en is bovendien een iteratieve
procedure zodat de methode eenvoudig te programmeren is. Bij de
terugtransformatie ontstaan echter problemen omdat gemeenschappelijke
faktoren in de teller- en noemerpolynomen opgespoord moeten worden.

3. diagonaliseren van de matrix. Hierbij dient de matrix 4 of e*” eerst
gediagonaliseerd te worden, hetgeen de berekening van de eigenwaarden
en eigenvektoren vereist. De inversie van een diagonale matrix is echter
eenvoudig, te meer daar de elementen geen funkties van p of z zijn.

4. toepassing van het theorema van Cayley-Hamilton. Hierbij wordt de
matrixfunktie ontwikkeld in een eindige som van matrices. Deze methode
vereist de bepaling van de eigenwaarden van het systeem en het oplossen
van n vergelijkingen met » onbekenden.

5. reeksontwikkeling van e4”, Het aantal termen dat meegenomen moet
worden is vaak groot (slechte konvergentie), vooral indien de eigen-
waarden van het systeem ver uit elkaar liggen. De berekening van AN kan
plaatsvinden door A¥ ! te vermenigvuldigen met 4. Dit vereist voor elke
waarde van N een nieuwe berekening (matrixvermenigvuldiging).

12.7 DE OVERDRACHTSFUNKTIE EN DE OVERDRACHTSMATRIX VAN
BEMONSTERDE EN DIGITALE SYSTEMEN

Een diskreet systeem wordt als volgt beschreven:
x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)

y(k) = Cx(k)+ Du (k) (12-41)
Door hierop de z-transformatie toe te passen ontstaat:

zX (z)—zx(0)= AX (2)+ BU(2) (12-42)

¥(2)=CX(2)+DU(2) (12-43)
Uit (12-64) volgt X(z)

X (2) = (zI—A)~! zx(0)+(zI— A)~" BU(2) (12-44)
Dit ingevuld in (12-65) geeft

Y(z) = C(zI—- A)~" zx(0)+[C(zI—A)~' B+ D] U(2) (12-45)

Hieruit volgt de overdrachtsmatrix van het systeem indien het systeem meer
in- en uitgangen heeft door x(0) = 0 te stellen.

XY@ _ cr—ay-'B+D (12-46)
U@

Als het systeem één ingang en één uitgang heeft luidt de overdrachtsfunktie:
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h(E)

= c"(zI-A4)"! = 12-47
UG c(z ) " b+d = H(z) ( )

In vele gevallen is d = 0.
De overdrachtsmatrix of overdrachtsfunktie kan ook bepaald worden uit
de impulsresponsie (d.w.z. de responsie op de ingangsrij {1,0,0,0, ...}.)
Indien x(0) =0 volgt: y(N) = Cx(N)+ Du(N)
met x(N) = A" "' B, omdat u(0) =1 met u(N)=0 voor N > 1.

Y(z) = f y(N)z™Y = f CAY Bz N (12-48)
N=0 N=1

Deze afleiding geldt indien D =0.
De overdrachtsmatrix en overdrachtsfunktie zijn hieronder schematisch
weergegeven (fig. 12.8 en 12.9).

+ Y(z)
D
+
U(z) - z X(z) (2)
¥ B 2 c j

+

Y(z)

Fig. 12.9

12.8 GEKOMBINEERDE SYSTEMEN

Indien het systeem is opgebouwd uit elementen die op zichzelf beschreven
worden door toestandsvergelijkingen kan ook de toestandsvergelijking van
het gehele systeem worden opgeschreven. Hieronder volgen enkele voor-
beelden voor systemen met één in- en één uitgang.

1. twee elementen parallel (zie fig. 12.10).




Het eerste element wordt beschreven door:
x'(k+1) = A, x' (k) + by u(k)
Y1 = f_—'flcl +diu

en het tweede element wordt beschreven door:
x'(k+1) = A, x" (k) + by u(k)
v, =cx'+du

In dit geval geldt: y =y, +y,

1

X
Stel x = dan geldt:
511
4, 0 by
x(k+1) = x(k)+ u(k) (12-49)
0 A4, by

y(k) = (c1, €3) x(k)+(dy +dy) u

2. twee elementen in serie (zie fig. 12.11).
Van belang is het verband tussen u =u, en y = y,, bovendien geldt y, = u,

T I

Fig. 12.11

De volgende vergelijkingen gelden in dit geval:

x'(k+1) = A, x" (k)+ by u(k)
XM (k+1) = A, x' (k) + by py(k) = Ay x" (k) + by (c] x* (k) +d u(k))
y(R) = 3 x" () +dy 1 (K) = 3 5" (k) +d; (c1 x" (k) +dy u (k)

1

X
Stel x = dan gelden de volgende matrixvergelijkingen:
11
Ay 10 b,
x(k+1) = x(k)+ u(k) (12-50)
byei A b, d,

en
y(k) = (dy¢1, ¢3) x(k)+dy dy u(k)

3. teruggekoppeld systeem (zie fig. 12.12).
Er wordt aangenomen dat het element in de voorwaartse weg beschreven
wordt door:
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x(k+1) = Ax(k)+ bu(k) en

y(k)=c"x(k)
De term du(k) wordt niet meegenomen omdat dit aanleiding geeft tot fysisch
niet voorkomende situaties. In de vorige situaties is 4 wel meegenomen
omdat het mogelijk is dat er slechts diskrete elementen zijn. In dit geval wordt

er van uitgegaan dat er minstens één kontinu element in de regelkring aan-
wezig is.

y
R+u by

Fig. 12.12

Voor het teruggekoppelde systeem geldt:
u(k) = r(k)—y(k)
Het verband tussen r(k) en x(k) wordt bepaald door u(k) te elimineren:
x(k+1) = Ax(k)+ br(k)—by (k) = Ax(k)+br (k) — be" x (k)

= [A—bc"]x (k) + br(k) (12-51)
Bovendien geldt:
y(k) =c"x(k)

Systemen met signaalbemonstering kunnen op dezelfde wijze beschreven
worden als in de hiervoor gegeven voorbeelden met 4, 4, en A respektie-
velijk e1T, e#2T en e4” en by, b,, b, resp. hy(T), h,(T) en h(T).

Het werken met gekombineerde systemen wordt aan de hand van het vol-
gende voorbeeld geillustreerd.

Voorbeeld 12.6 Beschrijf het systeem volgens fig. 12.13 in toestandsverge-
lijkingen die het systeem beschrijven op de bemonsteringstijdstippen.

Fig. 12.13

Neem aan dat het diskrete element beschreven wordt door de toestand x!
en het kontinue element (proces voorafgegaan door een nulde orde houd-
schakeling) beschreven wordt door de toestand x'!.

Voor het kontinue element wordt de volgende toestandsvergelijking gevonden
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en y(kT) = (1, 0)x"' (k7).
Stel dat de digitale regelaar D beschreven wordt door de volgende differentie-
vergelijking:

xy(kT+T) = —ayxy(kT)+byu, (kT) en

y1(kT) = xo(kT)+dyu, (kT)

dan geldt voor de voorwaartse weg (zie geval 2):

I 1—e" TietT—1
X' (kT+T) = x"(kT)+ u, (kT)

xo(k+1)
xiMk+1)| = x(k+1)
x3 (k+1)
—a, 00 by
=|T+e T—1 1 1—e"T|x(k)+ | (T+e T=1)d, |u; (k)
1—e7T 0 T (1—e"Td,
A e

en
yk)=@© 1 0)x(k)

Voor het teruggekoppelde systeem (zie geval 3) dient be” berekend te worden

b, 0 b, 0
be" =|(T+e™"=1)d; | (01 0) =[0 (T+e T—1)d; 0
(1—e"Dd, 0 (1—e"Md, 0

zodat voor het teruggekoppelde systeem met
x(k+1)=(4—bc") x(k)+br(k) en y = " x(k) geldt:

—a, —b; 0
x(k+1) = | T+e™T—1 1—(T+e "=1)d;, 1—e T |x(k)
1—eT —(1—e"T)d, d

bl
+ [ (T+e T-1)d, | r(k)
(1—e 4,

en
yE)=0 1 0)x(k)
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12.9 ENIGE VEEL VOORKOMENDE MOGELIJKHEDEN VAN
TOESTANDSBESCHRIJVING

In de hiervoor beschreven systemen is niet nader ingegaan op de specifieke
vorm van de 4, B, C, D, e*” en H(T) matrices.

In feite wordt de vorm van deze matrices bepaald door de keuze van de
toestandsgrootheden.

In hoofdstuk XI is ingegaan op een aantal realisatieschema’s van digitale
elementen. Deze realisatieschema’s kan men toepassen als schema’s waaruit
de toestandsgrootheden volgen. Er ontstaan dan een aantal veel gebruikte
konfiguraties voor de matrices 4, B, C en D.

Er wordt uitgegaan van de overdrachtsfunktie

dpz"+a, 2" ' +...+a,_yz+a,
Z’+b 2 +...4b,_,z+b,

H(z) = (12-52)

1. Diagonaal vorm van de matrix 4. Deze vorm kan men zich ontstaan denken
uit het parallel programmeringsschema in hoofdstuk XI.
Dan kan H(z) ook als volgt geschreven worden:

(a,—byag) 2" ' +(a,—byap) 2" ' +...+ a,—b,ao

H(z) = ag +
) 2 Z"+b, 2" ...+ b,_ z+b,
(12-53)
el (12-54)
z—Ay z—A, z—2A,

= 4o+ D;(2)+Dy(2) +...+ D,(2)  (zie fig. 12-14)

U(k)

Fig. 12.14

Noem de uitgang van D; de toestandsvariabele x;(k), dan geldt (zie fig. 12-15):
xi(k+1) = A;x;(k)+o;u(k)

D
U(k) Qi Xi!k)
Z-Aj
Fig. 12.15
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Er geldt dus voor het totale systeem de volgende matrixvergelijking:

Ay 0 oy

x(k+1) = Ay x(+ |+ | uto (12-55)

0 A a,
en

vy =cTx(k)+a,u met ¢T=(1,1,...1)
Dit is een eenvoudige beschrijvingswijze waarin alle toestandsgrootheden

ontkoppeld zijn.
Het is echter nodig &, t/m o, te berekenen en de polen van D(z) te bepalen.

2. Eerste kanonieke vorm van de matrix A. Deze vorm kan men zich ontstaan
denken uit het schema van de kanonieke programmering I (zie hoofdstuk XI).
Voor H(z) ontstaat dan de situatie zoals in fig. 12.16 is aangegeven. Door de

Fig. 12.16

uitgangen van de geheugenelementen te benoemen als toestandsvariabelen,
ontstaan de volgende vergelijkingen die de toestand beschrijven.

Xp(k+1) = a,u(k)—b,y(k) = a,u(k)—b,(aou(k)+x,(k))
Xp—1(k+1) = a,_yu(k)—b,_, y(k)+x,(k)
= a,_q u(k)— b,y (aou(k)+x;(k)+x,(k)

xy(k+1) = ayu(l)—by y(k)+x, (k)
= a;u(k)—b, (aa u(k)+x1(k))+x2(k)
en
(k) = agu(k) + x4 (k)

of in matrixvorm:
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—b; 10000 a,—bya,
—b, 01000
x(k+1) = |: x(k)+ |: u(k) (12-56)
—b,4 0« -1 an_1—b,_,a,
—hu (0 e =0 a,—b,aq

= (00 Bt D)

3. Tweede kanonieke vorm van de matrix 4. Deze vorm kan men zich ont-
staan denken uit het schema van de kanonieke programmering II (zie hoofd-
stuk XI). Voor H(z) ontstaat dan de situatie zoals in fig. 12.17 is aangegeven.

Fig. 12.17

Door de uitgangen van de geheugenelementen te benoemen als toestands-
variabelen, ontstaan de volgende vergelijkingen.
Dit schema komt overeen met de kanonieke programmering II,

xy (k+1) = x,(K)
X, (k+1) = x5(k)
(1) = —by %y (k)= by g X5 (k) ... —by %, (K)+u(k)

en y(k) = ayu(k)+(a,—b,a0) x,(k) ... +(ay;—byao)x,(k)
of in matrix vorm:

ot e o 0
D0} 1 5 00 0
x(k+1) = | - x(k)+ | 0] u(k) (12-57)
: 0
b i =ho=b, 1

y(k) = ¢" x(k)+aou(k)
met ¢” = ((a,— b, ao), ... (a; — b, ap))
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4. Driehoeksmatrixvorm van de matrix 4. Deze vorm kan men zich ontstaan
denken uit het schema van de serieprogrammering (zie hoofdstuk XI).
Voor H(z) ontstaat dan de situatie zoals in fig. 12.18 is aangegeven. Hieruit

volgen de vergelijkingen:

u B ipzeay | ] Z=Gn
z-M z-Ap

Y

Fig. 12.18

x1(k+1) = Ay x; (k) + Bu(k)
Xy (k+1) = Ay %, (k) +x (k+ 1)~y x4 (k) =
= Ay Xy (k)4 Bu(k) + A, x, (k) — o5 x4 (K)

X3(k+1) = A3x3(k)+x,(k+1)—a3x, (k) =
= A3 x3(k)+ Ay x4 (k) + Bu(k) + A, x5 (k) — 0y X (k) — 003 %, (k)

B = %))+ 2o (R

of in matrixvorm:

[ 4, 0 0 0 9 ] i
L=ty Ay 0 0 0 B

x(k+1) = |ty dp—o5 A x(k)+ | ul®)
kll_'az Az_a:s 23"'113 ...A.n‘

(12-58)
y(k) = ¢"x(k) + aou(k)
met ¢” = (0,0,...0,1)

Voorbeeld 12.7

o= (z+0,5) AL z+0;5
(z—1)(z—-0,5z z°—1,52°4+0,5z
z"240,5z73 _ Y(2)

T 1-1,52'405z2 U(2)

1. diagonaal vorm: A, =1, 4,=0,5en 13 =0

z—1 z—-0,5 z z—1 z-0,5 z

2|
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dus:
ik 3
: x(k+1)=[0 0,5 0|x(k)+| —4 |u(k)
0 0 0 1

y(k) = (1, 1, ) x(k)

2. eerste kanonieke vorm:

a{]=0, al=0, 02=1, a3=0,5
b1='—1,5, b2=0,5, b3=0

15501 0 0
x(k+1)=| =05 0 1|x(k)+| 1 |u
0 00 0,5

y=(, 0, 0)x(k)

3. tweede kanonieke vorm:

ol N Fo 0
xk+1)=|0 0 1 |x(+]|0]uk
0 —-05 1,5 1

y(k) = [0,5, 1, 0] x(k)

4. driehoeksmatrix:

1 1 2405

D(z) = .
@ z—1 z—-0,5 z

dus ay=0, =1

oy = —0,5, /{1 = ]., 2.2 = 0,5, /13 =0

i 0 0 1
xk+D)=|1 05 0|x+|1]|uk
1 0,5+0,5 0 1

y(k) = (0 0 1)x(k)

De voor- en nadelen van de diverse methoden liggen op het vlak van de
interpreteerbaarheid (b.v. overeenkomst met de polen van het systeem of
met de coéfficiénten van de differentievergelijking) en op de ingewikkeldheid
van de rekenbewerkingen. Dit laatste speelt vooral een rol indien er kom-
plexe of meervoudige polen zijn (diagonaalvorm en driehoeksmatrixvorm).
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12.10 REGELBAARHEID EN WAARNEEMBAARHEID

Begrippen die nauw samenhangen met de beschrijving van systemen in
toestandsvergelijkingen zijn de begrippen: regelbaarheid en waarneembaar-
heid zoals deze door Kalman zijn gedefinieerd. Vooral in het geval een sys-
teem meer in- en uitgangen héeft is de eenvoudigste manier om een systeem
op deze eigenschappen te testen de methode m.b.v. toestandsvergelijkingen.

Regelbaarheid

Een systeem is volledig regelbaar als het mogelijk is een systeem van een
willekeurige toestand x(0) naar een willekeurige toestand x(NT) te brengen
in een eindig aantal bemonsteringsperioden, waarbij wordt aangenomen dat
er geen beperkingen zijn in u. Voor x(NT) kan geschreven worden:

N-1
x(N) = A" x(0) + _Z AN Bu(i) (12-59)
of

N=1
x(NT) = )30 + ¥, MY T H(T)u(iT) (12-60)

.Voor de afleiding van de voorwaarden voor regelbaarheid wordt slechts de

eerste formule beschouwd. Door een lineaire transformatie is het mogelijk
in de eis van regelbaarheid te stellen: x(N) = 0, waardoor vanuit een wille-
keurig punt x(0) de oorsprong in een eindig aantal bemonsteringsperioden
bereikt moet kunnen worden. Hiervoor ontstaat:

N—-1
A"x(0) = — ¥ A" Bu(i) (12-61)
i=0
Vermenigvuldig (12-84) met 4~V dan ontstaat:

Mm=—Euﬂﬂmm=—Eﬁw® (12-62)

met F; = A™'"'B

Of in woorden: Door vanuit een begintoestand x (0) de signalen F;u(i) toe te

voeren dient x(N) = 0 bereikt te worden.
x(0) = Fou(0) +...+ Fy_yu(N—1)

of

u(0)

u(1)

2(0) = [Fo, F1s- . Fy_gd| (12-63)

u(N-1)
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Voor een lineair n%° orde systeem kan bewezen worden dat n = N. Dit wil
nog niet zeggen dat het nodig is van elke begintoestand in n stappen de
oorsprong te bereiken. Er zijn begintoestanden denkbaar waarin dit in
minder dan »n stappen mogelijk is.

Voorbeeld 12.8
Gegeven de toestandsvergelijkingen:
1 1-e7T T+e T—1
x(NT+T) = x(NT)+ u(NT)
0 e " 1—e?

(zie ook voorbeeld 12.8).
YINT)=(1 0)x(NT)

Stel T'=1 dan geldt:

1 0.632 0.368
x(NT+T) = x(NT)+ u(NT)
0 0.368 0.632

Het systeem is van de tweede orde, dus voor regelbaarheid moet gelden:

x(0) = —fo(0)u(0) —f, u(T)

1 —1.718\ /0.368 0.718
fo=A"'B= ( =

0 2718/ \0.632 —1.718

1 —1718\ (1 —1.718) [0.368 3.671
fi=4"?B= =

O 2718/ \b 2718/ \0.632 —4.671

Hieruit volgt : f; # af; waarin o een scalar is, zodat f; enf; lineair onafhan-
kelijk zijn.

In twee bemonsteringsperioden kan de oorsprong vanuit elke begintoestand
bereikt worden:

0.718  3.671\ [u(0)
x(0) =
—1.718 —4.671) \u(V)

Met behulp van de vektoren f; en f; kan ieder punt in het x; —x, vlak worden
aangegeven (zie fig. 12.19).

Het is mogelijk de oorsprong in één bemonsteringsperiode te bereiken indien
x(0) zodanig gesitueerd is dat geldt: x(0) = fou(0) of

0.718
x(0) = u(0)
—1.718
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d.w.z. x(0) moet liggen op een rechte door de oorsprong en het punt
(0.718, —1.718) (zie fig. 12.20)

g | Xz
0718 3671 -
i } X1
-1718 1) i
i
|
~4BNF————— fy
Fig. 12.19
\\ X
\
AY
\
-1718F-—-
Fig. 12.20

Indien er echter begrenzingen in u optreden (b.v. |u| <1) is het duidelijjk dat
niet meer vanuit ieder punt de oorsprong bereikt kan worden. Er kan een
gebied worden aangegeven waarbinnen elke begintoestand in 2 bemon-
steringsperioden naar de oorsprong geregeld kan worden.

In fig. 12.21 is dit aangegeven voor het zo juist behandelde voorbeeld.

(4.39639)
Ax;
-f‘

(367467 N\ ¢
0

—
-

LS |
fo\N\\ (367-4.67)

1,(4,39-639)

Fig. 12.21

Waarneembaarheid
Indien een systeem beschreven wordt door n toestandsvariabelen is het niet
altijd mogelijk alle toestandsvariablen te meten.
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Wel zijn er één of meer uitgangen aan het systeem aanwezig en het kan
wenselijk zijn de toestand uit deze beschikbare uitgangsgrootheden te
rekonstrueren.

Aangezien y van een lagere orde is dan x dient men x dus te bepalen uit een
aantal waarden van y op de bemonsteringstijdstippen.

Het systeem wordt beschreven door:

x(k+1) = Ax(x)+ Bu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) (12-64)
x (k) dient bepaald te worden uit y (k) terwijl u (k) en 4, B, C en D bekend zijn.
Voor volledige waarneembaarheid moet het mogelijk zijn x(k) te bepalen

voor elke u(k). Voor de eenvoud zal nu gesteld worden u (k) =0.
Er geldt op de tijdstippen N, N—1 ....

y(N) = Cx(N)
y(N—1)=Cx(N—1)=CA™ ' x(N)
y(N—2) = Cx(N—2) =CA™*x(N)
y(N—k)=CA™*x(N)
Indien k =n—1 wordt gekozen, waarin »n de orde van het systeem is, geldt
Yy (jN ) X1 QN )
: =(C,CATY,...cA™YT - | = Gx(N) (12-65)
Y(N—n+1) X, (N)
y(N)
dus: x(N) = G™* :
y(N—n+1)
met de voorwaarde dat de vektoren C, CA™, ... CA™""! lineair onafhan-
kelijk zijn. Hi\ermee kan op eenvoudige wijze worden vastgesteld of een
systeem volledig waarneembaar is. Uit n waarden van de uitgang kan de
totale toestand bepaald worden. De begrippen regelbaarheid en waarneem-
baarheid zullen in het volgende hoofdstuk worden toegepast.
In de literatuur worden voor regelbaarheid en waarneembaarheid ook
wel de volgende formules afgeleid:
N-1 h N-1 )
S(NID)=) Y AN "t Bu(l) = Y Fiu() -met  Fii=4" "B
i=0 i=0
(12-66)
Er wordt dan ge&ist dat [AY~! B, AN"2 B, ... AB, B] de rang n heeft opdat het

systeem regelbaar is.
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Voor de waarneembaarheid gaat men dan uit van het volgende stelsel
Y(N) = Cx(N)
Y(N+1) = Cx(N+1) = CAx(N)
(12-67)
Y(N+n—=1)=Cx(N+n—1)= CA" ' x(N)

Er wordt nu geéist dat [C, CA4, ..., CA"™!]

de rang n heeft opdat het systeem waarneembaar is.

In dit geval wordt x(NV) bepaald uit toekomstige kennis van
y(N), y(N+1), ... y(N+n—1).

Dit in tegenstelling tot de hiervoor gegeven definitie waarin x(N) bepaald
wordt uit y(N—n+1), ... y(N-1), y(N).

De begrippen regelbaarheid en waarneembaarheid zijn vooral van belang
bij systemen met meer in- en uitgangen. In de theorie van de optimale
regelsystemen wordt veelvuldig geg€ist dat de systemen deze eigenschappen
bezitten.
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XIII. Tijdoptimale digitale regelsystemen

13.1 INLEIDING

In dit hoofdstuk wordt ingegaan op een aantal ontwerpmethoden die speciaal
ontwikkeld zijn voor digitale regelsystemen. Bij het ontwerpen van regel-
systemen wordt steeds meer gebruik gemaakt van optimale regelstrategieén.
Men gaat hierbij uit van een kostenkriterium dat men probeert te mini-
maliseren. In dit kriterium kunnen de stuurgrootheden, toestandsgrootheden
en de tijd voorkomen met nog te kiezen gewichtsfaktoren. Het zou te ver
voeren in deze monografie hierop in te gaan. Een bijzonder geval zijn echter
tijdoptimale regelsystemen, waarbij in het kostenkriterium slechts de tijd
voorkomt die geminimaliseerd dient te worden.

In de theorie van tijdoptimale kontinue lineaire systemen komt men uit
op een zogenaamde bang-bang regeling, waarin het systeem gedurende
bepaalde tijdsintervallen een maximaal positief of negatief stuursignaal
krijgt toegevoerd. De schakeltijden (overgang van positieve naar negatieve
sturing en omgekeerd) dienen nauwkeurig bekend te zijn, en volgen uit de
systeemgegevens en de grootte van de ingangs- of stoorsignalen.

In dit hoofdstuk zullen systemen behandeld worden waarin de overgang
van positieve naar negatieve sturing slechts op vaste tijdstippen kan plaats
vinden (de bemonsteringstijdstippen). Er zal worden aangenomen dat de
grootte van de stuursignalen niet begrensd is.

Er wordt uitgegaan van de volgende probleemstelling:

Ontwerp een regelaar D(z) (zie fig. 13.1) zodanig dat een setpointverandering

N
. - E E +
R * 1 2 + L C
r-{:l—)r‘*.——.—i* ] e e
. G

Fig. 13.1

R zo snel mogelijk wordt gevolgd door het uitgangssignaal C, of zodanig dat
een stoorsignaal N zo snel mogelijk wordt weggeregeld. De sturing E, kan
slechts op diskrete tijdstippen veranderen.

Bij de methoden die ter sprake zullen komen zal het ontwerp er op gericht
zijn bepaalde eisen te stellen aan e, (nT) of ¢(nT'). Hieruit volgt dan vanzelf
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de konfiguratie van de regelaar D(z). De regelaar dient vervolgens nog getest
te worden op zijn realiseerbaarheid.

Doordat men bij het ontwerp R of N dient te kennen kan men ook stellen
dat het ontwerp er op gebaseerd is eisen te stellen aan de totale overdrachts-
funktie. In dit hoofdstuk wordt ingegaan op een drietal ontwerpmethoden.

1. minimum settling time control (m.s.t.c.)

Bij deze methode wordt geéist dat een ingangssignaal R zo snel mogelijk
gevolgd wordt door het uitgangssignaal C op de bemonsteringstijdstippen,
d.w.z. ¢(NT)=r(NT) voor t =N, N+1, ... met N minimaal. De methode is
ook bruikbaar indien men wenst dat een stoorsignaal N zo snel mogelijk
wordt weggeregeld op de bemonsteringstijdstippen, d.w.z. ¢(NT) =0 voor
t=N, N+1, ... met N minimaal voor een gegeven stoorsignaal.

2. ripple free response control (r.f.r.c.)

Bij deze methode worden tevens eisen gesteld aan het signaal ¢(¢) tussen de
bemonsteringstijdstippen; d.w.z. ¢(¢) =r(¢) voor t = NT met N minimaal
of ¢(t) =0 bij een gegeven stoorsignaal n(z) voor ¢t = NT met N minimaal.

3. toestandsterugkoppeling

Bij deze methode wordt geéist dat een bepaalde gewenste toestand x,(NT)
van het systeem wordt bereikt vanuit een willekeurige begintoestand x(0)
in een minimum aantal bemonsteringstijdstippen. Hierbij wordt er vanuit
gegaan dat de toestand meetbaar is, of in ieder geval gerekonstrueerd kan
worden.

13.2 MINIMUM SETTLING TIME CONTROL (m.s.t.c.)

Er wordt verondersteld dat G (z) = Z(G,, G, (p)) bekend is en dat T gegeven
is. Bovendien moet R(z) respektievelijk N(z) bekend zijn.
Er zullen eisen gesteld worden aan E, (z) of C(z) maar aangezien R(z) en

N(z) bekend zijn kan men ook stellen dat eisen worden gesteld aan de totale
; _C(2 T _C
overdrachtsfunkties M(z) = 0] respektievelijk M, (z) = NG
Hieruit wordt dan de digitale regelaar D(z) bepaald.
Bij volgsystemen (setpointveranderingen) worden de volgende eisen
gesteld:

1. De stationaire fout moet nul zijn, m.a.w. lim e, (n7T) =0, maar tevens

n=on
moet deze fout zo snel mogelijk nul zijn op de bemonsteringstijdstippen,
m.a.w. e;(nT) =0 voor n=N, N+1, ... met N minimaal.
2. D(z) moet realiseerbaar zijn, d.w.z. dat de uitgang van D(z) slechts een
funktie van de huidige ingang en voorgaande in- en uitgangsgrootheden
mag zijn.
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Bij regulateursystemen (wegregelen van storingen waarbij de setpoint kon-
stant blijft) worden de volgende eisen gesteld:
1. lim ¢(nT) =0, maar tevens ¢(nT) =0 voor n=N, N+1, ... met N mini-

n—*ao

maal.
2. D(z) moet realiseerbaar zijn.

In tabel XIIL.1 zijn alle van belang zijnde grootheden voor deze ontwerp-
methode opgenomen. Overeenkomstige grootheden voor de beide gevallen
staan naast elkaar. De in dit hoofdstuk voorkomende funkties van z zullen

bij diverse uitwerkingen worden genoteerd als polynomen in z !, maar
algemeen genoteerd blijven als funkties van z.
Tabel XIII.1
volgsystemen regulateursystemen
C(Z)=M{z} _ _b@6E Cm:Ml(z) | 1
R(2) 1+D(z) G(z) Ni(z) 1+D,(z) G(z)
D(z) = M@ - Di(z) = 1=Mi(@ Mi() A
1— M(2) G(2) M. (z) G(2)
£ R(2) o E
Ei(2) = m—R(ZJ{l—M(Z)) C(2) = N(2) M,(2)
Ey(2) = D(2)(1- M(2)) R(2) E»(z) = — D(z) M, (z) N(2)
1
= M(Z)R(Z)m = —(1-M,(2)N() e

Zoals uit deze tabel blijkt bestaat er een equivalentie tussen M(z) en 1 — M, (z)
en tussen E, (z) en C(z).

-

13.2.1 Volgsystemen

-1 -2 —m
Stel G(z) = L=t 0Z T Tinf .ok ook 6I@ | Susq
14byz " +byz “+...+ b,z " GN(z)

Dit is een systeem van de n® orde met een dode tijd T =k, T.

Stel R(z) = RT(z) = r0+rlz_1 otk rpz_ (13-2)
RN(z) 1l+4s3z " +...+5,271

uit de eerste eis volgt:
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lim e, (nT) = lim Z=l &(z)) (1—M(z)) = 0 indien het eindwaarde-

n—w =1 Z (z

theorema wordt toegepast.

Opdat e, (nT) =0 voor n= N, N+1, ..., moet gelden dat E; () een eindig
polynoom in z™! is:
E,(z)=e;(0)+e,(T)z ™  + ... +e,(NT)z ™.
Aangezien E,(z) = %g—; (1 —M(z)) kan dit bereikt worden door te stellen
1—M(z) = RN(2)-F(2), zodat E,(z) = RT(z)-F(z) met F(z)=fo+f1z '+
+f2 2.+ f,z ¥ voor k= N—p.

Voor de totale overdracht M(z) geldt dan:

M(z)=1—RN(2)-F(z) = mo+myz  +...+myz™" (13-3)

Uit fysische overwegingen kan men stellen dat, indien G, (p) meer polen
dan nulpunten heeft, m, = 0 zodat geldt: for, = 1 indien r, # 0.
Tenslotte geldt voor de tweede eis: de realiseerbaarheid van D(z)

M 1
1-M(z) G(z)
o my 27 . +myz" i 1+byz ' +...+ b,27"
l_mlz-l_“'_mh’z-N 012_1+...+a,,,z'"'
d.w.z
D(z) = 2 - myz” " +(m, by+mjy)z” 2 +(m; bz+mgb1+M3)z'3 +...
*“12_1-|~('¢Iz—ﬂ“11-:11)2“2-1—(5:3—3'?11c:xz—mz.al)z‘3 +.u
_ 2 b dsz i b Ay 2"
—N-m

!1 Z_l +tzz_2 +...+ IN.“,,Z
Opdat D(z) realiseerbaar is moet gelden:

dl = dz e — dkl. = 0, ZOdat
D(z) = dyjvr2 4.+ N SRk

tlz —N-m

(13-4)

Dit netwerk is realiseerbaar.

Uit de voorwaarden d,=d,=...... d,, =0 volgen voorwaarden voor
my, m,, ... m,. De gevonden voorwaarden voor D(z) volgen ook uit een
fysische interpretatie. Bij een dode tijd van T}, = k, T kan de invloed van het
signaal R minimaal na k, bemonsteringsperioden pas meetbaar zijn in het
signaal C. Dit houdt dus konsequenties in voor de keuze van M(z) en tenge-
volge daarvan voor D(z). Aan de eis dat N minimaal moet zijn wordt voldaan
door in M(z) zo weinig mogelijk termen m; mee te nemen, of anders gesteld,
door in F(z) zo weinig mogelijk termen f; mee te nemen.
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Het aantal termen van M(z) wordt dan alleen nog bepaald door de orde
van RN(z), vanwege 1 — M(z) = RN(2)- F(z).

Voorbeeld 13.1
Stapvormig ingangssignaal, systeem zonder dode tijd maar van willekeurige
orde; R(z) = 1_% enk, =0

dus: M(z) = 1-RN(2) F2) =1-(1 -z Y)(fo+ fiz ' +...)=
=(-f)z ' +(fi—f)z > +...=mz  +myz7 2+ ...

omdat ry =1 geldt immers f, = 1. Aangezien k; =0 behoeven geen eisen
gesteld te worden aan de realiseerbaarheid van D(z) en kan men my,...,m,
vrij kiezen.
Bovendien geldt: E,(z) = RT(z) F(z) =fo+fiz * +...

Door te eisen f; =f, = ... =0, ontstaat een minimaal polynoom E; (z) =1
en volgt voor M(z): M(z)=z"".

Hieruit volgt dat M(z) onafhankelijk is van G(z) en dus geldt c(nT)=r(nT)
voor n=1, 2, ... Minimum settling time treedt op voor N = 1.

Voorbeeld 13.2
Stapvormig ingangssignaal, systeem van willekeurige orde maar met dode
tijld Tp=k, T

R(z) = en Tp=k T

dus M(z) =m,z *+my,z~2+... (zie voorbeeld 1).
Voor de realiseerbaarheid van D(z) moeten eisen gesteld worden aan

dl, dz' e dkl-
Hieruit volgt: my =0, m;b,+m, =0, m b, +myb, +m; =0, ... .
Er dient te gelden; m; =m, =...=m, =0, wil aan deze voorwaarden

voldaan zijn.

Men kan my, 41, My, 43, -.. vrij kiezen. Kies in overeenstemming met het
voorgaande voorbeeld my, ., =1enmy 1, =my 13=...=0,

zodat M(z) =z~ %', Ook nu is M(z) onafhankelijk van G(z) en dus geldt:
c(nT)=r(nT) voorn=k,+1, k;+2, ... .

Voorbeeld 13.3
Eenparig met de tijd toenemend ingangssignaal, systeem van willekeurige
orde maar zonder dode tijd.
Tz7!
R(z) = ———— en ki =0

@ =m :
Er behoeven geen eisen gesteld te worden aan m;, m,, ... voor de realiseer-
baarheid van D(z) aangezien k; =0
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M(z) = 1-RN(@) F(2) = 1-(1—z Y2 (fo+fiz "t +..)=

=myz  4myz ..

Bovendien geldt: E, (z) = RT(2) F(z) = Tz~ (fo+f1z * +...).

Opdat E,(z) een minimaal polynoom is moet f; =f, =...=0 gesteld
worden.
Bovendien moet gelden f, = 1 opdat aan de voorwaarde voor M(z) wordt
voldaan.
Er geldt dan: M(2)=1—-(1-2z"'+z"%)=myz ' +m,z" %, dus m; =2 en
my;=—1.

Voorbeeld 13.4
-1 -2 -3
Stel R(z) = %(“’z = —*27) it is een taludfunktie (zie fig. 13.2a).

Stel dat het systeem geen dode tijd heeft dus k; = 0, maar van willekeurige
orde is.

—

N P

0 T 2T 3T 4T ST 6T 71 —»t
Fig. 13.2a

M@ =1-(1-zY(f+fiz '+ )=mz " +mpz 2+

Er behoeven geen eisen gesteld te worden aan de realiseerbaarheid van D(z),
dus m,, m,, ... kunnen vrij gekozen worden.

E,(z2)=RT(Z) F(z)=3(1+z7 ' +z2+z73)(fo+fiz ' +..)

Opdat E,(z) een minimaal polynoom is moet f; =f,=...=0 gekozen
worden.
Bovendien moet weer gelden f, =1, zodat m; = 1. Voor C(z) wordt gevonden:

-1 -2 -3
O =gt 207 42 V2 ) i e 13.95)
=z
1 ® X X X
3 %
C(nT) 4
o~
21'_-- X

00 T 27 a1 4T BT snaTm | =t

Fig. 13.2b
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13.2.2 Regulateursystemen

Zoals reeds is aangegeven in tabel XIII.1 bestaat er een equivalentie tussen
de grootheden M,(z) en 1 —M(z2) en tussen C(z) en E, (z).

Voor regulateursystemen kunnen dus dezelfde voorwaarden worden
afgeleid als in de voorgaande paragraaf indien voor R(z), M(z) en E,(z)

_ NT(2)
resp. N(z), 1 —M,(z) en C(z) wordt gelezen. Stel N(z) = W(Zj
Wat betreft de realiseerbaarheid van D(z) geldt:
Dy = MO L _ Lo myt
M,(z) G(2) MyigFMy 2t 4. :
1+biz ' +...+ b,z™"
X = 2
az ' +..+a,z7 "
Bovendicn seldb @) = st D) G = =M e
1+D,(2) G(2) M (z)

Uit het oogpunt van fysische realiseerbaarheid moet gelden

Di(2) G(z) =0,z ' 4a,z"2+..., zodat myo = 1.

Er geldt dus

Z(diz 7 +dyz 7% +...)
tzTl4tz72 4.

paragraaf aan D, (z) moeten worden gesteld.

Di(z) = zodat dezelfde voorwaarden als in de vorige

Voorbeeld 13.5
1 1 s
N e ——— —_—
Stel N(z) et i Z (p+a) en stel dat het systeem geen dode tijd
heeft, dus k, =0.
Er geldt dan:
1-M;(z) = 1-NN@) F(z)=1-(1—e Tz ) (fo+fiz ' +..)=
=my,z  +m,z7 %+ ...
Kiesfo=1lenfy =f,=...=0dan geldt: m;; =e Tenm,=m;;=...=0.
Voorbeeld 13.6
Stel N(z) = ==t b het systeem heeft een dode tijd T, =k, 7.

Voor realiseerbaarheid van D(z) moet gelden:

myy =0, my by +my, =0 dus m,, =0, enzovoort.

Er dient dus te gelden my =my, = ... =my,, =0.

Door m; ., =1 te kiezen ontstaat: M, (z)=1—z"%F"1,
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13.2.3 Systemen met polen en of nulpunten buiten de eenheidscirkel.
Ringing effect.

Een probleem doet zich voor indien G(z) polen en/of nulpunten buiten de
eenheidscirkel heeft. Vooral bij systemen met een dode tijd die niet een geheel
aantal malen de bemonsteringstijd is, zullen er nulpunten buiten de eenheids-
cirkel kunnen ontstaan. Deze nulpunten worden polen van D(z). Omdat de
nulpunten van G(z) niet precies wegvallen tegen de polen van D(z) ontstaan
er in het teruggekoppelde systeem polen buiten de eenheidscirkel. Hierdoor
ontstaat een instabiel systeem. Een oplossing hiervoor is de nulpunten van
G(z) die buiten de eenheidscirkel liggen, op te nemen in M (z) resp. 1 —M,(z2).

In D(z) komen immers niet de werkelijke polen en nulpunten van G(z)
voor maar de voor het ontwerp geschatte waarden van de polen en nul-
punten. Door de buiten de eenheidscirkel liggende nulpunten op te nemen in
M(z) resp. 1 — M, (z) vallen deze faktoren geheel uit D(z).

Een soortgelijk geval doet zich voor indien G(z) polen heeft die buiten de
eenheidscirkel liggen (het open systeem is instabiel). Door deze polen op te
nemen in 1—M(z) resp. M,(z) verdwijnen deze als faktor uit D(z) en
ontstaat er geen pool buiten de eenheidscirkel t.g.v. het niet precies tegen
elkaar wegvallen van polen en nulpunten. Bij de z-transformatie van systemen
voorafgegaan door een houdschakeling ontstaan nulpunten in het linker
halfvlak van z die meestal binnen de eenheidscirkel liggen. Deze nulpunten
worden polen in D(z). Aangezien E,(z) = D(z) E;(z) en E,(z) een impuls-
vormig karakter heeft, zal het signaal e,(nT) een uitstervende oscillatie

SN0
vertonen waarvan de frekwentie 72 bedraagt.

¢
M

Fig. 133 (a) (b)

In fig. 13.3a is een polen- en nulpuntenbeeld van G(z) gegeven. In fig. 13.3b
is het deel van het polen- en nulpuntenbeeld gegeven van D(z), dat afkomstig

is van ﬁ . De pool veroorzaakt de oscillatie in het overgangsverschijnsel

van e, . Aangezien het oscillerende signaal e, (nT) wordt doorgegeven aan de
houdschakeling wordt het proces G,(p) geregeld door een oscillerend
signaal en dit geeft een oscillerend uitgangssignaal dat weliswaar gedempt is
en op de bemonsteringstijdstippen de gewenste waarden heeft. Het inherent
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optredende oscillerende verschijnsel van e,(n7) noemt men het ringing
effect. Naarmate de bemonsteringstijd groter wordt gekozen zullen de
nulpunten dichter bij de oorsprong komen te liggen en zal de oscillatie laag
frekwenter zijn en een grotere demping vertonen.

Het feit dat er een oscillatie tussen de bemonsteringstijdstippen (inter-
sampling ripple) ontstaat, kan als volgt worden aangetoond:
C(z, m)= G(z,m) D(2) E,(2)

Indien G(2) = ST geldt: 6(z, m) = STE™)
N(2) 2GN(z)
Tevens geldt: D(z) = 1_M—§22) G—iz—) en Ei() = R@)(1-M(2)

zodat voor C(z, m) geschreven kan worden:
_GT(z,m) M(z) GN(z) ,

Cams e 1-M@) 61¢) O MERE
= R(z)M(z) GT(z, m) - M(z, mR(2) (13-5)
zGT(z) ’
et Mo m) = e G
zGT(z)

Hieruit blijkt dat M(z, m) in het algemeen geen eindig polynoom in z~! is.
Slechts in uitzonderingsgevallen kan aangetoond worden dat ¢(¢) = r(¢) voor
t>NT, bijvoorbeeld indien R(z,m)=R(z) en GT(z)=konstant of
GT(z, m) = GT(z). Een voorbeeld waarbij deze situatie zich voordoet is een
proces met alleen dode tijd:

Gi@) =Ko ¥® en Rt
D

of een proces met één tijdkonstante:

Giy=—— e R@=1

pr+1 P

13.2.4 Uitgewerkt voorbeeld

e PTo
p(p+1)
Ontwerp D(z) volgens de m.s.t.c. methode voor dit systeem, voor de hier-
onder volgende gevallen:

Gegeven een systeem volgens fig. 13.1 met G,(p) = en T'=1 sec.

1. Er wordt op het systeem een stap gezet R(p) =$ en N(p)=0 terwijl
Tp =0. Er geldt dan:
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0,368z +0,2642 >
By =G0 Gl =

_ 0,368z7'+0,264z7
(1-z"1(1-0,368z"")

Tevens geldt M(z)=z"".
D) et 00568 )y 10 6R
j (1—z1) (03682 '+0,264z"2)  0,368+0,264z

1

(l—-z_l)(l_z_l)=1

E\(2) = R@)(1-M()) =

= {e;(nT)} = {1,0,0...}
1-0,368z""
0,368+0,264z"

{e,(nT)} = {2.717, —2.948, 2.111, —1.513, 1.080 ...}

Ey(2) = D(2) E4(2) =

(zie fig. 13.4, waarin ¢ en e, (na de houdschakeling) gestippeld zijn weer-

gegeven).

Lo b |
! Q0
ro“o'ooa r"\ ooco}
L ™ —— - l sy
14 - ™ 92(1}2 \ T ]
SEES p s
c(1) o X0 I
o o= i |
3.-' ! {
S L bl ,
g [
¢ A R N
y s R 1
4 4 " 0 ol
O T I2T 3T 4T 5T 6T 7T TZIT 3T 4T 5T 6T 7T
I
I ! L
I |
| I
Ril i [
] I 1
loooo! ===
I 1
] 1
=2 14 N
I
! |
I 1
B

Fig. 134

2. Er wordt op het systeem een stap gezet R(p) =% en N(p) =0, terwijl

Tp =% sec. Er geldt dan:

0,204(1+0,042z" (1 +1,917z" ) z7!
(1-z"YH(1-0,368z"1)

G(z) =
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Er ligt een nulpunt buiten de eenheidscirkel. Dit nulpunt moet dus opge-
nomen worden in M(z):

M(z2)=z"1(1+1,947z"Ym,
I-M(z2)=(1-z"")(1+f1z7")

Hieruit volgt m; = 0,34 en f; = 0,66 zodat voor D(z) volgt:

_034z7'(1+1.94727") (1—-z"%(1-0,368z"3)
(1—z""(140,66z"") 0,204z '(140,042z"")(1+1,947)

D(z)
Y 1,666(1—0,368z"")
140,667z~ 1) (1+0,042z7%)

1
E/@) = RE(I-M@) = —

= {e;(nT)} = {1, 0.667, 0, ...}

1,666(1—0,368z"")
140,667z~ ") (1+0,42z71)

= {e,(nT)} = 1.667, 0.544, 0.053, ...}

(zie fig. 13.5, waarin e, en c¢ gestippeld zijn weergegeven).

(1-=z"H(1+0,667z"1)

- (140,667z™ 1)

Ey(2) = D(2)Eq(2) =

clt) | / F=—
i

0 | o |

T 2T 3T 47 5T 6T 7T

~71

Fig. 13.5

3. Er wordt op het systeem een storing gezet met N(p) = p% en R(p)=0

terwijl 7 = 0. Er geldt dan:
M (z)=1—-e"z7! en 1-M,(z2)=e"%z""
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e’z”'  (1-z7Y(4-0,368z"")
—e %z71 0,368z 40,264z 2
-1

—-e z7Y)

Dus D(z) = :

Ei(2) = —C(2) = —N(2)M,(2) = a (1—e™*z7") = —1

= {e,;(nT)} = {-1,0,0,...}
E;(2) = D(2)E (2) = —D(2)
0,368(1—z_1)
(0,368 40,264z~ 1)

zodat {—e,(nT)} = {1, —1,717, +1,231, —0,882, +0,632, —0,435, ...} (zie
fig. 13.6, waarin e, en ¢ gestippeld zijn weergegeven).

Indien a = 1 geldt: D(z) =

: 2
T ==
i
c(t) l !
e(t) 1 5
1 I e
MRS
L] e
o 0 —fF———t L
= == ~ T| ar 3T 4T ST 6T 77
BT 3147 5T 6T 7T | Al e SR
S Tt Sl s
] | I
051 2 e
o |
-2
Fig. 13.6

13.2.5 Konklusies minimum settling time control

1. Het minimum aantal bemonsteringstijdstippen, N, waarin de gewenste
responsie wordt bereikt op de bemonsteringstijdstippen is:

a. onafhankelijk van de orde n van het proces G, (p).

b. afhankelijk van de dode tijd T, = k; T van het proces. Indien de dode
tijd niet een geheel aantal malen de bemonsteringstijd is zal A in het
algemeen ook toenemen (zie punt 1d).

c. afhankelijk van het type ingangssignaal R resp. stoorsignaal N. De
hoogste macht k, in z™! van de teller of noemer van R of N is mede
bepalend voor het aantal bemonsteringstijdstippen.

d. afhankelijk van het aantal polen en/of nulpunten van G(z) dat buiten
de eenheidscirkel ligt. Stel dat dit aantal k, bedraagt.

Algemeen geldt dan voor het minimum aantal bemonsteringstijdstippen:

N=ky+k;+ks.
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2. Er ontstaat tussen de bemonsteringstijdstippen een zeker oscillerend
verschijnsel in het signaal ¢(¢) (intersampling ripple).

3. Het stuursignaal e, (nT") zal een ringing effect vertonen, hetgeen nadelig is
bij de besturing van bijvoorbeeld een klep (slijtage).

4. Het ontwerp is gevoelig voor variaties in de parameters omdat het ont-
werp er op berust dat polen en nulpunten tegen elkaar wegvallen. [13.1]

5. Het ontwerp is onafhankelijk van de bemonsteringstijd 7 en de grootte
van het ingangssignaal resp. stoorsignaal.

In een werkelijk systeem wordt het stuursignaal begrensd (verzadigings-
verschijnselen) zodat T niet te klein gekozen mag worden.

6. De ontworpen regelaar D(z) werkt slechts optimaal voor een bepaalde
klasse van ingangs- en stoorsignalen omdat bij de keuze van M (z) resp.
M (z) rekening wordt gehouden met R(z) resp. N(z).

Wel kan gesteld worden dat ¢(nT") ontworpen voor een R(z) resp. N(z)
van hogere orde, voor een R(z) en N(z) van lagere orde in z™!, ook
een tijdoptimaal karakter vertoont, zij het minder snel.

13.3 RIPPLE FREE RESPONSE CONTROL (R.F.R.C.)

Bij deze ontwerpmethode worden naast de eisen die gesteld zijn bij de
m.s.t.c. tevens eisen gesteld aan de signalen tussen de bemonsteringstijd-
stippen, en wel dient voor volgsystemen te gelden: ¢(z) = r(¢) voor t>NT en
voor regulateur systemen ¢(¢) = 0 voor ¢> NT waarbij N minimaal moet zijn.

Bij deze ontwerpmethode dient dus C(z, m) nader onderzocht te worden.
De hier gestelde eisen kunnen vervuld worden voor bepaalde typen ingangs-
signalen.

13.3.1 Volgsystemen

Kies voor volgsystemen:

D(z) = %}12()7) ﬁ met M (z) = my M(z) GT(z), waarin M(z) de over-

drachtsfunktie is die gevonden werd voor m.s.t.c. en m, een konstante is.
Er geldt dan:

D)= mg M(z.) GT(z) GN(2) _ Mo M(z)GN(z)
1-moM(2)GT(z) GT(z) 1—myM(z)GT(z)
Voor C(z,m) kan geschreven worden:
C(z, m) = G(z, m)D(z)E,(z)
_ GT(z,m)moM(z) GN(z)
"~ 2GN(2) {1 —mo M(2) GT(z)}

{1—moM(2) GT(2)} " R(2)
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= GT(z, m)myM(z)R(2)z~' = M'(z, m) R(2)
met M*(z, m) = GT(z, m)ymyM(z)-z~*

Hieruit blijkt dus dat M*(z, m) een eindig polynoom in z™! is. Er moet nog
bewezen worden dat na een zeker tijdstip = NT geldt:
C(z, m) = R(z, m)

2

Stel R(z) = SRR N L

1—z

en GT(z, m)moM(2)z ™" =gom+gimZ " ---tGymz "

dan geldt:
N
C(z, m) = Gomt+@om+9imz '+ + @V +z7" 1 +.) Y gin
i=0

d.w.z. vanaf een zeker tijdstip, bepaald door N is ¢(nT+mT) konstant en
slechts afhankelijk van m.
Er geldt echter tevens:

N
GT(z,m)ymoM2)z™" = Y ginz™"
i=0

zodat voor z =1 geldt:
N
moGT(, myM(1) = Y Gim (13-6)
i=0

Bewezen kan worden [13.2] dat geldt:
GT(1,m) = GT(1,0) = GT(z)

N
zodat ) g;, = konstant en dus onafhankelijk van m.
i=0

z=1

Hiermee is voor een stapvormig ingangssignaal bewezen dat na een zeker
.tijdstip een uitgangssignaal c() ontstaat dat het ingangssignaal exakt volgt.
Dit kan ook bewezen worden voor ingangssignalen van de vorm r(t) =
= t*2U(¢). Nu bewezen is dat het mogelijk is een D(z) te ontwerpen zodanig
dat ¢(t) = r(t) na eindige tijd, is de volgende stap de bepaling van M" (z).
Bij de m.s.t.c. is aangetoond dat in ieder geval moet gelden:
| — M (z) = RN(z) F(z) waarin F(z) een eindig polynoom in z ™! is, opdat het
uitgangssignaal het ingangssignaal op de bemonsteringstijdstippen volgt.
Bovendien is aangetoond in de voorgaande afleiding dat moet gelden:
MY (2) =myM(z) GT(2)
Uit deze twee vergelijkingen moet M (z) worden opgelost.

Indien R(z) = # moet M'(z) dus bepaald worden uit

1-M @) =(-z"Y(1+fiz  +fz27%+...) (13-7)
M (2)=myz "7 (1 + 2027 )1 +2,27Y)(...) (13-8)

273



MR R SRR R LI 1 S e e B

waarin z,, z;, ... de nulpunten van G(z) zijn en k, volgt uit T, =k, T, de
dode tijd van het systeem.

Voorbeeld 13.7

(z+2p)
(z+p)(z+p2)
I-M'@@)=0—-z"YY(1+fz7Y)

Ml (Z) = moz_l (! +ZUZ—1)

Stel G(z) = en R(z) = dan geldt:

1

Hieruit volgtef; <=1 = m, en —f; = myz, of my, = o
0

Uiteindelijk is men slechts geinteresseerd in de waarde m, omdat daarmee
M (z) vast ligt.

Voor systemen van de n%® orde zal m, op de hierboven beschreven wijze
bepaald moeten worden uit » vergelijkingen met » onbekenden: mi,, f;,
fy, ... f—1. Men kan m, echter ook als volgt direkt bepalen:

c(kT) = £ § M'(z2)R(z)Z* 'dz
2nj

1 i -1 k—1
— M myz 14+2z;z7 ") R(z)z" "dz
o E( )*R(2)

= el mg "_2(z+z-) zrs 1ttt gy
2nj ic ol

2TU mo‘E_(z-l-z)

Indien gegist wordt c(kT) = r(kT) voor k =n, n+1, ... geldt:
e(kT) = Res {my "E}'(z+z:)z M= voor k>=n

|

d.w.z. my, = (13-9)

n—2
(I +Z;)

13.3.2 Regulateursystemen
Uitgaande van tabel XIII.1 kan gesteld worden:
C(z,m) = — G(z,m) D(z) C(z)+ N(z,m)
1-Mi(2) 1

7) = 1
M) 6@ C(z) = N(z) M;(2)

verder geldt: D(z) =
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(zie tabel XIII.1) waarbij M} (z) nog nader gedefinieerd moet worden, maar in
M (2) is opgenomen M, (z). Er geldt dan:

_ GT(z,m) 1—Mi(z) GN(z)

C(z, m) = 2GNG) M) 6T N(z)M(2)+ N(z, m)
_ _STEm(A-MENG 1y m
GT(2)
Stel 1 —M1(z) =my(1—M,(z)) GT(z) dan geldt:
C(z,m) = N(z,m)— N(z) GT(z,m) - mo(1—M,(2))z" (13-10)

Hieruit blijkt dat slechts in een aantal gevallen C(z,m) een eindig polynoom

in z7! is, vanwege de termen N(z) en N(z,m).

De voorwaarden voor een r.f.r.c. gelden wel voor een stapvormige verstoring.

Er geldt dan:

1 -1
= en N(z, m) = lz—_

N(z) = ;
—z —z

Stel:

z7L GT(z,m) (1 — M (2))My =Gom+G1mz '+ ... +gymz~ " dan geldt:

N
C(Z, m) == 1+(1_g(}m)z‘_l"}'(]-_gﬁm_glm}z_z +... {l = Z gim} X
i=0

-N-1

x{z7V+z +...}

N
Er geldt: GT(z, m)mo(1—M,(2)) = Y. gimz ' zodat voor z = 1 geldt:
i=0

mo(1—M,(2))GT(1, m) = _Zﬂ Gim = Mo(1—M,(2)) GT(2) -

N
dus ) g, is onafhankelijk van m.
i=1

Hiermee is bewezen dat een stapvormig stoorsignaal n(f) na een eindige tijd
wordt weggeregeld, ook tussen de bemonsteringstijdstippen.

De berekening M| (z) gaat op identieke wijze als bij volgsystemen.
Bij de m.s.t.c. is aangetoond dat moet gelden:
M!(z) = NN(z) F(z) waarin F(z) een eindig polynoom in z™* is en NN(z)
het noemerpolynoom van N(z) is. Bovendien moet in het geval van r.f.r.c.
nog gelden: 1—M3}(z) = my(1—M,(2)) GT(2).
Indien N(z) = 1_—12_7 geldt: M (z)=1—2z"".
Het is eenvoudig de onbekende parameter m, te bepalen zoals in paragraaf
13.3.1 reeds is gedaan.
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1

Er geldt in dit geval m, = (13-11)

n—2
T a+z)

i=0

Indien het stoorsignaal een meer algemene vorm heeft is het slechts bij hoge
uitzondering mogelijk te bereiken dat ¢(¢) =0 voor > NT.
Er geldt algemeen:

C(z,m) = N(z,m)—N(z) GT(z,m)m,(1—M,))z™*
Voor t> NT moet dan gelden:
N(z,m) = N(z) GT(z,m)mo(1—M,(2))z~* (13-12)

Voor een eerste orde systeem en een stoorsignaal n(t) =e™“ zal afgeleid
worden waaraan het systeem moet voldoen opdat ¢(¢)=0na ¢ =T.

5 euamT
Stel N(z) = ——, dus N(z, m) = —7
Z—c i
en stel G,(p) = sl f G(2) = Z(Gy,(p) G1(p) e
TP = o = ho 1 Thooe it

Z(I_e—me)+(e—me_e—bT) ik
z—e T b

en G(z, m) =

Er geldt: (zie paragraaf 13.2.4) M,(z)=1—e “"z™! zodat de voorwaarde
voor r.f.r.c. wordt:

e—amT(z—1+e—aT‘z—2 +) = moe—aTz—?._{z(I_e—me) v
_I_(e—bm‘}‘_e—b]')} {1+e—b‘rz—1+e—2b?z—2 +}

Er geldt m, =

l_e—bT =

Voor N =2 zou nu moeten gelden dat de coéfficiént van z~2 van het linker-
en rechterlid gelijk zijn.

Dus
1
—amT _—aT —a - - - -b
g~ ,~a =1__e—b1"e T{(l_e me)e .'Jl"_'_(e me_e T)}
Hieruit volgt:
e—me — 1 e—me(l_e“bT) it e‘—me

Dit geldt: indien @ = b m.a.w. een r.f.r.c. wordt bereikt indien de tijdkonstante
van het systeem gelijk is aan de tijdkonstante van het aangeboden stoor-
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signaal. Het blokschema kan men dan voor dit geval ook anders tekenen
(zie fig. 13.7)

Fig. 13.7

waarin N een pulsvormige verstoring is.

Algemeen kan men de invloed van ruis op een systeem voorstellen als
witte ruis die door een vormend filter Gy(p) het systeem binnenkomt.

Er kan alleen van een r.f.r.c. worden gesproken als het vormend filter
Gy (p) gelijk is aan de overdrachtsfunktie G, (p), of anders gezegd: als witte
ruis wordt toegevoerd aan de ingang van het proces.

Naar aanleiding van de hier gevonden resultaten kan men dezelfde op-
merking maken t.a.v. volgsystemen.

Daarvoor geldt: C(z,m) = GT(z,m)myM(z) R(z)z™*

Opdat na een zeker tijdsinterval C(z,m) = R(z,m) moet gelden:
R(z,m) = GT(z,m)myM(z) R(z)z™* voor t>NT. Dit is mogelijk indien

R(p) = 2.

13.3.3 Uitgewerkt voorbeeld
—pTp

Gegeven een systeem volgens fig. 13.1 met G = ———en T=1 sec.
g y g g 1(») D

Ontwerp volgens de r.f.r.c. methode regelaars D(z) voor dit systeem.
1. Er wordt op het systeem een stap gezet R(p) =% en N(p)=0 terwijl
Tp=0. Er geldt dan:
_ 0,368(1 +0,717z" )zt
(1—-z"(1-0,368z"1)

G(2)

Tevens geldt:
M (2) =myz~*(14+0,717z71)

en my = 1 = 0,582
1+0,717

1-M'(2)=(1—z"Y)(1+0,417z7")
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0,582z7'(140,717z" ) (1—-2z"1) (1-0,368 %)
(1—z"")(1+0,417z7") 0,368(140,717z" 1)z !

_ 1,58(1-0,368z"Y)

Hieruit volgt: D(z) =

140,417z71
Ei(2) = R(2)(1-M'(2)) = a _1)(1 -z H(1+0417271)
=
= {e;(nT)} = {1,0,417,0,0...}
. (1-0,368z71)
E,(z) = E;(z2)D(z) = (1+0,417z 1) I,SSW

{e;(nT)} = {1.58, —0.58, 0,0, ...}

(zie fig. 13.4, ¢ en e, zijn volgetrokken aangegeven).

2. Er wordt op het systeem een stap gezet R(z) =£ en N(p)=0, terwijl
Tp=% sec. Er geldt dan:

0,204(1+0,0422" 1) (141,9472™ 1) 2!

G(z) = = =
(1-z"%@1-0,368z"")

Er geldt:
M(z) = z ' (1+0,94727 ") (1+0,042z™ ") m,
1-M(2) = (1-z" (1 +f1z7 +£,27%)

e e LR R o 0508 on fo=0i0D
1+z5+2
o o B
zodat: D(z) = 0,492z (1+0,9472"7)(1+0,042z"")

(1—z"')(140,508z~1+0,020z2)
(1-z"1(@1-0,368z7")
0,204(1+0,042z" 1) (1+0,947z" 1) z™*
_ 2411(1-0,368z7")
140,508z~ +0,020z2

E,(2) = R(z)(1-M'(2))

-3 1
(1Sze)

{e,(nT)} = {1, 0.508, 0.020, 0,0, ...}

(1—z"1(1+0,508z~ ' 40,020z~ %)
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E,(2) = D(2) E(2) = 2,411(1-0,368z"1)
{e,(nT)} = {2.411, —0.887,0,0,...}

(zie fig. 13.5, ¢ en e, zijn volgetrokken aangegeven).

3. Er wordt op het systeem een storing gezet met N(p) = ﬁ en R(p) =0,
terwijl T, = 0. Er geldt dan:

1-M}i(z) =mee *Tz71(140,717z7%)

Mi@)=(1-eTz7Y(1+f1z7YH

moe T=e~*T—f, en 0,717 my =f;

voor e~T = 0,368 geldt

me=0,339 en f; = Q243 0, 5 2

0,124z"1(140,717z"")  (1—z"")(1-0,368z"")

(1-0,368z"")(1+0,243z"") 0,368(1+0,717z"1)z"*

_0,339(1—z7")
1+0,24327"

zodat D(z) =

A e
1-0,368z"!
x (1-0,368z"")(140,243z71)

E(z) = —C(2) = —N(2)M;(2) =

{e,(nT) = {—1, —0.243,0,0...}

—(1+0,243z7%0,339(1—z" Y
140,243z71

{—e,(nT)} = {0.339,0.339, 0, 0, ...}

E;(2) = D(2)E(2) =

(zie fig. 13.6, c en e, zijn volgetrokken aangegeven).

13.3.4 Konklusies ripple free response method

1. Het minimum aantal bemonsteringstijdstippen, N, waarin de gewenste

responsie wordt bereikt op de bemonsteringstijdstippen en daarna ook

tussen de bemonsteringstijdstippen het gewenste signaal exakt volgt, is:

a. afhankelijk van de orde n van het proces G, (p).

b. afhankelijk van de dode tijd Tp, = k; T van het proces.

c. afhankelijk van het type ingangssignaal R resp. het stoorsignaal N.

d. afhankelijk van het aantal polen van G(z) dat buiten de eenheidscirkel ligt.
Stel dat dit aantal k; bedraagt.
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Indien r(¢) of n(z) van de vorm t*2 U(¢) is geldt voor het minimum aantal
N:N=n+k1+k2+k3. ;
Indien k, T<Tp<(k,+1) T, dient N nog met 1 verhoogd te worden.

2. Het bovenstaande geldt slechts indien G, (p) voldoende integraties bevat
d.w.z. dat G,(p) opdat een signaal t*2 U(¢) gevolgd kan worden minstens
k, integraties bevat (type-k, systeem).

3. De responsie zal in het algemeen geen doorslingering vertonen voordat
t = NT wordt bereikt, tenzij G, (p) nulpunten bevat.

4. Het stuursignaal e, (nT') zal slechts gedurende 0< ¢ < NT een ringing effekt
vertonen en daarna konstant blijven.

5. Het ontwerp is minder gevoelig voor parametervariaties omdat het ont-
werp er niet meer op berust dat de nulpunten van G(z) wegvallen tegen polen
van D(z).

6. Het ontwerp is onafhankelijk van de bemonsteringstijd en de grootte van
het ingangssignaal resp. stoorsignaal.

T.o.v. m.s.t.c. is het stuursignaal bij een bepaalde keuze van T echter
aanzienlijk kleiner zodat minder gevaar voor oversturing zal optreden.

7. De ontworpen regelaar werkt slechts voor een bepaalde klasse van
ingangs- en stoorsignalen omdat bij de keuze van M" (z) resp. M (z) rekening
wordt gehouden met R(z) resp. N(z).

13.4 METHODE VAN TOESTANDSTERUGKOPPELING

Bij de voorgaande twee methoden was steeds sprake van een ontwerp van
D(z) waarbij polen en nulpunten van D(z) en G(z) tegen elkaar wegvallen.
Bij de r.f.r.c. methode is reeds bereikt dat de polen van D(z) niet meer
wegvallen tegen de nulpunten van G(z) maar het ontwerp is zodanig dat nog
wel de nulpunten van D(z) wegvallen tegen de polen van G(z). Dit houdt in
dat het ontwerp gevoelig is voor variaties in de parameters van het proces

G1(p).
Dit bezwaar wordt ondervangen door de in deze paragraaf aangegeven

methode. Zoals de naam van deze methode aangeeft gaat men uit van het
systeem beschreven in toestandsvergelijkingen. Het is echter ook mogelijk
dit probleem te benaderen vanuit de in de voorgaande paragrafen geschetste
aanpak.

Bij gebruik van de methode van toestandsgrootheden gaat men als volgt
te werk:
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Het proces wordt beschreven door:
x(kT+T)=e*" x(kT)+h(T) u(kT)

indien het systeem slechts één ingang bevat.

Stel dat uitgegaan wordt van een willekeurige begintoestand x (0) ten tijde
t=0, is het dan mogelijk om in een eindig aantal bemonsteringstijdstippen
de evenwichtstoestand x(NT) =0 te bereiken?

Voor x(NT) geldt:

X(NT) = @' ) + ¥ (1) h(T)u(iT) (13-13)
i=0

Indien het linkerlid gelijk aan nul gesteld wordt en N = n gesteld wordt geldt:
— ()" x(0) = {(*")""* K(T), "Y'~ h(T), ..., h(T)}u

met ™ = (u(0), u(7), ... u(nT—7T))
Als gesteld wordt:

(D R, 2 h(T) s (D) =G (13-14)
geldt:
u= _G—l(e.(']")n 5(0)

Het is mogelijk G™* te bepalen indien het systeem regelbaar is (zie hoofdstuk
XII).
Stel — G~ (e?”)" = F dan geldt:

u = Fx(0) (13-14)
Het is mogelijk 4(0) te berekenen:

u(0) =f11 %1 (0)+£12%,(0)+ ... +/1,%,(0)
Als u(0) bekend is kan x(T) bepaald worden, immers

x(T) =e*" x(0)+h(T) u(0)

Neemt men aan dat x(7") de nieuwe begintoestand is, dan kan men uitgaande
van deze begintoestand u(T’) berekenen.
Er geldt dan:

uU(T) =f11x (D) +f12%:(T)+ ... +11.%,(T)

Deze procedure kan men ook herhalen voor u(2T), u(37),...,u(nT—T).
Hieruit volgt dus voor het ingangssignaal u(kT):

u(kT) =f11 %, (kT) +f12%,(kT)+ ... +11,%,(kT) (13-16)
voork=0,1,...,n—1
of u(kT) =f"x(kT) met fT = (fi1, f12 > f1n)

waarin f7 de eerste rij van — G~ (e?7)" = F is.
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Voorbeeld 13.8

Voor het proces G,(p) = ;@-1:1—) kan afgeleid worden
x, (k+1) 0,368 0\ [x;(k) 0,632
= + u(k)
Xy (k+1) 0,632 1/ \x,(k) 0,368

of
x(k+1) = e x(k)+h(T) u(k)
Hieruit kan — G~ (eA")" = F bepaald wordenmet N=2en G =[e*"h(7),

h(T)] voor fT wordt gevonden: —f" =(1.24 1.58).
Het geregelde systeem wordt weergegeven in fig. 13.8.

p+1 P

124 1,58

Fig. 13.8

13.4.1 Rekonstruktie toestandsgrootheden

Het nadeel van deze konfiguratie is dat alle toestandsgrootheden waarneem-
baar moeten zijn. Als slechts de uitgang meetbaar is kunnen de overige
toestandsgrootheden gerekonstrueerd worden. Indien het proces van de n“
orde is moeten n—1 toestandsgrootheden gerekonstrueerd worden om de
begintoestand x(0) te bepalen. Daarna is een regeling nodig die # tijdstippen
in beslag neemt, zodat de eindtoestand x = Q wordt bereikt in 27— 1 perioden.
Om x(0) te bepalen wordt uitgegaan van de volgende n vergelijkingen:

y(0) = ¢"x(0)
Y(T) = ¢"x(T) = ¢"e*" x(0)+¢" h(T)u(0)

y(T-T) = " ()" ' x(0) + ”-Zz T @) 2 h(T)u(iT)
of 5
y = Px(0)+Qu (13-17)
met y = (y(0), ¥(T), ..., y(nT—T)) en
u” = (u(0), ... u(nT—2T))
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el ¢"h(T) gL 50
P=|: en Q=|c"e'Th(T) c¢Th(T) 0
th(eAT)ﬂ—-l QT(eAT)H-Z ‘b(rr) '''''' QT E(T)

Als het proces waarneembaar is geldt:

x(0)=P 'y—P ' Qu (13-18)
Voor N=n—1 geldt:

u(nT—T)=f"x(nT—-T)

terwijl tevens geldt:
n—2
x(nT—T) = )" '2(0)+ Y ) *"'H(T)u(T)
i=0

Aangezien x(0)=P 'y—P ' Qu

geldt:
u(nT-T) = fT{E*) (P y—P ' Qu) +
Ez(e‘T)“"”*‘b(T)u(iT)} (13-19)
Voorbeeld 13.9

Indien hetzelfde proces wordt genomen als in voorbeeld 13.8, waarin alleen y
ter beschikking is geldt dus:

0,368 0 0,632
ee=10,:1)) e = en h(T) =
0,632 1 0,368
verder geldt:
O —1,58 1,58
P_l _ =
£:Tem" 1 0
0 0
Q = =
¢" h(T) 0,368

fT = (1.24, 1.58)
Hieruit kan #(1) berekend worden:

u(1) = 2,304 y(1)—0,725 (0)— 0,520u(0)
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Hieruit volgt: U(z) _ 2,304z-0,725
Y(2) z+0,520

13.4.2 Verband met de r.f.r.c.

Zoals reeds opgemerkt in paragraaf 13.4 kunnen de resultaten die zojuist
zijn afgeleid ook bereikt worden met een aanpak die grote gelijkenis vertoont
met de m.s.t.c. en de r.f.r.c. Dit wordt nagegaan voor een volgsysteem. Men
gaat dan uit van de volgende eisen:

Neem in M(z) alle nulpunten van G(z) en in 1 — M(z) alle polen van G(z) op.
Algemeen kan men dan stellen:

M(z) = GT(z)' Py(z)
1—M(z) = GN(z)- P,(z)

waarin P; en P, polynomen zijn met een zodanig aantal nog te bepalen para-
meters p dat M(z) kan worden opgelost.

Voor het geval G,(p) van de n® orde is, is zowel GT(z) als GN(z) een
polynoom van de 7% orde in z7*.

Stel dat P, (z) en P,(z) van de p* orde in z™! zijn dan ontstaan er, wanneer
M (z) wordt opgelost n+p-+1 vergelijkingen waaruit 2(p+ 1) onbekenden
dienen te worden opgelost. Dit is mogelijk indien p =n—1.

Hieruit volgt ook direkt dat voor een stapvormig ingangssignaal geldt dat
N=(2n—1)T omdat M van de (2n—1)° orde is in z~!. Uiteraard geldt dit

slechts indien het proces geen dode tijd heeft.

Voorbeeld 13.10

|
Stel G(p)= 0,368(14+0,717z ")z

1
p(p+1) (1—-z"1)(1-0,368z71) "
Voor een stapvormig ingangssignaal moet dan gelden:

M(z™') = 0,368z71(1+0,717z" ) (pyo+p112" ) en

1-M(z™Y) = ( —z_l)(l —0:3682_1)(P20+P212—1)-

met T=1 sec. dan geldt G(z)=

Hieruit volgt door M(z™!) in een van de vergelijkingen in te vullen na uit-
werking:

(P10> P11> P20> P21) = (2.304, —0.725, 1, 0.520).
Mz™YH) 1
1-M(z™") G(2)

pi(z™") _ 2,304—0,725z7!
p2(z™Y) 140,520z

Door deze waarden in te vullen in D(z) =

ontstaat D(z) =
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en C(z) = M(z) R(2)
= 0,368z 1(140,7172z71)(2,304—0,725z " Y1 +z *+2z72+..))
Hieruit volgt {c(nT)} = {0.878, 1.188, 1, 1, ...}.
Ei(2) = R(2)(1-M(2)) = I—I_—l(1—z“‘)(l—0,382‘1)(I+0,522_1)
—_—
Hieruit volgt: E,(z) = 14+0,152z7'—0,18827%.
(2,304—0,725z"1)
(140,520z7")
= (2,304—0,725z"1)(1-0,368z"")

Hieruit volgt: {e,(n7T)} = {2.304, —1.576, 0.266, 0, 0, ...}
(zie fig. 13.4 waarin e(t) en e, met nulletjes zijn aangegeven.

E,(z) = D(2)E,(z) = (1-0,3682") (1+0,520z™ %)

13.4.3 Konklusies methode van toestandsterugkoppeling

De methode van toestandsterugkoppeling kan algemeen worden gebruikt
voor systemen met meer in- en uitgangen. Indien het systeem slechts één
ingangs- en één uitgangsgrootheid heeft kan men ook door in M(z) de
nulpunten van G(z) op te nemen en in 1—M(z) de polen van G(z), een
regelaar D(z) afleiden. Deze regelaar is dezelfde die wordt gevonden bij de
methode van de toestandsterugkoppeling indien men er vanuit gaat dat
slechts de uitgang meetbaar is. Enige algemene konklusies die betrekking
hebben op de methode van toestandsterugkoppeling zijn:

1. Het minimum aantal bemonsteringsperioden N, waarin vanuit een wille-

keurige begintoestand x(0) een gewenste toestand x,(NT) wordt bereikt en

daarna ook niet meer afwijkt van deze toestand, is:

a. afhankelijk van de orde n van het proces G;(p).

b. afhankelijk van de dode tijd T}, = k; T van het proces.

c. afhankelijk van de begintoestand x(0).

d. afhankelijk van het aantal toestandsgrootheden p dat direkt meetbaar is.

Indien alle toestandsgrootheden meetbaar zijn (p = n) bedraagt N:
N=n+k,

Indien alleen de uitgangsgrootheid meetbaar is (p = 1) bedraagt N:
N=2n—1+k,

Indien p toestandsgrootheden meetbaar zijn bedraagt N
N=n+k; + -n;fp ,als 7P cen geheel getal is. Indien dit niet het geval
is moet een afronding plaatsvinden naar het dichtsbijliggende gehele getal dat

groter is dan n_;_ .
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2. Indien uitgegaan wordt van een begintoestand x(0)=0 en aan het
systeem een ingangssignaal van de vorm ¢*2U(t) wordt aangeboden, wordt
dezelfde regelaar gevonden als hiervoor aangegeven indien G, (p) ten minste
k,+1 integratoren bevat.

Indien dit niet het geval is kan men aan D(z) integratoren toevoegen zodat
het totale aantal termen (z—1) in de noemer van D(z) en G(2): k;+1
bedraagt. Voor N wordt de volgende waarde gevonden:

N=n+k;+k,+1 indien alle toestandsgrootheden meetbaar zijn en het
proces geen integratoren bevat.

N=n+k,+k,+1—k,indien het proces k; integratoren heeft met k; <k, +1
N=2n—1+k+k,+1—ks=2n+k;+k,—k; indien slechts de uitgang
meetbaar is.

3. De responsie kan een doorslingering vertonen voordat ¢ = NT wordt
bereikt.

4. Het stuursignaal zal slechts gedurende 0<?<NT een ringing effekt
vertonen.

5. Het ontwerp is niet sterk gevoelig voor parameter variaties in G(z) omdat
er bij het ontwerp van D(z) geen nulpunten en polen van D(z) moeten weg-
vallen tegen polen en nulpunten van G(z).

6. Het ontwerp is onafhankelijk van de bemonsteringstijd en de grootte van
de begintoestanden x(¢) of het ingangssignaal.

T.a.v. de voorgaande methoden is het stuursignaal bij een bepaalde keuze
van T kleiner omdat er gedurende een langere tijd een sturing wordt aange-
boden. Het gevaar van oversturing zal minder snel optreden.
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Appendix A. Bewijs van de inverse
z-transformatie en bewijzen van een aantal

eigenschappen van de z-transformatie

1. BEWIJS INVERSE z-TRANSFORMATIE

De inverse Laplace-transformatie luidt:

ct+ joo

x() =27 [F(p)] = —J X (p)e™dp.
Vervang hierin ¢t =nT
1 c+j
x(nT) =—7J X(p)e™Tdp.
27{] c—j

Verdeel de lijn ¢+jw in intervallen die korresponderen met de periodieke
stroken:

i @ et(m+4)jos
x(nT) = —

X(p)e™"dp; m = geheel getal.
2?I_] m=—qo

et+(m—1)jos
Stel p’ = p—jmw,, zodat
dp’ =d(p—jmw,) = dp

en
enTp’ - enT(p—-jmm,) = &"T'H
dan volgt :
c+jos 2
x(nT) = Z X(p' +jmow)e "7 dp'.

'.’Tj m=—co Jec—tjws

De sommatie mag binnen de integraal gebracht worden:

1 etijoy +w

x(nT) = — Y X(p+jmo)e"Pdp.
27j J e—2jos m=—c
Er geldt dan:
+ o
X*(p) = % Y, X(p+jmw,), waarin p’ vervangen wordt door p
zodat
T (cttios
x(nT) = j X*(p)e"?dp.
Tf_] c—tjos
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Pas de z-transformatie toe:

1
= —Inz of z = &),
R = ( )

dan is
=1
Elji: TPt of dp=ie"’7dz=z—dz
dp i g
en

X*(p)| _1, =X
pP= »,j;lnz
Hiermee volgt dan:

Té z~1
x(nT) = — X(z)z"—dz
(nT) ] (2) =

1

- —§ X2 tdz
27j Jc

2. BEWIJS VAN DE REELE VERSCHUIVINGSTHEOREMA'S

a. Z{f(t—mT)} = Ejo f(T—mT)z™"

= f(—=mT)+f(T-mT)z™* +...+
+f0)z "+f(T)z™™ ! +....
Voor t<0, is f(¢t) =0, dus

Z{ft—mT)} = Oz " +f(T)z"""" +...
=5 i f(nT)z™" = z7"F(2)

b. Z{f(t+mT)} = i f(nT+mT)z™"

= f(mT)+f(mT+T)z"* +...

= {fO)+f(T) 2™ +...4+ f(mT—T)z"™+1} 2" +
+ {f(mT)z " +f(mT+T)z™" " ' +...} 2"
— O +/(T)z™ +...+ fT—T) 2"} 2

0 m—1
= Z“‘[;f(nT) Ze= k;ﬂ f(kT)z™"]
m—1
= 2"[F(2) — k;g FeT)z"].
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3. BEWIJS VAN HET KOMPLEXE VERSCHUIVINGSTHEOREMA

Z{e " f)} e f(nT)z™"

=

]
il

f(nT)(ze™ ") ™"

I
s

0

Stel ze" = z,, dan geldt:

Z{eTfW} = T fOT)z" = F(z) = Fe™)

4. BEWIJS VAN DE SOMMATIEREGEL

90T = 3 J(T) en  g(uT-T) = 3 ST

Hieruit volgt:
g(nT) =g(nT—T)+f(nT)

met g(nT—T) =0 voor n=0.
Door gebruik te maken van de verschuivingsregel wordt verkregen:

G(2) =z"'G(2)+ F(2).
Hieruit volgt:

G(z) = F(z) = —=— F(2).
z—1

[—=z=*

5. BEWIJS VAN DE VERMENIGVULDIGINGSREGEL MET @*"

oo

a. Z{d"f(O} = ;0 a'f(n)z™" = ;Df(n)(a"z)'“
Stel a™'z = z,, dan geldt:

Z@f0) = 3 f0)z" = F@) = F@™2)

b. Z{a"f()} = ;ﬂf(ﬂ)a‘"Z"' = rEDJ’(") (az)™"
Stel az = z,, dan geldt:

Z{a™'f®} = ¥ S0z = F@) = Faa)
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6. BEWIJS VAN DE SCHAALEIGENSCHAP

Z{f(at)} = iof(anT)z‘“

= 3 flanT) @y

1
Stel z* = z,, dan geldt

Z{f@nT)} = ¥, fanT)z;"

Stel an = n,, dan geldt:

<o

1
Z{f(at)} = Of(ﬂ; T)z;" = F(zy) = F(2%).

ny=

7. BEWIJS VAN DE VERMENIGVULDIGINGSREGEL MET =™

Voor Z{tf(t)} zal het bewijs gegeven worden:

Z{f(0} = i nTf(nT)z " = Tz i nf(nT)z "*
ab o4 Y f@Dz "= — Y af(nD)z""
dz dzs=o0 n=0

Hieruit volgt:

20 - 2
dz

8. BEWIJS VAN DE LIMIETWAARDENTHEOREMA’S

a. F2)=f0)+f(T)z" 1 +...
Voor z — oo geldt: lim F(z) = f(0)

z—+o0

b. Z{f(nT+T)—f(nT)} = zF(2)— 2/ (0)— F(2)
Tevens geldt:

Z{f(nT+T)—f(nT)} = lim ) [f(nT+T)—f(nT)]z""

k—+aw n=0

Hieruit volgt door gelijkstelling en na delen door z:
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—F(z)—f(O) = lim Z [f(T+T)—f(nT)] 27" .

k=0 n=0

Voor z—1 gaat deze vergelijking over in:

fim L F@)=1(0) = lim f(KT+T)~f(0)

z‘—'l Z
of
: .oz—1
lim f(nT) = lim F(2).
n—+coo z—+] 2

9. BEWIJS VAN DE KONVOLUTIE-EIGENSCHAPPEN

8. Zf gox(n) h(k—n)} = ki) ngﬁ x(m)h(k—n)z™*

Aangezien h(k—n) =0 voor n>k kan ook geschreven worden:

Ma

Z{Z x(n)h(k— n)}= x(n)h(k n)z™*

On

Y x(m)h(k—n)z™*

g8

Il
018 "MB

a
il
o
=
Il
(=]

Stel k—n =m, dan geldt:

o0 w0

k
Z{;D x(mhk—n)} =Y Y x()h(m)z ™"z

n=0 m=—n

Aangezien h(m) =0 voor m<0, geldt

Z{gox(n)h(k—n)} = i i; x(Mz"h(m)z™ = X(2)H(2)

n=0m=0

b ZU,0A0} = ¥ AGDS0Dz

Met behulp van de inverse z-transformatie toegepast op fi(n7) wordt
gevonden:

Z{,050) ,.izn fj; FL @ def,(nD) 2"

2L sen((] "
7))

9%
9.
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10. BEWIJS VAN HET THEOREMA VAN PARSEVAL
o0 [+ o] 1 _
2 D f,(nT) = ), fz(nT)—.fJ; Fi(2)2" 'dz
n=0 n=0 2nj Jc
, 1 Lhy e 1[3\
=—O0 Fi(@z" ) fL,(nT)|-) dz
2xny Jc n=0 z

=L 51; F,(2)F, (1) el
2w Jc z
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Appendix B. Oplossing van de
matrixfunkties e en A"

1. OPLOSMETHODEN VOOR e4T

Oplossing van de matrixfunktie e#” is mogelijk via diverse methoden. Het
rekenwerk neemt snel toe met de orde van A4 en het zal daarom veelal nodig
zijn hiervoor een rekenmachineprogramma te schrijven.

Op een vijftal mogelijkheden wordt nu nader ingegaan.

1. Toepassing van de inverse Laplace transformatie.

Indien de homogene toestandsvergelijking wordt genomen: x = Ax geldt de
oplossing x(t) = e x(0).

De toestandsvergelijking kan Laplace getransformeerd worden.

Er geldt dan:

pX (p)—x(0) = AX (p) of (pI—A4) X(p) =x(0)
X(p)=(pI—A)~" x(0)

Door toepassing van de inverse Laplace transformatie wordt x(¢) verkregen:
x(1)=L"" {(pI—A)""}x(0)

Hieruit volgt:
et =L~ {(pI-A)7"}

Op de bemonsteringstijdstippen geldt:
e’ = L7H{(pI-A) " }or

Deze procedure vereist veel werk en bovendien de inversie van een matrix.
Voor systemen van hogere orde wordt deze inversie vermeden door gebruik
te maken van de volgende methode:

2. Toepassing van het theorema van Leverrier.

AP 144,02 4.+ 4,
p"+bp" ...+ b,

Door te schrijven (pI —A4)~' =

met p"+b,p" '+ ... +b,_p+b,=det(p[—A) en matrices 4; van de n®
orde kunnen de volgende gelijkheden bewezen worden:
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A1=I
b, = —spoor (44,)

Az = AAI'}'blI

L A4,
by = spoor( 5 )
Ay = AA,+b,1

¥ AA,
by = spoor( ) )

A, = AA,_,+b,_,I

Bovendien moet gelden A4,+ 5,7 =0. Dit is een kontrole of er tijdens de
berekeningen te grote onnauwkeurigheden zijn gemaakt.

Dit is een iteratieve procedure die eenvoudig is te programmeren maar het
nadeel heeft dat gemeenschappelijke faktoren in de teller en de noemer van
(pI—A)™" moeilijk programmatisch kunnen worden opgespoord.

3. Diagonaliseren.
Indien 4 een diagonaal matrix is van de vorm

21 0 CAIT 0
A= Az, geldt: 1T = cie

0 2 0 e*T

Meestal is 4 niet gegeven in diagonaal vorm en dient de matrix gediago-
naliseerd te worden.
Dit gebeurt met een similariteitstransformatie:

A=MAM™
waarin 4 een diagonaalmatrix is met op de diagonaal de eigenwaarden van
A, M is een matrix waarvan de kolomvektoren gevormd worden door de
eigenvektoren van A.
Er geldt nu: e” = Me4T M1
hetgeen men kan bewijzen door linker- en rechterlid in een reeks te ont-
wikkelen.

Het bovenstaande geldt indien er geen samenvallende eigenwaarden zijn.
Indien dit wel het geval is moet men overgaan tot de zogenaamde Jordan-
vorm. De methode vereist een berekening van de eigenwaarden en het op-
stellen van de matrix M en de inverse van deze matrix. De inversie van deze
matrix is echter eenvoudig omdat de elementen geen funkties van p zijn.
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4. De methode van Cayley-Hamilton.
Een funktie van een matrix kan ontwikkeld worden in de som van een eindig
aantal, n, matrices.

Er geldt:

n—1

eAT:= E: Q(ijf
i=0
Deze gelijkheid heeft n onbekende coéfficiénten ¢;(T).

Deze coéfficiénten worden bepaald door de eigenschap toe te passen dat
bovenstaande vergelijking ook geldt voor de eigenwaarden van de matrix,
d.w.z.

n—1
eME =5 c(D)A: voor j=1,2..m,
i=0
waarin 4; de eigenwaarden van de matrix (pI/— A4) zijn.

Indien er meervoudige eigenwaarden zijn, bijvoorbeeld een m-voudige

eigenwaarde A, dient men m—1 maal te differentiéren.

n=1

= T (M)A

i=0
n—1

T = T o(T)- i3

i=1

’ n—1
T" 'e* = Y c(T)-i-(i—1)...(i—m+2)- """
i=m—1
«© k ok
5. Reeksontwikkeling van e*” = A;:
k=0 L

Dit is een konvergente reeks maar de reeks moet voor een bepaalde waarde
van k worden afgebroken.

De konvergentie van de reeks is niet erg goed en in het algemeen zal dus
een groot aantal termen moeten worden meegenomen. Dit aantal is veel
groter dan in methode 4. Bovendien worden afrondingsfouten gemaakt en
is het moeilijk een reeks in de termen van de matrix te ontdekken.

De vijf methoden worden toegepast op het volgende voorbeeld.

Voorbeeld B.1 : Gegeven een bemonsterd systeem met overdrachtsfunktie

voorafgegaan door een nulde orde houdschakeling.

p(p+1)
In matrixnotatie geldt:
%4 0 1\ [x, 0
= -} uy,
)222 0 —i 1 x; 1
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y=@0 0 [x
X2

Methode 1. e*T = &~ {(pI—A) ™ },-1

p -1 \™' [p+1 1 1
(pI-4)"" = =
0 p+1 o p) p+D)
Hieruit volgt:
- - : 1 1-e7T
e | 2 p(p+1) x
Ot Qe T
p+1 t=T
0 1
Methode 2. (pI—A)™* = 221542 g 4 —
s“+bys+b, e
0 1
Al‘—_-l
b, = —spoor (AA4,) = —spoor (4) = —(0—1) =1
0 1 1 0 1.1
A2=AA1+bII=A+I= -+ =
0 -1 () | 0 0
A4 0 N R 00
b, = —spoor i = —Jspoor =

0 —-1/)\0 © 00
Kontrole stap:
A3=AA2+b21=0

Er geldt dus na invullen:

[ ) 10
P i p+1 1
) 0 -1 00 1
(pI-4)" = 2 =
p°+p 0 p) P(@+1)

Zie verder methode 1.

Methode 3. De wortels 4, en A, volgen uit de determinant:
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De eigenvektor v, die bij 4, =0 behoort volgt uit:

0 1 1
(A—A; Dy, =0 of vy =0 of vy, =0 zodat v, =
0 -1 0

waarin v, = 1 willekeurig is gekozen.

De eigenvektor v, die bij 4, = —1 behoort volgt uit:

i
(A—4, v, =0 of v, =0 of v,;+v,, =0 zodat
00
1
vy = waarin v,, = 1 willekeurig wordt gekozen.
—1
1 1 1 1
Hieruit volgt: M = en M~ ! =
0 -1 0 -1
e“T kan nu berekend worden:
1 1 1 0 | 1 1. 1= T
eAT = MeATM—l - =
0 —1/\0 e 7/ \0 -1 Qiets

Methode 4. De wortels 4, en 4, volgen uit de determinant
p(p+1)=0,dus ,;=0en 4, = —1

eAT=Col+ClA

bovendien geldt:

et =ipted =1 =0,

A2T -T

en e’ = co+cl,>e T =1—¢;, of ¢; =1—¢

Nu kan e*T bepaald worden:

10 1 A | 1 1-eT
e’ = +(1—e"7) =
01 0 =1 0 e_T
AT
Methode 5. A =T+ 7 4 +

1!

2!
0 1 0 1 0 -1

AA = =
0 -1 0 -1 0 1

I
|
b
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A3 =A% 4= = — A% = A enzovoort

Hieruit volgt:

T2
= I+A|:I—I+T—-;-+ ]

=I+A(1—e"7)

1.0 08 1 P
= +(1-e"7) =

0 1 0F =1 0e "

2. OPLOSMETHODEN VOOR (e4")Y EN (A)Y

Een ander probleem dat zich voordoet bij de beschrijving van systemen met
toestandsvergelijkingen, is de berekening van de matrix (e*")¥ en AY. De
berekening van A" kan ook weer plaats vinden volgens diverse methoden
waarvan er hier een vijftal behandeld worden.

1. Toepassing van de inverse z-transformatie.
De homogene diskrete toestandsvergelijking luidt:
x(k+1) = Ax(k) met als oplossing x(N) = A" x(0).
Door toepassing van de z-transformatie wordt verkregen:
zX (2)—zx(0) = AX (2) of (zI-A4) X (2) = zx(0)
X (2) =(zI—A)"" zx(0)
Door toepassing van de inverse z-transformatie wordt x(N) verkregen:
x(N) = Z7 {(zI-A) 'z} x(0)
Dit levert de volgende gelijkheid op:
A" = Z7H (@ - A) 2}y

2. Toepassing van het theorema van Leverrier.

A2 4,72 4+ A,
Z'+b, 2" ...+ b,_ z+D,

Door te schrijven (zI—A4)™"! =

met z"+b,2"" '+ ... +b,=det(z[—A4) en A; matrices van de n% orde
kunnen de volgende gelijkheden worden afgeleid:
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A, =1

1

A
b; = —spoor

A.z = AA]_‘{'blI

I

AA,
b, = —spoor e

Hierbij is het aantal matrixbewerkingen beperkt tot n, terwijl N > n kan zijn.

3. Diagonaliseren.
AV =M(A) M

waarin A een diagonaalmatrix is met op de diagonaal de eigenwaarde van 4
en M is een matrix waarvan de kolomvektoren gevormd worden door
de eigenvektoren van A.

4. Methode van Cayley-Hamilton.
=1
Er geldt nu 4" = Y ¢4,
i=0
n—1 :
met z) = 'Zo €iz;
waarin z; de eigenwaarden van (z/— A) zijn.
Er moeten nu n lineaire vergelijkingen met n onbekende ¢; opgelost
worden. Het linkerlid van de vergelijking wijzigt indien N verandert.
5. AN=4.4 ... A.
Het aantal matrix vermenigvuldigingen neemt rechtevenredig toe met V.
Voorbeeld B.2: Gegeven een diskreet systeem beschreven door de volgende
differentievergelijkingen:
xy (k+1) = x, (k) +4x, (k) +10u(k)
X, (k+1)=0.2x, (k) +u(k)

of in matrix vorm

1 4 10
x(k+1) = )J_c(k)+ u(k)
0 02 1
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Methode 1. A = Z™ ' {(zI-A)"'z},—y

z—1 —4 —H z—02 4
(zl-A)"'z = = 4
0 z—02 0 ,_1] =D (z—02)

z 4z z 5( ;I )
z—1 (z—1)(z—0.2) z—1 z—1 z-0.2

0 2 ’ 0 z
z—0.2 2—0.2
4 Z z
o = 1 5(1-02"
z—1 (z-l z—O.Z)] I (=029
Zik g
Z
0 0 (02"
z—02 02)
Methode 2. (zI— A)™* = ;412—4,142
' z2?+byz+b,

AI =I
b, = —spoor (44,) = —spoor (4)= —(1+0.2)= —1,2

1 4 1,2 0
A, = A4 +b I = A-121 = —
0 0.2 o 12
-0,2 4)
0 -1
1 4 —-0,2 4
b, = —spoor (&) = — 1spoor = 0,2
2! 0 02 0B et

Hieruit volgt:
14 0 =D
Gl=Ay e z+
z—1,22+02\ g R,
z—02 4 % i
z z—1 (z—1)(z—0.2)
 (z-1D(-02) B ,
0 z—1

z-0.2

zie verder methode 1.
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Methode 3. De wortels van A4 zijn: 4, =0,2en 4, =1.
De eigenvektor p; die bij 4; behoort volgt uit:

1-0,2 4
(A=24,1)p, =0 v; =0 of 08v;;+4v;, =0
0 0
S
zodat p; =
-1

De eigenwaarde v, die bij 4, behoort volgt uit:

0 4
(A=2,Dp, =0 v, =0 of v,,=0
0 —-038
1
zodatp, =
0
o L 0 -1
Hieruit volgt M = en M~ =
-1 0 1 5
5 1\ /02" 0\ /0 -1 1 51—(0.2)"
AY = =

=1 o) \o a1 S 0 (02

Methode 4. A™ = cyI+c, A. De wortels luiden z; =1 en z, =0,2.
Er gelden dus de volgende twee vergelijkingen:
2z} = co+e12; = 1 = co+ey

z) = co+¢y2, = (0.2)" = ¢y +0.2¢,

Aftrekken van deze vergelijkingen geeft

1_(0’2)1\’
1—(0,2)Y = 0,8¢; = ¢, = ———
0,2) 1 1 08
oo N o N N
o = 1—c, = (=02 _ 08-1402" _ 02402
0,8 0,8 0,8

Hieruit kan 4" bepaald worden:

1- 10 1 4 cotcy ey
AN = CO +C] =
0 1 0 02 0 co+0.2¢4
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4b—a 1 14 — - - L ——m - NPT — e EEE—

—(1 0,2)")
0 (02)¥
Methode 5. AN =A.4 ...
5(1-02)\ /1 5(1-0,2)
(0 0,2 )(0 0,2 )
( 5(1—(0,2)2))

0 (0,2)?

€nzovoort.
Het is moeilijk een reeks te herkennen in alle elementen van de matrix.
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36
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differentiérende aktie, 192, 195 e.v.

differenties, 85

differentievergelijkingen, 42, 65 e.v.

digitaal-analoog omzetter, 3, 19, 33, 36

digitaal element, 3, 79

digitaal filter, 161, 184 e.v., 209 e.v.

digitaal signaal, 3
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eigenschappen en theorema’s m.b.t. de
z-transformatie, 83 e.v., 100 e.v., 287
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eindwaarde theorema, 87, 290
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extrapolatie filter, 226 e.v.
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moving average-, storings- en trans-
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signaal,47e.v., 73 e.v.,129e.v.,133 e.v.,
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102 e.v.

gevoeligheidscoéfficiénten als ontwerp-
criteria, 175

Homogene eigenschap, 83
houdschakeling, 53 e.v., 56, zie ook nulde
orde en eerste orde houdschakeling

Identificatie, 163

impulsresponsie, 44, 45, 69, 81, 58, 159

indirecte digitale regeling, zie supervisie
regeling

inherente bemonstering, 8 e.v., 199

instabiliteit, zie stabiliteit

instelregels, 200 e.v.

integraalkriteria, 174

integrerend netwerk, 178

integrerende aktie, 191, 195 e.v.

interface apparatuur, 16, 18

intermitterende systemen, 2

intersampling ripple, zie verborgen oscilla-
ties
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inverse gemodificeerde z-transformatie,
98, 99
inverse z-transformatie, 81, 89 e.v., 287.

Jury-stabiliteitskriterium, 125

Kanonieke matrixvorm, 251, 252

kanonieke programmering I, 214, 251

kanonieke programmering II, 214, 252

kodeschijf, 32,141.

kompensatie netwerken, 178 e.v., 209 e.v.

komplex verschuivingstheorema, 84, 289

komplexe konvolutie, 49, 88

kontinue elementen in het bemonsterings-
proces, 42 e.v.

konvolutie-eigenschappen van de z-trans-
formatie, 88, 291

konvolutie-integraal, 45, 74, 144.

kronecker-rij, 69

kwadratisch kostencriterium, 88, 175

kwantiseringseffecten, 203

kwantiseringsruis, 3, 39

Laplace transformatie van een bemon-
sterd signaal, 46 e.v.

limietwaarden-theorema, 87, 290

lineariteitstheorema’s, 83

Meantime between failure (MTBF), 36
meervoudige bemonstering, 92 e.v., 204
minimum fase karakter, 135

minimum settling time, 165, 261 e.v., 271
moving average filter, 222 e.v.

MTBF, zie: meantime between failure
multiplexer, 33, 37

Nulde orde houdschakeling, 58 e.v., 90

Off line regeling, 25

on line regeling, 26

ontwerp van discrete en digitale regel-
systemen, 163 e.v.

ontwerpkriteria voor het dynamisch
gedrag, 168 e.v.

oplossingsmatrix, 237

overdrachtsfunctie van een discreet sys-
teem, 104, 109 e.v., 183, 184, 245 e.v.

overdrachtsmatrix, 245 e.v.

overgangsverschijnselen uit het polen- en
nulpuntenbeeld, 145 e.v., 154 e.v.

Parabolische extrapolatie, 227
parallelprogrammering, 212
parameterschattingsmethoden, 163
Parcevals theorema, 88, 292
piektijd, 172.
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PD regelaar | 178 e.v., 192 e.v., 198
PI regelaar e.v., 200

PID regelaar

polaire figuur, 130, 144, 145

polen en nulpunten, 47 e.v., 141 e.v., 154
e.v., 157 e.v.

poolbaanmethode, 150 e.v., 162

positie algorithme, 192

positie foutcoéfficiént, 166

primaire en secundaire stroken, 47, 80

prioriteitsinterruptie, 32, 211

process computers, 19 e.v., 24, 29, 36

proportionele aktie, 191, 195 e.v.

pulsed data network, 184

pulshoogte responsie, 43, 45

Realisatieschema’s, 209 e.v.

reéel verschuivingstheorema, 83, 286

regelaars, zie P regelaar en verder

regelbaarheid, 255 e.v.

regulateursystemen, 262, 272 e.v.

relatieve demping, 170, 172

ringing effect, 265

ripple free response, 165,259 e.v.,272 e.v.,
279

Routh kriterium, 123

r-transformatie, 120 e.v., 134

ruis, 277, zie ook storingsfilters

Sample theorema van Shannon, 148

schaaleigenschap, 86, 290

Schur-Cohn stabiliteitskriterium, 124

serieprogrammering, 211

signaalbemonstering in de terugkoppel-
weg, 112

signaal compressor/expander, 204

signaal-reconstructie, 37, 38, 53 e.v.

snelheidsalgorithme, 192

snelheidsfoutcoéfficiént, 166

sommatieregel, 85

stabiliteit, 17, 30, 117 e.v., 130, 150 e.v.,
167, 226

statische foutcoéfficiént, 165, 168

storingsfilters, 217 e.v.

supervisie regeling, 27, 29

systemen met signaalbemonstering, zie
intermitterende systemen

Theorema van Cayley-Hamilton, 245

theorema van Leverrier, 244 :

time sharing, 15, 190

toestandsbeschrijving | 229 e.v., 238 e.v.,

toestandsvector 250 e.v.

toestandsterugkoppeling, 261, 280 e.v.,
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transversale filters, 224 e.v.

tweede kanonieke matrixvorm, 252




tijdoptimale digitale regelsystemen, 165,
260 e.v.

Verborgen oscillaties, 126 e.v., 161, 268
vermenigvuldiging met a*", 86, 289
vermenigvuldiging met r*™, 86, 290
verschuivingsoperator, zie z-transformatie
volgsystemen, 262, 272 e.v.

volledig digitale regeling, 28, 29
voorwaartse differentie, 66

Waarneembaarheid, 257 e.v.
w-transformatie, 120 e.v., 134

Ziegler-Nichols instelregels, 201 e.v.
z-transformatie, 43, 77 e.v., 89 e.v., 102

309



eL L R R LTSI EE U R . S SR DAL SIS S AR EE I -

(B 1632) Gedrukt in Belgié door Ceuterick n.v.
Brusselse straat 153 B 3000-Leuven
A. Struyf Oude Baan 353 B 3040 Korbeek-Lo




