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N o t a t i e 

P(A) = kans op gebeurtenis A 

Q = zekere gebeurtenis (uitkomstenruimte) 

(j) = onmogelijke gebeurtenis 

A = complement van A 

AuB = ve r e n i g i n g van A en B (= A OF B) 

AAB = doorsnede van A en B (= A EN B) 

AcB = "A i m p l i c e e r t B" danwel "B bevat A" (= A IN B) 

A-B = A B 

A B = A gegeven B 

f ( O = k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van x = p{c < x < C + 

F ( O = v e r d e l i n g s f u n k t i e van x = P(x < l) 

E ( g ( x ) ) = verwachtingswaarde van g ( x ) 

|j,(x), p, = gemiddelde waarde van x 
X 

a ( x ) , a = stan d a a r d a f w i j k i n g van x 
X 

(f)^ = v e r d e l i n g s f u n k t i e standaard normale v e r d e l i n g 

u, V = standaard normaal verdeelde v a r i a b e l e n 

fjj.y> 11) = tweedimensionale kansdichtheid van x en y 
cov = c o v a r i a n t i e van x en y 

xy 
p = correlatiecoëfficiënt van x en y 
^xy 
f (5) = k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e voor stochastische vector x 
X " 

g(x) = f u n k t i e van een stochastische vector x 

g,^(x) = ög/9x^ = partiële afgeleide van g naar x^ 
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1. I n l e i d i n g 

1.1 Doel van het college 

Het entameren van nieuwe a c t i v i t e i t e n brengt a l t i j d a d d i t i o n e l e r i s i 
co's met zich» Daarmee i s men i n Nederland reeds lang vertrouwd. De 
tochten d i e de schepen van de V.O.C. naar Indië maakten, waren b i j z o n 
der r i s k a n t e ondernemingen. Slechts twee van de d r i e schepen, die u i t 
Amsterdam vertrokken, keerden o o i t i n de hoofdstad terug. 
Ook het bewonen van lage gronden, of z e l f s de bodem van de Beemster, 
nadat de woeste plannen van Leeghwater waren uitgevoerd, was n i e t zon
der gevaar. Talloze overstromingen toonden dat aan. 
Toch hebben onze voorouders i n deze en nog vele andere zaken, de kwade 
kans getrotseerd en daarmede een steen bijgedragen aan de huidige wel
vaart i n Nederland. 
Vroeger werd w a a r s c h i j n l i j k i n een k l e i n e k r i n g besloten of de te ver
wachten opbrengsten van een r i s k a n t e onderneming opwogen tegen de kans 
op v e r l i e z e n . Tegenwoordig i s dat n i e t langer zo. 
De vraag of men over moet gaan t o t het gebruik van moderne energiesy
stemen a l s L.N.G. en kernenergie, l e i d t t o t intense maatschappelijke 
d i s c u s s i e s . 
De k l e i n e kans op grote en onvoorstelbare gevolgen, die gepaard gaan 
met het f a l e n van d e r g e l i j k e systemen beheerst de discussie veeleer dan 
de omvang van de t e behalen voordelen. 
De beoordeling van de maatschappelijke aanvaardbaarheid van r i s k a n t e 
a c t i v i t e i t e n heeft twee kanten: e n e r z i j d s de maatstaven die de bevol
k i n g aanlegt, anderzijds de o b j e c t i e v e methoden t e r bepaling van de 
gevolgen van ongewenste gebeurtenissen en de kans daarop. Vooral de 
tweede kant van het probleem z a l het werkgebied van de ontwerpende c i -
v i e l - i n g e n i e u r gaan raken. 
I n f e i t e i s d i e o n t w i k k e l i n g a l op gang gekomen met de i n t r o d u k t i e van 
de begrippen k a r a k t e r i s t i e k e s t e r k t e en k a r a k t e r i s t i e k e b e l a s t i n g i n de 
VB '74. 
De d e f i n i t i e van de k a r a k t e r i s t i e k e s t e r k t e a l s de s t e r k t e met een on-
derschrijdingskans van 5% houdt i n dat het h i e r om een k a n s v e r s c h i j n s e l 
gaat, en n i e t om een d e t e r m i n i s t i s c h gegeven. 
Het st o c h a s t i s c h karakter van de belastingen op een c o n s t r u c t i e i s nog 
v e e l d u i d e l i j k e r . Vooral wanneer het g o l f b e l a s t i n g , windbelasting, 
gronddruk b e t r e f t . Maar ook b i j v o o r b e e l d de b e l a s t i n g van woonhuisvloe-
ren i s verre van d e t e r m i n i s t i s c h ( z i e f i g u u r 1.1) wanneer men een groot 
a a n t a l woningen i n beschouwing neemt. 
De Nederlandse bouwvoorschriften eisen verder, dat men een zekere marge 
aanhoudt (de veiligheidscoëfficiënt) tussen de k a r a k t e r i s t i e k e waarden 
van s t e r k t e en b e l a s t i n g . Dat i s n o o d z a k e l i j k , omdat anders 5% van de 
belastingen de k a r a k t e r i s t i e k e s t e r k t e zouden o v e r t r e f f e n . 
De vraag hoe v e i l i g nu een c o r r e c t gedimensioneerde c o n s t r u c t i e i s , 
b l i j f t echter onbeantwoord. 

Ook i n de Nederlandse waterbouwkunde i s door de Deltacommissie een s t o 
chastisch element aangebracht. 
De p r i m a i r e waterkeringen rond centraal-Holland dienen volgens de Del
tacommissie zó ontworpen te worden, dat z i j een stormvloed met een 
overschrijdingskans van 10" per j a a r v o l l e d i g kunnen weerstaan. 
I n de p r a k t i j k ontwerpt men de d i j k zo, dat afgezien van verborgen v e i 
ligheden, de gemiddelde s t e r k t e j u i s t de ontwerpbelasting (10~^ per 
j a a r ) evenaart. 
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Dit betekent echter, dat er 50% kans i s , dat de d i j k b e z w i j k t t i j d e n s 
de ontwerp stormvloed. Hetgeen n i e t i n overeenstemming i s met de eis 
van de Deltacommissie. De Deltacommissie heeft wel een poging gedaan om 
een v e i l i g h e i d s e i s i n de z i n van een economisch optimale inundatiekans 
te formuleren, maar i s u i t p r a k t i s c h e overwegingen teruggekeerd t o t het 
aangeven van de overschrijdingskans van de b e l a s t i n g . 
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Fig« 1.3 De dimensionering van een k o n s t r u k t i e volgens de VB'74. 

U i t beide voorbeelden b l i j k t , dat men st o p t voordat het doel, het ont
werpen van een c o n s t r u c t i e die aan een bepaalde v e i l i g h e i d s e i s v o l d o e t , 
formeel b e r e i k t i s . D i t betekent n a t u u r l i j k n i e t dat de c o n s t r u c t i e s 
o n v e i l i g z i j n . Maar wel, dat de v e i l i g h e i d van uiteenlopende construc
t i e s n i e t consistent i s . 

Er z i j n i n hoofdzaak twee redenen aan t e voeren voor het f e i t , dat men 
een c o n s t r u c t i e n i e t ontwerpt op basis van een v e i l i g h e i d s e i s i n de z i n 
van een geaccepteerde bezwijkkans. 

1. Ten t i j d e van de Deltacommissie waren de methoden van de r i s i c o - a n a 
l y s e nog n i e t goed bekend. De toepassing van de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s 
l e e r i n de natuurkunde ( s t a t i s t i s c h e mechanica) kwam pas i n de ja r e n 
d e r t i g op gang onder i n v l o e d van E i n s t e i n , Fermi en Dirac. 
De analyse van de v e i l i g h e i d ( of de r i s i c o ' s ) van technische s y s t e 
men werd ontwikkeld i n de jar e n z e s t i g . Het onderwerp van stu d i e was 
toen de v e i l i g h e i d van kerncentrales, hetgeen resulteerde i n het be
faamde Rasmussen-rapport (WASH 1400), 

De toepassing van de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s l e e r op constructies werd 
g e i n i t i e e r d door Maler i n 1920. Maar de betrouwbaarheidsanalyse van 
c i v i e l e c o n s t r u c t i e s wordt pas de l a a t s t e 10 jaar i n t e n s i e f bestu
deerd. 

2. De methoden van de betrouwbaarheidsanalyse brengen veel rekenwerk 
met z i c h . Het numeriek u i t v o e r e n van meer-dimensionale i n t e g r a t i e s 
i s een standaard onderdeel van de bepaling van de betrouwbaarheid 
van een c o n s t r u c t i e . Het z a l d u i d e l i j k z i j n , dat de i n t r o d u k t i e van 
de e l e k t r o n i s c h e rekenmachine n i e t vreemd i s aan de recente b l o e i 
van het p r o b a b i l i s t i s c h ontwerpen. 

De l a a t s t e jaren z i j n er i n Nederland ontwikkelingen gaande om met be
hulp van p r o b a b i l i s t i s c h e technieken te komen t o t economisch optimaal 
betrouwbare ontwerpen. B i j w i j z e van voorbeeld kan men noemen: 
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De studies i n het kader van STUMATS naar de v e i l i g h e i d van een eenvou
dig booreiland l n de Noordzee. 
De vermoeiingsberekening van het Andoc-boorplatform. 

Het ontwerp van de Stormvloedkering Oosterschelde, dat i n grote l i j n e n 
met behulp van p r o b a b i l i s t i s c h e technieken t o t stand i s gebracht. 

Binnen het kader van de Technische Adviescommissie voor de Waterkerin
gen i s een studie gaande om het ontwerp van waterkeringen geheel op 
p r o b a b i l i s t i s c h e l e e s t te schoeien. Deze ontwikkelingen en de inspan
ningen i n het buitenland vormen voldoende reden om een college over het 
gebruik van p r o b a b i l i s t i s c h e methoden b i j het ontwerpen van c i v i e l e 
c o n s t r u c t i e s toe te voegen aan het leerprogramma C.T. I n d i t college 
z a l een o v e r z i c h t gegeven worden van de p r o b a b i l i s t i s c h e s t e r k t e b e r e 
keningen, de systeembenadering van c o n s t r u c t i e s , b e l a s t i n g en s t e r k t e 
al s stochastische grootheden, de r i s i c o - a n a l y s e , en een f i l o s o f i e over 
de te r e a l i s e r e n betrouwbaarheidsniveaus. Het geheel z a l worden ver
l u c h t met voorbeelden ontleend aan de Nederlandse e r v a r i n g . 

1-2 Elementen van een r i s l c o - a n a l y s e 

De s t u d i e van de v e i l i g h e i d van c o n s t r u c t i e s concentreert z i c h op het 
f a l e n en het bezwijken. Hoewel de belde termen i n het spraakgebruik 
v r i j w e l dezelfde betekenis hebben, i s i n het kader van d i t college een 
d u i d e l i j k onderscheid te maken. 
Een kunstwerk f a a l t a l s het één van z i j n b e l a n g r i j k s t e f u n k t l e s n i e t 
meer v e r v u l t of kan v e r v u l l e n . 
Een c o n s t r u c t i e b e z w i j k t a l s ten gevolge van evenwichtsverlies g r o t e 
vervormingen ontstaan; de kans op f a l e n i s d a a r b i j meestal onaanvaard
baar groot. 

I n v e e l gevallen z u l l e n f a l e n en bezwijken samengaan. Volgens de d e f i 
n i t i e s i s het echter m o g e l i j k dat een kunstwerk f a a l t zonder te b e z w i j 
ken en omgekeerd. Een d i j k , die overstroomt, f a a l t b i j v o o r b e e l d zonder 
te bezwijken. Bezwijken zonder f a l e n t r e e d t op a l s , ten gevolge van een 
d l j k v a l , de waterkering n i e t langer i n t a c t I s , maar een i n u n d a t i e u i t 
b l i j f t door een lage buitenwaterstand. 

Het i s de zorg van de ontwerpende ingenieur, dat de kans op f a l e n van 
een op de t e k e n t a f e l liggende c o n s t r u c t i e verantwoord k l e i n i s . I n het 
algemeen denkt h i j d a a r b i j aan belastingen, die de s t e r k t e o v e r t r e f f e n . 
En aan f u n k t l e s , die onvoldoende vervuld worden. Op deze f a c e t t e n i s 
dan ook het s t e l s e l van bouwvoorschriften h o o f d z a k e l i j k g e r i c h t . De e r 
v a r i n g l e e r t echter, dat de meeste bezwijkgevallen n i e t worden veroor
zaakt door stochastische d e v i a t i e s van s t e r k t e en/of b e l a s t i n g , maar 
door menselijke fouten. Het l i g t d a a r b i j voor de hand te denken aan een 
rekenfout i n de sterkteberekening van de c o n s t r u c t i e . 

Ifc.i.r .̂ on veel groter gevaar vormt het over het hoofd zien van een maat-
>V-vend bezvjijkmechanisme. 
7o was b i j v o o r b e e l d de dynamische s t a b i l i t e i t o . i . v . windbelasting van 
de Tacoma Narrowsbrug onvoldoende onderzocht. Kort na de v o l t o o i i n g 
raakte de brug i n een t o r s i e s l i n g e r i n g en bezweek. 

Ook i n de tweede levensfase van de c o n s t r u c t i e (de bouwfase) worden 
f a t a l e fouten gemaakt. De meeste bezwi j k g e v a l l e n komen voor t i j d e n s de 
u i t v o e r i n g , omdat de krachtswerking l n het h a l f v o l t o o i d e kunstwerk 
n i e t genoeg aandacht k r i j g t . 
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Een bekend voorbeeld van de gevolgen van fouten gemaakt t i j d e n s de u i t 
voering i s de I n e e n s t o r t i n g van de s t a l e n brug over de haven van Cura
cao. Doordat een betonvlechter een las had uitgevoerd aan enkele hoog
waardig s t a l e n verankeringsstaven, was de s t e r k t e van deze essentiële 
onderdelen zodanig verzwakt, dat de uitbouw van de brug t o t bezwijken 
l e i d d e . Het gevolg van de l a s f o u t werd v e r s t e r k t door het f e i t , dat de 
verankering was uitgevoerd a l s een evenaarconstructie. Het bezwijken 
van één staaf kon daardoor het einde van de gehele c o n s t r u c t i e i n l u i 
den. 

Helaas komen n i e t a l l e u i t v o e r i n g s f o u t e n t i j d e n s de bouw aan het l i c h t . 
Als de wapening i n een balkon aan de onderzijde l i g t , kan dat pas b l i j 
ken i n het gebruik. 

I n de gebruiksfase wordt de c o n s t r u c t i e onderworpen aan de b e l a s t i n g e n , 
waarvoor h i j ontworpen i s . Nu kunnen menselijke fouten i n het gebruik 
l e i d e n t o t het bezwijken van een overigens goede c o n s t r u c t i e . Men s t e l 
l e z i c h s l e c h t s de i n r i c h t i n g van een omvangrijke b i b l i o t h e e k i n een 
woonhuis voor. 
Ook verwaarlozing van noodzakelijke i n s p e k t i e en onderhoud kan e r n s t i g e 
gevolgen hebben, vooral a l s daarop b i j het ontwerp i s gerekend. Zo 
maakt i n de vliegtuigbouw de regelmatige i n s p e k t i e een i n t e g r a a l deel 
u l t van de o n t w e r p f i l o s o f i e t.a.v. vermoeiing. 

levensfase 

oorzaak 
ontwerpfase bouwfase gebruiksfase 

ontwerpfout 
u i t v o e r i n g s f o u t 
gebruiksfout 
beheersfout 

Tacoma-bridge 
Markiezaatskade 

X 

x 

Curacao 
Curacao 

X 

X 

Tacoma-bridge 
balkon 
b i b l i o t h e e k 
coupure 

Tot s l o t kunnen sommige c o n s t r u c t i e s onder extreme omstandigheden pas 
funktioneren _na_ menselijk i n g r i j p e n . 
De gevolgen l a t e n z i c h raden, i n d i e n door n a l a t i g h e i d van de daardoor 
aangewezen personen de ingreep achterwege b l i j f t . 
Een goed voorbeeld i s een coupure i n een havendljk, die het wegverkeer 
toegang verschaft t o t het b u i t e n d i j k s e h a v e n t e r r e i n . 
I n d i e n men nu vergeet voor een storm de schotbalken i n de sponningen 
aan te brengen, inundeert het a c h t e r l a n d . 

Een geheel andere categorie van oorzaken van bezwijken i s wat men aan
duidt a l s overmacht. 
De wet v e r s t a a t onder overmacht: gebeurtenissen die n i e t v o o r t v l o e i e n 
u i t g r o t e n a l a t i g h e i d of onzorgvuldigheid, zoals meteoriet- en bliksem
i n s l a g , oorlogshandelingen, aardbevingen, sabotage, a a n r i j d i n g e n e t c . 
Hoewel het onderscheid d u i d e l i j k l i j k t , i s enige oplettendheid v e r e i s t , 
omdat hetgeen a l s overmacht beoordeeld wordt, kan variëren met t i j d en 
p l a a t s . Een stormranp van de omvang van 1953 zou door de mensen, die 
rond 1600 ons land bevolkten, a l s overmacht g e k w a l i f i c e e r d z i j n . Doch 
als een stormvloed van d i t niveau i n 1980 optreedt met e r n s t i g e gevol-
gens, z a l d i t zeker r e s u l t e r e n i n een beschuldiging van grove n a l a t i g 
heid aan het adres van de beheerders en toezichthouders. 
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Het technisch vermogen en de welvaart van een samenleving bepalen dus 
mede, welke r i s i c o ' s a l s overmacht worden geaccepteerd. 
Anderzijds v a r i e e r t hetgeen men opvat a l s overmacht met de p l a a t s . Over 
een aardbeving z a l men l n Nederland n i e t lang debatteren, doch l n Japan 
kan de constructeur van een gebouw dat t i j d e n s een matige aardbeving 
b e z w i j k t , op weinig clementie rekenen. 
U i t deze voorbeelden b l i j k t , dat de f r e q u e n t i e waarmee een gebeurtenis 
t e r p laatse optreedt ook een r o l speelt b i j de beoordeling. 
Gebeurtenissen met een h e r h a l i n g s t i j d , die veel langer i s dan een men
senleven, rangschikt men gemakkelijk onder overmacht. Indien een feno
meen met e r n s t i g e consequenties z i c h echter enkele malen binnen een 
mens e n l e e f t i j d herhaalt en het binnen het technisch en economisch ver
mogen van een samenleving l i g t z i c h er tegen te beschermen, z a l een 
beroep op overmacht worden afgewezen. I n het gebied tussen de beide 
u i t e r s t e n i s het oordeel m o e i l i j k . 

Het spreekt vanzelf, dat de b e l a n g s t e l l i n g n i e t u i t g a a t naar het f a l e n 
van de c o n s t r u c t i e om het f a l e n z e l f , maar om de gevolgen die ermee ge
paard kunnen gaan. 

Om de angst voor de gevolgen van een mogelijk f a l e n van technische sy
stemen te proeven behoeft men slechts een krant open te slaan. De d i s 
cussie over de r i s i c o ' s van kernenergie, L.N.G.-aanvoer etc . v u l l e n 
d a g e l i j k s kolommen. Helaas i s het i n deze discussie n i e t exact duide
l i j k wat men onder r i s i c o moet verstaan. 
In d i t college wordt het r i s i c o b e g r i p a l s v o l g t g e d e f i n i e e r d : 

r i s i c o = kans op f a l e n x gevolg 

De eenvoud van deze d e f i n i t i e i s slechts s c h i j n . Met name de gevolgen 
van f a l e n z i j n conplex en kunnen bestaan u i t materiële schade, v e r l i e s 
van toekomstig inkomen, gewonden en doden. Deze meer-dimensionaliteit 
van het gevolg geeft problemen b i j de toepassing van het r i s i c o - b e g r i p . 
Daarom verwaarloost men i n de p r a k t i j k meestal a l l e dimensies op één 
na. 

I n het Rapport van de Deltacommissie i s op deze w i j z e het gevolg van 
een overstroming beperkt t o t het d i r e k t e materiële v e r l i e s u i t g e d r u k t 
l n guldens. 

Andere benaderingen beperken z i c h t o t de a a n t a l l e n doden en gewonden 
die het gevolg z i j n van het f a l e n , omdat men een economische beschouw
ing van het r i s i c o e t i s c h onverantwoord acht. Men beschouwt het mense
l i j k leed a l s een imponderabillum. 

Ondanks de geconstateerde maatschappelijke afkeer van r i s i c o ' s i s v o l 
s t r e k t e v e i l i g h e i d onbereikbaar. Daarom z a l een p o l i t i e k e consensus 
moeten worden gevormd omtrent aanvaardbare r i s i c o - n i v e a u s . Hoewel op 
d i t t e r r e i n veel onderzoek wordt v e r r i c h t , z i j n de r e s u l t a t e n voor 
t e c h n i c i nog n i e t goed bruikbaar. 
Voorlopig r e s t t e c h n i c i de opdracht de r i s i c o ' s verantwoord te vermin
deren. Dat kan zowel gebeuren door de kans op f a l e n t e v e r k l e i n e n , a l s 
door de omvang van de gevolgen te beperken. 

1.3 De analyse van grenstoestanden 

B i j de p r o b a b i l i s t i s c h e analyse van c o n s t r u c t i e s i s vo o r a l de grens 
tussen het normaal funktioneren van het kunstwerk en het f a l e n en/of 
bezwijken onderwerp van s t u d i e . De faalkans i s immers de kans, dat deze 
grens wordt overschreden. 
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Een c o n s t r u c t i e (of een c o n s t r u c t i e - o n d e r d e e l ) , die j u i s t op deze grens 
balanceert, verkeert l n een grenstoestand. 
De w i j z e , waarop de c o n s t r u c t i e (of een constructie-onderdeel) i n de 
loop van de t i j d onder i n v l o e d van inwendige en uitwendige omstandighe
den overgaat van normaal funktioneren naar f a l e n en/of bezwijken, noemt 
men een mechanisme. 

Een grenstoestand i s dus a l t i j d i n samenhang met een mechanisme g e d e f i 
n i e e r d . Grenstoestanden onderscheidt men i n t e r n a t i o n a a l i n twee catego
rieën, a l naar gelang de o v e r s c h r i j d i n g ervan l e i d t t o t f a l e n én be
zwijken of u i t s l u i t e n d t o t f a l e n . 

De eerste categorie omvat de u i t e r s t e grenstoestanden ( u l t i m a t e l i m i t 
s t a t e ) . Men denkt h i e r b i j aan het bezwijken (en f a l e n ) van de construc
t i e t.g.v. e v e n w i c h t s v e r l i e s . 

De a f s c h u i v i n g van een grondlichaam, de breuk van een t r e k s t a a f en het 
u i t k n i k k e n van een kolom z i j n voorbeelden van u i t e r s t e grenstoestanden. 
U i t e r s t e grenstoestanden gelden zowel voor de bouwfase van de construc
t i e a l s voor de eindfase. 

De tweede categorie bevat toestanden die de grens aangeven tussen het 
gebied waarin de c o n s t r u c t i e bruikbaar i s en het gebied waarin n i e t aan 
de f u n c t i e - e i s e n kan worden voldaan. 

Men noemt d i t bruikbaarheids-grenstoestanden of s e r v i c e - a b i l i t y l i m i t 
S t a t e s . 

I n deze categorie grenstoestanden v a l l e n ontoelaatbare doorbuigingen 
onaanvaardbare scheurvorming, t r i l l i n g e n e t c . 
De tweede categorie grenstoestanden wordt meestal b e r e i k t o . i . v . gedu
r i g aanwezige belastingen, t e r w i j l de u i t e r s t e grenstoestand meestal 
gepaard gaat met extreme belastingen. 

Vaak wordt binnen de u i t e r s t e grenstoestanden nog een onderscheid 
gemaakt naar de aard van de belastingen. Indien de oorzaak van het 
bezwijken van de c o n s t r u c t i e gelegen i s i n een zeldzame b e l a s t i n g , 
waarmede men i n het ontwerp i n eerste i n s t a n t i e geen rekening houdt 
spreekt men van " a c c i d e n t a l l i m i t s t a t e s " . Voorbeelden van d e r g e l i j k e 
ongelukkige belastingen z i j n brand, aanvaring, a a n r i j d i n g , explosies 
e t c ; zaken die men i n f e i t e a l s overmacht zou kunnen b e t i t e l e n . 
Het punt i s echter, dat deze grenstoestanden maatgevend worden i n d i e n 
de v e i l i g h e i d tegen bezwijken volgens de normale mechanismen hoog i s 
opgevoerd. Zo i s de kans, dat een betonvloer door brand op een bene
denverdieping b e z w i j k t , g r o t e r dan ten gevolge van o v e r b e l a s t i n g . 
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2. Wa a r s c h i j n l i j k h e i d s r e k e n i n g 

I n d i t hoofdstuk wordt een samenvatting gegeven van die onderwerpen u i t 
de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s r e k e n i n g , die voor d i t college van belang z i j n . 
Aan de orde komen achtereenvolgens de axiomatische opbouw, de b e s c h r i j 
v ing van een enkele stochastische v a r i a b e l e en van meerdere s t o c h a s t i 
sche variabelen. De behandeling s l u i t zo nauw mogelijk aan b i j de toe
passingen i n de betrouwbaarheidsanalyse; mathematische strengheid wordt 
n i e t nagestreefd. Voor meer i n f o r m a t i e wordt verwezen naar de l i t e r a 
tuur (1) t/m ( 3 ) , met name het c o l l e g e d i c t a a t A80, de hoofdstukken 2, 
4, 5, 6 en 8. 

De w a a r s c h i j n l l j k k h e i d s r e k e n i n g wordt gewoonlijk opgebouwd van u i t de 
volgende d r i e axioma's: 

I P(A) > O 
I I P(Q) = 1 

I I I P U U B ) =^ P(A) + P(B) a l s AnB = ^ 

Het eerste axioma geeft aan dat de kans P op een w i l l e k e u r i g e gebeur
t e n i s A g r o t e r i s dan of g e l i j k i s aan 0. Het tweede axioma s t e l t de 
kans op de zekere gebeurtenis Q g e l i j k aan 1. Volgens het derde axioma 
i s de kans op het optreden van {A of B} g e l i j k aan de som van de kansen 
op A en B a f z o n d e r l i j k , vooropgesteld dat A en B elkaar u i t s l u i t e n . 
(([> i s de onmogelijke gebeurtenis). Voor een ov e r z i c h t van de diverse 
symbolen wordt verwezen naar de n o t a t i e l i j s t en f i g u u r 2.1. S t r i k t ge
nomen z i j n de gegeven axioma's, met name axioma I I I , a l l e e n bruikbaar 
zolang we ons beperken t o t uitkomstenruimten met een e i n d i g a a n t a l ge
beurtenissen. De u i t b r e i d i n g naar meer algemene axioma's ( z i e b i j v o o r 
beeld ( 1 ) ) bevat echter geen nieuwe gezichtpunten die voor d i t c o l l e g e 
van belang z i j n en b l i j f t daarom b u i t e n beschouwing. 

I n bovenstaande i s de kans geïntroduceerd als een mathematische gr o o t 
h e i d . Daarmee i s overigens nog weinig gezegd over de i n t e r p r e t a t i e van 
het kansbegrip. Deze i n t e r p r e t a t i e i s i n wezen een f i l o s o f i s c h probleem 
waarop l a t e r i n d i t c o l l e g e nog z a l worden teruggekomen. Voorlopig gaan 
we ervan u i t , dat intuïtief het begrip kans i n voldoende mate i s be-

Uitgaande van de axioma's kunnen nu enkele s t e l l i n g e n worden a f g e l e i d . 
De meeste van deze s t e l l i n g e n z i j n t a m e l i j k t r i v i a a l en een be w i j s 
voering l i j k t overbodig. Toch i s het nalopen van deze bewijzen, mede 
aan de hand van de Venn-diagrammen van f i g u u r 2.1, erg n u t t i g om t h u i s 
t e raken i n de redeneertrant van de kansrekening. 

2.1 Axiomatische opbouw 

paald. 

1. P(<|)) = O (2-1) 

Daar A/A({) = ({) geldt wegens axioma I I I : 
P(Au(i)) = F(A) + P((j)) 
Verder i s Av^ = A zodat P(Au<t)) = P(A) 
Combinatie van beide r e s u l t a t e n l e v e r t V(^) = O 
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2. P(A) + P(A) = 1 (A = "A n i e t " ) (2-2) 

Wegens AOA = Q en AflA = ^ ( z i e f i g u u r l a ) g e l d t achtereenvolgens 
v i a axioma's I I I en I I : 
P(A) + P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1 

3. O < P ( A ) < 1 (2-3) 

De l i n k e r o n g e l i j k h e i d v o l g t d i r e k t u i t axioma I ; daar verder we
gens axioma I eveneens p(A) > O v o l g t de rechter o n g e l i j k h e i d 
verder u i t s t e l l i n g 2. 

4. Als A c B dan P(A) < P(B) (2-4) 

Wegens AcB i s (B-A)uA = B en (B-A)nA = 4» ( z i e f i g u u r I f ) . 
Toepassing axioma I I I : 
P(B) = P((B-A)UA) = P(B-A) + P(A), 
Via P(B-A) > O (axioma I ) v o l g t dan P(B) > P(A) 

5. Als A c B dan P(AuB) = P(B) (2-5) 

Als AcB g e l d t AUB = B ( z i e f i g u u r I f ) , waaruit de s t e l l i n g d i r e k t 
v o l g t . 

6. P (AUB) = P(A) + p(B) - P (AnB) (2-6) 

Er geldt AUB = AU( B-A) ( z i e f i g u u r I g ) , t e r w i j l A en (B-A) elkaar 
u i t s l u i t e n . 
Wegens axioma I I I : P(AUB) = P(A) + P(B-A). 
Vervolgens g e l d t : B = (AnB)u(B-A) ( z i e f i g u u r I g ) , waarbij ook 
( A f l B ) en (B-A) elkaar u i t s l u i t e n . 
Wegens axioma I I I : P(B) = P (AnB) + P(B-A). 
E l i m i n a t i e van P(B-A) b e w i j s t de s t e l l i n g . 

7. Max {P(A); P(B)} < P(AuB) < P(A) + P(B) (2-7) 

Voor de l i n k e r o n g e l i j k h e i d maken we gebruik van P(AuB) = P(A) + 
P(B-A) ( z i e bewijs s t e l l i n g 6, eerste s t a p ) . 
Daar P(B-A) > O (axioma I ) g e l d t P (AuB) > P(A). Evenzo v a l t t e 
bewijzen P ( A u B ) > P(B). 
De rechter o n g e l i j k h e i d v o l g t op grond van s t e l l i n g 6 en 
P(AnB) > O (axioma I ) . 

Het i s nu in t e r e s s a n t de v e r s c h i l l e n d e s t e l l i n g e n m.b.t. P (AuB) met 
elkaar i n verband te brengen. S t e l l i n g 6 geeft een exacte u i t d r u k 
k i n g , maar hee f t a l s nadeel dat P(AnB) nog bepaald moet worden 
(daarover meer l n 2.2). S t e l l i n g 7 geeft een boven en een onder
grens u i t g e d r u k t i n P(A) en P(B). De bovengrens i s exact a l s A en B 
elkaar u i t s l u i t e n ( z i e axioma I I I of s t e l l i n g 6 ) ; de ondergrens i s 
exact a l s A de gebeurtenis B i m p l i c e e r t of omgekeerd ( z i e s t e l l i n g 
5 ) . 
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Voorbeeld 2.1 

I n hoofdstuk 1 I s gesteld dat een d i j k f a a l t a l s deze t e laag I s of 
a l s na een eventueel bezwijken onvoldoende kerende hoogte aanwezig 
i s . Voer i n : 

F = f a l e n van de d i j k 

A = de waterstand i s hoger dan de d i j k if]'f^'3. = r 
B = de d i j k b e z w i j k t en heeft onvoldoende kerend vermogen 

S t e l nu: P(A) = 2 x 10"^ en P ( B ) = 3 x 10~^ 

Voor het f a l e n van de d i j k geldt dan: 

3 x 10^ < P ( F ) < 5 X 10~^ /J(^Vi^('^^-

Het kennen van deze grenzen i s voor veel problemen a l voldoende; 
merk op dat de grenzen d i c h t b i j elkaar kunnen l i g g e n a l s één van 
de kansen veel g r o t e r i s dan de ander. 

Enkele van de gegeven s t e l l i n g e n z u l l e n we nu u i t b r e i d e n naar meerdere 
gebeurtenissen. Een bewijs wordt a l l e e n gegeven voor s t e l l i n g 8; de an
dere s t e l l i n g e n kunnen volgens he t z e l f d e p r i n c i p e worden bewezen. i 

(\< (̂•. ''̂.̂  As *^--4' 
8. Als A^^^j - 't' voor a l l e i ^ j dan: 

PCA^UA^ ... UA^) = P(A^) + PCA^) + ... + P(A^) (2-8) 

D i t i s een u i t b r e i d i n g van het derde axioma. Voor n = 3 loopt het 
bewijs a l s v o l g t : ^ ^̂^̂  

PCA^uA^uA^) = P((A^UA2)UA^) = PCA^UA^) + P(A^) = 

P(A^) + PCA^) + PCA^). 

H i e r b i j i s axioma I I I eerst toegepast op (A.uA ) en A„ en daarna 
nog een keer op Â  en A2, U i t b r e i d i n g naar n=475 enz. gaat op 
s o o r t g e l i j k e w i j z e . 

9. Als A . n A . = ^ voor a l l e i 9̂  j en (A UA„ .... ü A ) = Q dan: 
I J 1 / n 

P(A^) + PCA^) + ... P(A^) = 1 (2-9) 

D i t i s een u i t b r e i d i n g van s t e l l i n g 2 en een bijzonder 
geval van s t e l l i n g 8. 

10. Als A^^A^ voor a l l e 1 ?t j dan ( u i t b r e i d i n g s t e l l i n g 5 ) : 

P(A^U A^ ... UA^) = P(A . ) ^ j ^ c A, (T, . K (2-10) 
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a) Vereniging van A en B: AuB 
(A of B) 

b) Doorsnede van A en B : AnB 
( A en B) 

c) A i m p l i c e e r t B: AcB 
(A i n B of B "bevat"A) 

d) A en B s l u i t e n elkaar u i t : AnB = 41 

e) AuA = Q 

AnA = <{i 

f ) Als AcB dan A u (B-A) = B 
A n (B-A) = (j) 
AuB = B 

g) A u (B-A) = AuB 
A n ( B-A) = <j) 

h ) ( B - A ) u ( A n B ) = B 

( B - A ) n ( A n B ) = <!) 

F i g . 2.1 Venndiagrammen t e r v e r d u i d e l i j k i n g van de s t e l l i n g e n 1 
t/m 7. 
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11. Voor w i l l e k e u r i g e g e l d t : 

max {P(A.)} < P(A uA ... UA ) < E P(A ) (2-11) 
1 1 2 n i 

D i t i s een u i t b r e i d i n g van s t e l l i n g 7. De kans dat minstens één van 
een aantal gebeurtenissen Â ĵ  optreedt i s gr o t e r dan kans op de 
meest w a a r s c h i j n l i j k e gebeurtenis en k l e i n e r dan de som van de a f 
z o n d e r l i j k e kansen. De ondergrens t r e e d t op a l s een der gebeurte
nissen a l l e andere v o l l e d i g "bevat" en de bovengrens t r e e d t op a l s 
a l l e gebeurtenissen elkaar " u i t s l u i t e n " ( z i e f i g u u r 2.2). Een b i j 
zonder geval t r e e d t nog op als a l l e kansen P(A.) aan elkaar g e l i j k 
z i j n : ^ 

P(A.) < P(A UA ... UA ) < nP(A ) ( 2 - l l a ) 
1 1 / n 1 

P ( A u A UA ) = max P ( A . ) P ( A nA^ .. u A ) = E P ( A . ) 

F i g . 2.2 In s t e l l i n g 11 tr e e d t de ondergrens op als één der ge
beurtenissen de overige v o l l e d i g "bevat", t e r w i j l de bo
vengrens optreedt als de gebeurtenissen elkaar u i t s l u i 
t en. 

Voorbeeld 2.2 

Gegeven een zeskantige dobbelsteen. Laat A. de gebeurtenis z i j n 
dat een worp de uitkomst 1 o p l e v e r t . De gebeurtenissen A. s l u i t e n 
elkaar u i t . Als er geen voorkeur bestaat voor één van de''"uitkoms-
ten, dus a l s P(A ) = P(A ) , dan v o l g t op grond van s t e l l i n g 9 dat 
P (A^) = 1/6 voor a l l e i ^ 

Voorbeeld 2.3 

De kans om i n één worp met de dobbelsteen 4, 5 of 6 t e gooien i s 
wegens s t e l l i n g 11a: ^ 

1/6 < P(A/JA U A J < 3/6 
4 5 6 

Daar de gebeurtenissen A 4 , A^ en A^ elkaar u i t s l u i t e n , weten we v l a 
s t e l l i n g 8 dat i n f e i t e het rechter g e l i j k t e k e n g e l d t . 

Voorbeeld 2.4 

De kans om i n één worp met een dobbelsteen een zes te gooien I s 
1/6. Wegens s t e l l i n g 11a i s de kans om i n d r i e worpen minstens één 
zes te gooien g r o t e r dan 1/6 maar k l e i n e r dan 3/6. Geen van belde 
grenzen ge l d t i n d i t geval exact (waarom n i e t ? ) . 
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Voorbeeld 2.5 

Een c o n s t r u c t i e wordt gebouwd voor 100 j a a r . Per j a a r wordt de 
faalkans geschat op 10~^. Voor de faalkans i n 100 j a a r g e l d t dan; 

10~^ < P (Falen i n 100 j a a r ) < lo""^ 

I n de volgende paragraa\^ wordt op enkele van deze voorbeelden nog 
teruggekomen. 

2.2 Conditionele kansen - A f h a n k e l i j k h e i d en o n a f h a n k e l i j k h e i d 

Een b e l a n g r i j k begrip b i j de verdere opbouw van de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s 
rekening i s de c o n d i t i o n e l e of voorwaardelijke kans gedefinieerd v o l 
gens: , 

P(AIB) - p(g) - ^ -'AM. (2-12) 

De d e f i n i t i e i s a l l e e n z i n v o l a l s P(B) # 0. Alvorens i n te gaan op de 
i n t e r p r e t a t i e van de c o n d i t i o n e l e kans z u l l e n we eerst aantonen, dat 
met recht van een "kans" gesproken kan worden. 

.^^^^-^Az 

Al 

/ 1 

B n ï r ' ^ ^ ^ 

Fi g . 2.3 Als Aj^ en A2 elkaar u i t s l u i t e n , dan s l u i t e n (A^^nB) en 

(A^nB) elkaar eveneens u l t . 

P(A|B) = O P ( A I B ) - 1 ^ 1 } 

P ' 

^ BHA 

P(AIB) 
P(AnB) 
P(B) 

F i g . 2.4 Het verwerken van het gegeven B op de kanstoekenning aan 
A. 
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Met andere woorden: bewezen z a l worden dat de c o n d i t i o n e l e kans volgens 
d e f i n i t i e (12) voldoet aan de axioma's I , I I en I I I . Het eerste axioma 
geeft n i e t veel problemen. 

Daar P(A B) > O en P(B) O moet ook P(A|B) > 0. Beschouw vervolgens 
het tweede axioma; het bewijs dat daaraan wordt voldaan v e r l o o p t als 
v o l g t : 

P(^IB) ^ HQaB) _ P ( B 1 _ 

Tenslotte moet worden aangetoond dat wordt voldaan aan de derde axioma. 
We maken gebruik van het Venn-diagram volgens f i g u u r 2.3. Getekend z i j n 
de elkaar u i t s l u i t e n d e gebeurtenissen A. en A. en de gebeurtenis B. 
Geconcludeerd kan worden dat: 

(A^UA^)nB} = (A^nB)u(A^B) 

Aangezien Aj en A2 elkaar u i t s l u i t e n , s l u i t e n ook (A, B) en (A2 B) 
elkaar u i t , zodat: 

P (A^uA2)nB} = P(A^nB) + HA^nB) 

Links en rechts delen door P(B) ^ 0: 

P (A^uA^)oB} P(A^AB) 7(A^f\B) 

PCB) = P(B) + P ( B J ~ 

Vervolgens op grond van d e f i n i t i e ( 1 2 ) : 

p (A^UA2)|B} = P ( A J B ) + ?(A^\B) 

En d i t i s axioma I I I voor c o n d i t i o n e l e kansen. 
U i t het f e i t dat de c o n d i t i o n e l e kans voldoet aan de d r i e axioma's van 
de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s l e e r v o l g t , dat a l l e s t e l l i n g e n voor gewone kan
sen ook voor c o n d i t i o n e l e kansen kunnen worden geschreven. 
Zo geldt b i j v o o r b e e l d : 

P(AIB) + P(A|B) = 1 (2-13) 

P(AIB) < 1 (2-14) 

P(<t)|B) = O (2-15) 

enz. 

Gezien deze s t e l l i n g e n i s het mogelijk de c o n d i t i o n e l e kansrekening t e 
i n t e r p r e t e r e n a l s een gewone kansrekening w a a r b i j echter de uitkomsten
ruimte Q gereduceerd i s t o t het deelgebied B. Een b e l a n g r i j k argument 
voor deze i n t e r p r e t a t i e i s het volgende: 

P(BriB) P(B) 

De gebeurtenis B speelt i n de c o n d i t i o n e l e kansrekening de r o l van de 
zekere gebeurtenis Q met een kans van optreden g e l i j k aan 1. D i t brengt 
ons ertoe om B te zien a l s een "gegeven". Om de een of andere reden mag 
als vaststaand worden aangenomen, dat de gebeurtenis B optreedt. 
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De kansen op de andere gebeurtenissen worden daarmee a l s v o l g t i n over
eenstemming gebracht ( z i e f i g u u r 2 . 4 ) : 
- de kans op een gebeurtenis die B u i t s l u i t wordt n u l ; 
- de kans op een gebeurtenis die B i m p l i c e e r t wordt gedeeld door P(B). 

Door deze procedure worden a l l e kansen op gebeurtenissen A. met AcB 
op genormeerd zonder dat hun onderlinge verhoudingen veranderen. ^ 

- als een gebeurtenis A de gebeurtenis B slechts g e d e e l t e l i j k u i t s l u i t 
of i m p l i c e e r t , kan A worden opgebroken i n de a f z o n d e r l i j k e gebeurte
nissen (AnB) en (AAB) waarna bestaande procedures kunnen worden toe
gepast. Inderdaad l e i d t d i t t o t d e f i n i t i e ( 2 - 1 2 ) . De resulterende 
kans P ( A I B ) wordt meestal uitgesproken als de kans op A gegeven B. 

A f h a n k e l i j k h e i d en o n a f h a n k e l i j k h e i d 

I n het algemeen z a l P(A B) n i e t g e l i j k z i j n aan P(A)« I n het bijzondere 
geval dat d i t wel zo i s spreken we van o n a f h a n k e l i j k h e i d . Twee gebeur
tenissen A en B z i j n zodoende o n a f h a n k e l i j k a l s : 

P(AIB) = P(A) ( 2 - 1 7 ) 

A i s dus o n a f h a n k e l i j k van B als het gegeven dat B plaats v i n d t geen 
inv l o e d heeft op de kanstoekenning aan A. 
De regels voor EN- en OF-kansen komen i n het geval van onafhankelijk
heid er a l s v o l g t u l t t e z i e n : 

P(AnB) = P(A) . P(B) 1! ' i 

P(AuB) = P(A) + P(B) - P(A) . P(B) 

( 2 - 1 8 ) 

( 2 - 1 9 ) 

(A en B o n a f h a n k e l i j k ) 

Wiskundig bezien i s het overigens beter ( 2 - 1 8 ) n i e t a l s gevolg van on
a f h a n k e l i j k h e i d t e zien maar a l s d e f i n i t i e z e l f . Deze d e f i n i t i e l a a t 
z i c h ook gemakkelijk u i t b r e i d e n naar n gebeurtenissen. 
De gebeurtenissen A^ z i j n o n d e r l i n g o n a f h a n k e l i j k a l s 

P(A nA^ .. nA ) = P(A )P(A ) ... P(A ) ' ( 2 - 2 0 ) 
1 2 n 1 2 n 

Het rekenen met o n a f h a n k e l i j k e gebeurtenissen i s veel p l e z i e r i g e r dan 
het rekenen met a f h a n k e l i j k e gebeurtenissen. Er bestaat daarom ook een 
voorkeur om met o n a f h a n k e l i j k e gebeurtenissen t e werken. I n sommige ge
v a l l e n kan de o n a f h a n k e l i j k h e i d van twee gebeurtenissen mathematisch 
worden aangetoond; i n de p r a k t i j k z a l men de o n a f h a n k e l i j k h e i d meestal 
postuleren op basis van f y s i s c h e overwegingen (het o n w a a r s c h i j n l i j k 
achten van enig causaal verband). Het gebeurt echter ook wel dat men 
rekent a l s o f bepaalde gebeurtenissen o n a f h a n k e l i j k z i j n , t e r w i j l men 
weet dat er sommige vormen van a f h a n k e l i j k h e i d i n het spel z i j n . Op d i e 
manier v i n d t men vaak bruikbare r e s u l t a t e n die als benaderingen van het 
w e r k e l i j k e probleem kunnen worden gezien. 

Voorbeeld 2.6 

Het gegeven E = "de uitkomst i s even" l e i d t b i j een dobbelsteenworp t o t 
de volgende voorwaardelijke kansen: 
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P(A^IE) = PCA^IE) = P(A^IE) = O 

PCA^IE) = P(A^IE) = P(A^IE) = 1/3 

Merk op dat b i j v o o r b e e l d E en n i e t o n a f h a n k e l i i k z i i n omdat 
P(Ag|E) ^ P(A^). ^ 

Voorbeeld 2.7 

De gebeurtenissen E = "de uitkomst i s even" en k^. = "de uitkomst i s 5 
of 6" z i j n o n a f h a n k e l i j k . Immers: 

P(E) = PCA^uA^uA^) = i 

PCA^^) = PCA^uAg) = 1/3 

P(EnA^^) = P(Ag) = 1/6 

Er geldt dus P(EnA^,) = P(E) P ( A ^ J 

Voorbeeld 2.8 

I n voorbeeld 2.4 werd driemaal met een dobbelsteen gegooid en ging het 
om de kans dat minstens één van die worpen een 6 opleverde. We z u l l e n 
nu aannemen dat de r e s u l t a t e n van de v e r s c h i l l e n d e worpen o n a f h a n k e l i j 
ke gebeurtenissen z i j n en deze kans vervolgens uitrekenen. Merk op dat 
de o n a f h a n k e l i j k h e i d wordt aangenomen. Het i s n i e t zo dat de kansreke
ning " l e e r t " dat het h i e r gaat om a f h a n k e l i j k e gebeurtenissen. 

S t e l Bĵ  = eerste worp geeft 6 
^2 = tweede worp geeft 6 
B^ = derde worp geeft 6 

B = B^uB^uB^ 

Het probleem kan het eenvoudigst worden opgelost door de probleemstel
l i n g om te keren. We vragen ons dan af wat de kans i s dat er geen 6 ge
gooid wordt. Daartoe dienen e l k van de d r i e worpen geen 6 op t e lev e 
ren: 

B = B^nB2nB3 

Wegens ona f h a n k e l i j k h e i d van B^ geld t ( z i e 2-20): 

P(B) = P(B^) PCB^) PÜ^) = P(B^)^ 

1 - P(B) = ( l - P(B^)}^ 

P(B) = 1 - ( i - P(B.)}-^ 

P(B) = 1 - { l - 1/6}^ = 0,42 

We voldoen d a a r b i j aan 1/6 < P(B) < \, zoals berekend i n voorbeeld 
( 2 . 4 ) . 
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Voorbeeld 2.9 

Neem aan dat het f a l e n van de c o n s t r u c t i e van voorbeeld 2.5 i n de ver
s c h i l l e n d e j a r e n beschouwd mag worden als onafhankelijke gebeurtenis
sen. Duidt f a l e n i n jaar 1 aan met F^, zodat: 

P(Falen l n n j a a r ) = P(F,uF^ .... OF ) 
1 2 n 

Analoog aan de redenering b i j voorbeeld 2.8: 

P(Niet Falen i n n j a a r ) = 

PCF^nF^ ...nF^) = 

P ( F p * PCFp * ... P(F^) = PCFp"" = {1 - P ( F . ) } " 

P(Falen i n n j a a r ) = 1 - {1 - P(F^)}'^ 

Met P(F^) = 10"^ en n = 100 v o l g t 

P(Falen i n 100 j a a r ) = 0.0009995 

We merken op dat de bovengrens van 2 - l l a h i e r een zeer goede benadering 
i s . Hierop z a l nog worden teruggekomen i n de l a t e r e colleges. 

Het theorema van de t o t a l e w a a r s c h i j n l i j k h e i d 

Een veel gebruikte s t e l l i n g binnen de kansrekening i s het zogenaamde 
" T o t a l P r o b a b i l i t y Theorem", dat gegeven wordt door: 

n 

P(A) = E P(A I B.) P(B.) (2-21) 
1=1 ^ ^ 

H i e r b i j moeten de B^ elkaar u i t s l u i t e n en samen een zekere gebeurtenis 
z i j n (d.w.z. B^nBj = BjUB^ ... UB ^= Q). 

Het bewijs berust op de volgende i d e n t i t e i t e n ( z i e f i g u u r 2.5): 

A = {{Ar\B,)ö(Ar\'&J . . . u(AnB ) } 
1 2 n 

(AnBj,)n(AoBj) = 0 

Er v o l g t nu gemakkelijk: 

P(A) = P{(AnBp u (AnB2)u... u(AnB^)} = 

= P(AnBj^) + P(AnB2) + ... + P^(AnB ) = 

= E P(AnB^) = 

= E P(A|B.) P(B.) 

De l a a t s t e stap v o l g t op basis van d e f i n i t i e (2-12). 
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(AnB,) 

i 
. / ^ \ \ \ \ \ X \ \ f n j \ 

i \ \ \ \ \ \ i / y \ i \ A ^ ^ ^ ^ Bs \ i i \ \ i • 

(A^B2) {A0B3) (A0B5) 

F i g . 2.5 De gebeurtenisssen ( A B.) s l u i t e n elkaar u i t en hun v e r e n i 
ging i s precies A. 

Voorbeeld 2.10 

Er wordt tweemaal met een dobbelsteen gegooid. Wat i s de kans dat de 
som g e l i j k i s aan 9. 

We passen het T o t a l P r o b a b i l i t y Theorem toe met A = "de som i s 9" en 
B^ = "de eerste worp i s 1": 

P(A) = E P(A|B) P(B_.) 

Als de eerste worp een 1 i s , i s de kans op een som van 9 n a t u u r l i j k O, 
en evenzo b i j 2. Als de eerste worp 3 o p l e v e r t , moet de tweede worp een 
6 z i j n en de kans i s dus 1/6. Analoog b i j A, 5 of 6. Er geldt dus; 

P(A|B^) = P C A I B ^ ) = O 

PC A I B ^ ) = P(A|B^) = P ( A | B ^ ) = P(A|B^) = 1/6 

Daarmede ; 

P(A) = E P(A B.) P ( B . ) = 
1 1 

E P(A|B.) * 1/6 = 

1/6 E P(A|B.) = 4/36 

Men kan deze uitkomst u i t e r a a r d ook langs een andere weg berekenen. 

Het Theorema van Bayes 

Voor twee gebeurtenissen A en B kan men s c h r i j v e n : 

P(AnB) = P(A) P(B|A) of 
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P(AoB) = P ( B ) P(A B ) 

H i e r u i t v o l g t dat ook g e l d t : 

P(A|B) • " " " ^ j . f ^' (2.22) 

Deze eenvoudige g e l i j k h e i d s t a a t bekend als het theorema van Bayes. 
Men kan het opvatten als een r e g e l voor in f o r m a t i e v e r w e r k i n g . De kans 
op A onder invloe d van gegeven B i s de kans op A zonder gegeven B ver
menigvuldigd met P(B|A) / ( P ( B ) . Het belang l i g t i n het f e i t dat 
P(B|A) i n sommige gevallen beter rechtstreeks te bepalen i s dan 
P ( A | B ) . 

2.2 Stochastische variabelen 

V e r d e l i n g s f u n k t i e en d i c h t h e i d s f u n k t i e van een v a r i a b e l e 

Als de (stochastische) uitkomst van een experiment i n een g e t a l wordt 
u i t g e d r u k t spreken we van een stochastische v a r i a b e l e . Een d e r g e l i j k e 
v a r i a b e l e kan d i s c r e e t z i j n of c o n t i n u , dan wel een mengvorm van beide. 
We z u l l e n ons h i e r beperken t o t continue v a r i a b e l e n , d.w.z. de kans dat 
de v a r i a b e l e een bepaalde d i s c r e t e waarde aanneemt i s n u l . 

Een stochastische v a r i a b e l e kan worden beschreven door z i j n v e r d e l i n g s 
f u n k t i e , die per d e f i n i t i e de kans weergeeft dat de stochastische va
r i a b e l e een bepaalde waarde o n d e r s c h r l j d t : 

F (l) = P(x < l) (2-23) 
X 

De v e r d e l i n g s f u n k t i e i s monotoon n i e t dalend van F = O b i j 5 = 
t o t F = 1 b i j 5 = ( f i g . 2.6). ^ 
Door S i f f erentiëren van de v e r d e l i n g s f u n k t i e k r i j g e n we de kansdicht
h e i d s f u n k t i e : 

dF ( O 

Voor de i n t e r p r e t a t i e van de d i c h t h e i d s f u n k t i e moeten we bedenken dat 
x < C e n 5 < x < C + d C gebeurtenissen z i j n die ekaar u i t s l u i t e n : 

P(x < 5 + d^) = P(x < C) + P(5 < X < C + dl) 

Derhalve v o l g t : 

P(5 < X < C + d^) = P(x < C + dC) - P(x < O = 

= F (C + dC) - F (C) = f (O dl 
X X X 

De d i c h t h e i d s f u n k t i e vermenigvuldigd met een i n f i n i t e s i m a l e i n t e r v a l -
breedte geeft de kans dat de stochastische v a r i a b e l e een waarde aan
neemt binnen dat I n t e r v a l ( f i g . 2.6). 
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Zonder bewijs geven we verder nog een aantal b e l a n g r i j k e eigenschappen 
van de d i c h t h e i d s f u n k t i e : 

f (ö > O voor a l l e C 

P(x < a) = ff (O ól = T (a) 
„ X X 

(2-25) 

(2-26) 

P(x < ») = ƒ f (O d^ = F (co) = 1 
„ X X 

(2-27) 

P(x i n A) = ƒ f (C) dC 
A ^ 

(2-28) 

P{ C < X < 4 + dC } 

C 5 + d ? 
Fi g , 2.6 V e r d e l i n g s f u n k t i e en d i c h t h e i d s f u n k t i e voor w i l l e k e u r i g e 

variabele x. 

5 
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Verwachtlngswaarde, gemiddelde en standaardafwijking 

Als X een stochastische v a r i a b e l e i s en g(x) i s een f u n k t i e van x, dan 
i s de verwachtingsv/aarde van g(x) gedefinieerd a l s : 

E { g ( x ) } = ƒ gU) f (O dl (2-29) 
X 

— oo 

Gemakkelijk v a l t i n te zien dat E( g ( x ) ) de volgende eigenschappen be
z i t : 

E(a) = a (2-30a) 

E(ag(x)) = aE(g(x)) (2-30b) 

E(g(x) + h ( x ) ) = E ( g ( x ) ) + E( h ( x ) ) (2-30c) 

De b e l a n g r i j k s t e voorbeelden van verwachtingswaarden z i j n het gemiddel
de en de v a r i a n t i e van een stochastische v a r i a b e l e : 

+ 00 

[i(x) = E(x) - f l fil) dl (2-31) 
™ 00 

2 2 9 
ö ( x ) = E{(x - n ( x ) ) ^ } = f (l - n ( x ) ) ^ f(l) dl (2-32) 

X 

—oo 

Het gemiddelde iJ,(x) of \i i s een maat voor de l i g g i n g van een stochas
t i s c h v a r i a b e l e . De w o r t e l u i t de v a r i a n t i e , de standaardafwijking 
a(x) of a , gel d t a l s een maat voor de s p r e i d i n g . Veel gebruikt wordt 
ook nog de variatie-coëfficiënt V(x) of V^, dat i s de stan d a a r d a f w i j 
king gedeeld door het gemiddelde: 

V(.) . - g } (2-33) 

De variatie-coëfficiënt i s een r e l a t i e v e maat voor de s p r e i d i n g . Merk 
op dat het gemiddelde en de v a r i a n t i e verwachtingswaarden z i j n , maar de 
standaardafwijking en de variatie-coëfficiënt n i e t . 

Transformaties 

Als X een stochastische v a r i a b e l e i s , dan i s ook y = g(x) een stochas
ti s c h e v a r i a b e l e . Gegeven de d i c h t h e i d s f u n k t i e van x kan de dic h t h e i d s 
f u n k t i e van y worden bepaald. I n veel gevallen i s het echter voldoende 
om a l l e e n het gemiddelde en de standaardafwijking van y te bepalen. 
Voor een l i n e a i r e f u n k t i e g(x) kan dat exact, voor een n i e t - l i n e a i r e 
f u n k t i e moet benaderd worden. 

1. L i n e a i r e f u n k t i e y = a x + b 

ii(y) = E(y) = E(a X + b) = aE(x) + b = an(x) + b (2-34) 

ö^y) = E{(y - H ( y ) ) ^ = 
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= E{ax + b - aii(x) - b) ^ } = 

= E { a ^ x - ^^(x))2} = 

= a^a^Cx) (2-35) 

H i e r b i j i s u i t s l u i t e n d gebruik gemaakt van de d e f i n i t i e en eigen
schappen van verwachtingswaarden. 

2. Niet l i n e a i r e f u n k t i e 

L i n e a l r i s e r i n g van de n i e t - l i n e a i r e f u n k t i e m.b.v. een Taylor-reeks: 

y = g ( x ) « gCx^) + ( X - XQ) g'(xQ) (2-36) 

Toepassing van de formules voor l i n e a i r e g ( x ) : h'vU ̂  (c^i-'A i- f>'"̂ '.>V;\̂  

\^(y) - SCXQ) + ( t i ( x ) - X Q ) g'Cxp) (2-37) 

I n veel gevallen wordt x = p(x) (mean value benadering) gekozen>K^ 
hetgeen l e i d t t o t : o o > . 

I^(y) « 8 ( n ( x ) ) (2-39) 

ö(y) « g ' ( | i ( x ) ) ö(x) (2-40) 

Voorbeeld 2.11 

Als voorbeeld nemen we y = x^. De mean value benadering l e i d t t o t 
^i(y) = \i (x) en a(y) = j 2ii(x) | a ( x ) . 

Ter v e r g e l i j k i n g z u l l e n we ^i(y) exact bepalen. Daartoe beginnen we met 
d e f i n i t i e (2-32) voor de v a r i a n t i e verder u i t te wetken: 

ö^x) = ƒ (^ - ^,)2 f = 

= ƒ (^^ - 2ixl + f dl 

• = f £ dl - 2\i f l f dl + f f dl 

= E(x2) - 2|i^ + / = 

H i e r i n s t a a t kortheidshalve voor | i ( x ) \ n f voor f (l); 
de i n t e g r a t i e s lopen van -oo t o t +oo, \ ^ 

Het r e s u l t a a t i s dat ^i(y) = E(x^) = ^ ^ ( x ) ^ o ^ x ) . De benadering i s dus 
goed a l s a(x) « ^^(x). . / , >, i 

È(x/\.. B C H ' I - ( T Ku^px^-
j e ^ normale v e r d e l i n g 

Een van de meest gebruikte verdellngstypen i s de normale v e r d e l i n g of 
Gauss-verdeling ( f i g . 2.7). De d i c h t h e i d s f u n k t i e wordt gegeven door: 
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20 

H i e r i n i s het gemiddelde en o de s t a n d a a r d a f w i j k i n g . 
Een normaal verdeelde v a r i a b e l e met gemiddelde O en st a n d a a r d a f w i j k i n g 
1 wordt de standaard normale variabele genoemd, meestal aangeduid a l s 
u. Een w i l l e k e u r i g e v a r i a b e l e x kan dan geschreven worden a l s : 

X = + ua^ U -

De v e r d e l i n g s f u n k t i e van de normale v e r d e l i n g i s n i e t i n ana l y t i s c h e 
vorm bekend, maar moet worden opgezocht i n een t a b e l ( z i e b i j v o o r b e e l d 
t a b e l 2.1), Voor k l e i n e kansen kan vaak met voldoende nauwkeurigheid 
gebruik worden gemaakt van de volgende benadering: 

2 

P(u < a) = $^(v) = r V 7 l 7 (- "T^ (2-42) 

De benadering i s bruikbaar voor v < - 2. 

Fig. 2.7 D i c h t h e i d s f u n k t i e voor de normale v e r d e l i n g . 



1 7 

X l + X2 

X] + X2 + X; 

Xl + X2 + X3 + Xt 

F i g . 2.8 I l l u s t r a t i e van de c e n t r a l e l i m i e t s t e l l i n g : de va r i a b e l e n x. 
z i j n o n a f h a n k e l i j k en hebben een uniforme v e r d e l i n g . 
Reeds de som van 4 van deze variabelen heeft een v e r d e l i n g 
die (afgezien van de staarten) r e d e l i j k l i j k t op een normale 
v e r d e l i n g . 

Voorbeeld 2.12 

Een m a t e r i a a l heeft een gemiddelde s t e r k t e n(x) ̂ 3 0 MPa 
met een variatiecoëfficiënt van 13.3%. Wat i s b i j een 

normale v e r d e l i n g de kans dat de s t e r k t e lager i s dan 20 MPa? 

De standaardafwijking a(x) = 4 MPa zodat:"" 

P(x < 20) = P(30 + 4u < 20) = p(u < - 2.5) = 0.62 * l o " ^ 

H i e r b i j i s gebruik gemaakt van t a b e l 2.1. 
Benaderingsformule (2-42) l e v e r t : P(u < - 2.5) = 0.70 * l o " ^ 
Voor de meeste doeleinden die voor ons van betekenis z i j n i s deze be
nadering voldoende nauwkeurig. Naarmate de kans k l e i n e r wordt, wordt de 
benadering overigens steeds beter. 

De normale v e r d e l i n g o n t s t a a t wanneer een groot a a n t a l o n a f h a n k e l i j k e 
stochastische v a r i a b e l e n , waarvan geen enkele domineert, worden opge-
s t e l t , ongeacht de uitg a n g s v e r d e l i n g van die va r i a b e l e n ( z i e b i j v o o r 
beeld f i g u u r 2.8. 
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Dit r e s u l t a a t staat bekend a l s de Centrale L i m i e t s t e l l i n g . Een gevolg 
van die s t e l l i n g i s dat de som van twee normaal verdeelde v a r i a b e l e n 
ook weer een normale v e r d e l i n g b e z i t . 

De lognormale v e r d e l i n g 

Als X een lognormale v e r d e l i n g h e e f t , betekent dat dat y = l n x normaal 
verdeeld i s , ofwel x = exp y met y normaal. De lognormale v e r d e l i n g 
v o l g t dus v i a een n i e t - l i n e a i r e t r a n s f o r m a t i e u i t de normale v e r d e l i n g . 
Als het gemiddelde en de standaardafwijking van y bekend z i j n , kunnen 
die van x bepaald worden v i a : 

ia(x) = exp {n(y) + i o ( y ) } « exp \i(y) (2-44) 

a(x) = p(x) l^xp (a^(y)) - 1 « ^x(x) ö(y) (2-45) 

De benaderingsformules gelden voor a(y) << |i(y) en kunnen eventueel 
gemakkelijk worden nagerekend met de mean value benaderingsformules 
(2-39) en (2-40). 

De d i c h t h e i d s f u n k t i e wordt gegeven door: 

y ^ ) 
1 

/27l O 5 exp 

( l n l 

(2-46) 
2ö 

De v e r d e l i n g s f u n k t i e kan n i e t e x p l i c i e t worden opgeschreven, maar moet 
bepaald worden m.b.v. de t a b e l voor de normale v e r d e l i n g . 

De lognormale v e r d e l i n g wordt vaak gebr u i k t voor vari a b e l e n die om f y 
sische redenen geen negatieve waarde mogen aannemen; de normale verde
l i n g i s voor die varia b e l e n minder geschikt a l maakt dat b i j k l e i n e va
riatiecoëfficiënten meestal weinig v e r s c h i l . 
T e n s l o t t e : zoals de normale v e r d e l i n g te v o o r s c h i j n komt a l s de som van 
een groot aantal v a r i a b e l e n , zo komt de lognormale t e v o o r s c h i j n a l s het 
produkt. 
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V lj) ( v ) 
N 

V (|) ( v ) 
N 

V 

0,0 0,50 
- 0,1 0,46 
- 0,2 0,42 
- 0,3 0,38 
- 0,4 0,34 
- 0,5 0,31 
- 0,6 0,27 
- 0,7 0,24 
- 0,8 0,21 
- 0,9 0,18 
- 1,0 0,16 

- 1,1 0,14 
- 1,2 0,12 
- 1,3 0,10 
- 1,4 0,81.10"! 
- 1,5 0,67.10-1 
- 1,6 0,55.10"! 
- 1,7 0,45.10"! 
- 1,8 0,36.10"! 
- 1,9 0,29.10"! 
- 2,0 0,23.10"! 

- 2,1 0,18.10"! 
- 2,2 0,14 
- 2,3 0,11 
- 2,4 0,82.10"!' 
- 2,5 0,62 
- 2,6 0,47 
- 2,7 0,35 
- 2,8 0,26 
- 2,9 0,19 
- 3,0 0,13 

V ()) ( v ) 
N 

V (v) 
N 

V 

- 3,1 0,97.10"-^ 
- 3,2 0,69 
- 3,3 0,48 
- 3,4 0,34 
- 3,5 0,23 
- 3,6 0,16 
- 3,7 0,11 
- 3,8 0,72.10 ^ 
- 3,9 0,48 
- 4 0,32 

- 4,1 0,21.10""^ 
- 4,2 0,13 , 
- 4,3 0,85.10 ^ 
- 4,4 0,54 
- 4,5 0,34 
- 4,6 0,21 
- 4,7 0,13 
- 4,8 0,79.10 ^ 
- 4,9 0,48 
- 5,0 0,29 

- 5,1 0,17.10"^ 
- 5,2 0,10 
- 5,3 0,58.10 
- 5,4 0,33 
- 5,5 0,19 
- 5,6 0,11 
- 5,7 0,60.10 " 
- 5,8 0,33 
- 5,9 0,18 
- 6,0 0,99.10-9 

Tabel 2.1. V e r d e l i n g s f u n k t i e voor de standaardnormale v e r d e l i n g : 

V 2 
<t)j^(v) = P ( u < V ) = ƒ ^ e x p ( - ^ ) dv 

—00 

Voor V > 0.0 v o l g t (j) ( v ) u i t : <t> ( v ) = 1 - (}> (-v) 
N N N 

Voorbeeld: x i s normaal met [i. = 10 en O = 2; hoe groot i s de 
kans dat x < 14? 

P(x < 14) = P(10 + 2u < 14) = P(u < 2) = (f) (2) = 
1 - H-2) = 0,977. " 
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type 1 maxima (Gumbel) type I I maxima 
1 
type I I I maxima 

(O 
X 

exp [-e J exp [- a/u)~^] exp l-a/u)^] 

(C) 
X 

a exp [-a(C-u)-e ] (k/u)(l/u)~^~^ exp [-il/uf^] -(k/u)(5/u)^~"^ exp 

ange -<= < ^, u < + a > 0 l, u, k > 0 u, 5 < 0 k > 0 

( x ) p = u + 0.577/a l i = u r ( l - 1/k) ( k>l) p = u r ( l + 1/k) 

3(x) 0 = n/a/6 + ix'^ = r ( l - 2 / k ) (k>2) 
2 2 2 , 

a + ]i = u r ( i + 2/k) 

= max 
= 1... n 

l n n 
«X = «yï "x = "y + a k = k : u = u n y 

X y' X y ^ 
k = k : u = u n 
X y X y 

1/k 
y 

type I minima type I I minima type I I I (Weibull) 

X 

f ( O 
X 

range 

" ( x ) 

o t x ) 

+ a(5-u) 
1 - exp [-e J 

a(C-u). 

1 - exp [-a/u) ] 1 - exp i-a/u) ] 

a exp [ a( E,-u)-e 

-°°<^, u < + «';a>0 i u , ^ < 0 k > 0 

li = u - 0.577/a 

ö = n/a/6 

(k/u)(C/u) ^exp [-(C/u) ^ ] (k/u)(C/u)'^ ^ exp [ - ( ^ / u ) " : 

p = u r ( l - 1/k) 

mm y^ a : u = u 
y' x y 

l n n 

a 

2 2 2 , 
0 + p = u r ( l - 2/k) 

u, C > O k > O 

p = u r ( i + ii/k)) 

2 2 2 '" 
0 + p = u r ( l + 2/k) 

1/k 
k ; u = u n y 
y' X y 

k = k ; u 
X y X 

-1/k 
Uy n y 

Tabel 2.2. Overzicht extreme-waarde-verdelingen. 

Opmerkingen: 1. De type I I en I I I verdelingen z i j n gegeven met onder-
(bovon)grenö 0; via t r a n s l a t i e kan ook een w i l l e k e u r i g e 
andere grens worden geïntroduceerd. 

2. Voor de gammafunktie g e l d t : r ( r ) = ( r - l ) ! als r geheel. 
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Voorbeeld 2.13 

Zelfde p r o b l e e m s t e l l i n g a l s voorbeeld 12.2, maar nu heeft x een lognor
male v e r d e l i n g . 

Gegeven z i j n n(x) en a(x) waaruit eerst |a(y) en ö(y) moeten worden be
paald door omgekeerde toepassing van de formules (2-44/45). 
De benaderingsformules l e i d e n d i r e k t t o t a(y) = V(x) = 0.133 en \i{y) = 

De exacte formules geven: T ' i ' 

0 (y) = l n {1 + V''(x)} = (0.132)^ ^ ^ \ \ ' , t> > 

H(y) = l n ( p ( x ) ) - i o2(y) = 3.39 v< ' , , . ̂ , l / 

c 
De benaderingsformules z i j n i n d i t geval k e n n e l i j k nauwkeurig genoeg. 
We bepalen nu de overschrijdingskans. 

P(x < 20) = P(exp y < 20) = 

= P(y < l n 20) = 

= P(3.39 + 0.132 u < l n 20) = 

= P(u < {3.00 - 3.39}/0.13}) = 

= P(u < - 3.0) = 0.13 * 10"2 

De overschrijdingskans b i j de normale v e r d e l i n g i n voorbeeld 2.12 was 
b i j n a 5x zo hoog. 

Extreme waarde verdelingen 

B i j v e e l toepassingen gaat het om de g r o o t s t e of k l e i n s t e waarde van 
een groep stochastische v a r i a b e l e n , b i j v o o r b e e l d de grootste g o l f , de 
maximale windsnelheid of de geringste s t e r k t e . De v e r d e l i n g van zo'n 
maximum of minimum van een a a n t a l variabelen tendeert naar een zoge
naamde extreme-waarden-verdeling. De convergentie i s echter n i e t alge
meen en bijzonder langzaam, veel langzamer b i j v o o r b e e l d dan de conver
gentie van een som van v a r i a b e l e n naar een normale v e r d e l i n g . 

Extreme-waarden-verdelingen, zowel maxima a l s minima, worden onder
scheiden i n d r i e typen, aangeduid met de Romeinse c i j f e r s , I , I I en 
I I I . 

Tabel 2.2 h e e f t een o v e r z i c h t van de b e l a n g r i j k s t e formules. Het be
l a n g r i j k s t e v e r s c h i l tussen de diverse typen i s dat type I g e d e f i n i e e r d 
i s voor (-0O, + 0 0 ) ; type I I i s voor maxima begrensd aan de onderzijde en 
voor minima aan de bovenzijde; type I I I i s j u i s t omgekeerd. Type I 
wordt verder vaak aangeduid a l s een Gumbel-verdeling, type I I I voor mi
nima a l s W e i b u l l . Een Interessante eigenschap van extreme waarden-ver
d e l i n g i s ( u i t e r a a r d ) dat het maximum van twee of meer extreem v e r d e e l 
de v a r i a b e l e n ( o n a f h a n k e l i j k en van h e t z e l f d e type) ook een extreme 
v e r d e l i n g h e e f t . We z u l l e n d i t i l l u s t r e r e n aan de hand van een voor
beeld. 
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Voorbeeld 2.14 

De onafhankelijke v a r i a b e l e n ŷ ^ .... y^ hebben een extreme-waarde 
ve r d e l i n g van het type I I voor maxima. 
Gedefinieerd wordt x = max (y^^ ... y^^). 
Gevraagd de v e r d e l i n g van x. 

¥(V = P(x < O = 
X \ \ 

= P(y^ < 5 en y^ < C en ... en y^ < 5) = 

= P(y^ < O P(y2 < O .... P(y^ < V = 

-k . , -
= exp - n(C/Uy) 

1/k -k 
= exp - il/u^n ^) y 

Conclusie; x heeft ook een extreme-waarde-verdellng type I I voor maxima 

met k = k e n u = u n 
_ X y X y 

K i j k e n we naar de gemiddelden en standaardafwijkingen, dan v o l g t dat ^ 

H(x) . , ( y ) . n ' " ^ e„ V(.) . V ( y ) . r ( ' - = 'Y" ' 

Het gemiddelde neemt dus toe, de variatiecoëfficiënt b l i j f t h e t z e l f d e . ' 

De gamma-verdeling 

I n toepassingen komt men t e n s l o t t e ook nog regelmatig de gamma-verde
l i n g tegen waarvan de d i c h t h e i d s f u n k t i e gegeven wordt door: 

= ^ ( | ) ' ' ' (-^/-) (2-47) 

Het i s r ( k ) de gamma-funktie met r ( k ) = ( k - 1 ) ! a l s k geheel en p o s i 
t i e f . Het gemiddelde en de standaardafwijking worden gegeven door: 

|i(x) = ak a(x) = a/k (2-48) 

Voor even waarden van k g e l d t dat f de v e r d e l i n g i s van: 

2 

^ = 2 J \ 

Met u^ onafh a n k e l i j k e standaard normale vari a b e l e n . 
Voor a = 2 en V = k/2 komt de gamma-verdeling dan ook overeen met een 
chi-kwadraat v e r d e l i n g met v graden van v r i j h e i d . 
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2.3 Twee stochastische v a r i a b e l e n x en y 

De tweedimensionale k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e 

Voor de b e s c h r i j v i n g van een tweetal stochastische variabelen x en y 
wordt de twee-dimensionale k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e geïntroduceerd, gede
f i n i e e r d volgens: 

f (l, r]) dl dr] = -pil < X < l + dl en r] < y < x] + dr)) (2-49) 
xy 

Eigenschappen van deze f u n k t i e z i j n : 

f (l, Tl) > O (2-50) 

___jcx____— . 
-f-OO -\-CD 

ƒ ƒ f^^a, n) dC dn = 1 (2-51) — 00 —00 

P((x,y) i n A) = ƒ ƒ f (l, Tl) dl dn (2-52) 
A 

Een bijzonder geval doet z i c h voor als de va r i a b e l e n x en y onafhanke
l i j k z i j n : 

f ^ ^ ( C , n ) dl dn = ?(di < x < ^ + d C e n n < y < n + dn) = 

= p ( ^ < X < c + d^) p (n < y < n + dn) = 

= f^il) f ^ ( n ) dl dn (2-53) 

De twee-dimensionale k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e i s dan het produkt van de 
twee ééndimensionale d i c h t h e i d s f u n k t i e s . B i j a f h a n k e l i j k e v a r i a b e l e n i s 
dat n i e t het geval en bieden de a f z o n d e r l i j k e d i c h t h e i d s f u n k t i e s i n het 
algemeen onvoldoende i n f o r m a t i e om de tweedimensionale d i c h t h e i d s f u n k 
t i e s te kunnen vastleggen. 

I n f i g . 2.9 i s een twee-dimensionale k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e getekend; 
meestal z u l l e n we ons verder overigens beperken t o t een weergave van de 
h o o g t e l i j n e n k a a r t . 

F i g . 2.9 Twee dimensionale d i c h t h e i d s f u n k t i e voor stochastische 
variabelen x en y; Fig . 2.9b geeft de h o o g t e l i j n e n k a a r t . 
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Verwachtlngswaarde, gemiddelde, v a r i a n t i e en c o v a r i a n t i e 

Evenals b i j de ééndimensionale v e r d e l i n g kan ook voor de twee-dimensio
nale v e r d e l i n g een verwachtlngswaarde worden gedefinieerd: 

+ 00 +00 

E ( g ( x , y ) ) = ƒ f g(l, Tl) f _ (C, Tl) dl dx] (2-54) 
xy — 00 ™oo 

De b e l a n g r i j k s t e eigenschappen z i j n : 

E(a) = a (2-55a) 

E(ag) = aE(g) (2-55b) 

E(g + h) = E(g) + E(h) (2-55c) 

A l l e X en y o n a f h a n k e l i j k z i j n g e l d t verder: 

E(g(x) h(y)|= E ( g ( x ) ) E ( h ( y ) ) (2-55d) 

Bewijs: 

E(g(x) h ( y ) ) = ƒ ƒ gil) h(Ti) f^y ( C , n) dl dTi = 

= ƒ ƒ gil) h(Ti) f^il) fy(Ti) dl dTl = 

= / g ( 0 f ^ ( C ) dl ƒ h(Tl) fy(Tl) dTl = 

= E ( g ( x ) ) E ( h ( y ) ) 

Ter k a r a k t e r i s e r i n g van de gezamenlijke k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van x en 
y wordt, evenals b i j de gewone d i c h t h e i d s f u n k t i e , veel gebruik gemaakt 
van gemiddelden (verachtlngswaarde van x en y z e l f ) en v a r i a n t i e s ( v e r 
wachtlngswaarde van X - p,(x) en y - n(y) i n het kwadraat): 

p(x) = E(x); a-(x) = E { ( X - | i ( x ) ) ^ } (2-56) 

^t(y) = E(y); a^(y) = E{(y - p ( y ) ) ^ } (2-57) 

Deze d e f i n i t i e s z i j n volkomen compatibel met de eerder gegeven één
dimensionale d e f i n i t i e s (2-31) en (2-32). Gelet op de d e f i n i t i e s voor 
a (x) en 0 (y) l i g t het voor de hand nog een derde k e n t a l i n te voeren, 
namelijk een gemengte kwadratische verwachtlngswaarde, ofwel de c o v a r i -
a n t i e : 

cov(xy) = E { ( x - p . ( x ) ) ( y - n ( y ) ) } (2-58) 

Door deze toevoeging wordt een bepaalde mate van v o l l e d i g h e i d b e r e i k t : 
voor ieder tweetal v a r i a b e l e n dat verkregen kan worden v i a een l i n e a i r e 
t r a n s f o r m a t i e van x en y kunnen weer gemiddelden, v a r i a n t i e s en een co-
v a n r i a n t i e worden bepaald ( z i e voorbeeld 2-15). 

D i r e k t gekoppeld aan de c o v a r i a n t i e i s het begrip correlatie-coëffi
ciënt P^y> gedefinieerd volgens 
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_ cov(xy) rx-p(x) y - | i ( y ) , 
Pxy a( x ) a ( y ) " ^ t a(x) ' a(y) 1 (2-59) 

Voor de correlatiecoëfficiënt gelden de volgende eigenschappen: 

- a l s X en y o n a f h a n k e l i j k : p = 0 (2-60a") 
xy ' 

- a l s X en y v o l l e d i g l i n e a i r a f h a n k e l i j k : p = ± 1 (2-60b") 
xy ' 

- algemeen: - 1 < p^^ < + l (2-60c) 

De correlatie-coëfficiënt i s dus een genormeerde maat voor de onder
l i n g e a f h a n k e l i j k h e i d van twee stochastische v a r i a b e l e n . We z u l l e n de 
gegeven eigenschappen bewijzen. 

a. Als x en y on a f h a n k e l i j k z i j n g e l d t ( z i e 2-58) en (2-55d)): 

cov(xy) = E { ( x - n ( x ) ) ( y - | i ( y ) ) } = 

= E { X - U ( X ) } E{y-u(y) = 

= 0 * 0 = 0 

Daarmee i s ook p^^ = 0; dat E { X - H ( X ) ) } = O v o l g t d i r e k t u i t de 

d e f i n i t i e van n(x) volgens (2-31). 

b. V o l l e d i g e l i n e a i r e a f h a n k e l i j k h e i d w i l zeggen dat y geschreven kan 
worden a l s een l i n e a i r e f u n k t i e van x met bekende coëfficiënten y = 
ax + b. 

Voor het gemiddelde en de standaardafwijking van y g e l d t : 
p(y) = a|i,(x) + b en a(y) = | a | a ( x ) . 
Voor de c o v a r i a n t l e s van x en y v o l g t : 

cov(xy) = E { ( x - p ( x ) ) ( y - | i ( y ) ) } = 

= E { ( x - i i ( x ) ) ( a x + b -a|i(x) - b ) } = 

= aE{(x-p ( x ) ) 2 } = 

= aö (x) 

De correlatiecoëfficiënt: 

2 
^ cov(xy) ^ ao Cx') ^ _a_ ^ , , 

^xy a ( x ) a ( y ) a(x) { | a |a(x)} |a| 

c. Beschouw de o n g e l i j k h e i d : 

"•̂ ^ ö(x) 0(y) J t > O 
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Deze o n g e l i j k h e i d berust op het f e i t dat eén kwadraat (van reële ge
t a l l e n ) a l t i j d p o s i t i e f i s , en dus ook de verwachtlngswaarde van een 
kwadraat. Uitwerking hiervan m.b.v. de eigenschappen van verwach
tlngswaarde en de diverse d e f i n i t i e s l e i d t t o t : 

r.x-|i(x) _ / x - [ i ( x ) . .y-p(y) ( y - l i ( y ) . ^ i 
"-̂ ^ a(x) ^ ^ ( ö(x) a(y) ^ + ^ a(y) M > O 

1 - 2p + 1 > O 
^xy 

P < 1 xy 

De o n g e l i j k h e i d - 1 < p kan bewezen worden door u i t t e gaan van 
xy 

het kwadraat met een plusteken. 

Opmerking; Als x en y on a f h a n k e l i j k z i j n v o l g t dat p(xy) = O, maar 
u i t p(xy) = O mag men n i e t concluderen dat x en y o n a f h a n k e l i j k 
z i j n ; er kunnen namelijk nog n i e t - l i n e a i r e afhankelijkheden i n het 
spel z i j n . 
Als X en y een normale v e r d e l i n g hebben mag u i t p(xy) = O 
wel t o t o n a f h a n k e l i j k h e i d van x en y worden besloten. 

Voorbeeld 2.15 

De va r i a b e l e n x en y worden beschreven door: 

p(x) = ii(y) = O 

o(x) = 1 a(y) = 2 cov(xy) = 1 

Gevraagd worden gemiddelden, v a r i a n t i e s en c o v a r i a n t l e s van s = x + y 
en t = 2x -y. 

Uitwerking; D i r e k t v a l t i n t e zien dat ij.(s) = p ( t ) = 0. 
Voor de v a r i a n t i e van s v o l g t : ^ 

/ ( s ) = E { ( S - p ( s ) ) ^ } = , -1 

= E{(x+y)^} = 
,2, t:U'\^iA^<\: 

= E (x^) + 2E(xy) + E(y2) = (wegens i i ( x ) = p(y) = 0) 

= a^(x) + 2 cov(xy) + ^ ^ ( y ) = 7 f?M Q, i . 

4 ' .C> " 

= 1 + 2 + 4 = 6 O- f.^ U..̂  ^ . h : \ i 

Ga z e l f na dat a^(t) = 4 - 4 + 4 = 4 ' ' ' ' ( j ? , i ^ l l i ^ -Tenslotte de c o v a r i a n t i e : p [p. 

c o v ( s t ) = E { ( s - p ( s ) ) ( t - p ( t ) ) } = fA^>. >x.c> ^ [^(^ ,f/i]{il^.,£, 

= E { ( x + y ) ( 2 x - y ) } = O^i. 
\ 
\ 

2 + 1 - 4 = -1 _ \" > 

E(2x2) + E(xy) - E(y2) = 'idi A ^ Co. (> y ̂  A) vV \ 

De correlatiecoëfficiënt p i n d i t geval was 0.5 en p = - 0.20, 
S t 



- 2-27 

Voorbeeld 2.16 

Gegeven twee onafhankelijke v a r i a b e l e n x en y met \i(x) = |i(y) = O 
en ö(x) = a(y) = 1. Als z = ax + by, dan i s n(z) = O en a(z) v o l g t u i t ; 

ö^Cz) = E (ax + by)2 E ( ^ 

= a^ ECx^) + 2ab E(xy) + b^ E(y2) = + b^ 

We bepalen nu de c o v a r i a n t i e van z en x: 

cov(xz) = E { ( x - i i ( x ) ) ( z - n ( z ) } = 

= E { ( x ) ( a x + by)} = 

2 2 9 
= aE(x ) + bECxy) = aö (x) + b cov (xy) = aa (x) = a 

Daarmee v o l g t voor p ( x z ) : 

oC„„N _ cov(xz) _ a 
P(^^^ - a(x)a(z) - /; 2 ^ ^2 

/(a + b } 
2 2 

St e l nu a + b = 1 waardoor cr(z) = 1 en p(xz) = a. Als a b i j n a 1.0 

hebben X en z = ax + y / { l - a ^ } veel met elkaar gemeen en i s p(xz) hoogj 
a l s |a| k l e i n i s hee f t z weinig gemeen met x, en i s p(xz) = 0.0. 

Funktles van 2 v a r i a b e l e n 

Beschouw de f u n k t i e z = g ( x , y ) . Als de gezamenlijke kansdichtheidsfunk
t i e van X en y bekend i s kan de d i c h t h e i d s f u n k i t e van z worden bere
kend. Voor veel doeleinden i s het echter voldoende a l s voor z het ge
middelde en de standaardafwijking kunnen worden bepaald. 

1. z i s de som van x e n y ; z = x + y 

I n dat geval wordt het gemiddelde van z gegeven door: 

^x(z) = E(z) = E(x+y) = E(x) + E(y) = p(x) + p(y) (2-61) 

Voor de v a r i a n t i e van z v o l g t : 

d^(z) = E { ( Z - P ( Z ) ) 2 } = 

= E{(x+y - p(x) - [X(y))2 = 

= E { ( X - P ( X ) ) 2 + 2 ( x - p ( x ) ) ( y - | i ( y ) ) + (y-\i{y))^ = 

2 2 
= a (x) + 2 cov(xy) + o (y) = 

2 2 
= a (x) + 2pa(x)'ö(y) + a (y) (2-62) 

2 2 2 
Als p = O vereenvoudigt d i t t o t a (z) = a (x) + ö (y) 



- 2-28 

2. Wi l l e k e u r i g e l i n e a i r e f u n k t i e z = a + bx + cy 

Op dezelfde wijze kan worden a f g e l e i d : 

p(z) = a + b|a(x) + cp(y) (2-63) 

2 2 2 2 2 
O ( z ) = b a (x) + 2bc cov(xy) + c o (y) (2-64) 

3. Benadering n i e t - l i n e a i r e f u n k t i e 

Als z = g(xy) een n i e t - l i n e a i r e f u n k t i e i s , kan i n veel gevallen de 
volgende benadering op basis van l i n e a l r i s e r i n g worden g e b r u i k t : 

z ^ g(x^y^) + ( X - x^) g,^(x^y^) + (y - y^) ë,^Uj^) (2-65) 

- g(x^y^) + ( i x ( x ) - x ^ ) g,^(x^y^) + ( p ( y ) - y ^ ) g,y(x^y^) 

^ i V ^ - ^ ^ ' (2-66) 

- ^'x^^^o^o^ cr(x)}^ + 2g,^(x^y^) g,y(x^y^) cov(xy) + 
2 

{g>y(xQy^) a ( y ) } (2-67) 

H i e r i n worden met g,̂ ^ en g, r e s p e c t i e v e l i j k de afgeleiden ög/öx 
en ög/öy bedoeld; ( x Y^) is^een geschikt gekozen ontwikkelingspunt, 
soms wordt daarvoor het punt (lJ.(x), M.(y)) genomen (mean value bena
dering) . 

Voorbeeld 2.17: z = xy met x en y o n a f h a n k e l i j k 

We kiezen x = fi(x) en y = lJ.(y) : 
O O 

z = p(x) \x(y) + (x-p(x))|x(y) + ( y - p ( y ) ) i i ( x ) 

p(z) = p(x) ii(y) 

a2(z) = |i(y) a ( x ) } 2 + p(x) a ( y ) } 2 

Voor de variatiecoëfficiënt V(z) kan nog worden a f g e l e i d : 

V ^ z ) = 4 ^ = ^ ' ( y ) a ^ x ) + A.)a'(yl ^ ^ 2 ( ^ ) ^ v2(y) 

p^(z) p^(x) \i\y) 

Van d i t r e s u l t a a t wordt vaak gebruik gemaakt i n de l i t e r a t u u r . 
I n t e ressant i s dat van d i t voorbeeld de exacte oplossing bekend i s : 

K z ) = Kx)[x(y) en ö^(z) = P^(y)a^(x) + | i ^ ( x ) a ^ ( y ) + ö^(x)a^(y) . 

(Ga dat na). De benadering i s dus goed als V(x) of V(y) k l e i n i s . 
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Al 
door 

2.4 n stochastische v a r i a b e l e n 

De u i t b r e i d i n g van 2 naar n va r i a b e l e n bevat i n f e i t e geen nieuwe 
elementen. De n-dimenslonale d i c h t h e i d s f u n k t i e voor de v a r i a b e l e n 
X = {x^ .... x^} wordt g e d e f i n i e e r d door: 

^^(O dl^ ... dC^ = Hl^ < x^ < + dl^ en ... 5^ < x^ < C„ + dl^} 

(2-68) 

Voor de gebeurtenis "x i n A" g e l d t : 

P(x l n A) = ƒ..ƒ f ^ ( p dl^ .... dC^ (2-69) 

s de va r i a b e l e n x^ .... x^ o n a f h a n k e l i j k z i j n wordt f (l) gegeven 
or: X -

^x(5) = % < ^ l ) % ( ^ 2 ) •••• (^n> (2-70) 
J. 2 n 

De verwachtlngswaarde van een f u n k t i e g(x) i s gede f i n i e e r d a l s : 

— 00 

E ( g ( x ) ) = ^ / . . / g ( p f ^ ( | ) dC^ .... dC^ (2-71) 

Gemiddelden, v a r i a n t i e s en c o v a r i a n t l e s l a t e n z i c h met behulp hi e r v a n 
vervolgens definiëren a l s : 

^(x.) = E(x^) (2_72) 

a^x.) = E { ( x . - p ( x . ) ) 2 } (2-73) 

cov(x.x.) = E { ( x ^ - p ( x ^ ) ) ( x . - p ( x . ) } (2-74) 

De correlatiecoëfficiënt p(x.x^) = c o v ( x . x ^ ) / a ( x . ) a ( x ^ ) i s i n het n-

dimensionale geval een v o l l e d i g e m a t r i x . 

Deze mat r i x i s symmetrisch en heeft op de hoofddiagonaal allemaal énen. 
B i j o nafhankelijke v a r i a b e l e n z i j n de off-diagonaalterms g e l i j k n u l . 

Het gemiddelde en de standaardafwijking van een w i l l e k e u r i g e f u n k t i e 
z - g(x) kan vaak met voldoende nauwkeurigheid benaderd door: 

M = g(x^) + E(Kx.)-x^.) g,^(x^) (2-75) 

2 
a (z) = E S g,^(x^) g . j ( x ^ ) cov (x.x^) (2-76) 

Als a l l e v ariabelen x^ o n a f h a n k e l i j k z i j n : 

= E{g,.(x^)a.)}2 (2-77) 

H i e r i n i s x^ een geschikt gekozen benaderingspunt en g,̂ ^ de a f g e l e i d e 

van g naar x^. 
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3' Sterkteberekeningen op niveau I , I I en I I I 

3.1 De I n d e l i n g i n niveaus 

I n het constructieve vakgebied v i n d t de benadering van het probleem van 
de v e i l i g h e i d van con^jonenten steeds p l a a t s middels de g e b r u i k e l i j k e 
f i l o s o f i e van grenstoestanden en de d a a r b i j behorende wiskundige model
len ( z i e f i g . 3.1). 

b e l a s t i n g of 
bedreiging 

overdrachts-
f u n k t l e s 

natuur- of 
andere rand
voorwaarden 

v e i l i g h e i d •ér 

S t e r k t e of 

w e e r s t a n d 

t h e o r e t i s c h 
model 

s t e r k t e 
parameters 

Fi g , 3.1 Een grenstoestand van een mechanisme, 

Alleen de w i j z e , waarop de v e i l i g h e i d i n de z i n van voldoende zeker
heid, dat de belastingen de s t e r k t e n i e t o v e r s c h r i j d e n , wordt vastge
s t e l d , i s anders. Om de discussie te vergemakkelijken heeft het J o i n t 
Committee on S t r u c t u r a l Safety (C.E.B.-C.E.C.M.-C.1.B.-F.1.P.-
I.A.B.S.E.) een n i v e a u i n d e l i n g voorgesteld voor de g e b r u i k e l i j k e me
thoden om de v e i l i g h e i d van co n s t r u c t i e s t e bepalen. 

Niveau I I I behelst de exacte p r o b a b i l i s t i s c h e benadering, waarbij de 
kansdic h t h e l d s f u n k t i e s ( k . d . f ' s ) van a l l e v a r i a b e l e n i n aanmerking wor
den genomen. 

Niveau I I omvat een a a n t a l benaderende methoden, waa r b i j het probleem 
wordt g e l i n e a r i s e e r d rond een bepaald met zorg gekozen punt. Correla
t i e s tussen v a r i a b e l e n dienen vermeden te worden. 

Niveau I bevat de huidige ontwerpmethoden, die afstand scheppen tusse 
de k a r a k t e r i s t i e k e waarden van s t e r k t e en b e l a s t i n g door middel van e 
verzameling partiële v e i l i g h e i d s f a k t o r e n . 

A l l e e n b i j berekeningen volgens de niveaus I I en I I I wordt de v e i l i g 
heid of de betrouwbaarheid e x p l i c i e t v a s t g e s t e l d . Meestal gebeurt dat 
u i t p r a k t i s c h e overwegingen i n de vorm van een bezwijkkans. 
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B i j de niveau I benadering w o r t e l t de v e i l i g h e i d meer i n de e r v a r i n g , 
dat c o n s t r u c t i e s , die volgens de geldende v o o r s c h r i f t e n gedimensioneerd 
z i j n , goed voor hun taak berekend z i j n . 
De recente o n t w i k k e l i n g i s echter, dat niveau I v o o r s c h r i f t e n g e c a l i -
breerd worden met behulp van methoden van een hoger niveau teneinde de 
v e i l i g h e i d c o n s i s t e n t t e maken voor diverse typen c o n s t r u c t i e s . 

3.2 Berekeningen op niveau I I I 

I n de berekeningen op niveau I I I wordt de bezwijkkans berekend op grond 
van de exacte k a n s d i c h t h e l d s f u n k t i e s van de s t e r k t e en de b e l a s t i n g . 
De b a s i s van de berekening i s echter de wiskundige formulering van het 
bestudeerde mechanisme en de d a a r b i j behorende grenstoestand. 
I n het eenvoudigste geval komt d i t neer op de volgende redenering: 

s t e l de s t e r k t e g e l i j k aan : R 
en de b e l a s t i n g aan : S 
D e f i n i e e r nu de betrouwbaarheidsfunktie a l s : 

Z = R - S (3-1) 

Met behulp van Z z i j n nu het v e i l i g e gebied, het o n v e i l i g e gebied en 
de daartussen liggende bezwijkgrens aan te geven. 

Z > O v e i l i g gebied 
Z = O bezwijkgrens 
Z < O o n v e i l i g gebied 

Het z a l d u i d e l i j k z i j n dat de c o n s t r u c t i e i n een grenstoestand v e r k e e r t 
i n d i e n Z = 0. 

R A 
Z - 0 

onveilig 
gebied 

S 

F i g , 3.2 Het v e i l i g e , het o n v e i l i g e gebied en de bezwijkgrens. 

Als nu bovendien de kan s d i c h t h e l d s f u n k t i e s van de s t e r k t e en de belas
t i n g gegeven z i j n door: 

dan v o l g t , I n d i e n de stochastische variabelen R en S on a f h a n k e l i j k 
z i j n , de gezamenlijke k.d.f. door vermenigvuldiging: 
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V r ) . f ^ ( s ) 

Deze gezamenlijke k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e kan d.m.v. een h o o g t e l i j n e n 
kaart worden getekend i n het RjS v l a k . 
Het i s nu gemakkelijk i n te zien dat de bezwijkkans van de c o n s t r u c t i e 
g e l i j k i s aan de inhoud van de gezamenlijke k.d.f. i n het o n v e i l i g e ge
bied. 

R 

V ' 
f , ( s ) • 

l i jnen van gel i jke 
kansdichtheid 

P S 

F i g . 3.3 De bepaling van de bezwijkkans. 

Of wiskundig genoteerd: 

F, = ƒ ƒ f ^ ( r ) f f s ) dr ds 
^ Z < O ^ ^ 

(3-2) 

Op de oplossing van deze i n t e g r a a l die meestal met numerieke methoden 
p l a a t s v i n d t , wordt l a t e r ingegaan. 
Het probleem kan ook i e t s anders worden u i t g e w e r k t . 

De bezwijkkans i s de kans dat de b e l a s t i n g de s t e r k t e o v e r t r e f t . Of 
wiskundig genoteerd: 

S > r ^ EN R •7 I 



De kans dat de b e l a s t i n g de waarde r^^ o v e r t r e f t i s gegeven door: 

P (S > r ) = ƒ f ( s ) ds 

^1 

En de kans dat de s t e r k t e j u i s t g e l i j k i s aan 

P (R = r ) = f„(rJ dr 

Volgens de basisregels voor EN kansen g e l d t ; 

P (S > r EN R = r ) = ƒ f ( s ) ds.f ( r ) dr 
1 ^ S R 

Maar omdat deze redenering van toepassing i s voor elke waarde van 
dient een i n t e g r a t i e over r p l a a t s te vinden. 

De overschrijdingskans van de b e l a s t i n g . 

Fig, 3,4 De kansdichtheid van de s t e r k t e . 

P(R < S) = ƒ ƒ f ^ ( s ) ds f ( r ) dr 
S R 

O r^ 

//O 

Deze i n t e g r a a l , die ook geschreven kan worden a l s : 



P(R < S) = ƒ {1 - F g ( r ) } f ^ ( r ) dr (3-3) 
O 

s t a a t bekend a l s de c o n v o l u t l e - i n t e g r a a l . De numerieke u i t w e r k i n g I s 
eenvoudig u l t te voeren volgens standaard procedures. 

Voorbeeld 

De s t o r t s t e n e n drempel van de stormvloedkering Oosterschelde wordt 
zwaar b e l a s t , i n d i e n t i j d e n s een superstorm één der schuiven w e i g e r t . 
Omdat a l l e schuiven op de weigerende na op de laagwaterkentering ge
s l o t e n z i j n , s taat er een groot v e r v a l over de k e r i n g . En dientenge
volge s t o r t het water z i c h met donderend geweld door de n i e t a f g e s l o t e n 
opening. Daarna stroomt het water met grote snelheid over de s t o r t s t e 
nen drempel en t r a c h t d i e t e eroderen. 
De o v e r s c h r i j d i n g s l i j n van het v e r v a l Ah wordt gegeven door: 

Pr 

3.77-x 7 \ r \ ( I --p^ --1 

Volgens de norm van de Deltacommissie (2,5.10~^ per j a a r ) i s het ont-
werpverval 6.30 m. Met behulp van modelproeven i s de s t o r t s t e n e n drem
pel zo ontworpen, dat h i j j u i s t b i j een v e r v a l van 6.30 m b e z w i j k t . B i j 
de v e r t a l i n g van de modelresultaten naar de w e r k e l i j k e c o n s t r u c t i e spe
l e n echter a l l e r l e i onzekerheden, zoals sc h a a l e f f e k t e n , schematlsatie-
fouten, meetfouten, e t c . 

Bovendien kunnen i n de w e r k e l i j k e c o n s t r u c t i e de b e l a n g r i j k s t e parame
t e r s , zoals b.v. de diameter en de s o o r t e l i j k e massa van de s t o r t s t e e n 
enigszins van de ontwerpwaarden a f w i j k e n . 

Om deze twee redenen wordt de s t e r k t e van de drempel voorgesteld door 
een normale v e r d e l i n g met 

= 6,30 m 

% = 0,75 m 

De bezwijkkans van de drempel i s nu met behulp van de c o n v o l u t l e - i n t e 
g r a a l te bepalen. 

-exp „^.x-6,30. ' .!, ^A 
P - r f l P 0,3026i 1 0,75 , 

O 

2 ^ W „|,,( 

I n f i g . 3.5 i s het verloop van de Integrand geschetst tezamen met de 
o v e r s c h r i j d i n g s l i j n van het v e r v a l en de k.d.f. van de s t e r k t e . Men 
z i e t , dat bezwijken het meest w a a r s c h i j n l i j k i s b i j een v e r v a l van 
~ 4.50 m. Middels een numerieke i n t e g r a t i e p r o c e d u r e i s de bezwijkkans 

D i t r e s u l t a a t i s enigszins verwarrend, omdat het de q v e r j c h r i j d i n g s k a n s 
van het ontwerpi>frërval (2,5.10 ) o v e r t r e f t . te.U'-^,./~\e.^,J.t/,,, U,7, Ĉ. 
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Fs(Ah) 

overschrijdingslijn v.h. verval 
1 - Fs (Ah) 

3 . 1 0 

1,5.10 

fR (Ah) 

kansdichtheidsf unctie 
van de sterkte v d.drempel 

Fig. 

Ah ( m) 

3,5 De berekening van de bezwijkkans m,b,v, de c o n v o l u t i e - i n t e -
g r a a l . 

De drempel werd echter zo gedimensioneerd, dat de gemiddelde s t e r k t e 
het ontwerpverval evenaarde. Het f e i t , dat de voorkomenskans van een 
zwakkere drempel a a n z i e n l i j k i s , weerspiegelt z i c h i n de gr o o t t e van de 
bezwijkkans, 

De hierboven aangegeven werkwijze i s toepasbaar a l s de s t e r k t e en de 
b e l a s t i n g ieder a l s stochasten bekend z i j n . 
In een r e a l i s t i s c h geval z u l l e n echter zowel de b e l a s t i n g a l s het 
draagvermogen u i t meerdere vari a b e l e n worden a f g e l e i d . 
Indien van deze v a r i a b e l e n de k,d,f,'s bekend z i j n , kan t h e o r e t i s c h 
langs de weg van meervoudige i n t e g r a t i e de bezwijkkans worden bepaald. 
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Stel de s t e r k t e I s gegeven door: 

R = R (X . X X ) 
1 2 m 

en de b e l a s t i n g I s 

S = S » •••• X ) 
mfl mf2 n 

Dan v o l g t voor de betrouwbaarheidsfunktie: 

Z = R - S = Z (X . X̂  .... X ) 
1 2 n 

Als nu bovendien de gezamenlijke k.d.f.'s van de s t e r k t e - en de bela s 
tingparameters gegeven z i j n : 

(x , X .... X ) 
K i 2 m 

f ^ (x , «... X ) 
S mfl n 

dan ge l d t voor de bezwijkkans ( b i j o n a f h a n k e l i j k h e i d van R en S): 

= f_ (x , X X ) f ^ (x ,, .... X ) dx dx„ .... dx 
b z < O ^ ^ 2 m' S ^'Wl •••• n^ "-^1 "^2 

(3-4) 

Om deze mathematische oplossing te v e r d u i d e l i j k e n kiezen we het eenvou
dige probleem van een draad b e l a s t door een t r e k k r a c h t . De s t e r k t e van 
de draad wordt bepaald door de diameter d en de breuksterkte a volgens: 

,2 
R = ^ 

Voor de b e l a s t i n g wordt om het probleem t o t twee dimensies te beperken, 
een d e t e r m i n i s t i s c h bekende kracht van 100 kN gekozen. 

S = 100 kN 

Als betrouwbaarheidsfunktie r e s u l t e e r t nu: 

Z = R- S S < O 

Veronderstel nu verder dat de draaddiameter en de vloeispannlng normaal 
verdeeld z i j n met a l s parameters: 

= 30 mm ö = 3 mm 
d d 

[i^ = 290 N/mm̂  = 25 N/mm̂  
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F i g . 3.6 De bepaling van de bezwijkkans van een draad op niveau I I I . 



d = i A dd 

A 

d f ^ = f ^ ( d ) A dd 

O = j * da 

d f ^ - f ^ ( a ) * da 

df = df , A df 
da d a 

J L 

. k . d . f . o d i a m e t e r 

k . d . f . b r e u k s p a n n i n g 

g e z a m e n l i j k e k . d . f . 

b e t r o u w b a a r h e i d s f u n c t i e 

c, 

p, = p, + d f ^ 
b b da 

Het stroomdiagram v.d. Riemann procedure. 
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P.ftSra. ÏMEüRflTIESTftPPEN =1024 

XH) 1 - ( I ) S ( I ) V d ) i 

E i m 1 i 

D .36 3 1 i 

B E Z W I J K K A N S = 2.54545131E-03 
.... h H ' V i ; € 

X(I) 

S l 

D 

AftVTft. INlEGmTIESTflPPEN =40% 

h(l) S ( I ) V d ) 

m 25 ] 

30 3 1 

E E Z K I JKKANS = 2.3078278 lE-03 v ^ - a 

aS\TftL INTEGRATIESTAPPEN =16384 

X(I) 

SI 29 

D 3« 

Md) S d ) V d ) 

25 1 

3 3 

BEZHl JKKANS 20691846E-83 
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De k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van S, een D i r a c f u n k t i e , wordt proforma aan
geduid door: 

Wanneer de k.d.f.'s van de draaddiameter en de breuksterkte met ge
bruikmaking van hun s t a t i s t i s c h e o n a f h a n k e l i j k h e i d worden samengesteld 
t o t een bi-normale v e r d e l i n g , dan l u i d t de op te lossen I n t e g r a a l : 

P, = ƒƒƒ f„(d,o) f ^ ( s ) dd do ds 
^ Z < O ^ ^ 

Omdat S een d e t e r m i n i s t i s c h e grootheid i s , reduceert de i n t e g r a a l t o t 

= ƒƒ f (d,a) dd do 
^ Z < O ^ 

D e r g e l i j k e meervoudige i n t e g r a l e n moeten i n het algemeen numeriek wor
den opgelost. 

Met behulp van een Riemann procedure v e r l o o p t de i n t e g r a t i e eenvoudig 
volgens het schema gegeven i n f i g . 3,7. 
I n het schema i s verondersteld, dat de twee basisvariabelen d en ö on
a f h a n k e l i j k z i j n . B i j a f h a n k e l i j k h e i d van variabelen moet de procedure 
zo g e w i j z i g d worden, dat de gezamenlijke kansdichtheidsfunktie i n de 
berekening wordt opgenomen. 

Het r e s u l t a a t van de numerieke i n t e g r a t i e i s i n de t a b e l gegeven. 
De s t a p g r o o t t e i s gevarieerd van \a t o t I / 8 0 , hetgeen i n d i t voorbeeld 
de uitkomst n i e t s t e r k beïnvloedt. 
Een formele beschouwing van de nauwkeurigheid van de i n t e g r a t i e i s m i j 
n i e t bekend. 

Monte Carlo 

Een andeire berekeningsmethode d i e t o t niveau I I I gerekend wordt, i s de 
Monte Carlo s i m u l a t i e . Deze methode maakt gebruik van de mogelijkheid 
om randomgetallen t e trekken u i t een uniforme k.d.f,, die a l l e moderne 
computertalen bieden, 1^ f f / / ( \ \ 1 • 

1.0 

1.0 

Er z i j n i n p r i n c i p e twee methoden om, gebruikmakend van de uniforme 
generator, g e t a l l e n u i t een andere v e r d e l i n g te trekken. 
De eerste methode i s gebaseerd op de grondslag van de gewenste verde-
l l n g . 
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66 o,.^r o,a> o,a ï^x^ ^ ^ M 1 

)c.- / - / \ /T i /-f-/ y 
Door b i j v o o r b e e l d een aant a l uitkomsten^van éen^ imifórme_randomg,^^^ 
jcatox t e sommeren, k r i j g t men op grond van de c e n t r a l e i i m i e t s t e l l i n g 
een normaal verdeelde stochast y. \ 

{ E X } - N/2 V t i n . 

waarin X = uniform verdeeld O < X < 1 
u 

De stochast y v o l g t een normale v e r d e l i n g met een gemiddelde O en een 
\standaardafwijking 1. 
Via een eenvoudige t r a n s f o r m a t i e kan nu een g e t a l met w i l l e k e u r i g e p 
en a worden verkregen. i { \ , f , . i . w . ^ A l 

X̂^ = a . f + p- '̂ -< ' • 
N 

0 De tweede methode i s gebaseerd op het f e i t , dat de overschrijdingskans 
uniform verdeeld i s en tussen nul en één l i g t . 

P = F^C) 

In sommige gevallen i s het mogelijk x op te lossen u i t deze v e r g e l i j 
k i n g . 

X = F "'•(p) K^^t>^>^ 
A 

I n d i e n men nu voor p een uniform verdeeld g e t a l X t r e k t , v o l g t X de 
gewenste v e r d e l i n g F„, / ^ 

^F, = ^x"' (^u) 
X 

Deze methode i s b i j v o o r b e e l d toepasbaar op de extreme v e r d e l i n g 

-Mx-p) 

1 

De_r^ndomgener^a±or j r o r Ir ,„ ,lJ (/.,~ • . ̂ 7 ( i,-. i..,c.-..<-J, /i/,:̂ .-«, 



v e r d e l i n g 

normale 
v e r d e l i n g 

lognormale 
v e r d e l i n g 

extreme 
v e r d e l i n g 

c h i kwadraat 

w e i b u l l 
v e r d e l i n g 

k.d.f. 

f ( x ) = 

procedure 

0/211 

_ i / ^ i - l n X. 

f ( x ) = 
ax/2% 

f ( x ) = \ e 
- \ ( x - ( i ) 

X = o{-

( 2 X ) - N/2 
1=1 

y W I T -} + H 

^In = e 

= - f 1 ^ (X„) + H 

f ( x ) = 

- i x Y/2-1 

2^/' r ( ^ ) 

f ( x ) = (—) e 
a a 

= E X 
i = l ' 

\ = -a ( I n ( l - X ^ ) ) 

De kern van de Monte Carlo s i m u l a t i e i s nu dat men voor a l l e v a r i a b e l e n 
van de betrouwbaarheidsfunktie een waarde t r e k t u i t de bijbehorende 
verdelingen. 

Voor de getrokken waarden van de v a r i a b e l e n berekent men vervolgens het 
teken van de betrouwbaarheidsfunktie. Indien deze f u n k t i e negatief i s , 
i s er sprake van een bezweken exemplaar van de c o n s t r u c t i e . Door de 
procedure een groot a a n t a l malen te herhalen i s een s c h a t t i n g te geven 
van de faalkans P, i n de vorm van het quotiënt van het aantal~bezweken 
exemplaren N^ en het aantal s i m u l a t i e s N. 

De f o u t die gemaakt wordt i s te s c h r i j v e n a l s : 

NP, 

Nil 'hl 1 
- 1 

Gemiddeld i s deze f o u t nul en de standaardafwijking i s te berekenen a l s 

ö(e) = /(1-P^)/NP^\ Verder heeft e b i j voldoend grote N een normale 

v e r d e l i n g (Centrale l i m i e t s t e l l i n g ) . We eisen nu dat de f o u t e met 
voorgeschreven betrouwbaarheid k l e i n e r i s dan een bepaalde waarde E, 
ofwel: 

k a( e) < E 
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t r e k 6^ 

^1 * "̂2 ® ® ® * '̂ n 

2 ~" Z( j X̂  soa© X ) 

- j a N, + 1 
b 

nee 

Figo 3.8 Het stroomschema van de Monte Carlo procedure. 

H i e r u i t v o l g t voor het a a n t a l s i m u l a t i e s : 

2 ,A ' 

N > ̂  (7- - 1) ~ e-a / 
E b / 

In d i e n men nu een 95% betrouwbaarheidslntervèl e i s t (k = 2) met een r e 
l a t i e v e g r o o t t e E = 0 , 1 , dan v o l g t het benodigd a a n t a l s i m u l a t i e s u i t 
de nagestreefde b e ^ i ^ j k k a n s . / , 

N > 400 ( ™ - 1) 
b 

Het a a n t a l basisvariabelen, dat i n de betrouwbaarheidsfunktie Z voor
komt, speelt dus geen r o l . D i t i n t e g e n s t e l l i n g t o t de oplossing van de 
bezwi jkkans door meervoudige i n t e g r a t i e . ^ ^ |̂  ̂  5 - / C 

-Li 



- 3-15 -

miPL EXPERIMENTEN = IMM 

X(I) H(I) 

SI 230 

D 38 

S d ) V d ) 

25 1 

3 1 

^\Tfi. EXFERIhENTEN = 10008 

S d ) Xtl) 
C 1 

h d ) 

290 2 
D 30 3 

V d ) 

1 

1 

flflNTflL BEZWIJKGEVflLLEN = 21 flfifïïfL KZWlJKGEVfiLLEN = 21 

BEZWIJKKANS = 2. lE-03 BEZWIJKKANS = 2.lE-03 

VflRIflTIECOEF= . 2 1 7 ^ ^ 1 VflRIATIECOEF= .217988S41 

RftNTR. EXPERIMENTEN = lB8ffl flftNTPL EXPERIflENTEN = m m 

X(I) Hd) S d ) V d ) X(I) Md) S d ) V d ) 
S l 290 1 Sl 290 25 1 

D 30 3 1 D .38 3 1 

flWTfl. KZWIJKlïVfUEN = 24 AANTAL BEZWIJKGEVflLLEN = 20 

BEZWI JKKANS = 2.ft£-03 

VflRIflTIEC(EF= .20387W9 

BEZHIJKKflNS= 2E-03 

VARIflTlEEOEF= . 223383079 

AANTR. EXPERIMENTEN = 100090 

X(I) Md) S d ) V d ) 

SI 290 25 1 

D 30 3 1 

A A N T A L BEZWI JKGEVALLEN = 222 

F i g . 3.9 Resultaten Monte Carlo analyse van het probleem. 



- 3-16 -

Daar v o l g t het aa n t a l malen N dat de Z-funktie berekend moet worden, 
u l t : 

waarin 1 = a a n t a l I n t e g r a t i e s t a p p e n , dat voor elke v a r i a b e l e g e l i j k 
i s verondersteld 

Indien het probleem dus een groot a a n t a l basisvariabelen kent, i s de 
Monte Carlo procedure de aangewezen weg om de r e k e n t i j d te beperken. 
Doch a l s het gaat om het berekenen van zeer k l e i n e bezwijkkansen, ver
dient i n t e g r a t i e de voorkeur va n u i t het oogpunt van computergebruik. 

Teneinde het grote a a n t a l berekeningen, dat een Monte Carlo s i m u l a t i e 
v e r e i s t , te reduceren, wordt vaak een benaderingsmethode voorgesteld. 
De essentie van de methode i s , dat men het eerste en het tweede moment 
(\i, ö) van de k.d.f. van Z bepaalt. Daartoe vervangt men i n het stroom
schema ( f i g . 3.8) van de Monte Carlo procedure de keuze (Z < 0) door 
een_s_orteerprocedure, die een histogram van de Z-waarden berekent. U l t 
het histogram z i j n eenvoudig het eerste en tweede moment af te l e i d e n . 
Het gewijzigde stroomschema z i e t er a l s v o l g t u i t : 

^ 
^ t r e k 

z = z(x 
1 e e e e 

H (k ) = H (k ) + 1 
z z z z^ histogram 

F i g . 3.10 Het stroomschema voor de Monte Carlo procedure met momenten
bepaling. 

Vervolgens i s m.b.v. een v e r o n d e r s t e l l i n g omtrent het type van de 
k.d.f. van Z de bezwijkkans (Z < 0) te bepalen. 
Zo v o l g t de bezwijkkans i n het geval, dat Z normaal verdeeld i s , u i t de 
tabe l van de standaard normale v e r d e l i n g . i 
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Indien er onzekerheid bestaat aangaande het type k.d.f. van Z, dan i s 
de bezwijkkans te bepalen volgens de Chebysev-ongelijkheid. 
Deze o n g e l i j k h e i d l u i d t : ) / 

Of toegepast op het gestelde probleem: -1 ^ P<<jp-). C'ko -

Het z a l d u i d e l i j k z i j n dat op deze w i j z e een ruime bovengrens wordt 
gevonden. 

1 

p Gauss Chebysev 

1 0,15 1,0 
2 0,024 0,25 
3 0,002 0,11 

B i j toepassing van de geschetste methode op het probleem van f i g . 3.6 
kan het a a n t a l s i m u l a t i e s beperkter z i j n dan b i j de klassieke Monte 
Carlo benadering. 

I n de f i g u r e n 3.11 t o t 3.14 z i j n de r e s u l t a t e n gegeven b i j 100 en 1000 
s i m u l a t i e s . D u i d e l i j k i s te z i e n , dat het r e s u l t a a t van de Monte Carlo 
benadering een k a n s v e r s c h i j n s e l i s . 

De waarde van p bedraagt ongeveer 2,30. Indien men nu v e r o n d e r s t e l t , 
hetgeen i n d i t geval o n j u i s t i s , dat Z normaal verdeeld i s , kan de be
zwi jkkans eenvoudig worden bepaald d.m.v. t a b e l I : 

= 1.10"^ ^ \ ^L> ^-.^-^^ - M ^1-^ -2"'^, 

Zonder dat een v e r o n d e r s t e l l i n g omtrent de vorm van de v e r d e l i n g nodig 
i s , kan men op grond van de Chebychev o n g e l i j k h e i d zeggen, dat: 

P, < - J j = 0 , 1 9 

B i j v e r g e l i j k i n g van deze r e s u l t a t e n met eerder verkregen exacte ant 
woorden, b l i j k e n beide benaderingen een bovengrens op te leveren. 
Van de Chebychev o n g e l i j k h e i d was dat te verwachten. 
De benadering door de normale v e r d e l i n g geeft een bovengrens omdat de 
w e r k e l i j k e k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van Z scheef naar rechts i s . De kans
massa aan de l i n k e r z i j d e i s daardoor minder dan b i j een symmetrische 
k a n s d i c h t h e i d s f u n k t i e . 
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F i g , 3.11 Histogram van de Z f u n k t i e bepaald m.b.v. Monte Carlo simu
l a t i e . 
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F i g . 3.12 De bepaling van het histogram van de Z-funtie m.b.v. Monte 

Carlo s i m u l a t i e . 
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Fig. 3.13 De bepaling van bet histogram van de Z-funktie m.b.v. Monte 
Carlo s i m u l a t i e . 
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Fi g . 3.14 De bepaling van het histogram van de Z-funktie m.b.v. de 
I n t e g r a t i e methode. 
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Het i s u i t e r a a r d ook moge l i j k het stroomschema van de integratiemethode 
u i t te breiden met de bepaling van het histogram van Z. 
De integratiemethode l e v e r t dan n i e t a l l e e n een bezwijkkans a l s r e s u l 
t a a t , maar tevens het histogram dat de ka n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van Z be
nadert. D i t l a a t s t e r e s u l t a a t kan van belang z i j n a l s men n i e t zozeer 
geïnteresseerd i s i n de bezwijkkans van de c o n s t r u c t i e , als wel i n de 
kansdi c h t h e i d s f u n k t i e van de b e l a s t i n g of de ka n s d i c h t h e i d s f u n k t i e van 
de s t e r k t e . 
I n de p r a k t i j k komt het voor dat de kansd i c h t h e i d s f u n k t i e van de belas
t i n g a l s een gegeven beschouwd wordt, t e r w i j l men gedurende het ont
werpproces met de k.d.f. van de s t e r k t e manipuleert ( z i e het voorbeeld 
van de drempel van de S.V.K.0.). 
Teneinde d i t te bereiken voert men a l l e e n de basisvariabelen van die 
kant van het probleem, waarin men geïnteresseerd i s , a l s stochasten i n . 
De overige variabelen worden a l s d e t e r m i n i s t i s c h beschouwd. 
De berekende k.d.f, van Z i s dan de verschoven k.d.f. van s t e r k t e of 
b e l a s t i n g . 

Het rekenvoorbeeld i s i n d i t opzicht een goede i l l u s t r a t i e omdat de be
l a s t i n g S = 100 kN een d e t e r m i n i s t i s c h e grootheid i s . De k.d.f. van Z 
i s dus i n d i t geval g e l i j k aan de k.d.f. van de s t e r k t e die over een 
afstand van 100 kN verschoven i s ( z i e f i g . 3.14): 

De niveau I I berekeningen hebben de l a a t s t e jaren een grote v l u c h t ge
nomen. De reden daarvan i s , dat z i j i n t e g e n s t e l l i n g t o t de niveau I I I 
methoden p r a k t i s c h toepasbaar z i j n . 
Een tweede reden i s , dat z i j i n z i c h t verschaffen i n de b i j d r a g e n van de 
diverse basisvariabelen i n de bezwijkkans van de c o n s t r u c t i e . 
De niveau I I I methoden verschaffen d i t i n z i c h t n i e t . 
De niveau I I berekeningen staan ook wel bekend als eerste orde - tweede 
moment methoden, omdat z i j op een eerste orde benadering van de bezwijk-
grens z i j n gebaseerd. 
Op niveau I I maakt men weer onderscheid tussen d r i e hoofdklassen van 
methoden: 

1, gemiddelde waarde - eerste orde - tweede moment methoden 
2, v e r f i j n d e - eerste orde - tweede moment methoden 
3, methoden, die gebruik maken van benaderende kan s d i c h t h e l d s f u n k t i e s 

I n deze paragraaf z u l l e n de d r i e klassen van methoden achtereenvolgens 
aan de orde worden g e s t e l d . 

De eerste v a r i a n t (mean_.valu_e__a-P-pma_ah) I s eenvoudig te b e g r i j p e n en 
erg i n s t r u k t i e f , maar helaas n i e t erg betrouwbaar. 
De methode gaat u i t van de reeds gedefinieerde bezwijkgrens: 

f ^ ( r ) = f ( r - 100) 

3.3 Berekeningen op niveau I I 

Z = R - S = O 

= Z(Xp X ) = O 
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De f u n k t i e Z l a a t z i c h nu met behulp van reeksontwikkeling, 

l i n e a i r i s e r e n rond een punt X ( X ^ X 2 X*). 

Z Z(X*, X* .... X^) + E i - ( X i - X*) .... (3-5) 
1=1 1 

Voert men deze l i n e a i r i s a t i e u i t rond het gemiddelde van x dan kan 
worden a f g e l e i d d a t : , fle..Jy'_, ^ ' 

^Z= \ ^ (3-6) 

/ n 2 " 
/ = { E (|f-) o^ }^ (3_7) 

1=1 1 1 

De kans, dat Z < O i s nu gemakkelijk te benaderen door de waarde van de 
^ t r o i w b ^ a r h e i d M n d ^ op t e zoeken i n een t a b e l van de normale verde
l i n g . 

Ter i l l u s t r a t i e een toepassing van de methode op het probleem van de 
draad. 

Fig. 3.15 De bepaling van de bezwijkkans m.b.v. de betrouwbaarheids
index. 

• 2 = ^ ^ s 

^^d^^a ^ ...30^290 
U = ~ - S = ^ - 100.000 = 104.988,9 N 

Vervolgens moeten de a f g e l e i d e n van Z bepaald worden i n het punt 

d a 
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ÖZ 
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ÖZ 
öo 4 

706«9 25 17671,5 312,3.10^ 16% 
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= 44.644,2 

U i t de t a b e l van de normale v e r d e l i n g v o l g t nu; 

P, « lO"^ 
b 

B i j deze benadering i s het gekromde Z-vlak 

Z = ^ - S 
4 

vervangen door een v l a k volgens de Taylorreeks-ontwikkeling 

Of na s u b s t i t u t i e van de getalwaarden 

Z = 104.988,9 + 706,9 ( o - 290) + 13665,7 (d - 30) 

Z = - 509,983,1 + 706,9 o + 13665,7 d 

In het punt (|i , ) i s de waarde van het benaderende Z-vlak j u i s t 
a d 

g e l i j k aan het echte. 

Z = - 509.983,1 + 706,9 . 290 + 13665,7 . 30 

104.998,9 
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F i g . 3.16 Niveau I I benadering, gemiddelde waarde v a r i a n t . 
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H i e r u i t v o l g t : 

8 = ^ = = 3 93 
P 37,76 ^'^^ 

B i j deze waarde van p behoort volgens de t a b e l van de normale v e r d e l i n g 
een bezwijkkans 

= 0,45.10"^ 

Teneinde het v e r s c h i l te v e r k l a r e n onderzoeken we de g e l i n e a i r i s e e r d e 
bezwijkgrens 

Z = 148,5 + 1,9 ( o - 290) + 9,43 (d - 30) = O 

= - 424,4 + a + 9,43 d = O 

Het r e s u l t a a t v e r s c h i l t inderdaad van de eerder gevonden u i t d r u k k i n g . 
Het schetsen van de bezwijkgrens i n het a, d vlak l e v e r t f i g . 3.17. Nu 
onderschat de g e l i n e a i r i s e e r d e bezwijkgrens het o n v e i l i g e gebied t.p.v. 
de grootste kansdichtheid. De gevonden waarde van de bezwijkkans i s dan 
ook te laag vergeleken met de exacte P, = 2,2 10"^. 
Hoewel u i t de twee voorbeelden a l b l i j k t , dat de gemiddelde waarde 
- eerste orde - tweede moment benadering ten eerste onnauwkeurig i s en 
ten tweede n i e t I n v a r i a n t i s b i j eenvoudige transformaties van de be
zwijkgrens, v e r d i e n t de methode toch enige aandacht. 

Niet a l l e e n i s de gemiddelde waarde methode als enige geschikt voor een 
eenvoudige handberekening, maar ook geeft z i j een goed i n z i c h t i n het 
karakter van de Niveau I I berekeningen. 
Men zou dat karakter kunnen omschrijven a l s een gewogen gevoeligheids— 
analyse. 

De gevoeligheid van de oplossing Z = O voor een k l e i n e v a r i a t i e i n de 
waarde van een v a r i a b e l e wordt formeel vastgesteld door partiële d i f 
f e r e n t i a t i e . Daarna v i n d t een weging plaats met de mate van onzekerheid 
van de v a r i a b e l e gesymboliseerd door de standaardafwijking. 
Het r e s u l t a a t i s een i n procenten gegeven b i j d r a g e van elke v a r i a b e l e 
aan de t o t a l e onzekerheid. 

I n f e i t e voert een goede ontwerper een d e r g e l i j k e procedure meestal 
u i t , z i j het op intuïtieve gronden. 
Het constructieve probleem overziende, voert h i j voor de v a r i a b e l e n d i e 
h i j n i e t goed kent én voor de variabelen, die h i j bepalend acht voor de 
oplossing van het probleem, eens een hogere en lagere waarde i n om de 
gevoeligheid van de oplossing te bepalen. 

1 
De gemiddelde waarde methode i s e i g e n l i j k een standaardprocedure voor 
deze handelwijze van de ervaren ontwerper. 
Maar a l s middel om de bezwijkkans van een mechanisme te bepalen kan z i j 
de toets der k r i t i e k n i e t doorstaan. 

Gelukkig z i j n i n klasse 2 van Niveau I I v e r f i j n d e r e methode beschik
baar. De verb e t e r i n g bestaat h i e r u i t , dat men t r a c h t de f u n k t i e Z te 
l i n e a i r i s e r e n rond het punt van de bezwijkgrens Z = O met de hoogste 

-* 
kansdichtheid X . 



S t e l een eerste benadering van de nog onbekende g e l i n e a i r i s e e r d e be
zwijkgrens i s 

Z « Z (X^, X 2 X^) + E (X.-X ) = O (3-8) 

ÖZ * * * 
waarin wordt berekend i n (X, , X,, ..., X ) 

OÂ  i z n 

I n t e g e n s t e l l i n g t o t de v o r i g e benadering i s nu: 

h = ^ < •••• V + % ^ i * > <3-9) 

) 

De l a a t s t e betrekking wordt nu u i t g e d r u k t i n een l i n e a i r e f u n k t i e van 
de standaardafwijkingen ! 

\ 

= . f ^ «1 f : \ . ̂  (3-11) 

waarin 

ÖZ 

ö x . - V 

j = l ^ " " j " " j ' * 

Nu wetend dat het punt X op de bezwijkgrens moet l i g g e n , zou moeten 
gelden: ^- . • \ J 

Z = Z (X^, X̂  X^) = O ^ '̂ 

H i e r u i t v o l g t : 

P = ^ = V ^ — M ^ , . V (3'M3) 

1 ÖX. X, 
1=1 l i ^ 

\ 

De oplossing van deze v e r g e l i j k i n g geeft een nieuwe s c h a t t i n g voor 

X dat gewoonlijk het ontwerppunt wordt genoemd. 
* A -
X^ = - \?> \ voor a l l e 1 (3-14) 
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De waarden van de partiële afgeleiden werden echter i n het oude punt 
bepaald. 

Een h e r h a l i n g van de procedure i s daarom noodzakelijk t o t d a t ee 

s t a b i e l e waarde voor het ontwerppunt X* gevonden i s . |lcê ^̂ sU''̂  ^ 

B i j formule (3-13) voor p i s verondersteld dat Z* = 0; die was nodig om 

(3-14) te kunnen a f l e i d e n . Zolang het j u i s t e design po i n t nog n i e t ge¬

vonden i s z a l echter Z ?t Q z i j n . W i l l e n we een zo goed mogelijke 

s c h a t t i n g voor p dan moeten we daarmee dus rekening houden: 

E a. - r — 

1=1 " h . . . 

^A 

De gehele procedure moet nu herhaald worden voor een nieuwe X ge
baseerd op deze nieuwe waarde van p. 
De correcte oplossing wordt dus d.m.v. een i t e r a t i e - p r o c e d u r e gevonden. 
Een goede methode bestaat u i t de volgende stappen: 

2. S t e l X, = voor a l l e 1 

1. Schat een waarde voor p 

•k 

'± 
" ^ * ^ 

3. Bereken -rr— voor a l l e 1 i n X = X 
ÖX. 

4. Bereken a. voor a l l e 1 (3-12) 
1 

>A 

5. Bereken de nieuwe waarden voor X (3-14) 

6. Herhaal de stappen 3 t/m 5 t o t d a t een s t a b i e l e waarde voor X i s 
gevonden 

* * A 

7. Bereken Z = (X^, X^ .... X^) 

8. Pas i n d i e n nodig p aan (3—15), opdat Z = O en herhaal de stappen 3 
t/m 5 

9. Bepaal de bezwijkkans u i t P̂  = 1 - (J)^(-p) 

Een stroomschema, waarin deze volgorde van stappen i s geschetst, wordt 
gegeven i n f i g . 3.18. 

Wanneer we de v e r f i j n d e - eerste orde - tweede moment methode toepassen 
op het probleem van de draad met onzekere diameter en breukspanning, 
v o l g t a l s oplossing een waarde voor p en daarmee een waarde voor de be
zwijkkans ( z i e f i g . 3.19): 

p = 2,87 

P^ = 2,10.10~3 



s t e l voor a l l e x. 

X. = y. 
1 X . 

1 

f 

bereken 

= z(u, 

3-31 

bereken v. a l l e i 

4 

X. = u. - a. S a . 
1 1 1 

nee 

nee 

bereken 

o n 

uitvoer 

Fig. 3.18 Stroomschema v e r f i j n d e 
eerste orde tweede 
moment methode op 
niveau I I 
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Het v a l t op, dat de gevonden bezwijkkans I e t s k l e i n e r I s dan de exacte 

waarde 2,2,10~3 u i t de v o r i g e paragraaf. 
Het ontwerppunt i s eveneens een r e s u l t a a t van de berekening. 

* O 
0 = 266,81 N/mm 

d* = 21,85 mm 

S u b s t i t u t i e van deze waarden i n de betrouwbaarheidsfunktie toont aan, 
dat het punt inderdaad op de bezwijkgrens gelegen i s . 

Z = ^ - 100.000 = 

= 100044,88 - 100.000 » O 

De g e l i n e a i r i s e e r d e bezwijkgrens wordt m.b.v. de Taylorreeks-ontwikke
l i n g gevonden. 

1=1 1 

Volgens de r e s u l t a t e n van f i g . 3.19 geldt dus 

= 374,9 (o-266,81) + 9154,6 (d-21,85) 

= - 300.054,2 + 374,9 a + 9154,6 d 

Z = - 800,4 + O + 24,4 d = O 

Deze l i j n v e r s c h i l t van de b i j de gemiddelde waarde methode gevonden 
rechte. Een schets van de g e l i n e a i r i s e e r d e bezwijkgrens i s gegeven i n 
f i g . 3-20. 

D u i d e l i j k i s t e zien dat de rechte i n het ontwerppunt de echte bezwijk
grens raakt. Daardoor w i j k t de berekende bezwijkgrens minder af van de 
op niveau I I I bepaalde waarde. Het v e r s c h i l i s eenvoudig t e v e r k l a r e n . 
Door de l i n e a l r i s e r i n g van de bezwijkgrens wordt een deel van het on
v e i l i g e gebied n i e t i n de i n t e g r a t i e betrokken. De berekende bezwijk
kans i s dus te k l e i n . 
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De betrouwbaarheidsfunktie 

2 
Z = - 100.000 

Gemiddelde waarde methode 

<-I£Tfl = 2.3517f-2:3 
BQUIJ.KKAK'S = S. .:7:E55S5L-C3 

D 30 13SE5.77: / .Pi^ 

V e r f i j n d e methode 

DEF. BETP = 2.8722K!67 
BEZWI JKK<i,>6 = 2.ei5E9!26E-ü3 

SI 
D 

Xd) 
26E.Se9 
21.845 

r d ) 
37t.877 
9154.5E! 

SK!) 

l a - Z = 36 

F i g . 3.19 Resultaten van een Niveau I I benadering van het probleem. 
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F i g . 3120 Niveau I I benadering v e r f i j n d e v a r i a n t . 



- 3-35 

De betrouwbaarheidsfunktie 

4 . I O O 0 O O Q Z = a 

ud 

Gemiddele waarde methode 

«•KTfl = 3.933.8233 

BEZWIJKKANS =^4.2&373226E-B5 

X d ) ï ' d ) S K I ) 

SI m 1 -25 .638 

D 345 9.t31 3 .551 

V e r f i j n d e methode 

DEF. BETA = 2.87221118 

BEZWIJKKANS =1 27ö45675E-83 

X d ) T ( I ) S K I ) 

SI 255.91 1 25 .1B3 

D 21.84 24.5J9 3 . 895 

TBL-Z = 57 

F i g . 3.21 Resultaten van een Niveau I I benadering van het probleem 
andere formulering van de Z-funktie. 
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Het i s in t e r e s s a n t de v e r f i j n d e methode te beproeven op de u i t d r u k k i n g 
voor de betrouwbaarheidsfunktie waarmede werd aangetoond dat de gemid
delde waarde methode n i e t i n v a r i a n t i s voor de s c h r i j f w i j z e van de Z-
f u n k t i e . 

„ 4 . 100.000 
= -J— 

•m 

Het berekeningsresultaat i s i n f i g . 3.21 gegeven. De waarden van p en 
de bezwijkkans z i j n nu g e l i j k aan de reeds gevonden waarden. 
En het v a l t op dat de partiële afgeleiden dezelfde waarden hebben a l s 
de richtingscoëfficiënten van de g e l i n e a i r i s e e r d e bezwijkgrens. 
De v e r f i j n d e methode i s dus i n v a r i a n t voor de s c h r i j f w i j z e van 
Z(X^ > X^ .... X^). 

Het meest v e r f i j n d e type van de niveau I I berekeningen (klasse 3) houdt 
ook nog rekening met de v e r d e l i n g s f u n k t i e , die elke b a s i s v a r i a b e l e 
h e e f t . Dat i s noodz a k e l i j k , omdat veel praktische problemen v a r i a b e l e n 
bevatten, die n i e t normaal verdeeld z i j n . 
B i j w i j z e van voorbeeld kan men extreme waterstanden noemen, d i e vaak 
een Gumbel of een extreme v e r d e l i n g volgen. 
De essentie van de niveau I l - k l a s s e 3 berekeningen i s nu dat de exacte 
v e r d e l i n g van de bas i s v a r i a b e l e v l a een normale v e r d e l i n g zodanig bena
derd wordt, dat overschrijdingskans én kansdichtheid i n het ontwerppunt 
voor de exacte en de benaderende v e r d e l i n g g e l i j k z i j n . 
I n de g r a f i e k van de v e r d e l i n g s f u n k t i e betekent dat, dat i n het ont
werppunt de funktiewaarde én de r i c h t i n g voor de exacte en voor de be
naderende v e r d e l i n g g e l i j k z i j n ( z i e f i g . 3.22). 
Mathematisch gezien v i n d t de aanpassing van de normale v e r d e l i n g aan de 
exacte v e r d e l i n g a l s v o l g t p l a a t s . ^ 
Bepaal de overschrijdingskans van de ontwerpwaarde X, van de basisva-
r i a b e l e : 

P - Fg (X.) p-^r^^'"" (3-16) 

Met behulp van de Inverse normale v e r d e l i n g s t e l t men nu vast hoeveel 
malen de standaardafwijking het gemiddelde ^̂ ĵ gCX̂ ) van de benaderende 
normale v e r d e l i n g van de ontwerpwaarde y e r w l j d e r d moet z i j n . 

I,-1 A l -

U i t een v e r g e l i j k i n g van de kansdichtheden ( r i c h t i n g e n ) v o l g t de stan
d a a r d a f w i j k i n g . 

) = (3-18) 

De waarde van het gemiddelde van de benaderende v e r d e l i n g l i g t nu vast 
volgens 
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^ ( \ ) = X* - k.a^(X.) (3-19) 

I n het stroomschema van de v e r f i j n d e methode kan een fase worden toe
gevoegd, waarin telkens voor een nieuwe waarde van het ontwerppunt voor 
de n i e t normaal verdeelde var i a b e l e n de benaderende en ö wordt vast
g e s t e l d . 

F i g . 3.22 Berekening op Niveau I I d i e gebruik maakt van van benade
rende normale verdelingen. 

Voorbeeld 

Op een groot waterbouwkundig werk stond men voor het probleem dat de 
zandbodem van een g e t i j a r m gefixeerd moest worden, t i j d e n s een bouw
fase . 

De "1 X per j a a r stroomsnelheid" bedroeg 2,50 m/s zodat het van nature 
aanwezige zand van 200 pm diameter n i e t s t a b i e l was. 
Men besloot nu t e r f i x a t i e van de zandbodem een afdeklaag van g r i n d aan 
te brengen. 

De dimensionering van deze afdeklaag vond plaats met behulp van de be
kende formule van Shields. 
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4, = 
-2 
V 

w a a n n 

V = gem snelheid m/s 
C = constante van Chezy 

Pst 
D 3Q = mediaan van de diameter-verdeling 

Daartoe voerde men i n deze formule de volgende r e d e l i j k e getalwaarden 
i n 

V = 2,50 m/s 
C = 60 
A = 1,6 
<\> = 0,04 

Het r e s u l t a a t was een benodigde diameter van 

D 3 Q = 0,027 m = 27 mm 

Op grond van hetgeen t o t nu toe i n hoofdstuk 3 uiteengezet i s , mag men 
b i j een d e r g e l i j k e dlmenslonering op grond van gemiddelde„waar.dsn een 
bezwijkkans van 50% verwachten. ' ' 

En Inderdaad spoelde i n w e r k e l i j k h e i d delen van de afdeklaag weg. 
De noodzaak t o t het toepassen van een veiligheidscoëfficiënt was geble
ken. B i j gebrek aan kennis hieromtrent besloot met te dimensioneren met 
een Niveau I I methode. 

De invoergegevens: 

V 2,50 0,25 
C 60 10 : 
A 1,6 0,032 

0,04 0,004 

°50 
0,059 0,003 

l n f e i t e 
D 
nieuw 

D 
oud 

c ^ C j t i O ' - z f^>c.>CA...-c> li-

Een eerste cont^role met de mean value v a r i a n t van het Niveau I I bereke
ning l e i d t t o t de volgende t a b e l . 
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De betrouwbaarheidsfunktie 

Z = A D 
-2 
V 

50 ^2 , 
C cl̂  

= 0,0509 O = i^Z ^ 0,0509 „ „ . 
P O 0,0182 " '̂̂  

Xi 
ÖZ_ 
ÖX X. 

1 

ÖZ föZ 

Ux. ^ x j i i 

50 

ÖZ 

ÖA= ^50 = 0.059 

ÖZ Ö D 

_ÖZ 

ÖV 

_ÖZ 
öc 

ÖZ 
Ö(|; 

= A = 1,60 
50 

2v 
-y- = 0,035 
C i\> 

\ = 1,45.10-3 
C (\> 

= 1,085 
2 2 

0,032 

0,003 

0,25 

10 

0,004 

1,88 10 1-3 3,56 10 ,-6 

4,8 10 
-3 

2,30 10 
-5 

8,75 10 
-3 

7,66 10 
-5 

1,45 10' -2 2,10 10 
-4 

4,34 10 
-3 

1,88 10 
-5 

+ 

2 
Ẑ = 3,32 10 

-4 

= 0,0182 

1% 

7% 

23% 

63% 

6% 

100% 

Z cV 

( ( ( Mc 

O-

100. 
O 

3 

4 . 
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Shields benadering 

Gemiddelde waarde methode 

BETft = Z E8É83759 
BEZWIJKKQNS = 2.51K50SSE-B3 

W) l ' ( I ) S K I ) 
D a 1.6 .059 .032 .01 
D58 .059 1.599 3E-03 .065 
U CT ^ J -.1)35 .25 .228 
C 60 l E - K 10 .634 
PSI .04 1.(535 4E-03 .057 

V e r f i j n d e methode 

DEF. BETA = 1.74245449 

BHHIJKKflhS = .0407967064 

)f(I) Ï ' ( I ) S K I ) 

D a 1.597 .055 .032 lE-03 

D50 .058 1.597 3E-e3 .01 

u 2.662 -.071 

c 44.359 £E-03 10 .805' 

PSI .038 2.623 45-03 .042 

Ta-2 = 125 

F i g , 3.23 Berekening van de bezwijkkans van een g r a n u l a i r e afdeklaag 
onder stroomaanval. 
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3.4 Berekeningen op niveau I 

3.4.1 Algemeen 

Berekeningen die gebaseerd z i j n op het concept van de v e i l i g h e i d s f a c t o r 
worden algemeen aangeduid a l s berekeningen op niveau I . 
Aan de hand van het p o r t a a l van f i g u u r 3.24 z a l worden nagegaan wat de
ze berekeningsmethode inhoudt en welke ontwikkelingen er, met name v i a 
bouwvoorschriften, gaande z i j n . 

De TGB-1955 (TGB = Technische Grondslagen voor de berekening van Bouw
c o n s t r u c t i e s ) was gebaseerd op het concept van de toelaatbare spannin
gen. Met behulp van de e l a s t i c i t e i t s t h e o r i e worden d a a r b i j de buigende 
momenten i n de meeste k r i t i e k e doorsneden berekend. Vervolgens wordt 
geëist dat d i t moment k l e i n e r i s dan het product van weerstandsmoment 
en toelaatbare spanning. De v e i l i g h e i d i s b i j een d e r g e l i j k e procedure 
ondergebracht aan de s t e r k t e k a i i t en men spreekt daarom van Resistance 
Factor Design (RFD). '̂ /y { é 

Volgens de TGB 1972 worden sterkteberekeningen uitgevoerd op basis van 
u i t e r s t e draagkracht. Geelst wordt dat onder een y-voudige b e l a s t i n g de 
grenstoestand van bezwijken n i e t wordt b e r e i k t . De v e i l i g h e i d i s nu dus 
helemaal ondergebracht aan de belastingkant en er i s sprake van een 
Load Factor Design (LFD). C 

De beoordeling van de v e i l i g h e i d kan plaats hebben op elementniveau en 
op de co n s t r u c t i e n i v e a u . I n het eerste geval bepaalt men het belas-
t i n g s e f f e k t van de y-voudige b e l a s t i n g i n e l k element ( i n d i t geval het 
moment) en v e r g e l i j k t dat met de elementsterkte (het v o l p l a s t l s c h mo
ment of breukmoment). I n het tweede geval toont men aan dat de con
s t r u c t i e als geheel bestand i s tegen de y-voudige b e l a s t i n g . De over
gang van RFD naar LFD opent dus de mogelijkheid voor b e z w i j k a n a l y s t i -
sche beschouwingen, zowel voor het element als voor het systeem. Op die 
manier i s het mogelijk de e x t r a v e i l i g h e i d door p l a s t i s c h e h e r v e r d e l i n g 
b i j s t a t i s c h onbepaalde c o n s t r u c t i e s i n rekening t e brengen. Ook wordt 
een betere basis gelegd voor de beoordeling van geometrisch n i e t - l i n e 
a i r e problemen, zoals b i j v o o r b e e l d de k n i k s t a a f . 

I n de TGB 1972 wordt ook het begrip k a r a k t e r i s t i e k e waarde geïntrodu
ceerd. De k a r a k t e r i s t i e k e waarde van een s t e r k t e - of b e l a s t i n g s g r o o t 
heid i s een waarde die wordt vastgelegd middels de kansdichtheidsfunk
t i e van de grootheid. Voor sterkteparameters als vloelgrens of kubus-
dr u k s t e r k t e k i e s t men een waarde die hoort b i j een 2 of 5% o v e r s c h r i j 
dingskans : 

B i j een normale v e r d e l i n g en een 5% onderschrljdingskans i s k = 1.64. 
Voor belastingen k i e s t men meestal een waarde die gemiddeld eens i n de 
n ja a r wordt overschreden: b i j v o o r b e e l d de 100-jaars-golf of de 50-
jaars windsnelheid. De v l o e r b e l a s t i n g daarentegen i s weer een b e l a s t i n g 
met een k l e i n e kans van o v e r s c h r i j d i n g i n de levensduur. Naar analogie 
van (3-20) kan men s c h r i j v e n : 

R 
kar 

= p(R) - k a(R) (3-20) 
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M 

a 

2a 

77777 

RFD: M = c.aF, + c„aF„ < Wa = W -2¬
1 1 2 2 Y G 

3 

LFD: op elementniveau; 

M = c aYF + c ayF < W a L L 
1 1 2 2 p p ) I 

op c o n s t r u c t i e n i v e a u : 

c'ayF + c'aYF < E c'W a 
1 1 2 2 1 p i p 

5> eU-Xr-r^'r-- Kt-X^ r..;. . t,Ae>'' 

LRFD: op elementniveau: 

M = c^aY^F^ + -2^Y2^2 < "T ^^P 
'm 

op c o n s t r u c t i e n i v e a u : 

c|aYjF^ + c'aY^F^ < Z ^ c|W a 
'm «- t-

F i g , 3.24 Overzicht van Resistance Factor Design en Load and Resis
tance Factor Design. 



kar 
p(S) - k a(S) 

•4 - 3-43 

(3-21) 

B i j b e l a s t i n g i s de waarde van k i n absolute z i j n v e e l a l k l e i n e r dan 
b i j s t e r k t e ; meestal i s k n e g a t i e f , waardoor S > |i(S), soms echter 
z e l f s p o s i t i e f ! 

Het nieuw element i n de komende TGB 1985 i s de i n v o e r i n g van partiële 
v e i l l g h e i d s f a c t o r e n : iedere belastingsbron k r i j g t z i j n eigen belas
t i n g s f a c t o r en iedere m a t e r i a a l z i j n m a t e r i a a l f a c t o r ( z i e f i g u u r 3,24). 
Men spreekt daarom van een Load and Resistance Factor Design (LRFD). 
De g r o o t t e van iedere partiële f a c t o r hangt af van de onzekerheden d i e 
met de betreffende grootheid samenhangen. De partiële f a c t o r voor eigen 
gewicht b i j v o o r b e e l d kan k l e i n e r z i j n dan die voor wind, d i e voor s t a a l 
k l e i n e r dan die voor hout. 

De b a s i s u i t d r u k k i n g voor een veiligheidsbeschouwing met partiële v e i 
l i g h e i d s f a c t o r e n wordt gegeven door: 

'kar '''̂ s' 
m 

(3-22) 

Volgens ISO 2394 wordt Y o p g e s p l i t s t i n 3 fact o r e n en v en v i n e l k 
s c m 

2 f a c t o r e n . Achtereenvolgens hebben deze factoren de volgende f u n k t i e : 

Y houdt rekening met de mogelijkheid van een ongunstige a f w i j k i n g 

1 van de belastingen ten opzichte van de k a r a k t e r i s t i e k e b e l a s t i n 
gen. 

Y houdt rekening met de o n w a a r s c h i j n l i j k h e i d , dat v e r s c h i l l e n d e 

2 belastingen, die gezamenlijk op de c o n s t r u c t i e werken, t e g e l i j 
k e r t i j d hun k a r a k t e r i s t i e k e waarde bereiken. 

Y i s bedoeld om rekening te houden met mogelijke ongunstige e f f e c -

3 ten van o n j u i s t e ontwerpveronderstellingen en van k l e i n e u i t v o e -
r i n g s f o u t e n zoals de t o e v a l l i g e scheefstand en e x c e n t r i c i t e i t 
van kolommen. 

Y i s bedoeld om de mogelijke r e d u c t i e i n s t e r k t e van de i n de con-
1 s t r u c t i e verwerkte materialen t.o.v. de k a r a k t e r i s t i e k e s t e r k t e , 

d i e werd a f g e l e i d u l t proefstukken, te dekken. 
dekt mogelijke zwakheden i n de c o n s t r u c t i e , d i e het gevolg z i j n 
van andere oorzaken, dan de hierboven genoemde r e d u c t i e i n ma¬

, t e r i a a l s t e r k t e . 
Y houdt rekening met de aard van de c o n s t r u c t i e en haar gedrag b i j 

1 bezwijken (b.v, bezwijken zonder waarschuwing, geen h e r v e r d e l i n g 
van krachten of voortgaand bezwijken). 

Y houdt rekening met de ern s t van de s i t u a t i e d i e het gevolg i s 
2 van het bereiken van de bezwijktoestand. 

Toen het concept van de partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r e n ruim 10 jaar gele
den I n t e r n a t i o n a a l werd geïntroduceerd, i s aanvankelijk gedacht aan een 
geheel op z i c h z e l f staande methode. De l a a t s t e j a r e n , met name sinds 
1978, wordt er echter steeds meer naar gestreefd de getalwaarden voor 
de partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r e n te onderbouwen met p r o b a b i l i s t i s c h e n i 
veau I I berekeningen. Langs d i e weg z i j n de v o o r s c h r i f t e n êén van de 
b e l a n g r i j k s t e toepassingsgebieden geworden van de p r o b a b i l i s t i s c h e v e i 
ligheidsbeschouwing. 

m„ 
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3.4.2 Koppeling tussen niveau I en niveau I I 

De s l e u t e l t o t de r e l a t i e tussen de niveau's I en I I i s het design 
p o i n t . Het design point kan omschreven worden als dat punt op de 
" f a i l u r e boundary" waar de kansdichtheid van R en S maximaal i s 
( f i g . 3.25). 
Met andere woorden, Ind i e n een c o n s t r u c t i e b e z w i j k t , dan i s de kans 
groot dat s t e r k t e R en b e l a s t i n g S d i c h t b i j de design po i n t waarden 

R en S l i g g e n . Een p r o b a b i l i s t i s c h e geïnspireerde ontwerpeis wordt-
derhalve gegeven door: 

R* > S* (3-23) 

Onder w i j z i g i n g naar hoofdstuk 3.3,worden R en S gegeven door: 

A 
R = ti(R) - a^pa(R) " (3-24a) 

S = |i(S) - o!„pö(S) ^K. . (3-24b) 

V e r g e l i j k e n w i j (3-24) met (3-22) voor het standaardgeval dat y = 1, 
dan v o l g t dat de r e l a t i e tussen niveau I en I I gegeven wordt door: 

r / : { ^ 4 . 'y^y^n.r 

V- L ^ - ^ ^ " ' \ = \ J ^ ' ; Ys = X \ ( 3 - 2 5 ) 

Door de formules voor de k a r a k t e r i s t i e k e waarden en de design-point-
waarden i n te v u l l e n , kan d i t worden uitgewerkt t o t : 

1-kV^ l-a^pvg , Vr -

\ l-Oj^PV^ 1-kVg ( 3 2 6 ) 

I n het algemeen z a l een partiële f a c t o r g r o t e r z i j n naarmate: 

a) de invloedscoëfficiënt a g r o t e r i s ; 
b) het gewenste betrouwbaarheidsniveau p hoger l i g t ; 
c) de onzekerheid V g r o t e r i s . 

De f a c t o r (1-kV) c o r r i g e e r t hierop het deel van de v e i l i g h e i d dat reeds 
i s ondergebracht b i j de k a r a k t e r i s t i e k e waarde. 

De formules (3-26) bevatten de invloedscoëfficiënten a en a . 
Gemakkelijk v a l t na te gaan dat voor Z = R - S g e l d t : 

= a^/a^ en = - a^/a^ met = / { a ^ + o^} (3-27) 

Het probleem i s dat a^^ (en daarmee Yj^) v i a a f h a n k e l i j k i s van Og 

en dat a (en daarmee y ) a f h a n k e l i j k i s van a . 
S S R 

Het i s dus helaas n i e t m o g e l i j k om b e l a s t i n g s f a c t o r e n te maken d i e 
ona f h a n k e l i j k z i j n van de sp r e i d i n g i n de s t e r k t e en omgekeerd. 
Hierop wordt teruggekomen i n 3.4.3. 
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Fi g . 3.26 Verband tussen de spanningsrange S (2 maal de amplitude) 
en het aa n t a l wisselingen t o t breuk b i j vermoeiing. 



Voorbeeld 3.4.1; l i g g e r op buiging belast 

Een op buiging belaste l i g g e r bezwijkt zodra het maximaal moment t.g.v. 
de b e l a s t i n g g r o t e r i s dan de momentcapaciteit van de doorsnede, I n d i t 
geval i s dus R het opneembare moment en S het belastingseffect» S t e l ; 

H(R) = 200 kNm a(R) = 20 kNM 

li(S) = 100 kNm a(R) = 15 kNm 

I n dat geval g e l d t ; 2." '^"^ 

ia(Z) = 200 - 100 = 100 kNm """"", , 

a-(Z) = (20^ + 15^) = (25 kNm)^ ( - ,. .r.J ^"o" [>rJc",A:. 

i z i z r : ! _ i : : i 4 
/X A 

p = 100/25 - 4 

Voor en v o l g t dat: v,(./....4 ,>-X''-̂  ^ ̂  A ' (̂''̂  l~^-A 
c.<>.. 7 S' 

= 20/25 = 0.8 en = - 15/25 = - 0.6 

•k * 

zodat het design p o i n t (R , S ) bepaald kan worden op: 

R* = ti(R) - aj^pa(R) = 200 - ( 0 . 8 ) ( 4 ) ( 2 0 ) = 136 kNm S* = n(S) - agPo(S) = 100 + ( 0 . 6 ) ( 4 ) ( 1 5 ) = 136 kNm ^ 

* •k 
U i t e r a a r d geldt dat R = S omdat het design point op de grenstoestand 
R = S moet l i g g e n . 

lv|r/c> bi
s t e l dat R|^^j. en Sj^^^ gedefineerd z i j n a l s : 

\ a r " l^(^) - 2ö(R) = 160 kNm; Ŝ ^̂  = p(S) = 100 kNm 

1,1 
We vinden dan " 

\ a r 160 , ,„ S* 136 , 
m̂ = = T36 = '-'^ ' Ys = S — = löö = ^"36 

R kar 

In t a b e l (3.4.1) z i j n bovenstaande r e s u l t a t e n weergegeven tezamen met 
twee variantberekeningen. De tweede regel geeft het r e s u l t a a t van een 
berekening met een lagere variatiecoëfficiënt voor de s t e r k t e : V(R) = 
0.06. We concluderen dat de geringe s p r e i d i n g i n de s t e r k t e l e i d t t o t 
een v r i j w e l zuiver load f a c t o r design. De derde re g e l geeft het r e s u l 
t a a t voor een hogere s p r e i d i n g i n de s t e r k t e ; V(R) = 0.20. 



Het r e s u l t a a t I s een v r i j w e l resistance f a c t o r design. Opmerkelijk l n 
d i t verband i s dat de TGB-hout (hout i s een mat e r i a a l met grote s p r e i 
ding) i n 1972 als enige met toelaatbare spanningen i s b l i j v e n werken. 
Deze beschouwingen geven daarvoor achteraf een zekere r e c h t v a a r d i g i n g . <f-

Y m Y ' s 

Vj^ = 0 . 1 0 1.18 1.36 

Vj^ = 0.06 0.99 1.50 

Vj^ = 0.20 2.75 1.09 

Tabel 3.4.1 Waarden voor y en y b i j VQ = 0.15, p = 4, k^ = O, 
kj^ = 2. m s b b 

Voorbeeld 3.4.2: Vermoeiing 

Tussen het aantal wisselingen t o t breuk,N en de opgelegde spannings 
range S wordt b i j proeven op dubbellogaritmische schaal een l i n e a i r 
verband gevonden ( z i e f i g u u r 3 . 2 6 ) : ol-o> « pl» W<v.-. ipi/ 

l o g N = - k log {|-} 6 'V 

n U-A")'-
//r ' 
TA 

De parameter k geeft de h e l l i n g van de l i j n weer en Sp het s n i j p u n t met 
de S-as b i j N = 1 . Veronderstel dat een bepaald k r i t i e k e punt i n de 
c o n s t r u c t i e belast wordt door de n wisselingen van range S. De betrouw
baarheidsfunctie kan dan gedefinieerd worden a l s : kJ; \ ̂  (-lA-.^^ioo -6,U7e> -

Z = l o g N - log n = k l o g S - (k l o g S + l o g n} ' . ' 

De eerste term representeert de s t e r k t e , de term tussen haken de belas
t i n g . Neem aan dat k = 4 en n = 10° belde d e t e r m i n i s t i s c h z i j n , t e r w i j l 
S en Sp stochastisch z i j n met s t a t i s t i s c h e gegevens i n tabe l 3.4.2. 

X omschrijving v e r d e l i n g li(X) a(X) 
2 

«X 

Sp par. S-N-11jn lognormaal 5300 MPa 740 MPa 2 4 % 

S spanningsrange lognormaal 20 MPa 5 MPa 7 6 % 

/\A 

kx 
^i 

O, 

4 -k Tabel 3.4.2 Gegevens betrouwbaarheidsanalyse voor vermoeiing. 

De berekening r e s u l t e e r t i n een betrouwbaarheidsindex p = 3.4 en 0\<:-^ 
i n ttgp = /0.24 = 0.5 en = - /0.76 = - 0.88 ( z i e ook voorbeeld 5.6)". ^ 

Op grond daarvan volgen a l s partiële veiligheidscoëfficiënten ( t . o . v . 
het gemiddelde): 
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Yg^ = 1.25 en = 1.77 

Wat opvalt l n bovenstaande analyse I s de strakke redeneerwijze verge
leken met meer conventionele procedures. Daarbij kon b i j v o o r b e e l d ge
ëist worden dat b i j een y v o u d i g e spanning en b i j een ondergrens voor 
de S N - l l j n de berekende levensduur v i j f m a a l de planmatige moest z i j n . 
Een aldus ontworpen c o n s t r u c t i e kan n a t u u r l i j k best voldoende v e i l i g 
z i j n , maar erg d o o r z i c h t i g i s d i t n i e t . 

Het tweede voorbeeld maakt d u i d e l i j k wat de grote kracht i s van de me
thode van partiële veiligheidscoëfficiënten en de koppeling tussen n i 
veau I en niveau I I , n a melijk een uniforme en systematische behandeling 
van zeer uiteenlopende veiligheidsproblemen. Een ander i n t e r e s s a n t 
voorbeeld daarvan z i j n de "a c c i d e n t a l l i m i t s t a t e s " , d i t z i j n grenstoe
standen t.g.v. bijzondere en zelden voorkomende belastingen a l s brand, 
aanvaring, aardbeving enz. De kans dat een c o n s t r u c t i e f a a l t onder zo'n 
bijzondere omstandigheid kan geschreven worden a l s ( b i j v . voor brand) : 

p{Falen door Brand} = p{Falen/Brand} p{Brand} (3-28) 

S t e l dat de kans op Falen door Brand n^et gr o t e r mag z i j n dan lO"^ en 
dat de kans op brand g e l i j k i s aan 10 • Het ontwerp moet dan g e r i c h t 
z i j n op een kans op f a l e n onder brandomstandigheden van lO" , ofwel een 
P van 3.0. De re d u c t i e van v e i l i g h e i d s f a c t o r e n die onder bijzondere om
standigheden i n het verleden meestal a r b i t r a i r plaats vond kan v l a de 
niveau I - I I koppeling op consequente en logische w i j z e worden onder
bouwd . 

3.4.3 V o o r s c h r i f t e n t h e o r i e fcsj -,.- l,> Vĉ >-.o• L | ^ \ 
5 

I n het voorgaande i s uiteengezet hoe op basis van niveau I I berekenin
gen partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r e n kunnen worden bepaald. I n beginsel 
wordt voor ieder stochastische basisvariabele een partiële v e i l i g h e i d s 
f a c t o r a f g e l e i d volgens: 

./X. 
^ar j ' j ^1 = \ / \ a r 1 °f Yj = ^^^^ (3-29) 

De eerste formulering heeft betrekking op belastingsgrootheden, de 
tweede op sterktegrootheden. De c o n t r o l e van de v e i l i g h e i d v i n d t p l a a t s 
door te eisen dat: 

r \ a r ^̂  
ZlY.X, ., ^ > O (3-30) 
^ ' i kar i ' Y • 

J 

Voor praktische u i t w e r k i n g moet met enkele complicaties rekening worden 
gehouden. Hiervoor worden steeds meer algemeen geaccepteerde regels 
ontwikkeld die gezamenlijk een "code theory" vormen. We bespreken h i e r 
een v i e r t a l onderwerpen. 

1« Ind i e n voor iedere stochastische variabele een partiële v e i l i g h e i d s -
f a c t o r wordt g e d e f i n i e e r d , wordt het aantal veel te groot. Het t o 
t a a i aantal factoren moet beperkt worden door combinaties te maken. 



ï 
1 ?4 

2p 

Voorbeeld: het opneembaar moment van een s t a l e n l i g g e r wordt gegeven 

door M = m W O . H i e r i n i s m een modelfactor, W„ het p l a s t i s c h e 
P P P ' P ^ 

weerstandsmoment en o de vloeispannlng. I n plaats van 3 f a c t o r e n 

voor elk van de v a r i a b e l e n combineren we deze t o t één f a c t o r : 

A A A 
Y = W O , /(m W a ) 
'm p nom p kar'^ p p^ 

H i e r i n i s W de nominale waarde voor het p l a s t i s c h e weerstands
moment en oP de k a r a k t e r i s t i e k e vloeispannlng. 

p kar ^ * 

2. I n 3.4.2 i s aangetoond dat voor de exacte overeenkomst tussen niveau 
I ontwerpprocedures en niveau I I berekeningen het nodig i s voor i e 
der m a t e r i a a l , b e l a s t i n g g e v a l en elementtype a f z o n d e r l i j k e coëffi
ciënten te bepalen. U i t e r a a r d i s dat onpractisch en men zou beter 
d i r e c t op niveau I I kunnen ontwerpen. I n een p r a c t i s c h v o o r s c h r i f t 
moeten b e l a s t i n g f a c t o r e n m a t e r i a a l o n a f h a n k e l i j k z i j n en m a t e r i a a l -
f a c t o r e n b e l a s t i n g s o n a f h a n k e l i j k . De f a c t o r e n die i n v o o r s c h r i f t e n 
t e r e c h t komen z i j n derhalve noodzakelijk gemiddelden van een a a n t a l 
r e f e r e n t i e g e v a l l e n . B i j zo'n middelingsprocedure wordt gewogen naar 
de mate waarin een bepaald geval voorkomt. Formeel wordt b i j v o o r 
beeld als v o l g t te werk gegaan: 

n 

Bepaal y zodanig dat E p.{p.(x) - p!^}^ minimaal i s . 
1=1 ^ ^ 1 

H i e r i n i s y de set van partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r e n , 1 het nummer 

van het r e f e r e n t i e g e v a l , Pj|̂  een gewichtsfactor en de streefwaarde 

voor de betrouwbaarheidsindex die hoort b i j een bepaalde set v e i l i g 
h e i d s factoren. 

Een v o o r s c h r i f t g e l d t vaak voor een u i t g e s t r e k t geografisch gebied 
en voor een aantal v e r s c h i l l e n d e gevallen. Met name belastingen kun
nen d a a r b i j a a n z i e n l i j k e v e r s c h i l l e n ten toon spreiden. I n Noord-
Holland b i j v o o r b e e l d i s de windbelasting d u i d e l i j k hoger dan i n Lim
burg. Een ander voorbeeld i s het v e r s c h i l i n v l o e r b e l a s t i n g tussen 
woonkamers en slaapkamers. Indien een v o o r s c h r i f t deze v e r s c h i l l e n 
w i l meenemen, wordt het gauw te g e d e t a i l l e e r d . Het i s verstandiger 
om deze v e r s c h i l l e n onder te brengen b i j de overige s p r e i d i n g , b i j 
voorbeeld door a l l e waarnemingen te "poolen". Men noemt d i t "rando
mizer" : een i n wezen de t e r m i n i s t i s c h e s p r e i d i n g wordt a l s stochas
t i s c h behandeld. Voor bijzondere c o n s t r u c t i e s kan het omgekeerd i n 
teressant z i j n om j u i s t wel de zeer s p e c i f i e k e kenmerken van l o c a l e 
omgevingscondities op te sporen ( g o l f k l i m a a t , aardbevingsklimaat 
e t c ) . D i t staat bekend a l s micro-zonation. 

4. Belastingen z i j n i n het algemeen geen stochastische variabelen, maar 
stochastische processen, d.w.z. er treden f l u c t u a t i e s i n de t i j d op. 
I n f i g u u r 3.27 z i j n een a a n t a l f l u c t u a t i e t y p e n getekend. Het eigen 
gewicht vertoont n a t u u r l i j k weinig f l u c t u a t i e i n de t i j d en kan a l s 
constant worden beschouwd. B i j de v a r i a b e l e belastingen onderschei
den we "aanhoudend", " k o r t s t o n d i g " of "voortdurend f l u c t u e r e n d " ( i n 
het Engels sustained, t r a n s i e n t , e r r a t i c ) . Achtereenvolgens kan men 
denken aan v l o e r b e l a s t i n g door i n v e n t a r i s , v l o e r b e l a s t i n g s t i j d e n s 
v e r h u i z i n g of recepties en windbelasting. 
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In a l deze gevallen I s het nodig om onderscheid te maken tussen de 
waarde op een w i l l e k e u r i g t i j d s t i p of de maximale waarde i n b i j v o o r 
beeld de levensduur: de momentane en de maximale b e l a s t i n g . I n f i 
guur 3.27 z i j n schematisch de kansdichtheidsfuncties voor beide 
weergegeven. 

B i j het combineren van meerdere belastingen die i n de t i j d f l u c t u e 
ren doet z i c h het probleem voor dat de maxima i n de t i j d n i e t samen
v a l l e n . F e i t e l i j k zou men eers t de belastingen moeten soimneren en 
daarna het maximum moeten bepalen. De verhoudingen waarin de ver
s c h i l l e n d e belastingen voorkomen z i j n echter voor iedere c o n s t r u c t i e 
en ieder onderdeel v e r s c h i l l e n d . Een practische oplossing voor d i t 
probleem i s de zogenaamde T u r k s t r a - r e g e l . Volgens deze r e g e l wordt 
de maximale waarde van êén belastingsbron gecombineerd met de momen
tane waarden van de overige. Dezelfde regel i s te gebruiken a l s het 
gaat om t i j d s a f h a n k e l i j k e materiaaleigenschappen. 

permanent 

variabel 

aanhoudend 

variabel 
korts tondig 

variabel 

f luctuerend 

\ mom. max. 

F i g , 3.27 Verschillende belastingstypen als f u n c t i e van de t i j d met 
hun momentane en maximale kansverdeling. 
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Voorbeeld: de combinatie van eigen gewicht met de maximale vloerbe
l a s t i n g wordt vergeleken met de k o r t e - d u u r - s t e r k t e en de combinatie 
van eigen gewicht en momentane v l o e r b e l a s t i n g met de lange-duur-
s t e r k t e . De momentane belastingen vormen ook een goed uitgangspunt 
voor het beoordelen van grenstoestanden van bruikbaarheid. 

Op basis van de hierboven omschreven uitgangspunten worden momenteel l n 
veel landen, waaronder Nederland, nieuwe v o o r s c h r i f t e n gemaakt. Voor 
Nederland kunnen op d i t moment nog geen r e s u l t a t e n worden getoond. 
Daarom i s i n f i g u u r 3.28 het r e s u l t a a t gegeven van een Amerikaanse on
derzoek. Geelst i s dat de c o n s t r u c t i e of het onderdeel bestand i s tegen 
een a a n t a l belastingscombinaties. Geval 1 i s "eigen gewicht a l l e e n " 
w a a r b i j een partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r van 1,4 wordt g e e l s t . Geval 2 i s 
de combinatie "eigen gewicht en v l o e r b e l a s t i n g " met r e s p e c t i e v e l i j k 
f a c t o r e n 1,2 en 1,6. Vervolgens komt tweemaal de combinatie "eigen ge
wi c h t , v l o e r b e l a s t i n g en wind", voor w a a r b i j eerst de v l o e r b e l a s t i n g 
momentaan en de wind maximaal i s , daarna omgekeerd. Tenslotte z i j n er 
nog de combinaties met sneeuw en het geval dat de gewichtsbelasting 
" g u n s t i g " werkt. De t a b e l i n f i g u u r 3.28 geeft een indruk van de y " 
waarden voor s t a l e n en betonnen constructie-onderdelen. m 

1̂  
— > 1,4 g "ly'-^' 

r 
1,2 g + 1,6 q ^ V lo-evr (<»4a,.. 

1,2 g + 0,5 q + 1,3 w 

1,2 g + 1,6 q + 0,1 w 4-, 

1,2 g + 0,5 q + 1,6 s - ,VJU*<Ï V u - M . i c c,i.-.-<sy-ft,w 

1,2 g + + 0,8 w + 1,6 s 

- 0,9 + 1,3 w 

Y -waarden; 
r 

s t a a l beton 

l i g g e r 1,2 1,2 - 1,6 
kolom 1,3 1,4 - 1,6 
dwarsk. - 2,0 
boutverb. 1,7 — 

F i g . 3.28 Partiële v e i l i g h e i d s f a c t o r e n volgend het NBS-onderzoek; 
g = gewicht, q = v l o e r b e l a s t i n g , w = wind en s = sneeuw. 
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4. SYSTEMEN 

4.1 I n l e i d i n g 

B i j de beoordeling van een c o n s t r u c t i e beperken we ons meestal t o t de 
berekening van een aant a l doorsneden of onderdelen. Gekeken wordt of 
ieder onderdeel voldoet aan bepaalde normen van v e i l i g h e i d , vastgelegd 
v l a een veiligheidscoëfficiënt Y of een betrouwbaarheidsindex p. Een 
c o n s t r u c t i e i s echter meer dan een verzameling van onderdelen; 
de onderdelen vormen samen een systeem. Het n i e t f u n k t ioneren van éên 
onderdeel heeft daardoor i n de ene c o n s t r u c t i e andere gevolgen dan i n 
een andere c o n s t r u c t i e . Soms l e i d t het f a l e n van een enkel onderdeel 
t o t het voortgaand bezwijken van het hele systeem (progressieve c o l l a p -
se) , i n een ander geval z i j n er nauwelijks gevolgen, omdat andere on
derdelen de taak van het falende onderdeel overnemen (er i s een a l t e r 
n a t i v e p a t h ) . 

B i j de betrouwbaarheidsanalyse van systemen z i j n er twee systeemtypen 
die i n het bijzonder de aandacht vragen, t e weten het serie-systeem en 
het parallelsysteem ( f i g . 4.1). 
B i j het serie-systeem z i j n de elementen zodanig gerangschikt, dat be
zwijken van een enkel onderdeel o g e n b l i k k e l i j k l e i d t t o t bezwijken van 
het hele systeem; b i j het parallelsysteem bestaat de mogelijkheid dat 
f a l e n van een element wordt opgevangen door andere elementen. I n werke
l i j k h e i d komt men deze zuivere systeemtypen n a t u u r l i j k n i e t vaak i n 
zuivere vorm tegen, a l z i j n er wel voorbeelden te geven; een s t a t i s c h 
bepaald vakwerk i n een seriesysteem en een paalfundering met veel palen 
een parallelsysteem. 

We concluderen dat het seriesysteem geassocieerd kan worden met " s t a 
t i s c h bepaald" en "progressive c o l l a p s e " , het parallelsysteem met " s t a 
t i s c h onbepaald" en " a l t e r n a t i v e path". 

Meestal komen i n c o n s t r u c t i e s belde systeemtypen g e l i j k t i j d i g voor, 
b i j v o o r b e e l d als i n het t a l u d , weergegeven i n f i g . 4.2. Een enkel me
chanisme vormt een par a l l e l s y s t e e m omdat de schuifspanningsbijdragen 
langs een enkele g l i j c l r k e l de taak van elkaar kunnen overnemen; de 
g l i j v l a k k e n gezamenlijk vormen echter een seriesysteem omdat één enkel 
g l i j v l a k reeds bepalend i s voor bezwijken. Voor een goede beoordeling 
daarvan i s het echter nodig eerst beide systemen a f z o n d e r l i j k te l e r e n 
kennen. 
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O O O O O ^ 

ser iesysteem 

Z 4 ^ 

z z 2 z z z z z z i z z z z z i 

p g r a l l e i s y s t e e m 

Fig. 4.1 Schematische v o o r s t e l l i n g van s e r i e - en parallelsystemen en 
voorbeelden u i t de p r a k t i j k . 

een glijvlak = p a r a l l e l s y s t e e m 

Trm 

gl i jv lakken samen vormen een ser iesysteem 

Fig. 4.2 Combinatie van s e r i e - en p a r a l l e l w e r k i n g binnen een systeem. 



(̂,3 Gib)-" L i - O s t . L V p<:4--^4 •̂ •̂<''̂ ^̂  

(4(?4,V"^ f'L--'"'^!' J . P<z,<-S hP^^^4^'^ " 

4.2 Het seriesysteem 

P <J It. 11 < L F'<̂  '2-̂ 41 a, < - 4 - 3 -

| " ^ P , l £ 4 L - ^p--V-

Twee elementen ' i •'Tt.̂ Y-̂  

We beschouwen om te beginnen een seriesysteem van twee elementen. Ele

ment 1 heeft een sterke en element 2 een s t e r k t e R̂ . Voor e l k e l e 

ment kan een betrouwbaarheidsfunctie worden opgesteld als het sy- 2 <; .'̂  

(3) steem b e l a s t wordt door een b e l a s t i n g 8:1̂ "'̂ "̂̂ ^ '-̂ fP»)' o K'-̂ - P < > 'J 

P ( r 4 - f L l " \ ' P N L v p > v , p , s >4 • A 4'••4. 

= - S j ' N / ' --^ ^^^^ - (4_l3) 

I n d i e n gemiddelden, standaardafwijkingen en verdelingen van R̂  en S 
bekend z i j n kunnen de betrouwbaarheidsindices en de faalkansen 

P(F_j^) worden bepaald. De faalkans P(F) van het systeem i s daarmee ech

t e r n i e t zonder meer bekend. Wel kunnen gemakkelijk onder- en boven

grenzen worden aangegeven ( z i e s t e l l i n g 2-7). 

max {P(F^), Y<CS^\ < P(F) < P(F^) + (P(F2) (4.2) 

De ondergrens t r e e d t op b i j v o l l e d i g e a f h a n k e l i j k h e i d van de mechanis
men, d.w.z. f a l e n van het ene mechanisme i m p l i c e e r t f a l e n van het an
dere. Het toevoegen van een e x t r a mechanisme l e i d t i n dat geval n i e t 
t o t een toename van de faalkans. 

De bovengrens t r e e d t op a l s de mechanismen elkaar u i t s l u i t e n , overeen
komstig het twee axioma. I n de p r a k t i j k komt d i t nauwelijks voor, maar 
toch z a l deze bovengrens erg b e l a n g r i j k b l i j k e n a l s benadering. 

De waarde die P(F) tussen de beide u i t e r s t e n z a l innemen wordt, aange
nomen dat en Ẑ  normaal verdeeld z i j n , geheel bepaald door de cor
relatiecoëfficiënt j van de beide betrouwbaarheidsfuncties. Het verband 
tussen P(F) en p i s weergegeven i n f i g u u r 4.3. We herkennen i n deze 
g r a f i e k de ondergrens ( b i j _p = + 1 ) en de bovengrens ( b i j p = - 1 ) . 
Gemakkelijk te bepalen i s verder het punt p = 0; i n dat geval z i j n Z 
en Z 2 o n a f h a n k e l i j k en g e l d t : ^ 

P(F) = P(F^) + - P(F^) Y{Y^ . o. (4-3) 

Aangezien de kansen P(F^) b i j de betrouwbaarheidsanalyse van construc
t i e s meestal k l e i n z i j n l i g t de faalkans b i j onafhankelijke mechanismen 
d i c h t b i j de bovengrens. U i t f i g u u r 4.3 b l i j k t verder dat ook voor n i e t 
a l te grote p o s i t i e v e c o r r e l a t i e de bovengrens een goede benadering 
vormt. Pas b i j zeer hoge c o r r e l a t i e (p > 0.8) wordt de ondergrens van 
belang^ 

De faalkans P(F) als f u n c t i e van p kan, behoudens de punten p = O, en 
P = ± 1, n i e t exact worden bepaald. 
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Er bestaan echter goede benaderingsmethoden zoals b i j v . de methode van 
D i t l e v s e n ( l i t . 4.1) d i e we h i e r z u l l e n behandelen, We s c h r i j v e n daar
toe om te beginnen: 

P(F) = P(F^) + P(F^) - P(F^ en F^) (4-4) 

He t probleem i s de bepaling van P(Fj^ en F^). Beschouw eerst het geval 

dat en Ẑ  o n a f h a n k e l i j k z i j n met betrouwbaarheidsindices en p^. 

Zonder dat d i t ten koste van de algemeenheid gaat, nemen we aan dat 

a(Zj^) = ^(Z^) = 1,0. (We mogen Immers a l t i j d een Z-functie met een j ^ i l -

l e k e u r i g e f a c t o r vermenigvuldigen). Geschreven kan dan worden: 

= P̂  4- u^ 

^2 = P2 + -2 

-2, ̂ Xh l̂ -̂M - ̂  U, 

61). 
(4-5a) 

(4-5b) 

H i e r i n z i j n xi^ en U2 o n a f h a n k e l i j k e standaard normale variabelen (met 
gemiddelde O en stan d a a r d a f w i j k i n g 1, z i e hoofdstuk 2.2. Ga na dat 
g e l d t : P{z < 0} = (}) (- P ) . I n f i g u u r 4.4a i s een h o o g t e l i jnenkaart 

1 N i 'n::;̂ -
getekend van de gezamenlijke k a n s d i c h t h e i d s f u n c t i e s van en U2 en 

z i j n tevens de " f a i l u r e boundaries" Zj^ = O en Z 2 = O aangegeven. 

De gezochte kans P(Fj^ en F 2 ) i s , gegeven de onafha n k e l i j k h e i d van uj^ en 

U2, eenvoudig af te l e i d e n a l s ( z i e ( 2 - 1 8 ) ) : 

P(F^ en F 2 ) = P(u^ < - p^) P(U2 < " ^ 2 ^ = ^ ' ^ ^ ' ^ ^ 

- ^ P ( F i en F 2 ) 

-1.0 0.0 1 .0 

F i g . 4.3 Faalkans voor een seriesysteem van 2 elementen a l s f u n c t i e 

van de correlatiecoëfficiënt p(Z^Z^). (Schematisch voor k l e i 

ne faalkansen). 

We beschouwen vervolgens het geval dat Zj^ en Z 2 n i e t onafhankelijk 

z i j n . D i t kunnen we b i j v . bereiken door Z 2 een f u n c t i e te maken van zo

wel Ul als U2: 



_2 

= 2̂ ^̂ "̂  + u^cos a 

C (4-7) 

(4-8) 

dat nog steeds g e l d t : |i(Z^) = p^, ö(Z ) = 1,0 en p{z < O} = $ ( - p.) 
1 = 1 en i = 2. We bepalen''"de correlatiecoëfficiënt ofZ. Z.") v i a 

Ga na 
voor 
(2-59) en (2-58) 

correlatiecoëfficiënt p(Z^Z2) v i a 

p(Z^Z2) = cov (Z^Z2)/{a(zpö(Z2)} 

E { ( Z ^ - p ^ ) ( Z 2 - p 2 ) } / { ( l ) ( l ) } 

O 'f • M O '• ' 

' t 

E {u^(u^ s i n a + U2 cos a)} = s i n a (4-9) 

We gaan nu over t o t de benadering van P(Z < O en Z < 0 ) . 
Ui t f i g u u r 4.4c b l i j k t dat g e l d t : ^ ^ 

!:::èY„r.-P^'^'l(^ ° '2,< 0) > < - en U2 < - pJ) = P^) * ( " pJ) 

P, 
2^ (3, {-Mz 

(4-lOa) 

H i e r i n i s - P2 de U2-coördinaat van het s n i j p u n t van Ẑ^ = O en Z2 = O, 
ofwel: i.A^=-(i, 

2 cos a 
/ { l - p f̂-

(4-11) 

Analoog aan (4-lOa) g e l d t , met P2 overeenkomstig (4.11): 

L e o t ( 5 ) P ( Z < O en Z < 0) > ({.(- p*).(t)(- p„) (4-lOb) 

We hebben daarmee twee ondergrensbenaderingen; o p t e l l e n van de beide 
ondergrenzen geeft vervolgens een bovengrens. (Figuur 4.4d l a a t zien 
welk deel dubbel geteld w o r d t ) : 

P(Z^ < 0 en Z2 < 0) < <{>(- p^) <})(- P2) + K - p p <})(- P2) (^-12) 

O U i t de_^iguren 4.4b en 4.4c kan verder worden geconcludeerd dat de 
{ (^onde~fgrens ;feen goede benadering vormt voor k l e i n e p (het teveel getelde 

deel wordt b i j toenemend a steeds k l e i n e r ) . >̂ ̂_ 51-^/ v v»" pP-
Aangezien P(Z^ < O en Z < 0) a l l e e n b i j grote p van belang i s , l i g t het 

voor de hand de bovengrèns (4-12) a l s benaderingsformule aan te houden: 

P(Z^ < O en Z2 5/0) l'C- p p P*) + P*) <t>(- P2) (4-13) 

2, fi, 

-L-4 

j ,i' ci? 



F i g . 4.4 Benadering volgens Ditlevsen van P(Fj^ en F 2 ) . 

Voorbeeld 4.1 

Gegegeven een seriesysteem met twee st o c h a s t i s c h onafhankelijke elemen
ten ( R l , R 2 ) , belde belast door een kracht S. 

R̂ , R 2 en S worden als onderling o n a f h a n k e l i j k stochastische v a r i a b e l e n 

beschouwd; de verdere gegevens z i j n opgenomen i n bijgaande t a b e l . 
Gevraagd de kans op bezwijken van het systeem. 

X [i(x) a(x) 

R̂  10 kN 1 kN 
R 2 10 kN 1 kN 
S 4 kN 1 kN 

Voor de beide i n d i v i d u e l e mechanismen g e l d t : 

ii(Z^) = |i(R.) - |i(S) = 6 kN 

o^Z.) = a^(R.) + a^ ( s ) = (1,4 kN)^ 

Pi = p(Z.) / a(Z.) = 4,2 
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P(Z. < 0) = 1,3 * 10 ^ 

Op grond van ( 4 - 2 ) v o l g t daarmee voor het systeem: 

1,3 * 10"^ < P(F) < 2,6 * 10~^ l ' — ' ' ^ S^^ 

Voor een nauwkeuriger u i t s p r a a k moet de correlatie-coëfficiënt p worden 
bepaald van de mechanismen en Daartoe bepalen we eerst de cova
r i a n t i e : ,̂ , 

cov (Z^ Z^) = E {Z^ - p ( Z p ) ( Z 2 - ^ ( Z ^ ) ) } = 

= E {(R^ - S - ^i(Rp + [ i ( S ) ) ( R 2 - S - ^(R^) + \i{S))} = 

= E {(R^ - ^ i ( R p ) ( R 2 - ^ i ( R 2 ) ) } - E {(R^ - p ( R p ) ( S - ^ x ( S ) ) } 

- E { ( S - p ( S ) ) ( R 2 - ^ ( R 2 ) ) } + E { ( S - t i ( S ) ) ^ } = 

= cov ( R 1 R 2 ) - cov (R^ S) - cov (S R 2 ) + a^(S) 

Aangezien R^ R 2 en S a l s stochastische onaf h a n k e l i j k e v a r i a b e l e n 

z i j n geïntroduceerd, z i j n a l l e c o v a r i a n t l e s n u l . Voor de c o r e l a t i e -
coëfficiënt g e l d t derhalve: 

Op grond van f i g u u r 4.3 kan d i r e c t geconcludeerd worden dat voor deze 
lage c o r r e l a t i e zonder bezwaar de bovengrens kan worden aangehouden en 
dat geen verdere berekening hoeft t e worden uitgevoerd. 

Voorbeeld 4.2 

Dezelfde uitgangspunten a l s het voorgaande probleem maar nu met 

a(R.) = 0,45 kN en Ö ( S ) = 1,34 kN. I n dat geval b l i j f t a(Z) = 1,41 kN 

en daarmee veranderen de faalkansen van de a f z o n d e r l i j k e mechanismen 
n i e t . Wat wel verandert, i s de correlatie-coëfficiënt p ( Z j ^ Z 2 ) : 

^ ^ ö^(R.) + O (S) 

We passen nu ( 4 - 1 3 ) toe: 

P(Z^.< O en Z 2 < 0 ) = 2 (])(- <])(- p*) 
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met p L ^ L ^ ; i = ( i . 2 ) _ ^ M ^ . ^ = 0 . 9 6 
^ / { I - / } / { l - ( 0 , 9 ) 2 } 0'^^ 

Tesamen met (4,4) v o l g t dan t e n s l o t t e : 

P(F) = 2 p p - 2 K - p p <!)(- p p = 

= 2 <{.(- p p (1 - K - p p } = 

= 2 (ti(- p p ( l - 0,16} = 1,68 <))(- p p = 2,4 * 10~^ 

We concluderen dat z e l f s b i j p = 0.90 de bovengrens een waarde geeft 
die slechts 16% t e hoog i s . K e n n e l i j k moet de c o r r e l a t i e wel erg hoog 
z i j n om b i j eenj gering a a n t a l elementen voor een seriesysteem van be
lang te worden.^ ,> A !̂  AL 

Meerdere elementen 

Ook voor een seriesysteem van meerdere elementen kunnen analoog aan het 
systeem met 2 elementen eenvoudige onder- en bovengrenzen worden aange
geven 

max P(F^) < P(F) < S P(F^) (4-14) 

D u i d e l i j k z a l z i j n dat deze grenzen b i j veel elementen ver u i t elkaar 
kunnen l i g g e n . De exacte bepaling of het vinden van een goede benade
r i n g i s echter vaak een zeer t i j d r o v e n d e aangelegenheid. Het i s daarom 
p r e t t i g dat de wijde grenzen (4-14) t a m e l i j k eenvoudig vervangen kunnen 
worden door ( i n veel gevallen) v e e l nauwere, eveneens ontwikkeld door 
Di t l e v s e n ( l i t . 4.2). 

Voor de bovengrens wordt er van uitgegaan dat het bezwijken b i j twee 
elementen nog exact wordt uitgerekend: 

P(F) = P(Fp + P(F2) - P(F^ en F^) 

We breiden nu u i t naar 3 elementen ( z i e f i g u u r 4.5). Voor een exacte 

faalkansberekening zou P(F) nu moeten worden vermeerderd met de kans op 

de gearceerde gebeurtenis (F^ en F^ en F^). S t e l nu dat we P(F) ver

meerderen met de kans op (F^ en F p . I n dat geval t e l l e n we er i e t s te 

veel b i j op zodat een bovengrens o n t s t a a t . Hetzelfde gebeurt als we 

P(F) vermeerderen met de kans op (F en F ) . Er g e l d t derhalve: <s \ 

P(F) < P(F ) + P(F ) - P(F en F ) + min P(F„ en F.) "̂^ 
^ i<2 

Ofwel v l a P(F2 en F.) = ^{7^) - P(F. en F^) : --'c^^'- F.-v"^ 

P(F) < P(F ) + {P(F ) - P(F en F ) } + (p(F.) - max P(F. en F.) 

(4-15) 

t 
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B i j een systeem met 4 elementen komt er nog een term 
P(F^) - max P(F^ en F^) } b i j met 1 < 3, enz. 

Ook b i j de ondergrens wordt voor twee elementen nog uitgegaan van de 
exacte formule. Voor 3 elementen wordt als ondergrensbenadering ge
b r u i k t : 

P(F) > P(F ) + {P(F ) - P(F en F ) } + {p(F ) - E P(F en F.)} 
i<2 

l e i : ook ^"^'P'^'-- 'i^ '^'-^^ U ^ ^ ^ L C ^ C A T (4-16) 

F i g . 4.5 Het gearceerde deel i s (F^ en F̂^ en F^). 

Met behulp van f i g u u r 4.5 v a l t af te lei d e n dat P(F en F en F ) 
door deze benadering t e v e e l i s afgetrokken. 
B i j een systeem met 4 elementen wordt P(F ) - E P(F en F.) b i j (4-16) 
opgeteld met 1 < 3, enz. I n d i e n , zoals b i j hoge c o r r e l a t i e het geval 

kan z i j n de bijdrage van een element negatief i s , wordt u i t e r a a r d een 
bi j d r a g e van nul a l s ondergrens gehanteerd. 

Voorbeeld 4.3 

Gegeven een s t a t i s c h bepaald vakwerk als aangegeven; voor iedere staaf 
kan een betrouwbaarheidsfunctie worden opgesteld van de vorm: 

1 p l 1 

H i e r i n i s s^^^ de vloeispannlng van staaf 1 en s^ de spanning t.g.v. 

de b e l a s t i n g F. Neem aan dat p ( S p ^ ) = 280 MPa, «(s^^) = 20 MPa, 

li ( s ^ ) = 160 MPa en ö(s^) = 20 MPa. Er geldt dan: 

de 
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KZ.) = 120 MPa ö(Z.) = 28 MPa 
X 1 

P = 4,2 

P(Z^ < 0) = K- 4,2) = 1,3 * lO"^ 

Gevraagd wordt de kans dat het systeem b e z w i j k t a l s tussen de 
vloeispanningen van de staven een c o r r e l a t i e aanwezig i s met een 
gegeven coëfficiënt p = 0,7. Een d e r g e l i j k e correlatie-coëfficiënt 
weerspiegelt dat de onzekerheid t.a.v. de vloeispannlng voornamelijk 
bepaald wordt door een "gemeenschappelijke onzekerheid aangaande a l l e 7 
staven" en i n mindere mate door " i n d i v i d u e l e s p r e i d i n g en onderlinge 
v e r s c h i l l e n " . 

We bepalen eerst de correlatie-coëfficiënt van Z. en Z.; b i j voorbeeld 
4.1 i s a f g e l e i d : ^ ^ 

cov (Z^Z^) = cov (RjRp - cov (R^S) - cov (R^S) +(a^(sj 

Voor h e t h u i d i g e voPrbeeld kan dat worden " v e r t a a l d " i n : , < >' / i ' 

4 c o v ( Z . Z . ) 4 c o v (s . s }) /a^(s.y f 4 > ' 4 ) ^ ^ ^ ' ' 

V L L L - ^ ' ^ y V cw(>(>,:,v^^-^ r L i ; f J / - > 
H i e r b i j i s aangenomen\dat de/belasting en s t g t k t e o n a f h a n k e l i j k z i j n ; '̂ 
op grond van de d e f i n i t i e van correlatJ^eróefficiënt v o l g t dan verder: 

p(Z.Z.) o ^ z p = p(Sp. Sp.) a ^ S p . ) + a^s.)^^_ A' , , ^ 

, , P ( % i % i ) ^ ^ ( % i ) + ^ ^ ^ j ) 0.7 ^ 400 + 400 680 , 
P'^^i^j'' 2; , , 2, , ~ 400 + 400 ~ 800 " "'^^ 

ö (Spj.) + O (s^) 

We berekenen eerst p^ volgens formule (4.10): 

/ { l - p } / { ( l - 0,85 ) 

Voor P(Z^ < O en Ẑ  < 0) v o l g t dan op grond van (4.13) : 

P(F. en F.) = 2 H- P^) '}'(- P*) = 0,24 (j)(- p.) = 0,24 P(F.) 

Vla bovengrensformule (4-15) toegepast op^T^elemelften, v o l g t nu: 

P(F) < P(Fp + 6 {P(F_J^) - P(F. en F.)} = 5,6 P(F.) -^b fiH ^ 

En m.b.v. ondergrensformule (4-16) v o l g t : ' P , I \ .\ 

P(F) > P(Fp + {P(F2) - P(F^ en F^)} + P(F^) - {p(F. en F_,)} + 

= 5 P(Fp - 10 P(F^ en F^) = 2,6 P(F^) 
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V e r g e l i j k e n we deze Dltlevsen-grenzen met de elementaire grenzen ( 4 - 1 5 ) 

dan zien we dat het i n t e r v a l i s gereduceerd van P(F ) < P(F) < 7,0 P(F.) 
t o t 2,6 P(F^) < P ( F ) < 5,6 P ( F ^ ) . ^ ^ 

i^Merk op dat de b i j d r a g e van staaf 5 aan de ondergrens nog maar net po-
I s i t i e f i s ; voor het zesde element i s de bi j d r a g e n egatief en moet de 

formule worden afgebroken. 

Continue serie-systemen (geen examenstof) 

Tenslotte beschouwen we een continu s e r i e systeem ( d l j k l l c h a a m , beton-
balk enz.) zoals weergegeven i n f i g u u r 4.6. Aangenomen wordt dat de 
s t e r k t e van het systeem i n e l k punt een stochastische grootheid i s met 
(constant) gemiddelde ^ ( R ) en (constante) standaardafwijking a ( R ) . De 
s t e r k t e i n twee v e r s c h i l l e n d e punten x̂ ^ en x^ wordt a l s gecorreleerd 

beschouwd, waarbij de waairde van de correlatie-coëfficiënt a l l e e n a f 
hangt van de afstand Ax = ïkx̂  - x̂ .̂ Als Ax heel k l e i n i s z a l p d i c h t b i j 

de waarde 1 l i g g e n omdat heleXgrote v e r s c h i l l e n op korte afstand on
w a a r s c h i j n l i j k z i j n . Voor grotexwaarden van Ax neemt; p steeds verder 
af , h e t z i j t o t een l i m i e t n u l , h e t z i j t o t een l i m i e t o n g e l i j k n u l . Een 
v e e l gebruikte u i t d r u k k i n g voor d e \ c o r r e l a t i e f u n c t i e i s ( z i e f i g u u r 
4 . 6 ) . \ / 

P { R ( X ) , R(X + A X ) } = exp {- / ( 4 - 1 7 ) 

H i e r i n i s d de zogenaamde c o r r e l a t i e - a f s t a n d . 

De meest voor de hand liggende methpde om een d e r g e l i j k probleem aan te 
pakken i s om het beschouwde continue systeem'op te delen i n d i s c r e t e 
elementen. Binnen een element wojrÓt de s t e r k t e dan als een n i e t - f l u c t u -
erende ( v o l l e d i g gecorreleerde)/grootheid beschouwd, en kan op de ge
b r u i k e l i j k e w i j z e een betrouwbaarheidsindex Wprden bepaald. Voor be
rekening van de systeemfaalk'ans heeft nu de elementaire formule ( 4 - 1 4 ) 
weinig betekenis. I n d i e n mén het systeem i n meer elementen v e r d e e l t , 
b l i j f t de kans per element g e l i j k en neemt de bovehjgrens evenredig met 
het aantal elementen tpé. Voor de bepaling van een bpvengrensbenadering 
moeten we ons daarom baseren op formule ( 4 - 1 5 ) . Na opdeling i n n iden
t i e k e elementen v o l g t daarmee: 

P ( F ) = P(F ) + ( n - 1 ) { P ( F . ) - max P(F en F.) 

j < l ^ 

De c o r r e l a t i e tussen twee elementen i s het g r o o t s t a l s deze naast e l 
kaar l i g g e n ; dientengevolge i s ook P(F^ en F.) maximaal voor aangren
zende elementen: 

ECF) = P(Fp + ( n - 1 ) {P(F.) - P(F^ en F._p 

Daar a l l e elementen dezelfde betrouwbaarheidsindex p b e z i t t e n : 

P(F) = $ ( - p) + ( n - 1 ) {((.(- p) - 2 (1)(- p) 4)(- p ^ " P„ )} 

/ ( l - p^) 
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De correlatie-Voëfficiënt p i s h i e r g e l i j k aan de correlatie-coëffi
ciënt p(Z^Z^_p\van twee mechanismen, met Ẑ  = - S waarbij de R. 

gecorreleerd zijnXvolgens (4-17). Gaan we er (gemakshalve) van u i t 

dat de b e l a s t i n g S d^etermlnistisch dan i s p(Z.Z. ) = p(R.R. ) = 
r\ \ i 1— 1 1 1— 1 

exp (-(Ax/d)X. \ 
B i j een groot a a n t a l élementen i s Ax k l e i n en l i g t p d i c h t b i j 1, We 
maken gebruik van de benadering: 

p « 1 - (Ax/d)^ ên p^ « 1 - 2(Ax/d)^ 

De formule voor P(F) kan daarmee verder worden ontwikkeld t o t : 
/ 

P(F) = K" P) [1 + ( n - l ) \ { l - 2 <}>(- p ^ ^ ) } ] / 
/ 

Voor k l e i n e u kan ())(u) benaderd worden a l s : / 

^(u) = KO) + u ((,'(0) = i + /21f / 
I 

Hiervan gebruik makend v o l g t : / 

P(F) = P) [1 + (n-1) (1 - 1 + - X , M x _ j ] 

P(F) = K- p) [1 

Neem nu Ax = L/n, en bedenk dat n/groot i s : 
/ 

P(F) = <}.(- p) { l + TII) (4-18) 

We concluderen dat de benadering n i e t meer a f h a n k e l i j k i s van het aan
t a l elementen n waarin het continue systeem Is onderverdeeld. 
Een interessante i n t e r p r e t a t i e van (4-18) i s de volgende: a l s L/d groot 
i s kan het systeem opgedeeld gedacht worden in,elementen met een lengte 
d /u/P; deze elementen mogen dan als s t a t i s t i s c h ongecorreleerd worden 
beschouwd. 

Ten s l o t t e : b i j de a f l e i d i n g van formule (4-18) i s \ verondersteld dat 
ö(S) = O, Als ö(S) + O gaat (4-18) over i n : \ 

P(F) = py {1 + ^ } \ (4-19) 

2 / 2 2 2 
H i e r i n i s "/V^'^R °^ 
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Fig. 4.6 

4.3 Het parallelsysteem 

Een parallelsysteem wordt i n z i j n algemeenheid gekenmerkt door het f e i t 
dat elementen elkaar kunnen compenseren: het f a l e n van één element 
l e i d t n i e t automatisch t o t f a l e n van het systeem. De w i j z e waarop dat 
gebeurt kan overigens nogal v e r s c h i l l e n . V e r g e l i j k b i j v o o r b e e l d de pa
rallelsystemen van de f i g u r e n 4.7a en 4.7b. I n f i g u u r 4.7a wordt een 
gebied tegen Inundatie beschermd door twee waterkeringen. Als de p r i 
maire k e r i n g f a a l t , t r e e d t n i e t o n m i d d e l l i j k i n u n d a t i e op omdat dan de 
tweede k e r i n g i n werking t r e e d t . Pas als ook de tweede k e r i n g f a a l t , 
f a a l t het systeem a l s geheel. Een d e r g e l i j k systeem i s e i g e n l i j k de' 
zuivere tegenhanger van het serie-systeem: het seriesysteem f a a l t a l s 
één van de elementen f a a l t , het parallelsysteem werkt als êén van de 
elementen werkt. Mathematisch z i j n de beide systemen dan ook g e l i j k 
waardig als men faalkansen door succeskansen vervangt en omgekeerd. 
Hierop wordt nader teruggekomen b i j het hoofdstuk over de systeem
analyse m.b.v. fouten- en gebeurtenlssenbomen. 

In d i t hoofdstuk z u l l e n we ons bezighouden met het andere type p a r a l 
lelsystemen, namelijk dat van f i g u u r 4.7b. Getekend i s een p o r t a a l met 
twee kolommen waarop een ho r i z o n t a l e b e l a s t i n g werkt. Deze b e l a s t i n g 
wordt door beide opgenomen en het systeem f a a l t a l s de b e l a s t i n g g r o t e r 
i s dan de som van de twee kolomcapaciteiten. De s t e r k t e van het systeem 
i s dus g e l i j k aan: 

R = + R 2 (4-20) 

waar b i j de maximale r e a c t i e k r a c h t i s die door kolom 1 geleverd kan 
worden. 

Voor de gel d i g h e i d van formule (4-20) i s het overigens van belang dat 
het last-verplaatsingsdiagram van een enkele kolom een d u c t l e l ( t a a l ) 
karakter heeft. Deze e i s i s nader t o e g e l i c h t i n f i g u u r 4.8a en 4.8b. 
B i j een t a a i gedrag (met een ho r i z o n t a a l v l o e l t r a j e c t ) wordt (4-20) i n 
derdaad v o l l e d i g gehaald. B i j een bros gedrag echter kan, a f h a n k e l i j k 
van de s t i j f h e i d s v e r h o u d i n g e n de draagkracht van het systeem lager z i j n 
dan de som van de componentensterkten. 
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Een p r a k t i s c h v o o r b e e l d h i e r v a n i s de d w a r s k r a c h t c a p a c i t e i t v a n e e n 

gewapend b e t o n b a l k : z o w e l h e t b e t o n a l s de w a p e n i n g l e v e r e n e e n b i j 

d r a g e : h e t b e t o n (met e e n b r o s k a r a k t e r ) e c h t e r b i j e e n l a g e r e v e r v o r 

ming dan h e t s t a a l . B e i d e c a p a c i t e i t e n mogen dan ook n i e t z o n d e r meer 

worden o p g e t e l d . 

U i t e r a a r d z i j n " b r o s " en " d u c t i e l " op z i c h ook weer u i t e r s t e n v a n e e n 

s c a l a v a n m o g e l i j k h e d e n . M e e s t a l b e v i n d t de w e r k e l i j k h e i d z i c h e r e r 

gens t u s s e n i n . I n h e t a l gemeen z a l e e n c o n s t r u c t e u r e r e c h t e r n a a r 

s t r e v e n de c o n s t r u c t i e zo " d u c t i e l " m o g e l i j k t e maken: d i t v e r h o o g t i n 

h e t a l gemeen de d r a a g k r a c h t en de r e s e r v e . Om d i e r e d e n , maar ook v a n 

wege de b e t e r e m a t h e m a t i s c h e t o e g a n k e l i j k h e i d z u l l e n we ons v e r d e r be

p e r k e n t o t h e t d u c t i e l e p a r a l l e l s y s t e e m . 

D u c t i e l p a r a l l e l s y s t e e m met 2 e l e m e n t e n 

De d r a a g k r a c h t van d i t s y s t e e m t y p e i s r e e d s g egeven door ( 4 - 2 0 ) . Voor 

h e t g e m i d d e l d e p(R) en de s t a n d a a r d a f w i j k i n g 0 ( R ) v o l g t daarmee: 

^ ( R ) p(Rp + p(R^) 

/(Rp + 2pa(Rpö(Rp + ö^Rp 

( 4 - 2 1 ) 

ö ( R ) -7.Cl ( 4 - 2 2 ) 

A 

( a ) R = m a x (RT 

(b) 

-7777-

R = R1+R2 

F i g . 4.7 V e r s c h i l l e n d e s o o r t e n p a r a l l e l s y s t e m e n 
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U U 

( a ) t a a i (b) bros 

F i g . 4.8 Parallelsystemen voor t a a i en bros gedrag. 

Als aangenomen wordt dat beide elementen dezelfde s t a t i s t i s c h e eigen
schappen b e z i t t e n , g e l d t : 

p(R) = 2p(R.) ^ (4-23) 

2 2 , 
ö (R) = O (R^) {2 + 2p} (4-24) 

I n t e r e s s a n t i s om na te gaan wat de variatiecoëfficiënt V(R) van het 
systeem wordt: 

OOI ^ L . ) / { 2 + 2 p } 

= H U ) = 2 p(R.) = • ^ i d + PT (4-25) 

Als de elementen o n a f h a n k e l i j k z i j n (p = 0) daa l t de variatiecoëffi
ciënt van het systeem t o t 0,7 maal de variatiecoëfficiënt van één 
element. De p a r a l l e l s c h a k e l i n g heeft dus een gunstige werking omdat de 
r e l a t i e v e s p r e i d i n g afneemt en daarmee het systeem betrouwbaarder wordt 
dan z i j n componenten. D i t e f f e k t vermindert overigens naarmate de com
ponenten meer gecorreleerd z i j n en i s b i j v o l l e d i g e a f h a n k e l i j k h e i d 
(p = 1) helemaal verdwenen. 

D u c t i e l parallelsysteem met n-elementen 

Voor een systeem met n elemente-.met g e l i j k gemiddelde en standaardaf
w i j k i n g g e l d t : • 
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\i(R) = E |x(R.) = nn(R.) (4-26) 

a^(R) = E E p.j 0(R.) ö(Rj) = a^(R.) E E p.^ (4-27) 

We werken d i t nader u i t voor v e r s c h i l l e n d e gevallen: 

1. Onafhankelijke elementen • ^ ( 

Met p_̂ ^ = O voor i ^ j wordt (4-27) : 

a (R) = n a (R.) ^ j p / (4-28) 

Voor de variatiecoëfficiënt van het systeem volgt:., -̂W- M ' • 

y , 1 -i' • 4 

V(R) = V(R.)//n L . V . ^ i / ( f A 'p^'"'' ^^"^^^ 

D i t i s de reeds eerder geconstateerde afname van de r e l a t i e v e s p r e i 
ding b i j o n afhankelijke elementen. i <fi^ 'k , \ 

2. G e i l jk-gecorreleerde elementen '.^^^ ,„ n. • i i 

Met p = p voor i # j e n p = 1 voor 1 = j 
1 • u 

a^(R) = a^(R^) { n + (n^-n) p} (4-30) n^-J? D^t' 

V(R) = V(R^) / ( l - - ) p + - '̂'̂^ ^ \ , ... j Y (|-31) 

Voor grote n gaat V(R) naar V(R)^) /p ~ '̂ ' ' ' ^ 

3. C o r r e l a t i e die afneemt met de afstand 

2 
Als p. . = exp {-(Al/m) } met Al = i - j (d.w.z. de c o r r e l a t i e i s hoog 

^ 3 
voor d i c h t b i j elkaar gelegen elementen en laag voor elementen die 
verder van elkaar v e r w i j d e r d z i j n ) dan v o l g t (zonder bewijs) voor 
grote n en m 

0^(R) = 0^(R.) /n n m (4-32) 

V(R) = V(R.) 
y m/ïi' 

' Een d e r g e l i j k systeem van n gecorreleerde elementen kan men dus ver
vangen denken door een systeem van n/m/n ongecorreleerde elementen. 

Als het systeem b e l a s t wordt door een stochastische b e l a s t i n g S, dan 
hangt de faalkans n a t u u r l i j k ook af van li.(S) en cy(S). I n f i g u u r 4.9 i s 
de faalkans weergegeven a l s f u n c t i e van het aantal elementen en hun on
d e r l i n g e (constante) c o r r e l a t i e . B i j de berekening i s uitgegaan van 
p(R)/p(S) = 2, V(R ) = 0,10 en V(S) = 0,20. 

1 
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2 K 10 
-L 

p=0 

1.0 

MzM 

F i g . 4.9 Faalkans voor parallelsysteem met n onderling g e l i j k gecor
releerde elementen met ii(R) = 2 |i(S) en V(R ) = 0,10, 
V(S) = 0,20. i 

Voorbeeld 4.4 

1 1 \ M M M 

M 
Pl X) A 

^ 2 / 

Een ingeklemde s t a l e n l i g g e r met overspanning L wordt belast door een 
g e l i j k m a t i g e b e l a s t i n g q. De l i g g e r b e z w i j k t a l s zich d r i e p l a s t i s c h e 
scharnieren hebben ontwikkeld, te weten éên i n het veld en twee b i j de 
inklemmingen. De betrouwbaarheidsfunctie Z l u i d t : 

Z = i Mp^ + Mp^ -H i M P 3 - ^ q\} 

I n d i t parallelsysteem komen dus gewichtsfaktoren voor die bepaald wor
den door de mechanica-eigenschappen van het systeem. 
Als s t a t i s t i s c h e eigenschappen gaan we u i t van: 

X li(X) V(X) 

Mp. 

q 
L 

90 kNm 
2 0 kN/m 
6 m 

10% 
20% 
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Van belang I s verder de a f h a n k e l i j k h e i d van de momenten Mp^. Beschouw 
eerst v o l l e d i g e a f h a n k e l i j k h e i d : 

90 kNm 

(25,5 kNm)^ 

Vervolgens nemen we de Mp^ v o l l e d i g o n a f h a n k e l i j k ; hierdoor verandert 

n i e t het gemiddelde van Z maar wel de stand a a r d a f w i j k i n g : 

ö^(Z) = ( 4 , 5 ) ^ + ( 9 ) ^ + ( 4 , 5 ) ^ + ( 1 8 ) ^ = (21,1 kNm)^ 

p = 90/21.1 = 4.3 

P(F) = 0.8 * 10~^ 

De w e r k e l i j k h e i d z a l tussen beide extremen i n l i g g e n , maar vermoedelijk 
het d i c h t s t b i j v o l l e d i g e c o r r e l a t i e . Het i s n i e t w a a r s c h i j n l i j k dat 
zich-binnen; een s t a l e n balk van 6 m lengte erg grote v e r s c h i l l e n z u l l e n 
voordoen. Laten ,we b i j w i j z e van voorbeeld aannemen dat p^^ = p^^ = 

0,9 en p^2 = 0,8 (vanwege de grotere a f s t a n d ) . I n dat geval v o l g t : 

a^(Z) = {E E p^. c.Cj a(Mp.) a(Mpp} + L^a^(q) 

Hier z i j n c^ de coëfficiënten behorende b i j Mp^ i n de betrouwbaarheids

f u n c t i e , ofwel c^ = c.3 = 0,5 en c^ = 1,0. i . 1 | ( / ^ 

Uitwerken hiervan: \ / 

a^(Z) = a^Mp.) {E E p . j c . c j } + {-^ L^a(q)f = 

= 9̂  { ( 0 , 5 ) ^ + ( 1 ) ^ + ( 0 , 5 ) ^ + 2(0,9)(0,5)(1) + 2 ( 0 , 8 ) ( 0 , 5 ) ^ + 

+ 2 ( 0 , 9 ) ( 1 ) ( 0 , 5 ) } + 18^ = (25,0 IcNm)^ 

Daarmee v o l g t t e n s l o t t e : 

P = 90/25,0 = 3,60 

P(F) = 0,16 * l 'o"^ 

De c o r r e l a t i e doet, zoals verwacht kon worden, het gunstige p a r a l l e l -
e f f e k t v r i j w e l helemaal t e n i e t . 

;Z = 2Mp. - I qL^ 

\i(Z), = 180 - 1 (20)6^ = 

a^Z) = ( 1 8 ) ^ + ( 1 8 ) ^ = 

p = 90/25,5 = 3,54 

P(F) = 0,20 * 1 0 " ^ 
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Continue parallel-systemen (geen examenstof) 

Tenslotte beschouwen we nog een continue p a r a l l e l systeem ( b i j v o o r b e e l d 
het g l i j v l a k van f i g . 4.2) w a a r b i j de s t e r k t e n i e t gegeven wordt door 
een som maar door een I n t e g r a a l t 

R = ƒ \ ( x ) dx / (4-34) 

Als het gemiddelde p ( r ) en de standaardafwijking a ( r ) constant z i j n 
g e l d t ( v g l . (4-26)\en ( 4 - 2 7 ) ) : 

^i(R) = ap(r) \ / (4-35) 

2 2 ^ ^ ' '' ' ' 
O (R) = ö ( r ) ƒ ƒ p { r ( x ) r ( x )} dx d x V (4-36) 

O O \ ^ ^ / 

/ 
Als p ( r ( x p ^(^2'^^ a l l e e n afhangt van het v e r s c h i l Ax = x^ - x^ en ge

geven wordt door (4-17), kan worden aangetoond dat voor grote a/d 

g e l d t : 
\ / 

2 2 \ 
a (R) = a ( r ) . ( / T i ' a d ) \/ (4-37) 

X 

V(R) = V ( r ) / \ (4-38) 

\ 
Men kan het continue systeem/derhalve opvatten a l s een d i s c r e e t systeem 
bestaande u i t n = a/d/it o n a f h a n k e l i j k e elementen met lengte d/it, gemid
delde p ( r ) d/u en s t a n d a a r d a f w i j k i n g a ( r ) ' W n . 

Voorbeeld 4.5 (overgenomen u l t [ 4 . 2 ] ) 

Beschouw de d i j k van / i g u u r 4.10a. Getekend ié een cylindervorming 
g l i j v l a k waarbij deylengte van de cir k e l b o o g a en de breedte van het 
g l i j v l a k b genoemd/is. We definiëren nu de s t a b i l i t e i t s f a c t o r f a l s de 
verhouding van he^t' weerstandbiedend moment M en het aandrijvend moment 
M : / 
s / 

/ \ 

_/ 

M /s.a.b.r + 2A r' s 
f = — J . e 

M / Isfbc 
s/ 
/ 

H i e r i n i s / r de s t r a a l van de g l i j c l r k e l , A het oppervlak en r' de e f 
fectieve/arm van_kopvlakken, W i s het gewicht per lengte,en c de excen
t r i c i t e i t ; s en s z i j n de ruimtelijk-gemiddelde ongedraineerde s c h u i f -

s t e r k t e n , waarbij s b i j v o o r b e e l d gegeven wordt door: 

,/ ^ ^ ^ s((t),x) rd(|).dx 



a 

(a) gegevens: r = 16 m, r' = 10 m, a 
W = 1800 kN/m 

y ( f ) 

= 12 m, c = 10 m, A = 90 

3A 

b 
100 m 

(b) gemiddelde s t a b i l i t e i t s f a c t o r a l s f u n c t i e van b 

V(s) 
0.21 

100 m 

(c) variatie-coëfficiënt gemiddelde s c h u i f s t e r k t e 

(d) betrouwbaarheidsindex {3 

Fig. 4.10 
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Aangenomen wordt dat s een stochastische grootheid i s met gemiddelde 
2 

p(s) = 130 kN/m , een variatiecoëfficiënt V(s) = 0.31 en een c o r r e l a 
t i e p a t r o o n volgens ( v e r g e l i j k 4-17): ' 

D i t patroon i s dus een tw^dimensionale uitbreldin§/van (4-17) 

We bepalen eerst m.b.v. de g,^gevens van f i g u u r 4 ^ de gemiddelde waarde 
van f a l s f u n c t i e van de g l i W l a k b r e e d t e b. Bij v o o r b e e l d voor b = 100 
v o l g t : \ / m 

\ 

u ( f ) - (130)(12)(100)(16) -f\2(90)(10)(150) , 
^ ' (1800)(12)(100) / " ^'^^ 

\ 
Het v o l l e d i g e r e s u l t a a t i s u i t g e z e t \ l n f i g u u r 4.10b. Het b l i j k t dat 

A 
ig a 

past: \ 

...v. v v ^ j . j . c v i j . g c i - c o u j - u d c i i . i ö uiLgezeu\^in r i g u u r ^.iUb. Het b l i j k t dal 
\x(f) een dalende f u n c t i e i s van b met als limietwaarde voor b «>: 
\i(f) = 1.34. \ 

/\ 
Vervolgens beschouwen we de s p r e i d i n g . \Voor de variatiecoëfficiënt van 
s g e l d t , a l s 4-38 zowel i n x - r i c h ^ i n g al^s langs de c i r k e l wordt toege-

V(s) = V(s) / - ^ = v(s) n/.^ 
b\ a 

Voor b = 90 m v o l g t : / 

V ( i ) = (0.31) 0.14 
/ 

/ 

l n f i g u u r 4.10 i s v/s) als f u n c t i e van b weergegeven (\bedenk dat voor 
k l e i n e waarden van/b benadering (4-38) n i e t meer g e l d i l i s ) . We s t e l l e n 
nu gemakshalve V(/f) g e l i j k aan V(s) waarna een betrouwba^arheidsindex 
p bepaald kan wpfden u l t \ 

- ^ ^ ( f ) / - 1 
oCf) 
/ 

/ 
D i t r e s u l t a a t , eveneens als f u n c t i e van b, i s u i t g e z e t i n f i g u u r 4.10d. 
Het b l i j k t dat b i j b = 60 m de betrouwbaarheidsindex p een minimum be
r e i k t . B i j een k l e i n e r e waarde van b i s de v e i l i g h e i d g r o t e r omdat de 
bi j d r a g e van de kopvlakken t o t een hoge p ( f ) l e i d t . B i j grotere waarde 
van b / l e l d t de d a l i n g van V(s) ( p a r a l l e l w e r k i n g ) t o t een dusdanige ver
mindering van de onzekerheid, dat p weer op kan lopen. We constateren 
da^/het p r o b a b i l i s t i s c h e model l e i d t t o t een meer r e a l i s t i s c h r e s u l t a a t 
( e i n d i g e g l i j v l a k b r e e d t e ) dan het de t e r m i n i s t i s c h e model. 
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Systeemoverwegingen b i j het ontwerpen 

De gegeven theoretische e x p l i c a t i e s over de eigenschappen van systemen 
komen op d i t moment nog n i e t of nauwelijks i n aanmerking voor d i r e c t e 
en k w a n t i t a t i e v e toepassing i n de p r a k t i j k . Wel kunnen een aant a l 
/bruikbare k w a l i t a t i e v e conclusies worden getrokken: 

- zorg dat een systeem voldoende reserve en redundancy ( o v e r t o l l i g h e i d , 
p a r a l l e l w e r k i n g ) b e z i t ; de v e i l i g h e i d kan daardoor s t e r k toenemen, 
vooropgesteld dat de p a r a l l e l geschakelde elementen n i e t v o l l e d i g 
s t a t i s t i s c h a f h a n k e l i j k z i j n ; 

- zorg ervoor, dat een parallelsysteem voldoende d u c t i l i t e i t ( t a a i h e i d ) 
b e z i t ; 

- e l k serie-geschakeld element en elk faalmechanisme verhoogt de f a a l 
kans, t e n z i j v o l l e d i g e c o r r e l a t i e aanwezig i s . Vermijdt daarom een 
zeer groot aantal mechanismen die a l l e dezelfde faalkans b e z i t t e n . 
Beter i s het daar, waar dat eenvoudig kan, een extra v e i l i g h e i d i n te 
bouwen of over te dimensioneren. Faalkansen i n de orde van de ge
accepteerde systeemfaalkans moet men u i t s l u i t e n d reserveren voor de 
hoofdmechanismen. 
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5. STERKTE EN LEVENSDUUR 

5.1 Modellen voor de s t e r k t e 

De m a t e r l a a l s t e r k t e zoals die gehanteerd wordt b i j de berekening van 
c o n s t r u c t i e s , Is l n beginsel een macroscopisch begrip. De breuk- of 
vloeispannlng van een mat e r i a a l wordt bepaald door de t o t a l e kracht op 
een p r o e f s t u k ( t r e k s t a a f , kubus) te delen door het oppervlak. Het i s 
d u i d e l i j k dat op deze w i j z e v o o r b i j wordt gegaan aan het krachtenspel 
i n het p r o e f s t u k waarbij de inwendige s t r u c t u u r ( k o r r e l s , vezels) en de 
aanwezigheid van defecten (microscheuren, d i s l o c a t i e s , kwasten) een be
l a n g r i j k e r o l spelen. Het pr o e f s t u k i s e i g e n l i j k weer een c o n s t r u c t i e 
op z i c h . Vanuit die gedachte l i g t het voor de hand het macromateriaal-
gedrag te analyseren met behulp van de th e o r i e van systemen. 

Een.,ma_teriaal met een bros gedrag ( p o r c e l e i n , steen) doet Inderdaad i n 
sterke mate denken aan een seriesysteem en een materiaa l met een duc
t i e l gedrag ( s t a a l ) aan een parallelsysteem. De meeste materialen z i j n 
i n w e r k e l i j k h e i d combinaties van beide, maar dat neemt n i e t weg dat het 
z i n v o l i s beide ideaal-schematiseringen te bestuderen. 

5.2 Bros materiaalgedrag 

Het meest ontwikkeld i s de t h e o r i e van de brosse breuk (weakesixllnk) 
waarvoor de grondslag werd gelegd door Weibull [5.1] inn[93? en die l a 
t e r uitgewerkt i s door met name Freudenthal [5.2] en [ 5 . 3 ] . De grond
gedachte i s dat een ma t e r i a a l opgebouwd gedacht kan worden u l t een aan
t a l elementaire c e l l e n ( f i g u u r 5.1). Iedere c e l h e e f t een bepaalde 
kansverdeling voor de s t e r k t e . Meestal wordt het voorgesteld a l s o f i n 
ieder element een aa n t a l defecten aanwezig i s van ve r s c h i l l e n d e aard. 
Deze defecten z i j n random door het materi a a l verdeeld. Het i s dus z u i 
ver aan het toe v a l te w i j t e n of een bepaalde c e l wel of n i e t het defect 
b e z i t dat b i j een bepaalde spanning t o t breuk l e i d t . Verder wordt aan
genomen, dat een breuk i n één c e l z i c h o n m i d d e l l i j k v o o r t p l a n t over het 
gehele p r o e f s t u k . Op die manier vormen a l l e elementaire c e l l e n een se
riesysteem van onafhankelijke elementen. 

Veronderstel dat de faalkans van elementaire c e l i voor het niveau r 
gegeven wordt door: 

/ 

1 

P. = P {R. < r } = F ^ . ( r ) (5-1) 

Aangezien we geïnteresseerd z i j n i n 
elementen, i s vooral het gedrag van 
van belang. 

de k l e i n s t e van een groot a a n t a l 
PR-[(r) b i j de lage waarden van r 
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/ / _ 

s / 
• 

s s V ck. lAc 

Fig. 5.1 Opdeling van een materiaal i n een a a n t a l elementaire c e l l e n 
de s t e r k t e van een c e l i s a f h a n k e l i j k van een random-defect 

t F R i ( r ) 

Fig. 5.2 Mogelijke vormen van de l i n k e r s t a a r t voor Fj^^(r) = ( r / r ^ ) , 

In de t h e o r i e van de brosse breuk wordt aangeixomen dat het gedrag van 
Fp.(r) voor k l e i n e , F„.(r) goed beschreven kan worden door: 
Kl - Kl 

Fj^ . ( r ) = ( | - ) " voor Fj^.(r) « 1 en r > O ( 5 - 2 ) 

Figuur 5.2 maakt d u i d e l i j k dat een r e d e l i j k e v r i j h e i d bestaat i n moge
l i j k e vormen voor de s t a a r t van F j ^ ^ ( r ) . Negatieve waarden van r z i j n 
b i j voorbaat geëlimineerd. 

De kans dat het gehele systeem van n elementen (n >> 1 ) een s t e r k t e R 
heeft hoger dat r , wordt i n analogie van het serie-systeem ( z i e 4 .2) 
gegeven door: 

P ( R > r ) = P ( R , > r en R^ > r en R > r 
1 2 n 

= P { R J ^ > r j p f R ^ > r } .. P { R ^ > r 

= [ P { R ^ > r } ] 



exp {- n F j ^ . ( r ) } • | - I " L i I f o 4 

exp , ,̂  

Daarmee v o l g t voor de v e r d e l i n g s f u n c t i e van de m a t e r l a a l s t e r k t e : 

F^(r) = 1 - exp {- n ( ^ ) " } (5-3) 
^ c 

We herkennen h i e r i n de We i b u l l - v e r d e l l n g ( z i e hoofdstuk 2 ) . S t e l verder 
het volume van het basis-element g e l i j k aan v en het geheel beschouwde 
volume v; daarmee I s n = v/v^ en gaat (5-2) over l n : 

Fj^(r) = 1 - exp {- (5-4) 
o c 

Door eenmaal differentiëren hiervan v i n d t men de d i c h t h e i d s f u n c t i e van 
de We i b u l l - v e r d e l l n g . De vorm wordt l n sterke mate bepaald door de pa
rameter a zoals weergegeven l n f i g u u r 5.3. 

Het gemiddelde en de variatiecoëfficiënt worden gegeven door: 

V c^ev- xt t̂if: cif c Kit- I k : c 4-̂  , |( (' 

M.(R) = r ( - ^ ) ^ / " r ( l + - ) ^ W--e>-̂ ro-~P' 

v(R) = / m ^ ^ ^ T ^ r r : A (5-6) 
r ( i + I/O.) - ^ -

We concluderen h i e r u i t dat de gemiddelde s t e r k t e k l e i n e r wordt naarmate 
het volume v toeneemt ( z i e f i g u u r 5.4); de variatiecoëfficiënt V(R) 
daarentegen b l i j f t constant. 

I n (5.4) en (5.5) i s r ( l + z) de zogenaamde gamma-functie. De belang
r i j k s t e eigenschappen van deze f u n c t i e z i j n : 

1) als z geheel dan: r ( l + z) = z!, derhalve r ( l ) = 1, r ( 2 ) = 1, 
r(3) = 2 enz. 

(2) algemeen g e l d t : r ( l + z) = z r ( z ) 
(3) r ( i ) = / T I 

Verder dient de T-fu n c t l e t e worden opgezocht i n t a b e l l e n . Voor prac
t i s c h e waarden van a (zeg 1 < a < 10) g e l d t overigens 0,88 < F (1 + 1/a) < 
1,0 en V = 1/a. 
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r 

Fig. 5.3 Kansdichtheidsfunctie van de We i b u l l - v e r d e l i n g voor v e r s c h i l 
lende waarden van a (voor a l l e curven geldt een gemiddelde 
waarde g e l i j k aan 1.0). 

a = 6 (V=0.20) 

cc = 2 (V=0.52) 

oc= 1 (V = 1.00) 

cc =0.5 (V = 2.2A) 
•4 — \ — — — / 
1.0 2.0 V / V Q 

Fig. 5.4 Het gemiddelde p(R) a l s f u n c t i e van het volume voor ver
s c h i l l e n d e waarden van a. 

Voorbeeld 5.1 

De W e i l b u l l - v e r d e l i n g i s het eenvoudigst a l s a = 1 (exponentiële ver
d e l i n g ) . 
Er g e l d t dan: r ( 1 + 1/a) = r ( 2 ) = 1.0 en r ( l + 2/a) = r ( 3 ) = 2.0. 
Het gemiddelde en de variatiecoëfficiënt worden gegeven door: 
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,(R) = ( ^ ) 

V(R) = / j - 1 = 1,0 

Andere eenvoudige uitkomsten treden op a l s a = 1/3 enz., maar deze 
z i j n voor toepassingen minder i n t e r e s s a n t . 

Voorbeeld 5.2 j'[{j..o;;\^ o / ^ f ^ ' V ^ - | 

l 
Als a = 2 kan v l a r ( l , 5 ) = 0,5 r(0,5) = 0,5 /n en r ( 2 ) = 1, het gemid
delde en de variatiecoëfficiënt bepaald worden a l s : 

p(R) = r ^ ( : ^ ) * r ( l , 5 ) = i /u ( ^ ) ^ ^-A^^^ 

V(R) = / ^ - l'= 0,52 

Voor a = 2 komt de We i b u l l - v e r d e l l n g precies overeen met de bekende 
Raylelgh-verdellng ( z i e ook f i g u u r 5.3). ( .̂ ĉ̂  Ucx̂ ^̂ Û ") 

Voorbeeld 5.3 

Neem aan dat betonkuben van 0,2 x 0,2 x 0,2 m"̂  een gemiddelde s t e r k t e 
hebben van 20 MPa en een variatiecoëfficiënt van 0,20. Gevraagd wordt 
met behulp van de brosse-breuk-theorie de gemiddelde s t e r k t e te bepalen 
van een 4 m hoge kolom met afmetingen 0,4 x 0,4 m̂ . 

^(\ o l o m ) = ^ c ( ^ ) " r ( l + i ) M 
kolom 

kubus " 

De onbekenden r ^ en v^ kunnen worden gedimensioneerd; v i a V = 0,20 
v o l g t verder a^= 6 zodat: y i / / /, ̂  '̂̂  

^(\olom> = ( ^ > " ^^(\ubus) = 4 ^ ' * 20 = 0,48 x 20 = 9,6 MPa 
kolom . 

Meestal wordt de t h e o r i e nog u i t g e b r e i d met een ondergrensterkte. Aan
genomen wordt dat geen enk:ele,.elementalr.e c e l bezwijkt beneden de waar-
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Daarmee wordt de W e i b u l l - v e r d e l i n g : |̂  

F ( r ) = 1 - exp {- ( ~ ) t ~ - ^ f } ' (5-8) 
ix V r 

O c 

V 
r 

O c ^v ' " a 

V 

li(R) = r + r„ ( 3 ^ ' ' " r ( l + h (5-9) 
I o / r ( l + 2/a)~^ 

|i(R) 

V(R) = / 'V " '"^^ - 1 - 7/ (5-10) ufR") 2 'P 
^̂ ^̂  r ( l + 1/a) 

Of deze minimumsterkte w e r k e l i j k bestaat of n i e t i s noo i t met zekerheid 
aangetoond. Wel i s waar dat de verschuivingsterm r aan de Weibull-ver
d e l i n g een grote f l e x i b i l i t e i t geeft die het mogelijk maakt om u i t e e n 
lopend s t a t i s t i s c h m a t e r i a a l te bes c h r i j v e n , vaak ook i n gevallen waar 
de fysische achtergrond ontbreekt ( b i j v o o r b e e l d de v e r d e l i n g van momen
tane windsnelheden of go l f h o o g t e n ) . 

Een aardige v e r i f i c a t i e van de t h e o r i e i s gedaan door Pisarenko en be
schreven i n B o l o t l n [ 5 . 4 ] . Pisarenko heeft proeven gedaan op een me
taal-keramische l e g e r i n g met volumina van 911, 7290 en 17280 mm-̂. De 
gemiddelden bedroegen resp. 9,9, 11,5 en 14,9 kg/m . Ind i e n 17280 mm-̂  
al s standaardvolume v wordt aangehouden kan m.b.v. formule (5-9) be
paald worden dat: 

r ^ =1 kg/m^ " ^ kg/m^ a = 7,25 

De variatiecoëfficiënt zou t h e o r e t i s c h op grond van (5-10) 16% moeten 
bedragen. Gemeten b i j de diverse afmetingen z i j n achtereenvolgens: 12%, 
12% en 16%, ofwel gemiddeld 13%. 

Voorbeeld 5.4 

Voor beton bedraagt, eveneens volgens B o l o t l n , de a-waarde 3 en geld t 

b i j VQ = 0,1 * 0,1 * 0,1 m^: 

p(R) = P(RQ) [0,58 + 0,42 (-f)^^^] 

De minimumsterkte van beton zou derhalve g e l i j k z i j n aan 58% van de 

gemiddelde s t e r k t e b i j VQ = 0,001 m , Met behulp hiervan maken we nog
maals de berekening van voorbeeld 5.3. Eerst de gemiddelden voor de 
0,2 * 0,2 * 0,2 kubus en de kolom: 

'̂ (̂ O.OOŜ  = ^̂ ^̂ O.OOP I0'58 + 0,42 (g) ' ] = 0,79 V-(RQ^QQ,) 

1 1/3 
^^(\olom) = ^(^0.001> [0,58 + 0,42 ( ^ ) ] = 0,63 P(Ro , o o i ) 
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Derhalve 

li(R, , ) = 0,80 n(R„ 
kolom 0,008 

M.b.v. formule (5-10) v a l t t e berekenen dat voor v = 0,001 m"̂, 0,008 m"̂  

en 0,0640 m"̂  de variatiecoëfficiënt r e s p e c t i e v e l i j k 0,15, 0,10 en 0,03 
bedraagt. Deze r e s u l t a t e n z i j n , afgezien van de v = 0,03 voor de kolom, 
r e a l i s t i s c h e r dan die verkregen met r ^ = 0. 

Uit e r a a r d kan de t h e o r i e nog verder worden u i t g e b r e i d . Tot nu toe i s 
b i j de volumevergroting ervan uitgegaan dat de spanning i n e l k punt 
even groot was. I n een c o n s t r u c t i e wordt echter meestal n i e t e l k punt 
t o t het maximum b e l a s t . B i j v o o r b e e l d b i j zuivere b u i g i n g i s a l l e e n de 
randzone zwaar b e l a s t . I n de neutrale l i j n i s de kans op bezwijken n u l ; 
als r 7̂  O i s er z e l f s een e i n d i g gebied waar de kans n u l i s . 

5.3 Het d u c t i e l materiaalgedrag 

Zoals het seriesysteem model staat voor een id e a a l bros m a t e r i a a l , zo 
staat het parallelsysteem model voor id e a a l d u c t i e l m a t e r i a a l . 
Beschouw wederom het materiaalvolume opgebouwd u i t n = v/v elementaire 

O 

delen, dan v o l g t op grond van de formules voor het parallelsysteem: 

^(Rp = ti(Rp r^pv... (5-11) 

V(Rp = V ( R p V ^ ^ (5-12) 

^Op grond van de c e n t r a l e l i m i e t s t e l l i n g v o l g t dat de v e r d e l i n g normaal 
/ i s , ongeacht de v e r d e l i n g van de s t e r k t e i n de elementaire c e l l e n . 
' Inderdaad i s de v e r d e l i n g van de s t e r k t e van een d u c t i e l m a t e r i a a l a l s 
- s t a a l r e d e l i j k goed met een normale v e r d e l i n g te b e s c h r i j v e n . 
Het volume-effect van de parameters k l o p t echter n i e t goed met de wer
k e l i j k h e i d . Het i s d u i d e l i j k waarom d i t model n i e t helemaal kan k l o p 
pen. De p a r a l l e l w e r k i n g kan a l l e e n van toepassing worden ve r k l a a r d op 
twee van de d r i e dimensies: de derde dimensie i s i n beginsel a l t i j d een 
r i c h t i n g met serie-werking. We z u l l e n dus het model minstens moeten 
u i t b r e i d e n zoals aangegeven i n f i g u u r 5.5a of f i g u u r 5.5b. Daarmee heb
ben we echter e i g e n l i j k t e maken met een gecombineerd systeem. De keuze 
van de schakeling heeft veel Invloed en het aantal v a r i a t i e s kan zeer 
groot worden ( z i e ook Borges [ 5 . 5 ] ) . Verder moet als beperking van het 
model worden vermeld dat a l l e elementaire c e l l e n o n d e r l i n g onafhanke
l i j k worden genomen, hetgeen n i e t erg r e a l i s t i s c h i s . I n het algemeen 
i s er sprake van c o r r e l a t i e en die werkt dempend op de volume-effecten. 
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(a) 

Fig. 5.5 Mogelijke combinaties van s e r i e - en parallelsystemen voor 
d u c t i e l materiaalgedrag. 

5.4 Rekenmodellen voor practische berekening 

B i j s eriewerking t r e e d t b i j volumevergroting vermindering van de gemid
delde s t e r k t e op, maar volgens het Weibull-model ook een vermindering 
van de s t a n d a a r d a f w i j k i n g . B i j r ^ O i s er z e l f s sprake van verminde
r i n g van de variatie-coëfficiënt. 
B i j p a r a l l e l w e r k i n g b l i j f t het gemiddelde he t z e l f d e en neemt de s p r e i 
ding a f . B i j een gecombineerd systeem mogen we dus verwachten dat b i j 
volumevergroting i n ieder geval de s p r e i d i n g afneemt en het gemiddelde 
meer of minder afneemt, a l naar gelang de s e r i e - dan wel de p a r a l l e l 
werking overheerst. Kennis hieromtrent i s van groot p r a c t i s c h belang. 
Welke betekenis h e e f t het beproeven van betonkuben, trekstaven, k l e i n e 
grondmonsters enz. i n r e l a t i e met de s t e r k t e van de c o n s t r u c t i e . Als de 
p a r a l l e l w e r k i n g overheerst, i s de k a r a k t e r i s t i e k e waarde van de k l e i n e 
monsters een pessimistische s c h a t t i n g van de k a r a k t e r i s t i e k e waarde van 
de c o n s t r u c t i e . Als de seriewerking overheerst, is^de k a r a k t e r i s t i e k e 
waarde echter een t e o p t i m i s t i s c h e s c h a t t i n g ( z i e f i g u u r 5 . 6 ) . Het on
derzoek naar deze fenomenen i s echter nog n i e t erg van de grond geko
men. 

Tabel 5.1 S t a t i s t i s c h e modellen voor de s t e r k t e . 

M a t e r i a a l Verdeling Gemiddelde Spreiding 

Staal Fe 3 6 0 lognormaal 280 MPa V = 0,08 

Beton B 22.5 normaal 22 MPa V = 0 , 1 0 a 0,20 

Standaardbouwhout 
( b u i g i n g ) 

Weibull 
V 

30 ( ^ ) ° ' ^ MPa 

(VQ = 0,02 m3) 

V = 0 , 1 8 

Grond normaal meetwaarde V = 0,30 ( l o c a a l ) 
V = 0,10 ( g l o b a a l 
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De s t a t i s t i s c h e verdeling van de meeste materialen wordt n a t u u r l i j k 
door nog ve e l andere zaken beinvloed, b i j v o o r b e e l d het fabricage-proces 
dat b i j k l e i n e volumina anders verloopt dan b i j g r o t e . Een proefkubus 
van beton wordt anders v e r d i c h t dan een balk, o n t w i k k e l t n i e t zo'n hoge 
temperatuur i n het midden, enz. Bovendien worden materialen gekeurd: op 
het oog, s t a t i s t i s c h , d e s t r u c t i e f , n i e t - d e s t r u c t i e f , enz. Het gevolg i s 
dat de v e r d e l i n g van het basismateriaal verstoord wordt. Figuur 5.7 
geef t een indruk van de invloed van de keuring. I n het algemeen z a l een 
keuring er n i e t voor kunnen zorgen dat a l l e slechte r e a l i s e r i n g e n v er
dwijnen. Aan de andere kant z u l l e n bepaalde goede p a r t i j e n ook af en 
toe ten onrechte worden afgekeurd. De v e r d e l i n g i s daardoor meestal 
n i e t meer symmetrisch en de normale v e r d e l i n g i s minder geschikt om de 
s t e r k t e te be s c h r i j v e n . Daarom wordt vaak de lognormale v e r d e l i n g ge
b r u i k t . Deze ve r d e l i n g heeft verder het voordeel dat negatieve waarden 
een kans n u l b e z i t t e n . Zolang de variatiecoëfficiënt k l e i n i s maakt het 
overigens n i e t veel v e r s c h i l . 

Resumerend: I n de meeste gevallen i s het v r i j w e l onmogelijk om op grond 
van één enkel beginsel een bepaalde v e r d e l i n g a l s meest geëigend voor 
een gegeven materiaal aan te wijzen. Meestal spelen verschillende e f 
f e c t e n door elkaar heen. Men l a a t daarom vaak de keuze van de v e r d e l i n g 
afhangen van de mathematische eenvoud. Tabel 5.1 geeft een mogelijk 
keuze voor de materialen s t a a l , beton, hout en grond met betrekking t o t 
het v e r d e l i n g s t y p e en het volume-effect. Men doet er echter goed aan t e 
bedenken dat d i t slechts één keuze i s en dat andere v i s i e s of v e r f i j n 
dere modellen mogelijk z i j n . B i j s t a a l en beton wordt i n t a b e l 5.1, t e 
recht of onterecht, geen rekening gehouden met volume-effecten. Andere 
bronnen van spre i d i n g worden geacht te overheersen. Men moet deze c i j 
f e r s dan ook a l l e e n hanteren voor één enkel constructie-onderdeel 
( b a l k , kolom, p l a a t ) en b i j v o o r b e e l d n i e t voor een gehele c o n s t r u c t i e . 
B i j hout daarentegen i s binnen één onderdeel a l wel van een merkbaar 
volume-effect sprake, waarmee z e l f s i n sommige v o o r s c h r i f t e n rekening 
wordt gehouden ( b i j v . CIB-modelcode b i j b e l a s t i n g loodrecht op de ve
z e l ) . Het s e r i e - e f f e c t overheerst: W e i b u l l - v e r d e l i n g , afnemend gemid
delde b i j toenemend volume en constante variatie-coëfficiënt. Als ge
volg van neven-invloeden (k e u r i n g , p a r a l l e l w e r k i n g i n b r e e d t e r i c h t i n g ) 
z i j n a en V n i e t helemaal volgens de s t r i c t e t h e o r i e met elkaar i n 
overeenstemming. 

Ten s l o t t e wordt b i j grond vaak de s t e l l i n g verdedigd dat het p a r a l l e l 
systeem overheerst en dat de nogal grote s p r e i d i n g van punt t o t punt 
voor technisch interessante bezwijkmechanismen geen betekenis h e e f t . 
Het onderzoek hierover i s momenteel echter nog i n v o l l e gang. 

RA R 

\ 

A 

Fig. 5.6 Verloop van de breuksterkte a l s f u n c t i e van het volume 
b i j ideaal d u c t i e l en ideaal bros m a t e r i a a l . 
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^ S 

Fig. 5.7 Invloed van de keuring op de s t a t i s t i s c h e v e r d e l i n g van 
ma t e r i a a a l s t e r k t e (schematisch). 

5.5 Levensduur 

I n het algemeen z i j n zowel de b e l a s t i n g S a l s de s t e r k t e R f u n c t i e s van 
de t i j d . Het heeft daarom doorgaans weinig z i n om te spreken over de 
kans op bezwijken zonder de periode te vermelden waarop deze betr e k k i n g 
h e e f t . Als r e f e r e n t i e p e r i o d e wordt i n de c i v i e l e techniek meestal één 
jaar aangehouden, soms echter I s ook de faalkans gedurende de "geplande 
levensduur" ( b i j v o o r b e e l d 50 j a a r ) van belang. 

Voor de verwerking van het t i j d s a s p e c t i n de betrouwbaarheidsanalyse 
bestaan globaal twee methoden. Deze methoden hangen samen met de w i j z e 
waarop men R en S d e f i n i e e r t . Voor de u i t w e r k i n g beperken we ons t o t de 
t i j d s a f h a n k e l i j k h e i d i n de b e l a s t i n g S. De beide te onderscheiden d e f i 
n i t i e s l u i d e n dan als v o l g t : 

(a) S ( t ) i s de momentane b e l a s t i n g op het t i j d s t i p t 
(b) S ( t ) i s de maatgevende b e l a s t i n g voor de periode ( 0 , t ) 

Met t = O wordt het b e g i n t i j d s t l p van een beschouwde periode bedoeld; 
v e e l a l z a l d i t samenvallen met het t i j d s t i p waarop de c o n s t r u c t i e i n 
ge- of h e r b r u i k wordt genomen. Volgens de eerste d e f i n i t i e komt S ( t ) 
rechtst r e e k s overeen met de externe fysische grootheid, b i j v o o r b e e l d de 
winddruk of de g o l f b e l a s t i n g . Een b e l a s t i n g die op die w i j z e i s g e d e f i 
nieerd z a l i n het algemeen een verloop hebben als aangegeven i n f i g u u r 
5.8a. Essentieel b i j methode (a) i s dat het t i j d s a s p e c t , of beter het 
ti j d s d u u r a s p e c t , i n de d e f i n i t i e van S ( t ) ontbreekt. Dientengevolge 
heeft ook de kans F{R(t) < S ( t ) } a l l e e n betrekking op een bepaald t i j d 
s t i p en n i e t op een periode. De i n t e r v a l f a a l k a n s voor de periode (O, t ) 
wordt dus n i e t gegeven door F{R(t) < S ( t ) } , maar dient b i j v o o r b e e l d ge
schreven te worden a l s : 

p f f a l e n i n (O, t ) } = 1 - p f n i e t f a l e n i n (O, t ) } = 

= 1 - P { R ( X ) > Six) voor a l l e T i n (O, t ) 

( 5 - 1 3 ) 



Rekenkundig i s de stap van p { R ( t ) < S ( t ) } naar de faalkans voor een pe 
rio d e vaak zeer l a s t i g . Om die reden biedt het voordelen om met d e f i n i 
t i e (b) te werken,. Aangezien daar gewerkt wordt met een maatgevende 
b e l a s t i n g S voor de gehele periode (O, t ) geldt r e c h t s t r e e k s : 

P { f a l e n i n (O, t ) } = p { R ( t ) < S ( t ) } (5-14) 

U i t e r a a r d i s men op die manier de problemen n i e t k w i j t : men s c h u i f t de 
verwerking van het t i j d s a s p e c t als het ware door naar de bepaling van 
de ka n s d i c h t h e i d s f u n c t l e voor S ( t ) . De ervaring l e e r t dat het daar wel 
gemakkelijker gaat. Als nadeel staat daar tegenover dat men z i c h reeds 
b i j voorbaat moet vastleggen op een bepaald mechanisme. B i j s t a t i s c h e 
s t e r k t e i s de maatgevende b e l a s t i n g de extreme b e l a s t i n g i n een bepaal 
de periode, t e r w i j l het b i j vermoeiing gaat om een cumulatieve maat. 
Beide gevallen z i j n t e r i l l u s t r a t i e weergegeven i n f i g u u r 5.8b en i n 
f i g u u r 5.8c, waarbij steeds de momentane faalkans van f i g u u r 5.8a a l s 
uitgangspunt i s genomen. 

• t 

Fig. 5.8 Belasting op een c o n s t r u c t i e : 
a. momentane waarde; 
b. extreme waarde; ( > ^ C - T ( „ I ^ - - ^ V 

c. cumulatieve waarde. 
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Behalve de b e l a s t i n g kan n a t u u r l i j k ook de s t e r k t e of weerstand van een 
systeem aan t i j d s a f h a n k e l i j k e verandering onderhevig z i j n . Sommige sy
stemen worden i n de loop van de t i j d s t e r k e r ( b i j v o o r b e e l d beton a l s 
gevolg van doorgaande verharding), andere worden j u i s t zwakker (verou
dering b i j metalen). Als R en S beide t i j d s a f h a n k e l i j k z i j n moet men 
v o o r z i c h t i g h e i d betrachten met het definiëren van maatgevende b e l a s t i n g 
en s t e r k t e : een minimale waarde van R hoe f t n i e t samen te v a l l e n met 
een maximale waarde van S; zi e b i j v o o r b e e l d f i g u u r 5.9. I n p r i n c i p e i s 
het echter i n a l l e gevallen mogelijk zodanige d e f i n i t i e s te kiezen dat 
het algemene beeld onts t a a t volgens f i g u u r 5.10: een monotoon dalende 
l i j n voor de maatgevende R, een monotoon s t i j g e n d e (of h o r i z o n t a l e ) 
l i j n voor de maatgevende S en voor belde l i j n e n een gemiddelde met 
daaromheen een spre i d i n g ten gevolge van onzekerheden en f l u c t u a t i e s . 

Voor ieder t i j d s t i p t kan daarmee een faalkans voor een bepaalde pe
riode worden uitgerekend. Een mogelijk r e s u l t a a t van de faalkans a l s 
f u n c t i e van de t i j d i s weergegeven i n f i g u u r 5.10. 
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Fig. 5.10 a. T i j d s a f h a n k e l i j k e R en S; 
b. Faalkans a l s s t i j g e n d e f u n c t i e van de t i j d (kromme 1) 

en faalkans P̂  volgens een t i j d s o n a f h a n k e l i j k model 
(kromme 2 ) . 
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Op t = O begint deze f u n c t i e met een bepaalde initiële waarde. D i t i s 
de kans dat reeds d i r e c t b i j het i n gebruik nemen f a l e n optreedt. Daar
na z a l b i j t > O de faalkans langzaam oplopen en i n p r i n c i p e naar de 
limietwaarde 1 gaan, omdat u i t e i n d e l i j k a l l e c o n s t r u c t i e s een eindige 
levensduur hebben. Rekenkundig i s binnen een bepaald gedachtenmodel ook 
een andere limietwaarde denkbaar, b i j v o o r b e e l d een t i j d s o n a f h a n k e l i j k 
model waa r b i j voor a l l e waarden van t > O g e l i j k i s aan de initiële 
waarde P^CO). 

I n het algemeen i s de faalkans echter een monotoon s t i j g e n d e f u n c t i e 
van de t i j d , beginnend b i j O voor t =0 en oplopend t o t 1 voor t = 
De f u n c t i e PjCt) heeft dus het karakter van een v e r d e l i n g s f u n c t i e . De 
stochastische v a r i a b e l e d i e d a a r b i j hoort i s de levensduur L van de 
c o n s t r u c t i e . Immers, de gebeurtenis "L < t " i s i d e n t i e k met de gebeur
t e n i s " f a l e n i n (O, t ) " , o f wel: 

F ^ ( t ) = P { L < t } = P ^ ( t ) (5-15) 

Gegeven de v e r d e l i n g s f u n c t i e voor de levensduur, kan men gemakkelijk de 
kans d i c h t h e i d s f u n c t l e bepalen: 

Vermenigvuldigen van de kansdichtheid met dt l e i d t t o t de kans dat de 
levensduur e i n d i g t tussen de t i j d s t i p p e n t en t + d t : 

f ( t ) d t = P { t < t ^ < t + d t } 

Beëindiging van de levensduur i n ( t , t + d t ) houdt i n dat R < S i n 
( t , t + d t ) , maar tevens dat R > S i n (O, t ) . Immers, als reeds eerder 
dan het t i j d s t i p t de b e l a s t i n g g r o t e r zou z i j n geweest dan de s t e r k t e , 
dan zou de beëindiging van de levensduur op dat t i j d s t i p hebben p l a a t s 
gevonden. Derhalve: 

f ( t ) d t = P{R < S i n ( t , t + d t ) en R > S i n (O, t ) } (5-17) 

Formulering (5-17) i s j u i s t ongeacht of R en S a l s momentane of als 
maatgevende waarden z i j n g e d e f i n i e e r d . 

De k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e voor de levensduur kan ook gezien worden a l s 
de kans op f a l e n per t i j d s e e n h e i d ofwel a l s een faaltempo. Men spreekt 
ook wel van het onvoorwaardelijke faaltempo ( u n c o n d i t i o n a l f a i l u r e 
r a t e ) i n t e g e n s t e l l i n g t o t het zogenaamde voorwaardelijke faaltempo 
r ( t ) ( c o n d i t i o n a l f a i l u r e r a t e of hazard f u n c t i o n ) . B i j de f u n c t i e r ( t ) 
geeft r ( t ) d t eveneens de kans aan dat bezwijken optreedt i n ( t , t + 
d t ) , maar dan onder de voorwaarde dat i n (O, t ) geen f a l e n h e e f t p l a a t s 
gevonden: 

r ( t ) d t = P{R < S i n ( t , t + d t ) R > S i n (O, t ) } (5-18) 

Tussen de f u n c t i e s F, f en r bestaat u i t e r a a r d een d i r e c t e r e l a t i e . 
Deze r e l a t i e kan het eenvoudigst worden a f g e l e i d door u i t te gaan van 
de betekenis van de k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e volgens (5-17): 
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f ( t ) d t = P{R > s i n ( O , t ) en R < S i n ( t , t + d t ) } 

= P { R > S i n ( O , t ) } . p { R < S i n ( t , t + d t ) 

= { l - F ( t ) } . r ( t ) d t 

Ofwel: 

R > S i n (O, t ) } 

r ( t ) = 
f ( t ) 

F ( t ) (5-19) 

D u i d e l i j k b l i j k t dat de voorwaardelijke en onvoorwaardelijke faaltempo 
voor lage waarden van F v r i j w e l aan elkaar g e l i j k z i j n . Voor construc
t i e s w a a r b i j F a l t i j d zeer laag i s g e l d t dus dat men beide f u n c t i e s 
zonder bezwaar aan elkaar g e l i j k mag s t e l l e n . ^ [ (t I C-N 
Gegeven F ( t ) kunnen v i a (5-16) en (5-19) gemakkelijk f ( t ) en r ( t ) wor
den a f g e l e i d . Omgekeerd kan ook F ( t ) u i t r ( t ) worden bepaald. Zonder 
a f l e i d i n g geven we daarvoor de formule: 

F ( t ) = 1 - exp ƒ - r(T;)dT (5-20) 

In f i g u u r 5.11 z i j n voor een a a n t a l gevallen de f u n c t i e s F, f en r ge
tekend. I n f i g u u r 5.11a i s sprake van een constante r ( t ) . Het gegeven 
dat de c o n s t r u c t i e enige t i j d heeft gefunctioneerd zonder te f a l e n , 
heeft k e n n e l i j k geen i n v l o e d op de faalkans i n het komend i n t e r v a l ! Een 
d e r g e l i j k e s i t u a t i e kan z i c h b i j v o o r b e e l d voordoen indien de f a a l o o r -
zaak een c a l a m i t e i t b e t r e f t , zoals brand i n een gebouw. I n f i g u u r 5.11b 
zien we een dalende r - f u n c t i e . H i e r b i j heeft het gegeven dat de con
s t r u c t i e enige t i j d goed he e f t gefunctioneerd gunstige u i t w e r k i n g op de 
faalkans voor de komende perioden. Het f e i t dat de c o n s t r u c t i e reeds 
enige t i j d zonder problemen werkt en een a a n t a l b e l a s t i n g s s i t u a t i e s 
h e e f t doorstaan, w e t t i g t het vermoeden dat de c o n s t r u c t i e geen zwakke 
plekken v e r t o o n t . 
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Fig. 5.11 Drie typen levensduurverdelingen; 
a. met constante r - f u n c t i e ; 
b. met dalende r - f u n c t i e ; 
c. met s t i j g e n d e r - f u n c t i e . 



- 5 - 1 6 -

B i j g e l i j k t i j d i g e beschouwing van een groot aantal c o n s t r u c t i e s zouden 
we ook kunnen zeggen dat de slechte c o n s t r u c t i e s langzaam maar zeker 
worden u i t g e f i l t e r d en de goede o v e r b l i j v e n . Ten s l o t t e i s i n f i g u u r 
5.11c een s t i j g e n d e r - f u n c t i e getekend. Een d e r g e l i j k e f u n c t i e t r e e d t 
op als de c o n s t r u c t i e onderhevig i s aan veroudering of s l i j t a g e . Het 
gegeven dat de c o n s t r u c t i e reeds enige t i j d i n b e d r i j f i s , l e i d t daar
b i j j u i s t t o t de conclusie dat "beschadiging" i s opgelopen en dat de 
kans op bezwijken daardoor toeneemt. 

B i j een w e r k e l i j k e c o n s t r u c t i e z i j n n a t u u r l i j k combinatievormen moge
l i j k , w a a r b i j de mengverhoudlng van c o n s t r u c t i e t o t c o n s t r u c t i e kan 
v e r s c h i l l e n . I n het algemeen r e s u l t e e r t echter een r - f u n c t i e als aange
geven i n f i g u u r 5.12 d i e wel wordt aangeduid als de badkuipcurve. Men 
onderscheidt d r i e gebieden: een beginfase, waarbij f a l e n optreedt a l s 
gevolg van bouw- en ontwerpfouten, een middenfase waarin c a l a m i t e i t e n 
en b i j z o n d e r extreme omstandigheden een r o l spelen en ten s l o t t e een 
eindfase met f a l e n als gevolg van veroudering of s l i j t a g e . 

A r ( t ) 

n 

^ t 

F i g . 5.12 Algemene vorm van de voorwaardelijke faaltempofunctie (bad
kuipcurve): / . Ir x-'/vy-"*''̂ ^ 

I 
I I 

I I I 

f a l e n wegens geringe s t e r k t e ; A' 
f a l e n wegens extreme omstandigheden; 
f a l e n wegens cumulatieve e f f e c t e n . f<;' 

Voorbeeld 5.5 

Als eerste voorbeeld nemen we een c o n s t r u c t i e die achtereenvolgens 
wordt b e l a s t door onafhankelijke belastingen , Ŝ , Ŝ ... We nemen aan 
dat de s t e r k t e R i n de t i j d n i e t verandert. Hoe groot i s de kans dat 
bezwijken optreedt als de c o n s t r u c t i e n-maal belast wordt ( z i e f i g u u r 
5.13). 

Bepalend voor het a l dan n i e t bezwijken van de c o n s t r u c t i e i s het maxi¬

mum S van de momentane belastingen S^, Als R g r o t e r i s dan S f a a l t de 

c o n s t r u c t i e n i e t , als R k l e i n e r i s dan S f a a l t de c o n s t r u c t i e wel. 
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A A a ^ ^ 

A 

b o v e n g r e n s 

o n a f h a n k e l i j k 

\ o n d e r g r e n s 

> 

r 

A bovengrens 

o n a f h a n k e l i j k 

\ o n d e r g r e n s 
A _ > 

Fi g . 5.13 V e r d e l i n g s f u n c t i e , d i c h t h e i d s f u n c t i e en voorwaardelijk f a a l 
tempo b i j o n a f h a n k e l i j k e b e l a s t i n g w i s s e l i n g e n i n de t i j d en 
t i j d s o n a f h a n k e l i j k e s t e r k t e . 
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Derhalve: 

P { f a l e n door S^..S^} = P{R < s } ( 5 - 2 1 ) 

De v e r d e l i n g s f u n c t i e van S = max { s ^ } v o l g t u i t : 

Fg(s) = p { s < s} = P { s ^ < s en $2 < s en < s} 

Wegens de veronderstelde o n a f h a n k e l i j k h e i d : 

Fg(s) = P { S . < s } " .= {Fg (s ) } " " ( 5 - 2 2 ) 

De faalkans wordt gegeven door de c o n v o l u t l e - i n t e g r a a l ( z i e hoofdstuk 
3 ) : 

00 

P ( f a l e n door S,..S ) = ƒ f„(r){l- F ; ( r ) } d r = 
1 n R S 

0 
00 

= ƒ f ^ ( r ) { l - F ^ ^ ( r ) } d r ( 5 - 2 3 ) 

o 

I n bovenstaande i s de momentane b e l a s t i n g ; de maatgevende b e l a s t i n g 

i s S = max S^. De bepaling van de v e r d e l i n g van S i s numeriek bezien 

geen m o e i l i j k e opgave. I n het bijzondere geval dat de een extreme-

waarden-bepallng voor maxima b e z i t t e n , i s er z e l f s een an a l y t i s c h e 

oplossing: S hee f t dan eveneens een extreme-waarden-verdeling met de 

parameters die op eenvoudige w i j z e bepaald kunnen worden. I n het 
hoofdstuk over belastingen wordt daarop nog nader teruggekomen. 

Het probleem i n d i t voorbeeld vertoont grote overeenkomst met dat van 
het seriesysteem en de brosse breuk. Inderdaad kan men na elkaar aan
grijpende belastingen opvatten als een seriesysteen i n de t i j d . We kun
nen i n d i t voorbeeld dus ook p r o f i t e r e n van de aldaar a f g e l e i d e onder
en bovengrenzen: 

max P{R < S J < p f f a l e n door S,..S } < E P{R < sA ( 5 - 2 4 ) i £j i 1 n̂  ' 1 ^ ^ ' 

De faalkans voor de "periode" ( l . . n ) i s dus ingesl o t e n tussen de maxi
male momentane faalkans en de som van de momentane faalkansen. I n f i 
guur 5 . 1 3 i s een en ander g r a f i s c h weergegeven. Onder v e r w i j z i n g naar 
hoofdstuk 4 kan h i e r b i j het volgende commentaar worden gegeven: 

- De bovengrens t r e e d t op als de gebeurtenissen R < elkaar u i t s l u i 
ten. Fysisch gesproken komt d i t zelden of nooit voor, maar ook h i e r 
g e l d t dat de bovengrens b e l a n g r i j k i s omdat het vaak een goede bena
dering i s voor gevallen die wel veel voorkomen. 

MCTM1984 
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Als we de bovengrens differentiëren om de bijbehorende kansdicht

h e i d s f u n c t l e van de levensduur te vinden, o n t s t a a t een constante f -

f u n c t i e (we vergeten even dat de bovengrens e i g e n l i j k een t r a p j e s l i j n 

i s ) ; de voorwaardelijke faalkanssnelheid r i s een s t i j g e n d e f u n c t i e . 

Als F ^ ( t ) de waarde 1 b e r e i k t , v a l t f terug op n u l en z a l r de waar

de «> bereiken. 

- Als de gebeurtenissen R < o n a f h a n k e l i j k z i j n (hetgeen het geval i s 

b i j a(R) « CT(S^) en S_|̂  o n a f h a n k e l i j k ) dan kan voor Fj^(t) de e-macht 

worden a f g e l e i d op dezelfde wijze als b i j het seriesysteem. De l e 
vensduur heeft dan een exponentiële v e r d e l i n g s f u n c t i e en het onvoor
w a a r d e l i j k faaltempo i s constant. 

- Ten s l o t t e l e v e r t de ondergrens een ontaarde v e r d e l i n g s f u n c t i e op: 
immers, voor t " i s l i m F ^ ( t ) 1. D i t geval representeert de s i t u 
a t i e dat 0(R) » ö(S^). Het overleven van de eerste b e l a s t i n g g e e f t 
v o o r a l i n f o r m a t i e over de s t e r k t e van de c o n s t r u c t i e en b i e d t zeker
heid dat volgende b e l a s t i n g e n ook overleefd z u l l e n worden. 

Voorbeeld 5.6 

Een c o n s t r u c t i e wordt b e l a s t door n c y c l i s c h e b e l a s t i n g s w i s s e l i n g e n met 
een constante amplitude jS ( z i e f i g u u r 5.14). U i t proeven i s bekend dat 
het aantal wisselingen N t o t breuk kan worden berekend met de formule: 

N = {s/Sp} 
-k 

S t e l dat mag worden aangenomen dat k = 4 ( d e t e r m i n i s t i s c h ) t e r w i j l Sp 
een lognormale v e r d e l i n g h e e f t met \i = 5300 MPa en a = 740 MPa. Verder 

g 
i s gegeven dat n = 10 en S een lognormale v e r d e l i n g heeft met p = 
20 MPa en a = 5 MPa. Gevraagd wordt de kans op breuk. 

De meest voor de hand liggende formulering voor de betrouwbaarheids
f u n c t i e l i j k t Z = N-n. Gegeven de lognormale v e r d e l i n g van S en/S i s , 
het echter handiger om t e kiezen voor: -p P)<:.^c,v..,^^., (r t'i- cc 

Z = l n N - l n n 

Gebruik makend van N = (S/S^,)"'^ v o l g t : 

Z = k l n Sp - (k l n S + an n) l^^jo 

De eerste term representeert de s t e r k t e , de tweede de b e l a s t i n g . Deze 
maatgevende b e l a s t i n g i s h i e r dus geen extreme waarde, maar een cumu
l a t i e f e f f e c t . 

Gegeven de lognormale verdelingen van Sp en S hebben l n Sp en l n S 

normale verdelingen met ( z i e hoofdstuk 2 ) : 

p ( l n Sp) = 8,56 a ( l n S^) = 0,14 

p ( l n S) = 2,96 a ( l n S) = 0,25 



M.b.v. standaard niveau I I berekeningen v o l g t verder: 

H(Z) = 4 * 8,56 - (4 * 2,96 + 18,42) = 3,98 

ö(Z) = A 

P = 3,5 

5-2Q;--

A y" b/ X' 

'(4 * 0,14)^ + (4 * 0,25)^ = 1.15 

Af' 

\ / 

P{breuk} = 2 * 10 
-4 

10004 
M P a 

100-

10. 

10̂  10̂  10' 10̂  N 

Fi g . 5.14 Vermoeiing onder c y c l i s c h e b e l a s t i n g . 

De betrouwbaarheidsanalyse voor vermoeiing v e r s c h i l t i n essentie dus 
n i e t van die voor een Ultimate L i m i t e State. 

Een opmerking over de lognormale v e r d e l i n g i s h i e r nog op z i j n p l a a t s . 
Vaak wordt beweerd dat de lognormale v e r d e l i n g (en ook de normale ver
d e l i n g ) n i e t geschikt i s t e r b e s c h r i j v i n g van de levensduur b i j ver
moeiing en veroudering. Het argument i s dat de normale en lognormale 
verdelingen voor grote t een dalende f a i l u r e r a t e ( v o o r w a a r d e l i j k f a a l 
tempo) b e z i t t e n , en het i s nu eenmaal onlogisch dat i n geval van ver
moeiing of veroudering de kans op f a l e n i n een volgend t i j d s i n t e r v a l 
zou dalen b i j toenemende levensduur. Theoretisch i s d i t wel een goed 
argument, maar het i s de vraag of het opweegt tegen de r e d e l i j k goede 
b e s c h r i j v i n g van de gegevens; bovendien z i j n we meestal meer geïnte
resseerd i n het gebied met de k l e i n e levensduren. 

Voorbeeld 5.7 

Veel materialen, maar hout zeer i n het bij z o n d e r , vertonen b i j lange-
d u u r b e l a s t i n g een lagere s t e r k t e dan b i j k o r t e - d u u r b e l a s t i n g . Figuur 
(5.15a) g e e f t aan hoe hout k r u i p t en vervolgens breekt ( c r e e p - r u p t u r e ) . 
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Experimentele r e s u l t a t e n worden meestal gepresenteerd door op de h o r i 
zontale as de t i j d u i t te zetten op een logarithmische schaal en op de 
v e r t i c a l e as de aangelegde spanning gedeeld door de k o r t e - d u u r s t e r k t e 
( f i g u u r 5.15b). 

D i t verband b l i j k t b i j goede benadering l i n e a i r en kan gemiddeld worden 
weergegeven door ( l o g st a a t h i e r voor de t l e n d e - l o g a r i t m e ) : 

l o g T = A + Ba 

H i e r i n i s a = S/Ŝ ^̂  met S aangelegde spanning en Sj^^ de korte-duur-
s t e r k t e . R e a l i s t i s c h e numerieke waarden z i j n : 

A = 14,4 B = - 16 (T i n uren). 

B i j T = 3 minuten v i n d t men a = 1 b i j T = 50 j a a r v i n d t men a = 0,56. 

Fig. 5.15 Lange-duursterkte b i j hout. 

De l i j n i n f i g u u r 5.15 i s echter een gemiddelde en meestal v i n d t men 
b i j experimenten een bepaalde spreiding rondom die l i j n . De standaard
a f w i j k i n g van l o g T b l i j k t d a a r b i j t a m e l i j k ongevoelig voor het span
ningsniveau, met u i t z o n d e r i n g van a-waarden heel d i c h t b i j 1. Een re
d e l i j k e maat voor a(log T) b l i j k t te z i j n ( z i e [ 5 . 6 ] [ 5 . 7 ] ) : 

a(log T) = 0,8 (T i n uren) 

De v e r d e l i n g van log T i s b i j goede benadering normaal, zodat de l e 
vensduur z e l f lognormaal verdeeld i s . B i j v e e l toepassingen i s echter 
n i e t zozeer de vraag welke levensduur b i j een bepaalde spanning hoort, 
als wel welke s t e r k t e hoort b i j een bepaalde belastlngsduur T^. 

Voor di e omrekening s c h r i j v e n we eerst: 

l o g T = A + Ba + u a(log T) 

De v a r i a b e l e u i s de standaard-normale v a r i a b e l e met gemiddelde nul en 
s t a n d a a r d a f w i j k i n g 1, Gemakkelijk kan d i t , voor gegeven T , naar a wor
den opgelost: ° 

l o g - A - u o(log T) 
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Bijvo o r b e e l d voor een periode van 10 jaar = 88000 uur. 

^ ^ 4 , 9 - 14,4 -0,8 u ^ ^^3^ ^,^^^3 u 

a heeft dus een gemiddelde van 0,59 en een standaardafwijking van 0,05, 
De lange-duursterkte z e l f wordt gegeven door: 

S = a Ŝ ^ = Ŝ ^̂  [ ] I 
l o g - A u a( l o g T) t J c V c^jMl^V,'!-- ^V'b^ 

Met behulp van een niveau I I benadering v o l g t verder voor = 10 j a a r : 

p(S) = 0,59 p(S, ) 
kd 

V(S) = X^^Sj^^) + V^(a)' = ^ 0 , 2 0 ) ^ + (0,08)^ = (0,22) 

Gekonkludeerd kan worden dat de sp r e i d i n g i n het lange-duureffect k l e i n 
i s en v r i j w e l verwaarloosd kan worden t.o.v. de s p r e i d i n g i n de k o r t e -
d u u r s t e r k t e . B i j veredelde houtsoorten (gelamineerd hout) kan d i t ech
t e r anders l i g g e n . 

I n bovenstaande analyse i s ervan uitgegaam dat b i j experimenten a pre
cies bekend i s , ofwel dat de k o r t e d u u r s t e r k t e S, , precies bekend i s . 

' kd 

F e i t e l i j k i s d i t n a t u u r l i j k n i e t zo: men zou daartoe een en h e t z e l f d e 
proefstuk tweemaal t o t breuk moeten belasten, éénmaal k o r t en éénmaal 
lang. Men kan p r a c t i s c h gesproken aan deze eis voldoen door éên proef
stuk i n drieën te zagen en van beide u i t e r s t e delen de k o r t e d u u r s t e r k t e 
te bepalen, t e r w i j l het middelste deel wordt g e b r u i k t voor de lange-
duurproef. Als men deze mo g e l i j k h e i d n i e t h e e f t , doet men er ve r s t a n d i g 
aan a t e definiëren a l s a = S/p(S, ,) en de s p r e i d i n g van lange- en kor-

kd 
t e d u u r e f f e c t e n n i e t u i t t e s p l i t s e n . 
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6. BELASTINGEN 

6.1 I n l e i d i n g 

Het f u n c t i o n e r e n van een c o n s t r u c t i e wordt i n gevaar gebracht door een 
groot a a n t a l bedreigingen van b u i t e n a f . Het i n v e n t a r i s e r e n en kwanti
f i c e r e n van deze bedreigingen vormt een onmiskenbaar element l n de be
trouwbaarheidsanalyse. 
Bedreigingen worden onderverdeeld l n bedreigingen van mechanische, van 
fysi s c h e en van chemisch/biologische aard. De bedreigingen van mechani
sche aard worden aangeduid a l s belastingen. Tabel 6.1 geeft een over
z i c h t van de meest voorkomende belastingsbronnen. Hoe u i t g e b r e i d deze 
l i j s t op het eerste gezicht ook l i j k t , v o l l e d i g I s h i j echter a l l e r 
minst. Een aardig voorbeeld i n d i t verband i s het bezwijken van het dak 
van de hoogovenhal l n 1966 a l s gevolg van accumulatie van I j z e r s t o f . 

Voor het ontwerpen van gebouwen z i j n eigen gewicht, v l o e r b e l a s t i n g , 
sneeuw en wind het meest b e l a n g r i j k . Aan deze onderwerpen z a l l n d i t 
hoofdstuk daarom aandacht worden besteed. De gepresenteerde t h e o r i e i s 
overigens grotendeels overdraagbaar op andere belastingsbronnen. Alvo
rens daartoe over te gaan volgen h i e r eerst nog enkele vaak gehanteerde 
b e l a s t l n g s k l a s s i f I c a t l e s ( z i e ook t a b e l 6.1). 

De eerste k l a s s i f i c a t i e i s een i n d e l i n g naar de v a r i a t i e i n het t i j d s 
domein. Onderscheiden worden permanent, v e r a n d e r l i j k en b i j z o n d e r . 
Permanente belastingen z i j n belastingen die langdurig aanwezig z i j n en 
slec h t s weinig i n g r o o t t e variëren (eigen gewicht). V e r a n d e r l i j k e be
l a s t i n g e n variëren i n de loop van de t i j d en kunnen ook een deel van de 
t i j d afwezig z i j n ( v l o e r - , sneeuw- en w i n d b e l a s t i n g ) . B i j v e r a n d e r l i j k e 
belastingen maakt men daarom onderscheid tussen de momentane waarde 
(aanwezig op een w i l l e k e u r i g t i j d s t i p ) en de extreme waarde (de maxima
l e waarde i n de r e f e r e n t i e p e r i o d e ) . Bijzondere belastingen t e n s l o t t e 
z i j n b e l a s t i n g e n waarvan het optreden binnen de r e f e r e n t i e p e r i o d e een 
lage w a a r s c h i j n l i j k h e i d h e e f t ( e x p l o s i e s , aardbevingen i n Nederland). 

Een tweede k l a s s i f i c a t i e b e t r e f t de v a r i a t i e i n het plaatsdomein. 
Onderscheiden worden plaatsgebonden en _vrij£ belastingen. B i j plaatsge
bonden belastingen l i g t de r u i m t e l i j k e v e r d e l i n g over de gehele con
s t r u c t i e v a s t . Denk h i e r b i j aan eigen gewicht, waterdruk en gronddruk. 
V r i j e b elastingen kunnen binnen bepaalde grenzen een w i l l e k e u r i g e ver
d e l i n g over de ruimte hebben, b i j v o o r b e e l d v l o e r b e l a s t i n g . Belastingen 
a l s wind en sneeuw worden geacht een v r i j en een plaatsgebonden deel t e 
hebben. 

T e n s l o t t e i s een vaak gemaakt onderscheid dat tussen s t a t i s c h e en dyna
mische belastingen. Belastingen z i j n dynamisch zodra i n de c o n s t r u c t i e " 
v e r s n e l l i n g e n van betekenis worden opgewekt. De meeste belastingen 
mogen a l s s t a t i s c h worden beschouwd. Ook b i j dynamische belastingen 
v o l s t a a t men vaak met een s t a t i s c h e berekening en wordt het dynamisch 
e f f e c t i n rekening gebracht v i a een dynamische v e r g r o t i n g s f a c t o r . 
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Belastings
bron 

perm v a r i b i j z geb v r i j s t a t dyn 

eigen gewicht X X X 

v l o e r b e l a s t i n g X X X 

sneeuw X X X X 

wind X X X X 

tornado X X X X 

waterdruk X X X 

stroom X X X 

golven X X X 

i j s X X X X 

gronddruk X X X 

aardbeving X X X 

verkeer X X X 

explosie X X X 

botsing X X X 

temperatuur X X 

z e t t i n g e n X X X 

montage X X X 

krimp X X X 

Tabel 6.1 Overzicht van belastingen met i n d i c a t i e s over de k l a s s i f 1 -
c a t i e . 

6 .2 Eigen gewicht 

Het eigen gewicht i s een belastingsbron van een permanente, plaatsge
bonden b e l a s t i n g met een r e l a t i e f lage s p r e i d i n g . A f h a n k e l i j k van het 
m a t e r i a a l , de m a a t t o l e r a n t i e s en de rekennauwkeurigheid moet gedacht 
worden aan een variatiecoëfficiënt van 4 3 8%, Ook de model-onzekerheid 
met b e t r e k k i n g t o t deze belastingsbron i s b e t r e k k e l i j k g e r i n g . Een 
waarde van V - 10% voor het u i t e i n d e l i j k e b e l a s t i n g s e f f e c t (moment, 
spanning) l i j k t daarom ook a l l e s z i n s r e d e l i j k . 

Gemiddeld gesproken neemt men aan dat het eigen gewicht i e t s wordt on
derschat: de constructeur vergeet eerder i e t s dan dat h i j wat t e v e e l 
meeneemt. Als gemiddelde neemt men daarom vaak de nominale waarde ver
meerderd met ± 5%. 
Als v e rdelingstype voor het eigen gewicht wordt v r i j unaniem de normale 
v e r d e l i n g aangehouden, 
I n t a b e l 6,2, paragraaf 6.6, z i j n a l l e gegevens o v e r z i c h t e l i j k b i j e l 
kaar g e p l a a t s t , tezamen met de gegevens van de andere b e l a s t i n g s b r o n 
nen. 

6,3 Vloerbelastingen 

Naar v l o e r b e l a s t i n g i s i n het algemeen v r i j v eel onderzoek gedaan, het
geen overigens het v a s t s t e l l e n van een goed bruikbaar s t a t i s t i s c h model 
nog n i e t eenvoudig maakt. Een a a n t a l van de problemen die d a a r b i j kun
nen spelen z i j n hieronder opgesomd. 
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1. Er moet onderscheid gemaakt worden tussen v e r s c h i l l e n d e gebouwtypen 
als woningen, kantoren, scholen, h o t e l s , ziekenhuizen enz. 

2. Ook per gebouwtype bestaan echter weer systematische v e r s c h i l l e n : de 
kelder en de eerste v e r d i e p i n g hebben i n het algemeen een andere be
l a s t i n g dan de hogere verdiepingen. De bestemming van een ruimte 
maakt eveneens v e r s c h i l . I n woonhuizen onderscheidt men woonkamers, 
slaapkamers, keukens, gangruimten enz. I n kantoren z i j n er kamers 
voor één of hooguit enkele personen, vergaderruimten, a r c h i e f r u i m 
ten, gangen, t o i l e t t e n en v e s t i a i r e s enz. 

Sommige onderzoekers s p l i t s e n d i t u i t , anderen doen dat n i e t . De 
vraag i s n a t u u r l i j k ook i n hoeverre men deze v e r s c h i l l e n w i l l a t e n 
doorwerken. Met andere woorden: welk gebrulkstype w i l men "randoml-
zen" en welk w i l men e x p l i c i e t meenemen. 

3. Het meeste onderzoek i s uitgevoerd op de overwegend permanente be
l a s t i n g : de meubels en overige i n v e n t a r i s . Soms i s de gewoonlijk 
aanwezige b e l a s t i n g door personen d a a r b i j opgeteld, h e t z i j op basis 
van meting, h e t z i j op basis van t a x a t i e . 

4. Weinig gegevens z i j n bekend over bijzondere b e l a s t i n g s s i t u a t i e s zo
als die optreden t i j d e n s r e c e p t i e s , verhuizingen en d e r g e l i j k e . 
Meestal worden hierover a l l e e n uitspraken gedaan op basis van schat
t i n g e n . 

5. Van groot belang i s n a t u u r l i j k de maximale b e l a s t i n g zoals die i n de 
geplande levensduur z a l optreden. Om die te kunnen bepalen i s het 
nodig een i n z i c h t t e hebben i n het aantal malen dat een ruimte een 
andere bewoner of bestemming k r i j g t , en het aan t a l malen dat een 
bijzondere b e l a s t i n g o p t r e e d t . De gegevens hierover z i j n u i t e r a a r d 
eveneens schaars. 

6. V l o e r b e l a s t i n g i s een v r i j e b e l a s t i n g en v a r i e e r t van punt t o t punt 
op het vloeroppervlak. I n de ontwerpberekening gaan we echter u i t 
van een constante o p p e r v l a k t e b e l a s t i n g ( g e l i j k m a t i g verdeeld). Voor 
het gemiddeld b e l a s t i n g s e f f e c t maakt dat geen v e r s c h i l , maar wel 
voor de berekende s p r e i d i n g . Voor eenzelfde v l o e r z a l de r e l a t i e v e 
s p r e i d i n g dus anders z i j n voor de t o t a l e b e l a s t i n g dan b i j v o o r b e e l d 
voor het veroorzaakte moment i n het midden of voor een op l e g r e a c t i e , 
I n d i t verband wordt ook onderscheid gemaakt tussen het invloedsop
pervlak ( i n f l u e n c e area = t o t a a l oppervlak waar b e l a s t i n g nog i n 
vloed u i t o e f e n t op een b e l a s t i n g s e f e c t ) en het bijdrageoppervlak 
( t r i b u t a r y area = gewogen v l o e r o p p e r v l a k ) . 

Voorbeeld: voor een oneindig u i t g e s t r e k t e paddestoelvloer met s t r a -
mlenmaat a i s voor een kolom het invloedsoppervlak ongeveer 4 a^ en 
het bijdrage-oppervlak a . 

I n veel p u b l i c a t i e s wordt per b e l a s t i n g s e f f e c t een zogenaamde EUDL 
(Equivalent Uniformly D i s t r i b u t e d Load) bepaald a l s c o r r e c t i e op de 
standaardbelasting behorend b i j het bijdrage-oppervlak. Voor de ka
r a k t e r i s t i e k e v l o e r b e l a s t i n g kunnen deze c o r r e c t i e s variëren tussen 
1,1 en 1,35. 
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V l o e r b e l a s t i n g b i j kantoren 

Verreweg het meeste onderzoek dat I s uitgevoerd had b e t r e k k i n g op de 
permanente (momentane) v l o e r b e l a s t i n g l n kantoren. Met name Interessant 
I s een onderzoek van M i t c h e l l en Woodgate van 1971 l n London, dat nader 
s t a t i s t i s c h Is geanalyseerd door Peir en Cornell [ 6 . 6 ] . I n f i g u u r 6.1 
z i j n enkele r e s u l t a t e n weergegeven. Uitgezet z i j n de kansdichtheids-
f u n c t i e s voor de v l o e r b e l a s t i n g b i j v e r s c h i l l e n d e waarden van het be
schouwde vloeroppervlak A. I n a l l e gevallen b l i j k t een gamma-verdeling 
de meetgegevens goed te kunnen b e s c h r i j v e n . De gemiddelde v l o e r b e l a s 
t i n g i s v r i j w e l o n a f h a n k e l i j k van A en g e l i j k aan 0,5 kN/m^. (Sommige 
andere onderzoekers constateren wel enige invlo e d van A op het gemid
delde, i n d i e z i n dat b i j een g r o t e r oppervlak het gemiddelde afneemt; 
met oppervlak bedoelt men overigens dan meestal wel kameroppervlak). De 
s p r e i d i n g i s n a t u u r l i j k e wel heel d u i d e l i j k een f u n c t i e van A. Voor een 
zeer k l e i n oppervlak, zeg A = 1 m̂ , i s er e n e r z i j d s een grote kans op 
een b e l a s t i n g van v r i j w e l n u l , t e r w i j l aan de andere kant n a t u u r l i j k 
ook een zeer hoge b e l a s t i n g denkbaar i s . Met andere woorden: de s p r e i 
ding b i j A = 1 m̂  i s erg g r o o t . 
Naarmate het beschouwde oppervlak toeneemt, neemt de s p r e i d i n g af en 
gaat de v e r d e l i n g steeds meer op een normale v e r d e l i n g l i j k e n . 

De i n v l o e d van het oppervlak kan gemodelleerd worden door de v l o e r 
onder te verdelen i n een a a n t a l basis-opppervlakken A en de b e l a s t i n g 
op deze deeloppervlakken a l s o n a f h a n k e l i j k te beschouwen ( f i g . 6.2). 
De b e l a s t i n g op het t o t a l e oppervlak i s g e l i j k aan: 

S q. A 
1 O A 

q = _ met 1 = 1. .n en n = — (6-1) 
O 

H i e r i n i s q^ de b e l a s t i n g op deel 1 met p(q.) = p en a(q.) = a . 
Voor de b e l a s t i n g q v o l g t : i o i o 

A A 

t^(q) = ~ S f i ( q p = / . n p^ = p^ (6-2) 

Het gemiddelde verandert dus n i e t , overeenkomstig de meetresultaten van 
M i t c h e l en Woodgate. Voor de standaardafwijking v o l g t : / -z 

..." E \ %r V 

Ofwel: ö(q) = a A /A, waaruit v o l g t dat de s p r e i d i n g i n q afneemd met 
O O 

toenemend oppervlak. Voor de variatiecoëfficiënt v o l g t : 
[ V \ 

V(q) = V [,\^'' , .AO (6-4) 

U i t e r a a r d i s d i t een zeer ruwe modellering van de w e r k e l i j k h e i d . 
Meer r e a l i s t i s c h i s om te v e r o n d e r s t e l l e n dat de deeloppervlakken on
d e r l i n g gecorreleerd z i j n . De c o r r e l a t i e tussen twee deeloppervlakken 
z a l d a a r b i j afnemen naarmate de onderlinge afstand toeneemt ( f i g u u r 
6.3), 
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F i g . 6.1 Kansdichtheidsfuncties voor de verdeelde v l o e r b e l a s t i n g voor 
vers c h i l l e n d e oppervlakken (ontleend aan [ 7 . 6 ] ) . 
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Een exacte u i t w e r k i n g van d i t model voert te ver, maar het z a l n i e t 
m o e i l i j k z i j n i n te zien dat reeds een v e r b e t e r i n g van het model wordt 
verkregen i n d i e n de oppervlakken een constante onderlinge c o r r e l a t i e 
p b e z i t t e n . De p weerspiegelt de c o r r e l a t i e die a l l e delen van een 
O O 

v l o e r met elkaar hebben omdat ze " i n een gebouw z i t t e n " . V e r s c h i l l e n 
tussen gebouwen kunnen n i e t doordringen t o t een enkele v l o e r . Uitgaande 
van deze basis p v o l g t ( v g l . het p a r a l l e l s y s t e e m ) : 

o 

A Q 

Fig. 6.2 Ten behoeve van de analyse van de v l o e r b e l a s t i n g wordt het 
t o t a a l oppervlak i n gedachten opgedeeld i n delen met opper
vlak AQ, waarop de b e l a s t i n g geheel of g e d e e l t e l i j k onafhan
k e l i j k wordt genomen. 

k P 

Ar 
3m 6m 

Fig. 6.3 Afnemende c o r r e l a t i e P(q2 '^"^^^n de v l o e r b e l a s t i n g e n q̂ ^ 

en q2 oP plaatsen met onderlinge afstand Ar. Voor grote Ar 

(Ar > 6 m) b l i j f t er nog a l t i j d een c o r r e l a t i e van 0,2 3 0,3 
die u i t d r u k t "dat de punten i n ieder geval i n he t z e l f d e ge
bouw l i g g e n . 
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= p voor i # j 

ö^(q) = ( T ^ ) ^ {n al + ( n ^ - n) A] 
r\ KJ O O 

a^q) = { / 4 ( 1 - ^ ) p^} al « PQ} O^ ( 6 - 4 ) 

Voor de variatiecoëfficiënt v o l g t : 

V(q) = V(qQ) /p^VJjT ( 6 - 5 ) 

Met AQ = 1 0 m̂ , V(qQ) = 1,0 en p^ = 0,20 b l i j k t d i t model r e d e l i j k 

overeen te stemmen met de meetresultaten. Overigens z i j opgemerkt dat 
v e r s c h i l l e n d e onderzoekers vaak met afwijkende r e s u l t a t e n aankomen. 
De gemiddelde v l o e r b e l a s t i n g v a r i e e r t b i j v o o r b e e l d van 0,4 t o t 0,6 
kN/m^ en de sp r e i d i n g b i j b i j v o o r b e e l d A = 20 m̂  van V = 0,36 t o t V = 
0,68. Het nastreven van erg nauwkeurige modellen heeft daarom ook 
weinig z i n . 

De onnauwkeurigheid i n schattingen voor de parameters van de extreme 
v l o e r b e l a s t i n g i n 50 j a a r i s nog g r o t e r . B i j de i n l e i d i n g over de 
vl o e r b e l a s t i n g e n i s reeds gemeld dat gegevens hierover bijzonder 
schaars z i j n . Gemiddelden variëren a f h a n k e l i j k van hun oppervlak van 
1 t o t 3 kN/m^ en variatiecoëfficiënten van 0 , 1 8 t o t 0,38 (beide voor 

2 

A < 100 m ) . De r e l a t i e f grote spreiding i n het gemiddelde maakt het 
wat minder z i n v o l de a f h a n k e l i j k h e i d t.o.v. het oppervlak nauwkeurig te 
w i l l e n vastleggen. 
Daarom i s i n de o v e r z i c h t s t a b e l , t a b e l 6.2 volstaan met het geven van 
één waarde voor het gemiddelde ( 1 , 5 kN/m^) en één voor de variatiecoëf-

2 

ficiënt ( 0 , 4 ) ( g e l d i g zolang A < 100 m ) . De s p r e i d i n g d r u k t tevens de 

onzekerheid met betrekking t o t het gemiddelde u i t . 

I n bovenstaande i s u i t s l u i t e n d aandacht gegeven aan kantoorvloeren. 
Voor woonhuisvloeren g e l d t een v r i j w e l g e l i j k l u i d e n d verhaal, met dien 
verstande dat het gemiddelde lager l i g t ( z i e t a b e l 6 . 2 ) . Ook voor ande
re vloeren ( h o s p i t a l e n , scholen, winkels) kunnen s o o r t g e l i j k e r e s u l t a 
ten worden vermeld, a l z i j n h ierover meestal nog minder gegevens be
schikbaar. 

6.4 Windbelasting 

Op ve e l plaatsen i n Nederland en ook daarbuiten worden reeds geruime 
t i j d metingen v e r r i c h t naar windsnelheid en windbelasting. De meeste 
s t a t i s t i s c h e gegevens hebben betrekking op de windsnelheid. De basis
grootheid i s d a a r b i j de snelheid op 1 0 m boven het maaiveld, ongeacht 
de w i n d r i c h t i n g en gemiddeld over een periode van 6 0 min. Deze gemid
delde snelheid z u l l e n we h i e r aanduiden met v: 
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De maximale wind (3 s gemiddelde) i n een uur bedraagt dan ( z i e f i g . 

6.4) : 

(1 + g l ) = 1.7 V (6-6) 

De f a c t o r (1 -f- g l ) i s de zogenaamde v l a a g f a c t o r , nodig om f l u c t u a t i e s 
binnen het uur i n rekening te brengen. De grootheid I i s de zogenaamde 
t u r b u l e n t i e - i n t e n s i t e i t , g e d e f i n i e e r d a l s Ö ( V ) / V . A f h a n k e l i j k h e i d van 
de t e r r e i n r u w h e i d v a r i e e r t deze van 0,10 t o t 0,40; een r e d e l i j k e maat 
i s 0,20. Voor g wordt meestal een waarde van 3 ^ 4 aangehouden. De 
bijbehorende stuwdruk wordt gegeven door: 

q = i pv pv^ { l + 2 g l } = i pv^ * (2,4) (6-7) 

De term ( g l ) ^ i s h i e r b i j bewust weggelaten omdat d i t kwadratische deel 
gepaard gaat met hogere frequenties en de meeste c o n s t r u c t i e s daar n i e t 
gevoelig voor z i j n . 
Op de winddruk z i j n verder nog een aantal c o r r e c t i e s nodig voor: 
- p o s i t i e van het g e t r o f f e n oppervlak en vorm van het bouwwerk 
- g r o o t t e van het g e t r o f f e n oppervlak uo-r—, ^^^t^-.jL-k] \ 
- andere hoogte dan 10 m 
- dynamische responsie 
- ruwheid van het t e r r e i n 

Deze aspecten b l i j v e n binnen het kader van d i t d i c t a a t b u i t e n beschou

wing. 

' / Cv/ 
J i 

1.7 V 

10 m 

Fig. 6.4 De wind v a r i e e r t i n de t i j d en over de hoogte. 

De basisgrootheid voor de windbelasting i s de uurgemidelde 
windsnelheid op 10 m boven het maaiveld. 

Ui t s t a t i s t i s c h e gegevens van het KNMI [6-13] b l i j k t _ d a t i n de kust
streek van Nederland de "uurgemiddelde windsnelheid v" gemiddeld g e l i j k 
i s aan 5,2 m/s b i j een standaardafwijking van 2,7 m/s: 
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[i(v) = 5,2 m/s a(v) = 2,7 m/s 

De v e r d e l i n g van v wordt het best benaderd door een W e i b u l l - v e r d e l i n g . 
Om practische redeneiri^nemen we h i e r echter een Gumbel of dubbel expo
nentiële v e r d e l i n g , i ^ ( 

Het voordeel i s dat de Gumbell-verdeling een extreme-waarden-verdeling 
voor maxima (type I , z i e t a b e l 2.2) i s , waardoor een jaarmaximum of een 
maximum over langere t i j d wederom een Gumbel-verdeling h e e f t . ( Z i e de 
eigenschappen van extreme-waarden-verdelingen i n hoofdstuk 2 ) . 

De v e r d e l i n g f u n c t i e voor de Gumbel-verdeling l u i d t : ^̂ "̂̂  '2,"7<-̂  

F ^ ( 0 = exp {- exp (- a ( ^ - p ) ) } (6-8) 

Het gemiddelde en de standaardafwijking worden gegeven door: 

, 0.577 Tl 
= u + — ^ en a = ^ (6-9) 

De parameters u en a kunnen daarmee worden bepaald op: 

a = 0,47 s/m en u = 4,0 m/s 

Als eerste stap w i l l e n we de v e r d e l i n g bepalen van het maximale uurge
middelde dat i n een periode van een j a a r kan optreden. Een j a a r h e e f t 
365 X 24 = 8800 uur. Op grond van de eigenschappen als beschreven i n 
hoofdstuk 2 zou de Gumbelverdellng voor het jaarmaximum dezelfde stan
d a a r d a f w i j k i n g (of a-waarde) hebben en a l l e e n verschoven z i j n over een 
afstand Au = ( l n n)/a = ( l n 8800)/0,47 = 19,1 m/s. Deze r e g e l g e l d t 
echter a l l e e n a l s de uurgemiddelden als onderling o n a f h a n k e l i j k mogen 
worden beschouwd. D i t i s n a t u u r l i j k n i e t het geval: wanneer het i n een 
bepaald uur w i n d s t i l i s , i s het zeer o n w a a r s c h i j n l i j k dat het een v o l 
gend uur stormt en omgekeerd. De wind vertoont wat genoemd wordt een 
zekere p e r s i s t e n t i e en veranderingen v o l t r e k k e n z i c h met een bepaalde 
g e l e i d e l i j k h e i d . Een eenvoudige manier om die i n rekening te brengen i s 
om het t o t a a l aantal uren te vervangen door een equivalent a a n t a l 
onafhankelijke uren. D i t aan t a l bedraagt ca 1600 uur, waardoor de 
verschulvingsterm komt op: ^ j^^^J^ L.̂ .̂  üp.ie_ 

A„ - l n 1600 ,r -y / 

—0,47 " ^^'^ 

Het jaarmaximum van het uurgemiddelde heeft dus een Gumbelverdellng 
met: ^ 

AX\^ 

u^ = 4 + 15,7 = 19,7 m/s a^ = 0,47 s/m 

p^ = 5,2 + 15,7 = 20,9 m/s = 2,7 m/s 

l n f i g . 6.5 z i j n zowel het uurgemiddelde als het jaarmaximum weergege
ven. 

I n de bouwvoorschriften wordt tegenwoordig i n t e r n a t i o n a a l a l s ontwerp-
windsnelheid de windsnelheid genomen die gemiddeld eens i n de 50 j a r e n 
j a a r wordt overschreden: v . 
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In een w i l l e k e u r i g j a a r i s de kans op het o v e r s c h r i j d e n van deze s n e l 

heid dus 2%. De r e f e r e n t i e - w i n d s n e l h e i d v o l g t daarmee u i t : 

exp {- exp {- ( v " ^ - u^)} = 1 - 0,02 = 0,98 

v^Q = " 1'̂ ( 0.98) = 28,0 m/s 

Via (6-7) v o l g t dan als b e l a s t i n g : 

= i * 1,25 A ( 2 8 ) ^ * 2,4 = 1176 N/m̂  

De windsnelheid d i e gemiddeld eens per 50 ja a r wordt overschreden noemt 
men ook wel de windsnelheid met een h e r h a l i n g s t i j d van 50 j a a r . Hoe 
groot i s nu de kans dat deze windsnelheid v^^ i n een w i l l e k e u r i g e pe
riode van 50 jaar wordt overschreden? 
Het voor de hand liggende antwoord i s 50%, maar dat i s n i e t j u i s t . Be
schouw daartoe eerst algemeen de onafhankelijke gebeurtenissen , 

2' Ao..A^ me t 

P ( A ^ ) = p p « 1 en n » 1 

De kans op A = (A^ of A^ of A^} wordt gegeven door: 

P ( A ) = 1 - (1 - p)"" ~ 1 - exp (- np) 

Het bewijs hiervan i s t e leveren door (1 - p)'^ t e ontwikkelen met het 
binomium van Newton en de exponent met een reeks-ontwikkeling van Tay
l o r : 

( l - p ) " = 1 - n p + "^"-;>P' - (n-2)P^ ... 

exp(- np) = 1 - np + ^ - ^ ... 

Inderdaad i s de benadering c o r r e c t a l s n » 1 en p << 1. 

Als voorbeeld beschouwen we de kans om met een dobbelsteen minstens één 
6 te gooien i n 6 worpen. Met A^ = "de i-de worp wordt een 6", p = 1/6 
en n = 6 v o l g t exact: 

P(A) = 1 - ( 5 / 6 ) ^ = 0.66 

De benadering l e v e r t op: 

P(A) = 1 - exp (- 6 X 1") = 1 - = 1 - 0.37 = 0.63 

Het gooien van een 6 komt gemiddeld eens per 6 beurten voor: 
de "6" h e e f t dus een h e r h a l i n g s t i j d van 6 beurten. De kans dat de "6" 
optreedt i n de herhalingsperiode i s g e l i j k aan 63%, de kans dat dat 
n i e t gebeurt 37%. 
Voor de wind geldt e i g e n l i j k h e t z e l f d e . De ontwerpwindsnelheid v^^ 
heeft per jaar een kans op o v e r s c h r i j d i n g van 1/50. 
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Gemiddeld wordt deze snelheid dus éénmaal per 50 j a a r overschreden en 
heeft dus een h e r h a l i n g s t i j d van 50 j a a r . De kans dat v i n 50 j a a r 
wordt overschreden i s : 

P{v > v^p i n 50 j a a r } = 1 - (1 - -|^)^° = 1 - exp (-1) = 0,63 

Er i s dus een kans van 37% dat de 50-jaars-windsnelheid i n de herha
l i n g s p e r i o d e n i e t wordt overschreden. 

Beschouw nu de maximale windsnelheid i n 50 j a a r : v . 
max 50 

Deze heeft een Gumbelverdellng die verschoven i s over ( l n 50)/0.47 = 
8,3 m/s t.o.v. de Gumbelverdellng voor het jaarmaximum. De parameters 
voor het maximum uurgemiddelde i n 50 jaar worden gegeven door: 

= 29.2 m/s = 2,7 m/s 

u = 28 m/s a = 0,47 s/m 

We constateren dat de parameter U^Q numeriek precies g e l i j k i s aan de 
ontwerpsnelheid v . D i t i s geen toeval maar kan worden bewezen, Immers 
( z i e 6-8): 

P^\ax 50 < ^ o J = °} = ^̂ P ^) = 

De parameter u van de maximale windsnelheid i n 50 j a a r i s dus g e l i j k 
aan de windsnelheid met een herhallngsperiode van 50 j a a r . De parameter 
u s t e l t ook nog de modale waarde voor (modale waarde = waarde waarvoor 
de k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e maximaal i s ) . 

I n f i g . 6.5 z i j n de r e s u l t a t e n samengevat. Getekend z i j n de momentane 
windsnelheid, zowel de Weibull a l s de Gumbelverdellng , de Gumbelverde
l l n g voor het jaarmaximum en de Gumbelverdellng voor de maximale uurge
middelde windsnelheid i n 50 j a a r . 

Constructies worden ontworpen op de modale waarde van deze v e r d e l i n g , 
welke windsnelheid een h e r h a l i n g s t i j d heeft van 50 j a a r . I n een w i l l e 
keurige periode van 50 j a a r i s er een kans van 37% dat de maximale 
windsnelheid k l e i n e r i s en 63% dat deze gro t e r i s . Tenslotte geeft f i g . 
6.6 een beeld van de windsnelheden met een h e r h a l i n g s t i j d van 50 j a a r 
voor Europa. Voor Nederland v a r i e e r t de 50 jaars windsnelheid van 28 
m/s aan de kust ( a l s eerder gevonden) t o t 24 m/s i n het zuid-oosten. 
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Fig. 6.5 Windsnelhedenverdeling voor de Nederlandse Noordzeekust 
volgens Borges [6-3] . Zowel voor momentaan a l s voor het maxi
mum i n 1 en 50 j a a r wordt de Gumbel-verdeling (Extreem I voor 
maxima) genomen. Ter v e r g e l i j k i n g i s ook een Weibull-verde
l l n g getekend voor de momentane windsnelheid met h e t z e l f d e 
gemiddelde (6,5 m/s) en dezelfde standaardafwijking (2,7 
m/s). 

Na deze beschouwing over de windsnelheid keren we nu terug naar de 
winddruk q. De maximale winddruk i n 50 jaar wordt bepaald u i t ( v g l . 
6.7) : 

V a x 50 = ^ P S ^ \ a x 50 

H i e r i n i s p de d i c h t h e i d van de l u c h t , Cj^ een aërodynamische drukcoëf-

ficiënt, G de v l a a g f a c t o r en v de maximale uurgemiddelde wind¬

snelheid i n 50 j a a r . We gaan ervan u i t dat naast v ook Ĉ  en G 
max 50 D 

stochastische grootheden z i j n . De gemiddelde waarde voor q v o l g t u l t : 

max 50 
) = 1 * 1,25 * Ĉ  * 2,4 * 29.2 = 1280 N/m' 

Voor de variatiecoëfficiënt vinden we (ga dat na): 

^ ' ( % a x 50^ = ^ ' ( S > ^ + ' ^ V x 50^ 
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Europe 

F i g . 6.6 Hoogtelijnenkaart voor 10 mln. gemiddelde windsnelheden met 
een h e r h a l i n g s t i j d van 50 jaar volgens [ 6 - 3 ] . 

*) 
The values i n d i c a t e d have to be divided by 1.05 to ob t a i n the 
mean hourly wind. 
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Met V ( v ) = 0 , 1 0 en (geschat) V(CT.) = V ( G ) = 0 , 1 0 v o l g t : 

max 50 
) = ( 0 , 1 0 ) ^ + ( 0 , 1 0 ) ^ + 4 ( 0 , 1 0 ) ^ = ( 0 . 2 5 ) ^ 

Deze waarden z i j n opgenomen I n t a b e l 6.2. 

8.5 Sneeuwbelasting 

Onderzoek naar de g r o o t t e van de sneeuwbelasting I s l n Nederland nog 
weinig v e r r i c h t . D i t wordt w e l l i c h t mede veroorzaakt door het ontbreken 
van sneeuwhoogte-metingen i n KNMI-gegevens, De r e s u l t a t e n van onderzoek 
i n andere landen waar wel sprake i s van een a a n z i e n l i j k e sneeuwbelas
t i n g z i j n slechts ten dele bruikbaar voor het bepalen van de sneeuw
b e l a s t i n g op Nederlandse daken. 

Algemeen wordt ervan uitgegaan dat de sneeuwbelasting op een dak S ge
l i j k i s aan de sneeuwbelasting op de grond Ŝ  vermenigvuldigd met een 
vormfactor voor het dak: 

Ten aanzien van dakvormfactoren z i j n geen Nederlandse onderzoekresul
taten beschikbaar. Door ISO wordt voor p l a t t e daken een waarde C = 0,8 
gehanteerd. 

Voor een s c h a t t i n g van de sneeuwbelasting op de grond kan worden u i t g e 
gaan van de neerslaggegevens. De hoeveelheden neerslag worden gesom
meerd over aaneengesloten perioden waarin de gemiddelde temperatuur be
neden het vriespunt l i g t . Kortdurende perioden ( 1 a 2 dagen) met een 
gemiddelde temperatuur i e t s boven het vriespunt ( 1 è 3 °C) worden n i e t 
als onderbreking g e t e l d . 
De op deze w i j z e verkregen n e e r s l a g c i j f e r s geven een gemiddelde (over 
37 j a a r ) van 22,6 mm en een standaardafwijking van 18,54 mm. 

I n d i e n rekening wordt gehouden met een verdamping van 0 , 1 5 mm/dag en 
i n d i e n verder wordt gesteld dat 1 mm neerslag overeenkomt met een be
l a s t i n g van 1 0 N/m"̂ , kan het gemiddelde en de standaardafwijking van de 
j a a r l i j k s e maximale sneeuwbelasting worden geschat op: 

S = C S 
O 

P(SQ) = 226 N/m^ 

a(S^) = 185 N/m^ 

V = 0,82 

Door ISO en i n [ 6 - 3 ] wordt de Extreme waardenverdeling type I voor 
maxima aanbevolen als de meest geschikte v e r d e l i n g . De parameters a en 
u voor deze v e r d e l i n g kunnen bepaald worden v i a ( z i e hoofdstuk 2 ) : 
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a = u/a /6 = 0,0069 m /N 

u = | i - 0,045 a = 143 N/m̂  

I n de f i g u r e n 6.7 en 6.8 z i j n de v e r d e l i n g s f u n c t i e en de d i c h t h e i d s 
f u n c t i e weergegeven, tezamen met de data. 

Ter v e r g e l i j k i n g beschouwen we de r e s u l t a t e n van een Duits onderzoek 
over sneeuwbelasting. Voor het p l a a t s j e Brunsbüttel aan de Duitse 
Noordzeekust wordt gevonden: 

p = 322 kN/m^ en o = 339 kN/m^ 

Het gemiddelde l i g t dus i e t s hoger, de sp r e i d i n g i s z e l f s a a n z i e n l i j k 
meer. Gegeven de meer n o o r d e l i j k e l i g g i n g van deze plaats i s d i t n i e t 
geheel onlogisch. 

Voor de maximale sneeuwbelasting i n 50 j a a r worden op„basis van de 
extreme waardenverdeling achtereenvolgens p = 800 N/m voor De B i l t en 
p = 1200 N/m voor Brunsbüttel gevonden. Het i s erg m o e i l i j k om op 
grond van deze gegevens een goede s c h a t t i n g te maken van het l a n d e l i j k 
gemiddelde en de v a r i a t i e over het land. De n o o r d e l i j k e en o o s t e l i j k e 
p r o v i n c i e s z u l l e n tussen De B i l t en Brunsbüttel i n l i g g e n , het westen 
en midden van het land v e r s c h i l l e n w a a r s c h i j n l i j k n i e t veel met De 
B i l t , of l i g g e n i e t s l ager. Een r e d e l i j k e v e r o n d e r s t e l l i n g l i j k t t e 
z i j n : 

p = 900 N/m b i j een variatiecoëfficiënt V = 0,3. 
Voor de maximale sneeuwbelasting op een dak r e s u l t e e r t dan 

2 2 
p = 0,8 * 900 N/m ~ 700 N/m met V = 0,3. Deze waarden z i j n opgenomen 
i n t a b e l 6.2. 

Voor de bepaling van de v e r d e l i n g van de momentane sneeuwbelasting ba
seren we ons i n eerste i n s t a n t i e op het jaarmaximum, waarvoor gemiddeld 
250 N/m met een standaardafwijking van 200 N/m̂  wordt aangehouden. Nu 
i s het jaarmaximum n a t u u r l i j k maar een zeer beperkt deel van het j a a r 
aanwezig, de meeste dagen i s de sneeuwbelasting n u l . Ten behoeve van de 
eenvoud nemen we aan dat de sneeuwbelasting 9 maanden van het ja a r ge
l i j k i s aan n u l en 1 maand g e l i j k aan het jaarmaximum. De kans om op 
een w i l l e k e u r i g ogenblik een sneeuwbelasting aan te t r e f f e n g r o t e r dan 
E, wordt derhale gegeven door: 

P(S > C) = Y2 ~ (" (- a (C - u ) ) 

Voor grote waarden van l, waarin we u i t e i n d e l i j k geïnteresseerd z i j n , 
kan P(S > O geschreven worden a l s : 

P(S > ^ Y2 (- a - u ) ) = exp {- al + au - Xn 12 
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Ui t | i = 250 kN/m en O = 200 kN/m v o l g t dat a = 0,0064 m /kN en 

u = 160 kN/m waarmee r e s u l t e e r t : 

P(S > O = exp {- - j f ^ " ....} "exp {™ -jf^} 

of 

Fg(0 = 1 - exp (¬

Bl i j k e n s hoofdstuk 2 i s d i t precies de u i t d r u k k i n g voor een Weibull-

2 
ve r d e l i n g met gemiddelde p = 156 N/m en V = 1,0, 

6.6 Algemeen o v e r z i c h t 

Tabel 6.2 ge e f t voor a l l e behandelde belastingen een gemiddelde waarde, 
een s p r e i d i n g en een verdel i n g s t y p e . 

b e l a s t i n g q type gemiddelde V(q) 

eigen gewicht Normaal 1,05 * q 
' ^nom 0,05 è. 0 ,10 

v l o e r b e l a s t i n g 
kantoor-extreem 
kantoor-momentaan 
woonhuis-extreem 
woonhuis-momentaan 

Ex 1 
Gamma 
Ex I 
Gamma 

1,50 kN/m^ 
0,50 
1,00 
0,30 

0,4 
0 ,4 + A/A ; 
0,4 ° 
0,4 + A /A^; 

A = 
0 

A = 
0 

10 m2 

10 m̂  i 
\ 

windbelasting (Westen) 
extreem 
momentaan 

Ex 1 
Weibull 

1,00 
0,10 

0,25 
1,0 

1 

sneeuwbelas t i n g 
extreem 
momentaan 

Ex I 
Weibull 

0,70 
0,15 

0,3 
1,0 

Tabel 6.2 Overzicht van s t a t i s t i s c h e belastlngsgegevens. 
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7 BOMEN 

7.1 I n l e i d i n g 

I n de voorgaande hoofdstukken i s de aandacht voornamelijk g e r i c h t ge
weest op de bepaling van de kans dat een bezwijkmechanisme o p t r e e d t . 
De v e i l i g h e i d van een technisch systeem wordt echter bedreigd door het 
potentiële optreden van t a l l o z e bezwijkmechanismen. 
Teneinde t e beoordelen i n hoeverre het optreden van bepaalde grenstoe
standen de v e i l i g h e i d van het t o t a l e systeem i n gevaar brengt, z i j n de 
r i s i c o - a n a l y t i s c h e methoden ontwikkeld, die men wel samenvat onder de 
naam "bomen". Het gaat d a a r b i j om gebeurtenissen-, foutenbomen, reken-
schema's etc. a l s instrumenten van de r i s i c o - a n a l y s e . 
De r i s i c o - a n a l y s e bestaat u i t een aantal fasen, die achtereenvolgens 
doorlopen worden. I n de eerste fase v i n d t een b e s c h r i j v i n g van de con
s t r u c t i e a l s systeem p l a a t s . De mate van g e d e t a i l l e e r d h e i d van de be
s c h r i j v i n g wordt bepaald door de v e r e i s t e diepgang van de r i s i c o - a n a l y 
se. Omdat a l i n de eerste fase veel i n f o r m a t i e omtrent het te analyse
ren systeem nodig i s , kan z i j pas aanvangen a l s het ontwerp i n een v r i j 
ver gevorderd stadium i s . B i j bestaande i n s t a l l a t i e s vormt d i t u i t e r 
aard geen enkel probleem. 

I n de volgende fase t r a c h t men door middel van brainstorm-technieken 
z i c h t te k r i j g e n op a l l e mogelijke ongewenste begingebeurtenissen (het 
bezwijken van een component, een menselijke f o u t , brand etc.) d i e de 
goede werking van het systeem zouden kunnen beïnvloeden. De normale 
analyses van a l l e grenstoestanden maar ook e r v a r i n g met andere soortge
l i j k e problemen kan een steun z i j n . Geheel v o l l e d i g wordt het o v e r z i c h t 
n a t u u r l i j k n i e t , daarvoor z i j n bepaalde oorzaken a l s oorlog, sabotage, 
et c . te ongrijpbaar. 

Tevens onderzoekt men i n de tweede fase a l l e mogelijke r e a k t i e s van het 
systeem op elke ongewenste begingebeurtenis. Als instrument i s h i e r de 
gebeurtenissenboom, die op logische w i j z e het verband v a s t l e g t tussen 
één begingebeurtenis en a l l e mogelijke daaropvolgende r e a k t i e s van het 
systeem. 

I n de derde fase wordt bestudeerd op welke w i j z e n de meeste ongewenste 
r e a k t i e van het systeem t o t stand kan komen. I n f e i t e worden de meest 
ongunstige takken van de gebeurtenissen verenigd t o t één boom: de f o u -
tenboom i s dus een schematische weergave van de logische opeenvolging 
van a l l e gebeurtenissen, d i e l e i d e n t o t één zeer ongewenste r e a k t i e van 
het systeem (b.v. f a l e n ) . Deze ongewenste r e a k t i e staat meestal boven 
aan de boom en wordt de "topgebeurtenis" genoemd. Voor iedere topge-
beurtenis dient dus een aparte foutenboom te worden opgesteld. 
I n de l a a t s t e fase van de r i s i c o - a n a l y s e t r a c h t men de kans op het op
treden van de ongewenste topgebeurtenis te berekenen. Daartoe worden 
eer s t de kansen op het optreden van de diverse begingebeurtenissen 
v a s t g e s t e l d . D i t gebeurt d.m.v. niveau I I , I I I berekeningen of puttend 
u i t databanken waarin empirische gegevens over de f a a l f r e q u e n t i e van 
a l l e r l e i (meest hydraulische en e l e k t r i s c h e ) componenten z i j n opgesla
gen. Tot s l o t wordt volgens de conventies van de w a a r s c h i j n l i j k h e i d s 
l e e r de kans op f a l e n van het gehele systeem v a s t g e s t e l d . 

De waarde van een r i s i c o - a n a l y s e voor de ontwerpwerkzaamheden aan een 
c o n s t r u c t i e i s als v o l g t aan te geven: 
- Men k r i j g t i n z i c h t i n de w i j z e waarop het systeem kan f a l e n . 
- Men k r i j g t I n z i c h t i n de kans op f a l e n van het systeem. 
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- De foutenbomen en gebeurtenissen fungeren a l s communicatiemiddel en 
t o o i of management. 

- Men kan de technische en de menselijke oorzaken van f a l e n i n een 
benadering verenigen. 

7.2 Enige basiselementen 

De r i s i s c o - a n a l y s e maakt gebruik van de grondslagen van de systeemleer. 
De beschouwde systemen kunnen meestal worden beschreven met een i n p u t -
output model. De inp u t wordt door het systeem getransformeerd i n een 
output ( f i g . 7.2.1). 

input 
systeem 

y-p~ output 

Fig. 7.2.1 Schets van een input-output systeem. 

De subsystemen hebben i n t e r n dezelfde s t r u k t u u r a l s het t o t a l e systeem. 
De o p s p l i t s i n g van systemen i n subsystemen, sub-sub systemen, enz. kan 
worden voortgezet t o t het meest elementaire niveau ( f i g . 7.2.2). 

1 B, B2 8 3 1 
w B, B2 8 3 

1 

Fig. 7.2.2 Schets van de ve r d e l i n g van een systeem i n subsystemen (se
r i e s c h a k e l i n g ) . 

De p r a k t i j k geeft een z i n v o l l e grens aan. 

Voor de r i s i c o - a n a l y s e z i j n de twee hoofdmogelijkheden van rangschik
king van subsystemen binnen het hoofdsysteem van belang: serie-schake
l i n g en p a r a l l e l - s c h a k e l i n g . 
Het v e r s c h i l b l i j k t d u i d e l i j k , wanneer men t r a c h t de kans op f a l e n van 
het systeem vast te s t e l l e n m.b.v. gebeurtenissen- en foutenbomen. 
De gebeurtenissenboom van het i n f i g . 7.2.2 gegeven serie-systeem z i e t 
er a l s v o l g t u i t ( f i g . 7,2.3). 

input 

B l 

werkt 

faalt 

^} werkt 
B-

werkt 

faalt 

faa l t 

output 

systeem 
faalt 

Fig. 7.2.3 De gebeurtenissenboom van het gedrag van een seriesysteem. 



- 7-3 -

Men z i e t dat de gebeurtenissenboom telkens speurt naar de gevolgen van 
één bepaalde begingebeurtenis. In de Angelsaksische l i t e r a t u u r wordt 
d i t aangeduid a l s "forward l o g i c " . 

Het i s g e b r u i k e l i j k i n gebeurtenlssenbomen " f a l e n " met de onderste tak 
en werken met de bovenste tak na een knooppunt aan te geven. 
I n d i t voorbeeld b l i j f t het scala van r e a k t i e s van het gehele systeem 
beperkt t o t twee mogelijkheden: f a l e n of werken. 
Zoals te verwachten was b i j een serie-systeem i s het f a l e n van een sub
systeem voldoende om het t o t a a l i n ongerede te brengen. 
In de foutenboom geeft men d i t aan door een_o£ poort. Het meest onge
wenste gevolg, het f a l e n van het systeem, s t a a t d a a r b i j bovenaan. De 
begingebeurtenissen vormen de voet van de boom. De foutenboom i s geba
seerd op "backward l o g i c " en speurt naar oorzaken ( f i g . 7.2.4). 

systeem faalt 

Fig. 7.2.4 Foutenboom van het gedrag van een s e r i e - s c h a k e l i n g . 

De kans op f a l e n van het t o t a l e systeem kan geschreven worden a l s 

F(F ) = P(B, of of B̂  ..... B ) 
1 1 2 3 n 

Indien nu de faalkans vanm de basiscomponenten bekend i s 

P(B.) = P^. 

en er sprake i s van onafhankelijkheid,,dan i s de faalkans van het 
systeem te berekenen 

P(F) = 1 - Tt (1 - P ^ 

1=1 ^1 
n 
T, P voor k l e i n e P 

1=1 1 ^ i 

Voor de geva l l e n waarin van a f h a n k e l i j k h e i d sprake i s kan men de onder
en de bovengrens voor de systeemfaalkans aangeven 

max (P ) < P(F) < E P 

1=1 1 1=1 ^ i 

De analyse van een parallel-systeem i s nu eenvoudig u i t t e voeren ( f i g . 
7.2.5). 
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U i t de gebeurtenissenboom b l i j k t dat het systeem pas f a a l t a l s zowel 
B en B a l s B n i e t werki 
1 2 3 

een en poort ( f i g . 7.2.6) 

B̂  en B^ a l s B^ n i e t werken. I n de foutenboom geeft men d i t aan door 

De faalkans van het systeem bestaande u i t n p a r a l l e l geschakelde 
subsystemen i s : 

P(F) = P(B^ en B̂  en B^ ., B ) 
n 

Of u i t g e d r u k t i n de faalkansen van de subsystemen indien de componenten 
o n a f h a n k e l i j k z i j n : 

n 
P(F) = Tt P 

1=1 ^ i 

B i j a f h a n k e l i j k h e i d van de subsystemen z i j n de volgende grenzen aan te 
geven voor de systeem faalkans: 

O < P(F) < min (P ) 

S l 

input — # 

B, 

B2 

B 3 

output 

systeem 
werkt 

system 
faalt 

Fig. 7.2.5 De gebeurtenissenboom van een parallelsysteem. 
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systeem 
faalt 

Fig. 7.2.6 De foutenboom van een parallelsysteem. 

Er z i j n echter ook parallelsystemen waarbij het t o t a l e systeem reeds 
f a a l t , i n d i e n m of meer subsystemen n i e t werken (b.v. e l e l t r i c i t e i t 
waarin tenminste twee van de d r i e generatoren moeten f u n k t i o n e r e n ) . I n 
dat geval g e l d t de bi,ö̂ nominale ve r d e l i n g : 

i=m 

I n de foutenboom geeft men een d e r g e l i j k e s i t u a t i e weer met een 
"v o t i n g gate" ( f i g , 7.2.7). 

systeem 
f a a l t 

Fig. 7.2.7 Een foutenboom met een "voting gate". 

Een v a r i a n t op de en-poort die men i n de l i t e r a t u u r v i n d t , i s de 
" i n h i b i t gate", die wordt aangegeven met een zeshoek ( f i g . 7.2.8). 
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auto door 
rood l i c h t 

bestuurder 
z i e t rode 
l i c h t n i e t 

auto door 
rood l i c h t 

y\ 

bestuurder 
z i e t rode 
l i c h t n i e t 

Fig. 7.2.8 Een foutenboom met een " i n h i b i t gate". 

De gebeurtenis naast de " i n h i b i t gate" i s een voorwaardelijke gebeurte
n i s , d i e a l l e e n kan plaatsvinden a l s de begingebeurtenis optreedt. 
Om het o v e r z i c h t van de mogelijke poorten te completeren worden nog de 
"exclusive o r " poort en de " p r i o r i t y and" poort genoemd. 

De eerste poort geeft output a l s één van de twee inputs optreedt, maar 
n i e t beide ( f i g . 7.2.9). 

Fig. 7.2.9 De "exclusive or" poort. 

Het tweede type poort geeft a l l e e n output a l s a l l e inputs achtereenvol
gens van l i n k s naar rechts optreden ( f i g . 7.2.10). 

Fig. 7.2.10 De " p r i o r i t y and" poort. 
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Evenals voor de poorten bestaat voor het aangeven van gebeurtenissen 
een n o t a t i e . De g e b r u i k e l i j k e f i g u r e n z i j n hieronder weergegeven. 

ó 
basisgebeurtenis 

n i e t verder ontwikkelde gebeurtenis 

1 

1 

samengestelde gebeurtenis (gevolg) 

< ) 
voorwaardelijke gebeurtenis (gebruikt b i j 
i n h i b i t gate) 

normale gebeurtenis '(house event) 

A v e r w i j s symbool 

De basisgebeurtenis, die wordt aangegeven met een c i r k e l , i s een begin
gebeurtenis, d i e z i c h aan de voet van de foutenboom bevindt. Een derge
l i j k e gebeurtenis b e t r e f t meestal het f a l e n van een systeemcomponent. 
De kans van optreden van een basisgebeurtenis i s bekend en wordt vast
gesteld m.b.v. berekeningen of databankgegevens. 

Ruiten worden gebr u i k t om gebeurtenissen aan t e geven die n i e t verder 
ontwikkeld z i j n i n die z i n , dat een diepgaande analyse naar de onder
liggende basisgebeurtenissen n i e t i s uitgevoerd. B i j de k w a n t i f i c e r i n g 
van de kans op f a l e n van het t o t a l e systeem wordt de kans op de n i e t 
verder ontwikkelde gebeurtenissen soms verwaarloosd. 

Gebeurtenissen, die i n de foutenboom wel verder worden geanalyseerd 
ge e f t men aan met een rechthoek. 

Een ovaal wordt g e b r u i k t om i n samenhang met een " i n h i b i t gate" een 
c o n d i t i o n e l e gebeurtenis aan t e duiden. 

Het " h u i s " geeft een normale gebeurtenis aan, d.w.z. een gebeurtenis 
die a l t i j d optreedt (kans = 1.0). Soms w i l men echter een foutenboom 
tekenen onder de v e r o n d e r s t e l l i n g dat een bepaalde ( n i e t normale) ge
beurtenis optreedt. Deze gebeurtenis wordt dan aangegeven met een huis. 
De gehele foutenboom v e r o n d e r s t e l t dan het optreden van de huisgebeur
t e n i s ( f i g . 7.2.11). 
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Fig. 7.2.11 Een i l l u s t r a t i e van het gebruik van het huis i n een voor
w a a r d e l i j k e foutenboom. 

Het driehoekje wordt g e b r u i k t om een foutenboom af te breken en te ver
w i j z e n naar een elders weergegeven deel ( f i g . 7.2.12). 

Fig. 7.2.12 Het gebruik van het verwijssymbool. 

7.3 Een toepassing van de t h e o r i e op een systeem 

I n deze paragraaf z a l de t h e o r i e van de r i s i c o - a n a l y s e worden toegepast 
op een f i c t i e f systeem dat i s samengesteld u i t v i j f componenten. Het 
schema van het systeem i s gegeven i n f i g . 7.3.1. I n de f i g u u r i s even
eens aangegeven i n welke subsystemen ( I t o t IV) het systeem kan worden 
g e s p l i t s t , voordat het niveau van de componenten i s b e r e i k t . 

Met behulp van de gebeurtenissenboom ( z i e f i g . 7.3.1) wordt geanaly
seerd welke gebeurtenissen achtereenvolgens kunnen p l a a t s g r i j p e n , wan
neer het systeem wordt b e l a s t . 
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Tevens i s van het systeem de foutenboom opgesteld (fig.7.3.2). Als sa
mengestelde gebeurtenis z i e t men steeds het f a l e n van een subsysteem 
ve r s c h i j n e n . Gaande naar de voet van de boom worden deze gebeurtenissen 
u i t e e n g e r a f e l d i n basisgebeurtenissen. 

Ook nu i s het mogelijk u i t de foutenboom de wiskundige u i t d r u k k i n g voor 
de faalkans af te l e l d e n . Het i s het verstandigst bovenaan de boom t e 
beginnen met de u i t d r u k k i n g voor de topgebeurtenis. 

P(F) = P(B^ OF S^^) 

= P(B^ OF (B^ EN S^^^)) 

= (PB^ OF (B^ EN (B^ OF S^^))) 

P(F) = P(B^ OF (B2 EN (B^ OF (B^ EN B ^ ) ) ) ) 

Aansluitend hierop i s eveneens de faalkans van het systeem t e bepalen 
I n d i e n men o n a f h a n k e l i j k h e i d v e r o n d e r s t e l t . Daarbij rekent men van de 
onderzijde van de boom naar boven toe. 

- P .P 
4 S 

P(^1II> = 1 - (1 - P )(1 
3 

- P(Sjy)) 

= ^ f ^ - ^ ^ ^ I I l ^ 

{ 

P(F) = 1 - (1 - P )(1 
1 

I n d i e n de kansen op de basisgebeurtenissen k l e i n z i j n (P < 0,01 voor 
a l l e 1) i s de volgende benadering geoorloofd. 

4 5 

3 4 5 

^(^11) = ^ f , ^ \ + \ ' ^ f 1 

2 3 4 5 

P(F) = P + F (p + p .p } 
^1 h h h h 
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Fig. 7.3.1 De gebeurtenissenboom voor een samengesteld systeem. 
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Fig. 7.3.2 De foutenboom voor het samengestelde systeem van f i g . 
7.3.1. 
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Voorbeeld 7.1 

De s t a l e n brug over de haveningang van Curacao werd van de oevers af 
uitgebouwd. De b r u g h e l f t e n waren d a a r b i j t i j d e l i j k l n de rotsen ver
ankerd ( f i g . 7.3.3). 

Fig. 7.3.3 Een bouwfase van de brug over de haven van Curacao. 

De verankering werd uitgevoerd met hoogwaardig s t a l e n staven, die t e r 
v e r d e l i n g van de b e l a s t i n g uitmondden i n een evenaarconstructie ( f i g . 
7.3.4). 

^ brug 

Fig. 7.3.4 De evenaarconstructie. 

Op het eerste gezicht l i j k t h i e r sprake te z i j n van een p a r a l l e l s y 
steem. Echter zodra één sta a f breekt o n t s t a a t een mechanisme en z a l de 
c o n s t r u c t i e bezwijken ( f i g . 7.3.5). 
Verder was de materiaalkeuze voor de staven gevallen op koudvervormd 
hoogwaardig s t a a l . De staven waren i n gewapend betonblokken verankerd. 
Het spreekt vanzelf, dat b i j het s t e l l e n van de verankeringsstaven i n 
de wapeningskorven vastlassen ontoelaatbaar i s i.v.m. de achteruitgang 
van de eigenschappen van koudvervormd s t a a l . Maar een verg i s s i n g i s 
mens e l i j k . 
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bezwijken 
van de brug 

S t o a 

b e z w 

f 1 

i j k t 

1 

staaf 2 
bezwijkt 

staaf 8 
bezwijkt 

F i g . 7.3.5 De foutenboom van het verankeringssysteem. 

De koudvervormde s t a a l k w a l i t e i t i s een gegeven (P = 1), zodat een 
l a s f o u t a l t i j d l e i d t t o t een ontoelaatbare verzwakking. Via de of - p o o r t 
wordt de kans op bezwijken van de brug nu 

8 
P(bezwijken van de brug) = 1 - II ( 1 - P ( l a s f o u t ) ) 

i = l 

Getalsmatig g e d e t a i l l e e r d : 

P(bezwljken) P ( l a s f o u t ) 

0.08 0,01 
0,57 0,10 
0,83 0,20 

De t a b e l g e e f t aan dat veel afhangt van het i n z i c h t van het uitvoerend 
personeel. 

Voorbeeld 2 

Op vele plaatsen i n de wereld l i g g e n haventerreinen b u i t e n d i j k s . Ten 
behoeve van de toe g a n k e l i j k h e i d i s de d i j k dan meestal doorsneden (cou
pure). 



B i j een storinwaarschuwing moeten mensen schotbalken i n de coupure aan
brengen om het hoge water te keren ( f i g . 7.3.6 en 7.3.7). 

vooraanzicht 

bovenaanzicht 

F i g . 7.3.6. Een coupure. 

dijk 
faalt 

fundering 
faalt 

over -
stroming 

onder
loops -
heid 

coupure 
faalt 

schot -
balken 
bezwijken 

F i g . 7.3.7, 

schotbalken 
niet 

aanwezl Q 

De foutenboom van 
een coupure. 

(stormvï-aorsch [eidtniet totakti 

Enkele i n de l i t e r a t u u r voorkomende begrippen 

Naast de reeds behandelde begrippen zoals poorten en gebeurtenissen 
v i n d t men i n de l i t e r a t u u r nog een aantal aanduidingen waarvan we h i e r 
twee w i l l e n behandelen, de minimale snede en de s t r u k t u u r f u n k t i e . 

Onder een minimale snede verstaat men de k l e i n s t e verzameling basisge
beurtenissen, welke b i j gezamenlijk optreden van de basisgebeurtenissen 
t o t f a l e n van het systeem l e i d t . 
Indien één der basisgebeurtenissen van een minimale snede n i e t optreedt 
werkt het systeem. 
Het vinden van minimale sneden i s eenvoudig i n d i e n men z i c h r e a l i s e e r t 
dat een o f - p o o r t het aa n t a l snede vergroot en een en-poort het a a n t a l 
gebeurtenissen i n de snede doet toenemen. 
De werkwijze wordt het eenvoudigst geïllustreerd door b i j w i j z e van 
voorbeeld de minimale sneden van het eerder geanalyseerd systeem ( f i g . 
7.3.1) te bepalen. 
Men begint bovenaan de foutenboom 

I I 

I o f - p o o r t 

en daalt af naar de volgende poorten 
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^2 ^ I I I * en-poort i of-poort 

'2 «3 

\ ^ ^ 

en-poort 

t o t d a t het tableau u i t s l u i t e n d basisgebeurtenissen bevat. 
Iedere r i j g e e f t nu een minimale snede van het bestudeerde systeem. 

Het begrip minimale snede wordt o n m i d d e l l i j k d u i d e l i j k , wanneer men de 
sneden i n het p r i n c i p e schema van het systeem schetst ( z i e f i g . 7.4.1). 
A l l e e n I n d i e n a l l e componenten i n een minimale snede f a l e n , f a a l t het 
gehele systeem. 

Fig . 7.4.1 De minimale sneden van het systeem. Ai^x—^e^.itH 

Het i s m o g e l i j k een foutenboom te beschrijven met een s t r u k t u u r f u n k t l e 
(Wy).De waarde van de s t r u k t u u r f u n k t l e i s een b i n a i r e i n d i c a t o r voor de 
werking van het systeem. 

^^y^ ^ f l wanneer het systeem f a a l t 
0̂ wanneer het systeem werkt 
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H i e r i n i s y = ( y ^ , y^ ,„o» y^) de vector die het a l of n i e t optreden 

van de gebeurtenissen aangeeft, 

r l basisgebeurtenis 1 t r e e d t op 
^1 0̂ basisgebeurtenis 1 t r e e d t n i e t op 

De s t r u k t u u r f u n k t l e voor een en-poort i s het produkt van de i n d i c a t o r -
v ariabelen y^ van de basisgebeurtenissen 

n 

<\>(y) = " y. 

1=1 ^ 

De s t r u k t u u r f u n k t l e i s a l l e e n g e l i j k aan 1 i n d i e n a l l e y^ = 1, 

Ook voor de of-poort i s de s t r u k t u u r f u n k t l e eenvoudig, 

n 

(Ky) = 1 - Tt (1 - y.) 
1=1 ^ 

Zodra êén der i n d i c a t o r v a r i a b e l e n ŷ ^ de waarde 1 k r i j g t , f a a l t het 
systeem ( ( ^ y ) = 1) . ^ 

Ter i l l u s t r a t i e kan men nu de s t r u k t u u r f u n k t l e van het systeem i n f i g . 
7.3.1 o p s t e l l e n . 

Men begint bovenaan de boom 

Uy) = 1 - ( 1 - y ^ ) ( l - y ^ j ) 

= 1 ^ ( 1 - y , ) ( i ™ y^y,,,) 

(Ky) = 1 - (1 - y ^ d - y ^ d - (1 - y 3 ) ( l - y ^ ^ ) ) ) 

Uy) = 1 - ( 1 - y ^ ) ( l - y^Cl - (1 - y 3 ) ( l - y ^ y ^ ) ) ) 

Het nut van de s t r u k t u u r f u n k t l e wordt d u i d e l i j k wanneer men zi c h rea
l i s e e r t dat de verwachtlngswaarde van een i n d i c a t o r v a r i a b e l e y^ g e l i j k 
i s aan de kans op de basisgebeurtenis 1, immers 

E(y,) = /fy.(yi)»yi»dyi , yO'' ' 

= 0 . ( 1 - ) + i . p ^ = p^ 
1 1 1 

waarin = kans op basisgebeurtenis 1 
1 
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Aangezien he t z e l f d e g e l d t voor de verwachtlngswaarde van de s t r u k t u u r 
f u n k t l e v o l g t de faalkans van het systeem u i t de s t r u k t u u r f u n k t l e i n 
dien men voor de I n d i c a t o r v a r i a b e l e n de faalkansen van de componenten 
P i n v u l t 
f, 1 

Daartoe i s wel v e r e i s t dat de basisgebeurtenissen_onafhank#_^lijk^^ 
De s t r u k t u u r f u n k t l e maakt het mogelijk snel de faalkans Van het systeem 
te bepalen voor diverse waarden van de faalkans der componenten. 

7 .5 Enkele opmerkingen en nieuwe ontwikkelingen 

I n de voorafgaande paragrafen i s getoond, dat de huidige r i s i c o - a n a l y s e 
een techniek met een b i n a i r e grondslag i s . Iedere component kent maar 
twee toestanden: werken of f a l e n , evenals het t o t a l e systeem. 
De gebeurtenissenboom analyseert van één begingebeurtenis a l l e m o g e l i j 
ke gevolgen. 

Voor elke gebeurtenis moet een aparte boom worden opgesteld. Het i s 
echter wel mogelijk u i t een gebeurtenissenboom een scala van gevolgen 
af te l e i d e n . 

Zo geeft de gebeurtenissenboom voor een koelmlddelverllesongeluk i n een 
kerncentrale de gevolgen weer i n v i e r gradaties ( z i e f i g . 7.5.1). 

I n een foutenboom kan echter maar één gebeurtenis aan de top staan. Men 
k i e s t daarvoor meestal het meest ongewenste gevolg. Indien het gevolg 
echter een continue v a r i a b e l e i s , zoals i n d i t geval van u i t s t o o t , dan 
houdt d i t de keuze van een grens ( u i t s t o o t > ....) in.^Voqp elke andere 
topgebeurtenis i s een andere foutenboom v e r e i s t . 

I n het voorbeeld van het zeeweringssysteem ( f i g . 7.5.2) is'een over
stroming als topgebeurtenis gekozen en op een conceptueel niveau van 
analyse i s dat heel acceptabel. Maar een overstroming heeft a l s con
t i n u e v a r i a b e l e de waterstand boven het maaiveld. Het i s derhalve 
noodzakelijk een overstroming te definiëren a l s (waterstand > m.v. + x 
(m)) zodra men s t r e e f t naar een k w a n t i f i c e r i n g van de foutenboom. 
Verder heeft reeds het f a l e n van de waker schade t o t gevolg b.v. i n de 
vorm van v e r l i e s van vee en v e r z i l t i n g van weidegrond. Een d e r g e l i j k 
" t u s s e n r e s u l t a a t " kan i n een foutenboom n i e t t o t u i t d r u k k i n g worden ge
bracht . 

Om aan d i t l a a t s t e bezwaar tegemoet te komen i s de cause-consequence 
chart geïntroduceerd. Dat i s een versmelting van de gebeurtenissen en 
de foutenboom, die het m o g e l i j k maakt meer dan één gevolg te tonen. 
I n f e i t e wordt de foutenboom u i t g e b r e i d met de v e r t a k k i n g s m o g e l i j k h e i d 
van de gebeurtenissen door een ja/nee-uitgang toe t e voegen aan de 
rechthoek van de samengestelde gebeurtenis. 
I n f i g . 7.5.3 i s een cause-consequence chart getekend voor het zeewe
ringssysteem bestaande u i t de waker, de slaper en de dromer. 

Met de i n t r o d u k t i e van de cause-consequence chart i s de schamele weer
gave van het continuüm van gevolgen door de foutenboom verbeterd. Maar 
het f e i t dat ook inputgegevens vaak variabele gegevens z i j n , kan i n de 
cause-consequence chart n i e t worden verwerkt. 
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Fig. 7.5.1 Vereenvoudigde gebeurtenisboom voor een koelmiddelver-
liesongeluk i n een kernenergiecentrale. 
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Voorbeeld 

zee 
n m 

Op sommige plaatsen I n Neder
land l i g g e n dorpen verscholen 

^ achter een systeem van d i j 
ken, dat h i s t o r i s c h I s ge
groe i d . De volgende r i s i c o 
analyse w i j s t u i t , dat d i t de 
v e i l i g h e i d ten goede komt. 

zee 

waker slaper dromer 

Fig . 7.5.2a Het zeeweringssysteem. 

waker slaper dromer 
werkt 

f a a l t 
werkt 

faalt 

Fig. 7.5.2b De gebeurtenissenboom. 

w e r k t 

faalt 

vei l ig 

-O overstrommg 

F i g . 7.5.2c De foutenboom. 
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a l l e e n 
polder I en I I 
onder water 

overs troming 

nee 

dromer 
f a a l t 

a l l e e n polder I 
onder water 

geen 
schade 

nee 

hoge waterstand 
i n polder I I 

g i h. h. 

j a 

slaper 
f a a l t 

hoge waterstand 
i n polder I 

A 

1 
nee j a 

waker 
f a a l t 

! — _ _ _ _ — 

fs tormvloed 1 

F i g . 7.5.3 Een cause-consequence chart voor het zeeweringssysteem. 
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breuk 

nee ja 

R < S <• Niveau I I of I I I berekening 

F i g . 7.5.4 Een cause-consequence chart van een grenstoestand. 

Ter oplossing van d i t probleem moet i n de cause-consequence chart een 
blok worden Ingevoerd, waarin de bezwijkkans wordt berekend. 
Maar ook i n veel andere gevallen i s het b i n a i r e karakter van de stan
daard-analyse technieken n i e t voldoende om problemen t o t i n d e t a i l s 
k w a n t i t a t i e f te analyseren. 
Met name daar waar het gevolg een continue f u n k t i e i s van de inputva-
r i a b e l e n . Zo z a l de schade b i j overstroming afhangen van de waterstand 
boven het maaiveld. De exacte k w a n t i t a t i e v e analyse van zodanig samen
hangende systemen i s a l l e e n mogelijk met rekenschema's waarin a l l e ver
banden z i j n opgenomen ( z i e f i g . 7.5.5). 

De e r v a r i n g l e e r t echter, dat een eenvoudige r i s i c o - a n a l y s e , d i e 
slechts gebruikmaakt van de ( b i n a i r e ) gebeurtenissenboom en foutenboom, 
snel een i n z i c h t v e r s c h a f t , ook i n het gedrag van complexe systemen. 
Voor een k w a n t i t a t i e v e analyse i s een a a n v u l l i n g van de foutenboom met 
een blok, waarin de bezwijkkans van een mechanisme wordt berekend, 
noo d z a k e l i j k . 

De meest g e d e t a i l l e e r d e oplossing wordt b e r e i k t door een rekenschema 
( a l s f i g . 7.5.5) met niveau I I I methoden te analyseren. 
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schade • 

q. At 
T I I A 
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q = yB /2g(h^^- h^^^) 

1 
nee 

j a 

dromer f a a l t 

" ^11 

q = MB /2g(hj-h_j._j^) 

nee j a 

slap er 
f a a l t 

h = ^-^^ 

l \ 

q = pB /2g(h-hj) 

Fig. 7.5.5 Een eenvoudig rekenschema voor de analyse van het zee
weringssysteem 
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8. V e l l l f i h e i d s f l l o s o f i e 

8.1 I n l e i d i n g 

I n de voorafgaande hoofdstukken i s aan de orde gesteld op welke w i j z e 
men de kans op bezwijken van k o n s t r u k t i e s en konstruktle-onderdelen kan 
benaderen. Bovendien i s aangegeven hoe met behulp van foutenbomen de 
kans op f a l e n van een t o t a a l systeem kan worden benaderd, uitgaande van 
de kans op bezwijken van onderdelen en z e l f s van de kans op menselijke 
fouten. 

Voor de ontwerpende ingenieur d i e z i c h r e a l i s e e r t , dat v o l s t r e k t e v e i 
l i g h e i d onbereikbaar i s , r e s t echter nog één vraag: hoe v e i l i g moet een 
bepaald systeem z i j n ? 

Hoewel men hiermede e i g e n l i j k het t e r r e i n der p o l i t i e k e keuzen be
t r e e d t , wordt het toch als de taak van wetenschapsmensen en t e c h n i c i 
gezien, beleidsondersteunende redeneringen aan t e dragen. 
Op waterbouwkundig gebied z i j n de beschouwingen over de v e i l i g h e i d i n 
het D e l t a r a p p o r t , i n de ontwerpnota's van de Stormvloedkering Ooster
schelde en i n de nieuwe r i c h t l i j n Duinafslag van de T.A.W. a l s b i j d r a 
gen i n deze z i n op te v a t t e n , 

I n d i t hoofdstuk wordt de aanvaardbaarheid van r i s i c o ' s van u i t enkele 
oogpunten onder de loep genomen, 

8.2 De beoordeling van de r i s i c o n i v e a u s 

8.2,1 Algemeen 

Wanneer van Ingenieurs gevraagd wordt b i j het ontwerp van i n s t a l l a t i e s 
voor nieuwe a c t i v i t e i t e n zorg te dragen voor voldoende v e i l i g h e i d , dan 
volgen o n m i d d e l l i j k de tegenvragen: 
- wat v e r s t a a t u onder v e i l i g h e i d of r i s i c o ? 
- welke mate van v e i l i g h e i d e i s t u? 

I n p o l i t i e k e discussies over de r i s i c o ' s van kernenergie, L,N.G.-aan
voer, e t c . kan het antwoord op deze vragen lang i n het midden b l i j v e n , 
zoals men d a g e l i j k s i n de nieuwsmedia z i e t . Doch voor een wetenschap
p e l i j k e d i s c u s s i e z i j n d e f i n i t i e s van begrippen, hoe t e n t a t i e f ook, 
noodzakelijk en zodra de maatschappelijke eisen omgezet worden i n con
crete c o n s t r u c t i e s , i s een u i t s p r a a k omtrent de geëiste beperking van 
het r i s i c o o n v e r m i j d e l i j k . 

Ook i n wetenschappelijke kringen bestaat geen eensluldendheid over de 
d e f i n i t i e van het begrip " r i s i c o " . Een v i e r t a l d e f i n i t i e s z i j n echter 
t o e g a n k e l i j k voor k w a n t i t a t i e v e analyse. De d e f i n i t i e s , die twee be
grippen gemeen hebben, de kans op een gebeurtenis met ongewenste gevol
gen (kans) en de omvang van de ongewenste gevolgen ( g e v o l g ) , z i j n : 

r i s i c o = kans (1) 
r i s i c o = gevolg (2) 
r i s i c o = kans x gevolg (3) 
r i s i c o = kans x gevolg"^ (4) 

I n d i t college wordt de derde p r e c i s e r i n g van het r i s i c o - b e g r i p ge
b r u i k t , t e n z i j anders vermeld. 
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Wat z i j n nu de dimensies van r i s i c o ? De kans i s dimensieloos. Vaak 
wordt echter de kans vervangen door een f r e q u e n t i e : het a a n t a l gebeur
tenissen per t i j d s e e n h e i d , I n veel gevallen k i e s t men voor de t i j d s e e n 
heid een j a a r . 
Het gevolg i s complexer en kan bestaan u i t materiële schade, v e r l i e s 
van toekomstig inkomen, gewonden en doden. Het gevolg i s dus meer
dimensionaal, hetgeen problemen geeft b i j de toepassing van het r i s i c o -
begrip [ 1 ] , D i t probleem van de meer-dimensionaliteit van het gevolg 
wordt vaak vermeden door s l e c h t s één dimensie i n beschouwing te nemen. 

I n het rapport van de Deltacommissie [2] i s op deze w i j z e het gevolg 
van een overstroming beperkt t o t het d i r e c t e materiële v e r l i e s u i t g e 
drukt i n guldens. Op d i t type benaderingen, dat vanuit technisch weten
sch a p p e l i j k oogpunt bezien zeer interessant i s , z a l i n par. 8.2.3 d i e 
per worden ingegaan. 
Andere benaderingen beperken z i c h t o t de a a n t a l l e n doden en gewonden, 
die het gevolg z i j n van een ongewenste gebeurtenis, omdat een i n mate
r i a l i s m e wortelende economische beschouwing van het r i s i c o door velen 
e t h i s c h onverantwoord wordt geacht. 

8.2.2 Een deductieve benadering van het jper^soonlljk geaccepteerde r i s i c o n i 
veau 

De k l e i n s t e bouwsteen van het maatschappelijk geaccepteerde r i s i c o n i 
veau i s de p e r s o o n l i j k e beoordeling van r i s i c o ' s door het i n d i v i d u . 
Het leven dwingt de mens voortdurend een compromis te zoeken tussen na
gestreefde voordelen en de daaraan verbonden r i s i c o ' s . Zolang deze a f 
wegingen n i e t verder r e i k e n dan de p e r s o o n l i j k e sfeer, worden ze i n het 
algemeen snel gemaakt. De mate van r i s i c o die een i n d i v i d u accepteert, 
hangt onder meer af van z i j n l e e f t i j d en z i j n p e r s o o n l i j k e i n s t e l l i n g , 
doch ook de volgende f a c t o r e n spelen een r o l : 
1. de mate, waarin het r i s i c o v r i j w i l l i g wordt geaccepteerd (persoon

l i j k e vermijdbaarheid van het r i s i c o ) ; 
2. de herkenbaarheid van het r i s i c o ; 
3. het p e r s o o n l i j k voordeel, verbonden aan het t r o t s e r e n van het r i s i c o ; 
4. het maatschappelijk voordeel, verbonden aan het t r o t s e r e n van het 

r i s i c o ; 
5. de maatschappelijke mogelijkheden om het r i s i c o t e beperken; 
6. de h i s t o r i s c h e achtergrond van het r i s i c o ( h e r h a l i n g s t i j d ) , 

Een poging om t o t een t h e o r e t i s c h e ordening van de beoordelingsvariabe
len te komen, i s gegeven i n f i g . 8.1. Het model i s gebaseerd op een ob
j e c t i e v e mathernatisch-economische afweging. 
Enerzijds wordt het te behalen voordeel, dat kan bestaan u i t een d i r e c t 
privé-voordeel of een meer d i f f u s e maatschappelijke bate, i n aanmerking 
genomen en anderzijds het r i s i c o i n de z i n van verwacht v e r l i e s (kans x 
gevolg), 
De kanscomponent van het r i s i c o wordt door het i n d i v i d u a f g e l e i d u i t 
een s c h a t t i n g van de h e r h a l i n g s t i j d van de ongewenste gebeurtenis. 
Vaak ontle e n t h i j een n o t i e over de h e r h a l i n g s t i j d aan z i j n eigen erva
r i n g , soms baseert b i j z i c h op o v e r l e v e r i n g van anderen. 
Wanneer het echter gaat om nieuwe a c t i v i t e i t e n , w aarbij de h i s t o r i s c h e 
achtergrond van het r i s i c o ontbreekt, dan i s een s c h a t t i n g van de kans 
van optreden van de gebeurtenis en de gevolgen m o e i l i j k en s t e r k sub
j e c t i e f . 
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Theoretisch staan weliswaar de methoden der r i s i c o - a n a l y s e t e r beschik
king, doch het i s n i e t t e verwachten dat men i n de prlvésfeer een der
g e l i j k e diepgaande s t u d i e u i t v o e r t . 
Veeleer z a l men t r a c h ten i n de p r a k t i j k te ondervinden of het voordeel 
van de geëntameerde a c t i v i t e i t tegen het r i s i c o opweegt. Vla " t r i a l and 
e r r o r " wordt het optimum bewust of onbewust nagestreefd. 
Hiermee samenhangend, speelt de v r i j w i l l i g h e i d van de acceptatie van 
het r i s i c o ( o f vermijdbaarheid) een r o l . 
Ten eerste maakt het i n d i v i d u b i j een v r i j w i l l i g e keuze gebruik van 
z i j n eigen waardensysteem en worden hem geen p r e f e r e n t i e s opgelegd door 
één of ander besluitvormend lichaam. 
Ten tweede kan b i j een v r i j w i l l i g e keuze de i n het " t r i a l and e r r o r " 
concept noodzakelijke b i j s t e l l i n g op grond van ervaringen snel geschie
den. Het b i j s t e l l e n van plannen van besluitvormende lichamen v i a de 
maatschappelijke communicatiekanalen ( p o l i t i e k of economisch) i s echter 
een traag proces. 

Daarom z a l het i n d i v i d u i n het algemeen grote reserves hebben ten aan
zien van hem opgelegde r i s i c o ' s . 

Tot s l o t moet erop gewezen worden, dat het beslissingsmodel van f i g . 
8.1 s t e r k beïnvloed wordt door de w i j z e waarop het i n d i v i d u de f e i t e n 
waarneemt, 
De aangeboden I n f o r m a t i e wordt a l s het ware g e f i l t e r d en n i e t a l l e ob
j e c t i e v e f e i t e n spelen mee i n het beoordelingsproces. 
De w i j z e en de mate van f i l t e r i n g hangt af van p e r s o o n l i j k e kenmerken 
al s l e e f t i j d , geslacht, o p l e i d i n g , beroep, e t c . 
Bovendien v i n d t daarna nog een weging van de diverse f a c t o r e n p l a a t s 
volgens de p e r s o o n l i j k e p r e f e r e n t i e s . 

Met deze l a a t s t e constateringen i s i n f e i t e het t e r r e i n van de psycho
l o g i e betreden. Er wordt op het gebied van de p e r s o o n l i j k e beoordeling 
van r i s i c o ' s v e e l psychologisch onderzoek v e r r i c h t . 
Van psychologen-zijde i s opgemerkt, dat het i n par. 8.2.1 gedefinieerde 
mathematische r i s i c o - b e g r i p , en not i e s a l s nut/voordeel, t e globaal, t e 
ab s t r a c t en te formeel z i j n om i n o p i n i e - en besluitvormende discussies 
toe t e l a t e n . 
Daarom z i j n d.m.v. psychometrisch veldonderzoek de p r i m a i r e r i s i c o -
e v a l u a t i e v a r i a b e l e n opgespoord [ 3 ] . Een aant a l hypothesen, die i n een 
d e r g e l i j k onderzoek g e t o e t s t werden z i j n : 
- de geschatte ernst van een r i s i c o wordt grotendeels bepaald door de 

geschatte omvang van mogelijke ongevallen (en n i e t door de kans er
op); 

- de getaxeerde kans op een ongeval wordt overwegend bepaald door de 
mate van p e r s o o n l i j k e c o n t r o l e of door georganiseerde b e v e i l i g i n g (en 
n i e t door r e l a t i e v e ongevalfrequenties); 

- de getaxeerde kans i s mede a f h a n k e l i j k van de voorstelbaarheid van 
het ongevaIsscenario; 

- de ( c o g n i t i e v e en emotionele) voorstelbaarheid van potentiële catas
t r o f e s i s gering; 

- de aanvaardbaarheid van een r i s k a n t e a c t i v i t e i t wordt overwegend be
paald door z i j n voordeel (en n i e t door z i j n r i s i c o ) . 
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Fig. 8.1 Theoretische ordening van de beoordelingsvariabelen van 
aanvaardbaarheid van r i s i c o ' s i n de I n d i v i d u e l e sfeer. 

de 
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Het r e s u l t a a t van het onderzoek onder 700 respondenten was o.a. dat men 
ze i i n hoofdzaak twee ri s i c o d i m e n s i e s te onderschelden: 
1. de omvang van een mo g e l i j k ongeval; 
2. mate van georganiseerde b e v e i l i g i n g . 

Ten aanzien van de fundamentele componenten van het voordeel stemden de 
r e s u l t a t e n overeen met de i n f i g . 8.1 genoemde. Over het r e l a t i e v e ge
wicht van p e r s o o n l i j k en maatschappelijk voordeel vers c h i l d e n de menin
gen s t e r k . 

De samenhang tussen r i s i c o , voordeel en aanvaardbaarheid v o l g t minder 
d u i d e l i j k u i t het onderzoek. 
Ten dele hangt dat samen met de i n het onderzoek gekozen voorbeelden 
van kernenergie en L.N.G. Beide paren een d i f f u u s maatschappelijk voor
deel aan een r i s i c o dat bestaat u i t een zeer k l e i n e kans op bi j z o n d e r 
e r n s t i g e gevolgen. 

Binnen de conceptie van het i n f i g . 8.1 geschetste maar n i e t e x p l i c i e t 
bekende mathematisch-economische beslissingsmodel, dat i n de p r a k t i j k 
a l tastend wordt opgelost, i s de weerstand tegen deze nieuwe technolo
gie goed te v e r k l a r e n . 
Het i n d i v i d u z i e t de noodzaak van nieuwe energiebronnen n i e t i n zolang 
de e l e c t r l c i t e l t s - en gasvoorzlenlng voorspoedig f u n c t i o n e e r t . Ten aan
zi e n van de kans op ongelukken met de nieuwe technologieën beschikt men 
n i e t over h i s t o r i s c h e gegevens, die een indruk geven van de f a a l f r e -
q u e t i e . Wel bestaat een idee over de gevolgen van een ongeval met kern
energie, een idee, dat a l of n i e t t e r e c h t ontleend wordt aan de gebeur
tenissen rond de bom op Hiroshima en de d a a r u i t voortvloeiende g e n e t i 
sche e f f e c t e n die z i c h over de generaties kunnen u i t s t r e k k e n . 

8.2.3 Een i n d u c t i e v e benadering van het p e r s o o n l i j k geaccepteerde r i s l c o -
nlveau 

Nu i s vastgesteld, dat het e x p l i c i e t oplossen van het i n f i g . 8.1 gege
ven beslissingsmodel voor p e r s o o n l i j k e r i s i c o - a c c e p t a t i e n i e t m o g e l i j k 
i s , l i g t het voor de hand de uitkomst van het afwegingsproces, zoals 
dat i n het d a g e l i j k s leven van e l k I n d i v i d u p l a a t s v i n d t , te onderzoe
ken. U i t de uitkomsten zou, i n d i e n ze consistent z i j n , een i n d i c a t i e 
kunnen worden gekregen van de p r e f e r e n t i e s van het i n d i v i d u . 
Een bron, waaruit de uitkomsten van de afwegingsprocessen kunnen b l i j 
ken, i s de s t a t i s t i e k van doodsoorzaken. 

Weliswaar i s dan sprake van het a a n t a l risicodimensies t o t één, maar 
voor een eerste indruk van het gemiddelde r e s u l t a a t van de afwegings
processen vormt de s t a t i s t i e k een geschikt uitgangspunt. 
De gemiddelde p e r s o o n l i j k e r i s i c o - a c c e p t a t i e voor een bepaalde a c t i v i 
t e i t b l i j k t door het a a n t a l doden dat j a a r l i j k s v a l t b i j de beoefening 
van de a c t i v i t e i t te delen door het aant a l deelnemers: 

N .P. .P, 
P l ^1 ^ 

N 
« 1 

waarin: 
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aan t a l deelnemers aan a c t i v i t e i t i 

kans op een ongeval b i j a c t i v i t e i t 1 

kans op een dode gegeven een ongeval b i j a c t i c i t e i t 1 

a a n t a l doden b i j a c t i v i t e i t 1 

Een eerste a c t i v i t e i t waaraan iedereen deelneemt, i s het leven z e l f . 
Ui t de s t a t i s t i e k b l i j k t nu, dat i n de w e s t e l i j k e landen voor personen 
jonger dan 60 j a a r , de kans om te o v e r l i j d e n ten gevolge van z i e k t e on
geveer g e l i j k i s aan 10~-^ [ 1 / j a a r ] . 

Overeenkomstig hetgeen men zou verwachten, i s het pe r s o o n l i j k e r i s i c o 
b i j een d u i d e l i j k o n v r i j w i l l i g e a c t i v i t e i t als werken i n een f a b r i e k 
een orde k l e i n e r . De kans op een d o d e l i j k ongeval i n de i n d u s t r i e be
trokken op het aanta l arbeiders i s ongeveer 10~^ 1/jaar ( z i e f i g . 8.2). 
Anderzijds i s de kans op een d o d e l i j k ongeval b i j de beoefening van de 
bergsport a a n z i e n l i j k g r o t e r . Z i j s t i j g t z e l f s u i t boven de kans te 
o v e r l i j d e n door z i e k t e . De a c t i v i t e i t a u t o r i j d e n , die naar huidige 
begrippen n i e t geheel v r i j w i l l i g wordt ondernomen, b l i j k t een kans op 
o v e r l i j d e n met zi c h mee te brengen van ongeveer lO"*^ [ 1 / j a a r ] . 

Het geheel van f i g . 8.2 overziende l i j k t er sprake te z i j n van een con
s i s t e n t i e i n de p e r s o o n l i j k e r i s i c o - a c c e p t a t i e . 
Voor v r i j w i l l l g ondernomen a c t i v i t e i t e n l i j k t het i n d i v i d u gemiddeld 
genomen een kans op o v e r l i j d e n te accepteren die ongeveer g e l i j k i s aan 
de s t e r f t e k a n s door z i e k t e . 

Pi 

kans op overl i jden 
per j a a r 

Fig. 8.2 

i 

10' 

10 

10 

-2 

10 -6 

10' 

s ta t is t iek 
van doods
oorzaken 

bergbeklimmen 
. ziekte 

autorijden 
vliegen 
fabriek 

risico¬
acceptatie 

vrijwillige 
aktiviteiten 

onvrijwillige 
aktiviteiten 

De p e r s o o n l i j k e r i s i c o ' s i n de w e s t e l i j k e landen a f g e l e i d u i t 
s t a t i s t i e k van doodsoorzaken, betrokken op het aantal deelne
mers . 
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o n v r i j w i l l i g e a c t i v i t e i t e n wordt echter een grotere v e i l i g h e i d ver
wacht. Hier i s een kans op o v e r l i j d e n van 10 ^ [ 1 / j a a r ] de bovengrens. 

Men kan nu s t e l l e n , dat er b i j het ondernemen van a c t i v i t e i t e n de f a c t o 
een afweging p l a a t s v i n d t van de t e behalen voordelen tegen het r i s i c o 
i n de vorm van de kans op o v e r l i j d e n en dat het r e s u l t a a t van d i t afwe
gingsproces b l i j k t u i t de o n g e v a l l e n s t a t i s t i e k . 

Aangezien de gepresenteerde sterftekansen s t a b i e l z i j n i n de t i j d en 
een l i c h t dalende tendens vertonen die samenhangt met het v o o r t s c h r i j 
den van de techniek, l i j k t het toegestaan er een l e i d r a a d voor b e s l i s 
singen t.a.v. het acceptabele p e r s o o n l i j k e r i s i c o n i v e a u u i t af te l e i 
den. 

Bezien va n u i t het i n d i v i d u l i j k t een a c t i v i t e i t 1 aanvaardbaar i n d i e n : 

E(N, ) N .P^ ,P̂  
d i P, f , d 

N - N - < P-IO"'' 

waarin: 

E(N^ ) = verwachtlngswaarde van het a a n t a l doden b i j a c t i v i t e i t 1, 

P = b e l e i d s f a c t o r 

H i e r u i t v o l g t voor de toelaatbare kans op een ongeval b i j a c t i v i t e i t 1: 

p,10 
-4 

De f a c t o r p v a r i e e r t a l naar gelang de mate van v r i j w i l l i g h e i d waarmede 
de a c t i v i t e i t wordt ondernomen van 10 t o t 0.1. 

8.2.4 Het maatschappelijk geaccepteerde r i s i c o n i v e a u 

Hetgeen een democratische maatschappij aan r i s i c o ' s accepteert, i s i n 
t h e o r i e de samenvoeging van a l l e I n d i v i d u e l e afwegingen. 
Men v i n d t de optimale faalkans van een a c t i v i t e i t door de oplossing van 
de geaggregeerde v e r s i e van het basismodel van f i g . 8.1, 
Doch ook h i e r maakt het f e i t dat het model n i e t e x p l i c i e t bekend i s een 
d e r g e l i j k e weg onbegaanbaar. 
Toch kan men s t e l l e n , dat op maatschappelijk niveau voor e l k p r o j e c t de 
kosten tegenover de baten worden gezet. Misschien zou dat ruimer moeten 
geschieden door de s o c i a l e kosten tegenover de s o c i a l e baten t e z e t t e n , 
waardoor ook de r i s i c o - a s p e c t e n i n de afweging worden betrokken. Gezien 
de c o m p l e x i t e i t van een d e r g e l i j k e afweging en het gesignaleerde gebrek 
aan e x p l i c i e t e modellen geschiedt ook de maatschappelijke o p t i m a l i s e 
r i n g tastend. 

De b e s t u u r l i j k e lichamen doen een keuze en vervolgens l e e r t de loop van 
het leven hoe aanvaardbaar deze keuze was. 
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Keuze overheid Eén der gevolgen 

Delta-cie» 
P(overstroming) = 10 „4 

I n sommige gevallen langs de 
r i v i e r e n schade aan het landschap 

Cie. Becht ( r i v i e r e n ) 
P(overstroming) = 8.10"'^ 

Dat l e e r t de toekomst 

S t i m u l e r i n g basischemie 
i n Nederland 

Chemisch afvalprobleem 

Indien voor een bepaald p r o j e c t een maatschappelijk acceptabel r i s i c o 
niveau moet worden g e d e f i n i e e r d , staan twee wegen open, die belde een 
sterke vereenvoudiging van het probleem inhouden. 
De eerste methode gaat terug naar het mathematisch economische b e s l i s 
singsmodel van f i g . 8.1 en s t r e e f t naar een zodanige schematisatie van 
het probleem, dat het optimum voor berekening t o e g a n k e l i j k i s . 
Daartoe dienen a l l e dimensies van het r i s i c o i n één monetaire maat t e 
worden getransformeerd. 

Het tweede spoor l e i d t v i a de i n par. 8.2.2 reeds behandelde weg van 
de o n g e v a l l e n s t a t i s t i e k . 

8.2.4.1 Het maatschappelijk geaccepteerde r i s i c o n i v e a u a l s r e s u l t a a t van een 
mathematisch-economische afweging 

Volgens de gekozen d e f i n i t i e i s het r i s i c o g e l i j k aan de mathematische 
verwachtlngswaarde van de v e r l i e z e n die het gevolg z i j n van het f a l e n 
van het systeem. 

Inherent aan de economische benadering i s , dat de schade die het ge
volg i s van het f a l e n i n een monetaire maat moet worden u i t g e d r u k t . 
De t o t a l e schade bestaat u i t een a a n t a l posten van p r i n c i p i e e l ver
s c h i l l e n d e aard ( t a b e l I ) , 
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Tabel 1 : Een globaal o v e r z i c h t van de v e r l i e z e n die ontstaan door 
het f a l e n van een systeem. 

ponderabel imponderabel 

d i r e c t vervanglngs- of he r s t e l k o s t e n 
van het systeem 

vervanglngs- of h e r s t e l k o s t e n 
van zaken die betrokken z i j n 
b i j het f u n c t i e v e r l i e s van het 
systeem 

v e r l i e s van mensenlevens 

gewonden 

vervanglngs- of h e r s t e l k o s t e n 
van zaken die z i c h i n f y s i e k e 
n a b i j h e i d van het systeem be
vonden 

v e r l i e s van onvervangbare 
zaken 

schade aan het m i l i e u 

i n d i r e c t p r o d u c t i e d e r v i n g die het gevolg 
i s van het f u n c t i e v e r l i e s van 
het systeem 

productiederving veroorzaakt 
door de f y s i e k e n a b i j h e i d van 
het systeem 

pr o d u c t i e d e r v i n g elders i n het 
economisch systeem doch geïn
duceerd door de twee bovenge
noemde p r o d u c t i e s t a g n a t i e s 

leed en sociale d i s r u p t i e 

spanning, angst en ve r 
hoogde kans op z i e k t e 

A l l e r e e r s t onderscheidt men de d i r e c t e gevolgen van het f a l e n . Deze 
omvatten het h e r s t e l of de vervanging van de c o n s t r u c t i e z e l f en van 
zaken die v i e l e n binnen het kader van de f u n c t i e van het systeem. 

Tot de i n d i r e c t e schade rekent men het v e r l i e s aan toegevoegde waarde, 
dat o n t s t a a t doordat bepaalde a c t i v i t e i t e n geen doorgang kunnen vinden 
a l s gevolg van het n i e t f u n c t i o n e r e n ( d i s f u n c t i e ) van het systeem. 

Ook de verhindering van a c t i v i t e i t e n i n de n a b i j h e i d van het systeem 
veroorzaakt i n d i r e c t e schade. 
Verder p l a n t de onderbreking van bepaalde a c t i v i t e i t e n z i c h v o o r t i n 
het economisch systeem zodat ook elders v e r l i e z e n ontstaan. 
Men denke d a a r b i j aan de stagnerende l e v e r a n t i e s door g e t r o f f e n be
d r i j v e n . 

Naast de genoemde materiële v e r l i e z e n , d i e eenvoudig i n geld te waar
deren z i j n , z a l soms ook het v e r l i e s van levens te betreuren z i j n . 
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Ook h i e r onderscheidt men de d i r e c t e gevolgen ioC. de doden en gewon
den die rechtstreeks veroorzaakt worden door de d i s f u n c t i e van het sy 
steem en de i n d i r e c t e gevolgen. 
De I n d i r e c t e gevolgen omvatten het leed en de s o c i a l e d i s r u p t i e , die 
door de ramp veroorzaakt worden. 

B i j toepassing van het economisch-mathematische beslissingsmodel word 
het e t h i s c h m o e i l i j k e probleem, het v e r l i e s aan mensenlevens en het 
menselijk leed i n geld t e waarderen, v e e l a l vermeden door de waarde 
van de v e r l o r e n mensenlevens en het leed buiten beschouwing te l a t e n . 

Veronderstelt men nu voor het moment, dat de materiële v e r l i e z e n die 
het gevolg z i j n van het f a l e n van het systeem een t o t a l e schade S om
va t t e n dan mag men volgens de gekozen d e f i n i t i e het r i s i c o s c h r i j v e n 
a l s : 

P .S [ g l d / j a a r ] 
1 

waarin: 

P^ = faalkans van het systeem behorend b i j a c t i v i t e i t 1 [ 1 / j a a r ] 
1 

D i t r i s i c o kan ook worden beschouwd a l s de hoogte van de verzekerings 
premie, die e l k jaar betaald zou moeten worden. Indien men z i c h tegen 
de gevolgen van het f a l e n van het systeem zou w i l l e n verzekeren. 
Gezien de voortdurende waardedaling van het geld ( I n f l a t i e ) z a l de 
verzekeringspremie toenemen volgens: 

.n p^.s.d + 1) /' ic..>./ \ { 

waarin: ^ V . i — P | s ( ' ' 

! i i 
l 

1 = i n f l a t i e 

De g e k a p i t a l i s eerde som van de gedurende de levensduur N van het sy
steem te betalen verzekeringspremies of de contante waarde C van het 
r i s i c o i s : 

C = E 
N P^.S.d + 1 ) " if--.'» ly 

n=l ( 1 + r ) " 

waarin: 

r = rentevoet 

Voor k l e i n e waarden van de i n f l a t i e en de rentevoet mag men de contan
te waarde ook s c h r i j v e n a l s : 

N P .S 
C = E 

n=l ( 1 + r - 1 ) " 

N P.S 
= E — 

n=l (1 + r ' ) " ^ 
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waarin: 

r' = reële rentevoet 

Deze s c h r i j f w i j z e v e r o n d e r s t e l t s t i l z w i j g e n d dat de marktrente r de 
I n f l a t i e 1 o v e r t r e f t , hetgeen l n het recente verleden n i e t zo was. 
Over langere perloden gezien i s de reële rentevoet echter p o s i t i e f . 

Een aspect dat op dezelfde w i j z e te behandelen i s , i s de economische 
g r o e i die de waarde van de zaken, die b i j het f a l e n van het systeem 
betrokken z i j n , z a l doen toenemen. Zo z a l ten gevolge van de economi
sche g r o e i het verkeer over een brug toenemen. Ook de i n een polder 
aanwezige gebouwen en voorzieningen z u l l e n i n a a n t a l en waarde groeien 
b i j een normale economische o n t w i k k e l i n g . 

Daardoor g r o e i t het r i s i c o i n reële termen: 

Pf.S.d + g)"^ 

waarin: 

g = groeivoet 

De contante waarde van het groeiende r i s i c o wordt nu: 

C = E 
n=l (1 + r'-g)"" 

Door Von Neuman [4] i s aangetoond dat a l l e e n i n een economie waarin de 
mensen bereid z i j n met het bestaansminimum genoegen te nemen, de reële 
rentevoet g e l i j k i s aan de groeivoet van de economie. 
Zodra er sprake i s van enige spanning tussen consumptie en i n v e s t e r i n 
gen, z a l de rentevoet de groeivoet o v e r t r e f f e n . 

Het r i s i c o kan u i t e r a a r d worden v e r k l e i n d door het systeem v e i l i g e r t e 
maken. 

De belde beschikbare wegen, het aanbrengen van parallelsystemen en het 
terugbrengen van de faalkans van de samenstellende componenten, gaan 
gepaard met een verhoging van het t o t a l e investeringsbedrag I , dat 
derhalve onder andere een f u n c t i e i s van de faalkans van het systeem: 

I = 1 (P^) 

De economische r a t i o n a l i t e i t v e r e i s t dat de som van het i n v e s t e r i n g s 
bedrag en de contante waarde van het r i s i c o minimaal i s . Het minimum 
van de t o t a l e k o s t e n f u n c t i e kan door d i f f e r e n t i a t i e worden gevonden 
( z i e ook f i g . 8.3): 

d (C + I ) 
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CJ 

F i g . 8.3 Het economisch optimale r i s i c o n i v e a u : een afweging tussen 
I n v e s t e r i n g en g e k a p i t a l i s e e r d r i s i c o . 

De h i e r geschetste berekeningswijze i s door Prof, van Dantzig toege
past t e r bepaling van de optimale hoogte van de d i j k e n van het D e l t a 
p l a n . 

B i j w i j z e van voorbeeld v o l g t nu een vereenvoudigde v e r s i e van deze 
berekening die v o l l e d i g i s weergegeven i n deel 3 van het Deltarapport 
[ 2 ] , 

Voorbeeld: 

De bepaling van een optimale d i j k v e r h o g i n g 

Ter vereenvoudiging van het probleem wordt de hoogte van de d i j k ge
acht een d e t e r m i n i s t i s c h e grootheid te z i j n . 
Verder wordt als enig bezwijkmechanisme het overlopen van de d i j k i n 
beschouwing genomen. Derhalve v i n d t inundatie van de polder p l a a t s , 
zodra de stormvloedstand de d i j k h o o g t e o v e r t r e f t . 

De kans op deze gebeurtenis kan eenvoudig worden a f g e l e i d u i t de hoog
wat er-o ver s c h r i j d ings l i j n , 

„ h - g 

P (z > h) = F^(h) = e ^ 

waarin: 

z = stormvloedstand 
h = dijkhoogte 
a, p = constanten 
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A l s de d i j k o v e r s t r o o m t en de p o l d e r onder l o o p t , b e d r a a g t de t o t a l e 

s c h a d e a a n gebouwen, v o o r r a d e n , v e e , p r o d u c t i e m i d d e l e n : S. MoL g e d o r l i l 

inkomen, v e r l i e s v a n m e n s e n l e v e n s e t c . h i e l d men i n e e r s t e b e n a d e r i n g 

geen r e k e n i n g . 

De m a t h e m a t i s c h e v e r w a c h t l n g s w a a r d e v a n d i t v e r l i e s i s i n l e d e r j a a r : 

h - a 

S.e [ g l d / j a a r ] 

De c o n t a n t e waarde v a n d i t v e r w a c h t e v e r l i e s o v e r de g e h e l e t o e k o m s t 
(N = °°) i s : 

N 

C/4 T. s.e 

h - a ƒ h - a 

- _ S.e 

^ n=l (1 + r ' - g ) 
n ,) 

1̂  ,K 
'7i 

n f r -c^ 

T e r b e p e r k i n g van h e t r i l s l c o kan men de d i j k e n v e r h o g e n ( z i e f i g . 

8 . 4 ) . De k o s t e n v a n d e z e b e v e i l i g i n g s m a a t r e g e l z i j n b i j b e n a d e r i n g 

e v e n r e d i g met de v e r h o g i n g : i 

1 = 1 + 1' ( h - h ) 
O O 

w a a r i n : 

I = m o b i l i s a t i e k o s t e n 
O 

I ' = k o s t e n per m e t e r v e r h o g i n g 

hp = h u i d i g e d i j k h o o g t e 

hi 

'^A- 'Al 

14 ^f\'-c-'̂ ] 

F i g . 8.4 De h o e v e e l h e i d g r o n d v e r z e t b i j e e n v e r h o g i n g v a n de d i j k . 

De t o t a l e k o s t e n K z i j n nu de som van de k o s t e n v a n de v e r h o g i n g v a n 

de d i j k en de c o n t a n t e w a a r d e van h e t v e r w a c h t e v e r l i e s : 

K = I + C 
IA (if • '3 f? 
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Of na s u b s t i t u t i e v o l u i t geschreven: 

h - g 

S e" P 
K = I + I ' (h - h ) + ^'^ 

O ^" o' ( r ' - g) 

De optimale dijkhoogte ( z i e ook f i g . 8,5) wordt bepaald door d i f f e r e n 
t i a t i e naar de b e s l i s s i n g s v a r i a b e l e h: 

_ h - g 

dh p ( r ' - g) 

De optimale hoogte van de d i j k kan h i e r u i t worden opgelost evenals de 
optimale faalkans: 

h = a + B l n l ? - I - P = - g) 
% t « + P - g ) t ' ^ f ^ p ^ s 

Het i s merkwaardig te zien dat noch de m o b i l i s a t i e k o s t e n 1^ noch de 

reeds aanwezige dijkhoogte ĥ ^ i n de u i t d r u k k i n g voor de optimale f a a l 
kans voorkomen. 
Toch moet worden vastgesteld of verhoging van de d i j k economisch i n t e 
ressant i s . 
Daartoe moet men de t o t a l e kosten van beide a l t e r n a t i e v e n v e r g e l i j k e n . 
De t o t a l e kosten van het d i j k v e r h o g i n g - a l t e r n a t i e f z i j n bekend: 

h ^ - g 
opt 

S e P 

K = I + 1' (h - h ) + O opt O ( r ' - g) 

De verhoging van de d i j k e n z a l a l l e e n plaatsvinden i n d i e n ( z i e f i g . 
8.3) : 

h - g 
O 

S e P 
O ( r ' - g) 
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F i g . 8.5 De bepaling van de optimale dijkhoogte. 

De waarde van de constanten waren voor het Deltaplan i n 1954: 

s = 24,2.10^ [ g l d ] 
r' - g = 0,015 
I ' = 40,1.10^' [g ld/m 
a = 1,96 [m] 

P = 0,33 [m] 
h = 3,25 [m] 
1° o = 110.10^ [ g l d ] 

U i t deze waarden volgden een dijkhoogte en een faalkans van 

h^ ^ = 5,83 m = 8.10"^ [ 1 / j a a r ] 
P opt 

Het r e s u l t a a t van het gekozen voorbeeld i s van wijdere s t r e k k i n g dan 
u i t s l u i t e n d een aanwijzing voor de dljkhoogten rond Centraal-Holland. 
I n veel gevallen z i j n de benodigde marginale investeringen ( I ' ) con
sta n t voor v r i j grote v a r i a t i e s i n de s t e r k t e van de c o n s t r u c t i e en 
v o l g t de faalkans een extreme waardeverdeling [5] . 

De gevonden betrekking voor de optimale faalkans van het b i j a c t i v i 
t e i t 1 betrokken systeem h e e f t dus binnen zekere grenzen een algemene 
g e l d i g h e i d : 

- - g) 

opt 

I n d i e n men nu ondanks de ethische bezwaren die daartegen bestaan, aan 
het v e r l i e s van een mensenleven een p r i j s s toekent, teneinde te onder 
zoeken op welke wijze de optimale faalkans daardoor beïnvloed wordt, 
dan d i e n t de materiële schade S verhoogd te worden t o t : 
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^ oN oS + S 
d f , P, 

waarin: 

P̂  ^ = kans op o v e r l i j d e n gegeven f a l e n 

N = a a n t a l bewoners 
P i 

De a f g e l e i d e u i t d r u k k i n g voor de optimale faalkans w i j z i g t ten gevolge 
van deze aanpassing van het t o t a l e schadebedrag: 

P = I ' ( r ' - g) 
f. f 'N .s + S 
% t ^ h P l 

Men z i e t dat de optimale faalkans een dalende tendens vertoont b i j een 
toenemend a a n t a l s l a c h t o f f e r s . 

Voorbeeld: 

Ter i l l u s t r a t i e kan de berekening van de dijkhoogte rond Centraal-Hol
land worden u i t g e b r e i d met een waardeschatting voor het a a n t a l s l a c h t 
o f f e r s . Voor de constanten worden de volgende waarden gekozen: 

^d 

Np = 5.10^ [personen] 

s = 10^ [gld/persoon] 

De optimale dijkhoogte en de faalkans z i j n : 

^opt " ^'^^ " ^ f " 6,8.10 ^ [ 1 / j a a r ] 
opt 

zodat l n d i t voorbeeld het e f f e c t van het v e r l i e s van mensenlevens 
beperkt b l i j f t t o t 6 cm d i j k h o o g t e . Zelfs wanneer de waarde s van een 
mensenleven vertienvoudigd wordt, b l i j f t de Invloed beperkt. 

h = 6,19 m Pf = 2,7.10"^ [ 1 / j a a r ] 
opt 

l n f e i t e bestaat de formule voor de optimale faalkans u l t twee gedeel
ten. Een startwaarde die a f h a n k e l i j k i s van de materiële schade: 
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Pf - S 
opt 

en een asymptoot waartoe de f u n c t i e nadert b i j een toenemend a a n t a l 
s l a c h t o f f e r s : 

P = - R) 

opt d f p 

I n d i e n men de optimale faalkans als f u n c t i e van het aantal s l a c h t o f 
f e r s u i t z e t voor de getalwaarden van het voorbeeld o n t s t a a t f i g . 8.6. 

Fig. 8.6 De economische optimale faalkans als f u n c t i e van het a a n t a l 
s l a c h t o f f e r s , dat v a l t b i j een overstroming van Centraal-
Holland. 
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10 10' 10' 10* 10^ N,= P , „ .Np 

F i g . 8.7 De economisch optimale faalkans a l s f u n c t i e van het a a n t a l 
s l a c h t o f f e r s , dat v a l t b i j een overstroming van het s t a d j e 
Whitstable. 

Ter i l l u s t r a t i e i s de berekening ook uitgevoerd voor het Engelse stad
j e Whitstable aan de Thames ( f i g . 8.7). 

Inwonertal = 5.000 [personen] 

Schade = 100.lO"^^ [ g l d ] 

I ' = 5.10^ [gld/m] 
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De optimale faalkans onder verwaarlozing van het dodental i s : 

Pf = 3.10 [ 1 / j a a r ] 
opt 

Het i n rekening brengen van 50 doden verlaagt de faalkans t o t : 

Pf = 2.10"^ [ 1 / j a a r ] 
opt 

Het v e r s c h i l i n optimale dijkhoogte i s 14 cm: 
e x c l u s i e f doden 5,60 m AOD en i n c l u s i e f doden 5,74 m AOD. 

8.2.4.2 Het maatschappelijk geaccepteerd r i s i c o - n i v e a u a f g e l e i d u i t ongeval
l e n s t a t i s t i e k e n en andere overwegingen 

Eerder i s gesteld, dat afweging van de sociale kosten en de s o c i a l e 
baten voor iedere a c t i v i t e i t i n de maatschappij i m p l i c i e t worden ge
maakt v i a een tastend zoeken. 
D i t tastend zoeken i s noodzakelijk omdat de faalkans en de gevolgen 
van het f a l e n , de twee componenten van het r i s i c o , n i e t precies bekend 
z i j n , evenmin als de maatschappelijke p r e f e r e n t i e s . 
De hypothese i s , dat het r e s u l t a a t van d i t maatschappelijke zoekproces 
weerspiegeld wordt i n de o n g e v a l l e n s t a t i s t i e k e n . 
Als oppervlakkige t o e t s i n g van de hypothese i s het verloop van het 
aan t a l v e r k e e r s s l a c h t o f f e r s i n de t i j d bestudeerd, aangezien het ver
keer één van de b e l a n g r i j k s t e o n n a t u u r l i j k e doodsoorzaken i s . I n de 
bovenste g r a f i e k van f i g u u r 8.8 i s het verloop van het aantal s l a c h t 
o f f e r s a l s f u n c t i e van de t i j d geschetst. Het aantal doden t.g.v. on
gevallen met personenwagens i s a f z o n d e r l i j k weergegeven. Men z i e t dat 
t o t de 60-er jaren het aant a l doden ongeveer constant i s (1500 doden/ 
j a a r ) . Daarna neemt het aant a l doden toe i n g e l i j k e t r e d met de pene
t r a t i e van het autobezit i n de Nederlandse maatschappij t o t een maxi
mum van 3.264 i n 1972. 

Het p e r s o o n l i j k e r i s i c o verbonden aan het a u t o r i j d e n , dat benaderd i s 
door het aantal doden b i j ongevallen met personenauto's, te betrekken 
op het aantal personenauto's, vertoont i n de 60-er j a r e n een l i c h t da
lende tendens van 6.10 t o t 5.10" [doden/auto]. 

Maatschappelijk gezien l o o p t het r i s i c o echter s t e r k op. Het t o t a a l 
a a n t a l verkeersdoden betrokken op het bevolkingsaantal s t i j g t van 

-4 -4 
1,6.10 t o t b i j n a 2,5.10 . 

I n 1971 wordt t e r verhoging van de v e r k e e r s v e i l i g h e i d de autogordel 
v e r p l i c h t g e s t e l d . Van enig e f f e c t op het aantal s l a c h t o f f e r s b l i j k t 
w einig. Eerst het door de o l i e c r i s i s o n v r i j w i l l i g opgelegde experiment 
van een autoloze zondag en een snelheidsbeperking hebben i n v l o e d . 
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De snelheidsbeperking b l i j f t na d i t succesvolle experiment gehandhaafd 
Daarnaast l e i d e n de hogere brandstofkosten t o t een v o o r z i c h t i g e r auto
gebruik. 
Het aantal verkeersdoden d a a l t , afgezien van een onderbreking i n 1977, 
t o t omstreeks 2.000, ondanks een nog steeds i n omvang groeiend auto
park. 

Het p e r s o o n l i j k e r i s i c o voor de a u t o m o b i l i s t b l i j f t afnemen t o t een 

niveau van 2.10 ^ [ 1 / j a a r ] . 

Het maatschappelijke r i s i c o niveau daalt eveneens van 2,5.10"^ t o t 

1,4.10~^. 

B i j het bestuderen van de f i g u r e n 8.8 dringen z i c h twee v o o r z i c h t i g e 
conclusies op: 

1. Het p e r s o o n l i j k e r i s i c o daalt naarmate het " v r i j w i l l i g e " k a r a k t e r 

-4 -4 
van a u t o r i j d e n vermindert, van 6.10 t o t 2.10 [ 1 / j a a r ] . 

2. De o v e r s c h r i j d i n g van een bepaald acceptabel maatschappelijk r i s i -
-4 

coniveau van ongeveer 1,6.10 brengt een maatschappelijke r e a c t i e 
teweeg, di e na enkele j a r e n t o t maatregelen l e i d t . 
De maatregelen hebben succes en het r i s i c o d a a l t weer t o t het oude 
niveau. 
Er l i j k t dus sprake t e z i j n van een maatschappelijk afwegingspro
ces, dat een b e t r e k k e l i j k s t a b i e l r i s i c o - n i v e a u t o t r e s u l t a a t 
h e e f t . 

De i e t s verdergaande v e r o n d e r s t e l l i n g dat de r i s i c o - t o l e r a n t i e van de 
maatschappij z i c h weerspiegelt i n de o n g e v a l l e n - s t a t i s t i e k wordt n i e t 
verworpen. Een korte beschouwing van de s t a t i s t i e k van ongevallen met 
d o d e l i j k e afloop ( z i e t a b e l I I ) geeft een indruk van het r i s i c o , dat 
i n Nederland maatschappelijk geaccepteerd wordt. 

Het b l i j k t dat de gevallen met d o d e l i j k e afloop i n twee hoofdoorzaken 
u i t e e n v a l l e n : ongelukken t h u i s en auto-ongelukken, die i n 1976 e l k 
ongeveer 2.500 doden per j a a r e i s t e n ( t a b e l I I ) . De kans op een onge
v a l i n één van deze categoriën i s gemiddeld per Nederlander 2.10~^ per 
j a a r . De kans op een ongeval i n f a b r i e k e n , aan boord van schepen, op 
haventerreinen en t i j d e n s t r e i n r e i z e n i s veel k l e i n e r . 
Indien d i t aantal ongevallen tesamen betrokken wordt op de werkende 

beroepsbevolking, b l i j f t het r i s i c o beperkt t o t 5,5.10~^ per j a a r , 
hetgeen i n overeenstemming i s met f i g u u r 8.2. 

De t o t a l e gemiddelde kans op een ongeluk met d o d e l i j k e afloop bedraagt 

i n Nederland 4,0.10~'^ [ 1 / j a a r ] . 
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Tabel I I : Aantal doden t.g.v. ongevallen l n Nederland l n 1976. 

S i t u a t i e 

1 — 

I Aantallen doden 1 Kans 

i n huis jonger dan 70 j 
ouder dan 70 j 

op s t r a a t 
spoorwegovergang 
openbare gebouwen 
g e s t i c h t / i n r i c h t i n g 
openbaar water 

808 
1.368 

134 
36 
20 
79 

377 

+ 

2.822 2.10"^ 

f a b r i e k 
aan boord 
op zee 
zee- en luchthavens 
t r e i n o n g e v a l l e n 
i n het veld 

106 
2 

8 
67 
24 

+ 

: i 

208 5,5.10"^ 

auto-ongevallen 
sport en v r i j e t i j d 

2.270 
33 

j 
1 
1 

+ 

2.303 1,65.10'^ 1 

onbekend 299 1,64.10"^ 

Totaal 5.562 4,0,10"'^ 
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Een d e r g e l i j k r i s i c o n i v e a u v i n d t men ook i n de overige West-Europese 
land en, hetgeen de hypothese dat z i j het r e s u l t a a t i s van een maat
sc h a p p e l i j k afwegingsproces, ondersteunt. 

I n andere delen van de wereld l i g t het geaccepteerde r i s i c o - n i v e a u ge
heel anders. Het r i s i c o i n het autoverkeer i s i n ontwikkelingslanden 

b i j v . i n de orde van 200.10~^ doden/auto. 

I n de i n t e r n a t i o n a l e l i t e r a t u u r wordt het t o t a l e gemiddelde r i s i c o 
vaak beschouwd a l s de som van d r i e con5)onenten: 

1. Het b a s i s r i s i c o , dat i s het o n v e r m i j d e l i j k e minimum r i s i c o , dat een 
l i d van de gemeenschap moet accepteren. Op de g r o o t t e van d i t r i s i 
co h e e f t het geen i n v l o e d en derden kunnen er n i e t voor aansprake
l i j k worden gesteld. Het i s de l a a t s t e decennia de p l i c h t van rege
r i n g s i n s t a n t i e s geworden d i t r i s i c o op een maatschappelijk aan
vaardbaar niveau te houden. 

2. Het v r i j w i l l i g e r i s i c o , dat a l l e r i s i c o ' s omvat die binnen de i n 
vloedsfeer van het i n d i v i d u v a l l e n en waarvan h i j b eseft, dat ze 
u i t z i j n a c t i v i t e i t e n v o o r t v l o e i e n . 

3. Het a a n s p r a k e l i j k h e i d s r i s i c o , dat van toepassing i s op die ge v a l l e n 
waar de schuld van een verantwoordelijke i n s t a n t i e aanwijsbaar i s . 

Omdat het m o e i l i j k i s , het t o t a l e r i s i c o onaanvechtbaar over de d r i e 
componenten te verdelen, kent men aan elke component ongeveer een 
derde van het t o t a l e r i s i c o toe, zodat het b a s i s r i s i c o i n Nederland 
ongeveer gesteld kan worden op: 

l_ a a n t a l doden door ongelukken _ 1 5562 -4 
3 • bevolkingsaantal " 3 * 6 " 1>33.10 j a a r 

14.10 

U i t d i t b a s i s r i s i c o l e i d t men vervolgens een norm af voor de faalkans 
van de b i j a c t i v i t e i t e n betrokken systemen: 

p „ 3 1.33.10 ^ _ 3 1.33.10 ^ 
f , ^ .N ~ N^ 
1 d f ^ p^ d. 

waarin: 

3 = b e l e i d s f a c t o r 
N^ = a a n t a l doden b i j een ongeval 

Het probleem met deze i n de l i t e r a t u u r vaak gepresenteerde formule i s 
dat de aanwezigheid van het a a n t a l doden i n de noemer n i e t gerecht
vaardigd wordt. De e r v a r i n g dat een ongeval met 100 doden veel minder 
aanvaardbaar i s dan een ongeval met één dode l i j k t intuïtief een goed 
argument. D i t argument i s echter n i e t houdbaar. 

De r e c h t v a a r d i g i n g van de d e l i n g door het aa n t a l doden moet gezocht 
worden i n een model voor de maatschappelijke r i s i c o - b e l e v i n g . Als 
model-hypothese wordt verondersteld dat een i n d i v i d u het maatschap
p e l i j k e r i s i c o - n i v e a u beoordeelt aan de hand van de gebeurtenissen i n 
z i j n k r i n g van bekenden. 



- 8-24 

Indien men voor het moment de gemiddelde omvang van de k r i n g van goede 
bekenden op 100 personen s t e l t dan i s de kans op een dode i n de k r i n g 
door n a t u u r l i j k e oorzaken g e l i j k aan: 

P(dode) = 10~2 g 10"^.100 = 1,0 a 0,1 [ 1 / j a a r ] 

Evenzo i s de kans op een dode onder de bekenden tengevolge van een 
verkeersongeval gegeven door: 

3 300 —9 1 
1972 : P(dode) = . . 100 = 2,4.10 ~ 7 7 [ 1 / j a a r ] 

14.10^ 

9 ^nn -9 1 
1980 : P(dode) = " . 100 = 1,4.10 - 7 7 [ 1 / j a a r ] 

14.10'^ 

Vla het instrument van de kennissenkring z i j n de bijzonder k l e i n e kan
sen op een d o d e l i j k ongeval, die maatschappelijk aanvaardbaar l i j k e n , 
waarneembaar. De h e r h a l i n g s t i j d l i g t binnen de orde van een mensen
l e e f t i j d . 

I n d i e n men s t r e e f t naar een n o r m s t e l l i n g voor het acceptabele r i s i c o 
niveau voor c i v i e l e c o n s t r u c t i e s , s l u i t het meer b i j de r e a l i t e i t aan, 
het a a n t a l doden door andere oorzaken dan het verkeer en ongevallen i n 
huis t e kiezen, dan de b e t r e k k e l i j k e w i l l e k e u r i g e d r i e d e l i n g i n v r i j 
w i l l i g , a a n s p r a k e l i j k h e i d s - en b a s i s r i s i c o . 

De kans op een dode i n de kennissenkring t.g.v. een ongeval i n de f a 
b r i e k , aan boord, op zee e t c . i s ongeveer g e l i j k aan: 

, , 200A00/ , . , -3 
P(dode) = V y = 1,4.10 

14.10^^ 

Ind i e n men deze waarnemingsfrequentie t o t norm v e r h e f t voor de beoor
d e l i n g van de v e i l i g h e i d van een o n v r i j w i l l i g e a c t i v i t e i t 1 dan g e l d t 
met inachtname van p = 0,1: / \ { t f \ 

EN .P̂  ^ .P̂ ^ .100 , ' * r.. J - ^ \ 
P d f f V 

< P 1 , 4 . 1 0 

14.10 

H i e r u i t v o l g t na h e r l e i d i n g en v e r d e l i n g over b i j v o o r b e e l d 20 a c t i v i 
teiten-categorieën de volgende norm voor Nederlandse s i t u a t i e s : 

P. <-.-.-P-loo 
f . N .P, . 
1 P i d f i 

Deze norm kan ook zo geïnterpreteerd worden, dat een a c t i v i t e i t toe
laatbaar i s , zodra z i j naar verwachting minder dan p.100 doden per 
jaar e i s t . 

D a a r b i j wordt nog geen onderscheid gemaakt tussen twee a c t i v i t e i t e n 
met de volgende gevaaraspecten: 
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P 
f. 
1 

e \ = E(N^) 

1 
2 

1,0 
0,001 

e 
e 

100 = 100 
100.000 = 100 

De verwachtingswaarde van het a a n t a l s l a c h t o f f e r s i s weliswaar g e l i j k 
doch i n het ene geval z i j n er 10 doden te betreuren, t e r w i j l b i j het 
optreden van het tweede ongeval 100.000 doden v a l l e n . D i t d u i d e l i j k 
invoelbare v e r s c h i l komt t o t u i t i n g i n de s p r e i d i n g van het a a n t a l do
den. 

1 

E(N^) ö(N ) 
d 

1 
i 1 

2 
100 
100 

0 
10 

Het l i j k t een goede weg de aversie tegen het tweede geval weer t e ge
ven door aan de o n d e r s c h r i j d i n g van de norm een betrouwbaarheidseis 
toe te voegen op de volgende w i j z e : 

E (N ) + k.a ( N J < p.100 
d d 

Voor een goede u i t w e r k i n g i s het nodig, mede i n aanmerking te nemen op 
hoeveel onaf h a n k e l i j k e plaatsen de bestudeerde a c t i v i t e i t i wordt 
ui t g e v o e r d . 

De verwachtingswaarde en de v a r i a n t i e van het a a n t a l s l a c h t o f f e r s per 
jaa r z i j n dan: 

N 

Toepassing van de betrouwbaarheidseis l e i d t t o t het volgende 
r e s u l t a a t : 

2 /N. + 
k_ , 4 P.100 |2 
NA N . P , L ' 
A p d f . 
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In de f i g u u r 8.9 i s de e i s voor een aantal waarden van geschetst. 

De waarde van p i s g e l i j k aan 0,1 gesteld, behalve voor de l i j n aan de 
r e c h t e r z i j d e waar p = 1 0 . Voor de betrouwbaarheidseis i s uitgegaan van 
een waarde van 9 9 , 9 % (k = 3 ) . 

Voor grote waarden van ontaardt de formule i n de oude norm, w a a r b i j 
de acceptabele faalkans evenredig i s met het omgekeerde van het a a n t a l 
doden. Alleen i s nu de t e l l e r veel g r o t e r (x 1 0 " ^ ) : 

P p.100 
f . N .P̂  
1 P d 

^ 1 

Voor NA = 1 neemt de e i s een strengere vorm aan: 

• """" 

p^.100^ r Jo^' 

Pf < ^ 2 
1 k (Np.P,|,_)^ 

De meer dan evenredige afname van de toegestane faalkans met het aan

t a l doden N^.P^ i s gegrondvest i n de, op r i s i c o - a v e r s i t e i t geba

seerde, betrouwbaarheidseis aan het verwachte aantal doden. 

Andere v e r k l a r i n g e n voor een meer dan evenredige afname z i j n : 
1 . Economies of scalè i n de bescherming van een g r o t e r aantal mensen. 

Ook e x c e r c l t l e s volgens de econometrische berekeningswijze z u l l e n 
l e i d e n t o t k l e i n e r e faalkansen voor grotere r i s i c o ' s . 

2. De werking van de maatschappelijke communicatie-kanalen i s heviger 
b i j 100 doden Ineens dan b i j 100 x 1 dode. De oorzaak l i g t i n eco
nomies of scale b i j p o l i t i e k en pers. 

3. De maatschappelijke d i s r u p t i e v a r i e e r t met P, _ . 

Indien b i j een ongeval 1 % van een sociale e n t i t e i t omkomt i s verder 
functioneren m o g e l i j k . 
B i j een trefpercentage van b i j v . 5 0 % i s de s o c i a l e s t r u c t u u r ver
broken en wordt het voortbestaan van de o r g a n i s a t i e a l s geheel 
t w i j f e l a c h t i g , ook a l o v e r l e e f t de h e l f t van de i n d i v i d u e n . 

Deze overwegingen z i j n echter n i e t i n het gepresenteerde model t o t 
u i t d r u k k i n g gebracht. Om het model enigszins te kunnen toetsen aan 
hetgeen i n Nederland toelaatbaar wordt geacht, z i j n i n f i g . 8 . 1 0 i n 
h e t z e l f d e assenstelsel enige a c t i v i t e i t e n geplot. Op de v e r t i c a l e as 
i s de kans op een ongeval of het f a l e n van een systeem weergegeven 
t e r w i j l op de h o r i z o n t a l e as het aantal doden s t a a t , dat te betreuren 
v a l t b i j een kans op een ongeval g e l i j k aan 1,0. Zo i s de kans op een 
overstroming van Centraal-Holland volgens de r i c h t l i j n e n van de Delta
commissie van de orde 10"^. Indien een overstroming optreedt z a l het 
aantal doden i n de orde van 1 0 . 0 0 0 z i j n . 
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100 

F i g . 8.9 Het verloop van de maatschappelijke veil i g h e i d s n o r m voor en
kele waarden van S en N ; op de v e r t i c a l e as s t a a t de kans 

A 

op een ongeval en op de h o r i z o n t a l e as het a a n t a l doden dat 
v a l t i n d i e n de kans op een ongeval 1,0 i s . 
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10° L 

Fig. 8.10 De p o s i t i e van enkele a c t i v i t e i t e n i n Nederland; op de ver
t i c a l e as st a a t de kans op een ongeval per systeem en op de 
h o r i z o n t a l e as het aant a l doden dat v a l t a l s de kans op een 
ongeval 1,0 i s . 
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Indien a l l e auto's i n Nederland een zwaar ongeval k r i j g e n , dan i s het 

aa n t a l doden ~ 4.10 . De kans op een ongeval i s echter 2.10~^ per 

auto. De l i j n e n onder 45° z i j n l i j n e n van een constante verwachtings
waarde van het a a n t a l doden. J a a r i j k s wordt b i j v o o r b e e l d een honderd
t a l doden i n de fabrleksomgeving verwacht. De verwachtingswaarde van 
het a a n t a l doden t.g.v. de overstroming van Centraal-Holland i s 

-4 4 
10 ,10 = 1.0, De verwachtingswaarde van het a a n t a l doden i n het au
toverkeer i s ~ 1,500, 

U i t een v e r g e l i j k i n g van de f i g , 8.9 en 8.10 b l i j k t , dat het model 
voor een bepaalde parameterkeuze de r e a l i t e i t r e d e l i j k benadert. 
Voor het autoverkeer geldt voor p = 10 b i j v o o r b e e l d de volgende waar
den der parameters: 

N = 4,10 auto's P I = 1,0 

N = 4.10 pers. k = 3,0 

H i e r u i t v o l g t een acceptabele ongevalskans van 2,26.10~ per auto per 
j a a r . 

Een acceptabele ongevalskans voor het werken i n een f a b r i e k zou volgen 
u l t de volgende parameterkeuze. 

N = 4.10^ plaatsen P, . = 1,0 
A d f 

Np = 4,10 pers. k = 3,0 

Pj = 4,10 per f a b r i e k s p l a a t s per ja a r 
ace 

De a f g e l e i d e norm l i j k t enigszins strakker t e z i j n , dan hetgeen i n de 
r e a l i t e i t wordt toegestaan, 

I n f i g , 8.11 i s de maatschappelijke aanvaardbaarheid van r i s i c o ' s ont
leend aan de milieunota van de Provincie Groningen [6] weergegeven. 
Deze norm voor het g r o e p s r l s l c o i s veel strakker dan de i n d i t a r t i k e l 
ontwikkelde ideeën. Een ramp met een dodental van 10.000 i s i n het ge
heel n i e t toelaatbaar, zodat de waterstaatskundige s i t u a t i e i n Cen
t r a a l - H o l l a n d volgens deze v i s i e v e r b e t e r i n g zou behoeven. 
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a a n -

F i g . 8.11 De aanvaardbaarheid van groepsrisico's volgens de Nota 
Milieunormen van de Pr o v i n c i e Groningen; de g r a f i e k i s 
bedoeld voor de beoordeling van mogelijke ongevallen waar
b i j een groot a a n t a l doden te betreuren i s . 
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F i g , 8,12 Normstelling van dr. Ale (VROM) t,b,v. de v e i l i g h e i d 
van L.P.G. i n s t a l l a t i e s . 
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Fig . 8.13 Dodentallen en frequenties behorend b i j natuurrampen 
(ontleend aan WASH 1400). 
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•3.0 De sythese t o t een t o t a a l - v i s i e op het aanvaardbare r i s i c o 

I n het voorafgaande i s een v i s i e op het aanvaardbare r i s i c o n i v e a u ge
presenteerd. Deze v i s i e behelst dat i n een concreet geval steeds d r i e 
eisen naast elkaar worden gesteld. 

- Het i n d i v i d u e e l aanvaardbare r i s i c o , dat voor een l i d van de samen
l e v i n g gemiddeld acceptabel i s . In eenvoudige vorm wordt het aan
vaardbare r i s i c o weergegeven door; 

-4 

p.10 
"^1 'd f. 

1 

waarin: 

P = de b e l e i d s f a c t o r variërend van 0,1 t o t 10 
'd f ^ ^^^^ °P o v e r l i j d e n b i j f a l e n 

1 

- Het economisch optimale r i s i c o n i v e a u , waarbij de waarde van een men
senleven i n aanmerking genomen moet worden. Voor de waarde van een 
mensenleven l i j k t de contante waarde van het n e t t o n a t i o n a a l product 
per hoofd een o b j e c t i e v e maat. 

Het optimale niveau i s b e r e i k t als de marginale kosten van v e i l i g 
heidsmaatregelen j u i s t g e l i j k z i j n aan de marginale opbrengst. 

- Het maatschappelijk aanvaardbare r i s i c o n i v e a u , op basis van een 
verondersteld rlsico-aversle-model weer te geven a l s : 

^2 1 
p < ƒ - 4 — + 1 / k _ 4 p.100 |2 
"^ f . ^ l 2 /N. + ^ N + N .P, , ' 

1 A A p d f ^ 

Of eenvoudiger de h i e r u i t af te l e i d e n l i m i e t g e v a l l e n : 

p < P.100 1 

\ Pdlf " A » ^ 
1 ^ 1 

p^.ioê 

Pf ^ 9~ voor N. « — ^ 

1 ^ 1 

Het strengste c r i t e r i u m van de d r i e kan als maatgevend worden be
schouwd. 

H i e r b i j wordt opgemerkt, dat het u i t macro-economische overwegingen 
geen aanbeveling v e r d i e n t om i n veel gevallen en i n grote mate af te 
w i j k e n van het economisch optimale v e i l i g h e i d s n i v e a u . 

Ter i l l u s t r a t i e i s de voorgestelde procedure i n de volgende f i g u r e n 
toegepast op Whitstable en Centraal-Holland. Beide z i j n gevallen waar
b i j het gaat om de bescherming van polders met s t e d e l i j k e bebouwing 
tegen de zee. 
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Zowel I n Engeland a l s I n Nederland l i g t de l i j n van het p e r s o o n l i j k e 
-2 

acceptatieniveau op 10 per j a a r a l s de verdrinkingskans b i j een 
-2 

overstroming g e l i j k £^ = 10 wordt gesteld. 

De economische optima z i j n l n belde gevallen reeds berekend. 

Centraal-Holland 3.10"^ [ 1 / j a a r ] 

W l tstable 2.10~^ [ 1 / j a a r ] 

Het maatschappelijke c r i t e r i u m (N = 1; k = 3; P = 0,1) 
A 

2 2 
p .100 .N. 

p = ± 

k .N, 
d 

e i s t voor de toelaatbare overstromingskans: 

- Centraal-Holland 4,5.10~^ = 50.000 

- Whitstable 4,5.10""^ N^ = 50 

Voor Centraal-Holland Is het maatschappelijk c r i t e r i u m v e r u i t maat
gevend ( z i e f i g . 8.14), De economische beschouwing geeft daarentegen 
voor Whitstable het strengste c r i t e r i u m ( z i e f i g , 8,15), 

Interessant i s t e zien welke keuze i n de maatschappelijke processen i s 
gemaakt voor het aanvaardbare r i s i c o n i v e a u : 

- Delta Cie, Centraal-Holland: lo" '^ - 10~^; 

- C i t y Council Whitstable: 10"^' 
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maatschappe l i jk 
oogpunt 

F i g . 8.14 De toepassing van de d r i e v e i l i g h e i d s e i s e n op Centraal-
Holland. 
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F i g . 8.15 De toepassing van de d r i e v e i l i g h e i d s e i s e n op de zeewering 
van Whitstable, 
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Hoewel i n het voorgaande een poging i s gedaan een aantal f a c e t t e n van 
de maatschappelijke r i s i c o b e l e v i n g i n êên kader onder t e brengen, i s 
de problematiek zeker n i e t opgelost. De oplossing kan slechts 
g e l e i d e l i j k ontstaan i n technische en p o l i t i e k e diskussies, die gevoed 
worden door ervaringen i n het leven. 

Dat er a a n l e i d i n g i s voor diskussie b l i j k t a l u l t de v e r s c h i l l e n t u s 
sen de norm voor het g r o e p s r i s i c o u i t de Nota Milieunormen van de pro
v i n c i e Groningen, de v o o r s t e l l e n van deze st u d i e en de r e a l i t e i t ( z i e 
f i g . 8.9, 8.10 en 8.12). 
D i t hoofdstuk geeft een o v e r z i c h t van de stand van de kennis op d i t 
moment. 

Binnen de k r i n g van t e c h n i c i moet de studie worden voortgezet. 



- 8-38 

L i t e r a t u u r 

[1] Visser, J.P., K w a n t i f i c e r i n g van r i s i c o ' s . De Ingenieur, j r g . 91, 
29 november 1979. 

[2] V. Dantzig, D., Krlens, J., Het ecnomisch beslissingsprobleem 
Inêake de b e v e i l i g i n g van Nederland tegen stormvloeden+ Rapport 
Deltacommissie, deel 3, b i j d r a g e I I . 2 , Den Haag, 1960. 

[3] Vlek, C.A.J., S t a l l e n , P.J.M., Beoordeling van r i s k a n t e a k t i v i t e i 
ten: een psychometrische analyse. De ingenieur, j r g . 91, 29 novem
ber 1979. 

[4] Neumann, von J., Uber e i n Okonomischen Gleichungssystem und eine 
Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes. Ergebnisse 
eines mathematischen Kolloquiums, 89, 73-83. L e i p z i g und B e r l i n , 
1937. 

[5] Ligtenberg, F.K., Hoe v e i l i g moet een c o n s t r u c t i e e i g e n l i j k z i j n ? 

[6] Nota Milieunormen: Provincie Groningen, 1979. 



9-1 

9. Oosterschelde SYMPOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTURES 

9.1 HYDRAULIC BOUNDARY CONDITIONS 

by 

J . K . V r i j l i n g , J.Bruinsma, Rijkswaterstaat, Deltadienst, The Hague. 

SYNOPSIS. 

I n the design of the Oosterschelde storm surge b a r r i e r semi-probabilistic 
methods have been used. The p r o b a b i l i s t i c load c a l c u l a t i o n requires knowledge 
cf the three dimensional probability density function of 'storm surge l e v e l , 
basin l e v e l and wave energy. \ 
However e s p e c i a l l y in the i n t e r e s t i n g regions 'of low probability of occurence 
the consequent lack of measured data prevents a r e l i a b l e estimate of this 
function. 
I n t h i s paper a combination of purely s t a t i s t i c a l models and mathematical 
models, based on physical laws and checked with measured data, has been 
used. The probability density function of the storm surge l e v e l i s based on 
a purely s t a t i s t i c a l model. A simple mathematical model, based on physical 
f a c t s , i s used to derive the conditional probability density function of the 
basin l e v e l on the storm surge l e v e l . 
The conditional probability density function of the wave energy on the storm 
surge l e v e l i s found along the same l i n e s . A mathematical model i s developed 
based on the hypothesis, that the t y p i c a l double peaked form of the wave 
spectrum i s caused b i j ̂ he f a c t , that the wave energy originates from two 
sources. Waves, entering the estuary from deep water v i a the shoals and waves, 
generated l o c a l l y , from together the seastate at the b a r r i e r s i t e . 
The required three dimensional probability density function of storm surge 
l e v e l , basin l e v e l and wave energy i s derived as the product of the probabi
l i t y density functions referred to above. 

1. Introduction 
2. The s t i l l water l e v e l s at both sides of the b a r r i e r 

2.1. Introduction 
2.2. The storm surge l e v e l , two models 
2.3. The low water l e v e l 
2.4. Emperical evidence 
2.5. The basin l e v e l . 

3. The storm surge l e v e l s and wave energy 
3.1. Introduction 
3.2. Analysis and•foundation of the model 
3 . 3 . The mathematical wave model of the Oosterschelde 
3 . 4 . Emperical evidence 
3.5. Wave dir e c t i o n 
3.6. The mathematical mode], of the North Sea 
3.7. Emperical evidence 
3.8. The completed model 

4. The three dimensional probability density function o f storm surge l e v e l , 
basin l e v e l and wave energy. 
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ïn the design of the Oosterschelde storm surge b a r r i e r semi-probabilistic 
methods have been used (Mulder and V r i j l i n g . 1980). The p r o b a b i l i s t i c load 
c a l c u l a t i o n requires knowledge of the three dimensional probability density 

f r e ' t i r I J ' T «"«^gy. and basin l e v e l . B a s i c a l l y there 
are two ways of extrapolating the measured data of these parameters and 
t h e i r correlations into the regions of low probability of occurence, where 
UMasured data are not a v a i l a b l e . 

1. A purely s t a t i s t i c a l extrapolation 
. 2. A s t a t i s t i c a l extrapolation supplemented by 

mathematical models based on physical laws and 
checked with measured data, 

A combination of these methods has been used i n finding the probability 
d e n s i t y function of the storm surge l e v e l and the conditional probability 
d e n s i t y functions of wave energy and basin l e v e l , from which the three 
dimensional probability function i s derived. A schematic diagram for the 
development of th i s three dimensional function has been given , i n f i g . 1. 

ASTRO -
WIND - . N O M I C A L WIND - . 

T I D E F I E L D S 

BASIN L E V E L 
A F T E R C L O S I N G ! 

SET U P 

W A V E -
G E N E R A T I O N 
D E E P WATER 

STORM -

S U R G E L E V E L SHOALS 

BARRIER W A V E S 

O . S C H E L D E 

L O C A L 
WIND 
F I E L D S 

L O C A L 
W A V E -
G E N E R A T I O N 

I 

N O R T H S E A 

t 

O O S T E R S C H E L D E 

Figure 1. A schematic diagram of the physical r e l a t i o n s used for the • 

derivation of the three dimensional probability function of storm 
surge l e v e l , wave energy and basin l e v e l . 

The probability density function of the storm surge l e v e l i s based on 68 
years of h i s t o r i c a l data; extremes are p r e d i c t e d by s t a t i s t i c a l extrapolation 
The knowledge of the physical laws governing this phenomenon has been used to 
see whether predicted extremed could be reached(ch.2). 

The conditional probability d e n s i t y function of the basin l e v e l depends at 
l e a s t partly on the closing strategy of the b a r r i e r during storm surges. A 
simple model was developed based on the fact that a storm surge i s formed by 
a random combination of wind set up and astronomical t i d e (ch.2.). From t h i s 
model the conditional p r o b a b i l i t y d e n s i t y function of the basin l e v e l (condi
t i o n a l on storm surge level) could be derived f o r d i f f e r e n t closino s t r a t e 
g i e s . The basin l e v e l was found t o be v i r t u a l l y s t a t i s t i c a l l y independent 
o f the wave energy. 
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I t appeared from the data that a loose c o r r e l a t i o n e x i s t s between the storm 
surge l e v e l and the energy of the wave spectrum. Lack of data, however, 
prevented a r e l i a b l e extrapolation of th i s two dimensional probability 
function by purely s t a t i s t i c a l methods. Therefore a mathematical model has 
been developed(ch.3.). I t i s based on the hypothesis that the t y p i c a l double 
peaked form of the wave spectrum i s caused by the fa c t , that the wave energy 
originates from two sources. Waves, entering the estuary from deep water v i a 
the shoals, are influenced by the processes of breaking, bottom d i s s i p a t i o n 
and r e f r a c t i o n by dépth and current. The remaining wave energy reaching the 
b a r r i e r depends strongly on the storm surge l e v e l . I n addition, waves are 
generated by l o c a l windfields, showing a loose r e l a t i o n to the general storm 
i n t e n s i t y . The model, which incorporates a l l these e f f e c t s , i s tested i n a 
hindcast of several storms. Being i n good agreement, the model i s used i n 
extrapolating the conditional two dimensional probability-density of storm 
surge l e v e l and wave energy. 

The required three dimensional probability density function of storm surge 
l e v e l , wave energy and basin l e v e l i s derived as the product of the p r o b a b i l i 
ty density functions referred to above (ch.4). I s has been used as input i n 
the calculations of the probability d i s t r i b u t i o n of the hydrodynamic load on 
the storm surge b a r r i e r . 

2. THE STILL WATER LEVELS AT BOTH SIDES OF THE BARRIER. 

2 . i : Introduction. 

As the storm surge l e v e l , the basin l e v e l and the wave energy w i l l be 
considered as stoc h a s t i c e n t i t i e s , i t i s possible to construct the three 
dimensional probability density function of these quan t i t i e s . Throughout t h i s 
paper the stoc h a s t i c variables w i l l be underscored. In t h i s chapter the s t i l l 
water l e v e l s at both sides of the b a r r i e r during a storm surge w i l l be studied. 

The probability density function of the maximum storm surge l e v e l has to be 
based on the- frequency of exceedance curve of such l e v e l s published i n the 
Delta-report (1960), regulating the design of the Dutch sea defences.However 
i n addition a model i s used, that r e l a t e s the maximum storm surge l e v e l to 
i t s fundamental o r i g i n s , v i z , the windfield above the North Sea and the 
astronomical tide. I t i s shown that extreme storm surge l e v e l s can only be 
reached by North Westerly storms. 

Further a model i s developed that incorporates the available s t o c h a s t i c a l 
information on wind set up, storm duration and astronomical tide. The model 
i s tested by comparing the calculated probability of exceedance curve of 
maximum storm surge l e v e l s to the empirical curve as published i n the Delta 
report. Subsequently i t i s used to find the set of low waters preceding a 
storm surge that necessitates the closure of the b a r r i e r . This set i s also 
gathered from h i s t o r i c a l storm surge data and shows good resemblance to the 
calculated set. 

F i n a l l y the two dimensional probability density function of maximum storm 
surge l e v e l and basin l e v e l i s evaluated. 

2.2. The storm surge l e v e l ; two models. 

The probability density function of the storm surge l e v e l i s based on the 
frequency of exceedance curve presented by the Delta-committee(1960) as a 
c r i t e r i o n for the design of the Delta works. This curve i s based on h i s t o r i c a l 
data collected i n the period 1888-1956 and corrected for influences due to 
the Delta works. I t i s given by: 

Pr ( z ^ > z)» exp ( f ^ f ^ p ) ( 1 ) 

where: the highest s t i l l water l e v e l during a storm in meters 
above reference plane (N.A.P.) 
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However, to see whether predicted extremes could be reached, the underlying 
physical phenomena have been analysed and modelled by Schalkwijk (1947) and 
Weenink (1958). They show, that a. storm surge i s the resul t a n t of two 
st o c h a s t i c a l l y independent phenomena, v i z . : 

1. wind set up 
2. astronomical tide 

The wind set up i s caused by the windfields of a cyclone above the North Sea. 
I f the form of the cyclone and the 9-hour uninterruptedly exceeded windspeed 
are known, the model of Weenink calculates the maximum wind set up (s ) i n the. 
region of the Oosterschelde. ° 

Applying the model for two schematised storms, the following expression can 
be derived. ._ ^ . 

North Westerly storm 

3 ^ » 3.47. l o ' ^ . Ŵ ,/g ' (2) 

South Westerly storm 

\ = 1-5 . 10'^ . W^/g ^ (3) 

\ • maximum wind set up near the Oosterschelde i n m. 

Wg " 9-hour uninterruptedly exceeded windspeed (m/s). 

g • acceleration of gravity (m/s^) 

T h e s e expressions show that any given wind set up caused by a South Westerly 
storm can be equalled by the set up due to a North Westerly storm having a 
1.5 X lower windspeed. 

A common way to get an impression of the maximum storm surge l e v e l ( z ) i s 
simply to add the maximum wind set up and the astronomical high water l e v e l . 
Analysing the h i s t o r i c a l storm surge of 1953 and the design "Delta" storen 

"S-SOm), assuming d i f f e r e n t astronomical high waters (h , ) , one finds the 
f o l l o w i n g figures for the wind set up and the required windspeed as a 
function of wind d i r e c t i o n ( a ) . 

Storm z 
m 

tide s 
m 

a 

m m m m/ a 

1953 4.20 neap 1.20 3.00 NW 28 
Delta 5.50 neap 1.10 4.40 NW 34 
Delta 5.50 average 1.50 4.00 m 33 
Delta 5.50 spring 1.90 3.60 NW 31 
Delta 5.50 spring 1.90 3.60 sw 49 

The table shows, that the dramatical storm surge of 1953 can be e a s i l y 
surpassed, i f the same wind v e l o c i t i e s coincide with s p r i n g tide. 

The conclusion can also be drawn from the table, that an exceedance of 
the deterministic design storm l e v e l N.A.P. + 5.50 m may indeed be caused 
by an extreme North Westerly storm. 
An exceedance of this l e v e l during a South Westerly storm seems however very 
improbable, given the w i n d s t a t i s t i c s for the North Sea region. 

By simply adding the astronomical high water and the maximum wind set up, the 
model developed above excludes phase s h i f t s and interactions between the two 
phenomena. The eff e c t of possible phase s h i f t s w i l l be studied next by 
treating the wind set up and the astronomical tide as independent functions of 
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time: 

The p r o p e r t i e s of the wind set up as a function of time have been studied 
by subtracting the astronomical tide from the s t i l l water l e v e l v a riations 
recorded during 38 selected storms i n the period 1921-1970. I t turned out 
that the v a r i a t i o n of the wind set up with time could be roughly approxima
ted by: 

s ( t ) - s ^ cos^( ^ ) for 0 < t < D ( 4 ) 

where s^ "the maximum wind set up during the storm 

D -the duration of the wind set up 

S ( t ) 

Figure 2. The wind set up as a function of time. 

I n t h i s study i t was found that the probability of exceedance of the maximum 
wind set up during a storm, a f t e r correction for the D e l t a works, can be 
given by: . .» 

,1.53 
Pr(s_ i) - exp ( 

0.3026 C O - (5) 

As already shown by Van Dantzig (1960) the probability of exceedance curve 
c f wind set up i s p a r a l l e l to the probability of exceedance curve of storm 
surge l e v e l (compare eqs. 1 and 5 ) . 

The duration of the wind set up of the 38 storms i s found to be log-normally 
d i s t r i b u t e d . 2 

Although Rijkoort (1960) proves a po s i t i v e c o r r e l a t i o n between the maximum 
windspeed and the duration of a storm, the wind set up data show v i r t u a l l y 
no c o r r e l a t i o n between the maximum and the duration of the wind set up 
(r2»0.02). Therefore i t i s assumed, that these two parameters are st o c h a s t i c a l 
l y independent. 

The astronomical tide i s caused by the gravity forces of the c e l e s t i a l bodies. 
Thus, the astronomical tide has no causal r e l a t i o n with the wind set up. 
In this study the astronomical tide i s modelled as a p e r i o d i c a l fluctuation 
of the waterlevel h with a period T «12.4 hrs, and with a Gaussian d i s t r i b u t e d 
random amplitude (h^^^). This randomness embodies the dail y inequalities.The 
mean and standard deviation of are given by: 

E { } - 1.480 m ai hjjy } - 0.195 m. 

In addition the low water l e v e l amplitude h i s found to be l i n e a r l y depen-
dent on h^^y 

0.897 h^^^ - 0.22 [ h ] - m (7) 

A storm surge i s now represented as a l i n e a r superposition of a random wind 
set up and a random astronomical tide, whose maxima occur at a random time 
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s h i f t * with r e s p e c t t o t h e maximum of t h e w i n d s e t u p ( s e e f i g . 3 ) 

t 

Figure -3. A s t o r m s u r g e l e v e l as a l i n e a r s u p e r p o s i t i o n o f w i n d s e t u p a n d 
t i d a l f l u c t u a t i o n . 

w h e r e 

z ( t ) - h ( t ) + s ( t ) 

£ ( t ) » Storm surge l e v e l i n r e f e r e n c e t o N . A . P . 

h ( t ) - a s t r o n o m i c a l t i d e i n r e f e r e n c e t o N . A . P . 
£ ( t ) i s given i n eq . 4 . 

O 

(8) 

(9) 

As a c o n s e q u e n c e o f t h e a s s u m e d i n d e p e n d e n c e o f a s t r o n o m i c a l t i d e and w i n d 

s e t up i n a l l a s p e c t s , t h e t i m e s h i f t b e t w e e n t h e m h a s a u n i f o r m p r o b a b i l i t y 

d e n s i t y f u n c t i o n . For s y m m e t r y r e a s o n s , t i m e s h i f t s o f T h r s o r m o r e a r e 

i r r e l e v a n t , s o the p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n o f $ b e c o m e s (see f i g . 3 ) : 

P(<t) - 0 

o 

for I * > >sT̂  

for 1*1 < hi (10) 

M o r e o v e r i t f o l l o w s t h a t . * , h , D and s a r e s t o c h a s t i c a l l y i n d e p e n d e n t o f 
e a c h o t h e r . H W - -m 

The w i n d s e t up h a s a d u r a t i o n , w h i c h i s much l a r g e r t h a n t h e period o f t h e 
a s t r o n o m i c a l t i d e . T h e r e f o r e t h e maximum s t o r m s u r g e l e v e l z m u s t o c c u r a t 
or v e r y n e a r a s t r o n o m i c a l h i g h w a t e r . F o r g i v e n v a l u e s o f h ° , D a n d s t h e 
maximum s t o r m s u r g e l e v e l i s g i v e n b y : ~ ™ ~ ~ ^ 

U s i n g t h e r e l a t i o n 

3z -1 dz 1 - 1 

(11) 

( 1 2 ) 

and t h e e x p r e s s i o n (10) f o r p ( * ) , t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y d e n s i t y func
tion o f z ^ can be c a l c u l a t e d w i t h t h e r e s u l t 

o ra i-

, ^ m " V 2 
(13) 
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f o r i n t h e r a n g e s h ^ + s^, cos^ ( j < z ^ < h ^ - f (14) 

The marginal p r o b a b i l i t y density function of then follows from 

p ( z j = ƒƒƒ P ( Z i j j I h g ^ ' S , S j ^ ) P ( h g ^ / D » s J d h g ^ dD d s ^ 

or i n view of the independence o f h ^ , D and 

p ( z j - ƒƒƒ P(Zn,|hg^'D,Sj^). p ( h g ^ ) p(D) p ( s j d h g ^ dD ds^ 

(15) 

(16) 

Numerical values of p(z ) have been obtained by substitution of the respective 
p r o b a b i l i t y density functions into the r i g h t hand side of eq.(16). The 
corresponding cumulative probability d i s t r i b u t i o n has been-plotted i n f i g . 4, 
together with the curve published by the Delta committee (1960) . 

Pr ( im>x) 

— gfs'-T̂ o'ilî rL̂ SlTA 

(m) 

Figure 4. The comparison of the cal c u l a t e d a n d the observed e x c e e d a n c e curve 
o f t h e maximum storm surge l e v e l . 
• • • 

The close resemblance of the curves supports the accuracy of the developed 
model. The model w i l l next be used to c a l c u l a t e the low water l e v e l . 

2.3. The low water l e v e l . 

The c l o s i n g strategy of the b a r r i e r greatly Influences the basin l e v e l . 
I n the design period a clo s i n g strategy was assumed that would cause the 
lowest basin l e v e l , as t h i s basin l e v e l w i l l y i e l d the l a r g e s t s t a t i c load 
on the b a r r i e r . According to t h i s strategy the b a r r i e r w i l l be closed at the 
low water, preceding the f i r s t r e l a t i v e storm surge l e v e l maximum, which i s 
expected to surpass a c e r t a i n threshold l e v e l (see f i g . 5 ) . 

To find the set of low waters a t which the b a r r i e r w i l l be closed to protect 
the hinterland against a s t o r m surge, the model, developed i n the preceding 
paragraph, proves v a l u a b l e . 

T H R E S H O L D L E V E L 

Figure 5. The set of closure moments for a given threshold l e v e l . 
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Studying the model i t i s c l e a r , that the e a r l i e s t possible moment at which 
the threshold l e v e l (z ) can be surpassed by a storm surge, occurs at time 
t - t ^ such that: 

' V * ̂  [!_Zll (17) 
2. 

For reasons of symmetry the threshold l e v e l (z ) can be exceeded in the 
in t e r v a l - t ^ < t < t ^ only. This i n t e r v a l has the duration of t ^ . 

The e a r l i e s t possible closure of the b a r r i e r occurs when the high water 
a t t ^ j u s t exceeds the threshold l e v e l z . The b a r r i e r i s then shut at the 
preceding low water: x " 

^ l o s e - ^T - f 

The l a t e s t closure occurs when the high water at t j u s t not reaches z . 
Now the b a r r i e r w i l l be closed at the next low water: ^ 

^ l o s e - " f 

So for the given closing strategy the closure takes place i n the i n t e r v a l : 

^ T - f < ^close < * f • • ( I B ) 

As t h i s paragraph aims at finding the two dimensional probability function 
o f the basin lev e l and the maximum storm surge l e v e l , a r e l a t i o n has to be 
established between these two parameters. 

Figure 6. The r e l a t i o n between the maximum storm surge l e v e l and the low water 
l e v e l at closing. 

For given values of h^ s and D the maximum storm surge l e v e l i s 
calculated by eq.11. The closing moment f o r this p a r t i c u l a r storm surge 
(see fig.6) can be found by straightforward mathematics, which w i l l not be 
e x p l i c a t e d here. 
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The low water l e v e l at which the closing operation s t a r t s i s 

\ w ^ ^ l o s e ' H L W 2 • ' H L W ' lm cos2 { l l£l2sej ( i 9 ) 

Using the re l a t i o n s ( 7 ) , (11) and (19), the two dimensional probability 
density function of maximum storm surge l e v e l and low water l e v e l can n. 
be evaluated numerically by 

P( \ ' dz^ . dz^^ - ƒƒƒ p( 0.p(h^^).p(s).p(D) . J (20) 

d* . dh^. ds . dp 

^here J i s the Jacobian of the transformation. 
The r e s u l t i s given i n f i g . 7. - -

-ISO ™«>Xt.W <"»> 

Figure 7. The two dimensional probability density function of maximum storm 
surge l e v e l and low water l e v e l at closing. 

2 . 4 . Empirical evidence. 

The integration of the. derived two dimensional probability density function 
of the maximum storm surge l e v e l and the low water l e v e l with respect to the 
maximum storm surge l e v e l above the threshold l e v e l z_ gives the set of low 
waters at which the b a r r i e r w i l l be closed. ^ 
The probability density function i s given by 

ƒ 

2-
P u 

m 
(21) 

The probability density function of z at closing can also be found by 
applying the decision rule as mentioneSf above on h i s t o r i c a l data of the 
period 1957-1976 (17 storms; z ^ N.A.P. + 2.75 m; z - N.A.P. + 2.75 m). 
The r e s u l t of both methods i s given i n figure ( 8 ) . Tfte close resemblance 
of the probability density functions supports the accuracy of the developed 
model. 

L J 

CAUCUl^THDNS 

- r — 
• to 

N.A.R 1.0 
•LW 

Figure 8. The probability density function of z,„ from observation and model 
for 

" T 
- 2.75 m above N.A.P. LW 
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2.5. The transformation of the low water l e v e l s into basin l e v e l s . 

I n the preceding section the two dimensional probability density function 
o f maximum storm surge l e v e l and low water at sea has been determined However 
f o r the load ca l c u l a t i o n s the basin l e v e l at the inward side of the b a r r i e r ' 
i s important. The two dimensional probability density function of maximum 
storm surge l e v e l and basin l e v e l can be obtained by transforming the r e s u l t s 
of eq.20. The transformation has to take into account fiv e e f f e c t s that 

• influence the basin l e v e l . 

1. Reduction of the t i d a l amplitude i n the Oosterschelde due to the 
resistance of the b a r r i e r i n opened position. 

2. The basin o s c i l l a t i o n s induced by the sudden closing of the b a r r i e r . 
3. Wind set down on the Oosterschelde caused by the North Westerly storm. 
4 . Leakage through the b a r r i e r and the s i l l . - -
5. Wave overtopping of the b a r r i e r during the storm surge. 

The f i r s t three effects influencing the basin l e v e l have been incorporated i n 
the model as constants. 

The slow f i l l i n g of the basin by leakage through the b a r r i e r and the s i l l i s 
evaluated for every storm taking into account the time path of the storm surge 
l e v e l s t a r t i n g at the moment of closing u n t i l the peak l e v e l i s reached and 
the r i s i n g basin l e v e l . 

The wave overtopping i s calculated as a function of the storm surge l e v e l and, 
the wave height using a simple model. 

The r e s u l t i s a r e a l i s t i c approach of the j o i n t probability of occurrence of 
maximum storm surge l e v e l and coinciding basin l e v e l s . However, for the load 
c a l c u l a t i o n the l a s t two.effects, leakage and wave overtopping, have been 
discarded for safety reasons, because they r a i s e the basin l e v e l and reduce 
the s t a t i c load. 

3. THE SURGE LEVELS AND WAVE ENERGY. 

3.1. Introduction. 

I n t h i s chapter the second part of the three dimensional probability density 
f u n c t i o n of hydraulic boundary conditions w i l l be developed, v i z . the two 
dimensional probability density function of maximum storm surge l e v e l and 
wave energy. Due to the complexity of the bar and through pattern i n the 
mouth of the Oosterschelde and the very r e s t r i c t e d available research time 
I t was only possible to use simple models. 

F i r s t a hypothesis w i l l be formulated on the general r e l a t i o n s between wind 
v e l o c i t i e s , the storm surge l e v e l and the wave energy on the North Sea and 
the Oosterschelde. The hypothesis also gives a clue to the t y p i c a l form of the 
wave spectrum on the Oosterschelde. 

Next the part of the hypothesis that r e l a t e s the wave spectrum near the 
b a r r i e r to the l o c a l windspeed, the storm surge levd. and the wave spectrum on the 
North Sea i s put in a mathematical form. 

The mathematical model i s tested i n the hindcast of several storm surges. 

F i n a l l y the model i s expanded with a section, that describes the processes on 
the North Sea. 

The part that deals with the storm surge l e v e l as a r e s u l t of wind set up and 
astronomical tide i s taken from the preceding chapter. A part i s added,which 
r e l a t e s the wave energy on the North Sea and the local wind speed at the 
Oosterschelde to the windfield of the storm. 
Now concentrating on the maximum storm surge l e v e l , the expanded model i s 
tested on h i s t o r i c a l data. 

Being in good agreement, the l a s t step i s made and the two dimensional 
probability d e n s i t y function of maximum storm surge l e v e l and wave energy i s 
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evaluated. 

3.2. Foundations of the model. 

The projected b a r r i e r i s situated i n the mouth of the Oosterschelde estuary, 
separated from open sea by a complex of shoals (see f i g . 9 ) . 

8GE 

Figure 9. Sketch of the mouth of the Oosterschelde and the s i t u a t i o n of the 
wave stations BG I I , OS IV and OS *IX. 

34 

(m> 

t 

Figure 10. The r e l a t i o n between the storm surge 
wave height (H ) at station OS IV. 

l e v e l and the s i g n i f i c a n t 
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i / I n d ^ h V ^ i ^ . ' ^ r ^ j r " ''"""•'<'• t h . north Sea. Ihe wind set 

t e JcïS^^^^^^^^^ 

S e ° i 5 ^ t i ! ^ - ' ^ J - ' o l : i " o " 1 ^ ^^ove t h ^ r O o " i e r " c \ % " ! k 

surge l e v e l should ^e o o r r e l a t L r a s h'e proceï e s ^ ^ w l ^ d l f : ' l l ' 
growth have roughly t h . same time I . A , L it 5 " " ^ "P "̂<3 " ' v . 
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used and for the wave growth the model of Sanders (1976)was employed. 
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However, for the parts of the model that d i r e c t l y govern the wave height in 
the estuary, only theories are ava i l a b l e , which describe the various sub-
processes , such as shown i n fig.12. — 

BOTTOMFRICTION 

REFRACTION BY DEPTH 

REFRACTION BY CURRENT 

DIFFRACTION 

Fig.12. Building blocks of the f i l t e r "shoals". 

A l l these processes together form the f i l t e r properties of the "shoals", 
but an o v e r a l l description i s not known. Also the process of wave generation 
by l o c a l windfields i n the presence of broken waves i s unclear. After a study 
of the map of the shoals i t was decided to divide the f i l t e r i n 4 sectors 
with d i f f e r e n t properties (see f i g . 9 ) . Every sector i s s i m p l i f i e d to a 
schematized bottom p r o f i e l , that shows only s i g n i f i c a n t changes i n depth 
(see f i g . 1 3 ) . 

Fig.13. The schematized bottom p r o f i l e of sector IV (see f i g . 9 ) . 

I t i s f i r s t assumed that the wave energy from the North Sea propagates v i a 
the shoals to the b a r r i e r without a change of direc t i o n . The sector that 
contains the propagation d i r e c t i o n i s chosen for the c a l c u l a t i o n of the 
energy-loss of the waves. 
The i r r e g u l a r wave f i e l d at sea w i l l be represented by a regular sine wave 
with an amplitude and period equal to: 

a - % H_ 

sea 

T = T 

(22) 

(23) 

sea 

The propagation of th i s wave through water of changing depth i s described 
by the well known energy balance equation. By including energy d i s s i p a t i o n by 
bottom f r i c t i o n the equation can be written as: 

3 P 

T s 
+ e - 0, (24) 

where P i s the energy flux per unit length: 
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P - E n c " ^ Pga^nc 

i n which 

nc - % Cl + 
2 kd . a 

Cf - ( gk tanh kd) 

For the energy loss i n the turbulent boundary layer at the bottom 
Bretschneider and Reid (1954) proposed 

e = 
4.10 _ P ( 

aa 
i i i T k d 

- ) • 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Besides by bottom f r i c t i o n , energy loss i s also caused by breaking, when the 

aTillTiol T/Tt " P " i o d i c waves of constant form the 
c r i t e r i o n of Miche i s v a l i d 

tanh kd 

where 

6 - 0.14 TT ( theory) 

(29) 

However i f an i r r e g u l a r wave f i e l d i s schematized to a regular wave as 

b r S " 9 f . ' ' K e : Ï 9 7 9 T ' c o e f f i c i e n t 6 can be b e t t e r approxima.d 

I f at any point the calculated wave amplitude exceeds t h i s b r e a k e r c r i t e r i o n , 
i t IS assumed to be reduced to the maximum value given by (29) 

x(m) 

t 
3 + 

2 + 

1 + 

NAP 4 
OS 1.0 13 3.0 23 

Figure 14. The s i g n i f i c a n t wave height near the b a r r i e r as a function of 
the storm surge l e v e l and time for the A p r i l 1973 storm. 

Observations show however that the time h i s t o r y of H vs. z for any sur<^e 
shows a hys t e r e s i s e f f e c t . A t y p i c a l example during I storm s i t u a t i o n has 
been given in f i g . 14. A possible explanation would be the influence of the 
t i d a l current. Using the l i n e a r theory Battjes (1977) showed that the refrac-
t i o n o f the waves by the t i d a l current gives an ef f e c t which i s of the same 
magnitude In this paper the complex formalism of refr a c t i o n by current i s 
modelled by a simple l i n e a r r e l a t i o n between the breaker height and the 
v e l o c i t y of the current v in the main gully. 

a ^ ^max * 0-15 V) [a] - m, [ v ] " 
- 1 

( 3 1 ) 

So far the i n f l u e n c e of r e f r a c t i o n by depth and d i f f r a c t i o n on the energy 
propagation i s neglected. R e f r a c t i o n - d i f f r a c t i o n calculations were c a r r i e d 
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out separately for d i f f e r e n t water l e v e l s and different wave directions.The 
r e s u l t s of these calculations were incorporated in the simple model i n the 
form of c o e f f i c i e n t s , p a r tly depending on the water l e v e l . 

SECTOR REFRACTION COEFFICIENT 

I 0.75 + 0.10 z 
I I 0.50 + 0.16 z 
I I I 0.90 
IV 0.75 

N.B. The c o e f f i c i e n t s maximum value i s 1.0. 

Now i t i s possible to calculate for a sector the amount of wave energy,which 
penetrates from the North Sea v i a the shoals in the Oosterschelde. As noted 
before, i t appeared from measurements that the wave spectra near the b a r r i e r 
i n general show two peaks. Within s t a t i s t i c a l accuracy the low frequency peak 
of the Oosterschelde wave spectra i s always at the peak frequency of the North 
Sea wave spectrum.(f ^ 0.1 Hz). This f a c t combined with a f i t through 
sp e c t r a l data led to^the following parametrization of the s p e c t r a l form for 
the energy penetrating from the North Sea (see f i g . 1 5 ) . 

MOO^feqfaa) 

0 a i oa en 04 QS Q6 
- e - f (Hz) 

F i g u r e 15. The s p e c t r a l form for the energy penetrating from the North Sea. 

S ( f ) - Y . f " ^ ' ^ . f^ for f < f 

P P (32) 

S ( f ) = Y . f 
-2.5 

for f > f 
- P 

By equating the calculated wave energy and the s p e c t r a l area for given f , 
the c o e f f i c i e n t Y i s solved. P 
The second peak i n the wave spectra i s strongly correlated with the l o c a l 
wind speed and not due to the non-linear breaking e f f e c t . In the c a l c u l a t i o n s 
so far a t t e n t i o n was given only to the energy loss of the waves during t h e i r 
propagation over the shoals. Apparently the energy a d d i t i o n by l o c a l wind-
f i e l d s must be taken i n t o account. 

For s i m p l i c i t y i t i s assumed that the wave growth process s t a r t s with the 
spectrum calculated above, and that i t takes place from the windward edge 
of the shoals to the b a r r i e r s i t e , over a f e t c h w r i t t e n as F . Further the 
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JONSWAP (1973) growth-curves w i l l be applied to add the lo c a l wave generation 
t o the calculated^spectrum. From the calculated spectrum the energy density 
f o r a frequency f i s determined. Now a f i c t i t i o u s fetch, that i s the f e t c h 
t h a t shouldbe necessary t o generate an energy density S ( f * ) a t the prevailing 
windspeed, i s calculated from the JONSWAP growth-curve. The to t a l non-rensional fetch (F) i s ' found by adding the fetch a v a i l a b l e a f t e r breaking 

to the f i c t i t i o u s fetch (see fig.16). 

S(f) S ( F ; f s f * ) 

FICTITIOUS TOTAL 

Figure 16. Calculation of wave spectra by adding l o c a l wave generation to 
waves coming from the North Sea and propagating over the shoals. 
The figure on the right-hand side gives the JONSWAP growth-curve 
f o r a given frequency f as function of the non-dimensional fetch, 

Substituting t h i s t o t a l fetch i n the JONSWAP growth-curve for a given 
frequency f the t o t a l energy density (being the r e s u l t of penetration and 
l o c a l generation) i s evaluated. By repeating t h i s procedure for a l l frequen-
e i e s , the high frequency peak of the wave spectrum that i s generated by the 
loc a l windfields, i s found. 

3.4. Emperical evidence. 

The simple model described i n the preceding paragraph i s tested i n a h i n d 
cast of several recent storms. During these storms hourly observations have 
been made of windspeed, water l e v e l and wave spectrum i n the Oosterschelde. 
Simultaneously the wave spectra at sea (5 miles from the coast) have been 
measured. Using these data as input, the model predicts the wave spectra i n 
the Oosterschelde reasonably well (see figs.17,18). The s i g n i f i c a n t wave 
h e i g h t i s predicted with an accuracy of lOZ. 

E 
^ ao 

f 
10 

to 20 ao 
Hg MEASURED (m) 

Figure 17. Comparison of observed and hindcasted s i g n i f i c a n t wave heights 
at the b a r r i e r s i t e (OS IV, OS I X ) . 
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Figure 18. Comparison of observed and calculated wave spectra at the b a r r i e r 

s i t e . 

3.5. Wave dir e c t i o n . 

The wave load on the b a r r i e r depends on the di r e c t i o n of the waves. At the 
design stage no technique was available to obtain the d i r e c t i o n a l wave spec
t r a . A number of methods have been used to get information about the main 
wave direction. 
C a l l i n g to mind that the wave energy near the b a r r i e r originates from two 
sources, one can distinguish two main wave di r e c t i o n s : 

a) l o c a l windfields generate wave energy (high frequency) above the shoals. 
The main di r e c t i o n of these waves i s the same as the l o c a l wind direction. 

b) Wave energy (low frequency) coming from open sea and propagating over the 
shoals. Here aspects as r e f r a c t i o n by depth and current govern the wave 
direc t i o n s . 

Various v i s u a l observations performed during storm si t u a t i o n s confirm this 
hypothesis. However, as the low frequency wave energy i s mainly responsible 
for the wave load on the b a r r i e r , a l l wave energy i s reckoned to have the 
dir e c t i o n of the low frequency part. 

Four different methods have been used to get an idea of the main direction 
and the short crestedness of the low frequency wave energy. With an helicop
t e r f l y i n g at varying a l t i t u d e s v i s u a l observations have been made. Further 
the main direction of the long period wave energy was found by heading a 
survey vessel to the sea. In addition stereo- and mono-photography have been 
performed by plane. The photographs were analysed by eye. A l l these methods 
were compared in different storms. The r e s u l t s are in good agreement with 
each other. With these methods the main wave dir e c t i o n i s estimated with an 
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accuracy of about 10 degrees. 

By v i s u a l observation i t also appeared that the length of the wave crests 
near the b a r r i e r was about the same as at the open sea. Therefore the same 
di r e c t i o n a l d i s t r i b u t i o n of the wave energy was assumed near the b a r r i e r . 
At sea usually a cos 9 d i s t r i b u t i o n i s assumed, where 9 i s the angle with 
the mam wave di r e c t i o n . 

As a l y a small amount of storm data were avail a b l e an extrapolation of the 
main wave direction to extreme circumstances was impossible. Therefore a 
mathematical model (Radder, 1979) was used describing r e f r a c t i o n and d i f f r a c 
t i o n . I t I S based on the parabolic wave equation, derived from the Helholz 
equation using a parabolic approximation. This method describes the propaga
t i o n of regular long crested waves. Although l i n e a r wave theory i s being 
used two non-linear e f f e c t s have been b u i l t i n : 

a) a non-linear dispersion r e l a t i o n (see eq.27) 
b ) the Miche breaking condition (see eq.29). 

A l l other e f f e c t s are neglected. The r e s u l t s of the model have been compared 
w i t h the a e r i a l photographs and v i s u a l observations i n the Oosterschelde. 
B e i n g m good agreement cal c u l a t i o n s have been performed for extreme 
circumstances. 

Figure 19. Wave c r e s t s for incoming waves from North West with a wave period 
of 7 seconds calculated with the r e f r a c t i o n - d i f f r a c t i o n model of 
Radder. 

An 

c r e s t s f o r incoming waves from North West. The main'wave dir e c t i o n is'asumed 
example of a c a l c u l a t i o n has been given in fig.19. I t shows the wave 
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t o be p e r p e n d i c u l a r to the wave c r e s t s . 

3.6. The p r o c e s s e s on the North S e a . 

The wave model described i n the previous sections requires the wave conditions 
on the seeward edge of the Oosterschelde d e l t a , the storm surge l e v e l and t h e 
l o c a l windspeed as input. 

As already shown i n the introduction to t h i s chapter a ce n t r a l role i n the 
hypothetical relationship, between these phenomena i s played by the windfields 
of the cyclone. Because r e l i a b l e s t a t i s t i c s of t o t a l windfields on the N o r t h 
S e a a r e d i f f i c u l t to get, a reversed procedure i s followed. 
U s i n g the models from the f i r s t chapter, that r e l a t e the maximum s t o r m surge 
l e v e l to the windspeed and the astronomical t i d e , the two dimensional 
probability density function of maximum storm surge level'and the windspeed 
uninterruptedly exceeded during 9-hours can be approximated. Taking only 
North Westerly storm directions into account the following formulation i s 
found. 

i f rS^* w - Wg £ - and h^h^^^, 

t h e n u s i n g eq.2, eq.8 can by^written as: 

(33) 

I n view of the independence of h and s the following expression for the 
probability density function of storm surge l e v e l a nd windspeed mav be 
obtained: 

p(w,z) - p(h,s) 
3h 8h 
3w dz - P(h,8) 

3w 3z 

. p(h) p(s) 1 3s, 
pTz) (34) 

I f t h i s r e s u l t i s combined with a theory of wave growth on water of limited 
depth, the two dimensional probability density function of windspeed and storm 
surge l e v e l i s transformed into the two dimensional probability density 
function of maximum storm surge l e v e l and s i g n i f i c a n t wave height at the sea
ward border of the Oosterschelde. 

An exact knowledge of the wave height at the seaward border of the Ooster
schelde i s of minor i n t e r e s t , as the introduction of the approximate breaker 
c r i t e r i o n for the shoals of the Oosterschelde shows, that nearly a l l wave 
f i e l d s generated on the North Sea during North Westerly storms w i l l break on 
the shoals (see f i g . 2 3 ) . Therefore the wave height at sea w i l l not influence 
the energy penetrating i n the Oosterschelde. The maximum storm surge l e v e l 
i s the only parameter governing the penetration. 

A very important parameter in the wave load c a l c u l a t i o n i s the spectra l peak 
period of the penetrating wave energy. This peak period,being equal to the 
peak period of the wave spectrum at the seaward border of the Oosterschelde, 
i s r e s t r i c t e d by the limited depth of the Southern part of the North Sea. 
For North Westerly storms, data as well as the wave growth model of Sanders 
give a saturation peak period of 11.5 s at the seaward border of the Ooster
schelde. In the load calculations t h i s peak period has been held constant as 
a safe estimate (Mulder and V r i j l i n g 1980). 

The second source of wave energy near the b a r r i e r i s related to the l o c a l 
windspeed. To complete the model, the r e l a t i o n between the l o c a l windspeed 
and the windfields at sea characterised by w must be established. Studies of 
the windspeed during a storm as a function of time (Rijkoort,1960) show a 
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Figure 20. The windspeed during a storm. 

r e s u l t , which can be expressed as: 
w 0.83 

k - 26.8 (-S » I) (35) 

where k • number of hours during which the one hour average windspeed 
exceeds ŵ^ without interruption (fig.20) 

ŵ " maximum one hour average windspeed. 

According to Weenink (1958) a time lag T between the maximum one hour average 
windspeed and the maximum wind set up i n the Southern North Sea amounts to 
6 hours on the average. Knowing that the time s h i f t i between the astronomical 
t i d e and the wind set up has .a uniform probability density function ( e q . 1 0 ) 
a conclusioa can be drawn concerning the windspeed accompanying the maximum 
storm surge l e v e l (see f i g . 2 1 ) . The moment of the maximum storm surge l e v e l 
i s within + T / 2 of the moment of the maximum wind set up or approximately 
anywhere from the time of maximum windspeed t-12 hrs to 12 hrs l a t e r , since 
T^/2 = T = 6 hrs. 

As the windspeed i s an approximately l i n e a r , decreasing function of time 
over this i n t e r v a l , while * has a uniform probability density, a uniform 

t 

«(m) * 

t I 
U 

ASTRONOMICAL 

h ( m ) 1 

1 (m) 4 

f I 
1 

9 hrs 

t (NTS) 

Figure 21.The r e l a t i o n between the maximum storm surge l e v e l and the accom
panying windspeed. 
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d i s t r i b u t i o n of windspeeds may be assumed. The maximum and minimum possible 
windspeeds, for given value of w-, have to be derived by means of (eq.35), 
using k- 9 hrs and k-t^ - t^^ - 24 hrs res p e c t i v e l y , which gives 

(36) 

so that 

w » 1.27 w-
max 9 

w . - 0.68 w_ 
mm 9 

P (w 1 Wg) - 0 

p (w 1 Wg) - » 

for w < ŵ ^̂  and w > w^^ (37) 

for w . < w w 
0.59 Wg min " " " max 

Having already evaluated the two dimensional conditional probability density 
function of w« and z (see eq.34), the conditional probability density func
tion of the maximum storm surge l e v e l and the l o c a l windspeed coinciding with 
maximum storm surge l e v e l , given a maximum storm surge l e v e l , i s calculated 
by 

p(w I z^) - ƒ p(w I Wg) p(wg I z) dwg (38) 
0 

The l o c a l windspeed w accompanying the maximum storm surge l e v e l z governs 
the l o c a l wave growth at the Oosterschelde. 

3.7. Empirical evidence. 

In the preceding paragraph two conditional probability density functions 
have been established (eqsJ4 and 38). Moreover, combining eq.(34) with the 
theory of wave growth on water of limited depth a r e l a t i o n between the 
maximum storm surge l e v e l and the s i g n i f i c a n t wave height has been obtained 
( f i g . 2 2 ) . 

2 3 4 5 6 7 
X (m) 

Figure 22. The r e l a t i o n between the maximum storm surge l e v e l and the 
s i g n i f i c a n t wave height on the seaward edge of the shoals. 
The conditional probability density function of H has been given 
for z - 2m, 3m and 4m. ^ 



Tlie h i s t o r i c a l data are c e r t a i n l y not i n contradiction with the th e o r e t i c a l 
r e s u l t , but conclusions on the extrapolation cannot be drawn on the basis of 
this empirical material. 
The t h e o r e t i c a l r e l a t i o n between the maximum storm surge, l e v e l and the l o c a l 
windspeed (eq.38) i s compared with h i s t o r i c a l data in fig.23. 

10 20 » 40 90 SO 

—». w(m/») 

Figure 23. The r e l a t i o n between the maximum storm surge l e v e l and the l o c a l 
windspeed. 

Here too agreement i s seen between theory and empirical material. 
The set of data i s however far too small to be a r e l i a b l e base for extrapola
tion. 

3.8. The completed modej^ 

In the preceeding paragraphs of this chapter two mathematical models have 
been developed and tested. 
The f i r s t model calculates the wave spectrum near the b a r r i e r given the 
seastate at the North Sea, the storm surge l e v e l and the l o c a l windspeed.The 
second model evaluates the j o i n t probability density function of the maximum 
storm surge l e v e l , the seastate at the North Sea and the l o c a l windspeed. ' 

As the aim of th i s paper i s the,prediction of the future boundary conditions 
for the b a r r i e r , an estimate of the future geometry of the shoals i n the 
mouth-of the Oosterschelde ( f i g . 9 ) has to be incorporated i n the f i r s t model, 
I f i t i s further r e a l i s e d that the b a r r i e r w i l l be maximally loaded during 
the maximum storm surge l e v e l , because the difference between sea l e v e l and 
basin l e v e l and the amount of low frequency wave energy penetrating from the 
North Sea are then both maximal, the models can be joined by introducing the 
r e s t r i c t i o n to maximum storm surge l e v e l s . 

Thus the three, dimensional pr'obability density function generated by the 
second model under the assumption of North Westerly wind d i r e c t i o n i s used 
as input for the f i r s t model. 
The r e s u l t i s the conditional probability density function of maximum storm 
surge l e v e l and l o c a l windspeed ( f i g . 2 3 ) , where for every combination the 
wave spectrum near the b a r r i e r i s known ( f i g . 2 4 ) . 
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•-^ Hg ( m ) ; 

Figure 24. The r e l a t i o n between the storm surge l e v e l and the s i g n i f i c a n t 
wave height. In the figure the conditional probability density 
function .of for a number of storm surge leve Is has been given. 

4 . THE THREE DIMENSIONAL PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF MAXIMUM 
STORM SURGE LEVEL. WAVE ENERGY AND BASIN LEVEL. 

The aim of t h i s paper was to find the three dimensional probability density 
function of maximum storm surge l e v e l , wave energy and basin l e v e l . 
The r e s u l t of the work done i n ch.2 i s the two dimensional probability 
function of maximum storm surge l e v e l and basin l e v e l , w ritten as p(z ,b). 
The conditional probability density function of the maximum storm surge 
l e v e l and the l o c a l windspeed, where i n each point the wave spectrum i s 
known, was evaluated i n the thi r d chapter. I t i s written as p(w|z ) . Now 
these two functions may be joined to the desired one i f the s t a t i s t i c a l 
independency of basin l e v e l and l o c a l windspeed of wave spectrum can be proved. 

Starting from the t h e o r e t i c a l models i t i s seen that the basin l e v e l shows 
a very weak cor r e l a t i o n with the maximum storm surge l e v e l . The l o c a l wind¬
speed and the wave spectrum are correlated to the surge l e v e l , but there 
i s no obvious reason why any cor r e l a t i o n between wave spectra and basin levels 
should e x i s t . Also, h i s t o r i c a l data from s i g n i f i c a n t wave heights and low 
waters show v i r t u a l l y no corr e l a t i o n (r-0.17). Accepting the s t a t i s t i c a l 
independency of the basin l e v e l and the lo c a l windspeed to be a reasonable 
assumption, the f i n a l step can be made, as follows 

P(z^.b,w)= p(z^,b) . p(w|z^) (39) 

where for each combination of (w,z ) the wave spectrum at Che b a r r i e r s i t e 
can be calculated by the method described i n ch.3. This r e s u l t has been used 
as input in the p r o b a b i l i s t i c load determination for the b a r r i e r (see Mulder 
and V r i j l i n g , 1980). 
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LIST OF SYMBOLS. 

h ( t ) - astronomical tide _ 
s ( t ) - wind set up 
z ( t ) - water l e v e l 
b ( t ) - basin l e v e l 

HW - high water (h - astronomical high water) 
LW - low water ( z " - low water) 
\ " maximum storm surge l e v e l 

" threshold water l e v e l 

w - windspeed 
, O - wind d i r e c t i o n "" •~ 

I Wg »a 9 hours uninterruptedly exceeded windspeed 

1 Hg - s i g n i f i c a n t wave height 
1 • wave period 
Tp - peak period 
f • wave frequency 

f - peak frequency (- the frequency at which the maximum variance 
s p e c t r a l density occurs) ' 

S ( f ) - variance s p e c t r a l density function 

d • water depth 
V • current v e l o c i t y 

1 * 
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SWOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTUEES 

PROBABILISTIC LOAD DETERMIMTIOH. 

by Th. Mulder, c h i e f engineer, design department 
Ballast"Nedam Groep. 

J.K. V r i j l i n g , p r o j e c t engineer, Deltadienst, 
R i j k s w a t e r s t a a t . 

SUMMARY. 

This paper deals with a p r o b a b i l i s t i c approach of the hydraulic loading 
conditions of the Oosterschelde storm surge b a r r i e r . The j o i n t p r o b a b i l i t y 
density function of the hydraulic boundary conditions (storm surge l e v e l , wave 
energy and water l e v e l at the Oosterschelde-basin) i s used as input. 
By introducing l i n e a r s p e c t r a l t r a n s f e r functions between the load and the 
hydraulic parameters, t h i s density function can be transformed in t o the two-
dimensional p r o b a b i l i t y density function of wave- and s t a t i c loads, from which 
the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of the t o t a l hydraulic load can be derived by 
in t e g r a t i o n . 

The t r a n s f e r functions needed were determined with the a i d of a mathemati
c a l model, which has been checked by a s e r i e s of hydraulic model t e s t s . 

By applying a p r o b a b i l i s t i c load determination as indi c a t e d above, the 
t o t a l h o r i z o n t a l load at the storm surge b a r r i e r was reduced by approximately 
kO%, as compared to the rather p e s s i m i s t i c outcome of a det e r m i n i s t i c load 
determination, i n which a l l unfavourable and u n l i k e l y events are assumed to 
coincide. The p r o b a b i l i s t i c load determination has a l s o been used i n a proba
b i l i s t i c approach of the behaviour of the storm surge b a r r i e r , i n which the 
s t r u c t u r a l properties were t r e a t e d as random v a r i a b l e s , i n addition to the 
loads. I n t h i s way a r i s k a n a l y s i s has been executed to f i n d the f a i l u r e pro
b a b i l i t i e s of s e v e r a l parts of the b a r r i e r , which have to be i n balance. 

1' INTRODUCTION. 

Afte r the storm flood d i s a s t e r of February 1st . 1953, The Netherlands 
Delta Committee s t i p u l a t e d that primary sea-retaining s t r u c t u r e s have to 
provide f u l l protection against storme surge l e v e l s with an excess frequency 
of 2 .5 X 10"^ times per year. I n the case of conventional defences, such as 
dikes, an extreme wa t e r l e v e l may be used as a design c r i t e r i o n , because over
topping i s considered to be the most important threat to dikes. I n the p r e l i 
minary design stage of the Oosterschelde storm surge b a r r i e r a design storm 
surge l e v e l was chosen i n accordance with the report of the Delta Committee. 
This surge l e v e l was combined with a maximum extrapolated s i n g l e wave and a 
low estimate of the in s i d e water l e v e l to determine the hydraulic load 
( d e t e r m i n i s t i c approach). 

I n f a c t t h i s approach i s unsuitable for a storm surge b a r r i e r . The s t r u c 
ture c o n s i s t s of concrete p i e r s , s t e e l gates, a s i l l , a bed protection and a 
foundation. These components have to be designed on the ba s i s of load combi
nations, which w i l l give the most dangerous threat to the s t r u c t u r a l s t a b i l i 
ty. These load combinations o r i g i n a t e from waves and a difference i n water 
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s e a ^ t e r Ï^v.f • therefore only p a r t i a l l y depending on the 
? o ! r ^ ^ V Ï ' °f the storm surge h a r r i e r , the hydraulic 
load has to be chosen as the "p o t e n t i a l t h r e a t " . Since the design method Jsed 
I S a qu a s a - p r o b a b i l i s t i c one, t h i s means that a design hydraulic load was 
chosen v i t h a p r o b a b i l i t y of exceedance of 2.5 x 10-5 ye^r. 

I n order to be able to determine t h i s design load for the various s t r u c - -
t u r a l parts of the b a r r i e r a method for a p r o b a b i l i s t i c load determination 
nas been developed. 

2. HYDRAULIC BOUNDARY CONDITIONS. 

The b a s i c parameters i n the determination of the hydraulic load at the 
storm surge b a r r i e r are: 

- Tiiayiïïium storm surge l e v e l at sea z 

- windspeed w 

- basin l e v e l at the Oosterschelde b 

I n the paper "Hydraulic Boundary Conditions" the j o i n t p r o b a b i l i t y density 
function of these parameters P^.^^^^ (z^,w.b) i s discussed. ^ 

This j o i n t p r o b a b i l i t y density function (p.d.f.) has been used as input f or 
the c a l c u l a t i o n of the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of the hydraulic load on the 
storm surge b a r r i e r . 

To t r a n s f e r the hydraulic parameters into the hydraulic loads the s t a t i c 

loads and the wave loads have to be w r i t t e n as functions of the parameters: 

S t a t i c load S « G ( z^, b, geometry) • ( l ) 

Wave load spectrum 3^= H ( z^, w, geometry) (2) ' 

I n thé case of the s t a t i c load t h i s function can be e a s i l y determined 
from the hydrostatic pressure d i s t r i b u t i o n on both sides of the b a r r i e r and 
a p o t e n t i a l flow pattern i n the s i l l around the base of the p i e r . 

The t r a n s f e r from waves to wave loads has been done with the a i d of a 
s p e c t r a l method. To allow the a p p l i c a t i o n of such a method the t r a n s i t i o n 
from waves to wave loads has to be a l i n e a r system. I n the case of the storm 
surge b a r r i e r t h i s c r i t e r i o n was f u l f i l l e d , as has been proved by model t e s t s . 
This w i l l be shown i n the paragraph 3.2 - 3.k. 

. the storm surge b a r r i e r the t r a n s f e r functions have been determined 
with the ai d of a mathematical model, as w i l l be discussed i n the next 
paragraph. 

I n the mathematical model an incoming wave f i e l d with e l e v a t i o n fl- , i s 
considered as a s t o c h a s t i c process i n ( x , y , t ) . The two-dimensional energy 
density spectrum of rj^ , i s S ( f , e ) . 
T h i s spectrum i s defined as follows: 

V ' V - - ( s ) D(e;f) - ^^'Q) . . i k ) 

i n which D ( e ; f j i s a d i r e c t i o n a l spectrum, giving the r e l a t i v e energy density 
for the d i r e c t i o n s i n case of a f i x e d f . For the storm surge b a r r i e r the 
following function has been assumed (see [ l ] ) 
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D ( e ; f ) = 2 c o s ^ ( e - 0 ) f o r | e - e | 4 ^ a n d o < f < o o ( 5 ) 

i n which 9= a n g l e between the mean'direction of wave propagation and the 
a x i s perpendicular t o t h e b a r r i e r . 

The energy density spectrum S ( f ) of the wave load W(t) at the structure 
can be d e t e r m i n e d as (see [ I ] ) " 

( f . e ) s^. (f , e ) d e (6) 

i n w h i c h 0 ( f ) » the wave load (o-top) per unit of incoming wave amplitude, 
as a function of the frequency f. The waves are assxaned t o 

be long c r e s t e d and perpendiciilar to the stru c t u r e . 

r ( f , 6 ) » the r a t i o of the t o t a l wave load on a structure of length 

2 1 f o r oblique wave attack (approach angle 6 ) t o the t o t a l 

wave load f o r a perpendicular approach of the waves, 

r ( f , e ) - s i n ( k l s i n 6 ) ( j ) 

k l s i n e 
k » wave number 

Assuming a r e l a t i v e l y narrow wave load spectrum S ( f ) , and a Rayleigh 
d i s t r i b u t i o n of t h e i n d i v i d u a l wave load peaks, the t r a d i t i o n a l p a r a 

m e t e r s W ( s i g n i f i c a n t wave load) and T (mean wave load period) can be 
obtained by the following r e l a t i o n s . 

- 2\/r- ...(8) T^ ...(9) m̂  = ^ / f ^ S ^ ( f ) d f ...do) 

Function 0 ( f ) i s determined numerically by c a l c u l a t i n g per wave frequency 
(wave period) the wave load per unit of wave amplitude a. (= £i). 

1 2 * 

The b a s i s of t h i s c a l c u l a t i o n i s the following wave pressure ' d i s t r i b u t i o n 
according to a Jdnear wave theory, for p a r t i a l l y r e f l e c t e d waves against a 
v e r t i c a l w a l l : 

- between the upper side of the s i l l and the sea water l e v e l (o<z<d) 

P ( x , z , t ) = f ^ S ~ k d N / ^ '^^'^ 2o<cos kx" sin(«t+?5) ...(11) 

v i t h the boxmdary pressures 

p ^ ( x , t ) f or z«d 

P ( x , t ) for z»o 
- Above the sea water l e v e l ( z > d) 

P ( x , z , t ) « p^(x.t) - pg(z-d) . . . ( 1 2 ) 

- I n the s i l l ( z < o) 

P.(x,z,t) « p^Cx.t) exp(-kz) ...(13) 

i n which k « wave number 

<*< - r e f l e c t i o n c o e f f i c i e n t 
^ - a n g u l a r frequency 
t - time . 
(6 - phase s h i f t = arctg { ( j ^ ) t g k x | 
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Cross s e c t i o n . Top view. 

By integration of the pressure d i s t r i b u t i o n over the height of the s t r u c 

t u r e the wave load at a v e r t i c a l plane j with a width B. can be determined, 

( t ) «J^^p(Xj.z,t) • B^ dz ~ ^ 

By doing t h i s for the various v e r t i c a l planes of the b a r r i e r , l i k e the 
gate, the front of the p i e r w a l l and the front of the p i e r footing the t o t a l 
load due to a^regular wave at the b a r r i e r can be found. 

W(t) - j C " ( t ) . . . ( 1 5 ) 

The maximum of t h i s wave load function W(t) divided by the incoming wave 
amplitude gives us the t r a n s f e r value for the wave period considered. 

3.2. Description of model f a c i l i t i e s . 

The hydraulic model t e s t s have been executed i n two 100 m long wind-wave 
flumes of the D e l f t Hydraulic Laboratory. 

I n v e s t i g a t i o n s with perpendicular wave attack were executed i n the 2 m 
wide wind wave flume, and i n v e s t i g a t i o n s with oblique wave attack i n the 8 m 
wide wind wave flume (see figure 1 and 2 ). The i r r e g u l a r waves applied i n the 
in v e s t i g a t i o n s were generated by programmable wave boards, driven by hydraulic 
actuators and commanded by analogue s i g n a l s . 

Wave conditions c h a r a c t e r i z e d by the s p e c t r a l shape and wave height d i s 
t r i b u t i o n , may be generated by a proper adjustment of the input f i l t e r 
function and am p l i f i c a t i o n . The wave form i s f i i r t h e r adjusted to the, n a t u r a l 
shape by wind. 

The wave pattern has been measured by r e s i s t a n c e type wave height meters. 
The t e s t s with perpendicular wave attack were c a r r i e d out using a model s c a l e 
1 : 60 , with dummy sections at both sides of the measuring s e c t i o n s , to cl o s e 
the flume e n t i r e l y . 

The t o t a l forces are measured by s t r a i n gauges attached on a dynamometer 
frame. The model s e c t i o n i s hanging free from dummy secti o n s and the bottom. 

3.3. S e r i e s of t e s t s . 

I n the f i r s t p lace, t e s t s with regular waves have been executed i n the 
• 2 m wide wind wave flume. A great number of H,T-combinations have been t e s t e d 
varying the following parameters: 
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- sea water l e v e l 
- b a s i n l e v e l Oosterschelde 
- waterdepth 

I n ^ t h i s way i t was po s s i b l e to check the l i n e a r i t y of the t r a n s f e r from 
waves int o waveloads and to determine the r e f l e c t i o n c o e f f i c i e n t as a f u n c t i o n 
of the above mentioned parameters ( i n c l . the wave period). The r e f l e c t i o n 
c o e f f i c i e n t s have been determined from wave height measurements i n a "standing" 
wave i n front of the str u c t u r e . From a l i n e a r wave theory the r e f l e c t i o n 
c o e f f i c i e n t w i l l be ^ 

i n which and are r e s p e c t i v e l y the wave height i n a a n t i node and i n 

a node of the "standing" wave. Secondly, t e s t s with i r r e g u l a r waves have been 
performed to check the t r a n s f e r functions determined by the mathematical 
model. The same parameters have been v a r i e d as i n the regular t e s t s . 

The influence of an oblique wave attack has been t e s t e d i n the 8 m wide 
wind wave flume approach angles of 30° and k3°. 

The incoming wave spectrum S^. ( f ) , needed f o r the determination of a 
t r a n s f e r function, has been derived fi-om the measured wave spectrum S ( f ) 
using the following r e l a t i o n 1 . ^ 

i n which c x ( f ) i s the r e f l e c t ionc o e f f i c i ent as a function of the wave frequen
cy f determined from the t e s t s with regular waves. (See [kl ). 

3'^' R e s u l t s . 

The r e s u l t s of the hydraulic model t e s t s were given as: 

- wave forces per unit of wave amplitude f o r se v e r a l wave frequencies and 
amplitudes (check on l i n e a r i t y ) . 

- r e f l e c t i o n c o e f f i c i e n t s as function of the wave frequency 
- t r a n s f e r functions 

- cumulative frequency d i s t r i b u t i o n s of wave load peaks 

Some t y p i c a l r e s u l t s are shown r e s p e c t i v e l y i n f i g u r e s 3 , U, 5 and 6. 

I n general i t could be concluded, that 

- the t r a n s f e r value "waveload per unit of wave height" i s almost independent 
of the wave height: i n other words, the wave load i s almost l i n e a r l y 
dependent on the wave height. 

- The measured and c a l c u l a t e d t r a n s f e r functions are i n good agreement, 
except t h a t : 

- the t r a n s f e r functions derived from measurements i n the 
shallower l o c a t i o n s show o s c i l l a t i o n s , i n contrast to the 
c a l c u l a t e d t r a n s f e r functions. No s a t i s f a c t o r y explanation 
has been found f o r t h i s phenomenon. (See f i g . 5). 

- I n approximately ^0% of the cases the measured t r a n s f e r 
functions exceed the c a l c u l a t e d ones. So the mathematical 
model i s not giving the mean of the t e s t r e s u l t s , but a 
rather conservative r e s u l t . 

- In the case of high sea water l e v e l s , the r e s u l t s of the 
model t e s t s for frequencies greater than 0.11 Hz give 
s i g n i f i c a n t l y greater t r a n s f e r values than one would expect 
from the c a l c u l a t i o n (no explanation has been found for t h i s 
d i f f e r e n c e ) . 
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- The d i s t r i b u t i o n of the wave load peaks follows the Rayleigh d i s t r i b u t i o n 
quite w e l l . (See f i g . 6) 

- The r e f l e c t i o n c o e f f i c i e n t i s a function of the sea water l e v e l , the l e v e l 

of the seabottom and the wave frequency. I n general the r e f l e c t i o n c o e f f i 
c i ent\ decreases f or 

- i n c r e a s i n g wave frequency 
- i n c r e a s i n g sea water l e v e l 
- i n c r e a s i n g waterdepth 

( i n case of frequencies lower than 0.15 Hz) 

Summarizing i t can be concluded, that the modeltests support the mathe
mat i c a l model. Consequently t h i s model has been used i n the p r o b a b i l i s t i c 
load determination. 

1^.1. General. 

S t a r t i n g from the j o i n t p.d.f. of the boundary conditions the j o i n t p.d.f. 
of the s t a t i c load Sand the s i g n i f i c a n t wave load W - being the c h a r a c t e r i s 
t i c value of a wave load spectrum - can be found. ^ 

Secondly, the j o i n t p.d.f. of the s t a t i c load and the wave load peaks can 
be determined using the d i s t r i b u t i o n of the i n d i v i d u a l wave load peaks, given 
a wave load spectrum. 

F i n a l l y , the p r o b a b i l i t y of exceedance of the t o t a l load can be determined. 

These three steps w i l l be described i n d e t a i l i n paragraph k.2. I n view 
of a c l e a r and b r i e f notation t h i s i s done a n a l y t i c a l l y . However, due to the 
absence of an a n a l y t i c a l d e s c r i p t i o n of the wave spectra i n case of the 
Oosterschelde storm surge b a r r i e r the determination of the load d i s t r i b u t i o n 
h a s been done numerically. An impression of such a numerical t r a n s f e r i s 
given i n paragraph h.3. 

k,2. T h e desc r i p t i o n of the method (see 161). 

Since the basin l e v e l was found to be v i r t u a l l y s t a t i s t i c a l l y independent 
of the wind speed, the j o i n t p r o b a b i l i t y density function of the boundary 
conditions can be written as: 

• ^ ^ . k . v - Pt (^hm) • Pw ( v | z j » p ^ ( z J . . . ( 1 8 ) 

Using the equations (1) and (2) the conditional p.d.f.'s of the s t a t i c 
load S and the s i g n i f i c a n t wave load W can be determined from the con d i t i o n a l 
p.d.f.'s P^ ( t | Z j j j ) and (w|zj.= 

P > | z J - P ^ ^ ( W ^ | . z J * ^ . . . ( 1 9 ) 

P ^ ( b i z J - Pg { S \ z j . ^ . . . ( 2 0 ) 

Using (19) and ( 2 0 ) , equation (18) can be tra n s f e r e d i n 

\.b.w(-m'^'^) = P w s ( ^ s l ^ m ) ^ P s (S|^m)- V ^ m ^ ^ H ^ H ^ ' ^ ^ 

So 
1 
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Secondly, i t i s now p o s s i b l e to t r a n s f e r p^ , g (W^, S) i n a j o i n t 

p.d.f. of the s t a t i c load and the wave load peaks w7 as follows: 

p (W,S) » J p (W ,S) - -r-r^ dW , , 

W,S i>V - s . ... (23) 
i n which Pr^ represents a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n , which depends on the 
l i m i t s t a t e considered. I n the following,three kinds of l i m i t state are 
discussed. 

1. In cases, where a l l wave load peaks are i n p r i n c i p l e important, the 
Rayleigh d i s t r i b u t i o n w i l l be used 

Pr^ - Pr (W>W|Ŵ ) - exp {-2 { ^ ^ ] 

I n case of the storm surge b a r r i e r t h i s d i s t r i b u t i o n has been used for 
the increasing deformations of the s u b s o i l (see Kooman e.a. [ l 2 ] ) . 

2. I f , however a model i s considered i n which a one time exceedance of the 
load leads to a c o l l a p s e , than the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of the wave 
loads, which are exceeded at l e a s t once, has to be used. 
S t a r t i n g from N independent wave load peaks within the duration of a sea 
s t a t e , according to the Binomial d i s t r i b u t i o n the p r o b a b i l i t y , that none 
of the wave load peaks w i l l exceed a l e v e l W, equals 

{ 1 -Pr(W>W|W^)}N 

The p r o b a b i l i t y Pr^ that W i s exceeded at l e a s t once, equals 

Prg - 1 - { l - Pr(W>W I W^f ...(25) 

I n case of the storm surge b a r r i e r t h i s p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n has been 
used i n the s t r u c t u r a l design of the pier,the beams and the gate. 

3. F i n a l l y , we can a l s o look at an other model, where coll a p s e only occurs, 
when a load l e v e l i s exceeded s e v e r a l times ( i n case of f a i l u r e of an 
element of the b a r r i e r due to fatgue). Based on the Binomial d i s t r i b u t i o n 
we f i n d for the p r o b a b i l i t y Pr that a load peak exceeds a given l e v e l W 
at l e a s t m times, out of N. ^ . 

To a r r i v e at a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of a t o t a l load T for a s p e c i f i c 
l i m i t s t a t e , based on the j o i n t p.d.f. of the wave load peaks and the 
s t a t i c load, i t has to be known i n which r a t i o the wave load and the 
s t a t i c load contribute to t h i s l i m i t s t a t e . 

I n general t h i s can be defined as follows: 

? - S + ^. W ...(27) 

Now the p r o b a b i l i t y of exceedance of a s p e c i f i e d t o t a l load Pr { T > T ] , 
can be determined per l i m i t s t a t e by i n t e g r a t i n g the bidimensional 

»S) over the area for which p r o b a b i l i t y density function ? (W,£ 
Q,S + J W>T -'-

(4S+iW>T 
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Since a desc r i p t i o n of the complete numerical t r a n s f e r w i l l he too exten
s i v e , only one t r a n s f e r w i l l be described, which i s t y p i c a l f or the e n t i r e 
method. For t h i s purpose the t r a n s f e r from the j o i n t p.d.f. of the basin l e v e l 
and the sea water l e v e l to the p.d.f. of the s t a t i c load i s chosen. 

From the p.d.f. of the sea water l e v e l the p r o b a b i l i t y of occurrence 
per c l a s s A z ^ can be determined as follows: 

A z 

< - 2 m < V * 
A Z 

mi 
A z 

2 

\ ^'rJ ^\ 

I n the same way for the basin l e v e l can be c a l c u l a t e d 

0 

b , 

and 

ƒ Ab ^k l \ ) db 

The j o i n t p r o b a b i l i t y of occurrence P r { z .,b.} of the basin l e v e l c l a s s 
the sea water c l a s s w i l l be m. 3 

F o r a given geometry the s t a t i c load S.. for a sea water l e v e l z . and a 
basin l e v e l b. can be determined. ^ 
P e r d e f i n i t i o n the p r o b a b i l i t y of occurrence of t h i s s t a t i c load equals the 
j o i n t p r o b a b i l i t y of occurrence 

Pr I S z .,b.] 
^ i j ^ = ^ ^ mi- J 

By di v i d i n g the complete s t a t i c load range i n c l a s s e s S with c l a s s middle 
S i t i s possible to group a l l the s t a t i c loads S.. ( i « 1,2...1 and j = 1,2 

. . . J ) . 

By adding the p r o b a b i l i t i e s of occurrence of the s t a t i c loads S. . which 
belong to a s t a t i c load c l a s s S. , the p r o b a b i l i t y of occurrence of "̂̂  S can 
be found 

P r f S ^ - ^ < S < S 
1 

j - 1 

P r J S » S | . Y 
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i n which Y. . » 1 for those combinations i j , s a t i s f y i n g 
S ^ - | S < s . . < s ^ . ^ 

Y^j = 0 for the other combinations i j 

In t h i s way a histogram of the s t a t i c load i s found. 

1- THE RELIABILITY OF THE METHOD. 

3.1 The de s c r i p t i o n of the analyses. . 

The p r o b a b i l i s t i c load determination as described i n the previous para
graph, i s based on the s t a t i s t i c a l d e s c r i p t i o n s of the hydraulic boundary 
conditions. After the t r a n s f e r from boundary conditions into loads and exe
cuting the s t a t i s t i c a l compilations the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of the hydrau
l i c load was found. I n t h i s method the s t a t i s t i c a l d e scriptions of the hydrau--
l i e boundary conditions, the assumptions with regard to the determination of 
wave-spectra and some assumptions i n the method i t s e l f , have not been varied. 
Therefore the resxilt of the method w i l l be a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n with 
d e t e r m i n i s t i c parameters. 

I n r e a l i t y the parameters of the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n w i l l have a stoch
a s t i c character. 

A study has been executed concerning t h i s s t o c h a s t i c character. This has 
been done by means of a so c a l l e d "mean value f i r s t order second moment method" 
151 

T h i s method i s based on the following assumptions: 

- The p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s Pr. can be described as a function of the 
parameters x. determining t h i s d i s t r i b u t i o n . These parameters are consider
ed to be s t o c h a s t i c v a r i a b l e s . 

^ " ^ ' ( ^ r ^2 \ V 

- The parameters x. have a Gaussian d i s t r i b u t i o n with mean ju and a stan
dard deviation« . x i 

Xi 
- A l i n e a r approximation of f ( x , x x ) i s obtained by expanding 

the r e l a t i o n s h i p i n a Taylor s e r i e s i n a point x* and r e t a i n i n g the f i r s t 
two terms. 

^ < ) - ^ , ^ - P ^ ^ ^ 
- The function f ( x , x ...x ) i s l i n e a r i s e d at the mean m « (m,, m̂  . m ) , 

so X* » m. ' ^ 1 2 D 

These assumptions j u s t i f y the following conclusions with regard to Pr.: 

1. Pr. has a Gaussian-distribution 
2. The d i s t r i b u t i o n properties a r e m f(m) 

y ƒ Af(m) 
^ P r 

As an example i n t h i s paper, the r e l i a b i l i t y of the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u 
t i o n of the t o t a l hydraulic load normal to be b a r r i e r i n case of h p i e r s , 
namely R3, R19, H9 and HI5 w i l l be discussed. 

The following parameters x^ have been considered. 

1. The frequency of exceedance curve of storm surge l e v e l s 
2. The p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s of basin l e v e l s 
3 . Transferfunctions with r e g a r d to: 
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a. s t a t i c load a b o v e the s i l l 
h. s t a t i c load i n the s i l l 
c. Wave load above the s i l l 
d. wave load i n t h e s i l l -

k. The duration o f a storm s u r g e l e v e l 
5. Wave spectrum 

6. The p.d.f. of wave spectra per storm surge l e v e l c l a s s 

F o r the parameters on which 5 and 6 have been based reference i s made 
to V r i j l i n g and Bruinsma [ 9 ] 

An overview of the values ^J1rL.<^ for the various p i e r s i s g i v e i 
i n t a b l e I . ^ 

1 

R J 9 Ï I 3 H 15 H 9 

P a r a m e t e r s kN % kN % kN % kN % 

1 U250 26,7 3U2O 2l*,0 3070 30 ,3 3620 35,2 

2 2272 7,6 Iit80 U . 5 11*23 6,5 1779 8,5 

3 a, b 21U6 6,8 1610 5,3 IU98 7,2 ^6hk 7 ,2 

3 c, d 2870 12,1 2616 ll+,0 1915 11,8 1879 9 ,5 

k 229 203' ll*9 150 

5,6 5636 1*7,0 50U5 52.2 3709 1*1|,2 38U2 •39,6 

821*0 100 6987 100 5580 100 6106 100 

Table I 

5 .2 . R e s u l t s . 

The r e s u l t s of the analyses, being the mean/^^. the standard deviation C^^ 
an d the contribution of each parameter to the stafiaard deviation ( i n percen
tages ) , are given i n tab l e I . 

Comparing the r e s u l t s of t h i s study with the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n with 
d e t e r m i n i s t i c parameters used i n the design, i t became c l e a r that the determi
n i s t i c d i s t r i b u t i o n s gives approximately 1% higher load values than the "mean" 
d i s t r i b u t i o n curve of the s t o c h a s t i c approach. This has been caused by the f a c t 
that the by "engineering judgement" chosen constants were rather p e s s i m i s t i c 
mainly for the parameters. 

- wave load above s i l l ( see par. 3 . 3 . ) 

- schematized r e l a t i o n H - T ( s e e 1 9 1 ) 

- f o r e s h o r e ( see 1 9 1 ) 
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>«© 

f r p . n ^ n n ^ t h a t t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n curve with an e x c e s s 

frequency of 2,3% VV"*-2®Pr ) exceeds the curve c a l c u l a t e d w i t h d e t e r m i n i s t i c 
parameters only i n a minor way. This exceedance has been embodied i n a p a r t i a l 

safety c o e f f i c i e n t / - ^3 (according to the I S O standard 239M • This c o e f f i c i e n t 
i s intended to allow possible adverse modification of the load e f f e c t s , 
due to i n c o r r e c t design assumptions and co n s t r u c t i o n a l discrepancies. 

- A P P L I C A T I O N S I N THE DESIGN PROmSff. 

T h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s of. the t o t a l h y d r a u l i c load have been 
applied m two ways, depending on the design method used. To be able to d i s 
c u s s the appli c a t i o n s a b r i e f review of the e x i s t i n g design methods i s given 

6 .1 . T h e d e s i g n method. 

The element "load greater than strength" i s one of the most fundamental 
c r i t e r i a m a design process. To ensure the f u l f i l l m e n t of t h i s c r i t e r i o n a 
sa f e t y margin i s introduced between the expected load and the strength pursued. 

I n p r i n c i p l e there are three philosophies regarding the way of introducing 
a s a f e t y margin i n the design. ^ 

1. the de t e r m i n i s t i c design method 
2. the q u a s i - p r o b a b i l i s t i c method 
3. the (semi-) p r o b a b i l i s t i c method 

I n the case of a d e t e r m i n i s t i c method, " s a f e " values are chosen for the ba s i c 
v a r i a b l e s causing the load. Usually the mean values of the strength parameters 
a r e used to determine t h e strength. The sa f e t y margin i s guaranteed by a 
s a f e t y - c o e f f i c i e n t based on engineering experience, 
ad. 2 . 

The b a s i s of the quasi p r o b a b i l i s t i c design method i s that the parameters used 
i n the s t r u c t u r a l design are not s p e c i f i e d constants, but s t o c h a s t i c v a r i a b l e s , 
w h o s e exact m a g n i t u d e i s not known w i t h c e r t a i n t y i n the design stage and i n 

h y d r a u l i c parameters, not even a f t e r construction. Because the u s e 
o f these s t o c h a s t i c elements i s not p r a c t i c a l for the normal design a c t i v i t i e s 
d u e to t h e l a c k of s t a t i s t i c a l information and of computerprograms for mass-
production, the concept " c h a r a c t e r i s t i c value" has been introduced i n the 
s t r u c t u r a l d e s i g n . The safety margin w i l l be guaranteed by p a r t i a l safety 
c o e f f i c i e n t s . ^ 
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"Load g r e a t e r than strength". T h i s plays a very important r o l e i n every part 
of the b a r r i e r . A st a t e i n which the external load at the structu r e e q u a l s 

the loading capacity'of the s t r u c t u r e i s c a l l e d a l i m i t s t a t e . Consequently, 
a s t r u c t u r e has a number of l i m i t s t a t e s equal to the number of f a i l u r e 
mechanisms. 

A l a s t step i n the r i s k analyses i s to determine as exa c t l y as possible 
the p r o b a b i l i t i e s of a l l the elements i n a f a u l t t r e e , i n order to determine 
the p r o b a b i l i t y of mal-functioning of the b a r r i e r . T h i s o v e r a l l mal-functio
ning p r o b a b i l i t y has to f u l f i l l an acceptable l e v e l . 

To be able to determine the p r o b a b i l i t y of f a i l u r e of a l i m i t s t a t e of 
a s t r u c t u r a l part of the b a r r i e r a s e m i - p r o b a b i l i s t i c design method has been 
applied. I n t h i s method i t i s p o s s i b l e to use the f u l l s t a t i s t i c a l d e s c r i p 
t i o n of the hydraulic load i n combination with strength parameters as stoch
a s t i c v a r i a b l e s ^ 

For those cases when 
the t r a n s f e r f u n c t i o n s from the hydraulic parameters 
to the hydraulic load are a v a i l a b l e i n an a n a l y t i c a l 
form 

and the t h e o r e t i c a l models are a v a i l a b l e to determine 

the loading capacity of the s t r u c t u r e from the 
strength parameters, 

the s e m i - p r o b a b i l i s t i c design method can be done f u l l y a n a l y t i c a l l y . A so 
c a l l e d "advanced f i r s t order second moment method" can be used i n that case, 
(see 5 ) . I n the design of the storm surge b a r r i e r t h i s has been applied to 

- the main cross s e c t i o n of the f l o o r slab 
- the o v e r a l l s t a b i l i t y of the p i e r s 
- the main girders of the gate 

I - CONCLUSIONS. 

A p r o b a b i l i s t i c load determination as discussed i n t h i s paper allows a 
more r e a l i s t i c h ydraulic design load, to be used i n the p r e v a i l i n g design 
methods, than the conventional d e t e r m i n i s t i c methods. I t avoids a too 
p e s s i m i s t i c load determination. I n the case of the most h e a v i l y loaded 
p i e r t h i s has r e s u l t e d i n the f i g u r e s as mentioned i n the t a b l e below. 

Storm surge l e v e l 

Wave spectrum 

Basin l e v e l 

T o t a l hor. force 

Deterministic approach 

NAP + 5.50 m 
height = 10 m 
period = 12 s 

NAP - 1.70 m 

T = 173.000 kN 

P r o b a b i l i s t i c approach 

P r ( ^ > z J . e x p ( - 2 . 3 V ! ^ ) 

Pb (b J zJ 

P(T > 100.000 kN)=2.5 • 10 

A r e l i a b i l i t y a n a l y s i s of the p r o b a b i l i s t i c method shows that a p r o b a b i l i 
t y d i s t r i b u t i o n curve with an excess frequency of 2,3% C ^ P r 2 ̂ p^. ) 
"exceeds the curve derived from constant p.d.f.'s of the p a r a m e t e r s only i n 
a mi nor way • 

The a p p l i c a t i o n of a s e m i - p r o b a b i l i s t i c design method provides a quantita
t i v e i n s i g h t into the influence of the s t o c h a s t i c uncertainty of the bas i c 
parameters. I t thus forms an important t o o l i n assigning p r i o r i t i e s i n 
study or q u a l i t y control to s p e c i f i c parameters of t h e o r e t i c a l models. I t 
contributes moreover to an o v e r a l l r i s k analyses of the system by pr o v i 
ding the p r o b a b i l i t y of f a i l u r e of each element of the system. 
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ad. 3. 

The most advanced design method i s the (semi-) p r o b a b i l i s t i c method. I n t h i s 
method a l l b a s i c v a r i a b l e s are s p e c i f i e d by p r o b a b i l i t y density functions. 
With the help of t h e o r e t i c a l models the p.d.f.'s of the strength and of the 
load can be derived. These two p.d.f.'s form the b a s i s i n determining the 
f a i l u r e p r o b a b i l i t y of the mechanism. By checking t h i s f a i l u r e p r o b a b i l i t y 
against the allowable f a i l u r e p r o b a b i l i t y of the t o t a l system, one can deter
mine whether or not the safety i s s u f f i c i e n t . 

6,2. The a p p l i c a t i o n of the load d i s t r i b u t i o n . 

I n case of the storm surge b a r r i e r two design methods have been used, the 
q u a s i - p r o b a b i l i s t i c and the s e m i - p r o b a b i l i s t i c one. In both of the methods 
the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n of the h y d r a u l i c loads has been used. 

§l2:J^Quasi-probabni^tic^^ ^SË^od. 

I n t h i s method, which i s the most p r a c t i c a l one, a load with a c e r t a i n 
excess frequency i s chosen from the load d i s t r i b u t i o n . 

I n the case of the storm surge b a r r i e r the design c r i t e r i o n i s that the 
b a r r i e r has to withstand - with a c e r t a i n s a f e t y margin - a p o t e n t i a l threat 
w i t h a n excess frequency of 2.5 x 10"^/year. Considering the task of the 
b a r r i e r i t w i l l be obvious that t h i s p o t e n t i a l threat i s based on the n a t u r a l 
boundary conditions, mainly waves and water l e v e l d i f f e r e n c e s , which manifest 
themselves i n the hydraulic load. For that reason the design loading has been 
defined as the t o t a l hydraulic load with an excess frequency of 2.5 x 10"^ 
times/year. 

This hydraulic load derived from the p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n has been 
used an an extreme load, being a c h a r a c t e r i s t i c load m u l t i p l i e d by a safety 
c o e f f i c i e n t of overloading. This extreme load i s used i n combination with a 
c h a r a c t e r i s t i c strength and the p a r t i a l s a f e t y c o e f f i c i e n t s needed. So, i n 
terms of design methods, a q u a s i - p r o b a b i l i s t i c design method has been applied. 

^lSl2_^^£?ilPE2hSbili s t i c ^ e s i gn met hod. 

Simultaneously with the "everyday" design a c t i v i t i e s a r i s k a n a l y s i s of 
the storm surge b a r r i e r has been executed. A f i r s t step i n t h i s r i s k analyses 
was to make an overview of a l l p o s s i b l e causes and circumstances which may 
lead to a mal-functioning of the storm surge b a r r i e r and from that to the 
inundation of s e v e r a l parts of SW-Netherlands. 

Subsequently, the causal connection between the elements have been 
determined, which has been done with the a i d of so c a l l e d f a u l t t r e e s (and 
event t r e e s ) . An ever returning element i n the f a u l t t r e e i s the s t a t e 
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^ P J . standard deviation of P ( T > T ) 

standard deviation of x^ 
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Figure 1. Model set-up i n t h e 2 m e t r e s wide wind-wave flume. 

Figure 2. Model set-up i n the 8 metres wide wind-wave flume. 
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10. BAYESIAANSE VERWERKING VAN STATISCHE INFORMATIE 

10.1 I n l e i d i n g 

W a a r s c h i j n l i j k h e i d s r e k e n i n g kan beschouwd worden a l s een onderdeel van 
de wiskunde. Een kans i s dan een g e t a l tussen O en 1 (een maat) dat 
wordt toegekend aan een verzameling. Op basis van een aantal s p e l r e 
gels kunnen r e l a t i e s en s t e l l i n g e n worden a f g e l e i d . Van een i n t e r p r e 
t a t i e van het begrip kans i s d a a r b i j e i g e n l i j k geen sprake. Anders 
wordt dat zodra men w a a r s c h i j n l i j k h e i d s r e k e n i n g toe gaat passen op 
pr a k t i s c h e problemen. Twee b e l a n g r i j k e f i l o s o f i s c h e stromingen kunnen 
d a a r b i j worden onderscheiden: de " f r e q u e n t i s t i s c h e " en de "Bayesiaan
se". De n o t i t i e h e e f t t o t doel d u i d e l i j k te maken hoe men i n p r a k t i 
sche gevallen een Bayesiaanse analyse u i t v o e r t en welke de v e r s c h i l l e n 
z i j n met de f r e q u e n t i s t i s c h e werkwijze ( l i t e r a t u u r 10-1, 10-2, 10-3). 

10.2 Het f r e q u e n t i s t i s c h e versus Bayesiaans kansbegrip 

Het f r e q u e n t i s t i s c h e kansbegrip s t e l t dat de kans op een gebeurtenis A 
g e l i j k i s aan p i n d i e n de verhouding n(A)/N voor grote N t o t p nadert, 
h i e r b i j i s N het t o t a a l a a n t a l malen dat een experiment wordt u i t g e 
voerd en n(A) het a a n t a l malen dat A a l s uitkomst te v o o r s c h i j n komt. 
SjTnbolisch genoteerd: 

P(A) = p a l s lim-ï^^ = p (10-1) 
N-»-" 

Het Bayesiaans kansbegrip s t e l t dat de kans op een gebeurtenis A ge
l i j k i s aan p i n d i e n men i n d i f f e r e n t staat tegenover een weddenschap 
w a a r b i j de winst b i j het optreden van A evenredig i s met 1/p en het 
v e r l i e s b i j n i e t optreden van A evenredig i s met 1/(1 - p ) . Formeel 
genoteerd (a = w i l l e k e u r i g e constante): 

P(A) = p a l s P(A) {|} - P(A) { - j - r - ^ } = O (10-2) 

We merken op dat het Bayesiaans kansbegrip het f r e q u e n t i s t i s c h e i n 
s l u i t . Immers a l s aan (10-1) wordt voldaan, s t a a t men i n d i f f e r e n t 
tegenover een weddenschap met winst (a/p) en v e r l i e s a / ( l - p ) . 
Het wezenlijke v e r s c h i l tussen beide d e f i n i t i e s i s dat i n de Bayesi
aanse omschrijving n i e t wordt vermeld waarom men i n d i f f e r e n t i s . De 
reden daarvoor mag l i g g e n i n u i t g e b r e i d e s t a t i s t i s c h e i n f o r m a t i e maar 
even goed i n een gevoelsmatige t a x a t i e . Het Bayesiaanse kansbegrip i s 
i n wezen dus s u b j e c t i e f en aan eenzelfde gebeurtenis kunnen door twee 
personen v e r s c h i l l e n d e kansen worden toegekend. Volgens de Bayesiaanse 
i n t e r p r e t a t i e zegt een kans i e t s over de onzekerheid d i e iemand he e f t 
aangaande een gebeurtenis, het weerspiegelt een " s t a t e of mind"; v o l 
gens de f r e q u e n t i e - i n t e r p r e t a t i e zegt de kans i e t s over de gebeurtenis 
z e l f , het weerspiegelt een " s t a t e of matter". 

Het merendeel van de beoefenaren van de mathematische s t a t i s t i e k i s 
aanhanger van het f r e q u e n t i s t i s c h kansbegrip. Subjectieve kansen horen 
volgens hen n i e t t o t het domein van de wetenschap, d i e per d e f i n i t i e 
o b j e c t i e f moet z i j n . 
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De Bayesiaan verdedigt z i j n standpunt door erop te wij z e n dat er i n 
het leven nu eenmaal b e s l i s s i n g e n moeten worden genomen, waarb i j de 
subje c t i e v e beoordeling i n een eerder of l a t e r stadium o n v e r m i j d e l i j k 
i s O Gegeven die o n v e r m i j d e l i j k h e i d wordt het Bayesiaans kansbegrip ge
zien a l s een hulpmiddel om consequent en r a t i o n e e l te kunnen handelen 
en het subjectieve element t o t een minimaal en traceerbaar aandeel te 
reduceren. Bayesiaanse w a a r s c h i j n l i j k h e i d mag dan ook n o o i t l o s worden 
gezien van Bayesiaanse besliskunde. 

Alhoewel de subjectieve kanstoekenning de basis i s van de Bayesiaanse 
kansrekening z i j n n a t u u r l i j k ook s t a t i s t i s c h e gegevens erg b e l a n g r i j k . 
De w i j z e waarop s t a t i s t i s c h e gegeven met subj e c t i e v e kanstoekenning 
wordt gecombineerd i s schematisch weergegeven i n f i g u u r 1. Deze ver
werking van de s t a t i s t i s c h e i n f o r m a t i e wordt i n het Engels de "Baye
sian Terminal Analysis" of "Bayesian P o s t e r i o r A n a l y s i s " genoemd» De 
toevoeging "Terminal" houdt i n dat er nog een andere analyse aan voor
af hoort t e gaan, namelijk de p r e p o s t e r i o r a n a l y s i s , I n die analyse 
wordt b e s l i s t (!) of het überhaupt z i n v o l i s gegevens te verzamelen. 
Soms i s het namelijke v o o r d e l i g e r om een bepaalde s i t u a t i e van onze
kerheid maar te l a t e n bestaan» Een d e r g e l i j k e gedachte i s kenmerkend 
voor de Bayesiaanse f i l o s o f i e . I n deze n o t i t i e houden we ons overigens 
a l l e e n bezig met de verwerking van de gegevens en we duiden d i e k o r t 
weg aan met Bayesiaanse Analyse. 

A a priori 

gegevens 

J J l l l k 

Bayesiaanse 
analyse 

t 

. O posteriori 

F i g . 10-1 Principe van een Bayesiaanse analyse: een subjectieve 
a p r i o r i v e r d e l i n g wordt gecombineerd met o b j e c t i e v e gegevens 
t o t een zogenaamde a p o s t e r i o r i v e r d e l i n g , met behulp van 
het theorema van Bayes. 

10.3 Het theorema van Bayes 

Centraal i n de Bayesiaanse Analyse staat het theorema van Bayes. Opge
merkt wordt dat het theorema a l s zodanig een normaal wiskundig theore
ma i s waarb i j de i n t e r p r e t a t i e - p r o b l e m a t i e k geheel n i e t aan de orde 
i s . Op deze problematiek komen we pas weer terug onder 10.5. 
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In de kansrekening i s de c o n d i t i o n e l e w a a r s c h i j n l i j k h e i d op de ge
beur t e n i s A, gegeven dat gebeurtenis B i s opgetreden, g e d e f i n i e e r d 
a l s : 

r , P A en B 

'^^1^1 = P { B } 
(10-3) 

Voor de kans op B gegeven A ge l d t analoog: 

r , P(A en B 

H B | A } = V { A } 
(10-4) 

Als met behulp van (10-4) de kans P { A en B} u i t (10-3) wordt geëlimi
neerd v o l g t e r: 

f 1 P{B A 
P { A | B } = 

.PA 
B " 

(10-5) 

Daarmee i s het theorema van Bayes a f g e l e i d . D i t theorema kan men z i e n 
a l s een r e g e l die l a a t z i e n hoe de kanstoekenning van A ( e e r s t P ( A ) ) 
onder i n v l o e d van gegeven B gewijzigd wordt i n P ( A | B ) . Men noemt P ( A ) 

de a p r i o r i k a n s ( p r i o r p r o b a b i l i t y ) en P ( A | B ) de ap o s t e r i o r i - k a n s (pos
t e r i o r p r o b a b i l i t y ) . 

Voorbeeld: Twee vazen met rode en w i t t e b a l l e n 

Gegeven z i j n twee i d e n t i e k e vasen met (oneindig v e e l ) rode en w i t t e 
b a l l e n . I n de ene vaas, vaas A, z i t t e n 67% rode en 33% w i t t e b a l l e n . 
De samenstelling van de tweede vaas, B, i s j u i s t andersom, 33% rood en 
67% w i t . S t e l dat ad random een van de vazen (!) wordt gekozen en u i t 
deze vaas, eveneens random, d r i e b a l l e n worden genomen: tweemaal een 
rode en a l s derde een w i t t e . Gevraagd: wat i s de kans dat deze steek
proef afkomstig i s van vaas A en wat i s de kans dat deze afkomstig i s 
u i t vaas B? 

We voeren i n : 

R : er wordt een rode b a l getrokken 
W : er wordt een w i t t e b a l getrokken 
A : de vaas i s vaas A met P(R) = 2/3 en P(W) = 1/3 
B : de vaas i s vaas B met P(R) = 1/3 en P(W) = 2/3 

We beginnen met de v a s t s t e l l i n g van de aprio r i - k a n s e n . Voor we aan het 
experiment beginnen z i j n beide vazen even k a n s r i j k : 

P { A } = P { B } = 0,5 

De kans op de steekproef (RRW), gegeven dat we t e maken hebben met 
vaas A, wordt gegeven door: 
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P { R R W | A } = 

3 * 3 * 3 27 

Analoog gegeven vaas B: 

p { R R w | B } = i . l . | = ^ 

Met behulp van het theorema van Bayes v o l g t : 

p { R R W A } P { A } 

p R J R W } P ( R R W 

P { R R W . B } P { B } (2/27)(0.5) 
p PfRRW} 

De som van de kansen op A en B moet n a t u u r l i j k ook na de steekproef 
nog steeds 1 z i j n . Deze e i s maakt het mogelijk P(RRW) te bepalen: 

P { R R W } = P { R R W | A } P { A } + pfRRwjB} P { B } (10-6) 

P { R R W } = (4/27)(0.5) + (2/27)(0.5) = 3/27 

En daarmee v o l g t a l s e i n d r e s u l t a a t : 

P { A | R R W } - 2/3 P { B | R R W } = 1/3 

De kans dat de vaas van type A i s s t i j g t dus a l s gevolg van de waar-
menigingen RRW van 1/2 naar 2/3; de kans op vaas B d a a l t van 1/2 naar 
1/3. Indien de waarnemingsreeks verder wordt doorgezet z a l i n beginsel 
de kans op een van de twee vazen naar 1 gaan en de ander naar 0. 

Een inte r e s s a n t e vraag i s verder wat de kans i s b i j v o o r b e e l d een rode 
b a l u i t de (onbekende) vaas te trekken, zowel v66r a l s na de steek
proef. Beschouw eerst de s i t u a t i e v66r de steekproef. De kans op een 
rode b a l i s 2/3 i n geval van vaas A , die op z i c h 50% kans hee f t en 1/3 
i n geval van vaas B, die ook 50% kans he e f t , derhalve: 

P { R } = P { R | A } P { A } + P { R | B } P { B } (10-7) 

P { R } = (2/3)(0.50) + ( l / 3 ) ( 0 . 5 0 ) = 1/2 

Na de steekproef i s de kans op een rode bal i n geval van vaas A nog 
steeds ( 2 / 3 ) , maar de kans op vaas A i s nu geen 50% naar 67%; analoog 
i s de kans op rood gegeven vaas B nog steeds ( 1 / 3 ) , maar de kans op 
vaas B i s gedaald naar 33%. De kans op rood gegeven de steekproef RRW 
wordt dus: y (̂^̂^ j :,VcU U'! 

P { R | R R W ) - P { R | A } P { A | R R W } + P { R | B } P { B | R R W } (10-8) 

P { R | R R W } = (2/3)(0,67) + ( l / 3 ) ( 0 , 3 3 ) = 5/9 

De kans op het trekken van een rode bal i s dus onder invloed van de 
steekproef R R W gestegen van 1/2 naar 5/9. 
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10.4 Formules voor Bayesiaanse Analyse 

Het voorbeeld van het twee-vazen-probleem i s i n f e i t e een v o l l e d i g e 
Bayesiaanse analyse i n een notendop. T.b.v. verdere toepassingen i s 
het echter z i n v o l de formules nog verder te ontwikkelen. 

We nemen i n beschouwing een aan t a l gebeurtenissen A. ( 1 = 1 .. n) d i e 

elkaar u i t s l u i t e n (d.w.z. P { A ^ en A J = O voor ± * 2) en gezamen

l i j k de t o t a l e uitkomstenruimte van^'een experiment vormen (PfA^^ of 

A ... of A j = E PfA_} = 1). Op ieder van deze gebeurtenissen kan het 
z n 1 

theorema van Bayes worden toegepast voor verwerking van s t a t i s t i s c h e 
i n f o r m a t i e D (Data): 

P { D | A . } P { A 

P{Ai|D} = p|p| (10-9) 

Ook na verwerking van i n f o r m a t i e D ge l d t dat de som van de kansen op 
AJ^ g e l i j k moet z i j n aan 1: T. P ( A ^ | D ) = 1. Op grond van die e i s kan 

P(D) worden bepaald: 

P { D } = I P { D | A ^ } P { A ^ } (10-10) 

Formule (10-10) staat bekend als het " t o t a l p r o b a b i l i t y theorem", een 
theorema dat b i j de verdere analyse nog erg b e l a n g r i j k z a l b l i j k e n . 
Voor de bepaling van P { D } z e l f i s het e i g e n l i j k n i e t eens zo i n t e r e s 
sant. U i t bovenstaande b l i j k t dat P { D } e i g e n l i j k a l l e e n een norme-
ringsconstante i s , die a l t i j d wel ( a c h t e r a f ) bepaald kan worden. Het 
theorema wordt daarom meestal genoteerd a l s : 

P { A ^ | D } = N P { D | A ^ } P { A ^ } (10-11) 

De kans P ( D | A . } wordt i n het Engels aangeduid als de "Data l i k e l i 
hood". De aposterori-kans voor A ^ i s dus evenredig met het product 
van de a p r i o r i k a n s en de data l i k e l i h o o d b i j gegeven A ^ . 

I n veel gevallen b e t r e f f e n s t a t i s t i s c h e problemen stochastische v a r i a 
belen, waarvan de v e r d e l i n g bekend wordt verondersteld, maar de para
meters geschat moeten worden aan de hand van s t a t i s t i s c h e gegevens. 
T.b.v. de u i t w e r k i n g van de formules voor dat probleem beschouwen we 
het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld: oneindig veel vazen met normale verdelingen 

Gegeven i s een groot a a n t a l vazen met daarin genummerde b a l l e n . De 
nummers binnen een vaas volgen een normale v e r d e l i n g met gemiddelde 
\i en st a n d a a r d a f w i j k i n g o . Elke vaas heeft dezelfde standaardafwij-

k i n g , maar het gemiddelde v e r s c h i l t van vaas t o t vaas. 
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Deze gemiddelden vormen op hun beurt ook weer een normale v e r d e l i n g 
met gemiddelde U en st a n d a a r d a f w i j k i n g a • 

Zowel het aantal vazen a l s het aant a l b a l l e n per vaas i s zo groot dat 
van continue verdelingen kan worden gesproken. 

Analoog aan het 2-vazen probleem wordt eerst ad random u i t de vazen 
gekozen en vervolgens u i t deze vaas een steekproef. Gevraagd wordt met 
welke vaas ofwel met welk gemiddelde u. we te doen hebben. 

X 

Voorlopig onderzoeken we de i n v l o e d van een enkele waarneming, zeg 
X = 5 . We passen nu het theorema van Bayes toe met A_̂  = m < p,̂  < m + dm 
en D = 5 < X + dC: ,̂  | \ '\ 

p{m < ii < m + dm|x = C} = N P{C < X < C + dc|tx = m} p{m < ^j^< m + dm 

Achter de v e r t i c a l e strepen z i j n C < x < ^ + dCenm<M. <m + dm ver
vangen door X = l, en \i = m. Verder wordt opgemerkt dat de i n t e r v a l -
g r o o t t e n dC en dm geen^invloed hebben op het r e s u l t a a t . 

We moeten noteren (10-12) nu i n de vorm van k a n s d i c h t h e i d s f u n c t i e s : 

f (m;C) dm = N f dl f (m) dm 
X X la^ M.̂  

De i n t e r v a l l e n dm v a l l e n tegen elkaar weg, het i n t e r v a l d^ brengen we 
b i j N onder zonder overigens de n o t a t i e te w i j z i g e n : 

(10-13) 

De f u n c t i e f (m) i s de a p r i o r i - k a n s d i c h t h e i d s f u n c t i e voor het ge¬

middelde en d i t i s dus een normale k a n s d i c h t h e i d s f u n c t i e met gemid

delde u en st a n d a a r d a f w i j k i n g o : 

/ 1 1 r "̂̂  ^A 1 (10-14) 

X 

('-••. UGC. 

De d a t a - l i k e l i h o o d f u n c t i e f 1 (l;m) i s een normale v e r d e l i n g met 
x| \x 

gemiddelde [ i ^ = m en st a n d a a r d a f w i j k i n g 0^: 

(l - m)' (10-15) 

2 O 
X 
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N a d r u k k e l i j k komt i n deze k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e de m voor en n i e t de 

^x' immers de d i c h t h e i d van x, a l s gegeven i s la = m ( z i e 10¬

1 2 ) . 

M.b.v. (10-14) en (10-15) kan (10-13) nu worden uitgewerkt tot (weder
om constante delen onder de N s c h u i v e n d ) : 

(C - m)^ (m - u ) ^ 
f X ^) - N exp { - L } (10-16) 
X l a l a 

De k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e voor p, b i j gegeven waarneming x = ^ b l i j k t 

een exponent te z i j n van een kwadratische vorm i n m. We concluderen 

h i e r u i t dat gegeven x = ^ nog steeds normaal ver d e e l d i s . V i a kwa

d r a a t a f s p l i t s i n g van de term t u s s e n haken kan (10-16) h e r l e i d worden 

t o t de standaardvorm. Geconcludeerd kan dan worden dat n na de waar

neming X = 5 een gemiddelde en een s t a n d a a r d a f w i j k i n g h e e f t volgens: 

2 2 
a + C ö 

li X li 
^^ti|x = 2 ^ 1 (10-17) 

\ °̂ i 

2 2 

2 V % 
' 1 ^ 1 <10-18) 

°x °\). 

Zonder bewijs geven we nu de formules voor het geval er meerdere waar
nemingen X = 5 ... X = ^ gedaan worden. S t e l l e n we deze waamemin-

1 1 n n 

gen voor door de l e t t e r d dan v o l g t dat het gemiddelde |i gegeven d 
normaal verdeeld i s met: ^ 

2 - 2 
|i a + n 5 O 

i = ^̂  ^ _ J i 
^ d 2 ^ 2 

a + n a 
X n 

V d 

2 2 
O a 
X J J _ 

2 ^ 2 
ö + n O 
X ti 

(10-19) 

(10-20) 

H i e r i n i s ^ het gemiddelde van de steekproef. We c o n s t a t e r e n dat het 

a p o s t e r i o r i - g e m i d d e l d e j i ^ j ^ een weging i s van het apriori-gemiddelde 

ti en het steekproef gemiddelde A l s o » o overweegt ti en omge-
ti X U ^ 

keerd. Voor n •>• <» gaat het a p o s t e r i o r i - g e m i d d e l d e a l t i j d naar h e t 
steekproefgemiddelde. 
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De a p o s t e r i o r i s t a n d a a r d a f w i j k i n g ^ vermindert b i j elke waarneming 

en gaat b i j n = " naar 0. Voor n = i s u , dus een d e t e r m i n i s t i s c h e 

grootheid geworden met waarde ^. 

Interessant i s het geval dat a zeer groot i s . Men spreekt dan van een 

vage of niet-infoTTmatieve a p r i o r i - v e r d e l i n g . Het a p o s t e r i o r i gemiddel
de en de a p o s t e r i o r i standaardafwijking voor \i worden dan gegeven 
door: 

li , = 1 en a ^ = o //n (10-21) 
p. d (i d X 

Afgezien van de kansverdeling van | i i s n a t u u r l i j k ook de kansverde
l i n g van X z e l f van belang. Voordat er sprake i s van enige waarneming 
v o l g t deze u i t : 

f a) = / f „ (5;ni) f„ (m) dm (10-22) 
A A LX Li 

- " X "̂ x 

Formule (10-22) kan worden a f g e l e i d u i t het t o t a l p r o b a b i l i t y theorem 
(10-10) met wederom A^ = m < i i < m + d m e n D = 5 < x < ^ + d^. 

De overgang van sommatie naar i n t e g r a t i e hangt samen met het continue 
k a r a k t e r . 
Analoog kan na waarnemingen d voor de k a n s d i c h t h e i d s f u n c t l e van x wor
den a f g e l e i d : 

+ 00 

^x d^^^ = ^ ^x u (̂ ''"̂  d "̂"'̂ ^ (10-23) 
- °° ^d ^x 

Formule (10-22) komt overeen met formule (10-7) van het 2-vazen-
probleem en (10-23) met (10-8). Via i n v u l l i n g van de gevonden verde
l i n g e n kan worden aangetoond dat x normaal i s met: 

2 2 2 
- voor de waarnemingen: \x = | i o _ = a + ö (10-24) 

2 2 2 
O j = O + 0 , 
x d x \i d 

(10-25) 

De grootheden \i en a noemt men wel de Bayesiaanse a p r i o r i - p a r a -
z X 

meters; p,̂  d ^x d ^^^^ '̂ ^̂  a p osteriori-parameters. 

We zien dat het Bayesiaans gemiddelde van x g e l i j k i s aan het gemid
delde van het gemiddelde. De Bayesiaanse v a r i a n t i e i s g e l i j k aan de 
som van de "gewone v a r i a n t i e " en de v a r i a n t i e van het gemiddelde. On
zekerheid i n het gemiddelde l e i d t dus t o t een toename van de stan
d a a r d a f w i j k i n g . 

na de waarnemingen: ^x d ~ ^ ( i d 



Nemen we a l s voorbeeld t e n s l o t t e nogmaals het geval van de vage 

a p r i o r i - d i s t r i b u t l e . Na n waarnemingen met steekproefgemiddelde 

^ ^H|d "'^ ° ^^^^ ( 1 0 - 2 1 ) ) . Op grond van de f o r 

mules (10-24) en (10-25) h e e f t x dan de Bayesiaanse parameters: 

/ x | d = ^ ^ | d = Sc \ (10-26) 

Na éên waarneming i s ^ = a /2 = 1,41 o ; de tweede waarneming 

brengt a^^ reeds terug naar T.22 enz. ?5a oneindig v e e l waarnemin

gen i s de Bayesiaanse s p r e i d i n g g e l i j k aan de gewone. 

10.5 Bayesiaanse versus k l a s s i e k e mathematische s t a t i s t i e k 

De voorbeelden i n het voorafgaande z i j n zodanig geconstrueerd dat e r 
e i g e n l i j k nog geen i n t e r p r e t a t i e p r o b l e e m i s . De a n a l y s e i s volkomen 
Bayesiaans maar de k l a s s i e k e mathematische s t a t i s t i c u s z a l nog nergens 
echt bezwaren aantekenen. Om de w e z e n l i j k e v e r s c h i l l e n boven water te 
k r i j g e n b e k i j k e n we het volgende probleem. 

P r o b l e e m s t e l l i n g : 

Gegeven i s een s t o c h a s t i s c h e v a r i a b e l e x, normaal verdeeld met gemid
delde p^ en s t a n d a a r d a f w i j k i n g ö^. De s t a n d a a r d a f w i j k i n g i s p r e c i e s 

bekend, het gemiddelde i s onbekend. Gegeven i s verder een steekproef 
van n waarnemingen met steekproefgemiddelde f . Welke s t a t i s t i s c h e con
c l u s i e s kunnen worden getrokken? 

I n v e r g e l i j k i n g met het v o r i g e voorbeeld i s nu het gegeven van de 
"normaal verdeelde vaasgemiddelden" verdwenen. Di t z a l e s s e n t i e e l 
b l i j k e n , 

We leggen het probleem voor aan een i n g e n i e u r , een k l a s s i e k s t a t i s 

t i c u s en een Bayesiaan, L a t e n we aannemen dat de ingenieur begint. H i j 

z a l zeggen dat l z i j n beste s c h a t t i n g i s voor het onbekende gemiddel

de, maar dat rekening moet worden gehouden met mogelijke a f w i j k i n g e n , 

I n verband daarmee i s het z i n v o l een zogenaamd betrou w b a a r h e i d s i n t e r 

v a l aan te geven, b i j v o o r b e e l d een t w e e z i j d i g 90% betrouwbaarheidsin

t e r v a l waarvan de onder- en bovengrens gegeven worden door: 

[i^ = 5 - 1.64 a^//n (10-27) 

\^ = 1 + 1.64 o^//n 

De i n g e n i e u r b e s l u i t z i j n a n a l y s e met de opmerking dat e r dus 90% kans 
i s dat het gemiddelde tussen p^ en p^ l i g t . 

Deze l a a t s t e u i t s p r a a k s c h i e t b i j de k l a s s i e k e s t a t i s t i c u s i n het v e r 
keerde k e e l g a t . K i j k , l e g t h i j u i t , i n de s t a t i s t i e k ga j e u i t van een 
hypothese. I n d i e n de waarnemingen onder de aanname dat de hypothese 
j u i s t i s , r e d e l i j k w a a r s c h i j n l i j k z i j n , dan i s er geen reden om de hy
pothese te verwerpen. 
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Z i j n de waarnemingen wel erg o n w a a r s c h i j n l i j k , dan wordt de hypothese dus 
wel verworpen. Van a l l e hypothesen -» < |j, < +«> komen op die manier de 
hypothesen (i < n en \i > u voor verwerping i n aanmerking en de hy-

X O X b 
pothesen \x < \x < u n i e t . 

O X b 

Door b i j de bepaling van \x en p^ u i t te gaan van ï ± 1.64 u //n 
O b ° ^ X 

bereiken we dat de hypothesen \x < \x < LI, slechts i n gemiddeld één op 
O X b 

de t i e n gevallen ten onrechte aanvaarden. Daaruit mag echter n i e t wor

den geconcludeerd dat de kans dat \x i n het gegeven i n t e r v a l l i g t 90% 

i s . Het gemiddelde \i i s n a m e l i j k een d e t e r m i n i s t i s c h e g r o o t h e i d , 
w a a r b i j het onzin i s t e spreken van een kans op l i g g i n g i n een bepaald 
i n t e r v a l of daarbuiten. Zoiets mag a l l e e n b i j stochastische groothe
den. De 90% betrouwbaarheid zegt a l l e e n i e t s over het r e l a t i e v e deel 
van a l l e stochastische u i t s p r a k e n dat (gedaan op deze basis) j u i s t i s , 
het zegt verder n i e t s over \i , 

X 

Verbaasd dat een onschuldig l i j k e n d e conclusie zoveel weerstand h e e f t 
opgeroepen k i j k t de ingenieur naar de tweede s t a t i s t i c u s i n het gezel
schap, de Bayesiaan. Deze merkt eerst op dat h i j er geen bezwaar tegen 
heeft dat \x a l s s t o c h a s t i s c h wordt beschouwd. Het stochastische ka-

X 

r a k t e r wordt volgens Bayesiaanse o p v a t t i n g namelijk n i e t bepaald door 
de grootheid z e l f ( s t a t e of m a t t e r ) , maar door wat daarover bekend i s . 
( s t a t e of mind). De u i t s p r a a k van de ingenieur i s daarmee overigens 
nog n i e t zonder meer waar. K e n n e l i j k , zo redeneert de Bayesiaan, i s 
uitgegaan van een vage a p r i o r i normale v e r d e l i n g voor u , getuige de 

X 

overeenkomst van de formules (10-27) en (10-21). De Bayesiaan z a l dus 
nog aan de ingenieur vragen of deze v86r de waarnemingen echt zo wei
n i g w i s t , of dat h i j toch een of ander verwachtingspatroon had. 
I n dat l a a t s t e geval zouden b i j v o o r b e e l d de formules (10-19) en (10¬
20) g e b r u i k t kunnen worden met een dienovereenkomstige w i j z i g i n g van 
het betrouwbaarheidsinterval. 

"Daarmee worden a l l e u i t s p r a k e n wel s u b j e c t i e f , t e r w i j l het doel van 
de wetenschap toch moet z i j n om o b j e c t i e v e u i t s p r a k e n te doen", z a l nu 
o n g e t w i j f e l d de r e a c h t i e van de klassieke s t a t i s t i c u s z i j n . De Baye
siaan merkt op dat o b j e c t i v i t e i t geen doel i n z i c h z e l f moet worden. 
Het gaan er p r i m a i r om zoveel m o g e l i j k i n f o r m a t i e mee t e nemen t o t 
bruikbare r e s u l t a t e n . I n dat verband heeft de ingenieur nog een aar
dige vraag: wat doen we nu met x z e l f ? De klassieke s t a t i s t i c u s meent 
dat X, gegeven de steekproef, a l s normaal verdeeld moet worden be
schouwd, met stan d a a r d a f w i j k i n g ö ,en gemiddelde \i of p. a l naar ge
lang wat i n het beschouwde probleem een " v e i l i g e " aanname i s . 
De Bayesiaan z a l er op w i j z e n dat de 90% betrouwbaarheidskans toch ook 
a r b i t r a i r en s u b j e c t i e f was. Als consequenties van een f o u t i e v e keus 
zeer e r n s t i g worden bestaat de n e i g i n g om naar 95% of 99% t e gaan. 
C r i t e r i a voor deze kansen z i j n bijzonder m o e i l i j k te formuleren. 
Bovendien t r e e d t een vervelende vermenging op van kans en gevolg. De 
Bayesiaanse oplossing l o o p t wat dat b e t r e f t soepeler. D.m.v. de formu
les (10-23) en/of (10-25) worden de onzekerheden i n u en x a l s ge-

X 

l i j k w a a r d i g gecombineerd, hun onderlinge verhouding kan d a a r b i j duide
l i j k aan het l i c h t komen. 
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De eenmaal i n het begin uitgevoerde a p r i o r i analyse t.a.v. \i spaart 
op dat moment dus een vervelende a r b i t r a i r e keuze u i t die bovendien 

vermengd i s met meer aspecten (gevolgen). 

10.6 Verdellngstype onbekend 

De klassieke mathematische s t a t i s t i e k kent ook toetsen voor v e r d e l i n 
gen. Er wordt een hypothese (H^) gedaan dat een bepaalde grootheid een 
bepaalde v e r d e l i n g h e e f t . Uitgaande van die hypothese worden v e r v o l 
gens k r i t i s c h e waarden ĉ ^ en c^ voor een s t a t i s t i c t berekend v i a : 

P{c < t < c I H } = 1 - a ( 1 0 - 2 8 ) 
i z o 

Als waargenomen waarde van de s t a t i s t i c ( t ( D ) ) b u i t e n het i n t e r v a l 
l i g t wordt de hypothese verworpen. De betrouwbaarheid van de t o e t s 
i s 1 - a. De redenering i s dus analoog aan die b i j de parameterschat
t i n g . Wederom komt men i n de v e r l e i d i n g om, b i j voldoen van de waar
nemingen aan de norm, de kans op j u i s t h e i d van H te s t e l l e n op 
1 - a. I n d i t geval i s dat echter nog s t e l l i g e r ?ncorrect en t e verge
l i j k e n met de u i t s p r a a k dat één s p e c i f i e k e waarde van het gemiddelde 
een kans heeft om j u i s t te z i j n . 

Bezien vanuit de k l a s s i e k e s t a t i s t i e k i s er maar één j u i s t e weergave: 
er i s een kans o dat de hypothese H ten onrechte wordt verworpen. Ac
c e p t a t i e van houdt e i g e n l i j k a l l e e n i n dat er onvoldoende reden i s 
om te verwerpen. N a t u u r l i j k kan men i n een bepaald geval meerdere 
verdelingen toetsen. I n d i e n a l deze verdelingen een bepaalde t o e t s 
overleven kan men a g r o t e r kiezen en k i j k e n wanneer een van de hypo
thesen a f v a l t . Langs die weg zou men eventueel t o t een keuze kunnen 
komen (maximum likehood s c h a t t i n g ) . 

We z i j n dan overigens a l erg d i c h t aangeland b i j de Bayesiaanse op
l o s s i n g . B i j een Bayesiaanse aanpak s e l e c t e e r t men vooraf een a a n t a l 
verdelingen, kent daaraan ap r i o r i - k a n s e n toe en bepaalt vervolgens op 
grond van het waarnemingsmateriaal en het theorema van Bayes de apos-
t e r i o r i - k a n s e n . 

P{H^|D} = N P {D|H^} P { H ^ } ( 1 0 - 2 9 ) 

Hj^ = v e r d e l i n g i i s j u i s t 

D = waarnemingen 

Voor de va r i a b e l e x kan vervolgens a l s d i c h t h e i d s f u n c t i e worden geno
t e e r d : 

^x|D - J ^ ( 5 ) P { H J D} ( 1 0 - 3 0 ) 

w a a r b i j f ^ (l) de d i c h t h e i d s f u n c t i e van type 1 i s . 
X 

U i t e r a a r d i s de s e l e c t i e van verdelingstypen en de toekenning van 
P(H_^ D) een subjectieve zaak. 
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Een a l t e r n a t i e v e oplossing i s te v e r o n d e r s t e l l e n dat de v e r d e l i n g van 
de onderzochte v a r i a b e l e een n i e t - l i n e a i r e t r a n s f o r m a t i e i s van een 
normaal verdeelde v a r i a b e l e : 

2 
x = a -I-a, u + a ^ u (10-31) 

O 1 2 

u i s normaal met p(u) = O en 0(u) = 1. I n wezen i s het probleem nu 
teruggebracht t o t het probleem van de parameterschatting. B i j ont
w i k k e l i n g van (10-31) t o t de n^ term heeft men i n f e i t e ( n f l ) para
meters te bepalen. Eventueel z i j n ook andere "meer-parameter systemen" 
bekend ( b i j v . het Pearson systeem r e f . 10-4) waarmee men het 
verdelingskeuzeprobleem reduceert t o t een parameterkeuzeprobleem. I n 
p r a c t i s c h e gevallen l i j k t zo'n werkwijze meestal aan te bevelen. Men 
kan d a a r b i j zowel Bayesiaans a l s k l a s s i e k s t a t i s t i s c h t e werk gaan. 

10.7 Conclusie 

De ingenieur d i e gebruik w i l maken van p r o b a b i l i s t i s c h e methoden i s 
het meest gebaat b i j een Bayesiaans kansbegrip. Voor de beoordeling 
van z i j n systeem heeft de ingenieur behoefte aan het meenemen van a l l e 
vormen van onzekerheid en het inbrengen van a l l e aanwezige i n f o r m a t i e , 
I n een Bayesiaanse analyse i s dat mo g e l i j k , z i j het op een sub j e c t i e v e 
manier. De mathematische s t a t i s t i e k t r a c h t daarentegen a l l e e n objec
t i e v e u i t s p r a k e n t e doen, maar kan daardoor minder i n f o r m a t i e en min
der vormen van onzekerheid meenemen. 

r 
'X 

•ST 
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