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Voorwoord:

Dit college bedoelt in-zicht te geven in de moderne stroxningslee-r,

zónder diep op de verschiliende z'aken in te gaan. De maritieme

ingenieur moet de methoden en begrippen voidoende kennen orn een

gesprek met specialiste-n te kuririen voeren ten behoeve van het in

practijk brenge-n van diens bevindingen.

In het verleden is wel de klacht gehoörd dat het college als los

zand aan 'elkaar zit. 0m h-iera-a-n tegemoét te komen is getracht orn

alle begrippen en- u-itwerkingen- d-aarva-n in een logische volgorde,

a-an de- hand van een conc-reet voorbeeld te presente-ren.

Door veel studenten wordt de -stromingsleer als een-moe'ilijk yak

e-rvaren. Toch zal er i-n de toe-koms.t mInder tijd beschikbaar zij-n

voor de colleges; mede orn die reden wordt met dit college tven-s-

getracht ervari-ng -oo te- d-oen met een enigs:zins populaire presen-

tatie, die misschien zal -helpen orn het beg-rip te stimuleren. -Voor

ee-n die-pere en meer exacte beh-andeling va-n- de stromingsleer mag

naa-r 'de- meer specialistische colleges worden verwe-zen.- -

Inleid-Ing:

Te-r inleiding enige jaartallen:

2-85 - 212 V. C.: Archimedes.: Opdrij'vende -kracht = gewicht van de-.

verplaatste vloeistof.

Isaac Newton: Bewegingswetten -(:F=ma)- -

173-8 Da-niel Bernoulli: Energievergelijkingen

1755 - - - Leonard Euler:-Wetten van -New-ton toegepa-st op
-

' vloeistoffen

-' j:e'an le Rond d'

Alembe-rt: Paradox; Euler's vergelijkingen

kunnen de weerstand nie-t verkiaren.
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1827 Ñavier ) Bewegingsvergelijkingen met schuifkrach-

1845 Stokes ) ten.

1883 Osborne Reynolds: Onderscheid laminair-turbulent

1904 Ludwig Prandtl: Grenslaagprincipes, verdeling

visceus- en wrijvingsloos deel.

Theodor von Kàrmàn

A Kinematica.

i Voorbeeld van eenstromi:ngsprobleem.

2

.Een oneindig lange cirkelcylinder

wordt in een richtïng loodrecht op

zijn syminetrieas door een onbegrensde

ruimte bewogen die gevuld is met

water.

De transiatiesneiheid is V.

Tegelijkertijd roteert de cylinder orn

zijn- as met een hoeksnelheid ..

De voigende vragen zijn denkbaar:

hoe groot is de sneiheid van de vloeistof op of buten het

lichaam en wat is zijn richting,

welke krachten werken op de cylinder,

wanneer is er gevaar voor cavitatie en waat treedt die voor

het eerst op?

1.1,. Viakke strorning.

Door de oneindige lengte van de cylinder is elke doorsnede load-

recht op de as ge1ijk aan aile andere en kan men zich beperken tot

de beschouwing van het geb.ied tussen twee zulke, doorsneden die de

eenheid van lengte van elkaar verwijderd zijn. Men kan zich voor-

stellen dat de beweging .plaats vindt tussen twèe glasplaten

("wañden"). Men spreekt van een "viakke stroming" of oòk van een

"tweedimensionale (2.-D) stroming".



1 .2. Reiativïteitsprincipe.

Zoals het probleem is geformuleerd staat de toeschouwer stil ten

opzichte van het water en beweegt het lichaam.. De toeschouwer kan

zonder enig bezwaar met het lichaam meebewegen, zodat het lichaam

in rust lijkt te zijn en het water in zijn geheel beweegt. Er is

een met de plaats constante sneiheid aan elk punt van de stroming

toegevoegd. Er is geen verschil tussen de twee beschouwingswijzen;

een "absolute sneiheid" bestäat niet.

Men kan dus eèn aan het lichaam gebönden assente1se1 toepassen en

de stroming ten opzichte hiervan bestuderen.

Noot: Bij de beschouwing van elernentaire waterdeeltjes komen 00k

twee beschouwingswijzen aan de orde:

Beschouw.ingswijze volgens Lagrange: de toeschouwer be-

weegt mee met het vloeistofelement.

De sneiheid is een functie van beginpunt en tijd:

= f(x0,y01z0,t)

Beschouwingswijze volgens Euler: de toeschouwer blijft

in de oorsprong van het assenstelsel:

y = f(x,y,z.,t)

Deze beschöuwingswijze wordt gewoonlijk gevoigd.

1.3. Assensteisel.

0m plaats- en richtingsbepaiing mogelijk te maken moet een assen-

stelsel worden gekozen. De moeiiijkheidsgraad van de wiskundige

behandeling hangt vaak sterk. af van de keuze van de aSsen. Het

gemakkelij:kste is in het gegeven voorbeeld een stelsel met de oar-

sprang in de cylinderas en één der asrichtingen evenwljdig aan de

bewegingsrichting.

Bij de cylinder is een polair ste.lsei aan te beve]ien (cylindercoör-

dinaten) die in combInatie met, of afwisselend met een cartesisch

stelsel wordt gebruikt:
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De piaa.tselij'ke snelheidscomponenten noemen we:

u, y, w in respectievelijk de x, y, z-richting, of in cylinder-

coördinaten: Vr? V0, w in r, 0, z-richting.

Noot: De steisels zijn gekoppeld dOOr de voigende vergelijkingen:

x = rcos o .r = x2+ y2

y = r sin O O = arctan y/x

V = V sinif + V0 COS O

u = y cosO y sin O
r O

enz.

In het voorbeeld is de. contour gegeven door: r =

de transiatiesneiheid door: ü = U mx = + .of y =

de rotatie door: Ô -w 'of V0 - w



2. Randvoorwaarden.

2.1. Ondoorlaatbare wanden.

Meestal zijn de wanden, of de iich'aamscontouren dndoorlaatbaar;

de stroming kan er'aileen langs, niet er 'doorheen, dus:

normaalsnelheid: y = v.n =. O (2. 1.)
n

tangentiaalsneiheid: Vt = V.B

eenheidsvector rakend aan de cOntour.

n eenheidsvector loodrecht op de contour.

Voor de cylinder geldt -i'

'
O): V0 = V

Vr = O op het opperviak

2.2. Siipvrije toestand ("no-slip condition")

Ais wrijving in de beschouwingen wordt meegenomen, dati moet men

bovendien steilen dat aan het cylinderoppervlak de sneiheid van de

waterdeeltjes dezelfde is als die van het opperviak; het water

slipt niet

In het voorbeeld moet dus feiteiijke geiden: V0 = -WRC

y = O in (R ,0)
r c

Wrijing rnaakt de wïskundige behandeling erg möeilijk en wordt

daarom verwaarloosd ais dat maar enïgszins rnogeiijk is. Toch

is hij. heel vaak nodig orn bepaalde verschijnseien te verkiaren.

Zo is in het gevalvan het voorbeeld de wrijving nodig orn te ver-

klaren dat een "circulatie" Ortstaat orn de cylinder heen, ter

grootte: :

4 V0 RdO = _2ITwR2 (2.2.)

In het aigemeen is per definitie: r =

of: F = y ds
s

Noot: O wordt altijd linksom positief aangenomen.

w is hier recht sorn positièf gesteld omdat dan blijkt dat een

"liftkracht"omhoogoñ'tstaat, hetgeen beter aanspreekt,



b.v. bij draagvleugels.

r wordt soms rechtsom, in andere boeken linksom positief

genoemd. In dit college houden we ons aan dezelfde draai-

richting als O,. dus linksom.

2.3. Vrije oppervlakken.

Een randvoorwaarde van andere aard doe.t zich voor aan het vrije.

wateropperviak en aan de begrenzingen van caviteiten en gasbeilen.

Hier wordt mees:tál de druk constant verond'ersteld. Dat dit meestal

een redelijke aanname is, komt door het grote verschi, in massa-

dichtheid (p) tussen water aan de ene kant en lucht, waterdarnp en

andere gassen aan de andere kant (factor 800).,

3. Snelheidspotentiaal.

3.1. Potentiaalbegrip.

Het zou prettig zijn als we een formule konden vinden, die voor het

hele stromingsveld zou gelden en waaruit in elk punt de gevraagde

eigenschappen zouden kunnen worden berekend.

Net snelheidsveid is een vectorveld en een vergelijking met andere

vectorvelden ligt voor de hand. Het eenvoudigste voorbeeld is het

krachtveld van de gravitatie:

In een gravitatieveld is de potentiële energie van een. massa

= m g (z-z0) (z omhoog positief genomen)

z = z is eenaargenomen referentieniveau. De potentiaai is constant

als z = constant en de aequipotentiaailijrien staàn overal loodrecht

op de werklijn van de .kraôht. Per définitie neemt hier de poten-

tiaai toe bij verplaatsing tegen de werking van de kracht in, dus

als arbeid moet worden toegevoegd.

Noot: Een meer algemeen voorbeeld is het magnetische.krachtveld.

De analogie met hat s.tromingsveld is frappant. Hat gegeven

voorbeeld van de stroming orn de roterendè cylinder kan wor-

den voorgésteld met dé combiñatie van een homogeen veld,
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een magnetische dipool en een, de cylinder vervangende

stroom,oerende draad...

Algemeen geldt voor de toename van de krachtpo.tentia'al lbij ver-

plaatsing langs een weg s van een punt A naar een punt B:

- A

.( - f F cosds)

Een eigenschap. van zo'n conservatief krachtveld is, dat in elk

punt de component van de kracht in een bepaalde richting, bij-

voorbeeld:

component van F in de richting s,

bepaald is, door de potèntiaai in het punt van aangrijpen, in de

richting van a te dìfferentiren:

F
s

In het stromingsveld (een snsiheids-vecto:rveid) kan men zulke eigen-

schappen ook goed gebruikeñ. Daarom définleert men eensnelheids-

potentiaal op analoge wijze:

j

in de gekozen voorbeelden is de

verandering van potentiaal onaf-

hankelijk van de gekozen weg s. tus-

sen A en B. We noemen het kracht-

veld dan...onservatief.

in tegenstelling tot de kracht potentiaai, heeft de snelheidspoten-

tiaal het- teken niet nodig; het heeft geen betekenis.

of precieser: =

zodat.: d4 u dx + y dy + w .z



Noot: De potentiaaItheorie is oen belangrijk wiskundig huip-

mlddel met. aigemene geldigheid, die cok aan de stromings-

leer goede diensten bewij.st1

Als een sneiheidspotentiaal bestaat, waarvan de waarde onafhanke-

lijk is van, de weg waariangs hij is bepaald, dus anders gezegd:

als. het snelheidsveld kan worden voorgesteld door een conservatief

vectorveid., dan is in elk punt P (x,y,z.):

in cyiinderco5rdina ten:

in het aigmeen. : y = grad of : y = (3.2.)

3.2. Voorbeeld,.

We gaan nu even terug naar ons voorbeeld en vragen ons af hoe de

zaak er daarbij ui.tzièt. We nemen voorlopig aan, dat de 'stroming

kan worden voorgesteld door de volgende stromngspotentiaai:

= Ux (i+9)+ (3.3.)

Noot: Hier is de meest compacte schrijfwijze gebruikt, met

cartesische- en cylindercoördinaten door eikaar.

0m een gemakkeiijke formulering van de randvoorwaarde te krijgen

(vr = O,, als .r =. Re), gaan we werken in cylinderco8rdhinaten

'(zie biz. 4):

R2
U cos O (r + ) +

r 2ir

radiale sneiheidscomponent:

R2

Vr , U cos O (i -
r

(3.4.)

tangentiële snelheidscomponent:

R2

rO =-UsinO(1--.) 4.

8

att)

z,

.±.v =-.
' O rO

(.3.3

(3.5.)

u y it



We vinden Vr = O ais r = R, zodataan de randvoorwaarde op de'

cylinder is voldaan. Ook zien we dat de invioed' van de cylinder

verdwijnt ais. r oneindig groot wordt. In het oneindige zijn:

Vr = UcosO enV0 = -UsinO ,ofu = Uenv=O
(zie blz. 4)

Het ineest interessante is meestal. de snelheidsverdeilng. langs de

cntour, dus ais r = Rc Hier is. in overeenstemmlng met de

randvoorwaarde y = °Ê maar oak.:
r

= -2UsinO+ r

2jR

extremen treden op bij 0 = Tr

2
en0=

De grootste snelheid' treedt op bij de combinatle: 0 =

en : r =

Denk bij I aan vergeiijking (2.2.): F0 îrwR (3.7.)

r.

Dit maximum bedraagt: y = - (.2U + °
) (3.8.)Umax. . 2TrR

Als 0 3rr/2, is y0 = 2
r.0

2 R
C

(3.6.)

Zonder circulatie zijn beide sneiheden geiijk; ais:1 = 41rURC,

is de sne]Lheid onder aan de cylinder = 0 (3.9.)

In het algemeen wordt de sneiheid op ht cyiinderoppervlak =

als:

sin : r (3.10.).

In het voorbeeld dus, als sin 0 = - O
4irR U

C

Deze "stuwpunten" waar het water stagneert ("stagnation points")

liggen in dit geval dus onder de X-aS,. Als er geen circulatie is,

liggen ze op de x-as. Onder voorwaarde (3.9.) vallen ze samen op

de y-as.

R
C
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als 4UR0U > verpiaatst het stuwpunt zich langs de negatieve.
C yas:, buiten de contour.

Voor een stuwpunt moet behalve y0 = O, cok Vr = O zijn. Buten

de contour kan dit alleen als cos0= O, (zie 3.4.)

dus, langs de y-as.

y0 O en sin O = -i levert met r = -r0 in vgl. (3.5.)

een vierkantsvergeiij:king in , waaruit voigt dat er behalve een

stuwpunt buiten de contour, ook één binnen de contour gevonden

wordt. (ga dat na).

3.3. Gebied binnen de contour.

Vergelijking (3.3.) stelt ook binnen de cylinder een vectorveid

voor, die voor het beéld van een s;troming in aanmerklng zöu kun-

nen komen. We 'hebbeñ evenwel gezien dat er geen water döor het

opperviak heen stroomt. De twee stromi.ngen zijn dus helemaal van

eIkaar gescheiden, zodat het geen verschi.i maakt, of één van be:iden

wordt genegeerd; in ons voorbeeld denken we het binnen.gebied ver-

vangen door een vaste stof.

4. Stroomlijnen.

Met het opstelien van de randvoorwaarden was een begin gemaakt aan

het in bee:id brengen van de stroming. In elk punt van de contour

vait de werkiijn van de snelheidsvector samen met de raakljn aan

de contour. Dit komt overeen met de definitie vaneen stroomlijn.

De contour vormt dus (een gedeelte van) een stroòmlijn.

Stroomlijnen worden voorgesteld doox:

- lo

u V W

of, in een tweedimensionale- of vIakke stroming:

V
u

(4.1.)



4.1. Stationair of instationair; baan van de dèeitjes.

Als de sneiheid in elk punt ònafhankeiijk is van de tijd., heet de

stroming stationair. In dat geval zijn oak de stroomiijnen con-

stant en vqrmen zij de banen waarlangs de deeitjes zich verplaatsen..

is de stroming daarentegen instationair, dan Is het stroornlijnen-

beeld een momentopname en vo:lgen de dee.ltjes andere banen.

Noot: Een .inktstreep in een waterstroom of een rooksliert in lucht,

is een opeenvolging van deeitj:es, die in een stationaire

stroming samenvait met een stroomiijn. in een instationaire

stromingvalt hij niet samen met een stroömiijn, noch met de

baan van afzonderlijke deeltjes.

5. Stroomfunctie .

5.1. Stroombuizen.

Stroomlijnen zijn lijnen die niet door de waterdeeltjes worden

overschreden. Viakken die uit s.troomlÌjnen zijn samengesteld en in

zichzeif gesioten zij:n, kunnen dls: beschouwd Worden ais de wanden

van een buis waar water doorheen stroomt. Door elke dwarsdoorsnede

stroomt per seconde evenveei water, omdat we wel moeten veronder-

stellen dat de stroming contirumòet zijn (wet van behoud van

massa) . De buizen,, gevorrnd door stroomiijnen, noemen we"stroom-

buizen't.

a

ot,cU
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stroombuis in hetalge-
meen.

=

A oppervlak van de
doorsnede

V= gerniddelde normaal-
component van de
sneiheid.

fig. 5.1.2: stroômbuizen i vi..kke stromirig van voorbeeld.

In eentweedimènsionale stroming worden stroombuizen eenduidig

door de stroornlijnen gedefinleerd.. In fig. 5.1.2. stroomt tussen

elk getekende stel stroornlijnen door elke dwarsdoorsnede een massa:

p U y1 (met de lengte-eenhéid als dikte van de stroming!' ).

Wé kunnen aan elke stroomiijn een waarde:iji. toekennen, waardoor

de massa tussen deze en elke anderé stroômlijn is gekarakteriseerd

= . constant steit, dus een stroomlijn voor).

We noemen i de "stroomfunctie".

Noot: In echte driedimensionale s;tromingen heeftpgeen betekenis;

wel bij rotatiesymmetrie. In dat geval Is de stroming in

feiteqk twee-dimensiönaal, want zij is alleen afhankelijk,
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van de axiale. posi.tie (langs de x-as) en ván de radiale

positie (àfstan'd 'tot 'dé x-as). De positie van het viak van

te'kening doet niet ter zake, zolang hi.j' maar door de x-as gaat.

De per seconde pas:seren'de hoeveelheid tussen de stroomlijnen

p en ip + dij.i -is hier:.

2,ïrr.dr.V ('5.Ï.)

Bu gebruik als rekengro'otheid is de fysìsòhe betekenis niet

belang,rijk en kan men de constante weglaten. Voor de. door-

stromende hoeveelheid gebruik.t men d'an, ook meest'al een ander

synibool en gee'ft he:t 'een andere .naam, b.v. het "débiet": Q

of de "flux"

5.2.' S'troomfunctie,' aigemee'n..

Beschouw de vlakke stroming tussen twee 'stroomlijnen, 'gékaraktèri-

seerd door de waarden ,4i1
2

van de stroomfunctie en neem op

elke stroomlij'n een willekeurig punt a'an.: A op
.

en B op.

- 13 -



Door een willekeurige kromme lljn: s, die ,A met B verbindt, stroomt

een volume (we steilen steeds p = constant) per seconde:

j
V ds,, waarbi.j V =. de normaalcomponent van V

A n

zodat we kunnen, definiren:

=
A'

V ds (5. 2.)

Door het element ds stroomt per seconde van links naar rechts

(zie fig. 5.2.) het volume:

u dy - y dx,

zodat: d = u dy - y dx (5.3.):

of in poolco5rdinaten: d = Vr rdO - y0 dr (5.3a.)

:N00t Bij rotatiesymmetrie. spreekt men van de stroomfunctie van

Stokes.

In cyiinderco6rdinate.n met de x-as als coördinaatas en r,0

in het y-z viak, wordt dan:

= 2tirr dr u - 2'irr dx V
r

Dit is de hoèveelheid die stròomt door een ring met straal

r en dikte (dx + di')

- 14 -



Mj.' is onafhankelijk van de gekozen weg tussen A en B omdat in elk

geval deielfde hoeveeiheid water passeert..

Mp is onafhankelijk van de positie van A of B op de stroomlijnen,

want we kunnèn de weg onbeperkt verlengen langs de stroomlijnen

zcnder de doorstromende hoeveelheid te veranderen.

Evenals bij de sneiheidspotentiaal, kunnen de snelheidscomponenten

door partiële differentiatie van de stroomfunctie worden afgeleid:

= (5.4.)

of in pooIcoördïnaten:

rO (5.4a.)'

5.3. Voorbeeld.

in het .voorbeeid kunnen we = O stellen op de grensstroomlijn,

dus op de contour van de cylinder '(r = Re), bijvoorbeeid 'in A

(R,O) en we kunnen de integratieweg kiezen voigens AB'P.

In P (r,O) geldt dan:

= I_VrRcO - f v0dr (5.5.)

- 15



op de contour is Vr = O zodat de eerste term wgvalt.
Volgens (3.5.) is: R2

y0 = U sino (1 + ) + 2r
zodat (5.5.) wordt:

R2
= U sino (r - -p..) - f in r

R.

U r sinO

De integratieweg ACP. levert hetzeifde op., zij he.t met meer moeite.

Noot: Ter contrôi:e altijd even Vr en y0 terugrekenen.

Voor elke wil]ekeur.ige waarde van ip levert het verband tussen r en
.0 een strôomÏijn op, die kan worden getekend.

Noot: Op anaiog.e wijze kunnen voor: 4 = constant, aequipoten.tiaal-
viakken worden getekend. D waarde hiervan z.al later worden
uiteengeze.t..

6. Algemene voorwaarden.

Af.gezien van drukken en krachten is er nu eèn vrij voliedig beid
van de stroming ontstaan. Maar het is nog de vraag of dit beeid
met de we-rkeiijkheid overeen kan komen en onde.r welke voo:rwaarden.
In de- eerste plaats' zaÏ voldaan moeten worden aan- de wet van be-
houd van massa, dat wil zeggen- dat de stroming, continu moet zij,n.

6, 1. Continuteitsver:géIijking.

We nemen voorlopig aan dat de vioeIstof samendrukbaar Is en dat in
de tijdseenheid de massa die zich bevindt in een vast ruimte-
element ter grootte. van dx.dy.dz,. toeneemt. niet:

= . (p.dxedy.dz) (6.1.)

Aannemende -dat de stroming continu is, en: de vioeistofhomogeen,
zal per secoñde door de zljvlakken toestroinen:

- 16 -
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p.u.dy.dz + p.v.dz.dx + p.w.dx.dy.

apu
at -

Uit het element stroomt per seconde weg:

(pu : dx) dydz ± (pv + dy)dzdx + (pw + dz) dxdy

Resulterend neemt de massa dus af, zodat:

(6.1.) en (6.2.) leyeren per voiúme-eenheid:

+ + PV + apw
at x -

of: div. = D

f: V. = O

dxdydz - dxdydz
-

dxdydz Ç6.2.)

0 (6.3.)

Wij beperken ons tot de onsamendrukbare media, waartoe we àok

lucht mogen rekenen ais de sne!iheden ver beneden de. geiuids-

sneiheid liggen. We kunnen hierb.ij p'= cOnstant rekenen, zodat de

voorwaarde voor con tin ute:it wordt:

(6.4.)
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in cyiindercoördinaten wordt dit:

V V
= (6. 4a.)

Noo.t: Hierbij behoort dus de voorwaarde dat het medium homogeen is;

er mogen dus binnen het beschouwde element geen holten 'voor-

komen, zoais cavitatie, gasbellen e.d,.

Caviteiten worden behandeid ais lichamen met veranderiijke

vorm, met ais randvoorwaarde:

constante druk iangs de contour.

Met toepassing van de sneiheidspotentiaai gaat de continuitelts-

vergelijking er als voigt uitzien:

Dit is de verg.eiijking van Laplace. Opiossingen van de potentiaal-

theorie besternd voor onsamendrukbare stromingen moeten hieraan dus

voldoen.

Passen we de continuîteitsvergelijking: toe pp de stroomfunctie

(2-D), dan ontstaat:

Dit betekent dat de stroömfunctie de voorwaarde van continuteit

in zich bergt, mits de vloeistof onsamendrukbaar is,. (6.6.) is

zonder meer waa'rvoor een continu functie in x en y.

6.2. Rotatievrijheid.

Een tweede 'voorwaarde orn de potentiaaitheorie te mogen. toepassen

voigt uit een eigenschap van de potentiaaithéorie zeif:

- li
ax ' ay -

av a2
ay ' ax - axay

Ook hier geldt weer dat:

- 18 -

a2Ij)
axay ayax

O of: V2 (6.5.)

0 (6.6.)



zodat:

ax ay

aw av
az

su aw
az ax

De laatste twee vergelijkingen worden op dezeifde wijze .gevonden;

ze 'kunnen oók door cyciische verwisseling uit elkaar worden ver-

kregen..

Deze verge.l.ijkÍngen betekenen dat de stroming rotatievrij moet zijn,

daar de vergelijkingen (6.7..) de drie rotatiecomponenten voorstel-

len in het cartesischeassenstelsei, respectieveiijk:

' '
y (zie volgende paragraaf)

6.3. Vervorming en...otatie. .1

De snelheidscomponent u (b'ijrvoorbeeld) is een functie van x,y,z

en t en kan voigens Taylor in de volgende reeks worden ontwikkeld:

u + AÙ = u + -. Ax +.
Ay + -- Az + - At + hogere orde

termen,.

In de limietovergang, ais &u O, kunnen e hogere orde termen wor-

den verwaarioosd, zodat:

dx ± dy + dz + -- dt

Hiervoor kan het voigende wcrden geschreven:

½ ( + dy +½ (-- - ) dy+

.+ ½ ( + ) dz + ½ -- ) dz + -- dt

strekking
. vervorming rotatie (6.8.)

(6.7.)

= O

- 19 -
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av au- -5f)

+ B)

(6.9.)

Gemakkeiijkis jn te ziendat de vervormingssneiheid is te def i-

nieren als:

av
½(ax + (6.10.)

De andere rotatie- en vervormingscòmponenten kunner door cyclische

verwisseling worden verkregen.

ax tan & tan B

Van een vierkant opperv1akte-e1ementje blijkt de diagonaal

(bissectride) te verdraaien over een hoek:

½ (,& - B) (want: ii/4 - &. + = - B -

de hoeksnelheid, van de diagonaal is dus:



6.4. Toetsing.

De voorwaarde van rotatievr±jheid is uit de theorie naar voren

gekomen. 0m te toetsén of dit 'met de werkeiijk'heid overeenkomt,

brengt men kruisvormïge .drijvértjes in de .waterstroom. Het biijkt,

dat de kruisjes niet verdraaien bij het passeren van het omstroomde

lichaam, mits dit niet al te dichtbij 'komt.. Ais een drijvertje in

de grensiaag terécht komt, dan verdraait het wel. In dit gebied

- kan de potentiaaltheorie blijkbaar niet worden toegepast.

Een andere toetsing van de waarde. van de potentiaaltheorie kan

worden verkregcn door berekende "inkt- (óf rook-) lïjnen" te ver-

geiijtken met fotografisch verkregen beelden. Zulke vergelijkingen

blïjken in veel gevailen erg. goed op te gaan.

Meestal is het feitellj'ke doel van de theorie,, de krachten te b_

rekehen,. In .dat geval ugt het voor de hand, de theorie te toet-

sen door' vergelijking met gemeten krachten,, of beter nog, met ge-

meten drukverd'e.lingen.

7. 'Dynamica.

Bij het omstromen van een lich'aam ondervinden de waterdeeltjes ver-

snellingen en ver.traging,en. Doordat. de deeitj:es masa hebben,

gaat dit gepaard met het optreden van traagheidskr.achten volgens

de tweede wet van Newton. Deze moeten evenwicht maken met inwen-

dige soanningen 'en uitwendig.e krachten, die hun inv]Loed hebben op

het omstroomde lichaam

We zullen nu ee-rst op deze krachten ingaan.

7. 1. Versnellingen

We beschouwen de beweging van een vast massa-element in x-richting;

de ver.snellingscomponent is:

o
u(x,y,z,t) (materiëie. fluxie voigens Lagrange)

a.
Dt t 'x dt y dt z dt

- 21 -



nu zijn:

o f:

a
X

- +
grad. u (a -

+ Wu)

evenzo geldt:

grad. y

-
+ u - + v- + w -

= = 4! =
dt ' dt' ' dt

en:
w_grad. w
at

voor de y- en z-richtingen.

7.2. Drukkrachten.

Als we voorlopig wrijving verwaariozen,, hebben we van de inwendige

spanningen alleen met de druk te maken, die alleen normaalkraöhten

op deeindviakken van een vloeistofeiement oplevert.

In positieve x-richting resulteert de kracht:

F = - - dxdydz

per eenheid van massa, dus in dezelfde dimensie als de versnelling:

- 22 -

zodatwe kunnen schrijven:

(7. 1 .



=
p ax

in de andere richtingen vinden we evenzo:

p y

en :
p z

(7.2.)

Noot,: 0m een meer.volledig beeld te schetsën, wor,dt in het voigende

ook de spanningstoestand. met wrijving behandeld. Gédegen

kennis hiervan wrdt niet verlangd.

Spanningstoestand met wrijving (Prandtl: "Strömungslehre")

De elementaire spanningen in de vloeistof zijn evenredig aan de

vervormingssnelheid.. Dit in tegenstelling tot de elastische

spanningen. in vaste stoffen, die evenredig zijn aan de vervorming,

voor zover ze de wet van Hooke volgen. Bij stromingen geldt een

dergelijke voorwaarde voor de evenredigheid; hier spreken we van

"Newtonse media" als de evenredigheid opgaat. De constante is

de mechanische viscositeitscoëfficient p.

Bij afleidingen wordt gebruik gemaakt van de veronderstelling da t

de vloeis.tof isotroop is, d:at wil zeggen dat de eigenschappen in

aile richtingen gelijk zijn.

- 23 -
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Zander nadere ultieg worden formuie,s gegeven voor de normaal-

spanningen evenredig aan dé streksneiheid en voor de schuif-

spanningen evenredig aan de vervorrningssnelhe'id (zie ('6.8.)).

I-

'I

u4t (

v4-i
Lldt IX

I

In x-richting werkt in totaal de kracht:

-odydz + adydz + - dxdydz - Td:dz + tdxdz +

+ YX dydxdz - Tzxdxdy' + Td'xdy + dzdxdy

netto per voiume-eenheid werkt dus in x-richting:

pF = + YX ZX
X, BX By

substitutievan devergelij,kïngën (7.3) en '(7o4.) geeft:

pF = 2pY + + + ±

of, per massa-eenheid, met invoering van u/p = r :

B2u B2u Bu' B ,Bu By Bw
(--- + --- + ---, + y -- --- + + -

2
BU-
By

=

Bu By
T = t
yx xy By Bx

By Bw
Ty = (- + --

T2= t = +' .ì:!

Bx Bz

(7.3.)

(7.4.)
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0m de, druk er in te brengen wordt voigens. Pascal gesteld:

= +
3 X Z 3 aX y Z

zodat:

-=v--- (ia+!+)
ax 3 ax x ay az

dus,

- ! a (a2i a2u a2u
ax
Vç++7

i a au av+ - ( + ,. +
3 ax' ax dy

de krachten in y- en z-richting kunnen door cyclische verwisseiin

worden beschreven.

We kunnen ook schrijven:

= -+ div.. (7.5.)

Aange z len voIgens de continu!teitsvoorwaarde voor önsamendruk-

bare viöeistoffen: div. = O is, kunnen wij volstaan met de voi-

gende serie vergeIijkingen:
-

26 -

vV2v

\) V 2w

a

(7.6.)F
z



7.3. Uitwendig k.rachtve.ld. (con'servatief gesteid)..

pot ent:iaalviak

Voor de' zwaartekracht per massa-eenheid viLnden we:

=
3h

Y =
3h

g
3h

(7.7.)

7.4.. Vergelijkingen va:nEu1er.

Voor de eenheid van massa levert het evenwicht tussen de krachten

van vergeiLijking (7.1..) (versnellingen), (7.2.) (druk.) en (7.7.)

(uitwendige. kracht), de ,vergel'ijking.en van' Euler op:

Neem een kracht F. onder een

hoekø met de x-as.

Bij verpiaatsing over dh in.

dé richting van F wordt arbeid

verricht: F.dh per massa-een-

held.

De component X = F cos ver-

richt dezelfde arbeid bu de-

zelfde potentïáaiverandering

in x-richtng, want, de compo-

nenten Y en Z leyeren dan geen

arbeid, dus.:

X..dx = F.dh

X F3
Dx

Dü
Dt

Dv
Dt

3w
Dt

+u

+u

Dx, Dy Dz

Dv 3V . Dv+v-----+w-----
Dx Dy Dz.

Dx Dy

_!
p Dx

_!2
p Dy

az

3h
Dx

3h
Dy

Dh
Dz

(7.8.)

Hierin is. de strorning wrïjvingsloos en d'e vloeistof isotroop

verondersteid ("ideale vloeistof").
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7.5. Vergelijkingen van Navier-Stokes.

Als we in plaats van de drukkrachten volgens vgl. (7.2.), de tota-

le spanningstoestand in de bewegingsvergelijkingen opnemen volgens

de vergeiijking,en (7.6..), dan krijgen we de vergelijIkingen van

Naver-Stokes.

Verkort geschreven:

}+qradu = _.+vv2u+g

y grad y

-1 + V grad w

In dit geval 'gelden zijvoor isotrope, homogene, onsamendrukbare

vloeistoffen met wrijving.

7.6. Vergelijking van Bernoulli.

Integratie van de vergelijkingen van Navier-Stokes 1j erg moeiljk

en in veel gevalien niet mogelijk. Daarom gaat men meestal uit van

de verondersteiling dat men met een "idealet' wrijvingslo:ze vloei-

stöf te maken heeft en beperkt zich tot de integratie van de ver-

gelijkingen van Euler.

0m de integratie mogelijik te ina'ken moeten we nog een veronderstel-

ling aan de reeks toevoegen, waarvoor er twee mogelijkheden zijn:

we integreren-langs een stroomlijn.

we nemen aan dat de stroming rotatievrij is.

7.6a. Langs een :stroomlijn.

Hier geidt volgens (4.1.):

u y w
of:
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- ! .2. + vV2v

_!+v2w
p z

h-
+ g- (7.9.)



gesubstitueerd in d vergelijkingen van Euler vinden weÊ als we

voor het gema'k de stroming stàtionair veronderstellen (au/at. = O)

dv
u

dx
en w

au dv au dz a.0u -, + u -- - + u - -
ax dxay dxaz

U
ax aydx azdx

duu-dx
u du

evenzo:

y dv

en:

wdw

dzu-dx

Voegen we de verge.lijkingen (7. lOa., b en c) samen, dan wordt:

u du+ vdv+wdw = _! (-- dx+dy +dz) +
ax ay az

of: udu+vdv+wdw= _!dp+gdh

met. p = constant levert integratie:

½.u.2 + ½v2 + ½w2

of, anders geschreven :

½V2 + - gh =

Dit is de vergei'ijking van Bernoulli, die dus rgeldt onder .dezelfde

voorwaarden als de vergeiijkingen van Euler, rnaa wel is beperkt tot

een stroomiïjn. De integratieconstante Ç kan dus voor vèrschiilende

stroomlijnen verschilien.

= -2+gh+C
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p ax ax
of:

i ao ah- - - + g - , of:pax

- + g , of:pax ax

(7.iOa..)

dy + g d (7.iOb.)

-dz+g-dz(7.iOc.)



Ñoo.t: Gewoonlijk wordt in het zwaartek'rachtveld h naar boven.poêi-

tièf genomen. In dit geval hebben we deze:ifde richting aange-

houden als g; hierdoor is het - teken ontstaan.

7.6b,. Bernoulli in een rotatievrije stroining.

Voorwaarde voor rotatievrijheid is onder meer dat (zie. (6.7..)):

au av
ay ax -

au . awen - O

In de vergelijking van Euler voor de x-richting kunnen we
au av au aw audus - vervangen door - en - door - . Als we - ook
ay ax. az ax at

nog ais een partleel afgeleide naar x kunnen s:chrijven en par-

tieel afgeleiden naar y en z invoeren, overal in de vergelijkin,gen

voor de y- en z-richtingen, dan is integratie weer gemakke1ijk..
Voor de instationaire terrnen kunnen we ons doel bereiken door de
snelhejdspoten,tiaa:1 in te voeren, zodat:

- ..L
at at ax - at ax at

evenzo is: i!
at. ay at

en: a()
at az 'at

voor de x-richting vinden we:

ax at ax ax ax p ax ax

waarvan we kunnen maken, met p = constant gesteld:

of ook:
a
ax

evenzo:
a
ay

en:
a
az
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j- (-- + ½u ½v2 + ½w2)

+ + - gh) dx = O

dy=

+ 2 gh) dz = O

X
+ gh).

(x-rïchtïng)

(y-richting)

(z-richting)



p = p0, +

Het is gebruike'lijk orn de druk in de vorm van een dimensieloze

coëfficiënt weer te geven inrelatie :0t de druk in het oneindige:

(definitie) (7.13.)'

2F sinO ' r.
½pU2 (i - 4s1n2'O

- U (20)2 ) (7.12.)
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Bil elkaar ge;teid en geintegreerd geeft dit weer de vergeiijking.

van Bernoulli, die dus ook blï.jkt te geiden voor het gehele

stromingsveid ais dit rotatievrij is. In dat geval is tevens' een

eenvoudige oplôssing voor instationaire stromingen aanwezig':

a t.
+

o
gh = C (7.10.)

Noot,: h in 'de richting van g positief gemeten.

7.7. VoorbeeiLd'; druk-coëfficiënten..

Ons voorbeeld is ròtatievrij en st'ationair. In elk punt van het

strömingsveld kan met de ve'rgelijking van Bernoulli de druk worden

bepaald, dus ook op de contour. We zullen ervaren .dat het zwaarte-

krachtveld buiten beschouwing geiaten mag worden.

= O en langs, de omtrek van de cylinder is V

Vergelijking (3.6.)., met r = - r0 gesteid, gaf op 'de corftour':

r
- U(2sin'O 2rrRU zodat (7.10.) géeft.:

= pC ± 'pgh - '½pU2 (2'sinO
' 2irRU

C kunnen. we bepalen als de druk in het oneindige ('p) bekerid is.

Hier is = U, zodat:

pC p - pgh + ½ pU2

op hetzeifde niveau h.

Substitutie hièrvan in ('7'. 11.) geeft:'

- co

½pUz



zodat de drukcoëfflciënten op het oppervak van de cylinder worden:

2r 'sinO
. r

C1, = 1 - 4sin2O
- ¶R U -

'(7.14.)

De hoogste druk treedt op waar = 0, dus in de stuwpunten

(zie (3.10.)). Daar is:

p

De druk in de stuwpunten is dus: p = p + ½pU2
s

7.8. Voorbeeld; cavitatie-inceptie.

Een begin van het optreden van cavitatie moet worden verwacht als
de laagste druk in het veld gelijk is aan de dampdruk van de vloei-

stof: pV

Volgens Bernoulli treedt de laagste druk op, waar de sneiheid het

grootste is. Dit is bij sinO = 71/2 (zie oók (.3.8.)), dan is:
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1,min

Het cavitatiegetal. is gedefinieerd als a
½pU2

zodat a = - C op plaatsen waar de dampdruk heerst.

Bij de cylinder uit het voorbeeld kan dus een begin van cavitatie
worden verwacht als C (min.) = - a, dus als:

p
21' . r.

TIR U + 2ir Ù
)2 = (7.16.)

= p00 + ½pU2 (-3
21'0 r0

TIR U '2iîRU
2r r

dus: C(min) = -
+ TIR +



7.9. Vöorbeeid: Weerstand ('paradox van d'Aiembert").

De drukkracht op een opperviakte-element Rd (dikte. 1), heeft

een component in de richting: van de ongestoorde troming

(= weerstandscomponent)

dD p R cosO dO = "Drag")

De totale weerstand kan 'worden berekend door integratié over het

gehele opperviak met p uit (7.1:2.):

2ïF

on
RecosO dO (7.I7.)

Geen der termen blijkt een bij:drage tot de weer,stand te leve ren

zodat deze nul biï.jkt te zijri.

Het is gebleken dat de potetitiaaltheorie .bij een gesloten iichaams_

contour nooit weerstand oplevert. Men noemt dit féit de paradox

van d'AIembert..

Op dit punt faalt de potentiaaltheorie blijkbaar, want experimen-

teel kan men altijd weerstand aantonen (misschien met uitzondèring

----van-s-t-oingenans.upervloeibaar hel±um)
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7.10. Voorbeeld; Dwarskracht of "Lift".

Integratie van de component in y-richting van de drukkracht geeft:

= J Poe + pU2
ar sinO

- 4sin2ø o
irR U

r
O 2

2rrR &
C

R sinO dO ('7.18.)
'C,

Uïtwerken leert dat, alle. termen op één na,, nul worden. Overblijft:

2rr 2r sinO

of:

½pU2
RCU

R siñO dO

L = f. . pur sin20 de, wat uiteindelijk oplevert:
0

= p.U.r0 (per eenheid van breedte.) (7.19.)

Dit re'sultaat komt overeen met de wet van Kutta-Joukows'ki;

een zi'delings ten opzichte van de richting van de ongestoorde

stroming gerichte kracht han.gt al.tîjd samen met circuiat'ie en

bedraag:t in een potentiaalstroming altijd:

L = pur0 per eenheid. van breedte

De bedoeling van de negatieve draaïrichting van r0 in .he.t voorbeeld

is nu duideiijk: d lift is naar boyen positief uitgekomen..

8. Elernen taire sne'iheidspotent'i alén en stroomfuncties..

Met de krachten en dé dr.ukverdeling zijn de belangrij'kste opios-

singen verkregen voor het stromingsprobleem van ons voorbeeld.

We zijn echter uitgegaan van een gegeven-verondersteIdé sne'iheids-

potentiaal, die in de praktijk, afgezien van de weerstand, een

goed beeld bleek te ge.ven van de stroming.

In het volgende zullen we aangeven hoe een snelheidspoten.tiaal

kan worden gevonden.
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8.1. Superposïtie van poten.tiaien..

Een eigenschap van potentialen is d superponeerbaarheid ervan.

Stel dat in een potentiaaiveld in een punt P (x.,y,z), een, vector

hearst, die' samengeste1d gedacht kan, worden uit de componenten

u, V1, w. Hierbij teilen we vectorisch op, een vector met de

componenten: U2, V2, w2.

Voor de resuiterende vector ge:Ïdt:

V3 =

maar ook:

u3 u1 + u2

en:

en:

= V +v
1 2

= w1 + w2 vöor de componenten in x-, y- en z-richting.

Stel dat voor elk der vectoren V1 en y2 afzonderiij'k een

poten'tiaa1functie ge]idt: resp. en
2»

dan is:

u =- en u
i ax 2

x-richting geidt:

en:

of ook:

u3

evenzo is:

V3

+

+

(8. 1 . )

zodat volgens (8.1.) voor de
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zodat we kunnen besluiten dat voor de resulterende vector V3

een potentiaal geldt: 43 =
+

De som d'er poten'tiai'en blijkt dus cok de potentiaai van de som

der vectoren' te zijn!

We kunnen flu trachten meer gecompliceerde potentialen samen.te

steilen met behuip van een aantal eenvoudige elementen.

8.2. Superposïtie van stroomfuncties.

Wat in 8.1. voor potentiâlen is aangetoond, kan in het tweedimen-

sionale- of rotatiesymmtrische geval cok voor stroomfuncties

worden aangetoond.

Hier 'is echter:

ap1- en u = -
ay 2 ay

zodat:

.u3

evenzo is:

- 36 -

V3
-

(p1 +

zodat ook:

3 +
moet gelden.

8.3. Parailelstroom.

Onder een paralleistroom verstaan we een homogene stroming waarin

de sneiheidsvector in elk punt gelijk van grootte en gelijkgericht

is.

In relatieve zth ontstaat een paralleistroom ais een iidhaam, van-

waaruit men de stromiñg beschouwt, in beweging wor.dt gebracht..



Ux + Vy + Wz

Tweedimensionaai is W = O, zodat: = Ux ± Vy

Dan is: y

l= j' U dy V dx of:'o

We stellen in de oorsprong = O en kiezen. de integratieweg langs

OABP orn de potentaai in P te vinden. Hetzelfde doen we voor de

stroomfunctie voor het tweedimensionale geval.

De componentén van de sneiheid zijn in elk punt U,V enW (constant).

= f Udx+ f Vdy+
X y z

f

De asrichting kiest men meestal zó, dat V = W = O

8.4. Viakke bronstroom.

We nemen een viakke stroming aan, waarbij door een wiliekeurig

cyiinderopperv]iak zuiver radiaal en homogeen verdeeld, een water-

hoeveeiheid, Q stroomt. De stràái van de cylinder laten we tot

nul naderen, tot bet opperviak sarnenvait met de as. Deze as ge-

draagt zich dan als een bron ais het water naar buiten stroomt,

of, ais een put' als het naar binnen stroornt.

We noemen Q de: bronsterkte en spréJen van een bron ais Q> O

en 'van een put als Q<

(8.2.)

(8. 3.)

Uy . Vx (8.4.)
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De radiale sneiheid bedraagt: Vr = Q/2irr

en: V0 = O
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f
&

8.5. Ruimteiijke bronstroom..

Op dezelfde manier kunnen we de bröh In én punt geconcen.treerd

denken, waarin een aI.zijdig gerichte, homogene stroorn ontspringt.

We nemen aan dat oorsprong enbrön samenvalien en. dat = O is

ais r = r0. We kiezen de. integratieweg langs de voerstraái van P

= r

vdr
r

= -9.- in .I ; r = O kan niet; de bron is een singulier
2ir r

O punt. We moe.ten een ander begin-

punt voor integratie kiézen..

in het algemeen.:

= in r + C (C = constant) (8.5.)

'Nemen we voor de stroomfunctie als nuliijn aan: O = O en, de inte-

gratieweg langs r constant, dan is:

o,

y r dO dO
r

o.

e + c (8.6.)

zodat: o

'I)
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Door eike wiliekeurige bolschil waarvan de bron het midde.lpunt

is, stroomt dan dezeif:de hoeveeiheid Q., met in elk punt de radiaal

gerïchte sneiheid: vr = Q/4iîr2

Hierin is 4n-r2 het opperviak van, de bols:chil.

Vr .dr = r!r

Omdat de stroming rotatiesyminetrisch i1 heeft ook de stroomfunctie

betekenis:

Voor dA nemen we een ringvormlg opper-

viakte-element ter grootte:

dA = 2w.rsInO.r do

terwiji y = y
n r

iJitgaande van i4.i = O' in O = O, vinden

4rz 2 irr2 sin o do

(1 - cosO) ('8.8.)

8.6.' Dipool (of: doublet) in viakke stroming.

We kunnen een ronstroom en een putstroom combineren door de' poten-

tiaicn, of'' de stroomfuncties bij eIkaar op te teilen,. 0m een ge-

sioten systeem te krij gen, waarbij geen water verloren' gaat, of er

bjj komt, nemen we: bron en put even sterk ( + Q, resp -Q)

We kiezen voorhet gemak de oorsprong van het assenstelsel in d'e

put en stellen dat de bron op een kleiné afstand: c daarvan ver-

wijderd ugt, in het punt (e,), of cartesisch: (x0,y0), waarvoor

geIdt:

X0 = eCOSa

y0 = csinct

-r,

+ C :(waarin c = 9)

y dA
n

(8.7.)
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0m d potentiaal in een punt P (x,y) tengevolge van de bron te

vinden,. moeten we in de vergelijkingen (8.5.) en (8.6.) verscho-

ven assen toepassen, zodat:

(x - ccosa) 2 + (' - j) 2

en

Tengevolge

lijk de potent

- 4,0 -

- 2jr

cf = -2lnr
p 2rr

csincx

i respectievè-

2

De potentlaal van het sarçtenst + 4g). De limiet van deze

combinatie, als we e tot O laten naderen, terwiji we: het product:

eQ constant houden, noemen we een dipooi of doublet.

Het product eQ = rn noemen we het dipooimomen't.

De richting van de dipool is gedefinieerd van de put naar de bron

toe (dus, zoals In de f iguur).

De potentiaal van de dipool vinden we ais voigt;

V - csincarctan
X - ccosc

o



q)

c-1iY 2îr C

Met de regel van de l'Hospital vinden we:

- um. m ! -2(.x - ccosa )cosa - 2(y - csina)sina
c-'-O« Zir 2 (x - Ecosa) + (y esina)

Hieruit voigt:

of:

In pooicoördinaten kunnen we hiervan maken:

q)
-m cos (O - +

2iîr

De stroomfunctie van de viakke dipool is op dezeifde manier te

verkrijgen:

-m
2iî

11m (Qe)
- c-'0 .2rr

m.x
q) = 2

m sin (O
2irr

X CO5 + y sina
x + yL -

Na uitwerken wordt hiervoor gevonden:

-m x sina, - y cosa
xZ ± yZ

Dit geldt dus voor een wiliekeurig gerichte viakke dipool.

8.7. Voorbeeld': cylinderstromlng.

We combineren de paraileistroom (u=U; v0) voigens vgl. (8. 3.)

met een tegengesteld gerichte dipool ( = ir), waarvoor dus geidt:

Samenstelien geeft voor de potentia'al:

+ C (8.9.)

y-esin0, +carctan
+ 'C

- e

- a) +

+ C (8.10.)

en q) = (8.11.)

+C
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of:
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Vr

U.,x +2;z , of in c

u.r.cosO (i + 2irr2Ü

volgens (3.2.) is Vr = - , zodat:

= U.cosO (1 -. 2irr2&

We kunnen. V O maken op een cirkel met straal R0 (randvoor-
waarde voor de cylinderstroming), als' we stellen;

m = 2rR2U

Hierin herkènnën we vgl. (3.3.) als we daarin de ciLrcuiatie O

stellen.

We kunnen dus een vlakke cylinderstroming (zonder circulátie) uit-
beelden door middel van superpositie van een para]Lleis:troorn en een
tegengesteld gerichte dip:ooistroming

We controleren de zaak met d:e stroomf,unctie, door samenvoegen
van de , uit (8.4..) met V = .0 en (8.11.):

iii ='r Y 2ïîr2

m= U.r.sinø (1 2,rrZU

De stroomiijn 4) = O, verlopend langs de cirkel r = R, kan worden
verkregen door weer te steilen:

rn = 2irR2 U
C

2

R
zodat 4) = U.r.sinO (1 - 4

Dit komt weer overeen met vgl. (5.6.) als r = O is.

2

B
zodat: V = U.cosø (i -
en:

R

4) =. TJ.r.cosO (1 + (8.12.)



8.8. Rùimteiij;ke dipool.

Geheel analoog aan de viakke dipool, kunnen we een ruimtelijke di
pool definieren, uitgaande van een puii.tbron.enen puntput die we
tot eikaar laten naderen.

Voor de bron geldt nu met verschoven assen voigens (8.7.)

i +c
'j (x - ecosa ) 2 + (y - esina) 2

zodat voor de dipool geidt:

11m , -(Qe) lç 1 I + c }C i \J (x - ecosa) 2 + (y - esina) 2 r

Uitwerkenmet behuip van de regel van de 1'Hòspital geef t:

-Q
4ir

I in cylindércoördinaten:

-m.cos(O - a)
4 irr

Met betrekking tot de stroomfunctie van de ruimtelijke dipool moeten
we bedenken dat rotatiesyinmetrie voorwaarde is. We zullen daarom de
dipoolas laten samenvallen met de x-as en wel zó, dat de bron links
'Jan de put ligt (=ir)

(8. 13.)
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Met behuip van de vergeiijking ('8.8.) en de f iguur kunnen we

opschrijven:
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;jj um (Qe)
e+O 2

rn. x
ct - 4rrr

+

Deze formules gelden dus voor de ruimtelijke, volgens -x gerichte

dipool.

8.9. Enige toepaSsingen.

Stroming orn een bol.

Analoog aan de cylinderstroming kunnen we de stroming orn een bol

besch±ijven door een paralleistromlng te combineren met een tegen-

gesteid gerichte ruirnte'Iïjke dipool. (vg1. (8.3.) met V = W = O

en vgl. (8.15.)).

m .x= U.X+43

= U cosO (r
+ 4irrU + C

rn
U cosO (i 2rrrU

Het blijkt dat Vr = O op een bolopperviak: r = R als

=' 2irR3U
C

zoda t:
R3

U r co,sO (l + (8.16.)

Een eventuele uitwerking van de stroomfunctie wordt aan de student

overge laten._

1- 1+cosO
(X + e) 2 +

e

+c

(8.15.)

Dit. levert met beh.ulp van de reçel van de l'Hospital:

tp

m2
+ (8. 14.)

Bij deze, meest bekende situatie (ct = O) hoort de poténtiaai:



Ovalen en ovod'en van Rankine.

Superpositie van een paraileIstroom, een bron, en benedenstrooms

daarvan, een put van gelijke (maar tegengestelde) sterkte ais de

bron, levert stromingen orn min of meer langgerekte vormen. Bij

vlakke strornen spreken we van "Rankine-ovalen", bij rotatle-

symmetrische, van. "Ranikine-ovoden".
Meestal worden bron en put symmetrisch, ten opzichte van de y-as
gegroepeerd, zodat voor beiden de potentiaaI met verschoveñ assen
moet worden opgeschreen (Cartesisch assensteisel gebruiken).

8.10. Circulátiestroom of wervel.

= ,( _i:_ . r de
J 2irr

dr

o

We nemen de corsprong van het
assensteisel in de kern van de
wervel aan en steilen overal:

O en

constant
iangs r: = const.

Aan de contin'ù!teitsvergelijking

wordt voldaan, want:

y av
r.+ r'ave
r ar ' rae -0

De potentïaaltheorie kan alleèn worden gebruïkt. als de stroming

in hat beschouwde gebied rotatievrij is. In cylinder.coördinaten

bete'kent dit.:

avvo avo r
r ar rae

Dit blijkt het geval te z'ijn', ais de circulatie overal gel±jk is:

= 2irr.'v0 = constant, ook langs O = const.; y0 -
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De werveistroom blijkt de tegenhanger te zijn van de bronstroom;

en p hebben dezelfde vorm,, maar zc zij:n verwisseid.

Noot: Rotatievrijheid geIdt overal in het veld behalve in de kern

van de wervel zeif. Dit is een singulier punt, waar de snel-

heid' oneindig wordt:; in dit punt geldt de potentiaaitheorie

niet en het mag d'an ook niet in integratiewegen worden opge-

fornen.

8.11. Voorbeeld.

Vergelijking(:8.17.) is toegevoegd aan (8.12.) orn (3.3a.) van ons

centrale voörbeeid te krijgen..

Evenzo geidt dat (5.6.) van het voorbeeld neerkomt op een super-

positie van de stroomfunctie van een parai,ielstroom, een dipool

en éen wervel (8.18.).

8.1.2. Wérveldoublet.

Een wervel met positieve çircuiate (+r) plaatsen we met haar kern

in een punt (c,ci*) naasteen nega't'ieve wervel van gelijke sterkte

(- r), met zijn kern in 0.

,Geheei analoog aan' de stroomfunctie (i) van de viakke dipool

(par.. 8.6., vgl. (8.10.)), vinden we de potentiaal ()' van de

werveldoublet.

De stroomfunctie van de werveidoublet is op het teken na geiijk aan

de sneiheidspoten'tiaal van de gewone vlâkke dipooÏ.

Door de as van de werveldoublet 900 te draaien, kunnen we de

geone viakke doublet krijgen; zij .zijn dus aan eÏkaar aequi-

valent.

8.13. Ringwervel.

Een rotatiesymmetrische analogie van de werveldoublet is de ring-

wervel. Deze is aequivalent aan d'e ruimtelijke dpooi.
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8.14. Lijn- en opperviakte-beleggingen.

S.uperpositie kan worden .toegepast met discrete bronnen, dipolen en
wervels' in een paralleistroOm. Hierbij kunnen stroomlijnen ont-,
staan, die zeer verschillen'de Iichaamsvormen voorstelien.

Behalve-discrete elementen kunnen echter ook continuverdelingen
worden gebruikt, of, couthinaties van beide.

Een discrete bron met de sterkte Q kunnen we vervangen door éen
element:

q(s).ds van een bronverdeling langs de iijn s.

(2

discrete verdeling
van bronnen:

j. !. in r + C

cQfltiflu verdeling van b:ronnen:

J:X2 q()d

Bij het samenstellen van werveiskunnen we op dezelfde manier' de
'discrete wervels met de sterkte F vervangen door en continu-
verdeling y (s) dis.

ds kan een iijnelement, maar ook een opperviakte-element voorstel-
len.

9. Draagvleugei-profiel.

Çebieken was dat dé strom-ing uit öns voorbeeld een kracht oplevert
die ioodrecht op de richting van de paraileistroom staat, mits er
een circulatie'om de cylinder aanwez-ig is. Dit vrschijnsel staat

.knda1s-"het-MagnuS_efLfect!.
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Zoals reeds eerder is gesteld, ontstaat de circulatie als gevoig

van het optreden van wrijving bij het roteren van de cylinder.

Het verschijnsel van de zijdeiingse- of lift-kracht is ook bekend

van de vliegtuigvleugel, het roer, het schroefblad èn van andere

toepassingen.

Het biijkt rnogelijk orn de potentlaal-theoretische cylinderstroming

te transfornieren in stromingen, waarin de randstroornlijn de vorm van

een draagleugel aanneemt. Langs d'le con:tour kan dan op de bekende

manier de drukverdeiing worden berekend, waarna integratie de wet

van Kutta-Joukowsky bevestigt.. (Het gaat hier dus niet orn de kracht,

maar orn de drukverdeling:).

Bij dit proces wordt de circulatie bepaald door de voorwaarde van

Joukowsky (00k bekend als de "Kutta-conditie"), die stelt dat de

stroming aan de scherpe achterkant tangentleel moet verlopen

(dat wil zeggen geen oneindige sneiheid op de rand).

Voor dit transformatieprobleem wordt gebruik gemaakt van de

functietheorie. We beschouwen alleen viakke strornen..

9.1. Complexe po.tentiaal.

Voigens (3.ia.) Is: d = u dx + y dy

Voor een aequipotentiaaliijn geidt d zodat
dx y

Volgens (53.) Is: dç( = u dy - vdx

Dit volgde uit dW = O voor de stroomlïjn:
dx u

H'ieruit blijkt dat aeqiipôtentiaailijnen en' stroomlijnen lood-

recht op elkaar staan; ze vormen een orthog.onaai stelsel lijnen.

Deze orthogonaliteit maakt het rnogelijk orn een stroming niet alleen.

te beschrljven door middel van of i in edn x-y-vlak, maar ook door

middel van een complexe potentlaal in een complex vi.ak:

potentlaal: X = + iiji (9.1.)

in het viak: z = .x + iy (9.2.)

De complexe sneiheid moet de afgeleide zijn van de potentiaal in

de richting van de coördinaat:
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=
dx .+ dy. +.i(J.' dx 4: -..dy. )

dx + idy

0m zinvol te zijn, moet het niet ultxnaken of hierbij dx = ,

dy = Ogesteid wordt:.

dy = O geeft:

= a + = u - iv
dz x

dx = O geeft:

dX I:

dz :iy y
- - -r - = V + U

Voor de cömpiexe sneiheid kunnen we dus schrijven:

w - iv (9.3.,)

in herïnnering wordt gebracht., dat we ook schrijven kunnen:

10
z = re

De .eiementaire viákkê stromingen kunnen in complexe vorm ais voigt

geschreven worden:

Pärallelstróom evenwijdig aan de x-as:

X = Uz

Bron in de oorsprong:

X=

Dipool in de oorsprong met de. as langs de x-as:

m
A

2Trz

Wervel in de oorsprong:

x= -ir

-Yi1nc

(9.4.')

(9.5.)

(9. 6 . )

(9.7.)
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9.2. Voorbeeld,.

De complexe potentiaal van de stroming orn de cirkelcylinder met

clrculatie is de son van (9.4.), (9.6.) en (9.7.):

R2
ir z

= U (z -F -- ) - in (98.)

9.3. Conforme transformatie.

Een potentiaaifunctie X = f (z)

die in hat viak: z x + iy

een mog,elijke strorning voorstelt, kan worden orngevormd tot

een functie X = g(t;)

in een viak = + ir

door een betrekking tussen zen t; aan te nemen.

In beide viakken zijn de stelsels aequipotentiaailijnen en stroom-

lijnen orthogonaal, zodat een rechthoekig element uit het ene viak,

terug Is te iinden als een eveneens rechthoekig element in het

andere vlak op de plaats, waar dezelfde potentiaai heerst, dus

waar : f (z) = g (t;).

Hoee1 de vorm van de aequipotentiaailijnen en stroomlijnen in de

twee viakken sterk kurìnen verschilien, blijft de vorm van elk

elemen.taire deeitje bij de omvorming gelijk. We spreken daarom

van "conforme transformatie".

Als eenvoudig voorbeeld het voigend:

Voor de strorning orn eencirkel in het z-viak geldt:

R2
X U(z+-)

voor een parallelstromiñg in hat t;-vlak;

X = Ut;

0m de cyiindërstroming in een paraileistroom te transformeren

moeten we dus stellen:
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dx dX dz:
De sneiheden in het -v1ak zlJn:

=

9.4. Het vieugeiprofiel.

We substitueren de vergelijking: z +
a in de uitdrukking

voor de stroming 0m een cirkelcylinder, waarvan de straal een

klein beetje groter is dan a. We zorgen er voor dat de cirkelom-

trek door x = a gaat.

We verschuiven de cirkel dus over een afstand c langs de x-as

orn éen symmetrisch profiel te krijgen; e is reei. 0m .een invaIs-

hoek te krigen draalen we het stromingsveld door die hoek. In

vergelij king (9.8.) moeten we daarom z vervangen door:

(2 + e) eo, zodat we krijgen:

= U: (z + e)e0 + (+c)2
+

(z +

(z + c)eO 2ir
(a + E)

(9.11.):

voor de verschoven en gedraaide cylinderstroming.

Voör de transformatie is nodig:

a2= 2+-
z

Substitutie lijdt tot eeri erg ingewikkelde vergeiijking, zodat aan

een berekening punt voor punt de voorkeur wordt gegeven.
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in de berekende punten geldt dan voor de sneiheid:

- z - 1ù(
-i0 (a + E)'2iOE -ir

d dZd_ e (z+c)' o) 2ir(z+c)

Hieruit bÏijkt dat de. sneiheid oneïndig wordt vòor z = a, tenzij het
gedeelte tussen accolades, nui is.

Het punt .z=a komt overeen met de scherpe achterrand van de vieugel.

Bi r de aanze.t van een stromïng orn eèn draagvieugel die onder een
hoek ten opzichtç van de ongestoorde stroming is ingesteld, zal

de snelheid orn de achterrand erg groot worden. Door de invioed van

de wrijving, zal dé stroming echter loslaten en tangentieei aan het

profiel gaan veriopen, wat ieidt tot de voorwaarden van Kutta-

Jöukowsky:

De c.irculatie moet zodanig. worden gekozen, dat de stroming langs

de achterrand tangentiaal verloopt.
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U(e0
-jr = 21Ia + C)U(e0 - e_IO)

waaruit voigt:

47r(a + C)U sinct0

De lift bedraat: L = - PUF ,

zodat,: L = 4TTPU2 (a + C) sinc*0

De voorrand van het profiel ugt op het punt:

= a -2C
of:

(a + C')
2

+ -tr
(.a + C)

e ) 2 (a ± C)

a 2

a + 2

= -2a , ais machten vanc.hoger dan i, worden verwaar-

ioosd.

De uittredende rand ugt op:

= 2a
zodat de lengte van de koorde. is: c = 4a.

De liftcoëf:ficient wordt:

z'
- a2



In formulevorm:

2ir(l + ) sinct,

Voor dunne profielen, waarvoor en kleine' invalshoeken geldt:

CL 2

10. Wervels.

Aan de hand van het vöorbeeld. van, de viakke cylinderstroming hebben

we geleerd een draayieuge1stroming te beschrijven; eveneens twee-

dlmensionaal. Kenmerkend voor die stroming bleek de circulatie

(r) te zÏjn. Die circulatie heeft aile eigen'schappen van een wer-

vel, die we trouwens ook als basis voor de stroming hébben gebruikt.

Tot nu toe hebben we de draagvleugels.troming zuiver tweedimensionaal

beschouwd, dat wil zeggen dat we de vieugel als oneindig breed

mogen beschouwen. 0m tot de eindige vieugel te komen moeteñ we

eerst meer van wèrvels weten'.

10.1. Wet van Thomson (Lord Kelvin).

De wet van Thomson (ook genoemd: de wet van Kelvin), is de basis

van de werveitheorieën. Zij luidt ais voigt:

In een wrijvingsioze, onsamendrukbare vioeistof die alleen onder-

worpen is aan conservatieve krachtveiden, zal de circulatie langs

een gesioten, met de stroom meegevoerde kromme, niet met de tijd

veranderen.

DF
Dt

(udx + vdy + wdz)

(10.1 .)

Dr i D .= (udx + vdy +wdz) hiervan is:

(udx) = u du + dx (analoog voor de andere rich-

tingen)
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Volgens Euler geldt:
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Dt p ax ax

(udx) = d (½u2)

Dr
Dt f

'zodat

C- + g .J! )dx
pax ax

CompIeteren met de y- en -richtingen levert:

[d(½u2) + d(½v2) + d(½w2)

1 (dx+-dy+dz)

i- g(- dx + dy + dz)]

of: = 0,

want ù, y, w, p en h zijn aan het begin en aan het eind van de

rondgang langs de '(in zichze.lf gesioten) integratieweg gelijk.

Voor dit laatste geldt de eis dat hat krachtveld conservatief moet

zijn; voor het overige zijn de voòrwaarden voor toepasba'arheid van

de vergelijkingen van Euler van kracht: vloe:istof isötroop, geen

wrijving, dichtheid constant (of barotroop)

De circulatie verandert dus niet langs een kromme die steed's uit

dezelfde deeÏtjes bestaat.

10.2. Stelling van Stokes.

De circulatie langs een gesl'oten kromme is gelijk aan de opper-

vlak.te-integraal van de normaalcomponent van de totatievector over

het door de kromme omsioten opperviak:

r:

= if y dA ' (10.2.)

De circulatie is te beschouwen als een werveIflux.



f ig.1

f ig.:2

Uit fig. i biijkt:

2

want BD wordt bij de integra-

tie in tegergeste]dezin' door-

lopen

(r = jvds.)

HJieruït voigt: r = ¡dr

Langs de contour ABCA heersen

gemiddeid sneiheden met de

volgende componenten:

langs AB:

u =u++-
x 2 ay 2

V 2Lx2 ay 2

langs BC:

+
dz

y Z z T

ay 2 z 2

iangs CA:

w =w+
X

= u +

dr = r
ABCA

dr
=

j (udx + vdy + wdz)

dr = -udx+vdy-vdy+wdz-wdz+udx.
y z y X Z

dr = (u - u)dx + (y - v)dy + (w - w)dz

w dz + w d
.2 x 2

az 2 ax 2
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Substitutie en hergroepering van de gemiddeide sneiheden geef t:

dr = ½(. - )dx dz + ½4 - )dx dy + ½( - )dy dz

dr = dx dz + 4y dx dy + ½
'

dy dz (10.3.)

11g. 3

f ig.L.
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in herkenn,en we de rotatie-

vector. M , a , a '. aisx_y' z

hoeken tussen y en de a's-

richtingen, blijkt uit fig. 3,

dat:

yCOSeL

= Ycos.ct

= ycosct (10.4.)

In fig. 4 is een opperviak-

tellement ABC ioodrecht op

gete]çend, Daar OB en 0M

ioodrecht op AC staan, staat

AC ioodrecht op BD en OD. Ver-

der is:

opp. AMC = opp. AOC cosa

We vinden hiermee:

Opp. IMC = ½ dx dz cosa

evenzo:

opp. BMA ½ dy dx cosa

opp. CMB = ½ 62 dy COSC(x

(1.0.5.)

Substitutie van de vergelijkingen (.10.4.) en (10.5.) in (10.3.)

geeft:

dr = y.opp.ANC +y. opp.BMA 4y.opp.CMB

of: dF = y.opp.ABC.

of: dF = In dA, waaruit voigt: r =ffn dA

Dit is de stelling van Stokes (10.6.)



ÏO.3. Wervellijnen en conthinaties, daarvan.

De steiiing, van Stokes laat zlen., dat we een opperviak, waarom-

heen de circulatie bekend is, doorsneden kunnen denken door wer-

veis, d±e tezamen voor de circulat±e verantwoordeiijk zijn.

, de rotatievector heat in hat Engels: "vorticity", in het

Duits: "wirbelung", in het nederlands meestal:

"werveisterkte".

de circulatie, wordt in Engeland ex. Duitsiand meestal gebruikt

orn de wervelsterkte aan te dulden (vortex-strength).

De "werveiiijn" is de kromrnê die ovérál raakt aan (overeenkorn-

stig de stroomlijn aan

Een "werveIbuis" wordt gevormd door een bundel werveiiijnen.

Een "werveidraad" is een dunne werveibuis ("concentrated vortex").

Een "werveivIak" is een verzarneiin'g van werveilljnen die tezárnen

een viak vormen.

werveliijn
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10.4. Stellingen van HeImholtz.

Eers:tê stelling van Helthhoitz:

De circulatie orn een werveibuis is op alle

doorsneden gelijk.

Volgens Stokes moet dus ook langs de orntre"k .(ABCDBAEA):

r 0 zijn. Bij de integratie F
=

y ds, wordt het iijnstuk

AB tweemaai in tegengestelde .zir doorlopen, zo.dat het dus geen

aandeei heeft in r. De soin van de aandeien van de doorsne den A

en B moet dus nul zijn.

Hieruit Voigt: rA = rB als we in beIde doorsneden. de integratie-

weg in dezelfde richting doorlopen.

T,eede. steiling van Helmhoìtz:

Een wervel kan binnen, de vioeistof geen emden

hebben.

B'ij, verplaatsing van doorsnede B bijvoorbee'ld, zou deze over het

einde van de wervel af geschoven kunnen 'worden, waar

rB = O zou moeten zïjn. Dit is 'in strijd met 'de eerste stelling,

zod'at er geen einde kan bestaan.
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Beschouw het buitenopperviak orn

de wervelbuis tussen twee door-

sneden en maak dit als het ware

!afschjibaart' door de doorsneden

iet een snede: X te verbinden..

Pas op dit "afschilbare" "con-

trlevlak de stelling van

Stokes toe.

Het opperviak bestaat uit stroom-

lijnen, dus y = O in elk punt..



Darde stelling van Helmhoitz:

Deeltles die eenrnaal tot een wervel behoren,

blijven to,t die. wervel behoren.

Volgens de wet van Thomson blijft de circulatie met de tijd con-

stant,, ais het gaat orn een met de vioeistof meebewegende kromme.

Dit gaat ook op met bétrekking tot een zeer kieine kromme orn een

vioeistofelement.

(Een werveldraad heeft de vorm van een inktlijn).

10 . 5. Gevolen vande werveiwetten.

De werveiwetten geiden voor een ideale (wrijvingsloze) stroming.

Het ontstaan van een wervel heeft aitijd met wrijving te rnaken,

het gebeurt meestal in een grensiaag.

Een wervelbuis is in zichzeif gesioten (b.v. een ringwervel)

of verbindt begrenzingen met elkaar (wateropperviak met de

bodem bijvoorbeeld).

Als een wervel ontstaat binnen een gesloten kromme in een

aanvaflkelijk rustende vioeistof, dan zal op dezeifde plaats

een tweede wervel ontstaan met gelijke sterkte, () maar tegen-

gesteld gerichte rotatie, opdat de circulatie langs de gegeven

kromine nui blijft.

4 Als we eenvlak beschouwen, dat een werveldraad op één plaats

doorsnijdt en we beschouwen de circulatie langs een gesioten

kromme door een willekeurig punt P, die de werveldraad omvat,

dan blijkt in elk punt P een sneiheidscornponent aanwezig te zijn,

die met de werveldraad sarnenharigt.

We noemen deze sneiheidscornponent de door de wervel

genduceerde sneiheid.

Noot: De werveiwetten zïjn grotendeels afkomstig uit de electro-

dynarnca, waareen stroornvoerende geleider een magnetisch

- 59 -



of:
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kráchtveld induceert., dat mathematisch vrijwel voiledig

overeenstemt met het stromingsveid. dat met een wer.ve1 gepaard

gaat..

Het begrip "ïnductie" is in de werveltheórie overgenomen.

10.6.. Wet van Biot-Savart.

Door. een lengte-element d van een wervei6raad. met c1ircuiatie r,
wordt In een punt P op ai stand , een sneÏheidsaandeel genduceerd,

dat kan worden berekend met behuip van de formule van Biot-Savart:

r d X ¡

Idw
r ds sin q) (10.7.)

De richting van d voigt uit de kurketrekker-regel.

0

ir

r.j 4 ira
dp =

11

f. r
j 4irr

O

sin&p dq)

=

10.7. Oneindlg lange rechte werve idraad..

r.
(10. 8.)



il Theorie voor e,indige draagvleu'gels

11.1 Startwervel

u

r=o TE

PsP.o

- ç, is gevoig van
wrjving., daardoor

TE gaat
2

naar TE.

in werkelijkheid
gaat de st.uwdruk
verloren in de grens-
laä g,.

B±J de uittredende kant (TE) zal in de werkelijkheid de druk
ongeve.er gel.ijk .zijn :aan de druk in de ongestoorde strorning:

Start: rABCD

stuwpunt en s, en

te hoge sneiheid bij

TE ("trailing edge")

Losiatirìgswervel -
bij 'j1E Volgens
Kelvin blijIt
rABOD = O, dus

r birni:en AJ3CD orn

vieugel ontstaan

-

-- I

C Startwer-
vel en BC
gaan naar

.9, 1,oneindig
F. stagneert
inS1.

B r'0 blijft
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11.2. Hoefijzerwervel.

De cylinderstroming uit het voorbeeld en de daaruit afgeleide

draagvléugeistroming waren tweedimensionaal, of eventueel:

oneindig breed aangenomen.

Het magnus-effect is in de praktijk toegepast, .c.a. door F.lettner,

die grote cylindrische rotors, door lichte motoren aangedreven,

op schepen heef t toegepast in de plaats sian zeilen.

Een dergelijke rotor heeft natuurlijk een eindige lengte en we

mogen wel aannemen dat de circulatie over die hele lengte constant

is.

De startwervel die cok bij de rotor ontstaat (maar hier secundair),

heeft dezelfde lengte. Daar de wervels geên emden in. de vioeistof

mogen hebben, moeten ze zich naar het oneindige voortzetten, of ze

moeten samen deel uitmaken an een enkele in zichzeif gesloten

wervel. Omdat de startwervel op het opperviak van de rotor ontstaat,

ugt het voor de hand; het laatste als juist aan' te.nemen.

Terwiji de startwervel stroomafwaarts wordt meegevoerd, worden de

"tipwervels" of "staartwervels" die verbindng maken met de

"dragende wervel" (orn rotor of vieugel) steeds langer, waarbij

steeds meer waterdeeitjes in de grenslaag in rotatie worden gebracht.

Tenslotte kan men de s.tartwervei in het oneindige tuve,rdwenenI ver-

ondërstelien, waardoor een "hoefijzervorrnige" wervel is ontstaan

van half-one indige lengte.
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dragende of
gebonden
wervel

,/t:erve1

tip- of staartwervel

tt

tip- of
s.taartwervei

ho efijz erwervel
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Met dehoefijrzerwérvel hangt een genduceerd snelheidsveld samen,

dat we voor het gemak alleen in het vla'k van dc wervel beschouwen.

De geínduceerde sneiheid staat Ioodrecht op dit viak en kan worden

berekend met Biot-Savart.

Als de hier getekénde doorsnede ligt in het hart van de gebonden

wervel (=dragende wervel) , dan wordt w geinduceerd door twee half-

oneindig lange wervels:

vo r0 r0 y:
±

4îi (y + î) - 2* (yZ

In het symmetrieviak mdden tussen de wervels vinden we dçor

O te stellen:

ro

2lry

De wervels induceren in elkaar een srielheid

r0

8iry

N.B.: Dit geldt in de dragende wervel.

Oneindig ver achter de dragendewervel zijn beide staartwervels

oneindig lang, zodat alle geïnduceerde sneIheden tweemàal zo groot

zijn ais in de dragende wervel.

11.3. Circulatieverdeling, wervelvïak.

Bij dedraagvieugel biijkt de c±rculatie nabij de vieugeleinden

niet even groot te zijn als in het midden van de breedte; er biijkt

een circulatieafval naar de toppen toe, op te treden.

4îr (y - n)
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Een mogelijk fisisôh model hiervoor is afkomstig van Lanchaster

en Prandtl: de dragende wervel wordt opgèbouwd verondersteid uit

een oneindig groot aantaI werveidr.aden die leder op zichzeif d'eel

uitmaken van een hoefijìerwervel., van verschiliende breedte.

De van de vieugel afgaande staartwervels vormen samen een wervel-

viak waarin de wervelsterkte-verdèling gelijk is aan de circulatie-

afvai langs de drageride wervel:

ardY

Ineen punt (o,:) van de dragende lijn wordt eennormaaisneiheid

geinduceerd:
½b

w = j ) y
-½b

als b de breedte van de vieugel voorstelt.

De genduceerde sneiheid staat loodrecht op het wervelviak, dat

zeif door de:ze sneiheid ten opzichte van de ongestoorde stromings-

richting word;t af gebogen, waardoor de zijden zeif s worden opgerold.

Voor practische doeleinden is alleen de inductie in de buurt van de

vléugel Interessant, waar de Invloed van het oprollen weinig merk-

baar Is. Als we bovendien aannemén dàtdë vieugel "zwakbelastt1 is,

dat wil zeggen dat de circulatie relatief klein Is., dan mogen we

In eerste benadering aannemen dat de geinduceerde sneiheid lood-

--recht -staat_opde gesthordestrornlng (bewegingsricht Ing van de
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vieugel).

De ge!nduceerde dwarsstroming noemt men "downwash" of "crossflow".

114 Ge!nduceerde weerstand.

We nemen dus aan dat ter plaatse vân de gebonden wervel die in de

plaats van de vieugel wordt aangenomen, w/U klein is, zodat in deze

iijn de stroming wordt M gebogen, over een hoek:

De draagvleugel, die onder een hoek cx ingesteld staat ten opzichte

van de ongestoordé snelhi6 U, de wind () dus onder een

"effectieve" invaishoek:

cxi

We nernen weer aan dat de stroming wrijvingsioos is, zodat blïjkens

de "paradox van d'Aiembe.rt", geen kracht optreedt in de r.ichting van

dé aanstroomsneihèid V,; De kracht, die overeenkomt met de "lift!'

van het oneindig brede profiel (L), staat dus loodrecht op V.

Deze kracht is dus een hoek cx1 verdraaid ten op.zichte van' de

richting loodrecht op en kan dus samengesteld gedacht worden uit

eencomponentloodrechtoo U, die we per definitie de t'lift"
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en een component in de richting van U, die we de "qeinduceerde
weerstand" (.D) noemen.

voor een strip met breedtè dy: dD1 a1dL = dL

terwiji : dL = dL

(alleen voor kleine a, dus zwakbelaste vieugels!)

Noot: in de scheepsbouwkunde kunnen de begrlppen "lift" en

"geInduceerde weerstand" verwarring geven, wegens de gecom-
pliceerdhejd van de aanstroomrichtingen ten opzichte van
de schroefbiadelementen. We moten bij dé definities bedenken
dat bij een. vliegtuigvleugel in begïnsel de aanstroomrichting
horizontaal en de richting van de dragende kracht vertikal
is.

Ge!ntegreerd over de totale breedte van de vieugel ('b), biijkt de
geinduceerde weerstand minimaal te zijn, als de circulatie ellip-
tisch verdeeld is over de breedte. in .dat geval vindt men een
neerstroming ("downwash") die constant is over de breedte, met de
waarde:

ro
4b o = circulatie bij y=O)

volgens Kutta-Jouwkowsky is:

½b

= J pur (y)dy

zod'at: -½b
4L

en
ifpub

L = CL½pU2A,

en als:

D1
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CDI ½PU2A

C2A
L

Di - irb

Trb
- pur0 -r

2L
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CLA
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De verhouding: noemen we de aspectverhouding,

(b. = vIeugelbreedte of. 'tviucht")

(A:. = pianopperviak

De genduceerde w.eers;tand is in hoge. mate afhan'kelij,k van de

belasting (= CL) en van de aspectverhouding,.

11.5. traagvIeugeitheorieën.

In het vorige hoofdstuk Is in he:t kort een "dragendë lijn theoriet'

besproken. Met de "dragende Iijn" wordt.bedoeid, de, tot één

werve.11ijn samengetrokken gebonden werveis. Deze 'theorie is'

'goed bruikbaar voor meer algemene berekeningen met betre1king

tot krachten en stromingén' rond draagvlaksystemen, zoals b.v.

schroeven.

Voor meer gedetailleerde berekeningen over de vorm en drukverdeling

van de draagvlakken zeif, zijn !'dragende vlak"-theorieën in ont-

wikk'eling. Hierbij wordt in principe het geheledragende viak

(continu o.f discreet) beiegd met gebondén wer.vels, die allemaal'

hun eigen afgaande werveisysteem be:zitten.

De wervelsysternen worden hierbij mathematisch vaak vervangen door

systemen van aequivalente dipolen.
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Fin. 82.Superposition of a dipole flow and a parallel flow from loft to right.

1w. 105.Flow round a cylinder with
circulation.

Pio. 106.Combination of parallot flow and circulation round plato inólined
to the etream The circulation ie so hoscn that the streamline flows smoothly
off the trailing edge.

Fra. 107.Flow round a circlo eccentric to the ünit circle.

z-Plane

Fia. I013.Ftów round a Joukow3ky profite. Conformal transformation
from the L-plano of Fig. 107 into a -pláno in which thounit circle of thee-piano is
transformed into a struight line from 2 to +2. -

Ulf PrdtI . Tis'1jers: ".Fund.tnIehictls of Aerö- fIna
I4ydro rnccletnicS '
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