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mt511 Scheepshydromechanica

Deel I: Inleiding tot de ruimtelijke stromingsleer ten behoeve

van de maritieme techniek

door: Lector Ir. M.C. Meijer.

Voorwoord:

Dit collegefbeddelt inzicht te geven in de moderne stromingsleer,
zonder diep op de verschillende zaken in te gaan. De maritiéme
ingenieur moet de methoden en begrippen voldoende kennen om een
gesprek met specialisten te kunnen voeren ten behoeve van het in
practijkAbrengen‘vanrdiens‘beVindingen. '

In het verleden is wel de klacht gehoord dat het college als los
zand aan_élkaar zit. Om hieraan tégemoet te komen is getracht om
alle begrippén en uitwerkingen daarvan in een logische volgorde,
aan de hand vén een concreet voorbeeld te presenteren.

Door veel studenten wordt de stromingsleer als een moeilijk vak
ervaren. Toch zal er‘in_de toekomst minder tijd beschikbaar zijn
voor de colleges; mede om die reden wordt met dit college tevens
getracht erééring‘op te doen met een enigszins populaire preéen—
tatie, die misschien zal helpen om het begrip te stimuleren. Voor
een diepere en meer exacte behandeling‘van‘de stromingéleer mag

naar de meer specialistische colleges worden verwezen.

Inleiding:

Ter inleiding enige jéartéllen:
285 - 212 v. C.: Archimedes: Opdrijvende kracht = gewicht van de

verplaatste vloeistof.

Isaac Newton: Bewegingswetten .(F=ma)

1738 o Daniel Bernouili: Energievergelijkingen
1755 : ‘Leonard Euler:Wetten van Newton toegepast op
" vloeistoffen '
Jean le Rond 4d' |
Alembert: Paradox; Euler's vergelijkingen

kunnen de weerstand ‘niet verklaren.

-




1827 , _Navierv) Bewegingsvergelijkingen met schuifkrach-
1845 : - Stokes ) ten. :
1883 Osborne Reynolds: Onderscheid laminair-turbulent
1904 | Ludwig Prandtl: Grenslaagprincipes, verdeling

' visceus- en wrijvingsloos deel. .

Theodor von Karman

A Kinemética,

1 Voorbeeld vén ee strOmipgsprobleem.

_Een oneindig lange cirkelcylinder
wordt in een richting loodrecht op .
zijn symmetrieas -door een‘ohbegrensde
ruimte bewogen die gevuld is met |

water.

A<l

De translatiesnelheid is V.

Tegelijkertijd roteert de cylinder om

zijn as met een hoeksnelheid .

De volgende vragenzzijn‘denkbaar:

a) hoe groot is de snelheid van de vloeistof op of buiten het
lichaam en wat is zijn richting,

b) welke krachten werken op de cylinder,

C) wanneer is er gevaar voor cavitatie en waar treedt die voor

het eerst op?

1.1, Vlakke stroming.

Door de oneindige lengte van de cylinder is elke doorsnede lood-
‘recht op de as gelijk'aan alle andére en kan men zich beperken tot
de beschouwing van het'gebied tussen twee.zﬁlke‘doorsneden die de
eenheid van lengte van elkaar verwijderd ziin.fMen kan zich voor--
stellen dat de beweging plaats vindt tussen twee glasplaten
("wanden"). Men spreekt van een "vlakke stroming" of ook van een

"tweedimensionale (2-D) stroming".



1.2. RelatiViteitsprinCipe.

Zoals het probleem is»geforﬁuleerd staat de toeschouwer stil ten
opzichte van het water en beweegt het lichaam. De toeschouwer kan
zonder enié«bezwaar‘met het lichaam meebewegen, zodat het lichaam
in rust 1lijkt te zijn en het water in zijn geheel beweegt. Er is
een met de plaats constante snelheid aan elk punt van de stroming
toegevoegd. Er is geen verschil tussen de twee beschouwingswijzen;
een "absolute snelheid" bestaat niet.

Men kan dus een aan:het llchaam gebonden assenstelsel toepassen en

-de stroming'tenropzichte hiervan bestuderen.

Noot: Bl] de beschouwing van elementaire waterdeeltjes komen ook

twee beschouw1ngsw1jzen aan de orde: »
a) Beschouwingswilze volgens Lagrange: de toeschouwer be-
weegt mee met het vloeistofelement.

'De snelheid is een functie van beginpunt en tijd:

b) Beschouwingswijze volgens Euler: de toeschouwer blijft

in de oorsProhg van het assenstelsel:
v o= f(x,y,2,t)
Deze besChouwingswijze wordt gewoonlijk gevolgd.

1.3. Assenstelsel.

Om plaats—- en richtiﬁgsbepaling mogelijk te maken moet een assen-
stelsel worden gekozen. De moeilijkheidsgraad van de wiskundige
behandeling hangt vaak sterk af van de keuze van de assen. Het

gemakkelijkste is in het gegeven voorbeeld een stelsel met de oor-

sprong in de cylinderas en &én der aérichtingen evenwijdig aan de

" bewegingsrichting.

Bij de cylinder is een polair stelsel aan te bevelen (cylindercodr-
dinaten) die in combinatie met, of afwisselend met een cartesisch
stelsel wordt gebruikt: ’ |
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De p1aatéelijke'snelheidscomponenten noemen we:
u, v, w in respectievelijk de x, y, z-richting, of in cylinder-

coSrdinaten: v_, Vg,

w in r, 6, z-richting.

Nodti De stelsels zijn gekoppéld dOOr5de'volgehdevvergelijkingen:
X = r cos 8 r = x2‘+ y2
y = r sin 0 ® = arctan y/x

v = v sing + Ve cos 0

u vr cosf = ve sin ©

enz,
In het voorbeeld is de. contour gegeven door: r =R,
de translatiesnelheid door: i = U in . x = ¥~ of y

n
+
8

de rotatie door: é:= -wINOf ve : -LuRc




2. Randvoorwaarden.

2.1. Ondoorlaatbare wanden. : _ ' - '

Meestal zijn‘de wanaen, of de lichaamscontouren dndoorlaatbaar;

de stroming kan er'alleen'langs,;niet er ‘doorheen, dus:

normaalsnelheid: 'vn‘= v.n =0 | S (2.1.)
v

tangentiaalsnelheid: e = V.S

eenheidsvector rakend aan de contour.

Sl wl

eenheidsvector loodrecht op de contour.

L . ) _ ;
Voor de cylinder geldt in (Rc, 0) Vg = v

. - . \

' ' -0 op het -oppervlak -

|

\

v
r

‘2.2; Slipvrije=toestand '(“no—slip condition“)

Als wrijving in de beschouwingen'wordt meegenomen, dan moet men
bovendien stellen dat aan het cylinderoppervlak de snelheid van de
waterdeeltjes dezelfde is als die van het oppervlak; het water '

slipt niet.

In het>voorbéeld“moet dus feitelijke'gelden: Vo -ch :
‘ |

0 in (Rc,e)

\'4
r

Wrijving maakt de wiskundige behandeling erg moeilijk en wordt
daarom verwaarloosd als dat maar enigszins mogelijk is. Toch -
is hij. heel vaak nodig om bepaalde verschijnselen te verklaren.
Zo is in het geval”vah.het voorbeeld de wrijving nodig om te ver- {
klaren dat een "circulatie" ontstaat om de cylinder heen, ter

" grootte: S . S ' _ | |

I = 4; Vg R A6 = -2mwR | (2.2.)

In het algemeen is per definitie: T = $ v.ds
' f: T = -
o ¢ v ds

Noot: 6 wordt altijd linksom positief aangenomen.
w 1s hier rechtsom positief gesteld omdat dan blijkt dat een

———————— "liftkracht" omhoog ontstaat, hetgeen beter aanspreekt,

—

|
— L_“_ c | AJ



b.v. bij draagvleugels.
r 'wordt soms rechtsom, in andere boeken linksom positief
genoemd. In dit college houden we ons aan dezelfde draai-

richting als 0, -dus linksom.

2.3. Vrije oppervlakken.

Een randvoorwaarde van andere aard doet‘zich voor.aan het vrije.
wateroppervlak en aan de begrenzingen van caviteiten en gasbellen.
Hier wordt meestal de druk constant verondersteld. Dat dit meestal
een redelijke aanname is, komt door het grote verschil in massa-
dichtheid (p) tussen waﬁer“aan de ene kant en lucht, waterdamp en

andere gassen aan de andere kant (factor 800) .,

3. Snelheidspotentiaal.

3.1. Potentiaalbegrip.

Het zou prettig zijn als we een formule konden vinden, die voor het

hele stromingsveld zou gelden en waaruit in elk punt de gevraagde -

eigenschappen zouden kunnen worden berekend.

Het snelheidsveld is een vectorveld en een vergelijking met andere
vectorvelden ligt voor de hand. Het eenvoudigste voorbeeld is het

krachtveld van de gravitatie:

In een gravifatieveld is de potentiéle energie van een. massa
m: N - , '

Epot = mg (z—zo) (z omhoog positief genomen)
z =z is een aargenomen referentieniveau. De potentiaal is constant
als z = constant en de aequipotentiaallijnen staan overal loodrecht
op de werklijn van de kracht. Per definitie neemt hier de poten-
tiaal toe bij verplaatsing tegen de werking van de kracht in, dus

als arbeid moet worden toegevbegd,

Noot: Een meer algemeen voorbeeld is het magnetische. krachtveld.

De analogie met het stromingsveld is frappant. Het gegeven
voorbeeld van de stroming om de roterende cylinder kan wor-

den voorgesteld-met dé combinatie van een homogeen veld,

—_—
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S
een magnetische dipool en een, de cylinder vervangende

‘stroomvoerende draad.. -

Algémeen géldﬁ voor ae‘toename van de krachtpotentiaal bij ver-

plaatsihg langs een weg s van een punt A naar een punt B:

Py =Py = - [ F’__._ndE - F cos ¥ ds)

In.de.gekozen'voorbeelden,is de
verandering van potentiaal onaf-
hankelijk van de gekozen weg s tus-

sen A en B. We noemen het kracht-

veld dan conservatief.

A

Een.eigenséhap-van}zo'n conservatief krachtveld is, dat in elk

o punt . de component van de kracht in een bepaalde richting, bij-

voorbeeld:

FS = component van F in de richting s,

bepaaldris;‘door de potentiaal in het punt van aangrijpen, in de

richting van s te differenti&ren:

In het stromingsveld (een snelheids-vectorveld) kan men zulke eigen-

schappen ook goed gebruiken. Daarom definieert men een snelheids-

- potentiaal op ‘analoge wijze:

¢ = J v.das
o B : ,
of precieser: A¢, o = / - v.ds ' o (3.1.)
_ o8 A . . :
zodat: d¢ = udx+ vady + w dz (3.1la.)

In tegenstelling tot de krachtpotentiaal, heeft de snelheidspoten-
tiaal het_— teken niet nodig; het heeft geen betekenis.




Noot: De potentiaaltheorie is een belangrijk wiskundig hulp-
: ’ - middel met algemene geldigheid, die ook aan de stromings-

leer goede diensten bewijst.

Als een snelheidspotentiaal bestaat, waarvan de waarde onafhanke-
lijk is van de weg waarlangs hij is bepaald, dus anders gezegd:
als het snelheidsveld kan worden voorgesteld door een conservatief

vectorveld, dan is in elk punt P (X,y,2z):

s ot VT ey " v 2z
| in cylindercodrdinaten: v, = -%%,; Vo = %%3 '
‘ _
? - in het algmeen : V = grad ¢v of : V= V¢ (3.2.)

3.2. Voorbeeld,

We gaan nu even terug naar ons voorbeeld en vragen ons af hoe de
zaak er daarbij uitziet. We nemen voorlopig aan, dat de stroming

kan worden voorgesteid.door de volgende stfominqspotentiaal:

2 ,
RG , , T6 -
¢ = Ux (1 + _C_ ) + = (3.3.)
r2 2w ‘

Noot: Hier is de meest compacte schrijfwijze gebruikt, met

cartesische- en cylindercodrdinaten door elkaar.

Om een gemakkelijke formﬁlering van dé randvoorwaarde te krijgen

(vr = 0, als r = Rc), gaan we werken in‘cylinderCOBrdinaten
(zie blz. 4): |
2
R
SN v+ . re
¢ = Ucos 8 (r+ =) + 5=
radiale snelheidscomponentgu- ,
30 _ R
v, = 5L = U cos 6 (1 - ;7 ) (3.4.)
tangentiéle snelheidscomponent:
_ | o ) _ . »
Vg T =-Usine g4 e (350 -

|
|
|
|
|
(3.3a.) ' N o




We vinden V. ¥->0 als r = R, zodat -aan de randvoorwaarde op de
cylinder is voldaan. Ook zien we dat de invloed van de cylinder
verdwijnt als r oneindig groot wordt. In het oneindige zijn:.

v, = U cos 6 ,en_ve- = - Usin 6 , of u = Uenv = 0 |

(zie blz. 4) -

Het meest interessante is meestal. de snelheidsverdeling langs de
cbhtour, dus als r = Rc. Hier is in overeenstemming met de

randvoorwaarde v = 0, maar ook:

Ve = 2 U.sin 6 + -Z-Fl?{— (3.6.)
extremen treden op bij 6 = =& en o = 3T
X ‘e" » ie p bij 6 = 3 ‘ -5
De grootste Snelheid treedt op bij de combinatie: e_=' %
en : T = =T
Denkxbijlg aan vergelijking (2.2.): r, = 2wng (3.7.) .
L : , . Ty |
Dit maximum bedraagt: ve nax. = = (2U + o Rc ) (3.8.)
Als 6 = 3TT/2,- 1s Ve = 2U - 7TT—RC-

Zonder circulatie zijn beide snelhedehfgelijkj als'T = 47UR_,

is de snelhéid onder aan de cylinder = 0 ‘ (3.9.)

lin het algemeenxwordt de snelheid op het cylinderoppervlak = 0,
als: ' ' '

r

sin @ =- T7R U : h (3.10.).
c : .
In het voorbeeld & 1s sin o Ye
n het vqorvee Jus, als sin 6 = (4chU = ﬁ;

De:ze “sﬁuwpunten“ waar het water stagneert ("stagnation points')
liggen in dit geval dus onder de x-as. Als er geen circulatie is,
liggen ze op de x-as. Onder vobrwaarde (3.9.) wvallen ze samen op

de y-as.




F ’ ’ -
als zgﬁgﬁ‘.> 1, verplaatst het stuwpunt zich langs de negatieve
c - -

y-as, buiten de contour.

Voor een stuwpunt moet behalve vy = 0, ook v, = 0 zijn. Buiten

vde contour kan dit alleen als cos 6= 0, (zie 3.4.)

dus, langs de y-as.

, vé = 0 en.sin 8 = -1 levert met T = -T, in vgl. (3.5.)
een vierkantsvergelijking in % , waaruit volgt dat er behalve een

wordt. (ga dat na).

3.3. Gebied‘binnen de contour.

|
1
stuwpunt buiten de contdur,»ook één binnen de contour gevonden' ‘
Vergelijking (3.3.) stelt ook binnen de cylinder een vectorveld

'voor, die voor het beeld van een stroming in aanmerking zou kun-

nen-komen; We ‘hebben evenwel gezien dat er geen water door het

oppervlak heen stroomt, De twee stromingen zijh dus helemaal van -

elkaar gescheiden, zodat het geen verschil maakt, of &&n van beiden ;
wordt genegeerd; in ons voorbeeld denken we het binnengebied ver-

vangen door een vaste stof.

- 4, Stroomlijnen.

Met het dpstellen van de randvoorwaarden wés'een‘begin gemaakt aan
het in beeld brengen van de stroming. In elk punt van de contour
valt de werklijn van de snelheidsvector samen met de raaklijn aan

de contour. Dit komt overeen met de definitie van een stroomlijn.

De contour vormt dus (een gedeelte van) een stroomlijn.

Stroomlijnen worden voorgésteldydobr:

ax . & . & (4.1.) o |



StroomLijn o

4.1. Stationair of instationair; baan van de deeltjes.

Als de snelheid in elk punt onafhankelijk is van de_tijd,'heet de

stroming stationair. In dat geval zijn ook de stroomlijnen con-

stant en vormen zij de banen waarlangs de deeltjes zich verplaatsen.
Is de stroming daarentegen instationair, dan is het stroomlijnen-

beeld een momentbpnamé‘en volgen de deeltjes andere banen.

Noot: Een .inktstreep in een watersﬁroom-of een rooksliert in lucht,
is een opeenvolging van deeltjes, die in een stationaire
.stroming samenvalt met een stroomlijn. In een instationaire
stroming valt hij niet samen met een stroomlijn, noch met de
baan van afzonderlijke deeltjes.

5. Stroomfunctie §.

5.1. Stroombuizen.

Stroomlijnen zijn lijnen die niet door de waterdeeltjes worden
overschreden. Vlakken die wuit stroomlijnen-zijn samengesﬁeld en in
zichzelf gesloten zijn, kunnen dus beschouwd worden als de wanden
‘'van een buis waar water doorheen stroomt. Door elke dwarsdoorsnede
stroomt per seconde evenveel water, omdat we wel;mdeten veronder-
stellen dat de stroming continu moet Zijn (wet van behoud van
massa) . De buizen, gevormd door stroomlijnen, noemen we'stroom-
buizen".




fig-5 --1.1

stroombuis in het-alge-
meen. o
~AVpy = ApVna

A = oppervlak van de
- doorsnede .
V,= pgemiddelde normaal-
. component. van de
}’ o snelheid.

tig."5.1.2: stroombuizen in vlakke stroming van voorbeeld,

|
|
|
|
In een tweediménsionale stroming worden stroombuizen'éenduidig :
door de stroomlijnen gedefinieerd. In fig. 5.1.2. stroomt tussen

elk getekende stel stroomlijnen door elke dwarsdoorsnede een massa:
p U Y (met de lengte-eenheid als dikte van de stroming{ ) .

We kunnen aan elke stroomlijn een waarde:y.toekennen, waardoor
de massa tussen deze en elke andere stroomlijn is gekarakteriseerd

(¢ = . constant stelt dus een stroomlijn voor).

We noemen { de "stroomfunctie".

Noot: In echte driedimensionéle;stromingen heeft ¢y geen betekenis;

wel bij rotatiesymmetrie. In dat geval is de stroming in

wkf———______feite%bok_gggg;gimgnsiOnaal,.want zij 1is alleen afhankelijk
|

N



‘van de‘éxiale_positie (langs de x-as) en van de radiale
positie (afstand tot ‘de .x-as). De positie van het vlak van

tékening doet niet ter zake, zolang hij maar door de x-as gaat.

De per seconde passerende hoeveelheid tussen de stroomlijnen
vy en ¢ + dy is hier:

| dy = 2pr.dr.V o - (5.1.)

Bij debruik als rekengrootheid is de fyéische,betekenis‘niet
belangrijk en kan men de constante weglaten. Voor de door-
stromende heeveelheid gebruikt men dan ook meestal een ander
symbool en geeft het een andere naam, b.v. het "debiet": Q
of de "flux"

5.2. Stroomfunctie, algémeen_

Beschouw de vlakke stroming tussen tweefstrobmlijnen,wgékarakteri—
seerd door de waarden y; en wj van de stroomfunctie en neem op
elke stroomlijn een willekeurig punt aan: A op wl en B opw&.

- 13 -
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Door'een'willekeurige kromme 1lijn: s, die A met B verbindt, stroomt

een volume (we stellen steeds p= constant) per seconde:

B
f Vn-ds, waarbij Vh =  de normaalcomponent van V

zodat. we kunnen definiéren:

, B : , _ ’,
Vg = ¥y = AI v_ ds - (5.2.)

Door het element ds stroomt‘per‘seconde’vanklinks naar réchts

(zie fig. 5.2.) het volume:

udy - vdx,.

zodat: dy = udy - v dx o | (5.3.)

~of in poolcodrdinaten: dy = v, rdf - vy dr (5.3a.)

Noot: Bij rotatiesymmetrie spreekt men van de ‘stroomfunctie van

" 'Stokes. o
In cylindercodrdinaten met de x-as als coSrdinaatas en r,®
in het y-z vlak, wordt dan: '

ay = 2mr dr u - 2mr dx vr"f L ' e

Dit is de hoeéveelheid die stroomt door een ring met straal
r en dikte (dx + dr) '




M s onafHankelijk van de gekozen weg tussen A en B omdat in elk

- geval dezelfde hoeveelheid water passeert.

Ay is onafhankelijk van de positie van A of B op de stroomlijnen,
want we‘kunnen de weg onbeperkt verlengen langs de stroomlijnen

zondernde doorstromende hoeveelheid te veranderen.

Evenals bij de snelheidspotentiaal, kunnen de snelheidscomponenten

door partlele dlfferentiatle van de stroomfunctie worden afgeleidt

U= v - _ L (5.4.)

Ve T T3’ Ve T T (5.4a.)

; '~ 5.3. Voorbeeld.

i //////

|

|

5

L -

i P(r,8)

% \

} \

i \

! .

| |

\ C

]
In het voorbeeld kunnen we ¢y = 0 stellen op de’grensstroomlijn, !
dus op de contour van de cylindef (r = R ), bijvoorbeeld in A |
(R 0) en we kunnen de integratieweg klezen volgens ABP.

In P (r,8) geldt dan:

"“_*“““—*‘—-—‘——~~—¢~m——ﬁJLV R de - | v, dr (5.5.)




op de con‘tour‘is‘vr = 0, zodat de eerste term wegvalt.
Volgens (3.5.) is: 2 |

v, = - U si < L
. ] Vg = - U 51n6K1 + e ) +,2nr
zodat (5.5.) wordt:
. »Rc r
¢ = U sin® (r - ??;) T 7 In ¢ _
Rc,
. -Rz I r
w‘ = U r_s;n@ (1 - ;7 ) - 37 1n ﬁ; (5.6.)

De integratieweg ACP levert hetzelfde op, zij het met meer moeite.

Noot: Ter contrb6le altijd even v.en v terugrekenen.

0

é " Voor elke willekeurige waarde van y levert het verband tussen r en }

6 een stroomlijn op, die kan worden getekend. S ' i
Noot: Op analoge wijze kunnen voor: ¢ = constant, aequipotentiaal-
vlakken worden detekend. De waarde hiervan zal later worden

uiteengezet.-

6. Algemene voorwaarden.

: Afgezien van drukken en krachten is er nu een vrij volledig beeld
van de stfoming ontstaan. Maar het is nog de vraag of dit beeld
met de werkelijkheid overeen kan komen en onder welke voorwaarden.
ﬁ In de eerste plaats zal voldaan moefen worden aan de wet van be-‘

houd wvan massa, dat wil zeggen dat de stroming continu moet zijn.

‘6.1. Continuiteitsvergelijking.

We nemen voonlopig aan dat de vloeistof samendrukbaar is en dat in
de tijdseenheid de massa die zich bevindt in een vast ruimte-
element ter groottewvan,dx.dy;dz,_toeneemt.met;

=t 3 (p.dx.dy.dz) » ‘ (6.1.)

Aannemende dat de strdming'éontinu is, en de vloeisﬁof”homogeen;

zal per seconde door de zijvlakken toestromen:
- T —_—
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p.u.dy.dz + p.v.dz.dx + p.wfdx,dy.

. ru

Uit het element stroomt per seconde weg:

9 apv apw

(pu +: E3 dx) dydz + (pv + 7§7 éy)@zdx f (pw + o dz)dgdy

Resulterend neemt de massa dus af, zodat:

ﬂ = - .a,‘p_u v | _l Bap}v ey = IpW ; _ o |
ot X ,dxéydz ay;_dXdez =z dxdydz (6f2f)

(6.1.) en (6.2.) leveren per volume-eenheid:

P 4 -Bpﬁ 4 0PV 4 Jpw - : 2y - :
~E A% 3y | ez 0 (6.3.) .1
| \

3p

Wij beperken ons tot de onsamendrukbare media, waartoe we ook
lucht mogenﬁrekenenfals'de snelheden ver beneden de geluids-
snelheid liggen. We kunnen hierbij p= constant rekenen, zodat de-
voorwaarde voor continuiteit wordt:

3w, BV, dw
9x oy 9z

= 0 . of: div.V

__’,_Aﬁ_o_f_{ Y_.@S; =0

(6.4.)
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In cylindercoBrdinaten wordt dit:

v, avr ave- : : | g
Tttt O - - (6da)

Noot: Hierbij behoort dus de voorwaarde dat het mediﬁm homogeen is; .
o er mogen dus binnen het‘beschouwde_element geen holten voor-
komen, zoals cavitatié, gasbellen e.d.
Caviteiten worden behandeld als lichamen met veranderlijke
vorm, met als randvoorwaarde: -

constante druk (p,) langs de contour.

Met toepassing van‘de snelheidspoteﬁtiaal gaat de continuiteits-

vergelijking er als volgt uitzien: ' o ‘ . '

2 n2, 7 2 ' " ‘ '
24+ %5% + 24 = 0 of: V% = 0 (6.5

Dit is de vergelijking van Laplace. Oplossingen van de potentiaal-
theorie bestemd voor onsamendrukbare stromingen moeten hieraan dus

voldoen.

|
r
' ' : |
Passen we de continuiteitsvergelijking toe op de stroomfunctie |
(2-D), dan ontstaat: ' -

|

Nl Ll T . (6.6.) |
0x 9y dydx 0 : (6.6.) *

Dit betekent dat de stroomfunctie de voorwaarde van continuiteit
in zich bergt, mits de vloeistof onsamendrukbaar is. (6.6.) is

zonder meer waar voor een continu functie in x en y.

6.2. Rotatievrijheid. IR : . .

Een tweede voorwaarde om de potentiaaltheorie.te mogen, toepassen

volgt uit een -eigenschap van de potentiaaltheorie zelf:

Y B - b1l 2 4
w = 8%, W _ 39
_ 29X 9y 9y 9oxX
. " ;2
v = %3. ; oo o 37d

9x XY

Ook hier geldt weér dat:




dyex - 3xdyy '
zodat:
axX )Y
ow _ vV _ o , } .
ou ow  _
3z x -0

De léatste twee vergélijkingen‘worden op dezelfde wijze gevonden;
ze kunnen ook door cyclische verwisseling uit elkaar worden ver-

kregen.

Deze vergelijkingén betekenen dat de stroming

'&har'de‘vergélijkingen (6.7.) de drie rotatiecomponenten voorstel-

len in het cartesische  assenstelsel, respectievelijk:

Yor Yyr Yy . (zie volgende paragraaf)

6.3. Vervorming en rotatie.

De snelheidscomponent u (bijvoorbeeld) is een functie van X,Y:2
en t en kan volgens Taylor in de volgende reeks worden ontwikkeld:
u+ Au = u+ = AX + =— Ay + SE‘AZ + %E.At +_hogére~orde
’ - termen.
" In de limietovergang, als Au + 0, kunnen de@hdgere orde termen wor-

den verwaarloosd, zodat:

I

d
d

c.

du = A gy + M gy 2 4,

X oy 0z de

ot

Hiervoor kan het volgende worden geschreven:

g _. ou L oW AV, .y 0u _ 3V a
du ax Xt E Gy vy Ay vk gy -5y ) dy 4
. pon oW . ,9u ow 1 ou
. — —— | ;4 — S e— H — h
x5 ax) 92 t 5 (53 ax ) 4z + 3¢ dt
? ‘ ; - strekking '~ vervorming rotatie (6.8.)

—_
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L
Moy

. o + 4
o PP L V+ 2 e
t " . X
dx.
— Y
%% = tan & = & ; ‘”%§_= tan B . = B

Van een vierkant oppervlakte-elementje blijkf de diagonaal -

(bissectrice) te verdraaien over een hoek:
$ = -%(& - B (want: w/4 - & + $ = 1/4 - B - $)

de hoeksnelheid van de diagonaal is dus:

oy

= 31%¥ _ duy = - - (6.9.)

Gemakkelijk‘is in te zien dat de vervormingssnelheid is te defi-

niéren als:
' A = *,av:- du, , |
(6 + B) = Yl t+ W) _ (6.10.)

De andere rotatie- en vervormingscomponenten kunnen door cyclische

verwisseling worden verkregen.
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6.4. Toetsing.

De voorwaarde van fotatievrijheid is uit de theorie naar voren
gekomen. Om te toetsen of dit met de werkélijkheid overeenkomnmt,
brengt men kruisvormige drljvertjes in de waterstroom. Het blijkt,
dat de kruisjes niet verdraaien bij het passeren van het omstroomde
lichaam, mits d1t niet al te dlchtblj komt. Als een drijvertje in
de grenslaag terecht komt, dan verdraait het wel. In dit gebied

-kan de potentlaaltheorle blijkbaar niet worden toegepast.

Een‘andere toetsing van de waarde van de poténtiaaltheorie kan
worden verkrégen door berekende "inkt- (of rook-) lijnen" te ver-
gelljken met fotografisch verkregen beelden. Zulke vergelijkingen

blijken in veel gevallen erg goed op te gaan.

Meestal is het feitelijke doel van de theorie, de krachten te be-
rekenen. In dat geval ligt het voor de hand, de theorie te toet-
sen door vergelijking met gemeten krachten, of beter nog, met ge-

meten drukverdelingen. _
7.‘Dyhamica.

" Bij het omstromen van een lichaam ondervinden de waterdeeltjes ver-
énellingen-en vertragingen. Doordatﬁ de deeltjes massa hebben,

gaat dit gepaard met het optreden van traagheidékrachten voldens

de tweede wet van Newton. Deze moeten evenwicht maken met inwen-
dige spanningen en=uitwehdige’krachten, die hun invloed hebben op
het omstroomde lichaam.

We zullen nu eerst op deze krachten ingaan.

7.1;‘Versne11tngen.

We beschouwen de beweging van een vast massa-element in x-richtlng,

de versnellingscomnonent is:

a, = ot u(x,y,z,t) (materiéle fluxie volgens Lagrange)
Du _ du , 3w dx 3u dy ., du dz
Dt ot ox -~ dt dy dt 9z dt
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dx _ . dy dz _ At JR, hord 4 ..
It u, It Vv, JE w, zodat we kunngn‘schrijven.
_Ju ou . _du _oou . , _ ‘
a, = ap tuay +-v8y + w.az (7.1.)
of:
‘ = _a_u_ Wi A = 21_1. Ty
a, = gtV grad. u (ax 5t t vVu)
evenzo geldt:
S LT g
ay = 5g tvV grad. v
en: :
_ Ow , — grad. w
2, T TV
voor de y- en z-richtingen.
7.2. Drukkrachten.
L N <l Pt dx
d‘Z‘.lz ;
dy _
dx

Als we voo?lbpigKWrijving verwaarlozen, hebben we van de inwendige
spanningen alleen met de druk te maken, die alleen normaalkrachten

oD de eindvlakken van een vloeistofelement oplevert.

In positieve x-richting resulteert de kracht:

- 2R gxdydz

Fx oxX

__per eenheid _van massa, dus 1n dezelfde dlmensie als de versnelling
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F_ = ‘-»l
X P

in de andere richtingen vinden we evenzo:

. 1 3p
F = -
Y p oY
: _ - L1l3p y
en: F _ 5 3z (7.2.)

,Noot Om een meer VOlledig~beeld>te schetsen; wordt in het volgendg

" ook de spannlngstoestand met wrijving behandeld. Gedegen

kennis hlervan wordt niet verlangd.

Spanningstoestand met wrijving (Prandtl: " Stromungslehre")

[}

De elementaire spanningen in de vloeistof zijn evenredig aan de

vervormlngssnelheld Dit in tegenstelling tot de elastische

spannlngen.1n‘vaste‘stoffen, die evenredig_ziJn aan de vervorming,
voor zover ze de wet van Hooke volgen. Bij stromingen geldt een
dergelijke voorwaarde voor de evenredigheid; hier spreken we van

"Newtonse media" als de evenredigheid opgaat. De constante is

‘de mechanische viscositeitscoéfficient .

Bij afleidihgen wordt-gebruik gemaakt van de veronderstelling dat

de vloeistof isotroop is, dat wil zeggen dat de elgenschappen in’

alle richtingen gelijk 21Jn.

e . . —— L N ——
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Zonder nadere uitleg worden formules gegeven voor de normaal-
spénningen evenredig aan de streksnelheid en voor de schuif-

spanningen evenredig aan de vervormingssnelheid (zie (6.8.)).

/
‘ - 1
_ 11 : o O = ok
% - -
' 1 > 5 = 2u¥
I ) y ay
B [ . H V ) .
L -ed : . W :
_ 7 :
---7 au ov
' Tyx%‘ Txy “(By X )
. Bt
N Y LA
| ,l 1 NT'zy Ty_z’ U 32 3y
I . : : . -
10, - _ QW du
] G+ Ean)at DTy T Ty TH gt )

In x-richting werkt in totaal de kracht:

- z 4 20X -
oxdydz + oxdydz:+ N dxdydz Tyxdxdz + ryxdgdz +

0T, %

02

9T,
_¥X z - v , ;
+ 3y dydxdz _szdxdy + szdxdy +. dzdxdy

nettd_per volume-eenheid werkt dus in x-richting:

90, - oT,, - 9T
oF = X 4 YX _ZX
X oxX oy 9z

Sﬁbstitutiefvan de.vergelijkihgen (7}3.) en (7.4.) geeft:

. % d2u 3% - Pw Fu
o= 2u=—, + pe— + 2=+ pS—
pr . M ax 2 L .ua.xay uax 9z + u3322

of, per massa-eenheid, met invoering vanp/p =Vv :

_ _ 3%u | 3%u 3wy . . 3 ,au dv ., dw
Fx _\)(—E_X_‘-'-Fy-z + Tz—z)+\)-§}—{(-§}—{ +-§§+-§E)

- 25 -



om de druk er in te brengén wordt volgens Pascal gesteld:

au oV VBW'

1 2 oW

P= 3"?x * oy + 0 ) 3‘J(ax * ?y * 3z
zodat: - : . _

2l odp _ 2,93 (du, v, 3w

o ex 3V (3% * dy * 93z
~dus,

- _ _ 13 f3%u ., 3%u  3%u
Fx:. = S A% + "{(—axz + 5y # 522 ) +

de krachten in y— en z- rlchting kunnen door cyclische verwisseling'

worden beschreven.
We kunnen ook schrijven:

. lap S O T
Fo = 5 x + \)(V u‘+ 3 5% div.v) . _ .(7.5-)
Aangezien volgenS‘de continulteltsvoorwaarde voor onsamendruk-
bare vloeistoffen: div. V=0 is, kunnen wij volstaan met de vol-

gende serie vergelijkingen.

: = - rap , yy2
F, = b X + VW4
"F = —_I.QB.{- \)VZV
Y . p 3y~ '
o= = Ll3p L gpr, |
F, = P 3z * VWV ;o o L (7.6.)




7.3.:Uitwendig‘krachtveid. (conservatief gesteld) ..

potentiaalvlak ~ Neem een kracht F. onder een
- hoekex met de x-as.
_dx Bij verplaatsing over dh in
9* - a de richting van F wordt arbeid

, 7 verricht: F.dh per massa-een-
dn | - heid.

o ’ De component X = F cos 6_ ver-
richt dezelfde arbeid bij de-
zelfde potentiaalverandering
in x-richting, want de compo-

; N\ : nenten Y en Z leveren dan geen

arbeid, dus:

X.dx = ¥F.dh
_ poh
X = F X

Voor de zwaartekracht pernmassa-eenheid vinden we:

X = gi"., Y #'Igg—%, 7z = g-a—ll (7.7.)

7.4. Vergelijkingen van Euler.

Voor de eenheid van massa levert het eQénwicht tussen de krachten
van vergelijking (7.1.) (versnellingen), (7.2.) (druk) en (7.7.)
(uitwendige-kracht),.de,vergelijkingen van Euler op: '

du., 8w, odu . du _ _1a3p, . 3h

5t~ Yax " Vay TV a2 o ax T 9 3x

3V L dve L3V, odv _ _13p, . 3h

ot T U TV T Yz T T oy T 9%y

Bw LW . 3w . dw _ _13p,  dh |
ot T U ax Y Vay t Yz o9z t9 32 (7.8.)

Hierin is de stroming wrijvingsloos en de vloeistof iSotroog'

verondersteld‘(“ideale vloeistof").
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7.5. Vergelijki@geﬁ van Navier-Stokes.

Als we in plaats van de drukkrachten vOlgensAvgl (7.2. ), de tota-
le spanningstoestand in de beweglngsvergelijkingen opnemen volgens

de vergelljklngen (7.6. ), dan krljgen we de vergelijkingen van

Navier-Stokes..

Verkort geschreven:

du , = .. . _ 13D . oo d3h

SEY VY ?rad‘u = 0 %t vwiu + g 3%

oV ., = _ _1_ aE 2 9oh

3 + v grad v 2 3y f wWev + g 5;

w |, = _ _123p. 2 3h ,
2t t V»grad w o= T + VwWw + g "2 (7.9;).

In dit geval gelden zij'voor isotrope,'homqgene, onsamendrukbare

vloeistoffen met wrijving.

7.6. Vergelijking vaanernoulli.

Integratie van de vergelijkingen van Navier-Stokes is erg moeilijk
en in veel gevallen niet mogelijk. Daarom gaat men meestal uit van
de veronderstelling dat men met een "ideale" wrijvingsloze vloei-
stof te maken heeft en beperkt zich tot de integratie van de ver-

gelijkingen van Euler.

Om de'intéqratie mogelijk te maken moeten we nog een veronderstel-

ling aan de reeks'toevoegen,'waarvoor er twee mogelijkheden zijn:

a. we integreren~langs'een stroomlijn.

b. we nemen aan dat de stroming rotatievrij is.

" 7.6a. Langs een stroomlijn.

Hier geldt volgens (4.1.):

ax _ 'dy . dz -
a v W
of: :
\\ﬁ_‘—- o
- 28 -
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en

'gesubstitueerd in de vergelijkingen van Euler vinden we,; als we

voor het gemak de stroming stationair veronderstellen (3u/3t = 0)

du . , 8 du, .dz3du _ _13p, o 3h - g
“ 3xt+ Y 3x By T U 3x 3z p ox T 9k of:
du , dudy  Budz, _ _ 13, dh ..
u (3 + dy dx * %3z 3x B p OX * 9 3% r of:
du _ _13p, .3
u -a;{- = 5 3% + gax ’ of:
- - lap, 3h |
‘ u du = 5 X dx + g.ax dx (7.10a.)
evenzos: _
l %p oh : '
d = ==+ dy +g-—d 7.10b.
v av o oy S¥ * 95y dY (7. )
en: :
= - 123P 4 9h 4. (7
w dw = 5 3z dz»f 9 5z dz = (7.10c.)

Voegen we de vergelijkingen (7.10a, b en c) 'samen, dan wordt:

u du #+ v dv +.w'dw = = % (%E,@f + %% dy + %% dz) +-...... .
.Ofg u au +-v dy f wwdﬁ =' - %vdp + g dh
met p = constant levert integratie:

%uz + '.}gvz + hw?  = —% '+---gh +C

of,anders geschreven:

!5-‘—,'324_% - gh = .

v

Dit is de vergelijking van Bernoulli, die dus geldt onder dezelfde

voorwaarden als de vergelljkingen van Euler, maar wel is beperkt tot

een stroomlljn. De 1ntegratieconstante C kan dus voor verschlllende

stroomlljnen verschillen.



Noot: Gewoonlijk wordtiin het zwaartekrachtveld h naar boven posi-

tief genomen. In'dit'geva1 hebben we dezelfde richting aange-

houden,ais g; hierdoor is het'- teken ontstaan.

7.6b. Bernoulli in een rotatievrije stroming.

Voorwaarde voor rotatievrijheid is onder meer dat (zie.(6a7Q)):

a.'u - _a..Y. = .a_g - .al”. .-=,
oy . 9x 0 en 3z 90X Q

In de vergelijking van Euler voor de x-rlchting kunnen we

%% vervangen door W en au door Ll . Als we u ook

‘d“? X dz X 3

nog als een partieel afgeleide naar x kuhhen.schrijVEn‘en‘par-ﬁ

- tieel afgeleiden naar y en z invoeren,.overal in de vergelijkingen

voor de y- en z-richtingen, dan is integrétie:weer gemakkelijk.

" Voor de instationaire termen kunnen we ons doel bereiken door de

snelheidspotentiaal in te voeren, zodat:

ot ot tex’ -+ ot ox ot
-evenzo ige
at. Jy ot
en: .
. ot 9z ‘ot
voor de x-richting vinden we: :
2080 , QU4 2V, 2 _ _1l3p, .23
x ot t Uax T Vax YV oax 5 ax T 9 3x
~waarvan we kunnen maken, met p = constant gesteld: -
9 i 2 4 yru2 i 2_1 _P .
% ( S R A L B T + gh) -
of ook: . _
» __a_ ai i ,—-2 . E - .' ¥ "-' = '3 [ xps ! i1
% (3t‘+ v f 3 gh) dx 0 ‘(x richping)
evenzo: : _
% L T B-ghay = 0 (y-richting)
en: o | ' '
- 9. (9¢ =2 . P p - ‘ Lo
L (—— + 5v° + 5 - gh) dz = 0 (z-richting)
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Bij elkaar geteld en geintegreerd geeft dit weer.deivergelijkingl
'van Bernoulli,‘die dus ook blijkt te gelden voor het gehele
.stromingsveld als dit rotatievrij is. In dat geval is tevens een

»eenvoudige opldssing voor instationaire stromingen aanwezig:
30 L 152 4 2 _anh = < o |
: at,+‘%v + 5 ghl C : (7.10.)

Noot: h in de richting van g positief gemeten.

7.7, Vdorbeeld} druk—coéfficiénten,

Ons voorbeeid~is fbtatievrij en stationair. In elk punt van het
'stromingsveld kan met de vergelijkingrvan Bernoﬁlli de druk worden

bepaald, dus ook op=de cbntour.'We zullen ervaren dat het zwaarte-
~ krachtveld buiten beschouwing gelaten mag worden.

%% = 0 en langs de omtrek van de cylinder is v = ;6 .

Vergelijking (3.6.), met T = —-Fo gesteld, gaf op de contour:
= : ’ I‘o | -
vo= = U(2sing + 7F§;ﬁ ) » zodat (7.10.) geeft:
. . _ Fd :
P ‘ = pC + p gh - % pUz (ch'ine + Z_TTR—ﬁ ) ‘2_ . (7 A i )
. ’ ) c .

- C kunnen we bepalen als de druk in het oneindige (p;) bekend is.
Hier is v = U, zodat: ' '

pC = p, - pgh + %p‘JU2
op hetzelfde niveau h.
Substitutie hiervan in (7.11.) geeft:

2Fosihe T

= . + 1 u? (1 -~ 4 in 2 —_ - . o 2
p_‘ P ,:pU (1 - 4sin?p TR T (ZWRCU) )

(7.12.)

Het is gebruikelijk om de druk in de vorm van een dimensieloze !

codfficiént weer te geven in relatie Hot de druk in het oneindige: “
= g (définitie). S (7.13.) 1

_ ‘ A
- A
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zodat de drukcoéfficiénten op het oppervlak van de cylinder worden:

\ ZfosinB . To , _
;' | Cp‘ = 1l - 4sin“g - TR0 - (ZTTR U) : (7.14.)‘
I . ) (o] (o]
| De hoogste druk treedt op waar‘V‘ = 0, dus in de stuwpunten

(zie (3.10.)). Daar is:

De druk in de stuwpunten is dus: p = p_ + %pu?

7.8. Voorbeeld; cavitatie-inceptie.

Een begin van het. optreden van cavitatieNmoét<wordén verwacht als

de laagste druk in het veld gelijk is aan de dampdruk van de vloei-

stof: p_. : : -
\'4

Volgens Bernoulli treedt de laagste druk op, waar de snelheia het

- grootste is. Dit is bij sin® = m/2 (zie ook (3.8.)), dan is:
| ‘ ‘ : '
‘ 2T T, |

. : o
pmin = p.oo + %pUz (-3 - -TT—R_% - (m)lz) (7.15.) .
c c ‘
_ , ,215 Ty , - .
dus: CP (min) = - (3 + ;TTCT\J- | + (ZTT.RC.U) ) (7.15a.) .
itati i finieerd als Pa ~ Py
Het cavitatiegetal s gedefinieerd als o = —EBET__ ;
zodat 0 = -~ C_ op plaatsen waar de dampdruk heerst.

Bij de cylindef uit het voorbeeld kan dus een begin van cavitatie

worden verwacht als Cp (min) - g, dus als:

I

, , O 2
3+ g * o) (7.16.)

2
TR
C

1]
Q

1"0
U




7.9. Voorbeeld: Weerstand ("paradox van d'Alembert").

pﬂ.ms-&-ale
48 : :
: Pm’ | plen~b4e
% 8
D

De drukkracht 6p een opperlakte-elemént R.d (dikte 1), heeft
eén component in de richting van de ongestoorde stroming

(= weerstandscomponent) :
dD = p R, cos® do (D = “Drag")

De totale weerstand kan ' worden berekend door integratie over het
gehele oppervlak met p uit (7.12.):
2T L _ - 2T _sino T, ,
D = f'{ p, + %pU°(1 - 4 sin"6 - RO (ZWR,U) )} -
o , c C. - c

. Rccose de (7.17.)

AGeen,der_termen blijktreenibijdrage'tot'de weerstand te leveren
zodat deze nul blijkt te zijn. S

Het is gebleken dat de potentiaaltheorie bij een gesloten lichaams-

contour nooit weerstand oplevert. Men noemt dit feit de paradox
van d'Alembert. '

Op dit punt faalt de potentiaaltheorie blijkbaar, want experimen-

teel kan men altijd weerstand aantonen (misschien met uitzondefing

~~—-———-——van-stromingen. van supervloeibaar helium) .
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7.10. Voorbeeld; Dwarskracht of "Lift".

Integratie van de component in y-richting van de drukkracht geéft:

2w : :
2T _sin6 r
= - . ~T72 - datn?2p o o - o 2y | .
L = - Ojv {.pm + %oU2 (1 - 4sin?e TR (ZchU) )}

. R_siné de (7.18.)

Uitwerken leert dat alle termen op &&n na, nul worden. Overblijft:

. : : 2w , 2Fosin6 7
L= - 0] | }ij (= TCU) Rc sing lde
of: 2 W ' :
L = f- % oUFO sin?0 d6, wat uiteindelijk oplevert:
: 0 . : _
L = p.U.T (per eenheid van breedte) (7.19.)

Dit resultaat komt overeen met de wet van Kutta-Joukowski ;
een zijdelings ten opzichte van de richting van de ongestoorde
stroming gerichte kracht hangt altijd samen met circulatie en

bedraagt in een potentiaalstroming altijd:
L = pUFO per eenheid van breedte’

De bedoeling van de negatieve draairichting van Fo in het voorbeeld

is nu duidelijk: de 1ift is naar boven positief uitgekomen.

8. Elementaire snelheidspotentialen en stroomfuncties.

Met de krachtén en de drukverdeling zijn derbelangrijksterplos-
singen verkregen voor het strOmingSprobleem van ons voorbeeld.

We zijn echter uitgegaan van een gééeven—Vefonderstelde snelheids-
potentiaal, die in de praktijk, afgezien van de weerstand, een
goed beeld bleek te geven van de stroming. | o

Ih het volgende'zullen we aangeven hoe een snelheidspotentiaal

kan worden gevonden.



8.1. Superpositie van potentialen.

 Een'eigenschép van potentialen is de superponeerbaarheid ervan. ‘
Stel dat in een-potentiaalveld in een punt P (x,y,2), een vector

: _ _ |
'Vl‘heerst, die'samengesteld gedacht kan worden uit de componenten E
|

ull Vl ’ w'l‘.

Hierbij tellen we vectorisch op, een vector 32 met de -
coonnenten:‘uz, vzr WZ;.

Voor de ‘resulterende vector geldt:

maar ook:

3 1
en: :

. : V3v , V]_ V2 . . (8 ) ,
- en: _ ‘ ;
' w3 =Wy +'w2 voor de componenten in x-, y- en z-richting. |
- ' I
|
S/ | I
' | |
V3 Vz ; VI 2
|
. |
u, . ‘uz 5

Stel dat voor elk der vectoren v, en VZ afzonderlijk een

. | 1
potentiaalfunctie geldt: resp. ¢, en ¢2, dan is:

T T T« TR

9%y o3y ' - 3
U, = .3 en u, = 5% ! zodat volgens (8.1.) voor de
x-richting geldt: :
o= o 2
3 X X
of ook:
| 2

| vy = gx (4 + 9y)
evenzo is:




wy = aiz (6 + ¢5)

zodat we kunnen besluiten dat voor de resulterende vector 73

een potentiaal geldt: ¢ =0, + ¢,

De som der potentialen blijkt dus ook de potentiaal van de som
der vectoren te zijn! |
We kunnen nu trachten meer gecompliceerde pbtentialen samen  te

stellen met behulp van een aantal eenvoudige elementen.

8.2. Supe:positielvan stroomfuncties.

Wat in 8.1. voor potentialen is aangetoond, kan in het tweedimen-
sionale- of rétatiesymmetrische geval ook voor stroomfuncties
worden aangetoond. '

Hier ‘is echters

3y | 3y
RS | = 2
Yy T Sy en Y Ty o
zodat: ‘
R
evenzo 1is: _
= -9 ¢
vy = Toax by + )
zodat ook;:
Y3 = ¥y + ¢, moet gelden.

8.3. Parallelstroom.
Onder een parallelstroom verstaan we een homogene stroming waarin

is.

In relatieve zin ontstaat een parallelstroom als een lichaam, van-

waaruit men de stroming beschouwt, in beweging wordt gebracht..

de snelheidsvector in elk punf gelijk van grootte en gelijkgericht



X

We stellen in de oorsprong ¢ = 0 en kiezen de 1ntegrat1eweg langs

OABP om de potentiaal in P te v1nden. Hetzelfde doen we voor de

stroomfunctie voor het tweedimens;onale geval.

De componenten van de snelheid zijn'in elk punt U,V en W (constant).

Y -
¢ = I U dx + [ - Vdy + / W.dz , of:
0 0 _ 0 |
6 = Ux + Vy + Wz : o (8.2.)
Tweedimensionaal is W = 0, zodat: ¢ = Ux + Vy (8.3.)
" Dan is: Yy , ' ’
P = / U dy -~ / Vdx of: ¢ = Uy - Vx (8.4.)

De asrichting kiest men meestal 26, dat V=W =0

8.4. Vlakke‘bronstroom.

We nemen een vlakke stroming aan, waarbij door een willekeurig

chinderoppervlak zuiver radiaal en homogeen verdeeld, -een water-

hoeveelheid, O stroomt. De straal van de cylinder laten we tot

nul naderen,; tot het oppervlak samenvalt met de as. Deze as ge-
draagt zich dan als een bron als het water naar buiten stroomt,

of als een put als het naar binnen stroomt.

We noemen O de bronsterkte en spréken van een bron als 0o >

en van :een put als Q <




' De radiale snelheid bedraagt: v. = Q/27r ‘
en: vy = (0] i
y ‘:‘
. ¥ ?‘
-~ Qq |
Vs -
‘ “r 2mr

We nemen aan dat oorsprong en bron samenvallen en dat ¢ = 0 is
als r = r_. We kiezen de integratieweg langs de voerstraal van P
r ' r . _ o : p
o o g o : :
¢ = / v, dr = / VT d;
r ~ r
o .o

) = él ln-gi ; r_ = 0 kan niet;.de‘brdn,is‘eén‘singulief

w _ o ‘
° punt. We moeten een ander begin-
" punt voor: integratie kiezen.
In het algemeen:
¢ = 2 lnr + C - (C = constant) (8.5.)
27

“Nemen we ydor~de stroomfunctie als nullijﬁxaan: ® = 0 en de inte-

‘gratieweg langs r = constant, dan is:

) . _ B o :
v = /‘ v.r dQ = /_ pp ge“
zodat: 0 . 0 _ : ‘
= 9 ' - :
v o= Sz 8 +cC _- (8.6.)
8.5. Ruimtelijke bronstroom. a S : .

Op dezelfde manier kunnen we de bron in één punt geconcentfeerd

denken, waarin een alzijdig gerichte, homogene .stroom ontspringt.

-



. Door elke willekeurige bolschil waarvan de bron het middelpunt,

- is, stroomt dan dezelfde hoeveelheid Q, met in elk punt de radlaal
gerichte snelheid: v, o= Q/4nr? .

Hierin is 4qr? ‘het oppervlak van de bolschil.

¢ = / : Vr'dr = / 4:‘lrQr.2 dr
‘ r r
(o]
= TWE o+ ¢ (waarin ¢ = 22 - (8.7.)
P nr (waarin C = Tax) .7.

Omdat de stromlng rotatiesymmetrisch is, heeft ook de stroomfunctie

betekenls-

Yy = v._da ; - Voor dA nemen we een ringvormig opper-

vlakte-element ter grootte.

. . dA = 2w.rsinf.r 46
rdo terwis =
( terwijl v, Yr
r s:.,e- VUitgaande van ¢ = 0 in ® = 0, vinden
: we:
__omtreks=
: _ . TP SIh© 9
S ' _ Q 2 ‘
lb = 0/ Z“_—rz- 2‘11'1:" sinB 4o
R =-.% (1 - cosd) (8.8.)

8.6. Dipool (of;'dqﬁblet) in'v1akke stroming.

We kunnen een bronstroom en een putstroom combineren door de poten-

tialen, of de stroomfuncties bij elkaar op te tellen. Om een ge-
slotén systeem te krijgen, waarbij geen Water'verlorenfgaat; of er
‘bij komt, nemen we bron en put even sterk ( + Q, resp -Q). ‘

We kiezen voor het gemak de oorsprong van het‘assenstelsel in de
'put'en.stellén dat de bron op een kleine afstand: € daarvan ver-
wijderd ligt, in het punt (e,0), of cartesisch: (xo,yo), waarvoor
geldt: '

x,
il

€COSq

)
il

€sinqg



Om de potentiaal in een punt P (x,y) tengévolge_van‘ae bron te
vinden, moeten we in de vergelijkingen (8.5.) en (8.6.) verscho-

ven assen toepassen,; zodat:

2 = (x - ecosa)? # (y = esina)?
en .
0 '=:‘arctén X;:_EEEEE
X — ecosd
_Fo'-"
~N v
Tengevolge . A ) respectieve-

lijk de potent

- X0 . 7"
¢y, = Zn esina) © + C;
¢ = %%ﬂ In r

P

De potentiaal van het samenst .S (¢b + ¢ ). De limiet van deze
combinatie, als we € tot 0 laten naderen, terwijl we het product:

€Q constant houden, noemen we een dipool of doublet.

Het product eQQ = m noemen we het dipoolmoment.

De. richting van de dipool is gedefinieerd van de put naar de bron

toe . (dus, zoals € in de figuur)

De potentiaal van de dipool vinden we als volgt:




“of:

o - lim (0e) InV(x - ccosdi’+ (y - esina)® = Inxr +C ,

e>0° 2% - €

Met de regel van de 1'Hospital wvinden we:

' “lim. m 1 -2(x — ecosa )cosa = 2(y - esina)sina ,
) = . F= e A e - 7 - 7 + C
e~>0 2m 2 - (x = ecosa)’® + (y = esina)
,Hieruit-vdlgt:
. _ -m x cosa + y sina 7 : :
¢ = 77 X7 ¥ yo ‘* & . | (879')'

In poolcodrdinaten kunnen we hiervan maken:

0 _ -m cos (8 - d)

271r +C

De stroomfunctie van de vlakke dipool is op dezelfde manier te
Verkrijgen: ' . .
a.rc‘tavn L_:_w_ ) + C

lim (Qe) X — £COSa

Vo= o T2 T . *¢

‘Na uitwerken wordt hiervoor gevonden:

g = B X sino - y cosa

= R +C (8.10.)

"~ m sin (8 = a)

Dit geldt_dus voor een willekeurig gerichte vlakke dipool.

8.7. Voorbeeld: cylinderstroming.

We combinereh'de-parallelstroom (u=U; V=0) volgens vgl. (8.3.)

met een tegengesteld gerichte dipool (o = m), waarvoor dus geldt:

omex ' -m. : .
p = 2 . en Yy = -55f¥ (8.11.)
Samenstellen geeft voor de potentiaal:




R et

¢ = U.x +2 X, of in ¢

¢ = u.r.cos6 (1 + 7;%1— )
volgens (3.2.) is V. = %%‘ s éodat;
v. = U.cost (1 -’EE?TE)
IWe kunnen vr' = 0 maken op een cirkel met straal R (randvoor-

waarde voor de cylinderstroming), als we stellen.'

m = 27R2U A
2 .
zodat: v, = U.cos® (1 - ;7 )
. 2
en: »Rc | | | |
= U.r.coso (1 + Fy ) ‘ , ' (8.12.)

Hierin herkennen we vgl. (3.3;) als we daarin de circulatie = 0
stellen. , '

We kunnen dus een vlakke cylinderstroming (zonder circulatie) uit-
beelden door middel van superpositie van een parallelstroom en een

tegengesteld gerichte dipoolstroming.

We controleren de zaak met de strobmfunctie, door samenvoegen
van de ¢ uit (8.4.) met V = 0 en (8. 11 N

\p.‘ = U‘_y .._m_'l

_ 27r?
of: _ - ,
=1 . o m_
Yy = U..r‘.‘s_ine (1 VETRa] )
De stroomlijn ¢ = 0,:vef16pehd langs de cirkel r = Rc’ kan worden

verkregen door weer te stellen:

m = 27R2U , _
‘ (o3
2
R

zodat ¢ U.r. sine (1 - ;S )

Dit komt weer overeen met vgl; (5.6.) als T = 0 is.
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8.8. Ruimtelijke dipool.

Geheel analoog aan de vlakke dipool, kunnen we een ruimtelijke di-
pool deflnleren, uitgaande van een puntbron .en’ een puntput die we

“tot elkaar laten naderen.'

Voor de bron‘geldt nu met verschoven assen volgens (8.7.):

B LS S
V(x - gcosa )% + (y - esina)?

zodat voor de dipool geldt:

. lim | =(Qe)
¢ g0 a7 °

ol

{ S S R }
vVix - ccosa) 2 + (y = esina)? °©

Uitwerken -met behulp van de regel van de l'Hospital geeft:

-m X.coso, +2;§ina . ‘ k8313.)
(x2 + y2)°/2

of, inrcylindercoﬁrdinaten:

‘¥m.cos(e~— o)
dnwre

b =

Met betrekklng tot de stroomfunctle van de ruimtelijke dipool moeten
we bedenken dat: rotatlesymmetrle voorwaarde is. We zullen daarom de
dlpoolas laten samenvallen ‘met de x-as en wel 26 dat de bron links
van de put ligt (a m) .




i --——overgelaten. . ."_ _—

Met behulp van de vergelijking (8.8.) en de figuur kunnen we

opschrijven:

1] - —X* € - _ 1 4 cos8

v _ lim  (Qe) , (x + €)% + y?
T e»0 2 "

€

Dit levert metbbehulp van de regel van de l'Hospital:

- Bij deze, meest bekende situatie (o = 0) hoort de-poténtiéaL:
¢ = =3 +C - (8.15.)

Deze formules gelden dus voor de ruimtelljke, volgens -x gerlchte
dipool ’

8.9. Enige toepassingen.

"Stroming om een bol.

Analoog .aan dé,cylindérstroming:kunnen we de stroming;om een bol

'beschrijVen.door een parallelstroming te combineren met een tégen-

gesteld gerichte ruimtelijke dipool. (vgl. (8.3.) met V=W = 0
en vgl. (8.15.)). '

_ L, m.x '
¢ = U.x + I’ + C
¢ = U‘césel (r + ——my— ) +.C
4dnr<v .
- 98¢ _ g (1 - M
Ve = 3 = Ucest (- g )

Het blijkt dat v, = 0 op een boloppervlak: r = R als

c.
D e . 3,;
m = 2chU
zodat: _ RS :
¢ = Ur cosb (1 + ;%) | (8.16.)

Een eventuele uitwerking van de stroomfunctie wordt aan de student
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Ovalen en ovoiden van Rankine.

Superpositié van een parallelstroom, een bron; en benedenstrooms
déarvan, een put van'gelijke (maar tegehgestelde) sterkte als de
bron, levert stromingén‘om min of meer langgerekte vormen. Bij
vlakke stromen spreken we van "Rankine-ovalen", bij rotatie-
symmetrische, van. "Rankine-ovoiden". ‘

Meestal worden bron en put symmetrlsch ten opzichte van de y-as
gegroepeerd, zodat voor beidenh de potentiaal met verschoven assen

moet worden opgeschreven (Cartesisch assenstelsel gebruiken) .

8.10. Circulatiestroom of wervel.

We nemen de oorsprong van het
assenstelsel in de kern van de

wervel aan en stellen overal:

v = 0 en

<
Il

constant

langs r = const.

Aan de continuiteitsvergelijking

wordt voldaan, want:

_‘_’_13. + avf, + ave -
r, ar  rab

|
o

De potentiaaltheorle kan alleen worden gebrulkt als de stroming
in het beschouwde gebled rotatlevrij is. In cyllndercoordinaten
betekent dit. '

CD

_'1_ _r
r  ar rdo

Dit blijkt het géval te zijn, als de circulatie overal gelijk is:

= 2 -V = 1S, nt anda 3 = .o ] (.L.
T L ye constant, ook langs 9 const. ; VB SnT
) r . o
o = 505 - © de of: ¢ = = +C (8.17.)
) . : —_— Wfr _F ) . —_ —F
L‘——-——-—-_._,.JP_:___/__ZM___,di___'__- of: ¥v= s-1Inr + C (8 18, )
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De wervelstroom blijkt de tegenhanger te zijn van de bronstroom; -

¢ en' y hebben dezelfde vorm, maar ze zijn verwisseld.

Noot: Rotatievrijheid geldt overal in het veld behalve in de kern
van de wervel zelf. Dit is een singulier punt, waar de snel-
heid oneindig wordt; in dit punt_geldt~de3potentiaaltheorie
niet en het mag dan ook niet in integratiewegen worden opge-

nomen.

8.11. Voorbeeld.

Verge;ijking-(8.17.)'is toegevoegd aan (8.12.) om (3.3a.) van ons

centrale voorbeeld ‘te krijgen.

‘Evenzo geldt dat (5.6.) van het voorbeeld neerkomt op«éen super-

positie van de stroomfunctie van een parallelstroom, een dipool

en een wervel (8m18.).

8.12.'Wetveldoublet.

Een wervel met positieve circulatie (+I') plaatsen we met haar kern
in een punt (e,0) naast een negatieve wervel van gelijke sterkte
(- T), met zijn kern in 0. .. :

Geheel analoog aan de stroomfunctie (y) van de vlakke dipool

(par. 8.6., vgl. (8.10.)), vinden we de_potenfiaal (¢) vah de

werveldoublet.

De stroomfunctie van defwerveldqublet is op het ﬁeken na gelijk aan.

de snelheidspotentiaal van de gewone vlakke'dipool._

Doér de as van de werveldoub];et,900 te draaien, kunnen we de
gewone vlakke doublet krijgen; zij zijn dus aan elkaar aequi-

valent.

8.13. Ringwervel.

Een rotatiesymmetrische analogie van de werveldoublet is de ring-

wervel. Deze is aequivalent aan de ruimtelijke dipool.



8.14. Lijn- en oppervlakte-beleggingen.

'Superpositié“kan worden toegepast met discrete bronnen, dipolen en
wervels in een parallelstroom. Hierbij kunnen stroomlljnen ont-
staan, dle zeer verschillende 11chaamsvormen voorstellen.

. Behalve discrete elementen kunnen echter‘dok cbntinuverdelingen

worden gébruikt, of combinaties van beide.

Een discrete bron met de sterkte () kunnen wé‘vervangen door een
element: ' ‘ | |

q(s).ds van_een bronVerde1ing langs de lijn s.

~“beKend als "het—Magnus-effect!..

. ! , Pesy)
y

6 & | & X
discrete verdeling ' ' 3continu verdeling van bronnen:
van bronnen: o

. R / (C)d 1in \/ (x - C)2+ YT

n "

== ._!Q._l_ ¢

b=k 37 ImrtC

Bij'het samenstellen van werveIS'kunnén»wewop dezelfde ménier‘de

'discrete wervels met de sterkte F vervangen door een continu-

verdellng y(s)&s.

ds kan een 1ijne1ement; maar ook een oppervlakte-element voorstel-

len.

9. Draagvleﬁgei-prbfiel.

Gebleken was dat de stroming uit ons voorbeeld een kracht oplevert
die loodrecht op de richting van de parallelstroom staat, mits er

een circulatie om de cylinder aanwezig is. Dit verschijnsel staat-

‘
—
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Zoals reeds eerder is gestéld, ontstaat de circulatie als gevolg

van het optreden van wrijving bij het roteren van de cylinder.

Het verschijnsel van de zijdelingse- of lift-kracht is ook bekend
van de vliegtuigvleugel, het roer, het schroefblad en van andere
toepassingen. - ' B » _
Het blijkt mogelijk om de potentiaal-theoretiséhe'cylinderStroming
te transformeren in stromingen, waarin de randstroomlijn de vorm van
een draagvleugel aanneemt. Langs die contour kan dan op de bekende
manier dé d;ukverdeling‘WQrden berekend, waarna integratie de wet
van Kutta-Joukowsky bevestigt. (Het gaat hier dus niet om de kracht,
maar om de dnukVerdelingQ. : . -

Bij dit proces wordt de circulatie bépaald door de voorwaarde van
Joukowsky (ook bekend als de "Kutta-conditie"), die stelt dat de
stroming aan de scherpe achterkant tangentieel moet verlopen

(dat wil zeggen géen oneindige snelheid op de rand).

Voor dit transformatieprobleem wordt gebruik gemaakt van de
functietheorie. We beschouwen alleen vlakke stromen.

9.1.»Complexe potentiaal.

" Volgens (3.1la.) is: d¢ = wuwdx + v dy

. . . 143 1A _ . oax 9y - _u
Voor een aequipotentiaallijn geldt d¢ = 0, zodat ax -~ v
Volgens (5.3.) is: dy = udy - vdx
Dit volgde uit dy = 0 voor de stroomlijn: XY

‘Hieruit blijkt dat aequipotentiaallijnen en stroomlijnen lood-

recht op elkaar staan; ze vormen een orthogonaal stelsel lijnen.

Deze orthogonaliteit maakt het mogelijk om een stroming niet alleen
te beschrijven door middel van<bpf'w in een x-y-vlak, maar ook door
middel van een complexe potentiaal in een complex vlak:

potentiaal: y = ¢ + iy . ' (9.1.)

in het vlak: z = x + iy (9.2.)

De complexe snelheid moet de afgeleide zijn van de potentiaal in
de richting van de cobrdinaat:
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20 ax + A dy + 1 (W dx + 2 ay )
dx . o dy""(SX' X oy Yy )

ax o %

dz ax + idy

Om zinvol te zijn, moet het niet uitmaken of hierbij dx = 0, of
dy = 0 gesteld wordt: _

0 geeft: -

dy

Voor de COmpiexe snelheid kunnen we dus schrijven:
L . w.= u - iv | (9.3.)

In herinnering wordt gebracht, dat we ook schrijven kunnen:

7De4elementaire vlakke stromingen kunnen in cbmplexe‘vormzals volgt

geschreven worden:
ParallelstrOOm evénwijdig'aan de x-as:
X = Uz ' o ' (9.4.)
Bron in de oorsprong:
X =  §%1nz' o | (9.5.)
bipoollin de oorsprong metde‘§s lanésvde-x-asr

X = 2Tz | (9.6.)




9.2. Voorbeeld,

De complexe potentiaal van de stroming om de cirkelcylinder met
circulatie is de som van (9.4.), (9.6.) en (9.7.):

R? i
= U . _C - il 4, 2 '
= U (z + z,) 3 1ln B (9.8.)
c .
9.3. Conforme transformatie.
Een potentiaalfunctie X = £ (2)
die in het vlak: z = x + iy

een mogelijke stroming voorstelt, kan worden omgevormd tot
een functie _ X = g(t)

in een vlak . g=g 4 iT

door een betrekking tussen z en t_aan te nemen. -

In beide vlakken zijn de stelsels aequipotentiaallijnen en stroom-
lijnen orthogonaal, zodat een rechthoekig element uit het ene vlak,
terug is te vinden als een eveneens rechthoekig element in het :
andere vlak op de plaats, waar dezelfde potentiaal heerst, dusv
waar: f£(z) = g(©). | ,
Hoewel de vorm van de aequipotentiaallijnen en. stroomlijnen in de
twee vlakken sterk kunnen verschillen, blijft de vorm van elk
elementaire deeltje bij de omverming gelijk. We spreken daarom

van "conforme transformatie".

Als eenvoudig voorbéeld het volgend:
Véor de:stfoming,Qm:een:cirkel in het z-vlak geldt:
, | ; N B » _
X=U,(z‘+fzgi) ;
voor een parallelstroming in het ;—vlak;.
x=w

om de cylinderstroming in een parallelstroom te transformeren

moeten we dus stellen:



R2

= "—c \ . .
L = ? t : (9.9.)
De snelheden in het t-vlak zijn: %% = %% . ‘%% ' (9.10.)
9.4. Het_vlquélprofiel,
We substitueren de vergelijking: ¢ = =z + 2 in de uitdrukking

voor de stroming om een cirkelcylinder, waarvan de straal een
klein beetje groter is dan a. We zorgen er voor dat de cirkelom-
trek door x = a gaat.

- We verschuiven de cirkel dus over een afstand e langs de x-as

om éen symmetrisch profiel te krijgen; € is reéel. Om een invals-
hoek o, te krijgen draaien we het stromingsveld door die hoek. In
vergelijking (9.8.) moeten we daarom z vervangen door: -

(z + e)'eiao)”zodat we krijgen:

iag

io 27

. . i - . 2 —3 ‘ -
= U (z + e)'e_iao + (a + e)_  4 V;Fln (z + €)e
C (z + e)e —0O

' (a + €)

(9.11.)

‘voor de verschoven en gedraaide cylinderstroming.

Voor de transformatie is nodig:

. 2 V
g = z +

N

Substitutie 1lijdt tot-een.erg.ingewikkelde vérgelijking,'zodat aan
een berekening punt voor punt de voorkeur wordt gegeven.'
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In de berekende punten geldt dan voor de snelheid:

dy, _ A\ dz _ { ., "i% _ (a + e)?ia . =il - o 2? )
d_c'—-d_z'.d—c._{u(‘e mﬁ O) + z.n.(z + ej’}(zl - af

Hieruit blijkt dat de snelheid oneindig wordt voor z = a, tenzij het

gedeelte tussen accolades, nul is. _ _
Het punt 2z=a komt overeen met de scherpe achterrand van de vleugel.

Bij de aanzet van een stroming om eén draagvleugel die onder een
hoek ten opzichte van de ongestoorde stromlng is ingesteld zal
de snelheid om de achterrand erg groot worden. Door de invloed van

de wr1]v1ng, zal de stroming echter loslaten en tangentieel aan het

profiel gaan verlopen, wat leidt tot,de,voorwaarden van Kutta-

Joukowsky :

De circulatie moet zodanig worden gekozen, dat de stroming langs

de achterrand tangentiaallverloopt.

-ia  (a +€)? jo -4
0 = 2\ —— =
U(e (‘a T E) e” 0) + 7@ * €) 0.
-jio
-iT = 2ﬂ(a + e)ulel® - 1%
waaruit volgt:
- = 4w(a + €juU sino
De lift bedraagt: L = - pul’ ,

zodat: , . L

ampu? (a + €) sina_

De voorrand van het profiel ligt op het punt:’

. 2
a

| T At o guge
- of: v :
t = =-2a , als machten van € hoger dan 1, worden verwaar-
loosd.

De uittredende randiligt op:

t = 2a o
zodat de lengte van de koorde is: c = 4a.
De liftcoeéfficient wordt:
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' . E N .
2m (1l + Y ) sina
Voor dunne profielen, waarvoor % << 1, en kleine invalshoeken geldt:

‘L

27
‘_O‘

10, Weryels; .
Aan de hand van het voorbeeld van de vlakke cylinderstroming hebben
we geleerd;eenvdraagyleUgelstroming‘te beschrijven; eveneens twee-
dimensionaal.‘ﬁKenmerkénd voor die stroming bleek de circulatie

(I') te zijn. Die circulatie heeft alle eigenschappen van een wer-

vel, die we trouwens ook als basis voor de stroming hebben gebruikt.

Tot nu toe hebben we.de,draagvleugelstroming zuiver tweedimensionaal
beschouwd, dat wil zeggen dat we de vleugel als oneindig breed
mogen beschouwen. Om tot de eindige vlieugel te komen moeten we

eerst meer van wervels weten.

10.1. Wet van Thomson (Lord Kelvin) .

De‘wet van Thomson (ook genoemd: de wet van Kelvin),; is de basis

van de Werveltheorieénw‘Zij'luidt'als volgt:

In een Wrijvings102é, onsamendrukbare vloeistof die alleen onder-
worpen is aan conservatieve krachtvelden, zal de circulatie langs
een gesloten, met de stroom meegevoerde kromme, niet met de tijd

veranderen.

DT

In formulevorm: Dt ="0 : _ (10.1.)"
r = ¢ (udx + vdy + wdz)
DI" _ - D + - . i jfan is:
DE = _¢ Dt (udx + vdy +-wdz) : hiervan is:
D. . o Du ; : .
DE (udx) = wu du +.5E dx (analoog voor de andere rich-

tingen)
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Volgené Euler geldt:

Du _ _13p,  8h o, |
Dt p 9X t95x v zodat :
D \ = u?) 13p, 428 ,q :
pe (uax) = a (hu®) + (- 250+ g 55 )X

Completeren met de y—- en z-richtingen levert:

g% = f [d(’suz)j a(yv?) + d(hw?)

_ L 3P gy 4+ 3B gy 4 2B 4.
5 (ax dx + 5y dy + Y dz)
- _h gh ., 3h ]
DF + g(-é-)—{' dx + 3y dy + Nz dz)
of: = 0, ' '

Dt ' ~ (
‘want u, v, w, p en h zijn aan het begin en aan het eind van de !

~rondgang langs de (in zichzelf gesloten) integratieweg gelijk.

Voor dit laatste geldt de eis dat‘het-krachtveld'conservatief moet
zijn; voor het overige zijn de voorwaarden voor toepasbaarheid van
de vefgelijkingen van Euler van kracht: vloeistof isotroop, geen
wrijving, dichtheid constant (of barotroop) . '

De circulatie verandert dus niet langs een kromme die steeds uit
-dezelfde deeltjes bestaat. ' ' '

'10.2. Stelling van Stokes.

De circulatie langs een gesloten kromme is gelijk aan de opper=
vlakte-integraal van de normaalcomponent van de totatievector over

‘het door de kromme omsloten oppervlak:

T = /\ Yn da , . ‘ . ' (7110.2.)>
A ' ' '

De circulatie is te beschouwen als een wervelflux,




fig.l

Uit fig. 1 blijkt:

want BD wordt bij de integra-
tie in tegen‘gesteide 2in door-

lopen

(F = lf'vsds)

Hieruit volgt: T = /’dF

Langs de contour ABCA heerseéen

gemiddeld snelheden met de

- 'volgende componenten:

Iahés_iﬁz

u? = u + %E;%? + %% %¥

Ve =V % %¥ %? + %% %;
langs BC:

vy FrRs

u =u +28dz  oudx
u =u + 5z ’2‘-+ 5% 3

Y + v - . dz - , ‘
uydx vxdy vzdy + wydz wxdz + uzdx

| B
X ‘ U.y
< dy
? z
by
Ny’ -
| /dz
.
o
4T = ‘apca |
ar = }ﬂ (udx + vdy + wdz)
ar =
ar = (uz - uy)dx + (vx_- vz)dy + (wy - wx)dz




Substitutie en hergroepering van de gemiddelde snelheden geeft: -

Do ok (RU 3wy @Y _ 3 g W _ v g
ar- = %(az. %) dx dz + %(ax Y )dx dy + %(ay 55 )dy dz
ar = %Yy dx dz + %y, dx dy + % Y, dy dz (10.3.)
, In y herkennen we de rotatie-
Y vector. Mea_, o _» o als
| x' Ty' Tz
hoeken tussen y en de as-
fig.3 B . "richtingen, blijkt uit fig. 3,
B Y g ‘o dat: '
Lo, »Yx‘ = ycosa,
' ' y&] = +ycosa
xl, Yz = Ycosaz - (10-4-)
B , .
. o In fig. 4 is een oppervlak-
fig.l Yt\\ ' - A teélement ABC loodrecht op
, / 1 - Y getekend. Daar OB en OM
/ dy_ F 7 ' loodrécht'op AC staan, staat
‘ ;00 1 AC loodrecht op BD en OD. Ver-
Y/ A : der is: :
dl / q;\, : | opp. AMC = opp. AOC cosa?.
D 7 ‘ } !
- "We vinden hiermee:
opp. AMC = % dx dz-cosay
C - ' ' - evenzo:
o opp. BMA = % dy dx cosa,
opp. CMB = % dz dy‘cosa*
- _ (10.5.)
Substitutie van de vergelijkingen (10.4.) en (10.5.) in (10.3.)
geeft: ' ) ' '
dr' = y.opp.AMC +y. opp.BMA +y.opp.CMB
of: dr = y.opp.ABC. ‘ :
of: ar = Yn dA, waaruit volgt: F-=17’Yn dA

Dit is de stelling van Stokes . (10.6.)

-




10.3. Wervellijnen en combinatiés daarvan.

De stelling van Stokes laat zien, dat we een oppervlak, waarom-
heen de circulatie bekend is, doorsneden kunnen denken door wer-
vels, die tezamen voor de circulatie verantwoordelijk zijn.

7 ,‘de‘fotatievector heet in het Engels: "vorticity", in het
Duits: “wirbélung", in het nederlands meestal:

"wervelsterkte".

I , de circulatie, wordt in Engeland en Duitsland meestal gebruikt

om de wervelsterkte aan te duiden (vortex-strength).

' De "wervellijn" is de kromme die overal raakt aan Y (overeenkom-

stig de stroomlijn aan V).

Een "wervelbuis" = wordt gevormd door een bundel wervellijnen.

Een "werveldraad" is een dunne wervelbuis ("concentrated vortex").

Een "wervelvlak" is een verzameling van wervellijnen die tezamen

een vlak vormen.

r

wervellijn .
N werveldraad wervelvilak
wervelbuis ‘



R

10.4. Stellingen van Helmholtz.

Eersté stelling van Helmholtz:

De circulatie om een wervelbuis is op alle

doorsneden gelijk.

Beschouw het buitenoppervlak om
sneden en maak dit als het ware

et een snede: AB te verbinden;
Pas op ait "afschilbare" "con-
tr6levlak de stelling van
Stokes toe.

lijnen, dus Yn = 0 in elk punt.

Volgens Stokes moet dus ook langs de omtrek (ABCDBAEA) : _
' = 0 zijn. Bij de integratie T = ‘ﬁ v _ ds, wordt het li}nstuk
AB tweemaal in tegengestelde zin doorlopen, zodat het dus geen
aandeel heeft in I'. De som van de aandelen vén'de doorsneden A
en B moet dus nul zijn.

Hieruit volgt: FA = F als we in beide doorsneden: de 1ntegratie-

weg in dezelfde rlchting doorlopen.

. Tweede stelling van Helmholtz:

hebben,

Bij verplaatsing van doorsnede B bijvoorbeeld, zou deze over het
einde van de wervel af geschoven kunnen worden, waar
I = 0 zou moeten zijn. Dit is in strijd met de eerste stelling,

B
zodat er geen einde kan bestaan.
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" de wervelbuis tussen twee door-

"afschilbaar" door de doorsneden

Het oppervlak bestaat uit stroom-



Derde stelling van Helmholtz:

Deeltjes die eenmaal tot een wervel behoren,

P | ~ blijven tot die wervel behoren.

Volgens de wet van Thomson blijft de circulatie met de tijd con-— |
stant, als het gaat om een met de vloeistof meebewegende kromme. i

Dit gaat ook op met betrekking tot een zeer kleine kromme om een

vlceistofelement.
(Een werveldraad heeft de vorm van een inktlijn).

lOQSJ Gevolgen van de wervelwetten.

1. De wervelwetten gelden vOoOr een 1dea1e (wrijvingsloze) stroming.
' * Het ontstaan van een wervel heeft altijd met wrijv1ng te maken,

het gebeurt meestal in een grenslaag.

2. Een wervelbuis is in zichzelf gesloten (b.v. een fingwexvel)
of verbindt begrenzingen met elkaar (wateroppervlak met de .

| bodem bijvoorbeeld).

3. Als een‘weivel,ontstaat binnen een‘gesloten kromme in een
aanvankelijk rustende vloeistof, dan zal op dezelfde‘plaats
een tweede wervel ontstaan mét gelijke sterkte, (T) msar tegen-
gesteld gerichte.rotatie, opdat de circulatie langs de gegeven
kromme nul blijft. '

4. Als we een- vlak beschouwen, dat een werveldraad op &&n plaats
‘doqrsnijdt en we beschouwen de circulatie langs een gesloten
kromme door een willekeﬁrig punt P, die de werveldraad omvat,'
dan blijkt in elk punt P een snelheidscomponent aanwezig te zijn,
die met de werveldraad samenhangt..

We noemen deze snelheidScomponent de door de wervel

Noot: De wervelwetten'zijn grotendeels afkomstig uit de electro-

dynamica, waar een stroomvoerendegelelder een magnetisch
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krachtveld induceert, dat mathematisch vrijwel vollédig
overeenstemt met het,stromingSVeld‘dat,met een Wervellggpaard

gaat.

Het begrip "inductie" is in de werveltheorie overgenomen.

10.6. Wet van Biot—Sévart.”

'Door een lengte-element ds van een werveldraad met circulatie T,
wordt in een punt P op afstand a, een snelheidsaandeel gelnduceerd

§

t

dat kan worden berekend met behulp van de formule van Biot-Savart: ’ ;
, . _ . _ |

. d;; = Z—T—TP?- dS X —a- ) ’ . . ;
of: . ' R o : : ' ' : ﬁ
. _Tr o . : L :

|aw |= Tar 9s sig P o : (10.7.)

De richting van dw volgt uit de kurketrekker-regel.

10.7. Oneindig lange:rechte werveldraad.

R - ™

|W | = j leaz_ ‘a dkp = j m Sin‘\p d\p

(10.8.)

i

lw |

|
|
|
| , 5 |
!
I
|
i




11 Theqriervoor eindigeudraagvléugels

11.1 Startwervel

Stai't: FAB_CD =0
stuwpunt en Sl en 82

te hoge snelheid bij

A F#o , I - TE ("trailing edge")
e o oo

. Loslatingswervel -7,
bij TE; Volgens
Kelvin blijft -
CABCD = 0, dus moet -

I . : , ' _
|1A - _P= Q I'B 4 r‘c‘). binnen ABCD om
Tttt o ' T T ‘vleugel ontstaan
IC- Startwer-
| vel en BC
\  gaan naar
B oneindig
| F stagneert
:B- 7, Tblijft

- is gevolg van
wrijving, daardoor
gaat 82 naar TE.

In werkelijkheid
gaat de stuwdruk
verloren in de grens-
laag.

' Bij de uittredende kant (TE) zal in de werkelijkheid de druk
ongeveer gelijk zijn aan de druk in de ongestoorde stroming




11.2. Hoefijzerwervel.

De{chinderstroming'uif het voorbeeld en de daaruit afgeleide
draagvleugelstroming waren tweedimensionaal, of eventueel:
oneindig breed aangenomen.

Het magﬁus—effect is in de praktijk toegepast, o.a. door Flettner,
die grote cylindrische rotors, door lichte motbren aangedreven,

op schepen heeft toegepast in de plaats ‘van zeilen. '

Een dergelijke fotor heeft natuurlijk een eindige léngte en we
mogen wel aannemen dat de-circulatievover die hele lengte constant
is; | ' |
De startwervel die ook bij de rotor ontstaat (maar hier secundair),
heeft dezelfde lengte. Daar de wervels geéen einden in de vloeistof
‘mogen hebben, moeten ze zich naar het oneindige voortzetten, of ze
moeten samen deel uitmaken van een enkele in zichzelf gesloten
wervel. Omdat de startwervel op het'opper01ak van de rotor ontétaat,
ligt het voor de hand, het laatste als juist aan’ fe:nemen;
Terwijl‘de_startwervel.stroomafwaarts wordt meegevoerd, worden de

"tipwervels" of "staartwervels" die verbinding maken met de

"dragende, wervel”. (om rotor of vleugel) steeds langer, waarbij

steeds meer waterdeeltjes in de grenslaag in rotatie worden gebracht.
Tenslotte kan men de startwervel in het oneindige "verdwenen" ver-

onderstellen, waardoor een "hoefijzervormige" wervel is -ontstaan

van half-oneindige lengte. '
tip- of

.dragende of i staartwervel
. gebonden N
wervel W | /
U . ~1U

<
“p)
8

l

— R ) o

- 62 - hoefijzerwervel




Met dé[hoefijierwervel‘hangt een geinduceerd snelheidsyeld‘samen,
dat we voor het gemak alleen in het vlak van de wervel beschouwen.
De geinduceerde snelheid staat loodrecht op dit vlak en kah worden
berekend met Biot-Savart.

Als de hier getekende doorsnede ligt in het hart van de gebonden
‘wervel (= dragende wervel) , dan wordt w geinduceerd door twee half-
' onelndlg lange wervels: '

Ty -w TEyEw W =7

In het symmetrlevlak midden tussen de wervels vinden we. door
n=0 te stellen.,

N;B.: Dit geldt in - de dragende wervel.
Oneindig ver achter de dragende wervel zijn beide staartwervels °
-oneindig lang, zodat alle geinduceerde snelheden'tweemaal»zo groot

zijn als in de dragende wervel.

11.3;*Circu1atieverdelinq; wervelvlak.

Bij dé‘draagvieugél blijkt de circulatie habij-de‘vleugéleinden
niet even groot te 21jn als in het midden van de breedte; er blijkt

een circulatieafval naar de toppen toe, op te treden.
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Een mogelijk fisisch model hiervoor is afkomstig van Lanchaster
en Prandtl: de dragende wervel wordt opgebouwd verondersteld uit
eeh oneindig groot aantal werveldraden die'ieder op zichzelf deel
uitmaken van een hoefijzZerwervel, van verschillende breedte.

_ De van de vleugel afgaande staartwervels vormen samen een wervel-

vlak waarin de wervelsterkte- verdellng gelijk is aan de circulatie-

afval langs de dragende wervel:

Q
=3

dy

Y]
<

In.een punt (o,n) van de dragende lijn wordt een normaalsnelheid

geinduceerd:

als b de breedte van de vleugel voorstelt.

De geinduceerde snelheid w staat loodrecht op het wervelvlak, dat
zelf door deze snelheid ten opzichte van de ongestoorde stromings-

richting wordt afgebogen, waardoor de zijden zelfs worden opgerold.

- Voor practische doeleinden is alleen de inductie in de buurt van de
vleugel interessant, waar de invloed van het oprollen weinig merk-
"baar is. Als we bovendien aannemeén dat de vleugel "zwakbelast" is,
dat wil zeggen dat de circulatie relatief klein is, dan'mogen‘we
j - in eerste benadering'aannemen dat de gefnduceerde snelheid lood-

(“'““-~-—recht -staat_op_de ongestoorde stroming (bewegingsrichting van de
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,vleugel).':
De geinduceerde dwarsstroming noemt‘mén,dewnwash" of "crossflow”.

:11.4;_Geinducéerde weerstand.

We nemén dus aan dat ter plaatse van de gebohden wervel die in de
plaats van de vleugel wordt aangenomen, w/U klein is, zodat in deze

1ijn de stroming wordt afgebogen over een hoek:

o = ¥
i 1]

De draagvlehgel, die onder een hoek a ingesteld staat ten 0pzichte

\

|

|

,f;

van de ongestoorde snelheid U, "voelt" de wind (V) dus onder een H
"effectieve" invalshoek: ' 1
. . ) \

|

: - fae = o - g 3 | | ' - ';
. . . . . |

WeVnemén weer aan dat de stroming wrijvingsloos is, zodat blijkens W

de "paradox van d'Alembert", geeﬁ kracht optreedt in de richting wvan w

- de aanstroomsnelheid V; De kracht, die overeenkomt met de "1ift" }

van het‘6ﬁeindig{brede‘profiel (L_), staat dus loodrecht op V. ]

Deze kracht is dus een hoek 04 verdraaid ten opzichte'Van de '

richting loodrecht op U en kan dus: samengesteld gedacht worden uit . :

. _____een component loodrecht op U, die we per definitie de "lift"



en een component in de richting van U, die we de "geinduceerde
weerstand" (Di)lnoemen.

voor een strip met breedte dy: dD, = a,dL = daL

i i

cl=

terwijl : 4L = dL_
(alleen voor kleine oy dus zwakbelaste vleugels!)

Noot: In de scheepsbouwkunde kunnen de begrippen "1lift" en.

"geinduceerde weerstand" verwarring geven, wegens de. gecom-
pliceerdheid van de aans£rqomrichtingen ten opzichte van

de schroefbladelementen. We moeten bij de definities bedenken
dat bij een_vliegtuigvleugel'in beginsel de aanstrqomrichting
horizontaal en de richting van deudfagende‘kracht vertikaal
is. ’

Gelntegreerd over de totale breedte van de vleugel (b), blijkt de
geinduceerde weerstand minimaal te zijn, als de circulatie ellip-
tisch verdeeld is over de breedte. In dat geval vindt men een

neerstroming ("downwash") die constant is over de breedte, met de
waarde:

. _ To _ . - - T
v o= % (To ,circulgtie bij y 0)_

volgens Kutta-Jouwkowsky is:

5b
L = pUr' (y)dy = pur %P
zodat: -%b - - _
r = 4L en w = 2L
o mpUb T TmwpUb?Z
stel ' o ' - '
L = c %U’a, |
dan is: C:A
= ¥ - L
%y U Tbh
en als:
= L Arp2
Di cDi FpU°A
‘2
.
Di .. mb:




- De verhouding:

2
A

noemen we de aspectverhouding

(b vleugelbreedterofj"vlucht")'

(A

planoppervlak )

De geinduceerde weerstand is in hoge mate afhankelijk van de

bélasting-(= C ) en van de aspectverhouding.

"11.5. Draagvleugeltheorieén.

In het Vorige hoofdstuk is in het kort een "dragende lijn theorie"

besproken. Met de "dragende 1lijn" wordt bedoeld, de, tot &én

wervellijn samengetrokken gebonden wervels. Deze theorie is

‘'goed bruikbaar voor meer'algemene berekeningeh met‘betrekking

tot krachten en stromingen rond draagvlaksystemen, zoals b.v.

schroeven.

Voor‘meer gédetailleerde‘berekeningen over de vorm en drukverdeling-

van de draagvlakken zelf, zijn "dragende vlak"-theorieén in ont-

“wikkeling. Hierbij wordt in principe het gehele dragende vlak

“(continu of discreet) belegd met gebonden wervels, die allemaal

hun eigen afgaande wervelsysteem bezitten.

" De wervelsystemen worden hierbij mathematisch vaak vervangen-door

systemen'vah~aequivalente dipolen.
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Fig: 105—Flow round a cylinder with
" circulation. - -

Fla. 108.—Combination of parallcl Row and circitlation found platé inclined
to the strcam:. Tho circulation is so-choscn that the streamline flows smoothly
off the trailing edge. R

t-Plane

z-k’lane -VT

Fia. 108.—Flow rourd a Joukoxv.éky profile. Con‘fomm’l' tranasformation
froru the ¢t-plana of Fifg. 107 into a.c-plane in which the unit circle of the.t-plano is
“transfurmed into a struight line from —2 to +2. -

Uit . Prandtl & Tietjens ; "Fundamentals of Aero- and

’»

Hyalro mechanics






