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V$: lnle iding.
In het voorgaande Hoofdstuk IV hebben we het criterium

bepaald voor het ont sbaan van instabili tei ten (c .'q. golf-
. .

verschijnselen) van de permanent eenparige. stroming in een
.prismatische.,. h~ilende open ieiding met.wiilèk:eu~~ge dwa r-a-:
doorsnede, door de. to~- of a friame in de tijd· tie be s.chouwenvan
een infinitesima'le ve:r..s·toringsgol:f welke.' f5esup~rpo~e~ is g~...
dacht op het vlo~i.st·o:.ioppervl~k van d'e oorsprOnkelijke .stroming .•., '...- '

. Het behoeft geen betoog da.t de theorie', zoals' we deze daar ont--
wikIt~l<ihebben, a~lëe-n'.m~ar van toepassing i's· op de' a~lereerste
fase 'in"de ontwikkeling, van de golfverschi'jnsélen, me:t name op
de situatie'waarin de ámplitudines van de ,golven ~o~ zeer klein,
zijn. Is· de Pèrmane~t ..eenparige st~ming eenmaal gevoelig voor
hèt. ontrstaan :v~·instabili·te:i.t~n·, e.n·i·$ d$ golfvo·~i~',t.~g.v.,
e'~n of andere. buit$ri. het. verséilijn.sel staande' b~on t'ot' stand
.~e ..Q~, dan. zal .de wat~rniassa in de go~t'ftopperi.de..nèig~ng
vert~~~n om,voorover·~te sto;rten 'en de. golfdalen a.b.~~. in te
halen', te overvLeugeLen;' totdat' tenslotte het 'gehele- vioeistof-
oppervlak als ui tein~elijk resultaat verandéra. .is in een reeks
n~chokgolven"., welke zich st.rcomafwaaz-ts bewegen. Di't hier in
het kiort .aa_ngeduide fènomee'n ·zull'en.,we kwalita_tief nóg wat .
nader 'toelichten.

. ,

Beschouwenwe'een pèrmanent eenparn.ge stroI;I1ingstoestand
welke gevoelig is vqor het pntstaan van instabïliteiten,·c.q.
'. . - .

goLtve r-schfjnse Len., ~n ond~rstellen 'we'dat er .op een 01' andere
wijze een kleine verBtoring.ontstaat~-of aanwezig 'i~,üan'kan
deze klèine ve'rstorin'gr;;golf" uitgedrukt worde'n als een, comb1na....
tie van sinussen en cosinussen van veelvouden van x;: ~oor een
dergelijke min of meer regelmatige s~nusoidal~ verstoring van .
een instabiele'permanent eenparige stroming, geldt~ dat de per-
turbaties (i.e. verstoringen)-t.g.:v. de instabiliteit Van de
stroming- zullen gaan groeien. Hoe we ene di t aangroeien en'

, '

toenemen van de pertu.rbaties moeten voor-sbeLl.en, zullen we
schetsen aan de hand van een artikel van J ~C. S,chönfeld (1é?).
Ond~rstellen w~ daartoe dat we te maken hebben met een lopende
golf in een. zeer brede leiding met flauw hellende of horizan-



tale bodem (D~O), zoals. aangegeyen is in fig.V-1.a. Wordt de
wrijving verwaarloosd en is h$i=iwater aan'de voorzijde van de
g,olf in rust, dan geldt volgens de St e, Yenant voor, de st r-oom-
snelheid U in een dwarsdoorsnede met waterdiepte H:

U=2.VgH~2.~, ,
.en Voor de v'oortplantingssnelheid c:

C::3.vgH'-2.vgHo '.

Hieruit volgt dat ,de stroomsnelheid toeneemt met de v~r~effing
van het, wateroppervlak. mva sw •. hoger gelegen deLeri van de golf
'hebben een grotere voortplantingssrielh~id dan, .l~ger ,gel;egen .

. 'dele,n. Dit verschijns~d "w;X"dtdo cr. J.C. SchönfeJ.à. (18) tlau.to_
I '.,' ", ' ,

. ka-rakteristieké, d1:spérsie" ge~QeIDd;'",en, heeft 'een, zod,anig'e
• • • '., t • , • \ ~

vervo,nn,lng ~an <ie golf, tot gev.~lg, dat, met ,he.t..V'oort~ehrijden
• • • .' '. '. ." _ ot .' ~

- van de tijd ile,.:VÓ'(.),rwaai'tsehelling"voortdurend s·tè;i:ler en de'
achterwaa.rt'se' ~:h:~ll,ip.g;':v\)ortdu~nd fla~~é,±'wo~~: '( ?-~~ge:g~_ve~
door _'-.:..--üi fig .V-'1) .. De. vQot.wa~rt'se he 11ing .wordt "tén'sl ~tte
'Z~, st~il dat dez s 'Zi'~h o~twikkel t,':'t~'t'; een' ,ioP6r;tde'wa:t'érsp~on@,
,(\0 f '~ore;', de- ve rtt cs Le'.-v:ers~èi lingèn :Zij n- d~~.:ni~t áeer' te ~e~
waar-Loaen) • Nemen we nu ook .de ,wee'rst~nd in. de" ba sehouwä.ng.op, "

:. ,-dálJ.'':~ien we ~at dez.e$;gcl.r ve,:~Wakti ~t,k"we,l':~Od?llig 'dat' de .'gol'f- ..
., t~:p voo'rtdu~ri.d: l,ager \v~rdt en d,~"st,eliheid ván', ~owei" voor'-· als

. '. '.' '_", . .' . . ' " ~ ~ ...:.. ,',' 1'.; . • • •

, 'achterwa~rts~ h,e,11ing afneemt , Derhalve is de voorwaar-cse he.lling
',',' :van 'de golf 'onder.vlor:p~n aap. t~;~~,,1.p.vl{).e'deJj;'de'; aut9~ara'kteris-. '
.: -ti~ke ,d.ispersie welke,'de;hel1irig steile'r~ en: de 'verz:wakking'weike

• ~ -. ~ ~ • t •

de helling f'Lauwer- wil maken (zie fig.V-2 .a).
De vraag is ~u welke van deze ~wee invloéden het grootst is.
Daartoe be achouwan 'we de' verhe:f:fing op een afstand 1 ,achter de
teen van de golf; stel nu.voor de helling :i. van het wateroppe~

"

vlak aan het front van de, p;olf':
'. 'H~H

( =ó 0';
1.

dan is de .mate van ve:randering hi.e.rvan met de tijd~

g = r:l {iC_.dl) - (-.~.~hl;
ut" dt ,ut,

- ~ geeft 'de invloed van de verzwakking weer, en ~ ~.~ de in-
vloed van de dispersie (~ en ~~ zijn beide negatief).
Is de helling i dus groot dan overheerst de dispersie en wordt
het golffront steiler, en ontwikkelt dit zich: tenslotte tot een
lopende watersprong; is de helling i klein dan overheerst de Vel.'-

zwakking en wordt het golffront flauwer tot het tenslotte ver-
dwijnt. De acb,.terzij'e van de beschouwde golf womt altijd flau-
wer aangezien er ter plaatse samenwerkt.ng is tussen dispersie en
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verzwakking ~Voore~n golf' C"v'èrdiepingtt) zoals weergegeven is
in fïg. V-1.b' geldt dat er samenwe-rxi.ng is, Iran dispe';rsie en ve r--
zwakk;i~gaan' het golffront (i'.~., de' achterwaart~e helling) wè'lke
de steilheid k1ei~er 1n8:akf; eT' is ·tegenwe:;rktngaan de "achte~

" z'ijde '(;i.8 ~ de voorwaartse, helli~g) en .er' zal: 'zich ,~'en.~loPe·nd~,
, . 'watersprong<, ontwikkelen als de acht;érrijde st'eil is ~Bovens taan-
, 'de geldt 'alleen voor hó'r:lzonta,.le 'of, ;fl~uw" hel'lende open le,idin- '

" ,'gen, .omdat er al1~en dan s'pz-ake "is ';an een" e'ch,te'verzw~king. '
, .tenge~olge, van 'he't fei't dt?-t'de :weers'ta-I).dto~neèlflt met: 'de, stro6m-
sne Ihe t.ä en ,dienovereènkomstig'met de verheff~~€r van'llet ,wa.t;er-,
oppervlak.' De weerstand 1,8' echte'r~}ovend1è,n-nog b1;j ·'beIUid,ë,ring
Óingekeè;rd,evenrèd.i~met de wáte~iepte"-eI+ Z:~l"'derha1~e kl~itlel:!.,

• • • • '.' '... ~ ., .... • 'J. ,. .:~ • .." • ' .' ' ,I" ,(,.' • :.

, willen>word~n als', de, water'P.ieptE; toëne,e:m:t,.',Dezé': tendè~s ,'over"',
J ' .>; • -; ..~. •~ ", • •••••• ......... ,.. (. " ''''','' •

," ,neerst' in steile ,lêidingen .. en dà:ar he'l:îbEüf w.e dan, te, m,ake:iLmet'
een ~e'X'St;rk±~; ":'~,~e..'ee~ ~~pslinè;~rtllg,(du~~én ~egi:iti~ve":v:~~ ,
,z;wakki~gJ'van' dé ~~ölveiJ.;Eer).'v.o'è~a~it~è< hèiJing,,'z~l. 'à:ait ~itijá,
, steile'r w6rdèn~ 'en iich te:n.s'l~·tte~órit\'äKk'~len' ,t'öt':eén,wat~~spro'ng.
m:a~r b;i.j 'ee~' ~chterwaartse heTling',h~bben we weêr' tegeJ?w~rk'in~:
dé' disI?ersif:} 'wil de acht'e!Waa:r:t~ehel~:Lng flauwer', en de: ver=
sterking wil dèze stej.'l.er rnakan (zie 'f~6.V-2.b),~ '~en s,t.eile
achterwaartse 'helling zal zodoende flauwe~. en een'flauwe achte~~ '''. . .'
waart'se helling ,stei-ler willen' worden ; en derhaf.ve zal 'de achtrer--
,.w~art~e helling, de 'neiging vertçmen een d~finl,t1eye VOl-m' aan te

. . .~ .
nemen. -Keren we nu terug tot :vo9!,!?-oemdemin of meer regelmatige
sil1uso~dale perturbatie van de, instabiele permanent eenparige
stroming in een hellende open leiding (zie fig. V-3.a), dan is het
m,b.v. bovenstaande 'a~ een artikel van J .'C. Sch.önfe Ld (18) ont-
Leende beschouwing niet moeilijk om ä n, te zien dat de voozwaar-sse
helling~n van de perturbatiegolven steiler zullen worden t.g.v.
de samenwerkende invloeden van dispersie en'verst~rking (opslinge-
ring), met als onvermijdelijk gevolg d~ ontwikkeling tot lopen-
de watersprongen (bores) , maar dat de achterwaartse hellingen
daarentegen slechts steiler zullen worden totdat de dispersie
in even~cht is me.f de versterking:~ msa sw , het'is duidelijk dat
de permanent eenparige stroming zich zal ontwiY$elen tot een (rol-)
golfpatroon zoals aangegeven is in fig.V-3.b, (zie ook Hoofdstuk
I, fig.I-J). Als de wa~erpprongen nu alle. dez'elf:Ie hoogte hebben,
dan zijn de afstanden tussen de watersprongen gelijk en is het
(rol-)golfpatroon periodiek. (Voor een, d.iepeItaande behandeling
van het evenwicht en de stabiliteit van (rol ....)golven in een steile
hellende leiding, zij verweaen naar het reeds genoemdeen aange-
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haalde artikel van J.C. Schönfeld (18)).
In Hoof'da'tmk I hebben we onderscheid gemaakt tussen z.g. natuur-
lijke rolgolven en periodierepermanente rolgolven. waarbij we al
opgemerkt hebben dat het periodieke permanente rolgolfpatroon te
beschouwen is' als de laatste en definitieve vorm van de 'golf-
verschijnselen, welke bij voldoende LeLdf.ng.Leng'be in een in-
stabiele permanent eenparige stroming zullen ontstaan, De natuur-
lijke r-oLgoLveri zijn dan op 'te vatten als ,een tussenfase bij de
tot.standkoming van een periodiek permanent rolgolfpatroon.
In ffoofdstukill,",p.III- 7 - is de opmerking geplaatst dat een volle-
dige 'en complete theorie voor het beschrijven van aowe L natuur-
lijke rolgolven als' periodieke permanente rolgolven, in stB:at
zal moeten zijn om de 'frequentieverdeling van de geometrische. ' ". .
eigenschappen a.Ls functie van', de afgelegde afstand' te VOOl:\-

, . .
,s:pelien, voor- alle' sehokgo'Lven ,met welke' amp1:~'budo dan ook.
Gemakshalve zUllen,we in dit Hoofdstuk,y echter'de aanname doen
van periodic~~~it,' d.w.z. we bescJ;1,ou,wene.Ll.e en peri'odieke per-
manente rolgolven. Als gevolg .van deze aanname 'moet het voorbe-
... _ ~ • f

.houd gemaakt wordên da~ het heel' goed mogeli;jk is~ ~at -de hi~r
te ontwikkÉüen theorie én de weer' ,te geven 1'esul:tf;i~n de z.g.

o • ._ ~ ~

na.tuurlijke 'r<;>lgolven niet goed, meer dekk~n.
- . ' . " .

In hetgeen 'nu volgt zullen we' enkele, 'eigenschappen en as-
pecten ond~'rzoe'ken van de",str~'iningswij'ze welke aangedu'id ':;Wordt .

.: met ·.de benami.ng nro.lg?lven"; o se , zal nagegaan worde n we'lke, de,
vorm van de :profielv'gl. is, hoe' de gedaante van "het periodieke
permanente r'oigolfpatroon word.'ten welke de n'o9dz~elijké ~OOl:'-

waarde is voor het tot stand komen van de rolgolfvorrning.

V...;3: De a.Lgemene basisvgln. voo r- het profiel van het wateroppervlak
Als algemene ba sd svg.In, voor het profiel van het wateroppe~

vlak, welke van toepassing zijn op ,de beschouwde situatie, zullen
we' weer gebruiken vgl. (1), de continuïteitsve;l. voor de gemid-
delde stroming in een open leiding;

of



De vg.l.n , (1). geven de continui tei tsvoo:rwaarde v~oorde gemid-
.: deLde 'stroming 'in een open leiding, .en de' v:gl.'· (2) iJ?' de hy-
draulische :te~egingsvgl. (c.q. ):mpulsvgl.) ;oer de gel~id.elijk
.veranderende ,niet-]?9rmahente (i.e_ quasi-permanente) stroming'
;i.n een prismatische leiding met vrije waterspiegel .. Zóals' reeds~. . . ,

in. Hoofdstuk II is' vermeld,. verstaat man cnäe r geleidelijk. ver-
.a.nderende niet-pe~a+rente pi quasä-spe rmanerrte stromi,ng ~en

'.' . strolPingstoest';:lnd ·wa.árvoer geldt dat de tweede afgeleiden van. .. ,.' ~. .'

de dwarsdoorsnede A en' de genu.dde Lde s~roomsnelheid ti..bene-
vens de :producten. ·en·kwad~te~. v~ de eersté ~afgeleidez:. van U" .

". ..... an/of A yervva13:rl()esbá~rklein zijn. t .~.v.de. '~erste àfgele:Lden,
.' 'j' ~: ',~ ,,' .". ~n(;lat·de, oV~Î'heemendé' sll€ll).eid·s~omponentdie in de=x....richtin.€;·

, -s> 'i.S. Dit ~'al in het.'-algemeè'n v~'reisen dat :d~',he'lling .;Ya~'de ~ei-
.. d~ndèn: ·nj,:et'~~ 'flà~w is,' da.t de helJ).ng va~ het' golfpro-
.:fiel 'klein' Ls t.e.v. 1 en de krommingvan hec gol:;fpro:fiel klein
. 't ". 1 #U f 1 au M t' b t 1,'1>-' . t t d fl' d.1.S,$' .0 •v ; 11' "iX 0 ~ , 'iE.'. e e re4-f\.l.ng 0 El a e1. Jongvan
vgl •. (2) ·:resulteerd~ 'dit in een 'gemidq.elde st roomene Ihe Ld.welke
onafhanke Lä jk .is van de z-ccc.rdänaa't en een hydrostati~che druk-
verde Läng , De wate:çsnelheden genoemd in de vcorgaande vgln. heb-
ben betrekking. op snelneden welke gemiddeld zijn over ~en vel.
~oend groot tijdsinterval, zodat in geva2 van turbulent1è~ het. ,

fluotuerende deel van de' sneLheden geli'jk is aan nul., Zoals reeds
in Hoofdstuk II,p.II-10 is vernield, komen de vgln. (1) en (2)
qua vorm.overeen met de vgln. voor de z.g. niet-lineaire ondiep-
water theorie. Voor verdere opmerkingen t.a.v. de verwaarlezingen
en aannamen gedaan bij de afleiding van vgl. (1) en vgl. (2) en
het gebied waarin deze vgln. geldig' zijn, zij verwezen naar
Hoofdstuk 11.

Wat de wrijvingsterm f:l in vgl. (2) betreft, zij 'opgemerkt
dat we de hierin voorkomende.gemiddelde schuif'S~nirig langs
bodem en wanden, r, zullen ontwikkelen uiteen beschouwing van .
de permanent eenparige stromingstoestand., waarbij als uitgangs-
punt wordt genomen een schuifspanning die.recht evenredig is met
zekere macht van de g~middelde stroomsnelheid U, en zekere macht
van de hydraulische straal R. Als we voor de :permanent e.enparige
stromingstoestand nu, evenals in Heofdstuk. .IVt p~IV-39, ui tpaan

..

, ! :

' ..
r ' ~.

. '.-

V-5

en vgl. (2)., de vgl. v:oor de gemiddelde stroming in een pris-
matische leiding met vrije wa~erspiegel:

_.L
fK: (2)
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_.

van ~en wéerstandswet met algemene gedaante:n:. = kR~+1? sinme • .
waarin k"de z.g. wandruwheid~ een constante met zekere dimen-
sies,onafhankelijk.van andere hydraulische grootheden is, dan
kan m.b.v. deze laatste relatie. voor. de gemiddelde acnuf.r'spannf.ng
langs bode'men wanden ~=rgR()sinb ~a eliminatie van sinD ge-'
schreven wÓ'men: ". ..'.

, 1_)..L!lA QI""'-!I!
-z; - rr(T! ~.t{ ." f4, .,'

" " ,
.'

Alhoewel deze formul.e strikt genomen. all-een geLdäg 'is voo:r de'
. permanent eenparige stromingstoestand, zullen we h~er de aan-

. . .. .
name doen. dat eenzelfde soocc relÇl.tie ook geld~~ iS,voor'nie.t-
permanen~e geleidelijk veranderende (i.e. quasi-pe~nente) stro-
. millg, er van uitgaande dat deze :re la tie voLdoande nauwkeurig is

.. ~ - iI; •

. a.Le de gemiddelde stroming Langzaam ve randè r-t t.o.v'. de plaats'
~ " • ' .',. cl • _ •

:' . ::lLén'de tijd t; u,i'te.rÇiard, wordt dan, ~de':; index o, dle~:lálleen, i:s
, !:.. '.. ' .toegevoegd om ~e :pe::enanente~n~rige 'str.oming~toe9t8..1+d,a~ te '
.r.. '. dui4en," wegg~laten, zodat de W'r;i.j1r~:p.~.st~rnll1J- ~!;ln. ove:-rgaàt,1~:.

, .

.-

fr -/(iJc.; I/!:;r 4J
Voo;rhet geval van niet-permanente geleidelijk, veranderende
laminai1'9 'stroming levert dit dan-m"b.v. (zie ,Hoofd'stuk j:Vtpo.IV-
47):

a=1, 0:1, m=1 en k=~'
voor de wrijvingsterm. op:

'Voor het. geval van n1e't-permanellte geleidelijk ver-ande-rende
turbulente stroming, houdt dit in dát de turbulente nuct~ati'es
op de hoofds.t room in ieder 'punt',een weerstands-volu.mekracht ui.t-
oefenen van:

de weerst\llldseffecten t.g.v. de dyû:amische,viscositeit van het
water worden veronde naceLd van een veel kleinere, orde .van gro-otte

. .
te zijn, en zijn derhalve venvaarloosd. Gaan we nu uit van de
weerstandswet van'de Chezy, welke'(met weglatinG van de index
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0) luidt:
U2 = C2Rsin 0....

dan geldt voor de wEijvingscoëfficiënt C (~ie ~oofdstuk IV,
p.IV-40) :

I

'.

'eliminatie van de wandruwheid k uit de formule voo.r C en de
w:rijvingsterm' ~ geeft ria enä.ge -herlei~ing:- ,

fJ " '

! ca '11 .!I!I_jA } _/_f,i',~! C~1("'§-~~s4,P)."j 111

Nu is (zie Hoofdstuk IV,p.,IV"'53):
a=2" en m=1,

zodat de W;ri'jvingste~ woiut;
, ~ = gC-2U~R-:'=gC-2:lJ.lul..R~1 "

Gàan'w~ uit vari~ de.weerstanaswet'van M~nnihg,'wèlke (met we~-
, • • <.. ) - " • •lating. van de ~ index 0) luiÇl.t':'. " .
. ,_ tJ2~"~RlsW,.. - '. :-:

dan Bel'ctt voo)!' de' ??r~jVingscoeffi'c1èn't·n' (zie ,·H9ofds'tuk<rV ,p;
, ... ..' .' r • • - • , • ,,~. ,!'t . :. ~ -

TV ~ ~3) : ,.' , , .
. : .J.. ~II. -JtHJJ . ec-~__

IJ -:=.J - 4.,f. . OR ,( SI4J IJ -:r;;:- ,I. .'

elünina tie van de wandruwheid k uit de' formule' voor, n en de
wrijvi:ngsterm )'l géèft dan weer na enige b.~rleidi~g~

,ft ï!»: !/[Jf (~j)~7f
Nu is, (zie Hoofdstuk I'v,p"IV-53) :"

a=2 en m::1,
zodat de wrijvingsterm wordt:

-Jt =gn~U~R-1=~u,ul R-1 "
Voor de wrijvingsterm in zijn a.lgemene "gedaante,PÉ geldt (zie
Hoofdstuk 11) dat de gemiddelde schuifspanning langs bodem en
.wanuertr, vo'~r;stroming in de positieve x-richting posihtief,.en
voor stroming in de'negatieve x-richting negatief is •.m.a.w.
keert' de stroming van richting om, dan verande~ ~Rvan teken.
In geval'van turbulente stroming blijkt de weerstandsterm recht
evenredig te zij~ met het kwadraat van de gemiddelde stroqmsnel-
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heid; teneinde ook nu te hewer.kstelligen.,à.at de weerstandsterrri
van teken verandert als de stroming van richting omkeert zijn
ab so.Lutiewaarde strepen tpegevoeg<i: u.lul
Uit het bovenstaande volgt dat op.grond. van de gedane aannamen
ge sbeLd kan worden dat in geval we te maken hebben met een 'niet-
permanente geleidelijk ve renderende (i.e. quas i-spe rmanente)
st~omingstoestand de wrijvingsterm ~ ih vgl~ (2) .in ~ijn meest
algemene gedaante gelijk is aan:

~ )..L .... _.i.t:.ILfT =l(j;" ,IJ'-·§ ", ,

Is de quasi-:perma,ne;nte-stroming Lamina ä r, dan. ~e'ldt (zie _H<l>ofd-
stuk IV,p.rV-47):

, , ' . 1 J:{a~1,b:1, m~1'en R =~.
ZOdat~e=WJ~VingS~erm WOrdt~

Is' de quasi-permanentè s.troming turbulent. en wordt' dez e behee r-st
, d.eor ~H!n,weersta:ndsw:et' van ·hé't Che,zy-'type;" ,:dan' gel'dt (zie Hoofd-
stuk IV, p.IV~53 en p.ÏV-58):·' ' , ~
, ' ,. ' , ' ' " 2R de", , •, , '.a=2, IJl;::1 en b=-cr,~ >o:R ' . r:

,en~vQlgt'met behuä.p hiervan uit de'"formule voor de wrijvings-
coëffic~ênt C C~i~ Hoofdstuk rv,p,IV-40):

'1 1 be' - >',:: ;::-'~;R ,4 CC ~
zodat de wrijvillgstem. wordt:

~ ".
r = gC-2u2R-1=gC-2U lul R-1;
~ '"

, '.

,Voor éeri~conanàntre "wrijviD,gsc.oëfficiën:t'van de Chezy ,C, ,is b=O •
.Is de qU~Si-permanent'e stróming t~rbuient. en wo rdf deze heheerst
äoor een weerstandswe't, van ,het Manning-ty-pe, dan geldt (zi,e Hoofd-
~h·k,~.T f'pIoIV-53 ~n p.IV-53);

", ~,2R dn
, a=2 t m=1 en b~ ....'71 ''dl1' ,

en volgt met behulp hiervan uit de 'formule 'voor de wrijvings-
oo~fficiënt n (zie Hoofdstuk IV,p.IV-53):

, 1
1 2Rb-,,,,>k =n. J

, t

zodat de wrijvingsterm wordt:
~ = gn2U2R-t = gn2.U lul R--t;f>., '

Voor' een constante wrijvingscoëfficiënt van Manning n, is b=j.
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Opmerking

De in het bovenstaande voor de wrijvingsterm ;R afgeleide
relaties, zijn recht evenredig met zekere macht van de gemid:
<telde' stroomsnelheid .eri omgekeerd .evenredig met zekere m':lcht
van de hydraulische straal R, en 'brengen dus tot uitdrukkin~ dat
de weerstand groter zal zijn in gebieden, met kleinere wate~
diepte, aangec i.en daar alle vloeistof zich dicllter bij de (ruwe)

, begrenzing bevindt.

De' tormules weLke voo~ de w~ijvingsterm ~ zijn afgeleid
· in geval'van een turbulente stromingstoestand, sluiten qua
vo rm aan bij de in 'de vloelstofmechanica veel gebruikte sban-s
daa~ethode omjni.n of meer "empi rd sehe" .weèrstandsformules
(van b sv , h,et GhezY-Qf Manningtype) te J~ebruiken, wa~ ,vóo,rt~
komt ui ~ het :feit dat· er met name- vo,o.r,· de' niet":ee.npà"rige ,tur-,

" . ,

'bulerite stroming geen, "goede": 'turbulent. weepsi;ïandsfqtm\lle voor-
handen ia. ,Övè:tigells' :wij.st R.F. pre,ssler (11) er ;reeds op dat" ,

· VOO:tl' niet-pérm~:nte, turbule~t~ stroming de ltem.pi~:1,sche'"wee r-- ,
sta~dsforniules het ei'fé'ét van de 'tll:rpulente ~eerst?-nd tot de-
ze 1 fdè, lage orqe' van ~~nadenI+g ui tdiukkèn ais, gegeven vr~rdt
door~ ~,~"!ondj;e~wat~r vgli1."; "en dat ]?et. dernali(~ .conse querrt
· is .deze te gebruiken :;i.n cQIP.binatie. hi'ermede,_. In 'g~vai van een
n,iet;~Permánent~ laminaire' strQÛ!in~t is .de vis~eûze:' ~~iJ~yj.ng vo.l-«
ledig .bekerid en iJ;lVbê,~ing van,' een- ttcoin'ple,tet •.'.visceuz$ 'Wr1j~iniis-

> • ".' ,~.,'" " • ~ , '. • .,.... • • , •

weeret and derhalve mog,elijk; nochtiana is e"èn vt sceuze 'Wrijvings-
te~ van bovenstaande yona'ingev0é~,'aange~ien de vgln. àndèrs

. ,in m~t:):lemátisch OP~icht, 'te g~complioe~~d worden voor" ons doel.
t "" ~ •

, ".
r-

T.a.v.· de c'orrectiec9ëff1ciënt Ct op. de snelheidsvèroel~ng
in de vertica~lt zij opgem~rkt dat deze, evenals bij de bepaling
van het inst?,biliteitscriterium voor de permanent eenparige· . . .

. stroming is gedaan. als constante, i.e. als onafhankelijk ,van
x en' t, wordt beschouwd; alhoewel de correctiecoëfficiënt cc ,
zoals reecîs in Hoofdstuk IV,. -p.IV-62 e sv ; is aangegeven; wel--
licht geen constante grootheid is -zeker niet in geval van een
zeer sterk turbulente stroming- zal ook in dit Hoofdstuk Vals
Uitgangspunt, gemakshalve, een niet-variabele a-waarde worden

. aangenomen, enerzijds om een zekere gelijkluidendheid met het
voorgaande HooJ'dstuk IV te behouden, anderzijds omdat het niet
geheel duidelijk is hoe de functie ct' variëert Ln geval van
quasi-permanente stroming -:-hoe met name de invloed van een vaz-i a-,

: bele (X is op b vv , de weer>:>tandsterr.)._, e,n omdat de tendens die door
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"

invoering van een constante ~-waard~ aan het gehele fenomeen wordt
gegeven toch hetzelfde, blijft als bij invoering van een variabele
lX-waarde (kwantitatief zullen de resu.ltaten niet geheel juist
.zijn, kwali ta~ief echter wel). -,Voor de correctiecoëfficiënt ~ op
de snelheidsverdeling ·in ~e verticaal, zu.lle.n we'dus in geval van
quas~-pernianent~ stroming, de waaroen behorende bij "zekere"
permanent eenparige stromïngst~estand kiezen, ~annemende dat de-
ze benade r-Lng volä.oende nauwkeurig is. Dan is ct' voor quasi-per-
manente laminaire stroming volgens'vgl. (15): '

Q':1.2

, ,

welke laatste q'~waarde nadez- gepre cä see rd VlO:rot door vgl. (21):
" ',' tt~1+6,2S'~ .;'~ . '. ,

~,. ", ,

de index (0) dui.dtr 'nu, op ",zekere" pem.anent-ee.tlpaTig~ stromings-
:' "':'\ ~....' '. t,oest~J(,ldJ b'ovensta'~de :vgl,~ ',is prtrga~nde van "de' re~p. weer-' :

~ . " ..- • " • '. .Ó: , .' _. - ". ... • • •

.':" ',; ~ .,' standswe'tte.n:' van' d~ Chezy en, MaPl;ling,:te nersohrijven in de .ge-
...~ ,.", 'I. '" . . I • ',' • L b' '.. . c . . . 't

,', . " da~tè van. resp,;. .vgl.,. (2t ). en vgl. (21 )". • '
In Hoofdstuk'· IV~-p.:i:v~,2 ~hebben we, aangenomèn '{iat'~z owel dé

".. dwa:rsdéó~sn~d~.A <,als. 'de' hy?-,t'Çl.u.lisohe.·'straal ',R :functiés, zijn van
. ',ae waterdiepte ):r;. :du,s A=.a(H) én 1kR(F,t) ~ .Aangez.ien, H=H(:x, t)"t
.. 'b,etekent< ~it:. ~at", \roo,~"~:;:,~,~p~ ',~t :gè$~lire.veD:ka:~. w?':ro~n:·
. . " . , . ~ ,,' . "'- . . .. ~ . .

" :. ~A ,JA: dH 'OA dA. ~H.~ '~,'.,
"ii :::dT1 ~ ',~. en.~ = :2m.: • ~ .. ',

en voor quasi-pe,rmanente turb"q,lente stroming volgens vgl., (21a) :
1 0 ~ty ~1, 1,

" ' Rèswnerend hebben ~~. nu. a;.t.s :~Undament~l:e basis\J_g1J;i.:"
a , 'dA ". ~H" r:sx ,(UA) ,+ <m ~.'.~. = :0

_',:

." ,'"-

I '

" r,AA •.' oH + All!:.-L"dA oH = °-an ()X n.:":x; " älf • 'Ot. (1~' )
en

~u u~U' '('1 )U dA 'aR· . SI b~H r~ +~ x + -« A'aR .~ = gs~nu-gcos ~x - FR . (2' )
Hierin is:·

r (1~* -I -4
·,~=giT.U.~ '.

in geval van quasi-permanente laminaire
L 3fUQ'=1,2 en fll = --nr ;

in geval van quasi-permanente turbulente stroming geldt dan dat,
uitgaande van een weerstandswet van,het Chezy-type:

1,0 -s:..ar ~1t1,

.
stroming geldt dan dat:

nader gepreciseerd door:

cr =1+6,25 ~ J
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en

r _ C-2U2R-1 -2U lul -1~ - g ,= ge " :R ,

en ui tgaande van een weerstands~et van' hef Manning-type: , ..
,,' 1,0 ~O( ~1.1; nader' gepreciseerd door: a=1+6,25~Î. ~
en

'.> 't-, , ~ ~ gn~1?,~~1::gn2uIV,1~~:l., , ' ' .
· 'Y~B.á:' 'De ygi. voor het profIel van, het,wat'é'ro:ppervlak ;\.n
·,';géval' van :pe'rmanente strómiJ1~; ,I'" ' , •

• ~ '<I ".

, , . . Hebben w~_ te .maken met -een pe~anente gemîdq;el.de' st.rQm~ng
, . ,~ - ~... . .... . . ~ .

, ~',:'in. 'een prismatische, ,i'e-id'~lig .me.t vrije wa.te:fS'Ri~gelj' dan warden_
• .1" • . . .. . _ '. • ,.':_, '~'. • . -:I~' T'l-; . ,;

-, .', de' fp.ndam,entele basisvgln. ('11
) en _(2'). resp ..l:', :,'

• '.~ '.. » -1 ~'. ~ .. I I • -. • • _ • - , ~ "", ',' :' ;~••• " ,

, • r,> , '(UA) 0 ,,,\,,,. -: ,
..

A '

~: ' l'~ ~ ':'.:"'",. . ,,"

, , <'",' :", . ','Q'~~.::: gSl.n,-gc~~~~ ......:.~ ';';, .

", ',. "vr~07! de corre~·tiecoë·ft:~ci~)ilt~ ei..op '~e,,'9rielhEtïd~ie.rd~ling in .de

:''".,'.'.. ',:, !~!'t;i.~aai:,~n'de w~jvin~st~'rmr ,.'-~ ztj verw:e:~~n:'ria'a~het, VO~~

':, «.: ' "", gaande Of - In 'de:zè ~gli{ .. '(3"'1') en (32) zijn"ae; ge~i:ddelde' straomsnel-
· :: ',,' '. . .. . .. ". (.. .," .~~'. ' " , . .

"heid U en de w.aterdiep:t~,!f func t t.ea-van alleeu de plaats,x; de
q~at:sdOG;s.p,ede van de l~icling~À; en 'd~ ~ié\l:'~~tisch~:.!;rt·~a.al _R'

s-Ó, 'zijn weer, te- beacnouwen '~l~ fwictiès::vEui de, waterdièpte 'Re;
',Vgl. (31a} is di~eét ..te ';i~tè'greren~ én levèr't~;-dan' 'op:: '.'

, " " " J.TA=c'on:sta.~t,=K. < • <. " , , " \. >,
waarin K de .conabanne afVoer ·18.,.Deze be'treyJciIlg is te sçhrijven

. .~ .

"

> ,

a
(31

'(32)

als:

U=1 •
waaruit volgt:

dU K d.A K- d.A dH
dx = - -:-2' ex = - ~rurax

Substi tutie v:aJi!de voos: UA en : ' verkregen

geeft: I2", OA'dH ,,. '~' Qd.H T
_.crA3 'mr"'('IX ,-=: gsinV' -gcoso,a:x - f!I.

wat na enige herleiding geschreven kan worden als:

relaties in vgl. (32)

)

(33)
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Is de permanente ,gemiddelde stroming laminair, dan geldt (zie
boven) voor <x:

D(=1,2

~. :

en voor de wrijvingstem:
t: 213[ .

. ï@ = lf~'
welke Laat ste betrekk:lngr. m.•b~v:. u=f oplevert:, t:"

. .' j.=~:=3{ill;·,
... ' 2rodatr· aan d.e .1::l1md.h.iervan vg;l~., (~3) vooJ' de be schouwde '$trQ~ -
.. :.. ·.~ing~~'oestand·overg~ali :1ni' _. ",
. ... ,,'" .' .

. I

;..

.' '..: '

.... ,

,,'.~,

' ... <".:-~.' - .' Is de pèrmanè'~te<gélIl~_dde,lae~tr~~ng t~rbulen'b "en:,w;o:Cdt q_$Z'ê
... ." - . ," ~ - .. '. . . '.'~' .

'.b,ehe'erst door een weer.stan9-s-we.t·van"he.:tChez'y-t·yPe, dan geldt
·(t·;i.~.:boven) 'voor' ~ ~"', ' . '" . ':, ~ ..,' , ,

~, , '1~O~ cx"~ 1'~.1ry J nader' gepxeciseecl door:
d=!+6,.25 ..~~ ).

(~n voor de wrijvingsterm:
"' = gg2 :: g~.IU~)

. (iIf eRe. R' K
we+ke.laatste betrekking m.b.v. U~ oplevert:

. " .: 'g~ _ gKIKI
~ - á2A2R ~. C2A2R '

zodat aan de hand nièrvan vgl. (33) voor de beschouwde stro-
mingstoestand overgaat in:

~. ., .. .'.

I.

Is de permanente gemiddelde. stroming turbulent en wordt deze
beheerst door een weerstandswet van het Manning-type dan geldt
(zie boven) voon fX :

/).1

1,0 ~ D( ~ 1,'1; nader gepreciseerd door: ~=1+6,25'~
en voor de wrijvingsterm:

z _ gn2ï2 _ gn2U/Ui ,
~ - R .- Rl )

. K
well<e laatste betrekking m.b.v. ti =x oplevert:
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r = ~2f ::~2Kltd ,
.,fR A R A RI

zodat aan de haI).d'hiervan v:g1.
mingstoestand overgaab in:

j

(33) voo~ de beschouwde stro-

. '

" .

" :. " " rn:, de- '~'gln~ .(33a) , (JJb) en- (330)' ~ij~ ':?-ed~o:-l?Sdo~rsned~.At

, "-',"...... :',:;:'·""d~.',hYdraU~iqehe,.'straal ';a:'.('~nti) ,functies ~a·iid~ waterdiepte,
, '1i" , , . r'" , '••"

",. \' Vgl. (33~) -is' de vgl. :"oor het profiel \;~n he.t wate'i.....
.. opperVlak in _?;eval.we, té',·~aken hebben mèt ,~en pe~nente
J d-.rie-iimensi'onale J~in~i~ st~mii;lg.gtoestand~' de'~resp~ ygln.
(.33.b) 'en C33.C) z(jn de ,vgw'. voor 'h:et profiel van het water--

, , ,
. cppe rvLak ip· geval we te maken hebber; m_et,een 'pe rmanenbe' drie-'

.. ' 'diménsi~nálè ,til.~.:r:~ulen'te."st;OOd.nê;stoe~tap.d" welke, behe,erst, wo~t

... ' ~ ",: . ,','·d.oé>r!e~n ,.weerstà:Qdswet van ?-ét Chezy-ttpe~ re,sp., het Manning-,
• " 1 ~ .~: .", _. r, ..' ", '.' -,' '. • .' _'.. ~. ~-...', type. . .. , ,,' ..' . ' '

"'la de :leid:Lh$bi-eea.te.'zee;: groot .t'.o.;. 'de'-wa te rQiêPte " . ,
m.a.w. is de strènnj,ng' tweedimensionaal" dan is he't niet moei-

.~ ,ïijk in' t~ zien, d.~t 'de vgLn, C33a), C33b) en: C3Jc) ove ngaan
"

". in. resp.:

en

Met name vgl. (33b') staat in de vloeistofmechanica bekend
als de z.g. vgl. van Bresse voor het profiel van het wate~
oppervlak in geval van permanente (turbulente) stroming; door-
gaans worden de vgln. van het type (33) op een ietwat andere



V-14

, "

.rria~e:ra.fge~eid,. zie hierV,oor,b;v. -H.,A. Thoma~,(1').
, Is in, géva.l van driedi1llensi.onà.lè stroming dè vorm'van. de'

dw.a'J!~d,QOrSnèdebèkend" dan -kunne.n v~l. (33a) ,: vgl. (33
0
,) en.

< wellicht' ookivg L, <?3c) direct analYt'isch' gei~t~greerd'" wordè~.t
indien tenminste 'voo~ de ~vee laatstgeuGemde vgln.'de wrijYings-
'coëfficiënten C en n ais constanten wo rden beschou.wd; zijn' deze

,Jo ,

.
wrijvingscoëfi'iciënten niet constant, dan is altijd. numerieke

.' . .

intép;ratie mQgeli.jk als de r~ndvoorwaardeIi bekend zijn. Het-
zelfde,' kan gez~gd worden:'-vande vgln.,. C.33e!) t 'C33

b/
):' en (33c')_

.äus 'in gevai we 'te maken hebben met pe~ente tweeq.imensiona-
i,e: ~tr~'ming. 'Wordt 'de' integr~t-ie vqo.r het·'beSGhou.\ri4egeval-,van

" _ pe~ane.ntè strondng ~i tgevöe):'d'. dán>i~id~'" di t, in prin'cipé,', '
,. tot :twà~lf' ve~sèhill~nde' _:tyPen.: voor het prof'i~l van hè't watexw
. oppervl~.·:Deze typen. worden gedetailleerd beschreven door
B.-A~'B~~etàff" (31),- În.~t name '~o'or ,he't gevai ~in,rde perma~"
nente turbulente strom:Ln.gstoestanda achter,een.voJ:gens onder-
sCh~idt hij' 'drié 'oppèrv-r'a.k't'6profie.lenbt.i z.g. Itflauwe" ,~eidi~-
'h~lling~,A'd"fie oppÈn.-viakte'Olprofièlenbij z,'.g,. "steil,e" 'leiding- ,
hel1in&,' twee o:ppè;'iakt~pro'fi,elen v oca: 'd.e z.g."(ee:tste) cri-'
;tieke" ,leidinghelling, twee. op~~rylaktepr~fielen' VOD.r horiz'on- ~
tal,~ leidlilgbod.e~ e~' twee oppervlakteprofielen bij, z~g. 'nneg'a-
, ~iev~", leidinghell:LÎlg. Geen enke Le van deze profielen voor het
wate rappe l."\Tl~kin geval vari permanente stroming is periodiek.

Tot- slot zij ,nog,opgewerkt, dat het hier niet mogelijk is

"

,-

.om, uitgaande van vgl. (33), een oplos$ing voor stroming met
lopende golven te vinden.~ door eerst de, opr'ossing te bepalen
voor het geval van permanente stroming en dan op.het gehele'
systeem e~n (constante golf-) snelheid te superponeren. Deze
we'rkwijze kan niet gevolgdworden omdat de weerstandsterm .:
afhankelijk is van de relatieve snelheid tussen de vloeistpf
en de begrenzing, en toevoegine van een constante grootheid aan
alle vloeistofsnelheden dit zou veranderen. Omvgl. (33) te
gebruiken voor lopende golfoplossingen, zoals b.v~ rolgolven,
zou het noodzakelijk zijn omde gemiddelde stroomsnelheid U
in de weerstandsterm (zie de vgln. (33)) te vervangen door een
term waarin de relatieve snelheid tunsen vloeistof en begren-
zing voorkomt, een ten~ dus van de gedaante (U-c), waarin d dan
.de constante golfsnelheid is. ,Deze methode is toegepast door
H.A. Thomas(1) bij de analysering van het gedrag van zijn "lo-
pende band modeIn. Hier nu zullen we deze werkwijze niet volgen;
wel zullen we de fundamentele basisvgln. zodanig transformeren
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da.t deze te gèbruiken :zijn' 'V0or~ "Strom~g ~èt Lopende golven,
."~n daa~i t . èen vgl., v oo» het' ':profi~~ van ~et·watèroppervl.ak .Ls
.'af' te LeLden,
: V-B.b: De vg l., voor hét profiel van het waberoppe rv'l.sk in g~_
.' val van niet permanente stroming, .

Is er sprake van st roau.ng met lopende golven (bvv , rol-
golven) dan is het· gebruikelijk om de vgln. 'welke he ti genoemde
st~omirigsverschijnE?el beschrijven, vanuit' het oo.X'sprQnkelijke
'coörd,inatenstelsel te trans.forme.ren·op een nieuw'Iileebewegend
eoö:t'dinatenst€lsel. ;.

.Ook in h~t geval van de hier' te",:be?èho.uwenstroming met
.' . <rolgolv.en Ln··een pris~a tiE?che hellende 'leid;Lng; zUllen "we de

fu,ridamèI1t~le·'basi$vgiJt',,~"(1.t) en (2 'r ~ie d~'.rolgolfoplossing
, ~ ." ", .: u " • -, • .~. • ~ •

,bevat"t;en-:- vannä t net, oorspron,kelijkei stilstaande. reclithQ~ki-
iI; , • • • •• ...... • ~ • I _. , ;0.. .: ' •

:gè x;y-,.z....coördinat~iistelsel. t~sforme!'en óp een met snelheid
.. ' C ·~n'd~'-x~riçhting: béwe:gena'~ç}ltlu.Q'~k~g .t,~,~-e;Ördi~~:éh,stel~el;

, .. ,. .'t. " . ' .\. . ,j ~

" •• ; • ". < , hi-érOij". ~ul1én w~ aannemea' d!it' ~' snelheiçl va~ bèweg~n., c, cQn-,
,',' ,'stant-il;),~,; .. " '. '~~.':.' .,~, '. ',..~.. ".: ".'

"', • _, l-~ .' • I '.: '.< • " l+-" ;, " ._ •• : ... '", ' .' • ~

_)èz.e aanname vaa e.~.n constantê.- arïèLheLd van bèw~geIi' c, wo.rdt ..
, .in' :feite OJ)g$l~~d door .het-'yo~end~ •. Een'c,ootdinat~ns.t~élset '.

• 1 , • • • '" • ,,..... ~- • ':. • ~. • • • '...... • ~', '. .' t • := . sÓ: .or

. " :,' )vaanl'i de "'fUh<iamen~le vgIn. yap: Nè"kton g~Id,6D;.' ·~oi'd.t 'i~' .de .. '
,. . . !. ,,-. .. .. '! ~'-., . .. • • ~ ... • ... ,- I·. ~. ,- . " ", r

'.- " r«. Tnè0retisol;te M~,C'han1ea'eèri:';z·'.g'."inerti-e·stetsel· genoemd;, ·~e.vens'
~'..','" 'ls. ui t .de Th~orèt:isëhe MechaniC'~' bekend: dat' ~lie. cassenste.l~els·. ,'. " . .... . . - .

'.' (~0k als deze e'en hoak make;o..m:eth~t ~orspro:ó.k~ll.'J~ke)die t'.O.V'i"

een inert,iestelsel eé'~parig be~egen-, "ook 'ineX'tie:s"telsels zij~;
.~it .houd't. in dat voor een met h~tr bewege'nde·.stelqel meeb,ewegen-
de waarneme r-de tweede wet van Newton geldig iSt .zoaJ..s deze in".. .' ~. , .

net s~i.lsta~nd~ stèlsel geldt. Is hef bewegeriös coöi:'dinatenst.el-
se L: eenparig versneld d~ beJRe:d~tde. meebe~eg,enqe waarneme r- een
kz-achti, welke' voor 'éen waarnemer in het. stil~taande stelsei een
z.g. ·ttsch~jnkrachttt' is (de Theoretische Mechanica le"ert dat deze

, ,

"l{racht" ook aanwezig is als de bewegende massa in rust is t.o.v •
. het bewegende .:~telsel). :i/lelnu: het oorspronkeli~ke, stilstaande
x. Y. z-coördinatenstelsel is een z.g. inertie s te LseL, . omdat .aan-.
genomen is dat in di tassenstelsel de fundamentel.e vgln., van
. . .
Newton geldig zijnJ het nieuwe bewegende ~',?,S-CoÖrdi.riatenste,l-
sel beweegt eenpa.rig (met constante aneLheLd c) t.o.v.' het oor-.
. r s::p:t'onkelijke coördinatenstelselt en derhalve is het f.?t~-
sys·teem ook een inertiestelsel : de fundamentele vgln. van New-
ton zijn hj.èrin dus toe te. passen, zonder dat er. "schijnkrachten"
worden ingevoerd. of ve rwaar'Loosd ,
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Zoàls uit bovenstaande nu is in te zien, is de transfo'I'-
matie-vanuit het stilstaande x.y,z~assenstelsel op het een- '
pa r-i g bewegende §,f,,-assenstel!?e~ tot stand te brengen', d.m.v-.
de volgende formules (i;e-. de z.g. Galilel-:-transformätie):

I' Ir .

x=~+ct .f Y='1t z=~ en t=t i
, ~

waa~in c onarbankeLtjk ~~'van ~. 'I. ~ en t •
Als F=F(x,y. z',t) nu de te transformeren grdotheid voorstel ~t
en 'de a.fhankelijke variabele grootp.ecien in het nieuwe as~eTh-

• t
stelsel worden aangeduid met een accent, .F~F (i,~,~,t), dan
ge~,dt:

., ">

Uit deze vier lineairè, niet":'homogene
()E aF oF aF tI' 't d'
~t ?Jy' ~z en 'iE' _op e, ossen, nu. .s e
of determinant ,van Jacobi:

vgln. 'zijn de onbekenden
functionaaldeterminant

~ " §t ~. .*'"ol -pJ

.?& 'l ~
.~

d(a:l~Z~ t) ~ 7Jf '
-olg, f,!:; i') , "Ox

~. ~ :gf_ .
~ç ~ ~

~
~ ~ !b. ~t' ~

ongelijk Ls aan nul. M.b.v., de tra'nsforma~ieformules gaat de
determinant van Jacobi over in:
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,ontwikkeling hiervan naar de eerst~ rij geeft na enige he~
leiding:

o( X aY,' Z J t'i ;:1:1= 0 .
'i}(, ~? ,S,t )

Aangezien de :functionaaldeterminant van het inverse systeem
van' functies het omgekee rileïs van d.Le van he't oor~pronke~ijke

" sy.steem, geldt: ,,'
v: .
~i
of'

dit ft?, I') . 0 -Of.
(;(~jI~/') "

o ~~.

:"if
:PE'
~f' '

f 0

'0 ,

o

.e

c

o ()

, ,

p. () : 0
" 0

I . (). () g'F'- ·f = ""ij )

o 1 po

'I)

"OP'
o ~,§',

r'L,
"Q?

, :;_[_' .'

,',~s
~'
~/'

d

-1,

.:
() , ()

p

'0

.0

'Of'
~§

:'Pt
'Of.

" (}r',
'?J(

:2[.'
?Jt'

()

o .
, ,

'IJ f"'
·1 = ~ ')'~?

1

.p
J

'.1, gf'
'= .~

p

1



en .

c P

.'

1 D ()

Q. P

.' ~

en

. . 'OF' . ()f'
·J=--C-
. ~' ";

. . . ,
'In de fundamentele basisvgln·•.(1 .) en" (~. ) betekent dit dat:

, .1/. ' .. ()//' ' iJI!' ,
:1!t. = - - c-- J?Jt' 1{' ~ ..

., .
, .

~. <== (jl/·· ~'.
~;t. _'?§'. J.

, ..' . . .
, .."

substitutie hie:rVan'·iu·vgl •. (1b~)'~n V~l:' (2'~) ·lever~ op resp.:
'(4111" -.lil!'; ,";P' .".cI/t'(' 'pil " gil') f)

~ dïïJ' :~~ '" Il: 7;g 1" ("dliT W - Co ()9 -

en
"-, ,~

"

indien de acc€nten nu in het navolgende, om verwarring te voor-
koment gemaksnal:ve worden weggelaten, is dit na rangschikking
der termen te schrijven als:

resp. :

=- () (34
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IJ. ' d{/
(cr -cl.-:) Q; + /!~~- ït-o)«: JL.4j -all + (!-«)J!..J.. ..2!4 _IJ' 11 cm .~! ' /I dil a

=/~1- ~
Î

(35' )

, ,

Het ' is nu zaak om de eenparige snelheid e van he-t bewegende
g, q.s-assenstelsel zodanig te bepalen dat alle, afgeleiden naar
.t gel~jk aan nul zijn, zodat t .,o.v. het bewegende assenstelsel
een permanente b~weging ontstaat. Hiertoe zullen we er vanuit
gaan dat c de voo~tplantingssnelheid van de golf is (beschouwd
t~o'.v. de vaste begrenzingen voor de stromin:g), en dat het golf-
pat.roon z.g. periodiek permanent is, ms a sw ;: 9.e golffo-rmatie is

. : ~:Periodiek' Ln af'atiand e~' de 'afmetirt5en van alle golven zijn ge-
lijk~ Door ons uitgçmgspunt,'gebs;seerd Opwaarnemingen .van V.
,Co~ish (?) t aLdus te ki~zen, ,sluiten. we .aan bij hetgeen ~.eds
; ge$egd is in'de,"Inleid,ing van dit.'HQo,fdstuk V, dat we cnsin sL,. '.'

.' . ui t'slui te'nd eu.ll.en bezighouden met periodieke permanente rcil-
goLven, welke' t~ be schouwen zijn als de laatste én defin1 tieve
vorm van, de golfverschi,jnsêl~n', 'welke bij vo.Idoende .·léid~ng-'
lengte in een instabiele permanent eenparige stroming zullen
orrts tiaan (de z.g •. natuurlijke rolgolven zijn op te vatten als

, een' tussenfase bij het "tót stanç'i komen van een periodiek pe:cma-
•• ;_ I _ • • '- ,

nerrt rolgolfpatro,on) .. Nemenwe nu ook aan dat het water, in de '
" .

pr1smatische'he~lende leiding zich in de positieve x-ric~t~ng
'(i.e'. "st~ooma~fwaartstt) 'beweegt,' en dat de rolgolven progressief
zijn (d.w.z.' zifj bezitten 'zowel t.o.v. de' vloeistof, als t.;o.v.
dé"begrenzingen een eneLheLd in de positieve' x-richting) -wàt ,
weer bevestigd wordt door de waarnemingèn van V. Cornish (2)-,
dan houdt een en ander 'in dat, zoweL de voortplantingssri.elheid c
van de r-oLgoLf', als de g.emiddelde stroomsnelheid U' posi tief is,

, ,
dat c groter is dan U, en dat in de basisvgl. (2 ) de gemi.ddeL«
de schuifspanning t: in de wrijvingsterm positief is. Wekomen
zodoende vanzelf terecht op de reeds in Hoofdstuk I vermelde, aan
het werk van R.F. Dressler (11) ontleende definitie van rolgolven:
onde r- perio'dieke permanente rol[jolven verstaat men elke golf:for-
matie, :periOdiek in afstand, welke ontstaat als een vloeistof
in een hellende open leiding naar beneden stroomt, waarbij het
golfprofiel zich stroomafwaarts beweegt als een progressieve
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. golf."met constante 'snelheid en zonder ve~örrÎling, en zodanig dat
de werkelijke snelheden van: de waterdee Lt je s .overa L kle:i.ner. .
zijn dan de golfsnelneid~'

~'. Op grond' van' het bovenstaande gaan de fundamentele '-basis-
~ t . . . '. . '.

vgln. (34 ) en (35 ), '~ie' nu getransformeerd zijn' op,een in ons
. gé:val met het peri~dieke 'perm.~ente rolgol.fpati-ooll': ';meebewegend'!"
'~,,~,S·.;.assenstelsel,. ove r- .iIlt .

,~ . . ~ -
dU . dA " dH : " '.~OJ .~ .cm~·(U -~:?:<I{ =? 0. . (}4)

rÓ ~_ .en ' ... ',"'< . : .... , ""'" ....•.•.• ;"~""" ".'" .:'

:;~~-,',,"\- , .....(~ ..é)~ .+~os'-d~~)~~~Bi::~':'~~;~':~"..,' :;"'::,,(j5)
Tot, dit, resultaat, kan ..,me:n sneller komen door. direct ui:t te. gaan
;vàn b.ovênsJaand,e/ 4e~ii~iti:~,"~~Ql? :Pexiq,di·eke. pefu~nent,e,' 'r61g.61v'en,

. .i • " .."en '~Ch~~st're'eks "t'è, t~ils:f:Qm~ren '~p een met de" cà~~tap:tè g~t- '
.' ..'~':.:. " . ~é-t:nèid .è mèebev1l3g~nd::",'Q:ooirlinatensyst,e'e~:.I:=±;"'ct..;'{ia;, 'ge'ld t ';n.l. ~
: , ' .: '" " • ,",., , • , ",', -.,' 7' • . • :l ":, . '-. ,'"...':.<~''';:,.'-, l'':,,,.· ,U(x,t) :;:ti (x....ct) .=' u '(.9) . en,.H(x;t) '.= H '(~-ct) :::U-,·(i·), ,,: '

, . , ' . ,~'Y~.a:r;_Uit,volgt: ~'.-'..' ','"':,.',.:> ..';~:",":" '. ':' ". ',-, ,"', .;' : ~ .'.' ;, <'>'
~, ~ 4,. ::js" ., ,~.:.~J:l!! ',', ' ',~, ' it) '~ dR., < i!'~~.dIj' , ",':?Jt.-.~.>:lr.~. ".' c:Jf ..' -",~ :,di ,~~ ':''.:11,'' ';- . " ~ . '. - ..'

. 1

, -'.. " -',

! .• •· ...·9,'-
.'

,.... '.' ".'

, . ~...... .

. ,,'"
. -' ';.

, .. ..' , , .' . , - . :" '. " ., .' ~' .: Jf' . "
. ,'Substitutie ~ie~an 'in de fundamentele. :basisvgln., -(l'~ en (2' )

• • , • • + ~

: geeft dan weer, ..-aoa.Ls eenvoudig. is' in te zien., 'de',vgln •. (.34) ·en '
(35) ;:':dè accehten zijn :Vl~der~n1'gemàksha;tvé~ ~ln v~j:Warri!J€; ~e vo~I'-,. ~.
komen, .in het nav eLgeride w~ggela-ten.
, "

, '

Opmë'rking
- .

, '

In werkel{jkhèid mag de voortptantingssnelheid van een golf
in een leiding met onrep.;elma.tige 'dwarsdoorsnede nièt als!een

'. corrsuant e grootheid 'beschouwd worderij de· behandeling, van de ana-
lysering van het probleem echter is hier opgezet vanuit een ma-
croscopisch geziehtspunt voor gemiddelde stromingen, zodat de

. aanname van een constante voortp1.mtingssnelheid ais voldoende
nauwkeurig beschouwd' kan worden.

Ui t vgl. (34) en vgl. (.35) zullen we nu eerst' de twee groot-
dU dB '

heden CIf en .~. oplossen; de vgln. (34) en' (35) zijn 'te beschou-
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- .wen als een stelsel van twee lineaire, niet homogene vgln. met
, dU dH 'tvree onbekenden,'ar en~, e~,derhalve 'geldt:

dil
dt; -

o J. dl,'IJ-c) ,dil '

. ., ,

11 ' (I/-~)11
. .: :: {fJtI-pj , lIc«>J ~ /~-«)~I1JI

fI

, (dlJ-cJ '~"
. ..' ~

'1.' ~P:~'z.....). , "'f~'
, "

.. 11-

(a!J..c)

"(tI-c)1f, ',' . '
1tt#:J1- (l~tX)Clj:$J' , ,..

. . ,

'wat ria uitwerking en rangschikking der termen óplevert:

dil = ~1If1~j'- -k I . ,
dl 1JI(1/~c)(Ç(tI:'CJ f (/-tX)cPj (l1û:J1

Wordt vgl. (360) door vgl. (36a) gedeeld, dan krïjgen we direct:
dH Aau=- dl(U-c)QH

wat na enioe uitwerking overgaat
dA dU
A = C-"V

in:
,
)

integratie geeft dan onmiddellijk:
lnlAI = -lnlc-Ul+lnIKI.

oftewel:
A( c-U)=K (37)
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"

De willekeurige constahte K is in absolute waarde gelijk aan
'de schijnbare afvoer t.o.v. het meebewegende coördinatenstelsel,
en wordt de z.g. progressieve mate van afvoer genoemd. De werke-
lijke afvoer d~or een t.o.v. de leidingbodem gefixeerde dwars-
doorsnede zal voor stro~ing met lopende golven een variabele
grootheid zijn.

. In ~gl. (36b) bevat de wrijvingsterm de grootheden U en R;
. wordt nu de gemiddelde stroomsnelheid U uit vgl. (36b) geëli-

• . bmineerà~ m.b.v •.vgl. (37) dan wordt het rechterlid van vgl. (36 )
een f'unctie van de waterdiepte H alleen, immers de dwarsdoorsne-
de A en q,e hydraulisohe ,straal R zijn functies van de wa:terQ.i€pte.
,We ·'kunne.nnu dus zeggen dat vgl. (36~) tez~.·met,vgl. (37) ,
de algemene vgl. wee'rgeeft v eo» het profiel 'van het wat~roppe:z.- '
.vlak·in 'geval :'v~ (driedimensionale) stroming'me't lopende gól-

',' va'n' in e'e~ prismatische hellende ''leiding met' v~ije ':VJa'tè~sPi'egel..
'.(Wqrdt in het.:véI'VQlg'gesproken 'over "~t;f?ming met lopende gO.l-
ven", dan houdt dit geenszins in, dat er apraks behoeft 'te 'zijn'
van 'meerdere, golven acli.te:celkaar; deze uitdrukking kan ii,'l.

,~et 'zo goed van toepassing zijn op stroming ,met b sv , slechts
~6n lopende gQlf).

Is de beschouwde (hiet-perm~nente) stroming ~ét lopende gol-
ven laminair" dàn geld~ ,voor:de op het me ebewe.gende ~t ?~.s....as~en-
stelsel ge'trans,fonnèerdè wri'jvingstem. onder'weglating van, de

,accenten (zie p.V- 6 ): .' ,

«Ó,.»

_-,

, ;

r 3V"~'ëR = r'fJ R ',
en voor de correctiecoëfficiënt
verticaal (zie p.V-10):

)
... . -~

op de snelheidsverdeling in .de

cX:1,2;
uit vgl. (37) vol"t:

!. ~c.:.:&U-c: - A,,) .en U = 1t ~ I

met behulp waarvan de wrijvingsterm overgaat in:
t: _ 3 '('Ac-I< Ipn - AR2 ;

vgl. (36
b) gaat nu door substitutie van de voor pR en U afgelei-

de formules, na enige herleiding over in:

dil
d9 -
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waarin: ~=1, 2.

" ,',

Is de beschouwde (niet-permanente) stroming met lopende
golven turbulent, dan geldt voor de op het meebewegende 9' f'~-
coördinatenstelsel getransformeerde wrijvingstel.lll (onder weg-
lating weer van de accenten), indien wordt u~tgegaan van de weer-
standswet van de Chezy (zie P.v:- 7,);

, ~ _ gU lul
.,' :, -.~ - c2R '~'.",
.en voor .de correctiec:oëfficiënt op de sne.Lhe fdeve rde Lt.ng in de '

" .., v~rticaal (ziép.V-10): .
-. , 0 ,.,... ob

:',: Y" .:',: ,1';'0' ~ rx ~1.1-:, J ~ader gepreci.se~rd doo r- ,vgl,_ <?1 );
, 'm.b,v. de uit vgl. (31) 'a;fgéleide fo'rmule voor 'u gaat de' wrij-

" ~. .'.

. . v.ingste,rm over in: . . :' . ,
" ,,'_;/' '. ., ," . ' .' , ,- , gC.Ac-:J{); IAc-KI '; , ' , "

, ... ; ',' '.,' "C :; ": 'C2À2R ' .,
. ' , , ""@lt. ',.".. '
,_. " .'Vgl ". (3~b) g~àt' nu ao~:r:ó,s~~·stit~~~;ëyan de "~~~,'~..~ .en U ái'':''

g$le.l.de :formules, na enl.ge..4~;,lel.di3;l.g ~ver ~n;·· '.

..' ~ .'

, "

,J 'dil
df, =

, .
waarin:
1,,0 ~ «~1, l' nader gepreciseerd door vgl.(21 b).

, Is de 'beschouwde (niet-permanente) stroming met lopende
golven turbulent, dan geldt voor de op' het meebewegende !.?, S -
coördinatenstelsel getransformeerde wrijving§term (onder weg-'
lating wèer van de accen~en)t indien wordt uitgegaan van de weer-
standswet van Manning (zie p. v- 7 ):

't: gn2ulul
~ = RI '

en voor de correctiecoëfficiënt op de snelheidsverdeling in
de verticaal (zie p.V-1,1) :
1 ,0 ~ ex ~1,1 nader gepreciseerd door vgl. (21c);
m.b.v. de uit vgl. (37) afgeleide Î0=?IDulevoor U gaat de wrijYl:ngs-
term over in:

r _ ~2.( Ac-K) IAc-KI .
f!1- 'A2Rf t

Vgl. (36b) gaat nu door substitutie van de voor
leide formules, na enige herleiding, over in:

en U afge-
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.)

waarin:
1.0 ,~C( ~ 1,1, nader gepreciseerd door vgl. (21c) •
Tn de 'vgln. C36b....a5. C36b-b) en (36b-c) zijn de dwarsdoorsnede

,A, .de hyd.rauLi sche s~raal R (en ~~ f~ncties van de waterdiepte
E.

Vgl. (36b~a) is de vgi. voor het profie~ van' het weter-- .
.oppe rv'Lak, in' geva.L 'we te ro.a.kÈ~n· hebben met (ni~t":"perman~nte)

,,' drie-dimEHisionale lam,inaire strpming met' lopende .goLven in een.
prismatische hellende leiding .met vi'ije wate;rspiegel; d.e' resp:

'vgln. (36b-b) en (36b ...c) zijn de vg.Ln , V00r het profi-èJ,_'van het
wateroppervlak in geval we, te lD.a.kenhebb~!'1met een Cniet~pe~

. manente) driedimensionale turl?ulente stroming met lopende gol-,
ven in een prismatisch~ hellende leiding met vrije waterspiegel,
welke beheerst wordt door een weerstandswet van het Chezy-t;y'pe
resp. het Man..11ing-type"

, Is de leidingbreedte zeer groot t.o.v.
ms a sw , is de s tromi.ng tweedimensionaal, dan
omd.n te zien dat de vg l,n , CJ6b-a), ,(36b..:.b)

de waterdie'pte,
is het niet moeilijk

b',en C36, ,..;.c) overgaan
in resp.:

.J f'a .;

en



. /,

. .~

.L!{_ . ~CJ _ .I (l/c-kJIJlc-kIJ
dil _ 7n~.AUrt7 ." 1{'1 ' _
.d§ IX-fo + (.t-l>()C~ -/11UJJ

Opmerking

'..

, ,
Aangezien de weerut and.swet van de Chezy in theoretisch

o.~zicht beter ge f'undeerd- is, "en oók' een 'brede~, toepassings-
~ '. : '. .". .' . . . .

.gebied heeft dan de wee ra tandswe t van ,Man,ningt z1l11~n:we .~n
het navolgende' .de vgl. voor het 'p,rofiét van h~t 'water'oppervla,k
Jn. geval .van stroming met iopende g61v::en (in een prism~t.i,sdhe
hellende' leiding .meb vrijè 'waterspiegel) welke beheerst wordt
door ..ee~ weere.t andswe tr ven het Mann1.ng-tyPe,. 'i.e'. vgl·. (36b-c)

• re sp: vgl. (36b~·c-I} voo rlopig bui ten 'hé sèhouwing ,la tsn, en ons
. .' .i... .' , .' ."

uitsluitend bepalen tot .de geval1:en' van laminaire stroming met
lopende golve~t re'sp'. ~urbulente stroming' met .Lopende golyelf .

.' . 'met als uitgangspunt de vièetstandswet van de' Chez:y; oftewel .
~e zullen aileen beschouwen vgl ~ 'C)6b":"a)' resp. vgl. (36b":'a'j.

b b ,. .
, vgl. (36 -b) resp. vgl. (J6 -b ).

en

b b 'BepaLen we ons dus tot vgl. '(36 -a) resp. vgl. (36 ...a )b . b'
en vgl. (36 -b) "'resP.• vgl. (36 -b ) dan is het niet moeilijk om·
Ln te zren dat volledige integratie van deze 'resp. vgln. een
buitengewoon uitr;ebreide zaak is, gezien de vele gevallen dië te
onderscheiden zijn en de aard. van de integrand .. Hierbij komt
. trouwèns nog dat deze vgl.n, voor het profiel van het wateropper-
vlak, voor algemene gevs Ll.en niet :ana_lyti"sch gelntee;reerd kunnen
worden; alleen in het geval dat we te maken hebben met het lrunl-
naire stromingsgeval, resp. het turbulente stromingsgeval met
als kenmerkende eigenschap een constante wrijvingscoëfficiënt
C van de Chezy, in een prismatische hellende leiding met recht-,
hoekige, driehoekige of andere eenvoudige doorsnedevorm, kunnen
voornoemde vgln. wel analytisch geïntegreerd worden. Het behoeft
geen betoog dat, indien de vorm van de dwarsdoorsnede bekend is,
numerieke integratie altijd, in alle gevallen mogelijk is •

.Het ligt nu voor de hand om eerst na te gaan of vgl.(36b~a)
r-eap , vgl. CJ6b-a') en vgl. C36b-b), resp. vgl. C36b-b') op-
lossingen bevatten, welke continue periodieke functies 'van f zijn,
aangezien dit het ale;emene type beweging is dat we zoeken.
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-R.A. Thomas (1) geeft bij de ana Lyser-Lng van zij,u "bewegende
band mode L" aan dat er, voor de door hem be schouwde (nie't-per-
manente) tweedimensionale turbulente stroming met lopende golven,
(gebaseerd op de wrijvingswet van de Chezy me~ constante C-waarde)
zestig mogelijke oplossingen zijn voor golven met constante vorm;
in tabelvorm geeft hij een overzicht van de voornaamste eigen-
schappen van elk,van deze gevallen, door d~ differentiaal vgl.

, ,

te bestuderen, d.i,ehet verschijnsel bepaalt, 'zonder deze echt. "
, ,te,intep.-reren.Bij een gra~is'ch onderzoek van de ,quasi-pe,rm~,-,'

• , ,.. "'I

te "tu:ç.'bulentestromingst'oest?nd 'i,neen- n.e~llend~prism'a.t.isc.he
. , ...' ~.leiding met willekeurige ,dVla~sdoorsned~,.vindt A. Craya (16).

'ok weer uitgaande v~' de wèerstandswet'van d~ Chezy~,met c~n-
stante C..waarde, bi'iJeen ays bema t i.ache -classificatie van de
golven met constante vorm.~'nog eilkele,supplementaire oplossings-
gevallen. Zowel uit het werk van H.A. ThomAs (1)" als uit dat'
vaD.'A. Craya (16) blijkt. '<;lat·er geen' p~rtodieke .en continue-

. "" .opl.cssf.ngen zijn voo r de'desbet,re:ffende vg Ln , ~(hetzel~de zal
" gelden aLs men ui.tgaa,t"van een guasi-permanente laminaire stro-
mt.ngs toe.atand) , Dit: .is ook in .tiezien a.l,swe voor het profieJ.

, " ' " b tvan het wateroppervlak gemakshalve b.v. uitgaan van, vgl. (36,-b ):
he,t ree lte~l~d van deze vgl. kan .nsL, uitgedrukt worden als het
quotiënt van derde graads polynomen in H, derhalve zullen'de
functies welke door integratie worden opgeleverd bestaan ui~
lineaire combinaties van de machten, de logaritme en de arcus-
tangensfunctie, en men kan nauwelijkp verwachten periodieke ïunctie
.te vinden bij het bepalen van de inverse oplossingen, ~(R) v~n dit
type •.Dit feit nu, dat er geen continue oplossinGen te verkrijgen
zijn ui t de resp, vgln. voor het profiel van het wateroppervlak
-tezamE:n met de waarneminsen aan rölgolven (zie b.v. V ..Cornish
~::' J j -) ei t tot de vraag ot' er ~een discontinue periodieke op-
lossingen kunnen bestaan, met discontinuïteiten in de vorm van
bores (i.e. lopende watersprongen) die dan zo aan elkaar gescha-
keld moe ten worden, dat voldaan wordt aan de z.g. "schokvoor-
waarden" ..R.F. Dressler (11) toont aan ûat dtt'inderdaad het geval is.

Opmerking
Trouwens,om continue oplossingen te krijgen is het noodza-

kelijk om te werken met hogere approximaties dan die weLke ge-
leverd worden door. de z.g. ondiepwater-theorie.
R •.!!'. Dressler (11) leidt nOG, uitgaande van een perturbatie-
methode voor de stroming langs,~ helling, hogere ben~Qeringen
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af yoor de basisvgln., .waarbij wrijy~ngseffecten al'leen be-
achouwd worden in de 'laagste ·.aP11roxiin.at,ie; op .oasis hj,;ervan

verkrijgt hij een continue periodieke oplossing voor rolgolven
in de vorm 'van elliptische (zg. c n-s) :funèties van .Ja c.obä , als .

. .de tweede 0:ro-e oplossing van de ondiep-vratcr theorie. Het werke-
lijke golfpatroon, dat waargenomen is in hellende leidingen
in' de nabuur- en b.ij experimenten, vertoont echter veel meer
gelijken.is met de discontinue periodieke rolé.)ol10plossing dan
met de continue periodieke rolgolfoplossing, reden waa~omwe
ons hier ~itsluitend zullen beperken tot de z.g. discontinue
pe rdodäeke oplossingen van het rolgo~f'Problee1p..

Ons'vool;naamste doel zal zijn discontinue rolgolf'oplossingen
.' te construeren door geschd.kbe oplQpsJ.,ngen voor de vgl. (36.b-a)

. ·b· '. b v' . b t
..resp. vgl. (36 -a,) en vgl. (36 -b) _' resp. vgl. C36- -b ) aan
~lkaar· ..te passen, te' achake Len, d~-m.y. z.g. nschokken"~ We zul-
, len' d~à=!-,,<?~nu overgaan-.tot de aflé~d,i,ng van de z vg , s.chokVoor-
waarden, -in. een zoQ.anige. vom dat deze van toepassing z;i..jn op
de hie r 'be schouwde ai,tua.tie. ,:

.'
~ f '. • t . t--

._V-C: De schokvoorwaarden !tmet weerstand in' een hell-ende pris-. ' .
matische leiding mèf willekeu'rige dwarsdoorsnede.
In HÓC?fdstuk I, de Inleiding.' is re'eds vermeLd dat elke '

'di~:icon:tinuiteit wélke in, de waterspiegel van stromend water voor-
komt. aangeduid word.t met .de naam "schok"; zo' noemt men een be-
wegende discontinuïteit \tbore" en een stationaire "watersprong".
Wé zullen hier nu de drie z.g. ftschokvoorwaarden" afleiden voor
het geval van een prismatische leiding met -(continue) constant
hellende bodem, en aantonen dat deze opgaan voor elke wille-
keurige'volt+mekl!'élcht vu:.elkeop de vloeistof werkt; in de,litera-'
tuur (zie' b ,v , J.J. Stoker (32») worden de achokvo orwaardan n sL,
steeds afgeleid uitgaande val?-een horizontale leidin~bodem en
afwezigheid van een wee~standskracht. De weerstandsterm 'IR 'heeft
de dimensie [N.kg. -1). i.e ~ kracht per eenheid van massa, .en kan
derhalve beschouwd worden als een speciaal soort volumekracht •

.Beschouwen we' nu een di sc ozrtLnu'l tei t met abscts x:::ó'(t),
welke met de vloeistof meebeweegt. Aangezien we steeds zijn uit-
gegaan van de gemiddelde snelheid in de vert-ic~al~ i.p.v. de snel-
heid als functie van de waterd.iepte, zullen we hier aannemen, dat
alle vloeistofdeeltjes :Lneen verticaal dezelfde (gemiddelde)
snelheid bezitten, zodat a.lLe deel tjes die zich in zeker vLak

* . , 'voor stroming
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loodrecht op de x= a.s (resp. ~-àS) bevinden, daar ook blijven;
daardoor is het mogelijk om het water te be s.chouwen .in een ge-
bied begrensd door twee normaalvlakken met absciS'sen x=a Ct) en. 0
x=élr(t), terNijl het gehele gebied beweegt (Zie fig.V_:4);
de index 0 zullen we nu gebruiken om grooth~den "links", en de
index '1 om grootheden "rechts" van de discontinuï tei t aan te
duiden. Achteraf zullen we dan de correctiecoefficiënt ~ op de
sne~heidsverdeling in de verticaal aanbrengen.
De wet van behoud van massa en de wet van behoud van impuls

. .
kunnen nu toegepast worden bp het ingesloten vloeistofgebied,

. .
terwijl dit gehele gebied beweegt in de tijd; ook de UitdrW~ing
'voor .de :mate van ene rgf.eve rande ring .kan bepaald worden.
:V-C.ti: De wet van behoud v&n massa.,

De wet van behoud van massa· luidt voor de beschouwde situa-
tie:

,
waarin M

,cL ,'.~ '... 'f. ... ,. rr M =00 ,

de mate van opeenho,pj.;ng van massa bmnèn de beschoûwde
vloeistofkolom Ls,

De massa van een voIume-eeLemerrtje dxdydz=dA.d.x' is:

rclAdx, )
. voor een vLoeLstofkc Lom niet breedte dx word t d.it (termen welke
oneind.ig kle~n zijn van de tweede en hogere orde, worden nu en.
in het volgende ve rwaar-Loosd js

fidAdx == r~: ;
de mate van opeenhoping van' massa binnen het beschouwde vLcei stio r-,,
'gebied, M, is:

, tt,ti) .

M = ftA(L"{ ~ ,
zoda t de wet van behoud van massa oplevert:

i§jjd~ =0

V-C.b: De wet van behoud van impuls.

De wet van behoud van impuls luidt voor' de be schouwde si tua-

(38a)

tie:
t f

M - M dm-~ x' x""([t~ = dt : ,
waarin ~ de mate van opeenhoping van impuls binnen de beschouw-
de vloeistofkolom is.

De impuls van een vb~~~e-elemantje dxdydz=dA.dx is:

. ~udAdx;
voor een v l oe i storkoj.om met breedte d.x 'Hordt dit:

/ fudAdx. = rUÀd.x t



zoda t dm, wordt·at .

~ d l~tt)
ë1t = ëtt f UA<L-x

'ajt)
De uitwendige kracht op een vol~e-elementje d.xdydz = dA.dx t.g. r.
de zwaartekracht is:

~gsinb.dA .dx;

voor een vloeistofkolom met breedte dx wordt dit:
l~~Sin~à.A .dx =.~~sinb.d.x

zodat voor het gehele beschouwde gebied geldt:
a.tl)

Fg= l~gAsin».dx.
Op analoge wijze kan voor de uitwendige kracht op het beschouw-
de gebied t.g.v. het druk~erval, worden afgeleid:

~p = j ~dA - 1~(ti. . ; .
, '" ~i) ~,;. II(~ fJ

We zullen nu invoeren de gemiddelde druk p,-. , welke zodanig
is gedefiniëerd dat de totale drukkracht gelijkblijft;

jpdA = Pr·A =rgCosb.(H-~).A,

waarin ~ de afstand is van de bodem tot het zwaartepu..."lt van
e dwarsdoorsnede A; vte krijgen dan (N.B. De druk is aangenomen

als zijndè hydrostatisch):

F.y =pgAoCOS'.(Ho-l\~) -rgA1cos§.(H1":'~~)
De wrijvingsterm heeft de dimensie kracht per massa, en wordt
beschouwd als een speciaal soort volume kracht; derhalve is

situatie: , t

}.!;'J - l<~~ = _'-__".......---
ULI dt

hierin is ~ <ie ene rg i.e in (l.e vorra van warmte, (;eluid
t

etc. weLke
door het controle-oppervla..l( aan 'het systeem wordt toegevoegd,
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, ,
E')-E.,at de toename ,van de inwendige energie van de massa binnen
het beschouwde gebied, en Wde arbeid overgedragen vanuit het
systeem. De inwendige energie van de massa in het beschouwde. .
gebied bestaat uit de kinetische energie plus de potentiële
energie. De kinetische energie van een eLemerrtje .dxdydz =dA.dx
is:

1 22'!U dAd.x;
voor een vloeistofkolom met breedte dx wordt dit:·

}
1 2dAd.x ., ":"?A"2'~u = 2ru- dX,

zodat voor het beschouwde gebied geldt:
4,t>

L~~~2Ad.x
'1:) .

De potentiële energie van een v.loeistofkolom met breedte dx is:
, ~gAdx.(H~+5)cosbt

waar-i,n s de afstand, gemeten in de z-richting, is tot een .hori-,
zontáal refe.rentie-vlak; nu geldt voor het beschouwde gebied:

tI) .

Jlg.4.(Hu.Ir+S)cosHdx .
~d)

Voor dé opeenhoping (i.e. veranderingen) van inwendige 'energie
iJl, het beschouwde gebied kan nu geschreven worden r

E;-E~ d f~Ü{)1 2 A} .at . = dt .lil) '2" eU.A+ ~gA(1W +s ) cos u d.x .

De arbeid welke door het systeem in een tijdsinterval ~t
. .

·verricht wordt, t.g.v. het drukverschil is:

de mate van energieveran~ering van het beschouwde systeem, t.b.
hiervan is dan:
dW »: I:lW ~
'(ft.top = - 7..:0' a4,D = ~cosU,(H;-~~)A., U.,-fgcosbCHo -F....JAoUo'
als weer ingevoerd wordt de r,emiddelde .,ruk Pr. Czie boven).
De arbeid. die het systeem in een tijdsinte1."Val At verricht t'.g.v.
de wrij_ving is:

, ~tt)

-dil/i :fjvJ') JIJr
"{~~ f l(

J

de mate van energieverandering van het beschouwde systeem t.g •.
hie rvan i s dan:
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d'W' .s; ~V-r= -~-relf ~t

f2tdJ

- +p I jrf die/x
I "(1) 11 f

.We zullen nu aannemen dat A naar beneden beg~nsd groter dan
nul is, en dat U niet onein~i ~ordt. Laten we ao nu nade~m
tot a1, dan nadert de enkelvoudige integraal in het rechtèrlid
van vgl. (39a) t~t nul, terwijl ook de dubbelinte~raal in het
recht~rlid van vgl. (39a), resp. vgi. (40a) tot nul nadert:
,immers het beschouwde gebied nadert tot .nul terwijl de integ:ra:ril
eindig blijft. Derhalve is het duidelijk dat de 'volumekracht

, .

·ge.eB invloed he~ft, Öl> de schokvoo rwaarden ,
Vervolgens zullen ,we de afgeleiden naar de tijÄ beps l.envan .de
overi.ge :Lnteg'ralen.Beschouwen- we daartoe de integraal: .

. ' -', fljlB' - . .

. , " .' i:: (tiCx t _t ) dx , , " . . ,
s ' , • tL6· "
wàa rvan fCx,t) een d,is,continuïteit'bezit in x:6{t) en tjJ(x,t)de
primitieve is van tp(~t); dan geldt:

De suffices - en + duiden de grootheden aan zoals deze ontwikkeld
zijn resp. links en rechts van de aisc ntinuiteit.
Differentiati'e naar t geer't.e
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met ~?== Uo en ~f== U1 wordt dit:

~::.1_I~(tt,t)·*~~(~tJ.t!)-f 11{~JI)ll'-I(~)t).1f-)=
- - ~(~t)./I/,-.11) + 1(~Jt)/ 11,-1f}.

1VI~t~~ ::: ,c levert. 'di t dan op i.
,: '_..4",' dl ' ' , '
.. ~-:--q, dt ==?'·'r(U1,-:c; -:tÎo·(Uo-c). ' .
wa.arin U, -c ,de stroomsnèlheid is t.o.v. de bewegende schok ..
Li'r.lliGteve1.'gang volgens bove nabaande for!U\lle levert voor vgl. (38a)

. '" ... . .

op:

. :

~A~(U1-C) -~o(Uo-c) == o,
wat m.b.v .. vgl. (37) ook geschreven kan worden als:

, . fA') (U1-c) ,=~Aó(Uo-c) ==cAv. =.... ~K,. , . (38b)
waarin 4:J, de z.g._ "masaaf'Lux" voorstelt; deze st rooms per dèfini-
.tLe van de' voorzijde' (i.e. het "front"-) naar de achte,r,zijde (i.e.
de n~gn) van de schok en is dus, uitgaande van 'fig.V-4 pósitief,
aangezi.en de positieve x-as' naar rechts wijst.
Limiet.overgang volgens bove ns t.aande formule levert voor vgl.
(39a) op: , '

~A1U1(U1-c)-~oUoèuo-c) =~gCOSe_Ao(Ho-~~-~gcosB. A1 (H1-~~) .
Wo~1.1..Jhieraan nu toegevoegd de correctiecoët'ficiënt ex op de
snelheidsverdelin~ in de verticaal, 6ede iniëerd als

2 f 2«u A = ~u dA,
en nemen we aan dat deze constant is, dan gaat deze vgl. over
in:

~A1U1(CXU1-c)-rAoUo(~Uo-c) =~gCOSe·fAo(Ho-1\~)- A1(H1-~.t) 1 C39b)
Limietovergang volGens bovenstaande formule, levert voor

ve;l. (40a) op:
. dG r-

llrr<rt :::J fI~(U1-c)A1 +~g(U1-c )A1(~.i+s'1) cos§ -~~~(U 0-c')Ao+
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- ~g(Uo-c )Ao' (1fvcJi"so) cosO+ ~gCOS~.[A1U1 (H1-~u.ai)-AO U0 (Ho-Ho""") } ,
met de. opnerkino dat S =s1-

o '.
ordt hieraan nu toegevoegd de correctiecoë,fficiënt 0( op de

snelheidsverdeling in de verticaal, benevens een analoog ~ede-
finiëerde correctiecoëfiïciënt ex',:

t «'U3A =k3dA,
stellen we dat fX.{X,.=fX , en nemen we aan dat :deze correctie-
coëfficiënten constanten zijn, dan geldt:
. +i~ = ~ elX{U~: ·(~.U1-C)A'J-U~( a'..Uo-c)Ao+ , '
. +gc?sD{,~1{U1;C)'(H1aJ+6)-fAoC.Uo-C)(Ho~+S)j +
+~gcos~t A1U1(H4-Ht~ )-AoUo(Ho-Ho~)} ,
Voe ren we nu nog de mas sa f'Iux t/>" in mvb sv , vgl. C38b), dan is

'.-s uit de tweede term va:n,pet rechtérlid' te elimineren en krij-
.gen we:.

li~ = ~ ~a[u~(<<..u'1-,C)A1":u~(~.Uo-C)Aot+~gcos'.(H1-,-HQ~)+
+fgC?S~[Á1U'1_(H1~~a.04)·- Aotro(Ho-Ho~)}" C40b)

Opmerking " -.
Bovenebaande ~gln. C3Sby, .C39b.'S en' (40b) :zijn óok: sneller

'e;f" te, leiden. Daartoe zu'llen, ~e , onderstelle~' dat 'het schok:f';ront'
. -e~n.·eLnd.i.ge·lengt~,r., heeft" gemeten, Langs .de ':I-etdingbodeIti, ,

,1;- C

. '.
en dat de stroming met' Sqhokgol:f te'be~~houwen :i;s'als èen ge- ,
val' van pe rmanerrbf.e, dOor op het gehele kistee1ll de" voortplantings-
snelheid c van de schokgolf' te superponeren'. We zullen dan de

- '"'.

.
wet van behoud van massa, de wet.van behoud,van impuls e~ de ,wet
van behoud van energie' toepassen op het, controle-volume dat ge-
vormd wordt door de vloeistof tussen golftop en golfdal (zie f~g.
V-5, gearceerde gedeelte). Omdan vervolgens op de bedoelde vgl.n ,
terecht te komen, zullen we de schokdikte' (in longitudinale
richting gemeten) laten naderen tot nul (Zie ftg.V-5)
a- De Vlet van behoud van massa~

. Deze Lui.dt in zijn algemene gedaante:

O dM' d1Ilo-d.mt=ct:t + dt- ;,
hierin is ~.de mate van ophoping van massa binnen het controle-
volume , en 5ll!ltd~f, de netto hoeveelheid massa die het controle-
volume verlaat. t

Voor de hier beschouwde situatie is: ~ =0, en derhalve geldt:

O""~it.iI~ = fjCu1-C)dA - ff(Uo-CJdA,

waaruit volgt:
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~Ai(U1"!"c) -~o(Uo-c) =0,
Voeren we we~r het begrip "masaa r'Lux'", t/;,,) in, .dan krijgen we:

~A1(U1-c), =tiA,o(Uo-c) = ifJ,,; C38b)
. omdat- de 'massa11ux per de fini tie van het front van d-e schok. naar

de achte.rz.ijdé stroomt, .ä s ;,. nu negatief (zi~ fig. V.:..5).
b-' De wet' v~ behoud.v~ imPuis. _,'-
~eze luidt in zijn algemene gedaante:

," . . , ~Fx·:-~r+ dM"\ltèM&'" ,', ~ : ~ ~. ,_,'
. -. ': 'hie.r,i,ri is :rr: ,.de,-mate ,yan, impuiso,peènhoping"i~ de x.ri'chting •

. ,", , binnen het eont1"ole-volume en ~~~ .d:e_,má~~ w.aa;!:'i~ ~dè i~-:"
: ':_":" ,','_" 'puls: in d~, x-richting, dQor het _Co.'ntJ?öle'-~ppe:t'Vl,ak n..aà~ ·.blJ.(t~n
~.~ t ...... ~ ..', ,a, • . l>~',,'. ," ·.1.,;1,' ._...... . '. .... .

;', ' ", ,,' .. stroomt. ' ,;. . . _, • __ ..

, " . -: 'VOQr' de ~ier' 'beschouwáe. si tuatie is~~~~ -~. " ";' "., .
, '~, De rie t tio ,im:pulsflux' door 'd~ 'oppe~lakt.~,':vá:n' het ',,?ont~~le ..._tI:'Qlumè

'. ". . . '. . ~ ".. . , ~ ".

, dN~-dI(~, "k . '2' . t.. ~. 2 ,; - ,:
. , (1:6 .' - ",~(U.1-~) dA-'if(Uo":"Ö) dAt

voeren we iz;t de correctiecoë:t'fîcië.nt .a op de sne LheLdsve r-deLi.ng
in, de ve rticaal .., gède:finiëerd :als: .
, , ' cXU2A::;; Ju.2dAt' ...'

en nemen we aan .ç.a.t dit een,' constante is,. dan ]<:rijgen we:dl' -d1~ .a. 2' ~.2' r: . '2 ...:" dt ' =~(~U1A1-2U1Ai+c Ai) -~(~~Ao-2cUoAo+C Ao)=
=f[U1A1(~U1-c)-A1 c( U1-c )-UoAo (ctU0 -c) +1\.0 c(Uo-q)}

M.b.v. de continuiteitsvgl.: ' ,
(Uo-c)Ao=A1(Ui-c)=constant=-K

leve rt di top:

~-dMXt·at =fAiU1(~U1-c)-~AoUo(~Uo-C)

"

Als we wederom werken met de gemiddelde drulc Pgemt als r de
schuifspanning is .,emidrleld over de schokdikte L, en G het ge-
wicht 'van het water in de controle ruimte. dan is het niet moei-
lijk om in te zien dat:

~Fx= ~gcosb·fAo.(Ho-Ho~-Ai (H1-H,~} + GSin~- ToL f ;
reduce ren we de schokd i.kte L nu tot nul, dan i s ~'x tomcia t G
en L naderen tot nul:
~}'x= pgcosO{Ao(Ho-Ho~ )-A1 (fi1-Hia.J)] ,
zodat de wet van behoud van impuls wordt:

~1U1 (~U1-c) +»,(~Uo-c)= ~COS'[Ao(Ho-Hou.4)-A1 (H1-H1~) J
c- De wet van behoud van ener' ie.

Deze luidt in zijn algemene gedó.ante:
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.ac E2-E...,· dE -ez. dU
:::Ii I + 0 L, + flat = 'dt dt axÎ

hierin is ~ de energie die in ~e vorm. van warmte etc., aan het
E' E'beschouwde systeem wordt toegevoegd, : 2- 1 de 'toenam.e van de

.inwendige ene rgi.e van de massa binnen M.t ccnüro.Le-vo lume.,
dE -dE·. at 'I. de netto inwendige enerttieflux door het cont~ole"'oppe~
vlak. en W de a-rbe Ld ove rgedz-agen vanuf t' 'het c ontrro.Le=oppe r-vLak.;
Voor de hier beschouwde situatie is, als de sch6k~ikte L nadertE' E' . . . ... tot. nul, 2- '1 :0,. . . ' . .

Voor' de int*~ndig~ energie'flux door het contrro.Le-eopperv Lak naar
buiten geldt:

. .~ . (.1 r,) . h .
. .' "(ft=, -42" ~(U'f~è)U1'dA-t- (H~ +s1 ).cos~'i~g(U1~C)d.A;

evenzo geldt, voor de in~enaige ene rgf.e f'Lux d.oor het cont r-oLe-.
oppervlak naar'binnen:

. ~: iJ~(Uo~O)U~.dA ~ CHoa:,.+so)coa'frgCUo-C)dA

Voeren we nu weer in de corr.ectiecoëfficiënt a op de snelheids-
verdelinr; in de verticaal, benevens de analoog gedefiniëerde•correctiecoëfficiënt 0( :

()"U3A= fu3dA,
, ~ , ,

en stellen we dat «.Gt.,=a' t dan geldt onder de aanname dat deze
correctiecoëfficiënten constant zijn:

dEo -, dE, '1 _J ' ~ .. at - '2" P«lI1( ~.U1-C)A1+ ~(H1cM+s1) ccsz .A1(U1-c)+

::: ~pC(u~(a.,lf'Uo-c)Ao~~(Ho~ +so)cosb.Ao(Uo-c);
Voo'r een tot nul gereduceerde schokdikte L' is 8

0
=s1; door in";'

voering van de massaflu.x cf1v1 m.b.v. vgl. C38b) is s dan te eli-
mineren uit de tweede en v l.e rde term van het rechterlid, en
krijgen we:

dEo -dE, 1 f 2 2 j . ~----at-='2 f(XtU1 Ca'A'U1-C )A1-U 0 (1X"".u0-c)Ao +gcOSC7.4M(H1~-Ho.J·
dW.. 1· t . t td·" dW d' t t(ft a s 'Ge sp ~ sen a.n een erm .g.v. e wrJ.Jv~ng>~, a e 0

nul nadert als de schokdikte L gereduceerd wo rd t tot nul, en e.en
tèrm t.g.v. het d:!:'U};:verval)~Ap, die onder invoering van de ge-
middelde drukspanning p (zie boven) vrorclt:- gem .

dW ~ A
(!1;~P = ~gcosa.(H1-H1~ )A1U1-~cosa.(Ho -Ho~)AoUo

I.o'.v. ~ krijgen we nu, als de schokdikte L nadert tot nul,
1· dG d
Bl dt' us: ,

iim ~ = JplX{tSCI>'•.UrC)ArU~C~'Uo-C)Ao} +~gC~SnCH1 .... -Hoa.Jt)+
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Beschouwen we nu vgl. (39b) dan is het duidelijk dat door
de aanwezi.gheLd van de corr:ectiecoë:fficiánt ex. de grootheden U en
c niet m.b.v. vbl. (37) geëlimineerd kunnen worden, m.a.w. het
Ls niet mogeLi.jk om uit deze beide vgln. het ve-rband te vinden.
tussen de groo tste en de kleinste waterdiepte van de go l.f ,
Evenmin kunnen uit vgl. (40b) de grootheden U en c geëlimineerd
worden m.b.v. vgl. (37). t.g.v. de aanwezighe~d van de correctie-
coëfficiënten ti en ~ In dit verband zij' tevens nog opgemerkt
dat het niet geheel duidelijk is hoe de correctiecoëfficiënten" 'a en ct z,ich als va rd.abe Le functies gedra Jen, reden waarom ze
• als .constanten zijn aange nomen,
In feï be is het zo -dat ter plaatse van de,' schok de verticale
versnellinge.p. (c.,q. de ve r-sneLl.Lngen in de.z-richting) niet
meer verwaarl~osd ~en'~ordênt zodat do~r eigenlijk de Qnt~
wi.kkeLde z.g. "ondiep-watervgln." (waarvan is uitgegaan) niet
meer geldi ~ zijn, en ook de' d~erdeling dus niet meer hydz-c--
statisch is. "Nochtans zullen we verondersteilen, dat deze ver-
ticale versnellingen, welke de sterke vorticiteit in de schok
ve roo re aken , zowel in het geva'L van laminaire stroming als van
turbulente st r-omt ng , een dusdanig nivellerende invloed op de
snelheidsverdeling in de ~ertica~l hebben, dat we mogen zeggen
~=i, en a~i (dus ook IXt!' =1); tevens zullen we er vanui tgaan dat
der êlrukverdeling ter plaatse min of meer hyd.rbstatisèl!-. blijft,
(hierbij moeten we bedanken dat de schok altijd een zekere t'dikte"
L heè f't en dat voo..rnoemdedrukve rde Li.ng geldt aan de bovens ceoomse
resp. benedenstroomse zijde van de schok -(zie fig. V"'5).
Op grond van het bovenstaande gaat de vgl. voor de wet van be-

, (b).houd van impuls, vgl. 39 ,over ~n: .
,pA1Ui (Ui-c)-~o u0 (U 0-c) = f;cos~.[Ao (Ho-HoCAl!Ä)-Ai (Hi-H1rJ11i)) ;
m.b.v. de vgl. voor de wet van behoud van massa. vgl. (38b) levert
dit op:

9\;1' (Ui-U0) =~COse,[Ao(Ho-Ho~) -Ai (H1-HicJ1 :' (39c)
Uit deze vgl. en uit vgl. (37) is het nu mo'elijk om Uien Uo
te eLi.má.ner-en , zodat een relatie kan worden afgeleid tussen de
grootste en de klein.ste wate:L'ä..iepte van het golfprofiel.
Tevens gaat op grond van het bovenstaande de vgl. voor de wet
van behoud van energie, vel. (40b) over in:

li~ = ~'eU;A1(U1-c) -~~U~,Ao(Uo-e) +~!gCOs§.(H~-Ho~)+
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. .' ,

+fgCos8.{A1U1 Cli1'-H1"",)-AoUoCHo-Ho~) J- .
Voor dè eerste twee termen van het rechterlid kan men m.b.v.
vgl. C38b) schrijven:

~C/if~- ~ifMU~ = ~<1M(U1+U0).(U1-U 0) i

A,

~ljJninátie hieruit van de factor 9il'C?1-Uo) m.b.v. vgl. (39c)
levert voor li~ op: " , , ,

li~ ':;: J,..(U1-tro)·~cos8[.Ao Oio-H~UIdè)-A1(H1--:R1~)]+gcos8. ~(H1~':'HoJ+
~pgc_?s§.[A1U1(H1-H~ - AoUo(ao-Ho~)J" .

wat; na rangschikken der te rmen en enige hé'Plèiding, cp'Leve r-tr:

li~ = gC2,&~~{~o(H~-:Ho~) +fA1(H1-H1a.A)j.(U1-;'ö)+ '

+ gcos~. 4(H'1~~H~) = ,

= ~A~~~.{~~A1(Ho~H'o.. ) + ~A.;Ao(H1~H1~)J.{(U1-C)-(Uo-,C)J +"',

, "gcos§.stM f"', ' }~.
, + '21 A - .. 2AoA1{H1a.4-Ho~) ;'
, 0 '1. '

m~b.v. vg l., (3~O) is (u'1-c) en (Uo-c) h'i,e rui t nu te elimineren,
zodat we 'na enige herleiding, en rangschikken der termen krijgen:

. ~ , COfJ8.~ f \" ' , ,
~t :;:a

o
Ä1 VI 'A~ (Ho~UocM) -AoA1(Ho+Hoa-.4) + AoA1(H1+H1~) +

-A~(H1-H1~) J ' , ' (40c)

. .,
. :

Duiden we nu het hoogste punt en het laagste punt van het water-
oppervlakteprofiel aan met de resp~ index b en f, m.a.w. ver-
vangen we in de door ons beschouwde, situatie van' stroming met
rolgolven van de gedaante z oa.Lsvge s chet s't Insb sv., f~g.V-5, de
index 0 door b, en de index 1 door f, dan'worden de drie schok-
voorwaarden tenslotte:

~Af(Uf-c) =~Ab(Ub"';'c) :;:~ -F~J (38)
(waarin ~ dus pe,r definitie nu negatief is) i.e. de wet van
behoud van massa;

~.(Uf-Ub) =rgçOSB.[Ab(Hb-Hb~) - Af(Hf~H~~)}, (39)
i.e. de wet van behoud van impuls; en

li-dQ = gcos~·1i1 J 2 _ - ' '
ma! . 2AbAf L Ab(Hb-IibCIItÁ)~ AbAf;Hb~Hb~ +

+AbAfCHf+Hf~ - Af (H:f-Hfa..á)} , (40)
'i.e. de wét van behoud van energie;
hierin stelt <A..vlde z -5. "ma asaf'Lux" voor, H~ is de afstand van
de leiüingbodem tot het zwaarrte purrt van de desbetreffende
dwarsdoorsnede en de indices f en 1? géven de waarden aan van de
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1 •

bijbehorende grootheden in het laagste, resp. hoogste punt van
het water?ppe'rvlaxte profiel;

Heb~en we te maken met een geval van tweedimensionale
stroming, d.w.z. vindt de $t~oming plaats in een zeer brede
leiding, met rechthqekige doorsnede, dan is de gedaante van
vgl. (40) sterk te vereenvoudigen; immers dan geldt per eenheid
van breedte:

1
H** ='2"·H, Ao=Hb.1 en ArEf.1,

zodat vgl. (40) overgaat in: , .

lim dQ ~ gcose~.( ['1 T3' : '1.3 '3 2 .:3T 2J
. (ft 2H H . 2"' Rb -'2'Hf - '2' Hb'Hf+ ~IbHf '. b :f -

wa t gemakke Li jk te herleiden is tot:

ii~Q.Q = gcosS.~v1· 3
mo::t 41tt)Hf . (~b -Ht)

Vo?r een echte· schok i~ ~""Hf' en dus li~ =FO; aangezien norma-
. liter vloeistofdeeltjes alleen energie h.'UI1I1enverliezen als ze
"de schok passeren, en niet wi~en:·; moet gelden li~ <.0, eh dus
moet het recht'erlid van bovenstaa.nde, ~l. negatief zïjn; voor
het fr~nt van de rolgolf zijn de su'ffic.es zo gekozen dat: Hb',>Hf'
dus moet gelden dat (/JM_ negatief is; d~ t klopt ook: -de massaflu.x

. 4>M stroomt per defini tie van het front 'van de SChok,naar de
aclJ_terzijde, en de x-ia.s is posi tiet in. re chtse . richting. De wet
van behoud van ene rg'ie faalt' hi: r dus (immers li~ -:1=0) t aange-
zien alleen maar de kinetische en de potentiële energieën zijn
beschouWd; de energie welke t.p.v. de schok verloren gaat, komt
vrij in de vorm van wa rnrte , geluid, opname van lucht,' etc.
Bovenstaand betoog, gemakshalve opgezet voor het geval van twee-
dimensionale stroming, zal ook opgaan voor het geval van driedi-
~ensionale stro~ins.
ien sevolg van deze ongelijkheid (in de wet van behoud van ener-
gie) is1dat t.o,.v. een met de schok mee'bewegend assenstelsel, de
vloeistofdeeltjes altiijd een schok passeren \Tû.nuit een gebied met
kleinere totale diepte (het IJ front") naar een gebied met grotere
totale 'diepte (de ttachterzijdeU); worden de w?-tersnelheden
beschouwd t.o.v. de bewegende schoklijn, dan geldt tevens dat de
snelheid aan het ~ront z.g. supercritiek moet zijn, en aan de
andere zi,jde z.g. subcri tiek (Zie voor een ui.tGebreider beschou-
wing hie .rvan b,v , (32 ).
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V-D: De sleciale·oplossing.
Op p. V-26 van di t HooI'ds truk V is reeds ve rmeLd dat er geen

continue periodieke oplossingen bestaan voor vgl. (36b-a) l~S~.
vgl. (36b_at) en vgl. (36b-b), ~~sp. vel. (36b-b'), reden waa~
om We discontinue periodieke oplossingen zullen trachten te
construeren door periodiek een continue lopende golfoplossing
d.m.v. schokken aan elkaar te schakelen. We moeten een continue
oplossing vinden met de eigenschap dat de stroming in het ene
gedeelte supercritiek en in het andere gedeelte subcritiek is.

. '
'Om redenen van ccntii.nu.L tei t zullen deze twee ·gebieden gescheiden
moeten zijn door. een dwa rsdco rsriede waarin de stroming ,precies
de critieke snê~heid heeft. De snelheden moeten gemeten wo~
d~n t.o ..v « de roe~" aneLhe id c bewege nde . schok, d.w. z,.~ t.o.v.
ons 'meebewegende (,~,~ ':';coördinatensteise~. Oók moe t'en .de tvtee
gebied~n een zodaru.ge "ligging hebben 'dat <ie:deeltj.es. een supe r--
criti~k~ sne LheLd bez ï,ttën al~ z e de .acnok instrOmen;: etl.:~~een

.' subc r l tieke snelheid 'a'ls ze 'de' schok ui t;s'Çromen~ Lnd'i.en dit nu
het geval is 'zal, ,vOlcláan worden .aan ~d.e energie ongélijkheid~
V:olgens', de geh~tee roe de'f'i.ru, tie vocr roigol ven' moet ge Lden. . . '. '.
c >'U., Fig.' V-6 geeft een ove re Lchf van de' golven vo'er het .geve L
men de stJ:orainó beschouwt vanuä t een met snelheid c naár rechts

• f • • •

meebewegerid c oö rxï i.natrena teLse L, In zekere tussengelegen' dwars-
doorsnede fo.o met waterdiepte Ho' zal de st·roming nu critiek zijn.
De' cri tiéke st roomane LheLd is voor deze situatie op Geheel ana-
loge wijze te be paLeri als gedaan is voor het geval van zuf.ve r ,
permanerrte stroming (zie Hoofdstuk IV.p.IV-17 en p.IV·-18); daar-
t oe moeten we nu. u~ tigaan van '!'gl. (35): '

(au-c)~ +{gCOS'-C1 ...«)cY~}~ ;:gs:Lll~ (]5 )

.Delen we linke~ en rechterlid. door g,' dan is· deze vgl. te schrij-
, ven al,s: '.

gj~2 _.Uc +Hc~ser _ ~c~ .~. ;: sinD - ~" J

Qll.2! . g . J ~.Et ~ fg.ö. .

dA d.R d.A 1" t; U it d t daangezien dIT ar ;:ar; e ~mlna 1e van U1 e wee e
het linkerlid m.b.v. vGl. (37) levert op: .

. 1.J Q!if Uc.· ~J. (1-~) fe. KJ dA : A t:. ·on JI - - -g+Hcosu - g -c A - I! ar=s~nC7 - fg~' J

Vgl. (35) iS'I1U dus te sch:r;'ijven als: .~f~t-~ +HcosO - (1ë:ft2c(~n IAI+~)}= sinDë Ai~
Voor de be sclrouwde situatie geldt nu dat de ene rg ieho ogte i E in

term. van

zekere <_iwarsdoorsne s· voorbesteld kan worden c..oor:
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2
E_~U - ~ +HcosB- (1;<ld.~.( c.ln lAl +i) ;

elimin~ie van U hieruit m.b.v. vgl. (37) geeft:

E= 7·(c ...~)2 - ~ (c- *) + Hcose (1~«)C .(cin lÁl'1)
Is in zekere doorsnede de stroming critiek, dan moet de e'nergie-
hoogte (per definitie) ter plaatse een minimum bezitt~n. Een

. dEnoodzakelijke voorwaarde voor· een extremum is dat:n\ = 0; nu
u..ti.

is:

waaruit

. .
,I

A=A(H) is een met H toenemende
is :'~J1;' derh~lve geldt voor:':

(a-1')c2' lof- ~os9 >~~,)
'. , ..Ca1i)· ·A,

..... ~., "

dat ~äA>0, .en vooz.s '., .
, . (,' -1') 2 '!1'"A:cosB< ~"
,. ~-!.c + P"ca : ct":"'2 ~'

<:cm} ~.
dE < ..dat a:r . 0; m.a~w. de energiehoQgte is minimaal. áls:

, (Q'-1) c2 + ~os~ = OIR? •
(<m~ "i?- '..

.functLe, dus' (~) >0, tevens

.;

'. . .

elimineren we hieruit m.b.v. vgl. (37) de progressieve mate
van debiet K, dan vinden. we na enige herleiding 'en ran'gschikking
'er termen:

~{(au-c)(u-c) + (1-'Q'}CUJ = gAcose. I

i.e. de, critieke stromingsvoorvvaarde.
De vgi. voor'het'profiel van het wateroppervlak in geval van
(ru.e t-epermanerrte ) 'driedimensionale stroming met lopende golven
in een prismatische, hellende leiding met vrije waterspiegel luidt
(zie p.V-21):

(41)

dil
cI( ./ '

in geval van Lami.nai re stroming geldt (zie :p.V-22) :
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en 3V"(Ac-K)= ,.....-Ar{1 ~ J

en in geval van een turbulente stroming, weL~e beheerst wordt
door de weerstandswet van d.e C!i6Zy€>asldt (z Lep ,v- 2)):

,./ / 1 1 r _ €i~Ac-Kl'.1,0 ~ C( ~. en 7' - 2 1r.tt C AR,'

hierbij zij opgemerkt dat de absolute waarde strepen nu we~Ge-
laten kunnen worden. Wordt U nu geëlimineerd 'uit deze respo
vgln. m,b.v. vgl. (37). dan ontstaat vgl. (36b-a), voor het
laminaire stromi~eval, resp. vol. (36b-b) voor het turbu~
lente stromingsgeval; aangezien A=A(H), is vgl. (36b-a) een
gewone difj_erentiaalvgl. met vier parameters, te weten c,t, Cl.

en K ,(alle p6sitief) en vgl. (36b-b) een. gewone differentiaal-
vgl. met, vijf parameters, te 'wète_n 'c, bt(:l~Cen ,K (~11e pos'i~ ,
tiet). " , "
Uii! vgl. '(36°) volgt dat, öp"grónd,van ,\Lgl. {41),' het wate~ .
oppervlak;te profiel ~in :i~de'r.punt wa&'t: d~ stromi,ng cri tiek~' '
is, dezelfde helling .meet hebben_ al,s 'de' ~~as (c .g. de, z-as), '. ,
behoudens in het speciÇlle 'ge';al da t ook de teller .van vgl .. (:36b)
gel,ijk is aan nul. lriaie,n een cont.Lnue oPlossing gevonden' zo.u
"...u:n:u' Jl worden met de gewsns te eigenséhappen t.a.v. de sne Lheden ,
'd~n zoude~ de daaruit resûlte~nde rolgolfoplössingen een ge-;. ~ ."

da.ante moebén hebben zoaIa aangegeven in fig. V-7. uit e,xperi-
mentien en waarnenüngen in de,natuur (zie,b.v. (.2)~ is echter. ,

bekend dat het !:'o~golfprofiel in de omgeving van een cri ti'ek
punt de normaai'öp de bodem niet nadert, doch ongeveer lineair
(en zelfs horizontaal) Ls , Aangetoond zal .nu worden dat geen en-
kele oplossing van h~t type zoals aangegeven' in 'fig.V-7 be-
staanbaar~is, en wel d.m.v. een ele~entaire beschouwing Vfonde
tweede afgeleide:

is de vorm van de dwarsdoorsnede eenvoudig (b.v. rechthoekig met
, zeer grote breedte), en is in, geval van 'turbulente stroming' de
wrijvingscoëfficiënt C'van'de ,Chezy'een constante, dan' is door
directe integratie van vgl. C36b) een :i,.nverse functie ~(H), ai
te leiden. In' de omgeving van een punt fuet c rä bd.eke :stro:rning,
waarvoor ~ =0. moet een oplossint; van het type zo~ls ~angegeven
in fig. V-7 een buigpunt hebben, i .p~v. "een extreem (maximum-
of minimum-) punt,', i.e. er moet geLden ~J =0. Aangezien de
strominG in bedoeld punt critiek is, vol~t uit vgl. (41) (na
eliminatie van U m.b.v. vgl. (37) dat ter plaatse moet geluen:
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«~ _ (~_1)c2 _ gAdÁ°sb = 0;
Ac;. (à1i) ,

nemen we aan dat A=i=0 (dus ook R:l:O), dan moet in dit punt
tevens gelden:

',' A{gsin~- ~ r~O
Elimineren we U uft vgl, (]6b) m sb sv , vgl. (37),' dan kan de
reciproke van· deze Vbl. geschreven worden als:

.het is'niet moeilijk om in te zien dat voor de beschouwde een-
_.voudd ge doörsnedevo~ ~ een constante groter dan nul is.
<Differentiëren naar H van de reciproke vap vgl. (36b) levert,
cps

+

! .

Op grond van het bovensta~de is de teller van de tweede term
in het, rechterlid gelijk aan nul. tervlijl de noemer ongelijk
is aan nul: derhalve valt deze term weg; wat de eerste term in
het re6hterlid betreft, is het niet_~oeilijk om in te zien dat
deze ongelijk is aan nul, omdat (2~~.~ + geose) altij~,~OSi-
tief is; dus geLdt dat ;inhet besch~uwde critieke punt a. =1=0,
en dat een oplossing voor vgl. (36b) van 'het type aanbe~ven in
f'ib.V-7niet kan bestaan. Het eniG overblijvende geval waarvoor
het nu mogelijk is om rolgolven te construeren, is het speciale
geval dat zowel teller ~ls noemer van véjl. (36b) in dit voor-
noemde critieke punt gelijk is aan nul. Dit leGt een beperkinG
op aan de mogelijke waarden voor de pErameter K. Aangezien uit
experimenten bekend is (zie (1)) dat :colgolven alleen zullen ont-
staan voor bijzondere TIaa~len van deze lrogressieve mate van
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afvoer, indien de ande re parameters alle. zijn voorge schreven,
geeft dit een beve stiGin{;van de concIusf,edat oplossingen al-
leen verkregen kunne n worden uit het s·eciale geval.
Alvorens over te gaan tot het onderzoèken van dit speciale. .

geval, maken we de afsprsak dat in het ~,q,~-vlak, c,Cl.het
~,H-vlak de index 0 gebrui.kt zal vzorden om de [;r. ocheden ver-
bonelen met de apeci.aLe op.Lossdng en ontwikkeld in het punt t
waar de stroming critiek is, aan te ö.uiclen.De dwärsdoorsneae
waar de stroming criti.ek is zullen we aangeven met de naam
"controle ·doorsnede".

Opmerkä.ng
Op ~rond van waarnemingen dus,.vol~t uit het bovenstaande

dat het oppervlakteprofiel van een rolt?;olfmonoolinisch zal
stijgen van de achterzijde van de golf naar het fron·t;be-
schouwen we de rolgolven nu.vanuit een met het periodieke
perrnanente.rolsolfpätroon meebeVJegend assenstelsel, dan moet in
de z.g. controle doorsnede de volgende relatie voor de water-
diepte gelden:

>. IJ )
( )

omdat in de controle doorsnede (waar de stroming dus critiek
is) zowel de teller als de noemer van de vgl. voor .~ gelijk.
is aan nul, m.a.w.(~)o een z.g. onbepaalde vorm is, gaat deze
relatie over in:

(42)

vooropc;esteld dat deze Li.mä.e'twaarde bestaat. De ongelijkheid
. . .

(42) nu, is te beschouweri als de ncod zalce Lájke voorwaarde voor
rol[;olven om l::un uiteindelijk cdlfpatroon (zoals beschreven
in het voorgaancle) te handhaverij het (=)teken kan oPGevat wo r-
den als een grensgeval.

Uit vgl. (36b) en vgl. (41) volst nu dat in de controle
doorsn~de moet ;;elC:en:

(43)

Uit vgl. (4)) . s de Grootheid c oj.tel:)88en; uttwerkcn van d.e-
ze vg1. geoft t aangezi en (~~~ 1= 0:
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voeren we weer het J.î'roudegetal Fin, gedefiniëerd. als:

F = Uo
VgR

o
cose ' ,

dan kan voor de grootheid c gesch~ven worden:

,

waarin voor het door ons beschouwde g~val.alleen het +teken
gèLdt j immers de term ~L .. is altijd' positief en voor' .. ~

geldt &(21~ zodaf alleen voor het +teken voldaan' wordt' aan
d vaorwaarde U<c welke voortkomt uit de 'd~or "'ons gehanteerde
de:tïni tie voor rolr.;olve;n. Deze vgl. (438.) komt qua vorm precies
overeen met vgl. (6b), de uit;drukkine; voor ~<;le á.bsolute snelheid
van de verstorings8olf met kleine amplitudo van ëen .permanent
eenparige stroming; alleen is in vgl. (6b) de . index 0 gebruikt
on de permanent eenparige' st r-omi.ngst ce stand aan te duiden,
terwijl in vgl. (43a) de index 0 de waarden van <;legrootheüen
in de controle doorsnede aangeeft (welke uitein,delijk selijk
zijn aan de grJotheden voor permanent 'eenparige stroming).
Het 'Ls niet moeilijk 01i in te zien dat uit vgl. (4)a) vol~-'t:

~ ~-;:=::::::1==~;::::===;
c Ct + V«(a-/)~ ~)" ,

)

wat na enige herleidinG ople'ert:
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wat ook te schrijven is als:

In de controle Qoorsnede moet ook de teller van vgl~ (36°)
gelijk aan nul zijn:

-Ao.fgs~n» - (~)oJ'= 0,
.waar-i,n 11 #,0; in geval van een laminaire stromingstoestand
. levert d~t met {fp)o :::::~ <zie'· p~V- 6) op r

. 0
. 1rU..· .gSlnV - ~ = 0,. . Rb

en in geval van een turbulente stromingstoestand welke beheer-s t
wordt door een weerstandswet van het Chezy-type, met

(4) = g~ (zie p. v- 7 ) :
ló'>rt 0 --.,--
\ Cl:.R

o

gsin~ ~ g~ = 0 C44b)
C2Ro

Uit vgl. (43) en vgl. C44a) voor het lmninaire stromingsgeval,
resp'O vgl. (43) en vgl. (44b) voor het turbulente stromings-
geval, volgt dat in de controle doorsnede de genudde Lc e s t room-
snel' eid (U ) en de wate rdä epbe (Ho. c s q, A ,Ro)eend.uiéüg be pc.aLdo . . 0
zijn. Het is echter niet mosel;i.jk om voor het algemene geval
U en H C.....q.A ) exj.Li.cLet ui t te .rrukken als J.·uncties van à.e000 .
pa rametie.rssc , 8 e ct voor Laminai r-e stroming, re sj, als f'unc t i e s
van de pa r'ane te.re c , ~, C en IXvoor turbulente stroming; di t. is
te wijten aan e gecoffi}Jli.ceer-r:iheid van de deabetre ffe nde vGln.J

(44}

0.9.. door het voorkomen van (.e hyorau Li scha stra.al Ro •



Ex:'liciete ui tq:r.1.kkingen voor Uo en Ao ZOUQenwel" wenselijk
zijn, omdat het dan mogelijk is, ill~b.v. de uit vgl. (37).volgende
relatie voor d.e control.e doorsnede:

(a-U )A =K . (37ao 0 c
een expliciete uitd~hl{ing' af te leiden voo~ de bijzonrere
waarde Ko yan de progressieve mate van afvoer, als functie
van d.e parameters c , 8enfX., resp. c,8, C en ex, waaruit dan
weer een verband af te leiden zal zijn tussen Ko en Ao (c.q.
H ); deze speciale waarde K is dan'die welke nodig is voor deo 0
speciale roloolfoplossinc.

Aansluiteud bij de op p.V-25 van dit Hoofdstuk V gemaakte
opmerking dat ana LytLacha intiegrati'e van de resp. vgln. voor, het
profiel van het wateroppervlak alleen mogelijk is in geval we te
maken hebben met het Laminaä rs st r'otni.ngageva 1, resp. het trurbu-
lente stromingsgeval met als kenme rkende eigenschap een con-
stante wrijvingscoëfficiënt C 'van de Chezy, in een prismatische'
hellende leiding. met e'env-oudige 'doorsne~eirorm~ .zu Ll.en we daarom.

> .' ~ : • {.

in het. navo Lge nde gemakshalve de" r'o LgoLt'cp.Los sd-ng gaan be pa.Len
voor het geval van tweedimenpionale strcmi.ng (i.e .. de breedte

.'. '~ I 'I .

is zeer gro.ot t·.o.v. de waterdiepte), waarpij dan in geva I van
turbulente stroming de wrijvhigscoët'fïciënt C van de Chez;y con ...
stant wordt verondersteld, 'g'ebaseerd qp zi'jn .waarde in :d~ CO+1':"
trole doorsnede. Eerst ~ullen we· de rG:lgolfoplo$sino gaan be-...
palen Voor de tweedimensio:qale laminaire s'troillingstoestancl,
en ve rvo.Lgens voor de-tweedime.l·:L.:.ib.l').ale·tu·rbUl~hte s;tronlin~'stQe-
stand.

V-D.a: De speciale oplossing in geval van tweedimensionale la-
minaire at ronu ng

Voor tweedimensionale'stromin; Geldt per eenheid van oreeá.-
te:

dAUH = 1, ~Bt A=n.1 en 8=1;
het is niet moeilijk om in te zien dat de vgl. voor het ~rofiel
van het wateroppervlak in geval va ri Criedimensionale laminaire
stroL:i.ing net lopende golven, in een prismatische hellende lei-
ding met vrije waterspier;el, VGl. (36b_a), met behulp hiervan
overGaat in vgl. (36b-a'):

-II[M/n# - .3Ylflc.-kj jZ I kj
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iJillen we hierui t nu de speci.a.Le (rolgolÎ-) oplossing bepaLen, dan
moet aan de progressieve I4ate van afvoer K een index Ot toe(;e-
v oegd. worde n r aangez Len H+O, is vgl. (36b-a') dan om te wer-
ken tot:

dil fll~J - .3rc./I + 3r~
4 ....IH~I +(tt-J)c.a;{:t_«,e~

(45)

In de controle ,doorsnede moet zowel de 'teller als 'de neeme-r
van vgl. (45) gelijk z i jn aan nul; dit .Leve r-t resp. op:

gH3. sinD - 3Y"cH + 3v1c =0o 0 0 ~ (46)
en

gH~cos' .~ (a-1 )c"2~ -: ~K~ =ü, ' (47)
m.b.v. de uit vgl. (37), ïn geval va.n tweedimensionale stroming,
voor de controle doorsnede af te LeLó.en relatie:

. (o-Uo)Ho': Ko' . . .
is Ko uit vgl. (46) e:q..vgl. (47,} te elimineren; we krijgen dan
na enige herleiding voor vgl. (46):

·2' . .
Ho(gHosin8 ":"'3fUo)aO.

en voor vgl. '( 47) : e • •

2 2 '2 '
-lIo (atr 0 2~U0c.f:c :-~o cash J. =0,, (478

waarui t direct de triviale vlOrt~l ,~o=O vole;t,; deze heeft echter

(46a
... -'.

geen betekenis.
Door de nogal gecompliceeroe ';orm van de .vgln. (46a) 'en (478.),
is het nu -anders dan in het hierna te beschouwen, geval van
turbulente stroming- niet mo elijk om op'eenvoudige wijze hieruit
Uo en Ho ex_r:liciet af te .leiden als functie van de parametersc,
, en a (de voor Ho en Uo te bepalen vgln. worden n.l. van de
vierde graad en zijn niet op eenvoudi~è wijze op te lossen);
à.erhalve is het ook niet mOGelijk om m.b.v. vgl. C37b).Ko ~x-
pliciet af te leiden als functie van de parameters c, »en a.
Daa-'-'oID zullen we onze toevlucht nemen tot de vt;ln. C43b) en
(43c), waaruit in geval van tweedi.mensi.onaj e s t rorm.ng volgt:

14 =c
ti' - VcYt«-J) +p ,
«- ;. ) (48)
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_ .: ( a - V"'{~-l)r- fo ')..t
r O(-~T .

) (49)

waarin het Froudegetal F gelijk is aan:

.Zoals de vorm van vgl. (46a) al deed'vermoeden, is het Froude-
getal F =ande r-s dan bij het hierna te behande.len geval van
turbulente stl"om,ing- .niet op eerrvoudä ge .wijze .uä t 'te ó.rukken
als f'unctie van 0 een c)" indien d~ waarden van U0 en Ho ui t ' ,
.r-eap , vgl. (48) en vg I , (49) gesubstitueerd worden in v.gl'~
(46a). Wel voLgt uit vgl. (46a) dat het .B'roude°t;etal J;' gaec'hre-'
ven kan worden als een ,functie van het getal van Reynolds Re
en de leidinghelling »; immers, vgl. (46a) levert op:

LI' , IJ
IL 9''1Aût 17., = r .9V"

, )

waaruit volgt:

J

Voeren we 'nu het getal.van Reynolds Re in, gedefiniëerd,als
Re = U;-I\, dan volgt daaru' t na enige herleiding:

F :;: jRe. tg e '
Vgl. (j7b) is na enige herleiding te schrijven 'als:

KoGcosB gH cos~ Uo' '
:;: 0 ( 1-.:-) ,

J L C §ecU Ho g... cos
substitueren we hierin de voor - en O2 afseleid.e relaties,c _
i.e. vgl. (48) resp. v~l •.(49), dan kriSgen we:

_ i /«""" VfX{a-t) + frj~I- - . 1-
F.t t:(- P (5C

De voln. (48), (49) en (50) zijn nu te beschouwen als de resul-
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, -
terende ui.tidrukk'i.ngon voor resp. de gemiddelde snelheid Uo' ~e
wateYJiepte Ho en de progressieve maté van afvoer KQ ter plaatse
v n o.e controle doorsnede t voo'r-het ape ci a.Le geval waarin de
rolGolfoplossino mogelijk is; no5maals zij'oPGeme~kt dat de
index 0 de waarden aangeeft- in de controle doo rsnede , welke "
ui teindelijk gelijk zijn" aan de' grootheden voo i- ,de pe rma ent
eenparige stromi~~.

Delen we ,'de factor Ca-Ho) uit op zowel de teller als, de
noemer van vgl. (45),. dan is' deze vg.l, te schrijven als:

dil l(II-~){II4;"j-fllli~j+II(4lÀlj-,-rC)J + VIt~?-3yr,,' rl-srt) :
d~ = III-iiJ/iI/;"I-f(i!+IiJf)ltûDJ-f(a-j}!Jj .;.1th:~1~à~_t)c'l/l-«;:J . ,

)

"

"

, op, grond van vgl. C4E?) is' de 'tweede term' in de' te1.ier geli,jk.'aan
nul, 'terwijl op grond van vgl. (47) ook de tweede term 'in de
noemer gelijk is aan nul;~ delén we telle,r en noemer hu nog do.0r
(H-Ho) dan gaat vgl. (45) ove~ in:

dIJc7f-= .
)

uit vgl. (46) volst nog:

H2sinO - 2rc'=-0 g
)'fK '

- 0

~ "

(iX-1) c2 =+. ~~
7o

substi tutie hi.ervan in resp. de teller en de ncemer van boven- ':
staande vgl. levert, tem3lotte voor vgl. (45) op:,

en uit vgl. (47):

gH cosb +o .
.)

dil,
dg =

Teneinde rolsolven te ,construeren uit de integraal van v e1. (51)
~s het volgens de o~:elijkheid (42) noo'zakelijk dat:
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(52)

Aangezien het niet moeilijk is om in te zien dat as'noemer van
vgl. (51) definiet positief is (immers cos8>0, cX~1, alleen.
po'si tieve waarden van H hebben een fysische betekenis). houdt
de ongelijkheid (52) in dat de teller van vgl. (51) voor R=Ho
groter dan nul moet zijn; oftewel:

(2gH~sin~ - ~) > 0
~-o )

uit vgl. (46) volgt:

2gH~Si~~ =. 6v-c - ~~Ko = 6V-( C"'~) t.
. , ..i0 ','0'

waarvan substitûtie in bovenstaande onselijkheid o_Plevert:

{
. K K ,}
. ( 0)" 0 >',3'f 2 c-'~' ~'1Ç ',Q;

eliminatie hieruit van Ko m.b.v. \fbI. '(37°)', geeft rae.t, 3V',:;:O.:'
(3U =c) > 0,

r 0
wat te $chrijv?n 'i~als:

u '
Joe 0 >11 U' " ..

0' .substitueren we hierin de formule voor - vo Lzens vb{l"l.'(48), danc 0

krijgen. we:

> 1 )

wat' gebraéht kan worden in de vorm:

>1

als hierin de waarde van ex voor laminaire stroming (zie P"V-10)
a':1,2

gesubstitueerd wordt, clan krijgen INena enige herleiding,. ten-
slotte:

'} '1
Jf'>j

Substi tue ren we hierin het Frouclege.tal
Uorn m•b •v , v gl. (46 a) ,

ge8.efiniëerd als:U H

Re+ 1

en voeren

U
F: 0 '= ' }vervangen we

VgHocosO' '
Vle het Reynold.sgetal Re in,

dan gaa t bovenstaande ongeLi.jkhe f-t over in:
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Voo-r het geval van tweedimensi(:male Lami.naf.re stroming geeft
de ongelijkheid (53a)t c s q, (53°) de noodz ake Li.jke v60nvaarde
weèr voor rolgolven om ~un ilitein elijk golfpatroon te'hand-
haven. Uit bove~staande on5elijkheden volgt dat er geen's~rak~

, 'zal zijn van rolgolfvormi:q.g, indien.. de hellingshoek van de lei-
din{; ~te klein en/~f de k.Lnematri.ache viscositeit Y' t~ g:x;-ootäs ,
De gedaante van de o'ngelijkheden' (53a) en C53b) k~mt precies
overeen met de voornaaIue voor het onts.taan van instabiliteit

, , .

in een tweedimensionale 'laminaire-permanent ~enparie;e stroming
(zie Hoofdstuk IV, p.IV- 56 en p.1\1'-.75,. vgl. (29a)); alleen du~dt
de,index 0 in Hoofdstuk IV .weer de grootheden àan met betrekking
tio t de permanerrt eenpaTif';e ,stX'oming,.· 'en. hier de, waarxien in (ie ',
con t ro.Le .oorsnede . (welke uiteindelijk gelijk zijn aan de 'groot-
heden van de pe rsnanerrt eenparige, stroming) •

.We hebben al gezien dat de noemer van vgl~ (51) definiet
po sLtj.ef is., en derhalve ge-en. reële wortels heeft. De. tVJee wor-
tels 'van de' te~ler van vgl. (51) zullen 'Vlfe"aangeven met ~Aen ~;
bepaLî.ng 'van de .däsc rf.mi.nanti van -de vierkantsvgl. gevormd door
de teller, geeft:

SSine{ H3~. 8 ... 12YK'jft· g ai,n 0 \ ,,n ·0
0, g ,

waaruit volGt dat deze discriminant altijd positief is (iillffiers
~>O,Ko>'O, alleen waarden van H>O hebben :fysisch gezien bete-
kenis); derhal~e zijn beide ,wortels HA en ~ reëel en.ongelijk.
We zullen vgl. (5'1) nu schrijven als:

dil
df .) (51~

waarin HAen HB dus de wortels zijn van de vi.erkarrt svgL, :

H2 +}lli
o

3YKo .
bE co""y_O;.~o i::>

, vervolgens zullen we HAen HB gaan oplossen; dit geeft direct:
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wat direct te 'schrijven is -als:

eliminatie hieruit van gH3sin& m.b.v. vgl. (46a) levert op:, 0

K
voor de term ~ in deze vgl. kan geschreven word.en:

. uono

J

K gcos~
wat' door substi but i.evan de .f'ormu.l,es voor, 0 ~ , 5

03 (vgl~(50)),
Uo' " ., gHoCO$§
c (vgl,(4~))' en Ct (ygl.(49)) na enige hérleiding ..overgaa a

c'in:

~ - VtV(tr-l) +p" ,
1,- , Irx..... F-A '

, C( - Vtx'{/X~l)r ..L.. ' ,. e _
1-

IX - f"~

,
oftewel, na ve~~ère uitwerlcinb:. , .

--fo:, +..Ver(~~J'/- ~ :
« - V«(t(-~,t. j.~ ,

1 KDe grootheid (4+ rr) onae r het wortelteken in de f'ormuLe
o 0

nu:

. '.!_ + J;_
'I /1,11"

~ (0{ - Vereer-i) r-fr""iJ + I{. (- fr +Vtr{C(-l) -I- p)
'I!~-:VCX(<<-l).r-:h 7 .



na enige herleiä..ing en rangschikking der termen Leve rt dit, op:

1 +- _&_ '1(fX~pJ/f raK-i) f- '«««-1) +p ) =
V tJ.!I, - i/(()(- JA) , , . . .

Derhalve krijGen vla nu voor HA en HE:
~' = - J + V tx~ t + VtX(tI-:-1) -r .J-.. '.'

in geva.L varrd.ami na l re st.roming is (ziè p.V""!'10) 'a:'=1,2', zodat
'boven stiaande .vgl._ overgaat' in: ".

., [ / + l&' V'·b +' ,1 ..ij IJ'1/,.. =. ~.2 - V-:to + .,25 .. " 'r~ . .-1. .(54)

...
.De grootste wortel z':llien we' HÁ noemen,' 'e~ 'de kleinste ~B~:': _"
lle't +~efc~n geLdf 'dus. VOG;L' ,!lA en .het ~teke-n, voo.r .:FIJj'; 'Ui'u' vgr: :
<,54-), volgt dan dq_t'HA.'~ositief ~,n~)~,nègé,tie.f.i.~.:: ... ,,' '~"..~.,.'~,
VoJ_gensde' ongelijkhe'içf {5·~a}ge-ldt als' ;Qooqzake}ij,l!:eV001~;··

.. ,',

waa:ro.e voor het bestaan. van.roJ_golven d.at':
, -1)':1 ,'... . . j,; , " '.

is' nu ':i-=j, dan volgt' uit 'vgl. (5Lj·') çlat:,·lIA=Hn·-welk resultaat
te verwaohtien =: en HB:::!:':-2Ho; het is nu .nîét .moeilijk OIn in
te zien dat de factor van H~ in het rechterlia van vgl. (54)
s~eeds kleiner is dan 1, indien-voldaan wordt aan de onbelijk~
heid (53a); derhalve geldt:

Ho > HA > 0 >HB ( 55)
Tenslotte zullen we nu dan overGaan tot de feitelijke ilJte-

gratie van de verkregen vgl. voor het prof tel van het wateropper-
vlak in geval van tweedimensionale Lami.nai re st r-omi.ng met lopen-
de golven in een prismatische hellende Lei.oi.ng met vrije water-
spiegel, te weten vgl. (51).
De reciproke functie van vgl. (51) is te schrijven· a'Ls i

" '

. ~,A
-4fA1// dil - .)



wat te herleiden is tot:

de tweede term van het rechterlid in bovenstaan~e vgl~ kan ont-'
bonden worden d.m.v. breuksplitsing; we krijgen dan:

P f- .f = 1lJi4 f-(~I-II,,)""p) - ~~ uop I-li'
J.ï-~ 11-4 ", ,(II-!f,)'(!I-~) , ,

waaruit vol-Gt:

)

_ voor H=HA volst hierui t:

p==

-'en voor H=HB:

inter;ratie van de voor de .re oi.pr-olce functie van vgl. (51) nu te
schrijven vorm: ,

. fl%tr Q", 0sa.ne r > c osv + '5' l' + H -I"~ _l-llA _.- 1B
levert dan op:

~. sin~=con.Gtante. +:fcosB+' r:J,,(E-HA )+q .. ;k (H-HB) ;

kiezen we / e i.ategl."atieconstante nu zo'Mt voo-r·~=O €elèLt:
EdIo' dan woru.t deze cQnstante:
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constante: -Ho cosV-:r;.J".(r_:-.l. A )-q...L.(H-HB);substitutie van deze intef;ratieconstante, van de voor p en q

verkreGen relaties en V8._l de waa rde van a voor lam.inaire st r-omi.ng
(i.e. a:1,2, in bovenstaande vgl. voor §sin& levert na enige
herleid.int:;tenslotte op:

+

(56)

De coëfficiënt p van In H-HA in het rèchterlià. van vgl. (56)
Ho-nA

is altijd positief, op GTond van de onselijkheid (55) en het
feit dat 0, Ko en Hopositief zijn. In de coëfficiënt q van
ln H-HB in vgl. (56) is volgens onGelijkheid (55)HA > HB,Ho-HB
tie rwi j L HB. negatief, en KE) en Ho positîef zijn; m.b.v. de vg Ln ,
(49), (50) en (54) is (voor een waarde van ~:1,2) na enige he~.
leidin6 op eenvoudige wijze in te zien dat de coëfficiënt q
nega tLef is voor de ex t rerae waarde i2-~ en positief voor
g ...ote waa rden van ~, benevens dat q nul wordt als l!,2=4.,76.

De inverse functie van vgl. (56) moet zich dan gedragen.
zoals geschetst is in fiG.V~8.a. Uit de relatie (37b):

(c-U)H:K o
vol~t nu dat de stroming links van het punt !=O supercritiek
en rechts van het punt ~=O subc.r-it tek moet zijn. De kromte nadert
de asymptoot H=HA exponentiëel; als geLdf dat 1- <~ <4,76. dan .
gaat de kromme zich min of meer lineair gedragen voor Grote waar-
den van ~, aangez Len de eerste twee termen van het rechterlid,
de logari timen, dan resp. tot plus en L' in oneLnd.Lgnaderen;

r)

beIdt QaarenteGen dat ~ 2 4.76, dan neemt li expon~ntiëel toe
voor crote waareen van '9.
In na"olGinS van Ii... Thomas '(1) zou men de ,.raterä.ieptein de
controle Qoorsnede)HO' kunnen aandn i, Ie n met de benanu ng "Ctwe ede)
cz-Ltieke diepte" oI' "bovenste normale diepte", .en de als reken-
croothe en Lehanteel.':'ewate '1iopten HA en HB met de resp. bena-



ming ti onderste normaLe diepte" en nonecht~..norms.Lecliepte'"
(om at deze laatste grootheid, HB,valt in een gebied waar de
desbetreffende profielvgl. (56) niet geldig is.
Op p.v- 53 hebben we gezien dat Ho gelijk wordt aan HA als }I,2

~adel.'ttot 1; uit vgl. (51) volC~' direct dat voor deze situatie
~. i.e. de helling van de waterspie~el, dan ~a ert tot nul en
uit vGl. (56) dat ~ nadert tot oneindig, m.a.w.: het rolbolfpI'o-
fiel volgens vgl. (56), c s q, vgl. (51) nade r+ in het beschouw-
de geval tot een rechte lijn, op een afstand H=Ho evem';ijdig
met de Le i.d.i ngbodèm, ald.us een voorwaarde voór permanerrt een-
pa ni.gestroming opleverend.
V-D.b: De speciale oplossin', in geval van tweedimen'sionale bur-«
bulente stI'0ming.

Voor tweedimensionale stroming geldt per eellheid,van'
breedte:

dAan=1, R::H, A=H.1 en 8=1,'

het is niet moeilijk om in te zien dat de ,vgl. voo~4et profiel
van het wateroppervlak in geval van driedimensionale turbulente
stroming met lopende golven, welke beheerst wordt door eeriweer-
standswet van het Chezy_type (met constante wrijvingscoëfficiënt),
in een prisDo..tischehellende leiding met vrije'waterspiecel,

b, ' b'vgl~ (J6 -b). met behulp hiervan overgaat in vgl. (JE) -b ):

dJ!
d~ =

Wil~en we hieruit nu de speciale (rolsolf-)oplossing bepalen,
dan moet aan de progressieve mate van afvoer K, een Lndex 0 .

, b "toégevoegd worden; aangez i.enH:;éO, is vgl. (36 -b ).,dan'oIJ.te
werken tot:

( 57)

In de controle doorsnede moeten zowel de teller als de noemer van
vgl. (57) gelijk zijn aan nul; dit levert resp, op t

fii e -kol) = ac:/ (58)
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en
G~~COsB+(~-1)C2H~ -~ç=O; (47)

In.b ,v , de ui.t vgl. (37), in geval van tweedim.ensionale stro linè,. hvoor de controle doorsnede af tè leiden relatie (J7U
):

Ce-Uo) Io=Ko'" C37b)
is Ko uit vgl. (58) en vgl. (47) te elimineren; we krijgen dan
na eniGe herlei ing voof vgl~ (S8):

gn~(Hosin»- ~)=O (5Sa)
Co

en voor vgl" (47):

-H~(~U~-2~Uoe+~2_gHoCOS§)=O~ (47a)
waarui t dir~ct de triviale wortel 'Ho==O'voLgti deze, heeft echter
geen betekenis.,
Anders dan in het hiervoor behandelde' geval van,la~inai,re stro-

. ,

mi.ng, is het' .nu wej~ mogeltjk om Uo en Ho explicf.et af, te leiden
als functie' van de paramete .rs c , ~, ex en C', te1".l/Jijl het ook; moge-
lljk is om op eenvoudige wijze het Proudege ta L F uitte "drukken
in ~ en c.
Ul't vo'l. (SSa) 1 t d' to ./ \TO g' a re c t-e

en _ IJ~' '., ~,~ ,I j','r- V;4c"P - I
substïtutie,ván deze VOD~ Ho verkresen waarde in vgl. C47a)
levert op:

!~~é,.,}1/- $IC 11 " c" ~" »

- . U
ui t deze vierkantsvgl. kan' na enLge herlei~.3-ng, voor :e0 geschre':'
ven worden: "

, ,

'. ~.

wat overgao.t in:

Ij =
c

1
.J

vo.Lge ns ó.e doo ons reLante" .....~e ('s:finitie van l'olgo1ven :moet
a Lt i j d 8e1clGn ó a t U <c; aangcz i.e n (:e tie rm
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tief is en t::Y~1, is. het niet moeilijk om aan te tonen dat alleen
het +teken in bovenstaande vgl: Geldig is, dus:

t
cr -I-

oftewel:

a - V«ttt-.1}+tfr )
- ty- ;ft' .

Substitutie v~n deze voor Ua verk~egen relatie in v~l. e5Sa)
levert na enige herleiding voor Ho op:

. . . . ~

!I, = cl;.." f ó('+ V«"":hrlp-)
oftewel:

(60°)

Indien we de wrijving nu venvaarlozen, d.w.z. latèn we e wee~
standscoëfficiënt Co van de Chezy naderen tot onei no i g, dan houdt
dit volgens v~l. (21b) tevens in dat de correctiecoëf ïciënt a-
op de snelheidsverdeling in de verticaal gelijk wordt aan 1, zo-
dat voor de beschouwde situatie volbens vgl. (GOa) Ho gelijk wordt'
aan nul, en volgens vgl. C59a) U gelij~\: worxlt aan c; omdat voor. 0

rolgolven steeds moet c;elden dat U< c houdt di t in dat rolgolf-
op.Loz.s.ingen niet verkregen kunnen worden indien de weerstand
buiten be schouwing wordt Gelaten.
De vgl. voor (.le pro3.ressieve mate
geschreven worden als: U

K =cH .e 1-·....2) •o 0 C t

Uosubstitutie hierin van de voor ~
na enige herleiding op:

bvan afvoer, vgl. (37 ), kan

en H ve rkregen waarden levert
o
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("'-1) + VU'{d-f)++
C;~j

oftewel:

Eet is nu niet mo~ilijk om in te zien dat uit de,vgln. (60a)
en (61

a
) na enige he.r-Le Ló.Lngvoor Hl ;geschreven kan woroen s

. f . . ... -t .'
....I{"- !'~/Jf Is-» + VOl!i-l)+ rfp} . ....
, .

--

(62)

Het FrOl,ld,egeta:l'F',is,' i,nGevoerd als:
, 'f'o? tr'. ', " J = 0 .

gH cos9 ,~
, substi tiu.t i,e hierin va~, Uo en Ho volgens de resp. vg l,n , (59a)
en (60a) levert direct 0p:

02: .__5) Q . 11
.i"-= -tg;0!l) oftewel ,cr

·0'

welk resultaat al te venvachten was op grond van de gedaante
van vgl. (58a). Ver-vange n we in vgl.' (59b), vgl. (60b) en vgl.b g . 1 . .
(61 ') de te nu ~ 6 door -~) dan vinden· we ui te raard weer

C<:"tg y:-
vgl. (48), vgl. r49) en vgl. (50).
Om een zekere gelijkluidenclheid te behouc1en met de bepalins van
de rOl50lfoplossing in het hiervoor 'beschouwde geval van lami-
naire sj:;r-omtng , zullen we ook nu de resp. vgln. (48), (49), en
(50) aru~ouden als de resulterende uitdrukki~sen voor resp. ûe
gemiddelde snelheid Uot de waterdiepte H en ele pJ-'osressieve mateo
van afvoer Ko' voor het speciale Geval waarin de rolsol.foplos-
s i.ng mobslijl: is; ook nu cuidt de index 0 weer de waarden aan in
de controle <loorsnede, welke uiteindelijk gelijk zijn aan de
grootheden voor de pe rsnanen t eenparige st r-onäng ,
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Delen we de factor (H-Ho) uit op zowel de tellèr als de
noemer van vgl. (57),· dan is deze vgl , be schrijven als:

op grond van ygl. (58) .is de'tweede term van de. teller 1n'het
rech-terlid gelijk .aan nul. terwi.jl op erond: van vgl. (47) ,ook
de tweede term in de nóemer ge1ijk fs aan 'nul; d~len we~t.eller
en noemer nu nog door (H-:-Ho) t dan gaat vg'l'. (57) over i4.:

.)

. "

voor de teller'van deze laatste vGl. kan geschreven worden:

hierin is de derde term op grond van vgl. (58) gelijk aan nul,
zodat we voor de teller krijgen:

.,

uit vgl. (47) volgt:
2 ~K2

GHcos~+(a-1)c =+ °° ___"".H'-
"'0

substi tutie hiervan in de noemer van bovensts.anüe G.ifferentaal-
vel., en Lnvoer-i.ng van de voor de teller verkregen vorm geeft
dan tenslotte:
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, .

(63)

Teneinde rol olven te -cons't rue ran tiit -de integraal van vgl.' (63)
is hét volgens de ongelijkheid.,. (42) noodzakelijk -dat:

. (~)H=Ho(~? . . (64)

Aangez Len de' noemer va~ vgl .• (63)' identiek .ts met ~e noeme r van
vgl. (51), geldt ook nu weer dat. deze ·~e.finiet positief is; del?-'
halve houdt ..de ongelijkheid (6~) in, dat de teller van vsi.«.»
voor H=H· groter dan nul moet zijn; oftewel:o

wat, aangezien ff-#o, direct te schrijven is als:
o .I

, i.21/~; - ,: Jt~ + f) > 0 }

2

rl-- c°tgl (zie p.v- 59) volgt ui t vgl. ('-Oa) onnu ddeL«- gm,b.v.
lijk:

)

"

en uit vgl. (62):

)

substitutie waarvan in bovenstaande onselijkheid oplevert:

met H~sin6 -#0 krijt;en we hierui t na enige

I (3-2~) -.2 V«{tr-J) I- /-.1 J > ()
herleiding:

)

wat tenslotte weer om te werken is tot:
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'~>' 4',o:'g_-8iX~
Substitueren we há.er-i,n <ie voor .he b. Frouà.egetal afgeleide rela-
,tie" (zie p. V- 59) 2, C

-f=, g~tgD 7)

dan gaat bove ns taande ongelijkheid over in!
, tg» > ~ .''J~8c(

. Co '
Voor het geval van tweed:iJr:tensionale turbulente stroming, welke
.behee nsc. wordt doo r een weerstandswèt van het Chezy-type met
constante wrijvingscoëfficiënt geeît de ongelijkheid (65a), c.q•
.(65b) de noodzakelijke voorwaarde weer voor' de r-o LgoLven om hun
uiteindelijk golfpa t I,'O on ,te handhaven. Ui t,' bovenstaande ongelijk-

~ 'I. •• •

heden volgt dat er geen sprake zal, z'ijn van rolgoifvorming, ,_in-
dien de hellingshoek van de leiding,~ te' kLeLn, en/o,f de weer-
stand te groot (i.~e ~ de wrijvingscoëffièiënt Co .te klein), en/of
de correct\ecoëfficiënt (X op dè snelheidsverdeJ,ing in de verti-
caal te klein is. Er zi'j echte z op gewezen (zie p.V-10) dat er

"

trus sen ct en Co een'zekere correlatie bestaat, Lmme r-s, volgens
vgl. (21b) is :

a=1+6,2,~'
Co

zodat de waarde van cr toeneeIilt als Co afneemt. Een en ander
bevestigt de waarnemi ngen van H.Rouse, (3)' da~ rolgolfvorming
'bij turbulente s t r-oming voorkomen kan worden door ve rgro~ing
van bodem- en wandruwhei.d ,

~ De gedaante van de ongelijkheden' C65à) en (65b) komt precies
overeen :net de voorwaaroe voor het ontstaan van instabiliteit

)

in een tweedimensionale, turbulente pe rmanerrt -eenparige stro-
ming, weLke beheerst wordt Goor een weerstandswet van het Chezy-
typ€! met constante wrijvingscoëfficiënt (zie Hoofdstuk IV,p.IV-75
en vgl. (29b)); alleen duidt de index 0 in Hooi'dstuk IV wee r- de
grootheden aan met be t rekk i.ng tot de permanent eenparige stro-
ming, en hier de waarden in de controle doorsnede (welke uitein-
delijk gelijk zijn aan de Grootheden van de permanent eenparige
strorJing) •

We hebben al gezien dat de noemer van vgl. (6J) definiet
posi tief is, en derhalve geen reële wortels heeft. De twee wor-
tels van de teller van vgl. (6J) zullen Vie aanGeven met HAen
HB; vgl. (63) is nu te schrijven als:



V-63

dil
cl! - )

waarin HA en HB dan <lus de wortie Ls .zijn van de vie:rJ.tCantsvgl.:
• I

= IJ J

p. . vervolgens zullen we HA; en HB gaan oplossen; .di,t geeft" dire-c:t:

m.b.v.deVOCll:"het Froudegetal F afgeleide relatie (zie p.V":'59):C'" -
l!~_g{)tg~, volgt uit vgl. (608:) onmiddell'ijk:

en-uit vgl. (62):

substi tutie waar-van in de voor- HAB verkregen 'relatie na erri.ge
therleiding oplevert:

146 =- j·f /« -I- Vcr(tr-./) + j ..)~- J I +~ J

wat weer om te vlerken is tot:
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Aangezien geldt dat de correçtiecoëffïciënt (X op de snelheids-
ve-rxieLi.ng in de ve r-cäcacL pteeds groter, of gelijk is aan 1, is.
het niet moeilijk om in te zien dat de groothe id onder het
wortelteken in vgl. (66b):

!/tXt-}) t- V«(<<-t)'f /-. )2 _ 'I
steeds groter zal 'zijn dan nul;' immers ~ ä s. ook al,tijd-·pósitief.
Derhalve zijn de wortels HA ~n HB beide rëeel; uit vgl. C6óa)
volgt tevens .dat beide wortels po sä t;Lef zijn; als ,we' de grootste
-crtel .HAten ~de kleinste HB noemen, dan geldt het, +teken dus
voor HA en het -teke? voor RB. .
VoLgens de ongelijkheid C65a) geldt als noodzakelijke vco rwaaz-.
de voor het bestaan van rolgolven dat:

:r2>g!$Q: ~ j .

is nu p2~, dan volgt na enig rekenwerk u;tt vgL•. (66a), c.q.
vgl. C66b) àat HA=Ho -w~lk re,sul'taat te verwaoh tan was.... en
HB~Ho; het i~ nu nt.e t. moeilijk om ~n"te zien dat )1et rechte'rlid
van de r-esp , vg'Ln , C66a) ,en (66b) in ieder geval steeds kleiner
Ls dan 1, als voldaan' wordt. aan de ongelijkheid (65~rl'
derhalve eelat:

Ho> HA> HB» 0 , (67)
Tenslotte zullen we nu overgaan tot de feitetijke integra-

tie .van de verkregen vgl. voor het pr-o f'LeL van het wateroppervlak
. .

in geval van tweedimensionale. turbulente stroming met lopende
golven, welke behe erst wordt door een weerstandswet van het
Chezy-ct ype met constante wrijvingscoëfficiënt, in een prisma-
tische hellende leiding met vri,je waterspiegel, te weten vgl.(63).
De reciproke f~~ctie 'van vgl. (63) is te schrijven als:
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, ~.i!
.AlhI1f. dil - )

, ,

hieruit blijkt dat de gedaante van de reciproke functie van
vgl~ (63) volledig iden~iek is met de gedaan~e van de reci roke
~,nctie van vgl. (51) (zie p.V-53); alleen de gedaante van de
waarcien voor HA en HB .ä s anders. Een en' ander houdt in dat
de integr~tie op geheel analoge wijze verloopt als voor het ge-
val van Lamf.naäre stroming met ~lgolven (zie p. V-';4): kiezen
we derhalve, eek nu de integratieconstante 'zodanig da t voor- , ,

,'~=O,ge'ld'tH=Ho' dan is de. opl~ssing te schrïjven als: "

" ~~I == "j, %=~ ',+ J.;Á :t~ + (1I-1i)~/)

waar-In s

1'-

de' correctieco~fficiënt ex .op de snéLhe.Ldave.rde Lt.ng 'in de verti-
caal wordt ~e5even door vgl. (21b):

«=1+6 ,25·~
co

Bovenstaande vgl. voor 4Bin» is dan tenslotte te schrijven als:

+



V-66

(68)

H-Hk' .
De ,coëfficiënt p Van JnH '~H in het re ch:berlid, van vgr. (68)

',is altij.d posl tie! en de 80ë:tfi.ciënt q van :r~ rt~HB. .Ls altijd, tr:=n'. ,' , -"'_,',
negatief, 'op 'grond van' de cHlbelijkheid '(67) en a;tBfei't dat-'
,§',K

Q
-; Ho en 'IX' posi tie:f zi.jn. . , . . . " ~

D~ a.nver-se ',fu.Ilc.tie van vgl. (68) moet z{ch dan .gedra.g$n zoals
g~Sèhetst îh fig'.'v-:08,,b; {Ti t de' relatie" C37b):
. , .'. ~ "

", : '-(c-U)Ii~K .
, -.' ,'. ,0. ,

voLg t nu da~ de .~t.;roming links van' he s P:Ul:it _~=O supe rc r-i.tLek,
en re cabs :van he~ punt ~<=O'~ubc+iti.ek ,:mo'e'~,zijn. 'D{ krorn.ro:e ,
nadert' de as;mpt~6t' E::HA,exponentiëel en' g~àt' zich min' àf 'me,er
line~ir gedragen, voor grcte waarxien van ~,~ aangez i'en de ,aexste
twee' termen van· het I'eC'J;lterlid, 'de loga~i'tment dan :re.sP. tot

_' - "

plus en ~in oneindig naderen"
Evenals Ln het hiervoor beschouwde geval van laminaire

stroming (zie. !P~V-55), kan men ook nu weer -in navolging van
H.A.,Thomas (1)-, de waterdiep-te in,de c0ntrol~ döorsnede,Hot
'aanduiden met de benaming "(tweede) critieke diepten of "beven-
sta normaLe dieptett;. 'en de wederom als rekengrootheden gehan te ezo-
de waterdiepten HA, en ~ met de resp. benaming t'ondersté norma-
le diepten en ttonechte normale diepteH (omdat dege laatste groot-
heid, HBt valt Ln .een geb;led 'waar de desbetrefI'e:nde profielvgl.
(68) niet. Geldig is)., "

Op 'p.V-64 'hebben we"gezien dat ~o gelijk wordt aan HAa~s
Jl nadert ~öt 9~8ct t uit vgl. (63~ volgt., direct da,t voo r deze '
si truat ä e ~, i .e-, ,~e helling van d-e.waterspiegel, ,.dan nadert tot
nul en uit vgl. (68) dat ~ nadert tot oneindig, m.à.w.: het rol-
óo1fprofiel volgens vgl. (68)" c.q. vgl. (63) nadert in het be-
schouwde geval tot een rechte lijn, 'op een afstand R:::H even-" 0
wijdig met de lei di nóbodelilt aldus een voorwaarde voor pemanent
eenparige strornilig oplevcrenJ. ..

, .

V-E: De constructie van discontinue oplossingen.
Uit het voorgaande volst nu 'zond.er neer dat zoweL voor het

geval van tweeclimensionale laminaire stroming met rolcolven, als
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voor het geval van tweedimensionale turbulente stroming met rol-
golven (rsebaseeI'd:.op de weerstandswet van de Chezy, met constante
C-waarde) 'in een hellende open leiding, 'de z.g. "rolgolfkromme"
vgl. (56) resp. vgl. (68) algemeen voorgesteld kan worden door:

(69)

, ,

, ,

is de desbetrefffeIlde' stroming la~nair dan geldt': .
1Z=1,2. HA, en HB worden gegeven 'oor' vgl., (54). Ho en K~ worden
gegeven door vg.I , (49), 'resp. vgl. (50)l'," ','
is de. desbetreffende strqmi:r;rg turbulent dan ge'ldt: '
1,0 t&. ct ~,1,1, nade r 'geprecise,erd door vgl. (21P)', HAen RBwor-
den gegeven door vg.l , C6?), Ho en Ko werden gegeven door vgl. (49)
resp. vgl. (50).

De ~'rolgc:üf1tronuneu voorgesteld door vg.l •. (69)' zuIlen we aan-
duiden' .a Ls de H -kro.mrne'. Indien ,we de golflengte van het pe r-Lc--n ' ,
,dieke permanente J:,'01go1fpatxQon nu i.. noemen, dan wordt de vgl.

, .
voor de volgende t1r91g01~"kromrnettt i.e. de. H -kromme:

1 r' l' n-t1, ; = ~+ 'sin {69);' "
;waarin (69) dezelfde, 'ui t4ruldcirrg ,tussen' accoladen voorstelt
,als in de voo-rgaande vgl. (69) (zie f'ig.V-8). De schok. 'e.q.
di~cqntinui'teit~,' za:i' vco rkomen voo~' ~ekerè: waarde 'van ~t. hierna
'aan te ge-yen als ~s'."waarbij' b.et"suffïJC s duidt op "'schok,i' (,de
.waar-de van ~=% moet nu zodani.g zijn dat ter plaatse aan de schok-
voorwaarden wordt voldaan. Teneinde de grootte van t" te' vinden,

~
benevens (zie fir;. V-8) Hb=Hn(~r) ~n Hf=Hn+1~J, moeten we de
, s'chokvoor1Jaardcn kennen. ( de indices b en f duiden weer het hoog-
ste, resp. laagste punt van. het golfprofiel aan)'~ Als schokvoor-
waarden hebben we afgeleid vgl. (38), vgl. (39) en vel. (40),,:'

'(70) ,

,

resp. voorstellend.e de wet van behoud van massa, de wet van behoud
van impuls en de wet van behoud van energie, in alle drie de Ge-
vallen beschouwd ove r de schok en geLLig voor een driedimensi ona-
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Ie stromingstoestand; deze schokvoo.rwaarden zijn" zoals we
gezien hebben , . geldig voor zowel laminaire als turbulente
stroming. Het is 111). niet moeilijk Omin te zien dat voor.het
hier beschouwde geval van tweedimensionale et romi.ng per eenheid
van breedt~ geldt:

, Af=Hf·1, Ab=Hb.1 en HUJoil~H,
zodat' vgl. (38), de vooIWaarde voor het behoud van massa oveI'-

, gaat 'in:
I

....~f(c-Uf{= ,-'~b(c-Ub)=~= -~G:- J

oftewel:· .

" . ': HfCC_'Uf)=HbCco;'Ub)=-_'=Ko; (71)
"', .liet·sp:ceekt-,nu.YQ.or,z,iC!1zelf' dat aan K <iè index 0 is toegevoegd;

.-,..' '~~an_,.dé 'we't ';y'.a~pehoud.,van' massa wordt. dus .é\l~ijd automatisch
voldaan .•':indien. d~ wa.a~~ "van: de. pà:duneter.K '( i.e.- de. :progres":".' . . . I' > r. . . _.... ,'" .

~ü~ve. ni.ate 76.11, a:;v;oér): b~perkt wo'rdt· tot de' .w:aaroe -Ko.~De, .voor-
., ",.,' Waard.~"v9-pJ;.,he~'behöud:::v<:n imvu.-ls',vgl'~ (~9)~ g~~t >opgrond,. van :
~ r ,.:' ':,'., het b:öv~ns~.aand_e:,?ve_I'" i;n~ " " .' .. , ' " "

. lh [<""""U':\ '(' 'U )1 ' 1. ,A(H2 H2) ..' _ . '" .....'. ~r' ' ';"'":b:l' :"", ~C~, f, ~-'2',,~ç ~~ V,' b~_f.' " ,
',' \~;";:< ,;-_···~.~'w:~lke~·rela,>t,iam"h~.i,t •. vgl" (Tl) te sch,ri~jven :1s a1i!3:'
:'~i;(lt,_,.,:~:~",-(:~;,<'~"~,":,~;'~.;.~.<~';::,...',.'.,_'_~":"". ' _, ::': .'.~"." ' : ",
':, .' ij .', ". ' , . :', • '.: ~",':::'::- H:1r;(~f":'RsL..= ;'i :gcos8.E~+~f)(Ij,-Hi) ;;,,,' .' , ,:.',i-'
, :":":".:':;.','~';'l~'~~# :~~','4e·· :tl1-~i~\le,' ,~pl.ÓS~~ng··Hb=~i,.;o~~r~~'~ómezid: met een ~si-

". ::,.-;; ': ~u'q.t:te ~'()hde~ -schok, bui.t~Ii beschouwing, dan krijgen we,:
, " " ;~":,' " ': '.: .,', '2~"'" ' ~, ',_. " : , ,',' -Ó, ' .' ,

, : J ' _.' rt =', gC'os~.(~ +H-f') '.' ,
:' \ 4~""'f.'· ,,~c.

.'1;ê! :p1-aatsè van de ',sch,ok ,Tl1'Oe,t' voor ·Hb'en Hf ook voldaan. Worden
. ", aan çlè, g'el i.jk:Q.e j.ei:. - c·'.'

..' -" , ~~';;Hnè~b)~~ri;l(rt~)':
. Op grond van vgl. (69) lèvert ~::Hn(.Hb) op:

- f ••. ,

(72)
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terv'lijl ~s=Hn+1(Hf) op grond van vgl. (70) oplevert:

+

..
;.. .

.~èl~j~s,t.èlle:ii, van ~e' re-sp., li,nke.D-"en .recp-te:rle4e~ van 'q.ei,de.
bovenabaande ,'V~~~ ,>~:v~ri"~~ e~g~:h~rlë~ing '.0~'L. ,

. .' ~ , ,> ,

. ..' ~ ',," ,

> ,

j~p ...: ... i~l~t,)J+f(J.'.("~.':;
._ '4 ~h;. ' , ,,' - ,'> /1 : 4:,. .

; l4' 7',' '.

" ,': I' '11" ,.. ' .. ' ,·fJ"" ,.' 'tRI" '..... -I- " '1'.., +,-flII.-. ~p 'A ~kL~~" + (I,;-/#)~J',, lJï..:h'. ,;' r "lIJ -'11. .. '. ,I' , '_' ,,~, : 'I '4'. '
: (73)

. . ~.

De 'onbekenden Hb en Hf. kunne n nu eenduidig bepaald worden, uit
vgl. (72) en vgl.' (73), door als noodzakelijke voorwaarde toe
te voegen dat '1\ > R:f >0 (zie fj,.g •.v-8).

Uit vgl. (72) zullen we nu Hf oplossen, uitgedrukt in Rb; daartoe
schrijven we vgl. (72) in de gedaante:

2K2
H 112 H2~, 0 0'b" f + b·tlf-gcos9 = ,

uit welke vierkantsvgl. in Hf direct volGt:

.)

De term onder het wortelteken is altijd. positief, aane;ezien
Hb>O en 1>0; omdat steeds geldt Rf>O, geldt in bovenstaande
VGl. alleen het +teken v co» de wortel; derhalve krljgen we voor
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·{74)

"

Aan ·de., energie ongelijkheid ter pl.aat~e_' van de schok ei.e. de
'~wet van,.behoud 'van energf,e gaat daar niet op in d.e· gedaante. . '-

. zcaLs. deze is, toegepast) wqrdt automatisch voldaan QOOi' de ge-
- ,,' ..

..: : '.s1;;eldeeis dat 'c'>U"e,n h:~t Îeit :g.at H:t;>Hf· ;:' ,';.
,.,' SubStitiue~n we_'de':vao'~,'Hf -ye:çkregèn formule; vgl. (74),' in',.

vgi. (73) 'dan v'o;Lgt daaruit hef ve-rbàn,d tuss~n de, rilà:iiluq_le' '.
,. " <~::',," ;,''~9t:qÜ~o:g_tè )1b: ~.~}J.~"::gDlfJ.~ntte'i.':Di~~,v~.:rb_~d.'~Q.Iie~ ~~: e,~st
~".::':.::,'--~<~:",'~fi~id~~~-voor'.·,;net·geva+,.,van. iám~,~i_'re, $t:roming.~"e.~- tery~~g~h'S-j
::':_';.~~-','-:-""':';:V'óor'hé"t g'~vai'v~" turbuient~{st.rÓining·.! :.' .. ' ,.,~:~';.<'; .', .'- ", '

• t:. ~ ...- ",~,,'" # _" 4 '.~ ~._ : " : ,'.,' t_: ',';- .-. " \ • ~... ~. "". '. '. ,.' . - >_ -: ':_;.: ~'~,' ~ ': '.' (.. ~",,"

r ~; <.,':_j' <,:."> ':,:. :~,',~n:ge:V;?-l.~':áI?:' >éen.,l~ninairè~ ?tri,)r4ing,s:töe~:rti$,;nd[·~.:I;~,t,het> =.,

, . :~:, .":'"<.;':' "y~~,g~~a?~"i!t:/b:i·v".Yrbr. rS1f)_vQ.OTJ, RA', re:sp .•:.:~li~>;(g~.~::~~9,),;vö~~,' ,

.~.;,..':,".<:'.' .:..,H~)'~n ~,g~,.':,(5.Q?:.jo.~r\f;~,k~n?l~Z;?_i,en.-:,~è~teld w~~t:, .,:',', " .. : .'
, f' .,.' ~ " , »Ó:-, ; Pc~+V«(<<·-1)~ . ~~. " " " , . '"

• , , ,r" ,',." "','I ", .7-,. f'::' "; .. I't" " " flb<:::::~H.-- . ".~:' ~ H_' -H
B

- na -serru ~,t',-
voor Uo~ c oe '.L7L.c.-l:envan::!Jn ,,::A, •. re sp •. ~-1b. :, ...", ~ oL

'". -Hf-HA .': " Hf~~B'
. gebre'ide' h~rleid.ing 'ge'~C.l~reven~~.rde~~·.,'; ,

", " ,. " ' .

f .

",I ,.'

I

m,b•v : vgl. (49) voor Ho en vgl. (50) voor Ko' kan, indien cie.
grootheid P weer wczxït ingevoerd, voor Hf volgens vgl. (74.) na
,een uitgebreide herleiding geschreven worden:
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m.'"ti.v. vgl. (49) voor Ho' kan, indien de grootheîd P weer wordt
,,' .ingevoeI'd. 'v?orHA'" resp. ,~ volgens vgl. '.(~) na 'een:uitgebrei-·
','de herleiding geschreven worden: '"

. .,!

, ,
: '-," . '. Als' 'we nu. Lnvoe ren .de· d~m~nsie16ze maxim~l~ golf'hoog~~ Hb" ~e-

:'. ' ,,',', clefiniëerd 'als: , ,~,' gH cos»
, , " ',' "ti' .' b.~ ~ n =, .;

• • I ,eb ,2 " . . ' ., , . ' , .,',
',' , ' -Ó: -Ó, ,c" ," .,' ",:_, ' ,"" ,'. ':'

d:!--IileIl~j.è,16Z6: gOl:fl0_enste' ti' .., 'gède :éï~iêe;:r:q è.i:s,:, ,',;~:' f;:-:' :>",..:' .
., "'i'':' ...1:. tf!;,6~~Sr' "': -: " ',':' .. " . ,- ,',',:; ..,,', ',.", .

...... . ,,'. r ~1- ::.. c ~ ',. «Ó, ' • ,... 4 .' -, • ..~. -~.~"

- . '\ - .."
dan is het llie.t 'moeilijk ~om in, te ,Zien dat:'vgl.(73)
het b.ovenstaànde 'Ove.rgaat. in.!

..
"

" "

" .In 14 -,~ ,
:::r t;. J!!t4') -I(/.l _ ~ t?" ~' j' - f4 ' ,

i[F(/{}-/f) -a.. +

. (75)

hiérin is:

~2 =
(a'-I)!p!i-:t- VP- ~ j -ij -I- (P-.I)!( P~l)- .2tX'}

..2?V.P-!'
en

)



"
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. ":- . ;.
.... ''''" "

a1 én a')'; , h~~, :te}~,én';v~~or.'::~2e,~"~4t'

p;~+V~~(-~---~-)-+~'-~~'en·~=1f2

waarin het +tekèn E;eldt'vo6r
, terwijl

'_, . , , .
Vgl. (75) -drukt het verband. uit tussen de (dilllensieloZte) ma:xi-
nia~e golfhooGte H~ en de (di'mensieloze) g'olilengte' ',(! .Ln ge,- " '
val vàn een tweedimensionale laminaire stromingst-oestand met

• .' • 4 • •

een pe'ri-oa.iek _permanent rolgolfpatroon. Zoals .wee reeds ge~ien
'hebben op p~v- 48 is (in vgl. (75~) het F:r;óudegetal ',F een functie
van ~e he.llingshoek van de leiding» , 'c en de voortplantings.:.'"
. snelha-id c van d.e golf) e:o.niet op 'eenvoudige wijze expliciet
in deze be i.de grootheden uit te drukken, c.q. een func~ie van
9 en ~e; beschouwen we het J:;'roudege't~l F op ,zich' echter als .
een, paramet,er, dan volgt uit vgl. (75) à.at de verhoudi.ng:tus-
sen maxä.maLe gc Lf'hoogbe en. ,gQli;lengte cna fhanke Lt jk is van c ,

Ln geval van een' turbulente stromingstoe~3'~and geldt het
volgende I

m.e.b'.v. vgl. Ç66') voor HA' re sp, .B:s.', vgl. (49) _voor Ho :en ,vgl.
(50) voor Ko' kan, ,ind~en es tieLd word·t:' , .

P=~+ «(<<-1 ).~~ ,
Ft. -H,

"yoar de coëi'fioiënt van ln, rl',_"fffA ~ resp.
gehreide herleiding geschrejl.~n '~orden:

H -H
In eb, ~, na een uit-H ....y ~J

Î B '

.a
=~. ~~~----~~~==T=~~----~~--------r )

op dezelfde wijze als voor het óeval van laminaire stroming kan
'afgeleid worden:

J./, _ 1. c1 'IT/~Ii~j)_ fltJ(4)j) .
'1 -.2 /?Ij! r er: cl c~ , )

m.b.v. VGl. (49) voor Ho kant indien de grootheid P weer wordt
ingevoerd, voor HA' resp. HBvolgens vgl. (66) na een uitgebrei-
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.,' de' herleiding ·g'é~ch~ve_n worden:
'.' . ~

.... '

"." .

'Als we wederom Lnvoere n de dimensie loze 'maximale'golfhoogte
H~ en de dimensieloze folilengt~' J.f. resp~' gedefini~er~ a1.~c

• gR-qcos . J'_)., '" 6,cos§., '" '. .
Hb ~ , 2 ,en 11. - ...tgu· 2 $ " } ,

cc' ,
dan' ä s het niet moeilijk om in te zien dat vgl. '{73) m.b.v.
het bovenstaandé overgaàt ,in:

.. .

,

j' =,a.Á J~;(Zï~~]~'7
, '

+ :f J3J4' - ~(Jli)j;;" (76)

I

I

,-
(1'-l)!!P+J)-.2/f}(?/{,o+l):t V{,o+.1)]-$'')-jl~ .2(,0-.1) ,

- , .2,0V(1'+/)]1_ 'I ' ' ,

, ,

en

'1' -
(?-tJ/{'p-l)!(P+J)-.2or)-~-IJ]I(,o+.1)t- Vt,o+I.)"'-'I j ,

...2,0.2

waarin het +teken,geldt voor a5 en a7, het -teken voor a6 en aS'
tervvijl:

en
1,0 ~ 0( ~.-1,1,' nader gepreciseerd door vgl. C21b).
Vgl. (76) drukt het verband uit tussen do (6.lmon:Sieloze)

, ., '. ' ,
uaximale golfhoogte Rb én de '(dinensieloze) golflengte A ,in



r

geval van een, tweedimensionale turbulent.e st,rom~ngstoestand met
een periodiek .permanent rOlgol:fpatroon" welke :behee rst wo.rot.

.:

. ~. ~
door een weerstandswèt van het Che~y-type met constante wrij-
vingscóëfficië~t. Zoals we gezien hebben op p'.v- 59 is .e in·vgl.
(76)) het Froudegetal F een functie van de he Ll.Lngahoek van de

. leiding. ~, en de wrijvingscoëfficiënt ·C, immers:, 2
p2 = 'Co tg!

s
, .
J " . :

is .de wrijvingscoëfficiënt C van de Oheay: beke nd., dan volgt.: b . .
, 'daarui t volgens vgl. (21 ): .... .

' ~=~+6~25'~" . " :"-", ' eN' .('. _ "
~ wá.ard.e van de, eórrs?ctiec~ëft1ciënt' rx op de 'gpelheidsvel"tie-

. .
iing in de 'verticaal~ Ui t' bovens taandé ·Y.Glgt dat 'vQlgeris vgl.,
.'(76) !'de :ver~oudi~ truasen ~ximalé ~,?'~:tb.öógt·e,en 'è;ûlfle~gte .
onaft.l~e;I:j..jk is van de goifÈmelhe,-:i.~'·è. " ," .

" T'o·t slot ~uii.~n we' nog ,enkele. opme-rkingen ~plaatsènf welke
,": di~,n;s;tig '·kUnneii.,zijn bij ,Çi~" cönstrtibtie~ van ·pêri;ödie~.è· Pe~àJ"" ' .
" > ,ne'ri.~~.rOlg~·lÎt?pios$ingen.,~.;.·.\· . '" , .. ' .,,' ;:,,". - .

'. ",' "', I

, .' I .• ..
• ,~' ",t ~ ; • _ •

.. :' " .. ., .. '_ . '.' " _i, '-.- '. ,'-. .: .• ".. • • • " ." ; '.., '.... .: \' •..• :.'.: .' ~ '.' ;... ~:' .' • ':
, ;.", -O:wue.~Bl;t.l}$. 1.~, ."' " .,'".~"," . ~' .. _ " ", '.'

,f •.. '0( f' ~ "t: ~ .. ... ~ . • p • • \ • ..... ,~. • • ".' ..

.. ' .':' f.' /'" ~ •. .~:, ~'>vg!.·C7-5Jji v:óo:r'het' ge\t~l -van, laJ,llinäire ,:str,o:qling_ met, ro1,....
~:. '.:.':..._.:'~'<·:golv6n:':i.s onafil~il1kéir'jk;·y'~. dè' 'g'ol~~n~'lh~'id '~~t' ,1'ndien·.hé:t .F:r;'o~á.;~-
. - ., ;'.'" '·gèt~~., F:,al's. pa~8:mete~ :Wordt- afiI?-g~houÇléIi.:·:~·rhalv~ ,h~~"be~"~~à:ion .

" ,'" !.': de ae ;itlia~e 'ioor ,élké': toé'laatba,:l!è' ws.ardê vsn F.~~èn .ébn";1?ara- .
" .... , , • ,.' ,.~. _ <. ),', "', , .... • . • . • .• '.:~! .')

, ':". meter faniiliEl_ van. l1iogelijke periodi'eke ..oplóss~ngèn in.' termen van
: '.Á.:'; ars' :ttmoeilijlrJle'idt~ ,doet. zich hi.erbij. echter' voor dat t .•a ..v~

F en ~'we:tis~~:ar yo'id~an.·moe.t :w~:ro€n:' ?~'dè 'nooci~akelijke:vo~,r-
"waarde voor roig~i:fvórmtng vgl~ (~3a)t ',:L.ë". ~,>,f;".o.q •. .vg.L•. '
e 53b), 1.e. (R;e~dtg~ >1, maar <l~ relati~. t~s.sen, F.·en>! da?-rui t
nie"t explicie·t bepaald is." .
opm~ rki.ng .I .-B

Vgl. (76) voor het geval van turbulente stroming met rol-
golven (beheerst door een 'v.;eerstandswet van het Chèzy-type met
conauantie virijvingscoëfficiënt), is .onafhankelijk yan de golfsnel-
heid 6. Aangezien F voor deze situatie expliciet bepaald iS,als
een functie van de ~ellingshoek § en de wrijvingscoëfficiënt C:

. 1.,,2_ C ;tgrJ
, . J..' - 0 Si.)

f5
en de correctiecoëfficiënt a op de, srielheidsverdeling in de
verticaal gegeven wQrC4.t doo:r" vgl. ('21b) : ' .

. ,a=:1 +6, 25.~ .,
" 'C

o

- ..

.,
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hebben we voor elk ~~elaatbaar paar waar~en van ~ en C~, of
Li.eve r- voor elke toelaatbare waarde van F, een ~~nparamete:t'-
familie Van mogelijke .Periodieke oplossingen in termen van ,~' j,
elk toelaatbaar paax waarden van'» en Co" c.\i. elke toelaatbare
waarde van F" kan be.paa Ld worden ui t de noodzakelijke voorwaar-
de 'voor ro~golfv.ormins vgl. (65a•b), i.e.:. 2.r1 = Cotg8 4

g >'.9~ga
opme rking I. C

Het is niet.plO:eili.jk 0 i-n 'te ·a·ien. dat zoweL VOQr lami-·'
.... ~ . ..

naä re st~o.ming· met 'rolgolven, als voor turbulente 'stroming -met
, -' . " '

rol&of.ven• d~ ,(dimel1:sieloze) ma)Cu;ale g~lfh00gte' ,~,. en, d~o~f-
mens.i,$.l~lz,e)m~~m?-'le g,ol:fh.QQ;gt,e, Hf beide nade,ren :tot, ~02' "

, '-" - e
ind'-en 'de' (dimen~ieloze) golflengte A.~ "uad'ert tot ':nul',. en dat
'~e TI+inim~le~a.t~rd,i'el'te -Hf n~dert . tot H.A.,~îs '~i')na~ért' tot' . "
oneindig. Het i,s duidelij;k dat, i'ndie,n·l' nade r t tot oneindig,

, ' .
de ' (dimensieloze? .maxärna.Le golfhoógte Hb een eindigE;l bovenatre

" ,

ex.t:reme waa rde bereïkt.,
Opmerlèing 11

.' ~ I

, 'De w~rkelijke hoo.g,te van. de d..iscóntinül tei t kan uä, tg~dru.kt
',worden als:

AR~,::Hb-H:f'~
of in dimensieioze'g~daante:als: .

gcosW f , ,
, " AH.-, 2 ' (Hb-Hf)=Rb-Hf.c

Hf is m.b.v. Vg!. (74) "Uitg~d.rukt ~,s ~~~~i~ van ~~ resp~
m.b.v. vgl. (.74 ) als func tn e van lib $1~s , te~l-Jl w;, an het
bovenstaande hebben ge4ien dat de relati~ ,tussen Hb en ,A bekend
is -zowel in 'geval van laminaire strominc' mèt:rólgolven, als in

, ,

geval van turbulente stroming met rolgolven-; derhalve, is aan
de hand hiervan, Voor dezelfde' resp. parameterwaarden, het ver-

f •
band af' te leiden 'tussen AH, _en 1.
Opmerking 111

,Voor het 'geval van' tweedime,nsionale stroming hebben we.
afgeleid (zie p.V-)8) dat de mate van energiedissipatie over de
schok uitgedrukt kan worden als:

. _dQ g~os 8.tIM ,-~ 3
l~lm = 4Tt

b
Rf (tib-Hf) ;

deze mate van' energiedissipatie levert een Lnd'i.ce tri,e 'op voor de



bo\tcénstaand~" ., \'~' . ~.' .. - .,' ,.'
'" . '. " , "

r • OP!4é:rking -rv \f .', , ,_, " . . ,I _ . .'

.,.. '.' .. • .... l ",' •. Ó, .... , •• ,': • ••• " ...... • '_ _ ":( '..,'. ~. • ~ '. ~

j.:. i ~<,,'. -: ~.,'" " .;':,De cohf?tç.)lte Kb he:[rl:l:~nw~:.in het v09'I'ga@de :a.~ngeä.UJ,.d als
, . ' -,".' "", :-d~<~chi~nba~ ~àté:'·;'vw:;afvoe~,:vo~r ~l;l~t'geval '~d:è"$fu:.·Oni}:tig· \~0r.4t

,. - ," ,'" . ~ ~ ~. _' - .' I. • ,,\' ,. • • • ': .' •• _

be acaouwd" ft .;o'.:v;. '-E!'e,n<J!lfrèb13w~gend,aaaens.te Lse ä , '. 'J:.o~v "".een gei..,., .
< ., , ~ .•~.... '.,' ....:, .: -,' .:. '_ '".,. .r ... '~;' '.~ J! .» ',' ~:', ' ,

fi_f{e-erd' asseüstè~s.el 'zal 'de WÈH,'keliJke :of a ta ti's c4e' ~,fy'oeriJ t3 ..
" e'~ht.er ièn variabei~ p~riodie'k~ grûqtheid Zi;j~~ o~di;1t v,?igenä

,~gl" -C37b) .geldt,; ,,'-'
, ', ':,( é-U:):H'~Kd

hebbe.n .we dan','
.. ' .' .ue~) :.;R( ~ )=QCI ):=:·cH-..I( ~..
, . ,'/,' . 0,.,_

. of a.ls, we, het verscllfjns~~ be schouwen i:;,.o·"v.: de vaste oorsprong
«(=:x-ct) f

" 9-(-ct)~O.H(-'~~):""~o~q(O,t}~, ;.'
\vaarin g(x, t) .de cgenb Li.kke Ld jke mate van afvoer' is vo or-: zeker
punt.,x v<;tUde leiding.·Het is duidelijk ,dat q(O,t) een discontJ-
nue .func tii.e in t z;al zijn', z oa l.s aangegeven in 'fig·.V-9 •. We,zullen

.' .

_q nu 'gaan mi.dde.Len om de belangrijk~groo,theid Z te krijgen, te
. weten' de 'gemiddelde. afvoer voorbij een vast punt:

. ,.' cf-
~~Z(l?~~q(O,t)dt~

'#

I ~ ,".

t'.

I·
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vor-t i.cLtei t. c , q. turbulentie, en de schuimvorming aan de golf-
fronten. Stellen we li*P dan gaat bovenstaai1de, vgl. m.b.v.

~~1=-:-fo_.(zie' vgl. (71)) over in: . ','

, '. P.:: ~Ko'cos8 CH -H ) 3
. 4IÇH-;f , ~. _b '

. '

Aangezien de stroming' in een gegeven leiding kan bestaan uit
vele golven met kleine golflengte en ,sch0:lffi0og;te •. ot weinig .
goLven met g:rote gol'flengte en achokhoog'te , ·bi.j de zeLf'de waardë
. voor de progressieve mate, van afvoe r. Ko.' is' het significant'el.'
om :ne v.ernol1di~ 'tussen 'de fIlp_te van' energ:[edissipati~' en de
gol%lengt-é' te beschouwen., A.Is we P nu' dimènsieloos: maken. door

"t~.,ate1;le·n P',:z:p/fJ!..o~2. dàn ,gaat be:vénstaa:p.de'vg1. 'Qve-r in:
, ~ ,., '" 3 ' .' "

. P."~,'(Hf~Hb) ,
- =41 w, . ti ~ ";"

, ' . .L1-lIbHf . ,
, 1'!.~·''; ~. '.'"',. ~'f ,". ~;'" ,'f .~. - ....• ,1 •• '"I. ',' f ~

., ',:, Gn\qa ~'Hf ~.b ~v!· v.gl~ (.~~). u1.t W' ,d~kke~ î~. ~ Rb' ' ~ s~~ ''!~f .. ,
.~ ,m~p.,v. ~gl •. (74a}, ~n: ~bt en. voo r béidê .st~öm~,~gswijzen.,(lami .....
.. 7.' l.i~i'i1',en tUI"b~le~t) ',~e .relatie trussen Rb 'e,n lt.bekend is, kan t'

.' w~e'r ?jIe,t he.h:U.lp hie,r.Vàn het, gedrag ván .~'/A.. aLs fu:nctie van J
'bepaa,ld -Worden vÓo,r. 'deze-lfde, .re sp', p~ramete~a~rden""als in: het

"

"

, ,: '~

J
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waaruit, op g~nd van het bovenstaande, volgt:
zeJ..)=f! rc .HC-ct)-Ko}dt= 11~.H( -ct)dt-Ko;

het is niet moeilijk in te z~en dat deze integraal te transfor-
meren is tot: A . ,

. ze).)= 1fH( ~).d~ -Ko '
1I .

Zowe L voor laminaire stroming met rolgolven als voor turbulente
stroming met rol'golven is H(~) beke ndj . in geval .van laminaire
'.stroming is Ko m.b.v. vgl. (50) uit te' d'rukken in termen van
Ct ~. (en F, welke laatste grootheid in principe ui t te drukken
Ls in c en » • resp. Re 'en § t zie p.V-48 '-tx is dan 'constant- .
en in geval van turbulente stroming is Ko m.b~\, •. vgl. (50)
.uä t te drukken in ter.men van c, », 'ep. Co (omdat in, dit laatste
. geval F expliciet beke.nd is als functie van § erL,co' en IX een
. funct~e is van C ). De r'haLve kan bovenstaande" re·latie .gebruikt.' ,.. 0 .
,wo:t:;denom êén van 9.9' drie ,groötheden e;). eI}. Z t'e bepalen, i~':'"
dien de andere twee bekend zijn. ' '. '",

, . Door toe:passing van:?-e m:Làdelwaàrd.estelling op' bovens tiaande '
int'eg'real, is deze , op 'g'ron~ van het ..feit dat Rb en Hf bei-de
naderen tot Ro als A. nadert tot nul, op eenvoudige wij ze om te

Z=cH ~K voo r .i--û.o 0
.Aan.de hand van d~ td.tdrukki,ng voor Ho' vgl. (49)_,en c.a,e voor
'K t vgl,~. (5Ó),. is hieruit dar; een relatie v oo t: de goLt'snè Lv
,0 . . ",'., .. '
' heid e af, t,e l~:i,.ä.enals J-.O; in geval.van laminaire stroming is,
, ,~,;,êe~' functi~ van Z_'~, {en: F). en in' gevaL 'van t~rbu.lènté stro~,'
.. ,mi:ng een tunetie, ;an. 2.-., 'G~ en ~ (Z'i~: Ook het boV'~nstaande) ~ "

, Aangez.äen Hb tot eén eindige li~iet;waarae moet naderen
als,1 nad.ert to·t oneindig, is de bijd.rage aan 'de' ui tdrukking.i,. "

tfH(~~d~' 'van' he t 'gede,eIte van de kr-omme z-eéht s van û,e contro-
le doorsnede. aan de bovenzijde bee;rensd -(zie rib. V-8}. Links
van de cdntrole doorsnede nadert de kromme de asymptoot H=HA
exponentiëel. Derhalve~geldt:

k .frdf _,,_.~ -<~ - J.

"-
oftewel T!H~ nadert eRAvan de bovenzijde. Op grond hiervan
is het nu mogelijk om m.b.v. bovenstaande integraal een relatie
voor de golisnelheid c af te loiden als i -'00 t welke een boven-
ste begrenzing voor c vormt in beval van zeer grote gal 'lengte;
in geval van. laminaire stroming is e een functie van Z, ~ (e~F)
en Re, en in 'geval van turbulente stroming een functie van Z,
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Co en » (zie ook het bovenstaanae). t,

De (d.i1:nensieloze) maximale golfhoog;te Hb moet aan de boven-
zijde ein~ig begrenpd zijn; noemen we de (dimensieloze) boven-_. .
grens Hb' dan geldt dus:. _.__

l,im Hbdi~ :J'

,,(-IX)

• 4

-welke waarde be re i.kf wo-rdt als ~f
gcLf'Lengtre moet .nu _dus gelden:. :.-

'~' 21j c. _t

'Z 11, H~ < ~cos" Rb
Op grond hf.e rvan .Ls het, nu mogelijk 'om m.b .V.. ee rde.n genoemde
,tntegraal e.en relatie .voon de',golfsnelheid .o'af te l~id~h,
ge~dig vo?r elke ,golflengte; welke een onderste begrenzing 'voor
,e vo~t;' in geva1 van 'laminaire stro.ming is c een functie van

,:z(8'. (en W) en Re,: en in-,gerá1 van turbufeItte stI:oming,'e~n functie
. van Z.~,C,o ,e~ S' (~,;Lè:~oök het bGv~llstaanÇle). '

. !If'het voorgaánde,' is ,in het kort_ aan,gègéven hoe d~ asimp.to.-
, ,tische, uitdrukkingen v,pop de golfsnelheid. c in geval van z~er
kl'eine, rfYSp. zeer grote golflengte ~fgel~id kunnen worden , en
hoe een uitdrwc...lcing voor de ondergrens van de golfsnelneid c ,
ge Ld.Lg voor alle gO'lflengte:Q., bepaa,ld kan wo rden (dezé Laatisbe
waarde van c zal ,tussen de twee eerder genoemde 14 moeten lig..:.
gen). ,_

'Bij iedeTe" pract t schè toepassing zal Z weLl.Lcht van tevoren bekend
'zij'n~, en wQrden."B. en 'Co ,'(deze" Jaa:tste-.aJ,lee.n, ~fs vJe te, rnaken ~b .. '
,-?e:ri met een 'tu'rbul~nte strom:i:ng). bepaal.d .door het 'fysische model. .
Dan kan _dl bepaald wo rden. tusse~' twee' bekende -gJ:::enswàardan in
(~Ok in het geval van. laminaire 'stró~i~G~ w'aax c '~in .~eg~n5tel-'

. . '.. .' . ~.
ling tot de si t1latie bij' tu-rbtilente, stroming- ..1'l:ie~volledig, ex.;..
pliciet te schrijven ,is, aangezien F een 'functie is van zowel
'als c, resp. § en Re); ve rvo.Igens ~ijn dan alle c;rootheä.en zo-
als Ko,Ho? Uo en Hb ,te bepa.Len, ,

In alle gevallen zullen de waa~len van ~ en Co (deze laat-
ste alleen als we te maleen hebben met turbulente stroming) van
tevoren vast1iggen door d.e aard van het fysische model. Indien
de golfsnelheid c dan is voorgeschreven, hebben We een één-para-
meterfamilie van periodieke oplossingen,t.o.v. ).. Als ,.,{nu ook
nog voorGeschreven is:) dan is de rolgolfoplossing enig; of wat
hetzelfde is, als de tijdperio<le (wanne e r een waarnemer de rol-
golven beschouwt vanuit een vast punt) bekend is, zal de oplossing

nadert tot HA. Voor iedere

enig worden.
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.. ~ ~ ~ . . . ,

, :r' ~ ~ - "". r r ; ." • ~'. _" ••••• ..' • .;..

" " V~F-:, Rat·· criteriU!U voor- het besta.an van rölGolven.
. -: Op' p. "-4:3 van dit Hoofdst~ 'V' hebben we' ge.zie.n'~dat als

"vdo'~a>à~e VOOr ,~olgo,+ven om hun ui'te,ind~tijk '>~ol~~at~on (z?-
_ ': ::, ~ ,,7, ~,.' Brls', bèsc1+reven in.·he~:~voor~.:fg.a"an:dej,t·e.hahdliavèn/,vö'lda~. moet
. , .' i ~ :.' ••.. 'w{)',:ctleiQ: aan: d~' Q~ 11.jkhe ia; (42): " - , ," ," ,.,. . , .' '. , ; /,' '.' :" dI-I ~ ..,- ' .. -~', '

, ~'1:itu-:n- (~) 0" - --J
.I (.~,., "r.

• . 11 "· ,1.,_; ... #' • •

. -..

In het voorgaande is aangegeven hoe net enig-mogelijke
stel pe rdodä.eke rolgolfoplossingen voor een hellende .vopen lei-
ding verkregen kan worden, uitgàande van re z.g. ond~ep-water-
theorie, zowel voor het geval van een laminaire'stromingstoe-
stand, als voor hèt geval van een turbulente Dtromingstoes~andl
die behèerst wordt door een weerstandswet van het Chezy-type
~et co~stante wrijvingscoëfficiënt. 'De oplossingen worden'veD-'
kregen aLs di.scontä.nus oplOssingen.'
'.pèn·.overVI~ede zij' nog opgem:erkt dat z oweL de z-.g. o.nt?-iep-vlate~
·vgln •. als de gebruikte 'lam;Lnai::re. weerstandst,erm,_ resp,. de weer--

, • • or :. • , .' ~.

standswet van de. ,Chezy. hun geldigheid verlieze'n,. indien de stro-
ming~Il~et,·,m~,e~.g~~eid~li·jk ve rsnde rend (i.e.: q~,asi_;permanènt) ':'
is) mà.ar 'plàts,el:Lng 've~andert,.

"

welke te 'bes.éhbuwen~i~'al.9 'de 'noodzakelijke vooi'waal'de voor het
ontstaan en be s.taan van z:olgoltte~; h,et (?)tekén ,kG;(It dan,.opgevat
.worden als "een grensgeval.,'

- De aLgeraene gedaante van de vgt. voo.r het pro'fiel van' het
wateropp.e'r.vlak in: ~eval van (hiet~permanente.) -,'drle.dimensi onaLe
stroming met lopende golven' in .een,prismatische hèllendè leiding
met vrije viTaterspiegel, luidt (zie p.V-:-21,):

welke vgl. door eLi.mi.natLe van U mvb sv , vgl. (37) -nadat aan de
progressieve mate van afvoer K de index 0 is tqegevoegd om de
speciale rolgolf'oplossin~ aan te ouid.en- geschreven kan worden
als:
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In de controle doorsnede moet, zoals we gezien hebben op p.V-42
zowel de teller als de noemer van bovenstaande vgl. geLi jk zijn
aan nul; dit betekent dat (a1)o=§ en derhalve een z.g. onbe-
paalde' vorm is. Daarom zullen we, teneinde de limiet in het
linkerlid van de ongelijkheid (L~2) te be paLen, de regel Van de
l'Hopital toepassen op bovenstaande vgl. en wel als volgt:

• -e- ,..
~·f .

.;;:. ~a~m';~<i~ ~~t f;l{te n~;21 ':<!D ;f~(;'Qäl:r(l ) béid~~.~~t~:m'.~~.
( ~ -.)} " 1 <LA>" JO'" " > J:> . -. -'..:.._.'lc1::P:;;~~.;:Bi~n€;eiiJ'k; i~ .aá~':nui-~_'V~~lJ~.::~e?,é·~1h.~;u~de-.~enYo~dig~,~ft

'.' ,vó'rmén 1s mt, ee~ ,consta~~e' g~·o.~r_.dar; 'nül) , l~ÇnodAe.;t;'<Jo,wo~.t:.',
'dan: '", ',' '

.' {d(~~W'1ljJo=?~(~ió(Q~1)i,,62+3~~~O~'~.. .'
-aangez.á en «~1.' (~)o' >? ~n" ,8.> 0' g~0t,"da~.:{~çnt:,~e;~J~ d~fi~iet'
'po$:i,t~ef is; Dit,hetekènt d~t vó.ornQelnd.~'crite.r~urnvoerne t ónt;.. ,

, • , • • • .~. ,;. ,f. . _. ~ _' ..

stà'á.n en bsstiaaá van. ro-lgolvè'll ov:e~r.gaat::ili: :; .' ~ -. ,
, .{de t~ll.er)·l '= d, [fl}CgsinB ... ~"J'.~ " .; 0 (42a)dl 0 UI '. ,,~.f:{ =A l~ , -, ,f' 0 .

,We zullen dit,criterium C~2a) nu eerst ontWikkelen in geval we
in gevalte maken- hebben met laminaire strominG. en ve rvo Ige ns

we te, maken hebben met turbulente stroming_
V-F.a Het criterium voor het ontstaan van 'rolgolven' .Ln gevp_l van
laminaire stroming.

Voor laminaire stroming met roluolven is de wrijvingsterm
nu te schrijven als Czie: p:V-22) :

r 3 '((Ac-Ko)-:ël{ - .f - -A"";?;"""--:;_

aan de hand waarvan de onbelijkheid (42a)

~ fgA3sin~-3fS2,(Ac-K )1) A A >
o 'J = 0 (.-)

Amet R-S oplevert:

o .
J

uitwerken hiervan geeft:

3gA~Sin~-6Y"So.(~) o·CAoC-Ko)-3V'S;c (~O,

wat na eliminatie van Ko m.b.v. vgl. (37): Ko=AoCc-U
o
)

ove r-óaat in:

2 . A dS 23gAos~nl7-6VS '(dA.).U A -3V'S c(:>\O··0' , 0 0 0 0 =, t·

Itdoorsnede-



"hiarui t volgt ·d:\.rect~:'
, '., ",' S ' . , ;

. ~~~..{1..l{o(~l)~J~':,.(~~Ub\
, . :< , ," ", ,. 'Stèll'en we, nu, gehe eL à4~J:QO'g aan 4-etg'een 'ges~hiéd:t: is ".in,

• " '. • J- • ~ " • - ~.

' .. Hoofd.stuk IV, 4';P'. IV':"3): ' " '. . . " "
r -! ,'-:'., • ",..

> :'1-R .( as) _",=M' :
... 0 UK 0

""*,-,,

wa.ari?- M de z'.g. vo:rIli:fäctor van de' 'c co~trole-)do6rsnede' i~" dan
, ,gaat de 'èmg!9lijkhBid (42), o , q. è4Zà) ove·r. in:

, 'J-(j'l

in de controle doorsnede moet vo.1gens vgl. C44a) gelden:

, " ]'(U' , '
• 1'1 > 0 '

gSIIlI7 - r' = '0; "
o ",

elimineren, we' met 'behulp hiervan gSii~ 'uit bove'nstaande
ongelijkheid, dan levert dit met Ro~so ep: '

9,VU .S2 ... '6,Y8 (~) u A'~ 3rs2c(~) 0,
.00' Q ~ 0 0 0 0 '

wat, _a8.4gezieu,3YS~>0, ' te ~chrijven i~ als: "
" . di. 'JU' ....2U .B..( TT') .~~c,~O·;

0, 0 0. u.R.:. 0 .

.' .
" . 2MUo

ê~tT (~) 1,
Volgens vgl. C43

g) is aan:
" '

de, grootheid c gelij~

, So
«(IX -1) of- ]12 aA

CëIR)o
terwijl voor het geval ván laminaire stroming.Czie p.V-10)
Gt'=1,2; substitutie van: c en Cl in de onge Läjkhe Ld C77a) geeft dan,
na enige herl~iding:

~ >. So ,i (77b)
(-=) (~) 0 • 4M2_0. 8M-O , 2

a -b .
, De ongelijkheid (77 ). c s q, (77 ) gee,ft nu de noodzakelijke voor-
waarde weer voor het ontstaan en bestaan V~~ rolgolven in 6eval
we te maken hebben met een driedimensionale laminaire stromings-
toestand in een hellende prismatische leiding m€lt vrije water-
spiegel. Voornoemde ongelijkheid (77a), c.q. C77b) is volkomen
identiek met de re sp , vgln.(1,6) en (17) welke het criterium
weergeven voo;r het ontstaan van instabili tei ten (i .e'. golf'-
verschijnselen) van de d.rd edLznenai onaLe permanent eenparige la-
minaire stroming in een heilende prisma.tische leiding met vrije

c=~Uo+U~
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, {O

.waterspiegel, met alleen dit "verschil" dat in de vgln. (16) en
(17) de index 0 gebruikt is om de permanent eenparige stromings-
toestand aa~ te duiden. en' in de vgln. (77a)'en (77b) om de groot-
heden in de controle' doorsnede aan te .geven,
Het (;::)teken Ln de vg In, (77a-) en (7?b) is op te vatten als de
voo rwaa rde voor neutrale stabili teit van de permanent eenpa-
rige stromfng , waarui t de laminaire rolgolven su'l.Len of'kunnen
ontstaan. Trouwens, we heb en al -weliswaar v.oor twe~dimf;ilsio-
nale stroming,. doch dit zal ook gelden v~:)Ordriedimen$ionale stro-
.IJ.ing-gezièn op p.V-·;6 dat in geval het (=)teken geLdág is,het
rolgolfprof'iel nadert tot een rechte lijn ol'afstand H=Ho even-
wijdig met dè leiài~gbodemt aldus een voorwaarde .opleverend voor
permanent eenparig~ $troming. _

. . -
.VoLgeris Opmerking I.e op p.V-75 stemt deze situatie overeen met

. J''een rolgolfpatroon dat een (dimensieloze) ~olfléngté A bezit
gelijk aan nul •.
Als "belang~~j'k resultaa:t hebben we nu';d~~halve'verkregen, dat de
voorwaarde voor l~lgolven om, in geval van laminai~ stroming.
hun uiteindelijk rolgolfpatroon te haridhav~n,.en de voo~laarde
voor het ontstaan van· instabiliteit van een la~inaire permanent
~'ll'paL7igestronq.ngstoestand, :a.angegevenkunnen worden d.I!1.v.

dezelf'de ongelijkheid, dit ondanks he t feit' dat in de beide te
önderscheiden $itu~ties een essentiëel verschillende wijze 'van
benadéren en afleiden is gevolgd • .M.a.w. we- kunnen stËü,len dat
het ontstaan en de vorming van rolgolven in geval van laminaire
stroming altijd zal ~sulteren uit de instabiliteit van de perma-
nent eenparige lamir..airestromins in,de desbetreffencie prisma-
tische open leidinG.
Een en ander impliceert 'dat pra.ctisch alles wa~ in loofdstuk IV
i.:;opgemerkt en afgeleid t.a,v. het instabiliteitscriterium voor
de permanent. eenparige laminaire stroming ook van toepassing is
op~het criterium voor het ontstaan van rolgolven in geval van
laminaire stroming, met name waar het de analytische en grafis.che

.weergave van de resultaten betreft; waar dus staat "instabili-
.teitscriterium voor de permanent eenparige laminaire stroming"
kan ook gelezen worden "noodzakelijke voorwaarde voor het ont-
staan van laminai re ro1501 ven" •.
V-F.b Het criterium voor het ontstaan van rolt501ven in geval van
turbulen~e stroming.

Voor turlmlente stroming met I'olr_;olvenis de wrijyings-
term nu te schrijven als (ziep. V-23') :
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) ,

=;

ui twerken hf.ervan ge.eft~
, ,

~'/LIJ .. n _ . /'1' (~l: (,fc-I(I' +.2S.C(4è-~)j
.:)? 11 ~P', 1"11 '. , q".. +
(/ " ,,~, , ' .

. .. - '. . "

,
, *

,I'. ' ....

, -.&J ,'. .I. •

. + -rCi(<lT{' ~ (~C.-.,fJ;.. , ':>"
" " . , rrt . .,.", (~).

, ~, "

..

t ,

in de controle doorsnede moet volgen$ vgl. (44b) gelden:
, ~.l ,

/' ~I - JfL = IJe;:I,f, .I

elimineren we met behulp hiervan gsinS uit bovenstaande .oD:_ge-
lijkheid, dan levert dit'met R =Ao op:

ob
o

wat, aangezien
gAU

o o>Ote sch±jven is als:2 )
Co



,_

-ti

'.. - . . ~
-" ;-, 'yOQ~.'(~)o ~l,en ,_weBChri,~v?-n:'

_'-, " , (dC)' ' '-, , (~) '(dR) "
'," ;.: ,,~ ,:' '., -." -<iA 0 :;-, d.W,o, '{lA '0' -,

ot; .

a

A, 0'
Ro~~volGt:

o '

(dE), 1 {i' R (dB)' JaA, 0 ,= 'S'0 - o' dA o

; ,:ter~rijl uit

- ,

voe ren we weer ,in -de vormfa~tor M, dan vo.lgt uit; het, bov.enstaan-
';,'d~dat: ,,' -, .'

. '~.
, s-"

, ,

, ,

:-Analoog aan hetgeen geschiëd,t is in Hoor'da tuk IV ~poI.V- J) zu'Ll.èn
.we nu weer invoeren een weer.standswe-t mef de algemene gedaante:

, < uá k R "l+b . iIt S\
S:) :: • 0 . s ~n U ,

waaruit, 'ingeval wordt uitgegaan van de vtrijvingswet van de Chezy
met variabele C-waarde, voor deze wrijvj_ng,scoëfficiënt C afo '
te leiden is (zie Hoofdstuk IV,p.IV-40):

, 1, 2(b+1)-a 2m-a
C =kaR ' 2a .(sin§)~
00,

. waaruit weer volgt:
, 1 2(b+1 ),..a -1 . 2m.,...a ,

(dC) _2(.1+?)-a ,kaR 2a '/'uA.6)' za'èiH 0 2,a" - .. 0 ",r( ';:':'._ .
..

J

"
, --' " 2R dC '

het' is nu .zcnder .méer duidelijk ö.a'c·de ,grootheid ,CoO(d]i) 0 gelljk

:' ", viordt aan e

2~1.+b)-a
a ..
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sub stdtu t i.e waarvan in bovenstaande 'Ongelijkheid, na enige. her-
leiding oplevert:

(1+b)UoM ~
a( c-U) <==)1•. 0

Volgens vgl. (43a) is de grootheid c gelijk aan:. ,

c:«uo+uoV«<<<-1)+ F2Säx '
. {OJI) 0

, ,

' ..
De ongelijkheid (7Sa) ~c·~q•. C78~) <ge.e~t· nu ~~. ~Q·~élZakeli,jke. YOOD-

~ " • ~. .... • 40 ~ • .' ..' ." _'. ".

~iaa':rde'"!leer voor het 'ohtstàa,n e1;1besbaan ·van rQlg'olven 'ingeval
e' t~ uaken h~b-o'énmet ,een drie~dim~nsiona~e .t~rimlente ~tromings-'
toestand in een helÎériue prismatischê leiding met vrije water-
spiegel,. Voórnoèmdè ongelijkheid C7Sa).: C~.q. (7Sb). is, v-olkomen
identiek met de 'resp. vgLn.• (22) en (23), welke het criterium
weergeven. .vcor het ontstaan van instabili ~ei ten (:L.e •. 501fye~,
schijnselen) van de -driedimensional'e .permanent' eenparige' tm:rqulen-
te strom,ing in een helle~de' 'prisnatis.che 1e.iding met vrije' water-
, spiegeil met alleen dit "ve eschä L" dat in' de vgln. (22) en (23)
de in ex 0 gebruil:t is,' om d.e pe rmanenf eenpàrige s't ronn.n .stoestand
~:' ......i. te duiden, en ~n de vgln. (78a) en (7Sb) om de grootheden
in de controle doorsnede aan te geven. Het (=)teken in de vgln.
(7Sa) en (78D) is op te vatten als de voorwaarde voor neutrale
sbab i.Lt tei t van ele permanent eenparige stroming, waaruit de tur_
bulente rol:;olven "kunnen ontstaan. Troui!vens, we hebben al -wel-
iswaar voor tweecljJnensionale stroming, doch dit zal ook €eld.en
voor driedimensionale stroming- gezien op p.V-66 dat, ingeval het
(=)teken geldig is, het rolgolfprofiel nadert tot een rechte lijn
op afstand H=Ho evenwi.j "ig met de Lei.ö.i.ngbodem, aldus een voor--
waarde voor permanent eenparige stroming opleverend. '
Volgens Opmerking ;1:. C op p. V-75 stemt' deze situatie ov~reen met
een rolgolfpatroon dat een (dimensie;loze) Goll'lengte A. bezit, .

, i

'," I

~ zullen of



"

,-

. ','

_

gelijk aan nul. Als belangrijk resultaat hebben we nu derhalve
, .~.". ~

ve rk rege'n dat de voo rwaà.rde voor rolgolven om, ingeval van _tUI'-
b~lentf? stroming, hun uiteindelijk rolgolfpatroon te !randhaven,
.en de voo rwae.rde 'vco r- het ontisuaan van Lnatiab î.Li.tei t van, de tur-

"',.

.' .
bulente permanent eenparige stromingsto-estand. aangegeven kunnen
worden d.m.v. dezelfde ori.gelijkheid;; dit onda:cl~s het feit dat
in heide. te onderscheiden s-ituaties een'essentiëel verschillen-
de wijze van benaderen en áfleiden is gevolgd. M.a.w. we kurmen
stelle'~ dat het' onuscaen en de vOnIll:ng van rolgoi;en in. geval

',-van 'turbulente!' str~min.g'-altijd zat,~sulte~n uit,de instab:i.li-
tei t van. -de pe rmanerrc' eenparige tU~bulente stroming in de des-
"bet:reffende prism~tisçp.e open leiding.

. Ee~" en ander implice~;t, dat practisch alles wat in HQ0fd-

ptuk, IV~_i5 .opgeme:çl\;t 'én 'àf.ge·leid,.t.a.v. het instabiliteits,cri-
te rium voor de ps rmanerrt eenparige turbulenté stroming, ook van~ " .

~0e:passi:ng is op, 'het '.crï-terium yOOI.' het. orrt abaan van rolb~lven.
,iÄ .geva.L -van turbu~e'nte~,'·strorning:. I;1et name waar- het, de" analytische
.. ',!:- . . • . " " .

en, grafj.scp,:è wee.'rg.ave van de resul~ate~n.l:?etreft;' waar '9-us '_sta?-t
. U,instabili tei tsér1:t'è-ritürr voo-r .de perm~ent- 'ë,:enparige tu;rbulen-

t'~",~tl:ÖmiD.gti· kaa. pOk'_geie~~n 1!io,rd~~.·nrioodz'à.~èl-ijké yo,Orwq_arde
• , . ~,' ;.. t . ' .... t- •

'~', 'voor. hÇlt .Qntstaan van turbulente ,rblgo.lven:"., ',':rn J:l:et b'ijzonSler z.ij hier.bij tibg 'het ,vQ'lg$'nde opgemerkt:
~ ." i'" - : '; • • .' '. lf' .

e , -lb. geval van' een twe-edimeriSiPna.le turbulen.t_e, stromings,toestand
.- m~t llnifo~~ S'nelheidsverdeling (i ~e~ tl=1):'kan voor vg I, '(78b). . , ,

.op 'gehe-éi analoge' wijze als in J1oo-fclstuk -IV;p.IV-57 t;eschteven
. , , ,.

worden:
"2). a 2' s:\ .
Uo(=I C'f+6) .gHocos~ .. '

te'x'IJlijl volgens vgl~ (S8a) in de .controle--ctoo'rsnede geldt~
U', '

~H "sinD -~ =0· .:. 0 ~~.Co
éltm,j.natie'van Ua m.b.v. deze laatste "{f:,l. uit bovenstaande

, 'ongelijkheid géèift:
, '2 '

tg~(2)(1!b) • {2' ;
,~ 0

.voo r- ee n "weer'standsw:et van het Cheiy-tiPe' met constante C-waarde
'ge~d"t, {zie }ioo'fd'stuk.IV~p~IV-53)'.:, '> ,'.

a::2' en b=O.'
..zodat. de ongelijYJ:ie,id overgaat' in:

. ,tg~(» 4~'
, ,Co

, \ .

" .,' .:
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wat overeen komt met het resultaat van R• .B'. Dressler (11). en
voor k~eine waarden van BecosO ~1) met het resultaat van H.A.
Thomas' ('1) (zie ook Hoo I'ds t.uk IV "~po IV- 57) ; .
-vgl. (78a) komt, ingeval à.e snelheidsverdeling uniform (i.e.
c:{=1) en de weerstandswet van het kwao ra t i sche type (i.e. 4=2)
is, overeen met het resultaat van A. Craya (16);
-wordt, in gèval van een tweedimensionale turbulente stromings-
toestand met uniforme sneLheLdsve rde Li.ng (i.e.· t\'.=1). uitgegaan
-van een weerstandswet van het Chezy-type me.t; variabele C-waarde,
. dan v oLgt, uit he tigeen op P.V-84 'ver:1Tleld'staat, met a=2:

2HO dG '
,b_C (ali) 0;

o

met behulp waarvan de uit vgl. C7Sb.) afgeleide 'Ongelijkheid
overgaat in:

1+ 2~ .(jf). "
sÓ» Ç. ti

:.

.voo r kLè tne waarden van § stemt di.t öve17een'met het resultaat
van 'J .,c. S~hönfeld '(18) (z1.e ookTloo rd s'tuk ::r:V,p.!V~58); ,
-in 'een, publicatie betreff~ndê 'de vervorming', "bet .évenwî.cht en
de stabiliteit Van lange golven, leidt J~C·• .schönfèld· (18) nog'
een voldoende voorwaarde af voor het .be st aan van rolgoJ,;ven, -u i t-
, , .

gaande van een tweedimen$ionale_ strómingstoest-and met uniforme
ahé.Lhe i.dsver-deLf.ng , welke' beheerst wordt doo.r een, weez-stand swet
van het Chezy-type met variabele C-waarde; hij beschouwt het p~o-
bLeem vanuit het ocgpurrt van stabLÜ te±t en komt tot de conc l.u-
s i,e dat 'slecht.s één van de mogelijke rolfjolf·oplossine..;ell. (z oa.ls
deze .b~v. gegeven zijn dco.r R.P. Dreas Ler- (i'1)) s nabd.eL is, ,en
d~t dit; dan de rolgolf '~s die uitein':Lel.ijk waargenomen kan worden; ,
de door J ..C. Schörif'e Ld l)'evonüen -;old.ö~nde voorwaar-Ie , 'is ·;Jiè wel-

, .'

ke, de beschouwde ro,lgolfoplossing 'pe~iodiek maakt: en eenduidiG'
be paaLd ; aan de hand van' de hier gevoLgde w8:!:'kwijze echter is
een dèr;:,;elijke voldoendè voo rwaarxle voor rolcoIfvorming niet af
te leiden of te bepalen.

Resumere nd kunnen we nu lLUS het volgende zeGgen:
de noouz al.eLi jke voorwaarde vco r role;olven om, in geva.I van ,ZO-

weL laminai re aID turbulente stroming, hun ui tein().elfjk rolgolf-
patroon te behouden" en de voorwaarde voo:, het ontstaan van in-
at.ab i.Lite i ten van de laminaire, .re sj., tu:rbulente ne rmanerrt eetl-
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par i.ge s t r omi.ngstos stand, kUP..nen beide aangegeven worden d .ri ,v.
dezelfde ongeLi jkhe id, dit ondanks het feit dat in beide te
onderscheiden situaties een ensentiëel verschillende wijze van
benaderen en vafLe Lden is gevolgd. !l.a.w. we kunnen stellen dà.t
het ontstaan en de vorming van rolgolven in gev~l van laminaire
z oweI s.I.s turbulente stroming, altijd zal resulteren uit de in-
stabiliteit van de pennanent eenparige laminaire;. resp. turbu-

, .
lente stroming in de desbetreffende pris matische open leiding,
(~at ook door.diverse auteurs wordt vermeld); hier dient nog aan
toef)8voegd te worden dàt de allereerste aanl~iding tot het ont-
staan van instabili tei t Van' ,de pe·rmanent eenpaz-Lge stroming al-. .
tijd het gE?vol)' is. van een buiten het versohtjnsel zelf' staande
oo~zaak (bvv , vallende re gend.ru ppeLs..f ' een on~gel~t·ig:q.~id .iri"
.de bodem, zi.e ook Hoof'dstuk' I,p.i':')')., .;., '
V-a.: EIL1{ele.kwa.itLt~tieve.;esult·~.te,Ja.~ ..

In het nu vol 'ende deei V'_Gvan di t Hoofdstuk V.zu.lLen we
aangeven hoe -de r-e suLt.atïan uit het voo rgaande , niet name het ge-
drag van de, g-olfsnelhe Ld, de golfb~ngt~,' de golfhoogte en de golf-
'pe:r.'iode weergegeven kunnen worden.
AllereeX'st zullen we he t ge'drag van de golfsnelheid .van rolgol-
ven, besohouwen wannee r- he t goLf'pa'troon tenslott-e· stabiel wordt

, '. ' ~ ,

(deel V-G.a); vervolgens zullen wê aangeven ho~ de andere karak-
te ristie}re Cr~igol;f- )s;oothéde1l:' gr~:d.sch 'ui tgeze,t 'kunn~i1worden,
en te:nslotte .aandu iden hoe de spécifi~e rolg'olfbplossi.ng(en) te
bepalen is (zijn)~
V-G.,a.Door gebruik te maken van de .ai'Geleio.e .reLatLes voor de
pr-ogre ss ieve mate van debiet en de gèmiddelde st.J:.eomsnelheid Ln
de controle doorsnede kan de golfsnelheid be paaLd worden.
In geval van een driedimensionale stromi,ne;stoestand geldt volgens
vgl. C43a) voo~ de golfsnelheid in de controle doorsnede:

c ~ tx/J. -I- I/. Vl't«-J) -I- I!ÎI F' • )

schrijven is:
voor ~Nee iuensionale stroming is

.J
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substitutie waarvan i.n bovenstaandè vbl., oplevert:

Ko "V 1 IU1i =«-1+ ~(a-1)+7' )o 0 ~ .'
volgens vgl .. (50) moet voor de progressieve mate' van a.tvoe r
(in de controle doorsnede) gelden:,

'. '1u;J
, . Ca

1 I a'- V«(tt-J)+fo J~/' "
wo: --;. , I . 1-

T '.' C(- FA
J.

..... :~_.~.....

wè zullen nu -Lnvoe'ren de dimeilSj_eloié. progrè's~ieve mate
t ..". '

. voer K " gede;finiëerd,als: .>,
,,,,' ' " " 'Ü ' ' •y '"~ :" , ', , t ~ ~~ .

, ," " ,K' ~ 'l "".
0., C ,

':"' K.. '. 0
de grootheid "tI- Ir

. "'0 0

'. wat oak te sèhrijven is als:
,t,

van af ......

is ine't, behulp. hiervan dan te s'chrijven als,:: '
-'. ..... ~ f'i _ -...... ol!

. " ' "t .
vee-ren we' nu' ook nog de dimensie,loze, g9-l~'snel~eia:.~· Ln, g~defi-
niëerd' als: " , ..

!

waarin qo de ai.voer per eenhe i.d vex: breedte voor de. permanent een-
parige st;romine; t s , dan kunnen we te,nslotte m.b.v. bovenstaande

f

relaties voor C ach r-i jven e

(79)

met
~

{~;'!f)(TVf)(~~)r Ir -}-/1 - aT J!f)«(«=I)Tf. ·l
f

'_ Aan de hand van vgl. (79) is de &i~ensieloze golfsnelheid c nu
uit te drukken als een functie van het Froudegetal F en de correc-
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tie coëfficiënt ~ op de snëlheidsverdeling in de verticaal •.
In geval van laminaire stroming is het }roudegetal F een functie
van r (en c), c s q, »en Re, althans' 11 is niet op eenvoudige'
wijze in b en c uit te Lrukke n (zie P.V-48); nochtans hebben we
gezien dat het moge Li jk ä s om voor deze situatie b sv ; het ver-

, . t
band tUDsen de (dimensieloze) Golflengte ti. en de (dimensielo-,
ze) max.imaLe golfhooGte Rb ui t tie ü3tten (zie p.V.,. ',1+) voor elke
tQelaatbare waarde ,!an )1'; ,daarol~ zullen w~' ook hier -t als varia-
bele grootheid áanhoudcn , Bede nken 'WfZ nog' dat voor laminaire atro-
ming voLgens vgl" (15) ll'=1',2. is en dat voldaan moet wordep. aan
ongelijkheid C,53a):;, > 3- • i ..9. F ).j..V5:" ~an is .het' ~ogelijk
om aan d,e hand van vgl. (79) voor een Lantlnaä re s,tromingstöe-
stand, het verband uit te ~etten tussen de dim.ensieloze golfsnel-

t " _', " . .

heid c , en het "}'roudffgetal. lil geva.L. van turbulente stÏ'o~ino .' .
is het Fro~dèbetal F,' indien' wo'~-q' ~angenomen' dat 'd~ stro'ming' .~, . . . ..' ': . '" -.' .' .

beheerst' wordt 'door, een weerstMdswet.:, van .he t Cp.ezy-typé met·
.1'· ,-- '. " t

cons canbe C-waa:t-d,~~.,expliciet; ui t" t~e.d~,~en ai:~~(zie P'.,V~ 59:1':-.
. 'J"j2.)ó."",'. " ", .

, ...2 IJ0 ve, . , .' " ' ' ....t'~ • 1 ~- g ". . .', I

te~i~l vce r- d~' coz-re eta.e coèr ïci,ënt ex OP d~ ~nélhei~,S~erdeling
in de vèrtie~al geschreven kan worden- (i.e. vgl.~'(21.)): 0

, " '~r::::1+6,25'~
. C, 0

Indien nu voldaan w,oJ?d.taan de onge~ijkheid <6.5~)e-
__? 4
1<"'-> ~9-80('; "

volgt'uit· het bovenstaande dat het mogelijk is om aan de hand,
van vg.l., (79) voor een' turbulente stromingstoestand he t verband

, .
ui t te zetten tussen de d.Lmens i.eLcze goLfsne Lhei.d c" en het ]'rou-
def:;etal }li, met de correctiecoë:t'iïciënt ex als _parB.I!'ièter.
In fig" V-10 is nu op gr0l'l:d van het bovenstaande aan de hand van
vgl. (79) de relatie uitgezet tussen de dimensieloze golïsnelheid

t

c en het Froudegetal F rae t .de correctie coëfficiënt a als para-
meter, en wel voor fX=1,2 (i.e. laminaire stronung) en ~=1.00,
(X~1,02, «=1,05 en «=1,10 (welke waarden van« voor turbulente
stroming als kenmerkend wcró.en beschouwd),- uit weLke f'L ,0. V-10 het,
Gedrag van c is af. te lezen voor zowel laminaire als turbulente
stromine;.

V-G.b1. In Opmerking I.A (zie p.V-74) hebben we reeds gezien dat
vgl , (75) voor he t geval van tweed.imen...,ionale laminaire stroming
lIlet rolgolven, on::.:.fhankelijk is van de gQlfsnelheid c, indien het
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"

Froudegetal als parameter wordt beschouwd. De'rhalve is het moge-
lijk om Qitgaande van vbl. (75) voor een waarde van a~1,2 -welke
geldt voor laminaire stroming-. de .(di.: ensie loze) ma,ximale goli'~

t· t

hpogte Hb ui t te zetten, tegen de (dimensieloze) golt'lengte A .
met alp paT?-meter het F:roudegetal Fj vo Lgens vgl. (53a) moe tr
voldaan worden aan de noodzakelijke voorwaarde voor laminaire
. rOlóolfvorming.,. .

, ? 1 '. 1 .
'. Jt" .> J, · a , e·. ~ >j V3; .'

"in een H~~J-df.·agram o'ntstaan {lus een .aantal kro~en waarvan e1-
. t.i"" $la 'QQl.~',zéke.re cenatiarrte waarxie van P 1iét' veibànd aa+l,-

. '. t·. .,"..": ' . ",
·gt1e.Lt tuss~n Rb en A •. " . ..

~ V..;.G.b2. In 'Opmerking 1:.B (zie p.V-?4) he'bbea we ~eds gezien dat.
'VGl. C76);. \r'oo~ h~t geval ~~n' tweedime~~ionaie )t~roulent'e st:co-
ming met rolgÓiv.en (b6h~'erst doo'r een 'w~er8t;andswet:van h:et - .

. ~,.Chezy-t~ 'niet' constante wrijvingscoëfficiënt),,·. onafhanke Lf.jk. Ls
. ' .. .' .". van: de .go.rfl~ng~· ·c,;,DSJ:'halve .'1.8 4e~t·plogeiij~' ~ln·.U:i tgaarid~ van
;.' ;,:vgl~ '(76) ,,~o6r de re~p.:,~aà~a'~,vçin «=1,,-OO;,a~1,,02H a'=~,'-05'en:

. Cl'::1',10 -well{è .aLs .ltenm~~rk:ehdbeachouwd kunnen wG,roen -voos tu'po-
• ,1 ~'I' • .- • .' , : ' ~, ....

,'butent~ ~tl.'omfng- de:·.edimei',ls~e~Qze)' Il1~:lCimalè'~01fhoott'e .~ ui,t,
J te z-ett.~n> te'e;en dè' Cdimensieloze) 'solfiengtë' At; met: als pa:roml,3-

..-.t~r' het,' 1!~udebe.tal. li';, .' . ,i ~. ,.
. a

Volgens vgl. (65 ) moet vold~an wórden'aan de noodzäkel~jke voö~

. . .

waarde ..voor.· turbulente rolgolfv,orming:
..3 4 '.
_ttr- > 9-Sd" J

waarin de correctiecoëffi·ciënt IX op de snelheidsverdeling in
c1é verticaal gegeven ~o~t door ,vgl. (21b):

. f7 '
ct'=1+6.25·~

.Co
, I'

in een HblÁ -diagram ontstaan dus Voor elk van de vier genoemde
waarden van ex ,een aantal krommen, waarvan elke kromme weer voor

•z~kere constante waarde van F het verband aaugeeft tussen Rb en
..l '.

In Opmerking ·l.G op p.V-75 is aangegeven dat -zowel voor
Lami.ns t re stroming met rolgolven als voor turbulente stromine;

. ,
met rolt5olven- de (diL'lensieloze) maximale golfhoogte Rb na ert

p'H cosB(.
tot i:..l "')' ~.e. voor de resp. waarden van Ol en li' te bepalen aan

~ . t
de hand van vgl. (Li'9)) indien de (u.imensieloze) r;oll'lene;te Á. n-,
dert tot nul, en dat de (climensieloze) maximale golfhoogte Rb een
bovenste ext reme waarde bereikt (i.e. te bepalen voor Hf=RA),
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Jt
indien A nadert tot onei~dig.
V-G.c. Is op de in het bovenstaande deel V-G.b aangebeven wlJze

. 'f -
eenmaaL het verband tussen rtb en 'A., voor de desbetreffende waa n-
den van IX. en F bepaald, dan is het moge Lijk omvoor ele·zelfde COL:-

'bLna ties van' a en :E' 'de relatie tussen de (CLimensieloze) werke=
. . '.

lijke hoogre van de discontinuïteit i.lli.. en de (dimensieloze)
. t ". f' t . .

g-qlfleno be A.. uä t· te zetten in een AH , i-di'agram '~n weL vo.l.-. . . s .
gens de in ·Opraerkin II op p. V-7.5 aange geven met.hode ,
V_i} .d. Omdat ui t· deel .V:...u.~b zowel voc r laminaire ais ',~:urbuJènte
sür-orai.ngmet Tolg'olven voor de' de sbetre.f:fende' çombinaties ~an'
ct en F.. het ,vel"bà.~d tUssen H~. en 'Af bekend i:~J terwij'l .voLgens
'gl.· (748) de" ~d~mengi~l()z.e) :tn.;Ln~"1ai-e.g'0~i1~,OOf)te.~~ (voo,r çlez.elf ....
de combinaties. van, .a en 11) uit te. d'rukken i~ in PIbt:' is het 'moge-
lijk om 'm~Q...v:. de in .Opme.rking III op 'p. V-75 a;fgele:i,de relatie'

, f . .

het verband tp:ssen de (diménsièloze)- g')l:t'leng.te ,A, en de verhou-
ding trusaen de (dim.ensielozè) mate Van energiedissipatie' en A! ,

. 'ui t ;te, zetten' in: .e en P'll t A t -à.i_~gra~. wederom vocz- de ge noemde
waaroen van ct', I!Îet het J?rouqegetal .E' als pa rameter •.
V-G .e: Als', de gem{ddel:de ,a'fv~~r Z 'voorbi,j e~n vast .punt bekend
'is, en het fysisch model vastligt, -d.w.z. de leidinghelling ,

:.:.-,;~ .J en de wrijvi'ngGcDëff'ici~nt C van de Chezy (deze laatste alleen
in geval van turbulente stroming) gegeven zijn, dan is het moge-
lijk om op de manier zoals aangegeven in Opmerking IV van deel

'.!:"

. ;

" " .

'i-E, de Grenswaarden
liggen, en dit zowel
rolgolven.

Indien de golfsnelheid nu vastliGt of voov:c;;eschreven is en het,

-te bepalen waartussen de golfsnelheid c moet
voor laminaire als .turbulente stroming met.

fysisch model geb8ven is, dan is uit het voorgaande zonder Illeer
duid.elijk dat we zowel voor laminaire al s turbulente stroming
net rolgolven--omdat F en Ol dan volledi;; bekend zijn- een één-.
parameterfamilie van periodieke rolgolfoplossilli,3en t.o.v. de golf-
lengte A. hebben. Als ook..{ nu nog voorgeschreven is, d.an is de.
_olSolfoplossing uniek en eenduidig te bepalen.

In t.et voorgaande is beschreven hoe, zowel voor laminaire
stroJ:ling met rolóolven als voor turbulente stroming net rols~l-
ven, resp. voor elk van de genoemde waarden van ~ het verband uit,
te zetten is tussen de (dL.ens~eloze) maximale golfhoogte Hb en
de (dimensieloze) golZlengte .A met het Froudecetal F als para- .
meter, tussen de (à.imensiel03e) werkel:i,jke h00gte van de ciiscon-

tinuï tei t ÓHs' en A.' ae t F als paraneter, en tussen het quotiënt
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, , ' t

, van de ~di;;1en;:;ièioze). mate van ene rgi:ed.issi P?-,tie F "eri A:. , i.e.
p'J "t '

IA', en A met ,F als pa rameter-, en hoe het- vervolgens mogelijk
is om aan de hand van deze reLatri.es , in -,ien het fysisch moiiel
'(i.e. ~en .C) vastligt en de Golfsnelheid'c (willekeurig) bege-
ven is -omdat F zowel als ~ dan zekere constante waa~en bezit-
ten- een éénparameterfamilie van raoge Li.jke rolgolfoplossingen ,af
te leiden; al~ parameter fungeert, dan de 'golflengte 1: is ook A
nu nog bekend of voorg~schreven, dan is'd~ rol~olioplossing eni •
De in het bovenstaande aangegeven en af te leiden gra~:ische, re-
la ties tussen de de abe t.ref'f'ende (dimens:l,:eloze) grootheden; en
de daaruit {mog~lijkerwijs) resulterende rolgolfoplQssinbJ~en),

, zijn niet bepaald i.v.m., de g'rote hoeveelheid nume r-i.ek .rekenwe rk
wa'armeci~:dit g~paard gaat ,

V-G.f. Het zou but tiengewoon practisch zijn.' Lndä en het mogelijk
was om, zowel voor laminaire als turbulente stroming met .rol-

'e

" ,

golven, vco r elk van de voor a genoemde waarden het verband 'uit. ' .
te drukken tussen de (dimensieloze) golflengte A. en het Froude-

, .
getal, Ft tussen de (dimensie~oze) maxima~e gol~oogte Rb ~n.F,
, n daarut.t volgende' ook' tussen .de (dimensieloze) ~golfperi'Ode
T' = .ik' ,en F; de grootheden van he't fysisch model zijn: (althans
voor turbulente stroming) verdisconteerd in het Froudegetal F en
de correctiecoë.fficiënt tX op de -snelheidsverdeling in de verticaal,
en bij een gegeven fysisch model 'zou de uitie LndeLfjke rolgolf-
oplossing dan alleen nog maar a:fhankelijk 'zijn van de "keuze"
van de Golfsnelheid c,_ Het is niet moeilijk om in te zien dat
een en ander van het bovenstaande alleen maar mogelijk is Lnd.i.e n
nog een voldoende voorwaarde voor het be's taan van rolgolven bekend
is, b sv, ele verhouciing tussen de mini:male en de :naximale golihopg-
te:

waarin ~ een constante of een functie van F is; in ieder geval
geldt:

~~;
het (=)teken Geeft de permanent eenparige strominGstoestand. weer.
(Een derEelijke voldoende voo rwaa.r-de voor .het be staan van rol-
golven is b.v. door J.C. SchönÎelcï. (16) uit 'een stabiliteitsbe-
schouwing a r'geLeLd, uitgaancie van een tweedimensionale turbulen-
te stromin etoest and wellee beheerst wordt door een weerstands-
wet van het Chezy-type). 'Volgens vg.l , C74a) geldt voor Hf!
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.'
. 1 ,2· { g~COSe . gHbCOS6 J~r 2"g~OS'" F( C2. ) - - c2 e

p.V-73):wat met (z iep ..Vi 71 c , q.
f gHbcosl7

1\ = c2

te schrijve~ is als:

A 1! t 'Jgcosl7·. ~'()Hf ~~ =~. ~ Hb.-Rb ;

e'Li.mi.natie hierui t van Hf m,b ,v , Hi'= Fb' i.e.' de (aangenomen)
voldoende voorwaarde voor het. bestaan van rol,bolven, levert dan
tenslotte. op:

:~~ c:. ~·'rF(~)-~~ } ,
oftewèl:

" f ·t ~

": '<?r+1)Hb = F(~),.. ' ..

waa:'rin.' (zie p,V-71 c, ei. p_ V-73) : . ,

~~). ,,[ (I':)
2
+ 8~~1)2 f(B-1)( P+1-21l)_(~-1) r~~l~

,..

Pe.~+V(){«x-1 ).~'''~
" . Omdat tb hetzij een constante. he-tiij een' functie van F is. kan1 . . t

m,b sv , bovenstaande ·vgl.. p~. bej.aaLd worden als functie van E
. , f

en €X; derhalve is, -indien ~ bekend. i~- in een Hb' F-diagram de
tdimensielÇ>ze) maximale golihoogte Rb uit te zetten tegen het.
Froudegetal F, zowel voorlaminàire stroming met rolóolven (i.e.
«;:1,2) als· voor turbulente strominG met rolgolven (.i.e. Q'=1,OOt
~=1.02t ~=1,05 en «=1,10) ••Is Rb nu voor de desbetreffende hiervoor enoemde waarden van a,
als tuncz i e van F bekend, dan is in een A. ,:B'-diacram ook de
(dimenSieloze) goLt'Lengt.e l' uit te zetten tegen het Iroude5etal,
zowel voor laminaire stroming met rolbolven (i.e. tr=1,2', en uit-
gaande van vgl. (75)) als voor turbulente st r-eminr; met roJ.,;;olven
(i.e. «=1 t 00 J resp. 102.10-2• 105.10-2 en 110.10-2 en uitgaande
van vgl. (76»). Voor beide strominGsiiiijzen (lru.ünair en turbulent)

. .
zijn J!' en ex. als zodanig te be schouwen als crootheden gegeven aoor

en

het fysische model.
t

Omdat A. nu voor .beia.e strorainbswijzen als, 1'lL11,ctièvan F (en ~)
•bekend is, en ook de (dimensieloze) golisnelheid c bekend is

als functie van F (enet) kan de (dimensieloze ) ~'ol '-)e1'io<1eT'



be aald wo_den uit: 1

•iT =--1:.' J

C ..
eveneens .aLs functie van F (en.a)•
R.E.

Wordt in het voorgaande, voor het geval van turbulente
stroPllng met rol(olven, gesproken over het uitzetten van zekere
kar8.kteristieke (rolgolf-)l;rootheid als ÏUl1ctie van een andere
(karakteristieke rol;olf-) grootheid, voor zekere waarde van a.
dan moeten we bedenken dat daarmede, op' grond van vgl. (21b) de
wrijvi~óscoëf~iciënt C van de Ghezy vastligt, en het t~oudegetal
F dan'alleen nog-maar een maàt is vo~r de lei<lin2helling ».
Nochtans is deze w~jze van uitz.tten gekozen, omdat dan een ver-,

gelijking mogelijk is met ,het geval van laminaire stromin~ met
rolgolven.
De waarde a::1 is op te vatreen als eén lX-waarde vco r zeer grote c.,

V-H: Enkele opmerkingen.
Tot slot zullen we in het onderhavige deel V-H van à.it

Roofd1?tuk V. nog enkele min of meer los staánde opmerking~n 'ma-
ken, we Lke als zodanig betrekking hebben op het voorgaande, c s q ,
als aanvulling daarop ~ungeren, ofwel problemen aanduiden welke
niet ter sprake zijn gekomen en toch hiermede verband houden.
I-,In het voorgaande heb' en we gezien dat er :zowel voor tweedi-
mensionale laminaire als voor tVJeedi.mensionale turbulente stro-
laing met rolgolven een éénparameterfamilie van mogelijke rolgolf-
oplossingen be staa t, indien het fysische model (i.8. de leiding-
helling ~ en in geval van turbulente stroming de wrijvingscoëffi-:-
ciënt C van de Chezy) vastliot en de voortplantingssneTheid c van
de sol..:(Willekeurio) g'egeven is; als parameter kan genomen VIOr-

den de golflengte At i.e. de afstand tussen twee opeenvoloende
bores of scnokken , Als ook deze parameter vastligt of voorge-,
schreven is, dan is de rolgolfoplossing eenduidig bepéiald• Het'
is n.iet moeilijk in 'te'zien dat er ook een specifieke rol€olfoP-:
10 sai.ng gefixeerd, zal ~ijn, als-de çoJ.i'periOd.e'vastli:;tt tezamen
met een andere paraûeter, b.v. de geniddeldè ma,te van'aïvoer
(zie Opmerklng Iv,p.v-76). Eet is weLl.Lcht in deze zin dat in

.sornrni.ge gevallen (.'ierolgolven .qua vorm en -pe troon definitief be-
paald zijn. B.v. in het geval van een reselvoir met overlaat en
stelle, ai'voerleidi,ng li[5t de gemüideld.e afvoer (binnen een zeker
tij<ispestek) vas.ts de rolgolven in tie steile afvoerleiding wor-
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den dan wellicht eenduidiQ bepaald gemaakt door de (regelnatige)
periode van de opperv-laktegolven aan ue kruin van de overlaat,
welke oppervlakte :;01ven afkol:lstig zijn uit het re seriroir, ver-
oorzaakt v/orden door b ,v .. de wind en in deze vorm fungeren als
aanvanGspuls voor de rolbolfvorming.

Ten aanzien hiervan merkt H.A. Thomas (1) het volgende op:
als de lopende golven in de leiding eenmaal hun even~~chtsvorm
en. -snelheid bereikt hebben, is de goLf'hoogte' onafuankelijk van
de hoogte van de oorspronkelijke win~golven en hangt alleen,nog
maar af van de tijd~riode van de laatste; de, lopende golven be-
reiken sneller hun evenwichtstoestand als de wi.ndgo.l.ven in .het
rese~-oir hoger zijn, msa ..w. als de aaJ:lv~gspuls sterker is;
. zijn. de wä.ndgoLven regelmatig .en lopen ze 'regelrecht .de leiding
in dan 1.8 het resulterende rolgolfpatroon periodiek permanentij
',zijn de wi.ndgoIven Qnreeelmatig van VOJ;"ID. en ·verward, dan zal, eI_'
.'eerst een rolgoll'patroon on,tstaan dat ovez-eenkómsf vèrtoont met

J' .' .

de in Hooîd.stuk I genoemde tfnatuurlt'jke l'olg.olven\', en. alleé~
Lndi.en de leiding zee r lang is zal het rolColfpät,roOlf per~od;i.ek
pe rmanerrt wordérij bij een zeer steile leiding .. dus als de' per-
manent, eenparige stroming buitengewoon sterk' instabiel is, is
s Lecht/s een zeer zwakke in1tiële verstoring nodig •.

, ....
. J.C. Schönfeld (1~) be schouwt ~et'. probleem vanuit het

oogpunt. van stabili te.i t -en komt tot de. concLuai.e dat' 'slechts,- . ' . '" ..

. .~-én van de in' het voorgaande genoemde mogeli jk~ rolgOlfoplos-·
sinGel1: si:;abiel zal zijn, en .da,t dit, dan het rolgol:fpatroon .is,
dat waargenomen zal wo rderi ,

·Alhoewel samengesteld uit stabiele eLementieri.is -het. volledie;e
strdmingsprofiel .dUGniet eenduidig bepaa Ld door de Leî df.nghel Lt.ng ,
de bodernruwhetd en de afvoer, maar zullen het aar tal, de hoogte
en de snelheid van de golven wellicht ook va rö.é ren met de fre-
quentie van de aanvang sve r-stor-i.ng (i .e. een bui ten het fenomeen
zel..L gelegen oorzaak) en <le lenGte van de leiding.
II.a- De werke Lä jke Golfhoocte aan d.e 1'rontzijde (i.e. voorzijd.e)
van de golf zal altijd kleiner zijn.dCjiu.de maximale ;olfboogte'
Il.: zoals deze op de in het vco rgaande aangegeven wijze te bereke-o .' ,
nen is, e.ange zi.en de be reke nde golfprolïelen ",scherpe" golftoppen
hebbep. t.g.v. het als cîiscontinulteit beschouwde scholcfront, ter-
wijl de werkelijke golftoppen mee!' rond zullen zijn, wat wellicht
te verkla.ren is uit de aanwezigheid van capillaire effecten en
het· bestaan van vorticiteiten aan de voorzijde van de golf.
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II.b- In dit vo rband zij tevens opgemerkt dat t.g.v. üe 'keuze
van het assen. ..kzu i a en de r_;evol:;ä..et oepa sai.ng van de schokvoor-
waar-ren het achoi;., r-orrt 10ourecht . op de LeLdi ngbodem stiaa t. wat ,
.zo blijl-:t 0.8.. uit waa r-neru ngen van V. Cornish (2), in vmrkc-
lijl:heid L.;een....,zins het t:~eval is; de schok zal n sL, een zekere
d i.kt.e L in 10n6i tu Li.naLe z-i.chtn ng hebben , iaet n3.I2eer ui t.z i en
zoals a.J...i.1Ge;:Jevenin .:i.ît_,. V-5. Op p. 'J- 34 van dit Hoofdstuk V is
aanc;e _~even dat VOOl' deze si tua tie de Vlet van behoud van inpuls
Geschreven kan worden als:

~co~8 0o(Ho-Ho,..,t) - A1(H1-H1u..!)J + GSin8/r.L (' -

=r-1U1(aU1-c) -Fouo(aUo-c);

is de s t ront ngs t oesband tweedil'lensionaal, geven we de max i.meLe
en d.e nri.nLmaLé golf1100gte weer aan d.m.v. de Lndex b , re sp , f,
en onde r-s te.Ll.en we Qat de correctiecoëfficiënt a over de schok
va r-i.èe r-t , dan is niet moeLL'ijk in te zien dat bovenstaande vgL,
over€5aat in:

'1 1'(> . _.• ' .2 -r2 G .,in~-~L
Zl· ",osG.(~o-J_~,)+ r :: U:rHf(~Uf-c)-UbHb(a'bUb-c).

II.b1- Het effect van de niet~uniforme snelheidsvercteling is nu
in te zien door uit deze vgl. de golfsnelheid c.m.b.v. VGl. (37b).
te elimineren, wat na enige herleiding oplevert:

1 ~(- 2 2) Gsin~-rL K (U U) (N_ 1)-~H r.' '1)U2"2'gcoso.Rb-Hf l' ,f := 0 b- f +-t:'- 'U~-f-''b- bHb·

In geval van een uniforme snelheidsverdeling is ~=1, voor elke
andere snelheidsverdeling is 0()1; het effect van de niet unifo -
me snelheidsver6..eling in het gol;:'dal (i.e .i:tf) is een vermeerde-
rin van het linkerlid vah bovenstaande vgl., resulterend in een
t oename van de ve r-houd ing H-JRf; het e rfe ct van de niet unLf'o rme
ane Lhe Ldnve rde Li.ng in «e golftop (i.e.~) is een ve mrin .•ering van
het linkerlid van bovenstaan.de vel.,o re su-lterenci in een. afname
van de ve rhoud i.ng Hb/Rf- Het is niet moei.Li.jk in te zien dat
t ;o , v , het raet constante sne Lhe i.d c meebewegende coörd i.naten s teLe-
sel Ub > Ui,is; nu is in geval van "turbulente s t rorn ng a > Lt~t. C .l..

zodat ...;re het voLge nóe kunnen zeggen: als ~ > lY, c.an nee nrt het
rech.tel'lid van bovenatiaanue VGl. af t.o.'!,. de waaro.e voor ~=~.=1,
v/at resulteert in een afname van de ve r-hcud Lng »J«: ID.8..','f.
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, ". 'we' kunnen. stellen dàt d~, schokvoorwaarde .'gevoelip;~r i s voor ,een
ve:r:B::nèi.e~i~ in ~. dan voor een verandering: in ~.' (hi e r-aan zij

':: nog ;,tQ~oevoegd d,at, in 3evàl v?-h turbulente stroming Cfb =1-= I!'i is,
. 'alle-en: in:dien gewerk~ "hordt met een variabele C-w~arde). '.
. l::r .02 .... Op 'geheel ana Loge wijze is .i.n te zie-n dat het- ··effect· van
·dè. ~cbui:i'sp~nning ..L:" de' yerhouding Rb/ir.t doe t toenemén~ /....

r • • ~:(I:~:!!.1... Wat we. bij' de afleio.ing van de schokv.oorvvaardeit in 'deel
.':;,-,,.~..'~':.':< .< J,f':",G .van .di t Hoofdstui~ V~. z oweL in geval van 'laroináire stro:m,ing~
;;..::.:--:;<\..>...:'a-li '~in':gev~l va~' 't~rbu.îe~t~ 'stI.'o~i:ng, fei te"l'ijk -geda'an:ilebb-s·n •
..::: ~..' ,.. "::;~.'.:._>' i:~::'~.èt,vol~~;nde~. wé .~e.bbeI.l·aangenomen q.at··het g·~.eo~ineerde ~effect
.".:; " ,::~>~.,.,-y[iI\ de: IÎi:èt-hydrost·ati.~C'b.e .d~ve)?del·ing~ .de .niet un~formè' sne];-
· ~;.' -'0>. ',~'" '..r . ::b:~Üif,.~eI·dei'irigt"'de'-schui:f:spa!lriing en het schokg~w'icht, '.ve rwaar-- .'
-_.',.;',',/ <: , I i~osbaar klein is ~ . '

- " " - , ." '" .
~:II ~c:2:.·:.:De .'theor~e ~an d.è· periodieke' pe rmanérrbe ~.o1501v'en i.$ in
het' vöo~gaa~de -opge bouwd vanui t de z .g .. ·ee1.'Ste o~de ondd epwa-.'
ter':the~~ie. ~eike, 6~,:a'.gèke~e,rkt.,.WO.rdt>d.o6T de~vOlgèhde ,eig~n-

. ~ ,',. ~ .: .. ·~c.ha:p:o:e"~doniiD:e.rende.·bewéging vindt. 'p;tai:\t?!~~in de x~r:Lqhttl1g, :.
i ::;;-:.:'t:',>: : . :\va'aru'i t',' e e.n :h;y;dÈostat·~~c~~' 4rUkï.v:erd~ling. ~,-v6]5gt ~·n~·een.·Ye~aá~

, ')Q'z'ing/. v~n. de'. ve:rtic'ale .versnellingen. Wo,rd~n de vertfca.le· 'Ve:r.-
• .. • • \ ~ ,.'.:~ y ~.. .. • , • .

Qnellingen·(éiu·s .ook d$·kro~in€? van hét ·QP.psrVla.k) p.iet YlJrwaar-
'·l.Û;osd~;"daIl:'zijn, de'··toe t;'à" .vce gen ter~en- <te beI)alen" waaiU:it de
.~.~. tweede· ordè theo;ie völ~t {zie hiervoor ·b,v. (7))'. Hier Ls
. gebruik' gemaakt vaÎ)'de eerste' orde theorie voor çlat.gedeelte van

" ;h~t' bo1f,prof.i·el., dat omho·og concaaf gek romd is; ~ ..o.v" eeri met
':',.,' _.. ;c·on$·~ante s~elheid .'6 meebv:rege;ci!~oÖ~dinat;ew::rt'elsel; bewesen~'û'e

'..... , wat~rd~eltjes zlqb,.è.oor de'schokvanuit het gOlf-d41 (H;::H
f
) naar

.' '. .4e. gol:ftöp (H=Hb ).~ ten$evolo~ waar:v8.n Vle-'· ter. plaatse een versnel-
. "··ling 1 oe sen nebben Loorrrechf geriCht 'op de' leidingbodem ; deze''. '" _ ... ,-

" 'beweging Lcod.re ch'b op' de leidingl10dem beperkt zich tot het gebied
..biiirl.en' de. schokliikté L, tenminste voor stationaire schokken in
Geval Van permanente strotnine; ·(i.e. watersprongen) ; is dit ook

,'.- het' beval bij .ro LgoLveri 'dan is de 'd.ruk ter' plaatse van de golf-
.top H=Hb llydrostatisch én voornoemde eerste orde theorie juist;
indien de schoklen€?ten.nu vergelijkbaar zijn met de lengten van
watersprorigen (waar een hydrostatische d.ruk·is aan6enomen om de
r-eLatri.e Hf IRb te bepalen), dan zijn de vertic~le versnellin en
waarschij~lijk t~ ve rwaarLoz en en is de d.ruk hydrostatisch •
.Ir .d~·De' vorm. van. d~'wri~.vinbstel f, zoals deze is toegepas t , .is
. geheel 'ana.Loog öe}~?zen aan . ie voo r: het e;eval 'van permanent e~n-
parige strominf;, aangez Len er gee n alternatief iE; .• l,ellicht is. . .
d~ v rijy~rtgst~r:m .in deze gedaantra nu," niét .~elemaal geldJf; ter. '.

",r,
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, .: ' .',. j;üàat'se van, de golfto.Pi· pmtl$.the t .snelhe,id$profi~'l ~.?-aar.niet,;.
.~, , ' • \ -:...... ~ - _- • - : • • .. .. - '. r S

,,:~''.. ,:'" . ·,:.volledig 'QntWi_kkeld~is; ·hE!t effeot van de ,snel .è:xpan(ler.ende,·,
,~..:.'.'::;.- .: ""~ti'orrûl?-g~n.de...schàk~is' nlogelijk~rWijs ,.~Gg·ni~.t uitgë'dè·mpt.,:·, .

• " 0- '.. .~- • ,__ • _ ',_'>.' 'l-_.. ._ :..:. • '.. _ ........ Il_ • __, '.< ":.'-: _',z-edat de, achud.f'apanrd.ng r: ter plaatse. van 'de golftop ·mh~sc.~i:ên
..... -t ..

c
• _•• ," ." .,~ ,'. • t'· .~_ -,.' ~ ~.. '-.','..,>< .. 'ande.rs ts dan 'aangenomen , . "

':._:~'.;>~..~: ,. ·:'ii..~-:T~n;ei4de..·'in. gèv';~ ,van.'tti~bule~t~ 'st:r~;n~ri~ 'met, r.olöolv'en'
.~./' ·.F .:~ ,,~.': ' . ginalYtis-é~ -;·Q~los~inl;' van de .;à:i:ge.ieid~ pro':[i.e.lirg+'~1Il:0g~li,j,k t,e

:,:~,<.: .':~.,'~~';"'~·,:·''ql~k~n~···~lp'" e,en èOlls~àllt'e' waazde ...voot: de' wrijv{~g;sGó~';:-ficÎ:e;n:t.e ,,;-
:~:':;'.:(\.~.c,:;·';'/~'a~e~~~n;:g~h~seerà;,-o~·.de".W;p.acl.~'~nde,. ~dntioie;~d·o,~rsneá~~:..,~.' ..
•l. #~:'...(..~ ..:!~.:-t ~f··,J..r, .......... ~, .~ ~·K· •.,.· ~ ,.•• ' • ~ '",,:;...... • • ••••• ~. :.L- ... ,"" .. ~', ",'~ 'lI..,t: 'V ;.~, •• ,'

.-;~_':'~:;:-f;:',.:": ~'.~c~Ip.(t:i.ell:'~~tt·~É?n varia9~1-e-~.C-;na.a;roe-·:wo:rdt:'ca,$.nsenómen' ~n .d~_hydrau-, ,. '
:.... _;'~ ) '" ~,,,,, ... " Ó, ,,,ot ~ _".: ....... ... ~ I"" .~ o#- .. " 'I;.. .. , ... IJ' .... - ,,' ..).. • .:._ .~I~' .,. " .... ~i • ...

;, :~,:~':{~:.,';t;:~;',·:.~~·ii:~:(ch,~:;",'St1fàél'l~,R :r.Ç),~i1 ,;tngevo$<l0l',o~' ~" invloeA, van,' 9-6"~~jWá.l!aen
_;"'\:: h...."'\ ".~ ••,0;.' t~. ~ ";~;.'.' "_ .. ' . Hl:..... ,'. "or .' ......J", ',,6 • " ...

~.1;~~~;:~·il:~·:>,f..~·:;t.~·-(v~~l.'s-t~(~m::ee-.;;e.n~"q;~n is a:J.leen. n;.unéri..eke ,ih~..e,gratie 'nog ~og-e-,
"~.1 ,_ '. ..... '. :t '. ... .. • '.. ~. • .' • ..

" ~,./)':.'.I~> ".,r·li'jk.~ ':Het,<~ei'~e_o.t:'varC·e,en·~.enande r+nu is hj_~.r, niet nagegaan. ' '
.;~; •••.. t{~ ,~,. ' .. 1".;_,;:. ... _ ..... -. ,' .. ,~, ..... '" _ • •

:;;,~}:(\."~,,J~'.;," .~.iII~·;Ft:~a·.·v~<:Jde' ·z,.g~'·'_.~ria~utirlijke-':·~o1g·blyèn'" z~alE( 'dez~" zij:n; '.'
"",~., . .': -.~:.y,.~.. ~.._.t- ~'''''''_ . I" .Ó .... 'Ó, "", •• _ .; ._.~.' .•• ~ ..... ,J'

',.,1 . ' ::~.~"".,.,, .: '~edef'iniè.e:rà en' aan.g~c1ul.d· in ·Hoofd$tuk 1,- zu Ll.ën we het 'Volgende
~ ,...... ~~.~ _ .....~ ';.;"" . ( ~'. . _,... " -,

" . ~·.opmérk~h..·, '; , . ",-.: '
;: _'!:'~~-;""~.,;.' .·';.R~lgQi!en.<~ijn{Ä .,f~'i~ 't;.g; ob.<iiepwátergqlven,: 'ên ?-erlialvé.:;'
'~:,,'ç 'öl .i,' ~ " " \ ' " .. ." ,. _... • .>:.; . ":,,, <' - 'kan ve~áèb,t,'worden .dan golvèn me~ een -grotere·, maxäma.Lé golf-
",/'~}t:~::,~'..~.":,:~Q'O~~~ ,._*t,~::ee4,:gro~è~,'- ~~~~snelb.éi.di c ~,\;tile:n,'b~~ftt~n'~.~:n~~e'n_;
':..~', ·'::~,'t.~',:~f,,:'··~e.P.gev.o.+g~~l.e~inere, ..~ ..e . langzamer golvèn zullen inhal_Èn'i;"~'n.op-
I,~, ",.{_,.; ....1.. ~ ',', _jo.~ .... " ".:,;. • 1:',.:, ".', .;... ._' - " -I • , '. • ".'. •,r/:_~:~:/.~:,~":",,..::~~l;l~~n.~:OÖ,~.gQlven, met ~e,n grote~e msnçimal'e' go~fh?ogte ,~~~dan:'
'; ,:',>«',.;f,;':' .. ácll-tië.ropkomen4.e, golv,eri'.. kunnen' woI-dén 1~e'b:a:a:],<t :~n epg?nC;HUen';:
.-."\".~, .. ,.~,,,,~ .... , ;t,_: •. ~. - 0."· "" " .-,' '- .• >. • .,..~':. ~," ,',' ,I , :' '.j_ •• " •

',,;, ~Ç/:~;;;,,,,,:.,' 4tt,~i.s in te "zien aan de hand' van. dè hiérna,'a:f' -te leiden relatie
1"'" '!' :..,,:, -~-'....">~ " '. :':.' ",""'""J,'. • ..... • _.. ',' ". . .' • t' ". t-...... .' ~ 4'" •> '-", ,:"; , ~.- 'vp,9r., de': galfpi1elheid~ Volgèns Vgl-.:, (72) gëldt voor ,:(.ietverband,
'i~~,:"I.'.::~~~~:,~::',;',:: :~~$~era:'d~.:.t'~i.·mf3.:1~::~1i":de mitii~al~"~,gOIf.1?'~9gt~.:(bij~' ;ê~n~·.~schokdikte
'I" ~,;".-'''~' _L.. ,.' ~,':' ~ .: ",!<I - . -", .: ,<. c.0 ", • _ -. ,.... '. ..... _ ' • ', «, ,. .'

,.j." ". , '--{-: gelfil\: aari ,nUl),· , . . . ,.', "..' ," '~., - '. ......".
, '..

.....i' .~.

:"t" :" .' ~.",' . - • . ..... . ••.. '.

:,"',.::~':'':"",',;, ",:.;e1:;Lnitnat':l-e :'hi,é,:çU;i t' van. kö', '~è_p~6~~~sf~V:è•.~.á~_e'~~van"'~b'i-~t~·:.::"', .",'
.' ,,::':.'. ,'" ";',,' :', '.:: . ," ·r·..•· ,',:r '.:. b' .. . ~':,' ,
""":'" ,' -;-..l~.b~,-:. vg.l , (37·)-,: ...

. .........

\ . Ko::Hf'( c-:U lY"
enige herleiding; voor de golfsnelheid c op:

'.' ~Hb+Hf
c=U r" gHb COsO, 2H' ~

, f

levert· na
"< ... '

~'... .
'" ~ ';, .

, .

v':a~b voor' D~o een bek,e.nde f'ormu.Le i s voor de golfsnelheid van,
":,' '. .ön,qiepwatergolven., Bovenstaande ui,tdrukking voor c, is na enige,- .:..

.her'Le.i.dd.ng ;ook, nOb. te schrij'lép als:

. .

". ; .



-l
, r

'" Ffp ~ 1'f' ' .8C c,:-Uf),tr: - '2'- '1+o-KcosB 7
. I ',' Ç)''-f

~ wat 'voor",ó=O eI1, ·,'-::.0 -ee n bekende ui td.ruk...l(ing·Q_plé-vert vocJÏ!' de'
. "

" ' (stationaire) waters:pro~g Ln een"hoi?izontale leidini: 'de achok
. , ,:'~'. ,':'is, d,u'~',te b'e,~C!l~UWéD"'al~ een ''Qewegen4e watersprong' •.

. ' . K~.xe·l1 -we .~Ui·:tewg tót" d'e llier'boven vo'o~, c afgel·eide re-',
, ",' • _, • .,. "" ~ !'

, J. • " 1"" t-;e' . . . ,).' .. "
.' .: .: '" ~, c , • :~ •. -4- '. " - '. ,.~:. ". ' .

.~~:~:":.',J,~'<',<'~fr",>is: dè~'ge~daeld~ sneLhei.d ':bi het g~bi~d 'waar: he~t'',w~tEt:ro:ppe;rw.
~"'~''''', • ~~_' _~ ,~1·-':..·~;t:~. ' .. " .....; ~. . .' -111" " '. ." .' -, ,;;..: \ •)~'.:::...)~<~;~.<:~.v:lak~m.ip..'Qf·.)~~·&f·:e_vèn~~dig· i~ met· de 1,~~diI;l.g~oderll~,,:'~oda:t,'·U:l... ,
~.'.v>~);::,~,/J:, ':~,,'.~~:~eh~~~.:~á.R::,:~Q.~n;:~+:s .~~n tv.nc tj,~~''if~ J f5çt_f.:)~r.~'.· 'B~~ohouwen. we.·.' ' .
1,.-c I __ • ..... ~ ',- ~~ ~', -. . -._:. ' .• _. , •.• "l"'"I. • :-_., ~" . '-'. .~ 'f ." t. -;; '" _ ,>- '.. ..

t;t(~~":B~jif'::',:·:·.:~~'~~·~i!~~·~':go~y:,,!:q.,~~~~~·.4~z_elfd~.,W~a:ne>,::?o,:r.,Hiî~"ûa~,~~,~~g~"rif~t,,·de-:' . :,
\ i~'<i.(;j~';>': ',: '::~:~~~l:e:'1t~ê"~ç)·gF .·e '.4~t:Q.~,.··gqJ::t'·..:·m~t:~"d(;),.·,gr€)'Q.t.S~é.w~·a':&.ie.:v,iio ~ .±tb .~né 1"':.' ;
<;:!~~;~;:(~~~'>~.~,:·\L~t.~,.~~~.~t,!:,)t~bh~·n~~~',·,.t~~a~<:g~ii~~~e:t;:a~~e+,f~~,~~aJXÏ,~·...~o'?r·~bt':·d.an'
·~""è:.,.\·,·'::~.'~""'~:"'b~'z,';(~{_dê'iO'lf'·~~:ae· :,g:r.6,.öu$-te·'WáaN.~·:~çcr Rf" eèn·'-gI'-Ot~·~ ~~î:t:...; '..
,4 ,'" 1" .,t ~ 4 . - , . . . 'y4 ~ ~ _, ...... ~ ','~ • • r. • ~ , ,

~""/"~':'.>..' ;;: ;< ·~äné;t4e·jf~~~,~.;·.,·':(p.n:t:eil·,h~t,ve r'S,9hl:i' ~in ..il,~,VOla.Oël1d~: g:rà6:~·,i~~~:~~ .
!. ~."~'......:J::... ~", ,.. f' .; .: ~.,~' ...' ...' ("',,' ~ ~, '. l'~': "",...~.. .. ';',. A :' ~ •. ~ -. ' _', ' • ~ _ .' •

...... ':'-r~ :.~ "'." halve ,kan·'~e)l·.?:'Ç~te.~.{).plO'penCle",golf een 'an(lere ,:YQ()rga.~de·.!~·?:lfme;t
:~.,~..::./'(:;' . een ~té're w~~~~'~~ö6rHb ~:pnémen~'áî~ ,de.:w~~~e.·Hk van d~..<)~
~J.. j" \.,. • -' ~ ,,,,,.,.' • ~~"" . ~.'. _".:' ,-; ~.- -'.

,',.~'",'~'.. -: ...jl:eme~~e g,o+:f\,'g~.t·e~:if.;J' ',da~~di~:, van d~ ,',ópge:p_onien, golf:'.' ·'De·· a~h~r ...
.. • . l _ '" ".' " , t;, '"

;.~~.-.. .: '.' ~,.óplópende goil :'-v~);,Sl:e1-t:~:,als bij overneemt err de snelheid:, ·vàn.,'de .
:;·\~~.~'~f~;;"':~::~e~;~biz:~erd~, ..~oli', i:a,:'i.~~ter dan die <i~ <ie i~i9-e;'_de:: e:;l'~ '1S1j4ens
• ("" .."'" . .. ",'~.ov )"" " •. -,'1"- • :., ..(.. ./',' ... ~ _. tol.. . .

:":'.~:,J"~":~~',.,:~._'''.Îf.~~ , ~V'r-'~m~·;', ~~ze.·.v~rstl\elli1?-g is, te yerf{_lB:ten al~, volgt; dè,
':.,;':::. ,<:.." Çl.el:itero:Plop.e'nde~~.gtlif' pla~t,zf€hvoort·in·w~t€1'.qàt· 'cont'inlj'J 'd,ie'-

.. .. ,,,-, .' _.~ _ -' r ...._ '.1 '

".,~.:.: ::,.:~:.>" ~.Per'·;yv<?:;W.,t ..,.en ;,d~~h.~lv~ z~i UI,~tP~nemen,;di~Gt. ,~a'~dè ,Ó,o~b~ti~.
':', ~-/:~~{' :<.. ::.neemt: Uf,-.·,a~". oTlJ.~at. 'de ·_wià~e. 'Hf van de ge c ombä.ne e rde ' go.~±:.':ä,~7
•.. ' .. -:1'", ... :,4ie.:rilijk kle'iner is dan die ~vS'nde .overnemenüe golf' :vlak v66:r ..' '.. .. . .' .'." . . ,'. - ... " '

',:,:,,' ','. ' ;,:,:9:,e, 'cornb~na:tie', en de .ge'c.ombf.ne e rde golfsnelheid 'is. kl.e~:oor· dàn'
,.\"';, ~,'_;."I: die' vp_'n_' de ·v6J..gencie golf. vl~k ,voor'" de' cOIhbi'nati~ (zie .o. •.~ ~ ~ .

. V_,cotid~h,' (2».'" , ,'. '
. IV~ De' -Lnv.Loe d van de v,iso6s-i t~it op de kenme.rkande ',eigenschap-- ~. (, .' , . , ~ .

. '})én. v:an. rolgo~.ven 'lu' geva.l van, ,lamina,ire ~t.r.oniing~' is, ind.trect
: 'ine;ev'oe;td d.in. v; het Fnouclegetal, F (zie p.V-48) ; , omdat -zoals

< ; •••• , .,- aange toond i's- 'alle_'dipensieloze .grootheden betreffende rolgol-
- ~ . -'" .

. . ven f'unc tLes zijn van "het Pr-oudege taI F.. Hier staat tegenover
.dat de kenmerke nde ei.genschappen van .ro.Lgo Lven in geval van tUI'-

, buIente' stro~i4g niet 'beïnvloed worden door .de viscositeit voor
'zover ge~ruik wordt gemaakt van d~ weerstandswet van ~e Ohezy,
. en 'de .·wrijvirigscOë:r.:ficiënt C hierin als onafhankelijk van de"
, .vLacos i,tei t,.'wördt aangenomen; in werkelijkheid echter zal cle in-

'. .
,vloed van de .visoositeit· in meerdere 0:[' m5.ndere mate aanwezig
,z~jn, iiidi~>n de leidingbodem b sv , hydraulisch glad is.



...~_
. ~~~_. .,., _' -'

... . ',-

.. '.':V- Tn:.dff{ H~ofà.stuk v is aLl.een gé sprokan ov~r dè 'rolgo~f~p~-os-
. ~"sing~n voor het geval van twe~dimensi0Il:ale. ~t~oining~·. te'rwijl in

.' )]oofdstuk IV het instahil;i tei tscri té.Fium in meer. aLgemene zin is
" " ',bepa~ld. en Vi~l in" g~~ai van. drie. il1le~s:L.onai~ pe~a.,nent ~.~.nl)arie

.' ' , " : .. ··c···. Er schijnen geen redénen aanwez fg te zi.jn waarotÎr.' de in:Hoof-dstuk
• ~ • • • ,. ~ ~•., ,.... • ,..... .' • . ~ .:. _ •• • hl' "\

. :,·IV·behande Lde 1.nstabili tei t .van de ]:>e rmanent· :'eenparige §:troming

.' .":- .... r ~ :':géC:?n~ru11ei.d,.i.ng zou ge;en tGt .het ontstaan \l"~ !o:}..golv~n· iJ;ldien
'_;};'(',: '" de bodem: van de ,'leiding niet, vlak 'is maa r b.v.' een 'g~kr6indè,:' deor-
'_ ',- ... • • '. ",'''- .' '.s--'.. ~. 'r

, "c'" ·;:'-·:,~·;.shede h~ef·t. zqiang ais ·ele. lêitli,ng maar prism~tisch is.' Indien
, . de bodem. ~chte'r stérk onre'gélruatig 'is, .zu Ll.en de gulve,.n welke~ ~ . ... . '. "

';op_ .voo~no€mdE;),·\vijze'· .o:pgewekt W9rdeIJ.:~;·n,dw&~se, .ri:chfip,g:.worden
. ,";':"'" . ~fgebóg~n;;',.~n··'zulléil.·hjln sne-Lhe..dep: in onte.geltttati,ge< {ntervalle'n'
,. ..1..., f '''"',.,. ~ . • ;.... . -. . '. . .' : Ir ~ •

':l",' (_:.: '> ' ' ,,-veranderen 'dQ'or ae .ui trs't:eeksels: van, d'~ bo em. Derhalve zullen
... ~ .. ~ ..:;"""''''''''''''''' •• _ .... ,'-"'. I '.f' '. ;;.', ",> ........ •

: dè'z~. aldus" o'pgewèkte' "golven allèen ·ma.ar e én bijdrfl(f;e· leve~n aan
;',~.,~::.,~":"r: -"::si~,,<~igem~rie a~wezig.héid· >jan ';een min :b:f ,m~e't' ve"rwa~ é{~.ifpatroon"
,r:, > ' •••• ~~n- 'de .GPPs'rVlakte, zonder' uiteind~l{jk' 'enige· karakteristieke .

':~. ' ... ~"' ,-", ~ . ,. . . , .. '.. . ..
s: il ',. " : ;colgo)~.f: :te próduce~n., Het is vzellicht om deze ,;r.eden dat 'een

.. ~t' '.';' ..... ,.... 'r_,.. :'~ .. I " :,"',": ',. .: ,,',: • " ',,', ",' ,'. ~_',", .. -Ó, ........

> •• -: ,- 0.' .• r, reg~lm$.~ig; !'c}lg.olf'patroon ,ove:!;' .h~V·a~geme$J? ni-~t :wáà.rgeno:rnen
.; \,' ..: -_"," ',,'_ ·.wol,:dt .i.p. ,wild?tr~~ende:be·rgbeken •. ': _".
~:~'\.:. ,.~":'VI':" ~~~n:00td'st~ "r' (~iè ·p.-I- 2..) i$ :reeds çpgem~:I;'kt :dat"'d~: i:n-
f~:'f<:~j-,~}~",~·:·";~~~bi:elè'rve:r;st6·tj;;q.gsgolYen.'v~' de 'permanent eenpa:t:igè" stroming
~ ..., ': ',o, ,. 'f. . • ~ t . , •• ', ,; • .;. ~'. ".,~ . ':.'>"~. :.: , niet. onb~perkt:. i,ull.en blijvèn aangróêiep. in de. -tij'<l. maar uit.ein .....
~:~ .'<:~'~~."';-:.':: '" de'lijk ~.zll11en..' rèquc~rén "tot .r9'loolv~n m,et een bè'pa'ai4 pe;iodiek

.... ·t;.-..-· "r·;_ • .., .'. . ~ ... ' .'... .•.. ,_ _ .. ' .' .. • 1.

>~','>~.'~.>'f ,'. fo:tgOlfpatroQn': èn~'een ván ·de..'oorzaken gaan. vormen van "een begin
,,_ ;.~ ,. ~~ • ,I 40 ~ ." '. \. .;. _ _.' .• ' .' ... _. ,.. " • ...., ": " " ~, . • • ~.... : 'p' • : .' '. _ • _

.~".<':' ~,:~ «.' ·'.v.all IU·ohtopnemî.ng. Me·~è~trek}çi,ng' tQ.t het alleen daar' ter plaa't-
r • ,'. >,:'.,_'.",,~ . se: aàng~·duüie·..P:ç'ob·l~em .van l~chtopneming~ zulIen we Ln het na'vol-
· ':~:'-'><:./": ,> ~'e:ndê .'~rtk~ié'kÓ~t~' o:p~erkinge,n,.makên",·De· a;m .··t~Sge_v~rt·lftei-atu~r
· "; 'f r ",>; ".,:1- • .,'. '~..... 1" ~ • ') - r ~ • • "p, .

.' '::~',:~, ~,~be~~ef't:gee~sZ-:in.s·.repre.senta:·tief g~acht .tie_wo·rden,,. 'màar is. mee r
, ,.: / ~ I' .. ~",,\,1. '. ;... ~. :;> "'." 4:' ' _.,...._

.' : • .' l,; ;'~noémd 'ter ·o,r.iëntatie .en- om·~en- indruk te ·geven •.. : ,
;·;::L.~;~{i<:;(-~~:c,: .~:ébe'niè.ei~:.g~iA~'':d~t··.':~i{;(t'u~o:ci~e~tfJ) ·:~~fom.ili~"~önd~p'; g~~ t~ .y~';':".'.
.', ,'.<': ._-::';~;:".'; ,;,:' '~~en' ,'~~G_h:t~.i:n_:';h~:twa:t~i'w·p.rdt .ó~gèri~~en, 'ten' ~ëVQ18~'-waarvan
' .. ~::r'~~ :' - l"':''': ' ~ • .I,,_--" , .•...•.• «Ó,» , • ~.,., \. • ........ -'t .'" ,',.

, i"-'· -: ' ... I ,',~$ 'lD:w~:ndige .,,,\vrijYing·'.vap de i7.1oe~st.o:r '-s'te~ds' minder:'oopaa.ld zal
~.. . " 'c " -:> ''1,' '_,. ',; .: : t _... . :"" .,' .' . . '. ' .. ~ ~ ,~ . .-;. ,. \.- . ~\:"','.~~',.>.' z ' ?ga,a~ y;ó:réle.:il -,do.?r ..:de. b:().deri1- ..en:,vo~~a~. d~ wa:ridruW}1eid~'De .~ucht- .

, ,'. "'''.- !?_pne'l11i;n!~;/g€e:f-e~ner~iève'rnie'tiging, en al 1$. 'oorzaken e rvan kunnen
'. 'i. ·gè'nQ.eni~ . zorden de kleir{e;' o.pperVléiktegolil~n t ..g·~v. de 7;iiri'jving ..

';~,:>:'-v.,,':. :itp.ssè.h :wi.lld en ·~~ate.:r, .re$p~ t ..g:;v·.· de instabiliteit' v~~"de des-
", ..". .'l)etreffendé st~o~i'~" de sterke' turbulëntie en d~ wandruwhe-Ld

(de .Iucht opneming begint gewo·qli':1_.ijk ,aan de zijkan~en en wel 'boven-
aan) ~ l' .a.v. het' hi-erbov.en a (4")ge5eyen' .f'enome en bestaan vele hO(;al
"ver$preide pub.l1.catie'S·; ene~zij(ls woMen "hierin po~in6en gedaan

._
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'.
, ,

, .. ~.r,



gID ·als strö~i':ngskarakteristiek de "mat.e van luchtopnem.ing" in
·te voe ren ' -dit is echter een niet te definiëren grootheid, omdat
het Itop_pervlak'" van de s t romi.ng rri.e t te definiëren is, en de hoe-
veelheid lucht in het water rri.e t overal in de doorsnede van de
stroming gelijk is-, anderzijds (zie (33)) wordt voorgesteld om
de snelheid in te voeren. waB;rbi..j het, opnemen van lu~ht begint.

· . Voor' ontiwe rpwerk leveren de aldus afgeleide ~ormules. 'geen aan-
knopängapunt oP, zodat nog .g·ewerkt .moet wo rden me-t de formules
, .~an G.tI .'J • 'Vreederiburg (.34) ~it 1924~ he izLen door J. Hilgen
· (35,), '~Ä i9J?" welke 'v~or·. ganghare hellingen s.cb,attingen geven
• .' ~ . '.' ft

'. . " VOOl? dë~ af'mèt~en van hep profiel, welke re.delijk in 9vere.en-· . ...'"~: 1 .. I ..,.~, ." •• '. ~ " •

".' '~'. : '::,'.' :.st;~ln.m:j_ng zijn:,.~t;metip.gen'. . ,
;,.'/~<'.'.>; '~'~.,'$. ..~,.~~·~:·;(36), _VOl'ld'b'ij !n~tingerr en '~iperiInentèn in' i9JÉi .~.,a.
~', ;.' :;'. ~:"'( ~ ~,' ',. .~. ',' I'. ~~; ~: ..... ~. ",: _J' '" ' . v • ..:'. '.. ",\ , • ~ " •

",:;::::,~.:~.': ,;, . :.çtq_'t ;t:'''g.~v.,~e::.~uoht;opJ?eJIling_~de s-bfo'omsnelheden gr<?te.~ zijn, dan
:~.:,>:;'45:.;;:,.~:"~·v.:olii-~'_:(d:;'·;.·b~:rekèni:n~~e~t,de" gebr.~keJJijk~ ~~oritJ.~res;'·tevens
• '1.( ,'. l' ~ : ~,' ~. .._ ••. ;_; ,"', .. • • -, • .'f" , ~ ~;.. •• ~ .:: " .... ~'. • ~.' f. _

~ .::.:~~. ".;':>'.:: \:, tb~~clin~ ft ~~b:ij·;,~·Qg.enkEHè ' secUl).dai:ré· e:ff~ote)1., vB.+l<dè ~tronli:ng
{.:.~-:,.: •• ,: ~~.". ,,[; , ','''' ,(; " .': ,~"'. 'I" -.'.. "1,,,.-....... ' . "", _ ,. '_,! .," • ~

:::': ~'\ ''':'-.::''\'" '~,:1::;r.'s.:t"6'ile 1~i4~nge~{.z:oal'6.het ·:v~.rschi.jfi$e+' dat er dwa,rsgol-:
· " >~·~:..·,;,:;:::;è}~~.;~:L1e:tL'~9~t~t~àn::t.:g~:v~'korte ':q.órizontai~· .bbgen 'en'- ab~Pte

~"l • • .', ~ ..., ,~ ~ . _ "

t:·· :',,~. r ,I ';, :vei-nauVV.i.,ng€}n;~ 1> e't .be t:reltkinS tot, dit .laa ts-te . zij' o ,a ~',ve rwezen
~ ,-.::: »J.. .~, _', ... " .' ~ • ' . ~ '~ • \. I. .. '.

i.j~;,'·'··':. ,. ,;~, .'+läar"ae:" Pi.lbl-i'èaties·. gÉnioemdona.ér ,()7}·en (38)'. .' : .'. _.
, '1.., ~,~~:":".'-_.j~'. . ~~~,' . ' .._ " . .... . 1.1 , '.'

'.' ..' . .Hè sumê . . ..'
,_ '" :'. ",' ~ ~ - w".

.~,.'" .: ,:' :.,,,:'.' ',<':~ .,·Uitgaand~~ van 'de: niet-lir~ep.i~ .pa J."'ti.ëIe ;diffe;t'~n.t-iaalvgin.
, ,_'_.....'.~,.~..'.:':,-.:::.:v~n d~,:.t•.G. 'ilQ~dH~'pwatel' tihe orié" /'~v~aie,a~een' \t;j;>ijvi~lgster~ll.,

,!.f,:: ','~.-~'. r: .. ~6_. J,", #.\... ,. .'~. 'it-' , '. ' '. . -Ó, ",' ,', , ••• _ :~. "

, )",: ~~.;_;, ,:_;'::'l{;Qér' .~laJrP.p.~.i:~ •. re:({1i~·-turbulè~te:.· .st:~€).ming .'Ï$. tOGgevöèf;d', a.Lsmede ~
"-'-'-.'",' il.'~'~"'(" .,} ",,', ,==- 'r , ;; .. ,',' "I, .. ', , .: ,_. "', " -, ~ "~' '.. _ /'''', ...

.. ' ',,'~;\':;:/', een,':·co.r:t'e~9't~~~.Ó~t'fiçlë:nt·dp de sne'111"eids.veD~,eling'·.;in de v:e'r.t,ic&?i1,·.::..:~J~::> ~';',,::::.-:"'\~ ,:e:eIi-'~~$Cb;~~W'irig";ge~eYe'n'be' ty.e'~'ferid'e .enk~ ici:..k~·'i~dè~k~'nde é i'g-e';n-
-, "i '':r ..~. <.schap-Pên .:vail'pèri~·dieke' perj;aneh·te'·1.'cr18olven in Gevai.v·àlJ. ~lé~-

. ,..:. .'. '. , .~~ .

·:cl\i,fuensionàlê ,strominG." bij' de· be hancre Lf.ng vlaarv:an als 'basis':' de',
"stüdi~van ·H.;~~"Tll~ma9 'en R~F. 'Dressler zij·p. gebruJkt. Aanget~ond
-is:' d.at .de oplosping' alleen m,~ar periodiek gemaakt; kan :v\Tor~ené coz-

' , " .

.eèd~elten v~-n een continue ,opr,ossing d.m.v.' "rschoklren" aan 'eLkaa-r-
te ,sch.'f3]~eleirl;''terw:L;j'l 'tev~n.s is' aángec;èven hoe. d~ .speo'i f'Le ke .'(.dis-
.corrti.nue ) r.ol€olfo})io~8ing b€p~ald kan Vlorq.en, dat deze :;::unda-

'. ~tlent'eel a:t11~Gt van f;).et 1)e'['_;ripn~ritielce. snelheid", o·ftew.el het
.. " ;,"",b.e.s~aan. yan 8_en z.g. "controle doez-ene de" • 'en wei;.ce gedaante. de-

ze cp.Loss'ing ,uiteindelijk krijgt. Er blijkt dat de ve-rhouding
tussen de (;oli:üoo[.;te en de ~;olflen3te al tija onafhinkelijk is van
de, voortplantinsssnelheid van de Colven. Inûien de waa rde n van
de leidinghellins, de bodemwrijving (alleen in geval van turbu-
lente st romi.ng) eh de golfsnelheid voo rge sch revsn zijn, bestaat

..~
..~

'\ ".

.. V-102·

. .'

' .. '"



,. V-103

'" 'er eep.
Is. ook

éénparameterfamilie van mogel~jke
de gol::,lengte nog voo rge s chreven ;' dan is de op'Loss'Lng

Aangetoo?-d is dat de noodz ake Ll jke voorwaarde voor" r-oLgo.L:'vorming
analoog is met' het instabili tei ts'cri terium voor de pe rmanentr
eenparige stroming.

rolgolfoplossingen.
uniek
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la.minaire vloeistofstroming tussen t\veè' eveniNijdige hellend~ .
v 18,ld<:en..
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. . . . ,,'

Als ui tga~gspunt onderstellen we da.t we te maken hebben' met een
onsamendrukbare visceuze vloeistof. waarvan' dichtheid eri.'vis-
co~iteit const~nt zijn •
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'~~:~'~';:~:,::\,'~?::r~~·.,~fpbl:e:é.l~':tp.è'ti;_.'6~ als parallfet''ê.r." 'l~dt~riàl'le, k8,rákbèrrst.i~~ , .""'~<,~' ~:o:,/,ké,;-w,~~è'n.~àn'~~",'i:rt:ege,~ié;e '!'e~le, deJ'ep. héb:bè~:::ip 'de,. b~w.e.gi,ng " '
't~fr:., '11. ,-".,:,'~"# ;",:,.: ~_.~', ", "',' "<~ '•• ; ~':-!i. ~'" , ,~ ;' -. -..-;_., '._' ,,,," . or 'T.' ,< ,.-" .: '_. " .... _ ' , _ ' ....

,;;~:,:{1,:~~,:',c:~;~(:~st:apîe:±v·"(:..t\a:*Y!t '.z~èr, 'klei~e vèrstórip:een;; ':l?ez-itt,®_tn;enfe.~e, 'V~,
>.:', "~:,:'~i'~:;~:"~'?':',:~e::;;ka:t~l(t,~f;is,~ièk~;,'v.ïé:a~èir, ,van" 6: :pó~'ft'J.evé:',f.eël~ :dèl~:u~·.cián::rs'""'''':'-.. ~-i" ,~'~ "_; , ... ' l"'~' • " ' .• ' -: ~!> .';".~ .!' .• ". • "". ' ~ ',.,' " I. .~ r • ',' '", •

, " de 'b~wegirig;' .insttábiél. 'De ,re,den" van 'dezë def'l,ni tie ,Ü3 het' .~vol-"
g~nd~i, ve~ómie,rst{e'i --dat aan de, st-;onrlng eeh':~erátOi'cirig, ;\vordt '~_. , . .

, , ï?~~geveri'. eindig ,q:r; zee~ k-lein. d?; mogen' ~e conc rude ren dat'
deze', in' het ~lgeméen niet vo'lledig zal: ui tdempe~; want zal een
v9'rsto'rihg uitéi.empe.n, 'dan moet deze eers't. 'zo kléin wó rden dat

•. .de ,gel.1:~eariseerd~ vg Ln, van, tioe paas i ng zu Ll en zijn~ ,
. ri' ...l):.De math~6atische f'o rmu Ler-i.ng van het stabilite:itsprob.leem
in 'een .onaaraendrukba re vLoei stoft e.g.,' een vlakke Poäseu i.Ll e .

.: Strorni~g ~. -. .-
. , , • ~, • '-. . ~ , ",' .:'i: ' .

. " 'De' ·~a";ie1:'":'Bt.o_keByglp.. v oos: de beweg ing van een oneamenda-dk-,
"bar-e. v:Ls:ceuze 'yl'óeistot 'luiden (, zLe ,"(2.0);):'
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'dl'" ~'J'!' f* 1;" ''1',*.v~', "

", .
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" ~. ' ..: ..
) , ...... '. '.~ ...

.. '.'':~,.: ',:".><'.', "..:: " ~ '. " " '.-,
~ :'" 'Wá<iir..3:Jl ,tl~,v,.. en .WII de ~nelhefà'scDlfippnénten',iÄ' de :r~sp:,x~-."

. ;;:' ,"~:"::".': . yjf,-~~,.éh.~:'~~':tëhting; ZiJn.; .Pit :cie <irwr',;o;rste_l't,,~~~,~,"de kLue-,
:.::'matisChe v~rScositeitscoë:;:'fïciënt is' én '\12, à.é. opèrator,van Lap-
. la're .w.ee.f$~et:t;, de c_ont:i,).1ui t~i tsvgl .•' kap. 'geSchre.v~n w0:rden.,

'.":.',al~' (Zh1,,:<20)): .
.', ".

~: s= '0,+ ttz,.c . ) (2)

.(4)

.' v :

.'
"

t: is :ti.ieilu ~'en 'dim'ensieloze "~onst~1.te ':pa:r~metel:', u., v:.. , VI*" en
:p~..zi'jn i)m~tiBB' van plaa·ts en: tijd;: de r-eLa'ti.es (4} moeten' .vol ...
'doen:.a.an., de .vglil. ' (1); '(2) en ,(3) voor- :al1e waarden van ,E- in
, het intel:'Val ..'Ö < t: <s.. . '

"" ,D~ (Fo)1,r{.èr)-:,cÓ~lponent~n 'van een willekeurige kleine verstoring
zij,n' dynámi.s cb "ànaf11ap..kelijk van elkaar ve.rondersteld'; ~do.Vl. z. de

-ol.. ,- , ,'.. ; ", ~" , • _' , •

. -, : ,op~oss:i,.ng· \1:00:< een bolf met wil'ièke'urige, pe :r;-iode, én snelheid,.
. .: . ~ ~. " -,,' .' . ". " " . ) - '.
, "s"t.a.a;t. voo r" een c ompf.e tie oplQszin.g' •. ' '

.. .: :~Z'ijri' de ·$b.~.lhedé,rt'i~n de 't;egrettziIf-gen '(s) ,OIiäjJlà~eli(jk van de
," 'v,' " '.- ~ 'tijd.; ,don fieopcn-\ive' èen p~rlG.ane,nt~ ,he.vié'cihg': ' ',' "

, - ,,' " ; " :'u" ~1;fjjC;x t y,.;i:) -: ,v~..=; "V.i.(x, ~1',z'), w. =Wit (x "Y'" z ) ,en, p..=p)fx', y, Z ) t

weLke .re LatLe s voldoen aan d,e,vgln" (-n, en (-2) in- de. ge,dacirite:p.:
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da.t' deze betrekking hee ft op a.è basisstromJng.- ze sp , de 'vers~'orint5,
Onder~,tèlie~ we nu dat 'dé basisstX'Omi:ng een exacbe parallelle
pérm~ne+ite 'b~weging ;ls,- 'i ~.è. eeon.~.g. ~>O:i.seuiJ,le' st.iominG, dan

,-:g~.i~t. ~~ -.. ..:' ........ ~.
, • J _ .';.. • .. _ #

•.• : ':. .;: "" J .• '.' '_", ~',',' 'v::::w=O _ en,'u:::;u(y)~',:, \ " .

::.' .- :';:-> ., ~zodat::vo.ei' klei.iie, ·vyrst0l:-1.Üg~~ de' Y2i1n.;, ,(:'1_C),'- (?c)',en '(3e) _o~
-. _,'" .,. I .. ,:- • "', '. t. ._.~. " • _ ' ~ .... • '. ' • ::. • •, .' ' :. leveren-~ '. . ,',,' .,
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. e1:1:~ .e,n f r~ëê~ zij~. w.? .zu Ll.en nu -gaan su"bsti tu.eren:
.' ,- » .1:1 f =1;l(y).expJjC«X+tZ)-jlX~~} .

, . v. ~v(y).e~p.[j (tX7+ f'Z')-~tXct} .(5)
.: ,w:~wC~}~xp[j'(ooc+rz )'-:.j <X~~}

~, . p,·=p(y).~p[j(~x+fbz)-jàct} .
:Lil q:e Vgln~~,(1dlt··'(2c) en C3c). met dien verstande dat he.t X'eël~

'~~'. :-:} -;d:eei van de :oplossing a.e>,Q.esbetrei:f~nd~ ;fystSÇh~ grootb.?:l:.d op.2:-
".'~~:'):.;"-:" .··.'lé\r~rt, ])~..diweiisielo~e anipl:ttutîf)functi:~s .1l(y).; ~{y) •. ~(y) ·èf,l,.·
'; ~ ~ "'1.~:' .' ", ..... " .. ~ ':.', ..,. .... ' ~. ,':. ,", . ';. ~ ~ J .... • » rÓ, • • '•• -r, ". .._:':.'~-..:. ":pct) vo.ldoen>da-n· a.an de·.,vgln· ..: ': > " c _' • "', ... 1-, .: ': ~,.' -" i., '
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.:,.~.\,~.t',~_',' ',:::.'~,~~:.;'.,.,{tf'~èl:( ~l-?,~~R~.U.""C).}..~l;;.R~.i?U'~+JO(RY...... :_",::..~.':.:" c :'~ "> :",,:'~
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'.::'~ », )~i#'\ ....~ , s 0-' .. ~~"-l;-.' .>: '16 'r, ··~I'·';.. ',:.,1 "",' " f'~t~ ~ -~,' • d 1. .;_'J._ ~.• ~•.., •. ". .., ! . ~ _", .'~ .-:t.>~'.::~:'·<-,~'.aa'rt~.~'.~~':O~J;'~t?P~t~J·~~j);:aj·.V:9·O.:f~~:~l.t~,'~e~.,~.~':,~.~:X::~~V'QQ~"~
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.. ...... _.... I' • -, -t. I-.j .- .• ' ... ... • ... '. I . • I-

;':~:~;}.';~.:.-",.:.-6uii7.~~~~d. ,_i~' ~~n"l:'elat:~·~ :~u~.se,n de'~pa:rame~~rs'a"ft 0..e·n R van; .
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1':':/:~~':":!'.,:?··:~~:~lJ~:~~è~a;~i'.:~,~~'r,"~ê~~.:Jlaá~è..~' :v~,::\'«~fl:e\~:~~'.i~.~èr.~e'~.n..i~~~l~tf;).~~s-
: • :..',';;>.-/ .·.,:,t~e~t~.·waa:c:d:~''C... we:1K~,:over' he't. a~-c;eIneen,_corgpléx zäJ..~·z'ijn~ :J)ldien
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~,.; ....'. :> ;.::., .::·,:~.~~}:.l~1:~~,-~ .·VO()rw.~.~.~e '?j.~O .1~~dt" :tpt :e~~ v~rb~d :·~4D:,ssen .~~ ,:..
~::~>:../ :~;...>~~.~..' ~~J' ll, .-o~~e:ve~..~:~~'.:~~:;'~;n' ·fië ,(i;t,~~,~;:R)~rUtmte, ·i~'e~ l~t.·.;z.:~•
• ; ,:r:. :/~::_. '. vl8.k·:van ·.:.r:.t,€u:t~lf1f,~;·stab;Lli·telt; (oftewel 'Ileut:t:'ale vLàk ) •.'
. • ; , >....;:. - ....~. ~ r : :',:"-., ,- .... " '. . . ~ " .

. ' :' .Su.hst·itu.e~li·,vfe! . ". '.
;. "':, . . ~~, A ~ ~ A

.. . .. .... ()('~'=!Xu+fW'. . V=,,! t
. ~~tXR;· - c=c',

~ • J •

(8).,

in de vg Ln , (.6) en (7) dan krijgen ';"6 resp.:
.. ' ..

~ ..
,' ........

':'l"
,.

.. ...".
-. _'.



{D2 ....Zi2 -jliR(ü~6)} u=Ê.(Dû)v+jcXRp
b)2 -.«2-c aRCü_~ê)} v:RDp
" joHi+DV=O

j •(6

en

'Depelati~s (6) e~ (7) .met w=O en ~=Ot ~ijn:~<iL'1a7bogm~t de re- .
lät'iE~s (6·). ~n, Cr.; ), d.,V{,z. de' vg Ln (6 ) en- {7') 'corres'ponde;ren

, . ' " .~l1et e~h..twè-ed}.menSi.önáJ~ .veTs'tQring .. -w~n' :L.eder.driedi~ensiohàal
',:~:>;':~"~.,~,:'"~'-~;I?~ble'€m' (_i·...e~~d~<vg~n:~'t'-(6) :P~}:ls'-9-~'.';aJlnvo~~~á~en ·\()Xco~~re~< '
',':._.... - ".;:>;~ .'. sbondeèrt me~t·~€èri·-t~eeàimet'nsion~al pt-obiè'em. (.i,~e·.·de. :vgJii.' (6· -)
•• ' d -, ,.'w _ , .,.;J" '1.. -: • .' -' t .._' • • ~ . I· ,", .i, '. .' : ., ',' '....

··;;'.:.:»:<..é" :Z" .",,:plv:~:d~, '.JY3:I+Ó;vo~rt@àrd~n, :(7 ));' )?-è.~,•.is voldoende" '",ni, 9-.it ~eedi- .
•:,,~~'_ ,.,.;.' r :. -':!f, ,~~~.~ r- .. ' /... ,. ~._I .' ':_.', • -... t- ~ .,..... ~ ~. '. "~', ~ ..~ ~ •. t" • t, - • . • .. "

. ~1;·:;Çr':~:..·. ",';:' E'lè-nDipna:te'~ prob~~enCOP' t~..los~·~i}.eIi aan te ..' Vu,lJêlf met'_'~ :t;~s- '
","':" f... ~.\ .-..,:\., ~~' •• ~'....,.~....\ •.... ' :: ... ~,~. ';". .. . ~ ••'" ~ .... ', ~';~ - ~ " '" ~. >-' ; " .~ '" ."' ' .. ., ,

• ,i_, ~.~~::::':,:,~t'.~,;;,,~fr~à~i?:i.e)t~~m~l-ep,(~.)..~,:ln. fè fti.·t~~,~.ó'p.E?i(,.de' _vgl~. ;(~} :'da-t ·hèt·. ,"qlÜ-
" .~I _ ~;;".....'" -" # ~..... • .. ~ J .!~ ~ ;..' , • .. . . ... . -" ' .:0:',·~,>.;>:--.,,-:>~:~~jl;t~,,'p/~.di~eh'si,o~ale.:·p;r.':o,b1-e:e!Il,'i,è:géa'$s'b6iê~rdmet:, êen .lágér
ft. • #.~ ...... • I ~ ... • " \ r'" ~ ... • • • • ; ..... .. .~ ~, .....,. :'E".l ..:~,:~;(,;:':~:"::J{e::i?l:9iif$geta:l_~:iá'àngezl:su?G( ~«rd~rhálvê\ku:Prieii. vie . st~îl~h ',da.:t·:,.,
'-."i'!-~ :.' ';.;',Ii.-*' _', ".:" .. ~. t ".:. Jo ., •• ' Ó, ',' • ; •• ' • 1'. :'" ,. • ~ r .. ·' ;::.:..' • ", .' v 1_

:f":;'·:., , '.,~: ":.'",',~ hë':e" JlÜhUfJ;a.leC b1'1.,ti~k~ -ReYrt'old.sge ·taî. rectrbs t :çeèks' gegeven..:wordt ,
"1'\ .r- 1.;) ,'1;, ,~.'~' t . ';'"~~_' .. "';."~ ~_~'. . ", . 0'0,.' ••.. ';" t<,,:- • ,10- •• , .... , ... " ,'. -, _',~"

"..:.,' .~ .: ~.~' ".'door. 'de;·.tViè'e.dimerisiona'J~è~-analyse: van <,hét. probl~:ém.' ~..' , -
• .'... .. Ó, '. -' •••• ~ \' • ~. ;..' .... •

'Requfue'X'$n.d ~tnihep we.zru. het ,-Vb1gen\le :zeg.ge,ni elke ·dr:i.,edi~ensio-
~é3,:le'--"er~t9~~ng 'wórd't '~èh~e,rst dooi' ,d€$é,lfdè vgrn. als ~'ên ~e.:.
kere twe.~.dinlenSionq1.iève:çpto;ing. in eeri gelijk~, 'stroming bij een

: ."lage,~;'~eY.noi-à.st?otal ~ Di~~betekent, dat tweedime;nsionà.le gql ven
" : ," een st~ll;'kere Ifeiging .tot .instabili tei t vértonen dan d:ried;l.men...
" :,:" '. ,.:.i: ::" 'si;~à-le'.w~aru1t, v'Q~gt da i;' een tweedimèrtsionäle analyse ruimschoots
.!'_':'::.', :>< ::,~.,'~vbldÖ//rid~.ià~·'à.,;l.'~,a.l1e·e~'dè i3tabili'teit;'v-~n.de stromi"ng,·.iu set se-
"..,::; ..': '..~.in~i.:i~:~'he~ ':p~ób.~.èe~~a,tl d.,rie'9-i!Jle~~ional~. va rstD~i~ge'~: ik .~'olle~

"dfg "eqtüvaJ..ent: wet ··e.en'~~eèdimènsio'naal' probleem bij, een lE?-ger
, '" . ~ ..... ~."

Re.~oldsge~~l~ I'" •• ,

. ,
•(7.' .

. ~ . '.

.: " ~' :' .: ··I.lI- De: stabiliteit van: een Lami.nadre vlOèist?fstr6miug langs
. "

.' een,'hellemi vlak.:
lTJ;"a: :De,basisstxomiilg"

De 'laminG:i-re st;t:',omingwaarvan éL~ ..sta.bilitéi t ....met g_ebruikrna-
ki~g, van de aannamen. en ,~sultaten uit het: v'oo~t;aanû..e-;ohde·rzoèht
'mo€;t' wo:N.ert.,·is 'een ~enparigè 'tvJ'eedimensionale' 'stro'minr, aan de

• ~ • .r

ene zijd.e 'begrensd' door een gefi:xeeroe rrand , aan de andere ,tloor
een vrij oppervlak. Het essenk ru i s is e;ekozen zoal~ aangegeven
in .tie. A-1~ .dit om de. vgLn, (in- dimensieloze 3edaante) van de
basisstromint; zo eenvoudig mOGelijk te houd,..en, en d.e hierna te
be schouwen stabili tei t van de eenparige Larai.na i re vloeistoi'-
s tr-omi.ng tusG-en twee evenwijdige helloncie vLakken op ana Loge
'wijze te kunnen behandelen • .Je dichtheii en viscositeit zijn con-:-



, "
A-9"

".:'.

"",st'ant~Vöö~,b'~~eirbedQ'e l<ie :,strO.D1i;ngsto~stéll1.dvolgt direct ui t de
.~'vbin~"('1)" van Navi~I'-!Stokes 'met ~x.=gSi~'(het * tieken bij 'de « is
nu we'·'gelat~h) : '

",
, ,

,', gsin§ + \f~ =0,

öftewel-,

aan: he:t vrije
...... -

. ",,'

,"

":"' .... .._J , .~~ . ", ~ , ... .

, <" ~.;': ' Via de in, t~J vöê,J:1en referentJegrQotheden voor de sne LheLd en";,::,~'~:'<:c~>"~:.ie~te.';,t4~<:~ri'h' gaan:we'hu ov'eî:"'o'p'dime~$ieloze ,/grooth~d~n:

, y' . ~ ~;. ~~h nol; ~iA' (h2.,;lh2)/ l';sinD 2. ' .' .' .: . .
" , r , ",', -'.- '(" '/ • 2 Y ft ~ ,
, '~... ~;. l.!· .. :~~,~ . -. .. " .
1aáruït' ifol;':'t:" ",' ,

" ',",". ,: =: ,ü"'1~' i.,. , : . -', y, ,
" .

(9)

"'" t. '••

.. .' .~ "~il' 'de gemiä..ae~de,:str~:)(~n,lsnelheid u"ge.m:' "
, . Qif. r:"iÜi18 2 2 _ '

'~eln;: 'r= °3r 'h j ,u*u'

-c, .'

"

dus , in ciimensieloze grootheden is:
- 2ugem3,; )



..
~- IV

"

,'viat ,:óo4i !='èchti;?,tre-eks' .u i,t vg.l ,. ('9) ,,:_ç)lgt.
_".:' ~.. "': ' . .~ ..,

Bij pe'rminep.t,E? bèweging maakt de sch'iJ.ifkrac1).t langs, d~ wand even-
,! -wicht ',met d~' z\vaartekraçhtscoillJ)Dtlent in .ó.e richi!ing van de _--stroom,
dus; -, ,

'.. .... :.,-,
Sisin~ ,2 .-',.' ~ ,

''( ; ,h = ~~s~nu .. ,

'(12

, ,-
, ,- ·t· '

,', .1 t ,-.. ~

,~,IIi~b:"H,et,'i:ttabtlite·~tsprói:üe-em:. .. !." ':: - _' ,

__ :,,:',':~!~ :·~av:i'~I;':S;t"ökés:v,gJ.n;'>v~6r.'d;~, t;we~dinl~nlöi~ti~le ~bewe~ing.,v,~n·
-.c "-'_~~•. '".:.'" ~ "'I.-~:·"" .... ,;. jI" ............ :' •• ,~ • ..' ,~' "'~.' •• , ~ '" •• , ••

.' ~.>._:;. ~::;~'.~:.\;-~-~~e..n p;n:6f).m~:P-d.rtik;q,a,ré.-,Vi~$pèu:Ze_ ylGe~sto:f" lui.dep-_; ".'"
~~;·~._.~~,"'~..~:',.":-i ~.;"'~_'> ,. .: " , '~ll',"')"",•• '" =: ~, "-' :.::-' .
. ' ;. v.~ .,'::' ' "'1:' ,'P~' ",;/2 '" ' s: ,

~,'- -~~' ox..+", V;.," U*;~,

'_,d~
", "':lI"±.- ::;zut... '

"

, t
(1

'llie:rin ;'st~llen ~, en Y/fruitv.,rendig'ê, krachtén' voor; in, geva I van'
" '

';';:; ,':' ,'-i"een :h~l~~rrLdè_'le)~d~ngt wozden deze;volletlig be:paald,~o,Qr de 'zVYé;ar-
t'~~raéhi3.~ het: zWÇlai'tekràchtv'eld is conser\tati.ef:t. de rha'Lve kan en
. ~ .I .'

"

}m.ag e;èst,éld' worden:,

=

vraarj_n' ..0,1(- de potenti9.a 1 van het zwae.rt.ek rachtve Ld is.



.- .' . '. ,.. ._',.:
" . ,,:,' :~. t._

"

overg.~an: in:
" .

'.'i., ','l!. ~''~ . ."' ~ .
, .... _'r ,

',_,_'_",'. -,

....~

.c»

..'• ·_r

. '.
.OPl11~rk.i~· " ,.:

. -.

". .; ~ .', '. . " . ~: " .
Da ·b~weGll1.g van een-vl08;J..sto;IelelilentJe

'Pl,l:n;t' (ijf);w): bè:t "d:Lcht~:r~.bij de ooz-sprong Is
zi ch cpgebouwd 'denken uit d!ie delen, te -wetep.:·
.....e~n'··tran.s1a. t~ebe\vegi:ng. van het ..gehele èle'mentje met' de' compon.ent

sne-lheden .u".. en v; ; ·de. lineai~ diiat~tiEis' êr:~ .e:rL êz·,..~!
'geven dë ~toename van. de, re sp._. zi'jó.en· van het' eLemerrt je c1xjf' dy...
ge'du~'nde- de beweging- 'weer; . .

,~.d~ reiatie;_,~"~ver'piaatsinG van o.è deel ~jes .bä.nnen.het vlQei-
::' .:',.'", $.to'±:éJ.~mè:ritjè·,.d? de'f'ornlát;ie' ervan weergevend; de·llOekd;i.latatiê
• •• I G op~" .' " •

d:x.. dy*.t waanà:n' het'!
e~ie'€Sen" ·;"ka·n ~méri

'..

, .
._



, "

, ~ ':' ~ "''V.. -', ":~'i~ '.,
. . ~ •. r' u_ * - ~V""'JI ..,' .''; :"'_;"'.'.. :..' ~", '~ '\&=~;, f"~ g:e~,ft de, hoek:Yéf:r;!andéri:tlt, v,:in,de' ~ijdèn_:yan" pet '~.
.~ • ~ ~. 4" '~M .' • ~ ,.: U4A<f11" ... 'tV'Jft 'oe ~ _. ~

, .• ~", •• > ,-,.' ...•• : • _ :.~. '_ >\rlo~i$toÎelementje weer,. "t'wè:emaal' genomen;
. ' ~.de \?ot~tiè v-an·',het .gehel~: vloeis'tb:fe lèmentjé om eèn ·m0me·ntane

.as~:.me-t . als 'llOeKQ~~lhe'id ~t*~:de' ,ve ?,to_r 51t -:-,~~ '~ n?f}~~: men
nu -de vor.ti,ci tei t van de: vloei~tof in het punt; (x,.~YJt).:,~,

:B.o\:';;ens;taáhd,e'vg.Ln , kunnen d~n .ge sch reven wo~en.' als:

' •• 'v ;

~et~'a.e-ui~· ygl.~·.(2). volgende.
• • . . . . • -e '

" "
, .

2)~ 0,,*

~x: + - :·0:'o~

-wat geschreVen kan worde n- als:
',' ,

.' .



. A-'lj

~.~ ~~'472~. v., , .L... .
, w~ t, mèt> R. ~', '-t ' OVE! rgaa t in:

l ~kVs:'

:,·b\T~rrgáne" op' dimè:asi.~lG.ze va r-Labe Len ID. •v , r .
. ..: :'. ,,:-.. : : ': . '".u.. =4.V~~t ,v..~v.i.·;~._~ ~ ..t. Y.. =iY;L. ';' til' ~~t-;···'i=i·~.~~',

.'~~eÎt,:

" .
,.'

"

(13)

gr-ond van het bovenat aande. te, 'schrijven. als':

'a~ +' "u~ ~ ~ or ·1 v2r'"Ft . .{1JC " (iJ :: ~,

a' ." .'
en' v in vgl~ (13 )- geeft,:

, \"
,-

...: "

waaruät volgt:. .

, . oftewel:

~ Çl2p+ gft;i~(è) - ~ V2'~fI , (14)

..
waarin

oV~ oVt
O(v't f/!_)

(7X ~.- )=
o{~!I)

~, »e
'OX oJ

i .,e •. de de be rmi.nanf van Jacobi of functionaal à.eterminant •
. . Ui t he t 1:0vens taande kunnen we. de conclusie' t:eekt:en dat de



.. _ , .'
:.. ':;: .

" .;:~, \. ", \ ; .l' '). o,_' ~. ;-: " ", '. :,: I ~ ~:_ .:' " .... ;:... '" ..... : '1' •.••• ~. • ,- . " .~ ~!. '. ~ .' ..

',.'~,"-',: .- ", ·Stro·otQ:-fiin~~ti.e~',/,(x'.y~·t1-in.·dimeusieloze vo rm voldoet -aan de :vo+'-
'.><, . ';~.,:.,~..... :, 't~Gite '-.t.~:ve;~.. "{1J),~'·'f ' ':' " . :..~~. ,.' ~. .':':, '.. ' '. '.,:. .' .'. . :
,,' ~,.·:""~C\·_;:;;-.;::' " .,/ .,~ Te~eind;e:. a,en .lçlà~ne:. ve rst;ü ping "van 'e'en: .pe.Dil:ané-iibe<)Jasis~,. -.
~;'~':.:>.;~>:}~'::' :·s.tl?'P~~.~i??" fP.~;x.Y)·:~te·:be_stUde~_R-; =, :m'~ien' we . ,
,(~.. ':.',::. ~;' " _. "_I/J{x:_.'Y.,t). == ,/,(xtS) .+ fV(x"y, t)·.: ··<~~:t·~,·<,··~·._~i:'·~gl.(14). gàar:l,'SUbst1tue.ren. ,., .
,:'S·:· '~.;', .)'0 ',' . tri't·tes.chre.V~·hiu~iq.t'vgl. -(14):.
~~,._~:". ,..:~:~,i.....: ~~~ . ril " ~!ll" - b1L_j'_'1I-{ o:'t
~ ~' ... ,:,:"., "'., ~ +- W51 f- ~g. 0x~ f-,~, ; ~x ~X;Z&.

.. .. .:

: .....' ,~ub,5t'i.t'irtii~, van, f!'(X, ;r,"t-)'. voige~$ v:gl. (15) geè ft;. m,b ,v ,' hé't
bo:venstaande:

.' a ~

.".

'.:"1

Onderste).l~n ,v.-i.enu çlat ci~ verstoring van de bas i.s s t r-oorntunc tde
. , '

z'O':klein is; dat' berme n van de' i;-Irveede maclrt in 'f (x,y, t) veI'\'raa~

-l6os~ .kunnen. wor..1en,; dan kr·ijgen' we:

.- .

. "

.',

...
,. .

"



.;.
!:

:'~~;>.,~}":!~..;Yg~l "(16]" ~~-,~~ ~eir..:parti.ële diff~:rent.iaalvgl.;· die linèáir..
'r" ~ . ',;' - "!, ., ,-,

r -, ~~ ••' .~. :"" 'i.s'. in :,~e~~~e.i~e v,erstoring Ijl ~~.,.y...'t ) ren ,co~ff~cîëntèn nee,ft
,. '7,\V&:l~.e onafha~~iiJk zijn: 'van x en, 1;;' de.rhalve -mogenw~ o~

los!3"J;nge.:p.·verwachten.Van :p,ettype:. -» ex ;·~.'t) .:::,?«y}~j~(x-ct) \
, ..".~ . '2'nh·.: . . '" '" "
":. waq._r~h.ct=. '"T het' Q.im~ns:i:.elozegO~Igetal is'.

':i!:_- ,_v~'I!<~-rt,,(:~,.:y~~t?,in vgl. (16~,~ee,~t:.~_, .

+"'~( :"jlX~~+D2~ .: f'~«'); _" j 1XC/>. (n2u)?
. • • ... . '. 1,· ,

\.' .40

"

.+ D ,CP)"

A ...... '
.. -f...:

\ "'... ~."-
.... .e . ~_,ç ..... ;...~ •• '1_0.

';).,8 ~IVO'l?;I?:ay~;'d~,~,e: V:it'~i'plc~ip:g:.J;~._.
~v . ~. ... .

('18

" ....
. 7' J <4 (.

, ,
.:

','

it· R..= -.,~
(17) gesc~r~yen worden .als:.

.~'~. uhih ::t ~R"
. . . '( ,

(11

: .kan :vgl. ."
. ".' 2. '. r ' 2 r.

c,W-;c) (!?, '-c('f/J) ~ ~~y~~",J«~,,*h (::~ ... :,d2!J~'(}!lP) •
:,:~,;~;Sr:~i'~~;;;i;v~LiJi"} ti. dè' ~.g.,b*"-~d_rieid

.,~ ~.~,-:'..'" "~.. ", ..~":.,: '::_ . , "., -'-" ... '"' .' ~ ':'., ... _~._ d,:' . ,: ',... _'.~~; . - "' " .
-.;. ,'~ :~. '<' .• .: > }ü~'efb"de~elfd~~ geda,~te. '.'
... r·~,.".··.ul.t·vgi>'.('~9y··volgt ·direct:.

. . ....ea..: ".. '. : ', "·d~ .
~.,'. oe dy:=:'..-2y en '~"=: -2;" '" ., .d:r,

( 'J?'

..... ' ..~ -'. " . ,

vgl ..; .at~han6,

. , ~.

, "

.' .~.



' .. ::
,', A-16

'., " .
• i " '

p ---
;"'.

, '

, '. su'hs-y1:tutÜ;:. hä ervan in ',vgl •. C17a), geeft, tè.zamen met,xelatie

',- , ~. ~.,

. ~, , ' .. ,":'

g~l fg~t'al:~ ~"'~~_,s .d~ ~,i~eni;ii~":'r..::,
... ,;

~'Fing"i&,' ~a.ng€'~1.Qr!1e:nvo Lgeris
:y' "ol-"'t ;" , ". ~; '. '

?'~.•

-Vo.Lgensvgl , (18) ,is; . .

u=u+óej."«(x-ct}. dPCY)
. , ". ' a.y

en yolgens vgl. (19) t

v.=~j rx6..~y) : ejaCx-ct) ; :
, ,

subf3ti tutie 'hiervan in de randvoorwaarde geeft voor Y=Q:
" .'



, .'

Onder-s tieLl-en .we dat .de asip.l i tiudo van' de verstori:p.g van vhe f yrije
, . '. oppel"Vlak zo .klein is dat ö.l.verVi/aar.:ho.o·sd kan .w6.ràe·n. :dan kri'j- .

• I.. ..' • _,. .' .' ~ • .'. _ ..... # • '. .' .'.

• ••••• • , Ó,ge~: we : . '.. .
f - '(". " ....~. . . ..,.;- " .' ~.." !. . ~. ..' I -

f,~. ",: '.' .",;' - .• , .. , .c, • '-C/X'l)= -c+u; . " '-
...... , '1: .... --:~ ...',' ...... • .... .. " or -:

',. :~.~~'"'.:!";"lo~" ~~~ . _,' • :••v·r '~. '. .. • _"; ',-' ~- ." ". - .:. ,.''' ..

/;:'.~:" .::.J,:;'~','., g~7'iJ~n .ds. aa)?él, yan de perturbati·e: van h~t v'rije'" appervl.ak .. '
"'t~ .': -~.......~~:!". ;";-:" .' '.~' p- _ '. • • "," ,,.".. ". • • \ .. ' ..... , ,'.! ...•~~ v', ;'_ ".. " ..... '"

:;'~':'~Î ..:~<:.'~~.';(1 !,.ë·i·<';tg~~,"(~O))" -moet deze re'la-çi~ pok g~l;d:e'n yoor: ,y=q;;..Of ." .:-' .

";;~"·:>·i:'·"~~:·:··::yoige~~·:·v~]j• .(9) is.··~~1·"v.oorl,y=q",.z·Öd~~. We .k:r~jgen s,ts' kine-: .
::., .. ;'<:';:~'.' '. mati$çhe·.·ttandVDO.I;"i;~iaa'rde_':;:,· , '.. > ~,.' ~"" . . '. ,- ..... , "

~~ ~.

. -
. ,VgI,.• (21a·). gêe:ft h~t ~er9a~d_.'tusse~ de aangenomen pe.rturgatie

. '.' . ·"",fan h~:t,.v::t~ije, t)pp~.rvfa~:èn de' co~res1-'onderénde' pé-,rt1J;rba'ti.ie, .
;. '.~., . .:._-,'; : \van "de' str.~Dm1l.inc:ti~;·indien 'c niet te groot i$,' dan. hebben.
.. ::_"._;~._'~ ... ~)' ••• v-. t:.~, .<\ •• ~<.','\-' • '_. _ ". l . " .•..

. ':~~\~ ,~:->,S ,<:p-eià:e,_pertu:rib.aties 'ongevel?r de-zelfde orq.e van. grootte. " ..~,..,
_;i;~ ... "~,.'; ~.,;' .. .,...."": . . # .. ~ ~ - ......, • • ~ ,,' •

f ~ \:-, . '_ . > 'J:Il-c2: " -Aan: de',vaste, be ;renzing .mcecen "beide' ..snelhe~dse·èm-·,
t.~._ .: .......},.~. ·~t.'~~,1: ".: "',.i,,;, ,J' ". '; :',. • 1i .' -Ó; ", !_" ,_" ",~. • p. '; ,..... ,~~;"

;:i;··. {,"::.. .~pOn$nt~n: ·gèl.ijk zij'u aa,.'"lnul; uit. vg'l , (1'8). yolg,t (lat· voor 'Y=1
• .I.. • • ..' t ." " '.

. -: moet:', ge,ldèn~:' " '.. ': . . . '. . . .- .
, .'; ,'. ,":" ,":' .' ,e " .. 'r', ',d~(11'. o . <

'..~ _. . ~ . ::; " .~-"'~ ,'.' c.y.' >

':'~:" ",:~:',:::":,:_"-èyenzo:"'yQJ:'gt u~,tvgl .. (19) Çiat 'V6or'y~1 moet ge.id~~l;
. .

".. ~.. ,

'. .

. :.':..

,.n._- t,

~ ~~~~;~('q)_~a.(~~?t)~ ~j~c;5.~a:(X~ct)_-f:[u+ 6~~a(~-.ct).·dt~ll) 1'.'; ,.:.
~ • '.:, 11'" • • - • • -. •

_'._ .. ";" ':, ._ . ~jtl:'c5:.»à(X.,..èt!:, '

. ' .....
'\ ~ ,.:0 " '., HO).=,~.,..1 ". " .~'Y'- . e Ó: -Ó» '

..~ (21b

. :.
',;';. ~.. ' ... -,

" I:II-c3 .Aáng~nomen is J"dat de errige apannä ng die .op de ,bui ten-
. . ,

: 'z.ij,de van,het·vri.je opperv Lak werkt, ee njrnärozme dzuk p,.óis;~
omdat. de vloei-stof vä sce us is moet voor .y= 1 de schuifspanning
• ·1 • • -. •

gelijk aan nul. 'woiden, .de sçhuifspanning is (zie (20)'):.'

(rxy)":,= ('Sx),. = ;.( ~+ ~;) ... ;. .:

vc:or.i='2· geldt dan ( na ove rgang op di.raen ái.eLozen. variabèlen):

fi~(* + ~)=o.
Ûit vgl. '(19) volst:·

, __~ = o:.~ó.r/f..y? .lj~(x-ct) ,.

en 'uit vgl. (18) volgt:

au, ~'du' +' 8 d2~ '-:lj'tX(x-ct),:"
oy, . CY-' id' •
. <.' Y . ,'.

. .: ~ .' .



A-1S
"

• ~ t.. ~./'o,.;,.... .' dti
Volr;;e,~~,:vgl •. (.,::1) ~s,: (iy = -2y, zodat vo~r 01='2 m~b.v. rela-
.tie :(40).' voor bovenstaande rand..v-öorwaarde' ge.ach.re ven kan worden s

.:' : ~2~~?,} ~a(;~ct)_2Ó il"'(x-ct) '(-6d21P~Q) ;i"Cx-o t) =û;
, ' " .. dy "

y= 'I ~O'. (ziè boven) zQ~i'at.we ~ijgen:

'6,' Á '1 ' .. ,"':,'~ ,p;"
, "Yt1i,fP,o;4$!.~. 1t = ~ J~;, ,.)0 .. '

., '::.:'<"'~'~',~~':'4~'~'7~',,"i's'de kracht in de fj_lln ,per 6.enhe:i,à.' ~~n letl.gte; i .•e ,
':" dè .Ó.PPervl~ktesia.rming, dl.l~':
, . . ,

1"1 T..',( T'
. J::'JI.~ ,= 1<: ~ J: • It .

Als, dx, ::::"l', dan geldt voor het eve nwi.ch't in de y-richting per
.' eel~eid,van breedte (tel~en oneindig klein van de tweede orde

worden verwaarl-oosd, Rit en 9.. hebben tegengesteld teken):
,. " " O~,' ,T*

.-;P"..1_+2,/~·oy,: + P*o + 1r." (?" ~Yi+)f~YCOse=o;
:in"'f~i te is hierin ( f"'-YfIr)= 8*" 'è.e, dikt'e van de eppe rvlakte film,, <

, ..i.'

"'", ~ én moet het rechterlid zijn:," ~ '.



A-19

- delen Ö.OOI~' ~ geef'b nu!

...~. -2'Y,;;' = &{ + ~ ~. -: "" -Y. )gcos8;
~'Dé~e,'vgl~ gee:ft a~r·.corrtLnu i,tei t :van de normaalspanning over·
· 'h~t 'yrlj.e oppe'rv Lák Vieer. uitgedrukt :tri: .'g;r::ooi;;heden met' dimen?ie •.
'~Qo,r"'q,~~,kromming 'k' geldt·;'

SI

,~

" . ".
ti-«• h - d:",u -~o

)

(df.mensf.e Loze ) "k Lnemat Lschs oppervlakte. apanm.ng'",
De druk p. moet ook voldoen aan de.NavieI'-StokesvGl.

~ voor de x':"richting;' deze luiclt (zie vg l., (1 ')J :

·'i.e. de
·III-c5

" .
,ou. o~ ou,,,
~+ 11;.' ~x. + v;( o~' = X,

inet -voor' cl~ u-i twe:ndige ~racht x.. :
.,"_ x. =-gsin~

" .,'
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"-,,

, .'
.' ~ -:. -~... ., • • • ol

D:.,m~v~~:·'de,,:··:.Su"tistitut':ie;. '; .' . "
:;';:-';''.:':,';\,,'~":::~:~""~!:~,.,·)~::,;;,:'~~~tu\ . ':;~~:~•~'O+v,'~,~''~~p+p~ '.' ..'

. "'4s de ~-qèh;eidfng..van het niet :v,ariabelè: deel (dat, de' pe rmanentn.e
'Y.fé_ergé~ftj' en h~t var1abe'le ,deel ·(d.at ,de nop.-pe~manéntie ~eer-

- . _.~.geeft):~;~e~~î;i.jk.,"vöo'rPermánentie kriJgen·we~,dan'.(~ie P.~~J': ".:';:< ygl'., (i~j).; 'omda_t u±.uci,> .·~n ,~~o; .' ,
:' " " =, .' ..' " ~ ,'(.'. 'M2 .'., éihsj_il~

. ~~ .- ..,.....+'. .' y U + "2' :::0,
.... .' . VA h -. , ~.'. , .'.'.,:. ·~~.:. , . ' . u.1t 0 '.. u*,o' . . ,

\'«:,~..""~ ': . "~fi:',;~~~·n~~~Jje'rm,aner{ti.e' ez'ie :p.Ji:-6 ~~g·i.(1~i)",:'
. . • l', '''" ••1, '; " .. ... ; t .

../,: bu. +'- Uau~'_;_v~U = ...'112 +. '{ . t--r2";I:"
:'" ~,: i'-X T~,y ~x ç:.tî~o':"~

"

.' ~
,., .. '1. ••en C'T9) luide'n re~''p.::. ,

" " ~ j·lt, (x-ct)-u;;:u+u =u:;+~ .;t,...,
"." ,Y , .

'. ~', j'tt(x-ctY.
v=v' =....jcx5.t/1. y)'..e '. ';

" , ',- .

0(/.-':" " , ,C' drfi '/~ (~-d)~ ,_ +/ao,~,.i!.' .
.' ~~ " , dj' ", j

"0.:"
.~.~: :.' -,

: .» I ~ :-.Ó: ' ,." r' .' • ~

'. ':;;~, . dL. ' .. - I-t.,,· "Qt(z-d). .
cd (/ .r.5!...2. . /11, ..p == c!r."f" o,d. ~ '.AC., '.' ,.; ," •r:t " ", ,::t . : .. :, ::.... ,::"

)

.'
. ~'.,..

"

,"<

• I



, . , 'i

'.'

O~d.at,p1 en Po isotrope normJ.als~anningen zijn volgt uit de
vgl. 'w~lke direct boven vgl. (21 ). staat:

. 1I~.le' =
....... ; (J~

.(ly _. "'6 _.2 I~(;JC-cl) r _.h... -~ d~~~ la. "O,..,,~.. . I ~~

leve:rt
en -ter-

, <

, .Ir' s: IA{~-C6-)! ~.:./tf.' .: I@)+ ~ 0 .P ' . <, --cr . .5!..}e_ -/< ç;y" ',k~o" , . " _' =r-: d}! ,

'.
, ."

" ."._,

" "' ..;
\ ," . ('\'

...-1 •
','I", ,.< .

.; , -. '::-..Ia ti ~f 'f- ' .=
~,

~;. ..
zodaf :~boven$tÇl.ande.vgl. te

.J ~~

schrijven is als:

..... :-',..
• • f

: ," .
voor :t=~=o is'~=1, met behulp waarvan we tenslotte krijgen:

. .. d$f~)'I'" (l-C) f- 3tX1 = dJr) t- Icro . (<<"';Ç + trlj~;) (21f)

Resumerend kunnen VJe hu het volgenà.e zeggen:
.Lndä en ter ve re envoud.i.gLng Lngcvce rd worden de synb oLen

A::;;R(4.:..c)+2Q2, B=-Ro'o ,



l"i-c..C.

.; .~

.:<.

4 ~ . 2'
C=2Ro~a -t:C.Ro.(1 ....c ) en D=(X Ro ~. , .

. met Ro~,~j(XR, ..baneveris de 'opéra~ÓrDota~i~ P+-~~. dan kan vgf. "
< 1.7b) " .~vel$e·het sta"Qili te i tsp+,oD,leem vreel,--ge,e!t~ ge schreven

M~' •

wOluen:3~ls; .:
~41>., (A:~By~),l)'?p'~ (G~~y2)ÇJ=O.

' .

'. r .. , .~

" _- aan •.. :-
I!"" .·Jl11.b~v~: .de ·.:rq_ndvoórvlaa:rdèri.(21) kunnen, nu de v:Ler i!.1tegratie-'

_ .c.~nt{t.aptenbs paa.Id wpMeni v;elk~' {)If"~stáan'biJ int~~r~111è.van
'de ~~offu~e ~:t'e'id v,~l. .( 17c). . . t-, .~ ..

I.nrlieJ;1"",c 'bekerid is als functie van ~ en d.e __Grootheden die de'
hoofdstroom bepalen, kan nag~gaan worden voo r we-lke' biJ-zorid.er~
goLfm?'}1ul't:1-Sde bijbehorende c-waarde een pos i tief im.agi?a~r'· deel
heef~t~~~;'want dan Lmmer-s hee "t de modulus een exponentn.ee L: g:i;'oeien-
de ti~ds-Iactor. Ne,ségaan moet worden welke <ie cond.i. tLes zij~,
d ï.e ~ ,'volledib reëel maken; c is dan de, fase snelheid van een.
ne utrra Le verstoring (deze voo rwaa rden geven' de sche tdi.ng tussen

. '". .

'j .'

,,' '. ~*'

stabil.iteit en instabiliteit).
III-d~ De uitwel~ing.

De \Ï2;1 •. (17c) is een Gewone lineaire di::ferentiaalvgl. met
verar..rlerlijke coëfficiënten; de coëfficiënten van D

2
f/J en ;; zijn

ana Lytri ache iuncties voor iedere waarde van Y' r de eventuele op-
los,s'_P,g zal dus algemeen geleien). 'Ne zullen nu veronûerstellen



dez.e reèks z aL in'l?-E,:t gehe Le complexe. vlak. conve rge ren., omdati.
de:' çoëfficlënten gèe.n "singul-árit~;Lten verton~n in eindigè. .pun- _.
.te:Q..·van.ne e complexe -vLak , ':',

: :'.,~::.,:_',,', ~iJ_{;tvg.l •. (~'i2),y:~J_gt g,j.~ct:,.:· ',' : . -, ;,'

:':;:.':,-:":.{~,:'~ .~.'.":~: .:Ä' D~:~.~n(~:.>r)'~D,..::~)(:n~3)a~~r-4:~'en D~~~~~(n~~)a:r~~;:;~'t<.:.~""",;~~."," ': - .,.'~'::-~..,:;.. ,'.>',.'., .~~"".)1. '. /111.1. .' ,n·. . .
r';·~"·;:':<·<t'~::<sut;?t.ituiie'Y~-~,.:D~; ~n~.D4;,·.in ~@;~~ (':]??) levert datt op',i' ". :

;.' .. >o;;~ -, -; Jo r:-_ t' • ~.'., • .' _ '...... •.• . ','- .' ~ • .' _. • " ." ~. -

.~~;'~~.:.'!'.~'~",.:.·~nc.n~~)(n';2),~n~3J'·~yri.4~·(A,+Bi2):l.n(n"::lJ·a:~r:2~(C:f-Dj).~~·#=O;,<,'{>.~,,:(:,..J> .. '::IJ.\ .' ".'.:":.:, ." <. '.;'< ::,~;: ' .:,-, ..,,~;z.'" ":'" ". , : .'« \ ~.:'

'1, :~:' .~~:::-':':::~:;~ ." v~:J;-..~l~jkiP.g van d~"a~~.f'fiçi..ënte:6:.vap.·~ ge~ft dfm.' tenslotte: .
,><':>;::;:~.:-~\ .> ;y.h;+4}.(n·~j)(h+2)(;la+:1)'e;_n'~;"A(~+2j ~n".(t),an:Z~{q+Bntn-"l)Jà~~Da, 'g~O:~'(23
>~~::~:f,,:.·,i'~,:~"\;.:' ..: .'.,,:' .•...... t.~·.:.:,~':.,{i~~:~~:<:>~:,;:::"~:"".",,"~ ....~::':. ",', . :i\:.: '.:' <:" ,: ".~ .'P--:'. : .
'.;::;~~')\'>~<">,~t";'.:~:·..' .:: VF'J:·•.'·E2Y)~...1~'.·d;e';aliê:iti:é,ne' recur3ieöè,tréy,jdng~ :tri 'ni· a.e ,coö.f ...;

._ • _1.- I~" (.\}~ . ",1.:).... ' l ~ ... H _ ~ _ ~ •• ~.~, • ~. ,,'".::~)':<'.'r (,:::~,":·J..;..·;:·~fiöi·èn~~n·Än.:t~n a~:'a~ngéIiomeri.'maèhtl'ee-ks'·~~or· ~y) niq~~~n·
~~:.<\;?'J~.,:~:'." ~..~~.~i:~,~;'i:?i<l~~xip~,.t:~o~'Q.~ll~d,e·'~GU~~~'~~ia;~f~ !geeft i,edêm, ~als
';'.'~.'i::;<~ ..j ::",;,> l~;tlQ·t~·e~,v_ah..a~d,:1;l1~ .~·~en;·a:3..:~h :de. pa:rajne·tè.ts A.•B.C en.·D~~~.. ~.. - .~"".,,;.._ .:.- <~." . " . .Nemen:.wè, Ut -de Ï:èéursie~latie. (2}) .mi :achterèènvolgèil~

-: ';..•. )1 • ..... '.. ..... • • . • . •

.,' ,·,"·n.=O. n=1, ·n::.2, .et. a • j.n .<;ie. ,wetenschap dat Lede ee :coëfficiënt a
, • ,; .' • >I- • t '...' •••••.• ~. ~ • JO). ~ ~

... ' .' :"". :. met een :t;le-ga~ieve. su.fi'ix:. g~.liJk -Ls aan nul, dan ontstaàt ,een stel-::.:':.....:»' ::: ,'$~i';~rui~' ~-1g1n~met (n+4_?-.no~beke~den '.coëfficIënten an,' zoda t
: ':.' r'~ d.-e co~i..:iclënten aÄ:" a5• a6' e cc , achtè~_envolgens expliciet' op
-, <.- . .' .: te. I.0;3se.n. zij·~· al~ li'll~aire: fu_nctie.s 'van .ao' a1, a2 en a3• '

. Yl0t'?-en.;de 'a:l:çius ve.~k~§ell 'ooëffi-ciënten a4 t/m an nu 'ge sub s trî-,
. ·'1;üeèrd.· in de ·o.plossing. ·:vgi., .:' (22) dan 'krijgen we:, -Ó;

'\.,. 'L-_' •

, ...., -; .'~·:Y.')·=~0.·fo·Çy)+'a:1··f1Ç!)~a2·.f2(Y) + ·a.;.f3(y) i
'" .,.....

- ,. "

'. '

,' ..." ....>". "
t .., • ;:." ~~ :'.~ .. ..: -, ~ '..! • t f • • . ~ •

~..~. ". dat .aan ae~z.é·,dli.fe.rentiaalvgl ~-vûl~ain. kan' worden
• '. .,.... '. • .,' t .:. : ...;.. < .. ,:. • <\ ' • • • _ • • • ' •

." . :·9plos·sln.e·::..ran het type-: ':. <. . "

, ' ..'.:.. _ ~~a~T" 81Y' +' ~2.y2 +' · .• :+.anyn-+ ...i..: ...... ' -
DO .

~;Çl -jl.
_ n .." n ' (22)

':'•. " .hi~rin ·ziJD.!:~o •. a1,. -a2: en a3 tt~Jill~keuI'i ge". con$ta~ten, en fo (y),
< ,> -.: .f1.(y),',f2.(~). en f3(Y) yi~r îuncties'~', elk voLLedá.g bepaald, én, uä b-

gedrukt in .een re:eks··· opklinliJend.e machten van y. ..'
De' coä~i'icfê~ten a~~' a1', 'a2 ~n', a"" z·:j.jn te beschouwen al,s de in-

... '" J. ..,
, ·te€p;.>átiecou·stanten, welke ontstaan bij de integratie van de vier-
.' "áe orde E;eWQ~e d.iff~rentiaalvgl. C17c).

T~neinde ~het ol_1derha-"Jig~ probleem enigszins hanteeruaar te

"' .Ó:

_m~ken.t ~'z\il1en \.Venu de 'vol,: ende aannamen doen:
... ') ,'. - .

_ ...; we .zua,len onê.erste,l.len dat de parameters A,B, G en D kleine
grpothêd.en zijn met' .d:Q_géveer de.zelfde orde van grootte;.

J '_ • _

.:...g~~ièl). de gedaante V~"1 d.e pa reznet.e r-s A,B,C en D is het aap.Jlene-
lijk ~pórloPig te 'stelle:a dat i2 eveneens d.ezelfde orde van groot·



....+, .' • ~

:he _hee'ft (ddJ:J~~v~e.i~er t·.b~v•.de eenyoud .van een eerste bena .....
, derihg'~" dan' omdat dit absoluiJ.f vra.a; is); .;

" . ._" . . ~
~ 'is. !X.' klein, dan .zijn .A.B~ C (en' TI) van dezeli'de orde, van.

'; '.'" óTootte'-; tè. weten 'de orde Rb" ofteYle~ omdat Ro~jttR, de 9~d~
.~ '_. ' '~R'- ~~q. de ..orde .~l '. .

, .- ... '~..~. voo'z éeIl 'eérs:te .ben~derip.6 '.Ct.b;v. een 1;>eperking van het. aan- ..~ '. .. ,,~ ~~. .. .... ' .
...: ;". t,_ •• ;: ':. " .. .. .t~l·J.nee 'te - nemen ~e'r;nep;) Saän ·we e~ van uit dat s.le ehtis .t(_er~eh .
'?:' ...' <! ....;~..>... ·tö.t~eI_l.·"I\let- a.-é.À.d.érd,.e "ordé van 'i;rö~'ttJe. (hierbóven g~noenid)' vro.rde.n'

i-;.}~nJ~<\',~~>·,·~~.~g~~Q~~i<~n~~e·be~~~ni:~~: ... ,": ~" .' < '" ..',".:".'.' .~::".''_:. },: .
j':' t,t;s;"_ t:':, ~':·:;'._;'_~ett..en· .Jlnde';e ~be-:teke.n:t nu '·datr· grt:wt1ie9;e'n -m~t, à,ê: ged~àp1!e ,:,: '. " ",
"·i~',"';'i·;',\;.:··'·",c,.· •. :,. 'Af.?·",;'l:n" ".; 2.: -Ó, Ó: ,2 '.:' '3 ',~'.' ,\." ;3-"':' _'? . -'2 'g '2, .. ;,
':~:':\'J:;..~,:'.,.:~;ad·:p;;.:J,tB~·:..~'4-DD~ ~': ei'-' AIC;P.'.AJ3. 1 AéIr. ~c - .f·: i}rr,,: * B<?, .1~ .·BC... ,.~ t

»> L ''"2) .r- ,? 2 . :?~~ , ....,';,2 2' 2 i! 1" . 2 ','2 2' ,"<:'t ." q_' '.3 ";,~',~'".~,:.:,:S:;,' ~~,: :;A.J~l)'.-'k ~~...',>1\'TJB y", ,:Á. Cp. '1~ ··;ö: i,,'! c' ....A, t"'~ :p, ~.~Á~É.,.A#~C; <~ ED.'
:~}.:~~i,~,;-;~<~<...:A.~a~~.~J6~,-j{3ÇD/. i)e7. ;',,3,r)',;:), '·t..,Á4~~.ItA~Ç·~~A;~è.8't~A~I1,~..'!~'?:.··~i:5:B~ ';. -
;}</' 't,:.',--:>; ; ;A~(!/ :)/3D· ,,)}i,,\,~1,;ti-Q 'Áï-. BCD <Bè:.i . BD~';,:"·;B2e~:·'Ï32J)' ~B3c' ....CD~"t'Ct::D' ,
, re: P",,,,,,, '_ ..••".J. . "., ~ ,_.. ,Jj -: ,. , .,' :"..'" ...",. t. 'po ,:~;,.~/,:~~,:>,...."... 'è4~<.iJ_',.._-<:>. ...."':.~.,1 -.' ~/:,: ", - ~'. ,~'; • ":.: •••••• _.::-: i' J"'<"
:~~:;.'/',\ :',\:". er; ;aIJ.-à ';Y'~~~r:-de, S~ö~t.h~den r( ·van_'hoge'~>oide)'.g~.l~j~ zïjh::aan~,
::~:>,:;,:~:';~;'!~...;.;'"''·~Ql.~" .~<:.<.. ' . ~.'<... : :.. .. ,~ r : •• ," ..... :~'.::. ~~ .!.::.:',. ::_,::v , ~! •.:.;.i~/ ~,::,''-,'';j.': ~ ,
" ~ '~' ....., :':.:.,'"1,1:b~~~.het ;lfqyens'ta~de·. z~~n d:e~'-coe·f:rici.ëD;te,n-:a: ~.·'nu:_Ul.t Ji~'. -, ,... , . ' . - - . " . • '. '. .n ....
:'.~;..~:"":.':,;>,:.·~,c~).e:relati~' CZ)), op:··ó.e 'a~beg~ven wi,jz~t te ,herêk~n~n;. I

~~::"<'!",'-r:\: :~"~~z;ê,··,·éçëf·i'i-.«;Lë_i)tèri,,'11,üd:el1.áehtere~~vclgenSl . .., ,.-:';',',' .~~,,;:~'~~~4~:~~'~:".'a'5~i~"~ia1~' .
, , '

. " . ., ·2·:, 2' , . 1: ," _ .' .
, .. ,'" a6 ;::·t'.'(A +C·",:~)a2. + 'b!( C.+2D)ao;·' . . ,

:~';.:.:. '\'.>'_., :'a7 = ·;2;1(A~+~~2)3+C)~3 + '~1(AC+J.2D)~1' .. ' '.' ~
. :.', , >" .' 2 fCAJ' 2 A-,'" (2'· 4' ...,) AB 3" J . 1 . C' 2 ,')".2 ) .
'... :' .:. '. ,:_ a8 ..:"'S1r ~ .~V-+ • +4.•» ,~. D a2+:'S1 A ~+e;.AD+~---t4.3BC a'a t
" . . \ a9~' J~f{!3+2AC+(3.~+5.4)ÀB+5·~4Dla3~(A2C+3e~D~2+5·.4J3c}a1·i:'

..a10~ ~tHJ 3A2C.:+C:? .1+4-~3+6~'5)A2:8+( 4.3+6 ...5)AD+C2+(2 •1+6.•5)BC+6'.5 .2.
" " • '" . , . " . " _.'... .. .. '., ..' .B2Ja

2
+

.' ·+·'>,1·~d2,~.c2'~·é4~3+6.5)~C+(2.'l+6.5).cD~ .•5'.2BD}c?e ;' .: \

ai1 ~11[3A.2c+C3~2+5~LJ-~7•.6)1\ 2B~( 5.,4+.7 ..6 )AD~·2.f.(J .2+7 .6)Bè+? ~6.3 .2B2}
:' '. .' . . . c.. a3+

. + f-n {2AC2+( 5 .4+7 .6 )AnC+( 3.2+7.6 )CD+7.6 .3.2BD J a1 ;:-, .

a1;~;2![3.1\02 +( 2 .2+~·.5~ .J+8.7 .2)ABC+( 0.5.2.+-8.7.2.+8.; .4.3 .)AB2~
'.' +(4.J+&.,,7)CD+(b.7.~.3.+3.7.2.1e)BDJa2+· ".~"; .

• 1 fa3 ('4' ~') -8 7)' -c2 " '? l .3 'B2~1 "",'"'4Ffl ~' »yT' .• .B. +!,) ... te,. ,"- ·ao~ . ~, . .

a13~~j1f3AC2+( 2 ..2.3+5.4+7.6+9.8.2. )ABC+(7.6.3 .2+9.8.3.2+9 .8.5.4 )AB~
, -' ,t.(;-...4+9.Ü)CDt(9..85.4+9.S,§.2.)BDja",+ .'.

. . ) -.'. ....4 . . . : " '"
A,BC,

." ~}

, ",,'. 0;:
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.\.~.:,; .'.: ;.:'."<:,, . '1' <' _':~'~3 ;' .. '. ~. " ~: ·',,;':'2' ' .'~ . ': .. ';<" .: ._.. -...:<....~ ·,·:~~:;."(_',..'.+~.!{C+(5.~+9,,8)Bq +9·.8;.5~4.BC:9la'l;'· i. " .: .• ._ :.'. ,<.~, .~-~;[c~~{;.t.1'.5~lD.9)B<J2 ..(b~;'.~.H?9 .2.+1D.9.6.~.)B2i+':, ' , ,
,:--:'~.~'..":<, ',.,,:,':,"'~:.;.'"',.': . e •. :: ~. ". " '.: . '. , ••••• +10.96 .•5.2,,13 J?2.~ ,-'• .' • '.' •... .r- • .' .' .t..,.. _.. .'.,

':~_",'},~.>_.:.:~:a~';~~~~j C)+C,3 *:2+7 .6+11'~:1à)BC2+( 7 _,$..•3.2 ~~11,.10. 7~6 .-)B
2
·O+,·..

· • ::/.'" :~,' .: .. ' ,.- .:J r '.' • ' . '.. .' ".+~f•.f1?'~7.6 -,3 '•.2 ,~~} 9.:J" ..

;'.'::,~;: ::,< ; ~1~=O"·a1'7~.·;tC. :, " " ..': " " ' , ,': ,
""J',~ .•• -. "':"'~: . Gezien.· de aaf'9.. van',de' p8.:Çàmèters B -en G geldt,. b~j' boveng~
, .~. d~-J ••.• " _10." " •• ~ ." •• _~ • . ~ ,."'4 -...' "'.. ,"

:.::,".i·,:."'~:.;i. :-:> :noem:ie '."Qe:nci,deri.ng, ,~~ _ir.t .termén van d.è.~·d.~r,de orde' ge.stel~'J,llag.· ,

i'~)}?;~0:t:,':~i~~ê~ ~,47~;l ~l' ~r~çi hi';~an; ~ VU~!:',~~, .j~~,Ch~Yén;OI<lé~! ',','
·.,~";':.:,:-<~,_;.~~:~~<f2~':.~, {}.OA~C·:t?62AB:7"·j.2C~+6?2.13PJ~2:+' mn {.ç~'~(L.l:;)+8,~.7)Bg t:<:: ~,:"':.-:.>
"._ :";,,:"',' ".: .. ', "";., " .... : "".' .... '\', . ~:,(" " +8- 14~·3·~13'02Ja····... : ,'X

:'~;':,?~~:;:'~",;jJ!ïf,~;~jJ'!;4~"O~:,;': >';,', " "."', >::,' " ; '::.::: ;~,;:;, :::~,':;,?f ',': ;:? ".:
,,: : •.. ~ c' '::.' ·,:;>,'·.Sub.;s)j~·.tut~~~yàn.,~a4t!~~a15.:in 'de,_y~rL~."p6i!.~fi('!!":- "3t~~~.~: i.Tgi,~ (2~J.'- .
-: •...':-.' ':i'·'. '.'. l~vert ~ae.nna' rá1a.gschikiking 'van ~d.ê··termen op:',' ': ~";-'~.»; . " ,; 1 ".: ~ .
• ' ',_ • t.., -: '...: .. ': . -'_ ,.' ".. <1 • '~ ••• , j I' ' •• ~. .... . ~ ; -I' • ,'~. ' 1 ~. . ' .. \' '.,. .v ~ .>~' .'~: 1;:" ,~".. ... _ •

'\ <,~<:.'~~..:'".':.' ,; .~,:ry ,>;j~>,'~'I1?~=.~~i~~:y):,-: ~1f'1:('~~: :azt~<'Y?·~t,è'~-3~3Cr)~~;.<.;'," ,.~/~:. '
I :' ;;~:.i:;':::";" " ;'\t>H:~~b74~~ ç~C+~~}/,,~~ CAZ.~~~?;là1io)~ ~:,' :'::,';);"i: ::', '
.'.:'./,c~d,., ,:,_.i', •... ,.;:~, . r(2 \':C2+q.'2Àl3G 32CD+60 n)jt1.0 ,~.~ ", .'( ., .~ ,. ",. '" ,'. -

::Ji~;;~'~;\,"k" <,' : :'~i(d~~~B~2 :$~B~<i)Y~r:.:'~,,':.~;:."~.::.' ':',i'" :," : ,.y::-:;::'•", "
",.:' . , ·,~~~l~~§t(l~~ ~'(AC~D) y7+ ~ (~2o;;M+ç2 ~2011e)~~' ::' ~; "

::'.' ,.' ~. ~1f(2AC2+6?i;SC:4>Bc'D+23~D)Y 1.1+. ~3t.{C3·+92Éc2fl~~0-~lB~C-)y~3} + '
~~a2J./+ ~Ày4~ ~,(A2+C+2B)y6: ~ fu{A~+2A9+·14ÁB+12'D)y8+.,. ',' ',' .

. + ~Ö.!(3À2Crt44i2B+42fo.D+C-2+32BC~.o.132)y1Ü+, ,'.'

«Ó. .~ .: ,+ '~2'!(~Gf+"'58.A:BC~844.AB~+6BCD+784.BD};y12~

r .: .; . .' .~ .• : '.> • ~ ;tH(c3~1a~Bc2~2940B2é+54Ö?B3)y 4~}+ ", _.
.,' ",' ..::~.'~>;' '."t~)~j.~3 :+., ·~§TÄY.~:+ :,3?:T~(Á2.f-6É+c)y7: .+_39f(A3"+.~AC,t26~+20D):y9.+, .'

". '. :;':'~."..~.i~r()À2:C+'::èA 2·B-t-62AD+C2 +4,8BC+2 5~B2)y1.1:.. ~'. "

-,=, ,:·'~~t5j~i~02+,~18~C+21.24AJi~.~92C~+18?2.BD)y13 ', .i..s !'

•• ,': • _.. 0" ~ 15I< c3+158Eé~+5522:é~,c~?77.?OB3)y15l;., ' _ , .~. ~', " . (,24)
-,,hie'rin i's .d.é· coëffi~iëtlt"'van y1'4"in, f')( y)': . '. "

.' -, '.. . .'.. : .'. . .. ...). ". :.

'C3+12.2né2~2.949132C~5L~OqB?~O.,' '.. _..,'.
• =>, • ~ .'~ :-'. 1- ; __ -, ,_: •. .,." . ", • -: ,,~ •• ,.' . . " .' •

'.' . "....,. ' .. Zoa.l~ b'lij~tt ~~t' rle .hj.erboven gE;deel.tolijl,-.: . uiteS?'pch~v'en funéti.es
:.'".>, .' .~., -.f{y)',·.mäg· de. "1ie._~teTm.'Y::lll eik van dez~".:functiés voorgest~lcl\ilO;':'
· <.." ..../:. .jo ". ~~ #, _ ,~. ( • .' •• ". .. '~' •• _,' '\,. ,. • :1 ... ; . - . ,Jo, ."." •

...~~.... .

~. ..

-..

den. alS! . ,:' .'
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" " , .:. F (,' B C~ 'r \':\) ,.. , .' ., ·:.e, ': ': _ . n 1\., .~ f l):,.J.;I.' : . .:..Jl ~
. . .... .', .. n. ~ t€!'Ir)..~ . . . n! .. , J' •

•,',': .' . e ","
: . :.' .' en de, (n+1) ..,- t;e'rm als::,· ',' ::' : .

',' ". ~. '. : "'::, '.,'. " e~' . , . ]'n+1'(~f13,·~.i)t~) ~.+1: ' .
, " , . -;." ': '.' ~,.; (n+,1.~ ..term Cn+1)!'" Y: " ' , , .. "', ..,,:' ';

, < .;~~' :;: '';-'··waa,.r.~;F lA, È.é J.D,n) .de' réia tfè voo·rstelt·' tÜ$sèn' ·A·;BtC.:P-~en n." ' n . . . .' .
'-in d::é D:e~ternlt' én]i 1(A,B.,'C,D,-n) de relatie tussen,'A,B,C ..J) én.. " n+ .
. n 'iti 'de' Cn+1)e_'ternl; de"functie". F i$ niet recht$trèeks unifQ:ç'IIl
~uit te drukken al~ ïunctie van 'n , en de parameters A;B.C, en D.

" " Op groPd van de" iecursierelatie (22) mag aangenomen 'WÖ~-Ehl dat
1 ~:'-'.' :,' ~': ..' .: 'zçvièl in F~ al~ in- Fn+1' n. ,:tot dezelfde macht voorkomt t .·in a.e.-
, ~,ze'l-fde g_edaante. Toepàssing van' h;et ,converge;ntiekeDJ1le~k van

- . r' . '. . -, '. ". '.

..:',' . ~ ,di Ale:mbert geéf't: ~ '..

". > > ; U~~1 ~~~1(A:il~~:D.~~yn+'1i, . ~ ',).t , .~: >,

:: '~~,,*7 ."; .' (n+~.)J .. \,' , ':' ~.:'PntA'~:~fC"Din?, ~r:;: ",

:' ,"'- .: -Ó, ,', Fn+1(At,B.~C.,D)n)'· ':( ".' ' •.,.' _
", ,.,;,:~.",:,<,,~ 'l{'({'IrC'D j" '*Ja-t"ii,· ~..' ",,': ,'.

,. -' .... ,.' . . '. 11. '. , .. ,'.

~i. ,',tiIi~~ . :;,;,' ~+_,~'Ai~:(C::Dtn). ,".~(: ." Ge'A B';,o: D: > " . ". ',',
~ • . >" Áf(,IJIff 't ~.. , .. . . . . y - f '~ ., l~rV <1 · . , .,.

Q,-:oO '\2" ,.', - 11~. )'t-4Ä.n~ Ö.-û,n) '. ~+1 '"':'I_ d:> +:. .:«. 1 ' ., ...... •..," n, . n··, ,. ,'. '. . , ."
:,.:-'~~:,?:,": 1 ;<~:.' ..,;';":,'? '.:,.:::',:~ >~:,::'::'~'"_."'_.~ ''':''.,<,''',' " '., .,' ': , ',', '. ":.' ~,~,~f.,:',,,'
~:;.'~.~,, ,,:::!:: .:_..',~~s~",~e:~'~~l):ie~ :~ó:(';y}a; '~1(;y)~''~2Çy') '~n:'f'?( &'J';. zi:jn ëonv~.rge~~,,-.
~f' 1~:kJ~i·:,·;~~~~;é~';V~(>~?:::à~:~::~y(ita;~éitvah'·"t; .]!lo.e~··~kleine~A,,:S:Ç.,a'u D-.:z:Lj~ 'd~$~;~~ ,
t; ..~.r!tT,,', ,.~!s)iB-ll\è;+:~b~-v:e,J;ge~it/~'~~~o'lf ~_ok,::.:hp,e:.)t~ine:r;,~ ~n',:.a,.2lijil~.:~ês':': ,.:'"
"_~-+:;'/':':_.:;:- .";";4'-·~,~·,t\. ~",'.tI'-~,' ",_. "'.1;,_-: ..!_.~,', ;' •••• ,:. ~:,~, •• ,.~ :'~'~ '.':_ ..• : .". .,..- .. ~ .,.~~t ..... :..:-.. ~--r. . .,1, ...... ( .': "

; <~::.,C.," ,'z,:" ,::~t~.:~.nelle,:Q' :\;r::erloo-pt:,a.e:~:,con,yergéllt:J..,~:' ..' " ~.;. ::~', .
'~.~ ,+,;"/<~, ... \:\- •..•> ...: -. ,~. ·'::~ .. ::· .•?:~.-_:·~t,·.. '".....~.1. ~.. " • •••• ',:~4 ,'. ': .:.:",: :"\: . • r- '., " -, "'"(' -v., .•

-; .. -'\-' .' .' _". ~ .".;;... :.. s
..':.. I I," . » Ó,' !

'., ""'-'<"'. ,I ;'....1.' .... :.,_
,: _'.?~me'~~~i1:g;,.. •. ;,'/: .'. ~.... ":.,'., 1;",;,'.~~· .. :,::;·.:'. :'~ .: =:

" .r.' ri,', ' : êll:i.,ch ..t':~8..:he:t ..mogèlijk, o.~ :V~" ~~ ~.fu..YJ.ctles. f't(~'}.'· '~ve~ke
.. ':" ,:,"':'-te :b'~~c:b-óuwéti~ijn'a-is.:nlaehtreeksen i;n' y~~.'a:e:_aigé~ne.: 't~rin ,te
,.. ' " . ::b'~'paienfdit ·~i~·,ri,i:~t,,;·ged~?-n~·,om.dat' 'fn,dé' hier toègep·a~t~'.' beria-

.: :<·t -,:~" ,,:d~,:t:Li1i,'si~Chts"ë~n' b~pk'i-kt.',çi~lntal 'teriaèn "van' 'd~~f:unêti,es f';''Cy)
, ., .....'.. '''·::!·}le.~t;~::;'b.e.~.C.h,~~~~~":\,:.- ~ ':-:':0: .: , ,:',' - , "".' .. ..' '." ." ., <

.': <",;. '.-- ••••. , .• l)u's ;,p.l1:··Ts·de oplos;sin,g :~y) -;b~~ó~n;d'a+s. ,~Q.:j::gt: ,. > . -c "

: ' : ",., ;~y); ,,(> .fo(Y) ;a~.fjC:r) +. ~ '~2rY)" * ~3.i3:(;){;'. .
.a' ·t· '~~l' :..a2'··:'en a.'.3'·zijl1' te ·b~s:chouwen. als' d~. (w.ii1:ek.eurige) in:pe..:.,·0, ' ../ ..

eratie"consta:,G:t.en welke or.d:;staa.-ri ui,t de integratie. van dè 'tie,roe :
.o~~'gew~n~ difierentiaàlv~l,~ (17c);,
·fo(y). "f1(;Y~)~,'Î'2(y)"~n :f3(Y)' z.ijn',vier volledlg_- 'bepaalde '~uilctiest
"e,+k ui tgédI:llk:i7 in een r-eeks van ópk l.Lnunende machtien van Y' .. en
. elk conve rge nt. v:oor alle waazxien -van -yt ,~en.zij R~oo, d , vs; z. \(-0;
"4e c,o,ëf:ficiënteu van de machten van J in deze i:'unctie,s zi,jn uit-
gedrukt.··ip .de .pal:'am.et'ers A,B,C en .iJ;

'- _.'
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Dif[.·Y)x: aO'f~ cy3+ ~ (AC+2?)y5 '~ fI (A~~+2AD+92:}2BC);~' '.' .~.

... '> +. ~(2Aè2_+4-2A13~+32CD+60BD)y9 + , .

. . + ~1'!(C3+6813C2'+672B2c)y~'11+,: " . .

.:.~"~.·f,:i'á '[1 + ;1'Cy4 + h(AC'+6D)y6~ 1 (A2·c.+6AD+C~~20BC)y8~ ".' ~ .
. '..' 1 ,,' 41. o. -, , 'ST , . " .' . ,
~~ ': ; •••.•'."-- '.~J '. :+:' i:m(2~+62A1?C+4.8CD+252B~)y1~-t: 4m (C3+92.BC~-+:144?.B~é)y121 +

':= ,'::~::; ~:::~,~,·,"::.:~ .. ~.r ~2'l'~_;r+',fu..~y3~·~;~A 2~+2,B)ft ~(A~'~~~eJ~?4.~+12D)~7_~~<~'. ": ".l -Ó, ",

.~,;:": ;~;'"~"';'.,"" :,;.;2'(. :"?':., 2-t;,., ,.~.;" " a <-<ij «-:« <':.: ','f' '1" .•

,~c,/<: , "'/f.. ~:, :,>,; ...... '~ '. ,T ~ ,k~$I.5' ~~ ;.p"*124~":' ." 32pP:+-6Q~,~)iY~:+.,) .'i".' , ,".:-.: .,,;~ ;"""" ,'" .

i(;!;.·;,::.'~5·~;;ff:\:..t;:·\:t ::ájtv$ç~~?~~,~B~$~1Jj7~~~)~:zl!:~:?:":\:i:.t'}<.;;: " ,:'.':
':0, .".':.-,,'.'-'< '>,; ~\;;" -.,'." .-'''\::~·1,(.~'·',+1_~~~~.i;.29~O~.q~~?P~ ).~:~)t -:,:"':'>< ': -, ': . " :,_.~,~... ~'. ,-,,',,.,,
~,.',,;,""'."'" ,". ":"'{" 2'!""~',,4 '3.2· -2'" . , '6'· S·...2, )'<",., •..),,1, ".:. '.' 't a:'';'' ," .. ~
;: :i'<'/'>;:::,,: '~"';":'<~?J~,3~,I :"4:r':~Y:t;~(A :+6B+C~?.: ..:--+~:-:ar~A:' ~~~?+1f?~:~2q:D)~,~..~."';:;_..«
::,~;~..(:..~':l.,.:-~\'/:";/'.,~';:':.<.: ··-~:'.~61.(~~2Ct?~2E~2AP·{. ~~t·~52~?)~:'.~~E·,:'.~~':·,~,,'~.)i;:~;,~,.'~"',,: ~..,;
.' _'. ',' .. ' ',,':;.'t~fr\'3AC~~2~'8A~c'~21,?4~B2.+9fCD.+f'87'2ÊD)i.:~::;;."~;'~.,J:',;.:<.~.~.:.:,.,.:

'\ .. ,::':T.,~,.:.,;;"': . ., ::'-': ;'. '," ,..';' ia1(c3t1·58~.c2;~532.B2c+2?726}i3}y14f./::.~·:~'":'>"; '.' ",,:''':,,:'. ;":(24 I

t.' ~,::,/'~,:h~<l~' iS": <" '.. ' ::, '". . . :.":.... . ~.. '" ': .:. : .• ~;. '< ;';,' . '......
",:~~,~'-. ',>" ,.,:',,-:: .. ':,c.,', :::, ~,/ 'e?=~'1~2$62~29L~o'B2h~5~oO~=Q,'". < ~'. ~ ,: ';':" .' .", .. " .. ~: , .-
.', .... :: \.....,. " , ~ (1-' ... r' -, ' . .'~'''' , '~'. t " '.':'

: " ..\. Àan: de na:nd van de vgln. -(2/-\.} en 'Ç24) ,is .nu (lP eeJwbtldige" I

~' . '.... . wijz;e in te zi.en '~dat: . -."."_'
., .', '. ':.-"~(O)=aol ])</Jf.0)=a1; ,:o2çb(·ó):;:?1.a2; D3~CO)=3..2.•,1•. ait

, . ~_sû)sti'tutie' waarvan -in <ie r-andvo orwaarxtan C21a). (2-r' ) en '(21 f)

he:t' is ·n~e.t'.moej.lijl-ç. in' te z i.eri, dat .de :functies. ;ft (Y) line'air
,~.. onaf'!lanJt~l{j}:' van,·eik~:~.zijn. d.~·v.Z. [f6.f1if2'.-.f31 vorme~ een

'f'undamentieeL ~Y5~~em van vier onafbj;).ru::e1ijke oplos~iI'...gen v~.()r

"

- resp. -oplevert:
a =c-1,o .

, .-
~,.'. '.

._ ~,.

(21f - a)

nU' bekend •
. .. , tl.b.v. '{gl. (24 ') kan -voor de randvoÓI'I:;aarde (21b) g'esChre~eri

v.J(~zxle n :
.~. .

"



" ',,' . .' . :,,:,~ f "".' ',: .r : ", ,', t' :.;' :, .. ' 't " ",'.-,'" ,"" .",,~O'~/'1)..a1~t1(1) :,.8.2.1'/1) .. ,a3~'(:t~)·:< > '
.' ',: " ,.' 'en m.~c.v",:vgl. (24.) voor:de ~andvoo!\~~ard~ _b21-~): .: '; ~ '>'_:

""'" ',," Q=ao,;f~\i)+~a1.t1(1) + "2 .ti 1)+ á3.:t/1'); " :' 'é > "
_;:.',::.<,<:~.: .:,~~t·~eze: t\'I!ee' y~l:q.. m~'t 'tw.ee,~'ón-B'eken~ep.~·:_~~'wete,n' ~1":'~P :~3,'" '.'

:', h:""~"""'~.:.'.": (±rom~r,s,;,-~'a:..en a., ~ijn qekend) vplgt nu s ' _,.,'". .- ,<,:' '-. ' ,"
}.,: ,.... ,' ,,:' '_~':;:~,":':'~'.':'_">. _:',.:, ,", . ':<.. 't ·~:"\:'t';·,,:~'.~"'.:: : ,_-"~,.

" . .~ ,~'.f~}.•13'<~:1\S1(1Y.:>r::-ln ':":t' 2(1) • f~,{1h~ € 1r.'J,·~~'t11·, ! . . :. ' .
, a",- 9, ,,' _ . Q ,!, a' ... ./," 7' .:....' ;,.a' .~ .~.~-l' .' __/i!<, .}~ sc. .. • .., <>. ;, • '..,. 1, e ~.,_.~-, , .... ;.; 2--'

., . " f" t. '}.•xr:f' "(..-i)', . f' '( 1) 'e;' f);{:~.? *-:1 ( 1)~1:3
1(1') ...f1"{1'?:~ f",'( ~):,. ...'.

",.' ""'.~., _. : " .1l~J. J I. "'": '1,', ·!.l:,3~'· -::-: . ". ,. -, ' :.> ..

'7·;;':i,'~·:'1..'·:: '~ep;,>.~.:",,':-,".' .: " t':',', .~,,~.';..' ~ ,,._':.• c;'~'~:l~:~?:'-;:·-!J< ,', ' ."

/,> ....',." .: , .,:' ". !,li};;f (4~rl~1:j·(..f <'(1r,: + , :f~è1t.f.:r1}:~'(1f;J: -(1)/' " .. :', K,.: '
"'.:":;:,~~;' >,,;:, , .•• _ ' .... 0,': '1 , ;' O. -"" > ':1,' , ~'a' '+ " ~ , ,:1- '" .,,2.,' ", ~~." ,: c T" ,.,'

I .,; • -",.: • '. " ,. S;3-_", J.. '" I . *' .. Z', ti. " . i ê li4 ~ '*,;) ~, ''''''' •. aZ.. · ,.' " "
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~ • f' ~. •

t,e.r:men ~:tót, en met de z.ó. derd~ orde van grootte (zie p.A-24)
',\.~orden be achcuwd-« na' een ze e r l.litgebreide hoevee Lheä.d nume rdek
r reken~lerk' vq0r de, ,coë:fficiënt- '.t seschréven worden s
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.' ':,,) ~':;, . "( " :~.' ~ , ..4-t.5 !''''C 6 f~~60'O'2 6 !2028~c'+' J1518622c":2+' . •. . ,'. "
. : • :-', ,- .-:': - ~,u. , .... t p..... , 14t- ~ 14J:··':.,, .

.... 4!,4!,1?52A' 2C+ ,12Ei6~8 'Q2 6!.2~9476n2c + .. ' 14... " ~ 1.). :J.iJ -, 7!, 14! ~ .

.'+ 4!~~71;<c2": 5t651~i79BC2':' 4'1416 'B'C'·)}. • ' ' ....'.' " . t , ot ? f:; .' ,1 f . ,a2·, ,
• .' • • • • .'. t" •• • • '. , '0" .

. .-.,".: omdat á'1 gesu_b~t~,~ueerd .za.L worden in vgl. (2'1f_.a) en slecht.s
_ ' t.e'i"'11len tot en met de derde orde 1(3.!l t:;rootte beschouwd worden;

.kunnen-we stellen,dat in de coë:L'f'iciënten van a .en a2 alleen
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."', omda+ a1 bij. substi tut·ie in vgl. (21 I_a). in' deze t;ydaante str-aks

. ·ve.r.:raenigvuldiQd zal worde n met de factor .fRo(1-~j+3cl] " behoeven
al~een de t.ermsn tot en m.et de tweede orde van crootte -beschouwd
'te wordon , zodat we' tenslott,e voor a1 krijgen:
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":::·~~.,:~::'::~··,"::·)'~YJ~a:xa~~v;ldáan wÖ:rd.t:doà.r-Re[2S} ~o~èn)lri[2eJ ~O; 'ii:ieru1t.·yclgt'·
'!:;::";,.!~;'~::"",>:,direct',dat 'ç; ~~lee~ zuiveJ~ reë'ei 'kan' z'ijn,:" indien 'de ~-e~de -
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V~~l. C.?88) is een declebraad::nT.erGelijkt~-en vgl. C28b) een
;viex:degraàd$vgl .. ,in 'dé als onbekende te beschouwen c'; omdat ,de·
gedaante van vg.I, (28a)/e~nvoud.iger is da..n'die van. vgl. (28l?)~.
ligt p.et voor de hand om_eerst de re è Le wortel(s) 1,iit vg l , (28a)
te bepalen, en de ie' verVölge~s te sub~ti tueren t,n.vgl •."C28b)"
tèneinde ,~deverlal_1€;d~relatié tussen á en R te verkrijgen, weLke
de neut ra Le stabi·li.teit weergee t't ,
~BepaLen we dns' dus ~I?rst ·tot vgl. (28U); di-t is een oneven-
_c , q, d.erdeGraadsvgl ~ Ln .~ met reële coëf':1.ïciënton, v/at impli-:
ceert dat' er oi' drie ~ële wortels ti zi jn, of één reële wonte L
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:,,",:~,,'"', .::,~' ,; . .." ':~" '~( +,3)~ . :-0; qft,el'lel è~2.,:.f!,è,~.'T~,ä~i; ,.-'
/', ,.,;.,:~:.. :::":, ,a:i~-':B:~~~, en.. ~ '* 0, VJO~~t de ·del1·ee;rf.L3:<lSvgi~:;·:.(2Sa):, . ,

.:<.<:.':,.; -',~:::'. ~:·~'-C,(~1:5.:4~~'.q:'13114'~ci + 'o',(547)_û 5t(6) .,~" s- : .,. ~ '. ,

' .:» ;'·;,".··;<'>:,;·+·(-6~~,áa2~Qt07~286ÖtX4~ O'05'~1j2~)~O·~"';.' . ':... '", ~' ..
I" '" ;- • _.;;< ,.....' • . •. .' .. .. • . _ '.

<-~.,: . ~ '.:> :w~1:;,,~~~t;~rWaarlózing.· vá'n' ,-te:rÎHen ,di:e ·,l1og~~f:z·ijn 'd9-n' d~ (l.~;t'd~: -

..'.);:; ,~,:>~';.vim}r~ótt~~na: :itdel,;", opie~~Il,; · 'l. ,.. .:: ". ".'.' . •

~''-:......:>..,.' :·Y"1.::!::.2( 1::"<i~~.:1.~.8333,3.~Z·Q:......3.3555553tf) e " ,,_.'

'. ' ~...,,·:'yQJr, ~ci;69_:'~n:~.R·'~·_éigeidt >c~2 ;c..di ~ ~·e,tè~~nt d~t' in": ,de,~wort~l~;~.-
<,: >.-·,}<de ..te:~e'n'R én :!(?- ni~t.:. vo~:rkèment'· of'_tévlél ';gC·:;;:bevát,"de:~>aI.eem:éne.... , .. ',' , . ' . '. '/' '2 2' . )' ,
~.:: ~.':~'~.'....;::.,:t~:tdlt ~.' rtlet ....c~..:kan de 'tel'!Iièn' tX~,.·~R. en,.' :~ft wéi" ~,~:<i(~t~~·ti·"
'\:..::'.:-: . ~:''..' (de mOf3élijke' termeil: 'lfR en c:frl- wó~en ;ni.et( meégÉn:ekend/:Ol1ldat
''_ ',,'.~+~''''~r-.''. l,~ _"":~,,. i , ~"')-'. .... " _ - \ ....~ ~.. ~

:.~... :dez~ dbo!"'d:e' gedan~ tlar):namen "qua gJ;ootte-o:r5de. ni.e.t meé.r goed'

'>.·,·t~~~é9'm~.1:'e~>i~?f.ll.:.~.i1.·~,i.;jn_~~~b.,.~~n ,~~·>..gf~~~t~~·~~e ~~'.~~~~ .
. =: , ". .• ':' ~; .4" de'.·mQge.l;t,j~tt ,.t;e.~ ~3R3 ko:{Ut; niet voç n~'O~?-at:d.e. ho.ogs~e, machb
~{~::: .~:::._: ~:, j: .''Van, 1(: ln vgl.;·' '~8,Çl)':8 is)'. " " ' :-' .~;\ ',. ': "~:.'''''-
;.I,~.:.;,;:.~~: ...C/, .. ~, "_ ..... ,.,. .., ";", ..... " _ ' ';, '....,,!J .-.,.-/~_'·-.·~?~· ';-':, ~.; "" ~ I, .,.~..~. t " " .~.~.: _. '1"

",:';;",".'~,~'.',;,'./~ ,~~j;>té.l ;';~1~zar i,~ het álge,!tle,~~,:.cIus.'d$ gedaianté, h~~ben.:'''i \. ,

'::{::::}7~;.ri:~';·;',:'.; ~q~·~ä(1--;?~~,,833j332~4~.J~j55555~~~Jp~~R+:. 'C4~Ol:if+.~'JI;~,)·"., . '.
..!-;,....~...; .. ':.~: ~... -","; (. .~<!:t.... ", ~, ~,' 'I '_" \ '.. ..';;. . .. •

" ·~lo):'d.t ~éz~. \Y~ardè. \Ta~ ..è1: _~u.-,'ge~ub~:t·i"4ueerQ_' .~pvgi./ <28aj;~ ~,
:.:;" '~:',<';".:be',$c1~oul,~enwe.. alleeij:"de termen tot en' met :-Ci@.: derde order' van

.' I, ',' ' •••

" gF~ót,te ,,-.<:~an zijn~:" na:..eeIl·ui tgebreidè:, hQeveè1héid, nume'rieR rèkèn-
'. .' ~::·v/~rk·.~di v,QO~'laacl.e:h .af te', leiden. waara~:··-~e coeff:ici~~teÄ ~Pt

'., "~.: ' ;. '-,;"_' ",g. ~.ti}~r~rr..~e;ten·v~1(1.9e.n.;. de'~~ lu'~·d:é:Q.: ',' .,.,.,,~. .' - '": .

t,~/::,~~,:t6;~O." " : .. . '., '. .,.
. "::".: :,')". ~ ;;+. O,·034587.4p~Or : .' 6q+O,0000041:::0,' 'i,~, '1 ..

.:',' .+' IOt8p~O,' " ".~·:>·;~i04~54:~~~+·~·10,éq+t- ~:'~ ., -., ; -, ";' .:
- " .~~1

• ~ • ~.... "0{ •

. :.' -. - ..:P ..2?4,28·52p::;G ,

~ . ... .-

.' --:'

• • J .-

",i~aar.ui·b 'v'bIgt:~, , . -'.'_ .

. . . ' . ' p.=P;, 'q=-çr,.OOO'D007 t ' ..r:;;+O• 0977594 ;
',.. " '-;,' .:« '.. h.ê't ,;cèsuJ.,ta.a·t, p=O·.:':wa.s ,te v~.::G·wachte~, omdat ~de'co.ëi·ficiënten 'van
..... ;.".;:~ ,',>' de:;.niachtètl.vá~·.ê·il;V.Gl~· (2Sa) geerl 'term iri::«R beva't benj evenzo
-;,.. ' ..~'.':::i~(hè~'be~'taá~~'\T~· '.,t~.i1~~nin. ClR. r)R2 ,:c1'R3 //~R e; 'tfH te ';e·~';"

. '.: • sf " •• " .-~ . •.•• • '<i.' ',' ... ~ • • • . _. •

,. "i: • + we rpen; ', .
, .'

De, wor-t eL 01 V1o:t'Clt' nu 'dus::

;.. ";ti .

" :.

" ... "' ..... ", e-,

,.

';,
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" . .,.,~ :~;:, .: d1'';'·1;(1~Q.2... '1.,~;m3~2«4'-:'0,ooobüO?d'i' ~ 0;<J0J7594lh2 .:~
, .,', , \ :.(: :,' '':'3,' 3'555553q§), ... ,' ., :~,; .

,.... ". " .' " ", - '., - . et: .'" . ,
:':-.: .:,_:,:~. ·.. .De;1-en..We·-,(C-C1) uit QP. v&4. 'C28C

) dan wordt .hè~t qUQt:(ën·t na
, " 0,'-' <' , een zêer'~-uitgeo;reïde .ho€;'vèelheid .nuner-Lek rekenwerk, Lnd.i.en

. ' alJ,.een ·-.te,~en tot err: met .de derde: orde van groot'te' wo-rden '
be'séhouwd l' .'.' .

'+~~( +0;, ~12~570J.if - O,01r6433J-R2) +
:. '" . , '. . 2"
• ·_;i:.··~-~:?: " ~f-' *9,. (.-0 ,.f>:22·e.56.~cf.R - 'o,on48834Jt-Jà2.) +'. 'ow,.

::_,~~;,_..;~~::,':<~f;?~"'~:(~i~5-~'4ctz+:r ,~·.01157fjj·.;;·rl- ~,1:j7142~tt4 - o,o21'S813QLfR2' +

'~>?:~::~'j;~~:::_.>:>~·.'7;~.:~.Ó54;j3~5cPr,~;L'.,.:,... : ,,'~ , , ,'" >:. . , .~'.: ,-{
";:...~:':\;~~'~:' .•:';: .::~i '" '.~. '_. ~;;~i·.,''','. ,< _.'. : ." '~; .,l .>~.:,",.. .".. ",' .: '..,'., ';_' "" '.. "
'''::;~,.{i;'.::;~:'~"> . ae.~e~':v·;i.~r~~~t~V·'I.l;ri :é.>b~<va,t·.twee wor.tels?', ?:2.\ ep. c3; 'ben;è.inde
,i >;',t~:~7; ,'>:., ..na ,,'t!.e'g~~a~~of .'E1:èze....wortels .C tpegeyöegd-) c-~nti:p16~ c.f' :reêel .z;ijn,
.: \ ; _' "~;. •..'~ .... , I. ~ ','.1. :. ".' "'.. .: '. • . '. '.' '._ '$

- ~;;"".: <', ,be~~letJ.' we .Q.4}: d.isc::t;:'i-minarit: ", . . ' i" >. ,
t···'Z'·~' \""'~."" ,:-.. ,. . .,.,..... ~, ',;'':;, -'I' '.~. ~ ," • ~."" •• ~ , 2" ''Äf "',"'. t' v

'~'i>:(y{" :_':' .. ~.:f (.:.6 ':(J22é5.68-~:rf.; '6 ',OO~88Y~Ç(4R2')' .:..+' =:: ':~: ", . ;..';', -,
/',~:\.:;.<,"'.,:," ,~:.J' ;;. -~". ' {".', ", •• ,f.:_.., :',:":,', ,.' .. ~ , '~ ..". " .... "
~,~':'.~.~'",'.:;' : ,~(':+9;Ó.1~570~R~- ~,.916?433a:4R2>·.('+3~:5,4~i:Ç'~·91.15?9},~R2,+, .
:"'~.~1'., ' , .. -, J_- • ~ -Ó, ... " ," ~'.-J •• ">;,,_ ..... • I, '. ,'P • " .':/ .•:#.~~~\:~'~~'~.>::>.~".,..t4.~~?~~~~6:~~:--o,;"ó~,'~è~j~i~~2~ ,ö',954~305:~)=,;.~~.:.:...' ". <.' ,~ '.
::~;:~\,?~<..~:,~..·.-=~(--o~1·54~8401l~~·P.X)77~~t16'tX4if')·<6;.· ,- . .-',: _ ~~::._." .:: ,', '
;;-;;.,v(;:"·'.':· ,y. ";:- ,'. ".,' ,I' ,"Co,' ',~ •• ,:'.' .:~:' ''.:',.: " " i .;.". ' .... ," " ' .• , .' ,;

;",~~:>:,:;Ç.:A"":.!::Q~s.>±e"V/ti~n~'3:f;,·~2..:ê~n.'~)"i~jll~·.,~?nip:té~ (l.ri'1:éi~~! 1,$ 'a~··,4!réö.t 'in·'?t<:~:~~~<>,:'r -. I., j:'é" :~{en'~'~àt,ê'i~'êlj:o:~~,:te ··6ol11pie:z.çe'worteis .':zijn, .n:l·. vcdr- het'
:~;i,:,:~~:~!;,~,~i:.~~":·:,,~g~:rái;d>~,t;.·;R=èf" a#J ,~<én, Ri;b. ~;cO etc.)~. .~. ,;'
,._" ,<. .; ':~.':'~> DuS::' Re {?S} =q',< p:tt'èwèi vgl. (28a) he e f't ~êu reê Le wo r-ce L, en \TIel:
... I 1 ' .. ~ • •. ~.' "M , . . ..... '. .'

"TY/':;:<~··.:: 'ç':::+2'('i'::,c1 ..,_.,1.-833333.2Cl~~..O,0000007;i2 +'O.007r/;;94ClR2+: " "

'~".~:',> ~ " ~:-,...',~".', ~:,..~, '3:-' 3'555'55'3tf) .;," . ->. .• "
-:.... t -.:_.:"',' ","' .. " ' '. "',.: .... ' -. , .. . .•

• :',: /.' \,. ", <- , H~~:'-~,is:Il.iét rao'eiTiJk in te zien dat uit de vgLn •. ("'10)' en
r ''>'':. ' '" ;' .'~',':(:11') di~~:é~t',9-fgeleid kan' worden r. .' -,..
".: ,.:, ::'.~ '..,.'" .: '. ,:. ~" " . : ·2 f i~R 1f~: :'.. '):- i~.:

.. : :",'",' . , .~ .i-': .~;:-. h:s: ~gsin 8 'J .en ü:~i~'~&'(R~gSin~J ~,'~,
~ .. 10 , _ "

"-'. :"-', ,.' ·r.l.b.v .. ~;ê'lke :rel'at.ies h en "U' uit het' imagina:ire deel van
.; "> ' • -Ó, " • • '. ", b ,.' , "
'.:-:',,' .. ' " ;' ygJ. •.' (28). i ..Q. ·'igl. (28 ), geël i I"...ineerd ·'kunnen worderij Lndi.en

. ~, deze '~limina:tie nu wordt ui te;evoerd, en tevens de gevonden c-
. waazde vo.Lgena v'é'l. (29) - i ;e , de enige, reëls 'Ivortel van het

, ,·re.ële .d"e'el.v~'n·:vf51. (?8)- wo rxrt geSUb~tituee~. in VGl. (28b),
'.> ...

:;:~";.'-.",~.::.'.dan·tevept:dit (een'benaderine_; van) dé
: ., :ï':<', >.- tJt" en.:··R'·met 'Ó's'dä'ante F(ct',R)=O op, welke.

.:,; . ' ,.".~. ';ne:ut:r::al-e...stabiJ_itoi t' wee:éveeft_
',,,,,' .-~: { . _.. •• "," .' " • " .' '...., -, ~ , •~:.~ ,,' 'I

.. .. ,.' '., ~:~.. de ve;l~~<p(a.R)=O bekenó , dan kunne.nü.n een.·a,-R-die.,.grara'de
v: ..... ...... .... .:'/ , , ...en :tiwee·, ;

..

(29)

gezocht~ relati~ tussen.
relat~ de voorwaa rde voor

, .
.....



" .
.......... ;

• -L, • "_". .. ,,", • ....... .... • ~ , • • \ ' ,.. _ • ... • •

;-.0':;., i.. " ~Waà:rden. van ,Df.: ui tge~~t.· wordérr t,egerr {_üe. van- 'Ri .Vlf;lQ:rt>ij 'd.e-
'_'':,~:: :_,:'~,r.' _ê.:hf)1:1i~f~?~~~ltl:_ai·;;par$_mèter{lii~bee·r.~·~·'( ·.de: grei~tb.-è·d~h, t:'e'~.
:! '>;""<~~~.~;-'.:--··..·._·.I( iij!t' f-:Y~i.s:ch·-V0ó;g.e.scli~~venY; .yoor'-'elke' \\taamk -van ~.:;.~:het
.....;... . .: .::~nt~~~l·O-· < b ~ 9Qo _z~l' men in princi'pe' dus aeri. ~,R~k~Q~e "vin-

.'. '. 'd.é~;-m':a.w.· voor ·zè"kere V!aarde van 0 'zal b~ij elia' .eindige '.waar-
?:e ;v~n'_R·een.·z.g. ~ritiek' (dime'il-sieloos) golfget.al a=~be-
. staan, 'bij ove rs chrd jden waarvan de stroming Lnet ábLeL'v 6rdt.
Uit' de...Vgln. C28b), en (29) kan "direct de concillsie getrolcken

~'vlOrden a;t all~ _'v'~o'rnoemd~ a,R-kro[o:men dG9r' het' punt '.«=0 •
. R=O' :€?aan~ . ,', .

.... ~ove.~~noemd.~ -eLî.mi.na.t Le "van \i" ~ en h' ~n.çte': CÎflàrO:Pr.ó~
, 'gende $UQst.i:tJit~e v~n C, in vgl:' (2f:3.P). ter v~rkri~gihg. va:n .de'
·;",f'un:èt:L'e' ·F(Gi'.R)~O, is, ni e.t' \1,i tgevoe'rg:, ·~t. als. red~n~.·e:~rzijds·
· . ..: ,",. \~ -:.' ." ',- : '\ ~,~'... . '..., . ,~;-' \ ' .' ',' .,", '.. '1:' .
,de',ve;i'vQchte i5eco~pJ..;ceerdh~id:-y-an.çie bewerking J'Ül het ~.suJtaat,

" t ,'. • ~ ", . • '. • ~ '-ol _Io' J .. ,,- ....

. .' and~rzidd,s hét stE?I;'ker vermoeden' dat het verkreg~ri· ..res\ilt~at ' .
;< , • " " _. • -4 .} ~.' ,. ':) ,

·$t«.R):::;èf allef3n' mà:éÜ: geldi'g zàl· ,Zijn ITO-Ol' fuleiI!-~::wa:arden Van.
r, ,.~.>: I. ~" '; .-:,2t: ~-n'$.;. èif:··a&~ha:tvd_'~x~~tisX}h.~van' -wel.'nig':nut i;$i3;:j:mé~:S··~..~w~·zijn

-1- ~.~'.... ,'''' 1- , ..-ÓÓ», ~ \". ~ ':"!' .r, ;" .... s-: l ,of,," ~, , ... I,' • '<Ó, 1-..._, ; ~ "~~ " :r lP' 'L.. , •

(:;_:;~.~~>,'J<:.: ûitt>·e~aah.'V-an ,ue.,iarmamen: diit::~'i··kîéin'·i.~(:;en·:ài;t~en,tém.e~· t·qt·· ..
::~.:;}.:~",~.. >,~':", ,'. fèh·~;e.t-··d~_'id~~e,'·.~;~e:van- g,~ótt;.'·,(i.e i ~e ó.~e:~~iq:të)'''b~~e~:U;d' .'
, ~'. ~. ': ~ !- .: ." .' *, -r -, "" - , .\. -; • ,I '. ,- , . ~ .~'f,... . ~,.. . _.. ~ .. ~ ,
.;<~;;;\':'::~';:,:,",'w,onr~ii:'Q,iie/p~'~~'rr" d'«~~~;~·"q~.'kle'41$·t~:,:qle~~,'~~A§men- ,t:~~fJn'.::?Jij·n
'''::;~!:~»Ó. ~' ~",."'''':':;.~ ;.~~: ·-')·:U t 2" " z , : 'i~ ;t) ',: .: '-, , ~.',~ .. : ~ I'" .Óv ...,.... :. .. • J ,_, •• :'. "~":-'.. • .' ~ ...... ~ .--/ .... ;:< .... -: .',;:.,,". "~:.'-:.:~~:"., •

.';>';):;"'~.".,"\; ,.~:·t',ti ~ ,.'.'é.n ~,' ,op :grotiil"wa.:arv-.an .het r i~.v < :m\.'·"~e'befil'ä-aht.e ·~tmUW_,lÖio. .'. ' ..",.~,.1:~::....l.:"':~'·',J.;' .•~'" _".::~. ': -, )1 _',:,' "',' ... ' ~ ,_ ,' .. r : J- .,' -Ó: .: ... _ • \. -Ó,»Ó. ~. ,(' :,... .\!.~:......l ''':, '.0. ,. , Á. ....• \-~;:.~. '~-.' '''','''' " • ,\' .) -,

~"f~~;i~'~'""',< '~" ·~:.kéu~;ï'gheI(f;"n1e't :móefiijlt" 'f;ä in tè: zTe.:n·ua t' 'h~t·;.lié~irltaat::;.à-lleen".-,...,." "'. ...." ~ ·'·;·i·~~·;:·.. '~. .' j •. :: .:; .~.." <'\. "',. ~. " • : -Ó, r ; • ,'" ,"!', • ...t .,,\' .... ~ ',,,,,,., • _ - _;~. :

,;i.·:~,:<~~:'t:"'·".,:'·,'·':m,aii:p '~/oiaoeila;e .nàuwi{ell:r~g .iál· .gelden indie~ .b.:v{"R·<:5.0.··:...·:,r";!ï'~
, .; - :, ,,"':. ;<T, ..~;' ' .'.. .'......, . ~ ;._ ~ ... '-', _. "', :_. ,~.. -..... _ -~ . .' '_'_, r # '. .' ..

. ',;,: .; ..... " .... "~. ..:.A,;J ...hoe,...-el'01Jl. bovenaange geven .redenen dE!'gez·pèh.te· ~làtie' _
':,:: '~::;': '" ;',-'.'::.. ~<: F(a. ~).::=9·,~-:i:.·~·~ó.~".benader.d<a voo~aärde' >t,oo,~ n~ut~:ral~~stlabl~ite i~t-'

-, . :; . " ,,". . . . '. . .. -. - '. '_- '

. . . 'E:i~t .Ls afGeleid, . kunne n Vle t~och het voLgende 'opmè:d~e.n:. ,. . .'

- l\:\'lali tat-ief is. de weergave en be nade rde oplos$ing van het' ..
· gést'elde, probleem juist:' de tendens blijft geli:jlc;"

, .. \.. . . . . .) .

....' -. kwariti.:ta:tief zal'het .re suLbaaf "a.lleen geld.iG ~ijn in de om-
'l1 -:"'_'.' _. . . . '.1.>-

:.... gevii1g van he t punt èt' =0•. R:O; . J

._ 'Vlo1:dt d,e'uoppervlaktespanr...i1~gll 1; gro te r , da,:I?-:.>·;nag·riIe:r:·ve~
. y/à.~h'teI\ q.at de neiging tot Lns t abd.Li.be Lf afneem:t"' (de oppèrvlak-

".' ;., ";).' ,~, t'e~p~ing h.~e·ft 'e~n stabiJ_i~erend effect). ::~.... ,

-~ ,

-~. . '.
'.,Op grond van het bovenstaandè is'het een nU"voor dé hano.

. '.l.i,;t;e:ru3.e ~zaák om ha -t e .gf1an wat er gebeur-t indién a: zeer .l{lein
-:- '.:'1

,,' .'
-,

., .:
'1." •

:'-~; - , ..
.;- "
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V:?Sl.:F:Ld.-~*.~arigeziel1' hp.O.· volgt dat de G~lfleiig~e ;4. z,eex groot .
wordt i·ndiè·n fX tot zee r klein na'dart; lli.·b. ~Vi.' Lnd.t.en . a" een ein-
, '1 -_ '.'" , • . • - •

.~'di:ge g;éootheid Ls ·ongeveer g'e,l,i·jk aan nui,. hebben ."Ve t~· mEJten
-. .. "'\:. . ."- " . , '. . ~" . .' \ .' -'

..:~ . ,.. •..~ ,~ ..,_ m.e".t he tr geva-l _van eon kLeLne .u lange 3611" ve rstorir..,g, d...w ."z·. 'een
.:'."'.-' ··-,,-:-··.. ;tipis:ch·v.f?~tièaie:a,j:·~l~e~iÎlg (h) is. klein t.o ..V·~ e,en t;;'j)iscl:i:.·

hcii'izüntal.e - aftr..etlng (1*j. 'Indien ct nu ~o klein v~rori<Le:ç's'teid
v~ordt dat a2~o,"is het niet moeilijk in te zien dát het reële

: o. .. ._-: _:':"; ~ •. : deel ~ar.ï 'vgl' "..~(28)' t . -i.8" vgl ~ (2Sa), ovè rg$:~t i,n:
.:~-

C1~~\ -2 .-, '';;';'0' - .,..

..>~..>': ",,;<,., -.~n.het lr1l1."ig;:i;naii,e~él.eél van 'V?)i .; .(2{3)·,.i.e·~.;gl~'. "(28P), ..ge schre ....

:t<:;i~("'P!":~E~7~:~?:,:i:~+,::',: ',. ' ':.' -, .:'-'" .','''',,
~~,~~,~;~~t'·,.:,~~,~·~'.,~~.-~~~~f~(~~?~,~?9~~?ih~~.·:{,+~,t.942f?574Y~...'~ (~~t~~5714~).}~O ;~.' ,'", :7,:..... '

;~:~.?\~.~-:.~',:-.., .'<"::~~O:~;:~~·ëli:fCi·~irid~.!';~~:';'e:-ti·~t:·' i's' hi~t '~è~w'2}~a,rld0S'dt'"á~:ri:g~z:l.en. ."tit een .
... "": >{ ~~' '.'" ~ "'. ~, ?"~. ' .::_ , • '. w '. t~t·..,~ _ '..~ .., " . • ".J
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'":''' ,;':"',' ,':,:,.,Z'Qals Vie op' 'P':A-?: ,'.ge~ie'n·hebben is ei- sprake vaÏ1_'1nstabiliteit
~,:~:!~~;:'~.'~;,~:,'..~:".~'~i~6.i~~_.·'c,:>0,-, '~~ä'~OQ1'\ .; ~et ar:#o, lU"~;~~n,:' "

'~{,i)<~''~~:~;,j:',~~ ;~'itl;~': ' ;'~c~~D;~,,<' : ,; ,>., • .'. (,)1)

;;f\t~~?;;E,t:/,:~~,~:;,.'~~~~:~,~,;-';~;~ .: < • • <.: ~ ". .' ,:;, .' '.. .'
:",'l, :; ;"" ~'~·~:·"~.:.cr1g~'iLli,-Jkb:.e:~d'(:-3,1)' as: nu ~de:,;'__'~~.'.-VQo!.'"-.llaa.rde ,vo,or lnstaolll. teJ..t". Ln->
·,;r;~/.t~~:·:;~;,~·\:,'·;:d(éri'W~ t~'~':~~ken:j~'ebben'~~met·":e'entll~~g~~g~l:t'"'~vel'st~i'i~~' ~e{ . "
"'<"'q ~'i' ':;". __.,_...~y ~'~~'l,' -:,_ .#_:"'~- ~ ':. .. ' "!.,' •• ->: . . _ - .. '~'" -", I " ... , . . .._"},,_ _.,' ~ ,.

t';'~~;::,~<j'''':;~:~<>'>ll;l-~lD:e~'~pli-%1.1;4:0,,; ,ae "twéede. te'~, in het, "'iiri:-1.;:er1id -gee:lt, de,;_-i,l'1-'
,~~:!*i..... ,_- ;-.;'''f ........ , ',,_'l..'" - .... "," '.-,', . '. .,-'. . . ~. \ '~. _....... . '_', ".

'.;,.,~~,J~:~~\~::',~:.__.: ';./·v~~o·~Çt'_-.v:àri'de ~'PI?e~laktes._pari.niilg. vi,è~rf en de:' ·de~e ,:term. de ':ïn~
':~~,..:~:~/::>,~:;:~::'~...\::v:i.~~;vé.tir4-e, Z~l_çlá'rtêlti:a'çht'- 'I'ndien'; ,'a:,::D'~',i~e~.dè ,E~á~ilê.pgtevan;'
.~·...:rr-""'X~-J~'.::"'._:;~"""'~~.,~. -; '..,_.~ .J ••• ..: -; -, •• ~. _ ·~:-,.'M ~- _ -.,. " _'..... -: .,-' _, '" '.

~(':.')):'?;:'~':",;)':';' .da 'y~r_ptomfig, is-,'~neiirdigt gait" de:, ~nigeli'jkhè:i,d;(yl) óv-eJ;'. :l.ri:: '

~~f~~'t~\~f;~~~;;;>{t:?~~,\~~~:fê~;?G!,..,':'::','~.' '-, ~".,~."'.'r-: : '" c,

:-~'~",>,,,,:,,--';,:::'~~,-,~f-~f.?-" ongeliJkheid. ffi·;lf'''V:if',:ûevglll+~ {flO) .~tl:~C'14) ',rt,a.,er,t:~g~ .hè,~lel:--
".... -"' .. ,-..-, .... • ; ~ ~ ~ -#t r 'I r • " " .'. - .'. • • ..."'-: " ... ..... ' ... '"" ..' • ~ I' '':10 ' •.,,",'-'<' . <,,:' ;<, "," 'ding, >g~'s:chieven kan ·worc1e.n',als'" , -; < ,:.', '.,' " -, " ,,'. ',f

Ç2~'~::;::~';~:"~~,'~:,~;:,:.\' ",.r .,~, " ~;, .:~ .,: ,," ;.:' ~,', ~}: ~'~, • .- .' " ," ,: ::: ,i • '. '( J" > ';~<~~,:'~";~~.:'>, 'a
,i"iÖ~'~~~" " ,~' '. '-' ,. , R.tg~::>~ F" '.' , : ," , ',' ." (311.';.';:;::r,~~"'~"\.'~.. ~ J,!. .... ::'._".~ . "':' ,'. r,;: ~l~ '. " ~ ",: ..._ '\0 " ,. '. -{.' ... ' ,\, ',"',~ ,~""' ... '" '~J "0 ~ " ,,!: .

~~~~~n~~:r~:;:~~';"wö~t d,~..~t<?p~e~~~t~span~ün.g!·., (",in' ·.onp-!-~l;kjklWid' (51)'~'_'€?elij~ .'.
:;~?;/:.;i ',j.,~» ~,: ',-""gè ~te.îa. ·"äali:lJ.u;-l;,.. daii/,v'p,ig,t- '-ûaan1it: dat 'ook "·e~p:\'n);et~':oriéjJtd:i-g,,':
.~,f;~j«>"'~':;:l..~~""~;~~~' ,-<" •• ,')._ .. , ~ ',, __1:,/ .. ,'._,.... ,'1'::"' .. ;'" .' .. "_ ;,\ :.;._.. ",~ ','. ~ ~'~.. . . ,.', ~,..,~.'-:... ", _,_,'" ~"j, ,

<';,;~?~>::;,-~~--:':"<",,"::,~tîani;ë;:g'9itt_1'.v~~st'o.ri:ng ,fnsiJablel-,. is,,' i,rid:re,l1 'à~: ~ngel;ij:li:hej.d. "I ':
'l '" ~, '. ,: ~ '1'- ,-<I ...... ,. " ,i; _,,','..... r- A" 1 .., '.. "1 '. ~, • •

,:,;,"", "~: ' ~' -:,. <,~:'·t~l~)'w'o~t, :-v'()'ld.aà...1.·. .', ,.:", _ " ',' _ ' ," , " '. ,? .:,'~ '/,
'", . ,,:>,: ,~,',~",;~.~,':, ,,\·'É~s,~h,o.~tvé:n'_'w~", h,~,~t":€$~VB.--l' da't', dé 'he1ii~~$hoé_k:: J.' ge'~iJk: is' '~~n
'-'1 "~:~f;j~)~:,)'lilt;' dan :;o'~g~'~i~ ,:~~l,,: (10), d.~rect ,~at)t~~~o,;',wat' v{)~gè~$ .Oll~';".
",~ 'i'~C"~~,< :,:', ;.::geli:~}1:hei,d' '(31-) ;i:mpÜ..~eert' ,aat·"de,~'~'stJ;'oIr.~ngfl aitijo. ,s'tab'iel ~$t
:,'~, ('·-"~;:i; ~ '~. '1 _-" .~ - ~ .,._, :"':' ",' • { ~,' "':' __ , ~ , . _ ' " .. _ • I _ ~,1 _ _ :' •

:', ;:\_'::"\;~-:'":/ .; :·,ll.~(tg~ep_ geen$z,i-ns :ve;rwönde,ting:~beb.o:eft. t-è 'wèldcen~, omdat_. we ila_,

(.,:",:'~;"~':',,":~,.·dtt·· gè:val,·te' make'A 'liebb:è~ m-et ekn ·stationa1.re tb,e'stand,: ~

;;!-I~,;'.-.~ ~,' <. , ''.V:~l~éJj~,~0~g,~l..ijkhé:i9,:~31a)' i~,',het' ~oo'~ l!~~:'e;~val ,~·;:9.ÓO ~"anc1evr
<,,' ; .: .- 'f ",", 'nieè,r duidè1.i'jk dat de strol,lling 'al ti'jó. stab.iel is als<'B ')0,. '

. . " ~.. '.': ....,. • -. J • • • • • •. ._ ,J , '.'. . I 1 ... • ". •

:'-'.",~',--, ,ygl. (3~a)- ;Luid~:"c;::'df':"-=f; é;evei(v~? de ,gr9~)'~1,_leidc wé~,r'èe.ri,
,~..,"'-:::.r: ", dimenSie dció:ç de stibsti,tutie (zie P.A:" Sj') '''~;.oti '. 'cta.n 1ev'ert
"~~'~.: .•~ .;", --. ,'F ......>/." :~~: .: ;., .. l • :.~... . ~ \'1'"' .: •• >. '. " '"" ~·o .- .
\.':~"" '-, . -. ',." ',:d,-I~ 'qp;~ ;;', ' ':::,', ,," '~-;
,~'~~~,i,::",,:.;;.:.~~< >'::" '.. ~'<:.,"~ó*'~2ü~<?l:\:'-: " , " , ,',,', "
• ";~',.' ~,"'<I • =:: _. ',' '. ~,'_~.~'. "'-<=.} :..:.: ~." .+. •• ~.' '" r '!, . . . . . _ . . '.

')::,' ~~"",:',~::',,w~:pr_'l:'?,'sttl~~at, v0l1e.d.ig overe.ensteTi!-,t-,.l~ret d~,t. v~~' vgl,. _:'(12.):. feil....:
.... '. ,., ' Leen. i's 1fgl'/ (12) vià': èon veel, sim;pe.l~J: hesqh~m~!in€_;swijze afge-'

<;.- ~ 'l~i(f;,;~$llbsti ttÜs'~n' »« in, b:övenstaal1d'e 'relati.e ,~,' =:. ,~\t~ , ,,'(zie'
. , . ", ' " , ....0· c: "'l:5em."-p,.i- éj )" dan krijGén. we:: . . · '<, . "
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"'*" -I,c-u..g,em:

deze 1reti~kldng nu komt geheel, overeen met ó.e in Hoofdstuk- "!-V'
'.B::fg;eleide vö'oI'waard~ voon ,neutrale': stabi~i~eit in geval van. '
, ,eer! '"ttw~êdimensi.onale permanerrt eenparige laminaire str0j11:i..ngt '
, c ..q~ ill~t" de i;tlo Hoofdstuk V afg~le,iae nooC:~aKeliJk,e '(îninirilûm~)

,:.", .: 'v.(!)o,n·laaro.e·,~'voor ~he t ontstaan en de vü:r'ming van Jáminài:rè rol-
" . :go+;'e):1.,Ev~nz6 is de·on.g~lijkhèid (31à)analoog,met"het in Hoofd-

.~,.~<:~,J, : ~.: '.- '. s:tuk' IV gevonden (i~) stab;Lli té:l tscrlte r~urn, vooc .'de' tweedimen",;, , '
• .:;_, '_, -; ~... '. 'l." ". • • ~. • ~

';>';,'. " : :'>, ::.',' s'ionale pe:6u;ànent e't?npari'ge -lru:üMire stroming, ,e.g .. de 'in- Hoofd-
'1 .. ·',--' ',;.-'~ .~ •. # -, '. ". ...... ' ", ~ • ,.-. • .:- • : ,~..._' ",

'~,';';",,';; : .. • ;', s tuk; ,V Ge.vonëie:n lloó,dz.8ykel,i.jke .voor-wa.?-rd,e voor net i ontst-aan, en
! '. ~ .'~ • \., . ~ , .' .' '", ' .' ... • '..

\':'7;~~');,':.,~~"':,-".,~'~e',vo'rming .van; rólg'oiv-en'f 'pehóu,derib' _:dan. 11ét "fei iJ" dát'·, i·l). -boven-,
:;;' <,~:::,;,;.-'<. '".~g~lloe14d~' abo.:Ed.s:tultken. d,e~'n~fn~"'iel:'7g.f'oo;thé,:td j.ri", h,et:, ,~'9h:té'i-itd "
~:::,~<','''~'.'~;t'. ",..: ,·:-ge~~11t'."i~~, ,ina:'ár,\ 1'.:.'..Co'p d,e, Ó~S,'CL'epatttX'e }tiè:~t,~~Sè~",.z~~i~n:yre~:p.~ei;;
~~~~~~'~!_,:';~,:~,~'-<~é'r~?~~'.i~~~:~ti)~ _"';', ,~,~";/~:,J''- >"':, , _'~ ~",:' ", -c , ' ~; '."'<:, '< ' :.: \",,:':::' " ",~"> ',~: /",',' '

',,~~:\,:<,\' ~,.:r"~,',,:;::,:'.:'~Tè>;~~:,~lö,1{Zi:j,~~o~ ~,f:::',)51?-~.g~:~~Z~tl'"d:~t,~: ,:pcÓ!#pl~;~~)~Qlfs~l~
", -=,;i':>. , ':'~ " ,-'" . ",.,' '::he'id i;lt'e't~èW,:1e en. 'VOG'rk.6tn,~"irt ',d;~" dj: ~te'i>é,D:Çi'{tè).vg in..'ai~~he ,t ..(i;h-:) .
G.,:':;.~(",' •. ' -_.,~:._~.~: .. , j>','.~ l' ,,' I"""'A' ~ A'" _: ".; '~1. ..' ,,~,:' ",- .".:'~ • '.~' ",,' -!;. ~ :", . "~:! ,,, .
':'::~,~i~,',~;",~";"/",.' .~ta.b.:tlitelt:$:p'~o,b:Le~em''bé:sé;n.:rij_y~n* .rlv:iar .ool( ,:t-h,' ~d:~'fr;al'i0~Vo:~i1fatü.·dei.q.
::::}~~:'}::A~::,:;:v, ,'~, \i(at' a'~"~~6.g~;lï-jké :,irt.~iö~d~i,l.e·.rv~n'zOU :ku.iu1ê·n',' ztjn.',.<i's .:~iét~'duidé- 0 '

~:::~?_:;';;:<;~;:,~r(:::,~_':i~~#~'. .-<,: ',' , ;,<0, ,.', .: ", ' ,.', ,', ':, . ë $:,;,: :''_'''' :,', ,.~.,:' .. '

~',<« '):!,., ,', "~:',~ ,R€.pu,meb.3n<1·kUllil:eU,we ,Jll.±. het' volg'etiè.é, ze'6Ge1,l:~ ," ' ,

,:~~.;;._',::,p,~v:èns~a;,~;n~e'"~'-OÎll~i-iri.~lgen''E;}P- res.uita't'@i1' zoud.eif ~~~§~me;:eltt'kuil~e:n'~
~""'''''''' '...; .... ,: "0' .... ".';,. '~~'. _ ~"' ... \ .. ,I"" .• .• .. ~. i' . ',. :,;"",.'~ ", ~ ~,.: .." ~:~~-: '",'r'. ' ....".• ' ",

;::. " 'P&r6..èn:.:~l$.-,,:;e:eJ:l:b~;vEr$.ti,D.i'n.gvan (i,.e' jtij~ste ',-aanpa,K van ,.ht?,t.' iri:sta...,
p.~" f C.).. _ • , .•• ". • :. ,." " '.. • • ~ • _",.~ ,~,., • ,,"/ T • .~, ~-

..':;~i~it:€i"ti~'Pt~:fb·i~etn~.en de ':.j,tii;3,te. (~ninieI'~ek~e)' bêhci<ierl~:·è:rNá;d. ','
1~1.:"·"'''''.'!i':'7''-',~'''~'·J :.",:-_:r ";.·",,:F . '; ". " ,,,.... ' ,'. ' ','''} .... ,,~,

~ ~..... , 'r .. " .. ::_:.' .~-

-0 ".';f .~! -. ,j" . ~ " .. ;~'-<" .. ",'" . ~ , -.., ~ '1

>~,':;~~ "I,Y'<' ri$':',st~b,ilit:~ht"~yaA"e~.r.t lar~;ln~i+'é' V~rQel.stot$tr~riiU:g·'tuSg~4,'~.
,.'.,' ,;_,';,<. ::" ' :' '~twé~vt~,~en~N1_J,td.6e'hellende 'VidL~k~n ..... -: ,,' , ,';

, ,,', :r.dr overg€:lijJ;i:ing met, de hie,rVoor: segeven,besehouring ,be:...

,t;reffènd.~ (iè st&~bilit'~it van een ee~pärige'lamináir~' ':t;loeisto:f-
\ .. ~ '. '. '.' . '"

, )<' .stl~oi:linc.; lanss. e'en he.l Lenc v.Lak, ::3ullen we nu ,l1abae,n 110(:;'de g_;;:-ns
-van :û.û<:~::iJ.' J..~ 1r1' geval de 3tabili tëi ti bekeken word t van een €en- '

.'" ' : ~. • " <

,paris~ laminaire vloe.istófstrmn,ins, tUFlsen' twee evenwijdige h.el-
«r , lende 'vlakken. ..

..
"

, .....

IV-a: " ~De basIsstrolûing.
De laminaire stromin6 waa rvan -de stabiliteit onde r-sochf moet

worden I s een .eenparibe tVJeGèt.iJllensionale stromin'j, aan "beide 'zij-~ . . "

den besrensd door eeri gefixeerrle wand. Het assenl:l."'U,is, is" ana Loor;
" aan fiG;. A-1" gekozen' zoals ao.ngeGeven in fig.~:';'-3'. De ó.Lcht.he Ld
èn viscü8it~it ·zijn con8tant~
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-, " . ," " . . " , . '.' , ~* . .~",. 1\" . '. 1 .'?& .'.'Ç1w. .... J;:~.. '. " '

:;.: ,-:' -; :: ~. '" , ~:-;... -.>~-':.( :.... '..•... j',. ,,' ~ , . : ~~.' S:.: -:j,,'. é ó.s~ ':;'l~ J :·~.eTh ~11~;~~i,;." ;;: .,..",'~~~ '.":' ~~ '.' !"i "'.:'" .~,..
;: .J....... :(~ .. ~ :~"~::., ':'" \\'--:_:t.' ,.' • ;.~{-, l.~t~.l "·~"':'r·';'":"~'.::;l-A_f>',i' :':l·...1. ~: : ..:' '. .• ~~",_~ ,: ,:' "t...~··.· e ; I~:: _ ':-.......':f1._~-.;......~,;.....'~~.:~. . ........:.~ ;..... :
>~...-=/,~>-:,.~~:,:.....J~'t&i.~~:·d;t.·~·ä.."c;'t~~::h~~~'·~,i·~::'d:1e:' iàe~·.~~~ffj~'" Ó~·~~;:'-..4é. pië%~~e:t~i~seh
, .... j:~; .. .:~ ... "" '~''';7~'''~ \; ....... l ••.... '.I"",:;.' ...:-,,\,,I~ .~",\ ~F ,',.' ~ :. '.~ ~"'A.:": '1:'"_,,,' .:.'r ..."-._ ... .' ", ; ......' ....... , .. ..;r.:~·_ -Ó,» ~.\ ••.• ..;

.' .. ' ~':.~.';'':','.':nfveaulj.jn)" 't~çt3.k'\t._Ille-p'. d.e:. hOJ'i,tonte:}~.ll d~".,;.·1;s,~··het::.:vRr3èhil·d.b.
~~.f •• '" . '.: ...... 1'\ ". ',' ..- ..... ,-. . ," . ","".," ~:;" ')' .... , . -'''~,J-'' .- • "_' ~. " 0;,'" 1.' ';; ., ~~. "'" -~. -'.. ," ~.', .-.~ "

. ,., ".~ o.ruk (c .q;,' s.n'jg;_)hçiogie· 'tusgél:~,:t~ee ;pV:h:f:;~lil.·..op de X,~áS ~ef onaer~'
~~~ng~·..::tf:sband·"dx. t e.fi ·ve,r~ehi·:i;.in PlfJ'~tsh8'ögte;dzit (t.~.6.v.~:de:'ho~, ,

" ~. ' .. ',,/' .. ~, ~.• ,~ .v : ,,'. '~'. I',.". 0,',: ..~' :"".:. .:,' I •• ",. ". .' " • .l. :~. ,0' ,',
·;r:iz d;n,t~ái) ; ,'·c}:f\.a:ç.'ui {-;','\TO lt4t.· dq_ll:' ..," , . . -. '.' '.' .''. : . .• :dI:, .', ,.:: ':', "

•:,:,.: ~ ".~~o~»t~,..s'iri».

. ." .

. ,
s,

" .

.:~~.:.':1.':·;~~!.=c :.g.('éós~·".tg~-~l'~,~),;:~','<: .'
0.:., . ~ ".:{p.. ~x.' "." ',' "

" siibstG~tuti~,,~ei-vi~..;'in:bovelî$taamiè ·N:~vHl'r-S:pléE::s~f.Ürt •. ge'e,ft': dan i.
- .; <. • - ~ -' - •

..;-,

;_,

':'

o '.::;'g •.ços~ :èb-a+ r':5'fl ~ : ; .

há.e r-Ln 8elÇi.t Qat:·
.,cbs 0 * tG(X.~sin:§ + ~~ ~

A.J. . .
. , - 4 ' " ,- kl" t 'en a.:x,. heli ve rnang ~SV!.ln 0.0 o.ru " l.Jn .o ;v , o.e .x....as.

'Stellen we nu: cos~.t·gO(~·l~ i.e. het ve:.ri.laalG .van d.e pië'zolnetrisch
niveau lijn' '0.:0.'7'. de ho.r:izontàB.l per eenheid. van lenste, g~-

_<. • "<:

dz. dJ.' ,
~+ a;t.

meten langs de x-ás.; dan hebben we gekregen:

.' :

..
. '. :2 .

. . f;J+ (.Vv,; ~O •

.waa r-Ln u.1I :::u,if-(j) t ·of'-tev.~e:l:
~.

ct 14 .;.- .~.-..,.......~-=-- "
dvC. '(' .
. u*
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sy"~'''e''''''r;e')W~ lJ ~.~

nOGIllaal a
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V81. (32) "~C?lgt.
~e1."itranèllte beviei;i1~g maken d,~

- ~
'ook. rechtstl"'eel-:s 'uit

,"

evenwi.ch t met de'~z\ijaarteki~acht'sc'o.mpone'nt in de
strom;i.ng' en de druk.1a18.cb.t:

" .. clu,. ...h" -:" 1) ~

'. f'((ty) Th' =+2fghsiUt1-2hox* !>.

ePI< ' "
j,ac.....Iuit r;let':~Ji:".',:':=.; -'rg( cos~ • tüY-s.i.n~) vol:~:t:

:. 'êl&:_~: : ' ' ,,'
,~I(~' '= .2 fGhI -:, . y._ +h

s'chuä :f.1crachtien 1anss' 'de wanden
richting van de

)

.' .1;,

"• \~ _, ol • ,,'

. r'4- ' I"OIvowe,.;



(33)

d~, .dl""'Ö.kho6~tet:-'b-ès,chouVld t.o:.v •. de..x~as 'is:
.:: . . ~ "._ .: ,- ," ,'"

..Ä· ..pg.',=.'
;'2puÎ! ~.o '': .. ' " '~.. ' •

-'~~2';~ +x".sin8·~1 *
... , .~

"

•• >

~J!J..:a,~yv.he t; ,pt~,zo~"ejj.risch nive3.U tiO.,1T .•

·-tiev:l~.k:"(o'~v». ,~'o:Gr. <l.~ ',()or~r~~ong). ';;;3: .
.;' \ .

een. ho.rizop:ta~l referèn-, .

·'IV-b;
. !; :

Het s'6~bil-i tèi t-spr-ob t.o em,
+s .

r.

Op .e èn ~Jijze welke Geheel ana Lco., is aan he t sooT·t.:selijl~e
geval van stro:ünG: raet :vrij oppervlak, kan .afGeleid worden dat

. het stnbil.i ~e,it3problee!ll in p:rincipe weer 1J0,paaJ.à. vwrclt door
eeu·differentiaG.lvSl. van het t;ype vgl. ('17):

.uP-cl/</! = ja:rt. [( u-:c) c' 2_;)</1- CrfU) lP}'
waaz-Ln D 0.e ope:rat\)'rnota-cie is voor ~yç., cp=1J(y) de dimeusielóze
'J.?mplitu4e~'ul1ètie vari een klei~.j;l· pertur"Qati.e van de strooml'unctie:

= fjJ(;: , y)'+ ~ti.,'y, t)=~(x, y) +ö.rjJ:_ y) .~ ~(~~-ct).'

(



._ '.-

.... ~ '",

"

;', '

-v .

en !

.'

""., :,' f I.

-.SUbs,ti'iut:(e '~i'e~;:àn' i1). vgl.
_,( 34)'" :," '\" h" •

~juR{~:_)'2-'~;~:)9l)~~J=

': .

( "\~a), "~~eoft ',tezamen me,t...·rel, <?:tî~. .) .J, ,~,.....,... ' -' . .' .

•• I·.••

dib_2C12d~:d<~i':...d? . dy, ,..,"

's,tellèb. ";tve" nu ):1Of;:
I ~. '

. :Ra' ::: ~jC:lR,
'dan gaat bovenstaancle vgl. over, in,:

·~···"'f'~(1~,;2_~)+2(x2)~. {~R-è-eb (1~';-d~..0
dy .: ..0, ,',' dyC: . 0 - ..0 .. ~ 1.· "
VGl. :'(35b) as Qua VO:I;'tl vollediG ic':entiek nlet' VGl. ' (1'7~)'. '

(35

; ~"

IV-c,: De 'rand.voor.v-aarden. ' '
, ' Aá.:;~~.e v~ste· beb;rel1~inseli· moe ten b~ide. ene Lhe.Lds.coïapeners-

te-ri.' ge"lijk z,J,.Jt:-aari pu.l; 'uit ,";'Jjl. (13.) ,v0ii:;t dat vcor ;1:::::.1: ,4 >

'lnoèt, b8 16.0n: '
,d~~1) _ 0
. 'dy

(36

d$(-1)
d.y '. 0; (36

eve nz'o .volc;t uit VGl.' (~C)) dac voor s=x '1 moet
(jJ( +1' ). ,=. Ö

r"e' l(len·b ~" ,-

(36

:cesp. :-
(36



" "

.'Re sumè re:nd. 'l~unnen 'we };1.U, he t vo.lgencfe z,è'ggen;
-, ' \inà;±.'~ri~t:'~vm1.ài~; Op' P~'À-~,?2,kr"ve~~nvou~1iging i~gevoe+d

f ...... ,. : •. "; ." • '

'·.'NOr, ~$n':'èle,'.,$:~o'1èn.!.. ,
- .;..:~Rb {'1-~~)+J~iel ... ~- "-.: :g=~~o '

. !J. ., .,' _i:!:. '
.. ' . ;. _.. " ~:'.. , C·~~·R:.-JX - . R· C1-c)~n Th::a: R •. . ,
'-"'.~'-. , .... ~ ··· ... 0 .... - o· 'd
'_,:~;',;:'.~',;:~:':.';:':',,~~·t~6~·;:~:j~~...::bel?D:V'e~ \le €)p_e.~~~t·9::n:ot~t-i~:.~,a:y~~:··.d.~Tl.~àn.:.~g,~.\
:.~ ,::, ,:': .': '·LJ5bY.~·~vtél1l:e,·}:iet irista'b$ii'4eft03prqble-em·we-e.:rge-elt~ .geschreveri > ,

...~_'::<:<,:'.'~':.>,'\i;ord$_!l ~a:L3'!:,~,:,.,- . 'J' - '.-~...•. ' .. ~, \' - •. .: ".> ,',:'; _ .,: '~.'.}o .

-"-'.~y~:.~,~<~'~~.'.' , "~.~.'rl~··':'·:~+~Iy;})~~..."(?:~~j.~~O.;.:,, .. _"' .,: (35
c

;,~.'>'";., ~~.. :,:'vlaa:r'!'(j', ·"~1s.·':.,ran4v:6orv.fa~rden.·'horen· .. " '~<, " .", ".' , ',' ,,"... .:' •

:,~~r~::~~~~,:/;:,~?~.);:',~<}:~:r~±:~~';~:..:\,(>:', :::~;':;:, :",,~~~~.;> ,;',:.:'.•:~.:>,', . (36 a-
-~"' •. ',' ~". '>-""""II{.#I'\.-I"1\.,"""'" , '" "(36c-
~.'\ , ..':(~~''''~~\~ c•• ~ ~ ~~;., (';~~~::~""-4.,~ •• '.. : <~.~:.'t!'!.. t"f-Jl~'~" ".i~<·, . .J, , • ,,' ...s : ~ :' '. ~,,' ....... -.I ~ ""~ 'f -'_ VI' .... ~,'~' r .....

.,..:,..':.,::::':\·C..~;~'>:b~~Y'iv~1~~~"f3'6:~J~-:~36,0:) • ;~'j'~:t,Cl?c) :/e:A . (36,~j :,ge;v~l1',:dè'~.'vi.e r~rand'- .
,.~.' ...... ~ ...._: ..; :~..' _', ;}\....' t' ' , .. i '.. .'., ~ ",' • ., ,7 .,.' '..... • o\j : Î ',. .. . • ... : •

;: " '~v":: "( .1 /' )'V1Óórvi&a:ro'é'p: ..yitrérf.~·.më-t behulp: ..waarvan'<de Vier' i;n~egra·G.ie.cöris'tan-
-,;,' . . A:·'.· .. " . ~ ~'" <'. f ~~ -. ,_• • , ,~" ','.1', " .~ •.' • " ,,'~," .", •

," .,,' " ten '})epaald' ~nn~n .1fto:èden •. we-lke··Pl1t~.t~ah 'pi:j' il1..~ef;;l\9,tie ·v-an.. :
.... ~ • '.. • ',,, '., f _'.- • ,-'I • ' • ) • ~ ,".. '_ -', . _,' .'':< ':" ': J: ... "" vgl. ·(~?5)'... De, ·v~tL."-CJ5):·en ..'(3q), b'~pà1~~"het;' ka;galt.t-eri-s,t~e:k.e'
, 'i.·.. '';' ·vn~ard~J.)ro?ieêrJ,~:'risl;+l terel.Îdê -in e~4" vb{)iwaa~a~ :-ran ....het ~··,VY:9è.

, - F(at·:a~c)·.;:o.·~áarU.1t de ·_ço·ná:i·~ié3:be,paal.d,'ku:nnèh'·~JÇ)·i'd~n, di·e .è
'.. VÖli~d:Lg"·N·é.ei.~n~ken.'C f~e ;'. de sit'Uatie' v~n'·.nE}ut:ç~le" s,t'~bi1.i-

. ',': '-bei 'Ç' ge~e,n)~~'.'. . '. . ..
. ~':<ve+~:,()5Öyis qua vorm ;Lden.tiek met'.vf;r~ (17;) •

... :.
'. '

..,.

". .: ..
, '

-., ..~., .'

." IV~d:'; '. . De,ui i,;w~ rkinb~
" Oi!'r,"de~èll:de' redel;l~n' als ve·xri8.1d op,'p:A-22 s:belieh' we .8:1s

.' 'o_plQSSillg'V'an Ys1:~ (35~) ~Jeér ·V:oq+~~vgl~.(2~), te we'ten: .
'.', . ~ ~,~~~'~:1:ra2'y2~·:'''····:'~~n'in+..'·...~,·=. s. 1\ .,'. ..(22)

u.': I . . ,""P n· '. " ;
• f ;;-- ~ . ". ~ . a1- .', '; .r....· ,.'..., c ,'_ _.' '. "

,. ~;~bs_tl.t:uv.1~ ·hl.e'J:-vap.,an vgl. (3:5.) 'lèid1t dan we'e.-:r tot. een e Lgeme ne
ré,Gu.rSre~éläti,e,. weLke qua vczm. identiék 'is .met"vg;L. (2,3)::;'

'(îl+4~)(~~3;'(n+'2):(~+1):á~~-' A(~+~)(ri~~l)à "_~~~Ic.+Bn(~~~1')]a -D,~ r)=o.( 37
z ',. ', • .' .: • _".:'.' _ •..• ~" '.':. '. • . '. • ". • , _ _n ,~ . ...' ~. . n-,- . .
. !~,.~~V',"";de~e.rocursi,e..relatte' fUD,:o.en·.de co'ë!ficiënten':a4, 85,' &6'
. ~·tc.: wee-!' ~xpliciet~ ·bep$.uló, worden als lineaire 'functies Van
·.·a0~::,a1:!.'''~'' 'en: a]•..~3~b'st;.it~tie··· Val} ~4. a5~~~6~etë'. il,} de .aange=
. noraen oplfJSSing' v0,l. 'C 2~) 'üeeft dan! .

7.. ,.' .... ...... "
: - 4"

. <pc y).;,.: ao·~;::0 (y).+ 8.1 ·1'1(y)+ ·'a2..-f2 (-y)+ a). i'.3( y) ;

-,

" "

"
hierin iijri ao/'a,l' ~. en .a3 'v,~lleke~rigé ~onstanten en fo(y),
:ç1(y),' :f2(Y) en :t:3Cy) vier ':'unctiés, 'elk VOlledig be paa Ld en
uit;@0 ~;r:'Lû::t in een reeks .opk*iE'..m ..e.nde. mac.h te n van y, well:c' reeksen

. cQnVfJJ;'G:Çi.::t ~ijn V-OQT.· alle )"Ja'arden. van Y.t t?_m::ij: R nad.e·rt :t,ot en..-
.1

' ... '
......



'~~ndiS; hoe kle;i.ner A,B,C e~ D -dus hoe kleiner R,en -a-' zijn~
, '.:éi.é·S te sneller éonverûeren, de· reeksen f(y) (zie ook p~a,~a7

Doen we nu t.? ....v , de pa rane t.e r-s A,B.C en b deze lfcle aannamen
'. als op p •À"" 23 , . te ·uetcn.:·'
, A,_" (eu D) zijn kLei.ne e;rootheden met &ezelfde orde van GJ:>oot-
·... te, rl he e f't dezelfde OI"e van Groo:tte, te weten de orde ~:.

,c.:q. R-, slecht;;) terJ!len tot en met de ,derde'orde van' e;rootte
.' 0 '
worden rleegéno111e~, dan vinden Vle .op bellCel ana Loge wijze de ....
ze1fde waarden voor ~e c oe f'f'Lc i.èrruen aL~' a~ ·è:tc.t/m·3.15·Czie. . ~ .

. .p•.a- ~ .en p.A:-25. ook nu behoeven slechts: zestien +ermen 'van ..
vó1• -(22) meeb€ln~'1Ylente wo rden) , '!Ie'v 'is nu' (luidelijl: dat ook' de

··.:i.~l~lcties f~("Y), f1\Y), f2C!) en, ~3(Y) ià.entiel: zullen zi'J~" zo-
dat. de oplös'Sing voor '1><y) qua vormden de'ze~fd;e is a,ls.·die op .

.' • • ." • I

·:p.Ä~5.· i.e •. v.~ •. ,(24); 'alleen de .interpretatie van Rf ~.q •
.Ro in, de" pà.Tam,~ters A.'B., C en D is andèrs.' .. "

.,~.:In~~.1~. C?4Y.zijn: ·~d'~..a~l' a2 _'~n ·~~,·.v~e~p.~é, o~s,c~oujieJ.1.~,~ls ·de'. '
.~~ -:' i;g..~e '!D~ti;ê "~Q~'s:ta;nt.en~ .:; en f{)(Y)·I,,·l&1(~)~ :f2(Y). en.fJEy), ~ls.y~er:> ":." ":', " óp.árnank~li,jke 'opl-ossinge.n .VQór. </J(.y),.' . .

1" ....... r '" ." '.

" '., ':" ;r., ''-. pus~: de. .o,Plos.siXlg·:·van de h'oJlloge:o.·e, lfneaire gewone d:Lffe"';', .:~~:<".:'>:" '=!-~n.t}i.áalvirl~;"-Y~,:.,' de';'i·~~rd~.orde f "',i;é. :'vgi·.-. (.35},' ris., n~"b~k~ndt
. ': " ' '. en 'kan ge-o'cl1:ooven wozdan- "Lu, de 'gedaante' van' vgl.' (24) :.'. ". .

.' " ••••• -e ,.(j1Ct) .= a~"~..'O~y) ~:á'r.f1(J:).'+"a2:~2'(~) en a.3~f3(y))(24)
-,f " '.

~v;a,u~"1iit c..irect volg:b' vgl: (24' ) t die '-weerbeg~ven kan ·wo:rq.en in
~ ,t . '" ". .. . -." " -, j ) ::'. ' " - ..' ~ \ .... :

de ,6'edaant~: ' .' ' .. i '. ....•. . '.: .,: '. , • '. ';', '

'.' ,:.1)ifJ( y)~a~ .f~ (y) + .·a1.~~(y) '+ a2 .•r; ('1:)+ a~~'f;(y):, < ,:,,: (2L~ 1
... _. ~ • ~ • ~. • ". .1. ' •

.."::"'."::.::,"., }Ie:t:'is ~ie-&:r;io~i'i~jk in:t:e 7,ièn:~~~~ de. fun:~ti:es. ~o(Y)t~·'f~(J.:)'

>'" ....~,... :",:: .._f~(Y) e.n fj(l) ~n yp;~~: .C2~) •. re_8p'; ~e :fu~c.-'G:1es' fo.(y)" ~j(Y).:· .
:~.,.,-,,:, '.' ,:f'2{;r) Jen ~3(Y)',in ilü'l-.(24 ) viér, 1,~néair..pna:ChaJlkel"~j·.!:,:~ '.i"ü.P.cties

• ,:'.' : ... ~ • , " . J. \. ~~ ,'.. ' ,z~vn. . . . ... ' ;" '
. ,', ..' 'Dé~ 'desbe'tr$.~f~~tid.e·rau!~VQ0:i_"'U7aarä.eri.()6?-) " ~(:36p). ()6c) .eri -(36 cl.). , ;..... . '. . '..

",..n.e.iwn nu de voTEellde '.gè.U3,J,iu'Cïe·n:.aan e .
. .~:. . .. .'" ~

"

.. t . ... ' , ." ., "

.... ',J)4>('~:)~= ~A!i ó.~t?)"+,,à'1.i1(+1)+ a2~f2,(.f1) ,+ a.3-·.f.~(+1) r'O
.. ' .. ,,'J-' ,J' " r: .:;

.: _ J)~~1' = 'ab.~o(-1) ·+·~·1.:t·1(-1)+ a2.1'2(..;.1) + a3• 3(-1) - 0

ifJ(+1) =. .

rp(-!) -
ao~~'o(+1) -,+ a1~f1(+1)+ á2.I2(+'1)<+ 'a~.f3(+1) = 0

ao·~fo(..;.1) + a1,·11(-1)+:,8.;_2" ~2(-1) + a3.f3(,...1) - 0

\,~ol~;bnsvgl~ (2l~) gelci~ (zie p.A-25)':
±' (+1)= f (-i); f-1(+1)=-:f..,(-1);. f,,(+1)=f2'(->1); f,/+1)=-f3C-1),o - 0 I I. c:: .' ""

t
te.l"'V',rij'l vol_:,ens VGl. (24 ) g€ lo.t (::Jie p .A-27) :



. A-4$
.<

"'. '" .e
.' ~

'.

. .

r;e se'hreven kan worüenj
t , '. . t ' f·ao·fo(1)+ a1·t1(1)+<a2.f2(1).+ .3:3-1"3(1) :- 0 (36a_<:

. f • f • . b
~ao··fo(1)+ a1-:f1(1)- ·a2.f2(1)+ .a3è.J.3(1) :1! 0 (36 -<:

ac.·:Co(-1)+ a:1fL1(1)-+ ·~ .•f2(1)+ .u3_f3(1) - 0 C36c-é

· . ~o'~~0(~?~c.a1~f1(1)+· a2lóf2(:)-:-- a34tf3(1).·:; 0i' '.. :',"(~6d_~
. • .' t • '..< t .. ' '.

~._v~or de f'unc tri.e a fo ('1)", 'fo (1)/ f1(1). ~2~'1~.t f'? ('1). ~~f3(::). en
'. "f...,{1). zij, ver>ivezen naar .p._ - 28,29 ..·· .
· '.J~ ·~SLvl.'(J6à_:~)•. (J6b_~i. (36c~i,;l). en '(36~-a) 'vormen nu een. 31;e1-
, .·~el :'va,n vi~.;· h~~ogè~€ij_neaiF~ vbf:h. in' l~~ 'onb~~enr:en 'ao" .a~_

;>.~.' ~ . ·'.a2:ér:.~~.3-; '. i.t ..'·S;~~l?~J.:;~ee.··:t.een~_and.é;r~:<ian.'~~e.'~1Ul'~..PloSS:i.n~·(,~';e •
.:>:,,-_ .. :'\J' .;,.'"~ë·:o. t.r;tv·iÄl-e;..·6;plo:BsÏ':n~):.3J.!s~.üe-. .cbë~fiçi-ënt·~ild~territinant: 'i;elij·~ .. :
;', :~:.!/ri.~:.;.~ t ..·.~~~?:n 'hUl;; dU$: ~~.5·' iéldt:' :'>~<',.: ~:. ....T. ~,. '.' ", . :" .... , • •

·~>:t·.:';,·:;>::/«_'c~.":.·:J .. .. >":._' .,. , '}!~',.'.:,;".'~' -': ,\.~:;..'.~..'>.':' "" .~.
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'.' ~<-.'-":_': . _r, ":' .: ..' .' ""'.' .'. ·.~.:..t .{1)· t::t'·('1) .....·:f;(1)' , f

3
(tJ) '-

..' .:',' • ~(: Ti .,...:_' ,..' .0 '. 'c: '. == 0
.: :•. ' . '. :'. J! a' t,n~ C' I ,__'".... .,. .'. . .".. . . - t •,.~
. . . . _' .. , ; - .:fo·(1). .'f~fU1). fi~1.).·.f'J(1?

. ;.··.:··.ro(Ü~·.f-r(-1~··.'f2(1) :-':(3\1).'

- - " .... '. ',. . " t' t . ~ t: ..•... ffdCt1)::::'-i'q(~1); ~'i(+1.)c'f1(-1);,i'2(+1)~-~2("';1); .1'3(+1);:; f3(-1),

Iile-t behuLp van 'vl'elke ~el::l.ties voor de resp. randVG-orliaarC'en

. ,
~ ... ~ ): .

" .

ol~-twi.kkelil1g van dè z.e dete rrünant (en de ond.errlète rmt nantisn).,.
.·i1aa~ de (resp.) ee rs te .:d..j(en) ge~:r;t na een uitbe.lJ1:~i''::'e her-.
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<f!:(~,R~C)~4. {:E~(1).f3(1}-· f1:'1?~:f;(1)r. fÎo(1) •.L~('1) .. f~('1).f2(1t::o

. vr.àarui u yQ.l-s~: .
-
'_ ~- ~
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· en .
. ' . (39)
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<, ; ~. • . ·:'C· 'D \- O'Jj Cl', j", ç j :::.. '

Ui t G_e' reSp •. vco rvaar-Ien -~·Gl. C3ü) en vGl·. (39) i~- 'het n:~aat-
'... ~ (1),
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op. te Gtèll~i1;"
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3
(1) en
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VervolGens' zullen we nu. de pa.ran eters AtB,C en ;0 (zïe p.A-L6)
'gaan aubst itue ren in ele vS1Il!':C]8b) en C39b)-;- Vlorden al1e~n
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'i.e .. vè rwaanLcaen we -berrneri \vaarin factoren voo rkomen van de. ' ,'. .
. navo Lgende gedaantie s .,'. . , ...~

.' .• ' '. ,,,.,,4R'2. 6R., ~.,8 . :' -, ~ ,
• <i :". '. _ . .-.~ bt. '~ o,t a-, .,'_,' . ,.,.,.. .., ,', '. '. - .

'" ~ f'}, .~... • ,.. • • •• '. ...."....." - • • • • ". ~ • •• •
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:·/.i.:,~'::-L;:;·"··f·-,'J.,· ~:\~P~·QOQ.1,3?jè~R~Ä~cr~·,~?O~~~~·{.~.6~1à?8~~~,.:~ö~~ÓGQ04Q1R~.'·*
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....-; ..,:.'. /. " .!.~'t-~\.,~~~"'",,'~:'~)' ~"~.: .. ~... " :"~.. ' ':"',:'O~:~ ........ '-,,,·t ·~f.~' .• ~~·.,.o1!O._·\. I~"- ~,.,.J. .. ' .~,.,. ;'1'" .. ' ""'~' -'~.
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:" " " . ,en·vGl., (39,,}.,av(:).r ~n:·. ~...... " , ,'"

::, ,:' .:.' ,', ; ; ~2+ (+0,~~~?~56Ró~D.m3;l33~%+ ~.666~~66ti') "", ",

r'''' .~'~J;.c...ó~O,16G6~y'.e~R~~ 0,,018254().eR~ + OfOq45636.R~~ o,1333,335C~Ro +

<::"'. .:.~,096ci255clR.+ ·O,1333335Jt.) + . .. . o. '. , ..
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3+
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V31~ C}8.c) 'z~v,rel a.l c ·vgl. (3SC:) is nu ct$ t;;ezochte vo'oIVraarde
van het type F(a,Ro'c)=O -;"'arin Ro:;: ;ja:R, ~cesulterend u it het
~':.lrakterif,;t.iel e y.raé.l"'de~Grot10en', wac.r-t oe voor eelf segeven pet'.n1él.-
. , ,

...

C''')gC,:) .

., ;..

nente s'~ronins de vgb. die het st J.bili tiei tspro-::;le,el11beschri'j .....
ve!l.herleiiJ. .kunnen l:lo.!.len (zie p.A~ 7.). Ql; Grond van hetgeen
ve rme Ld is ~ olc;ehd opue i;reer.:;ave·van v~l. (28), cu LLen we ook
nu z o:V:Je 1 V:J.:h ,Vi;?} • ' (35~')' al s van v01.. (Y/). he t re ë Ie Çie,ei en he t

:,' i.u.a'Gin3.i~e d'eél .',:,;flnu ·bep&l~n. ." . ..~ . .

.'. Oi,1d~t Rö::!~ja.R, volL,t· ui.~ Y';'l< {3?c) dat:.' . .
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